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序 言

近10多年来，以计算机和通信技术为代表的信息技术迅猛发展，并已深入渗透到国民经济与社会发展的各个领域。信息技术成为国家产业结构调整和推动国民经济与社会快速发展的最重要的支撑技术。与此同时，深入掌握计算机专业知识、具有良好系统设计与分析能力的计算机高级专业人才在社会上深受欢迎。

计算机科学与技术是一门实践性很强的学科。良好的系统设计和分析能力的培养需要通过长期、系统的训练（包括理论和实践两方面）才能获得。高等学校的实践教学一般包括课程实验、综合性设计（课程设计）、课外科技活动、社会实践、毕业设计等，基本上可以分为三个层次：第一，是紧扣课堂教学内容，以掌握和巩固课程教学内容为主的课程实验和综合性设计；第二，是以社会体验和科学研究体验为主的社会实践和课外科技活动；第三，是以综合应用专业知识和全面检验专业知识应用能力的毕业设计。课程实践（含课程实验和课程设计）是大学教育中最重要也最基础的实践环节，直接影响后继课程的学习以及后继实践的质量。由于课程设计是以培养学生的系统设计与分析能力为目标，通过团队式合作、研究式分析、工程化设计完成较大型系统或软件的设计题目的，因此课程设计不仅有利于学生巩固、提高和融合所学的专业课程知识，更重要的是能够培养学生多方面的能力，如综合设计能力、动手能力、文献检索能力、团队合作能力、工程化能力、研究性学习能力、创新能力等。

浙江大学计算机学院在专业课程中实施课程设计（project）已有10多年的历史，积累了丰富的经验和资料。为全面总结专业课程设计建设的经验，推广建设成果，我们特别组织相关课程的骨干任课教师编写了这套综合实验系列教材。本系列教材的作者们不仅具有丰富的教学和科研经验，而且是浙江大学计算机学院和软件学院的教学核心力量。这支队伍目前已经获得了两门国家精品课程以及四门省部级精品课程，出版了几十部教材。

本套教材由《C程序设计基础课程设计》、《软件工程课程设计》、《数据结构课程设计》、《数值分析课程设计》、《编译原理课程设计》、《逻辑与计算机设计基础实验与课程设计》、《操作系统课程设计》、《数据库课程设计》、《Java程序设计课程设计》、《面向对象程序设计课程设计》、《计算机组成课程设计》、《计算机体系结构课程设计》和《计算机图形学课程设计》等十三门课程的综合实验教材所组成。该系列教材构思新颖、案例丰富，许多案例直接取材于作者多年教学、科研以及企业工程经验的积累，适用于作为计算机以及相关专业课程设计的实验教材；也适用于对计算机有浓厚兴趣的专业人士进一步提升计算机的系统设计与分析能力。从实践的角度出发，大部分教材配备了随书光盘，以方便读者练习。

可以说，本套教材涵盖了计算机专业绝大部分必修课程和部分选修课程，是一套比较完整的专业课程设计系列教材，也是国内第一套由研究型大学计算机学院独立组织编写的专业课程设计系列教材。鉴于书中难免存在的谬误之处，敬请读者指正，以便不断完善。

主编 何钦铭、陈根才

2009年1月于求是园


前 言

数值分析是工程数学与计算机应用的桥梁，它是通过将连续的数学模型离散化，利用计算机程序在有限步骤内求得数值近似解的方法，是工程应用和科学研究领域非常重要的基础工具。

数值分析是应用性很强的数学类课程，教学过程中应特别注重实践。虽然专业软件MATLAB具有强大的计算功能，但处理一些特殊困难的问题时仍然不能保证得到好的效果，所以专业人员仍然有必要掌握对基本算法的实现能力，才能在改进算法适应性方面得心应手。

在传统的数值分析教学活动及教材中，往往偏重理论证明和简单的手工跟踪算法实践，较少给出数值实验习题，而对如何进行数值实验和如何基于算法进行编程练习等更没有提出要求。本教材作为数值分析课程设计的教材，不仅帮助学生掌握知识，更强调对知识的运用，强调问题分析与求解能力的培养以及研究性学习能力的培养。

全书共分11章。第1章简要介绍数值分析课程设计的基本要求；第2章介绍目前科学计算研究中最常用的MATLAB软件，简要讲解了部分常用基本指令以及数值分析课程中涉及的各种算法在MATLAB中对应的函数调用方法；第3章至第10章，分别针对误差分析、非线性方程求根、求解线性方程组、求矩阵特征根、插值、拟合、数值积分、常微分方程数值解等8大知识点，各给出了一个课程设计案例的详解，对每个案例均提供了基本知识回顾、设计题目、设计分析与实现以及MATLAB实验结果；第11章为读者提供了9个课程设计习题，并给出了简要的知识点回顾和提示。本教材全部题目可从在线自动判题系统http：//acm.zju.edu.cn/na_public/ 中找到，具有一定趣味性和挑战性。

本教材可作为数值分析课程配套的实验教材，也适合于作为大专院校理工类学生学习科学计算方法的辅助教材。

本教材由陈越、童若锋组织编写，其中童若锋为第3、4、7、8章提供了主要内容，陈越完成其余章节的编写及全书统稿。由于作者水平有限，书中难免有谬误之处，敬请读者指正。

作者

2008年12月


1.1 课程实践的意义

解决问题的数值方法已经成为工程学乃至社会科学研究中非常重要的基础工具。“数值分析”是应用性很强的数学类课程，是工程数学与计算机应用的桥梁，介绍将连续的数学模型离散化，通过计算机程序在有限步骤内求得数值近似解的方法。

通过本书的学习，学生将掌握经典算法的基本理论和使用技巧，包括基本的误差分析方法、求解非线性方程和线性方程组的方法、求特征根、用插值及拟合近似计算函数值、计算近似定积分、求解微分方程的方法等，并能够灵活应用以解决实际问题。

MATLAB是实际工程的数值计算中应用非常普遍的一款软件，提供了大部分常用的数值计算函数，其矩阵运算功能特别强大。一般数值分析教材中介绍的所有经典问题都可以在MATLAB中找到相应的函数解决，但其解决的效果可能受到问题本身病态程度的影响，因为MATLAB对函数实现了很好的封装，当其效果不理想时，用户很难调整函数内部的参数以改进效果。这就需要我们了解算法本身的实现方法，自己动手解决特定的问题。所以，我们仍然有必要训练学生自己动手实现算法的能力。

本书主要围绕课程的基本知识点，设计了8个上机编程练习题目，每题提供了基本知识回顾、设计题目、设计分析与实现以及MATLAB实验结果。通过详细分析一套题目的解法，指导学生完成从对知识点的理解，到灵活应用其解决比较复杂的问题，到动手实现应用的算法，通过观察分析测试结果增强对算法的感性认识，并与使用MATLAB计算得到的结果进行比较。

同时本书还提供了一套9道难度稍高的题目以及简要提示，供学生自己练习，从而达到全面提高学生分析问题、解决问题能力的目的。


1.2 实验的基本要求

每道练习题目对学生的要求不仅仅是编写代码，而是要按照科学论文的基本要求完成一篇完整的实验报告，从而全面锻炼学生做科学研究的能力。

实验报告首先要求有一个清晰醒目的报告标题，例如《数值分析课程设计实验一：误差的影响》。此外至少要求具备以下六部分内容：

1.简介

这一部分需简单介绍题目内容，即该实验到底要做什么。

基本要求：实验内容必须覆盖完备。

2.算法说明

这一部分需详细描述解决问题所需要用到的算法和重要的数据结构，即该实验到底应该怎么做。

基本要求：所有处理问题中所用到的关键算法都要描述清楚，算法和数据结构用伪码和图示描述，千万不要只写源代码加注释。

这一部分的目的是让读者在短时间内对作者解决问题的整体思路有个清楚的了解，表达方式必须比源代码通俗易懂。如果读者感觉还不如直接读源代码来得明白，那么这一部分就失去了意义。

3.测试结果

这一部分需根据题目类型设计提供相应的测试方法和结果。

通常仅仅罗列出一堆数据是不够的，还应将数字转化为图像、曲线等，帮助读者更直观地理解测试结果。

对于需要利用某算法解决某问题的题目，应设计并填写一张测试用例表。每个测试用例至少应包括下列内容：

测试输入：设计一组输入数据；

测试目的：设计该输入的目的在于测试程序在哪方面可能存在漏洞；

正确输出：对应该输入，若程序正确，应该输出的内容；

实际输出：该数据输入后，实际测试得到的输出内容；

错误原因：如果实际输出与正确输出不符，需分析产生错误的可能原因；

当前状态：分为“通过”（实际输出与正确输出相符）、“已改正”（实际输出与正确输出不符，但现在已修改正确）、“待修改”（实际输出与正确输出不符，且尚未改正）三种状态。

需要注意的是，测试不是提供几组简单的数据以证明该程序是正确的，而应该是尽可能覆盖程序中有可能出现的所有问题点，特别是数据边界、条件判断组合等最容易出错的地方，这样才能通过严格的裁判测试数据。

4.MATLAB实验结果

这一部分需利用MATLAB的现成工具解决问题。要求给出MATLAB源代码及结果。

5.分析与探讨

这一部分应是整篇报告中最令读者感兴趣的，共有以下两方面内容：

测试结果分析。需详细解释测试策略，对得到的数据进行分析，与MATLAB实验结果比较，得出自己对算法性能等方面分析的结论。

不局限于题目要求使用的算法，探讨更多解决问题的途径，或者提出自己的见解，给出改进算法以得到更好结果的建议。

6.附录（源代码）

每道题目要求上机编写程序，并提交给自动判题系统完成。源代码列在附录中，要求程序风格清晰易理解，有充分的注释。

请注意，以上只是课程设计实验报告的基本要求，不同的题目还会有不同的具体要求。

因为本课程实验重点不在于编程技巧的训练，而在于考察对算法的掌握，所以将输入输出处理简化，只要按照接口定义完成一个函数模块，嵌入裁判程序，而将具体从文件读写数据的任务交给裁判程序完成。

举个最简单的例子：要求计算n个浮点数的和。输入文件包含多组测试数据，每组占1行，包含n和n个待求和的浮点数；输出文件要求每个输出的和数占1行，精确到小数点后4位，则其裁判程序如下：

#include<stdio.h>

#include <malloc.h>

double Sum -Numbers（double a［］， int n）； /* 要求学生编写的函数 */

/* 输入的n个浮点数存储在数组a［］中，函数返回所求的和 */

int main（）

{

double *a； /* 存储输入的浮点数 */

int n； /* 输入的个数 */

int i； /* 程序中的循环变量 */

while （scanf（“%d”， &n）！= EOF）{ /* 一直读到输入文件的结尾 */

a = （double *）calloc（n， sizeof（double））；

for （i = 0； i < n； i++）

scanf（“%lf”， &a［i］）； /* 读入n个浮点数 */

printf（“%.4lf＼n”， Sum -Numbers（a， n））； /* 输出和 */

free（a）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

学生通过系统提交框提交的函数则被系统自动存储在test.h文件内。文件中除了必须有的Sum -Numbers函数外，还可以有多个自己定义的函数。在这个例子中，test.h文件可以写成如下形式：

double Sum -Numbers（double a［］， int n）

{

double sum = 0； /* 求和变量 */

int i； /* 程序中的循环变量 */

for （i = 0； i < n； i++）

sum += a［i］； /* 循环求和 */

return sum； /* 返回和 */

}


2.1 MATLAB概述

MATLAB最早是从分析矩阵开始的，其名称是“Matrix Laboratory”（矩阵实验室）的缩写，所以它的矩阵处理功能特别强大。经过约30年的发展，MATLAB已经成为MathWorks公司推出的具有数值分析、矩阵运算、信号处理、图形显示等多种功能的软件系统。

MATLAB有一个标准工具箱，里面包含了很多扩展库，如求根、方程组求解、插值、拟合、积分等。本书涉及的数值计算问题基本上都可以从MATLAB中找到相应的工具，用简短的语句解决。标准工具箱还包括数据可视化的扩展图形库，提供点、线、面以及更复杂的三维图形和动画的绘制功能。

除了标准工具箱，还有其他工具箱，如信号处理、图像处理、优化、统计分析、微分方程求解等许多数值技术的应用。

本书中的全部MATLAB用例都是在MATLAB7.0下运行的结果。在此并不提供对该软件的全面介绍，仅限于简单介绍数值分析课程设计中需用工具的最基本使用方法。若读者想知道更多此软件的信息，可通过“MATLAB help”或“Demos”进一步了解，或者访问MathWorks公司网站：http：//www.mathworks.com/。


2.2 常用基本指令

本节介绍部分常用的MATLAB功能，“|”表示用户输入的回车。

1.表达式、变量、函数

与C语言相似，MATLAB也有运算符、常用函数、常数的定义，直接在窗口输入一个表达式后回车，即可得到答案。例如：

>> abs（-sqrt（4））+sin（pi/2）-0.5|

ans =

2.5000

默认数据格式只有5位有效数字。命令“format long”可以将有效位增加到15位。再次输入“format”，则恢复默认。例如：

>> format long|

>> abs（-sqrt（4））+sin（pi/2）-0.5|

ans =

2.50000000000000

可以为自定义的变量赋值，并且用“；”暂缓结果显示。例如：

>> x=floor（exp（2.3））；|

>> y=x^2-4.2*x+1.7|

y =

44.90000000000000

自定义的函数必须写在*.m文件里，保存在默认路径下，这样以后该函数就可以像工具箱中的其他函数一样调用了。例如要计算函数f（x）=x-3/x-2在x=2.3处的值，我们首先从“File”菜单中选择“New” ->“M-File”，然后在弹出的编辑窗口中输入：

function y=f（x）|

y=x-x.^（1/3）-2；|

将该文件在默认路径下保存为f.m，然后回到MATLAB命令窗口，计算f（x）在x=2.3处的值：

>> f（2.3）|

ans =

-1.0200

2.矩阵运算

矩阵元素可以直接输入，用“；”分割每行，也可以逐行输入。例如：

>> A=［1 2； 3 4］|

A =

1 2

3 4

>> B=［11 22|

33 44］|

B =

11 22

33 44

还可以通过a∶h∶b的格式生成一个从a到b步长为h的数列，存成1×（（b-a）/h+1）的矩阵。例如：

>> X=0∶0.3∶1|

X =

0 0.3000 0.6000 0.9000

MATLAB支持矩阵的加（+）、减（-）、乘（*）、幂（^）、共轭转置（′）运算。例如：

>> A=［1 2； 3 4］；|

>> B=A′|

B =

1 3

2 4

>> C=B*A+A-B|

C =

10 13

15 20

>> C ^ 2|

ans =

295 390

450 595

MATLAB还有一个很强大的功能，就是只要在矩阵变量名后加“ ·”，就可以方便地对矩阵的每个元做运算。例如：

>> A=［1 2； 3 4］；|

>> A ^ 2|

ans =

7 10

15 22

>> A.^ 2|

ans =

1 4

9 16

又例如指令“B=sin（A.*3）”将矩阵A中的每个元素乘以3，再分别求其正弦值，存入矩阵B中。运行结果如下：

>> A=［1 2； 3 4］；|

>> B=sin（A.*3）|

B =

0.1411 -0.2794

0.4121 -0.5366

另外，还有特殊矩阵的生成，如“zeros（m，n）”生成一个m×n阶的零矩阵，“ones（m，n）” 生成一个m×n阶的全部元素均为1的矩阵。

3.多项式运算

在MATLAB中，多项式并不是一种数据类型，而是由其系数构成的向量。可以用“polyval”计算多项式在某点的值。例如多项式x 3-3x 2+7被存为向量［1 -3 0 7］，要计算它在x=1.2时的值，可以如下操作：

>> a=［1 -3 0 7］；|

>> polyval（a，1.2）|

ans =

4.4080

当然，向量所适用的所有运算都可以使用，比如两组向量的加减法就等于两相应多项式的加减法，但是并不一定所有的运算都能等价于相应的多项式运算的结果，例如两组向量的乘法就不等于两相应多项式的乘法。MATLAB专门为多项式运算提供了工具函数，如多项式乘法（conv）、除法（deconv），还有非常有用的求根函数（roots）。下例演示了两个多项式x+1和x-1的乘、除以及求根运算：

>> a=［1 1］；|

>> b=［1 -1］；|

>> c=conv（a，b）|

c =

1 0 -1

>> deconv（c，a）|

ans =

1 -1

>> roots（c）|

ans =

-1

1

4.基本二维绘图功能

二维绘图功能是通过函数“plot”实现的，下面我们可以通过一个例子来了解它的功能：

>> x=0∶0.1∶pi；|

>> y1=sin（x）；|

>> y2=sin（x）. ^ 2；|

>> plot（x，y1，′o′，x，y2，′+′）|

上面的例子是在［0， π］区间上画出sin x和sin 2x的函数图像，x每隔0.1取值，sin x图像上的点用“o”显示，sin 2x图像上的点用“+”显示。输入最后一个回车后，将弹出一个绘图窗口。若不特别给出显示符号，则默认为用直线段连接相邻点。

5.简单编程

MATLAB语言和其他高级语言很相似，其语法接近FORTRAN，也借鉴了C语言，熟悉上述两种语言之一的读者应能很容易理解MATLAB程序。在此仅简单介绍数值计算程序中最常用的if-else、switch-case、for-end、while-end四种控制结构，以帮助读者理解后面章节中涉及的MATLAB程序。

“if-else”的语法格式为：

if 判断条件， 执行语句；

else 执行语句；

end

MATLAB还支持嵌套的条件语句，如“elseif”。下例演示了一个条件语句的简单嵌套：

>> x = 1；|

>> y = 2；|

>> if x > y， a = 1；|

elseif x / y > 0， a = 2；|

else a = 3；|

end|

>> a|

a =

2

“switch-case”的语法格式为：

switch 判断值

case 第1个值， 执行语句；

case 第2个值， 执行语句；



otherwise 执行语句；

end

下例演示了一个简单应用：

>> x = 2；|

>> switch x|

case 1， a = 1；|

case 2， a = 10；|

otherwise a = 100；|

end|

>> a|

a =

10

“for-end”的语法格式为：

for index = 表达式

执行语句

end

下例演示了（1+1/3+1/5的计算：

>> sum = 0；|

>> for k = 1∶2∶5|

sum = sum + 1/k；|

end|

>> sum|

sum =

1.5333

“while-end”的语法格式为：

while 条件判断

执行语句

end

请注意上述所有“执行语句”都不一定只有一句，而是一系列的语句集合。下例演示一个简单的用例，其中y向量记录了x从1到小于0.01的变化过程：

>> x = 1；|

>> i = 1；|

>> while x > 0.01|

x = x/2；|

y（i） = x；|

i = i + 1；|

end|

>> y

y =

0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078


2.3 数值技术

本节简单介绍MATLAB标准工具箱中部分数值技术相关的工具使用方法，在随后的8章案例详解中，均提供了使用MATLAB的实验结果，与案例的解法进行对比。有兴趣的读者可以将第11章中的练习题目用MATLAB的函数实现一下，并且跟自己所编程序的结果进行比较。

1.求非线性方程的根

函数“fzero”结合了二分法、割线法、二次反插值法等算法，实现了对任意非线性函数的求根功能。有兴趣的读者可以阅读fzero.m中的代码。“fzero”有多种调用形式，最简单的有两种：

（1） fzero（′函数名′，初值）。例如在2.2节中定义了函数f（x）=x-3/x-2，它在3附近有一个根，则可以通过如下操作得到：

>> fzero（′f′，3）|

ans =

3.5214

（2） fzero（′函数名′，［a b］），其中［a b］是函数的根所在的区间。例如上面的函数根还可以通过如下操作得到：

>> fzero（′f′，［2 4］）|

ans =

3.5214

但fzero（′函数名′，［a b］）可以调用的前提是函数在a和b点的取值必须异号，则用该方法不能求函数的偶重根。事实上即使用fzero（′函数名′，初值）的形式也无法求出f（x）=x 2的根，有兴趣的读者可以测试一下。但f（x）=x 2的根可以用多项式的求根函数“roots”得到。

2.求解线性方程组

方程组Ax=b的形式解为x=A -1b，这在MATLAB里可以相应地用A＼b来实现。例如：

>> A=［1 2 4； 1 3 9； 1 4 16］；|

>> b=［2 4 7］′；|

>> x=A＼b|

x =

1.0000

-0.5000

0.5000

矩阵的1-范数下的条件数由“condest”给出。当条件数过大时，MATLAB会在求得的解上加星号，警告用户这个值不可信。例如处理著名的变态矩阵希尔伯特阵h 6：

>> h=［1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6；|

1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7；|

1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8；|

1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9；|

1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 1/10；|

1/6 1/7 1/8 1/9 1/10 1/11］；|

>> b=［1 1 1 1 1 1］′；|

>> x=h＼b|

x =

1.0e+003 *

-0.0060

0.2100

-1.6800

5.0400

-6.3000

2.7720

>> condest（h）|

ans =

2.9070e+007

矩阵的LU分解由函数“lu”实现，例如：

>> A=［1 2 4； 1 3 9； 1 4 16］；|

>> b=［2； 4； 7］；|

>> ［L，U］=lu（A）|

L =

1.0000 0 0

1.0000 0.5000 1.0000

1.0000 1.0000 0

U =

1 2 4

0 2 12

0 0 -1

>> x=U＼（L＼b）|

x =

1.0000

-0.5000

0.5000

3.矩阵特征值的计算

MATLAB提供很多种求矩阵特征值的工具，在此我们仅介绍最常用的“eig”函数。“eig”函数采用QR算法（一种可求出矩阵全部特征值的算法，本书不讨论），可给出矩阵全部特征值及其对应的特征向量。常用的调用格式为：

［V， E］ = eig（A）

这里A是给定矩阵；E是对角阵，其对角元即为A的特征值；V是由A的全部特征向量组成的矩阵，其第k列即为对应E的第k个对角元的特征向量。例如：

>> A=［2 1 0 0

1 2 1 0 0

0 1 2 1 0

0 0 1 2］；

>> ［V， E］ = eig（A）

V =

0.3717 -0.6015 -0.6015 0.3717

-0.6015 0.3717-0.37170.6015

0.6015 0.3717 0.37170.6015

-0.3717-0.6015 0.60150.3717

E =

0.3820 0 0 0

0 1.3820 0 0

0 0 2.6180 0

0 0 0 3.6180

4.插值

MATLAB用于一维插值的函数是“interp1”，它采用分段插值的方法，有4种不同的算法可以调用，即分段0阶多项式（nearest）、分段1阶多项式（linear）、分段3阶埃尔米特多项式（cubic）、三次样条（spline）。函数的调用格式为：ym=interp1（xn，yn，xm，插值法），其中xn是采样点组成的向量，yn是采样点处的函数值，xm是要计算的节点值组成的向量，输出的ym是在xm处用插值函数计算出的函数近似值。

注意：

这里的埃尔米特多项式不需要已知采样点处的函数导数值，cubic是通过保证采样点处的函数一阶导数值连续，并且与函数在采样点处的单调性一致来构造分段插值多项式的。

下面的例子给出了在区间［0，1］上均匀取11个采样点，分别用4种不同算法进行分段插值的效果。图2.4所示是在一个绘图窗口中开了4个子窗口，在101个点上分别用4种不同算法计算函数值并进行绘制的结果。

>> xn=0∶0.1∶1；|

>> yn=［1 20 70 15 12 18 14 11 9 10 8］；|

>> xm=0∶0.01∶1；|

>> ym=interp1（xn，yn，xm，′nearest′）；|

>> subplot（2，2，1）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym）；|

>> axis（［0 1 -20 80］）；|

>> title（′nearest′）；|

>> ym=interp1（xn，yn，xm，′linear′）；|

>> subplot（2，2，2）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym）；|

>> axis（［0 1 -20 80］）；|

>> title（′linear′）；|

>> ym=interp1（xn，yn，xm，′cubic′）；|

>> subplot（2，2，3）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym）；|

>> axis（［0 1 -20 80］）；|

>> title（′cubic′）；|

>> ym=interp1（xn，yn，xm，′spline′）；|

>> subplot（2，2，4）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym）；|

>> axis（［0 1 -20 80］）；|

>> title（′spline′）；|

5.拟合

MATLAB提供多项式曲线拟合函数“polyfit”，要求用户输入采样点和设定的拟合多项式阶数。下面的例子给出了在区间［0，1］上均匀取11个采样点，分别用0到3阶多项式进行拟合的效果。

>> xn=0∶0.1∶1；|

>> yn=［1 20 30 25 23 18 14 11 9 10 15］；|

>> xm=0∶0.01∶1；|

>> p=polyfit（xn，yn，0）；|

>> ym=polyval（p，xm）；|

>> subplot（2，2，1）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym）；|

>> title（′n=0′）；|

>> p=polyfit（xn，yn，1）；|

>> ym=polyval（p，xm）；|

>> subplot（2，2，2）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym）；|

>> title（′n=1′）；|

>> p=polyfit（xn，yn，2）；|

>> ym=polyval（p，xm）；|

>> subplot（2，2，3）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym）；|

>> title（′n=2′）；|

>> p=polyfit（xn，yn，3）；|

>> ym=polyval（p，xm）；|

>> subplot（2，2，4）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym）；|

>> title（′n=3′）；|

除了多项式拟合，MATLAB还有一个专门的“拟合工具箱”（Curve Fitting Toolbox），提供方便的用户界面，可以由用户自己定义拟合公式。启动工具箱可在命令行输入“cftool”。

首先点击“Data”按钮，弹出名为“Data”的窗口。分别选择横、纵坐标向量和权重向量，并为此采样集合命名，最后点击“Create data set”将上例中给出的采样点导入。

然后回到启动窗口，点击“Fitting”按钮，弹出名为“Fitting”的窗口。点击“New fit”就进入拟合选项界面。在“Type of fit”下拉框中，有多种拟合方法可供选择，还可以选择最上面的“Custom Equations”来定义自己的拟合函数。形如y=asin x+bcos x+c的拟合函数，其中a、b、c为待定系数。点击“OK”确认，并回到“Fitting”窗口点击“Apply”，给出了启动窗口中显示的用该函数拟合的效果。

6.数值积分

常用的MATLAB数值积分函数是“quad”，用自适应递归的辛普森算法实现，要求用户在*.m文件中定义积分核函数，输入积分区间和误差上限。

下例给出了计算π=∫ 1/2 -1/22/1-x 2 dx的操作。

首先在f.m文件中定义积分核函数：

function y=f（x）|

y=2./sqrt（1-x. ^ 2）′；|

然后回到主窗口调用函数，比较不同精度要求下输出的结果：

>> format long|

>> I=quad（′f′，-1/sqrt（2），1/sqrt（2）， 0.0001）|

I =

3.14164857004220

>> I=quad（′f′，-1/sqrt（2），1/sqrt（2）， 0.00000001）|

I =

3.14159265411782

>> I=quad（′f′，-1/sqrt（2），1/sqrt（2）， 0.0000000000001）|

I =

3.14159265358979

7.常微分方程的数值解

MATLAB用于求常微分方程数值解的函数是“ode23”和“ode45”，用一种自适应步长算法（即不一定用等分节点划分区间），每一步同时计算两个有不同误差的解，并且根据监测误差来调整步长。“ode23”同时用2阶和3阶的龙格-库塔法，“ode45” 同时用4阶和5阶的龙格-库塔法，要求用户在*.m文件中定义常微分方程右端的函数，输入区间端点和初值，返回节点向量以及相应的节点函数值向量。下面给出计算y′（t）=-30y（t），y（0）=1在区间［0， 1］上的解的操作。

首先在f.m文件中定义常微分方程右端的函数：

function z=f（t，Y）|

z=-30*Y；|

然后回到主窗口调用函数。

>> ［t，Y］ = ode23（′f′， ［0 1］， 1）；|

>> plot（t，Y，′o′）|

>> ［t，Y］ = ode45（′f′， ［0 1］， 1）；|

>> hold|

Current plot held

>> plot（t，Y，′.′）|

本章列出的仅仅是数值计算中最常用的MATLAB功能，只是MATLAB软件强大功能和丰富资源的冰山一角，有兴趣的读者可从互联网上查到更多相关的资料。书后附录中还列出了本书用到的部分MATLAB常用函数的名称及其功能。


3.1 基本知识回顾

误差是数值方法的基本概念之一。产生误差的原因有很多：由于计算机只能进行有限次运算，所以在用无穷级数做近似计算时，我们必须截取有限多项，则被丢弃的尾项就产生了误差，称为截断误差；由于计算机只能进行有限位运算，所以在运算过程中会不断地按某种规则进行舍入，这样产生的误差称为舍入误差；在函数的运算中，如果自变量有误差，函数也会因此产生误差，这称为误差传播。在实际问题中，可以把观测值看成自变量，运算结果看成函数，如果观测值有初始误差，就会造成误差传播。而且在任何中间步骤产生的误差（如舍入误差）也会引起误差传播。这些误差传播累计在一起，往往是十分可观的。

误差在数值计算中无处不在，所以函数的误差估计是数值方法要解决的一个基本问题。一般的函数误差估计问题可以表述为：对于给定函数y=f（x），x∈［a， b］，如果自变量x被近似值x *代替，产生绝对误差e（x）=x-x *及相对误差e r（x）=e（x）/x，那么函数值f（x）被f（x *）代替，产生绝对误差e（f）=f（x）-f（x *）及相对误差e r（f）=e（f）/f（x），这时如何估计f（x *）的精度呢？

由微分中值定理知，函数f（x）的绝对误差可以近似表示为

|e（f）|=|f（x）-f（x *）|=|f′（ξ）||e（x）|≈|f′（x *）||e（x）|，

可见|f′（x *）|可看成是函数的绝对误差关于自变量的绝对误差的放大倍数，称为绝对误差条件数。

类似地，函数f（x）的相对误差也可以通过微分中值定理的应用变换为

|e r（f）|=｜f（x）-f（x *）/f（x）｜=|f′（ξ）||e r（x）|｜x/f（x）｜≈｜x *f′（x *）/f（x *）｜|e r（x）|

所以｜x *f′（x *）/f（x *）｜可看成是函数的相对误差关于自变量的相对误差的放大倍数，被称为相对误差条件数。

在科学计算中，必须尽量避免函数的绝对误差条件数和相对误差条件数过大，以免引起较大的误差传播。为此，数值计算中需要注意以下几个问题：

避免两个相近的数相减，否则结果的有效位将大大减少；

避免除法中分母绝对值太小，否则误差将被过分放大或者导致溢出；

避免绝对值相差很大的两个数进行加减运算，否则将出现“大数吃小数”现象；

先化简再计算，尽可能减少运算步骤，减少误差积累的机会；

算法或公式要稳定。


3.2 设计题目

利用n阶泰勒展开多项式∑n/i=0（x i/i！计算函数f（x）=e x在给定点x的值。要求绝对误差在最大阶数MAXN以内达到给定精度EpS，即使得｜∑n/i=0（x i/i！-e x｜<EpS且n<MAXN。

函数接口定义：

double Exp -Calculate（ double x ）；

其中x为给定点，函数返回达到精度要求的近似e x的值。常数MAXN和EpS在裁判程序中定义。若无法在MAXN次叠加内达到精度，则函数返回-1。

裁判程序：

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#define EpS 0.00001

#define MAXN 20

double Exp -Calculate（ double x ）；

int main（）

{

double x； /* 存储输入的浮点数x */

while （scanf（“%lf”， &x） ！= EOF）

printf（“%.4lf＼n”， Exp -Calculate（x））；

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判输入数据： 标准输出数据：

1 2.7183

2 7.3891

3 20.0855

4 54.5981

5-1.0000

-1 0.3679

-2 0.1353

-3 0.0498

-4 0.0183

-5 0.0067

-6 0.0025

注意到第5组数据中，当x=5时，泰勒展开多项式前20项的和产生的误差大于0.00005，达不到要求的精度0.00001，故应输出-1.0000。


3.3 设计分析与实现

1.简单实现

3.2节所述的题目表面上看来非常简单，只要一个条件循环即可，test.h可以实现如下：double Exp -Calculate（ double x ）

{

double power -x = 1.0； /* 计算x i */

double factorial = 1.0；/* 计算阶乘 */

double sum = 1.0；/* 计算多项式各项的和 */

double accurate -exp = exp（x）；/* 调用内部函数计算e x*/

int i；

for（ i = 1； i < MAXN； i++ ） {

power -x *= x； /* 计算x i */

factorial *= （double）i； /* 计算i！ */

sum += power -x / factorial； /* 计算泰勒级数 */

if（ fabs（sum - accurate -exp） < EpS ）

return sum； /* 达到精度，返回 */

}

return -1.0； /* 超过最大阶数，返回失败信息 */

}

但当我们运行上述程序，并且用裁判输入数据测试时，会发现输入输出结果如下：

裁判输入数据： 实际输出数据：

1 2.7183

2 7.3891

3 20.0855

4 54.5981

5-1.0000

-1 0.3679

-2 0.1353

-3 0.0498

-4 0.0183

-5-1.0000

-6-1.0000

最后两组数据的输出全都变成了-1.0000，即没有在规定阶数内达到收敛精度。

2.错误详析

注意到出现问题的数据具有的共同特点是输入的x<0。

仔细分析代码，可以发现当x<0时，求和项是正、负交替的，虽然程序的求和过程中没有出现减号，但实际上引入了减法。

我们可以编写一个测试程序来检查每一步的求和过程：

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define MAXN 20

int main（）

{

double x， term；

double power -x = 1.0；

double factorial = 1.0；

double sum = 1.0；

int i；

scanf（“%lf”， &x）；

for（ i = 1； i < MAXN； i++ ） {

printf（“sum［%d］ = %f； “， i-1， sum）； /* 输出前一步的部分和 */

power -x*= x；

factorial *= （double）i；

term = power -x / factorial；

printf（”term［%d］ = %f＼n“， i， term）； /* 输出这一步的求和项 */

sum += term；

}

return 0；

}

运行程序，输入-5得到下列结果：

sum［0］ = 1.000000； term［1］ = -5.000000

sum［1］ = -4.000000； term［2］ = 12.500000

sum［2］ = 8.500000； term［3］ = -20.833333

sum［3］ = -12.333333； term［4］ = 26.041667

sum［4］ = 13.708333； term［5］ = -26.041667

sum［5］ = -12.333333； term［6］ = 21.701389

sum［6］ = 9.368056； term［7］ = -15.500992

sum［7］ = -6.132937； term［8］ = 9.688120

sum［8］ = 3.555184； term［9］ = -5.382289

sum［9］ = -1.827105； term［10］ = 2.691144

sum［10］ = 0.864039； term［11］ = -1.223247

sum［11］ = -0.359208； term［12］ = 0.509686

sum［12］ = 0.150478； term［13］ = -0.196033

sum［13］ = -0.045555； term［14］ = 0.070012

sum［14］ = 0.024457； term［15］ = -0.023337

sum［15］ = 0.001119； term［16］ = 0.007293

sum［16］ = 0.008412； term［17］ = -0.002145

sum［17］ = 0.006267； term［18］ = 0.000596

sum［18］ = 0.006863； term［19］ = -0.000157

如果我们检查x=-5时每一步的求和过程，会发现当i= 13时，引入的求和项值为-0.196033，而前一步产生的部分和为0.150478；更严重的是当i= 15时，引入的求和项值为-0.023337，而前一步产生的部分和为0.024457，均出现了相近数相减。

运行程序，输入-6得到下列结果：

sum［0］ = 1.000000； term［1］ = -6.000000

sum［1］ = -5.000000； term［2］ = 18.000000

sum［2］ = 13.000000； term［3］ = -36.000000

sum［3］ = -23.000000； term［4］ = 54.000000

sum［4］ = 31.000000； term［5］ = -64.800000

sum［5］ = -33.800000； term［6］ = 64.800000

sum［6］ = 31.000000； term［7］ = -55.542857

sum［7］ = -24.542857； term［8］ = 41.657143

sum［8］ = 17.114286； term［9］ = -27.771429

sum［9］ = -10.657143； term［10］ = 16.662857

sum［10］ = 6.005714； term［11］ = -9.088831

sum［11］ = -3.083117； term［12］ = 4.544416

sum［12］ = 1.461299； term［13］ = -2.097423

sum［13］ = -0.636124； term［14］ = 0.898895

sum［14］ = 0.262772； term［15］ = -0.359558

sum［15］ = -0.096787； term［16］ = 0.134834

sum［16］ = 0.038048； term［17］ = -0.047589

sum［17］ = -0.009541； term［18］ = 0.015863

sum［18］ = 0.006322； term［19］ = -0.005009

检查x=-6的计算过程也可以发现相似的问题，当i> 14时，都有相近数相减的情况，从而引起了较大误差，使得收敛速度减慢，无法在20项内达到精度要求。事实上，上述两例分别需要运行至20、23时项才能得到正确结果。

3.优化实现

为了解决相近数相减问题，我们可以换个思路：因为x>0时不会产生减法问题，所以当x<0时，我们可以不直接计算e x，而是先计算e -x，再将结果的倒数输出，这样求和的每一项就都是正的，避免了产生问题的减法操作。

修改后的test.h如下（黑体部分为增加或修改部分）：

double Exp -Calculate（ double x ）

{

double power -x = 1.0；

double factorial = 1.0；

double sum = 1.0；

double accurate -exp = exp（x）；

int i， flag = 0；

if（ x < 0.0 ） {

x = -x； /* 当x为负数时转而计算e -x*/

flag = 1； /* 算法转换标记 */

}

for（ i = 1； i < MAXN； i++ ） {

power -x *= x； /* 计算x i*/

factorial *= （double）i； /* 计算i！*/

sum += power -x / factorial； /* 计算泰勒级数 */

if（ flag && （fabs（1.0/sum - accurate -exp） < EpS） ）

return 1.0/sum； /* 若算法做了转换并达到精度，则返回1/e -x*/

else if（ ！flag && fabs（sum - accurate -exp） < EpS ）

return sum； /* 若算法未做转换并达到精度，则返回e x */}

return -1.0； /* 超过最大阶数，返回失败信息 */

}


3.4 MATLAB实验结果

MATLAB直接调用C语言的数学函数库exp（x）来计算e x，默认的格式给出了精确到小数点后4位的结果。下面这段程序输出了x取1、2、3、4、5以及-1、-2、-3、-4、-5时，函数exp（x）的值：

>> for x = 1∶5|

a（x） = exp（x）；|

b（x） = exp（-x）；|

end|

>> a|

a =

2.7183 7.3891 20.0855 54.5982 148.4132

>> b|

b =

0.3679 0.1353 0.0498 0.0183 0.0067


4.1 基本知识回顾

非线性方程的求根问题可以表述为：在函数f（x）的定义域内求x *，使得f（x *）=0。

从任何一本数值分析教科书上都可以查到，若f（x）在区间［a， b］上连续，并且恰好有f（a）f（b）<0，则我们可以用最简单的二分法找到区间中的一个根。但二分法的问题在于，无法求出一个函数的偶重根及复根。

牛顿法是解非线性方程根的更为有效的方法，其基本思路是把非线性方程线性化。设x *为函数f（x）的根，即f（x *）=0。若x 0为x *的一个近似，则将f（x）在x 0附近做泰勒展开，得到

f（x）=f（x 0）+f′（x 0）（x-x 0）+f″（x 0）/2！（x-x 0） 2+…

只保留展开式中的线性部分，并且将根代入，我们有

0=f（x *）≈f（x 0）+f′（x 0）（x *-x 0）

由上可以解出x *≈x 0-f（x 0）/f′（x 0）。若近似的效果不够好，可以令x 1=x 0-f（x 0）/f′（x 0）作为新的近似值，再次代入线性化的近似式，解出更好的近似值。重复上述过程，可以得到序列x k+1=x k-f（x k）/f′（x k）。若对任何k=0，1，2，…有f′（x k）≠0，且序列{x k} ∞ k=0收敛，则必定收敛到f（x）的根。

牛顿法的伪码描述：

基本输入：

函数f（x）及其导数f′（x）；

迭代初值x 0；

绝对误差上限EpS；

迭代次数上限MAX -ITERATION。

基本输出：根的近似值x，或者是计算失败的信息。

算法：{

初始化 i = 0；

while （i < MAX -ITERATION） {

x=x 0-f（x 0）/f′（x 0）；

if （|x-x 0|< EpS） {

输出x；

程序停止；

}

else { 令x 0=x； }

i++；

}

输出失败信息并停止程序；

}

！注意： 牛顿法的收敛性与初值的选取相关，初值选得距离精确解偏差太远可能导致算法失败。事实上，牛顿法是一种特殊的不动点迭代算法。一般的不动点迭代算法是将解f（x）=0的问题等价转换为求解x=g（x）的问题，而在牛顿法中，g（x）=x-f（x）/f′（x）。对于一般的不动点迭代，若存在c<1使得|g′（x）|≤c<1对根的某邻域内的所有x成立，则迭代收敛，并且有不等式|x k-x *|≤|x k+1-x k|/（1-c）。对于牛顿法而言，当所求的根x *为函数的单根时，有g′（x *）=0，所以可以直接用|x k+1-x k|<ε来判断收敛。但是当x *是函数的m重根时，有g′（x *）=1-1/m，所以必须用|x k+1-x k|<ε/m来判断收敛，才能保证|x k-x *|<ε。


4.2 设计题目

给定一函数f（x）及其导函数f′（x），要求编程采用牛顿法从给定初值出发，求出在给定区间内的一个根。

函数接口定义：

bool Newton -Root（double （*f）（double x）， double （*diff -f）（double x）， double a， double b，

double *r）；

其中f（x）为给定函数，diff -f（x）为f（x）的导函数，a和b分别为区间的左右端点，迭代初值通过r传入，当调用结束时，求得的根存储在r里。函数本身返回值是一个布尔变量，若成功找到根则返回TRUE，否则返回FALSE。

裁判程序：

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#define EpS 0.00005 /* 绝对误差上限 */

#define MAX -ITERATION 1000/* 迭代次数上限，避免死循环 */

#define ZERO 0.000000001/* 当一个正数小于ZERO就认为该数是0 */

bool Newton -Root（double （*f）（double x）， double （*diff -f）（double x），

double a， double b， double *r）；

/* 首先定义3组测试函数及其导数 */

double f1（ double x ）

{

return sin（x）；

}

double diff -f1（ double x ）

{

return cos（x）；

}

double f2（ double x ）

{

return x *x-1；

}

double diff -f2（ double x ）

{

return x+x；

}

double f3（ double x ）

{

return x *sin（x）；

}

double diff -f3（ double x ）

{

return sin（x） + x *cos（x）；

}

int main（） /* 此裁判程序仅检查3个函数求根的典型情况 */

{

double root；

root = 3.0；

if （Newton -Root（f1， diff -f1， 0.5， 6.0， &root））

printf（“%.4lf＼n”， root）；

else printf（“Wrong Answer＼n”）； /* 应能正确求出根 */

root = 0.5；

if （Newton -Root（f1， diff -f1， 0.5， 6.0， &root））

printf（“Wrong Answer＼n”）；

else printf（“No Convergence＼n”）； /* 初值不好应导致算法失败 */

root = 6.0；

if （Newton -Root（f1， diff -f1， 0.5， 6.0， &root））

printf（“Wrong Answer＼n”）；

else printf（“No Convergence＼n”）； /* 初值不好应导致算法失败 */

root = -2.0；

if （Newton -Root（f2， diff -f2， -2.0， 0.0， &root））

printf（“%.4lf＼n”， root）；

else printf（“Wrong Answer＼n”）； /* 应能正确求出根 */

root = 2.0；

if （Newton -Root（f2， diff -f2， 0.0， 2.0， &root））

printf（“%.4lf＼n”， root）；

else printf（“Wrong Answer＼n”）； /* 应能正确求出根 */

root = 0.0；

if （Newton -Root（f2， diff -f2， -2.0， 0.5， &root））

printf（“Wrong Answer＼n”）；

else printf（“No Convergence＼n”）； /* 初值点导数为0，算法应中断 */

root = 1.0；

if （Newton -Root（f3， diff -f3， -1.0， 1.0， &root））

printf（“%.4lf＼n”， root）；

else printf（“Wrong Answer＼n”）； /* 应能正确求出根 */

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判数据：测试1 常规测试

求sin（x）在区间［0.5， 6.0］中的根，初值为3.0。sin（x）在给定区间内的图像。从图中可见，3.0距离精确解充分近，应能求得正确结果。

标准输出数据：

3.1416

测试2 求得的根不在区间内

求sin（x）在区间［0.5， 6.0］中的根，初值为0.5。可见，从0.5出发会收敛到区间外的根，无法得到正确的结果。

标准输出数据：

No Convergence

测试3 求得的根不在区间内

求sin（x）在区间［0.5， 6.0］中的根，初值为6.0。可见，从6.0出发也不可能收敛到给定区间内的根。

标准输出数据：

No Convergence

测试4 常规测试

求x 2-1在区间［-2.0， 0.0］中的根，初值为-2.0。x 2-1在给定区间上的图像，可观察到以-2.0为初值应能收敛到正确的根。

标准输出数据：

-1.0000

测试5 常规测试

求x 2-1在区间［0.0， 2.0］中的根，初值为2.0。这是与测试4对称的测试。

标准输出数据：

1.0000

测试6 初值的导数为0

求x 2-1在区间［-2.0， 0.5］中的根，初值为0.0。可见，初值0.0处函数的导数值为0，用牛顿法无法求解。

标准输出数据：

No Convergence

测试7 计算重根

求x·sin（x）在区间［-1.0， 1.0］中的根，初值为1.0。

标准输出数据：

0.0000


4.3 设计分析与实现

1.算法对异常情况的处理

注意到牛顿法有3个环节会导致失败：

（1）对于某一步产生的x k，有f′（x k）=0，如对函数x 2-1的第3组测试，就是初值的导数为0，应该返回FALSE。但是在处理实数时必须小心，通常是判断导数绝对值小于某个很小的数（如裁判程序中定义的ZERO=10 -9），而不是直接判断其与0相等，因为误差的影响，计算中产生的两个实数严格相等的情况几乎不会发生。

（2）算法在指定的迭代步数MAX -ITERATION内还没有收敛，则返回FALSE。这是避免无限循环的典型方法。

（3）算法收敛到一个根，但不是在指定区间内的根。如对函数sin（x）的第2、3组测试，就是检查这个问题。

2.重根的处理

如4.1节中所述，牛顿法处理m重根时，必须用|x k+1-x k|<ε/m来判断收敛，才能保证|x k-x *|<ε。如对函数x·sinx的测试，0就是f（x）=xsin（x）的二重根，所以我们需要对给定的EpS做个修正，即判断收敛时用EpS/2来取代EpS。当然，一般情况下我们事先不知道所求的到底是几重根，保险起见应该将EpS减小至少一个数量级，以尽可能保证解的精度。

而事实上，当根的重数比较高时，根附近的导数值将变得非常接近于0，这不仅影响收敛速度，更重要的是会产生很大的计算误差。关于这个问题，我们在11.2节中将有更深入的讨论。

综合考虑了上述因素后，test.h实现如下：

bool Newton -Root（double （*f）（double x）， double （*diff -f）（double x）， double a， double b，

double *r）

{

int i = 0； /* 迭代次数初始化 */

double x0， x1， fp；

double epsm = EpS/2.0； /* 防止重根影响精度 */

x0 = *r； /* 获得初值 */

while （i < MAX -ITERATION） {

x1 = f（x0）；

fp = diff -f（x0）；

if（ fabs（fp） < ZERO ）

return false； /* 若分母过小，宣布失败并退出*/

x1 = x0 - x1/fp； /* 牛顿迭代 */

if（ fabs（x1-x0） < epsm ） { /* 达到收敛精度 */

if（ x1<a || x1>b ）

return false； /* 若得到的根不在区间内，宣布失败并退出 */

*r = x1； /* 记录得到的根 */

return true； /* 返回成功信号 */

}

x0 = x1； /* 更新初值 */

i++；

}

return false； /* 超过最大迭代次数还未收敛，宣布失败并退出 */

}


4.4 MATLAB实验结果

MATLAB用于求根的函数主要有两个，分别是“fzero”和专求多项式根的“roots”。

由于sin（x）的根均为单根，所以可通过调用“fzero”得到。而x 2-1为多项式，所以用“roots”求根更加方便。问题出在x·sin（x），其重根无法直接求出。下面给出测试源代码及结果：

1.求sin（x）在区间［0.5， 6.0］上的根

>> fzero（′sin′，［0.5 6］）|

ans =

3.1416

另外，“fzero”还可以根据不同的初值给出不同的根。将4.2节的测试1~3中（后面章节所提到的测试如无特殊说明都指该章所列的测试）的3个不同初值代入sin（x），可以得到以下3个不同的根：

>> fzero（′sin′，3.0）|

ans =

3.1416

>> fzero（′sin′，0.5）|

ans =

-1.8428e-018

>> fzero（′sin′，6.0）|

ans =

6.2832

2.求x 2-1的根

>> p=［1 0 -1］；|

>> roots（p）|

ans =

-1

1

3.求x·sin（x）的根

首先自定义函数f.m如下：

function y=f（x）|

y=x.*sin（x）；

尝试代入初值1.0，用“fzero”求解，发现求出的结果是另一个单根π：

>> fzero（′f′， 1.0）|

ans =

3.1416

尝试用“fzero”求解区间［-1.0，1.0］中的根，结果失败：

>> fzero（′f′，［-1.0 1.0］）|

？？？ Error using ==> fzero

The function values at the interval endpoints must differ in sign．

一种解决方法是，将直接求f（x）=xsin（x）的重根转化为求f（x）/f′（x）=xsin（x）/［sin（x）+xcos（x）］的单根，即重新定义函数f.m如下：

function y=f（x）|

y1 = x.*sin（x）；|

y2 = sin（x）+x.*cos（x）；|

y = y1./y2；

再次尝试用“fzero”求解区间［-1.0，1.0］中的根，结果虽然近似为0，但中间发生分母为0的情况，系统给出警告：

>> fzero（′f′，［-1.0 1.0］）|

Warning： Divide by zero．

> In f at 4

In fzero at 497

ans =

8.8818e-016

而此时代入初值1.0，用“fzero”求解的结果较好：

>> fzero（′f′，1.0）|

ans =

-4.3288e-020


5.1 基本知识回顾

求解线性方程组Ax=b的方法可以分为直接法和迭代法两种。

直接法中最简单的就是高斯消元，其对应的矩阵分解形式称为LU分解，即将系数矩阵A分解为一个单位下三角矩阵（即对角元为1的下三角矩阵）L和一个上三角矩阵U的乘积。

LU分解的紧凑格式被称为杜立特（Doolittle）算法，该算法通过比较A=LU等式两边的对应元素，得到一套精简的计算公式，避免了矩阵分解过程中的重复计算。

设矩阵A=［a 11/a 12/…/a 1n

a 21/a 22//

///

a n1/a n2/…/a nn］，

分解为矩阵L=［1/0/…/0

l 21/1/…/0

///

l n1/l n2/…/1］和矩阵U=［u 11/u 12/…/u 1n

0/u 22//

///

0/0/…/u nn］。

杜立特算法的伪码：

基本输入：

矩阵的维数n；

矩阵A的元素a ij（1≤i，j≤n）。

基本输出：分解后的

单位下三角矩阵L的元素l ij（1≤j<i，1≤i≤n）；

上三角矩阵U的元素u ij（i≤j≤n，1≤i≤n）。

算法：{

第1步：对j=1，2，…，n计算u 1j=a 1j；l j1=a j1/u 11；

第2步：对i=2，3，…，n-1计算u ij=a ij-∑i-1/k=1l iku kj；l ji=（a ji-∑i-1/k=1l jku ki/u ii；

第3步：计算u nn=a nn-∑n-1/k=1l nku kn。

}

分解后的LU还存储在原来的A里面，因为L的对角元是1，所以不必存储。

LU分解的好处是，我们只需要解两个非常简单的三角形方程组Ly=b和Ux=y就可以得到原始方程组的解。特别当处理系数矩阵固定而等式右边的常向量b不断在改变的问题时，先分解再求解可以大大节省运算时间。

迭代法的思想与求解非线性方程根的“不动点迭代”非常相似，就是将原始方程组Ax=b等价地转化为x=Tx+c的形式，从一个初始向量x （0）出发，按照x （k+1）=Tx （k）+c的格式进行迭代计算。有定理表明，当n阶方阵T的谱半径ρ（T）=max1≤i≤n|λ i|<1时，迭代是收敛的，并且收敛到原方程组的解。迭代法中有不少经典算法，如雅可比算法、高斯-塞德尔算法等。在此重点回顾一下SOR算法（又称为超松弛迭代算法）。雅可比算法和高斯-塞德尔算法将在第11章的习题中出现，留给读者去进一步研究。

SOR算法是高斯-塞德尔算法的推广。将高斯-塞德尔算法的迭代公式重新整理为x （k+1） i=x （k） i+r （k+1） i/a ii其中r （k+1） i=b i-∑j<ia ijx （k+1） j-∑j≥ia ijx （k） j，则我们可以把高斯-塞德尔算法中的x （k+1） i理解为是在x （k） i的基础上添加了一个余项r （k+1） i/a ii，是对x （k） i进行修正的结果。于是人们自然猜想，在余项前乘一个松弛因子ω，即将迭代公式推广为

x （k+1） i=x （k） i+ω（r （k+1） i/a ii

是否可以进一步改善收敛的情况？事实上有定理表明，当0<ω<2时，上述迭代收敛。当ω=1时，就得到高斯-塞德尔算法。当1<ω<2时，被称为SOR算法。

SOR算法的伪码：

基本输入：

矩阵的维数n；

矩阵A的元素a ij（1≤i，j≤n）；

常向量b的元素b i（1≤i≤n）；

迭代初始向量x （0）的元素x （0） i（1≤i≤n）；

松弛因子ω；

误差上限TOL；

最大迭代次数MAXN。

基本输出：近似解x的元素x i（1≤i≤n），或收敛失败的信息。

算法：{

初始化 k = 1；

while （k <= MAXN） {

for（ i=1； i<=n； i++ ） {

x i=x （0） i+ω（b i-∑j<ia ijx j-∑j≥ia ijx （0） j/a ii；

}

if （||x-x 0||< TOL） {

输出x；

程序停止；

}

else { 令x （0）=x； }

k++；

}

输出失败信息并停止程序；

}

代入不同的ω可以得到不同的收敛速度，但尚无结论能给出一般矩阵的最佳松弛因子的计算方法，所以人们只能通过实验观察得到近似的结果。


5.2 设计题目

分别用SOR算法和LU分解算法求解给定的线性方程组Ax=b。在SOR算法中，假设初始向量为x （0）=0。

函数接口定义：

int SOR（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］， double x［］， double w， double TOL， int MAXN ）；

bool Direct（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］ ）；

在SOR的接口定义中，n为矩阵a的维数，MAX -SIZE是由裁判程序定义的矩阵最大维数，b是方程组中的常向量，求得的解将存储在x中返回；w是松弛因子，TOL是||x （k+1）-x （k）|| ∞需要达到的精度上限，MAXN是迭代最大次数。函数的返回值为整数，有以下4种可能：

-2：若SOR算法不收敛。这里判断不收敛的根据是当x （k）的某个分量值超出了最大区间［-bound， bound］，其中bound是由裁判程序定义的常数；

-1：若矩阵有一列全为0，则方程组没有唯一解；

0：若算法经过MAXN次迭代后还没有达到精度要求；

k：若算法经过k次迭代达到了精度要求。这时求得的解存储在x中。

这里必须注意到，在SOR算法的公式中，A的对角元a ii是出现在分母上的，所以为了算法的稳定，我们必须采取措施使得对角元的绝对值尽可能大。因为迭代中A不改变，所以我们可以事先调整好A的对角元。

不同的调整策略可能导致不同的收敛性。本书裁判程序要求的调整策略是：对每个a ii，首先向下扫描该列元素（包括a ii）中绝对值最大的那个元，若该元不为0，则通过行交换将该元换到a ii的位置。若该元为0，则向上扫描该列元素中绝对值最大的那个元，若该元不为0，则将该元所在行的全部元加到第i行。

在Direct的接口定义中，n为矩阵a的维数，MAX -SIZE是由裁判程序定义的矩阵最大维数，b是方程组中的常向量，不同的是，求得的解将存储在b中返回。本题目要求先用杜立特分解，再求解两个三角形方程组。函数返回布尔型值，当求解成功时返回TRUE，否则返回FALSE。

裁判程序：

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define MAX -SIZE 100 /* 矩阵最大维数 */

#define bound pow（2， 127） /* 判断迭代发散的边界值 */

#define ZERO 0.000000001 /* 当一个正数小于ZERO就认为该数是0 */

int SOR（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］， double x［］， double w， double TOL， int MAXN ）；

bool Direct（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］ ）；

int main（）

{

int n， MAXN， m， i， j， k；

double a［MAX -SIZE］［MAX -SIZE］， b［MAX -SIZE］， x［MAX -SIZE］；

double w， TOL；

while（ scanf（“%d”， &n） ！= EOF ） { /* 读取裁判测试用例 */

for（ i=0； i<n； i++ ） {

for（ j=0； j<n； j++ ）

scanf（“%lf”， &a［i］［j］）；

scanf（“%lf”， &b［i］）；

}

scanf（“%lf %d”， &TOL， &MAXN）；

scanf（“%d”， &m）；

/*--- 考察不同松弛因子对收敛速度的影响 ---*/

printf（“Results of SOR method：＼n”）；

for（ i=0； i<m； i++ ） {

scanf（“%lf”， &w）；

printf（“w = %.2lf： “， w）；

k = SOR（ n， a， b， x， w， TOL， MAXN ）；

switch（ k ） {

case -2：

printf（”No convergence.＼n“）；

break；

case -1：

printf（”Matrix has a zero column. No unique solution exists.＼n“）；

break；

case 0：

printf（”Maximum number of iterations exceeded.＼n“）；

break；

default：

printf（”no -iteration = %d＼n“， k）；

for（ j=0； j<n； j++ ）

printf（”%.8lf＼n“， x［j］）；

break；

}

}

/*--- 输出直接法的解 ---*/

if（ Direct（n， a， b） ） {

printf（”Result of direct method：＼n“）；

for（ j=0； j<n； j++ ）

printf（”%.8lf＼n“， b［j］）；

}

else

printf（”Doolittle factorization failed.＼n“）；

printf（”＼n“）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判数据：

测试1 常规测试。观察到w在1.10附近SOR收敛较快。

6

4 -1 0 -1 0 0 0

-1 4-1 0-1 0 5

0-1 4 0 0-1 0

-1 0 0 4-1 0 6

0-1 0-1 4-1-2

0 0-1 0-1 4 6

0.000000001 1000

7 1 1.05 1.1 1.2 1.3 1.6 1.95

标准输出数据：

Results of SOR method：

w = 1.00： no -iteration = 23

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

w = 1.05： no -iteration = 20

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

w = 1.10： no -iteration = 15

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

w = 1.20： no -iteration = 16

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

w = 1.30： no -iteration = 21

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

w = 1.60： no -iteration = 44

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

w = 1.95： no -iteration = 426

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

Result of direct method：

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

1.00000000

2.00000000

测试2 异常情况——有一列为0，SOR应返回-1；Doolittle分解失败。

3

3 -1 0 1

3 6 0 0

3 3 0 4

0.000000001 1000

1 1

标准输出数据：

Results of SOR method：

w = 1.00： Matrix has a zero column. No unique solution exists．

Doolittle factorization failed．

测试3 异常情况——矩阵奇异，SOR超过最大迭代次数还不收敛，应返回0；Doolitle分解失败。

3

3 -1 3 1

3 6 3 0

3 3 3 4

0.000000001 1000

1 1.2

标准输出数据：

Results of SOR method：

w = 1.20： Maximum number of iterations exceeded．

Doolittle factorization failed．

测试4 异常情况——SOR发散，迭代中产生超大元素，应中断并返回-2。

7

1.0 0.0 2.0 0.0 3.0 0.0 4.0 3

3.0-1.00.58.02.21.6 0.0 8

0.0 0.00.04.53.22.0 1.0 2

2.0 3.05.00.00.00.0 2.0 4

-2.0-3.01.01.00.00.0 3.3 1

2.5 4.50.00.01.00.0 0.0-2

-0.5-1.53.02.00.01.0-1.0 5

0.000000001 1000

4 1.0 1.1 1.3 1.8

标准输出数据：

Results of SOR method：

w = 1.00： No convergence．

w = 1.10： No convergence．

w = 1.30： No convergence．

w = 1.80： No convergence．

Result of direct method：

2.78818022

-1.78494213

0.56630990

-0.90718798

-0.93821097

4.30558139

0.47345822

测试5 3阶希尔伯特阵

3

1.00000000 0.50000000 0.33333333 1.0

0.50000000 0.33333333 0.25000000 1.0

0.33333333 0.25000000 0.20000000 1.0

0.00000000001 1000

4 1.0 1.3 1.6 1.9

标准输出数据：

Results of SOR method：

w = 1.00： Maximum number of iterations exceeded．

w = 1.30： no -iteration = 688

3.00000408

-24.00002076

30.00001920

w = 1.60： no -iteration = 251

3.00000408

-24.00002076

30.00001920

w = 1.90： no -iteration = 664

3.00000408

-24.00002076

30.00001920

Result of direct method：

3.00000408

-24.00002076

30.00001920

测试6 4阶希尔伯特阵

4

1.00000000 0.50000000 0.33333333 0.25000000 1.0

0.50000000 0.33333333 0.25000000 0.20000000 1.0

0.33333333 0.25000000 0.20000000 0.16666667 1.0

0.25000000 0.20000000 0.16666667 0.14285714 1.0

0.000001 10000

5 1.0 1.3 1.6 1.8 1.9

标准输出数据：

Results of SOR method：

w = 1.00： Maximum number of iterations exceeded．

w = 1.30： no -iteration = 7039

-4.00026620

60.00305132

-180.00744761

140.00489002

w = 1.60： no -iteration = 3303

-4.00027793

60.00318142

-180.00775818

140.00509083

w = 1.80： no -iteration = 1196

-4.00030018

60.00343223

-180.00835663

140.00547650

w = 1.90： no -iteration = 2441

-4.00027827

60.00315322

-180.00765368

140.00500877

Result of direct method：

-4.00028881

60.00328814

-180.00799473

140.00523622


5.3 设计分析与实现

1.SOR算法对异常情况的处理

在实现SOR算法时，首先我们需要按照题目要求对系数矩阵A进行调整，调整中若发现有一列为0，则直接跳出函数，返回-1。这是测试2裁判数据测试的内容。

进入迭代后，我们需要随时检查计算出来的x （k）的每个分量，发现某个分量有x （k） i［-bound， bound］则跳出函数，返回-2。这是测试4裁判数据测试的内容。

需要一个迭代次数计数器，若顺利收敛，达到||x （k+1）-x （k）|| ∞<TOL，则返回当时的计数器值。测试1裁判数据是常规测试，从结果可以看出，对于该矩阵而言，ω在1.10附近可以得到比较快的收敛效果。

若程序在跳出了最大迭代次数控制的循环后还没有结束，则返回0。这是测试3裁判数据测试的内容。

2.杜立特算法对异常情况的处理

杜立特算法在以下两种情况下会失败：

（1）当矩阵有一整列0元，即如测试2裁判数据所测试的情况；

（2）当矩阵为奇异阵，即如测试3裁判数据所测试的情况，这时分解得到的U必然至少有一个0对角元。注意不要忘记检查分解得到的最后一个u nn。

当然对于一般矩阵，还可能出现分解过程中遇到0对角元的情况，那时候需要做行交换进行调整，算法需要做修正。在此我们不考虑调整问题，遭遇0对角元时只简单返回失败信息即可。

3.算法的伪码描述

int SOR（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］， double x［］， double w， double TOL， int MAXN ）

{

首先调整矩阵a的对角元：

for（ i=0； i<n； i++ ） {

向下扫描最大元；

if （下方元素全是0） {

向上扫描最大元；

if （发现有一整列元为0）

return -1；

else

将最大元加到主元位置；

}

else if （下方发现最大元且需要换行） {

将最大元换到主元位置；

}

}

将初始向量设为0向量；

以下为SOR迭代法：

初始化 k = 1；

while （k <= MAXN） {

for（ i=1； i<=n； i++ ） {

x i=x （0） i+ω（b i-∑j<ia ijx j-∑j≥ia ijx （0） j/a ii；

if （发现有元越界）

return -2；

}

if （||x-x （0）|| ∞< TOL） {

return k；

}

else { 令x （0）=x； }

k++；

}

return 0； /* 循环结束还未收敛 */

}

bool Direct（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］ ）

{

首先进行Doolittle分解：

if （对角元为0，分解失败）

return false；

for（ j=1； j<n； j++ ）

l j1=a j1/u 11； /*u 1j=a 1j不需要计算 */

for（ i=1； i<n； i++ ） {

if （对角元为0，分解失败）

return false；

u ij=a ij-∑i-1/k=1l iku kj；

l ji=（a ji-∑i-1/k=1l jku ki/u ii；

}

if （对角元u nn为0，分解失败）

return false；

求解Ly=b；

求解Ux=y；

return true；

}

4.模块化实现

除了要求实现的两个函数外，算法中会多次遇到判断一个实数是否为0的情况，所以我们可以增加IS -ZERO函数来专门完成这个任务。

另外还可以分出Doolittle -LU函数专做杜立特分解，这是为了程序的模块化，增加程序的易读性。读者可以自己尝试把矩阵预调整的部分代码也分出一个专门的函数，使得程序更加方便阅读理解和调试。

test.h实现如下：

bool IS -ZERO（ double x ） /* 判断x是否为0 */

{

return（ fabs（x） < ZERO ）？ true ： false；

}

int SOR（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］， double x［］， double w， double TOL， int MAXN ）

{

int i， j， k， row；

double err， xi， max， temp；

/*--- 首先调整矩阵a的对角元 ---*/

for（ i=0； i<n； i++ ） {

max = fabs（a［i］［i］）；

row = i；

for（ j=i+1； j<n； j++ ） /* 向下扫描最大元max */

if（ fabs（a［j］［i］） > max ） {

max = fabs（a［j］［i］）；

row = j；

}

if（ IS -ZERO（max） ） { /* 若下方元素全是0 */

for（ j=0； j<i； j++ ） /* 向上扫描最大元max */

if（ fabs（a［j］［i］） > max ） {

max = fabs（a［j］［i］）；

row = j；

}

if（ IS -ZERO（max） ） /* 发现有一整列元为0 */

return -1；

for（ j=0； j<n； j++ ） { /* 将最大元“加”到主元位置 */

a［i］［j］ += a［row］［j］；

b［i］ += b［row］；

}

}

else if（ row ！= i ） { /* 若下方发现最大元 */

for（ j=0； j<n； j++ ） { /* 将最大元“换”到主元位置 */

temp=a［row］［j］； a［row］［j］=a［i］［j］； a［i］［j］=temp；

}

temp = b［row］； b［row］ = b［i］； b［i］ = temp；

}

}

/*--- 初始向量为0向量 ---*/

for（ i=0； i<n； i++ ）

x［i］ = 0.0；

/*--- 以下进入迭代 ---*/

k = 1；

while（ k <= MAXN ） {

err = 0.0；

for（ i=0； i<n； i++ ） {

xi = x［i］；

temp = 0.0；

for（ j=0； j<n； j++ ）

temp += x［j］*a［i］［j］；

x［i］ = x［i］ + w *（b［i］-temp）/a［i］［i］； /* 计算x i*/

if（ fabs（x［i］） > bound ） /* 发现有元越界 */

return -2；

if（ err < fabs（xi-x［i］） ） /* 计算误差的无穷范数 */

err = fabs（xi-x［i］）；

}

if（ err < TOL ） /* 达到收敛精度 */

return k；

k++；

}

return 0； /* 循环结束还未收敛 */

}

bool Doolittle -LU（ int n， double a［］［MAX -SIZE］ ）

{

int i， j， k；

double sum；

if（ IS -ZERO（a［0］［0］） ） /* 对角元为0，分解失败 */

return false；

/* 算法第1步（u 1j=a 1j不需要计算）*/

for（ i=1； i<n； i++ ）

a［i］［0］ /= a［0］［0］； /*l j1=a j1/u 11*/

/* 算法第2、3步 */

for（ i=1； i<n； i++ ） {

if（ IS -ZERO（a［i］［i］） ） /* 对角元为0，分解失败 */

return false；

for（ j=i； j<n； j++ ） { /* 计算u ij*/

sum = 0.0；

for（ k=0； k<i； k++ ）

sum += a［i］［k］*a［k］［j］；

a［i］［j］ -= sum；

}

for（ j=i+1； j<n； j++ ） { /* 计算l ji*/

sum = 0.0；

for（ k=0； k<i； k++ ）

sum += a［j］［k］*a［k］［i］；

a［j］［i］ = （a［j］［i］-sum）/a［i］［i］；

}

}

if（ IS -ZERO（a［n-1］［n-1］） ） /* 对角元为0，分解失败 */

return false；

return true；

}

bool Direct（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］ ）

{

int i， j；

double sum；

if（ ！Doolittle -LU（n， a） ） /* 分解失败 */

return false；

/* 求解Ly=b*/

for（ i=0； i<n； i++ ）{

sum = 0.0；

for（ j=0； j<i； j++ ）

sum += a［i］［j］*b［j］；

b［i］ -= sum；

}

/* 求解Ux=y*/

for（ i=n-1； i>=0； i-- ） {

sum = 0.0；

for （j=i+1； j<n； j++）

sum += a［i］［j］*b［j］；

b［i］ = （b［i］ - sum）/a［i］［i］；

}

return true；

}


5.4 MATLAB实验结果

在MATLAB里可以用A＼b来实现求方程组Ax=b的解。

1.测试源代码及结果

测试1

>> A=［4 -1 0 -1 0 0|

-1 4-1 0-1 0|

0-1 4 0 0-1|

-1 0 0 4-1 0|

0-1 0-1 4-1|

0 0-1 0-1 4］；|

>> b=［0 5 0 6 -2 6］′；|

>> x=A＼b|

x =

1.0000

2.0000

1.0000

2.0000

1.0000

2.0000

测试2

>> A=［3 -1 0|

3 6 0|

3 3 0］；|

>> b=［1 0 4］′；|

>> x=A＼b|

Warning： Matrix is singular to working precision．

x =

NaN

NaN

Inf

测试3

>> A=［3 -1 3|

3 6 3|

3 3 3］；|

>> b=［1 0 4］′；|

>> x=A＼b|

Warning： Matrix is singular to working precision．

x =

NaN

NaN

Inf

测试4

>> A=［1.0 0.0 2.0 0.0 3.0 0.0 4.0|

3.0-1.0 0.5 8.0 2.2 1.6 0.0|

0.0 0.0 0.0 4.5 3.2 2.0 1.0|

2.0 3.0 5.0 0.0 0.0 0.0 2.0|

-2.0-3.0 1.0 1.0 0.0 0.0 3.3|

2.5 4.5 0.0 0.0 1.0 0.0 0.0|

-0.5-1.5 3.0 2.0 0.0 1.0-1.0］；|

>> b=［3 8 2 4 1 -2 5］′；|

>> x=A＼b|

x =

2.7882

-1.7849

0.5663

-0.9072

-0.9382

4.3056

0.4735

测试5

>> format long|

>> A=［1.00000000 0.50000000 0.33333333|

0.500000000.333333330.25000000|

0.333333330.250000000.20000000］；|

>> b=［1 1 1］′；|

>> x=A＼b|

x =

3.00000408000352

-24.00002076001827

30.00001920001704

测试6

>> format long|

>> A=［1.00000000 0.50000000 0.33333333 0.25000000|

0.500000000.333333330.250000000.20000000|

0.333333330.250000000.200000000.16666667|

0.250000000.200000000.166666670.14285714］；|

>> b=［1 1 1 1］′；|

>> x=A＼b|

x =

1.0e+002 *

-0.04000288811986

0.60003288135966

-1.80007994730056

1.40005236215979

2.算法评价

从测试结果看，迭代法和直接法的结果差不多，而一般直接法运算量较小，更有优势。测试5、6给出的是著名的希尔伯特（hilbert）阵：

h n=［1/1/2/1/3/…/1/n

1/2/1/3/1/4/…/1/（n+1）

1/3/1/4/1/5/…/1/（n+2）

////

1/n/1/（n+1）/1/（n+2）/…/1/（2n-1）］

希尔伯特阵之所以著名在于它的变态，其矩阵条件数（矩阵A的条件数定义为||A||.||A -1||，它表示矩阵元素的误差对方程组解的破坏程度，条件数越大破坏性越大）随着维数n的增大迅速冲向无穷大，也就是说，矩阵元中一个微小的扰动都会严重影响方程组解的精度。

测试5、6分别给出了3阶、4阶的希尔伯特阵，精确解分别为［3， -24， 30］ T和［-4， 60， -180， 140］ T。但是因为1/3、1/6、1/7无法精确给出，虽然输入只在小数点后第9位有误差，但是输出就只能精确到小数点后4位或者2位了。在应用MATLAB计算时，因为4阶希尔伯特阵的1-范数条件数偏大，约为2.84×10 4，故MATLAB用警告的形式输出解。

这两组测试是为了让读者对希尔伯特阵条件数的影响增加一些感性认识，有兴趣者还可以自己测试一下更高阶的情况。


6.1 基本知识回顾

求矩阵特征值的算法有很多，其中最原始的算法叫幂法（power Method）。幂法非常简单，用于求矩阵的最大特征值和对应的特征向量：不妨假设n×n矩阵A的特征值满足条件|λ 1|>|λ 2|≥…≥|λ n|≥0，并且对应n个线性无关的特征向量v 1，…，v n。从任一非零初始向量x （0）出发，如果有（x （0）， v 1）≠0，则x （0）必然可以表示为特征向量的线性组合，即x （0）=∑ n j=1 β jv j，其中β 1≠0。我们反复用A左乘，得到以下迭代公式：

x （k）=Ax （k-1）=∑n/j=1β jλ k jv j=λ k 1∑n/j=1β j（λ j/λ 1 kv j

可见当k充分大时，只有第1项起主要作用，其他项都趋近0。于是有x （k）≈λ k 1β 1v 1和x （k-1）≈λ k-1 1β 1v 1。可见x （k）和x （k-1）的任意对应分量的比值都应该有x （k） i/x （k-1） i≈λ 1。这时候还有Ax （k）≈λ k 1β 1Av 1≈λ 1x （k），所以x （k）同时也收敛到λ 1对应的特征向量。

但是幂法在实际应用中有许多问题，例如连续用A左乘可能造成向量的分量快速增长以致溢出。为了避免这种问题发生，我们需要在每一步迭代计算后，将向量x （k）变成无穷范数下的单位向量：设||x （k）|| ∞=max1≤i≤n|x （k） i|=|x （k） p k|，即将第k步迭代产生的向量的最大分量所在的位置记为p k，则u （k）=x （k）/x （k） p k就是单位向量。再计算x （k+1）=Au （k），则当k充分大时，x （k+1）和u （k）的任意对应分量的比值都应该有x （k+1） i/u （k） i≈λ 1。特别地，我们可以选取u （k） i=1的那个位置，即令i=p k，则有λ 1≈x （k+1） p k，此时再将x （k+1）单位化，就得到近似的单位特征向量。

！注意： p k是x （k）的最大分量所在的位置，不是x （k+1）的，λ 1是由x （k+1）在p k位置的分量所逼近，而不是由x （k+1）自己的最大分量所逼近。

幂法的伪码描述：

基本输入：

矩阵的维数n；

矩阵A的元素a ij（1≤i，j≤n）。

迭代初始向量x 0，注意该向量不能是0向量；

误差上限TOL；

迭代次数上限MAX -ITERATION。

基本输出：特征根的近似值λ，对应的单位特征向量x 0，或者是计算失败的信息。

算法：{

初始化k = 1；

找到使得|x 0［index］| = ||x 0|| ∞的那个index；

将向量x 0单位化，得到u （0）；

while（ k≤MAX -ITERATION ） {

计算x = Ax 0，即x （k）=Au （k-1）；

λ= x［index］；

找到使得|x［index］| = ||x|| ∞的那个index；

if x［index］ == 0 then

找到0根，矩阵奇异，输出失败信息并停止程序；

err = ||x 0 - x/x［index］|| ∞；

x 0 = x / x［index］，即计算u （k）；

if （err < TOL） then

输出λ和x 0，停止程序；

k ++；

}

输出失败信息并停止程序；

}


6.2 设计题目

给定一个n×n矩阵A，从一个给定向量x （0）出发，求矩阵的最大特征值及其对应的无穷范数下的单位特征向量。

函数接口定义：

int power -EigenV（int n， double a［］［MAX -SIZE］， double *lambda， double v［］， double TOL，

int MAXN）；

在接口定义中：n为矩阵a的维数，MAX -SIZE是由裁判程序定义的矩阵最大维数；lambda传回矩阵的最大特征值；v传入迭代初始向量x （0），求得的无穷范数下的单位特征向量将存储在v中返回；TOL是||x （k+1）-x （k）|| ∞需要达到的精度上限，MAXN是迭代最大次数。函数的返回值为整数，有以下3种可能：

-1：初始向量不合适，或向量为0，或找到0特征值，矩阵奇异；

0：若算法经过MAXN次迭代后还没有达到精度要求；

1：若成功完成求解。

裁判程序：

#include <stdio.h>

#define MAX -SIZE 10

int power -EigenV（int n， double a［］［MAX -SIZE］， double *lambda， double v［］， double TOL，

int MAXN）；

int main（）

{

int n， MAXN， i， j， k；

double a［MAX -SIZE］［MAX -SIZE］， v［MAX -SIZE］；

double lambda， TOL；

while （scanf（“%d”， &n） ！= EOF） { /* 读输入 */

for （i=0； i<n； i++）

for （j=0； j<n； j++）

scanf（“%lf”， &a［i］［j］）；

scanf（“%lf %d”， &TOL， &MAXN）；

for （i=0； i<n； i++）

scanf（“%lf”， &v［i］）；

/* 调用学生编写的函数并输出结果 */

switch （power -EigenV（n， a， &lambda， v， TOL， MAXN）） {

case -1：

printf（“Method failed. please try another initial vector.＼n”）；

break；

case 0：

printf（“Maximum number of iterations exceeded.＼n”）；

break；

case 1：

printf（“%.4f＼n”， lambda ）；

for （k=0； k<n； k++）

printf（“%.4f “， v［k］）；

printf（”＼n“）；

break；

}

printf（”＼n“）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判数据：

测试1 常规测试

3

1 2 3

2 3 4

3 4 5

0.00001 50

1 1 1

标准输出数据：

9.6235

0.5247 0.7623 1.0000

测试2 初始向量为0

2

0 1

1 0

0.01 10

0 0

标准输出数据：

Method failed. please try another initial vector．

测试3 找到0特征值

2

0 1

0 0

0.01 10

0 1

标准输出数据：

Method failed. please try another initial vector．

测试4 矩阵奇异，但仍然找到正确特征值

2

1 0

0 0

0.00001 10

1 1

标准输出数据：

1.0000

1.0000 0.0000

测试5 收敛很慢

2

0 1

0 1.01

0.00001 600

1 1

标准输出数据：

Maximum number of iterations exceeded．

测试6 放宽测试5的迭代次数上限，可以得到解

2

0 1

0 1.01

0.00001 700

1 1

标准输出数据：

1.0100

0.0010 1.0000

测试7 初始向量与最大特征值对应的特征向量恰好正交

2

2 0

0 1

0.00001 10

0 1

标准输出数据：

1.0000

0.0000 1.0000

测试8 最大特征值有2个，并且异号

2

1 0

0 -1

0.01 1000

1 1

标准输出数据：

Maximum number of iterations exceeded．

测试9 最大特征值有2个，并且同号

3

1 0 0

0 1 0

0 0 0.5

0.00001 100

1 1 1

标准输出数据：

1.0000

1.0000 1.0000 0.0000

测试10 随机测试MAX -SIZE的上限

10

23 45 10 9 34 78 99 13 56 82

93 26 16 81 8 30 19 44 27 59

21 67 88 2 32 53 96 72 16 25

84 18 48 31 47 14 7 28 91 11

63 35 52 58 19 23 49 81 37 77

16 29 64 38 29 40 53 29 13 55

47 27 46 42 31 83 73 25 9 36

88 26 37 24 42 75 94 89 10 33

66 36 49 19 26 94 83 27 84 51

5 29 37 77 15 30 43 59 60 100

0.0000001 1000

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

标准输出数据：

445.4053

0.8281 0.7522 0.8833 0.7539 0.9456 0.6825 0.7572 0.9653 1.0000 0.8710


6.3 设计分析与实现

1.算法对异常情况的处理

注意到幂法有5个环节可以导致失败：

（1）初始向量x （0）是0向量，这将导致向量单位化失败，应返回-1。这是测试2检查的问题。

（2）算法执行过程中产生了0向量，说明矩阵奇异，并且初始向量取得不合适，应返回-1。测试3就是检查这个问题。但是需要注意，矩阵奇异并不一定导致算法失败，只要初始向量取得好，还是可以得到正确解的，测试4就给出了这样的例子。

（3）算法在指定的迭代步数MAX -ITERATION内还没有收敛，则返回0，这是避免无限循环的典型方法。在测试5中，由于两个特征值比较接近，导致收敛速度较慢，迭代600次无法收敛。测试6表明迭代超过600次后，还是可以收敛的。

（4）若初始向量恰好与最大特征值对应的特征向量正交，则算法不可能收敛到正确的结果，而是会收敛到与初始向量不正交的特征子空间中那个最大的特征值。测试7给出了这样的例子：正确的最大特征值应该是2，对应特征向量［1， 0］ T。但初始向量［0， 1］ T恰好与之正交，并且恰好是另一个特征值1的特征向量，于是算法就输出了后者。

（5）最大特征值不唯一，并且绝对值相等但异号，如测试8，这时算法不收敛，陷入无限循环，在超过最大迭代步数后返回0。但是最大特征值是重根则不影响结果的正确性，如测试9。

2.算法实现

在6.1节给出了算法伪码后，程序的实现并不困难。需要注意的是，很多初学者最容易出错的地方，就是λ 1≈x （k+1） p k这一步，容易错误地写成λ 1≈x （k+1） p k+1。

test.h实现如下：

double fabs（ double x ）

{

return （x<0）？ -x ： x；

}

int IS -ZERO（ double x ）

{

double eps = 0.0000000000001；

return （fabs（x） < eps）？ 1 ： 0；

}

int power -EigenV（int n， double a［］［MAX -SIZE］， double *lambda， double v［］， double TOL，

int MAXN）

{

int i， j， k， index；

double egv， err， max， u［MAX -SIZE］；

k = 1；

/* 找到使得|x 0［index］| = ||x 0|| ∞的那个index */

max = 0.0；

for （i=0； i<n； i++）

if （fabs（v［i］）>fabs（max））

{ max = v［i］； index = i； }

if（ IS -ZERO（max） ）

return -1； /* 初始向量为0，返回异常 */

/* 将向量x 0单位化，得到u （0）*/

for （i=0； i<n； i++）

v［i］ /= max；

while （k <= MAXN） {

/* 计算x （k）=Au （k-1）*/

for （i=0； i<n； i++）{

u［i］ = 0.0；

for （j=0； j<n； j++）

u［i］ += a［i］［j］*v［j］；

}

egv = u［index］；

/* 找到使得|x［index］| = ||x|| ∞的那个index */

max = 0.0；

for （i=0； i<n； i++）

if （fabs（u［i］）>fabs（max））

{ max = u［i］； index = i； }

if（ IS -ZERO（max） ）

return -1； /* 找到0根，矩阵奇异，返回异常 */

/* 计算u （k）*/

for （i=0； i<n； i++）

u［i］ /= max；

/* 计算err = ||x 0 - x/x［index］|| ∞*/

err = 0.0；

for （i=0； i<n； i++）

if（ fabs（u［i］-v［i］）>err ）

err = fabs（u［i］-v［i］）；

for （i=0； i<n； i++）

v［i］ = u［i］；

if（ err < TOL ） {

*lambda = egv；

return 1；

}

k++；

}

return 0；

}


6.4 MATLAB实验结果

在第2章中已经介绍了MATLAB最常用的求特征值、特征向量的函数“eig”。由于“eig”采用完全不同的方法求特征值，所以不存在初始向量问题，不存在收敛到错误特征值的问题，也不存在收敛速度问题，故在此略过6.2节的测试2、3、5、6、7，仅列出用“eig”计算余下部分测试用例的结果，并与6.3节程序的标准输出做一比较。

测试1

>> A=［1 2 3|

2 3 4|

3 4 5］；|

>> ［V， E］=eig（A）|

V =

0.8277 0.4082 0.3851

0.1424-0.8165 0.5595

-0.5428 0.4082 0.7339

E =

-0.6235 0 0

0-0.0000 0

0 0 9.6235

从结果可见，最大特征值9.6235与程序得到的结果一致。将其对应的V中第3列特征向量按1-范数单位化，即得到与程序标准输出完全一致的结果。

>> V（：，3）./V（3，3）|

ans =

0.5247

0.7623

1.0000

测试4

>> A=［1 0|

0 0］；|

>> ［V， E］=eig（A）|

V =

0 1

1 0

E =

0 0

0 1

结果显示奇异阵不影响“eig”的计算，得到与程序标准输出完全一致的结果。

测试8

>> A=［1 0|

0 -1］；|

>> ［V， E］=eig（A）|

V =

0 1

1 0

E =

-1 0

0 1

结果显示两个异号的最大特征值不影响“eig”的计算。

测试9

>> A=［1 0 0|

0 1 0|

0 0 0.5］；|

>> ［V， E］=eig（A）|

V =

0 0 1

0 1 0

1 0 0

E =

0.5000 0 0

01.00000

0 01.0000

结果显示重根不影响“eig”的计算。注意到“eig”得到的关于1的两个特征向量都不与程序的标准输出相同，但是三个不同的向量都是1的特征向量。

测试10

>> A=［23 45 10 9 34 78 99 13 56 82|

93 26 16 81 8 30 19 44 27 59|

21 67 88 2 32 53 96 72 16 25|

84 18 48 31 47 14 7 28 91 11|

63 35 52 58 19 23 49 81 37 77|

16 29 64 38 29 40 53 29 13 55|

47 27 46 42 31 83 73 25 9 36|

88 26 37 24 42 75 94 89 10 33|

66 36 49 19 26 94 83 27 84 51|

5 29 37 77 15 30 43 59 60 100］；|

>> ［V， E］=eig（A）|

V =

Columns 1 through 4

-0.3081 -0.3273 + 0.2380i -0.3273 - 0.2380i -0.2512 - 0.0945i

-0.2799 0.1209 - 0.0876i0.1209 + 0.0876i-0.6252

-0.3286 0.0807 - 0.0085i0.0807 + 0.0085i0.4748 + 0.2635i

-0.2805 0.47540.4754-0.1391 - 0.1018i

-0.3518 0.1207 - 0.1783i0.1207 + 0.1783i-0.1632 + 0.0250i

-0.2539-0.2013 - 0.1573i-0.2013 + 0.1573i0.1917 + 0.0459i

-0.2817-0.1379 + 0.0954i-0.1379 - 0.0954i0.1380 + 0.0402i

-0.3591 0.1964 + 0.2706i0.1964 - 0.2706i0.1272 + 0.1215i

-0.37210.0803 + 0.3169i0.0803 - 0.3169i0.1215 - 0.1707i

-0.3241-0.1123 - 0.4586i-0.1123 + 0.4586i-0.1573 - 0.1615i

Columns 5 through 8

-0.2512 + 0.0945i-0.4743-0.2173 + 0.1656i-0.2173 - 0.1656i

-0.62520.50750.1060 - 0.1683i0.1060 + 0.1683i

0.4748 - 0.2635i-0.4023-0.2853 + 0.1035i-0.2853 - 0.1035i

-0.1391 + 0.1018i0.23130.49510.4951

-0.1632 - 0.0250i0.3773-0.1634 + 0.2258i-0.1634 - 0.2258i

0.1917 - 0.0459i0.10520.0740 + 0.2359i0.0740 - 0.2359i

0.1380 - 0.0402i0.02650.2351 - 0.2289i0.2351 + 0.2289i

0.1272 - 0.1215i0.16170.1280 - 0.1160i0.1280 + 0.1160i

0.1215 + 0.1707i0.14880.1696 - 0.0576i0.1696 + 0.0576i

-0.1573 + 0.1615i-0.3159-0.4841 - 0.0760i-0.4841 + 0.0760i

Columns 9 through 10

-0.2437-0.0460

-0.74270.2684

0.3059-0.0246

-0.2984-0.3080

0.03850.2200

0.18550.4556

-0.0031-0.6751

0.40050.2120

-0.0140-0.1226

0.09930.2424

E =

1.0e+002 *

Columns 1 through 4

4.4541 0 0 0

0 0.1421 + 0.8301i00

00 0.1421 - 0.8301i0

000 0.5858 + 0.3082i

0000

0000

0000

0000

0000

0000

Columns 5 through 8

0000

0000

0000

0000

0.5858 - 0.3082i000

0 -0.383200

00 -0.1212 + 0.3805i0

000 -0.1212 - 0.3805i

0000

0000

Columns 9 through 10

00

00

00

00

00

00

00

00

0.43520

0 0.0105

观察E的对角元，可见最大特征值4.4541×10 2在第1列，与程序得到的结果一致。将其对应的V中第1列特征向量按1-范数单位化，即得到与程序标准输出完全一致的结果。

>> V（：，1）/V（9，1）

ans =

0.8281

0.7522

0.8833

0.7539

0.9456

0.6825

0.7572

0.9653

1.0000

0.8710

这个例子还告诉我们，“eig”可以求出所有的复数特征值。而6.3节给出的程序必须做出相应调整，才可能求出复数特征值。


7.1 基本知识回顾

在函数y=f（x）太复杂、甚至是未知的情况下，我们想要得到该函数在任意给定点的值，该如何做呢？

一种常见的解决方法是，挑选一些有代表性的点x 0，x 1，…，x n，在这些点上对函数进行采样，利用采样结果构造出一个相对简单的函数（比如代数多项式）g（x），用来近似y=f（x）。不同的采样方法可得到不同的近似函数。

如果要求近似函数g（x）的值必须在这些采样点上与测得的函数值一致，即要求g（x i）=f（x i）=y i对i=0， 1， …， n成立，则这种方法称为插值，g（x）称为f（x）的插值函数。

如果只获取采样点上的函数值，那么n+1个采样点可以确定唯一n阶插值多项式，即拉格朗日（Lagrange）多项式L n（x），它可以表示为n+1个拉格朗日基函数的线性组合，即L n（x）=∑n/i=0l i（x）y i，其中每个拉格朗日基函数l i（x）=n/j=0/j≠i（x-x j）/（x i-x j）都是n阶多项式，特别有l i（x j）=δ ij，即当i=j时为1，否则为0。

埃尔米特（hermite）插值对采样的要求更高一些，除了要求各点上的埃尔米特插值多项式h（x）与f（x）的函数值重合外，还要求在部分指定采样点上的一阶导数值重合。特别地，当测得所有n+1个采样点的一阶导数值y′ i=f′（x i）时，可以唯一确定2n+1阶的埃尔米特插值多项式h 2n+1（x），满足h 2n+1（x i）=y i，h′ 2n+1（x i）=y′ i，对所有i=0， 1， …， n成立。

构造h 2n+1（x）的思路跟构造拉格朗日多项式的思路相似，都是将结果分解成一些基函数的线性组合，即设h 2n+1（x）=∑n/i=0h i（x）y i+∑n/i=0 i（x）y′ i，其中h i（x）和 i（x）分别为两组2n+1阶多项式，并且满足h i（x j）=δ ij，h′ i（x j）=0， i（x j）=0，′ i（x j）=δ ij，对所有i，j=0， 1， …， n成立。

略去几乎所有教科书中都有的推导过程，埃尔米特基函数的计算公式为

h i（x）=［1-2l′ i（x i）（x-x i）］l 2 i（x）； i（x）=（x-x i）l 2 i（x）

其中l i（x）为n阶拉格朗日基函数，l′ i（x i）=∑n/j=0/j≠i1/（x i-x j）。

将基函数代入h 2n+1（x）表达式并且化简，得到

h 2n+1（x）=∑n/i=0l 2 i（x） y i+（x-x i）［y′ i-2l′ i（x i）y i］

算法的伪码描述：

基本输入：

采样点个数n；

采样点x i、函数值y i、导数值y′ i（1≤i≤n）；

待计算的节点个数m；

待计算的节点t k（1≤k≤m）。

基本输出：插值函数h 2n+1（x）在节点t k（1≤k≤m）处的值。

算法：{

/* 对m个t k，计算相应的h 2n+1（t k）*/

for（ k=1； k<=m； k++ ） {

h 2n+1（t k）=∑n/i=0l 2 i（t k）［ y i+（t k-x i）（y′ i-2l′ i（x i）y i） ］；

}

返回计算结果；

}

当采样点很多时，构造全局的高阶插值多项式并不是一个好主意，因为高阶多项式具有振动的本质特性，可能在近似原本平滑的函数时得不到很好的效果。这时候需要引入分段插值的概念，这个概念将在第11章的习题中进一步讨论。


7.2 设计题目

某人从甲地开车去乙地，每隔一段时间对行车距离和速率进行一次采样，得到在n+1个采样时刻点t i的里程s i和速率v i（i=0， 1， …， n）。要求编程构造埃尔米特插值多项式h 2n+1（t），满足h 2n+1（t i）=s i，h′ 2n+1（t i）=v i，对所有i=0， 1， …， n成立，并据此计算m个给定时刻的里程和速率。

函数接口定义：

void hermite -Interpolation（ int N， double t［］， double s［］， double v［］， int m， double ht［］，

double hs［］， double hv［］ ）；

其中N为采样点个数（注意这个N不是公式中的最大下标n，而是等于n+1），采样时刻点t i、里程s i、速率v i分别通过t、s、v传入；m是需要估算的给定时刻的个数，ht传入给定的时刻点，相应计算出的里程和速率则分别存储在hs和hv中。

裁判程序：

#include <stdio.h>

#define MAXN 5 /* 最大采样点个数 */

#define MAXM 10 /* 最大估算点个数 */

void hermite -Interpolation（ int N， double t［］， double s［］， double v［］，

int m， double ht［］， double hs［］， double hv［］ ）；

int main（）

{

int N， m；

double t［MAXN］， s［MAXN］， v［MAXN］； /* 用于构造h（t）的数据 */

double ht［MAXM］， hs［MAXM］， hv［MAXM］； /* 用h（t）估算的数据 */

int i；

while（ scanf（“%d”， &N） ！= EOF ） {

/* 读输入 */

for（ i=0； i<N； i++ ）

scanf（“%lf”， &t［i］）；

for（ i=0； i<N； i++ ）

scanf（“%lf”， &s［i］）；

for（ i=0； i<N； i++ ）

scanf（“%lf”， &v［i］）；

scanf（“%d”， &m）；

for（ i=0； i<m； i++ ）

scanf（“%lf”， &ht［i］）；

/* 调用学生编写的函数 */

hermite -Interpolation（ N， t， s， v， m， ht， hs， hv ）；

/* 写输出 */

for（ i=0； i<m； i++ ）

printf（“%.4lf “， hs［i］）；

printf（”＼n“）；

for（ i=0； i<m； i++ ）

printf（”%.4lf “， hv［i］）；

printf（”＼n＼n“）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判数据：

测试1 最简单常规测试，在时间为0和1时，观测到行驶距离从0增加到1，而速率则由静止开始，到静止结束。要求估算5个中间时刻的行驶情况。

2

0.0 1.0

0.0 1.0

0.0 0.0

5

0.0 0.2 0.5 0.8 1.0

标准输出数据：

0.0000 0.1040 0.5000 0.8960 1.0000

0.0000 0.9600 1.5000 0.9600 0.0000

测试2 稍复杂一点的常规测试，在时间为分别0、0.5、1时，观测到行驶距离从100递增到170，最后到200，而速率则由30开始，中间增加到150，最后到静止结束。要求估算5个中间时刻的行驶情况。

3

0.0 0.5 1.0

100.0170.0200.0

30.0150.00.0

5

0.0 0.25 0.5 0.75 1.0

标准输出数据：

100.0000 127.9297 170.0000 195.9766 200.0000

30.0000165.4688150.000052.96880.0000

测试3 测试MAXN和MAXM的边界值，即MAXN=5和MAXM=10的情况。

5

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0

0.060.0160.0260.0300.0

5.070.0100.0120.020.0

10

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 3.8 3.95 4.0

标准输出数据：

30.2222 60.0000 105.9303 160.0000 206.3438 260.0000 307.9764 305.7687 299.9796 300.0000

62.6024 70.0000 109.0488 100.0000 92.9745 120.0000 41.2374 -44.8421 -16.2783 20.0000


7.3 设计分析与实现

首先根据题意，我们将行驶里程作为时间的函数s（t），则该函数的一阶导数就是速率，即s′（t）=v（t）。因为此题目要求的插值不仅需要考虑函数值，还需要考虑函数的一阶导数，所以用埃尔米特插值是比较合适的。该算法除了要求各点上的埃尔米特插值多项式h（x）与s（t）的函数值重合外，还要求在指定采样点上的一阶导数值重合。

1.hs的计算

为了方便理解，我们用题目中的记号将埃尔米特插值多项式的公式改写为

h 2n+1（t）=∑n/i=0l 2 i（t）［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］，

其中l i（t）=n/j=0/j≠i（t-t j）/（t i-t j），l′ i（t i）=∑n/j=0/j≠i1/（t i-t j）。则要求估算的在ht时刻的里程hs就是h 2n+1（ht）。

2.hv的计算

由于题目不仅要求估算里程，还要求估算速率，所以必须推导出埃尔米特插值多项式的一阶导数公式：

h′ 2n+1（t）=d/dt｛∑n/i=0l 2 i（t）［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］

=∑n/i=0｛［d/dtl 2 i（t）］.［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］+l 2 i（t）.d/dt［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］

=∑n/i=0｛2l i（t）l′ i（t）［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］+l 2 i（t）（v i-2l′ i（t i）s i）

其中

l′ i（t）=d/dt［n/j=0/j≠i（t-t j）/（t i-t j）］=∑n/j=0/j≠i［d/dt（t-t j）.n/k=0/k≠i，j（t-t k）］/n/j=0/j≠i（t i-t j）

=∑n/j=0/j≠i［n/k=0/k≠i，j（t-t k）］/n/j=0/j≠i（t i-t j）

则要求估算的在ht时刻的速率hv就是h′ 2n+1（ht）。

！注意： 虽然可以等价地将l′ i（t）的计算公式写为l′ i（t）=l i（t）∑n/j=0/j≠i1/（t-t j），但是这个公式不能直接代入程序，因为当t恰好取到某个采样点t k时，程序中会出现分母为0的情况。3.算法的伪码描述

void hermite -Interpolation（ int N， double t［］， double s［］， double v［］，

int m， double ht［］， double hs［］， double hv［］ ）

{

/*--- 对m个ht，计算相应的hs和hv ---*/

for（ mx=0； mx<m； mx++ ） {

t = ht［mx］；

hs［mx］ =h 2n+1（t）=∑n/i=0l 2 i（t）［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］；

hv［mx］ =h′ 2n+1（t）

=∑n/i=0｛2l i（t）l′ i（t）［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］+l 2 i（t）（v i-2l′ i（t i）s i）；

}

}

4.程序实现效率优化

注意到计算公式中有大量重复计算，例如h 2n+1（t）和h′ 2n+1（t）的公式中都有l i（t）和l′ i（t i），而（v i-2l′ i（t i）s i）共出现了3次，l′ i（t）和l′ i（t i）又有共同的分母n/j=0/j≠i（t i-t j）。为了尽可能避免重复计算，我们需要将h 2n+1（t）和h′ 2n+1（t）公共的部分做临时存储：

将l i（t）的分母n/j=0/j≠i（t i-t j）存储在临时向量l -denominator中；

将（v i-2l′ i（t i）s i）存储在临时向量temp中；

保证对每个t，只计算一次l i（t）以及h 2n+1（t）和h′ 2n+1（t）的公共部分l i（t）［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］。

综上所述，test.h实现如下：

void hermite -Interpolation（ int N， double t［］， double s［］， double v［］，

int m， double ht［］， double hs［］， double hv［］ ）

{

double l -denominator［MAXN］， temp［MAXN］， l -i， lp -i， hi， p；

int mx， i， j， k；

/*--- 计算每个l i（t）的分母 ---*/

for（ i=0； i<N； i++ ） {

l -denominator［i］ = 1.0；

for（ j=0； j<N； j++ ）

if（ j！=i ）

l -denominator［i］ *= t［i］-t［j］；

}

/*--- 计算每个（v i-2l′ i（t i）s i）---*/

for（ i=0； i<N； i++ ） {

temp［i］ = 0.0；

for（ j=0； j<N； j++ ）

if（ j！=i ）

temp［i］ += 1.0/（t［i］-t［j］）；

temp［i］ = v［i］ - 2.0*s［i］*temp［i］；

}

/*--- 对每个ht，计算相应的hs和hv ---*/

for（ mx=0； mx<m； mx++ ） {

hs［mx］ = 0.0；

hv［mx］ = 0.0；

for（ i=0； i<N； i++ ） {

/*--- l -i =l i（t）---*/

l -i = 1.0；

for（ j=0； j<N； j++ ）

if（ j！=i ）

l -i *= ht［mx］-t［j］；

l -i /= l -denominator［i］；

/*--- lp -i =l′ i（t）---*/

lp -i = 0.0；

for（ j=0； j<N； j++ ） {

if（ j！=i ） {

p = 1.0；

for（ k=0； k<N； k++ ）

if（ （k！=i） && （k！=j） ）

p *= ht［mx］-t［k］；

lp -i += p；

}

}

lp -i /= l -denominator［i］；

/*---h 2n+1（t）和h′ 2n+1（t）的公共部分 ---*/

/*--l i（t）［ s i+（t-t i）（v i-2l′ i（t i）s i） ］--*/

hi = l -i *（ s［i］ + （ht［mx］-t［i］）*temp［i］ ）；

/*---h 2n+1（t）和h′ 2n+1（t）---*/

hs［mx］ += l -i * hi；

hv［mx］ += 2.0*hi*lp -i + l -i*l -i*temp［i］；

}

}

}


7.4 MATLAB实验结果

MATLAB用于一维插值的函数是“interp1”，它采用分段插值的方法，其中“cubic”对应分段3阶埃尔米特多项式。与题目要求不同，cubic不是全局的插值，而是在每个区间上通过要求函数值和一阶导数值在采样点处的连续，构造3阶埃尔米特多项式。除了连续性要求外，cubic还要求每个插值多项式保持采样点数据的单调性，这样就增加了约束条件，使得不需要知道采样点处的导数值就可以唯一确定3阶插值多项式。

1.源代码

测试1

>> xn=［0.0 1.0］；|

>> yn=［0.0 1.0］；|

>> xm=［0.0 0.2 0.5 0.8 1.0］；|

>> ym=interp1（xn，yn，xm，′cubic′）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym，′*′，xm，ym）；|

测试2

>> yn=［100.0 170.0 200.0］；|

>> xm=［0.0 0.25 0.5 0.75 1.0］；|

>> ym=interp1（xn，yn，xm，′cubic′）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym，′*′，xm，ym）；|

测试3

>> xn=［0.0 1.0 2.0 3.0 4.0］；|

>> yn=［0.0 60.0 160.0 260.0 300.0］；|

>> xm=［0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 3.8 3.95 4.0］；|

>> ym=interp1（xn，yn，xm，′cubic′）；|

>> plot（xn，yn，′o′，xm，ym，′*′，xm，ym）；|

2.测试结果

3.插值算法评价

由于高阶多项式具有振动的本质，所以当多项式阶数偏高时，插值多项式会表现出一定的偏离样本数据的现象。例如测试3数据给出了5个采样点，则得到的h 2n+1（t）是9阶多项式。虽然采样里程是单调递增的，但插值多项式在右端点附近呈现出由递增转为递减、再转为递增的振动状态，导致相应速率出现负值。

如果采用分段低阶插值（如MATLAB给出的分段3阶埃尔米特插值），就能得到更为符合采样数据总体形状的结果。


8.1 基本知识回顾

曲线拟合的目的跟插值很相似，都是挑选一些有代表性的点x 1，x 2，…，x m，在这些点上对函数进行采样，利用采样结果构造出一个相对简单的函数（比如代数多项式）g（x），用来近似y=f（x）。

与插值不同的是，拟合并不要求近似函数g（x）的值必须在这些采样点上与测得的函数值y i=f（x i）一致。因为通常采样点数据量比较大，而且采样时往往产生测量误差，实际上只能得到y i≈f（x i）而已，所以一定要求g（x）在每个点上等于y i其实是没有必要的，只要g（x）在各个采样点上的总体误差充分小就好了。

关于“总体误差”有多种不同的定义，最常见的是最小二乘误差：

||err|| 2=∑m/i=1w i［g（x i）-y i］ 2

其中w i>0是离散型的加权值，表示采样点x i的重要性。我们要求近似函数g（x）使得最小二乘误差||err|| 2取到最小值。

简单地设g（x）=a 0+a 1x+…+a nx n（通常n<<m），我们可以将最小二乘误差||err|| 2看成是多项式系数a 0，a 1，…，a n的多变量函数E（a 0， a 1， …， a n）。根据函数的局部极值点必是临界点这一特性，我们可以通过令E/a i=0对所有i=0，1，…，n成立来推导出法方程组Ba=c，其中B矩阵的元b ij=∑ m k=1 w kx i+j k，向量c的元c i=∑ m k=1 w ky kx i k，未知向量a=（a 0， a 1，…， a n） T。只要采样点没有重合，法方程组就存在唯一解，有结论证明该解即对应了使得最小二乘误差||err|| 2取到最小值的那个拟合多项式g（x）=a 0+a 1x+…+a nx n。

上述最简单的最小二乘法相当于是在一个线性无关函数族{φ 0（x）=x 0， φ 1（x）=x 1，…， φ n（x）=x n}张成的空间上求广义多项式g（x）=a 0φ 0（x）+a 1φ 1（x）+…+a nφ n（x），使得最小二乘误差||err|| 2取到最小值。我们可以将该函数族推广到一般的线性无关函数族｛φ i（x） n i=0，并且定义两个函数的内积（f， g）=∑ m i=1 w if（x i）g（x i）以及由内积生成的范数||f||=（f， f），则可得到一般最小二乘问题的定义：对于i=0，1，…，n，给定采样点x i处测得的数据y i以及该点权重w i，要在一给定的线性无关函数族｛φ i（x） n i=0张成的空间中求广义多项式g（x）=a 0φ 0（x）+a 1φ 1（x）+…+a nφ n（x），使得最小二乘误差||err|| 2=∑m/i=1w i［g（x i）-y i］ 2=||g-f|| 2取到最小值。

与简单最小二乘法完全类似，我们可以得到对应的法方程组Ba=c，其中B矩阵的元b ij=（φ i， φ j），向量c的元c i=（f， φ i），未知向量a=（a 0， a 1，…， a n） T。可以证明，只要函数族｛φ i（x） n i=0线性无关，法方程组就存在唯一解，该解即对应了使得最小二乘误差||err|| 2取到最小值的那个广义多项式g（x）=a 0φ 0（x）+a 1φ 1（x）+…+a nφ n（x）。

广义最小二乘拟合算法的伪码描述：

基本输入：

线性无关函数族｛φ i（x） n i=0；

采样点个数m；

采样点x i、函数值y i、权重值w i（1≤i≤m）；

待计算的节点个数l；

待计算的节点gx k（1≤k≤l）。

基本输出：广义多项式g（x）在节点gx k（1≤k≤l）处的值；最小二乘误差||err|| 2。

算法：{

计算法方程组系数矩阵的元素b ij=（φ i， φ j）；

计算法方程组常向量的元素c i=（f， φ i）；

求解法方程组Ba=c，得到广义多项式g（x）的系数a=（a 0， a 1，…， a n） T；

计算最小二乘误差||err|| 2；

for（ k=1； k<=l； k++ ） {

g（gx k）=a 0φ 0（gx k）+a 1φ 1（gx k）+…+a nφ n（gx k）；

}

返回计算结果；

}


8.2 设计题目

要求实现一个规定形式的曲线拟合，即给定任意4个线性无关的函数{φ 0， φ 1， φ 2， φ 3}，求广义多项式g（x）=a 0φ 0（x）+a 1φ 1（x）+a 2φ 2（x）+a 3φ 3（x），使其在给定的m个采样点处的最小二乘误差取到最小值，并且计算该近似函数在l个给定点处的近似函数值。

函数接口定义：

double Simple -Curve -Fitting（ double （*phi0）（double t）， double （*phi1）（double t），

double （*phi2）（double t）， double （*phi3） （double t）， int m， double x［］， double y［］， double w［］， int l，double gx［］， double g［］ ）；

其中phi0、phi1、phi2、phi3为输入的4个线性无关函数；m为采样点个数，x、y、w分别传入采样点、函数值、权重值；l为给定点个数，gx传入待计算的给定点x值，计算得到的近似函数值存储在g中。要求返回函数值为最小二乘误差||err|| 2=∑m/i=1w i［g（x i）-y i］ 2=||g-f|| 2。

裁判程序：

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define ZERO 0.000000001 /* 当一个正数小于ZERO就认为该数是0 */

#define MAXM 10/* 最大采样点个数 */

#define MAXL 15/* 最大待计算给定点个数 */

#define Nfun 4/* 拟合函数族中包含的函数个数 */

double Simple -Curve -Fitting（ double （*phi0）（double t）， double （*phi1）（double t），

double （*phi2）（double t）， double （*phi3） （double t）， int m， double x［］， double y［］， double w［］， int l，double gx［］， double g［］ ）；

/*--- phi函数族是标准的代数多项式基函数 ---*/

double phi0 （double x） { return 1.0； }

double phi1 （double x） { return x； }

double phi2 （double x） { return x *x； }

double phi3 （double x） { return x *x *x； }

/*--- pphi函数族是标准的三角函数多项式基函数 ---*/

double pphi0 （double x） { return sin（x）； }

double pphi1 （double x） { return cos（x）； }

double pphi2 （double x） { return sin（x+x）； }

double pphi3 （double x） { return cos（x+x）； }

int main（）

{

int m， l；

double x［MAXM］， y［MAXM］， w［MAXM］， gx［MAXL］， g［MAXL］；

int i；

while（ scanf（“%d”， &m） ！= EOF ） {

for（ i=0； i<m； i++ ）

scanf（“%lf”， &x［i］）；

for（ i=0； i<m； i++ ）

scanf（“%lf”， &y［i］）；

for（ i=0； i<m； i++ ）

scanf（“%lf”， &w［i］）；

scanf（“%d”， &l）；

for（ i=0； i<l； i++ ）

scanf（“%lf”， &gx［i］）；

/*--- 以下分别用两种不同的函数族进行拟合，以比较拟合效果 ---*/

printf（“The least-square error = %lf＼n”， Simple -Curve -Fitting（ phi0， phi1， phi2， phi3， m，

x， y， w， l， gx， g ））；

for（ i=0； i<l； i++ ）

printf（“%.2lf “， g［i］）；

printf（”＼n“）；

printf（”The least-square error = %lf＼n“， Simple -Curve -Fitting（ pphi0， pphi1， pphi2，

pphi3， m， x， y， w， l， gx， g ））；

for（ i=0； i<l； i++ ）

printf（”%.2lf “， g［i］）；

printf（”＼n＼n“）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判数据：

phi函数族是标准的代数多项式基函数1、x、x 2、x 3；pphi函数族是标准的三角函数多项式基函数sin（x）、cos（x）、sin（2x）、cos（2x）。裁判程序使用这两种不同的基函数对输入的采样点分别进行拟合。测试1 由代数多项式f（x）=x 3+1生成采样点。

4

1 2 3 4

2 9 28 65

1 1 1 1

9

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

标准输出数据：

The least-square error = 0.000000

1.13 2.00 4.38 9.00 16.63 28.00 43.88 65.00 92.13

The least-square error = 0.000000

-31.63 2.00 13.77 9.00 9.18 28.00 55.39 65.00 38.71

测试2 由三角函数f（x）=sin x生成采样点。

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.84 0.91 0.14 -0.76 -0.96 -0.28 0.66 0.99 0.41 -0.54

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

标准输出数据：

The least-square error = 2.055592

1.36 0.20 -0.36 -0.47 -0.28 0.05 0.37 0.52 0.34 -0.30

The least-square error = 0.000040

0.84 0.91 0.14 -0.76 -0.96 -0.28 0.66 0.99 0.41 -0.54

测试3 随机测试MAXM和MAXL的边界值。

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 10 18 26 15 9 7 4 2 0

1 1 1 2 3 4 3 2 1 1

15

1 2 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8 9 10

标准输出数据：

The least-square error = 155.937163

2.86 14.13 19.19 19.84 19.49 18.31 16.48 14.18 11.59 8.89 6.27 3.90 1.97

0.12 2.17

The least-square error = 2565.394394

-1.69 -6.97 -4.46 1.33 6.59 8.45 6.51 2.90 0.23 -0.65 -1.00 -2.58

-5.47 -6.71 3.89


8.3 设计分析与实现

算法原理比较简单，整个函数分为3个实现步骤：

（1） 用最小二乘法求解法方程组，解出拟合广义多项式

g（x）=a 0φ 0（x）+a 1φ 1（x）+a 2φ 2（x）+a 3φ 3（x）的系数{a 0， a 1， a 2， a 3}；

（2） 计算最小二乘误差||err|| 2=∑m/i=1w i［g（x i）-y i］ 2；

（3） 计算g（x）在l个给定点处的近似函数值。

为了便于理解，这里将计算离散型内积的模块和列主元法解线性方程组的模块分解出来实现。

test.h实现如下：

double In（ double （*f）（double t）， double （*g）（double t）， int m， double x［］， double w［］）

{ /* 求函数f和g的离散型内积 */

int i；

double p = 0.0；

for（ i=0； i<m； i++ ）

p += w［i］*f（x［i］）*g（x［i］）；

return p；

}

bool IS -ZERO（ double x ） /* 判断x是否为0 */

{

return（ fabs（x） < ZERO ）？ true ： false；

}

bool Cp -Gauss（ int n， double A［］［Nfun］， double b［］ ）

{ /* 列主元法求解方程组Ax=b，解存在b中 */

int i， j， k， row；

double maxp， temp；

for （k=0； k<n-1； k++）

{

maxp = 0.0；

for（ i=k； i<n； i++ ） /* 找A［k］［k］下方第k列最大元 */

if （fabs（A［i］［k］） > fabs（maxp）） {

maxp = A［i］［k］；

row = i；

}

if（ IS -ZERO（maxp） ）

return false； /* 矩阵奇异 */

if（ row ！= k ） { /* 交换第row行和第k行 */

for（ j=k； j<n； j++ ） {

temp = A［k］［j］； A［k］［j］ = A［row］［j］； A［row］［j］ = temp；

}

temp = b［k］； b［k］ = b［row］； b［row］ = temp；

}

for（ j=k+1； j<n； j++ ） { /* 开始消元 */

A［k］［j］ /= maxp；

for （i=k+1； i<n； i++）

A［i］［j］ -= A［i］［k］*A［k］［j］；

}

b［k］ /= maxp；

for（ i=k+1； i<n； i++ ）

b［i］ -= b［k］*A［i］［k］；

}

/* 回代求解过程 */

b［n-1］ /= A［n-1］［n-1］；

for（ i=n-2； i>=0； i-- ）

for （j=i+1； j<n； j++）

b［i］ -= A［i］［j］*b［j］；

return true；

}

double Simple -Curve -Fitting（ double （*phi0）（double t）， double （*phi1）（double t），

double （*phi2）（double t）， double （*phi3）（double t）， int m， double x［］， double y［］， double w［］， int l，

double gx［］， double g［］ ）

{

double B［Nfun］［Nfun］， a［Nfun］， err， d；

int i；

/*---- 最小二乘法解出近似函数g（x） ----*/

/* 计算法方程组系数矩阵的元素b ij=（φ i， φ j）*/

B［0］［0］ = In（phi0， phi0， m， x， w）；

B［0］［1］ = B［1］［0］ = In（phi0， phi1， m， x， w）；

B［0］［2］ = B［2］［0］ = In（phi0， phi2， m， x， w）；

B［0］［3］ = B［3］［0］ = In（phi0， phi3， m， x， w）；

B［1］［1］ = In（phi1， phi1， m， x， w）；

B［1］［2］ = B［2］［1］ = In（phi1， phi2， m， x， w）；

B［1］［3］ = B［3］［1］ = In（phi1， phi3， m， x， w）；

B［2］［2］ = In（phi2， phi2， m， x， w）；

B［2］［3］ = B［3］［2］ = In（phi2， phi3， m， x， w）；

B［3］［3］ = In（phi3， phi3， m， x， w）；

/* 计算法方程组常向量的元素c i=（f， φ i）*/

a［0］ = a［1］ = a［2］ = a［3］ = 0.0；

for（ i=0； i<m； i++ ） {

a［0］ += w［i］*y［i］*phi0（x［i］）；

a［1］ += w［i］*y［i］*phi1（x［i］）；

a［2］ += w［i］*y［i］*phi2（x［i］）；

a［3］ += w［i］*y［i］*phi3（x［i］）；

}

/* 求解法方程组Ba=c*/

Cp -Gauss（ 4， B， a ）；

/* 计算最小二乘误差 */

err = 0.0；

for（ i=0； i<m； i++ ） {

d = a［0］*phi0（x［i］） + a［1］*phi1（x［i］） + a［2］*phi2（x［i］） + a［3］*phi3（x［i］） - y［i］；

err += w［i］*d*d；

}

/* 求近似函数在给定l个点的值 */

for（ i=0； i<l； i++ ）

g［i］ = a［0］*phi0（gx［i］） + a［1］*phi1（gx［i］） + a［2］*phi2（gx［i］） + a［3］*phi3（gx［i］）；

return err； /* 返回最小二乘误差 */

}


8.4 MATLAB实验结果

MATLAB提供了强大的拟合工具箱。工具箱提供了现成的多项式拟合，而三角函数拟合可以通过用户自定义来实现。

1.测试结果

由于拟合并非主要通过命令行实现，而是通过图形界面交互进行，其操作方法已经在第2章中给出了较为详细的介绍，给出3组裁判测试数据的拟合效果。

2.测试分析与评价

测试1给出的是f（x）=x 3+1在4个采样点上的值。注意到给定4个点可以唯一确定其3阶插值多项式，可见所求的3阶拟合代数多项式一定就是插值多项式，因为此时在采样点处的最小二乘误差为0。

测试1的第2部分输出是用{sin x， cos x， sin 2x， cos 2x}拟合的结果。可以观察到，虽然该拟合在采样点处的精度也非常高，最小二乘误差约为0，但是在非采样点处显示出明显的三角函数的波动特性，可见用不同的函数族拟合有不同的效果。

测试2给出的是f（x）=sin x在10个采样点上的值。从结果可以观察到，用三角函数族拟合的效果明显好于用代数多项式拟合。

测试3随机测试了MAXM和MAXL的边界值。当采样点数据的波动性不是很明显时，三角函数族拟合的效果一般不是很好，而代数多项式拟合则略胜一筹。


9.1 基本知识回顾

数值积分就是用数值方法近似计算定积分∫ b af（x）dx。其原理很简单，就是将积分核f（x）用插值多项式p n（x）替代，用多项式积分∫ b ap n（x）dx的结果近似定积分∫ b af（x）dx的值。

一般常用的方法是，将积分区间［a， b］等分为n个子区间，即取步长h=（b-a）/n，子区间端点为x k=a+kh（k=0， 1，…， n），在每个子区间上套用插值积分公式，再将各区间的结果累加起来。

比较常用的有梯形公式，是在每个子区间上用1阶多项式（即直线段）近似f（x）并积分的结果：

T n=h/2［f（a）+2∑n-1/k=1f（x k）+f（b）］

其截断误差R［f］=-h 2（b-a）f″（ξ）/12，ξ∈（a， b），故该算法被称为是h 2阶收敛的。

另外一种在实际应用中很受欢迎的方法是，在每个子区间上用2阶多项式（即抛物线）近似f（x）并积分，得到著名的辛普森（Simpson）公式：

S n=h/6［f（a）+4∑n-1/k=0f（x k+1/2）+2∑n-1/k=1f（x k）+f（b）］

其中x k+1/2=a+（k+1/2）h。其截断误差R［f］=-（h/2） 4（b-a）f （4）（ξ）/180，ξ∈（a， b），故该算法被称为是h 4阶收敛的。

若给定近似积分的精度要求，则可以通过不断细分积分区间（即减小h）来达到收敛要求。显然公式的收敛阶越高，收敛速度就越快。

简单数值积分的通用算法模板：

基本输入：

积分核f（x）；

积分区间的端点a和b；

区间被等分的个数n。

基本输出：定积分∫ b af（x）dx的近似值。

算法：{

计算区间步长h=（b-a）/n；

调用数值积分公式，例如梯形公式T n=h/2［f（a）+2∑n-1/k=1f（x k）+f（b）］；

输出计算结果；

}

当然，在每个子区间上用更高阶的多项式近似f（x），可以得到更高阶精度的公式，但是公式会变得越来越复杂。还有一种从简单的梯形公式出发，利用低阶公式的线性组合得到高阶公式的加速收敛算法，称为龙贝格（Romberg）算法，我们将在第11章的练习题8的提示中简要介绍。


9.2 设计题目

本题的目的是通过梯形公式和辛普森公式的对比，让读者对不同收敛阶的算法的收敛速度有些感性的认识。

给定区间等分数n，要求分别用梯形公式和辛普森公式计算定积分∫ b af（x）dx。

函数接口定义：

double Trapezoidal（ double （*f）（double x）， double a， double b， int n ）；

double Simpson（ double （*f）（double x）， double a， double b， int n ）；

其中f为积分核函数，a、b分别为积分区间的左右端点，n为等分区间的个数。

裁判程序：

#include <stdio.h>

#include <math.h>

double Trapezoidal（ double （*f）（double x）， double a， double b， int n ）；

double Simpson（ double （*f）（double x）， double a， double b， int n ）；

/* 以下给定2种测试用积分核函数 */

double f1（ double x ） { return 4.0/（1.0+x *x）； }

double f2（ double x ） { return sqrt（1.0+cos（x）*cos（x））； }

int main（）

{

int n；

/* 通过不断对分子区间来提高计算精度 */

/* 测试1 */

for（ n=1； n<=1024； n*=2 ） {

printf（“T［%d］ = %.10lf＼n”， n， Trapezoidal（ f1， 0.0， 1.0， n ））；

printf（“S［%d］ = %.10lf＼n”， n， Simpson（ f1， 0.0， 1.0， n ））；

}

printf（“＼n”）；

/* 测试2 */

for（ n=1； n<=1024； n*=2 ） {

printf（“T［%d］ = %.10lf＼n”， n， Trapezoidal（ f2， 0.0， 3.0， n ））；

printf（“S［%d］ = %.10lf＼n”， n， Simpson（ f2， 0.0， 3.0， n ））；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判数据：

测试1 近似计算π=∫ 1 04/（1+x 2） dx

标准输出数据：

T［1］ = 3.0000000000

S［1］ = 3.1333333333

T［2］ = 3.1000000000

S［2］ = 3.1415686275

T［4］ = 3.1311764706

S［4］ = 3.1415925025

T［8］ = 3.1389884945

S［8］ = 3.1415926512

T［16］ = 3.1409416120

S［16］ = 3.1415926536

T［32］ = 3.1414298932

S［32］ = 3.1415926536

T［64］ = 3.1415519635

S［64］ = 3.1415926536

T［128］ = 3.1415824811

S［128］ = 3.1415926536

T［256］ = 3.1415901105

S［256］ = 3.1415926536

T［512］ = 3.1415920178

S［512］ = 3.1415926536

T［1024］ = 3.1415924946

S［1024］ = 3.1415926536

测试2 计算椭圆积分∫ 3 01+cos 2x dx

标准输出数据：

T［1］ = 4.2320528165

S［1］ = 3.4156817801

T［2］ = 3.6197745392

S［2］ = 3.6266241534

T［4］ = 3.6249117498

S［4］ = 3.6203088689

T［8］ = 3.6214595892

S［8］ = 3.6202875325

T［16］ = 3.6205805467

S［16］ = 3.6202891375

T［32］ = 3.6203619898

S［32］ = 3.6202892385

T［64］ = 3.6203074263

S［64］ = 3.6202892448

T［128］ = 3.6202937902

S［128］ = 3.6202892452

T［256］ = 3.6202903814

S［256］ = 3.6202892452

T［512］ = 3.6202895293

S［512］ = 3.6202892452

T［1024］ = 3.6202893162

S［1024］ = 3.6202892452

测试1测的是著名的π的近似计算公式π=∫ 1 04/（1+x 2） dx，其精确到小数点后10位的标准值是3.1415926536。由测试结果可以看到，辛普森公式在n=16时就达到了小数点后10位精度，而梯形公式直到n=1024还只有小数点后6位精度。

测试2测的是定积分∫ 3 01+cos 2x dx，由于其相应的不定积分是著名的椭圆积分，所以只能借助数值方法进行近似计算，其精确到小数点后10位的标准值是3.6202892452。由测试结果可以看到，辛普森公式在n=128时就达到了小数点后10位精度，而梯形公式直到n=1024还只有小数点后6位精度。这就是h 2阶收敛和h 4阶收敛的区别。


9.3 设计分析与实现

1.算法实现

在给定等分区间数n的情况下，程序的实现是一个非常简单的过程。test.h实现如下：

double Trapezoidal（ double （*f）（double x）， double a， double b， int n ）

{

double h， T；

int k；

h = （b-a）/n；

T = 0.0；

for（ k=1； k<n； k++ ）

T += f（a+k*h）； /* 计算∑n-1/k=1f（x k）*/

T = （f（a） + T*2.0 + f（b）） * h * 0.5；

return T；

}

double Simpson（ double （*f）（double x）， double a， double b， int n ）

{

double h， S0， S；

int k；

h = （b-a）/n；

S0 = 0.0；

for（ k=0； k<n； k++ ）

S0 += f（a+（k+0.5）*h）； /* 计算∑n-1/k=0f（x k+1/2）*/

S = 4.0 * S0；

S0 = 0.0；

for（ k=1； k<n； k++ ）

S0 += f（a+k*h）； /* 计算∑n-1/k=1f（x k）*/

S = （f（a） + S + 2.0*S0 + f（b）） * h / 6.0；

return S；

}

2.效率分析

本题的测试过程是每次将区间个数加倍，也可以理解为不断地将子区间二等分来获得越来越高的精度。但是简单调用函数的结果，是每次必须把所有节点从头算一遍，这样做的效率是很低的。

注意到当每个子区间被二等分时，只有区间中点是新增的节点，其他节点未改变，所以只需要计算新增结点上的函数值，再累加到前一步的积分值上即可。因此，我们必须找出对分区间前后两公式的关系，先化简公式再计算。

以梯形公式为例，将区间n等分时我们有公式

T n=h/2［f（a）+2∑n-1/k=1f（x k）+f（b）］

其中h=（b-a）/n，子区间端点为x k=a+kh，（k=0， 1，…， n）。若需要将每个区间［x k， x k+1］再对分为［x k， x k+1/2］和［x k+1/2， x k+1］，则有

T 2n=（h/2）/2［f（a）+2∑n-1/k=1f（x k）+2∑n-1/k=0f（x k+1/2）+f（b）］

其中x k+1/2=a+（k+1/2）h，（k=0， 1，…， n-1）是新增的节点。将新节点分离出来，我们得到

T 2n=1/2［T n+h（∑n-1/k=0f（x k+1/2）］

3.精度分析

如果事先给定了精度要求，需要不断对分区间计算，直到达到精度要求为止，则必须通过比较前后两步积分值的差来确定精度。仍然以梯形公式为例，可知梯形公式的截断误差是：

R n［f］=-h 2（b-a）f″（ξ）/12，ξ∈（a， b）

当区间被对分时有：

R 2n［f］=-（h/2） 2（b-a）f″（η）/12，η∈（a， b）

近似认为f″（ξ）≈f″（η），则我们有R n［f］≈4R 2n［f］。由此可推出

|T 2n-T n|≥|R n［f］-R 2n［f］|≈3|R 2n［f］|

即我们可以通过判断|T 2n-T n|<3ε来近似判断是否达到了|R 2n［f］|<ε。

修正后的算法的伪码描述：

基本输入：

积分核f（x）；

积分区间的端点a和b；

截断误差上限EpS；

最大循环次数MAXN。

基本输出：定积分∫ b af（x）dx的近似值，或收敛失败的信息。

算法：{

初始化 i = 0；

n = 1；

h = b – a；

eps2 = EpS * 3；

计算T 1=h/2［f（a）+f（b）］；

while （i < MAXN） {

计算T 2=1/2［T 1+h（∑n-1/k=0f（x k+1/2）］；

if （|T 2-T 1|< eps2） {

输出T 2；

程序停止；

}

else {

令T 1=T 2；

n *= 2；

h /= 2；

}

i++；

}

输出失败信息并停止程序；

}

辛普森公式的类似修正方法留给读者自己去推导。


9.4 MATLAB实验结果

MATLAB用自适应递归的辛普森算法实现“quad”，以近似计算数值积分。首先用户在*.m文件中定义积分核函数，然后在命令行调用quad（′函数名′，积分区间左端点，积分区间右端点，误差上限）

对于本章测试1和测试2中给定的两个积分，我们可以分别计算如下。

1.在f1.m文件中定义积分核函数∫ 1 04/（1+x 2） dx

function y=f1（x）

y=4./（1+x. ^ 2）；

然后回到主窗口调用函数，比较不同精度要求下输出的结果：

>> format long|

>> I=quad（′f1′，0，1， 0.0001）|

I =

3.14159525048310

>> I=quad（′f1′，0，1， 0.00000001）|

I =

3.14159265373344

>> I=quad（′f1′，0，1， 0.0000000000001）|

I =

3.14159265358979

2.在f2.m文件中定义积分核函数∫ 3 01+cos 2x dx

function y=f2（x）

y=sqrt（1+cos（x）. ^ 2）；

然后回到主窗口调用函数，比较不同精度要求下输出的结果：

>> format long|

>> I=quad（′f2′，0，3， 0.0001）|

I =

3.62028769897616

>> I=quad（′f2′，0，3， 0.00000001）|

I =

3.62028924479963

>> I=quad（′f2′，0，3， 0.0000000000001）|

I =

3.62028924521251


10.1 基本知识回顾

欧拉（Euler）法是求解常微分方程数值解的最简单算法，原始算法用于求解以下的一阶常微分方程初值问题：

｛dy/dt=f（t，y） t∈［a，b］

y（a）=α

所谓求常微分方程数值解，就是在区间［a，b］中的若干个节点a=t 0<t 1<…<t n=b上，近似计算解函数y（t）的值，即对于i=1，2，…， n计算w i≈y（t i）=y i。通常人们使用等分节点，即t i=t 0+ih（i=1，2，…， n），其中h=（b-a）/n。

1.算法精度分析

用于分析各个算法精度的指标是局部截断误差，即在假设第i步计算精确无误的前提下，第i+1步近似计算产生的误差。若某算法的递推格式写为：

w 0=α； w i+1=w i+hφ（t i，w i） （i=0，1，…， n-1）

则该算法的局部截断误差就是

τ i+1（h）=y i+1-［y i+hφ（t i，y i）］（i=0，1，…， n-1）

2.算法稳定性

算法除了用精度衡量外，还必须用稳定性来衡量。算法稳定的含义是，初始状态产生的误差不会随着递推而逐渐增大。当我们需要比较两种不同算法的稳定性时，通常用绝对稳定区域的面积来衡量。

考察算法稳定性的一般方法是，用该算法求解特殊的测试方程：y′（t）=λy，y（0）=α，其中λ的实部为负。记h=λh，若对某个区域内的h都可以保证该算法稳定，则该区域就被称为该算法的“绝对稳定区域”。若A算法的绝对稳定区域比B算法大，我们就说A算法比B算法稳定。

3.系列欧拉法简介

原始欧拉法解决问题的关键在于用向前插商近似dy/dt（t）。假设采用等分节点，则在初始节点t 0=a处的解函数一阶导数可以用向前插商近似为：

y′（t 0）≈y（t 1）-y（t 0）/t 1-t 0=y（t 1）-y（t 0）/h

从中解得函数在t 1点的近似值：y（t 1）≈y（t 0）+hy′（t 0）=α+hf（t 0，α）。将这个方法一步步推进，就得到原始欧拉递推格式：

w 0=α； w i+1=w i+hf（t i，w i） （i=0，1，…， n-1） （10.1）

如果用向后插商近似导数，则可以得到另外一种递推格式，称为隐式欧拉递推格式：

w 0=α； w i+1=w i+hf（t i+1，w i+1） （i=0，1，…， n-1） （10.2）

注意到公式（10.2）中，未知数w i+1同时出现在等式两边，不能如公式（10.1）那样直接求得，必须采用迭代法，计算量比较大。与此相对的，公式（10.1）又称为显式欧拉递推格式。

从任何一本教科书中都可以找到对上述两种欧拉格式的局部截断误差的分析，我们会发现两者都是O（h 2）级，并且两者的误差首项系数恰好反号，即原始欧拉公式的误差为h 2/2y″（t i）+O（h 3），隐式欧拉公式的误差为-h 2/2y″（t i）+O（h 3）。于是自然地，我们通过将公式（10.1）和公式（10.2）求一个平均，就可以获得局部截断误差为O（h 3）级的算法，即梯形欧拉递推格式：

w 0=α； w i+1=w i+h/2［f（t i，w i）+f（t i+1，w i+1）］ （i=0，1，…， n-1）（10.3）

显式欧拉递推格式很简单，但精度低；隐式欧拉递推格式虽然精度低、运算量大，但有稳定性分析表明，其绝对稳定区域包含了整个左半复平面（又称为“无条件稳定”）；梯形欧拉递推格式具有高一阶的精度，但仍然是一个隐式公式，需要迭代求解。有没有一种算法，既有高一阶的精度，又不需要迭代求解，同时还具有比较好的稳定性呢？答案就是：改进欧拉法。

改进的欧拉递推格式是一种典型的“预测-校正”方法，即先用显式欧拉递推格式预测出一个中间值w-i+1=w i+hf（t i，w i），再将这个中间值代入梯形欧拉递推格式的右边进行校正，即w i+1=w i+h/2［f（t i，w i）+f（t i+1，w-i+1）］，这样就避免了迭代。可以证明，这样得到的解具有O（h 3）级的局部截断误差，并且其绝对稳定区域比显式欧拉法的区域大。

系列欧拉法的模板伪码描述：

基本输入：

常微分方程右边的函数f（t，y）；

区间端点［a，b］；

初值y 0；

等分区间的个数n。

基本输出：常微分方程在区间等分节点处的近似值w i（i=0，1，…， n）。

算法：{

计算步长h=b-a/n；

t=t 0=a；

w 0=y 0；

for （i=0； i<n； i++） {

根据递推格式计算w i+1；

t=t i+1=a+h（i+1）；

}

返回计算结果；

}

改进的欧拉递推格式还可以被进一步推广，得到一套龙格-库塔（Runge-Kutta）递推格式，并且可以推广用于求解高阶常微分方程和常微分方程组，这将在11.9节做简要介绍。


10.2 设计题目

给定f（t，y）、区间［a，b］、初值y 0，要求分别用显式欧拉递推格式、隐式欧拉递推格式、改进的欧拉递推格式近似计算一阶常微分方程初值问题在n个等分节点上的值。

函数接口定义：

void Explicit -Euler（ double （*f）（double t， double y）， double a， double b， double y0， int n，

double w［］ ）；

void Implicit -Euler（ double （*f）（double t， double y）， double （*fp）（double t， double y），

double a， double b， double y0， int n， double w［］ ）；

void Modified -Euler（ double （*f）（double t， double y）， double a， double b， double y0， int n，

double w［］ ）；

上述三个函数分别对应显式欧拉递推格式、隐式欧拉递推格式、改进的欧拉递推格式。在接口定义中：f为f（t，y），a和b分别为区间［a，b］的左右端点，y0为初值y 0，n为等分区间的个数。在Implicit -Euler中，因为要用牛顿法迭代求解，所以还需要输入f（t，y）关于y的一阶偏导函数fp。求得的近似解存储在w［］中返回。

裁判程序：

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#define MAX -N 100 /* 最大等分区间数 */

#define EpS 0.00005/* 隐式欧拉法的绝对误差上限 */

#define MAX -ITERATION 1000/* 隐式欧拉法的迭代次数上限，避免死循环 */

#define ZERO 0.000000001

void Explicit -Euler（ double （*f）（double t， double y）， double a， double b， double y0， int n，

double w［］ ）；

void Implicit -Euler（ double （*f）（double t， double y）， double （*fp）（double t， double y），

double a， double b， double y0， int n， double w［］ ）；

void Modified -Euler（ double （*f）（double t， double y）， double a， double b， double y0， int n，

double w［］ ）；

/* 首先定义2组测试函数及其关于y的一阶偏导函数 */

double f1（ double t， double y ）

{

return -0.50*y；

}

double fp1（ double t， double y ）

{

return -0.50；

}

double f2（ double t， double y ）

{

return -20.0*y + 20.0*sin（t） + cos（t）；

}

double fp2（ double t， double y ）

{

return -20.0；

}

int main（） /* 此裁判程序仅检查对2个函数求解的情况 */

{

double w［MAX -N］， t， a， b， y0， h；

int n， i；

/* 测试1 */

a = 0.0； b = 1.0； y0 = 1.0； n = 5； h = （b-a）/（double）n；

/* 输出t节点 */

printf（“t： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.2f “， t）；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出精确解 y=exp（-0.5*t） */

printf（”Accurate Solutions：＼n“）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.2f “， exp（-0.5*t））；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出显式欧拉递推格式的解 */

Explicit -Euler（ f1， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Explicit Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

/* 输出隐式欧拉递推格式的解 */

Implicit -Euler（ f1， fp1， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Implicit Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

/* 输出改进的欧拉递推格式的解 */

Modified -Euler（ f1， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Modified Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

/* 测试2 */

a = 0.0； b = 0.5； y0 = 1.0； n = 4； h = （b-a）/（double）n；

/* 输出t节点 */

printf（”t： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.2f “， t）；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出精确解 y=sin（t）+exp（-20.0*t） */

printf（”Accurate Solutions：＼n“）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.2f “， sin（t）+exp（-20.0*t））；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出显式欧拉递推格式的解 */

Explicit -Euler（ f2， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Explicit Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

/* 输出隐式欧拉递推格式的解 */

Implicit -Euler（ f2， fp2， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Implicit Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

/* 输出改进的欧拉递推格式的解 */

Modified -Euler（ f2， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Modified Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

/* 测试3 */

a = 0.0； b = 0.5； y0 = 1.0； n = 15； h = （b-a）/（double）n；

/* 输出t节点 */

printf（”t： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.2f “， t）；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出精确解 y=sin（t）+exp（-20.0*t） */

printf（”Accurate Solutions：＼n“）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.2f “， sin（t）+exp（-20.0*t））；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出显式欧拉递推格式的解 */

Explicit -Euler（ f2， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Explicit Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

/* 输出隐式欧拉递推格式的解 */

Implicit -Euler（ f2， fp2， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Implicit Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

/* 输出改进的欧拉递推格式的解 */

Modified -Euler（ f2， a， b， y0， n， w ）；

printf（”Modified Euler：＼n“）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.2f “， w［i］）；

printf（”＼n“）；

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判数据：

测试1 简单常规测试。

标准输出数据：

t： 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Accurate Solutions：

1.00 0.90 0.82 0.74 0.67 0.61

Explicit Euler：

1.00 0.90 0.81 0.73 0.66 0.59

Implicit Euler：

1.00 0.91 0.83 0.75 0.68 0.62

Modified Euler：

1.00 0.91 0.82 0.74 0.67 0.61

测试2 方程略复杂，比较算法的稳定区域。

标准输出数据：

t： 0.00 0.13 0.25 0.38 0.50

Accurate Solutions：

1.00 0.21 0.25 0.37 0.48

Explicit Euler：

1.00 -1.38 2.50 -3.01 5.54

Implicit Euler：

1.00 0.32 0.22 0.27 0.37

Modified Euler：

1.00 1.75 2.89 4.65 7.44

测试3 算法同时稳定时，比较精度。

标准输出数据：

t： 0.00 0.03 0.07 0.10 0.13 0.17 0.20 0.23 0.27 0.30 0.33 0.37 0.40 0.43 0.47 0.50

Accurate Solutions：

1.00 0.55 0.33 0.24 0.20 0.20 0.22 0.24 0.27 0.30 0.33 0.36 0.39 0.42 0.45 0.48

Explicit Euler：

1.00 0.37 0.18 0.14 0.15 0.17 0.20 0.23 0.26 0.30 0.33 0.36 0.39 0.42 0.45 0.48

Implicit Euler：

1.00 0.63 0.43 0.32 0.26 0.24 0.25 0.26 0.28 0.31 0.33 0.36 0.39 0.42 0.45 0.48

Modified Euler：

1.00 0.59 0.38 0.27 0.23 0.22 0.23 0.25 0.27 0.30 0.33 0.36 0.39 0.42 0.45 0.48


10.3 设计分析与实现

1.算法实现

在10.1节给出了算法格式后，程序的实现很简单，只是注意每步计算t i+1的时候并不需要用到乘法，而是利用递推t i+1=t i+h。

稍复杂的是隐式欧拉递推格式的实现，每一步要用牛顿法求出函数g（w-）=w i+hf（t i+1，w-）-w-的根，由于需要计算g′（w-）=hf/w-（t i+1，w-）-1，所以要输入f（t，y）关于y的一阶偏导函数。这里将算法简化，不判断迭代是否收敛，无论出现任何异常都将最后得到一个w i+1的近似值。

test.h实现如下：

void Explicit -Euler（ double （*f）（double t， double y）， double a， double b， double y0， int n， double w［］ ）

{

double t， h；

int i；

h = （b-a）/（double）n；

t = a；

w［0］ = y0；

for （i=0； i<n； i++） {

w［i+1］ = w［i］ + h*f（t， w［i］）； /*w i+1=w i+hf（t i，w i）*/

t += h；

}

return；

}

void Implicit -Euler（ double （*f）（double t， double y）， double （*fp）（double t， double y），

double a， double b， double y0， int n， double w［］ ）

{

double t， h， ww， wp；

int i， k；

h = （b-a）/（double）n；

t = a；

w［0］ = y0；

for （i=0； i<n； i++） {

w［i+1］ = w［i］ + h*f（t， w［i］）； /* 先用显式计算迭代初值 */

/* 用第4章介绍过的牛顿法迭代计算g（w-）=w i+hf（t i+1，w-）-w-的根*/

k = 0；

while（ k++ < MAX -ITERATION ） {

ww = w［i］ + h*f（t+h， w［i+1］） - w［i+1］；

wp = h*fp（t+h， w［i+1］） - 1.0； /*g′（w-）=hf/w-（t i+1，w-）-1*/

if（ fabs（wp） < ZERO ）

break；

ww = w［i+1］ - ww/wp；

if（ fabs（ww-w［i+1］） < EpS ）

break；

else

w［i+1］ = ww；

} /* 此处简化，不检查迭代是否收敛 */

t += h；

}

return；

}

void Modified -Euler（ double （*f）（double t， double y），double a， double b， double y0， int n， double w［］ ）

{

double t， h， ww；

int i；

h = （b-a）/（double）n；

t = a；

w［0］ = y0；

for （i=0； i<n； i++） {

ww = w［i］ + h*f（t， w［i］）； /*w-i+1=w i+hf（t i，w i）*/

/*w i+1=w i+h/2［f（t i，w i）+f（t i+1，w-i+1）］*/

w［i+1］ = w［i］ + 0.5*h*（ f（t， w［i］）+f（t+h， ww） ）；

t += h；

}

return；

}

2.测试分析与评价

测试1求的是方程y′（t）=-0.5y（t），y（0）=1.0在区间［0，1］的5个等分节点上解的近似值，并与其精确解y（t）=e -0.5t进行比较。从中可以观察到，改进的欧拉递推格式具有较高的精度。

测试2求的是方程y′（t）=-20y（t）+20sin（t）+cos（t），y（0）=1.0在区间［0，0.5］的4个等分节点上解的近似值，并与其精确解y（t）=sin（t）+e -20t

可以观察到，显式欧拉法的结果呈上下振荡发散，改进欧拉法的结果呈单调递增发散，只有隐式欧拉法的结果比较贴近精确解。这样的结果似乎与三种算法的精度不符，仔细分析其原因，应该是稳定性引起的问题。

将显式欧拉法应用于给定方程，我们得到：

w i+1=w i+hf（t i，w i）

=w i+h［-20w i+20sin（ih）+cos（ih）］

=（1-20h）w i+h［20sin（ih）+cos（ih）］

则产生误差后有

ε i+1=w * i+1-w i+1=（1-20h）（w * i-w i）=（1-20h）ε i=（1-20h） i+1ε 0

若要求误差逐步减小而不是增大，则必须有

|1-20h|<1，即h<0.1。而测试2中h=0.5/4>0.1，超出显式欧拉法的稳定区域，所以误差呈指数级不断放大。

对于改进欧拉法，我们类似得到：

w-i+1=w i+hf（t i，w i）

=w i+h［-20w i+20sin（ih）+cos（ih）］=（1-20h）w i+h［20sin（ih）+cos（ih）］

w i+1=w i+h/2［f（t i，w i）+f（t i+1，w-i+1）］

=w i+h/2｛［-20w i+20sin（ih）+cos（ih）］+［-20w-i+1+20sin（ih+h）+cos（ih+h）］

=（200h 2-20h+1）w i+r（i，h）

其中r（i，h）仅与i和h有关，不引起误差的传播。产生误差后有

ε i+1=w * i+1-w i+1=（200h 2-20h+1）（w * i-w i）=（200h 2-20h+1） i+1ε 0

若要求误差逐步减小而不是增大，则必须有|200h 2-20h+1|<1，即与显式欧拉法的要求一样，也是h<0.1，所以在测试2中，该算法也出现不稳定现象。

而对于隐式欧拉法，我们有

w i+1=w i+hf（t i+1，w i+1）

=w i+h［-20w i+1+20sin（ih+h）+cos（ih+h）］

解得w i+1=w i/1+20h+r～（i，h），其中r～（i，h）仅与i和h有关，不引起误差的传播。则产生误差后有

ε i+1=w * i+1-w i+1=（w * i-w i）/（1+20h）=ε 0/（1+20h） i+1

可见对于任意h>0，误差都必定逐步减小而不会增大，则测试2中的h落在隐式欧拉法的稳定区域内，所以该算法表现稳定。

测试3求的是方程y′（t）=-20y（t）+20sin（t）+cos（t），y（0）=1.0在区间［0，0.5］的15个等分节点上解的近似值，并与其精确解y（t）=sin（t）+e -20t进行比较。

由于h=0.5/15<0.1，同时落在三种算法的稳定区域内，所以各算法表现正常。可以观察到，在同样稳定的情况下，改进的欧拉递推格式具有较高的精度。


10.4 MATLAB实验结果

在第2章中介绍了MATLAB用于求常微分方程数值解的函数 “ode23”和“ode45”。由于这两个函数采用自适应步长，所以不存在稳定性问题，在此仅调用它们对给定的两个方程求解，并与10.3节中程序计算的结果进行比较。

1.源代码

测试1

首先在f.m文件中定义常微分方程右端的函数：

function z=f（t，Y）|

z=-0.5*Y；|

然后回到主窗口调用函数。

>> ［t，Y］ = ode23（′f′， ［0 1］， 1）；|

>> plot（t，Y，′o′）|

>> ［t，Y］ = ode45（′f′， ［0 1］， 1）；|

>> hold|

Current plot held

>> plot（t，Y，′.′）|

>> t = ［0∶0.01∶1］；|

>> Y = exp（-0.5*t）；|

>> plot（t，Y）|

测试2

首先在f.m文件中定义常微分方程右端的函数：

function z=f（t，Y）|

z=-20.0*Y + 20.0*sin（t） + cos（t）；|

然后回到主窗口调用函数。

>> ［t，Y］ = ode23（′f′， ［0 0.5］， 1）；|

>> plot（t，Y，′o′）|

>> ［t，Y］ = ode45（′f′， ［0 0.5］， 1）；|

>> hold|

Current plot held

>> plot（t，Y，′.′）|

>> t = ［0∶0.01∶0.5］；|

>> Y = sin（t） + exp（-20.0*t）；|

>> plot（t，Y）|

2.MATLAB实验结果评价

“ode23”和“ode45”的效果都非常好，因为它们使用的算法比实验中要求的三种欧拉算法精度高出很多。

“ode23”和“ode45”求得的结果与精确解比较后的误差曲线。可以看到，“ode45”采用的算法精度比“ode23”高出2阶，并采用了比较小的步长，从而误差明显小于“ode23”的误差。


引 言

第3至第10章针对数值计算8大知识点（即误差分析、非线性方程求根、求解线性方程组、求矩阵特征根、插值、拟合、数值积分、常微分方程数值解）详细分析了一套8道课程设计题目。本章则提供了一套9道难度稍高、综合性较强的练习题目以及简要提示，供读者自己练习解决。目的是使读者在学习掌握了上述基本知识点后，自己动手解决问题，从而进一步全面提高分析问题、解决问题的能力。

本书的题目全部可从在线自动判题系统http：//acm.zju.edu.cn/na -public/ 中找到，读者可发邮件给作者（chenyue@zju.edu.cn），索取用户名和密码后，即可提交自己的程序进行测试。鉴于篇幅所限以及为了提高趣味性和挑战性，本章仅提供裁判程序样例以及部分测试数据样例，实际裁判程序和测试数据可能包含更多更复杂的测试点（部分题目测试数据超过70MB）。

本书涉及算法应该可以从一般的数值计算教科书中找到，故在此仅做简要的回顾性介绍。


11.1 哈明（hamming）级数的近似计算

1.题目要求

计算哈明级数h（x）=∑ ∞ k=1 1/［k（k+x）］在给定的3001个点x=0.0，0.1，0.2，…，299.9，300.0处的值，要求每个值的绝对误差小于10 -10。

函数接口定义：

void Series -Sum（ double sum［］ ）；

其中计算结果按顺序存储在sum中返回。

裁判程序：

#include <stdio.h>

void Series -Sum（ double sum［］ ）；

int main（）

{

int i；

double x， sum［3001］；

Series -Sum（ sum ）； /* 调用学生编写的函数，得到sum［］ */

x = 0.0；

/* 输出x及对应的sum */

for （i=0； i<3001； i++）

printf（“%6.2lf %16.12lf＼n”， x + （double）i * 0.10， sum［i］）；

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

部分样例输出：

0.00 1.644934066848

0.101.534607244904

..．

1.001.000000000000

..．

2.000.750000000000

..．

300.000.020942212934

2.简要提示

本题目的主要难点就在于对误差的控制。显然计算机程序不可能对无穷级数的每一项求和，所以我们只能用前n项的部分和h n（x）=∑ n k=1 1/［k（k+x）］近似真正的级数值。为了保证精度，我们必须令n充分大，但是n越大误差积累也越大，到一定程度也会影响结果的精度，所以求和的技巧以及n的确定就成了保证精度的关键。

下面这个不等式可以用来确定n：

∑∞/k=n1/k r<∫∞/n-11/x rdx，k>1且r≥1

因为

∑∞/k=n+11/k（k+x）≤∑∞/k=n+11/k 2<∫∞/n1/x 2dx=1/n

可见，该级数的尾项以O（n -1）的速度趋向于0。为了不让误差过分积累，我们需要想办法加速收敛，即以尽可能小的n达到精度要求。这里给大家两个提示：

首先注意到：

1/k（k+1）=1/k-1/k+1

则我们很容易看出h（1）=1.0。考察

h（x）-h（1）=∑∞/k=11-x/k（k+1）（k+x）

我们会发现这个级数的部分和收敛速度是O（n -2），比原始级数快了一级。如果还不够快，则可以把上述方法反复使用，以得到更快的收敛速度。

另外，如果已经计算出h（x）在x=0.1，0.2，…，0.9的值，则可以对任意正整数N推出h（N+x）的值。如此我们只需要近似计算出9个点的函数值，就可以通过精确公式得到其他所有点的值。这个推导留给读者自己去完成。


11.2 求给定代数多项式的根

1.题目要求

给定n阶多项式p n（x）=c 0+c 1x+…+c nx n，求其在给定区间［a， b］中的根。注意，裁判数据保证在给定区间［a， b］中存在唯一的实数r满足p n（r）=0。

函数接口定义：

double polynomial -Root（ int n， double c［］， double a， double b， double EpS ）；

其中n是多项式阶数，c为传入多项式的系数，a和b分别为区间的两端点，EpS是给定的所求根的绝对误差上限。程序返回值即为所求的根。

裁判程序样例：

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define EpS 0.00005 /* 绝对误差上限 */

#define ZERO 0.000000001/* 当一个正数小于ZERO就认为该数是0 */

#define MAXN 11/* 多项式最大阶数+1 */

double polynomial -Root（ int n， double c［］， double a， double b， double EpS）；

int main（）

{

int n；

double c［MAXN］， a， b；

int i；

while （scanf（“%d”， &n）！= EOF）{ /* 读输入 */

for （i=n； i>=0； i--）

scanf（“%lf”， &c［i］）；

scanf（“%lf %lf”， &a， &b）；

/* 调用学生编写的函数并打印输出 */

printf（“%.4lf＼n”， polynomial -Root（ n， c， a， b， EpS ））；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判输入样例：

2 1 1.5 -1

0 2

标准输出样例：

0.5000

2.简要提示

虽然裁判数据保证在给定区间［a， b］中存在唯一的实数r满足p n（r）=0，但这并不意味着r一定是多项式的单根。简单的二分法无法解决如p 2（x）=x 2的问题，所以第4章中我们比较详细地介绍过的牛顿法在这里仍然是一个很好的选择。

必须注意牛顿法的收敛性取决于初值的选取，这道题目之所以比第4章中的题目复杂，就在于读者必须自己想办法自动试探合适的初值，保证收敛到要求的根。

由于给定的函数是一个多项式，所以其导函数可以推导计算出来，不需要另外给出。注意为了减少误差积累，计算多项式值的时候必须用秦九韶算法减少运算次数，即

p n（x）=c 0+c 1x+…+c nx n=c 0+x（c 1+x（c 2+x（…（c n-1+xc n））））

另外需要特别注意的是重根的影响。对于重根的近似，一方面牛顿法不再具有二阶收敛速度，另一方面当根的重数比较高时，多项式的一阶导数值在根的附近非常接近于0，则在计算中出现小分母导致大误差的情况。读者可以尝试直接用牛顿法求p 4（x）=x 4+4x 3+6x 2+4x+1=（x+1） 4在区间［-2， 0］上的根，观察误差的影响。

解决这个问题的一个方法，是把求p n（x）的重根转化为求μ（x）=p n（x）/p′ n（x）的单根，对μ（x）应用牛顿法，则可以得到二阶收敛的算法，即用公式：

x n+1=x n-μ（x n）/μ′（x n）=x n-p n（x n）p′ n（x n）/［p′ n（x n）］ 2-p n（x n）p″ n（x n）

当然这里还是需要注意分母接近于0的情况，进行一定特殊处理。

最后，注意到可从题目中得到“a和b分别为区间的两端点”，并不保证有a<b。


11.3 求解周期性三对角阵方程组

1.题目要求

某餐馆发出广告：“买1送2！”在他们列出的n种菜肴（不妨记为dish i，i=1，2，…n）中，如果你点了dish i，他们将免费赠送相邻的两种菜肴dish i-1和dish i+1；如果你点的是dish 1，则免费得到dish 2和dish n；类似地，如果你点的是dish n，则免费得到dish n-1和dish 1。但是，天下真有免费的午餐吗？

据调查，原来dish i的价格p i是该种菜肴成本c i的2倍加上两盘“免费”菜肴成本的一半计算得到的，即p i=0.5c i-1+2c i+0.5c i+1，1≤i≤n，c -1=c n，c n+1=c 1。如果给出了菜单上每种菜肴的价格，就可以推算出他们各自的成本。

函数接口定义：

void price（ int n， double p［］ ）；

其中n>2是菜肴的种类数，p传入每种菜肴的价格，并且返回所求得的每种菜肴的成本。

裁判程序样例：

#include <stdio.h>

#define MAXN 10000 /* 菜肴种类个数的上限 */

void price（ int n， double p［］ ）；

int main（）

{

int n， i；

double p［MAXN］；

while （scanf（“%d”， &n）！=EOF） { /* 读输入 */

for （i=0； i<n； i++）

scanf（“%lf”， &p［i］）；

/* 调用学生编写的函数 */

price（n， p）；

/* 打印输出 */

for （i=0； i<n； i++）

printf（“%.2f “， p［i］）；

printf（”＼n“）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判输入样例：

3 32.11 40.06 52.99

12 23.64 17.39 12.77 16.62 10.67 14.85 12.68 26.90 28.30 15.59 37.99 23.18

标准输出样例：

7.50 12.80 21.42

9.20 5.58 3.24 7.00 1.99 6.36 2.25 10.01 11.52 0.50 17.65 4.88

2.简要提示

根据题意，我们可以列出如下方程组：

［2/0.5/0/…/0/0.5

0.5/2/0.5/…/0/0

0/0.5/2/…/0/0

/////

0/0/0/…/2/0.5

0.5/0/0/…/0.5/2］［c 1

c 2

c 3



c n-1

c n］=［p 1

p 2

p 3



p n-1

p n］

这种系数矩阵被称为“周期性三对角阵”，与一般三对角阵的区别，仅在于其左下角和右上角分别多了一个非0元。

在任何一本数值计算的教科书上，都可以找到求解三对角方程组的算法，该算法的空间和时间复杂度都是O（n）的。而对于周期性的三对角方程组，我们无法直接套用教科书中的公式，必须自己推导。

注意到系数矩阵左上角的（n-1）×（n-1）阶子矩阵是标准三对角的，所以如果将c n作为待定系数移到每个等式的右边，则前（n-1）个方程就变为：

［2/0.5/0/…/0

0.5/2/0.5/…/0

0/0.5/2/…/0

////

0/0/0/…/2］［c 1

c 2

c 3



c n-1］=［p 1-0.5c n

p 2

p 3



p n-1-0.5c n］

我们可以利用求解标准三对角方程组的算法推导出计算公式，则每个c i都可表示为c n的函数。将所得公式代入最后一个方程：0.5c 1+0.5c n-1+2c n=p n，从中解出c n，则可得未知向量的所有其他元。具体推导留给读者自己去完成。

测试时可以先确定一组成本价，反算出每种菜肴的价格，再将价格代入程序解出成本价，并与自己预先设定的数据比较。

当然，读者也可以尝试直接用高斯消元法解这个方程组。注意到矩阵规模可以达到10000×10000，且不说内存是否够用，就是误差积累也相当可观，在精确解都是正实数的情况下，甚至有可能得到小于0的成本价！


11.4 雅可比（Jacobi）迭代与高斯—塞德尔（Gauss-Seidel）

迭代的比较

1.题目要求

分别用雅可比算法和高斯-塞德尔算法求解给定的线性方程组Ax=b。

函数接口定义：

int Jacobi（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］， double x［］， double TOL， int MAXN ）；

int Gauss -Seidel（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］， double x［］， double TOL， int MAXN ）；

两函数的接口定义是一致的：n为矩阵a的维数，MAX -SIZE是由裁判程序定义的矩阵最大维数，b是方程组中的常向量，x传入迭代初始向量x （0），求得的解将存储在x中返回；TOL是||x （k+1）-x （k）|| ∞需要达到的精度上限，MAXN是迭代最大次数。函数的返回值为整数，有以下4种可能：

-2：若算法不收敛。这里判断不收敛的根据是当x （k）的某个分量值超出了最大区间［-bound， bound］，其中bound是由裁判程序定义的常数；

-1：若矩阵有一列全为0，则方程组没有唯一解；

0：若算法经过MAXN次迭代后还没有达到精度要求；

K：若算法经过K次迭代达到了精度要求。这时求得的解存储在x中。

这里必须注意到，如我们在第5章中讨论过的，在两种算法的公式中，A的对角元a ii都出现在分母上，所以为了算法的稳定，我们必须采取措施使得对角元的绝对值尽可能大。因为迭代中A不改变，所以我们可以事先调整好A的对角元。

不同的调整策略可能导致不同的收敛性，本书裁判程序的调整策略与第5章中要求相同。

裁判程序：

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define MAX -SIZE 100 /* 矩阵最大维数 */

#define bound pow（2， 127）/* 判断迭代发散的边界值 */

#define ZERO 0.000000001/* 当一个正数小于ZERO就认为该数是0 */

int Jacobi（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］， double x［］， double TOL， int MAXN ）；

int Gauss -Seidel（ int n， double a［］［MAX -SIZE］， double b［］， double x［］， double TOL， int MAXN ）；

int main（）

{

int n， MAXN， i， j， k；

double a［MAX -SIZE］［MAX -SIZE］， b［MAX -SIZE］， x［MAX -SIZE］；

double TOL；

while（ scanf（“%d”， &n） ！= EOF ） { /* 读取裁判测试用例 */

for（ i=0； i<n； i++ ） {

for（ j=0； j<n； j++ ）

scanf（“%lf”， &a［i］［j］）；

scanf（“%lf”， &b［i］）；

}

scanf（“%lf %d”， &TOL， &MAXN）；

/* 输出雅可比算法的结果 */

printf（“Result of Jacobi method：＼n”）；

for（ i=0； i<n； i++ ）

x［i］ = 0.0；

k = Jacobi（ n， a， b， x， TOL， MAXN ）；

switch（ k ） {

case -2：

printf（“No convergence.＼n”）；

break；

case -1：

printf（“Matrix has a zero column. No unique solution exists.＼n”）；

break；

case 0：

printf（“Maximum number of iterations exceeded.＼n”）；

break；

default：

printf（“no -iteration = %d＼n”， k）；

for（ j=0； j<n； j++ ）

printf（“%.8lf＼n”， x［j］）；

break；

}

/* 输出高斯—塞德尔算法的结果 */

printf（“Result of Gauss-Seidel method：＼n”）；

for（ i=0； i<n； i++ ）

x［i］ = 0.0；

k = Gauss -Seidel（ n， a， b， x， TOL， MAXN ）；

switch（ k ） {

case -2：

printf（“No convergence.＼n”）；

break；

case -1：

printf（“Matrix has a zero column. No unique solution exists.＼n”）；

break；

case 0：

printf（“Maximum number of iterations exceeded.＼n”）；

break；

default：

printf（“no -iteration = %d＼n”， k）；

for（ j=0； j<n； j++ ）

printf（“%.8lf＼n”， x［j］）；

break；

}

printf（“＼n”）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判输入数据样例：

测试1

3

2 -1 1 -1

2 2 2 4

-1-1 2-5

0.000000001 1000

测试2

3

1 2 -2 7

11 12

22 15

0.000000001 1000

测试3

5

2 1 0 0 0 1

1 2 1 0 0 1

0 1 2 1 0 1

0 0 1 2 1 1

0 0 0 1 2 1

0.000000001 100

标准输出数据样例：

测试1

Result of Jacobi method：

No convergence．

Result of Gauss-Seidel method：

no -iteration = 37

1.00000000

2.00000000

-1.00000000

测试2

Result of Jacobi method：

no -iteration = 232

1.00000000

2.00000000

-1.00000000

Result of Gauss-Seidel method：

No convergence．

测试3

Result of Jacobi method：

Maximum number of iterations exceeded．

Result of Gauss-Seidel method：

no -iteration = 65

0.50000000

0.00000000

0.50000000

0.00000000

0.50000000

2.简要提示

求解线性方程组Ax=b的迭代法中有不少经典算法，如雅可比算法和高斯-塞德尔算法等，具体算法的步骤可以从任何一本数值计算教科书中找到。事实上这两种算法的实现均比SOR算法简单。有了第5章中的SOR算法，读者应当可以比较容易地实现这两个算法。

需要注意的是，雅可比算法需要O（n）的额外空间存储迭代公式左边的向量，即需要两个向量分别存储x （k）和x （k+1）；而高斯-塞德尔算法不需要，新计算出来的分量x （k+1） i可以覆盖原来的x （k） i，所以不要在Gauss -Seidel函数中开辟额外的向量空间。

本题给出的测试数据显示了两种算法收敛性的比较：第1组数据表明当高斯-塞德尔算法收敛时，雅可比算法不收敛；第2组数据表明当雅可比算法收敛时，高斯-塞德尔算法不收敛；第3组则表明在处理对称正定的三对角矩阵时，两种算法都收敛（事实上雅可比算法在142次迭代后达到收敛要求），高斯-塞德尔算法收敛速度快一些。


11.5反幂法求矩阵特征值

1.题目要求

给定一个n×n矩阵A以及A的某一个特征值的近似值p，从一个给定向量x （0）出发，求该特征值的高精度近似，并且求出其对应的无穷范数下的单位特征向量。

函数接口定义：

int EigenV（int n， double a［］［MAX -SIZE］， double *lambda， double v［］， double TOL， int MAXN）；

其中n为矩阵a的维数，MAX -SIZE是由裁判程序定义的矩阵最大维数；lambda传入某一个特征值的近似值p，并且传回该特征值的高精度近似值；v传入迭代初始向量x （0），求得的无穷范数下的单位特征向量将存储在v中返回；TOL是||x （k+1）-x （k）|| ∞需要达到的精度上限，MAXN是迭代最大次数。函数的返回值为整数，有以下3种可能：

1：若成功完成求解；

-1：若p本身就是精确的特征；

0：若算法经过MAXN次迭代后还没有达到精度要求。

裁判程序：

#include <stdio.h>

#define MAX -SIZE 100

int EigenV（int n， double a［］［MAX -SIZE］， double *lambda， double v［］， double TOL， int MAXN）；

int main（）

{

int n， MAXN， m， i， j， k；

double a［MAX -SIZE］［MAX -SIZE］， v［MAX -SIZE］；

double lambda， TOL；

while （scanf（“%d”， &n） ！= EOF） { /* 读输入 */

for （i=0； i<n； i++）

for （j=0； j<n； j++）

scanf（“%lf”， &a［i］［j］）；

scanf（“%lf %d”， &TOL， &MAXN）；

scanf（“%d”， &m）；

for （i=0； i<m； i++） {

scanf（“%lf”， &lambda）；

for （j=0； j<n； j++）

scanf（“%lf”， &v［j］）；

/* 调用学生编写的函数并输出结果 */

switch （EigenV（n， a， &lambda， v， TOL， MAXN）） {

case -1：

printf（“%12.8f is an eigenvalue.＼n”， lambda ）；

break；

case 0：

printf（“Maximum number of iterations exceeded.＼n”）；

break；

case 1：

printf（“%12.8f＼n”， lambda ）；

for （k=0； k<n； k++）

printf（“%12.8f “， v［k］）；

printf（”＼n“）；

break；

}

}

printf（”＼n“）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

裁判输入数据样例：

测试1

3

1 2 3

2 3 4

3 4 5

0.0000000001 1000

1

-0.6 1 1 1

测试2

2

0 1

1 0

0.0000000001 10

1

1.0 1 1

标准输出数据样例：

测试1

-0.62347538

1.00000000 0.17206558 -0.65586885

测试2

1.00000000 is an eigenvalue．

2.简要提示

我们认为反幂法比较适用求解这类问题：根据题目给定的条件，即已知某一特征值的粗略近似值，可进一步得到更高精度近似值。

反幂法是由第6章中介绍的幂法发展而来。仔细观察原始的幂法迭代公式：

x （k）=Ax （k-1）=∑n/j=1β jλ k jv j=λ k 1∑n/j=1β j（λ j/λ 1 kv j

我们可以看出，收敛速度基本上由|λ 2/λ 1|决定，这个值越小，其他项趋于0的速度就越快，算法的收敛速度就越快。

现在让我们来看反幂法：已知A的某一个特征值λ i的近似值为p，即对于任意其他的j≠i，有|λ i-p|<<|λ j-p|，这时（λ i-p）就是矩阵（A-pI）的最小特征值。如果（A-pI）可逆，则1/（λ i-p）就是矩阵（A-pI） -1的最大特征值。当我们用幂法求（A-pI） -1的最大特征值时，会发现任何其他的特征值1/（λ j-p）与最大特征值1/（λ i-p）的比值都非常小，所以算法会非常快地收敛到指定精度。

需要指出的问题是：当我们用幂法求（A-pI） -1的最大特征值时，需要反复计算x （k）=（A-pI） -1x （k-1），难道每步迭代都要计算矩阵（A-pI）的逆吗？答案当然是：不需要。事实上这是矩阵LU分解的典型应用：我们只需要将（A-pI）做一次杜立特分解（见第5章），以后每步迭代只消求解两个简单的三角形方程组即可。


11.6 三次样条插值

1.题目要求

给定函数f（x）在n+1个采样点x 0<x 1<…<x n上的值，要求根据给定的边界条件构造三次样条插值函数S（x）。并且将给定区间m等分，用S（x）计算f（x）在m+1个等分节点上的函数值。

函数接口定义：

void Cubic -Spline（ int n， double x［］， double f［］， int Type， double s0， double sn， double a［］，

double b［］， double c［］， double d［］）；

double S（ double t， double Fmax， int n， double x［］， double a［］， double b［］， double c［］，

double d［］ ）；

在Cubic -Spline接口定义中：n比采样点个数少1，x传入n+1个采样点x 0<x 1<…<x n；f传入n+1个采样点处f（x）的函数值；Type可取值为1或2，是边界条件类型（1表示约束边条件S′（x 0）=s 0，S′（x n）=s n；2表示自然边条件S″（x 0）=s 0，S″（x n）=s n；s0和sn 就分别为s 0和s n）；向量a、b、c、d存储计算结果，即在每个子区间［x j-1， x j］上将三次样条函数表示为

S（x）=S ［j］（x）=a j+b j（x-x j-1）+c j（x-x j-1） 2+d j（x-x j-1） 3

时，系数{a i， b i， c i， d i} n i=1的值。

在函数S的接口定义中：t是传入的节点值，若t不在区间［x 0， x n］内，则S（t）直接取值Fmax；其他n、x、a、b、c、d的定义与Cubic -Spline接口定义相同。

裁判程序：

#include <stdio.h>

#define MAXN 20 /* 采样点个数的最大值 */

void Cubic -Spline（ int n， double x［］， double f［］， int Type， double s0， double sn， double a［］，

double b［］， double c［］， double d［］）；

double S（ double t， double Fmax， int n， double x［］， double a［］， double b［］， double c［］，

double d［］ ）；

int main（）

{

int n， Type， m， i；

double x［MAXN］， f［MAXN］， a［MAXN］， b［MAXN］， c［MAXN］， d［MAXN］；

double s0， sn， Fmax， t0， tm， h， t；

while （scanf（“%d”， &n） ！= EOF） { /* 读输入 */

for （i=0； i<=n； i++）

scanf（“%lf”， &x［i］）；

for （i=0； i<=n； i++）

scanf（“%lf”， &f［i］）；

scanf（“%d %lf %lf %lf”， &Type， &s0， &sn， &Fmax）；

/* 调用学生编写的函数 */

Cubic -Spline（n， x， f， Type， s0， sn， a， b， c， d）；

/* 输出三次样条函数的系数 */

for （i=1； i<=n； i++）

printf（“%12.8e %12.8e %12.8e %12.8e ＼n”，

a［i］， b［i］， c［i］， d［i］）；

/* 读入待计算的节点信息 */

scanf（“%lf %lf %d”， &t0， &tm， &m）；

h = （tm-t0）/（double）m；

/* 计算给定节点上三次样条的函数值并输出 */

for （i=0； i<=m； i++） {

t = t0+h*（double）i；

printf（“f（%12.8e） = %12.8e＼n”，

t， S（t， Fmax， n， x， a， b， c， d））；

}

printf（“＼n”）；

}

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数被包含在此 */

裁判输入数据样例：

测试1

2

0.0 1.0 2.0

0.0 1.0 2.0

1 1.0 1.0 0.0

0.0 3.0 2

测试2

2

-0.5 -0.25 0.0

-0.0247500 0.3349375 1.1010000

2 0.0 0.0 0.0

-1.0 0.0 4

标准输出数据样例：

测试1

0.00000000e+000 1.00000000e+000 0.00000000e+000 0.00000000e+000

1.00000000e+000 1.00000000e+000 0.00000000e+000 0.00000000e+000

f（0.00000000e+000） = 0.00000000e+000

f（1.50000000e+000） = 1.50000000e+000

f（3.00000000e+000） = 0.00000000e+000

测试2

-2.47500000e-002 1.03237500e+000 0.00000000e+000 6.50200000e+000

3.34937500e-001 2.25150000e+000 4.87650000e+000 -6.50200000e+000

f（-1.00000000e+000） = 0.00000000e+000

f（-7.50000000e-001） = 0.00000000e+000

f（-5.00000000e-001） = -2.47500000e-002

f（-2.50000000e-001） = 3.34937500e-001

f（0.00000000e+000） = 1.10100000e+000

注意： 在Linux下gcc运行的结果可能与Windows下VC6的运行结果略有差别。

2.简要提示

在第7章中我们谈到了插值，三次样条插值是分段插值方法之一。所谓分段插值，就是用采样点将全区间分割为若干子区间，在每个子区间上利用获得的函数值或者其导数值等信息构造低阶插值函数。这样做的好处是可以避免插值多项式阶数过高时可能产生的剧烈振动现象。分段插值与第7章中谈到的整体插值的最大区别在于，分段插值函数没有一个全区间上的公共表达式，而在每个子区间有一个不同的函数表达式。当我们用该插值函数近似某给定点的函数值时，需要先确定给定点处于哪个区间内，再调用那个区间的函数表达式进行计算。

给定函数f（x）在n+1个采样点x 0<x 1<…<x n上的值，其三次样条插值函数S（x）满足下列条件：

（1）在每个子区间［x i-1， x i］（1≤i≤n）上，S（x）=S ［i］（x）都是一个3阶代数多项式；

（2）在每个采样点上有S（x i）=f（x i），0≤i≤n；

（3）S（x）在每个采样点上一阶连续，即：S ［i］ ′（x i）=S ［i+1］ ′（x i），1≤i≤n-1；

（4）S（x）在每个采样点上二阶连续，即：S ［i］ ″（x i）=S ［i+1］ ″（x i），1≤i≤n-1。

不同的教科书可能给出不同的构造S（x）的方法，例如将各采样点处的S′（x）作为待定系数的三转角法、将各采样点处的S″（x）作为待定系数的三弯矩法等，各方法均归结为解一个三对角方程组。因为无论是利用条件2还是条件3，我们都只能在n-1个中间节点上导出方程，而我们有n+1个待定系数，于是就需要在x 0和x n这两个区间边界点处给出两个额外的边界条件，凑成n+1个线性方程，以确定唯一解。

解出待定系数后，就可以得到S（x）在各个子区间上的表达式。读者需要自己推导出表达式S（x）=S ［i］（x）=a i+b i（x-x i-1）+c i（x-x i-1） 2+d i（x-x i-1） 3中各系数{a i， b i， c i， d i} n i=1与所求得的待定系数之间的关系。当需要计算S（t）时，首先要找到使得t∈［x i-1， x i］的区间下标i，然后将t代入该区间的表达式进行计算。

注意： 当t［x 0， x n］时，题目要求S（t）直接取值Fmax。


11.7 正交多项式拟合

1.题目要求

给定函数f（x）在m个采样点x 1<x 2<…<x m处的值f（x i）以及每个点的权重w i（1≤i≤m），求曲线拟合的正交多项式p n（x），满足最小二乘误差||err|| 2=∑m/i=1w i［f（x i）-p n（x i）］ 2<TOL。

函数接口定义：

int OpA（ double （*f）（double t）， int m， double x［］， double w［］， double c［］， double *eps ）；

其中f是给定函数f（x），m为采样点个数，x传入m个采样点x 1<x 2<…<x m，w传入每个点的权重；c传回求得的曲线拟合的正交多项式p n（x）=c 0+c 1x+…+c nx n的系数，eps传入最小二乘误差上限TOL，并且传回拟合的实际最小二乘误差||err|| 2=∑m/i=1w i［f（x i）-p n（x i）］ 2。

另外，在裁判程序中还定义了常数MAXN，当拟合多项式的阶数达到MAXN却仍未达到精度要求时，即返回n=MAXN时的结果。

裁判程序样例：

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define MAXM 200 /* 采样点个数上限*/

#define MAXN 5 /* 拟合多项式阶数上限*/

/* 这里仅给出2个测试用例，正式裁判程序可能包含更多测试用例 */

double f1（double x）

{

return sin（x）；

}

double f2（double x）

{

return exp（x）；

}

int OpA（ double （*f）（double t）， int m， double x［］， double w［］， double c［］， double *eps ）；

void print -results（ int n， double c［］， double eps）

{ /* 用于输出结果 */

int i；

printf（“%d＼n”， n）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（“%8.4e “， c［i］）；

printf（”＼n“）；

printf（”error = %6.2e＼n“， eps）；

printf（”＼n“）；

}

int main（）

{

int m， i， n；

double x［MAXM］， w［MAXM］， c［MAXN+1］， eps；

/* 测试1 */

m = 90；

for （i=0； i<m； i++） {

x［i］ = 3.1415926535897932 * （double）（i+1） / 180.0；

w［i］ = 1.0；

}

eps = 0.001；

n = OpA（f1， m， x， w， c， &eps）；

print -results（n， c， eps）；

/* 测试2 */

m = 200；

for （i=0； i<m； i++） {

x［i］ = 0.01*（double）i；

w［i］ = 1.0；

}

eps = 0.001；

n = OpA（f2， m， x， w， c， &eps）；

print -results（n， c， eps）；

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数被包含在此 */

标准输出数据样例：

测试1

3

-2.5301e-003 1.0287e+000 -7.2279e-002 -1.1287e-001

error = 6.33e-005

测试2

4

1.0025e+000 9.6180e-001 6.2900e-001 7.0907e-003 1.1792e-001

error = 1.62e-004

2.简要提示

在第8章中我们已经介绍了曲线拟合的概念以及用最小二乘法确定拟合函数的方法。注意到最小二乘法涉及求解一个法方程组，而实际上这个法方程组的条件数通常比较大（读者有兴趣可以计算一下，第8章题目中的测试1所涉及的法方程组，观察其无穷范数定义下的条件数有多大），直接求解往往不能得到很精确的结果。另外，拟合函数的形式是需要根据经验自己事先确定的，发现拟合效果不够好时，需要人工调整拟合形式重新计算，很不方便。

正交多项式拟合算法可以较好地解决上述问题。所谓正交多项式拟合，就是在正交多项式族｛φ i（x） n i=0张成的空间上求广义多项式g（x）=a 0φ 0（x）+a 1φ 1（x）+…+a nφ n（x），使得最小二乘误差||err|| 2取到最小值。正交多项式族｛φ i（x） n i=0在满足线性无关的基础上，还要求任意两函数正交，即（φ i， φ j）=0对任意i≠j成立。

根据第8章中所介绍的法方程组的定义，我们很容易发现，若拟合函数族是正交的，则方程组的系数矩阵就变成了对角阵，我们可以不用解方程组而直接得到解了，即a k=（φ k， f）/（φ k， φ k）。

当然世界上没有免费的午餐，我们只是把求解法方程组的工作量转移到构造正交多项式族。有结论表明，正交多项式族可以通过下列递推公式计算出来：

φ 0（x）≡1，φ 1（x）=x-B 1，φ k（x）=（x-B k）φ k-1（x）-C kφ k-2（x）

其中B k=（xφ k-1， φ k-1）/（φ k-1， φ k-1），C k=（xφ k-1， φ k-2）/（φ k-2， φ k-2）。于是我们可以通过递推得到越来越高阶的正交多项式，从而构造越来越高阶的拟合多项式。

注意在不断升高拟合阶数的过程中，如果我们直接采用最小二乘误差||err|| 2=∑m/i=1w i［f（x i）-p n（x i）］ 2的定义去计算误差，那么每升高一阶都必须重新计算误差，很浪费时间。比较好的方法是，将误差表达式变形为

||err|| 2=∑m/i=1w i［f（x i）-p n（x i）］ 2=（f，f）-∑n/k=0a k（φ k，f）

这样当需要新增一个φ n+1时，我们只需要在原来的误差上累加一项-a n+1（φ n+1，f）即可。


11.8 龙贝格（Romberg）算法的应用

1.题目要求

已知横截面曲线形状满足函数y（x）=lsin（tx），则给定了雨篷的长度后，要求需要平板原材料的长度。

函数接口定义：

double Integral（double a， double b， double （*f）（double x， double y， double z）， double TOL， double l， double t）；

其中a、b分别为定积分的上、下界，f是积分核函数，其中x是积分哑元，y、z是本题目定义的特殊参数，分别对应y（x）=lsin（tx）中的l和t；TOL是要求积分达到的精度；l和t传入裁判输入的参数l和t的值。

注意： y（x）=lsin（tx）的单位是厘米，输出的长度值要求以米为单位。裁判程序样例：

#include <stdio.h>

#include <math.h>

double f0（ double x， double l， double t ）

{ /* 弧长积分∫ b a1+l 2t 2cos 2（tx） dx的核函数 */

return sqrt（1.0+l*l*t*t*cos（t*x）*cos（t*x））；

}

double Integral（double a， double b， double （*f）（double x， double y， double z）， double TOL，

double l， double t）；

int main（）

{

double a=0.0， b， TOL=0.005， l， t；

while （scanf（“%lf %lf %lf”， &l， &b， &t） ！= EOF）

printf（“%.2f＼n”， Integral（a， b， f0， TOL， l， t））；

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数被包含在此 */

裁判输入数据样例：

2 100 1

标准输出数据样例：

1.68

2.简要提示

在第9章中我们介绍了数值积分的插值积分公式，特别是梯形公式T n和辛普森公式S n，并且通过练习题将两种公式的收敛速度进行了对比。有兴趣的读者不妨对测试1中的数据进一步研究，计算一下（4T 8-T 4）/3的结果，并且跟S 4作个对比 —— 是纯粹的巧合吗？

在9.3节中我们已经分析了梯形公式的截断误差，发现R n［f］≈4R 2n［f］，即

I-T 2n/I-T n≈1/4  I≈4T 2n-T n/3

可以证明，4T 2n-T n/3=S n。由此可见，简单但收敛阶较低的积分公式经过一定线性组合后，可以得到更高收敛阶的公式。继续推广这个方法，我们可以得到

4T 2n-T n/4-1=S n，4 2S 2n-S n/4 2-1=C n，4 3C 2n-C n/4 3-1=R n，…

其中C n、R n分别为h 6和h 8阶收敛的公式。这就是著名的加速收敛算法“龙贝格算法”。

在实现龙贝格算法时需要注意以下几个问题：

有时算法会出现“伪收敛”现象，即迭代刚开始就发现误差“充分小”，而实际上结果还很不精确，这时h甚至还大于1。为了避免这个问题，我们需要在程序开始时做无条件迭代，直到h<1才开始根据给定精度要求判断收敛。

如9.3节中所述，每次对分区间时，只需要计算新增结点上的函数值，再累加到前一步的积分值上即可，不需要把所有节点从头算一遍。

针对本题目的问题，注意到题目实际上是要求y（x）=lsin（tx）在给定区间上的函数曲线长度，即∫ b a1+l 2t 2cos 2（tx） dx。而积分核是一个周期函数，我们只要求出一个周期上的积分，再乘以区间上的周期数即可。当区间长度很大时，这样可以很大程度上降低运算量，同时降低误差积累。需要提醒的是，如果有n个周期，则一个周期的误差上限应为TOL/n。


11.9 龙格-库塔（Runge-Kutta）法求解常微分方程组

1.题目要求

用经典的4级4阶龙格-库塔法求下列一阶常微分方程组的解：

｛ u′ 1（t）=f 1（t，u 1，u 2）

u′ 2（t）=f 2（t，u 1，u 2）

u 1（a）=α 1， u 2（a）=α 2，t∈［a， b］

给定f 1（t，u 1，u 2）、f 2（t，u 1，u 2）、区间［a，b］、初值α 1和α 2，要求近似计算两个解函数在n个等分节点上的值。

函数接口定义：

void Runge -Kutta4（ double （*f1）（double t， double u1， double u2），

double （*f2）（double t， double u1， double u2），

double a， double b， double alpha1， double alpha2，

int n， double w［］［2］ ）；

其中f1和f2分别为f 1（t，u 1，u 2）和f 2（t，u 1，u 2），a和b分别为区间［a，b］的左右端点，alpha1和alpha2分别为初值α 1和α 2，n为等分区间的个数。求得的近似解存储在w［］［0］和w［］［1］中返回。

裁判程序样例：

#include<stdio.h>

#include<math.h>

#define MAX -N 100 /* 最大等分区间数 */

void Runge -Kutta4（ double （*f1）（double t， double u1， double u2），

double （*f2）（double t， double u1， double u2），

double a， double b， double alpha1， double alpha2，

int n， double w［］［2］ ）；

/* 这里仅给出2个测试用例，正式裁判程序可能包含更多测试用例 */

double f1（ double t， double u1， double u2 ）

{

return -4.0*u1+3.0*u2+6.0；

}

double f2（ double t， double u1， double u2 ）

{

return -2.40*u1+1.60*u2+3.60；

}

double ff1（ double t， double u1， double u2 ）

{

return 9.0*u1+24.0*u2+5.0*cos（t）-sin（t）/3.0；

}

double ff2（ double t， double u1， double u2 ）

{

return -24.0*u1-51.0*u2-9.0*cos（t）+sin（t）/3.0；

}

int main（） /* 此裁判程序仅检查对2个函数求解的情况 */

{

double w［MAX -N］［2］， t， a， b， aa1， aa2， h；

int n， i；

/* 测试1 */

a = 0.0； b = 0.5； aa1 = 0.0； aa2 = 0.0； n = 5；

h = （b-a）/（double）n；

/* 输出t节点 */

printf（“t： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.7f “， t）；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出精确解 */

printf（”Accurate Solutions：＼n“）；

printf（”u1： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.7f “，

-3.3750*exp（-2.0*t）+1.8750*exp（-0.40*t）+1.50）；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

printf（”u2： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.7f “， -2.250*exp（-2.0*t）+2.250*exp（-0.40*t））；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出解 */

printf（”Runge-Kutta 4：＼n“）；

Runge -Kutta4（ f1， f2， a， b， aa1， aa2， n， w）；

printf（”w1： “）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.7f “， w［i］［0］）；

printf（”＼n“）；

printf（”w2： “）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.7f “， w［i］［1］）；

printf（”＼n＼n“）；

/* 测试2 */

a = 0.0； b = 0.5； aa1 = 4.0/3.0； aa2 = 2.0/3.0； n = 5；

h = （b-a）/（double）n；

/* 输出t节点 */

printf（”t： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.7f “， t）；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出精确解 */

printf（”Accurate Solutions：＼n“）；

printf（”u1： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.7f “， 2.0*exp（-3.0*t）-exp（-39.0*t）+cos（t）/3.0）；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

printf（”u2： “）；

t = a；

for （i=0； i<=n； i++） {

printf（”%.7f “， -exp（-3.0*t）+2.0*exp（-39.0*t）-cos（t）/3.0）；

t += h；

}

printf（”＼n“）；

/* 输出解 */

printf（”Runge-Kutta 4：＼n“）；

Runge -Kutta4（ f1， f2， a， b， aa1， aa2， n， w）；

printf（”w1： “）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.7f “， w［i］［0］）；

printf（”＼n“）；

printf（”w2： “）；

for （i=0； i<=n； i++）

printf（”%.7f “， w［i］［1］）；

printf（”＼n“）；

return 0；

}

#include “test.h” /* 学生提交的函数包含在此 */

标准输出数据样例：

测试1

t： 0.0000000 0.1000000 0.2000000 0.3000000 0.4000000 0.5000000

Accurate Solutions：

u1： 0.0000000 0.5382639 0.9685130 1.3107365 1.5812844 1.7935270

u2： 0.0000000 0.3196320 0.5687917 0.7607448 0.9063334 1.0144155

Runge-Kutta 4：

w1： 0.0000000 0.5382552 0.9684987 1.3107190 1.5812652 1.7935075

w2： 0.0000000 0.3196262 0.5687822 0.7607331 0.9063206 1.0144024

测试2

t： 0.0000000 0.1000000 0.2000000 0.3000000 0.4000000 0.5000000

Accurate Solutions：

u1： 1.33333 1.79306 1.42390 1.13158 0.90941 0.73879

u2： 0.66667 -1.03200 -0.87468 -0.72500 -0.60821 -0.51566

Runge-Kutta 4：

w1： 1.33333 -2.64518 -18.45169 -87.47325 -394.07740 -1760.04904

w2： 0.66667 7.84454 38.87658 176.48474 789.36549 3521.06009

2.简要提示

在第10章中我们介绍了求解单个一阶常微分方程初值问题的一系列欧拉法，在此基础上，我们可以将改进的欧拉法的思想推广而得到如下格式的算法，统称“龙格-库塔法”：

｛w i+1=w i+h［λ 1K 1+λ 2K 2+…+λ mK m］

K 1=f（t i，w i）

K 2=f（t i+α 2h， w i+β 21hK 1）

 

K m=f（t i+α mh， w i+β m1hK 1+β m2hK 2+…+β mm-1hK m-1）

其中λ i、α i、β i为待定系数。龙格-库塔法中最常用的是4级（即需要计算4个f值）4阶（精度）经典格式：

｛w i+1=w i+h［K 1+2K 2+2K 3+K 4］/6

K 1=f（t i，w i）

K 2=f（t i+h/2， w i+hK 1/2）

K 3=f（t i+h/2， w i+hK 2/2）

K 4=f（t i+h， w i+hK 3）

对于题目中给出的一阶常微分方程组，我们只需要采用向量记号：

y（t）=（u 1（t）

u 2（t），f（t， y）=（f 1（t，u 1，u 2）

f 2（t，u 1，u 2），α=（α 1

α 2

就可以将方程组写为：

｛dy/dt=f（t，y） t∈［a，b］

y（a）=α

则所有适用于一阶常微分方程初值问题的算法都可以以向量形式应用于一阶常微分方程组，特别地，4级4阶龙格-库塔法可以改写为：

｛w i+1=w i+h［K 1+2K 2+2K 3+K 4］/6

K 1=f（t i，w i）

K 2=f（t i+h/2， w i+hK 1/2）

K 3=f（t i+h/2， w i+hK 2/2）

K 4=f（t i+h， w i+hK 3）

仅仅实现这个算法并不困难，然而有一个有趣的问题请读者思考：注意到测试2的结果非常糟糕，主要是因为精确解中有一个产生问题的项e -39t，对应测试方程中的λ=-39，而h=0.1显然超出了算法的稳定区域（4阶龙格-库塔法要求λh<-3）。但对于另一个指数项e -3t，我们甚至令h=0.5就可以得到针对该项的稳定解了。这时就产生了矛盾：若h太大，则e -39t导致算法不稳定；若h太小，则对于e -3t的计算是一种浪费。如何合理地选取步长，使得两种问题可以被兼顾解决呢？

事实上这种问题称为“刚性问题”，有兴趣的读者可以阅读高级数值分析教材中的相关内容以寻找答案。
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