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  前言


  为了满足广大考生的应试复习需要，便于考生准确理解考试大纲的要求，尽快掌握复习要点，更好地适应考试，我们组织了具有丰富成教经验的一线老师和专家，在认真研究教育部高校学生司和教育部考试中心重新修订颁布的《全国各类成人高等学校招生复习考试大纲》之后，编写和出版了本系列教材。


  本系列教材包括：专科起点升本科：《大学语文》、《高等数学》（一）、《高等数学》（二）、《英语》、《政治》、《教育理论》、《民法》、《艺术概论》、《生态学基础》。


  本系列教材自出版以来，深受广大考生的喜爱，赢得了很高的声誉、是极具权威性的成人高考复习用书。本系列教材在编写的过程中力求体现以下一些特点：


  一、紧扣新大纲，回归新教材。新大纲是成人考试命题的依据，在复习中，我们不仅要注意教材中所规定的考试性质、考试目标与要求、考试形式与试卷结构等，还要把大纲中要求的考点回归课本，通览全书，整合相关知识点，构建知识体系。坚持以“本”为本，牢固掌握教材知识，提高复习效率。从而避免置新考纲于不顾，训练题缺乏针对性，或是放弃教材而迷信资料，从而陷入茫茫题海之中。


  二、体例新颖，可读性强。本书的结构内容由学习指导、能力训练、参考答案等几部分组成，以帮助读者进一步强化对每章核心问题的深入探讨，帮助老师教学和提高学生的应试能力。


  三、针对性强，重点突出。本书讲述简明易懂，练习题类型较多，内容详实，针对性强，覆盖面广，便于提高考生综合运用知识的能力和应试水平，帮助考生在短期内取得良好的复习备考的效果。


  本系列教材不仅可供参加全国各类成人高等学校招生考试的考生使用，也适用于成人高中、中等职业学校、高等职业学校的学生使用。


  由于时间比较仓促，书中难免有不妥之处，我们衷心的希望得到广大读者的批评指正，以使本书在教学实践中不断完善。


  编者


  第一章函数、极限、连续


  学习提示


  1.了解极限的概念（对极限定义中“ε—N”、“ε—δ、“ε—M”的描述不作要求）。掌握函数在一点处的左极限与右极限以及函数在一点处极限存在的充分必要条件。


  2.了解极限的有关性质，掌握极限的四则运算法则。


  3.理解无穷小量、无穷大量的概念，掌握无穷小量的性质、无穷小量与无穷大量的关系。会进行无穷小量阶的比较（高阶、低阶、同阶和等价）。会运用等价无穷小量代换求极限。


  4.熟练掌握用两个重要极限求极限的方法。


  *第一节函数


  


  知识要点


  一、函数的概念


  1.函数的定义


  设x和y是两个变量，D是一个给定的数集，如果对于每个数x∈D，变量y总有唯一的数值与它对应，则称y是x的函数，记作y=f（x），其中x叫做自变量，叫做因变量；自变量x的变化范围，即数集D称为函数的定义域，函数值的集合称为函数的值域，记作R.


  在函数定义中，定义域和对应法则是两个重要因素.两个函数仅当它们的定义域和对应法则都相同时，才是相同的函数，与自变量和因变量用什么符号无关.如y=f（x），x∈D与s =f（t），t∈D表示同一函数.


  函数常用的表示方法有三种.


  ①解析法（分析法、公式法）


  ②表格法


  ③图示法


  2.函数的简单性质


  （1）函数的单调性


  设函数y=f（x）的定义域是D，区间，如果对于任意两点x1，x2∈I，当x1＜x2时，有f（x 1）≤f（x 2），则称函数f（x）在I上单调增加；如果当x 1<x 2时，有f（x 1）<f（x 2），则称f（x）在I上严格单调增加.


  如果对于任意两点x1，x2∈I，当x1＜x2时，有f（x1）≥f（x2），则称函数f（x）在I上单调减少；如果当x1<x2时，有f（x1）>f（x2），则称f（x）在I上严格单调减少.


  单调增加与单调减少统称为单调.为了方便，单调增加与严格单调增加统称为单调增加；单调减少与严格单调减少统称为单调减少.


  （2）函数的奇偶性


  设函数y=f（x）的定义域D关于坐标原点对称.若对任意x∈D，有f（-x）=-f（x），则称f（x）是奇函数；若对任意x∈D，有f（-x）=f（x），则称f（x）是偶函数.


  奇函数的图象关于坐标原点对称，偶函数的图象关于轴对称.


  （3）函数的有界性


  设函数y=f（x）的定义域是D，若存在一个正数M，使得对于一切，有∣f（x）|≤M，则称函数y=f（x）在I上有界；如果不存在这样的正数M，则称函数y=f（x）在I上无界.


  在定义域内有界的函数称为有界函数.


  （4）函数的周期性


  设函数y=f（x）的定义域是D，如果存在常数T≠0，使得对于一切x∈D，有（x±T）∈D，且f（x±T）=f（x），则称f（x）是周期函数.


  如果f（x）存在周期，一般指的是最小正周期.


  周期函数在每一个周期内的图形是相同的.


  3.反函数


  （1）反函数的定义


  设给定y是x的函数y=f（x）.若将当作自变量，x当作因变量，则由关系y=f（x）所确定的函数x=ψ（y）叫做函数f（x）的反函数，f（x）叫做原函数.


  习惯上往往用字母x表示自变量，y为因变量，y=f（x）的反函数x=ψ（y）可写为y=ψ（x）=f-1（x）.


  若原函数y=f（x）的定义域是D，值域是R，则反函数y=ψ（x）=f-1（x）的定义域是R，值域是D.


  （2）反函数的图象


  反函数y=f-1（x）的图象与原函数y=f（x）的图象关于直线y=x对称.


  函数y=f（x）的图象与其反函数x=ψ（y）的图象重合（二者是不同的函数，但是它们的图象重合）.


  4.基本初等函数


  上述五类函数的定义域、单调性需记熟.


  定义上述五类函数：幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数统称为基本初等函数.


  5.复合函数


  设变量y是变量u的函数y=f（u），变量u是变量x的函数u=g（x），


  定义若对于x在某范围中的每一个确定的值，依据一个确定的规则总有u的值与之对应，而对于u的此确定值，y按确定的规则有值与之对应，则称y为x的复合函数.


  若y=f（u），u=g（x），则常记为y=f[g（x）].称x为自变量，u为中间变量，y为函数.需指出，并不是任何两个函数y=f（u），u=g（x）都能复合成的函数.例如y=arcsinu，u=x2+2.可以看出，不论x取什么值，相应的u总有不小于2的值存在.但是对于使y=arcsinu有意义的值必须是|u|≤1，因此可知arcsin（x2+2）是无意义的.换言之，y=arcsinu与u=x 2+ 2不能复合成复合函数.


  6.初等函数


  由基本初等函数经过有限次的四则运算或有限次复合而成的，并能用一个式子表示的函数，称为初等函数.


  例题精析


  例一、选择题


  分析：由于函数表达式中偶次方根号下的表达式必须大于或等于零，因此9-x2≥0，即一3≤x≤3.由于函数表达式中对数的真数必须大于零，因此x+2〉0，即x〉-2.又函数表达式为分式，其分母不能为0，即ln（x+2）≠0，即x+2≠1，从而知x≠-1.综之有-2<x<-1，及-l<x≤3.


  答：B


  2.设f（x）=2 x-1，则其反函数f -1（x）为（）


  分析：先求f（x）=2x-1的反函数，由y=2x-1解得log2y=log22x-1=x-1，从而x=1 +log2y.


  将上面表达式中的x，y位置互换，得y=l+log2为f（x）=2x-1的反函数，因此应选A.


  由于log22x=log22+log2x=l+log2x，可知B也正确，易见C，D不正确.


  答：A，B


  3.本题给出的四个选项中，只有一项是符合题意要求的，请选出符合题意要求的选项：函数f （ x ）=cos（x 3）在平面上的图形（）


  A.关于x轴对称


  B.关于轴对称


  C.关于坐标原点对称


  D.关于直线y=x对称


  分析：由于f（-x）=cos[（-x）3]=cos[-（x3）]=cosx3=f（x），因此f（x）为偶函数，由于偶函数的图形关于轴对称.因此，符合题意要求的选项为B.


  答：B


  将 u 换为 x ，得 f （ x ）=（1+x）2，正确答案为C.


  答：C


  A.在[0，2]上有意义


  B.在[0，1]上有意义


  C.无意义


  D•在[2，4]上有意义


  分析：可分以下几种情况


  7.已知函数的定义域为（-1，0），则下列函数中，（）的定义域为（0，1）


  A.f（l-x）


  B.f（x-1）


  C.f（x+1）


  D.f（x2-l）


  选B，其余选项可用此方法排除.


  答：B


  8.下列函数中，（）为奇函数


  答：B


  9.下列表达式中可以认作y是x的函数有（）


  分析：判定上述问题的依据是函数的定义.


  函数的定义中指出变量x在允许范围内的每一个确定的值，变量按照某个确定的规则有值与之对应.至于说“对应规则”的特点及^的取值特点，并没有限制.因此可能出现：


  （1）当自变量工的值变动时，变量的值并不一定随x的变化而变化，即有可能总取同一个值.如y=2，虽然表达式中没有出现x，但是这个表达式可以解释为不论x取什么值，所对应的值总是2.因此依函数定义可知，y=2表示函数.事实上，对于任意常数C来说，y=C也表示一个函数.因此A正确.


  （2）在函数的解析表示法中并没有限定一个函数只能用一个解析式子来表示，因此完全可能出现用两个或三个或更多个解析表达式才能表达一个函数的情形，此时称之为分段函数.因此D正确.


  （3）在函数的解析表示法中也没有限定对应关系必须用y=f（x）表示，它们的依赖关系可能是某个方程F（x，y）=0，此时称y为x的隐函数.因此B正确.


  （4）在函数的对应关系中也没有限定这个依赖关系必须是x与y的直接关系，如果x，y通过第三个变量联系起来，如x=ψ（t），y=ψ（t）也完全允许，此时称之为参数方程表示的函数.因此C正确.


  答：A，B，C，D


  10.下列函数中为奇函数的有（）


  答：A，B，C，D


  11.函数f（x）=cosx 3在xOy平面上的图形（）


  A.关于x轴对称


  B.关于轴对称


  C.于坐标原点对称


  D.以上结论都不对


  分析：由于f（x）=cosx3，因此f（-x）=cos（-x）3=cos（-x3）=cosx3=f（x），即f（x）=cosx3为偶函数，可知其在x O y平面上的图形关于y轴对称.


  答：B


  例二、填空题


  分析：这是复合函数问题，只需依次复合可得


  例三、解答题


  说明已知f[g（x）]的表达式，求f（x）的表达式


  求解的一般方法是令g（x）=u，解出x=ψ（u），求出f（u）的表达式，再将u换成x即得f（x）的表达式.但由于要从g （ x ）=u反解x ，有时很繁，甚至不易解出，这时可根据所给表达式凑成g（x）的函数.


  2.设f（x）为奇函数，g（x）为偶函数，试讨论函数f[g（x）]与f[f（x）]的奇偶性.


  3.在水平路面上，用力F拉一重量为G的物体.设物体与路面间的摩擦系数为μ，试将力F的大小表示成它与路面所成角度θ的函数（图1-1）


  
    图1-1

  


  分析：这里重量G和摩擦系数μ均为常量.


  现把力F分解为平行和垂直于路面的两个分力Fcosθ和Fsinθ，那么物体对路面的压力P=G-Fsinθ.又设摩擦力为R，则由物理知识知道其大小为


  要使物体由静止开始移动，水平分力Fcosθ必须与摩擦力平衡，即R=Fcosθ由此得


  从上式解出F，便得力F与角θ之间的函数关系式


  6.设函数y=f（x）的定义域是〔0，1〕，求下列函数的定义域：


  7.求下列函数的定义域：


  分析：这是分段函数，求函数值时必须从自变量所在的区间的解析表达式中去计算.


  分析：本题是已知f[f（x）]的表达式，反求参数a.由


  说明若已知f[g（x]的表达式，反求f（x）的表达式.一般求解步聚是：令g（x）=u，解出x=ψ（x），求出f（u）的表达式，再将u换成x即得f（x）的表达式.


  10.有一容器下部为圆柱形，上部为半球形，其容积为常数.试将容器表面积S表示成圆柱底面半径的函数.


  分析：设圆柱高为h，依题意有


  11.有三个矩形，其高分别等于3米，2米，1米，而底都为1米，彼此相距一米放着（如图1 -2）.假定x（-∞<x<+∞）连续变动（即直线AB连续地平行移动）.试将阴影部分的面积S表示距离x的函数.


  分析：如图1-2图所示，


  
    图1-2

  


  当x〉5时，S =6.故面积S表为距离x的函数是分段函数，即


  12.在半径为r的球内嵌入一内接圆柱，试将圆柱的体积表为其高的函数.


  分析：如图1-3所示，0C为球半径r，r是常数.AB为内接圆柱的高，设为h，BC为内接圆柱的底面半径，设为R.


  
    图1-3

  


  设内接圆柱的体积为V，体积公式为


  能力训练


  一、选择题


  1.下列函数中不是周期函数的为（）


  2.函数：y=x+sinx是（）


  A.有界奇函数


  B.无界偶函数


  C.非奇非偶函数


  D.无界奇函数


  4.下列函数，（）为奇函数.


  二、填空题


  三、解答题


  2.求下列函数的反函数


  5.把一个圆形铁片自中心处剪去中心角为θ的一扁形后围成一无底圆锥，试将这圆锥的体积表示为θ的函数.


  参考答案


  一、选择题


  1.C


  2.B


  3.B


  4.B


  5.C


  6.C


  7.D


  8.D


  9.D


  10.B


  二、填空题


  三、解答题


  1.这是分段函数，求函数值时必须从自变量所在区间的解析表达式中去计算.


  5.设圆形铁片的半径为R，圆锥的底半径为r，高为h，体积为则由题意得


  第二节极限


  


  知识要点


  一、极限的定义与性质


  1.数列极限的定义


  无穷多个数按一定顺序排列成x1，x2…，xn，…称为数列，记为{xn}.其中xn称为数列的通项或一般项，正整数n称为数列的下标.


  设有数列{xn}和常数A，如果对任意给定的ε〉0（记为，存在正整数N=N（ε）（记为），使得当n〉N时，不等式


  恒成立，则称常数A为数列{xn}的极限，或称数列{xn}收敛于常数A，记为


  没有极限的数列称为发散数列.


  2.数列极限的性质


  （1）有极限的数列，其极限值必惟一.


  （2）收敛数列一定有界，反之不成立，即有界数列不一定收敛.


  （4）如果数列{x n}是单调有界的，则{x n}一定有极限.


  3.数列极限的四则运算法则


  数列极限的四则运算法则的作用在于把求复杂数列的极限的运算化为简单数列的极限值的代数运算，从而简化计算.


  常用的数列极限有


  二、函数的极限


  1.函数极限的定义


  （1）x→∞时函数极限的定义


  如果对于任意给定的ε〉0，存在X=X（ε）〉0，使当|x|〉x时，不等式∣f（x）-A|<ε恒成立，则称常数A为x→∞，函数f（x）的极限，记为


  2.极限的性质


  （1）（惟一性）如果当x→∞（或x→x0）时函数f（x）的极限存在，则它只有一个极限.


  3.函数极限的四则运算法则


  三、无穷小量和无穷大量


  1.无穷小量和无穷大量的定义


  一个以零为极限的函数，即在自变量的某个变化过程中绝对值无限变小的函数称为无穷小量.称一个函数是无穷小量时，必须明确指出它的自变量的变化趋向.无穷小量的定义可表述为下面的形式.


  定义设函数f（x）在点x0的某个邻域（可以不包括x0）内有定义，如果对于任给的正数ε，都存在一个正数δ，使得当0<|x-x 0|＜δ时，总有


  成立，则称函数f（x）是当x→x0时的无穷小量，记作


  设函数f（x）在区间（-∞，a）∪（b，+∞），（a≤b为常数）内有定义，如果对于任给的正数ε，都存在一个正数M，使得当|x|>M时，总有


  成立，则称函数f（x）是当x→∞时的无穷小量，记作


  说明一个无穷小量是在某个过程中趋于零的函数，而不是一个绝对值很小的常数值.


  定义设函数f（x）在点x0的某个邻域（可以不包括x0）内有定义，如果对于任给的正数M（不论M多么大），都存在正数δ，使得当0<|x-x0|＜δ时，总有


  成立，则称函数f（x）是当x→x0时的无穷大量，记作


  设函数f（x）在区间（-∞，a）∪（b，+∞）（a≤为常数）内有定义，如果对于任给的正数M（不论M多么大），都存在正数X，使得当|x|〉X时，总有


  成立，则称函数f（x）是当x→∞时的无穷大量，记作


  按通常的意义来说，极限是不存在的，但为了便于叙述函数的这一性态，我们也说“函数的极限是无穷大”，即函数是趋于无穷大的就是无穷大量.


  如果在无穷大量的定义中，对于x0邻近的或x|x|相当大的X，对应的函数值都是正的（或都是负的），就记作


  无穷大量是一种具有特殊变化趋势的函数.在自变量x的某个变化过程中，|f（x）|无限增大，它（∞）不是数，不可与很大的数（如一亿，十二亿等）混为一谈，也不能作通常的比较和运算.


  2.无穷小量和无穷大量的关系


  3.无穷小量的性质


  （1）无穷小量的和、差、乘积


  本定理是函数极限四则运算法则中前三个法则的特殊情形.本定理可推广到有限个无穷小量的情形，函数极限四则运算法则中除法没有类似本定理的结论，因为在分母上，函数极限呈不一定是无穷小量.


  根据函数极限的迫敛性，还可推出无穷小量有如下的运算性质.即


  （3）无穷小量与函数极限的关系


  本定理表明：任何一个有极限的函数与它的极限值之差都是一个无穷小量.


  4.无穷小量阶的比较


  设α（x）与β（x）是关于自变量x在同一变化过程下的两个无穷小量.


  四、常见的求极限的方法


  需要指出，极限的定义指明了概念，并指明了极限值是个确定的常数，它并没有提供求极限的方法.人们利用极限定义验证了.将此作为公式，并利用下列方法：


  （1）利用极限的四则运算法则.使用极限的四则运算法则必须注意要满足运算条件.当把一个函数分解为几个函数的“和、差、积、商”求极限时，必须使得每个“函数”都有极限，且作为分母的“函数”的极限不能为零.


  （2）对于分式的极限.若分母的极限为零，而分子的极限不为零，则需先求其倒数的极限，若其值为零，利用无穷小量与无穷大量关系可知所求分式的极限为∞.


  （3）对于分式的极限，若分子与分母极限都为零.可考虑能否消去分子与分母的公因式，将新分式化为（1）或（2）


  （5）利用两个重要极限公式.


  （6）利用“无穷小量与有界函数之积仍为无穷小量”等性质.


  在求极限的运算中使用等价无穷小量的代换常能简化计算.等价无穷小量代换能使用在乘除法中，不能在加减法中使用.


  （7）求分段函数在分段点处的极限时，如果函数在分段点两侧表达式不同，一定要用左极限与右极限来判定.


  例题精析


  例一、选择题


  例二、填空题


  分析：此极限为“无限多个无穷小的和”的形式.关于有限个和的极限法则在此不能使用.可利用夹逼准则.因


  例三、解答题


  2.当x→0时，下列各无穷小量与x相比哪个是同阶无穷小？哪个是等价无穷小？哪个是高阶无穷小？


  分析：这个极限为“无限多个无穷小的和”的形式.它的计算方法如下：可以先算出通项的和再求极限.


  方法四（利用无穷小量的等价代换法）


  分析：此数列极限是呈形式，且通项是n的有理分式，求这种形式的极限的方法是：用分子、分母中n的次数最高的项（不包括系数）同除分子、分母，然后运用极限四则运算法则及常用数列极限求极限.


  19.当x→0时，将下列函数与x进行比较，哪些是高阶无穷小量？哪些是低价无穷小量？哪些是同阶无穷小量？哪些是等价无穷小量？


  能力训练


  一、选择题


  2.下列极限（）正确.


  5.下列等式中正确的是（）


  8.下列等式中不正确的是（）


  9.下列等式中正确的是（）


  10.下列等式中不正确的是（）


  二、填空题


  三、解答题


  1.求下列极限


  在点x=0连续，问a，b应满足什么样的关系？


  3.x→0时，将下列函数与x进行比较，哪些是高阶无穷小量？哪些是低阶无穷小量？哪些是同阶无穷小量？哪些是等价无穷小量?并确定它们的阶数.


  6.求下列函数在分段点的极限


  参考答案


  一、选择题


  1.B


  2.D


  3.A


  4.A


  5.C


  6.B


  7.D


  8.B


  9.D


  10.B


  二、填空题


  三、解答题


  （3）分子、分母中的最“大”项为n，同除以n得


  4.分析：注意到左端极限为重要极限形式，


  7.原式分子、分母都是等比数列，根据等比数列求前项和的公式有


  10.用n同除分子、分母，得


  第三节连续


  


  知识要点


  一、函数的连续性概念


  1.函数在一点连续的定义


  设函数y=f（x）在点x。的某一邻域内有定义.


  （1）如果


  上面两种定义是等价的.


  它们有三个共同性，构成了连续性的三个要素.


  ①函数f（x）在x0点有定义；


  ②当x→x0时，f（x）有极限；


  ③极限值等于该点的函数值.


  如果y=f（x）在（a，b）内每点都连续，则称y=f（x）为（a，b）内的连续函数.


  若y=f（x）在（a，b）内连续，且在x=a处右连续，在x=b处左连续，则称y=f（x）在闭区间[a，b]上连续.


  定理1 函数f（x）在点x 0处连续的充分必要条件是f（x）在点x 0处左连续，且在点x 0处右连续.


  定理2 基本初等函数在其定义域内都是连续函数.


  定理3 初等函数在其定义区间内为连续函数.


  判定f（x）在点x0处连续性的方法：


  先考察f（x）是否为基本初等函数，x0点是否为f（x）的定义域内的点.如果给定函数为分段函数，且x0又是分段点，则需利用连续性定义来判定.特别是在分段点两侧函数表达式不同的时候，考察函数在该点处的连续性应该用左连续、右连续判定.


  二、函数的间断点及其分类


  如果函数f（x）在点x0处不连续，则称x0为函数的间断点.


  判定函数f（x）间断点的方法有：


  连续性的三个要素之一得不到满足的点，即为函数的间断点，因此判定函数间断点的通常步骤是：


  （1）考察f（x）在点x0处有无定义，若f（x0）无定义，则x0为f（x）的间断点；


  三、连续函数的运算与初等函数的连续性


  1.连续函数的运算


  定理1 （连续函数的四则运算法则）


  如果函数f（x），g（x）在点x0处连续，则函数也在点x0处连续.


  连续函数的四则运算法则可以推广到有限个函数的情形.


  定理3 （反函数的连续性）设函数y=f（x）在区间[a，b]上连续，并且单调增加（或单调减少），f（a）= a，f（b）=β，则反函数x=f -1（y）在区间[α，β]（或区间〔β，α〕）上也连续，并且也是单调增加（或单调减少）的.


  2.初等函数的连续性


  定理4 基本初等函数在其定义域内是连续的.


  定理5 一切初等函数在其有定义的区间内都是连续的.


  这个结论非常重要，它提供了求初等函数的极限的一个简便方法：


  （1）如果点x0是初等函数f（x）的连续点，那么，要求x→x0时f（x）的极限，只要求f（x0）即可，即


  （3）可将原式变形后再利用初等函数的连续性求函数的极限.


  四、闭区间上连续函数的性质


  1.最大值最小值定理设f（x）在[a，b]上连续，则f（x）在[a，b]上必能取得最大值与最小值.


  2.介值定理设f（x）在[a，b]上连续，f（a）≠f（b），则对于任意介于f（a）与f（b）之间的C，则在（a，b）内至少存在一点ξ，则f（ξ）=c.


  3.有界性定理如果函数f（x）在闭区间〔a，b﹞上连续，在这个区间上必有界，即存在M >0，使得对任意x∈〔a，b﹞时，有∣f（x）∣≤M.


  例题精析


  例一、选择题


  1.设f（x）=ln（9-x 2），则f（x）的连续区间是（）


  分析：初等函数在其定义区间内连续，而此函数的定义域为9-x 2＞ 0，即∣x|<3.


  答：D


  分析：当x=1时，分母为零，x=1时f（x）无定义，因此x=1是f（x）的间断点.


  可知x=1是可去间断点，故选项B.


  答：B


  5.方程x=sinx+ 2有实根的区间是（）


  例二、填空题


  答x=0为间断点，且为第一类间断点.


  例三、解答题


  处连续.


  分析：由于


  若要f（x）在x=0处连续，必有


  而f（x）在x=0处连续，因此应有a = 2.


  答：2


  答：连续


  故 x = 0是第一类间断点，且是可去间断点，若补充定义f（0）=-1，则f（x）在x=0连续.


  对于x=-1，由于


  故：x=-1是第二类间断点，且是无穷间断点.


  对于x=1，由于


  故x=1是第一类间断点，且是可去间断点.若补充定义f（1）=0，则f（x）在x=1连续.


  分析：f（x）的定义域为（-∞，+∞），这是分段函数，除了在分段点x=0、l、3外，f（x）是初等函数，都连续.


  对于x=0，由于


  故f（x）在x=0点连续.


  对于x=1，由于


  故f（x）在点连续.


  对于x=3，由于


  故f（x）在x= 3点连续.


  综上讨论知，f（x）的连续区间是（-∞，+∞）.


  分析：首先将绝对值展开，得一分段函数：


  已知f（1）=1，即函数在x=1处有定义.


  答：f（x）在x=l处不连续.


  分析：所给函数在点x=-1，2没有意义，因此x=-1，2是所给函数的间断点.


  由于在x=-1点有


  故x=-1是第一类间断点.且为可去间断点


  答x=2为第二类间断点且为无穷间断点.


  答：函数f（x）在点x=0处连续.


  11.讨论函数


  12.讨论函数f（x）= x（l+|x-1|）的连续性.


  当 x < 1或x＞1时，f（x）是初等函数，是连续的；当x=1时有


  分析：这是分段函数，分段点x=1是的间断点.


  故x=1是f（x）的第一类间断点，且是跳跃间断点.


  故x=0是f（x）的第一类间断点，且是跳跃间断点.


  分析：f（x）的定义域是（0，+∞），且在该区间内连续.现在考察f（x）在x=0点的右极限.对于x=0，由于


  即f（x）在x=0点右连续，故函数f（x）的连续区间为〔0，+∞﹞.


  16.证明方程x·2x-1=0至少有一个小于1的正根.


  19.试判定方程


  有几个实根？分别在什么范围内？


  分析：所给问题为判定方程根的存在性与范围问题.可以考虑利用闭区间上连续函数的零点定理.为此先构造连续函数f（x）


  问题中没有给出所要考察的区间，注意到函数中出现了因子（x-l），（x-2），（x-3）.可以先考察区间[a，b]=[1，2]，此时


  f（1）·f（2）<0，由零点定理可知在（1，2）内必定存在一点x 1，使f（x 1）= 0.


  同样，考察[a，b]=[2，3].f（3）=（3-1）（3-2）=2>0，f（2）=-1<0，因此，f（x3）X f（x 2）<0，由零点定理可知在（2，3）内必须存在一点x2，使f（x1）=0，且x 1<x 2.


  又由于f（x）为二次函数，而二次方程f（x）=0至多有两个实根，因此可知x1，x2即为所给方程的两个实根，且分别在（1，2）与（2，3）内.


  分析：函数在x=0，x=±1处设定义，因此x=0，±1为间断点.


  即x=1为第一类间断点，且为可去间断点.


  能力训练


  一、选择题


  二、填空题


  三、解答题


  参考答案


  一、选择题


  1.B


  2.C


  3.B


  4.C


  5.C


  6.B


  7.B


  8.B


  二、填空题


  三、解答题


  第二章一元函数微分学


  学习提示


  1.理解导数的概念及其几何意义，了解可导性与连续性的关系，会用定义求函数在一点处的导数。


  2.会求曲线上一点处的切线方程与法线方程。


  3.熟练掌握导数的基本公式、四则运算法则以及复合函数的求导方法。


  4.掌握隐函数的求导法与对数求导法。会求分段函数的导数。


  5.了解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数。


  6.理解微分的概念，掌握微分法则，了解可微与可导的关系，会求函数的一阶微分。


  第一节导数


  


  知识要点


  一、导数的概念


  1.导数的定义


  （1）设函数y=f（x）在x0的某个邻域内有定义，当自变量x在x0处取得的改变量Δx≠0（x0+Δx在该邻域内）时，相应地函数取得改变量Δy=f（x0+Δx）-f（x0），如果极限


  存在，则称函数f（x）在点x0处可导，x0为f（x）的可导点，并称此极限值为函数y=f（x）在点x0处的导数，记为


  如果极限①不存在，就说f（x）在点x0处不可导


  （2）如果函数y=f（x）在区间（a，b）内每一点都可导，则称该函数在（a，b）内可导；若y=f（x）在（a，b）内可导，且在x=a和x=b处分别具有右导数f+（a）和左导数f-（b），则称


  y=f（x）在区间[a，b]上可导.


  f（x）在区间（a，b）内的导数仍是x的函数，记为f（x）.


  （3）左、右导数的定义：函数f（x）在点x0处的左、右导数分别定义为


  显然，函数f（x）在点x0处可导的充要条件是：f（x）在点X0处的左、右导数都存在且相等，即


  2.函数的可导性与连续性的关系


  如果函数y=f（x）在点x0处可导，则f（x）在点处必连续.但反之不成立，即函数y=f（x）在点x 0处连续，它在该点不一定可导.


  3.高阶导数的定义


  一般，函数y=f（x）的导数仍是x的函数.如果f（x）的导数存在，则称f（x）的导数为函数y=f（x）的二阶导数，记作


  相应地，称f（x）为函数y=f（x）的一阶导数.


  类似地，二阶导数f（x）的导数称为函数y=f（x）的三阶导数，记作


  二阶或二阶以上的导数统称为高阶导数.


  4.导数概念的定义既指明了概念的实质，也给出了导数的计算方法.


  其定义的知识结构特点为：


  二、导数的几何意义及物理意义


  如果函数y=f（x）在点x0处的导数f（x0）存在，则在几何上，f（x0）表示曲线y=f（x）在点（x0，f（x0））处切线的斜率，此时曲线y=f（x）过点（x0，f（x0））处的切线方程为


  法线方程为


  能力训练


  一、选择题


  9.设函数f（x）在点x=1处可导，且


  二、填空题


  三、解答题


  参考答案


  一、选择题


  1.D


  2.D


  3.D


  4.A


  5.C


  6.A


  7.B


  8.D


  9.B


  10.C


  二、填空题


  2.f（x）在x=0处可导，则f（x）在x=0处连续，因而有


  第二节微分


  


  知识要点


  一、微分的定义


  如果函数y=f（x）在点X的某一邻域内有定义，且当自变量在点x处取得改变量Δx时，函数的改变量可表示为


  其中A是与Δx无关的常量，o（Δx）当Δx→x时是Δx的高阶无穷小量，则称AΔx为y=f（x）在点x处的微分，记为dy或df（x），即


  此时称函数y=f（x）在点处可微.


  由于当x为自变量时，dx=Δx，这样


  当A≠0时，函数的微分dy也称为函数改变量Δy的线性主部.


  2.函数可微的充要条件


  函数y=f（x）在x点可微的充要条件是函数f（x）在x点可导，且有


  于是，函数y=f（x）在x点的微分


  特别地，当y=x时，有


  即自变量的微分就是其改变量，故函数f（x）的微分可写成


  即函数的微分就是该函数的导数与自变量的微分之乘积，这便是我们做微分运算时所用的形式.


  从上式出发，两边除以dx，得


  这就是说，此前作为一个整体所出现的导数符号，现在可以理解为函数的微分与自变量的微分之比，所以导数又称为微商.


  二、微分的几何意义


  函数y=f（x）在点x0处的微分dy=f（x0）Δx，在几何上表示曲线y=f（x）在点[x0， f（x0）]当自变量x有增量Δx时切线的纵坐标的增量.


  三、微分的基本公式


  四、微分的四则运算


  设u=u（x），v=v（x）可微分，则


  五、一阶微分形式的不变性


  设函数y=f（u），且y=f（u）对u是可导的，则


  1.当u是自变量，此时函数的微分为


  2.当u=ψ（x），且对x可导，此时函数y为x的复合函数，由复合函数的求导公式，y对x 的导数为


  从而


  注意到ψ（x）dx就是函数u=ψ（x）的微分，即


  故


  由此可见，对函数y= f（u）而言，无论u是否为自变量，其一阶微分的形式都相同，称为一阶微分形式的不变性.


  例题精析


  例一、选择题


  2.设y=f（x）为初等函数，x 0为其定义区间任意一点，则下列命题（）正确.


  分析：由初等函数在其定义区间必定连续的性质可知C正确.由于连续函数必定有极限.可知D正确.


  答：C、D


  例二、填空题


  例三、解答题


  1.设y=f（x）是由y3-3y+2ax=0所确定的函数，求dy.


  分析：所给问题为隐函数的微分.通常可先利用隐函数求导方法求出y，再乘以dx可得dy.


  将所给方程两端关于x求导：


  4.求下列函数的微分：


  分析：方法1 利用微分定义


  方法2 利用微分的运算法则求微分


  能力训练


  一、选择题


  二、填空题


  三、解答题


  求下列函数的微分


  参考答案


  一、选择题


  1.A


  二、填空题


  三、解答题


  第三节导数的应用


  


  知识要点


  一、函数的增减性与极值


  1.函数的增减性


  若函数y=f（x）在区间（a，b）内有定义，x1，x2为（a，b）内任意两点，且当x1<x2时，恒有f（x1）<f（x2），则称y=f（x）在（～内为单调增加的.如果对上述x1<x2，恒有f（x1）〉f（x2），则称y=f（x）在（a，b）内为单调减少的.


  定理1 设y=f（x）在（a，b）内有定义，且y=f（x）可导.


  ①若对于任意的x∈（a，b），有f（x）＞0，则y=f（x）在（a，b）内为单调增加函数.


  ②若对于任意的x∈（a，b），有f（x）<0，则y=f（x）在（a，b）内为单调减少函数.


  2.函数的极值


  设y=f（x）在点x0的某邻域内有定义，


  如果对于该邻域内任何异于x0的点x，恒有f（x）＜f（x0），则称x0为f（x）的一个极大值点.称f（x0）为f（x）的极大值.


  如果对于该邻域内任何异于x0的点x，恒有f（x）〉f（x0），则称x0为f（x）的一个极小值点，称f（x0）为f（x）的一个极小值.


  定理2 （极值的必要条件）设y=f（x）在点x 0处可导，且x 0为f（x）的极值点，则f（x 0）= 0.


  通常使导数值为零的点，称为函数的驻点，即若f（x0）=0，则称x0为f（x）的驻点.


  定理3 （极值的第一充分条件）设y=f（x）在点x 0的某邻域内可导，且f（x 0）=0，


  3.极值的判定


  极值判别法Ⅰ


  设函数y=f（x）在x0的某一邻域内连续，在此邻域内（x0可除外）可导，且f（x0）=0或f（x0）不存在，如果在该邻域内


  极值判别法Ⅱ


  二、函数的最大值与最小值及其应用


  1.函数最大值与最小值及其应用


  最大值与最小值是函数f（x）在区间[a，b]上的整体性质.而极大值与极小值是函数在某点邻域内的局部性质.


  2.最大值与最小值的求法


  闭区间[a，b]上的连续函数y=f（x）必定存在最大值与最小值.


  求最大值与最小值的一般方法是：


  （1）求出f（x）在（a，b）内的所有可能的极值点：驻点、导数不存在的点x1…，xk.


  （2）求出上述各点及区间两个端点x=a，x=b处的函数值：f（x1），…，f（xk），f（a），&nbsp;f（b），进行比较.其中最大的数即为y=f（x）在[a，b]上的最大值，相应的即为f（x）在[a，&nbsp;b]上的最大值点.而其中最小的数即为f（x）在[a，b]上的最小值，相应的即为f（x）在[a，b]上的最小值点.


  三、曲线的凹性与作图


  1.曲线的凹性


  设函数y=f（x）在（a，b）内可导，x0为（a，b）内任意一点.若曲线弧上点（x0，f（x0））处的切线总位于曲线弧的下方，则称此曲线弧在（a，b）内为上凹的（或称下凸）.若曲线弧上点（X0， f（x0））处的切线总位于曲线孤的上方，则称此曲线弧在（a，b）内为下凹（或称上凸）的.


  性质1 设函数y=f（x）在（a，b）内二阶可导，


  ①若在（a，b）内有f（x）＞0，则曲线弧y=f（x）在（a，b）内为上凹的.


  ②若在（a，b）内有f（x）<0，则曲线弧y=f（x）在（a，b）内为下凹的.


  2.曲线的拐点


  连续曲线弧y=f（x）上的上凹与下凹的分界点称为曲线弧的拐点.


  3.利用导数判定曲线y=f（x）的拐点、凹向的一般方法


  对于在（a，b）内的连续曲线弧f（x），判定拐点的一般方法是：


  （1）求出该函数的二阶导数.如果二阶导数连续，则求出其二阶导数等于零的点；


  （2）求出该函数的二阶导数不存在的点；


  （3）判定上述各点两侧，该函数的二阶导数是否异号，如果f（x）在x0的两侧异号，则（x0，f（x0））为曲线弧y=f（x）的拐点.


  （4）在f（x）〉0的x的取值范围内，曲线弧y=f（x）为上凹的，在f（x）<0的x的取值范围内，曲线弧为下凹的.


  四、曲线的渐近线


  如果曲线上的一点沿着曲线趋于无穷远时，该点与某条直线的距离趋于零，则称此直线为曲线的渐近线.


  要求掌握水平渐近线和垂直渐近线的求法（斜渐近线不作要求）.


  曲线f（x）的渐近线的求法


  此时不论x→+∞还是x→-∞，曲线y=f（x）上的点将从两个方向与直线无限地接近.


  例题精析


  例一若x 0为函数y=f（x）的极值点，则下列命题（）正确.


  分析：若f（x）在点x0处取得极值，可分为两种情形：


  （1）若f（x）在x0处可导，则由极值的必要条件可知必有f（x0）=0；


  （2）若f（x）在x0处不可导，则f（x0）不存在.


  答：C


  例三、解答题


  1.设f（x）=1-（x-2）+，求f（x）在[0，3]上的最大值与最小值.


  分析：所给函数在[0，3]上有定义.


  2.求曲线y=x3+3x2的凹凸区间与拐点.


  由表2-1可见，在区间（-∞，-1）内，曲线下凹，在区间（-l，+∞）内，曲线上凹，点（-1，2）为拐点.


  
    表2-1

  


  3.已知曲线y=x3+bx2+cx+d上有一拐点（l，-l），且x=0时曲线上点的切线平行于x轴，试确定常数b，c，d的值，并写出曲线的方程.


  分析：函数y=x3+6x2+cx+d的定义域（-∞，+∞）内处处二阶可导.由拐点的必要条件有


  由此得b =-3，又由题设，曲线上对应于x=0的点的切线平行于x轴，于是有


  再将拐点（1，-1）坐标代入曲线方程，有


  4.判定曲线y=xarctanx的凹凸性.


  分析：此函数的定义域为（-∞，+∞）.


  5.用面积为A的一块铁皮做一个有盖圆柱形油桶.问油桶的直径为多长时，油桶的容积最大？又这时油桶的高是多少？


  
    表2-2

  


  由表2-2可见，在区间（-∞，-l）和（0，1）内，曲线上凹，在区间（-1，0）和（l，+∞）内，曲线下凹，点（0，0）为拐点.


  注意到题目中求在[-1，2]上的最大值与最小值，因此应舍掉= 4.


  由于a〉0，可知f（x）在[―1，2]上的最大值为f（0）=b=3.最小值为f（2）=b-16a =-29，解之可得a=2.


  即 a=2，b=3.


  所以此曲线也无垂直渐近线.


  所以，1为曲线的垂直渐近线.


  10.求函数y=x5-5x+1的极值点和极值.


  函数的可能极值点为x=±l，它们将函数的定义域（-∞，+∞）分成三个区间（-∞，-1），（-1，1）及（l，-∞）


  列表如下：


  
    表2-3

  


  12.设有一边长为a的正方形铁皮，在其四个角上各切掉一个大小相同的小正方形，然后将四边折起做成一个无盖的铁盒，问四角上应切掉多大的小正方形，使得做成的铁盒的容积最大？


  分析：设截掉的小正方形的边长为x，则正方形铁盒底之边长为a -2x（图2 -1），其容积v为


  
    图1-1

  


  
    图2-2

  


  因此函数在点处取得极大值，这个极大值就是函数v的最大值.


  故当切掉的小正方形的边长等于所给正方形铁皮长的时，所做成的铁盒容积最大.


  说明如果连续函数在区间（a，b）内只有一个极大值，而没有极小值，则此极大值就


  
    图2-3

  


  
    图2-4

  


  是函数在区间[a，b]上的最大值（见图2-2）同样，如果连续函数在区间（a，b）内只有一个极小值，而没有极大值，则此极小值就是函数在区间[a，b]上的最小值（见图2-3）.


  上述结果对于开区间及无穷区间也适用，特别地，在实际问题中，往往根据问题的性质就可以断定其函数应该有最大值（最小值），而该函数在其定义区间内只有一个可能的极值点x0，则不必判定x0是不是极大值点（极小值点）.也不必与区间端点的函数值比较，就能判定x0点处的函数值就是该函数的最大值（最小值）.


  13.某厂要生产容积为V0的圆柱形罐头盒，问怎样设计，才能使所用材料最省？


  分析：在这里所用材料最省就是要求圆柱形罐头盒的表面积最小.


  设圆柱形罐头盒的底圆半径为r，高为h，表面积为s见图2-4），则


  现在的问题归结为求r在（0，+∞）上取何值时，函数S在其上的值最小.


  因为函数S在（0，+∞）内只有唯一可能的极值点，又由实际意义知函数S在（0，+∞）内


  这个结果，其几何意义不明显，现我们讨论底圆半径r与圆柱高h的关系.


  可见当所做罐头盒的高与底圆直径相等时，所用材料最省.


  能力训练


  一、选择题


  1.在区间（3，+∞）内，曲线y=x 4-4x 3是（）


  A.下降的且下凹的


  B.下降的且上凹的


  C.上升的且下凹的


  D.上升的且上凹的


  7.以下结论正确的是（）


  A.函数f（x）的导数不存在的点，一定不是f（x）的极值点


  B.若x0为函数f（x）的驻点，则x0必为f（x）的极值点


  C.若函数f（x）在点x0处有极值，且f（x0）存在，则必有f（x0）=0


  D.若函数f （ x ）在点x 0处连续，则f（x0）一定存在


  二、填空题


  三、解答题


  3.求下列曲线的水平渐近线和垂直渐近线：


  参考答案


  一、选择题


  1.D


  2.A


  3.B


  4.A


  5.B


  6.C


  7.C


  8.B


  9.A


  10.C


  二、填空题


  三、解答题


  3.（1）水平渐近线y=0，垂直渐近线x=0；


  （2）水平渐近线y=0，垂直渐近线x=1.


  第三章一元函数积分学


  学习提示


  1.理解原函数与不定积分的概念及其关系，掌握不定积分的性质。2.熟练掌握不定积分的基本公式。


  3.熟练掌握不定积分第一换元法，掌握第二换元法（仅限形如的三角代换与简单的根式代换）。


  4.熟练掌握不定积分的分部积分法。


  5.掌握简单有理函数不定积分的计算。


  第一节不定积分


  


  知识要点


  一、不定积分的概念与性质


  1.原函数的定义


  设f（x）是定义在某个区间I上的已知函数，如果存在一个函数F（x），对于该区间I上的每一点都满足


  则称函数F（x）是已知函数f（x）在该区间上的一个原函数.


  说明


  （1）当说一个函数是某个函数的原函数时，应与某个区间相联系.例如lnx是函数在区间（0，+∞）上的原函数，而ln∣x∣是函数


  （2）若函数f（x）在某区间I上连续，则在该区间上的原函数一定存在.


  （3）若f（x）存在一个原函数，则一定存在无穷多个原函数.


  （4）设和F（x）为同一函数f（x）的两个原函数，则F（x）与G（x）相差一个常数.


  2.不定积分的定义


  函数f（x）的所有原函数称为f（x）不定积分，记作如果是f（x）的一个原函数，则


  其中C为任意常数


  3.不定积分的几何意义设F（x）为f（x）的一个原函数，则从几何上看，F（x）表示平面上的一条曲线，称之为f（x）的积分曲线.因此不定积分在几何上表示一族积分曲线.这族积分曲线中的任何一条曲线对应于横坐标x处的点的切线都相互平行，且切线的斜率等于f（x.）


  4.原函数存在定理若f（x）在某区间上连续，则函数f（x）在该区间上的原函数一定存在.由于初等函数在其定义区间上为连续函数，因此初等函数在其定义区间上的原函数必定存在.


  5.不定积分的性质


  设f（x），g（x）都存在不定积分，则有


  二、不定积分法


  我们知道f（x）的原函数是一个其导数恰好等于f（x）的函数，因此，将基本初等函数的导数公式反过来，就可以相应地得到下面的基本积分公式表.


  不定积分运算是求导数运算的逆运算


  基本积分公式是由基本求导公式推演而得出的.基本积分公式是求不定积分的基本工具.各种不定积分法有个共同思想，就是把被积表达式转化为基本积分式中的被积表达式形式.常见的转换方法可化为三种类型：


  1.利用代数或三角恒等变形，将被积函数变为几个标准形式之和.


  2.将被积表达式变为标准形式，如积分第一换元法与积分第二换元法.


  3.将被积函数进行转换，如分部积分.


  三、换元积分法


  1.积分第一换元法


  设f（u）具有原函数，F（u），u=ψ（x）存在连续导函数，则有换元公式


  对于积分第一换元法，关键是引入变换u=ψ（x），如果在运算中不写出u=ψ（x），而是把ψ（x）看作是一个整体，将被积表达式变为标准形式，常称之为凑微分法.常见的凑微分形式有


  2.积分第二换元法


  设x=ψ（t）是单调的、可导的函数，并且ψ（t）≠0，又设f[ψ（t）]·ψ（t）具有原函数Φ（t），则Φ是f（x）的原函数，即有换元公式


  积分第二换元法常用来解决形式如的积分.只需分别引入变量替换其中t为锐角，以消除被积表达式中的根号.由于变换都是三角形式，因此常称之为三角置换.在变换后的积分运算中，往往会出现三角函数表达式，由于t为新变量，因此计算结果必须再换回原变量.为了计算方便，往往引人直角三角形，利用锐角三角函数定义来确定所需的三角函数值.


  积分第二换元法还可以用来解决形如则可将根号去掉，这种代换常称之为根式置换.


  四、分部积分法


  1.分部积分公式


  设函数u=u（x）与v=（x）具有连续导函数，则有


  分部积分法主要用于解决被积函数中含有乘积或含有对数或含有反三角函数的积分


  分部积分法主要作用是把比较复杂的积分转化为较容易计算的积分，起到化难为易的作用.或者是对某些类型的积分，如等，虽然经过一次分部积分之后，并没有把积分难易程度转化，但是如果再施以第二次分部积分之后，能将问题转化为原问题的形式，然而左右二者系数不同，这样可以“间接”地将问题解出.


  2.应用分部积分公式时，关键的问题是选取u和v，一般可采取下列原则：


  （3）对于形式的积分，可以选取u=e x，也可以选取v =e x.但是，经过一次分部积分之后，并没有把积分难易程度转化，这时需再次施以分部积分，将问题化为原问题的形式，而左右二者系数不同，以便将问题解出.但是必须注意，前后两次施以分部积分时，必须使选取的u为同一函数类型.


  例题精析


  1.下列等式计算正确的是（）


  分析：验证等式右方的函数的导数是否等于被积函数，即可得到正确答案.


  答：A


  2.初等函数f（x）在其定义区间（a，b）内必定（）


  A.连续


  B.可导


  C.可微分


  D.存在原函数


  分析：由初等函数在其定义区间必定连续的性质可知A正确.


  考察.内有定义，且为初等函数，但是在x=0处不可导，可知B不正确.由可导与可微的关系：“可导必可微，可微必可导”.可知C不正确.由于连续函数必定存在的原函数，可知D正确.


  答：A、D


  例二、填空题


  分析：由原函数的概念可知，若ex+sinx为f（x）的原函数，则有


  例二、解答题


  由不定积分的性质“先求导后积分相差一个常数”可知


  分析：由不定积分的性质和


  注意，此题的被积函数可变形为


  再一项一项地分别用分部积分法求不定积分.


  作辅助三角形如右图，得


  因而积分


  所以原积分


  18.用第一换元法计算下列不定积分


  19.用第二换元法求下列不定积分


  作辅助三角形如右图，有


  能力训练


  一、选择题


  1.下列函数对中是同一函数的原函数的是（）


  二、填空题


  三、解答题


  求下列不定积分


  例题精析


  例一、选择题


  分析：所给定积分的积分区间为对称区间，应考虑被积函数的奇偶性.由于为奇函


  数，由定积分在对称区间上的性质可知


  10.计算定积分


  •分析：被积函数中含有抽象函数时，一般可考虑采用分部积分法.


  因为


  例二、填空题


  例二、解答题


  2.计算定积分


  能力训练


  一、选择题


  1.下列式子正确的是（）


  二、填空题


  三、求证


  参考答案


  一、选择题


  1.B


  2.C


  3.A


  4.D


  5.D


  6.B


  7.C


  二、填空题


  第四章多元函数微积分学


  学习提示


  1.了解多元函数的概念，会求二元函数的定义域。了解二元函数的几何意义。


  2.了解二元函数的极限与连续的概念。


  3.理解二元函数一阶偏导数和全微分的概念，掌握二元函数的一阶偏导数的求法。掌握二元函数的二阶偏导数的求法，掌握二元函数全微分的求法。


  4.掌握复合函数与隐函数的一阶偏导数的求法。


  5.会求二元函数的无条件极值和条件极值。


  6.会用二元函数的无条件极值及条件极值解简单的实际问题。


  第一节多元函数


  


  知识要点


  一、多元函数


  1.二元函数若对于变量x，y在其可能取值的某一范围内的每一组值，变量z依照某一法则有确定值与之对应，则称z为x，y的二元函数，常记为z=f（x，y）


  f（x，y）有定义的点的全体，称为f（x，y）的定义域.


  2.二元函数的几何意义设z=f（x，y）的定义域为D，则在空间直角坐标系中z=f（x.y）表示一个空间曲面，且这个曲面在Oxy坐标平面上的投影即为函数的定义域D.


  3.多元函数若对于变量x1，x2，…，xn在可能取值的某一范围内的每一组值，变量Z依照某一规则有确定值与之对应，则称z为x1，x2，…，xn的n元函数，常记为z=f（x1，x2，）…，xn）.


  二元及多于二元的函数统称为多元函数.


  求二元函数定义域与一元函数相仿，需遵循以下几个原则：


  （1）分式的分母不能为零；


  （2）开偶次方根号下的表达式必须大于或等于零；


  （3）对数的真数必须大于零：


  （4）求复合函数定义域时，宜于由外层到里层进行.


  二、二元函数的极限


  设函数z=f（x，y）在点P0（x0，y0）的某一去心邻域内有定义，P（x，y）为该邻域内任意一点，当P（x，y）以任意方式趋近于P0（x0，y0）时，函数f（x，y）的值都趋近于一个确定的常数A，则称A是函数z=f（x，y）当点P（x，y）趋近于点P0（x0，y0）时的极限，记作


  三、二元函数的连续性


  如果z=f（x，y）在区域D内的每个点（x，y）处都连续，则称函数z=f（x，y）在区域D 内连续.


  四、多元函数具有的性质


  1.多元连续函数的和、差、积仍为连续函数，在分母不为零的点处，连续函数之商仍为连续函数.


  2.多元连续函数的复合函数也是连续函数.


  3.多元初等函数在其定义区域上都是连续函数.


  4.最大（小）值定理有界闭区域D上的连续函数，在区域D上必能取得最大值与最小值.


  5.介值定理有界闭区域D上的连续函数，在区域D上必能取得介于最大值与最小值之间的任何值.


  例题精析


  分析：所给函数是偶次根式，要使该二次算术根有意义，应满足6-x-y≥0，即x+y≤6.在平面上作直线x+y=6，满足x+y≤6的点（x，y）必定在直线x+y=6的下方或在该直线上，即图（4-1）的阴影部分.


  
    图4一1

  


  因此，所求函数的定义域为


  D为无界闭区域，即图（5-1）的阴影部分.


  分析：依前述求定义域的原则，须有


  
    图4-2

  


  能力训练


  一、选择题


  二、填空题


  三、解答题


  参考答案


  一、选择题


  1.C


  2.B


  二、填空题


  三、解答题


  
    图4-3

  


  第二节偏导数与全微分


  


  知识要点


  一、偏导数


  2.二元函数偏导数的几何意义设M（x0，y0，f（x0，y0）为曲面z=f（x，y）上的一点，过M作平面y=y0与曲面z=f（x，y）相交，其交线为平面y=y0上的曲线z=f（x，y0），则f（x0，y0）表示上述交线在点M处的切线对x轴的斜率.同样，过M作平面x=x0与曲面Z =f（x，y）相交，其交线为平面x=x0上的曲线z=f（x0，y），则fy（x0，y0）表示上述交线在点M处切线对y轴的斜率.


  由偏导数的定义可以看出，若只需将y认作是确定值，只是在变化.因此求时可以认作z=f（x，y）为x的函数，利用一元函数求导数的公式求出


  3.二阶偏导数


  函数z=f（x，y）在区域D内偏导数一般仍为x，y的二元函数，可以对它们再次求偏导数（若存在），这就是二阶偏导数，共有四种情形：


  说明


  （2）偏导数与一元函数导数具有类似的运算性质.


  二、全微分


  1.定义


  如果z=f（x，y）在区域D内的每一点（x，y）都可微分，则称f（x，y）在D内可微分，由此可以看出，如果z=f（x，y）在D内可微分，则该微分必定为（x，y）的函数，常记为dz.相应地，函数Z=f（x，y）在点（X0，y0）处的微分可以理解为微分函数dz在点（x0，y0）处的值，常记为


  2.性质


  或记为


  同样，如果z=f（x，y）在区域D内可微分，则


  性质2（全微分存在的充分条件）如果z=f（x，y）在点P（x，y）处的偏导数为连续函数，则z=f（x，y）在点P（x，y）处可微分，且


  三、复合函数微分法


  1.复合函数的链式法则


  设函数u=u（x，y），v=v（x，，y）在点（x，y）处有连续偏导数.函数z=f（u，v）在对应点（u，v）处有连续偏导数.则复合函数z=f（u（x，y），v（x，y））在点（x，y）处对x，y有连续偏导数，且它们遵循链式法则：


  2.几种特殊情形下的链式法则


  设下面几种特殊情形都符合1中的条件：


  （1）如果 Z=f（u，v），u=u（x），v=v（x，y），则z=f（u（x），v（x，y）），则


  （2）如果z=f（u，u），u=x，v=v（x，y），即z=f（x.v（x，y）），则


  （3）如果z=f（u，v），u=v（x），v=（x），则z为x的一元函数z=f（u（ Z对x的导数称为全导数，且


  （4）如果z=f（u，v），u=x，v=v（x），则z也是x的一元函数z=f（x，v（ x的全导数为


  3.一阶微分不变性


  设 z=f（u，v），u=u（x，y），v=v（x，y），且u=u（x，y）与v=v（x，y）在点（x，y）处有连续偏导数，z =f（u.v）在对应点（u，v）处有连续偏导数，则有


  即不论是将Z看作自变量是x，y的函数，还是将z看作中间变量u，v的函数，其微分的形式是一样的，常称此性质为多元函数的一阶微分形式不变性.


  四、隐函数微分法


  1.一元隐函数


  设F（x，y）=0对x，y存在连续偏导数，且，则由F（x，y）=0确定的函数y=y（x）对x的导数


  2.二元隐函数


  例题精析


  例一、选择题


  二、填空题


  三、解答题


  分析：这里z=z（x，y）是由方程F（x+mz，y+nz）=0确定的隐函数，而方程左边的函数又是抽象函数与具体函数的复合函数.因此，求既是隐函数的求导问题，同时又涉及抽象复合函数的求导，要把这两种求导方法综合运用.


  令u=x+mz，v=y+nz，则由复合函数求导的链式法则，得


  再由隐函数求导公式，得


  分析：方法一代入法


  方法二公式法


  分析：方法一因为


  分析：本题若把u，v代入再对x或y求偏导时，将涉及到幂指函数求导问题，不如直接利用公式简便.


  由复合函数求偏导公式，得


  能力训练


  一、选择题


  二、填空题


  三、解答题


  1.求下列函数的一阶偏导数：


  参考答案


  一、选择题


  1. A


  2. B


  3. A


  4. D


  二、填空题


  三、解答题


  5.所给函数z=z（x，y）为隐函数，由于所给函数由抽象函数表示，且为复合函数，设u=x+ mz，v=y+nz，则


  6.注意到z为x，y的二元函数，x，y皆为t的一元函数，因此z为t的一元函数，故本例求导为全导数问题.由于


  7.设u=x+2y注意：如果将所给函数化为z=uu，则为幂指函数，此时运算将变得复杂.），设v=x+2y；则z=uv（注意：虽然u=v，但这里作为两个变量出现，uv要比幂指函数uu简单得多！）


  第三节二元函数的极值


  


  知识要点


  一、二元函数的极值


  定义设函数z=f（x，y）在点P0（x0，y0）的某一邻域内有定义，如果在该邻域内任何异于P0（x0，y0）的点P（x，y），总有


  则称点P0（x0，y0）为f（x，y）的极大值点（或极小值点）.称f（x0，y0）为f（x，y）的极大值（或极小值）.


  二、极值存在的必要条件


  设z=f（x，y）在点P0（x0，y0）取得极值，且在该点的偏导数存在，则必有


  三、极值的充分条件


  设函数z=f（x，y）在点P0（x0，y0）的某一邻域内有连续的一阶与二阶偏导数，且点P0（x0，y0）为函数的驻点，即


  四、对于具有二阶连续偏导数的函数z=f（x，y）的求极值的步骤


  例题精析


  分析：求方程组


  由极值的充分条件可知点P1（0，0）不为函数的极值点，f（0，0）不为函数的极值.


  由极值的充分条件可知点P 2（-4，-2）为函数的极大值点，f（-4，-2）=8e -2+3为函数的极大值.


  由极值的充分条件可知点（0，0）不是f（x，y）的极值点.


  能力训练


  求下列函数的极值与极值点.


  参考答案


  第四节二重积分的概念


  


  知识要点


  一、二重积分的概念


  设z=f（x，y）是定义在有界闭区域D上的二元函数.将D任意分成n个小区域Δσ1，Δσ2，


  存在，则称该极限值为函数f（x，y）在区域D上的二重积分，记为


  记号dσ称为面积元素，在直角坐标系中也记为


  说明


  1.如果函数f（x，y）在有界闭区域D上连续，则f（x，y）在D上一定可积.


  二、二重积分的性质


  设函数f（x，y），g（x，y）在区域D上的二重积分存在.


  3.设有界闭区域D由有限条曲线分为两部分D1与D2，则


  5.若在D上有f（x，y）≤g（x，y），则有


  6.若m，M分别表示f（x，y）在区域D上的最小值和最大值，σ是区域D的面积，则


  7.设f（x，y）在闭区域D上连续，σ是D的面积，则在D上至少存在一点（ξ，η），使得


  能力训练


  参考答案


  第五节二重积分的计算（1）


  


  知识要点


  一、在直角坐标系下面积元dσ=dxdy，因而


  二、计算的基本思想是转化为二次积分计算


  三、二重积分计算中的基本问题


  1.选择积分次序选择积分次序要考虑两个因素：被积函数与积分区域.原则是要使两个单积分都能积分出来，且计算要较另一种积分次序简便.


  选定积分次序之后的关键问题是确定两个单积分的积分限.为了确定积分限，常常需要借助区域D的图形.


  设积分区域D的边界曲线与平行于坐标轴的直线至多有两个交点.


  如果选定先对积分，可以作平行于轴的直线与区域D相交，再沿轴的正方向看，所作出的直线与区域D先相交的边界曲线（我们称之为入口线），作为积分下限.离开区域D的边界曲线y2（x）我们称之为出口曲线），作为积分上限.而后对x积分时，取区域D中x的最小值，即D在x轴上投影的最小值作为积分下限，取区域D中x的最大值，即D在x轴上投影的最大值为积分上限.即


  先对积分，入口线y1（x），出口线y2（x），


  再对x积分，最小值a，最大值b


  （4）若区域D由曲线y=ψ1（x）与y=ψ2（x）所围成的封闭区域，且皆为单值函数，应先求解方程组


  （5）如果区域D是由曲线x=ψ1（y）与x=ψ2（y）所围成的封闭区域，且ψ（y）≤ψ2（y）皆为单值函数.应先求解方程组


  2.交换积分次序对于给定的积分次序，如果不能积分，或计算较复杂，则应该考虑交换积分次序，交换积分次序的一般步骤是：


  （1）先依给定积分次序确定积分区域D的不等式表达式，并画出D的草图.


  （2）依D的图形确定交换次序以后的积分限.


  3.二重积分的对称性


  设f（x，y）在有界闭区域D上为连续函数，D可以分为D1与D2两个子域，且D1与D2是关于轴对称的区域，则


  如果与是关于轴对称的区域，则有


  例题精析


  例一、填空题


  例二、解答题


  1.计算二重积分


  其中D为曲线y=x2与x=y所围成的区域.


  分析：积分区域D如图4-4所示.


  考察被积函数与积分区域D的图形可以得知，本题可以任意选定积分次序.


  解得两组解，对应着两个交点（0，0），（1，1）.


  
    图4-4

  


  如果先对积分，后对工积分.


  作平行于轴的直线与区域D相交，沿轴的正方向看，入口


  2.计算二重积分


  其中区域D为y=0，y=x，x=1所围成的区域.


  
    图4-5

  


  分析：积分区域D的图形如图4-5所示.


  积分区域D较简单，但是如果先对x积分，则遇到不能用初等函数表示出来，即不可积分.因此应该考虑先对y积分，后对x积分的次序.由于


  有唯一解x=1，y= 1，对应点（1，1）


  作直线平行于轴与区域D相交，沿y轴正方向看，入口曲线为y=0，出口曲线为y=X，因而0≤y≤x.又由于在D中0≤x≤1，于是


  分析：画出积分域图（如图4-b）所示，根据被积函数及积分区域的对称性，只计算第一象限部分然后乘以2，即


  
    图4-6

  


  此积分计算时比较麻烦，先对后对积分好，于是


  4.交换二重积分


  分析：所给积分由两部分组成，设它们的积分区域分别为D1与D2.


  先依给定的积分限将积分区域Di用不等式表示：


  如果换为先对x积分，后对y积分，作平行于x轴的直线与D相交，沿x轴正方向看，入口曲线为出口曲线为x=2-y，因此在区域D中D≤y≤1，于是


  
    图4-7

  


  5.改变积分


  的积分次序.


  分析：设所给积分的第一个积分的积分区域为，第二个积分的积分区域为D2，则


  注意与D2可以表示为：


  因此


  能力训练


  1.交换下列积分次序


  3.计算下列二重积分


  参考答案


  （2）由原积分的上、下限知积分区域D为


  
    图4-8

  


  积分区域如图4-8所示.


  交换积分次序得


  于是


  2.解：作出积分区域D的图形，如图4-9.先定x的范围，后定的变化范围，则


  
    图4-9

  


  第六节二重积分的计算（2）


  


  知识要点


  一、在极坐标系下面积元素dxdy=rdrdθ，因而


  其中是将区域D的边界曲线换为极坐标表示下区域.


  二、计算的基本思想


  转换为二次单积分计算.


  设积分区域D的边界曲线与过极点的射线至多有两个交点.


  1.若区域如图4-10所示（极点在D外）


  
    图 4 - 1 0

  


  2.若区域D如图4-11所示（极点在D的边界上）则D可以表记为


  3.若区域D如图4-12所（极点在D内）D可以表记为’则


  
    图 4 - 1 1

  


  
    图 4 - 1 2

  


  三、基本问题


  1.将直角坐标系下的二重积分转化为极坐标系下的二重积分.


  （1）将x=rcosθ，y=rsinθ代入被积函数.


  （2）将区域D的边界曲线换为极坐标系下的表达式，确定相应的积分限.


  （3）将面积元dxdy换成rdrdθ.


  2.将极坐标系下的二重积分转化为直角坐标系下的二重积分步骤与1相似，只需依反方向进行.


  例题精析


  1.计算二重积分


  其中区域D为由x2+y2=2y及x=0围成的第一象限内的区域.


  分析：积分区域如图4-13所示.


  区域D为第一象限内的圆心为（0，1），半径为1的右半圆.极点在D的边界线上.


  D的边界曲线为x2+y2=2y，将x=rcosθ，y=rsinθ代换，可得极坐标表达式r=2sinθ.此时D可以表示为


  
    图 4 - 1 3

  


  2.计算二重积分


  其中区域D为圆域


  分析：积分区域D为圆域.首先注意由于不能用初等函数表示.因此此题在直角坐标系的两种积分次序都不可能计算出来.如果利用极坐标计算，注意圆心在极点，因而极点在D内，区域D用极坐标表示为


  于是


  分析：所给二重积分的被积函数无论对x或y都积不出来，因此在直角坐标系中无论采用哪种积分次序都无法进行计算.在极坐标系中可积，而面积微元中恰好提供了所需条件：.故此二重积分可用极坐标变换法计算.


  分析：圆周x2+y2=2ax，在极坐标系下的方程为


  
    图4-14

  


  
    图 4 - 1 5

  


  6.改变积分


  的积分次序.


  分析：设所给累次积分的两部分的积分区域分别是D1和D2，则


  由此画出D1和D2的示意图，如图4-16.


  设所给累次积分的原二重积分的积分区域为D，


  
    图 4 - 1 6

  


  据此便可改变原累次积分的次序.


  解由所给累次积分画出原二重积分的积分区域D的示意


  图，如图5-16所学，据此将D视作y-型区域，即


  因此


  分析：画出区域D如图5-17所示，由积分区域的对称性及被积函数关于x，关于y都是偶函数，故有


  
    图 4 - 1 7

  


  能力训练


  参考答案


  
    图 4 - 1 8

  


  第七节二重积分的应用


  


  知识要点


  一、几何应用


  利用二重积分求空间封闭曲面所围成的有界区域的体积.


  若空间形体是以z=f（x，y）为曲顶，以区域D为底的直柱体，则其体积


  特别当f（x，y）=1时，若记区域D的面积为σ，则


  上式可以作为利用二重积分求平面图形D的面积的公式.


  二、物理应用


  设有平面薄片D，其上点（x，y）处的密度为f（x，y），则由二重积分的物理意义可知，薄片D的量M


  例题精析


  1.设平面x=l，x=-l，y=1和y=-1围成的柱体被坐标面z=0和平面x+y+x =3所截，求截下部分立体的体积.


  分析：由于所截得的形体是一个曲顶直柱体，其曲顶为z=3-x-y，而其


  因此，由二重积分的几何应用可得知


  2.半径为的圆形薄板如果它的点密度与点到薄板中心距离成正比，且薄板边缘处的密度为σ，求薄板质量.


  分析：将圆形薄板的中心取为坐标原点.如图4-19取极坐标系，圆形薄板边界线方程为p=R，0<p<2已知点密度μ=kp，&nbsp;p为点到中心的距离，为比例常数，则面积元素.


  
    图 4 - 1 9

  


  能力训练


  1.求曲面x=0，y=0，z=0，平面x+y+z=1所围立体的体积.


  参考答案


  1.画图如4-21所示.所求立体可以看成是一个曲顶柱体的体积，它的底为


  
    图 4—20

  


  2.所求薄板的质量可用二重积分表示：


  根据被积函数和积分区域的特征，令


  
    图 4 - 2 1

  


  第五章排列与组合


  排列与组合这一章内容虽然在新大纲中没有作要求，但对学习概率来说这一章内容是它的基础，而且在平时生活和工作中也经常碰到，考生如果掌握了排列与组合的知识，那么学习概率就会事半功倍。所以我们特将排列与组合的内容安排在了概率论的前面.


  知识要点


  一、排列


  1.定义


  从n个不同元素中，任取m（m<n）个元素，按照一定的顺序排成一列，叫做从n个不同元素中取出m个元素的一个排列，当m = n时，称为全排列.从n个不同元素中取出m（m＜n）个元素的所有排列的个数，叫做从n个不同元素中取出个元素的排列数，用符号表示.


  2.排列数公式


  其中n!表示自然数1到n的连乘积，叫做n的阶乘，规定0!= 1


  二、分类计数原理与分步计数原理


  1.分类计数原理（加法原理）


  做一件事，完成它可以有n类办法，在第一类办法中有m1种不同的方法，在第二类办法中有mi种不同的方法，…，在第n类办法中有种不同的方法，那么完成这件事共有N=m1+m2+…+mn种不同的方法.


  2.分步计数原理（乘法原理）


  做一件事，完成它需要分成n个步骤，做第一步有种不同的方法，做第二步有m2种不同的方法，…，做第n步有m n种不同的方法，那么完成这件事共有N = m 1•m2·…mn种不同的方法.


  分类计数原理与分步计数原理是排列、组合的理论依据.这两个原理的区别在于一个与分类有关，一个与分步有关.如果完成一件事有n类方法，这n方法彼此之间是相互独立的，用任何一类中的任何一种方法都能单独完成这件事，求完成这件事的方法的种数，就用分类计数原理；如果完成一件事需要分成n个步骤，各步骤都不可缺少，只有依次完成所有步骤，才能完成这件事，而完成每一个步骤又各有若干种方法，求完成这件事的方法的种数，就用分步计数原理.


  三、組合


  1.定义


  从n个不同元素中，任取m（m<n）个元素不管顺序并成一组叫做从n个不同元素中取出m个元素的一个组合.从n个不同元素中取出m（m<n）个元素的所有组合的个数，叫做从n 个不同元素中取出m个元素的组合数，记作


  2.组合数公式


  3.组合数性质


  四、排列、组合的简单应用题


  排列、组合的应用题大致可以分为三类：


  1.不带限制条件的排列或组合题；


  2.带限制条件的排列或组合题；


  3.排列、组合综合题.


  对于第1类题，可直接根据有关公式求得结果.


  对于第2类题，通常有两种计算方法：


  （1）直接计算法，把符合限制条件的排列（或组合）种类直接计算出来.


  （2）间接计算法，先算出无限制条件的所有排列（或组合）种数，再从中减去全部不符合条件的排列（或组合）种数.


  对于第3类题，通常先考虑组合，后考虑排列.


  解排列、组合的简单应用题时，要注意以下几点：


  （1）明确问题是排列问题还是组合问题（排列与元素排列顺序有关，组合与元素排列顺序无关）；


  （2）正确使用分类计数原理与分步计数原理（分类计数原理与分类有关，分步计算原理与分步有关）；


  （3）考察被考虑的排列、组合是否恰是符合要求的所有不同答案（既不要重复也不要遗漏）.


  五、二项式定理


  1.二项式定理


  这个公式所表示的定理，叫二项式定理.


  等号右边的展开式叫做（a+b）n的二项展开式.


  展开式共有n+l项，其中


  2.展开式的通项公式


  展开式的第r+1项，叫做二项展开式的通项用.Tr+1表示


  3.二项式函数的性质


  （1）在二项展开式中，与首末两端“等距离”的两项的二项式系数都相等.


  （2）如果二项式的幂指数是偶数，那么中间一项的二项式二项式系数最大；如果二项式的幂指数是奇数，那么中间两项的二项式系数相等，并且最大.


  例题精析


  例一选择题


  1.从甲地到乙地有2条路可通，从乙地到丙地有3条路可通，从甲地到丁地有4条路可通，从丁地到丙地有2条路可通，那么从甲地到丙地共有（）种不同的走法.


  A. 6 种


  B. 8 种


  C. 14 种


  D. 48 种


  分析：从甲地到丙地共有两类方法：


  a 从甲→乙→丙，此时从甲到丙分两步走，第一步是从甲到乙，有2条路；第二步是从乙到丙有3条路，由分步计数原理知，这类方法共有2×3= 6条路.


  b 从甲→丁→丙，同理由分步计数原理，此时共有2×4=8条路.


  根据分类计数原理，从甲地到丙地共有6 + 8 = 14种不同的走法.


  答：C


  2.三封信投入五个邮筒，共有（）种不同投法


  A.53


  B.35


  C.5


  D.15


  分析：不妨将三封信分别设为a，b，c，a可投入任一邮筒，有5种方法，同理，b，c也如此，所以由分步计数原理，三封信投入五个邮筒共有5×5×5=53种投法.


  答：A


  3.从1，3，5，7中任取两个不同的数，分别记作k，b，作直线y=kx+b，则最多可作直线（）


  A. 6 条


  B.8 条


  C. 12条


  D.24 条


  分析：由于直线y=kx+b与k，b取数时的顺序有关，所以归结为简单的排列问题


  答：C


  4.一个集合有8个元素，这个集合包含三个元素的子集有（）


  A.56个


  B.256 个


  C.336 个


  D.512 个


  分析：由于集合与元素的顺序无关，所以这个问题可归纳为简单组合问题.


  答：A


  5.从5名男生中选出3人，4名女生中选出两人排成一列，排法的种数是（）


  分析：A没有考虑男女混排的情况，出现遗漏，B多次考虑顺序，出现重复，由于问题需要分步，C也不对，故D是正确的.


  答：D.


  6.用数字0，1，2，3，4，5可组成无重复数字的三位数个数是（）


  A.120


  B.20


  C.100


  D.10


  解法一（直接法）欲组成三位数，显然数字0不能在百位上，因此百位数字，共有种方法，十位和个位没有任何限制，可由剩余的5个数字填写，共有种选法.根据分步计数原理，共可组成


  答：C.


  解法二（间接法）若不考虑0是否可以在百位上，这六个任取三个放在三个空位上，其排列数为个，但其中0在百位的共有种，故可组成三位数共有


  7.某段铁路上有12个车站，共需要准备普通客票（）


  A.24 种


  B.66 种


  C.132 种


  D.144 种


  分析：因为车票与两站的顺序有关，从甲站到乙站的车票不同于从乙站到甲站的车票，所以这个问题可以归结为排列问题来解.


  因为每一张车票对应着2个车站的一个排列，所以需要准备的车票种数，就是从12个车站中任取2个的排列数，即


  答：C.


  注意这是一道排列的直接应用题.在解这类题目时，首先要看能不能把问题归结为排列问题，也就是判断问题是否与排列顺序有关.如果与排列顺序有关，就可能归结为排列问题来解.其次分析在问题里，n个不同元素指的是什么，m个元素指的是什么，从n个元素中每次取出m个元素的每一个排列对应着问题里的什么事件.例如本题中从12个车站每次取出2个车站的一个排列就对应着一种车票.


  9.从编号a，b，c，d，e的五个小球中任取4个，放在编号为1，2，3，4的盒子里，每个盒里放一个小球，且球6不能放在2号盒中，则不同的放法种数为（）


  A.24 种


  B.36 种


  C.120 种


  D.96 种


  分析：因为6不能放在2号盒中，所以2号盒子放法种数为，其它编号盒没有任何限制，可由剩余的4个小球放入，共有种方法.根据分步计数原理，共有


  11.能使（n+i）4成为整数的整数n的个数为（）


  A.1


  B.2


  C.3


  D.4


  12.加工一种零件分三道工序，做第一道工序的有3人，做第二道工序的有4人，做第三道工序的有2人.每道工序各选出一人来完成零件加工任务，共有选法（）


  A.9 种


  B.12 种


  C. 6 种


  D.24 种


  分析：本题是一个与分步有关的问题，完成一件零件加工任务需要分别从第一道工序、第二道工序、第三道工序中各选一人，三道工序都完成才完成了零件加工任务，因此，问题可以用乘法原理来解.


  完成一件零件加工任务需要分三个步骤：第一步从会做第一道工序的3人中选一人来做，有3种方法；第二步从会做第二道工序的4人中选一人来做，有4种方法；第三步从会做第三道工序的2人中选一人来做，有2种方法.根据乘法原理，得到完成零件加工任务的方法种数.


  注意加法原理与乘法原理的区别就在于是分类还是分步，如果与分类有关，就用加法原理；如果与分步有关，就用乘法原理.


  对于本题来说，单独完成任何一道工序，都不能完成零件加工任务，因此不能用加法原理来解.另外，用乘法原理时，要注意各步骤缺一不可，不要出现遗漏.


  如果把本题改为：加工一种零件有三种方法，会第一种方法的有3人，会第二种方法的有4人，会第三种方法的有2人，从中选出一人完成零件加工任务，有多少种选法？这个问题就要用加法原理来解，答案是9种.


  分析：根据二项式定理，展开式的通项为


  例二填空题


  由已知条件，得


  解法二因为n是比2大的正整数，所以


  于是题设条件可变为


  分析：设不含a的项是第r+1项，那么


  4.从三个元素a，b，c中任取两个元素的所有排列是_______.


  分析：从三个元素取两个元素的所有排列的个数是


  关键是有步骤地把它们写出来，防止重复与遗漏.可以如下排出：


  分析：可以直接计算分子、分母，但考虑到分子、分母有公约数，可以采取下面的算法.


  例三解答题


  2.有十个小球，其中4个红球，6个白球，若取到一个红球记2分，取到1个白球记1分，现从这十个球取出4个球，使总分不低于5分的取法有多少种？


  解：设取出红球x个，取出白球个，则依题意有：


  其中x，y为非负整数.


  故总分在5分以上的取法可分4类：


  展开式中的中间项是第四项


  5.用0，1，3，5，7，9组成没有重复数字的自然数.


  （1）六位数有多少？


  分析：用0，1，3，5，7，9全排列，共有个，其中包括了0在首位的情况.0在首位的情况，就相当于0的位置固定，其他五个数作全排列，有种.因此，符合条件的六位数共有


  或者这样考虑.


  由于0不能在首位，这个位置只能从1，3，5，7，9中任取1个，有种取法.首位确定后，其他五个数字作全排列，有种取法.


  根据乘法原理，符合条件的六位数共有


  （2）六位奇数有多少？


  依题意，0不能在首位，也不能在末位.


  因此，符合条件的六位奇数有


  或者这样考虑.


  由于0不能排在首位，也不能排在末位，它只能排在除此之外的其他4个位置上，共有种排法.


  0的位置确定后，其他五个数字作全排列，有


  根据乘法原理，符合条件的六位奇数有


  6.用0，1，2，3，4，5这六个数字，


  （1）可以组成多少个没有重复数字的三位数.


  解：0，1，2，3，4，5任取3个的排列有个，其中包括0在首位的情况.


  0在首位的情况有种.


  因此，符合条件的三位数有


  或者这样考虑：


  首位从0以外的五个数字中去取，有种取法.


  首位确定后，再从剩下的五个数字中任取两个，取法有


  根据乘法原理，符合条件的三位数有


  （2）可以组成多少个没有重复数字的五位奇数.


  解：依题意，末位数字是1，3，5之一，有种取法.


  万位数字是0以外的4个数之一，有种取法.


  其他三位数字是剩下4个数字取出3个的排列，有种.


  （3）可以组成多少个没有重复数字的四位偶数.


  解：依题意，末位数字是0，2，4之一.


  末位数字是0的有个.


  末位数字是2或4的各有


  符合条件的四位偶数共有


  解：设第项是有理数项，则


  由于5与6互质，故8-r必须能被6整除，又0<r<20，所以-12 <8-r< 8，这中间能被6整除的数为-12，-6，0，6于是相应得到r = 20，14，8，2，故所求的有理项为


  能力训练


  一、选择题


  4.从9个学生中选出3个做值日，不同选法的种数是（）


  A. 3


  B. 9


  C. 84


  D. 504


  5.从13名学生中选出两人担任正、副组长，不同的选举结果共有（）


  A. 26 种


  B. 78 种


  C. 156 种


  D. 169 种


  7.某校要从三年级的学生中选一名学生代表，三年级共有三个班，其中三（1）班44人，三（2）班有40人，三（3）班有47人，那么不同的选法有（）


  A.47 种


  B.40 种


  C.131 种


  D.47×44×40 种


  9. A、B、C、D、E五人并排站成一排，如果B必须站在A的右边且A，B不可相邻，那么不同的排法有（）


  A.24 种


  B. 36 种


  C.90 种


  D. 120 种


  10.三个学生争取五个体育竞赛项目的冠军，有（）种不同的结果.


  A.35


  B.53


  C. 5


  D. 15


  13.如果有5本不同的书籍，有一个人要借2本，借法有（）


  A. 10 种


  B. 20 种


  C. 25 种


  D. 32 种


  14.某校举行排球单循环赛（即每队都要与其他各队比赛一场），有8个队参加，共需要举行比赛（）


  A. 16 场


  B. 28 场


  C. 56 场


  D. 64 场


  15.有13个队参加篮球赛，比赛时先分成两组，第一组7个队，第二组6个队，各组都进行单循环赛（即每队都要与本组其他各队比赛一场），然后由各组的前两名共4个队进行单循环赛决定冠军、亚军.共需要比赛（）.


  16.如果有20位代表出席一次会议，每位代表都与其他各位代表握一次手，那么一共握手（）


  A. 19 次


  B. 20 次


  C. 190 次


  D.380 次


  17.从10名理事中选出3名常务理事，共有可能的人选（）


  A. 120 组


  B. 240 组


  C. 600 组


  D. 720 组


  18.从10名理事中选出理事长、副理事长、秘书长各1名，共有可能的人选（）


  A. 120 组


  B. 240 组


  C. 600 组


  D. 720 组


  二、填空题


  7.某班有50人，从中选10人均分成两组（即每组5人），一组打扫教室，一组打扫操场，那么所有不同的选派法有______种.


  8.从4个女同学和5个男同学中选4个人当代表，代表中至少要有1个女同学，2个男同学，一共有_____种选法.


  三、解答题


  1.标号A、B、C、D、E、F、G的七件展品，按下述要求排成一列，分别有多少种不同的排法？


  （1）A、B排两端


  （2）A不排在左端，B不排在右端


  （3）A、B、C相邻


  （4）A、B、C两两不相邻


  （5）A、B、C左右顺序一定


  2.在五张卡片的正、反面上分别写有0与1，2与3，4与5，6与7，8与9，将其中任三张并排放在一起组成三位数，共可以组成多少个不同的三位数？


  3.某车间有工人40人，其中正、副组长各1人，现欲选4人参加体育比赛：


  （1）如果正、副组长必须参加，有几种选法？


  （2）如果正、副组长必须有一人且只能有一人参加，有几种选法？


  （3）如果正、副组长都不参加，有几种选法？


  （4）如果正、副组长至少有一人必须参加，有几种选法？


  4.从含有98件合格品与2件次品的100件产品中任意抽出4件：


  （1）抽出的4件产品恰有1件是次品的抽法有多少种？


  （2）抽出的4件产品至少有1件是次品的抽法有多少种？


  （3）抽出的4件产品都是合格品的抽法有多少种？


  5. 7名同志站成一排：


  （1）其中某甲必须站在排头，有多少种站法？


  （2）其中某甲不站在排头，有多少种站法？


  （3）其中某甲不站在排头，也不站在排尾，有多少种站法？


  6.有13个不同的奇数，2个不同的偶数（但不是4的倍数），从中任取5个相乘：


  （1）如果积是4的倍数，有多少种取法？


  （2）如果积是偶数但不是4的倍数，有多少种取法？


  （3）如果积是奇数，有多少种取法？


  （4）如果积不是奇数，有多少种取法？


  四、求证


  参考答案


  一、选择题


  二、填空题


  三、解答


  1.（1）A、B的排法有种，C、D、E、F、G在中间的排法有种，所以A、B在两端的排法共有


  （2）A在左端的排法有种，B在右端的排法有种，A在左端B在右端的排法有种，


  （3）将A、B、C看作一个整体，共有种排法，A、B、C本身的排法有种，所以有种排法.


  （4）三件展品A、B、C两两之间必插上其他展品，可插一件或多件，因此可把D、E、F、G两端和两两之间的空位看作五个位号，要从中选出三个位置排列A、B、C，所以有种排法.


  （5）全排列有种排法，其中按A、B、C不同顺序的排法组成种，所以符合要求的排法


  2.解：任选3张卡片，放一横排，得到的排列结果共有种，其中数字0放在首位的情形有种，所以共可得到个不同的3位数.


  4.（1）解法一从100件产品中任意抽出4件产品恰有1件是次品可考虑为：先从2件次品中任抽1件，有种抽法，然后再从98件合格品中任抽3件，有种抽法.依分步计数原理，抽出的4件产品恰有1件次品的抽法有


  解法二如果不考虑限制条件，从100件产品抽出4件产品的抽法，有种.由于其中含有不符合条件的如下抽法：抽出的4件产品中，2件是次品，2件是合格品，有种抽法；抽出的4件都是合格品，有种抽法.所以从减去便得符合条件的抽法，有


  （2）从100件产品中任意抽出4件产品至少有1件是次品可分两类来考虑：


  第一类是从100件产品中任意抽出4件产品恰有1件是次品，由第（1）题知有抽法


  第二类是从100件产品中任意抽4件产品恰有2件是次品，由第（1）题解法二知，有抽法


  依分类计数原理，共有抽法


  （3）解法一由第（1）题的解法二知，从100件产品任意抽出4件都是合格品的抽法有


  解法二如果不考虑限制条件可得种抽法，其中不符合条件的抽法有：抽出1件次品的抽法为种，抽出2件次品的抽法为种.于是符合条件的抽法有


  5.解：（1）某甲站在排头，也就是某甲固定站在排头，而余下6个人排在6个位置上的排法有种，因此，某甲站在排头，这7个人的排法共有


  答：某甲站在排头，7个人共有720种站法.


  （2）7个人站成一排，共有种站法，其中某甲站在排头有种站法.那么，某甲不站在排头的站法，就等于7人站成一排的所有站法数减去某甲站在排头的站法数，即共有


  或者：某甲不站在排头，那么某甲只允许站在除排头以外的6个位置中的一个上，共有种，某甲站好后，其余6个人分别站在6个位置上，共有种站法.根据乘法原理，某甲不站在排头，7个人的站法共有


  答：某甲不站在排头，7个人共有4 320种站法.


  （3）某甲不站在排头，也不站在排尾，只能站在除排头、排尾以外的5个位置中的一个上，共有种站法；其余6个人站在除某甲站的位置以外的6个位置上，共有种站法，根据乘法原理，某甲不站在排头也不站在排尾的站法共有


  或者：某甲不能站在排头，又不能站在排尾，因此，从除了甲以外的6人中选2人站在排头、排尾的站法有种；包括某甲在内的5个人站在除排头、排尾以外的5个位置上，有种站法.根据乘法原理，某甲不站在排头、也不站在排尾，7个人的站法共有


  6.解：（1）2个偶数全部取出的取法有种，从13个奇数中取出3个的取法有种，根据乘法原理，积是4的倍数的取法有


  （2）2个偶数取出1个的取法有种，从13个奇数中取出4个的取法有种，根据乘法原理，积是偶数但不是4的倍数的取法有


  （3）积是奇数的取法种数，就是从13个奇数中取出5个的取法种类：


  （4）所取数中包含1个偶数的取法有种，包含2个偶数的取法有种，根据加法原理，积不是奇数的取法有


  四、求法


  第六章概率论初步


  学习提示


  1.了解随机现象、随机试验的基本特点；理解基本事件、样本空间、随机事件的概念。


  2.掌握事件之间的关系：包含关系、相等关系、互不相容关系及对立关系。


  3.理解事件之间并（和）、交（积）、差运算的定义，掌握其运算规律。


  4.理解概率的古典型定义；掌握事件概率的基本性质及事件概率的计算。


  知识要点


  1.两个基本原理


  （1）分类计数原理


  做一件事，完成它可以有n类方法，在第一类方法中有m1种不同的方法，在第二类方法有m2种不同的方法，…，在第n类方法有mn种，那么完成这件事共有


  种不同的方法.


  分类计数原理又叫加法原理.


  例如，解一道数学题，用代数方法来解有3种不同方法，用几何方法来解有1种不同方法，那么要解出这道数学题共有多少种不同方法？


  分析要解出这道数学题，有两类不同的方法：第一类方法是代数方法，共有3种，第二类方法是几何方法，共有2种方法，其中的任何一类的任何一种方法都能完成这件事.所以，要解出这道数学题的方法共有3 + 2 = 5（种）不同方法.


  由此看出：完成一件事，有n类方法，这n类方法彼此之间是独立的，而各类方法中各有若干种方法，因此要完成这件事的方法总和用加法原理，即方法总和=各类方法之和.


  （2）分步计数原理


  做一件事，完成它需要分成n个步骤，做第一步有种不同的方法，做第二步有m2种不同的方法，…，做第n步有mn种不同的方法.那么完成这件事共有种不同的方法.


  例如，从甲地到乙地不能直接到达，需经过丙地才能到达，从甲地到丙地有2条不同的路可走，从丙地到乙地有3条不同的路可走，那么从甲地到乙地共有3×2= 6（种）不同的走法.


  由此可看出：完成一件事，要分n个步骤，各个步骤都不可缺少，只有依次完成各个步骤，才能完成这件事，而完成每一步骤又各有若干种方法，所以要求完成这件事的方法总和，就用乘法原理，即方法总和=各步方法的乘积.


  2.随机事件


  （1）随机现象


  自然界和人类社会中存在着许多现象，其中有一些现象，只要满足一定的条件，就必然会发生.例如，在标准大气压下，纯水加热到100℃必然沸腾；向空中拋掷一枚硬币，硬币必然会下落；在没有外力作用的条件下，物体必然静止或作匀速直线运动；10件产品中有2件，从中任意抽取3件，其中至少一件不是次品等等.所有这些现象，有一个共同特点：事前人们完全可以预言会发生什么结果.我们称这类现象为确定性现象或必然现象.


  但是在自然界和人类社会中，还存在着与必然现象有着本质差异的另一类现象.例如，向地面投掷一枚硬币，硬币可能正面向上也可能反面向上；一门炮对一个目标进行远距离射击，可能击中也可能击不中；从含有5件次品的一批新产品中抽取3件产品，取到次品的件数可能是0，1，2，3，等等.这些现象的一个共同特点是：在同样的条件下进行同样的观测或实验，有可能发生多种结果，事前人们不能预言将出现哪种结果.这种在同样条件下进行同样的观测或实验，却可能发生种种不同结果的现象，称为随机现象或偶然现象.


  （2）随机试验与事件


  为了方便起见，我们把对某种自然现象进行的一次观测或作的一次实验，统称为一个试验.如果一个试验具有下列三个特性：


  a.试验可以在相同条件下重复进行；


  每一次试验，可能出现多种结果，总共有可能出现哪几种结果，是可以事先明确知道的；


  C.每一次试验，实际只出现一种结果，至于出现哪一种结果，在这一次试验结束之前，是无法预知的.


  就称这种试验为随机试验.我们常用字母E来表示随机试验.一般把随机试验简称为试验.


  进行试验的目的在于研究试验结果出现的规律.对于一个试验E，它的每一种可能出现的最简单的结果，称为基本事件或样本点，习惯上用w表示.


  对于一个试验E，它所有的基本事件组成的集合称为基本事件空间或样本空间，记为Ω


  例1 设试验E为：掷一颗骰子并观察向上那面的点数，则有样本点：


  例2 设试验E为：抛掷两枚均匀的硬币，可以有下列两种不同的考虑方法：


  （1）两枚硬币分别考虑，分别看它们是“正面向上”还是“反面向上”，则有样本点：


  （2）两枚硬币一起考虑，看两枚硬币中总共出现几个“正面向上”，则有样本点：


  这个例子说明：样本点的选取和样本空间的构造不是唯一的，同一个试验，随着考虑角度的不同，样本点的选取和样本空间的构造可以是不一样的.


  例3 设试验E为：在相同条件下接连不断地向同一个目标射击，直到第一次击中为止，观察直到击中为止所需要的射击次数.则有样本点：


  于是样本空间Ω={w1，w2，…}.


  在一次随机试验中，通常关心的是带有某些特征的基本事件是否发生.比如在例2中，可以研究下列事件是否发生：


  其中，A是一个基本事件，而B和C则由多个基本事件组成（事实上，B ={w 2，w 4，w 6，}，C ={w1，w2；w3，w4}），相对于基本事件，就称它们为复合事件.无论基本事件还是复合事件，它们在试验中发生与否，都带有随机性，所以都称作随机事件，简称事件.习惯上，常用大写字母A，B，C等表示.在试验中，如果事件A中包含的某一个基本事件发生，则称A发生，记为w∈A.


  样本空间D包含了全体基本事件，而随机事件是由具有某些特征的基本事件所组成.由此可见，任一随机事件都是样本空间Ω的一个子集.


  在每次随机试验中一定会发生的事件，称为必然事件.相反地，如果某事件一定不会发生，则称为不可能事件.


  3.事件的关系和运算


  （1）事件B包含事件A


  如果事件A的发生必然导致事件B的发生，则称事件B包含事件A，或称事件A包含在事件B中，记作


  （2）事件A与B相等


  如果事件A包含事件B，而且事件B又包含事件A，则称A与B相等，记为A = B.


  （3）事件A与B的和


  “二事件A与B中至少有一个发生”也是一个事件，称此事件为事件A与B的和，记作A+ B 或 A ∪ B .


  图6-2中的阴影部分就是事件A与B的和事件A+B.显然，时， A + B = B ； A = B 时， A = A + B = B .


  
    图6-1

  


  
    图6-2

  


  （4）事件A与B的积


  “二事件A与B同时发生”也是一个事件，称此事件为A与B的积，记作AB或A∩B.


  图6-3中的阴影部分就是事件A与B的积事件AB.不难看出，当时，AB=B；时，AB = A.如果 A = B，则有 A = AB = B.


  （5）事件A与B互不相容


  如果事件A与B不可能同时发生，则称事件A与B互不相容或互斥.此时必有


  如果n个事件A1，A2，…，An中任意两个事件都互不相容，即


  则称这n个事件是互不相容的或互斥的.


  显然任一个随机试验E的所有基本事件都是互斥事件.并且，不可能事件与任何事件都互斥.


  （b）事件A与B相互对立


  如果二事件A与B满足


  则称事件B是事件A的逆事件或对立事件.容易看出，当B是A的逆事件或对立事件时，A也是B的逆事件或对立事件，所以，这时也称A与B是相互对立（或互逆）的事件，记为


  图6-4中的阴影部分就代表A的对立事件


  
    图6-3

  


  
    图6-4

  


  （7）事件A与B的差


  “事件A发生而事件B不发生”这一事件称为A与B的差，记为A-B.在图5-5中，A与B相交；在图5-6中，两个图形里的阴影部分都表示事件A-B.


  
    图5-5

  


  
    图5-6

  


  从图中不难看出：A-B = A-AB或


  关于事件的运算有如下的规律：


  （4）德摩根定律（对偶原理）


  4.概率


  前面讲过随机现象具有偶然性的一面，在一次试验中的（某个）随机事件可能发生，也可能不发生.但是，经过长期的实践与探索，人们发现，在多次重复试验中，某个事件的发生却呈现出明显的规律性.这种规律性为我们用数来表示事件发生的可能性提供了客观的依据.为此，我们首先从事件发生的频率谈起.


  定义1对于随机事件A，若在n次试验中发生了n次，则称比值为随机事件A在n次试验中发生的频率，记为fn（A），即


  其中n称为频数.易知频率fn（A）具有下述性质：


  （3）有限可加性若事件A，B互不相容（即，则


  定义2在大量重复进行同一试验时，随着试验次数n的无限增大，事件A发生的频率会稳定在某一常数值附近.这个常数值是随机事件A发生的可能性大小的度量，称为事件A的概率，记作P（A）.


  5.概率的古典定义


  概率论的基本研究课题之一就是寻求随机事件的概率.我们先讨论一类最早被研究、也是最常见的随机试验.这类随机试验具有下述特征：


  （1）全部可能结果只有有限个，不妨设为个，并记为w1，w1，…，wn；


  （2）这些结果的发生是等可能的，即有


  通常称这种数学模型为古典概型.


  由古典概型随机试验的特征可以看出，如果一个试验E，在它的样本空间中共有n个基本事件：w1，w2，…，wn，则每一基本事件在一次试验中发生的可能性都是对任一随机事件A来说，如果A包含了其中的个基本事件，则A发生的可能性应该是所以事件A的概率


  该式称为概率的古典定义.


  6.概率的性质


  性质1 不可能事件的概率是0，即


  性质2 （有限可加性）若随机事件A 1，A 2，…，A n互不相容，则


  性质3 对任一事件A，有


  性质4 对任意两个事件A，B，有


  性质5 对任意的两个事件A，B，若


  性质6 对任意的两个事件A，B，有


  推论对任意n个事件A1，A2，…，An，有


  例题精析


  例一选择题


  1.把砀山梨、雪花梨、香蕉、甜橙、苹果、桔子共6个水果随意地平分给甲、乙、丙三个小孩，那么小孩甲正好分得两个梨的概率是（）


  分析：本题的试验是把这6个水果平分给三个小孩，运用组合知识和分步计数原理可以算出试验的结果总数.参看排列、组合与二项式定理，可知共有90种结果，小孩甲分得两个梨的结果有


  答：A


  2.保险箱的号码由四位数字组成，那么陌生人一次能打开它的概率是（）


  分析：应用分步计数原理，易知四位数字共可编出可有重复数字的保险箱号码104个，其中有一个号码可用来开此保险箱.这意味着陌生人一次尝试成功的概率是，即万分之一.


  答：D


  3.某人从一副扑克牌（52张）中任抽一张出来，他抽到黑桃或红桃的概率是（）


  分析：一副扑克牌中有13张黑桃、13张红桃.从中抽出任一张牌是等可能的，所以抽到黑桃或红桃的概率是


  说明本题也可以应用互斥事件的概率加法公式去解.因为“抽到黑桃”的概率是，“抽到红桃”的概率是，这两个事件是互斥的，所以抽到黑桃或红桃的概率是


  答：D


  4.某中学生在阅览室陈列的5本科技杂志和6本文娱杂志中任选一本阅读，他选中科技杂志的概率是（）


  分析：本题的试验可认为是从11本不同的杂志中任选一本，显然选中其中任一本杂志的机会是相同的，由于有5本科技杂志，所以他选中科技杂志的概率是


  注意不要以为是从5本科技杂志中去选一本，否则就会错误地选择选项C.


  答：B


  5.随意安排甲、乙、丙3人在3天节日中值班，每人值班一天，那么甲排在乙之前的概率是（）


  分析：这3人的值班顺序共有种.在这种排法中，对于每一种甲在乙先的排法，必有一种乙在甲先的排法，所以甲在乙先的排法有种，故所求为


  答：D


  6.甲、乙两人各进行一次射击，甲击中目标的概率是0.2，乙击中目标的概率是0.7，那么两人都击中目标的概率是（）


  A. 0.14


  B. 0.5


  C.0.9


  D.1


  分析：由日常生活经验容易理解：“甲击中目标”与“乙击中目标”相互是没有影响的.也就是说，这两事件是相互独立事件.“两人都击中目标”的概率等于“甲击中目标”的概率与“乙击中目标”的概率之积：


  答：A


  7.任意抛掷三枚均匀硬币，恰有一枚正面朝上的概率是（）


  分析：本题的试验是掷三枚硬币，如果把掷出正面朝上记为“上”，掷出正面朝下记为“下”，这试验的等结果可能为


  上上上，上上下，上下上，上下下，


  下上上，下上下，下下上，下下下.


  其中的“上下下，下上下，下下上”意味着正好有一枚硬币正面朝上，所述概率是


  答：C


  例二填空题


  1.从一批零件毛还中取出20件作为一个样本，称得它们的质量如下（单位：kg）：


  样本平均数等于__________；（结果保留到个位）


  分析：使用计算样本平均数的公式


  答：206


  2.从一个班级中任取10名学生做英语口语测试，成绩如下（单位：分）：


  76 90 84 86 81 87 86 82 85 83


  样本方差等于________.


  分析：先算出样本平均数


  再算出样本方差


  答：13.2


  3.某灯泡厂从当天生产的一批40瓦灯泡中抽取10只灯泡做寿命试验，得到数据（单位：小时）如下：


  那么样本平均数等于________，样本方差等于________.


  分析：根据相关公式，


  答：1147，6821.


  4.必然事件的概率等于________，不可能事件的概率等于________.把一颗骰子掷一次，点数大于4的概率等于________.


  分析：前两空是基本概念.把一颗骰子掷一次，掷出5点或6点符合条件，第三空应填


  5.从1到7这7个正整数中任取一数，取到素数的概率是________，取到合数的概率是________.


  分析：这7个数中2，3，5，7是素数；4，6是合数.


  注意 1不是素数，也不是合数.


  例三解答题


  1.某县城气象站天气预报的准确率为70%，求4次预报中有3次准确的概率（结果保留两个有效数字）.


  分析：这是求独立重复试验中某事件发生的概率.


  2.已知一组数据：


  计箅这组数据的方差.


  答：0.055


  3.在100件产品中有5件次品，从中任取3件，其中.至少有1件正品的概率是多少？


  分析：任取3件产品中，至少有1件正品与都是次品是对立事件.


  解：记从100件产品中任取3件，3件都是次品为事件A，故所求为


  4.某气象预报站天气预报的准确率为80%，计算它5次预报中恰有4次准确的概率（结果保留两个有效数字）.


  分析：把每次预报看作一次试验，“预报结果准确”看成事件A，P（A）=0.8，本题就相当于在5次独立重复试验中求A恰好发生4次的概率.


  解：根据上述分析，该气象站在5次预报中恰有4次准确的概率


  5.在一项商业活动中，某人获利300元的概率是0.5，亏损100元的概率是0.4，不盈不亏的概率是0.1，那么他经营的期望值是多少？


  分析：把他经营的盈亏值看作是一个离散型随机变量ξ，由题意可以写出ξ的分布列：


  然后应用求期望的公式.


  解：由上述分析，


  6.某厂的三个车间的职工代表在会议室开会，第一、二、三车间的与会人数分别是10，12， 9.一个门外经过的工人听到有代表在发言，那么发言人是第二或第三车间职工代表的概率是多少？


  解：开会人数为10 + 12 + 9 = 31，第一、二、三车间的职工代表在发言的概率分别是因为只有一人发言，所以上述三事件互斥，应用互斥事件的概率加法公式，发言人是第二或第三车间职工代表的概率是


  7.张山有5件衬衣，其中2件是白衬衣；有4条长裤，其中2条是灰色的，一天晚上灯坏了，他顺手拿了衬衣和长裤穿上出门，他走到路灯下发现自己穿白衬衣、灰长裤的概率是多少?


  分析：设事件A=“张山穿白衬衣，B=”他穿灰长裤由题意可以认为A与B是相互独立事件.现在


  “他穿白衬衣、灰长裤”即事件A?B.应用相互独立事件的概率乘法公式，


  8.某人忘记了一个电话号码的最后一位数字，只好任意去试拨，他第二次尝试才成功的概率是多少？


  分析：设事件A =“他第一次尝试失败”，事件B=“他第二次尝试成功”，那么事件“他第二次尝试才成功”即A.B.他第一次尝试时是从0，1，2，…，9中任选一个数字试拨，所以他第二次尝试是从没有试拨过的九个数字中任选一个数字试拨，所以


  解：根据上述分析，他第二次尝试才成功的概率


  9.一种体育彩票每张售价2元，其奖金分配情况是：获5 000元的概率是万分之一，获500 元的概率是千分之一，某人买了一张彩票，问他是否划算？


  分析：可设该人获利为离散型随机变量ξ（单位：元），由题意，ξ的分布列为


  答：不划算


  10.从1，2，…，100中任取一数，它既能被4整除，又能被6整除的概率是多少？


  分析：4与6的最小公倍数是12，所以事件“既能被4整除，又能被6整除”即事件“能被12 整除”.


  解：从1到100这100个正整数中能被12整除的数为


  共有8个，所以要求的概率是


  答：这数既能被4整除，又能被6整除的概率是


  注意这100个正整数中能被12整除的数的个数也可以这样求：因为12除100得商8余4，所以共有8个.此外，如果不用最小公倍数的概念，可以先求出能被4整除的数为


  能被6整除的数为


  它们的公共部分为12，24，…，96.……很明显，这样做要麻烦些.


  11.任取一个不超过10的正整数，求它有2个因数或3个因数的概率.


  分析：可以把这10个正整数写成一行，下面的一行写上对应的因数个数，然后数出符合题意的正整数个数.


  解：由上述分析，有


  其中，4个正整数有1个因数，2个正整数有3个因数，所以共有6个正整数有2或3个因数，所求概率是


  答：它有2个因数或3个因数的概率是


  12.从最小的20个两位数中，任取一个出来，求取到素数的概率.


  解：两位数中的素数没有明确的变化规律，只好把这些两位数罗列出来，若发现素数，在下面画一短横线，最后数一下有多少个素数.


  共有6个素数，所以取到素数的概率是


  13.用火车运载两类商品，每类商品各100件，现在有消息传来，路途中有1件商品损坏，求损坏的是不同类商品的概率.


  解：商品共有200件，若把它们编号1至200.损坏的1件商品可以看作是从1至200中取出两个数的一个组合.假定前100号代表一类商品，后100号代表另一类商品.损坏的1件第一类商品可看作从1至100中取出一数，损坏的1件另一类商品可看作从101至200中取出一数.所以损坏的是不同类商品的概率为


  14.三独立地去破译一份密码，他们各自译出密码的概率分别是问这份密码被破译的概率是多少？


  能力训练


  一、选择题


  1.把一枚均匀硬币连掷四次，则至少得到一次国徽向上的概率是（）


  2.从一副52张扑克牌中，任抽一张得到黑桃的概率是（）


  3.在100件产品中，有95件合格品，5件次品.从中任取两件，都是合格品的概率是（）


  4.掷两颗骰子，得到2点的概率是


  5.事件A与B相互独立，则以下结论正确的是（）


  6.甲、乙两人射击的命中率都是0.6，他们对着目标各自射击一次，恰有一人击中目标的概率是（）


  A.0.36


  B.0.48


  C.0.84


  D.1


  7.从一副扑克牌中，任抽一张得到红桃或皇后（Q）的概率是（）


  8.书包里装了数学、语文、英语、物理四本课本，任取一本出来，那么没有取到物理书概率是（）


  9.掷一对骰子一次，得到11点的概率是（）


  10.任选一个小于10的正整数，它恰好是3的整数倍的概率是（）


  11.在100件产品中，有95件合格品，5件次品.从中任取两件，都是合格品的概率是（）


  12.三张卡片上分别记上数字1，2，3.把它们任意放成一排，得到1 23的概率是（）


  13.任选一个两位数，它恰好是10的整数倍的概率是（）


  二、填空题


  1.5个人用抽签的方法分配两张电影票，每人最多得到一张，第一个抽的人得到电影票的概率是_____.


  2.甲、乙、丙三人任意站成一行，甲正好站在中间的概率是_____.


  3.从某班的一次数学测验试卷中取出十张作为一个样本，记录试卷的得分如下：


  三、解答题


  1.某射手射击一次，击中目标的概率是0.9，它连续射击4次且各次射击是否击中相互之间没有影响，那么他第二次未击中、其他3次都击中的概率是多少？


  2.生产一种零件，出现次品的概率为0.04，生产这种零件4件，恰有2件次品的概率是多少？


  3.设一中学生在篮球场罚球线投篮的命中率是0.2.假定他独立投篮25次，正好投中10 球的概率是多少？（结果保留三个有效数字）


  4.从某校参加毕业考试的学生中，抽查了10名学生的数学成绩，分数如下：


  70，92，65，81，83，68，75，80，79，87.试计算样本的平均数.


  参考答案


  一、选择题


  1.D


  2.C


  3.C


  4. D


  5.C


  6.B


  7.B


  8.C


  9.A


  10.B


  11.C


  12.B


  13.C


  二、填空题


  6.答 8.


  三、解答题


  1.记某射手第1，2，3，4次射击且击中目标分别为事件A1，A2，A3，A4.


  3.解：看成25次独立重复试验，事件A =“投篮投中”，P（A）= 0. 2，正好投中10球的概率是


  全国各类成人高等学校招生复习考试大纲——专科起点升本科


  高等数学（二）


  本大纲适用于经济学、管理学以及职业教育类、生物科学类、地理科学类、环境科学类、心理学类、药学类（除中药学类外）六个一级学科的考生。


  总要求


  本大纲内容包括“高等数学”及“概率论初步”两部分。考生应按本大纲的要求了解或理解“高等数学”中极限和连续、一元函数微分学、一元函数积分学和多元函数微分学的基本概念与基本理论；了解或理解“概率论”中古典概型、离散型随机变量及其数字特征的基本概念与基本理论；学会、掌握或熟练掌握上述各部分的基本方法。应注意各部分知识的结构及知识的内在联系；应具有一定的抽象思维能力、逻辑推理能力、运算能力；能运用基本概念、基本理论和基本方法正确地判断和证明，准确地计算；能综合运用所学知识分析并解决简单的实际问题。


  本大纲对内容的要求由低到高，对概念和理论分为“了解”和“理解”两个层次；对方法和运算分为“会”、“掌握”和“熟练掌握”三个层次。


  复习考试内容


  一、极限和连续


  （一）极限


  1、知识范围


  （1）数列极限的概念和性质


  数列数列极限的定义


  唯一性有界性四则运算法则夹逼定理单调有界数列极限存在定理


  （2）函数极限的概念和性质


  函数在一点处极限的定义左、右极限及其与极限的关系x趋于无穷（x→∞，x→+∞，x→∞）时函数的极限函数极限的几何意义


  唯一性四则运算法则夹逼定理


  （3）无穷小量与无穷大量


  无穷小量与无穷大量的定义无穷小量与无穷大量的关系无穷小量的性质无穷小量的比较


  （4）两个重要极限


  （1）了解极限的概念（对极限定义中“ε-N”、“ε-δ、“ε-M”的描述不作要求）。掌握函数在一点处的左极限与右极限以及函数在一点处极限存在的充分必要条件。


  （2）了解极限的有关性质，掌握极限的四则运算法则。


  （3）理解无穷小量、无穷大量的概念，掌握无穷小量的性质、无穷小量与无穷大量的关系。会进行无穷小量阶的比较（高阶、低阶、同阶和等价）。会运用等价无穷小量代换求极限。


  （4）熟练掌握用两个重要极限求极限的方法。


  （二）连续


  1.知识范围


  （1）函数连续的概念


  函数在一点处连续的定义左连续和右连续函数在一点处连续的充分必要条件函数的间断点


  （2）函数在一点处连续的性质


  连续函数的四则运算复合函数的连续性


  （3）闭区间上连续函数的性质


  有界性定理最大值与最小值定理介值定理（包括零点定理）


  （4）初等函数的连续性


  2.要求


  （1）理解函数在一点处连续与间断的概念，理解函数在一点处连续与极限存在之间的关系，掌握函数（含分段函数）在一点处连续性的判断方法。


  （2）会求函数的间断点。


  （3）掌握在闭区间上连续函数的性质，会用它们证明一些简单命题。


  （4）理解初等函数在其定义区间上的连续性，会利用函数连续性求极限。


  二、一元函数微分学


  （一）导数与微分


  1.知识范围


  （1）导数概念


  导数的定义左导数与右导数函数在一点处可导的充分必要条件导数的几何意义可导与连续的关系


  （2）导数的四则运算法则与导数的基本公式


  （3）求导方法


  复合函数的求导法隐函数的求导法对数求导法


  （4）高阶导数


  高阶导数的定义高阶导数的计算


  （5）微分


  微分的定义微分与导数的关系微分法则一阶微分形式不变性


  2.要求


  （1）理解导数的概念及其几何意义，了解可导性与连续性的关系，会用定义求函数在一点处的导数。


  （2）会求曲线上一点处的切线方程与法线方程。


  （3）熟练掌握导数的基本公式、四则运算法则以及复合函数的求导方法。


  （4）掌握隐函数的求导法与对数求导法。会求分段函数的导数。


  （5）了解高阶导数的概念，会求简单函数的高阶导数。


  （b）理解微分的概念，掌握微分法则，了解可微与可导的关系，会求函数的一阶微分。


  （二）导数的应用


  1.知识范围


  （1）洛必达（L，Hospital）法则


  （2）函数增减性的判定法


  （3）函数极值与极值点最大值与最小值


  （4）曲线的凹凸性、拐点


  （5）曲线的水平渐近线与铅直渐近线


  2.要求


  （1）熟练掌握用洛必达法则求型未定式的极限的方法。


  （2）掌握利用导数判定函数的单调性及求函数的单调增、减区间的方法，会利用函数的增减性证明简单的不等式。


  （3）理解函数极值的概念。掌握求函数的驻点、极值点、极值、最大值与最小值的方法，会解简单的应用问题。


  （4）会判定曲线的凹凸性，会求曲线的拐点。


  （5）会求曲线的水平渐近线与铅直渐近线。


  三、一元函数积分学


  （一）不定积分


  1.知识范围


  （1）不定积分


  原函数与不定积分的定义不定积分的性质


  （2）基本积分公式


  （3）换元积分法


  第一换元法（凑微分法）第二换元法


  （4）分部积分法


  （5）一些简单有理函数的积分


  2.要求


  （1）理解原函数与不定积分的概念及其关系，掌握不定积分的性质。


  （2）熟练掌握不定积分的基本公式。


  （3）熟练掌握不定积分第一换元法，掌握第二换元法（仅限形如的三角代换与简单的根式代换）。


  （4）熟练掌握不定积分的分部积分法。


  （5）掌握简单有理函数不定积分的计算。


  （二）定积分


  1.知识范围


  （1）定积分的概念


  定积分的定义及其几何意义可积条件


  （2）定积分的性质


  （3）定积分的计算


  变上限的定积分牛顿—莱布尼茨（Newton—Leibniz）公式换元积分法分部积分法


  （4）无穷区间的广义积分


  收敛发散计算方法


  （5）定积分的应用


  平面图形的面积旋转体的体积


  2.要求


  （1）理解定积分的概念与几何意义，了解可积的条件。


  （2）掌握定积分的基本性质。


  （3）理解变上限的定积分是上限的函数，掌握对变上限定积分求导数的方法。


  （4）熟练掌握牛顿一莱布尼茨公式。


  （5）掌握定积分的换元积分法与分部积分法。


  （b）理解无穷区间广义积分的概念，掌握其计算方法。


  （7）掌握直角坐标系下用定积分计算平面图形的面积以及平面图形绕坐标轴旋转所生成旋转体的体积。


  四、多元函数微分学


  1.知识范围


  （1）多元函数


  多元函数的定义二元函数的定义域二元函数的几何意义


  （2）二元函数的极限与连续的概念


  （3）偏导数与全微分


  一阶偏导数


  二阶偏导数全微分


  （4）复合函数的偏导数隐函数的偏导数


  （5）二元函数的无条件极值和条件极值


  2.要求


  （1）了解多元函数的概念，会求二元函数的定义域。了解二元函数的几何意义。


  （2）了解二元函数的极限与连续的概念。


  （3）理解二元函数一阶偏导数和全微分的概念，掌握二元函数的一阶偏导数的求法。掌握二元函数的二阶偏导数的求法，掌握二元函数全微分的求法。


  （4）掌握复合函数与隐函数的一阶偏导数的求法。


  （5）会求二元函数的无条件极值和条件极值。


  （b）会用二元函数的无条件极值及条件极值解简单的实际问题。


  五、概率论初步


  1.知识范围


  （1）事件及其概率


  随机事件事件的关系及其运算概率的古典型定义概率的性质条件概率事件的独立性


  （2）随机变量及其概率分布


  随机变量的概念随机变量的分布函数离散型随机变量及其概率分布


  （3）随机变量的数字特征


  离散型随机变量的数学期望方差标准差


  2.要求


  （1）了解随机现象、随机试验的基本特点；理解基本事件、样本空间、随机事件的概念。


  （2）掌握事件之间的关系：包含关系、相等关系、互不相容关系及对立关系。


  （3）理解事件之间并（和）、交（积）、差运算的定义，掌握其运算规律。


  （4）理解概率的古典型定义；掌握事件概率的基本性质及事件概率的计算。


  （5）会求事件的条件概率；掌握概率的乘法公式及事件的独立性。


  （b）了解随机变量的概念及其分布函数。


  （7）理解离散型随机变量的定义及其概率分布，掌握概率分布的计算方法。


  （8）会求离散型随机变量的数学期望、方差和标准差。


  考试形式及试卷结构


  样题


  一、选择题：1～10小题，每小题4分，共40分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的.


  2.下列函数中在x=0处可导的是


  4.设函数f（x）在区间（a，b）内满足f（x）〉0且f（x）<0，则函数在此区间内是


  A.单调减少且凹的


  B.单调减少且凸的


  C.单调增加且凹的


  D.单调增加且凸的


  10.两封信随机地投入标号为1，2，3，4的4个邮筒，则1，2号邮筒各有一封信的概率等于


  二、填空题：11～20小题，每小题4分，共40分.


  三、解答题：21～28小题，共70分.解答应写出推理、演算步骤.


  21.（本题满分8分）


  22.（本题满分8分）


  23.（本题满分8分）


  24.（本题满分8分）


  25.（本题满分8分）


  一个袋子中有5只球，编号为1，2，3，4，5，在其中同时任取3只，以X表示取出的3只球中的最大号码，求随机变量X的概率分布.


  26.（本题满分10分）


  27.（本题满分10分）


  28.（本题满分10分）


  参考答案


  一、选择题


  1.D


  2. B


  3. A


  4. D


  5. C


  6. A


  7.B


  8. B


  9. B


  10. C


  二、填空题


  三、解答题


  成人高等学校专升本招生全国统一考试高等数学（二）试题


  答案必须答在答题卡上指定的位置，答在试卷上无效.


  一、选择题：1～10小题，每小题4分，共40分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的，将所选项前的字母填涂在答题卡相应题号的信息点上。


  二、填空题：11～20小题，每小题4分，共40分，将答案填写在答题卡相应题号后.


  三、解答题：21～28题，共70分，解答应写出推理、演算步骤，并将其写在答题卡相应题号后.


  21.（本题满分8分）


  22.（本题满分8分）


  23.（本题满分8分）


  24.（本题满分8分）


  25.（本题满分8分）


  已知某篮球运动员每次投篮投中的概率是0.9，记X为他两次独立投篮投中的次数.


  （1）求X的概率分布；


  （2）求X的数学期望EX.


  26.（本题满分10分）.


  27.（本题满分10分）


  28.（本题满分10分）


  参考答案和评分参考


  一、选择题


  1. B


  2.C


  3. A


  4. A


  5. C


  6. D


  7. B


  8. C


  9. D


  10. B


  二、填空题


  三、解答题
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