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前言

八年级的数学新增了几何证明和函数两大块的内容，其中包含数形结合、分类讨论、划归、转化、方程等精华的数学思想，因此八年级数学是整个初中数学的分水岭，要想在这道分水岭上独占鳌头，就必须将压轴题收腹囊中，因为得压轴题者得天下。压轴题之所以令很多学生望而却步，主要缘于它涉及的知识点为数甚多，解题方法更是多种多样，但仔细剖析一下各类压轴题，就会恍然发现其中的规律。本书的特点是将八年级的压轴题按考点和解题方法进行分类指导，将高难度的压轴题化为一个个台阶，学生们通过此书的学习可拾阶而上，顺利掌握各种压轴题，同时为进入九年级攻克更高的压轴题高峰积聚能量。本书列举的压轴题既适合八年级学生边学边练，复习巩固，也适合学生在寒暑假集中操练，拓展提高，更为初中数学教师进行专题教学提供精良的教学资料！

本书按照解题方法及解题类型共分成五部分共20个专题。第一部分是函数问题，包含正反比例、一次函数的综合练习题。第二部分是几何证明，包含所有特殊四边形的证明举例及三角形、四边形中边和角的数量关系探究题。第三部分是直角坐标平面内点的存在性问题，包含在各种函数图像上探究符合条件的点的存在性。第四部分是动态几何证明及实验题，包含探究图形的三种运动中边、角之间的关系，解决这类问题的关键是动中求静。第五部分是图形运动中函数关系的确定，包含探究图形运动中的不变量、变量之间的关系。

本书的每个专题包括“要点导航”、“典例精析”、“星级训练”三个板块。


要点导航
 　对本章节中常见题型和常见解题方法进行归纳、梳理、总结，形成知识网络，确立整体概念。


典例精析
 　精选具有代表性的经典例题，并对例题的解题思路进行详细剖析，严谨的解题过程让学生对题目中蕴含的数学思想与方法有本质的认识和提高，引导学生养成规范缜密的解题习惯，每个例题的最后辅以方法的点评指导，高屋建瓴，提升思想。


星级训练
 　仅有例题引领是远远不够的，按照先易后难的顺序为典型例题配套的题组训练题可以不断强化学生对某种解题技巧和方法的掌握，也是教师题组训练教学的好素材。所有的配套练习都有完整的参考答案供学生参考。

解压轴题需要的是综合能力，俗话说“冰冻三尺非一日之寒”，要想成为解题高手绝非一日之功。按照本书的专题设置循序渐进的完成每个专题的练习，在进入九年级之前便夯实了坚实的基础，进入九年级面对各类压轴题的挑战定能做到临危不乱，泰然处之。由于时间仓促，书中若存在一些错误和不足之处，恳切希望广大师生提出宝贵建议和要求，以便完善修改。

编者


目录


前言



第一部分　函数问题

正比例函数



反比例函数



一次函数



一次函数的应用





第二部分　几何证明

平行四边形



特殊的平行四边形——矩形



特殊的平行四边形——菱形



特殊的平行四边形——正方形



梯形、等腰梯形



三角形、梯形的中位线



三角形、四边形中边和角的数量关系





第三部分　直角坐标平面内点的存在性问题

等腰三角形的存在性问题



直角三角形的存在性问题



梯形的存在性问题



动点产生的面积问题





第四部分　动态几何证明及实验题

实验操作



探索性问题

条件探索



结论探索



猜想证明







第五部分　图形运动中函数关系的确定

动点求函数解析式



图形运动求函数解析式



分类讨论

点在线段及其延长线上分类讨论



等腰三角形分类讨论







参考答案



第一部分　函数问题

初中数学函数问题出现的题目难度较高，综合性较强，成为压轴题的首选题材．函数问题在直角坐标平面内经常结合几何图形，通过点、线、面的三种基本运动（翻折、旋转、平移）考查学生对数形结合、分类讨论、划归、转化、方程等数学思想的运用能力．八年级学习的函数类型有正、反比例函数和一次函数，九年级还将学习二次函数，函数的图像有曲线型和直线型两种．函数的性质结合特殊三角形（等腰三角形、等边三角形、直角三角形）和特殊四边形（平行四边形、矩形、菱形、正方形）的性质创造出更多的函数问题．


 正比例函数

要点导航

正比例函数是特殊的一次函数，常规题考查学生对待定系数法的掌握．综合题通常结合特殊三角形、特殊四边形的几何性质，以及与反比例函数、一次函数等函数结合．通过将多个代数、几何知识点融合，来考查学生综合运用知识的能力．

典例精析


【例1】
 　正比例函数的图像经过点（－2，6），过图像上一点A作y轴的垂线，垂足为B（0，－6）．求：

（1）A点的坐标．

（2）在x轴上找一点C，使得△AOC的面积为18，求点C的坐标．


思路分析

1．已知正比例函数过一点，用待定系数法可求函数解析式，AB⊥y轴，A、B两点的纵坐标相等代入点B的纵坐标便可求得点A的坐标．

2．已知三角形的面积和高可求得底边长，在x轴的正、负半轴上分别有两个点满足要求．




〖解〗
 　（1）设正比例函数的解析式为y＝kx（k≠0），把（－2，6）代入解析式解得k＝－3，所以正比例函数的解析式为y＝－3x．

因为AB⊥y轴，点A与点B的纵坐标相等，所以把y＝－6代入y＝－3x．解得x＝2，所以点A的坐标为（2，－6）．

[image: ]
图1-1



（2）过点A作AD⊥x轴，垂足为点D（如图1-1所示），因为点A的坐标为（2，－6），所以AD＝6．

因为S△AOC
 ＝[image: ]
 OC·AD，所以18＝[image: ]
 ×OC×6，解得OC＝6．

设点C的坐标为（x，0），则|x|＝6，解得x＝±6，所以点C的坐标为C1
 （6，0）或C2
 （－6，0）


方法点睛

已知图形顶点坐标求面积只有一个答案，而已知面积求对应的点坐标可能有多个对应点坐标．



星级训练

[image: ]
图1-2



1．★★如图1-2所示，在半径为2的半圆内，有一内接△ABC，其边ΑB是半圆直径．

（1）写出△ABC的面积y与边ΑB上的高x之间的函数关系．

（2）写出高x的取值范围．

（3）画出函数的图像．

[image: ]
图1-3



2．★★如图1-3所示，已知正比例函数y＝kx经过点A，点A在第四象限，过点A做AH⊥x轴，垂足为H，点A的横坐标为3，且S△AOH
 ＝3．

（1）求正比例函数的解析式．

（2）在x轴上能否找到一点P，使得S△AOP
 ＝5，若存在，请求出；若不存在，请说明理由．


 反比例函数

要点导航

反比例函数的比例系数k的几何意义：过双曲线上任意一点作x、y轴的垂线段，与两坐标轴围成的面积为|k|．过反比例函数图像的任一分支上两点分别作x、y轴的垂线段，这两点的连线与两垂足的连线始终保持平行．这些特殊的性质均反映出图形变化中的不变规律也是中考的一项热门考点．反比例函数还常常结合正比例函数、特殊三角形、特殊四边形等相关知识以综合题的形式出现．这类考题大多数考点简单、方法灵活，目的在于考查学生的数学图形思维能力和综合运用知识的能力．

k的绝对值的几何意义：

[image: ]
图1-4



如图1-4所示，过双曲线[image: ]
 （k≠0）上任一点P（x，y）作x轴、y轴的垂线PM、PN，垂足为M、N．

矩形PMON的面积S＝PM·PN＝|y|·|x|＝|xy|．

[image: ]
 ，所以xy＝k，S＝|k|．同理可得S△OEF
 ＝[image: ]
 |k|

这就说明，过双曲线上任意一点作x轴、y轴的垂线，所得到的矩形的面积为常数|k|．这是反比例函数的比例系数k的几何意义，明确了k的几何意义，会给解题带来许多方便．

典例精析

[image: ]
图1-5




【例1】
 　如图1-5所示，P1
 是反比例函数在第一象限图像上的一点，点A1
 的坐标为（2，0）．

（1）当点P1
 的横坐标逐渐增大时，△P1
 OA1
 的面积将逐渐_____（填“增加”或“减小”或“不变”）．

（2）若△P1
 OA1
 与△P2
 A1
 A2
 均为等边三角形，求此反比例函数的解析式及点A2
 的坐标．


思路分析

1．△P1
 OA1
 是以OA1
 为底边，点P1
 到x轴的垂线段为高．底边OA1
 的长度为2，当点P1
 的横坐标逐渐增大时，点P1
 纵坐标逐渐减小，故△P1
 OA1
 的面积将逐渐减小．

2．△P1
 OA1
 是边长为2的等边三角形，过P1
 作x轴的垂线，根据k的几何意义，便可求得反比例函数的解析式．过P2
 作x轴的垂线，用字母a设出P2
 的坐标，代入反比例函数的解析式，便可求得点A2
 的坐标．




〖解〗
 　（1）△P1
 OA1
 的面积将逐渐减小．

[image: ]
图1-6



（2）如图1-6所示，过P1
 作P1
 C⊥OA1
 ，垂足为C，因为△P1
 OA1
 为等边三角形，所以OC＝1，P1
 C＝[image: ]
 ，P1
 （1，[image: ]
 ）．代入[image: ]
 ，得k＝[image: ]
 ，所以反比例函数的解析式为[image: ]
 ．

作P2
 D⊥A1
 A2
 ，垂足为D，设A1
 D＝a，则OD＝2＋a，P2
 D＝[image: ]
 a，所以P2
 （2＋a，[image: ]
 a）．代入[image: ]
 ，得[image: ]
 ，化简得a2
 ＋2a－1＝0，解得a＝－1±[image: ]
 ．

因为a＞0，所以a＝－1＋[image: ]
 ．所以点A2
 的坐标为（2[image: ]
 ，0）．


方法点睛

直角坐标平面内如果遇到等边三角形的，通常作底边上的高，将等边三角形分成两个含30°角的直角三角形，再利用三边的特殊关系来求解．



[image: ]
图1-7




【例2】
 　如图1-7所示，点P是一个反比例函数与正比例函数y＝－2x的图像的交点，PQ垂直于x轴，垂足Q的坐标为（2，0）．

（1）求这个反比例函数的解析式．

（2）如果点M在这个反比例函数的图像上，且△MPQ的面积为6，求点M的坐标．


思路分析

1．PQ垂直于x轴，所以点P和点Q的横坐标相等，把点P的横坐标代入正比例函数，求得点P的坐标，便可求得反比例函数的解析式．

2．设△MPQ以PQ为底，高为h，因为△MPQ的面积为6，所以可求出h的值．当点M在直线PQ的左右两侧时，求出点M的坐标即可．




〖解〗
 　（1）因为PQ垂直于x轴，垂足Q的坐标为（2，0），所以点P的横坐标为2，把x＝2代入正比例函数y＝－2x，求出其纵坐标y＝－4．设反比例函数的解析式为[image: ]
 ，把P（2，－4）代入反比例函数的解析式，求出k＝－8，所以反比例函数的解析式为[image: ]
 ．

（2）方法一：设△MPQ中PQ边上的高为h．因为△MPQ的面积为6，PQ＝4，S△MPQ
 ＝[image: ]
 ·PQ·h，所以6＝[image: ]
 ×4×h，解得h＝3．

[image: ]
图1-8



当点M在直线PQ右侧时M1
 （5，－[image: ]
 ），当点M在直线PQ左侧时M2
 （－1，8），所以点M的坐标为M1
 （5，－[image: ]
 ）和M2
 （－1，8）．如图1-8所示．

方法二：设点M的坐标（x，－[image: ]
 ，则△MPQ中PQ边上的高为点M到PQ的垂线段即|x－2|，所以S△MPQ
 ＝[image: ]
 ·PQ·h，6＝[image: ]
 ×4×|x－2|，解得x1
 ＝－1，x2
 ＝5．所以点M的坐标为M1
 （5，－[image: ]
 ）和M2
 （－1，8）．如图1-8所示．


方法点睛

本题用了代数、几何两种方法．代数法的难点在于如何表示某一点到竖直直线的距离．其本质是绝对值的几何意义：横坐标的差的绝对值即某一点到竖直直线的距离．



[image: ]
图1-9




【例3】
 　如图1-9所示，已知直线y＝[image: ]
 x与双曲线[image: ]
 （k＞0）交于A，B两点，且点A的横坐标为4．

（1）求k的值．

（2）若双曲线[image: ]
 （k＞0）上一点C的纵坐标为8，求△AOC的面积．

（3）过原点O的另一条直线l交双曲线[image: ]
 （k＞0）于P，Q两点（点P在第一象限），若由点A，B，P，Q为顶点组成的四边形面积为24，求点P的坐标．


思路分析

1．先根据直线的解析式求出A点的坐标，然后将点A坐标代入双曲线的解析式中即可求出k的值．

2．由（1）得出的双曲线的解析式，可求出点C的坐标，由于△AOC的面积无法直接求出，因此可通过作辅助线，通过其他图形面积的和差关系来求得．

3．由于双曲线是关于原点的中心对称图形，因此以A、B、P、Q为顶点的四边形应该是平行四边形，那么△POA的面积就应该是四边形面积的四分之一即6．可根据双曲线的解析式设出P点的坐标，然后参照（2）的三角形面积的求法表示出△POA的面积，由于△POA的面积为6，由此可得出关于P点横坐标的方程，即可求出点P的坐标．




〖解〗
 　（1）因为点A横坐标为4，把x＝4代入y＝[image: ]
 x中，得y＝2，所以A（4，2）．因为点A是直线y＝[image: ]
 x与双曲线[image: ]
 的交点，所以k＝2×4＝8．

[image: ]
图1-10



（2）方法一：如图1-10所示，因为点C在双曲线上，当y＝8时，x＝1，所以点C的坐标为（1，8）．

过点A、C分别做x轴、y轴的垂线，垂足为M、N，延长MA、NC相交于点D，得矩形DMON．

因为S矩形ONDM
 ＝32，S△ONC
 ＝4，S△CDA
 ＝9，S△OAM
 ＝4．

所以S△AOC
 ＝S矩形ONDM
 －S△ONC
 －S△CDA
 －S△OAM
 ＝32－4－9－4＝15．

[image: ]
图1-11



方法二：如图1-11所示，过点C、A分别做x轴的垂线，垂足为E、F．

因为点C在双曲线[image: ]
 上，当y＝8时，x＝1，所以点C的坐标为（1，8）．

因为点C、点A都在双曲线[image: ]
 上，所以S△COE
 ＝S△AOF
 ＝4．

所以S△COE
 ＋S梯形CEFA
 ＝S△COA
 ＋S△AOF
 ．所以S△COA
 ＝S梯形CEFA
 ．

因为S梯形CEFA
 ＝[image: ]
 ×（2＋8）×3＝15，所以S△COA
 ＝15．

（3）因为反比例函数图像是关于原点O对称的中心对称图形，所以OP＝OQ，OA＝OB，四边形APBQ是平行四边形，所以S△POA
 ＝S平行四边形APBQ
 ×[image: ]
 ＝[image: ]
 ×24＝6．

设点P的横坐标为m（m＞0且m≠4），得P（m，[image: ]
 ），过点P、A分别作x轴的垂线，垂足为E、F，因为点P、A在双曲线上，所以S△POE
 ＝S△AOF
 ＝4．

[image: ]
图1-12



当0＜m＜4时，如图1-12所示，因为S△POE
 ＋S梯形PEFA
 ＝S△POA
 ＋S△AOF
 ，所以S梯形PEFA
 ＝S△POA
 ＝6，即[image: ]
 ·（4－m）＝6．m1
 ＝2，m2
 ＝－8（舍去），得P（2，4）．

[image: ]
图1-13



当m＞4时，如图1-13所示，因为S△AOF
 ＋S梯形AFEP
 ＝S△AOP
 ＋S△POE
 ，所以S梯形PEFA
 ＝S△POA
 ＝6，即[image: ]
 ·（m－4）＝6，解得m1
 ＝8，m2
 ＝－2（舍去），所以P（8，1）．

所以点P的坐标是P（2，4）或P（8，1）．


方法点睛

第（2）小题的两种方法为割补法．方法一中几个图形之间没有重合部分，较易理解．方法二为第（3）小题做好了铺垫．第（3）小题的一大难点在于要按0＜m＜4和当m＞4分类讨论，较难考虑周全．



[image: ]
图1-14




【例4】
 　为预防“手足口病”，某校对教室进行“药熏消毒”．已知药物燃烧阶段，室内每立方米空气中的含药量y（毫克）与燃烧时间x（分钟）成正比例；燃烧后，y与x成反比例（如图1-14所示）．现测得药物10分钟燃烧完，此时教室内每立方米空气含药量为8毫克．根据以上信息，解答下列问题：

（1）求药物燃烧时y与x的函数关系式．

（2）求药物燃烧后y与x的函数关系式．

（3）当每立方米空气中含药量低于1.6毫克时，对人体无毒害作用．那么从消毒开始，经多长时间学生才可以返回教室？


思路分析

1．在定义域内求正比例函数的解析式．

2．在定义域内求反比例函数的解析式．

3．利用不等式性质求解x的取值范围．




〖解〗
 　（1）设药物燃烧阶段函数解析式为y＝k1
 x（k1
 ≠0），由题意，得8＝10k1
 ，k1
 ＝[image: ]
 ．所以此阶段函数解析式为y＝[image: ]
 x（0≤x＜10）．

（2）设药物燃烧结束后函数解析式为y＝[image: ]
 （k2
 ≠0），由题意得[image: ]
 ，k2
 ＝80．此阶段函数解析式为y＝[image: ]
 （x≥10）．

（3）当y＜1.6时，得[image: ]
 ＜1.6．因为x＞0，所以1.6x＞80，x＞50．

所以从消毒开始经过50分钟学生才可返回教室．


方法点睛

实际问题特别要注意定义域尤其是端点的存在性问题．正比例函数和反比例函数的图像都只有一部分，所以定义域应限制在某个范围内．



星级训练

[image: ]
图1-15



1．★如图1-15所示，△OAP、△ABQ都是等腰直角三角形，点P、Q在函数y＝[image: ]
 （x＞0）的图像上，直角顶点A、B均在x轴上，求点Q的坐标．

[image: ]
图1-16



2．★如图1-16所示，△OAP、△PBQ都是等腰直角三角形，直角顶点A、B在函数y＝[image: ]
 （x＞0）的图像上，P、Q均在x轴上，求点Q的坐标．

[image: ]
图1-17



3．★如图1-17所示，点A、B在反比例函数的图像上，且点A、B的横坐标分别为a，2a（a＞0），AC⊥x轴，BD⊥x轴，垂足分别为C、D，且△AOC的面积为2，求：

（1）该反比例函数的解析式．

（2）当点A在反比例函数的图像上运动时，四边形ACDB的面积是否生变化？若不变，求出四边形ACDB的面积；若有变化，请用含有a的代数式表示．

[image: ]
图1-18



4．★★如图1-18所示，正方形OAPB、ADFE的顶点A、D、B在坐标轴上，点E在AP上，点P、F在函数[image: ]
 的图像上，已知正方形OAPB的面积为9．

（1）求k的值和直线OP的解析式．

（2）求正方形ADFE的边长．

[image: ]
图1-19



5．★★如图1-19所示，在直角坐标平面内，正比例函数直线y＝[image: ]
 x与一反比例函数图像交于第一象限内点A，AB⊥x轴于点B，AB＝6．

（1）求反比例函数的解析式．

（2）在直线AB上是否存在点P，使点P到正比例函数直线OA的距离等于点P到点B的距离？若存在，求点P坐标；若不存在，请说明理由．

6．★★（1）探究新知：如图1-20（a）所示，已知△ABC与△ABD的面积相等，试判断AB与CD的位置关系，并说明理由．

[image: ]
图1-20



（2）结论应用：

①如图1-20（b）所示，点M，N在反比例函数[image: ]
 （k＞0）的图像上，过点M作ME⊥y轴，过点N作NF⊥x轴，垂足分别为E，F．试证明：MN∥EF．

②若①中的其他条件不变，只改变点M，N的位置（如图1-20（c）所示），请判断MN与EF是否平行．

[image: ]
图1-21



7．★★如图1-21所示，在直角坐标平面内，函数y＝[image: ]
 （x＞0，m是常数）的图像经过A（1，4），B（a，b），其中a＞1．过点A作x轴垂线，垂足为点C，过点B作y轴垂线，垂足为点D，连接AD，DC，CB．

（1）若△ABD的面积为4，求点B的坐标．

（2）当A、B、C、D四点构成平行四边形时，求点B的坐标．

（3）直线AB的函数解析式．

[image: ]
图1-22



8．★★如图1-22所示，已知：正比例函数y＝ax的图像与反比例函数[image: ]
 的图像交于点A（3，2）．

（1）试确定上述正比例函数和反比例函数的解析式．

（2）根据图像回答，在第一象限内，当x取何值时，反比例函数的值大于正比例函数的值？

（3）M（m，n）是反比例函数图像上的一动点，其中0＜m＜3，过点M作直线MN∥x轴，交y轴于点B；过点A作直线AC∥y轴交x轴于点C，交直线MB于点D．当四边形OADM的面积为6时，请判断线段BM与DM的大小关系，并说明理由．

[image: ]
图1-23



9．★★如图1-23所示，点A的坐标为（3，0），点C的坐标为（0，4），OABC为矩形，反比例函数[image: ]
 的图像过AB的中点D，且和BC相交于点E，F为第一象限的点，AF＝12，CF＝13．求：

（1）反比例函数[image: ]
 和直线OE的函数解析式．

（2）四边形OAFC的面积．

[image: ]
图1-24



10．★★如图1-24所示，已知长方形AOCB的两边OC、OA分别位于x轴、y轴上，点B的坐标为（[image: ]
 ，5），D是AB边上的一点，将△AOD沿直线OD翻折，使点A恰好落在对角线OB上的点E处．

（1）求直线OB的函数解析式．

（2）求线段AD的长．

（3）若点E在另一反比例函数的图像上，求该反比例函数的解析式．

[image: ]
图1-25



11．★★为了预防流感，某学校在休息天用药熏消毒法对教室进行消毒．已知药物释放过程中，室内每立方米空气中的含药量y（毫克）与时间x（分钟）成正比例；药物释放完毕后，y与x成反比例，如图1-25所示．根据图中提供的信息，解答下列问题：

（1）写出从药物释放开始，y与x之间的两个函数关系式及相应的自变量取值范围．

（2）据测定，当空气中每立方米的含药量降低到0.45毫克以下时，学生方可进入教室，那么从药物释放开始，至少需要经过多少小时后，学生才能进入教室？

[image: ]
图1-26



12．★★★如图1-26所示，已知：正比例函数的图像与反比例函数的图像都经过点P（2，3），点D是正比例函数图像上的一点，过点D分别作x轴与y轴的垂线，垂足分别为点C和点Q，DC、DQ分别交反比例函数的图像于点F和点A，过点A作x轴的垂线，垂足为B，AB交正比例函数的图像于点E．

（1）当点D的纵坐标为9时，求点E的坐标．

（2）当点D在线段OP的延长线上运动时，试猜想AE与DF的数量关系，并证明你的猜想．


 一次函数

要点导航

一次函数相关的常见考点为：求与坐标轴围成的图形的面积；直角三角形、等腰三角形、等边三角形存在性问题；四边形中如平行四边形、矩形、菱形的存在性问题；动点引出的面积问题，等腰三角形、直角三角形分类讨论问题等等．一次函数应用问题常见考点为分段函数问题、方案调配问题．通过将多个代数几何知识点融合，来考查学生综合运用知识的能力．

典例精析

[image: ]
图1-27




【例1】
 　如图1-27所示，已知一次函数y＝－[image: ]
 x＋4的图像与x轴、y轴分别相交于点A、点B．梯形AOBC的边AC＝5．

（1）求点C的坐标．

（2）如果点A、C在一次函数y＝kx＋b（k、b为常数，且k＜0）的图像上，求这个一次函数的解析式．


思路分析

1．梯形AOBC的两边OA、OB确定，但是任意一条都可能作为梯形的底边，故应分情况讨论．

2．先判断点A与三个C点构成的直线中只有一条符合k＜0的条件，再用待定系数法求一次函数的解析式．




〖解〗
 　（1）A（8，0），B（0，4）．在梯形AOBC中，OA＝8，OC＝4，AC＝5．

如图1-28，当AC∥OB时，点C的坐标为（8，5）．

[image: ]
图1-28



如图1-29，当BC∥OA时：

[image: ]
图1-29



代数法：设点C（x，4），因为AC＝5，由两点之间距离公式得（x－8）2
 ＋（4－0）2
 ＝52
 ，解得x1
 ＝5，x2
 ＝11．

几何法：过点A作AH⊥BC，垂足为点H．

在Rt△AHC中，AC＝5，AH＝4，由勾股定理得HC＝3，

所以BC1
 ＝8－3＝5，BC2
 ＝8＋3＝11．

这时点C的坐标为（5，4）或（11，4）．所以点C的坐标为（8，5）或（5，4）或（11，4）．

（2）因为点A、C在一次函数y＝kx＋b（k＜0）的图像上，所以点（8，5）与（11，4）都不符合题意，只有当C为（5，4）时，k＜0．所以[image: ]
 ，解得[image: ]
 ．

所以这个一次函数的解析式为[image: ]
 ．


方法点睛

根据梯形AOBC四个字母的顺序，点C的位置只能在第一象限．梯形AOBC的两边OA、OB分别作为梯形的底边就易确定另一条底边的位置．求点C的方法既可以用代数法又可以用几何法．



[image: ]
图1-30




【例2】
 　如图1-30所示，在平面直角坐标系中，函数y＝2x＋12的图像分别交x轴、y轴于A、B两点．过点A的直线交y轴正半轴于点M，且点M为线段OB的中点．

（1）求直线AM的解析式．

（2）试在直线AM上找一点P，使得S△ABP
 ＝S△AOB
 ，请直接写出点P的坐标．

（3）若点H为坐标平面内任意一点，在坐标平面内是否存在这样的点H，使以A、B、M、H为顶点的四边形是等腰梯形？若存在，请求出点H的坐标；若不存在，请说明理由．


思路分析

1．△ABO和△ABP面积相同，底边相同，所以它们的高相等．即两个顶点的连线平行于底边．

2．按点P在直线AB的左、右两侧分类讨论．

3．等腰梯形的三个顶点确定后第四个顶点有三种情况，线段AM、BM、AB都有可能成为等腰梯形的底边，利用等腰梯形的两腰相等的几何性质求解．




〖解〗
 　（1）函数的解析式为y＝2x＋12，所以A（－6，0），B（0，12）．

因为点M为线段OB的中点，所以点M的坐标为（0，6）．

设直线AM的解析式为y＝kx＋b，代入A、M两点的坐标，得[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以直线AM的解析式为y＝x＋6．

（2）因为△ABO和△ABP面积相同，底边相同，所以它们的高相等．所以点P在直线AB的左右两侧且到直线AB的距离相等．

[image: ]
图1-31



如图1-31所示，当点P在直线AB的右侧时，过点O作OP1
 ∥AB，交AM于点P1
 ，所以直线OP1
 的解析式为y＝2x，直线y＝2x与直线y＝x＋6的交点P1
 （6，12）．

当点P在直线AB的左侧时，因为点P2
 到直线AB的距离与P1
 到直线AB的距离相等，则直线P2
 C的截距为2OB，即直线P2
 C的解析式为y＝2x＋24．直线y＝2x＋24与直线y＝x＋6的交点P2
 （－18，－12）．

（3）如图1-32，当AH∥BM时，设点H1
 的坐标为（－6，y），因为四边形AMBH1
 是等腰梯形，所以BH1
 ＝AM，由两点之间的距离公式得y＝18，所以点H1
 的坐标为（－6，18）．

[image: ]
图1-32



如图1-33，当AM∥BH2
 时，因为△AOM为等腰三角形，所以四边形AMBH2
 是等腰梯形．因为BM＝AH2
 ＝6，所以H2
 的坐标（－12，0）．

[image: ]
图1-33



如图1-34，当MH3
 ∥AB时，因为四边形ABMH3
 是等腰梯形，所以BM＝AH3
 ＝6，直线MH3
 的解析式为y＝2x＋6，设点H3
 的坐标为（x，2x＋6），由两点之间的距离公式得x＝－[image: ]
 ，所以点H3
 的坐标为（[image: ]
 ）．

[image: ]
图1-34



所以点H的坐标为H1
 （－6，18），H2
 （－12，0），H3
 （[image: ]
 ）．


方法点睛

直角坐标平面内求等腰梯形的第四个顶点既可以用代数法即两点之间的距离公式，也可以用等腰梯形的几何性质（几何法），常添的辅助线为过两个顶点作底边的垂线，构造两个全等的直角三角形，如图1-31便可用几何法求解．



[image: ]
图1-35




【例3】
 　如图1-35所示，双曲线[image: ]
 在第一象限的一支上有一点C（1，5），过点C的直线y＝－kx＋b（k＞0）与x轴交于点A（a，0）、与y轴交于点B．

（1）求点A的横坐标a与k之间的函数关系式．

（2）当该直线与双曲线在第一象限的另一交点D的横坐标是9时，求△COD的面积．


思路分析

1．把A、C两点的坐标代入直线的解析式消去字母b，便可得到a与k之间的函数关系式．

2．求出点A、B、C的坐标，便可求得△AOB、△BOC、△AOD的面积，S△COD
 ＝S△AOB
 －S△AOD
 －S△BOC
 ．




〖解〗
 　（1）因为点C（1，5）在直线y＝－kx＋b（k＞0）上，所以5＝－k·1＋b，b＝k＋5，y＝－kx＋k＋5．因为点A（a，0）在直线y＝－kx＋k＋5上，所以0＝－ax＋k＋5，a＝[image: ]
 ＋1．

（2）因为直线与双曲线在第一象限的另一交点D的横坐标是9，设点D（9，y）．所以[image: ]
 ．点D（9，[image: ]
 ），代入y＝－kx＋k＋5，可解得：k＝[image: ]
 ，[image: ]
 ，可得点A（10，0），点B（0，[image: ]
 ）．所以S△COD
 ＝S△AOB
 －S△AOD
 －S△BOC
 ＝[image: ]
 [image: ]
 ．


方法点睛

本题求△COD的面积所用方法为割补法，另一种割补法详见反比例函数例3第（2）小题方法一．求△COD的面积可过C、D两点作x轴的垂线将△COD的面积转化为直角梯形的面积，详见反比例函数例3第（2）小题方法二．



星级训练

[image: ]
图1-36



1．★如图1-36所示，在直角坐标系中，O为原点．点A在第一象限，它的纵坐标是横坐标的3倍，反比例函数[image: ]
 的图像经过点A．

（1）求点A的坐标．

（2）如果经过点A的一次函数图像与y轴的正半轴交于点B，且OB＝AB，求这个一次函数的解析式．

[image: ]
图1-37



2．★如图1-37所示，已知长方形ABCD的边长AB＝9，AD＝3，将此长方形置于平面直角坐标系中，使AB在x轴的正半轴上，经过点C的直线y＝[image: ]
 x－2与x轴交于点E，与y轴交于点F，求：

（1）点E、B、D、A的坐标．

（2）四边形AECD的面积．

[image: ]
图1-38



3．★如图1-38所示，直线l1
 ：y＝kx＋b过点B（－1，0），与y轴交于点C，直线l2
 ：y＝mx＋n，与l1
 交于点P（2，5），且过点A（6，0），过点C与l2
 平行的直线交x轴于点D，求：

（1）直线CD的函数解析式．

（2）四边形APCD的面积．

[image: ]
图1-39



4．★★如图1-39所示，在直角坐标系中，点A的坐标为（1，0），以线段OA为边在第四象限内作等边△AOB，点C为x正半轴上一动点（OC＞1），连接BC，以线段BC为边在第四象限内作等边△CBD，直线DA交y轴于点E．

（1）△OBC与△ABD全等吗？判断并证明你的结论．

（2）随着点C位置的变化，点E的位置是否会发生变化？若没有变化，求出点E的坐标；若有变化，请说明理由．

[image: ]
图1-40



5．★★如图1-40所示，直线l1
 的解析表达式为y＝－3x＋3，且l1
 与x轴交于点D，直线l2
 经过点A，B，直线l1
 ，l2
 交于点C．

（1）求点D的坐标．

（2）求直线l2
 的解析表达式．

（3）求△ADC的面积．

（4）在直线l2
 上存在异于点C的另一点P，使得△ADP与△ADC的面积相等，请直接写出点P的坐标．

[image: ]
图1-41



6．★★如图1-41所示，已知一次函数y1
 ＝x＋m（m为常数）的图像与反比例函数y2
 ＝[image: ]
 （k为常数，k≠0）的图像相交于点A（1，3）．

（1）求这两个函数的解析式及其图像的另一交点B的坐标．

（2）观察图像，写出使函数值y1
 ≥y2
 的自变量x的取值范围．

[image: ]
图1-42



7．★★★如图1-42所示，一次函数y＝－[image: ]
 x＋1的图像与x轴、y轴分别交于点A，B，以线段AB为边在第一象限内作等边△ABC．

（1）求△ABC的面积．

（2）在x轴上是否存点M，使△MAB为等腰三角形？若存在，请直接写出点M的坐标；若不存在，请说明理由．

（3）如果在第二象限内有一点P（a，[image: ]
 ），试用含a的式子表示四边形ABPO的面积，并求当△ABP的面积与△ABC的面积相等时a的值．

[image: ]
图1-43



8．★★★如图1-43所示，在平面直角坐标系中，直线AB与直线BC相交于点B（－2，2），直线AB与y轴相交于点A（0，4），直线BC与x轴、y轴分别相交于点D（－1，0）、点C．

（1）求直线AB的解析式．

（2）过点A作BC的平行线交x轴于点E，求点E的坐标．

（3）在（2）的条件下，点P是直线AB上一动点且在x轴的上方，如果以点D、E、P、Q为顶点的平行四边形的面积等于△ABC面积，请求出点P的坐标，并直接写出点Q的坐标．

[image: ]
图1-44



9．★★★如图1-44所示，直角坐标平面xOy中，点A在x轴上，点C与点E在y轴上，且E为OC中点，BC∥x轴，且BE⊥AE，连接AB．

（1）求证：AE平分∠BAO．

（2）当OE＝6，BC＝4时，求直线AB的解析式．


 一次函数的应用

要点导航

一次函数的应用问题是根据实际问题中给出的数据列相应的函数表达式、解决实际问题，对实际问题中的方案进行比较，结合实际问题的函数图像解决实际问题．

典例精析

[image: ]
图1-45




【例1】
 　某企业有甲、乙两个长方体的蓄水池，将甲池中的水以每小时6立方米的速度注入乙池，甲、乙两个蓄水池中水的深度y（米）与注水时间x（小时）之间的函数图像如图1-45所示，结合图像回答下列问题：

（1）分别求出甲、乙两个蓄水池中水的深度y与注水时间x之间的函数关系式．

（2）求注水多长时间甲、乙两个蓄水池水的深度相同．

（3）求注水多长时间甲、乙两个蓄水池的蓄水量相同．


思路分析

1．先从图像中读取必要的信息：甲池中水的深度为2米，乙池中水的深度为1米，3小时后甲池中水的深度为0米，乙池中水的深度为4米．用待定系数法求解深度y与注水时间x之间的函数关系式．

2．利用y相等便能求出x的值．

3．已知注入乙池速度和时间可求出水的体积，又由甲池的高度可求出甲池的底面积，同样的方法求出乙池的底面积，蓄水量相同即两个池子的体积相等，建立方程便能求得时间．




〖解〗
 　（1）设y甲
 ＝k1
 x＋b1
 ，把（0，2）和（3，0），解得代入k1
 ＝[image: ]
 ，b1
 ＝2，所以y甲
 ＝[image: ]
 x＋2．设y乙
 ＝k2
 x＋b2
 ，把（0，1）和（3，4）代入，解得k2
 ＝1，b2
 ＝1，所以y乙
 ＝x＋1．

（2）根据题意得[image: ]
 ，解得x＝[image: ]
 ，所以注水[image: ]
 小时甲、乙两个蓄水池中水的深度相同．

（3）设甲蓄水池的底面积为S1
 ，乙蓄水池的底面积为S2
 ，t小时甲、乙两个蓄水池的蓄水量相同．根据题意，得2S1
 ＝3×6，S1
 ＝9，（4－1）S2
 ＝3×6，S2
 ＝6，S1
 （[image: ]
 t＋2）＝S2
 （t＋1），解得t＝1．所以注水1小时甲、乙两个蓄水池的蓄水量相同．


方法点睛

本题的难度在第（3）小题，蓄水量是体积问题，把甲蓄水池看做是长方体，长方体体积等于底面积乘以高．由已知的体积和高的条件便能分别求出两个长方体的底面积．



[image: ]
图1-46




【例2】
 　甲、乙两辆汽车沿同一路线赶赴距出发地480千米的目的地，乙车比甲车晚出发2小时（从甲车出发时开始计时）．图中折线OABC、线段DE分别表示甲、乙两车所行路程y（千米）与时间x（小时）之间的函数关系对应的图像（线段AB表示甲出发不足2小时因故停车检修）．请根据图像所提供的信息，解决如下问题：

（1）求乙车所行路程y与时间x的函数关系式．

（2）求两车在途中第二次相遇时，它们距出发地的路程．

（3）乙车出发多长时间，两车在途中第一次相遇？（写出解题过程）


思路分析

1．用待定系数法，把D、E两点的坐标代入一次函数解析式．

2．把x的值代入求出对应的y的值．

3．点P代表两车第一次相遇，求出点P的坐标，再求出与点D的横坐标的差．




〖解〗
 　（1）设乙车所行路程y与时间x的函数关系式为y＝k1
 x＋b1
 ，把（2，0）和（10，480）代入，得[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以y与x的函数关系式为y＝60x－120．

（2）由图可得，交点F表示第二次相遇，点F横坐标为6，此时y＝60×6－120＝240，所以点F坐标为（6，240），所以两车在途中第二次相遇时，它们距出发地的路程为240千米．

（3）设线段BC对应的函数关系式为y＝k2
 x＋b2
 ，把（6，240）、（8，480）代入，得[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以y与x的函数关系式为y＝120x－480．

所以当x＝4.5时，y＝120×4.5－480＝60．所以点B的纵坐标为60，

因为AB表示因故停车检修，所以交点P的纵坐标为60．

把y＝60代入y＝60x－120中，有60＝60x－120，解得x＝3，所以交点P的坐标为（3，60）．

因为交点P表示第一次相遇，所以乙车出发3－2＝1小时，两车在途中第一次相遇．


方法点睛

图中折线OABC为分段函数的图像，AB段为常值函数图像的一部分，OA、BC段分别为正比例函数和一次函数图像的一部分．函数图像的交点P、F的坐标可通过列出两个函数解析式的方程组求解．



星级训练

1．★★某公司每月付给销售人员的工资有两种方案．

方案一：没有底薪，只拿销售提成；

方案二：底薪加销售提成（注：销售提成是指从销售每件商品得到的销售额中提取一定数量的费用）．

[image: ]
图1-47



设销售商品的数量x（件），销售人员的月工资y（元）．如图1-47所示，y1
 为方案一的函数图像，y2
 为方案二的函数图像．已知每件商品的销售提成方案二比方案一少12元．从图中信息解答如下问题：

（1）求y1
 的函数关系式．

（2）请问方案二中每月付给销售人员的底薪是多少元？

（3）如果该公司销售人员小丽的月工资要不低于1800元，那么小丽选用哪种方案最好？至少要销售商品多少件？

[image: ]
图1-48



2．★★在一次远足活动中，某班学生分成两组，第一组由甲地匀速步行到乙地后原路返回，第二组由甲地匀速步行经乙地继续前行到丙地后原路返回，两组同时出发，设步行的时间为t（小时），两组离乙地的距离分别为S1
 （千米）和S2
 （千米），图1-48中的折线分别表示S1
 、S2
 与t之间的函数关系．

（1）甲、乙两地之间的距离为_____千米，乙、丙两地之间的距离为_____千米．

（2）求第二组由甲地出发首次到达乙地及由乙地到达丙地所用的时间分别是多少？

（3）求图中线段AB所表示的S2
 与t间的函数关系式，并写出自变量t的取值范围．

3．★★★甲、乙两个仓库要向A、B两地运送水泥，已知甲库可调出100吨水泥，乙库可调出80吨水泥，现A地需要70吨水泥，B地需要110吨水泥，两库到A、B两地的路程和运费如下表所示．

[image: ]


（1）设甲库运往A地水泥x吨，求总运费y（元）关于x的函数关系式．

（2）当x为何值时，y最小，并求出最省的运费是多少元？

[image: ]
图1-49



4．★★★一列快车从甲地驶往乙地，一列慢车从乙地驶往甲地，两车同时出发，设慢车行驶的时间为x（小时），两车之间的距离为y（千米），图中的折线表示y与x之间的函数关系．根据图1-49进行以下探究：

（1）甲、乙两地之间的距离为_____千米．

（2）请解释图中点B的实际意义．

（3）求慢车和快车的速度．

（4）求线段BC所表示的y与x之间的函数关系式，并写出自变量x的取值范围．

（5）若第二列快车也从甲地出发驶往乙地，速度与第一列快车相同．在第一列快车与慢车相遇30分钟后，第二列快车与慢车相遇．求第二列快车比第一列快车晚出发多少小时？


第二部分　几何证明

证明一个命题是真命题的思考方法有：从结论出发进行思考逐步寻求结论成立的条件，这种“执果索因”的方法称为“分析法”；从条件出发根据已有的公理、定理、定义等逐步推理得出结论，这种“由因导果”的方法称为“综合法”；对于某些较为复杂的问题可采用将上述两种方法结合起来思考的“两头凑”的方法．在进行几何证明时，总是根据题目所给的条件，利用几何学中的定义、公理、定理和推论等，分析、推得结论的正确或错误．本章的重点内容是特殊四边形：平行四边形、矩形、菱形、正方形的判定方法及性质特征，以及它们之间的区别与联系．本章的难点是三角形的中位线以及梯形的中位线的性质的灵活应用．添加适当的辅助线也是几何证明中不可缺少的方法，辅助线的添加也是有一定的规律可循．本章是直线形的关键章节，它既能复习巩固有关三角形的基础知识，又能提高分析问题和解决问题的能力，所以首先要系统掌握本章的具体内容，分清各种四边形之间的互相联系与区别，在解题过程中注意到三角形基本知识的使用．


 平行四边形

要点导航

平行四边形是初中平面几何的一个重要内容，也是中考必考内容之一．平行四边形关于边、角、对角线的性质丰富．判定四边形是平行四边形共有五种方法，这五种判定方法可划分为三类：①与四边形的边有关；②与四边形的角有关；③与四边形的对角线有关．若已知条件出现在四边形的边上，则应考虑：两组对边分别平行的四边形是平行四边形；两组对边分别相等的四边形是平行四边形；一组对边平行且相等的四边形是平行四边形．若已知条件出现在四边形的角上，则应考虑：两组对角分别相等的四边形是平行四边形；若已知条件出现在四边形的对角线上，则应考虑：对角线互相平分的四边形是平行四边形．

典例精析

[image: ]
图2-1




【例1】
 　如图2-1所示，已知：在平行四边形ABCD中，AM＝DM．

（1）求证：AE＝AB．

（2）如果BM平分∠ABC，求证：BM⊥CE．


思路分析

1．根据平行四边形对边相等的性质进行等量代换．

2．BM平分∠ABC，AM与BC平行，所以△ABM为等腰三角形．△AEM也是等腰三角形，它们的底角相等，利用三角形内角和为180°求得∠BME＝90°．




〖证明〗
 　（1）因为四边形ABCD是平行四边形，所以AB＝CD，AB∥CD，∠E＝∠ECD．又因为AM＝DM，∠AME＝∠DMC，所以△AEM≌△CDM，CD＝AE．因此AE＝AB．

（2）因为四边形ABCD是平行四边形，所以AD∥BC，∠AMB＝∠MBC．因为BM平分∠ABC，所以∠ABM＝∠MBC，∠ABM＝∠AMB，AB＝AM．因为AB＝AE，所以AM＝AE，∠E＝∠AME．因为∠E＋∠EBM＋∠BMA＋∠AME＝180°，所以∠BME＝90°，即BM⊥CE．


方法点睛

本题有两个常用结论需要牢记：角平分线、平行线、等腰三角形任意两个作为条件可推得第三个作为结论成立．



[image: ]
图2-2




【例2】
 　如图2-2所示，平行四边形ABCD，E、F两点在对角线BD上，且BE＝DF，连接AE，EC，CF，FA．求证：四边形AECF是平行四边形．


思路分析

平行四边形的判定有五条，本题由这五条判定都可以证明四边形AECF是平行四边形．显然根据两条对角线相互平分的四边形是平行四边形来证明四边形AECF是平行四边形最为便捷．



[image: ]
图2-3




〖证明〗
 　如图2-3所示，连接AC交BD于点O，因为四边形ABCD为平行四边形，所以OA＝OC，OB＝OD．

因为BE＝DF，所以OE＝OF．所以四边形AECF为平行四边形．


方法点睛

平行四边形的判定方法共有五种，应用时要认真领会它们之间的联系与区别，同时要根据条件合理、灵活地选择方法．



[image: ]
图2-4




【例3】
 　如图2-4所示，△ACD、△ABE、△BCF均为直线BC同侧的等边三角形．

（1）当AB≠AC时，证明：四边形ADFE为平行四边形．

（2）当AB＝AC时，顺次连接A、D、F、E四点所构成的图形有哪几类？直接写出构成图形的类型和相应的条件．


思路分析

1．要证明ADFE是平行四边形，可通过证明EF＝AD，DF＝AE来实现，AD＝AC，AE＝AB，那么只要证明△ABC≌△DFC以及△FEB≌△CAB即可．

2．可按∠BAC度数的不同来分情况讨论，如果∠BAC＝60°，∠EAD＋∠BAC＋∠DAC＝180°，因此，A与F重合，A、D、F、E四点所构成的图形为一条线段．当∠BAC≠60°时，由（1）AE＝AB＝AC＝AD，因此A、D、F、E四点所构成的图形是菱形．




〖证明〗
 　（1）因为△ABE、△BCF为等边三角形，所以AB＝BE＝AE，BC＝CF＝FB，∠ABE＝∠CBF＝60°，所以∠CBA＝∠FBE，所以△ABC≌△EBF，EF＝AC．又因为△ADC为等边三角形，所以CD＝AD＝AC，EF＝AD．同理可得AE＝DF．所以四边形ADFE是平行四边形．

（2）构成的图形有两类，一类是菱形，一类是线段．

当图形为菱形时，∠BAC≠60°（或A与F不重合、△ABC不为正三角形）．

当图形为线段时，∠BAC＝60°（或A与F重合、△ABC为正三角形）．


方法点睛

本题的关键是通过三角形的全等来得出线段的相等，要先确定所要证得线段所在的三角形，然后看证明三角形全等的条件是否充足，缺少条件的要根据已知先求出来．



星级训练

1．★在[image: ]
 ABCD中，分别以AD、BC为边向内作等边△ADE和等边△BCF，连接BE、DF．求证：四边形BEDF是平行四边形．

2．★★如图2-5（a）所示，已知：在△ABC中，AD为中线，将△ADC沿直线AD翻折后点C落在点E处，连接BE和CE．

[image: ]
图2-5



（1）求证：BE⊥CE．

（2）若AC＝DC，请在图2-5（b）中画出符合题意的示意图，并判断四边形ADBE是什么四边形？请证明你的结论．

[image: ]
图2-6



3．★★如图2-6所示，已知△ABC是等边三角形，点D、F分别在线段BC、AB上，∠EFB＝60°，DC＝EF．

（1）求证：四边形EFCD是平行四边形．

（2）若BF＝EF，求证：AE＝AD．

[image: ]
图2-7



4．★★如图2-7所示，已知：点E为[image: ]
 ABCD对角线AC上的一点，点F在BE的延长线上，且EF＝BE，EF与CD相交于点G．求证：DF∥AC．

[image: ]
图2-8



5．★★如图2-8所示，已知：在△ABC中，点D、E分别是边AB、BC的中点，点F、G是边AC的三等分点，DF、EG的延长线相交于点H．求证：

（1）四边形FBGH是平行四边形；

（2）四边形ABCH是平行四边形．


 特殊的平行四边形——矩形

要点导航

矩形是初中平面几何的一个重要内容，也是中考必考内容之一．矩形作为特殊的平行四边形关于边、角、对角线的性质丰富，有三种判定方法，这三种判定方法可划分为两类：①与四边形的角有关；②与四边形的对角线有关．若已知条件出现在四边形的角上，则应考虑：有一个角是直角的平行四边形是矩形；有三个角是直角的四边形是矩形．若已知条件出现在四边形的对角线上，则应考虑：对角线相等的平行四边形是矩形．

典例精析

[image: ]
图2-9




【例1】
 　如图2-9所示，已知：在四边形ABCD中，点G在边BC的延长线上，CE平分∠BCD、CF平分∠GCD，EF∥BC交CD于点O．

（1）求证：OE＝OF．

（2）若点O为CD的中点，求证：四边形DECF是矩形．


思路分析

1．角平分线加平行线可得等腰三角形，可分别证得OE＝CO，CO＝OF．

2．先由角平分线互相平分证明四边形是平行四边形，EC和FC分别是邻补角的角平分线，可证它们互相垂直，从而可证四边形DECF是矩形．




〖证明〗
 　（1）因为CE平分∠BCD、CF平分∠GCD，所以∠BCE＝∠DCE，∠DCF＝∠GCF．因为EF∥BC，所以∠BCE＝∠FEC，∠EFC＝∠GCF，∠DCE＝∠FEC，∠EFC＝∠DCF，所以OE＝OC，OF＝OC．所以OE＝OF．

（2）因为点O为CD的中点，所以OD＝OC，又OE＝OF，所以四边形DECF是平行四边形．因为CE平分∠BCD、CF平分∠GCD，所以∠DCE＝[image: ]
 ∠BCD，∠DCF＝[image: ]
 ∠DCG．∠DCE＋∠DCF＝[image: ]
 （∠BCD＋∠DCG）＝90°，即∠ECF＝90°，所以四边形DECF是矩形．


方法点睛

要证明一个四边形是矩形一般先证明这个四边形是平行四边形．应用前面小题的结论来证明后面小题的结论是综合题常用的解题技巧．



[image: ]
图2-10




【例2】
 　如图2-10所示，已知：扇形OAB的半径OA＝3，圆心角∠AOB＝90°，点C是[image: ]
 上异于A、B的动点，过点C作CD⊥OA于点D，作CE⊥OB于点E，连接DE，点G、H在线段DE上，且DG＝GH＝HE．

（1）求证：四边形OGCH是平行四边形．

（2）当点C在[image: ]
 上运动时，在△CDG的三条边中，是否存在长度不变的线段？若存在，请求出该线段的长度．


思路分析

1．平行四边形的五条判定都可以证明四边形OGCH是平行四边形．显然根据两条对角线相互平分的四边形是平行四边形来证明四边形OGCH是平行四边形最为便捷．

2．点C在[image: ]
 上运动时，扇形的半径OC长度不变，则矩形的另一条对角线DE的长度也不变，DG始终等于DE长度的三分之一，所以△CDG的三条边中，长度不变的线段的是DG．



[image: ]
图2-11




〖证明〗
 　（1）因为∠AOB＝90°，CD⊥AO，CE⊥BO．所以四边形ODCE为矩形．连接OC，交ED于F（如图2-11所示），则OF＝FC，EF＝FD．因为DG＝GH，HF＝FG．所以四边形OGCH是平行四边形．

（2）当点C在[image: ]
 上运动时，线段DG的长度不变．连接OC，因为点C在[image: ]
 上运动，所以OC＝OA＝3．因为四边形ODCE为矩形，所以ED＝OC＝3．因为DG＝GH＝HE，所以DG＝[image: ]
 DE，DG＝1．


方法点睛

第（2）小题是探索图形运动中的不变性．点C在[image: ]
 上运动时，△CDG的三条边中线段CD的长度是明显变化的．关键先要发现点C在[image: ]
 上运动时，扇形的半径OC的长度不变．再根据矩形的性质进行探究，较易得到结论．



[image: ]
图2-12




【例3】
 　如图2-12所示，ABCD是矩形纸片，翻折∠B、∠D，使BC、AD恰好落在AC上．设F、H分别是B、D落在AC上的点，E、G分别是折痕CE与AB、AG与CD的交点．

（1）试说明四边形AECG是平行四边形．

（2）若矩形的一边AB的长为3厘米，当BC的长为多少时，四边形AECG是菱形？


思路分析

1．翻折的性质：翻折后能重合的两个三角形一定全等．所以CE和AG分别是∠ACB和∠DAC的角平分线，易证AG∥CE．

2．当四边形AECG是菱形时，AE＝CE，利用等腰三角形三线合一，得AF＝FC＝[image: ]
 AC．设BC的长为x，在Rt△ABC中用勾股定理便可求得BC的长．




〖解〗
 　（1）由题意，得∠GAH＝[image: ]
 ∠DAC，∠ECF＝[image: ]
 ∠BCA．因为四边形ABCD为矩形，所以AD∥BC，∠DAC＝∠BCA，∠GAH＝∠ECF，AG∥CE．又因为AE∥CG，所以四边形AECG是平行四边形．

（2）因为四边形AECG是菱形，所以F、H重合，AC＝2BC．在Rt△ABC中，设BC＝x，则AC＝2x，在Rt△ABC中，AC2
 ＝AB2
 ＋BC2
 ，即（2x）2
 ＝32
 ＋x2
 ，解得x＝[image: ]
 （x＝－[image: ]
 舍去），即线段BC的长为[image: ]
 厘米．


方法点睛

第（2）小题把四边形AECG是菱形作为条件，探索BC的长度．而非证明四边形AECG是菱形．



星级训练

[image: ]
图2-13



1．★★如图2-13所示，在△ABC中，AB＝BC，BD是中线，过点D作DE∥BC，过点A作AE∥BD，AE与DE交于点E．求证：四边形ADBE是矩形．

[image: ]
图2-14



2．★★如图2-14所示，点M是平行四边形ABCD的边AD的中点，点P是边BC上的一个动点，PE∥MB，PF∥MC，分别交MC于点E、交MB于点F，如果AB∶AD＝1∶2，试判断四边形PEMF的形状，并说明理由．

[image: ]
图2-15



3．★★如图2-15所示，在矩形ABCD中，E是BC边上的点，连接DE、AE，将△DEC沿线段DE翻折，点C恰好落在线段AE上的点F处．

（1）求证：△ABE≌△DFA．

（2）如果AB＝6，EC∶BE＝1∶4，求线段DE的长．

[image: ]
图2-16



4．★★如图2-16所示，已知：在梯形ABCD中，AD∥BC，E、F分别为边AB、DC的中点，CG∥DE，交EF的延长线于点G．

（1）求证：四边形DECG是平行四边形．

（2）当ED平分∠ADC时，求证：四边形DECG是矩形．

[image: ]
图2-17



5．★★如图2-17所示，平行四边形ABCD中，点E、F、G、H分别在AB、BC、CD、AD边上且AE＝CG，AH＝CF．

（1）求证：四边形EFGH是平行四边形．

（2）如果AB＝AD，且AH＝AE，求证：四边形EFGH是矩形．

[image: ]
图2-18



6．★★★如图2-18所示，在矩形ABCD中，AB＝3，AD＝4，P是AD上动点，PE⊥AC于E，PF⊥BD于F，PE＋PF的值是否保持不变？若保持不变，试证明你的结论，并求出这个不变的值．若变化，请说明理由．

7．★★★已知在矩形ABCD中，AB＝4，BC＝3，按下列要求折叠，试求出所要求的结果．

（1）如图2-19（a），把矩形ABCD沿对角线BD折叠得△EBD、BE交CD于点F，求DF的长．

[image: ]
图2-19



（2）如图2-19（b），折叠矩形ABCD，使AD与对角线BD重合，求折痕AE的长．

（3）如图2-19（c），折叠矩形ABCD使点B与点D重合，求折痕EF的长．

（4）如图2-19（d），若AB的长为5，BC＝3，E为AD上一点，把矩形ABCD沿BE折叠，若点A恰好落在CD上点F处，求DE的长．


 特殊的平行四边形——菱形

要点导航

菱形是初中平面几何的一个重要内容，也是中考必考内容之一．菱形作为特殊的平行四边形关于边、角、对角线的性质丰富，有三种判定方法，这三种判定方法可划分为两类：一是与四边形的边有关；二是与四边形的对角线有关．若已知条件出现在四边形的边上，则应考虑：一组邻边相等的平行四边形是菱形；四条边都相等的四边形是菱形．若已知条件出现在四边形的对角线上，则应考虑：对角线垂直的平行四边形是菱形．

典例精析

[image: ]
图2-20




【例1】
 　如图2-20所示，已知：EF是矩形ABCD的对角线AC的垂直平分线，EF与对角线AC及边AD、BC分别交于点O、E、F．

（1）求证：四边形AFCE是菱形．

（2）如果FE＝2ED，求AE∶DE的值．


思路分析

1．先证明△AOE≌△COF得到对角线互相垂直平分，对角线互相平分的四边形是平行四边形，对角线互相垂直的平行四边形是菱形．

[image: ]
图2-21



2．由第（1）小题的结论易得FO＝EO＝ED，所以∠2＝∠3＝∠4＝30°，因此，图2-21中所有的直角三角形均为含30°角的特殊直角三角形，再利用它们三边之比，便能求得AE∶DE的值．




〖证明〗
 　（1）因为四边形ABCD是矩形，所以AD∥BC，∠1＝∠2．因为EF垂直平分AC，所以AO＝CO，∠AOE＝∠COF＝90°，△AOE≌△COF，OE＝OF，四边形AFCE是平行四边形．又EF⊥AC，所以平行四边形AFCE是菱形．

（2）由（1）得：FE＝2EO，因为FE＝2ED，所以EO＝ED．又因为EO⊥AC，ED⊥DC，所以∠3＝∠4，由（1）知，四边形AFCE是菱形，所以AE＝EC，∠2＝∠3，∠2＝∠3＝∠4＝[image: ]
 ∠BCD＝30°，又因为∠D＝90°，所以EC＝2ED．AE＝2ED，即AE∶ED的值为2．


方法点睛

△ACD中，CE平分∠ACD，由角平分线定理得AC与CD的比值等于AE与ED的比值．



[image: ]
图2-22




【例2】
 　如图2-22所示，已知：在直角梯形ABCD中，AD∥BC，AB⊥AD，BC＝CD，BE⊥CD，垂足为点E，点F在BD上，连接AF、EF．

（1）求证：AD＝ED．

（2）如果AF∥CD，求证：四边形ADEF是菱形．


思路分析

1．等腰三角形加上平行线的条件可推得角平分线的结论是常用的证明思路，在CD＝BC和AD∥BC的条件下可证得∠ADB＝∠CDB．

2．角平分线加上平行线的条件可推得等腰三角形的结论也是常用的证明思路，在∠ADB＝∠CDB和AF∥DE的条件下可证得AF＝AD，继而可证四边形AFED是平行四边形，由AD＝ED可证四边形AFED是菱形．




〖证明〗
 　（1）因为BC＝CD，所以∠CDB＝∠CBD．因为AD∥BC，所以∠ADB＝∠CBD．∠ADB＝∠CDB．又因为AB⊥AD，BE⊥CD，所以∠BAD＝∠BED＝90°．在△ABD和△EBD中，因为∠ADB＝∠EDB，∠BAD＝∠BED，BD＝BD，所以△ABD≌△EBD．AD＝ED．

（2）因为AF∥CD，所以∠AFD＝∠EDF，∠AFD＝∠ADF，即得AF＝AD．又因为AD＝ED，所以AF＝DE．由AF∥DE，AF＝DE得四边形ADEF是平行四边形．又因为AD＝ED，所以四边形ADEF是菱形．


方法点睛

本题反复使用以下结论：等腰三角形、平行线和角平分线三个条件中已知任意两个可推得第三个作为结论成立．上述结论在初中阶段的证明题中出现频率较高．




【例3】
 　如图2-23所示，在△ABC和△EDC中，AC＝CE＝CB＝CD，∠ACB＝∠ECD＝90°，AB与CE交于F，ED与AB、BC分别交于M、H．

[image: ]
图2-23



（1）求证：CF＝CH．

（2）如图2-24所示，△ABC不动，将△EDC绕点C旋转到∠BCE＝45°时，试判断四边形ACDM是什么四边形？并证明你的结论．

[image: ]
图2-24




思路分析

1．∠ACB＝∠ECD＝90°，减去一个公共角∠BCE，得∠ACF＝∠DCH，∠A＝∠D＝45°，AC＝DC，可证△ACF≌△DCH．

2．当旋转角是45°时，旋转角∠ACE＝∠BCD＝45°，等腰直角△ACB和△ECD的底角都是45°，可证DE∥AC，AB∥CD，所以四边形ACDM是平行四边形，加上AC＝CD的条件，可证得四边形ACDM是菱形．




〖证明〗
 　（1）在△ACB和△ECD中（如图2-25所示），因为∠ACB＝∠ECD＝90°，所以∠1＋∠ECB＝∠2＋∠ECB，∠1＝∠2．又因为AC＝CE＝CB＝CD，所以∠A＝∠D＝45°，△ACF≌△DCH，CF＝CH．

[image: ]
图2-25



（2）四边形ACDM是菱形．因为∠ACB＝∠ECD＝90°，∠BCE＝45°．所以∠1＝45°，∠2＝45°．又因为∠E＝∠B＝45°，所以∠1＝∠E，∠2＝∠B，AC∥MD，CD∥AM，四边形ACDM是平行四边形．又因为AC＝CD，所以四边形ACDM是菱形（如图2-26所示）．

[image: ]
图2-26




方法点睛

证明菱形的方法一般先考虑证明它是平行四边形，再证明邻边相等．



星级训练

[image: ]
图2-27



1．★★如图2-27所示，已知：在等腰梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝DC，点E为边BC上一点，且AE＝DC．

（1）求证：四边形AECD是平行四边形．

（2）当∠B＝2∠DCA时，求证：四边形AECD是菱形．

[image: ]
图2-28



2．★★如图2-28所示，已知：梯形ABCD中，AD∥BC，E是BC的中点，∠BEA＝∠DEA，连接AE、BD相交于点F，BD⊥CD．

（1）求证：AE＝CD．

（2）求证：四边形ABED是菱形．

[image: ]
图2-29



3．★★如图2-29所示，在Rt△ABC中，∠ABC＝90°．将Rt△ABC绕点C顺时针方向旋转60°得到△DEC，点E在AC上，再将Rt△ABC沿着AB所在直线翻转180°得到△ABF，连接AD．

（1）求证：四边形AFCD是菱形．

（2）连接BE并延长交AD于点G，连接CG，请问：四边形ABCG是什么特殊平行四边形？为什么？

[image: ]
图2-30



4．★★如图2-30所示，等腰三角形ABC中，AB＝AC，AH垂直BC，点E是AH上一点，延长AH至点F，使FH＝EH。

（1）求证：四边形EBFC是菱形．

（2）如果∠BAC＝∠ECF，求证：AC⊥CF．

[image: ]
图2-31



5．★★★如图2-31所示，在梯形ABCD中，AD∥BC，BA＝AD＝DC，点E在边CB的延长线上，并且BE＝AD，点F在边BC上．

（1）求证：AC＝AE．

（2）如果∠AFB＝2∠AEF，求证：四边形AFCD是菱形．


 特殊的平行四边形——正方形

要点导航

正方形是初中平面几何的一个重要内容，也是中考必考内容之一．正方形作为特殊的矩形和菱形关于边、角、对角线的性质丰富，有三种判定方法．若已知条件出现在四边形的边上，则应考虑：有一组邻边相等的矩形是正方形．有一组邻边相等且有一个角是直角的平行四边形叫做正方形．若已知条件出现在四边形的角上，则应考虑：有一个角为直角的菱形是正方形．

典例精析

[image: ]
图2-32




【例1】
 　如图2-32所示，已知在△ABC中，AB＝AC，AD是∠BAC的平分线，交BC于点D，AN是△ABC外角∠CAM的平分线，CE⊥AN，垂足为点E．

（1）求证：四边形ADCE是矩形．

（2）当△ABC满足什么条件时，四边形ADCE是一个正方形？请加以证明．


思路分析

1．AN和AD分别是邻补角∠BAC和∠MAC的角平分线，所以AN和AD的夹角为90°，加上∠AEC和∠ADC两个直角，可证四边形ADCE是矩形．

2．当四边形ADCE是一个正方形时，∠DAC＝45°，所以△ADC是等腰直角三角形，所以△ABC是等腰直角三角形．




〖证明〗
 　（1）因为AB＝AC，AD是∠BAC的平分线，所以AD⊥BC，∠ADC＝90°．因为AD是∠BAC的角平分线，所以∠1＝[image: ]
 ∠BAC．同理：∠2＝[image: ]
 ∠MAC．因为∠BAC＋∠MAC＝180°，所以∠1＋∠2＝90°．即∠EAD＝90°．因为CE⊥AN，所以∠AEC＝90°．所以四边形ADCE是矩形．

（2）当△ABC是等腰直角三角形时，四边形ADCE是一个正方形．

因为∠BAC＝90°，AB＝AC，AD是∠BAC的角平分线，所以AD是斜边BC上的中线，所以AD＝DC．因为四边形ADCE是矩形，所以四边形ADCE是正方形．


方法点睛

第（2）小题先由四边形ADCE是正方形作为条件探索出∠1＝45°，继而得到△ABC是等腰直角三角形．再由△ABC是等腰直角三角形作为条件证明四边形ADCE是正方形．



[image: ]
图2-33




【例2】
 　如图2-33所示，已知平行四边形ABCD中，对角线AC，BD交于点O，E是BD延长线上的点，且△ACE是等边三角形．

（1）求证：四边形ABCD是菱形．

（2）若∠AED＝2∠EAD，求证：四边形ABCD是正方形．


思路分析

1．△ACE是等边三角形，所以AE＝EC，加上AO＝CO的条件可得EO⊥AC，即对角线互相垂直．

2．由∠AED＝2∠EAD，可设∠EAD＝x，∠AED＝2x，则外角∠ADO＝∠EAD＋∠AED＝3x．等边三角形的内角为60°，可求得x＝15°．所以∠ADO＝45°，可求得∠ADC＝90°．




〖证明〗
 　（1）因为四边形ABCD是平行四边形，所以AO＝CO．又因为△AEC是等边三角形，所以EO⊥AC，即DB⊥AC．所以平行四边形ABCD是菱形．

（2）因为△AEC是等边三角形，所以∠AEC＝60°．因为EO⊥AC，所以∠AEO＝[image: ]
 ∠AEC＝30°．因为∠AED＝2∠EAD，所以∠EAD＝15°，∠ADO＝∠EAD＋∠AED＝45°．因为四边形ABCD是菱形，所以∠ADC＝2∠ADO＝90°．因此四边形ABCD是正方形．


方法点睛

第（2）小题可求角度的角很多，全等的三角形也有多对．根据∠AED和∠EAD的2倍关系，分别用同一个未知数表示这两个角，利用已知条件建立方程，避免循环论证．




【例3】
 　已知：正方形ABCD中，∠MAN＝45°，∠MAN绕点A顺时针旋转，它的两边分别交CB，DC（或它们的延长线）于点M，N．当∠MAN绕点A旋转到BM＝DN时（如图2-34所示），易证BM＋DN＝MN．

[image: ]
图2-34



（1）当∠MAN绕点A旋转到BM≠DN时（如图2-35所示），线段BM，DN和MN之间有怎样的数量关系？写出猜想，并加以证明．

[image: ]
图2-35



（2）当∠MAN绕点A旋转到如图2-36所示的位置时，线段BM，DN和MN之间又有怎样的数量关系？请写出你的猜想，并证明．

[image: ]
图2-36




思路分析

1．∠MAN绕点A顺时针旋转过程中线段DN、BM、MN的长度都发生改变，借助正方形是旋转对称图形可将DN、BM连接在一起，将△ADN绕着点A顺时针旋转90°，利用旋转三角形全等的条件再证明一次全等三角形即可得结论．

2．当点M在CB的延长线上时，先构造一对绕着点A旋转90°重合的全等三角形，截取DE，使得DE＝BM．再利用旋转三角形全等的条件再证明一次全等三角形即可得结论．



[image: ]
图2-37




〖解〗
 　（1）BM＋DN＝MN．延长CB到E，使得BE＝DN（如图2-37所示），AD＝AB，∠ABE＝∠ADN＝90°，所以△ADN≌△ABE（S．A．S）．∠1＝∠3，AN＝AE．因为∠MAN＝45°，所以∠1＋∠2＝45°，∠3＋∠2＝45°，∠MAN＝∠EAM．又因为AM是公共边，所以△NAM≌△EAM（S．A．S）．MN＝ME，即MN＝MB＋ND．

[image: ]
图2-38



（2）MB＋NM＝DN．在DC上截取DE，使得DE＝BM（如图2-38所示）．因为AD＝AB，∠ABM＝∠ADE＝90°，所以△ADE≌△ABM（S．A．S）．∠1＝∠2，AM＝AE．因为∠MAN＝45°，所以∠3＋∠2＝45°，∠3＋∠1＝45°，∠MAN＝∠EAN．又因为AN是公共边，所以△MAN≌△EAN（S．A．S）．MN＝NE，即DN＝MB＋NM．


方法点睛

两种证明方法统称为截长补短法．当需要证明几段较短的线段之和等于较长线段时，可以考虑将一条较短线段“补短”或者将一条较长线段“截长”．



星级训练

[image: ]
图2-39



1．★如图2-39所示，正方形ABCD中，E是AD边上一点，且BE＝CE，BE与对角线AC交于点F，连接DF，交EC于点G．求证：

（1）∠ABF＝∠ADF．

（2）DF⊥EC．

[image: ]
图2-40



2．★★如图2-40所示，已知正方形ABCD中，P、Q分别在CD、BC上，且∠1＝∠2，求证：AQ＝QB＋PD．

3．★★如图2-41所示，正方形ABCD中对角线AC、BD相交于点O．

[image: ]
图2-41



（1）如图2-41（a）所示，E为AC上一点，AG⊥EB交EB于点G，AG交BD于点F．求证：OE＝OF．

（2）在（1）中，若E为AC延长线上（如图2-41（b）所示），AG⊥EB交EB的延长线于G，AG、BD的延长线交于F，其他条件不变，则结论：“OE＝OF”还成立吗？若成立，请给予证明，若不成立，请说明理由．

[image: ]
图2-42



4．★★如图2-42所示，在△ABC中，点O为AC边上的一个动点，过点O作直线MN∥BC，设MN交∠BCA的外角平分线CF于点F，交∠ACB内角平分线CE于E．

（1）求证：EO＝FO．

（2）当点O运动到何处时，四边形AECF是矩形？并证明你的结论．

（3）若AC边上存在点O，使四边形AECF是正方形，猜想△ABC的形状并证明你的结论．

[image: ]
图2-43



5．★★★如图2-43所示，正方形ABCD的边长为1，G为CD边上的一个动点（点G与C、D不重合）以CG为一边向正方形ABCD外作正方形GCEF，连接DE交BG的延长线于点H．

（1）求证：△BCG≌△DCE．

（2）求证：BH⊥DE．

（3）试问当点G运动到什么位置时，BH垂直平分DE？请说明理由．

[image: ]
图2-44



6．★★★如图2-44所示，正方形ABCD边长为4，点E在边AB上（点E与点A、B不重合），过点A作AF⊥DE，垂足为G，AF与边BC相交于点F．

（1）求证：AF＝DE．

（2）连接DF、EF．设AE＝x，△DEF的面积为y，用含x的代数式表示y．

（3）如果△DEF的面积为[image: ]
 ，求FG的长．


 梯形、等腰梯形

要点导航

等腰梯形是初中平面几何四边形章节中的一个重要内容，等腰梯形关于边、角、对角线的性质丰富，判定有三条．若已知条件出现在四边形的边上，则应考虑：有两腰相等的梯形是等腰梯形；若已知条件出现在四边形的角上，则应考虑：同一底边上的两个底角相等的梯形是等腰梯形；若已知条件出现在四边形的对角线上，则应考虑：对角线相等的梯形是等腰梯形．

典例精析

[image: ]
图2-45




【例1】
 　如图2-45所示，已知：在Rt△ABC中，∠BAC＝90°，DE是直角边AB的垂直平分线，∠DBA＝∠ABC，连接AD．求证：

（1）四边形ADBC是梯形．

（2）AD＝[image: ]
 BC．


思路分析

1．等腰三角形加上角平分线的条件可推得平行线的结论是常用的证明思路，在∠DBA＝∠ABC，BD＝AD的条件下可证得AD∥BC．

2．DE是直角边AB的垂直平分线，延长后可证AD＝[image: ]
 BC．




〖证明〗
 　（1）因为DE是AB的垂直平分线，所以AD＝BD，∠DBA＝∠DAB．

因为∠DBA＝∠ABC，所以∠ABC＝DAB，AD∥BC．因为AC与BD不平行，所以四边形ADBC是梯形．

[image: ]
图2-46



（2）延长DE交BC于F（如图2-46所示），因为∠DBA＝∠ABC，∠DEB＝∠BEF＝90°，BE＝BE，所以△BDE≌△BFE．BF＝BD＝AD．因为∠BAC＝∠BEF＝90°，DF∥AC．所以四边形ACFD是平行四边形，AD＝FC，FC＝BF＝AD，AD＝[image: ]
 BC．


方法点睛

要证明四边形是梯形先要证明一组对边平行再要说明另一组对边不平行．



[image: ]
图2-47




【例2】
 　如图2-47所示，在直角梯形纸片ABCD中，AB∥DC，∠A＝90°，CD>AD，将纸片沿过点D的直线折叠，使点A落在边CD上的点E处，折痕为DF．连接EF并展开纸片．

（1）求证：四边形ADEF是正方形．

（2）取线段AF的中点G，连接EG，如果BG＝CD，试说明四边形GBCE是等腰梯形．


思路分析

1．翻折的性质：翻折后的三角形与原来的三角形全等．所以邻边AD＝DE．四边形ADEF内有三个直角已是矩形，故四边形ADEF是正方形．

2．要证四边形EGBC是等腰梯形，先证明四边形EGBC是梯形．要证明两腰EG、CB相等，需过顶点C作底边AB的高，证明两个直角三角形全等．




〖证明〗
 　（1）因为△ADF≌△EDF，所以∠DEF＝∠A＝90°，因为AB∥DC，∠ADE＝90°，所以四边形ADEF为矩形．又因为DA＝DE，所以ADEF为正方形．

[image: ]
图2-48



（2）过C作CH⊥AB，垂足为H（如图2-48所示）．因为CE∥BG，CE≠BG，所以EGBC是梯形．因为CH⊥AB，所以∠CHA＝90°，又因为∠CDA＝∠DAH＝90°，所以CDAH为矩形，CD＝AH．又因为BG＝CD，BG＝AH，所以BH＝AG．又因为AG＝GF，所以GF＝HB．又因为∠EFG＝∠CHB，EF＝CH，所以△EFG≌△CHB，EG＝CB，所以EGBC为等腰梯形．


方法点睛

第（2）小题第二种证法：连接DG，四边形DGBC为平行四边形，DG＝CB．△DAG和△EFG全等，所以DG＝EG，等量代换得EG＝CB，亦可证明四边形EGBC为等腰梯形．



[image: ]
图2-49




【例3】
 　如图2-49所示，已知在梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝CD，BC＝8，∠B＝60°，点M是边BC的中点，点E、F分别是边AB、

CD上的两个动点（点E与点A、B不重合，点F与点C、D不重合），且∠EMF＝120°．

（1）求证：ME＝MF．

（2）试判断当点E、F分别在边AB、CD上移动时，五边形AEMFD的面积的大小是否会改变，请证明你的结论．

（3）如果点E、F恰好是边AB、CD的中点，求边AD的长．


思路分析

1．由于等腰梯形下底边中点到两腰距离相等，可以借此构造全等三角形用于证明ME＝MF．

2．利用割补法可知五边形AEMFD的面积的大小不会改变．

3．当点E、F恰好是边AB、CD的中点这个特殊位置时，△BEM和△CFM正好全等，可证∠B＝60°．



[image: ]
图2-50




〖证明〗
 　（1）如图2-50所示，过点M分别作MG⊥AB，MH⊥CD，垂足为点G、H．因为点M是边BC的中点，所以BM＝CM．因为在梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝CD，所以∠B＝∠C＝60°．又因为MG⊥AB，MH⊥CD，所以∠BGM＝∠CHM＝90°，△BGM≌△CHM．得MG＝MH，且∠BMG＝∠CMH＝30°，即得∠GMH＝∠EMF＝120°．又因为∠EMF＝∠EMG＋∠GMF，且∠GMH＝∠GMF＋∠FMH，所以∠EMG＝∠FMH．由∠BGM＝∠CHM＝90°，MG＝MH，得△EGM≌△FHM．所以ME＝MF．

（2）当点E、F在边AB、CD上移动时，五边形AEMFD的面积的大小不会改变．因为△EGM≌△FHM，所以S△EMG
 ＝S△FMH
 ．即得S五边形AEMFD
 ＝S五边形AGMHD
 ．

[image: ]
图2-51



（3）连接AM（如图2-51所示）．当点E、F恰好是边AB、CD的中点，且AB＝CD，得BE＝CF．又因为ME＝MF，BM＝CM，所以△BEM≌△CFM．∠BME＝∠CMF．因为∠EMF＝120°，所以∠BME＝[image: ]
 （180°－∠EMF）＝30°．由∠B＝60°，得∠BEM＝90°．因为点E是边AB的中点，所以ME是边AB的垂直平分线．所以MA＝MB．由∠B＝60°，得△ABM是等边三角形．所以∠AMB＝60°．即得∠AMB＝∠C．所以AM∥CD．又因为AD∥MC，所以四边形AMCD是平行四边形．所以AD＝CM．由BC＝8，BM＝CM，得CM＝4．即得AD＝4．


方法点睛

ME和MF在两个不全等的三角形中，要证明它们相等必须构造全等三角形．由等腰三角形底边中点到两腰距离相等易联想到等腰梯形下底边中点到两腰距离相等，故过点M作两腰的垂线段正好与ME和MF构造出一对全等的直角三角形．



星级训练

[image: ]
图2-52



1．★★如图2-52所示，在梯形ABCD中，AD∥BC，∠B＋∠C＝90°，M、N分别是AD、BC的中点．求证：MN＝[image: ]
 （BC－AD）．

[image: ]
图2-53



2．★★如图2-53所示，已知：△ABC与△BDE都是正三角形，且点D在边AC上，并与端点A、C不重合．求证：

（1）△ABE≌△CBD．

（2）四边形AEBC是梯形．

[image: ]
图2-54



3．★★如图2-54所示，已知：在梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝DC．点E，F，G分别在边AB，BC，CD上，AE＝GF＝GC．

（1）求证：四边形AEFG是平行四边形．

（2）当∠FGC＝2∠EFB时，求证：四边形AEFG是矩形．

[image: ]
图2-55



4．★★如图2-55所示，已知：在△ABC中，M是边AB的中点，D是边BC延长线上一点，DC＝[image: ]
 BC，DN∥CM，交边AC于点N．

（1）求证：MN∥BC．

（2）当∠ACB为何值时，四边形BDNM是等腰梯形？并证明你的猜想．

5．★★如图2-56（a）所示，已知：在等腰梯形ABCD中，AD∥BC，∠C＝60°，AD＝AB．

[image: ]
图2-56



（1）当E、F分别在AD、CD上，DE＝CF，AF、BE交于点P．

①求证：AF＝BE．

②请你猜测∠BPF的度数，并证明你的结论．

（2）如图2-56（b）所示，当点E、F分别在AD、DC的延长线上，且DE＝CF，AF、BE交于点P．上述结论是否依然成立，请说明．

6．★★★在梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝DC，对角线AC、BD交于点O．

（1）如果P、E、F分别是BC、AC、BD的中点（如图2-57（a）所示），求证：AB＝PE＋PF．

[image: ]
图2-57



（2）如果P是BC上任意一点（中点除外），过点P作PE∥AB交AC于点E，PF∥DC交BD于点F（如图2-57（b）所示），那么AB＝PE＋PF还成立吗？如果成立，请证明；如果不成立，请说明理由．

（3）如果P为BC的延长线上任意点，（2）中的其他条件不变（如图2-57（c）所示），请你直接写出AB、PE、PF三条线段的确定的数量关系．（不需要证明）


 三角形、梯形的中位线

要点导航

三角形的中位线定理、梯形的中位线定理有一个共同的特点是：在同一题设下，有两个结论，一个结论是表示位置关系的；另一个结论是表明数量关系的．在应用这两个定理时，不一定同时需要两个结论，有时需要平行关系，有时需要倍分关系，可以根据情况，按需选用．在三角形、梯形中位线定理的结论中，都有两线段平行及线段的倍分关系，因此在证明两直线平行或线段的倍分关系时，常用到这两个定理．另外，有些题目本身具备直接利用中位线定理解决的基本图形，而有些题目本身不具备直接利用中位线定理的基本图形，这时常需要添加辅助线，构造中位线定理的基本图形方可使问题得以解决．

典例精析

[image: ]
图2-58




【例1】
 　如图2-58所示，已知：BE、BF分别是∠ABC与它的邻补角∠ABD的平分线，AE⊥BE，垂足为点E，AF⊥BF，垂足为点F，EF分别交边AB、AC于点M和N．求证：

（1）四边形AFBE是矩形．

（2）MN＝[image: ]
 BC．


思路分析

1．BF和BE分别是邻补角∠ABD和∠ABC的角平分线，所以BF和BE的夹角为90°，加上∠AFB和∠AEB两个直角，可证四边形AFBE是矩形．

2．由矩形的对角线的性质可知点M是AB的中点，证出ME∥BC，可得结论．




〖证明〗
 　（1）因为BE、BF分别是∠ABC与它的邻补角∠ABD的平分线，所以∠ABE＝[image: ]
 ∠ABC，∠ABF＝[image: ]
 ∠ABD．而∠ABC＋∠ABD＝180°，所以∠ABE＋∠ABF＝90°，即∠EBF＝90°．因为AE⊥BE，垂足为点E，所以∠AEB＝90°．同理可得∠AFB＝90°．所以四边形AFBE是矩形．

（2）因为四边形AFBE是矩形，所以AM＝BM＝EM．所以∠MBE＝∠MEB．因为∠MBE＝∠EBC，所以∠MEB＝∠EBC．ME∥BC．所以AN＝CN．MN＝[image: ]
 BC．


方法点睛

邻补角∠ABD和∠ABC的角平分线BF和BE互相垂直是基本图形．



[image: ]
图2-59




【例2】
 　如图2-59所示，在△ABC中，BD、CE平分∠ABC，∠ACB，AM⊥CE于点M，AN⊥BD于点N．

（1）求证：MN∥BC．

（2）若AB＝6，BC＝7，AC＝5，求MN的长．


思路分析

1．由角平分线和垂直两个条件易构造翻折型全等三角形，MN成为三角形的中位线，所以MN∥BC．

2．用全等三角形的结论将线段AB、AC翻折后与BC共线．



[image: ]
图2-60




〖证明〗
 　（1）如图2-60所示，分别延长AM、AN交BC于E、F两点．因为BD平分∠ABC，所以∠1＝∠2．因为AN⊥BD，所以∠ANB＝∠FNB＝90°，NB＝NB，△ANB≌△FNB（S．A．S）．AN＝FN．同理AM＝EM．所以MN∥BC．

（2）因为△ANB≌△FNB，所以AB＝FB＝6，同理AC＝EC＝5，BC＝7，因为EF＝BF＋CE－BC，即EF＝AB＋AC－BC，所以EF＝4，MN＝2．


方法点睛

由BD是∠ABC的角平分线和BN⊥AN两个条件易构造翻折型全等三角形△ABN和△FBN．同时将AB和AC的条件集中到一直线上便于线段加减．



星级训练

[image: ]
图2-61



1．★★如图2-61所示，四边形ABCD是正方形，延长边AD到E，使得CE∥BD．

（1）试比较正方形ABCD与△ABE面积的大小，并说明理由．

（2）如果条件“四边形ABCD是正方形”改为“四边形ABCD是梯形，AB∥CD”，其余条件都不变，那么梯形ABCD与△ABE面积的大小有什么关系？

[image: ]
图2-62



2．★★如图2-62所示，在△ABC中，点D是边BC的中点，点E在△ABC内，AE平分∠BAC，CE⊥AE，点F在边AB上，EF∥BC．

（1）求证：四边形BDEF是平行四边形．

（2）线段BF、AB、AC的数量之间具有怎样的关系？证明你所得到的结论．

3．★★★如图2-63所示，在△ABC中，如图2-63（a）所示，BD、CE分别是△ABC的外角平分线，过点A作AF⊥BD，AG⊥CE，垂足分别为点F、G．连接FG．

[image: ]
图2-63



（1）延长AF、AG与直线BC交于H、K两点，求证：FG＝[image: ]
 （AB＋BC＋AC）．

（2）如图2-63（b）所示，将条件“BD、CE分别是△ABC的外角平分线”改成BD、CE分别是△ABC的内角平分线，其他条件不变，线段FG与△ABC的三边又有怎样的数量关系？请写出你的猜想，并给予证明．

（3）如图2-63（c）所示，将条件“BD、CE分别是△ABC的外角平分线”改成BD是△ABC的内角平分线，CE是△ABC的外角平分线，线段FG与△ABC的三边又有怎样的数量关系？请直接写出结论．


 三角形、四边形中边和角的数量关系

要点导航

线段和角的数量关系包括和、差、倍、分．在三角形和四边形中此类问题尤为常见，初始图形可看作基本图形，随着图形中某些元素的运动，图形发生变化，说明线段和角的数量关系是改变还是不变，新的关系往往是要求探索的重点．

典例精析

[image: ]
图2-64




【例1】
 　已知点P在正方形ABCD外，连接AP、BP、DP，恰有AP＝AD．

（1）当∠PAD为锐角时（如图2-64所示），求∠BPD的度数．

（2）当∠PAD为钝角时，请画出图形，并求∠BPD的度数．

 


思路分析

1．可从三角形的内角和定理或外角和定理考虑，题中除了已知正方形的内角为90°外，其他的角的大小不明．不妨设∠APD＝α，则∠APB、∠PMD都能用α表示，再利用三角形内角和定理求∠BPD的度数．

2．画出相应的图形后同第（1）小题的做法求解．




〖解〗
 　（1）设∠APD＝α，因为AP＝AD，所以∠APD＝∠ADP＝[image: ]
 （180°－α）＝90°－[image: ]
 ．因为四边形ABCD是正方形，所以AB＝AD，∠BAD＝90°，AP＝AB，∠PAB＝90°＋α，∠APB＝[image: ]
 （180°－∠PAB）＝45°－[image: ]
 ，∠PMD＝∠APB＋∠PAD＝45°－[image: ]
 ＋α＝45°＋[image: ]
 ，在△PMD中，∠BPD＋∠PMD＋∠ADP＝180°，所以∠BPD＝180°－∠PMD－∠ADP＝45°．

[image: ]
图2-65



（2）如图2-65所示，设PB与DA的延长线交于点M，∠PAD＝α，则∠PAM＝180°－α．因为AP＝AD，所以∠APD＝∠ADP＝[image: ]
 （180°－α）＝90°－[image: ]
 ．因为四边形ABCD是正方形，所以AB＝AD，∠BAD＝90°，AB＝AP，∠PAB＝90°＋∠PAM＝90°＋180°－α＝270°－α．因为∠ABP＝[image: ]
 （180°－∠PAB）＝[image: ]
 －45°，所以∠PMD＝∠ABP＋∠MAB＝[image: ]
 －45°＋90°＝45°＋[image: ]
 ，在△PMD中，∠BPD＋∠PMD＋∠ADP＝180°，所以∠BPD＝180°－∠PMD－∠ADP＝180°－（[image: ]
 ＋45°）－（90°－[image: ]
 ）＝45°．


方法点睛

本题变化之中有不变，不管∠PAD是钝角还是锐角，∠BPD的度数始终不变．




【例2】
 　在△ABC中，∠ACB＝90°，AC＝BC，直线MN经过点C，且AD⊥MN于点D，BE⊥MN于点E．

（1）当直线MN绕点C旋转到图2-66（a）的位置时，求证：

[image: ]
图2-66



①△ADC≌△CEB．

②DE＝AD＋BE．

（2）当直线MN绕点C旋转到图2-66（b）的位置时，求证：DE＝AD－BE．

（3）当直线MN绕点C旋转到图2-66（c）的位置时，试问DE、AD、BE具有怎样的等量关系？请写出这个等量关系，并加以证明．


思路分析

1．图2-66（a）可看作是三直角的基本图形，△ADC和△CEB已经有一个直角相等，斜边AC＝BC，∠BCE和∠DAC都是∠DCA余角，因此它们也相等．所有相等线段集中到直线MN上，便可证明DE＝AD＋BE．

2．类比图2-66（a）的证明方法．




〖证明〗
 　（1）①因为∠ADC＝∠ACB＝90°，所以∠CAD＋∠ACD＝90°，∠BCE＋∠ACD＝90°，∠CAD＝∠BCE，因为AC＝BC，所以△ADC≌△CEB．

②因为△ADC≌△CEB，所以CE＝AD，CD＝BE，DE＝CE＋CD＝AD＋BE．

（2）因为∠ADC＝∠CEB＝∠ACB＝90°，所以∠ACD＝∠CBE，又因为AC＝BC．所以△ACD≌△CBE，CE＝AD，CD＝BE，DE＝CE－CD＝AD－BE．

（3）当MN旋转到图2-37的位置时，DE＝BE－AD（或AD＝BE－DE，BE＝AD＋DE等）因为∠ADC＝∠CEB＝∠ACB＝90°，所以∠ACD＝∠CBE，又因为AC＝BC，所以△ACD≌△CBE，AD＝CE，CD＝BE，DE＝CD－CE＝BE－AD．


方法点睛

图2-66（b）和图2-66（c）可看做是图2-66（a）的变式图形，图形虽然改变，证明的方法不变．




【例3】
 　数学课上，张老师出了一道题：如图2-67（a）所示的四边形ABCD是正方形，点E是边BC的中点．∠AEF＝90°，且EF交正方形外角∠DCG的平行线CF于点F，求证：AE＝EF．

[image: ]
图2-67



经过思考，小明展示了一种正确的解题思路：取AB的中点M，连接ME，则AM＝EC，易证△AME≌△ECF，所以AE＝EF．

在此基础上，同学们作了进一步的研究：

（1）小颖提出：如图2-67（b）所示，如果把“点E是边BC的中点”改为“点E是边BC上（除B，C外）的任意一点”，其他条件不变，那么结论“AE＝EF”仍然成立，你认为小颖的观点正确吗？如果正确，写出证明过程；如果不正确，请说明理由．

（2）小华提出：如图2-67（c），点E是BC的延长线上（除点C外）的任意一点，其他条件不变，结论“AE＝EF”仍然成立．你认为小华的观点正确吗？如果正确，写出证明过程；如果不正确，请说明理由．


思路分析

1．若过点F作BC的垂线，则垂足与E、F两点构成的三角形和△ABE全等缺少边的条件．在AB上取一点M，使AM＝EC，连接ME．可构造出边的条件，从而证明两个三角形全等．

2．当点E在BC的延长线上时，在BA的延长线上截取与CE相等的线段，类比第（1）小题的证法．



[image: ]
图2-68




〖解〗
 　（1）正确．证明：在AB上取一点M，使AM＝EC，连接ME（如图2-68所示）．所以BM＝BE，∠BME＝45°，∠AME＝135°．因为CF是外角平分线，所以∠DCF＝45°，∠ECF＝135°，∠AME＝∠ECF．

因为∠AEB＋∠BAE＝90°，∠AEB＋∠CEF＝90°，所以∠BAE＝∠CEF，△AME≌△ECF（A．S．A），AE＝EF．

[image: ]
图2-69



（2）正确．证明：在BA的延长线上取一点N．使AN＝CE，连接NE（如图2-69所示）．所以BN＝BE，∠N＝∠FCE＝45°．因为四边形ABCD是正方形，所以AD∥BE．∠DAE＝∠BEA，∠NAE＝∠CEF．△ANE≌△ECF（A．S．A），AE＝EF．


方法点睛

图2-67（a）是点E的特殊位置，图2-67（b）是点E在线段上的任意位置，图2-67（c）是点E在线段的延长线上，图2-67（b）、（c）可以看做是图2-67（a）的变式图形，图形改变类比的方法不变．



星级训练

[image: ]
图2-70



1．★★如图2-70所示，已知：在△ABC中，AD⊥BC，垂足为点D，BE⊥AC，垂足为点E，M为AB边的中点，连接ME、MD、ED．求证：

（1）△MED为等腰三角形．

（2）∠EMD＝2∠DAC．

2．★★如图2-71（a）所示，已知：在菱形ABCD中，AE⊥BC，AF⊥CD，垂足为E、F．

[image: ]
图2-71



（1）求证：△ABE≌△ADF．

（2）若∠BAE＝∠EAF，求证：AE＝BE．

（3）若对角线BD与AE、AF交于点M、N，且BM＝MN（如图2-71（b）所示）．求证：∠EAF＝2∠BAE．

[image: ]
图2-72



3．★★如图2-72所示，已知：AD是△ABC的高，作∠DCE＝∠ACD，交AD的延长线于点E，点F是点C关于直线AE的对称点，连接AF．

（1）求证：CE＝AF．

（2）在线段AB上取一点N，使∠ENA＝[image: ]
 ∠ACE，EN交BC于点M，连接AM．请你判断∠B与∠MAF的数量关系，并说明理由．

[image: ]
图2-73



4．★★如图2-73所示，已知：AM是△ABC的中线，∠DAM＝∠BAM，CD∥AB．求证：AB＝AD＋CD．

[image: ]
图2-74



5．★★如图2-74所示，在△ABC中，点D是BC的中点，DE⊥AD，∠EAD＝∠BAD．

（1）线段CE、AE、AB之间具有怎样的数量关系？并证明你所得到的结论．

（2）当∠BAC＝90°，AB＝8，AD＝5时，求线段CE的长．

6．★★如图2-75（a）所示，已知：△ABC≌△DBE，且∠ACB＝∠DEB＝90°，∠A＝∠D，直线DE与直线AC交于点F．

[image: ]
图2-75



（1）求证：AF＋EF＝DE．

（2）若将△DBE绕点B旋转到如图2-75（b）所示的位置，请写出此时AF、EF、DE的数量关系，并证明．

7．★★如图2-76（a）所示，在△ABC中，∠ABC和∠ACB的平分线交于点D，过点D作EF∥BC，交AB于点E，交AC于点F．

[image: ]
图2-76



（1）求证：EF＝BE＋CF．

（2）当点D为∠ABC的角平分线和∠ACB的外角平分线的交点（如图2-76（b）所示）时，EF、BE、CF的关系又如何？请证明．

（3）当D为∠ABC的外角平分线和∠ACB的外角平分线的交点（如图2-76（c）所示）时，EF、BE、CF的关系又如何？请直接写出结论．

[image: ]
图2-77



8．★★如图2-77所示，将矩形纸片ABCD折叠，使点B落在边AD上的点B′处，折痕与AD边交于点E，与BC边交于点F，点A落在点A′处．

（1）请在图中作出示意图，其中折痕EF请用直尺和圆规作出，并保留作图痕迹．

（2）求证：B′E＝BF．

（3）设AE＝a，AB＝b，BF＝c，试猜想a，b，c之间的一种关系，并给予证明．

9．★★★如图2-78（a）所示，OP是∠MON的角平分线，请你利用该图形画一对以OP所在直线为对称轴的非直角三角形的全等三角形．完成要求，并将所画的全等三角形用符号语言表示为_____≌_____．

[image: ]
图2-78



请你参考这个画全等三角形的方法，解答下列问题：

（1）如图2-78（b）所示，在△ABC中，∠ACB是直角，∠B＝60°，AD、CE分别是∠BAC、∠BCA的角平分线，AD、CE相交于点F．请你判断并写出FE与FD之间的数量关系．

（2）如图2-78（c）所示，在△ABC中，如图∠ACB不是直角，而（1）中的其他条件不变，请问，你在（1）中得到的结论是否仍然成立？如果成立，请证明；如果不成立，请说明理由．

10．★★★在Rt△ABC中，∠BAC＝90°，AB＝AC，点M、N在边BC上．

（1）如图2-79（a）所示，如果AM＝AN，求证：BM＝CN．

[image: ]
图2-79



（2）如图2-79（b）所示，如果M、N是边BC上任意两点，并满足∠MAN＝45°，那么线段BM、MN、NC有怎样的数量关系？请证明．

（3）如图2-79（c）所示，如果M在边CB的延长线上、N在边BC上（N不与点B重合），并满足∠MAN＝45°，那么线段BM、MN、NC有怎样的数量关系？请证明．

11．★★★已知四边形ABCD中，AB⊥AD，BC⊥CD，AB＝BC，∠ABC＝120°，∠MBN＝60°，∠MBN绕B点旋转，它的两边分别交AD、DC（或它们的延长线）于E、F．

（1）当∠MBN绕点B旋转到AE＝CF时（如图2-80（a）所示），求证：AE＋CF＝EF．

[image: ]
图2-80



（2）当∠MBN绕点B旋转到AE≠CF时，在图2-80（b）和（c）这两种情况下，上述结论是否成立？若成立，请给予证明；若不成立，线段AE、CF、EF又有怎样的数量关系？请写出你的猜想，不需证明．

12．★★★在四边形ABCD中，∠A＝∠C＝90°，∠B≠90°，点E、F分别是对角线AC、BD的中点．

（1）请画出符合条件的图形，连接EF，试判断线段EF与线段AC之间有怎样的关系，并证明你所得到的结论．

（2）当EF＝[image: ]
 BD时，求∠ADC的大小．

13．★★★在△ABC中，∠ACB＝90°，D是AB的中点，过点B作∠CBE＝∠A，BE与射线CA相交于点E，与射线CD相交于点F．

（1）如图2-81所示，当点E在线段CA上时，求证：BE⊥CD．

[image: ]
图2-81



（2）如果BE＝CD，那么线段AC与BC之间具有怎样的数量关系？并证明你所得到的结论．

（3）如果△BDF是等腰三角形，求∠A的度数．

14．★★★已知：在△ABC中，∠BAC＝90°，AB＝AC，点D为直线BC上一动点（点D不与B、C重合）．以AD为边作正方形ADEF，连接CF．

（1）如图2-82（a）所示，当点D在线段BC上时，求证：

[image: ]
图2-82



①BC⊥CF．

②CF＝BC－CD．

（2）如图2-82（b）所示，当点D在线段BC的延长线上时，其他条件不变，请直接写出CF、BC、CD三条线段之间的关系．

（3）如图2-82（c）所示，当点D在线段BC的反向延长线上时，且点A、F分别在直线BC的两侧，其他条件不变：

①请直接写出CF、BC、CD三条线段之间的关系．

②若连接正方形对角线AE、DF，交点为O，连接OC，探究△AOC的形状，并说明理由．

15．★★★如图2-83（a）所示，已知在△ABC中，∠ACB为锐角，点D为射线BC上一点，连接AD，以AD为一边且在AD的右侧作等腰直角△ADE．解答下列问题：

[image: ]
图2-83



（1）如果AB＝AC，∠BAC＝90°．

①如图2-83（b）所示，当点D在线段BC上时（与点B不重合），线段CE、BD之间的位置关系为_____，数量关系为_____．

②如图2-83（c）所示，当点D在线段BC的延长线上时，①中的结论是否仍然成立，如果不成立请说明理由，如果成立请加以证明．

（2）如图2-83（d）所示，如果AB≠AC，∠BAC≠90°，点D在线段BC上运动．试探究：当∠ACB＝45°时，CE⊥BC吗（点C、E重合除外）？请说明理由．


第三部分　直角坐标平面内点的存在性问题

动态几何题是中考“压轴题”的亮点之一．这类题型的信息量大，经常把数与方程、函数与几何、函数与面积等联系在一起．解题时要用运动和变化的眼光去观察、思考、研究问题，把握图形运动、变化的全过程，综合运用函数、方程、分类讨论、数形结合等数学思想去解决问题．


 等腰三角形的存在性问题

要点导航

等腰三角形的分类讨论题多见于各类压轴题中，由于这类题目都与图形运动有关，需要学生具有一定的想象能力、分析能力和运算能力．等腰三角形分类讨论的解题思路：①用含有字母的代数式分别表示等腰三角形的三条边，后用三条线段依次相等建立方程后求解．②根据题目要求分别作出三种等腰三角形条件下图形，利用等腰三角形的有关性质和题目中的条件进行合理的转化后建立方程求解．

典例精析

[image: ]
图3-1




【例1】
 　如图3-1所示，已知：Rt△AOB中，∠AOB＝90°，OA＝3厘米，OB＝[image: ]
 厘米．以O为原点、OB为x轴建立平面直角坐标系．设P是AB边上的动点，从A向点B匀速移动，速度为1厘米每秒；Q是OB边上的动点，从O向点B匀速移动，速度为2厘米每秒．当任意一点到达点B，运动随之停止．

（1）试求∠B的度数．

（2）设P、Q移动时间为t秒，建立△OPQ的面积S（平方厘米）与t（秒）之间的函数关系式，并写出函数的定义域．

（3）当△BPQ是等腰三角形时，求t的值．


思路分析

因为点Q的运动速度是点P的2倍，所以第（3）小题△BPQ是等腰三角形只存在PQ＝QB这一种情况．




〖解〗
 　（1）因为∠AOB＝90°，OA＝3厘米，OB＝[image: ]
 厘米．所以AB＝6，因为OA＝[image: ]
 AB，∠AOB＝90°，所以∠B＝30°．

（2）因为AP＝t，OQ＝2t，所以BP＝6－t．过点P作PH⊥OB于点H（如图3-2所示），因为∠PHB＝90°，∠B＝30°，所以PH＝[image: ]
 BP＝[image: ]
 （6－t），因为S＝[image: ]
 OQ·PH，所以[image: ]
 ．

[image: ]
图3-2



（3）因为点Q的运动速度是点P的2倍，所以△BPQ是等腰三角形只存在PQ＝QB这一种情况．当PQ＝QB时，过点Q作QD⊥AB于点D（如图3-3所示）．因为∠QDB＝90°，∠B＝30°，设QD＝k，QB＝2k，所以DB＝[image: ]
 k．因为PQ＝QB，QD⊥AB，所以PB＝2BD＝2[image: ]
 k，PB＝[image: ]
 QB．

[image: ]
图3-3



6－t＝[image: ]
 ，解得[image: ]
 ．所以当△BPQ是等腰三角形时，t的值为[image: ]
 ．


方法点睛

化解等腰三角形常用的方法为添设底边上的高，将等腰三角形化解为两个全等的含30°的直角三角形．



[image: ]
图3-4




【例2】
 　如图3-4所示，在梯形ABCD中，已知AB∥CD，AD⊥DB，AD＝DC＝CB，AB＝4．以AB所在直线为x轴，过D且垂直于AB的直线为y轴建立平面直角坐标系．

（1）求∠DAB的度数及A、D、C三点的坐标．

（2）直线l是DC的垂直平分线．若点P是l上的点，当△PDB为等腰三角形时，求点P的坐标．


思路分析

在直角坐标系中对等腰三角形进行讨论，本题可采用几何法求解，当BD为等腰三角形的腰时分别以B、D为圆心，BD的长为半径画弧与对称轴的交点就是所求的P点，再用勾股定理求出对应的线段长度就可求出点P的坐标了，当BD为等腰三角形的底边时点P在BD的中垂线和对称轴的交点上．




〖解〗
 　（1）因为DC＝BC，所以∠CDB＝∠CBD，因为CD∥AB所以∠CDB＝∠ABD，∠CBD＝∠ABD，因为四边形ABCD是等腰梯形，所以∠CBA＝∠DAB，因为AD⊥DB，所以∠DAB＋∠DBA＝90°，∠DAB＝60°，∠DBA＝30°，在Rt△ABD中，∠BDA＝90°，AB＝4，所以AD＝2，OA＝1，OD＝[image: ]
 ，BC＝CD＝2．得A（－1，0）、B（3，0）、C（2，[image: ]
 ）、D（0，[image: ]
 ）．

（2）直线l的方程为x＝1．

如图3-5所示，当BD＝DP时，对称轴上的点P有两个分别为P1
 和P2
 ，因为BD＝DP1
 ＝DP2
 ＝2[image: ]
 ，DE＝1，在Rt△DEP1
 和Rt△DEP2
 中，由勾股定理得EP1
 ＝EP2
 ＝[image: ]
 ，因为E（1，[image: ]
 ），所以P1
 （1，[image: ]
 ）、P2
 （1，[image: ]
 ）．

[image: ]
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如图3-6所示，当BD＝PB时，对称轴上的点P有两个分别为P3
 和P4
 ，因为BD＝BP3
 ＝BP4
 ＝2[image: ]
 ，BF＝2，在Rt△BFP3
 和Rt△BFP4
 中，由勾股定理得FP3
 ＝FP4
 ＝2[image: ]
 ，所以P3
 （1，2[image: ]
 ）、P4
 （1，－2[image: ]
 ）．当PB＝PD时，设P（1，y），12
 ＋（y－[image: ]
 ）2
 ＝22
 ＋y2
 ，y＝0，所以P5
 （1，0）．

[image: ]
图3-6




方法点睛

本题也可采用代数法设P点坐标为（1，y）利用两点之间的距离公式列出关于y的方程，不过需要注意解方程时必须采用开平方法，否则很难求出正确结果．



星级训练

[image: ]
图3-7



1．★如图3-7所示：已知，在平面直角坐标系中，O为坐标原点，四边形OABC是矩形，点A、C的坐标分别为A（10，0）、C（0，4），点D是OA的中点，点P在BC边上运动，当△ODP是腰长为5的等腰三角形时，求点P的坐标．

[image: ]
图3-8



2．★★如图3-8所示，已知：正比例函数y＝k1
 x的图像与反比例函数[image: ]
 的图像相交于点A、B，点A在第一象限，且点A的横坐标为1，作AH垂直于x轴，垂足为点H，S△AOH
 ＝1．

（1）求AH的长．

（2）求这两个函数的解析式．

（3）如果△OAC是以OA为腰的等腰三角形，且点C在x轴上，求点C的坐标．

[image: ]
图3-9



3．★★★如图3-9所示，以O为原点的直角坐标系中，点A的坐标为（0，2），点B的坐标为（2，0），过点B作直线l垂直于x轴．P为线段AB上一动点，作直线PC⊥PO，交直线l于点C．过点P作直线MN平行于x轴，交y轴于点M，交直线l于点N．设AP长为x．

（1）当点C在第一象限时：

①求证：△OPM≌△PCN．

②填空：点P的坐标为（_____，_____），点C的坐标为（_____，_____）．（用含x的代数式表示）

（2）当点P在线段AB上移动时，点C也随之在直线l上移动，△PBC是否可能成为等腰三角形？如果可能，求出所有能使△PBC成为等腰三角形的点P的坐标；如果不可能，请说明理由．

[image: ]
图3-10



4．★★★如图3-10所示，一次函数y＝－2x＋2和反比例函数[image: ]
 （k≠0）交于M、N两点，点A（－2，2）在反比例函数图像上．求：

（1）反比例函数的解析式．

（2）求交点N的坐标．

（3）是否在一次函数的图像上存在点P使得△PAN为等腰三角形，若有求出点P的坐标，若没有请说明理由．

5．★★★如图3-11（a）所示，一次函数[image: ]
 的图像与x轴、y轴分别交于A、B，以AB为边在第二象限内作等边△ABC．

[image: ]
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（1）求点C坐标．

（2）在第二象限内有一点M（M，1），使S△ABM
 ＝S△ABC
 ，求点M坐标．

（3）如图3-11（b）所示，点C′（2，0），在直线AB上是否存在一点P，使△AC′P为等腰三角形？若存在，求P点坐标；若不存在，说明理由．


 直角三角形的存在性问题

要点导航

直角三角形的特征非常明显，此类题目常出现在直角坐标平面内，直角三角形的三个顶点中一般两个顶点是确定的，另外的顶点在某个函数的图像上，通常用两点之间的距离公式表示出三条线段后再讨论三角形的哪个角有可能成为直角，根据这个直角的条件结合题目条件进行计算．此类综合题需要用到的知识点较多，因此对学生的思维、分析能力有较高的要求．

典例精析

[image: ]
图3-12




【例1】
 　如图3-12所示，在平面直角坐标系中，直线l经过点A（2，－3），与x轴交于点B，且与直线y＝3x－[image: ]
 平行．

（1）求直线l的函数解析式及点B的坐标．

（2）如直线l上有一点M（a，－6），过点M作x轴的垂线，交直线y＝3x－[image: ]
 于点N，在线段MN上求一点P，使△PAB是直角三角形，请求出点P的坐标．


思路分析

MN垂直于x轴，点P在线段MN上，设点M（a，－6），利用两点之间的距离公式表示出PA、PB，△PAB是直角三角形，当不同的角为直角时，利用勾股定理建立方程，求解后代入检验点P是否在线段MN上．




〖解〗
 　（1）设直线l的解析式为y＝kx＋b（k≠0），因为直线l平行于y＝3x－[image: ]
 ，所以k＝3．因为直线l经过点A（2，－3），所以－3＝2×3＋b，b＝－9，直线l的解析式为y＝3x－9，点B坐标为（3，0）．

（2）因为点M（a，－6）在直线l上，所以a＝1，则可设点P（1，y），因为N（1，[image: ]
 ），所以y的取值范围是－6≤y≤[image: ]
 ．

当AB为斜边时，PA2
 ＋PB2
 ＝AB2
 ，1＋（y＋3）2
 ＋4＋y2
 ＝10，解得y1
 ＝－1，y2
 ＝－2，所以P（1，－1），P（1，－2）．

当PB为斜边时，PA2
 ＋AB2
 ＝PB2
 ，1＋（y＋3）2
 ＋10＝4＋y2
 ，解得y＝－[image: ]
 ，所以P（1，－[image: ]
 ）．

当PA为斜边时，PB2
 ＋AB2
 ＝PA2
 ，10＋4＋y2
 ＝1＋（y＋3）2
 ，解得[image: ]
 （舍去）．

综上所述，点P的坐标为P1
 （1，－1），P2
 （1，－2），P3
 （1，－[image: ]
 ）．


方法点睛

当所求的点P在某个限定的范围内运动的时候，需要对方程的解进行检验．



[image: ]
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【例2】
 　如图3-13所示，已知：在△ABC中，∠C＝90°，∠B＝30°，AC＝6，点D、E、F分别在边BC、AC、AB上（点E、F与△ABC顶点不重合），AD平分∠CAB，EF⊥AD，垂足为H．

（1）求证：AE＝AF．

（2）设CE＝x，BF＝y，求y与x之间的函数解析式，并写出定义域．

（3）当△DEF是直角三角形时，求出BF的长．


思路分析

1．第（2）小题利用线段和差建立函数关系式．

2．由第（1）小题得DE和DF始终相等，所以△DEF是直角三角形只有∠EDF＝90°一种情况．




〖解〗
 　（1）因为AD平分∠CAB，所以∠EAH＝∠FAH，AH是公共边，EF⊥AD，∠AHE＝∠AHF，所以△EAH≌△FAH．AE＝AF．

（2）△ABC中，∠C＝90°，∠B＝30°，AC＝6，所以AB＝12．因为AE＝AF，∠CAB＝60°，所以△AEF是等边三角形．因为CE＝x，BF＝y，所以AE＝6－x，AF＝12－y，6－x＝12－y，即y＝x＋6（0＜x＜6）．

[image: ]
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（3）因为AD垂直平分EF，所以DE＝DF．若△DEF是直角三角形，只可能是∠EDF＝90°．因为CD＝23，CE＝x，由勾股定理得DE＝[image: ]
 ．又因为AE＝EF＝6－x．△DEF是等腰直角三角形，所以EF2
 ＝DE2
 ＋DF2
 ，（6－x）2
 ＝（12＋x2
 ）＋（12＋x2
 ），解得x＝4[image: ]
 －6，所以y＝4[image: ]
 ，即BF的长为4[image: ]
 （如图3-14所示）．


方法点睛

当∠EDF＝90°时，点E、F分别为边AC、AB上移动时的特殊位置，此时FH＝HD，AH＝[image: ]
 FH，AH＋DH＝4[image: ]
 ，FH＝DH＝6－2[image: ]
 ，AF＝12－4[image: ]
 ，便可求得BF的长为4[image: ]
 ．



星级训练

[image: ]
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1．★★如图3-15所示，点A在第一象限，OA＝2，与x轴的正半轴的夹角为30°，设P是坐标x轴上的一点，且△AOP为直角三角形，求符合条件的点P的坐标．

2．★★★已知函数y＝[image: ]
 x＋1的图像与x轴、y轴分别相交于点A、B．点C的坐标为（2，0）．

（1）求直线BC的函数解析式．

（2）点E是直线AB上的一个点，且△AEC是直角三角形，求点E的坐标．

[image: ]
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3．★★★如图3-16所示，直线l经过原点和点A（3，6），点B坐标为（4，0）

（1）求直线l所对应的函数解析式．

（2）若P为射线OA上的一点，设点P横坐标为x，△OPB的面积为S．

①写出S关于x的函数解析式，指出自变量x的取值范围．

②当△POB是直角三角形时，求点P坐标．

[image: ]
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4．★★★如图3-17所示，在△ABC中，∠C＝90°，BC＝8厘米，AC＝6厘米，点P从B点出发，以每秒2厘米的速度沿BC向C点移动；点Q从C点出发，以每秒1厘米的速度沿CA向A点移动．

（1）求AB的长．

（2）如果点P、Q分别从B、C同时出发，设运动的时间为x秒，△PCQ的面积为y，求出y关于x的函数解析式，并写出定义域．

（3）当x为何值时，△PCQ是有一个锐角为30°的直角三角形？

[image: ]
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5．★★★如图3-18所示，直线y＝－[image: ]
 x＋4和x轴，y轴的交点分别为B，C，点A的坐标是（－2，0）．

（1）试说明△ABC是等腰三角形．

（2）动点M从点A出发沿x轴向点B运动，同时动点N从点B出发沿线段BC向点C运动，运动的速度均为每秒1个单位长度．当其中一个动点到达终点时，它们都停止运动．设点M运动t秒时，△MON的面积为S．

①求S与t的函数关系式．

②当点M在线段OB上运动时，是否存在S＝4的情形？若存在，求出对应的t值；若不存在，说明理由．

③在运动过程中，当△MON为直角三角形时，求t的值．


 梯形的存在性问题

要点导航

梯形的分类讨论题多见于各类压轴题中，由于这类题目都与图形运动有关，需要学生具有一定的想象能力、分析能力和运算能力．梯形的主要特征是两底平行，特殊梯形又可分为等腰梯形和直角梯形两大类．常见题型为在直角坐标平面内已知三点求第四个点，抓住梯形两底平行的特征，对应的一次函数的解析式的k相等而b不相等．若是等腰梯形，常需添设辅助线，过上底的两个顶点作下底的垂线，构造两个全等的直角三角形．若是直角梯形，则需连接对角线或过上底的一顶点作下底的高构造直角三角形．

典例精析

[image: ]
图3-19




【例1】
 　如图3-19所示，在平面直角坐标系中，已知点A（0，2），点P是x轴上一动点，以线段AP为一边，在其一侧作等边三角线APQ．当点P运动到原点O处时，点Q的位置为B．

（1）求点B的坐标．

（2）求证：当点P在x轴上运动（P不与Q重合）时，∠ABQ为定值．

（3）是否存在点P，使得以A、O、Q、B为顶点的四边形是梯形？若存在，请求出点P的坐标；若不存在，请说明理由．


思路分析

1．△ABO和△APQ都是以A为顶点的等边三角形，可证△APO和△AQB全等，所以∠ABQ和∠AOP的度数始终都等于90°．

2．以A、O、Q、B为顶点的四边形是梯形，字母顺序没有要求，梯形四个顶点中的A、O、B三个顶点已固定，由（2）可知，点Q总在过点B且与AB垂直的直线上，可见AO与BQ不平行．所以只存在AB∥OQ和AQ∥OB这两种情况．




〖解〗
 　（1）过点B作BC⊥y轴于点C，因为A（0，2），△AOB为等边三角形，所以AB＝OB＝2，∠BAO＝60°，BC＝[image: ]
 ，OC＝AC＝1，即B（[image: ]
 ，1）．

（2）当点P在x轴上运动（P不与O重合）时，不失一般性，因为∠PAQ＝∠OAB＝60°，所以∠PAO＝∠QAB，在△APO和△AQB中，因为AP＝AQ，∠PAO＝∠QAB，AO＝AB，所以△APO≌△AQB总成立，∠ABQ＝∠AOP＝90°总成立，当点P在x轴上运动（P不与Q重合）时，∠ABQ为定值90°．

（3）由（2）可知，点Q总在过点B且与AB垂直的直线上，可见AO与BQ不平行．

[image: ]
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①如图3-20所示，当点P在x轴负半轴上时，点Q在点B的下方，此时，若AB∥OQ，四边形AOQB即是梯形，当AB∥OQ时，∠BQO＝90°，∠BOQ＝∠ABO＝60°．又OB＝OA＝2，可求得BQ＝[image: ]
 ，由（2）可知，△APO≌△AQB，所以OP＝BQ＝[image: ]
 ，所以此时P的坐标为（－[image: ]
 ，0）．

[image: ]
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②如图3-21所示，当点P在x轴正半轴上时，点Q在点B的上方，此时，若AQ∥OB，四边形AOBQ即是梯形，当AQ∥OB时，∠ABQ＝90°，∠QAB＝∠ABO＝60°．又因为AB＝2，可求得BQ＝2[image: ]
 ，由（2）可知，△APO≌△AQB，所以OP＝BQ＝2[image: ]
 ，所以此时P的坐标为（2[image: ]
 ，0）．

综上所述，P的坐标为（－[image: ]
 ，0）或（2[image: ]
 ，0）．


方法点睛

第（3）小题要找到以A、O、B、Q为顶点的四边形是梯形的点Q需进行分类讨论．梯形四个顶点中的A、O、B三个顶点已固定，则AO、BO、AB三边都有可能成为梯形的底边，第4个顶点Q在另一条与这三条底边平行的直线上，由（2）可知，点Q总在过点B且与AB垂直的直线上，可见AO与BQ不平行，故排除一种可能．



[image: ]
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【例2】
 　已知A（－1，m）与B（2，m＋3[image: ]
 ）是反比例函数[image: ]
 图像上的两个点（如图3-22所示）．

（1）求k的值．

（2）若点C（－1，0），则在反比例函数[image: ]
 图像上是否存在点D，使得以A、B、C、D为顶点的四边形是梯形？若存在，求出点D的坐标；若不存在，请说明理由．


思路分析

四边形ABCD中，有A、B、C三个顶点已确定，则AB、AC、BC任意一边可以作为梯形的底边，过第三个顶点作一条底边的平行线与反比例函数的图像的交点就是第四个顶点D的位置．因为AC平行于y轴，所以AC为底边时，点D不存在．以AB为底边时，过C作AB的平行线与反比例函数的图像的交点有两个．以BC为底边时，过A作BC的平行线与反比例函数的图像的交点只有一个．以CD为底边时，过A作CD的平行线与反比例函数的图像的交点也只有一个．




〖解〗
 　（1）由（－1）·m＝2·（m＋3[image: ]
 ），得m＝－2[image: ]
 ，因此k＝2[image: ]
 ．

[image: ]
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（2）如图3-23所示，作BE⊥x轴，E为垂足，则CE＝3，BE＝[image: ]
 ，BC＝2[image: ]
 ，因此∠BCE＝30°．由于点C与点A的横坐标相同，因此CA⊥x轴，从而∠ACB＝120°．当AC为底时，由于过点B且平行于AC的直线与双曲线只有一个公共点B，故不符题意．当BC为底时，过点A作BC的平行线，交双曲线于点D，过点A，D分别作x轴，y轴的平行线，交于点F．由于∠DAF＝30°，设DF＝m1
 （m1
 ＞0），则AF＝[image: ]
 m1
 ，AD＝2m1
 ，由点A（－1，－2[image: ]
 ），得点D（－1＋[image: ]
 m1
 ，－2[image: ]
 ＋m1
 ）．因此（－1＋[image: ]
 m1
 ）·（－2[image: ]
 ＋m1
 ）＝2[image: ]
 ，解得m1
 ＝[image: ]
 （m1
 ＝0舍去），因此点D（6，[image: ]
 ）．此时AD＝[image: ]
 ，与BC的长度不等，故四边形ADBC是梯形．

[image: ]
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如图3-24所示，当AB为底时，过点C作AB的平行线，与双曲线在第一象限内的交点为D．由于AC＝BC，因此∠CAB＝30°，从而∠ACD＝150°．作DH⊥x轴，H为垂足，则∠DCH＝60°，设CH＝m2
 （m2
 ＞0），则DH＝[image: ]
 m2
 ，CD＝2m2
 ，由点C（－1，0），得点D（－1＋m2
 ，[image: ]
 m2
 ），因此（－1＋m2
 ）·[image: ]
 m2
 ＝2[image: ]
 ．解得m2
 ＝2（m2
 ＝－1舍去），因此点D（1，2[image: ]
 ）．此时CD＝4，与AB的长度不相等，故四边形ABDC是梯形．

[image: ]
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如图3-25所示，当过点C作AB的平行线，与双曲线在第三象限内的交点为D时，同理可得，点D（－2，－[image: ]
 ），四边形ABCD是梯形．综上所述，函数[image: ]
 图像上存在点D，使得以A，B，C，D四点为顶点的四边形为梯形，点D的坐标为：D（6，[image: ]
 ）或D（1，2[image: ]
 ）或D（－2，－[image: ]
 ）．


方法点睛

本题也可由代数方法求解．梯形的两底互相平行，则底边对应的一次函数的k相等又经过一个已知点，便可求得一次函数的解析式，再与反比例函数的解析式联列方程组，便可求得对应的交点坐标．



星级训练

[image: ]
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1．★★已知一条直线y＝kx＋b在y轴上的截距为2，它与x轴、y轴的交点分别为A、B，且△ABO的面积为4（如图3-26所示）．

（1）求点A的坐标．

（2）若k＜0，在直角坐标平面内有一点D，使四边形ABOD是一个梯形，且AD∥BO，其面积又等于20，试求点D的坐标．

[image: ]
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2．★★★已知一次函数y＝－[image: ]
 x＋4的图像与x轴、y轴分别相交于点A、B．梯形AOBC的边AC＝5（如图3-27所示）．

（1）求点C的坐标．

（2）如果点A、C在一次函数y＝kx＋b（k、b为常数，且k＜0）的图像上，求这个一次函数的解析式．

[image: ]
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3．★★★在直角坐标平面内，O为原点，点A的坐标为（1，0），点C的坐标为（0，4），直线CM∥x轴（如图3-28所示）．点B与点A关于原点对称，直线y＝x＋b（b为常数）经过点B，且与直线CM相交于点D，连接OD．

（1）求b的值和点D的坐标．

（2）设点P在x轴上，若△POD是等腰三角形，求点P的坐标．

（3）若动点P在x轴的正半轴上，以每秒2个单位长的速度向右运动；动点Q在射线CM上，且以每秒1个单位长的速度向右运动，若P、Q分别由O点、C点同时出发，问几秒后，以P、O、Q、D为顶点的四边形可以成为平行四边形？以P、O、Q、D为顶点的四边形是否可以成为等腰梯形？不要叙述理由，直接回答是或不是即可．

[image: ]
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4．★★★如图3-29所示，正比例函数y＝k1
 x和一次函数y＝k2
 x＋b的图像相交于点A（－3，4），且OB＝[image: ]
 OA．

（1）求正比例函数和一次函数的解析式．

（2）求△AOB的面积和周长．

（3）在平面直角坐标系中是否存在点P，使P、O、A、B成为直角梯形的四个顶点？若存在，请直接写出P点的坐标；若不存在，请说明理由．


 动点产生的面积问题

要点导航

近几年的中考压轴题，涉及运动变化的试题频频出现．运动变化题是随着图形的某一元素的运动变化，导致问题的结论改变或者保持不变的几何题，它揭示了“运动”与“静止”、“一般”与“特殊”的内在联系．解题的关键是分清几何元素运动的方向和路径，注意在运动过程中哪些是变量，哪些是不变量，通常要根据几何元素所处的不同位置加以分类讨论，同时，综合运用勾股定理、方程、函数等知识解决．本节内容涉及三角形，特殊四边形的面积问题．

典例精析

[image: ]
图3-30




【例1】
 　如图3-30所示，四边形OABC是矩形，点A、C的坐标分别为（3，0），（0，1），点D是线段BC上的动点（与端点B、C不重合），过点D作直线y＝－[image: ]
 x＋b交折线OAB于点E．

（1）记△ODE的面积为S，求S与b的函数关系式．

（2）当点E在线段OA上时，若矩形OABC关于直线DE的对称图形为四边形O1
 A1
 B1
 C1
 ，试探究O1
 A1
 B1
 C1
 与矩形OABC的重叠部分的面积是否发生变化，若不变，求出该重叠部分的面积；若改变，请说明理由．


思路分析

1．要表示出△ODE的面积，要分两种情况讨论：

①如果点E在OA边上，只需求出这个三角形的底边OE长（E点横坐标）和高（D点纵坐标），代入三角形面积公式即可．

②如果点E在AB边上，这时△ODE的面积可用长方形OABC的面积减去△OCD、△OAE、△BDE的面积．

2．重叠部分是一个平行四边形，由于这个平行四边形上下边上的高不变，因此决定重叠部分面积是否变化的因素就是看这个平行四边形落在OA边上的线段长度是否变化．




〖解〗
 　（1）由题意得B（3，1）．若直线经过点A（3，0）时，则b＝[image: ]
 ．若直线经过点B（3，1）时，则b＝[image: ]
 ．若直线经过点C（0，1）时，则b＝1．

[image: ]
图3-31



①若直线与折线OAB的交点在OA上时，即1＜b≤[image: ]
 （如图3-31所示），此时E（2b，0），所以S＝[image: ]
 OE·CO＝[image: ]
 ×2b×1＝b．

[image: ]
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②若直线与折线OAB的交点在BA上时，即[image: ]
 ＜b＜[image: ]
 （如图3-32所示），此时E（3，b－[image: ]
 ），D（2b－2，1）．

所以S＝S矩
 －（S△OCD
 ＋S△OAE
 ＋S△DBE
 ）＝3－［[image: ]
 （2b－1）×1＋[image: ]
 ×3（b－[image: ]
 ）＋[image: ]
 ×（5－2b）·（[image: ]
 －b）］＝[image: ]
 b－b2
 ．所以[image: ]
 ．

[image: ]
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（2）如图3-33所示，设O1
 A1
 与CB相交于点M，OA与C1
 B1
 相交于点N，则矩形O1
 A1
 B1
 C1
 与矩形OABC的重叠部分的面积即为四边形DNEM的面积．由题意知，DM∥NE，DN∥ME，所以四边形DNEM为平行四边形．根据轴对称知，∠MED＝∠NED，又∠MDE＝∠NED，所以∠MED＝∠MDE，所以MD＝ME，所以平行四边形DNEM为菱形．

过点D作DH⊥OA，垂足为H，由题可知，DH＝1，所以HE＝2，设菱形DNEM的边长为a，则在Rt△DHN中，由勾股定理知：a2
 ＝（2－a）2
 ＋12
 ，解得a＝[image: ]
 ，所以S四边形DNEM
 ＝NE·DH＝[image: ]
 ．

所以矩形O1
 A1
 B1
 C1
 与矩形OABC的重叠部分的面积不发生变化，面积始终为[image: ]
 ．


方法点睛

本题是一个动态图形中的面积是否变化的问题，看一个图形的面积是否变化，关键是看决定这个面积的几个量是否变化，本题题型新颖是个不可多得的好题，有利于培养学生的思维能力，但难度较大，具有明显的区分度．



[image: ]
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【例2】
 　如图3-34所示，在平面直角坐标系中，两个函数y＝x，y＝－[image: ]
 x＋6的图像交于点A，动点P从点O开始在线段OA上向点A方向以每秒1个单位的速度运动，作PQ∥x轴交直线BC于点Q，以PQ为一边向下作正方形PQNM，设它与△ABO重叠部分的面积为S．

（1）求点A的坐标．

（2）试求出点P在线段OA上运动时，S与运动时间t（秒）的关系式．


思路分析

1．动点P从点O开始在线段OA上向点A方向运动，一开始正方形PQNM与△ABO重叠部分的图形为矩形，随着点P的移动正方形PQNM在△ABO的内部即重叠部分的面积为正方形PQNM的面积，所以要分情况讨论．

2．当M、N两点在x轴上时，求出此时正方形的边长即为两种情况的分界点．




〖解〗
 　（1）由y＝x，y＝－[image: ]
 x＋6，可得点A的坐标为（4，4）．

[image: ]
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（2）如图3-35所示，当M、N两点在x轴上时，点P在y＝x上，OP＝t，则点P坐标为（[image: ]
 ）．因为PQ∥x轴，所以点Q的纵坐标为[image: ]
 t，并且点Q在y＝－[image: ]
 x＋6上．所以[image: ]
 t＝－[image: ]
 x＋6，x＝12－[image: ]
 ．点Q的坐标为（[image: ]
 ），PQ＝12－[image: ]
 t．因为四边形PQNM是正方形，PQ＝PM，[image: ]
 ，解得t＝3[image: ]
 ．

情况一：当正方形PQNM与△ABO重叠部分的图形为矩形时，0＜t≤3[image: ]
 时，[image: ]
 ．

[image: ]
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当点P到达A点时，t＝4[image: ]
 （如图3-36所示）．

情况二：当正方形PQNM在△ABO的内部时重叠部分的面积为正方形PQNM的面积，当[image: ]
 时，[image: ]
 [image: ]
 （如图3-36所示）．


方法点睛

发现重叠部分的面积会随着P点的移动而发生改变是破解本题的关键之所在．先设出点的坐标，然后表示出线段的长度也是本题的难度之一．



星级训练

[image: ]
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1．★★如图3-37所示，曲线为[image: ]
 和[image: ]
 在第一象限的图像．点P在[image: ]
 的图像上，其横坐标为a（a＞0），PQ平行于y轴交[image: ]
 的图像于Q，RP、QT均平行于x轴，分别交[image: ]
 和[image: ]
 图像于R、T．

（1）用a表示P、Q、R、T的坐标．

（2）求梯形RQTP的面积，其值与a有关吗？若有关，请用含有a的代数式表示梯形RQTP的面积；若无关，请求出梯形RQTP的面积．

[image: ]
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2．★★如图3-38所示，已知直线[image: ]
 与x轴相交于点A，与直线y＝[image: ]
 x相交于点P．

（1）求点P的坐标．

（2）请判断△OPA的形状并说明理由．

（3）动点E从原点O出发，以每秒1个单位的速度沿着O－P－A路线向点A匀速运动（E不与OA重合），过点E分别做EF⊥x轴，EB⊥y轴，设运动t秒时，矩形EBOF与△OPA重叠部分的面积为S，求S与t的函数解析式；t取何值时，S取得最大值．

[image: ]
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3．★★如图3-39所示，已知：在△OBC中，点O为坐标原点，点C坐标为（4，0），点B坐标为（2，2[image: ]
 ），AB⊥y轴，点A为垂足，OH⊥BC，点H为垂足．动点P、Q分别从点O、A同时出发，点P沿线段OH向点H运动，点Q沿线段AO向点O运动，速度都是每秒1个单位长度．设点P的运动时间为t秒．

（1）求证：OB＝CB．

（2）若△OPQ的面积为S，求S与t之间的函数关系式及定义域．

（3）当PQ⊥OB（垂足为点M）时，求五边形ABHPQ的面积的值．

[image: ]
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4．★★如图3-40所示，已知：在等腰直角三角形ABC中，∠C＝90°，AC＝2，M是边AC上一点，过点M的直线交CB的延长线于点N，交边AB于点P，且AM＝BN．

（1）求证：MP＝NP．

（2）设AM＝x，四边形MCBP的面积为y，求y与x的函数解析式，并写出自变量x的取值范围．

[image: ]
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5．★★如图3-41所示，已知在△ABC中，∠B＝60°，BA＝24厘米，BC＝16厘米．动点P从点A出发，沿射线AB向点B方向运动，动点Q从点C出发，沿射线CB也向点B方向运动．如果点P的速度是每秒4厘米，点Q的速度是每秒2厘米，它们同时出发，求：

（1）几秒后，△PBQ的面积是△ABC面积的一半．

（2）在第（1）问前提下，P、Q两点之间的距离是多少？

[image: ]
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6．★★★如图3-42所示，已知：在梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝CD＝AD＝5厘米，BC＝11厘米，点P从点D出发沿DA边以每秒1厘米的速度移动，点Q从点B出发，沿BC边以每秒2厘米的速度移动（当点P到达点A时，点P与点Q同时停止移动），假设点P移动的时间为x（秒），四边形ABQP的面积为y（平方厘米）．

（1）求y关于x的函数解析式，并写出它的定义域．

（2）在移动的过程中，求四边形ABQP的面积与四边形QCDP的面积相等时x的值．

（3）在移动的过程中，是否存在x使得PQ＝AB，若存在求出所有的x的值，若不存在请说明理由．

[image: ]
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7．★★★如图3-43所示，已知：在平面直角坐标系中，点O是坐标原点，四边形ABCO是菱形，点A的坐标为（－3，4），点C在x轴的正半轴上，直线AC交y轴于点M，AB边交y轴于点H．

（1）求直线AC的函数关系式．

（2）连接BM，动点P从点A出发，沿折线A－B－C方向以每秒2个单位的速度向终点C匀速运动，设△PMB的面积为S（S≠0），点P的运动时间为t秒，求S与t之间的函数关系式（要求写出自变量t的取值范围）．

[image: ]
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8．★★★如图3-44所示，已知：在Rt△ABC中，∠C＝90°，∠B＝30°，BC＝4．左右做平行移动的等边三角形DEF的两个顶点E、F始终在边BC上，DE、DF分别与AB相交于点G、H．当点F与点C重合时，点D恰好在斜边AB上．

（1）求△DEF的边长．

（2）在△DEF做平行移动的过程中，图中是否存在与线段CF始终相等的线段？如果存在，请指出这条线段，并加以证明；如果不存在，请说明理由．

（3）假设点C与点F的距离为x，△DEF与△ABC重叠部分的面积为y，求y与x的函数解析式，并写出它的定义域．

9．★★★已知：在矩形ABCD中，AB＝10厘米，BC＝12厘米，四边形EFGH的三个顶点E、F、H分别在矩形ABCD边AB、BC、DA上，AE＝2厘米．

（1）如图3-45（a）所示，当四边形EFGH为正方形时，求△GFC的面积．

[image: ]
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（2）如图3-45（b）所示，当四边形EFGH为菱形，且BF＝a时，求△GFC的面积（用含a的代数式表示）．

（3）在（2）的条件下△GFC的面积是否可能等于2，请说明理由．

[image: ]
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10．★★★如图3-46所示，已知：在等腰直角三角形ABC中，O是斜边AC的中点，P是斜边AC上的一个动点，D为BC上的一点，且PB＝PD，DE⊥AC，垂足为点E．

（1）求证：PE＝BO．

（2）设AC＝2，AP＝x，四边形PBDE的面积为y，求y与x之间的函数关系式，并写出函数的定义域．

[image: ]
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11．★★★如图3-47所示的直角△ABC中，∠C＝90°，已知AC＝6厘米，BC＝8厘米．

（1）求AB边上中线CM的长．

（2）点P是线段CM上一动点（点P与点C、点M不重合），求出△APB的面积y（平方厘米）与CP的长x（厘米）之间的函数关系式并求出函数的定义域．

（3）是否存在这样的点P，使得△ABP的面积是凹四边形ACBP面积的[image: ]
 ，如果存在请求出CP的长，如果不存在，请说明理由．

[image: ]
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12．★★★如图3-48所示，已知：过A（8，0）、B（0，8[image: ]
 ）两点的直线与直线y＝[image: ]
 x交于点C．平行于y轴的直线l从原点O出发，以每秒1个单位长度的速度沿x轴向右平移，到C点时停止；l分别交线段BC、OC于点D、E，以DE为边向左侧作等边△DEF，设△DEF与△BCO重叠部分的面积为S（平方单位），直线l的运动时间为t（秒）．

（1）直接写出C点坐标和t的取值范围．

（2）求S与t的函数关系式．

[image: ]
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13．★★★★如图3-49所示，已知：直角梯形ABCD中，AB∥CD，∠A＝90°，AB＝6，AD＝4，DC＝3，动点P从点A出发，沿ADCB方向移动，动点Q从点A出发，在AB上移动，设点P移动的路程为x，点Q移动的路程为y，线段PQ平分梯形ABCD的周长．

（1）求y与x的函数关系式，并求出x，y的取值范围．

（2）当P不在BC边上时，线段PQ能否平分ABCD的面积？若能，求出此时x的值；若不能，说明理由．


第四部分　动态几何证明及实验题

所谓动态几何是指题设图形中存在一个或多个动点，它们在线段、射线或弧线上运动的一类开放性题目．解决这类问题的关键是动中求静，灵活运用有关数学知识解决问题．此类题目注重对几何图形运动变化能力的考查．动态几何问题是近几年各地中考中常见的压轴试题，它能考查学生的多种能力，有较强的选拔功能．解这类题目要“以静制动”，即把动态问题，变为静态问题来解．解动态几何题一般方法是针对这些点在运动变化的过程中相伴随着的数量关系（如等量关系、变量关系）、图形位置关系（如图形的特殊状态、图形间的特殊关系）等进行研究考查．抓住变化中的“不变量”，以不变应万变．


 实验操作

要点导航

通过实验操作——观察猜想——科学论证，使我们体验和学到了发现、获得知识的过程和方法．实验操作探索——理解题意、实验操作是基本保证，观察猜想、探索结论是关键，论证猜想的结论是落实．

典例精析


【例1】
 　取一张矩形纸片进行折叠，具体操作过程如下：

第一步：先把矩形ABCD对折，折痕为MN，如图4-1（a）所示；第二步：再把点B叠在折痕线MN上，折痕为AE，点B在MN上的对应点为B′，得Rt△AB′E，如图4-1（b）所示；第三步：沿EB′线折叠得折痕EF，使点A落在EC的延长线上，如图4-1（c）所示．利用展开图4-1（d）所示探究：

[image: ]
图4-1



（1）△AEF是什么三角形？证明你的结论．

（2）对于任一矩形，按照上述方法能否折出这种三角形？请说明你的理由．


思路分析

1．图形翻折后能重叠部分的图形全等，所以∠BEA＝∠AEB′＝∠FEC，它们都是60°角，所以△AEF是等边三角形．

2．由操作可知AF>AD时，不能完整折出这种三角形．当图4-1（c）中的点F、D重合时，便可求得矩形的长与宽的比例为2∶[image: ]
 ．




〖解〗
 　（1）△AEF是等边三角形．由折叠过程可得：∠BEA＝∠AEF＝∠FEC＝60°．因为BC∥AD，所以∠AFE＝∠FEC＝60°．△AEF是等边三角形．

（2）不一定．当矩形的长恰好等于等边△AEF的边AF时，即矩形的宽∶长＝AB∶AF＝[image: ]
 ∶2时正好能折出．如果设矩形的长为A，宽为B，可知当b≤[image: ]
 a时，按此种方法一定能折叠出等边三角形；当[image: ]
 a＜b＜a时，按此法无法折出完整的等边三角形．


方法点睛

要从操作实验题中抽象想象出数学模型，并借助图形运动的基本性质来求解．



[image: ]
图4-2




【例2】
 　如图4-2所示，已知：在△ABC中，∠BAC＝90°，M为BC中点．操作：将三角板的90°角的顶点与点M重合，并绕着点M旋转，角的两边分别与边AB、AC相交于点E、F．

（1）探究1：线段BE、EF、FC是否能构成三角形？如果可以构成三角形，那么是什么形状的三角形？请证明你的猜想．

（2）探究2：若改变为：“角的两边分别与边AB、AC相交于点E、F．”其他条件都不变的情况下，那么结论是否还存在？请画出对应的图形并请证明你的猜想．


思路分析

1．由点M是BC中点，所以构造绕点M旋转180°重合的全等三角形，将线段BE、EF、FC移到同一个三角形中．

2．当角的两边分别与边AB、直线AC相交于点E、F时，构造和证明的方法不变．



[image: ]
图4-3




〖证明〗
 　（1）线段BE、EF、FC可以构成直角三角形（如图4-3所示），延长EM到G，使得EM＝GM，连接GC、FG．因为M为BC中点，所以BM＝CM，又因为∠EMB＝∠GMC，EM＝GM，所以△EMB≌△GMC，BE＝CG，∠B＝∠MCG．因为FM垂直平分EG，所以FE＝FG．又因为∠BAC＝90°，所以∠B＋∠ACB＝90°，∠MCG＋∠ACB＝90°，即∠FCG＝90°，所以GC2
 ＋FC2
 ＝FG2
 ，BE2
 ＋FC2
 ＝EF2
 ．

（2）如图4-4所示，当点F在CA的延长线上时，延长EM到G，使得EM＝GM，连接GC、FG．因为M为BC中点，所以BM＝CM，又因为∠EMB＝∠GMC，EM＝GM，所以△EMB≌△GMC，BE＝CG，∠B＝∠MCG．因为FM垂直平分EG，所以FE＝FG．又因为∠BAC＝90°，所以∠B＋∠ACB＝90°，∠MCG＋∠ACB＝90°，即∠FCG＝90°，所以GC2
 ＋FC2
 ＝FG2
 ，BE2
 ＋FC2
 ＝EF2
 ．

[image: ]
图4-4



如图4-5所示，当点F在AC的延长线上时，同理可证BE2
 ＋FC2
 ＝EF2
 ．

[image: ]
图4-5




方法点睛

线段之间常见的关系是和差关系或者满足勾股定理．若能将所要求线段移动到同一条直线上，则线段之间是和差关系的可能性较大，若能将所要求线段移动后能构成三角形，则线段之间满足勾股定理的可能性较大．



星级训练

[image: ]
图4-6



1．★★如图4-6所示，在平面直角坐标系中，直线l是第一、三象限的角平分线．

实验与探究：

（1）由图观察易知A（0，2）关于直线l的对称点A′的坐标为（2，0），请在图中分别标明B（5，3）、C（－2，5）关于直线l的对称点B′、C′的位置，并写出他们的坐标：

B′_____；C′_____．

归纳与发现：

（2）结合图形观察以上三组点的坐标，你会发现：坐标平面内任一点P（a，b）关于第一、三象限的角平分线l的对称点P′的坐标为_____（不必证明）．

运用与拓广：

（3）已知两点D（1，－3）、E（－1，－4），试在直线l上确定一点Q，使点Q到D、E两点的距离之和最小，并求出点Q坐标．

2．★★★如图4-7所示，在正方形ABCD中，点E在边AB上（点E与点A、B不重合），过点E作DE⊥FG，FG与边BC相交于点F，与边DA的延长线相交于点G．

[image: ]
图4-7



（1）操作：由几个不同的位置，分别测量BF、AG、AE的长，从中你能发现BF、AG、AE的数量之间具有怎样的关系？并证明你所得到的结论．

（2）连接DF，如果正方形的边长为2，设AE＝x，△DFG的面积为y，求y与x之间的函数解析式，并写出函数的定义域．

（3）如果正方形的边长为2，FG的长为[image: ]
 ，求点C到直线DE的距离．

3．★★★操作：将一把三角尺放在边长为1的正方形ABCD上，并使它的直角顶点P在对角线AC上滑动，直角的一边始终经过点B，另一边与射线DC相交于点Q．探究：设A、P两点间的距离为x．

（1）当点Q在边CD上时，线段PQ与线段PB之间有怎样的大小关系？试证明你观察得到结论．

（2）当点Q在边CD上时，设四边形PBCQ的面积为y，求y与x之间的函数解析式，并写出函数的定义域．

（3）当点P在线段AC上滑动时，△PCQ是否可能成为等腰三角形？如果可能，指出所有能使△PCQ成为等腰三角形的点Q的位置，并求出相应的x的值；如果不可能，试说明理由．（图4-8（a）、（b）、（c）形状大小相同，图（a）供操作、实验用，图（b）和图（c）备用）

[image: ]
图4-8



4．★★★在△ABC中，AB＝AC，CG⊥BA交BA的延长线于点G．一等腰直角三角尺按如图4-9（a）所示的位置摆放，该三角尺的直角顶点为F，一条直角边与AC边在一条直线上，另一条直角边恰好经过点B．

[image: ]
图4-9



（1）在图4-9（a）中请你通过观察、测量BF与CG的长度，猜想并写出BF与CG满足的数量关系，然后证明你的猜想．

（2）当三角尺沿AC方向平移到图4-9（b）所示的位置时，一条直角边仍与AC边在同一直线上，另一条直角边交BC边于点D，过点D作DE⊥BA于点E．此时请你通过观察、测量DE、DF与CG的长度，猜想并写出DE＋DF与CG之间满足的数量关系，然后证明你的猜想．

（3）当三角尺在（2）的基础上沿AC方向继续平移到图4-9（c）所示的位置（点F在线段AC上，且点F与点C不重合）时，（2）中的猜想是否仍然成立？（不用说明理由）


 探索性问题

探索性问题是指命题中缺少一定的条件或无明确的结论，需要经过推断，补充并加以证明的题型．探索性问题一般有三种类型：①条件探索性问题；②结论探索性问题；③探索存在性问题．条件探索性问题是指所给问题中结论明确，需要完备条件的题目；结论探索性问题是指题目中结论不确定，不唯一，或题目结论需要类比，引申推广，或题目给出特例，要通过归纳总结出一般结论；探索存在性问题是指在一定的前提下，需探索发现某种数学关系是否存在的题目．


 条件探索

要点导航

“探索”是人类认识客观世界过程中最生动、最活跃的思维活动，探索性问题存在于一切学科领域之中，数学中的“条件探索”题型，是指命题中缺少一定的题设，需经过推断、补充并加以证明的命题，因而必须利用题设大胆猜想、分析、比较、归纳、推理，由结论去探索未给予的条件．由于题型新颖、综合性强、结构独特，此类问题的一般解题思路并无固定模式或套路，因而具体操作时要更注重数学思想方法的综合应用．

典例精析

[image: ]
图4-10




【例1】
 　如图4-10所示，在线段AE的同侧作正方形ABCD和正方形BEFG（BE＜AB），连接EG并延长交DC于点M，过M作MN⊥AB，垂足为N，MN交BD于点P．设正方形ABCD的边长为1．

（1）证明：△CMG≌△NBP．

（2）设BE＝x，四边形MGBN的面积为y，求y关于x的函数解析式，并写出定义域．

（3）如果按照题设方法作出的四边形BGMP是菱形，求BE的长．

（4）连接PG，△BPG能否成为直角三角形？如果能，求BE的长．如果不能，请说明理由．

（5）连接AC、AF、CF，求证△ACF的面积为定值．


思路分析

1．第（3）小题把四边形BGMP是菱形作为条件探索BE的长．

2．△BPG中∠PBG始终是45°，而∠BPG和∠PGB有可能为90°，要分情况讨论．

3．第（5）小题即可用割补法求也可用利用AC∥BF将△ACF的面积转化为△ABC的面积．




〖证明〗
 　（1）因为ABCD为正方形，所以∠C＝∠CBA＝90°，∠ABD＝45°，同理∠BEG＝45°．因为CD∥BE，所以∠CMG＝∠BEG＝45°，因为MN⊥AB，垂足为N，所以∠MNB＝90°．所以四边形BCMN是矩形．CM＝NB，又因为∠C＝∠PNB＝90°，∠CMG＝∠NBP＝45°，所以△CMG≌△NBP．

（2）因为BEFG是正方形，所以BG＝BE＝x，CG＝1－x．从而CM＝1－x，所以y＝[image: ]
 （BG＋MN）·BN＝[image: ]
 （1＋x）（1－x）＝[image: ]
 ．定义域为0＜x＜1．

（3）由已知易得MN∥BC，MG∥BP．所以四边形BGMP是平行四边形．要使四边形BGMP是菱形．则BG＝MG，所以x＝[image: ]
 （1－x）．解得x＝2－[image: ]
 ．所以BE＝2－[image: ]
 时，四边形BGMP是菱形．

（4）如图4-11所示，当∠PGB＝90°时，BG＝PG＝MC，即x＝1－x，解得x＝[image: ]
 ，所以BE的长为[image: ]
 ．

[image: ]
图4-11



如图4-12所示，当∠GPB＝90°时，BG＝2MC，即x＝2（1－x），解得x＝[image: ]
 ，所以BE的长为[image: ]
 ．

[image: ]
图4-12



（5）如图4-13所示：S△ACF
 ＝S矩形ADHE
 －S△ACD
 －S△AEF
 －S△HCF
 ＝1＋x－[image: ]
 －[image: ]
 x（1＋x）－[image: ]
 x（1－x）＝[image: ]
 ，或者由于S△AEF
 ＝[image: ]
 x（1＋x），S梯形BCFE
 ＝[image: ]
 x（1＋x），因此S△AEF
 ＝S梯形BCFE
 ．所以S△ABQ
 ＝S△CFQ
 ，S△ACF
 ＝S△ABC
 ＝[image: ]
 ．或者因为BF∥AC，所以点B和F到AC的距离相等，即△AFC和△ABC同底等高，所以S△ACF
 ＝S△ABC
 ＝[image: ]
 ．

[image: ]
图4-13




方法点睛

第（5）小题体现了图形运动中的不变性，正方形BEFG的边长虽然改变但是△AFC的面积不变．




【例2】
 　在等边△ABC的两边AB、AC所在直线上分别有两点M、N．D为△ABC外一点，且∠MDN＝60°，∠BDC＝120°，BD＝DC．探究：当M、N分别在直线AB、AC上移动时，BM、NC、MN之间的数量关系及△AMN的周长Q与等边△ABC的周长L的关系．

（1）如图4-14所示，当点M、N在边AB、AC上，且DM＝DN时，BM、NC、MN之间的数量关系是_____；此时[image: ]
 ＝_____．（不必证明）

[image: ]
图4-14



（2）如图4-15所示，点M、N在边AB、AC上，且当DM≠DN时，猜想（1）问的两个结论还成立吗？写出你的猜想并加以证明．

[image: ]
图4-15



（3）如图4-16所示，当M、N分别在边AB、CA的延长线上时，若AN＝2，则Q＝_____（用含有L的式子表示）．

[image: ]
图4-16




思路分析

1．当DM＝DN时，△BDM和△CDN全等，设BM＝CN＝a，则Q＝6a，L＝9a．

2．当DM≠DN时，在AC的延长线上截取CP＝BM，连接DP，通过两次全等可证BM＋NC＝MN．所以Q＝6a，L＝9a．结论依然成立．

3．当M、N分别在边AB、CA的延长线上时，通过两次全等可证NC－BM＝MN．




〖解〗
 　（1）BM＋NC＝MN；[image: ]
 ．

[image: ]
图4-17



（2）（1）问的两个结论仍然成立．如图4-17所示，在AC的延长线上截取CP＝BM，连接DP，在等边△ABC中，∠ABC＝∠ACB＝60°，∠BDC＝120°，BD＝DC，所以∠DBC＝∠DCB＝30°，∠DBM＝∠DCP＝90°．在△DBM与△DCP中，CP＝BM，∠DBM＝∠DCP＝90°，DB＝DC，所以△DBM≌△DCP（S．A．S），∠BDM＝∠CDP，DM＝DP．因为∠BDC＝120°，∠PDN＝∠CDP＋∠CDN＝∠BDM＋∠CDN＝120°－60°＝60°．在△DMN与△DPN中，DM＝DP，∠MDN＝∠PDN＝60°，DN＝DN，所以△DMN≌△DPN（S．A．S），所以MN＝PN＝NC＋PC＝CN＋BM，Q＝AM＋MN＋AN＝（AM＋BM）＋（CN＋AN）＝AB＋AC＝2AB．而L＝AB＋AC＋BC＝3AB，所以[image: ]
 ．

（3）Q＝[image: ]
 L＋4．如图4-17所示，在AC的延长线上截取CP＝BM，连接DP，同理可证△DCP≌△DBM和△DNP≌△DNM，所以Q＝AN＋AM＋MN＝AN＋AB＋BM＋MN＝AN＋AB＋CP＋NP＝2NP＝2（AN＋AC）．因为AN＝2，AC＝[image: ]
 L，所以Q＝[image: ]
 L＋4．


方法点睛

旋转对称图形中构造旋转型全等三角形是常用的方法．



星级训练

1．★★★如图4-18所示，直线AB交x轴于点A（A，0），交y轴于点B（0，B），且A、B满足[image: ]
 ＋（a－4）2
 ＝0．

[image: ]
图4-18



（1）如图4-18（a），若C的坐标为（－1，0），且AH⊥BC于点H，AH交OB于点P，试求点P的坐标．

（2）如图4-18（b），连接OH，求证：∠OHP＝45°．

（3）如图4-18（c），若点D为AB的中点，点M为y轴正半轴上一动点，连接MD，过D作DN⊥DM交x轴于点N，当点M在y轴正半轴上运动的过程中，式子S△BDM
 －S△ADN
 的值是否发生改变，如发生改变，求出该式子的值的变化范围；若不改变，求该式子的值．

2．★★★已知BD、CE分别是△ABC的AC边、AB边上的高，M是BC边的中点，分别连接MD、ME、DE．

（1）当∠BAC＜90°时，垂足D、E分别落在边AC、AB上（如图4-19（a）所示）．求证：DM＝EM．

[image: ]
图4-19



（2）当∠BAC>90°时，垂足D、E分别落在边AC、AB所在的直线上（如图4-19（b）所示），问（1）中的结论是否依然成立？无需说明理由，直接写出答案即可；若∠BAC＝135°，试判断△DEM的形状，简写解答过程．

（3）设∠BAC的度数为x，∠DME的度数为y，求y与x之间的函数关系式．

3．★★★如图4-20（a）所示，已知∠ABC＝90°，△ABE是等边三角形，点P为射线BC上任意一点（点P与点B不重合），连接AP，将线段AP绕点A逆时针旋转60°得到线段AQ，连接QE并延长交射线BC于点F．

[image: ]
图4-20



（1）如图4-20（b）所示，当BP＝BA时，∠EBF＝_____°，猜想∠QFC＝_____°；

（2）如图4-20（a）所示，当点P为射线BC上任意一点时，猜想∠QFC的度数，并加以证明．

（3）已知线段AB＝2[image: ]
 ，设BP＝x，点Q到射线BC的距离为y，求y关于x的函数关系式．


 结论探索

要点导航

探索性问题是指命题中缺少一定的条件或无明确的结论，需要经过推断，补充并加以证明的题型．探索性问题一般有三种类型：①条件探索性问题；②结论探索性问题；③探索存在性问题．条件探索性问题是指所给问题中结论明确，需要完备条件的题目；结论探索性问题是指题目中结论不确定，不唯一，或题目结论需要类比，引申推广，或题目给出特例，要通过归纳总结出一般结论；探索存在性问题是指在一定的前提下，需探索发现某种数学关系是否存在的题目．

探索性问题具有较强的综合性，因而解决此类问题用到了所学过的整个初中数学知识．经常用到的知识是：一元一次方程、平面直角坐标系、正、反比例函数和一次函数的求法（图像及其性质）、直角三角形的性质、四边形（特殊）的性质等．其中用几何图形的某些特殊性质：勾股定理、相似三角形对应线段成比例等来构造方程是解决问题的主要手段和途径．因此复习中既要重视基础知识的复习，又要加强变式训练和数学思想方法的研究，切实提高分析问题、解决问题的能力．

典例精析
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图4-21




【例1】
 　如图4-21所示，在△ABC中，∠ACB＝90°，AC＝BC，AB＝8，CD⊥AB，垂足为点D．M为边AB上任意一点，点N在射线CB上（点N与点C不重合），且MC＝MN，NE⊥AB，垂足为点E．当点M在边AB上移动时，试探索线段ME的长是否会改变？说明你的理由．


思路分析

射线CB包括线段CB和线段CB的延长线两部分，点N在射线CB上运动时，可证明△CMD和△MEN全等，所以线段ME的长始终和线段CD相等，所以不会改变长度．




〖解〗
 　当点M在边AB上移动时，线段ME的长不变，ME＝4．由点N在射线CB上，可知点N在边BC上或点N在边CB的延长线上．

①如图4-21所示，如果点N在边BC上，可知点M在线段AD上．因为AC＝BC，∠ACB＝90°，所以∠A＝∠B＝45°．又因为AC＝BC，CD⊥AB，AB＝8，所以CD＝BD＝4．即得∠BCD＝45°．因为MC＝MN，所以∠MCN＝∠MNC．因为∠MCN＝∠MCD＋∠BCD，∠MNC＝∠B＋∠BMN，所以∠MCD＝∠NME．

又因为CD⊥AB，NE⊥AB，所以∠CDM＝∠MEN＝90°．所以△MCD≌△NME（A．A．S）．ME＝CD＝4．
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图4-22



②如图4-22所示，如果点N在边CB的延长线上，可知点M在线段BD上，且点E在边AB的延长线上．

因为∠ABC＝∠MNC＋∠BMN＝45°，∠BCD＝∠MCD＋∠MCN＝45°，∠MCN＝∠MNC，所以∠MCD＝∠BMN．因为MC＝MN，∠CDM＝∠MEN＝90°，△MCD≌△NME（A．A．S）．ME＝CD＝4．由①、②可知，当点M在边AB上移动时，线段ME的长不变，ME＝4．


方法点睛

点M在AB上和在AB的延长线上，从图4-21到图4-22是图形的变式题．随着点M的运动线段之间的关系不变，所以证明思路不变．
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图4-23




【例2】
 　如图4-23所示，已知：在正方形ABCD中，AB＝2，P是边BC上的任意一点，E是边BC延长线上一点，连接AP．过点P作PF⊥AP，与∠DCE的平分线CF相交于点F．连接AF，与边CD相交于点G，连接PG．

（1）求证：AP＝FP．

（2）探索线段BP、DG、PG之间的数量关系，并给出证明过程．

（3）当BP取何值时，PG∥CF．


思路分析

1．过点F作FH⊥BC，结合所给条件无法证明△ABP和△PHF全等．在边AB上截取线段AH，使AH＝PC，便可证明△AHP≌△PCF．

2．由第（1）小题的结论得△APF是等腰直角三角形，所以∠PAF＝45°，将△ADG绕点A顺时针旋转90°后，BP与DG连接成一条线段，通过全等三角形可证BP与DG的和等于PG．

3．当PG∥CF时，△PCG是等腰直角三角形，由第（2）小题结论得PG＝DG＋BP，在Rt△PCG中，由勾股定理可求得PG的长．




〖解〗
 　（1）证明：如图4-24所示，在边AB上截取线段AH，使AH＝PC，连接PH．由正方形ABCD得∠B＝∠BCD＝∠D＝90°，AB＝BC＝AD．因为∠APF＝90°，所以∠APF＝∠B．因为∠APC＝∠B＋∠BAP＝∠APF＋∠FPC，所以∠PAH＝∠FPC．
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图4-24



又因为∠BCD＝∠DCE＝90°，CF平分∠DCE，所以∠FCE＝45°．∠PCF＝135°．

又因为AB＝BC，AH＝PC，所以BH＝BP，即得∠BPH＝∠BHP＝45°．∠AHP＝135°，即得∠AHP＝∠PCF．在△AHP和△PCF中，∠PAH＝∠FPC，AH＝PC，∠AHP＝∠PCF，所以△AHP≌△FCP．AP＝FP．

（2）证明：如图4-25所示，延长CB至点M，使BM＝DG，连接AM．由AB＝AD，∠ABM＝∠D＝90°，BM＝DG，得△ADG≌△ABM，即得AG＝AM，∠MAB＝∠GAD．因为AP＝FP，∠APF＝90°，所以∠PAF＝45°．因为∠BAD＝90°，所以∠BAP＋∠DAG＝45°，即得∠MAP＝∠PAG＝45°．由AM＝AG，∠MAP＝∠PAG，AP＝AP，得△APM≌△APG．所以PM＝PG．即得PB＋DG＝PG．
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图4-25



（3）由PG∥CF，得∠GPC＝∠FCE＝45°．由∠BCD＝90°，得∠GPC＝∠PGC＝45°．所以PC＝GC．即得DG＝BP．设BP＝x，则DG＝x．由AB＝2，得PC＝GC＝2－x．因为PB＋DG＝PG，所以PG＝2x．在Rt△PGC中，∠PCG＝90°，得PC2
 ＋CG2
 ＝PG2
 ．即得（2－x）2
 ＋（2－x）2
 ＝（2x）2
 ．解得x＝2[image: ]
 －2．所以当BP＝2[image: ]
 －2时，PG∥CF．


方法点睛

本题所需添加的辅助线比较特殊，在旋转型图形如：正方形，等边三角形，等腰直角三角形中较为常见．



星级训练

1．★★已知：在△ABC中，AB＝AC，点P在直线BC上，PD⊥AB于点D，PE⊥AC于点E，BH是△ABC的高．

（1）当点P在边BC上时，求证：PD＋PE＝BH．

（2）当点P在边BC的延长线上时，试探索PD、PE和BH之间的数量关系．

2．★★★已知等边△ABC和点P，设点P到△ABC三边AB、AC、BC的距离分别为H1
 ，H2
 ，H3
 ，△ABC的高为H．“若点P在一边BC上（如图4-26（a）所示），此时H3
 ＝0可得结论：H1
 ＋H2
 ＋H3
 ＝H．”请直接应用上述信息解决下列问题：当点P在△ABC内（如图4-26（b）所示），以及点P在△ABC外（如图4-26（c）所示）这两种情况时，上述结论是否成立？若成立，请予以证明；若不成立，H1
 ，H2
 ，H3
 与H之间又有怎样的关系，请写出你的猜想，不需要证明．
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图4-26



3．★★★已知在正△ABC中，AB＝4，点M是射线AB上的任意一点（点M与点A、B不重合），点N在边BC的延长线上，且AM＝CN．连接MN，交直线AC于点D．设AM＝x，CD＝y．

（1）如图4-27所示，当点M在边AB上时，求y关于x的函数解析式，并写出自变量x的取值范围．

[image: ]
图4-27



（2）当点M在边AB上，且四边形BCDM的面积等于△DCN面积的4倍时，求x的值．

（3）过点M作ME⊥AC，垂足为点E．当点M在射线AB上移动时，线段DE的长是否会改变？请证明你的结论．

4．★★★在Rt△ABC中，∠C＝90°，∠A＝30°，AB＝4，将一个30°角的顶点P放在AB边上滑动，保持30°角的一边平行于BC，且交边AC于点E，30°角的另一边交射线BC于点D，连接ED．

（1）如图4-28所示，当四边形PBDE为等腰梯形时，求AP的长．

[image: ]
图4-28



（2）四边形PBDE有可能为平行四边形吗？若可能，求出PBDE为平行四边形时AP的长；若不可能，说明理由．

（3）若点D在BC边上（不与B、C重合），试写出线段AP取值范围．

5．★★★如图4-29所示，在梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝CD＝AD＝5厘米，BC＝11厘米，点P从点D出发沿DA边以每秒1厘米的速度移动，点Q从点B出发，沿BC边以每秒2厘米的速度移动（当点P到达点A时，点P与点Q同时停止移动），假设点P移动的时间为x（秒），四边形ABQP的面积为y（平方厘米）．
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图4-29



（1）求y关于x的函数解析式，并写出它的定义域．

（2）在移动的过程中，求四边形ABQP的面积与四边形QCDP的面积相等时x的值．

（3）在移动的过程中，是否存在x使得PQ＝AB，若存在求出所有的x的值，若不存在请说明理由．

[image: ]
图4-30



6．★★★★如图4-30所示，平面直角坐标系中，O是坐标原点，正比例函数y＝kx（x为自变量）的图像与双曲线y＝－[image: ]
 交于点A，且点A的横坐标为－2．

（1）求k的值．

（2）将直线y＝kx（x为自变量）向上平移4个单位得到直线BC，直线BC分别交x轴、y轴于点B、点C，如点D在直线BC上，在平面直角坐标系中求一点P，使以O、B、D、P为顶点的四边形是菱形．

[image: ]
图4-31



7．★★★★如图4-31所示，直线y＝－2x＋12分别与x轴、y轴交于点A、B，点C是线段AB的中点，点D在线段OC上，点D的纵坐标为4．

（1）求点C的坐标和直线AD的解析式．

（2）P是直线AD上的点，请你找一点Q，使以O、A、P、Q这四个点为顶点的四边形是菱形，写出所有满足条件的点Q的坐标．


 猜想证明

要点导航

此类问题通常由一个特殊图形到一般情况，引出一系列探究的问题．经历对一些命题和结论的猜想、证明、推广的过程，体会知识之间的内在联系，感受特殊到一般、数形结合等数学思想，对学生的想象、思维、归纳、分析都有较高的要求．此类题目变式多，证明方式也不尽相同，可以说是精彩纷呈．借题发挥，拓宽视野，这样做不仅有助于学生综合而灵活的运用知识，而且能不断提高学生独立探究问题解决问题的能力．

典例精析

[image: ]
图4-32




【例1】
 　如图4-32所示，已知点D在AC上，△ABC和△ADE都是等腰直角三角形，点M为EC的中点．

（1）求证：△BMD为等腰直角三角形．

（2）将△ADE绕点A逆时针旋转45°，如图4-33（a）所示，（1）中的“△BMD为等腰直角三角形”是否仍然成立？请说明理由．

[image: ]
图4-33



（3）将△ADE绕点A逆时针旋转135°，如图4-33（b）所示，（1）中的“△BMD为等腰直角三角形”成立吗？（不用说明理由）．

（4）我们是否可以猜想，将△ADE绕点A任意旋转一定的角度，如图4-33（c）所示，（1）中的“△BMD为等腰直角三角形”均成立？


思路分析

1．利用直角三角形斜边中线性质和三角形的内外角和定理不难证明DM与BM垂直且相等．

2．将△ADE绕点A转过45°或135°时，加倍延长DM，可构造出全等三角形，再利用等腰三角形三线合一的性质可证明△BMD为等腰直角三角形．

3．将△ADE绕点A任意旋转一定的角度时，可以D、M、B为顶点构造正方形再证明△BMD为等腰直角三角形．




〖证明〗
 　（1）因为点M是Rt△BEC的斜边EC的中点，所以BM＝[image: ]
 EC＝MC，所以∠MBC＝∠MCB．∠BME＝2∠BCM．同理可证：DM＝[image: ]
 EC＝MC，∠EMD＝2∠MCD．所以∠BMD＝2∠BCA＝90°，所以BM＝DM．所以△BMD是等腰直角三角形．

[image: ]
图4-34



（2）第（1）题中的结论仍然成立．如图4-34，延长DM与BC交于点N，因为DE⊥AB，CB⊥AB，所以∠EDB＝∠CBD＝90°，DE∥BC．∠DEM＝∠MCN．又因为∠EMD＝∠NMC，EM＝CM，所以△EDM≌△CNM．DM＝NM．DE＝NC＝AD．又因为AB＝BC，所以AB－AD＝BC－CN，BD＝BN．BM⊥DM．即∠BMD＝90°．因为∠ABC＝90°，所以BM＝[image: ]
 DN＝DM．△BMD是等腰直角三角形．

（3）成立．

[image: ]
图4-35



（4）△BMD为等腰直角三角形的结论仍然成立．如图4-35所示，过点D作DN⊥DM，使得DN＝DM，连接BN、AN．因为∠EDA＝∠NDM＝90°，所以∠EDM＝∠ADN，AD＝ED，DM＝DN，△EDM≌△ADN．AN＝EM，又因为EM＝MC，所以AN＝MC．利用三角形内角和可证∠BCM＝∠NAB，又因为AB＝BC，BM＝BN，所以△MBC≌△NBA，∠NBA＝∠MBC，因为∠ABC＝90°，所以∠NBM＝90°，连接MN，∠BMD＝∠BND＝90°，所以四边形DNBM是正方形．△BMD是等腰直角三角形．


方法点睛

本题还可研究将△ADE绕点A旋转后当C、D、E三点一线，当B、A、D三点一线，E在AC上等多种情况下△BMD都是等腰直角三角形．




【例2】
 　点A、B、C在同一直线上，在直线AC的同侧作△ABE和△BCF，连接AF，CE．取AF、CE的中点M、N，连接BM，BN，MN．

（1）若△ABE和△FBC是等腰直角三角形，且∠ABE＝∠FBC＝90°（如图4-36所示），则△MBN是_____三角形．

[image: ]
图4-36



（2）在△ABE和△BCF中，若BA＝BE，BC＝BF，且∠ABE＝∠FBC＝α，（如图4-37所示），则△MBN是_____三角形，且∠MBN＝_____．

[image: ]
图4-37



（3）若将（2）中的△ABE绕点B旋转一定角度（如图4-38所示），其他条件不变，那么（2）中的结论是否成立？若成立，给出你的证明；若不成立，写出正确的结论并给出证明．

[image: ]
图4-38




思路分析

1．△ABF和△EBC可看作绕点B旋转90°后可重合的两个三角形，BM和BN是对应斜边上的中线，夹角为90°，所以△MBN是等腰直角三角形．

2．∠MBN可看作是两个全等三角形△ABF和△EBC对应边上的中线，它们的夹角∠MBN和对应边的夹角∠ABE和∠FBC相等．

3．要证明∠MBN和∠FBC相等，只要证明∠FBM和∠CBN相等，所以要证明△MFB和△NCB全等．




〖解〗
 　（1）等腰直角．

（2）等腰、α．

（3）结论仍然成立．证明：在△ABF和△EBC中，BA＝BE，∠ABF＝∠EBC，BF＝BC，所以△ABF≌△EBC．AF＝EC，∠AFB＝∠ECB．因为M，N分别是AF、CE的中点，所以FM＝CN．△MFB≌△NCB．BM＝BN，∠MBF＝∠NBC，∠MBN＋∠FBN＝∠FBC＋∠FBN，即∠MBN＝∠FBC＝a．所以结论依然成立．


方法点睛

从图4-36到图4-38是连续的图形变式题．图形由特殊到一般，虽然图形改变，但是证明思路不变．



星级训练

1．★★★如图4-39（a）所示，四边形ABCD，将顶点为A的角绕着顶点A顺时针旋转，若角的一条边与DC的延长线交于点F，角的另一条边与CB的延长线交于点E，连接EF．

[image: ]
图4-39



（1）若四边形ABCD为正方形，当∠EAF＝45°时，有EF＝DF－BE．请你思考如何证明这个结论（只思考，不必写出证明过程）．

（2）如图4-39（b）所示，如果在四边形ABCD中，AB＝AD，∠ABC＝∠ADC＝90°，当∠EAF＝[image: ]
 ∠BAD时，EF与DF、BE之间有怎样的数量关系？请写出它们之间的关系式（只需写出结论）．

（3）如图4-39（c）所示，如果四边形ABCD中，AB＝AD，∠ABC与∠ADC互补，当∠EAF＝[image: ]
 ∠BAD时，EF与DF、BE之间有怎样的数量关系？请写出它们之间的关系式并给予证明．

（4）在（3）中，若BC＝4，DC＝7，CF＝2，求△CEF的周长（直接写出结果即可）．

2．★★★在正方形ABCD的边AB上任取一点E，作EF⊥AB交BD于点F，取FD的中点G，连接EG、CG（如图4-40（a）所示），易证EG＝CG且EG⊥CG．

[image: ]
图4-40



（1）将△BEF绕点B逆时针旋转90°（如图4-40（b）所示），则线段EG和CG有怎样的数量关系和位置关系？请直接写出你的猜想．

（2）将△BEF绕点B逆时针旋转180°（如图4-40（c）所示），则线段EG和CG又有怎样的数量关系和位置关系？请写出你的猜想，并加以证明．

3．★★★已知正方形ABCD中，E为对角线BD上一点，过E点作EF⊥BD交BC于F，连接DF，G为DF中点，连接EG，CG．

（1）直接写出线段EG与CG的数量关系．

（2）将图4-41（a）中△BEF绕B点逆时针旋转45°（如图4-41（b）所示），取DF中点G，连接EG，CG．你在（1）中得到的结论是否发生变化？写出你的猜想并加以证明．
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图4-41



（3）将图4-41（a）中△BEF绕B点旋转任意角度（如图4-41（c）所示），再连接相应的线段，问（1）中的结论是否仍然成立？（不要求证明）

4．★★★已知等边三角形ABC中，点D、E、F分别为边AB、AC、BC的中点，M为直线BC上一动点，△DMN为等边三角形（点M的位置改变时，△DMN也随之整体移动）．

（1）如图4-42（a）所示，当点M在点B左侧时，请你连接EN，并判断EN与MF有怎样的数量关系？点F是否在直线NE上？请写出结论，并说明理由．

[image: ]
图4-42



（2）如图4-42（b）所示，当点M在BC上时，其他条件不变，（1）的结论中EN与MF的数量关系是否仍然成立？若成立，请利用图（b）证明；若不成立，请说明理由．

（3）如图4-42（c）所示，若点M在点C右侧时，请你判断（1）的结论中EN与MF的数量关系是否仍然成立？若成立，请直接写出结论；若不成立，请说明理由．


第五部分　图形运动中函数关系的确定

解决这类问题的关键是动中求静，灵活运用有关数学知识解决问题．此类题目注重对几何图形运动变化能力的考查．动态几何问题是近几年各地中考试题常见的压轴题，它能考查学生的多种能力，有较强的选拔功能．解这类题目要“以静制动”，即把动态问题，变为静态问题来解．


 动点求函数解析式

要点导航

函数揭示了运动变化过程中量与量之间的变化规律，是初中数学的重要内容．动点问题反映的是一种函数思想，由于某一个点或某图形有条件地运动变化，引起未知量与已知量间的一种变化关系，这种变化关系就是动点问题中的函数关系．这部分压轴题主要是在图形运动变化的过程中探求两个变量之间的函数关系，并根据实际情况确定自变量的取值范围．

典例精析


【例1】
 　已知在△ABC中，∠C＝90°，AC＝BC＝4，在射线AC、CB上分别有两动点M、N，且AM＝BN，连接MN交AB于点P．

[image: ]
图5-1



（1）如图5-1所示，当点M在边AC（与点A、C不重合）上，线段PM与线段PN之间有怎样的大小关系？试证明你得到的结论．

（2）当点M在射线AC上，若设AM＝x，BP＝y，求y与x之间的函数关系式及定义域．

（3）过点M作直线AB的垂线，垂足为点Q，随着点M、N的移动，线段PQ的长能确定吗？若能确定，请求出PQ的长；若不能确定，请简要说明理由．


思路分析

1．过点M作AC的垂线交AB于D，可构造△DMP和△BNP全等或者过点N作AC的平行线交AB的延长线于点E，可构造△AMP和△ENP全等．

2．在AB边上利用线段和差建立函数关系式．

3．AP和AQ均可表示为含x的代数式，无论点P在线段AB或线段AB的延长线上，线段PQ都表示为AP与AQ的差，所以线段PQ的长能确定．



[image: ]
图5-2




〖解〗
 　（1）PM＝PN．如图5-2所示，过点M作MD⊥AC交AB于点D，因为∠ACB＝90°，AC＝BC＝4，所以∠A＝45°，∠ADM＝45°，AM＝MD，因为AM＝BN，所以DM＝BN．因为∠ACB＝∠DMA＝90°，所以DM∥NC，∠DMP＝∠BNP，∠MDP＝∠NBP．△DMP≌△BNP（A．S．A），PM＝PN．

[image: ]
图5-3



（2）若点M在线段AC上，由（1）得：AB＝4[image: ]
 ，△ADM是等腰直角三角形，因为AM＝x所以AD＝[image: ]
 AM＝[image: ]
 x，因为△DMP≌△BNP，BP＝y，所以DP＝BP＝y，[image: ]
 x＋y＋y＝4[image: ]
 ，y＝－[image: ]
 x＋2[image: ]
 定义域为0＜x≤4；若点M在线段AC的延长线上（如图5-3所示），过点M作MK⊥AC交AB延长线于点K．同样可得：PK＝BP＝y，AK＝[image: ]
 x，又AB＝4[image: ]
 ，所以y＋y＋4[image: ]
 ＝[image: ]
 x，y＝[image: ]
 x－2[image: ]
 ，定义域为x＞4．

（3）线段PQ的长能确定且PQ＝2[image: ]
 ．

若点M在线段AC上（如图5-2所示），△ADM是等腰直角三角形．因为MQ⊥AB，所以AQ＝QD，又因为AQ＋QD＋DP＋PB＝AB，DP＝BP．所以QD＋DP＝[image: ]
 AB，QD＋DP＝PQ，AB＝4[image: ]
 ，所以PQ＝2[image: ]
 ．

若点M在线段AC的延长线上（如图5-3所示），PQ＝KQ－PK，△AMK是等腰直角三角形，MQ⊥AB，所以KQ＝[image: ]
 AK．因为AK＝[image: ]
 x，PK＝y，y＝[image: ]
 x－2[image: ]
 ，所以PQ＝2[image: ]
 ．所以线段PQ的长能确定且PQ＝2[image: ]
 ．


方法点睛

利用线段和差建立函数关系式．



[image: ]
图5-4




【例2】
 　如图5-4所示，在长方形ABCD中，AB＝8，AD＝6，点P、Q分别是AB边和CD边上的动点，点P从点A向点B运动，点Q从点C向点D运动，且保持AP＝CQ．设AP＝x，BE＝y．

（1）线段PQ的垂直平分线与BC边相交，设交点为E，求y与x的函数关系式及x取值范围．

（2）在（1）的条件是否存在x的值，使△PQE为直角三角形？若存在，请求出x的值，若不存在请说明理由．


思路分析

1．因为EF是线段PQ的垂直平分线，所以分别连接PF、PE和QF、QE构造出等腰三角形，再利用勾股定理建立y与x的函数解析式．

2．当点E分别与点B、C重合时，利用勾股定理可求得x的最小值和最大值．



[image: ]
图5-5




〖解〗
 　（1）如图5-5，连接PF、QF，因为EF垂直平分PQ，所以PF＝QF．因为AP＝CQ＝x，所以BP＝DQ＝8－x．因为BE＝DF＝y，所以CE＝AF＝6－y．因为∠A＝∠D＝90°，所以AP2
 ＋AF2
 ＝DF2
 ＋DQ2
 ，即x2
 ＋（6－y）2
 ＝y2
 ＋（8－x）2
 ，所以3y＝4x－7，[image: ]


（2）不存在．连接PE、QE．若△PQE为直角三角形，只有可能∠PEQ＝90°，因为EF垂直平分PQ，所以PE＝QE．所以△PBE≌△ECQ，BE＝CQ，所以y＝x，即x＝[image: ]
 ，解得x＝7，因为[image: ]
 ，所以不存在x使得△PQE为直角三角形．


方法点睛

应用勾股定理建立函数解析式．



星级训练

[image: ]
图5-6



1．★★如图5-6所示，已知：△ABC中，已知∠BAC＝45°，AD⊥BC交BC边于点D，BD＝2，DC＝3，求AD的长．小萍同学灵活运用轴对称知识，将图形进行翻折变换，巧妙地解答了此题．

请按照小萍的思路，探究并解答下列问题：

（1）分别以AB、AC为对称轴，画出△ABD、△ACD的轴对称图形，点D的对称点为E、F，延长EB、FC相交于G点，证明四边形AEGF是正方形．

（2）设AD＝x，利用勾股定理，建立关于x的方程模型，求出x的值．

2．★★如图5-7所示，已知：在Rt△ABC中，∠A＝90°，AB＝AC＝1，P是AB边上不与A点、B点重合的任意一个动点，PQ⊥BC于点Q，QR⊥AC于点R．

[image: ]
图5-7



（1）求证：PQ＝BQ．

（2）设BP＝x，CR＝y，求y关于x的函数解析式，并写出定义域．

（3）当x为何值时，PR∥BC．

3．★★如图5-8所示，已知：在Rt△ABC中，∠C＝90°，P是边AB上的一个动点，PQ⊥PC，交线段CB的延长线于点Q．

[image: ]
图5-8



（1）当BP＝BC时，求证：BQ＝BP．

（2）当∠A＝30°，AB＝4时，设BP＝x，BQ＝y，求y关于x的函数解析式，并写出它的定义域．

4．★★直角梯形ABCD中，AB∥DC，∠D＝90°，AD＝CD＝4，∠B＝45°，点E为直线DC上一点，连接AE，作EF⊥AE交直线CB于点F．

（1）若点E为线段DC上一点（与点D、C不重合）（如图5-9所示）：

[image: ]
图5-9



①求证：∠DAE＝∠CEF．

②求证：AE＝EF．

（2）连接AF，若△AEF的面积为[image: ]
 ，求线段CE的长（直接写出结果，不需要过程）．

5．★★★如图5-10所示，已知：直角梯形ABCD中，AB∥CD，∠A＝90°，AB＝6，AD＝4，DC＝3，动点P从点A出发，沿ADCB方向移动，动点Q从点A出发，在AB上移动，设点P移动的路程为x，点Q移动的路程为y，线段PQ平分梯形ABCD的周长．

[image: ]
图5-10



（1）求y与x的函数关系式，并求出x，y的取值范围．

（2）当P不在BC边上时，线段PQ能否平分ABCD的面积？若能，求出此时x的值；若不能，说明理由．

6．★★★如图5-11所示，已知：在△ABC中，∠ACB＝90°，∠A＝60°，AC＝3，点D是边AB上的动点（点D与点A、B不重合），过点D作DE⊥AB交射线AC于E，连接BE，点F是BE的中点，连接CD、CF、DF．

[image: ]
图5-11



（1）当点E在边AC上（点E与点C不重合）时，设AD＝x，CE＝y．

①直接写出y关于x的函数关系式及定义域．

②求证：△CDF是等边三角形．

（2）如果BE＝2[image: ]
 ，请直接写出AD的长．

7．★★★如图5-12所示，已知：在△ABC中，∠C＝90°，∠B＝30°，AC＝6，点D在边BC上，AD平分∠CAB，E为AC上的一个动点（不与A、C重合），EF⊥AB，垂足为F．

[image: ]
图5-12



（1）求证：AD＝DB．

（2）设CE＝x，BF＝y，求y关于x的函数解析式．

（3）当∠DEF＝90°时，求BF的长．

[image: ]
图5-13



8．★★★如图5-13所示，已知：在△ABC中，∠CBA＝90°，∠A＝30°，BC＝3，D是边AC上的一个动点，DE⊥AB，垂足为E，点F在CD上，且DE＝DF，作FP⊥EF，交线段AB于点P，交线段CB的延长线于点G．

（1）求证：AF＝FP．

（2）设AD＝x，GP＝y，求y关于x的函数解析式，并写出它的定义域．

（3）若点P到AC的距离等于线段BP的长，求线段AD的长．

9．★★★如图5-14所示，在△ABC中，∠BAC＝90°，AB＝AC＝6，D为BC的中点．

[image: ]
图5-14



（1）若E、F分别是AB、AC上的点，且AE＝CF，求证：△AED≌△CFD．

（2）当点F、E分别从C、A两点同时出发，以每秒1个单位长度的速度沿CA、AB运动，到点A、B时停止；设△DEF的面积为y，F点运动的时间为x，求y与x的函数关系式．

（3）在（2）的条件下，点F、E分别沿CA、AB的延长线继续运动，求此时y与x的函数关系式．

[image: ]
图5-15



10．★★★如图5-15所示，已知：在菱形ABCD中，AB＝4，∠B＝60°，点P是射线BC上的一个动点，∠PAQ＝60°，交射线CD于点Q，设点P到点B的距离为x，PQ＝y．

（1）求证：△APQ是等边三角形．

（2）求y关于x的函数解析式，并写出它的定义域．

（3）如果PD⊥AQ，求BP的值．

11．★★★在等边△ABC中，AB＝8，点D在边BC上，△ADE为等边三角形，且点E与点D在直线AC的两侧，过点E作EF∥BC，EF与AB、AC分别相交于点F、G．

（1）如图5-16所示，求证：四边形BCEF是平行四边形．

[image: ]
图5-16



（2）设BD＝x，FG＝y，求y关于x的函数解析式，并写出定义域．

（3）如果AD的长为7时，求线段FG的长．

12．★★★★在梯形ABCD中，AD∥BC，∠B＝90°，∠C＝45°，AB＝8，BC＝14，点E、F分别在边AB、CD上，EF∥AD，点P与AD在直线EF的两侧，∠EPF＝90°，PE＝PF，射线EP、FP与边BC分别相交于点M、N，设AE＝x，MN＝y．

（1）求边AD的长．

[image: ]
图5-17



（2）如图5-17所示，当点P在梯形ABCD内部时，求y关于x的函数解析式，并写出定义域．

（3）如果MN的长为2，求梯形AEFD的面积．


 图形运动求函数解析式

要点导航

图形的翻折、旋转、平移运动有其内在规律，寻找运动中的不变量是解决此类问题的关键．即“动中求静”．从变换的角度和运动变化来研究三角形、四边形、函数图像等图形，通过对称动点的运动等研究手段和方法，来探索与发现图形性质及图形变化，在解题过程中渗透空间观念和推理．在动点的运动过程中观察图形的变化情况，理解图形在不同位置的情况，做好计算推理的过程．这也是动态几何数学问题中最核心的本质．

典例精析

[image: ]
图5-18




【例1】
 　如图5-18所示，三角形纸片ABC中，∠C＝90°，∠A＝30°，AB＝10．将纸片折叠，使点B落在AC边上的点D处，折痕与BC、AB分别交于点E、F．

（1）设BE＝x，DC＝y，求y关于x的函数关系式，并确定自变量x的取值范围．

（2）当△ADF是直角三角形时，求BE的长．

（3）当△ADF是等腰三角形时，求BE的长．


思路分析

1．Rt△DEC中，利用勾股定理建立y关于x的函数关系式．

2．△ADF是直角三角形，∠A＝30°，所以△ADF是直角三角形只有两种情况．当∠ADF＝90°和∠AFD＝90°时，其余的三角形也是特殊三角形利用边之间的特殊关系求BE的长．

3．当△ADF是等腰三角形时，因为∠A＝30°，只有AF＝FD和AD＝AF两种情况．




〖解〗
 　（1）因为∠C＝90°，∠A＝30°，所以BC＝[image: ]
 AB．因为AB＝10，所以BC＝5．因为BE＝x，DC＝y，所以CE＝5－x．因为∠C＝90°，所以CE2
 ＋DC2
 ＝DE2
 ，（5－x）2
 ＋y2
 ＝x2
 ，y＝[image: ]
 自变量x的取值范围2.5＜x＜5．

（2）在Rt△ADF中，∠A＝30°，所以△ADF是直角三角形只有两种情况．

如图5-19所示，当∠ADF＝90°时，由题意得BF＝FD，Rt△ADF中，∠A＝30°，所以DF＝[image: ]
 AF．又因为BF＋AF＝AB，所以BF＝[image: ]
 ．由题意得∠1＝∠2，DF∥BC，所以∠2＝∠3，∠1＝∠3，BE＝BF＝[image: ]
 ．

[image: ]
图5-19



如图5-20所示，当∠AFD＝90°时，由题意得BF＝FD，Rt△ADF中，∠A＝30°，所以2DF＝AD，[image: ]
 DF＝AF．又因为BF＋AF＝AB，所以BF＝DF＝5[image: ]
 －5．AD＝10[image: ]
 －10，CD＝10－5[image: ]
 ．∠ADF＝∠FDE＝60°，∠DEC＝30°，EC＝10[image: ]
 －15，BE＝20－10[image: ]
 ．

[image: ]
图5-20



（3）当△ADF是等腰三角形时，因为∠A＝30°，只有AF＝FD和AD＝AF两种情况．

如图5-21所示，当AD＝AF时，∠A＝30°，∠AFD＝∠ADF＝75°，又因为∠B＝∠FDE＝60°，所以∠EDC＝∠DEC＝45°．所以EC＝DC．因为BE＝x，所以EC＝[image: ]
 x．因为BE＋EC＝BC，所以x＋[image: ]
 x＝5，解得x＝10－5[image: ]
 ．所以BE＝10－5[image: ]
 ．

[image: ]
图5-21



如图5-22所示，当AF＝DF时，∠A＝∠FDA＝30°，所以点D和C重合．E是BC中点，所以BE＝[image: ]
 ．

[image: ]
图5-22




方法点睛

本题是图形的翻折运动中求函数解析式，常用的方法是勾股定理．




【例2】
 　如图5-23（a）所示，一张三角形纸片ABC，∠ACB＝90°，∠A＝30°，BC＝6，沿斜边AB的中线CD把这张纸片剪成△AC1
 D1
 和△BC2
 D2
 两个三角形（如图5-23（b）所示）．将纸片△AC1
 D1
 沿直线D2
 B（AB）方向平移（点A，D1
 ，D2
 ，B始终在同一直线上），当点D1
 与点B重合时，停止平移．在平移过程中，C1
 D1
 与BC2
 交于点E，AC1
 与C2
 D2
 、BC2
 分别交于点F、P（如图5-23（c）所示）．

[image: ]
图5-23



（1）当△AC1
 D1
 平移到如图5-23（c）所示的位置时，猜想图中的D1
 E与D2
 F的数量关系，并证明你的猜想．

（2）如图5-23（c）所示，设平移距离D2
 D1
 为x，PE为y，请求出y与x的函数关系式，并写出自变量x的取值范围．


思路分析

1．平移过程中△AD2
 F和△BD1
 E始终是等腰三角形，由平移的性质可得AD2
 和BD1
 始终相等，所以D1
 E与D2
 F始终相等．

2．平移过程中△BD1
 E始终是等边三角形，△ABP始终是直角三角形，利用特殊三角形的比之间的关系可求得y与x的函数关系式．




〖解〗
 　（1）猜想：D1
 E＝D2
 F（如图5-23（a）所示），因为∠ACB＝90°，CD为斜边AB上的中线，所以AD＝BD＝CD．所以在如图5-23（b）中，AD1
 ＝D1
 C1
 ，BD2
 ＝C2
 D2
 ，所以∠AC1
 D1
 ＝∠A，∠BC2
 D2
 ＝∠B，又因为C1
 D1
 ∥C2
 D2
 ，所以∠AFD2
 ＝∠AC1
 D1
 ，∠BED1
 ＝∠BC2
 D2
 ，∠A＝∠AFD2
 ，∠B＝∠BED1
 ，D2
 F＝AD2
 ，D1
 E＝BD1
 ，因为AD1
 ＝BD2
 ，所以AD2
 ＝BD1
 ，D1
 E＝D2
 F．

（2）如图5-23（a）所示，因为∠ACB＝90°，∠A＝30°，BC＝6，所以AB＝12，∠B＝60°，在图5-23（c）中，AB＝12－x，BD1
 ＝6－x，因为∠A＝30°，∠B＝60°，所以∠APB＝90°，BP＝[image: ]
 ，因为BD1
 ＝D1
 E，∠B＝60°，所以△BD1
 E为等腰三角形，BE＝BD1
 ＝6－x，因为y＋6－x＝[image: ]
 ，所以y＝[image: ]
 x，自变量x的取值范围为0≤x≤6．


方法点睛

本题是图形的平移运动中求函数解析式，常用的方法是线段和差．




【例3】
 　已知△ABC中，AB＝10，BC＝6，AC＝8，点D是AB边中点，将一块直角三角板的直角顶点放在D点旋转，直角的两边分别与边AC、BC交于E、F．

[image: ]
图5-24



（1）取运动过程中的某一瞬间（如图5-24所示），画出△ADE关于D点的中心对称图形，E的对称点为E′，试判断BC与BE′的位置关系，并说明理由．

（2）设AE＝x，BF＝y，求y与x的函数关系式，并写出定义域．


思路分析

1．由点D是AB中点，所以构造绕点D旋转180°重合的全等三角形，便可证明BC与BE′互相垂直．

2．构造绕点D旋转180°重合的全等三角形，将线段AE、EF、FB移到同一个直角三角形中，利用勾股定理建立y与x的函数关系式．



[image: ]
图5-25




〖证明〗
 　（1）如图5-25所示，延长ED到E′，使得E′D＝DE，连接E′B、E′F、EF．因为D为AB中点，所以AD＝BD，又因为∠EDA＝∠E′DB，DE＝DE′，所以△EDA≌△E′DB，AE＝BE′，∠A＝∠DBE′．因为FD垂直平分EE′，所以FE＝FE′．由题可得∠ACB＝90°，所以∠A＋∠ABC＝90°，∠DBE′＋∠ABC＝90°，即∠FBE′＝90°，所以BC⊥BE′．

（2）因为AE＝x，BF＝y，所以CE＝8－x，CF＝6－y，BE′＝x，在Rt△BE′F中，E′F2
 ＝E′B2
 ＋BF2
 ＝x2
 ＋y2
 ，在Rt△ECF中，EF2
 ＝EC2
 ＋CF2
 ＝（8－x）2
 ＋（6－y）2
 ，因为FE′＝FE，所以（8－x）2
 ＋（6－y）2
 ＝x2
 ＋y2
 ，化简得y与x的函数关系式为[image: ]
 ．函数定义域为[image: ]
 ．


方法点睛

本题是图形的旋转运动中求函数解析式，常用的方法是勾股定理．



星级训练

1．★★如图5-26所示，已知：在Rt△ABC中，∠C＝90°，AC＝3[image: ]
 ，BC＝9，点Q是边AC上的动点（点Q不与点A、C重合），过点Q作QR∥AB，交边BC于点R，再把△QCR沿着动直线QR翻折得到△QPR，设AQ＝x．

[image: ]
图5-26



（1）求∠PRQ的大小．

（2）当点P落在斜边AB上时，求x的值．

（3）当点P落在Rt△ABC外部时，PR与AB相交于点E，如果BE＝y，请直接写出y关于x的函数关系式及定义域．

[image: ]
图5-27



2．★★如图5-27所示，已知：长方形纸片ABCD的边AB＝2，BC＝3，点M是边CD上的一个动点（不与点C重合），把这张长方形纸片折叠，使点B落在M上，折痕交边AD与点E，交边BC于点F．

（1）写出图中全等三角形．

（2）设CM＝x，AE＝y，求y与x之间的函数解析式，写出定义域．

（3）试判断∠BEM是否能等于90°？如可能，请求出此时CM的长；如不能，请说明理由．

3．★★已知一直角三角形纸片OAB，∠AOB＝90°，OA＝2，OB＝4．将该纸片放在平面直角坐标系中（如图5-28（a）所示），折叠该纸片，折痕与边OB交于点C，与边AB交于点D．

[image: ]
图5-28



（1）若折叠后使点B与O重合（如图5-28（b）所示），求点C的坐标及C、A两点的距离．

（2）若折叠后使点B与A重合（如图5-28（c）所示），求点C的坐标．

（3）若折叠后点B落在边OA上的点为B′（如图5-28（c）所示），设OB′＝x，OC＝y，求出y关于x的函数关系式，并写出定义域．

4．★★★小刘同学在一次课外活动中，用硬纸片做了两个直角三角形（如图5-29（a）、（b）所示）．图5-29（a）中∠B＝90°，∠A＝30°，BC＝5厘米；图5-29（b）中，∠D＝90°，∠E＝45°，DE＝3厘米．图5-29（c）是小刘同学所做的一个实验：他将△DEF的直角边DE与△ABC的斜边AC重合在一起，并将△DEF沿AC方向移动，在移动过程中，D、E两点始终在AC边上（移动开始时点D与点A重合）

[image: ]
图5-29



（1）在△DEF沿AC方向移动的过程中，小刘同学发现：F、C两点之间的距离逐渐_____（填“不变”“变大”或“变小”）

（2）小刘同学经过进一步研究，编制了如下问题：

问题①：当△DEF移动至什么位置，即AD的长为多少时，F、C的连线与AB平行？

问题②：当△DEF移动至什么位置，即AD的长为多少时，以线段AD、FC、BC的长度为三边长的三角形是直角三角形？

[image: ]
图5-30



5．★★★如图5-30所示，已知：等边△ABC的边长是4，D是边BC上的一个动点（与点B、C不重合），连接AD，作AD的垂直平分线分别与边AB、AC交于点E、F．

（1）求△BDE和△DCF的周长和．

（2）设CD长为x，△BDE的周长为y，求y关于x的函数解析式，并写出它的定义域．

（3）当△BDE是直角三角形时，求CD的长．

6．★★★如图5-31所示，已知：三角形纸片ABC中，∠C＝90°，AB＝12，BC＝6，B′是边AC上一点．将三角形纸片折叠，使点B与点B′重合，折痕与BC、AB分别相交于E、F．

[image: ]
图5-31



（1）设BE＝x，B′C＝y，试建立y关于x的函数关系式，并直接写出x的取值范围．

（2）当△AFB′是直角三角形时，求出x的值．

7．★★★如图5-32所示，已知：在△ABC中，∠ACB＝90°，∠A＝30°，D是边AC上不与点A、C重合的任意一点，DE⊥AB，垂足为点E，M是BD的中点．

[image: ]
图5-32



（1）求证：CM＝EM．

（2）如果BC＝[image: ]
 ，设AD＝x，CM＝y，求y与x的函数解析式，并写出函数的定义域．

（3）当点D在线段AC上移动时，∠MCE的大小是否发生变化？如果不变，求出∠MCE的大小；如果发生变化，说明如何变化．

8．★★★★如图5-33所示，已知：四边形ABCD是菱形，AB＝6，∠B＝∠MAN＝60°．绕顶点A逆时针旋转∠MAN，边AM与射线BC相交于点E（点E与点B不重合），边AN与射线CD相交于点F．

[image: ]
图5-33



（1）当点E在线段BC上时，求证：BE＝CF．

（2）设BE＝x，△ADF的面积为y．当点E在线段BC上时，求y与x之间的函数关系式，写出函数的定义域．

（3）连接BD，如果以A、B、F、D为顶点的四边形是平行四边形，求线段BE的长．


 分类讨论

要点导航

分类是基本逻辑方法之一．依据数学研究对象本质属性的相同点和差异点，将数学对象分为不同种类的数学思想叫做分类的思想．本节内容主要研究点在线段及其延长线上分类讨论及等腰三角形分类讨论．


 点在线段及其延长线上分类讨论

要点导航

动点问题经常是中考压轴题中的一大热点，动点的数量一般1到3个，运动的范围一般是线段、射线或者折线上，其中以动点在线段和射线上的题型最为常见，射线可看成由线段和线段的延长线两部分组成，需要考虑到情况较为复杂．当动点运动到线段上时的图形往往和动点在线段的延长线上的图像有很大差别，但是记住口诀“图形改变，方法不变”．两张图形虽然不同但是边与边，角与角之间的关系往往没有变，原有的相似三角形或者比例线段依然成立，而改变的往往是线段之间的和、差关系．从特殊到一般，这也是我们发现问题、研究问题的一种常用方法．

典例精析

[image: ]
图5-34




【例1】
 　如图5-34，在直角△ABC中，∠B＝90°，∠C＝30°，AC＝4，D是AC边上的一个动点（不与A、C点重合），过点D作AC边的垂线，交线段BC于点E，点F是线段EC的中点，作DH⊥DF，交射线AB于点H，交射线CB于点G．

（1）求证：GD＝DC．

（2）当点G在BC上时，设AD＝x，HG＝y．求y关于x的函数解析式，并写出它的定义域．

（3）当BH＝[image: ]
 时，求CG的长．


思路分析

1．将AH或AC或BC边上的线段表示成含x、y的代数式，再利用线段和差可求y关于x的函数解析式．

2．点H在射线AB上，又因为BH＝[image: ]
 ，所以要考虑点H在线段AB上和线段AB的延长线上两种情况．先根据题意画出图形，再利用线段和差求出CG的长．




〖证明〗
 　（1）因为ED⊥AC，∠C＝30°，F是EC的中点，所以DF＝FC，∠C＝∠FDC＝30°，∠GFD＝60°，又因为GD⊥DF，所以∠CGD＝∠C＝30°，GD＝DC．

（2）因为∠ABC＝90°，∠C＝30°，AC＝4，所以∠A＝60°，AB＝2，又因为∠HDA＝∠C＋∠CGD＝60°，所以AH＝HD＝AD，因为AD＝x，AC＝4，HG＝y，所以GD＝CD＝4－x，又因为HG＋GD＝AD，所以y＋4－x＝x，y＝2x－4（2≤x＜4）．

（3）当BH＝[image: ]
 时，有两种情况．

情况一：当点H在AB的延长线上时，（如图5-35所示），AH＝AD＝[image: ]
 ，即x＝[image: ]
 ，y＝1，所以CG的长为[image: ]
 ．

[image: ]
图5-35



情况二：当点H在AB上时，（如图5-36所示），因为BH＝[image: ]
 ，所以BG＝[image: ]
 ，BC＝2[image: ]
 ，所以CG的长为[image: ]
 ．

[image: ]
图5-36




方法点睛

点H在线段AB上和线段AB的延长线上两种情况下，CG的长的求法相同．




【例2】
 　在△ABC中，AD⊥BC，垂足为点D（D在BC边上），BE⊥AC，垂足为点E，M为AB边的中点，连接ME、MD、ED．

（1）当点E在AC边上时（如图5-37所示），容易证明∠EMD＝2∠DAC；当点E在CA的延长线上，请在图5-38中画出相应的图形，并说明“∠EMD＝2∠DAC”是否还成立？若成立，请证明；若不成立，请说明理由．

[image: ]
图5-37



（2）如果△MDE为正三角形，BD＝4，且AE＝1，求△MDE的周长．

[image: ]
图5-38




思路分析

1．Rt△ABE中ME是AB边上中线，∠AME是△BME的外角，所以∠AME＝2∠MBE，Rt△ABD中MD是AB边上中线，∠AMD是△BMD的外角，所以∠AMD＝2∠ABD，∠DAC和∠EBC都是∠C的余角，所以它们相等．可证∠EMD＝2∠DAC．

2．△MDE为正三角形，利用第（1）小题的结论可得，∠C＝60°，∠EBC＝∠DAC＝30°，利用特殊三角形的边之间的关系，可求△MDE的周长．




〖证明〗
 　（1）成立．因为M为AB边的中点，AD⊥BC，BE⊥AC，所以ME＝[image: ]
 AB＝MD，∠MBD＝∠MDB，∠MBE＝∠MEB，∠AMD＝∠MBD＋∠MDB＝2∠MBD，∠EMA＝∠MBE＋∠MEB＝2∠EBM，因为∠EMD＝∠EMA＋∠AMD，所以∠EMD＝2∠EBM＋2∠MBD＝2∠EBD，因为AD⊥BC，BE⊥AC，所以∠C＋∠DAC＝90°，∠C＋∠EBD＝90°，∠DAC＝∠EBD，∠EMD＝2∠DAC．

（2）因为△MDE为正三角形，所以∠EMD＝60°，又因为∠EMD＝2∠DAC，所以∠DAC＝30°．因为∠C＋∠DAC＝90°，∠C＋∠EBD＝90°，所以∠DAC＝∠EBD，∠EBD＝30°．

情况一：当点E在AC边上时，设DC＝x，则AC＝2x，EC＝2x－1．在Rt△BEC中，BC＝2EC，即4＋x＝2（2x－1），所以x＝2，AD＝2[image: ]
 ，[image: ]
 ，△MDE的周长＝3ME＝3[image: ]
 ．

情况二：当点E在CA的延长线上时，设DC＝x，则AC＝2x，EC＝2x＋1．在Rt△BEC中，BC＝2EC，即4＋x＝2（2x＋1），所以x＝[image: ]
 ，AD＝[image: ]
 ．AB＝[image: ]
 [image: ]
 ．△MDE的周长＝3ME＝[image: ]
 ．


方法点睛

点E在线段AC上和线段CA的延长线上两种情况下，△MDE的周长的求法相同．



星级训练

1．★★★如图5-39所示，已知：在Rt△ABC中，∠C＝90°，AC＝6，点D是斜边AB中点，作DE⊥AB，交直线AC于点E．

[image: ]
图5-39



（1）若∠A＝30°，求线段CE的长．

（2）当点E在线段AC上时，设BC＝x，CE＝y，求y关于x的函数解析式，并写出定义域．

（3）若CE＝1，求BC的长．

2．已知在△ABC中，AD⊥BC，垂足为D点在边BC上，BF⊥AC分别交射线DA、射线CA于点E、F，若BD＝4，∠BAD＝45°．

（1）如图5-40所示：若∠BAC是锐角，则点F在边AC上，求证：△BDE≌△ADC；

[image: ]
图5-40



（2）若AE＝1，求DC的长；

[image: ]
图5-41



3．★★★如图5-41所示，已知：在正方形ABCD中，点P是射线BC上的任意一点（点B与点C除外），连接DP，分别过点C、A作直线DP的垂线，垂足为点E、F．

（1）当点P在BC的延长线上时，那么线段AF、CE、EF之间有怎样的数量关系？请证明你的结论；

（2）当点P在边BC上时，正方形的边长为2．设CE＝x，AF＝y．求y与x的函数解析式，并写出函数的定义域．

（3）当CE＝1时，求EF的长．


 等腰三角形分类讨论

要点导航

等腰三角形的分类讨论题多见于各类压轴题中，由于这类题目都与图形运动有关，需要学生具有一定的想象能力、分析能力和运算能力．等腰三角形分类讨论的解题思路会根据题目要求分别作出三种等腰三角形条件下图形，利用等腰三角形的有关性质和题目中的条件进行合理的转化后建立方程求解．

典例精析


【例1】
 　如图5-42所示，在等腰梯形ABCD中，AD∥BC，E是AB的中点，过点E作EF∥BC交CD于点F．AB＝4，BC＝6，∠B＝60°．

[image: ]
图5-42



（1）求点E到BC的距离．

（2）点P为线段EF上的一个动点，过P作PM⊥EF交BC于点M，过M作MN∥AB交折线ADC于点N，连接PN，设EP＝x．

①当点N在线段AD上时（如图5-43所示），△PMN的形状是否发生改变？若不变，求出△PMN的周长；若改变，请说明理由；

[image: ]
图5-43



②当点N在线段DC上时（如图5-44所示），是否存在点P，使△PMN为等腰三角形？若存在，请求出所有满足要求的x的值；若不存在，请说明理由．

[image: ]
图5-44




思路分析

1．当点N在线段AD上时，△PMN的三条边都不会变化，形状也不发生改变．过点P作MN的垂线或者过点N作BC的垂线，由勾股定理可求得PN和MN的长．

2．△PMN为等腰三角形有三种情况．分别画出图形，利用特殊三角形的边角关系求出EP的长．



[image: ]
图5-45




〖解〗
 　（1）如图5-45所示，过点E作EG⊥BC于点G，因为E为AB的中点，所以BE＝[image: ]
 AB＝2．在Rt△EBG中，∠B＝60°，所以∠BEG＝30°．

BG＝[image: ]
 BE＝1，EG＝[image: ]
 ．即点E到BC的距离为[image: ]
 ．

（2）①当点N在线段AD上运动时，△PMN的形状不发生改变．

因为PM⊥EF，作EG⊥EF，所以PM∥EG．

因为EF∥BC，所以EP＝GM，PM＝EG＝3．同理MN＝AB＝4．

[image: ]
图5-46



如图5-46所示，过点P作PH⊥MN于H，因为MN∥AB，所以∠NMC＝∠B＝60°，∠PMH＝30°．PH＝[image: ]
 PM＝[image: ]
 ．MH＝[image: ]
 ，则NH＝MN－MH＝[image: ]
 ．

在Rt△PNH中，[image: ]
 [image: ]
 ．所以△PMN的周长＝PM＋PN＋MN＝[image: ]
 ．

②当点N在线段DC上运动时，△PMN的形状发生改变，但△MNC恒为等边三角形．当PM＝PN时（如图5-47所示），作PR⊥MN于R，则MR＝NR．类似①，MR＝[image: ]
 所以MN＝2MR＝3．因为△MNC是等边三角形，所以MC＝MN＝3．此时，x＝EP＝GM＝BC－BG－MC＝6－1－3＝2．

[image: ]
图5-47



当MP＝MN时（如图5-48所示），这时MC＝MN＝MP＝[image: ]
 ．此时，x＝EP＝GM＝6－1－[image: ]
 ＝5－[image: ]
 ．

[image: ]
图5-48



当NP＝NM时（如图5-49所示），∠NPM＝∠PMN＝30°．则∠PNM＝120°，又因为∠MNC＝60°，所以∠PNM＋∠MNC＝180°．因此点P与F重合，△PMC为直角三角形．MC＝1．此时，x＝EP＝GM＝6－1－1＝4．

[image: ]
图5-49



综上所述，当x＝2或4或（5－[image: ]
 ）时，△PMN为等腰三角形．


方法点睛

等腰三角形分类讨论通常需根据题意画出三种情况，再将等腰三角形转化为直角三角形求解．



[image: ]
图5-50




【例2】
 　如图5-50所示，点O是等边△ABC内一点，∠AOB＝110°，∠BOC＝α．将△BOC绕点C按顺时针方向旋转60°得△ADC，连接OD．

（1）求证：△COD是等边三角形．

（2）当α＝150°时，试判断△AOD的形状，并说明理由．

（3）探究：当α为多少度时，△AOD是等腰三角形？


思路分析

1．因为△COD是等边三角形，∠ADO＝60°，∠ADC＝∠BOC＝150°时，∠ADO＝90°，△AOD为直角三角形．

2．把△AOD的三个内角都表示成用α的式子表示，三种等腰三角形的情形下，建立三个关于α的方程，求出α的度数．




〖解〗
 　（1）证明：因为CO＝CD，∠OCD＝60°，所以△COD是等边三角形．

（2）当α＝150°，即∠BOC＝150°时，△AOD是直角三角形．因为△BOC≌△ADC，所以∠ADC＝∠BOC＝150°．又因为△COD是等边三角形，所以∠ODC＝60°．∠ADO＝90°．即△AOD是直角三角形．

（3）①要使AO＝AD，需∠AOD＝∠ADO．因为∠AOD＝190°－α，∠ADO＝α－60°，所以190°－α＝α－60°．α＝125°．②要使OA＝OD，需∠OAD＝∠ADO．因为∠OAD＝180°－（∠AOD＋∠ADO）＝50°，所以α－60°＝50°．α＝110°．③要使OD＝AD，需∠OAD＝∠AOD．所以190°－α＝50°．α＝140°．

综上所述：当α的度数为125°或110°或140°时，△ABC是等腰三角形．


方法点睛

本题围绕角的度数讨论，故不需画出三种等腰三角形的情形．



星级训练

1．★★如图5-51所示，已知：在正方形ABCD中，点F在CD边上，射线AF交BD于点E，交BC的延长线于点G

[image: ]
图5-51



（1）求证：△ADE≌△CDE．

（2）过点C作CH⊥CE，交FG于点H，求证：FH＝GH．

（3）设AD＝1，DF＝x，试问是否存在x的值，使得△ECG为等腰三角形？若存在求出x的值；若不存在，请说明理由．

2．★★如图5-52所示，E是正方形ABCD的边AD上的动点，F是边BC延长线上的一点，且BF＝EF，AB＝12，设AE＝x，BF＝y．

[image: ]
图5-52



（1）当△BEF是等边三角形时，求BF的长．

（2）求y与x的函数解析式，并写出它的定义域．

（3）把△ABE沿着直线BE翻折，点A落在点A′处，试探索：△A′BF能否为等腰三角形？如果能，请求出AE的长；如果不能，请说明理由．

3．★★★如图5-53所示，Rt△ABC中，若∠C＝90°，AC＝4，BC＝3，AD平分∠CAB，交BC于点D，点P是边AB上的动点（点P与点A、B不重合），设BP＝x，△DPB的面积为y．

[image: ]
图5-53



（1）求CD的长．

（2）求y关于x的函数解析式，写出函数定义域，并在直角坐标系中画出函数的图像．

（3）当△DPB为等腰三角形时，求BP的长．

[image: ]
图5-54



4．★★★如图5-54所示，已知在△ABC中，AB＝5，BC＝4，AC＝[image: ]
 ，AH⊥BC，垂足为H，∠ABC的平分线交AH于点M，点P为BC边上的动点（不与B、C重合），连MC、MP．

（1）求CH的长．

（2）设BP＝x，S△MPC
 ＝y，求y关于x的函数解析式，并写出函数的定义域．

（3）当△MPC是以MC为腰的等腰三角形时，求BP的长．

5．★★★在边长为6的菱形ABCD中，动点M从点A出发，沿A→B→C向终点C运动，连接DM交AC于点N．

（1）如图5-55（a）所示，当点M在AB边上时，连接BN．

[image: ]
图5-55



①试说明：△ABN≌△ADN．

②若∠ABC＝60°，AM＝4，求点M到AD的距离．

（2）如图5-55（b）所示，若∠ABC＝90°，记点M运动所经过的路程为x（6≤x≤12）．试问：x为何值时，△ADN为等腰三角形．

[image: ]
图5-56



6．★★★如图5-56所示，已知Rt△ABC中，∠ACB＝90°，AC＝4，BC＝4[image: ]
 ，D为AB边上一点，DE⊥AC，交AC于点E，设DE的长为x，△ADC的面积为y．

（1）求y关于x的函数解析式，并写出它的定义域．

（2）当点D移动到AB的中点时，求CD的长．

（3）当x为何值时，△BCD为等腰三角形．

（4）当x为何值时，△CDE中有一个角是60°？

7．★★★在Rt△ABC中，∠C＝90°，∠A＝30°，AB＝4，将一个30°角的顶点P放在AB边上滑动，保持30°角的一边平行于BC，且交边AC于点E（如图5-57所示），30°角的另一边交射线BC于点D，连接ED．设AP＝x．

[image: ]
图5-57



（1）四边形PEDC有可能为平行四边形吗？若可能，求出PEDC为平行四边形时x的长；若不可能，说明理由．

（2）若△PED是等腰三角形，求x的长．

8．★★★如图5-58所示，在半径为6，圆心角为90°的扇形OAB的弧AB上，有一个动点P，PH⊥OA，垂足为H，△OPH的重心为G．

[image: ]
图5-58



（1）当点P在弧AB上运动时，线段GO、GP、GH中，有无长度保持不变的线段？如果有，请指出这样的线段，并求出相应的长度．

（2）设PH＝x，GP＝y，求y关于x的函数解析式，并写出函数的定义域（即自变量x的取值范围）．

（3）如果△PGH是等腰三角形，试求出线段PH的长．

9．★★★★已知：梯形ABCD中，AB∥CD，BC⊥AB，AB＝AD，连接BD（如图5-59（a））．点P沿梯形的边，从点A→B→C→D→A移动，设点P移动的距离为x，BP＝y．

[image: ]
图5-59



（1）求证：∠A＝2∠CBD．

（2）当点P从点A移动到点C时，y与x的函数关系如图5-59（b）中的折线MNQ所示．试求CD的长．

（3）在（2）的情况下，点P从点A→B→C→D→A移动的过程中，△BDP是否可能为等腰三角形？若能，请求出所有能使△BDP为等腰三角形的x的取值；若不能，请说明理由．


参考答案

第一部分　函数问题

正比例函数

1．（1）因为S△ABC
 ＝[image: ]
 AB·CD，所以y＝[image: ]
 ×4·x＝2x．

（2）x的取值范围0＜x≤2．

[image: ]
参图1-1



（3）如参图1-1所示．

2．（1）因为点A的横坐标为3，所以OH＝3．因为S△AOH
 ＝[image: ]
 ×OH·AH＝3，所以AH＝2．因为点A在第四象限，所以点A的纵坐标为－2，即点A的坐标为（3，－2）．因为正比例函数y＝kx经过点A，所以3k＝－2，解得k＝－[image: ]
 ，所以正比例函数的解析式为y＝－[image: ]
 x．

（2）因为S△AOP
 ＝[image: ]
 ×OP·AH＝5，AH＝2，所以OP＝5，即点P的坐标为（－5，0）或（5，0）．

反比例函数

1．因为△OAP是等腰直角三角形，所以设P（a，a）代入y＝[image: ]
 ，得a＝2，所以点P的坐标为（2，2）．设AB＝BQ＝b，所以Q（2＋b，b）．代入y＝[image: ]
 ，得（2＋b）·b＝4，化简得b2
 ＋2b－4＝0，解得b＝－1±[image: ]
 ．因为b＞0，所以b＝[image: ]
 －1．所以点Q的坐标为（[image: ]
 ）．

[image: ]
参图1-2



2．如参图1-2所示，过A作AC⊥OP，垂足为C．因为△POA为等腰直角三角形，所以OC＝AC＝a，则A（a，a）．代入y＝[image: ]
 ，得a＝2，OP＝2OC＝4．过B作BD⊥PQ，垂足为D．因为△BPQ为等腰直角三角形，所以PD＝BD＝b．所以B（b＋4，b）．代入y＝[image: ]
 ，得（4＋b）·b＝4，化简得b2
 ＋4b－4＝0，解得b＝－2±2[image: ]
 ．因为b＞0，所以b＝2[image: ]
 －2．所以点Q的坐标为（4[image: ]
 ，0）．

3．（1）因为点A在反比例函数[image: ]
 的图像上，设点A的坐标为（a，[image: ]
 ）．因为a＞0，k＞0，所以AC＝[image: ]
 ，OC＝a．又因为S△AOC
 ＝[image: ]
 OC·AC＝2，所以[image: ]
 ＝2，解得k＝4，反比例函数的解析式y＝[image: ]
 ．

（2）四边形ACDB的面积不发生改变．设点A的坐标为（a，[image: ]
 ），点B的坐标为（2a，[image: ]
 ）．AC＝[image: ]
 ，BD＝[image: ]
 ，CD＝a，四边形ACDB的面积：[image: ]
 ×（AC＋BD）×CD＝[image: ]
 ＝3．

4．（1）因为点P在[image: ]
 的图像上，所以设P（x，[image: ]
 ）（x＞0，k＞0）．所以PB＝|x|＝x，PA＝[image: ]
 ＝[image: ]
 ，因为S正方形OAPB
 ＝9，所以PB2
 ＝x2
 ＝9，解得x＝3［x＝－3舍去］，所以P（3，[image: ]
 ）、PB＝3、PA＝[image: ]
 ．因为OAPB为正方形，所以PB＝PA，所以3＝[image: ]
 ，解得k＝9，所以P（3，3），双曲线解析式为[image: ]
 ，设直线OP的解析式：y＝k1
 x（k1
 ＞0）．因为OP过点P（3，3），所以3＝3k1
 ，解得k1
 ＝1，所以直线OP的解析式为y＝x．

（2）因为点F在反比例函数[image: ]
 的图像上，所以设点F的坐标为F（x，[image: ]
 ）（x＞0）．所以OD＝|x|＝x，FD＝[image: ]
 ＝[image: ]
 ，因为OA＝3，OD＝x，所以AD＝x－3．因为ADFE为正方形，所以AD＝DF，x－3＝[image: ]
 ．x2
 －3x－9＝0，x＝[image: ]
 ［[image: ]
 舍去］．AD＝x－3＝[image: ]
 －3＝[image: ]
 ，正方形ADFE的边长为[image: ]
 ．

[image: ]
参图1-3



5．（1）如参图1-3所示，把y＝6代入y＝[image: ]
 x，得x＝2[image: ]
 ．所以点A的坐标为（2[image: ]
 ，6）．设反比例函数的解析式[image: ]
 （k≠0），把点A的坐标（2[image: ]
 ，6）代入得k＝12[image: ]
 ，所以反比例函数的解析式y＝[image: ]
 ．

（2）因为AB⊥x轴于点B，设点P的坐标为（2[image: ]
 ，y）．Rt△ABO中OB＝2[image: ]
 ，AB＝6，由勾股定理得OA＝4[image: ]
 ．OB＝[image: ]
 OA，所以∠OAB＝30°．过点P作PG⊥OA，垂足为G．由题意得PB＝PG．Rt△APG中∠GAP＝30°，所以PB＝PG＝[image: ]
 AP．因为AB＝6，所以BP＝2，即点P1
 的坐标为（2[image: ]
 ，2）．同理可得点P2
 的坐标为（2[image: ]
 ，－6），所以点P的坐标为P1
 （2[image: ]
 ，2），P2
 （2[image: ]
 ，－6）．

6．（1）分别过点C，点D作CG⊥AB，DH⊥AB，垂足为G，H（如参图1-4（a）所示），则∠CGA＝∠DHB＝90°．所以CG∥DH．因为△ABC与△ABD的面积相等，所以CG＝DH．四边形CGHD为平行四边形．所以AB∥CD．

[image: ]
参图1-4



（2）①证明：连接MF，NE（如参图1-4（b）所示）．设点M的坐标为（x1
 ，y1
 ），点N的坐标为（x2
 ，y2
 ）．因为点M，N在反比例函数[image: ]
 （k＞0）的图像上，所以x1
 y1
 ＝k，x2
 y2
 ＝k．因为ME⊥y轴，NF⊥x轴，所以OE＝y1
 ，OF＝x2
 ．所以S△EFM
 ＝[image: ]
 x1
 ·y1
 ＝[image: ]
 k，S△EFN
 ＝[image: ]
 x2
 ·y2
 ＝[image: ]
 k．所以S△EFM
 ＝S△EFN
 ．由（1）中的结论可知：MN∥EF．②MN∥EF（如参图1-4（c）所示）．

[image: ]
参图1-5



7．（1）如参图1-5，因为函数y＝[image: ]
 （x＞0，m是常数）图像经过A（1，4），所以m＝4．设BD，AC交于点E，据题意，可得点B的坐标为（a，[image: ]
 ），点D的坐标为（0，[image: ]
 ），点E的坐标为（1，[image: ]
 ）．因为a＞1，所以DB＝a，AE＝4－[image: ]
 ．由△ABD的面积为4，即[image: ]
 ，得a＝3，所以点B的坐标为（3，[image: ]
 ）．

（2）当A、B、C、D四点构成平行四边形时，AE＝CE，所以点E的纵坐标为2，因为BD与x轴平行，所以点B的纵坐标为2，把y＝2代入y＝[image: ]
 解得x＝2．所以点B的坐标为（2，2）．

（3）设直线AB的解析式为y＝kx＋b（k≠0），把A（1，4），B（2，2）代入得[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以直线AB的函数解析式为y＝－2x＋6．

8．（1）将A（3，2）分别代入[image: ]
 ，y＝ax中，得2＝[image: ]
 ，3a＝2，所以k＝6，a＝[image: ]
 ，所以反比例函数的解析式为y＝[image: ]
 ，正比例函数的解析式为y＝[image: ]
 x．

（2）观察图像，在第一象限内，当0＜x＜3时，反比例函数的值大于正比例函数的值．

（3）BM＝DM．因为S△OMB
 ＝S△OAC
 ＝[image: ]
 ×|k|＝3，所以S矩形OBDC
 ＝S四边形OADM
 ＋S△OMB
 ＋S△OAC
 ＝3＋3＋6＝12，即OC·OB＝12．因为OC＝3，所以OB＝4，即n＝4，所以[image: ]
 ．所以BM＝[image: ]
 ，[image: ]
 ，BM＝DM．

9．（1）依题意，得点B的坐标为（3，4），点D的坐标为（3，2），将（3，2）代入[image: ]
 ，得k＝6．所以反比例函数的解析式为[image: ]
 ．设点E的坐标为（m，4），将其代入[image: ]
 ，得m＝[image: ]
 ，故点E的坐标为（[image: ]
 ，4）．设直线OE的解析式为y＝k1
 x，将（[image: ]
 ，4）代入得k1
 ＝[image: ]
 ．所以直线OE的解析式为y＝[image: ]
 x．

（2）连接AC，由勾股定理得[image: ]
 ．又因为AC2
 ＋AF2
 ＝52
 ＋122
 ＝132
 ＝CF2
 ，由勾股定理的逆定理得∠CAF＝90°．所以S四边形OAFC
 ＝S△OAC
 ＋S△CAF
 ＝6＋30＝36．

10．（1）直线OB的解析式为y＝－[image: ]
 x．

（2）设AD＝x，BD＝[image: ]
 －x，OB＝[image: ]
 ，所以BE＝[image: ]
 －5＝[image: ]
 ．x2
 ＋[image: ]
 ＝[image: ]
 ，得x＝[image: ]
 ．

[image: ]
参图1-6



（3）如参图1-6所示，过点E作x的垂线，垂足为点F．EF＝3，OF＝4，所以点E坐标为（－4，3），反比例函数的解析式为y＝－[image: ]
 ．

11．（1）药物释放过程中y与x的函数关系式为y＝[image: ]
 x（0≤x≤12）；药物释放完毕后y与x的函数关系式为y＝[image: ]
 （x≥12）．

（2）[image: ]
 ＝0.45，解得x＝240分钟＝4小时．

12．（1）设直线OP的解析式为y＝k1
 x，双曲线的解析式为[image: ]
 ．因为正比例函数的图像与反比例函数的图像都经过点P（2，3）．所以3＝2k1
 、3＝[image: ]
 ，k1
 ＝[image: ]
 、k2
 ＝6．直线OP的解析式为y＝[image: ]
 x，双曲线的解析式为y＝[image: ]
 ．因为点D的纵坐标为9，所以点A的纵坐标也为9．因为点A在双曲线y＝[image: ]
 上且点A的纵坐标为9，所以当y＝9时，9＝[image: ]
 ，x＝[image: ]
 ．点A的坐标为A（[image: ]
 ，9）．因为点A、E的横坐标相同，且点A的横坐标为[image: ]
 ，所以点E的横坐标也为[image: ]
 ．因为点E在直线y＝[image: ]
 x上，且点E的横坐标为[image: ]
 ，所以当x＝[image: ]
 时，y＝[image: ]
 ＝1．点E坐标为（[image: ]
 ，1）．

（2）猜想：AE＝DF．证明：因为点D在直线y＝[image: ]
 x上，所以设点D坐标为（m，[image: ]
 m）．因为点A与点D的纵坐标相同，且点A在双曲线y＝[image: ]
 上，可求得[image: ]
 ．因为点E与点A的横坐标相同，且点E在直线y＝[image: ]
 x上，可求得[image: ]
 ．因为点F与点D的横坐标相同，且点F在双曲线y＝[image: ]
 上，可求得[image: ]
 ．因为AE＝[image: ]
 ，DF＝[image: ]
 ，所以AE＝DF．

一次函数

1．（1）由题意，设点A的坐标为（a，3a），a＞0．因为点A在反比例函数[image: ]
 的图像上，得3a＝[image: ]
 ，解得a1
 ＝2，a2
 ＝－2，经检验a1
 ＝2，a2
 ＝－2是原方程的根，但a2
 ＝－2不符合题意，舍去．所以点A的坐标为（2，6）．

（2）由题意，设点B的坐标为（0，m）．因为m＞0，所以[image: ]
 ．解得m＝[image: ]
 ，经检验m＝[image: ]
 是原方程的根，所以点B的坐标为（0，[image: ]
 ）．设一次函数的解析式为y＝kx＋[image: ]
 ，由于这个一次函数图像过点A（2，6），解得k＝[image: ]
 ，所求一次函数的解析式为[image: ]
 ．

2．（1）因为AD＝3，把y＝3代入y＝[image: ]
 x－2，得x＝10，所以点C的坐标为（10，3），所以点B的坐标为（10，0）．因为AB＝9，所以OA＝1，点A的坐标为（1，0），点D的坐标为（1，3）．y＝0代入y＝[image: ]
 x－2，得x＝4，所以点E的坐标为（4，0）．

（2）四边形AECD的面积为[image: ]
 （AE＋CD）·AD＝[image: ]
 ×（3＋9）×3＝18．

3．（1）把P（2，5）和点B（－1，0），代入直线l1
 ：y＝kx＋b的解析式，解得直线l1
 的解析式为y＝[image: ]
 x＋[image: ]
 ，所以点C的坐标为（0，[image: ]
 ）．把P（2，5）和点A（6，0）代入直线l2
 ：y＝mx＋n的解析式，解得直线l2
 的解析式为[image: ]
 ．因为AP∥CD，所以直线l3
 的解析式为[image: ]
 ．

（2）把y＝0代入[image: ]
 得x＝[image: ]
 ，所以点D的坐标（[image: ]
 ，0）．S△ABP
 ＝[image: ]
 AB·|yP
 |＝[image: ]
 ×7×5＝[image: ]
 ，S△BCD
 ＝[image: ]
 BD·CO＝[image: ]
 ，所以四边形APCD的面积为S△ABP
 －S△BCD
 ＝[image: ]
 ．

4．（1）两个三角形全等，因为△AOB、△CBD都是等边三角形，所以∠OBA＝∠CBD＝60°，所以∠OBA＋∠ABC＝∠CBD＋∠ABC，即∠OBC＝∠ABD．因为OB＝AB，BC＝BD，所以△OBC≌△ABD．

（2）点E位置不变．因为△OBC≌△ABD，所以∠BAD＝∠BOC＝60°．∠OAE＝60°．在Rt△EOA中∠AEO＝30°，得AE＝2，所以OE＝[image: ]
 ．点E的坐标为（0，[image: ]
 ）．

5．（1）由y＝－3x＋3，令y＝0，得－3x＋3＝0．解得x＝1，所以点D的坐标为（1，0）．

（2）设直线l2
 的解析表达式为y＝kx＋b，由图像知：A（4，0），B（3，－[image: ]
 ），代入解得k＝[image: ]
 ，b＝－6，所以直线l2
 的解析表达式为y＝[image: ]
 x－6．

（3）由[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以点C的坐标为（2，－3）．又因为D（1，0）．所以AD＝3，S△ADC
 ＝[image: ]
 ×3×|－3|＝[image: ]
 ．

（4）P（6，3）．

6．（1）由题意，得3＝1＋m，解得m＝2，所以一次函数的解析式为y1
 ＝x＋2．由题意，得3＝[image: ]
 ，解得k＝3，所以反比例函数的解析式为y2
 ＝[image: ]
 ．由题意，得x＋2＝[image: ]
 ，解得x1
 ＝1，x2
 ＝－3．当x2
 ＝－3时，y1
 ＝y2
 ＝－1，所以交点B（－3，－1）．

[image: ]
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（2）由参图1-7可知，当－3≤x＜0或x≥1时，函数值y1
 ≥y2
 ．

7．（1）因为B（0，1），A（[image: ]
 ，0），根据勾股定理得AB＝2，所以S△ABC
 ＝[image: ]
 ．

（2）M1
 （－[image: ]
 ，0），M2
 （[image: ]
 ＋2，0），M3
 （[image: ]
 －2，0），M4
 （[image: ]
 ，0）．

（3）S四边形ABPO
 ＝S△AOB
 ＋S△POB
 ＝[image: ]
 ，△POA以OA为底，点P到x轴的距离为高．因为OA＝[image: ]
 ，点P的纵坐标为[image: ]
 ，所以S△POA
 ＝[image: ]
 ．因为△ABP的面积与△ABC的面积相等，即[image: ]
 ，所以a＝－[image: ]
 ．

[image: ]
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8．（1）如参图1-8所示，设直线AB的解析式为y＝kx＋b，分别代入A（0，4），B（－2，2），可得k＝1，b＝4，则直线AB的解析式为y＝x＋4．

（2）设直线BC的解析式为y＝kx＋b，分别代入B（－2，2），D（－1，0），可得k＝b＝－2，则直线BC的解析式为y＝－2x－2．因为AE∥BC且经过A（0，4），所以直线AE的解析式为y＝－2x＋4．把y＝0代入y＝－2x＋4解得x＝2．所以点E的坐标为（2，0）．

（3）因为S△ABC
 ＝[image: ]
 AC·|xB
 |＝[image: ]
 ×6×2＝6，S平行四边形DEPQ
 ＝DE·|yP
 |，又因为P是在x轴的上方，所以yP
 ＝2．把y＝2代入y＝x＋4得x＝－2，所以点P的坐标为（－2，2）．点Q1
 、Q2
 、Q3
 的坐标分别为（－5，2），（1，2），（3，－2）．

[image: ]
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9．（1）如参图1-9所示，取AB的中点D，并连接ED．因为E为OC中点，所以DE是梯形OABC的中位线（梯形中位线的定义）．所以DE∥OA，即∠DEA＝∠EAO，因为BE⊥AE，ED是边AB上的中线．所以ED＝AD＝[image: ]
 AB，所以∠DEA＝∠DAE，∠EAO＝∠DAE，即AE平分∠BAO．

（2）设OA为x，因为OE＝EC＝6，所以点C（0，12），因为CB＝4，且BC∥x轴，所以B（4，12）．因为ED＝[image: ]
 AB，所以AB＝2ED＝x＋4．在Rt△EBC中，BE2
 ＝52，在Rt△OAE中，AE2
 ＝36＋x2
 ，所以在Rt△BEA中，52＋36＋x2
 ＝（x＋4）2
 ，x＝9，所以A（9，0）．

设直线AB的解析式为y＝kx＋b，则[image: ]
 ，解得[image: ]
 ．所以直线AB的解析式为[image: ]
 [image: ]
 ．

一次函数的应用

1．（1）y1
 ＝24x．

（2）由题可知y2
 ＝600＋12x，所以方案二中每月付给销售人员的底薪是600元．

（3）方案一：由1800＝24x，得x＝75；方案二：y2
 ＝600＋12x．由1800＝600＋12x，得x＝100．因为75＜100，所以选方案一，至少销售商品75件．

2．（1）甲、乙两地之间的距离为8千米；乙、丙两地之间的距离为2千米．

（2）第二组由甲地出发首次到达乙地所用的时间为：8÷［2×（8＋2）÷2］＝8÷10＝0.8小时，第二组由乙地到达丙地所用的时间为：2÷［2×（8＋2）÷2］＝2÷10＝0.2小时．

（3）根据题意得A、B的坐标分别为（0.8，0）和（1，2），设线段AB的函数关系式为：S2
 ＝kt＋b，根据题意得：[image: ]
 ，解得[image: ]
 ．题目图中线段AB所表示的S2
 与t间的函数关系式为S2
 ＝10t－8，自变量t的取值范围是0.8≤t≤1．

3．（1）设甲库运往A地x吨水泥，运费为12×20x；那么乙库运往A地的运费是12×15（70－x）；甲库运往B地水泥的运费是10×25（100－x）；乙库运往B地的运费是8×20（10＋x）．由题意，得：y＝12×20x＋10×25（100－x）＋12×15（70－x）＋8×20（10＋x）＝－30x＋39200．其中0≤x≤70．

（2）上面的一次函数中，k＝－30＜0，所以y随x的增大而减小．所以当x＝70时，总运费最省，最省的总运费为37100元．

4．（1）900．

（2）图中点B的实际意义：当慢车行驶4小时时，慢车和快车相遇．

（3）由图像可知，慢车12小时行驶的路程为900千米，所以慢车的速度为[image: ]
 ＝75千米/小时；当慢车行驶4小时时，慢车和快车相遇，两车行驶的路程之和为900千米，所以慢车和快车行驶的速度之和为[image: ]
 ＝225千米/小时，快车的速度为150千米/小时．

（4）根据题意，快车行驶900千米到达乙地，快车行驶[image: ]
 ＝6小时到达乙地，此时两车之间的距离为6×75＝450千米，所以点C的坐标为（6，450）．设线段BC所表示的y与x之间的函数关系式为y＝kx＋b，把（4，0），（6，450）代入得[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以线段BC所表示的y与x之间的函数关系式为y＝225x－900．自变量x的取值范围是4≤x≤6．

（5）慢车与第一列快车相遇30分钟后与第二列快车相遇，此时，慢车的行驶时间是4.5小时．把x＝4.5代入y＝225x－900，得y＝112.5．此时，慢车与第一列快车之间的距离等于两列快车之间的距离是112.5千米，所以两列快车出发的间隔时间是112.5÷150＝0.75小时，即第二列快车比第一列快车晚出发0.75小时．

第二部分　几何证明

平行四边形

1．证明：因为四边形ABCD是平行四边形，所以CD＝AB，AD＝CB，∠DAB＝∠BCD．又因为△ADE和△CBF都是等边三角形，所以DE＝BF，AE＝CF．∠DAE＝∠BCF＝60°．因为∠DCF＝∠BCD－∠BCF，∠BAE＝∠DAB－∠DAE，所以∠DCF＝∠BAE．所以△DCF≌△BAE（S．A．S）．DF＝BE．所以四边形BEDF是平行四边形．

[image: ]
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2．证明：如参图2-1所示，因为△ADC沿直线AD翻折后点C落在点E处，所以△ADC≌△ADE，CD＝ED，∠DCE＝∠DEC，因为AD为中线，所以BD＝DC，BD＝DE，∠DBE＝∠DEB．因为∠DBE＋∠BEC＋∠ECB＝180°，即2∠DEB＋2∠CED＝180°，所以∠DEB＋∠CED＝90°，所以BE⊥EC．

（2）图略；四边形ADBE是平行四边形．证明：因为△ADC沿直线AD翻折后点C落在点E处，所以△ADC≌△ADE，AE＝AC，DE＝DC．因为AC＝DC，所以AE＝AC＝DE＝DC，所以四边形AEDC是菱形．AE∥DC，且AE＝DC．因为AD是中线，所以BD＝DC，AE∥BD，且AE＝BD，所以四边形ADBE是平行四边形．

[image: ]
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3．（1）如参图2-2所示，证明：因为△ABC是等边三角形，所以∠ABC＝60°，因为∠EFB＝60°，所以∠ABC＝∠EFB，EF∥DC，因为DC＝EF，所以四边形EFCD是平行四边形．

（2）证明：连接BE．因为BF＝EF，∠EFB＝60°，所以△EFB是等边三角形，EB＝EF，∠EBF＝60°．因为DC＝EF，所以EB＝DC．因为△ABC是等边三角形，所以∠ACB＝60°，AB＝AC，∠EBF＝∠ACB，△AEB≌△ADC，AE＝AD．

4．证法一：连接BD，交AC于点O．因为四边形ABCD是平行四边形，所以BO＝DO．因为BE＝EF，所以OE∥DF，即DF∥AC．

证法二：因为四边形ABCD是平行四边形，所以AB∥CD，所以[image: ]
 ．因为AB＝CD，BE＝EF，所以[image: ]
 ．所以DF∥CE，即DF∥AC．

证法三：过点F作FH∥BC，交AC于点H，则[image: ]
 ．因为BE＝EF，所以FH＝BC．因为四边形ABCD是平行四边形．所以[image: ]
 ．[image: ]
 ．四边形AHFD是平行四边形．所以DF∥AC．

证法四：过点F作FH∥AB，交AC的延长线于点H．因为AB∥FH，∠ABE＝∠HFE，∠AEB＝∠HEF，所以△AEB≌△HEF．AB＝HF．因为AB＝CD，所以DC＝FH．又因为DC∥FH，所以四边形DCHF为平行四边形．所以DF∥AC．

5．证明：（1）因为点F、G是边AC的三等分点，所以F、G分别是AG、CF的中点，因为点D是AB的中点，所以DF∥BG，即FH∥BG．同理：GH∥BF．所以四边形FBGH是平行四边形．

（2）证明：连接BH，交FG于点O，因为四边形FBGH是平行四边形，所以OB＝OH，OF＝OG．因为AF＝CG，所以OA＝OC．所以四边形ABCH是平行四边形．

特殊的平行四边形——矩形

1．证明：因为D是AC的中点，所以AD＝CD．因为AE∥BD，DE∥BC，所以∠EAD＝∠BDC，∠ADE＝∠DCB，所以△ADE≌△DCB，AE＝DB．所以四边形ADBE是平行四边形．因为AB＝CB，所以BD⊥AC即∠ADB＝90°．所以平行四边形ADBE是矩形．

2．四边形PEMF为矩形；证明：因为PE∥MB，PF∥MC，所以四边形PEMF为平行四边形．因为ABCD为平行四边形，所以AB＝CD．因为M是的边AD的中点，所以AM＝DM＝[image: ]
 AD．因为AB∶AD＝1∶2，所以AB＝CD＝AM＝DM．∠ABM＝∠AMB，∠DMC＝∠DCM．因为AD∥CB，所以∠CBM＝∠AMB，∠DMC＝∠BCM．所以∠CBM＝∠ABM＝[image: ]
 ∠ABC，∠DCM＝∠BCM＝[image: ]
 ∠DCB．因为AD∥CB，所以∠ABC＋∠DCB＝180°．∠MBC＋∠MCB＝90°，∠BMC＝90°．所以平行四边形PEMF为矩形．

3．（1）证明：由矩形ABCD，得∠B＝∠C＝90°，CD＝AB，AD＝BC，AD∥BC，由△DEC沿线段DE翻折，点C恰好落在线段AE上的点F处，得△DFE≌△DCE．所以DF＝DC，∠DFE＝∠C＝90°，所以DF＝AB，∠AFD＝90°．所以∠AFD＝∠B，由AD∥BC得∠DAF＝∠AEB，所以△ABE≌△DFA．

（2）证明：由EC∶BE＝1∶4，设CE＝x，BE＝4x，则AD＝BC＝5x，由△ABE≌△DAF．得AF＝BE＝4x，Rt△ADF中，由勾股定理可得DF＝3x，又因为DF＝CD＝AB＝6，所以x＝2．在Rt△DCE中，[image: ]
 ．

4．（1）证明：因为F是边CD的中点，所以DF＝CF．因为CG∥DE，所以∠DEF＝∠CGF．又∠DFE＝∠CFG，所以△DEF≌△CGF（A．A．S）．所以DE＝CG．又因为CG∥DE，所以四边形DECG是平行四边形．

（2）证明：因为ED平分∠ADC，所以∠ADE＝∠FDE．因为E、F分别为边AB、DC的中点，所以EF∥AD．∠ADE＝∠DEF．所以∠DEF＝∠EDF．即得EF＝DF＝CF．所以∠FEC＝∠ECF．即得∠EDC＋∠DCE＝∠DEC．因为∠EDC＋∠DCE＋∠DEC＝180°，所以2∠DEC＝180°．即得∠DEC＝90°．又因为四边形DECG是平行四边形，所以四边形DECG是矩形．

5．（1）证明：在平行四边形ABCD中，∠A＝∠C，又因为AE＝CG，AH＝CF，所以△AEH≌△CGF．EH＝GF．在平行四边形ABCD中，AB＝CD，AD＝BC，所以AB－AE＝CD－CG，AD－AH＝BC－CF，即BE＝DG，DH＝BF．又因为在平行四边形ABCD中，∠B＝∠D，所以△BEF≌△DGH．GH＝EF．所以四边形　EFGH是平行四边形．

（2）证明：在平行四边形ABCD中，AB∥CD，AB＝CD．设∠A＝α，则∠D＝180°－α．因为AE＝AH，所以∠AHE＝∠AEH＝[image: ]
 ＝90°－[image: ]
 ．因为AD＝AB＝CD，AH＝AE＝CG，所以AD－AH＝CD－CG，即DH＝DG．所以∠DHG＝∠DGH＝[image: ]
 ．∠EHG＝180°－∠DHG－∠AHE＝90°．又因为四边形EFGH是平行四边形，所以四边形EFGH是矩形．

[image: ]
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6．证明：如参图2-3所示，过点A作AH⊥BD，垂足为点H．在矩形ABCD中，∠BAD＝90°，AB＝3，AD＝4，由勾股定理得BD＝5．因为S△ABD
 ＝[image: ]
 BD·AH＝[image: ]
 AB·AD，所以3×4＝5×AH，AH＝[image: ]
 ．因为S△PAO
 ＝[image: ]
 AO·PE，S△POD
 ＝[image: ]
 OD·PF．因为四边形ABCD是矩形，所以AC＝BD，AO＝[image: ]
 AC，DO＝[image: ]
 BD，AO＝OD．S△AOD
 ＝S△PAO
 ＋S△POD
 ＝[image: ]
 OA·PE＋[image: ]
 DO·PF＝[image: ]
 DO·（PE＋PF），又因为S△AOD
 ＝[image: ]
 DO·AH，所以[image: ]
 DO·AH＝[image: ]
 DO·（PE＋PF），即PE＋PF＝AH．所以PE＋PF＝[image: ]
 ．

7．（1）由题意得∠DBE＝∠DBA，因为CD∥AB，所以∠CDB＝∠ABD，∠DBE＝∠CDB，设DF＝BF＝x，则CF＝4－x．在Rt△CBF中，由勾股定理得：CB2
 ＋CF2
 ＝BF2
 ，32
 ＋（4－x）2
 ＝x2
 ，解得x＝[image: ]
 ．所以DF的长为[image: ]
 ．

（2）Rt△ABD中，AD＝3，AB＝4，由勾股定理得DB＝[image: ]
 ＝5，由题意得△DAE≌△DFE，AE＝FE＝x，则EB＝4－x．因为AD＝DF＝3，所以BF＝2．在Rt△EFB中，EF2
 ＋BF2
 ＝BE2
 ，x2
 ＋22
 ＝（4－x）2
 ，解得x＝[image: ]
 ．所以折痕AE的长为[image: ]
 ．

（3）由题意得EF垂直平分BD，连接DF．设DF＝BF＝x，AF＝4－x，在Rt△ADF中，AD2
 ＋AF2
 ＝DF2
 ，x2
 ＝（4－x）2
 ＋32
 ，解得x＝[image: ]
 ．在Rt△DOF中，DO2
 ＋OF2
 ＝DF2
 ，[image: ]
 ＝FO2
 ＋[image: ]
 ，解得FO＝[image: ]
 ．则EF＝2FO＝[image: ]
 ．所以折痕EF的长为[image: ]
 ．

（4）由题意得△ABE≌△FBE，所以AB＝FB＝5，在Rt△FBC中，BC2
 ＋CF2
 ＝BF2
 ，解得FC＝4，所以DF＝1，设DE＝x，则AE＝EF＝3－x．在Rt△DEF中，ED2
 ＋DF2
 ＝EF2
 ，x2
 ＋12
 ＝（3－x）2
 ，解得x＝[image: ]
 ．所以DE的长为[image: ]
 ．

特殊的平行四边形——菱形

1．（1）证明：因为在等腰梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝DC，所以∠B＝∠DCB，因为AE＝DC，AB＝DC，所以AE＝AB，∠B＝∠AEB，∠DCB＝∠AEB，AE∥DC，所以四边形AECD是平行四边形．

（2）因为AE∥DC，所以∠EAC＝∠DCA．因为∠B＝2∠DCA，∠B＝∠DCB，所以∠DCB＝2∠DCA，∠ECA＝∠DCA，∠EAC＝∠ECA，AE＝CE，因为四边形AECD为平行四边形，所以四边形AECD为菱形．

2．（1）证明：因为BD⊥CD，所以∠BDC＝90°，因为E是BC的中点，所以BE＝DE＝EC，因为∠BEA＝∠DEA，所以EF⊥BD，即∠BFE＝90°，所以EA∥CD，因为AD∥BC，所以四边形AECD是平行四边形，所以AE＝CD．

（2）证明：因为四边形AECD是平行四边形，所以AD＝EC，AD＝BE，又因为AD∥BE，所以四边形ABED是平行四边形，因为BE＝DE，所以四边形ABED是菱形．

3．（1）证明：Rt△DEC是由Rt△ABC绕点C旋转60°得到，所以AC＝DC，∠ACB＝∠ACD＝60°，所以△ACD是等边三角形，所以AD＝DC＝AC．又因为Rt△ABF是由Rt△ABC沿AB所在直线翻转180°得到，所以AC＝AF，∠ABF＝∠ABC＝90°∠FBC是平角，点F、B、C三点共线，所以△AFC是等边三角形，AF＝FC＝AC，AD＝DC＝FC＝AF，所以四边形AFCD是菱形．

（2）四边形ABCG是矩形．证明：由（1）可知：△ACD是等边三角形，DE⊥AC于点E，所以AE＝EC．因为AG∥BC，所以∠EAG＝∠ECB，∠AGE＝∠EBC，所以△AEG≌△CEB，AG＝BC，四边形ABCG是平行四边形，而∠ABC＝90°，所以四边形ABCG是矩形．

[image: ]
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4．（1）如参图2-4所示，证明：因为AB＝AC，AH⊥CB，所以BH＝HC．因为FH＝EH，所以四边形EBFC是平行四边形．又因为AH⊥CB，所以四边形EBFC是菱形．

（2）如参图2-4所示，证明：因为四边形EBFC是菱形．所以∠2＝∠3＝[image: ]
 ∠ECF．因为AB＝AC，AH⊥CB，所以∠4＝[image: ]
 ∠BAC．因为∠BAC＝∠ECF，所以∠4＝∠3．因为AH⊥CB，所以∠4＋∠1＋∠2＝90°．∠3＋∠1＋∠2＝90°，即：AC⊥CF．

5．（1）证明：在梯形ABCD中，由AD∥BC，得∠ABE＝∠BAD．又因为AB＝DC，所以∠D＝∠BAD．∠D＝∠ABE．在△ADC和△EBA中，因为AD＝EB，∠D＝∠ABE，DC＝BA，所以△ADC≌△ABE．AC＝AE．

（2）证明：因为AC＝AE，所以∠AEF＝∠ACF．因为∠AFB＝2∠AEF，且∠AFE＝∠ACF＋∠CAF，所以∠ACF＝∠CAF．因为AD＝CD，所以∠DAC＝∠DCA．因为AD∥BC，所以∠DAC＝∠ACF．∠CAF＝∠DCA．所以AF∥CD．由AD∥FC，AF∥CD，得四边形AFCD是平行四边形．又由AD＝CD，得四边形AFCD是菱形．

特殊的平行四边形——正方形

1．（1）证明：因为四边形ABCD是正方形，所以AB＝AD，∠BAF＝∠DAF，又因为AF＝AF，所以△ABF≌△ADF．所以∠ABF＝∠ADF．

（2）因为BE＝CE，所以∠EBC＝∠ECB．因为∠ABC＝∠DCB＝90°，所以∠ABC－∠EBC＝∠DCB－∠ECB，即∠ABF＝∠DCE．因为∠ABF＝∠ADF，所以∠DCE＝∠ADF．因为∠ADC＝90°，所以∠DCE＋∠DEC＝90°，∠ADF＋∠DEC＝90°，∠DGE＝90°，DF⊥EC．

[image: ]
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2．证明：如参图2-5所示，延长CB到E，使得BE＝PD．因为四边形ABCD是正方形，所以AB＝AD，∠ABE＝∠D＝90°，所以△ADP≌△ABE（S．A．S）．∠1＝∠3＝∠2，∠APD＝∠E．因为AB∥CD，所以∠APD＝∠BAP．因为∠BAP＝∠4＋∠2＝∠4＋∠3，所以∠EAQ＝∠E，AQ＝EQ．因为EQ＝QB＋EB＝QB＋PD，所以AQ＝QB＋PD．

[image: ]
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3．（1）如参图2-6所示，证明：因为四边形ABCD是正方形，对角线AC交BD于点O，所以∠BOE＝∠AOF、BO＝AO．又因为AG⊥BE，所以∠1＋∠3＝90°．又因为AC⊥BD，所以∠2＋∠3＝90°，∠1＝∠2．所以△AOF≌△BOE，所以OE＝OF．

（2）成立．证明：因为四边形ABCD是正方形，对角线AC交BD于点O，所以OA＝OB．因为∠AOF＝∠BOE，又因为AG⊥GE，所以∠E＋∠GAE＝90°．∠F＋∠GAE＝90°，∠E＝∠F．△AOF≌△BOE，OE＝OF．

[image: ]
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4．如参图2-7所示，（1）证明：因为CE平分∠BAC，所以∠1＝∠2，又因为MN∥BC，所以∠1＝∠3，∠2＝∠3，EO＝CO．同理FO＝CO．所以EO＝FO．

（2）当点O运动到AC的中点时，四边形AECF是矩形．因为EO＝FO，点O是AC的中点．所以四边形AECF是平行四边形．又因为∠1＝∠2，∠4＝∠5．所以∠2＋∠4＝90°，即∠ECF＝90°．所以四边形AECF是矩形．

（3）△ABC为直角三角形．因为△ABC为直角三角形，CE平分∠ACB，所以∠2＝45°．因为EO＝CO，所以∠2＝∠3＝45°，∠EOC＝90°，即AC⊥EF．又因为四边形AECF是矩形，所以四边形AECF是正方形．

[image: ]
参图2-8



5．（1）如参图2-8所示，证明：在正方形ABCD中，∠BCG＝90°，BC＝CD．在正方形GCEF中，∠DCE＝90°，CG＝CE，所以△BCG≌△DCE（S．A．S）．

（2）因为△BCG≌△DCE，所以∠1＝∠2，因为∠2＋∠DEC＝90°，所以∠1＋∠DEC＝90°．所以∠BHD＝90°，BH⊥DE．

（3）当GC＝[image: ]
 －1时，BH垂直平分DE．连接EG，因为BH垂直平分DE，所以EG＝DG．设CG＝x，因为CE＝CG，∠DCE＝90°，所以EG＝[image: ]
 x，DG＝[image: ]
 x．因为DG＋CG＝CD，x＋[image: ]
 x＝1，解得x＝[image: ]
 －1，所以GC＝[image: ]
 －1时，BH垂直平分DE．

6．（1）证明：在正方形ABCD中，∠DAE＝∠B＝90°，AB＝DA．因为AF⊥DE，所以∠GAD＋∠ADE＝∠GAD＋∠GAE＝90°，∠ADE＝∠GAE．所以△AFB≌△DEA．AF＝DE．

（2）证明：因为△AFB≌△DEA，所以BF＝AE＝x．在正方形ABCD中，AB＝BC＝CD＝4，所以BE＝CF＝4－x，因为S△DEF
 ＝S正方形ABCD
 －S△ADE
 －S△BEF
 －S△CDF
 ，所以y＝42
 －[image: ]
 ×4·x－[image: ]
 （4－x）x－[image: ]
 ×4（4－x），y＝[image: ]
 x2
 －2x＋8．

（3）因为△DEF的面积[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，x1
 ＝3，x2
 ＝1．在Rt△AED中，当AE＝3时，[image: ]
 ，因为S△DEF
 ＝[image: ]
 DE·FG＝[image: ]
 ．所以[image: ]
 ×5·FG＝[image: ]
 ，解得FG＝[image: ]
 ．在Rt△AED中，当AE＝1时，[image: ]
 ，因为S△DEF
 ＝[image: ]
 DE·FG＝[image: ]
 ．所以[image: ]
 ．所以FG为[image: ]
 或[image: ]
 ．

梯形、等腰梯形

[image: ]
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1．证明：如参图2-9，过点M作ME∥AB，MF∥CD．因为AD∥BC，所以四边形ABEM和四边形MDCF都是平行四边形，所以AM＝BE，MD＝CF．M、N分别是AD、BC的中点，所以AM＝MD，BN＝CN．所以BE＝CF，EF＝BC－AD．因为∠1＝∠B，∠2＝∠C，∠B＋∠C＝90°，所以∠1＋∠2＝90°，∠EMF＝90°．所以MN＝[image: ]
 EF，即MN＝[image: ]
 （BC－AD）．

2．（1）证明：在正△ABC与正△BDE中，因为AB＝BC，BE＝BD，∠ABC＝∠EBD＝60°，所以∠ABE＝∠CBD．所以△ABE≌△CBD．

（2）证明：因为△ABE≌△CBD，所以∠BAE＝∠C＝60°，AE＝CD．所以∠BAE＝∠ABC．AE∥BC．又因为BC＝AC＞CD，所以BC＞AE．所以四边形AEBC是梯形．

3．（1）证明：因为在梯形ABCD中，AB＝DC，所以∠B＝∠C．因为GF＝GC，所以∠C＝∠GFC．∠B＝∠GFC，AB∥GF，即AE∥GF．因为GF＝AE，所以四边形AEFG是平行四边形．

（2）证明：过点G作GH⊥FC，垂足为H．因为GF＝GC，所以∠FGH＝[image: ]
 ∠FGC．因为∠FGC＝2∠EFB，所以∠FGH＝∠EFB．因为∠FGH＋∠GFH＝90°，所以∠EFB＋∠GFH＝90°．所以∠EFG＝90°．因为四边形AEFG是平行四边形，所以四边形AEFG是矩形．

4．（1）证法一：取边BC的中点E，连接ME．因为BM＝AM，BE＝EC，所以ME∥AC．所以∠MEC＝∠NCD．因为CD＝[image: ]
 BC，所以CD＝CE．因为DN∥CM，所以∠MCE＝∠D．△MEC≌△NCD．CM＝DN．又因为CM∥DN，所以四边形MCDN是平行四边形．所以MN∥BC．

证法二：延长CD到F，使得DF＝CD，连接AF．因为CD＝[image: ]
 BC，CD＝DF，所以BC＝CF．因为BM＝AM，所以MC∥AF．因为MC∥DN，所以ND∥AF．又因为CD＝DF，所以CN＝AN．MN∥BC．

（2）当∠ACB＝90°时，四边形BDNM是等腰梯形．

因为MN∥BD，BM与DN不平行，所以四边形BDNM是梯形．因为∠ACB＝90°，BM＝AM，所以CM＝BM＝AM．因为CM＝DN，所以BM＝DN．四边形BDNM是等腰梯形．

[image: ]
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5．（1）①如参图2-10，因为四边形ABCD是等腰梯形，所以∠EAB＝∠FDA，AD＝AB，因为DE＝CF，所以AE＝DF．所以△ADF≌△BAE，AF＝BE．

②因为AD∥BC，∠C＋∠D＝180°，因为∠C＝60°，所以∠D＝∠BAD＝120°．∠BPF＝∠2＋∠3＝∠1＋∠3＝120°．

（2）同理可证△ADF≌△BAE，所以∠ABE＝∠DAF，因为∠BPF＝∠ABE＋∠BAP＝∠DAF＋∠BAP＝∠BAD，因为∠C＝60°，所以∠BAE＝∠ADF＝120°，∠BPF＝120°．上述结论依然成立．

[image: ]
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6．（1）如参图2-11所示，证明：因为P、F分别为BC、BD的中点，所以PF＝[image: ]
 CD，同理：PE＝[image: ]
 AB，又因为AB＝CD，所以PF＝[image: ]
 AB，所以AB＝PE＋PF．

（2）成立．证明：延长PE交AD于点G，因为AB∥PE，AD∥BC，所以四边形ABPG为平行四边形，所以∠ABC＝∠AGE．因为四边形ABCD是等腰梯形，所以∠ABC＝∠DCB．因为PF∥CD，∠FPB＝∠DCB，等量代换得∠AGE＝∠FPB．因为OB＝OC，OA＝OD，所以∠2＝∠1，∠4＝∠3，因为∠2＋∠1＋∠BOC＝180°，∠4＋∠3＋∠AOD＝180°，∠AOD＝∠BOC，所以∠1＝∠3．所以△AEG≌△BPF，EG＝PF，所以AB＝PG＝PE＋PF

（3）AB＝PF－PE．

三角形、梯形的中位线

[image: ]
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1．（1）如参图2-12所示，四边形ABCD是正方形，所以DE∥BC，因为CE∥BD，所以四边形BCED是平行四边形，所以BC＝DE，因为BC＝AD，所以AD＝DE．△ABD和△BDE等底同高，所以S△ABD
 ＝S△BDE
 ．正方形ABCD的面积是△ABD面积的2倍．所以正方形ABCD与△ABE的面积相等．

（2）如参图2-12所示，因为CE∥BD，△BCE和△DCE同底等高，所以S△BCE
 ＝S△DCE
 ，S△BCE
 －S△COE
 ＝S△DCE
 －S△COE
 ，即S△BOC
 ＝S△DOE
 ．S梯形ABCD
 ＝S梯形ABOD
 ＋S△BOC
 ，S△ABE
 ＝S梯形ABOD
 ＋S△DOE
 ，所以S梯形ABCD
 ＝S△ABE
 ．

2．（1）证明：延长CE交AB于点G，因为AE⊥CE，所以∠AEG＝∠AEC＝90°，又因为∠GAE＝∠CAE，AE＝AE，所以△AGE≌△ACE，GE＝EC．因为BD＝CD，所以DE∥AB．因为EF∥BC，所以四边形BDEF是平行四边形．

（2）证明：因为四边形BDEF是平行四边形，所以BF＝DE．因为D、E分别是BC、GC的中点，所以BF＝DE＝[image: ]
 BG．因为△AGE≌△ACE，所以AG＝AC，BF＝[image: ]
 （AB－AG）＝[image: ]
 （AB－AC）．

3．（1）证明：因为BD平分∠ABH，所以∠ABF＝∠HBF．因为BD⊥AH，所以∠AFB＝∠HFB．因为BF是公共边，所以△ABF≌△HBF，AF＝HF，AB＝BH．同理AC＝CK，AG＝GK．所以HK＝BH＋BC＋CK＝AB＋BC＋AC．由上可知FG是△AHK的中位线，所以FG＝[image: ]
 HK，即FG＝[image: ]
 （AB＋BC＋AC）．

（2）结论为FG＝[image: ]
 （AB＋AC－BC）．

[image: ]
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证明：如参图2-13所示，分别延长AG、AF交BC于H、K，同理可证△BAF≌△BKF得，AF＝KF，AB＝KB，同理可证AG＝HG，AC＝HC，所以FG＝[image: ]
 HK．又因为HK＝BK－BH＝AB＋AC－BC．所以FG＝[image: ]
 （AB＋AC－BC）．

（3）结论为：FG＝[image: ]
 （BC＋AC－AB）．

三角形、四边形中边和角的数量关系

1．（1）证明：因为M为AB边的中点，AD⊥BC，BE⊥AC，所以ME＝[image: ]
 AB，MD＝[image: ]
 AB，所以ME＝MD，所以△MED为等腰三角形．

（2）证明：因为ME＝[image: ]
 AB＝MA，所以∠MAE＝∠MEA，所以∠BME＝2∠MAE，同理，MD＝[image: ]
 AB＝MA，所以∠MAD＝∠MDA，所以∠BMD＝2∠MAD，因为∠EMD＝∠BME－∠BMD＝2∠MAE－2∠MAD＝2∠DAC．

2．（1）证明：因为ABCD为菱形，所以AB＝AD，∠ABE＝∠ADF，又因为AE⊥BC，AF⊥CD，所以∠AEB＝∠AFD，△ABE≌△ADF．

（2）证明：因为菱形ABCD，所以AB∥CD，又因为AF⊥CD，所以AF⊥AB，∠BAF＝90°，又因为∠BAE＝∠EAF，所以∠BAE＝45°，∠AEB＝90°，∠B＝45°＝∠BAE，AE＝BE．

（3）证明：因为△ABE≌△ADF，所以∠BAE＝∠DAF，AB＝AD，所以∠ABM＝∠ADN，△ABM≌△ADN．AM＝AN，又因为∠BAN＝90°，BM＝MN，所以AM＝MN＝AN，∠MAN＝60°，∠MAB＝30°，∠EAF＝2∠BAE．

[image: ]
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3．如参图2-14所示，（1）证明：因为AD是△ABC的高，点E在AD的延长线上，所以∠ADC＝∠EDC＝90°．又因为点F是点C关于AE的对称点，所以FD＝DC．AC＝AF．又因为∠DCE＝∠ACD，CD＝CD，所以△ACD≌△ECD．AC＝CE．AF＝CE．

（2）判断∠B＝∠MAF．如参图2-14所示，因为AC＝CE，∠DCE＝∠ACD，所以AD＝DE．又因为AD是△ABC的高，所以AM＝ME．∠1＝∠2．因为∠2＝∠3，所以∠1＝∠3．因为AC＝AF，所以∠4＝∠ACD．因为∠ENA＝[image: ]
 ∠ACE，∠DCE＝∠ACD＝[image: ]
 ∠ACE，所以∠ACD＝∠ENA．∠4＝∠ENA．因为∠4＝∠1＋∠MAF，∠ENA＝∠3＋∠B，所以∠B＝∠MAF．

4．证明：如参图2-15所示，延长AM与CD的延长线相交于点N．因为CD∥AB，所以∠BAM＝∠N．又因为∠BMA＝∠CMN，BM＝CM，所以△ABM≌△NCM，AB＝NC．因为∠BAM＝∠N，∠DAM＝∠BAM，所以∠DAM＝∠N．所以AD＝ND．所以AB＝CN＝AD＋CD．

[image: ]
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5．（1）AB＝AE＋CE．证明：如参图2-16所示，延长ED交AB于点F．在△ADF和△ADE中，因为DE⊥AD，∠EAD＝∠BAD，AD是公共边．所以△ADF≌△ADE．所以AF＝AE．所以DF＝DE．在△BDF和△CDE中，DF＝DE，∠FDB＝∠CDE，BD＝CD，所以△BFD≌△CED，BF＝CE．所以AB＝AF＋BF＝AE＋CE．

[image: ]
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（2）因为∠BAC＝90°，点D是BC的中点，所以BC＝2AD＝10．由勾股定理得[image: ]
 [image: ]
 ．设CE＝x，那么AF＝AE＝8－x．因为∠B＝∠DCE，所以CE∥AB，所以∠ACE＝180°－∠BAC＝180°－90°＝90°．所以AC2
 ＋CE2
 ＝AE2
 ，所以62
 ＋x2
 ＝（8－x）2
 ．解得CE＝x＝[image: ]
 ．

6．（1）证明：连接BF，因为△ABC≌△DBE，所以BC＝BE，DE＝AC，因为∠ACB＝∠DEB＝90°，BF＝BF，所以△FBC≌△FBE，所以CF＝EF，所以AF＋EF＝AF＋CF＝AC，所以AF＋EF＝DE．

（2）AF－EF＝ED．证明：连接BF，因为△ABC≌△DBE，所以BC＝BE，DE＝AC，因为∠ACB＝∠DEB＝90°，BF＝BF，所以△FBC≌△FBE，所以CF＝EF．因为AC＝AF－CF，所以AC＝AF－EF，DE＝AF－EF．

7．（1）证明：如图2-17（a）所示，因为BD平分∠ABC，所以∠1＝∠2，因为EF∥BC，所以∠2＝∠3，∠1＝∠3，BE＝DE，同理DF＝FC，因为EF＝DE＋DF，所以EF＝BE＋CF．

[image: ]
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（2）如图2-17（b），因为BD平分∠ABC，所以∠1＝∠2，因为EF∥BC，所以∠2＝∠3，所以∠1＝∠3，BE＝DE，同理FD＝FC，因为EF＝DE－DF，所以EF＝BE－CF．

（3）EF＝BE＋CF．

8．（1）略．

（2）证法一：如参图2-18（a）所示，因为点B与点B′重合，所以EF垂直平分BB′，设EF与BB′交于点O，所以B′O＝BO，∠B′OE＝∠BOF，因为ABCD是矩形，所以AD∥BC，∠B′EF＝∠BFE，△B′OE≌△BOF，B′E＝BF

[image: ]
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证法二：如参图2-18（b）所示，因为矩形纸片ABCD沿EF折叠，使点B落在边AD上的点B′处，所以四边形ABFE≌四边形A′B′FE，B′F＝BF，∠B′FE＝∠BFE．在矩形ABCD中，AD∥BC，所以∠B′EF＝∠BFE，所以∠B′FE＝∠B′EF．所以B′F＝B′E．所以B′E＝BF．

（3）a，b，c三者关系不唯一，有两种可能情况：

情况一：a，b，c三者存在的关系是a2
 ＋b2
 ＝c2
 ．

证明：如参图2-18（c）所示，连接BE，因为矩形纸片ABCD沿EF折叠，所以四边形ABFE≌四边形A′B′FE，所以AE＝A′E，A′B′＝AB，∠A′＝∠A，所以△A′B′E≌△ABE，BE＝B′E．由（1）知B′E＝BF＝c，所以BE＝c．在△ABE中，∠A＝90°，所以AE2
 ＋AB2
 ＝BE2
 ．因为AE＝a，AB＝b，所以a2
 ＋b2
 ＝c2
 ．

情况二：a，b，c三者存在的关系是a＋b＞c．

证明：连接BE，同上证得BE＝B′E．由（1）知B′E＝BF＝c，所以BE＝c．在△ABE中，AE＋AB＞BE，所以a＋b＞c．

9．（1）FE与FD之间的数量关系为FE＝FD．

（2）（1）中的结论FE＝FD仍然成立．

证法一：如参图2-19（a）所示，在AC上截取AG＝AE，连接FG．因为∠1＝∠2，AF为公共边，可证△AEF≌△AGF．所以∠AFE＝∠AFG，FE＝FG．由∠B＝60°，AD，CE分别是∠BAC，∠BCA的角平分线，可得∠2＋∠3＝60°．所以∠AFE＝∠CFD＝∠AFG＝60°．∠CFG＝60°．由∠3＝∠4及FC为公共边，可得△CFG≌△CFD．所以FG＝FD，FE＝FD．

[image: ]
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证法二：如参图2-19（b）所示，过点F分别作FG⊥AB于点G，FH⊥BC于点H．因为∠B＝60°，且AD，CE分别是∠BAC，∠BCA的角平分线，所以可得∠2＋∠3＝60°，F是△ABC的内心．所以∠GEF＝60°＋∠1，FG＝FH．又因为∠HDF＝∠B＋∠1，所以∠GEF＝∠HDF．因此可证△EGF≌△DHF．所以FE＝FD．

10．（1）方法一：证明：因为AB＝AC，所以∠B＝∠C．因为AM＝AN，所以∠AMN＝∠ANM．即得∠AMB＝∠ANC．所以△ABM≌△ACN（A．A．S），BM＝CN．

方法二：过点A作AD⊥BC，垂足为点D．因为AB＝AC，AD⊥BC，所以BD＝CD．同理，证得MD＝ND．所以BD－MD＝CD－ND．即得BM＝CN．

（2）MN2
 ＝BM2
 ＋NC2
 ．证明：如参图2-20（a）所示，过点C作CE⊥BC，垂足为点C，截取CE，使CE＝BM．连接AE、EN．因为AB＝AC，∠BAC＝90°，所以∠B＝∠C＝45°．因为CE⊥BC，所以∠ACE＝∠B＝45°．所以△ABM≌△ACE（S．A．S），AM＝AE，∠BAM＝∠CAE．因为∠BAC＝90°，∠MAN＝45°，所以∠BAM＋∠CAN＝45°．由∠BAM＝∠CAE，得∠MAN＝∠EAN＝45°．所以△MAN≌△EAN（S．A．S）．MN＝EN．

[image: ]
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在Rt△ENC中，由勾股定理，得EN2
 ＝EC2
 ＋NC2
 ．即得MN2
 ＝BM2
 ＋NC2
 ．

（3）MN2
 ＝BM2
 ＋NC2
 ．证明：如参图2-20（b）所示，过点B作BE⊥BC，垂足为点B，截取BE，使BE＝CN．连接AE、EM．因为AB＝AC，∠BAC＝90°，所以∠ABC＝∠C＝45°．因为BE⊥BC，所以∠ABE＝∠ABC＝45°，AB＝AC．所以△ACN≌△ABE（S．A．S）．所以AN＝AE，∠BAE＝∠CAN．

因为∠3＋∠NAC＝90°，所以∠3＋∠BAE＝90°，因为∠MAN＝45°，所以∠1＝45°，所以∠1＝∠MAN＝45°，AM是公共边，△MAN≌△MAE（S．A．S）．所以MN＝EM．在Rt△EMB中，由勾股定理，得ME2
 ＝MB2
 ＋EB2
 ．即得MN2
 ＝BM2
 ＋NC2
 ．

11．（1）证明：因为AB⊥AD，BC⊥CD，所以∠A＝∠C＝90°．因为AB＝BC，AE＝CF，所以△ABE≌△CBF，BE＝BF，∠ABE＝∠CBF．因为∠ABC＝120°，∠MBN＝60°．所以∠ABE＝∠CBF＝30°．BE＝2AE，BF＝2CF．因为△EBF为等边三角形，所以EF＝BE＝BF．所以AE＋CF＝EF．

（2）题中图2-80（b）成立．证明：延长DC至点K，使CK＝AE，连接BK，则△BAE≌△BCK，所以BE＝BK，∠ABE＝∠CBK．因为∠FBE＝60°，∠ABC＝120°，所以∠FBC＋∠ABE＝60°，∠FBC＋∠CBK＝60°，∠KBF＝∠FBE＝60°，△KBF≌△EBF，KF＝EF，KC＋CF＝EF，即AE＋CF＝EF．

题中图2-80（c）不成立，AE、CF、EF的关系是AE－CF＝EF．

12．（1）如参图2-21（a），证明：EF垂直平分AC．连接AF、CF，因为∠A＝∠C＝90°，点E、F分别是对角线AC、BD的中点，所以AF＝CF＝[image: ]
 BD．EF垂直平分AC．

[image: ]
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（2）如参图2-21（b）所示，证明：因为EF＝[image: ]
 BD，AF＝CF＝[image: ]
 BC，所以EF＝[image: ]
 AF．因为EF⊥AC，∠FCA＝∠FAC＝30°，所以∠AFC＝180°－∠FCA－∠FAC＝120°，因为AF＝DF＝[image: ]
 BD，所以∠AFB＝∠ADF＋∠DAF＝2∠ADF，∠ADF＝[image: ]
 ∠AFB，同理∠CDF＝[image: ]
 ∠CFB．

如参图2-21（a）所示，∠ADC＝[image: ]
 ∠AFB＋[image: ]
 ∠CFB＝[image: ]
 ∠AFC＝60°．

如参图2-21（b）所示，∠ADC＝[image: ]
 ∠AFB＋[image: ]
 ∠CFB＝[image: ]
 （360°－∠AFC）＝120°．

13．（1）证明：因为∠ACB＝90°，D是AB的中点，所以∠A＋∠ABC＝90°，BD＝DC．∠ABC＝∠BCD．因为∠CBE＝∠A，所以∠CBE＋∠BCD＝90°．所以∠BFC＝90°，即BE⊥CD．

（2）证明：过D作DH⊥AC于点H，所以∠DHA＝90°．因为∠ACB＝90°，D是AB的中点，所以CD＝AD．因为BE＝CD，所以BE＝AD．所以△BCE≌△AHD，BC＝AH．因为CD＝AD，DH⊥AC，所以AH＝[image: ]
 AC，BC＝[image: ]
 AC．

（3）因为△BDF是等腰三角形，∠BFD＝90°，所以∠BDF＝45°．

①当点E在线段CA上时，∠A＝[image: ]
 ∠BDF＝22.5°．

②当点E在线段CA延长线上时，∠BAC＝[image: ]
 ＝67.5°．

14．（1）证明：①因为∠BAC＝90°，AB＝AC，所以∠ABC＝∠ACB＝45°，因为四边形ADEF是正方形．所以AD＝AF，∠DAF＝90°，因为∠BAD＝∠BAC－∠DAC，∠CAF＝∠DAF－∠DAC，所以∠BAD＝∠CAF．所以△BAD≌△CAF，所以∠ACF＝∠ABD＝45°，∠ACF＋∠ACB＝90°，BC⊥CF．

②由①△BAD≌△CAF可得BD＝CF，因为BD＝BC－CD，所以CF＝BC－CD．

（2）CF＝BC＋CD．

（3）①CF＝CD－BC．

②因为∠BAC＝90°，AB＝AC，所以∠ABC＝∠ACB＝45°，则∠ABD＝180°－45°＝135°．因为四边形ADEF是正方形，所以AD＝AF，∠DAF＝90°．因为∠BAD＝∠DAF－∠BAF，∠CAF＝∠BAC－∠BAF，所以∠BAD＝∠CAF，△BAD≌△CAF，∠ACF＝∠ABD＝180°－45°＝135°，∠FCD＝∠ACF－∠ACB＝90°，则△FCD为直角三角形．因为在正方形ADEF中，O为DF中点，所以OC＝[image: ]
 DF，因为在正方形ADEF中，OA＝[image: ]
 AE，AE＝DF，所以OC＝OA，△AOC是等腰三角形．

15．（1）证明：①CE⊥BD，CE＝BD．

②结论仍成立．证明：因为∠BAC＝∠DAE＝90°，所以∠BAC＋∠CAD＝∠DAE＋∠CAD，即∠BAD＝∠EAC．在△ABD与△ACE中，AB＝AC，∠BAD＝∠CAE，AD＝AE，所以△ABD≌△ACE（S．A．S）．EC＝BD，∠B＝∠ECA，因为∠B＋∠ACB＋∠BAC＝180°，∠BAC＝90°．所以∠B＋∠ACB＝90°，∠ECA＋∠ACB＝90°，即∠ECB＝90°，所以CE⊥BD．
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（2）如参图2-22所示，当∠ACB＝45°时，CE⊥BC．过点A作AG⊥AC交BC于点G．因为∠ACB＝45°，所以∠AGC＝∠ACB＝45°，AG＝AC，同理可证△GAD≌△CAE，所以∠ACE＝∠AGD＝45°，∠BCE＝∠ACB＋∠ACE＝90°，所以CE⊥BC．

第三部分　直角坐标平面内点存在性问题

等腰三角形的存在性问题

[image: ]
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1．如参图3-1所示，过点D作DH⊥BC交BC于点H．因为点A的坐标为（10，0），点D是OA的中点，所以点D的坐标为（5，0），因为点C的坐标为C（0，4），所以DH＝4．在Rt△DHP1
 中，PH1
 ＝[image: ]
 ＝3，所以点P1
 的坐标为（2，4），同理点P2
 的坐标为（8，4），所以点P的坐标为（2，4）或（8，4）．

2．（1）因为点A的横坐标为1，AH⊥x轴，所以OH＝1．因为S△AOH
 ＝1，所以[image: ]
 OH·AH＝1，所以AH＝2．

（2）点A的坐标为A（1，2）．因为点A（1，2）在正比例函数y＝k1
 x的图像上，所以2＝k1
 ·1，解得k1
 ＝2．所以所求的正比例函数的解析式为y＝2x．因为点A（1，2）在反比例函数[image: ]
 的图像上，所以2＝[image: ]
 ，解得k2
 ＝2．所求的反比例函数的解析式为y＝[image: ]
 ．

（3）由题意，设点C的坐标为（a，0）．因为△OAC是以OA为腰的等腰三角形，所以OA＝OC或OA＝AC．①当OA＝OC时，a＝±[image: ]
 ，所以点C的坐标为（[image: ]
 ，0）、（－[image: ]
 ，0）．②当OA＝AC时，a＝2；a＝0，因为点C与点O不重合，所以a＝0不符合题意舍去，所以点C的坐标为（2，0）．综上所述，点C的坐标为（[image: ]
 ，0）、（－[image: ]
 ，0）、（2，0）．

[image: ]
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3．如参图3-2所示，（1）①证明：因为OM∥BN，MN∥OB，∠AOB＝90°，所以四边形OBNM为矩形．MN＝OB＝2，∠PMO＝∠CNP＝90°．因为AO＝BO＝2，所以AM＝PM．OM＝OA－AM＝2－AM，PN＝MN－PM＝2－PM，OM＝PN．因为∠OPC＝90°，所以∠OPM＋∠CPN＝90°．又因为∠OPM＋∠POM＝90°，所以∠CPN＝∠POM．所以△OPM≌△PCN．

②[image: ]
 ．

（2）△PBC有可能成为等腰三角形．

①当点P与点A重合时，PC＝BC＝2，△PBC为等腰三角形．此时，点P的坐标为（0，2）．

②如参图3-2所示，当点C在第四象限，且PB＝CB时，△PBC为等腰三角形．因为BN＝PN＝2－[image: ]
 x，所以PB＝[image: ]
 PN＝2[image: ]
 －x．仿照（1）①可知NC＝MP＝[image: ]
 x，所以BC＝NC－BN＝[image: ]
 x－2．由BC＝PB得[image: ]
 x－2＝2[image: ]
 －x，解得x＝2，此时，点P的坐标为[image: ]
 ．所以使△PBC成为等腰三角形的点P的坐标为（0，2），[image: ]
 ．

4．（1）把A（－2，2）代入反比例函数[image: ]
 （k≠0），解得k＝－4，所以反比例函数的解析式为y＝－[image: ]
 ．

（2）方程y＝－2x＋2和y＝－[image: ]
 的解为[image: ]
 和[image: ]
 ，所以点N的坐标为（2，－2）．

（3）设点P的坐标为P（x，－2x＋2），又因为A（－2，2）．

如参图3-3（a）所示，当PN＝AN时，PN2
 ＝AN2
 ，所以（x－2）2
 ＋（－2x＋4）2
 ＝32，解得x＝[image: ]
 ．所以点P1
 的坐标为[image: ]
 ，点P2
 的坐标为[image: ]
 ．

[image: ]
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如参图3-3（b）所示，当PA＝AN时，PA2
 ＝AN2
 ，所以（x＋2）2
 ＋（－2x）2
 ＝32，解得x1
 ＝－[image: ]
 和x2
 ＝2．所以点P3
 的坐标为[image: ]
 ．

如参图3-3（c）所示，当PA＝PN时，PA2
 ＝PN2
 ，所以点P4
 的坐标为[image: ]
 ．

点P的坐标分别为[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ．

5．（1）A（－2[image: ]
 ，0），B（0，2），AB＝4，∠BAO＝30°，△ABC是等边三角形，所以CA⊥OA，C点的坐标（－2[image: ]
 ，4）．

（2）方法一：几何法：作MN⊥ON（如参图3-4（a）所示）．因为S四边形MNOB
 ＝S△AMN
 ＋S△ABM
 ＋S△ABO
 ，S＝S△ABC
 ＝[image: ]
 ×AC×AO＝[image: ]
 ．所以S＝[image: ]
 （1＋2）·|M|＝[image: ]
 ·1·|－2[image: ]
 －M|＋[image: ]
 ，由题意可知M＜0，－2[image: ]
 －M＞0，所以[image: ]
 ，M＝－[image: ]
 ，则M（－5[image: ]
 ，1）．

[image: ]
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方法二：代数法：由S△ABM
 ＝S△ABC
 可知直线MC∥AB（如参图3-4（a）所示）．

所以设直线MC的解析式为y＝[image: ]
 ＋B，将C（－2[image: ]
 ，4）代入得B＝6．所以直线MC解析式为y＝[image: ]
 x＋6．

当y＝1时，x＝－5[image: ]
 ，所以M（－5[image: ]
 ，1）．

方法三：如参图所示，连接MO，由S四边形MAOB
 ＝S△AMO
 ＋S△MBO
 ＝S△ABM
 ＋S△ABO
 ，得M＝－5[image: ]
 ．

（3）如参图3-4（b）所示，AC′＝4，以AC′为底时，P1
 （0，2）即为B点；以AC′为腰，∠A为顶角时，P2
 （[image: ]
 ），P4
 （[image: ]
 ）；以AC′为腰，∠C′为顶角时，P3
 （4[image: ]
 ，6）．

直角三角形存在性问题

[image: ]
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1．如参图3-5所示，当∠OP1
 A＝90°时，因为OA＝2，∠AOP1
 ＝30°，所以AP1
 ＝1，由勾股定理OP1
 ＝[image: ]
 ，所以点P1
 的坐标为（[image: ]
 ，0）．

当∠OAP2
 ＝90°时，因为OA＝2，∠AOP2
 ＝30°，所以OP2
 ＝2AP2
 ，设AP2
 ＝a，OP2
 ＝2a，由勾股定理得[image: ]
 ，所以a2
 ＋22
 ＝（2a）2
 ，解得a＝[image: ]
 ，所以点P2
 的坐标为[image: ]
 ．

2．（1）因为A（－3，0），B（0，1），C（2，0），所以直线BC的解析式为y＝－[image: ]
 x＋1．

（2）设[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，[image: ]
 ，AC＝5．当∠ACE＝90°时，AC2
 ＋EC2
 ＝AE2
 ，解得x＝2（也可由几何法得）．当∠AEC＝90°时，AE2
 ＋EC2
 ＝AC2
 ，解得x1
 ＝－3（舍去），x2
 ＝[image: ]
 ．所以点E的坐标为[image: ]
 和[image: ]
 ．

3．（1）设直线l的函数解析式为y＝kx，将A（3，6）代入y＝kx，得k＝2．所以y＝2x．

（2）①过点P作PH⊥OB，PH＝2x，所以S＝4x（x＞0）．

②情况一：当∠OBP＝90°时，点P的横坐标与点B的横坐标相同为4，将x＝4代入y＝2x，得y＝8，所以P1
 （4，8）．

情况二：当∠OPB＝90°时，PO2
 ＋PB2
 ＝OB2
 ．设P点坐标为（x，2x），x2
 ＋（2x）2
 ＋（x－4）2
 ＋（2x）2
 ＝42
 ，解得x1
 ＝[image: ]
 ，x2
 ＝0（舍去），所以[image: ]
 ．综上所述，当△POB是直角三角形时，P点坐标（4，8）或[image: ]
 ．

4．（1）因为∠C＝90°，BC＝8厘米，AC＝6厘米，所以AB＝[image: ]
 ＝10厘米．

（2）连接PQ，设CQ＝x，则BP＝2x，CP＝8－2x，S△PCQ
 ＝[image: ]
 PC·QC＝[image: ]
 （8－2x）·x，所以y关于x的函数解析式y＝－x2
 ＋4x，定义域为0＜x＜4．

（3）当∠QPC＝30°时，QP＝2QC，QP＝2x，因为∠C＝90°，所以PQ2
 ＝PC2
 ＋QC2
 ，即（2x）2
 ＝x2
 ＋（8－2x）2
 ，解得x＝16－8[image: ]
 ．当∠PQC＝30°时，QP＝2PC＝16－4x，QC＝x，因为∠C＝90°，所以PQ2
 ＝PC2
 ＋QC2
 ，即（16－4x）2
 ＝（8－2x）2
 ＋x2
 ，解得x＝[image: ]
 ．

5．（1）将y＝0代入y＝－[image: ]
 x＋4，得到x＝3，所以点B的坐标为（3，0）；将x＝0，代入y＝－[image: ]
 x＋4，得到y＝4，所以点C的坐标为（0，4）．在Rt△OBC中，因为OC＝4，OB＝3，所以BC＝5．又A（－2，0），所以AB＝5，AB＝BC，△ABC是等腰三角形．

（2）因为AB＝BC＝5，故点M、N同时开始运动，同时停止运动．过点N作ND⊥x轴于D，则ND＝[image: ]
 t．

①情况一：当0＜t＜2时（如参图3-6（a）所示），OM＝2－t，所以s＝[image: ]
 OM·ND＝[image: ]
 （2－t）·[image: ]
 ．

[image: ]
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情况二：当2＜t≤5时（如参图3-6（b）所示），OM＝t－2，所以s＝[image: ]
 OM·ND＝[image: ]
 （t－2）·[image: ]
 ．

②存在s＝4的情形．当s＝4时，[image: ]
 ＝4，解得t1
 ＝1＋[image: ]
 ，t2
 ＝1－[image: ]
 （舍去）．

③当MN⊥x轴时，△MON为直角三角形，MB＝[image: ]
 t，又MB＝5－t．所以[image: ]
 t＝5－t，解得t＝[image: ]
 ．

当点M，N分别运动到点B，C时，△MON为直角三角形，t＝5．

故△MON为直角三角形时，t＝[image: ]
 或t＝5．

梯形的存在性问题

1．（1）设点A的坐标为（x，0），由题意，得：b＝2，点B的坐标为（0，2），所以S△ABO
 ＝[image: ]
 ×OA×OB＝[image: ]
 ×|x|×2＝4，解得：x＝±4，所以点A的坐标为（4，0）或（－4，0）．

（2）因为k＜0所以点A的坐标为（4，0），OA＝4，因为AD∥OB，OB⊥OA，所以S梯形ABOD
 ＝[image: ]
 ×（OB＋AD）×OA＝[image: ]
 （2＋AD）×4＝20，AD＝8，根据题意可知：点D在第四象限，所以点D的坐标为（4，－8）．

2．（1）由题可知：A（8，0），B（0，4）．在梯形AOBC中，OA＝8，OB＝4，AC＝5．如参图3-7（a）所示，当AC∥OB时，点C的坐标为（8，5）．如参图3-7（b）所示，当BC∥OA时，设点C（x，4）．（x－8）2
 ＋（4－0）2
 ＝52
 ，x1
 ＝5，x2
 ＝11．这时点C的坐标为（5，4）或（11，4）．所以点C的坐标为（8，5）或（5，4）或（11，4）．

[image: ]
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（2）因为点A、C在一次函数y＝kx＋b（k＜0）的图像上，所以点（8，5）与（11，4）都不符合题意，只有当C为（5，4）时，k＜0．所以[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以这个一次函数的解析式为[image: ]
 ．

3．（1）因为点A的坐标为（1，0），点B与点A关于原点对称，所以点B的坐标为（－1，0）因为直线y＝x＋b经过点B，所以－1＋b＝0，得b＝1．因为点C的坐标为（0，4），直线CM∥x轴，所以设点D的坐标为（x，4）．因为直线y＝x＋1与直线CM相交于点D，所以x＝3，所以D的坐标为（3，4）．

（2）因为D的坐标为（3，4），所以OD＝5．当PD＝OD＝5时，点P的坐标为（6，0）；当PO＝OD＝5时，点P的坐标为（5，0）；当PO＝PD时，设点P的坐标为（x，0）（x＞0），所以[image: ]
 ，得x＝[image: ]
 ，点P的坐标为[image: ]
 ．综上所述，所求点P的坐标是（6，0），（5，0），[image: ]
 ．

（3）设若点P、Q分别由点O、点C同时出发t秒后，以P、O、Q、D为顶点的四边形可以成为平行四边形，则CQ＝t，OP＝2t．当四边形POQD为平行四边形时，PO＝QD，得2t＝3－t，t＝1．

所以P、O、Q、D为顶点的四边形不可能构成等腰梯形．

4．（1）A（－3，4）代入正比例函数y＝k1
 x，解得k1
 ＝－[image: ]
 ，所以正比例函数的解析式为y＝－[image: ]
 x．如参图3-8（a）所示，过点A作AH⊥x轴于点H，由题意得AH＝4，OH＝3，由勾股定理得OA＝5．因为OB＝[image: ]
 OA，所以OB＝3．把B（3，0）和A（－3，4）代入y＝k2
 x＋b，解得k2
 ＝－[image: ]
 ，b＝2．所以一次函数的解析式为y＝－[image: ]
 x＋2．

[image: ]
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（2）Rt△ABH中，∠AHB＝90°，[image: ]
 ．所以△AOB的周长为8＋2[image: ]
 ．△AOB的面积：[image: ]
 OB·AH＝[image: ]
 ×3×4＝6．

（3）如参图3-8（b）所示，当OP∥AB时，点P有两种情况．当∠AP1
 O＝∠P1
 AB＝90°，设点P1
 和P2
 的坐标为[image: ]
 ，由勾股定理得（x＋3）2
 ＋[image: ]
 ＋x2
 ＋[image: ]
 ＝25，解得x1
 ＝0（不合题意，舍去），x2
 ＝－[image: ]
 ．所以点P1
 的坐标为[image: ]
 ．同理解得点P2
 的坐标为[image: ]
 ．

如参图3-8（c）所示，当BP∥AO时，只存在一种情况．当∠AP3
 B＝90°时，直线BP的解析式为y＝－[image: ]
 x＋4，设点P3
 的坐标为[image: ]
 ，由勾股定理得（x＋3）2
 ＋[image: ]
 ＋（x－3）2
 ＋[image: ]
 ＝52，解得x1
 ＝3（不合题意，舍去），x2
 ＝－[image: ]
 ．所以点P3
 的坐标为[image: ]
 ．

如参图3-8（c）所示，当AP4
 ∥OB时，只存在一种情况．∠AP4
 B＝90°时，由图得点P4
 的坐标为（3，4）．

动点产生的面积问题

1．（1）由题意知，[image: ]
 ．

（2）证明：由（1）知，PR＝[image: ]
 ，QT＝3a，PQ＝[image: ]
 ，所以S梯形ABCD
 ＝[image: ]
 （PR＋QT）·PQ＝[image: ]
 ．即梯形ABCD的面积是定值与a无关．

2．（1）由题得：[image: ]
 ，解得[image: ]
 所以点P的坐标为（2，2[image: ]
 ）．

（2）将y＝0代入[image: ]
 ，所以x＝4，即OA＝4．做PD⊥OA于D，则OD＝2，PD＝2[image: ]
 ，所以OP＝[image: ]
 ＝4，∠POA＝60°，所以△POA是等边三角形．

（3）①当0＜t≤4时（如参图3-9（a）所示），在Rt△EOF中，因为∠EOF＝60°，OE＝t，所以EF＝[image: ]
 t，OF＝[image: ]
 t，S＝[image: ]
 ·OF·EF＝[image: ]
 t2
 ．

[image: ]
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当4＜t＜8时（如参图3-9（b）所示），设EB与OP相交于点C，易知：CE＝PE＝t－4，AE＝8－t，所以AF＝4－[image: ]
 t，EF＝[image: ]
 （8－t），所以OF＝OA－AF＝[image: ]
 ，S＝[image: ]
 （CE＋OF）·EF＝[image: ]
 ．

②当0＜t≤4时，S＝[image: ]
 t2
 ，t＝4时，S最大
 ＝2[image: ]
 ．

当4＜t＜8时，[image: ]
 ，t＝[image: ]
 时，S最大
 ＝[image: ]
 ．因为[image: ]
 ，所以当t＝[image: ]
 时，S最大
 ＝[image: ]
 ．

[image: ]
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3．（1）如参图3-10所示，因为[image: ]
 ，所以OB＝CB．

（2）易证：△OBC为等边三角形．因为OH⊥BC，所以∠BOH＝∠HOC＝30°．所以∠AOB＝30°．过点P作PE⊥OA垂足为点E（如参图3-10所示）．在Rt△PEO中，∠EPO＝30°，PO＝t，所以EO＝[image: ]
 PO＝[image: ]
 ，由勾股定理得：PE＝[image: ]
 t．又因为OQ＝AO－AQ＝2[image: ]
 －t，所以S＝[image: ]
 OQ·PE＝[image: ]
 ．即：[image: ]
 ．

（3）易证Rt△OAB≌Rt△OHB≌Rt△OHC，所以S四边形OABH
 ＝S△OAB
 ＋S△OHB
 ＝S△OHB
 ＋S△OHC
 ＝S△OBC
 ＝[image: ]
 ．易证△OPQ为等边三角形，所以OQ＝OP，即2[image: ]
 －t＝t，解得t＝[image: ]
 ．所以[image: ]
 ．S五边形ABHPQ
 ＝S四边形OABH
 －S△OPQ
 ＝[image: ]
 ．

4．（1）证明：过点M作MQ∥CN，交AB于点Q．因为AC＝BC，∠C＝90°，所以∠A＝45°．因为MQ∥CN，所以∠AMQ＝∠C＝90°．所以∠AQM＝∠A＝45°．AM＝MQ．因为AM＝BN，所以MQ＝BN．因为MQ∥CN，所以∠QMP＝∠N，∠MQP＝∠NBP．△MQP≌△NBP．所以MP＝NP．

（2）过点P作PD⊥CN，垂足为点D．所以PD∥AC．因为MP＝NP，所以PD＝[image: ]
 MC．因为AM＝BN＝x，所以MC＝2－x，PD＝[image: ]
 （2－x）．所以y＝S△MNC
 －S△BNP
 ＝[image: ]
 ，即所求的函数解析式为[image: ]
 ．定义域为0＜x＜2．

5．（1）如参图3-11（a）所示，过点P作PH⊥BC，垂足交BC于点H，AP＝4t，BP＝24－4t，在Rt△PBH中，PH＝（12－2t）·[image: ]
 ，S△PBQ
 ＝[image: ]
 BQ·PH＝[image: ]
 （16－2t）·[image: ]
 ，S△ABC
 ＝[image: ]
 ．若S△PBQ
 ＝[image: ]
 S△ABC
 ，解得t＝2或t＝12．

[image: ]
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（2）如参图3-11（a）所示，当t＝2时，CQ＝4，AP＝8，BP＝16，所以HQ＝4，PH＝8[image: ]
 ．PQ＝4[image: ]
 ．

如参图3-11（b）所示，当t＝12时，CQ＝24，BQ＝8，BP＝24，所以HB＝12，PH＝12[image: ]
 ．PQ＝8[image: ]
 ．

6．（1）过A作AE⊥BC垂足为E，过D作DF⊥BC垂足为F．易证AE∥DF，因为AD∥EF，所以四边形AEFD是平行四边形，所以EF＝AD＝5厘米，AE＝DF．因为AB＝CD＝5厘米，所以Rt△ABE≌Rt△DCF，所以BE＝CF．因为BE＋CF＝BC－EF＝6厘米，所以BE＝CF＝3厘米．在Rt△ABE中，AE＝[image: ]
 ＝4厘米，因为SABQP
 ＝[image: ]
 （AP＋BQ）·AE，PD＝x，AP＝5－x，BQ＝2x，所以y＝[image: ]
 （5－x＋2x）×4＝10＋2x，定义域为0＜x＜5．

（2）同（1）理SQCDP
 ＝[image: ]
 （CQ＋PD）·AE＝[image: ]
 （x＋11－2x）×4＝22－2x，因为SABQP
 ＝SQCDP
 ，所以10＋2x＝22－2x，解得x＝3．所以当四边形ABQP与四边形QCDP的面积相等时x＝3．

（3）当四边形ABQP是平行四边形时，PQ＝AB，此时AP＝BQ，可得5－x＝2x，解得x＝[image: ]
 ．当四边形QCDP是平行四边形时，可得PQ＝CD，因为CD＝AB，所以PQ＝AB．此时PD＝CQ，可得x＝11－2x，解得x＝[image: ]
 ．综上所述，在移动的过程中，当x＝[image: ]
 或[image: ]
 时，PQ＝AB．

[image: ]
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7．（1）过点A作AE⊥x轴，垂足为E（如参图3-12所示），因为A（－3，4），所以AE＝4，OE＝3，所以OA＝5，因为四边形ABCD为菱形，所以OC＝CB＝BA＝OA＝5，所以C（5，0），直线AC的函数关系式为：[image: ]
 ．

（2）由（1）得M（0，[image: ]
 ），所以OM＝[image: ]
 ，当点P在AB边上运动时，由题意得：OH＝4，所以HM＝[image: ]
 ，S＝[image: ]
 BP×MH＝[image: ]
 （5－2t）×[image: ]
 ，即S＝[image: ]
 ．当点P在BC边上运动时，记为P1
 ．因为∠OCM＝∠BCM，CO＝CB，CM＝CM，所以△OMC≌△BMC，所以OM＝BM＝[image: ]
 ，∠MOC＝∠MBC＝90°，S＝[image: ]
 P1
 B×BM＝[image: ]
 （2t－5）×[image: ]
 ，即[image: ]
 ．

8．（1）因为∠DCE＝60°，∠B＝30°，所以∠CDB＝90°．因为BC＝4，所以CD＝2，即△DEF的边长等于2．

（2）CF＝GD．证明：因为BC＝4，EF＝2，所以BE＝2－CF．因为∠DEF＝60°，∠B＝30°，所以∠BGE＝30°，∠BGE＝∠B，GE＝BE＝2－CF，DG＝2－GE＝2－（2－CF）＝CF．

（3）因为∠DGH＝∠BGE＝30°，∠D＝60°，所以∠DHG＝90°．所以DH＝[image: ]
 DG＝[image: ]
 x，HG＝[image: ]
 x．所以[image: ]
 ．而[image: ]
 ．所以y＝S△DEF
 －S△DHG
 ＝[image: ]
 ，即所求函数的解析式为[image: ]
 ．定义域为0≤x≤2．

[image: ]
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9．（1）如参图3-13所示，过点G作GM⊥BC于M．在正方形EFGH中，∠HEF＝90°，EH＝EF．又因为∠1＋∠3＝90°，∠2＋∠3＝90°，所以∠1＝∠2．又因为∠A＝∠B＝90°，所以△AHE≌△BEF．同理可证：△MFG≌△BEF．所以GM＝BF＝AE＝2．所以FC＝BC－BF＝10．△GFC＝[image: ]
 ×FC×GM＝[image: ]
 ×10×2＝10平方厘米

（2）如参图3-13所示，过点G作GM⊥BC于M．连接HF．因为AD∥BC，所以∠AHF＝∠HFC．因为EH∥FG，所以∠EHF＝∠HFG．∠2＝∠4．又因为∠A＝∠GMF＝90°，EH＝GF，所以△AHE≌△MFG．AE＝GM＝2，S△GFC
 ＝[image: ]
 FC·GM＝[image: ]
 （12－a）×2＝12－a．

（3）方法一：△GFC的面积不能等于2．因为若S△GFC
 ＝2，则12－a＝2，所以a＝10．此时，在△BEF中，[image: ]
 ．在△AHE中，[image: ]
 [image: ]
 ，所以AH＞AD，即点H已经不在边AB上，故不可能有S△GFC
 ＝2．

方法二：△GFC的面积不能等于2．因为点H在AD上，当H与D重合时，菱形边长EH的最大值为2[image: ]
 ．所以BF的最大值为2[image: ]
 ．又因为函数S△GFC
 ＝12－a的值随着a的增大而减小，所以S△GFC
 的最小值为12－2[image: ]
 ．又因为12－2[image: ]
 ＞2，所以△GFC的面积不能等于2．

[image: ]
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10．（1）如参图3-14所示，因为△ABC是等腰直角三角形，所以∠C＝45°．因为O是斜边AC的中点，所以BO⊥AC，所以∠BOP＝∠BOC＝90°，∠OBC＝∠C＝45°．因为PB＝PD，所以∠PBD＝∠PDB．又因为∠PBD＝∠1＋∠OBC，∠PDB＝∠C＋∠2，所以∠1＝∠2，因为∠AOB＝∠AED＝90°，PB＝PD，所以△BPO≌△PDE，所以PE＝BO．

（2）S△APB
 ＝[image: ]
 AP·BO＝[image: ]
 x，因为△BPO≌△PDE，所以PO＝DE＝1－x．因为△DEC是等腰直角三角形，所以DE＝CE＝1－x，S△CDE
 ＝[image: ]
 DE·CE＝[image: ]
 （1－x）2
 ．因为△ABC是等腰直角三角形，AC＝2，所以AB＝BC＝[image: ]
 ，S△ABC
 ＝[image: ]
 ·AB·BC＝1，四边形PBDE的面积y＝S△ABC
 －S△APB
 －S△DEC
 ，即y与x之间的函数关系式为[image: ]
 ，定义域0＜x＜1．

[image: ]
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11．如参图3-15所示，（1）因为∠C＝90°，AC＝6厘米，BC＝8厘米，所以AB＝10厘米，CM＝[image: ]
 AB＝5厘米．

（2）作CD⊥AB，PE⊥AB．因为S△ABC
 ＝[image: ]
 AB×CD，S△ABP
 ＝[image: ]
 AB×PE，所以[image: ]
 ，因为S△ABC
 ＝[image: ]
 ×6×8＝24，AB＝10，所以CD＝[image: ]
 ．因为PM＝5－x，所以[image: ]
 ，解析式是y＝[image: ]
 ，其中x的定义域0＜x＜5．

（3）存在，根据题意，S四边形ACBP
 ＝2S△ABP
 ，所以24－y＝2y，y＝8．当y＝8时，解得x＝[image: ]
 ．所以当x＝[image: ]
 时，△ABP的面积是凹四边形ACBP面积的[image: ]
 ．

12．（1）C（4，4[image: ]
 ），t的取值范围是0≤t≤4．

（2）因为D点的坐标是[image: ]
 ，E的坐标是（t，[image: ]
 t），所以[image: ]
 [image: ]
 ，等边△DEF的DE边上的高为12－3t，当点F在BO边上时：12－3t＝t，所以t＝3．

①当0≤t＜3时，重叠部分为等腰梯形，可求梯形上底为：[image: ]
 [image: ]
 ．

②当3≤t≤4时，重叠部分为等边三角形．[image: ]
 ．

13．（1）过C作CE⊥AB于E，则CD＝AE＝3，CE＝4，可得BC＝5，所以梯形ABCD的周长为18．PQ平分ABCD的周长，所以x＋y＝9，因为0≤y≤6，所以3≤x≤9，所求关系式为：y＝－x＋9，3≤x≤9．

（2）梯形ABCD的面积为18．当点P不在BC边上，则3≤x≤7．

①当3≤x≤4时，P在AD边上，S△APQ
 ＝[image: ]
 xy．如果线段PQ能平分梯形ABCD的面积，则有[image: ]
 xy＝9，可得[image: ]
 ，解得[image: ]
 （x＝6，y＝3舍去）．

②当4≤x≤7时，点P在DC边上，此时SADPQ
 ＝[image: ]
 ×4（x－4＋y）．如果线段PQ能平分梯形ABCD的面积，则有[image: ]
 ×4（x－4＋y）＝9，可得[image: ]
 ，此方程组无解．所以当x＝3时，线段PQ能平分梯形ABCD的面积．

第四部分　动态几何证明及实验题

实验操作

[image: ]
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1．（1）如参图4-1所示：B′（3，5），C′（5，－2）．

（2）（b，a）．

（3）由（2）得，D（1，－3）关于直线l的对称点D′的坐标为（－3，1），连接D′E交直线l于点Q，此时点Q到D、E两点的距离之和最小．设过D′（－3，1）、E（－1，－4）的直线的解析式为y＝kx＋b，则[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，所以[image: ]
 ．由[image: ]
 ，得[image: ]
 ，所以所求点Q的坐标为[image: ]
 ．

[image: ]
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2．（1）BF＋AG＝AE．如参图4-2所示，过点F作FH⊥DA，垂足为H，因为在正方形ABCD中，∠DAE＝∠B＝90°，所以四边形ABFH是矩形．FH＝AB＝DA．因为DE⊥FG，所以∠G＝90°－∠ADE＝∠DEA．又因为∠DAE＝∠FHG＝90°，所以△FHG≌△DAE，GH＝AE，即HA＋AG＝AE．因为BF＝HA，所以BF＋AG＝AE．

（2）因为△FHG≌△DAE，所以FG＝DE＝[image: ]
 ．因为S△DGF
 ＝[image: ]
 FG·DE，所以[image: ]
 ．定义域为0＜x＜2．

（3）连接CE，S△CDE
 ＝[image: ]
 CD·AD＝2．

设点C到直线DE的距离为h，S△CDE
 ＝[image: ]
 DE·h＝2，因为DE＝FG＝[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，h＝[image: ]
 ．所以点C到直线DE的距离为[image: ]
 ．

3．（1）PQ＝PB．证明：过点P作MN∥BC，分别交AB于点M，交CD于点N，那么四边形AMND和四边形BCNM都是矩形，△AMP和△CNP都是等腰直角三角形（如参图4-3（a）所示）．所以NP＝NC＝MB．因为∠BPQ＝90°，所以∠QPN＋∠BPM＝90°．而∠BPM＋∠PBM＝90°，所以∠QPN＝∠PBM．又因为∠QNP＝∠PMB＝90°，所以△QNP≌△PMB．PQ＝PB．

[image: ]
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（2）方法一：由（1）△QNP≌△PMB．得NQ＝MP．因为AP＝x，所以AM＝MP＝NQ＝DN＝[image: ]
 x，BM＝PN＝CN＝1－[image: ]
 x，CQ＝CD－DQ＝1－2·[image: ]
 x＝1－[image: ]
 x．得[image: ]
 [image: ]
 ．[image: ]
 ．即[image: ]
 ．

方法二：作PT⊥BC，T为垂足（如参图4-3（b）所示），那么四边形PTCN为正方形．所以PT＝CB＝PN．又∠PNQ＝∠PTB＝90°，PB＝PQ，所以△PBT≌△PQN．S四边形PBCQ
 ＝S△PBT
 ＋S四边形PTCQ
 ＝S四边形PTCQ
 ＋S△PQN
 ＝S正方形PTCN
 ＝CN2
 ＝[image: ]
 ，所以[image: ]
 [image: ]
 ．

（3）△PCQ可能成为等腰三角形．

①当点P与点A重合，点Q与点D重合，这时PQ＝QC，△PCQ是等腰三角形，此时x＝0．

②当点Q在边DC的延长线上，且CP＝CQ时，△PCQ是等腰三角形（如参图4-3（c）所示）．

方法一：此时，QN＝PM＝[image: ]
 x，CP＝[image: ]
 －x，CN＝[image: ]
 CP＝1－[image: ]
 x．所以CQ＝QN－CN＝[image: ]
 ．当[image: ]
 时，得x＝1．

方法二：此时∠CPQ＝[image: ]
 ∠PCN＝22.5°，∠APB＝90°－22.5°＝67.5°，∠ABP＝180°－（45°＋67.5°）＝67.5°，得∠APB＝∠ABP，所以AP＝AB＝1，x＝1．

4．（1）证明：在△ABF和△ACG中，因为∠F＝∠G＝90°，∠FAB＝∠GAC，AB＝AC，所以△ABF≌△ACG（A．A．S），BF＝CG．

[image: ]
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（2）证明：过点D作DH⊥CG于点H（如参图4-4所示）．因为DE⊥BA于点E，∠G＝90°，DH⊥CG，所以四边形EDHG为矩形，DE＝HG，DH∥BG．∠GBC＝∠HDC．因为AB＝AC，所以∠FCD＝∠GBC＝∠HDC．又因为∠F＝∠DHC＝90°，CD＝DC，所以△FDC≌△HCD，DF＝CH．所以GH＋CH＝DE＋DF＝CG，即DE＋DF＝CG．

（3）仍然成立．（注：本题还可以利用面积来进行证明，比如（2）中连接AD）．

探索性问题

条件探索

1．（1）因为[image: ]
 ＋（a－4）2
 ＝0，所以a＋b＝0，a－4＝0，a＝4，b＝－4，则OA＝OB＝4．因为AH⊥BC于H，所以∠OAP＋∠OPA＝∠BPH＋∠OBC＝90°，∠OAP＝∠OBC．在△OAP与△OBC中，∠COB＝∠POA＝90°，OA＝OB，∠OAP＝∠OBC，△OAP≌△OBC（A．S．A），OP＝OC＝1，则P（0，－1）．

（2）过O分别做OM⊥CB于M点，ON⊥HA于N点，在四边形OMHN中，∠MON＝360°－3×90°＝90°，所以∠COM＝∠PON＝90°－∠MOP．在△COM与△PON中，∠COM＝∠PON，∠OMC＝∠ONP＝90°，OC＝OP，所以△COM≌△PON（A．A．S），OM＝ON，四边形OMHN为正方形．所以HO平分∠CHA，∠OHP＝[image: ]
 ∠CHA＝45°．

（3）S△BDM
 －S△ADN
 的值不发生改变．S△BDM
 －S△ADN
 ＝4．连接OD，则OD⊥AB，∠BOD＝∠AOD＝45°，∠OAD＝45°，所以OD＝DA，∠MDO＝∠NDA＝90°－∠MDA．在△ODM与△ADN中，∠MDO＝∠NDA，∠DOM＝∠DAN＝135°，OD＝DA，所以△ODM≌△ADN（A．S．A）．S△ODM
 ＝S△ADN
 ，S△BDM
 －S△ADN
 ＝S△BDM
 －S△ODM
 ＝S△BOD
 ＝[image: ]
 S△AOB
 ＝[image: ]
 ．

[image: ]
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2．（1）证明：如参图4-5所示，因为BD、CE分别是△ABC的高，所以∠BDC＝∠BEC＝90°．在Rt△BDC中，因为BM＝CM，所以DM＝[image: ]
 BC，同理：EM＝[image: ]
 BC．所以DM＝EM．

（2）当∠BAC＞90°时，DM＝EM依然成立．当∠BAC＝135°时，△DEM是等腰直角三角形．

理由如下：类似（1）题的证明，易知EM＝BM．所以∠MBE＝∠MEB．又因为∠EMC＝∠EBM＋∠BEM，所以∠EMC＝2∠ABC．同理∠DMB＝2∠ACB．所以∠EMD＝180°－（∠DMB＋∠EMC）＝180°－2（∠ACB＋∠ABC）＝180°－2（180°－∠BAC）＝180°－2×45°＝90°，因为∠BAC＝135°时，△DEM是等腰直角三角形．

（3）类似于第（2）题的解答过程，可得，∠EMD＝180°－（∠DMB＋∠EMC）＝180°－2（∠ACB＋∠ABC）＝180°－2（180°－∠BAC），所以y＝180°－2（180°－x），整理得y＝2x－180°，其中0°＜x＜180°．

3．（1）30°，60°．

（2）∠QFC＝60°，不妨设BP＞3AB．因为∠BAP＝∠BAE＋∠EAP＝60°＋∠EAP，∠EAQ＝∠QAP＋∠EAP＝60°＋∠EAP，所以∠BAP＝∠EAQ．在△ABP和△AEQ中，AB＝AE，∠BAP＝∠EAQ，AP＝AQ，所以△ABP≌△AEQ，∠ABP＝∠AEQ＝90°，∠BEF＝180°－∠AEQ－∠AEB＝180°－90°－60°＝30°，∠QFC＝∠EBF＋∠BEF＝30°＋30°＝60°．

（3）在参图4-6（a）中，过点F作FG⊥BE于点G．因为△ABE是等边三角形，所以BE＝AB＝[image: ]
 ，由（1）得∠EBF＝30°．在Rt△BGF中，[image: ]
 ，所以BF＝2，EF＝2．因为△ABP≌△AEQ，所以QE＝BP＝x，QF＝QE＋EF．

[image: ]
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如参图4-6（b），过点Q作QH⊥BC，垂足为H．在Rt△QHF中，[image: ]
 （x＞0）．即y关于x的函数关系式是[image: ]
 ．

结论探索

[image: ]
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1．（1）如参图4-7所示，连接AP，因为S△ABC
 ＝S△ABP
 ＋S△ACP
 ，S△ABC
 ＝[image: ]
 AC·BH，S△ABP
 ＝[image: ]
 AB·PD，S△ACP
 ＝[image: ]
 AC·PE，所以[image: ]
 AC·PE＋[image: ]
 AB·PD＝[image: ]
 AC·BH，因为AB＝AC，所以PD＋PE＝BH．

[image: ]
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（2）如参图4-8所示，连接AP，因为S△ABC
 ＝S△ABP
 －S△ACP
 ，S△ABC
 ＝[image: ]
 AC·BH，S△ABP
 ＝[image: ]
 AB·PD，S△ACP
 ＝[image: ]
 AC·PE，所以[image: ]
 AC·BH＋[image: ]
 AC·PE＝[image: ]
 AB·PD，因为AB＝AC，所以PE＋BH＝DP．

2．（1）当点P在△ABC内时，结论H1
 ＋H2
 ＋H3
 ＝H仍然成立．理由如下：连接PA，PB，PC因为S△ABP
 ＋S△BCP
 ＋S△ACP
 ＝S△ABC
 ，所以[image: ]
 AB×PD＋[image: ]
 BC×PF＋[image: ]
 CA×PE＝[image: ]
 BC×AM．因为△ABC是等边三角形，所以AB＝BC＝CA，PD＋PF＋PE＝AM，即H1
 ＋H2
 ＋H3
 ＝H．

（2）当点P在△ABC外时，结论H1
 ＋H2
 ＋H3
 ＝H不成立．此时，它们的关系是H1
 ＋H2
 －H3
 ＝H．理由如下：连接PA，PB，PC．因为S△ABP
 －S△BCP
 ＋S△ACP
 ＝S△ABC
 ，所以[image: ]
 AB×PD－[image: ]
 BC×PF＋[image: ]
 CA×PE＝[image: ]
 BC×AM．因为△ABC是等边三角形，所以AB＝BC＝CA，PD－PF＋PE＝AM，即H1
 ＋H2
 －H3
 ＝H．

3．（1）过点M作MP∥AC，交BC于点P．在正△ABC中，因为AB＝BC，MP∥AC，所以PC＝AM＝x．又因为AM＝CN，所以PC＝CN．因为MP∥AC，所以∠MPB＝∠ACB＝60°．而∠B＝60°，所以∠MPB＝∠B．MP＝BM＝4－x．y＝[image: ]
 （4－x），即y＝－[image: ]
 x＋2．定义域为0＜x＜4．

（2）作MH⊥BC，垂足为点H，DK⊥BC，垂足为点K．可得MH＝2DK．因为四边形BCDM的面积等于△DCN面积的4倍，所以△BMN的面积等于△DCN面积的5倍．[image: ]
 （4＋x）·MH＝5×[image: ]
 x·DK．所以x＝[image: ]
 ．

（3）线段DE的长不会改变．

①当点M在边AB上时，点D在边AC上．因为∠AEM＝90°，∠A＝60°，AM＝x，所以AE＝[image: ]
 x．[image: ]
 ．

②当点M在边AB的延长线上时，点D在边AC的延长线上．过点M作MP∥AC，交直线BC于点P．所以MP＝BM＝BP＝x－4．CP＝CN＝x．CD＝[image: ]
 x－2．AD＝4＋[image: ]
 x－2＝[image: ]
 x＋2．又因为AE＝[image: ]
 x，所以DE＝AD－AE＝[image: ]
 x＋2－[image: ]
 x＝2．综上所述，DE＝2，即线段DE的长不会发生改变．

4．方法一：（1）因为∠C＝90°，∠A＝30°，所以∠B＝60°，因为四边形PBDE为等腰梯形且PE∥BD，所以PB＝ED，∠BDE＝∠B＝60°，∠BDP＝∠DPE＝30°，∠EDP＝30°，PE＝ED＝PB，设PE＝x，则ED＝PB＝x，且AP＝2x，由AP＋PB＝AB得3x＝4，所以x＝[image: ]
 ，即AP＝[image: ]
 ．

方法二：（1）设AP＝x，则BP＝4－x，因为∠C＝90°，∠A＝30°，所以∠B＝60°，因为PE∥BC，所以∠B＋∠BPE＝180°，因为∠EPD＝30°，所以∠BPD＝90°，在Rt△ABC中，因为∠C＝90°，∠A＝30°，AB＝4，所以BC＝2，在Rt△BPD中，因为∠BPD＝90°，∠B＝60°，BP＝4－x，所以BD＝8－2x，CD＝6－2x，因为四边形PBDE为等腰梯形，所以ED＝BP＝4－x，∠EDB＝∠B＝60°，2CD＝ED，即12－4x＝4－x，所以x＝[image: ]
 ，即AP＝[image: ]
 ．

[image: ]
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（2）可能．如参图4-9所示，因为PE∥BC，所以当PE＝BD时四边形PBDE为平行四边形，此时点D在线段BC上．所以设AP＝x，则BP＝4－x，BD＝8－2x，CD＝2－BD＝2x－6，ED＝BP＝4－x，因为∠EDC＝∠B＝60°，所以2CD＝ED，即4x－12＝4－x，所以x＝[image: ]
 ，即AP＝[image: ]
 ．

（3）3＜AP＜4．

5．（1）过A作AE⊥BC垂足为E，过D作DF⊥BC垂足为F．易证AD∥DF．因为AD∥EF，所以四边形AEFD是平行四边形，EF＝AD＝5，AE＝DF，因为AB＝CD＝5，所以Rt△ABE≌Rt△DCF，BE＝CF，因为BE＋CF＝BC－EF＝6，所以BE＝CF＝3，在Rt△ABE中，AE＝[image: ]
 ＝4，因为SABQP
 ＝[image: ]
 （AP＋BQ）·AE，PD＝x，AP＝5－x，BQ＝2x，所以y＝[image: ]
 （5－x＋2x）×4＝10＋2x，定义域为0＜x＜5．

（2）同（1）理SQCDP
 ＝[image: ]
 （CQ＋PD）·AE＝[image: ]
 （x＋11－2x）×4＝22－2x．因为SABQP
 ＝SQCDP
 ，所以10＋2x＝22－2x，解得x＝3．所以当四边形ABQP与四边形QCDP的面积相等时x＝3．

（3）当四边形ABQP是平行四边形时，PQ＝AB，此时AP＝BQ，可得5－x＝2x，解得x＝[image: ]
 ．当四边形QCDP是平行四边形时，可得PQ＝CD，因为CD＝AB，所以PQ＝AB．此时PD＝CQ，可得x＝11－2x解得x＝[image: ]
 ．综上所述，在移动的过程中，当x＝[image: ]
 或[image: ]
 时，PQ＝AB．

[image: ]
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6．（1）如参图4-10所示，因为直线y＝kx与双曲线y＝－[image: ]
 交于点A，且点A的横坐标为－[image: ]
 ，所以y＝[image: ]
 ，则点A坐标为[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，k＝－1．

（2）因为直线y＝－x向上平移4个单位得到直线BC，所以解析式为y＝－x＋4．

①如以OB为边：（a）当四边形OBDP为菱形时，则点P在直线y＝－x上，所以OP＝OB＝4，解得点P坐标P1
 （[image: ]
 ，[image: ]
 ），P2
 （[image: ]
 ）．（b）当四边形OBPD为菱形时，点D与点C重合，解得P3
 （4，4）．

②如以OB为对角线，则点P在直线y＝－x上，解得P4
 （2，－2）．

综上所求，点P的坐标为P1
 （[image: ]
 ），P2
 （[image: ]
 ），P3
 （4，4），P4
 （2，－2）．

7．（1）因为直线y＝－2x＋12分别与x轴、y轴交于点A、B，所以点A、B的坐标分别为（6，0）和（0，12）．因为点C是线段AB的中点，所以点C的坐标为（3，6）．设直线OC的解析式为y＝kx（k≠0），把C（3，6）代入得k＝2，所以直线OC的解析式为y＝2x，把点D的纵坐标4代入得x＝2，所以点D的坐标为（2，4）．设直线AD的解析式为y＝kx＋b（k≠0），把A（6，0）和D（2，4）代入解得k＝－1，b＝6，所以直线AD的解析式为y＝－x＋6．

[image: ]
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（2）因为菱形可以理解成两个全等的等腰三角形组成的，所以先在直线AD上找到点P使得△AOP是等腰三角形，然后根据对称性再找到点Q的坐标．设点P的坐标为（x，－x＋6）（如参图4-11（a）所示），因为OA＝PA，所以（x－6）2
 ＋（x－6）2
 ＝36，解得x＝6±3[image: ]
 ，所以点P1
 和P2
 的坐标分别为（[image: ]
 ）和（[image: ]
 [image: ]
 ）．因为PQ＝AO，所以点Q1
 和Q2
 的坐标分别为（[image: ]
 ）和（[image: ]
 ）．如参图4-11（b）所示，因为OA＝PO，所以点P3
 的坐标为（0，6），所以点Q3
 的坐标为（6，6）．因为PA＝PO，所以点P4
 的坐标为（3，3），所以点Q4
 的坐标为（3，－3）．

猜想证明

1．（1）略．

（2）EF＝DF－BE．

[image: ]
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（3）EF＝DF－BE．如参图4-12所示，证明：在DC上截取DG，使DG＝BE，连接AG．因为∠D＋∠ABC＝180°，∠ABC＋∠ABE＝180°，所以∠ABE＝∠ADF．因为AB＝AD，所以△ABE≌△ADG．所以∠EAB＝∠GAD，连接AF，因为∠DAG＋∠BAF＝∠BAE＋∠BAF＝∠EAF＝[image: ]
 ∠BAD．所以∠GAF＝∠EAF．因为AF＝AF，所以△AFG≌△AFE．所以FG＝EF，因为FG＝DF－DG，所以EF＝DF－BE．

（4）△CEF的周长：CE＋EF＋FC＝EF＋FC＋BE＋BC＝FD＋2＋4＝9＋2＋4＝15．

2．（1）EG＝CG，EG⊥CG．

[image: ]
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（2）EG＝CG，EG⊥CG．证明，如参图4-13所示，延长FE交DC延长线于M，连MG．因为∠AEM＝90°，∠EBC＝90°，∠BCM＝90°，所以四边形BEMC是矩形．BE＝CM，∠EMC＝90°，又因为BE＝EF，所以EF＝CM．因为∠EMC＝90°，FG＝DG，所以MG＝[image: ]
 FD＝FG．因为BC＝EM，BC＝CD，所以EM＝CD．因为EF＝CM，所以FM＝DM，∠F＝45°．又FG＝DG，∠CMG＝[image: ]
 ∠EMC＝45°，所以∠F＝∠GMC．△GFE≌△GMC．EG＝CG，∠FGE＝∠MGC．因为∠FMC＝90°，MF＝MD，FG＝DG，所以MG⊥FD，∠FGE＋∠EGM＝90°，∠MGC＋∠EGM＝90°，即∠EGC＝90°，所以EG⊥CG．

3．（1）CG＝EG

（2）（1）中结论没有发生变化，即EG＝CG．证明：如参图4-14所示，连接AG，过G点作MN⊥AD于M，与EF的延长线交于N点．在△DAG与△DCG中，因为AD＝CD，∠ADG＝∠CDG，DG＝DG，所以△DAG≌△DCG．AG＝CG．在△DMG与△FNG中，因为∠DGM＝∠FGN，FG＝DG，∠MDG＝∠NFG，所以△DMG≌△FNG．MG＝NG，在矩形AENM中，AM＝EN．在Rt△AMG与Rt△ENG中，因为AM＝EN，MG＝NG，所以△AMG≌△ENG．AG＝EG．所以EG＝CG．

[image: ]
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（3）（1）中的结论仍然成立（如参图4-15所示）．

[image: ]
参图4-15



4．（1）判断：EN＝MF，点F在直线NE上．

证明：如参图4-16（a）所示，连接DE、DF、EF．因为△ABC是等边三角形，所以AB＝AC＝BC．又因为D、E、F是三边的中点，所以DE、DF、EF为△ABC的中位线．DE＝DF＝EF，∠FDE＝∠DFE＝60°．因为△DMN是等边三角形，所以∠MDN＝60°，DM＝DN．∠FDE＋∠NDF＝∠MDN＋∠NDF，∠MDF＝∠NDE．在△DMF和△DNE中，DF＝DE，∠MDF＝∠NDE，DM＝DN，所以△DMF≌△DNE．MF＝NE．设EN与BC交点为P，连接NF．由△ABC是等边三角形且D、F分别是AB、BC的中点可得△DBF是等边三角形，所以∠MDN＝∠BDF＝60°，∠MDN－∠BDN＝∠BDF－∠BDN，即∠MDB＝∠NDF．在△DMB和△DNF中，DM＝DN，∠MDB＝∠NDF，DB＝DF，所以△DMB≌△DNF．∠DBM＝∠DFN．因为∠ABC＝60°，所以∠DBM＝120°，∠NFD＝120°．∠NFD＋∠DFE＝120°＋60°＝180°．所以N、F、E三点共线，所以F与P重合，F在直线NE上．

[image: ]
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（2）成立．证明：如参图4-16（b）所示，连接DE、DF、EF．因为△ABC是等边三角形，所以AB＝AC＝BC．又因为D，E，F是三边的中点，所以DE，DF，EF为△ABC的中位线．DE＝DF＝EF，∠FDE＝60°．又因为∠MDF＋∠FDN＝60°，∠NDE＋∠FDN＝60°，所以∠MDF＝∠NDE．在△DMF和△DNE中，DF＝DE，∠MDF＝∠NDE，DM＝DN，所以△DMF≌△DNE．MF＝EN．

（3）MF＝EN仍成立（如参图4-16（c）所示）．

第五部分　函数解析式的确定

动点求函数解析

1．（1）证明：由题意可得：△ABD≌△ABE，△ACD≌△ACF．所以∠DAB＝∠EAB，∠DAC＝∠FAC，又∠BAC＝45°，所以∠EAF＝90°．又因为AD⊥BC，所以∠E＝∠ADB＝90°，∠F＝∠ADC＝90°．又因为AE＝AD，AF＝AD，所以AE＝AF．四边形AEGF是正方形．

（2）设AD＝x，则AE＝EG＝GF＝x，因为BD＝2，DC＝3，所以BE＝2，CF＝3，BG＝x－2，CG＝x－3，在Rt△BGC中，BG2
 ＋CG2
 ＝BC2
 ，所以（x－2）2
 ＋（x－3）2
 ＝52
 ，化简得，x2
 －5x－6＝0，解得x1
 ＝6，x2
 ＝－1（舍），所以AD＝x＝6．

2．（1）因为∠A＝90°，AB＝AC，所以∠B＝∠C＝45°．因为PQ⊥BC，所以∠PQB＝90°，因为∠B＝45°，所以∠B＝∠BPQ＝45°，所以PQ＝BQ．

（2）因为BP＝x，BQ＝PQ，PQ⊥BQ，由勾股定理得BQ＝PQ＝[image: ]
 x，因为∠A＝90°，AB＝AC＝1，由勾股定理得CB＝[image: ]
 ，所以CQ＝[image: ]
 ．因为QR⊥AC，由勾股定理得y＝1－[image: ]
 x，x的取值范围0＜x＜1．

[image: ]
参图5-1



（3）如参图5-1所示，因为PR∥BC，∠A＝90°，AB＝AC，所以AP＝AR．因为AR＝[image: ]
 ，AP＝AB－BP＝1－x，所以得到方程[image: ]
 ＝1－x，解得x＝[image: ]
 ．所以当x＝[image: ]
 的时候，PR∥BC．

3．（1）证明：因为BP＝BC，所以∠BPC＝∠BCP，又因为PQ⊥PC，所以∠BPC＋∠BPQ＝90°，∠BCP＋∠Q＝90°，∠BPQ＝∠Q，BQ＝BP．

（2）因为∠A＝30°时，设BP＝x，BQ＝y，作PH⊥CB交BC边于点H，由CP2
 ＝PH2
 ＋CH2
 ，得CP2
 ＝[image: ]
 ，PQ2
 ＝PH2
 ＋HQ2
 ，得PQ2
 ＝[image: ]
 ，CP2
 ＋PQ2
 ＝CQ2
 得[image: ]
 ，所以y关于x的函数解析式为：y＝[image: ]
 ，定义域为1＜x＜4．

4．（1）因为EF⊥AE，所以∠DEA＋∠CEF＝90°，因为∠D＝90°，所以∠DEA＋∠DAE＝90°，∠DAE＝∠CEF．

[image: ]
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（2）如参图5-2所示，在DA上截取DG＝DE，连接EG，因为AD＝CD，所以AG＝CE，因为∠D＝90°，所以∠DGE＝45°，∠AGE＝135°．因为AB∥DC，∠B＝45°，所以∠ECF＝135°，∠AGE＝∠ECF，又因为∠DAE＝∠CEF，所以△AGE≌△ECF，AE＝EF．

（3）CE＝3或CE＝5．

5．（1）过C作CE⊥AB于E，则CD＝AE＝3，CE＝4，可得BC＝5，所以梯形ABCD的周长为18．PQ平分ABCD的周长，所以x＋y＝9，因为0≤y≤6，所以3≤x≤9，所求关系式为：y＝－x＋9（3≤x≤9）．

（2）梯形ABCD的面积为18．当P不在BC边上，则3≤x≤7．

①当3≤x＜4时，P在AD边上，S△APQ
 ＝[image: ]
 xy．如果线段PQ能平分梯形ABCD的面积，则有[image: ]
 xy＝9．可得[image: ]
 ，解得[image: ]
 ．（x＝6，y＝3舍去）．

②当4≤x≤7时，点P在DC边上，此时SADPQ
 ＝[image: ]
 ×4（x－4＋y）．如果线段PQ能平分梯形ABCD的面积，则有[image: ]
 ×4（x－4＋y）＝9，可得[image: ]
 ．此方程组无解．所以当x＝3时，线段PQ能平分梯形ABCD的面积．

6．（1）①y＝3－2x；定义域：0＜x＜[image: ]
 ．

②证明：在Rt△ECB和Rt△EDB中，∠ECB＝∠EDB＝90°．因为点F是BE的中点，所以CF＝DF＝[image: ]
 BE＝BF．∠FCB＝∠CBF，∠FDB＝∠DBF．∠CFE＝2∠CBF，∠DFE＝2∠DBF．∠CFE＋∠DFE＝2（∠CBF＋∠DBF）．即∠CFD＝2∠CBA．因为∠A＝60°，所以∠ABC＝90°－60°＝30°．∠CFD＝60°．所以△CDF是等边三角形．

（2）AD＝1或2．

7．（1）因为∠C＝90°，∠B＝30°，所以∠A＝60°，因为AD平分∠CAB，所以∠BAD＝30°＝∠B，AD＝DB．

（2）因为BF＝y＝AB－AF＝12－AF，因为EF⊥AB，∠A＝60°，所以∠AEF＝30°，AF＝[image: ]
 AE＝[image: ]
 （AC－CE）＝[image: ]
 （6－x），y＝12－[image: ]
 （6－x）＝9＋[image: ]
 x，解析式为y＝9＋[image: ]
 x．

（3）因为∠DEF＝90°，所以∠EDA＝∠BAD＝∠EAD＝30°，∠EDC＝30°，AE＝ED＝2EC，因为AE＋EC＝AC＝6，所以EC＝2．当EC＝x＝2时，y＝10，即BF＝10．

8．（1）证明：因为∠A＝30°，所以DE⊥AB，所以∠EDF＝120°，所以∠DEF＝∠DFE＝30°，所以PEF＝60°，所以∠APF＝30°，∠APF＝∠A＝30°，所以AF＝PF．

（2）证明：在Rt△ABC和Rt△ADE中，∠A＝30°，所以[image: ]
 ，DF＝DE＝[image: ]
 ，PF＝AF＝x＋[image: ]
 ，FC＝AC－AF＝6－[image: ]
 x，FG＝FC＝6－[image: ]
 x，y＝GP＝GF－PF＝[image: ]
 －[image: ]
 x＝6－3x（0＜x＜2）．

（3）因为点P到AC的距离等于线段BP的长，所以P在∠ACB的角平分线上，PG＝PF．即y＝6－3x＝[image: ]
 ，解得x＝[image: ]
 ．

9．（1）证明：因为∠BAC＝90°AB＝AC＝6，D为BC中点，所以∠BAD＝∠DAC＝∠B＝∠C＝45°．AD＝BD＝DC．因为AE＝CF，所以△AED≌△CFD．

（2）依题意有：FC＝AE＝x，因为△AED≌△CFD，所以S四边形AEDF
 ＝S△AED
 ＋S△ADF
 ＝S△CFD
 ＋S△ADF
 ＝S△ADC
 ＝9，S△EDF
 ＝S四边形AEDF
 －S△AEF
 ＝9－[image: ]
 （6－x）x＝[image: ]
 x2
 －3x＋9，所以y＝[image: ]
 x2
 －3x＋9．

[image: ]
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（3）如参图5-3所示，由题意得：AF＝BE＝x－6，AD＝DB，∠ABD＝∠DAC＝45°，所以∠DAF＝∠DBE＝135°，所以△ADF≌△BDE，S△ADF
 ＝S△BDE
 ，S△EDF
 ＝S△EAF
 ＋S△ADB
 ，9＋[image: ]
 （x－6）x＝[image: ]
 x2
 －3x＋9，所以y＝[image: ]
 x2
 －3x＋9．

10．（1）连接AC．在菱形ABCD中，因为AB＝BC，∠B＝60°，所以△ABC是等边三角形．所以AC＝AB，∠BAC＝∠BCA＝60°．因为∠PAQ＝60°，所以∠BAP＝∠CAQ．因为AB∥CD，∠B＝60°，所以∠BCD＝120°．∠ACQ＝∠B＝60°．△ABP≌△ACQ．AP＝AQ．△APQ是等边三角形．

（2）由△APQ是等边三角形，得AP＝PQ＝y．作AH⊥BC于点H，由AB＝4，BH＝2，∠B＝60°，得AH＝2[image: ]
 ．所以y＝[image: ]
 ，即y＝[image: ]
 ．定义域为x≥0．

（3）①当点P在边BC上时，因为PD⊥AQ，AP＝PQ，所以PD垂直平分AQ．AD＝DQ．CQ＝0．又因为BP＝CQ，所以BP＝0．

②当点P在边BC的延长线上时，同理可得BP＝8．综上所述，BP＝0或BP＝8．

11．（1）证明：因为△ABC和△ADE是等边三角形，所以AB＝AC，AD＝AE，∠BAC＝∠DAE＝60°．∠BAD＝∠CAE．△BAD≌△CAE．所以∠ACE＝∠B＝60°．因为∠B＝∠ACB＝60°，所以∠BCE＝120°．所以∠B＋∠BCE＝180°，BF∥CE．因为EF∥BC，所以四边形BCEF是平行四边形．

（2）因为四边形BCEF是平行四边形，△BAD≌△CAE，所以BF＝CE＝BD＝x，因为EF∥BC，所以∠AGF＝∠ACB＝∠FAG＝60°，FG＝AF＝8－x，y关于x的函数解析式为y＝8－x，定义域为0＜x＜8．

[image: ]
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（3）如参图5-4所示，过点A作AH⊥BC，垂足为H，BH＝[image: ]
 BC＝4，所以AH2
 ＝AB2
 －BH2
 ＝82
 －42
 ＝48，DH＝[image: ]
 ＝[image: ]
 ＝1．

当x＝BH－DH＝4－1＝3时，FG＝8－3＝5．

当x＝BH＋DH＝4＋1＝5时，FG＝8－5＝3．

[image: ]
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12．（1）如参图5-5所示，过D作DH⊥BC，DH与EF、BC分别相交于点G、H．因为梯形ABCD中，∠B＝90°，所以DH∥AB．又因为AD∥BC，所以四边形ABHD是矩形．因为∠C＝45°，所以∠CDH＝45°，CH＝DH＝AB＝8．AD＝BH＝BC－CH＝6．

（2）因为DH⊥EF，∠DFE＝∠C＝∠FDG＝45°，所以FG＝DG＝AE＝x，因为EG＝AD＝6，所以EF＝x＋6．因为PE＝PF，EF∥BC，所以∠PFE＝∠PEF＝∠PMM＝∠PNM，PM＝PN．过点P作QR⊥EF，QR与EF、MN分别相交于Q、R，因为∠MPN＝∠EPF＝90°，QR⊥MN，所以PQ＝[image: ]
 EF＝[image: ]
 （x＋6），PR＝[image: ]
 MN＝[image: ]
 y．因为QR＝BE＝8－x，所以[image: ]
 （x＋6）＋[image: ]
 y＝8－x．y关于x的函数解析式为y＝－3x＋10．定义域为1≤x＜[image: ]
 ．

（3）当点P在梯形ABCD内部时，由MN＝2及（2）的结论得2＝－3x＋10，AE＝x＝[image: ]
 ，所以S梯形AEFD
 ＝[image: ]
 （AD＋EF）·AE＝[image: ]
 ．当点P在梯形ABCD外部时，由MN＝2及与（2）相同的方法得：[image: ]
 （x＋6）－[image: ]
 ×2＝8－x，AE＝x＝4，所以S梯形AEFD
 ＝[image: ]
 （AD＋EF）·AE＝[image: ]
 （6＋6＋4）×4＝32．

图形运动求函数解析式

1．（1）在Rt△ABC中，∠C＝90°，所以[image: ]
 ，AC＝[image: ]
 AB，∠B＝30°．因为QR∥AB，所以∠CRQ＝∠B＝30°，∠PRQ＝∠CRQ＝30°．

（2）在Rt△ABC中，∠C＝90°，∠B＝30°．所以∠A＝60°，同理，可得∠CQR＝60°，∠PQR＝60°，所以∠AQP＝180°－60°－60°，∠APQ＝60°．AQ＝PQ＝CQ．x＝3[image: ]
 －x．所以x＝[image: ]
 ．

（3）y＝3x；定义域：0＜x＜[image: ]
 ．

2．（1）△BEF≌△MEF，根据翻折得到△ABE≌△DEM．

（2）因为△BEF≌△MEF，所以BE＝ME，BE2
 ＝ME2
 ，因为∠A＝∠D＝90°，所以AE2
 ＋AB2
 ＝DM2
 ＋DE2
 ．因为AB＝CD＝2，AD＝3，CM＝x，AE＝y，所以代入得y2
 ＋4＝（2－x）2
 ＋（3－y）2
 ，解得y＝[image: ]
 ，定义域0＜x＜2．

（3）因为∠BEM＝90°所以∠AEB＝180°－90°－∠DEM＝∠DME，所以∠ABE＝∠DME，在△ABE与△DEM中，因为∠ABE＝∠DME，∠A＝∠D，BE＝ME，所以△ABE≌△DME，AE＝DM，AB＝DE，所以2＝3－y，y＝1．当y＝1时，1＝2－x，x＝1，所以CM＝1时∠BEM＝90°．

3．（1）C（0，2），A（2，0），[image: ]
 ．

（2）设C（0，y）由题意知B（0，4），A（2，0）且BC＝CA，把B、A两点坐标代入得4－y＝[image: ]
 ，解得y＝[image: ]
 ，所以C（0，[image: ]
 ）．

（3）设C（0，y），B′（x，0）由题意知BC＝B′C代入得4－y＝[image: ]
 ，整理得y＝2－[image: ]
 （0≤x≤2）．

4．（1）变小．

（2）问题①：因为∠B＝90°，∠A＝30°，BC＝5厘米，所以AC＝10厘米．因为∠FDE＝90°，∠DEF＝45°，DE＝3厘米，所以DF＝3厘米．连接FC，设FC∥AB，所以∠FCD＝∠A＝30°．在Rt△FDC中，DC＝3[image: ]
 厘米，所以AD＝AC－DC＝（10－3[image: ]
 ）厘米．

问题②：设AD＝x，在Rt△FDC中，FC2
 ＝DC2
 ＋FD2
 ＝（10－x）2
 ＋9．

当FC为斜边时，由AD2
 ＋BC2
 ＝FC2
 得，x2
 ＋52
 ＝（10－x）2
 ＋9，x＝[image: ]
 ．

当AD为斜边时，由FC2
 ＋BC2
 ＝AD2
 得，（10－x）2
 ＋9＋52
 ＝x2
 ，x＝[image: ]
 ．

当BC为斜边时，由AD2
 ＋FC2
 ＝BC2
 得，x2
 ＋（10－x）2
 ＋9＝52
 ，Δ＝100－168＜0，所以此方程没有实数根．

综上所述，当x＝[image: ]
 或x＝[image: ]
 时，以线段AD、FC、BC的长度为三边长的三角形是直角三角形．

5．（1）因为EF垂直平分AD，所以AE＝DE，AF＝DF．C△BDE
 ＋C△CDF
 ＝BE＋BD＋DE＋CD＋DF＋CF＝BC＋AC＋AB．因为BC＝AC＝AB＝4，所以C△BDE
 ＋C△CDF
 ＝12．

（2）因为CD＝x，BC＝4，所以BD＝4－x．因为DE＝AE，所以C△BDE
 ＝AB＋BD，即y＝8－x．定义域为0＜x＜4．

（3）因为△ABC是等边三角形，所以∠B＝60°．

①当∠BED＝90°时，∠BDE＝30°，所以BE＝[image: ]
 BD＝[image: ]
 （4－x），DE＝[image: ]
 （4－x），因为BE＋DE＝4，所以[image: ]
 （4－x）＋[image: ]
 （4－x）＝4，解得x＝8－4[image: ]
 ．

②当∠EDB＝90°时，∠BED＝30°，所以BE＝2BD＝2（4－x），DE＝[image: ]
 （4－x），因为BE＋DE＝4，所以2（4－x）＋[image: ]
 （4－x）＝4，解得x＝4[image: ]
 －4．

综上所述，当△BDE是直角三角形时，CD的长为8－4[image: ]
 或4[image: ]
 －4．

6．（1）由题意知B′E＝x，CE＝6－x，在Rt△EB′C中，B′E2
 ＝CE2
 ＋B′C2
 ，即y2
 ＋（6－x）2
 ＝x2
 ，化简得y＝[image: ]
 （3≤x≤6）．

（2）由题意知∠A＝30°，∠FB′E＝60°．

当∠AFB′＝90°时，有∠EB′C＝60°，得∠B′EC＝30°，B′C＝[image: ]
 B′E，即[image: ]
 ，x＝24±12[image: ]
 ．

当∠AB′F＝90°时，有∠EB′C＝30°，EC＝[image: ]
 B′E，即6－x＝[image: ]
 x，x＝4．因为3≤x≤6，所以x＝24＋12[image: ]
 舍去．

综上所述，x＝4或24－12[image: ]
 时，△AFB′是直角三角形．

7．（1）证明：因为在Rt△ABC中，∠ACB＝90°，M是BD的中点，所以CM＝[image: ]
 BD．同理ME＝[image: ]
 BD．所以CM＝EM．

（2）因为在Rt△ABC中，∠ACB＝90°，∠A＝30°，BC＝[image: ]
 ，所以AB＝2BC＝2[image: ]
 ．由勾股定理得AC＝3．因为AD＝x，所以CD＝3－x．在Rt△BCD中，∠BCD＝90°，所以BD2
 ＝BC2
 ＋CD2
 ．所以BD＝[image: ]
 ．因为CM＝[image: ]
 BD，CM＝y，所以y＝[image: ]
 （0＜x＜3）．

（3）不变．因为M是Rt△BCD斜边BD的中点，所以MB＝MC，所以∠MBC＝∠MCB．所以∠CMD＝∠MBC＋∠MCB＝2∠MBC．因为M是Rt△BED斜边BD的中点，同理可得∠EMD＝2∠MBE．∠CMD＋∠EMD＝2∠MBC＋2∠MBE＝2（∠MBC＋∠MBE）＝2∠ABC，即∠CME＝2∠ABC＝120°．因为MC＝ME，所以∠MCE＝∠MEC＝30°．

8．（1）连接AC（如参图5-6（a）所示）．由四边形ABCD是菱形，∠B＝60°，易得：BA＝BC，∠BAC＝∠DAC＝60°，∠ACB＝∠ACD＝60°．所以△ABC是等边三角形．AB＝AC．又因为∠BAE＋∠MAC＝60°，∠CAF＋∠MAC＝60°，所以∠BAE＝∠CAF．在△ABE和△ACF中，因为∠BAE＝∠CAF，AB＝AC，∠B＝∠ACF，所以△ABE≌△ACF（A．S．A）．BE＝CF．

[image: ]
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（2）过点A作AH⊥CD，垂足为H（如参图5-6（b）所示）．在Rt△ADH中，∠D＝60°，∠DAH＝90°－60°＝30°，所以DH＝[image: ]
 AD＝[image: ]
 ×6＝3．[image: ]
 ．又CF＝BE＝x，DF＝6－x，所以y＝[image: ]
 ×（6－x）×（3[image: ]
 ），即[image: ]
 （0＜x＜6）．

（3）如参图5-6（c）所示，连接BD，易得∠ADB＝[image: ]
 ∠ADC＝30°．当四边形BDFA是平行四边形时，AF∥BD．所以∠FAD＝∠ADC＝30°．∠DAE＝60°－30°＝30°，∠BAE＝120°－30°＝90°．在Rt△ABE中，∠B＝60°，∠BEA＝30°，AB＝6．易得：BE＝2AB＝2×6＝12．

点在线段及其延长线上分类讨论

1．（1）连接BE，点D是AB中点且DE⊥AB，BE＝AE，因为∠A＝30°，∠ABE＝30°，∠CBE＝∠B－∠ABE＝30°，又因为∠C＝90°，所以CE＝[image: ]
 BE＝[image: ]
 AE．因为AC＝6，所以CE＝2．

（2）连接BE，则AE＝BE＝6－y，在Rt△BCE中，由勾股定理得BC2
 ＋CE2
 ＝BE2
 ，即x2
 ＋y2
 ＝（6－y）2
 ，解得y＝3－[image: ]
 （0＜x≤6）

（3）当点E在线段AC上时，由（2）得1＝3－[image: ]
 ，解得x＝2[image: ]
 （负值已舍）．当点E在AC延长线上时，AE＝BE＝7，在Rt△BCE中，由勾股定理得BC2
 ＋CE2
 ＝BE2
 ，即x2
 ＋12
 ＝72
 ．解得x＝4[image: ]
 （负值已舍）．综上所述，满足条件的BC的长为2[image: ]
 ，4[image: ]
 ．

2．（1）证明：因为AD⊥BC∠BAD＝45°，所以∠ABD＝∠BAD＝45°，所以BD＝AD，因为AD⊥BC，所以∠C＋∠DAC＝90°，同理：∠C＋∠EBD＝90°，所以∠EBD＝∠DAC．在△BDE和△ADC中，∠BDE＝∠ADC＝90°，BD＝AD，∠EBD＝∠DAC，所以△BDE≌△ADC．

[image: ]
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（2）如参图5-7所示，同理可证△DAC≌△DBE，所以DC＝DE．

若∠BAC是锐角时，因为AE＝1，BD＝AD＝4，所以DC＝AD－AE＝3．

若∠BAC是钝角时，因为AE＝1，BD＝AD＝4，所以DC＝AE＋AD＝5．

3．（1）EF＝AF＋CE．如参图5-8（a）所示，因为四边形ABCD是正方形，所以AD＝DC，∠ADC＝90°，∠2＋∠3＝90°．因为AF⊥EF，所以∠2＋∠1＝90°．∠3＝∠1．因为∠AFD＝∠DEC＝90°，所以△AFD≌△DEC．AF＝DE，CE＝DF，因为EF＝DF＋DE，所以EF＝AF＋CE．

[image: ]
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（2）当点P在边BC上时，同理可证△AFD≌△DEC．所以CE＝DF＝x，AF＝DE＝y．在Rt△DEC中，DE2
 ＋CE2
 ＝CD2
 ，即x2
 ＋y2
 ＝4，所以y＝[image: ]
 ，函数的定义域为0＜x≤[image: ]
 ．

（3）如参图5-8（a），当点P在BC的延长线上时，CE＝DF＝1，CD＝2，由勾股定理得DE＝[image: ]
 ，所以EF＝DF＋DE＝[image: ]
 ＋1．

如参图5-8（b）所示，当点P在边BC上时，因为CE＝DF＝1，CD＝2，由勾股定理得DE＝[image: ]
 ，所以EF＝[image: ]
 －1．EF的长为[image: ]
 ＋1或[image: ]
 －1．

等腰三角形分类讨论

1．（1）证明：因为四边形ABCD为正方形，DA＝DC，∠ADB＝∠CDB，DE是公共边，所以△ADE≌△CDE．

（2）因为∠DAE＝∠DCE，∠DCE＝∠HCG，所以∠HFC＝∠HCF，所以∠HCG＝∠HGC，FH＝HC＝HG．

（3）因为△ECG是钝角三角形，所以只可能EC＝GC，设∠CEG＝∠EGC＝α，则∠BAE＝∠BCE＝2α，因为∠ECD＋∠ECB＝90°，所以α＝30°，所以x＝[image: ]
 ．

2．（1）当△BEF是等边三角形时，∠ABE＝30°，因为AB＝12，所以AE＝4[image: ]
 ．所以BF＝BE＝8[image: ]
 ．

（2）如参图5-9（a）所示，作EG⊥BF，垂足为点G．根据题意，得EG＝AB＝12，FG＝y－x，EF＝y．所以y2
 ＝（y－x）2
 ＋122
 ．所求的函数解析式为y＝[image: ]
 （0＜x＜12）．

[image: ]
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（3）因为∠AEB＝∠FBE＝∠FEB，所以点A′落在EF上．所以A′E＝AE，∠BA′F＝∠BA′E＝∠A＝90°．如参图5-9（b）所示，要使△A′BF成为等腰三角形，必须使A′B＝A′F．而A′B＝AB＝12，A′F＝EF－A′E＝BF－A′E，所以y－x＝12．所以[image: ]
 ＝12．整理得x2
 ＋24x－144＝0．解得x＝－12±12[image: ]
 ．经检验：x＝－12±12[image: ]
 都是原方程的根，但x＝－12－12[image: ]
 不符合题意，舍去．当AE＝12[image: ]
 －12时，△A′BF为等腰三角形．

[image: ]
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3．（1）如参图5-10所示，因为∠C＝90°，AC＝4，BC＝3，所以AB＝5，过点D作DH⊥AB，因为AD平分∠CAB，∠C＝90°，所以CD＝DH．因为AD＝AD，DH⊥AB，∠C＝90°，所以△ADC≌△ADH，AC＝AH＝4，所以BH＝1．在Rt△BDH中，DB2
 ＝DH2
 ＋HB2
 ，即（3－CD）2
 ＝CD2
 ＋1，解得CD＝[image: ]
 ．

（2）因为DH⊥AB，所以y＝[image: ]
 BP·DH＝[image: ]
 （0＜x＜5）函数图像是一条线段（图像略）．

（3）△DPB为等腰三角形，有以下三种情况：

情况一：当BD＝BP时，BP＝3－CD＝[image: ]
 ．

情况二：当DB＝DP时，作DH⊥AB，则PH＝HB＝1，所以BP＝2．

情况三：当PD＝PB时，设PB＝x，在Rt△PDH中，DP2
 ＝DH2
 ＋PH2
 ，即x2
 ＝（x－1）2
 ＋[image: ]
 ，解得x＝[image: ]
 ．

[image: ]
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4．如参图5-11所示，（1）设CH＝x，则BH＝4－x，在Rt△ABH中，AH2
 ＝AB2
 －BH2
 ．在Rt△ACH中，AH2
 ＝AC2
 －CH2
 ，所以AC2
 －CH2
 ＝AB2
 －BH2
 ，由17－x2
 ＝25－（4－x）2
 解得x＝1，所以CH的长为1．

（2）Rt△ABH中，AB＝5，BH＝3，由勾股定理得AH＝4．过点M作MD⊥AB，垂足为点D，因为BM平分∠ABC，MH⊥BC，所以△BMD≌△BMH．BD＝BH＝3，AD＝2．设DM＝MH＝a，在Rt△ADM中，a2
 ＋22
 ＝（4－a）2
 ，解得a＝[image: ]
 ．因为BP＝x，PC＝4－x．S△MPC
 ＝[image: ]
 PC·MH＝[image: ]
 ，所以y＝－[image: ]
 x＋3，函数定义域为（0＜x≤4）．

（3）因为△MPC是以MC为腰的等腰三角形，所以有两种情况：

情况一：当MC＝MP时，MH⊥PC，PH＝HC＝1，所以BP＝2．

情况二：当MC＝CP时，在Rt△MHC中，由勾股定理得MC＝[image: ]
 ，BP＝4－[image: ]
 ．所以BP的长为4－[image: ]
 和2．

5．（1）证明：①因为四边形ABCD是菱形，所以AB＝AD，∠1＝∠2，又因为AN＝AN，所以△ABN≌△ADN（如参图5-12（a）所示）．

[image: ]
参图5-12



②如参图5-12（a）所示，作MH⊥DA交DA的延长线于点H，由AD∥BC，得∠MAH＝∠ABC＝60°，在Rt△AMH中，∠AMH＝30°，因为AH＝[image: ]
 AM＝2，MH＝2[image: ]
 ，所以点M到AD的距离为2[image: ]
 ．

（2）因为∠ABC＝90°，所以菱形ABCD是正方形．此时，∠CAD＝45°．

情况一：若ND＝NA，则∠ADN＝∠NAD＝45°．此时，点M恰好与点B重合，得x＝6．

情况二：若ND＝DA，则∠DNA＝∠DAN＝45°．此时，点M恰好与点C重合，得x＝12．

情况三：如参图5-12（b）所示，若NA＝DA＝6，则∠1＝∠2．因为AD∥BC，得∠1＝∠4，又因为∠2＝∠3，所以∠3＝∠4，CM＝CN．由勾股定理得AC＝6[image: ]
 ．所以CM＝CN＝AC－AN＝6[image: ]
 －6．x＝12－（6[image: ]
 －6）＝18－6[image: ]
 ．

综上所述，当x＝6或12或18－6[image: ]
 时，△ADN为等腰三角形．

6．（1）S△ADC
 ＝[image: ]
 AC·DE＝[image: ]
 ×4·x＝2x，所以y关于x的函数解析式为y＝2x，函数定义域为0＜x≤4[image: ]
 ．

（2）因为Rt△ABC中，∠ACB＝90°，AC＝4，BC＝4[image: ]
 ，由勾股定理得AB＝8．点D移动到AB的中点时，CD是Rt△ABC中斜边的中线，所以CD＝[image: ]
 AB＝4．

（3）因为Rt△ABC中，∠ACB＝90°，AC＝[image: ]
 AB，所以∠B＝30°，若CD＝CB，则∠B＝∠CDB＝30°，与条件产生矛盾．△BCD为等腰三角形只存在两种情况．

情况一：当CD＝BD时，点D是AB中点，所以DE＝2[image: ]
 ．

情况二：当BC＝BD时，AD＝8－4[image: ]
 ，所以AE＝4－2[image: ]
 ，由勾股定理得DE＝4[image: ]
 －6．

[image: ]
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（4）在△CDE中，∠CED＝90°，所以有一个角是60°，可能是∠CDE或者∠DCE．如参图5-13所示，当∠CDE＝60°时，因为∠ADE＝∠B＝30°，所以CD⊥AB．BC＝2CD＝4[image: ]
 ，CD＝2DE＝2[image: ]
 ，DE＝[image: ]
 ．当∠DCE＝60°时，∠DCB＝∠B＝30°，则点D是AB中点，所以DE＝2[image: ]
 ．

7．（1）当点D在BC上时，四边形PEDC不可能为平行四边形．因为∠C＝90°，∠A＝30°，AP＝x，AB＝4，所以BP＝4－x，PE＝[image: ]
 x，BD＝2BP＝8－2x．因为BC＝2，所以CD＝6－2x．当点D在BC的延长线上时，PEDC为平行四边形（如图5-14（a）所示），所以PE＝CD，所以6－2x＝[image: ]
 x，解得x＝[image: ]
 ．

[image: ]
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（2）若△PED是等腰三角形，有三种情况．

如参图5-14（b）所示，当PE＝PD时，[image: ]
 ＝8－2x，解得x＝[image: ]
 ．

如参图5-14（c）所示，当PE＝DE时，∠EPD＝∠EDP＝30°，又因为PE∥BC，所以∠EPD＝∠PDB＝30°，∠DEC＝60°，四边形PEDB为等腰梯形，所以DE＝BP＝4－x．当PE＝DE时，[image: ]
 ＝4－x，解得x＝[image: ]
 ．

如参图5-14（d）所示，当PD＝DE时，∠DPE＝∠PED＝30°，过点D作DH⊥PE于点H．由勾股定理得PD＝[image: ]
 PH，所以PD＝[image: ]
 PE．因为BP＝4－x，所以BD＝2（4－x），由勾股定理得PD＝[image: ]
 （4－x）．所以[image: ]
 ，解得x＝[image: ]
 ．所以AP的长分别为[image: ]
 ．

8．（1）当点P在弧AB上运动时，OP保持不变，于是线段GO、GP、GH中，有长度保持不变的线段，这条线段是GH＝[image: ]
 NH＝[image: ]
 OP＝2．

（2）在Rt△POH中，[image: ]
 ，所以[image: ]
 ．在Rt△MPH中，[image: ]
 ，所以y＝GP＝[image: ]
 MP＝[image: ]
 （0＜x＜6）．

（3）△PGH是等腰三角形有三种可能情况：

①GP＝PH时，[image: ]
 ，解得x＝±[image: ]
 （x＝－[image: ]
 舍去）．经检验，x＝[image: ]
 是原方程的根，且符合题意．

②GP＝GH时，[image: ]
 ，解得x＝0．经检验，x＝0是原方程的根，但不符合题意．

③PH＝GH时，x＝2．

综上所述，如果△PGH是等腰三角形，那么线段PH的长为[image: ]


9．（1）证明：因为AB＝AD，所以∠ADB＝∠ABD，又因为∠A＋∠ABD＋∠ADB＝180°，所以∠A＝180°－∠ABD－∠ADB＝180°－2∠ABD＝2（90°－∠ABD），因为BC⊥AB，所以∠ABD＋∠CBD＝90°，即∠CBD＝90°－∠ABD，所以∠A＝2∠CBD．

（2）由点M（0，5）得AB＝5，由点Q点的横坐标是8，得AB＋BC＝8时，所以BC＝3．作DH⊥AB于H，因为AD＝5，DH＝BC＝3，所以AH＝4，因为AH＝AB－DC，所以DC＝AB－AH＝5－4＝1．

（3）如参图5-15（a）所示，点P在AB边上，作DH⊥AB，当PH＝BH时，△BDP是等腰三角形，此时，PH＝BH＝DC＝1，所以x＝AB－AP＝5－2＝3．如参图5-15（b）所示，点P在BC边上，当DP＝BP时，△BDP是等腰三角形，此时，BP＝x－5，CP＝8－x，因为在Rt△DCP中，CD2
 ＋CP2
 ＝DP2
 ，即1＋（8－x）2
 ＝（x－5）2
 ，所以x＝[image: ]
 ．点P在CD边上时，△BDP不可能为等腰三角形．点P在AD边上，有三种情况：

[image: ]
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情况一：如参图5-15（c）所示，当DP2
 ＝DB时，△BDP为等腰三角形，此时，x＝AB＋BC＋CD＋DP2
 ＝9＋[image: ]
 ．

情况二：如参图5-15图（d）所示，作BK⊥AD，当DK＝P1
 K时，△BDP为等腰三角形，此时，因为AB＝AD，所以∠ADB＝∠ABD，又因为AB∥DC，所以∠CDB＝∠ABD，∠ADB＝∠CDB，∠KBD＝∠CBD，KD＝CD＝1，DP1
 ＝2DK＝2，所以x＝AB＋BC＋CD＋DP1
 ＝5＋3＋1＋2＝11．

情况三：当点P与点A重合时，△BDP为等腰三角形，此时x＝0或14．
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