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内容提要

本书是大学数学分析课程的辅导用书，可用于数学分析课程的同步配套学习，也可作为报考硕士研究生读者朋友的数学分析复习指导用书。

全书分为八章，内容涉及极限、连续性、导数与微分、定积分、无穷级数与无穷乘积、多元微分学、多元积分学以及含参变量积分。内容的编排顺序基本上和通用的数学分析教材吻合。在素材选取的深度、难度和宽泛度上，比一般的数学分析基础教材有明显的提升。对较基础性的知识点，只是简要地加以介绍，而将重点放在解题思路的挖掘与提炼上。本书选取了较多有代表性的考研真题，最大程度地适应考研读者的需要。每章节配备的习题难度梯度明显，旨在拓宽基础、启发思维、熟练方法。

本书是作者十余年数学分析选论课程教学实践的结晶，其中不乏许多创新性的见解，同时也参考了大量的参考文献，尽力形成自己独特的风格。

本书还可供从事数学分析、高等数学教学的教师以及其他的数学爱好者参考阅读。


对数学的初浅感悟（代序）

“数学分析”是数学和应用数学、概率论与数理统计、信息与计算科学等专业的基础课程，是上述各专业的考研必考课，其重要性不言而喻。但是学生在学习的过程中，会遇到形形色色的困难。主要的困难是如何熟练地掌握数学分析的思想、方法和技巧。一方面数学分析基础教材里往往只涉及最基础和最核心的知识点；另一方面教学课时不断受到压缩，使得这门课程的整个长达三至四个学期的教学过程显得行色匆匆，学生疲于应付，做了大量的题目却可能仍不得要领。

如何从更高的视角纵览数学分析的概貌，梳理其间各个知识板块的关联与区别，如何去领悟有较高难度的解题思想，最终转化为学者自身的数学素养？这是笔者在多年数学分析以及续论课程中百思而欲慢慢得其解的难题。

就以求极限这个数学分析的入门课题说起吧。求极限怎么求是第一层问题；极限本质的ε-N语言的理解是第二层问题，然后才说得上求极限的高级、非常规技巧，比如从定积分去求和式极限，以及无穷级数和数列极限的关联性；最后还要上升到函数项级数、含参变量广义积分的一致收敛性。仅凭数学分析课程一晃而过的教学模式，学生往往学了后面忘了前面，更谈不上知识的有机融汇。慢慢地，学习数学分析就蜕化为机械地记忆解题方法、被动地应试，而其中最为核心的对数学思维前因后果、来龙去脉之整体的了解和领悟反而淡化了。更无暇去欣赏数学的美。

依笔者拙见，数学即是关于数量的美学。[image: alt]
 ，怎么得出的，为什么是这样的，有多少种不同的解决途径？都可以从审美的角度去理解、去欣赏。而令人奇怪的是，有限和式[image: alt]
 的和值当N充分大时反而难以精确计算，从这个意义上讲，有限形式只是从理念上比无限形式容易理解，涉及具体的计算时反而未必如此。更令人诧异的是[image: alt]
 当k为偶数时和值可以求得，但k为奇数时哪怕k＝3时和值之精确值也无人知晓。数学的世界为什么会有如此令人费解的奥妙？此真可谓“道可道，非常道”了。

从这个角度上讲，学习数学并非纯粹是解题方法的累积，首先必须是对数学奇妙世界的好奇，然后是执著的探索，末之才是方法的积累。有古语曰：“舍本逐末”，恰似置身股海而热衷追涨杀跌，而忘乎价值投资之本。所以股票市场有句统计意义上的名言：“一赢二平七个亏”。逐末者皆因不知本源何在之故。那么学习数学之本或狭而言之学习数学分析之本何在？这也是一个道可道、非常道的难题。老子枟道德经枠第四十一章又云：明道若昧，进道若退；大方无隅，大器晚成；大音希声；大象无形；道隐无名。夫唯道，善贷且成。既然本之难求，先逐末也不失为一个良策。在数学的学习过程中，看很多的参考书，“拿来”了许多其他人的解法、囫囵吞枣而不化、终被题海淹没，何也？初看乃法之不当，实乃境界之未达也！作者在课堂上经常跟学生言及：“动机高于技巧”，动机是本，技巧是末。尤其是不加消化的“拿来”之技巧，对提升数学之境界，裨益不大。

作者编撰本书，以领悟数学的美，培养数学探索的动机为最高准则，力争寓求索的乐趣于解题的过程之中。更不希望作为“拿来拿去”的样本。数学思想犹如种子，萌发于心才能昭华于外。

亲爱的读者朋友，当你读本书时，也请像裴礼文先生所告诫的：“先做再看”，哪怕是对于解答完备的例题，亦不要急于求成。作者不仅关注数学解题方法和技巧的积累，更崇尚数学思维和数学审美情趣的提升。若如斯，则吾心愿足矣！

记住，数学是人类理性精神的伊甸园。

当然，路漫漫其修远，让我们一起去求索吧！

在本书的编辑出版过程中，文字编辑黄勤女士和责任编辑杜希武先生对书稿提出了许多宝贵的修改建议并作了大量校正工作，他们一丝不苟的工作态度和高度的敬业精神令笔者深受感动，在此笔者对他们致以诚挚的感谢。





杨传林　　

2008年冬于浙江师范大学


第一章　极限论

极限理论是数学分析的入门和基础，是人们把握无限的金钥匙。不论是函数连续性、导数、定积分还是无穷级数这些数学分析的核心内容，无一例外地都通过极限来定义和推演。鉴于其在高等数学中的特殊重要地位，极限亦成为数学考研的必考内容之一。

求极限或证明极限的方法众多，灵活性强，题型也千变万化。中心问题无外乎两个：一是证明极限存在，二是求极限的值。人们在初学数学分析阶段却往往不易掌握各种解题方法的思想实质，而难以融会贯通地处理形形色色不同的问题。本章我们将着重介绍求证极限的各种思想方法和解题技巧，使读者在解决和分析极限题目时有一个宏观把握和灵活的策略。

§1.1　求证极限的基本方法

在求极限时一些常用的方法如变量代换、等价无穷小代换、有理化方法、柯西收敛准则以及无穷小量析出法等，我们不在此单独介绍，而是有机地穿插于相关的解题中。极限理论的核心和基本出发点是极限的ε-N，ε-δ语言定义。尤其是涉及极限的证明题时，从定义出发去分析和论证无疑是首要的路径。

一、利用极限的定义

例1　设数列｛xn
 ｝收敛于a，证明[image: alt]


分析　欲证[image: alt]
 ，考虑

[image: alt]


由于[image: alt]
 当n充分大时，｜xn
 －a｜就充分小，上述和式的构成项｜x1
 －a｜，｜x2
 －a｜，…，｜xn
 －a｜中后面的绝大部分项充分小，而前面不充分小的项则仅有少数几项，被分母n除后亦会充分小。

证明　因为[image: alt]
 ｛xn
 ｝是有界数列。｛xn
 －a｝也是有界数列，即存在正数M>0，使得∀n＝1，2，…，皆有｜xn
 －a｜≤M。

又∀ε>0，∃N1
 >0，stn>N1
 时，[image: alt]
 。于是当n>N1
 时，

[image: alt]


只要取[image: alt]
 ，n>N时，必有[image: alt]


此即证得[image: alt]


注　1．证明过程中其实采用了一种分段技术，性质不同的对象以不同的方法处理。

　　2．为了简化证明的书写，不妨先设a＝0，而对一般情形，可以作平移变换[image: alt]
 ，即等价转换为a＝0的命题。虽然对本题而言，此技巧显得无足轻重，但在下面例2中读者就不难发现其化简的威力。

　　3．a＝＋∞或－∞时相应结论仍成立，但证明须作一定修改，主要体现在对[image: alt]
 应作反向的缩小。留给读者练习。

　　4．逆命题显然不成立，大家不妨举出简单反例。但我们却有如下结论：若数列｛xn
 ｝满足[image: alt]


证明留待读者思考。

例2　设[image: alt]
 ，则[image: alt]


分析　若依照例1的常规思路，直接考虑

[image: alt]


分子中的构成项｜xk
 yn－k＋1
 －ab｜仅当k和n－k＋1都充分大时才会充分小，而在两端出现的若干项如｜x1
 yn
 －ab｜，｜xn
 y1
 －ab｜并不小，但显然有界M2
 ＋｜ab｜，于是分段时应将其分作三段。据此我们简要叙述一下证明概要。

证一　由[image: alt]
 ，知，∃M>0，st｜xn
 ｜≤M，｜yn
 ｜≤M，且∀ε>0，∃N1
 ，当n>N1
 时，同时有｜xn
 －a｜<ε和｜yn
 －b｜<ε。对项｜xk
 yn－k＋1
 －ab｜，只有k和n－k＋1皆大于N1
 时才能充分小。严格地，即当n>2N1
 ，N1
 <k<n－N1
 ＋1时，

[image: alt]


当n>2N1
 时，可将（1）式分成如下三段：

[image: alt]


[image: alt]


当n充分大时，上式右端第一项可以小于ε。若为了最后得到的是简洁的[image: alt]
 不等式，不妨将上述ε置换成[image: alt]
 ，∃N1
 ，当n>N1
 时，有[image: alt]
 ，再令[image: alt]
 或[image: alt]
 ，则当n>N时，必有[image: alt]
 。需要补充说明的是，这些外在的修修补补并非本质的。读者在学习过程中千万不要让这些形式上的繁琐掩盖问题的本质。只有这样，才能提纲契领地把握住主要矛盾，抓住解题的关键点。

上述证明方法体现了从极限ε-N定义出发证题必须具备的基本功。但证完了以后我们还应该深入想一想：难道只有这么麻烦的证明了吗？有没有别的捷径？下面提供一个简单得多的证明，请读者细心加以比较。

证二　先设a＝0，据例1证得结论，因为｛yn
 ｝有界M，故有。

[image: alt]


一般a≠0情形，令平移变换[image: alt]
 。已证得[image: alt]
 。即

[image: alt]


仍据例1结论

[image: alt]


于是得证

[image: alt]


从证二可以发现，例2其实是例1的推广或应用。这样一来，两个不同知识点就有机地结合起来。在这种融会贯通的证题中，知识就实现了浓缩。

二、迫敛性的应用

定理1　设[image: alt]
 ，且∃N，stn>N时，有an
 ≤cn
 ≤bn
 ，则[image: alt]


这就是我们常说的迫敛性或夹逼定理。当我们面对一个数列｛Cn
 ｝难以直接处理时，不妨尝试适当的放缩技术，去伪存真，去细存粗，抓住主要矛盾，使问题得以解决。

例3　（华中师大2001年）求极限

[image: alt]


分析　记[image: alt]
 ，易知[image: alt]
 关于k单调递增。

即得

[image: alt]


当n→＋∞时，上式左、右两端各趋于0和1，似乎无法利用迫敛性，原因在于放缩太过粗糙，应寻求更精致的放缩。

解　对[image: alt]
 各项的分母进行放缩，而同时分子保持不变。就得如下不等关系：

[image: alt]


令n→＋∞时，上式左、右两端各趋于[image: alt]
 ，得

[image: alt]


注　对极限[image: alt]
 而言，依上述思路：

[image: alt]


显然无法迫敛，而且亦找不到精致的放缩方式（为什么？），那么就应该另觅它途求解（参阅本节例12之注）。

例4　证明[image: alt]
 　（东北师范大学）

分析　记[image: alt]
 ，显然｛un
 ｝单调递减且恒正。

故　limun
 的存在性勿庸置疑，但单调有界原理无助于我们求得收敛数列的极限。现采用放缩法证明。

证明　因为[image: alt]


所以　[image: alt]


即得　[image: alt]


除了上述证法，我们若能联想到公式

[image: alt]


再由[image: alt]
 （证见§1.3例12），便可取得要证结论。

对于含有较多乘除因子、乘方的数列，我们还可以通过级数收敛性去分析。本例还有第三种证明方法，详见§1.2例7。

课堂练习：证明[image: alt]


例5　设xn
 >0（n＝1，2，…），且[image: alt]


分析　本题与例1中的算术平均的结果有异曲同工之处，若直接从ε-N定义出发考虑[image: alt]
 ，除了a＝0特殊情形尚可操作外，一般的情形就会很麻烦，甚至难于处理，平移变换也派不上用场。注意到取对数可使乘积运算化为加法运算，几何平均化为算术平均，我们可以得到证法一；若用放缩方法，仍然利用几何平均和算术平均及调和平均的相互关系，我们又能得到证法二。

证一　记[image: alt]


当a>0时，从条件[image: alt]
 故[image: alt]
 当a＝0时，[image: alt]
 ，由例1的注3知lnyn
 →－∞，从而yn
 →0（n→＋∞），命题得证。

证二　当a＝0时，由算术几何平均不等式

[image: alt]


及[image: alt]


当a>0时，关键在于寻找下方的迫敛数列，由此联想算术－几何－调和平均不等式：

[image: alt]


因为　xn
 →a>0，xn
 >0，知[image: alt]
 。故（2）式的左边亦趋于a，从而[image: alt]
 作为例5的应用，取[image: alt]
 。由于[image: alt]
 是单调递增趋于e的，故[image: alt]
 亦单调递增趋于e。再由几何算术平均不等式

[image: alt]


这样我们得到n！的一个估计：[image: alt]


注　请读者思考[image: alt]
 是否单调递增。

三、利用洛必达法则

不定式极限主要有[image: alt]
 以及∞°等类型。[image: alt]
 是两大基本类型，其他各类须经过恒等变形或取对数的方法转化为[image: alt]
 后才可以使用洛必达法则。在使用洛必达法则时，必须注意以下几个技巧上的细节：

1．等价无穷小代换。如在乘除因子中的sinx，tanx等，当x→0时，可以置换成x；

2．每一步求导后要整理所得结果，将定型的因式（即以非零数为极限的因式）及时分离出来；此处最好配合一些基本极限如[image: alt]
 等。

3．凡在求导后达不到简化目的，或是越求导数越繁琐的题目，务必进行一些必要的预处理如变量代换及等价无穷小代换，或寻求其他途径。

4．若[image: alt]
 不存在（不包括无穷大量），不能推出原极限[image: alt]
 不存在，此时也应寻找其他方法求解。

5．数列情形的不定式极限，必须将离散自变量n变换为连续变量x后才可以使用洛必达法则。

例6　求极限

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 。（北京科技大学1996，中国科技大学）

解　（1）原极限是∞·0型不定式。

[image: alt]


（2）当x→＋∞时，e－x
 →0，[image: alt]
 ，原极限式是0·∞型不定式。

　而当x→－∞，[image: alt]
 ，原极限式是∞·0型不定式。若直接利用洛必达法则，会得到

[image: alt]


显然不仅没有简化，反而更麻烦，问题出在幂指函数的求导上。正解如下：

令[image: alt]
 ，取对数[image: alt]
 。若用洛必达法则

[image: alt]


若用Taylor展开式，x→∞时，[image: alt]
 。

[image: alt]


所以

[image: alt]


注　本题往往容易出现以下错解。x→∞时，[image: alt]
 ，故

[image: alt]


请读者朋友们想一想，错误的根源是什么？

四、利用基本极限

所谓基本极限，就是一些众所周知的在求极限运算中被广泛应用的极限式。如：[image: alt]
 等。

利用这些基本极限，我们可以实施等价无穷小代换；在洛必达法则的使用过程中及时将定型的因式提取以化简求导运算；取代洛必达法则直接求解极限等。

例7　求极限[image: alt]
 　（a，b>0）。

（西北电讯工程学院1982）

解　此为1∞
 型不定式，令[image: alt]
 ，n→∞时，u→0，

[image: alt]


注　本题先取对数，再用洛必达法则亦可求解，但不如上述强制拼凑解法简洁明快。

例8　求极限[image: alt]
 。

解　采用加项减项的搭桥技术。

[image: alt]


注　此题用洛必达法则求解亦可，但若题目拓广成

[image: alt]


搭桥技术的优势就能充分地体现出来，读者不妨试一试。

五、利用Taylor展开

当一个不定式涉及的函数较复杂（如复合函数）或类别较多时，用洛必达法则会非常困难，求导过程越来越烦，既费时费力又易出差错，甚至不可能求解，而Taylor展开（带皮亚诺型余项的Maclaurin公式）就能起到很好的作用。因为Taylor展开可以将形形色色不同种类的函数化归到多项式这个统一的大舞台上运作，从而简化运算。此法也可在洛必达法则求解的中途灵活地加以运用。

熟记以下五个基本的Taylor展式是必要的。当x→0时

[image: alt]


在实际运用中，将相关函数展开到x的多少次幂要细加考虑，具体问题具体分析，通常取前三项足矣，多取无益。

例9　（1）求极限[image: alt]
 。

（华中理工大学1997年）

（2）[image: alt]
 。

（华中师大2002年）

解　（1）[image: alt]
 可用等价无穷小x2
 代换。

[image: alt]


（2）采用无穷小量析出法及Taylor展开

[image: alt]


若采用有理化方法，记u＝x6
 ＋x5
 ，v＝x6
 －x5
 ，

[image: alt]


将u，v用x6
 ±x5
 代入上式并将无穷小量析出约去x5
 得

[image: alt]


注　单从形式上我们就可看出不同解法的优劣。俗话说，有比较才有鉴别。我们平时在解题时不应满足于解出一道题，而是应当多思考一题多解，并比较不同解法的优劣和特色，拓宽我们思考问题的视野，进而培养数学审美的情趣。

例10　求极限[image: alt]
 。

解一　注意到分母是x的四阶无穷小量，分子中的函数作Taylor展开时应展到x4
 项。

当x→0时，

[image: alt]


故

[image: alt]


注1　在（3）步骤，因分母是sin4
 x，故（3）中的[image: alt]
 项其实不必作Taylor展开。

这样可以化简运算

[image: alt]


解二　利用三角函数和差化积及等价无穷小代换，可以更快地得到结果。

　　　[image: alt]


注2　此题分子中含有复合函数cos（sinx），分母是四阶无穷小量，若依洛必达法则计算，需求导四次。由于和差项之中无法进行等价无穷小代换，势必造成越求导越复杂的情形，故此题不适合用洛必达法则。读者朋友若是有兴趣，倒也不妨一试。但若将题目改成[image: alt]
 ，我们却又可以用洛必达法则求解如下：

[image: alt]


反而非常简单。大家想一想，为什么会产生这样的区别？

例11　试确定常数a，b，使y＝x－（a＋bcosx）sinx当x→0时成为尽可能高阶的无穷小。

解　将sinx，cosx的Taylor展开式（sinx展到x5
 项，cosx展到x4
 项）代入y并整理：

[image: alt]


令[image: alt]


解得[image: alt]
 为五阶无穷小量。

六、单调有界原理

例12　证明[image: alt]
 发散但yn
 ＝Hn
 －lnn收敛。

证　先证数列｛Hn
 ｝上方无界，当n＝2k
 （k≥1）

[image: alt]


得知子序列[image: alt]
 无界，而｛Hn
 ｝显然单调递增，故[image: alt]
 。再分析｛yn
 ｝的单调性，为此先建立不等式

[image: alt]


途径一　由[image: alt]
 单调增加趋于e，[image: alt]
 单调减少趋于e，知[image: alt]
 ，取对数即得（4）式。

途径二　对f（t）＝ln（1＋t）在区间［0，x］上使用Lagrange微分中值定理。

∃　ξ∈（0，x），使得[image: alt]
 以[image: alt]
 代入即得（4）式。[image: alt]
 ，故｛yn
 ｝单调递减。

又　[image: alt]


即yn
 >0，下方有界，因而｛yn
 ｝收敛。记其极限为C，C≈0.577221566490…
［1］

 此极限值称为欧拉常数。对和[image: alt]
 有如下估计

[image: alt]


式中εn
 恒正、单调递减趋于零（n→＋∞时）。

补充说明一下估计式（5）的应用。

应用之一　如问当n大约多少时，[image: alt]
 的和方能达到某预先指定的数k？

只需令lnn＋C≥k，立得n≥ek－C
 ，以k＝20和100代入，得相应的n至少为2亿5千万以及1.5×1043
 左右。调和级数[image: alt]
 发散的速度如此之慢以至于往往给人以收敛的错觉。

应用之二　求和式极限。在迫敛性一段例3的注中我们提到了和式[image: alt]
 [image: alt]
 的极限问题，发现无法迫敛。现在以单调有界原理易证得｛un
 ｝收敛，不过单调有界原理只帮助我们得到定性的收敛结论。对定量的极限值的计算却无能为力。

｛un
 ｝极限值的计算之一法是化为黎曼积分和数：

[image: alt]


第二法就是利用估计式（5）

[image: alt]


un
 ＝H2n
 －H n
 ＝ln2n＋C＋ε2n
 －（lnn＋C＋εn
 ）＝ln2＋0（1）.（n→＋∞）立得[image: alt]


读者不妨以此法计算极限[image: alt]


例13　设序列｛xn
 ｝满足0<xn
 <1，[image: alt]
 ，试证｛xn
 ｝收敛，并求极限lim[image: alt]


解　因为[image: alt]
 ，知｛xn
 ｝单调增加。且有上界1，故limxn
 存在，极限值设为l。在关系式[image: alt]
 中，令n→＋∞得知[image: alt]
 ，但[image: alt]


例14　由连分式定义的数列｛xn
 ｝如下：[image: alt]
 ，…，试考虑｛xn
 ｝的敛散性。

分析　数列｛xn
 ｝其实可以写为[image: alt]
 ，是著名斐波那契数列前后项之比值，此｛xn
 ｝并无单调性，而是x1
 >x2
 <x3
 >x4
 <…，细致地分析或在数轴上图示后不难发现，奇子列｛x2n－1
 ｝单调递减，偶子列｛x2n
 ｝单调递增，故可以对子列用单调有界原理。

证明　首先建立递推关系[image: alt]
 ，因为要考虑奇子列和偶子列的单调性，故还应建立隔项递推关系

[image: alt]


单调性证法一　考虑

[image: alt]


xn＋2
 －xn
 的符号取决于[image: alt]
 ，得x3
 －x1
 <0。

[image: alt]
 ，得x5
 －x3
 <0。

[image: alt]
 ，得x7
 －x5
 <0，…

一般地由归纳法易证｛x2n－1
 ｝↘且大于[image: alt]
 ，｛x2n
 ｝↗且小于[image: alt]


单调性证法二　[image: alt]


立知　xn＋2
 －xn
 和xn
 －xn－2
 同号。

所以　x2n＋2
 －x2n
 跟[image: alt]
 同正号。即｛x2n
 ｝↗

　　　x2n＋1
 －x2n－1
 跟[image: alt]
 同负号。即｛x2n－1
 ｝↘

数列[image: alt]
 有界。由单调有界原理，知[image: alt]
 都存在，在递推式（5）中，令n→∞，知α、β都满足方程[image: alt]
 ，化为x2
 ＋x－1＝0。取正根得[image: alt]
 ，于是证得原数列的极根是[image: alt]
 。

注　1．本题中的数列较有代表性：奇子列单调递减，偶子列单调递增。

x2
 <x4
 <…<x2n－2
 <x2n
 <…<x2n＋1
 <x2n－1
 <…<x3
 <x1
 ，

这种单调我们不妨称之为隔项单调或交错单调。在证明这种单调性时，往往要利用隔项递推公式，上述单调第二证法更具优势，方便快捷。事实上，[image: alt]
 构成一个区间套。

2．本题还可以用压缩映象原理便捷地求证，详见§1.2例1。

习题1.1

1．证明　0<α<1时，[image: alt]


2．求极限

[image: alt]


3．求极限[image: alt]


（浙江省高等数学竞赛试题2003年）

4．求极限[image: alt]


（浙江省数学分析竞赛2003年）

5．求极限[image: alt]
 。

（浙江省数学分析竞赛2007年）

6．求极限[image: alt]
 。

7．设x0
 ＝1，x1
 ＝e，[image: alt]
 ，试求[image: alt]
 。

8．设[image: alt]
 ，求α及该极限值。

9．设a>1，[image: alt]
 ，定义[image: alt]
 ，讨论｛xn
 ｝的叙散性，若收敛，求出极限值。

（清华大学1981，华东师大1985）

10．设a1
 ＝1，[image: alt]
 ，（n≥1），证明

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 。

（中科院2002年）

11．给定a>0以及0<x1
 <a，定义[image: alt]
 ，n≥1，证明｛xn
 ｝收敛。并求其极限。

（华东师范1999年）

12．设x1
 ＝1，[image: alt]
 。n≥1，证明｛xn
 ｝收敛并求[image: alt]
 。

（厦门大学2002年）

13．任取x0
 构造数列[image: alt]
 ，讨论｛xn
 ｝的收敛性。

14．已知a0
 >b0
 >0，作[image: alt]
 证明｛an
 ｝与｛bn
 ｝的极限都存在且等于[image: alt]
 。

15．将上题中的an
 的定义改为[image: alt]
 ，证明相应结论仍成立。

（中科院2001年）

16．已知[image: alt]
 讨论｛an
 ｝的敛散性并求其极限。

（华中科技大学2003年）

17．设a，b，A均不为0的有限数，证明[image: alt]
 的充分必要条件是

[image: alt]


（华中师范2002年）

18．（1）证明[image: alt]
 ；

　（2）求[image: alt]
 。

19．设[image: alt]
 ，（r>0），求[image: alt]
 。

（浙江师范大学2002年）

20．设xn
 >0，[image: alt]
 ，试证

（1）[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 。

（南开大学1982）

21．设S1
 ＝lna，a>1，[image: alt]


（中山大学1987年）

22．设f（x）映［a，b］为自身，且｜f（x）－f（y）｜≤｜x－y｜，∀x，y∈［a，b］。

　任取x1
 ∈［a，b］，令[image: alt]


　求证：数列｛xn
 ｝有极限x0
 且满足f（x0
 ）＝x0
 。

（北航，西北师范）

23．证明

（1）存在常数C使得C＝e－C
 ；

（2）任取x1
 ∈（0，1），定义[image: alt]
 。

（中国人民大学2000年）





§1.2　计算极限的转换方法

上一节中，我们着重讨论了诸如洛必达法则、单调有界原理、Taylor展开的运用、夹逼定理等一些较常用的方法。现在我们继续介绍求极限的其他更多体现变换思想的方法。

一、利用压缩映象原理

首先我们介绍一个基本结果。

定理1　（压缩映象原理）设0<r<1以及A是两个常数，｛xn
 ｝是一个给定数列，只要数列｛xn
 ｝满足下述条款之一：

（1）｜xn＋1
 －xn
 ｜≤r｜xn
 －xn－1
 ｜

（2）｜xn＋1
 －A｜≤r｜xn
 －A｜

那么｛xn
 ｝必收敛。第（2）条款之下，[image: alt]
 。

证明　以（1）为例

[image: alt]


应用Cauchy准则，知｛xn
 ｝收敛，或利用达朗贝尔判别法，知级数∑（xn
 －xn－1
 ）绝对收敛，从而序列[image: alt]
 收敛。

当数列｛xn
 ｝是以递推关系xn＋1
 ＝f（xn
 ）给出时，我们首先会想到用单调有界原理去分析其收敛性，如§1.1的例14。而遇到交错单调情形，技术处理显得不够方便，如果能尝试压缩映象原理，往往能起到四两拔千斤的奇效。当递推函数f（x）可微时，由拉格朗日微分中值定理

｜xn＋1
 －xn
 ｜＝｜f（xn
 ）－f（xn－1
 ）｜＝｜f′（ξ）｜｜xn
 －xn－1
 ｜

故知：若f（x）在｛xn
 ｝值域范围内的导函数满足｜f′（ξ）｜≤r<1，则｛xn
 ｝必定收敛。

例1　续§1.1例14　x1
 =1，[image: alt]
 之收敛性。

在第1节中用单调有界原理，分别讨论了奇子列｛x2n－1
 ｝和偶子列｛x2n
 ｝的单调性。现用压缩映象原理分析如下：

解　因为∀n＝1，2，…，恒有[image: alt]
 ，故

[image: alt]


[image: alt]
 ，由压缩映象原理知｛xn
 ｝收敛。

或取[image: alt]
 。

在区间[image: alt]
 上，[image: alt]
 ，同样保证[image: alt]
 存在。

在递推式[image: alt]
 的两边令n→＋∞，立得[image: alt]
 。

原来那么复杂的讨论忽然间变得如此简单，三言两语足矣！选择正确的解题方法可谓事半功倍。

例2　给定数列｛an
 ｝如下：[image: alt]
 ，讨论｛an
 ｝的敛散性。若收敛，求出极限值。

分析　首先观察出｛an
 ｝有如下的隔项递推关系式[image: alt]
 ，（n≥1），但该数列以及其奇子列或偶子列都没有单调性质，故不适用单调有界原理。尝试压缩映象原理。

解一　若已知｛an
 ｝收敛，先看看极限值l等于什么，在递推关系的两边令n→∞，得[image: alt]
 [image: alt]
 ，化为l4
 －14l2
 －l＋42＝0，以42的因子2、3、7代入，知l＝2。下面严格证明｛an
 ｝确实收敛于2。

[image: alt]


解二　因为[image: alt]
 ，

[image: alt]


故数列｛an
 ｝⊂［1，3］之内。

[image: alt]


而[image: alt]
 ，故｛a2n
 ｝和｛a2n－1
 ｝皆收敛。它们的极限值都满足

[image: alt]


所以[image: alt]
 。证毕。

二、利用定积分求和式极限

定理2　设f（x）在有限闭区间［a，b］上连续，将［a，b］n等分并作黎曼和数，则有

[image: alt]


特别取［0，1］闭区间，有如下简化形式的结论

[image: alt]


例3　求极限[image: alt]


分析　和式[image: alt]
 并非某个函数在［0，1］上的黎曼和数。设法利用放缩技术将其化归为积分和。

解　易知[image: alt]


而　[image: alt]
 ，所求极限即为log2
 e。

三、利用级数的收敛性

首先我们留意一下关于级数收敛性的耳熟能详的结论：

数项级数∑an
 收敛的必要条件是[image: alt]
 。

故对于某些包含较多乘积因子、阶乘、乘方结构的数列｛an
 ｝而言，可以先转化为考虑级数∑an
 的收敛性。

定理3　若级数∑an
 收敛，则an
 →0（n→∞）。

例4　求[image: alt]


解一　先考虑正项级数！[image: alt]
 的敛散性，记[image: alt]
 [image: alt]
 ，依达朗贝尔判别法知∑an
 收敛。从而[image: alt]
 。

解二　对乘积因子较多的数列，不妨用作商法探究其前后项的依赖关系。

[image: alt]


即｛an
 ｝从第二项起就是严格递减数列，又由于an
 >0，由单调有界原理知｛an
 ｝收敛。记[image: alt]
 。在递推关系[image: alt]
 　an
 的两边取极限得[image: alt]
 ，所以l＝0。

例5　设an
 >0，求证[image: alt]
 。

分析　数列｛an
 ｝仅有一个恒正条件，对于所求极限式难以直接入手分析，注意到欲证的是一个无穷小量，联系到数项级数收敛性，说不准还会柳暗花明。

证明　记[image: alt]
 ，

　　　　[image: alt]


利用拆项相消思想

[image: alt]


级数∑un
 的前n项部分和

[image: alt]


[image: alt]
 单调递减且恒正，故limvn
 存在。

从而∑un
 收敛，于是证得

[image: alt]


若an
 含有较多乘积因子，我们往往会用达朗贝尔判别法或柯西根式判别法去判断级数∑an
 的敛散性。但当用达朗贝尔判别法或柯西根式判别法无法判定级数∑an
 的敛散性时，不妨试用拉贝判别法：

若[image: alt]
 ，则p>1时，∑an
 收敛；p<1时，∑an
 发散。

拉贝判别法的证明详见§5.1。

例6　求极限[image: alt]


解　[image: alt]
 ，故无法用达朗贝尔法判定。

又　[image: alt]


于是　∑an
 收敛，从而所求极限等于0。

鉴于[image: alt]
 只是级数∑an
 收敛的必要条件，当级数∑an
 发散时，an
 是否为无穷小量就不得而知了。为有效解决这个问题，在此我们介绍一个较拉贝判别法更为细致的结论。

定理4　设an
 >0且[image: alt]
 ，则∀0<ε<p，有[image: alt]
 。于是更有[image: alt]
 。

证明　已知条件改写为[image: alt]
 ，联想[image: alt]
 ，直观地说，[image: alt]
 大小“差不多”。现对于任意取定的0<ε<p，再取p′满足p－ε<p′<p，则

[image: alt]


故[image: alt]
 单调递减又恒正，故极限[image: alt]
 存在，极限值记为λ：[image: alt]
 ，于是[image: alt]
 ，进而

[image: alt]


注1．在上述证明过程中，在p－ε和p之间取一个p′的方法可以形象地称其为“见缝插针”技术。

2．若依拉贝判别法通过级数收敛性去判定通项趋于零，要求[image: alt]
 。而通过定理4可知，只要p>0，就有[image: alt]
 。

例7　再证[image: alt]
 。

证一　[image: alt]


利用定理4立得欲证结果。

证二　替代发散级数[image: alt]
 ，考虑新的级数[image: alt]
 ，

[image: alt]




仍由拉贝判别法，当p>2时级数[image: alt]
 收敛。

此时必有[image: alt]
 。从而[image: alt]
 得证。

例8　设[image: alt]
 ，求证limxn
 存在。

证明　[image: alt]
 ，｛xn
 ｝的收敛性等价于级数[image: alt]
 的收敛性。

注意到　[image: alt]


知　[image: alt]
 收敛，从而limxn
 存在。

四、Stolz变换和Toplitz变换

对于函数情形的[image: alt]
 型和[image: alt]
 型不定式，有洛必达法则可求极限。对数列情形的[image: alt]
 型不定式，除了将n置换成x再使用洛必达法则之外，还可以使用下面的Stolz变换。

定理5　若数列｛yn
 ｝单调增加趋于＋∞，[image: alt]


证明　∀ε>0，∃N，n>N时，有

[image: alt]


即

[image: alt]


由于｛yn
 ｝单调递增，知yn
 －yn－1
 >0，依次写出

（l－ε）（yN＋1
 －yN
 ）<xN＋1
 －xN
 <（l＋ε）（yN＋1
 －yN
 ）

（l－ε）（yN＋2
 －yN＋1
 ）<xN＋2
 －xN＋1
 <（l＋ε）（yN＋2
 －yN＋1
 ）

……

（l－ε）（yN＋n
 －yN＋n－1
 ）<xN＋n
 －xN＋n－1
 <（l＋ε）（yN＋n
 －yN＋n－1
 ）

上述n个式子相加，得

[image: alt]


两边同除以yN＋n
 ：

[image: alt]


令n→＋∞，

[image: alt]


由ε的任意性知　[image: alt]


注　1．从（3）式出发，n→∞时，[image: alt]
 皆趋于0。

　　故一定存在N1
 ，使得n>N1
 时，有[image: alt]


　　2．从（2）式，又有[image: alt]


　　而[image: alt]
 ，亦得相应结论。

　　3．l＝＋∞时，Stolz公式依然成立。

　　4．针对[image: alt]
 型的不定式，Stolz公式具有如下的形式：

　　　设｛xn
 ｝趋于0，｛yn
 ｝单调减少趋于0，且[image: alt]


例9　已知x0
 ∈（0，π），xn
 ＝sinxn－1
 ，证明[image: alt]
 。

分析　据单调有界原理易知[image: alt]
 ，现要证｛xn
 ｝跟[image: alt]
 是同阶无穷小量。为便于利用Stolz公式，将欲证关系式（乘积形式）等价变形为[image: alt]
 （商的形式）。

证明　取[image: alt]


此即等价于　[image: alt]
 。

例10　设xn＋1
 ＝xn
 （1－qxn
 ），0<q≤1，[image: alt]
 ，试证[image: alt]


证明　类似上一例的方法，等价于证明[image: alt]
 。由Stolz公式

[image: alt]


故只需证　limxn
 ＝0

因为　[image: alt]
 ，｛xn
 ｝单调递减

又　[image: alt]
 ，得x2
 ＝x1
 （1－qx1
 ）>0

[image: alt]
 ，又得x3
 ＝x2
 （1－qx2
 ）>0

……

一般地有[image: alt]
 。在递推关系式中令n→∞，立知l＝0。所以[image: alt]
 。

定理6　（Toplitz）设[image: alt]
 则[image: alt]


分析这个定理可以改成用矩阵的形式来表达：

[image: alt]


式中三角无穷矩阵T的上三角部分为0，此变换称为Toplitz变换。定理5意指：

收敛数列｛xn
 ｝通过Toplitz变换T而得到的数列｛yn
 ｝必收敛，且与｛xn
 ｝有相同的极限值。

证明　∀ε>0∃n0
 ∀n>n0
 有｜xn
 －l｜<ε

又当1≤j≤n0
 时，[image: alt]
 于是∃N>n0
 ，∀n>N有

0≤anj
 <ε（对1≤j≤n0
 一致地成立）

当n>max｛n0
 ，N｝时，有

[image: alt]


第一个和式用anj
 <ε及｜xj
 －l｜的有界性，第二个和式用｜xn
 －l｜<ε。


详尽而严格的叙述留待读者给出。

例11　设pi
 >0，i＝0，1，2，…，且[image: alt]
 ，又知limsn
 ＝s。


则　[image: alt]


证　令[image: alt]


由Toplitz定理立得结论。

注　应用Toplitz定理，关键在于构造一个Toplitz变换矩阵，其构造方法一般可以通过分析相关数列表达式的结构得出，最后验证所要满足的条件。对于例9，读者还可以用其它方法证明（如从ε-N定义出发），从一题多解中获得尽可能大的提高。

习题1.2

1．设[image: alt]
 ，证明｛un
 ｝收敛并求其极限。

（武汉大学1999年）

2．设[image: alt]
 ，数列｛xn
 ｝由如下递推公式定义：x0
 ＝1，xn＋1
 ＝f（xn
 ），（n≥0），求证[image: alt]
 。

3．求极限

[image: alt]


4．求极限[image: alt]


5．若0<λ<1，an
 >0且liman
 ＝a，试证[image: alt]


6．设x1
 >0，xn＋1
 ＝ln（1＋xn
 ），试证[image: alt]
 。

7．设任意取定x0
 ，定义xn
 ＝arctanxn－1
 （n≥1），证明｛xn
 ｝收敛于0，并求极限[image: alt]
 。

8．设lims n
 ＝s，求证[image: alt]


9．讨论数列[image: alt]
 的敛散性。

10．设limxn
 ＝a，证明[image: alt]


11．设an
 >0，证明数列｛（1＋a1
 ）（1＋a2
 ）…（1＋an
 ）｝收敛的充分必要条件是级数∑an
 收敛。

12．设数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝满足

　（1）bn
 >0，∑bn
 发散；（2）[image: alt]


　则[image: alt]


13．设f（x）定义于［a，＋∞）上，假设[image: alt]
 存在或为＋∞，则[image: alt]
 。

14．已知[image: alt]
 收敛，｛pn
 ｝单调增加正序列且趋于＋∞，求证

[image: alt]


15．求极限[image: alt]
 。

16．设f∈C1
 （R），∀x0
 ∈R，定义xn＋1
 ＝f（xn
 ）。若0<f（x）≤M，且｜f′（x）｜<1，证明｛xn
 ｝收敛。

（北师大2003年）

17．设a，b>0，令a1
 ＝a，a2
 ＝b，[image: alt]
 ，证明｛an
 ｝收敛。

18．设∀a0
 ∈R，令[image: alt]


　（1）证明数列｛an
 ｝收敛；

　（2）求出｛an
 ｝的所有可能极限值；

　（3）将R分成若干个小区间，使得在同一个小区间内取初始值a0
 时，数列｛an
 ｝的极限值相等。

（华东师范大学2002年）





§1.3　与微分、积分直接相关的极限问题

一、微分中的极限问题

设a是一个定数，f是定义于［a，＋∞）上的可导函数，让我们先考虑当x→＋∞时f（x）和f′（x）的极限问题。当然这两个极限可以都不存在，也可能都存在。试问：

[image: alt]
 之间有什么关系呢？

事实一：[image: alt]
 ；

事实二：[image: alt]
 。

再请读者朋友思考下列问题：

当[image: alt]
 时，f（x）是否必是无界函数？

当[image: alt]
 时，f（x）是否必是有界函数？

不失一般性，设l>0，∃A，当x>A时，[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


事实三：若已知[image: alt]
 都存在（为有限），则一定有[image: alt]
 。

再请思考[image: alt]
 存在的几何意义是什么呢？意即f（x）的曲线上各点处的切线的倾斜度有固定的极限值。上述事实与f（x）的曲线存在渐近线之间有何关系？

回顾一下渐近线的刻划，若[image: alt]
 也存在。则y＝f（x）的图形有渐近线y＝ax＋b。

对于[image: alt]
 或lnx之类，皆有[image: alt]
 ，但是并无渐近线，只因上述渐近线存在的后一个条件[image: alt]
 不满足。不过[image: alt]
 的存在性之间却有着密切的联系。

例1　若[image: alt]


证　先设l＝0，∀ε>0，∃x0
 ，当x>x0
 时，[image: alt]


[image: alt]


当f（x0
 ）≠0时，令[image: alt]
 ，当x>X时，

[image: alt]


一般情形，令g（x）＝f（x）－lx转化即可。

反之如何？即若[image: alt]
 存在，能否得出[image: alt]
 也存在呢？显然不行，反例f（x）＝sinx。

退一步思考：已知[image: alt]
 ，且[image: alt]
 存在，则二者一定相等。此结论由例1即可推得。

例2　设φ′（x）连续可导，且[image: alt]
 ，则[image: alt]
 。

首先说明一下，A＝0和A≠0的情形是两个等价的命题。关键：从形态φ（x）＋φ′（x）入手，联想［ex
 φ（x）］′＝ex
 （φ（x）＋φ′（x））。

证明　令f（x）＝ex
 φ（x），则f′（x）＝ex
 ［φ（x）＋φ′（x）］。取定一个M，由牛顿莱布尼兹公式有

[image: alt]


于是

[image: alt]


当A>0时，利用洛必达法则（A<0时类似）：

[image: alt]


A＝0时，利用上述等价转换命题可得。或者另证如下：

∀ε>0，∃M>0，当x>M时，[image: alt]


[image: alt]


又欲使[image: alt]


故取[image: alt]
 ，当x>X时，一定有｜φ（x）｜<ε。

浓缩：定性分析是重点，每个题目能给我们一二点启示足矣！

例3　设f在x0
 附近有n＋1阶连续导数且f（n＋1）
 （x0
 ）≠0，又

[image: alt]


求证[image: alt]
 。

证明　可将f′（x）在x0
 近旁作到n阶Taylor展开：

[image: alt]


两个Taylor展开必相等，于是有，

[image: alt]


化简为　[image: alt]


左边用Lagrange中值定理：∃0<θ2
 <1，使得

[image: alt]


令h→0立得[image: alt]
 。

例4　设f（x）∈C′［1，∞），且[image: alt]
 ，f（1）＝1，证明[image: alt]
 存在。

分析　因为f′（x）>0，f（x）单调增加，故只要证明f（x）有上界。

从题给的微分方程要解出f（x）的解析式，无疑有一定困难，故采用放缩技术。

证　[image: alt]


例5　证明方程xn
 ＋x＝1在（0，1）上存在唯一的根xn
 ；并且[image: alt]
 。

可参见§3.4例7。

二、积分式的极限（初步）

积分式的极限题是综合性较高的题目，有多种解题路径，分别介绍如下：

1．洛必达法则

预备公式：变限积分的求导法。如果函数f（x，t）以及[image: alt]
 都连续，而函数α（x），β（x）都一阶连续可导，则[image: alt]
 关于x可微，且

[image: alt]


例6　设f（x）连续可微，f（0）＝0，f′（0）＝1，[image: alt]
 。





解　直接用公式（1）

[image: alt]


或先将F（x）化为[image: alt]
 ，F′（x）＝xf（x2
 ）。

故

[image: alt]


例7　设[image: alt]
 。

解　n→∞时[image: alt]
 ，转化为求[image: alt]
 。为了用洛必达法则，须先验证f（x）→∞。

因为[image: alt]


所以[image: alt]
 。

用洛必达法则：

[image: alt]
 。

2．放缩法或两边夹

例8　求极限[image: alt]


法一　洛必达法则，因为瑕积分[image: alt]
 发散，故适用[image: alt]
 型的法则。

法二　因为[image: alt]
 （利用Taylor展开可知）

所以　　[image: alt]


又

[image: alt]


所以

[image: alt]


[image: alt]


例9　求[image: alt]


解　[image: alt]


得

[image: alt]


令n→∞得知，所求极限值为2。

下面的例10是例9的推广形式。

例10　设f（x）≥0，g（x）>0，皆为［a，b］上的连续函数，求证：

[image: alt]


证　设[image: alt]
 ，并记[image: alt]
 于是

[image: alt]


又∀ε>0，∃子区间［α，β］⊂［a，b］，当x∈［α，β］时，f（x）≥M－ε，于是

[image: alt]
 。从而原极限得证。

3．换序

定理　若函数列｛fn
 （x）｝每一项都在［a，b］连续，且一致收敛，则有

[image: alt]


如何判定函数列的一致收敛性？

当连续函数序列｛fn
 （x）｝在［a，b］上一致收敛于f（x）时，f（x）也是连续函数。但其逆命题不真，即连续函数序列收敛于连续函数时，此种收敛未必一致。

[image: alt]


fn
 （x）点态收敛于0但不一致收敛于0。

但加上｛fn
 （x）｝对任一x∈［a，b］是单调数列的条件时，fn
 （x）就一定一致收敛于f（x），此为Dini定理。

例11　求[image: alt]
 。

解　[image: alt]
 是递增的序列，符合Dini定理之条件，故上述收敛是一致收敛，从而

[image: alt]


关于极限和积分换序的更深刻的结论，参阅本教材§5.3。下面再罗列一下在勒贝格积分意义之下的换序定理。

勒维定理　设可测集E上的可测函数列满足0≤f1
 （x）≤f2
 （x）≤…，limfn
 （x）＝f（x），则

[image: alt]


勒贝格控制收敛定理　设｛fn
 （x）｝点态收敛于f（x），且存在可积函数g（x）使在E上几乎处处有｜fn
 （x）｜≤g（x），则（3）式亦成立。

若f为［a，b］上的黎曼可积函数，则f一定是［a，b］上的勒贝格可积函数，且极限值相等，故对R-积分的极限问题，不妨视作为L-积分来解决。这样，换序就不要求一致收敛性。如[image: alt]
 ，函数列｛sinn
 x｝的极限函数是[image: alt]


读者朋友们，若限定在数学分析的知识范围内，又如何解决上述问题呢？

4．分段技术

例12　求[image: alt]
 。

[image: alt]


故limI n
 和[image: alt]
 是同一个问题的不同形式。

§1.1的例4中已证得后一极限是0，当然也可以反向运用积分的极限来证明乘积式的极限。

解法三　利用分部积分法易求得I n
 的递推关系式[image: alt]


于是　[image: alt]


故[image: alt]
 发散到－∞，⇔lnI2n
 →－∞（部分和首尾相消法），所以I2n
 →0＋
 ，又由于I2n
 <I2n－1
 <I2n－2
 ，得I n
 →0。

最后，介绍一下著名的Wallis（瓦利斯）公式

[image: alt]


对[image: alt]
 ，以及I2n
 <I2n－1
 <I2n－2
 可知：[image: alt]
 亦成立，将I n
 的表达式代入即得。

例13　设f（x）是周期为T的连续函数，求[image: alt]


解　该题不适用洛必达法则，首先分析一下，极限值大概是什么？

特值取代的方法，令x＝nT，n→∞易得

[image: alt]


当x≠nT时，设x＝nT＋α（0<α<T）

[image: alt]


又

[image: alt]


所以有

[image: alt]


注　特取f（t）＝｜sint｜，得

[image: alt]


或用放缩法：∀x>0，∃n使得nπ≤x<（n＋1）π

[image: alt]


请大家想一想，此法是否具有一般性？

例14　（峰值权函数）设f（x）是［0，＋∞）上的有界连续函数，证明

[image: alt]


分析　积分权函数[image: alt]
 有什么特征呢？首先

[image: alt]


要证的式子等价于

[image: alt]


[image: alt]


在［0，δ］上，由f（x）在x＝0处的连续性，[image: alt]
 ，

[image: alt]


在［δ，＋∞）上，因为f（x）有界，所以∃M>0，使得｜f（x）－f（0）｜≤2M

[image: alt]


[image: alt]


注　1．峰值权函数类似于概率密度如[image: alt]
 ，当参数不变化时，其几何图形怎样变化？特征是什么？

　　2．题目中极限的离散化：令[image: alt]
 ，得到

[image: alt]


　　3．题中积分上限改为1如何？积分下限改为任意小的数η如何？

习题1.3

1．设f（x）在x＝a附近二阶连续可导，求极限[image: alt]


2．f（x）一阶连续可导，f（0）＝f′（0）＝1，求极限[image: alt]
 。

3．设f（x）在［0，∞）上递增有界连续，f″（x）存在且为负，证明[image: alt]
 （如y＝arctanx）。

4．f∈C2
 （R），[image: alt]
 ，f″（0）＝4，求极限[image: alt]
 。

5．设f（x）在x0
 附近n阶连续可微，[image: alt]
 。但是f（n）
 （x0
 ）≠0，且f（x0
 ＋h）－f（x0
 ）＝f′（x0
 ＋θh）h （0<θ<1）。证明[image: alt]
 。（特取满足题设的多项式函数f（x）＝（x－x0
 ）n
 ，易求得[image: alt]
 。又特取n值，得到一些具体的题目。如n＝3时，f″（x0
 ）＝0，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）

6．若f（x）在（0，∞）内可微，且[image: alt]
 ，则∃｛xn
 ｝→＋∞，使得f′（xn
 ）→0。

7．求常数a，b，使得[image: alt]
 。

8．确定常数a，b，使得[image: alt]
 存在；并求出该极限值。

9．设f（x）∈C［A，B］，且A<a<b<B，证明

[image: alt]


10．设a>0，求[image: alt]
 。

11．已知f（x）∈C［0，＋∞），f（x）>0，且[image: alt]
 。

12．f（x）∈C［0，1］，试证[image: alt]
 。

13．f（x）∈C［0，＋∞），且[image: alt]
 。

14．设f（x）在［0，1］上连续严格递减，f（0）＝1，f（1）＝0，试证明∀0<δ<1，当n→＋∞时，[image: alt]
 。

15．设f在［a，＋∞）上可导[image: alt]
 。求证存在数列｛xn
 ｝→＋∞，（n→＋∞）[image: alt]
 。

（北师大2007年）

注释


［1］
 每个yn
 都是无理数，但欧拉常数C是不是无理数至今仍不得而知。由此可见，有时证明极限存在和求极限值完全是两码事。


第二章　连续性

§2.1　连续、间断的基本概念

函数的连续性分三个层次：在一点连续，在区间上逐点连续及一致连续。

在一点x0
 处连续的叙述：

方式（一）　[image: alt]


方式（二）　∀ε>0，∃δ>0，当｜x－x0
 ｜<δ时，有｜f（x）－f（x0
 ）｜<ε

方式（三）　[image: alt]


从方式（三）去理解：自变量的微小改变引起的函数值的改变也很微小。

间断点的分类：第一类（可去，跳跃）和第二类（[image: alt]
 至少有一个不存在）

题型一　具体的连续性讨论（包括寻求间断点及其类别）

例1　指出函数的所有间断点及其类型

[image: alt]


例2　构造满足如下条件的函数。

（1）仅在一个点x＝a处连续，而在其他点间断。

推广至：仅在有限点a1
 ，a2
 ，…，an
 连续；

　　　　仅在一个点可导，而在其他点间断；

　　　　仅在有限个点可导，而在其他点间断。

又　问：有无仅在一个点可导的连续函数？

　　　　有无处处不可导的连续函数？

（2）在无理点连续，在有理点间断（R（x））。

上述两个例题的解答部分从略。请读者朋友自行思考。

题型二　形式函数连续性的讨论或证明。

例3　设f（x），g（x）均在［a，b］连续，证明

M（x）＝max｛f（x），g（x）｝，m（x）＝min｛f（x），g（x）｝也在［a，b］连续。

证法一　当f（x0
 ）≠g（x0
 ）时，不妨设f（x0
 ）<g（x0
 ），∃U（x0
 ；δ），st在其上，f（x）<g（x），于是M（x）＝g（x），（x∈U（x0
 ；δ）），x0
 自然是M（x）的连续点；

关键是当f（x0
 ）＝g（x0
 ）时，此时M（x0
 ）＝f（x0
 ）＝g（x0
 ）

各由f（x），g（x）的连续性，∃δ1
 ，δ2
 ，当｜x－x0
 ｜<δ1
 时，｜f（x）－f（x0
 ）｜<ε；当｜x－x0
 ｜<δ2
 时，｜g（x）－g（x0
 ）｜<ε。
 取δ＝min｛δ1
 ，δ2
 ｝，则当｜x－x0
 ｜<δ时，有

M（x0
 ）－ε<f（x），g（x）<M（x0
 ）＋ε

所以

M（x0
 ）－ε<M（x）<M（x0
 ）＋ε

M（x）在x0
 点连续，由x0
 的任意性知，M（x）∈C［a，b］。

证法二　利用公式

[image: alt]


推广：设f1
 （x），f2
 （x），…，fn
 （x）都连续，试考虑[image: alt]
 的连续性。

例4　设f（x）∈C［a，b］，令[image: alt]
 ，（a≤x≤b），则h（x）亦连续。

分析

当f（x0
 ）<h（x0
 ）时，易证得在x0
 的某邻域内，h（x）≡h（x0
 ），故连续。

当f（x0
 ）＝h（x0
 ）时，∀ε>0，∃δ>0，当｜x－x0
 ｜<δ时，｜f（x）－f（x0
 ）｜<ε，亦即h（x0
 ）－ε<f（x）<h（x0
 ）＋ε，故x∈［x0
 －δ，x0
 ＋δ］时，[image: alt]
 ，及h（x）>h（x0
 ）－ε。

合起来即｜h（x）－h（x0
 ）｜<ε（｜x－x0
 ｜<δ），所以h（x）连续。或证：

[image: alt]


例5　截断函数的连续性。设f（x）∈C［a，b］，定义fn
 （x）如下：

[image: alt]


则fn
 （x）也是连续函数。

分析　若f（x）非负，则fn
 （x）＝min｛f（x），n｝显然连续。一般情形，fn
 （x）可以看作是f（x），n，－n三个函数的居中者，故是连续的。

证明　关键当f（x0
 ）＝n或f（x0
 ）＝－n时，fn
 （x）的连续性，证明的思路和例3类似。∀ε>0，∃δ>0，当｜x－x0
 ｜<δ时，有n－ε<f（x）<n＋ε

于是　　　　　　　　n－ε<fn
 （x）≤n

即有

｜fn
 （x）－fn
 （x0
 ）｜<ε

或证：利用复合函数，令[image: alt]


显然hn
 （u）是连续函数，于是复合函数[image: alt]
 截断函数亦连续。

证三　三个连续函数的居中者必连续（请读者证明之）。

逆命题　若［a，b］上定义的函数f（x），其任意n截断函数皆连续，则f（x）也一定连续。

点态连续问题，首先要任取一个点x0
 ∈［a，b］。

证一　若f（x）在x0
 的附近有界，如存在K>0和δ0
 >0，当x∈U（x0
 ；δ0
 ）时，｜f｜≤K，则取n＝［K＋1］，在U（x0
 ；δ0
 ）上必有fn
 （x）≡f（x），x0
 必是f的连续点，反证法设x0
 是f（x）的无穷间断点，不妨设[image: alt]
 ，∀G>0，∃δ>0，使得x0
 <x<x0
 ＋δ时，f（x）>G。

特取G＝［｜f（x0
 ）｜］＋2，则fG
 （x）必在x0
 处间断。

（因为fG
 （x0
 ）＝f（x0
 ）；fG
 （x）＝G>f（x0
 ），（0<x－x0
 <δ时）[image: alt]
 [image: alt]
 ）

证二　直接证∀x0
 ，取N，st －N<f（x0
 ）<N。进一步，取ε>0，使得－N<f（x0
 ）－ε<f（x0
 ）＋ε<N。已知fN
 （x）在x0
 处连续，fN
 （x0
 ）＝f（x0
 ），对上述ε>0，∃δ>0，当｜x－x0
 ｜<δ时，｜fN
 （x）－fN
 （x0
 ）｜＝｜fN
 （x）－f（x0
 ）｜<ε，即

－N<f（x0
 ）－ε<fn
 （x）<f（x0
 ）＋ε<N。

此时fN
 （x）＝f（x），所以｜f（x）－f（x0
 ）｜<ε

证三　利用定理：R上（或开区间）上的函数连续的充要条件是任意开集的原象是开集。由开集的构成定理，“任意开集”也可以置换成为“任意开区间”且为有限开区间。任取开区间（α，β），设f－1
 （α，β）非空。取n0
 >｜α｜＋｜β｜，当x∈f－1
 （α，β）即α<f（x）<β时，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，而[image: alt]
 是连续函数，[image: alt]
 为开集。当（α，β）是无限开区间时，可以转化为有限开区间的并集讨论。

例6　设f（x）是定义在区间（a，b）的凸函数，则f（x）在（a，b）连续。

首先，复习凸函数的定义，f定义于区间I上，∀x1
 ，x2
 ∈I以及λ∈［0，1］，恒有

f［λx1
 ＋（1－λ）x2
 ］≤λf（x1
 ）＋（1－λ）f（x2
 ）

凸函数的明显几何特征：（1）割线恒位于曲线上方；（2）割线右移时（至少一个端点右移），其斜率递增。

设Mi（xi
 ，f（xi
 ）（i＝1，2，3）是曲线上自左往右的三个点，x1
 <x2
 <x3


则有[image: alt]
 ，即

[image: alt]


证（*）式：设x2
 ＝λx1
 ＋（1－λ）x3
 ，则[image: alt]


f（x2
 ）≤λf（x1
 ）＋（1－λ）f（x3
 ）

从而

f（x2
 ）－f（x1
 ）≤（1－λ）［f（x3
 ）－f（x1
 ）］

f（x3
 ）－f（x2
 ）≥λ［f（x3
 ）－f（x1
 ）］

以λ代入即得（*）式。

关于凸函数，还有一个重要的特性：

凸函数一定是单侧可导的（即处处存在左导数和右导数）。

证　以右导数为例，分析[image: alt]
 ，连接M0
 （x0
 ，f（x0
 ））和M（x0
 ＋h，f（x0
 ＋h））的割线斜率F（h）递增，[image: alt]
 ），当h↘0时为递减趋势。下证有下界。

任取一点x′∈I且x′<x0
 ，则[image: alt]
 ，故f′＋
 （x0
 ）存在。于是f（x）在x0
 处一定连续。

或：从图形分析，F（h）上方、下方有界。

注　本题针对的是开区间：开区间上的凸函数一定连续，但闭区间［a，b］上的凸函数又如何呢？

只能得出在（a，b）连续，因为在端点a、b处可以旱地拔葱式地提升函数值而不影响凸性。

习题2.1

1．设[image: alt]
 在x＝1处连续，试求a，b之值。

2．设f1
 （x），f2
 （x），f3
 （x）均在［a，b］连续，定义h（x）为上述三个函数值中居中的一个，则h（x）也连续。

3．设f（x）在（a，b）内只有第一类间断点，且∀x，y∈（a，b）有

[image: alt]


　求证f（x）连续（亦即Jensen凸的函数必只可能有第二类间断点）。

　（提示：令x＝x0
 ，y→x0
 ＋0，或y→x0
 －0等等，再令x＝x0
 －h，y＝x0
 ＋h代入，令h→0，第一类间断点的用处在于存在单边极限。）

4．设f（x）在［a，b］上连续，rn
 →0是趋于零的数列。若∀x∈（a，b）有

[image: alt]


　证明f（x）是线性函数。





§2.2　闭区间上连续函数的性质

闭区间上的连续函数满足四个性质：有界性；最值性；介值性；一致连续性。

思考　开区间上的连续函数未必具备上述性质，但介值性如何？反之，若闭区间上的函数具备介值性，是否连续呢？未必。

如[image: alt]


在介值性之外，再加上什么条件可以保证连续呢？

例1　［a，b］上具有介值性的单调函数一定连续（易证）。

例2　设f定义于R上具有介值性，当r为有理数时，Ar
 ＝｛x：f（x）＝r｝为闭集。求证：f在R上连续。

证明　反证法，若x0
 是间断点，∃ε0
 >0，以及一列｛xn
 ｝，xn
 →x0
 ，使得

｜f（xn
 ）－f（x0
 ）｜≥ε0


故必有无穷多个[image: alt]
 落入f（x0
 ）－ε的左侧或者f（x0
 ）＋ε的右侧。不妨认为无穷多个[image: alt]
 ，故存在有理数r1
 ，使[image: alt]
 ，由介值性，∃介于[image: alt]
 与x0
 之间的点ξk
 ，f（ξk
 ）＝r1
 。

显然ξk
 →x0
 ，又｛x：f（x）＝r1
 ｝是闭的，所以[image: alt]
 ，与r1
 <f（x0
 ）矛盾。

特殊推论：若介值点唯一的话，亦必定连续。（参阅本节习题10）

例3　设f（x）∈［0，1］，f（0）＝f（1），证明∀自然数n，∃ξ∈（0，1），st[image: alt]
 。

证法一　当n＝1时，取ξ＝0即可；当n>1时，不妨设f（0）＝f（1）＝0，且∃x0
 使得f（x0
 ）是f在［0，1］上的最大值点，f（x0
 ）＝M>0，构造[image: alt]
 ，则

[image: alt]


[image: alt]


注　必要时，可将f（x）延拓定义，当[image: alt]
 时，f（x）≡0，则f（x）∈C（R）。

证法二　令[image: alt]
 ，若在[image: alt]
 上，g（x）≠0，不妨设g（x）>0，于是有[image: alt]
 ，矛盾。

例4　设f（x）对一切x满足f（x2
 ）＝f（x），且f（x）在x＝0及x＝1处连续，证明f≡C。

证　首先f（x）是偶函数，∀0<x<1，

[image: alt]


当x>1时，[image: alt]
 ，知

[image: alt]


例5　设f（x）∈C（R），∀x，y，有f（x＋y）＝f（x）＋f（y），证明f（x）＝kx（k为常数）。

证　首先f（0）＝0，f（1－1）＝f（1）＋f（－1）＝0，f（－1）＝－f（1）。

当k∈N时，f（k）＝kf（1），f（－k）＝kf（－1）＝－kf（1）。进一步地，[image: alt]
 ，对一切有理数r，f（r）＝rf（1）。再利用连续性，得知f（x）＝f（1）x。

例6　若f（x）在R上连续且∀x，y有[image: alt]
 ，证明f为线性函数。

证法一　[image: alt]


引入g（x）＝f（x）－f（0），则上式写为

[image: alt]


从条件式两边减去f（0），又得

[image: alt]


即

[image: alt]


此式可等价地写为g（x＋y）＝g（x）＋g（y），由g（x）连续易知（见§2.2例5）

g（x）＝kx　（k＝g（1）＝f（1）－f（0））

所以f（x）＝g（x）＋f（0）＝kx＋b其中b＝f（0），k＝f（1）－f（0）。

注　此法的实质是先令f（0）＝0时，推得f（x）＝f（1）x。

证法二　记A（0，f（0）），B（1，f（1）），连结AB的直线记为L。

依条件，AB的中点M在曲线f（x）上，依次类推，A、M的中点，M、B的中点都在直线L上，一直均分。由于中点集在［0，1］上稠密，再由连续性知，当x∈［0，1］时，f（x）的曲线即为AB。再记C（2，f（2）），A、C的中点必在直线AC上，等价于C必在AB的延长线上，即A、B、C三点共线，于是又得f（x）在［0，2］的图形是直线段L。依次类推，f（x）在［0，2n
 ］上的图形即为直线L。往x左半轴完全类似推得。

例7　设f：［0，1］→［0，1］为连续函数，f（0）＝0，f（1）＝1，且f（f（x））＝x。试证f（x）＝x。

分析　介值性、介值唯一性、一一对应性、单调性、连续性之间的关系错综复杂，现在已知f连续，故必有介值性，下证其一定严格单调。为此，只要证明其介值唯一性或一一对应性。∀x1
 ，x2
 ∈［0，1］，若f（x1
 ）＝f（x2
 ），则有f（f（x1
 ））＝f（f（x2
 ）），即x1
 ＝x2
 ，故f（x）必为一一对应。

所以f（x）严格单调，又由于f（0）＝0，f（1）＝1，所以f（x）↗

证明　先证f（x）为一一对应，如上得出f（x）↗。

[image: alt]


研究题：将例7中的条件改为f（0）＝1，f（1）＝0，其余不变。思考：找出满足要求的一个函数，如f（x）＝1－x。当然f（x）必须是严格递减。再问：此f（x）是否是唯一的满足要求的函数？

注　可归结为以下条件，f（x）严格递减且当x≤1－f（x）时，有x≥f（1－x）；当x≥1－f（x）时有x≤f（1－x）。

习题2.2

1．证明：不存在R上连续函数，使对任一函数值都刚好只取到两次。

2．设f（x）∈C（R），对任意x，y，有f（x＋y）＝f（x）f（y），证明f（x）≡0或者f（x）＝ax
 。

3．设f（x），g（x）∈C［a，b］，若不等式组[image: alt]
 在［a，b］上无解，则存在ε>0，使得不等式组[image: alt]
 在［a，b］上无解；试求出满足上述条件的ε的上确界。

4．是否存在映［0，1）为（0，1）的连续映射？是否存在映（0，1）为［0，1）的连续映射？是否存在映［0，1）为（0，1）的单值映射？若有，举出例子，若不存在，给出证明。

5．设f（x）∈C（R），[image: alt]
 。

6．设f（x）∈C（R），[image: alt]
 ，且f（x）的最小值f（x0
 ）<x0
 ，证明f（f（x））至少有两点取到最小值。

（哈尔滨工业大学1999年）

7．证明：若f在区间I上连续，且为一一映射，则f在I上严格单调。

（华东师大1999年）

8．设连续函数y＝f（x），x∈［a，b］，其值域彻［a，b］。证明f在［a，b］中一定有不动点。

（复旦大学）

9．设f（x）在［a，a＋2λ］上连续，证明：存在ξ∈［a，a＋λ］，使得[image: alt]
 。

（北京大学2002年）

10．设f定义于［a，b］上，且任给闭区间［x1
 ，x2
 ］⊂［a，b］，对介于f（x1
 ）与f（x2
 ）的任一常数τ，方程f（x）＝τ在［x1
 ，x2
 ］上有且仅有有限个解。试证f在［a，b］连续。

11．（1）证明：若R上连续函数f满足[image: alt]
 ，则f（x）＝x；

　　（2）试给出一个满足[image: alt]
 且在R上点点不连续的函数f（x）。

（浙江省高等数学竞赛2006年）





§2.3　一致连续性

一、一致连续的概念

1．一致连续的定义

设I是一个区间（有限、无限、开、闭、半开半闭等皆可），f（x）是定义于I上的函数。若∀ε>0，∃δ>0，当x′，x″∈I，且｜x′－x″｜<δ时，有｜f（x′）－f（x″）｜<ε，称f（x）为I上的一致连续的函数。

2．不一致连续的叙述

∃ε0
 ，∀[image: alt]
 ，∃x′n
 ，x″n
 ∈I，虽然[image: alt]
 ，但

｜f（x′n
 ）－f（x″n
 ）｜≥ε0


等价表叙：存在二个点列｛x′n
 ｝，｛x″n
 ｝⊂I，满足x′n
 －x″n
 →0（n→∞），但是。

[image: alt]


二、一致连续的判定（充分条件）

1．Cantor定理　闭区间上连续的函数一定一致连续。

2．有限开区间（a，b）上连续函数为一致连续当且仅当[image: alt]
 存在有限。

（包括无穷端点情形在内吗？如在［a，＋∞）上一致连续[image: alt]
 未必存在，如f（x）＝sinx，故还是改写成充分条件之形式：

设（a，b）为任意开区间，f∈C（a，b），且[image: alt]
 存在，则f在（a，b）上一致连续。

思考：反之如何？当（a，b）为有限区间时正确，否则不一定。）

3．若f在I上可导且导函数有界，或者f满足Lipschitz条件：∀x′，x″∈I，｜f（x′）－f（x″）｜≤L｜x′－x″｜，L为某常数，则f一定一致连续。

三、一致连续函数的运算（四则运算和复合）

1．两个一致连续函数的复合函数仍一致连续。（具体如何表述和证明？）

2．两个一致连续函数和（差）仍一致连续（积商不然，如y＝x2
 ，[image: alt]
 等）。

但是两个都是定义于I上的有界一致连续函数的乘积是否一致连续？或I是有限区间时，自然，一个一致连续，另一个不一致连续，则其和一定不一致连续，其积又如何？试对周期函数作同样的思考：两个周期函数和是不是仍为周期函数？

关于一致连续性的题目，大致有如下三类题型：

题型Ⅰ　证明具体函数的一致连续性或不一致连续性。

题型Ⅱ　证明抽象函数的一致连续性。

题型Ⅲ　一致连续性质的应用。

下面分别举例说明。

例1　证明[image: alt]
 在［0，＋∞）上一致连续。

分段技术[image: alt]


证明　∀ε>0，取δ＝ε2
 ，∀x′，x″≥0且｜x′－x″｜<δ时

[image: alt]


[image: alt]
 （由（i）和（ii）诸如：f（x）∈C［a，＋∞）且[image: alt]
 ，则f在［a，＋∞）一致连续的证明，也是用分段技术，然后拼接。具体函数像f（x）＝e－x
 ，x≥0。

例2　证明f（x）＝sin3
 x＋sinx3
 在R上不一致连续。

分析　[image: alt]
 无疑是一致连续的，故只要证明f2
 ＝sinx3
 在R不一致连续，为什么不一致连续呢？问题出在哪里？

证明　取[image: alt]
 ，则易知x″n
 －x′n
 →0。但[image: alt]
 不趋近于0（n→＋∞），故f2
 （x）在R上不一致连续，所以f（x）在R上也不一致连续。

例3　周期连续函数的一致连续性。

设f（x）是周期为T的连续函数，则f（x）必在R上一致连续。

分析　∀ε>0，寻求δ>0，st只要x′，x″满足｜x′－x″｜<δ，就有

｜f（x′）－f（x″）｜<ε

x′和x″很接近，有两种情形：处于同一个周期段或分处相邻两个周期段。

证明　因为f∈C［0，2T］，所以f亦在［0，2T］上一致连续

∀ε>0，∃δ>0，∀x′，x″∈［0，2T］且｜x′－x″｜<δ，就有

｜f（x′）－f（x″）｜<ε

现任取两点x，y，满足｜x－y｜<δ，不妨认为x<y

情形（i）：x，y同处一个周期段［nT，（n＋1）T］

则x＝nT＋x1
 ，y＝nT＋y1
 ，且｜x1
 －y1
 ｜＝｜x－y｜<δ，x1
 ，y1
 ∈［0，T］，于是

｜f（x）－f（y）｜＝｜f（x1
 ）－f（y1
 ）｜<ε

情形（ii）：x，y分处两个相邻周期段，x＝nT＋x1
 ，y＝（n＋1）T＋y2
 ，则

｜x1
 －（T＋y2
 ）｜＝｜x－y｜<δ，且x1
 ，T＋y2
 ∈［0，2T］

类似有

｜f（x）－f（y）｜＝｜f（x1
 ）－f（T＋y2
 ）｜<ε

据此结论立知，f（x）＝sin3
 x＋sinx3
 必不是周期函数，sinx3
 也不是周期函数。

思考题：R上非常值连续周期函数必有最小正周期。

1°　f（x）≡C，则f是没有最小正周期的连续的周期函数。

2°　没有最小正周期的非常值周期函数一定是间断的。

反证法思路：若没有最小正周期，设有一组正周期Tn
 （n≥1），且Tn
 →0。

又设x1
 是f（x）的一个最大值点，x2
 是f（x）的一个最小值点，且f（x1
 ）>f（x2
 ）。由周期性∀n，x1
 ＋Tn
 皆是f的最大值点，x2
 ＋Tn
 皆是f的最小值点。记A1
 为f（x）的所有最大值点组成的集合，A2
 为f的最小值点组成集合。∀x0
 ∈R，∀δ>0，在邻域U（x0
 ；δ）之中必有A1
 中异于x0
 的点，（因为Tn
 →0）如x0
 属于A1
 的闭包，所以A1
 的闭包等于R。

[image: alt]
 [image: alt]


所以[image: alt]
 ，得f恒为常数。

或思路：设f不恒为常数，f（x1
 ）＝M，f（x2
 ）＝m，且M－m>0

∀n，在［0，Tn
 ］内，皆有f的最值点，不妨记为[image: alt]
 ，但[image: alt]
 ，即f（x）不一致连续，矛盾。

事实上，f（x）的所有正周期构成一个数集D，[image: alt]
 仍然是f的周期，由前所述，T0
 必大于0。

（存在一组正周期Tn
 ，stTn
 →T0
 ，此为下确界的含义）

例4　设函数f（x）在［a，＋∞）上连续，且有渐近线l：y＝cx。证明f一致连续。

证法一　∀x′，x″≥a，当｜x′－x″｜<δ时，能否｜f（x′）－f（x″）｜<ε？

在任何有限区段上，f（x）显然是一致连续的，关键处理无穷远点。

∀ε>0，∃X>0，当x≥X时，｜f（x）－cx｜<ε／3（渐近线）

分段技术：［a，X］∪［X，＋∞）

（1）f∈C［a，X］，故一致连续，∃δ1
 >0，当x′，x″∈［a，X］且｜x′－x″｜<δ1
 时，｜f（x′）－f（x″）｜<ε。

（2）当x′，x″>X时，｜f（x′）－f（x″）｜≤｜f（x′）－cx′｜＋｜c｜｜x′－x″｜＋｜f（x″）－cx″｜

只要取[image: alt]
 ，上式当｜x′－x″｜<δ2
 时必然<ε。（此处利用了直线y＝cx的一致连续性）

（3）当x′<X，x″≥X时，

｜f（x′）－f（x″）｜≤｜f（x′）－f（X）｜＋｜f（X）－f（x″）｜

综合之，对于ε>0，取δ＝min｛δ1
 ，δ2
 ｝，即符合要求。

证法二　引入F（x）＝f（x）－cx则F（x）∈C［a，＋∞）且[image: alt]
 ，于是由前述定理有F（x）在［a，＋∞）上一致连续，所以f（x）＝F（x）＋cx也一致连续。

例5　设f（x）在［0，＋∞）上一致连续，∀x≥0，有[image: alt]
 。

分析　[image: alt]
 是离散的极限，而[image: alt]
 是连续的极限。依Heine定理，若有[image: alt]
 。但反之不然。

由条件，不妨限定x∈［0，1］，∀ε>0，∃N＝N（ε，x），当n>N时

｜f（x＋n）｜<ε

注意N跟x有关，未必存在一个适用于所有x∈［0，1］的N。

思考：若没有一致连续的条件，结论未必成立，反例如下：

[image: alt]


图2-1

解析式：[image: alt]


证明　f（x）在［0，＋∞）上一致连续，∀ε>0，∃δ>0，∀0≤x1
 <x2
 <∞，只要｜x1
 －x2
 ｜<δ就有｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜<ε。现将［0，1］K等分，使得每一小段长度小于δ，故只要[image: alt]
 （0≤i≤K）。

因为[image: alt]


对上述ε>0，∃Ni
 ，当n>Ni
 时，[image: alt]


取[image: alt]
 ，当n>N时，（*）式对于所有i＝0，1，2，…，K皆真。

现对于任意的x>N＋1，不妨设n0
 ＝［x］，则n0
 ≤x<n0
 ＋1

[image: alt]


[image: alt]


注　思路重于表达，透过解题步骤，看透解题的思想是至关重要的。对一个命题，还应有多角度的发掘，知其然又知其所以然。

例6　设f（x）在R上一致连续，则∃常数A和B>0，使得

｜f（x）｜≤A｜x｜＋B（x∈R）

证明　对ε0
 ＝1，∃δ>0，st｜x1
 －x2
 ｜≤δ时，｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜≤1，特别，

｜f（δ）－f（0）｜<1，｜f（2δ）－f（δ）｜<1，…，

｜f（nδ）－f（n－1）δ｜<1

由三角不等式得

[image: alt]


∀x∈R－
 时，完全类似，可得｜f（x）｜≤A｜x｜＋B式中[image: alt]
 ，B＝2＋｜f（0）｜

注　思考一致连续和有界的关系，有限区间上，一致连续⇒有界；

反之，连续＋有界⇏一致连续，如[image: alt]
 ，0<x<1。无限区间上，一致连续和有界没有关系。y＝x；y＝sinx2
 便是两个反例。

习题2.3

1．证明[image: alt]
 在［0，＋∞）上一致连续。

2．证明y＝xsinx在［0，＋∞）上不一致连续。（两个一致连续函数的乘积）

3．设f（x）定义于R上且在原点连续，∀x，y，有f（x＋y）＝f（x）＋f（y），证明f（x）在R上一致连续（事实上f（x）＝λx）。

4．f（x）在［a，＋∞）（a>0）上满足Lipschitz条件，证明[image: alt]
 在［a，b］上一致连续。

5．设[image: alt]
 ，a>0，证f（x）在（0，a）内不一致连续，在［a，∞）内一致连续。

（兰州大学）

6．设f（x）∈C［a，∞）且有界，证明∀T，∃｛xn
 ｝，xn
 →∞，使得

[image: alt]


7．假设f∈C（R），∀x>0皆有[image: alt]
 。


第三章　导数和微分

§3.1　基本概念

例1　讨论函数f（x）＝（x2
 －x－2）｜x3
 －x｜不可导点的情形。

引理　设φ（x）在x＝a连续，f（x）＝｜x－a｜φ（x），则当且仅当φ（a）＝0时，f′（a）存在，且此时f′（a）＝0。

现在给出的函数可能的不可导点为0，1，－1，相应于φ（x）＝x2
 －x－2，知x＝0，1处函数不可导。

思考题：讨论f（x）和｜f（x）｜之可导性的相互关系。

当f（x0
 ）≠0时，由保号性，∃U（x0
 ，δ），st在该邻域内部，｜f（x）｜≡f（x），或者｜f（x）｜≡－f（x），故｜f（x）｜亦在x0
 处可导。反之，若｜f（x）｜可导，甚至f（x）未必连续，故f（x）在x0
 处未必可导。但若f（x）在x0
 处连续，则从｜f（x）｜在x0
 处可导可推得f（x）在x0
 处可导。当f（x0
 ）＝0时，｜f（x）｜在x0
 处可导，｜f（x）｜在x0
 处的导数必等于0，于是⇒f′（x0
 ）＝0。

又若f（x0
 ）＝0，f′（x0
 ）≠0时，｜f（x）｜在x0
 的左，右导数分别为－f′（x0
 ），f′（x0
 ），故｜f（x）｜在x0
 处必不可导。

例2　设f（x）连续，[image: alt]
 ，求φ′（x），并讨论φ′（x）在x＝0的连续性。

解　因为f（x）仅仅连续，对φ（x）求导时，必须先将内变量x释放出来，令xt＝u，

当x≠0时，[image: alt]
 ，而φ（0）＝f（0）＝0

当x≠0时，[image: alt]


[image: alt]


不难判定[image: alt]
 ，所以φ′（x）连续。

例3　假定f（x）在x0
 处可微，αn
 <x0
 <βn
 ，且αn
 →x0
 ，βn→x0
 ，试证：

[image: alt]


证法一　[image: alt]


证法二　依微分定义

[image: alt]


两式相减：f（βn
 ）－f（αn
 ）＝f′（x0
 ）（βn
 －αn
 ）＋o（βn
 －αn
 ）

即证得　　[image: alt]


例4　（达布定理）导函数的介值性。设f（x）是区间I上的可导函数，∀α<β且α，β∈I，以及介于f′（α）和f′（β）之间的任一个μ，一定存在ξ∈［α，β］，使得f′（ξ）＝μ0
 。

等价叙述：导函数至多只有第二类间断点。

或叙述为：若f（x）在I上有第一类间断点，则f在I上没有原函数。

证明　不失一般性，可设f′（α）<0<f′（β），只要证∃ξ∈（α，β），st　f′（ξ）＝0（否则，可令F（x）＝f（x）－μx）。联想Rolle定理的证明，只须证明f在（α，β）内部取得极值。

因为[image: alt]
 ，所以∃δ1
 >0，α<x<α＋δ1
 时，f（x）<f（α）

因为[image: alt]
 ，所以∃δ2
 >0，β－δ<x<β时，f（x）<f（β）

所以f（x）必在［α，β］之内部取得其最小值，记ξ为最小值点，则f′（ξ）＝0。

例5　定义[image: alt]
 ，f（0）＝0，求f′（0）。

分析　被积函数[image: alt]
 在t＝0处无定义，涉及的积分仍可视作为Riemann积分。只要补充在端点t＝0的值，则被积函数是只有一个间断点的有界函数，故一定R-可积。若令代换[image: alt]
 ，该积分是绝对收敛的。

解　依导数定义[image: alt]


[image: alt]


得知

[image: alt]


更一般的极限的结论是m<2时，有[image: alt]
 。

附注　第二积分中值定理：f（x）在［a，b］可积，g（x）在［a，b］单调，则∃ξ∈［a，b］，st：

[image: alt]


[image: alt]


例6　设f（x）在［a，b］可微，试证：f′（x）在［a，b］上连续可微的充要条件是f（x）在［a，b］上一致可微，即∀ε>0，∃δ>0，st：0<｜h｜<δ时，[image: alt]
 ∀x∈［a，b］成立。

注记　“一致可微”之含意是指极限[image: alt]
 的收敛速度是一致的。

证明　必要性　因为f′（x）∈［a，b］，故f′（x）在［a，b］一致连续。

∀ε>0，∃δ>0，使得∀x1
 ，x2
 ∈［a，b］，只要｜x1
 －x2
 ｜<δ，便有

｜f′（x1
 ）－f′（x2
 ）｜<ε

于是　0<｜h｜<δ时，有

[image: alt]


充分性　∀x0
 ∈［a，b］，∀ε>0，存在δ>0，当0<｜h｜<δ时，

[image: alt]


例7　求连续函数f>0，使[image: alt]
 。

解　显见f2
 （x）可导，在f（x）>0的条件下，一定有f也可导，

[image: alt]


题中条件式两边对x求导，得[image: alt]


解出　[image: alt]
 ，因为f（0）＝1得出待定系数C＝1，所以

[image: alt]


例8　设f（x）定义域为R＋
 ，∀x，y>0，f（xy）＝f（x）＋f（y），且f′（1）存在，试求f（x）。

解一　先证明f（x）在R＋
 上处处可导，∀x0
 >0　（从条件有f（1）＝0）

[image: alt]


注　函数方程f（x＋y）＝f（x）＋f（y），只要f（x）在x＝0点连续就有f（x）＝kx，而不必可导的条件。现在这个题目若缺少f′（1）存在的条件，能否得出f（x）仍是对数函数？

解二　令y＝x：f（x2
 ）＝2f（x），依次得f（xn
 ）＝nf（x），再令xn
 ＝t，[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，对任意正有理数[image: alt]
 ，

[image: alt]


由连续性条件，∀正无理数y，也有f（xy
 ）＝yf（x）。再令[image: alt]
 ，

[image: alt]


于是∀y∈R，有f（xy
 ）＝yf（x）（x>0），特取x＝e：f（ey
 ）＝yf（e），再令u＝ey
 ，则y＝lnu。所以f（u）＝f（e）lnu （u>0）

例9　已知f（x）满足方程f（x＋y）＝ex
 f（y）＋ey
 f（x），f′（0）＝2，求f（x）。

分析　从f在0点可导，可得出f（x）处处可导，并有导函数的微分方程。

[image: alt]


以x＝y＝0代入原方程，得知f（0）＝0，[image: alt]
 。所以

f′（x）＝2ex
 ＋f（x），代入微分方程y′＋p（x）y＝Q（x）的通解公式｝

[image: alt]


解出f（x）＝2xex
 。

解二　题设式子的两边先对y求偏导，再令y＝0，仍得关系式

f′（x）＝f（x）＋2ex


即e－x
 f′（x）－e－x
 f（x）＝2，化为［e－x
 f（x）］′＝2，解出

　e－x
 f（x）＝2x＋C，f（x）＝ex
 （2x＋C）。再由f′（0）＝2可确定出f（x）＝2xex
 。

习题3.1

1．已给函数[image: alt]
 求f′（x）。

2．设a，b∈R，b<0，[image: alt]
 ，试确定a，b的取值范围，使得

　（1）f（x）连续；（2）f（x）可导；（3）f（x）连续可导。

3．设φ（x）于R上有界，连续可微[image: alt]


　（1）β在什么范围取值时，f在R上分别连续，可微；

　（2）是否存在非零的φ（x），使得f（x）对所有的β皆可微。

4．设f（x）连续可导，定义[image: alt]


　（1）求常数C使F（x）连续。（2）此时，F′（x）是否连续？

5．设f∈C［a，b］，f（a）＝f（b）＝0；f′＋
 （a）f′－
 （b）>0，证明f（x）在（a，b）内存在零点。

6．设｜f（x）｜在a处可导，f（x）在a处连续，则f（x）在a处必可导。

　（略证：f（a）≠0时，∃U（a）在其内f（x）跟f（a）同号；f（a）＝0时，[image: alt]
 [image: alt]


7．设f（x）＝a1
 sinx＋a2
 sin2x＋…＋an
 sinnx，若｜f（x）｜≤｜sinx｜，x∈R，求证｜a1
 ＋2a2
 ＋…＋nan
 ｜≤1。

　（提示：[image: alt]
 ）

8．f（x）在R＋
 有定义，且f′（1）＝4，∀x1
 ，x2
 >0，有f（x1
 x2
 ）＝x1
 f（x2
 ）＋x2
 f（x1
 ），试求f（x）。

9．若f（x）在x＝0处可微且f（x＋y）＝f（x）＋f（y）＋2xy，求f（x）。

10．[image: alt]
 ，f（0）＝0，求f（x）。

（浙江大学）

11．f连续，f′（0）存在，∀x，y∈R，有

[image: alt]


　　证：f在R上可微。又若[image: alt]
 ，求f（x）。

（中国人民大学2001年）

12．设[image: alt]
 ，证明：不存在一个函数F（x）以f（x）为导函数。

（中科院1983年）

13．设函数f在［0，1］上连续且f（0）＝0。证明：若存在0<α<β，使得[image: alt]
 ，则f在点x＝0的右导数存在。

（北师大2006年）

14．设[image: alt]
 ，其中［·］表示取整函数。证明[image: alt]
 。进一步讨论F（x）在R上其他点处的可导性质。

15．设f∈C［a，b］，f（a）<f（b），又设∀x∈（a，b），[image: alt]
 存在，用g（x）表示这一极限值。试证：存在ξ∈（a，b），使得g（ξ）≥0。

（南开大学1982年）





§3.2　高阶导数

例1[image: alt]


先复习参数方程表达的函数的求导方法，x＝φ（t），y＝ψ（t），利用“导数即微分之商”：

[image: alt]


记忆公式是没有必要的，理解其推导的思想方法更为重要。

解　[image: alt]


[image: alt]


例2　设y＝ex
 sinx，求y（n）
 。

一般而言，乘积项的高阶求导可以利用Leibniz公式：

[image: alt]
 　（类似牛顿二项式展开）

当u（x），v（x）中有一个是次数不高的多项式时，上式右边退化为少数几项，较适用。

解一　利用Leibniz公式得出：[image: alt]
 ，形式繁杂。

解二　从特殊到一般，寻求形式规律

[image: alt]


类推：

[image: alt]


……

一般地有：[image: alt]
 　（可用数学归纳法严格证明之）

解三　利用复数的欧拉公式eix
 ＝cosx＋isinx，两边乘以ex
 得

e（i＋1）x
 ＝ex
 cosx＋iex
 sinx，故ex
 sinx＝Im e（i＋1）x


而

[image: alt]


于是

[image: alt]




例3　证明[image: alt]
 　在x＝0处任意阶可导且f（n）
 （0）＝0。

证　[image: alt]


[image: alt]


……

一般地有[image: alt]
 ，其中P（u）是一个多项式。这一点可以归纳证明，从略（x≠0时）

现在设f（k）
 （0）＝0，则

[image: alt]


依数学归纳法得证

∀n∈N，有f（n）
 （0）＝0

注　若将此f（x）在原点展开成Maclaurin公式，则得f（x）＝0＋Rn
 （x），余项即为f（x）本身，和通常的f（x）＝Tn
 （x）＋o（xn
 ）有点不相吻合。换言之，f（x）在0处的Taylor级数恒为0，并不收敛于f（x），故这是一个非常另类的奇异函数。

例4　设f（x）＝arctanx，求f（n）
 （0）（华中理工大学）。

分析　[image: alt]
 ，而高阶导数则不易求得，利用Taylor展开，可以轻易地求得f（n）
 （0）（但仍难以求得f（n）
 （x））。

解法一　因为[image: alt]


若记[image: alt]
 ，则g（2n）
 （0）＝（－1）n
 （2n）！g（2n－1）
 （0）＝0

而得f（2n＋1）
 （0）＝g（2n）
 （0）＝（－1）n
 （2n）！，f（2n）
 （0）＝0

解法二　[image: alt]
 ，等价变形为乘积形式（这一步很关键！）

[image: alt]


对（1）式使用Leibniz公式

（（1＋x2
 ）y′）（n）
 ＝（1＋x2
 ）y（n＋1）
 ＋n2xy（n）
 ＋n（n－1）y（n－1）
 ＝0

令x＝0：yn＋1
 （0）＋n（n－1）y（n－1）
 （0）＝0

得递推公式yn＋1
 （0）＝－n（n－1）y（n－1）
 （0），据此可得相同结论。

解法三　利用复因式分解[image: alt]


[image: alt]


此解法利用复数知识，属高级技巧。

例5　证明Legender多项式[image: alt]
 满足微分方程：

[image: alt]


证　令u（x）＝（x2
 －1）m
 ，欲证之（2）式等价于

[image: alt]


因为[image: alt]


利用Leibniz公式，对（4）左边求m＋1阶导数即得（3）式。

习题3.2

1．求高阶导数y（n）
 （x）[image: alt]
 ；（3）y＝sin3
 x。

2．设y＝arcsinx，证明（1－x2
 ）y（n＋2）
 －（2n＋1）xy（n＋1）
 －n2
 y（n）
 ＝0。（据此可以求得y（n）
 （0））

3．已知f（x）＝（x2
 －1）n
 ，求f（n）
 （1）和f（n）
 （－1）。

4．证明[image: alt]
 。

（同济大学）

5．设g（x）是［－1，1］上无穷次可微分函数，∃M>0，使｜g（n）
 （x）｜≤n！M。并且

[image: alt]


　试计算各阶导数g（k）
 （0），k＝0，1，2，…。

（中国科学院，1999年）

6．设[image: alt]
 ，求y（n）
 （0）。

7．设[image: alt]
 ，求y（n）
 （0）。

（浙江省04年高等数学竞赛题）





§3.3　微分中值定理

作为函数和它的导函数之间相互联结的桥梁和纽带，微分中值定理赋予导数以鲜活的生命力。罗尔定理，Lagrange中值定理，柯西中值定理的证明思想质朴，环环相扣，辅助函数的引入更体现了数学思维的灵动美。

跟微分中值定理相关的题目一般都是证明题。下面我们按证题思路分述之。

一、妙用几何图形证题

从Rolle定理的证明，以及过渡到Lagrange中值定理所使用的辅助函数，都有明显的几何特征，而一旦将抽象的证明和具体形象的几何图形结合起来时，将会使我们对定理理解得更加深刻。

例1　设f（x）∈C［a，b］，且在（a，b）内可导。（以后我们将此两条件合并记为f∈C*
 ［a，b］），且f（a）＝f（b），证明：

∃ξ1
 ，ξ2
 ∈（a，b），st　f′（ξ1
 ）>0，f′（ξ2
 ）<0（f不为常数）。

证一　由于f（x）∈C［a，b］，且f（a）＝f（b），f不为常数，则在（a，b）内部必取得最大值或最小值之一，不妨设在ξ∈（a，b）处取得最大值f（ξ），于是

f（ξ）>f（a）＝f（b），在［a，ξ］上利用L-中值定理，∃ξ1
 ∈（a，ξ），st

[image: alt]


同理　∃ξ2
 ∈（ξ，b），st　f′（ξ2
 ）<0

[image: alt]


图3-1

证二　因f不恒为常数，知在（a，b）内，f′（x）不恒为0，不妨设∃ξ1
 ，st　f′（ξ1
 ）>0。下证∃ξ2
 ，st　f′（ξ2
 ）<0。

若不然，∀x∈（a，b），有f′（x）≥0，故f（x）在［a，b］上递增。从f′（ξ1
 ）>0，∃δ1
 ，st　f（ξ1
 ＋δ1
 ）>f（ξ1
 ）≥f（a），于是f（b）>f（a）矛盾。

故必∃ξ2
 ，st　f′（ξ2
 ）<0，命题得证。

例2　假设f∈C*
 ［a，b］，且f（x）非线性，证明∃ξ∈（a，b），st

[image: alt]


证一　此题和例1是异曲同工的，正如L-中值定理和Rolle中值定理的联系一样。

为了去掉绝对值，先假设f（b）>f（a）时，构造辅助函数

[image: alt]


那么F（x）不恒为0，F（x）∈C*
 ［a，b］。不妨设∃x0
 ∈（a，b），st　F（x0
 ）>0

在［a，x0
 ］上运用L-中值定理，知∃ξ∈（a，x0
 ），st

[image: alt]


据此即有　　[image: alt]


若F（x0
 ）<0，在［x0
 ，b］上运用L-中值定理，一样得到所要求的ξ：

[image: alt]


而当f（a）>f（b）情形，取g（x）＝－f（x），则依上述过程，∃ξ，st

[image: alt]


综合两种情况，皆有[image: alt]


证二　依L-中值定理，∃x*
 ∈（a，b），st[image: alt]


在［a，x*
 ］和［x*
 ，b］上分别应用L-中值定理，∃ξ1
 ，ξ2
 ，st

[image: alt]


[image: alt]


图3-2

由几何意义易知，[image: alt]


亦即ξ1
 ，ξ2
 之中必有一个满足题目要求。

证三　（反证法）记[image: alt]
 ，若不然，∀x∈（a，b），有｜f′（x）｜≤k。因为f（x）非线性，∃ξ∈（a，b），st

[image: alt]


故有

｜f（ξ）－f（a）｜<k（ξ－a），｜f（b）－f（ξ）｜<k（b－ξ）

所以

｜f（b）－f（a）｜<｜f（b）－f（ξ）｜＋｜f（ξ）－f（a）｜<k（b－a）

这与k的定义矛盾。

例3　设f在［a，b］连续，在（a，b）二阶可导，连结端点A，B的弦与曲线y＝f（x）相交于点C（c，f（c）），证明∃ξ，st　f″（ξ）＝0。

（华中师范大学2003年）

这个题目本身就以几何形态的条件出发，而欲证明的f″（ξ）＝0无非提示出点M（ξ，f（ξ））是曲线的拐点。

[image: alt]


图3-3

证一　若f″（x）>0，∀x∈（a，b）恒成立（为什么可以做这样的反证假定？）

则f（x）在［a，b］上严格凸，f（λ1
 x1
 ＋λ2
 x2
 ）≤λ1
 f（x1
 ）＋λ2
 f（x2
 ），则割线AB不可能与曲线y＝f（x）再相交于第三点C。

证二　在［a，c］上用L-中值定理，∃ξ1
 ：

[image: alt]


在［c，b］上用L-中值定理，∃ξ2
 ：[image: alt]


在［ξ1
 ，ξ2
 ］上用Rolle中值定理于f′（x），就得∃ξ∈（ξ1
 ，ξ2
 ），st　f″（ξ）＝0

二、构建辅助函数

从Rolle中值定理到L-中值定理，证明中使用了辅助函数

[image: alt]


目的是将斜置的“弓形”转化为水平的“弓形”。依据不同的目的，构建恰当的辅助函数达成证明的目标，是数学中极为常用的手段，犹如几何学中添加辅助线。

例4　设f（x）在（a，b）内可导，且f（a＋0）＝f（b－0），则∃ξ∈（a，b），st　f′（ξ）＝0。

（广义Rolle定理）

注　本题的开区间可以取无限区间。

证　情形1°　当（a，b）为有限开区间时，可以添加f在端点处的值使之成为在闭区间［a，b］上连续的函数，就可以应用Rolle中值定理。

情形2°　（a，b）＝（－∞，＋∞）时，令x＝tant，[image: alt]


g（t）＝f（tant），则g（t）在[image: alt]
 内连续，可导，符合情形1°的条件，

∃　[image: alt]
 ，st　g′（t0
 ）＝f′（tant0
 ）sec2
 t0
 ＝0

由于sec2
 t0
 ≠0，得出f′（tant0
 ）＝0，取ξ＝tant0
 即行。

或证　设存在x0
 ，f′（x0
 ）>0，则一定存在x1
 ，st　f′（x1
 ）<0，

（若不然，∀x∈R，有f′（x）>0，则f（x）↗。于是x>1时，有

f（－x）<f（0）<f（1）<f（x）；

则[image: alt]
 ，得出矛盾），由达布定理知结论成立。

情形3°　（a，b）＝（a，＋∞）时，（单边无限的开区间），类似可以讨论

例5　假定f，g∈C*
 ［a，b］，f（a）＝f（b）＝0，g（x）保号，试证：∃ξ∈（a，b），st

f′（ξ）g（ξ）＝g′（ξ）f（ξ）

证明　对[image: alt]
 运用Rolle定理。

例6　设f（x），g（x）满足Cauchy中值定理条件，证明∃ξ∈（a，b），st

[image: alt]


分析　欲证之式化为

f′（ξ）g（ξ）＋f（ξ）g′（ξ）＝f（a）g′（ξ）＋f′（ξ）g（b）

构造函数

F（x）＝f（x）g（x）－f（a）g（x）－f（x）g（b）

或

F（x）＝（f（x）－f（a））（g（x）－g（b））

例7　设f（x）在［0，∞）上可导，且[image: alt]
 ，证明存在ξ>0，st

[image: alt]


证　欲证之式转化为　[image: alt]


引入辅助函数　[image: alt]
 ，则F（0）＝0，F（＋∞）＝0。用广义Rolle定理得证。

或证　见上，F（x）≤0，若F（x）≡0，则[image: alt]
 ，∀ξ>0都满足。若F（x）不恒为0，则∃x0
 ，F（x0
 ）<0，由F（0）＝F（＋∞）＝0，存在0<x1
 <x0
 <x2
 ，st　F（x1
 ）＝F（x2
 ）介于F（x0
 ）和F（0）＝0之间。在［x1
 ，x2
 ］上直接使用Rolle定理得证。

例8　设f在［0，1］上可微，且[image: alt]
 ，则∃ξ∈（0，1），st

[image: alt]


分析　欲证之式等价于ξf′（ξ）＋f（ξ）＝0。引入F（x）＝xf（x），显然F（0）＝0，相当于证∃ξ∈（0，1），st：F′（ξ）＝0，故只要在（0，1）中找两个点使得F（x）在该两个点函数值相等。

证明　[image: alt]
 是F（x）＝xf（x）在区间[image: alt]
 上的积分平均，依积分第一中值定理，∃[image: alt]
 ，在［x0
 ，1］上用Rolle定理。

例9　设f在［x，x＋h］上二次可微，τ∈［0，1］，则存在θ∈（0，1），使得

[image: alt]


证明　不妨假定0<τ<1，设M（依赖于x，h，τ）满足

[image: alt]


引入辅助函数（将上式中的τ置换成变量t）：

[image: alt]


那么F（0）＝F（τ）＝F（1）＝0，又由f在［x，x＋h］上二阶可微，得知F（t）在（0，1］上亦二阶可微，连续用两次Rolle定理知存在θ∈（0，1），st　F″（θ）＝0，此即f″（x＋θh）＝M

例10　设f在［a，b］上三阶可导，证明存在ξ∈（a，b），st

[image: alt]


解法一　欲证之式改成

[image: alt]


常数变易思路：上式左边的b改成变量x，引入

[image: alt]


易见　F（a）＝G（a）＝0

　　　[image: alt]


　　　F′（a）＝0

　　　G′（x）＝3（x－a）2


　　　G′（a）＝0

　　　[image: alt]


　　　G″（x）＝6（x－a）

由Cauchy中值定理

[image: alt]


解法二　令M满足

[image: alt]


作辅助函数

[image: alt]


则F（a）＝F（b）＝0，由Rolle定理∃x1
 ∈（a，b），st　F′（x1
 ）＝0，整理得

[image: alt]


再由Taylor公式，∃ξ∈（a，x1
 ），st

[image: alt]


比较（3），（4）二式即得知。

例11　设f（x）在有限区间（a，b）内可导但无界，证明f′（x）在（a，b）内也无界，其逆不真。

证一　反证法，逆命题不真的反例如[image: alt]
 在（0，1）上。

证二　取点x0
 ∈（a，b），∀M>0，∃x1
 ∈（a，b），st

｜f（x1
 ）｜≥max｛2｜f（x0
 ）｜，2（b－a）M｝

在以x0
 ，x1
 为端点的区间上运用L-中值定理，存在介于x0
 ，x1
 之间的ξ，使得

[image: alt]


故f′（x）在（a，b）上无界。

例12　设f∈C*
 ［0，1］，且f（0）＝0，若∀x∈［0，1］，有｜f′（x）｜≤｜f（x）｜，证明f（x）≡0。

证明　∀0<x<1，｜f（x）｜＝｜f′（ξ1
 ）｜x≤｜f（ξ1
 ）｜x≤…≤｜f（ξn
 ）｜xn
 其中0<ξn
 <ξn－1
 <…<ξ1
 <x，令n→＋∞，得f（x）＝0，继而由f在x＝1点的连续性得知f（1）＝0，所以f在［0，1］上恒等于0

推广：设f在［0，∞）内可微，f（0）＝0，并且∃A>0，st｜f′（x）｜≤A｜f（x）｜恒成立。试证明f（x）≡0（中科院2003年）。

证法一　当[image: alt]
 时，

[image: alt]


依次类推得

[image: alt]


在[image: alt]
 上，f（x）连续，故必有界，于是令n→∞，知[image: alt]
 时，f（x）≡0。

既然[image: alt]
 ，如法炮制上述过程于区间[image: alt]
 ，仍得f（x）≡0，…，在[image: alt]
 上，皆有f（x）≡0。

证法二　令[image: alt]
 ，对｜f（x0
 ）｜使用上述技巧

∃η∈（0，x0
 ），[image: alt]
 ，矛盾，或直接推得M＝0。

证法三　反证法，若∃x0
 >0，st　f（x0
 ）≠0，不妨设f（x0
 ）>0，记x1
 ＝i nf｛x｜（x，x0
 ）上f（x）>0｝，显然f（x1
 ）＝0。在（x1
 ，x0
 ）内定义，g（x）＝ln f（x），则[image: alt]
 ，故g（x）在有限区间（x1
 ，x0
 ）上有界，但由于[image: alt]
 ，应有[image: alt]
 ，矛盾。

注　逆否命题：设f在［a，b］连续，在（a，b）可导，f（a）＝0，f（x）>0（a<x<b），则不存在常数M>0，使∀a<x<b有[image: alt]
 。

例13　设f，g在R内有定义，f（x）二阶可导，且满足

f″（x）＋f′（x）g（x）－f（x）＝0

如果f（a）＝f（b）＝0，求证在［a，b］上，f（x）＝0

证明　题设对于函数g（x）的限定较模糊，若g（x）可以任取，则令g（x）≡0，原题中条件简化为f″（x）－f（x）＝0，其通解为f（x）＝C1
 ex
 ＋C2
 e－x
 。

利用f（a）＝f（b）＝0，得出待定系数C1
 ＝C2
 ＝0，假若g（x）是一个特定的函数，设法令f′（ξ）g（ξ）项消失。

反证法，若∃x0
 ∈（a，b），st　f（x0
 ）≠0，不妨设f（x0
 ）>0，那么f在（a，b）内有最大值点ξ，于是f′（ξ）＝0，代入条件式知f″（ξ）＝f（ξ）>0。这说明f（x）在ξ处只能是最小值（极小值），矛盾。

例14　设f在（0，a］上可导，且[image: alt]
 存在且有限，试证f在区间［0，a］上一致连续。

分析　归结为证明[image: alt]
 存在即可以了。利用极限存在的Cauchy收敛准则和Cauchy微分中值定理来证：∀x，y∈（0，a］，∃介于x，y之间的ξ，st

[image: alt]


利用[image: alt]
 在0附近的局部有界性及在（0，ε2
 ）内，[image: alt]
 充分小即可。

习题3.3

1．f（x）在［a，b］连续，f（a）＝f（b）＝0；f在［a，b）内可导，且f′＋
 （a）>0；f（x）在（a，b）内二阶可微，证明存在C∈（a，b），使得f″（c）<0。

　思路分析：f（a）＝0，f′＋
 （a）>0，则∃x0
 ∈（a，b），st：f（x0
 ）>0，在［a，x0
 ］，［x0
 ，b］上分别使用L-中值定理，∃ξ1
 ∈（a，x0
 ），f′（ξ1
 ）>0，∃ξ2
 ∈（x0
 ，b），f′（ξ2
 ）<0，在［ξ1
 ，ξ2
 ］上再一次对f′（x）使用L-中值定理，即得。或反证法f″（x）在（a，b）上非负，则f（x）为下凸函数，∀x∈（a，b）有f（x）≤f（a）＝f（b）＝0和f′＋
 （a）>0，矛盾。

2．设f（x）二阶可导，f″（c）≠0，试证[image: alt]


3．设f∈C′（R），f（a）＝f（b）＝0，f′（a）<0，f′（b）<0，证明至少存在两点ξ1
 ，ξ2
 ，st.f′（ξ1
 ）＝f′（ξ2
 ）＝0。

4．设f（x）∈C*
 ［0，1］，f′（x）>0（0<x<1），f（0）＝0。证明：存在λ，μ∈（0，1），λ＋μ＝1，满足[image: alt]
 。

（华中理工1998年）

5．设f（x）∈C*
 ［0，1］，且满足[image: alt]
 ，证明存在ξ∈（0，1），使得f′（ξ）＝2ξf（ξ）。

（2001年数学（四））

6．设f（x）∈C*
 ［a，b］，且f（a）＝f（b）＝1，证∃ξ，η∈（a，b），st　eη－ξ
 （f（η）＋f′（η））＝1。

（1998年数学（四））

7．设f∈C*
 ［0，1］，f（0）＝f（1）＝0，[image: alt]
 。试证

　（1）[image: alt]


　（2）∀λ∈R，∃ξ∈（0，η），st　f′（ξ）－λ（f（ξ）－ξ）＝1。

（1999年数学（三））

8．设f∈C*
 ［a，b］且f′（x）≠0。试证∃ξ，η∈（a，b），st

[image: alt]


（1998年数学（三））

9．设函数f在点a的某个邻域内具有二阶导数。证明：对充分小的h，存在θ，0<θ<1，使得

[image: alt]


10．已知f在［0，1］上三阶可导，f（0）＝－1，f（1）＝0，f′（0）＝0。试证至少存在一点ξ∈（0，1），使得

　[image: alt]


（浙江省高等数学竞赛2004年）

11．设f在R上可导，∀x≠y，有[image: alt]
 ，求证

f（x）＝ax2
 ＋bx＋c。

12．设函数f（x）处处有连续的二阶导数，试证：

[image: alt]


13．设f（x）在［a，b］连续，在（a，b）有二阶导数，证明，∃ξ∈（a，b），st

[image: alt]
 。

（南开大学1982年）

14．函数f（x）在［0，x］上的拉格朗日公式为f（x）－f（0）＝f′（θx）x，其中0<θ<1，对f（x）＝arctanx，求x→0＋
 时θ的极限值。

（武汉大学2000年）

15．设f在［0，1］可微，f（0）＝0，f（1）＝1，λi∈（0，1）且[image: alt]
 ，证明：存在一组互不相等的x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，使得

[image: alt]


（中国科技大学；浙江省数学竞赛03年）





§3.4　函数零点·方程根的讨论

相关知识点和工具：罗尔中值定理；闭区间上连续函数的零点存在定理；函数单调性；罗尔定理的推广：设f为n阶可导，且有n＋1个零点，则f（n）
 （x）至少有一个零点。但此结果不能逆推！！

例1　证明方程2x
 －x2
 －1＝0恰有三个不同实根。

证　首先证有三个不同实根，不妨结合几何图形分析根的大概位置。

x1
 ＝0，x2
 ＝1，x3
 介于4和5之间。再证仅此三根。

反证法，若有第四个根，则f（x）＝2x
 －x2
 －1的三阶导数[image: alt]
 应有至少一个零点，矛盾。

注　最好不要用图形代替证明，即严密化证题。

例2　已知[image: alt]
 ，则方程C0
 ＋C1
 x＋…＋Cn
 xn
 ＝0在（0，1）内有根。

分析　设根为ξ，则C0
 ＋C1
 ξ＋…＋Cn
 ξn
 ＝0，联系Rolle定理，构造一个函数f（x），st　f′（ξ）＝C0
 ＋C1
 ξ＋…＋Cn
 ξn
 即可。

证明　引入辅助函数[image: alt]
 ，于是f（0）＝f（1）＝0，在［0，1］上对f（x）运用Rolle中值定理即可。

例3　设f∈［a，b］，且当0≤k≤n时，[image: alt]
 ，求证f（x）在［a，b］上至少有n＋1个零点。

分析　从n＝1情形入手[image: alt]
 说明f（x）至少有一个零点x0
 且f（x）要变号。若f（x）仅有x0
 唯一的零点，则f在［a，x0
 ）和（x0
 ，b］上符号相反。又若[image: alt]
 ，则必有[image: alt]
 ，由于f在x0
 的两侧只变号一次，则（x－x0
 ）f（x）在［a，x0
 ）∪（x0
 ，b］上恒正或恒负，矛盾。

证明　反证法。若不然，f在［a，b］上只有m（m≤n）个零点：

a≤c1
 <c2
 <…<cm
 ≤b，令Pm
 （x）＝±（x－c1
 ）（x－c2
 ）…（x－cm
 ），选取＋、－号使Pm
 （x）与f（x）在［a，b］上同号即可得。

例4　若f（x）在R上可导，且f（x）＋f′（x）>0，试证f（x）至多只有一个零点。

分析　条件f（x）＋f′（x）>0不易应用，联想本讲义§1.3之例2。作辅助函数F（x）＝ex
 f（x）则有F′（x）＝ex
 （f（x）＋f′（x））。

证一　引入F（x）＝ex
 f（x）从条件知F′（x）>0，于是F（x）是R上严格递增函数。则F（x）至多有一个零点，而ex
 >0，故f（x）至多只有一个零点。

证二　反证法。若f（x）有两个零点，x1
 ，x2
 ，则F（x1
 ）＝F（x2
 ）＝0，由Rolle定理，∃ξ∈（x1
 ，x2
 ），st　F′（ξ）＝eξ
 （f（ξ）＋f′（ξ）＝0，但eξ
 >0，故f（ξ）＋f′（ξ）＝0，矛盾。

注　反证法其实证明了原命题的逆否命题，在f（x）的两个零点之间，一定有f（x）＋f′（x）的零点。

派生题1：设f在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f（a）＝f（b）＝0，求证：

∀实数λ，∃c∈（a，b），st　f′（c）＝λf（c）。

关键：构造辅助函数F（x）＝e－λx
 f（x）。

派生题2：设f，g∈C*
 ［a，b］，f（a）＝f（b）＝0，试证∃ξ∈（a，b），st

f′（ξ）＋f（ξ）g′（ξ）＝0

关键：引入F（x）＝f（x）eg（x）
 ，F′（x）＝eg（x）
 （f′（x）＋f（x）g′（x））

思考：在同样的条件下，证明存在一个η使得f′（η）＋f（η）g（η）＝0

置换思路，此处g（η）相当于题目中的g′（ξ），构造[image: alt]
 。

例5　设f（x）∈C［a，b］，且∀x∈［a，b］，有[image: alt]
 试证f（x）≤0。

分析　反证法，若∃x0
 ∈［a，b］，st　f（x0
 ）>0，存在邻域U（x0
 ，δ）在其上f（x）>0似乎推不出矛盾。

联想：f（x）是[image: alt]
 的导函数，换个写法，则积分的条件转化为导数的条件。

证明　令[image: alt]
 则原条件变为F′（x）－F（x）≤0，再引入辅助函数G（x）＝e－x
 F（x），G′（x）＝e－x
 （F′（x）－F（x））≤0，于是G（x）是递减函数，∀a<x≤b，G（x）≤G（a）＝e－a
 F（a）＝0⇒F（x）≤0，由原条件f（x）≤F（x），立知f（x）≤0。

注　凡f′（x）＋λf（x）类型的项一般联想到eλx
 f（x）的导数。

例6　证明方程[image: alt]
 有且仅有一个实根。

证一　为简便，引入记号[image: alt]
 ！，由于F2n＋1
 （＋∞）＝＋∞，F2n＋1
 （－∞）＝－∞，故F2n＋1
 （x）＝0显然有解。

下证解的唯一性。易知F′2n＋1
 （x）＝F2n
 （x），而[image: alt]
 。故F2n
 （x）在R上必有最小值，欲证F2n＋1
 （x）严格递增只需证F2n
 （x）>0恒成立[image: alt]
 。

设ξ是F2n
 （x）的最小值点，则ξ一定是其极小值点，于是F′2n
 （ξ）＝0，即F2n－1
 （ξ）＝0，[image: alt]
 。

严格的书写可以采用归纳法。

F1
 （x）＝0有唯一的零点，[image: alt]
 ，由于判别式Δ<0，故无零点。且F2
 （x）>0，于是F3
 （x）有唯一的零点，…

证二　令G（x）＝e－x
 F2n＋1
 （x），易推得[image: alt]


当x>0时，G′（x）<0，G（x）单调递减，且由F（0）＝1，F（＋∞）＝0知G（x）在（0，＋∞）上没有根。当x<0时，G′（x）>0，G（x）单调递增，且F（－∞）＝－∞，故有唯一的根。但e－x
 恒正，于是F2n＋1
 （x）有唯一的根。

例7　证明xn
 ＋x＝1在（0，1）上存在唯一的根xn
 ，并且xn
 →1，（n→∞）。

分析　从几何图形转化为两曲线y＝xn
 和y＝1－x相交的问题。

令Fn
 （x）＝xn
 ＋x－1。从F′n
 （x）>0易推知根的存在唯一性。下证[image: alt]
 。

证明　首先证｛xn
 ｝↗，Fn
 （xn
 ）＝Fn＋1
 （xn＋1
 ）＝0

[image: alt]
 ，且Fn＋1
 （x）递增。故有xn
 <xn＋1
 ；又0<xn
 <1，推出[image: alt]
 存在。

其次证明l＝1。反证法，若不然，设l<1，∃ε0
 ，st　l＋ε0
 <1，∃N，当n>N时xn
 <l＋ε0
 <1，所以[image: alt]
 。由[image: alt]
 ，令n→∞又应当有l＝1，得出矛盾。

例8　设f在R上二阶可导且f″（x）>0，[image: alt]
 ，且∃x0
 ，st　f（x0
 ）<0，求证f（x）在R上有且仅有两个零点。

分析　f″（x）>0⇒f′（x）↗，结合条件∃c，st　f′（c）＝0。

在（－∞，c）上，f′（x）<0，f（x）↘，在（c，＋∞）上，f′（x）>0，f（x）↗，故f（c）必是f的最小值点，且f（c）<0。然后证当｜x｜充分大时，f（x）>0即可。

例9　设f（x）在［0，1］可微，∀x∈［0，1］，0<f（x）<1，且f′（x）≠1。试证存在唯一的ξ∈（0，1），st　f（ξ）＝ξ，亦即f（x）存在不动点。

证明　引入F（x）＝f（x）－x，F（0）>0，F（1）<0，且F（x）连续，推出∃ξ，st　F（ξ）＝0。下证唯一性。

若不然，还存在另一个η，使得f（η）＝η，不妨设0<ξ<η<1，在区间［ξ，η］上用Lagrange中值定理，∃x0
 ∈（ξ，η），st　f（η）－f（ξ）＝f′（x0
 ）（η－ξ）。

所以f′（x0
 ）＝1，与题设矛盾。

或用f′（x0
 ）≠1⇒F′（x）≠0，且F（1）<F（0）知，F（x）必为严格递减。故其零点唯一。

例10设f（x）＝a0
 ＋a1
 cosx＋…＋an
 cosnx，其中ai
 ∈R，且

an
 >｜a0
 ｜＋｜a1
 ｜＋…＋｜an－1
 ｜

证明：f（n）
 （x）在［0，2π］内至少有n个零点。

分析　鉴于事实“求导一次，零点少一个”，猜测f（x）必至少有2n个零点。而条件[image: alt]
 表明f（x）的构成项中，末项an
 cosnx是龙头老大，有多少零点它说了算。显然cosnx在［0，2π］中完成了n个周期，故有2n个零点。剩下的是证明f（x）亦有2n个零点。

证明　cosnx在［0，2π］内的极值点是[image: alt]
 （k＝0，1，…，2n），由条件知[image: alt]
 与末项an
 coskπ＝（－1）k
 an
 同号，因此当k＝0，1，2，…，2n时，[image: alt]
 依次变号，故存在x1
 ，x2
 ，…，x2n
 ∈（0，2π）使f（xk
 ）＝0，k＝1，2，…，2n。连续运用Rolle定理得f（n）
 （x）在［0，2π］内至少有n个零点。

例11　设un
 （x）＝（x2
 －1）n


（1）求[image: alt]
 ；

（2）证明[image: alt]
 的一切根全在（－1，1）之内。

证明　（1）法一：利用Leibniz乘积求导公式un
 （x）＝（x－1）n
 （x＋1）n


[image: alt]


式中[image: alt]
 项含有因式（x－1）（x＋1），故[image: alt]


法二：利用Taylor展开式，先考虑[image: alt]


[image: alt]


仍推知[image: alt]


（2）±1是un
 （x）的两个n阶零点，继而是u′n
 （x）的n－1阶零点，由Rolle定理，∃[image: alt]
 。仍由Rolle定理，∃[image: alt]
 [image: alt]
 （i＝1，2）。且±1是u″n
 （x）的n－2阶零点，…反复n次得知[image: alt]
 不再以±1为零点，而n个零点全位于（－1，1）之内。注意到[image: alt]
 是n次多项式，上述n个零点构成其全部零点。

注　[image: alt]
 即为勒让德多项式。

习题3.4

1．讨论方程4x
 －3x3
 －1＝0的根。

2．给出[image: alt]
 ，证明当n为奇数时，gn
 （x）恰有一个零点；当n为偶数时，gn
 （x）无实零点。

3．设在［1，＋∞）上，f″（x）<0，f（1）＝2，f′（1）＝－3，证明f在［1，∞）上仅有一个零点。

4．设f（x）在R上二次可微，且有界，试证f″（x）有零点。

5．若f在R可导，且∃0<λ<1，st｜f′（x）｜≤λ，证明f（x）存在不动点。

（法一：迭代法，并用Cauchy准则；法二：反证法，若φ（x）＝f（x）－x≠0，不妨令φ（x）>0，但φ′（x）<0，故φ（x）↘且恒正，于是[image: alt]
 存在。在［n，n＋1］上用微分中值定理，∃ηn
 ：φ（n＋1）－φ（n）＝φ′（ηn
 ）→0，但φ′（x）<λ－1<0，矛盾。

6．设f∈C*
 ［a，＋∞），且f（a）<0，证明：若∀x>a，f′（x）>c>0，则f（x）在（a，＋∞）内必有唯一的零点。

　又问：条件f′（x）>c>0，削弱为f′（x）>0，结论是否仍然成立？

7．令[image: alt]
 ，证明Tn
 （x）在[image: alt]
 内存在唯一零点xn
 ，并证明[image: alt]
 。

8．fn
 （x）＝x＋x2
 ＋…＋xn
 ，证fn
 （x）＝1在［0，∞）上有唯一实根xn
 ，且limxm
 存在，并求其值。

（北师大97）

9．fn
 （x）＝sinx＋sin2
 x＋…＋sinn
 x，证明fn
 （x）＝1在[image: alt]
 内存在唯一解xn
 ，且[image: alt]
 。（n→∞）

（北师大99）

10．证明f（x）＝x2n
 e－x
 的n阶导数f（n）
 （x）在x>0范围内至少有n个零点。

11.∀a，b，c∈R，证明方程ex
 ＝ax2
 ＋bx＋c至多有三个根。

（浙江大学2000年）





§3.5　Taylor公式及其应用

设f（x）在x0
 处连续，则有f（x）＝f（x0
 ）＋o（1）（x→x0
 ）。

设f（x）在x0
 处可导，则有f（x）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）＋o（x－x0
 ）（x→x0
 ），即在x0
 的附近，f（x）可以用一个线性函数p1
 （x）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）代替，而误差是比x－x0
 高阶的无穷小。

函数f（x）性质越好，越光滑，就可以用更高次数的多项式逼近f（x），误差亦为更高阶的无穷小量，即f（x）＝Pn
 （x）＋o（（x－x０
 ）n
 ）（x→x0
 ）。

此即Taylor展开的思想实质。

一、基本结果

1．带有皮亚诺余项的Taylor展开

定理1　若f（x）在x0
 的邻域U（x0
 ）内n－1阶可导，且f（n）
 （x0
 ）存在，则

[image: alt]


本质：将f（x）分解成f（x）＝Pn
 （x）＋Rn
 （x），如（1）式中的Pn
 （x）称之为f（x）在x0
 处的n阶Taylor多项式。

定理1的核心在于余项的刻划

[image: alt]


特别，当x0
 ＝0时，得到的Taylor公式也叫做Maclaurin公式

[image: alt]


两种情形的转化：平移变换，在（1）中，令x＝x0
 ＋t，F（t）＝f（x0
 ＋t），只要求F（t）在t＝0处的Maclaurin展开式即可。

2．带有Lagrange型余项的Taylor展开公式

定理2　设f（x）在x0
 的某邻域U（x0
 ）内n＋1阶可导，∀x∈U（x0
 ），∃介于x0
 ，x之间的ξ，使得

[image: alt]


不难发现，该定理是Lagrange微分中值定理（相当于n＝0）的推广。

（2）式中的余项[image: alt]
 称为L-型余项。

注1°　两类余项的比较：皮亚诺型余项刻划的是在x0
 点附近的局部性质，用于求极限时比较方便；拉格朗日型余项刻划的是某区间内的整体性质。在考虑用多项式逼近函数作近似计算的误差时，或Taylor级数展开的有效性以及证明不等式等等场合，拉格朗日型余项无疑用处更大。

　2°　在定理2的条件之下，还有积分型余项公式

[image: alt]


从积分型余项可以推出L-型余项。

3．Taylor多项式的唯一性

定理3　设f（x）在x0
 处有直到n阶导数。则满足关系式

[image: alt]


的n阶多项式[image: alt]
 一定就是上述的[image: alt]
 。即f（x）的Taylor多项式是唯一确定的。

证明留作练习。

4．五大基本展开公式

ex
 ，sinx，cosx，ln（1＋x），（1＋x）α


需牢牢记住上述五个函数的Taylor多项式及其皮亚诺型余项，或记住其幂级数展开式及收敛域。在此不再罗列，读者可参阅§1.1第五条款。

二、Taylor展开式的求法

一般而言，求f（x）的高阶导数是挺烦难的，故依定义式出发去求函数f（x）的Taylor展开属于下下策，且往往只能求出前几项。当题目只要求展开至前三项，前五项等时，才可使用此法。且没有什么技术性（若说有技术性，亦该隶属于求高阶导数的技巧）

Taylor多项式的唯一性定理确保我们在求解Taylor展开时可以使用形形色色的技巧和方法，不必拘泥于其定义式。那么较常用的展开方法有：代入法（利用基本的五大展开式），待定系数法，先微后积法。

例1　将[image: alt]
 在x＝0处Taylor展开至含x4
 的项。

解一　代入法　f（x）＝［1－（1－cosx）］1/2
 令u＝1－cosx

[image: alt]


利用代入法，还可以较方便地展开至x6
 项或x8
 项等等。

解二　依定义，求cosx的前四阶导数，阶数越高，运算量将翻番，且易出错，是一种没有办法的笨办法。具体求解过程从略。

解三　待定系数法，设[image: alt]


两边平方并利用cosx的已知展开式可定出ai
 （0≤i≤4）。但首先观察[image: alt]
 是偶函数，故其展开式中不含有奇次项（为什么？），于是可令

[image: alt]


cosx＝［a0
 ＋a2
 x2
 ＋a4
 x4
 ＋o（x4
 ）］2


故有

[image: alt]


（三个待定系数只要写出三项，比较相应的系数）

于是[image: alt]


解出a0
 ＝1，[image: alt]


例2　将tanx展开至x5
 项。

解　因为[image: alt]
 且为奇函数，故可设tanx＝a1
 x＋a3
 x3
 ＋a5
 x5
 ＋o（x6
 ）

[image: alt]


将sinx，cosx的Taylor展开式代入，并相乘可以定出a1
 ，a3
 ，a5
 （只需三项）：

[image: alt]


例3　求arctanx的Taylor展开式。

解　[image: alt]
 易得，先微后积法。

[image: alt]
 两边在［0，x］上求积分（｜x｜<1）。

[image: alt]


当然这种运算的合理性还需要用幂级数理论及Taylor展开式的唯一性才能说明。读者可参阅本教材§5.4。

例4　设f（x）＝（x2
 －1）n
 ，求f（x）在x＝1处的Taylor展开式。

解　要将f（x）写成∑ak
 （x－1）k
 的形式，鉴于f（x）本身是2n次多项式，故其Taylor展开式只有有限项。若用定义先求f（n）
 （1），显得很烦（Leibniz公式）。现将f（x）变形，f（x）＝（x－1）n
 （x＋1）n
 ，因式（x－1）n
 现成不必去动了。

[image: alt]


所以[image: alt]
 。

注　倒用Taylor展开式，可以求f（x）的高阶导数值f（k）
 （1）。

当1≤k<n时，f（k）
 （1）＝0；

当n≤k≤2n时[image: alt]
 。

所以f（k）
 （1）＝k！Ck－n
 n
 22n－k
 。

当k>2n时，f（k）
 （1）≡0。

类似得f（x）在x0
 ＝－1处的Taylor展开式是

[image: alt]


进而可求得f（k）
 （－1）。

例5　求函数[image: alt]
 的Maclaurin展开式。

第一层次：展开至含有x4
 的项（留待作业）。

第二层次：猜测各系数有什么特征？

第三层次：一般展开式[image: alt]
 ，Bn
 称作为伯努利（Bernoulli）数，

　　Bn
 的递推关系：

　　B0
 ＝1，

　　B0
 ＋2B1
 ＝0，

　　B0
 ＋3B1
 ＋3B2
 ＝0，

　　B0
 ＋4B1
 ＋6B2
 ＋4B3
 ＝0，

　　…

符号表达式（1＋B）n＋1
 －Bn＋1
 ＝0，按二项展开，将指数皆改为下标即得，且由于[image: alt]
 为偶函数，知B2k＋1
 ＝0（k≥1）。

附带介绍一下，利用Bernoulli数，可以表示出xcotx和tanx的完整的展开式

[image: alt]


（技术：复数欧拉公式的应用eix
 ＝cosx＋isinx，e－ix
 ＝cosx－isinx，以及tanx＝cotx－2cot2x）参阅［4］或［6］。

例6　ln2的近似求值。

分析　[image: alt]
 交错级数的余项分析（有公式）或考虑拉格朗日余项：

[image: alt]


当0≤x≤1时，

[image: alt]
 ）

故[image: alt]


收敛速度[image: alt]
 显得缓慢。

正解　考虑[image: alt]
 的Taylor展开

因为[image: alt]


所以[image: alt]


令[image: alt]
 ，代入上式得。

[image: alt]


以此式计算ln2近似值的收敛速度非常之快！

思考：依上述两种不同的算法欲达到不超过万分之一的误差（精确到10－4
 ），分别需要多少求和项？从中仔细体会数学思想的奥妙！

三、利用Taylor展开式求极限

在第一章第一节中，我们已略加介绍用Taylor展开求极限的方法。

题目的特征：用洛必达法则将会越用越麻烦，故算是一类较有难度的题目。一般来说，此时的Taylor展开只需求出前面几项（以三阶，四阶居多，通常不会超过五阶），并且选用Peano型余项。再举几例：

例7　求[image: alt]
 。

解一[image: alt]


代入原极限式可得所求极限值为12。

解二　利用等价无穷小代换。u→0时，[image: alt]
 。

当x→0时，[image: alt]
 。

代入原极限式立得结果。

例8　求极限[image: alt]
 。

解　作代换[image: alt]


因为[image: alt]


[image: alt]


例9　设φ（x）在［0，＋∞）上二次连续可微，如果[image: alt]
 存在，且φ″（x）有界，试证[image: alt]
 。

分析　联想知识点[image: alt]
 未必存在，若[image: alt]
 都存在，则一定有[image: alt]
 。现在题目给出的条件是φ″（x）有界，如何联系φ（x）、φ′（x）、φ″（x）？

证明　[image: alt]


设h>0，于是

[image: alt]


因φ″（x）有界，设｜φ″（x）｜≤M，现特取[image: alt]
 [image: alt]
 存在，由Cauchy收敛准则，∀ε>0，∃G>0，当x′，x″>G时，[image: alt]
 。

现在x>G且h>0，所以

[image: alt]




四、关于导数的不等式

当题目中同时涉及f（x），f′（x）以及f″（x）相关性质或不等式时，除了联系函数的递增性，凸凹性等解题外，Taylor展开式的使用也是一大工具，如上面的例9。在本段中，我们专就用Taylor展开式（一般至二阶）证明不等式作一些探讨。

例10　设f（x）在（a，＋∞）内有连续的二阶导数，且f（x）>0，f″（x）<0，试证f′（x）≥0。

分析　试用几何图形，转化为f（x）严格凹，则f（x）必然单调不减。

如y＝lnx （x≥1），y＝arctanx （x>0）等等。

证明一　因为f″（x）<0，故f′（x）严格递减。反证法若存在x0
 st　f′（x0
 ）<0

则依凹函数之意义，曲线y＝f（x）一定位于点M（x0
 ，f（x0
 ））处切线之下方，切线方程是y＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）。当x→＋∞时，y→－∞，故由f（x）<f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）知，f（x）→－∞。与条件矛盾。

证明二　若∃x0
 >a，st　f′（x0
 ）<0，由Taylor展开知：

[image: alt]


故当x→＋∞时，f（x）→－∞，同样得出矛盾。

例11　设f（x）在［0，1］上二阶可导，且有｜f（x）｜≤1，｜f″（x）｜<2，试证｜f′（x）｜≤3。

证明　x作为展开的基点，存在η∈（0，x）及ξ∈（x，1）使得

[image: alt]


两式相减

[image: alt]


所以

｜f′（x）｜≤2＋x2
 ＋（1－x）2
 ≤3。

例12　若f（x）在［0，1］上二阶可导，f（0）＝f（1）＝0[image: alt]
 。则∃ξ∈（0，1），st　f″（ξ）≥8。

证　设x0
 是f在［0，1］上的最小值点，f（x0
 ）＝－1，则x0
 ∈（0，1），以x0
 为基点，对f（x）作Taylor展开（一阶），因为f′（x0
 ）＝0。

[image: alt]


特以x＝0，1代入得

[image: alt]


即[image: alt]
 此二者中必有一个≥8。

事实上[image: alt]
 时f″（ξ2
 ）≥8。或f″（ξ1
 ）＋f″（ξ2
 ）≥16。

注　此类内部最值点一定是极值点，故为稳定点。

关键信息：利用f′（x0
 ）＝0在Taylor展开中就可以少去一项。

例13　设f（x）在［a，b］二阶可导，且f′（a）＝f′（b）＝0，则∃c∈（a，b），使得

[image: alt]


分析　条件f′（a）＝f′（b）＝0作何用？几何意义甚难联系，而作为Taylor展开的基点时，特别简化。

证明　将f（x）分别在x＝a，x＝b作Taylor展开，利用f′（a）＝f′（b）＝0，得

[image: alt]


令[image: alt]
 代入并相减得

[image: alt]


即

[image: alt]


只要证明∃c使得[image: alt]
 ｜f″（ξ1
 ）－f″（ξ2
 ）｜即可。

令｜f″（c）｜＝max｛｜f″（ξ1
 ）｜，｜f″（ξ2
 ）｜｝即可以得到

[image: alt]


例14　若f（x）在R＋
 上二次可微，∀x>0，有｜f（x）｜≤A，｜f″（x）｜≤B，求证：[image: alt]
 。

证明　此题和例11有点类似，以x作为展开的基点

[image: alt]


得出

[image: alt]


所以　[image: alt]


分析　希望证出[image: alt]
 ，现问是否有[image: alt]
 ？

遗憾的是恰恰相反。唯一的切入点是：（*）式左边跟h无关，故

[image: alt]


思考或推广：设f（x）在R上二次可微，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 。

（比起例子来，此时条件强，结论也强了）。

例15　函数f（x）在［－1，1］上三次可微，且f（－1）＝f（0）＝0，f（1）＝1，f′（0）＝0，则∃ξ∈（－1，1），使得[image: alt]
 。

证　在x＝0处作二阶Taylor展开，[image: alt]


以x＝－1代入：[image: alt]
 ，得[image: alt]
 。以x＝1代入解得[image: alt]
 ，此两者中必有一个大于等于3。

习题3.5

1．求以下各函数的Taylor展开：

（1）[image: alt]
 到含x4
 项；　（2）[image: alt]
 到含x5
 的项；

（3）[image: alt]
 到含x4
 的项；　　　（4）[image: alt]
 ；

（5）（1＋x）ln（1＋x）展开为Taylor级数；

（6）（x2
 －1）n
 在x＝－1处的Taylor展开式，并求f（n＋2）
 （－1）。

2．利用Taylor展开式求下列各极限：

[image: alt]


3．试分析sin（tanx）－tan（sinx）当x→0＋
 时是几阶无穷小？并写出其主部。

4．已知f（x）二阶可微，f（0）＝f（1）＝0[image: alt]
 ，试证：minf″（x）≤－16。

5．f（x）∈C（3）
 ［0，2］，且f（0）＝1，f（2）＝2，f′（1）＝0，证明∃ξ∈（0，2），st　[image: alt]
 。

6．设f（x）二阶可导，[image: alt]
 ，证明f″（x）≥0

　（即f（x）为凸函数）。

（北师大2004年）

　（注：条件即[image: alt]
 此为Jensen凸，在f（x）连续情形之下，Jensen凸⇔一般凸，故有f″（x）≥0。）

7．设f（x）在［a，b］上二次可微，[image: alt]
 ，试证存在c∈（a，b），st，

[image: alt]


　并说明常数4是最好的；如果再设f（x）≢常数，试证上述不等式中可使严格不等式成立。

（南开大学1981）

8．若[image: alt]
 都存在，则[image: alt]
 。

　推广：若[image: alt]
 都存在，则

[image: alt]






§3.6　函数的单调性、凸凹性等几何性质研究

知识点：1．单调性判别法。

　　　　2．极值的必要条件、充分条件。

　　　　3．凸凹性和拐点

　　　　（1）定义式；（2）几何式定义法（割线、切线）；（3）f′（x）单调；（4）f″（x）保号。

　　　　4．渐近线（铅垂渐近线、水平渐近线、斜渐近线）：

　　　　若[image: alt]
 ，都存在，则y＝ax＋b是曲线y＝f（x）的渐近线。

　　　　5．函数作图，基本步骤如下：

　　　　（1）确定定义域，奇偶性，周期性，连续性；

　　　　（2）求f′（x），确定驻点和不可导点，求出单调区间和极值；

　　　　（3）求f″（x），确定凸凹区间和拐点（列一个表格）；

　　　　（4）求渐近线；

　　　　（5）再描若干个特殊点（如和坐标轴的交点等等）。

例1　设定义于［a，b］上的函数具有介值性，且f在（a，b）内可微，导函数有界，则f（x）必然在［a，b］连续。

分析　关键证在端点处的单边连续性，f在（a，b）上连续，可微，且导函数有界，故f必在（a，b）上有界，那么f（（a，b））是不是一个区间呢？

证明　依题意，∃M>0，st｜f′（x）｜≤M，x∈（a，b）

∀ε>0，取[image: alt]
 。不妨设f在［a，a＋δ］上不恒为常数。

由介值性知∃r∈（a，a＋δ），使[image: alt]
 。

于是∀x∈（a，a＋δ），有

[image: alt]


故f（x）在a点右连续。在b点左连续的证明完全类似。读者不妨一试。

例2　设x>0，求证[image: alt]
 ，其中θ（x）满足

[image: alt]


证明　[image: alt]
 ，对f（u）在区间［x，x＋1］上用L-中值定理知∃0<θ<1，st

[image: alt]


以下主要证明[image: alt]
 。

从上式解出[image: alt]
 ，易知

[image: alt]


下证θ（x）单调增

[image: alt]


故θ（x）在（0，∞）上严格增加，进而有[image: alt]
 。

例3　f（x）在［0，c］上可微，f′（x）在［0，c］上单调减，f（0）＝0，试证

∀0≤x1
 <x2
 <x1
 ＋x2
 ≤c有f（x1
 ＋x2
 ）≤f（x1
 ）＋f（x2
 ）

证　欲证不等式移项并利用f（0）＝0，得

f（x1
 ＋x2
 ）－f（x2
 ）≤f（x1
 ）－f（0）

由L-中值定理知∃ξ1
 ∈（0，x1
 ），ξ2
 ∈（x2
 ，x1
 ＋x2
 ），st

f（x1
 ＋x2
 ）－f（x2
 ）＝f′（ξ2
 ）x1
 ，f（x1
 ）－f（0）＝f′（ξ1
 ）x1
 。

利用f′（x）的递减性有f′（ξ1
 ）≥f′（ξ2
 ），立得所要证明不等式。

例4　设函数y＝y（x）由隐函数方程2y3
 －2y2
 ＋2xy－x2
 ＝1决定，试求y＝y（x）的驻点并判定其是否为极值点以及最值点。

解　用隐函数微分法，求出[image: alt]
 ，令y′＝0，得x＝y

代入原方程，解出驻点x0
 ＝1，用二阶导数来判断x0
 ＝1是否极值点

（3y2
 －2y＋x）y″＋y′（6yy′－2y′＋1）＝1－y′

当x＝1时，y＝1，y′＝0代入得[image: alt]
 ，故y（1）＝1为极小值，整理原方程关于x的一元二次方程，x2
 －2xy＋1＋2y2
 －2y3
 ＝0，判别式Δ＝4［2y3
 －y2
 ＋1］≥0，得y≥1，故y（1）＝1也是最小值。

例5　已知a>0，曲线f（x）＝ax－（1＋a4
 ）x3
 与轴交于点（c，o），其中c>0。问a取何值时，[image: alt]
 最大？

解　解出[image: alt]


[image: alt]
 ，令s′（a）＝0，得a＝0，±1，[image: alt]
 为最大值。

例6　已知[image: alt]
 证明

[image: alt]


证　f′（x）＝（x－x2
 ）sin2n
 x，稳定点为x＝0，1，kπ，（k∈N），不难判定x＝1是唯一的极大值点，x>1时，f′（x）<0，x<1时，f′（x）>0，故f（1）也是最大值。

所以　[image: alt]


例7　设[image: alt]
 ，求f的最值。

解　首先确定f是周期π的函数，故只需在［0，π］上求最值。又

[image: alt]


得稳定点[image: alt]
 ，比较大小，f（0），[image: alt]
 ，f（π），得知[image: alt]
 为最大值，[image: alt]
 为最小值。

例8　分别讨论函数[image: alt]
 在R＋
 上的单调性。

解　先讨论f（x）。[image: alt]
 ，从而f（x）增加。

注　[image: alt]
 是一个较常用的不等式，可以用微分中值定理推出

结合[image: alt]
 ，知1<f（x）<e。

再讨论g（x），类似求得

[image: alt]


于是g（x）在R＋
 单调递减。又[image: alt]
 ，知g（x）>e恒成立。

例9　考虑一般含参数a的函数簇[image: alt]
 的单调性。[image: alt]
 ，若φa（x）单调减，则一定有φ（x）>e。

转换形式：求集合[image: alt]
 中的最小数（或下确界）。

关键技术：不等式[image: alt]


此不等式的证明参阅下一节（§3.7）的例2。

解法一　不等式等价变形，突出a的地位，类似于例2中对θ（x）的讨论。[image: alt]
 两边取对数，[image: alt]
 ，得

[image: alt]


令[image: alt]
 ，只须求出h（x）在（0，＋∞）的上确界或最大值。

[image: alt]


结合上述基础不等式（1）知h′（x）>0，故h（x）在（0，＋∞）上递增

[image: alt]


（此为∞－∞型不定式，通分后用洛必达法则显然麻烦，故采用变量代换，令[image: alt]
 ）

[image: alt]


或进行Taylor展开，

[image: alt]


解法二　分析[image: alt]
 的单调性，或说求最小的能使φa
 （x）单调减的a的值。

令[image: alt]
 ，因g（x）和φa
 （x）有相同的单调性，转而讨论g（x）即可。

[image: alt]
 （a＝0，1时例8已经讨论清楚）

希望g′（x）<0对x>0成立，即

[image: alt]


若已知有不等式（1），则（2）成立的充分条件是

[image: alt]


即等价于

x（x＋1）<（x＋a）2
 　∀x>0

于是[image: alt]
 时，（2）式一定成立；[image: alt]
 时，（2）式一定不恒成立。

若不知有不等式（1）又该如何？

分析　[image: alt]
 ，欲要g′（x）从x轴下方趋于0，相当于

g′（x）是单调增加，于是再求[image: alt]
 。

欲使g″（x）>0，（∀x>0），则当[image: alt]
 时，恒成立。

上面分析说明了，[image: alt]
 可以使φa
 （x）单调递减。

如何说明[image: alt]
 时，原不等式不能对于所有的x>0恒成立呢？

分析　当[image: alt]
 时，∃x0
 >0，st　g′（x0
 ）＝0，即

[image: alt]


此时[image: alt]


所以φ（x0
 ）＝eg（x0
 ）
 <e，证毕。

补充：[image: alt]
 时，求得g″（x）的零点是[image: alt]
 。0<x<x0
 时，g″（x）>0；x0
 <x<∞时，g″（x）<0。即在（0，x0
 ）上，g′（x）↗，（x0
 ，∞）上，g′（x）↘。x0
 是g′（x）的最大值点。结合[image: alt]
 ，一定∃x*
 ∈（0，x0
 ），st　g′（x*
 ）＝0，0<x<x*
 时，g′（x）<0，即得g（x）从而φa
 （x）在（0，x*
 ）上递减；x*
 <x<∞时，g′（x）>0，g（x）从而φa
 （x）在（x*
 ，∞）上递增。能在R＋
 上保持纯递增的函数只有a＝0时一个。

（因为a>0时，[image: alt]
 ，故φa
 （x）无法递增）

解法三　欲要g（x）>1，即得[image: alt]
 因

[image: alt]


又得[image: alt]


（此为g（x）>1∀x>0成立的必要条件）

再证亦是充分条件当[image: alt]
 时，令[image: alt]
 ，如解法二得g′（x）<0，所以g（x）>g（＋∞）＝1。

或等价于证明：

[image: alt]


取[image: alt]


求得f′（x）<0，又[image: alt]
 ，所以f（x）>0得证。

思考题：求最大的α，使得[image: alt]
 对所有整数n成立。或更一般地，给出集合[image: alt]
 ，求B的最大元。

由解法一，知[image: alt]
 ，而由右边函数之递增性，上式[image: alt]
 ，而B的最大元是[image: alt]
 。

例10　设f（x）在x＝x0
 处存在n阶导数，且f（k）
 （x0
 ）＝0，（1≤k≤n－1），f（n）
 （x0
 ）≠0。试证

（1）n为奇数时，f（x0
 ）不是极值；

（2）n为偶数时，则当f（n）
 （x0
 ）<0时，f（x0
 ）为极大值；

　　　　　　　　　　f（n）
 （x0
 ）>0时，f（x0
 ）为极小值。

联想：极值的第二充分条件。

证明　由Taylor展开（带皮亚诺余项）

[image: alt]
 ，容易看出。

（此式类似于微分式（n＝1时））。

推广：二元函数的Taylor展开和极值判定。

定理1　若函数f（x，y）在点P0
 （x0
 ，y0
 ）的某邻域内有直到n＋1阶连续偏导数，则对邻域内任一点P（x0
 ＋h，y0
 ＋k），∃0<θ<1，st

[image: alt]


为简化，可以引入记号[image: alt]
 。

若f（x，y）在U（P0
 ）中存在直到n阶连续偏导数，余项可以表示为o（ρn
 ），其中[image: alt]
 。

定理2　设f（x，y）在P0
 的邻域内有二阶连续偏导数，且P0
 为f的稳定点，即fx
 （P0
 ）＝fy
 （P0
 ）＝0，引入A＝fxx
 （P0
 ），B＝fxy
 （P0
 ），C＝fyy
 （P0
 ），Δ*
 ＝AC－B2
 ，则

Δ*
 <0时，P0
 不是极值点；

Δ*
 >0时，P0
 是极值点：A>0时为极小，A<0时为极大。

证明　依皮亚诺余项的Taylor展开公式以及fx
 （P0
 ）＝fy
 （P0
 ）＝0，

[image: alt]


记[image: alt]
 ，则λ∈R

[image: alt]


Δz的符号取决于H（λ）的符号，当H（λ）的判别式Δ＝－4Δ*
 <0时，H（λ）保号，此时相当于Δ*
 >0，于是z＝f（x，y）有极值。

例11　若f（x）在R上三阶连续可导，且∀h>0，有

[image: alt]


证明函数f（x）是至多二次多项式。

分析思路　若f（x）是二次多项式，则[image: alt]
 ，对二次多项式，自然满足（4）式

证一　由Taylor展开，对f（x＋h）在x处展开至二阶

[image: alt]


对[image: alt]
 在x处展开（至一阶）：

[image: alt]


利用条件　[image: alt]


将（6）代入（7）并与（5）式比较（两式相减），得知

[image: alt]


令h→0＋
 ，并由[image: alt]
 的连续性得[image: alt]


所以　[image: alt]


证二　（4）式等价于f（x＋h）－f（x－h）＝2hf′（x）

（联想[image: alt]
 ）

对h求导两次得f″（x＋h）＝f″（x－h），再令x＝h得f″（2x）＝f″（0）为常数。

证三　（4）式两边对h求导，[image: alt]
 ，

令[image: alt]
 。再在（4）中令x＝0，得

[image: alt]
 ，证毕。

例12　凸函数不等式，若函数f（x）在（a，b）内二阶可微，f″（x）>0，则对于（a，b）内任意n个点x1
 ，x2
 ，…，xn
 恒有

[image: alt]


等号成立当且仅当诸xi
 相同。

证明　令[image: alt]
 ，将f在x0
 处展开为：

[image: alt]
 　（ξ介于x0
 ，x之间）

分别以x1
 ，x2
 ，…，xn
 代入上式，得到f（xi
 ）≥f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（xi
 －x0
 ），i＝1，2，…，n诸式相加即得欲证之结论。

注　f″（x）>0是f为（a，b）上严格凸函数的充分条件，对于严凸函数，其定义式是

∀x1
 <x2
 ，x1
 、x2
 ∈（a，b），0<λ<1，恒成立

[image: alt]


对于凸函数从归纳法（纯初等推导）可得出Jensen不等式：

[image: alt]
 ，有

[image: alt]


证明　用归纳法。关键步骤：n＝k＋1时

[image: alt]


[image: alt]


自然用Taylor展开的方法一样可证，只需在[image: alt]
 处作Taylor展开。

推广：若φ（t）在［0，a］连续，f二阶可导，且f″（x）≥0，则有

[image: alt]


首先要明了，积分是离散求和的拓广，即无穷微分之和。从本质上讲，（11）式和（8）式是同源的，如何证呢？

证一　先写出（11）式积分的黎曼和数形式，因为f［φ（t）］∈C［0，a］，故可积性没有问题，对区间［0，a］采用n等分，分点[image: alt]


（11）式相当于

[image: alt]


视xi
 ＝φ（ti
 ）就是（8）式，故成立，然后令n→∞，过渡到（11）。

证二　记[image: alt]
 将f（x）在x0
 近旁作Taylor展开：

[image: alt]


由于f″（x）≥0，故f（x）≥f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）

两边以x＝φ（t）代入：

f［φ（t）］≥f（x0
 ）＋f′（x0
 ）［φ（t）－x0
 ］

[image: alt]


[image: alt]


习题3.6

1．若f（x）为［a，b］上正值连续函数，则有

[image: alt]


2．若f（x）在［0，1］上二阶可导，f″<0，证明[image: alt]


3．设f（x）在R上二阶连续可导，且

xf″（x）＋3x（f′（x））2
 ＝1－e－x


　（1）若f（x）在x＝c（c≠0）处有极值，证明该极值是极小值；

　（2）若f（x）在x＝0处有极值，它是极小值还是极大值？为什么？

4．设g（x）在［a，b］连续，在（a，b）内二阶可导，且｜g″（x）｜≥λ>0，g（a）＝g（b）＝0。

　证明

[image: alt]


5．设f（x）在［a，b］上二阶导数连续，f″（x）≤0，证明[image: alt]
 。

6．设f（x）在R上三阶可导，并且f和[image: alt]
 有界，证明f′和f″也有界。

7．设f在（a，＋∞）二阶连续可导，且[image: alt]
 。证明

　（1）∃xn
 ∈（a，＋∞），xn
 →＋∞，[image: alt]
 ；

　（2）∃ξ>a　st f″（ξ）＝0。

8．设f（x）在［0，＋∞）上一阶可微，且f（0）＝0，f′（x）在（0，＋∞）上单调递减。试证[image: alt]
 也在（0，＋∞）上单调递减。

（中科院1985年）

9．设f（x）在［a，b］连续，f（a）<f（b），又设对一切x∈（a，b），[image: alt]
 存在，用g（x）表示这一极限值。试证：存在c∈（a，b），使得g（c）≥0。

（南开大学1982）





§3.7　不等式的证明

主要方法：（1）利用微分中值定理；

　　　　　（2）利用Taylor公式（尤其是关于导函数的不等式）；

　　　　　（3）利用函数的增减性、极值、最值；

　　　　　（4）利用凸函数不等式；

　　　　　（5）已知不等式的运用。

前提准备：作差法，作商法，等价变形技术。

例1　证明不等式：当[image: alt]
 。

证一　利用函数的单调性，如证[image: alt]
 。

作差法　构造辅助函数

[image: alt]


若f′（x）>0，则f（x）↗，所以f（x）>f（0）＝0

进一步分析：[image: alt]
 ，不保号，f′（x）非递增。

但注意到[image: alt]
 ，在[image: alt]
 上f′（x）↗，在[image: alt]
 上f′（x）↘，所以在[image: alt]
 上f′（x）>0。

（或[image: alt]
 ，说明f′（x）在[image: alt]
 上为严格凹函数，故曲线恒在割线上方，f′（x）>0）。

作商法　只要证[image: alt]


[image: alt]


而[image: alt]


证二　利用Cauchy中值定理，改写原不等式为[image: alt]
 。

[image: alt]
 利用Jordan不等式（*）亦可得证。

证三　用带Lagrange型余项的Taylor展开式

[image: alt]


例2　证明[image: alt]
 （x>0）。

在§3.6的例9中，我们曾经不加证明地使用过该不等式。

分析　先令[image: alt]
 原不等式化为[image: alt]
 （t>0）。

用作差法还是作商法呢？

证　方向之一：化除为乘，等价于（1＋t）ln2
 （1＋t）<t2
 ，再做差…

　　方向之二：两边开方，等价于[image: alt]
 ，再做差…

令[image: alt]


或

[image: alt]


而f（0）＝0所以f（t）>0（当t>0时）

注　当有若干种不同的构造辅助函数的方式时，如何从中选择较简的路径是值得推敲的问题。当然，动机高于技巧，只有具备了求简求巧的动机，才会搜肠刮肚去思索方法，学习才有原动力。大家不妨就本题的其他辅助函数形式仔细去求解一遍并加以体会。

例3　设集合[image: alt]
 ，试求A的最小元。

此题请参阅§3.6之例9。

例4　求证[image: alt]
 。

（上海师大1985年）

分析　原不等式必须变形，否则求导会太麻烦。那如何变形呢？sinx·tanx>x2
 作差[image: alt]
 作差[image: alt]
 ，或先开方[image: alt]
 再作差[image: alt]
 。

证一　[image: alt]


φ（x）↗，φ（x）>φ（0）＝0，得证。

证二　对f（x）＝sinxtanx－x2
 ，[image: alt]


所以　[image: alt]


注　若此处未留意到不等式1＋sec2
 x≥2secx，则还要继续往下求导数：

f″（x）＝cosx＋secx＋2sin2
 xsec3
 x－2

[image: alt]


f′（0）＝f″（0）＝0，…得f（x）>0。

显然多了许多无谓的计算。

证三　用Taylor公式，从[image: alt]


猜想当[image: alt]
 易证

[image: alt]


令　[image: alt]


　　α（x）＝sec2
 x－1－x2
 ，　　α′（0）＝0

　　α″（x）＝2sec2
 xtanx－2x＝2（sec2
 xtanx－x）>2（tanx－x）>0可往上推得[image: alt]
 。于是

[image: alt]


当[image: alt]
 ，得证[image: alt]
 。

例5　设a>0，试证x2
 －2ax＋1<ex
 （x>0时）。

证　f（x）＝ex
 －x2
 ＋2ax－1，f（0）＝0

　　f′（x）＝ex
 －2x＋2a，f′（0）＝1＋2a>0

f″（x）＝ex
 －2不恒正，当x＝x0
 ＝ln2时，f″（x0
 ）＝0。验证出ln2是f′（x）的极小值点，极小值为

f′（ln2）＝2－2ln2＋2a

与在端点的值比较，f′（ln2）<f′（0），且f′（＋∞）＝＋∞，知f′（ln2）＝2－2ln2＋2a是f′（x）的最小值且为正。所以f′（x）恒正，得出f（x）严格增，f（x）>f（0）（x>0时）。

拓广题：求使得该不等式对x>0恒成立的a的范围，或a的最小值[image: alt]
 。

例6　设n为自然数，试证当t≤n时，[image: alt]


分析　不等式等价变形为

[image: alt]


或

[image: alt]


再令[image: alt]
 ，则u≤1，上式又可以化为

[image: alt]


证一　经转换，原不等式等价于（3）式。当n＝1时，欲证：（1－u）eu
 ≥1－u2
 ，用[image: alt]
 得出eu
 ≥1＋u，代入即得。

设n＝k时，有（3）式成立，则当n＝k＋1时

[image: alt]


证二　令f（u）＝（1－u）n
 enu
 －1＋nu2
 u≤1，f（1）＝n－1≥0

[image: alt]
 ，然后分析f（u）是否递减或考虑其最小值。又f′（u）＝nu［2－（1－u）n－1
 enu
 ］未必小于0。驻点是u1
 ＝0，u2
 则是2－（1－u）n－1
 enu
 的零点（见下面注）。

因　[image: alt]


从上必知[image: alt]
 ，证毕。

注　其实仔细分析2－（1－u）n－1enu
 在（－∞，1］上是恒正的，即u2
 点并不存在，无需考虑。

令g（u）＝（1－u）n－1
 enu
 ，g′（u）＝（1－u）n－2
 （1－nu）enu
 ，求得其稳定点u＝1，[image: alt]
 ；由g（1）＝g（－∞）＝0，知[image: alt]
 是g（u）的最大值。易验证[image: alt]
 ，从而g（u）<2恒真。

例7　设a≠b，试证明[image: alt]
 。

分析　左边形态联想拉格朗日微分中值定理，但2eξ
 ≤ea
 ＋eb
 ，不起作用。若要用函数单调性，需定义辅助函数，将a或b以x代，（因涉及两个对称的量a，b）仍不方便求证。

关键技术：令b－a＝t消元（降维），原不等式化为

[image: alt]


证一　利用Taylor展开，上式易验证。

证二　引入辅助函数f（t）＝t（1＋et
 ）－2（et
 －1），f（0）＝0；

　　　　　　　　　f′（t）＝1＋tet
 －et
 ，f′（0）＝0，f″（t）＝tet
 >0。

例8　设x>0，y>0，且0<α<β，求证（xα
 ＋yα
 ）1/α
 >（xβ
 ＋yβ
 ）1／β


分析　消元，单变量化，令[image: alt]
 ，欲证（1＋tα
 ）1/α
 >（1＋tβ
 ）1/β


证明　引入φ（z）＝（1＋tz
 ）1／z
 ，希望证出φ（z）↘。留待读者练习。

例9　设p为正数，n为自然数，证明

[image: alt]


证一　利用微分中值定理，[image: alt]


对k从1到n求和。

证二　转化为积分和。考虑函数f（x）＝xp
 在［0，1］上的积分。将［0，1］n等分，在[image: alt]
 ，得Riemann和数为[image: alt]
 。再将［0，1］区间n＋1等分，在每个小段上限左端点为介点，得

[image: alt]


证三　（数学归纳法）假定n时成立，推n＋1时亦成立。

先看左边一个不等式，欲证

[image: alt]


由归纳假设，只要证

[image: alt]
 　（该不等式是原不等式之充分不等式）

令n＋1＝k，（k－1）p＋1
 ＋（p＋1）kp
 >kp＋1
 两边同除以kp＋1
 得

[image: alt]


再令[image: alt]


令　g（t）＝（1－t）p＋1
 ＋（p＋1）t－1，g（1）＝p>0

　g′（t）＝（p＋1）［1－（1－t）p
 ］>0，g（t）↗，g（0）＝0所以g（t）>0

再看右边部分，类似推导得出一个充分不等式

（n＋1）p＋1
 ＋（p＋1）（n＋1）p
 <（n＋2）p＋1


令[image: alt]
 ，上式化为1＋（p＋1）t<（1＋t）p＋1
 ，此式显然成立。

下面讨论凸函数不等式及其在不等式证明中的运用。

设f″（x）>0，则[image: alt]
 及一般加权形式：

[image: alt]


当f″（x）<0时，反向不等式成立。

例10　证明：当0≤x≤1，p>1时，21－p
 ≤xp
 ＋（1－x）p
 ≤1。

证一　令F（x）＝xp
 ＋（1－x）p
 ，研究F（x）在［0，1］上的最大，最小值，先求出唯一的稳定点[image: alt]
 ，然后比较端点的值。

证二　利用凸凹性，取f（t）＝tp
 ，在［0，1］上为下凸，得

[image: alt]


而F（x）在［0，1］亦下凸，故最大值在端点取得。

例11　设x，y>0，证明[image: alt]
 。

证明　令f（t）＝tlnt，[image: alt]


注　取f（x）＝lnx为R＋
 上的凹函数，可得算术几何平均不等式。采用加权形式，

[image: alt]


化简得

[image: alt]


当[image: alt]
 时，即得算术几何平均不等式。

若取[image: alt]
 ，又能得到另一不等式[image: alt]
 。

例12　H[image: alt]
 lder不等式，设p>1，q>1，[image: alt]
 ，（ai
 、bi
 >0）试证

[image: alt]


证明　我们分三个步骤叙述之。

（一）在（4）式中令[image: alt]
 ，得

[image: alt]


或在习题2中已证得的不等式[image: alt]
 中令[image: alt]
 亦得（6）。再在（6）中令x＝A1／p
 ，y＝B1／q
 ，又得另一形式：

[image: alt]


其推广可得Young积分不等式（参阅§4.5（3）式）。

（二）依（7）式，有[image: alt]
 ，若直接相加仅能得到

[image: alt]


但注意到若[image: alt]
 ，则（5）已然成立。

（三）将（5）式等价变形成[image: alt]
 ，从第（二）步骤启发

[image: alt]


单位化变换　令[image: alt]


满足

[image: alt]


注　1．分析上述证明过程，可以发现H[image: alt]
 lder不等式成立等号的充要条件是：[image: alt]
 对应成比例。

　　2．对一般未必正值的ai
 、bi
 ，只需在（5）中加上绝对值即可：

[image: alt]


　　3．当p＝q＝2时，相应的不等式叫做柯西－许瓦兹不等式。此情形最常见的证法是用二次三项式的判别式去证明：

　　　令[image: alt]
 ，则∀t∈R，F（t）≥0恒成立。于是判别式Δ≤0。

　　4．积分形式的H[image: alt]
 lder不等式：

　　　设f（x），g（x）≥0，且可积。p>0，q>0，[image: alt]
 。则有

[image: alt]


　　　证明与离散和式情形的证明手法类似，从略。

例13　设x1
 ，x2
 ，…xn
 为正数，证明

　[image: alt]


分析　用凸函数不等式，得出的是当α>1时，

[image: alt]


即　[image: alt]


而非所要证明的不等式。

证明　以α>1为例，原不等式等价于[image: alt]
 （单位化技术）。

记[image: alt]
 ，则0<pi<1，且∑pi
 ＝1。又α>1，故[image: alt]
 ，于是，

[image: alt]
 ，证毕。

注　若不用单位化技巧，当α不为整数时，似乎又是挺难入手的，这就是解题之窍门。

习题3.7

1．证明不等式[image: alt]
 。

2．设p，q>1且，证明∀x>0，有[image: alt]
 。

3．证明ex
 －1>（1＋x）ln（1＋x）。

4．证明[image: alt]
 。

5．证明[image: alt]
 。

6．当0<x<1时，有[image: alt]
 。

7．证明[image: alt]
 （x∈（0，1））。

8．设0<x<y<1或1<x<y，则[image: alt]
 。

（中科院2003年）

9．比较πe
 与eπ
 的大小，并说明理由。

10.∀0<x<1，证明[image: alt]
 。　（n为任意自然数）

11．证明当[image: alt]
 。

（浙江省高等数学竞赛2007年）

12．证明当[image: alt]
 。

（浙江省高数竞赛2005年）

13．设0<x<1，0<a、b<1且a＋b<1。证明不等式ax
 （1－ax）<bx
 （1－bx）。

14．已知在x>－1定义的可微分函数f（x）满足条件

[image: alt]


　（1）求f′（x）；

　（2）证明：f（x）在x≥0满足e－x
 ≤f（x）≤1。

15．设f（x）在（0，＋∞）上单调下降，可微。如果当x>0时，0<f（x）<｜f′（x）｜成立，则当0<x<1时，必有

[image: alt]
 。

（北京大学1991年）

16．求所有实数α的集合，使得对于任何x，y>0，不等式[image: alt]
 成立。

17.∀n∈N，证明[image: alt]
 。

18.∀n∈N，证明[image: alt]
 。

（北师大2004年）

19．求使得下列不等式对所有的自然数n都成立的最小的数β：[image: alt]
 。

（浙江省高等数学竞赛题2003年）

20．对于给定的一组正数x1
 ，x2
 ，…xn
 ，讨论其α次幂平均[image: alt]
 关于α的单调性（α>0）。

　（提示：单位化技巧，先讨论α>1时，m1
 ≤mα
 ，然后拓广。）

21．证明[image: alt]
 。

22．已知f（x）二阶可导，且f（x）>0，f″（x）f（x）－（f′（x））2
 ≥0，x∈R。

　（1）证明[image: alt]
 ，∀x1
 ，x2
 ∈R；

　（2）若f（0）＝1，证明f（x）≥ef′（0）x
 ，∀x∈R。

23．设ak
 ≥0，（1≤k≤n），试证[image: alt]
 的充分必要条件是[image: alt]


（浙江省高等数学竞赛2006年）

24．设0≤ak
 <1，k＝1，2，…，n，令[image: alt]
 。证明不等式

[image: alt]
 。

（浙江大学1999年）

25.∀x>0，y>0，证明不等式xy
 ＋yx
 >1。

（中科院2007年）

26．例9之补充，引入[image: alt]
 ，已证得[image: alt]
 ，且[image: alt]
 （用stolz公式）。既然｛λn
 ｝是从[image: alt]
 的右侧趋近于[image: alt]
 的，那么，是否必有｛λn
 ｝单调减？从Riemann积分的达布上和考虑，似乎有｛λn
 ｝的递减性，但是对［0，1］的n＋1等分并非是n等分的加细，故达布上和随着分割加细后的递减趋势不能直接套用。仍考虑使用归纳法证明。

证　In
 ＝1p
 ＋2p
 ＋…＋np
 ，欲要λn
 递减，即要求[image: alt]
 ，化简

[image: alt]


即

[image: alt]


下面数学归纳法证明（△）式。n＝1，（△）式即[image: alt]
 ，即2α＋1
 －2α
 >1。

对函数f（x）＝2x
 在［α，α＋1］上用微分中值定理即得上式成立。设n时成立（△）式，则当n＋1时，

[image: alt]


若能证得充分不等式

[image: alt]


则（△）得证（当n＋1时）。

变形（*）式：

[image: alt]


等价于

[image: alt]


将左边数列记为αn
 ，即证｛αn
 ｝的单调递减性质，令[image: alt]
 ，化为函数的增减性来处理。

[image: alt]


已经可见得g′（t）>0，（t>0时），故g（t）在R＋
 上为递增。

所以[image: alt]
 关于n是递减的。（**），得证。


第四章　定积分

积分学大的层次上分为一元积分和多元积分。多元积分又包含多重积分（二重、三重等），曲线积分，曲面积分（Ⅰ型，Ⅱ型）。内容丰富，是考研的重点板块。而一元函数积分学是基础，不定积分的计算又是基础的第一阶段。求积分常见的方法有换元法，分部积分法，有理式的部分分式法，以及三角式、无理式的一些置换方法。需多加训练，熟能生巧。

当然，特别难的、繁的或需要怪异技巧的不定积分，限于时间紧张，在复习阶段一般不必投入太多的精力。在本章我们侧重于定积分，主要内容如下：

（Ⅰ）积分计算；（Ⅱ）积分性质；（Ⅲ）可积条件。

§4.1　积分的计算

积分计算中的常规方法如第一、第二换元法，分部积分法，牛顿－莱布尼兹公式等等，相信读者都已相当熟悉了，在此不再赘述。本节我们主要介绍一些非常规但又很实用的方法。这些方法充分体现出数学思维的灵动美，有的反映出定积分计算特有的奥妙之处。希望读者朋友细加体会，领悟其中的奥妙进而熟练自如地应用。

一、分段技巧

例1　求[image: alt]
 。

分析　关键是去掉绝对值，记积分为I。

解法一　当0≤a<b时，分部积分法，得

I＝（a＋1）e－a
 －（b＋1）e－b


a<b<0时，分部积分法，得

I＝（b－1）eb
 －（a－1）ea


a<0<b时，分部积分法，得

[image: alt]


解法二　先求不定积分∫xe－｜x｜
 dx，然后套用牛顿－莱布尼兹公式

[image: alt]


要求F（x）在x＝0处可导，至少必须连续，F（0＋）＝F（0－），推出

c1
 ＝c2


所以　F（x）＝－｜x｜e－｜x｜
 －e－｜x｜
 ＋c

最后得I＝F（b）－F（a）＝（｜a｜＋1）e－｜a｜
 －（｜b｜＋1）e－｜b｜
 。

例2　计算[image: alt]
 。

解　记f（x）＝sgn［sin（lnx）］，易知f（x）在x＝0处无定义，在（0，1］上不连续点是e－kπ
 （k＝0，1，2，…），任意补充一个f（0），由于f在［0，1］上的有界性及其不连续点集仅有一个聚点，故f在［0，1］上R－可积。

当x∈［e－（k＋1）π
 ，e－kπ
 ］时，f（x）＝（－1）k＋1


[image: alt]


例3　求[image: alt]
 。

解　分析[image: alt]


被积函数有界且仅有可数个间数点。

间断点集的聚点唯一为0，故补充定义f（0）＝1，得知f在［0，1］上R－可积。故此类积分形式上是广义瑕积分，实质上仍是R－积分。

因此[image: alt]


思考：能否算出此级数的和？

分析　级数展开出来是[image: alt]


若换序，得出[image: alt]
 此级数和为ln2－1<0，但原条件收敛级数不能随意地换序。换一种方式处理如下：

[image: alt]


所以原积分＝2ln2－1。

例4　计算[image: alt]
 。

分析　凡属于[image: alt]
 一类积分，通法是令x＝π－t。

解　记原积分为I，令x＝π－t

[image: alt]


再令万能置换u＝tant，但当[image: alt]
 时，变换失效，故必须分段考虑[image: alt]
 故得

[image: alt]


二、递推关系的应用

著名的积分[image: alt]


就是用递推关系式[image: alt]
 得出的。

在建立递推关系的过程中，分部积分法是关键技术手段。

例5　计算积分[image: alt]


解　由对称性，显然有[image: alt]


[image: alt]


或

[image: alt]


得

[image: alt]


例6　计算积分[image: alt]
 。

解　[image: alt]


例7　计算狄利克雷积分[image: alt]


解法一　利用积化和差易得[image: alt]


[image: alt]


最后一项视n奇偶定夺。易算出Jn
 ＝π。

解法二　[image: alt]


解法三　因为[image: alt]


　　　　所以　Jn
 ＝Jn－1
 ＝…＝J0
 ＝π。

例8　计算[image: alt]
 。

分析　当n是奇数时，此Jn
 相当于例7中的Jn
 除以2，即[image: alt]
 （n奇）。

关键是当n为偶数时，联想和差化积公式

sinnx－sin（n－2）x＝2sinxcos（n－1）x

解　[image: alt]


故　[image: alt]


三、对称性原则

众所周知，若f（x）为［－a，a］上的奇函数时[image: alt]
 ；

　　　　　若f（x）为［－a，a］上的偶函数时[image: alt]
 。

在本段我们将对上述公式加以推广，得到另外两个公式（1）和（2），并结合实例说明其应用。

1．对一般的［－a，a］上的可积函数，有

[image: alt]


例9　计算积分[image: alt]


解　[image: alt]


或令x＝－t代换亦可得。

2．区间［0，a］上的对称性公式

[image: alt]


例10　求积分[image: alt]


解　[image: alt]


化归为求积分[image: alt]
 。利用分段技术

[image: alt]


[image: alt]


例11　计算积分[image: alt]
 。

解法一　考虑含参变量积分[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


此种引入参变量的方法在求一类特别难求的积分如[image: alt]
 等时特别有效。但对本题而言显得大材小用，有点繁琐。

解法二　[image: alt]


而[image: alt]
 故原积分等于[image: alt]
 。

解法三　[image: alt]


注　将上述三种解法作一个对比是很有意思的，学数学需要一些豁然开朗的事情才会有趣，才能提高。

例12　计算积分[image: alt]
 。

解　仅凭观察该积分的外形，就知常规手法一定不行，故用对称性原则一试。

引入[image: alt]


（请思考一下上式的几何含义是什么？事实是φ（x）关于点[image: alt]
 呈中心对称状）

[image: alt]


注　上述解法的本质就是拼图游戏，即将两块对称的复杂图形拼成了一个矩形。

习题4.1

1．求[image: alt]
 。

2．假设f（x）满足f（x）＝f（x－π）＋sinx，且x∈［0，π］时，f（x）＝x，计算[image: alt]
 。

3．计算[image: alt]
 。

4．计算积分[image: alt]
 （递推关系In
 ＝In－2
 ）；

　　　　　[image: alt]


5．记[image: alt]


　　并且有[image: alt]


6．求以下各积分的值

[image: alt]


7．已知f（x）连续[image: alt]
 的值。

（1999年数学（四））

8．设f∈C3
 （R），证

[image: alt]


（北师大2004年）





§4.2　可积性

一、黎曼积分的定义和相关记号

1．黎曼积分的定义

设f是区间［a，b］上的函数，对［a，b］作分割T

a＝x0
 <x1
 <…<xn
 ＝b，小区段[image: alt]
 ，其长度Δxi
 ＝xi
 －xi－1
 ，分割细度[image: alt]
 。在Δi
 中任取一个点ξi
 ∈Δi
 ，作Riemann和数

[image: alt]


当分割T越来越细，即[image: alt]
 时，和数（1）趋于一个定数J。且极限值J不依赖于分割法和介点的选取法，称f（x）在［a，b］上（R）可积。

[image: alt]


2．R-可积的ε-δ语言表达

若存在一个定数J，∀ε>0，∃δ>0，st当[image: alt]
 时，有

｜∑f
 （T）－J｜<ε

3．达布上和，达布下和

记[image: alt]
 ；wi
 ＝Mi
 －mi
 为f在小区段Δi
 上的振幅，

上和S（T）＝∑Mi
 Δxi
 ；下和s（T）＝∑mi
 Δxi
 ；

S（T）－s（T）＝∑wi
 Δxi
 及其几何意义。

上和、下和具有如下性质：

（1）对同一个分割T而言，上和是所有积分和的上确界，下和是所有积分和的下确界。

（2）设T′为T的加细，则S（T′）≤S（T），s（T′）≥s（T），即当分割细化时，上和不增，下和不减（几何意义？）

（3）对任意两个不同的分割T1
 ，T2
 ，恒有s（T1
 ）≤S（T2
 ）。

（证：将T1
 ，T2
 合并成新的分割T，则s（T1
 ）≤s（T）≤S（T）≤S（T2
 ））。

推论：所有下和有上界，进而必有上确界，记[image: alt]
 。

　　　所有上和有下界，进而必有下确界，记[image: alt]
 。

4．上积分，下积分

承接上述第3条，

[image: alt]
 分别称为f在［a，b］上的下积分和上积分。

显见有s≤S。

达布定理：[image: alt]


二、可积必要条件

f（x）在［a，b］上R可积，则f必有界（证：反证思路）。

注　对无界函数考虑的积分，是广义积分或叫做瑕积分。

三、可积的充要条件

以下列举的四个条款都是［a，b］上有界函数f可积的充要条件。

1．第一充要条件[image: alt]


变形：∀ε>0，∃δ>0，st当‖T‖<δ时，有S（T）－s（T）<ε

证明　必要性：设f∈［a，b］，∀ε>0，∃δ>0，st当‖T‖<δ时，有

｜∑f
 （T）－J｜<ε

分别取关于介点集｛ξi
 ｝的上、下确界，得出

｜S（T）－J｜≤ε，｜s（T）－J｜≤ε

故[image: alt]


充分性：基于s（T）≤∑f
 （T）≤S（T），由迫敛性即得

[image: alt]


2．第二充要条件

∀ε>0，∃分割T0
 ，st　∑wi
 Δxi
 ＝S（T0
 ）－s（T0
 ）<ε

证明　充分性，由于s（T）≤s≤S≤S（T），推得

0≤S－s≤S（T）－s（T）<ε

由ε之任意性得出S＝s，故f∈R［a，b］。

3．第三充要条件

∀ε>0，∀∑>0，∃δ>0，st对任一分割T，只要‖T‖<δ，凡振幅wi
 ≥ε的那些小区段之总长度[image: alt]


4．第四充要条件：f（x）在［a，b］上几乎处处连续，即f（x）之不连续点构成零测度集。

注　此条款属于实变函数知识范畴，从较直观的角度分析刻划了可积性和连续性的关系。

四、可积函数类（充分条件）

1．连续函数必可积。

2．仅有有限个间断点的有界连续函数必可积。

3．虽有无限个间断点，但这些间断点集只有一个聚点（注：可拓广到有限个聚点），且f（x）有界，则f（x）一定可积。（用可积的第三充要条件证明之）

4．闭区间上的单调函数可积。

例1　[image: alt]


问f是否在［0，1］可积？

解　完全类似于狄利克雷函数的不可积性（有理介点，无理介点）的证明，从略。

例2　讨论Riemann函数在［0，1］上的可积性。

分析思路　Riemann函数在无理点连续，在有理点间断，间断点集零测度，故一定可积。

严格证明　适用第三充要条件，关键分析R（x）的震幅。

∀ε>0，使得R（x）≥ε的点构成的集合E是有限集（为什么？）

不妨记为[image: alt]
 ，现在∀∑>0，要寻求一个δ>0，使得当分割的细度‖T‖<δ时，振幅wi
 ≥ε的小区段总长度不超过∑。

对［0，1］分割T：0＝x0
 <x1
 <…<xn
 ＝1，Δi
 ＝［xi－1
 ，xi
 ］，所有｛Δi
 ｝被分作两类：

第一类小区间Δi
 ′：不含有任一个[image: alt]
 （1≤j≤k）；

第二类小区间Δi
 ″：含有某个[image: alt]
 ，这一类区间至少k个，至多2k个。

在第一类小区间Δi
 ′上，R（x）的振幅<ε，故凡振幅≥ε必出现在第二类小区间Δi
 ″上，其总长∑Δi
 ″≤2k‖T‖，所以只要取[image: alt]
 ，就满足可积的第三充要条件。证毕。

五、可积函数的运算

除了两个可积函数之和、差仍可积这条比较显而易见的性质外，我们着重介绍可积的以下几条运算性质：

1．［a，b］上两个可积函数之乘积一定可积。

2．f可积⇒｜f｜可积⇔f2
 可积

亦即f（x）和f2
 （x）的可积性不等价，仅当f非负时，两者等价。

3．设f，g∈R［a，b］，则max｛f，g｝，min｛f，g｝仍可积。

4．设φ∈R［a，b］，f连续，则复合函数[image: alt]
 仍可积。

额外条件：复合之可行性。

反之，外函数可积而内函数连续，结论仍成立（从充要条件四出发）。

证明　1．首先介绍一个振幅的公式：[image: alt]
 是定义式，转化为

[image: alt]
 。（证明自行解决）

由积分的第二充要条件，现设f，g∈R［a，b］，∀ε>0，∃分割T′，[image: alt]
 ，∃分割T″，[image: alt]


由T′，T″合并成一个新的细分：T＝T′∪T″，其小区段记为Δi
 ，

[image: alt]


往下易证。

2．在同一区间上，｜f｜的振幅[image: alt]
 一定不超过f的振幅[image: alt]
 ，故由f的可积性易知｜f｜可积。反之不然，请举个反例。现从f2
 的可积性证｜f｜的可积性，因为

[image: alt]


故在同一个区间上w2
 （｜f｜）≤ω（f2
 ）。

利用可积分的第三充要条件：∀ε>0，∀∑>0，∃δ>0，st对任意分法T，只要‖T‖<δ，使振幅wi
 （f2
 ）>ε2
 的小区间之长[image: alt]
 。

此即：使得wi
 （｜f｜）>ε的小区间之长度[image: alt]
 ，所以｜f｜在［a，b］可积。

注　对Lebesgue积分而言，f可积⇔｜f｜可积。这一点和Riemann积分有本质不同。

3．记h（x）＝max｛f，g｝，易见

｜h（x′）－h（x″）｜≤｜f（x′）－f（x″）｜＋｜g（x′）－g（x″）｜

即

w（h）≤w（f）＋w（g）

或由[image: alt]
 得证。再从min｛f，g｝＝－max｛－f，－g｝，

或由　[image: alt]
 可得知min｛f，g｝的可积性。

4．利用可积的第三充要条件

考虑复合函数[image: alt]
 的振幅。目标：

∀ε>0，∑>0，∃δ>0，st对任一分割T，只要‖T‖<δ，则所有使得wi
 （[image: alt]
 ）>ε的小区间之总长度小于σ，而[image: alt]
 的振幅主要源于φ（x），而f在［a，b］上一致连续，有平缓性能。

∀ε>0，∃η>0，∀y′，y″∈［m，M］，当｜y′－y″｜<η时，有｜f（y′）－f（y″）｜<ε。

又φ（x）∈R［a，b］，对于η>0，∑>0，∃δ>0，使对［a，b］的任一分法T，只要‖T‖<δ，所有使得φ的振幅wi
 （φ）>η的区间总长度∑′Δxi
 <∑。

对于[image: alt]
 来说，其振幅>ε的小区间必在上述小区间中，因此这些小区间的总长∑″Δxi
 <∑。由第三充要条件知，[image: alt]
 ∈R［a，b］。





§4.3　定积分的性质

定积分的性质主要包括以下几类：四则运算；中值定理；逼近性质；积分的连续性；可加性；变限积分求导法，微积分学基本定理；跟定积分有关的极限等等，兹介绍如下：

一、积分中值定理

1．积分第一中值定理

设f（x）在［a，b］连续，g（x）在［a，b］可积且不变号，则存在一点ξ∈［a，b］，使得

[image: alt]


特例：g（x）≡1时[image: alt]
 。

（1）[image: alt]
 叫做f在［a，b］上的积分平均值。

2．积分第二中值定理

若在［a，b］上f（x）单调，g（x）可积，则∃ξ∈［a，b］，使得

[image: alt]


特例1　若f（x）在［a，b］上非负递减且f（b）≥0，则[image: alt]
 ；

　　2　若f（x）在［a，b］上非负递增且f（a）≥0，则[image: alt]


二、积分连续性

若函数f（x）在［A，B］可积，则有

[image: alt]


三、微积分学基本定理

f（x）∈C［a，b］，F（x）是f（x）的原函数，则

[image: alt]


四、可积函数的逼近

设f是［a，b］上的R－可积函数，在L1
 空间范数之下，有以下三种不同的逼近方式：

1．阶梯函数逼近

∀ε>0，∃阶梯函数s（x），[image: alt]


2．连续函数逼近

∀ε>0，∃连续函数g（x），[image: alt]


3．多项式逼近

∀ε>0，∃多项式p（x），[image: alt]


证明思路：

1°利用达布上和、下和及可积第二充要条件。

2°先对阶梯函数证明可以用连续函数逼近。

对于最简单的阶梯函数如设［α，β］⊂［a，b］，

[image: alt]


只需作线性连接即可以了，对一般的阶梯函数，类似推广即得。结合已证的1°就得出一般的可积函数可以用连续函数逼近。

3°注意到闭区间［a，b］上的连续函数可以用多项式一致逼近（Weierstrass逼近定理），立即得知。

五、跟定积分有关的极限

关于这一内容最初的介绍可参见§1.2的第二段。在此我们将介绍一些更深刻的结果。设f（x）在［a，b］上R－可积，将［a，b］等分并取端点作为介点。

引入记号[image: alt]
 表示定积分与黎曼和数的差，则有Δn
 →0（n→＋∞），若对f（x）再加上一些条件，就可得到以下深刻的结果。

1．设f（x）在［a，b］上可导，且f′（x）在［a，b］上可积，则

[image: alt]


证明　由f′的可积性，于是达布上和、达布下和有相同极限证之。

记[image: alt]


式中ξk
 ∈（xk－1
 ，xk
 ）由拉格朗日中值定理得出。

因mk
 ≤f′（ξk
 ）≤Mk
 ，

[image: alt]


即

[image: alt]


令n→∞得[image: alt]


2．记[image: alt]


则当f″∈R［a，b］时，有

[image: alt]


证明从略，可参阅［11］P148－150。

例1　求出正值连续函数f>0，使得

[image: alt]


解　从条件知f2
 （x）可导，又由f（x）>0，且f连续

[image: alt]


得出f（x）亦可导，（6）式两边关于x求导，得出[image: alt]
 ，

故[image: alt]
 。

令x＝0，知c＝f（0）＝1，所以[image: alt]
 。

例2　设f（x）∈C［a，b］，若下述三个条件之任一个成立，证明f（x）≡0。

1. ∀φ（x）∈C［a，b］，有[image: alt]
 ；

2. ∀φ（x）∈C［a，b］，且φ（a）＝φ（b）＝0，有[image: alt]
 ；

3. ∀n＝0，1，2，…，有[image: alt]
 。

证明　1．只要取φ（x）＝f（x）。

2．反证法，若∃x0
 ∈［a，b］，st　f（x0
 ）≠0，不妨设x0
 ∈（a，b），由连续函数的性质（极限保号性），存在x0
 的一个δ－邻域U（x0
 ，δ），使得在其上[image: alt]
 恒成立，构造φ（x）为折线函数[image: alt]
 ；

3．利用连续函数的多项式一致逼近，存在多项式序列｛pn
 （x）｝，在［a，b］上pn
 （x）⇒f（x），立得[image: alt]
 。

例3　设f（x）在［a，b］可积，试证[image: alt]
 的充要条件为f在连续点上为0。

证明　必要性：反证法易证。

　　　充分性：

法一　用实变函数知识去证明，由可积的第四充要条件，f（x）的不连续点E的测度为0，而在[image: alt]
 上，f（x）恒为0，故

[image: alt]


法二　设法证明f（x）的连续点处处稠密，即证∀［α，β］⊂［a，b］，f在［α，β］上必有连续点。当取连续点作为介点时，黎曼和数恒为0，故得知[image: alt]
 。

等价转化：证明可积函数f（x）在［a，b］内至少有一个连续点。下面分析函数f（x）在某一点x0
 处连续的振幅特征。

以wδ
 （f）表示f在（x0
 －δ，x0
 ＋δ）上的振幅，即

[image: alt]


则有如下刻划f（x）点态连续性的结论。

引理　f（x）在x0
 连续[image: alt]
 。

引理的证明从略。下面继续充分性的证明。依据f（x）的可积性，∀ε>0，∃分法T，st∑wi
 Δxi
 <ε

由抽屉原则，至少有一个[image: alt]
 ，在其上，振幅wτ
 <ε／（b－a）；再由f在［a1
 ，b1
 ］上可积，可有［a2
 ，b2
 ］⊂［a1
 ，b1
 ］，f在［a2
 ，b2
 ］上的振幅充分地小。

先取ε＝b－a，存在某个Δτ，在其上wτ
 （f）<1，再在［xτ－1
 ，xτ
 ］上取一个子区间［a1
 ，b1
 ］，使得b1
 －a1
 <1，自然[image: alt]


由于f在［a1
 ，b1
 ］上仍可积，继续上述步骤，可选出［a2
 ，b2
 ］⊂［a1
 ，b1
 ］，使得

[image: alt]


由区间套定理，存在唯一c∈［an
 ，bn
 ］，于是依据上述引理知f（x）必在c点连续。

例4　设f∈C［a，b］，若∀φ∈C［a，b］，同时[image: alt]
 的φ（x），有[image: alt]
 。证明f（x）恒为常数。

证明　若f（x）已经满足[image: alt]
 ，则特取φ即为f可得[image: alt]
 。

若[image: alt]
 ，构造新函数[image: alt]
 ，

又　[image: alt]


得出　[image: alt]


所以φ（x）≡0，即[image: alt]
 。

例5　设f∈C［a，b］，且[image: alt]
 ，证明至少存在两点x1
 ，x2
 ∈［a，b］，使得f（x1
 ）＝f（x2
 ）＝0。

证明　显见至少有一个零点。反证，若恰有一个零点x1
 [image: alt]
 ，但（x－x1
 ）f（x）在［a，b］－｛x1
 ｝上保号，从而积分[image: alt]
 必为正值或负值。矛盾。

推广：设f∈C［a，b］，∀n≤N，有[image: alt]
 ，试证f（x）在［a，b］上至少有N＋1个互异的零点。

（分析：N＝2时，先证明，引入g（x）＝（x－x1
 ）（x－x2
 ），f，g除去x1
 ，x2
 之外保号，…）

思考：若∀n＝1，2，…皆有[image: alt]
 ，则f≡0（不仅是有可数多个零点而已啦）。

例6　设f∈C［0，1］[image: alt]
 ，证明∃x0
 ∈［0，1］，使得｜f（x0
 ）｜≥4。

证明　反证法，若∀x∈［0，1］，｜f（x）｜<4，于是

[image: alt]


得出矛盾。

推广：条件改为[image: alt]
 ，则

∃x0
 ∈［0，1］，st｜f（x0
 ）｜≥2m
 （m＋1）。

证明　仍用反证法

[image: alt]


例7　设f（x）∈C（R），T>0，试证f是以T为周期的函数的充分必要条件是积分[image: alt]
 的值∀α恒为常数。

证明　必要性易证。

充分性：令[image: alt]
 ，则F（α）≡C，F′（α）＝0

所以f（α＋T）－f（α）＝0，∀α∈R成立，即知f（x）为周期函数。

例8　设[image: alt]


求[image: alt]
 。

解　（1）对［0，1］n等分，分点为[image: alt]
 在每个小段上取ξi
 为中点，得到[image: alt]
 的黎曼和数是

[image: alt]


于是[image: alt]


（2）[image: alt]
 ，Δn
 ′＝ln2－vn
 ，于是由本节（5）式知

[image: alt]


习题4.3

1．设f∈C［a，b］且[image: alt]
 ，证明f（x）≡0。

2．设f∈C［a，b］且[image: alt]
 则f（x）≤0。

3．设f∈C（R＋
 ），∀α>0，[image: alt]
 ，证明[image: alt]


4．设f（x）是连续的周期函数，周期为p，证明[image: alt]


5．设f（x）在[image: alt]
 连续[image: alt]
 ，证明：f（x）在[image: alt]
 内至少有两个零点。

6．设函数f（x）在［0，π］上连续，且[image: alt]
 。试证明：在（0，π）内至少存在两个不同的点ξ1
 、ξ2
 ，使得f（ξ1
 ）＝f（ξ2
 ）＝0。

（2000年数学（三）、（四））

7．设在［－1，1］上连续的函数f（x）满足如下条件：对［－1，1］上任意的偶连续函数g（x），积分[image: alt]
 。试证：f（x）是［－1，1］上奇函数。

　（证：取[image: alt]


　再取[image: alt]


　所以[image: alt]
 ，得出∀x∈［0，1］有f（x）＋f（－x）＝0，此证得f（x）为［－1，1］上的奇函数。

　或证　取g（x）＝f（x）＋f（－x）即可以了。

8．设[image: alt]
 。

9．设f在［0，1］上可微，且∃M>0 st｜f′（x）｜≤M。求证[image: alt]
 。

10．设f在［1，＋∞）上连续、递减、恒正，令

[image: alt]


　证明｛Ak
 ｝收敛。

11．设函数f在［0，a］上严格递增，且有连续导数，f（0）＝0。又g是f的反函数。求证∀x∈［0，a］，有[image: alt]
 。

（华东师大2002年）

12．设f在［－1，1］上二阶导数连续，证明∃ξ∈（－1，1），[image: alt]
 。

（浙江省高等数学竞赛2005年）





§4.4　积分值的估计

有些函数虽然可积，但原函数无法用初等函数的有限形式表达，无法应用牛顿－莱布尼兹公式计算；另一种情形是，只知道被积函数的结构或某种性质（如微分性质等），欲对积分值给出某种估计。

例1　若f（x）在［a，b］上可积，f（x）>0，试证[image: alt]
 。

比较知识点：若f（x）在［a，b］上非负可积，且[image: alt]
 ，则f在其连续点上等于0，进而由可积函数的几乎处处连续性质，知f几乎处处为0。

证明　从f（x）>0，易知[image: alt]
 ，只要证明等号不能成立。

反证法，若[image: alt]
 ，则f（x）不可能恒正。

注　本例和上节之例3是同本质之题目。

例2　证明[image: alt]
 。

证　令x2
 ＝y，得原积分

[image: alt]


例3　设f（x）在［a，b］上二次连续可微，[image: alt]
 ，试证

[image: alt]


证明　涉及高阶导数时，尝试Taylor公式，记[image: alt]
 ，将f（x）在x0
 处展开：

[image: alt]


故　[image: alt]


例4　假设f（x）在［a，b］上连续可微，且f（a）＝f（b）＝0，证明

[image: alt]


分析　记M＝max｛｜f′（x）｜｝，｜f′（x）｜≤M的几何意义是什么呢？

－M≤｜f′（x）｜≤M

[image: alt]
 得出｜f（x）｜≤M（x－a）

又从[image: alt]
 及f（b）＝0，即有[image: alt]
 得出｜f（x）｜≤M（b－x）。

用面积比较法即知。见图4-1。

[image: alt]


图4-1

或用微分中值定理[image: alt]


[image: alt]


注　f不恒为0时，式中严格不等号成立。

例4′　设f（x）∈C*
 ［a，b］且｜f′（x）｜≤M，f（a）＝0，试证

[image: alt]


证明　因为f（a）＝0f（x）＝f（x）－f（a）＝f′（ξ）（x－a）

　　　所以｜f（x）｜≤M｜x－a｜

[image: alt]


例5　（Hadamard定理）设f（x）是［a，b］上连续的下凸函数，则有

[image: alt]


分析　几何定义不妨认为f（x）>0时，凸函数恒在割线之下方，或者恒在切线之上方。曲边梯形之面积介于两个直边梯形面积之间。

证明　[image: alt]


又记　[image: alt]


思考　若不用切线（或者切线根本不存在），如何证明？

令x＝a＋（b－a）t，如上，再令x＝b－（b－a）t，得出

[image: alt]


例6　设f（x）在［0，1］一阶连续可导，证明：

[image: alt]


证一　首先联想牛－莱公式[image: alt]
 ，

易得

[image: alt]


如何取得x0
 使得[image: alt]


因为f∈C［0，1］，∃最小值m和最大值M。[image: alt]
 ，所以∃x0
 ∈［0，1］，

[image: alt]


证二　[image: alt]


例7　设f（x）∈C′［a，b］且f（a）＝0，试证

[image: alt]


证明　如何去掉绝对值？令[image: alt]
 g′（x）＝｜f′（x）｜，且f（a）＝0，知[image: alt]
 ，因而

[image: alt]


习题4.4

1．设f′（x）在［a，b］连续，试证

[image: alt]


（北师大2007年）

2．设f（x）∈C′［0，1］，则有

[image: alt]


3．证明[image: alt]
 。

4．设f（x）∈R［0，1］且[image: alt]
 。证明存在区间［α，β］⊂［0，1］，使得f在区间［α，β］上恒正。

5．在［0，2］上是否存在这样的函数，连续可微，f（0）＝f（2）＝1，｜f′（x）｜≤1并且[image: alt]
 。

6．设f（x）是［0，＋∞）上的凸函数，证明[image: alt]
 亦为（0，∞）上的凸函数。

7．证明[image: alt]
 ；

8．设f∈C′［0，1］，且f（1）－f（0）＝1，试证[image: alt]
 。

[image: alt]


9．假设f∈C′［a，b］，f（a）＝0，则有[image: alt]
 。

　（因为f（a）＝0，[image: alt]


[image: alt]


　于是[image: alt]


10．假若f（x）在［a，b］上二阶可导，且f″（x）>0，证明当f（x）≤0时，恒有[image: alt]
 。

11．设f为［0，2π］上的单调递减函数，证明∀n，有[image: alt]
 。

12．设[image: alt]
 求证当x>0时，[image: alt]
 。

　（令[image: alt]
 ）

　用的是积分第二中值定理。

13．设f在［a，b］上连续可微，[image: alt]
 。

　证明∀x∈［a，b］有[image: alt]
 。

14．证明对任意连续函数f（x），有

[image: alt]


（浙江省高等数学竞赛2005年）

15．求最小的实数C，使得满足[image: alt]
 的连续函数f（x）都有

[image: alt]


（浙江省高等数学竞赛2006年）

16．证明　[image: alt]
 。

17．证明　[image: alt]
 。

18．证明　[image: alt]
 。





§4.5　定积分不等式

一、基本不等式及其证明

H[image: alt]
 lder不等式　设p、q>1且[image: alt]
 （此p、q被称为共轭指数），则有

[image: alt]


引入记号　[image: alt]
 （Lp
 空间的范数），则H[image: alt]
 lder不等式可以写成

[image: alt]


特例当p＝q＝2时，得出柯西－许瓦兹不等式。

闵可夫斯基不等式　设f，g∈Lp
 ，p≥1，则有如下的三角不等式

[image: alt]


W·H·Young不等式　设f（x）在［0，∞）上连续且递增，f（0）＝0，a，b>0，f－1
 （y）为f（x）的反函数，则有

[image: alt]


分析　几何意义

[image: alt]


图4-2

从图形4-2易知等号当且仅当f（a）＝b时成立。

凸函数不等式　设f（x）∈R［a，b］，且m≤f（x）≤M，φ（u）是［m，M］上的下凸函数，则有

[image: alt]


即积分平均值的一个关系式：

[image: alt]


此处[image: alt]
 表示函数f在［a，b］上的积分平均值，[image: alt]
 表示复合函数φ（f（x））。

比较离散情形的凸函数不等式

[image: alt]


或　φ（∑λi
 xi
 ）≤∑λi
 φ（xi
 ）　（其中λi
 ≥0且∑λi
 ＝1）

若离散型的公式记牢，连续情形的公式就易记。

推广：p（x）>0，则有

[image: alt]


证明思路回顾（参见本书§3.6例12之推广，稍加注意的是那里的函数记号和现在略有不同）。

法一　从Riemann积分定义出发，对［a，b］等分，离散型不等式→连续型不等式。

法二　Taylor展开方法，记[image: alt]
 ，将φ在u0
 处作Taylor展开，并利用φ（u）的凸性。（此时要求φ（u）是二阶可导函数，φ（u）≥φ（u0
 ）＋φ′（u0
 ）（u－u0
 ））。

延伸：当φ（u）是凹函数时，不等式（4）要反向。

又特取φ（u）＝lnu，φ（u）＝eu
 等等时，得到一些特殊的不等式，如

　　　[image: alt]
 ，其中f（x）为正值连续函数。

例1　H[image: alt]
 lder不等式的证明

（1）加权幂平均≤加权和平均　[image: alt]


（2）单位化　令f1
 ＝f／‖f‖p
 g1
 ＝g／‖g‖q
 ，则‖f1
 ‖p
 ＝‖g1
 ‖q
 ＝1。

先证明[image: alt]
 。参见§3.7之例11。

例2　minkowski不等式：设f，g∈Lp
 （p≥1），则有‖f＋g‖p
 ≤‖f‖p
 ＋‖g‖p
 。

对｜f｜和｜f＋g｜p／q
 应用H[image: alt]
 lder不等式得

[image: alt]


同理

[image: alt]


两式相加，得（因为p－1＝p／q）

[image: alt]


minkowski不等式当p＝q＝2时即为Cauchy-Schwarz不等式，此不等式还有一个简易的证明方法，令u（x）＝［f（x）－λg（x）］2
 ≥0，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，∀λ∈R成立。

由二次三项式的判别式Δ≤0立得欲证之不等式。

例3　Young不等式的证明

（i）当f（a）＝b时，要证的不等式转化为

[image: alt]


几何意义非常明显，见图4-2-（2）。

若加强条件f（x）连续可微，可用常数变易法证得（3′），视a为变量t，一般情形，可用定积分定义。

f（x）在［0，a］上连续且↗，则f（x）在［0，a］上一致连续。又得f－1
 （y）在［0，f（a）］上连续且↗。将［0，a］n等分0＝x0
 <x1
 <…<xn
 ＝a，相应地0＝y0
 <y1
 <…<yn
 ＝f（a）。当n→＋∞时，[image: alt]
 。

[image: alt]


（ii）当b<f（a）时，不妨设b＝f（x*
 ），x*
 <a

从（i）知

[image: alt]


所以

[image: alt]


（iii）当b>f（a）时，[image: alt]


特取f（x）＝xp－1
 ，当p>1时，满足Young不等式的要求f－1
 （y）＝yq－1
 ，可得

[image: alt]


这个不等式在§3.7例12证明H[image: alt]
 lder不等式时曾被引用。

二、积分不等式的证明方法

1．利用基本不等式法

例4　假设f∈C［a，b］，f（x）>0，证明[image: alt]
 。

证明　利用Cauchy-Schwarz不等式[image: alt]


例5　设fi（x）（i＝1，2，…，n）恒正连续，证明

[image: alt]


（当n＝2时，即为Cauchy不等式）

证明　单位化，引入[image: alt]


原不等式化为　[image: alt]


因为　[image: alt]


所以　[image: alt]


注　此证法本质即为将不等式的右边去除左边，起化简作用。

不等式的变形：fi（x）不一定非负时，可以用｜fi｜代替fi。

又将开方转换成乘方形式：

[image: alt]


再在（5′）中令f1
 （x）＝f（x），f2
 ＝…＝fn
 ＝1，得出

[image: alt]


引入记号　[image: alt]
 称为f的n次幂平均。

上述不等式可以简写为

[image: alt]


事实上，由不等式（4），取φ（u）＝un
 亦可得到不等式（6）。

例6　设f为［a，b］上连续正值函数，讨论f的n次幂平均序列Jn
 （f）之单调性和极限。

解　取[image: alt]
 ，q＝n＋1，则p，q为共轭指数，利用H[image: alt]
 lder不等式

[image: alt]


于是

[image: alt]


故Jn
 （f）单调递增，下面考虑Jn
 （f）当n→＋∞时的极限。因f∈C［a，b］，f（x0
 ）＝M为f的最大值，Jn
 （f）≤M较明显。

∀ε>0，∃δ>0，stU（x0
 ；δ）⊂［a，b］（当x0
 即为端点时，U（x0
 ）取单边邻域）且x∈U（x0
 ；δ）时，M－ε≤f（x）≤M

[image: alt]


得知

[image: alt]


于是

[image: alt]


注1°　对照离散情形，设x1
 ，x2
 ，…，xk
 是k个正数，[image: alt]
 叫做数组[image: alt]
 的α次幂平均，则mα
 是递增的，且[image: alt]
 。

　2°　在相同条件下，[image: alt]
 。如[image: alt]
 。剖析此结果

[image: alt]


那么应该有

[image: alt]


记　[image: alt]


易得

[image: alt]


相乘知[image: alt]
 。所以[image: alt]
 ，得印证。

2．常数变易法

一个常量的问题，如[image: alt]
 的求和等，必得借助于引入适当的变量，如幂级数[image: alt]
 ，采用逐项求积分或逐项求微分等等技术求得其和。这个变量的引入，恰如分牛问题：某农户有十七头牛，三个儿子分，大儿子得[image: alt]
 ，二儿子得[image: alt]
 ，三儿子得[image: alt]
 。如何实施分割呢？只需借一头牛，则三个儿子依次各分得9头，6头，2头，仍多出一头牛。这借来的一头号牛其实只是虚晃一枪，这就是数学的智慧。

在Young不等式的证明中，我们也已经提及常数变易法。

例7　假定f（x）在［0，1］上单调递减，试证∀a∈（0，1）[image: alt]
 。

证一　引入[image: alt]
 ，转换命题证明H（a）≥H（1）

这由f（x）在［0，1］上的递减性不难推得

[image: alt]


证二　分析法，欲证原不等式[image: alt]


得出原不等式等价于

[image: alt]


而f（x）↘，故必有

[image: alt]


证三　令x＝αt，则[image: alt]


例8　假定f∈C′［0，1］，且0<x<1时，0<f′（x）<1，f（0）＝0，试证

[image: alt]


证一　令[image: alt]


记[image: alt]


证二　令[image: alt]
 作比法且由Cauchy微分中值定理∃ξ∈（0，1）以及η∈（0，ξ）使得

[image: alt]


3．升维法

通常高维的问题须降维，如化二重积分为累次积分。但偶尔也有例外，如广义积分[image: alt]
 的求值，就可采用升维技术先转化为第一象限的二重积分再利用极坐标变换求之。同样地，在不等式的证明方面，升维亦能起到柳暗花明的独特作用。

例9　设f，g是［a，b］上严格递增的连续函数，则有

[image: alt]


证明　作差法令[image: alt]


作以下升维变形：记D＝［a，b］×［a，b］

[image: alt]


由对称性

[image: alt]


于是

[image: alt]
 所以I>0

或：（f（x）－f（y））（g（x）－g（y））≥0称f，g为似序的。

上式先对x积分，后对y积分。

例10　设f（x）∈C［0，1］且严格递增，证明[image: alt]


证　[image: alt]


习题4.5

1．证明当a，b≥1时，ab≤ea－1
 ＋blnb。（f（x）＝ex
 －1，Young不等式）

2．f（x）在［0，1］上非负连续，单减，0<a<b<1，证明：

[image: alt]


3．设f∈C［0，1］，证明

[image: alt]


4．设p（x）为［a，b］上的正值可积函数，f，g是［a，b］上的不减函数，则有：

[image: alt]


5．设f（x）是在［a，b］上的正值连续函数，试求[image: alt]
 。或f的n次幂平均Jn
 （f）中，允许n取负整数时，考虑Jn
 （f）的单调性和极限[image: alt]
 （n从－1，－2，…，往下取时，J－1
 （f）>J－2
 （f）>J－3
 （f）>…）

6．设f（x），g（x）都是连续且非负，则[image: alt]
 。若记[image: alt]
 ，证明[image: alt]
 ，进而[image: alt]
 存在。

7．设f在［a，b］上连续、正值，则[image: alt]
 。

8．设f在［a，b］上连续、正值，则[image: alt]
 。

9．设f在［0，1］上连续且0≤f<1。证明

[image: alt]


10．设x>0时f0
 （x）>0，定义[image: alt]
 证明nfn＋1
 （x）<xfn
 （x）。

11．设f（x）、g（x）在［0，1］上的导数连续，且f（0）＝0，f′（x）≥0，g′（x）≥0。证明：对任何a∈［0，1］有

[image: alt]


（2005年数学（三））

12．设f在［a，b］上连续、单调递增。证明[image: alt]
 。并且等号仅当f为常值时成立。

（北师大2004年）


第五章　无穷级数

级数是研究函数的重要工具，在理论和应用上都处于重要地位。判断一个级数的敛散性、级数求和以及函数项级数之和函数的性质研究是级数研究的三大内容。从研究对象入手，我们可以作如下划分：

[image: alt]


§5.1　数项级数的收敛性

一、收敛的概念和运算性质

1．包括收敛、绝对收敛、条件收敛

2．和、差运算[image: alt]


3．乘积运算：

设[image: alt]
 是两个数项级数，称[image: alt]
 为级数[image: alt]
 的柯西乘积，并有如下定理。

柯西定理　若级数[image: alt]
 都绝对收敛，其和分别为A和B。则它们各项之积ai
 bj
 （i，j＝0，1，2，…）按照任何顺序排列所构成的级数也绝对收敛，且其和为AB。即有

[image: alt]


思考：当两个级数仅仅收敛时，相应结论是否仍成立？

4．数项级数[image: alt]
 收敛的必要条件：通项an
 →0

*功用：（1）判定发散级数；（2）求特殊数列的极限（通过级数收敛的判别法）。

5．项的重排

（1）∑un
 绝对收敛⇒对∑un
 可以任意重排，且和不变。

（2）∑un
 条件收敛⇒对∑un
 适当重排，其和可以变为任意其他的数，也可以得出发散级数（黎曼定理）。

二、收敛性判别法

1．Cauchy收敛准则。

2．正负部分拆：[image: alt]


关系式[image: alt]
 ，称[image: alt]
 为∑un的正部，[image: alt]
 为∑un
 的负部。

结论：[image: alt]


逆否命题[image: alt]
 中有一个收敛而另一个发散时，必有∑un
 发散。

3．正项级数的比较判别法（关键是通项无穷小量阶的分析）及其新形式。

4．正项级数的D'Alembert判别法，Cauchy根式的判别法。

稍加留意的是Cauchy根式判别法可以采用上极限形式：

[image: alt]


当p<1时，∑un
 收敛；p>1时，∑un
 发散。

而p＝1时，无法断定。

5．正项级数的积分判别法（转化为无穷积分）。

6．Raabe判别法　[image: alt]


此法是对于达朗贝尔检比法的深化。当[image: alt]
 时，达氏法就无法处理。须特别注意在达朗贝尔判别法和柯西根式判别法中，ρ<1时收敛，ρ>1时发散；而在拉贝判别法中，ρ>1时收敛，ρ<1时发散。刚好反了个儿。

7．交错级数的莱布尼兹判别法。

8．乘积项级数∑an
 bn
 的Abel法和Dirichlet法。

9．夹逼定理，设∑an
 ，∑bn
 均收敛且an
 ≤cn≤bn
 ，则∑cn
 也收敛。

10．加括号去括号技巧。

对于收敛级数，其项可以任意方式加上括号，所得新级数仍收敛且和值不变。

但反之不然。何时其逆为真？

在以下两种情形，若加括号的新级数收敛，则去括号后的原级数也收敛。

情形1°　当每个括号中的项皆同号时；

情形2°　当每个括号中的项数相同或都不超过某固定值k，且通项趋于0。

关于Raabe判别法的证明思路。

引理　设∑un
 ，∑vn
 皆为正项级数，∃N，当n>N时，恒有[image: alt]
 ，则当∑vn
 收敛时，∑un
 也收敛。（问：逆否形式如何叙述？）

引理证明：

[image: alt]


由正项级数比较判别法立得结论成立。

Raabe判别法的证明：关键在于极限条件的释放（见缝插针技术）。

如当[image: alt]
 时，一定∃N，以及ρ<ρ′<1，stn>N时，

[image: alt]


而[image: alt]
 发散，得知∑un
 也发散。

当[image: alt]
 时，∃N，以及1<γ<ρ，stn>N时，恒有

[image: alt]


即[image: alt]
 仿上情形，依葫芦画瓢是行不通了，解题“手筋”何在？要在γ>1上下功夫，见缝插针。

∃　α　st　1<α<γ<ρ，且n充分大时，有

[image: alt]


化为

[image: alt]


取[image: alt]
 ，当α>1时，∑vn
 显然收敛。

例1　判定下述级数的收敛性

[image: alt]


[image: alt]


解　（1）达氏法失效，利用Raabe法

[image: alt]


故0<x<1时，级数发散，x>1时，级数收敛；而x＝1时，代入法得知发散。

[image: alt]


由比较法，知级数发散，或利用不等式

[image: alt]


（3）用Cauchy根式法失效，尝试用Raabe法

[image: alt]


参阅第一章习题1.1第2（4）题，用洛必达法则计算出

[image: alt]


知原级数发散。

例2　研究级数的收敛性

[image: alt]


分析　这些级数都不是正项级数，且通项→0

解　[image: alt]


结合Leibniz法，归结为判断[image: alt]
 的单调趋于0，此易证。

原级数条件收敛。

（2）通项[image: alt]
 ，显见是条件收敛的。

[image: alt]


首先，该级数是一个交错级数，可先考虑何时绝对收敛，因[image: alt]
 ，

故p>1时，绝对收敛。p≤1时，用Taylor展开分析：

[image: alt]


[image: alt]
 时，原级数发散[image: alt]
 时，原级数条件收敛。

例3　讨论级数[image: alt]
 的敛散性（p，q>0）

（复旦大学1982年；上海大学1999年）

解　正部[image: alt]


（1）p>1，q>1时，原级数绝对收敛。

（2）p>1，0<q≤1或0<p≤1，q>1时，正部、负部一个收敛一个发散，故此时原级数发散。

（条件可改写为min（p，q）≤1<max（p，q）时）

（3）0<p，q≤1时

①p＝q时，由Leibniz法知条件收敛；

②0<p<q≤1时，加括号，通项[image: alt]
 ；

③0<q<p≤1时，加括号，通项[image: alt]
 。

即

[image: alt]


当k充分大时，由于q<p，故

[image: alt]


故（*）可认为是一个负项级数，适用正项级数的判定法则，知原级数发散。

例4　试证若正项级数∑an
 收敛，则[image: alt]
 也收敛，反之如何？

证明　因为[image: alt]
 ，易知[image: alt]
 收敛。或从许瓦兹不等式[image: alt]
 得证。反之不然，如[image: alt]
 。加上｛an
 ｝单调不增的条件时，逆命题成立。因为此时[image: alt]
 ，由比较判别法立得。

例5　设｛an
 ｝单调递减，an
 >0，则[image: alt]
 收敛。

分析　[image: alt]


证明　[image: alt]


推广：设f（x）单调下降且非负，α>1，试证：∑f（k）与∑αk
 f（αk
 ）同敛散。

例6　设xn
 为方程　xn
 ＋nx－1＝0的正根，求α的范围使[image: alt]
 收敛。

解　f（x）＝xn
 ＋nx－1，f（0）＝－1<0，[image: alt]
 ，且f′（x）>0，即f（x）严格递增。故有[image: alt]


（1）当α>1时，[image: alt]
 必收敛

（2）当α＝1时，[image: alt]
 得出

　　[image: alt]


　　由比较判别法知[image: alt]
 必发散。

（3）当α<1时，发散。

所以当且仅当α>1时，级数[image: alt]
 收敛。

例7　设级数∑an
 （an
 >0）发散，则存在收敛于0的正数列｛bn
 ｝使∑an
 bn
 仍发散。即：对任一个发散的正项级数，都存在一个正项级数比它发散得慢。或说没有最慢的发散级数。

分析　抽象的知识要尽可能具体化，以便于记忆或发掘证明思路。调和级数[image: alt]
 是著名的发散级数，而[image: alt]
 则较之发散得慢，如此下去，得到[image: alt]
 ，[image: alt]
 皆是发散速度越来越慢的级数。并且[image: alt]
 （C为Euler常数，εn
 ＝o（1），n→∞）

猜测bn
 ＝1/Sn
 而[image: alt]
 为原发散级数的第n个部分和。

证明　利用Canchy收敛准则证明[image: alt]
 发散。

分析　[image: alt]


令n定而p→＋∞，上式→1

所以　[image: alt]
 ，∀N ∃n0
 ，p0
 （n0
 >N，p0
 ≥1）st

[image: alt]


引申　注意到[image: alt]
 ，当p>1时收敛，据此推广成：[image: alt]
 收敛（p>1）。

证明　分析积分

[image: alt]


而p>1时，[image: alt]
 收敛（首尾相消法）。

例8　（与例7对称的结论）设级数∑an
 收敛，（an
 >0），则存在发散到＋∞的数列｛bn
 ｝使∑an
 bn
 仍收敛。

即：对任一个收敛的正项级数，恒存在一个比其收敛得慢的级数。亦就是说，不存在收敛得最慢的级数。

注　级数收敛得快或慢可以用余和收敛于零的速度快慢来衡量和理解。

证明　令[image: alt]
 为原级数的第n余项，因为∑an
 收敛，故rn
 →0，取[image: alt]
 ，知

[image: alt]


以下容易证明。

引申　[image: alt]
 当p<1时收敛，当p≥1时发散。

略证　[image: alt]


当0<p<1时，由于rn
 →0，可由首尾相消法得出[image: alt]
 收敛；

当p＝1时，要证[image: alt]
 发散，仍用Cauchy收敛准则

对任意正整数m，n，m<n

[image: alt]
 （n→∞，m固定）

于是对[image: alt]
 ，和任意m，∃n，st[image: alt]


例9　设｛an
 ｝是著名的裴波那契数列：1，1，2，3，5，8，…，an＋1
 ＝an
 ＋an－1
 ；（n≥2），试分析其倒数和构成的级数[image: alt]
 的收敛性。

分析　尝试比较法，将其跟一个已知收敛的正项级数比较，等比级数显然不行，不失一般性，记b1
 ＝5，b2
 ＝8，…，bn＋2
 ＝bn＋1
 ＋bn
 （即bn
 ＝an＋4
 ）。

猜测如下结论：b1
 >1×2，b2
 >2×3，b3
 >3×4，…，bn
 >n×（n＋1）

证法一　归纳法证明上式，显然上式前四个式子都成立。设当n，n＋1时皆成立，即有

bn
 >n（n＋1），bn＋1
 >（n＋1）（n＋2）

则n≥3时

[image: alt]


于是[image: alt]
 右边级数首尾相消法知收敛。

证法二　显见｛an
 ｝↗，an＋1
 ＝an
 ＋an－1
 <2an
 ，据此式an
 <2an－1
 ，即[image: alt]
 ，代入递推关系又得[image: alt]
 。

变形：

[image: alt]


依据达朗贝尔判别法

[image: alt]


推广思考：若数列的递推式修改为an＋2
 ＝λan＋1
 ＋μan
 （0<λ，μ<1），是否仍有相应的结论？或者敛散性是否和λ，μ的值相关？

例10　试讨论当α取何值时，级数[image: alt]
 （α>0）绝对收敛、条件收敛或发散？

（浙江大学2001年，浙江省高等数学竞赛2005年（α＝1时））

解　情形1°　α>1，易见原级数绝对收敛。

　　情形2°　α＝1，原级数是

[image: alt]


当k2
 ≤n<（k＋1）2
 时，un
 同号，将符号相同的项加括号视为一个新项，得到一个与原级数敛散性相同的交错级数[image: alt]
 ，其中

[image: alt]


关键落实到是否有Ak
 单调递减趋于0？

法一　考虑单调递减函数[image: alt]
 在区间［n，n＋p］上的R积分，易知

[image: alt]


欲证Ak＋1
 <Ak
 ，只需证明

[image: alt]
 ，此式易验证。

这样证得｛Ak
 ｝单调递减。由Leibniz判别法知[image: alt]
 收敛，从而原级数也收敛。

法二　将Ak
 分作两部分，Ak
 ＝Ak
 ′＋Ak
 ″，其中

[image: alt]


放缩法易证得

[image: alt]


所以

[image: alt]


用夹逼定理亦知[image: alt]
 收敛。

（思考：此处用于夹逼的两个级数分别是怎样的？）

法三　从（*）式又知k≥2时

[image: alt]


于是也证得｛Ak
 ｝单调递减。与法一相比，此种证法更加快捷、优越。

法四　对Ak
 首尾两项相加大于中项的两倍：

[image: alt]


故[image: alt]
 ，而[image: alt]
 易得，据此得出Ak＋1
 <Ak
 ，即｛Ak
 ｝↘。

情形3°　0<α<1

[image: alt]


合成，稍作化简得

[image: alt]


[image: alt]


于是

[image: alt]


忽略掉上式左边的[image: alt]
 项（不影响以下讨论的收敛性问题）。

[image: alt]


可见当[image: alt]
 时，左右两边皆收敛，原级数条件收敛；

　　当　[image: alt]


故原级数必发散。

例11　证明级数

[image: alt]


证一　级数的通项是[image: alt]


又[image: alt]
 ，由第一章之例12，知εn↘0

原级数可以写为

[image: alt]


分析　[image: alt]
 ，依Leibniz法，只要证出[image: alt]
 单调递减趋于0，则收敛。

（[image: alt]
 ，证f′（x）<0即可）

[image: alt]
 ，依Abel法[image: alt]
 ，bn
 ＝εn
 知亦收敛，所以原级数收敛。

证二　依Leibniz判别法，只要证[image: alt]
 单调递减（un
 →0显见）

[image: alt]
 ，此式显然。

习题5.1

1．证明下列级数收敛：

[image: alt]


2．证明下列级数发散：

[image: alt]


3．讨论下列级数的收敛性（p>0）：

[image: alt]


4．讨论下列级数的绝对收敛及条件收敛性：

[image: alt]


5．研究级数[image: alt]
 的敛散性。

（中山大学2008年）

6．判定下列级数的敛散性

[image: alt]


（中山大学2008年）

7．（夹逼定理）设∑an
 ，∑bn
 均收敛且an
 ≤cn
 ≤bn
 ，则∑cn
 也收敛。

8．（对数判别法）给定正项级数∑an
 ，若有λ>0及n0
 ，使得

　　n≥n0
 时有[image: alt]
 ，则∑an
 收敛；

　　n≥n0
 时有[image: alt]
 ，则∑an
 发散。

　　（注：请读者叙述对数判别法的极限形式）

9．正项级数∑an
 收敛的充要条件是[image: alt]
 收敛。

（上海师大87年）

10．设正项级数∑an
 收敛，余和[image: alt]
 ，证明级数[image: alt]
 收敛。

11．若正项级数∑an
 收敛，且[image: alt]
 （n＝1，2，…）。证明[image: alt]
 收敛。

12．设xn
 是方程x＝tanx的正根且依递增顺序排列，试讨论级数[image: alt]
 的敛散性。

13．设0<x1
 <π，xn
 ＝sinxn－1
 （n＝2，3，…），证明：级数[image: alt]
 当p>2时收敛；当p≤2时发散。

14．设0<p1
 <p2
 <…，求证[image: alt]
 收敛的充要条件为如下级数收敛：

[image: alt]


15．给定发散的正项级数∑an
 ，记Sn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ，试证[image: alt]
 收敛。

16．已知∑an
 为一般项发散级数，证明[image: alt]
 也发散。

（华东师大98年）

17．设an
 ≠0（n＝1，2，…）且[image: alt]
 。求证：下列两级数

[image: alt]


　　同时收敛或同时发散。

18．设级数∑an
 收敛，∑（bn＋1
 －bn
 ）绝对收敛，试证级数∑an
 bn
 也收敛。

19．设｛nan
 ｝收敛[image: alt]
 收敛，则∑an
 收敛。

20．如果级数∑an
 的所有子级数都收敛，则∑an
 绝对收敛。

21．设an
 >0（n＝1，2，…），证明级数∑an
 收敛的充分必要条件是连乘积数列｛（1＋a1
 ）（1＋a2
 ）…（1＋an
 ）｝收敛。

22．如果un
 是正的单调递增数列，则级数[image: alt]
 当un
 有界时收敛，而当un
 无界时发散。

23．设an
 >0，且[image: alt]
 ，则级数[image: alt]
 收敛。

24．若正项级数∑an
 收敛且｛an
 ｝单调减少，则有[image: alt]
 。

25．若正项级数∑an
 收敛且｛nan
 ｝单调减少，则有[image: alt]
 。

26．给定级数[image: alt]
 。将其前n项部分和Sn
 分成正部[image: alt]
 和负部[image: alt]
 的差，即

[image: alt]


　　证明[image: alt]
 存在并求其值。

　　并思考：对一般条件收敛级数是否有相应结论？

27．假设[image: alt]
 发散，且｛an
 ｝是正的递减数列，试证：

[image: alt]


28．若∀数列｛xn
 ｝，只要xn
 →0（n→∞），就有[image: alt]
 收敛，则有[image: alt]
 绝对收敛。

29．按以下要求分别构造出相应级数∑an
 。

　（1）∑an
 收敛但[image: alt]
 ；

　（2）∑an
 收敛，但∑an
 lnn发散；

　（3）∑an
 收敛，bn
 ～an
 （n→∞）但∑bn
 却发散。

30．证明[image: alt]
 存在。

31．试证：弃掉调和级数

　[image: alt]


　中分母含有数字9的项（如[image: alt]
 ），所得级数收敛。

（浙江大学1999年）





§5.2　函数项级数的一致收敛性

通过部分和函数列[image: alt]
 的转换，函数项级数的一致收敛性和函数列的一致收敛性就化归于同一个概念。但常常函数项级数的部分和难以求得，故对于函数项级数的一致收敛性，又有一套独特的判别法，即从通项un
 （x）的分析入手。

在对具体的函数列或函数项级数作一致收敛的判定时，明确一致收敛性的内涵是极重要的。

一、一致收敛概念

1．点态收敛复习

设函数列｛Sn
 （x）｝定义于区间I上，∀x∈I，有[image: alt]
 ，称｛Sn
 （x）｝在I上点态收敛。

ε-N语言：∀x∈I，∀ε>0，∃N（ε；x），当n>N时，有

｜Sn
 （x）－S（x）｜<ε

对于函数项级数，点态收敛即为数项级数的收敛性，或将上述Sn
 （x）理解为部分和即可以，并无什么新的内涵。

2．函数列一致收敛定义

设｛Sn
 （x）｝和S（x）定义于同一个区间I上，假若∀ε>0，∃N＝N（ε），当n>N时，∀x∈I有

｜Sn
 （x）－S（x）｜<ε

称｛Sn
 （x）｝在I上一致收敛于S（x），记成Sn
 （x）⇒S（x）（n→∞）

注　引入范数[image: alt]
 ，则Sn
 （x）一致收敛于S（x）可以表示为

[image: alt]


3．函数项级数一致收敛定义

若∑un
 （x）的部分和｛Sn
 （x）｝在I上一致收敛，称∑un
 （x）在I上一致收敛。

注　引入尾项[image: alt]
 ，则∑un
 （x）一致收敛⇔rn
 （x）⇒0（x∈I）。针对交错级数∑（－1）n－1
 un
 （x），若un
 （x）↘0（n→＋∞），则｜rn
 （x）｜≤un＋1
 （x）易处理。

二、不一致收敛的叙述

1．设｛Sn
 （x）｝在I上点态收敛于S（x）（n→∞）。Sn
 （x）不一致收敛于S（x）的含义是：∃ε>0，∀N，∃n>N及xn
 ∈I，st｜Sn
 （xn
 ）－S（xn
 ）｜≥ε0
 。

或等价表述为：

2．存在一点列｛xn
 ｝⊂I，使得[image: alt]


通常在较简单的情形，点列｛xn
 ｝可以凭直觉尝试确定；而在一般较复杂情形，点列｛xn
 ｝可取作Sn
 （x）－S（x）的最大值点。

3．对函数项级数∑un
 （x）而言，不一致收敛可叙述为：

∃ε0
 >0，∀N　∃n>N及xn
 ∈I，[image: alt]


4．简言之，∃｛xn
 ｝⊂I，[image: alt]


由于牵涉到尾项rn
 （x）的估计，除非在特殊场合，一般情形下直接用定义证明函数项级数的不一致收敛是困难的，往往寻求其他途径。

三、一致收敛判别法

Sn
 （x）可以是给定的函数列，也可以认为是函数项级数的部分和序列。

[image: alt]
 是极限函数或和函数（假设点态收敛），兹列举常用的一致收敛判别法如下：

[image: alt]


2．Cauchy准则

（1）函数列：∀ε>0，∃N，∀n>m>N，∀x∈I有｜Sn
 （x）－Sm
 （x）｜<ε；

（2）级　数：∀ε>0，∃N，∀n>N，p＝1，2，…，∀x∈I有[image: alt]


（3）推　论：∑un
 （x）一致收敛的必要条件是　[image: alt]


3．Dini定理

设｛Sn
 （x）｝，S（x）皆在闭区间［a，b］上连续，Sn
 （x）→S（x），又∀x∈［a，b］，｛Sn
 （x）｝单调，则在［a，b］上[image: alt]


级数情形：若函数项级数∑un
 （x）每项un
 （x）在［a，b］上非负、连续且其和函数也在［a，b］上连续，则∑un
 （x）在［a，b］上必一致收敛。

4．设Sn
 （x）在c点左连续，且｛Sn
 （c）｝发散，则∀δ>0，｛Sn
 （x）｝在（c－δ，c）上不一致收敛。

注　1°改为在c点右连续，则｛Sn
 （x）｝在（c，c＋δ）上不一致收敛；

　　2°级数情形有相应的结论。

5．若Sn
 （x）→S（x），Sn
 （x）连续，但S（x）有间断，则Sn
 （x）不一致收敛S（x）。

6．Weierstrass判别法。

7．乘积项级数的Abel法、Dirichlet法。

例1　证明[image: alt]
 在［－1，1］上一致收敛。

证法一　此为等比级数，公比q＝1－x2
 （x≠0时），可从定义出发。

余项[image: alt]


r′
 n
 （x）＝（1－x2
 ）n
 －2x2
 n（1－x2
 ）n－1
 ＝（1－x2
 ）n－1
 ［1－（2n＋1）x2
 ］

得稳定点为±1，[image: alt]


[image: alt]


故级数在［－1，1］上一致收敛。

证法二　利用Weierstrass法　un
 （x）＝x3
 （1－x2
 ）n
 　令u′n
 （x）＝0

即　（1－x2
 ）n－1
 ［3－（3＋2n）x2
 ］＝0

得出最大值点为

[image: alt]


而

[image: alt]


证法三　利用Dini定理　S（x）＝x连续，un
 （x）同号（∀x∈［－1，1］）且连续。

例2　判别级数[image: alt]
 在R上的一致收敛性。

分析　级数在R上处处收敛易判别，且

[image: alt]


则

[image: alt]


证一　分段技术：｜x｜≤ε和｜x｜>ε两个部分

[image: alt]


可见，rn
 （x）⇒0（x∈R）。

证二　[image: alt]
 且非负，于是

[image: alt]


而易求得

[image: alt]


证三　利用Dirichlet判别法。

注　该级数在R上不绝对一致收敛，但在任何不包含原点的闭区间上却是绝对一致收敛。详细证明请读者补上。

例3　讨论[image: alt]
 的收敛性及一致收敛性。

解　当｜x｜≤1时，[image: alt]


[image: alt]
 ，级数发散。

当x>1时，[image: alt]
 收敛，故原级数收敛。

当x<－1时，可取n充分大时[image: alt]


[image: alt]


原级数亦收敛。

下面考虑一致收敛性。

在x＝±1处，原级数发散知在（－∞，－1）∪（1，＋∞）上一定不一致收敛，下面证在其上是内闭一致收敛，∀δ>0，先考虑在［1＋δ，∞）上的情形。

当x≥1＋δ时，[image: alt]
 收敛。

由W－法知，∑un
 （x）在［1＋δ，∞）上一致收敛。再考虑x≤－1－δ时，可取n充分大，使得[image: alt]
 余下类似。

当然可以合并当｜x｜≥1＋δ时，有[image: alt]
 （只要n充分大）。

例4　证明[image: alt]
 在（0，＋∞）上非一致收敛，在任意有限区间上一致收敛（即在（0，∞）内闭一致收敛）。

证一　[image: alt]
 ，∀x>0，un
 （x）→0，（n→＋∞）

但是un
 （x）不一致收敛于0，因为[image: alt]
 。或说‖un
 ‖（0，∞）
 ＝∞，得知级数在（0，＋∞）上非一致收敛。

在任意有限区间［a，b］，由不等式证明一节§3.7例6知（这是难点所在）：

设｜a｜，｜b｜≤M，则n>M时，有[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，由Weierstrass法知原级数在［a，b］上一致收敛。

注　1．既然原级数在任意有限区间［a，b］上都一致收敛，得知级数在R上处处收敛。

　　2．上述证法应用了§3.7例6的不等式，这是略显牵强的。能否证明得更加“原生态”一点呢？下面我们就作一尝试。

证二　先考虑点态收敛性。引入[image: alt]


[image: alt]


所以通项[image: alt]
 。∀x∈R，∑un
 （x）都收敛。

以下再考虑内闭一致收敛性。

先证gn
 （x）在（0，＋∞）上递增。

[image: alt]
 ，欲g′n（x）>0，当且仅当[image: alt]
 ，利用ln（1＋t）<t易知此结果成立。现任取M>0，x∈［0，M］，

[image: alt]


又[image: alt]
 ，于是n充分大时，有

[image: alt]


从而级数∑un
 （x）在［0，M］上一致收敛。

证三　在此我们用尝试法得出[image: alt]
 。无穷级数∑un
 的敛散性判断关键在于通项un
 无穷小阶的分析。gn
 （x）→0（n→∞）显然，但未知是多少阶的无穷小量。尝试如下的极限式：

[image: alt]


所以[image: alt]
 。以下和证法二相同。

例5　若函数φn
 （x）在［a，b］单调，且∑｜φn
 （a）｜，∑｜φn
 （b）｜均收敛，则∑φn
 （x）在［a，b］一致收敛。

证明　因为｜φn
 （x）｜≤max｛｜φn
 （a）｜，｜φn
 （b）｜｝≤｜φn
 （a）｜＋｜φn
 （b）｜

　　　所以由M－判别法知

例6　对任何n，fn
 在［a，b］上单调增加，且｛fn
 ｝收敛于连续函数f，证明

fn
 ⇒f0
 （x∈［a，b］）

证　首先从fn
 →f，∀ε>0，∃N＝N（ε；x），当n>N时，

｜fn
 （x）－f（x）｜<ε

如何找一个对所有x∈［a，b］都适用的N＝N（ε），使得上式成立呢？

因为f在［a，b］连续，故一致连续，对ε>0，∃δ>0，当｜x′－x″｜<δ时

｜f（x′）－f（x″）｜<ε

取自然数[image: alt]
 ，将［a，b］m等分：

a＝x0
 <x1
 <x2
 <…<xm
 ＝b

由[image: alt]
 （0≤k≤m，点态收敛）知，存在一个公共的N，st n>N时，∀k＝0，1，…，m皆有

｜fn
 （xk
 ）－f（xk
 ）｜<ε

∀x∈［a，b］，设x∈［xk－1
 ，xk
 ］，由fn
 单调性知

fn
 （xk－1
 ）－f（x）≤fn
 （x）－f（x）≤fn
 （xk
 ）－f（x）

而

fn
 （xk
 ）－f（x）＝fn
 （xk
 ）－f（xk
 ）＋f（xk
 ）－f（x）<2ε（n>N）

　　fn
 （xk－1
 ）－f（x）＝fn
 （xk－1
 ）－f（xk－1
 ）＋f（xk－1
 ）－f（x）>－2ε

所以n>N时有

｜fn
 （x）－f（x）｜<2ε（∀x∈［a，b］成立）

例7　（Dini定理）若在有限区间［a，b］上连续函数序列｛Sn
 （x）｝收敛于连续函数S（x），而对每个x，[image: alt]
 是单调数列，则Sn
 （x）在［a，b］上一致收敛于S（x）。

证明　反证法，假设Sn
 （x）不一致收敛于S（x），则∃ε0
 >0，∀N，∃n>N及x0
 ∈［a，b］，满足

｜Sn
 （x0
 ）－S（x0
 ）｜≥ε0


于是存在一列正整数n1
 <n2
 <…，和点列｛xk
 ｝⊂［a，b］，满足

[image: alt]


由Weierstrass定理，｛xk
 ｝有收敛子列，不妨就设其本身，xk
 →ξ∈［a，b］

由Sn
 （ξ）→S（ξ），得N，使

[image: alt]


下面将从（1）（2）式中推出矛盾，由Sn
 （x），S（x）的连续性，得出

[image: alt]


由保号性，∃K，stk>K时，｜SN
 （xk
 ）－S（xk
 ）｜<ε0


[image: alt]


由｛Sn
 （x）｝单调趋于S（x）知，n>N时，更有

[image: alt]


此与（1）式矛盾，事实上总可以取k>K且nk
 ≥N同时成立。

例8　假设f（x）∈C（R），且x≠0时，有｜f（x）｜<｜x｜，依递推关系构造如下函数列：f1
 （x）＝f（x），f2
 （x）＝f（f（x）），…，fn
 （x）＝f（fn－1
 （x）），证明fn
 （x）在［－A，A］上一致收敛（或说：fn
 （x）在任何有限区间内一致收敛。）

证明　易推得f（0）＝0，故在R上，｜f（x）｜≤｜x｜等号仅在原点成立。

∀ε>0，当｜x｜≤ε时，｜f（x）｜≤ε

　　　当｜x｜≥ε时[image: alt]


由闭区间上连续函数的最大值定理[image: alt]
 ，则0<q<1。

在［－A，－ε］∪［ε，A］上，｜f（x）｜≤q｜x｜≤qA。

总之，在［－A，A］上，｜f（x）｜≤max｛ε，qA｝，∀x∈［－A，A］，

若｜f（x）｜≤ε，则｜f2
 （x）｜＝｜f（f（x）｜≤｜f（x）｜≤ε；

若｜f（x）｜≥ε，则｜f2
 （x）｜≤q｜f（x）｜≤q2
 A。

总之，｜f2
 （x）｜≤max｛ε，q2
 A｝…

一般地，有｜fn
 （x）｜≤max｛ε，qn
 A｝≤ε（n>N时，∀x∈［－A，A］）

注　在R上相应结论未必成立。请举出反例。

例9　设｛fn
 （x）｝在［a，b］上满足条件：存在正常数K使得

｜fn
 （x）－fn
 （y）｜≤K｜x－y｜x，y∈［a，b］，n＝1，2，…

证明　（1）若fn
 点态收敛于f，则fn
 必一致收敛于f。

　　　（2）若∀x∈［a，b］，｛fn
 （x）｝有界，则必有｛fn
 （x）｝的子列一致收敛。

分析　（1）∀x∈［a，b］，∃N（ε；x），n，m>N时，｜fn
 （x）－fm
 （x）｜<ε

注意到｜fn
 （x）－fn
 （y）｜≤K｜x－y｜的条件，∃δ>0，使N（ε；x）对于U（x0
 ；δ）内的一切点适用，于是可以选定有限个点x1
 ，x2
 ，…，xp
 分别确定N（ε；xi
 ）

（2）由（1）可知，只要证明能选出｛fn
 （x）｝的子列，使其在有理点收敛。

证明　（1）∀ε>0，取[image: alt]
 ，当｜x－y｜<δ时，[image: alt]


取正整数p，st　[image: alt]
 ，对［a，b］作p等分，x1
 <x2
 <…<xp
 ，fn
 （xi
 ）→f（xi
 ）（i＝0，1，2，…p），因此存在N，当m，n>N时

[image: alt]


∀x∈［a，b］，必有i，使x∈U（xi；δ），从而

｜fn
 （x）－fm
 （x）｜≤｜fn
 （x）－fn
 （xi
 ）｜＋｜fn
 （xi
 ）－fm
 （xi
 ）｜＋｜fm
 （xi
 ）－fm
 （x）｜<ε

由Cauchy准则，｛fn
 （x）｝一致收敛。

（2）设E＝｛x1
 ，x2
 ，…
 ｝为［a，b］的全体有理点，则fn
 （x1
 ）是有界数列，选出收敛子列｛fn，1
 （x1
 ）｝，[image: alt]
 ；

又｛fn，1
 （x2
 ）｝有界，选出子列｛fn，2
 （x2
 ）｝，使得[image: alt]
 ；

…

如此下去，得出子列｛fn，m
 （xm
 ）｝，使得[image: alt]
 。

考虑对角线序线｛fn，n
 （x）｝，对固定的k，｛fn，n
 （xk
 ）｝（n≥k）是｛fn，k
 （xk
 ）｝（n≥k）的子列，故收敛于Ak
 ，因而｛fn，n
 （x）｝在E上点态收敛。剩下只要证明：对任一［a，b］上的无理点z，｛fn，n
 （z）｝也收敛，只要用（1）中的证明技巧即可。

注1°　设｛fn
 （x）｝是区间I上的函数列，若∀ε>0，∃δ>0，使当｜x－y｜<δ时，有

｜fn
 （x）－fn
 （y）｜<ε（n＝1，2，…）

　　则称｛fn
 （x）｝在I上等度连续。本题中的条件｜fn
 （x）－fn
 （y）｜≤K｜x－y｜可以用等度连续代替，当然等度连续⇒一致连续⇒连续，且极限函数也一定是一致连续的，反之，闭区间上一致收敛的连续函数列必等度连续（见下节例10）。

　2°　证明（2）中的方法，叫做Cantor对角线法。

例10　设函数序列[image: alt]
 在区间I上定义，满足

i）｜f0
 （x）｜≤M；

ii）[image: alt]
 （∀m＝0，1，2，…，成立）；

iii）数项级数∑bn
 收敛。

试证明级数[image: alt]
 ）在I上一致收敛。

分析　题中条件ii）启发我们使用Abel变换，对于乘积项和式[image: alt]
 ，记

B1
 ＝b1
 ，B2
 ＝b1
 ＋b2
 ，…，Bm
 ＝b1
 ＋b2
 ＋…＋bm
 ，则bi
 ＝Bi
 －Bi－1
 ，代入得[image: alt]
 　即为Abel变换。再结合Cauchy收敛准则。

证明　依Cauchy收敛准则，欲分析[image: alt]
 当n充分大时能否充分小。

改记B1
 ＝bn＋1
 ，B2
 ＝bn＋1
 ＋bn＋2
 …[image: alt]
 ，利用Abel变换

[image: alt]


因∑bn
 收敛，∀ε>0，∃N，n>N，∀p＝1，2，…有

[image: alt]


又　[image: alt]


最终得∀ε>0，∃N，n>N时，∀x∈I，有

[image: alt]
 ，证毕。

例11　设级数∑un
 （x）在I上一致收敛，则可以对其适当加括号，使得所得新级数在I上绝对一致收敛。

分析　只涉及级数本身性质，而跟和函数关系不大时，Cauchy准则是首推工具。

证明　因∑un
 （x）在I上一致收敛，∀ε>0，∃N，stn>N，p＝1，2，…时，

[image: alt]


特取[image: alt]
 ，∃N1
 ，st　n>N1
 时，∀p＝1，2，…，∀x∈I，有[image: alt]


[image: alt]
 ，∃N2
 >N1
 ，stn>N2
 时，∀p＝1，2，…，∀x∈I，有[image: alt]


……

[image: alt]
 ，∃Nj
 >Nj－1
 ，stn>Nj
 时，∀p＝1，2，…，∀x∈I，[image: alt]


记[image: alt]
 则

[image: alt]


由W－法知[image: alt]
 在I上一致收敛，也绝对收敛。

例12　设｛an
 ｝是单调减少且趋于零的数列，则级数∑an
 sinnx

（1）在R上处处收敛；

（2）在任何不含2kπ（k∈Z）的闭区间上一致收敛；

（3）*
 在任何区间上都一致收敛的充分必要条件是lim nan
 ＝0。

证明　（1）当x＝2kπ时，原级数通项为0，收敛，现不妨设x∈（0，2π），因

[image: alt]


由狄利克雷判别法知∑an
 sinnx在0<x<2π收敛。

（2）等价于证明在（0，2π）内闭一致收敛，∀0<δ<π，在［δ，2π－δ］上，[image: alt]
 为一致有界，得知在［δ，2π－δ］上一致收敛。

（3）留待读者思考（此问题有相当难度，有兴趣的读者朋友可参阅［9］，［11］）。

习题5.2

1．讨论以下函数列或函数项级数的一致收敛性。

（1）[image: alt]
 　（i）在任意有限区间　（ii）在R上

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 f0
 （x）是［a，b］上的可积函数，在［a，b］上。

2．可微函数序列｛fn
 （x）｝在［a，b］上收敛，且∃M>0，使｜f′n
 （x）｜≤M，（∀n，∀x∈［a，b］）。试证：｛fn
 （x）｝在［a，b］上一致收敛。

3．设fn
 （x）在［a，b］可积，一致有界，[image: alt]
 证明｛Fn
 （x）｝存在子列在［a，b］一致收敛。

4．讨论以下函数项级数的一致收敛性

[image: alt]


5．设一元函数f在x＝0的邻域里有二阶连续导数，f（0）＝0，0<f′（0）<1，函数fn
 是f的n次复合，证明级数[image: alt]
 在x＝0的某邻域里一致收敛。

6．证明：若∑un
 （x）在区间I上收敛，则其为一致收敛的充要条件是∀｛xn
 ｝⊂I，有[image: alt]
 （其中[image: alt]
 为级数余和）。

7．设f与fn
 在［a，b］连续，如果∀x∈［a，b］，xn
 ∈［a，b］，只要[image: alt]
 ，就有[image: alt]
 ，则｛fn
 ｝在［a，b］上一致收敛于f。

8．设｛fn
 （x）｝为［a，b］上连续函数序列，且fn
 （x）⇒f（x），x∈［a，b］。

　证明：若f（x）在［a，b］上无零点，则当n充分大时，fn
 （x）在［a，b］上也无零点。并有。

[image: alt]


（华东师大2000年）

9．设f∈C（R），作[image: alt]
 。证明｛fn
 （x）｝在任何有限区间上一致收敛。

（北师大2002年）

10．设f在［0，1］上连续可导，f（1）＝0。证明函数项级数[image: alt]
 在x∈［0，1］上一致收敛。

（北师大2003年）

11．设f∈C［0，1］，令[image: alt]
 ，t∈［0，1］，n＝1，2，…，证明函数列｛fn
 （t）｝在［0，1］上一致收敛于函数g（t）＝tf（0）。

（中山大学2007年）

§5.3　一致收敛级数的性质

在§5.2中我们着重讨论了函数列和函数项级数一致收敛性的判别法，如此浓彩重墨地刻划一致收敛性，究竟有什么用处？

让我们回忆连续、可导、可积的线性性质：

区间I上两个连续函数（可导函数，可积函数）的和仍连续（可导，可积）；

区间I上任意有限个连续函数（可导、可积函数）的和仍连续（可导，可积）。

那么，推广到无限个连续函数的和即函数项级数又如何呢？

从级数[image: alt]
 可以很快得出否定的结论。

一致收敛性恰恰是保证无限多个函数的和仍保持同种性质的充分条件。

这对于讨论级数形式表达的函数（其和函数的初等解析式往往无法求得，如[image: alt]
 ）的分析性质非常有意义。

由于函数项级数和函数列完全可以通过部分和序列转化，级数的和函数相应于函数列的极限函数，故讨论一致收敛的性质时，我们以级数形式代表。

一、和函数的连续性

定理1　设un
 （x）在区间I上连续，∑un
 （x）在I上一致收敛，则和函数S（x）＝∑un
 （x）在I上连续。

拓广定理之一：设un
 （x）在（a，b）连续，∑un
 （x）在（a，b）内闭一致上敛，则和函数在（a，b）连续。

对于[image: alt]
 在（1，＋∞）上的连续性证明，就用到拓广形式。

用极限形式表述连续性

[image: alt]


即

[image: alt]


本质就是极限运算和无限和运算的换序问题，有限和情形的换序就是大家熟悉的极限的线性性质。

例1　证明[image: alt]
 在（－1，1）内连续。

证明　∀0<q<1，考虑级数在［－q，q］上的一致收敛性，当x∈［－q，q］时，

[image: alt]


而由柯西根式判别法知[image: alt]
 收敛。

故原级数在［－q，q］上一致收敛。由拓广形式立得S（x）在（－1，1）内连续。

利用和函数连续性定理的逆否形式，还可以证明不一致收敛。

例2　试证级数[image: alt]
 在（0，1）内不一致收敛。

证一　级数余和[image: alt]
 ，

取[image: alt]


故rn
 （x）在（0，1）上不一致收敛于0。原结论得证。

证二　当0<x<1时，un
 （x）＝x2n
 lnx是以x2
 为公比的等比级数。

和为[image: alt]
 ，而S（1）＝0

[image: alt]


由于un
 （x）＝x2n
 lnx在x＝1连续，且级数在x＝1收敛，若在（0，1）一致收敛的话，一定有S（1－0）＝S（1），故矛盾。其中道理参见下述拓广形式之二。

拓广定理之二　设un
 （x）在［a，b］连续，∑un
 （x）在（a，b）内一致收敛，则其和函数在［a，b］连续。

或依据下述的逐项取极限定理：

设级数∑un
 （x）在x0
 的某个空心邻域U0
 （x0
 ）内一致收敛[image: alt]
 ，则∑cn
 收敛，且[image: alt]


注　该例若从和函数在开区间（0，1）的连续性则推不出在（0，1）内不一致收敛。

逐项取极限定理证明：

1°因∑un
 （x）在U0
 （x0
 ）内一致收敛，依Cauchy准则，∀ε>0，∃N>0，n>N时，∀p＝1，2，…，∀x∈U0
 （x0
 ），有[image: alt]


仍由Cauchy准则知级数∑cn
 收敛，其和记为c。

2°补充定义un
 （x0
 ）＝cn
 ，则un
 （x）在x0
 处连续，依1°证明，当n>N时，∀p＝1，2，…，∀x∈U（x0
 ），恒有

[image: alt]


此即∑un
 （x）在U（x0
 ）内一致收敛，从而和函数S（x）在x0
 处连续。

或分析：[image: alt]
 （当0<｜x－x0
 ｜<δ时）

例3　设函数列｛fn
 ｝在R上一致收敛于f，且fn
 在R上一致连续，证明极限函数f也在R上一致连续。

证明　∀ε>0，∃N，st∀x∈R，有[image: alt]


又fN
 在R上一致连续知，∃δ>0，∀x′，x″，只要｜x′－x″｜<δ，就有

[image: alt]


因此：｜f（x′）－f（x″）｜≤｜f（x′）－fN
 （x′）｜＋｜fN
 （x′）－fN
 （x″）｜＋｜fN
 （x″）－f（x″）｜<ε

即f（x）在R上一致连续。

例4　设φn
 （x）满足

　　（1）φn
 （x）∈C［0，1］，φn
 （x）≥0；

　　（2）φn
 （1）＝1；

　　（3）∀x∈［0，1］，｛φn
 （x）｝关于n单调下降。

如果∑an
 收敛，则

[image: alt]


证明　只要证明∑an
 φn
 （x）在［0，1］上一致收敛，由∑an
 收敛，又由（1）、（3）知，∀x∈［0，1］，∀n，有[image: alt]
 ，由Abel判别法知∑an
 φn
 （x）在［0，1］上一致收敛，故

[image: alt]


二、和函数的可积性及换序

定理2　若函数项级数∑un
 （x）在［a，b］一致收敛，每一项un
 （x）连续，则和函数可积，且[image: alt]


函数列情形：设fn
 ∈C［a，b］且fn
 ⇒f（x∈［a，b］），则

[image: alt]


例5　证明函数列

[image: alt]


在［0，1］上一致收敛并且求极限[image: alt]
 。

证明　首先易求出｛fn
 （x）｝的极限函数是[image: alt]
 ，x∈［0，1］。

该极限函数在［0，1］上连续，fn
 （x）也连续，故尝试用Dini定理或§5.2例6的结论来推证fn
 ⇒f，那么，判断｛fn
 （x）｝∀x∈［0，1］关于n单调和｛fn
 （x）｝∀n＝1，2，…是单调函数何者容易呢？

法一　令[image: alt]


[image: alt]
 ，故gn
 （x）↗

fn
 （x）在［0，1］上严格单调递减，收敛于连续函数f（x）。由§2例6知，fn
 ⇒f。
 于是，积分和极限可以换序：

[image: alt]


法二　若∀x∈［0，1］，要考虑数列[image: alt]
 的单调性将难以处理（试一试）。

因为[image: alt]
 关于n是↘[image: alt]
 关于n又是↗，从而其和的单调性不明确。

若记[image: alt]
 ，则易知[image: alt]


由Dini定理知，[image: alt]
 ，进而由上一节§5.2习题8知。

[image: alt]


这种证法充分利用了一致收敛的运算性质，值得大家留意。

注1°一致收敛只是积分号和极限可换序之充分条件，对于不一致收敛的函数列，结论可能真也可能不真。

[image: alt]


又如fn
 （x）＝nxe－nx
 ，x∈［0，1］，fn
 →0但不一致收敛。

（因[image: alt]
 不趋近于0），但

[image: alt]


2°逐项求和，逐项求导定理在级数求和（尤其是幂级数）中极为有用，以后详述。

三、和函数的可导性，逐项求导

定理3　给定函数项级数∑un
 （x），假若满足

（i）每项un
 （x）在［a，b］上连续可导（即导函数连续）；

（ii）∑un
 （x）至少在某点x0
 收敛；

（iii）导级数∑u′n
 （x）在［a，b］一致收敛。

则∑un
 （x）亦一致收敛，且

（∑un
 （x））′＝∑u′n
 （x）

证明　转换成部分和函数列的等价命题如下：

［a，b］上函数列｛Sn
 （x）｝每一项都有连续导数，Sn
 （x0
 ）→A，｛S′n
 （x）｝一致收敛于∑（x），则｛Sn
 （x）｝也一致收敛于S（x），并且S′（x）＝∑（x）。因为

[image: alt]


令n→∞，由S′n
 （x）⇒∑（x）得知Sn
 （x）的极限函数S（x）存在

[image: alt]


故S′（x）＝∑（x）。又由于

[image: alt]


易得出Sn
 （x）⇒S（x）（x∈［a，b］）。

注1　既然该定理的结论是∑un
 （x）一致收敛，那么条件（ii）在某点x0
 收敛换为处处收敛无妨；

　2　若少了条件（iii），哪怕∑un
 （x）一致收敛，仍得不出逐项可导结论。

　　反例[image: alt]
 在R上一致收敛，逐项求导以后的级数却发散。

例6　给定级数[image: alt]
 试讨论其收敛性及和函数的可导性；并求[image: alt]
 。

解　先分析点态收敛性，易证[image: alt]
 （n→∞），故级数在（0，∞）上处处收敛。又通项

[image: alt]


级数在（0，＋∞）上不一致收敛，但∀δ>0，当x∈［δ，＋∞）时，

[image: alt]


知级数在［δ，＋∞）一致收敛。

下面考虑导级数的一致收敛情况，类似上述处理方法得出[image: alt]
 亦在［δ，＋∞）上一致收敛。

故S（x）在［δ，＋∞）上可导，由δ之任意性，立得S（x）在（0，＋∞）上可导（其实还是任意阶可导）。

最后，逐项求积分[image: alt]
 。

例7　（复旦大学1996年）设[image: alt]
 ，试求：

（1）f（x）的连续范围；（2）f（x）的可导范围。

解　（1）利用Abel判别法取[image: alt]
 ，bn
 （x）＝e－nx
 。

在［0，∞）上，｜e－nx
 ｜≤1一致有界，故在［0，∞）上原级数一致收敛，从而和函数在其定义域［0，∞）上处处连续。

（2）导级数[image: alt]


以下考虑导级数的一致收敛性，其余和记为rn
 （x）

｜rn
 （x）｜≤e－（n＋1）x
 （因为[image: alt]
 关于n单调减趋于0）

限定x∈［δ，＋∞）（δ为任取之正数）知

｜rn
 （x）｜≤e－（n＋1）x
 ≤e－（n＋1）δ
 →0

得知导级数在［δ，＋∞）上一致收敛。所以原级数的和函数f（x）在［δ，＋∞）上可导，依δ之任意性得知f在（0，∞）上处处可导，且

[image: alt]


注1．在x＝0处f（x）是否右可导呢？

若[image: alt]
 ，则f＋
 ′（0）＝k，[image: alt]
 ，所以[image: alt]


2．f（x）的解析式（即原级数的求和）。

[image: alt]


　令u＝e－x
 立得

[image: alt]


即原级数的和函数是ln（1＋ex
 ）－x。

通过比较发现，利用现成的Taylor展开式求和是最快捷的途径！

四、杂例

例8　证明：若多项式序列｛pn
 （x）｝在（－∞，＋∞）上一致收敛于连续函数f（x），则f（x）也必为多项式。

分析　由一致连续性，∃N，使n>N时，｜pn
 （x）－pN
 （x）｜<1（x∈R）

这表明pn
 （x）（n>N）与pN
 （x）只能相差一个常数。

证明　如上，∃cn
 ，stpn
 （x）－pN
 （x）＝cn
 （n>N）

令[image: alt]


注　此例说明Weierstrass逼近定理：闭区间［a，b］上的连续函数可以用代数多项式pn
 （x）一致逼近，在无穷区间R上不再成立。

例9　设[image: alt]
 ，且｛xn
 ｝在[image: alt]
 内部没有聚点，又∑cn
 绝对收敛，讨论函数f（x）＝∑cn
 ｜sin（x－xn
 ）｜在[image: alt]
 内的可微性。

解　易知级数∑cn
 ｜sin（x－xn
 ）｜在[image: alt]
 内一致收敛，

通项un
 （x）＝cn
 ｜sin（x－xn
 ）｜仅在一个点xn
 处不可微。

其部分和序列[image: alt]
 则仅在点x1
 ，x2
 ，…，xN
 处不可微，在其他点皆可微。

由xN
 是｛xn
 ｝的孤立点知，∃δN
 >0，使[image: alt]
 ，且∀n≠N，

[image: alt]
 。从而un
 （x）＝cn
 ｜sin（x－xn
 ）｜（等于cn
 sin（x－xn
 ）或－cn
 sin（x－xn
 ））在U（xN
 ，δN
 ）内可微。

由∑cn
 的绝对收敛性知，导级数[image: alt]
 在U（xN
 ，δN
 ）内一致收敛。

因此[image: alt]
 在U（xN
 ，δN
 ）内可微，进而在xN
 点可微，于是f（x）在点xN
 处不可微，（N＝1，2，…）。

[image: alt]


由x不是｛xn
 ｝的聚点知，∃δ>0，使得U（x，δ）∩｛xn
 ｝＝⌀，类似前面讨论知，f（x）在点x处可微。

例10　设｛fn
 （x）｝为［a，b］上一致收敛的连续函数列，则｛fn
 （x）｝在［a，b］等度连续。

分析

｜fn
 （x）－fn
 （y）｜≤｜fn
 （x）－fN
 （x）｜＋｜fN
 （x）－fN
 （y）｜＋｜fN
 （y）－fn
 （y）｜故由一致收敛的Cauchy准则，∀ε>0，∃N，n≥N时，

[image: alt]


而fN
 在［a，b］上必一致连续，∃δ0
 >0，当｜x－y｜<δ0
 时，有

[image: alt]


这样，n≥N时，∃δ0
 >0，只要｜x－y｜<δ0
 时，必有｜fn
 （x）－fn
 （y）｜<ε，当1≤n<N时，每个fn
 （x）在［a，b］连续，进而一致连续，从而存在δn
 >0，当｜x－y｜<δn
 时，

｜fn
 （x）－fn
 （y）｜<ε（n＝1，2，…，N－1）

取δ＝min｛δ0
 ，δ1
 ，…，δN－1
 ｝，当｜x－y｜<δ时，∀n≥1，有

｜fn
 （x）－fn
 （y）｜<ε

综合此结果与§5.2例9的注记，可知：

定理4　［a，b］上的连续函数列｛fn
 ｝一致收敛的充分必要条件是｛fn
 ｝是等度连续的。

在本节的最后，我们介绍一个由Weierstrass给出的处处连续却无处可导的函数的例子：

[image: alt]


其中0<a<1，b是一个奇整数，且有[image: alt]
 。另外的一些例子还可以参阅［18］。

习题5.3

1．证明[image: alt]
 在R上处处连续。

2．求级数[image: alt]
 的收敛域，并求和函数。

3．设（1）∑un
 （x）在［a，b］收敛，在［a，b－δ］上一致收敛；

　　（2）un
 （x）连续；

　　（3）部分和一致有界，

则∑un
 （x）可以逐项求积

[image: alt]


4．设f在R上任意阶可导，记gn
 （x）＝f（n）
 （x），在任何区间内，gn
 （x）⇒φ（x）。

　证明φ（x）＝cex
 （c为常数）。

5．设函数f在R上任意阶可导，且[image: alt]
 。

6．假定｛φn
 （x）｝满足：

　（1）φn
 （x）在［－1，1］非负连续且[image: alt]
 ；

　（2）∀c∈（0，1），｛φn
 （x）｝在［－1，－c］∪［c，1］一致收敛于0。

　证明：∀g∈C［－1，1］，有[image: alt]
 。

7．设对任意n，fn
 （x）在［a，b］有界，且fn
 ⇒f，证明

　（1）f在［a，b］有界，（或等价命题fn
 在［a，b］一致有界）

　（2）[image: alt]
 。

（华东师范大学1999年）

8．设fn
 （x）在［a，b］上R-可积，且在［a，b］上一致收敛于f（x），则f（x）在［a，b］上也R-可积。

9．设fn
 在［a，b］处处收敛，∀δ>0，｛fn
 ｝在［a，b－δ］上一致收敛，又存在［a，b］上的R-可积函数g（x），使得｜fn
 （x）｜≤g（x）。试证：

[image: alt]


注　试比较实变函数中的勒贝格控制收敛定理：

设E上可测函数列｛fn
 （x）｝收敛于f（x），且存在L－可积函数g（x），使得

｜fn
 （x）｜≤g（x）（x∈E）

则f（x）可积，且

[image: alt]


没有一致收敛条件，却仍可以换序，这个结果当然更漂亮。

10．设f与fn
 都在［a，b］上连续，fn
 在［a，b］上一致收敛到f的充分必要条件是∀x∈［a，b］及｛xn
 ｝⊂［a，b］，只要xn
 →x，就有[image: alt]
 。

11．证明级数[image: alt]
 在［0，1］上一致收敛并且[image: alt]
 。

（上海大学1999年）

12．证明：（1）级数[image: alt]
 在R上一致收敛；

　（2）存在[image: alt]
 。

（东南大学1999年）

13．设[image: alt]
 。证明f（x）在x＝0处不可导。

（又及：在其他点处的可导性如何？）

14．设[image: alt]
 ，证明f′－
 （1）不存在。





§5.4　幂级数·级数求和法

幂级数∑an
 （x－x0
 ）n
 和∑an
 xn
 只相差一个平移变换，故只需讨论∑an
 xn
 的性质、收敛性、求和法。

幂级数包含三方面内容：

1．已知函数f（x）在x＝0或x＝x0
 的幂级数展开；

2．幂级数的性质（收敛半径、逐项可导、逐项可微等等）；

3．幂级数及数项级数求和法。

对第一项内容在Taylor展开部分已作了一定讨论，现只要掌握几个重要的幂级数展开式：ex
 ，sinx，cosx，（1＋x）α
 ，ln（1＋x），并记牢它们的收敛域。

本节主要研究第二、三项内容。

一、幂级数的收敛性与一致收敛性

1．幂级数的收敛半径与收敛范围

（1）柯西－阿达玛公式：收敛半径

[image: alt]


特别，当极限存在时，可将上极限置换成极限；公式（1）中的分母允许取到0或＋∞。

（2）[image: alt]
 （条件是该极限式存在）。

（3）对区间的端点，要单独进行讨论（往往用交错级数的Leibniz判别法，或拉阿伯判别法等）。

例1　求幂级数∑an
 xn
 的收敛域，其中系数｛an
 ｝如下：

[image: alt]


（3）an
 表示正整数n的因子的个数；

（4）an
 表示[image: alt]
 与离它距离最近的整数之差。

解　（1）若b≥a，则[image: alt]
 。

当b>a时，验证在[image: alt]
 级数收敛，收敛区间为[image: alt]
 ；

当b＝a时，[image: alt]
 处，级数为[image: alt]
 ，发散；

[image: alt]
 处，级数为[image: alt]
 ，收敛。

故收敛区间为[image: alt]
 。

若b<a时，类似讨论。

（2）[image: alt]
 时，级数一般项不趋于0，发散，收敛区间是（－1，1）。

（3）1≤an
 ≤n，故[image: alt]
 ，同（2）理，收敛区间是（－1，1）。

（4）由二项式定理

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，当n充分大时，An
 即是离[image: alt]
 最近的整数。从而[image: alt]
 。故收敛半径

[image: alt]


当[image: alt]
 时，an
 xn
 ＝1，级数发散；[image: alt]
 时，an
 xn
 ＝（－1）n
 ，级数也发散，故收敛域是[image: alt]
 。

例2　求级数[image: alt]
 的收敛区间。

解　由于[image: alt]


因此[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 上收敛。

解不等式[image: alt]
 ，得原级数收敛区间为[image: alt]
 。

例3　（缺项级数）求级数[image: alt]
 的收敛范围。

解　[image: alt]


[image: alt]
 ，易知原级数收敛域（－1，1）。

2．幂级数的一致收敛性

Abel第二定理：设幂级数∑an
 xn
 的收敛半径为R，则该幂级数在其收敛区间内闭一致收敛，又若级数在端点R处收敛，则它必在［a，R］（－R<a<R）上一致收敛。

例4　讨论级数[image: alt]
 的收敛区域与一致收敛区域。

解　令[image: alt]
 ，原级数转换为幂级数[image: alt]
 ，易求得其收敛区间是－1≤t<1，即当[image: alt]
 时，原级数收敛。

由Abel第二定理知原级数在[image: alt]
 的内闭区间上一致收敛。

二、幂级数的和函数的性质

设S（x）＝∑an
 xn
 ，收敛半径为R。

1．和函数连续性

Abel定理　S（x）在收敛区间上连续。

　　　　（若幂级数在端点处收敛，则和函数在该端点亦单边连续）。

2．逐项可积性

3．逐项可导性

从上述阿贝尔定理知，如果S（x）＝∑an
 xn
 在x＝1处收敛，即数项级数∑an
 ＝S，那么就存在极限[image: alt]
 ，这就是说，从数项级数∑an
 的收敛性可以推断下列极限式成立：

[image: alt]


这其实是一个极限和∑的换序问题。现在考虑反面的问题：如果已经知道存在极限[image: alt]
 ，问能否推断∑an
 ＝S？

试分析例子：[image: alt]


显然[image: alt]
 却不收敛，故一般而言，逆命题不成立。

但只须对幂级数的系数an
 给以一定条件，则某种类型的“Abel定性的逆定理”还是成立的，请看下述例子。

例5　设对0<x<1时有∑an
 xn
 ＝S（x），且[image: alt]
 存在，试证由下述每个条件均可推出∑an
 收敛于S。

（1）an
 ≥0；

（2）limnan
 ＝0；

[image: alt]


证明　（1）因为an
 ≥0，故只要证明[image: alt]
 有界，而[image: alt]
 故只要证明[image: alt]
 在x＝1的某左邻域一致有界。

注意到在（1－δ，1）上有0<Sn
 （x）<S（x），故只要证S（x）在（1－δ，1）有界，而这正是[image: alt]
 存在的直接推论。

在证明了∑an
 xn
 在x＝1收敛后，由Abel定理必有∑an
 ＝S。

（2）、（3）款的证明读者可以参阅［3］§5.6节。限于篇幅，在此不证。

例6　给定级数[image: alt]
 ，证明：

[image: alt]
 ；

（2）此级数的收敛域为（－1，1］；

（3）在（－1，1］上此级数不一致收敛。

（武汉大学1996年）

证明　（1）以前已经证得，参见§1.1例4。

（2）[image: alt]
 ，在x＝1处是交错级数｛an
 ｝↘0，由Leibniz判别法知收敛。

在x＝－1处，[image: alt]
 如何判定敛散性呢？

法一　拉阿伯判别法[image: alt]
 发散。

法二　[image: alt]
 [image: alt]
 于是∑an
 发散。

或[image: alt]
 从而也能得出∑an
 发散。

（3）由于级数在x＝－1处发散，易知在（－1，1］不一致收敛。

若用不一致收敛的定义，则有一定难度：

首先，通项un
 （x）在（－1，1］上一致收敛于0。余和[image: alt]
 。不一致收敛问题出在x＝－1附近，寻找一列｛xn
 ｝⊂（－1，1］，使得rn
 （xn
 ）不趋近于0（n→∞）即可。

现取[image: alt]


例7　求幂级数[image: alt]
 的收敛域与和函数。

（北京科技大学2001年）

解　令[image: alt]
 ，则原级数表达为[image: alt]


此处利用了ln（1＋t）的幂级数展开式。收敛域是－1<t≤1即0≤（x＋2）2
 ≤3，解出x的收敛域是[image: alt]
 ，和函数为[image: alt]
 。

注　本例的变量代换化简技巧值得仿效与思考，巧用已知函数的Taylor展开式亦值得留意。

三、幂级数求和法

1．利用逐项求导和逐项求积分

例8　计算无穷级数[image: alt]
 之和（｜x｜<1）。

解　∀｜x｜<1，逐项求导[image: alt]
 利用基本展式或者再求一次导数[image: alt]
 ，易知S′（x）＝ln（1＋x）。故

[image: alt]


在端点±1处，另行计算出S（1）＝2ln2－1S（－1）＝1。

例9　求[image: alt]
 的和函数S（x）。

解　该级数收敛区间（－1，1）∀｜x｜<1，逐项积分得

[image: alt]


所以

[image: alt]


2．方程式法

要点：设法证明级数的和函数满足某个微分方程，然后解此方程。

例10　求和[image: alt]
 。

解　收敛区间（－∞，＋∞），逐项求导知

S′（x）＝1＋xS（x），且S（0）＝1

依据贝努里方程y′＋p（x）y＝Q（x）的通解公式

[image: alt]


现在p（x）＝－x，Q（x）＝1，且S（0）＝1，得出[image: alt]
 。

3．三角级数求和法

例11　求和[image: alt]
 。

解　令z＝eix
 ＝cosx＋isinx（欧拉公式）

[image: alt]


得知；

[image: alt]


又由复函数Taylor展开式[image: alt]
 知

[image: alt]


4．利用级数的柯西乘积公式

例12　求[image: alt]
 的和函数。

解　[image: alt]
 ，1<an
 <n

由迫敛性知

[image: alt]


从而收敛半径R＝1，端点±1处显然发散。所以级数的收敛域是（－1，1）。联想级数的乘积公式：∀x∈（－1，1），如下的两个幂级数

[image: alt]


皆绝对收敛（乃幂级数之性质），相乘立得：

[image: alt]


注　从[image: alt]
 作幂级数展开要容易得多，反向求和则难度较大。这类似于将[image: alt]
 （0<x<2π）作Fourier展开式，以及反向问题：求三角级数[image: alt]
 之和函数。

若将题目改成：

[image: alt]


或

[image: alt]


又将如何求和？

四、数项级数求和法

1．拆项相消法

例13　求和[image: alt]
 。

解　由[image: alt]
 知和为[image: alt]
 。

一般地，设[image: alt]
 ，其中｛an
 ｝是以d为公差的等差数列，那么利用

[image: alt]


便可以拆项相消。

例14　求和[image: alt]
 。

解　由于

[image: alt]


易知

[image: alt]


2．利用Abel第二定理即和函数连续性计算

欲求∑an
 ，先求出幂级数∑an
 xn
 在（－1，1）内的和函数S（x），然后令x→1－
 ，取极限得出[image: alt]
 。

例15　求[image: alt]
 。

解　构造函数[image: alt]
 收敛区间（－1，1］，当｜x｜<1时，逐项求导

[image: alt]


所以

[image: alt]


更一般地，笔者曾探讨一类所谓的等间距交错级数u1
 ＋u2
 ＋…＋uq
 －uq＋1
 －uq＋2
 －…－u2q
 ＋u2q＋1
 ＋…（其中q为某自然数，un
 ≥0）的收敛性及求和法，推广了Leibniz交错级数收敛性判别法，并就un
 是等差正整数列的倒数的情形推导了一般求和公式。在此兹撷取两个结果：

[image: alt]


对相关结论有兴趣的读者可以参阅［21］。

例16　求和[image: alt]
 。

解　令[image: alt]
 ，x∈（－1，1］

在（－1，1）内逐项求导两次，得

[image: alt]


求积分两次得出f（x）＝（x＋2）ln（1＋x）－2x，所以所求的和S＝f（1）＝3ln2－2。

3．利用欧拉常数

设[image: alt]
 ，则Hn
 ＝lnn＋C＋εn
 ，其中C为欧拉常数，εn
 →0（n→＋∞）。

例17　求[image: alt]
 。

解一　[image: alt]


解二　令

[image: alt]


逐项求导方法亦可以解得。

4．利用Fourier级数

Fourier级数的相关知识将在下一节中详加叙述，本段仅提供一个用Fourier级数求解数项级数和的例子。

例18　将［0，π］上的函数f（x）＝x展成余弦级数，并求和[image: alt]
 。

解　先将f（x）扩充成［－π，π］上的偶函数[image: alt]
 ，依

[image: alt]


令x＝0，同样得出

[image: alt]


若记

[image: alt]


则

[image: alt]


而利用Parseval等式　[image: alt]
 ，得

[image: alt]


化简得出　[image: alt]


同上求[image: alt]
 的拆分法，可得[image: alt]
 。

习题5.4

1．试求三角级数[image: alt]
 的和。（思考[image: alt]
 的和又如何求？）

2．求和[image: alt]
 。

（1993年数学（一））

3．求幂级数[image: alt]
 的和函数。

4．求幂级数[image: alt]
 的和函数。

5．设有级数[image: alt]
 （0<a<b<1），求收敛域及和函数。

6．求级数[image: alt]
 的和。

　[image: alt]


7．求级数[image: alt]
 的和函数。

8．求函数项级数[image: alt]
 的收敛域及和函数。

　（答案：[image: alt]
 ）。

9．将f（x）＝x（π－x）（x∈（0，π））展开成正弦级数并求和[image: alt]
 。

10．验证[image: alt]
 满足微分方程y″＋y′＋y＝ex
 ，据此求出y（x）。

（2002年数学（一））

11．定出[image: alt]
 之绝对收敛区域。

12．将级数[image: alt]
 的各项重排，使先依次出现p个正项，再出现q个负项，然后如此交替，试证新级数的和为[image: alt]
 。





§5.5　Fourier级数收敛性、逐项积分等

函数项级数的一致收敛性在研究和函数的性质时非常有效。如函数的连续性、可导性以及逐项积分、逐项求导等等。对幂级数的一致收敛性，我们已经有了清晰的了解。本节将要介绍Fourier级数的相应知识点尤其将着重关注一致收敛性、逐项积分等，并给出Fourier级数的一些重要应用。

一、Fourier级数基本概念暨点态收敛性等

1．Fourier系数

设f（x）是［－π，π］上按段连续的函数，其Fourier系数是

[image: alt]


则f（x）导出的Fourier级数为

[image: alt]


2．正弦（余弦）级数

当f（x）是［－π，π］上偶函数时，bn
 ＝0，得余弦级数；

当f（x）是［－π，π］上奇函数时，an
 ＝0，得正弦级数。

3．正弦（余弦）展开

当f（x）是定义于［0，π］上的函数，则可分别作奇延拓或偶延拓，将f（x）展开成正弦级数或余弦级数，如欲展成余弦级数，可先作偶延拓再作周期延拓，利用下面公式

[image: alt]


即可。

4．Fourier级数之收敛性。

定理1　如果f（x）是在［－π，π］上按段光滑的以2π为周期的周期函数，则从f（x）导出的Fourier级数处处收敛，且

[image: alt]


特别，在f的连续点处则收敛于f（x）本身（回归）。

5．Parseval等式

定理2　若周期2π的函数f满足上述收敛性定理的条件，则有

[image: alt]


（5）式称为Parseval等式，也称为封闭性公式。其实它从本质上反映的是正交三角函数系1，cosx，sinx，cos2x，sin2x，…的完备性。

读者不妨在f的Fourier级数一致收敛或者f处处连续的条件下证明（5）式。

注　若f仅仅可积的条件，则成立如下的Bessel不等式

[image: alt]


Bessel不等式的证明只需从下式出发并利用三角函数系的正交性

[image: alt]


由此可以看出，可积函数f的Fourier系数an
 →0，bn
 →0（n→＋∞）。

二、Fourier级数的一致收敛性

依据函数项级数一致收敛性的Weierstrass判别法，易得如下两个有关Fourier级数一致收敛性的判别法则。

命题1　若f的Fourier系数满足∑（｜an
 ｜＋｜bn
 ｜）<＋∞，则f的Fourier级数在R上一致收敛。

命题2　若f以2π为周期且二阶连续可导，则f的Fourier级数一致收敛。

证　以an
 ，bn
 ；a′n
 ，b′n
 ；a″n
 ，b″n
 分别代表函数f，f′，f″的傅立叶系数，则有（见本节习题10）：

因为　[image: alt]


所以　[image: alt]


因为　∑［（a″n
 ）2
 ＋（b″n
 ）2
 ］<＋∞

所以　｛a″n
 ｝，｛b″n
 ｝必有界

从而∑（｜an
 ｜＋｜bn
 ｜）<＋∞

证得f的Fourier级数一致收敛。

上述两个结论的不足之处在于条件偏强，适用面狭窄，而且命题1必须先求出f的Fourier系数。我们当然希望寻求更为一般的一致收敛性判据。

欲　f的Fourier级数一致收敛，和函数f的连续性是必要的。

又对于点态收敛而言，按段光滑又是“少不了的”，我们自然关注这种按段光滑的连续函数其Fourier级数是否一致收敛。

定理3　以2π为周期的，按段光滑的连续函数f（x）的Fourier级数，在R上一致收敛于f。

证明　因为[image: alt]


[image: alt]


　　　所以∑（｜an
 ｜＋｜bn
 ｜）<＋∞

从而　f的Fourier级数一致收敛。

三、Fourier级数的逐项可积性

Fourier级数作为函数项级数的特殊情形，当一致收敛时，自然逐项可积分，但是对Fourier级数却有如下的结果：

定理4　设f（x）是按段连续的以2π为周期的函数。

[image: alt]


则对任意的a和x，都有

[image: alt]


分析　（7）式即为

[image: alt]


不妨设a＝0，上式又简化为

[image: alt]


但右边函数并不是周期的。

若令[image: alt]


则上式就成了

[image: alt]


此为F（x）的Fourier级数展开式。

证明　令[image: alt]


则F（π）＝F（－π），且F（x）就是2π的周期函数。

（因为[image: alt]
 ）

因为f按段连续，即在（－π，π）上除去有限个点外，F′（x）＝f（x）。于是F（x）是2π为周期的、按段光滑的连续函数。

所以　　[image: alt]


An
 ，Bn
 为F（x）的Fourier系数，易知：[image: alt]


在（5）中，令x＝0，F（0）＝0代入：

[image: alt]


所以　[image: alt]


最终得

[image: alt]


例1　利用f（x）＝x（－π<x<π）的Fourier级数展开式求g（x）＝x2
 （－π≤x≤π）的Fourier级数展开式。

解　已知[image: alt]
 （－π<x<π）

两边求积分：

[image: alt]


所以　[image: alt]


即有　[image: alt]


注　定理4的条件可以放宽为只要f可积即行，即凡是Fourier级数都是逐项可积分的。

四、Fourier级数的逐项可导性

定理5　设f是以2π周期的可导函数，并且导函数f′按段光滑

[image: alt]


则∀x∈R，有（9）

[image: alt]


即f′的Fourier级数展开可由f的Fourier级数逐项求导而得。

证明　从f和f′的Fourier系数的关系，可得

[image: alt]


利用Fourier级数的收敛性定理，立知（9）式成立。

例2　证明[image: alt]
 。

分析　左右两边都是偶函数，故只要证明0≤x≤π时成立。

证一　直接作[image: alt]
 的余弦展开。

证二　记[image: alt]


由Weierstrass判别法知级数一致收敛，但导级数不一致收敛，故而未必逐项可导。尝试作形式导级数　[image: alt]
 ，0<x<π时，逐项积分之，可得所要结论。

正解　因为[image: alt]


两边逐项积分之：

[image: alt]


即[image: alt]
 ，移项立得所要证结论。

证三　先考虑函数x2
 在两个不同区间上的Fourier级数展开：

当－π≤x≤π时，[image: alt]


当0<x<2π时，[image: alt]


限定在0<x<π上时，上述两式的右边相等。

并利用　[image: alt]


化简可得　[image: alt]


进一步地将上述级数再逐项积分，得

[image: alt]


利用正弦级数的奇性，可得在［－π，π］上

[image: alt]


在上式中，令[image: alt]
 得到

[image: alt]


奇怪的是，[image: alt]
 的和还求不出来。

注　解法二、解法三采用的都是逐项积分，关键是对Fourier级数进行逐项积分，看不清时，不妨作形式的导级数。只要导级数收敛，则原Fourier级数一定可以逐项求导数。和一般函数项级数的逐项可导相比，少了“导级数要一致收敛”条件。对于这样有个性的知识点，读者要特别关注。

五、Parseval等式在级数求和中的应用

例3　利用x2
 在［－π，π］上的展开式，求和[image: alt]
 。

解一　因为[image: alt]


　　　所以[image: alt]


解得[image: alt]


解二　从[image: alt]
 逐项积分

可得　[image: alt]


在［0，x］上继续积分：

[image: alt]


再积分：

[image: alt]


令x＝π，代入得

[image: alt]


于是　[image: alt]


又记[image: alt]


所以　[image: alt]


六、Fourier级数的综合应用举例

最后，我们举两个例子说明Fourier级数的其他一些应用。

先介绍函数cosax（｜x｜≤π，0<a<1）的Fourier级数展开式：

[image: alt]


具体推导请读者完成。

例4　设0<a<1，求证：

[image: alt]


证明　（1）在cosax的Fourier级数展开式中令x＝0即得。

（2）∀0<x<π，取[image: alt]
 ，代入（1）款结论立得。

（3）将（2）的结果改写为　[image: alt]
 ，

由Weierstrass判别法，上式右端级数在0≤x≤π上一致收敛，故在［0，π］上可以逐项积分

[image: alt]


于是[image: alt]


注　积分[image: alt]
 被称为Dirichlet积分。通常是通过对含参量积分[image: alt]
 求导数，先计算I′（α），再求出I（α），然后令α＝0算得。在一般数学分析教材如［7］中都有介绍。而本例中用Fourier级数的转换方法有点剑走偏锋的感觉，却不失其独特的品味。

例5　设f在［a，b］可积，证明[image: alt]
 。

证明　先将｜sinnx｜展开为Fourier级数。

因为[image: alt]


所以[image: alt]


且级数一致收敛。

[image: alt]


因f（x）有界，从而上述级数仍一致收敛，可逐项积分：

[image: alt]


又因[image: alt]
 ，故级数（*）关于n一致收敛。

在（*）中令n→∞，并利用Riemann引理，知

[image: alt]


所以　[image: alt]
 。

习题5.5

1．证明[image: alt]


2．利用Fourier级数的逐项积分求f（x）＝x3
 （｜x｜≤π）的Fourier展开式，并求[image: alt]
 的和。

3．写出[image: alt]
 的Fourier级数展开式，并依据Parseval等式求和[image: alt]
 。

　注　上述和式还可以从函数

[image: alt]


　的Fourier级数展开式出发去求和。

4．求证：

[image: alt]


5．设0<a<1，证明

[image: alt]


6．求三角级数[image: alt]
 的和函数。

7．分别通过构建幂级数和傅立叶级数的方法求和：

[image: alt]


8．设f（x）在［－π，π］上可积，试确定三角多项式

[image: alt]


　的系数以使积分[image: alt]
 为最小。

9．设f（x）在任何有限区间［0，a］上可积，在［0，＋∞）上绝对可积，则

[image: alt]


10．设f为［－π，π］上光滑函数，且f（－π）＝f（π）。an
 、bn
 为f的傅立叶系数，a′n
 、b′n
 为f的导函数f′的傅立叶系数。证明：a′0
 ＝0，a′n
 ＝nbn
 ，b′n
 ＝－nan
 （n＝1，2，…）。





§5.6　无穷乘积

一、基本概念

定义1　给定一个数列u1
 ，u2
 ，…，un
 ，…，令

[image: alt]


称上述Pn
 为部分乘积，而[image: alt]
 称为无穷乘积。

当un
 中有一个为0时，如[image: alt]
 ，则∀n≥n0
 ，Pn
 ≡0。

不失一般性，我们可以假定∀n≥1，un
 ≠0。

定义2　（无穷乘积的收敛性）若[image: alt]
 ，称无穷乘积收敛。

当[image: alt]
 不存在或者存在等于0时，称无穷乘积发散。

请读者思考一下，为什么[image: alt]
 是发散的呢？

例1　[image: alt]
 收敛于[image: alt]
 。

解　部分乘积[image: alt]
 。

例2　[image: alt]
 发散到0，其部分积为[image: alt]
 ！

例3　[image: alt]


　　发散

从例3看出，对于无穷乘积，结合律不真。当然，交换律也未必真。

二、收敛无穷乘积的性质

1．设[image: alt]
 。

证　[image: alt]


2．若[image: alt]
 ，称为余乘积，则πm
 →1（m→∞）。此条性质类似于收敛级数的余和rn
 →0。

3．若[image: alt]
 收敛，任意删去有限项或添加有限个非零项，无穷乘积的敛散性不变。

三、无穷乘积和无穷级数敛散性的相互转化（无穷乘积收敛的判别法）

1．定理1　设un
 >0（n＝1，2，…）[image: alt]
 收敛。并且满足[image: alt]


推论　无穷乘积[image: alt]
 发散到－∞。

例2的无穷乘积之发散到0通过上述推论易验证。

2．形如[image: alt]
 无穷乘积敛散性判别法。

定理2　若对充分大的n，有an
 >0（或∀n≥N，恒有an
 <0），则

∏（1＋an
 ）收敛⇔∑an
 收敛。

证明　不失一般性，假设∀n＝1，2，…，an
 >0。由定理1，

∏（1＋an
 ）收敛⇔∑log（1＋an
 ）收敛。

而log（1＋an
 ）～an
 （n→∞）（因为an
 →0）

由正项级数敛散性的比较判别法知∑an
 收敛。

反之亦然。

当∀n＝1，2，…，an
 <0时，∑log（1＋an
 ）为负项级数。

仍适用上述方法。（比较原理）

思考　定理2中如果没有an
 保号的条件，结论是否为真？

推论[image: alt]
 （an
 <0）发散到0⇔∑an
 发散到－∞。

例4　证明：当a<b时，[image: alt]
 。

证　通项[image: alt]
 。

结论得证。

例5　讨论乘积序列[image: alt]
 一般地，

[image: alt]
 ！，当n→∞时的敛散性。

解　若记[image: alt]


则u2k－1
 >1，u2k
 <1，无法直接利用定理2。

应记[image: alt]


则利用定理2得知　　[image: alt]
 收敛。

从而∏（1＋ak
 ）＝∏uk
 收敛。

下面从另一途径得出此无穷乘积的值。

记[image: alt]
 ，显见I2n＋１
 <I2n
 <I2n－1
 <I2n－2
 。

[image: alt]


从[image: alt]


此即[image: alt]


于是我们得到了Wallis公式：

[image: alt]


注　在§1.3中，我们也已经接触过Wallis公式。

四、无穷乘积的绝对收敛性

定义2　若∑logun
 绝对收敛，则称无穷乘积[image: alt]
 绝对收敛。

易证得如下定理。

定理3　无穷乘积[image: alt]
 绝对收敛⇔级数∑an
 绝对收敛。

并且绝对收敛之无穷乘积可以任意换序。

例6　Riemann Zeta函数[image: alt]
 的欧拉乘积表示。

记Pk
 为第k个素数（如P4
 ＝7，P7
 ＝17，…），当s>1时，

[image: alt]
 且无穷乘积绝对收敛。

证明　考虑部分乘积[image: alt]
 ，只要证明Pm
 →ζ（s）。

因为[image: alt]
 　绝对收敛（正项）

所以[image: alt]
 　为有限个正项级数之积。

乘出来且重排项的顺序：其一般项的特征是

[image: alt]


因此，我们有[image: alt]
 。

记号∑′表示对于所有素因子≤Pm
 的自然数求和

[image: alt]


∑″为关于至少有一个素因子>Pm
 的自然数n求和。

则此种n>Pm
 ，从而

[image: alt]


因为[image: alt]
 收敛，从而上式右端当m→∞时收敛于0。

为证无穷乘积绝对收敛，改写其为∏（1＋ak
 ），其中[image: alt]


而级数∑ak
 收敛（被[image: alt]
 所控制）。

习题5.6

1．判定下列各无穷乘积的敛散性。若可能的话，求出其值。

[image: alt]


2．决定x的范围，使[image: alt]
 收敛。当收敛时，求出积的值。

　或加上条件，当｜x｜<π时，求[image: alt]
 的值。

3．（1）令[image: alt]
 。　　证∏（1＋an
 ）发散但是∑an
 收敛。

　（2）令[image: alt]
 证∏（1＋an
 ）收敛但∑an
 发散。

4．证明：若[image: alt]
 收敛，则∏cosxn
 收敛。


第六章　多元函数微分学

§6.1　多元函数的极限与连续

一、二重极限的概念及计算

1．二重极限[image: alt]
 的ε－δ定义（方形邻域或圆形邻域）。

2．海因定理[image: alt]
 的充分必要条件是：P以任何点列、任何方式趋于P0
 时，f（P）的极限都是A。

注　当动点P以不同方式或路径趋于P0
 时，f（P）的极限不相等，则可以判定二重极限不存在。

3．若两个累次极限[image: alt]
 都存在但不等，则可以判定二重极限不存在。

例1　利用ε－δ语言证明[image: alt]
 。

证一　显而易见[image: alt]


∀ε>0，若采用方形邻域，[image: alt]


当｜x｜<δ，｜y｜<δ，且x2
 ＋y2
 ≠0时，必有｜f（x，y）－0｜<ε。

若采用圆形邻域，∃δ＝2ε，st

当[image: alt]
 时，有｜f（x，y）－0｜<ε，证得[image: alt]
 。

证二　利用极坐标变换[image: alt]
 等价于r→0

[image: alt]


∀ε>0，[image: alt]
 ，当0<r<δ时，有｜f（x，y）－0｜<ε成立。

例2　讨论[image: alt]
 在原点处的极限。

解　尝试P（x，y）沿着不同路径趋于原点时的极限

沿直线L：y＝kx趋于（0，0）时，易知

[image: alt]


沿抛物线C：x＝y2
 趋于（0，0）时

[image: alt]


所以二重极限[image: alt]
 不存在。再讨论一下两个累次极限，易知

[image: alt]


例3　求下列极限

[image: alt]


解　（1）取对数　记[image: alt]


利用极坐标变换lny＝r4
 cos2
 θsin2
 θlnr2


[image: alt]


故原极限＝e0
 ＝1

[image: alt]


或利用极坐标[image: alt]


（3）对于充分大的x和y

[image: alt]


或x2
 ＋y2
 <（x＋y）2
 ，（x>0，y>0）

令x＋y＝u

[image: alt]


u→＋∞时，上式趋于0。

[image: alt]


（5）利用极坐标变换[image: alt]


｜（x＋y）ln（x2
 ＋y2
 ）｜＝r｜cosθ＋sinθ｜｜lnr2
 ｜<4r｜lnr｜→0

或利用不等式：[image: alt]


二、累次极限以及与二重极限的相互关系

1．累次极限的概念

2．累次极限面面观

（1）两个累次极限存在且相等，如[image: alt]
 在P0
 （0，0）处；

（2）两个累次极限存在但不相等，如[image: alt]
 在P0
 （0，0）处；

（3）仅一个累次极限存在，如[image: alt]
 在P0
 （0，0）处；

（4）两个累次极限都不存在，如[image: alt]
 在P0
 （0，0）处。

3．累次极限和二重极限之关系

（1）两个累次极限存在且相等，重极限未必存在，如[image: alt]
 在P0
 （0，0）处；

（2）重极限存在，累次极限可以不存在，如[image: alt]
 在P0
 （0，0）处；

（3）若已知重极限和某个累次极限存在，则两者一定相等。

（4）若f在P0
 的两个累次极限皆存在但不等，则二重极限一定不存在。

例4　讨论下列函数在（0，0）的重极限与累次极限

[image: alt]


解　（1）易知两个累次极限皆等于0，下面考虑二重极限。若二重极限存在的话，其值一定等于0；但在直线L：y＝－x上，f（x，y）没有定义，故[image: alt]
 不存在。

以极坐标变换解之：

[image: alt]
 未必有界，亦得知二重极限不存在。

注　若限制动点P（x，y）在第一象限范围趋于（0，0），则[image: alt]
 存在。

（2）∀y≠0，先考虑[image: alt]
 ，知累次极限[image: alt]
 不存在，类似地，另一个累次极限亦不存在。再讨论二重极限。

沿着直线L：y＝2x趋于（0，0）时，

[image: alt]


得知二重极限也不存在。

三、连续性

1．定义　设f为定义在平面点集D⊂R2
 上的二元函数，P0
 ∈D，若∀ε>0，∃δ>0，只要P∈U（P0
 ，δ）∩D，就有

｜f（P）－f（P0
 ）｜<ε

则称f关于集合D在点P0
 连续。若f在D上任何点都连续，称f为D上连续函数。

注1．通常D为平面区域（开区域，闭区域，及一般区域）。

　　当P0
 是D的边界点时，上述定义中的P∈U（P0
 ，δ）∩D就显得必不可少。

　2．有界闭区域上连续函数的性质。（类似一元函数）

　3．连续函数的复合函数的连续性。（复合运算的保连续性）

例5　研究下列函数的连续性

[image: alt]


解　（1）只要讨论f在x轴上的连续性，∀x0
 ≠0，在（x0
 ，0）点

[image: alt]


知f（x，y）在点（x0
 ，0）处连续。在（0，0）点沿L：y＝x趋于（0，0）时，[image: alt]
 不存在极限，函数仅在原点（0，0）有间断。

（2）函数的定义域是

　[image: alt]


只要考虑其在y轴上的连续性。

∀y轴上的点P0
 （0，y0
 ）处，当（x，y）→（0，y0
 ）时，xy→0，利用等价无穷小量ln（1＋u）～u （u→0），得知

[image: alt]


于是f（x，y）在y轴上处处连续，而在定义域的其他点处连续性显见，总之f在定义域内处处连续。

例6　根据下面的每一个条件证明f（x，y）在区域G连续。

（1）f（x，y）在区域G内对x连续，且对y满足Lipschitz条件

｜f（x，y′）－f（x，y″）｜≤L｜y′－y″｜

　　其中（x，y′，（x，y″）∈G，L为常数。

（2）f（x，y）在G内对x连续，且关于x对y一致连续。

（3）f（x，y）对x和y分别连续，并对其中一个单调。

证明　（1）∀P0
 （x0
 ，y0
 ）∈G，分析

｜f（x，y）－f（x0
 ，y0
 ）｜≤L｜f（x，y）－f（x，y0
 ）｜＋｜f（x，y0
 ）－f（x0
 ，y0
 ）｜

∀ε>0，由于f（x，y0
 ）是x的连续函数，∃δ1
 >0，当｜x－x0
 ｜<δ1
 时，

[image: alt]


又由Lipschitz条件，取[image: alt]
 ，当｜y－y0
 ｜<δ2
 时，

[image: alt]
 ，∀x∈U（x0
 ；δ1
 ）成立。

于是取δ＝min｛δ1
 ，δ2
 ｝，当｜x－x0
 ｜<δ，｜y－y0
 ｜<δ时，有

｜f（x，y）－f（x0
 ，y0
 ）｜<ε

证得f在G内处处连续。

（2）和（1）类似，关键在于对条件“f（x，y）关于x对y一致连续”的理解：

∀ε>0，∃δ>0，当｜y－y0
 ｜<δ时，有

｜f（x，y）－f（x，y0
 ）｜<ε

∀x成立，即δ对于所有的x是一致通用的！！

（3）设f对x单调增加，∀ε>0，首先∃δ1
 >0，st｜x－x0
 ｜≤δ1
 时，

[image: alt]


又f（x0
 ±δ1
 ，y）关于y连续，∃δ2
 >0，当｜y－y0
 ｜<δ2
 时，有

[image: alt]


故当｜x－x0
 ｜≤δ1
 ，｜y－y0
 ｜<δ2
 时，有

[image: alt]


综合之：

｜f（x，y）－f（x0
 ，y0
 ）｜<ε

所以　f（x，y）在G中任一点（x0
 ，y0
 ）处连续。证毕。

注　二元函数f（x，y）关于两个单变量分别连续（甚至可偏导）时，并不能推得二元连续，如[image: alt]


例7　设f在单位元上有定义，f（x，0）在x＝0连续，且fy
 ′在G上有界，则f在（0，0）连续。

（北京大学98年）

证明　[image: alt]






§6.2　偏导数与全微分

一、基本概念

1．偏导数（包括高阶）

2．可微与全微分

定义　若f（x，y）在P0
 （x0
 ，y0
 ）的近旁有定义，存在两个常数A，B，使得

[image: alt]


称f在P0
 处可微，而Δz的线性主部AΔx＋BΔy就叫作f在P0
 点的全微分，记为dz，即

[image: alt]


注　自变量的微分即为自变量的增量：dx＝Δx，dy＝Δy于是，

[image: alt]


二、可微的条件

在一元函数情形，可微即可导，二者是等价的。但对于多元函数，可偏导和可微分不是一回事。

1．可微的必要条件是可偏导

若f（x，y）在P0
 （x0
 ，y0
 ）处可微，则f在P0
 点一定可偏导且（1）中的常数

A＝fx（P0
 ），B＝fy
 （P0
 ），

于是全微分的形式是

[image: alt]


或

[image: alt]


反之，一个可偏导的函数未必连续，当然更谈不上可微分。如

[image: alt]


2．可微的充分条件是：连续可偏导（即fx，fy连续）

证明思路：[image: alt]


再利用一维的微分中值定理及fx
 ，fy
 的连续性可证，思想的本质是降维。但可微函数的偏导数未必连续，如

[image: alt]


偏导数连续情形所致的可微性亦叫做“连续可微”。

三、连续、可偏导、可微等的相互关系

[image: alt]


上述图表中没有箭头表示不可逆推。请大家补充上反例。

近年考研中，有相当一部分题目是关于一个给出具体解析式的二元函数连续性，可偏导性，可微性的性质讨论。

例1　[image: alt]


试问：（1）f（x，y）在点（0，0）是否连续？

　（2）f（x，y）在点（0，0）是否可微？

解　（1）连续性易证。

（2）在原点的两个偏增量Δx
 z＝Δy
 z＝0，故fx（0，0）＝fy
 （0，0）＝0。全增量

[image: alt]


于是

[image: alt]


令Δy＝Δx，[image: alt]
 ，即函数在（0，0）点不可微。

注　当f在P0
 （x0
 ，y0
 ）处可偏导时，若仍记

dz＝fx
 （P0
 ）Δx＋fy
 （P0
 ）Δy

欲判定f在P0
 是否可微归结为验证以下极限式

[image: alt]


是否成立。

若点P0
 即为原点（0，0）时，为了简化，在求极限时，不妨将Δx，Δy置换成x，y的记号。

例2　设二元函数

[image: alt]


（1）求f′x
 （0，0），f′y
 （0，0）；

（2）证明：f′x
 （x，y），f′y
 （x，y）在（0，0）不连续；

（3）证明：f（x，y）在（0，0）处可微。

（武汉大学1995年）

解　（1）f′x
 （0，0）＝f′y
 （0，0）＝0，易得。

（2）（x，y）≠（0，0）时

[image: alt]


利用极坐标变换

[image: alt]


故f′x
 在（0，0）不连续，类似可得f′y
 在（0，0）不连续。

（3）证　[image: alt]


即化为

[image: alt]


此式显然成立。（以（x，y）代替（Δx，Δy）即可以）。

例3　证明：若f′x
 （x0
 ，y0
 ）存在，f′y
 在P0
 （x0
 ，y0
 ）连续，则f在P0
 可微。

证　f′x
 （x0
 ，y0
 ）存在，故依一元函数的可微性，有

[image: alt]


又在（x0
 ，y0
 ）的邻域f′y
 存在，依微分中值定理：

f（x0
 ＋Δx，y0
 ＋Δy）－f（x0
 ＋Δx，y0
 ）＝f′y
 （x0
 ＋Δx，y0
 ＋θΔy）Δy （0<θ<1）

再依据f′y
 在（x0
 ，y0
 ）连续，上式又等于f′y
 （x0
 ，y0
 ）Δy＋ε2
 Δy，[image: alt]
 ，

取[image: alt]


此即f在（x0
 ，y0
 ）可微。

四、复合函数求偏导的链式法则

设由z＝f（x，y），x＝φ（s，t），y＝ψ（s，t）复合而得z＝f［φ（s，t），ψ（s，t）］，只要外函数f可微，内函数φ、ψ存在偏导数，则复合函数是可偏导的，且有如下的链式法则：

[image: alt]


注1．内外层函数都可微的话，复合函数亦可微。

　2．内外层函数仅仅存在偏导数的话，链式法则未必成立。如：

[image: alt]


再令x＝y＝t，[image: alt]
 ，但fx
 （0，0）＝fy
 （0，0）＝0，依（5）式就得出[image: alt]
 的错误结论。

运用链式法则求复合函数的二阶偏导数是一类常见的题目。

在求导过程中需注意的是函数对某个中间变量的偏导数仍旧是多元复合函数，其结构与原来的函数相同。在弄清函数的复合关系基础上，确保运算不重复，不遗漏。

例4　设f具有二阶连续偏导数[image: alt]


解　[image: alt]


注　只有f具有二阶连续偏导数时，才有f″12
 ＝f″21
 ，混合偏导数项才能合并。在求混合偏导数时，就涉及一个计算顺序的选择问题，选择好可以简化运算。请看下面例子。

例5　设二元函数f有二阶连续偏导数[image: alt]
 。

解　令u＝2x，[image: alt]
 ，则z＝xf（u，v）。

[image: alt]


注　若先求[image: alt]
 ，运算将非常繁冗，有兴趣的读者不妨一试。

五、全微分的形式不变性

若以x，y为自变量的函数z＝f（x，y）可微，则其全微分为

[image: alt]


当x，y是中间变量，而s，t是自变量时，设x＝φ（s，t），y＝ψ（s，t）可微。

则复合函数z＝f（φ（s，t），ψ（s，t））可微，其全微分

[image: alt]


将链式法则（5）式代入上式，并利用[image: alt]
 仍得到当x、y为中间变量时，[image: alt]
 仍成立。这就是一阶全微分的形式不变性。在一阶微分运算面前，自变量和中间变量没有任何区别。这种不变性质使得微分运算在求隐函数组的导数时显得非常方便。

习题6.2

1．设

[image: alt]


　证明f（x，y）在点（0，0）处连续但不可微。

（南开大学1999年）

2．设二元函数

[image: alt]


　（1）求f′x
 （0，0），f′y
 （0，0）；

　（2）证明：f′x
 （x，y），f′y
 （x，y）在（0，0）不连续；

　（3）证明：f（x，y）在（0，0）处可微。

（武汉大学1995年）

3．设函数

[image: alt]


　其中p为正整数，试问对于p的哪些值：

　（1）f（x，y）在原点连续；

　（2）f′x
 （0，0），f′y
 （0，0）存在；

　（3）f在原点有一阶连续偏导数。证明你的结论。

（中山大学）

4．设u＝f（x－y，y－z，z－x），假定f对其中变量有直到二阶的连续偏导数，求[image: alt]
 ，[image: alt]
 。

（上海交大）

5．设函数φ（z）和ψ（z）具有二阶连续导数，并设u＝xφ（x＋y）＋yψ（x＋y）。

　试证：[image: alt]
 。

（中国科学院2000年）

6．设φ（u）、ψ（u）皆为二阶连续可导函数，[image: alt]
 。

　试求[image: alt]
 。

7．设f为二阶连续可偏导函数，u＝f（x，xy，xyz），求[image: alt]
 。





§6.3　隐函数微分法

隐函数可分为由单个方程确定的隐函数以及由隐函数组确定的隐函数，隐函数可以是一元的，也可以是多元的。对这部分内容，我们首先要掌握隐函数的存在唯一性定理，然后再熟悉隐函数求导的公式和程序。而隐函数（组）的存在唯一性定理，一般数学分析教材上都有，在此不再罗列。

一、单个方程确定的隐函数偏导数的求法

我们以隐函数

[image: alt]


为代表作分析。

1．公式法

若F对各个变量皆存在连续的一阶偏导数，且F′z
 ≠0，则由F（x，y，z）＝0确定的隐函数z＝z（x，y）也是连续可偏导的，并且有公式

[image: alt]


2．链式法则的应用

在方程F（x，y，z）＝0中，视z＝z（x，y），即

[image: alt]


上述（3）式的两边分别对x，y求偏导数：

[image: alt]


立得（2）式。

3．全微分法

一阶全微分具有形式不变性的优点，可广泛应用于求隐函数的微分以及各个偏导数，且不易出错，希望读者能掌握其精髓。现对方程（1）的两边求微分：

[image: alt]


只要F′z
 dz≠0，立得

[image: alt]


据此仍有（2）式成立。

例1　由方程[image: alt]
 确定隐函数z＝f（x，y），求[image: alt]
 。

解一　（公式法）取[image: alt]
 。

视x，y，z为三个独立变量求偏导数，代入公式（2）可得

[image: alt]


解二　原方程改写为[image: alt]
 ，两边对x求偏导：

[image: alt]


两边对y偏导，视z＝z（x，y），

[image: alt]


整理得　[image: alt]
 以下同解法一。

解三　全微分法对[image: alt]
 两边求微分：

[image: alt]


以[image: alt]
 代入立得结论。

下面举例说明单个方程确定的隐函数的二阶偏导数的求解方法。

例2　设z＝z（x，y）由方程z5
 －xz4
 ＋yz3
 ＝1确定，求[image: alt]
 。

解　在原方程两边对x，y求偏导，分别得到：

[image: alt]


以x＝y＝0代入原方程得z＝1，再以x＝y＝0，z＝1代入以上的两个偏导数方程（6），（7）得出

[image: alt]


然后对（6）式两边关于y再求偏导，得到：

[image: alt]


以x＝y＝0，z＝1[image: alt]
 代入（8）式，得到

[image: alt]


注　隐函数的二阶偏导数一般不是直接对一阶偏导数再求一次偏导数，而是对方程直接求两次偏导运算，而且特殊值的代入时机亦须准确把握。

例3　已知z＝z（x，y）由x2
 ＋y2
 ＋h2
 （z）＝1确定，且h（z）具有所需的性质，求[image: alt]
 。

（北京师范大学2003年）

解　原方程两边对x求偏导

[image: alt]


解出　[image: alt]


由x，y的对称性类似得

[image: alt]


对（9）式两边再关于y求偏导

[image: alt]


将（10）、（11）代入（12）解得

[image: alt]


二、隐函数组微分法

对于多变量多个方程确定的隐函数偏导数的求法，亦如单个方程的情形，有公式法、利用复合函数偏导数的链式法以及全微分的方法。

1．公式法

以四个变量两个方程的隐函数组说明。

定理　设隐函数组方程[image: alt]


满足

（1）F（x0
 ，y0
 ，u0
 ，v0
 ）＝0，G（x0
 ，y0
 ，u0
 ，v0
 ）＝0　（初始条件）；

（2）在P0
 （x0
 ，y0
 ，u0
 ，v0
 ）的某邻域内，函数F，G以及它们各个偏导数皆连续；

（3）[image: alt]
 在点P0
 不等于零。

则在点P0
 的某邻域内，由方程组（13）唯一地确定了两个二元隐函数

u＝u（x，y），v＝v（x，y）

并且u（x，y），v（x，y）连续可偏导，求导公式是

[image: alt]


2．复合函数链式法则的应用

在推导公式（14）时，使用的就是对方程组（13）的两边关于x，y分别求偏导数的方法，视u和v为x，y的函数。

[image: alt]


依据线性方程组的克兰姆法则立得（14），我们在解题时只要掌握了其中的数学思想，就不必去死记硬背某些公式，这样在减轻负担的同时反而提高了学习效率。

3．全微分法

对方程组（13）的两边求微分，利用微分的形式不变性，立得关于dx，dy，du，dv的方程

[image: alt]


当[image: alt]
 时，可得唯一解du，dv，从而一步到位地获得[image: alt]
 ，这是一种单纯的不易出错并且勿需记忆的方法，希望各位读者悉心掌握。

例4　求方程组[image: alt]
 所确定隐函数u（x，y），v（x，y）的偏导数[image: alt]
 。

（天津大学）

解一　原方程组两边关于x求偏导，得

[image: alt]


解得　[image: alt]


解二　原方程组两边求微分并移项

[image: alt]


同时解得　[image: alt]


可同时算得四个偏导数[image: alt]
 。

例5　设函数u（x）是由方程组[image: alt]
 所确定，且[image: alt]
 。

（清华大学）

分析　方程组含三个方程，四个变量x、y、z、u，故应该有一个是自由变量。通过直观判断或由雅可比行列式不能为0分析，可选取x作为自变量，y、z、u皆是x的一元函数，这样，求导数或是求偏导数时才不致出错。

解一　对[image: alt]
 　　两边关于x求导数，视y＝y（x），z＝z（x），得

[image: alt]


解出　[image: alt]


于是　[image: alt]


解二　原方程组求全微分[image: alt]


从第3式解出[image: alt]
 代入第2式得出

[image: alt]


再代入第1式：

[image: alt]


一样得出结论。

将两种解法做一个比较，不难看出，利用全微分方法简便易行，仿佛用自动傻瓜相机拍照一般，会按快门即行。

最后说一下反函数组及坐标变换，以三维为例。设有坐标变换

[image: alt]


假若变换式（15）的雅可比行列式[image: alt]
 ，那么变换T就有唯一的逆变换

[image: alt]


反函数组的微分法是一般隐函数组微分法的特例，不再赘述。在此只须陈述关于坐标变换雅可比行列式的一个非常有用的性质：

[image: alt]


公式（17）告诉我们，不必求得逆变换（16），我们亦可以轻松地通过原变换的雅可比行列式算得逆变换的雅可比行列式：

[image: alt]


这一性质在计算重积分时经常使用，谨记！

习题6.3

1．设[image: alt]
 。

（上海交大）

2．已知[image: alt]
 ，试求y（x），z（x）的导数。

（西北电讯）

3．设方程组[image: alt]
 。

（北京大学）

4．设y＝y（x），z＝z（x）由方程[image: alt]
 。

（99数学（一））

5．设u＝xy2
 z3
 ，若z＝z（x，y）由方程x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝3xyz确定，求[image: alt]
 。

6．由ez
 －xyz＝0确定z＝z（x，y），求[image: alt]
 。

7．[image: alt]
 。

8．z3
 －3xyz＝a3
 ，求[image: alt]
 。

（北京科技大学98年）

9．z＝z（x，y）是F（xyz，x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）＝0所确定的可微隐函数，试求gradz。

（华师大2000年）

10．设f可微，u＝f（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ），方程3x＋2y2
 ＋z3
 ＝6xyz

　（1）确立了z＝z（x，y），求[image: alt]
 ；

　（2）确立了y＝y（x，z），求[image: alt]
 。

11．[image: alt]
 ，证：（gradu）2
 ＝2agradu＝（x，y，z）。

（中科大）





§6.4　偏微分方程及其变换

变量代换思想在数学中广泛应用，体现了一种转化矛盾，从繁到简直至解决问题的思路。无论在求极限，还是求积分包括二重、三重积分等问题，经常要使用变量代换。同样，对一个包含未知函数偏导数的方程，适当地引入变换，就可以使方程得以简化进而求得其解。

现设有二元函数z＝f（x，y），满足一个偏微分方程（一阶或二阶）

[image: alt]


引入变换[image: alt]


称（u，v）为新变量，（x，y）为原变量，我们面临的任务是要将关于原变量x，y的方程变换为关于新变量u，v的新方程，或是证明一个新旧变量之间的偏导数恒等关系。

如何实现偏导数之间的变换呢？一个基本的工具是链式法则，解题时须特别留意变换的方向选择。通常我们视z是以x，y为中间变量以u，v为自变量的复合函数

依链式法则：[image: alt]


或若视（u，v）为中间变量，x，y为自变量，于是有

[image: alt]


将x＝x（u，v），y＝y（u，v）[image: alt]
 都用u，v表示。代入上式，以及原偏微分方程，就可以得关于（u，v）变量的新的偏微分方程。

例1　证明：在变换u＝x，v＝x2
 ＋y2
 下，方程

[image: alt]


可转化成

[image: alt]


证一

[image: alt]


代入原方程立得[image: alt]


证二　因为已告知目标方程为[image: alt]
 ，我们也可以采用执果索因证法，视（u，v）为自变量，（x，y）为中间变量。

[image: alt]


从原变换易解出[image: alt]


（如不去解逆变换，则可以使用反函数组的求导法，解出[image: alt]
 ）

故　[image: alt]


所以方程[image: alt]
 即化为[image: alt]


注　1．证明时可以从原方程出发，也可以从新方程出发，原则上可以选择从较简的一个方程出发。

2．证明时应选用偏导数易算的变换式，如极坐标变换[image: alt]
 就应视（r，θ）为新变量，（x，y）为中间变量。

[image: alt]


然后容易证明[image: alt]


3．变换后得以简化的方程往往极易求解。

由于[image: alt]
 的解是z＝g（v）即得微分方程[image: alt]
 的通解是z＝g（x2
 ＋y2
 ）。可以说微分方程变换的目的仍是求解微分方程。

例2　设φ为二元可微函数，给出变换u＝x＋at，v＝x－at试把弦振动方程[image: alt]
 变换成以u，v为自变量的形式，进而求出弦振动方程的解。

解　因为变换后的新方程未知，我们只能从原方程出发，视（x，t）为自变量，（u，v）为中间变量。

[image: alt]


代入原弦振动方程化简得以u，v为变量的新方程是[image: alt]
 ，进而易求得此方程的解为φ＝f（u）＋g（v），从而原方程解的形式为φ（x，y）＝f（x＋at）＋g（x－at）。

还有一类题型是除了自变量变换外，因变量（函数）亦同时代换，要求出新函数对新变量的偏导数所满足的方程。为求出此方程，将新函数看成通过中间变量（新变量）而为原变量的函数，并实施以下步骤：

（1）在新函数表示式两端分别对原变量求偏导数；

（2）解出原函数对原变量的一阶偏导数的表示式；

（3）再求出其二阶偏导的表示式；

（4）将它们代入所给出的原方程，化简整理即可得到新函数对新变量的偏导数所满足的方程。

例3　设函数z＝z（x，y）满足方程[image: alt]
 ，η＝y为新的自变量，w＝yz－x为ξ，η的函数，把方程变换为w＝w（ξ，η）所满足的方程。（浙江大学2001年）

解　在w＝yz－x的两边都对x求偏导：

[image: alt]


以[image: alt]
 代入上式可解得[image: alt]


上式再对x求偏导：

[image: alt]


代入原方程并化简得

[image: alt]


思考　上述方程的解如何？

例4　设u＝u（x，y）可微，在极坐标变换之下，[image: alt]
 ，证明：

[image: alt]


证一　从左往右证

u可以看作r，θ的复合函数，即以x，y为中间变量。

[image: alt]


于是　[image: alt]


证二　从右往左证，即视r，θ为中间变量。

[image: alt]


如何求[image: alt]
 呢？

若从极坐标变换解出逆变换[image: alt]


得到[image: alt]
 。

但一般而言，我们不必去显化，而直接依赖隐函数的微分技巧。

对[image: alt]


[image: alt]


即得[image: alt]


所以　[image: alt]


从而易验证　[image: alt]


注　在原极坐标变换中，r、θ处于自变量地位，从而在变换之时，将x，y视作中间变量的方法（从左往右化简）更显简单。

例5　设n为正整数，若∀t>0，f（rx，ty）＝tn
 f（x，y），称f是n次齐次函数。证明：若f可微，则f是n次齐次函数的充要条件是

[image: alt]


证明　必要性：在f（tx，ty）＝tn
 （f（x，y）的两边关于t求导。

f′1
 ·x＋f′2
 ·y＝ntn－1
 f（x，y），令t＝1立得（*）式

充分性：

先讨论n＝0时，f（tx，ty）＝f（x，y）

令[image: alt]
 。

于是零次齐次函数f（x，y）应该是[image: alt]
 的形式。

令变量代换[image: alt]
 ，并以ξ，η为中间变量：

[image: alt]


于是　[image: alt]


原微分方程化简为[image: alt]
 ，从而g（ξ，η）＝g（η），即有[image: alt]
 。

以下讨论一般情形

在f（tx，ty）＝tn
 f（x，y）中令[image: alt]
 ，可得

[image: alt]


于是引入中间变量ξ＝xn
 ，[image: alt]


[image: alt]


原方程[image: alt]


因为这个方程只含有ξ和u，而不含有η，故可视η为参量，改而求解常微分方程[image: alt]
 ，得出u＝Cξ。

但此中常数C应是可以依赖于η的，记C＝F（η），得到

[image: alt]


得知u＝f（x，y）为n次齐次函数。

或证　引入辅助函数[image: alt]
 。

例6　若u（x，y）的二阶导数存在，证明u（x，y）＝f（x）g（y）的充要条件是

[image: alt]


（清华大学）

证一　只证充分性，回忆二阶常微分方程y″＝f（x，y′）及y″＝f（y，y′）的降阶解法。

现令[image: alt]
 ，原方程化为[image: alt]
 。

视x为参量，y为变量。（亦即将上述方程视为常微分方程）

分离变量：[image: alt]


上式两边关于y积分：[image: alt]


再分离变量：[image: alt]


两边关于x积分：[image: alt]


所以[image: alt]


证二　从[image: alt]


等价化为[image: alt]


即　[image: alt]
 ，上式凑微分又得

　　[image: alt]


解得　[image: alt]


从而　[image: alt]


习题6.4

1．设变换u＝x－2y，v＝x＋ay可把方程[image: alt]
 化为[image: alt]
 ，试求a。

（1996年（数学一））

2．证明：在变换ξ＝x，[image: alt]
 之下，方程[image: alt]
 可以化为[image: alt]
 。进而求解此方程。

3．在极坐标变换下，证明

[image: alt]


4．给出变换[image: alt]


5．设u＝x＋y，[image: alt]
 。变换方程

[image: alt]


6．设z＝f（x－y，x＋y）＋g（x＋ky），f、g具有二阶连续偏导数，且[image: alt]
 ，如果[image: alt]
 ，求常数k的值。

（浙江省高等数学竞赛2005）

7．令[image: alt]
 ，变换方程。

[image: alt]


（北师大2001年）

8．已知z＝z（x，y）满足微分方程

[image: alt]


　引入变换，ξ＝x2
 －y2
 ，η＝y，将上述方程变换为关于ξ，η的形式，然后求解之。

9．若u＝f（x，y）满足拉普拉斯方程[image: alt]
 也满足此方程。

10．若三元函数f（x，y，z）可微，证明f为n次齐次函数的充要条件是

[image: alt]


11．设Ω为含原点的凸区域，u＝f（x，y）在Ω上可微，且满足[image: alt]
 。

　求证：f（x，y）在Ω上恒为常数。

12．试求[image: alt]
 在球面坐标变换之下的新形式。

13．证明拉普拉斯算子[image: alt]
 在柱面坐标（r，θ，z）下可以写成

[image: alt]


14．证明在球面坐标变换x＝rsinφcosθ，y＝rsinφsinθ，z＝rcosφ之下，

[image: alt]


15．设z＝z（x，y）在R2
 上一阶连续可偏导，w＝w（u，v）由方程组u＝x2
 ＋y2
 ，[image: alt]
 ，z＝ew＋x＋y
 所确定，试将方程

[image: alt]


　化为[image: alt]
 所满足的关系式。





§6.5　极值与条件极值

函数的极值和条件极值是函数性态的一个重要方面。在实际应用中更是占有重要的地位。在本节中，我们首先对函数极值的判定作一些回顾性叙述，然后重点讲解条件极值和拉格朗日乘数法。

一、一元函数极值

为了方便，恒设函数f在x0
 的某领域U（x0
 ；δ）内一阶可导，在x＝x0
 处二阶可导。

1．极值必要条件

定理1　（费马）函数在x0
 处取得极值的必要条件是f′（x0
 ）＝0。

或说成：在可导的假设之下，极值点必是稳定点。

2．极值充分条件

定理2　若f′（x0
 ）＝0，f″（x0
 ）≠0，则x0
 为f的极值点。具体地，

　　当f″（x0
 ）>0时，f在x0
 处取得极小值；

　　当f″（x0
 ）<0时，f在x0
 处取得极大值。

为了推广和形式统一的需要，我们将上述极值第二充分条件的关键语句f″（x0
 ）>0或f″（x0
 ）<0用二阶微分的形式表示之。

定理2′　设x0
 为f的稳定点，则

　　当[image: alt]
 时，x0
 为f的极小值点；

　　当[image: alt]
 时，x0
 为f的极大值点。

事实上，d2
 f＝f″（x）dx，故二阶导数和二阶微分同号。

二、二元函数极值

设二元函数f（x，y）在P0
 （x0
 ，y0
 ）的某领域内有二阶连续偏导数。

1．极值必要条件

定理3　f（x，y）在P0
 （x0
 ，y0
 ）处取得极值的必要条件是：

f′x
 （P0
 ）＝f′y
 （P0
 ）＝0。

满足上式的P0
 仍称为f的稳定点。

和一元函数相同的是：在可偏导的前提下，极值点一定是稳定点。

这样，极值点的搜索范围将大为缩小。

2．极值充分条件

定理4　设f（x，y）在P0
 的邻域内有二阶连续偏导数，且P0
 为f的稳定点，引入A＝f″xx
 （P0
 ），B＝f″xy
 （P0
 ），C＝f″yy
 （P0
 ），Δ*
 ＝AC－B2
 ，则

Δ*
 <0时，P0
 不是极值点；

Δ*
 >0时，P0
 是极值点：当A>0时为极小，A<0时为极大。

注　该定理及其证明在§3.6中有介绍。

下面我们将二元函数极值的充分条件用二阶微分的形式来表达，并设法寻求其和一元函数极值充分条件相一致的表达方式。

在§6.2节，已经讲过了全微分及其不变性。接下来我们介绍高阶微分。

三、高阶微分

设二元函数z＝f（u，v）n阶连续可偏导，其一阶微分

[image: alt]


二阶微分[image: alt]


一般地，n阶微分

[image: alt]


注意：上式中dun－k
 ＝（du）n－k
 ，dvk
 ＝（dv）k
 是约定的记法。

现在问，二阶微分有没有形式不变性呢？

设u，v是中间变量，而x，y是自变量。u＝φ（x，y），v＝φ（x，y）

z＝f（u，v）＝f（φ（x，y），ψ（x，y））是（x，y）的函数。

由一阶微分的形式不变性

[image: alt]


即

[image: alt]


将（4）式和（2）式作一个比较，就发现u、v作为中间变量时，z的二阶微分中多出了两项[image: alt]
 。

而d2
 u，d2
 v分别代表u＝φ（x，y），v＝ψ（x，y）的二阶微分，此时公式（2）仍适用。如

[image: alt]


而当u，v作为自变量时，du＝Δu，dv＝Δv，d2
 u＝d（du）＝0，d2
 v＝d（dv）＝0。

所以，二阶微分不再具有形式不变性。

四、微分形式的极值充分条件

应用二阶微分的形式，我们可以将定理4改写成：

定理4′　设f（x，y）在P0
 的邻域内有二阶连续偏导数，且f′x
 （P0
 ）＝f′y
 （P0
 ）＝0。则

　　　[image: alt]
 时，P0
 必为f的极小值点；

　　　[image: alt]
 时，P0
 必为f的极大值点。

事实上，由于dx＝Δx，dy＝Δy，f（x，y）在P0
 处的二阶微分是

[image: alt]


当Δ*
 ＝AC－B2
 >0时，[image: alt]
 一定保号且和A同号。

为使读者更好地理解二阶微分和极值的关系，我们以微分形式的语句给出定理4′的证明。

证明　z＝f（x，y）在P0
 （x0
 ，y0
 ）处对应于Δx，Δy的全增量

Δz＝f（x0
 ＋Δx，y0
 ＋Δy）－f（x0
 ，y0
 ）；又dx＝Δx，dy＝Δy。

一阶微分dz＝f′x
 （P0
 ）Δx＋f′y
 （P0
 ）Δy

二阶微分d2
 z＝f″xx
 （P0
 ）（Δx）2
 ＋2f″xy
 （P0
 ）ΔxΔy＋f″yy
 （P0
 ）（Δy）2
 ，

由多元Taylor公式（参见§3.6之定理1），有

[image: alt]


而当P0
 （x0
 ，y0
 ）是f（x，y）的稳定点时，dz＝0，

于是

[image: alt]


若d2
 z保号，则当ρ充分小时，Δz必和d2
 z同号。

而二次齐次式A（Δx）2
 ＋2BΔxΔy＋C（Δy）2
 的判别式为

Δ＝4（B2
 －AC）

当Δ<0即Δ*
 ＝AC－B2
 >0时，d2
 z保号。

　　A>0时，d2
 z>0，在P0
 的某领域内，Δz>0，得P0
 为极小值点；

　　A<0时，d2
 z<0，在P0
 的某领域内，Δz<0，得P0
 为极大值点。

当Δ>0即Δ*
 <0时，d2
 z变号，从而Δz在P0
 的近旁也要变号，P0
 不是极值点。

当Δ＝0时，存在无限多组（Δx，Δy）使得d2
 z＝0。

此时，Δz的符号取决于误差项o（ρ2
 ），故无法判定P0
 是否极值点。需要更高阶的微分性质才可能判定。

对一元函数来说，类似的结果可参见§3.6之例10。

比较定理2′、定理4′不难发现，在微分语句之下，一元函数和二元函数极值的充分条件就实现了形式上的统一。

五、条件极值、拉格朗日乘数法

1．条件极值问题的一般形式

在条件　[image: alt]


的限制下，求目标函数z＝f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）的极值。

为通俗易懂，我们选取n＝4，m＝2情形为代表，记号上稍作变动。

求四元函数f（x，y，u，v）在两个约束条件

[image: alt]


之下的条件极值。

2．条件极值必要条件·拉格朗日乘数法

拉格朗日函数为

L（x，y，u，v，α，β）＝f（x，y，u，v）＋αφ（x，y，u，v）＋βψ（x，y，u，v）＝f＋αφ＋βψ

其中α，β被称作是拉格朗日乘数。

令L′x
 ＝L′y
 ＝L′u
 ＝L′v
 ＝L′α
 ＝L′β
 ＝0。

解得作为六元函数的L的稳定点M0
 （x0
 ，y0
 ，u0
 ，v0
 ，α0
 ，β0
 ），而P0
 （x0
 ，y0
 ，u0
 ，v0
 ）则是f（x，y，u，v）的条件极值侯选点。

简洁而稍逊严谨地讲，f（x，y，u，v）的条件极值点一定是其拉格朗日函数L（x，y，u，v，α，β）的稳定点。

仔细地加以甄别，P0
 （x0
 ，y0
 ，u0
 ，v0
 ）和M0（x0
 ，y0
 ，u0
 ，v0
 ，α0
 ，β0
 ）的维度是不一样的，在条件极值的求解过程中，拉格朗日乘数α、β的确定也是非常重要的一环！

3．条件极值充分条件

在实际运用时，人们往往按第2段的方法求得了条件极值侯选点P0
 后，直接依据问题的实际意义如极值一定存在，极值侯选点的唯一性等判定P0
 即为所求的条件极值点。理论上的严密性比较疏忽。结合前述二阶微分和极值的关系，本段我们重点论述二阶微分和条件极值的关系，建立如下条件极值的充分条件。仍回到一般形式，拉格朗日函数为

[image: alt]


解方程组（共n＋m个方程）

[image: alt]
 （1≤i≤n），以及φk
 （x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝0（1≤k≤m）

得出一组特定的拉格朗日乘数[image: alt]
 ，以及f的条件极值稳定点[image: alt]
 。

现仍记　[image: alt]


L作为普通n元函数的二阶微分

[image: alt]


而自变量的微分即为自变量的增量。

dxi
 ＝Δxi
 （1≤i≤n）

但当x1
 ，x2
 ，…，xn
 受到条件组φk
 （x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝0的约束时，dxi
 （1≤i≤n）之间也将受限于方程：

[image: alt]


有了上述准备工作，我们可将条件极值的充分条件简述为：

定理5　设目标函数为f，拉格朗日函数为L，P0
 为f的条件极值侯选点，则

　　[image: alt]
 时，P0
 是f的条件极小值点；

　　[image: alt]
 时，P0
 是f的条件极大值点。

　　d2
 L如（8）式所示，而dxi
 （1≤i≤n）则受到方程组（9）的限制。

证明　仍以n＝4，m＝2情形为例。

设从约束条件（7）中确定了唯一的一组函数u＝u（x，y），v＝v（x，y）代入拉格朗日函数中，所得函数记为F（x，y）：

[image: alt]


利用一阶微分的形式不变性

dF＝dL＝Lx
 dx＋Ly
 dy＋Lu
 du＋Lv
 dv

二阶微分

d2
 F＝d2
 L＝dLx
 ·dx＋dLy
 ·dy＋dLu
 ·du＋dLv
 ·dv＋Lu
 d2
 u＋Lv
 d2
 v

因为在P0
 处，Lu
 ＝Lv
 ＝0

所以[image: alt]


等式右端是视x，y，u，v为独立变量时，L的二阶全微分。f在约束条件（7）之下的条件极值即是F的无条件极值。依定理4′，只需判定d2
 F的符号。从上面推导可知，d2
 F即d2
 L，但dx，dy，du，dv必须受dφ＝dψ＝0，即

[image: alt]


的限制。

这样，从定理4′立得定理5。

下面我们举一些条件极值及其应用（如证明不等式等）的例子。

例1　求f＝x＋y＋z＋t在限制条件xyzt＝c4
 下的极值。（x，y，z，t>0）

解　（一）求出条件稳定点M0
 （c，c，c，c），[image: alt]
 。

[image: alt]


（二）　[image: alt]


在M0
 （c，c，c，c）处，L的二阶微分

[image: alt]


将xyzt＝c4
 两边微分：dx＋dy＋dz＋dt＝0（在M0
 （c，c，c，c）处）。

亦即dz＝－（dx＋dy＋dz），代入（△）式：

[image: alt]


因此函数f在点（c，c，c，c）达到极小值，极小值为4c。

注　也可由几何意义判定M0
 为极小值点，或代数判定无极大值，或降维考虑：x＋y在xy＝c2
 之下的条件极值。

例2　求f（x，y，z）＝xyz在条件[image: alt]
 （x>0，y>0，z>0，r>0）下的极小值，并证明不等式[image: alt]
 。　a，b，c为任意正数。

证一　令[image: alt]
 。

　　利用[image: alt]
 ，解得稳定点M0
 （3r，3r，3r），λ＝（3r）4
 。

证二　令[image: alt]
 原条件化为x′＋y′＋z′＝r′。

[image: alt]
 　（问题的变换转化）

即在约束条件x′＋y′＋z′＝r′之下，求[image: alt]
 的最小值。

再转化为求g（x′，y′，z′）＝x′y′z′的条件极大值。

令L（x′，y′，z′，λ）＝x′y′z′＋λ（x′＋y′＋z′－r′）。

或从约束条件解出z′＝r′－x′－y′

x′y′z′＝x′y′（r′－x′－y′），化为显函数的极值问题解得。

（或利用算术－几何平均不等式亦可）

现有不等式：[image: alt]


立得　[image: alt]


此为调和－几何平均不等式。

现以二阶微分来验证M0
 （3r，3r，3r）为极小值点。

[image: alt]


在点M0
 处

[image: alt]


从而M0
 点为条件极小值点，且是唯一的极小值点，易判定其为最小值点。

注　此处约束条件[image: alt]
 的微分没有用到。

若用转换以后g（x′，y′，z′）＝x′y′z′在x′＋y′＋z′＝c之下的极值。仍记

[image: alt]


但因为x＋y＋z＝c，　所以dx＋dy＋dz＝0。dz＝－（dx＋dy）

[image: alt]


从而P0
 为函数g的条件极大值点。

例3　求[image: alt]
 在条件（x－y）2
 －z2
 ＝1之下的条件极值。

解一　转化为求u2
 ＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 的条件极值。

令L（x，y，z）＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋λ［（x－y）2
 －z2
 －1］

从L′z
 ＝0知（λ－1）z＝0，得λ＝1或z＝0

λ＝1舍去（方程组L′x
 ＝L′y
 ＝L′z
 无解）。

[image: alt]


所以z＝0，代入其他式子得驻点[image: alt]
 ，相应的乘数[image: alt]
 。

[image: alt]


所以[image: alt]


P1
 ，P2
 为极小值点，极小值为[image: alt]
 。

解二　以z2
 ＝（x－y）2
 －1代入u2
 ＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 中得

v＝x2
 ＋y2
 ＋（x－y）2
 －1

令[image: alt]
 解点为（0，0），但此时z无解。

于是极值应当在边界上取得。

曲面∑：（x－y）2
 －z2
 ＝1定义于xy平面的区域D：｜x－y｜≥1之上。

即z2
 ＝（x－y）2
 －1或写为[image: alt]


D的边界[image: alt]
 ：｜x－y｜＝1，代入曲面方程知z＝0。

这样，[image: alt]
 为直线｜x－y｜＝1上的点到坐标原点的距离，其最小值应为[image: alt]
 。

例4　若x，y，z为满足x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝8的正数，证明：

[image: alt]


证　令F（x，y，z）＝x3
 ＋y3
 ＋z3


转化为求F（x，y，z）在条件x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝8，x>0，y>0，z>0之下的条件极值。

L（x，y，z）＝F（x，y，z）＋λ（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －8）

令[image: alt]
 即3x2
 ＋2λx＝0知3x＋2λ＝0。

依对称性得[image: alt]
 ，驻点为[image: alt]
 。

下求[image: alt]


[image: alt]


所以F（x，y，z）在P0
 处取得极小值，唯一的在定义区域的内点取得的极小值必是最小值。

问：最大值在哪儿取得？答：在边界圆周上，如[image: alt]
 处。

例5　求x>0，y>0，z>0时，函数

f（x，y，z）＝lnx＋2lny＋3lnz

在球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝6r2
 上的极大值。并证明：a、b、c为正数时

[image: alt]


（清华大学1981年）

解　设L（x，y，z）＝lnx＋2lny＋3lnz＋λ（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －6r2
 ）

令Lx
 ＝Ly
 ＝Ly
 ＝Lr
 ＝0，解得[image: alt]
 。

当P（x，y，z）靠近第一卦限的边界即三个坐标面时，f（x，y，z）趋于－∞。

从而唯一的稳定点P0
 必是f的最大值点。

所以

[image: alt]


两边取指数ef（x，y，z）
 ≤ef（r，2r，3r）
 。

得　[image: alt]


再令x2
 ＝a，y2
 ＝b，z2
 ＝c代入上式立得

[image: alt]


注　1．当且仅当a∶b∶c＝1∶2∶3时上述不等式中等号成立。

　　2．这种方法可用来证明许多的不等式（包括H[image: alt]
 lder不等式），还可以自行构建出一些新的不等式。

例6　抛物面x2
 ＋y2
 ＝z被平面x＋y＋z＝1截得一个椭圆。求这个椭圆到原点的最长与最短距离。

解　求f＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 在条件[image: alt]
 之下的最值。

令L（x，y，z，λ，μ）＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋λ（x2
 ＋y2
 －z）＋μ（x＋y＋z－1）。

令Lx
 ＝Ly
 ＝Lz
 ＝0并结合约束条件解得：

[image: alt]


（注：注意到曲面方程关于字母的轮换对称性，在极值点处应有x＝y，或从几何意义出发分析亦可以）。

结合问题实际意义，f在有界闭集（椭圆）上必有最值。

而f的最值只能在上述两个稳定点处取得（椭圆并无端点概念，故最值点一定是稳定点）。

从而算得最大距离为[image: alt]
 ，最短距离为[image: alt]
 。

又问：如何求此椭圆的长、短轴？

解一　从上面求解过程已知，椭圆长轴的两个端点是

[image: alt]


利用两点间距离公式立得长轴长为[image: alt]


相对来说，短轴长较难求一点。

椭圆的中心在AB的中点[image: alt]
 处。以下求短轴所在直线方程。

长轴AB的方向数是｛xA
 －xB
 ，yA
 －yB
 ，zA
 －zB
 ｝化为｛1，1，－2｝，平面x＋y＋z＝1的法向量[image: alt]
 。短轴CD同时垂直于A B和[image: alt]
 ，从而CD的方向数为：

[image: alt]


短轴CD的方程是　[image: alt]


联立z＝x2
 ＋y2
 ，解得交点[image: alt]


于是短轴长[image: alt]
 。

解二　先求椭圆在xy平面上的投影曲线。

解方程组[image: alt]


由②，z＝1－x－y，代入①：x2
 ＋y2
 ＝1－x－y

整理为圆方程[image: alt]


此圆的半径为[image: alt]
 。

记平面x＋y＋z＝1和xy面的交角为θ。

利用几何图形或利用法向量的内积，易得

[image: alt]


所以，长轴长[image: alt]
 。

短轴CD平行于xy坐标面，故其投影即为圆③的直径，从而[image: alt]
 。

习题6.5

1．求椭圆5x2
 ＋4xy＋2y2
 ＝1的长半轴、短半轴长。

2．试求平面αx＋βy＋γz＝0与圆柱面[image: alt]
 相交所成椭圆的面积。

3．求函数[image: alt]
 在D：1≤x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤4上的最大值、最小值。

（浙江省高等数学竞赛2007年）

4．求函数f（x，y，z）＝x5
 ＋y5
 ＋z5
 在x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝8，x≥0，y≥0，z≥0之下的条件极值。

5．求方程x3
 ＋y3
 －3ax＝0（a>0）所确定的隐函数y（x）的极值。

6．求曲面z＝xy－1上与原点最近的点的坐标。

（中山大学1983年）

7．给定椭球面[image: alt]
 ，求第一卦限中椭球面的切平面，使它与坐标平面围成的四面体体积最小。

8．已知三角形的周长为2p，求出这样的三角形，当它绕着自己的一边旋转时所得旋转体的体积最大。

9．分解已知正数a为n个正的因数，使得它们的倒数的和为最小。


第七章　多元函数积分学

多元函数积分学是建立在一元积分学基础之上、种类繁多、关系远为复杂的内容，重点在于计算积分，对于各类型积分的定义，必须和一元黎曼定积分作对照，找出其本质的相同之处和外形的不同之处。

定性的东西理解透彻，对于选择简捷有效的计算方法亦是很有益的。

比如三重积分，可以化为三个累次积分，也可以化为一个一重积分和一个二重积分；变量代换可以用球面坐标，也可以用柱面坐标；如何抉择，需要一定的直觉。而定义掌握的好坏，直接影响我们解题的效率，有时甚至会产生可解与不可解的本质差异，有时好的解法会产生四两拔千斤的奇效。

本章我们讨论的是二重积分和三重积分的计算，曲线积分、曲面积分的计算以及不同类型积分之相互转化。

§7.1　重积分的计算

一、二重积分与三重积分的定义

重积分有深刻的几何与物理背景，我们生活在一个三维空间，很多现象用一维的知识是难以解决的，故对重积分的背景问题必须稍有认识，二重积分的背景是如何计算曲顶柱体的体积；三重积分的背景可以是三维物体对其外部一点的引力等等。

重积分的定义完全类似于Riemann积分的定义：分割，取点并作和，求极限。

重积分的积分区域通常是平面或空间的有界闭区域，而被积函数往往是连续函数。可积性的讨论往往显得不甚重要，关键是如何计算。

详细的定义在此不再罗列。

二、重积分的计算之一—化为累次积分

1．设平面闭区域D为X－型区域：φ1
 （x）≤y≤φ2
 （x），a≤x≤b，则

[image: alt]


2．设平面闭区域D为Y－型区域：φ1
 （y）≤x≤φ2
 （y），c≤y≤d，则

[image: alt]


3．设Ω为空间的有界闭区域，其在xy平面上的投影为D，Ω是由定义在D上的两个连续曲面Z＝φ（x，y）和Z＝ψ（x，y）（φ（x，y）<ψ（x，y）），以及过D的边界竖起的垂直于xy平面的柱面所围成，则

[image: alt]


而对于右边的D上的二重积分，则可据第1、2条继续化为累次积分。如设

Ω＝｛（x，y，z）｜a≤x≤b，y1
 （x）≤y≤y2
 （x），z1
 （x，y）≤z≤z2
 （x，y）｝

则有

[image: alt]


积分顺序是先写后积。

4．如果积分区域与某坐标轴相垂直的截面面积（这是关于这个坐标变量的函数）易求而被积函数又只含此坐标变量，那么此三重积分可化为二重积分再定积分计算。

设Ω＝｛（x，y，z）｜c≤z≤d，（x，y）∈Dz
 ｝，则

[image: alt]


特别当f仅是z的函数时

[image: alt]


式中｜Dz
 ｜代表截面Dz
 的面积。

5．对称性的运用，当且仅当积分区域与被积函数都具有对称性时，才可用此性质。

几点说明：

1．有时同一区域既是X型又是Y型，则要合理地选取某种型号，对于三重积分，更具有选择余地。

2．有时积分区域既不是X型又不是Y型，则须将其进行恰当分割，成为若干个简单区域之并。

3．当被积函数是分“段”函数（即在不同区块内表达式不同）时，亦该将积分化为几个分区域积分之和。

4．当积分区域和被积函数都具有某种对称性时，可实现简化。

例1　计算下列重积分

（1）[image: alt]
 　D是以（0，0），（0，1），（1，1）为顶点的三角形区域；

[image: alt]


解　（1）D既是X－型又是Y－型区域，但视为X－型区域则积不出，必须视为Y－型区域

[image: alt]


（2）利用对称性，[image: alt]


（3）分析，被积函数

[image: alt]


又被积函数与积分区域都关于坐标轴对称，因此只要计算第一象限之部分。

[image: alt]


（双曲线y2
 －x2
 ＝3与园周x2
 ＋y2
 ＝5在第一象限之交点为M（1，2）；涉及一重积分的计算内容非我们现在之重点，故不详细写出）

例2　设f（t）为连续函数[image: alt]
 ，证明

[image: alt]


证明　[image: alt]


例3　计算下述三重积分

（1）[image: alt]
 　Ω由曲面z＝xy，y＝x，x＝1，z＝0所围成；

（2）[image: alt]
 ，Ω是四面体：x，y，z≥0，x＋y＋z≤1；

（3）[image: alt]
 ：Ω是椭球体[image: alt]
 之上半部分；

（4）[image: alt]
 　Ω是上小题中的整个椭球；

（5）[image: alt]
 　Ω是由曲面z＝xy和平面x＋y＋z＝1，及z＝0所围成；

（6）[image: alt]
 　Ω为棱台，六个顶点为A（0，0，1），B（0，1，1），C（1，1，1）；A1
 （0，0，2），B1
 （0，2，2），C1
 （2，2，2）。

解　（1）Ω在xOy平面上的投影区域是

D＝｛（x，y）｜0≤x≤1，0≤y≤x｝

底面即为z＝0，顶面z＝xy

[image: alt]


或解：先定出高度z＝z0
 时，Ω的截面

[image: alt]


依第四款化为先二重积分再定积分：

[image: alt]


[image: alt]


（3）高为z的平面去截积分区域，截面在平面上的投影Dz
 是一个椭园：

[image: alt]


（4）依结构对称性，先算[image: alt]
 ，方法如上，得出值为[image: alt]
 ，由对称性知[image: alt]


注　（3）（4）两题用广义球坐标变换求解之法见后。

（5）由上述图形看出，积分区域的底在xy平面内，为三角形底面，顶由两部分构成，一部分平顶：z＝1－x－y（当（x，y）∈D1
 时）；另一部分为曲顶：z＝xy（当（x，y）∈D2
 时）。

[image: alt]


图7-1

[image: alt]


剩下的是定积分的计算，省略。

（6）作为棱台，其上底面即顶为大三角形A2
 B2
 C2
 ，下底面即为底三角形A1
 B1
 C1
 。以高为z的平面去截，得截口区域Dz
 ＝｛（x，y）｜0≤x≤y，0≤y≤z｝为Y型区域。

[image: alt]


或解：视梯形A1
 B1
 B2
 A2
 为底，梯形A1
 C1
 C2
 A2
 为顶，则底区域为yz平面上的

D＝｛（y，z）｜0≤y≤z；1≤z≤2｝

顶面方程为x＝y，亦即积分区域可以写为

Ω＝｛（x，y，z）｜0≤x≤y，0≤y≤z，1≤z≤2｝

[image: alt]


三、重积分计算之变量替换

1．二重积分的变量替换

设变换[image: alt]
 ，将u，v平面上的有界闭区域D′一对一地变换成xy平面的有界闭区域D，并且函数x（u，v），y（u，v）在D′上有连续的一阶偏导数，雅可比行列式[image: alt]
 在D′上恒不为0，则有如下的二重积分变换公式：

[image: alt]


特取极坐标变换x＝rcosθ，y＝rsinθ，就得

[image: alt]


2．三重积分的变量替换

设有三维空间的变量代换[image: alt]


在与情形1完全类似的变换条件下，有

[image: alt]


3．柱坐标变换

[image: alt]


注　请大家思考柱坐标网的几何含义：r＝常数、θ＝常数、z＝常数各代表什么样的曲面，或了解柱坐标系中的“长方体”的几何形状。

4．球坐标变换

[image: alt]


变量φ从z轴的正向起算（若从xy平面起算，则[image: alt]
 ，变换式要改）。

[image: alt]


[image: alt]


注　了解球坐标中“长方体”的含义（几何形态）。

5．广义球坐标变换

[image: alt]


在广义球坐标下，三重积分的变量替换公式：

[image: alt]


重积分变量替换的要点是：

i）使被积函数得到简化，或者积分区域变得易于定限；

ii）关键在于定出变换T的原象区域D′或Ω′；

iii）实际操作中，常常会先给出逆变换[image: alt]


而雅可比行列式计算遵从如下公式：

[image: alt]


注　此式完全类似于一元反函数求导法，请阅§6.3末（18）式。

例4　选择适当变量替换计算下列各二重积分：

[image: alt]


解　（1）作代换[image: alt]
 ，则积分区域简化成uv平面中的矩形｝

[image: alt]


[image: alt]


（2）令[image: alt]
 得[image: alt]


注　本题可直接从对称性分析得出结果是0（这叫做不算之算）！！由方程｜x｜＋｜y｜≤1表示的斜置方形区域皆可采用此变换化为标准方形区域。

（3）同（2）题变换，[image: alt]


通过代换，很难算的问题迎刃而解，请各位读者多多体会其中妙处。

（4）法一　令[image: alt]


易求出　[image: alt]


[image: alt]


法二　令[image: alt]
 而另一个变换式如何选取呢？尝试用[image: alt]
 ，则有

　　　[image: alt]


[image: alt]


或[image: alt]
 行不行呢？此时，算得[image: alt]


D″＝｛（u，v）｜｜v｜≤u而0≤u≤1｝

[image: alt]


思考　若令[image: alt]
 行不行呢？此时区域D′难求一些。读者不妨一试。

（5）区域关于y轴对称，故被积函数中关于x的奇次幂项的积分等于0。

于是原积分首先化简为

[image: alt]


为了使被积函数和积分区域都得以简化，先令[image: alt]


此积分区域完全在uv平面u轴的下方（见图7-2-（1）），由对称性

[image: alt]


再令极坐标变换u＝rcosθ，v＝rsinθ，得[image: alt]
 的原象区域是E1
 ∪E2
 （见图7-2-（2）），其中

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图7-2

（6）其实本题是广义二重积分。

被积函数有三个乘积因子[image: alt]
 ，结合积分区域的特征易联想到应该令u＝x＋y，第二个变量如何令呢？

若令[image: alt]
 易想到，但x＝0时没有意义。不妨作为广义二重积分计算。此时，

[image: alt]


所以原积分变为

[image: alt]


对三重积分的变量替换，基本要求是掌握常规的柱坐标变换和球坐标变换。

例5　求以下三重积分：

（1）[image: alt]
 ，Ω为椭球[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ，Ω为椭园锥面：[image: alt]
 与平面z＝c所围成；

（3）[image: alt]
 ，Ω由z＝ay2
 ，z＝by2
 ，z＝αx，z＝βx，z＝h所围成的y>0的部分（h>0，0<a<b，0<α<β）；

（4）[image: alt]
 ，Ω为单位球体x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤1。

解　（1）此题即为例3的第（3）小题。现在依据广义球坐标变换去解。

　　　[image: alt]
 ，显得简洁明快。

（2）从积分区域分析，纯粹的球面坐标或广义球面坐标尚不能直接化简，故考虑先化为一个二重积分和一个一重积分之累次积分，再作二维变量替换。积分区域Ω在xOy平面的投影区域是D：

[image: alt]


　　[image: alt]


再利用二重积分的广义极坐标变换x＝arcosθ，y＝brsinθ

[image: alt]


注　[image: alt]


其中Dz
 为高度为z的平面去截积分区域所得截口在xy平面的投影

[image: alt]


其面积为[image: alt]
 。

（3）令[image: alt]
 ，则Ω变成了

Ω′＝｛a≤u≤b，α≤v≤β，v≤w≤h｝

且求得[image: alt]
 ，于是[image: alt]


（4）为简化被积函数，考虑变换使x＋y＋z＝0是新坐标系中uv坐标平面。亦即作一个坐标系的旋转，新坐标系中的三个坐标轴单位向量是[image: alt]


[image: alt]
 取作x＋y＋z＝0的单位法向量，[image: alt]
 是平面x＋y＋z＝0内的两个正交单位向量，例如

[image: alt]


这样得到的变量替换是一个正交变换，其表达式是

[image: alt]


正交变换的雅可比行列式｜J｜＝1，单位球面仍变作单位球面。

[image: alt]


再利用柱面坐标u＝rcosθ，v＝rsinθ，w＝w，｜J｜＝r，积分区域就变成

Ω*
 ：0≤θ<2π，r2
 ＋w2
 ≤1

[image: alt]


例6　利用重积分计算面积或体积

（1）曲线（x＋2y）2
 ＋（2x＋3y）2
 ＝8所围区域的面积S；

（2）曲面[image: alt]
 所围区域Ω的体积V。

解　（1）令u＝x＋2y，v＝2x＋3y，则D变为D′：u2
 ＋v2
 ≤8，且｜J｜＝1

[image: alt]


（2）令[image: alt]
 　区域Ω变为Ω′：0≤r≤1，0≤φ≤π，0≤θ≤2π，

经较为繁琐的行列式计算得

[image: alt]


或令x＝au3
 ，y＝bv3
 ，z＝cw3
 ，先将Ω变换到Ω1
 ：u2
 ＋v2
 ＋w2
 ≤1；

再对Ω1
 使用球坐标变换。

[image: alt]


注　将复杂的变换分为两步较简单的或较熟悉的变换，可以极大地简化变换雅可比行列式的计算。

习题7.1

1．对下列累次积分，先换序再计算：

[image: alt]


[image: alt]


（浙江省高等数学竞赛2006年）

[image: alt]


2．求累次积分[image: alt]


（浙江省高等数学竞赛2007年）

3．求[image: alt]
 ，其中D＝｛（x，y）｜－1≤x≤1，0≤y≤1｝。

（浙江省高等数学竞赛2004年）

4．求积分[image: alt]


（北师大2002年）

5．求积分[image: alt]
 ，其中f（u）为一元连续函数。

D：－1≤x≤1，x3
 ≤y≤1。

6．求积分[image: alt]


7．计算下述各三重积分：

[image: alt]


8．求[image: alt]
 ，其中

[image: alt]


Ω：－1≤x≤1，－1≤y≤1，－1≤z≤1。

（北师大2005年）

9．计算广义重积分[image: alt]
 。

（北师大2006年）

10．求曲面（x2
 ＋y2
 ）2
 ＋z4
 ＝y围成的立体体积。

11．求曲面[image: alt]
 和三个坐标平面围成的在第一卦限部分区域的体积。

12．设f在正方形区域［0，1；0，1］上连续，在（0，0）处可微，f（0，0）＝0。求极限

[image: alt]


13．设函数f在［0，＋∞）上连续，且满足方程

[image: alt]


求f（t）

（1997年数学（三））

14．设f（t）为连续函数，t≥0。并且

[image: alt]


求f（t）。

15．设f（u）为连续函数，Ω为x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤1，证明

[image: alt]


16．设f（u）连续，f（1）＝1，定义[image: alt]


证明：F′（1）＝4π。

（华东师大98年）

17．设f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为n维方形域0≤xi
 ≤1（i＝1，2，…，n）内的连续函数。证明

[image: alt]


18．设f（u）为连续函数，证明

[image: alt]


19．设f（u）∈C（R），n∈N，n维区域D：0<x1
 <x2
 <…<xn
 <1，证明：

[image: alt]


（北京师范大学2001年）

以下三题可以采用n维空间的球面坐标变换。

x1
 ＝rcosφ1
 ，

x2
 ＝rsinφ1cosφ2
 ，

……

xn－1
 ＝rsinφ1
 sinφ2
 …sinφn－2
 cosφn－1
 ，

xn
 ＝rsinφ1
 sinφ2
 …sinφn－2
 sinφn－1
 。

变换的雅可比行列式是

J＝rn－1
 sinn－2
 φ1sinn－3
 φ2
 …sinφn－2
 。

20．计算[image: alt]


21．设f（u）为连续函数，化n重积分

[image: alt]


22．求n维球体[image: alt]
 的体积。





§7.2　第一型曲线、曲面积分

所有类型的积分的思想方法是一致的：分割，作和，取极限，区别只在于所面临问题的表象是不一致的。

考虑具有非均匀线密度的金属线和面密度的金属片的质量时，就引入了第一型曲线积分和第一型曲面积分。

为了节省篇幅以及鉴于数学分析基础阶段已经学习了各类积分的定义和背景知识，在此不再罗列积分的定义。

一、第一型曲线积分的计算

1．若曲线弧L的参数方程为[image: alt]
 ，则

[image: alt]


2．若曲线弧L的直角坐标方程为y＝φ（x），a≤x≤b，则

[image: alt]


3．若曲线弧L的极坐标方程为r＝r（θ），（α≤θ≤β），则

[image: alt]


4．三维曲线L的曲线积分公式（完全类似于1）

上述四个公式其实质只有一个公式，即第一条款，其他几条可以从它推得。

例1　计算下述第一型曲线积分。

（1）[image: alt]
 ，L是内摆线[image: alt]
 ；

（2）[image: alt]
 ，L是极坐标r＝a，θ＝0，[image: alt]
 所围成区域边界；

（3）[image: alt]
 ，L为双纽线（x2
 ＋y2
 ）2
 ＝a2
 （x2
 －y2
 ）。

解　（1）L的参数方程是x＝acos3
 t，y＝asin3
 t （0≤t≤2π）

被积函数[image: alt]


由对称性，只要求出第一象限弧段的积分然后乘以4即可以

[image: alt]


[image: alt]


注　计算第一型曲线积分时，在不同的弧段上可以选择不同的（参）变量作为积分变量，目的只有一个：使积分简易计算。

（3）应选用极坐标方程，曲线L：r2
 ＝a2
 cos2θ　[image: alt]


[image: alt]


再利用对称性知

[image: alt]


对称性的使用极大地化简了计算，下面再看几个题目。

例2　计算下列第一型曲线积分：

（1）[image: alt]
 ，L是由x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 与x＋y＋z＝0相交而得的圆周。

（2）[image: alt]
 L是曲面[image: alt]
 与平面x＋z＝1的交线。

解　（1）由积分关于x，y，z变量的对称性知

[image: alt]


故

[image: alt]


或解：先求曲线L的参数方程，消去z得[image: alt]


即

[image: alt]


令　[image: alt]
 得出

[image: alt]


算得　ds＝Rdt

所以

[image: alt]


比较而言，第一种解法投机取巧，更体现数学的智慧和对称美，后一种解法则更依赖于扎实的基本功，有板有眼。从中我们都可以学到价值不菲的数学思想和解题技巧。

（2）解一　在L上，[image: alt]
 ，

故[image: alt]
 的弧长。L显见是一个圆，故只要求出其半径。

原点到平面x＋z＝1的距离为[image: alt]
 ，于是L的半径r满足

[image: alt]


解二　求出曲线L的参数方程，消去z得

[image: alt]


令　[image: alt]


得

[image: alt]


二、第一型曲面积分

1．参数方程曲面

若光滑曲面∑由参量形式方程[image: alt]
 　　所表达f（x，y，z）在∑上连续，则

[image: alt]


式中

[image: alt]


注1　ρ（u，v）还有一个表示方式是　[image: alt]


其中[image: alt]
 ，F＝xu
 xv
 ＋yu
 yv
 ＋zu
 zv
 。

2　光滑曲面的含义：x（u，v），y（u，v），z（u，v）在D上具有连续的一阶偏导数，并且ρ（u，v）在D上恒不为0。

特别f（x，y，z）≡1时，得到曲面的面积公式：

[image: alt]


2．正则曲面

若曲面∑有显式方程：z＝φ（x，y），（x，y）∈D，其中φ（x，y）在D上有连续的一阶偏导数，此时曲面∑被称为正则曲面。

若f在∑上连续，则

[image: alt]


特别，显式曲面的面积公式是

[image: alt]


注　上述两款结论中，以第2款更为常见，并且要注意其他形式的正则曲面如y＝φ（x，z）（x，z）∈D等等时，相应的公式。要举一反三，理解公式的本质。

例3　计算下述各第一型曲面积分：

（1）[image: alt]
 ，∑为锥面[image: alt]
 被柱面x2
 ＋y2
 ＝2ax（a>0）所截得的那部分；

（2）[image: alt]
 ，∑是曲面z＝x2
 ＋y2
 位于平面z＝1下方的部分；

（3）[image: alt]
 ，∑是界于平面z＝0，z＝H之间的元柱体x2
 ＋y2
 ≤R2
 的侧面，

r2
 ＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ；

（4）[image: alt]
 ，∑是球面：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 。

解　（1）∑在xOy平面上的投影区域是D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤2ax｝

经计算得圆锥面的面积微元是

[image: alt]


所以，[image: alt]
 。[image: alt]


利用极坐标变换

[image: alt]


充分考虑对称性得出积分值为[image: alt]
 。

或解：考虑到∑关于XOZ平面对称，且（xy＋yz）是相应于∑的奇函数，故有

[image: alt]


（2）以∑1
 表示∑在第一卦限部分，则既化简了积分区域，又去掉被积函数中的绝对值，可谓一举两得。

[image: alt]


（3）仍由积分区域及被积函数的对称性知[image: alt]
 　∑1
 为∑在第一卦限部分。

其方程为：[image: alt]
 （x，z）∈D＝｛（x，z）｜0≤z≤H，0≤x≤R｝

[image: alt]


（4）由对称性知　[image: alt]


将被积函数平方展开利用上述诸式得

[image: alt]


例4　试证[image: alt]
 ，∑为单位球面。

分析　新旧变量之间应有关系[image: alt]
 ，

故可取新坐标系ouvw为：

[image: alt]


[image: alt]
 两两正交的单位向量。

也即：[image: alt]
 是平面ax＋by＋cz＝0的单位法向量，[image: alt]
 是该平面内的两正交单位向量，新坐标系事实上就是原坐标系的一个旋转，球面方程仍为

u2
 ＋v2
 ＋w2
 ＝1

解　作如上的坐标系旋转，得

[image: alt]


和欲证式子相比较，发现变量u应予以保留，据此建立球面的参数方程。

[image: alt]


从而

[image: alt]


于是

[image: alt]


习题7.2

1．求第一型曲线积分：

（1）[image: alt]
 ，L是x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 和x＋y＋z＝0之交线；

（2）[image: alt]
 ，L是x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 和x＝y之交线；

（3）[image: alt]
 ，L是双纽线（x2
 ＋y2
 ）2
 ＝a2
 （x2
 －y2
 ）。

2．计算[image: alt]
 。

　其中[image: alt]


3．计算[image: alt]


　其中[image: alt]


4．求椭园柱面[image: alt]
 位于xy坐标面上方和平面z＝y下方那部分侧面积。

5．设∑为椭球面[image: alt]
 的上半部分，P（x，y，z）∈∑，π为∑在P点的切平面，P（x，y，z）为原点到平面π的距离。

　求[image: alt]
 。

6．设函数f在R3
 上有二阶连续偏导数，对任意（x，y，z）∈R3
 ，记f在Br（x，y，z）（r>0）上的第一型曲面积分：，

[image: alt]


　求证：

[image: alt]


　此处[image: alt]
 表示R3
 中的Laplace微分算子。

（北师大2006年）





§7.3　第二型曲线积分

一、第二型曲线积分的概念

第二型曲线积分又称对坐标的曲线积分，其物理原型是变力[image: alt]
 沿着有向曲线C从一端A至另一端B时所作的功。

回忆变力（大小变化而方向不变）F（x）沿直线所作的功可用定积分表示[image: alt]
 。

若力[image: alt]
 方向和物体运动方向成一个角度θ，则当物体从起点A（a）运动到终点B（b）时，力[image: alt]
 所作的功是[image: alt]


现在假设力[image: alt]
 不仅大小变化，方向也变化，并且物体运动也变为沿有向曲线C的曲线运动时，用上述一元思路就不行啦。

设平面力场[image: alt]
 沿平面有向曲线C从A端至B端，求所做的功。将有向线段C分割，分点依次为

A＝A0
 ，A1
 ，A2
 ，…，An
 ＝B，

记Ak
 ＝（xk
 ，yk
 ）

Δxk
 ＝xk
 －xk－1
 ，Δyk
 ＝yk
 －yk－1


[image: alt]


Δsk
 表示小弧段Ak－1
 Ak
 之弧长。

θk
 为[image: alt]
 跟x轴正向的夹角，在分割相当细密时（[image: alt]
 [image: alt]
 充分小），变力[image: alt]
 在弧段Ak－1
 Ak
 上便可近似看作常力[image: alt]


[image: alt]


图7-3

而弧段Ak－1
 Ak
 近似于有向线段[image: alt]
 ，常力[image: alt]
 沿有向线段[image: alt]
 所作的功是

[image: alt]


当‖T‖→0时，[image: alt]
 可以用Δsk
 代替。最后得出功

[image: alt]


或写成　[image: alt]


式中θ＝θ（x，y）是曲线C在点M（x，y）处的与曲线走向一致的切向量跟x轴正向夹角，[image: alt]
 则是单位切向量。

为了便于向高维推广，记切向量[image: alt]
 跟x轴正向、y轴正向所成的角分别是α，β。

[image: alt]


若记[image: alt]
 就是第二型曲线积分。

用微元法分析，[image: alt]
 会更直观一些。思想方法上，仍然是分割、作和、求极限三步曲。

注　（2）式定义的第二型曲线积分形式上是用第一型曲线积分转化的。三维空间的第二型曲线积分定义类似于二维，简述于下。定义式：

[image: alt]


α，β，γ是有向曲线C在点（x，y，z）处与曲线方向一致的切向量跟x，y，z轴正向的夹角。（cosα，cosβ，cosγ）是曲线的单位切向量，记为[image: alt]
 。

[image: alt]
 ，Q（x，y，z），R（x，y，z）为三维力场，则定义[image: alt]
 沿有向曲线C的第二型曲线积分为

[image: alt]


此即三维力场[image: alt]
 沿有向曲线C所做的功：

[image: alt]


二、第二型曲线积分的计算

1．平面曲线

若f（x，y）是定义在光滑的平面有向曲线C：x＝x（t），y＝y（t），t从α到β上的连续函数，则

[image: alt]


这是C的方向相应于参数t从α变到β。
 即t＝α对应曲线C的起点，t＝β对应曲线C的终点。特别注意，α可以大于β。


2．空间曲线

[image: alt]


3．格林公式

设D是平面上由若干条逐段光滑的曲线围成的区域，又设[image: alt]
 在D上连续，那么，

[image: alt]


特别需要指出的是，D的边界曲线取的方向为正向，而正向依左侧原则确定：当沿着该方向前进时，区域D总在左侧。对于有洞的复连通区域，必须特别留意曲线的走向。特地以P（x，y）＝－y，Q（x，y）＝x，得出由封闭曲线C围成的平面区域求面积公式：

[image: alt]


C相对于区域D取正向。对于以参数形式给出的闭曲线，上式较为方便适用。

4．Stokes公式

设光滑曲面∑的边界C是按段光滑的连续曲线，若函数P，Q，R在∑上一阶连续可偏导，则

[image: alt]


式中[image: alt]
 为与曲面∑选定的侧相应的单位法向量，C的方向与∑的侧依右手法则确定。相对而言，Stokes公式比较少用，当曲面∑相对简单时，不妨一试。但由Stokes公式可以导出空间向量场为保守场的充要条件。

引入向量场[image: alt]
 的旋度

[image: alt]


[image: alt]
 为边界线的单位切向量[image: alt]
 为曲面∑指定一侧的单位法向量，则Stokes公式便可写为

[image: alt]


例1　计算下述各曲线积分

（1）[image: alt]


　　C：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝5与z＝x2
 ＋y2
 ＋1的交线，从z轴正向看C为顺时针方向；

（2）[image: alt]


　　C：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 ，x2
 ＋y2
 ＝ax（z≥0，a>0）的交线，从x轴正向看去，C逆时针；

（3）[image: alt]


　　C：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 ，x＋y＋z＝0，从x轴正向看去，按逆时针方向。

解　（1）曲线C的方程可以转化为[image: alt]


参数方程为x＝cost，y＝sint，z＝2

[image: alt]


（2）引入柱坐标，曲线可表示为x＝acos2
 θ，y＝acosθsinθ，z＝a｜sinθ｜，θ从[image: alt]
 变至[image: alt]
 时，方向与曲线的方向一致，代入算得：

[image: alt]


（3）法一　在第2小节的例2中，已经建立起圆周C的参数方程，原则上代入公式（7）即可算得，但计算量相对偏大，有待改进。

　曲线C的方程组消去z得[image: alt]
 ，配方得[image: alt]


　令[image: alt]
 得

[image: alt]


当θ从0到2π时，曲线c是否依题设的正向走？可考虑几个特殊点如

[image: alt]


应该可以看出θ增加的方向跟C的正向一致。于是

[image: alt]


法二　以Stokes公式解。平面x＋y＋z＝0截球x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤a2
 的截面为∑，取外侧。依Stokes公式和对称性

[image: alt]


第二种解法比起第一种解法来真有四两拔千斤之奇效！

例2　计算下列各第二型曲线积分：

（1）[image: alt]
 ，

　　L：圆周[image: alt]
 的圆周弧段；

（2）[image: alt]
 ，L是点（1，0）为中心、R（R>0，R≠1）为半径的圆周逆时针方向；

（3）[image: alt]
 ，闭曲线C不过原点且取逆时针方向。

解　（1）设OABO所围的四分之一圆域为D，依格林公式

[image: alt]


（2）易知[image: alt]
 （当（x，y）≠（0，0）时）

当R<1时，由Green公式知原积分＝0；

当R>1时，取ε>0，使椭圆L′：x＝εcost，y＝2εsint，0≤t≤2π。

位于圆周L的内部，取L′的方向为逆时针，于是

[image: alt]


（3）当（x，y）≠（0，0）时，[image: alt]
 ，当C所围区域不含原点时，积分为0；当D包含原点时，取ε>0，使得x2
 ＋y2
 ≤ε2
 整个含于D内，记Lε
 ：x2
 ＋y2
 ＝ε2
 ，Lε
 的方向取定为逆时针，[image: alt]
 的方向则为顺时针。

由C及[image: alt]
 所围区域为D*
 ，D*
 的正向边界为[image: alt]
 ，在D*
 上用Green公式。

[image: alt]


于是

[image: alt]


注　通过本例可以看出，格林公式的最大效用在于将复杂的甚至是抽象的积分曲线转化为简单的，具体的积分曲线，从而简化了计算。对此须多加运用和体会。

例3　计算[image: alt]
 ，其中C是从点A（a，0，0）沿以下曲线到B（0，0，c）。

[image: alt]


解一　用曲线的参数方程解，从曲线C的联立方程消去z得

[image: alt]


于是令　[image: alt]
 ，

[image: alt]


代入[image: alt]
 得：

[image: alt]


将C的起点A（a，0，0）、终点B（0，0，c）坐标代入核实参变量θ的范围是0≤θ≤π，且A点对应θ＝0。

[image: alt]


解二　用Stokes公式

首先将曲线段C补充成闭合曲线，[image: alt]
 记为L，以此L为边界的曲面不止一个，在使用Stokes公式时，应选择最简的曲面（一般如平面块较妥），如图7-4。

[image: alt]


图7-4

L既在平面[image: alt]
 上，此为显式平面

[image: alt]


[image: alt]


取平面的上侧，由Stokes公式

[image: alt]


三、曲线积分与路径无关的充要条件·保守场·原函数

1．何谓保守场

若向量场[image: alt]
 沿任何按段光滑曲线的第二型曲线积分，只与曲线的起点和终点有关，而与曲线的形状无关，则称[image: alt]
 为保守场。

2．保守场的充要条件

（1）向量场[image: alt]
 为保守场的充要条件是：沿任何无重点的，按段光滑的闭曲线C有

[image: alt]


（注：二维向量场，三维向量场可以分开写）

（2）设D⊂R2
 是单连通闭区域[image: alt]
 ，若P，Q都在D内有连续的一阶偏导数，则[image: alt]
 是保守场的充要条件是

[image: alt]


（3）设G为空间中按曲面单连通的区域，则G上的向量场[image: alt]
 是保守场的充要条件是在G上

[image: alt]


3．原函数

（1）先以二元函数为例。设二元函数u（x，y）二阶连续可偏导，则

[image: alt]


记[image: alt]
 ，当u（x，y）二阶连续可偏导时，一定有

[image: alt]


此说明（P，Q）满足保守场条件。

反之，若已知（P，Q）是保守，则Pdx＋Qdy是一个全微分式，即存在一个二元函数u（x，y），使得

[image: alt]


成立。

如何求解二元的原函数u（x，y）呢？

对保守力场[image: alt]
 而言，第二型积分与路径无关，在单连通区域D内选择一定点A（x0
 ，y0
 ）作为起点，动点B（x，y）作为终点，考虑变上限曲线积分：

[image: alt]


u（x，y）除去积分常数外是唯一确定的，且满足du＝Pdx＋Qdy，仍称u（x，y）为（全）微分式Pdx＋Qdy的一个原函数，也叫做向量场[image: alt]
 的力函数，－u（x，y）≜φ（x，y）叫做场[image: alt]
 的位函数，保守场[image: alt]
 一定是位场，且有[image: alt]
 。此处grad表示梯度。

在具体用（12）式求解原函数时，积分路径可选择平行于坐标轴的折线段：

[image: alt]


或

[image: alt]


（2）若三维向量场[image: alt]
 是保守场，在单连通区域G内，P，Q，R都有一阶连续偏导数，则Pdx＋Qdy＋Rdz是某一函数u（x，y，z）的全微分，且

[image: alt]


u（x，y，z）也叫做（全）微分式Pdx＋Qdy＋Rdz的原函数。

如何确定积分路径？

如果坐标原点（0，0，0）在G内部，则起始点可以取作原点0，积分路径仍沿用平行于坐标轴的折线段从（x0
 ，y0
 ，z0
 ）到达（x，y，z）。

可以自行写出类似于（12）式的化为一元定积分形式的原函数公式。

注　（12），（14）式的地位相当于微积分学基本定理，若已求得微分式（二维、三维）的原函数u，则以A起点B终点的曲线积分（跟具体路径无关）

[image: alt]


此式类似于牛顿－莱布尼兹公式。

例4　找出函数f>0，满足：

（1）f连续可微且[image: alt]


（2）在右半平面内沿任一分段光滑封闭曲线L的积分有

[image: alt]


解　由积分跟路径无关的充要条件[image: alt]
 知，∀x>0，有

[image: alt]


即

[image: alt]


所以

[image: alt]


例5　（1）设du＝ex－y
 ［（1＋x＋y）dx＋（1－x－y）dy］，求原函数u；

（2）求[image: alt]
 的原函数；

（3）判定向量场[image: alt]
 是否保守场；若是，求其原函数。（也叫做力函数）。

解　（1）P（x，y）＝ex－y
 （1＋x＋y），Q（x，y）＝ex－y
 （1－x－y）在全平面上连续可偏导，

[image: alt]


故原函数为u（x，y）＝ex－y
 （x＋y）＋c （c为任意常数）。

（简化记号：也可以先求[image: alt]
 ）

（2）分母3x2
 －2xy＋3y2
 的判别式<0，故y>0时，分母恒正，不难验证

[image: alt]


故在区域y>0上，积分[image: alt]
 与路径无关。

取起始点M0
 （0，1），沿路径M0
 （0，1）→M1
 （0，y）→M（x，y），则得一个原函数是：

[image: alt]


（3）依Stokes公式，积分与路径无关之充要条件是[image: alt]


[image: alt]


代入验算易知[image: alt]
 是保守场。

取折线路径进行变限积分（0，0，0）→（x，0，0）→（x，y，0）→（x，y，z）

[image: alt]


习题7.3

1．设P（x，y）具有一阶连续偏导数[image: alt]
 与路径无关，且[image: alt]
 ，求P（x，y）。

2．设x>－1时，函数f（x）连续可微，且[image: alt]
 ；在半平面x>－1的任意闭曲线C上恒有[image: alt]
 ，试求出f（x），并计算曲线积分[image: alt]
 ，其中L以A（1，0）起始至B（2，3）终止。

3．求[image: alt]
 ，C：x2
 ＋（y－1）2
 ＝9，取逆时针方向。

4．设f在R内连续可导，求[image: alt]
 ，B（1，2）。

5．假定闭曲线C：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1，y＝z，其方向与z轴正向构成右手螺旋系，计算[image: alt]
 。

6．求积分[image: alt]
 ，其中C为不自交的包含原点在其内部的光滑闭曲线。

（提示：[image: alt]


7．设P（x，y），Q（x，y）除（0，0）外连续，且有连续的偏导数，且（x，y）≠（0，0）时，[image: alt]
 ，L为逆时针向的单位圆。试证明：存在连续可微函数F（x，y），使得（x，y）≠（0，0）时

[image: alt]


8．设函数f（u）具有一阶连续导数，证明对任何光滑闭曲线L有

[image: alt]


9．设函数f（u）连续，证明对任何逐段光滑封闭曲线L有

[image: alt]


10．求所有有连续偏导数的函数P（x，y）和Q（x，y），使得线积分

[image: alt]


　对于任何封闭的曲线C以及常数α，β保持不变（即与常数α，β无关）

11．计算[image: alt]


　AB为螺线x＝cosθ，y＝sinθ，z＝θ由A（1，0，0）到B（1，0，2π）的一段。

12．求解方程（3y＋4xy2
 ）dx＋（2x＋3x2
 y）dy＝0。

13．设C为光滑封闭曲线，[image: alt]
 为跟C的正向一致的单位切向量，证明

[image: alt]


　[image: alt]
 为一个固定的常向量。

14．设u＝u（x，y）有二阶连续偏导数，试证[image: alt]
 的充要条件是[image: alt]
 为沿外法线方向的方向导数。

15．设D是由平面光滑闭曲线C所围成的平面区域，u（x，y），v（x，y）在D内二阶连续可偏导，求证：

[image: alt]


其中[image: alt]
 为外法线单位向量，C取正向。

16．计算高斯积分

[image: alt]


　这里C是无重点光滑闭曲线，[image: alt]
 是曲线C在点（x，y）处外法向量，[image: alt]
 为连接点（ξ，η）和点（x，y）的矢径，[image: alt]
 不在C上。

第7题解：注意到[image: alt]
 ，于是

[image: alt]


由条件[image: alt]
 （P*
 ，Q*
 代表上式中新函数）

故沿着任何封闭光滑曲线一定有

[image: alt]


从而存在一个函数F（x，y）使得

dF＝P*
 dx＋Q*
 dy

于是[image: alt]
 ，即得所欲证明。

（换言之，任取一点（x0
 ，y0
 ）≠（0，0），对其他任一点（x，y），作[image: alt]
 ，此F满足要求）。

第9题解：令[image: alt]
 是f（u）的原函数，

则[image: alt]
 是f（x2
 ＋y2
 ）（xdx＋ydy）的原函数，从而

[image: alt]






§7.4　第二型曲面积分

一、流量问题和第二型曲面积分的定义

1．平面稳定流动

设有流速场[image: alt]
 满足如下两条：

（1）流速仅与位置有关而与时间无关；

（2）在垂直于底面的直线上，各点的流速相等，并且都平行于底面。

我们就称其为平面稳定流动。流速场[image: alt]
 可以表示为[image: alt]
 。

对平面流速场内与底面平行的任一平面上的闭合的无重点光滑曲线C，计算单位时间内流过曲线C的流体面积或说流量μ。

在曲线C上任取小弧段Δs，在Δt时间内流过Δs的流体面积近似于平行四边形的面积。一边为Δs，另一边为[image: alt]
 ，面积为

[image: alt]


其中[image: alt]
 为曲线C的单位外法向量。

在单位时间内流过小弧段Δs的流体面积近似于[image: alt]
 ，从而单位时间内流过整个曲线C的流体面积为[image: alt]
 。

[image: alt]


图7-5

设[image: alt]
 ＝｛cosα，cosβ｝，则有[image: alt]
 若记τ为曲线的切线的倾角，则cosα＝sinτ，cosβ＝－cosτ，则有

[image: alt]


依格林公式又有[image: alt]
 ，D为光滑曲线C围成的区域。

2．空间稳定流动

仍设空间流速场[image: alt]
 的流速仅与位置有关而与时间无关。

[image: alt]


曲面∑取定一侧的单位法向量是

[image: alt]


在曲面∑上任取小曲面片ΔS，在Δt时间内流过ΔS的流体体积近似为

[image: alt]


[image: alt]


图7-6

在单位时间内流过小曲面片ΔS的流量近似于[image: alt]
 ，从而单位时间内流过整个曲面∑的总流量为

[image: alt]


3．第二型曲面积分的定义

定义1　设∑是空间内一个光滑曲面，[image: alt]
 是曲面∑取定一侧的单位法向量。[image: alt]
 是确定在∑上的向量场。如果下列各式右边的积分存在，我们就定义

[image: alt]


并分别称之为P，Q，R沿曲面∑的第二型曲面积分，而称

[image: alt]


为向量场[image: alt]
 沿曲面∑的第二型曲面积分。

二、第二型曲面积分的计算

1．曲面法向量预备知识

（1）正则曲面

设曲面∑：z＝φ（x，y）（x，y）∈D，若φ（x，y）在D上有连续的一阶偏导数，称∑为正则曲面。在∑上一点M（x，y，z）处，法向量是

[image: alt]


而相应的单位法向量为

[image: alt]


“＋”号代表朝上法向量，“－”号代表朝下法向量。

（2）参数曲面

设曲面[image: alt]
 （u，v）∈D，各函数连续可偏导。曲面上对应于参数（u，v）处的法向量为

[image: alt]


此时曲面的侧和±号如何对应？不妨取曲面上特殊的点加以判断。

2．化第二型曲面积分为二重积分

（1）正则曲面

∑：z＝φ（x，y）（x，y）∈D

有以下计算公式

[image: alt]


以及

[image: alt]


上述（6）（7）式中的正负号分别对应曲面的上下侧。对于一般正则曲面，正号对应曲面的上、前、右侧，负号对应曲面的下、后、左侧。

我们简记[image: alt]
 ，Q（x，y，φ（x，y）），R（x，y，φ（x，y））），那么上述（7）式可以简写为

[image: alt]


式中　[image: alt]
 。

注　当正则曲面具有方程y＝φ（x，z）（x，z）∈D或x＝ω（y，z）（y，z）∈D时，（6）—（7）式都有相应的对称形式，要灵活运用。相对而言，公式（8）具有高度的概括性，形式简洁优美。

（2）参数曲面

如果光滑曲面∑由参数方程给出：

[image: alt]


在D上各点它们的函数行列式

[image: alt]


不同时为零，则

[image: alt]


上述三式中的正负号分别对应曲面的两个侧，当uv平面的正方向对应于曲面∑选定的侧时，取正号。而且只要将[image: alt]
 解读为（5″）式、[image: alt]
 解读为以曲面参数方程代入[image: alt]
 ，则公式（8）对于参数曲面仍成立。

3．化第二型曲面积分为三重积分（奥高公式）

设空间三维单连通区域Ω的边界曲面∑分块光滑，函数P，Q，R在Ω及∑上具有连续偏导数。则有

[image: alt]


其中封闭曲面∑取外侧。特别地，Ω的体积公式

[image: alt]


∑取外侧。

试比较平面闭曲线C围成的区域的面积是

[image: alt]


闭曲线C取正向。

4．Stokes公式

Stokes公式建立了空间曲面积分与其边界上的曲线积分的关系。

设分片光滑曲面∑的边界C是按段光滑的连续曲线，若函数P，Q，R在∑及其边界C上一阶连续可偏导，则

[image: alt]


式中[image: alt]
 为与曲面∑选定的侧相应的单位法向量。C的方向与∑的侧依右手法则确定。

曲线C可以作为不同曲面的边界曲线，在运用时要注意选取较简单的曲面如平面片等。大多数情形下，Stokes公式用来求第二型曲线积分。

引人向量场的旋度

[image: alt]


[image: alt]
 为边界线的单位切向量，[image: alt]
 为曲面∑选定的侧的单位法向量，则Stokes公式可写为

[image: alt]


三、空间曲线积分与路径无关性

设Ω⊂R3
 为空间单连通区域，函数P，Q，R在Ω上连续，且有一阶连续偏导数，则以下四个条件是等价的。

（1）对于Ω内任一按段光滑的封闭曲线L有

[image: alt]


（2）对于Ω内任一按段光滑的曲线L，曲线积分

[image: alt]


　与路径无关。

（3）存在函数u，使得

du＝Pdx＋Qdy＋Rdz

（4）[image: alt]
 在Ω内处处成立。

例1　计算积分[image: alt]
 ，∑：x2
 ＋y2
 ＝R2
 ，z＝h及三个坐标面围成的第一卦限部分区域的外侧。

解一　利用类似于（6）的公式（正则曲面的自变量有所不同）

柱面∑1
 ：x2
 ＋y2
 ＝R2
 ，x≥0，y≥0，0≤z≤h

显式方程是　[image: alt]


法向量是[image: alt]
 ，外侧即前侧故取正号。

[image: alt]


其他四块平面片上的积分易算。

解二　用奥高公式。

[image: alt]


然后可用柱面坐标变换求之。

例2　计算积分[image: alt]
 ，其中∑是球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 在第一卦限部分并取外侧。

解一　球面方程写为：[image: alt]


球面外侧即为上侧，公式（6）中取正号。所求积分

[image: alt]


极坐标变换x＝rcosθ，y＝rsinθ，得

[image: alt]


对于积分[image: alt]
 ，令r＝sint，化为[image: alt]


所以

[image: alt]


解二　球面方程写为：[image: alt]


[image: alt]


解三　球面用参数方程写为

[image: alt]


由（9）式有

[image: alt]


其中

[image: alt]


积分是在正侧进行，（14）式右端取正号，即

[image: alt]


解四　补形法，用奥高公式。

球面在第一卦限部分补上三块坐标平面的四分之一圆域，记为S1
 ，S2
 ，S3
 ，并取外侧。所得封闭曲面记为∑*
 ，由奥高公式

[image: alt]


而不难看出

[image: alt]


故

[image: alt]


例3　计算线积分[image: alt]
 ，其中L为上半球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1，z≥0与柱面x2
 ＋y2
 ＝x的交线，从z轴正向往下看，L取逆时针方向。

解一　用S表示上半球面在x2
 ＋y2
 ＝x内的部分之上侧，则L恰为S的边界，且符合右手定则，可以利用Stokes公式进行处理，

[image: alt]


解二　用Δ表示柱面夹在上半球面与xy平面之间的部分以及xy平面中x2
 ＋y2
 ≤x内的部分，则L亦为Δ的边界。

也可利用Stokes公式在分片光滑曲间Δ上求解之。

解三　柱面与球面的交线为

[image: alt]


得参数方程

[image: alt]


利用参数方程可直接求得积分值。

解四　L的参数方程亦可取为

[image: alt]


例4　应用Stokes公式，计算曲线积分[image: alt]
 。

其中C为圆周x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 ，x＋y＋z＝0，若从Ox轴的正向看去，圆周依逆时针方向。

解　平面x＋y＋z＝0的法线的方向余弦为

[image: alt]


于是由Stokes公式

[image: alt]


直接计算：需要写出曲线C的参数方程

[image: alt]


则依定义，曲线积分

[image: alt]


注　1．本题在§7.3例1中已经出现过，为了凸显其中蕴含的数学思想的重要性，我们再做一次强化。解法处理上有一些细微的差别，读者可以仔细地体会。

2．两种解法的计算工作量真是天壤之别！我们在动手解题之前，应多思考有哪几种可能的解题路径，预判各不同解法的可能工作量（难度，繁度），然后正式求解。而不是想到一种解法就马上去做。平时生活、工作也一样，要注意效率问题，所谓三思而后行。

例5　计算曲面积分

[image: alt]


其中∑是曲面｜x－y＋z｜＋｜y－z＋x｜＋｜z－x＋y｜＝1的外表面。

分析　首先应该明确∑到底是怎样的曲面，作变换

[image: alt]


则∑变成为｜u｜＋｜v｜＋｜w｜＝1的外侧，恰为一对称正八面体的表面。应用Gauss公式便有

[image: alt]


V是∑的内部区域。在如上坐标变换下，记V′：｜u｜＋｜v｜＋｜w｜≤1，我们有

[image: alt]


例6　计算Gauss曲面积分

[image: alt]


其中S是光滑封闭曲面，原点不在S上，r是S上动点至原点的距离，[image: alt]
 是动点处曲面S的外法线方向[image: alt]
 与径向量[image: alt]
 的夹角。

分析[image: alt]


原点相对于S的位置则是问题的关键。

（1）若原点在S之外部，应用Gauss公式，得

[image: alt]


由于

[image: alt]


得

[image: alt]


从而I＝0。

（2）若原点在S之内部，则不能直接引用Gauss公式，而要将原点“挖去”，再用Gauss公式（上种情形告诉我们化成三重积分时，被积函数为零）。记以原点为心，ε>0（充分小）为半径的球面为Γε
 ，并取ε充分小，以便Γε
 全部落入S所围区域的内部，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 表示球面Γε
 的内侧，[image: alt]
 表示球面Γε
 的外侧。

[image: alt]


例7　若u＝u（x，y，z）在封闭光滑曲面∑所围成的空间区域Ω内有二阶连续偏导数且

[image: alt]


则对于∑所围成区域Ω内部的任一点M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），有

[image: alt]


或写成

[image: alt]


其中[image: alt]
 为M0
 到∑上动点M（x，y，z）的矢径[image: alt]
 为曲面∑在M点的单位外法向量。

（提示：在所给条件下，[image: alt]


Γε
 为以M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）为中心，ε为半径的含于Ω内部的任一球面。）

解[image: alt]


经计算得

[image: alt]


从而

[image: alt]


令ε→0，得

[image: alt]


习题7.4

1．计算第二型曲面积分

[image: alt]


　　∑为立方体界面｜x｜≤2，｜y｜≤2，｜z｜≤2，取外侧；

（2）[image: alt]


　　∑为｜x－y＋z｜＋｜y－z＋x｜＋｜z－x＋y｜＝1的外表面；

（3）[image: alt]
 ，其中[image: alt]


　　∑为锥面[image: alt]
 之在xy坐标平面上方的部分，取外侧。

（4）[image: alt]


　　∑为曲面y＝x2
 ＋z2
 与平面y＝1，y＝2所围立体表面的外侧。

2．设u（x，y，z）在空间区域V内有直到二阶连续偏导数，证明：在V内任何封闭光滑曲面S上的积分[image: alt]
 的充分必要条件是

[image: alt]


3．（格林第二公式）设Ω是由光滑曲面∑所围成的空间区域。[image: alt]
 为曲面∑的单位外法向量，u（x，y，z），v（x，y，z）在Ω内有二阶连续偏导数。则有

[image: alt]


4．设函数u（x，y，z）在闭单位球V：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤1内存在二阶连续偏导数，

[image: alt]


　证明：[image: alt]


　其中[image: alt]
 为单位球面的外法向量。

5．设f（u）具有连续导数，计算积分

[image: alt]


　其中∑为x>0的锥面y2
 ＋z2
 －x2
 ＝0与球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1、x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝4所围立体表面的外侧。

6．设f（u）在［－a，a］上具有连续导数，∑为曲面｜x｜＋｜y｜＋｜z｜＝a，取外侧。

　（1）将曲面积分[image: alt]
 化为定积分；

　（2）又设f（a）＝f（－a），[image: alt]
 试证：

[image: alt]



第八章　广义积分和含参变量积分

§8.1　广义积分收敛性及判别法

一、广义积分的收敛性概念

1．有界函数在无穷区间上的广义积分

设∀A>a，f（x）在［a，A］上可积，称

[image: alt]


为无穷限广义积分。

（1）式右边的极限存在时，称广义积分[image: alt]
 收敛；否则就说广义积分[image: alt]
 发散。

类似定义广义积分[image: alt]
 的收敛性。

若广义积分[image: alt]
 都收敛，称广义积分[image: alt]
 收敛。

2．无界函数在有限区间上的广义积分（瑕积分）

设函数f（x）在x＝b的邻近无界[image: alt]
 ，但∀η>0，f（x）在［a，b－η］上可积。若[image: alt]
 存在，称瑕积分[image: alt]
 收敛；否则就说瑕积分[image: alt]
 发散；当瑕点是a时，类似定义瑕积分[image: alt]
 的收敛性；当瑕点是c∈（a，b）时，瑕积分[image: alt]
 收敛当且仅当两个瑕积分[image: alt]
 都收敛。并且

[image: alt]


注　瑕积分和Riemann积分在记号上没有任何区别，要靠判断被积函数是否有界才能明确是哪一类积分。

3．混合型广义积分

设函数f（x）在x＝a的邻近无界，[image: alt]
 ，但∀η>0，∀A>a＋η，f（x）在［a＋η，A］上可积。若[image: alt]
 存在，称广义积分[image: alt]
 收敛当且仅当瑕积分[image: alt]
 同时收敛。（a<b）

4．绝对收敛、条件收敛

（1）若无穷积分[image: alt]
 收敛，则称无穷积分[image: alt]
 绝对收敛。

　　依Cauchy收敛准则，此时无穷积分[image: alt]
 一定收敛。

（2）若无穷积分[image: alt]
 收敛，但[image: alt]
 发散，则称无穷积分[image: alt]
 条件收敛。

（3）瑕积分[image: alt]
 的绝对收敛、条件收敛类似定义。

二、广义积分收敛性的判别法

对于定积分，积分值的计算是核心任务。而对于广义积分，积分值的计算往往较困难。在大多数情况下只能退而求其次判断其收敛性。当然广义积分值的计算亦是一个重要内容，需要许多非常规技巧甚至需要含参变量积分的相关知识。这些我们将在稍后（本章第4节）介绍。现在重点讨论广义积分收敛性的判别。主要以无穷积分为例。

1．柯西准则

[image: alt]
 收敛的充要条件是：

∀ε>0，∃G>a，st∀A′，A″>G，恒有[image: alt]
 。

2．绝对收敛

若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 必收敛

对于非负的被积函数，有以下3～6条判别法则：

3．比较判别法

（1）若0≤f（x）≤g（x）且[image: alt]
 收敛；

（2）若f（x）≥g（x）≥0且[image: alt]
 发散。

4．比较判别法的极限形式

设f（x）非负，g（x）恒正，且[image: alt]
 ，则

（1）若0≤λ<＋∞，且[image: alt]
 ；

（2）若0<λ≤＋∞，且[image: alt]
 。

5．无穷积分的指数判别法

设[image: alt]
 ，

（1）若p>1，[image: alt]
 ；

（2）若p≤1，[image: alt]
 。

6．瑕积分的指数判别法

对于瑕积分[image: alt]
 是唯一的奇点，[image: alt]
 ，

（1）若[image: alt]
 ；

（2）若[image: alt]
 。

7．Abel判别法和Dirichlet判别法

Abel判别法：[image: alt]
 收敛，[image: alt]
 ；

Dirichlet判别法：∀A>a，[image: alt]
 关于A有界，当x→＋∞时g（x）单调趋于[image: alt]
 。

8．与数项级数收敛性的转化

（1）设函数f（x）在［1，＋∞）上非负递减，则无穷积分[image: alt]
 同敛散；

（2）设f（x）在［1，＋∞）上非负，则无穷积分[image: alt]
 同敛散；

对于一般的函数（没有非负的条件），上述结论未必成立。如取f（x）＝sin2πx。

尽管如此，对于一般的函数我们有以下的无穷积分和数项级数收敛性的转化结果：

（3）无穷积分[image: alt]
 收敛的充要条件是：对任一列An
 ↗＋∞，A1
 ＝a，数项级数[image: alt]
 皆收敛。

证明　[image: alt]


易知　[image: alt]
 。

记[image: alt]
 存在当且仅当对任一列An↗＋∞，[image: alt]
 存在。而F（An＋1
 ）＝sn
 为级数[image: alt]
 前n项部分和。

例1　判断下列各积分的敛散性：。

[image: alt]


解　（1）当p>1时积分绝对收敛；当0<p≤1时，利用Dirichlet判别法知收敛，又因为[image: alt]
 而[image: alt]
 发散，[image: alt]
 收敛，得知0<p≤1时[image: alt]
 条件收敛。

（2）利用阿贝尔判别法及第（1）小题结论知收敛。

　思考　绝对收敛性和条件收敛性如何？

（3）x＝0可能是奇点，因为[image: alt]


所以p<3时[image: alt]
 收敛。

对于x＝＋∞处，p>1时，取λ，st1<λ<p，

[image: alt]
 ，得p>1时[image: alt]
 收敛。

当p≤1时，取λ，stp≤λ≤1，[image: alt]
 发散。

所以1<p<3时，积分[image: alt]
 收敛。

（4）因为[image: alt]
 发散。

例2　判断下列各瑕积分的敛散性。

[image: alt]


解　（1）[image: alt]
 ，瑕积分收敛。

（2）因为[image: alt]
 （x→0），

所以原积分的敛散性等价于[image: alt]
 的敛散性，

又　因为[image: alt]
 收敛。

或直接求极限[image: alt]
 可得相同结果。

（3）[image: alt]
 ，所以积分发散。

例3　设f（x）>0，且单调下降，试证[image: alt]
 同敛散。

证明　先设[image: alt]
 收敛，由比较判别法易知[image: alt]
 收敛；反之，若[image: alt]
 收敛，因[image: alt]
 收敛，只需证[image: alt]
 收敛。

由于f（x）>0，且单调下降，故[image: alt]
 存在。若A>0，则由Cauchy准则易知[image: alt]
 发散。于是[image: alt]
 ，由狄利克雷法则，[image: alt]
 收敛。从而[image: alt]
 收敛。

例4　讨论如下积分的敛散性（p>0）：

[image: alt]


解　（1）比较判别法。

易知[image: alt]


若[image: alt]
 ，则积分[image: alt]
 收敛（是非负函数积分）；

若[image: alt]
 ，由积分[image: alt]
 发散，结合例3结论知原积分为发散。

（2）利用（1）的结果及等式[image: alt]
 ，当且仅当[image: alt]
 时积分收敛。

例5　讨论[image: alt]
 的敛散性。

解　x＝0，1是可能的奇点，

对于x＝0，f（x）～xα
 ，故α>－1时，[image: alt]
 收敛；

对于x＝1，f（x）～｜x－1｜β
 （x→1），故β>－1时，[image: alt]
 都收敛；

对于＋∞处，f（x）～xα＋β
 （x→＋∞），故α＋β<－1时，[image: alt]
 收敛。

综合起来，当α>－1，β>－1，α＋β<－1时，原积分收敛。

习题8.1

1．讨论下述广义积分的敛散性：

[image: alt]


2．判断下述广义积分的敛散性：

[image: alt]


3．判断下列广义积分的收敛性和绝对收敛性：

[image: alt]


4．证明[image: alt]
 。

5．证明[image: alt]
 收敛且其绝对值不大于1。

6．若f（x）在［0，＋∞）上一致连续，[image: alt]
 。

7．设f（x）在［0，＋∞）上单调下降，且[image: alt]
 。

8．设xf（x）在［0，＋∞）上单调下降，且[image: alt]
 。

9．设f（x）在［0，＋∞）上可导，且[image: alt]
 收敛，则∃｛xn
 ｝↗＋∞，[image: alt]


10．设f（x）在［a，＋∞）上可导，当x→＋∞时，f′（x）↗＋∞，则[image: alt]
 都收敛。

11．设f（x）在任何有限区间［0，a］（a>0）上正常可积，于［0，＋∞）上绝对可积，则

[image: alt]


12．设f（x）在［0，＋∞）上连续可微，且[image: alt]
 ，f′（x）≤C。试证[image: alt]
 。

13．讨论积分[image: alt]
 （α>0，β>0）的敛散性。

　（注　此题是本节例1（4）的推广，可参阅［11］第八章）

14．设f（x）在［0，＋∞）上连续，广义积分[image: alt]
 绝对收敛，试证。

[image: alt]


（浙江大学1998年）





§8.2　含参变量常义积分

一、连续性守恒

定理1　设f（x，y）在a≤x≤b，y∈I，上连续，（I为任意形式的区间）则[image: alt]
 是I上的连续函数。

等价表达式：∀y0
 ∈I，

[image: alt]


该性质的证明需用到有界闭区域上连续函数的一致连续性。（证明从略）。

关于广义含参积分的连续性守恒下一段里再述。

二、积分和积分换序（二重积分化为累次积分）

定理2　设f（x，y）在矩形［a，b；c，d］连续，则

[image: alt]


三、积分和求导换序

定理3　若f（x，y），f′y
 （x，y）在a≤x≤b，y∈I上连续，则

（1）[image: alt]


（2）又设a（y），b（y）可微，且a≤a（y），b（y）≤b，（c≤y≤d），则[image: alt]
 在［c，d］上可微，并且

[image: alt]


四、函数列及函数项级数的积分换序

定理4　设fn
 （x）∈［a，b］，且fn
 （x）⇒f（x）（n→＋∞时一致收敛）则

[image: alt]


定理5　函数项级数的逐项积分。

设un
 （x）∈C［a，b］且[image: alt]
 一致收敛于s（x），则

[image: alt]


注　定理5即为定理4的推论，且为积分线性性质的推广。

例1　研究函数[image: alt]
 的连续性，其中f（x）是［0，1］上的正值连续函数。

证一　作为对照，不妨回忆一下极限部分的峰值函数情形，参阅§1.3例14。

f（x）是［0，＋∞）上的有界连续函数，则成立有

[image: alt]


此式为含参变量的广义积分，在§1.3中已经证明。

思考　[image: alt]
 是否仍能成立？较为关键的一步是

[image: alt]


扩充定义f（x）于［0，＋∞）上有界且连续如：当x≥1时，令f（x）≡f（1），则

[image: alt]


因为f（0）>0　所以[image: alt]


而F（0）＝0显而易见，故F（y）在y＝0点不连续。

证二　记[image: alt]


[image: alt]


当y≠0时，被积函数[image: alt]
 连续，由连续性守恒知F（y）只在y＝0点不连续。

例2　求极限

[image: alt]


解　（1）因为α，1＋α，1＋x2
 ＋α2
 皆连续，故[image: alt]
 也在－∞<α<＋∞上连续。

所以[image: alt]


（2）构造二元函数

[image: alt]


易知f（x，y）在正方形［0，1；0，1］上连续。利用连续性守恒知：

[image: alt]


或使用Dini定理：在有限区间［a，b］上连续函数序列｛fn
 （x）｝收敛于连续函数f（x），且∀x∈［a，b］，[image: alt]
 是单调数列；则｛fn
 （x）｝在［a，b］上一致收敛于f（x）。

先证[image: alt]
 。

例3　设函数f（x）在闭区间［a，A］上连续，证明

[image: alt]


证明　因为f（x）∈C［a，A］，故f（x）存在原函数，记F（x）为f（x）的某个原函数，

　　[image: alt]


注　思考方向独特，不往f′（x）考虑，因为题目没有f（x）可导的条件，不适用洛必达法则。故而往f（x）的原函数方向考虑。

例4　设[image: alt]
 ，其中a<b，f（y）为可微函数。求F″
 （x）。

解　[image: alt]


而当x≤a时，[image: alt]
 ，于是F″（x）＝0。

注　遇到含有绝对值的问题，往往通过分段方法去掉绝对值。

例5　求积分[image: alt]
 （a，b>0）。

分析　首先被积函数当x→0和x→1时分别有极限0和b－a，故该积分可视为含有两个参量的常义积分。

解一　[image: alt]


解二　视b为参变量，对含参积分I（a，b）关于b进行求导运算：

[image: alt]
 ，关于b积分，得

I（a，b）＝ln（1＋b）＋J（a）

类似地，视a为参变量，对含参积分I（a，b）关于a进行求导运算：

[image: alt]


J（a）＝－ln（1＋a）＋c，得[image: alt]


代入初始条件I（a，a）＝0，得c＝0。于是

[image: alt]


例6　计算积分[image: alt]
 。

解一　令x＝tant，原积分化为[image: alt]
 前面已做了。参见§4.1例11。

解二　引入参量α：[image: alt]
 ，积分号下求导：

[image: alt]


所以　[image: alt]


例7　利用公式[image: alt]
 。

解　[image: alt]


因为[image: alt]
 在［0，1；0，1］连续[image: alt]
 收敛，

所以上述积分可以换序，得[image: alt]


而[image: alt]


所以[image: alt]


习题8.2

1．证明：不连续函数f（x，y）＝sgn（x－y）的积分

[image: alt]
 为连续函数。

2．设f（x）连续，[image: alt]
 求F（n）
 （x）。

3．设有函数[image: alt]
 ，

　其中v（y）连续，[image: alt]


　证明u″（x）＝－v（x）（0≤x≤1）。

4．计算积分[image: alt]
 。

　（提示：先化掉一个参数）

5．已知[image: alt]
 ，求F′（α）（α>0）。

6．设[image: alt]
 证明f′（0）＝0。





§8.3　含参变量广义积分

一、收敛性和一致收敛性的概念

形如[image: alt]
 的积分，称为含参变量y的广义积分。

1．点态收敛性

假设对于区间［c，d］内的任一给定的y，广义积分[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 就是定义于［c，d］上的函数。

点态收敛的ε－A语言：∀y∈［c，d］，∀ε>0，∃A0
 ＝A0
 （ε，y）>0，st当A′，A″≥A0
 时，成立有

[image: alt]


2．一致收敛性

假设∀ε>0，∃A0
 ＝A0
 （ε），st∀y∈［c，d］，当A′，A″≥A0
 时恒有（1）式成立，称广义积分[image: alt]
 关于y∈［c，d］一致收敛。

注　（1）上述定义中参数范围［c，d］可以置换成一般的区间I；

　　（2）含参量瑕积分的收敛性和一致收敛性的概念类似定义。

3．不一致收敛的叙述

设[image: alt]
 在y∈［c，d］上处处收敛，它不一致收敛是指：

[image: alt]


注　当[image: alt]
 在y∈［c，d］上有发散点时，当然谈不上一致收敛。

二、一致收敛性判别法

从定义出发判定，亦即寻找一个不依赖于y的A0
 （ε），自然也是一种方法。但这无异于钻木取火不方便，故需要寻找出一系列便捷的判定方法（充分条件）。当原函数易求时，定义法也有优势，依定义或柯西准则判断。

1．一致收敛的柯西准则

定理1　含参量无穷积分[image: alt]
 在y∈［c，d］上一致收敛的充分必要条件是：∀ε>0，∃A0
 ＝A0
 （ε），st∀y∈［c，d］，当A′，A″≥A0
 时恒有

[image: alt]


反面叙述：含参量无穷积分[image: alt]
 在y∈［c，d］上不一致收敛当且仅当：

　∃ε0
 >0，∀M>a，∃A′，A″>M，∃y0
 ∈［c，d］，[image: alt]


2.[image: alt]
 判别法（Weierstrass判别法）

定理2　如果对充分大的x以及y∈I，有｜f（x，y）｜≤M（x），且[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 在I上对y绝对一致收敛。

3．阿贝尔判别法

定理3　设（1）[image: alt]
 关于y∈I一致收敛；

　　　　（2）g（x，y）关于x单调且一致有界，｜g（x，y）｜≤K，则积分[image: alt]
 关于y∈I一致收敛。

4．狄利克雷判别法

定理4　设（1）[image: alt]
 一致有界；（关于A和y而言）

　　　　　（2）g（x，y）关于x单调且对y∈I一致收敛于0，（当x→＋∞时）则积分[image: alt]
 关于y∈I一致收敛。

该两个判别法是处理乘积项被积函数的含参广义积分一致收敛性的重要工具。其证明思路是利用积分第二中值定理以及一致收敛性的柯西准则。

[image: alt]


阿贝尔判别法时[image: alt]
 ，

狄利克雷法时，g（A′，y）<ε，g（A′，y）<ε（关于y一致成立）。

注　请与不含参广义积分的相应判别法作对照。

5．与函数项级数一致收敛性的转化

定理5　含参无穷积分[image: alt]
 在y∈［c，d］上一致收敛的充分必要条件是：

对任一列An
 ↗＋∞，A1
 ＝a，函数项级数[image: alt]
 在y∈［c，d］上一致收敛。

证明　记[image: alt]
 ，必要性从余积分[image: alt]
 的相互关系，结合一致收敛的定义立得。下证充分性。

反证法　若[image: alt]
 在y∈［c，d］上不一致收敛，依Cauchy准则，

∃ε0
 >0，∀M>a，∃A′，A″>M，∃y0
 ∈［c，d］，[image: alt]


取　M1
 ＝max｛1，c｝，∃A2
 >A1
 >M1
 ，及y1
 ∈［c，d］，有

[image: alt]


取　M2
 ＝max｛2，A2
 ｝，∃A4
 >A3
 >M2
 ，及y2
 ∈［c，d］，有

[image: alt]


一般地，取Mn
 ＝max｛n，A2（n－1）
 ｝，∃A2n
 >A2n－1
 >Mn
 ，及yn
 ∈［c，d］，有

[image: alt]


考虑级数[image: alt]
 ，其中｛An
 ｝如上，则

[image: alt]


故函数项级数[image: alt]
 在y∈［c，d］上不一致收敛。矛盾。

注　作为比较，不含参广义积分的相应结论参阅§8.1第二段第8条。

6．不一致收敛的一个判别法

定理6　若f（x，y）在［a，＋∞）×［c，d］上连续，又[image: alt]
 在y∈［c，d）上收敛，但在y＝d处发散，则[image: alt]
 在y∈［c，d）上不一致收敛。

证明　只需利用Cauchy收敛准则（习题5）。

三、一致收敛的性质

1．连续性

定理7　设f（x，y）在D＝［a，＋∞）×［c，d］上连续，积分[image: alt]
 在y∈［c，d］上一致收敛，则J（y）在［c，d］上连续。

2．可微性

定理8　设（1）f（x，y）及fy
 （x，y）在D＝［a，＋∞）×［c，d］上连续；

　　　　（2）[image: alt]
 在y∈［c，d］上收敛；

　　　　（3）[image: alt]
 在y∈［c，d］上一致收敛，则J（y）在［c，d］上可微，且

[image: alt]


3．积分换序

定理9　设f（x，y）在D＝［a，＋∞）×［c，d］上连续，积分[image: alt]
 在y∈［c，d］上一致收敛。则J（y）在［c，d］上可积，且有：

[image: alt]


4．双无限区间上的积分换序

若在上述（6）式中的积分上限d改为＋∞，在同样的一致收敛条件之下结论未必成立。

例1　在D＝［1，＋∞）×［1，＋∞）上定义了函数[image: alt]
 ，考虑

[image: alt]


是否成立。

因为[image: alt]


所以[image: alt]
 在y∈R上一致收敛；完全类似地，[image: alt]
 在x∈R上也一致收敛。但

[image: alt]


所以对于双无限区间上的累次积分换序，仅一致收敛的条件是不够的。

下面我们介绍两个结果。





定理10　设f（x，y）在D＝［a，＋∞）×［c，＋∞）上连续且非负，积分

[image: alt]


都是连续函数，则

[image: alt]


证明　∀d>c，[image: alt]
 ，

又[image: alt]
 在c≤y≤d上必一致收敛，从而

[image: alt]


由此可知

[image: alt]


依字母轮换对称性知反向不等式

[image: alt]


也成立。所以有

[image: alt]


注　从证明过程可知，（7）式两边要么同时为有限数，要么同时为无穷大。

定理11　设f（x，y）在D＝［a，＋∞）×［c，＋∞）上连续，且

（1）[image: alt]
 关于y在任何闭区间［c，d］上一致收敛；[image: alt]
 关于x在任何闭区间［a，b］上一致收敛；

（2）[image: alt]
 至少有一个收敛，则有

[image: alt]


四、典型例题

例2　判定积分[image: alt]
 的一致收敛性。

解　当[image: alt]
 时，[image: alt]
 收敛，故由M-判别法知原广义积分在[image: alt]
 上一致收敛。

例3　证明积分[image: alt]


　　（1）在任何区间内0<a≤α≤b一致收敛；

　　（2）在区间0≤α≤b内非一致收敛。

分析　先看看积分的收敛性。α＝0时，I（0）＝0；α>0时，I（α）＝1。

（联想到概率中的指数分布）

结果I（α）在α＝0处不连续，故极有可能就在α＝0处一致收敛性出了问题。

（此为执果索因法）

证明　（1）0<a≤α≤b时，若用M判别法，可以取M（x）＝be－ax
 ，αe－αx
 ≤be－ax
 ，而[image: alt]
 显然。

或者：因为αe－αx
 的原函数易求，故可以设法使用定义来证。

[image: alt]


[image: alt]
 ，有

[image: alt]


（2）反证法：若I（α）对于0≤α≤b一致收敛，则I（α）应该在［0，b］上为连续，矛盾。或分析：α→0＋时，[image: alt]
 ，如何用ε0
 的语言表达？

取[image: alt]
 ，∀A>0，∃α0
 >0，st（如[image: alt]
 ），

[image: alt]


例4　判定积分[image: alt]
 （0≤α<＋∞）的一致收敛性。

分析　依前题思路，先考虑收敛性[image: alt]


证明　当0<a≤α≤b<＋∞时，由[image: alt]
 及M－判别法知一致收敛。

当0≤α<＋∞时，从定义出发

[image: alt]


对于充分大的A，当α→0时，

[image: alt]


但若0<a≤α<＋∞时，则当A→＋∞时[image: alt]
 。

故在0<a≤α<＋∞上积分也一致收敛。

例5　验证[image: alt]
 在α≥0上关于α一致收敛。

证一[image: alt]
 不含参数α，又e－αx
 是x的单调函数，且0≤e－αx
 ≤1，由阿贝尔判别法知，在α≥0上关于α一致收敛。

证二　取f（x，α）＝sinx，于是[image: alt]
 一致有界。

[image: alt]


故[image: alt]
 ，在α≥0上关于x单调递减；且[image: alt]
 ；

当x→＋∞时，g（x，α）一致趋于0。由狄利克雷法知，原积分在α≥0上一致收敛。

例6　Γ-函数[image: alt]
 ，（s<1时，0为奇点）。

易知，当s>0时，Γ（s）收敛。s≤0时，发散，于是由广义积分[image: alt]
 得出了定义于（0，＋∞）上的超越函数，称为Γ函数。为了研究Γ函数的性质，如连续性，可导性，就得研究其一致收敛性。

因为Γ（s）当s＝0时不存在，且[image: alt]
 （为什么？）

可以猜测Γ（s）在0<s<＋∞上不一致收敛（反证法也行）。

[image: alt]


∀δ>0（δ充分小）

[image: alt]


可以选择s充分小，使得[image: alt]
 可以充分大。

下面证明：在任何［s0
 ，S0
 ］（0<s0
 <S0
 ）上，Γ（s）一致收敛。

[image: alt]


对I1
 ，[image: alt]
 收敛。

对I2
 ，[image: alt]
 收敛。

所以I1
 ＋I2
 在［s0
 ，S0
 ］上关于s一致收敛，因此得出Γ（s）在s>0上连续。

关于Γ函数的一个重要性质：Γ（s＋1）＝sΓ（s），（s>0）且Γ（n＋1）＝n！（n∈N），[image: alt]
 。

例7　设函数f（x）在x>0时连续，积分[image: alt]
 在α＝a，α＝b（a<b）处收敛，证明该积分在α∈［a，b］一致收敛。

证明　[image: alt]
 ，利用Abel判别法。

例8　证明[image: alt]
 在α∈［0，b］上一致收敛。

证明　取[image: alt]
 ，g（x，α）＝e－αx
 ，g（x，α）在所述范围内显然单调一致有界，故设法使用Abel判别法。只需证[image: alt]
 在x∈［0，b］一致收敛即可。

继续使用Dirichlet法，取f1
 （x，α）＝sin2x，[image: alt]


例9　试证积分[image: alt]
 在　p≤p0
 <1上一致收敛。

证明　首先分段[image: alt]


对[image: alt]
 且[image: alt]
 收敛，于是I1
 在p≤p0
 <1上一致收敛；

对I2
 ，令[image: alt]


联想Dirichlet判别法，取f（t，p）＝cost，[image: alt]


当p≥－p0
 >－1时，

[image: alt]


于是I2
 在p≥－p0
 >－1上一致收敛。总之，原积分在p≤p0
 <1上一致收敛。

习题8.3

1．证明[image: alt]
 在a≤α≤b上一致收敛，在－∞<α<＋∞上不一致收敛。

2．证明[image: alt]
 在0<α0<α<＋∞上一致收敛，但在0<α<＋∞上不一致收敛。

3．证明[image: alt]
 在0≤y≤1上一致收敛。

4．证明[image: alt]
 在0<α<1上一致收敛。

5．设f（x，y）在a≤x<＋∞，c≤y≤d上连续，∀y∈［c，d），[image: alt]
 收敛，但y＝d时，积分发散。求证[image: alt]
 在y∈［c，d）上不一致收敛。

6．试证[image: alt]
 在0<α<2上不一致收敛。

7．Beta函数[image: alt]
 在其定义域p>0，q>0内连续。

（在［p0
 ，＋∞）×［q0
 ，＋∞）上一致收敛，p0
 >0，q0
 >0）。

8．证明狄利克雷积分[image: alt]


　（1）在每个不含数值0的闭区间α∈［a，b］上一致收敛。

　（2）在含数值0的任一个闭区间α∈［a，b］上不一致收敛。

9．证明[image: alt]
 在0<α<＋∞上不一致收敛。

10．定义[image: alt]
 ，求g′（α）。

（北京师范大学2002年）





§8.4　欧拉积分·广义积分的计算

广义积分的计算除了利用定积分的一些常用方法如牛顿－莱布尼兹公式、换元法、分部积分法、递推法以外，还有许多极富特色的独到的解法。本节在介绍欧拉积分的同时，着重讲解一些特殊的广义积分的计算方法。

一、欧拉积分之Γ函数

1．定义式　[image: alt]


2.Γ函数的其他形式

（1）在定义式（1）中，令x＝y2
 得

[image: alt]


（2）在定义式（1）中，令z＝e－x
 得

[image: alt]


3．递推关系　[image: alt]


只要知道Γ（s）在0<s≤1上的值，即可得所有的Γ（s）值。甚至可以据[image: alt]
 将Γ（s）定义域推广到集合[image: alt]
 上去。

二、欧拉积分之Β函数

1．定义式　[image: alt]


2．B函数的其他形式

（1）在定义式（5）中，令x＝sin2
 θ得

[image: alt]


（2）在定义式（5）中，令[image: alt]
 得

[image: alt]


对[image: alt]


所以又有

[image: alt]


3．递推关系

当p>0，q>1时，[image: alt]


证明　[image: alt]


移项立得。

当p>1，q>1时，[image: alt]


据此，只要知道B（p，q）在0<p≤1；0<q≤1上的值，即可得所有的B（p，q）的值。

三、B函数和Γ函数的转换关系

[image: alt]


证明需用到反常二重积分的极坐标变换，可参阅文献［7］。

四、Γ函数余元公式

当0<α<1时，有

[image: alt]


证明　依（8）式和（11）式[image: alt]


如何计算积分[image: alt]
 利用幂级数展开：

[image: alt]


当0<x<1时，在区间［0，x］上可逐项求积分

[image: alt]


右边级数在x＝1处收敛，令x＝1，又得：

[image: alt]


（参见［7］下册第十四章§1习题3，上面推导亦可以直接在［0，x］逐项积分）

类似地：

[image: alt]


于是

[image: alt]


另一方面，据cosαx的Fourier级数展开式：

[image: alt]


令x＝0得出：

[image: alt]


从而得出余元公式

[image: alt]


五、Γ函数的欧拉－高斯表示

本段我们将介绍一个非常有趣的公式，即Γ函数的欧拉－高斯表示公式：

[image: alt]


证明　据Γ函数的变形式（3）：

[image: alt]


注意到[image: alt]
 单调递增，于是极限和积分可以换序：

[image: alt]


令z＝yn
 ，最终得到

[image: alt]


六、广义积分的计算

下面我们通过一些精选的例题讲解广义积分的非常规计算方法。不求全面，力求富有特色。

例1　计算概率积分[image: alt]
 。

解一　利用二重积分的极坐标变换，记[image: alt]
 ，则

[image: alt]


解二　利用含参量积分的换序，

[image: alt]


从而

[image: alt]


依§8.3定理3知上述积分可以换序，于是

[image: alt]


解三　利用迫敛性及Wallis公式。

因为t≠0时有et
 >1＋t，

所以x≠0时有[image: alt]
 ，

进而[image: alt]
 ，将此式积分有

[image: alt]


上式左端令x＝sinθ，右端令x＝tanθ，积分都可以化为[image: alt]
 的形式，而[image: alt]
 ，得到

[image: alt]


两边平方：

[image: alt]


应用Wallis公式

[image: alt]


在（14）式中取极限并利用迫敛性得[image: alt]
 。

解四　利用一致收敛函数序列的性质。基于

[image: alt]


令[image: alt]
 ，得

[image: alt]


又　[image: alt]
 单调减少趋于[image: alt]
 ，故当n→＋∞时，极限和积分运算可以换序：

[image: alt]


注　[image: alt]


例2　计算积分[image: alt]
 。

解一　分部积分法

[image: alt]


解二　引入含参数积分[image: alt]
 （a>0）

利用上述积分在a>0的内闭一致收敛性，得出可导性：

[image: alt]


故　[image: alt]


最后，令a＝1，还原为非含参数积分。

解三　令y2
 ＝x，原积分可以还原为Γ函数

[image: alt]


例3　求下列积分：

[image: alt]


解　（1）方法一　利用[image: alt]


配方法：[image: alt]


方法二　化为[image: alt]


（2）方法一　令[image: alt]


所以　[image: alt]


方法二　令x4
 ＝t

[image: alt]


（3）若对照[image: alt]
 现令[image: alt]
 ，p＋q＝2知[image: alt]


或直接将区间（0，∞）上的积分，通过变换[image: alt]
 化为区间（0，1）上的积分

[image: alt]


[image: alt]


利用[image: alt]


[image: alt]


或令sin2
 x＝t，即[image: alt]
 ，

[image: alt]


例4　利用[image: alt]
 计算Fresnel积分：[image: alt]
 。

解　令x2
 ＝t，

　　[image: alt]


此积分不满足换序定理的条件，如[image: alt]
 不收敛。设法先解决有限区间上的换序问题。

[image: alt]


若能证得[image: alt]
 在0≤t≤A上一致收敛，则上述积分可以换序。

不难发现，在0<a≤t≤A上，积分[image: alt]
 绝对一致收敛，

（因为[image: alt]
 收敛）但在t＝0端点处，sint因子是至关重要的。

注　对于积分求值而言，sint因子在积分号的里面还是外面，效果是一样的，但对于一致收敛性而言，sint因子在积分号的里面还是外面，其作用截然不同。

从一致收敛的定义出发，∀ε>0找M>0，st∀G>M，∀0≤t≤A有

[image: alt]


分析　[image: alt]


分段技术：

当0≤t≤ε2
 时，∀G>0

[image: alt]


当ε2
 ≤t≤A时，

[image: alt]


欲（15）式成立，只要[image: alt]
 。

因为[image: alt]
 收敛，∃N>0，st∀B≥N有[image: alt]
 ，

现取[image: alt]
 ，则当G>M时，εG≥N，一定有[image: alt]
 。

于是（15）式成立。

即[image: alt]
 在0≤t≤A上一致收敛。（其实在t≥0上都一致收敛）

所以　[image: alt]


对于[image: alt]


因为　[image: alt]


当0≤u≤1时，[image: alt]


总之[image: alt]
 ∀u≥0恒成立。故

[image: alt]


在（16）式中令A→＋∞，得

[image: alt]


所求的Fresnel积分[image: alt]


解二　引入一个“收敛因子”e－kt
 ，令

[image: alt]


由Abel判别法，知上述无穷积分在k≥0上一致收敛。补充被积函数在t＝0时的值为0，则被积函数在t≥0，k≥0上连续。于是F（k）在k≥0上连续。

下证当k>0时以下换序式成立：

[image: alt]


因为[image: alt]
 收敛。

所以[image: alt]
 在u≥0上一致收敛。

又依解法一，类似得

[image: alt]
 在t≥0上一致收敛（定义出发）。再考虑[image: alt]
 的收敛性。

[image: alt]


从而相关积分绝对收敛，故换序式（17）得以成立。

[image: alt]


（17）[image: alt]


因为[image: alt]


所以[image: alt]
 在k≥0上一致收敛。

[image: alt]


下面考虑另一个著名的积分———拉普拉斯积分。

例5　求积分[image: alt]
 （α，β>0）。

解一　利用公式[image: alt]


该积分能否换序呢？

思考　[image: alt]


[image: alt]


的一致收敛性。

因为　[image: alt]


而[image: alt]
 收敛，从而（18）一致收敛，又当t＝0时，[image: alt]
 发散，从而（19）不一致收敛。

考虑[image: alt]
 是否收敛。

[image: alt]


所以　[image: alt]


依§8.3的定理11，换序的条件并不具备。但在参考文献［6］的522段，却进行了强制的换序：

[image: alt]


计算的结果是正确的，但过程的严密性笔者认为值得商榷。

对于另一个积分J，在求导运算和积分运算可以交换时，有[image: alt]
 。欲可交换，考虑J关于参数β的一致收敛性。基于J（β）∀β>0都不绝对收敛（理由见下），故Weierstrass法不适用。

[image: alt]


[image: alt]
 收敛，从而J（β）不绝对收敛。

现用Dirichlet判别法

[image: alt]


当x→∞时，g（x，β）单调一致趋于0，而∀A>0，

[image: alt]


在β>0上，并非一致有界。但在β≥β0
 >0上，则是一致有界。所以J（β）在β>0上内闭一致收敛。

（请读者思考J（β）在（0，＋∞）上是否不一致收敛？）

从而∀β>0，有

[image: alt]


解二　利用[image: alt]


若积分可以换序（先换了再说），

[image: alt]


所以[image: alt]
 解出L（β）＝Ce－β
 。特别，[image: alt]
 。

那（20）式的换序能否成立呢？

通过内闭一致收敛和有限区间上积分来转化：任取0<a<A

[image: alt]


然后令a→0＋
 ，A→＋∞上式右边趋于[image: alt]
 。

详见［6］（第二卷524段）。

解三　从解法一已知，L′（β）＝－J，往下不能求二阶导数，注意到

[image: alt]


于是

[image: alt]


在这个积分号之下再关于β求导，则仍可以换序，

[image: alt]


此为关于L（β）的二阶常系数线性微分方程。通解为

L（β）＝C1
 eαβ
 ＋C2
 e－αβ


但

[image: alt]
 得C1
 ＝0

令β＝0，[image: alt]
 。

例6　设a，b>0，计算[image: alt]
 。

解一　[image: alt]
 ，（c2
 ＝ab）。那么

　　[image: alt]


对于

[image: alt]


在[image: alt]
 为单值对应，

可得

[image: alt]


故

[image: alt]


对于

[image: alt]


于是

[image: alt]


所以[image: alt]


解二　[image: alt]


于是

[image: alt]


显而易见，解法二要比解法一简洁得多。这也提醒我们，面对一个问题（不论是数学的或非数学的）时，发散思维、优化解法是多么重要！

七、付茹兰尼（G·Froullani）公式

在积分[image: alt]
 的计算中，可以利用[image: alt]
 化为累次积分，然后换序。

一般地形如[image: alt]
 的积分如何求呢？

若f（u）连续可导，由N－L公式[image: alt]


若[image: alt]
 在a≤y≤b上一致收敛。则有

[image: alt]


但当f仅仅连续时，又将如何？此时有如下的G.Froullani公式。

定理5　设f在［0，＋∞）内连续，a>0，b>0。考虑积分[image: alt]


有如下的结果：

（1）若[image: alt]
 存在，则

[image: alt]


（2）若∀A>0，积分[image: alt]
 存在，则

[image: alt]


（3）若∀A>0，积分[image: alt]
 与极限f（＋∞）都存在，则

[image: alt]


证明　∀0<r<R<＋∞

[image: alt]


其中ξ∈（ar，br），η∈（aR，bR）

当r→0＋
 ，R→＋∞时，得（21）；

而[image: alt]


又[image: alt]
 　　　　证毕

注　G. Froullani公式有三种不同的条件、结果，较难记住。理解其证明的思想将有助于我们去记忆和使用。

下面我们通过例题说明G.Froullani公式的应用。

例7　求下列积分（a>0，b>0）：

[image: alt]


解　（1）法一　利用[image: alt]
 在a≤y≤b上一致收敛，从而

[image: alt]


法二　利用G.Froullani公式，取f（u）＝e－u
 ，f（0）＝1，f（＋∞）＝0，立得同样结论。

（2）取f（u）＝ln（p＋qe－u
 ），f（0）＝ln（p＋q），f（＋∞）＝lnp，利用G.Froullani公式立得所求积分值是[image: alt]
 。

有时并不能直接用G.Froullani公式，而要对积分式加以改造才行。请看下列。

例8　求积分[image: alt]
 （a>0，b>0）

解　分部积分法

　　[image: alt]


最后一个等号可由G.Froullani公式的第（2）款获得，此时[image: alt]
 收敛，且cos0＝1。

为了体现广义积分计算方法的灵活多变，我们最后再看两个例子。

例9　设a>0，b>0，求下列两个积分：

　　[image: alt]


分析　此题从形式上看和例7的第（1）小题很相像，解法上当然也有一些可借鉴之处。

解　（1）法一　化为二次积分

因为　[image: alt]
 ；

所以　[image: alt]
 ，

易知[image: alt]
 在y∈［a，b］上一致收敛，以上累次积分可以换序，得

　[image: alt]


法二　凑微分法

[image: alt]


以下即例7之（1），再用G.Froullani公式就方便了。

法三　直接使用G.Froullani公式。取[image: alt]
 ，

[image: alt]


（2）法一　直接利用[image: alt]


得　[image: alt]


法二　利用分部积分法

　　[image: alt]


（上述两种解法都使用了概率积分[image: alt]
 ）

法三　利用积分号下求导，视b为参变量，改记为t：

[image: alt]


在t≥a>0上一致收敛，从而

[image: alt]


[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 ，所以所求积分为[image: alt]
 。

例10　计算积分

[image: alt]


解　（1）利用三角函数的积化和差公式

[image: alt]


直接利用G. Froullani公式得

[image: alt]


（2）采用分部积分法及积化和差

[image: alt]


利用Dirichlet积分[image: alt]
 得

[image: alt]


特别当0<α≤β时，[image: alt]
 。此时积分值居然和β无关，个中缘由值得我们深思。

对于广义积分计算方法大的方向性的套路我们就介绍到此。有时广义积分的计算非常灵巧，一题多解更是屡见不鲜。读者朋友欲熟练地掌握这些方法，除了平时要多模仿，多练习之外，更需要从数学思维的层次上多去领悟，逐渐将其演变为自身的数学素养。

习题8.4

1．求[image: alt]
 。

2．设a>0，b>0，求积分：

[image: alt]


3．利用[image: alt]
 （∑>0，n为自然数）。

4．利用已知积分求下列积分：

[image: alt]


5．设α0
 ，α1
 ，α2
 ，…，αn
 皆为正数，且[image: alt]
 。则

[image: alt]


6．证明：

[image: alt]






最后，笔者谨借老子枟道德经枠的第六十三章作为本书的结束，希望以此和各位读者共勉：

为无为，事无事，味无味。

大小多少。报怨以德。

图难于其易，为大于其细；

天下难事，必作于易；

天下大事，必作于细。

是以圣人终不为大，故能成其大。

夫轻诺必寡信，多易必多难。

是以圣人犹难之，故终无难矣。
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