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﻿前　　言

考研的几门课中，数学是考生公认的最难复习、最难考的一门课。为此，不少学生不得不放弃钟爱的专业，报考不考数学的专业；多数人硬着头皮抱着试试看的态度参加复习考试。数学果真那么可怕，那么难吗？对于原来数学基础不好，又想考高分（135分以上）的考生来说，只要具备两个条件：①比较强的记忆力；②比较强的模仿能力，即可圆“高分梦”。

记忆的作用在于记住重要的概念、理论与定理公式，以及记住计算方法与技巧。没有记住的东西就无模仿可言，可见记忆之重要。一般人都知道学英语需要记忆，单词需要背诵，其实学数学也需要记忆，要在理解的基础上背重要的定理、公式和概念，背核心的题型。

模仿是指对解题方法和技巧的一种描摹或仿效。数学题千千万，如果都用东施效颦的方法，姑且不说做不到，也不会有什么效果。要模仿就应该抓住常考题型进行相似或变异题的训练。无论是以题型为纲进行的数学实践（考研辅导班），还是出版书籍的反馈信息，都证明：抓题型就是抓解题方法和技巧的根本和关键。就是基于这样的考虑，我们才编写了这样一套与《考研数学复习指南》（理工类·数学一）相配套的、复习起来省时、省力的考研数学核心题型教材。希望书中的方法和技巧能够在较短的时间里大大提高学生的复习效率，化难为简，从容过关。

本书的特点如下：

①严格按照《考研数学大纲》的要求，对国内外文献资料，尤其是对20多年来考研试题进行了归纳总结，精选出203个题型。

②对每个题型进行详尽分析，指出其特点和易混、易错的地方。

③书中有许多题型的解题方法和技巧是我们苦心孤诣、冥思苦想出来的，决非市面上其他书籍所共有。

﻿④有些题解后有评注，虽然寥寥数语，却可起到画龙点睛、开拓思路的作用。

⑤本书编写属上课讲义的形式，可能更贴近考生。
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第1篇　高等数学题型

第1章　极限和连续

●重要定理、公式和结论

1.1　重要定理

定理1　[image: alt]


定理2　[image: alt]
 其中α（x）为x→0时的无穷小量，即[image: alt]


定理3（极限的保号性）　如果[image: alt]
 而且A＞0（或A＜0），那么存在常数δ＞0，使得当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，恒有f（x）＞0（或f（x）＜0）．

定理4　如果[image: alt]
 f（x）＞0或f（x）＜0），则A≥0（或A≤0）．

定理5（单调有界定理）　单调增加有上界（或单调减少有下界）数列一定有极限．

定理6*
 （夹逼定理）　设在x0
 的邻域内恒有φ（x）≤f（x）≤ψ（x），且

[image: alt]
 　　则[image: alt]


定理7（无穷大和无穷小的关系）　无穷大的倒数为无穷小；非零的无穷小的倒数为无穷大．

定理8（无穷小的运算性质）

（1）有限个无穷小的代数和为无穷小；

（2）有限个无穷小的乘积为无穷小；

（3）无穷小乘以有界变量为无穷小．

定理9　设有函数f（x），g（x），如果在自变量的同一变化过程中，有lim f（x）＝A，lim g（x）＝B，则

（1）lim［f（x）±g（x）］＝lim f（x）±lim g（x）＝A±B；

上式第二个式子中的两个极限若有一个不存在，则代数和的极限必不存在；若两个极限都不存在，则代数和的极限不一定存在．

加法运算可推广到有限个中去．

（2）lim［f（x）·g（x）］＝lim f（x）·lim g（x）＝AB；

（3）[image: alt]


﻿（4）lim［cf（x）］＝clim f（x）＝cA，其中c为常数．

定理10　设f（x）在［a，b］上连续，则｜f（x）｜在［a，b］上连续．

定理11　初等函数在其定义域内的区间内连续（因为初等函数中可能有孤立点，所以是在区间内连续）．

推论：设f（x）在x0
 处连续，则[image: alt]
 若没有说明f（x）在x0
 处连续，则[image: alt]
 即极限符号和函数符号不能交换顺序．

定理12　设数列｛xn
 ｝收敛于l，那么它的任一子序列[image: alt]
 也收敛，且极限也是l（nk
 →∞）；反之不真．

定理13（洛必达法则）

法则Ⅰ[image: alt]
 　设函数f（x），g（x）满足条件

（1）[image: alt]


（2）f（x），g（x）在x0
 的某邻域内可导，在x0
 点可除外（在无穷远邻域内可导），且g´（x）≠0；

（3）[image: alt]
 存在（或为∞），

则[image: alt]


法则Ⅱ[image: alt]
 　设函数f（x），g（x）满足条件

（1）[image: alt]


（2）f（x），g（x）在x0
 的邻域内可导，在x0
 点可除外（在无穷远邻域内可导），且g´（x）≠0；

（3）[image: alt]
 存在（或为∞），

则[image: alt]


使用法则时需注意的事项：

（1）只有[image: alt]
 或[image: alt]
 型的未定式才能使用法则；

（2）每用完一次法则，要将式子整理化简；

（3）为简化运算，经常将法则与等价无穷小结合使用；

（4）[image: alt]
 不存在（或∞）不能⇒[image: alt]
 不存在；

（5）当x→∞时，极限式中含有sin x，cos x（或x→0时，极限式中含有[image: alt]
 ），则不能用洛必达法则．

1.2　重要公式

公式1　[image: alt]


若极限式具有如下两个特点：

（1）是[image: alt]
 型极限，这是首要特点，是本质；

（2）sin □与分数线对面变量□形式一致，则[image: alt]


公式2　[image: alt]
 或[image: alt]


特点如下：

（1）是1∞
 型极限；

（2）括号中1后的变量（包括符号）与指数幂互为倒数．

公式3（抓大头准则）

[image: alt]


即求x→∞的极限时，抓住起决定性作用的x的最高次幂的项，把其余的项略掉．

公式4（函数连续的充要条件）

函数在一点x0
 连续的充要条件是

[image: alt]


公式5

（1）当x→+∞时，函数趋于+∞的速度由慢到快为ln x，xα
 （α＞0），ax
 （a＞1），xx
 ．

（2）当n→∞时，通项趋于+∞的速度由慢到快为ln n，nα
 （α＞0），an
 （a＞1），n！，nn
 ．

（3）常用数列极限：

[image: alt]
 特例为[image: alt]


[image: alt]


（4）常用函数极限：

[image: alt]


注：若x→∞的极限式中含有ax
 （a＞0，a≠1），特别是ex
 ，或arctan x，或arccot x，或｜x｜（或x→0时，极限式中含[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 或｜x｜），一定分别求出x→+∞，x→-∞（或x→0+
 ，x→0-
 ）时的极限，若两者相等，则x→∞（或x→0）时的极限存在，否则不存在．

﻿●核心题型及思路启迪

1.3　函数的极限

题型1　无穷小的比较或确定无穷小的阶

思路启迪：（1）对无穷小的比较，分两种情形．

情形1：两个无穷小的比较，一般利用定义，常用洛必达法则和等价无穷小代换．

情形2：三个或三个以上无穷小的比较，一般先利用等价无穷小代换化简，然后进行无穷小的比较，常用洛必达法则；若用洛必达法则时较复杂，特别是被比较的函数含变限积分，则可先求导，然后对导函数作等价无穷小代换，最后再比较．

（2）确定无穷小的阶，一般利用[image: alt]
 为有限数来确定n．确定n时，常用洛必达法则和等价无穷小代换两种方法．





例1　设f（x），g（x）为连续函数，且[image: alt]
 令[image: alt]
 [image: alt]
 则当x→0时，F（x）是G（x）的（　　）．

（A）高阶无穷小量

（B）低阶无穷小量

（C）等价无穷小量

（D）同阶而非等价无穷小量

分析：遇到被积函数是给定函数与某一简单函数复合而成的函数时，要通过变量代换将其化为给定函数的形式，如本题中[image: alt]
 应令u＝x－t，将g（x－t）化为g（u）的形式．

解：[image: alt]


于是

[image: alt]


﻿[image: alt]
 　　故选（D）

例2　把x→0+
 时的无穷小量[image: alt]
 进行排列，使后者是前者的高阶无穷小，正确的排列次序为（　　）．

（A）α，β，γ

（B）α，γ，β

（C）β，α，γ

（D）β，γ，α

分析：用定义做时，一般用洛必达法则，即对分子、分母求导，所以也可以先求导，然后再比较．

解：

[image: alt]


由于当x→0+
 时，x的次数越高，根据题意，排列越靠后；又根据洛必达法则，函数的排列次序和导函数的排列次序是相同的，故（B）为正确选项．

例3　设f（x）＝2x－sin x－sin xcos x，当x→0时，f（x）是x的（　　）阶无穷小．

解：　　　　[image: alt]


最后一个极限式中，当x→0时，分子的极限为5，若此极限存在，则必须n＝3．

注：三角函数一般通过积化和差或倍角公式进行降阶．

题型2　求未定式函数极限

1．求[image: alt]
 型未定式函数极限

若lim f（x）＝0，lim g（x）＝0，则[image: alt]
 称为[image: alt]
 型未定式函数极限．





思路启迪：（1）通过因式分解或根式有理化，消去使分母为零的因式，再用极限运算法则或连续函数的性质求解．

所谓根式有理化，是指极限式中含有[image: alt]
 在求极限之前先用它们的共轭根式[image: alt]
 分别乘以分子、分母，使其“0”因子呈现出来的一种运算．

（2）利用等价无穷小代换．

（3）利用洛必达法则求极限（这是求[image: alt]
 型极限最有效的方法，但是要注意使用条件）．

（4）若前三种方法无法求得极限，可考虑用变量代换（通常是作倒代换，令[image: alt]
 或[image: alt]
 ）．

﻿（5）利用泰勒公式求极限．





例4　求下列极限：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）因为当x→1时，[image: alt]
 所以[image: alt]
 [image: alt]
 故

[image: alt]


（4）[image: alt]


注：等价无穷小代换可简化求极限的过程，但是用得不得法可出大错．一般讲，乘除运算时尽管用；加减运算时不宜用，此时常改用泰勒公式．

例5　求[image: alt]


﻿解：首先用洛必达法则计算．

[image: alt]


极限形式比原先还要复杂，可见用洛必达法则行不通．

遇到[image: alt]
 这种形式，一般作倒代换．本题中令[image: alt]
 当x→0时，t→+∞，故

[image: alt]
 （连续用洛必达法则）

例6　求下列极限：

[image: alt]


分析：当[image: alt]
 型未定式呈现[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 的形式，且用洛必达法则求解较复杂或不可用时，则考虑用泰勒公式求解．一般用泰勒公式展开到相互抵消后的一项．

解：[image: alt]


[image: alt]


注：七个常见的泰勒展开式如下（必须熟记）：

[image: alt]


﻿2．求[image: alt]
 型函数极限

若lim f（x）＝∞，lim g（x）＝∞，则[image: alt]
 称为[image: alt]
 型未定式函数极限．

思路启迪：（1）用抓大头准则，即

[image: alt]


即求x→∞的极限时，抓住起决定性作用的x的最高次幂的项，而把其余的项略掉．

（2）利用洛必达法则．

（3）利用变量代换化为[image: alt]
 型．





例7　求下列极限：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）若一直用洛必达法则，则越来越复杂，得不出结果．

[image: alt]


经观察，当x→+∞时，分子、分母中的大头为e2x
 ，故分子、分母同除以e2x
 ，可得

[image: alt]


3．求∞-∞型函数极限

思路启迪：（1）通分或根式有理化将其化成[image: alt]
 型或[image: alt]
 型；

（2）利用倒代换[image: alt]
 （常数k＞0）．





﻿例8　求下列极限：

[image: alt]


解：（1）遇到tan x或cot x时，一般先将它们化为正、余弦的形式．

[image: alt]


（2）[image: alt]
 （抓大头准则）

例9　求下列极限：

[image: alt]


解：（1）遇到题中含[image: alt]
 时，要想到倒代换．令[image: alt]
 当x→∞时，t→0，则

[image: alt]


（2）[image: alt]


4．求0·∞型未定式函数极限

思路启迪：一般通过将“0”或“∞”项下放（放到分母的位置上）转化为[image: alt]
 型或[image: alt]
 型，然后再用洛必达法则或抓大头准则．

设lim f（x）＝0，lim g（x）＝∞，则

[image: alt]


一般来讲，简单函数下放，复杂函数不下放！特别是对数函数和反三角函数arcsin x，arctan x等不下放．





﻿例10　求[image: alt]


解：　　　　　　　　[image: alt]


例11　求[image: alt]


分析：本题中含根式，先对根式进行有理化处理．

解：　　　　　　　　[image: alt]


5．求00
 ，∞0
 ，1∞
 型函数极限

思路启迪：利用对数恒等式x＝eln x
 化为0·∞型．对于1∞
 ＝eA
 型极限，一般有如下两种情形：

（Ⅰ）设lim f（x）＝0，lim g（x）＝∞，则有

I＝lim［1±f（x）］g（x）
 （1∞
 ）

＝elim g（x）ln［1±f（x）］
 ＝e±lim f（x）g（x）
 　（ln［1±f（x）］～±f（x））

结论：A＝括号中1后的函数与指数幂乘积的极限．

（Ⅱ）设lim f（x）＝1，lim g（x）＝∞，则有

I＝lim f（x）g（x）
 （1∞
 ）

＝elim g（x）ln［1＋（f（x）－1］
 ＝elim［f（x）－1］g（x）


结论：A＝lim［f（x）－1］g（x）．





例12　计算下列极限：

[image: alt]


解：这类题结合等价无穷小代换可事半功倍．

（1）属于（Ⅰ）．[image: alt]
 故I＝e-3
 ．

（2）属于（Ⅱ）．[image: alt]
 故[image: alt]


﻿注：此种题型常出现在填空题中，不考查解题步骤，利用题中技巧可快速准确地得到答案．

例13　计算下列极限：

[image: alt]


解：（1）属于（Ⅱ）．[image: alt]
 故[image: alt]


（2）题中含有两个参数a1
 ，a2
 ，需讨论．

当a1
 ＜a2
 时，[image: alt]
 当a1
 ＞a2
 时，[image: alt]
 当a1
 ＝a2
 时，极限属于1∞
 型．

[image: alt]


故[image: alt]


例14　设f（x）在（0，+∞）内可导，f（x）＞0，[image: alt]
 且满足[image: alt]
 求f（x）．

解：显然[image: alt]
 型极限，所以有

[image: alt]


于是得[image: alt]
 两边积分得[image: alt]
 即[image: alt]
 两边取x→+∞时的极限可得C＝1，故[image: alt]


例15　设f″（x）连续，且[image: alt]
 求f（0），f′（0），f″（0）及[image: alt]


分析：[image: alt]


解：由题设[image: alt]
 于是可得

[image: alt]


又由洛必达法则可得

[image: alt]


继续用洛必达法则可得

[image: alt]


易知[image: alt]
 为1∞
 型，所以

[image: alt]


故[image: alt]


例16　求下列极限：

﻿[image: alt]


解：（1）此题属于00
 型未定式，利用对数恒等式转换．

[image: alt]


（2）此题属于∞0
 型未定式，利用对数恒等式转换．

[image: alt]


6．求0·有界量类型函数极限

思路启迪：利用无穷小与有界量的乘积仍为无穷小的结论．





例17　计算下列极限：

[image: alt]


解：（1）当x→0时，x是无穷小量，[image: alt]
 故[image: alt]


（2）[image: alt]
 且｜cos x｜≤1，故[image: alt]


题型3　求分段函数在分界点的极限

思路启迪：当分界点两侧的函数表达式相同时，利用定义；当分界点两侧的函数表达式不相同时，要分别求函数在该点处的左、右极限．若左、右极限相等，则极限存在，否则不存在，即若f（x）在x＝x0
 的两侧表达式不同，为[image: alt]
 则[image: alt]
 时，极限存在，否则不存在．





例18　设　　　　　　[image: alt]


试问a为何值时，[image: alt]
 存在．

解：

[image: alt]


﻿[image: alt]


故当[image: alt]
 即[image: alt]
 时，[image: alt]
 存在．

题型4　极限式中常数的确定

思路启迪：没有固定模式，需观察极限式，结合各类极限的求法和极限的运算法则进行计算．如果是分式极限，则有以下结论：

（1）若[image: alt]
 （k为常数），且lim g（x）＝0，则lim f（x）＝0．

（2）若[image: alt]
 （k为常数），且lim f（x）＝0（∞），则lim g（x）＝0（∞）．





例19　已知[image: alt]
 求常数a，b．

解：[image: alt]
 由抓大头准则可得1－a＝0，b－a＝3，故a＝1，b＝4．

例20　已知[image: alt]
 且c≠0，求常数a，b，使得当x→0时，f（x）～axb
 ．

解：由极限式可得，[image: alt]
 故当x→0时，[image: alt]
 则

[image: alt]


即[image: alt]
 当x→0时，f（x）～2cx3
 ，故a＝2c，b＝3．

例21　设f（x）是多项式，且[image: alt]
 求f（x）．

解：由[image: alt]
 及抓大头准则可设f（x）＝8x8
 ＋8x2
 ＋ax＋b，又[image: alt]
 则

[image: alt]


故f（x）＝8x8
 ＋8x2
 ＋8x．

例22　设函数f（x）在x＝0的某邻域内有一阶连续导数，且f（0）≠0，f′（0）≠0，若

[image: alt]


试确定a，b的值．

解：由已知有[image: alt]
 而[image: alt]
 得

﻿[image: alt]
 　　即af（0）＋bf（0）－f（0）＝0

由于f（0）≠0，于是

a＋b－1＝0　　　　（1）

又由洛必达法则得

[image: alt]


由于f′（0）≠0，于是

a＋2b＝0　　　　　（2）

所以，由式（1）、式（2）得a＝2，b＝-1．

例23　设[image: alt]
 试确定a，b，c的值．

解：因为c≠0，[image: alt]
 所以[image: alt]
 而当x→0时，[image: alt]
 t2
 ＞0，所以b＝0．

又[image: alt]
 而[image: alt]
 所以a＝[image: alt]
 故a＝-1，b＝0，[image: alt]


例24　设f（x）在（-∞，+∞）内可导，[image: alt]
 又[image: alt]
 试确定c的值．

解：[image: alt]
 由于f（x）在（-∞，+∞）内可导，根据拉格朗日中值定理可知，存在一个ξ∈（x－1，x），使

f（x）－f（x－1）＝f′（ξ）

当x→∞时，ξ→∞，所以[image: alt]
 即[image: alt]
 因此e2c
 ＝e⇒2c⇒1⇒[image: alt]


例25　试确定常数A，B，C的值，使得ex
 （1＋Bx＋Cx2
 ）＝1＋Ax＋o（x3
 ），其中o（x3
 ）是当x→0时比x3
 高阶的无穷小．

解：由已知得[image: alt]
 由洛必达法则得

[image: alt]


由式（1）得

[image: alt]


﻿由式（2）得

[image: alt]


及

[image: alt]


将式（3）、式（4）、式（5）联立，可解得[image: alt]


1.4　数列的极限

题型5　求各种类型（∞/∞型、1∞
 型、∞-∞型）的数列极限

1．求∞/∞型分式数列的极限

思路启迪：（1）若是有理分式，一般利用抓大头准则，分子、分母同除以n的最高次幂，即

[image: alt]


即求n→∞的极限时，抓住起决定性作用的n的最高次幂的项，而把其余的项略掉．

（2）若分子、分母含根号，直接利用（1）的结论，或观察得出分子、分母中n的最高次幂，然后分子、分母同除以它，利用[image: alt]
 计算极限．

（3）若分子、分母包含以n为指数的项，则一般分子、分母同除以底数绝对值最大的那一项（也就是起决定作用的那一项），利用[image: alt]
 [image: alt]
 来计算极限．





例26　计算下列数列极限：

[image: alt]


解：（1）分子中最高次幂为n3
 ，系数为3，分母中最高次幂也为n3
 ，系数为12，故

[image: alt]


（2）[image: alt]


﻿例27　设[image: alt]
 求α，β的值．

解：由题设可得

[image: alt]


于是，当α－β＋1＞0时，I→∞；当α－β＋1＝0时，[image: alt]
 当α－β＋1＜0时，I→0．故α－β＋1＝0，[image: alt]
 解之可得[image: alt]


2．求1∞
 型数列极限

思路启迪：一般通过变形为[image: alt]
 的形式，然后利用它的结论或令n＝x，求出形式相同的函数的极限，即得数列的极限．





例28　计算下列极限：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）令n＝x，则

[image: alt]


而　　　　　　[image: alt]


所以[image: alt]
 故[image: alt]


3．求∞-∞型数列极限

思路启迪：一般利用根式有理化或通分化为[image: alt]
 型．





例29　求极限：[image: alt]


解：　　[image: alt]


题型6　给出数列｛xn
 ｝通项表达式，求极限[image: alt]


思路启迪：方法1　利用极限定义求解（考研一般不考）或单调有界数列必有极限定理（一般用单调上升有上界数列必有极限；单调下降有下界数列必有极限）证明．

数列｛xn
 ｝单调性的证明方法如下：

（1）数学归纳法或不等式放缩法；

（2）差值法：xn
 －xn－1
 ≥0（或≤0），则｛xn
 ｝单增（或单减）；

（3）比值法：[image: alt]
 （或≤1），则｛xn
 ｝单增（或单减）；

（4）写出xn
 表达式对应的函数φ（x），求出导函数φ′（x），若φ′（x）＞0（或＜0），则｛xn
 ｝单增（或单减）．

解题程序如下：

（1）用数学归纳法或差值法、比值法和对应函数法证明｛xn
 ｝单调有界，从而得出[image: alt]
 存在，设[image: alt]


（2）在xn
 表达式的两边求n→∞时的极限，得出关于l的方程，解出l，即得[image: alt]


方法2　利用级数收敛的必要条件：若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 此法适用于数列通项an
 中含n！或an
 ，nn
 的情形．





例30　设[image: alt]
 求[image: alt]


解：由[image: alt]
 可知x1
 ＞x2
 ．设xk
 ＞xk
 ＋1，则[image: alt]
 xk＋2
 ，于是由数学归纳法可知，对一切自然数n，有xn
 ＞xn＋1
 ，即｛xn
 ｝单调减少．

又由题设可知xn
 ＞0，n＝1，2，…，即｛xn
 ｝有下界，故由｛xn
 ｝单调减少有下界必有极限可知[image: alt]
 存在．

令[image: alt]
 在[image: alt]
 两边取n→∞时的极限，得

[image: alt]
 　　解之得l＝3，l＝-2（舍去）

故[image: alt]


例31　设[image: alt]
 求[image: alt]


解：[image: alt]
 设当k＞1时，[image: alt]
 则

[image: alt]


可知[image: alt]
 即数列｛xn
 ｝有界．

又当n＞1时，有

﻿[image: alt]


所以数列｛xn
 ｝单调增加．故由单调有界数列定理可知[image: alt]
 存在，令[image: alt]
 在[image: alt]
 [image: alt]
 两边取n→∞时的极限得

[image: alt]
 　　解之得l＝0（舍去），[image: alt]


故[image: alt]


注：本题中｛xn
 ｝的单调性还可用对应函数法证明．

令[image: alt]
 则[image: alt]
 所以φ（x）单调增加，于是数列｛xn
 ｝单调增加．

例32　设[image: alt]
 求[image: alt]


解：令[image: alt]
 则f′[image: alt]
 所以f（x）单调减少，可知数列｛xn
 ｝单调减少．

又[image: alt]
 可知数列｛xn
 ｝有下界．

综上可知，[image: alt]
 存在，设[image: alt]
 于是[image: alt]
 即

l2
 ＋l＝l＋3，解之得[image: alt]


故[image: alt]


例33　求[image: alt]


解：令[image: alt]
 作级数[image: alt]
 因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 即[image: alt]


题型7　数列n项和[image: alt]
 当n→∞时的极限

思路启迪：（1）利用特殊级数求和法；

（2）利用夹逼定理；

（3）利用定积分定义．可用定积分定义计算的条件：

每项提出[image: alt]
 或[image: alt]
 后，n项和可写成[image: alt]
 或[image: alt]
 的形式．





﻿例34　求下列极限：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]
 且当n→∞时，[image: alt]
 故由夹逼定理得[image: alt]
 [image: alt]


（4）因为[image: alt]
 则

[image: alt]


即

[image: alt]


又[image: alt]
 所以[image: alt]


例35　求下列极限：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


﻿（2）令[image: alt]
 可看作f（x）＝cos x在[image: alt]
 上的积分和式，且

[image: alt]


于是

[image: alt]


例36　求极限[image: alt]


解：凡每一项提出[image: alt]
 后，n项和不能写成[image: alt]
 但各项具有单调性，此时可考虑用夹逼定理做．

令[image: alt]
 两边对x求导得

[image: alt]


所以f（x）单调递增，从而有

[image: alt]


又

[image: alt]


故

[image: alt]


题型8　n个因子乘积，当n→∞时的极限

思路启迪：（1）分子、分母同乘以一个因子，使之发生连锁变化；

（2）将通项分解成两个因子，去掉各个括号，约掉中间因子，只留首尾；

（3）利用夹逼定理；

（4）利用对数恒等式N＝eln N
 ，化n个因子乘积为n项和的形式．





例37　求下列极限：

（1）当｜x｜＜1时，求[image: alt]


（2）求[image: alt]


（3）求[image: alt]


﻿（4）求[image: alt]


解：[image: alt]


两边开方得

[image: alt]


即　　　　　　[image: alt]


所以极限I＝0．

[image: alt]


例38　求下列数列极限：

（1）[image: alt]


（2）设f（x）在［0，1］上连续，且f（x）＞0，求[image: alt]


（3）设对区间［a，b］n等分，每点为a＝x0
 ＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xn
 ＝b，[image: alt]
 求[image: alt]


解：[image: alt]


由题设[image: alt]
 于是

[image: alt]


1.5　函数的连续性

题型9　函数连续性的讨论

思路启迪：（1）若函数f（x）在x＝x0
 的两侧表达式不相同，则f（x）在x＝x0
 处连续的充要条件为[image: alt]


（2）若函数f（x）在x＝x0
 的两侧为同一表达式，则f（x）在x＝x0
 处连续的充要条件为[image: alt]


（3）若函数中含绝对值符号，一般先去掉绝对值符号，将函数改写成分段函数，再讨论函数在分段点的连续性；

（4）基本初等函数在其定义域是连续的，而初等函数在其定义区间内是连续的．





例39　讨论函数[image: alt]
 在x＝0的连续性．

解：函数中含绝对值号，去掉绝对值号，函数为

[image: alt]


所以[image: alt]
 故函数f（x）在x＝0处不连续，仅右连续．

例40　设函数[image: alt]
 求k的值，使f（x）在其定义区间内连续．

解：当x＜0或x＞0时，函数f（x）是初等函数，是连续的，又

[image: alt]


若函数f（x）要在x＝0处连续，必须满足[image: alt]
 即4＝k2
 ，故k＝±2时，函数f（x）在其定义区间内连续．

﻿例41　设[image: alt]
 处处连续，试确定A，B的值．

解：由题设，有f-
 （0）＝f+
 （0）＝f（0）＝A，而

[image: alt]


则[image: alt]
 故[image: alt]


题型10　确定函数的间断点及其类型

思路启迪：确定函数的间断点，可按以下步骤进行：

（1）找出f（x）的定义域，若在x＝x0
 无定义，则x＝x0
 为间断点；若有定义，再检验下一步．

（2）检查x＝x0
 是否为初等函数定义区间内的点，若是，则x＝x0
 为f（x）的连续点，否则看[image: alt]
 是否存在．若[image: alt]
 不存在，则x0
 为f（x）的间断点；若[image: alt]
 存在，则再检查下一步．

（3）若[image: alt]
 则x0
 为f（x）的连续点；若不相等，则x0
 为间断点．

（4）最后根据定义，判断间断点的类型．





例42　求[image: alt]
 的间断点，并判断类型．

解：首先找出使f（x）无定义的点：x＝0，x＝-3，x＝1．又

[image: alt]


故由以上可知，x＝0，x＝-3是f（x）的第二类间断点；x＝1是f（x）的第一类间断点．

注：设x＝x0
 为函数f（x）的间断点，那么

（1）若f-
 （x0
 ），f+
 （x0
 ）均存在，则称x＝x0
 为函数f（x）的第一类间断点．

又若f-
 （x0
 ）＝f+
 （x0
 ）≠f（x0
 ），则x＝x0
 为函数f（x）的可去间断点；

﻿若f-
 （x0
 ）≠f+
 （x0
 ），则称x＝x0
 为函数f（x）的跳跃间断点．

（2）若f-
 （x0
 ），f+
 （x0
 ）有一个不存在，则x＝x0
 称为函数f（x）的第二类间断点．

例43　设函数[image: alt]
 则f（x）（　　）．

（A）有1个可去间断点，1个跳跃间断点

（B）有1个跳跃间断点，1个无穷间断点

（C）有2个无穷间断点

（D）有2个跳跃间断点

解：[image: alt]
 在x＝0，x＝1无定义，而

[image: alt]


所以x＝0为可去间断点；

[image: alt]


所以x＝1为跳跃间断点，故选（A）．

例44　函数[image: alt]
 在［-π，π］上的第一类间断点是（　　）．

（A）0

（B）1

（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


解：函数在x＝0，x＝1，[image: alt]
 均无定义，而

[image: alt]


所以x＝0为函数f（x）的第一类间断点，故应选（A）．

例45　设函数[image: alt]
 且（1－y）（2x＋1）＞0，y≠-2x，[image: alt]
 求f（x）的连续区间、间断点及间断点处的左右极限．

解：　　　　　　[image: alt]


使f（x）无定义的点是使2x＋1＝0的点，即为[image: alt]
 因此f（x）的连续区间为

[image: alt]


[image: alt]
 为f（x）的间断点，且

﻿[image: alt]


1.6　杂　例

题型11　从含有f（x）及[image: alt]
 的方程中求解f（x）

思路启迪：要想到[image: alt]
 是常数，令[image: alt]
 代入方程，然后对方程的两边求x→x0
 的极限，得出l，再将l代入方程，即得f（x）．





例46　设[image: alt]
 存在，且满足[image: alt]
 求f（x）．

解：令[image: alt]
 代入方程可得[image: alt]
 两边求x→1时的极限，得

[image: alt]


解之得[image: alt]
 将l代入方程可得[image: alt]


注：与该题型类似，如将[image: alt]
 改为[image: alt]
 有如下变式：

【变式1】　含有f（x）及[image: alt]
 的方程，f（x）的求解．

思路启迪：要想到[image: alt]
 是常数，令[image: alt]
 代入方程，然后方程的两边在［a，b］上对x积分，得出l，再将l代入方程，即得f（x）．





例47　设f（x）在［-π，π］上连续，且满足[image: alt]
 求f（x）．

解：设[image: alt]
 则[image: alt]
 两边同乘以sin x，然后在［-π，π］上对x积分，得

[image: alt]


故[image: alt]


﻿注：本题利用了以下两点，即

（1）奇偶积分的性质：[image: alt]


（2）结论[image: alt]


例48　设[image: alt]
 求f（x）与g（x）．

解：设[image: alt]
 代入方程可得

[image: alt]


上述两个方程的两边在［0，1］上对x积分，得

[image: alt]
 　　解之得l＝-1，m＝-3

故　　　　　　[image: alt]
 　　解之得[image: alt]


【变式2】　含有f（x，y）及[image: alt]
 的方程，f（x，y）的求解．

思路启迪：要想到[image: alt]
 是常数，令[image: alt]
 代入方程，然后方程的两边在区域D上对x，y积分，得出l，再将l代入方程，即得f（x，y）．





例49　设D是由y＝x2
 ，x＝1及x轴所围成的区域，f（x，y）在D上连续，且

[image: alt]


求f（x，y）．

解：令[image: alt]
 则f（x，y）＝xy＋l，两边在区域D上对x，y积分，得

[image: alt]


解之得[image: alt]
 故[image: alt]


题型12　当x→0时，求含有[image: alt]
 的极限

思路启迪：要分别求x→0+
 和x→0-
 时的左、右极限，当左、右极限相等时，极限存在，否则不存在．





例50　求极限[image: alt]


解：令[image: alt]
 于是

[image: alt]


故[image: alt]


例51　求极限[image: alt]


解：令[image: alt]
 于是

[image: alt]


故[image: alt]


注：类似地，当x→∞时，有如下变式．

【变式1】　当x→∞时，极限式中含有ex
 ，arctan x，arccot x，｜x｜．要分别求x→+∞和x→-∞时的左、右极限，当左、右极限相等时，极限存在，否则不存在．

例52　求极限[image: alt]


解：令[image: alt]
 则

﻿[image: alt]


故[image: alt]


题型13　含f（x＋a）－f（x）的非[image: alt]
 型极限式且f（x）可导

思路启迪：利用拉格朗日中值定理处理，即有

f（x＋a）－f（x）＝af′（ξ），x＜ξ＜x＋a





例53　求下列极限：

[image: alt]


解：（1）令[image: alt]
 显然，当x＞0时，f（t）在［x，x＋1］上满足拉格朗日中值定理的条件，于是有

[image: alt]


即

[image: alt]


[image: alt]


（2）令f（t）＝ln arctan t，显然，当x＞0时，f（t）在［x，x＋1］上满足拉格朗日中值定理的条件，于是有

[image: alt]


即

[image: alt]


[image: alt]




第2章　导数与微分

●重要定理、公式和结论

2.1　导数和微分的概念

1．导数的概念

（1）概　念

[image: alt]


令x0
 ＋△x
 ＝x，则

[image: alt]


令△x
 ＝h，则

[image: alt]


设φ（x）→0，则[image: alt]


（2）几何意义

函数y＝f（x）在点x0
 处的导数f′（x0
 ），表示曲线y＝f（x）在点M（x0
 ，y0
 ）处的切线的斜率tan α，即f′（x0
 ）＝tan α．几何意义如图2-1所示。

①当f′（x0
 ）存在时，曲线y＝f（x）在点M（x0
 ，y0
 ）处的切线MT的方程为

y－y0
 ＝f′（x0
 ）（x－x0
 ）

②当f′（x0
 ）≠0时，曲线y＝f（x）在点M（x0
 ，y0
 ）处的法线MN的方程为

[image: alt]


[image: alt]


图2-1

③当f′（x0
 ）＝0，曲线y＝f（x）在点M（x0
 ，y0
 ）处的法线方程为x＝x0
 ．

2．左右导数

左导数：　　[image: alt]


右导数：　　[image: alt]


﻿3．微　分

设函数y＝f（x）对x可导，则f′（x）dx称为y＝f（x）的微分，记为dy或df（x），即dy＝df（x）＝f′（x）[image: alt]
 可见，导数＝函数微分/自变量微分，因此导数也称微商．

2.2　导数公式和运算法则

1．常用的导数公式

（1）c′＝0（c为常数）；

（2）（xα
 ）′＝αxα－1
 （α为实数），常用[image: alt]


（3）（ax
 ）′＝ax
 ln a，特别（ex
 ）′＝ex
 ；

（4）[image: alt]


（5）（sin x）′＝cos x；　　　　　　　（6）（cos x）′＝－sin x；

（7）（tan x）′＝sec2
 x；　　　　（8）（cot x）′＝－csc2
 x；

（9）（sec x）′＝sec x tan x；　　　　（10）（csc x）′＝－csc x cot x；

（11）[image: alt]
 　　（12）[image: alt]


（13）[image: alt]
 　　（14）

[image: alt]


记住的窍门：凡是“正弦、正切”的导数的符号都为正；凡是“余弦、余切”的导数的符号都为负．

2．导数和微分的运算法则

设函数u＝u（x），v＝v（x）均可导，则有如下运算关系，如表2-1所列．

表2-1

[image: alt]


3．常用函数的n阶导数公式

（1）（xα
 ）（n）
 ＝α（α－1）（α－2）…（α－n＋1）xα－n
 ，特别当m为正整数时，有

[image: alt]


（2）（ax
 ）（n）
 ＝ax
 （ln a）n
 （a＞0且a≠1），特别地，（ex
 ）（n）
 ＝ex
 ；

﻿（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）莱布尼兹公式：若u（x），v（x）均n阶可导，则

[image: alt]


其中，u（0）
 ＝u，v（0）
 ＝v，一般多项式选作v．

2.3　重要定理

定理1　一元函数可导必连续，即设函数y＝f（x）在x0
 处可导，则f（x）在x0
 处连续；反之不真，即连续未必可导．

定理2　f′（x0
 ）存在⇔f′-
 （x0
 ）＝f′＋
 （x0
 ）．

定理3　f（x）可微⇔f（x）可导．

定理4　设函数y＝f（x）单调可导，且f′（x）≠0，则其反函数x＝ψ（y）单调可导，且有

[image: alt]


即函数与其反函数的导函数互为倒数．

定理5　一阶微分形式不变性．设y＝f（u），u＝φ（x），且它们都可微，则

dy＝f′（u）φ′（x）dx＝f′（u）du

不论u是自变量还是中间变量，函数的微分形式都是相同的．我们称这一性质为函数的一阶微分形式不变性．

●核心题型及思路启迪

2.4　与导数定义和性质有关的命题

题型14　求含有抽象函数的[image: alt]
 型极限

思路启迪：如果[image: alt]
 计算[image: alt]
 时，一般利用导数的定义，有

[image: alt]


﻿但需注意条件是[image: alt]
 若[image: alt]
 （或0-
 ），则不能用该方法，因为此时[image: alt]
 未必成立．





例1　设f′（x0
 ）存在，求极限[image: alt]


解：　　[image: alt]


注：若没有告知f′（x0
 ）存在，则[image: alt]
 不一定正确．例如：函数y＝f（x）＝｜x｜在x＝0处不可导，但

[image: alt]


例2　设f（0）＝0，则f（x）在点x＝0可导的充要条件为（　　）．

[image: alt]


解：（A），（C）项极限式的分母均为h2
 ，而[image: alt]
 所以由思路启迪中的分析，可排除（A），（C）．

对于（D）项，令[image: alt]
 则f（x）在点x＝0处不可导，但下式存在，即

[image: alt]


故选（C）．

例3　设f（x）为可导的偶函数，且[image: alt]
 求曲线y＝f（x）在x＝-1处的法线斜率．

解：由题设可知f（-x）＝f（x），则-f′（-x）＝f′（x）．

又由[image: alt]
 （-2）＝-2f′（1）得f′（1）＝-1，于是f′（-1）＝-f′（1）＝1．

故曲线y＝f（x）在x＝-1处的法线斜率[image: alt]


例4　设函数f（x）满足f（1）＝0，f′（1）＝1，求极限[image: alt]


解：因为f［ln（1＋x2
 ）＋ex
 －x］＝f［1＋u（x）］－f（1），其中

u（x）＝ln（1＋x2
 ）＋ex
 －x－1→0（x→0）

所以

﻿[image: alt]


注：下式是错误的，即

[image: alt]


因为题中并没有说明函数f（）是可导的，所以需利用定义来做．

例5　设曲线y＝f（x）在点（1，f（1））处的切线方程为y＝x－1，求

[image: alt]


解：根据导数的几何意义可知，曲线y＝f（x）在点（1，f（1））处的切线方程为

y－f（1）＝f′（1）（x－1）　　　　（1）

式（1）与题中给出的切线方程y＝x－1相比较可得f（1）＝0，f′（1）＝1．当x→0时，有

[image: alt]


另外，极限式的变上限积分的被积式中含抽象函数[image: alt]
 遇到这种情况，一般令[image: alt]
 则当t＝0时，当t＝x2
 时，u＝1．故

[image: alt]


故由式（1）、式（2）、式（3）及洛必达法则可得

[image: alt]


注：本题利用了变限积分的导数．设函数φ（x）可导，f（x）连续，[image: alt]
 则

﻿F′（x）＝f（φ（x））φ′（x）

例6　设f（x）是以5为周期的连续函数，且在x＝0的邻域内有

f（1＋sin x）－3f（1－sin x）＝8x＋α（x）　　　　　　　　（1）

其中[image: alt]
 又f（x）在x＝1处可导，求y＝f（x）在点（6，f（6））处的切线方程．

解：由题设可知，f（x）＝f（x＋5），f（6）＝f（1），f′（x）＝f′（x＋5），f′（6）＝f′（1）．式（1）的两边取x→0时的极限，得

f（1）－3f（1）＝0⇒f（1）＝0，　　即f（6）＝0

式（1）的两边同除以x，然后取x→0时的极限．

[image: alt]


所以4f′（1）＝8⇒f′（1）＝2，即f′（6）＝2，故曲线y＝f（x）在点（6，f（6））处的切线方程为

y－f（6）＝f′（6）（x－6），　　即y＝2（x－6）

题型15　与抽象函数的导数相关的命题

思路启迪：在函数表达式中含有抽象函数记号，仅知其在某点连续，但不知其是否可导，求其导数时一般利用导数的定义：

[image: alt]


注：（1）函数在一点连续，但不一定可导，如y＝｜x｜在x＝0处连续，但不可导．

（2）某些简单函数在某点处的导数用定义求也相当简便．

例7　求下列函数在指定点处的导数：

（1）设f（x）＝φ（a＋bx）－φ（a－bx），其中φ（x）在x＝a处可导，求f′（0）；

（2）设函数f（x）在x＝0处可导，且[image: alt]
 又对任意的x，有f（2＋x）＝2f（x），求f′（2）．

解：（1）由题设可知，f（0）＝φ（a）－φ（a）＝0，因为题目中只说明φ（x）在x＝a处可导，并没有说明φ（x）在x＝0处是否可导，所以求f′（0）时必须用导数的定义．

[image: alt]


﻿（2）题目中并没有给出f（x）的具体表达式，又没有说明f（x）在x＝2处是否可导，所以求f′（2）必须用导数的定义．

[image: alt]


例8　设f（x）连续，且[image: alt]
 求f′（x0
 ）．

解：由题设可知f（x）连续，所以[image: alt]
 故

[image: alt]


注：该题结论最好记住．

例9　设f（x）连续，f′（0）＞0，则存在δ＞0，使得（　　）．

（A）当x∈（0，δ）时，f（x）单增

（B）当x∈（-δ，0）时，f（x）单减

（C）当x∈（0，δ）时，f（x）＞f（0）

（D）当x∈（-δ，0）时，f（x）＞f（0）

分析：遇到抽象函数f（x）在某点的导数f′（0）＞0时，则根据导数的定义可写出f′（0）＝[image: alt]
 然后要想到极限的保号性．

解：[image: alt]
 则由极限的保号性可知，存在δ＞0，当x∈（0，δ）时，恒有[image: alt]
 f（x）＞f（0），故（C）项正确．

例10　（1）设f（x）定义在实数集R上，若对任意x1
 ，x2
 ，恒有｜f（x2
 ）－f（x1
 ）｜≤（x2
 －x1
 ）2
 ，求f′（x）．

（2）f（x）和g（x）都定义在实数集R上，且对任意x，y，恒有

f（x＋y）＝f（x）g（y）＋f（y）g（x）

且f（0）＝0，g（0）＝1，f′（0）＝1，g′（0）＝0，求f′（x）．

解：（1）不妨设x1
 ≠x2
 ，由已知不等式有

[image: alt]


而[image: alt]
 则由夹逼定理有

[image: alt]
 　　所以[image: alt]


由此可知，f（x）在x＝x1
 处可导，且f′（x1
 ）＝0；又由x1
 的任意性可知，f（x）在R上可导，且f′（x）≡0．

（2）[image: alt]


例11　设函数f（x）在（-∞，+∞）内可导，则下列结论中正确的是（　　）．

﻿（A）若f（x）为周期函数，则f′（x）也是周期函数

（B）若f（x）为单调增加函数，则f′（x）也是单调增加函数

（C）若f（x）为偶函数，则f′（x）也是偶函数

（D）若f（x）为奇函数，则f′（x）也是奇函数

解：因为函数f（x）为抽象函数，故可先用举反例法排除．

取f（x）＝x3
 ，f′（x）＝3x2
 ，可排除（B）（D）；

取f（x）＝x2
 ，f′（x）＝2x，可排除（C）．

事实上，若f（x＋T）＝f（x）⇒f′（x＋T）＝f′（x），故（A）项正确．

注：请记住以下结论，即

（1）可导的周期函数的导函数是周期函数，且周期不变；

（2）可导的偶函数的导函数是奇函数，可导的奇函数的导函数是偶函数．

题型16　判断函数的可导性

思路启迪：利用导数存在的充要条件和结论，即f′（x0
 ）存在⇔f′－（x0
 ）＝f′＋（x0
 ）．记住：y＝｜x－x0
 ｜在x0
 处不可导，但在x0
 处连续；y＝（x－x0
 ）｜x－x0
 ｜在x0
 处可导．





例12　y＝（x2
 －x－2）｜x3
 －x｜的不可导点的个数为

（A）0

（B）1

（C）2

（D）3

解：　　　　　y＝（x2
 －x－2）｜x3
 －x｜＝（x－2）（x＋1）｜x（x－1）（x＋1）｜

立刻可得出函数在x＝0，x＝1处不可导，故（C）项正确．

例13　设f（x）可导，令F（x）＝f（x）（1＋｜sin x｜），则f（0）＝0是F（x）在x＝0处可导的．

（A）充分而非必要条件

（B）必要而非充分条件

（C）充分必要条件

（D）既非充分也非必要条件

分析：遇到函数中带绝对值符号而判断函数可导或连续时，一般要先去掉绝对值符号．

解：令0＜δ＜π，则

[image: alt]


则F′（0）存在⇔F′-
 （0）＝F′+
 （0），而

[image: alt]


同理

[image: alt]


则F′-
 （0）＝F′+
 （0）⇔f′（0）－f（0）＝f′（0）＋f（0）⇔f（0）＝0，故（C）正确．

例14　设f（x）在（-∞，+∞）内有定义，且对于任意x∈（-∞，+∞），f（x）＝kf（x＋2），又﻿x∈［0，2］时，f（x）＝x（x2
 －4）．

（1）求f（x）在［-2，0）处的表达式；

（2）问k为何值时，f′（0）存在．

解：（1）令-2≤x＜0，则0≤x＋2＜2．由题设，x∈［0，2］时，f（x）＝x（x2
 －4），所以

f（x＋2）＝（x＋2）［（x＋2）2
 －4］＝x（x＋2）（x＋4）

又f（x）＝kf（x＋2），所以f（x）＝kx（x＋2）（x＋4）．

（2）[image: alt]


所以，f′（0）存在⇔f′-
 （0）＝f′+
 （0）⇔8k＝-4⇔[image: alt]
 故当[image: alt]
 时，f′（0）存在．

2.5　各种函数的导数或微分

题型17　求一元复合函数的导数或微分

思路启迪：利用复合函数求导的“链式法则”．设y＝f（u），u＝φ（x），f，φ均可导，则复合函数y＝f（φ（x））对x可导，且有y′＝f′（φ（x））·φ′（x）·1（实际上从最外层往里一层层求，注意指数），即复合函数的导数等于函数对中间变量的导数乘以中间变量对自变量的导数．





例15　设[image: alt]
 f，φ均可导，求y′．

解：

[image: alt]


例16　设[image: alt]
 求f′（0）．

解：

[image: alt]


例17　设f（x）为二阶可导函数，且[image: alt]
 求f″（x）．

解：[image: alt]
 令　tan x＝t，有f（t）＝1＋2t2
 ．于是f（x）＝1＋2x2
 ，则f′（x）＝4x，f″（x）＝4．

题型18　求参数方程所确定的函数的导数

思路启迪：[image: alt]
 φ（t），ψ（t）均二阶可导，且φ′（t）≠0，则[image: alt]


﻿[image: alt]


注：求二阶导数时千万不要忘了乘以[image: alt]






例18　设[image: alt]
 求[image: alt]


解：[image: alt]
 则

[image: alt]


例19　求曲线ρ＝asin 2θ在[image: alt]
 处的切线方程．

分析：求切线方程应化为直角坐标求解．

解：[image: alt]


则当[image: alt]
 时，[image: alt]


[image: alt]


所以，切线方程为[image: alt]
 即[image: alt]


题型19　求一元隐函数的导数或微分

思路启迪：先确定因变量和自变量，然后可利用以下方法．

（1）方程两边对自变量x求导，切记因变量y是x的函数，y的函数是x的复合函数．求出各项的导数后，将含y′的项移到等式一边，不含y′的项移到另一边，解出y′即可．

（2）公式法：[image: alt]
 其中F′y
 （x，y）≠0．

（3）利用一阶微分形式的不变性，在方程两边求微分，然后解出[image: alt]






例20　设方程xy2
 ＋ey
 ＝cos（x2
 ＋y2
 ），求y′．

解：方法1　两边对x求导得

[image: alt]


﻿方法2　　　　F（x，y）＝xy2
 ＋ey
 －cos（x2
 ＋y2
 ）＝0

F′x（x，y）＝y2
 ＋2xsin（x2
 ＋y2
 ），　　　F′y
 （x，y）＝2xy＋ey
 ＋2ysin（x2
 ＋y2
 ）

于是　　　　[image: alt]


方法3　两边微分得

[image: alt]


例21　设有方程[image: alt]
 求y′．

解：两边对x求导，得

[image: alt]


两边同乘以y，得

[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


例22　设函数y＝y（x）由方程ln（x2
 ＋y＋1）＝x3
 y＋sin x确定．

（1）求曲线y＝y（x）在点（0，y（0））处的切线方程；

（2）求极限[image: alt]


解：（1）将x＝0代入方程，得y＝0，方程ln（x2
 ＋y＋1）＝x3
 y＋sin x两边对x求导得

[image: alt]


代入x＝0，y＝0，得y′（0）＝1，因此，曲线y＝y（x）在点（0，y（0））处的切线方程为y＝x．

（2）[image: alt]


题型20　求幂指函数的导数或微分

思路启迪：幂指函数的形式为y＝u（x）v（x）
 ，u（x）＞0，且u（x）≠1．

求幂指函数的导数有两种方法：

（1）利用对数恒等式将幂指函数写成y＝u（x）v（x）
 ＝ev（x）ln u（x）
 ，再按复合函数求导法则求[image: alt]


[image: alt]


﻿（2）两边取对数，得到隐函数ln y＝v（x）ln u（x）的形式，然后按隐函数求导数的思路求[image: alt]






例23　设y＝x5x
 ＋xx
 ＋f（cos2
 x），f可导，求y′．

解：y＝e5x
 ln x
 ＋exln x
 ＋f（cos2
 x）

[image: alt]


例24　已知xy
 ＝yx
 ，求[image: alt]


解：方程两边取对数，有

yln x＝xln y

两边对x求导得

[image: alt]


而x＝1时，y＝1，故[image: alt]


例25　设[image: alt]
 求y′．

解：函数两边取对数，得

[image: alt]


上式两边对x求导，得

[image: alt]


故

[image: alt]


题型21　求函数表达式为若干因子连乘积、乘方、开方或商形式的函数的导数或微分

思路启迪：两边取对数，然后按隐函数求导法则做．取完对数求导时切记y是x的函数．





例26　设[image: alt]


求y′．

﻿解：函数两边取对数，得

[image: alt]


上式两边对x求导得

[image: alt]


故

[image: alt]


题型22　求分段函数的导数或微分

思路启迪：（1）各区间段内导数的求法和前面所讲的导数的求法无异，要注意的是分段点处的导数一定要用导数的定义求．若分段函数在分段点两侧表达式不同，则要分别求其左右的导数，当且仅当左、右导数存在且相等时，函数在分段点的导数才存在．

①若f（x）在x＝x0
 的两侧表达式相同，则f′（x0
 ）＝>[image: alt]


②若f（x）在x＝x0
 的两侧表达式不相同，则分别求出x＝x0
 处的左右导数：

[image: alt]


然后验证f′-
 （x0
 ）与f′+
 （x0
 ）是否相等，从而得出f′（x0
 ）是否存在．

也可先检验[image: alt]
 是否成立，如果不成立，则f（x）在x＝x0
 处不连续，从而不可导．

千万不能这样做：

先求x＜x0
 （或x＞x0
 ）时f（x）的导数f′（x），再求f′-
 （x0
 ）＝[image: alt]
 （或[image: alt]
 （x）），这是因为导函数未必连续．

（2）当f（x）在x＝x0
 处可导时，可通过解方程组[image: alt]
 确定f（x）表达式中包含的参数．





﻿例27　函数[image: alt]
 的不可导点是（　　）．

（A）x＝-1

（B）x＝0

（C）x＝1

（D）x＝2

分析：判断分段函数的不可导点，首先考虑分段点的可导性．一般利用可导的充要条件：左右导数存在且相等．在单选题中，根据一元函数的不连续点一定是不可导点，且判断连续性相对要容易一些，所以一般先判断分段点的连续性．

解：显然，函数在非分段点皆可导．先考查分段点的连续性．

因为[image: alt]
 所以函数f（x）在x＝0处连续；

又因为[image: alt]
 所以函数f（x）在x＝1处不连续，因此也不可导．故（C）项正确．

例28　设f（x）在（-∞，+∞）内有定义，且对于任意x∈（-∞，+∞），f（x＋1）＝2f（x）；又0≤x≤1时，f（x）＝x（1－x2
 ），试讨论f（x）在点x＝0处的可导性．

解：（1）令-1≤x＜0，则0≤x＋1＜1，由题设，0≤x≤1时，f（x）＝x（1－x2
 ），所以

f（x＋1）＝（x＋1）［1－（x＋1）2
 ］＝-x（x＋1）（x＋2）

又[image: alt]
 所以[image: alt]
 即

[image: alt]


于是[image: alt]
 所以f（x）在点x＝0处连续．

下面检验f′-
 （0）＝f′+
 （0）是否成立．

[image: alt]


所以f′-
 （0）≠f′+
 （0），故f（x）在点x＝0处不可导．

例29　设[image: alt]


f（x）在x＝0处可导，令F（x）＝f（φ（x）），求F′（0）．

解：[image: alt]


[image: alt]


﻿[image: alt]


例30　设f（x）是连续的，且[image: alt]
 令

[image: alt]
 求F′（x）．

解：当x＜0时，[image: alt]
 于是

[image: alt]


当0＜x＜1时，[image: alt]
 于是[image: alt]


当x＝0时，有

[image: alt]


所以F′（0）＝1．

综上，有　　[image: alt]


例31　设[image: alt]
 处处可导，试确定a，b的值．

分析：题设右边中x是参数，所以必须讨论；另外需要确定两个数的值，所以必须建立至少两个方程．

解：　　　　[image: alt]


（1）因为f（x）处处连续（可导必连续），所以[image: alt]
 即

[image: alt]
 　　得a＋b＝1

（2）因为f（x）处处可导，所以f′-
 （1）＝f′+
 （1），而

﻿[image: alt]


则a＝2，b＝-1．

题型23　求简单函数的高阶导数

思路启迪：（1）计算简单函数f（x）的高阶导数时，先设法将f（x）表示成一些常用函数，如xm
 ，ax
 ，[image: alt]
 等的线性组合，然后再利用常用函数的n阶导数求导．适用于求：

①有理分式函数的高阶导数．

利用长除法，可得

[image: alt]


然后利用常用函数的n阶导数公式（3）求出整式及各部分分式的高阶导数．

②三角有理式的高阶导数．

利用三角函数的倍角公式：

[image: alt]
 及积化和差公式：

[image: alt]


将三角有理式逐次降幂，最后化为sin αx，cos βx的代数和，利用常用函数的n阶导数公式（5）求高阶导数．

（2）当f（x）不能表示成上述函数的线性组合时，先求出所给函数的1～4阶导数，分析规律性，然后得出n阶导数的表达式．





例32　设y＝x（2x＋3）2
 （3x－1）3
 ，求y（6）
 ．

解：y＝22
 33
 x6
 ＋P5
 （x），如果求导次数超过多项式的最高次幂，则结果为零，即（P5
 （x））（6）
 ＝0；所以y（6）
 ＝22
 33
 6！．

例33　设[image: alt]
 求f（n）
 （x）．

﻿解：[image: alt]
 则有

[image: alt]


所以

[image: alt]


例34　设函数[image: alt]
 求y（n）
 ．

解：先将y化成易于计算n阶导数的形式，即

[image: alt]


所以　　[image: alt]


例35　设[image: alt]
 求f（100）
 （0）．

解：当[image: alt]
 时，有

[image: alt]


故f（100）
 （0）＝-2100
 ·100！．

例36　求下列各高阶导数：

（1）[image: alt]
 求f（100）
 （π）；

（2）f（x）＝sin x·cos x·cos 2x·cos 4x·cos 8x，求f（n）
 （x）．

（3）f（x）＝sin x sin 2x sin 3x，求f（n）
 （x）．

解：（1）因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


（2）因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


（3）因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


例37　设y＝ex
 sin x，求y（n）
 ．

分析：本题中的y不能转换成一些常用函数的代数和，因此逐一计算y的各阶导数，并从中找出规律，得到y（n）
 ．

解：

[image: alt]


﻿[image: alt]


依次类推得

[image: alt]


例38　设f（x）任意阶可导，且f′（x）＝［f（x）］2
 ，则f（n）
 （x）＝（　　　）．

（A）n！［f（x）］（n＋1）
 　　　　　　　　　　（B）n！［f（x）］n＋1


（C）n！［f（x）］（2n）
 　　　　　　　　　　　（D）n！［f（x）］2n


解：

f′（x）＝［f（x）］2


f″（x）＝2f（x）f′（x）＝2［f（x）］3


[image: alt]


依次类推得

fn
 （x）＝n！［f（x）］n＋1


故（B）正确．



第3章　不定积分

●重要定理、公式和结论

3.1　不定积分

1．基本的不定积分公式

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


﻿注：（1）基本积分公式需熟记，求不定积分时，结果中千万不要忘了常数C．

（2）以上公式中把x换为以x为自变量的函数u，公式仍然成立．

2．不定积分的性质

（1）∫kf（x）dx＝k∫f（x）dx，其中k为任意常数；

（2）∫［f1
 （x）±f2
 （x）］dx＝∫f1
 （x）dx±∫f2
 （x）dx，可以推广到有限个和的形式；

（3）［∫f（x）dx］′＝f（x）或d∫f（x）dx＝f（x）dx；

（4）∫F′（x）dx＝F（x）＋C或∫dF（x）＝F（x）＋C．

3.2　三种基本积分方法

3.2.1　第一换元积分法（凑微分法）

1．重要的凑微分形式

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）∫ex
 f（ex
 ）dx＝∫f（ex
 ）dex
 （注：分子、分母同乘以ex
 是凑微分的常用技巧）；

（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）∫sin x·f（cos x）dx＝－∫f（cos x）d（cos x）；

（8）∫cos x·f（sin x）dx＝∫f（sin x）d（sin x）；

（9）[image: alt]


（10）[image: alt]


（11）∫（1＋ln x）dx＝∫d（x ln x）；

（12）[image: alt]


（13）[image: alt]


﻿[image: alt]


2．复杂形式的凑微分法

将被积式g（x）dx写成f1
 （x）f2
 （x）dx或[image: alt]
 即∫g（x）dx＝∫f1
 （x）f2
 （x）dx或[image: alt]
 其中f2
 （x）比f1
 （x）复杂．对f2
 （x）或f2
 （x）的主要部分求导，若其为f1
 （x）的常数倍，即f′2
 （x）＝kf1
 （x），则[image: alt]


例1　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]
 因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


（2）[image: alt]
 因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）因为[image: alt]


所以

[image: alt]


﻿例2　计算不定积分[image: alt]


解：　　[image: alt]


因为　　　　[image: alt]


所以原极限　　　　[image: alt]


3．更复杂形式的凑微分法

这是指被积函数的分母、分子同乘以xk
 或[image: alt]
 （k＝1，2，…），ex
 ，sin x，cos x等，可以化成复杂形式的积分．

例3　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（分子分母同除以x2
 凑成d[image: alt]
 是常用技巧）

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3.2.2　利用第二换元法求不定积分

常见的四种变量代换如下。

﻿1．三角代换

三解代换的形式如表3-1所列。

表3-1

[image: alt]


注：最后一定要将变量还原．

2．倒代换

令[image: alt]
 可作倒代换的条件是：设p，q分别表示被积函数f（x）的分母、分子关于x的最高次数，若p－q＞1，则可作倒代换；若p－q≤1，则不可作倒代换．

3．根式代换

形式为

[image: alt]


令[image: alt]
 （其中N为n1
 ，n2
 ，…，nk
 的最小公倍数）⇒有理函数积分．

例4　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）令x＝a sin t，则dx＝a cos tdt．

[image: alt]


另解：令[image: alt]
 则[image: alt]


﻿[image: alt]


（2）令x＝a sec t，则dx＝a sec t tan tdt，所以

[image: alt]


（3）作倒代换，令[image: alt]
 则

[image: alt]


例5　求不定积分

[image: alt]


解：先将被积函数中的[image: alt]
 化为[image: alt]
 或[image: alt]
 的形式，再作变量代换．

[image: alt]


4．指数代换

它适用于被积函数f（x）是由ax
 所构成的代数式．令ax
 ＝t，则[image: alt]


例6　求下列不定积分：

[image: alt]


解：（1）令2x
 ＝t，则[image: alt]
 于是

[image: alt]


﻿[image: alt]


（2）令ex
 ＝t，则[image: alt]
 于是

[image: alt]


3.2.3　利用分部积分法求不定积分

1．分部积分公式

设u＝u（x），v＝v（x）具有连续导数，则

∫udv＝uv－∫vdv

注：分部积分法的目的是通过分部积分公式，将不易求解的不定积分∫udv转化成另一个易于求解的不定积分∫vdu．分部积分法的关键是如何选择u，dv．选择原则是：

（1）积分容易者选作dv，求导简单者选作u．

（2）在二者不可兼得的情况下，首先要保证的是前者．

2．分部积分的推广公式

设u＝u（x），v＝v（x）有n＋1阶连续导数，则

[image: alt]


用表格法表示推广公式如表3-2所列．

表3-2

[image: alt]


计算规则如下：

（1）推广公式的各项（不包括符号）为从左上到右下错位相乘，最后一项为∫u（n＋1）
 vdx；

（2）各项符号为“＋”、“－”相间，最后一项符号为（-1）n＋1
 ；

（3）当表格中同一列的两个函数乘积等于所给被积函数的常数倍时，求导和求原函数工作不再进行，用解方程的方法即可求得积分．当被积函数中有一个因子为对数或反三角函数时，须做变量代换，把它换成指数或三角函数时才能使用表格法．

﻿下面是几种典型的用分部积分法求解的类型．

类型1　∫Pn
 （x）ekx
 dx，∫Pn
 （x）sin axdx，∫Pn
 （x）cos axdx，其中Pn
 （x）是最高次数为n的关于x的多项式．

一般选dv＝ekx
 dx，sin axdx，cos axdx；u（x）＝Pn
 （x），eiax
 ＝cos ax＋i sin ax．用表格法求解时，当Pn
 （x）的某阶导数为0时，求导和求原函数的工作停止．

例7　求下列积分：

（1）∫（2x2
 －3x＋1）e-2x
 dx；　　　（2）∫（x2
 ＋2x－3）sin xdx．

解：（1）用表格法求解．

[image: alt]


[image: alt]


（2）用表格法求解

[image: alt]


I＝－（x2
 ＋2x－5）cos x＋（2x＋2）sin x＋C

类型2　∫ekx
 sin axdx，∫ekx
 cos axdx，若用分部积分，两项均可选作u．

[image: alt]


例8　求不定积分　I＝∫ex
 cos xdx．

解：

[image: alt]


类型3　∫Pn
 （x）ln xdx，∫Pn
 （x）arcsin xdx，∫Pn
 （x）arctan xdx．

一般选择：u（x）＝ln x，arcsin x，arctan x；v（x）＝Pn
 （x）．其中u（x）求导后就变为别的﻿函数．

例9　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）含有参数的命题要作讨论．

当μ≠-1时

[image: alt]


当μ＝-1时

[image: alt]


（3）[image: alt]


所以

[image: alt]


（4）令arcsin x＝t，则x＝sin t，dx＝cos tdt，用表格法求解．

[image: alt]


[image: alt]


例10　求下列积分：

[image: alt]


﻿解：[image: alt]


●核心题型及思路启迪

3.3　不定积分中的概念

题型24　与原函数相关的命题

思路启迪：利用原函数、不定积分的定义和性质．

注：（1）设F（x）为f（x）在区间I上的一个原函数，则∫f（x）dx＝F（x）＋C．

（2）不定积分和原函数是两个不同的概念，前者是个集合，后者是该集合中的一个元素，所以∫f（x）dx≠F（x）．

（3）一个函数的两个不同的原函数之间只差一个常数．





例11　若函数f（x）的导函数为sin x，则f（x）的一个原函数为（　　）．

（A）1＋sin x

（B）1－sin x

（C）1＋cos x

（D）1－cos x

解：因为f′（x）＝sin x，所以f（x）＝-cos x＋C．取f（x）＝-cos x，于是

∫f（x）dx＝∫（-cos x）dx＝-sin x＋C1


令C1
 ＝1，则得f（x）的一个原函数为1－sin x，故选（B）．

另解：设f（x）的一个原函数为F（x），则F″（x）＝sin x，对（A），（B），（C），（D）项逐一求二阶导数，只有（1－sin x）″＝sin x，故选（B）．

例12　设函数f（x）连续且不等于零，若∫xf（x）dx＝arcsin x＋C，则[image: alt]


[image: alt]


﻿解：

[image: alt]


所以

[image: alt]


[image: alt]


故选（D）．

3.4　各种函数的不定积分

求不定积分的一般方法如下：

（1）先试用凑微分法；

（2）若凑微分法不行，再试用分部积分法，注意u的选取；

（3）若前两种方法均不行，则用变量代换．若被积函数中既含有对数函数，又含有反三角函数，则通常取u为反三角函数．

题型25　求简单有理函数的不定积分

思路启迪：有理函数的积分形式为[image: alt]


（1）[image: alt]
 为假分式，则用长除法

[image: alt]


（2）求整式和部分分式的积分实际上是求如下四种形式的积分：

[image: alt]


[image: alt]


﻿[image: alt]


其中x2
 ＋px＋q满足p2
 －4q＜0，即x2
 ＋px＋q不能再分解成一次因式．





例13　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）令[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


（2）[image: alt]


⇒u＋2＝A（u＋1）＋B（u－2），令u＝2⇒[image: alt]
 u＝-1⇒[image: alt]


则

[image: alt]


[image: alt]


例14　求不定积分[image: alt]


解：[image: alt]


于是

[image: alt]


[image: alt]


而　　　　　　　　[image: alt]


[image: alt]


﻿[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


[image: alt]


其中C＝C1
 －C2
 ＋C3
 ．

题型26　简单无理函数的不定积分

思路启迪：一般通过变量代换，去掉根号，化为有理函数的积分来计算．常见的变换除了前面所介绍的四种变量代换外，还有

[image: alt]






例15　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）令[image: alt]
 则x＝t6
 ，dx＝6t5
 dt．

[image: alt]


（2）[image: alt]


﻿[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）先对被积函数的分母有理化：

[image: alt]


题型27　三角有理式的积分

思路启迪：由sin x，cos x及常数，经过有限次的四则运算所得到的函数称为三角有理式，记为R（sin x，cos x）．求解∫R（sin x，cos x）dx的基本思路如下：

（1）尽量使分母简单．为此，分子、分母同乘以某个因子，将分母化成sink
 x或cosk
 x的单项式，或将分母整个看成一项．

（2）尽量使R（sin x，cos x）的幂降低，为此通常利用倍角公式或积化和差公式以达到目的．

1．“1”的妙用，sin2
 αx＋cos2
 αx＝1





例16　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


﻿[image: alt]


（2）[image: alt]


2．将分母化为单项式

情形1：[image: alt]
 或[image: alt]


方法：分子、分母同乘以1－sin x或1＋sin x，将分母变为单项式处理．

情形2：[image: alt]


方法：分子、分母同乘以1－cos x或利用[image: alt]
 通常用后者．

情形3：[image: alt]


方法：分子、分母同乘以1＋cos x或利用[image: alt]
 通常用后者．

例17　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


﻿（分母、分子若是关于正、余弦项的二次项，则一般分子、分母同除以余弦的平方）

3．降幂法

常用的降幂公式如下。

（1）积化和差公式

[image: alt]


（2）倍角公式

[image: alt]


例18　求下列不定积分．

（1）∫sin 4xcos 2xcos 3xdx；　　（2）∫sin2
 xcos4
 xdx．

解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4．变量代换法

（1）若被积函数满足R（-sin x，-cos x）＝R（sin x，cos x），则可令tan x＝t；

（2）若被积函数满足R（sin x，-cos x）＝-R（sin x，cos x），则可令sin x＝t；

﻿（3）若被积函数满足R（-sin x，cos x）＝-R（sin x，cos x），则可令cos x＝t．

例19　求下列不定积分．

[image: alt]


解：（1）令tan x＝t，则sec2
 xdx＝dt，于是

[image: alt]


（2）令sin x＝t，则cos xdx＝dt，于是

[image: alt]


（3）令cos x＝t，则-sin xdx＝dt，于是

[image: alt]


题型28　分段函数的不定积分

思路启迪：（1）分别求各区间段的不定积分表达式．

（2）考查函数在分段点处的连续性．如果连续，那么在包含该点的区间内有原函数存在，然后根据原函数的连续性定出积分常数C；如果分段点是函数的第一类间断点，则在包含该点的区间内，不存在原函数，这时，函数的不定积分只能在不包含该点在内的每个分段区间内得到．





﻿例20　设[image: alt]
 求∫f（x）dx．

解：当x＞0时，[image: alt]
 当x＜0时，∫f（x）dx＝∫0dx＝C2
 ．

因为f（x）在（-∞，+∞）内连续，所以其原函数在（-∞，+∞）内连续，又

[image: alt]


令C1
 ＝C2
 ＝C，于是

[image: alt]


例21　求∫max（x3
 ，x2
 ，1）dx

解：令　　　　[image: alt]


当x＞1时　　　　[image: alt]


当x＜-1时　　　　[image: alt]


当｜x｜＜1时　　　　∫f（x）dx＝∫dx＝x＋C3


由原函数的连续性，有

[image: alt]
 　即[image: alt]


又

[image: alt]
 　即[image: alt]


联立解式（1）、式（2）可得[image: alt]
 令C3
 ＝C，故有

[image: alt]


例22　设[image: alt]


解：由题可知，x＝0是f（x）的第一类间断点，故在（-∞，+∞）内，f（x）不存在原函数；而x＝1是f（x）的连续点，所以f（x）的不定积分只能分别在区间（-∞，0）和（0，+∞）内得到．

﻿[image: alt]


因为x＝1是f（x）的连续点，所以f（x）的原函数在x＝1处连续，即

[image: alt]


故　　　　[image: alt]


题型29　含对数函数、反三角函数的不定积分

思路启迪：用如下三步法能解决。

（1）凑微分法：若对数函数、反三角函数的导数是另一部分的常数倍，则用凑微分法；

（2）分部积分法：若对数函数、反三角函数的导数不是另一部分的常数倍，则设对数函数、反三角函数为u（x），而另一部分不通过作变量代换可得出积分，则用分部积分法；

（3）变量代换法：如果另一部分需要通过变量代换才可积分，则直接将对数函数、反三角函数设成变量t．





例23　求下列积分：

[image: alt]


解：[image: alt]


﻿[image: alt]


而　　　　[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


（6）令arctan[image: alt]
 则

[image: alt]
 　x＝tan2
 t＋1＝sec2
 t

dx＝2sec tsec ttan tdt＝2sec2
 ttan tdt

所以　　　　[image: alt]


题型30　复合函数的不定积分

思路启迪：先求出函数表达式，然后再计算不定积分．





例24　设[image: alt]
 且f［φ（x）］＝lnx，求∫φ（x）dx．

解：先求出函数表达式，然后求不定积分．

由[image: alt]
 得[image: alt]


又由[image: alt]
 得[image: alt]


所以　　[image: alt]


﻿例25　设[image: alt]
 计算∫f（x）dx．

解：令ln x＝t，则x＝et
 ，代入原方程得[image: alt]


故[image: alt]


例26　求不定积分∫xf′（2x）dx，其中f（x）的原函数为[image: alt]


解：　　　　[image: alt]


因为[image: alt]
 为f（x）的原函数，所以[image: alt]
 于是

[image: alt]


故　　　　[image: alt]


题型31　计算隐函数的不定积分

思路启迪：计算隐函数的不定积分时，先把该函数转化为参数方程的形式．设y＝y（x）是由方程F（x，y）＝0确定的隐函数，如能把它写成参数方程形式[image: alt]
 ，则∫ydx＝∫y（t）x′（t）dt＝F（t）＋C，由此可得∫ydx＝F［h（x）］＋C（其中t＝h（x）是x＝x（t）的反函数）．





例27　设y＝y（x）是由方程y2
 （x－y）＝x2
 确定的隐函数，求不定积分[image: alt]


解：令[image: alt]
 则y＝tx，代入所给方程得

[image: alt]


﻿于是　　　　[image: alt]


例28　设y＝y（x）是由方程y（x－y）2
 ＝x确定的隐函数，求不定积分[image: alt]


解：令t＝x－y，则y＝x－t，代入所给方程得

[image: alt]


于是　　　　[image: alt]




第4章　定积分

●重要定理、公式和结论

4.1　定积分的基本性质

（1）定积分[image: alt]


是一个常数值，这个值只与被积函数及积分上、下限有关，而与用什么字母表示积分变量无关，即

[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 （也称对积分区间具有可加性，可推广到可列个）．

（5）[image: alt]
 为常数．

（6）[image: alt]


（7）比较定理　设f（x）≤g（x），x∈［a，b］，则[image: alt]


推论：①若f（x）≥0，对任意的x∈［a，b］，有[image: alt]


②[image: alt]


（8）估值定理　设函数f（x）在［a，b］上连续，且m≤f（x）≤M，x∈［a，b］，则

[image: alt]


（9）积分中值定理　设函数f（x）在［a，b］上连续，则在［a，b］上至少存在一个ξ，使得[image: alt]
 也可写成[image: alt]
 此式称为f（x）在［a，b］上的平均值公式．

4.2　重要定理

定理1　设函数f（x）在［a，b］上连续，对于任意的x∈［a，b］，则变上限积分[image: alt]
 ﻿对x可导，且有[image: alt]


推论：设函数f（x）在［a，b］上连续，函数φ（x）可导，[image: alt]
 则

F′（x）＝f（φ（x））φ′（x）

定理2　设函数f（x）在［a，b］上连续，则[image: alt]
 是f（x）在［a，b］上的一个原函数．

注：如果已知f（x）在［a，b］上连续，有关命题证明过程中要作辅助函数，则[image: alt]
 是一个很好的辅助函数．

定理3（牛顿-莱布尼茨公式）　设函数f（x）在［a，b］上连续，F（x）是f（x）在［a，b］上的一个原函数，则

[image: alt]


注：函数f（x）在［a，b］上是连续的，否则结论不一定正确．例如，[image: alt]
 是错误的．

4.3　重要公式

公式1（对称区间的积分）　设f（x）在［-l，l］上连续，则

[image: alt]


公式2　设f（x）是以T为周期的连续函数，a为任一实数，则

[image: alt]


公式3　　　　　　[image: alt]


公式4　[image: alt]


公式5（三角函数族的正交性）

[image: alt]


﻿公式6（定积分的分部积分法）

设u＝u（x），v＝v（x）在［a，b］上具有连续导函数，则有分部积分公式：

[image: alt]


公式7（定积分的换元积分法）

设函数f（x）在［a，b］上连续，令x＝φ（t），若φ（t）满足条件：

（1）φ′（t）是连续的，且φ′（t）≠0；

（2）φ（α）＝a，φ（β）＝b，当t在［α，β］上变动时，x在［a，b］上变动，则

[image: alt]


4.4　计算定积分的方法

4.4.1　利用牛顿-莱布尼茨公式计算定积分

[image: alt]
 其中F（x）是f（x）在［a，b］上的一个原函数．

例1　计算[image: alt]


解：　　　　[image: alt]


4.4.2　利用换元积分法计算定积分

例2　求下列定积分：

[image: alt]


解：（1）令x＝asin t，dx＝acos tdt，且x＝0，t＝0；x＝a，[image: alt]
 则

[image: alt]


令[image: alt]
 则

[image: alt]


故　　　　[image: alt]
 　即[image: alt]


（2）令x＝tan t，dx＝sec2
 tdt，x＝0，t＝0；x＝1，[image: alt]
 则

[image: alt]


﻿令[image: alt]
 则dt＝-du，t＝0，[image: alt]
 于是

[image: alt]


于是　　　　[image: alt]
 　即[image: alt]


4.4.3　利用分部积分法计算定积分

[image: alt]


例3　计算下列定积分．

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


4.5　反常积分

1．积分区间为无穷的积分（也称无穷积分）

（1）[image: alt]
 若右边极限存在，则[image: alt]
 收敛，否则[image: alt]
 发散；

﻿（2）[image: alt]
 若右边极限存在，则[image: alt]
 收敛，否则[image: alt]
 发散；

（3）[image: alt]
 当且仅当右边的两个极限均存在时，[image: alt]
 收敛，否则发散．

2．无界函数的瑕积分

（1）对于积分[image: alt]
 若[image: alt]
 则x＝b称为函数f（x）的瑕点，[image: alt]
 [image: alt]
 若右边极限存在，则[image: alt]
 收敛，否则发散．

（2）对于积分[image: alt]
 若[image: alt]
 则x＝a称为函数f（x）的瑕点，[image: alt]
 [image: alt]
 若右边极限存在，则[image: alt]
 收敛，否则发散．

（3）设a＜c＜b，[image: alt]
 则x＝c称为函数f（x）的瑕点，有

[image: alt]


当且仅当右边两个极限均存在时，瑕积分[image: alt]
 收敛，否则发散．

3．反常积分的牛顿-莱布尼茨公式（基本上同定积分运算）

设F（x）为f（x）的原函数．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（x＝b为函数f（x）的瑕点，即[image: alt]
 其中[image: alt]


[image: alt]


（x＝a为函数f（x）的瑕点，即[image: alt]
 其中[image: alt]


[image: alt]


（其中x＝c为函数f（x）的瑕点，即[image: alt]


注：当且仅当广义积分收敛时，常义积分在对称区间上的奇偶函数积分的性质才保留．

﻿●核心题型及思路启迪

4.6　与定积分的定义和性质相关的命题

题型32　定积分的估值

思路启迪：定积分的估值问题是指确定常数m，M，使[image: alt]
 M（b－a）成立，其中M要尽可能小，m要尽可能大，即M，m分别接近于f（x）的上下确界．方法如下：

（1）求出f（x）在积分区间［a，b］上的最值，定出f（x）的范围，或者用不等式放缩法写出f（x）在［a，b］上的界限；或者将前二者结合得出f（x）的适当范围．

（2）利用估值定理或比较定理对[image: alt]
 进行估值．





例4　设函数[image: alt]


（1）当n为正整数，且nπ≤x＜（n＋1）π时，证明：2n≤S（x）＜2（n＋1）；

（2）求[image: alt]


解：（1）因为｜cos x｜≥0，且nπ≤x＜（n＋1）π，所以

[image: alt]


又因为｜cos x｜以π为周期，所以

[image: alt]


[image: alt]


从而有2n≤S（x）＜2（n＋1）．

（2）当nπ≤x＜（n＋1）π时，由（1）得

[image: alt]


而　　　　[image: alt]


所以，由夹逼定理得[image: alt]


注：本题用到了周期为T的函数f（x）的积分性质：[image: alt]


例5　证明：（1）[image: alt]


﻿（2）[image: alt]


证：（1）显然，当[image: alt]
 时，有[image: alt]
 则

[image: alt]


即

[image: alt]


（2）令[image: alt]
 则

[image: alt]


令f′（x）＝0，得x＝0，又[image: alt]
 f（0）＝1，所以[image: alt]


上式两边对x在［-1，1］上积分，得不出右边要证的结果，故对f（x）重新分析．显然

[image: alt]


则　　　　[image: alt]


即　　　　[image: alt]


例6　证明不等式：[image: alt]


证：　　　　[image: alt]


令[image: alt]
 显然f（x）在（1，n＋1）单调下降，于是

[image: alt]


综上，可得[image: alt]


题型33　变限积分的求导问题

思路启迪：（1）设函数f（x）在［a，b］上连续，函数φ（x）可导，F（x）＝[image: alt]
 则

F′（x）＝f（φ（x））φ′（x）

﻿推论：设函数φ（x），ψ（x）可导，[image: alt]
 则

G′（x）＝f（φ（x））φ′（x）－f（ψ（x））ψ′（x）

（2）对含参数的函数[image: alt]
 或[image: alt]
 [image: alt]
 dt求导时，先将x移出被积函数．

（3）遇到定积分或变限积分中的被积式含f（φ（x））的，一般用变量代换u＝φ（x）将f（φ（x））变为f（u），同时要注意相应更换积分上下限．





例7　设f（x）为连续函数，且[image: alt]


解：　　　　[image: alt]


例8　设f（x）为连续函数，求[image: alt]


解：将x移出被积函数，令u＝x＋t，则dt＝du，且t＝1时，u＝x＋1；t＝2时，u＝x＋2，于是

[image: alt]


故　　　　[image: alt]


例9　设f（u）是连续函数，求[image: alt]
 关于x的导数．

解：因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


4.7　各种类型定积分的计算

题型34　求分段函数的定积分

思路启迪：首先分析积分上下限是被积函数定义域中哪个区间段上的点，然后按段积分．另外，若被积函数或被积函数的主要部分是复合函数，则先作变量代换，使之变为简单形式．





﻿例10　设[image: alt]


解：（1）当x＜0时，[image: alt]


（2）当0≤x＜1时，[image: alt]


（3）当1≤x＜2时，[image: alt]


（4）当x≥2时，[image: alt]


综上，有　　　　[image: alt]


例11　设[image: alt]
 计算[image: alt]


解：令x－2＝t，则

[image: alt]


题型35　求含有绝对值符号的定积分

思路启迪：令绝对值符号内的式子等于0，得出被积函数f（x）的若干零点，再据此把积分区间分成若干个子区间，各子区间上的被积函数的绝对值就可以去掉了（注意符号），然后按段积分．





例12　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）令ln x＝0⇒x＝1，则

﻿[image: alt]


（2）令x2
 －2x－3＝（x－3）（x＋1）＝0⇒x＝-1，x＝3，则

[image: alt]


（3）因为0≤x≤1，所以当a≤0时，有

[image: alt]


当0≤a＜1时，令x－a＝0⇒x＝a，则

[image: alt]


当a≥1时　　[image: alt]


（4）[image: alt]


题型36　求被积函数中含有变上限积分的定积分

思路启迪：（1）利用定积分的分部积分法．此时，变限积分选作求导对象，即令u（x）＝变限积分，另外的部分选作dv．

（2）利用累次积分更换积分次序．





例13　（1）设[image: alt]
 计算：[image: alt]


（2）设[image: alt]
 计算：[image: alt]


解：（1）[image: alt]


﻿（2）[image: alt]


又　　[image: alt]


故　　　　[image: alt]


另解：　　[image: alt]


例14　设f（x）在［0，1］上连续，[image: alt]
 计算：[image: alt]


解：　　　　[image: alt]


题型37　求对称区间［-l，l］上的定积分

思路启迪：凡遇到对称区间上的积分，首先要想到的是验证被积函数f（x）的奇偶性：

（1）若f（x）为奇函数，则积分为零，即[image: alt]


（2）若f（x）为偶函数，则[image: alt]


（3）若f（x）非奇非偶，则作负变换：令x＝-t．

注：在对称区间［-l，l］的被积函数f（x）若是非奇非偶函数，则可将其写成

[image: alt]


因为f（x）＋f（-x）是偶函数，f（x）－f（-x）是奇函数，所以

[image: alt]






例15　计算[image: alt]


解：　　　　[image: alt]


﻿[image: alt]


例16　设a，b为正实数，[image: alt]
 试确定c的值．

解：　　　　[image: alt]
 ucos u为奇函数，要使[image: alt]
 则b＋c＝－（a＋c），即[image: alt]


例17　设f（x）在［-a，a］，a≥0上连续，计算

[image: alt]


解：　　　　[image: alt]


（因为x［f（x）＋f（-x）］和ecos x
 ［f（x）－f（-x）］都为奇函数）

例18　设f（x），g（x）在［-l，l］上连续，f（x）＋f（-x）＝A，g（x）为偶函数．

（1）证明：[image: alt]


（2）利用（1）的结论计算定积分[image: alt]


证：（1）因为不知f（x）g（x）是奇函数还是偶函数，则令x＝-t，那么

[image: alt]


故　　　　[image: alt]


（2）取f（x）＝arctan ex
 ，g（x）＝｜sin x｜，[image: alt]
 则f（x），g（x）在[image: alt]
 上连续，且g（x）为偶函数．

因为（arctan ex
 ＋arctan e-x
 ）′＝0，所以arctan ex
 ＋arctan e-x
 ＝A．令x＝0，得[image: alt]
 于是

[image: alt]


﻿故　[image: alt]


题型38　求周期函数的定积分

思路启迪：利用定积分的性质：设f（x）是以T为周期的连续函数，a为任一实数，则

[image: alt]






例19　求[image: alt]


解：因为sin2
 （2x）（tan x＋1）以π为周期，所以

[image: alt]


例20　设f（x）是周期为2的连续函数．

（1）证明对任意的实数t都有[image: alt]


（2）证明[image: alt]
 是周期为2的周期函数．

分析：（1）利用定积分区间的可加性证明；

（2）利用（1）的结果和周期性定义．

解：（1）对任意实数t都有

[image: alt]


而　　　　[image: alt]


从而　　　　[image: alt]
 　　故[image: alt]


（2）由（1）可知，任意实数t都有[image: alt]
 记[image: alt]
 则

[image: alt]


对任意的x，有

[image: alt]


故G（x）是周期为2的周期函数．

题型39　求被积函数的分母为两项，分子恰为其中一项的定积分

思路启迪：对形如[image: alt]
 的积分，所作代换满足以下两点要求：

（1）变换前后积分上下限不变，或者交换位置；

（2）变换后，分母中的另一项代换了分子中的一项．





例21　求下列积分：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]
 则

[image: alt]


（2）[image: alt]


　　则

[image: alt]


题型40　求由三角有理式与初等函数通过四则运算、复合运算或变量代换所得式的定积分

思路启迪：这类题的一般解法是作变量代换．常用的变量代换如下：

（1）若积分限为［0，π］，则令t＝π－x；

（2）若积分限为[image: alt]
 则令[image: alt]


（3）若积分限为[image: alt]
 则令[image: alt]


（4）若积分限关于原点对称，则令t＝-x．





例22　求下列定积分：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


于是　　　　[image: alt]


﻿[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


（2）[image: alt]


于是　　　　　　[image: alt]
 　　故[image: alt]


例23　计算[image: alt]


解：　　　　[image: alt]


故　　　　　　　[image: alt]


注：本题用到了周期函数的积分性质

[image: alt]


例24　求定积分[image: alt]


解：积分区间[image: alt]
 是对称区间，但被积函数f（x）是非奇非偶函数，于是令x＝-t，则

[image: alt]


于是　[image: alt]


题型41　定积分等式的证明

常用定理有：连续函数在闭区间上的性质、微分中值定理、定积分的性质、重要定理及换元积分法、分部积分法．

﻿1．只告知被积函数f（x）连续的命题的证法

思路启迪：利用拉格朗日中值定理或其推论．





例25　设函数f（x）在［-l，l］上连续，且f（x）在x＝0处可导，f′（0）≠0．

（1）证明：对于∀x∈［-l，l］，存在θ∈（0，1），使得

[image: alt]


（2）求[image: alt]


证：（1）令[image: alt]
 则由拉格朗日中值定理，存在θ∈（0，1），

使得

F（x）－F（0）＝（x－0）F′（θx）

而　　　　[image: alt]


故　　　　F（x）＝x［f（θx）－f（-θx）］

即　　　　[image: alt]


（2）式（1）两边同除以x2
 得

[image: alt]


上式两边取x→0时的极限，则

[image: alt]


[image: alt]


则　　　　　　[image: alt]


2．由定积分所构成式子的证明

思路启迪：利用定积分的换元积分法，变量代换可按以下步骤进行：

（1）将定积分等式一端的积分变量改写为u，另一端仍为x；

（2）比较两端被积函数或其他主要部分的形式：

①若一端为f（x），另一端为f（φ（u）），则令x＝φ（u）；

②若一端为f（x），另一端为f（u），则此时作的变量代换由两边积分的上下限来确定．





例26　设函数f（x）在［0，1］上连续，证明：[image: alt]


﻿分析：比较f（sin x），f（sin u）＝f（sin（π－u）），令x＝π－u．

证：　　　　[image: alt]


于是　　　　[image: alt]


而　[image: alt]


例27　设f（x）连续计算[image: alt]


分析：为计算要先证明

[image: alt]


比较：[image: alt]
 则3＋x＝9－u，即u＝6－x．

证：　　[image: alt]


于是[image: alt]
 即I＝1．

例28　证明：[image: alt]


分析：　　　　[image: alt]


比较[image: alt]
 与[image: alt]
 可知，应令[image: alt]
 则4t2
 －4xt＋（x2
 －u2
 ）＝0，进而

[image: alt]
 　或　[image: alt]


证：[image: alt]


例29　证明：[image: alt]


分析：由于两个积分的被积式形式一致，因此作变换只能从两端的积分限去考虑．通过观察，应作代换：[image: alt]


证：令[image: alt]
 则[image: alt]
 有

﻿[image: alt]


3．被积函数中含有变限积分或函数的导数f′（x），f″（x），…的命题的证明

思路启迪：利用定积分的分部积分法．一般讲，变限积分选作u（x），即作为求导对象，另一部分选作dv；含有f″（x），f′（x），…的积分选dv＝f′（x）dx或f″（x）dx．





例30　证明：[image: alt]


证：[image: alt]


例31　设函数f（x）在［0，1］上有二阶连续的导数，证明：

[image: alt]


证：　　　　[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


例32　设f′（x）连续，[image: alt]
 证明：

F（2a）－2F（a）＝f2
 （a）－f（0）f（2a）

证：　　　　[image: alt]


因为　　　　[image: alt]


又因为　　　　[image: alt]


故　　　　F（2a）－2F（a）＝f2
 （a）－f（0）f（2a）

﻿4．被积函数f（x）具有二阶或二阶以上可导的命题

思路启迪：利用泰勒定理证明．

（1）若欲证存在ξ∈［a，b］，使得关于ξ的关系式成立，不必作辅助函数，证明过程中要用到最值定理与介值定理；

（2）若欲证存在ξ∈（a，b），使得关于ξ的关系式成立，则必须作辅助函数，令[image: alt]






例33　设f″（x）在［-a，a］（a≥0）上连续，且f（0）＝0．证明：至少存在一点ξ∈［-a，a］，使得

[image: alt]


证：将f（x）在x＝0处展成一阶泰勒公式，即

[image: alt]


等式两边对x在［-a，a］上积分，得

[image: alt]


因为f″（x）在［-a，a］上连续，所以f″（x）在［-a，a］上一定有最大值M和最小值m，使得m≤f″（x）≤M，则m≤f″（η）≤M，于是

[image: alt]


不等式各项对x在［-a，a］上积分得

[image: alt]


即[image: alt]
 结合式（1）得

[image: alt]


即[image: alt]


由介值定理可知，至少存在一点ξ∈［-a，a］，使得[image: alt]


题型42　定积分不等式的证明

思路启迪：常用定理有中值定理、定积分的性质、定积分分部积分法、换元积分法，尤其是函数单调增减性判别定理．

常用不等式如下：

（1）a2
 ＋b2
 ≥2ab；

（2）a＞0时[image: alt]


﻿（3）柯西不等式：设f（x），g（x）在［a，b］上连续，则

[image: alt]


1．只告知被积函数f（x）连续、单调，或只知f（x）可导，而没有给出更多条件的命题

思路启迪：一般利用辅助函数法．

辅助函数的作法如下：

将积分限b（或数字）改写成x，同时也将式中的b（或数字）改写成x，移项使不等式一端为0，另一端即为所求作的辅助函数F（x）．

证明程序：（1）作辅助函数F（x）；

（2）求F′（x），判别符号，从而得出F（x）的单调性；

（3）求出F（a），F（b），或F+
 （a），F-
 （b），其中至少有一个为零或已知符号；

（4）由（2）、（3）即可得出命题的证明．





例34　设函数f（x）在［a，b］上连续，且单调增加，a＜0＜b，证明：

[image: alt]


证：令[image: alt]
 则

[image: alt]


所以F（x）单调增加，于是，当b＞a时，有F（b）≥F（a）＝0，即

[image: alt]


例35　设f（x），g（x）在［a，b］上连续，且满足

[image: alt]


证明：[image: alt]


证：由于所给条件可写成

[image: alt]


﻿结论可写成　　　　[image: alt]


于是令F（x）＝f（x）－g（x），[image: alt]
 由题设G（x）≥0，x∈［a，b］，G（a）＝G（b）＝0，G′（x）＝F（x），从而

[image: alt]


由于G（x）≥0，x∈［a，b］，故有[image: alt]
 即[image: alt]
 故

[image: alt]


2．题设中告知被积函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，又知f（a）＝0或f（b）＝0或f（a）＝f（b）＝0的命题

思路启迪：利用拉格朗日中值定理或积分中值定理证明．

方法1：（1）写出含端点的拉格朗日中值定理

[image: alt]


（2）根据题意进行不等式的放缩；

（3）用定积分的比较定理、估值定理或函数的绝对值不等式等定积分性质作分析处理．





例36　设f（x）在［a，b］上可导，且f′（x）≤M，f（a）＝0，证明：

[image: alt]


证：由题设对任意x∈［a，b］可知，f（x）在［a，b］上满足拉格朗日中值定理，于是有

f（x）＝f（x）－f（a）＝f′（ξ）（x－a），　　ξ∈（a，x）

因为f′（x）≤M，所以f（x）≤M（x－a）．由定积分比较定理，有

[image: alt]


即　　　　　　　　[image: alt]


方法2：利用牛顿-莱布尼茨公式．

（1）写出如下等式：

[image: alt]


（2）利用定积分比较定理、估值定理或绝对值不等式进行分析处理．

﻿例37　设函数f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f（a）＝f（b）＝0，｜f′（x）｜≤M，证明：

[image: alt]


证：因为　　[image: alt]


所以｜f（x）｜＝（x－a）｜f′（ξ）｜≤（x－a）M；同理，｜f（x）｜≤（b－x）M．于是

[image: alt]


例38　设函数f（x）在［a，b］上不恒为零，且f（a）＝f（b）＝0，f′（x）在［a，b］上连续，试证：至少存在一点ξ∈［a，b］，使得

[image: alt]


证：因为f′（x）在［a，b］上连续，所以｜f′（x）｜在［a，b］上连续，于是｜f′（x）｜在［a，b］上有最大值，记为M＝f′（ξ）．

[image: alt]


则可得｜f（x）｜＝（x－a）｜f′（η）｜≤（x－a）M；同理，｜f（x）｜≤（b－x）M．于是

[image: alt]


即　　　　[image: alt]


3．被积函数f（x）二阶或二阶以上可导，又知最高阶导数符号的命题

思路启迪：利用泰勒公式证明．证题程序：直接将函数f（x）展成泰勒公式，然后对余项进行放缩处理．





例39　f（x）二阶可导，f″（x）＞0，u（t）在［0，a］，a＞0上处处连续，证明：

[image: alt]


解：令[image: alt]
 将f（x）在x0
 处展开成一阶泰勒公式．

﻿[image: alt]


因为f″（x）＞0，所以[image: alt]
 于是f（x）≥f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）．令x＝u（t），有

f［u（t）］≥ f（x0
 ）＋f′（x0
 ）［u（t）－x0
 ］

上式两边对t在［0，a］上积分，得

[image: alt]


而[image: alt]
 所以[image: alt]
 即

[image: alt]


4.8　反常积分

题型43　反常积分的计算及收敛

思路启迪：计算步骤如下。

（1）区别反常积分的类型（无穷积分、瑕积分或混合型），对既有无穷积分又有瑕积分的混合型，一定要先进行分解，使单个积分为只有一个瑕点的瑕积分或只有一个积分限为无穷的无穷积分．

（2）求出被积函数的原函数．

（3）按定义或运算性质求出各反常积分的值．

（4）求出第（3）步所得各值的代数和．





例40　计算[image: alt]


解：　　　　[image: alt]


例41　计算[image: alt]


解：令x＝tan t，则t＝arctan x，故

﻿[image: alt]


例42　设[image: alt]
 讨论其敛散性，收敛时求其值．

解：　　　　[image: alt]


而∫xe-x
 dx＝（x＋1）e-x
 ＋C，于是

[image: alt]


所以当α≠1时，I1
 发散，从而I发散；当α＝1时，

[image: alt]


所以I2
 收敛．从而I收敛，其和为2．

例43　计算[image: alt]


解：令[image: alt]
 则[image: alt]
 所以x＝1，x＝5为f（x）的瑕点．

[image: alt]


例44　计算[image: alt]


解：令[image: alt]
 显然x＝1为f（x）的瑕点．

[image: alt]




第5章　微分中值定理

●重要定理、公式和结论

5.1　闭区间上连续函数的性质

定理1（有界性）　设函数f（x）在［a，b］上连续，则f（x）在［a，b］上有界，即存在M＞0，使得｜f（x）｜≤M，x∈［a，b］．

定理2（最值定理）　设函数f（x）在［a，b］上连续，则f（x）在［a，b］上必能取得最大值和最小值，即存在ξ，η∈［a，b］，使得[image: alt]
 即m≤f（x）≤M，x∈［a，b］．

定理3（介值定理）　设函数f（x）在［a，b］上连续，μ为介于f（a）与f（b）（或f（x）在［a，b］上的最大值M与最小值m）之间的任一实数，则在［a，b］上至少存在一点ξ，使μ＝f（ξ）（注意，ξ可取端点值）．

定理4（零值定理）　设函数f（x）在［a，b］上连续，f（a）与f（b）严格异号，即f（a）·f（b）＜0，则在开区间（a，b）内至少存在一点ξ，使得f（ξ）＝0（注意，ξ不可取端点值）．

5.2　微分中值定理

定理1（费尔马定理）　若函数f（x）满足以下条件：

（1）函数f（x）在x0
 的某邻域内有定义，并且在此邻域内恒有f（x）≤f（x0
 ）或f（x）≥f（x0
 ）；

（2）f（x）在x0
 处可导，

则有f′（x0
 ）＝0．

定理2（罗尔定理）　若函数f（x）满足以下条件：

（1）f（x）在闭区间［a，b］上连续；

（2）f（x）在开区间（a，b）内可导；

（3）f（a）＝f（b），

则在（a，b）内至少存在一点ξ，使f′（ξ）＝0．

定理3（拉格朗日中值定理）　若函数f（x）满足以下条件：

（1）f（x）在闭区间［a，b］上连续；

（2）f（x）在开区间（a，b）内可导，

则在（a，b）内至少存在一点ξ，使

[image: alt]


﻿或

f（b）－f（a）＝（b－a）f′（ξ）

或

f（b）－f（a）＝（b－a）f′［a＋θ（b－a）］，0＜θ＜1

推论：若f′（x）＝0，x∈［a，b］，则f（x）＝C，x∈［a，b］（C是常数）．

定理4（柯西中值定理）　设函数f（x），g（x）满足以下条件：

（1）f（x），g（x）在［a，b］上连续；

（2）f（x），g（x）在（a，b）内可导，且g′（x）≠0，

则在（a，b）内至少存在一个ξ，使[image: alt]


定理5（泰勒公式）　设f（x）在x0
 的邻域内具有n＋1阶导数，x为该邻域内异于x0
 的任一点，则在（x，x0
 ）或（x0
 ，x）内至少存在一个ξ，使得

[image: alt]


其中　　　　[image: alt]
 （拉氏型n阶泰勒余项）

或　　　　　Rn
 （x）＝o［（x－x0
 ）n
 ］　（皮亚诺型n阶泰勒余项）

当x0
 ＝0时，式（1）成为

[image: alt]


其中　　　　[image: alt]
 　或　Rn
 （x）＝o（xn
 ）

式（1）称为n阶泰勒公式，式（2）称为n阶麦克劳林公式．

●核心题型及思路启迪

5.3　闭区间上连续函数的命题

题型44　闭区间上连续函数命题的证明

思路启迪：方法1（直接法）　先利用最值定理，m≤f（x）≤M，x∈［a，b］，M，m分别是f（x）在［a，b］上的最大值、最小值，然后用介值定理证明．

适用于：在闭区间［a，b］上存在ξ，使得关于ξ的关系式成立．

方法2（间接法）　作辅助函数F（x）；若作F（x）的过程无积分运算，则验证F（x）满足零值定理；若作F（x）的过程有积分运算，则验证F（x）满足罗尔定理．

适用于：在开区间（a，b）上存在ξ，使得关于ξ的关系式成立．

﻿辅助函数的作法：

（1）将欲证结论中的ξ或x0
 改写成x，移项，使等式一端为零，另一端记作F*
 （x）；

（2）令F（x）＝F*
 （x），验证F（x）是否满足零值定理，若满足，则命题得证；若不满足，则改令

F′（x）＝F*
 （x）⇒F（x）＝∫F*
 （x）dx＋C　（令C＝0）

（3）验证F（x）是否满足罗尔定理，若满足，则定理得证；若不满足，则改令

F″（x）＝F*
 （x）⇒F（x）　（两次积分）

（4）将F（x）在指定点展成一阶泰勒公式，命题即可得证．





例1　设f（x）在［a，b］上连续，a＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xn
 ＜b，ci
 ＞0，i＝1，2，…，n．证明：至少存在一点ξ∈［a，b］，使得[image: alt]


分析：因为涉及闭区间上的一个点，所以用方法1．

证：因为f（x）在［a，b］上连续，所以有m≤f（x）≤M，x∈［a，b］，其中f（x）在［a，b］上的最大值为M，最小值为m．于是

[image: alt]


⇒（c1
 ＋c2
 ＋…＋cn
 ）m≤c1
 f（x1
 ）＋c2
 f（x2
 ）＋…＋cn
 f（xn
 ）≤（c1
 ＋c2
 ＋…＋cn
 ）M

[image: alt]


则由介值定理可得，至少存在一点ξ∈［a，b］，使得

[image: alt]


例2　设函数f（x）在［a，b］（a＜b）上连续，且f（x）＞0．证明：至少存在一点ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


分析：题中是证明在开区间（a，b）上存在一点ξ，使得关于ξ的关系式成立，则用方法2．另外，只证左边的“＝”，这是因为定积分对区间的可加性：

[image: alt]


证：将欲证等式中的ξ改为x，则[image: alt]
 作辅助函数[image: alt]
 则F（x）在［a，b］上连续，且

﻿[image: alt]
 　（因为f（x）＞0），　[image: alt]


即F（a）·F（b）＜0，所以由零值定理可知，至少存在一点ξ∈（a，b），使得F（ξ）＝0，故下式成立，即

[image: alt]


例3　设f（x），g（x）在［a，b］上连续．证明：存在一点ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


分析：题中是证明在开区间（a，b）上存在一点ξ，使得关于ξ的关系式成立，则用方法2．

将欲证等式中的ξ改为x，则

[image: alt]


作辅助函数[image: alt]
 [image: alt]
 零值定理不易验证，故改令

[image: alt]


证：令[image: alt]
 则F（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导．又

[image: alt]


所以F（x）在［a，b］上满足罗尔定理，故至少存在一点ξ∈（a，b），使得F′（ξ）＝0，即

[image: alt]


例4　设函数f（x）在［0，1］上连续，且[image: alt]
 证明：存在一点ξ∈（0，1），使得[image: alt]


证：题中是证明在开区间（a，b）上存在一点ξ，使得关于ξ的关系式成立，则用方法2．

记[image: alt]
 则φ（x）在［0，1］上连续，但φ（0）φ（1）＜0不成立．由于

[image: alt]


所以作辅助函数

[image: alt]


﻿因为

[image: alt]


所以F（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内可导，且

[image: alt]


故由罗尔定理可知，至少存在一点ξ∈（0，1），使得F′（ξ）＝0，即[image: alt]


例5　设函数f（x）在［0，+∞）上连续，且[image: alt]
 证明：至少存在一点ξ∈（0，+∞），使得f（ξ）＋ξ＝0．

解：将欲证等式中的ξ改为x，作辅助函数F（x）＝f（x）＋x，于是有

[image: alt]


所以由积分中值定理，存在a∈［0，1］，使[image: alt]
 即F（a）＜0．

又因为[image: alt]
 所以由极限的保号性，存在b＞a，使[image: alt]
 即F（b）＞0．

因此，由零值定理可知，至少存在ξ∈（a，b）⊂（0，+∞），使得

F（ξ）＝0，　　即f（ξ）＋ξ＝0

例6　设f（x）在［0，1］上连续，且[image: alt]
 证明：存在一点ξ∈（0，1），使得[image: alt]


分析：将欲证等式中的ξ改为x，则[image: alt]
 令[image: alt]


证：令[image: alt]
 可知零值定理不易验证．

改令[image: alt]
 则由

[image: alt]


得　　　　　　[image: alt]


显然F（x）在［0，1］上可导，且

﻿[image: alt]


即F（x）在［0，1］上满足罗尔定理，所以，至少存在一点ξ∈（0，1），使得F′（ξ）＝0，即[image: alt]


例7　证明方程4ax3
 ＋ 3bx2
 ＋2cx＝a＋b＋c在（0，1）内至少有一个实根．

分析：由原方程可推出4ax3
 ＋3bx2
 ＋2cx－（a＋b＋c）＝0．令

f（x）＝4ax3
 ＋3bx2
 ＋2cx－（a＋b＋c）

f（0）＝－（a＋b＋c），　　f（1）＝3a＋2b＋c

显然零值定理不易验证．

改令f′（x）＝4ax3
 ＋3bx2
 ＋2cx－（a＋b＋c），则

f（x）＝ax4
 ＋bx3
 ＋cx2
 －（a＋b＋c）x

证：作辅助函数f（x）＝ax4
 ＋bx3
 ＋cx2
 －（a＋b＋c）x，显然f（x）在［0，1］上可导，且f（0）＝0，f（1）＝0，则f（x）在［0，1］上满足罗尔定理，所以至少存在一点ξ∈（0，1），使得f′（ξ）＝0，即方程4ax3
 ＋3bx2
 ＋2cx＝a＋b＋c在（0，1）内至少有一个实根．

5.4　中值定理的应用

题型45　证明给出的函数f（x）满足某中值定理

思路启迪：验证定理的正确性，主要有两点：

（1）f（x）满足某中值定理的条件；

（2）若条件满足，找出定理结论中的ξ值．





例8　验证[image: alt]
 在［0，2］上满足拉格朗日中值定理，并求满足拉格朗日中值定理的ξ值．

证：（1）显然[image: alt]
 分别在［0，1）和（1，2］上连续，又

[image: alt]


所以f（x）在x＝1处连续，因此f（x）在［0，2］上连续．

（2）当x＜1时，[image: alt]


又　　　　[image: alt]


所以f′（1）＝-1，即f（x）在x＝1处可导，因此f（x）在（0，2）内可导，且

[image: alt]


﻿由（1），（2）可知，f（x）在［0，2］上满足拉格朗日中值定理的条件，因而存在ξ∈（0，2），使

[image: alt]
 　即[image: alt]


当0＜ξ≤1时

[image: alt]


当1＜ξ＜2时

[image: alt]


故满足拉格朗日中值定理的ξ为[image: alt]
 或[image: alt]


题型46　证明某个函数恒等于一个常数的命题

思路启迪：利用拉格朗日中值定理的推论，即若f′（x）＝0，x∈［a，b］，则f（x）＝C，x∈［a，b］　（C是常数）．





例9　证明：3arccos x－arccos（3x－4x3
 ）＝π（当｜x｜＜[image: alt]
 时）．

证：令f（x）＝3arccos x－arccos（3x－4x3
 ），则

[image: alt]


因为｜x｜＜[image: alt]
 所以0＜1－4x2
 ≤1，则由式（1）可推得

[image: alt]


所以f（x）＝C．令x＝0⇒C＝π，故

3arccos x－arccos（3x－4x3
 ）＝π，[image: alt]


例10　设f（x）可导，f（0）＝0，f（a）＝b，g（x）是f（x）的反函数．证明：

[image: alt]


分析：因为b＝f（a），则结论等价为

[image: alt]


证：将上式中的a改为x，则令

[image: alt]


F′（x）＝f（x）＋g（f（x））f′（x）－f（x）－xf′（x）＝xf′（x）－xf′（x）＝0

则F（x）＝C．令x＝0⇒C＝0（因为f（0）＝0），则[image: alt]
 将x＝a代入上式得

[image: alt]


题型47　命题f（n）
 （ξ）＝0的证明

思路启迪：方法1　验证ξ为f（n－1）
 （x）的最值或极值点，利用极值存在的必要条件或费尔马定理可得证；

方法2　验证f（n－1）
 （x）在包含x＝ξ于其内的区间上满足罗尔定理条件．

方法3　利用泰勒公式．





例11　设f（x）在［a，b］上可导，f′+
 （a）·f′-
 （b）＜0．证明：存在一点ξ∈（a，b），使f′（ξ）＝0．

证：不妨设f′+
 （a）＞0，f′-
 （b）＜0，于是

[image: alt]


由极限保号性可知，存在一个δ1
 ＞0．当x∈（a，a＋δ1
 ）时，恒有

[image: alt]


同理，有

[image: alt]


由极限保号性可知，存在一个δ2
 ＞0，当x∈（b－δ2
 ，b）时，恒有

[image: alt]


由f（x）在［a，b］上可导可知，f（x）在［a，b］上连续，所以f（x）在［a，b］上必存在最大值．由式（1）、式（2）可知，最大值只能在（a，b）内取得．

令[image: alt]
 又f（x）在x＝ξ处可导，故由费尔马定理可知，f′（ξ）＝0．

例12　设f（x）在［0，3］上连续，在（0，3）内可导，又f（0）＋f（1）＋f（2）＝3，f（3）＝1．证明：存在一点ξ∈（0，3），使得f′（ξ）＝0．

证：由题设可知，f（x）在［0，2］上连续，所以m≤f（x）≤M，m，M分别是f（x）在［0，2］上的最小值和最大值，于是

m≤f（0）≤M，　　m≤f（1）≤M，　　m≤f（2）≤M

则　　　　[image: alt]


由介值定理可知，存在一点η∈［0，2］，使得[image: alt]
 又f（3）＝1，可知，f（x）在［η，3］上满足罗尔定理，故存在一点ξ∈（η，3）⊂（0，3），使得f′（ξ）＝0．

例13　设f（x）在［0，2］上连续，在（0，2）内可导，f（0）＝f（1），[image: alt]
 证明：存在一点ξ∈（0，2），使f″（ξ）＝0．

证：因为f（0）＝f（1），可知f（x）在［0，1］上满足罗尔定理，于是存在一点ξ1
 ∈（0，1），使得f′（ξ1
 ）＝0．

﻿又[image: alt]
 　（积分中值定理）[image: alt]


由上式可知，f（x）在［η，2］上满足罗尔定理，于是存在一点ξ2
 ∈（1，2），使得f′（ξ2
 ）＝0．由f′（ξ1
 ）＝f′（ξ2
 ）＝0，f′（x）在（0，2）内可导，可知f′（x）在［ξ1
 ，ξ2
 ］上满足罗尔定理，故存在一点ξ∈（ξ1
 ，ξ2
 ）⊂（0，2），使f″（ξ）＝0．

例14　设函数f（x），g（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内具有二阶导数且存在相等的最大值，f（a）＝g（a），f（b）＝g（b）．证明：存在ξ∈（a，b），使得f″（ξ）＝g″（ξ）．

证：令F（x）＝f（x）－g（x），则F（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内具有二阶导数且F（a）＝F（b）＝0．

（1）若f（x），g（x）在（a，b）内同一点c取得最大值，则f（c）＝g（c）⇒F（c）＝0，于是由罗尔定理可知，存在ξ1
 ∈（a，c），ξ2
 ∈（c，b），使得

F′（ξ1
 ）＝F′（ξ2
 ）＝0

再利用罗尔定理可知，存在ξ∈（ξ1
 ，ξ2
 ）⊂（a，b），使得F″（ξ）＝0，即f″（ξ）＝g″（ξ）．

（2）若f（x），g（x）在（a，b）内不同点c1
 ，c2
 取得最大值，则f（c1
 ）＝g（c2
 ）＝M，于是

F（c1
 ）＝f（c1
 ）－g（c1
 ）＞0，　F（c2
 ）＝f（c2
 ）－g（c2
 ）＜0

于是由零值定理可知，存在c3
 ∈（c1
 ，c2
 ），使得F（c3
 ）＝0．

由罗尔定理可知，存在ξ1
 ∈（a，c3
 ），ξ2
 ∈（c3
 ，b），使得

F′（ξ1
 ）＝F′（ξ2
 ）＝0

再利用罗尔定理可知，存在ξ∈（ξ1
 ，ξ2
 ）⊂（a，b），使得F″（ξ）＝0，即f″（ξ）＝g″（ξ）．

题型48　欲证结论：至少存在一点ξ∈（a，b），使得f（n）
 （ξ）＝k（k≠0）或由a，b，f（a），f（b），ξ，f（ξ），f′（ξ），…，f（n）
 （ξ）所构成的代数式成立

思路启迪：（1）作辅助函数F（x）；

（2）验证F（x）满足罗尔定理．

辅助函数F（x）的作法如下．

1．原函数法（也称微分方程法）

具体步骤如下：

（1）将欲证结论中的ξ改成x；

（2）将式子写成容易去掉一次导数符号的形式（即容易积分的形式）；

（3）去掉一次导数符号（即作一次积分），移项，使等式一端为“0”，另一端即为新作辅助函数F（x）（为简便，积分常数取“0”）．

对于拉格朗日中值定理：

[image: alt]


两边积分得[image: alt]
 令C＝0，并移项得

﻿[image: alt]


则辅助函数为[image: alt]


对于柯西中值定理：

[image: alt]


两边积分得[image: alt]
 令C＝0，并移项得

[image: alt]


则辅助函数为[image: alt]


2．常数k值法

此法适用于常数部分可分离出的命题．构造辅助函数的步骤如下：

（1）令常数部分为k．

（2）作恒等变形，使上述等式一端为a及f（a）构成的代数式，另一端为b及f（b）构成的代数式．

（3）分析关于端点的表达式是否为对称式或轮换对称式．若是，只要把a（或b）改成x，相应的函数值f（a）（或f（b））改成f（x），则代换变量后的端点表达式就是所求的辅助函数F（x）．

如：对于拉格朗日中值定理[image: alt]
 令

[image: alt]


则令[image: alt]
 （令一端常数值为x）．





例15　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，f（a）＝0，a＞0．证明：存在一点ξ∈（a，b），使得[image: alt]


分析：将欲证等式中的ξ改为x，则

[image: alt]


上式两边积分⇒lnf（x）＝－aln（b－x）＋C⇒（b－x）a
 f（x）＝C．

证：作辅助函数F（x）＝（b－x）a
 f（x），则F（a）＝0，F（b）＝0，于是F（x）在［a，b］上满足﻿罗尔定理，所以存在一点ξ∈（a，b），使得F′（ξ）＝0，即[image: alt]


例16　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导．证明：存在一点ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


分析：令[image: alt]
 为轮换对称式．

证：令[image: alt]
 则

[image: alt]


所以F（x）在［a，b］上满足罗尔定理的条件，即存在一个ξ∈（a，b），使得F′（ξ）＝0，即

[image: alt]


例17　设函数f（x）在[image: alt]
 上二阶可导，且[image: alt]
 试证：至少存在一点ξ∈[image: alt]
 使得[image: alt]


分析：欲证结论可写为

f″（ξ）（1－2ξ）－2f′（ξ）＝f′（ξ）

令ξ＝x，则上式为

f″（x）（1－2x）－2f′（x）＝f′（x）

即［f′（x）（1－2x）］′＝f′（x）．两边积分得

f′（x）（1－2x）＝f（x）＋C

令C＝0，并移项得

f′（x）（1－2x）－f（x）＝0

则令辅助函数为F（x）＝f′（x）（1－2x）－f（x）．

证：作辅助函数F（x）＝f′（x）（1－2x）－f（x）．显然，F（x）在[image: alt]
 上连续，在[image: alt]
 内可导，且

F（0）＝f′（0）（1－0）－f（0）＝0

[image: alt]


所以F（x）在[image: alt]
 上满足罗尔定理的条件，则至少存在一点ξ∈[image: alt]
 使得F′（ξ）＝0，即f″（ξ）（1－2ξ）－3f′（ξ）＝0，亦即[image: alt]


例18　设y＝f（x）在（-1，1）内具有二阶连续导数，且f″（x）≠0．证明：

（1）对于（-1，1）内的任一x≠0，存在唯一的θ（x）∈（0，1），使得f（x）＝f（0）＋xf′（θ（x）x）成立；

（2）[image: alt]


﻿证：（1）由拉格朗日中值定理，对于（-1，1）内的任一x≠0，存在θ（x）∈（0，1），使得

f（x）＝f（0）＋xf′（θ（x）x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

又因为f″（x）连续且f″（x）≠0，所以在（-1，1）内f″（x）＞0（或＜0），即f′（x）在（-1，1）内单调增加（或单调减少），于是，θ（x）是唯一的．

（2）再由拉格朗日中值定理，在0与θ（x）x之间存在ξ，使得

f′（θ（x）x）＝f′（0）＋f″（ξ）·θ（x）x

代入式（1）中得

f（x）＝f（0）＋xf′（0）＋f″（ξ）·θ（x）·x2


于是　　　　[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


题型49　欲证结论：在（a，b）内至少存在ξ，η（ξ≠η）满足某个代数式

思路启迪：这类命题的证法 用两次拉格朗日中值定理；或者用一次拉格朗日中值定理，用一次柯西中值定理；或者用两次柯西中值定理．

证明中的辅助函数的作法不同于题型48，而是利用分离变量法，使等式一端只含有ξ的代数式，另一端只含有η的代数式，结合原函数法稍加分析ξ，η的代数式，即可看出该作什么样的辅助函数．





例19　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，f（a）＝f（b）＝1．证明：存在ξ，η∈（a，b），使得eη－ξ
 ［f（η）＋f′（η）］＝1．

分析：[image: alt]


证：（1）F（x）＝ex
 f（x），则由拉格朗日中值定理，存在一个η∈（a，b），使得

[image: alt]


即　　[image: alt]
 （因为f（b）＝f（a）＝1）

（2）又令φ（x）＝ex
 ，则由拉格朗日中值定理，存在一个ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


由式（1）、式（2）可得eη
 ［f（η）＋f′（η）］＝eξ
 ，即eη－ξ
 ［f（η）＋f′（η）］＝1．

例20　设f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且f′（x）≠0，b＞a＞0．证明：存在ξ，η∈（a，b），使得[image: alt]


﻿分析：　　　　[image: alt]


证：令φ（x）＝[image: alt]
 ，由题设f（x），φ（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，且φ′（x）≠0（x∈［a，b］）满足柯西中值定理的条件，则存在一点η∈（a，b），使得

[image: alt]


即

[image: alt]


[image: alt]


又由拉格朗日中值定理可知，存在一点ξ∈（a，b），使得

[image: alt]


所以由式（1）、式（2）得

[image: alt]


例21　已知函数f（x）在［0 ，1］上连续，在（0，1）内可导，且f（0）＝0，f（1）＝1．证明：

（1）存在ξ∈（0，1），使得f（ξ）＝1－ξ；

（2）存在两个不同的点η，ζ∈（0，1），使得f′（η）·f′（ζ）＝1．

证：（1）令F（x）＝f（x）＋x－1，即要证明F（x）＝0在（0，1）内有实根．

由于F（x）在［0，1］上连续，且F（0）·F（1）＝［f（0）－1］f（1）＝-1＜0，所以由零值定理，存在ξ∈（0，1），使得F（ξ）＝0，即f（ξ）＝1－ξ．

（2）利用（1）的结果，对f（x）在［0，ξ］上应用拉格朗日中值定理可知，存在η∈（0，ξ），使得

[image: alt]


对f（x）在［ξ，1］上应用拉格朗日中值定理可知，存在ζ∈（ξ，1），使得

[image: alt]


于是，由式（1）、式（2）得f′（η）·f′（ζ）＝1．



第6章　一元微积分的应用

●重要定理、公式和结论

6.1　重要定理和结论

1．函数的单调性判别

定理1设函数f（x）在［a，b］内可导，且恒有f′（x）＞0（或f′（x）＜0），则f（x）在（a，b）内单增（或单减），即为f（x）“↗”或“↘”．

注：个别点处f′（x）＝0，不影响f（x）的单调性．

2．极　值

定理2（取极值的必要条件）　设f（x0
 ）为f（x）的极值，且f（x）在x0
 处可导，则f′（x0
 ）＝0．

定理3（取极值的充分条件1）　设f（x）在x0
 的邻域内可导（注意在x0
 处f′（x）可能不存在，但f（x）要连续），则

（1）当x从左到右经过x0
 时，f′（x）的符号由“负”变为“正”，则f（x0
 ）为f（x）的极小值；

（2）当x从左到右经过x0
 时，f′（x）的符号由“正”变为“负”，则f（x0
 ）为f（x）的极大值；

（3）若f′（x）在x0
 的两侧不变符号，则f（x0
 ）不是f（x）的极值．

定理4（取极值的充分条件2）　设f（x）在x0
 的邻域内二阶可导，且f′（x0
 ）＝0，f″（x0
 ）≠0，则

（1）当f″（x0
 ）＞0时，f（x0
 ）为f（x）的极小值；

（2）当f″（x0
 ）＜0时，f（x0
 ）为f（x）的极大值．

3．曲线的凹凸性

定理5（凹凸性的判别定理）　设函数y＝f（x）在（a，b）内二阶可导，且恒有f″（x）＜0（或f″（x）＞0），则f（x）在（a，b）内是凸的（或凹的）．

定理6（拐点的判别定理1）　若在点x0
 处有f″（x0
 ）＝0（或f″（x0
 ）不存在，但f（x）在x0
 处连续），当x经过x0
 时，f″（x）变号，则（x0
 ，f（x0
 ））为函数y＝f（x）图形的拐点．

定理7（拐点的判别定理2）　设函数f（x）在x0
 的某邻域内有三阶导数，且f″（x0
 ）＝0，[image: alt]
 则（x0
 ，f（x0
 ））为函数y＝f（x）图形的拐点．

●核心题型及思路启迪

6.2　导数的应用

题型50　一元函数单调增减性的判别

﻿思路启迪：（1）函数的单调性要根据导函数的符号来判断，具体步骤如下：

①先对函数f（x）求导，求出驻点和不可导点；

②以①中求出的点作为分界点，将定义域分割成若干区间；

③根据各个区间上的导函数符号判断函数的单调性，若导函数f′（x）＞0，则函数在该区间单调增加；若导函数f′（x）＜0，则函数在该区间单调减少；若导函数恒等于零，则函数在该区间为一常数．

（2）利用函数的单调增减性证明不等式的程序如下：

①先作辅助函数：移项，使不等式一端为“0”，另一端即为所作辅助函数f（x）；

②求f′（x），并验证f（x）在指定区间的增减性；

③求出区间端点的函数值（或极限值或最值），作比较即得所证．





例1　设函数f（x）在［0，a］上连续，在（0，a）内可导，且f（0）＝0，在（0，a）内f′（x）单调增加，[image: alt]
 试证：F（x）在（0，a）内也单调增加．

分析：当知道f（x）在（a，b）内可导，且f（a）＝0（或f（b）＝0）时，通常利用拉格朗日中值定理将f（x）写成

f（x）＝f（x）－f（a）＝（x－a）f′（ξ）

或

f（x）＝f（x）－f（b）＝（x－b）f′（ξ）

其中ξ在x与a（或x与b）之间．

证：因为f（x）＝f（x）－f（0）＝xf′（ξ），0＜ξ＜x（当x＞0时），又因f′（x）单调增加，有f′（x）＞f′（ξ）（当x＞ξ时），所以

[image: alt]


故F（x）在（0，a）内也单调增加．

例2　设[image: alt]
 求f（x）的单调区间．

解：[image: alt]
 令f′（x）＝0，得x＝1，则结果如表6-1所列．

由表6-1可知，f（x）的单调减少区间为（0，1），f（x）的单调增加区间为（1，+∞）．

例3　设函数f（x）在定义域内可导，f（x）的图形如图6-1所示，则其导函数的图形是图6-2中的哪一个？

表6-1

[image: alt]


[image: alt]


图6-1

[image: alt]


图6-2

分析：对于根据函数图形判断导函数图形，或根据导函数图形判断函数图形的命题，一般找出特殊点（极值点、拐点、不可导点等）作为分界点，然后列表进行判断．

解：设两个极值点分别为ξ1
 ，ξ2
 ，则f′（ξ1
 ）＝f′（ξ2
 ）＝0．将点x＝0，x＝ξ1
 ，x＝ξ2
 作为分界点，结果如表6-2所列．

表6-2

[image: alt]


由表6-2可知，应选图6-2（c）所示图形．

例4　证明：x＞1时，（x2
 －1）ln x＞（x－1）2
 ．

证：令F（x）＝（x2
 －1）ln x－（x－1）2
 ，则F（x）在［1，+∞）上二阶可导，且

﻿[image: alt]


所以　　F′（x）＞F′+
 （1）＝0　（x＞1），　　F（x）＞F+
 （1）＝0　（x＞1）

故当x＞1时，有

（x2
 －1）ln x－（x－1）2
 ＞0，　即（x2
 －1）ln x＞（x－1）2


例5　证明：对任意实数x，有[image: alt]


证：令[image: alt]
 则F（x）在（-∞，+∞）上二阶可导，且

[image: alt]


令F′（x）＝0，得x＝0，且[image: alt]
 所以x＝0为F（x）在（-∞，+∞）内唯一的极小值点，即最小值点，所以有F（x）≥F（0）＝0，故对任意实数x，有

[image: alt]


题型51　一元函数极值的判定或求解

思路启迪：根据定义或取极值的充分条件判定是否有极值．求函数极值的一般步骤如下：

（1）确定函数的定义区间；

（2）求一阶导数，并求出驻点及使一阶导数不存在的点；

（3）根据取极值的充分条件逐一判定上述点是否为极值点，并求出极值．





例6　设函数f（x）在x＝0的邻域内连续，且[image: alt]
 则f（x）在x＝0处（　　）．

（A）可导，但f′（0）≠0

（B）取得极大值

（C）取得极小值

（D）不可导

解：因为没有告知f（x）可导，所以要判别其极值只好用定义．

[image: alt]
 　　其中[image: alt]


于是存在δ＞0，当x∈（-δ，δ）时，有f（x）－f（0）＝［2＋α（x）］（1－cos x）≥0，即f（x）≥f（0），故f（0）为f（x）的极小值，故应选（C）．

例7　设有方程[image: alt]
 求f（x）的极值．

解：先求解f（x）．方程可变形为

[image: alt]


﻿令[image: alt]
 则[image: alt]
 将其代入式（1）得

[image: alt]
 　即[image: alt]


于是

[image: alt]


联立方程（1），（2），得[image: alt]
 f（x）在它的定义域（-∞，0）∪（0，+∞）上二阶可导，且

[image: alt]


令f′（x）＝0，得[image: alt]


由[image: alt]
 可知，[image: alt]
 为f（x）的极小值；

由[image: alt]
 可知，[image: alt]
 为f（x）的极大值．

题型52　求一元函数的最值及简单应用

思路启迪：求函数最值的一般步骤如下：

（1）求函数的导数，求出驻点，并求出使导数不存在的点；

（2）求出第（1）步所得各点的函数值和该函数定义域端点处的函数值；

（3）比较以上各函数值的大小，最大者为最大值，最小者为最小值．

对实际问题，先根据题意建立函数表达式，若只有一个驻点，则该点处的函数值即为最值，不必判别．





例8　在抛物线x2
 ＝4y上求一点，使它到y轴上的定点P（0，b）的距离最短．

解：设该点为（x，y），则

[image: alt]


令f（y）＝4y＋（y－b）2
 ，则f′（y）＝4＋2（y－b），f″（y）＝2．令f′（y）＝0，得y＝b－2．

（1）当b≥2时，[image: alt]
 可知y＝b－2为f（y）唯一的极小值点，此时f（b－2）为f（y）的最小值，从而

[image: alt]


（2）当b＜2时，f′（y）＝4＋2（y－b）＝2［y－（b－2）］＞0，f（y）单调增加，于是y＝0为f（y）的最小值点，从而f（y）的最小值为

﻿[image: alt]


题型53　曲线的拐点或凹凸区间的判定或求解

思路启迪：（1）拐点的判定利用定义和拐点的判定定理．拐点的判别方法如下：

①若经过某一点时函数f（x）的二阶导数变号，即若在点x0
 处有f″（x0
 ）＝0（或f″（x0
 ）不存在，但f（x）在x0
 处连续），当x经过x0
 时，f″（x）变号，则点（x0
 ，f（x0
 ））为函数的拐点；

②设函数f（x）在点x0
 的某邻域内有三阶导数，且f″（x0
 ）＝0，[image: alt]
 则（x0
 ，f（x0
 ））为曲线y＝f（x）的拐点．

（2）函数的凹凸区间根据定义、定理或函数图形判定．一般解题程序如下：

①在函数y＝f（x）的定义域内求y′，y″，令y″＝0，解出使y″＝0的x1
 ，x2
 ，…，xn
 ．

②列表，以上述得出的x1
 ，x2
 ，…，xn
 为分界点，将y＝f（x）的定义域分割成若干区间，判断各区间中y″的正负，若在某个区间上y″＞0，则该区间所对应的曲线为凹；若y″＜0，则该区间所对应的曲线为凸．





例9　设φ（x）为连续的正函数，令[image: alt]
 判别f（x）的图形在［-a，a］上的凹凸性．

解：

[image: alt]


故f（x）的图形在［-a，a］上是凹的．

例10　设函数y＝y（x）由方程yln y－x＋y＝0确定，试判断曲线y＝y（x）在点（1，1）附近的凹凸性．

解：方程yln y－x＋y＝0两边对x求导得

[image: alt]


即

﻿y′（2＋ln y）＝1　　　　　（1）

上式两边再对x求导得

[image: alt]


由式（1）得[image: alt]
 将它代入式（2）得[image: alt]
 所以曲线y＝y（x）在点（1，1）附近是凸的．

例11　设函数f（x）在x＝0的某邻域内有三阶连续导数，且当x→0时，f（x）－f（-x）是x的三阶无穷小，则（　　）．

（A）x＝0不是f（x）的驻点

（B）x＝0是f（x）的驻点，但不一定是拐点

（C）x＝0是f（x）的极值点

（D）（0，f（0））是曲线y＝f（x）的拐点

解：由已知得

[image: alt]


又

[image: alt]


所以有[image: alt]
 但

[image: alt]


不能确定f″（0）是否为0，故选（B）．

例12　已知点（2，4）是曲线y＝x3
 ＋ax2
 ＋bx＋c的拐点，且在点x＝3处取得极值，求a，b，c的值．

解：由于点（2，4）是曲线的拐点，所以点（2，4）在曲线上，且[image: alt]
 又x＝3是函数的极值点，所以[image: alt]
 而y′＝3x2
 ＋2ax＋b，y″＝6x＋2a，故有

[image: alt]


注：设f（x0
 ）为f（x）的极值，f（x）在x0
 处可导，则f′（x0
 ）＝0．

题型54　函数曲线的渐近线方程的计算与导数的判定

思路启迪：（1）若[image: alt]
 或[image: alt]
 则y＝b为水平渐近线；

（2）先找出使f（x）无定义的点，然后判断[image: alt]
 若[image: alt]
 或[image: alt]
 则x＝x0
 为垂直渐近线；

﻿（3）若[image: alt]
 则y＝ax＋b为斜渐近线．

注：函数曲线若有水平渐近线，则无斜渐近线，但是应分x→+∞，x→-∞两种情形．





例13　求[image: alt]
 的渐近线．

解：（1）[image: alt]
 （利用抓大头准则）

[image: alt]


所以[image: alt]
 为y＝f（x）的水平渐近线．

（2）显然，x＝±1，x＝0为无定义的点，又

[image: alt]


所以x＝-1，x＝0是y＝f（x）的垂直渐近线．

（3）因为函数在x→∞时有水平渐近线，所以无斜渐近线．

例14　求[image: alt]
 的斜渐近线．

解：　　[image: alt]
 （利用抓大头准则）

[image: alt]


所以y＝f（x）的斜渐近线为[image: alt]


例15　曲线[image: alt]
 的渐近线的条数为（　　）．

（A）0

（B）1

（C）2

（D）3

解：（1）[image: alt]
 所以y＝0是曲线的水平渐近线；

﻿（2）x＝0为函数的无定义点，且[image: alt]
 所以x＝0是曲线的垂直渐近线；

（3）因为x→-∞时有水平渐近线，则无斜渐近线，所以只求x→+∞的情形．

[image: alt]


所以y＝x是曲线的斜渐近线．故选（D）．

题型55　与曲线曲率相关的命题

思路启迪：利用曲率和曲率半径的计算公式：

（1）曲线y＝f（x）在点（x，y）处的曲率为[image: alt]


（2）对于参数方程[image: alt]


（3）曲线在点M处的曲率k（k≠0）与曲线在点M处的曲率半径ρ有如下关系：

[image: alt]


（4）y＝f（x）在点M（x，y）处的曲率圆为（x－α）2
 ＋（y－β）2
 ＝ρ2
 ，其中

[image: alt]


注：函数在一点处的曲率圆与曲线在该点附近的凹凸性相同．





例16　求曲线y＝xsin x在点[image: alt]
 处的曲率．

解：因为y′＝sin x＋xcos x，y″＝2cos x－xsin x，所以

[image: alt]


例17　设ρ＝ρ（x）是抛物线[image: alt]
 上任一点M（x，y）（x≥1）处的曲率半径，S＝S（x）是点M到原点的距离，求[image: alt]


解：由题设可知

[image: alt]


所以

[image: alt]


6.3　方程的根

题型56　方程根的存在性问题

思路启迪：证明方程在（a，b）内至少有一个实根的问题，通常转化为方程所对应的函数f（x）在（a，b）内至少有一个零值的问题，在开区间（a，b）内存在一个ξ，使得关于ξ的关系式成立．证题程序如下．

（1）写出方程对应的函数f（x）；

（2）验证f（x）满足零值定理（f（x）作的过程没有积分运算），或者满足罗尔定理（f（x）作的过程有积分运算）．





例18　试证明方程4x3
 ＋3x2
 －6x＋1＝0恰有三个实根．

证：令f（x）＝4x3
 ＋3x2
 －6x＋1，则f（x）是连续函数，并且

f（-∞）＝-∞，　　　f（0）＝1，　　[image: alt]
 　　f（+∞）＝+∞

由连续函数零值定理可知，函数f（x）在（-∞，0），[image: alt]
 各至少有一个零点，即方程f（x）＝0在上述三个区间内至少有一个实根，所以方程f（x）＝0实根的个数n≥3．另一方面，该方程是三次方程，实根的个数n≤3，因此方程f（x）＝0，即4x3
 ＋3x2
 －6x＋1＝0恰有三个实根．

注：题中点[image: alt]
 的选取方法如下：

令f′（x）＝12x2
 ＋6x－6＝6（2x2
 ＋x－1）＝6（2x－1）（x＋1）＝0，可得[image: alt]
 x2
 ＝-1．[image: alt]
 而显然f（0）＝1＞0，所以就选了[image: alt]


例19　试证方程x＝asin x＋b至少有一个正根，并且它不超过a＋b，其中a＞0，b＞0．

证：令F（x）＝x－asin x－b，显然F（x）在［0，a＋b］上连续，又

F（0）＝-b＜0

F（a＋b）＝（a＋b）－asin（a＋b）－b＝a［1－sin（a＋b）］≥0

（1）若1－sin（a＋b）＝0，则ξ＝a＋b为方程的正根；

（2）若1－sin（a＋b）≠0，则F（a＋b）＞0⇒F（0）F（a＋b）＜0，于是由零值定理可知，存在一个ξ∈（0，a＋b），使得F（ξ）＝0，即

ξ－asin ξ－b＝0，　　0＜ξ＜a＋b

亦即　　　　ξ＝asin ξ＋b，　　0＜ξ＜a＋b

﻿故方程x＝asin x＋b至少有一个正根，并且它不超过a＋b．

例20　设f（x）在［a，b］上连续，[image: alt]
 且f（a）＝f（b）＝0．证明：方程f（x）＝0在（a，b）内至少有一个实根．

证：因为[image: alt]
 不妨设[image: alt]


当[image: alt]
 时，由极限保号性可知，存在一个δ1
 ＞0，对x∈（a，a＋δ1
 ），有[image: alt]
 即

f（x）＞f（a）＝0　　（因为x－a＞0）　　　　　（1）

同理，当[image: alt]
 时，由极限保号性可知，存在一个δ2
 ＞0，对x∈（b－δ2
 ，b），有[image: alt]
 即

f（x）＜f（b）＝0　　（因为x－b＜0）　　　　　（2）

取δ＝min｛δ1
 ，δ2
 ｝，则由式（1）、式（2）可知，存在x1
 ∈（a，a＋δ），x2
 ∈（b－δ，b），使得

f（x1
 ）＞0，　　　f（x2
 ）＜0

显然f（x）在［x1
 ，x2
 ］上连续，且f（x1
 ）f（x2
 ）＜0，故由零值定理可得，至少存在一点ξ∈［x1
 ，x2
 ］⊂（a，b），使得f（ξ）＝0，即f（x）＝0在（a，b）内至少有一个实根．

题型57　方程根的个数的研究

思路启迪：解题程序如下．

（1）写出方程对应的函数f（x）；

（2）由f′（x）求出f（x）的单调区间、极值或最值；

（3）分析极值或最值与x轴的相对位置，有时还要求区间端点的极限值．





例21　判断方程[image: alt]
 在（0，+∞）内实根的个数．

解：令[image: alt]
 则f（x）在（0，+∞）内可导．由于

[image: alt]


所以[image: alt]
 于是[image: alt]
 令f′（x）＝0，得x＝e．[image: alt]
 则[image: alt]
 所以[image: alt]
 是极大值．结果如表6-3所列．

表6-3

[image: alt]


﻿此外，由

[image: alt]


[image: alt]


可知f（x）在（0，e），（e，+∞）内各至少有一个零值；又f（x）在（0，e），（e，+∞）内分别是单调的，所以f（x）在（0，e），（e，+∞）内各至多有一个零值，故f（x）在（0，e），（e，+∞）内各有且仅有一个零值，即方程在（0，+∞）内有且仅有两个实根．

例22　设当x＞0时，方程[image: alt]
 有且仅有一个实根，求常数k的取值范围．

解：原方程等价于[image: alt]
 令[image: alt]


则由题设可知函数f（x）在（0，+∞）内只有一个零点．

[image: alt]


所以f（x）在[image: alt]
 内单调减少，在[image: alt]
 内单调增加．并且由[image: alt]
 k可知，[image: alt]
 （最小值）．于是：

当k≤0时，函数f（x）在[image: alt]
 内有唯一零点，在[image: alt]
 内无零点；

当[image: alt]
 时，函数f（x）在[image: alt]
 内有唯一零点，在[image: alt]
 内有唯一零点；

当[image: alt]
 时，函数f（x）在（0，+∞）内无零点；

当[image: alt]
 时，[image: alt]
 即此时[image: alt]
 是函数f（x）的唯一零点．

综上所述，当方程[image: alt]
 有且仅有一个实根时，k≤0或[image: alt]


题型58　方程根的唯一性问题

思路启迪：证题程序如下．

（1）写出方程对应的函数f（x）；

（2）验证f（x）在与方程相同的区间内至多有一个零值（利用f（x）的单调性证）；

（3）按照f（x）在与方程相同的区间内至少有一个零值，验证f（x）或者满足零值定理（f（x）作的过程没有积分运算）或者满足罗尔定理（f（x）作的过程有积分运算）．





﻿例23　设f（x）在［a，+∞）内连续，f（a）＜0，在［a，+∞）内f′（x）＞k＞0，k为常数，证明方程f（x）＝0在[image: alt]
 内有且仅有一个实根．

证：（1）证明至多有一个实根．

因为f′（x）＞k＞0，所以f（x）在[image: alt]
 内是单调增加的，因而f（x）在[image: alt]
 内至多有一个零值，即f（x）＝0在[image: alt]
 内至多有一个实根．

（2）证明至少有一个实根．

由题设可知f（x）在[image: alt]
 内连续，在[image: alt]
 内可导，则由拉格朗日中值定理可得，存在一点ξ∈[image: alt]
 使得

[image: alt]


即

[image: alt]
 　（因为f（a）＜0）

又f（a）＜0，所以f（x）在[image: alt]
 上满足零值定理，因此f（x）在[image: alt]
 内至少有一个零值，即f（x）＝0在[image: alt]
 内至少有一个实根．

由（1）、（2）可知，f（x）＝0在[image: alt]
 内有且仅有一个实根．

例24　证明：xn
 ＋xn－1
 ＋…＋x＝1（n＞1）在（0，1）内必有唯一实根xn
 ，并求[image: alt]


解：设fn
 （x）＝xn
 ＋xn－1
 ＋…＋x－1，则fn
 （0）＝-1，fn
 （1）＝n－1＞0，且fn
 （x）是连续函数．由零值定理可知，fn
 （x）在（0，1）内有零点．

又f′n
 （x）＝nxn－1
 ＋（n－1）xn－2
 ＋…＋1＞0（x∈（0，1）），即fn
 （x）单调增加，所以fn
 （x）在（0，1）内有唯一零点，即方程xn
 ＋xn－1
 ＋…＋x＝1在（0，1）内有唯一实根，记为xn
 ．于是有

[image: alt]


由式（1）、式（2）得

[image: alt]


其中，Q是xn
 ，xn－1
 的函数，且Q＞0，于是由[image: alt]
 可知，xn
 －xn－1
 ＜0，即xn
 ＜xn－1
 ．由此可知｛xn
 ｝单调减少且有下界，故有极限，记为a．

由式（1）可得[image: alt]
 令，n→∞，对它取极限，得[image: alt]
 解之得[image: alt]


6.4　定积分的应用

题型59　利用微元法解题

思路启迪：利用微元法解题的条件如下．

条件1：所求积分与自变量、自变量变化区间和自变量的函数三者有关；

条件2：所求量具有可加性，将自变量变化区间各部分加起来，所求量也相应加起来．

若满足条件1、条件2，则可以用微元法．

利用微元法求解步骤如下：

（1）先选择坐标系；

（2）在变化区间中取一小的子区间；

（3）在子区间利用函数、自变量和微分之间的关系建立所求量的微元；

（4）对微元积分即得所求量．





例25　求由曲线y＝4－x2
 及y＝0所围成的图形绕直线x＝3旋转一周所得旋转体的体积．

解：如图6-3所示，选择y为积分变量，且0≤y≤4．图中阴影部分绕x＝3旋转所成图形的体积为

[image: alt]


注意到[image: alt]
 则

[image: alt]


故[image: alt]


例26　设半径为R的球体体密度μ＝r2
 ，按以下情形分别求球体的质量．

（1）r是球内任一点到球心的距离；

（2）r是球内任一点到直径的距离；

（3）r是球内任一点到过球心的平面的距离．

解：（1）如图6-4所示，选极坐标系，积分变量选择r，以极点O为中心，r为内径，厚度为dr的球壳体积为

dV＝4πr2
 dr

由于dr很小，球壳密度可看作是均匀的，为μ＝r2
 ，于是其质量为

dM＝4πr2
 dr·r2
 ＝4πr4
 dr

故

[image: alt]


﻿[image: alt]


图6-3

[image: alt]


图6-4

（2）球体可以看作如图6-5所示的圆绕y轴旋转而成的旋转体，因此直径可以理解为该圆位于y轴的直径．故设x为积分变量，y为中心轴，以x为内径、厚为dx的圆柱筒可看作图中阴影部分绕y轴所得的形体，其体积为

[image: alt]


故质量为[image: alt]
 因此

[image: alt]


（3）球体可以看作如图6-6所示的圆绕z轴旋转而成的旋转体．

[image: alt]


图6-5

[image: alt]


图6-6

设z为积分变量，图6-6中所示为所讨论问题在yOz平面上的投影，球中从z到z＋dz这部分球台的体积为dV＝π（R2
 －z2
 ）dz，μ＝z2
 ，于是其质量为dM＝πz2
 （R2
 －z2
 ）dz，因此

[image: alt]


题型60　求平面图形的面积

思路启迪：先画草图，确定定积分的上下限，最后计算定积分．不同情形下，平面图形的面积公式如下：

1．直角坐标系下图形的面积

先区分是X型还是Y型平面图形．

（1）若是X型，即由曲线y＝f1
 （x），y＝f2
 （x）及直线x＝a，x＝b（a＜b）所围成的曲边图形面积为[image: alt]
 若在［a，b］上，f1
 （x）≤f2
 （x），则

[image: alt]


图6-7、图6-8为常见的两种情形．

[image: alt]


[image: alt]


图6-7

[image: alt]


[image: alt]


图6-8

（2）若是Y型，即由曲线x＝g1
 （y），x＝g2
 （y）及直线y＝c，y＝d（c＜d）所围成的曲边图形面积为[image: alt]
 若在区间［c，d］上，g1
 （y）≤g2
 （y），则

[image: alt]


（3）计算既不是X型也不是Y型的平面图形D的面积时，应先将D划分为若干个X型或Y型图形，或用极坐标先处理一下．

2．极坐标系下平面图形的面积

（1）由连续曲线ρ＝ρ1
 （θ），ρ＝ρ2
 （θ）（ρ1
 （θ）≤ρ2
 （θ））与两条射线θ＝α，θ＝β（α＜β）所围成的图形面积为

[image: alt]


（2）由曲线ρ＝ρ（θ）及射线θ＝a，θ＝β（α＜β）所围成的曲边扇形面积为

[image: alt]


（3）图形边界

用参数[image: alt]
 α≤t≤β表示的平面图形的面积为

[image: alt]






例27　计算由抛物线y＝2x－x2
 和直线y＝-x所围平面图形的面积．

解：作草图，如图6-9所示．

解联立方程[image: alt]
 得两曲线交点为（0，0），（3，-3）．

因为在区间［0，3］上，-x≤2x－x2
 ，故所求平面图形面积为

[image: alt]


例28　计算圆域x2
 ＋y2
 ≤8被抛物线y2
 ＝2x所分成的两部分的面积．

解：作草图，如图6-10所示．

解联立方程[image: alt]
 得两曲线交点为（2，-2），（2，2）．

先求右半部分的面积：在区间［-2，2］上，[image: alt]
 所以

[image: alt]


[image: alt]


图6-9

[image: alt]


图6-10

由于圆x2
 ＋y2
 ＝8的面积为S＝8π，故左半部分的面积为

[image: alt]


例29　求由曲线y＝cos x，y＝2sin x，y＝sin x所围成的图形的面积．

解：作草图，如图6-11所示．

﻿[image: alt]


图6-11

显然积分区域D既非X型也非Y型，现将D划分成D1
 和D2
 两块，如图6-11所示，通过计算可得曲线y＝cos x与y＝2sin x，y＝sin x交点的横坐标分别为[image: alt]
 于是D的面积为

[image: alt]


例30　求摆线的一拱[image: alt]
 （0≤t≤2π）与x轴所围的图形面积．

解：

[image: alt]


例31　求界于二椭圆[image: alt]
 之间的图形面积．

解：由于图形的对称性，两椭圆的交点在直线y＝x和y＝-x上，因此所求面积S为在第一象限中由直线y＝x、x轴及椭圆[image: alt]
 所围图形面积的8倍．为方便起见，将[image: alt]
 化为极坐标方程．

将[image: alt]
 代入椭圆方程[image: alt]
 中，得[image: alt]
 于是所求面积为

[image: alt]


题型61　求旋转体的侧面积

思路启迪：（1）若旋转体由y＝f（x）≥0和直线x＝a，x＝b所围的平面图形绕x轴旋转而成，则旋转曲面的侧面积为[image: alt]


﻿（2）若旋转体由y＝f1
 （x）≥0，y＝f2
 （x）≥0，f1
 （x）≤f2
 （x）和直线x＝a，x＝b所围的平面图形绕x轴旋转而成，则旋转曲面的侧面积为

[image: alt]






例32　过原点作曲线[image: alt]
 的切线，求由此曲线、切线及x轴围成的平面图形绕x轴旋转一周所得到的旋转体的表面积．

解：作草图，如图6-12所示．

[image: alt]


图6-12

设切点为[image: alt]
 则过原点的切线方程为

[image: alt]


再将点[image: alt]
 代入上式，解得

x0
 ＝2，　

[image: alt]


所以切线方程为[image: alt]


由曲线[image: alt]
 绕x轴旋转一周所得到的旋转体的表面积为

[image: alt]


由直线段[image: alt]
 绕x轴旋转一周所得到的旋转体的表面积为

[image: alt]


因此，所求旋转体的表面积为

[image: alt]


例33　求曲线[image: alt]
 （0≤t≤2π）绕x轴和y轴旋转一周所得到的旋转体的表面积．

解：[image: alt]
 0≤t≤2π），设Sx
 与Sy
 分别是曲线绕x轴和y轴旋转一周所得到的旋转面的面积，则

[image: alt]


题型62　求已知截面面积的立体体积或旋转体体积

思路启迪：1．已知平行截面面积的立体体积

已知截面积为s（x），区间为［a，b］，则[image: alt]


2．旋转体的体积

（1）由曲线y＝f（x）＞0和直线x＝a，x＝b及x轴围成的图形

①绕x轴旋转一周所形成的旋转体的体积为[image: alt]


②绕y轴旋转一周所形成的旋转体的体积为[image: alt]


（2）由曲线y＝f1
 （x），y＝f2
 （x）（0＜f1
 （x）≤f2
 （x））和直线x＝a，x＝b围成的图形

①绕x轴旋转一周所形成的旋转体的体积为[image: alt]
 [image: alt]


②绕y轴旋转一周所形成的旋转体的体积为[image: alt]
 [image: alt]






例34　求由圆柱面x2
 ＋y2
 ＝a2
 ，x2
 ＋z2
 ＝a2
 所围立体的体积．

解：由于对称性，故只要求第一象限的立体体积，过x（0≤x≤a）点且垂直于x轴的平面与该立体的截面为边长为[image: alt]
 的正方形，则

s（x）＝a2
 －x2


[image: alt]


例35　一平面经过半径为R的圆柱体的底圆中心并与底面交成角α，计算圆柱体被这平面截割下的那部分体积．

解：如图6-13所示，底圆方程为x2
 ＋y2
 ＝R2
 ，在x处用垂直于x轴的平面截割形体所得截面为一直角三角形ABC，其面积为

[image: alt]


故所求形体体积为

[image: alt]


例36　过点P（1，0）作抛物线[image: alt]
 的切线，该切线与上述抛物线及x轴围成一个平面图形，求此图形绕x轴旋转一周所成的旋转体的体积．

解：作草图，如图6-14所示．

﻿[image: alt]


图6-13

[image: alt]


图6-14

设所作切线与抛物线相切于点Q（x0
 ，y0
 ），切线PQ的斜率为

[image: alt]


切线PQ的方程为

[image: alt]


因为P点在PQ上，所以

[image: alt]


于是切线方程为

[image: alt]


故所求旋转体的体积为

[image: alt]


例37　求介于抛物线y＝x2
 和[image: alt]
 之间的区域绕y轴旋转所成的旋转体的体积．

解：作草图，如图6-15所示．

可求出交点为（0，0），（1，1），且在区间［0，1］上，[image: alt]
 ＞y2
 ，于是

[image: alt]


[image: alt]


图6-15

例38　设抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c过原点，当0≤x≤1时，y≥0．又已知该抛物线与x轴及直线x＝1所围的面积为[image: alt]
 试确定常数a，b，c，使此图形绕x轴旋转一周而成的旋转体的体积V最小．

解：因为抛物线过原点，所以c＝0．又由题设可知

[image: alt]
 　即[image: alt]


且

﻿[image: alt]


令[image: alt]
 则[image: alt]


因为[image: alt]
 所以当[image: alt]
 时体积V最小．

题型63　求平面曲线的弧长

思路启迪：不同情形下的曲线弧长的计算公式：

1．直角坐标下

（1）光滑曲线的方程为y＝f（x）（a≤x≤b）的弧长为ι＝[image: alt]


（2）光滑曲线的方程为x＝g（y）（c≤y≤d）的弧长为ι＝[image: alt]


2．极坐标系下

曲线方程为ρ＝ρ（θ）（α≤θ≤β）的弧长为[image: alt]


3．曲线方程

曲线方程为参数式[image: alt]
 α≤t≤β，则其弧长为

[image: alt]






例39　求曲线y＝ln（1－x2
 ）上相应于[image: alt]
 的一段弧．

解：

[image: alt]


例40　求摆线[image: alt]
 上相应于0≤t≤2π的一拱．

解：

﻿[image: alt]


例41　求心形线r＝a（1＋cos θ）的全长，常数a＞0．

解：

[image: alt]


题型64　一元积分在物理上的应用

1．求变力沿直线所作的功

思路启迪：设某质点在变力作用下，沿x轴从点a运动到点b，力的方向始终与x轴平行，变力表达函数f（x）在［a，b］上连续，则所求的功为[image: alt]


解题程序如下：

（1）建立直角坐标系；

（2）取一积分变量x，找到微元dW与x之间的关系dW＝f（x）dx；

（3）两边同时取积分得[image: alt]






例42　一个圆柱形水池，底面半径为5m，水深为10m，要把池中的水全部抽出来，所作的功等于多少？（水的密度ρ＝1kg/m3
 ）

[image: alt]


图6-16

解：如图6-16建立坐标系，将位于x处、厚度为dx的薄层水抽出来，其质量为

∆M＝密度×体积＝ρ·π·52
 dx＝25πρdx

当薄层水的厚度dx很小时，所作的功元素dW＝25πρgxdx．

要把池中的水全部抽出来，所作的功为

[image: alt]


其中，g为重力加速度。

例43　某建筑工程打地基时，需用汽锤将桩打进土层．汽锤每次击打，都将克服土层对桩的阻力而作功．设土层对桩的阻力的大小与桩被打进地下的深度成正比（比例系数k＞0），汽锤第一次击打将桩打进地下am．根据设计方案，要求汽锤每次击打桩时所作的功与前一次击打桩时所作的功之比为常数r（0＜r＜1），问：

（1）汽锤击打桩3次后，可将桩打进地下多深？

（2）若击打次数不限，汽锤至多能将桩打进地下多深？

（注：m表示长度单位米）

﻿解：（1）记xn
 是第n次击打将桩打进地下的深度，Wn
 是第n次击打所作的功，由题设，当桩被打进地下的深度为x时，土层对桩的阻力的大小为kx，于是

[image: alt]


由于W2
 ＝rW1
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 －a2
 ＝ra2
 ，即[image: alt]


由于W3
 ＝rW2
 ＝r2
 W1
 ，即[image: alt]
 所以[image: alt]


汽锤击打桩3次后，可将桩打进地下[image: alt]


（2）设[image: alt]
 由于Wn＋1
 ＝rn
 W1
 ，即[image: alt]
 所以

[image: alt]


从而由归纳法可得[image: alt]
 所以

[image: alt]


即当击打次数不限时，汽锤至多能将桩打进地下[image: alt]


2．求静止液体的侧压力

思路启迪：设一平面板垂直地浸入密度为ρ的液体中，取x轴垂直向下，液面与y轴重合，此时平面板四周的曲线方程为y＝f1
 （x），y＝f2
 （x）（f1
 （x）≤f2
 （x））及x＝a，x＝b（a＜b），则平面板一侧所受压力为[image: alt]
 [image: alt]






例44　某闸门的形状与大小如图6-17所示，其中直线ι为对称轴，闸门的上部为矩形ABCD，下部由二次抛物线与线段AB所围成．当水面与闸门的上端相平时，欲使闸门矩形部分承受的水压力与闸门下部承受的水压力之比为5∶4，闸门矩形部分的高h应为多少m（米）？

解：如图6-18建立坐标系，则抛物线的方程为y＝x2
 ，闸门矩形部分承受的水压力为

[image: alt]


图6-17

[image: alt]


图6-18

﻿[image: alt]


其中，ρ为水的密度，g为重力加速度，闸门下部承受的水压力为

[image: alt]


由题意可知，p1
 ∶p2
 ＝5∶4，即[image: alt]
 得h＝2，[image: alt]
 （舍去）．故h＝2，即闸门矩形部分的高应为2m．

3．求引力

思路启迪：当引力dF的方向不随小区间［x，x＋dx］的改变而变化时，可直接用引力公式和微元法；当引力dF的方向随小区间的改变而变化时，可将引力分解为横向、纵向两个分力后再分别用微元法．





例45　如图6-19所示，一质量为m的质点位于原点，一根线密度为ρ、长为ι的均匀细棒在区间［a，a＋ι］上，已知引力系数为k，求细棒对质点的引力．

[image: alt]


图6-19

解：细棒在［x，x＋dx］这一段的质量为ρdx，对质点的引力为[image: alt]
 故细棒对质点的引力为

[image: alt]


例46　设星形线x＝acos3
 t，y＝asin3
 t上每一点处线密度的大小等于该点到原点的距离的三次方，求星形线在第一象限的弧段对位于原点处的单位质点的引力．

解：如图6-20所示，位于点（x，y）处、长为ds的小段，到原点的距离[image: alt]
 线密度为r3
 ，其质量为r3
 ds，其中[image: alt]


[image: alt]


图6-20

该小段对质点的引力为[image: alt]
 其水平分量为

[image: alt]


垂直分量为[image: alt]
 故

[image: alt]




第7章　常微分方程

●重要定理、公式和结论

7.1　二阶线性微分方程解的性质

设二阶线性微分方程

y″＋p（x）y′＋q（x）y＝f（x）　　（1）

令f（x）＝0，则方程（1）导出

y″＋p（x）y′＋q（x）y＝0　　（2）

方程（2）称为方程（1）对应的齐次方程．

二阶线性微分方程解的性质如下：

①设y1
 （x），y2
 （x）为方程（2）的两个解，C1
 ，C2
 为两个任意常数，则C1
 y1
 （x）＋C2
 y2
 （x）为方程（2）的解；

②设[image: alt]
 为方程（1）的两个解，则[image: alt]
 为方程（2）的解；

③假设y*
 （x），y（x）分别为方程（1），（2）的解，则y*
 （x）＋y（x）为方程（1）的解．

7.2　二阶线性微分方程解的结构定理

定理1　设y1
 （x），y2
 （x）为方程（2）的两个线性无关解（即[image: alt]
 C为常数），C1
 ，C2
 为两个任意常数，则方程（2）的通解为

y＝C1
 y1
 （x）＋C2
 y2
 （x）

定理2　设y1
 （x），y2
 （x）为方程（2）的两个线性无关解，y*
 （x）为方程（1）的一个特解，C1
 ，C2
 为两个任意常数，则方程（1）的通解为

y＝C1
 y1
 （x）＋C2
 y2
 （x）＋y*
 （x）

定理3（叠加原理）　设y1
 （x），y2
 （x）分别为方程

y″＋p1
 （x）y′＋p2
 （x）y＝f1
 （x）与y″＋p1
 （x）y′＋p2
 （x）y＝f2
 （x）

的解，则y＝y1
 （x）＋y2
 （x）为方程y″＋p1
 （x）y′＋p2
 （x）y＝f1
 （x）＋f2
 （x）的解．

﻿●核心题型及思路启迪

7.3　一阶微分方程的求解

题型65　一阶可分离变量方程的求解

思路启迪：形式1　[image: alt]


解法　[image: alt]


形式2　[image: alt]


解法　[image: alt]


当微分dx，dy前面的项均可分解为仅含x或y的函数乘积时，这个方程为一阶可分离变量方程．将x与y分别放到等号两边，然后两边同时求不定积分．当方程中出现f（xy），f（x±y），f（x2
 ±y2
 ）等形式的项时，通常作相应的变量替换：u＝xy，u＝x±y，u＝x2
 ±y2
 ，…．





例1　解方程（1＋y2
 ）xdx＋（1＋x2
 ）ydy＝0．

解：显然，方程属于可分离变量型，经变量分离得

[image: alt]


两边积分得

[image: alt]


化简得

（1＋x2
 ）（1＋y2
 ）＝C

其中，C为任意常数．

例2　求解下列微分方程：

（1）f（xy）ydx＋g（xy）xdy＝0；　（2）[image: alt]


解：（1）令u＝xy，代入原方程经整理得

[image: alt]


是可分离变量方程，经分离变量得

[image: alt]


两边积分得

﻿[image: alt]


其中C为任意常数．

（2）令[image: alt]
 代入原方程，经整理得

[image: alt]


是可分离变量方程，经分离变量得

[image: alt]


两边积分得ln｜x｜＝ln｜sin u｜＋ln C1
 ，化简得sin u＝±C1
 x，即

[image: alt]


其中C为任意常数．

题型66　一阶齐次微分方程或可化为齐次微分方程的求解

1．一阶齐次微分方程的求解

思路启迪：令[image: alt]
 则y＝ux，两边对x求导，得[image: alt]
 代入方程得

[image: alt]


变量还原[image: alt]
 即得方程的解．





例3　求解下列微分方程：

[image: alt]


解：（1）令[image: alt]
 则y＝ux，dy＝udx＋xdu，代入原方程，经整理得

[image: alt]


两边积分，得sin u＝-ln｜x｜＋C，即

[image: alt]


其中C为任意常数．

（2）由原方程推得

[image: alt]


令[image: alt]
 则y＝ux，dy＝udx＋xdu，代入原方程，经整理得

﻿[image: alt]


分离变量得

[image: alt]


两边积分得

[image: alt]


化简得

[image: alt]


即（y－x）2
 ＝Cy（y－2x）3
 ，其中C为任意常数．

例4　求下列微分方程的通解：

（1）（x2
 ＋y2
 ）dx－xydy＝0；　（2）[image: alt]


解：（1）由原方程推得

[image: alt]


令[image: alt]
 则y＝ux，dy＝udx＋xdu，代入原方程，经整理得

[image: alt]


分离变量得

[image: alt]


两边积分得

[image: alt]


即y2
 ＝x2
 （2ln｜x｜＋C），其中C为任意常数．

（2）由原方程得

[image: alt]


令[image: alt]
 则x＝uy，dx＝udy＋ydu，代入原方程，经整理得

[image: alt]


分离变量得

[image: alt]


两边积分得

﻿ln｜u＋2eu
 ｜＋ln｜y｜＝ln C

代入[image: alt]
 整理得

[image: alt]


即[image: alt]
 其中C为任意常数．

2．一阶可化为齐次型的微分方程的求解

思路启迪：注意观察微分方程，若[image: alt]
 则将其化为齐次型．解法如下：

①当c1
 ＝c2
 ＝0时，则

[image: alt]


属于齐次型．

②当[image: alt]
 即[image: alt]
 时，则

[image: alt]


令a2
 x＋b2
 y＝u，则[image: alt]
 属于分离变量型．

③当[image: alt]
 且c1
 ，c2
 不全为0时，解方程组[image: alt]
 求出交点（α，β）．令x＝X＋α，y＝Y＋β，则原方程变为[image: alt]
 属于齐次型．





例5　求解下列微分方程：

[image: alt]


解：（1）解[image: alt]
 得[image: alt]
 令X＝x＋2，Y＝y＋3，代入原方程得

[image: alt]


再令[image: alt]
 代入上式得

﻿[image: alt]


两边积分，得

[image: alt]


变量还原，得

[image: alt]


其中C为任意常数．

（2）原方程变形为

[image: alt]


令y2
 ＝η，x2
 ＝ξ，则方程变为

[image: alt]


解[image: alt]
 得[image: alt]
 令X＝ξ－2，Y＝η－1代入上式得

[image: alt]


再令[image: alt]
 代入上式得

[image: alt]


两边积分得

[image: alt]


变量还原得

x2
 ＋y2
 －3＝C（x2
 －y2
 －1）5


其中C为任意常数．

题型67　一阶线性微分方程的求解

思路启迪：（1）对于线性微分方程y′＋p（x）y＝q（x），一般利用通解公式

[image: alt]


求解；

（2）如果不能化成线性微分方程，考虑因变量和自变量互换，即将自变量看做未知函数，将未知函数看做自变量；

（3）对不能化为线性形式的一阶微分方程，可考虑利用常数变易法：

﻿设y＝φ（x）[image: alt]
 （将C看做x的函数）为对应齐次方程的解，将其代入并整理得：

[image: alt]


两边积分得：

[image: alt]


故[image: alt]
 为方程的通解．





例6　求解下列微分方程：

（1）xy′＋y＝x2
 ＋3x＋2；　　（2）yln ydx＋（x－ln y）dy＝0．

解：（1）化原方程为一阶线性方程

[image: alt]


得其通解为

[image: alt]


其中C为任意常数．

（2）[image: alt]


[image: alt]


即

2xln y＝ln2
 y＋C　（C＝2C1
 ）

其中C为任意常数．

例7　求解下列微分方程：

（1）[image: alt]
 满足条件[image: alt]


（2）（1＋y2
 ）dx＋（x－arctan y）dy＝0；

（3）[image: alt]


解：（1）化原方程为一阶线性方程

[image: alt]


得其通解为

﻿[image: alt]


由[image: alt]
 得C＝-1，故所求解为[image: alt]


（2）如果将y看做自变量，将x看做因变量，则所给微分方程为

[image: alt]


上述方程的通解为

[image: alt]


即x＝Ce-arctan y
 ＋arctan y－1．

（3）将x看做因变量，y看做自变量，则

[image: alt]


其对应的齐次方程如下：

①　　　　[image: alt]


⇒ln｜x｜＝sin y＋ln C1
 ⇒x＝Cesin y
 　（C＝±C1
 ）

②令x＝φ（y）esin y
 为方程（1）的解，代入并整理，得

φ′（y）esin y
 ＝sin 2y⇒φ′（y）＝2sin ycos ye-sin y


⇒φ（y）＝-2（sin y＋1）e-sin y
 ＋C

故原方程的通解为

x＝-2（sin y＋1）＋Cesin y


其中C为任意常数．

题型68*
 　伯努利方程的求解

思路启迪：形式　y′＋p（x）y＝q（x）yn
 （n≠0，1）的伯努利方程解法如下：

[image: alt]


令z＝y1－n
 ，得z′＝（1－n）p（x）z＋（1－n）q（x）为关于z的一阶线性方程．





例8　求解微分方程[image: alt]


﻿解：令[image: alt]
 得

[image: alt]


于是

[image: alt]


故原方程的通解为[image: alt]
 其中C为任意常数．

例9　求微分方程[image: alt]
 的通解．

解：令z＝y2
 ，则所给的微分方程为[image: alt]
 为一阶线性微分方程．它的通解为

[image: alt]


所以，所给微分方程的通解为[image: alt]
 其中C为任意常数．

题型69*
 　全微分方程的求解

思路启迪：有以下三种方法：

（1）原函数法

若存在一个二元函数u（x，y），使

[image: alt]


推断出[image: alt]


[image: alt]


（2）分项组合法

将已经是全微分的项提出，将不是全微分的项凑成全微分，这样的方法称为分项组合法．

要牢记如下公式：

[image: alt]


﻿[image: alt]


（3）曲线积分法

[image: alt]
 既是P（x，y）dx＋Q（x，y）dy＝0为全微分方程的充要条件，也是曲线积分[image: alt]
 与路径无关的充要条件．

[image: alt]


选取（x0
 ，y0
 ）的原则：

①简单；②P（x，y），Q（x，y）在（x0
 ，y0
 ）处具有一阶连续的偏导数．





例10　求解下列微分方程：

（1）（2xey
 ＋3x2
 －1）dx＋（x2
 ey
 －2y）dy＝0；

（2）[image: alt]


解：（1）P＝2xey
 ＋3x2
 －1，Q＝x2
 ey
 －2y，于是

[image: alt]


方程为全微分方程．

解法1　设存在一个u（x，y），使得

[image: alt]


即

[image: alt]


在[image: alt]
 的两边积分得

u＝x2
 ey
 ＋x3
 －x＋φ（y）

两边对y求偏导得

[image: alt]


﻿于是φ′（y）＝-2y，积分得φ（y）＝-y2
 ，故通解为

x2
 ey
 ＋x3
 －x－y2
 ＝C

解法2

（3x2
 －1）dx＋（-2y）dy＋（2xey
 dx＋x2
 ey
 dy）＝0

d（x3
 －x）＋ d（-y2
 ）＋d（x2
 ey
 ）＝0

于是得

x2
 ey
 ＋x3
 －x－y2
 ＝C

（2）[image: alt]
 于是

[image: alt]


当y≠0时，方程为全微分方程．

[image: alt]


故[image: alt]
 即x2
 －y2
 ＋y3
 ＝Cy3
 ．

例11　求解下列微分方程：

（1）（x2
 －y2
 －2y）dx＋（x2
 ＋2x－y2
 ）dy＝0；

（2）xdx＋ydy＝（x2
 ＋y2
 ）dx．

解：（1）本题不满足全微分方程的条件[image: alt]
 但可将原方程改写为

（x2
 －y2
 ）d（x＋y）－2（ydx－xdy）＝0

即

[image: alt]


于是

[image: alt]


故[image: alt]
 即（x＋y）ex＋y
 ＝C（x－y），其中C＝ec1

 ．

（2）本题不满足全微分方程的条件[image: alt]
 但由思路启迪（2）中的公式可知

[image: alt]


于是在方程两边同除以x2
 ＋y2
 ，则原方程为

[image: alt]


即d[image: alt]
 两边积分得

[image: alt]


即

﻿[image: alt]


故x2
 ＋y2
 ＝Ce2x
 ，其中>[image: alt]


7.4　二阶或二阶以上微分方程的求解

题型70　可降阶的高阶微分方程的求解

思路启迪：（1）y（n）
 ＝f（x）的解法

积分n次即可得，注意每积分一次要加一个常数．

（2）不显含y的二阶方程y″＝f（x，y′）的解法

令y′＝p，y″＝p′代入方程，可得p′＝f（x，p）关于p的一阶方程，设有解p＝φ（x，C1
 ），即

[image: alt]


（3）不显含x的二阶方程y″＝f（y，y′）的解法

令[image: alt]
 代入方程，可得

[image: alt]


此为p关于y的一阶方程．设有解p＝Ψ（y，C1
 ），即

[image: alt]


积分得

[image: alt]






例12　求微分方程y″（x＋y′2
 ）＝y′满足初始条件y（1）＝y′（1）＝1的特解．

解：本题不含y，设y′＝p，于是y″＝p′，原方程变为

p′（x＋p2
 ）＝p

即　　　　　　　　[image: alt]


解之得x＝p（p＋C），将p（1）＝1代入得C＝0，于是

[image: alt]


结合y（1）＝1得[image: alt]
 故[image: alt]


例13　求解下列微分方程：

（1）yy″－（y′）2
 ＝0；　　（2）[image: alt]


﻿解：（1）本题不显含x，令y′＝p，将[image: alt]
 代入方程可得

[image: alt]


当p＝0时，得y′＝0，可解得y＝C．

当[image: alt]
 时，可得p＝C1
 y，即

y′＝C1
 y，ln y＝C1
 x＋ln C2


于是得[image: alt]
 其中C1
 ，C2
 为任意常数．

（2）本题不显含x，令y′＝p，将[image: alt]
 代入方程可得

[image: alt]


当p＝0时，得y′＝0，可解得y＝C．

当[image: alt]
 时，可得p＝C1
 （y－1）2
 ，即

[image: alt]


于是得[image: alt]
 其中C1
 ，C2
 为任意常数．

题型71　有关二阶常系数齐次线性或非齐次线性微分方程解的结构的命题

思路启迪：利用二阶常系数齐次线性方程或非齐次线性方程解的结构定理．





例14　微分方程y″＋y＝x2
 ＋1＋sin x的特解形式可设为（　　）．

（A）y*
 ＝ax2
 ＋bx＋c＋x（Asin x＋Bcos x）

（B）y*
 ＝x（ax2
 ＋bx＋c＋Asin x＋Bcos x）

（C）y*
 ＝ax2
 ＋bx＋c＋Asin x

（D）y*
 ＝ax2
 ＋bx＋c＋Acos x

分析：利用待定系数法确定二阶常系数非齐次线性方程特解的形式．

解：对应齐次方程y″＋y＝0的特征方程为λ2
 ＋1＝0，特征根为λ＝±i．

对y″＋y＝x2
 ＋1＝e0x
 （x2
 ＋1）而言，因0不是特征根，从而其特解形式可设为

[image: alt]


对y″＋y＝sin x＝Im（eix
 ），因i为特征根，从而其特解形式可设为

[image: alt]


所以y″＋y＝x2
 ＋1＋sin x的特解形式可设为

y*
 ＝ax2
 ＋bx＋c＋x（Asin x＋Bcos x）

故选（A）．

例15　在下列微分方程中，以y＝C1
 ex
 ＋C2
 cos 2x＋C3
 sin 2x（C1
 ，C2
 ，C3
 是任意常数）为通解的是（　　）．

[image: alt]


﻿[image: alt]


分析：本题已知微分方程的通解，反求微分方程的形式，一般根据通解的形式分析出特征值，然后从特征方程入手．

解：因为y＝C1
 ex
 ＋C2
 cos 2x＋C3
 sin 2x（C1
 ，C2
 ，C3
 是任意常数）为通解，所以微分方程的特征值为1，±2i．于是特征方程为（λ－1）（λ－2i）（λ＋2i）＝0，即

λ3
 －λ2
 ＋4λ－4＝0

于是所求的微分方程为

[image: alt]


故选（D）．

例16　函数y＝C1
 ex
 ＋C2
 e-2x
 ＋xex
 满足的一个微分方程是（　　）．

（A）y″－y′－2y＝3xex
 　　　　（B）y″－y′－2y＝3ex


（C）y″＋y′－2y＝3xex
 　　　　（D）y″＋y′－2y＝3ex


分析：本题考查二阶常系数非齐次线性微分方程解的结构，以及非齐次方程的特解与对应齐次微分方程特征根的关系．故先从所给的解分析出对应齐次微分方程的特征方程的根，然后由特解形式判定非齐次项形式．

解：由所给解的形式可知，原微分方程对应的齐次微分方程的特征根为

λ1
 ＝1，λ2
 ＝-2

则对应的齐次微分方程的特征方程为

（λ－1）（λ＋2）＝0

即λ2
 ＋λ－2＝0．故对应的齐次微分方程为

y″＋y′－2y＝0

又y*
 ＝xex
 为原微分方程的一个特解，而λ＝1为特征单根，故原非齐次线性微分方程右端的非齐次项应具有形式f（x）＝Cex
 （C为常数）．所以综合比较四个选项，应选（D）．

题型72　求二阶常系数齐次线性或非齐次线性微分方程的通解

思路启迪：1．二阶常系数齐次线性方程

对于二阶常系数齐次线性方程y″＋py′＋qy＝0，求解步骤如下：

（1）写出特征方程λ2
 ＋pλ＋q＝0，求出根λ1
 ，λ2
 ．

（2）分析λ1
 ，λ2
 ，然后按以下三种情况得出通解：

①当λ1
 ，λ2
 为相异的实根时，方程的通解为[image: alt]


②当λ1
 ＝λ2
 时，方程的通解为[image: alt]


③当λ＝α±iβ时，方程的通解为y＝eαx
 （C1
 cos βx＋C2
 sin βx）．

2．二阶常系数非齐次线性方程

对于二阶常系数非齐次线性方程y″＋py′＋qy＝f（x），先求出对应齐次方程的通解Y，然后用待定系数法或微分算子法求出一特解y*
 ，相加即得所求通解y＝Y＋y*
 ．

﻿（1）待定系数法

表7-1中Pn
 （x）为系数已知的n次多项式，Rk
 （x），Sk
 （x）为系数待定的k次多项式，k＝max｛m，n｝．

表7-1

[image: alt]


（2）微分算子法

①定义　引进记号

[image: alt]


因此，n阶常系数线性非齐次方程

[image: alt]


[image: alt]


注意：D表示求导，[image: alt]
 表示积分．如[image: alt]
 不要常数．

②[image: alt]
 的性质：

性质1　[image: alt]
 若k为F（k）的m重根，则

[image: alt]


﻿性质2　若F（-a2
 ）≠0

[image: alt]


　　若F（-a2
 ）＝0，不妨设（-a2
 ）为F（-a2
 ）＝0的m重根，则

[image: alt]


性质3

[image: alt]


性质4

[image: alt]


其中Q（D）为1除以F（D）按升幂排列（an
 ＋an－1
 D＋…＋Dn
 ）所得商式，其最高次数为p．





例17　求解下列方程：

（1）4y″－12y′＋9y＝0；

（2）y″－7y′＋12y＝0；

（3）y″＋2y′＋3y＝0；

（4）[image: alt]


解：（1）对应的特征方程为

[image: alt]


故方程的通解为[image: alt]
 其中C1
 ，C2
 为任意常数．

（2）对应的特征方程为

λ2
 －7λ＋12＝0⇒（λ－3）（λ－4）＝0⇒λ1
 ＝3，λ2
 ＝4

故方程的通解为y＝C1
 e3x
 ＋C2
 e4x
 ，其中C1
 ，C2
 为任意常数．

（3）对应的特征方程为

[image: alt]


故方程的通解为[image: alt]
 其中C1
 ，C2
 为任意常数．

（4）对应的特征方程为

λ3
 ＋λ2
 －6λ＝0⇒λ（λ＋3）（λ－2）＝0⇒λ1
 ＝0，λ2
 ＝-3，λ3
 ＝2

故方程的通解为y＝C1
 ＋C2
 e-3x
 ＋C3
 e2x
 ，其中C1
 ，C2
 ，C3
 为任意常数．

例18　求解下列微分方程：

﻿（1）y″－2y′＋y＝ex
 ；

（2）y″＋y＝cos x；

（3）y″＋2y′－3y＝e2x
 ；

（4）y″＋4y′＋5y＝sin 2x．

解：（1）对应齐次方程的特征方程为

λ2
 －2λ＋1＝0⇒（λ－1）2
 ＝0⇒λ1
 ＝λ2
 ＝1

故对应的齐次方程的通解为y＝（C1
 ＋C2
 x）ex
 ，其中C1
 ，C2
 为任意常数．

下面求方程的特解：

①用微分算子法

[image: alt]


②用待定系数法

因为α＝1为特征方程的重根，所以可设y*
 ＝Ax2
 ex
 ，则

（y*
 ）′＝Ax（2＋x）ex
 ，（y*
 ）″＝A（x2
 ＋4x＋2）ex


把y*
 ，（y*
 ）′，（y*
 ）″代入方程中，得[image: alt]
 所以原方程的特解为

[image: alt]


故原方程的通解为[image: alt]
 其中C1
 ，C2
 为任意常数．

（2）对应齐次方程的特征方程为

λ2
 ＋1＝0⇒λ1
 ＝i，λ2
 ＝-i

故对应的齐次方程的通解为y＝C1
 cos x＋C2
 sin x，其中C1
 ，C2
 为任意常数．

下面求方程的特解：

①用微分算子法

[image: alt]


②用待定系数法

因为λ＝±i为特征根，所以可设y*
 ＝x（Acos x＋Bsin x），则

（y*
 ）′＝Acos x＋Bsin x＋x（-Asin x＋Bcos x）

（y*
 ）″＝2（-Asin x＋Bcos x）－x（Acos x＋Bsin x）

把y*
 ，（y*
 ）′，（y*
 ）″代入方程中，得[image: alt]
 所以原方程的特解为

[image: alt]


故原方程的通解为[image: alt]
 其中C1
 ，C2
 为任意常数．

（3）对应齐次方程的特征方程为

λ2
 ＋2λ－3＝0⇒λ1
 ＝-3，λ2
 ＝1

故对应的齐次方程的通解为y＝C1
 e-3x
 ＋C2
 ex
 ，其中C1
 、C2
 为任意常数．

下面求方程的特解：

①用微分算子法

﻿[image: alt]


②用待定系数法

因为α＝2不是特征根，所以可设y*
 ＝Ae2x
 ，则

（y*
 ）′＝2Ae2x


（y*
 ）″＝4Ae2x


把y*
 ，（y*
 ）′，（y*
 ）″代入方程中，得5Ae2x
 ＝e2x
 ⇒[image: alt]
 所以方程的特解为

[image: alt]


故原方程的通解为[image: alt]
 其中C1
 、C2
 为任意常数．

（4）对应齐次方程的特征方程为

λ2
 ＋4λ＋5＝0⇒λ1
 ＝-2＋i，λ2
 ＝-2－i

故对应的齐次方程的通解为y＝e-2x
 （C1
 cos x＋C2
 sin x），其中C1
 ，C2
 为任意常数．

下面求方程的特解：

①用微分算子法

[image: alt]


②用待定系数法

因为2i不是特征根，所以可设y*
 ＝Acos 2x＋Bsin 2x，则

（y*
 ）′＝-2Asin 2x＋2Bcos 2x

（y*
 ）″＝-4Acos 2x－4Bsin 2x

把y*
 ，（y*
 ）′，（y*
 ）″代入方程中，得

[image: alt]


故方程的特解为

[image: alt]


故原方程的通解为

[image: alt]


其中C1
 ，C2
 为任意常数．

注：由上述可知，求非齐次微分方程的特解时，微分算子法比待定系数法简单．

例19　求解下列微分方程：

（1）y″＋4y′＋4y＝eαx
 ，其中α为实数；

（2）y″＋a2
 y＝sin x，其中a＞0为常数．

﻿解：（1）对应的齐次方程的特征方程为λ2
 ＋4λ＋4＝0，特征值λ1
 ＝λ2
 ＝-2，故对应齐次方程的通解为

y＝（C1
 ＋C2
 x）e-2x


下面求非齐次方程的一个特解：

①当α≠-2时，设特解y*
 ＝Aeαx
 ，则（y*
 ）′＝αAeαx
 ，（y*
 ）″＝α2
 Aeαx
 ，代入原方程得[image: alt]
 则特解为[image: alt]


②当α＝-2时，设特解为y*
 ＝Ax2
 e-2x
 ，则

（y*
 ）′＝2Axe-2x
 －2Ax2
 e-2x


（y*
 ）″＝2Ae-2x
 －8Axe-2x
 ＋4Ax2
 e-2x


代入原方程得[image: alt]
 故非齐次方程的通解为

[image: alt]


另外，用微分算子法解特解如下：

[image: alt]


（2）对应的齐次方程的特征方程为λ2
 ＋a2
 ＝0⇒λ＝±αi，则对应的齐次方程的通解为

y＝C1
 cos ax＋C2
 sin ax

非齐次方程的一个特解为

[image: alt]


故非齐次方程的通解为

[image: alt]


例20　求二阶线性微分方程y″－3y′＋2y＝e-x
 sin x的通解．

解：对应的齐次方程为y″－3y′＋2y＝0，其特征方程为λ2
 －3λ＋2＝0，解得λ＝1，2，于是齐次方程的通解为

y＝C1
 ex
 ＋C2
 e2x


而

[image: alt]


﻿[image: alt]


故所求微分方程的通解为

[image: alt]


其中C1
 ，C2
 为任意常数．

题型73*
 　求欧拉方程的通解

思路启迪：各项未知函数导数的阶数与乘积因子自变量的方次数相同的方程，即形如

xn
 y（n）
 ＋a1
 xn－1
 y（n－1）
 ＋…＋an－1
 xy′＋an
 y＝f（x）

的方程，称为欧拉方程．其中a1
 ，a2
 ，…，an－1
 ，an
 为常数．

解法　作自变量x的变量替换，令x＝et
 ，则t＝ln x，把y看做t的函数，则

[image: alt]


于是欧拉方程化为Pn
 （D）y＝f（et
 ），解出y＝y（t），则y＝y（ln x）就是欧拉方程的解．





例21　解下列微分方程：

（1）x2
 y″＋xy′＋y＝2sin（ln x）；

（2）（x＋1）2
 y″－（x＋1）y′＋y＝6（x＋1）ln（x＋1）．

解：（1）令x＝et
 ，即t＝ln x，则原方程可化为

D（D－1）y＋Dy＋y＝2sin t

即　　　　　　　　　[image: alt]


相应特征方程为λ2
 ＋1＝0，解之得λ＝±i．则对应的齐次方程通解为

y＝C1
 cos t＋C2
 sin t

特解为

[image: alt]


所以原式的通解为

y＝C1
 cos（ln x）＋C2
 sin（ln x）－ln xcos（ln x）

（2）令x＋1＝et
 ，即t＝ln（x＋1），则原方程可化为

D（D－1）y－Dy＋y＝6tet


﻿即　　　　　　　　[image: alt]


相应特征方程为λ2
 －2λ＋1＝0，解之得λ＝1（2重根）．

于是，对应的齐次方程的通解为

y＝（C1
 ＋C2
 t）et


特解为

[image: alt]


所以原式通解为

y＝C1
 （x＋1）＋C2
 （x＋1）ln（x＋1）＋（x＋1）ln3
 （x＋1）

其中C1
 ，C2
 为任意常数．

题型74　微分方程在几何中的应用

思路启迪：解题步骤如下：

（1）根据所给的某几何特性画一草图；

（2）利用y′表示曲线y＝f（x）上（x，y）点处的切线斜率或[image: alt]
 表示曲线y＝f（x）上（x，y）点的法线斜率以及[image: alt]
 表示由曲线y＝f（x），直线x＝a，x＝t及x轴所围成的图形的面积等方面的意义，列方程；

（3）解方程．





例22　设对任意x＞0，曲线y＝f（x）上点（x，f（x））处的切线在y轴上的截距等于[image: alt]
 求f（x）的表达式．

解：曲线y＝f（x）在点（x，f（x））处的切线方程为

Y－f（x）＝f′（x）（X－x）

令X＝0，得截距Y＝f（x）－xf′（x）．

由题意可得[image: alt]
 即

[image: alt]


上式对x求导，化简得xf″（x）＋f′（x）＝0，即[image: alt]
 ＝0，积分得

xf′（x）＝C1


上式两边再次积分得

f（x）＝C1
 ln x＋C2


其中C1
 ，C2
 为任意常数．

例23　设经过原点的曲线族上任一点P处的切线交x轴于点T，从P点向x轴作垂线，其垂足为Q，已知PT，PQ与x轴所围成的三角形的面积与曲边三角形OPQ的面积之比等于常数k，﻿[image: alt]
 试求该曲线族．

解：P（x，y）为曲线族上一点，所以切线PT的方程为

Y－y＝y′（X－x）

于是T坐标为[image: alt]
 则

△PTQ的面积为

[image: alt]


曲边△OPQ的面积为

[image: alt]


由题意知S1
 /S2
 ＝k，即

[image: alt]


对方程两边求导得

2ky（y′）2
 ＝2y（y′）2
 －y″y2


化简为

yy″＋2（k－1）（y′）2
 ＝0

令y′＝p，则

[image: alt]


代入方程可得

[image: alt]


即

[image: alt]


解此一阶方程得p＝Cy2（1－k）
 ，即[image: alt]


又[image: alt]
 则解得

[image: alt]


题型75　微分方程在物理中的应用

思路启迪：导数的物理意义表示变化率，如速度等．在力学中的应用的解题步骤如下：

（1）建立坐标系，对所研究的物体进行受力分析；

（2）根据速度[image: alt]
 加速度[image: alt]
 牛顿第二定律F＝ma，列方程；

（3）解方程．





﻿例24　一质量为m的物体，在黏性液体中由静止自由下落，假如液体阻力与运动速度成正比，比例系数为k，试求物体运动的规律．

解：物体受到的重力为mg，阻力为-kv，则-kv＋mg＝ma，而[image: alt]
 则方程为

mx″＋kx′＝mg

令[image: alt]
 于是方程为

[image: alt]


解方程，可得

[image: alt]


又x′（0）＝0，则[image: alt]
 所以

[image: alt]


因此

[image: alt]


又x（0）＝0，则[image: alt]
 故

[image: alt]


例25　某种飞机在机场降落时，为了缩短滑行距离，在触地的瞬间，飞机尾部张开减速伞，以增大阻力，使飞机迅速减速并停下．

现有一质量为9000kg的飞机，着陆时的水平速度为700km/h．经测试，减速伞打开后，飞机所受的总阻力与飞机的速度成正比（比例系数为k＝6.0×106
 kg/h）．问从着陆点算起，飞机滑行的最长距离是多少？

解：方法1　由题设，飞机的质量m＝9000kg，着陆时的水平速度v0
 ＝700km/h．从飞机接触跑道开始计时，设t时刻飞机的滑行距离为x（t），速度为v（t）．

根据牛顿第二定律，得

[image: alt]


又

[image: alt]


由以上两式得

[image: alt]


积分得[image: alt]
 由于v（0）＝v0
 ，x（0）＝0，故得[image: alt]
 从而

[image: alt]


﻿当v（t）→0时，得

[image: alt]


所以，飞机滑行的最长距离为1.05km．

方法2　根据牛顿第二定律，得[image: alt]
 所以

[image: alt]


两端积分得通解[image: alt]
 代入初始条件[image: alt]
 解得C＝v0
 ，故

[image: alt]


飞机滑行的最长距离为

[image: alt]


或由[image: alt]
 知

[image: alt]


故最长距离为当t→+∞时，[image: alt]


注：本题求飞机滑行的最长距离，可理解为t→+∞或v（t）→0的极限值．

例26　在某人群中推广新技术是通过其中已掌握新技术的人进行的，设该人群的总人数为N，在t＝0时刻已掌握新技术的人数为x0
 ，在任意时刻t已掌握新技术的人数为x（t）（将x（t）视为连续可微变量），其变化率与已掌握新技术的人数和未掌握新技术的人数之积成正比，比例常数k＞0，求x（t）．

解：由题意可建立微分方程

[image: alt]


显然特解x（t）＝0和x（t）＝N都不符合题意．于是分离变量得

[image: alt]


两边积分得

[image: alt]


此外，由题意知x（0）＝x0
 ，代入到上式得

[image: alt]




第8章*
 　向量代数与空间解析几何

●重要定理、公式和结论

8.1　概念和性质

设有两个向量a＝｛x1
 ，y1
 ，z1
 ｝，b＝｛x2
 ，y2
 ，z2
 ｝，则

（1）a与b的数量积定义为：[image: alt]
 运算律：

①交换律　a·b＝b·a；

②分配律　a·（b＋c）＝a·b＋a·c；

③与数乘向量的运算　λ（a·b）＝（λa）·b＝a·（λb）．

（2）a与b的向量积[image: alt]
 模[image: alt]
 且c⊥a，c⊥b，a，b，c成右手系．

运算律：

①反交换律　a×b＝-b×a；

②分配律　a×（b＋c）＝a×b＋a×c；

③与数乘向量的运算　λ（a×b）＝（λa）×b＝a×（λb）．

（3）设c＝｛x3
 ，y3
 ，z3
 ｝，则a，b，c的混合积为

[image: alt]


混合积具有下列性质：

①具有轮换对称性，即（a，b，c）＝（b，c，a）＝（c，a，b）；

②两向量积互换，混合积变号，即

（a，b，c）＝-（a，c，b）＝-（c，b，a）＝-（b，a，c）

8.2　两个向量之间的关系

设a＝｛x1
 ，y1
 ，z1
 ｝，b＝｛x2
 ，y2
 ，z2
 ｝，c＝｛x3
 ，y3
 ，z3
 ｝

（1）两个向量垂直的充要条件

a⊥b⇔a·b＝0⇔x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ＋z1
 z2
 ＝0

（2）两个向量平行的充要条件

﻿[image: alt]


其中，若x2
 ，y2
 ，z2
 之中有一个为0，如x2
 ＝0，应理解为x1
 ＝0．

（3）两个向量共线的充要条件

a与b共线⇔存在不全为0的常数λ，μ，使λa＋μb＝0．

（4）向量a与b的夹角[image: alt]
 可由下式求出：

[image: alt]


（5）a，b，c共面⇔存在不全为0的数λ，μ，v，使得λa＋μb＋vc＝0，即（a，b，c）＝0．

8.3　平面方程的几种形式

1．点法式方程

已知平面π上一点M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）和该平面的法向量n＝｛A，B，C｝，则平面的点法式方程为

A（x－x0
 ）＋B（y－y0
 ）＋C（z－z0
 ）＝0

2．一般式方程

在点法式方程中令D＝-Ax0
 －By0
 －Cz0
 ，则Ax＋By＋Cz＋D＝0，称为平面的一般式方程，其中A，B，C不全为0．

若D＝0，则平面过原点；

若C＝0，则平面平行于z轴；

若B＝C＝0，则平面平行于yOz平面；其他情况类似可写出．

3．三点式方程

设M1
 ＝（x1
 ，y1
 ，z1
 ），M2
 ＝（x2
 ，y2
 ，z2
 ），M3
 ＝（x3
 ，y3
 ，z3
 ）为平面上不共线的三个点，则由它们所确定的平面方程为

[image: alt]


4．截距式方程

[image: alt]


其中：a，b，c分别为平面在坐标轴上的截距，即平面通过3点（a，0，0），（0，b，0），（0，0，c）．

8.4　空间直线方程的几种形式

1．一般式方程

已知空间中两相交平面π1
 ：A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0，π2
 ：A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0可以确定一直线，方程为

[image: alt]


﻿该方程称为直线的一般式方程，其中方向向量为

s＝｛A1
 ，B1
 ，C1
 ｝×｛A2
 ，B2
 ，C2
 ｝

2．标准式方程

已知直线上一点P｛x0
 ，y0
 ，z0
 ｝，直线的方向向量为s＝｛ι，m，n｝，则直线的标准式方程为

[image: alt]


3．两点式方程

已知空间中两个点P1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ，z2
 ）可以确定唯一一条直线，向量[image: alt]
 就可作为直线的方向向量，则方程

[image: alt]


称为直线的两点式方程．

4．参数式方程

[image: alt]


M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）为直线上的已知点，s＝｛ι，m，n｝为直线的方向向量．

8.5　常见二次曲面的标准形式

（1）球面方程　x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 （R＞0）；

（2）椭球面　[image: alt]
 （a，b，c均为正数）；

（3）单叶双曲面　[image: alt]
 （a，b，c均为正数）；

（4）双叶双曲面　[image: alt]
 （a，b，c均为正数）；

（5）椭圆抛物面　[image: alt]
 （a，b，p均为正数）；

（6）双曲抛物面[image: alt]
 （a，b，p均为正数）；

（7）二次锥面　[image: alt]
 （a，b，c均为正数）．

●核心题型及思路启迪

题型76　向量的运算

思路启迪：利用向量的数量积（点积）、向量积（叉积）和混合积的定义和性质计算．





例1　设（a×b）·c＝2，则［（a＋b）×（b＋c）］·（c＋a）＝________．

﻿解：

[image: alt]


例2　设向量x与a＝2i－j＋2k共线，且x·a＝-18，求向量x．

解：设x＝λa＝λ｛2，-1，2｝＝｛2λ，-λ，2λ｝，则

x·a＝｛2λ，-λ，2λ｝·｛2，-1，2｝＝9λ＝-18

解之得λ＝-2，故x＝｛-4，2，-4｝．

例3　设a，b，c为单位向量，a＋b＋c＝0，计算a·b＋a·c＋b·c＝________．

解：

（a＋b＋c）·b＝a·b＋b·b＋c·b＝a·b＋1＋c·b＝0　　　　（1）

（a＋b＋c）·a＝a·a＋b·a＋c·a＝1＋b·a＋c·a＝0　　　　（2）

（a＋b＋c）·c＝a·c＋b·c＋c·c＝a·c＋b·c＋1＝0　　　　（3）

由方程（1）、（2）、（3）得[image: alt]


例4　设a＋3b与7a－5b，a－4b与7a－2b垂直，求[image: alt]


解：由题设可知

[image: alt]


即

[image: alt]


消去a2
 得46a·b＝23b2
 ，即2a·b＝b2
 ，代回方程组可得｜a｜＝｜b｜．于是

[image: alt]


故[image: alt]


例5　化简下列各式：

（1）（a×b）·（a×b）＋（a·b）·（a·b）；

（2）（2a＋b）×（c－a）＋（b＋c）×（a＋b）．

解：[image: alt]


题型77　求平面方程

思路启迪：熟练掌握平面的各种方程形式．

（1）若题设条件中平面过某点，则一般用点法式方程，此时问题转化为求平面的法向量n．

（2）若题设中，平面通过一条直线（该直线用两平面的交线表示），则用平面束方程处理，即若直线方程为

[image: alt]


可设平面束方程为

λ（A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ）＋μ（A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ）＝0

然后结合其他条件求解平面方程．





例6　求与两直线[image: alt]
 都平行且通过原点的平面方程．

解：设s1
 ，s2
 分别为直线L1
 ，L2
 的方向向量，则s1
 ＝｛0，1，1｝，s2
 ＝｛1，2，1｝．于是所求平面的法向量为

[image: alt]


故所求平面方程为

-（x－0）＋（y－0）－（z－0）＝0

即

x－y＋z＝0

例7　求通过直线[image: alt]
 且与平面π：x－2y－z＝0垂直的平面方程．

解：设存在λ，μ，使得

λ（x－2y－z＋3）＋μ（x＋y－z－1）＝0

即

（λ＋μ）x＋（μ－2λ）y－（λ＋μ）z＋3λ－μ＝0

因为所求平面与平面π：x－2y－z＝0垂直，所以

1·（λ＋μ）－2·（μ－2λ）＋（λ＋μ）＝0

解之得λ＝0，于是

μ（x＋y－z－1）＝0

故所求平面方程为x＋y－z－1＝0．

例8　求通过直线[image: alt]
 且与[image: alt]
 平行的平面方程．

解：设所求平面法向量为n，由于L1
 在所求平面上，则n⊥L1
 ，n⊥L2
 ，故可取

﻿n＝｛2，-1，2）×｛0，1，-1｝＝｛-1，2，2｝

又（0，0，2）在所求平面上，故所求平面方程为

-x＋2y＋2（z－2）＝0

即x－2y－2z＋4＝0．

注：若平面通过的直线为标准方程，可通过三向量共面求解．

设（x，y，z）为平面上任意一点，令s＝｛x，y，z－2｝，又L1
 ，L2
 的方向向量分别为s1
 ＝｛1，0，-1｝，s2
 ＝｛2，1，1｝，则s1
 ，s2
 ，s三向量共面，故所求平面方程为

[image: alt]


即x－2y－2z＋4＝0．

题型78　求空间直线方程

思路启迪：关键是找直线上的一点及直线的方向向量．若题设条件中有一个已知点，则考虑建立直线的参数方程比较简便；若题设条件中提及直线与直线、直线与平面相交的问题，则一般将所求直线方程化成参数式比较简便，有时也用一般式．





例9　求过点M（-1，2，3），垂直于直线[image: alt]
 且平行于平面π：7x＋8y＋9z＋10＝0的直线方程．

解：已知直线L的方向向量s1
 ＝｛4，5，6｝，平面π的法向量为n＝｛7，8，9｝．于是所求直线的方向向量为

[image: alt]


故所求直线方程为

[image: alt]


即　[image: alt]


例10　已知点M1
 （4，3，10）和直线[image: alt]
 若M2
 是M1
 关于直线L1
 的对称点，求过点M2
 且平行于直线L1
 的直线L2
 ．

解：连接点M1
 （4，3，10）和M2
 （x，y，z），设直线M1
 M2
 与L1
 的交点为（x0
 ，y0
 ，z0
 ），则

[image: alt]


﻿而（x0
 ，y0
 ，z0
 ）在L1
 上，满足L1
 的方程，故所求的直线方程为

[image: alt]


即[image: alt]


例11　求过点（-1，0，4），平行于平面π：3x－4y＋z＝10且与直线[image: alt]
 相交的直线方程．

解：设所求直线L为[image: alt]


平面π：3x－4y＋z＝10，n＝｛3，-4，1｝．

直线[image: alt]
 s1
 ＝｛1，1，2｝．

因为L∥平面π，所以s⊥n，于是s·n＝0，即3ι－4m＋n＝0．

因为直线L与L1
 相交，所以将L的方程代入L1
 中得

[image: alt]


即　　　　　　　　[image: alt]


消去t得4m＋3n－10ι＝0．

解联立方程

[image: alt]


得[image: alt]


取ι＝16，m＝19，n＝28，即得所求直线L的方程为

[image: alt]


题型79　平面与平面、平面与直线、直线与直线的关系

思路启迪：（1）两个平面的位置关系

设有两个平面　π1
 ：A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0

π2
 ：A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0

﻿①两平面平行　π1
 ∥π2
 　[image: alt]


②两平面垂直　π1
 ⊥π2
 　⇔A1
 A2
 ＋B1
 B2
 ＋C1
 C2
 ＝0．

（2）两个空间直线方程的位置关系

设两条直线方程分别为

[image: alt]


①两直线平行　L1
 ∥L2
 　[image: alt]


②两直线垂直　L1
 ⊥L2
 　⇔ι1
 ι2
 ＋m1
 m2
 ＋n1
 n2
 ＝0．

③两直线之间的夹角

[image: alt]


（3）直线与平面的位置关系

设直线方程L为

[image: alt]


平面π为

Ax＋By＋Cz＋D＝0

①直线与平面垂直　[image: alt]


②直线与平面平行　L∥π⇔Aι＋Bm＋Cn＝0．

③直线在平面上L在平面π上⇔Aι＋Bm＋Cn＝0，且

Ax0
 ＋By0
 ＋Cz0
 ＋D＝0．

（4）点到平面的距离

点M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）到平面Ax＋By＋Cz＋D＝0的距离为

[image: alt]


（5）点到直线的距离

点M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）到直线[image: alt]
 的距离为

[image: alt]






﻿例12　设有直线[image: alt]


证明：L1
 与L2
 是异面直线，并求平行于直线L1
 和L2
 且与它们等距离的平面方程．

解：L1
 和L2
 的方向向量分别为s1
 ＝｛-1，2，1｝和s2
 ＝｛0，1，-2｝．

取L1
 、L2
 上的点M1
 （1，0，-1），M2
 （-2，1，2），则[image: alt]


因为[image: alt]
 所以L1
 与L2
 是异面直线．

又因为[image: alt]
 的中点坐标为[image: alt]
 所求平面的法向量为

[image: alt]


故所求平面方程为

[image: alt]


即5x＋2y＋z－1＝0．

例13　判断下列两直线[image: alt]


和[image: alt]
 是否在同一平面内，若是，则求两直线的交点；若不是，试求它们的最短距离．

解：直线L1
 与L2
 的方向向量分别为s1
 ＝｛2，3，4｝和s2
 ＝｛1，1，2｝，并且它们分别过点P（0，-3，0），Q（1，-2，2），则[image: alt]


直线L1
 与L2
 共面⇔向量s1
 ，s2
 ，[image: alt]
 共面，即混合积＝0，因为

[image: alt]


故直线L1
 与L2
 共面．

下面求直线L1
 与L2
 的交点：

令[image: alt]
 即x＝2t，y＝-3＋3t，z＝4t，代入L2
 的方程中，得

[image: alt]


解之得t＝0，代回[image: alt]
 中，可得x＝0，y＝-3，z＝0，故（0，-3，0）为直线L1
 与L2
 的交点．

例14　试讨论三平面

π1
 ：a1
 x＋b1
 y＋c1
 z＝d1
 ，π2
 ：a2
 x＋b2
 y＋c2
 z＝d2
 ，π3
 ：a3
 x＋b3
 y＋c3
 z＝d3
 的位置关系．

解：

﻿[image: alt]


（1）[image: alt]
 时，方程组只有唯一解，此时三平面相交于一点．

（2）[image: alt]
 时，方程组无解，三平面不相交．

因为r（A）＝2，所以A的三个行向量α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关，于是存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，k3
 ，使得k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋k3
 α3
 ＝0．则当k1
 ，k2
 ，k3
 均不为零时，三平面中任意两平面的交线与另一平面平行；当k1
 ，k2
 ，k3
 中有一个为零时，三平面中有两个平行，另一平面与这两个平面相交．

（3）当[image: alt]
 时，方程组有解且有无穷多解，此时三平面相交于一条直线．

因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 的三个行向量β1
 ，β2
 ，β3
 线性相关，于是存在不全为零的数k1
 ，k2
 ，k3
 ，使得k1
 β1
 ＋k2
 β2
 ＋k3
 β3
 ＝0．则当k1
 ，k2
 ，k3
 均不为零时，三平面互异；当k1
 ，k2
 ，k3
 中有一个为零时，三平面中有两个重合．

（4）[image: alt]
 时，方程组无解，三平面不相交．因为r（A）＝1，所以三平面平行；又[image: alt]
 所以三平面中最少有两平面互异．

（5）当[image: alt]
 时，三个方程同解，三平面重合．

例15　设曲线x＝x（t），y＝y（t），z＝z（t）为平面上的曲线，且x（t），y（t），z（t）均有三阶导数，证明：

[image: alt]


证：设曲线所在的平面方程为Ax＋By＋Cz＋D＝0，由于M（x（t），y（t），z（t））在此平面上，于是Ax（t）＋By（t）＋Cz（t）＋D＝0．方程两边对t求导得

Ax′（t）＋By′（t）＋Cz′（t）＝0　　　　（1）

方程（1）两边对t求导得

Ax″（t）＋By″（t）＋Cz″（t）＝0　　　　（2）

方程（2）两边对t求导得

[image: alt]


因为A，B，C不全为零，所以由方程（1）、（2）、（3）所组成的齐次线性方程组有非零解，故其系数矩阵的行列式为零，即

[image: alt]


题型80　求柱面方程

思路启迪：（1）准线为[image: alt]
 母线∥z轴的柱面方程为f（x，y）＝0；

准线为[image: alt]
 母线∥y轴的柱面方程为φ（x，z）＝0；

﻿准线为[image: alt]
 母线∥x轴的柱面方程为Ψ（y，z）＝0．

（2）准线为[image: alt]
 母线的方向向量为｛ι，m，n｝的柱面方程的求法：

首先，在准线上任取一点（x，y，z），则过点（x，y，z）的母线方程为

[image: alt]


其中X，Y，Z为母线上任一点的活动坐标，消去方程组

[image: alt]


中的x，y，z便得到所求的柱面方程．





例16　设准线方程为[image: alt]
 母线的方向向量为｛-1，0，1｝，求这个柱面方程．

解：柱面的母线方程可表示为

[image: alt]


令[image: alt]
 则x＝X＋t，y＝Y，z＝Z－t．将其代入准线方程，有

[image: alt]


解之得（Z－t）2
 ＝0，即t＝Z，将其代入式（1），可得所求柱面方程

（X＋Z）2
 ＋Y2
 ＝1

例17　设准线方程为[image: alt]
 母线平行于直线x＝y＝z，求该柱面方程．

解：由题设可知，母线的方向向量为｛1，1，1｝，（x，y，z）为准线上任意一点，于是柱面的母线方程可表示为

[image: alt]


令[image: alt]
 则x＝X－t，y＝Y－t，z＝Z－t，代入准线方程，有

[image: alt]


解之得[image: alt]
 将其代入式（1），可得所求的柱面方程

﻿2Y－2Z－1＝0

题型81　求投影线方程

思路启迪：经过Γ的每一点均有平面π的一条垂线，这些垂线，构成一个柱面，称为Γ到平面π上的投影柱面．

（1）投影曲线的求法：

①求出通过空间曲线Γ且垂直于平面π的投影柱面

φ（x，y，z）＝0

②投影曲线为[image: alt]


（2）空间曲线[image: alt]
 在坐标平面xOy上的投影曲线的求法：

①从方程组[image: alt]
 中消去z，得到一个母线∥z轴的柱面方程φ（x，y）＝0；

②将φ（x，y）＝0与z＝0联立，即得Γ在xOy平面上的投影方程[image: alt]


类似可求得[image: alt]
 在坐标平面yOz，zOx上的投影方程．





例18　设曲线方程为[image: alt]
 求它在三个坐标面上的投影．

解：通过配方，将上述方程组变形为

[image: alt]


消去z，可得x2
 ＋4y＝0，于是曲线在xOy平面上投影方程为[image: alt]


类似可求得曲线在zOx，yOz平面上的投影方程分别为[image: alt]


例19　求直线[image: alt]
 在三个坐标面及平面π：x－y＋3z＋8＝0上的投影方程．

﻿解：直线[image: alt]
 在三个坐标面xOy，zOx，yOz上的投影方程分别为

[image: alt]


下面求直线L在平面π：x－y＋3z＋8＝0上的投影方程：

先求出通过直线L且垂直于平面π的平面π*
 的方程，此即直线L在平面π上的投影柱面．

直线L的方向向量为s＝｛-1，2，8｝，平面π的法向量n＝｛1，-1，3｝，设平面π*
 的法向量为n*
 ，由投影柱面的意义有

[image: alt]


又平面π*
 通过直线L，可知直线L上的点P（3，-1，5）在平面π*
 上，于是该平面方程为

14（x－3）＋11（y＋1）－（z－5）＝0

即14x＋11y－z－26＝0．

故所求L在平面π上的投影方程为

[image: alt]


题型82　求旋转曲面方程

思路启迪：（1）坐标面上的曲线绕坐标轴旋转所得旋转曲面方程的求法如下：

设曲线方程为[image: alt]
 那么

①若绕y轴旋转，则旋转曲面的方程为[image: alt]


②若绕x轴旋转，则旋转曲面的方程为[image: alt]


其他坐标面上曲线方程绕坐标轴旋转所成的旋转曲面方程类似，绕哪个轴旋转，该轴所对应的变量不变，另一个变量用其他两个变量的平方和的算术平方根（加±号）代替．

（2）空间曲线[image: alt]
 绕x轴旋转所得旋转曲面的方程为

[image: alt]


消去t即可得．

类似可得绕y，z轴所得旋转曲面的方程．





﻿例20　求下列各平面曲线的旋转曲面方程：

[image: alt]
 分别绕x轴、y轴；　（2）[image: alt]
 分别绕y轴、z轴．

解：（1）绕x轴的旋转面方程为x2
 ＋4（y2
 ＋z2
 ）＝1；

绕y轴的旋转面方程为x2
 ＋z2
 ＋4y2
 ＝1．

（2）绕y轴的旋转面方程为[image: alt]
 即y＝z2
 ＋x2
 ；

绕z轴的旋转面方程为[image: alt]


例21　求直线[image: alt]
 在平面π：x－y＋2z－1＝0上的投影直线L0
 ，并且L0
 绕y轴旋转一周所得曲面方程．

解：平面π的法向量n＝｛1，-1，2｝，直线L的方向向量s＝｛1，1，-1｝．于是直线L在平面π上的投影平面方程为

[image: alt]


即x－3y－2z＋1＝0．

于是L0
 的方程为[image: alt]
 消去z得x＝2y．所以L0
 的参数式为

[image: alt]


故所求旋转曲面方程为

[image: alt]


即4x2
 －17y2
 ＋4z2
 ＋2y－1＝0．



第9章　多元函数微分学

●重要定理、公式和结论

9.1　连续、可微和可导的关系

定理1　设函数z＝f（x，y）有二阶连续的偏导数，则[image: alt]


定理2　设函数z＝f（x，y）在P（x，y）点处可微，则[image: alt]
 一定存在，且[image: alt]


定理3　设函数z＝f（x，y）在P（x，y）点处两个偏导数[image: alt]
 存在且连续，则z＝f（x，y）在P（x，y）点处可微．

注：逆定理不成立．

9.2　多元函数的极值

定义1　设函数z＝f（x，y）在P（x0
 ，y0
 ）点的邻域内有定义，Q（x，y）为该邻域内异于P（x0
 ，y0
 ）的任一点，若恒有f（x，y）＞f（x0
 ，y0
 ）（或f（x，y）＜f（x0
 ，y0
 ）），则f（x0
 ，y0
 ）称为z＝f（x，y）的极小值（或极大值），极大值和极小值统称为极值，使函数取极值的点为极值点．

定义2　方程组[image: alt]
 的解（x0
 ，y0
 ）称为z＝f（x，y）的驻点，但不一定是极值点．

定理1（取极值的必要条件）　设f（x0
 ，y0
 ）为z＝f（x，y）的极值，又[image: alt]
 在P（x0
 ，y0
 ）点存在，则[image: alt]


定理2（取极值的充分条件）　设函数z＝f（x，y）在P（x0
 ，y0
 ）点的邻域内，具有二阶连续的偏导数，且[image: alt]
 [image: alt]
 则

（1）若B2
 －AC＜0，若A＞0（此时C＞0），则f（x0
 ，y0
 ）称为z＝f（x，y）的极小值；若A＜0（此时C＜0），则f（x0
 ，y0
 ）称为z＝f（x，y）的极大值．

（2）若B2
 －AC＞0，则f（x0
 ，y0
 ）不是z＝f（x，y）的极值．

（3）若B2
 －AC＝0，则用配方法验证f（x0
 ，y0
 ）是否为z＝f（x，y）的极值．

﻿●核心题型及思路启迪

9.3　多元函数微分

题型83　有关二元函数定义域、极限、连续的计算题

思路启迪：（1）求二元函数的定义域，与一元函数类似，根据分式的分母不能等于零、偶次根内的函数非负、对数的真数必须大于零、反三角函数定义域的要求等，得到不等式组，从而求得二元函数的定义域．二元函数的定义域是一个平面区域．

（2）求二元函数的极限，需注意：

①必须正确理解（x，y）→（x0
 ，y0
 ）的含义：它是指在平面上点（x，y）以任何方式、任何方向、任何路径趋于（x0
 ，y0
 ）；比一元函数x→x0
 要复杂得多．

②判断二元函数极限不存在的方法：一是当动点（x，y）以两种不同的方式或路径[image: alt]
 （其中s为f（x，y）分子最低次项幂）趋于点（x0
 ，y0
 ）时，函数f（x，y）趋于不同的极限值；二是选取一种方式或路径，动点（x，y）按此方式或路径趋于（x0
 ，y0
 ）时，极限[image: alt]
 不存在．

③求二元函数的极限，常要利用一元函数中有关求极限的公式或法则．

（3）判断二元函数连续性的方法：因为二元函数连续的定义是建立在二元函数极限的基础之上的，因此可通过二元函数的极限讨论二元函数的连续性．

设函数z＝f（x，y）在P（x0
 ，y0
 ）点处满足条件：

①在P（x0
 ，y0
 ）点处z＝f（x，y）有定义；

②[image: alt]
 存在；

③[image: alt]


则称z＝f（x，y）在P（x0
 ，y0
 ）点连续．





﻿例1　求下列函数的定义域：

[image: alt]


解：（1）若要使函数有意义，则须满足：

[image: alt]


故所求函数的定义域为｛（x，y）｜x＜0且x≤y＜-x｝．

（2）若要使函数有意义，则须满足

[image: alt]


故所求函数的定义域为｛（x，y）｜0≤y≤x2
 且x≥0｝．

例2　函数[image: alt]
 在（0，0）点是否连续？

解：令y＝-x＋x3
 ，则

[image: alt]


又因为[image: alt]
 但[image: alt]
 不存在，所以[image: alt]
 不存在，则[image: alt]
 在（0，0）点不连续．

题型84　简单显函数z＝f（x，y）偏导数的计算

思路启迪：（1）在求[image: alt]
 时，将自变量y看做常数，利用一元函数的求导公式和导数的运算法则即可求得．求[image: alt]
 时类似．

（2）在求z＝f（x，y）在点P（x0
 ，y0
 ）处的偏导数[image: alt]
 （或[image: alt]
 时，只需将y＝y0
 （或x＝x0
 ）代入f（x，y）中，再对x（或y）求导即可．





例3　求下列函数的偏导数：

（1）设[image: alt]


求[image: alt]


（2）设z＝xy
 ，求[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


例4　设[image: alt]
 求[image: alt]


﻿解：因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


因为

z＝f（1，y）＝ey
 sin πy

所以

[image: alt]


因为

z＝f（0，y）＝sin πy

所以

[image: alt]


题型85　考查二元函数z＝f（x，y）的连续、偏导及可微性

思路启迪：（1）验证z＝f（x，y）在P（x0
 ，y0
 ）点处可微的方法：

只要验证极限

[image: alt]


或

[image: alt]


若为0，则可微；若不为0，则不可微．

（2）函数z＝f（x，y）连续、可导（指偏导数存在）、可微三者的关系：

[image: alt]






例5　设二元函数

[image: alt]


（1）求[image: alt]


（2）[image: alt]
 在点（0，0）处是否连续？

﻿（3）f（x，y）在点（0，0）处是否可微？

解：（1）用偏导数定义计算

[image: alt]


（2）当x2
 ＋y2
 ≠0时，

[image: alt]


又

[image: alt]


不存在．

而由（1）知，[image: alt]
 所以[image: alt]
 即[image: alt]
 在（0，0）处不连续．

同理可证[image: alt]
 在（0，0）处不连续．

（3）　　　　[image: alt]


[image: alt]


故f（x，y）在点（0，0）处可微．

注：此题说明，二元函数可微⇏偏导连续．

例6　设函数z＝f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处两个偏导数[image: alt]
 存在，则（　　）．

（A）f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处连续

（B）f（x，y）在点（x0
 ，y0
 ）处可微

（C）[image: alt]
 及[image: alt]
 都存在

（D）[image: alt]
 存在

解：由题设可知，[image: alt]
 存在，则由偏导数定义可知，两个一元函数f（x，y0
 ）在x＝x0
 处可导且f（x0
 ，y）在y＝y0
 处可导，故可推出一元函数f（x，y0
 ）在x＝x0
 处连续且f（x0
 ，y）在y＝y0
 处连续，从而[image: alt]
 及[image: alt]
 都存在，故选（C）．

题型86　多元复合函数偏导数的计算

思路启迪：多元复合函数求导法则的关键是弄清复合函数中哪些是中间变量，哪些是自变量．为直观显示变量之间的复合结构，常借助于树形图，即将函数（因变量）、中间变量、自变量用线段连接，并依照以下法则：

﻿（1）单链是导数关系，多链是偏导数关系；

（2）一条链之间，依次求导相乘；

（3）各条链之间，逐链相加．

常见情形如下：

（1）两个中间变量，两个自变量的情形．

设z＝f（u，v），u＝φ（x，y），v＝Ψ（x，y），f，φ，Ψ具有一阶连续偏导，则复合函数z＝f［φ（x，y），Ψ（x，y）］对x，y可求偏导，且有

[image: alt]


（2）两个（或两个以上）中间变量，一个自变量的情形．

设z＝f（u，v），u＝φ（t），v＝Ψ（t），f具有一阶连续偏导，φ，Ψ可导，则复合函数z＝f［φ（t），Ψ（t）］对t求导，则

[image: alt]


（3）三个中间变量，两个自变量的情形．

z＝f（x，u，v），u＝φ（x，y），v＝Ψ（x，y），f，φ，Ψ均具有一阶连续偏导，则复合函数z＝f［x，φ（x，y），Ψ（x，y）］对x，y可求偏导，且有

[image: alt]


注：以上公式注意事项

（1）用图示法标出函数的复合关系，如图9-1所示．

[image: alt]


图9-1

（2）偏导数的结构为

[image: alt]
 的项数＝中间变量的个数

每一项是两个因子的乘积，第1个因子是因变量对中间变量的偏导数；第2个因子是中间变量对左边指定的自变量的偏导数（或导数）．

﻿（3）[image: alt]
 仍然是以x，y为自变量，以u，v为中间变量的函数，再求偏导数时，仍用情形1、2、3中的链式法则．

（4）对抽象的复合函数求偏导前，一定要先引入中间变量，然后利用复合函数链式法则求偏导．例如，z＝f（x2
 ＋y2
 ，xsin y），应设u＝x2
 ＋y2
 ，v＝xsin y．若要求的是高阶偏导数，则中间变量依次序用数字1，2，3等表示较简便．





例7　设z＝uarctan（uv），u＝x2
 ，v＝yex
 ，求[image: alt]


解：本题中有两个中间变量u，v，有两个自变量x，y，树形图为

[image: alt]


则由复合函数链式法则，得

[image: alt]


例8　设[image: alt]
 求[image: alt]


解：本题只有一个自变量，树形图为

[image: alt]


故

[image: alt]


例9　设z＝f（x，u）＝x2
 ＋u，u＝cos（xy），求[image: alt]


解：本题中x既是自变量，又是中间变量．树形图为

[image: alt]


﻿[image: alt]
 的含义是指在函数z＝f（x，u）中，将中间变量u看做常量，对另一中间变量x求偏导数，故

[image: alt]


而[image: alt]
 是在复合后的二元函数z＝f（x，u）＝x2
 ＋cos（xy）中将y看做常量，对自变量x求偏导，故

[image: alt]


例10　设f（x，y）具有连续的偏导数，且f（1，1）＝1，[image: alt]
 令

φ（x）＝f（x，f（x，f（x，x）））

求φ（1），φ′（1）．

解：　　　　　φ（1）＝f（1，f（1，f（1，1）））＝f（1，f（1，1））＝f（1，1）＝1

设φ（x）＝f（x，y），y＝f（x，z），z＝f（x，x），w＝x，则

[image: alt]


且当x＝1时，z＝w＝y＝1，于是

[image: alt]


于是

[image: alt]


例11　设f（x，y，z）是k次齐次函数，即f（tx，ty，tz）＝tk
 f（x，y，z），计算

[image: alt]


解：令u＝tx，v＝ty，w＝tz，则f（u，v，w）＝tk
 f（x，y，z），两边对t求偏导，得

[image: alt]


两边同时乘以t，得

[image: alt]


故

[image: alt]


例12　已知函数f（u）具有二阶导数，且f′（0）＝1，函数y＝y（x）由方程y－xey－1
 ＝1所确定，设z＝f（ln y－sin x），求[image: alt]


解：令u＝ln y－sin x，则

﻿[image: alt]


y－xey－1
 ＝1两边对x求导得

[image: alt]


又y（0）＝1，可得y′（0）＝1．在[image: alt]
 两边对x求导得

[image: alt]


所以

[image: alt]


例13　设f具有二阶连续偏导数

（1）[image: alt]
 求[image: alt]


（2）u＝f（x，xy，xyz），求[image: alt]


解：（1）　　[image: alt]


（因为f具有二阶连续偏导数，所以f″12
 ＝f″21
 ）

[image: alt]


（2）　[image: alt]


﻿注：只有二阶偏导连续时，混合偏导数项才能合并．

例14　已知u＝u（x，y）满足方程

[image: alt]


（1）试选择参数α，β，利用变换u（x，y）＝v（x，y）eαx＋βy
 将原方程变形，使新方程中不出现一阶偏导数项；

（2）再令ξ＝x＋y，η＝x－y，求新方程变换形式．

解：（1）　　[image: alt]


同理可得

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


将方程（2），（3），（4），（5）代入方程（1），并消去eax＋βy
 ，得

[image: alt]


由题意可知，应令[image: alt]
 解之得[image: alt]
 故原方程变形为

[image: alt]


（2）令ξ＝x＋y，η＝x－y，则

[image: alt]


将式（7）代入式（6）可得

[image: alt]


题型87　隐函数偏导数的计算

思路启迪：关键是弄清哪些是自变量，哪些是因变量．一阶偏导数的计算一般利用直接求导法、公式法或全微分法．而对由方程组确定的隐函数，其一阶偏导数的计算，一般用直接求导法．常见情形如下：

﻿（1）可确定一个因变量、一个自变量．

由方程F（x，y）＝0确定y＝y（x），若[image: alt]
 则

[image: alt]


（2）可确定一个因变量、两个自变量．

由方程F（x，y，z）＝0确定z＝z（x，y），若[image: alt]
 则

[image: alt]


（3）可确定两个因变量、一个自变量．

由方程组[image: alt]
 只能确定一个自变量、两个因变量的函数．若求[image: alt]
 则y，z为因变量，x为自变量．一般利用以下方法：

①方程两边对自变量求导；

②利用一阶微分形式的不变性．





例15　设方程[image: alt]
 确定了函数z＝f（x，y），求[image: alt]


解：先求一阶偏导数．

方法1（直接法）　方程两边同时对x求偏导，这时将y看做常数，得

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


方法2（公式法）　原方程可写为

[image: alt]


而

[image: alt]


所以

[image: alt]


方法3（全微分法）　方程两边微分，得

[image: alt]


所以

[image: alt]


下面求二阶混合偏导数：

[image: alt]


例16　设x＋y＋z＝exy
 ，求[image: alt]


解：方程x＋y＋z＝exy
 两边微分，得

dx＋dy＋dz＝exy
 （ydx＋xdy）

即

dz＝（yexy
 －1）dx＋（xexy
 －1）dy

故

[image: alt]


因为方程关于x，y对称，所以

[image: alt]


故

[image: alt]


注：当函数为对称形式或类对称形式时，可简化计算．

例17　设z＝z（x，y）由方程F[image: alt]
 所确定，F可微，求[image: alt]


解：令[image: alt]
 则F（u，v）＝0．

F是类对称方程（即将u换成v，同时将x换成y，y换成x，方程形式不变）．

方程[image: alt]
 两边对x求导得

[image: alt]


上述方程两边同时乘以x2
 y，得

[image: alt]


即

[image: alt]


由类对称性，可得

[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


﻿例18　求由方程组[image: alt]
 所确定的隐函数的导数[image: alt]


解：方程组中的每个方程两边对x求导得

[image: alt]


例19　设y＝y（x）由[image: alt]
 确定，求[image: alt]


解：对方程两边微分可得

[image: alt]


即

[image: alt]


于是

2（1－ty）dy＝（y2
 －et
 ）（1＋t2
 ）dx

故

[image: alt]


例20　设y＝g（x，z），f（x－z，y）＝0，g，f均可求偏导，求[image: alt]


解：由题设可得[image: alt]
 方程组中的每个方程的两边求微分可得

[image: alt]
 　（设u＝x－z）

于是

[image: alt]


上述方程组消去dz后可得

[image: alt]


即　　　　　　　[image: alt]


注：由以上可看出，利用一阶微分形式不变性求函数的微分法，无论变量之间的关系如何复杂，都可以不加区分，而统一作为自变量处理．因此，在求全微分和一阶偏导数时，用一阶微分形式不变性求解，既简便又不易出错．

题型88　多元函数全微分的计算

思路启迪：（1）利用可微的必要条件，先求一阶偏导数，再求全微分．

当z＝f（x，y）在P（x，y）点处可微时，[image: alt]


（2）利用全微分的四则运算法则．

（3）利用一阶全微分形式不变性求全微分．





例21　设[image: alt]
 求dz．

解：先求一阶偏导数．

[image: alt]


故

[image: alt]


例22　设函数u＝f（x，y，z）有连续的偏导数，且z＝z（x，y）由方程xex
 －yey
 ＝zez
 所确定，求du．

解：对方程xex
 －yey
 ＝zez
 两边微分，得

ex
 dx＋xex
 dx－ey
 dy－yey
 dy＝ez
 dz＋zez
 dz

解得

[image: alt]


对u＝f（x，y，z）两边微分，得

[image: alt]


例23　设z＝z（x，y）由方程[image: alt]
 确定，求[image: alt]


解：对方程[image: alt]
 两边取微分，得

[image: alt]


将P（1，0，-1）代入上式，得

[image: alt]


则

[image: alt]


9.4*
 　多元函数在几何上的应用

题型89　求空间曲线在某点处的切线和法平面方程

思路启迪：（1）设空间曲线Γ的参数方程为

[image: alt]


则曲线Γ在其上一点P（x0
 ，y0
 ，z0
 ）（对应的t＝t0
 ）处的切线和法平面方程为

[image: alt]


x′（t0
 ）（x－x0
 ）＋y′（t0
 ）（y－y0
 ）＋z′（t0
 ）（z－z0
 ）＝0

（2）设空间曲线Γ的一般式方程为

[image: alt]


则曲线Γ在其上一点P（x0
 ，y0
 ，z0
 ）处的切线和法平面方程为

[image: alt]


[image: alt]


其中

[image: alt]


是雅可比行列式．





例24　求曲线[image: alt]
 在t＝0处的切线和法平面方程．

解：当t＝0时，x＝0，y＝1，z＝2，且

x′（0）＝（et
 cos t）｜t＝0
 ＝1

y′（0）＝（2cos t－sin t）｜t＝0
 ＝2

z′（0）＝（3e3t
 ）｜t＝0
 ＝3

﻿故曲线在t＝0处的切线方程为

[image: alt]


法平面方程为

（x－0）＋2（y－1）＋3（z－2）＝0

即x＋2y＋3z－8＝0．

例25　求曲线[image: alt]
 在点（1，-2，1）处的切线和法平面方程．

解：令[image: alt]
 则

[image: alt]


故曲线在点（1，-2，1）的切线方程为

[image: alt]


切平面方程为

-6（x－1）＋0（y＋2）＋6（z－1）＝0

即x－z＝0．

题型90　求空间曲面在其上某点处的切平面和法线方程

思路启迪：（1）设曲面S为显式方程z＝f（x，y），则过S上一点M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）的切平面与法线方程分别为

[image: alt]


[image: alt]


其中P（x0
 ，y0
 ）为与M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）对应的xOy平面上的一点．

（2）设曲面S为隐式方程F（x，y，z）＝0，则过S上一点M（x0
 ，y0
 ，z0
 ）的切平面与法线方程分别为

[image: alt]






﻿例26　求曲面z－ez
 ＋2xy＝3在点（1，2，0）处的切平面和法线方程．

解：令F（x，y，z）＝z－ez
 ＋2xy－3，则

[image: alt]


故所求切平面方程为

4（x－1）＋2（y－2）＋0·（z－0）＝0

即2x＋y－4＝0．

法线方程为

[image: alt]


即[image: alt]


例27　证明曲面[image: alt]
 的切平面通过一定点．

分析：由曲面方程可知这定点不是（a，b，c）就是（b，a，c），（a，c，b），…．

证：由方程[image: alt]
 有

[image: alt]


于是，曲面的切平面方程为

[image: alt]


即

[image: alt]


即

[image: alt]


显然，当（X，Y，Z）＝（a，b，c）时，上式恒成立．

故曲面的切平面通过一定点（a，b，c）．

9.5　多元函数的极值和最值

题型91　求多元函数的极值

思路启迪：分清楚是无条件极值还是条件极值．

（1）无条件极值的求法

无条件极值是指函数自变量只受定义域约束的极值，一般利用二阶偏导数之间的关系和符号判断：

①解方程组[image: alt]
 求驻点，设为（xi
 ，yi
 ），i＝1，2，3，…；

②用定理2判别；

③求出极值．

当定理2无法判别时用配方法．

（2）条件极值的求法

条件极值是指函数的自变量除受定义域约束外，还受其他条件限制的极值，求这类极值有两种方法：

①化为无条件极值求解；

②拉格朗日乘数法．

具体如下：

设目标函数为u＝f（x，y，z），约束条件为φ（x，y，z）＝0，求极值．

方法1　化为无条件极值

①φ（x，y，z）＝0中解出z＝z（x，y）（不一定能解出）；

②代入u＝f（x，y，z）中，得u＝f（x，y，z（x，y））；

③再按无条件极值求解．

方法2　拉格朗日乘数法

①作辅助函数

F（x，y，z）＝f（x，y，z）＋λφ（x，y，z）

②解方程组

[image: alt]


求出驻点（x0
 ，y0
 ，z0
 ）．求驻点时，先将含λ的项移到右边，然后通过前三个方程得出x与y的关系式（或x与yz的关系式），x与z的关系式（或x与yz的关系式），最后将关系式代入φ（x，y，z）＝0中解出x0
 ，y0
 ，z0
 ；

﻿③求出极值．

注：①当f（x，y，z）含有绝对值符号时，由拉格朗日乘数法作辅助函数

F（x，y，z）＝f2
 （x，y，z）＋λφ（x，y，z）

②当目标函数f（x，y，z）比较复杂时，可取在相同的约束条件φ（x，y，z）＝0下与f（x，y，z）具有相同驻点的简单形式f*
 （x，y，z），作辅助函数

F（x，y，z）＝f*
 （x，y，z）＋λφ（x，y，z）





例28　求V＝xyz在x＋y＋z＝1条件下的极值．

解：由x＋y＋z＝1可知，z＝1－x－y，代入V＝xyz得

V＝xy（1－x－y）＝xy－x2
 y－xy2


令[image: alt]
 解得

[image: alt]


又[image: alt]
 故

（B2
 －AC）│（1，0）或（0，1）
 ＝1＞0，又C＜0，所以点（1，0）和点（0，1）不是极值点；

（B2
 －AC）│（0，0）
 ＝0，但点（0，0，1）的邻域内为有使V＝xyz取大于零的值，也有取小于零的值，所以（0，0，1）不是极值点；

[image: alt]
 又A＜0，所以点[image: alt]
 是极大值点，极大值为[image: alt]


因此，V＝xyz有极大值V[image: alt]
 无极小值．

例29　设z＝z（x，y）是由x2
 －6xy＋10y2
 －2yz－z2
 ＋18＝0确定的函数，求z＝z（x，y）的极值点和极值．

解：方程x2
 －6xy＋10y2
 －2yz－z2
 ＋18＝0两边分别对x和y求偏导得

[image: alt]


[image: alt]
 将此式代入

x2
 －6xy＋10y2
 －2yz－z2
 ＋18＝0

﻿得

[image: alt]


式（1）中的方程继续对x和y求偏导得

[image: alt]


所以

[image: alt]


则[image: alt]
 又A＞0，故点（9，3）是z（x，y）的极小值点，极小值为z（9，3）＝3．

类似的，由

[image: alt]


可知[image: alt]
 又A＜0，故点（-9，-3）是z（x，y）的极大值点，极大值为

z（-9，-3）＝-3

题型92　求多元函数的最值

思路启迪：设函数z＝f（x，y）在有界闭域D上连续，则z＝f（x，y）在D上一定有最值，求法如下：

（1）求z＝f（x，y）在闭域D内的极值；

（2）求z＝f（x，y）在D的边界线上的极值；

（3）比较所得结果，最大者为最大值，最小者为最小值；

（4）实际问题中的极值即为最值．





例30　求二元函数z＝f（x，y）＝x2
 y（4－x－y）在由直线x＋y＝6、x轴和y轴所围成的闭区域D上的最大值和最小值．

解：先求函数f（x，y）在D内的驻点．令

[image: alt]


得驻点（2，1），且f（2，1）＝4．

再求f（x，y）在D的边界上的最值．

﻿在边界x＝0和y＝0上，f（x，y）＝0；

在边界x＋y＝6上，f（x，y）＝x2
 （6－x）（-2）＝2x3
 －12x2
 ，0＜x＜6．

令[image: alt]
 得x＝4，则y＝2，f（4，2）＝-64．

比较上述各函数值可知，f（x，y）在D上的最大值为f（2，1）＝4，最小值为f（4，2）＝-64．

注：该题求f（x，y）在边界x＋y＝6上的最值，是将条件极值转化为无条件极值来处理的．

例31　设在平面上有A（1，3），B（4，2）两点，C为椭圆[image: alt]
 上位于第一象限上的一点，求△ABC面积的最值．

解：设C点坐标为C（x，y），则△ABC的面积为

[image: alt]


约束条件为[image: alt]


令[image: alt]
 解方程组

[image: alt]


得[image: alt]
 则[image: alt]


而在边界点，[image: alt]
 故min S△ABC
 ＝1.646，[image: alt]


例32　已知曲线[image: alt]
 求曲线C距离xOy面最远的点和最近的点．

分析：设（x，y，z）为曲线C上的任意一点，则（x，y，z）到xOy面的距离为｜z｜．

解：设曲线[image: alt]
 上的任意一点为（x，y，z），则（x，y，z）到xOy面的距离为｜z｜，等价于求函数H＝z2
 在条件x2
 ＋y2
 －2z2
 ＝0与x＋y＋3z＝5下的最大值点和最小值点．

设

F（x，y，z，λ，μ）＝z2
 ＋λ（x2
 ＋y2
 －2z2
 ）＋μ（x＋y＋3z－5）

由

[image: alt]


﻿解之得[image: alt]


根据几何意义，曲线C上存在距离xOy面最远的点和最近的点，故所求点依次为（-5，-5，5）和（1，1，1）．

例33　如图9-2所示，A1
 ，A2
 是曲线y＝ax2
 、直线x＝1和x轴所围图形的两个内接矩形的面积，求A＝A1
 ＋A2
 的最大值．

解：如图9-2所示

[image: alt]


图9-2

[image: alt]


令

[image: alt]


得驻点[image: alt]
 于是，当[image: alt]
 得

[image: alt]


例34*
 　在第一卦限内作椭球面[image: alt]
 的切平面，使切平面与三坐标轴所围成的四面体的体积最小，求切点坐标和最小体积．

解：设切点坐标为P（x0
 ，y0
 ，z0
 ），则过P点的椭球面的切平面方程为

[image: alt]


则切平面在x，y，z轴上的截距分别为

[image: alt]


于是，切平面与三个坐标面所围成的四面体体积为

[image: alt]


此为目标函数，因为切点在椭球面上，所以约束条件为

[image: alt]


选目标函数对应的函数为

v＝ln x0
 ＋ln y0
 ＋ln z0


令

[image: alt]


解方程组

﻿[image: alt]


得[image: alt]


故当切点坐标为[image: alt]
 时，所求四面体的体积最小，即[image: alt]




第10章　重积分

●重要定理、公式和结论

10.1　二重积分的性质和定理

（1）[image: alt]
 　（k为常数）．

（2）[image: alt]


（3）[image: alt]
 　（A为D的面积）．

（4）[image: alt]


其中D＝D1
 ∪D2
 ∪…∪Dk
 ，且Di
 ∩Dj
 ＝∅（i≠j）．

（5）比较定理　设f（x，y）≤g（x，y），（x，y）∈D，则[image: alt]


（6）估值定理　设（x，y）∈D，m≤f（x，y）≤M，则[image: alt]
 其中A为D的面积；

（7）中值定理　设f（x，y）在有界闭区域D上连续，则在D上至少存在一个（ξ，η），使得[image: alt]
 其中A为D的面积．

（8）设积分域D关于坐标轴对称，被积函数f（x，y）为奇偶函数的积分．

①若D关于x轴对称，则

[image: alt]


其中D*
 为D关于x轴的上半部分；

②若D关于y轴对称，则

[image: alt]


其中D*
 为D关于y轴的右半部分；

﻿③若D关于直线y＝x对称，则[image: alt]


注：关于积分域D的要求：积分域的边界线与平行坐标轴的直线的交点不超过两个，若超过，应将D分成若干小块，使其满足要求；此外，也可作辅助线将积分域D化为若干个关于x（或y）轴对称的区域之和，然后再考查f（x，y）的奇偶性．

10.2　二重积分的计算

1．直角坐标系下二重积分的计算

（1）适用情况：当D为折边形时，选择直角坐标系，即[image: alt]


（2）选择累次积分的积分次序，选序原则如下：

①先积分的容易并能为后积分创造条件；

②对D的划分块越少越好．

（3）确定累次积分的上下限：

①如果D为X-型区域，即D：φ1
 （x）≤y≤φ2
 （x），a≤x≤b，则定限方法如下：

在x的区间［a，b］内自下向上作一条直线ι∥y轴，设先与D的边界曲线y＝φ1
 （x）相交，则取φ1
 （x）为下限；后与D的边界曲线y＝φ2
 （x）相交，则取φ2
 （x）为上限，于是

[image: alt]


②如果D为Y-型区域，即D：Ψ1
 （y）≤x≤Ψ2
 （y），c≤y≤d，则定限方法如下：

在y的区间［c，d］内自左向右作一条直线ι∥x轴，设先与D的边界曲线x＝Ψ1
 （y）相交，则取Ψ1
 （y）为下限；后与D的边界曲线x＝Ψ2
 （y）相交，则取Ψ2
 （y）为上限，于是

[image: alt]


③如果D既不是X-型区域也不是Y-型区域，则可作辅助线将D划分成若干个不相交的X-型区域或Y-型区域的闭区域，然后利用二重积分的性质，将积分区域D上的二重积分分解为各小闭区域上的二重积分之和．

（4）在直角坐标系下计算二重积分的步骤如下：

①画出积分区域的图形．

②根据积分区域的形状及被积表达式确定积分顺序．

③根据定限方法，确定内、外层积分的积分限．外层的积分限与两个积分变量无关，是常数；内层的积分限一般是外层积分变量的函数或常数．

④计算二次积分．先算内层积分，其结果作为外层积分的被积函数，再算外层积分．

例1　计算[image: alt]
 其中D是由直线x＝2，y＝x及曲线xy＝1所围成的区域．

解：积分区域如图10-1所示．

[image: alt]


图10-1

﻿方法一：先对y积分，后对x积分，则

[image: alt]


[image: alt]


方法二：先对x积分，后对y积分，则

[image: alt]


显然，根据本题积分区域，选择先对y积分，较为简便．

2．极坐标系下二重积分的计算

（1）适用情况：

①当被积函数含有x2
 ＋y2
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 而积分区域为圆域、圆环或由圆周的一部分围成的区域时，常采用极坐标系计算二重积分，即

[image: alt]


②当被积函数f（x，y）为f（x2
 ＋y2
 ）或f[image: alt]
 或f[image: alt]
 时，有时也用极坐标系．

（2）选序原则与直角坐标系下的二重积分相同．

（3）在极坐标系下计算二重积分的步骤如下：

①画出积分区域的图形．

②一般先对ρ积分，后对θ积分．

若积分区域D可表示为D：φ1
 （θ）≤ρ≤φ2
 （θ），α≤θ≤β，具体如下：从极点在积分区域内作一条直线ι，它先与D的边界曲线ρ＝φ1
 （θ）相交，取φ1
 （θ）为下限，后与D的边界曲线ρ＝φ2
 （θ）相交，取φ2
 （θ）为上限，则

[image: alt]


③在极坐标系中，若先对θ积分，后对ρ积分，其步骤如下：

首先，画出积分区域，将积分区域的边界曲线用极坐标表示出来．

然后，确定积分限．ρ的积分限为常数，θ的积分限的确定方法是：以原点O为圆心画一系列同心圆（逆时针方向），同心圆与积分区域D的边界曲线相交，先交的曲线作为下限，后交的曲线作为上限．

例2　计算下列二重积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 y＝x，y＝0，x＝1所围成的区域．

﻿解：（1）积分区域D如图10-2所示．

[image: alt]


所以积分区域为[image: alt]
 故

[image: alt]


（2）积分区域D如图10-3所示．

[image: alt]


图10-2

[image: alt]


图10-3

因为[image: alt]
 所以积分域为

[image: alt]


故

[image: alt]


●核心题型及思路启迪

10.3　二重积分

题型93　更换二重积分的积分次序

思路启迪：（1）由给出的累次积分的上下限写出积分域D所满足的不等式组；

（2）由该不等式组画出积分域D的草图；

（3）写出新的积分次序，然后按定限口诀确定新的累次积分上下限．





例3　更换下列积分的积分次序：

﻿[image: alt]


解：（1）由题可知，[image: alt]
 积分域草图如图10-4所示，则

[image: alt]


（2）由题可知，0＜y＜1，[image: alt]
 积分域草图如图10-5所示，则

[image: alt]


[image: alt]


图10-4

[image: alt]


图10-5

例4　更换[image: alt]
 （ρ，θ）dρ的积分次序．

解：积分区域如图10-6所示，则

[image: alt]


图10-6

[image: alt]


题型94　选择积分次序

思路启迪：被积函数f（x，y）中若含[image: alt]
 [image: alt]
 则后对x积分；对含变量y的类似函数的情形，则后对y积分．





﻿例5　求下列积分：

（1）[image: alt]
 其中D是由直线y＝x、y＝1及y轴所围成的平面区域．

（2）[image: alt]
 其中D是由y＝lnx、直线x＝2及x轴所围成的平面区域．

（3）[image: alt]
 其中D是由直线y＝x及曲线y＝x2
 所围成的区域．

解：（1）积分区域如图10-7所示．

[image: alt]


图10-7

被积函数中含[image: alt]
 所以应后对y积分．故

[image: alt]


（2）积分区域如图10-8所示．

[image: alt]


（3）积分区域如图10-9所示．

[image: alt]


图10-8

[image: alt]


图10-9

本题就D的形状而言，既可选择先对x积分，又可选择先对y积分，但因为积分[image: alt]
 不能用初等函数表示，故必须选择先对y积分．

[image: alt]


例6　计算下列积分：

[image: alt]


﻿[image: alt]


解：（1）因为[image: alt]
 不能用有限形式表示，所以要改变积分次序．为此，必须先画出积分域D，如图10-10所示．

[image: alt]


（2）因为[image: alt]
 不能用有限形式表示，所以要改变积分次序．为此，必须先画出积分域D，如图10-11所示．

[image: alt]


图10-10

[image: alt]


图10-11

[image: alt]


（3）因为[image: alt]
 不能用有限形式表示，而[image: alt]
 所以

[image: alt]


注：矩形区域的累次积分，可以随意更换积分次序，如第（3）小题．

题型95　积分区域关于坐标轴对称的二重积分

思路启迪：利用二重积分的性质（8）．





例7　设积分区域D是圆环1≤x2
 ＋y2
 ≤4，求[image: alt]


﻿解：因积分域1≤x2
 ＋y2
 ≤4关于x轴和y轴对称，且函数2x3
 及[image: alt]
 分别是x，y的奇函数，故将被积函数分项积分，得

[image: alt]


又由二重积分的几何意义，知[image: alt]
 故

[image: alt]


例8　计算[image: alt]
 其中D＝｛（x，y）│｜x｜＋｜y｜≤1｝．

[image: alt]


图10-12

解：积分区域如图10-12所示．

由图10-12可知，积分区域D关于x轴、y轴和原点对称，而被积函数

f（x，y）＝f1
 （x，y）＋f2
 （x，y）

其中f1
 （x，y）＝｜x｜，f2
 （x，y）＝y．显然，f1
 （x，y）＝｜x｜是偶函数，f2
 （x，y）＝y是y的奇函数，于是[image: alt]
 故

[image: alt]


[image: alt]


例9　设D是由曲线[image: alt]
 与直线y＝-x所围成的区域，D1
 是D在第二象限的部分，则[image: alt]


[image: alt]


解：作出D的图形如图10-13所示．

作辅助线y＝x，则D被分成两个子区域，而每个子区域又被坐标轴分成两个小区域，D1
 与D2
 关于y轴对称，D3
 与D4
 关于x轴对称．

又xsin y关于x，y为奇函数，所以

[image: alt]


而ycos x关于x为偶函数，关于y为奇函数，所以

[image: alt]


﻿[image: alt]


图10-13

故

[image: alt]


即选（B）．

例10　设区域D＝｛（x，y）│x2
 ＋y2
 ≤1，x≥0｝，计算二重积分[image: alt]


分析：由于积分区域D关于x轴对称，故可先利用二重积分的对称性结论简化所求积分，又积分区域为圆域的一部分，则将其化为极坐标系下累次积分即可．

[image: alt]


图10-14

解：积分区域D如图10-14所示．D1
 ＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤1，x≥0，y≥0｝

因为区域D关于x轴对称，函数[image: alt]
 是变量y的偶函数，函数[image: alt]
 是变量y的奇函数，则

[image: alt]


故

[image: alt]


题型96　分段函数的二重积分

思路启迪：当被积函数是分段函数时，应根据分段函数的表达式将积分区域划分为若干个子区域，使得在每个子区域上，被积函数的表达式唯一；然后利用二重积分对积分区域的可加性进行运算：

﻿[image: alt]


其中，D＝D1
 ∪D2
 ∪…∪Dk
 ，且[image: alt]






例11　计算[image: alt]
 其中

[image: alt]


D由x＋y＝a，x＋y＝b，y＝0，y＝a＋b（b＞a＞0）所围成．

解：积分区域如图10-15所示．

[image: alt]


图10-15

由图10-15可知，D＝D1
 ＋D2
 ＋D3
 ，在D1
 上，f（x，y）＝0，故

[image: alt]


例12　设[image: alt]


［1＋x2
 ＋y2
 ］表示不超过1＋x2
 ＋y2
 的最大整数．计算二重积分[image: alt]


分析：首先应设法去掉取整函数符号，为此将积分区域分为两部分即可．

解：令

[image: alt]


则

[image: alt]


﻿[image: alt]


例13　计算[image: alt]
 其中D：x2
 ＋y2
 ≤4

解：由于积分域关于原点对称，被积函数sgn（x2
 －y2
 ＋2）关于x，y均为偶函数，如图10-16所示，所以

[image: alt]


[image: alt]


图10-16

其中D*
 ：x2
 ＋y2
 ≤4，x≥0，y≥0．

又

[image: alt]


于是，双曲线x2
 －y2
 ＋2＝0将D*
 分成[image: alt]
 两子块，如图10-14所示，故

[image: alt]


题型97　被积函数f（x，y）中含有绝对值符号的二重积分

思路启迪：在积分域D中画出使绝对值符号内式子等于0的曲线，将D分成若干子域Di
 （i＝1，2，…），各子域Di
 上的绝对值符号即可去掉．





例14　计算[image: alt]
 其中D＝｛（x，y）│-1≤x≤1，0≤y≤2｝．

解：令y－x2
 ＝0，画出y＝x2
 ，将D分成D1
 ，D2
 两部分，于是D＝D1
 ∪D2
 ．

[image: alt]


于是

﻿[image: alt]


例15　计算[image: alt]
 其中D是由直线y＝x，y＝0，[image: alt]
 所围成的区域．

解：积分区域如图10-17所示．

[image: alt]


图10-17

为去掉被积函数中的绝对值，需用cos（x＋y）＝0的曲线即直线[image: alt]
 将区域D划分为D1
 ，D2
 两部分，再将二重积分分别转化为二次积分．

在D1
 上，｜cos（x＋y）｜＝cos（x＋y）；

在D2
 上，｜cos（x＋y）｜＝-cos（x＋y）．故

[image: alt]


题型98　被积函数f（x，y）中含有最值符号max或min的二重积分

思路启迪：利用直线y＝x将积分域D分成两部分，直线上方y＞x，直线下方y＜x，这样f（x，y）中max或min就消失了．





例16　计算[image: alt]
 其中D＝｛（x，y）│0≤x≤π，0≤y≤π｝

解：积分区域如图10-18所示．

如图10-18所示，积分域D＝D1
 ＋D2
 ，则

[image: alt]


﻿[image: alt]


[image: alt]


图10-18

例17　计算[image: alt]


解：[image: alt]
 于是

[image: alt]


题型99　二重积分等式的证明

思路启迪：常用交换积分次序、变量代换、对称性的方法．对累次型命题等式的证明，一般采用交换二次积分的积分次序加以证明．在证题过程中常用到重积分对积分域的可加性和对积分变量的无关性．





例18　设f（x）在［0，1］上连续，证明：

[image: alt]


证：方法1　对左边的积分交换积分次序，应用积分与积分变量所用字母无关，得

[image: alt]


故

﻿[image: alt]


方法2　设被积函数f（x）的一个原函数为[image: alt]
 即F′（x）＝f（x）且F（1）＝0，则

[image: alt]


题型100　二重积分不等式的证明

思路启迪：常用重积分的估值定理、比较性定理、单调性来证明．

（1）对于二重积分不等式的证明，常用定理和公式：重积分的性质，尤其是比较和估值定理以及公式f2
 （x）＋g2
 （x）≥2f（x）g（x）．常用的方法：估值法、判别式法和辅助函数法．

（2）凡是题设条件中告知被积函数严格单调而没有说明可导的命题，其证明均是从差式出发进行证明．





例19　设函数f（x），g（x）在［a，b］上连续，且同为单调增加（或同为单调减少）函数，证明：

[image: alt]


证：设[image: alt]
 现在需证明A≥0．

现将A的表达式转化为二重积分，得

[image: alt]


其中D＝｛（x，y）│a≤x≤b，a≤y≤b｝．

同理可得

﻿[image: alt]


式（1）＋（2）得

[image: alt]


因为f（x），g（x）同为单调增加（或同为单调减少）函数，因此，不论x＞y，还是x＜y，f（x）－f（y）与g（x）－g（y）总是同号，故

[image: alt]


即A≥0．

例20　设D：0≤x≤2，0≤y≤2，

（1）求[image: alt]


（2）设f（x，y）在D上连续，且[image: alt]
 证明：存在（ξ，η）∈D，使｜f（ξ，η）｜≥[image: alt]


解：（1）令[image: alt]
 有

[image: alt]


（2）因为f（x，y）在D上连续，得｜f（x，y）｜在D上连续，所以，｜f（x，y）｜在D上存在最大值，即存在点（ξ，η）∈D，使得｜f（ξ，η）｜为｜f（x，y）｜在D上的最大值．由已知得

[image: alt]


即存在（ξ，η）∈D，使｜f（ξ，η）｜≥[image: alt]


10.4*
 　三重积分

题型101　三重积分的计算

1．直角坐标系下三重积分的计算

思路启迪：（1）适用情况：若Ω为长方体、四面体或任意形体，则用直角坐标系，此时，体积元素dv＝dxdydz．

（2）化为累次积分

根据Ω的具体形状，确定Ω在哪个坐标面的投影．

①若平行于某坐标轴（不妨设为z轴）的直线穿过Ω的内部，与Ω的边界曲面的交点不多于两个，Ω的上顶曲面函数为z2
 （x，y），下顶曲面函数为z1
 （x，y），在xOy坐标面的投影区域为D，即Ω可表示为[image: alt]
 则先对z积分，然后对x，y积分．故

[image: alt]


式（1）称为计算三重积分的“先一后二”法．

在求二重积分时，

（i）若D为X型区域，即[image: alt]
 则式（1）可进一步化为

[image: alt]


（ii）若D为Y型区域，即[image: alt]
 则式（1）可进一步化为

[image: alt]


式（2）和式（3）即为计算三重积分的三次积分．

②若Ω可表示为[image: alt]
 则

[image: alt]


﻿式（4）称为计算三重积分的“先二后一”法或截面法．当被积函数与x，y无关且积分域Ω夹于两平面z＝c1
 ，z＝c2
 （c1
 ＜c2
 ）之间，用界于两平面的平面去截Ω得截面D（z），积分[image: alt]
 容易计算时，用截面法比较简单．

③将Ω投影于yOz和zOx坐标面的情况类似处理．

④如果平行于坐标轴，穿过Ω的内部的直线交Ω的边界曲面的点多于两个，则将Ω分割成若干不相交的闭区域，使每个小闭区域满足条件（即平行于坐标轴，穿过每个小闭区域的内部的直线交其边界曲面的点不多于两个），然后利用三重积分的性质，将积分区域Ω上的三重积分分解为各小闭区域上的三重积分之和．





例21　计算[image: alt]
 Ω为三个坐标面及平面x＋y＋z＝1所围成的区域．

解：Ω的草图如图10-19所示．

[image: alt]


图10-19

因为被积函数f（x，y，z）＝x＋y＋z及积分域关于x，y，z均为对称，故

[image: alt]


所以[image: alt]


将Ω投影到xOy坐标面上，则

D＝｛（x，y）│x＋y≤1｝＝｛（x，y）│0≤x≤1，0≤y≤1－x｝

于是

[image: alt]
 　（先一后二法）

故

[image: alt]


例22　计算[image: alt]
 Ω由[image: alt]
 围成．

解：因为被积函数与x，y无关，考虑用“先二后一”法．

由于[image: alt]
 所以

﻿[image: alt]


例23　计算[image: alt]
 其中Ω由曲线y2
 ＝2z，x＝0绕z轴旋转一周而成的曲面与两平面z＝2，z＝8所围成的立体．

解：曲线[image: alt]
 绕z轴旋转一周而成的旋转曲面的方程为x2
 ＋y2
 ＝2z．

设2≤z≤8，则D（z）：x2
 ＋y2
 ≤2z．虽然f（x，y，z）＝x2
 ＋y2
 不易写成z的函数，但[image: alt]
 易用极坐标写成z的函数，故用“先二后一”法计算：

[image: alt]


2．柱坐标系下三重积分的计算

思路启迪：（1）适用情况：若Ω是由旋转面、柱面、锥面与平面所围，积分域Ω在xOy面上的投影是圆或圆的一部分，或被积函数为zf（x2
 ＋y2
 ），[image: alt]
 或简单的一、二次式，则用柱面坐标系[image: alt]
 此时，体积元素dv＝ρdρdθdz．

（2）柱面坐标系下三重积分的计算本质是直角坐标系下的“先一后二”法，即若

[image: alt]






例24　计算[image: alt]
 Ω为球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1及三个坐标面所围第一卦限部分。

解：[image: alt]


故

﻿[image: alt]


例25　计算[image: alt]
 Ω由[image: alt]
 围成．

解：凡积分域是由抛物面与其他曲面所围成的形体，一般采用柱坐标系计算为宜．在柱坐标系下，球面与抛物面的交线为[image: alt]
 即[image: alt]


于是[image: alt]
 所以

[image: alt]


另解：因为被积函数与x，y无关，也可用“先二后一”法．由于

[image: alt]


所以

[image: alt]


注：显然用柱坐标系更简便．

3．球坐标系下三重积分的计算

思路启迪：（1）适用情况：若Ω是由锥面、球面与平面所围，或被积函数为f（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ），则用球面坐标系[image: alt]
 此时，体积元素dv＝r2
 sin φdrdφdθ．

（2）积分次序：通常是先对r积分，把区域Ω投影到r＝1（或常数）的球面上，得到投影区域σφ
 θ，它的边界曲线由φ，θ的关系确定．从﻿原点引一条射线，穿过Ω内部，设先与之相交的曲面方程为r1
 （φ，θ），后与之相交的曲面方程为r2
 （φ，θ），则

[image: alt]


故积分可表示为

[image: alt]


关于第一个积分[image: alt]
 积分限这样确定：

①若z轴从积分域Ω中穿过，则[image: alt]


②若z轴与积分域Ω相离或相切，则总可以找到两个半锥角分别为α，β（α＜β）的锥面，把Ω夹在其中，于是

[image: alt]


关于第二个积分[image: alt]
 积分限的确定与极坐标系中θ的确定类似，即若积分域Ω在平面xOy上投影后区域的边界曲线包含原点在内，则[image: alt]
 若投影区域的边界曲线不包含原点在内，则在xOy面上总可以作两条射线把投影区域夹住，若射线与x轴正向的夹角分别为θ1
 ，θ2
 （θ1
 ＜θ2
 ），则[image: alt]






例26　求[image: alt]
 Ω为x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤a2
 的第一卦限部分．

解：本题显然用球坐标系，则[image: alt]


[image: alt]


﻿例27　求[image: alt]
 Ω由[image: alt]
 与平面z＝1围成．

解：[image: alt]


于是

[image: alt]


故

[image: alt]


注：用球面坐标系计算，应将所有曲面化为球坐标方程．

例28　计算[image: alt]
 Ω由[image: alt]
 围成．

解：从被积函数看，似乎柱坐标系简单；但从积分域分析，本题宜采用球坐标系．因此

[image: alt]


故

[image: alt]


题型102　利用对称性化简三重积分

思路启迪：（1）若积分域Ω关于坐标面xOy（或yOz，或zOx）对称，f（x，y，z）是z（或x，或y）的奇函数，则积分I＝0；若f（x，y，z）是z（或x，或y）的偶函数，则积分

[image: alt]


其中Ω*
 是Ω的对称区域的一半．

（2）若积分域Ω关于x（或y，或z）轴对称，f（x，y，z）是y，z（或x，z，或x，y）的奇函数，则积分I＝0；若f（x，y，z）是y，z（或x，z，或x，y）﻿的偶函数，则积分

[image: alt]


其中Ω*
 是Ω的对称区域的一半．

（3）若积分域Ω关于原点对称，f（x，y，z）关于x，y，z为奇函数（即f（x，y，z）＝-f（-x，-y，-z）），则积分I＝0；若f（x，y，z）关于x，y，z为偶函数（即f（x，y，z）＝f（-x，-y，-z）），则积分

[image: alt]


其中Ω*
 是Ω的对称区域的一半．





例29　计算[image: alt]
 其中Ω是由[image: alt]
 所围成的区域．

解：由图10-20可知，Ω关于坐标面yOz对称，又f（x，y，z）＝x关于x为奇函数，于是

[image: alt]


[image: alt]


图10-20

故

[image: alt]


例30　计算[image: alt]
 其中Ω由x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤R2
 围成．

解：　　　　　　[image: alt]


因Ω：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤R2
 关于原点对称，又f（x，y，z）＝x，f（x，y，z）＝y，f（x，y，z）＝z分别为x，y，z的奇函数，所以

[image: alt]


题型103　利用轮换对称性化简三重积分

思路启迪：当积分区域Ω或被积函数表达式中将变量x，y，z→z，x，y，表达式仍不变，则称积分域或被积函数关于变量x，y，z具有轮换对称性，此时积分有如下性质：

[image: alt]






﻿例31　计算[image: alt]
 其中Ω由x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤R2
 围成．

解：因为f（x，y，z）＝（x＋y＋z）2
 及Ω均具有轮换对称性，所以

[image: alt]


而[image: alt]
 所以

[image: alt]


10.5*
 　重积分的应用

题型104　求体积

思路启迪：（1）利用二重积分的几何意义．[image: alt]


表示由曲面Σ：z＝f（x，y）为顶，母线∥z轴的柱面即曲面Σ在xOy平面上的投影D为底所围的形体体积V，即

[image: alt]


（2）利用三重积分计算：[image: alt]
 即为Ω的体积．





例32　求球体x2
 ＋2y
 ＋z2
 ≤4a2
 被圆柱面x2
 ＋y2
 ＝2ax所截得的（含在圆柱面内的部分）立体的体积．

解：由对称性，立体体积为第一卦限部分的4倍

[image: alt]


其中D为半圆周[image: alt]
 及x轴所围成的闭区域．

在极坐标系中D可表示为

[image: alt]


于是

[image: alt]


﻿例33　求曲面z＝x2
 ＋y2
 ＋a（a＞0）上任意一点处的切平面与z＝x2
 ＋y2
 所围成的空间的体积．

解：设曲面Σ：z＝x2
 ＋y2
 ＋a上任意一点为M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），则过点M0
 的切平面方程为

2x0
 （x－x0
 ）＋2y0
 （y－y0
 ）－（z－z0
 ）＝0

即　　　　　　[image: alt]


故

[image: alt]


令x－x0
 ＝ρcos θ，y－y0
 ＝ρsin θ，则

[image: alt]


题型105　求曲面的面积

思路启迪：关键是找被积函数和投影区域．一般被积函数在第一个曲面方程中找，投影区域为两个曲面共同投影部分．请记住以下公式：

（1）设曲面Σ：z＝z（x，y）与平行于z轴的直线只交于一点，曲面Σ在xOy平面上的投影为D，则曲面Σ的面积A为

[image: alt]


（2）如果曲面Σ：y＝y（x，z）与平行于y轴的直线只交于一点，曲面Σ在zox平面上的投影为D，则曲面Σ的面积A为

[image: alt]


（3）如果曲面Σ：x＝x（y，z）与平行于x轴的直线只交于一点，曲面Σ在yOz平面上的投影为D，则曲面Σ的面积A为

[image: alt]






例34　求锥面[image: alt]
 被柱面z2
 ＝2x所割下部分的曲面面积．

解：将割下部分的曲面在xOy平面上投影，联立[image: alt]
 消去z得x2
 ＋y2
 ＝2x．

﻿故投影为[image: alt]


又

[image: alt]


于是

[image: alt]


题型106　求薄片或形体的质量、质心的坐标、转动惯量、引力

思路启迪：记住以下求解公式：

（1）设平面薄片D的面密度μ＝f（x，y），则

①薄片D的质量　[image: alt]


②薄片D的重心（质心）

[image: alt]


③薄片D关于x，y轴及关于原点的转动惯量分别为

[image: alt]


（2）设空间形体体密度为ρ（x，y，z），则

①空间形体Ω的质量

[image: alt]


②空间形体Ω的重心（质心）

[image: alt]


﻿[image: alt]


③空间形体Ω关于x，y，z轴及关于原点的转动惯量分别为

[image: alt]






例35　设有一半径为R的球体，P0
 是此球表面上的一个定点，球体上任意一点的密度与该点到P0
 的距离的平方成正比（比例常数k＞0），求球体的重心位置．

解：设所考虑的球体为Ω，球心为O1
 ，以定点P0
 为原点，射线P0
 O1
 为正z轴建立直角坐标系，则球面的方程为

x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2Rz

设Ω的重心位置为[image: alt]
 由对称性得[image: alt]
 则

[image: alt]


而

[image: alt]


故[image: alt]




第11章*
 　无穷级数

●重要定理、公式和结论

11.1　基本性质

（1）设C≠0为常数，则[image: alt]
 与[image: alt]
 具有相同的敛散性．

注：若[image: alt]
 收敛，其和为s，则[image: alt]
 也收敛，且其和为Cs．

（2）设[image: alt]
 则[image: alt]


①若[image: alt]
 收敛，[image: alt]
 发散，则[image: alt]
 发散；

②若[image: alt]
 均发散，则[image: alt]
 敛散性要具体分析．

（3）设有一个级数[image: alt]
 对其添加或去掉有限项，不影响其敛散性；若收敛，其和可能改变．

（4）设级数[image: alt]
 收敛，则对其各项任意加括号后所得新级数也收敛，其和不变．

推论：①若级数[image: alt]
 对其各项加括号后所得级数发散，则原级数[image: alt]
 发散；

②若级数[image: alt]
 对其各项加括号后所得级数收敛，则原级数[image: alt]
 的敛散性要作具体分析．

（5）级数[image: alt]
 收敛的必要条件：[image: alt]


必要条件的应用：判别级数发散，即n→∞，un
 [image: alt]
 0，则级数[image: alt]
 发散．

例如：[image: alt]
 则级数发散．

11.2　级数的判敛法

1．正项级数判敛法

（1）比较判别法　设[image: alt]
 与[image: alt]
 均为正项级数，对于常数C＞0，恒有un
 ≤Cvn
 ，则

﻿①当[image: alt]
 收敛时，[image: alt]
 收敛；

②当[image: alt]
 发散时，[image: alt]
 发散．

简言之，正项级数小于收敛级数者必收敛，大于发散级数者必发散．

（2）比较判别法的极限形式　设[image: alt]
 与[image: alt]
 均为正项级数，且[image: alt]
 那么

①若[image: alt]
 收敛，0≤A＜+∞，则[image: alt]
 收敛；

②若[image: alt]
 发散，0＜A≤+∞，则[image: alt]
 发散．

由以上可得两个简捷的判别法：

①当n→∞，un
 ～vn
 ，则[image: alt]
 与[image: alt]
 具有相同的敛散性；

②设p，q分别为通项un
 的分母、分子关于n的最高次数，当p－q＞1时，[image: alt]
 收敛；当p－q≤1时，[image: alt]
 发散．

常用的比较级数如下：

①几何级数[image: alt]


当｜r｜＜1时，级数收敛，其和为[image: alt]
 当｜r｜＞1时，级数发散．

②p级数[image: alt]


当p＞1时，级数收敛；当p≤1时，级数发散．

（3）比值判别法　设有正项级数[image: alt]
 则当ρ＜1时，级数收敛；当ρ＞1时，级数发散；当ρ＝1时，方法失效．

适用范围：通项：un
 中含有n！或关于n的若干因子连乘积形式．

（4）根值判别法　设有正项级数[image: alt]
 则当ρ＜1时，级数收敛；当ρ＞1时，级数发散；当ρ＝1时，方法失效．

适用范围：通项：un
 中含有以n为指数的因子．但是当un
 中既含有以n为指数，又含有n！，（2n）！，（2n＋1）！时，用比值法，而不用根值法判别．

2．交错级数判敛法

莱布尼茨交错级数判别准则：

设交错级数[image: alt]
 若满足条件：

①un
 ≥un＋1
 ，n＝1，2，…，即un
 单减；

②[image: alt]


﻿则交错级数[image: alt]
 收敛，其和s≤u1
 ，其n项余和的绝对值｜Rn
 ｜≤un＋1
 ．

注：使用莱布尼茨判别法判别交错级数是否收敛时，必须验证两个条件：一是验证[image: alt]
 一般较为容易；二是验证un＋1
 ≤un
 ，n＝1，2，…，有时较为困难，常用以下三种方法：

①比值法，考查[image: alt]
 是否小于1；

②差值法，考查un
 －un＋1
 是否大于0；

③考查函数ux
 （将n换成x）对x的导数是否小于0．

3．任意项级数[image: alt]


（un
 可正、可负、可0）

定　义　假设[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 称为绝对收敛级数；若[image: alt]
 发散，而[image: alt]
 收敛，则称[image: alt]
 为条件收敛级数．

定理1　若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 一定收敛．

定理2　设[image: alt]
 条件收敛，则其所有正项和负项各自构成的两个级数一定是发散的．

注：用比值法或根值法判别[image: alt]
 发散，则[image: alt]
 一定发散．

常用的条件收敛级数如下：

[image: alt]
 等等．

11.3　幂级数

1．阿贝尔定理

设级数[image: alt]
 在x＝x0
 （≠0）处收敛，则对于满足不等式｜x｜＜｜x0
 ｜的一切x，级数[image: alt]
 绝对收敛；设级数[image: alt]
 在x＝x0
 （≠0）发散，则对于满足不等式｜x｜＞｜x0
 ｜的一切x，级数[image: alt]
 发散．

2．幂级数[image: alt]
 收敛半径的计算

若幂级数[image: alt]
 的系数满足

[image: alt]
 或[image: alt]


则收敛半径为

﻿[image: alt]


注：若已知幂级数在（a，b）内收敛，在［a，b］外发散，则其收敛半径为[image: alt]


3．幂级数的分析性质

设幂级数[image: alt]
 的收敛半径为R，则

（1）幂级数[image: alt]
 的和函数S（x）在（-R，R）内连续；

（2）幂级数[image: alt]
 在（-R，R）内可逐项微分，即

[image: alt]


（3）幂级数[image: alt]
 在（-R，R）内可逐项积分，即

[image: alt]


4．函数的幂级数展开

泰勒级数　设函数f（x）在x0
 的邻域内具有任意阶导数，则[image: alt]
 称为n阶泰勒系数．

[image: alt]


若x0
 ＝0，则

[image: alt]


称为麦克劳林级数．

泰勒定理　设函数f（x）在x0
 的邻域内具有任意阶导数，则泰勒级数[image: alt]
 收敛于f（x）的充要条件是：[image: alt]
 其中

[image: alt]


11.4　七个常见的函数展开式（必须熟记）

[image: alt]


﻿[image: alt]


[image: alt]
 （-1，1）（u可否为-1或1与α有关）．

●核心题型及思路启迪

11.5　与级数概念和性质相关的命题

题型107　判别数项级数[image: alt]
 的敛散性，并附有“若收敛时，求其和”的命题

思路启迪：一般利用级数敛散性的定义处理．求数项级数的和，就是求[image: alt]
 将sn
 化为易于求极限的表达式．常用方法如下：

（1）将一般项（或通项）un
 拆成两项差：un
 ＝vn＋1
 －vn
 ，然后写出前n项和

Sn
 ＝（v2
 －v1
 ）＋（v3
 －v2
 ）＋…＋（vn＋1
 －vn
 ）＝vn＋1
 －v1


从而求得极限[image: alt]
 即级数的和．

（2）利用几何级数求和公式求和．





例1　判别下列级数的敛散性，收敛时求其和．

[image: alt]


解：[image: alt]
 则[image: alt]
 不存在，故级数[image: alt]
 发散．

[image: alt]
 则

[image: alt]


故级数[image: alt]
 收敛，且和为1．

﻿[image: alt]
 则

[image: alt]


故[image: alt]
 即[image: alt]


题型108　利用级数敛散性的定义及性质，判断级数的敛散性

思路启迪：（1）判断极限[image: alt]
 是否存在（当[image: alt]
 难以判断时，也可判断[image: alt]
 与[image: alt]
 是否同时存在并且相等，若存在且相等，则[image: alt]
 存在），从而确定级数的敛散性．

（2）利用已知级数的敛散性和级数的性质，来判断级数的敛散性，常见题型为单项选择题，大致有两类：

①利用无穷级数的性质及其派生的结论：若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 均收敛，作分析处理；另外，举反例排除法也是很重要的一种方法．

②任意项级数[image: alt]
 （an
 可正，可负，可0）敛散性的判别，通常将通项取绝对值｜an
 ｜，然后利用不等式放缩法．

（3）若级数[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 若[image: alt]
 或不存在，则级数发散．





例2　判断级数[image: alt]
 的敛散性，若收敛，则求其和．

解：因为该级数的前2n，项和与前2n＋1项和分别为

[image: alt]


﻿显然，[image: alt]
 所以[image: alt]
 故原级数收敛，且其和为[image: alt]


例3　若级数[image: alt]
 收敛，则级数（　　）．

[image: alt]


解：由级数的性质，若[image: alt]
 收敛，则级数[image: alt]
 也收敛，故可知选（D）．

例4　下列各选项正确的是（　　）．

（A）若[image: alt]
 和[image: alt]
 均收敛，则[image: alt]
 收敛

（B）若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 和[image: alt]
 都收敛

（C）若正项级数[image: alt]
 发散，则[image: alt]


（D）若级数[image: alt]
 收敛，且un
 ≥vn
 （n＝1，2，…），则级数[image: alt]
 也收敛

解：因为

[image: alt]


所以若[image: alt]
 均收敛，则[image: alt]
 收敛．故选（A）．

例5　设常数λ＞0，且[image: alt]
 收敛，则级数[image: alt]
 （　　）．

（A）发散　　（B）条件收敛　　（C）绝对收敛　　（D）敛散性与λ有关

解：　　　　[image: alt]


因为[image: alt]
 和[image: alt]
 都收敛，所以[image: alt]
 收敛，故选（C）．

11.6　级数敛散性的判别

题型109　正项级数敛散性的判别

思路启迪：判敛程序如下：

（1）若[image: alt]
 或不存在，则级数[image: alt]
 发散；若[image: alt]
 则进入下一步．

﻿（2）根据通项un
 的特点选择适当的判别法．

①若通项un
 中含有n！或关于n的若干因子连乘积形式，则用比值法（[image: alt]
 当ρ＜1时，级数[image: alt]
 收敛；当ρ＞1时，级数[image: alt]
 发散）．

②若通项un
 中含有以n为指数的因子，则用根值法（[image: alt]
 当ρ＜1时，级数[image: alt]
 收敛；当ρ＞1时，级数[image: alt]
 发散）．但是当un
 中既含有以n为指数的因子，又含有n！，（2n）！，（2n＋1）！时，则用比值法，而不用根值法判别．

（3）当ρ＝1时，即当比值法、根值法都失效时，可用正项级数的比较判别法或其极限形式来判别．

用比较法判别敛散性时常用下列不等式：

①[image: alt]
 或n＞ln n　（n为自然数）；

②a2
 ＋b2
 ≥2ab　（a≥0，b≥0）；

③x＞ln（1＋x）　（x＞-1）．





例6　判别下列级数的敛散性：

[image: alt]


解：（1）因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 发散．

（2）因为通项un
 中含有n个因子连乘积与商形式，所以用比值判别法．

[image: alt]


﻿所以当[image: alt]
 即a＜b时，级数[image: alt]
 收敛；

当[image: alt]
 即a＞b时，级数[image: alt]
 发散；

当[image: alt]
 即a＝b时，级数[image: alt]
 则级数[image: alt]
 发散．

故当a＜b时，级数[image: alt]
 收敛；当a≥b时，级数[image: alt]
 发散．

（3）因为通项un
 中含有阶乘，又含有以n为指数幂的因子，则用比值判别法．

[image: alt]


故级数[image: alt]
 收敛．

（4）因为通项un
 中含有以n为指数幂的因子，所以用根值法．

因为[image: alt]
 故原级数[image: alt]
 收敛．

本题也可用比较法的一般形式．

因为[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛，故原级数收敛．

（5）因为[image: alt]
 所以用比较判别法（极限形式）．

[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]
 取[image: alt]
 因[image: alt]
 收敛，所以[image: alt]
 收敛．

注：正项级数[image: alt]
 还有两种更简单的判别形式：

（1）若当n→∞时，un
 ～vn
 ，即[image: alt]
 则[image: alt]
 与[image: alt]
 有相同的敛散性．

（2）若p，q分别为通项的分母、分子关于n的最高次数，故

①如果p－q＞1，则[image: alt]
 收敛；

②如果p－q≤1，则[image: alt]
 发散．

例7　判别下列级数的敛散性：

（1）[image: alt]
 （x为任意实数）；（2）[image: alt]


﻿（3）[image: alt]


解：（1）[image: alt]


而[image: alt]
 收敛，[image: alt]
 为非负实数，所以[image: alt]
 收敛．

（2）[image: alt]


而[image: alt]
 发散，故[image: alt]
 发散．

（3）　[image: alt]


[image: alt]


而[image: alt]
 收敛，所以原级数收敛．

例8　判断下列级数的敛散性：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]
 故[image: alt]
 收敛．

（2）p＝n＋2，q＝n＋1，p－q＝1，故[image: alt]
 发散．

题型110　交错级数[image: alt]
 （un
 ＞0）敛散性的判别

思路启迪：（1）首先考虑是否满足莱布尼茨判敛准则：

设[image: alt]
 ，若满足条件：

①un
 ≥un＋1
 （n＝1，2，…），即un
 单减；

②[image: alt]


﻿则交错级数[image: alt]
 收敛，其和s≤u1
 ，其n项余和的绝对值｜Rn
 ｜≤un＋1
 ．

（2）或者将un
 拆成若干项，分别对各项构成的交错级数分析处理．





例9　判别下列级数的敛散性：

[image: alt]


解：（1）由[image: alt]
 联想到函数[image: alt]


因为

[image: alt]
 （当x取足够大的正数时）

所以[image: alt]
 单调减少，于是un
 ≥un＋1
 ，又

[image: alt]


故级数[image: alt]
 收敛．

（2）[image: alt]


①当n为奇数时，[image: alt]
 所以

[image: alt]


即un
 ≥un＋1
 ．

②当n为偶数时，[image: alt]
 所以

[image: alt]


即un
 ＜un＋1
 ．

由情况①，②可知，该级数不满足莱布尼茨判敛准则条件①，所以不能用该准则判别．

下面试用拆分法：

[image: alt]


﻿因为[image: alt]
 条件收敛，[image: alt]
 发散，所以级数[image: alt]
 发散．

题型111　任意项级数敛散性的判别

思路启迪：判敛程序如下：

[image: alt]


具体如下：

（1）若[image: alt]
 或不存在，则级数[image: alt]
 发散；若[image: alt]
 则进入下一步．

（2）首先用正项级数判别法，判别[image: alt]
 的敛散性．若[image: alt]
 收敛，则[image: alt]
 收敛，且为绝对收敛；若用比值法或根值法判定[image: alt]
 发散，则[image: alt]
 发散．

（3）若用比较法判定[image: alt]
 发散，则级数[image: alt]
 的敛散性需进一步判定．

﻿①若[image: alt]
 为交错级数，且满足莱布尼茨判别准则的条件，则级数[image: alt]
 为条件收敛．

②若[image: alt]
 不是交错级数或虽为交错级数，但不满足莱布尼茨准则的条件，则

（i）用级数敛散性定义，若[image: alt]
 存在，则级数条件收敛．

（ii）当[image: alt]
 存在性难以判断时，常用方法是判断[image: alt]
 与[image: alt]
 是否存在且相等．若[image: alt]
 （为有限常数），则[image: alt]
 为条件收敛；若[image: alt]
 和[image: alt]
 两者之一不存在，或都存在但不相等，则[image: alt]
 发散．

（iii）若[image: alt]
 和[image: alt]
 都难以判断，则可利用泰勒公式或级数的性质判断[image: alt]
 的敛散性．





例10　判断下列级数的敛散性：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


则由[image: alt]
 收敛可知[image: alt]
 绝对收敛．

（2）[image: alt]
 对参数p进行讨论，令[image: alt]
 则

①当p＜0时，[image: alt]
 故原级数发散；

②当p＝0时，[image: alt]
 故原级数也发散；

③当0＜p≤1时，[image: alt]
 发散，但

[image: alt]


﻿所以该级数满足莱布尼茨判别准则的条件，故原级数为条件收敛；

④当p＞1时，[image: alt]
 收敛，故原级数为绝对收敛．

（3）因为

[image: alt]


所以原级数是交错级数．

当n→∞时，

[image: alt]


而[image: alt]
 发散，故[image: alt]
 发散．

又当n充分大时，[image: alt]
 所以[image: alt]
 且单调减少

[image: alt]


故由莱布尼茨判别准则，原级数收敛，且为条件收敛．

（4）[image: alt]
 发散，故原级数不绝对收敛．

此级数为交错级数，但不满足莱布尼茨判别准则中单调性的条件，可用敛散性的定义或泰勒公式及级数的性质来判别．

方法1　用敛散性的定义来判别．

[image: alt]


上式括号中各项均小于零，故单调减少．

又

[image: alt]


即S2n
 有下界，故[image: alt]
 存在，不妨设其极限值为S，即[image: alt]
 又

[image: alt]


所以

[image: alt]


故[image: alt]
 所以原级数收敛，且为条件收敛．

﻿方法2　利用泰勒公式及级数的性质来判别．

由泰勒公式（1＋x）α
 ＝1＋αx＋o（x）得

[image: alt]


而[image: alt]
 条件收敛，[image: alt]
 及[image: alt]
 绝对收敛，故原级数条件收敛．

题型112　有关数项级数敛散性的证明

思路启迪：多用比较判别法，慎用正项级数的比值法与根值法．

（1）若欲证明的级数没有说明是什么级数，则一般将其化为正项级数处理；

（2）给出数列｛an
 ｝，欲证明其收敛，通常用敛散性的定义来证；

（3）交错级数，用莱氏准则或分别计算[image: alt]
 和[image: alt]
 若[image: alt]
 [image: alt]
 则收敛，否则发散．





例11　设[image: alt]
 收敛，试证明级数[image: alt]
 收敛．

分析：已知[image: alt]
 收敛，要证级数[image: alt]
 收敛，设法将[image: alt]
 联系起来，很容易想到不等式[image: alt]


证：因为

[image: alt]


而[image: alt]
 和[image: alt]
 都收敛，故由比较法知，[image: alt]
 收敛．

例12　设an
 ≠0（n＝1，2，…），且[image: alt]
 证明：级数

[image: alt]


同时收敛或同时发散．

证：因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


﻿根据比较判别法的极限形式，可知[image: alt]


与[image: alt]
 同时收敛或同时发散．

例13　已知数列｛nan
 ｝收敛，级数[image: alt]
 也收敛，证明：级数[image: alt]
 收敛．

证：设[image: alt]
 的前n项和为Sn
 ，则

[image: alt]


其中σn
 是[image: alt]
 的前n项和，于是σn
 ＝（n＋1）an＋1
 －a1
 －Sn
 ．

因为[image: alt]
 收敛，可设其和为S，即[image: alt]
 又数列｛nan
 ｝收敛，可设[image: alt]
 [image: alt]
 故极限[image: alt]
 存在，即级数[image: alt]
 收敛．

例14　设[image: alt]
 证明：

（1）[image: alt]
 存在；　（2）级数[image: alt]
 收敛．

证：（1）显然an
 ≥0　（n＝1，2，3，…），由于

[image: alt]


而

[image: alt]


于是an＋1
 －an
 ≤0，故数列｛an
 ｝单调减少且有下界，所以[image: alt]
 存在．

（2）由于数列｛an
 ｝单调减少，所以有

[image: alt]


而正项级数[image: alt]
 的前n项部分和

[image: alt]


又极限[image: alt]
 存在，所以，极限[image: alt]
 存在，即正项级数[image: alt]
 收敛，则由正项级数的比较判别法得级数[image: alt]
 收敛．

例15　设[image: alt]


（1）求[image: alt]
 的值；

﻿（2）试证：对任意的常数λ＞0，级数[image: alt]
 收敛．

解：（1）因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


又[image: alt]
 的部分和为

[image: alt]


因此

[image: alt]


（2）显然an
 ＞0，于是有

[image: alt]


所以[image: alt]
 而级数[image: alt]
 收敛（λ＋1＞1），由比较判别法得级数[image: alt]
 收敛．

题型113　给出函数f（x）的某种条件，形如[image: alt]
 的级数的敛散性的证明

思路启迪：对给出的条件进行充分挖掘，然后利用定义或正项级数的比较判别法进行分析．





例16　设f（x）在x＝0的某一邻域内具有二阶连续导数，且[image: alt]
 证明级数[image: alt]
 绝对收敛．

证：由题设可知，f″（x）在x＝0邻域内连续，于是存在一正实数M＞0，使得在该邻域内有｜f″（x）｜≤M．

又由[image: alt]
 可得[image: alt]
 取导数为

[image: alt]


将f（x）在x＝0处一阶泰勒展开，可得

[image: alt]


﻿于是有

[image: alt]


因为[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 绝对收敛．

例17　设偶函数f（x）的二阶导数f″（x）在x＝0的某一邻域内连续，且f（0）＝1，证明[image: alt]
 绝对收敛．

证：由题设f（x）＝f（-x），f′（x）＝-f′（-x）．

令x＝0，则有f′（0）＝-f′（0），得f′（0）＝0．

又f″（x）在x＝0邻域内连续，于是存在一正实数M＞0，使得在该邻域内有

｜f″（x）｜≤M

将f（x）在x＝0处一阶泰勒展开，可得

[image: alt]


于是有

[image: alt]


因为[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 绝对收敛．

例18　设f（x）在［0，+∞）连续，反常积分[image: alt]
 收敛，令[image: alt]
 证明[image: alt]
 收敛．

证：[image: alt]


即

[image: alt]
 （柯西不等式）

[image: alt]


又反常积分[image: alt]
 收敛，所以有

[image: alt]
 （M为非负有限数）

于是有[image: alt]
 则有[image: alt]
 而[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 收敛．

题型114　利用级数证明数列｛an
 ｝极限的存在或求解某些特殊极限

思路启迪：构造级数[image: alt]
 然后利用级数收敛的必要条件[image: alt]
 收敛⇒[image: alt]






﻿例19　求极限[image: alt]


解：构造级数[image: alt]
 则由比值法有

[image: alt]


所以级数[image: alt]
 收敛，则由级数收敛的必要条件有[image: alt]


故[image: alt]


例20　设[image: alt]
 证明[image: alt]
 存在．

分析：直接求极限或用单调有界数列必有极限的定理来证明很困难，将xn
 看做级数[image: alt]
 [image: alt]
 的前n项和[image: alt]
 于是要证明[image: alt]
 存在，只需证明[image: alt]
 收敛即可．

证：令　　[image: alt]


而[image: alt]
 收敛，故[image: alt]
 收敛，即[image: alt]
 存在．

11.7　幂级数

题型115　求函数项级数的收敛域

思路启迪：设un
 （x），n＝1，2，…为定义在（a，b）内的函数，则[image: alt]
 称为定义在（a，b）内的函数项级数．设x0
 ∈（a，b），函数项级数[image: alt]
 收敛（或发散），则x＝x0
 称为[image: alt]
 的收敛点（或发散点），所有收敛点（或发散点）的集合，称为[image: alt]
 的收敛域（或发散域）．函数项级数[image: alt]
 收敛域的求法如下：

﻿①利用根值法[image: alt]
 或比值法

[image: alt]


②令ρ（x）＜1，得出收敛区间（c，d）；

③令x＝c，x＝d，分别判别[image: alt]
 的敛散性，最后得出收敛域．





例21　求下列级数的收敛域：

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


令[image: alt]
 得（3x－1）2
 ＜（2x＋1）2
 ，即x（x－2）＜0．解不等式得收敛区间为（0，2）．

当x＝0时，原级数变为[image: alt]
 发散；

当x＝2时，原级数变为[image: alt]
 条件收敛．

故原函数项级数的收敛域为（0，2］．

（2）[image: alt]


令[image: alt]
 即[image: alt]
 解不等式得收敛区间为[image: alt]


当[image: alt]
 时，原级数变为[image: alt]
 发散；

当[image: alt]
 时，原级数变为[image: alt]
 发散．

故原函数项级数的收敛域为[image: alt]


（3）[image: alt]


令[image: alt]
 得（1－x）2
 ＜（1＋x）2
 ，即x＞0．

解不等式得收敛区间为（0，+∞）．

﻿当x＝0时，原级数变为[image: alt]
 发散．

故原函数项级数的收敛域为（0，+∞）．

（4）直接套用前面所讲的方法比较困难，因此利用

[image: alt]


通过幂级数的运算性质求解．

①对于[image: alt]
 有

[image: alt]


令a｜x｜＜1，得[image: alt]
 于是得收敛区间为[image: alt]


令[image: alt]
 原级数变为[image: alt]
 收敛；

令[image: alt]
 原级数变为[image: alt]
 发散．

所以收敛域为[image: alt]


②对于[image: alt]
 有

[image: alt]


令b｜x｜＜1，得[image: alt]
 于是得收敛区间为[image: alt]


令[image: alt]
 原级数变为[image: alt]
 收敛；

令[image: alt]
 原级数变为[image: alt]
 收敛．

所以收敛域为[image: alt]


③如果a≥b，则[image: alt]
 于是

[image: alt]


故原级数的收敛域为[image: alt]


④如果a＜b，则[image: alt]
 于是

[image: alt]


故原级数的收敛域为[image: alt]


题型116　求幂级数的收敛域或收敛半径

思路启迪：若幂级数[image: alt]
 的系数满足

[image: alt]
 或[image: alt]


则收敛半径为

[image: alt]


然后根据｜x－x0
 ｜＜R，得出收敛区间（x0
 －R，x0
 ＋R），再确定端点的敛散性，从而得出收敛域．

注意：若幂级数的幂次不是按x的自然数顺序依次递增的，比如缺少x的奇次幂或偶次幂或其他项，这时只能用比值判别法，由

[image: alt]


得出级数的收敛区间及收敛半径，再讨论幂级数在端点处的敛散性，从而得出收敛域．





例22　求下列幂级数的收敛域和收敛半径：

[image: alt]


解：（1）因　　　　[image: alt]


所以收敛半径为R＝1/ρ＝2，收敛区间为（-2，2）．

当x＝±2时，幂级数变为[image: alt]
 其一般项不趋于零，发散．

故幂级数的收敛域为（-2，2）．

（2）因　　　　[image: alt]


故收敛半径为R＝1，由｜x－3｜＜1得收敛区间为（2，4）．

当x＝2时，原级数变为[image: alt]
 绝对收敛；

﻿当x＝4时，原级数变为[image: alt]
 收敛．

故原级数的收敛域为［2，4］．

（3）此级数缺少x的偶次幂项，直接用比值判别法求收敛半径．

[image: alt]


令2x2
 ＜1，即[image: alt]
 得收敛区间为[image: alt]
 收敛半径为[image: alt]


当[image: alt]
 时，级数变为[image: alt]
 发散；

当[image: alt]
 时，级数变为[image: alt]
 发散．故幂级数的收敛域为[image: alt]


（4）此级数缺少x的奇次幂项，直接用比值判别法求收敛半径．

[image: alt]


令[image: alt]
 解得收敛区间为[image: alt]
 收敛半径为[image: alt]


当[image: alt]
 时，原级数均变为[image: alt]
 发散．

故幂级数的收敛域为[image: alt]


例23　已知幂级数[image: alt]
 在x＝0处收敛，在x＝-4处发散，则幂级数[image: alt]
 的收敛域为____．

分析：本题考查关于幂级数收敛域特征的阿贝尔定理．由题中条件可知，两个幂级数形式均为[image: alt]
 于是两个幂级数的收敛半径及在边界点的收敛性相同．已知第一个幂级数收敛区间的对称点为x＝-2，再结合已知条件进行推导．

解：因为幂级数[image: alt]
 收敛区间的对称点为x＝-2，又由题设可知该级数在x＝0处收敛，在x＝-4处发散，即级数[image: alt]
 收敛，[image: alt]
 发散，从而幂级数[image: alt]
 的收敛域为（-2，2］，故幂级数[image: alt]
 的收敛域为（-2＋3，2＋3］，即（1，5］．

注：本题中两个幂级数的收敛域只是在数轴上的简单平移．

题型117　求函数在指定点的幂级数展开式

思路启迪：方法1（直接法）

（1）先求f′（x），f″（x），…，f（n）
 （x），…，再求出f′（x0
 ），f″（x0
 ），…，f（n）
 （x0
 ），…．

（2）写出对应的泰勒级数

[image: alt]


若x0
 ＝0，则

[image: alt]


称为麦克劳林级数．

（3）验证[image: alt]


（4）若[image: alt]
 再求级数收敛域．

方法2（间接法）　利用七个展开式，结合四则运算、复合运算、变量替换、逐项微分、逐项积分而达到求出给定函数的泰勒展开式．一般用间接法．





例24　将下列函数在指定点展成幂级数：

[image: alt]
 在x＝0处；

[image: alt]
 在x＝0处；

[image: alt]
 在x＝1处；

[image: alt]
 在x＝1处；

[image: alt]
 在x＝-1处．

解：（1）[image: alt]


则由七个展开式中的第（2）式可令[image: alt]
 则有

[image: alt]


而由[image: alt]


﻿（2）[image: alt]


则　　　　[image: alt]


于是

[image: alt]


（3）因函数

[image: alt]


[image: alt]


故　　[image: alt]


（4）[image: alt]


因为

[image: alt]


所以

﻿[image: alt]


于是

[image: alt]


（5）[image: alt]


[image: alt]


其中x∈（-∞，+∞）．

例25　设[image: alt]


（1）将f（x）展开成x的幂级数；（2）求[image: alt]
 的和；（3）求f（n）
 （0）．

解：（1）因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


又

[image: alt]


于是

[image: alt]


﻿（2）令x＝1，得[image: alt]
 因此

[image: alt]


（3）因为

[image: alt]


又根据函数的幂级数展开式的唯一性，所以有

[image: alt]


即x的同次幂的系数相等，于是

[image: alt]


题型118　无穷级数求和

思路启迪：1．幂级数求和函数的方法

方法1　利用逐项微分、积分，解题步骤如下：

（1）求出幂级数的收敛域．

（2）利用逐项微分、积分将通项中除了以n为指数幂2n
 ，3n
 ，…及阶乘：n！，（2n）！，（2n＋1）！之外的与n相关的系数全部去掉，使其成为七个展开式中通项的一种形式（注意，若要去掉的因子在分子上，则通过逐项积分法；若要去掉的因子在分母上，则通过逐项微分法），然后写出对应的和函数．

（3）作与步骤（2）相反的分析运算，便得原幂级数的和函数．

方法2　利用微分方程及拼凑法求和函数，解题程序如下：

（1）设级数的和函数为s（x），对其求导，观察s（x）与s′（x）或s″（x）的关系；

（2）求解关于s（x）的微分方程．

方法3　利用比较法．

2．数项级数求和

方法1　利用级数收敛性的定义，步骤如下：

（1）un
 ＝vn＋1
 －vn
 ；（2）求Sn
 ；（3）求[image: alt]


方法2　利用阿贝尔定理构造幂级数法：

﻿（1）[image: alt]
 构造幂级数[image: alt]
 ⇒和函数f（x）；

（2）[image: alt]






例26　求幂级数[image: alt]
 的收敛域，并求其和函数．

解：（1）收敛半径[image: alt]
 当x＝±1时，由于一般项不趋于零，级数发散，所以收敛域为（-1，1）．

（2）为求和函数，先积分，转化成等比级数，再求和，最后再求导．

[image: alt]


例27　求幂级数[image: alt]
 的和函数．

解：[image: alt]


令[image: alt]
 可得收敛区间为（-2，2），故

令x＝-2，原级数为[image: alt]
 收敛；

令x＝2，原级数为[image: alt]
 发散．

由此可知，该级数的收敛域为［-2，2）．

[image: alt]


因为x＝0∈［-2，2），f（x）在x＝0处连续，所以

[image: alt]


故其和函数为

[image: alt]


﻿例28　求幂级数[image: alt]
 的和函数．

解：设[image: alt]
 两边积分，得

[image: alt]


两边求导，得

[image: alt]


例29　判定级数[image: alt]
 是否收敛，若收敛，求其和．

解：因为

un
 ＝ln（n2
 －1）－ln n2
 ＝［ln（n－1）－ln n］＋［ln（n＋1）－ln n］

所以

[image: alt]


故　　　　　　[image: alt]


即原级数收敛，且其和为-ln 2．

例30　求级数[image: alt]
 的和．

解：[image: alt]


其中[image: alt]


对[image: alt]
 连续求导两次，得

[image: alt]


故[image: alt]


注：通项可拆成代数和时，在求和之前一定要拆开，然后分别求各级数的和，最后求出它们的代数和．

例31　（1）验证函数[image: alt]
 满足微分方程y″＋y′＋y＝ex
 ；

﻿（2）利用（1）的结果求幂级数[image: alt]
 的和函数．

解：（1）易得幂级数[image: alt]
 的收敛区间为（-∞，+∞），由幂级数的逐项求导性质，得

[image: alt]


于是

[image: alt]


（2）由于（1）及y（0）＝1，y′（0）＝0，所以幂级数[image: alt]
 的和函数即为方程

y″＋y′＋y＝ex


满足初始条件y（0）＝1，y′（0）＝0的解．

方程y″＋y′＋y＝ex
 对应的齐次方程y″＋y′＋y＝0的特征方程为

λ2
 ＋λ＋1＝0

求得特征根为[image: alt]


可设方程y″＋y′＋y＝ex
 的特解为y*
 ＝Aex
 ，代入方程得[image: alt]
 即[image: alt]
 所以方程的通解为

[image: alt]


代入初始条件y（0）＝1，y′（0）＝0，得[image: alt]
 C2
 ＝0．

所以，幂级数[image: alt]
 的和函数为

[image: alt]


例32　求下列级数的和函数：

[image: alt]


解：（1）收敛域为（-∞，+∞），设其和函数为s（x）．[image: alt]
 类似．因此

[image: alt]


两边对x求导得

[image: alt]


两边同乘以x得

﻿[image: alt]


两边对x求导得

[image: alt]


两边同乘以x得

[image: alt]


（2）收敛域为（-∞，+∞），设其和函数为s（x），则

[image: alt]


在（-∞，+∞）内连续，与七个展开式比较，它类似于

[image: alt]


于是

[image: alt]


上式两边对x求导，得

[image: alt]


因为s（x）在x＝0处连续，所以

[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


注：一般对数项级数求和，先判断级数的敛散性，然后构造一个对应的幂级数求其和函数s（x），再求极限．

11.8　傅里叶级数

题型119　将函数展开成傅里叶级数

思路启迪：将f（x）展成傅里叶级数的程序如下：

（1）画出f（x）的图形并验证是否满足狄利克雷收敛条件（画图目的：验证狄氏条件，若收敛，则由图容易准确写出收敛域，易于看出奇偶性）；

（2）求出傅氏系数；

（3）写出傅氏级数，并标出它在何处收敛于f（x）．

注：（1）设f（x）是以2ι为周期的函数，且在［-ι，ι］或［0，2ι］上可积，则傅里叶系数为

[image: alt]


以f（x）的傅里叶系数为系数的三角级数

[image: alt]


称为f（x）的傅里叶级数．

（2）狄利克雷收敛准则：

设f（x）在［-ι，ι］上满足条件：

①除有限个第一类间断点外都是连续的；

②只有有限个极值点，

则f（x）的傅里叶级数在［-ι，ι］上收敛，且有

[image: alt]


[image: alt]






例33　将下列函数展成傅里叶级数：

（1）f（x）＝｜sinx｜，-π≤x≤π；

（2）[image: alt]
 并利用结果求[image: alt]


﻿解：（1）如图11-1所示，可知f（x）＝｜sinx｜在［-π，π］上处处连续，且只有三个极值点，所以满足狄氏条件，因为第一周期的端点与第二周期的端点重合，所以收敛域为［-π，π］．

因为f（x）为偶函数，所以bn
 ＝0　（n＝1，2，…）．

[image: alt]


故[image: alt]


（2）如图11-2所示，可知f（x）在［-π，π］上处处连续，无极值点，所以满足狄氏条件，因为第一周期的端点与第二周期的端点不重合，所以收敛域为（-π，π）．

[image: alt]


图11-1

[image: alt]


图11-2

[image: alt]
 n＝0无意义，所以a0
 要单独求．

[image: alt]


[image: alt]


故

[image: alt]


﻿令x＝0，[image: alt]
 即[image: alt]


又　　　　[image: alt]


故[image: alt]


例34　将f（x）＝2＋｜x｜，-1≤x≤1，展开成以2为周期的傅里叶级数，并求级数[image: alt]
 的和．

解：如图11-3所示，可知f（x）在［-1，1］上处处连续，无极值点，所以满足狄氏条件，因为第一周期的端点与第二周期的端点不重合，所以收敛域为（-1，1）．

而f（x）中的2本身已是周期为2的傅氏级数了，只需将｜x｜展成傅氏级数即可，因为｜x｜为偶函数，故

[image: alt]


图11-3

[image: alt]


于是

[image: alt]


故　　　　[image: alt]


令x＝0，f（0）＝2，于是[image: alt]
 可得[image: alt]


又　　[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


例35　将[image: alt]
 展成以8为周期的傅里叶级数．

解：如图11-4所示，作奇开拓

[image: alt]


图11-4

[image: alt]


则　　[image: alt]


﻿[image: alt]


于是由狄利克雷收敛定理，在［-4，4］上有

[image: alt]


故在［0，4］上，有

[image: alt]


例36　将函数f（x）＝1－x2
 ，0≤x≤π，展开成余弦级数，并求级数[image: alt]
 的和．

解：对f（x）＝1－x2
 进行偶开拓，如图11-5所示．

因为f（x）＝1－x2
 是偶函数，所以bn
 ＝0．

[image: alt]


图11-5

[image: alt]


所以

[image: alt]


令x＝0，代入上式，可求得[image: alt]




第12章*
 　曲线积分与曲面积分

●重要定理、公式和结论

12.1　曲线积分

1．对弧长的曲线积分

形式：∫L
 f（x，y）dι或∫L
 f（x，y，z）dι．

物理意义：表示线密度为μ＝f（x，y）或μ＝f（x，y，z）的曲线L的质量M，即

M＝∫L
 f（x，y）dι或M＝∫L
 f（x，y，z）dι

性质：（1）与路径方向无关，即

[image: alt]


（2）对路径具有可加性，即

[image: alt]


2．对坐标的曲线积分

形式：[image: alt]
 或[image: alt]


物理意义：表示质点在力F＝｛P，Q，R｝作用下沿曲线L从A点移动到B点，外力所做的功W，即

[image: alt]


性质：（1）与路径方向有关，即

[image: alt]


（2）对路径具有可加性，即

[image: alt]


3．两种曲线积分的关系

[image: alt]


﻿其中cosα，cosβ，cosγ表示曲线L上一点M（x，y，z）处的沿曲线L方向的切线的方向余弦．

4．基本定理

定理1（格林公式）　设P（x，y），Q（x，y）在有界闭区域D上具有一阶连续的偏导数，则

[image: alt]


其中L为闭区域D的边界线，其方向取正方向．

正向定义：人沿着边界行走，区域D始终在人的左边，人走的方向即为正向．

定理2　设P（x，y），Q（x，y）在有界闭区域D上连续，曲线积分[image: alt]
 与路径无关的充分必要条件是：

[image: alt]


其中L*
 为闭区域D中任一光滑简单闭曲线．

定理3　设P（x，y），Q（x，y）在单连通域D上具有一阶连续的偏导数，则曲线积分∫L
 P（x，y）dx＋Q（x，y）dy与路径无关的充分必要条件是

[image: alt]


单连通域：（1）不包括域D的边界上的任何点；

（2）D内没有任何点和洞不属于D．

或D中的一条闭曲线，收缩为一点后仍属于D．

定理4　设P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在单连通空间域Ω上具有一阶连续的偏导数，则曲线积分∫L
 P（x，y，z）dx＋Q（x，y，z）dy＋R（x，y，z）dz与路径无关的充分必要条件是

[image: alt]


定理5（重点）　设P（x，y），Q（x，y）在有界闭区域D上具有一阶连续的偏导数，且恒有[image: alt]
 [image: alt]
 L1
 ，L2
 为D中任意两条同向的闭曲线，且它们各自所围成的域中含有相同的不属于D的点，则

[image: alt]


12.2　曲面积分

1．对面积的曲面积分[image: alt]


物理意义：表示面密度为μ＝f（x，y，z）的曲面∑的质量M，即[image: alt]


﻿性质：（1）与曲面∑的侧无关，即[image: alt]
 为∑的反侧；

（2）对曲面具有可加性，即

[image: alt]


2．对坐标的曲面积分[image: alt]


物理意义：表示流速ν＝｛P，Q，R｝的流体在稳定流动中从曲面∑的一侧流出的流量φ，即

[image: alt]


性质：（1）与曲面的侧有关，即[image: alt]
 为∑的反侧；

（2）对曲面具有可加性，即

[image: alt]


3．两种曲面积分的关系

[image: alt]


其中cosα，cosβ，cosγ表示曲面∑上一点M（x，y，z）处法线方向的方向余弦．

4．基本定理

定理1（高斯定理）

设P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在闭曲面∑所围成的空间域Ω中具有一阶连续的偏导，则

[image: alt]


其中∑取外侧．

定理2（斯托克斯公式）

设P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在曲面∑所围成的空间域Ω中具有一阶连续的偏导，L为曲面∑的边界线，则

[image: alt]


L的正向与曲面∑的侧满足右手系．

﻿●核心题型及思路启迪

12.3　曲线积分题型

题型120　对弧长曲线积分的计算

思路启迪：特殊法　利用路径L的对称性、轮换对称性和被积函数f（x，y），f（x，y，z）的奇偶性以及路径表达式可直接代入被积式中的特点简化运算．

一般法　化为路径参数的定积分计算，解题程序为

①画出路径L的草图；

②写出各路径段的参数式

[image: alt]


③[image: alt]


空间曲线积分∫L
 f（x，y，z）dι的计算类似．





例1　求下列积分．

（1）∫L
 （x2
 ＋y3
 ）dι，其中L：x2
 ＋y2
 ＝a2
 ．

（2）∫L
 （3x2
 ＋4y2
 ＋2xy）dι，其中[image: alt]
 周长为a．

（3）设[image: alt]
 计算：①∫L
 x2
 dι；②∫L
 （xy＋yz＋zx）dι．

解：（1）∫L
 （x2
 ＋y3
 ）dι＝∫L
 x2
 dι＋∫L
 y3
 3dι．

由L的轮换对称性，有∫L
 x2
 dι＝∫L
 y2
 dι．

又L关于x轴对称，且f（x，y）＝y3
 关于y为奇函数，所以∫L
 y3
 dι＝0，故

[image: alt]


（2）[image: alt]


﻿L关于x轴对称，且f（x，y）＝xy关于y为奇函数，所以∫L
 2xydι＝0，故

[image: alt]


（3）由题可知L为以原点为圆心，半径为a的圆．

①由轮换对称性有

[image: alt]


②[image: alt]


例2　求下列积分．

（1）计算[image: alt]
 dι，其中L是圆弧[image: alt]
 与y＝x，y＝-x所围成的扇形区域的边界；

（2）计算[image: alt]
 dι，其中L是圆弧x2
 ＋y2
 ＝a2
 （a＞0），y＝x与x轴在第一象限所围成的图形的边界．

[image: alt]


图12-1

解：（1）如图12-1所示，[image: alt]


[image: alt]
 故

[image: alt]


（2）如图12-2所示，[image: alt]


[image: alt]


﻿[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 ＝ea
 －1，故

[image: alt]


[image: alt]


图12-2

题型121　平面坐标中对坐标的曲线积分的计算

思路启迪：平面坐标中对坐标的曲线积分I＝∫L
 P（x，y）dx＋Q（x，y）dy的计算．

方法1　化为路径参数的定积分计算，解题程序为：

（1）画出路径L草图；

（2）写出各路径段的参数式，

[image: alt]
 t＝αi
 ↔起点参数值，t＝βi
 ↔终点参数值

（3）[image: alt]


方法2　利用格林公式，解题程序为：

（1）求[image: alt]
 验证[image: alt]
 是否相等；

（2）若[image: alt]
 则根据L的具体情况，有以下结论：

①L为闭，则I＝0；

②L为非闭，则[image: alt]


③因积分与路径无关，设L：起点A（x0
 ，y0
 ），终点B（x，y），则

[image: alt]


（3）若[image: alt]
 存在，但[image: alt]
 此时要画出路径L的草图，

①L为闭，则[image: alt]
 D是L所围闭区域；

②L为非闭，则[image: alt]






﻿例3　求下列积分．

（1）[image: alt]
 其中L是曲线4x＋y2
 ＝4上从A（1，0）到B（0，2）的一段弧；

（2）I＝∫L
 2xydx＋（x2
 ＋y2
 ）dy，其中L是A（1，0）到B（2，4）的直线段．

解：（1）将4x＋y2
 ＝4代入被积式中，得

I＝∫L
 （xy－1）dx＋x2
 ydy

[image: alt]
 y的起点为0；终点为2．

故　　　　　　[image: alt]


（2）直线L的方向矢量s＝｛1，4｝，则直线L的参数式方程为

[image: alt]


故　　　　　　[image: alt]


例4　求I＝∫L
 （2xey
 －3x2
 ）dx＋（x2
 ey
 ＋2y－1）dy，其中L通过A（1，3），B（3，-1），C（4，-2）三个点．

解：P＝2xey
 －3x2
 ，Q＝x2
 ey
 ＋2y－1，于是

[image: alt]


则积分与路径无关．

如图12-3所示，[image: alt]


例5　计算[image: alt]
 其中L：沿上半椭圆弧[image: alt]
 [image: alt]
 从A（b，0）到B（-b，0），其中b＞0，c＞0．

解：[image: alt]
 则

[image: alt]


﻿画出路径草图如图12-4所示．

[image: alt]


[image: alt]


图12-3

[image: alt]


图12-4

例6　计算[image: alt]
 其中L是从O（0，0）沿摆线[image: alt]
 到A（2aπ，0）（a＞0）的一拱．

解：[image: alt]
 则

[image: alt]


由此可知在不包含（πa，0）的单连通区域内，积分与路径无关，如图12-5所示．

[image: alt]


图12-5

取L*
 ：（x－πa）2
 ＋（πy）2
 ＝（πa）2
 ，y≥0．

注意：不能取L*
 为直线段[image: alt]
 因为其含有（πa，0）．

将L*
 写成参数式[image: alt]


故[image: alt]


例7　计算下列积分．

（1）[image: alt]
 其中L为不通过O（0，0）的任一光滑闭曲线，取逆时针方向；

（2）[image: alt]
 其中L为沿两圆弧（x－2）2
 ＋y2
 ＝1，x2
 ＋y2
 ＝1逆时针方向转一圈；

﻿（3）[image: alt]
 其中L是以（1，0）为中心，半径为R（R＞0，≠1）的正向圆周．

解：（1）[image: alt]
 则

[image: alt]


①若L不包含O（0，0），则由[image: alt]
 可得I＝0；

②若L包含O（0，0）于其内，作小圆L*
 ：x2
 ＋y2
 ＝ε2
 （ε＞0），如图12-6所示．

于是　　　　[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图12-6

[image: alt]


图12-7

（2）[image: alt]
 由图12-7可知L＝L1
 ∪L2
 ．

[image: alt]


故I＝4π．

（3）[image: alt]
 则

[image: alt]


①当（x，y）≠（0，0）时，[image: alt]
 则I＝0，（R＜1）．

②当R＞1时，（0，0）为奇点，作一小椭圆L*
 ：4x2
 ＋y2
 ＝ε2
 （ε＞0），即[image: alt]


﻿于是

[image: alt]


[image: alt]


例8　设函数Q（x，y）在xOy平面上具有一阶连续的偏导数，曲线积分∫L
 2xydx＋Q（x，y）dy与路径无关，且对任意t，恒有

[image: alt]


求Q（x，y）．

解：因曲线积分与路径无关得

[image: alt]


于是Q（x，y）＝x2
 ＋C（y），其中C（y）为待定函数．则

[image: alt]


于是有[image: alt]
 两边对t求导得

2t＝1＋C（t）

于是C（t）＝2t－1．故Q（x，y）＝x2
 ＋2y－1．

例9　设在区域D：x2
 ＋y2
 ≤1内，u（x，y），v（x，y）具有一阶连续的偏导数，在x2
 ＋y2
 ＝1上，u（x，y）＝1，v（x，y）＝y．令

f＝v（x，y）i＋u（x，y）j　[image: alt]


计算[image: alt]


解：[image: alt]


题型122　空间域中对坐标的曲线积分的计算

思路启迪：空间域中对坐标的曲线积分I＝∫L（AB）
 P（x，y，z）dx＋Q（x，y，z）dy＋R（x，y，z）dz的计算方法：

（1）化为路径参数对定积分的计算（尤其L为闭时）；

（2）化为投影坐标面上的平面曲线积分；

（3）利用斯托克斯公式化曲线积分为曲面积分．

设P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）在曲面∑所张成的空间域Ω中有一阶连续的偏导，L为曲面∑的边界线，则

[image: alt]


其中cosα，cosβ，cosγ为曲面∑上一点（x，y，z）处的法线的方向余弦．L的正向与曲面∑的侧满足右手系．注意：为简单起见，选择以L为边界线的平面作为曲面∑．





例10　计算I＝∫L
 （x2
 －yz）dx＋（y2
 －xz）dy＋（z2
 －xy）dz，其中L沿曲线[image: alt]
 从A（a，0，0）到B（a，0，h），a＞0，h＞0．

解：如图12-8所示，[image: alt]


[image: alt]


图12-8

[image: alt]


因为[image: alt]
 于是[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


例11　计算[image: alt]
 其中L为x2
 ＋y2
 ＝a2
 与平面[image: alt]
 [image: alt]
 的交线，从z轴正向看去L为逆时针方向．

﻿解：L化为参数式[image: alt]
 0≤t≤2π．故

[image: alt]


另解：化为xOy平面上的平面曲线积分．

[image: alt]


12.4　曲面积分题型

题型123　对面积的曲面积分的计算

思路启迪：方法1　利用对称性及曲面∑的表达式可直接代入被积式中的特点简化计算．

方法2　利用面积的曲面积分与坐标的曲面积分的关系，化为对坐标的曲面积分的计算．

[image: alt]


其中cosα，cosβ，cosγ表示曲面∑上一点M（x，y，z）处法线方向的方向余弦．

方法3　化为投影域上的二重积分计算，解题过程：

①画出∑的草图；

②设∑：z＝z（x，y），[image: alt]


③[image: alt]






﻿例12　设曲面∑：｜x｜＋｜y｜＋｜z｜＝1，计算[image: alt]


解：由积分域与被积函数的对称性有

[image: alt]


所以

[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


例13　计算[image: alt]
 平面[image: alt]
 在第一象限部分．

解：如图12-9所示．

[image: alt]


图12-9

[image: alt]


S为△ABC的面积，[image: alt]
 [image: alt]
 则

[image: alt]


于是

[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


例14　设∑是曲面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝a2
 的外侧，cosα，cosβ，cosγ是其外法线向量的方向余弦，则

[image: alt]


解：由两类曲面积分的关系，得

[image: alt]


例15　计算[image: alt]
 其中S是球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 ．

解：因为z2
 ＝R2
 －x2
 －y2
 ，[image: alt]
 且

[image: alt]


故　　　　[image: alt]


﻿[image: alt]


另解1：因为∑是球面，所以可用球面坐标计算．

因为dS＝R2
 sinφdφdθ，z＝Rcosφ，所以

[image: alt]


另解2：因为S关于坐标面xOy对称，而f（x，y，z）＝z关于z是奇函数，所以I＝0．

例16　计算下列积分．

（1）[image: alt]
 其中∑是由[image: alt]
 所围立体的表面；

（2）[image: alt]
 其中∑是由曲面x＝[image: alt]
 被y2
 ＋z2
 ＝2ay（a＞0）截下部分．

解：（1）如图12-10所示，∑＝∑1
 ＋∑2
 ．

[image: alt]


图12-10

[image: alt]


于是　　　　[image: alt]


（2）[image: alt]


∑被柱面y2
 ＋z2
 ＝2ay（a＞0）所截部分在yOz平面上的投影域D：y2
 ＋z2
 ≤2ay，故

[image: alt]


题型124　对坐标的曲面积分的计算

思路启迪：[image: alt]


方法1　高斯公式

（1）∑为闭，P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）满足条件，则

[image: alt]


（2）∑为非闭，∑＋∑*
 为闭，则

[image: alt]


方法2　点积法

[image: alt]


其中n为∑的法矢量，n0
 为n的单位矢量．

若∑：z＝z（x，y），规定：[image: alt]
 则

[image: alt]


代入式（1），可得

[image: alt]


“±”的选择：若规定∑的侧的法矢量与[image: alt]
 相同，则取“+”号，否则取“-”号．

方法3　投影法

[image: alt]


“±”的选择：设n为∑的法矢量，

（1）若[image: alt]
 为锐角，第一个积分取“+”，否则取“-”；

﻿（2）若[image: alt]
 为锐角，第二个积分取“+”，否则取“-”；

（3）若[image: alt]
 为锐角，第三个积分取“+”，否则取“-”．

对坐标曲面积分计算小结：

（1）若曲面是封闭的或加面使其封闭，P（x，y，z），Q（x，y，z），R（x，y，z）具有一阶连续偏导，则可用高斯公式．

（2）用点积法的条件：

①∑在某坐标面的投影是一片区域；

②设[image: alt]
 简单．最好∑是一个平面．

（3）用高斯公式、点积法均不方便时，用投影法试试．





例17　计算[image: alt]
 锥面[image: alt]
 与上半球面z＝[image: alt]
 所围形体，取外侧．

解：如图12-11所示．于是

[image: alt]


[image: alt]


图12-11

利用球面坐标系，得

[image: alt]


例18　计算[image: alt]
 取外侧．

解：∑是封闭的，P，Q，R在∑所围形体中有一阶连续的偏导数，故可用高斯公式做．但直接做比较麻烦，为此将球心移到原点．

令x*
 ＝x－a，y*
 ＝y－b，z*
 ＝z－c，则x＝a＋x*
 ，y＝b＋y*
 ，z＝c＋z*
 ，于是

[image: alt]


由于对称性，[image: alt]
 故

[image: alt]


﻿例19　计算[image: alt]
 其中F＝｛x－z，x3
 ＋yz，-3xy2
 ｝，∑是锥面[image: alt]
 在xOy平面的上方部分，取上侧．

解：如图12-12所示．

[image: alt]


曲面∑不封闭，添加[image: alt]
 取下侧，则∑＋∑*
 封闭．P，Q，R在它们所围的空间域有一阶连续的偏导数，故可用高斯公式．

[image: alt]


例20　计算[image: alt]
 其中∑：锥面[image: alt]
 被两平面z＝1，z＝2所截部分，取下侧．

解：如图12-13所示．

[image: alt]
 由点积法

[image: alt]


[image: alt]


图12-12

[image: alt]


图12-13

﻿例21　设f（x，y，z）为连续函数，计算

[image: alt]


其中∑为平面x－y＋z＝1在第四象限内部分．

解：如图12-14所示．[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


图12-14

例22　计算[image: alt]
 其中∑为锥面[image: alt]
 与两平面z＝1，z＝2所围形体的外侧．

解：如图12-15所示．[image: alt]
 在曲面所围成的空间域Ω中的偏导非连续，所以不能用高斯公式．

∑＝∑1
 ＋∑2
 ＋∑3
 ，于是[image: alt]


[image: alt]


故I＝2πe2
 ．

例23　计算[image: alt]
 其中∑：柱面x2
 ＋y2
 ＝R2
 与两平面z＝R，z＝-R（R＞0）所围形体的外侧．

解：如图12-16所示．因为（0，0，0）为∑内的奇点，所以虽然是封闭区域，但不能用高斯公式，用投影法．

[image: alt]


图12-15

[image: alt]


图12-16

﻿∑＝∑1
 ＋∑2
 ＋∑3
 ，于是[image: alt]
 其中

[image: alt]


所以[image: alt]


[image: alt]
 　（因为在∑2
 上，dxdy＝0）

[image: alt]


例24　计算[image: alt]
 其中∑是不经过（0，0，0）的任一简单光滑闭曲面外侧．

解：当（x，y，z）≠（0，0，0）时，[image: alt]


（1）若∑不包含（0，0，0），则用高斯公式，可得I＝0．

（2）若∑包含（0，0，0），作一小球面∑*
 ：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝ε2
 （ε为任意小正数），取外侧，则

[image: alt]
 　（利用高斯公式）

[image: alt]


题型125　应用题

思路启迪：（1）求曲面面积．

适用于：曲面在某坐标面上的投影为一条曲线的情形，如图12-17所示．

曲面在xOy面的投影为一条曲线L，若曲线L*
 上点的竖坐标是曲线L上点P（x，y）的函数，即z＝f（x，y）（≥0），则所求曲面面积为A＝∫L
 f（x，y）dι

[image: alt]


图12-17

（2）求质心、转动惯量　设μ为线密度，L为物体形状，则

[image: alt]


关于空间曲线L，曲面∑也有类似公式．

（3）求功　平面力场F＝Pi＋Qj，将单位质点沿曲线L从点A移动到点B所做的功为

W＝∫L
 Pdx＋Qdy





例25　求柱面[image: alt]
 在球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1内的侧面积．

解：要求的是柱面的侧面积，因此用对弧长的曲线积分计算方便．

[image: alt]
 由于对称性，[image: alt]


[image: alt]
 其参数方程为[image: alt]


[image: alt]
 故

[image: alt]


﻿例26　设螺旋形弹簧一圈的方程为x＝acost，y＝asint，z＝kt，其中0≤t≤2π，它的线密度ρ（x，y，z）＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 ，求：

（1）它关于z轴的转动惯量；

（2）它的质心．

解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


故质心为[image: alt]


例27　质点P沿着以AB为半径的半圆周，从点A（1，2）运动到点（3，4）的过程中受力F作用，F的大小等于点P与原点O之间的距离，其方向垂直于线段OP，且与y轴正向的夹角小于[image: alt]
 求变力F对质点P所做的功．

[image: alt]


图12-18

解：如图12-18所示．设P点坐标为（x，y），由题意可知

[image: alt]


[image: alt]


﻿圆弧[image: alt]
 的参数方程是

[image: alt]


故变力F对质点P所做的功为

[image: alt]


题型126　场论初步

思路启迪：（1）方向导数

设三元函数U＝f（x，y，z）在P（x0
 ，y0
 ，z0
 ）点可微，过P（x0
 ，y0
 ，z0
 ）点的有向线段ι的方向余弦为cosα，cosβ，cosγ，则u在P点沿ι的方向导数为

[image: alt]


（2）梯度（grad u）

设数量场u＝f（x，y，z）具有连续的偏导数，则u在P（x，y，z）点的梯度为

[image: alt]


注：梯度的大小为该点处方向导数的最大值．

（3）散度（div A）

设有一向量场A＝P（x，y，z）i＋Q（x，y，z）j＋R（x，y，z）k，其中P，Q，R均可导，则A在M（x，y，z）点处的散度为

[image: alt]


（4）旋度（rot A）

设有一向量场A＝P（x，y，z）i＋Q（x，y ，z）j＋R（x，y，z）k，其中P，Q，R均有连续的一阶偏导数，则旋度为

[image: alt]


﻿（5）通　量

设有一向量场A＝P（x，y，z）i＋Q（x，y，z）j＋R（x，y，z）k，则沿场中有向曲面∑某一侧的曲面积分[image: alt]
 为A穿过曲面∑这一侧的通量．





例28　填空题．

（1）函数[image: alt]
 在点M（1，1，1）处沿曲面2z＝x2
 ＋y2
 在点M处的外法线方向ι的方向导数[image: alt]


（2）设数量场[image: alt]
 则div（grad u）＝____．

（3）设向量场A＝xy2
 i＋yez
 j＋xln（1＋z2
 ）k，则rot A＝____.

解：（1）[image: alt]
 曲面在点M处的外法线方向ι的方向余弦为

[image: alt]


所以[image: alt]


（2）[image: alt]
 则

[image: alt]


故[image: alt]


下面求div（grad u）．

由上可知，[image: alt]
 则

[image: alt]


故[image: alt]


（3）[image: alt]


﻿例29　设u＝x＋y＋z，求沿单位球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1上任一点处的法向量的方向导数，何处的方向导数最大？何处最小？何处为零？

解：单位球面上M（x，y，z）处的外法线方向向量为s＝｛2x，2y，2z｝，方向余弦为

[image: alt]


所以沿单位球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1上任一点M（x，y，z）处的法向量的方向导数为

[image: alt]


因为x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1，于是令F（x，y，z）＝x＋y＋z＋λ（x2
 ＋y2
 ＋z2
 －1），解方程组

[image: alt]


可得[image: alt]


由实际问题可知方向导数在P1
 点处最大，在P2
 点处最小，在[image: alt]
 处方向导数为零．

例30　流体在空间流动，流体的密度μ处处相同（设μ＝1）．已知流速函数为ν＝xz2
 i＋yx2
 j＋zy2
 k，求流体在单位时间内流过曲面∑：x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2z的流量．

解：设P＝xz2
 ，Q＝yx2
 ，R＝xy2
 ，∑：x2
 ＋y2
 ＋（z－1）2
 ＝1为球面，则所求流量为

[image: alt]




第13章　函数方程与不等式证明

13.1　函数方程

题型127　利用函数表示法与用什么字母表示无关的特性求函数方程

例1　设f′（-x）＝x［f′（x）－1］，求f（x）．

解：令x＝-t，则f′（t）＝-t［f′（-t）－1］，即f′（x）＝-x［f′（-x）－1］，可推出

xf′（-x）＋f′（x）＝x　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

由已知可得

f′（-x）－xf′（x）＝-x　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

将式（1）、（2）联立解方程组得

[image: alt]


积分得[image: alt]
 其中C为任意常数．

例2　设[image: alt]
 且当y＝1时，z＝x，求f（x）的表达式．

解：将y＝1时，z＝x代入方程，得[image: alt]
 即[image: alt]
 可推出

[image: alt]


现在求f（x）的表达式．

令[image: alt]
 则x＝（t＋1）3
 ，代入f[image: alt]
 可得

f（t）＝（t＋1）3
 －1＝t3
 ＋3t2
 ＋3t

即　　　　　　　　f（x）＝x3
 ＋3x2
 ＋3x

题型128　利用极限求函数方程

思路启迪：观察极限式的形式，确定类型，然后求解．





例3　设函数f（x）为多项式，[image: alt]
 求f（x）．

解：由[image: alt]
 可知，f（x）－8x5
 中x的最高次数为2，且二次项系数为8，则设

f（x）＝8x5
 ＋8x2
 ＋ax＋b　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

由[image: alt]
 可推得[image: alt]
 则b＝0．式（1）变为

f（x）＝8x5
 ＋8x2
 ＋ax　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

﻿将式（2）代入[image: alt]
 可得a＝3．

所以　　　　　　f（x）＝8x5
 ＋8x2
 ＋3x

题型129　已知函数在－点的导数及函数方程，求函数方程

思路启迪：“函数f（x）在（-∞，+∞）内有定义，且f′（x0
 ）存在”是必不可少的前提条件，再加上附加条件，结合导数的极限定义式求f（x）．注意解题时要想办法凑出导数的极限定义式．





例4　设f（x）在（0，+∞）上有定义，且f′（1）＝a（a≠0），又对任意x，y∈（0，+∞），有f（xy）＝f（x）＋f（y），求f（x）．

解：在f（xy）＝f（x）＋f（y）中，令y＝1，得f（x）＝f（x）＋f（1）⇒f（1）＝0．又

[image: alt]


即[image: alt]
 两边积分得

f（x）＝aln x＋C

令x＝1，于是

f（1）＝aln 1＋C⇒C＝0

故　　　　　　　　f（x）＝aln x

题型130　已知函数方程中含有变上限积分，求函数方程

思路启迪：对变上限积分求导．





例5　设函数f（x）二阶可导，且有[image: alt]
 求f（x）．

解：对于被积式中的抽象函数，一般通过变量替换将其化为f（u）的形式．

令u＝t－x则t＝0时，u＝-x；t＝x时，u＝0，du＝dt，所以

[image: alt]


所以[image: alt]
 此式两边对x求导得

[image: alt]


式（1）两边再对x求导得

0＝f′（x）＋f（-x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

式（2）对x再求导得

0＝f″（x）－f′（-x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

﻿在式（2）中令x＝-t，可得f′（-t）＝-f（t），即f′（-x）＝-f（x），代入式（3）得

f″（x）＋f（x）＝0

这是二阶常系数齐次线性微分方程，特征方程为λ2
 ＋1＝0，解之得λ1
 ＝i，λ2
 ＝-i．

所以f（x）＝C1
 cosx＋C2
 sinx，其中C1
 ，C2
 为任意常数．

由式（1）可知f（0）＝1，由式（2）可知f′（0）＝-1，代入f（x）中可得C1
 ＝1，C2
 ＝-1，故

f（x）＝cosx－sinx

例6　设f（x）可导，且有[image: alt]
 求f（x）．

解：方程两边对x求导，得

f′（x）＝f（x）＋ex
 f2
 （x）

[image: alt]


令[image: alt]
 则可推出

z′＋z＝-ex


利用一阶线性微分方程求解公式得

[image: alt]


即[image: alt]
 又[image: alt]
 故[image: alt]


例7　设函数f（x）可导，对任何实数x，h满足f（x）≠0，且[image: alt]
 f（x），又[image: alt]
 求f（x）．

解：[image: alt]
 x≤ξ≤x＋h（由积分中值定理得）

当h≠0时，[image: alt]
 两边取极限

[image: alt]


得[image: alt]
 即

f′（x）f（x）＝x（x2
 ＋1）

积分得[image: alt]
 即

[image: alt]


令x＝1得C＝0，于是[image: alt]
 又[image: alt]
 故

[image: alt]


例8　设函数f（x）在［a，b］上连续，满足方程

[image: alt]
 　x1
 ≠x2
 ，且x1
 ，x2
 ∈［a，b］

﻿求f（x）．

解：由题设可知，对x∈［a，b］有

[image: alt]


即[image: alt]
 方程两边对x求导得

[image: alt]


即[image: alt]
 解此一阶线性微分方程得

[image: alt]


令x＝b，得f（b）＝C（b－a）＋f（a），即[image: alt]
 故

[image: alt]


例9　设f（x）在［0，+∞］为正实值可导函数，且f（x）在［0，x］上的平均值等于f（0）与f（x）的几何平均值，求f（x）．

解：由题设可知[image: alt]
 则[image: alt]


式两边求导得

[image: alt]


即[image: alt]
 此为伯努利方程．

令[image: alt]
 于是原方程变形为

[image: alt]


解上述一阶线性微分方程得

[image: alt]


即　　　　　　　　[image: alt]


令x＝1，则[image: alt]
 得[image: alt]
 故

[image: alt]


题型131　已知函数连续，且函数式中含函数的定积分、极限或二重积分，求函数方程

思路启迪：利用连续函数的可积性及原函数的连续性求解，一般作法是令定积分或极限或重积分等于常数ι，然后再积分或求极限．





例10　设函数f（x）在［0，1］上连续，且[image: alt]
 求f（x）．

解：令[image: alt]
 则[image: alt]
 两边平方得

[image: alt]


上式在［0，1］上积分得

[image: alt]


即[image: alt]
 解之得[image: alt]
 ι2
 ＝3，故

[image: alt]
 　或　[image: alt]


例11　设[image: alt]
 求f（x）和g（x）．

解：令[image: alt]
 于是有

[image: alt]


第一个方程两边取x→1的极限，第二个方程两边在［0，1］对x积分，可得[image: alt]


解之得

[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


例12　设闭区域D：x2
 ＋y2
 ≤y，x≥0，f（x，y）为D上的连续函数，且

[image: alt]


求f（x，y）．

解：记[image: alt]
 则[image: alt]


式两边分别在D上作二重积分得

﻿[image: alt]


即[image: alt]
 所以

[image: alt]


因此　　　　　　　　[image: alt]


题型132*
 　已知函数方程中含有偏导数条件或曲线积分与路径无关，求函数方程

思路启迪：建立微分方程，利用解微分方程的方法求解．





例13　设[image: alt]
 求f（x）．

解：令t＝xyz，u＝f（t），则[image: alt]
 而

[image: alt]


则3tf″（t）＋f′（t）＝0．

令p＝f′（t），则3tp′＋p＝0，两边积分得：[image: alt]
 即[image: alt]
 再积分得

[image: alt]


其中C1
 ，C2
 是任意常数．

例14　设曲线积分[image: alt]
 与路径无关，求f（x）．

解：[image: alt]


由题设，曲线积分与路径无关，所以[image: alt]
 则

[image: alt]


即[image: alt]
 根据一阶线性微分方程求解公式可得

﻿[image: alt]


其中C为任意常数．

13.2　不等式证明

题型133　存在一个点ξ∈（a，b），使得不等式成立或不等式通过变形，一端可写成[image: alt]
 或[image: alt]
 的命题的证明

思路启迪：利用拉格朗日中值定理证明．





例15　设b＞a＞0，证明：[image: alt]


证：令f（x）＝arctanx，由于f（x）在［a，b］上连续，在（a，b）内可导，则根据拉格朗日中值定理可知，存在一个点ξ∈（a，b），使[image: alt]
 即

[image: alt]


因为a＜ξ＜b，并且b＞a＞0，所以[image: alt]
 故

[image: alt]
 即[image: alt]


例16　设f″（x）在［0，a］（a＞0）上存在，且f（x）在（0，a）内取得最大值．证明：存在一个点ξ∈（0，a），使得[image: alt]


证：由题设知，存在一个τ∈（0，a），使得[image: alt]
 又f（x）在［0，a］上连续且可导（因为f″（x）在［0，a］上存在），则根据费尔马定理知f（τ）＝0，又由题设知，f″（x）在［0，a］，a＞0上存在，则f′（x）在［0，a］上连续，在（a，b）内可导，

由拉格朗日中值定理知，存在ξ1
 ∈（0，τ），ξ2
 ∈（τ，a），使

[image: alt]


则f′（a）－f′（0）＝（a－τ）f″（ξ2
 ）＋τf″（ξ1
 ），两边取绝对值，得

｜f′（a）－f′（0）｜＝｜（a－τ）f″（ξ2
 ）＋τf″（ξ1
 ）｜≤（a－τ）｜f″（ξ2
 ）｜＋τ｜f″（ξ1
 ）｜

令[image: alt]
 即｜f″（ξ）｜＝max｛f″（ξ1
 ），f″（ξ2
 ）｝，于是

｜f′（a）－f′（0）｜≤［（a－τ）＋τ］｜f″（ξ）｜

即　　　　　　　[image: alt]


题型134　在某一区间（a，b）不等式命题成立的证明

思路启迪：方法1　利用函数的单调增减性，一般需作辅助函数，具体证题程序如下：

（1）通过移项或恒等变形后移项使不等式一端为零，另一端即为所作的辅助函数F（x）．注意：由于要对所作辅助函数F（x）求导，所以要求其分母不含对数函数和反三角函数，避免求导麻烦！

（2）求F′（x），判别其符号，从而得出F（x）的单调增减性．

（3）求出F（a）、F（b）或F+
 （a）、F-
 （b），其中至少有一个为零或知道其符号．

（4）由（2）（3）即可得出证明．

方法2　辅助函数的作法与方法1类似，但是F（x）比较的不是函数的端点值，而是极值与最值．具体方法：

（1）作辅助函数F（x）；

（2）求F（x）在区间内的最大值或最小值；

（3）由方法2中的（2）即可得出证明．





例17　证明：当0＜x＜1时，[image: alt]


分析：[image: alt]


证：令[image: alt]
 则

[image: alt]


所以函数F（x）在区间（0，1）单调增加，而且[image: alt]
 所以对任意的0＜x＜1，有F（x）＞F+
 （0）＝0，即[image: alt]
 故对于0＜x＜1，[image: alt]
 [image: alt]
 成立．

例18　证明：对任意实数x，有[image: alt]


证：令[image: alt]
 则

[image: alt]


令F′（x）＝0，得x＝0，[image: alt]


﻿所以x＝0为F（x）在（-∞，+∞）内唯一的极小值点，于是x＝0为F（x）在（-∞，+∞）内的最小值点，即F（x）≥F（0）＝0，故对任意实数x，有[image: alt]


例19　设f（x）在［0，1］上连续，f（0）＝0，对任意的x∈（0，1），0＜f′（x）≤1．证明：

[image: alt]


证：令　　　　　　　　[image: alt]


则　　[image: alt]


对φ（t）求导得

φ′（t）＝2f（t）－2f（t）f′（t）＝2f（t）［1－f′（t）］

由题设知，对任意的x∈（0，1），0＜f′（x）≤1，则f（x）在区间（0，1）严格单调递增，又由题设知f（0）＝0，所以对于任意的t∈（0，1），有f（t）＞0，所以φ′（t）≥0，即φ（t）在区间（0，1）单调递增，由式（2）可知，φ（0）＝0，所以对于任意的t∈（0，1），有φ（t）≥0，从而F′（t）≥0；由式（1）可知，F（0）＝0，所以对于任意的t∈（0，1），有F（t）≥0，取t＝1，即[image: alt]
 成立．

题型135　文字不等式的证明

思路启迪：转化为函数不等式证明．方法如下：

分析或观察a，b出现的次数，若哪个大于等于2，则该文字设为x，移项（有时需要作其他简单变形），使不等式一端为零，而另一端即为所作函数．然后利用函数的单调增减性来证明不等式．





例20　设b＞a＞0，证明：[image: alt]


分析：原不等式⇔（a＋b）（ln b－ln a）－2（b－a）＞0．

将b改为x，则文字不等式转化为函数不等式（a＋x）（ln x－ln a）－2（x－a）＞0，x＞a．

证：令F（x）＝（a＋x）（ln x－ln a）－2（x－a），x＞a，则F（x）在［a，+∞）上二阶可导，且

[image: alt]


所以当x＞a时，F′（x）单调增加，即

[image: alt]


于是F（x）在［a，+∞）上单调增加，所以对b＞a＞0，有

[image: alt]


由此得到

（a＋b）（ln b－ln a）－2（b－a）＞0

﻿即　　　　　　　　[image: alt]


例21　设函数f（x）在［a，b］上连续，且f（x）＞0，证明：[image: alt]


证：令[image: alt]
 于是

[image: alt]


上式因为f（x）＞0，所以[image: alt]
 所以F（x）单调增加，于是，当b≥a时，有F（b）≥F（a）＝0，即

[image: alt]


题型136　函数f（x）二阶和二阶以上可导的不等式命题的证明

思路启迪：利用泰勒公式证明．证题程序如下：

（1）写出比最高阶导数低一阶的泰勒公式；

（2）恰当选择等式两边x与x0
 （不要认为展开点一定以x0
 为最合适，有时以x为佳），即可选：

左边＝f（x）；右边＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）＋…

有时为了方便，也可写成：

左边＝f（x0
 ）；右边＝f（x）＋f′（x）（x0
 －x）＋…

（3）根据所给的最高阶导数的大小或界对展开式进行放缩．





例22　设f（x）在［0，1］上连续，在（0，1）内二阶可导，f（0）＝f（1），｜f″（x）｜≤A．

证明：[image: alt]


证：将f（x）展成一阶泰勒公式：

[image: alt]


式（2）减式（1）得：[image: alt]
 且｜f″（x）｜≤A，则

[image: alt]


令[image: alt]
 故

﻿[image: alt]


例23　设f″（x）在［a，b］上存在，且f′（a）＝f′（b）＝0，证明：存在一个ξ∈（a，b），使得｜f″（ξ）｜≥[image: alt]


证：f（x）在x0
 ∈［a，b］处的一阶泰勒展开式为

[image: alt]


令[image: alt]
 x0
 ＝a代入式（1）得

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


式（3）减式（2）得

[image: alt]


则

[image: alt]


取[image: alt]
 即｜f″（ξ）｜＝max｛f″（ξ1
 ），f″（ξ2
 ）｝，则

[image: alt]


题型137　杂　例

1．利用形似法作辅助函数证明不等式

例24　设f（x）在（-∞，+∞）内可导且有界，又对任意x∈（-∞，+∞），恒有｜f（x）＋f′（x）｜≤1，证明：｜f（x）｜≤1．

分析：由结论很难作出辅助函数，只能从条件｜f（x）＋f′（x）｜≤1入手．令f（x）＋f′（x）＝0，可得ex
 f（x）＝C，可作辅助函数F（x）＝ex
 f（x）．

证：作辅助函数F（x）＝ex
 f（x），则F′（x）＝ex
 ［f（x）＋f′（x）］．得｜F′（x）｜≤ex
 ，即-ex
 ≤F′（x）≤ex
 ，则有

[image: alt]


故-1≤f（x）≤1，即｜f（x）｜≤1．

例25　证明：[image: alt]


﻿证：设[image: alt]
 则[image: alt]
 于是当x≥0时，φ（x）严格单调增加．

又｜a＋b｜≤｜a｜＋｜b｜，故φ（｜a＋b｜）≤φ（｜a｜＋｜b｜），即

[image: alt]


2．利用插值法证明不等式

例26　设[image: alt]
 上是非负可积且满足[image: alt]
 证明：

[image: alt]


分析：作辅助函数[image: alt]


证：令[image: alt]
 则F（x）≥0．所以

[image: alt]


即

[image: alt]


[image: alt]


又[image: alt]
 故

[image: alt]


3．引入参数法证明不等式

例27　假设f′（x）在［0，1］上连续，f（1）－f（0）＝1，证明：[image: alt]


分析：因为[image: alt]
 可从[image: alt]
 入手．

证：显然[image: alt]
 即[image: alt]
 所以判别式

[image: alt]


即

[image: alt]


4．利用变量代换法证明不等式

例28　设f（x）在（-∞，+∞）上连续，[image: alt]
 证明：ex
 ｜f（x）｜≤2．

证：令u＝et
 ，则t＝ln u，[image: alt]
 于是

﻿[image: alt]


故

[image: alt]


即

ex
 ｜f（x）｜≤2


第2篇　线性代数题型

第14章　行列式

●重要定理、公式和结论

14.1　重要定理和性质

1．行列式｜A｜的性质

（1）｜AT
 ｜＝｜A｜，行列式转置，值不变；

（2）交换两行（列），行列式变号；

（3）[image: alt]
 即一个常数乘以行列式等于这个常数乘以该行列式某行元素后所组成的新行列式．

注：｜kA｜≠k｜A｜，｜kA｜＝kn
 ｜A｜，A是n阶矩阵．

（4）[image: alt]


注：｜A±B｜≠A｜±｜B｜．

（5）将行列式某行（列）的k（常数）倍加到另一行（列）上去，其值不变．

注：可利用该性质将行列式变为三角形行列式．

2．行列式按行（列）展开定理

[image: alt]


14.2　重要结论

（1）设A，B为n阶方阵，则｜AB｜＝｜A｜｜B｜＝｜B｜｜A｜＝｜BA｜；

注：①一般AB≠BA，但｜AB｜＝｜BA｜；

②若A，B为非方阵，则｜AB｜≠｜BA｜．

（2）｜AT
 ｜＝｜A｜，｜A-1
 ｜＝｜A｜-1
 ，｜A*
 ｜＝｜A｜n－1
 ．

（3）[image: alt]
 A，B皆为方阵．

注：①[image: alt]
 （方法为一直作行交换）．

②[image: alt]
 （等号成立当且仅当AC＝CA）．

（4）范德蒙行列式．（要求记住形式和结论）

形式：[image: alt]
 （所有可能差项相乘）

注：若x1
 ，x2
 ，…，xn
 互不相等，则该行列式不等于零．

（5）设λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是A的n个特征值，则｜A｜＝λ1
 λ2
 …λn
 ．

一般地，设　　f（A）＝a0
 Am
 ＋a1
 Am－1
 ＋…＋am－1
 A＋am
 E

对应地，　　f（λ）＝a0
 λm
 ＋a1
 λm－1
 ＋…＋am－1
 λ＋am


则｜f（A）｜＝f（λ1
 ）f（λ2
 ）…f（λn
 ）．

（6）A～B（A，B相似），则｜A｜＝｜B｜，｜f（A）｜＝｜f（B）｜．

注：可通过特征值、矩阵相似求行列式．

●核心题型及思路启迪

题型138　与行列式的定义和性质相关的命题

思路启迪：行列式

[image: alt]


注：①n阶行列式的每一项是n个不同行不同列的元素的乘积．

②第1个下标按自然顺序排列，第2个下标为一个n级排列，即由不同行不同列的n个元素的排列，逆序数τ（j1
 …jn
 ）确定符号．其中任一排列i1
 i2
 …in
 的逆序数τ（i1
 i2
 …in
 ）可按下式计算：

τ（i1
 i2
 …in
 ）＝i1
 后边比i1
 小的数的个数＋i2
 后边比i2
 小的数的个数＋…＋in－1
 后边比in－1
 小的数的个数





﻿例1　填空题．

（1）在5阶行列式中，项a12
 a31
 a54
 a43
 a25
 的符号应取________；

（2）4阶行列式中，带负号且包含因子a23
 和a31
 的项为________；

（3）如果n阶行列式中，负项的个数为偶数，则n≥____；

（4）如果n阶行列式中等于零的元素个数大于n2
 －n，那么此行列式的值为________；

（5）在函数[image: alt]
 中，x3
 的系数是________．

解：（1）适当调整该项元素位置，使第一个下标按自然顺序排列，则第二个下标的排列为2 5 13 4，其逆序数为4，故取正号．

（2）由行列式的定义可知，包含因子a23
 和a31
 的项必为ali
 a23
 a31
 a4j
 ，其中i，j必为2，4或4，2，又此项符号为负，所以i31j为奇排列，从而i＝4，j＝2，故该项为a14
 a23
 a31
 a42
 ．

（3）n阶行列式中，共有n！项，其中正、负项各占一半，若负项的个数为偶数，必有n≥4．

（4）n阶行列式中，共有n2
 个元素，若等于零的元素个数大于n2
 －n，那么不等于零的元素个数就小于n，又n阶行列式的每一项是n个不同行不同列的元素的乘积，所以必定为零，故此行列式的值必定为零．

（5）根据行列式的定义，仅当a12
 a21
 a33
 a44
 这4个元素相乘时才能出现x3
 项，这时该项排列的逆序数为1，故含x3
 的项系数为-1．

题型139　数值型行列式的计算

1．低阶行列式的计算

思路启迪：（1）根据行或列的特点，利用行列式的性质化为上（下）三角形行列式

[image: alt]


（2）根据行列式展开定理或分块矩阵的性质降阶求解．





例2　计算下列行列式．

[image: alt]


解：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


注：利用性质时尽量将某些元素化为零，尽量不出现分式．［j］表示j列；（i）表示i行；↔表示行（或列）对调．

2．n阶行列式的计算

思路启迪：观察n阶行列式，一般利用以下方法：

（1）若行列式中有较多元素为零，则可直接用定义计算．

（2）若各行（或列）诸元素之和相等，可将各行（或列）加到同一行（或列）中去．

（3）对于三线型行列式，即除某一行、某一列、对角线或次对角线外，其余元素全为零，一般通过某行（或列）加上其余各行（或列）的一定倍数化为上三角形或下三角形行列式进行计算．

（4）对于所求行列式某一行（或列）至多有两个非零元素，一般对该行（或列）利用行列式按行（或列）展开定理降阶处理．

（5）利用递推公式或数学归纳法．

（6）拆分法，就是将行列式适当拆分为若干个同阶行列式之和．

（7）加边法，就是在值不变的情况下，对原行列式加上一行一列再进行计算．常见的加边方法为

[image: alt]


（8）利用已知行列式进行计算，特别是范德蒙行列式．

[image: alt]
 　（所有可能差项相乘）

若x1
 ，x2
 ，…，xn
 互不相等，则该行列式不等于零．

注：（1）～（4）为常用方法．





例3　计算行列式[image: alt]


解：此行列式刚好只有n个非零元素a1 n－1
 ，a2 n－2
 ，…，an－1 1
 ，ann
 ，故非零项只有一项：a1 n－1
 a2 n－2
 …an－1 1
 ann
 ，又τ[image: alt]
 所以

[image: alt]


例4　计算行列式[image: alt]


解：观察此行列式后发现，各行或各列元素之和均为a＋（n－1）b，于是

[image: alt]


[image: alt]


﻿[image: alt]


[image: alt]
 　（此时行列式变为下三角形）

＝［a＋（n－1）b］（a－b）n－1


注：请记住该题的结论．

例5　计算行列式[image: alt]


解：观察此行列式后发现，各行或各列元素之和均为[image: alt]
 于是

[image: alt]


[image: alt]
 　（从第n行开始，后一行减去前一行）

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 　（利用例4的结论）

﻿[image: alt]


例6　计算行列式[image: alt]


解：此行列式中除主对角线元素外，其余元素均为2，于是

[image: alt]
 　（此时，第1列只有a11
 ＝-1≠0）

[image: alt]


例7　计算行列式[image: alt]
 其中a1
 a2
 …an－1
 ≠0．

解：由于a1
 a2
 …an－1
 ≠0，可得a1
 ≠0，a2
 ≠0，…，an－1
 ≠0，所以用下式计算

[image: alt]


于是

[image: alt]


例8　计算n＋1阶行列式

[image: alt]


其中ai
 ≠0，bi
 ≠0（i＝1，2，…，n＋1）．

解：[image: alt]


[image: alt]


题型140　行列式的余子式或代数余子式线性组合的计算

思路启迪：利用行列式按行（列）展开定理

[image: alt]


其中Aij
 为代数余子式，Aij
 ＝（-1）i＋j
 Mij
 ，Mij
 为余子式，是将aij
 所在行列元素划掉后剩余元素按原来的位置排列组成的行列式．

由行列式按行（列）展开公式可知，反过来，若要求某行（列）的对应元素的代数余子式的线性组合

k1
 Aj1
 ＋…＋kn
 Ajn
 　　或　　ι1
 A1k
 ＋…＋ιn
 Ank


则有　　[image: alt]


或　[image: alt]


即转化为一个n阶行列式的计算．





﻿例9　已知[image: alt]
 求A13
 ＋A23
 ＋2A43
 ．

解：因为A13
 ＋A23
 ＋2A43
 ＝A13
 ＋A23
 ＋0·A33
 ＋2A43
 ．

将[image: alt]
 的第3列转化为（1，1，0，2）T
 ，故

[image: alt]


例10　设5阶行列式[image: alt]
 试求：

（1）A21
 ＋A22
 ＋A23
 及A24
 ＋A25
 ；

（2）A31
 ＋A32
 ＋A33
 及A34
 ＋A35
 ．

其中Aij
 是D的元素aij
 的代数余子式，j＝1，2，3，4，5．

解：（1）由于A21
 ，A22
 ，A23
 ，A24
 ，A25
 是D的第2行各个元素的代数余子式，而第1行的前3个元素相同，后两个元素相同，此外第3行也具有相同特性，所以将D按第1行和第3行展开有

[image: alt]


即

[image: alt]


解方程组得A21
 ＋A22
 ＋A23
 ＝0，A24
 ＋A25
 ＝0．

（2）由解（1）的分析可得

[image: alt]


即

[image: alt]


解方程组得[image: alt]


﻿例11　设4阶行列式[image: alt]
 求它的第4行各元素的余子式M41
 ＋M42
 ＋M43
 ＋M44
 之和．其中M4j
 是D的元素a4j
 的余子式，j＝1，2，3，4．

解：由于a41
 A41
 ＋a42
 A42
 ＋a43
 A43
 ＋a44
 A44
 ＝D，所以

a41
 （-M41
 ）＋a42
 M42
 ＋a43
 （-M43
 ）＋a44
 M44
 ＝D　　（1）

当a41
 ＝-1，a42
 ＝1，a43
 ＝-1，a44
 ＝1时，式（1）左边成为M41
 ＋M42
 ＋M43
 ＋M44
 ，于是

[image: alt]


题型141　计算抽象行列式

思路启迪：（1）利用行列式的性质；

（2）利用特征值、相似矩阵的性质计算行列式．

①设λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是A的n个特征值，则｜A｜＝λ1
 λ2
 …λn
 ．

一般地，设　　f（A）＝a0
 Am
 ＋a1
 Am－1
 ＋…＋am－1
 A＋am
 E

对应地，　　f（λ）＝a0
 λm
 ＋a1
 λm－1
 ＋…＋am－1
 λ＋am


则｜f（A）｜＝f（λ1
 ）f（λ2
 ）…f（λn
 ）．

②A～B（A，B相似），则｜A｜＝｜B｜，｜f（A）｜＝｜f（B）｜．





例12　填空题．

（1）设A为3×3阶矩阵，｜A｜＝-2，把A按列分块为A＝（A1
 ，A2
 ，A3
 ），其中Aj
 （j＝1，2，3）是A的第j列，则｜A3
 －2A1
 ，3A2
 ，A1
 ｜＝________．

（2）设A为3阶方阵，且｜A｜＝4，则[image: alt]


（3）设A为3阶矩阵，B为4阶方阵，且｜A｜＝1，｜B｜＝-2，则｜｜B｜A｜＝________．

（4）若α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ，β2
 都是四维列向量，且4阶行列式｜（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ）｜＝m，｜（α1
 ，α2
 ，β2
 ，α3
 ）｜＝n，则4阶行列式｜（α3
 ，α2
 ，α1
 ，β1
 ＋β2
 ）｜＝________．

（5）设α1
 ，α2
 ，α3
 均为三维列向量，记矩阵A＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ），B＝（α1
 ＋α2
 ＋α3
 ，α1
 ＋2α2
 ＋4α3
 ，α1
 ＋3α2
 ＋9α3
 ），如果｜A｜＝1，那么｜B｜＝________．

解：（1）此题需要综合应用行列式的性质．

[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）｜｜B｜A｜＝｜B｜3
 ｜A｜＝（-2）3
 ·1＝-8．

（4）利用行列式的性质，有

[image: alt]


（5）由题设进行转化

[image: alt]


于是有[image: alt]


注：第（5）小题中已知行列式｜A｜，要求与之相关的行列式｜B｜时，要想到利用矩阵的性质写出矩阵B的列向量组关于矩阵A的列向量组的线性表示式，关键是转化为用矩阵乘积形式表示．一般地，若

[image: alt]


则有　　　　[image: alt]


例13　填空题．

（1）若4阶矩阵A与B相似，矩阵A的特征值为2，3，4，5，则行列式｜B－E｜＝________．

（2）设A＝ααT
 ，其中α为三维列向量，且αT
 α＝2，则行列式｜E－An
 ｜＝________．

解：（1）根据相似矩阵有相同的特征值，导出矩阵B的特征值也为2，3，4，5．因此B－E的特征值为1，2，3，4，于是B－E的行列式等于其特征值之积，即｜B－E｜＝24．

（2）由Aα＝（ααT
 ）α＝2α可知A的一个特征值为2；若取垂直于α的两个线性无关的三维向量γ1
 ，γ2
 ，则有Aγ1
 ＝（ααT
 ）γ1
 ＝α（αT
 γ1
 ）＝0；同理Aγ2
 ＝0，所以0是A的二重特征值．因此，A的特征值为2，0，0，于是E－An
 的特征值为1－2n
 ，1，1，故｜E－An
 ｜＝1－2n
 ．

例14　已知A，B是3阶矩阵，2，3，4为A的三个特征值，[image: alt]
 且A，B满足式B2
 ＋2AB＋A－B＝E，求行列式｜B2
 ＋BA｜．

解：本题要求｜B2
 ＋BA｜，但是条件中没有BA，可利用行列式的性质进行转换．

｜B2
 ＋BA｜＝｜B（B＋A）｜＝｜（B＋A）B｜＝｜B2
 ＋AB｜

﻿而B2
 ＋AB＝E＋B－A－AB＝（E＋B）（E－A），所以

｜B2
 ＋AB｜＝｜E＋B｜｜E－A｜

因为

[image: alt]


｜E－A｜＝（1－2）（1－3）（1－4）＝-6

所以｜B2
 ＋BA｜＝｜B2
 ＋AB｜＝｜E＋B｜｜E－A｜＝（-12）·（-6）＝72．

例15　已知3阶非零实矩阵A＝（aij
 ）3×3
 满足aij
 ＝Aij
 （i，j＝1，2，3），其中Aij
 为元素aij
 的代数余子式，r（A＋E）＝2，方程组（A＋2E）x＝0存在非零解，求行列式｜A－E｜．

解：由r（A＋E）＝2及方程组（A＋2E）x＝0存在非零解可知

｜A＋E｜＝0　　｜2A＋E｜＝0

则A有特征值-1，-2．又由aij
 ＝Aij
 （i，j＝1，2，3）可得

｜AA*
 ｜＝｜AAT
 ｜＝｜A｜2
 ，｜AA*
 ｜＝｜A｜3
 ⇒｜A｜＝0或｜A｜＝1

因为A非零，所以A中存在非零元素，不妨设a11
 ≠0，于是

[image: alt]


所以有｜A｜＝1，故

[image: alt]
 　　（因为λ1
 ＝-1，λ2
 ＝-2）

所以

[image: alt]




第15章　矩　阵

●重要定理、公式和结论

15.1　矩阵的运算性质

（1）矩阵的相等：相等的矩阵必须是同阶矩阵，即具有相同的行数和列数，设A＝（aij
 ）m×n
 ，B＝（bij
 ）m×n
 则A＝B⇔aij
 ＝bij
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n）．

（2）矩阵的和与差：设A＝（aij
 ）m×n
 ，B＝（bij
 ）m×n
 ，则A±B＝（aij
 ±bij
 ）m×n
 ，即两个同阶矩阵相加（减），为其所有对应元素相加（减）．

（3）数乘矩阵：kA＝k（aij
 ）m×n
 ＝（kaij
 ）m×n
 ．矩阵的加法和数乘运算内满足下列运算规律：

①交换律　A＋B＝B＋A．

②结合律　（A＋B）＋C＝A（B＋C），（kι）A＝（kι）A．

③分配律　k（A＋B）＝kA＋kB，（k＋ι）A＝kA＋ιA．

以上A，B，C都是m×n阶矩阵，k，ι为数．

（4）矩阵的乘法：设A＝（aij
 ）m×s
 ，B＝（bij
 ）s×n
 ，则矩阵A，B的乘积为Am×s
 Bs×n
 ＝Cm×n
 ，其中cij
 ＝ai1
 b1j
 ＋…＋ais
 bsj
 ．矩阵乘法满足下列运算规律：

结合律　（AB）C＝A（BC）．

分配律　（A＋B）C＝AC＋BC，C（A＋B）＝CA＋CB．

数与乘积的结合律　（kA）B＝A（kB）＝k（AB）．

注：①AB≠BA；②AB＝O⇏A＝O或B＝O．

（5）方阵的幂：对方阵A，定义Ak
 ＝A·A…A（k个A相乘）为A的k次幂．特别地，若存在整数m，使得Am
 ＝O，则称A为幂零矩阵．方阵的幂满足下列运算规律：

Ak
 Am
 ＝Ak＋m
 　　（Ak
 ）m
 ＝Akm
 　　（k，m为正整数）

15.2　重要结论

1．三种运算

取转置AT
 、取逆A-1
 、取伴随A*
 三者之间的关系如下：

（1）（AT
 ）T
 ＝A，（AB）T
 ＝BT
 AT
 ，（kA）T
 ＝kAT
 ，（A±B）T
 ＝AT
 ±BT
 ；

（2）（A-1
 ）-1
 ＝A，（AB）-1
 ＝B-1
 A-1
 ，（kA）-1
 ＝[image: alt]
 A-1
 ，（A±B）-1
 ≠A-1
 ±B-1
 ；

（3）（A*
 ）*
 ＝｜A｜n－2
 A，（AB）*
 ＝B*
 A*
 ，（kA）*
 ＝kn－1
 A*
 ，（A±B）*
 ≠A*
 ±B*
 ；

（4）（AT
 ）-1
 ＝（A-1
 ）T
 ，（AT
 ）*
 ＝（A*
 ）T
 ，（A-1
 ）*
 ＝（A*
 ）-1
 ．

2．有关A-1
 的结论

（1）｜A｜≠0；

（2）r（A）＝n；

（3）A的行（列）向量组线性无关；

（4）Ax＝0只有零解；

（5）A无零特征值．

3．有关A*
 的结论

（1）AA*
 ＝A*
 A＝｜A｜E；

（2）若A可逆，则A*
 ＝｜A｜A-1
 ；

（3）｜A*
 ｜＝｜A｜n－1
 ，（A*
 ）*
 ＝｜A｜n－2
 A，（kA*
 ）＝kn－1
 A*
 ；

（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


●核心题型及思路启迪

15.3　逆矩阵

题型142　有关逆矩阵的计算问题

思路启迪：（1）若A为数字型，求A-1
 ，则一般用以下方法：

①[image: alt]
 （当n≥3，A*
 求解较麻烦，不适合用这种方法），当A为二阶时，[image: alt]
 主对角换位，次对角线换符号．

②用行初等变换[image: alt]
 适用于n≥3的情形，特别是n＝3．

③用分块矩阵求逆（n≥4时）．

[image: alt]


﻿[image: alt]


（2）若A为抽象矩阵，求A-1
 ，则一般用定义；若A满足f（A）＝0，凑出AB＝E的形式，则A＝B-1
 ．





例1　设[image: alt]
 求（A－2E）-1
 ．

解：[image: alt]
 用初等变换法：

[image: alt]


[image: alt]


﻿故　　　　　　　　[image: alt]


注：kA为k乘以A中的每个元素，即kA＝（kaij
 ）．

例2　设[image: alt]
 求A-1
 ．

解：用分块矩阵法．设[image: alt]
 则[image: alt]


又因为[image: alt]
 　（伴随矩阵法）

[image: alt]
 　（伴随矩阵法）

所以　　　　　　[image: alt]


故　　　　　　　　　　[image: alt]


例3　已知n阶矩阵A满足A2
 －A－5E＝O，求（A－3E）-1
 ．

解：首先设法分解出因子A－3E．

由A2
 －A－5E＝O可得A2
 －A－6E＝-E，即有（A＋2E）（A－3E）＝-E，即

（-A－2E）（A－3E）＝E

故（A－3E）-1
 ＝-A－2E．

注：对于题设条件为矩阵等式，讨论某矩阵的可逆性、求逆矩阵问题时，一般都是将已知等式化为“□·□＝E”的形式进行分析，记住“求谁就分解出谁”，即“□”中之一必须为所求矩阵．

例4　已知X，Y是n维列向量，满足XT
 Y＝2，令A＝E＋XYT
 ，求（A＋E）-1
 ．

分析：设[image: alt]
 则

﻿[image: alt]
 为一数值．

[image: alt]
 为一矩阵．

解：令XYT
 ＝B，于是A＝E＋XYT
 ＝E＋B．又B2
 ＝XYT
 ·XYT
 ＝X（YT
 X）YT
 ＝2B，而A－E＝B，从而（A－E）2
 ＝2（A－E），即A2
 －4A＋3E＝O．

因为A2
 －4A－5E＝-8E，可化为（A＋E）（A－5E）＝-8E，也可为

[image: alt]


故　　　　　　　　　　[image: alt]


题型143　矩阵可逆的证明

思路启迪：（1）对于矩阵A已给出具体元素的形式，一般验证｜A｜是否等于0．若｜A｜≠0，则A可逆；否则，不可逆．

（2）对于矩阵A为抽象的形式，一般寻找一个与A同阶的方阵B，若AB＝kE（k≠0），即可证明A可逆．

（3）A可逆⇔Ax＝0只有零解．





例5　已知A为n阶矩阵，E为n阶单位阵，且（A－E）2
 ＝3（A＋E）2
 ，则①A可逆；②A＋E可逆；③A＋2E可逆；④A＋3E可逆，以上结论中正确的有（　　）．

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）4个

分析：利用矩阵可逆的定义或性质即可．

解：由（A－E）2
 ＝3（A＋E）2
 可得

A2
 －2A＋E＝3（A2
 ＋2A＋E）⇒A2
 ＋4A＋E＝O

于是

A（A＋4E）＝-E，则A可逆；

A2
 ＋4A＋3E＝2E⇒（A＋E）（A＋3E）＝2E，则A＋E，A＋3E可逆；

A2
 ＋4A＋4E＝3E⇒（A＋2E）2
 ＝3E，则A＋2E可逆．

故本题选（D）．

例6　设A，B都是n阶矩阵，已知A－E，B都可逆，且（A－E）-1
 ＝B*
 －E，证明：A可逆，并求它的逆矩阵．

分析：矩阵乘法不满足交换律，与矩阵相交换有联系的主要是逆矩阵的定义式．因此，在计算或证明中，若涉及到矩阵相交换的情形，则应尽量从逆矩阵的定义着手分析．

证：由（A－E）-1
 ＝B*
 －E可得（A－E）（B*
 －E）＝E，即AB*
 －A－B*
 ＝O．

所以有A（B*
 －E）＝B*
 ．因为B可逆，所以B*
 可逆，所以A（B*
 －E）（B*
 ）-1
 ＝E，故A﻿可逆，且[image: alt]


15.4　矩阵的运算

题型144　有关矩阵运算的命题

思路启迪：利用矩阵的运算性质．若求An
 ，则一般利用以下方法：

（1）求出A2
 ，A3
 ，…，找出规律，用数学归纳法证．

（2）若r（A）＝1，则[image: alt]
 且

[image: alt]


（3）[image: alt]






例7　填空题．

（1）设[image: alt]
 则当且仅当B2
 ＝________时，A2
 ＝A．

（2）A2
 －B2
 ＝（A＋B）（A－B）的充分必要条件是________．

解：（1）[image: alt]
 故应填E．

（2）A2
 －B2
 ＝（A＋B）（A－B）⇔O＝AB－BA⇔AB＝BA，故应填AB＝BA．

例8　单项选择题．

（1）设A，B为n阶对称矩阵，则下面四个结论中不正确的是（　　）．

（A）A＋B也是对称矩阵

（B）AB也是对称矩阵

（C）Am
 ＋Bm
 （m为正整数）也是对称矩阵

（D）BAT
 ＋ABT
 也是对称矩阵

（2）设A，B，C为n阶方阵，若AB＝BA，AC＝CA，则ABC等于（　　）．

（A）ACB

（B）CBA

（C）BCA

（D）CAB

解：（1）利用枚举法，逐项计算转置，看是否为对称矩阵即可．因为（AB）T
 ＝BT
 AT
 ＝BA，但一般BA≠AB，故（B）为应选答案．

（2）ABC＝（BA）C＝B（AC）＝BCA，故（C）为正确答案．

例9　设[image: alt]
 求An
 ．

解：方法1　用数学归纳法．

因为[image: alt]


一般地，设[image: alt]
 则

[image: alt]


由数学归纳法知[image: alt]


方法2　利用对角阵和主对角线为零的上三角阵幂的特点进行计算．

令[image: alt]
 其中[image: alt]
 则

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以Bk
 ＝O（k≥2），所以

[image: alt]


例10　已知矩阵[image: alt]
 求矩阵A，A2
 和A100
 ．

分析：计算方阵的高次幂是一种常见的题型，除用数学归纳法外，还应注意结合方阵本身的特征进行讨论．本题的关键是注意到A的秩为1，则A可表示为

[image: alt]


PQ为矩阵，而QP为数值，利用矩阵乘法的结合律A2
 ＝PQ·PQ＝P（QP）Q＝6PQ达到简化的目的．

解：[image: alt]


A2
 ＝PQ·PQ＝P（QP）Q＝6PQ＝6A，A3
 ＝A2
 ·A＝6A·A＝6A2
 ＝62
 A．

一般地，设Ak－1
 ＝6k－2
 A，则Ak
 ＝Ak－1
 ·A＝6k－2
 A·A＝6k－1
 A．

根据数学归纳法，有Ak
 ＝6k－1
 A，于是

[image: alt]


例11　已知AP＝PB，其中[image: alt]
 求A及A5
 ．

分析：观察此题，B是对角阵，Bk
 可以很方便地求出来．

解：先求出[image: alt]
 因为AP＝PB，所以

[image: alt]


题型145　求矩阵的行列式

思路启迪：本题型通过给出与行列式相关联的方阵、伴随阵、逆矩阵、向量在指定运算下所构成的行列式的计算，达到考核这些概念的运算性质、行列式的性质等目的，因此这些概念及性质务必非常熟悉．





例12　已知A2
 B－A－B＝E，[image: alt]
 求｜B｜．

分析：本题求矩阵的行列式，先对已知矩阵方程进行变换，然后再求解．

解：　　　A2
 B－A－B＝E⇒（A2
 －E）B＝A＋E⇒（A＋E）（A－E）B＝（A＋E）⇒｜A＋E｜｜A－E｜｜B｜＝｜A＋E｜

而[image: alt]
 所以

[image: alt]


例13　设A为3阶方阵，A*
 为A的伴随矩阵，且[image: alt]
 试求｜（3A）-1
 －2A*
 ｜．

解：因为[image: alt]
 且[image: alt]
 所以

[image: alt]


例14　设A是n阶矩阵，满足AAT
 ＝E（E是n阶单位矩阵，AT
 是A的转置），｜A｜＜0，试求：｜A＋E｜．

分析：为了计算｜A＋E｜，需要利用已知条件AAT
 ＝E，可以这样考虑：

（1）直接把｜A＋E｜中的E用AAT
 代替；

（2）矩阵A＋E右乘以AT
 ，然后取行列式．

解：方法1　因为

｜A＋E｜＝｜A＋AAT
 ｜＝｜A｜｜E＋AT
 ｜＝｜A｜｜（E＋A）T
 ｜＝｜A｜｜E＋A｜

所以（1－｜A｜）｜A＋E｜＝0．又因为｜A｜＜0，所以1－｜A｜＞0，故｜A＋E｜＝0．

方法2　矩阵A＋E右乘以AT
 ，并取行列式得

｜（A＋E）AT
 ｜＝｜AAT
 ＋AT
 ｜＝｜E＋AT
 ｜＝｜（E＋A）T
 ｜＝｜E＋A｜

即｜A＋E｜｜AT
 ｜＝｜E＋A｜，从而有（1－｜A｜）｜A＋E｜＝0，又因为｜A｜＜0，所以1－｜A｜＞0，故｜A＋E｜＝0．

例15　设

[image: alt]


则｜A｜中Ak1
 ＋Ak2
 ＋…＋Akn
 ＝________．

解：[image: alt]


[image: alt]


则　　　　　　[image: alt]


题型146　与伴随矩阵相关的命题

思路启迪：一般利用A*
 的性质和结论进行讨论．特别是AA*
 ＝A*
 A＝｜A｜E．





例16　设A，B都是n阶矩阵，A*
 是A的伴随矩阵，已知｜A｜＝2，｜B｜＝-3，求｜2A*
 B-1
 ｜．

解：[image: alt]


例17　已知3阶矩阵A的逆矩阵为[image: alt]
 试求伴随矩阵A*
 的逆矩阵．

解：因为A*
 ＝｜A｜A-1
 ，所以[image: alt]


求[image: alt]
 的逆矩阵，用初等行变换法，得

[image: alt]


所以[image: alt]
 又因为｜A-1
 ｜＝2，所以

[image: alt]


例18　设A为n阶可逆矩阵，且A2
 ＝｜A｜E．证明：A的伴随阵A*
 ＝A．

证：因为A为n阶可逆矩阵，所以A*
 ＝｜A｜A-1
 ＝｜A｜EA-1
 ＝A2
 A-1
 ＝A．

例19　设A＝（aij
 ）为n阶方阵，满足AAT
 ＝E，｜A｜＝1．证明：aij
 ＝Aij
 （i，j＝1，2，…，n），其中Aij
 为A中元素aij
 的代数余子式．

证：由题设可知AAT
 ＝E，又根据公式AA*
 ＝A*
 A＝｜A｜E可知AA*
 ＝E，所以AA*
 ＝AAT
 ，两边同时左乘以A-1
 ，得A*
 ＝AT
 ，即（Aji
 ）＝（aij
 ）T
 ＝（aji
 ），亦即aij
 ＝Aij
 （i，j＝1，2，…，n）．

15.5　初等矩阵

题型147　有关初等变换和初等矩阵的命题

思路启迪：（1）利用初等矩阵的定义、性质及与初等变换的关系．对矩阵A施行一次初等行（列）变换，相当于左（右）乘以同类型的初等矩阵．

（2）三种初等行（列）变换：

①交换两行（列）；

②某行（列）乘以某常数k倍；

③某行（列）的k倍加到另一行（列）．

（3）单位阵E通过以上三种初等变换所得的矩阵，分别记为：

Eij
 ，Ei
 （k）（k ≠ 0），Eij
 （k）（或E（i，j＋i（k）））

性质如下：

[image: alt]






例20　设A是3阶矩阵，将A的第1行的（-3）倍加到第3行得到A1
 ，将B的第1列乘以（-3）得到B1
 ，若[image: alt]
 求AB．

解：由题意可得

[image: alt]


则

[image: alt]


又因为PA＝A1
 ⇒A＝P-1
 A1
 ，BQ＝B1
 ⇒B＝B1
 Q-1
 ，所以

[image: alt]


﻿[image: alt]


注：要注意到[image: alt]
 是初等矩阵．

[image: alt]
 是对[image: alt]
 施行将第1行乘以3加到第3行的初等变换．

[image: alt]
 是对[image: alt]
 施行对第1列乘以[image: alt]
 的初等变换．

例21　设A是3阶方阵，将A的第1列与第2列交换得B，再把B的第2列加到第3列得C，则满足AQ＝C的可逆矩阵Q为（　　）．

[image: alt]


分析：根据矩阵的初等变换与初等矩阵之间的关系，对题中给出的行（列）变换通过左（右）乘以一相应的初等矩阵来实现．

解：由题意[image: alt]
 所以

[image: alt]


从而[image: alt]
 故本题选（D）．

例22　设

[image: alt]


﻿[image: alt]


其中A可逆，则B-1
 等于（　　）．

（A）A-1
 P1
 P2


（B）P1
 A-1
 P2


（C）P1
 P2
 A-1


（D）P2
 A-1
 P1


分析：本题考查初等变换与初等矩阵之间的关系以及初等矩阵的逆矩阵．本题只要观察出A与B之间的变换关系，再由初等矩阵[image: alt]
 的关系就可得到正确选项．

解：因为矩阵B是由矩阵A交换第2，3列和第1，4列所得（此处无先后顺序），故有

B＝AP2
 P1
 　或　B＝AP1
 P2


对式两端求逆，并考虑到[image: alt]
 可得

[image: alt]
 　或　[image: alt]


可见（C）项正确，故本题选（C）．



第16章　向　量

●重要定理、公式和结论

16.1　重要结论

1．有关线性相关性的结论

（1）设α1
 ，α2
 ，…，αn
 为n维列向量，

①若m＝n，则α1
 ，α2
 ，…，αn
 线性无关（相关）⇔｜（α1
 ，α2
 ，…，αn
 ）｜＝0（≠0）；

②若m＞n，则α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关；

③若m＜n（重点），A＝（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）→阶梯形（初等变换），可得r（A）＝r．

若r＝m，则α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关；若r＜m，则α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关．

（2）设α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，则每个向量对应添加分量后，仍线性无关；若α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关，则每个向量对应去掉某些分量后，仍线性相关．

（3）向量组整体无关，则部分组线性无关；若部分组线性相关，则整体相关．

（4）若α1
 ，…，αs
 可由β1
 ，…，βt
 线性表出，且s＞t，则α1
 ，…，αs
 线性相关；若α1
 ，…，αs
 线性无关，则s≤t．

2．有关线性表示的结论

（1）α1
 ，…，αs
 线性相关⇔至少有一个向量可由其余向量线性表示；

（2）若α1
 ，…，αs
 线性无关，α1
 ，…，αs
 ，β线性相关，则β可由α1
 ，…，αs
 唯一线性表示．

注：①β可由α1
 ，…，αs
 线性表示⇔r（α1
 ，…，αs
 ）＝r（α1
 ，…，αs
 ，β）；②非齐次方程组有解⇔[image: alt]


3．有关秩的结论

（1）α1
 ，…，αs
 可由β1
 ，…，βt
 线性表出，则r（α1
 ，…，αs
 ）≤r（β1
 ，…，βt
 ）．

（2）r（Am×n
 ）≤min（m，n），A≠O，r（A）≥1．

（3）r（A）＝r（AT
 ）＝r（kA），k≠0．

（4）r（A±B）≤r（A）＋r（B）．

（5）Am×n
 Bn×s
 ＝O，则r（A）＋r（B）≤n．

（6）r（AB）≤min｛r（A），r（B）｝．

①A可逆或r（Am×n
 ）＝n，则r（AB）＝r（B）；

②B可逆或r（Bn×s
 ）＝n，则r（AB）＝r（A）．

（7）r（Am×n
 ）＝n⇔Ax＝0只有零解．

（8）[image: alt]


﻿●核心题型及思路启迪

16.2　向量题型

题型148　讨论向量组的线性相关性

思路启迪：判定向量组的线性相关性可用如下方法：

（1）利用定义．

对于向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 ，设k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋ks
 αs
 ＝0：

①若存在不全为零的k1
 ，k2
 ，…，ks
 使上式成立，则α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关；

②若当且仅当k1
 ＝k2
 ＝…＝ks
 上式才成立，则α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关．

证明线性无关时，还可用反证法处理．

（2）利用矩阵的秩或行列式．

设有m个n维列向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，若A＝（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ），

①若m＝n，则当｜A｜≠0时，α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关；否则线性相关．

②若m＜n，一般用初等变换求矩阵的秩．

则当r（A）＝m时，α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关；当r（A）＜m时，α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性相关．

（3）判定由线性无关向量组Ⅰ线性表示的向量组Ⅱ的线性相关性问题时，可利用如下方法：

设Ⅰ：α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，Ⅱ：β1
 ，β2
 ，…，βs
 ，且

[image: alt]


即

[image: alt]


＝（α1
 　α2
 　…　αm
 ）A．

则当r（A）＝s时，β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性无关；r（A）＜s时，β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性相关．

注：①单个非零向量线性无关．

②含有零向量的向量组一定线性相关．

③基本单位向量组ε1
 ＝（1，0，…，0），ε2
 ＝（0，1，…，0），…，εn
 ＝（0，0，…，1）一定线性无关．

④两个向量线性相关的充要条件是对应元素成比例．

⑤若α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，则每个向量对应添加分量后，仍线性无关；若α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性相关，则每个向量对应去掉某些分量后，仍线性相关．

⑥向量组整体无关，则部分组线性无关；若部分组线性相关，则整体相关．





例1　设向量组α1
 ＝（a，0，c），α2
 ＝（b，c，0），α3
 ＝（0，a，b）线性无关，则a，b，c必满足________．

分析：因为α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，则以α1
 ，α2
 ，α3
 为行向量组成的矩阵的行列式不为零，即可求得a，b，c所满足的关系式．

解：设以α1
 ，α2
 ，α3
 为行向量组成的矩阵为A，则[image: alt]
 由于α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，所以｜A｜≠0，即abc≠0．

例2　已知向量组α1
 ＝（1，1，2，1）T
 ，α2
 ＝（1，0，0，2）T
 ，α3
 ＝（-1，-4，-8，k）T
 线性相关，求k．

解：向量个数小于维数，故用矩阵的秩讨论．利用初等变换法化阶梯形．

[image: alt]


可见，当k＝2时，r（A）＝2＜3，这时向量组α1
 ，α2
 ，α3
 才是线性相关的，所以k＝2．

例3　设A是n阶矩阵，x是n维列向量，若对某一正整数k有Ak－1
 x≠0，但Ak
 x＝0（规定A0
 为n阶单位矩阵），试证明：向量组x，Ax，…，Ak－1
 x线性无关．

证：设有k个常数λ1
 ，λ2
 ，…，λk
 使得

λ1
 x＋λ2
 Ax＋…＋λk
 Ak－1
 x＝0　　　　（1）

式（1）的两边分别左乘以Ak－1
 可得

λ1
 Ak－1
 x＋λ2
 Ak
 x＋…＋λk
 A2k－2
 x＝0．

由于Ak
 x＝Ak＋1
 x＝…＝A2k－2
 x＝0，所以λ1
 Ak－1
 x＝0，而Ak－1
 x≠0，所以λ1
 ＝0．代入式（1）得

λ2
 Ax＋…＋λk
 Ak－1
 x＝0

式（2）的两边分别左乘以Ak－2
 可得λ2
 Ak－1
 x＋λ3
 Ak
 x＋…＋λk
 A2k－3
 x＝0．

由于Ak
 x＝Ak＋1
 x＝…＝A2k－3
 x＝0，所以λ2
 Ak－1
 x＝0，而Ak－1
 x≠0，所以λ2
 ＝0．代入式（2）得

﻿λ3
 A2
 x＋…＋λk
 Ak－1
 x＝0．

以此类推得λ3
 ＝…＝λk
 ＝0．

由上可知当且仅当λ1
 ＝λ2
 ＝…＝λk
 ＝0时式（1）才成立，故向量组x，Ax，…，Ak－1
 x线性无关．

例4　设向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关，β1
 可由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，β2
 不能由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，试证明：α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β1
 ＋β2
 线性无关．

证：利用反证法．

假设α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β1
 ＋β2
 线性相关，则由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关可知β1
 ＋β2
 可由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，即存在常数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使得下式成立

β1
 ＋β2
 ＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm
 　　（1）

由于β1
 可由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，则存在常数ι1
 ，ι2
 ，…，ιm
 ，使得下式成立

β1
 ＝ι1
 α1
 ＋ι2
 α2
 ＋…＋ιm
 αm
 　　（2）

于是由式（1）、（2）可得

β2
 ＝（k1
 －ι1
 ）α1
 ＋（k2
 －ι2
 ）α2
 ＋…＋（km
 －ιm
 ）αm


即β2
 可由α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，这与题设矛盾，所以α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β1
 ＋β2
 线性无关．

例5　设向量组α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关，β＝λ1
 α1
 ＋λ2
 α2
 ＋…＋λs
 αs
 ，其中λi
 ≠0，试证明：β替换αi
 后的向量组α1
 ，α2
 ，…，αi－1
 ，β，αi＋1
 ，…，αs
 线性无关．

证：因为[image: alt]
 所以

（α1
 　α2
 　…　αi－1
 　β　αi＋1
 　…　αs
 ）＝

[image: alt]


而[image: alt]
 故α1
 ，α2
 ，…，αi－1
 ，β，αi＋1
 ，…，αs
 线性无关．

﻿例6　α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β为m＋1（m＞1）个列向量，且β＝α1
 ＋α2
 ＋…＋αm
 ．试证明：向量组β－α1
 ，β－α2
 ，…，β－αm
 线性无关的充分必要条件是α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关．

证：　　[image: alt]


记[image: alt]
 则｜A｜＝（-1）m－1
 （m－1）≠0，所以当α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关时，β－α1
 ，β－α2
 ，…，β－αm
 线性无关，充分性得证．

下面证明必要性．

由式（1）知（α1
 　α2
 　…　αm
 ）＝（β－α1
 　β－α2
 　…　β－αm
 ）A-1
 ，而｜A-1
 ｜≠0，所以当β－α1
 ，β－α2
 ，…，β－αm
 线性无关时，α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关．

综上所述，向量组β－α1
 ，β－α2
 ，…，β－αm
 线性无关的充分必要条件是α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关．

例7　设αi
 ＝（ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ）T
 （i＝1，2，…，r；r＜n）是n维实向量，且α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性无关．已知β＝（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）T
 是线性方程组

[image: alt]


的非零解向量，试判断向量组α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，β的线性相关性．

分析：对于抽象的向量组，一般根据向量组线性相关性定义判断α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，β的线性相关性．

解：设有一组数k1
 ，k2
 ，…，kr
 ，k，使得

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kr
 αr
 ＋kβ＝0　　　　（1）

式（1）两边都左乘以βT
 ，得

k1
 （βT
 α1
 ）＋k2
 （βT
 α2
 ）＋…＋kr
 （βT
 αr
 ）＋k（βT
 β）＝0　　（2）

由于β是所给线性方程组的解向量，所以有βT
 αi
 ＝0（i＝1，2，…，r），代入式（2）得k（βT
 β）＝0，于是由βT
 β≠0得k＝0，因此式（1）成为

k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋kr
 αr
 ＝0

由α1
 ，α2
 ，…，αr
 线性无关，得ki
 ＝0（i＝1，2，…，r）．

由上可知，式（1）仅在k1
 ，k2
 ，…，kr
 ，k全为零时成立，所以α1
 ，α2
 ，…，αr
 ，β线性无关．

题型149　求向量组的极大线性无关组和秩

思路启迪：求向量组的极大线性无关组一般用初等行变换法，首先将向量组的各向量作为矩阵的列，然后对上述矩阵作初等行变换，当矩阵变为阶梯形矩阵后，若阶梯形矩阵有r个非零行向量，则它的r个线性无关的列向量所对应的原向量就是所给向量组的一个极大线性无关组，此时向量组的秩为r．具体作法为：在每一阶梯取一列，则对应的原向量所构成的向量组即为极大线性无关组．





例8　求向量组α1
 ＝（1，3，2，0）T
 ，α2
 ＝（7，0，14，3）T
 ，α3
 ＝（2，-1，0，1）T
 ，α4
 ＝（5，1，6，2）T
 ，α5
 ＝（2，-1，4，1）T
 的一个极大线性无关组，并将其余向量表示成这个极大线性无关组的线性组合．

解：[image: alt]


[image: alt]


由上可知B为阶梯形矩阵，其中β1
 为一阶梯，β2
 ，β5
 为一阶梯，β3
 ，β4
 为一阶梯，为了计算简便，取极大线性无关组为β1
 ，β3
 ，β5
 ，则由B可知

β2
 ＝β1
 ＋3β5
 ，β4
 ＝β1
 ＋β3
 ＋β5
 ．

故所求的一个极大线性无关组为α1
 ，α3
 ，α5
 ，且α2
 ＝α1
 ＋3α5
 ，α4
 ＝α1
 ＋α3
 ＋α5
 ．

例9　设四维向量组α1
 ＝（1＋a，1，1，1）T
 ，α2
 ＝（2，2＋a，2，2）T
 ，α3
 ＝（3，3，3＋a，3）T
 ，α4
 ＝（4，4，4，4＋a）T
 ，问a为何值时α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性相关？当α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性相关时，求其一个极大线性无关组，并将其余向量用该极大线性无关组线性表出．

分析：因为向量组中的向量个数和向量维数相同，所以用以向量为列向量的矩阵的行列式为零来确定参数a；然后根据a的值确定极大线性无关组．

解：设以α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 为列向量的矩阵为A，则

[image: alt]


于是当｜A｜＝0，即a＝0或a＝-10时，α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 线性相关．

当a＝0时，显然α1
 是一个极大线性无关组，且α2
 ＝2α1
 ，α3
 ＝3α1
 ，α4
 ＝4α1
 ；

当a＝-10时，

[image: alt]


由于此时A有3阶非零行列式[image: alt]
 所以α1
 ，α2
 ，α3
 为极大线性无关组，且α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＋α4
 ＝0，即α4
 ＝-α1
 －α2
 －α3
 ．

题型150　有关向量组或矩阵的秩的计算与证明

思路启迪：（1）若矩阵或向量组为数值型，利用初等变换法（可以行列初等变换并用）化A或（α1
 ，…，αm
 ）为阶梯形，则r＝阶梯个数．

（2）若矩阵为抽象矩阵，则利用秩的相关结论．

（3）利用定义，对于向量组，其极大线性无关组中向量的个数即为向量组的秩；对于矩阵A，若存在r阶子式不为零，但任意r＋1阶子式全为0，则定义r（A）＝r．





例10　设矩阵[image: alt]
 且r（A）＝3，则k＝________．

分析：由r（A）＝3可得｜A｜＝0，从而可求得k．

解：因为r（A）＝3，所以[image: alt]
 得k＝1，-3．

当k＝1时，[image: alt]
 它的秩为1，不合题意．

当k＝-3时，[image: alt]
 由于A有不为零的三阶子式﻿[image: alt]
 所以r（A）＝3，故k＝-3．

注：解题时，对使｜A｜＝0的每个k，还需检验它们是否能使r（A）＝3．

例11　设A，B为4阶方阵，且r（A）＝4，r（B）＝3，则r（A*
 B*
 ）＝________．

解：因为r（A）＝4，则A可逆，所以A*
 可逆，而r（B）＝3＝4－1，则r（B*
 ）＝1，故r（A*
 B*
 ）＝r（B*
 ）＝1．

例12　已知[image: alt]
 B是3阶非零矩阵，若AB＝B，则r（B）＝________．

解：由AB＝B可得（A－E）B＝O，于是r（A－E）＋r（B）≤3．

而[image: alt]
 所以r（A－E）≥2．

故可推得r（B）≤1．

又由题设知B≠O，r（B）≥1，所以r（B）＝1．

例13　已知向量组Ⅰ：α1
 ，α2
 ，α3
 ；Ⅱ：α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ；Ⅲ：α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 ．如果各向量组的秩分别为r（Ⅰ）＝r（Ⅱ）＝3，r（Ⅲ）＝4，证明：向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 －α4
 的秩为4．

证：要证α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 －α4
 的秩为4，只要证明α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 －α4
 线性无关即可．

由r（Ⅰ）＝r（Ⅱ）＝3可知，α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，α4
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出．

由r（Ⅲ）＝4可知，α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 线性无关．

利用反证法证明．

若α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 －α4
 线性相关，因为α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，则α5
 －α4
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，又α4
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，则可推知α5
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，即α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 线性相关，这与条件是矛盾的，所以α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 －α4
 ，线性无关，即α1
 ，α2
 ，α3
 ，α5
 －α4
 的秩为4．

例14　设A，B均为n阶方阵，ABA＝B-1
 ，E为n阶单位阵，证明：r（E－AB）＋r（E＋AB）＝n．

证：因为ABA＝B-1
 ，所以ABAB＝E，所以（E－AB）（E＋AB）＝O，所以

r（E－AB）＋r（E＋AB）≤n　　　　（1）

又（E－AB）＋（E＋AB）＝2E，所以

r（E－AB）＋r（E＋AB）≥r（2E）＝n　　　　（2）

所以由式（1）（2）可知r（E－AB）＋r（E＋AB）＝n．

题型151　有关向量的线性表示的问题

思路启迪：（1）β是否可由α1
 ，…，αs
 线性表示，且它们均是抽象型，则一般用线性表示的两个结论：

①若α1
 ，…，αs
 线性无关，α1
 ，…，αs
 ，β线性相关，则β可由α1
 ，…，αs
 唯一线性表示．

②β可由α1
 ，…，αs
 线性表示⇔r（α1
 ，…，αs
 ）＝r（α1
 ，…，αs
 ，β）．

（2）β是否可由α1
 ，…，αs
 线性表示，且它们均是数值型，则一般转化为解线性方程组，方法如下：

令β＝x1
 α1
 ＋…＋xs
 αs
 ，看能否找到x1
 ，…，xs
 使左式成立．

令A＝（α1
 ，…，αs
 ），通过判断Ax＝β有唯一解、无解和无穷解来求解．

（3）β1
 ，…，βt
 是否可由α1
 ，…，αs
 线性表出，且它们均是数值型，则一般方法如下：

x1
 α1
 ＋…＋xs
 αs
 ＝βi
 ，i＝1，…，t，转化为方程组的求解．

或r（α1
 ，…，αs
 ）＝r（α1
 ，…，αs
 ｜β1
 ，…，βt
 ），若相等，则可线性表出．

若两个向量组α1
 ，…，αs
 和β1
 ，…，βt
 可相互线性表出，则两个向量组等价．





例15　单项选择题．

（1）若向量组α，β，γ线性无关；α，β，δ线性相关，则（　　）．

（A）α必可由α，β，δ线性表示　（B）β必不可由α，γ，δ线性表示

（C）δ必可由α，β，γ线性表示　（D）δ必不可由α，β，γ线性表示

（2）设向量β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，但不能由向量组Ⅰ：α1
 ，α2
 ，…，αm－1
 线性表示，记向量组Ⅱ：α1
 ，α2
 ，…，αm
 ，β，则

（A）αm
 不能由Ⅰ线性表示，也不能由Ⅱ线性表示

（B）αm
 不能由Ⅰ线性表示，但可由Ⅱ线性表示

（C）αm
 可由Ⅰ线性表示，也可由Ⅱ线性表示

（D）αm
 可由Ⅰ线性表示，但不能由Ⅱ线性表示

（3）设n维列向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 （m＜n）线性无关，则n维列向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 线性无关的充分必要条件为

（A）向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 可由向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 线性表示

（B）向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示

（C）向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 与向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 等价

（D）矩阵A＝（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）与矩阵B＝（β1
 ，β2
 ，…，βm
 ）等价

（4）设向量组α1
 ，α2
 ，α3
 线性无关，向量β1
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，而向量β2
 不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，则对于任意常数k，必有

（A）α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ1
 ＋β2
 线性无关

（B）α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ1
 ＋β2
 线性相关

（C）α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ＋kβ2
 线性无关

（D）α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ＋kβ2
 线性相关

（5）设向量组Ⅰ：α1
 ，α2
 ，…，αr
 可由向量组Ⅱ：β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性表示，则

（A）当r＜s时，向量组Ⅱ必线性相关

（B）当r＞s时，向量组Ⅱ必线性相关

（C）当r＜s时，向量组Ⅰ必线性相关

（D）当r＞s时，向量组Ⅰ必线性相关

解：（1）由α，β，γ线性无关知α，β线性无关，于是由α，β，δ线性相关得δ可由α，β线性表示，从而δ可由α，β，γ线性表示．故本题选（C）．

（2）由于β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，所以存在数k1
 ，k2
 ，…，km
 ，使得下式成立

β＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋…＋km
 αm


再由β不能由α1
 ，α2
 ，…，αm－1
 线性表示知，式中的km
 ≠0．从而
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则αm
 可由Ⅱ线性表示．

此外，αm
 不能由Ⅰ线性表示．事实上，如果αm
 可由Ⅰ线性表示，则因为β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，可推得β可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm－1
 线性表示，这是矛盾的．故本题选（B）．

（3）因为同型矩阵A，B等价的充要条件是r（A）＝r（B），而

α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性无关⇔秩（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）＝m⇔r（A）＝m

β1
 ，β2
 ，…，βm
 线性无关⇔秩（β1
 ，β2
 ，…，βm
 ）＝m⇔r（B）＝m

所以β1
 ，β2
 ，…，βm
 线性无关的充要条件是r（A）＝r（B），即矩阵A，B等价．故本题选（D）．

而选项（A）（C）仅是向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 线性无关的充分而非必要条件．

如令[image: alt]
 显然向量组α1
 ，α2
 与β1
 ，β2
 均线性无关，但α1
 ，α2
 与β1
 ，β2
 均不能互相线性表示．

对于（B），向量组β1
 ，β2
 ，…，βm
 可由向量组α1
 ，α2
 ，…，αm
 线性表示，则有

秩（β1
 ，β2
 ，…，βm
 ）≤秩（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ）＝m

因此不能推得β1
 ，β2
 ，…，βm
 的线性相关性．

（4）记A＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ1
 ＋β2
 ），B＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ＋kβ2
 ），因向量组β1
 可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，故必存在常数k1
 ，k2
 ，k3
 ，使得

β1
 ＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋k3
 α3


分别对A，B实施相应的初等列变换，得

A＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ1
 ＋β2
 ）→（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β2
 ）

B＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ＋kβ2
 ）→（α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ2
 ）

因为矩阵的初等变换不改变其行（列）向量组的秩，从而也不改变其行（列）向量组的线性相关性，可见向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ1
 ＋β2
 与α1
 ，α2
 ，α3
 ，β2
 线性相关性相同；向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ＋kβ2
 与向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ2
 线性相关性相同．又由题设条件可知α1
 ，α2
 ，α3
 ，β2
 线性无关，从而向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，kβ1
 ＋β2
 不论k为何值均线性无关；而向量组α1
 ，α2
 ，α3
 ，β1
 ＋kβ2
 线性相关与否依赖于k的取值（k＝0时，线性相关；k≠0时，线性无关），从而本题选（A）．

（5）因为向量组Ⅰ：α1
 ，α2
 ，…，αr
 可由向量组Ⅱ：β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性表示，故

r（Ⅰ）≤r（Ⅱ）≤s

所以当r＞s时，必有r（Ⅰ）＜r，即向量组Ⅰ的秩小于其所含向量的个数，此时向量组Ⅰ必线性相关，故本题选（D）．

例16　设向量组α1
 ＝（a，2，10）T
 ，α2
 ＝（-2，1，5）T
 ，α3
 ＝（-1，1，4）T
 ，β＝（1，b，c）T
 ．试问：当a，b，c满足什么条件时，

（1）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，且表示唯一？

﻿（2）β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出？

（3）β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，但表示不唯一？并求出一般表达式．

分析：记A＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ），则只要讨论a，b，c满足什么条件时，线性方程组Ax＝β有唯一解、无解以及有无穷多解．

解：记[image: alt]
 则x1
 ，x2
 ，x3
 的表达式为

x1
 α1
 ＋x2
 α2
 ＋x3
 α3
 ＝β

写成方程组Ax＝β，其中x＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ．

（1）容易算出｜A｜＝-a－4，所以当a≠-4时，由｜A｜≠0知方程组有唯一解，从而β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，且表示唯一．

（2）当a＝-4时，对方程组的增广矩阵施行初等行变换．

[image: alt]


由此可知，如果1－3b＋c≠0，则由[image: alt]
 知方程组无解，所以当a＝-4，3b－c≠1时，β不能由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出．

（3）当a＝-4且3b－c＝1时，由[image: alt]
 知方程组有无穷多解，从而β可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表出，但表示不唯一．求出方程组的通解为

[image: alt]


故

β＝tα1
 －（2t＋b＋1）α2
 ＋（2b＋1）α3


其中t为任意常数．

例17　（1）设α1
 ，α2
 ，β1
 ，β2
 均是三维列向量，且α1
 ，α2
 线性无关，β1
 ，β2
 线性无关，证明：存在非零向量ξ，使得ξ既可由α1
 ，α2
 线性表出，又可由β1
 ，β2
 线性表出．

（2）当[image: alt]
 时，求所有既可由α1
 ，α2
 线性表出，又可由β1
 ，β2
 线性表出的向量．

证：（1）4个三维向量α1
 ，α2
 ，β1
 ，β2
 必线性相关，故知存在不全为零的常数k1
 ，k2
 ，λ1
 ，λ2
 ，使得k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋λ1
 β1
 ＋λ2
 β2
 ＝0，即k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＝-λ1
 β1
 －λ2
 β2
 ．其中k1
 ，k2
 不全为零（否则，由-λ1
 β1
 －λ2
 β2
 ＝0⇒λ1
 ＝λ2
 ＝0，这和k1
 ，k2
 ，λ1
 ，λ2
 相矛盾）．

令ξ＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＝-λ1
 β1
 －λ2
 β2
 ≠0，则ξ即为所求．

（2）由（1）知，ξ＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＝-λ1
 β1
 －λ2
 β2
 ．得k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋λ1
 β1
 ＋λ2
 β2
 ＝0．

解方程组可得通解为（k1
 ，k2
 ，λ1
 ，λ2
 ）＝k（1，0，-5，-3）T
 ，故所求向量为

﻿[image: alt]


其中k为任意常数．

例18　设有向量组Ⅰ：α1
 ＝（1，0，2）T
 ，α2
 ＝（1，1，3）T
 ，α3
 ＝（1，-1，a＋2）T
 和向量组Ⅱ：β1
 ＝（1，2，a＋3）T
 ，β2
 ＝（2，1，a＋6）T
 ，β3
 ＝（2，1，a＋4）T
 ．试问：当a为何值时，向量组Ⅰ与Ⅱ等价？当a为何值时，向量组Ⅰ与Ⅱ不等价？

分析：由向量组等价定义可知，线性方程组

[image: alt]


都有解时，Ⅰ与Ⅱ等价；当上述的某个方程组无解时，Ⅰ与Ⅱ不等价．

解：记[image: alt]
 则

[image: alt]


于是方程组[image: alt]
 都有唯一解，由此表明α1
 ，α2
 ，α3
 都可由β1
 ，β2
 ，β3
 线性表示，即Ⅰ可由Ⅱ线性表示．

（1）当a≠-1时，｜A｜≠0，方程组[image: alt]
 都有唯一解，由此表明β1
 ，β2
 ，β3
 都可由α1
 ，α2
 ，α3
 线性表示，即Ⅱ可由Ⅰ线性表示．故根据定义，Ⅰ与Ⅱ等价．

（2）当a＝-1时，由于

[image: alt]


则2＝r（α1
 ，α2
 ，α3
 ）≠r（α1
 ，α2
 ，α3
 ｜β1
 ）＝3，所以方程组[image: alt]
 无解，即Ⅱ不能由Ⅰ线性表示，即当a＝-1时，向量组Ⅰ与Ⅱ不等价．

16.3*
 　向量空间题型

题型152　求向量空间的基与维数

思路启迪：向量空间的基实际上就是向量空间中所有向量集合的一个极大线性无关组，因此可用通常的方法（比如初等变换法）求出一个极大线性无关组，也就得到向量空间的一组基，极大线性无关组所含向量的个数就是向量空间的维数．

特别地，求齐次线性方程组Ax＝0解空间的基，就是其基础解系，基础解系所含解向量的个数即为解空间的维数．





例19　求由向量α1
 ＝（1，2，1，0）T
 ，α2
 ＝（1，1，1，2）T
 ，α3
 ＝（3，4，3，4）T
 ，α4
 ＝（1，1，2，1）T
 所生成的向量空间的一组基及其维数，并在此基础上进一步求其一组标准正交基．

解：现用初等变换求α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 的极大线性无关组．

[image: alt]


可见α1
 ，α2
 ，α4
 为一极大线性无关组，因此由α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 所生成的向量空间为

V＝｛x＝k1
 α1
 ＋k2
 α2
 ＋k3
 α4
 ｜k1
 ，k2
 ，k3
 ∈R｝

其维数为3．

下面进一步求V的一组标准正交基．

（1）先把α1
 ，α2
 ，α4
 正交化，得

[image: alt]


（2）再把β1
 ，β2
 ，β3
 单位化，得

[image: alt]


则η1
 ，η2
 ，η3
 为向量空间V的一组标准正交基．

例20　求齐次线性方程组x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝0解空间的一组基及其维数．

解：齐次线性方程组可改写为x1
 ＝-x2
 -…-xn
 ，显然，可取x2
 ，x3
 ，…，xn
 为自由未知量，得

﻿其基础解系为

ξ1
 ＝（-1，1，0，…，0）T
 ，ξ2
 ＝（-1，0，1，…，0）T
 ，…，ξn－1
 ＝（-1，0，0，…，1）T


则基础解系为方程组解空间的一组基，其维数为n－1．

题型153　求过渡矩阵与向量的坐标

思路启迪：对于向量空间Rn
 中的两组基：α1
 ，…，αn
 与β1
 ，…，βn
 ，

若存在矩阵P，使（β1
 ，…，βn
 ）＝（α1
 ，…，αn
 ）P，则P称为基α1
 ，…，αn
 到基β1
 ，…，βn
 的过渡矩阵．两个基之间的过渡矩阵是可逆矩阵．

对于任意α∈Rn
 ，α＝（α1
 ，…，αn
 ）x＝（β1
 ，…，βn
 ）y＝（α1
 ，…，αn
 ）Py，则x＝Py或y＝P-1
 x称为坐标变换公式．





例21　设有R3
 中的两组基

α1
 ＝（1，0，0）T
 　α2
 ＝（0，2，1）T
 　α3
 ＝（0，5，3）T


β1
 ＝（1，2，0）T
 　β2
 ＝（1，3，0）T
 　β3
 ＝（0，0，2）T


（1）求由基α1
 ，α2
 ，α3
 到基β1
 ，β2
 ，β3
 的过渡矩阵；

（2）求由基β1
 ，β2
 ，β3
 到基α1
 ，α2
 ，α3
 的过渡矩阵．

解：（1）设由基α1
 ，α2
 ，α3
 到基β1
 ，β2
 ，β3
 的过渡矩阵为P，由（β1
 ，β2
 ，β3
 ）＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ）P有

[image: alt]


（2）设由基β1
 ，β2
 ，β3
 到基α1
 ，α2
 ，α3
 的过渡矩阵为Q，由（α1
 ，α2
 ，α3
 ）＝（β1
 ，β2
 ，β3
 ）Q有

[image: alt]


例22　设α1
 ＝（2，1，-3）T
 ，α2
 ＝（3，2，-5）T
 ，α3
 ＝（1，-1，1）T
 是R3
 中的一组基，求向量α＝（6，2，-7）T
 在此基下的坐标．

解：设α在基α1
 ，α2
 ，α3
 下的坐标为（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ，即α＝x1
 α1
 ＋x2
 α2
 ＋x3
 α3
 ，则可得

[image: alt]


﻿解方程组得x1
 ＝1，x2
 ＝1，x3
 ＝1，故α在基α1
 ，α2
 ，α3
 下的坐标为（1，1，1）T
 ．

或另解如下：

[image: alt]


题型154　有关正交矩阵的命题

思路启迪：利用正交矩阵定义QT
 Q＝QQT
 ＝E即可．





例23　设α为n维非零列向量，E为n阶单位矩阵，证明：[image: alt]
 为正交矩阵．

证：因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


因此A为正交矩阵．

例24　设A为n阶对称矩阵，且满足A2
 －4A＋3E＝O，证明：A－2E为正交矩阵．

分析：只需验证（A－2E）（A－2E）T
 ＝E即可．

证：因为AT
 ＝A，所以

[image: alt]


因此A－2E为正交矩阵．



第17章　线性方程组

●重要定理、公式和结论

17.1　重要性质和定理

1．齐次线性方程组Am×n
 x＝0

（1）判定定理：Am×n
 x＝0一定有解，且

当r（A）＝r＝n时⇔Ax＝0只有零解；

当r（A）＝r＜n时⇔Ax＝0有非零解．

注：An×n
 x＝0有非零解⇔r（A）＜n⇔｜A｜＝0．

（2）性质：设x1
 ，…，xs
 为Ax＝0的解，则k1
 x1
 ＋k2
 x2
 ＋…＋ks
 xs
 （k1
 ，k2
 ，…，ks
 是常数）为Ax＝0的解．

注：Ax＝0解向量集合对加法、数乘运算是封闭的，所以构成一个向量空间，称为解空间．

（3）结构：

①基础解系：Ax＝0所有解向量的极大线性无关组为其基础解系，也是它的解空间的一个基，记为η1
 ，…，ηn－r
 ，r（A）＝r．

注：任意n－r（A）个线性无关的解向量均可作为基础解系（因为极大线性无关组不唯一，所以基础解系不唯一，基不唯一）．基础解系须满足3个条件：每个均是解；线性无关；个数为n－r（A）．

②通解：x＝k1
 η1
 ＋…＋kn－r
 ηn－r
 ，其中k1
 ，…，kn－r
 为任意常数．

2．非齐次线性方程组Am×n
 x＝b

（1）判定定理：Am×n
 x＝b有解[image: alt]
 且

[image: alt]
 有唯一解；

[image: alt]
 有无穷多解．

（2）性质：①Ax1
 ＝b，Ax2
 ＝b⇒A（x1
 －x2
 ）＝0；

②Ax1
 ＝b，Ax0
 ＝0⇒A（x1
 ＋x0
 ）＝b．

注：Am×n
 x＝b的解的线性组合不一定还是它的解．

设x1
 ，…，xs
 为Ax＝b的解，则对于常数k1
 ，…，ks
 ，

①若k1
 ＋…＋ks
 ＝1，则k1
 x1
 ＋…＋ks
 xs
 为Ax＝b的解；

②若k1
 ＋…＋ks
 ＝0，则k1
 x1
 ＋…＋ks
 xs
 为Ax＝0的解．

特别：[image: alt]
 为Ax＝b的解；2x2
 －（x1
 ＋x3
 ）为Ax＝0的解．

（3）结构：通解为x＝η*
 ＋k1
 η1
 ＋…＋kn－r
 ηn－r
 ，其中η1
 ，…，ηn－r
 为对应齐次方程组的基础解系，η*
 为方程组的一个特解．

﻿●核心题型及思路启迪

17.2　有关线性方程组的题型

题型155　有关线性方程组的基本概念题

思路启迪：应熟练掌握齐次线性方程组和非齐次线性方程组解的判定、性质和结构理论，并注意这两类方程组解的联系和差别．





例1　设A是m×n矩阵，B是n×m矩阵，则线性方程组（AB）x＝0（　　）．

（A）当n＞m时仅有零解　（B）当n＞m时必有非零解

（C）当m＞n时仅有零解　（D）当m＞n时必有非零解

分析：根据齐次线性方程组有非零解（或仅有零解）的充分必要条件进行判定．

解：由题设可知，AB是m阶矩阵，则（AB）x＝0仅有零解的充分必要条件为r（AB）＝m，又因r（AB）≤r（B）≤min（m，n），所以当m＞n时，必有r（AB）≤r（B）≤min（m，n）＝n＜m，即此时（AB）x＝0有非零解，故本题选（D）．

例2　齐次线性方程组

[image: alt]


的系数矩阵记为A，若存在3阶矩阵B≠O使得AB＝O，则（　　）．

（A）λ＝-2且｜B｜＝0　（B）λ＝-2且｜B｜≠0

（C）λ＝1且｜B｜＝0　（D）λ＝1且｜B｜≠0

分析：利用齐次线性方程组有非零解的充分必要条件求解．

解：由B≠O及AB＝O知所给的齐次线性方程组有非零解，所以｜A｜＝0，即

[image: alt]


解之得λ＝1，并且A≠O．

由AB＝O可得BT
 AT
 ＝O，因此齐次线性方程组BT
 Y＝0有非零解，从而｜B｜＝0．

故本题选（C）．

注：本题利用矩阵的性质也可得到λ和｜B｜的值．

由题设知｜A｜＝0，事实上，如果｜A｜≠0，则由AB＝O得B＝O，这与B≠O矛盾，所以｜A｜＝0，即

[image: alt]


﻿解之得λ＝1，并且A≠O．同理可推得｜B｜＝0．

例3　设有齐次线性方程组Ax＝0和Bx＝0，其中A，B均为m×n矩阵，现在有4个命题：

①若Ax＝0的解均是Bx＝0的解，则秩（A）≥秩（B）；

②若秩（A）≥秩（B），则Ax＝0的解均是Bx＝0的解；

③若Ax＝0与Bx＝0同解，则秩（A）＝秩（B）；

④若秩（A）＝秩（B），则Ax＝0与Bx＝0同解．

以上命题正确的是（　）．

（A）①②

（B）①③

（C）②④

（D）③④

分析：由于线性方程组Ax＝0和Bx＝0之间可以无任何关系，此时其系数矩阵的秩之间的任何关系都不会影响它们各自解的情况，所以②和④显然不正确，利用排除法，可立即得到正确选项为（B）．

解：下面证明①和③正确．

对于①，由Ax＝0的解均是Bx＝0的解可知，方程组Bx＝0含于Ax＝0之中，从而Ax＝0的有效方程的个数（即r（A））必不少于Bx＝0的有效方程的个数（即r（B）），所以r（A）≥r（B）．

对于③，由于A，B为同型矩阵，若Ax＝0和Bx＝0同解，则其解空间的维数相同，即n－r（A）＝n－r（B），从而r（A）＝r（B）．

注：齐次线性方程组Ax＝0与Bx＝0（其中A，B为同型矩阵）同解的充分必要条件是A，B的行向量组等价．

例4　设A为n阶实矩阵，AT
 是A的转置矩阵，则对于线性方程组Ⅰ：AX＝0和Ⅱ：AT
 AX＝0，必有（　　）．

（A）Ⅱ的解是Ⅰ的解，Ⅰ的解也是Ⅱ的解

（B）Ⅱ的解是Ⅰ的解，但Ⅰ的解不是Ⅱ的解

（C）Ⅰ的解不是Ⅱ的解，Ⅱ的解也不是Ⅰ的解

（D）Ⅰ的解是Ⅱ的解，但Ⅱ的解不是Ⅰ的解

分析：显然Ⅰ的解是Ⅱ的解，因此只须考虑（A）和（D）即可．

解：下面判断Ⅱ的解是否为Ⅰ的解．

设x0
 是Ⅱ的解，则[image: alt]
 即（Ax0
 ）T
 （Ax0
 ）＝0．

设Ax0
 ＝（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 ，则由上式得[image: alt]
 即a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 ＝0．所以Ax0
 ＝0，从而x0
 也是Ⅰ的解．故本题选（A）．

注：事实上，因为齐次线性方程组AX＝0和AT
 AX＝0都有零解，可排除（B），（C）和（D），正确选项为（A）．

例5　设有三个不同的平面的方程ai1
 x＋ai2
 y＋ai3
 z＝bi
 （i＝1，2，3），它们所组成的线性方程组的系数矩阵与增广矩阵的秩都为2，则这三个平面可能的位置关系为（　　）．

[image: alt]


（a）

[image: alt]


（b）

[image: alt]


（c）

[image: alt]


（d）

﻿分析：本题考查利用线性方程组的理论讨论空间几何问题．由题设条件可知，此3个平面有无穷多个公共点，运用排除法可知，只有（B）正确．

解：记由三个平面方程组成的线性方程组为Ax＝b，则由r（A）＝2知其对应的齐次线性方程组的基础解系所含解向量个数为3－r（A）＝1，因此Ax＝b的通解形式应为

[image: alt]
 　（k为任意常数）

在空间直角坐标系中，上式显然是一直线方程，即三平面交于一直线，故选（B）．

题型156　有关基础解系的命题

思路启迪：α1
 ，α2
 ，…，αs
 是Am×n
 x＝0的基础解系，要求满足：

（1）α1
 ，α2
 ，…，αs
 是Am×n
 x＝0的解；

（2）α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关；

（3）s＝n－r（A）．





例6　设n阶矩阵A的伴随矩阵A*
 ≠O，若ξ1
 ，ξ2
 ，ξ3
 ，ξ4
 是非齐次线性方程组Ax＝b的互不相等的解，则对应的齐次线性方程组Ax＝0的基础解系（　　）．

（A）不存在　　　　　　　　　　（B）仅含一个非零解向量

（C）含有两个线性无关的解向量　（D）含有三个线性无关的解向量

分析：要确定基础解系含向量的个数，实际上只要确定未知数的个数和系数矩阵的秩．

解：因为基础解系所含向量的个数＝n－r（A），而且

[image: alt]


根据已知条件A*
 ≠0，于是r（A）等于n或n－1．又Ax＝b有互不相等的解，即解不唯一，故r（A）＝n－1．从而基础解系仅含一个解向量，故选（B）．

例7　设α1
 ，α2
 ，…，αs
 为线性方程组Ax＝0的一个基础解系，β1
 ＝t1
 α1
 ＋t2
 α2
 ，β2
 ＝t1
 α2
 ＋t2
 α3
 ，…，βs
 ＝t1
 αs
 ＋t2
 α1
 ，其中t1
 ，t2
 为实常数，试问t1
 ，t2
 满足什么关系时，β1
 ，β2
 ，…，βs
 也为Ax＝0的一个基础解系？

分析：只要β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性无关即可．

解：由于α1
 ，α2
 ，…，αs
 为线性方程组Ax＝0的一个基础解系，所以由题设知，当t1
 ，t2
 使得β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性无关时，β1
 ，β2
 ，…，βs
 也是Ax＝0的一个基础解系．

因为

[image: alt]


所以当α1
 ，α2
 ，…，αs
 线性无关时，β1
 ，β2
 ，…，βs
 线性无关的充分必要条件为

﻿[image: alt]


因此当t1
 ，t2
 满足[image: alt]
 时，β1
 ，β2
 ，…，βs
 也是Ax＝0的一个基础解系．

题型157　线性方程组的求解

思路启迪：对于Am×n
 x＝0或Am×n
 x＝b，一般用以下方法：

（1）当m＝n且n≤3时，通常利用系数行列式进行讨论：当｜A｜≠0时，Ax＝0只有零解，Ax＝b有唯一解，且能用克莱姆法则（或矩阵运算）求出；当｜A｜＝0时，若有参数可通过｜A｜＝0确定参数，然后利用矩阵行的初等变换将A或[image: alt]
 阶梯形判别有无解，有解时，求出通解．

（2）当m≠n或n＞3时，利用矩阵行的初等变换将A或[image: alt]
 阶梯形；若有参数，则对参数讨论方程组有无解，有解时求出解．变量的系数中不含参数的方程组也用此方法．





例8　k为何值时，线性方程组[image: alt]
 有唯一解、无解、无穷多组解？若有解时，求出其全部解．

解：[image: alt]


当｜A｜≠0，即k≠-1，4时，方程组有唯一解，用克莱姆法则求之，则

[image: alt]


当k＝-1时，方程组为[image: alt]
 而其中的第一、二个方程显然不可能同时成立，所以该方程组无解．

当k＝4时，方程组为[image: alt]
 增广矩阵为

[image: alt]


则[image: alt]
 可知方程组有无穷多解，对应的同解方程组为

﻿[image: alt]


令x3
 ＝k，则得通解[image: alt]
 其中k为任意实数．

例9　已知线性方程组

[image: alt]


（1）a，b，c满足何种关系时，方程组仅有零解？

（2）a，b，c满足何种关系时，方程组有无穷多组解？并用基础解系表示全部解．

分析：注意到所给方程组的系数行列式为范德蒙行列式，并可由它是否为零来确定方程组仅有零解或有无穷多组解．

解：所给方程组的系数行列式为

[image: alt]


（1）当a，b，c两两不同，即a≠b，b≠c，a≠c时，D≠0，从而所给方程组只有零解．

（2）当a，b，c中至少有两个相同时，D＝0，从而所给方程组有无穷多组解．现用基础解系表示全部解，为此分4种情形讨论：

①当a＝b≠c时，所给方程组与[image: alt]
 同解，从而有基础解系（1，-1，0）T
 ，因此全部解为k1
 （1，-1，0）T
 ，其中k1
 为任意常数；

同样可以得到：

②a＝c≠b，解为k2
 （1，0，-1）T
 ，其中k2
 为任意常数；

③b＝c≠a，解为k3
 （0，1，-1）T
 ，其中k3
 为任意常数；

最后考虑：

④a＝b＝c时，所给方程组与x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＝0同解，从而有基础解系（-1，1，0）T
 ，（-1，0，1）T
 ，因此全部解为k4
 （-1，1，0）T
 ＋k5
 （-1，0，1）T
 ，其中k4
 ，k5
 为任意常数．

注：范德蒙行列式是常用行列式，应记住它的计算公式

[image: alt]


例10　已知非齐次线性方程组[image: alt]
 有3个线性无关的解．

（1）证明方程组系数矩阵A的秩r（A）＝2；

（2）求a，b的值及方程组的通解．

分析：（1）根据系数矩阵的秩与基础解系的关系证明；

（2）利用初等变换求矩阵A的秩确定参数a，b，然后解方程组．

解：（1）设α1
 ，α2
 ，α3
 是方程组Ax＝β的3个线性无关的解，其中

[image: alt]


则有A（α1
 －α2
 ）＝0，A（α1
 －α3
 ）＝0，则α1
 －α2
 ，α1
 －α3
 是对应齐次线性方程组Ax＝0的解，且线性无关．否则，易推出α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关，矛盾．

所以n－r（A）≥2，即4－r（A）≥2⇒r（A）≤2．

又矩阵A中有一个二阶子式[image: alt]
 所以r（A）≥2．因此r（A）＝2．

（2）因为

[image: alt]


又r（A）＝2，则

[image: alt]


对原方程组的增广矩阵[image: alt]
 施行初等行变换，即

[image: alt]


故原方程组与下面的方程组同解

[image: alt]


选x3
 ，x4
 为自由变量，则

[image: alt]


故所求通解为

[image: alt]
 　（k1
 ，k2
 为任意常数）

例11　已知4阶方阵A＝（α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ），α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 均为四维列向量，其中α2
 ，α3
 ，α4
 线性无关，α1
 ＝2α2
 －α3
 ，如果β＝α1
 ＋α2
 ＋α3
 ＋α4
 ，求线性方程组Ax＝β的通解．

分析：由β的表达式可知，Ax＝β有特解（1，1，1，1）T
 ，因此只要考虑对应的齐次线性方程组的﻿通解即可．

解：由题设知r（A）＝3，且α1
 ＝2α2
 －α3
 ，即[image: alt]
 是齐次线性方程组Ax＝0的基础解系，所以线性方程组Ax＝β的通解为

[image: alt]
 　（k为任意常数）

例12　设齐次线性方程组

[image: alt]


其中a≠0，b≠0，n≥2．试讨论a，b为何值时，方程组仅有零解、无穷多组解？在有无穷多组解时，求出全部解，并用基础解系表示全部解．

分析：从计算系数行列式入手．

解：所给方程组的系数矩阵为A，则

[image: alt]


由此可知，

（1）当a＋（n－1）b≠0且a≠b时，即a≠b且a≠（1－n）b时，方程组仅有零解．

（2）当a＋（n－1）b＝0或a＝b时，｜A｜＝0，所给方程组有无穷多解．

①当a＝b时，所给方程组与方程x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋…＋xn
 ＝0同解，所以方程组的基础解系为

α1
 ＝（-1，1，0，…，0）T
 ，α2
 ＝（-1，0，1，…，0）T
 ，…，αn－1
 ＝（-1，0，0，…，1）T


故方程组的全部解是x＝c1
 α1
 ＋c2
 α2
 ＋…＋cn－1
 αn－1
 ，其中c1
 ，c2
 ，…，cn－1
 为任意常数．

②当a＝（1－n）b时，对A作初等行变换得

[image: alt]


﻿则r（A）＝n－1，取x1
 为自由变量，可得方程组的基础解系为β＝（1，1，1，…，1）T
 ．故方程组的全部解是x＝cβ，其中c为任意常数．

注：讨论由n个n元线性方程组成的方程组的解的时候，一般是从计算它的系数行列式入手．

题型158　矩阵方程的求解

思路启迪：求解矩阵方程问题，一般是先将其化为矩阵方程的基本型，即AX＝B，XA＝B，AXB＝C，若系数矩阵可逆则利用逆矩阵求解，即X＝A-1
 B，X＝BA-1
 ，X＝A-1
 CB-1
 ；若系数矩阵不可逆，则要转化为线性方程组，再用初等变换求解．另外要注意，化矩阵方程为基本型的过程中，要注意矩阵的左乘、右乘；还要注意矩阵乘法满足结合律，以此可简化计算．





例13　已知[image: alt]
 若X满足AX＋2B＝BA＋2X，求X4
 ．

解：由AX＋2B＝BA＋2X可得X＝（A－2E）-1
 B（A－2E），则X4
 ＝（A－2E）-1
 B4
 （A－2E），而

[image: alt]


故

[image: alt]


例14　已知3阶方阵A的各行元素之和均为6，且AB＝B，其中[image: alt]
 求A．

解：因为[image: alt]
 所以由AB＝B可知A≠E．

设[image: alt]
 由题设可知[image: alt]
 即[image: alt]


于是λ＝6为A的特征值，对应的特征向量为[image: alt]


又AB＝B，即[image: alt]
 即λ＝1为A的特征值，有两个线性无关的特征向量，显然B的前两列线性无关，为λ＝1对应的特征向量．将B的第3列换为（1，1，1）T
 ，组成新的矩阵[image: alt]
 因为不同特征值对应的特征向量线性无关，则该矩阵可逆，且

[image: alt]


故[image: alt]


例15　设[image: alt]
 A＝αβT
 ，B＝βT
 α，其中βT
 是β的转置，求解方程2B2
 A2
 x＝A4
 x＋B4
 x＋γ．

分析：先化简方程为基本型AX＝B或XA＝B或AXB＝C，然后再求解．

解：由题设可得

[image: alt]


又A2
 ＝αβT
 αβT
 ＝α（βT
 α）βT
 ＝2A，A4
 ＝8A，代入原方程得

16Ax＝8Ax＋16x＋γ　　即8（A－2E）x＝γ　　　　（1）

因为（A－2E）不可逆，故对式（1）的增广矩阵施行初等行变换

[image: alt]


由此得到式（1）对应的齐次方程组的基础解系为（1，2，1）T
 ，且式（1）有特解[image: alt]
 故原方程的通解为

[image: alt]
 　（k为任意常数）

题型159　讨论两个线性方程组解之间的关系

思路启迪：情形1　求Ax＝0与Bx＝0的非零的公共解（零公共解一定存在）．

一般方法：①求[image: alt]
 新方程组的非零解；

②将Ax＝0的通解表达式x＝k1
 α1
 ＋…＋ks
 αs
 代入Bx＝0，确定k1
 ，…，ks
 应满足的条件（k1
 ，…，ks
 不全为零）．

情形2　讨论Ax＝0与Bx＝0同解．

一般方法：①将Ax＝0的基础解系代入Bx＝0；反过来，再将Bx＝0的基础解系代入Ax＝0，若都满足，则同解；

②Ax＝0与Bx＝0同解⇔A、B的行向量组等价．





例16　设四元线性方程组（Ⅰ）为[image: alt]
 又已知齐次线性方程组（Ⅱ）的通解为k1
 （0，1，1，0）T
 ＋k2
 （-1，2，2，1）T


（1）试求方程组（Ⅰ）的基础解系；

（2）问线性方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）是否有非零公共解？若有，则求出所有的非零公共解；若没有，则说明理由．

解：（1）方程组（Ⅰ）的系数矩阵为

[image: alt]


所以（Ⅰ）的同解方程组为

[image: alt]


令[image: alt]
 则可求得（Ⅰ）的基础解系为

η1
 ＝（0，0，1，0）T
 　η2
 ＝（-1，1，0，1）T


（2）方法1　将（Ⅱ）的通解代入方程组（Ⅰ），则有

[image: alt]


解得k1
 ＝-k2
 ，则向量

k1
 （0，1，1，0）T
 ＋k2
 （-1，2，2，1）T
 ＝-k2
 （0，1，1，0）T
 ＋k2
 （-1，2，2，1）T
 ＝k2
 （-1，1，1，1）T


是方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）的公共解．

当-k2
 ≠0时，有k2
 （-1，1，1，1）T
 ≠0，故方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）的所有非零公共解是k（-1，1，1，1）T
 ，其中k是任意非零常数．

方法2　由（Ⅰ）和（Ⅱ）的通解表达式相等，得

k1
 （0，1，1，0）T
 ＋k2
 （-1，2，2，1）T
 ＝k3
 （0，0，1，0）T
 ＋k4
 （-1，1，0，1）T


﻿[image: alt]
 所以上述方程的解为k（-1，1，1，1）T
 ，于是方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）的所有非零公共解是k（-1，1，1，1）T
 ，其中k是任意非零常数．

例17　已知下列非齐次线性方程组

[image: alt]


（1）求解方程组（Ⅰ），用其导出组的基础解系表示通解．

（2）当方程组（Ⅱ）中的参数m，n，t为何值时，方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）同解？

分析：（1）对（Ⅰ）的增广矩阵施行初等行变换求导出组的基础解系及（Ⅰ）的通解．

（2）将（Ⅰ）的通解代入（Ⅱ）的各个方程，确定参数m，n，t，并检验对此参数，（Ⅰ）和（Ⅱ）同解．

解：（1）对（Ⅰ）的增广矩阵[image: alt]
 施行初等行变换

[image: alt]


所以（Ⅰ）的导出组有基础解系（1，1，2，1）T
 ，（Ⅰ）有特解（-2，-4，-5，0）T
 ，因此（Ⅰ）的通解为

[image: alt]
 　（c为任意常数）

（2）将（Ⅰ）的通解代入（Ⅱ）的各个方程得

[image: alt]


解之得m＝2，n＝4，t＝6．于是（Ⅱ）成为

[image: alt]


对它的增广矩阵[image: alt]
 施行初等行变换得

[image: alt]


由此可知[image: alt]
 与[image: alt]
 等价，因此当m＝2，n＝4，t＝6时，方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）同解．

﻿例18　设线性方程组[image: alt]
 与方程x1
 ＋2x2
 ＋x3
 ＝a－1有公共解，求a的值及所有公共解．

分析：将方程组和方程合并，然后利用非齐次线性方程有解的判定条件求得a．

解：将方程组和方程合并后可得线性方程组

[image: alt]


对其系数矩阵施行初等行变换

[image: alt]


由此可知，当有公共解时，a的值为1或2，且：

当a＝1时，可求得公共解为ξ＝k（1，0，-1）T
 ，k为任意常数；

当a＝2时，可求得公共解为ξ＝（0，1，-1）T
 ．



第18章　特征值与特征向量

●重要定理、公式和结论

18.1　重要结论

（1）设λ是方阵A的特征值，则

①kA，aA＋bE，A2
 ，f（A），A-1
 ，A*
 分别有特征值kλ，aλ＋b，λ2
 ，f（λ），[image: alt]
 （A可逆），且对应的特征向量是相同的．

②AT
 与A具有相同的特征值，但对应的特征向量不一定相同．

③Ax＝λx，x≠0⇒A2
 x＝λ2
 x，但推不回去．

④r（A）为非零特征值的个数．

⑤方阵A可逆的充要条件是A的特征值全不等于零．可逆矩阵A与A-1
 之间的特征值成倒数关系，且对应的特征向量相同．A*
 的特征值为｜A｜λ-1
 ．

⑥A为正交矩阵，则A的特征值为模长等于1的复数，特别地，A的实特征值为±1．

（2）设λ1
 ，…，λn
 为A＝（aij
 ）n×n
 的n个特征值，则

①λ1
 ＋…＋λn
 ＝a11
 ＋…＋ann
 ＝tr A；

②λ1
 …λn
 ＝｜A｜．

（3）设A～B，则

①AT
 ～BT
 ，A-1
 ～B-1
 （当A或B可逆时），A*
 ～B*
 ；

②f（A）＝f（B），f是多项式；

③｜A｜＝｜B｜，r（A）＝r（B），[image: alt]
 其中A＝（aij
 ）n×n
 ，B＝（bij
 ）n×n
 ；

④对任意实数λ，有｜λE－A｜＝｜λE－B｜⇒A，B有相同的特征值．

注：①A～B⇒｜λE－A｜＝｜λE－B｜，但｜λE－A｜＝｜λE－B｜⇏A～B．

②A～B⇒A，B有相同的特征值，但对应的特征向量不一定相同．

③设n阶矩阵A与B相似，即存在可逆矩阵P，使得B＝P-1
 AP，则B有特征值λ，且对应的特征向量为P-1
 ξ（其中ξ为A的属于λ的特征向量）．

﻿●核心题型及思路启迪

18.2　矩阵的特征值与特征向量

题型160　求数值型矩阵的特征值与特征向量

思路启迪：一般通过｜λE－A｜＝0直接计算特征值，然后求特征向量．具体过程如下：

（1）令｜λE－A｜＝0，求得s个不同的特征值λi
 （i＝1，2，…，s）；

注：求三阶以上特征多项式的处理技巧：

①尽量在计算的过程中利用行列式的性质先提出含λ的一次公因子；

②将不含λ的先化为零；

③尽量不要算出λ的三次多项式，再分解因子．

（2）对于特征值λi
 ，解（λi
 E－A）x＝0，得基础解系ξi1
 ，ξi2
 ，…，ξir
 ，则属于特征值λi
 的全部特征向量为C1
 ξi1
 ＋C2
 ξi2
 ＋…＋Cr
 ξir
 ，其中C1
 ，C2
 ，…，Cr
 不全为零．





例1　计算矩阵[image: alt]
 的特征值及对应的特征向量．

解：[image: alt]


则矩阵A有特征值λ＝4，0（二重）．

对应λ＝4，由（4·E－A）x＝0（其中x＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ）得

[image: alt]
 　即[image: alt]


则基础解系为η1
 ＝（0，1，-1）T
 ，故对应于λ＝4的全部特征向量为k（0，1，-1）T
 ，其中k为非零常数．

对应λ＝0，由（0·E－A）x＝0（其中x＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ）得

﻿[image: alt]
 　即[image: alt]


则基础解系为η2
 ＝（2，-1，1）T
 ，故对应于λ＝0的全部特征向量为k1
 （2，-1，1）T
 ，其中k1
 为非零常数．

例2　设矩阵[image: alt]
 B＝P-1
 A*
 P，求B＋2E的特征值与特征向量，其中A*
 为A的伴随矩阵，E为3阶单位矩阵．

分析：先求A的特征值与特征向量，再利用特征值与特征向量的概念计算B＋2E的特征值与特征向量．

解：[image: alt]


由上可知A有特征值λ＝7，1（二重）．

解（1·E－A）x＝0可得基础解系ξ1
 ＝（-1，1，0）T
 ，ξ2
 ＝（-1，0，1）T
 ，于是属于λ＝1的特征向量为α＝C1
 （-1，1，0）T
 ＋C2
 （-1，0，1）T
 ，其中C1
 ，C2
 是不全为零的常数．

解（7·E－A）x＝0可得基础解系ξ3
 ＝（1，1，1）T
 ，于是属于λ＝7的特征向量为β＝C3
 （1，1，1）T
 ，其中C3
 是不为零的常数．

设A的属于特征值λ的特征向量为x，则由Ax＝λx，得

[image: alt]


由此可知，B＋2E的特征值为[image: alt]
 属于μ的特征向量为P-1
 x，又｜A｜＝7，A有特征值λ＝7，1（二重），因此B＋2E的特征值为9，3，3．

对应特征值9的特征向量为

[image: alt]


﻿[image: alt]


其中C1
 ，C2
 是不全为零的任意常数．

对应特征值3的特征向量为

[image: alt]


其中C3
 为不为零的任意常数．

题型161　求抽象矩阵的特征值与特征向量

思路启迪：（1）若A满足f（A）＝0，用Ax＝λx；

（2）若A满足｜aE＋bA｜＝0（b≠0），用｜λ0
 E－A｜＝0．

注：[image: alt]






例3　设A为3阶实对称矩阵，且满足条件A2
 ＋2A＝O，已知A的秩r（A）＝2．求A的全部特征值．

解：设λ是A的特征值，则由A2
 ＋2A＝O得λ2
 ＋2λ＝0，解之得λ＝0，-2．A是三阶实对称矩阵，它应有三个特征值为0，0，-2或0，-2，-2．

当特征值为0，0，-2时，有[image: alt]
 此时r（A）＝1，不合题意；

当特征值为0，-2，-2时，有[image: alt]
 此时r（A）＝2．

所以A的全部特征值为0，-2，-2．

例4　设A为n阶矩阵，｜A｜≠0，A*
 为A的伴随矩阵，E为n阶单位矩阵．若A有特征值λ，求（A*
 ）2
 ＋E的特征值．

解：当A有特征值λ时，A*
 有特征值[image: alt]
 所以（A*
 ）2
 ＋E有特征值[image: alt]


例5　设向量α＝（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 ，β＝（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）T
 都是非零向量，且满足条件αT
 β＝0．记n阶矩阵A＝αβT
 ，求（1）A2
 ；（2）矩阵A的特征值和特征向量．

分析：（1）可由A2
 ＝α（βT
 α）βT
 直接计算．

（2）先利用A2
 的特征值算出A的特征值，然后计算A的特征向量．

解：（1）A2
 ＝α（βT
 α）βT
 ＝α（αT
 β）βT
 ＝O；

（2）设λ是A的任一特征值，则λ2
 是A2
 的特征值．由A2
 ＝O知λ＝0，即A的特征值全部为零．

设x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 是A的特征向量，则满足Ax＝0，即

﻿[image: alt]


由于β是非零向量，不妨设b1
 ≠0，则上述方程组有基础解系

[image: alt]


于是所对应的全部特征向量为

[image: alt]


其中C1
 ，C2
 ，…，Cn－1
 不全为零．

注：本题的矩阵的秩为1，一般对秩为1的方阵A，有以下结论：

设A是n阶矩阵，则r（A）＝1的充分必要条件为存在两个非零向量α＝（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）T
 和β＝（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）T
 ，使得A＝αβT
 ．

题型162　特征值与特征向量的逆问题

思路启迪：（1）若已知特征向量ξ，则用Aξ＝λ0
 ξ；

（2）若只知特征值λ0
 ，则用｜λ0
 E－A｜＝0．

（3）若已知特征值和特征向量条件求矩阵A时，要想到利用P-1
 AP＝Λ（其中P是可逆矩阵，Λ是对角矩阵．





例6　设矩阵[image: alt]
 且｜A｜＝-1．又设A的伴随矩阵A*
 有特征值λ0
 ，属于λ0
 的特征向量为α＝（-1，-1，1）T
 ，求a，b，c及λ0
 的值．

分析：利用A*
 α＝λ0
 α，｜A｜＝-1即可求得a，b，c及λ0
 的值．

解：由AA*
 ＝｜A｜E＝-E，A*
 α＝λ0
 α，有AA*
 α＝λ0
 Aα，从而-α＝λ0
 Aα，即

[image: alt]


解之得λ0
 ＝1，b＝-3，a＝c．

将其代入｜A｜＝-1，有[image: alt]
 解之得a＝2．

故a＝2，b＝-3，c＝2，λ0
 ＝1．

注：当问题中涉及A的伴随矩阵A*
 时，要想到AA*
 ＝｜A｜E，另外，当λ是A的非零特征值时，A*
 有特征值[image: alt]
 且对应的特征向量是相同的．

﻿例7　设矩阵[image: alt]
 有三个线性无关的特征向量，x，y应满足什么条件？

解：矩阵A的特征多项式为

[image: alt]


所以A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝1．λ3
 ＝-1．由于A有三个线性无关的特征向量，因此对应于二重特征根1应有2个线性无关的特征向量，所以（E－A）的秩为1．

[image: alt]


要使（E－A）的秩为1，x和y应满足x＋y＝0．

例8　设3阶矩阵A的三个特征值分别为-1，0，1，对应的特征向量分别为α1
 ＝（a，a＋3，a＋2）T
 ，α2
 ＝（a－2，-1，a＋1）T
 ，α3
 ＝（1，2a，-1）T
 且有[image: alt]
 试确定参数a的值，并求矩阵A．

解：由[image: alt]
 可得a＝-1，0．

当a＝-1时，α1
 ＝（-1，2，1）T
 ，α2
 ＝（-3，-1，0）T
 ，α3
 ＝（1，-2，-1）T
 满足α1
 ＋α3
 ＝0，所以α1
 ，α2
 ，α3
 线性相关，这与α1
 ，α2
 ，α3
 是对应不同特征值的特征向量矛盾（因为不同特征值对应的特征向量线性无关），因此a≠-1，故a＝0．此时

α1
 ＝（0，3，2）T
 　　α2
 ＝（-2，-1，1）T
 　　α3
 ＝（1，0，-1）T


记[image: alt]


则[image: alt]
 从而有

[image: alt]


18.3　相似矩阵及其对角化

题型163　相似矩阵的判定及其逆问题

思路启迪：（1）若A～Λ，B～Λ，则可推出A～B．

（2）已知A～B，则｜A｜＝｜B｜，trA＝trB且对任意的λ，有｜λE－A｜＝｜λE－B｜．





例9　设有3阶矩阵[image: alt]
 试判断A，B是否相似？

分析：若直接由B＝M-1
 AM求M，显然相当复杂，可以变换一下思路：若A，B都相似于同一对角矩阵，则也可得证A，B相似．

解：由[image: alt]


得A的特征值为λ1
 ＝2，λ2
 ＝1，λ3
 ＝-1．

由[image: alt]


得B的特征值为λ1
 ＝2，λ2
 ＝1，λ3
 ＝-1．

由上可知，A和B均有三个不相同的特征值，因此A和B同时与对角矩阵[image: alt]
 相似，由相似关系的对称性与传递性可知，A和B相似．

例10　设矩阵A和B相似，其中

[image: alt]


试求x和y．

分析：这是相似矩阵的逆问题，即已知两矩阵相似，反过来求矩阵的参数，根据矩阵A和B的特征及相似矩阵的性质，可以考虑用如下方法确定参数x和y：

（1）相似矩阵有相同的特征多项式；

（2）B为对角矩阵，A的特征值即为B的对角线元素，以此求出x和y．

解：方法1　因为A～B，故A，B有相同的特征多项式，即

｜λE－A｜＝｜λE－B｜

得（λ＋2）［λ2
 －（x＋1）λ＋（x－2）］＝（λ＋1）（λ－2）（λ－y）．

令λ＝0，得2（x－2）＝2y，即y＝x－2；令λ＝1，得y＝-2，从而x＝0．

方法2　因为B为对角矩阵，又A～B，所以A有特征值-1，2和y，而特征方程为

｜λE－A｜＝（λ＋2）［λ2
 －（x＋1）λ＋（x－2）］

将λ＝-1代入得x＝0，又由trA＝trB，即-2＋x＋1＝-1＋2＋y，得y＝-2．

题型164　矩阵可对角化的判定及其逆问题

思路启迪：A可对角化⇔λi
 为ki
 重根，则属于λi
 的线性无关的特征向量的个数：

n－r（λi
 E－A）＝ki


先求特征值，再分析判定．另外实对称阵一定可对角化．





例11　设[image: alt]
 求A的特征值，判断A是否相似于对角矩阵．若相似于对角阵，求可逆矩阵P，使P-1
 AP为对角阵．

解：A的特征多项式为

[image: alt]


所以，A的特征值为λ1
 ＝λ2
 ＝-2，λ3
 ＝4．

要使A相似于对角阵，对应于二重根-2，A应有两个线性无关的特征向量，此时特征矩阵-2E－A的秩＝3－2＝1．用初等变换法求秩：

[image: alt]


所以r（-2E－A）＝1，因此矩阵A相似于对角阵．求出属于特征值-2的特征向量

[image: alt]


对应于λ3
 ＝4的特征向量为[image: alt]
 取[image: alt]
 则

[image: alt]


例12　设矩阵[image: alt]
 问当k为何值时，存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP为对角矩阵？并求出P和相应的对角矩阵．

分析：只要确定k为何值时，A有三个线性无关的特征向量即可．

解：由[image: alt]
 得A的特征值为λ1
 ＝-1（二重），λ2
 ＝1．

当λ＝λ1
 ＝-1时，

[image: alt]


所以只有当k＝0时，r（λ1
 E－A）＝1，对应λ＝λ1
 ＝-1，A有两个线性无关的特征向量，从而A有三个线性无关的特征向量，也就是说，当k＝0时，存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP为对角矩阵．

当k＝0时，[image: alt]
 A的对应于λ＝λ1
 ＝-1的特征向量为

α1
 ＝（-1，2，0）T
 　　α2
 ＝（1，0，2）T


A的对应于λ＝λ2
 ＝1的特征向量为α3
 ＝（1，0，1）T
 ．

所以[image: alt]
 相应的对角阵为[image: alt]


例13　设A是3阶矩阵，α是三维列向量，α，Aα，A2
 α线性无关．如果3Aα－2A2
 α－A3
 α＝0，证明：A相似于对角阵，并求｜A＋E｜．

分析：证明3阶矩阵A有三个线性无关的特征向量即可．

证：因为α，Aα，A2
 α线性无关，所以P＝（α，Aα，A2
 α）可逆．

由A3
 α＝0·α＋3Aα－2A2
 α，有

[image: alt]


即[image: alt]
 因此[image: alt]
 即A～B．

又[image: alt]
 故B的特征值为0，1和-3，而A～B，因此A的特征值也为0，1和-3，即A有三个不同的特征值，所以A相似于对角阵．

由于A＋E的特征值为1，2和-2，故｜A＋E｜＝1×2×（-2）＝-4．

题型165　有关实对称矩阵的命题

思路启迪：利用实对称矩阵特征值和特征向量的性质进行讨论：

（1）实对称矩阵必能相似对角化，且可用正交矩阵相似对角化；

（2）实对称矩阵不同特征值的特征向量相互正交；

（3）实对称矩阵的特征值必是实数．





﻿例14　设3阶实对称矩阵A的秩为2，λ1
 ＝λ2
 ＝6是A的二重特征值．若α1
 ＝（1，1，0）T
 ，α2
 ＝（2，1，1）T
 ，α3
 ＝（-1，2，-3）T
 都是A的属于特征值6的特征向量．求A的另一特征值和对应的特征向量．

分析：由矩阵A的秩为2，立即可得A的另一特征值为0．再由实对称矩阵不同特征值所对应的特征向量正交可得相应的特征向量．

解：因为λ1
 ＝λ2
 ＝6是A的二重特征值，故A的属于特征值6的线性无关的特征向量有2个．由题设知α1
 ＝（1，1，0）T
 ，α2
 ＝（2，1，1）T
 为A的属于特征值6的线性无关特征向量．

又因为A的秩为2，于是｜A｜＝0，所以A的另一特征值λ3
 ＝0．设λ3
 ＝0所对应的特征向量为α＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ，则有[image: alt]
 即

[image: alt]


得基础解系为α＝（-1，1，1）T
 ，故A的属于特征值λ3
 ＝0全部特征向量为

kα＝k（-1，1，1）T
 　　（k为任意不为零的常数）

例15　设6，3和3为3阶实对称矩阵A的特征值，且属于λ＝3的特征向量为α1
 ＝（-1，0，1）T
 ，α2
 ＝（1，2，1）T
 ，求A．

解：设对应λ＝6的特征向量为β＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ，则由A是实对称矩阵知，不同特征值对应的特征向量正交，即

[image: alt]


可解得该方程组的基础解系为（1，-1，1）T
 ，于是可取β＝（1，-1，1）T
 ．

记[image: alt]


则[image: alt]
 从而有

[image: alt]




第19章　二次型

●重要定理、公式和结论

19.1　重要结论

（1）A正定⇒AT
 ，A-1
 ，A*
 均正定．

（2）A，B正定⇒A＋B正定，但AB，BA不一定正定；若A，B正定，且A，B可交换，则AB，BA正定．

（3）A正定⇔①∀X≠0，XT
 AX＞0；

②A的所有顺序主子式均大于零；

③A的所有特征值都大于零；

④二次型的正惯性指数为n；

⑤A＝PT
 P，｜P｜≠0；

⑥存在正交矩阵Q，使得QT
 AQ＝Q-1
 AQ＝diag［λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ］，λi
 ＞0，i＝1，2，…，n．

●核心题型及思路启迪

19.2　二次型题型

题型166　二次型所对应的矩阵及其性质

思路启迪：搞清二次型对应的矩阵，二次型的秩，正负惯性指数等概念．

（1）[image: alt]
 其中

[image: alt]


则矩阵A称为二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）的矩阵，A的秩r（A）定义为二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）的秩．

（2）标准型：[image: alt]


（3）规范型：[image: alt]


二次型的规范型是唯一的．其中p（A的大于0的特征值的个数）称为二次型的正惯性指数，r称为二次型的秩，r－p（A的小于0的特征值的个数）称为二次型的负惯性指数，这三个数是二次型在可逆线性变换下的不变量．





例1　填空题．

（1）已知二次型[image: alt]
 秩为2，则c＝________．

（2）设f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋a3
 x3
 ）（b1
 x1
 ＋b2
 x2
 ＋b3
 x3
 ）为非零二次型，二次型所对应的矩阵为________．当a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋a3
 b3
 ＝0，二次型的正惯性指数为________，负惯性指数为________．

分析：二次型对应的矩阵是对称矩阵．若XT
 AX中的矩阵A非对称，用对称矩阵[image: alt]
 变换矩阵A．

解：（1）二次型所对应的矩阵为[image: alt]
 因r（A）＝2，故

[image: alt]


解得c＝3．

（2）记α＝（a1
 ，a2
 ，a3
 ）T
 ，β＝（b1
 ，b2
 ，b3
 ）T
 ，X＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ，则

[image: alt]


二次型所对应的矩阵为[image: alt]


由f≠0知α，β均为非零向量，而a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋a3
 b3
 ＝0表示α与β正交，因此α，β线性无关．由此可作非退化的线性变换，使

y1
 ＝a1
 x1
 ＋a2
 x2
 ＋a3
 x3
 　　y2
 ＝b1
 x1
 ＋b2
 x2
 ＋b3
 x3


此时二次型成为f＝y1
 y2
 ，令y1
 ＝z1
 ＋z2
 ，y2
 ＝z1
 －z2
 ，y3
 ＝z3
 ，则得规范型[image: alt]
 因此f的正惯性指数为1，负惯性指数也为1．

例2　设A为n阶实对称矩阵，r（A）＝n，Aij
 是A＝（aij
 ）n×n
 中元素aij
 的代数余子式，二次型为

[image: alt]


（1）记X＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 ，把f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）写成矩阵形式，并证明二次型f（X）的矩阵为A-1
 ．

（2）二次型g（X）＝XT
 AX与f（X）的规范型是否相同？并说明理由．

分析：（1）将二次型写成矩阵形式[image: alt]
 并证明A-1
 为对称矩阵．

（2）因为合同矩阵对应的二次型具有相同的规范型，所以只要证明A合同于A-1
 ．

解：（1）二次型的矩阵形式为

[image: alt]


且由（A-1
 ）T
 ＝（AT
 ）-1
 ＝A-1
 知，A-1
 是实对称矩阵，所以二次型f（X）的矩阵为A-1
 ．

（2）由A＝AA-1
 A＝AA-1
 AT
 知A合同于A-1
 ，因此二次型g（X）＝XT
 AX与f（X）的规范型相同．

题型167　用正交变换法化二次型为标准型

思路启迪：正交变换法X＝QY（Q为正定矩阵）化二次型为标准型的具体步骤为：

（1）首先写出二次型矩阵A，并求出A的全部特征值λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ．

（2）对每个特征值求出相应的特征向量．

（3）对应不同的特征值的特征向量是相互正交的，单重特征值对应的特征向量，只需将其单位化，对应k重根的特征值，应先找出k个线性无关的特征向量，然后正交化，再将其单位化．

（4）由前面求出的n个线性无关的正交特征向量组成的矩阵Q即为其所求的正交矩阵．作正交变换X＝QY，则

[image: alt]


即A与[image: alt]
 既合同又相似．

这种方法只是对实二次型，这时不仅要求线性变换的矩阵是可逆的，而且是正交矩阵，即C-1
 ＝CT
 ．

注：对于实对称矩阵A，B，若存在可逆阵P，使PT
 AP＝B，则称A，B为合同矩阵．





例3　已知实二次型[image: alt]
 经正交变换x＝Qy可化成标准型[image: alt]
 求常数a．

分析：利用f的两个表达式的矩阵相似即可．

解：[image: alt]
 的矩阵为

﻿[image: alt]


与[image: alt]
 的矩阵[image: alt]
 相似，所以trA＝trB，即3a＝6，故a＝2．

例4　设二次型

[image: alt]


其中二次型的矩阵A的特征值之和为1，特征值之积为-12．

（1）求a，b的值；

（2）利用正交变换将二次型f化为标准型，并写出所用的正交变换和对应的正交矩阵．

分析：（1）利用特征值之和，即A的主对角线上元素之和及特征值之积，即｜A｜，确定a，b的值；

（2）用通常方法计算正交变换与正交矩阵．

解：（1）[image: alt]
 的矩阵为

[image: alt]


由特征值之和，即A的主对角线上元素之和及特征值之积，即｜A｜可得

[image: alt]


解之得a＝1，b＝2．

（2）将a＝1，b＝2代入A可得

[image: alt]


由[image: alt]
 得A的特征值为λ＝-3，2，2．容易算得对应的特征向量为

α1
 ＝（1，0，-2）T
 　　α2
 ＝（2，0，1）T
 　　α3
 ＝（0，1，0）T


显然α1
 ，α2
 ，α3
 是正交向量组，现将它们单位化得

[image: alt]
 　β3
 ＝（0，1，0）T


记[image: alt]
 则相应的正交变换为X＝QY，其中Y＝（y1
 ，y2
 ，﻿y3
 ）T
 ，在此正交变换下，[image: alt]


例5　设二次型[image: alt]
 经正交变换X＝QY，化成[image: alt]
 其中X＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）T
 ，Y＝（y1
 ，y2
 ，y3
 ）T
 是三维列向量，Q是3阶正交矩阵，试求常数α，β．

分析：经正交变换，原二次型的矩阵和新二次型的矩阵相似，因此它们有相同的特征多项式．

解：变换前后二次型的矩阵分别为

[image: alt]


f＝XT
 AX经过正交变换X＝QY化为YT
 BY，所以｜λE－A｜＝｜λE－B｜，即

[image: alt]


比较λ的同次幂系数得2－α2
 －β2
 ＝2，（α－β）2
 ＝0．

故α＝β＝0．

例6　已知二次型[image: alt]
 的秩为2．

（1）求a的值；

（2）求正交变换X＝QY，把f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）化成标准型；

（3）求方程f（x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝0的解．

解：（1）二次型矩阵为

[image: alt]


由二次型的秩为2可知[image: alt]
 得a＝0．

（2）由解（1）知[image: alt]
 可求出其特征值为X1
 ＝λ2
 ＝2，λ3
 ＝0．

因为　　　　　　[image: alt]


所以（2E－A）x＝0的同解方程组为x1
 －x2
 ＝0，经过观察，可得属于特征值λ＝2的正交的特征向量[image: alt]


设α3
 为属于特征值λ＝0的特征向量，所以[image: alt]


设[image: alt]
 则[image: alt]
 故取[image: alt]


由于α1
 ，α2
 ，α3
 已经正交，直接将α1
 ，α2
 ，α3
 单位化，得

[image: alt]


令Q＝（η1
 　η2
 　η3
 ），它即为所求的正交变换矩阵．由X＝QY可化原二次型为标准型

[image: alt]


（3）由[image: alt]
 得y1
 ＝0，y2
 ＝0，y3
 ＝k（k为任意常数）．从而所求解为[image: alt]
 其中c为任意常数．

注：在求有重根的特征值对应的特征向量时，有意取正交的两个向量，这样可省去正交的步骤，简化计算．

例7　已知二次型[image: alt]
 的正惯性指数为1，负惯性指数为0．

（1）求正交变换矩阵Q，使得通过正交变换X＝QY，化此二次型为标准型；

（2）计算[image: alt]


解：[image: alt]
 由于r（A）＝1＋0＝1⇒｜A｜＝-（a－1）2
 （a＋2）＝0

若a＝1，则r（A）＝1，符合题意；若a＝-2，则r（A）＝2，不合题意．

故a＝1，[image: alt]
 解｜λE－A｜＝0可得λ1
 ＝λ2
 ＝0，λ3
 ＝3．

因为　　　　[image: alt]


所以（0·E－A）x＝0的同解方程组为x1
 ＋x2
 －x3
 ＝0．

经过观察，可取属于特征值λ＝0的正交的特征向量α1
 ＝（1，-1，0）T
 ，α2
 ＝（1，1，2）T
 ．

设α3
 为属于特征值λ＝3的特征向量，所以[image: alt]


设[image: alt]
 则[image: alt]
 故取[image: alt]


由于α1
 ，α2
 ，α3
 已经正交，直接将α1
 ，α2
 ，α3
 单位化，得

[image: alt]


令Q＝（β1
 ，β2
 ，β3
 ），则[image: alt]
 令X＝QY，其中Y＝（y1
 ，y2
 ，y3
 ）T
 ，则

[image: alt]


又[image: alt]


当XT
 X＝2时，YT
 Y＝2，则f在XT
 X＝2下的最大值，即在YT
 Y＝2下的最大值为取[image: alt]
 [image: alt]
 得[image: alt]


题型168　关正定的判定

思路启迪：（1）若A为数值型，根据所有的顺序主子式是否全大于零或特征值是否全大于零来判定，若全大于零，则二次型或矩阵为正定．

（2）若A为抽象型，则可用特征值是否全大于零或用定义：任意x≠0，xT
 Ax＞0来判定．





例8　设二次型[image: alt]


试问当λ取何值时，f是正定的．

解：二次型f的矩阵为[image: alt]
 它的顺序主子式为

[image: alt]


若要使f是正定，λ必须满足

[image: alt]


解此不等式组得λ＞2．

例9　设有n元实二次型

f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝（x1
 ＋a1
 x2
 ）2
 ＋（x2
 ＋a2
 x3
 ）2
 ＋…＋（xn－1
 ＋an－1
 xn
 ）2
 ＋（xn
 ＋an
 x1
 ）2


其中ai
 （i＝1，2，…，n）为实数，试问：当a1
 ，a2
 ，…，an
 满足何种条件时，二次型f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为正定二次型．

分析：由于f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）≥0，所以只要寻找当且仅当x1
 ，x2
 ，…，xn
 均为0时使f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝0的条件成立即可．

解：显然f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）≥0．f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）＝0当且仅当下列方程组成立

[image: alt]


方程组的系数行列式为

[image: alt]


因此方程组只有零解的充要条件是1＋（-1）n＋1
 a1
 a2
 …an
 ≠0．

所以，当a1
 ，a2
 ，…，an
 满足1＋（-1）n＋1
 a1
 a2
 …an
 ≠0时，对任意一组不全为零的数x1
 ，x2
 ，…，xn
 都有f（x1
 ，x2
 ，xn
 ）＞0，即二次型正定．

例10　设矩阵[image: alt]
 矩阵B＝（kE＋A）2
 ，其中k为实数，E为单位矩阵，

求对角阵Λ，使B与Λ相似，并求k为何值时，B为正定矩阵．

分析：如果A相似于对角阵A，即存在可逆矩阵P，使得P-1
 AP＝Λ，则P-1
 f（A）P＝f（Λ）．此时判定是否正定，从特征值出发比较方便．

解：矩阵A的特征方程为

[image: alt]


所以A的特征值为λ1
 ＝0，λ2
 ＝λ3
 ＝2．

由于A是实对称矩阵，所以A相似于对角阵，即存在可逆矩阵P，使[image: alt]
 [image: alt]
 因此[image: alt]
 从而P-1
 （kE＋A）2
 P＝P-1
 （kE＋A）[image: alt]


B＝（kE＋A）2
 的三个特征值为k2
 ，（k＋2）2
 ，（k＋2）2
 ．当特征值全大于零，即k≠0且k≠-2时，B为正定矩阵．

例11　设A为n阶正定矩阵，E是n阶单位矩阵，证明E＋A的行列式大于1．

分析：从特征值出发证明．由正定矩阵A的特征值大于零导出E＋A的特征值大于1．

解：设λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 为矩阵A的特征值，则E＋A的特征值为λ1
 ＋1，λ2
 ＋1，…，λn
 ＋1．

由于A是正定矩阵，故λ1
 ＞0，λ2
 ＞0，…，λn
 ＞0，因此λ1
 ＋1＞1，λ2
 ＋1＞1，…，λn
 ＋1＞1．

故｜E＋A｜＝（λ1
 ＋1）（λ2
 ＋1）…（λn
 ＋1）＞1．

例12　设[image: alt]
 为正定矩阵，其中A，B分别为m阶，n阶对称矩阵，C为m×n矩阵．

（1）计算PT
 DP，其中[image: alt]


（2）利用（1）的结果判断矩阵B－CT
 A-1
 C是否为正定矩阵，并证明你的结论．

﻿分析：（2）讨论抽象矩阵的正定性，一般用定义．

解：（1）因为[image: alt]
 所以有

[image: alt]


（2）矩阵B－CT
 A-1
 C是正定矩阵．

由解（1）的结果可知，矩阵D合同于矩阵

[image: alt]


又D为正定矩阵，可知矩阵M为正定矩阵．

因矩阵M为对称矩阵，故B－CT
 A-1
 C为对称矩阵．对X＝（0，0，…，0）T
 及任意的Y＝（y1
 ，y2
 ，…，yn
 ）T
 ≠0，有

[image: alt]


故B－CT
 A-1
 C为正定矩阵．

例13　设A为m×n实矩阵，E为n阶单位矩阵．已知矩阵B＝λE＋AT
 A，试证明：当λ＞0时，矩阵B为正定矩阵．

分析：根据正定矩阵的定义证明．

证：首先由BT
 ＝（λE＋AT
 A）T
 ＝λE＋AT
 A＝B知B是实对称矩阵，此外，对于任意非零实向量X＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 ，有

XT
 BX＝XT
 （λE＋AT
 A）X＝λXT
 X＋（AX）T
 （AX）

由于XT
 X＞0，（AX）T
 （AX）≥0，λ＞0，所以XT
 BX＞0．故当λ＞0时，矩阵B为正定矩阵．

题型169*
 　与二次曲面相关的命题

思路启迪：须记住二次曲面的标准形式及其正负惯性指数．设p为正惯性指数，q为负惯性指数，则

（1）球面方程x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝R2
 （R＞0），p＝3．

（2）椭球面[image: alt]
 （a，b，c均为正数），p＝3．

（3）单叶双曲面[image: alt]
 （a，b，c均为正数），p＝2，q＝1．

（4）双叶双曲面[image: alt]
 （a，b，c均为正数），p＝1，q＝2．

（5）二次锥面[image: alt]
 （a，b，c均为正数），p＝2，q＝1．

（6）椭球柱面[image: alt]
 （a，b，c均为正数），p＝2．





﻿例14　设A为3阶实对称矩阵，如果二次曲面方程

[image: alt]


在正交变换下的标准方程的图形如图19-1所示，则A的正特征值的个数为（　　）．

（A）0

（B）1

（C）2

（D）3

[image: alt]


图19-1

分析：由图19-1可看出此二次曲面为旋转双叶双曲面．

解：旋转双叶双曲面的标准形式为[image: alt]
 正惯性指数为1，所以A的正特征值的个数为1，故选（B）．

例15　已知二次曲面方程为x2
 ＋ay2
 ＋z2
 ＋2bxy＋2xz＋2yz＝4可以通过正交变换

[image: alt]
 　（Q是3阶正交矩阵）

化为椭柱面方程η2
 ＋4ξ2
 ＝4，求a，b的值和正交矩阵Q．

解：二次型f（x，y，z）＝x2
 ＋ay2
 ＋z2
 ＋2bxy＋2xz＋2yz的矩阵为

[image: alt]


由题设可知，[image: alt]
 即A的特征值为0，1，4，所以有

[image: alt]


即

[image: alt]


解此方程得a＝3，b＝1．于是

[image: alt]


对应于λ＝0，解（0·E－A）x＝0可得属于特征值λ＝0的特征向量为α1
 ＝（1，0，-1）T
 ．

对应于λ＝1，解（1·E－A）x＝0可得属于特征值λ＝1的特征向量为α2
 ＝（1，-1，1）T
 ．

对应于λ＝4，解（4·E－A）x＝0）可得属于特征值λ＝4的特征向量为α3
 ＝（1，2，1）T
 ．

因为A是实对称矩阵，不同特征值对应的特征向量是正交的，所以只需将它们单位化即可．

[image: alt]


则所求的正交矩阵为[image: alt]



第3篇*
 　概率论与数理统计题型

第20章　事件的概率

●重要定理、公式和结论

20.1　重要性质

1．事件之间的关系与运算

（1）事件的包含：若事件A发生必然会导致事件B发生，则称事件B包含A，记为B⊃A．

（2）事件相等：若A⊂B且B⊂A，则称事件A与B相等，记为A＝B，即A＝B⇔A⊂B，B⊂A．

（3）事件A与B的并（或和）：A＋B（或A∪B），表示A，B至少有一个发生．

（4）事件A与B的积（或交）：AB（或A∩B），表示A，B同时发生．

（5）事件A与B的差：A－B，表示A发生而B不发生．

（6）互不相容（或互斥）事件：满足AB＝ø的事件A，B．

注：在一次试验中，基本事件都是两两互斥的．

（7）对立事件：满足A＋B＝Ω，AB＝ø的事件A，B，称B是A的逆事件[image: alt]
 A是B的逆事件[image: alt]
 即[image: alt]


注：对立事件一定是互斥事件，但互斥事件不一定是对立事件．

（8）事件的运算律：

①交换律：A＋B＝B＋A，AB＝BA．

②结合律：（A＋B）＋C＝A＋（B＋C），（AB）C＝A（BC）．

③分配律：（A＋B）C＝AC＋BC，A＋BC＝（A＋B）（A＋C）．

④德·摩根律：[image: alt]


注：[image: alt]


2．概率的定义和性质

（1）定　义

设A为随机事件，P（A）为定义在随机事件集合上的实函数，若满足：

①P（Ω）＝1；

②0≤P（A）≤1；

③具有可列可加性．设A1
 ，A2
 ，…，Ak
 ，…两两互斥，则有下式成立

P（A1
 ＋A2
 ＋…＋Ak
 ＋…）＝P（A1
 ）＋P（A2
 ）＋…＋P（Ak
 ）＋…

称P（A）为事件A发生的概率．

（2）性　质

①P（ø）＝0；

②[image: alt]


③有限可加性．设A1
 ，A2
 ，…，An
 两两互斥，则下式成立

P（A
 1＋A2
 ＋…＋An
 ）＝P（A1
 ）＋P（A2
 ）＋…＋P（An
 ）

一般地，对任意n个事件A1
 ，A2
 ，…，An
 ，有下式成立

[image: alt]


式（1）为概率的加法公式，常用的加法公式如下：

P（A＋B）＝P（A）＋P（B）－P（AB）

P（A＋B＋C）＝P（A）＋P（B）＋P（C）－P（AB）－P（AC）－P（BC）＋P（ABC）．

20.2　常用结论

（1）A＋ø＝A，A＋A＝A（≠2A），A＋AB＝A；

Aø＝ø，AA＝A，[image: alt]


（2）[image: alt]


注：[image: alt]
 （记住）

（3）[image: alt]
 [image: alt]


（4）A，B相互独立⇔P（AB）＝P（A）P（B）．

﻿●核心题型及思路启迪

20.3　古典概型和几何概型

题型170　古典概型的概率计算

思路启迪：首先确定是古典概型（注意各事件是否为等可能事件），其次弄清样本空间和有利事件的结构，再利用古典概型概率计算公式进行计算．

[image: alt]


古典概型中概率的计算常需用到的基本结论：

（1）排列（有序）

①选排列（n个元素选m个排列）：[image: alt]


②全排列：[image: alt]


③有重复的排列：m个n相乘，即n·n…n＝nm
 ．

（2）组合　从n个中选m个的种数：[image: alt]


（3）加法原理　设完成一件事有n类方法（只要选择其中一类方法即可完成这件事），若第1类方法有m1
 种，第2类方法有m2
 种，…，第n类方法有mn
 种，则完成这件事共有N＝m1
 ＋m2
 ＋…＋mn
 种方法．

（4）乘法原理　设完成一件事有n个步骤（仅当n个步骤都完成才能完成这件事），若第1步有m1
 种方法，第2步有m2
 种方法，…，第n步有mn
 种方法，则完成这件事共有N＝m1
 ×m2
 ×…×mn
 种方法．





例1　一楼房共14层，设电梯在一层起动时有10名乘客，各乘客在各层下电梯是等可能的，试求下列事件的概率．

A1
 ＝“10个人在同一层下”；

A2
 ＝“10个人在不同楼层下”；

A3
 ＝“10个人恰有4个人在第8层下”．

解：由题意可知，10个人等可能在13个楼层下电梯，可看作｛2，3，…，14｝这13个数作10次有放回抽样，因此基本事件总数为n＝1310
 ．

有利于事件A1
 的有13种，有利于事件A2
 的有[image: alt]
 种，有利于事件A3
 的有[image: alt]
 种，

故[image: alt]


﻿例2　二阶行列式[image: alt]
 的元素可能为0或1，而0与1出现的概率均为[image: alt]
 求该行列式的值为正数的概率．

解：由题意可知，基本事件总数为24
 ．若[image: alt]
 则ad＝1，bc＝0．

符合上述情况的行列式有：[image: alt]


故P｛该二阶行列式的值为正数｝[image: alt]


例3　从1，2，…，10共10个数中，每次取一个数，且每个数被抽到的可能性相等，取后放回．先后取出7个数，试求下列各事件的概率．

A1
 ＝“7个数中不含1和10”；A2
 ＝“数10恰好出现两次”．

解：由题意可知，数字可被重复取，所以基本事件总数为107
 ．

有利于事件A1
 的有87
 种，有利于事件A2
 的有[image: alt]
 种．

故[image: alt]


题型171　几何概型的概率计算

思路启迪：如果随机试验E的样本空间Ω为欧式空间中的一个区域，且每个样本点的出现具有等可能性，则称此试验为几何概型．对于几何概型，事件A的概率有下列计算公式：

[image: alt]






例4　从（0，1）中随机地取两个数x和y，则满足条件的[image: alt]
 的概率是________．

解：显然本题为几何概型，如图20-1所示．则

Ω＝｛（x，y）｜0＜x＜1，0＜y＜1｝　[image: alt]


于是SΩ
 ＝1，[image: alt]
 故所求概率为[image: alt]


例5　在长度为a的线段内任取两点将其分成三段，求它们可以构成一个三角形的概率．

解：设线段被分成的三段，分别为x，y和a－x－y，则样本空间为由x≥0，y≥0及x＋y≤a所构成的图形，其面积为S△AOB
 ，有利事件A（即x，y，a－x－y三段构成三角形）的基本事件集：由线段x，y，a－x－y所围成的三角形，其面积记为S△DCE
 ，如图20-2所示．

依据三角形两边之和大于第三边的性质，有

[image: alt]


则其面积[image: alt]
 于是由几何概型的概率计算公式有

﻿[image: alt]


[image: alt]


图20-1

[image: alt]


图20-2

20.4　概率的概念、性质及计算

题型172　有关事件的独立性的命题

思路启迪：（1）两个事件的独立性　设A，B是两个随机事件，若有等式P（AB）＝P（A）P（B），则称A与B相互独立．

（2）n个事件的独立性　设A1
 ，A2
 ，…，An
 是n个随机事件，如果对于任意k（ik
 ≤n），任意1≤i1
 ＜i2
 ＜…＜ik
 ≤n，具有以下等式成立

P（Ai1

 Ai2

 …Aik

 ）＝P（Ai1

 ）P（Ai2

 ）…P（Aik

 ）

则称A1
 ，A2
 ，…，An
 为相互独立的事件；如果其中任意两个是相互独立的，则称A1
 ，A2
 ，…，An
 为两两独立的事件．

例如：[image: alt]


注：①相互独立⇒两两独立，但两两独立⇏相互独立；

②当0＜P（B）＜1时，

A，B相互独立⇔P（A｜B）＝P（A），即事件B的发生不影响事件A发生的概率．

[image: alt]


③A，B相互独立⇏A，B互不相容；且A，B互不相容⇏A，B相互独立．

④A与B，[image: alt]
 与B，A与[image: alt]
 与[image: alt]
 中有一组相互独立，则其余三组也相互独立．

一般地，若（A1
 ，…，Am
 ）与（B1
 ，…，Bn
 ）相互独立，则f（A1
 ，…，Am
 ）与g（B1
 ，…，Bn
 ）也相互独立．其中f，g表示加、减、乘，对立运算．





例6　已知A，B是两个随机事件，P（A）＝0.4，P（AB）＝0.2，[image: alt]
 则P（A＋B）＝________．

解：由[image: alt]
 可得A，B相互独立，所以[image: alt]
 故

P（A＋B）＝P（A）＋P（B）－P（AB）＝0.4＋0.5－0.2＝0.7

例7　已知A，B相互独立，[image: alt]


[image: alt]
 则P（A）＝________．

解：因为A，B相互独立，所以

[image: alt]


由式（1）（2）联立可得[image: alt]


例8　已知P（A）＝0.4，P（C）＝0.5，A⊂B，A，C独立，P（A－C｜AB＋C）＝________．

解：因为A⊂B，所以AB＝A．

[image: alt]


例9　设A，B，C三个事件两两独立，则A，B，C相互独立的充分必要条件是（　　）．

（A）A与BC独立

（B）AB与A＋C独立

（C）AB与AC独立

（D）A＋B与A＋C独立

分析：在A，B，C两两独立的条件下，A，B，C相互独立的充分必要条件是

P（ABC）＝P（A）P（B）P（C）

据此，逐个检验选项，直到得到正确选项为止．

解：对选项（A），在A，B，C两两独立的条件下，

（1）如果A与BC独立，则P（ABC）＝P［A（BC）］＝P（A）P（BC）＝P（A）P（B）P（C）；

（2）如果A，B，C相互独立，则P［A（BC）］＝P（ABC）＝P（A）P（B）P（C）＝P（A）P（BC）．

﻿故本题选（A）．

例10　设A，B，C是三个相互独立的随机事件，且0＜P（C）＜1，则下列给定的四对事件中不相互独立的是（　　）．

[image: alt]


解：因为A，B，C相互独立，则A，B与C相互独立，所以f（A，B）与g（C）相互独立，则（A）（C）（D）中的事件相互独立，故选（B）．

题型173　利用逆事件概率公式[image: alt]
 计算概率

思路启迪：当逆事件概率容易计算时，利用[image: alt]






例11　从0，1，2，…，9等十个数字中任意选出三个不同的数字，则三个数字中不含“0”或“5”的概率为________．

解：令A＝“三个数字不含0或5”，B＝“三个数字不含0”，C＝“三个数字不含5”，则

A＝B＋C

故所求概率为

[image: alt]


例12　设A，B是两个随机事件，P（A）＝0.7，P（A－B）＝0.3，求[image: alt]


解：P（A－B）＝P（A）－P（AB），得P（AB）＝P（A）－P（A－B）＝0.7－0.3＝0.4，故

[image: alt]


例13　从5双不同的鞋子中任取4只，求此4只鞋子中至少有两只鞋子配成一双的概率．

解：设A表示“至少有两只鞋子配成一双”，于是[image: alt]
 表示“没有成双的鞋子”，故基本事件总数为[image: alt]
 有利于[image: alt]
 的基本事件数为[image: alt]
 于是

[image: alt]


例14　有9位乘客来到某13层大楼的一层乘电梯上楼，每个乘客在任一层（从第2层到第13层）离开是等可能的，求至少有2位乘客在同一层离开的概率．

解：记Ai
 ＝｛有i位乘客在同一层离开｝（i＝1，2，…，9），则

｛至少有2位乘客在同一层离开｝＝A2
 ＋A3
 ＋…＋A9


于是由逆概公式可得

[image: alt]


题型174　利用加法公式、乘法公式和条件概率公式计算概率

思路启迪：（1）加法公式

﻿[image: alt]


常用以下两个公式：

P（A＋B）＝P（A）＋P（B）－P（AB）

P（A＋B＋C）＝P（A）＋P（B）＋P（C）－P（AB）－P（AC）－P（BC）＋P（ABC）

适用于：计算若干个事件中至少有一个发生的问题．

（2）乘法公式　设P（A）＞0，P（B）＞0，则P（AB）＝P（A）P（B｜A）＝P（B）P（A｜B）．

一般地，设P（A1
 A2
 …An－1
 ）＞0，则

P（A1
 A2
 …An
 ）＝P（A1
 ）P（A2
 ｜A1
 ）…P（An
 ｜A1
 A2
 …An－1
 ）

适用于：凡涉及A，B同时发生的用P（AB），计算积事件概率P（AB）的样本空间为Ω．

（3）条件概率　设A，B是两个随机事件，且P（A）＞0，称P（B｜A）＝[image: alt]
 为在事件A发生的条件下事件B发生的概率．

注：条件概率仍具有概率的性质

①[image: alt]


②P（A1
 ＋A2
 ｜A）＝P（A1
 ｜A）＋P（A2
 ｜A）－P（A1
 A2
 ｜A）．

适用于：凡有“包含”关系、“先后”关系、“主次”关系的用P（B｜A），计算P（B｜A）时的样本空间为ΩA
 ．





例15　甲乙两射手进行射击，甲击中目标的概率为0.9，乙击中目标的概率为0.7，甲、乙两人同时击中目标的概率为0.65，求目标被击中的概率．

解：“目标被击中”等价于“二人中至少有一人击中目标”，

设A＝｛甲击中目标｝，B＝｛乙击中目标｝，C＝｛目标被击中｝．则

P（A）＝0.9　　P（B）＝0.7　　P（AB）＝0.65

故P（C）＝P（A＋B）＝P（A）＋P（B）－P（AB）＝0.9＋0.7－0.65＝0.95．

例16　某班有n个战士，每人各有1支枪，这些枪外形完全一样，在一次夜间的紧急集合中，若每人随机地取走一支枪，求至少有1个人拿到自己的枪的概率是多少？

解：记Ai
 ＝｛第i个战士拿到自己的枪｝（i＝1，2，…，n），则所求的概率为

P（A1
 ＋A2
 ＋…＋An
 ）

由于[image: alt]
 不易计算，所以用加法公式直接计算

P（A1
 ＋A2
 ＋…＋An
 ）

并且　　　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


例17　设某人的眼镜第一次落地打破的概率为[image: alt]
 第二次落地打破的概率为[image: alt]
 第三次落地打破的概率为[image: alt]
 求眼镜落地三次被打破的概率．

解：设A＝“眼镜落地三次被打破”，Ai
 ＝“眼镜第i次落地被打破”（i＝1，2，3）．则[image: alt]
 [image: alt]
 且[image: alt]
 互斥．故

[image: alt]


例18　为了防止意外事故，在矿井内同时安装两种警报系统A与B，每种系统单独使用时，其有效概率A为0.92，B为0.93．在A失灵条件下，B有效的概率为0.85．求：

（1）发生意外时，这两种警报系统至少有一个有效的概率．

（2）在B失灵条件下，A有效的概率．

解：A“表示发生意外时警报A有效”，B“表示发生意外时警报B有效”．

由题意可知，P（A）＝0.92，P（B）＝0.93，[image: alt]


[image: alt]


﻿[image: alt]


题型175　利用事件的独立性和伯努利概型计算概率

思路启迪：如果试验E的结果只有两个：A与[image: alt]
 则称此试验为伯努利概型（试验）．若将伯努利试验独立重复n次，则称为n重伯努利概型，简称伯努利概型．若P（A）＝p，则n次试验中事件A发生k次的概率为

[image: alt]






例19　设在一次试验中，事件A发生的概率为p，现进行n次独立试验，试求：

（1）A至少发生一次的概率；

（2）A至多发生一次的概率．

解：由题意可知P（A）＝p，[image: alt]
 设事件B1
 ＝｛A至少发生一次｝，B2
 ＝｛A至多发生一次｝，则

[image: alt]


例20　一实习生用同一台机器接连独立地制造3个同种零件，第i个零件是不合格品的概率[image: alt]
 以X表示3个零件中合格品的个数，求P｛X＝2｝．

解：｛X＝2｝＝｛3个零件中有2个为合格品，1个为不合格品｝．

设Ai
 ＝｛第i个零件是合格品｝，由已知得[image: alt]
 则

[image: alt]


例21　假设一厂家生产的每台仪器以概率0.7可直接出厂；以概率0.3需进一步调试，经调试后以概率0.8可以出厂；以概率0.2定为不合格品，不能出厂．现该厂新生产了n（n≥2）台仪器（假设各台仪器的生产过程相互独立）．求：

（1）全部能出厂的概率α；

（2）其中恰好有两台不能出厂的概率β；

（3）其中至少有两台不能出厂的概率θ．

解：（1）对于新生产的每台仪器，A表示“仪器需进一步调试”，B表示“仪器能出厂”，则[image: alt]
 表示“仪器能直接出厂”，AB表示“仪器需进一步调试且能出厂”，于是

[image: alt]
 　P（A）＝0.3　　P（B｜A）＝0.8

P（AB）＝P（A）P（B｜A）＝0.3×0.8＝0.24

[image: alt]


设X为所生产的n台仪器中能出厂的台数，则X作为n次独立试验成功（仪器能出厂）的次数，于是X服从参数p＝0.94的n重伯努利概型，故

[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）θ＝P｛X≤n－2｝＝1－P｛X＝n－1｝－P｛X＝n｝

＝1－0.06n（0.94）n－1
 －（0.94）n
 ．

题型176　利用全概率公式与贝叶斯公式计算概率

思路启迪：如果把B1
 ，…，Bn
 看成是导致事件A发生的原因，那么全概率公式与贝叶斯公式可以分别说成“由因求果”与“由果索因”的概率计算公式．

如果所求的概率可以分解成两步，两步彼此关联，第一步的各种结果直接影响第二步的结果的发生，且第一步有多种情况发生（即能够找到完备事件组B1
 ，…，Bn
 ），若第二步为所求的事件A的概率，则利用全概率公式计算；若已知事件A的概率，要求导致该事件发生的原因Bi
 的可能性大小，即条件概率P（Bi
 ｜A），则用贝叶斯公式求解．

（1）全概率公式

若B1
 ，B2
 ，…，Bn
 为一完备事件组，即两两互斥，且[image: alt]
 此外，P（Bi
 ）＞0，i＝1，2，…，n，则

[image: alt]


（2）贝叶斯（Bayes）公式

若B1
 ，…，Bn
 为一完备事件组，P（Bi
 ）＞0，i＝1，2，…，n，P（A）＞0，则有

[image: alt]






例22　已知10个灯泡中已损坏的个数是0，1，2，3，且它们是等可能的．现从这10个灯泡中有放回地连续取三次，每次取1个，求取出的3个灯泡中恰有2个未损坏的概率．

解：“从10个灯泡中有放回地取三次”可以看作3重独立重复试验，每次取一个灯泡，只有两个可能结果：A＝｛任取的一个灯泡是未损坏的｝和[image: alt]


记Bi
 ＝｛10个灯泡中已损坏的有i个｝（i＝0，1，2，3），则由全概率公式可得

﻿[image: alt]


其中　　　　　　﻿[image: alt]


P（A｜B0
 ）＝1　　[image: alt]


所以有[image: alt]


P（取出的3个灯泡中恰有2个未损坏）＝[image: alt]
 ［P（A）］2
 ［1－P（A）］＝0.325

例23　在电源电压不超过200V、200～240V、超过240V三种情况下，某电子元件损坏的概率分别为0.1，0.001，0.2．假设电源电压X～N（220，252
 ）．试求：

（1）该电子元件损坏的概率；

（2）该电子元件损坏时，电源电压在200～240V的概率．（已知Φ（0.8）＝0.788）

解：设A1
 ，A2
 ，A3
 分别表示电源电压“不超过200V”、“200～240V”、“超过240V”．

B表示“元件损坏”，由于X～N（220，252
 ），所以

[image: alt]


又　　　　　　[image: alt]


（1）由全概率公式[image: alt]


（2）[image: alt]


例24　12个乒乓球中有9个新球，3个旧球．第一次比赛时，从中任取3个球，用完后放回去（新球使用后成为旧球），第二次比赛时，又从中任意取出3个球，已知第二次取出的3个球中有两个是新球，求第一次取出的3个球中恰有一个新球的概率．

分析：本题分两步进行．第一步为第一次比赛时，从中任取3个球；第二步为第二次比赛时，又从中任意取出3个球，已知第二步的结果为第二次取出的3个球中有两个是新球），求与结果相关的某一原因（第一次取出的3个球中恰有一个新球）的概率，用贝叶斯公式计算．

解：记B＝｛第二次取出的3个球中有两个是新球｝

Ai
 ＝｛第一次取出的3个球中有i个新球｝　　（i＝0，1，2，3）

则所求的概率为P（A1
 ｜B）．由于A1
 先于B发生，所以由贝叶斯公式可得

[image: alt]


﻿其中　　[image: alt]


且

[image: alt]


所以　　　　　　[image: alt]


例25　要验收一批（20台）微机．验收方案：从中任取3台，分别进行独立测试，如果3台中至少有一台是次品，则拒绝接收这批微机．由于测试技术和水平，一台次品被误测为正品的概率为0.95，而一台正品被误测为次品的概率为0.01．如果这批微机中有4台次品，试问这批微机被接收的概率是多少？

解：记A＝｛这批微机被接收｝，则它与下列的完备事件组有关：

Hi
 ＝｛任取的3台微机中恰有i件次品｝　　（i＝0，1，2，3）

于是，由全概率公式有

[image: alt]


其中

[image: alt]


P（A｜H0
 ）＝0.993


P（A｜H1
 ）＝0.992
 ×0.05

P（A｜H2
 ）＝0.99×0.052


P（A｜H3
 ）＝0.053


所以　　　　　　[image: alt]


例26　已知100件产品中有10件正品，每次使用这些正品时肯定不会发生故障，而在每次使用非正品时均有0.1的可能发生故障，现从这100件产品中随机抽取一件，若使用了n次均未发生故障，问n为多大时，才能有70％的把握认为所取的产品为正品？

解：设B1
 ＝“正品”，B2
 ＝“非正品”，A＝“使用了n次均未发生故障”．

由　　[image: alt]


可推得n≥29，即n为29时，才能有70％的把握认为所取的产品为正品．

例27　已知每天登录某网站的人数服从参数为λ的泊松分布，而登录网站的人以概率p打开某网页，且每个人是否打开该网页是相互独立的，试求恰有k个人打开此网页的概率．

解：设X＝“登录网站的人数”，Y＝“打开网页的人数”，则

[image: alt]


[image: alt]


于是

[image: alt]


即Y服从参数为λp的泊松分布．



第21章　随机变量及其分布

●重要定理、公式和结论

21.1　重要定理和结论

1．泊松定理

当p较小、n较大时，令λ＝np，则当n→∞时，有

[image: alt]


2．二项定理

若当N→∞时，[image: alt]
 则

[image: alt]


3．有关正态分布的结论

（1）形式：X～N（μ，σ2
 ），概率密度[image: alt]


（2）标准化：[image: alt]
 概率密度为

[image: alt]


分布函数为

[image: alt]


①P（U≤-x）＝P（U＞x）＝1－P（U≤x），即Φ（-x）＝1－Φ（x）；

②P（｜U｜≤x）＝2P（U≤x）－1＝2Φ（x）－1．

●核心题型及思路启迪

21.2　一维随机变量及其分布

题型177　与一维随机变量概念和性质相关的命题

思路启迪：要熟记分布函数、分布律和分布密度的概念和性质．

（1）分布函数F（x）中待定常数的确定一般利用F（x）的性质及定义：

F（x）＝P｛X≤x｝，　[image: alt]


其中，F（x）是右连续函数，特别当X是连续型随机变量时，F（x）是连续函数．

（2）离散型随机变量的分布律有P｛X＝k｝＝pk
 （k＝1，2，…），[image: alt]
 [image: alt]


（3）连续型随机变量的概率密度f（x）有[image: alt]






例1　设F1
 （x），F2
 （x）分别是随机变量X1
 ，X2
 的分布函数，F（x）＝aF1
 （x）－bF2
 （x），要使F（x）也为分布函数，则有（　　）．

[image: alt]


解：　　　　　　　　　　　F（+∞）＝aF1
 （+∞）－bF2
 （+∞）＝a－b＝1

将（A）、（B）、（C）、（D）分别代入，可知应选（A）．

例2　设X1
 ，X2
 是相互独立的连续型随机变量，其概率密度分别为f1
 （x），f2
 （x），分布函数分别为F1
 （x），F2
 （x），则（　　）．

（A）f1
 （x）＋f2
 （x）必为概率密度

（B）f1
 （x）f2
 （x）必为概率密度

（C）F1
 （x）＋F2
 （x）必为分布函数

（D）F1
 （x）F2
 （x）必为分布函数

解：对于（A），[image: alt]


对于（B），设X1
 ，X2
 分别在［0，1］，［2，3］上服从均匀分布，则

f1
 （x）f2
 （x）≡0　（-∞＜x＜+∞）

显然它不是概率密度．

对于（C），F（+∞）＝F1
 （+∞）＋F2
 （+∞）＝2≠1，故由排除法可知应选（D）．

注：事实上，对于（D），F（x）＝F1
 （x）F2
 （x），因为

①0≤F（x）≤1，F（-∞）＝0，F（+∞）＝1；

②F（x）单调不减；

③F（x）右连续，即F（x＋0）＝F（x）．

所以F（x）为某随机变量的分布函数．

例3　设随机变量X的概率密度为f（x），且对任意实数x有f（-x）＝f（x），设F（x）是X的分布函数，则对任意的实数a，有（　　）．

[image: alt]


解：由[image: alt]
 可得[image: alt]
 而[image: alt]
 所以

[image: alt]


﻿[image: alt]


故选（B）．

例4　设X～N（μ，σ2
 ），分布函数为F（x），则对任意的x，有（　　）．

（A）F（x＋μ）＝F（x－μ）

（B）F（μ＋x）＝F（μ－x）

（C）F（x＋μ）＋F（x－μ）＝1

（D）F（μ＋x）＋F（μ－x）＝1

解：X的概率密度y＝f（x）的图形如图21-1所示．则P（X≤μ－x）＝P（X＞μ＋x）＝1－P（X≤μ＋x）即F（μ＋x）＝1－F（μ一x），亦即F（μ＋x）＋F（μ－x）＝1．

故选（D）．

注：若X～N（μ，σ2
 ），则要想到正态分布概率密度的图形或将其标准化．

[image: alt]


图21-1

例5　设随机变量X服从正态分布N（μ1
 ，[image: alt]
 ），Y服从正态分布N（μ2
 ，[image: alt]
 ），且

P｛｜X－μ1
 ｜＜1｝＞P｛｜Y－μ2
 ｜＜1｝

则必有（　　）．

（A）σ1
 ＜σ2


（B）σ1
 ＞σ2


（C）μ1
 ＜μ2


（D）μ1
 ＞μ2


解：由题设可得

[image: alt]


则　　　　　　[image: alt]


即　　　　　　　　[image: alt]


其中Φ（x）是标准正态分布的分布函数．

又Φ（x）是单调增加函数，则[image: alt]
 即σ1
 ＜σ2
 ．

故选（A）．

题型178　求离散型随机变量的分布律或分布函数

思路启迪：（1）求分布律须首先确定随机变量的所有可能取值，然后求出对应于各可能取值的事件的概率，最后验证ΣP（X＝xk
 ）＝1是否成立．

（2）已知分布律，求分布函数，则直接利用定义

[image: alt]


注意正确划分x的取值区间并求出相应的概率（按累计法计算），其图形是右连续的阶梯形曲线．

（3）已知分布函数F（x），求分布律，则F（x）的间断点x1
 ，x2
 ，…，xk
 ，…即为X可能的取值，且P（X＝xk
 ）＝F（xk
 ）－F（xk
 －0）．





例6　将一枚骰子连掷两次，以X表示两次所得的点数之和，试写出X的分布律．

解：样本空间

Ω＝｛（1，1），（1，2），…，（1，6）；（2，1），（2，2），…，（2，6）；…；（6，1），（6，2），…，（6，6）｝

上述36对数出现是等可能的，所以X的可能取值为2，3，…，12，则有

“X＝2”对应元素（1，1），所以[image: alt]


“X＝3”对应元素（1，2），（2，1），所以[image: alt]


“X＝4”对应元素（1，3），（2，2），（3，1），所以[image: alt]


……

于是X的分布律如表21-1所列：

表21-1

[image: alt]


例7　甲、乙两人从装有a个白球与b个黑球的口袋中轮流摸取一球，甲先取，乙后取，每次取后不放回，直到两人中有1人取到白球时停止．试求取球次数的分布律．

分析：根据试验要求，取球次数为随机变量，其可能取值为1，2，…，b＋1．

解：令X表示取球次数，则X的可能取值为1，2，…，b＋1，并且分布律为

[image: alt]


例8　对某一目标射击，直到击中目标为止，如果每次射击的命中概率为p，求射击次数的概率分布．

解：设X为射击次数，则X服从几何分布，故

P｛X＝k｝＝p·（1－p）k－1
 　　　（k＝1，2，…）

例9　从Ω＝｛1，2…，N｝中随意取4个数，以X表示其中最小者，试求X的概率分布．

解：随机变量X有k＝1，2，…，N－3等N－3个可能值．自Ω＝｛1，2，…，N｝中随意取4个数共有[image: alt]
 种不同的取法，其中有利于事件｛X＝k｝的有[image: alt]
 种．于是

[image: alt]


题型179　求连续型随机变量的概率密度或分布函数

思路启迪：（1）已知分布函数F（x），求概率密度，对F（x）求导即可，即f（x）＝F′（x）．若F（x）是分段函数，则f（x）在分段点处的值可以取为该段的f（x）的值．

（2）已知概率密度f（x），求分布函数F（x），只要将F（x）写成f（x）的变上限积分即可，即[image: alt]






例10　设连续型随机变量X的分布函数为

[image: alt]


试求：（1）常数a，b，c，d；（2）X的概率密度f（x）．

解：（1）由X的连续性，有

[image: alt]
 即[image: alt]


所以a＝0，b＝1，c＝-1，d＝1．于是

[image: alt]


（2）[image: alt]


例11　设随机变量X的概率密度为

[image: alt]


且P（1＜X＜2）＝P（2＜X＜3）．试求：（1）常数A，B；（2）X的分布函数．

解：（1）由

﻿[image: alt]
 即[image: alt]


于是[image: alt]
 即[image: alt]
 所以[image: alt]


（2）由（1）可得

[image: alt]


利用公式[image: alt]
 计算F（x）．

当x≤1时，[image: alt]


当1＜x＜2时，[image: alt]


当2≤x＜3时，[image: alt]


当x≥3时，[image: alt]


因此

[image: alt]


题型180　由已知分布求概率或由已知概率求分布

思路启迪：（1）已知分布律，求概率的程序是：

①写出随机变量所满足的区间中的所有可能值；

②将以上值的概率累加即得．

（2）已知分布密度f（x），求概率的程序是：

①写出随机变量所满足的区间［a，b］；

②计算[image: alt]
 即为所求概率．

（3）已知分布函数F（x），求概率的程序是：

①若是离散型，则利用P｛X＝x｝＝F（x）－F（x－0）；

②若是连续型，则P｛a＜X＜b｝＝F（b）－F（a）．

注：①当随机变量X在［a，b］上随机取值或X在［a，b］上取值的概率与［a，b］的长度成正比时，要想到X在［a，b］上服从均匀分布，即X～U［a，b］；

②当已知X～N（μ，σ2
 ）时，要想到将X标准化，即[image: alt]






例12　已知X是在区间（0，1）内取值的连续型随机变量，且P｛X≤0.29｝＝0.75，P｛Y≤a｝＝0.25，其中Y＝1－X，求未知常数a．

解：因为

0.25＝P｛Y≤a｝＝P｛1－X≤a｝＝P｛X≥1－a｝＝1－P｛X＜1－a｝

所以P｛X＜1－a｝＝0.75，又P｛X≤0.29｝＝0.75，故1－a＝0.29，即a＝0.71．

例13　已知随机变量X的概率密度为[image: alt]
 以Y表示对X的三次独立重复观察中事件[image: alt]
 出现的次数，求概率P（Y＝2）．

解：　　　　　　[image: alt]


于是[image: alt]
 所以

[image: alt]


例14　设X～N（μ，σ2
 ），且二次方程y2
 ＋4y＋X＝0无实根的概率为[image: alt]
 求μ．

解：由题设知，y2
 ＋4y＋X＝0无实根，则∆2
 ＝42
 －4X＜0，于是

[image: alt]


又X～N（μ，σ2
 ），则由正态分布的性质可知μ＝4．

注：若X～N（μ，σ2
 ），则[image: alt]


例15　测量到某一目标的距离时产生的随机误差X（单位：m）的概率密度为

[image: alt]


求在3次测量中至少有一次误差的绝对值不超过30m的概率．

解：记Y为3次测量中误差的绝对值不超过30m的次数，则Y～B（3，p），于是所求的概率为

P（Y≥1）＝1－P（Y＝0）＝1－（1－p）3


由于X～N（20，402
 ），则[image: alt]
 所以

[image: alt]


于是P（Y≥1）＝1－（1－0.4931）3
 ＝0.8698．

例16　假设随机变量X的绝对值不大于1；[image: alt]
 在事件（-1＜X＜1）出现的条件下，X在（-1，1）内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间的长度成正比．试求：（1）X的分布函数；（2）X取负值的概率p．

解：（1）当x＜-1时，F（x）＝0．

当x≥1时，F（x）＝1．

当-1≤x＜1时，因为

[image: alt]


则

[image: alt]


故

[image: alt]


（2）[image: alt]


注：本例中的F（x）为既非离散型也非连续型分布函数．

题型181　求一维随机变量函数的概率分布

1．求离散型随机变量函数的分布律或分布函数

思路启迪：若已知P｛X＝xi
 ｝＝pi
 （i＝1，2，…），且g（xi
 ）均不相等，则P｛Y＝g（xi
 ）｝＝pi
 （i＝1，2，…）就是Y的概率分布；否则将各相等的y＝g（xi
 ）值对应的概率相加，即可得到Y的概率分布．





例17　已知随机变量X的分布律为

[image: alt]


试求Y＝2X2
 ＋1的分布律与分布函数．

解：Y＝2X2
 ＋1的所有可能取值为1，3，9，且

P（Y＝1）＝P（X＝0）＝0.2

P（Y＝3）＝P（X＝-1）＋P（X＝1）＝0.1＋0.3＝0.4

P（Y＝9）＝P（X＝2）＝0.4

即Y的分布律为

[image: alt]


下面求Y的分布函数．由分布函数的定义可得

[image: alt]


注：本题要注意的是P（Y＝3）＝P（X＝-1）＋P（X＝1），另外求离散型随机变量的分布函数时一定要分段计算．

例18　已知X的分布律如表21-2所列：

表21-2

[image: alt]


求[image: alt]
 的分布律．

解：由题可知，见表21-3：

表21-3

[image: alt]


而

[image: alt]


可见[image: alt]
 只有三个可能值：-1，0，1．且

[image: alt]


﻿[image: alt]


即如表21-4所列：

表21-4

[image: alt]


2．求连续型随机变量函数的概率分布

思路启迪：方法1　若y＝g（x）为单调函数，则利用定理求解，定理如下．

设X为连续型，其概率密度为fX
 （x）（-∞＜x＜+∞），又函数g（x）处处可导且g′（x）≠0，则Y＝g（X）是连续型随机变量，其概率密度为

[image: alt]


其中h（y）是y＝g（x）的反函数，α＝min［g（-∞），g（+∞）］，β＝max［g（-∞），g（+∞）］．

方法2　若y＝g（x）不是单调函数，则先求出y的分布函数

F（y）＝P｛Y≤y｝＝P｛g（X）≤y｝

F（y）对y求导，即得[image: alt]






例19　（1）设X～U（0，2），求Y＝X2
 在（0，4）内的概率密度．

（2）设X～U（0，2），求[image: alt]
 的概率密度．

（3）设X～N（0，σ2
 ），求Y＝X2
 的概率密度．

解：（1）由题设得X的概率密度为

[image: alt]


因为当x在（0，2）中变化时，y＝x2
 为单调函数，值域为（0，4），从而可直接利用公式法得

[image: alt]


（2）因为当x在（0，2）中变化时，y＝2e2（x＋1）
 为单调函数，值域为（2e2
 ，2e6
 ），反函数为[image: alt]
 从而可直接利用公式法得

[image: alt]


（3）因为当x在（-∞，+∞）中变化时，y＝x2
 不是单调函数．所以先求Y＝X2
 的分布函数．

令FY
 （y）＝P（Y≤y）＝P（X2
 ≤y），值域为［0，+∞），

①若y＜0，则FY
 （y）＝0；

②若0≤y＜+∞，则

[image: alt]


其中Φ（u）是U～N（0，1）的分布函数，则

[image: alt]


其中φ（u）是U～N（0，1）的概率密度．

例20　设随机变量X的概率密度函数为

[image: alt]


求随机变量Y＝X2
 ＋1的概率密度fY
 （y）．

解：显然y＝x2
 ＋1不是单调函数，所以先计算Y的分布函数

FY
 （y）＝P（Y≤y）＝P（X2
 ＋1≤y）＝P（X2
 ≤y－1）

当y≤1时，P（X2
 ≤y－1）＝0．

当y＞1时，

[image: alt]


故　　　　　　[image: alt]


于是

﻿[image: alt]


例21　设随机变量X服从参数为[image: alt]
 的指数分布，求Y＝min（X，2）的分布密度函数．

解：由题设可知X的概率密度为[image: alt]
 显然y＝min（x，2）不是单调函数．

令FY
 （y）＝P（Y≤y）＝P［min（X，2）≤y］，

①若y≤0，则FY
 （y）＝0；

②若y≥2，则FY
 （y）＝1；

③若0＜y＜2，则

[image: alt]


即　　　　　　[image: alt]


故　　　　　　[image: alt]


例22　设Z为连续型随机变量，分布函数为FZ
 （z），X服从［0，1］上的均匀分布，则[image: alt]
 的分布函数为（　　）．

（A）[image: alt]


（B）FZ
 （y）

（C）[image: alt]


（D）1－FZ
 （y）

解：

[image: alt]


故选（B）．

题型182　综合题

例23　设有80台同类型设备，各台工作相互独立，发生故障的概率都是0.01，且一台设备的故障一个人能维修．考虑两种配备维修工人的方案：其一，由4人维护，每人承包20台；其二，由3人共同维护80台．试比较两种方案的优劣．

解：设备发生故障而不能及时维修的概率，值大的为劣，值小的为优．

先考虑第一种方案．Ai
 （i＝1，2，3，4）表示第i人维护的20台中发生故障而不能及时维修的事件．X表示第一个人维护的20台同一时刻发生故障的台数，则80台中发生故障而不能及时维修的概率为

P｛A1
 ＋A2
 ＋A3
 ＋A4
 ｝≥P（A1
 ）＝P｛X≥2｝

（由题设若由一个人负责的设备发生故障超过两台即不能维修）

因为X～B（20，0.01），则λ＝np＝20×0.01＝0.2，故有

[image: alt]


再考虑第二种方案．Y表示80台中同一时刻发生故障的台数，Y～B（80，0.01），λ＝np＝80×0.01＝0.8，故80台中发生故障而不能及时维修的概率为

[image: alt]


比较可知，后一方案优于前一方案．

例24　假设一大型设备在任何长为t的时间内发生故障的次数N（t）服从参数为λt的泊松分布．

（1）求相继两次故障之间的时间间隔T的概率分布p；

（2）求在设备已经无故障工作8小时的情形下，再无故障运行8小时的概率q．

解：（1）因为N（t）为时间间隔t（t≥0）内发生故障的次数，又T表示相继两次故障间的事件间隔，所以当T＞t时，必有N（t）＝0，于是

[image: alt]


（2）　　[image: alt]


例25　设随机变量X的概率密度为

[image: alt]


现对X进行n次独立重复观测，以Vn
 表示观测值不大于0.1的次数，试求随机变量Vn
 的概率分布．

解：事件为“观测值不大于0.1”，即事件｛X≤0.1｝，其概率

[image: alt]


由题意知X是服从B（n，0.01）的随机变量，于是

[image: alt]


例26　假设一设备开机后无故障工作的时间X服从指数分布，平均无故障工作的时间为5小时．设备定时开机，出现故障时自动关机，而在无故障的情况下工作2小时便关机．试求该设备每次开机无故障工作的时间Y的分布密度f（y）．

解：设X的分布参数为λ，由于[image: alt]
 可见[image: alt]
 显然，Y＝min（X，2）．

由例21即得Y的分布函数为

[image: alt]


所以Y的分布密度为

[image: alt]




第22章　多维随机变量及其分布

●重要定理、公式和结论

22.1　重要结论

多维随机变量及其分布中包括以下重要结论：

（1）设X1
 ，…，Xn
 相互独立，令

X＝max（X1
 ，…，Xn
 ），　Y＝min（X1
 ，…，Xn
 ）

则

[image: alt]


[image: alt]


（2）设（X，Y）在长方形区域a≤x≤b，c≤y≤d上服从均匀分布，则它的概率密度为

[image: alt]


⇔X，Y相互独立，且分别服从［a，b］，［c，d］上的均匀分布．

（3）设X1
 ，…，Xn
 相互独立，且[image: alt]
 则

[image: alt]


注：[image: alt]
 则aX＋bY不一定服从正态分布，这是因为X，Y不一定独立．

●核心题型及思路启迪

22.2　二维随机变量及其分布

题型183　与二维随机变量概念、性质有关的命题

思路启迪：（1）函数F（x，y）须具备以下性质时才可作为某二维随机变量的分布函数：

①0≤F（x，y）≤1；

②[image: alt]


对任意固定的x，有[image: alt]


F（-∞，-∞）＝0，F（+∞，+∞）＝1；

③F（x，y）对x，y均右连续，即F（x，y）＝F（x＋0，y）＝F（x，y＋0）．

④随机点（x，y）落在矩形域：x1
 ＜X≤x2
 ，y1
 ≤Y≤y2
 上的概率：

P（x1
 ＜X≤x2
 ，y1
 ＜Y≤y2
 ）＝F（x2
 ，y2
 ）－F（x2
 ，y1
 ）－F（x1
 ，y2
 ）＋F（x1
 ，y1
 ）≥0

（2）联合分布律中的常数，可利用[image: alt]
 求解．

若X与Y相互独立，则P（X＝xi
 ，Y＝yj
 ）＝P（X＝xi
 ）P（Y＝yj
 ）．

（3）联合概率密度f（x，y）中的常数，可利用[image: alt]
 求解．

若X与Y相互独立，则f（x，y）＝fX
 （x）fY
 （y）．





例1　如下四个二元函数，不能作为二维随机变量（X，Y）的分布函数的是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


解：函数必须满足分布函数的性质①～④，才能作为某随机变量的分布函数．

因为对F3
 （x，y）取四点（1，0），（0，1），（1，1），（0，0）有

F3
 （1，1）－F3
 （1，0）－F3
 （0，1）＋F3
 （0，0）＝1－1－1＋0＝-1＜0

即F3
 （x，y）不满足性质④，故选（C）．

例2　设（X，Y）的概率分布如表22-1所列：

表22-1

[image: alt]


已知随机事件｛X＝0｝与｛X＋Y＝1｝相互独立，则（　　）．

（A）a＝0.2，b＝0.3

（B）a＝0.4，b＝0.1

（C）a＝0.3，b＝0.2

（D）a＝0.1，b＝0.4

解：由题设，根据[image: alt]
 可得

﻿a＋b＝0.5　　　　（1）

又P｛X＝0，X＋Y＝1｝＝P｛X＝0｝P｛X＋Y＝1｝，即

a＝（0.4＋a）（a＋b）　　　　（2）

由式（1）、（2）可解得a＝0.4，b＝0.1，故选（B）．

例3　设二维连续型随机变量（X，Y）的分布函数为

[image: alt]


求常数A，B，C，并求出（X，Y）的概率密度f（x，y）．

解：由于F（x，y）是（X，Y）的分布函数，所以有

[image: alt]


即

[image: alt]


由于式（1）对任何实数y都成立，所以有A＝0或[image: alt]
 显然当A＝0时，有F（x，y）≡0，这与F（x，y）是分布函数矛盾，因此[image: alt]
 即[image: alt]
 同理可得[image: alt]
 将它们代入式（3）可得[image: alt]
 于是

[image: alt]


且　[image: alt]


题型184　求二维随机变量的各种分布（分布律，边缘分布律，边缘分布密度）

1．已知随机试验，求分布律

思路启迪：首先确定其可能取值，然后综合利用概率计算的各种方法确定对应的概率．





例4　将一枚均匀硬币连掷三次，以X表示三次试验中出现正面的次数，Y表示出现正面的次数与出现反面的次数的差的绝对值，求（X，Y）的联合分布律．

分析：显然X的可能取值为0，1，2，3，而Y的可能取值为1，3，然后利用二项分布公式计算概率．

解：因为（X，Y）的所有使概率非零的可能取值为（0，3），（1，1），（2，1），（3，3），于是由二项公布公式易得

[image: alt]


﻿[image: alt]


即（X，Y）的分布律如表22-2所列：

表22-2

[image: alt]


2．已知两个随机变量的分布，求与之相关的随机变量的分布

思路启迪：关键是将新的随机变量的取值转化为已知事件或随机变量的取值．





例5　设二维随机变量（X，Y）在矩形区域D＝｛（x，y）｜0≤x≤2，0≤y≤1｝上服从二维均匀分布，随机变量

[image: alt]


求U和V的联合概率分布．

解：由题设可得

[image: alt]


（U，V）的可能取值为（1，1），（1，-1），（-1，1），（-1，-1）．

而｛U＝1 ，V＝1｝＝｛X2
 ＋Y2
 ≤1，X≤Y｝，如图22-1所示，有

[image: alt]


类似可求得

[image: alt]


[image: alt]


所以，U和V的联合概率分布如表22-3所列：

[image: alt]


图22-1

表22-3

[image: alt]


3．已知两个随机变量的分布或联合分布，求边缘分布、条件分布和概率

思路启迪：直接利用公式求解．

（1）离散型二维随机变量（X，Y）的边缘分布律的求法．

设P（X＝xi
 ，Y＝yj
 ）＝pij
 ，则

①（X，Y）关于X的边缘分布律为

[image: alt]
 　（即联合分布律中第i行各元素相加）

②（X，Y）关于Y的边缘分布律为

[image: alt]
 　（即联合分布律中第j列各元素相加）

条件概率分布为

[image: alt]
 　[image: alt]


（2）求二维连续型随机变量（X，Y）的边缘概率密度时，先画出使（X，Y）的概率密度不为零的区域D．设联合分布密度为f（x，y），则边缘分布密度的求解程序是：

①根据D先确定出fX
 （x）中x（或fY
 （y）中y）的定义区间（a，b）（或（c，d））；

②仿二重积分化为累次积分确定累次积分限的方法，定出y（或x）的积分限，即在（a，b）（或（c，d））中任意找一点x（或y），过该点从下到上（或从左到右）画一条平行于y（或x）轴的直线与区域D相交，则先交者为下限，后交者为上限，最后求出积分，即

[image: alt]


条件概率密度分别为

[image: alt]
 　和　[image: alt]






例6　设（X，Y）服从D＝｛（x，y）｜y≥0，x2
 ＋y2
 ≤1｝上的均匀分布，定义

[image: alt]


（1）求（U，V）的联合分布律；

（2）求关于U的边缘分布律；

（3）求在V＝1条件下U的条件分布律；

（4）求P｛0≤U＜2｜V＝1｝．

分析：利用定义，将（U，V）的可能值写出，然后求各个可能值的概率．

解：（1）由题设可知，（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


（U，V）的可能值为（0，0），（0，1），（1，0），（1，1），（2，0），（2，1），则

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


即如表22-4所列：

表22-4

[image: alt]


（2）由（U，V）的联合分布律可得表22-5：

表22-5

[image: alt]


（3）[image: alt]
 所以

[image: alt]


[image: alt]


﻿即如表22-6所列：

表22-6

[image: alt]


（4）[image: alt]


例7　设X的概率密度为

[image: alt]


而Y在（0，X）上服从均匀分布．

（1）求（X，Y）的联合概率密度f（x，y）；

（2）求fY
 （y）；

（3）求fX｜Y
 （x｜1）；

（4）求P｛0＜X＜2｜Y＝1｝．

解：（1）由题设

[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


4．已知条件密度或条件分布律而求联合分布或联合分布律

思路启迪：（1）当由条件密度fX｜Y
 （x，y）计算二维随机变量（X，Y）的概率密度f（x，y）时，要想到利用公式

[image: alt]


（2）当由条件分布律P（X＝xi
 ｜Y＝yj
 ）计算二维随机变量（X，Y）的联合分布律P（X＝xi
 ，Y＝yj
 ）时，要想到利用公式

P（X＝xi
 ，Y＝yj
 ）＝P（X＝xi
 ｜Y＝yj
 ）P（Y＝yj
 ）





例8　设随机变量X在区间（0，2）上服从均匀分布，而Y在区间（X，2）上服从均匀分布．

﻿试求：

（1）X和Y的联合概率密度f（x，y）；

（2）Y的概率密度fY
 （y）；

（3）求概率P（X≤1｜Y≤1）．

解：（1）　　　　[image: alt]


（2）　　　　[image: alt]


（3）　　[image: alt]


例9　设随机变量X在1，2，3，4四个整数中等可能地取值，另一随机变量Y在1～X中等可能地取一整数值，试求：（1）（X，Y）的联合分布律；（2）X与Y的边缘分布律．

解：｛X＝i，Y＝j｝的取值情况是i＝1，2，3，4；j是不大于i的正整数．

由概率的乘法公式有

[image: alt]


于是（X，Y）的联合分布律、X与Y的边缘分布律如表22-7所列：

表22-7

[image: alt]


注：不难发现，X与Y之间没有独立性，从而联合分布律一般用乘法公式计算．

题型185　随机变量独立性的判别

思路启迪：判断两个随机变量是否独立，要想到利用

（1）独立性定义．

设（X，Y）是二维随机变量，其分布函数及关于X，Y的边缘分布函数分别为F（x，y），FX
 （x），FY
 （y），如果F（x，y）＝FX
 （x）FY
 （y）在X，Y平面上成立，则称X，Y相互独立．

（2）如下的充分必要条件：

[image: alt]


其中f（x，y），fX
 （x），fY
 （y）分别为（X，Y）的概率密度及关于X，Y的边缘分布密度．





例10　设随机变量X的概率密度为[image: alt]
 问X与｜X｜是否相互独立？说明理由．

解：记Y＝｜X｜及（X，Y）的分布函数分别为FY
 （y），F（x，y），则对任意x＞0有

F（x，x）＝P（X≤x，Y≤x）＝P（Y≤x）＝FY
 （x）

且[image: alt]
 所以当x＞0时，有

F（x，x）＞FX
 （x）FY
 （x）

从而X与Y不相互独立，即X与｜X｜不相互独立．

例11　设随机事件A，B满足P[image: alt]
 记

[image: alt]


求使得X，Y独立的常数a．

解：（X，Y）的概率分布如表22-8所列：

表22-8

[image: alt]


由于

[image: alt]


﻿[image: alt]


所以（X，Y）的概率分布及边缘概率分布如表22-9所列：

表22-9

[image: alt]


当X，Y相互独立时，[image: alt]
 即[image: alt]


例12　向平面区域D：0≤x≤2，0≤y≤4－x2
 内随机地投掷一点（X，Y），设A＝“X≤1”，B＝“Y≤3”，

（1）求A，B恰好发生一个的概率；

（2）问A，B是否独立？并讨论X与Y的独立性．

解：由题设可知，（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


这是由于D的面积为

[image: alt]


（1）[image: alt]


所以[image: alt]


（2）由P（AB）≠P（A）P（B）知，A，B不独立．此外，由

[image: alt]


所以X与Y不独立．其中F，FX
 ，FY
 分别为（X，Y）的联合分布函数、关于X的边缘分布函数和关于Y的边缘分布函数．

题型186　由已知分布求概率

思路启迪：（1）若已知（X，Y）的联合分布律，计算概率，则先写出满足条件的可能值，然后将取这些值的概率相加即得．

（2）若已知（X，Y）的联合密度f（x，y），计算二维随机变量概率，则首先根据条件画出二重积分的积分域，然后将二重积分化为累次积分计算即得

[image: alt]


（3）若求随机变量的条件概率，设（X，Y）是二维连续型随机变量，其概率密度为f（x，y），则

①计算条件概率P（x≤a｜y＝b）时，马上想到条件概率密度

[image: alt]


于是，

[image: alt]


②计算条件概率P（x≤a｜y≤b）时，马上想到利用随机事件的条件概率公式

[image: alt]






例13　已知二维随机变量（X，Y）的联合概率分布如表22-10所列：

表22-10

[image: alt]


求概率P｛X＜Y｝，P｛X＝Y｝和P｛X＋Y＝1｝．

解：（1）仅当（X，Y）＝（0，1）时，X＜Y，故

P｛X＜Y｝＝P｛X＝0，Y＝1｝＝0.28

（2）仅当（X，Y）＝（0，0），（1，1）时，X＝Y，故

P｛X＝Y｝＝P｛X＝0，Y＝0｝＋P｛X＝1，Y＝1｝＝0.12＋0.42＝0.54

（3）仅当（X，Y）＝（0，1），（1，0）时，X＋Y＝1，故

P｛X＋Y＝1｝＝P｛X＝0，Y＝1｝＋P｛X＝1，Y＝0｝＝0.28＋0.18＝0.46

例14　设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


计算P｛X＋Y≤1｝．

解：[image: alt]


例15　设随机变量X，Y相互独立且都服从正态分布N（0，1），则P｛max（X，Y）≥0｝＝________．

解：　　[image: alt]


注：本题若用定义求会麻烦很多．记住以下公式

（1）P｛max（X，Y）≤z0
 ｝＝P｛X≤z0
 ，Y≤z0
 ｝

P｛max（X，Y）＞z0
 ｝＝1－P｛max（X，Y）≤z0
 ｝＝1－P｛X≤z0
 ，Y≤z0
 ｝

（2）P｛min（X，Y）≥z0
 ｝＝P｛X≥z0
 ，Y≥z0
 ｝

P｛min（X，Y）＜z0
 ｝＝1－P｛min（X，Y）≥z0
 ｝＝1－P｛X≥z0
 ，Y≥z0
 ｝

题型187　求二维随机变量函数的分布

思路启迪：求两个随机变量简单函数的分布时，一般要用到这两个随机变量的联合分布．而一般所求的两个随机变量是独立的，这时就要想到利用独立的充分必要条件求联合分布．

常见的二维随机变量（X，Y）函数为

（1）Z＝X±Y；　　（2）[image: alt]


（3）Z1
 ＝max（X，Y），Z2
 ＝min（X，Y）．

它们的分布律或分布密度的求法如下：

（1）已知X，Y的分布律（概率密度），求Z＝X±Y的分布律（或概率密度）的程序为：

①先求出X，Y的联合分布律（或联合概率密度f（x，y））；

②将（X，Y）中所取的X与Y的值相加减，得出X±Y＝Z的值及该值对应的（X，Y）的概率．于是即可得出Z＝X±Y的分布律[image: alt]
 联合分布密度通常是先求分布函数[image: alt]
 再将FZ
 （z）对z求导，即得[image: alt]


注：对Z＝X＋Y，有[image: alt]
 特别地，当X与Y相互独立时，有卷积公式[image: alt]


（2）已知X，Y的分布律（分布密度），求[image: alt]
 的分布﻿律（或分布密度）的程序是：

①由fX
 （x），fY
 （y）求出（X，Y）的联合分布律（或联合概率密度f（x，y））；

②再将X与Y作相乘运算[image: alt]
 并求出相应的概率，即得Z的分布律（联合分布密度通常是先求分布函数FZ
 （z），在求解过程中用到将二重积分化为累次积分的知识）．

注意：二重积分域是由f（x，y）≠0的区域与曲线z＝xy[image: alt]
 所围的平面区域，由[image: alt]
 [image: alt]
 即可求得Z的分布密度．

（3）Z1
 ＝max（X，Y），Z2
 ＝min（X，Y）当X与Y相互独立时，其分布函数分别为

[image: alt]


再由[image: alt]
 即可求得Z的分布密度．





例16　设（X，Y）的联合分布律如表22-11所列：

表22-11

[image: alt]


试求：（1）Z＝X＋Y；（2）Z＝XY；（3）[image: alt]
 （4）Z＝max（X，Y）的分布律．

解：与一维离散型随机变量函数分布律的计算类似，本质上是利用事件及其概率的运算法则．但要注意，Z的相同值的概率要合并．由（X，Y）的分布律可得表22-12：

表22-12

[image: alt]


于是可得表22-13～表22-16所列结果：

（1）

表22-13

[image: alt]


（2）

表22-14

[image: alt]


（3）

表22-15

[image: alt]


（4）

表22-16

[image: alt]


例17　设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


（1）求（X，Y）的边缘概率密度fX
 （x），fY
 （y）；

（2）求Z＝2X－Y的概率密度fZ
 （z）；

（3）求[image: alt]


解：（1）　[image: alt]


（2）Z＝2X－Y的非零区间为［0，2］．

令FZ
 （z）＝P（Z≤z）＝P（2X－Y≤z），

①若z＜0，则FZ
 （z）＝0；

②若z≥2，则FZ
 （z）＝1；

③若0≤z＜2，则

[image: alt]


[image: alt]


图22-2

即

[image: alt]


所以

[image: alt]


（3）　[image: alt]


所以[image: alt]


例18　设（X，Y）在D＝｛（x，y）｜0≤x≤2，0≤y≤2｝上服从均匀分布，求U＝（X＋Y）2
 的概率密度．

解：令F（u）＝P（U≤u）＝P［（X＋Y）2
 ≤u］，又（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


①若u＜0，则F（u）＝0；

②若u≥16，则F（u）＝1；

③若0≤u＜4，则

[image: alt]


④若4≤u＜16，则

﻿[image: alt]


即　　　　　　　　[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


例19　设X，Y相互独立，其中X的概率分布为[image: alt]
 而Y的概率密度为f（y），求U＝X2
 ＋Y的概率密度g（u）．

解：设U＝X2
 ＋Y的分布函数为

[image: alt]


故[image: alt]
 在f（u－1）与f（u－4）的连续点其他

例20　设A，B为两个随机事件，且[image: alt]
 令

[image: alt]


（1）求（X，Y）的概率分布；

（2）求Z＝X2
 ＋Y2
 与Z＝X2
 Y2
 的概率分布．

解：（1）[image: alt]


于是

[image: alt]


﻿[image: alt]


即如表22-17所列：

表22-17

[image: alt]


（2）由（1）可得表22-18：

表22-18

[image: alt]


即如表22-19和表22-20所列：

表22-19

[image: alt]


表22-20

[image: alt]


题型188　关于二维正态分布问题

思路启迪：设[image: alt]
 则

（1）[image: alt]
 且cov（X，Y）＝ρXY
 σ1
 σ2
 ．（反之，若X，Y相互独立且服从正态分布，则（X，Y）服从二维正态分布）

﻿[image: alt]


（2）ρ＝ρXY
 ＝0⇔X，Y相互独立，即X，Y独立与X，Y不相关等价．

（3）X，Y的任一线性组合服从一维正态分布，且

（4）若U，V是X，Y的线性组合，则（U，V）服从二维正态分布．

（5）其概率密度为

[image: alt]






例21　设随机变量X，Y相互独立，且X～N（1，2），Y～N（0，1），求随机变量Z＝2X－Y＋3的概率密度fZ
 （z）．

解：由于X，Y相互独立，所以（X，Y）服从二维正态分布，因此Z＝2X－Y＋3也服从正态分布．

由于　　　　　　　EZ＝E（2X－Y＋3）＝2EX－EY＋3＝5

　　　　　　　　　DZ＝D（2X－Y＋3）＝4DX＋DY＝9

即Z～N（5，9），所以Z的概率密度为

[image: alt]


例22　设[image: alt]
 且[image: alt]
 则（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


解：由题设可知

[image: alt]


所以　　　　　　　　　aX＋bY～N（a＋2b，*）

则[image: alt]
 所以应选（D）．

例23　设X，Y，Z相互独立，且X～N（1，2），Y～N（2，2），Z～N（3，7），记a＝P（X＜Y），b＝P（Y＜Z），则（　　）．

（A）a＞b

（B）a＜b

（C）a＝b

（D）不能确定

解：　　　　[image: alt]


（因为Y－Z～N（-1，32
 ））

而Φ（x）单调增加，且[image: alt]
 所以Φ[image: alt]
 故选（A）．

﻿例24　设随机变量X，Y相互独立，且X～N（0，22
 ），Y～N（1，12
 ），令U＝X＋2Y，V＝X－Y，求（U，V）的概率密度f（u，υ）．

解：由于（X，Y）服从二维正态分布，所以（U，V）也服从二维正态分布，设

[image: alt]


由于

[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]
 于是（U，V）的概率密度为

[image: alt]




第23章　随机变量的数字特征

●重要定理、公式和结论

23.1　重要性质和公式

1．期望的性质

（1）EC＝C（C为常数），E（X＋C）＝EX＋C（C为常数）；

（2）E（CX）＝CEX（C为常数）；

（3）E（k1
 X1
 ＋…＋kn
 Xn
 ）＝k1
 EX1
 ＋…＋kn
 EXn
 （k1
 ，…，kn
 是常数）；

（4）若X1
 …，Xn
 相互独立，则E（X1
 …Xn
 ）＝E（X1
 ）…E（Xn
 ），一般地，

E（f1
 （X1
 ）…fn
 （Xn
 ））＝E（f1
 （X1
 ））…E（fn
 （Xn
 ））

2．方差的性质

（1）D（C）＝0（C为常数），D（X＋C）＝DX（C为常数）；

（2）D（aX）＝a2
 DX，D（aX＋b）＝a2
 DX（a，b是常数）；

（3）若X1
 ，…，Xn
 相互独立，则

[image: alt]


但D（X1
 …Xn
 ）≠D（X1
 ）…D（Xn
 ）．

3．几种重要分布的期望和方差

（1）X～（0，1）分布：EX＝p，DX＝p（1－p）；

（2）X～B（n，p）：EX＝np，DX＝np（1－p）；

（3）X～P（λ）：EX＝DX＝λ；

（4）X～U（a，b）：[image: alt]


（5）X～E（λ）：[image: alt]


（6）X～N（μ，σ2
 ）：EX＝μ，DX＝σ2
 ．

4．求期望和方差常用的公式

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）Γ函数的性质：Γ（r＋1）＝rΓ（r），其中[image: alt]


（6）[image: alt]


23.2　重要结论

（1）DX＝EX2
 －（EX）2
 或EX2
 ＝DX＋（EX）2
 ；

（2）cov（X，Y）＝E（XY）－EX·EY或E（XY）＝cov（X，Y）＋EX·EY；

（3）[image: alt]


（4）ρXY
 ＝0⇔cov（X，Y）＝0⇔E（XY）＝EX·EY⇔D（X＋Y）＝DX＋DY．

●核心题型及思路启迪

23.3　一维随机变量的数字特征

题型189　求一维随机变量的数字特征

思路启迪：这类题型主要是求期望和方差，常用方法有：

（1）对分布律或密度已知的情形，直接按定义计算，对由随机试验给出的随机变量，先求分布，再按定义计算．

①离散型：设P（X＝xi
 ）＝pi
 ，则定义X的数学期望为

[image: alt]


②连续型：设X～f（x），则

[image: alt]


（2）利用期望和方差的性质．

（3）利用常见分布的期望和方差．





例1　设有甲、乙两个篮球队进行比赛，规定其中一队胜4场，则比赛宣告结束．假设两球队获胜的概率均为[image: alt]
 试求需要比赛场数X的数学期望．

解：X的可能取值为4，5，6，7，则

[image: alt]


﻿[image: alt]


故[image: alt]
 于是需要比赛6场．

例2　按规定某车站每天8:00～9:00和9:00～10:00都恰有一辆客车到站，各车到站时刻是随机的，且各车到站的时刻相互独立，其规律如表23-1所列：

表23-1

[image: alt]


一旅客8:20到车站，求他候车时间的数学期望及方差．

解：若该旅客乘9:10的车，意味着8:00～9:00这趟车在8:10开走了．如果他候车50分钟，则对应的“第一趟车8:10开走”和“第二趟车9:10开”两事件同时发生的概率为

[image: alt]


如果他候车70分钟，则按90分钟对应的概率类似处理．于是候车的分布律如表23-2所列：

表23-2

[image: alt]


故　　[image: alt]


例3　把4个球随机投入4个盒子中，设X表示空盒子的个数，求EX和DX．

解：X可能的取值为0，1，2，3，对应的概率为

[image: alt]


于是X的分布律如表23-3所列：

表23-3

[image: alt]


﻿故　　　　[image: alt]


题型190　求一维随机变量函数的数字特征或逆问题

思路启迪：（1）求随机变量函数的期望一般不需先求出随机变量函数的分布，再按定义计算；而是直接利用期望公式进行计算，即

[image: alt]


这里Y＝g（X）．

（2）无论X是离散型还是连续型，Y＝g（X）的方差用公式计算为

DY＝D［g（X）］＝EY2
 －（EY）2


（3）已知数字特征可反求未知参数，但要注意分布律或概率密度φ（x）的隐含性质，即

[image: alt]






例4　设连续型随机变量X的概率密度为

[image: alt]


已知[image: alt]
 求：

（1）常数a，b，c；

（2）随机变量Y＝eX
 的数学期望和方差．

解：（1）由分布密度的性质知[image: alt]
 得

[image: alt]


又由EX＝2，得

[image: alt]


再由[image: alt]
 得

[image: alt]


解联立方程（1）～（3），得[image: alt]


（2）　　[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


例5　假设公共汽车起点站于每时的10分、30分、50分发车，某乘客不知发车时间，在每小时内任一时刻到达车站是随机的，求乘客到车站等车时间的数学期望．

解：由于乘客在每小时内任一时刻到达车站是随机的，因此可认为乘客到达车站的时刻X在［0，60］中服从均匀分布，于是其概率密度为

[image: alt]


显然，乘客等候时间Y是到达时刻X的函数，为

[image: alt]


则

[image: alt]


23.4　二维或多维随机变量的数字特征

题型191　求二维随机变量及其函数的数字特征

思路启迪：（1）二维随机变量（X，Y）的数字特征主要指E（X），E（Y），D（X），D（Y），cov（X，Y）＝E［（X－EX）（Y－EY）］，[image: alt]
 故如果（X，Y）的联合分布律或分布密度是已知的，则可按相应的公式求出．

（2）其函数的数字特征主要是数学期望．若函数为z＝g（x，y），则利用以下公式计算：

[image: alt]


或

﻿[image: alt]


常见情形如下：

①若Z＝g（X，Y），（X，Y）的概率密度为f（x，y），则

[image: alt]


f（x，y）只在D非零．

②若Z＝g（X，Y）的概率密度为f（z），则[image: alt]


③若Z＝g（X，Y）＝h［g1
 （X，Y）］，u＝g1
 （X，Y）～f（u），则

[image: alt]


（3）在求随机变量函数的数字特征时，有时利用数字特征的性质更简便．

①cov（X，Y）＝cov（Y，X）．

②cov（aX，bY）＝abcov（X，Y）．

③cov（X，Y＋Z）＝cov（X，Y）＋cov（X，Z）．

④｜ρXY
 ｜≤1，且｜ρXY
 ｜＝1⇔P｛Y＝aX＋b｝＝1．

⑤ρXY
 ＝0，称X，Y不相关．

注：ρXY
 ＝0⇏X，Y相互独立；但X，Y相互独立，DX，DY都不为零⇒ρXY
 ＝0．

⑥[image: alt]






例6　已知随机变量X，Y的联合分布律如表23-4所列：

表23-4

[image: alt]


试求：（1）EX，EY，DX，DY；（2）cov（X，Y），ρXY
 ．

解：由题设可求出X与Y的边缘分布律如表23-5所列：

表23-5

[image: alt]


于是

（1）　　　　[image: alt]


同理可得[image: alt]


（2）　[image: alt]


于是ρXY
 ＝0．

例7　设二维随机变量（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


试求：（1）常数c；（2）EX，EY，DX，DY；（3）cov（X，Y），ρXY
 ．

解：（1）由概率密度的性质可知

[image: alt]


于是c＝8．

（2）　　[image: alt]


﻿[image: alt]


（3）　　[image: alt]


例8　设（X，Y）的概率分布如表23-6所列：

表23-6

[image: alt]


则cov（X2
 ，Y2
 ）＝________．

分析：由于cov（X2
 ，Y2
 ）＝E（X2
 Y2
 ）－EX2
 EY2
 ，则需求出X2
 ，Y2
 的概率分布．

解：由题知，如表23-7所列：

表23-7

[image: alt]


所以EX2
 ＝0.6，EY2
 ＝0.5．

又

[image: alt]


所以EX2
 Y2
 ＝0.28．

故cov（X2
 ，Y2
 ）＝E（X2
 Y2
 ）－EX2
 EY2
 ＝0.28－0.6×0.5＝-0.02．

注：若X，Y均服从0-1分布，m，n为正整数，则

E（Xm
 Yn
 ）＝P（Xm
 Yn
 ＝1）＝P（X＝1，Y＝1）

例9　设ρXY
 ＝0.9，若Z＝X－0.4，则Y与Z的相关系数为________．

解：　　　　　　[image: alt]


﻿[image: alt]


例10　设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 （n＞2）为来自总体N（0，1）的简单随机样本，[image: alt]
 为样本均值，记[image: alt]
 [image: alt]
 求：

（1）Yi
 的方差DYi
 （i＝1，2，…，n）；（2）Y1
 与Yn
 的协方差cov（Y1
 ，Yn
 ）．

解：由题设，知X1
 ，X2
 ，…，Xn
 （n＞2）相互独立，且都服从N（0，1），所以有

EXi
 ＝0，　DXi
 ＝1　（i＝1，2，…，n）

[image: alt]


[image: alt]


（1）　　　　　　[image: alt]


（2）　　[image: alt]


例11　设[image: alt]
 求E｜2X－Y｜，D｜2X－Y｜．

解：因为[image: alt]
 所以

X～N（1，1），　Y～N（2，4），[image: alt]


E（2X－Y）＝2EX－EY＝0

[image: alt]


因此，2X－Y～N（0，9），[image: alt]


于是

[image: alt]


﻿例12　设随机变量X和Y相互独立，且都服从正态分布N（μ，σ2
 ），求E［max（X，Y）］．

解：记[image: alt]
 （将X和Y标准化），则X＝μ＋σU，Y＝μ＋σV，于是由[image: alt]
 [image: alt]
 可得

[image: alt]


由于U～N（0，1），V～N（0，1），且U，V相互独立，所以U－V～N（0，2），从而

[image: alt]


所以　　　　　　[image: alt]


题型192　有关数字特征与独立性及相关性的关系的命题

思路启迪：（1）X与Y独立⇒ρXY
 ＝0，即X与Y不相关；但不相关，不一定独立．

（2）若（X，Y）服从二维正态分布，则X与Y独立⇔X与Y不相关．

（3）cov（X，Y）＝0⇔ρXY
 ＝0　（DX＞0，DY＞0）

⇔E（XY）＝EXEY

⇔D（X＋Y）＝DX＋DY





例13　设随机变量X和Y独立且同分布，具有方差σ2
 ＞0，则随机变量U＝X＋Y和V＝X－Y（　　）．

（A）独立

（B）不独立

（C）相关

（D）不相关

解：从计算U＝X＋Y和V＝X－Y的协方差入手．由于

[image: alt]


且DX＝DY＝σ2
 ＞0，所以ρXY
 ＝0，从而U和V不相关，故选（D）．

例14　设随机变量X和Y在D＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ≤R2
 ｝上服从均匀分布，试问：

（1）X和Y是否独立？（2）X和Y是否相关？

解：（1）由题设可知（X，Y）的概率密度为

[image: alt]


于是易得两个边缘密度为

[image: alt]


故有f（x，y）≠fX
 （x）fY
 （y），即X和Y不独立．

（2）由（1）可知

[image: alt]


所以cov（X，Y）＝EXY－EXEY＝0，且易知DX＞0，DY＞0，故ρXY
 ＝0，即X和Y不相关．

注：从本例可以看出，两个不相关的随机变量可以不独立，但独立一定不相关．

例15　设随机变量Y服从参数为λ＝1的泊松分布，随机变量[image: alt]


试求：（1）X0
 和X1
 的联合分布律；（2）E（X0
 －X1
 ）；（3）X0
 和X1
 是否相关？

解：（1）　　　P（X0
 ＝0，X1
 ＝0）＝P（Y≤0，Y≤1）＝P（Y＝0）＝e-1


P（X0
 ＝1，X1
 ＝0）＝P（Y＞0，Y≤1）＝P（Y＝1）＝e-1


P（X0
 ＝0，X1
 ＝1）＝P（Y≤0，Y＞1）＝0

P（X0
 ＝1，X1
 ＝1）＝P（Y＞0，Y＞1）＝P（Y＞1）

＝1－P（Y＝0）－P（Y＝1）＝1－2e-1


所以X0
 和X1
 的联合分布律如表23-8所列：

表23-8

[image: alt]


（2）由（1）可知X0
 和X1
 的边缘分布律如表23-9所列：

表23-9

[image: alt]


所以E（X0
 －X1
 ）＝E（X0
 ）－E（X1
 ）＝1－e-1
 －（1－2e-1
 ）＝e-1
 ．

（3）因为

cov（X0
 ，X1
 ）＝E（X0
 X1
 ）－EX0
 EX1
 ＝1－2e-1
 －（1－e-1
 ）（1－2e-1
 ）＝e-1
 －2e-2
 所以X0
 和X1
 相关．

题型193　利用0-1分布求多维随机变量的数字特征

思路启迪：求解程序如下：

（1）分析欲求解的随机变量X是否可看成若干随机变量Xi
 的和，而Xi
 服从0-1分布；

（2）引入新随机变量Xi
 ，有

[image: alt]


（3）求出E（Xi
 ），D（Xi
 ）；

（4）再分析Xi
 与Xj
 是否独立，然后根据相应公式求出E（X），D（X）．

设P（Xi
 ＝1）＝p，P（Xi
 ＝0）＝1－p，则E（Xi
 ）＝p，D（Xi
 ）＝p（1－p），故

[image: alt]






例16　一民航大巴载有50位乘客从机场开出，乘客有10个车站可以下车，如到达一车站没有人下车就不停车，以X表示停车的次数，求EX和DX．（设每位乘客在各个车站下车是等可能的，并且各乘客是否下车相互独立）

分析：停车次数X可看做Xi
 （i＝1，2，…，10）的和，Xi
 服从0-1分布，因此该题可用0-1分布法求解．

解：引入随机变量

[image: alt]


则[image: alt]


由题意，任一乘客在第i站不下车的概率为[image: alt]
 因此50位乘客均不在第i站下车的概率为[image: alt]
 在第i站有人下车的概率为[image: alt]
 即

[image: alt]


于是[image: alt]
 故

[image: alt]


因为Xi
 ，Xj
 （i≠j）相互独立，所以

﻿[image: alt]


例17　设有n把看上去样子相同的钥匙，其中只有一把能打开锁，用它们逐一去试开锁，抽哪一把是等可能的，且每次开锁是相互独立的，每把钥匙试开一次后拿走．记X表示打开锁时已经试开过锁的次数，求EX．

解：引入随机变量

[image: alt]


则

[image: alt]


所以　　　　　　[image: alt]


而　[image: alt]


故

[image: alt]




第24章　大数定律和中心极限定理

●重要定理、公式和结论

24.1　大数定律

1．切比雪夫不等式

设EX＝μ，DX＝σ2
 均存在，则对任意ε＞0，有

[image: alt]


2．大数定律

（1）依概率收敛

设Z1
 ，Z2
 ，…，Zn
 ，…为一随机变量列，a为一常数，如果对任意给定的ε＞0，有

[image: alt]


则称Z1
 ，Z2
 ，…，Zn
 ，…依概率收敛于a，记作[image: alt]


（2）切比雪夫大数定律

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…相互独立，EXi
 ＝μi
 ，[image: alt]
 均存在，且[image: alt]
 则

[image: alt]


即对任意给定的ε＞0，有[image: alt]


（3）伯努利大数定律

设p＝P（A）是“事件A在一次试验中出现”的概率，fn
 （A）是n次独立重复试验（伯努利试验）中事件A出现的频率，则fn
 （A）依概率收敛于p＝P（A），即对任意给定的ε＞0，有[image: alt]


注：伯努利大数定律是频率稳定性的数学定理，直观上表示当n充分大时，有

P｛fn
 （A）≈p｝≈1

（4）辛钦大数定律

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…相互独立且同分布，且EXi
 ＝μ存在，则

[image: alt]


24.2　中心极限定理

1．林德伯格-莱维定理

设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…相互独立且同分布，且EXi
 ＝μ，DXi
 ＝σ2
 存在，则当n→∞时，有

[image: alt]
 　或　[image: alt]


2．棣莫弗-拉普拉斯定理

若ηn
 ～B（n，p），则

[image: alt]


●核心题型及思路启迪

题型194　估算随机事件的概率

思路启迪：方法1　利用切比雪夫不等式，解题程序如下：

（1）依据题意选择随机变量X，求出EX，DX；

（2）将P｛a＜X＜b｝化为P｛｜X－EX｜＜ε｝或P｛｜X－EX｜≥ε｝；

（3）由切比雪夫不等式作出P｛a＜X＜b｝的估计．

方法2　利用中心极限定理，解题程序如下：

（1）判别随机变量（序列）是属于伯努利分布，还是独立同分布，并求出数学期望EX＝μ，方差DX＝σ2
 ；

（2）标准化随机变量[image: alt]


（3）由中心极限定理得[image: alt]


常用形式：

[image: alt]






﻿例1　设随机变量X的数学期望EX＝μ，方差DX＝σ2
 ，则由切比雪夫不等式，有P｛｜X－μ｜≥3σ｝≤________．

解：令ε＝3σ，则由切比雪夫不等式[image: alt]
 有

[image: alt]


例2　设总体X的概率密度为

[image: alt]


X1
 ，X2
 ，…，X50
 为取自X的一个简单随机样本，则P｛｜[image: alt]
 ｜＞0.02｝＝________．其中[image: alt]


解：　　　　　　[image: alt]


[image: alt]


于是

[image: alt]


例3　设随机变量X的概率密度为

[image: alt]


其中n为正整数，试证：[image: alt]


证：随机变量X的期望和方差为

[image: alt]


故由切比雪夫不等式，得

[image: alt]


例4　设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…为独立同分布的随机变量列，且均服从参数为λ（λ＞1）的指数分布，记Φ（x）为标准正态分布函数，则（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]


解：由题设，X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…独立同服从参数为λ（λ＞1）的指数分布，知

[image: alt]


于是

[image: alt]


由中心极限定理知，当n→∞时，随机变量

[image: alt]


其极限分布服从标准正态分布，即

[image: alt]


故应选（C）．

例5　某厂生产的玻璃杯的合格率为0.8，每箱中装有5只玻璃杯，检验员从每箱中任取2个玻璃杯进行检验，仅当它们都合格时，才认为这一箱合格可出厂．现有100箱这样的玻璃杯，用中心极限定理计算至少有71箱可出厂的概率．（Φ（0.6）＝0.7257）

解：记X为这100箱玻璃杯可出厂的箱数，则X～B（100，p）．其中p为任取一箱可出厂的概率，显然p＝（0.8）2
 ＝0.64，于是由棣莫弗-拉普拉斯定理可得

[image: alt]


例6　计算机作加法时，先对加数取整（取最靠近该数的整数），设所有的取整误差是相互独立的随机变量，且都在区间［-0.5，0.5］上服从均匀分布，求300个数相加时误差综合的绝对值小于10的概率．（Φ（2）＝0.9772）

解：记Xi
 为第i个数的取整误差，则Xi
 ～U［-0.5，0.51］（i＝1，2，…，300），于是

[image: alt]


又X1
 ，X2
 ，…，X300
 相互独立，则由独立同分布的林德伯格-莱维定理有

﻿[image: alt]


例7　某种电器元件的寿命（单位：小时）服从数学期望为100（小时）的指数分布，现随机取16只，设它们的寿命是相互独立的，求这16只元件的寿命总和大于1920小时的概率．（Φ（0.8）＝0.7881）

解：以Xi
 （i＝1，2，…，16）表示第i只电器元件的寿命，则由条件知它们独立同分布，且

[image: alt]


X1
 ，X2
 ，…，X16
 相互独立，于是，由中心极限定理有

[image: alt]


例8　一保险公司有10000人投保，每人每年付12元保险费．已知一年内投保人死亡率为0.006，如死亡，公司付给死者家属1000元，求：

（1）保险公司年利润为0的概率；

（2）保险公司年利润不少于60000的概率．

解：设X为投保10000人中一年内死亡的人数，则X～B（10000，0.006），且

EX＝10000×0.006＝60，　DX＝10000×0.006×（1－0.006）＝59.64

（1）设保险公司的利润为Y，则

Y＝10000×12－1000X＝0⇒X＝120

由泊松定理得

[image: alt]


（2）　　　P｛Y≥60000｝＝P｛10000×12－1000X≥60000｝

＝P｛0≤X≤60｝

﻿[image: alt]


题型195　与大数定律有关的命题

思路启迪：熟悉三个大数定律的条件和结论．





例9　设随机变量X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…独立同分布，且它不服从辛钦大数定律，则（　　）．

（A）Xi
 服从参数为1的泊松分布

（B）Xi
 服从同一离散型分布

（C）Xi
 服从标准正态分布N（0，1）

（D）Xi
 在区间（0，1）上服从均匀分布

解：根据辛钦大数定律的条件和结论，X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…独立同分布且数学期望存在，而离散型随机变量未必有数学期望，故应选（B）．

例10　假设随机变量列X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…相互独立且服从参数为λ的泊松分布，则下面的随机变量序列中不满足切比雪夫大数定律条件的是（　　）．

（A）X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，…

（B）X1
 ＋1，X2
 ＋2，…，Xn
 ＋n，…

（C）X1
 ，2X2
 ，…，nXn
 ，…

（D）[image: alt]


解：切比雪夫大数定律的条件有三个．

第一个条件要求构成随机变量序列的各随机变量是相互独立的，显然四个备选项均符合条件．

第二个条件要求各随机变量的期望与方差都存在，因为

EXn
 ＝λ，DXn
 ＝λ；　　E（Xn
 ＋n）＝λ＋n，D（Xn
 ＋n）＝λ

E（nXn
 ）＝nλ，D（nXn
 ）＝n2
 λ；　[image: alt]


则四个备选项均符合条件．

第三个条件是方差DX1
 ，DX2
 ，…，DXn
 ，…有公共上界，即DXn
 ＜c，c是与n无关的常数，则对于（A），DXn
 ＝λ＜λ＋1；对于（B），D（Xn
 ＋n）＝λ＜λ＋1；对于（C），D（nXn
 ＋n）＝n2
 λ，无公共上界；对于（D），[image: alt]


综上分析，只有（C）中方差不满足方差一致有界的条件，故选（C）．

题型196　试验次数n的确定

思路启迪：一般利用中心极限定理求解n．解题程序如下．

（1）随机变量的不等式关系为

[image: alt]


（2）　　　　[image: alt]


﻿[image: alt]


（3）查正态分布表，解不等式，得出n值．





例11　一个复杂系统由100个相互独立的元件组成，在系统运行期间每个元件损坏的概率均为0.1．又知为使系统正常运行，至少需要85个元件工作．求：

（1）系统的可靠度（即正常运行的概率）；

（2）上述系统假如由n个相互独立的元件组成，而且又要求至少有80％的元件工作才能使整个系统正常运行，问n至少为多大时，才能保证系统的可靠度为0.95？

解：（1）设

[image: alt]


X为系统正常运行时完好的元件个数，则[image: alt]
 Xi
 服从0-1分布，且

[image: alt]


于是　　　　EX＝100×0.9＝90，　DX＝100×0.9×0.1＝9

故所求概率为

[image: alt]


（2）如（1）所设，则[image: alt]
 于是

EX＝n×0.9＝0.9n，　DX＝n×0.9×0.1＝0.09n

所以　　　　　　[image: alt]


查[image: alt]
 则n＝24.5，故取n＝25．

例12　假设某单位交换台有n部分机，k条外线，每部分机呼叫外线的概率为p．

（1）设n＝200，k＝30，p＝0.12．试求每部分机呼叫外线时都能及时得到满足的概率1－α．

（2）设n＝200，p＝0.12，问为使每部分机呼叫外线时都能及时得到满足的概率1－α≥95％，至少需要设置多少条外线？

（3）设k＝30，p＝0.12，问为使每部分机呼叫外线时都能及时得到满足的概率1－α≥﻿95％，最多可以容纳多少部分机？

解：设υn
 为n部分机同时呼叫外线的分机数，k为外线条数，则υn
 ～B（n，p）．当n充分大时，根据棣莫弗-拉普拉斯定理，则

[image: alt]


（1）n＝200，k＝30，p＝0.12，于是

np＝200×0.12＝24，　np（1－p）＝200×0.12×（1－0.12）＝21.12

所以每部分机呼叫外线时能及时得到满足的概率

[image: alt]


（2）n＝200，p＝0.12，k表示至少需要设置的外线条数，于是

np＝200×0.12＝24，　np（1－p）＝200×0.12×（1－0.12）＝21.12

所以每部分机呼叫外线时能及时得到满足的概率

[image: alt]


故[image: alt]
 6449⇒k≥31.56，即至少需要设置32条外线．

（3）k＝30，p＝0.12，于是

np＝n×0.12＝0.12n，　np（1－p）＝n×0.12×（1－0.12）＝0.1056n

所以每部分机呼叫外线时能及时得到满足的概率

[image: alt]


所以[image: alt]
 由此得一元二次方程0.0144n2
 －7.4857n＋900＝0，解之得

n1
 ＝188.7972，　n2
 ＝3310431　（增根）

故最多可以容纳188部分机．



第25章　数理统计

●重要定理、公式和结论

25.1　常用统计量

设X1
 ，…，Xn
 为取自总体X的样本，

（1）样本均值：[image: alt]


（2）样本方差：[image: alt]


（3）样本标准差：[image: alt]


（4）样本k阶矩：[image: alt]


（5）样本k阶中心矩：[image: alt]


（6）次序统计量：设样本（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）的观测值为（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ），现将观测值按由小到大的顺序重新排列得到x（1）
 ≤x（2）
 ≤…≤x（n）
 ，记取值为x（k）
 的样本分量为X（k）
 ，则称X（1）
 X（2）
 ，…，X（n）
 为样本（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）的次序统计量．

注：统计量为不含任何参数的样本函数．

25.2　三个常见的抽样分布：χ2
 分布、t分布和F分布

1．χ2
 分布

设X1
 ，…，Xn
 相互独立，且Xi
 ～N（0，1），则[image: alt]


（1）概率密度：[image: alt]


[image: alt]


图25-1

（2）图像见图25-1．对于给定的α（0＜α＜1），称满足条件

[image: alt]


的点[image: alt]
 为χ2
 （n）分布的上α分位点．

（3）性质：

①设χ2
 ～χ2
 （n），则Eχ2
 ＝n，Dχ2
 ＝2n；

②设ξ～χ2
 （m），η～χ2
 （n），且ξ，η相互独立，则ξ＋η～χ2
 （m＋n）．

2．t分布

设X～N（0，1），Y～χ2
 （n），且X，Y相互独立，则

[image: alt]


（1）概率密度：[image: alt]
 图像见图25-2．

（2）对于给定的α（0＜α＜1），称满足条件

[image: alt]


的点tα
 （n）为t（n）分布的上α分位点．

（3）性质：

①设t～t（n），则Et＝0，[image: alt]


②[image: alt]


3．F分布

设X～χ2
 （m），Y～χ2
 （n），且X，Y相互独立，则

[image: alt]


（1）概率密度φ（y）的图像见图25-3．

（2）对于给定的α（0＜α＜1），称满足条件

[image: alt]


的点Fα
 （n1
 ，n2
 ）为F（n1
 ，n2
 ）分布的上α分位点．

（3）性质：设ξ～F（m，n），则[image: alt]


[image: alt]


图25-2

[image: alt]


图25-3

25.3　正态总体条件下样本均值和样本方差的分布

1．单个正态总体

设总体X～N（μ，σ2
 ），X1
 ，…，Xn
 为取自X的样本，则

[image: alt]


（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


2．两个正态总体

设X1
 ，…，Xn1

 ；Y1
 ，…，Yn2

 是分别来自正态总体N（μ1
 ，σ2
 ），N（μ2
 ，σ2
 ）的简单随机样本，且相互独立，记

[image: alt]


则

[image: alt]


25.4　数理统计中的重要结论

数理统计中的重要结论包括：

（1）统计量是随机变量，本身不含总体分布中的未知参数，但它的分布可能含总体分布中的未知参数．

（2）样本（X1
 ，…，Xn
 ）取自总体X，即表示Xi
 （i＝1，2，…，n）相互独立且与X同分布．

（3）样本（X1
 ，…，Xn
 ）的联合分布．

若总体X为一个连续型随机变量，密度函数为fX
 （x），则样本（X1
 ，…，Xn
 ）的联合密度为

[image: alt]


若总体X为一个离散型随机变量，分布律为P（X＝xi
 ）＝pi
 （i＝1，2，…，n），则样本（X1
 ，…，Xn
 ）的联合分布律为

[image: alt]


（4）样本的数字特征．

无论总体X服从什么分布，只要有（X1
 ，…，Xn
 ）来自X，且

EX＝μ，　DX＝σ2


则

①[image: alt]


②ES2
 ＝σ2
 ，[image: alt]
 其中[image: alt]


25.5　参数估计的重要结论

参数估计的重要结论包括：

（1）[image: alt]
 S2
 是EX，DX的无偏、一致估计量，[image: alt]


（2）[image: alt]
 是DX的最大似然估计量；

（3）样本的任意k阶原点矩均是对应的总体k阶原点矩的一致估计量；

（4）若[image: alt]
 为θ的无偏估计，且[image: alt]
 则[image: alt]
 为θ的一致估计；

（5）若[image: alt]
 为θ的矩估计，g（x）为连续函数，则[image: alt]
 为g（θ）的矩估计；

（6）若[image: alt]
 为θ的最大似然估计，g（x）为单调函数，则[image: alt]
 为g（θ）的最大似然估计．

25.6　假设检验的重要结论

1．单个正态总体（显著性水平为α）

设X～N（μ，σ2
 ），（X1
 ，…，Xn
 ）为来自总体X的简单随机样本，[image: alt]
 是样本均值，S2
 是样本﻿方差．

（1）正态总体均值的检验如表25-1所列：

表25-1

[image: alt]


（2）正态总体方差的检验如表25-2所列：

表25-2

[image: alt]


2．两个正态总体（显著性水平为α）

设[image: alt]
 为来自总体X和Y的简单随机样本，[image: alt]
 是样本均值，[image: alt]
 是样本方差，[image: alt]
 是联合样本方差．

（1）两个正态总体均值差的检验如表25-3所列：

表25-3

[image: alt]


（2）两个正态总体方差比的检验如表25-4所列：

表25-4

[image: alt]


3．两类错误

（1）第一类错误：H0
 本来是正确的，由于样本的随机性，样本观察值落入拒绝域而做出了拒绝H0
 的选择，即α＝P（拒绝H0
 ｜H0
 为真）．

（2）第二类错误：H0
 本来不是正确的，由于样本的随机性，样本观察值落入接受域而做出了接受H0
 的选择，即β＝P（接受H0
 ｜H0
 为假）．

●核心题型及思路启迪

25.7　统计量的基本概念

题型197　求统计量的分布及概率

思路启迪：（1）应熟悉三种重要抽样分布：χ2
 分布、t分布和F分布所对应的随机变量的结构和正态总体的抽样分布，对χ2
 分布注意样本的独立性．

（2）求概率时，先将统计量转化为可以查表的形式，即标准正态分布、χ2
 分布、t分布和F分布，然后查表求解．





例1　设[image: alt]
 和S2
 分别为来自正态总体N（0，σ2
 ）的样本均值和样本方差，样本容量为n，则[image: alt]
 服从________分布．

解：[image: alt]
 则[image: alt]
 所以[image: alt]


又[image: alt]
 于是由F分布的定义可得

[image: alt]


例2　设X1
 ，…，X9
 是来自正态总体N（μ，σ2
 ）的简单随机样本，记

[image: alt]


证明：Z～t（2）．

证：由题设可知，Y1
 ，Y2
 都服从正态分布，且相互独立，所以Y1
 －Y2
 也服从正态分布．

因为　　　　[image: alt]


所以　　　　　　[image: alt]


此外，[image: alt]
 并且由Y1
 与S2
 和Y2
 与S2
 都是相互独立可知，Y1
 －Y2
 与S2
 相互独立，从而[image: alt]
 与[image: alt]
 相互独立，于是由t分布定义得

[image: alt]


例3　设X1
 ，…，Xn1

 ；Y1
 ，…，Yn2

 是分别来自正态总体N（μ1
 ，σ2
 ），N（μ2
 ，σ2
 ）的简单随机样本，且相互独立，记

﻿[image: alt]


求统计量[image: alt]
 所服从的分布．

解：由[image: alt]
 且[image: alt]
 相互独立知，[image: alt]
 [image: alt]
 相互独立，从而由χ2
 分布的可加性得

[image: alt]


题型198　求统计量的数字特征

思路启迪：统计量也是随机变量，所以求统计量的数字特征的方法同前．常用统计量的数字特征如下．

设（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）来自X，且EX＝μ，DX＝σ2
 ，则

[image: alt]


特别，当X～N（0，σ2
 ）时，[image: alt]


并且[image: alt]
 S2
 相互独立，[image: alt]






例4　设（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ）为取自正态总体X～N（0，σ2
 ）的样本，令[image: alt]
 试求EY，DY．

分析：因为X1
 ，X2
 ，…，Xn
 独立同分布，从而｜X1
 －μ｜，｜X2
 －μ｜，…，｜Xn
 －μ｜也独立同分布，于是根据数字特征的性质，只须求E｜Xi
 －μ｜，D｜Xi
 －μ｜．

解：令Yi
 ＝｜Xi
 －μ｜，则Yi
 ～N（0，σ2
 ）．于是

[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


而　[image: alt]


﻿故[image: alt]


例5　设总体X服从正态分布N（μ，σ2
 ），从该总体中抽取简单随机样本X1
 ，X2
 ，…，X2n
 （n≥2），其样本均值为[image: alt]
 求统计量[image: alt]
 的数学期望EY和方差DY．

解：对i＝1，2，…，n，记Yi
 ＝Xi
 ＋Xn＋i
 ，则Yi
 ～N（2μ，2σ2
 ），且Y1
 ，Y2
 ，…，Yn
 相互独立，有

[image: alt]


所以

[image: alt]


因此　　　　　　[image: alt]


例6　设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 （n≥2）是来自总体N（0，1）的简单随机样本，记

[image: alt]


求DT．

解：由[image: alt]
 与S2
 相互独立知，[image: alt]
 与S2
 也相互独立，于是有

[image: alt]


由于[image: alt]
 所以[image: alt]
 从而

[image: alt]


由（n－1）S2
 ～χ（n－1）知，

[image: alt]


故　　　　　　　　[image: alt]


例7　设总体X服从正态分布N（μ，σ2
 ），X1
 ，X2
 ，…，Xn＋1
 是来自总体X的容量为n＋1的简单随机样本，令随机变量

[image: alt]


﻿试求Yi
 的概率密度．

解：将Yi
 表示为

[image: alt]


则Yi
 是n＋1个独立变量X1
 ，X2
 ，…，Xn＋1
 的线性组合，而Xi
 ～N（μ，σ2
 ），所以Yi
 服从正态分布，其数学期望和方差分别是

[image: alt]


即Yi
 服从正态分布[image: alt]
 其概率密度为

[image: alt]


例8　设X1
 ，X2
 是来自总体X的简单随机样本，[image: alt]
 分别为样本的均值和方差，[image: alt]
 证明：

（1）当X服从数学期望为θ的指数分布时，[image: alt]


（2）当X～N（μ，σ2
 ）时，[image: alt]


解：（1）由X1
 ，X2
 相互独立知，[image: alt]
 也相互独立，所以

[image: alt]


由于X的概率密度为

[image: alt]


所以　　[image: alt]


由此证得[image: alt]


（2）由[image: alt]
 与S2
 相互独立知，[image: alt]
 与S4
 也相互独立，从而

[image: alt]


由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


此外，由

[image: alt]


和X1
 －X2
 ～N（0，2σ2
 ）知，

[image: alt]


从而

[image: alt]


将式（2）、（3）代入式（1）可得

[image: alt]


25.8　参数估计

题型199　求参数的点估计（矩估计和最大似然估计）

思路启迪：（1）对于矩估计，由[image: alt]
 （总体矩＝样本矩）得出的解[image: alt]
 为未知参数θk
 的矩估计量．一般只要掌握m＝1，2的情形，如下：

①一个参数：[image: alt]


②两个参数：[image: alt]


如X～N（μ，σ2
 ），则μ，σ2
 的矩估计量为[image: alt]
 [image: alt]
 ，将样本值代入即可求得矩估计值．

（2）对于最大似然估计，求解步骤是：

①写出似然函数．

若X为离散型，且概率分布为P（X＝x）＝p（x；θ1
 ，θ2
 ，…，θm
 ）（其中θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 为待估参数）时，似然函数取为

﻿[image: alt]


若X为连续型，且概率密度为f（x；θ1
 ，θ2
 ，…，θm
 ）（其中θ1
 ，θ2
 ，…，θk
 为待估参数）时，似然函数取为

[image: alt]


②取对数lnL．

③对θ1
 ，…，θm
 求偏导数[image: alt]


④判断方程组[image: alt]
 是否有解．若有解，则其解即为所求最大似然估计；若无解，则最大似然估计常在θi
 的边界点上达到．





例9　设总体X的概率分布如表25-5所列：

表25-5

[image: alt]


其中[image: alt]
 是未知参数，利用X的如下样本值：3，1，3，0，3，1，2，3，求θ的矩估计值和最大似然估计值．

解：　　　　[image: alt]


令[image: alt]
 得3－4θ＝2，得θ的矩估计值为[image: alt]


似然函数

L（θ）＝P（X1
 ＝3，X2
 ＝1，…，X8
 ＝3）

＝P（X1
 ＝3）P（X2
 ＝1）…P（X8
 ＝3）

＝P（X＝3）P（X＝1）…P（X＝3）

＝（1－2θ）·2θ（1－θ）…（1－2θ）

＝4θ6
 （1－θ）2
 （1－2θ）4


两边取对数后得

lnθ＝ln4＋6lnθ＋2ln（l－θ）＋4ln（l－2θ）

令[image: alt]
 则该方程的根为[image: alt]


所以θ的最大似然估计值为[image: alt]


例10　设某种电子元件的寿命X（单位：小时）服从双参数的指数分布，其概率密度为

﻿[image: alt]


其中θ，μ（θ，μ＞0）为未知参数．自一批这种器件中随机取n件进行寿命试验，设它们的失效时间分别为X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，求θ，μ的最大似然估计量．

解：似然函数为

[image: alt]


取对数得

[image: alt]


则　　　　　　　[image: alt]


可见　　　　　　[image: alt]


所以当μ＝min（x1
 ，…，xn
 ）时，lnL取最大值．

由[image: alt]
 可得[image: alt]


于是μ，θ的最大似然估计量为

[image: alt]


例11　设随机变量X的分布函数为

[image: alt]


其中参数α＞0，β＞1．设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 为来自总体X的简单随机样本，

（1）当α＝1时，求未知参数β的矩估计量；

（2）当α＝1时，求未知参数β的最大似然估计量；

（3）当β＝2时，求未知参数α的最大似然估计量．

解：当α＝1时，X的概率密度为

[image: alt]


（1）由于

[image: alt]


令[image: alt]
 解得[image: alt]


所以，参数β的矩估计量为[image: alt]


（2）对于总体X的样本值x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，似然函数为

﻿[image: alt]


当xi
 ＞1（i＝1，2，…，n）时，L（β）＞0，取对数得

[image: alt]


对β求导数，得

[image: alt]


令[image: alt]
 解得[image: alt]


于是β的最大似然估计量为

[image: alt]


（3）当β＝2时，X的概率密度为

[image: alt]


对于总体X的样本值x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，似然函数为

[image: alt]


当xi
 ＞α（i＝1，2，…，n）时，α越大，L（α）越大，即α的最大似然估计值为

[image: alt]


于是α的最大似然估计量为

[image: alt]


题型200　讨论参数估计的性质

思路启迪：（1）考虑总体参数估计量的无偏估计时，先计算这个估计量的数学期望，然后根据无偏性的定义（设[image: alt]
 为θ的估计量，若[image: alt]
 则称[image: alt]
 为θ的无偏估计）进行判断．

（2）考虑总体同一个参数的若干个估计量的有效性时，应先确定它们都为无偏估计量，然后根据有效性的定义（设[image: alt]
 和[image: alt]
 均为θ的无偏估计，即[image: alt]
 若[image: alt]
 则称[image: alt]
 比[image: alt]
 更有效）进行判断．

（3）一致性一般用大数定律判断．设[image: alt]
 为θ的估计量，若[image: alt]
 ∞），则称[image: alt]
 为θ的一致估计量．





﻿例12　假设总体X在区间［a，b］上服从均匀分布，X1
 ，X2
 ，…，Xn
 为来自总体X的简单随机样本，如果分别以[image: alt]
 和[image: alt]
 作为总体X的未知参数的估计量，问[image: alt]
 是否为无偏估计量．

解：由题设知，X的概率密度与分布函数分别为

[image: alt]


由此得[image: alt]
 的分布函数与概率密度分别为

[image: alt]


[image: alt]
 的分布函数与概率密度分别为

[image: alt]


因此由

[image: alt]


知[image: alt]
 不是a的无偏估计量．

由　　　　[image: alt]


知[image: alt]
 不是b的无偏估计量．

例13　设总体X的概率密度为[image: alt]


θ∈（-∞，+∞）为未知参数，X1
 ，…，Xn
 为取自X的一个样本，证明：

[image: alt]


是θ的两个无偏估计量，并确定哪个更有效．

证：　　　　[image: alt]


则　　　　　　　　　　DX＝EX2
 －（EX）2
 ＝1

于是[image: alt]
 即[image: alt]
 为θ的无偏估计量．

因为

[image: alt]


且[image: alt]
 所以

[image: alt]


于是[image: alt]
 所以[image: alt]
 即[image: alt]
 也为θ的无偏估计量．

又　　　　　　[image: alt]


[image: alt]


当n＞1时，[image: alt]
 即[image: alt]
 比[image: alt]
 更有效．

例14　设总体X的概率密度为

[image: alt]


X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是取自X的简单随机样本．

（1）求θ的矩估计量[image: alt]


（2）求[image: alt]
 的方差[image: alt]


（3）讨论[image: alt]
 的无偏性和一致性．

解：（1）因为

[image: alt]


﻿所以令[image: alt]
 即[image: alt]
 于是得θ的矩估计量[image: alt]


（2）因为　　　　　　[image: alt]


而　　　　　　[image: alt]


所以[image: alt]


（3）因为　　　　　　[image: alt]


所以[image: alt]
 为θ的无偏估计量，又[image: alt]
 故[image: alt]
 为θ的一致估计量．

题型201　参数的区间估计

思路启迪：作总体参数的区间估计时，总是先选取一个合适的估计函数．设θ是总体的待估参数，X1
 ，…，Xn
 为来自总体X的简单随机样本，此时要对θ作置信度为1－α（a∈（0，1））的区间估计（即求θ的置信水平为1－α的置信区间），可按以下步骤进行：

（1）选取一个合适的估计函数W＝W（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，θ），它包含θ，但不包含其他未知参数，并且能确定W的分布，且这个分布与θ无关；

（2）对给定的置信水平1－α，定出两个常数a，b，使得

P（a＜W（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，θ）＜b）＝1－α

（3）从a＜W（X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ，θ）＜b得到等价不等式[image: alt]
 其中[image: alt]
 都是统计量，那么[image: alt]
 就是θ的置信水平为1－α的置信区间．

对正态总体来说，其估计函数、置信区间都有公式可循，例如，单个总体N（μ，σ2
 ）的参数区间估计如表25-6所列．（其中[image: alt]
 是样本均值，S2
 是样本方差）

（4）两个正态总体的区间估计．

设[image: alt]
 和（Y1
 ，…，Yn
 ）为来自总体X和Y的简单随机样本，[image: alt]
 是样本均值，[image: alt]
 是样本方差，[image: alt]
 是联合样本方差，则两个正态总体[image: alt]
 和[image: alt]
 的参数区间估计如表25-7所列．

表25-6

[image: alt]


表25-7

[image: alt]






例15　设由来自正态总体N（μ，12
 ）、容量为100的简单随机样本，得样本均值[image: alt]
 则μ的置信度为0.95的置信区间为________．

解：由题设可知，

[image: alt]


又由1－α＝0.95得α＝0.05，则[image: alt]


于是　　　　　　[image: alt]


﻿即[image: alt]
 而[image: alt]
 σ＝1，n＝100，所以P｛4.8≤μ≤5.2｝＝0.95．

故所求置信区间为（4.8，5.2）．

例16　设0.50，1.25，0.80，2.00是来自总体X的简单随机样本，已知Y＝lnX服从正态分布N（μ，1），

（1）求X的数学期望EX（记为b）；

（2）求μ的置信水平为0.95的置信区间；

（3）利用上述结果求b的置信水平为0.95的置信区间．

解：（1）　　[image: alt]


所以[image: alt]


（2）由于Y＝lnX服从正态分布，且方差σ2
 ＝1已知，所以μ的置信水平为0.95的置信区间为

[image: alt]


其中[image: alt]
 所以所求的置信区间为

[image: alt]


（3）由（2）知P（-0.98＜μ＜0.98）＝0.95，即

[image: alt]


由此得到[image: alt]
 即[image: alt]


因此b的置信水平为0.95的置信区间为[image: alt]


例17　设X～N（μ，σ2
 ），μ的置信区间长度为[image: alt]
 其中P（t（n－1）≤tp
 （n－1））＝p，则置信水平为（　　）．

（A）2α－1

（B）1－2α

（C）[image: alt]


（D）α

解：由题设可知

[image: alt]


所以　　[image: alt]


故应选（A）．

例18　设随机变量X服从正态分布N（μ，8），μ未知．在X的10个观测值的平均值[image: alt]
 时，

（1）求μ的置信水平为0.95的置信区间；

（2）要想使μ的置信水平为0.95的置信区间的长度不超过1，则n至少取多大？

（3）如果X的观测值的个数n＝64，则当区间[image: alt]
 是μ的置信水平为1－α的置信区间时，α应多大？

解：（1）由于σ2
 ＝8已知，所以正态总体数学期望μ的置信水平为1－α的置信区间为

[image: alt]


由题设知[image: alt]
 所以μ的置信水平为0.95的置信区间为

[image: alt]


（2）当观测值个数为n时，μ的置信水平为0.95的置信区间为

[image: alt]


于是要使该区间的长度不超过1，即[image: alt]
 必有n≥122.93，即观测值个数n最少为123．

（3）如果X的观测值的个数n＝64时，μ的置信水平为1－α的置信区间为[image: alt]
 则有[image: alt]
 即[image: alt]
 查α分布表可得[image: alt]
 即α＝0.0046．

例19　设样本X1
 ，X2
 ，…，Xn
 来自正态总体X～N（μ，σ2
 ），其中μ，σ2
 均为未知参数．设随机变量L是关于μ的置信水平为1－α的置信区间的长度，求E（L2
 ），D（L2
 ）．

解：在正态总体N（μ，σ2
 ）的σ2
 未知的情况下，μ的置信水平为1－α的置信区间为

[image: alt]


由此得到

[image: alt]


于是　　　　[image: alt]


由[image: alt]
 知[image: alt]
 于是

[image: alt]


﻿[image: alt]


例20　随机地取某种炮弹9发做试验，测得炮口速度的样本标准差S＝11（米/秒）．设炮口速度X服从N（μ，σ2
 ），求这种炮弹炮口速度的标准差σ的95％的置信区间．

解：1－α＝0.95，[image: alt]
 n＝9，S＝11．

取随机变量[image: alt]


查χ2
 分布表，得[image: alt]


故σ2
 的95％的置信区间为

[image: alt]


例21　设X1
 ，…，X2n
 为来自正态总体N（μ1
 ，18）的样本，Y1
 ，…，Yn
 是来自正态总体N（μ2
 ，16）的样本，要使μ1
 －μ2
 的95％置信区间的长度不超过l，问n至少要取多大？

分析：因为两个总体的方差已知，于是可选用对应的区间估计公式来求得n．

解：因为置信区间的下限、上限分别为

[image: alt]


于是置信区间的长度为

[image: alt]


故[image: alt]
 即n至少要取[image: alt]
 其中［　］为取整运算，且假定[image: alt]
 为非整数．

25.9　假设检验

题型202　正态总体的均值和方差的假设检验

思路启迪：一般按以下步骤求解：

（1）根据具体问题做出假设；

（2）选取相应的检验统计量；

（3）写出拒绝域或接受域；

（4）将已知数据代入统计量进行计算，然后做出判断．





例22　食品厂用自动装罐机装罐头食品，每罐标准质量为500g，每隔一定时间需要检验其工作情况，现抽10罐，测得其质量（单位：g）为

495，510，505，498，503，492，502，512，497，506

假设质量X服从正态分布N（μ，σ2
 ），试问机器工作是否正常（α＝0.98）？

解：①H0
 ：μ＝500．

②因为σ2
 未知，所以选取统计量

[image: alt]


由样本数据，得[image: alt]
 S＝6.5，[image: alt]
 查t分布表，得t0.99
 （9）＝2.82．

因为｜T0
 ｜＝0.97＜2.82，故可认为自动装罐机工作正常．

例23　用机床加工圆形零件，在正常情况下，零件的直径服从正态分布N（20，1）（单位：mm），今在某天生产的零件中随机抽查了6个，测得直径（单位：mm）分别为

19，19.2，19.1，20.5，19.6，20.8

假定方差不变，问该天生产的零件是否符合要求？（即是否可以认为这天生产的零件的平均直径为20mm）．（α＝0.05）

解：①由题意可设该天生产的零件直径X～N（μ，1），则

H0
 ：μ＝20，　H1
 ：μ≠20

②因为σ2
 已知，所以选取统计量

[image: alt]


当α＝0.05时，查标准正态分布表得临界值u0.025
 ＝1.96，而由样本数据可计算得

[image: alt]


故应接受H0
 ，认为该天生产零件的平均直径为20mm．

例24　用包装机包装某种洗衣粉，在正常情况下，每袋质量为1000g，标准差σ不能超过15g．假设每袋洗衣粉的净质量服从正态分布．某天检验机器工作的情况，从已装好的袋中随机抽取10袋，测得其净质量（单位：g）为

1020，1030，968，994，1014，998，976，982，950，1048

问这天机器工作是否正常？（α＝0.95）

解：①H0
 ：σ2
 ≤152
 ．

②选取统计量

[image: alt]


由样本数据，得[image: alt]
 S＝30.23，[image: alt]
 查χ2
 分布表，得[image: alt]


因为[image: alt]
 故拒绝接受H0
 ，即包装机这天工作不正常，应调整．

例25　从用原来工艺生产的机械零件中抽查25个，测量其直径，计算得直径的样本方差为[image: alt]
 从用新工艺生产的机械零件中抽查25个，测量其直径，计算得直径的样本方差为[image: alt]
 假设两种工艺条件下生产的零件直径分别服从正态分布[image: alt]
 和[image: alt]
 参数均未知，在显著性水平α＝0.05下，试问新工艺生产的零件直径的方差[image: alt]
 是否比原来工艺生产的零件直径的方差[image: alt]
 显著地小？（F0.05
 （24，24）＝1.98）

解：设X，Y分别表示原来工艺和新工艺生产零件的直径，且[image: alt]
 检验假设

[image: alt]


选取检验统计量为

[image: alt]


给定显著性水平α＝0.05，要使

P｛F≥F0.05
 （24，24）｝＝0.05

而F0.05
 （24，24）＝1.98，则拒绝域为［1.98，+∞）．

根据[image: alt]
 得检验统计量F的观察值为[image: alt]
 所以F的观察值不落在拒绝域中，所以接受原假设，不能认为新工艺生产的零件直径的方差比原来工艺生产的零件直径的方差显著地小．

题型203　有关两类错误的命题

思路启迪：正确理解两类错误的含义是求解的关键．

（1）第一类错误：H0
 本来是正确的，由于样本的随机性，样本观察值落入拒绝域而做出了拒绝H0
 的选择，即α＝P（拒绝H0
 ｜H0
 为真）．

（2）第二类错误：H0
 本来不是正确的，由于样本的随机性，样本观察值落入接受域而做出了接受H0
 的选择，即β＝P（接受H0
 ｜H0
 为假）．





例26　设X有概率分布如表25-8所列：

表25-8

[image: alt]


检验H0
 ：θ＝0.1，H1
 ：θ＝0.9，抽取3个样本取拒绝域W为

W＝｛X1
 ＝1，X2
 ＝1，X3
 ＝1｝

求此时犯第一类和第二类错误的概率．

解：第一类错误为

[image: alt]


第二类错误为

[image: alt]


例27　设X1
 ，X2
 ，…，Xn
 是来自总体X～N（μ，4）的一个样本，其观察值为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，平均值为[image: alt]
 检验H0
 ：μ＝0，H1
 ：μ≠0．现取拒绝域

[image: alt]


﻿当实际情况为μ＝1时，试求犯第二类错误的概率．

解：犯第二类错误的概率为

β＝P（接受H0
 ｜H0
 为假）＝P（样本观测值不属于W｜μ＝1）

当H0
 不为真时，μ＝1，于是X～N（1，4），即[image: alt]


此外，接受H0
 时，（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）∈W，即[image: alt]
 从而

[image: alt]
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分类统计
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﻿2011年数学二试题题型分布及相似度统计
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分类统计：
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