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内容提要

今天的初高中衔接教学，不仅要从知识的角度，还应该从能力的角度，从学习规范等各方面做好初高中衔接教学，为学生高中数学学习奠定坚实基础。

本书是对复旦大学附属中学多年来初高中数学衔接教学的传承，其编写宗旨是为复旦大学附属中学数学衔接教学提供适用的模板和教材；其内容、方法、指导思想都在初中教学的基础上有所发展，以使学生更好地衔接初高中数学知识，从而在学习态度、学习能力、学习方法等多方面适应高中数学的学习要求。

本书分为“数、式、方程”、“二次函数、一元二次不等式”以及“圆”等3章，教师可以根据需要作次序上的调整与内容上的取舍；同时，本书梳理了较完备的知识体系，并配备了较齐全的课内练习、课外练习以及参考答案，以便初三毕业生和新高一学生自主学习、使用。


前　言

在上海最早实行初高中衔接教学的应该就是复旦大学附属中学（以下简称“复旦附中”）的数学教研组。因为在20世纪80年代，复旦附中是上海仅有的两所没有初中的高级中学之一，且学生来自上海的各个区县，他们的数学知识基础、能力储备差异很大。针对这种差异，复旦附中的前辈教师创造性地开展了数学初高中的衔接教学，为学生高中阶段的数学学习奠定一个坚实的基础。当然，具体实施时并不是简单地重复初中数学知识，而是结合高中数学中集合的概念，将初中的数、代数式、方程、不等式以及函数等概念在集合的情境中予以巩固提高。虽说一开始因衔接教学，我们的教学进度远远落后于兄弟学校，但是磨刀不误砍柴功，因为夯实了基础，学生们很快就缩小了这些差距，并在学习质量上有所超越。多年来，得益于前辈教师这一教育创新，我们的数学教学能够做到比较高效、扎实。如今，数学的衔接教学已经在很多学校开展，基本形成一种数学教学的共识。

今天，我们面对的问题与30年前相比，已经发生了深刻的变化，我们面临的已不仅仅是学生知识上的差异。经过专题研究后，我们发现情况变得更为复杂。

从知识层面上看，不同地区、不同学校的差异已经不是最严重的问题。最严峻的问题有：（1）中考的要求与教材内容的差异。例如，二次函数是初中数学教材中的内容，在高中数学教材中不再出现。但是因为中考对二次函数的要求极低，很多初中的教学因此就淡化了这一重要内容，从而造成学生高中学习上的困难。（2）初中教材与高中教材脱节，两套教材的编写各行其是，很多地方无法对接。例如，对于图形的轴对称，初中的定义是：把一个图形沿某一条直线翻折过来，直线两旁的部分能够相互重合，这个图形叫做轴对称图形，这条直线就是它的对称轴。这是一种直观定义，无法简洁地用于证明。但高中并没有给出进一步的定义，那么偶函数图像关于y轴对称的证明就只能是空中楼阁。

从能力层面上看，在初中数学教学中，有不少可以成为培养学生能力的好素材没有得到充分利用。例如，在二次函数的教学中，由y＝x2
 →y＝ax2
 →y＝a（x－h）2
 →y＝a（x－h）2
 ＋k，进而得到y＝ax2
 ＋bx＋c的过程，体现了由特殊到一般、将复杂问题简单化的数学思想。这一过程若能够得到强化，则不仅可以使学生将这个方法迁移到反比例函数中去，得到更一般的结论，而且对将来理解函数y＝Asin（ωx＋φ）等大有帮助。

基于这样的事实，我们认为今天的初高中数学衔接教学应该有所发展，不仅要从知识的角度，还应该从能力的角度，从学习规范等各方面做好初高中衔接教学，为学生高中数学学习奠定坚实的基础。因此衔接教学的内容、方法与指导思想都应有所发展，以适应目前的教学状况。

在相关专题研究的基础上，我们编写了这本《复旦大学附属中学初高中数学衔接教学讲义》，编写的宗旨是为复旦附中数学衔接教学提供适用的模板。本书分为3章，教师可以根据需要作次序上的调整与内容上的取舍。同时，本书梳理了较完备的知识体系，并配备了较齐全的课内练习、课外练习以及参考答案，以便初三毕业生和新高一学生自主学习、使用。

本书由特级教师李秋明主编，参与编写工作的有张晴帆、郑仲义、杨丽婷、张建国、李朝晖、肖恩利、胡小群、冯璟以及龚政等老师。复旦附中2013届数学备课组对本书的所有内容，进行了教学实践，在这个过程中，他们提出了很多建设性的意见。在此向他们表示感谢！

由于编写的时间仓促，编者能力有限，书中的疏漏之处，还望读者指正！
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第一章

数、式与方程

第一节　数

数是近代数学发展的基础，在此，我们结合数系发展的过程，简单地归纳总结初中学习过的数以及在高中学习中经常会碰到的数的一些性质。

一、数系的扩充

为了满足人类社会生活和生产实践的需要，“数”的概念一直在不断地扩充。早在远古时代，人类就开始逐渐认识并从具体事物中抽象形成了自然数，值得注意的是，0是第一个自然数，而1，2，3，…又称为正整数；为了解决诸如借贷关系等具有相反意义的量和解决被减数小于减数等问题，又逐渐产生了负数；在度量和均分时往往不能正好得到整数的结果，这样就产生了分数，而十进制分数的另一种表示方式就是小数；公元前6世纪古希腊的毕达哥拉斯（见图1.1）学派利用毕达哥拉斯定理，发现了“无理数”，但直到公元前4世纪“无理数”才被正式承认，从而数的概念也就进一步地扩展到了实数（见图1.2）。

[image: alt]


毕达哥拉斯（Pythagoras，约公元前580—前500年），古希腊数学家，毕达哥拉斯学派的主要代表人物

图1.1

[image: alt]


图1.2

二、数的整除规律

2的倍数：末位数字是0、2、4、6、8；

3的倍数：各位数字之和是3的倍数；

4的倍数：末两位数字所组成的数能被4整除；

5的倍数：末位数字是0、5；

6的倍数：既能被2整除又能被3整除；

7的倍数：末三位数字与末三位以前的数字所组成的数之差能被7整除；将末位数字截去，再用余下的数中减去末位数字的2倍的差能被7整除；

8的倍数：末三位数字所组成的数能被8整除；

9的倍数：各位数字之和是9的倍数；

10的倍数：末位数字为0；

11的倍数：奇数位上各数字之和与偶数位上各数字之和的差是11的倍数；

13的倍数：末三位数字与末三位以前的数字所组成的数之差能被13整除；

25的倍数：末两位数字所组成的数能被4整除；

125的倍数：末三位数字所组成的数能被8整除。

下面以3的倍数，7的倍数为例给出证明。

证明：对于一个四位数[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以当a＋b＋c＋d能被3整除，则[image: alt]
 也一定能被3整除。同理，能被数3整除的规律对任意位数的整数都成立，即对任意整数都成立。

对于一个三位以上的数字[image: alt]
 都可以将其写成[image: alt]
 。所以，当[image: alt]
 能被7整除时，则[image: alt]
 也一定能被7整除。

三、“[image: alt]
 ”不是有理数

这可以见下述证明。

证明：用反证法。假设[image: alt]
 是有理数，则存在互质的正整数p和q，使得

[image: alt]


则

[image: alt]


两边平方后得

p2
 ＝2q2
 。

由2q2
 是偶数可得p2
 是偶数，而只有偶数的平方才是偶数，所以p也是偶数。

因此可设p＝2s，代入上式，得

4s2
 ＝2q2
 ，

即

2s2
 ＝q2
 。

所以q也是偶数。这样p，q都是偶数，不互质，这与假设p，q互质矛盾。这个矛盾说明，[image: alt]
 不能写成分数形式，即[image: alt]
 不是有理数。


思考：
 能否用上述方法证明，[image: alt]
 不是有理数？

四、例题选讲


【例1】
 　计算：[image: alt]
 。


解
 　因为[image: alt]
 所以原式[image: alt]



【例2】
 　化简：[image: alt]
 。


解
 　[image: alt]



【例3】
 　设[image: alt]
 的整数部分为a，小数部分为b，求[image: alt]
 的值。


解
 　因为[image: alt]
 ，所以a＝2，[image: alt]
 ，

所以　[image: alt]


习题

1．在五位数3427□中，在□的位置填上哪些数，就能使这个数成为

（1）2的倍数；（2）3的倍数；（3）4的倍数；（4）5的倍数；（5）11的倍数？

2．有个四位数[image: alt]
 ，它是偶数，4个数字的关系为a＜b＜c＜d，且已知a是5的倍数，[image: alt]
 是4的倍数，[image: alt]
 是3的倍数，求此四位数。

3．已知ab≠0，且a＞b，试比较[image: alt]
 与[image: alt]
 的大小。

4．求下列各组数的最大公约数和最小公倍数：

（1）48，84，120；（2）144，216；（3）540，225。

5．求满足下列条件的两个正整数：

（1）最大公约数是12，最小公倍数是420；

（2）积为300，最小公倍数是60；

（3）两数之和为667，它们的最小公倍数与最大公约数的商为120。

6．一个三位数，个位数字是3，若将3移至百位，其他依次降一位，所得新数比原数的3倍多1，求原数。

7．已知x，y为有理数，且（x－[image: alt]
 y）2
 ＝9－4[image: alt]
 ，求x，y。

8．已知实数a，b满足关系：a2
 ＋b2
 －2a－b＋[image: alt]
 ＝0，试写出所有的以a，b为实根的一元二次方程。

9．已知a＝（[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ）2
 的小数部分为b，求a（1－b）的值。

10．证明下列命题：

（1）两个相邻奇数的平方差是8的倍数；

（2）3个连续整数的平方被3整除余2；

（3）任意一个奇数的平方减1是8的倍数；

（4）[image: alt]
 不是有理数。

课内练习

一、填空题

1．252，294的最大公约数是_________，最小公倍数是_________。

2．当x∈________时，有[image: alt]
 成立。

3．与[image: alt]
 最接近的整数是________。

4．已知实数a，b有关系：a2
 ＋b2
 －2a－b＋[image: alt]
 ＝0，那么ab＝________。

5．已知a＜b＜0，且b≠-1，化简：[image: alt]
 ＝________。

6．满足[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 的实数对（x，y）有_________对。

二、解答题

1．若等式│x＋2│＝x＋2，│2x－1│＝-（2x－1）同时成立，求x的取值范围。

2．计算：[image: alt]
 。

3．已知x，y为有理数，且（2x＋[image: alt]
 y）2
 ＝7－4[image: alt]
 ，求x，y。

4．若2a2
 ＋b＝10，且b是a的小数部分，求正数a，b。

5．若c＜0＜a＜b，化简│c－a│－[image: alt]
 －[image: alt]
 ＋│3c－b│。

6．设m是自然数，且m不是2的倍数，也不是3的倍数，求证：m2
 ＋5能被6整除。

7．已知关于x的一元二次方程（a－1）x2
 －（a2
 ＋1）x＋（a2
 ＋a）＝0的两根都是整数，求满足条件的整数a。

第二节　代数式

代数式包括整式、分式和根式。本节代数式的运算以整式、分式和根式为主，代数式的变形与求值包含了丰富的技巧和方法。

一、基本运算公式

整式的加减运算是最基本的。乘法运算包含了众多的乘法公式，除了初中数学教材介绍的几个，我们再补充几个常用的公式。乘法公式逆过来用就是公式法因式分解的依据。

（1）三数和平方公式：（a＋b＋c）2
 ＝a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋2（ab＋bc＋ac）；

（2）两数和立方公式：（a＋b）3
 ＝a3
 ＋3a2
 b＋3ab2
 ＋b3
 ；

（3）两数差立方公式：（a－b）3
 ＝a3
 －3a2
 b＋3ab2
 －b3
 。

二、例题选讲


【例1】
 　已知6x2
 －7xy－3y2
 ＋14x＋y＋a＝（2x－3y＋b）（3x＋y＋c），试确定a，b，c的值。


解
 　由题设，得

[image: alt]


比较对应项系数，得

[image: alt]


所以

[image: alt]



【例2】
 　如果5x2
 －kx＋7被5x－2除后余6，求k的值及商式。


解
 　因为5x2
 ÷5x＝x，所以商式的最高次项为一次，并且系数为1。设商式为x＋m，由题意得

5x2
 －kx＋7＝（5x－2）（x＋m）＋6，

即

5x2
 －kx＋7＝5x2
 ＋（5m－2）x－2m＋6。

比较对应项的系数，得

[image: alt]


解之，得

m＝-[image: alt]
 ，k＝[image: alt]
 。

所以k＝[image: alt]
 ，商式为x－[image: alt]
 。


【例3】
 　分解因式：

（1）a3
 ＋b3
 ＋c3
 －3abc；（2）x3
 ＋y3
 ＋3xy－1。


解
 　（1）因为（a＋b）3
 ＝a3
 ＋b3
 ＋3ab（a＋b），所以a3
 ＋b3
 ＝（a＋b）3
 －3ab（a＋b）。

于是

[image: alt]


（2）利用（1），有

原式＝x3
 ＋y3
 ＋（-1）3
 －3xy（-1）＝（x＋y－1）（x2
 ＋y2
 ＋1＋x＋y－xy）。


说明
 　这个公式应用广泛，可以推出很多有用的结论。例如

[image: alt]


当a＋b＋c＝0时，a3
 ＋b3
 ＋c3
 ＝3abc。


注
 　分式的一些概念和性质与分数相类似，而与整式区别较大。整式中的字母取任意值都有意义，而分式只有在分母不等于零时才有意义。我们在研究分式变形、分式相等、分式方程等与分式有关的问题时，都不要忘记必须在分式有意义的前提下，才能考虑问题。


【例4】
 　当x取何值时，下列分式有意义：

（1）[image: alt]
 ；（2）[image: alt]
 ；（3）[image: alt]
 ；（4）[image: alt]
 ？


解
 　若求x取何值时，分式有意义，可先求x取何值时，分式无意义。

（1）令分母2－3│x│＝0，即│x│＝[image: alt]
 ，x＝±[image: alt]
 。所以当x≠±[image: alt]
 时，分式[image: alt]
 有意义。

（2）因为分母x2
 －2x＋2＝（x－1）2
 ＋1＞0，所以不论x取何值，分式[image: alt]
 都有意义。

（3）因为x2
 ＝│x│2
 ，所以分母x2
 －4│x│＋4＝（│x│－2）2
 ，令│x│－2＝0，则x＝±2。所以当x≠±2时，分式[image: alt]
 有意义。

（4）将分母分解因式x2
 －3x＋2＝（x－1）（x－2）。若分母为零，则x－1＝0或x－2＝0，得x＝1或x＝2。若分母不为零，则当x≠1且x≠2时，分式[image: alt]
 有意义。


注
 　注意“或”与“且”的区别。


【例5】
 　若[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，求常数A，B的值。


解
 　因为[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

所以

[image: alt]


解得

A＝2，B＝3。


【例6】
 　（1）试证：[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －[image: alt]
 （其中n是正整数）；

（2）计算：[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋…＋[image: alt]
 ；

（3）证明：对任意大于1的正整数n，有[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋…＋[image: alt]
 ＜[image: alt]
 。


证明
 　（1）因为[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －[image: alt]
 （其中n是正整数）成立。


解
 　（2）由（1）可知

[image: alt]



证明
 　（3）因为

[image: alt]


又n≥2，且n是正整数，所以[image: alt]
 一定为正数。所以

[image: alt]



【例7】
 　当x变化时，分式[image: alt]
 的最小值是多少？


解


[image: alt]


由此可见，当x＝-1时，原式的最小值为4。


说明
 　初中教科书上介绍了根式的定义、性质和四则运算。在此基础上，我们进一步学习根式的化简、求值、计算。


【例8】
 　试比较下列各组数的大小：

（1）[image: alt]
 －[image: alt]
 和[image: alt]
 －[image: alt]
 ；（2）[image: alt]
 和2[image: alt]
 －[image: alt]
 。


解
 　（1）因为[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

又[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＞[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，所以

[image: alt]
 －[image: alt]
 ＜[image: alt]
 －[image: alt]
 。

（2）因为2[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

又4＞2[image: alt]
 ，所以

[image: alt]
 ＋4＞[image: alt]
 ＋2[image: alt]
 ，

所以

[image: alt]
 ＜2[image: alt]
 －[image: alt]
 。


【例9】
 　（1）已知a是二次方程x2
 －5x＋1＝0的根，试求2a2
 －9a－5＋[image: alt]
 的值；

（2）若x＝[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的值；

（3）若x＝[image: alt]
 ，求[image: alt]
 x3
 －x2
 －x＋2的值。


解
 　这3题是比较典型的代数求值问题，用直接代入都比较繁。

（1）由a2
 －5a＋1＝0知a≠0，故[image: alt]
 ，得

原式＝2（a2
 －5a＋1）＋a－7＋[image: alt]
 ＝2（a2
 －5a＋1）＋a＋[image: alt]
 －7＝-2。

（2）化简二重根式得

[image: alt]


故（x－4）2
 ＝3，即x2
 －8x＋13＝0。

根据整式除法，知

[image: alt]


[image: alt]


所以，原式＝[image: alt]
 ＝5

（3）注意到x＝[image: alt]
 ＋1，即（x－1）2
 ＝3，x2
 －2x－2＝0，所以

[image: alt]



【例10】
 　代数式的求值：

（1）若x＝[image: alt]
 ，y＝[image: alt]
 ，求（x8
 ＋y8
 ）（x4
 ＋y4
 ）（x2
 ＋y2
 ）（x＋y）（x－y）的值；

（2）已知a＜b＜0，b≠-1，化简[image: alt]
 ；

（3）已知x＝[image: alt]
 ，求x3
 ＋3x－5的值。


解
 　（1）原式＝x16
 －y16
 ＝（[image: alt]
 ）4
 －（[image: alt]
 ）4
 ＝24
 ［（2[image: alt]
 ）2
 －（3[image: alt]
 ）2
 ］＝-96。

（2）原式＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝1＋b。

（3）记x＝a＋b，则ab＝-1。又

（a＋b）3
 ＝a3
 ＋3a2
 b＋3ab2
 ＋b3
 ＝a3
 ＋b3
 ＋3ab（a＋b），

所以

x3
 ＝a3
 ＋b3
 ＋3abx＝2＋[image: alt]
 ＋2－[image: alt]
 －3x，

所以

x3
 ＋3x－5＝-1。

习题

一、在实数范围内分解因式

1．a3
 －（b2
 －2b）a＋a2
 ＋b2
 。

2．xn
 －5xn－1
 －14xn－2
 。

3．（x＋y）3
 ＋2xy（1－x－y）－1。

4．（x2
 －5x＋5）（x2
 －5x－5）－11。

5．2x2
 －5xy＋2y2
 －5x－5y－25。

二、化简求值

1．[image: alt]
 。

2．[image: alt]
 。

3．[image: alt]
 。

4．[image: alt]
 。

5．[image: alt]
 。

6．[image: alt]
 。

7．[image: alt]
 。

三、解答题

1．若x＝[image: alt]
 ，求2x2
 －4x2
 ＋x－3的值。

2．若1≤x≤2，化简[image: alt]
 。

3．若[image: alt]
 ，求A，B，C的值。

4．6x2
 －5x－M被3x＋2除的余数是-4，求M的值。

5．若[image: alt]
 且xy≠0，求[image: alt]
 的值。

6．正数x，y满足x2
 －y2
 ＝2xy，求[image: alt]
 的值。

7．已知[image: alt]
 的小数部分为a，求[image: alt]
 －[image: alt]
 的值。

8．已知[image: alt]
 （a≠0，a≠[image: alt]
 ），求分式[image: alt]
 的值。

9．如果x2
 －y2
 ＋mx＋5y－6能分解成两个一次因式的乘积，求实数m的值。

10．如果x4
 －x3
 ＋kx2
 －2kx－2能分解为两个整系数的二次因式，试求k的值。

11．已知6x－13[image: alt]
 －5y＝0且xy≠0，求[image: alt]
 。

12．已知a＋b＋c＝4，ab＋bc＋ac＝4，求a2
 ＋b2
 ＋c2
 的值。

13．设正整数m，n满足m＜n，且[image: alt]
 ，求m＋n的值。

14．若[image: alt]
 ，求k的值。

15．已知[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，求证：[image: alt]
 。

16．若[image: alt]
 （a，b，c互不相等），求证：x＋y＋z＝0。

课内练习

一、填空题

1．已知a＝[image: alt]
 ，b＝[image: alt]
 ，则[image: alt]
 的值为___________。

2．n是自然数，[image: alt]
 成立的条件是___________。

3．满足条件│x－3│＋（a＋2x）2
 ＝0（x∈R）的实数a＝___________。

4．已知a，b，c为非零实数，且[image: alt]
 ，则[image: alt]
 的值为___________。

二、在实数范围内因式分解

1．2x-6
 －12x-4
 y2
 ＋18x-2
 y4
 。

2．（x2
 －5x＋4）（x2
 －x－2）－72。

三、化简求值

1．[image: alt]
 。

2．[image: alt]
 ，其中0＜x＜1。

四、解答题

1．若x＋[image: alt]
 ＝3，求│x－[image: alt]
 │，x3
 ＋x-3
 ，2x2
 －6x＋3的值。

2．已知[image: alt]
 ，求A，B，C。

3．已知x3
 ＋y3
 －z3
 ＝96，xyz＝4，x2
 ＋y2
 ＋z2
 －xy＋xz＋yz＝12，求x＋y－z的值。

4．已知a＋b＋c＋d＝0，求证：a3
 ＋b3
 ＋c3
 ＋d3
 ＝3（a＋d）（b＋d）（c＋d）。

第三节　方程的解法、含参数方程的讨论

本部分主要解决方程的求解问题，以及简单的含参数方程的讨论。在对初中学习过的方程解法总结的基础上，使学生对求解方程有一个整体的认识，从而提高他们进行代数式变形的能力，使他们深刻理解方程的同解变形。

一、方程的分类

整式方程（一元一次方程、一元二次方程、简单的高次方程）、分式方程、无理方程、方程组（二元一次方程组、二元二次方程组）等。



二、同解定理

（1）方程的两边都加上（或减去）同一个数或同一个整式，所得方程与原方程是同解方程；

（2）方程的两边都乘以（或除以）不等于0的同一个数，所得方程与原方程是同解方程；

（3）如果方程的一边为0，另一边可分解为n个因式的乘积，那么使各个因式分别等于零，这样得到n个方程与原方程是同解方程。

三、同解变形

是指变形前后的两个方程是同解方程。解方程时要保证每一步都是同解变形。

四、方程的解法

（1）对于方程ax＝b，其中x表示未知数。求解时须进行讨论：

①当a≠0时，方程的解为x＝[image: alt]
 ；

②当a＝0，b＝0时，方程的解为全体实数；

③当a＝0，b≠0时，方程无解。

（2）对于一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a≠0），其解的情况如下：

①当Δ＝b2
 －4ac>0时，方程有两个不相等的实根：[image: alt]
 ；

②当Δ＝b2
 －4ac＝0时，方程有两个相等的实根：[image: alt]
 ；

③当Δ＝b2
 －4ac＜0时，方程无解。

五、例题选讲


【例1】
 　解关于x的方程：m2
 x－m2
 ＝4x－m－6。


解
 　（m－2）（m＋2）x＝（m＋2）（m－3）。

当m≠±2时，方程有唯一解为x＝[image: alt]
 ；

当m＝2时，方程没有解；

当m＝-2时，方程有无数多解，即x∈R（x为一切实数）。


【例2】
 　解方程：[image: alt]
 。


解
 　原方程化为[image: alt]
 ，即为[image: alt]


由①式解得：x＝-3或x＝1。

代入②式、③式检验可得：x＝1。

原方程的解为：x＝1。


【例3】
 　解下列方程组

（1）[image: alt]
 （2）[image: alt]



解
 　（1）记[image: alt]


①式＋3×②式得：10x2
 －xy－3y2
 ＝0，即（2x＋y）（5x－3y）＝0。

所以y＝-2x或y＝[image: alt]
 x。

当y＝-2x时，代入②式得：2x2
 －4x2
 ＋2x＝0，解得：x＝0或x＝1。所以

[image: alt]


当y＝[image: alt]
 x时，代入②式得：2x2
 －[image: alt]
 x2
 －[image: alt]
 x＝0，解得：x＝0或x＝-[image: alt]
 。所以

[image: alt]


综上所述，得原方程组的解为[image: alt]


（2）由（x－y）2
 ＝（x＋y）2
 －4xy＝4－4（1＋z2
 ）＝-4z2
 ≥0，可得：z＝0。

原方程组化为[image: alt]
 解得[image: alt]


所以，原方程组的解为[image: alt]



【例4】
 　解关于x的方程[image: alt]
 （其中m为实数）。


解
 　原方程等价于[image: alt]


由2│x－3│＝│2x－m│得到（4m－24）x＝m2
 －36。　①

（1）当m＝6时，方程①的解为全体实数，原方程的解为不等于3的全体实数。

（2）当m≠6时，方程①的解为x＝[image: alt]
 。因为m≠6，所以[image: alt]
 ≠3，[image: alt]
 ≠[image: alt]
 ，

所以原方程的解为x＝[image: alt]
 。


【例5】
 　解关于x的方程│x│＝ax＋1。


解
 　原方程等价于：[image: alt]


对于①：

（1）当a≥1时，①无解；

（2）当a＜1时，①的解为x＝[image: alt]
 。

对于②：

（1）当a≤-1时，②无解；

（2）当a＞-1时，②的解为x＝[image: alt]
 。

综上所述，得

当a≥1时，原方程的解为x＝[image: alt]
 ；

当-1＜a＜1时，原方程的解为x＝[image: alt]
 或x＝[image: alt]
 ；

当a≤-1时，原方程的解为x＝[image: alt]
 。

习题

一、判断下列各对方程（组）在实数集里是否同解：

1．x－3＋[image: alt]
 ＝2＋[image: alt]
 与x－3＝2。

2．x－3＋[image: alt]
 ＝2＋[image: alt]
 与x－3＝2。

3．（x2
 －1）2
 ＋（y2
 －4）2
 ＝0与[image: alt]


4．（x2
 －1）2
 （y2
 －4）2
 ＝0与[image: alt]


二、解下列方程（组）

1．[image: alt]
 。

2．[image: alt]
 。

3．[image: alt]
 。

4．[image: alt]
 。

5．2（x2
 ＋[image: alt]
 ）＋x－[image: alt]
 ＝10。

6．4x2
 －10x＋[image: alt]
 ＝17。

7．[image: alt]
 。

8．[image: alt]
 。

9．x2
 ＋[image: alt]
 ＋x＋[image: alt]
 －4＝0。

10．[image: alt]
 。

11．x2
 ＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 x＋1。

12．2x2
 －4x＋3＋2[image: alt]
 ＝15。

13．[image: alt]
 。

14．[image: alt]
 。

15．[image: alt]
 。

16．[image: alt]
 。

17．[image: alt]
 。

18．[image: alt]
 。

19．x2
 －6x＋6－x[image: alt]
 ＝0。

20．│x－3│＋│2－x│＝3。

21．[image: alt]
 。

22．[image: alt]
 。

23．[image: alt]
 。

24．[image: alt]
 。

25．[image: alt]
 。

26．[image: alt]
 。

27．[image: alt]


28．[image: alt]


三、解下列关于x的方程

1．（m2
 －m－2）x＝m2
 －3m＋2。

2．2ax＝（a＋1）x＋b。

3．[image: alt]
 ＝b。

4．[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。


四、
 解关于x，y的方程组[image: alt]


其中a为实数。



课内练习

一、填空题

1．方程[image: alt]
 的解为___________。

2．方程3y（y－1）＝2－2y的解集为___________。

3．关于x的方程[image: alt]
 ＝[image: alt]
 若有负数解，则k取值范围为___________。

4．已知关于x的方程a2
 x＋b＝2bx＋1有无穷多解，则a＝_________。

5．方程[image: alt]
 的解的个数是_________。

6．若关于x的方程[image: alt]
 ＝a－3无解，则实数a的取值范围是___________。

7．方程││x│－1│＝a有3个不同解，则a＝________。

二、解下列方程

1．│2x－4│＋│x＋1│＝7。

2．2x2
 ＋3x－5[image: alt]
 ＋3＝0。

3．[image: alt]
 。

4．[image: alt]


5．[image: alt]



三、
 解关于x的方程：a（x＋1）＋（a2
 －12）x＝3（a∈R）。


四
 、已知关于x的方程[image: alt]
 有解，求实数a。


五
 、若三元方程组[image: alt]
 只有一组解，求a。

第四节　方程根的性质

本部分主要解决一元二次方程根的性质的问题，其中包括根的判别式、根与系数的关系（韦达定理）、二次三项式因式分解。

一、方程的根及其与系数的关系

一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a≠0）有实根，两实根解为x1
 ，x2
 ，则根与系数的关系为

x1
 ＋x2
 ＝-[image: alt]
 ，x1
 x2
 ＝[image: alt]
 。

│x1
 －x2
 │＝[image: alt]
 。

二、二次三项式分解

一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a≠0）有实根，两实根为x1
 ，x2
 ，则二次三项式

ax2
 ＋bx＋c＝a（x－x1
 ）（x－x2
 ）。

三、例题选讲


【例1】
 　试确定m的值，使方程3x2
 －10x＋m＝0

（1）有两个不同的正根；

（2）有一正根一负根；

（3）有两个不同的大于1的根；

（4）两根互为倒数；

（5）一根为另一根的3倍。


解
 　设方程的两个根为x1
 ，x2
 。

（1）由x1
 ＞0，x2
 ＞0可得：[image: alt]


解得：0＜m＜[image: alt]
 。

（2）由条件得：x1
 x2
 ＜0，即[image: alt]
 ＜0，解得：m＜0。

（3）由x1
 ＞1，x2
 ＞1，即x1
 －1＞0，x2
 －1＞0，可得

[image: alt]


解得：7＜m＜[image: alt]
 。

（4）由条件得：[image: alt]
 解得m＝3。

（5）由条件：[image: alt]
 解得[image: alt]


由x1
 x2
 ＝[image: alt]
 可得：m＝3x1
 x2
 ＝[image: alt]
 。


【例2】
 　若方程│x2
 ＋4x│＝a只有3个不相等的实根，求a的值。


解
 　易知：a≥0。

（1）当a＝0时，原方程为x2
 ＋4x＝0，只有两个解，不满足要求。

（2）当a＞0时，原方程转化为

x2
 ＋4x－a＝0；①或x2
 ＋4x＋a＝0。②

若方程①、②有公共解x0
 ，则a＝-a，即a＝0，矛盾！因此方程①、②没有公共解。又方程①的判别式为16＋4a＞0，所以方程①一定有两个不同的实根，因此，由题意，方程②有且只有一个实根，即16－4a＝0，所以a＝4。

综上所述，得a＝4。


【例3】
 　关于x的两个方程ax2
 ＋3x－2b＝0和3x3
 －ax＋2b＝0，其中一个方程的两根是另一个方程的根的倒数，求a，b。


解
 　设方程ax2
 ＋3x－2b＝0的两根为x1
 ，x2
 ，则方程3x3
 －ax＋2b＝0的两根为[image: alt]
 ，[image: alt]
 。有根与系数的关系

x1
 ＋x2
 ＝-[image: alt]
 ，x1
 x2
 ＝-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

所以[image: alt]
 解得[image: alt]


此时方程ax2
 ＋3x－2b＝0的两根为[image: alt]
 ，方程3x3
 －ax＋2b＝0的两根为[image: alt]
 ，满足条件。


【例4】
 　设x2
 －px＋q＝0的两实根为α，β，若以α3
 ，β3
 为根的一元二次方程仍是x2
 －px＋q＝0，求所有这样的一元二次方程。


解
 　有根与系数的关系[image: alt]


由②得：q＝0或q＝±1。

当q＝0时，代入①得p＝0或p＝±1；

当q＝1时，代入①得p＝0（舍去）或p＝±2；

当q＝-1时，代入①得：p＝0。

综上所述，得满足条件的一元二次方程为x2
 ＝0，x2
 －x＝0，x2
 ＋x＝0。


【例5】
 　设方程x2
 ＋ax＋bc＝0和方程x2
 ＋bx＋ac＝0（abc≠0）有且仅有一个公共根，求以其余两根为根的方程。


解
 　设两个方程的公共根为x0
 ，则[image: alt]


两式相减得到：

（a－b）x0
 ＝c（a－b）。

因为两个方程有且只有一个公共根，所以a≠b，所以x0
 ＝c。

方程的另外两根分别为a，b，两根之和a＋b＝-c。

所以以a，b为根的一元二次方程为x2
 ＋cx＋ab＝0。

习题

1．已知方程x2
 ＋2x－7＝0，不解方程求解新方程，使新方程的根分别是原方程的根的平方。

2．已知α，β是方程x2
 ＋x－1＝0的两个实根，试计算：[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，α4
 －3β的值。

3．若方程x2
 ＋2（k＋1）x＋k2
 －1＝0有两个实数根x1
 和x2
 ，求[image: alt]
 ＋[image: alt]
 的最小值。

4．若解分式方程[image: alt]
 时产生增根，求实数m的取值范围。

5．当a在什么范围内取值时，方程│x2
 －5x│＝a有且仅有两个相异实根？

6．已知首项系数不相等的两个二次方程（a－1）x2
 －（a2
 ＋2）x＋（a2
 ＋2a）＝0及（b－1）x2
 －（b2
 ＋2）x＋（b2
 ＋2b）＝0（a，b是正整数）有一个公共根，求[image: alt]
 的值。

7．求使关于x的方程（a＋1）x2
 －（a2
 ＋1）x＋2a3
 －6＝0的根都是整数根的所有整数a。

8．已知方程x2
 ＋ax－b＝0的根是a，c，方程x2
 ＋cx＋d＝0的根是b，d，其中a，b，c，d为不同的实数，求a，b，c，d的值。



课内练习

一、填空题

1．关于x的方程ax－x＝1（a∈Z）有整数解，则a＝_________。

2．因式分解：2x2
 －x－5＝___________。

3．已知x1
 ，x2
 是方程x2
 －3x＋1＝0的两个实根，则[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝________；[image: alt]
 ＝________；[image: alt]
 ＋8x2
 ＝________。

4．已知关于x的方程（a2
 －1）x2
 －2（a＋1）x＋1＝0恰有一个实数解，则a＝________。

5．关于x的二次方程mx2
 －2（m＋1）x＋m＝0有两个不等的实数根，则实数m的取值范围是__________。

6．若x1
 ，x2
 是方程4x2
 －4mx＋（m－1）2
 ＋2＝0的两个实根，则[image: alt]
 ＋[image: alt]
 的最小值为___________。

7．已知集合P＝｛x│x2
 ＋2x＋a＝0｝，Q＝｛x│x＜0｝，若P⊆Q，则a的取值范围是___________。

8．若关于x的实系数一元二次方程x2
 ＋x＋a＝0与x2
 ＋ax＋1＝0至少有一个公共的实数根，则a＝________。

二、解答题

1．试确定m的值，使x2
 －mx＋8＝0

（1）有两个不相等的实根；

（2）一根为另一根的两倍。

2．已知关于x的方程x2
 ＋px＋3p－5＝0（p∈R）有两个实根，问：是否存在这样的p，使得两根的平方和为1？若存在，请求出p的值，若不存在，请说明理由。

3．实数a，b，c满足方程组[image: alt]
 试求方程bx2
 ＋cx－a＝0的根。

4．设等腰三角形的一腰与底边的长分别是方程x2
 －6x＋a＝0的两根，当满足这样条件的三角形只有一个时，试求a的取值范围。


第二章

二次函数、一元二次不等式及其他不等式

第一节　二次函数的图像

函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0，a，b，c∈R）的性质和图像，在整个高中数学的教学中有着广泛的运用，如何研究二次函数的图像呢？我们采用从特殊到一般的方法。

一、函数y＝ax2
 （a≠0）的图像


【例1】
 　作出函数y＝x2
 的图像。


解
 　在平面直角坐标系xOy中，按照下列步骤画二次函数y＝x2
 的图像。

（1）列表：如表2.1所示，取自变量x的一些值。

表2.1

[image: alt]


（2）描点：分别以所取x的值和相应的函数值y作为点的横坐标和纵坐标，描出这些坐标所对应的各点。

（3）连线：用光滑的曲线把所描出的这些点顺次连接起来，就可以得到整个函数y＝x2
 的图像（见图2.1）。

[image: alt]


图2.1

二次函数y＝x2
 的图像是一条曲线，分别向左上方和右上方无限伸展。它属于一类特殊曲线，这类曲线称为抛物线。通过观察图像，发现抛物线有如下一些性质：

（1）抛物线y＝x2
 与y轴的交点是原点O；除这个交点外，抛物线上所有点都在x轴的上方，这个交点是抛物线的最低点。（为什么？）

（2）抛物线与它的对称轴的交点叫做抛物线的顶点。抛物线y＝x2
 的顶点是原点O（0，0）。（为什么？）

（3）抛物线y＝x2
 的图像开口方向向上，它是轴对称图形，对称轴为y轴，即直线x＝0。


【例2】
 　求证：y＝x2
 的图像是轴对称图形，对称轴为y轴。


分析
 　初中时，我们学过的轴对称图形描述性的定义（把一个图形沿一条直线翻折过来，直线两旁的部分能够相互重合，这样的图形称为轴对称图形，这条直线就是它的对称轴）不能用于证明这个结论。

故此，给出一个严格的数学定义。


定义
 　在平面内，如果图形上任意一点关于某直线的对称点仍在该图形上，则该图形是轴对称图形。这条直线称为它的对称轴。


证明
 　假设P（x，y）为y＝x2
 图像上任意一点，即P（x，x2
 ），

点P关于y轴的对称点是Q（-x，x2
 ）。

因为x2
 ＝（-x）2
 ，所以Q（-x，（-x）2
 ），显然点Q在抛物线y＝x2
 上。

根据定义，抛物线y＝x2
 是轴对称图形。对称轴为y轴。


【例3】
 　（1）比较函数y＝4x2
 与y＝x2
 的图像的关系（见图2.2）；

[image: alt]


图2.2

（2）比较函数y＝[image: alt]
 x2
 与y＝x2
 的图像的关系（见图2.3）。

[image: alt]


图2.3


解
 　（1）对于y＝x2
 图像上的任意一点（x0
 ，y0
 ），满足

y0
 ＝[image: alt]
 ＝4·（[image: alt]
 ）2
 ，

那么（[image: alt]
 ，y0
 ）一定在y＝4x2
 图像上。


结论
 　y＝x2
 图像上所有点的纵坐标不变，横坐标变为原来的[image: alt]
 倍，得到的图像都在y＝4x2
 的图像上。

同样可以分析得到，y＝4x2
 图像上所有点的横坐标变为原来的2倍，纵坐标不变，得到的图像都在y＝x2
 上。

所以可以理解：对于y＝4x2
 图像上的任意一点，都可以由y＝x2
 图像上的点的横坐标变为原来的[image: alt]
 倍而纵坐标不变得到。

（2）对于y＝x2
 图像上的任意一点（x0
 ，y0
 ），满足

y0
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ·（2x0
 ）2
 ，

那么（2x0
 ，y0
 ）一定在y＝[image: alt]
 x2
 的图像上。


结论
 　y＝x2
 图像上所有点的纵坐标不变，横坐标变为原来的2倍，得到的图像都在y＝[image: alt]
 x2
 的图像上。

同样可以分析得到，y＝[image: alt]
 x2
 图像上所有点的横坐标变为原来的[image: alt]
 倍、纵坐标不变，得到的图像都在y＝x2
 上。

所以可以理解：对于y＝[image: alt]
 x2
 图像上的任意一点，都可以由y＝x2
 图像上的点的横坐标变为原来的2倍而纵坐标不变得到。


一般结论
 　y＝x2
 图像上所有点的横坐标变为原来的[image: alt]
 倍，纵坐标不变，就得到y＝ax2
 （a≠0）的图像。


【例4】
 　比较函数y＝ax2
 （a≠0）与y＝x2
 的图像关系。


解
 　（1）若a＞0，对于y＝x2
 图像上任意一点（x0
 ，y0
 ），满足

y0
 ＝[image: alt]
 ＝a·（[image: alt]
 x0
 ）2
 ，

那么（[image: alt]
 x0
 ，y0
 ）一定在y＝ax2
 的图像上。


结论
 　y＝x2
 图像上所有点的纵坐标不变，横坐标变为原来的[image: alt]
 倍，就得到y＝ax2
 的图像。

（2）若a＜0，由于函数y＝ax2
 的图像与函数y＝-ax2
 的图像是关于x轴对称的，（为什么？）而y＝-ax2
 与y＝x2
 图像的关系是y＝x2
 图像上所有点的纵坐标不变，横坐标变为原来的[image: alt]
 倍，就得到y＝-ax2
 图像，再将y＝-ax2
 的图像关于x轴对称就可以得到y＝ax2
 的图像。


一般结论
 　函数y＝ax2
 （a≠0）的图像是抛物线，对称轴为y轴，即直线x＝0；顶点是原点，抛物线的开口方向由a所取值的符号来决定。当a＞0时，它的开口向上；当a＜0时，它的开口向下，│a│的大小决定着抛物线的开口，│a│越大，开口越小，│a│越小，开口越大。

二、函数y＝a（x＋m）2
 （a≠0）的图像


【例5】
 　（1）比较函数y＝2（x－1）2
 与y＝2x2
 的图像关系；

（2）比较函数y＝a（x＋m）2
 与y＝ax2
 的图像关系。


解
 　（1）对于y＝x2
 的图像上任意一点（x0
 ，y0
 ），满足

y0
 ＝2[image: alt]
 ＝2·（x0
 ＋1－1）2
 ，

那么（x0
 ＋1，y0
 ）一定在y＝2（x－1）2
 的图像上。


结论
 　y＝2x2
 图上所有点向右平移1个单位，得到的图像都在y＝2（x－1）2
 的图像上。

从此结论可知，由于y＝2x2
 的对称轴是y轴（x＝0），因此y＝2（x－1）2
 的对称轴是x＝1。

（2）对于y＝ax2
 图像上的任意一点（x0
 ，y0
 ），满足

y0
 ＝2[image: alt]
 ＝2·（x0
 －m＋m）2
 ，

那么（x0
 －m，y0
 ）一定在y＝a（x＋m）2
 的图像上。


结论
 　对y＝ax2
 图像上所有的点：若m＞0，则向左平移m个单位；若m＜0，则向右平移-m个单位，得到的图像都在y＝a（x＋m）2
 的图像上。

从此结论可知，y＝ax2
 的对称轴是y轴（x＝0），y＝a（x＋m）2
 的对称轴是x＝-m。


一般结论
 　函数y＝a（x＋m）2
 （a≠0）的图像是抛物线，它可由y＝ax2
 的图像向左或向右平移-m个单位得，它们的图像形状相同，但在坐标系中的水平位置不同。

三、函数y＝a（x＋m）2
 ＋k（a≠0）的图像


【例6】
 　（1）比较函数y＝2（x－2）2
 ＋3与函数y＝2（x－2）2
 图像的关系；

（2）比较函数y＝a（x＋m）2
 ＋k与函数y＝a（x＋m）2
 图像的关系。


解
 　（1）对于y＝2（x－2）2
 图像上的任意一点（x0
 ，y0
 ），满足

y0
 ＝2（x0
 －2）2
 ＝2·（x0
 －2）2
 ＋3－3，即y0
 ＋3＝2·（x0
 －2）2
 ＋3，

那么（x0
 ，y0
 ＋3）一定在y＝2（x－2）2
 ＋3的图像上。


结论
 　y＝2（x－2）2
 图像上所有点向上平移3个单位，得到的图像都在y＝2（x－2）2
 ＋3的图像上。

（2）对于y＝a（x＋m）2
 图像上的任意一点（x0
 ，y0
 ），满足

y0
 ＝a（x0
 ＋m）2
 ＝a（x0
 ＋m）2
 ＋k－k，即y0
 ＋k＝a（x0
 ＋m）2
 ＋k，

那么（x0
 ，y0
 ＋k）一定在y＝a（x＋m）2
 ＋k的图像上。


结论
 　y＝a（x＋m）2
 图像上所有的点向上或向下平移k个单位，得到的图像都在y＝a（x＋m）2
 ＋k的图像上。


一般结论
 　函数y＝a（x＋m）2
 ＋k的图像是抛物线，它可由函数y＝a（x＋m）2
 的图像向上或向下平移k个单位得到。它们的图像形状相同，但在坐标系中的高低位置不同。


【例7】
 　比较函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）与函数y＝x2
 的图像关系。


解
 　将函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）配方，可以得到y＝a（x＋[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 ，根据前面的例题的分析可知，函数y＝x2
 与函数y＝ax2
 的图像关系就是开口方向和大小的关系，而

y＝a（x＋[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 与y＝ax2


的关系就是将y＝ax2
 的图像向左或向右平移－[image: alt]
 个单位，再向上或向下平移[image: alt]
 个单位。


一般结论
 　函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）的图像与函数y＝x2
 的图像在形状上是类似的，都是分别向左上方和右上方无限伸展（或向左下方和右下方无限伸展），都是抛物线。函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）的对称轴是直线x＝-[image: alt]
 ，顶点坐标是（-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）。

习题

一、填空题

1．当c=________时，二次函数y＝x2
 ＋3x＋c的图像过原点。

2．二次函数y＝-x2
 ＋2x－1的开口方向是向________，顶点坐标是________，对称轴是直线________。

3．二次函数y＝x2
 ＋2（k＋1）x＋16的顶点在x轴上，则k的值是________。

4．若抛物线的顶点为（2，3），并且经过点（1，5），则解析式为________。

5．已知二次函数的图像过点（0，3），图像向左平移2个单位后的对称轴是y轴，向下平移1个单位后与x轴只有一个交点，则此二次函数的解析式为__________。

二、选择题

1．将抛物线y＝-3x2
 的图像向右平移1个单位，再向下平移两个单位后，则所得抛物线的解析式为（　　）。

A．y＝-3（x－1）2
 －2

B．y＝-3（x－1）2
 ＋2

C．y＝-3（x＋1）2
 －2

D．y＝-3（x＋1）2
 ＋2

2．函数y＝[image: alt]
 x2
 与y＝[image: alt]
 x2
 ＋2的图像的不同之处在于（　　）。

A．对称轴

B．开口方向

C．顶点

D．形状

三、解答题

1．作出下列函数的图像：

（1）f（x）＝x2
 －2│x│-1；

（2）f（x）＝│x2
 －2x－1│；

（3）f（x）＝x2
 －│2x＋1│；

（4）f（x）＝│x2
 －1│-2x；

（5）f（x）＝│x2
 －2x│-1。

2．作出函数f（x）＝││x│-1│的图像，并讨论关于x的方程││x│-1│＝a（a∈R）的解的个数。

3．求二次函数的解析式：

（1）顶点坐标（-1，-3），过点（1，-15）；

（2）与y＝2x2
 的图像形状相同，顶点为（-1，3）；

（3）过（1，0），（5，0），（2，-3）3点；

（4）过点（0，1），关于x＝1对称，最小值为-1；

（5）顶点为（-1，8），对应的二次方程两根之差为4；

（6）对称轴方程x＝-2，过点（-1，-1），在x轴上截取的线段长为2[image: alt]
 ；

（7）图像与x轴交于B，C两点，顶点A（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ），△ABC面积为[image: alt]
 ；

（8）过（0，4），（2，-2）两点，与x轴相交所截线段最短。

4．已知a＋b＋c＝0，a≠0，把抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c向下平移1个单位，再向左平移5个单位所得到的新抛物线的顶点是（-2，0），求原抛物线的解析式。

课内练习

一、填空题

1．函数y＝-[image: alt]
 x2
 －3x＋1的图像的开口向________；顶点坐标为________；对称轴为________。

2．已知二次函数y＝f（x）的图像过点（0，1），（1，3），（-1，1），则f（x）＝________。

3．若抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c的顶点为（-1，-8），和y轴交于（0，-6），则a＝________，b＝________，c=________。

4．函数y＝│x2
 －3x＋1│的图像的对称轴为________。

5．抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c经过点（1，4）和（2，6），在x轴截得的线段长是5，则a＝________，b＝________，c=________。

二、解答题

1．已知二次函数的图像过点（3，4），且与x轴交于点（1，0）、（-2，0），求这个二次函数的解析式。

2．已知二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像过点（-2，-2），其对称轴方程为x＝-1，且在x轴上截得的线段长为2[image: alt]
 ，求此二次函数的解析式。

3．函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像是以（2，3）为顶点的抛物线，且此图像通过（3，1），试求a，b，c，并画出该函数的图像。

4．已知f（x）＝ax2
 ＋bx＋c有f（3）＝f（5）＝0，f（1）＝-2，试求a，b，c，并画出该函数的图像。

5．将函数y＝3x2
 的图像向左平移3个单位，再向上平移2个单位，求所得图像的函数解析式，并指出抛物线的开口方向、对称轴、顶点坐标。

6．已知抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c的形状和抛物线y＝7x2
 相同，且顶点坐标为（-1，-3），求此抛物线的解析式。

7．把二次函数y＝5x2
 的图像向左平移a个单位，向上平移b个单位，得到的抛物线经过点（-2，7）和（-1，22），求a，b的值。

第二节　中心对称与反比例函数的图像

一、两个图形关于某条直线对称

在初中学习时我们学过，如果一个图形沿某一条直线翻折，能与另一个图形重合，那么叫做这两个图形关于这条直线成轴对称，这条直线叫做对称轴，两个图形中的对应点叫做关于这条直线的对称点。

显然用这样的描述性的定义来证明两个图形的对称性显然是行不通的，所以我们给出严格的数学定义。


定义
 　在平面内，如果图形C1
 上任意一点关于直线l的对称点在另一图形C2
 上，同时图形C2
 上任意一点关于直线l的对称点在图形C1
 上，则称这两个图形关于这条直线成轴对称，这条直线叫做对称轴。



二、中心对称

在初中学习时我们知道，平面内的一个图形绕着一个点旋转180°，旋转后的图形能够和原来的图形重合，那么就称为中心对称图形，这个点叫做对称中心。

事实上，在平面内，如果图形上任意一点关于某点的对称点仍在该图形上，则该图形关于该点是中心对称图形。这一点称为它的对称中心。

同样地，在平面内，如果图形C1
 上任意一点关于某点的对称点在另一图形C2
 上，同时图形C2
 上任意一点关于该点的对称点在图形C1
 上，则称这两个图形关于该点中心对称。


【例1】
 　求证：函数y＝2x－1的图像与函数y＝-2x＋1的图像关于x轴对称。


证明
 　设点A（x1
 ，y1
 ）是函数y＝2x－1图像上的任意一点，即y1
 ＝2x1
 －1。

点A关于x轴的对称点是B（x1
 ，-y1
 ），因为y1
 ＝2x1
 －1，所以-y1
 ＝-2x1
 ＋1，即B（x1
 ，-y1
 ）在函数y＝-2x＋1的图像上。

同理，设点C（x2
 ，y2
 ）是函数y＝-2x＋1图像上的任意一点，即y2
 ＝-2x2
 ＋1。

点C关于x轴的对称点是D（x2
 ，-y2
 ），因为y2
 ＝-2x2
 ＋1，所以-y2
 ＝2x2
 －1，即D（x2
 ，-y2
 ）在函数y＝2x－1的图像上。

根据定义可知，函数y＝2x－1的图像与函数y＝-2x＋1的图像关于x轴对称。


【例2】
 　求证：函数y＝[image: alt]
 的图像关于坐标原点是中心对称的。


证明
 　设P（x，y）为y＝[image: alt]
 图像上的任意一点，即P（x，[image: alt]
 ），点P关于原点的对称点Q为（-x，-[image: alt]
 ）。

显然，点Q在抛物线y＝[image: alt]
 上。

根据定义，函数y＝[image: alt]
 的图像是中心对称图形，对称中心为原点。


【例3】
 　求证：函数y＝[image: alt]
 （k≠0）图像是关于坐标原点中心对称的。


证明
 　设P（x，y）为y＝[image: alt]
 （k≠0）图像上任意一点，即P（x，[image: alt]
 ），点P关于原点的对称点Q为（-x，-[image: alt]
 ）。

显然，点Q在抛物线y＝[image: alt]
 （k≠0）上。

根据定义，函数y＝[image: alt]
 （k≠0）的图像是中心对称图形，对称中心为原点。


【例4】
 　求证：函数y＝x＋1的图像与函数y＝x－1的图像关于原点是中心对称的。


证明
 　设点A（x1
 ，y1
 ）是函数y＝x＋1图像上的任意一点，即y1
 ＝x1
 ＋1。

点A关于原点的对称点是B（-x1
 ，-y1
 ），因为y1
 ＝x1
 ＋1，所以-y1
 ＝-x1
 －1，即B（-x1
 ，-y1
 ）在函数y1
 ＝-x1
 ＋1的图像上。

同理，设点C（x2
 ，y2
 ）是函数y＝x－1图像上的任意一点，即y2
 ＝x2
 －1。

点C关于x轴的对称点是D（-x2
 ，-y2
 ），因为y2
 ＝x2
 －1，所以-y2
 ＝-x2
 ＋1，即D（-x2
 ，-y2
 ）在函数y＝x＋1的图像上。

根据定义：函数y＝x＋1的图像与函数y＝x－1的图像关于原点中心对称。


【例5】
 　比较函数y＝[image: alt]
 与y＝[image: alt]
 的图像关系。


解
 　对于y＝[image: alt]
 图像上任意一点（x0
 ，y0
 ），满足y0
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，因此（[image: alt]
 ，y0
 ）一定在y＝[image: alt]
 的图像上。


结论
 　y＝[image: alt]
 图像上所有点的纵坐标不变，横坐标变为原来的[image: alt]
 倍，得到的点都在y＝[image: alt]
 的图像上。

同样可以分析得到，y＝[image: alt]
 图像上所有点的横坐标变为原来的3倍，纵坐标不变，得到的点都在y＝[image: alt]
 的图像上。

故对于y＝[image: alt]
 图像上的任意一点都可以由y＝[image: alt]
 图像上的点的横坐标变为原来的[image: alt]
 倍，纵坐标不变，而得到。


【例6】
 　比较函数y＝[image: alt]
 与y＝[image: alt]
 的图像关系。


解
 　对于函数y＝[image: alt]
 图像上的任意一点（x0
 ，y0
 ），满足y0
 ＝[image: alt]
 ，即点（x0
 －3，y0
 ）一定在函数y＝[image: alt]
 的图像上。

反之亦然。


结论
 　将y＝[image: alt]
 图像上的所有点向左平移3个单位，得到y＝[image: alt]
 的图像。


【例7】
 　比较函数y＝[image: alt]
 ＋3与y＝[image: alt]
 的图像关系。


解
 　对于函数y＝[image: alt]
 图像上的任意一点（x0
 ，y0
 ），满足y0
 ＝[image: alt]
 。

因为y0
 ＋3＝[image: alt]
 ＋3，所以点（x0
 ，y0
 ＋3）一定在函数y＝[image: alt]
 ＋3的图像上。

反之亦然。


结论
 　将y＝[image: alt]
 图像上的所有点向上平移3个单位，得到y＝[image: alt]
 ＋3的图像。


【例8】
 　求证：函数y＝1＋[image: alt]
 的图像关于点（3，1）是中心对称的图形。


证明
 　设P（x，y）为y＝1＋[image: alt]
 图像上的任意一点，即P（x，1＋[image: alt]
 ），设点P关于点（3，1）的对称点Q为（x′，y′），则

[image: alt]


所以[image: alt]


因为1＋[image: alt]
 ＝1－[image: alt]
 ，即1＋[image: alt]
 ＝y′，所以点Q在函数y＝1＋[image: alt]
 的图像上。

根据定义，函数y＝1＋[image: alt]
 的图像关于点（3，1）是中心对称图形。


探究1
 　比较函数y＝[image: alt]
 图像与函数y＝[image: alt]
 图像之间的关系。


探究2
 　比较函数y＝[image: alt]
 （a≠0，ad≠bc）图像与函数y＝[image: alt]
 图像之间的关系。

习题

A

一、选择题

1．在函数y＝[image: alt]
 ，y＝x2
 和y＝x＋5的图像中，是中心对称图形且对称中心是原点的图像共有（　　）。

A．0个

B．1个

C．2个

D．3个

2．已知点（-3，8）在反比例函数y＝[image: alt]
 （k≠0）的图像上，那么下列各点在此函数图像上的是（　　）。

A．（3，8）

B．（4，6）

C．（4，-6）

D．（-3，-8）

3．图2.4所示是一次函数y＝kx＋b与反比例函数y＝[image: alt]
 的图像，则关于x的方程kx＋b＝[image: alt]
 的解为（　　）。

[image: alt]


图2.4

A．x1
 ＝1，x2
 ＝2

B．x1
 ＝-2，x2
 ＝-1

C．x1
 ＝1，x2
 ＝-2

D．x1
 ＝2，x2
 ＝-1

4．已知A，B两点的坐标分别是（-2，3）和（2，3），则下面4个结论：①A，B关于x轴对称；②A，B关于y轴对称；③A，B关于原点对称；④若A，B之间的距离为4，其中正确的有（　　）。

A．1个

B．2个

C．3个

D．4个

5．已知M（0，2）关于x轴对称的点为N，则线段MN的中点坐标是（　　）。

A．（0，-2）

B．（0，0）

C．（-2，0）

D．（0，4）

6．平面内点A（-1，2）和点B（-1，6）的对称轴是（　　）。

A．x轴

B．y轴

C．直线y＝4

D．直线x＝-1

7．已知P1
 （m，-1）关于原点的对称点是P2
 （2，n），则m＋n的值为（　　）。

A．1

B．-1

C．3

D．-3

8．点P（x，y）满足│x－3│＋（y－2）2
 ＝0，则P关于原点的对称点P′的坐标为（　　）。

A．（3，2）

B．（-3，2）

C．（-3，-2）

D．（3，-2）

9．已知P（-1，m2
 ＋1）与Q关于原点对称，则Q一定在（　　）。

A．第一象限

B．第二象限

C．第三象限

D．第四象限

10．若点P（-1－2a，2a－4）关于原点的对称点是第一象限的点，则a的整数解有（　　）。

A．1个

B．2个

C．3个

D．4个

二、填空题

1．点P（3，-5）关于x轴对称的点的坐标为_________。

2．数轴上A，B两点表示的数分别为－1和[image: alt]
 ，点B关于点A的对称点为C，则点C所表示的数为________。

3．点A的坐标为（[image: alt]
 ，0），把点A绕着坐标原点按顺时针方向旋转135°到点B，那么点B的坐标是________。

4．在平面直角坐标系中，点A的坐标为（1，4），将线段OA绕点O按顺时针方向旋转90°得到线段OA′，则点A′的坐标是________。

5．若点M（a－2，b＋1）与点N（2a＋5，3＋2b）关于y轴对称，则a＝________，b＝________。

6．已知点P（2m－5，3m＋4）在第一、第三象限的角平分线上，则m＝________。

7．已知函数y＝[image: alt]
 关于原点中心对称，则a＝________，b＝________。

8．已知A（-1，-2）和B（1，3），将点A向________平移________个单位长度后得到的点与点B关于y轴对称。

9．设M（x，y）在第二象限内，且点M到y轴距离为2，到x轴距离为3，则M关于原点的对称点的坐标为________。

10．如果M（3a－9，2－a）关于原点的对称点为M1
 ，点M1
 关于y轴的对称点为M2
 ，若M2
 在第二象限内，则a的取值范围是________。

三、解答题

1．求证：函数y＝2x4
 的图像关于y轴对称。

2．函数y＝[image: alt]
 的图像有一条对称轴为y＝x，求实数m的值。

3．求证：函数y＝x的图像与函数y＝-x的图像关于x轴及y轴对称。

4．求证：函数y＝[image: alt]
 （a≠0，ad≠bc）关于点（-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）是中心对称图形。

5．已知函数y1
 ＝x3
 －x，将该函数图像沿x轴、y轴正向分别平行移动t，s个单位，得到函数y2
 ，求证：这两个函数的图像关于点A（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）对称。

B

一、选择题

1．反比例函数y＝[image: alt]
 图像上有3个点（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），（x3
 ，y3
 ），其中x1
 ＜x2
 ＜0＜x3
 ，则y1
 ，y2
 ，y3
 的大小关系是（　　）。

A．y1
 ＜y2
 ＜y3


B．y2
 ＜y1
 ＜y3


C．y3
 ＜y1
 ＜y2


D．y3
 ＜y2
 ＜y1


2．如图2.5所示，已知双曲线y＝[image: alt]
 （k＜0）经过Rt△OAB斜边OA的中点D，且与直角边AB相交于点C。若点A的坐标为（-6，4），则△AOC的面积为（　　）。

[image: alt]


图2.5

A．12

B．9

C．6

D．4

3．函数y1
 ＝x（x≥0），y2
 ＝[image: alt]
 （x＞0）的图像如图2.6所示，下列结论：

[image: alt]


图2.6

①两函数图像的交点坐标为A（2，2）；

②当x＞2时，y2
 ＞y1
 ；

③直线x＝1分别与两函数的图像相交于B，C两点，则线段BC的长为3；

④当x逐渐增大时，y1
 的值随x的增大而增大，y2
 的值随x的增大而减小。

其中正确的是（　　）。

A．只有①②

B．只有①③

C．只有②④

D．只有①③④

4．正比例函数y＝x与反比例函数y＝[image: alt]
 （k≠0）的图像在第一象限交于点A，且AO＝[image: alt]
 ，则k的值为（　　）。

A．[image: alt]


B．1

C．[image: alt]


D．2

5．函数y＝2x＋1与函数y＝[image: alt]
 的图像相交于点（2，m），则下列各点不在函数y＝[image: alt]
 的图像上的是（　　）。

A．（-2，-5）

B．（[image: alt]
 ，4）

C．（-1，10）

D．（5，2）

6．直线l与双曲线C在第一象限相交于A、B两点，其图像信息如图2.7所示，则阴影部分（包括边界）的横、纵坐标都是整数的点（俗称格点）有（　　）。

[image: alt]


图2.7

A．4个

B．5个

C．6个

D．8个

7．双曲线y＝[image: alt]
 与y＝[image: alt]
 在第一象限内的图像如图2.8所示，作一条平行于y轴的直线分别交双曲线于A，B两点，连接OA，OB，则△AOB的面积为（　　）。

[image: alt]


图2.8

A．1

B．2

C．[image: alt]


D．4

8．方程x2
 ＋2x－1＝0的根可看成函数y＝x＋2与函数y＝[image: alt]
 的图像交点的横坐标，用此方法可推断方程x3
 ＋x－1＝0的实根x所在的范围为（　　）。

A．-[image: alt]
 ＜x＜0

B．0＜x＜[image: alt]


C．[image: alt]
 ＜x＜1

D．1＜x＜[image: alt]


9．定义新运算：a⊕b＝[image: alt]
 则函数y＝3⊕x的图像大致是（　　）。

10．反比例函数y1
 ＝[image: alt]
 和正比例函数y2
 ＝k2
 x的图像都经过点A（-1，2），若y1
 ＞y2
 ，则x的取值范围是（　　）。

A．-1＜x＜0

B．-1＜x＜1

C．x＜-1或0＜x＜1

D．-1＜x＜0或x＞1

二、填空题

1．A，B是双曲线y＝[image: alt]
 （k＞0）上的点，A，B两点的横坐标分别是a，2a，线段AB的延长线交x轴于点C，若S△AOC
 ＝6，则k＝________。

2．如图2.9所示，点A（x1
 ，y1
 ）、B（x2
 ，y2
 ）都在双曲线y＝[image: alt]
 （x＞0）上，且x2
 －x1
 ＝4，y1
 －y2
 ＝2；分别过点A，B向x轴、y轴作垂线段，垂足分别为C，D，E，F，AC与BF相交于点G，四边形FOCG的面积为2，五边形AEODB的面积为14，那么双曲线的解析式为___________。

[image: alt]


图2.9

3．两个反比例函数y＝[image: alt]
 ，y＝[image: alt]
 在第一象限内的图像如图2.10所示，点P1
 ，P2
 ，P3
 ，…，P2010
 在反比例函数y＝[image: alt]
 的图像上，它们的横坐标分别是x1
 ，x2
 ，x3
 ，…，x2010
 ，纵坐标分别是1，3，5，…，共2010个连续奇数，过点P1
 ，P2
 ，P3
 ，…，P2010
 分别作y轴的平行线，与y＝[image: alt]
 的图像的交点依次是Q1
 （x1
 ，y1
 ），Q2
 （x2
 ，y2
 ），Q3
 （x3
 ，y3
 ），…，Q2010
 （x2010
 ，y2010
 ），则y2010
 ＝________。

[image: alt]


图2.10

4．函数y＝[image: alt]
 和y＝[image: alt]
 在第一象限内的图像如图2.11所示，点P是y＝[image: alt]
 的图像上一动点，PC垂直于x轴，垂足为C，交y＝[image: alt]
 的图像于点B。给出如下结论：

[image: alt]


图2.11

①△ODB与△OCA的面积相等；

②PA与PB始终相等；

③四边形PAOB的面积大小不会发生变化；

④CA＝[image: alt]
 AP。

其中所有正确结论的序号是___________。

三、解答题

1．如图2.12所示，一次函数y＝ax＋b的图像与反比例函数的图像交于A（-4，2），B（2，n）两点，且与x轴交于点C。

[image: alt]


图2.12

（1）试确定上述反比例函数和一次函数的表达式；

（2）求△AOB的面积；

（3）根据图像写出一次函数的值小于反比例函数的值x的取值范围。

2．

命题1：点（1，1）是直线y＝x与双曲线y＝[image: alt]
 的一个交点；

命题2：点（2，4）是直线y＝2x与双曲线y＝[image: alt]
 的一个交点；

命题3：点（3，9）是直线y＝3x与双曲线y＝[image: alt]
 的一个交点；

……

（1）请观察上面命题，猜想出命题n（n是正整数）；

（2）证明你猜想的命题n是正确的。

课内练习

一、填空题

1．如果[image: alt]
 与y成正比例，[image: alt]
 与z成反比例，则x与z成________比例。

2．反比例函数f（x）＝[image: alt]
 的图像在第一、三象限，则m＝________。

3．已知函数[image: alt]
 ，当m＝________时，此函数为一次函数，当m＝________时，此函数是正比例函数。

4．已知一次函数f（x）＝（3k－1）x＋k2
 －k，且f（0）＜0，则实数k的取值范围是________。

5．如图2.13所示，小明的父亲在相距2米的两棵树间拴了一根绳子，给小明做了一个简易的秋千。拴绳子的地方距地面高都是2.5米，绳子自然下垂呈抛物线状，身高1米的小明距较近的那棵树0.5米时，头部刚好接触到绳子，则绳子的最低点距地面的距离为________米。

[image: alt]


图2.13

6．定义［a，b，c］为函数y＝ax2
 ＋bx＋c的特征数，下面给出特征数为［2m，1－m，-1－m］的函数的一些结论：

①当m＝-3时，函数图像的顶点坐标是（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）；

②当m＞0时，函数图像截x轴所得的线段长度大于[image: alt]
 ；

③当m＜0时，函数在x＞[image: alt]
 时，y随x的增大而减小；

④当m≠0时，函数图像经过同一个点。

其中正确结论的序号是___________。

7．如图2.14所示，已知二次函数y＝（x－2a）2
 ＋（a－1）（a为常数），当a取不同的值时，其图像构成一个“抛物线系”。图2-14所示分别是当a＝-1，a＝0，a＝1，a＝2时二次函数的图像，它们的顶点在一条直线上，则这条直线的解析式是y＝__________。

[image: alt]


图2.14

8．二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像如图2.15所示，且P＝│a－b＋c│＋│2a＋b│，Q＝│a＋b＋c│＋│2a－b│，则P，Q的大小关系为________。

[image: alt]


图2.15

9．函数y＝[image: alt]
 图像的对称中心是_________。

10．已知函数y＝[image: alt]
 的图像的对称中心为（3，-1），则实数a的值是________。

11．如图2.16所示，反比例函数y＝[image: alt]
 （x＞0）的图像经过矩形OABC对角线的交点M，分别与AB，BC相交于点D，E。若四边形ODBE的面积为6，则k的值为___________。

[image: alt]


图2.16

12．已知n是正整数，P1
 （x1
 ，y1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ），…，Pn
 （xn
 ，yn
 ），…是反比例函数y＝[image: alt]
 图像上的一列点，其中x1
 ＝1，x2
 ＝2，…，xn
 ＝n，…。记A1
 ＝x1
 y2
 ，A2
 ＝x2
 y3
 ，…，An
 ＝xn
 yn＋1
 ，…。若A1
 ＝a（a是非零常数），则A1
 ·A2
 ·…·An
 的值是___________（用含a和n的代数式表示）。

二、解答题

1．关于x的方程2kx2
 －2x－3k－2＝0的两实根一个大于1、一个小于1，求实数k的取值范围。

2．设关于x的一元二次方程mx2
 ＋x＋1＝0（m＞0）有两个实数根x1
 ，x2
 。

（1）求（1＋x1
 ）（1＋x2
 ）的值；

（2）求证：x1
 ＜-1且x2
 ＜-1。

3．若关于x的一次函数y＝（2a－1）x－a，1≤x≤2时函数值恒为正值，求实数a的取值范围。

4．如图2.17所示，已知直线y＝[image: alt]
 x与双曲线y＝[image: alt]
 （k＞0）交于A，B两点，且点A的横坐标为4。

[image: alt]


图2.17

（1）求k的值；

（2）若双曲线y＝[image: alt]
 （k＞0）上一点C的纵坐标为8，求△AOC的面积；

（3）过原点O的另一条直线l交双曲线y＝[image: alt]
 （k＞0）于P，Q两点（点P在第一象限），若由点A，B，P，Q为顶点组成的四边形的面积为24，求点P的坐标。



第三节　二次函数图像与一元二次不等式

一、二次函数图像与一元二次不等式的关系

上一节我们清楚了二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）的图像是抛物线，我们可以由列表、描点以及对称性画出二次函数的图像。

例如，y＝x2
 －x－6的对应值见表2.2。

表2.2

[image: alt]


由对应值表描点可得出图像（见图2.18）。

[image: alt]


图2.18

由图2-18所示的图像以及二次函数图像的性质，我们发现：

当x＝-2或x＝3时，y＝0，即x2
 －x－6＝0；

当x＜-2或x＞3时，y＞0，即x2
 －x－6＞0；

当-2＜x＜3时，y＜0，即x2
 －x－6＜0。

我们把只含有一个未知数，并且未知数的最高次数是2的不等式，称为一元二次不等式。找出所有满足不等式的解叫解不等式。

根据上述分析，我们可以得出：一元二次不等式x2
 －x－6＞0的解集为｛x│x＜-2或x＞3｝；一元二次不等式x2
 －x－6＜0的解集为｛x│-2＜x＜3｝。

上述方法可以推广到求一元二次不等式ax2
 ＋bx＋c＞0（a＞0）或ax2
 ＋bx＋c＞0（a＜0）的解集。可以根据二次函数与x轴交点和对应的一元二次方程根的关系，先求出一元二次方程的根，再根据函数图像与x轴的相关位置确定一元二次不等式的解集。

我们知道，对于一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a＞0），设Δ＝b2
 －4ac，它的解按照Δ＞0，Δ＝0，Δ＜0可以分为3种情况。相应地，二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a＞0）的图像与x轴的位置关系也分为3种情况。因此，可以分为3种情况来讨论对应的一元二次不等式ax2
 ＋bx＋c＞0（a＞0）的解集。

根据上述方法就可以得到表2.3。

表2.3

[image: alt]


一元二次不等式二次项系数a小于零的时候，在不等式两边同时乘以－1，将二次项的系数变为正值，那么此时解的情况与二次项的系数为正值的一元二次不等式的解的情况完全相同，所以不再累述。

二、例题选讲


【例1】
 　求出下列不等式的解集：

（1）x2
 ＋2x－3≤0；（2）x－x2
 ＋6＜0；（3）4x2
 ＋4x＋1≥0；（4）x2
 －6x＋9≤0；（5）-4＋x－x2
 ＞0。


解
 　（1）x2
 ＋2x－3≤0，显然Δ＞0，方程x2
 ＋2x－3＝0有两个实数根，x1
 ＝-3，x2
 ＝1，函数y＝x2
 ＋2x－3的图像开口朝上，所以该不等式的解集为｛x│-3≤x≤1｝。

（2）因为x－x2
 ＋6＜0，所以x2
 －x－6＞0，显然Δ＞0，方程x2
 －x－6＝0有两个实数根，x1
 ＝-2，x2
 ＝3，函数y＝x2
 －x－6的图像开口朝上，所以该不等式的解集为｛x│x＞3或x＜-2｝。

（3）因为4x2
 ＋4x＋1≥0，所以（2x＋1）2
 ≥0，所以原不等式的解集是R。

（4）因为x2
 －6x＋9≤0，所以（x－3）2
 ≤0，所以原不等式的解集是｛x│x＝3｝。

（5）因为-4＋x－x2
 ＞0，所以x2
 －x＋4＜0，但Δ＝-15＜0，方程x2
 －x＋4＝0无实数根，而y＝x2
 －x＋4的图像开口向上，所以原不等式的解集是∅。


【例2】
 　已知不等式ax2
 ＋bx＋c＞0的解集是｛x│α＜x＜β｝（α＞0），求不等式cx2
 ＋bx＋a＞0的解集。


分析
 　按照一元二次不等式的一般解法，先确定系数c的正负，然后求出方程cx2
 ＋bx＋a＝0的两根即可解之。


解
 　解法一。由题可判断出α，β是方程ax2
 ＋bx＋c＝0的两根，所以α＋β＝-[image: alt]
 ，α·β＝[image: alt]
 。

又ax2
 ＋bx＋c＞0的解集是｛x│α＜x＜β｝，这说明a＜0。

而由α＞0，β＞0得到αβ＞0，于是[image: alt]
 ＞0，从而c＜0。

所以由cx2
 ＋bx＋a＞0得到x2
 ＋[image: alt]
 x＋[image: alt]
 ＜0。

由[image: alt]
 得到[image: alt]


所以x2
 ＋[image: alt]
 x＋[image: alt]
 ＜0，即x2
 ＋（-[image: alt]
 －[image: alt]
 ）x＋（-[image: alt]
 ）（-[image: alt]
 ）＜0，即（x－[image: alt]
 ）（x－[image: alt]
 ）＜0。

又0＜α＜β，所以[image: alt]
 ＞[image: alt]
 。

所以（x－[image: alt]
 ）（x－[image: alt]
 ）＜0的解集为｛x│[image: alt]
 ＜x＜[image: alt]
 ｝。

解法二。由题意可判断出α，β是方程ax2
 ＋bx＋c＝0的两根，所以α·β＝[image: alt]
 。

又ax2
 ＋bx＋c＞0的解集是｛x│α＜x＜β｝，这说明a＜0。

而由α＞0，β＞0得到αβ＞0，于是[image: alt]
 ＞0，从而c＜0。

对方程cx2
 ＋bx＋a＝0两边同除以x2
 ，得

[image: alt]


令t＝[image: alt]
 ，该方程即为at2
 ＋bt＋c＝0，它的两根为t1
 ＝α，t2
 ＝β，所以[image: alt]
 ＝α，[image: alt]
 ＝β，即x1
 ＝[image: alt]
 ，x2
 ＝[image: alt]
 。

所以方程cx2
 ＋bx＋a＝0的两根为[image: alt]
 ，[image: alt]
 。

因为0＜α＜β，所以[image: alt]
 ＞[image: alt]
 。

所以不等式cx2
 ＋bx＋a＞0的解集是｛x│[image: alt]
 ＜x＜[image: alt]
 ｝。

习题

一、选择题

1．在抛物线y＝x2
 －4上的一个点是（　　）。

A．（4，4）

B．（1，-4）

C．（2，0）

D．（0，4）

2．如图2.19所示，两条抛物线y1
 ＝-[image: alt]
 x2
 ＋1、y2
 ＝-[image: alt]
 x2
 －1与分别经过点（-2，0），（2，0）且平行于y轴的两条平行线围成的阴影部分的面积为（　　）。

[image: alt]


图2.19

A．8

B．6

C．10

D．4

3．如图2.20所示，点A，B的坐标分别为（1，4）和（4，4），抛物线y＝a（x－m）2
 ＋n的顶点在线段AB上运动，与x轴交于C，D两点（C在D的左侧），点C的横坐标最小值为-3，则点D的横坐标最大值为（　　）。

[image: alt]


图2.20

A．-3

B．1

C．5

D．8

4．将抛物线y＝2x2
 －12x＋16绕它的顶点旋转180°，所得抛物线的解析式是（　　）。

A．y＝-2x2
 －12x＋16

B．y＝-2x2
 ＋12x－16

C．y＝-2x2
 ＋12x－19

D．y＝-2x2
 ＋12x－20

5．将抛物线y＝x2
 ＋bx＋c图像向右平移2个单位再向下平移3个单位，所得图像的解析式为y＝x2
 －2x－3，则b，c的值为（　　）。

A．b＝2，c＝2

B．b＝2，c＝0

C．b＝-2，c＝-1

D．b＝-3，c＝2

6．如图2.21所示，AE⊥EF，EF交DC于F，设BE＝x，FC＝y，则当点E从点B运动到点C时，y关于x的函数图像是图2.22中的（　　）。

[image: alt]


图2.21

[image: alt]


图2.22

7．已知抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c（a＜0）过A（-2，0）、O（0，0）、B（-3，y1
 ）、C（3，y2
 ）4点，则y1
 与y2
 的大小关系是（　　）。

A．y1
 ＞y2


B．y1
 ＝y2


C．y1
 ＜y2


D．不能确定

8．函数y＝ax＋b和y＝ax2
 ＋bx＋c在同一直角坐标系内的图像大致是图2.23中的（　　）。

[image: alt]


图2.23

9．将抛物线C：y＝x2
 ＋3x－10，平移到C′。若两条抛物线C，C′关于直线x＝1对称，则下列平移方法中正确的是（　　）。

A．将抛物线C向右平移[image: alt]
 个单位

B．将抛物线C向右平移3个单位

C．将抛物线C向右平移5个单位

D．将抛物线C向右平移6个单位

10．二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像如图2.24所示，反比例函数y＝[image: alt]
 与正比例函数y＝（b＋c）x在同一坐标系中的大致图像可能是图2.24中的（　　）。

[image: alt]


图2.24

11．已知二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）的图像如图2.25所示，有下列结论：

[image: alt]


图2.25

①b2
 －4ac＞0；

②abc＞0；

③8a＋c＞0；

④9a＋3b＋c＜0。

其中，正确结论的个数是（　　）。

A．1

B．2

C．3

D．4

二、填空题

1．图2.26所示是二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）在平面直角坐标系中的图像，根据图形判断

[image: alt]


图2.26

①c＞0；

②a＋b＋c＜0；

③2a－b＜0；

④b2
 ＋8a＞4ac

中正确的是（填写序号）________。

2．已知实数x，y满足x2
 ＋3x＋y－3＝0，则x＋y的最大值为________。

3．二次函数y＝x2
 －mx＋3的图像与x轴的交点如图2.27所示，根据图中信息可得到m的值是________。

[image: alt]


图2.27

4．将抛物线y1
 ＝2x2
 向右平移2个单位，得到抛物线y2
 的图像，则（1）y2
 ＝________；如图2.28所示，P是抛物线y2
 对称轴上的一个动点，直线x＝t平行于y轴，分别与直线y＝x、抛物线y2
 交于点A、B。若△ABP是以点A或点B为直角顶点的等腰直角三角形，求满足条件的t的值，则（2）t＝________。

[image: alt]


图2.28

三、解答题

1．集合A＝｛x｜x2
 －3x－10≤0，x∈Z｝，B＝｛x｜2x2
 －x－6＞0，x∈Z｝，求A∩B的子集的个数。

2．若对于任何实数，二次函数y＝ax2
 －x＋c的值恒为负，求a，c应满足的关系式。

3．不等式ax2
 ＋bx＋2＞0的解集是｛x｜-[image: alt]
 ＜x＜[image: alt]
 ｝，则求a＋b。求出不等式-4≤x2
 －3x＜18的整数解。已知关于x的方程ax2
 ＋bx＋c＜0的解集为｛x｜x＜-1或x＞2｝，求不等式ax2
 －bx＋c＞0的解集。

4．二次函数y＝x2
 的图像如图2.29所示，请将此图像向右平移1个单位，再向下平移2个单位。

[image: alt]


图2.29

（1）画出经过两次平移后所得到的图像，并写出函数的解析式；

（2）求经过两次平移后的图像与x轴的交点坐标，指出当x满足什么条件时，函数值大于0。

5．已知二次函数y＝x2
 ＋2x＋m的图像C1
 与x轴有且只有一个公共点。

（1）求C1
 的顶点坐标，

（2）将C1
 向下平移若干个单位后，得抛物线C2
 ，如果C2
 与x轴的一个交点为A（-3，0），求C2
 的函数关系式，并求C2
 与x轴的另一个交点坐标；

（3）若P（n，y1
 ），Q（2，y2
 ）是C1
 上的两点，且y1
 ＞y2
 ，求实数n的取值范围。

6．在平面直角坐标系xOy中，抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c与x轴交于A，B两点（点A在点B的左侧），与y轴交于点C，点A的坐标为（-3，0），若将经过A，C两点的直线y＝kx＋b沿y轴向下平移3个单位后恰好经过原点，且抛物线的对称轴是直线x＝-2。

（1）求直线AC及抛物线的函数表达式；

（2）如果P是线段AC上一点，设△ABP，△BPC的面积分别为S△ABP
 、S△BPC
 ，且S△ABP
 ∶S△BPC
 ＝2∶3，求点P的坐标。

（3）设⊙Q的半径为l，圆心Q在抛物线上运动，则在运动过程中是否存在⊙Q与坐标轴相切的情况？若存在，求出圆心Q的坐标；若不存在，请说明理由。并探究：若设⊙Q的半径为r，圆心Q在抛物线上运动，则当r取何值时，⊙Q与两坐轴同时相切？

课内练习

一、填空题

1．若0＜a＜1，则不等式（x－a）（x－[image: alt]
 ）＜0的解是__________。

2．如果在方程ax2
 ＋bx＋b＝0中，a＜0，它的两根x1
 ，x2
 满足x1
 ＜x2
 ，那么不等式ax2
 ＋bx＋b＜0的解集是___________。

3．若不等式3x2
 －x＋a＜0的解集是∅，则实数a的取值范围是__________。

4．已知关于x的不等式ax2
 ＋bx－6＞0的解集是｛x│2＜x＜3｝，则实数a＝________，b＝________。

5．若对于任意实数x，不等式x2
 ＋2（k＋1）x＋3＋k＞0恒成立，则实数k的取值范围是________。

6．函数f（x）＝[image: alt]
 的定义域为___________。

7．已知关于x的不等式（a2
 －4）x2
 ＋（a＋2）x－1≥0的解集为空集，则实数a的取值范围是________。

8．设A＝｛x│x2
 －4x＋3≤0｝，B＝｛x│x2
 －ax＜x－a｝，且B⊆A，则实数a的取值范围是________。

9．若同时满足不等式x2
 －x－2＞0和2x2
 ＋（5＋2a）x＋5a＜0的x的整数值只有-2，则实数a的取值范围是___________。

10．已知全集U＝R，f（x），g（x）均为x的二次函数，集合P＝｛x│f（x）＜0｝，集合Q＝｛x│g（x）≥0｝，则不等式组[image: alt]
 的解集用集合P，Q之间的关系表示为__________。

二、解答题

1．若关于x的不等式mx2
 ＋（m－1）x＋（m－1）＜0对任意x∈R恒成立，求实数m的取值范围。

2．解关于x的不等式x2
 －（1＋a）x＋a＜0（a为常数）。

3．关于x的不等式ax2
 ＋bx＋c＜0的解为x＜-2或x＞-[image: alt]
 ，求关于x的不等式ax2
 －bx＋c＞0的解。

4．已知实数a≠0，解关于x的不等式ax2
 －a2
 x－x＋a＞0。

第四节　二次函数图像与一元二次方程根的分布问题

在方程的复习中，对于一元二次方程根分布的简单情况，我们已经用韦达定理讨论清楚了，但是由于根与一元二次方程的根可以转化为对应的二次函数的图像与坐标轴x轴交点的横坐标，因此在处理一元二次方程根的问题时，可以也转化为相应的二次函数的图像的处理问题，这实际上是数形结合的思想方法的体现。

一、二次函数图像与一元二次方程根的分布

我们从一个例子出发来探讨二次函数图像与一元二次方程根的分布这个问题。


【例1】
 　当m取什么实数时，方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0：（1）有两个正根；（2）两个根都大于[image: alt]
 ；（3）两个根都小于1；（4）两根中，一根大于1，一根小于1。


解
 　设方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0的两实根为x1
 ，x2
 。

解法一：利用根的的判别式、根与系数关系（韦达定理）求解。

（1）若方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0有两个正根，则需满足：

[image: alt]
 得到[image: alt]
 解得｛m│0＜m≤1｝。

所以此时m的取值范围是｛m│0＜m≤1｝。

解法二：图像法。

若方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0有两个正根，则二次函数y＝x2
 ＋（m－3）x＋m（有时我们也可以把二次函数记作f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m。）

图像与x轴的交点在y轴的右边，如图2.30所示，即

[image: alt]


图2.30

[image: alt]
 得到｛m│0＜m≤1｝。


问题


①不等式组[image: alt]
 与不等式组[image: alt]
 是否等价？

②从二次函数图像分析，方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a＞0）有两个正根（x1
 ＞0，x2
 ＞0）的充要条件是[image: alt]
 （为什么？）

（2）两个根都大于[image: alt]
 。

解法一。若方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0的两个实根都大于[image: alt]
 ，则需满足：

[image: alt]
 解得[image: alt]
 得到｛m│[image: alt]
 ＜m≤1｝。

所以此时m的取值范围是｛m│[image: alt]
 ＜m≤1｝。

解法二。若方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0的两个根都大于[image: alt]
 ，则二次函数f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m的图像与x轴的交点在直线x＝[image: alt]
 的右边，如图2.31所示，即

[image: alt]


图2.31

[image: alt]
 得到｛m│[image: alt]
 ＜m≤1｝。


问题


①不等式组[image: alt]
 与不等式组[image: alt]
 是否等价？

②从二次函数图像分析，方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a＞0）有两个根均大于k（x1
 ＞k，x2
 ＞k）的充要条件是[image: alt]
 （为什么？）

（3）两个根都小于1。

解法一。

[image: alt]
 得到[image: alt]
 解得｛m│m≥9｝。

所以此时m的取值范围是｛m│m≥9｝。

解法二。若方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0的两个根都小于1，则二次函数f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m图像与x轴的交点在直线x＝1的左边，如图2.32所示，即

[image: alt]


图2.32

[image: alt]
 解得｛m│m≥9｝。

所以此时m的取值范围是｛m│m≥9｝。

（4）两根中，一根大于1，一根小于1。

若方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0的两根中一根大于1一根小于1，则二次函数f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m图像与x轴的交点在直线x＝1的两侧，如图2.33所示，即

[image: alt]


图2.33

f（1）＜0⇔m＜1。


问题
 　从二次函数图像分析，方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a＞0）有两个根，且一个根大于k另一个根小于k的充要条件是f（k）＜0。（为什么？）

通过例1的讨论可以得出以下结论：

设一元二次方程为ax2
 ＋bx＋c＝0（a＞0），对应的二次函数为f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，则方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a＞0）根的分布可以见表2.4。

表2.4

[image: alt]


[image: alt]


至于方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a＜0）根的分布完全可以转换为-ax2
 －bx－c＝0（-a＞0）来考虑根的分布。这里就不再累述。

通过以上分析，我们可以利用二次函数图像来分析一元二次方程根的分布，关键在于考虑二次函数图像的4个条件：开口方向（二次项系数的正负）、判别式（有无交点）、对称轴与给定区间的端点值的大小关系、给定区间的端点值所对应的函数值的正负。

二、例题选讲


【例2】
 　设有一元二次方程x2
 ＋2（m－1）x＋（m＋2）＝0。试问：

（1）当m为何值时，方程有一正根、一负根？

（2）当m为何值时，方程有两个根，且一根大于1、另一根小于1？

（3）当m为何值时，仅有一根在［1，4］内？


解
 　（1）设方程一正根为x1
 ，一负根为x2
 ，显然有[image: alt]
 所以

[image: alt]
 ，解得m＜-2。

（2）设x1
 ＜1，x2
 ＞1，令f（x）＝x2
 ＋2（m－1）x＋（m＋2），其图像如图2.34所示，则[image: alt]
 只需f（1）＜0即可，解得m＜-[image: alt]
 。

[image: alt]


图2.34

（3）由（2）可知，同样令f（x）＝x2
 ＋2（m－1）x＋（m＋2），其图像如图2.35所示，则f（3）·f（4）＜0，即

[image: alt]


图2.35

［9＋6（m－1）＋（m＋2）］·［16＋8（m－1）＋（m＋2）］＜0。

所以（7m＋5）（9m＋10）＜0，得到-[image: alt]
 ＜m＜-[image: alt]
 。

另外，当f（3）＝0时，即当m＝-[image: alt]
 时，此时方程为7x2
 －24x＋9＝0，所以另一根是x＝[image: alt]
 ∉［1，4］，所以m＝-[image: alt]
 也满足条件。

同理，当f（4）＝0时，即当m＝-[image: alt]
 时，此时方程为9x2
 －38x＋8＝0，所以另一根是x＝[image: alt]
 ∉［1，4］，所以m＝-[image: alt]
 也满足条件。

综上所述，m的取值范围是-[image: alt]
 ≤m≤-[image: alt]
 。


【例3】
 　方程mx2
 －2（m＋5）x＋m＋22＝0的所有实根介于2与5之间（不包括2，5），求m的值。


解
 　当m＝0时，-10x＋22＝0，x＝2.2，符合题意。

当m≠0时，令f（x）＝mx2
 －2（m＋5）x＋m＋22。

首先，Δ＝4（m＋5）2
 －4m（m＋22）≥0，解得m≤[image: alt]
 。　①

其次，如图2.36所示，抛物线的对称轴应介于直线x＝2与直线x＝5之间，有

[image: alt]


图2.36

2＜-[image: alt]
 ＜5，即2＜1＋[image: alt]
 ＜5，

所以1＜[image: alt]
 ＜4，即[image: alt]
 ＜m＜5。　②

由于抛物线开口向上，故有[image: alt]
 即[image: alt]
 所以m＞[image: alt]
 。　③

综合①、②、③可得[image: alt]
 ＜m≤[image: alt]
 ，或者m＝0。



习题

一、填空题

1．方程x│x│－3│x│＋2＝0的实根个数是___________个。

2．已知关于x的方程x2
 ＋（m－2）x＋2m－1＝0有一实根在0和1之间，则m的取值范围为__________。

3．二次函数y＝f（x）满足f（3＋x）＝f（3－x），且f（x）＝0有两个实根x1
 ，x2
 ，则x1
 ＋x2
 ＝________。

4．关于x的方程2kx2
 －2x－3k－2＝0有两个实根，一个小于1，另一个大于1，则实数k的取值范围为___________。

5．已知方程（a－2）x2
 －2（a＋3）x＋4a＝0有两个根，其中一根大于3，而另一根小于2，则实数a的取值范围是__________。

6．已知方程（m－1）x2
 ＋3x－1＝0的两根都是正数，则m的取值范围是________。

7．方程x2
 ＋（m2
 －1）x＋（m－2）＝0的一个根比1大，另一个根比-1小，则m的取值范围是___________。

8．f（x）＝（x－a）（x－b）－2，m，n是方程f（x）＝0的两根，且a＜b，m＜n，则实数a，b，m，n的大小关系是___________。

9．若关于x的方程2ax2
 －x－1＝0在［0，1］内恰有一解，则a的取值范围是________。

10．已知A＝｛x│x2
 ＋（p＋2）x＋1＝0，x∈R｝A＝｛x│x2
 ＋（p＋2）x＋1＝0，x∈R｝，且A∩R+
 ＝∅，则实数p的范围是__________。

二、解答题

1．已知函数y＝（k2
 ＋4k－5）x2
 ＋4（1－k）x＋3的图像都在x轴上方，求实数k的取值范围。

2．当m为何值时，关于x的方程2（m＋1）x2
 ＋4mx＋3m－2＝0：

（1）有一正根、一负根；（2）两负根；（3）正根绝对值大于负根绝对值；

（4）一个根比1大，另一根比1小？

3．当k为何值时，关于x的方程kx2
 ＋（k－2）x＋k＝0的两根都小于2？

4．已知关于x的方程7x2
 －（k＋13）x＋k2
 －k－2＝0的两根x1
 与x2
 分别满足0＜x1
 ＜1和1＜x2
 ＜2，求实数k的取值范围。

5．二次函数f（x）＝mx2
 ＋（m－3）x＋1的图像与x轴的交点至少有一个在原点右侧，求实数m的取值范围。

6．求证：关于x的方程（x－a）（x－a－1）＝1必有两实根，一根大于a，一根小于a。

7．若关于x的方程x2
 ＋（m－3）x＋m＝0分别满足下列条件，求m的取值范围。

（1）有两不等的正根；

（2）有两个小于1的不等根；

（3）一根小于1，一根大于1；

（4）在（0，2）内有两个不等根；

（5）在（0，2）内仅有一根；

（6）一根在（-2，0）内，一根在（0，4）内。

8．设函数f（x）＝1－x2
 ，x∈［-[image: alt]
 ，1］。

（1）求f（x）的值域；

（2）求集合M＝｛k│使方程f（x）＝k（x＋2）有两个不等的实根｝。

9．二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c和一次函数g（x）＝-bx，其中a，b，c满足a＞b＞c，a＋b＋c＝0（a，b，c∈R）。

（1）求证：两函数图像交于不同的两点A，B；

（2）求证：方程f（x）－g（x）＝0的两根均小于2；

（3）求线段AB在x轴上的射影A1
 B1
 的长的取值范围。

10．设f（x）＝3ax2
 ＋2bx＋c，若a＋b＋c＝0，f（0）＞0，f（1）＞0，求证：

（1）a＞0，-2＜[image: alt]
 ＜-1；

（2）方程f（x）＝0在（0，1）内有两个实根。

11．设A＝｛（x，y）│y＝x2
 ＋ax＋2｝，B＝｛（x，y）│y＝x＋1，0≤x≤2｝，A∩B≠∅，求实数a的取值范围。

12．关于x的方程2x3
 ＋（2－m）x2
 －（m＋2）x－2＝0有3个实数根分别为α，β，x0
 ，其中根x0
 与m无关。

（1）如果（α＋β）x0
 ＝-3，求实数m的值；

（2）如果α＜a＜b＜β，试比较[image: alt]
 与[image: alt]
 的大小，并说明理由。

课内练习

一、选择题

1．二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像的一部分如图2.37所示，则（　　）。

[image: alt]


图2.37

A．－2＜a＋b＋c＜0

B．0＜a＋b＋c＜1

C．0＜a＋b＋c＜2

D．－3＜a＋b＋c＜-2

2．图2.38所示是二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c图像的一部分，图像过点A（-3，0），对称轴为x＝-1。给出4个结论：①b2
 ＞4ac；②2a＋b＝0；③a－b＋c＝0；④5a＜b，其中正确结论是（　　）。

[image: alt]


图2.38

A．②④

B．①④

C．②③

D．①③

3．在同一坐标系中一次函数y＝ax＋b和二次函数y＝ax2
 ＋bx的图像可能为图2.39中的（　　）。

[image: alt]


图2.39

4．已知二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）的图像开口向上，并经过点（-1，2），（1，0）。下列结论正确的是（　　）。

A．当x＞0时，函数值y随x的增大而增大

B．当x＞0时，函数值y随x的增大而减小

C．存在一个负数x0
 ，使得当x＜x0
 时，函数值y随x增大而减小；当x＞ x0
 时，函数值y随x增大而增大

D．存在一个正数x0
 ，使得当x＜x0
 时，函数值y随x增大而减小；当x＞x0
 时，函数值y随x增大而增大

二、填空题

1．图2.40所示的抛物线是二次函数y＝ax2
 －3x＋a2
 －1的图像，那么a的值是________。

[image: alt]


图2.40

2．“（x－2）（x－3）＞0”是“x－2＞0或x－3＞0”的________条件。

3．已知二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像如图2.41所示，则点P（a，bc）在第________象限。

[image: alt]


图2.41

4．二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a＞0）中，其函数图像的对称轴为x＝1，则当x＝π时，y＝y1
 ；当x＝[image: alt]
 时，y＝y2
 ；当x＝-3时，y＝y3
 ；则y1
 ，y2
 ，y3
 从小到大排列为________。

5．若函数y＝（a2
 ＋4a－5）x2
 －4（a－1）x＋3的图像在x轴的上方，则a的取值范围为____________。

6．关于x不等式ax2
 ＋bx＋c＞0的解集是｛x│2＜x＜3｝，则不等式cx2
 －bx＋a＞0的解集是___________。

三、解答题

1．在图2.42中画出函数y＝[image: alt]
 的图像。

[image: alt]


图2.42

2．当k为何值时，方程7x2
 －（k＋13）x＋k2
 －k－2＝0的两根α，β分别满足0＜α＜1，1＜β＜2？

3．在直角坐标平面内，二次函数图像的顶点为A（1，-4），且过点B（3，0）。

（1）求该二次函数的解析式；

（2）将该二次函数图像向右平移几个单位，可使平移后所得图像经过坐标原点？并直接写出平移后所得图像与x轴的另一个交点的坐标。

4．如图2.43所示，矩形A′BC′O′是矩形OABC（边OA在x轴正半轴上，边OC在y轴正半轴上）绕点B按逆时针方向旋转得到的。点O′在x轴的正半轴上，点B的坐标为（1，3）。

[image: alt]


图2.43

（1）如果二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）的图像经过O，O′两点且图像顶点M的纵坐标为-1。求这个二次函数的解析式；

（2）在（1）中求出的二次函数图像对称轴的右半支上是否存在点P，使得△POM为直角三角形？若存在，请求出点P的坐标和△POM的面积；若不存在，请说明理由；

（3）求边C′O′所在直线的解析式。

第五节　一元二次不等式及其他不等式的解法

初中我们学习了一次函数与二次函数，并且会准确地画出它们的图像。从函数的观点看方程和不等式，一元二次不等式和一元二次方程就是对应的二次函数的函数值大于零（小于零）和等于零时对应的自变量的取值范围，因此，我们可以借助二次函数的图像来解决有关一元二次不等式和一元二次方程的有关问题，这其实是数形结合的体现。

一、一元二次不等式的解法

（1）解不等式：找出所有满足不等式的解叫解不等式。

（2）一元一次不等式的解法：根据不等式的性质，所有一元一次不等式都可以化为ax＞b的形式。当a＞0时，解为x＞[image: alt]
 ；当a＜0时，解为x＜[image: alt]
 ；当a＜0时，若b＜0，则解为一切实数；当a＜0时，若b≥0，则无解。

（3）区间：不等式的解集既可用集合来表示，也可用区间来表示。

（4）一元二次不等式解法：一元二次不等式ax2
 ＋bx＋c＞0或ax2
 ＋bx＋c＜0（a≠0）的解的情况可根据其对应的一元二次函数的图像与x轴交点的情况求得。



二、其他不等式的解法

（1）分式不等式的解法：主要是把分式不等式转化为整式不等式求解。

（2）含绝对值的不等式的解法：其解法主要是去掉绝对值，然后解不等式。去绝对值符号的方法主要有两种：一是根据绝对值的含义通过分类讨论直接取去绝对值；二是两边平方。

（3）无理不等式的解法：主要是把无理不等式转化为有理不等式（组），这里要注意：一是含有未知数的根号必须有意义；二是要注意不等式两边的符号，两边只有同时为非负数时，不等式两边才可以同时平方，从而消去根号。注意，当不等式两边一正一负时，两边不能直接平方。

（4）高次不等式的解法：主要是通过降次把高次不等式转化为一元一次不等式或一元二次不等式，然后再解。这主要是通过标根法实现的，其过程是：先把不等式的一端化为零；接着对另一端的多项式进行因式分解，使得每一个因式中含有未知数的项的系数为正数（或者是整数1），求出每个因式的根；依次把每个根标在数轴上，这样数轴就分成了几个区间；用曲线标出使得多项式取正值和负值的区间；最后根据要求选取满足条件的区间，即是满足要求的未知数的取值范围。

三、例题选讲


【例1】
 　解关于x不等式：ax－b＞3－2x（a，b∈R）。


解
 　原不等式可以化为（a＋2）x＞b＋3，所以

（1）当a＞-2时，a＋2＞0，不等式的解为x＞[image: alt]
 。

（2）当a＜-2时，a＋2＜0，不等式的解为x＜[image: alt]
 。

（3）当a＝-2时，a＋2＝0，这时原不等式转化为0＞b＋3。

①如果b＝-3，则不等式的解为全体实数；

②如果b≠-3，则不等式无解。

综上所述，当a＞-2时，原不等式的解集是｛x│x＞[image: alt]
 ｝；

当a＜-2时，原不等式的解集是｛x│x＜[image: alt]
 ｝；

当a＝-2且b＝-3时，原不等式的解集是R；

当a＝-2且b≠-3时，原不等式的解集是∅。


【例2】
 　解关于x的不等式x2
 －x－a（a－1）＞0。


解
 　原不等式可以化为（x＋a－1）（x－a）＞0。

若a＞-（a－1），即当a＞[image: alt]
 时，则x＞a或x＜1－a；

若a＝-（a－1），即当a＝[image: alt]
 时，则（x－[image: alt]
 ）2
 ＞0，所以x≠[image: alt]
 ，x∈R；

若a＜-（a－1），即当a＜[image: alt]
 时，则x＜a或x＞1－a。

综上所述，当a＞[image: alt]
 时，原不等式的解集是（-∞，1－a）∪（a，+∞）；

当a＝[image: alt]
 时，原不等式的解集是（-∞，[image: alt]
 ）∪（[image: alt]
 ，+∞）；

当a＜[image: alt]
 时，原不等式的解集是（-∞，a）∪（1－a，+∞）。


【例3】
 　解不等式：[image: alt]
 ＞0。


解
 　原不等式等价于（-2x＋5）（x－2）＞0，即（2x－5）（x－2）＜0，所以2＜x＜[image: alt]
 。

综上所述，原不等式的解集是（2，[image: alt]
 ）。


【例4】
 　解不等式[image: alt]
 ≥2。


解
 　原不等式可化为[image: alt]
 ≥0，所以

[image: alt]
 即[image: alt]
 解得[image: alt]
 ＜x≤1。

所以原不等式的解集是（[image: alt]
 ，1］。


【例5】
 　解不等式：（1）[image: alt]
 ＜1；（2）│2x－5│－│x＋1│＜2。


解
 　（1）因为3＋2│x＋1│＞0，所以原不等式可化为4＜3＋2│x＋1│，即│x＋1│＞[image: alt]
 ，所以x＞-[image: alt]
 或x＜-[image: alt]
 。

所以原不等式的解集是｛x│x＞-[image: alt]
 或x＜-[image: alt]
 ｝。

（2）①当x＜-1时，原不等式可化为-（2x－5）＋（x＋1）＜2，解得x＞4，这与x＜-1矛盾；

②当-1≤x≤[image: alt]
 时，原不等式可化为-（2x－5）－（x＋1）＜2，解得x＞[image: alt]
 ，又－1≤x≤[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＜x≤[image: alt]
 ；

③当x＞[image: alt]
 时，原不等式可化为（2x－5）－（x＋1）＜2，解得x＜8，又x＞[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＜x＜8。

综上所述，原不等式的解集是（[image: alt]
 ，8）。


【例6】
 　解不等式：（1）[image: alt]
 ＞[image: alt]
 ；（2）[image: alt]
 ＜2x；（3）[image: alt]
 ＞x－3。


解
 　（1）原不等式等价于[image: alt]
 所以3＜x≤4。

所以原不等式的解集是（3，4］。

（2）原不等式等价于[image: alt]
 即[image: alt]
 解得x≥1。

所以原不等式的解集是［1，+∞）。

（3）原不等式等价于（Ⅰ）[image: alt]
 或（Ⅱ）[image: alt]


由（Ⅰ）得[image: alt]
 所以-5≤x＜3。

由（Ⅱ）得[image: alt]
 解得3≤x＜[image: alt]
 。

综上所述，原不等式的解集是［-5，3）∪［3，[image: alt]
 ），即［-5，[image: alt]
 ）。


【例7】
 　解不等式：（1）（2x＋1）（x＋3）（x－5）＜0；

（2）（x＋2）（x＋1）2
 （x－1）3
 （x－2）＞0；

（3）[image: alt]
 ≥0。


解
 　（1）方程（2x＋1）（x＋3）（x－5）＝0的根是-3，-[image: alt]
 ，5，把这些根依次标在数轴上，然后用曲线标出，则原不等式的解是x＜-3或-[image: alt]
 ＜x＜5，所以原不等式的解集是（-∞，-3）∪（-[image: alt]
 ，5）。

（2）原不等式可化为[image: alt]


解得x＞2或-2＜x＜1且x≠-1。

所以原不等式的解集是（-2，-1）∪（-1，1）∪（2，+∞）。

（3）原不等式可化为[image: alt]


得[image: alt]


解得-3≤x＜-1或2＜x≤3，所以原不等式的解集是［-3，-1）∪（2，3］。

习题

一、填空题

1．若根式[image: alt]
 没有意义，则实数x的取值范围是__________。

2．设集合M＝｛x│2－x＞0｝，N＝｛x│x2
 －4x＋3＜0｝，U＝R，则（[image: alt]
 ）∩N＝________。

3．若关于x的不等式ax2
 ＋bx＋c＜0（a≠0）的解集是空集，则实数a，b，c满足的条件是___________。

4．已知集合P＝｛m│-4＜m＜0｝，Q＝｛m│mx2
 －mx－1＜0对一切x∈R均成立｝，则集合P与集合Q的关系式是________。

5．若0＜a＜1，则不等式（x－a）（x－[image: alt]
 ）＜0的解集是________。

6．已知不等式（a2
 －3a＋2）x2
 ＋（a－1）x＋2＞0的解为一切实数，则实数a的取值范围是___________。

7．已知a1
 ＞a2
 ＞a3
 ＞0，则使得（1－ai
 x）2
 ＜1（i＝1，2，3）都成立的x的取值范围是________。

8．不等式[image: alt]
 ≥2的解集是___________。

9．不等式│[image: alt]
 x│≤[image: alt]
 的解集是___________。

10．不等式[image: alt]
 ＞-x的解集是___________。

11．使不等式[image: alt]
 ＞[image: alt]
 成立的x的取值范围是___________。

12．不等式x（x－2）2
 ＞-3（2－x）2
 的解集是________。

13．已知集合M＝｛x││x＋1│≤2｝，N＝｛x│x≤2或x≥3｝，则M与N的关系是________。

14．不等式（x－4）[image: alt]
 ≥0的解集是________。

15．使不等式[image: alt]
 ＜2x成立的x的取值范围是________。

二、解答题

1．分别解下列不等式：

（1）3x2
 －2x＋1＜0；

（2）3x2
 －4＜0；

（3）2x－x2
 ≥-1；

（4）4－x2
 ≤0；

（5）4＋3x－2x2
 ≥0；

（6）9x2
 －12x＞-4；

（7）[image: alt]
 ≤1；

（8）[image: alt]
 ＞1（a＞0）；

（9）│x－3│＞x－1；

（10）││x－1│－1│＜1；

（11）[image: alt]
 ＞x＋3；

（12）│4x2
 －5x－6│＋[image: alt]
 ＞0；

（13）（x＋1）3
 （2x－5）（x2
 ＋3x）＜0；

（14）[image: alt]
 ＞0。

2．已知关于x的不等式（a＋b）x＋（2a－3b）＜0解集为（-∞，-[image: alt]
 ），求关于x的不等式（a－3b）x＋（b－2a）＞0的解集。

3．设集合A＝｛x│x2
 ＋（p＋2）x＋1＝0｝，且A∩｛x│x＞0｝＝∅，求实数p的取值范围。

4．解不等式│x2
 －5x│＞6。

5．若不等式2x－1＞m（x2
 －1）对满足│m│≤2的所有m都成立，求x的取值范围。

课内练习

一、填空题

1．不等式x2
 －2│x│－15≥0的解集是__________。

2．已知集合M＝｛x│[image: alt]
 ＞x＋1｝，N＝｛x│[image: alt]
 ≥0｝，则M∩N＝________。

3．不等式5x＋1＋[image: alt]
 ＞4x－2＋[image: alt]
 的解集是__________。

4．不等式[image: alt]
 ＞1的解集是___________。

5．不等式（x＋5）[image: alt]
 ≥0的解集是___________。

6．已知集合A＝｛x│[image: alt]
 ＞0｝，B＝｛x││x－3│＜3｝，全集U＝R，则[image: alt]
 （A∩B）＝________。

7．[image: alt]
 ≥0的解集是__________。

8．不等式│x－1│＜│2x－3│的解集是__________。

9．已知集合P＝｛x│3－x≥[image: alt]
 ｝，Q＝｛x││x－a│＜3｝，若P∪Q＝Q，则实数a的取值范围是__________。

10．不等式[image: alt]
 ＞ax的解集是（0，4］，则实数a的取值范围是________。

二、解答题

1．解关于x的不等式[image: alt]
 ＜1－a。

2．若不等式│3x－b│＜4的解集中的整数有且仅有1、2、3，求b的取值范围。

3．设集合A＝｛x│5－x≥[image: alt]
 ｝，B＝｛x│x2
 －ax≤x－a｝，求使得A⊇B成立的实数a的取值范围。

4．已知集合A＝｛x││x－[image: alt]
 （a＋1）2
 │≤[image: alt]
 （a－1）2
 ｝，集合B＝｛x│x2
 －3（a＋1）x＋2（3a＋1）≤0｝，且A⊆B，求实数a的值。


第三章

圆

第一节　圆的基本概念

一、知识整理

（1）圆的定义：平面上到定点的距离等于定长的点的轨迹。

（2）垂径定理：如果圆的一条直径垂直于一条弦，那么这条直径平分这条弦，并且平分这条弦所对的弧。

（3）圆内有公共端点的两条弦形成的角称为圆周角。

（4）圆周角定理：一条弧所对的圆周角等于这条弧所对的圆心角的一半。


推论1
 　同弧或等弧所对的圆周角相等。


推论2
 　半圆（或直径）所对的圆周角是直角。

（5）点与圆的位置关系：设圆的半径长为R，点P到圆心的距离为d，则有

[image: alt]


（6）不在同一直线上的3点确定一个圆。

二、例题选讲


【例1】
 　证明圆周角定理。

已知：如图3.1所示，在圆O中，[image: alt]
 所对的圆周角是∠BAC，所对的圆心角是∠BOC。

[image: alt]


图3.1

求证：∠BAC＝[image: alt]
 ∠BOC。


证明
 　（1）当圆心O在∠BAC一边上时，不妨设在AB上，如图（1）所示。

因为OA＝OC，所以

∠A＝∠C。

因为∠BOC＝∠A＋∠C，所以

∠BOC＝2∠A，

即∠BAC＝[image: alt]
 ∠BOC。

（2）当圆心O在∠BAC的内部时，过A作圆O的直径AD，如图（2）所示，则由（1）可知

∠BAD＝[image: alt]
 ∠BOD，∠CAD＝[image: alt]
 ∠COD。

得

∠BAD＋∠CAD＝[image: alt]
 ∠BOD＋[image: alt]
 ∠COD。

所以∠BAC＝[image: alt]
 ∠BOC。

（3）当圆心O在∠BAC的外部时，过A作圆O的直径AD，如图（3）所示，则由（1）可知

∠BAD＝[image: alt]
 ∠BOD，∠CAD＝[image: alt]
 ∠COD。

得∠CAD－∠BAD＝[image: alt]
 ∠COD－[image: alt]
 ∠BOD。

所以∠BAC＝[image: alt]
 ∠BOC。

综上所述，总有∠BAC＝[image: alt]
 ∠BOC。


【例2】
 　证明：不在同一直线上的3点确定一个圆。


证明
 　存在性：设A，B，C是不共线的3点，作线段AB，AC的垂直平分线l1
 ，l2
 。

因为l1
 ，l2
 不平行，所以l1
 与l2
 相交，记交点为O。

因为OA＝OB，OA＝OC，所以

OB＝OC。

记OA＝OB＝OC＝R，则A，B，C3点都在以O为圆心、以R为半径的圆O上。

唯一性：设A，B，C3点又都在另一个以O′为圆心、以R′为半径的圆O上，则有

R′＝O′A＝O′B＝O′C。

因为O′A＝O′B，所以O′在l1
 上。

同理，O′在l2
 上。

所以O′为l1
 ，l2
 的交点，O′与O重合，R′＝R，圆O′即为圆O。


【例3】
 　已知：如图3.2所示，在以点O为圆心的两个圆中，大圆的弦AB交小圆于C，D两点。

[image: alt]


图3.2

求证：AC＝BD。


证明
 　过点O作OH⊥AB，垂足为H，则

CH＝DH，AH＝BH，

即AC＋CH＝BD＋DH，所以

AC＝BD。

习题

1．已知A，B，C是圆O上的3点，圆心角∠AOB＝100°，求∠ACB的大小。（提示：对点C位于优弧[image: alt]
 和劣弧[image: alt]
 分情况讨论。）

2．证明：圆是轴对称图形，且圆的任意一条直径所在直线是圆的一条对称轴。

3．已知：如图3.3所示，AB是圆O的一条直径，CD是圆O的弦，AE⊥CD，垂足为E，BF⊥CD，垂足为F。求证：EC＝DF。

[image: alt]


图3.3

4．如图3.4所示，已知MN是圆O的直径，MN＝2，点A在圆O上，∠BON＝30°，B是劣弧[image: alt]
 的中点，P是直径MN上一动点，求PA＋PB的最小值。

[image: alt]


图3.4

课内练习

一、填空题

1．如图3.5所示，圆O是△ABC的外接圆，AD是圆O的直径，若圆O的半径为r＝[image: alt]
 ，AC＝2，则cosB的值为________。

[image: alt]


图3.5

2．圆外一点到圆的最大距离是18厘米，到圆的最小距离是6厘米，则圆的半径是________厘米。

3．在圆内接△ABC中，AB＝AC，圆的半径为7厘米，圆心到BC的距离为3厘米，则腰长为________。

4．如图3.6所示，已知A，B，C，D，E均在以AC为直径的圆O上，则∠A＋∠B＋∠C＝_______°。

[image: alt]


图3.6

5．点P是半径为5的圆O内一点，且OP＝3，则在过点P的所有弦中，长度为整数的弦共有________条。

二、解答题

如图3.7所示，已知O是线段AB上一点，以OB为半径的圆O交线段AB于点C，以线段OA为直径的半圆交圆O于点D，过点B作AB垂线与AD的延长线交于点E，连接CD。若AC＝2，且AC，AD的长是关于x的方程x2
 －kx＋4[image: alt]
 ＝0的两个根。

[image: alt]


图3.7

（1）证明：AE切圆O于点D；

（2）求线段EB的长；

（3）求tan∠ADC的值。

第二节　圆与直线的位置关系

一、知识整理

（1）圆与直线的位置关系：

若直线l与圆O有两个不同的交点，则称直线l与圆O相交；

若直线l与圆O恰有一个交点，则称直线l与圆O相切；

若直线l与圆O没有交点，则称直线l与圆O相离。

设圆的半径长为R，圆心到直线l的距离为d，则有

[image: alt]


（2）切线的判定：

①若圆心到一直线的距离等于半径，则这条直线就是圆的一条切线。

②经过半径的外端且垂直于这条半径的直线是圆的一条切线。

切线的性质：

①圆的切线垂直于经过切点的半径。

②从圆外一点作圆的两条切线，切线长相等。

③从圆外一点作圆的两条切线，它们的夹角被这一点与圆心的连线平分。

（3）弦切角定义：顶点在圆上、一条边与圆相交，而另一条边与圆相切的角叫做弦切角。

弦切角定理：弦切角等于它所夹的弧所对的圆周角。

（4）圆幂定理：

①相交弦定理：在圆的两条相交弦中，每条弦被交点分成的两条线段的乘积相等。

②割线定理：从圆外一点引圆的两条割线，这一点到每条割线与圆交点的两条线段的积相等。

③切割线定理：从圆外一点引圆的切线和割线，切线长是这点到割线与圆交点的两条线段的比例中项。

二、例题选讲


【例1】
 　如图3.8所示，已知AB是圆O的直径，AD是圆O的弦，BC是圆O的切线，切点为B，OC∥AD。

[image: alt]


图3.8

求证：DC是圆O的切线。


证明
 　连接OD。

因为BC是圆O的切线，切点是B，AB是圆O的直径。

所以BC⊥AB。

因为OC∥AD，

所以∠1＝∠4，∠2＝∠3。

因为OA＝OD，

所以∠1＝∠2，

所以∠3＝∠4。

因为OC＝OC，OD＝OB，

所以△COD≌△COB。

所以∠CDO＝∠ABC＝90°，即CD⊥OD。

又因为OD是圆O的半径，

所以CD是圆O的切线。


【例2】
 　如图3.9所示，已知AB是圆O的直径，圆O过BE的中点C，CD⊥AE。

[image: alt]


图3.9

求证：DC是圆O的切线。


证明
 　连接AC，OC。

因为AB为圆O的直径，

所以AC⊥BE，∠ACE＝∠ACB＝90°。

又因为BC＝EC，AC＝AC，

所以△ACE≌△ACB，

所以∠1＝∠2。

又因为OA＝OC，

所以∠2＝∠3，

所以∠1＝∠3，

所以AE∥OC。

因为CD⊥AE，

所以DC⊥OC，

所以DC是圆O的切线。


【例3】
 　如图3.10所示，△ABC中，BC＝14，AC＝9，AB＝13，它的内切圆分别和BC，AC，AB切于点D，E，F，求AF，BD，CE的长。

[image: alt]


图3.10


解
 　因为AB，AC分别切圆O于F，E，

所以AF＝AE。

同理，BF＝BD，CD＝CE。

设AF＝x，BD＝y，CE＝z，则有

[image: alt]
 解得[image: alt]


即AF＝4，BD＝9，CE＝5。


【例4】
 　如图3.11所示，已知P为圆O外一点，PA，PB为圆O的切线，A和B是切点，BC是圆O的直径。

[image: alt]


图3.11

求证：AC∥OP。


证明
 　连接AB。

因为PA，PB是圆O的切线，

所以PA＝PB，∠APO＝∠BPO，

所以OP⊥AB。

又因为BC是圆O的直径，

所以AB⊥CA，

所以AC∥OP。


【例5】
 　证明弦切角定理。

已知：如图3.12所示，∠BAC是圆O的弦切角，AC与圆O相切，∠BAC所夹的弧是[image: alt]
 ，∠APB是弧[image: alt]
 所对的圆周角。

[image: alt]


图3.12

求证：∠BAC＝∠APB。


证明
 　（1）当圆心O在∠BAC的弦AB上时，如图（1）所示。

因为AC与圆O相切于点A，AB是圆O的直径，

所以AB⊥AC，即∠BAC＝90°。

因为[image: alt]
 是半圆，∠APB是弧[image: alt]
 所对的圆周角，

所以∠APB＝90°，

所以∠BAC＝∠APB。

（2）当圆心O在∠BAC的外部时，如图（2）所示，作圆O的直径AD，连接PD。

由（1）得，∠DAC＝∠APD，即∠1＋∠BAC＝∠2＋∠APB。

因为∠1＝∠2，

所以∠BAC＝∠APB。

（3）当圆心O在∠BAC的内部时，如图（3）所示，作圆O的直径AD，连接PD。

由（1）得，∠DAC＝∠APD。

因为∠1＝∠2，

所以∠1＋∠DAC＝∠2＋∠APD，即∠BAC＝∠APB。

综上所述，总有∠BAC＝∠APB。


【例6】
 　如图3.13所示，过圆O外一点T引圆互相垂直的两条切线，切点分别为A，B，BD是过点B的任意一条弦，过点A作BD的垂线，交BD于E，求证：AE＝DE。

[image: alt]


图3.13


证明
 　连接AB，AD。

由已知，△TAB为等腰直角三角形。

所以∠TAB＝45°，

所以∠ADE＝∠TAB＝45°。

又∠AED＝90°，

所以∠DAE＝180°－45°－90°＝45°，

所以AE＝DE。


【例7】
 　证明相交弦定理。

已知：如图3.14所示，圆O的弦AB和CD相交于点P。

[image: alt]


图3.14

求证：AP·PB＝CP·PD。


证明
 　连接AD，BC，在△PAD和△PCB中，因为

∠A＝∠C，∠D＝∠B，

所以△PAD∽△PCB，

所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

所以AP·PB＝CP·PD。


【例8】
 　如图3.15所示，已知圆O的弦AD和CE相交于圆O内一点F，B在EC的延长线上，BA切圆O于点A，且AB＝BF＝FD，BC＝1，CE＝8，求线段AF的长。

[image: alt]


图3.15


解
 　由切割线定理，BA2
 ＝BC·BE，得BA＝3。于是

DF＝BF＝AB＝3，

CF＝BF－BC＝3－1＝2，

EF＝CE－CF＝8－2＝6。

又由相交弦定理，AF·FD＝CF·FE，得AF＝4。


【例9】
 　证明：圆心到弦上任一点的距离之平方与此点分弦所成两线段之积的和等于此圆半径的平方。


证明
 　证法一。如图3.16所示，AB为半径为r的圆O的弦，P为AB上的任一点，过O，P作圆的直径CD，由相交弦定理，有

[image: alt]


图3.16

PA·PB＝PC·PD＝（OC－OP）（OD＋OP）＝（r－OP）（r＋OP）＝r－OP2
 。

故OP2
 ＋PA·PB＝r2
 。

证法二。过点P作EF⊥OP，交圆O于E，F。

因为OP⊥EP，CD是圆O的直径，

所以EP＝PF＝r2
 －OP2
 。

由相交弦定理，AP·PB＝PE·PF＝PE2
 ＝r2
 －OP2
 。

故OP2
 ＋AP·PB＝r2
 。

习题

1．证明：如果一条直线与一个圆相切，那么这条直线垂直于过切点的半径。

2．线段AB经过圆O的圆心O，交圆O于点A，C，D是圆O上一点，∠BAD＝∠B＝30°，求证：BD是圆O的切线。

3．已知：圆O的半径为3厘米，点P和圆心O的距离OP＝6厘米，经过点P和圆O的两条切线分别为PA，PB，求这两条切线的夹角及切线长。

4．已知：在△ABC中，∠C＝90°，以C为圆心作圆切AB边于点F，AD，BE分别与圆C切于D，E两点，求证：AD∥BE。

5．已知：PA，PB分别与圆O切于A，B两点，延长OB到C，使∠BPC＝[image: alt]
 ∠APC，求证：BC＝OB。

6．如图3.17所示，圆O为△ABC的外接圆，AB为直径，DC切圆O于点C，∠A＝36°，求∠ACD。

[image: alt]


图3.17

7．如图3.18所示，已知PA切圆O于点A，PO交圆O于B，C，PD平分∠APC，求∠ADP的大小。

[image: alt]


图3.18

8．证明割线定理。

9．证明切割线定理。

10．如图3.19所示，已知C是圆O的直径AB延长线上的一点，BC＝[image: alt]
 AB＝1，过点C作圆O的割线，交圆O于D，E两点，且D是CE的中点，求弦DE的长。

[image: alt]


图3.19

11．以Rt△ABC的直角边BC为直径作圆，交斜边AB于点D，过点D作此圆的切线交AC于点E。求证：AE＝EC。

12．设P是半径为2的圆O外一点，PA，PB分别切圆O于A，B，AC是圆O的直径，已知OP＋BC＝6，求PA的长。

课内练习

一、填空题

1．如图3.20所示，P是圆O外一点，PA，PB切圆O于点A，B两点，C是优弧[image: alt]
 上一点，若∠P＝68°，则∠ACB等于________。

[image: alt]


图3.20

2．如图3.21所示，A，B是圆O上两点，AC是圆O的切线，若∠O＝40°，则∠BAC＝________；若∠O＝α，则∠BAC＝________。

[image: alt]


图3.21

3．如图3.22所示，在△ABC中，AB＝AC，∠C＝72°，圆O过A，B两点，且与BC切于点B，与AC交于D，连接BD，若BC＝[image: alt]
 －1，则AC＝________。

[image: alt]


图3.22

4．如图3.23所示，已知线段PAB，PDC是圆O的割线，连接AD，BC，若PD∶PB＝1∶4，AD＝2，则BC的长是________。

[image: alt]


图3.23

5．如图3.24所示，AT是圆O的切线，OD⊥BC于点D，并且AT＝10厘米，AC＝20厘米，OD＝4厘米，则半径OC＝________。

[image: alt]


图3.24

二、解答题

已知，如图3.25所示，直线MN与以AB为直径的半圆相切于点C，A＝28°。

[image: alt]


图3.25

（1）求∠ACM的度数；

（2）在MN上是否存在一点D，使AB×CD＝AC×BC，为什么？

第三节　多边形与圆

一、知识整理

（1）同时过三角形的3个顶点的圆有且只有一个，称为该三角形的外接圆，其圆心称为该三角形的外心。

（2）三角形的外心是3边中垂线的公共点。

（3）圆心在三角形内部，且与3边都相切的圆称为该三角形的内切圆，其圆心称为该三角形的内心。

（4）三角形的内心是3内角平分线的公共点。

（5）若△ABC的3边长为a，b，c，内切圆半径为r，面积为S，则S＝[image: alt]
 （a＋b＋c）r；特别地，若△ABC是以C为直角顶点的直角三角形，则r＝[image: alt]
 （a＋b－c）。

（6）若△ABC的内切圆与3边BC，CA，AB的切点分别为D，E，F，则AE＝AF，BD＝BF，CD＝CE。

（7）四边形内接于圆的充要条件是对角互补。

二、例题选讲


【例1】
 　如图3.26所示，已知△ABC的3边长分别为BC＝a，AC＝b，AB＝c，I为△ABC的内心，且I在△ABC的边BC，AC，AB上的射影分别为D，E，F，求证：AE＝AF＝[image: alt]
 。

[image: alt]


图3.26


证明
 　作△ABC的内切圆，则D，E，F分别为内切圆在3边上的切点，AE，AF为圆的从同一点作的两条切线，AE＝AF。

同理，BD＝BF，CD＝CE。

[image: alt]


即AE＝AF＝[image: alt]
 。


【例2】
 　在△ABC中，AB＝AC＝3，BC＝2。求：

（1）△ABC的面积S△ABC
 ；

（2）△ABC的内切圆的半径r；

（3）△ABC的外接圆的半径R。


解
 　（1）如图3.27所示，作AD⊥BC于D。

[image: alt]


图3.27

因为AB＝AC，所以D为BC的中点，

所以AD＝[image: alt]
 ＝2[image: alt]
 ，

所以S△ABC
 ＝[image: alt]
 ×2×2[image: alt]
 ＝2[image: alt]
 。

（2）如图3.28所示，I为内心，则I到三边的距离均为r，连接IA，IB，IC。

[image: alt]


图3.28

因为S△ABC
 ＝S△IAB
 ＋S△IBC
 ＋S△IAC
 ，即

2[image: alt]
 ＝[image: alt]
 AB·r＋[image: alt]
 BC·r＋[image: alt]
 CA·r，

所以解得r＝[image: alt]
 。

（3）如图3.29所示，因为△ABC是等腰三角形，所以外心O在AD上，连接BO，则在Rt△OBD中，有

[image: alt]


图3.29

OD＝AD－R，OB2
 ＝BD2
 ＋OD2
 。

所以R2
 ＝（2[image: alt]
 －R）2
 ＋12
 ，解得R＝[image: alt]
 。


【例3】
 　如图3.30所示，在正△ABC的外接圆的劣弧[image: alt]
 上任取一点P，连接PA，PB，PC。求证：PA＝PB＋PC。

[image: alt]


图3.30


证明
 　在弦AP上取点D，使得PB＝PD。

由∠BPD＝∠BPA＝∠BCA＝60°得△BPD是正三角形。所以，BD＝PB＝PD。

由[image: alt]
 得△ABD≃△BPC。

所以AD＝PC。

所以PA＝PD＋AD＝PB＋PC。


【例4】
 　如图3.31所示，过△ABC的顶点A作外接圆的切线，交BC的延长线于点P，∠APB的平分线分别交AC，AB于点Q，R。求证：AQ＝AR。

[image: alt]


图3.31


证明
 　由∠PAC为弦切角得∠PAC＝∠ABC。

故

[image: alt]


所以，AQ＝AR。


【例5】
 　如图3.32所示，已知点P是正n边形内任一点，求证：点P到各边距离之和等于该多边形边心距的n倍。（正多边形的边心距指的是其外接圆圆心到一边的距离。）

[image: alt]


图3.32


证明
 　设正n边形的边长为a，边心距为d，面积为S，由点P到各边的距离分别为d1
 ，d2
 ，…，dn
 。

所以，S＝[image: alt]
 nad。

又[image: alt]


故d1
 ＋d2
 ＋…＋dn
 ＝nd。得证。


【例6】
 　如图3.33所示，设△ABC的外接圆半径为R，a，b，c分别为角A，B，C的对边长，求证：[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝2R。

[image: alt]


图3.33


证明
 　在Rt△ABC中，顶点C是直角顶点。由三角比的定义，有sinA＝[image: alt]
 ，sinB＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝c＝2R。

又sinC＝1，所以上式可改写为

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝2R。

对于锐角△ABC，外接圆圆心O在△ABC的内部（如图3.34所示），设外接圆O的半径为R。过顶点B作直径BD，连接CD，则∠D＝∠A。在Rt△BCD中，由三角比的定义，有

[image: alt]


图3.34

sinA＝sinD＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

从而，[image: alt]
 ＝2R。

同理可以得到，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝2R。因此

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝2R。

对于钝角△ABC，外接圆圆心O在△ABC外部（如图3.35所示），外接圆O的半径仍为R。过顶点B作直径BD，连接CD，则∠D＝π－∠A。

[image: alt]


图3.35

在Rt△BCD中，由三角比的定义，有

sinA＝sin（π－D）＝sinD＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

从而，[image: alt]
 ＝2R。

同理可以得到，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝2R。因此

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝2R。

总之，对任何三角形，都有

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝2R。



习题

1．在等腰三角形中，AB＝AC，BC＝4，△ABC的内切圆的半径为1，求AB的长。

2．如图3.36所示，△ABC内接于⊙O，D为[image: alt]
 的中点，AE⊥BC于E。求证：AD平分∠OAE。

[image: alt]


图3.36

3．已知在Rt△ABC中，∠A＝90°，AB＝4，AC＝3，M，N分别是线段AB，AC上的点，MN∥BC，且BC与△AMN的外接圆相切，求AM的长度。

4．在△ABC中，AB＋AC＝12，AD⊥BC且与BC交于点D，AD＝3。设AB＝x。

（1）将△ABC外接圆半径R表示为x的函数式；

（2）求外接圆半径R的最大值。

5．如图3.37所示，设I是△ABC的内心，AI的延长线交BC于D，交△ABC的外接圆于E，连接BE，证明：

[image: alt]


图3.37

（1）BE＝IE；

（2）IE2
 ＝AE·DE。

课内练习

一、填空题

1．若一个正多边形的内角和是它的外角和的4倍，则这个正多边形的边数为________。

2．如图3.38所示，圆O是△ABC的外接圆，△ABC的外角∠MCA的平分线CD交圆O于点D，若∠BCA＝60°，则△ABD为________三角形。

[image: alt]


图3.38

3．如图3.39所示，圆A，圆B，圆C，圆D，圆E相互外离，它们的半径都是1，顺次连接5个圆心得到五边形ABCDE，则图中5个扇形（阴影部分）的面积之和是________。

[image: alt]


图3.39

4．已知四边形ABCD是圆O的外切等腰梯形，其周长为20，则梯形的中位线长为________。

5．四边形ABCD内接于圆，给出下列内角A，B，C，D的4组比值：

①1∶3∶2∶4；②7∶5∶10∶8；③13∶1∶5∶17；④1∶2∶3∶4。

其中可能成立的序号是________。

二、解答题

如图3.40所示，圆O是△ABC的外接圆，∠BAC与∠ABC的平分线相交于点I，延长AI交圆O于点D，连接BD，DC。

[image: alt]


图3.40

（1）求证：BD＝DC＝DI；

（2）若圆O的半径为10厘米，∠BAC＝120°，求△BDC的面积。

第四节　圆与圆的位置关系

一、知识整理

（1）设圆O1
 与圆O2
 半径分别为R，r（R≥r），两圆的圆心距为O1
 O2
 。当O1
 O2
 ＝R－r时，两圆内切；当O1
 O2
 ＝R＋r时，两圆外切；当O1
 O2
 ＜R－r时，两圆内含；当R－r＜O1
 O2
 ＜R＋r时，两圆相交；当O1
 O2
 ＞R＋r时，两圆外离。

（2）当两圆相交时，由两圆心确定的直线是公共弦的垂直平分线；当两圆内切或外切时，两圆心、切点3点共线；

（3）若直线l同时是圆O1
 与圆O2
 的切线，则称l是圆O1
 与圆O2
 的公切线。若圆O1
 与圆O2
 在直线l的同侧，则称l是两圆的外公切线；若圆O1
 与圆O2
 在直线l异侧，则称l是两圆的内公切线。设l与两圆切于A，B两点，则线段AB的长称为两圆的公切线长。

（4）公切线长公式：设O1
 O2
 ＝d。

外公切线长：[image: alt]
 ；

内公切线长：[image: alt]
 。

二、例题选讲


【例1】
 　设圆O1
 与圆O2
 的半径分别为3和2，O1
 O2
 ＝4，A，B为两圆的交点，试求两圆的公共弦AB的长度。


解
 　连接AB交O1
 O2
 于C，则O1
 O2
 ⊥AB，且C为AB的中点。

设AC＝x，则

O1
 C＝[image: alt]
 ，O2
 C＝[image: alt]
 ，O1
 O2
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝4，

解得x＝[image: alt]
 。

故弦AB的长为2x＝[image: alt]
 。


【例2】
 　如图3.41所示，⊙O1
 与⊙O2
 相交于点A，B，公共弦AB的长为8，∠O1
 AB＝30°，⊙O2
 的半径为10。求：

[image: alt]


图3.41

（1）⊙O1
 的面积；

（2）圆心距O1
 O2
 的长。


解
 　（1）连接O1
 O2
 ，根据相交两圆的连心线的性质得：O1
 O2
 ⊥AB于C，且AC＝[image: alt]
 AB＝4。

在Rt△AO1
 C中，cos∠O1
 AC＝[image: alt]
 ，所以

O1
 A＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

故[image: alt]
 ＝π×（[image: alt]
 ）2
 ＝[image: alt]
 π。

（2）在Rt△ACO1
 中，因为sin∠O1
 AC＝[image: alt]
 ，所以

O1
 C＝O1
 A·sin30°＝[image: alt]
 。

所以O1
 O2
 ＝O1
 C＋O2
 C＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 。

在Rt△ACO2
 中，AO2
 ＝10，AC＝4，所以O2
 C＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。


【例3】
 　求半径为R、圆心角为60°的扇形的内切圆半径。


解
 　如图3.42所示，∠AOB＝60°，OA＝OB＝R，圆P分别切[image: alt]
 和OB于点C，D。

[image: alt]


图3.42

连接PD，OC，则OC过点P，且PD⊥OB，∠BOC＝30°。

设圆P的半径为r，故

r＝PD＝[image: alt]
 OP＝[image: alt]
 （R－r），r＝[image: alt]
 R。


【例4】
 　如图3.43所示，已知⊙O1
 与⊙O2
 相交于A，B两点，P是O1
 O2
 的中点，过A作PA的垂线，与⊙O1
 ，⊙O2
 分别相交于C，D，求证：AC＝AD。

[image: alt]


图3.43


证明
 　过O1
 ，O2
 分别作线段CAD的垂线O1
 M，O2
 N，M，N为垂足。故M，N分别为AC，AD的中点。

由[image: alt]


再由PO1
 ＝PO2
 得AM＝AN。

所以，AC＝AD。


【例5】
 　如图3.44所示，⊙O1
 与⊙O2
 内切于点P，⊙O2
 的弦AB切⊙O1
 于点C，连接PC交⊙O2
 于D。求证：[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

[image: alt]


图3.44


证明
 　连接O1
 O2
 并延长，则O1
 O2
 必过切点P，连接O1
 C，O2
 D。

因为O2
 D＝O2
 P，所以∠D＝∠P。同理∠P＝∠PCO1
 。

所以∠D＝∠PCO1
 ，O1
 C∥O2
 D。

由AB切⊙O1
 于点C得，O1
 C⊥AB。所以O2
 D⊥AB，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。



习题

1．两圆的半径分别为6厘米和2厘米，圆心距为5厘米，求：

（1）两圆的外公切线长；

（2）外公切线与连心线夹角的正切值。

2．如图3.45所示，已知图中各圆两两相切，⊙O的半径为2r，⊙O1
 ，⊙O2
 的半径为r，求⊙O3
 的半径。

[image: alt]


图3.45

3．如图3.46所示，3个半径为[image: alt]
 的圆两两外切，且△ABC的每一边都与其中的两个圆相切，求△ABC的边长。

[image: alt]


图3.46

4．如图3.47所示，⊙O1
 和⊙O2
 是外切于点P的两个等圆。

[image: alt]


图3.47

（1）若两圆半径都是10毫米，分别作⊙O1
 的弦PA1
 和⊙O2
 的弦PB1
 ，且∠A1
 PB1
 ＝90°，测量点A1
 和B1
 的距离；再重复作弦PA2
 ，PB2
 ，要求同前。问：这两次测量的距离A1
 B1
 与A2
 B2
 是否相等？它们与两圆的半径有没有联系？

（2）猜测：如果（1）中两等圆的半径为r，那么分别在两圆中互相垂直的弦PA与PB的端点A和端点B的距离等于多少？

（3）根据猜测，就一般情况写出“已知”与“求证”，并进行证明。

5．已知线段AB＝4厘米。画出到点A的距离等于3厘米的点的轨迹，再画出到点B的距离等于2厘米的点的轨迹，指出到点A的距离等于3厘米且到点B的距离等于2厘米的点，这样的点有几个？

课内练习

一、填空题

1．已知圆O1
 和圆O2
 相外切，它们的半径分别是1厘米和3厘米。那么半径是4厘米，且和圆O1
 和圆O2
 都相切的圆共有________个。

2．已知圆O1
 和圆O2
 的半径分别为2和3，两圆相交于点A，B，且AB＝2，则O1
 O2
 ＝________。

3．如图3.48所示，圆O1
 和圆O2
 外切于点A，BC是圆O1
 和圆O2
 的公切线，B，C为切点，则∠BAC＝________。

[image: alt]


图3.48

4．已知圆O1
 和圆O2
 的半径分别为4厘米和2厘米，圆心距为10厘米，AB是圆O1
 和圆O2
 的内公切线，切点分别为A，B，则线段AB的长是________。

5．如图3.49所示，两个同心圆，大圆的弦AB与小圆相切于点P，大圆的弦CD经过点P，且CD＝13，PD＝4，则两圆组成的圆环的面积是________。

[image: alt]


图3.49

二、解答题

某人用如下方法测一钢管的内径：将一小段钢管竖直放在平台上，向内放入两个半径均为5厘米的钢球，测得上面一个钢球顶部的高DC＝16厘米，钢管的轴截面如图3.50所示，求钢管的内直径AD的长。

[image: alt]


图3.50

课内综合练习

一、填空题

1．已知⊙O1
 与⊙O2
 外切，O1
 O2
 ＝12，⊙O1
 的半径为7，则⊙O2
 的半径为________。

2．设△ABC在半径为2的圆上，若BC＝2[image: alt]
 ，则∠A＝________。

3．设P是圆O外一点，PA，PB分别切圆O于A，B两点，OP＝5，PA＝4，则O到直线AB的距离是________。

4．在以O为圆心的两个同心圆中，大圆的弦AB交小圆于CD两点，已知AB＝6，CD＝3，则两圆间的圆环区域的面积是________。

5．已知四边形ABCD是⊙O的内接梯形，AB∥CD，AB＝8，CD＝6，⊙O的半径为5，则梯形ABCD的面积为________。

6．设△ABC的内切圆与3边BC，CA，AB的切点分别是D，E，F，若∠A＝α，则∠EDF＝________（用α表示）。

7．设AB是半径为r的圆O的直径，C是AB的延长线上一点，过C作圆O的割线交圆O于D，E两点（CD＜CE）。若CD＝r且∠AOE＝45°，则∠ACE＝________。

8．已知M是圆O的弦AB上的一点，使得MA∶MB＝4∶1。OM＝16，AB＝30，则圆O的半径是________。

9．若两圆的半径分别为3和8，圆心距为13，则两圆的公切线的长度为________。

10．设AB，CD是半径为1的圆O的两条不相交的弦，AB＝[image: alt]
 ，CD＝[image: alt]
 ，AC，BD交于圆内一点E，则∠AED＝________。

二、解答题

1．设点O与点I分别是△ABC的外心和内心，已知∠BOC＝∠BIC，求∠A的大小。

2．如图3.51所示，设圆O与圆Q交于A，B两点，且O在圆Q上，C是圆O的优弧[image: alt]
 上的一点，CB的延长线交圆Q于D，证明：OD⊥AC。

[image: alt]


图3.51

3．如图3.52所示，在△ABC中，a，b，c分别为角A，B，C的对边长，R为△ABC的外接圆半径，S为△ABC的面积。求证：R＝[image: alt]
 。

[image: alt]


图3.52

4．如图3.53所示，∠ACB＝90°，D为AB的中点，以CD为直径作圆O交△ABC的3边分别于G，F，E，GE，CD交于M，ME＝4[image: alt]
 ，MD∶CO＝2∶5。

[image: alt]


图3.53

（1）证明：∠GEF＝∠ACD；

（2）求圆O的直径。


参考答案

第一章

第一节　数

习题

1．（1）0，2，4，6，8；（2）2，5，8；（3）2，6；（4）0，5；（5）6。

2．[image: alt]


所以[image: alt]
 ＝5678。

3．当a＞b＞0或0＞a＞b时，[image: alt]
 ＜[image: alt]
 ；当a＞0＞b时，[image: alt]
 ＞[image: alt]
 。

4．（1）最大公约数为12，最小公倍数为1680；（2）最大公约数为72，最小公倍数为432；（3）最大公约数为45，最小公倍数为2700。

5．（1）设这两个数分别为a，b，因为a，b的公约数为12，所以可令a＝12a1
 ，b＝12b1
 ，其中a1
 ，b1
 的公约数为1。又因为a，b的最小公倍数为420，即12a1
 b1
 ＝420，所以a1
 b1
 ＝35，所以a1
 ，b1
 分别为1，35或5，7，故这两个数分别为12，420或60，84。

（2）设这两个数分别为a，b，最大公约数为k，则可令a＝ka1
 ，b＝kb1
 ，其中a1
 ，b1
 互质，因为ab＝k2
 a1
 b1
 ＝300，a，b的最小公倍数是ka1
 b1
 ＝60，所以k＝5，所以a，b分别为5，60或15，20。

（3）设这两个数分别为a，b，最大公约数为k，可令a＝ka1
 ，b＝kb1
 ，其中（a1
 ，b1
 ）＝1，则

[image: alt]


解得　[image: alt]
 或[image: alt]


所以a，b分别为115，552或232，435。

6．设原数为10x＋3（10≤x≤99），则新数为300＋x，由题意可知300＋x＝3（10x＋3）＋1，解得x＝10，故原数为103。

7．因为（x－[image: alt]
 y）2
 ＝x2
 ＋2y2
 －2[image: alt]
 xy＝9－4[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 解得[image: alt]
 或[image: alt]


另解：（x－[image: alt]
 y）2
 ＝9－4[image: alt]
 ＝（1－2[image: alt]
 ）2
 ＝（-1＋2[image: alt]
 ）2
 ，所以[image: alt]
 或[image: alt]


8．因为a2
 ＋b2
 －2a－b＋[image: alt]
 ＝（a－1）2
 ＋（b－[image: alt]
 ）2
 ＝0，所以a＝1，b＝[image: alt]
 ，从而a＋b＝[image: alt]
 ，ab＝[image: alt]
 ，以a，b为实根的一元二次方程为x2
 －[image: alt]
 x＋[image: alt]
 ＝0（或2x2
 －3x＋1＝0）。

9．a＝（[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ）2
 ＝8＋2[image: alt]
 ＝8＋[image: alt]
 ，因为7＜[image: alt]
 ＜8，所以a的整数部分为15，小数部分为a－15＝2[image: alt]
 －7，故a（1－b）＝（8＋2[image: alt]
 ）（8－2[image: alt]
 ）＝64－60＝4。

10．（1）设两个相邻奇数分别为2k－1和2k＋1（k∈Z），则（2k＋1）2
 －（2k－1）2
 ＝4k×2＝8k，因为k是整数，所以（2k＋1）2
 －（2k－1）2
 能被8整除，即两个相邻奇数的平方差是8的倍数。

（2）设3个连续整数分别为n－1，n，n＋1（n∈Z），则（n－1）2
 ＋n2
 ＋（n＋1）2
 ＝3n2
 ＋2，因为n是整数，所以3n2
 ＋2被3除余2，即3个连续整数的平方和被3除余2。

（3）设任一奇数为2k＋1（k∈Z），则（2k＋1）2
 －1＝4k（k＋1），因为k是整数，所以k和k＋1为一奇一偶，k（k＋1）是2的倍数，所以4k（k＋1）是8的倍数，即任一奇数的平方减1是8的倍数。

（4）（反证法）假设[image: alt]
 是有理数，则存在p，q∈Z且p，q互质，使[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 p＝q⇒3p2
 ＝q2
 ⇒q是3的倍数，不妨设q＝3t（t∈Z），则3p2
 ＝q2
 ＝9t2
 ⇒p2
 ＝3t2
 ⇒p是3的倍数，这与p，q互质矛盾，所以假设不成立，即[image: alt]
 不是有理数，故[image: alt]
 是无理数。

课内练习

一、

1．42，1764。

2．｛x│x≥0且x≠1｝。

3．3。

4．[image: alt]
 。

5．b＋1。

6．0。

二、

1．[image: alt]
 ⇒-2≤x≤[image: alt]
 。

2．[image: alt]
 。

3．±[image: alt]
 ＝±[image: alt]
 ＝±（2－[image: alt]
 ）⇒[image: alt]
 或[image: alt]


4．因为b为a的小数部分，所以0＜b＝10－2a2
 ＜1，所以[image: alt]
 ＜a2
 ＜5，所以a－b＝2，从而2a2
 ＋a－12＝0，于是a＝[image: alt]
 。

5．原式＝a－c－a－b＋c－2＋b－3c＝-2－3c。

6．证明：因为m不是2的倍数，也不是3的倍数，所以m＝6k＋1或6k＋5，k∈N。

（1）当m＝6k＋1时，m2
 ＋5＝（6k＋1）2
 ＋5＝6（6k2
 ＋2k＋1）。

因为6k2
 ＋2k＋1是整数，所以m2
 ＋5是6的倍数。

（2）当m＝6k＋5时，m2
 ＋5＝（6k＋5）2
 ＋5＝6（6k2
 ＋10k＋5）。

因为6k2
 ＋10k＋5是整数，所以m2
 ＋5是6的倍数。

综合（1）、（2）所述可知，m2
 ＋5是6的倍数。

7．因为a≠1，又（a－1）x2
 －（a2
 ＋1）x＋a2
 ＋a＝0，所以x1
 ＝a，x2
 ＝[image: alt]
 。

因为x1
 ，x2
 ∈Z，所以a∈Z且1＋[image: alt]
 ∈Z，所以a＝-1，0，2，3。

第二节　代　数　式

习题

一、

1．[image: alt]


2．原式＝xn－2
 （x2
 －5x－14）＝xn－2
 （x－7）（x＋2）。

3．[image: alt]


4．[image: alt]


5．原式＝（x－2y）（2x－y）－5（x＋y）－25＝（x－2y－5）（2x－y＋5）。

二、

1．[image: alt]


2．[image: alt]


3．[image: alt]


4．[image: alt]


5．[image: alt]


6．[image: alt]


7．[image: alt]


三、

1．因为x＝[image: alt]
 ＝2－[image: alt]
 ，

[image: alt]


2．[image: alt]


3．由题意得[image: alt]
 解得[image: alt]


4．6x2
 －5x－M＝（3x＋2）（2x－3）－4＝6x2
 －5x－10，解得M＝10。

5．（[image: alt]
 ）2
 －2[image: alt]
 －15（[image: alt]
 ）2
 ＝0，得到（[image: alt]
 －5[image: alt]
 ）（[image: alt]
 ＋3[image: alt]
 ）＝0，解得[image: alt]
 ＝5[image: alt]
 （另一解[image: alt]
 ＝-3[image: alt]
 舍），所以[image: alt]
 。

6．（[image: alt]
 ）2
 －2（[image: alt]
 ）－1＝0，得到[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝1±[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ＝1＋[image: alt]
 （因为x，y是正数），所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －1。

7．[image: alt]
 ＝3＋a⇒[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

8．x＋1＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，得到x＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －1，得到x2
 ＋[image: alt]
 ＝（[image: alt]
 －1）2
 －2，

解得[image: alt]


9．原式＝（x＋y）（x－y）＋（mx＋5y）－6＝（x＋y－2）（x－y＋3），

或原式＝（x＋y）（x－y）＋（mx＋5y）－6＝（x＋y－3）（x－y＋2），所以m＝±1。

10．设原式＝（x2
 ＋ax－2）（x2
 ＋bx＋1），或原式＝（x2
 ＋cx＋2）（x2
 ＋dx－1），其中a，b，c，d，k是整数，由题意知：

[image: alt]
 或[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 或[image: alt]
 所以k＝±1。

11．若y＞0，则6（[image: alt]
 ）2
 －13[image: alt]
 －5＝0，得到（2[image: alt]
 －5）（3[image: alt]
 ＋1）＝0，解得[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ；

若y＜0，则6（[image: alt]
 ）2
 ＋13[image: alt]
 －5＝0，得到（2[image: alt]
 ＋5）（3[image: alt]
 －1）＝0，解得[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

12．a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝（a＋b＋c）2
 －2（ab＋bc＋ca）＝42
 －2×4＝8。

13．原式＝[image: alt]
 －[image: alt]
 ＋[image: alt]
 －[image: alt]
 ＋…＋[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，得到m＝22，n＝505，解得m＋n＝527。

14．[image: alt]
 得到2（x＋y＋z）＝k（x＋y＋z），解得k＝2或x＋y＋z＝0（即k＝-1），所以k的值为2或-1。

15．[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，同理[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，得证。

16．设[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝k，则x＋y＋z＝k（a－b）＋k（b－c）＋k（c－a）＝0。

课内练习

一、

1．[image: alt]
 。

2．a≤-3。

3．-6。

4．-1或8。

提示：因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 。

所以①当a＋b＋c＝0时，[image: alt]
 ＝-1；

②当a＝b＝c时，[image: alt]
 ＝8。

二、

1．原式＝2x-6
 （[image: alt]
 xy－1）2
 （[image: alt]
 xy＋1）2
 。

2．原式＝（x－5）（x＋2）（x2
 －3x＋8）。

三、

1．1。

2．-1。

四、

1．│x－[image: alt]
 │＝[image: alt]
 ，x3
 ＋x-3
 ＝18，2x2
 －6x＋3＝1。

2．由题意得[image: alt]
 解得[image: alt]


3．[image: alt]


所以96＋12＝（x＋y－z）×12，解得x＋y－z＝9。

4．证明：[image: alt]


第三节　方程的解法、含参数方程的讨论

习题


一、


1．否。

2．否。

3．是。

4．否。


二、


1．因为（x2
 ＋x）2
 －（x2
 ＋x）－2＝（x2
 －x）2
 ＋（x2
 ＋x）－2，所以（x2
 ＋x）2
 －（x2
 －x）2
 －2x2
 ＝0。

所以2x2
 （2x－1）＝0，解得x＝0或x＝[image: alt]
 。

2．[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，于是得（x＋1）（x＋3）＋（x＋4）（x＋2）＝0，得到2x2
 ＋10x＋11＝0，

解得x＝[image: alt]
 。

3．令t＝x2
 ＋2x＋3＝（x＋1）2
 ＋2，则t≥2，原方程转化为[image: alt]
 ＝t＋1，t2
 ＝4。

所以t＝2或t＝-2（舍），即（x＋1）2
 ＋2＝2。所以x＝-1。

4．令t＝[image: alt]
 ，原方程转化为t＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，解得t＝[image: alt]
 或t＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ＝[image: alt]
 或[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，解得x＝-[image: alt]
 或x＝5。

5．令t＝x－[image: alt]
 ，则x2
 ＋[image: alt]
 ＝（x－[image: alt]
 ）2
 ＋2＝t2
 ＋2，原方程转化为2（t2
 ＋2）＋t＝10，解得t＝-2或t＝[image: alt]
 ，即x－[image: alt]
 ＝-2，或x－[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

解得x＝-1±[image: alt]
 ，或x＝2，或x＝-[image: alt]
 。

6．令t＝[image: alt]
 ，则t≥0，原方程转化为2t2
 ＋t－21＝0，解得t＝3，即2x2
 －5x＋2＝9。解得x＝-1，或x＝[image: alt]
 。

7．令t＝[image: alt]
 ，原方程转化为t＋[image: alt]
 －2＝0，解得t＝1，即[image: alt]
 ＝1。得到3x2
 ＋2x－6＝0，解得x＝[image: alt]
 。

8．令t＝[image: alt]
 ，原方程转化为t－[image: alt]
 －2＝0，解得t＝-1或t＝3，即[image: alt]
 ＝-1，或[image: alt]
 ＝3。

所以5x2
 ＋9x＝0，或11x2
 ＋15x－4＝0，所以x＝0，或x＝-[image: alt]
 ，或x＝[image: alt]
 。

9．令t＝x＋[image: alt]
 ，原方程转化为t2
 ＋t－6＝0，解得t＝2或t＝-3，即x＋[image: alt]
 ＝2，或x＋[image: alt]
 ＝-3。解得x2
 －2x＋1＝0，或x2
 ＋3x＋1＝0。解得x＝1，或x＝[image: alt]
 。

10．令t＝[image: alt]
 ，则t≥0，原方程转化为t＋[image: alt]
 ＝5，解得t＝2，或t＝3，即[image: alt]
 ＝2，或[image: alt]
 ＝3。所以x＝3，或x＝[image: alt]
 。

11．令t＝[image: alt]
 ，则t≥0，原方程转化为[image: alt]
 t2
 ＋t＝[image: alt]
 。解得t＝1或t＝-4（舍），即[image: alt]
 ＝1。所以x＝0，或x＝[image: alt]
 。

12．令t＝[image: alt]
 ，则t≥0，原方程转化为2t2
 －9＋2t＝15。解得t＝3或t＝-4（舍），即[image: alt]
 ＝3。所以x＝-1，或x＝3。

13．令t＝[image: alt]
 ，原方程转化为t＋[image: alt]
 ＝5。所以35－t3
 ＝（5－t）3
 ，解得t＝3，或t＝2，即[image: alt]
 ＝3，或[image: alt]
 ＝2。所以x＝-17，或x＝2。

14．交叉相乘得[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。所以-4x2
 －23x＋6＝-6x2
 －18x＋24，所以2x2
 －5x－18＝0。解得x＝-2，或x＝[image: alt]
 （舍）。

15．所以（[image: alt]
 －3）（[image: alt]
 ＋2）＝0，所以[image: alt]
 ＝3，解得x＝81。

16．所以x－2＋4x－2（x＋2）＝x2
 －4，所以x2
 －3x＋2＝0，解得x＝1，或x＝2（舍）。

17．所以4[image: alt]
 －2[image: alt]
 ＝0，所以4（2x－1）＝3x，解得x＝[image: alt]
 。

18．所以[image: alt]
 ，所以x2
 －11x＋30＝x2
 －17x＋72，解得x＝7。

19．所以（x2
 －6x＋6）2
 ＝x2
 （x2
 －2x＋2），所以x4
 －12x2
 （x－1）＋36（x－1）2
 ＝x4
 －2x2
 （x－1）。得到5x2
 （x－1）－18（x－1）2
 ＝0，所以（x－1）（5x2
 －18x＋18）＝0。解得x＝1。

20．当x≥3时，x－3－（2－x）＝3，所以x＝4；当2≤x＜3时，-（x－3）－（2－x）＝3，所以无解；当x＜2时，-（x－3）＋（2－x）＝3，所以x＝1。综上所述得，x＝4，或x＝1。

21．所以x＋3[image: alt]
 ＝9，所以9（x＋1）＝（9－x）2
 。得到x2
 －27x＋72＝0。解得x＝24（舍），或x＝3。

22．所以2x－5＋x－3＋2[image: alt]
 ＝3x＋4，所以（2x－5）（x－3）＝36。得到2x2
 －11x－21＝0，解得x＝7，或x＝-[image: alt]
 （舍）。

23．所以[image: alt]
 －x－（[image: alt]
 ＋x）＋2＝0，解得x＝1。

24．所以x（2x＋1）＝4x，得到x（2x－3）＝0，解得x＝0，或x＝[image: alt]
 。

25．令t＝[image: alt]
 ，原方程转化为t＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，解得t＝6或t＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ＝6或[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。所以x＝3±2[image: alt]
 ，或x＝2，或x＝-[image: alt]
 。

26．令t＝（x＋1）2
 ，则t≥0，原方程转化为[image: alt]
 ＋[image: alt]
 －[image: alt]
 ＝0。所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以t2
 －17t＋72＝0，得到t＝8或t＝9。解得x＝-1±2[image: alt]
 ，或x＝2，或x＝-4。

27．所以[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 解得[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]


28．两式相减得（x－y）（x－y＋1）＝0所以x＝y或x＝y－1，分别与②式联立方程得[image: alt]
 或[image: alt]
 解得[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]



三、


1．（m＋1）（m－2）x＝（m－1）（m－2）。当m＝-1时，原方程无解；当m＝2时，原方程的解为全体实数；当m≠-1且m≠2，原方程有唯一解x＝[image: alt]
 。

2．（a－1）x＝b。当a＝1且b≠0时，原方程无解；当a＝1且b＝0时，原方程的解为全体实数；当a≠1时，原方程有唯一解x＝[image: alt]
 。

3．[image: alt]
 ＝0。当[image: alt]
 时，原方程无解；当a＝b＝0时，原方程的解是满足x≠0的一切实数；当a≠b且b≠0时，原方程有唯一解x＝[image: alt]
 。

4．[image: alt]
 ＝0。当a＝0且b＝-1时，原方程的解是满足x≠0的一切实数；当[image: alt]
 或[image: alt]
 或当b＝0时，原方程无解；当a≠0且b≠0且b≠-1时，方程有唯一解x＝[image: alt]
 。


四、



解
 ：由②式可知，x＝0或y＝0；当x＝0时，代入①式得，-y2
 ＋│y│＝a；当y＝0时，代入①式得x2
 ＋│x│＝a。

[image: alt]


综上所述，当a＞[image: alt]
 时，有2组解：[image: alt]


当a＝[image: alt]
 时，有4组解：[image: alt]
 ，或[image: alt]


当0＜a＜[image: alt]
 时，有6组解：[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]


当a＝0时，有3组解：[image: alt]
 或[image: alt]


当a＜0时，有2组解：[image: alt]


课内练习

一、

1．[image: alt]
 。

2．｛1，-[image: alt]
 ｝。

3．k＜1且k≠0。

4．±[image: alt]
 。

5．2。

6．a＜3。

7．1。

二、

1．当x≥2时，x＝[image: alt]
 ；当-1≤x＜2时，x＝-2（舍）；当x＜-1时，x＝-[image: alt]
 。解得x＝[image: alt]
 或－[image: alt]
 。

2．设[image: alt]
 ＝t，则原方程化为：t2
 －5t－6＝0，所以t＝6或－1（舍）。得到2x2
 ＋3x－27＝0，解得x＝3，或－[image: alt]
 。

3．原方程可化为[image: alt]
 得到[image: alt]
 解得x＝-2。

4．由（x－y）[image: alt]
 ＝0得，当x＝y时，因为x2
 ＋y2
 ＝1，所以x＝y＝[image: alt]
 ；所以解为[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 当x＝0时，因为x2
 ＋y2
 ＝1，所以x＝0，y＝±1。

5．x＋y，xy是方程a2
 －11a＋30＝0的两根，所以

[image: alt]
 得到[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 得到[image: alt]
 或[image: alt]
 所以方程组的解为[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]


三、

原方程可化为（a2
 ＋a－12）x＝-a＋3。当a＝3时，x∈R；当a＝-4时，x∈∅；当a≠3且a≠-4时，x＝-[image: alt]
 。

四、

由题意得[image: alt]
 有解，所以a≠-3且a≠5。

五、

x2
 ＋y2
 ＋x＋y＝a只有一组解，得到（x＋[image: alt]
 ）2
 ＋（y＋[image: alt]
 ）2
 ＝a＋[image: alt]
 只有一组解，所以a＝-[image: alt]
 。

第四节　方程根的性质

习题

1．设原方程的两根为x1
 ，x2
 ，则x1
 ＋x2
 ＝-2，x1
 x2
 ＝-7，所以[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝（x1
 ＋x2
 ）2
 －2x1
 x2
 ＝18，[image: alt]
 [image: alt]
 ＝（x1
 x2
 ）2
 ＝49，所以所求的新方程为x2
 －18x＋49＝0。

2．α＋β＝-1，αβ＝-1，则[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝-3，[image: alt]
 ＝α2
 ＋[image: alt]
 ＝（α＋β）2
 －2αβ＝3，α4
 －3β＝2－3（α＋β）＝5。

3．Δ＝4（k＋1）2
 －4（k2
 －1）≥0，得k≥-1。因为x1
 ＋x2
 ＝2（k＋1），x1
 x2
 ＝k2
 －1，所以[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝（x1
 ＋x2
 ）2
 －2x1
 x2
 ＝4（k＋1）2
 －2（k2
 －1）＝2（k＋2）2
 －2，所以[image: alt]
 ＋[image: alt]
 的最小值为0，此时k＝-1。

4．由题意得，整式方程2x2
 －（m＋1）＝（x＋1）2
 ，即x2
 －2x－m－2＝0有根0或-1，由x＝0得，m＝-2；由x＝-1得，m＝1。所以m＝-2或1。

5．当a＝0时，有两个相异的根为0，5，符合题意。当a＞0时，a＝x2
 －5x＞0都有两个不同的根，或a＝-x2
 ＋5x＝-（x－[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 ；所以当a＞[image: alt]
 时，x2
 －5x＋a＝0（a＞0）没有实数根，符合题意。综上所述，a＝0，或a＞[image: alt]
 。

另解（图像法）：如图1所示由函数y＝│x2
 －5x│的图像得，若函数y＝│x2
 －5x│与函数y＝a有两个交点，则a＝0，或a＞[image: alt]
 。

[image: alt]


图1

6．因为（a－1）x2
 －（a2
 ＋2）x＋a2
 ＋2a＝0，所以［（a－1）x－（a＋2）］（x－a）＝0，因为a≠1，所以此方程的两根为x＝[image: alt]
 或x＝a。同理，方程（b－1）x2
 －（b2
 ＋2）x＋b2
 ＋2b＝0的两根为x＝[image: alt]
 ，或x＝b。因为这两个方程有一个公共根，又a≠b，所以b＝[image: alt]
 ＝1＋[image: alt]
 。因为a，b都是正整数，所以a－1是3的正约数，所以a－1＝1或3，即a＝2，或4。所以a＝2，b＝4，或a＝4，b＝2。

7．①当a＝-1时，原方程化为：-2x－8＝0，解得x＝-4，符合题意。

②当a≠-1时，设原方程的两根为x1
 ，x2
 ，则x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ，x1
 x2
 ＝[image: alt]
 。因为x1
 ，x2
 ，a都是整数，所以x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ＝a－1＋[image: alt]
 是整数。所以a＋1是2的约数，即a＋1＝±1或±2，则a可能的取值是：-3，-2，0，1。将上述各值分别代入原方程，可知当a＝-3或－2时，判别式小于0；当a＝0时，原方程为x2
 －x－6＝0，所以x＝-2，3，符合题意；当a＝1时，原方程为x2
 －x－2＝0，所以x＝-1，2，符合题意。综上所述，a＝-1，0，1。

8．a＋c＝-a，ac＝-b，b＋d＝-c，bd＝d。当d＝0时，a＝1，c＝－2，b＝2；当b＝1时，a＝±[image: alt]
 ，c＝[image: alt]
 [image: alt]
 ，d＝±[image: alt]
 －1。经检验得，a＝1，b＝2，c＝-2，d＝0，或a＝[image: alt]
 ，b＝1，c＝-[image: alt]
 ，d＝[image: alt]
 －1，或a＝-[image: alt]
 ，b＝1，c＝[image: alt]
 ，d＝-[image: alt]
 －1。

课内练习

一、

1．2或0。

2．2[image: alt]
 。

3．3，7，21。

4．1。

5．m＞-[image: alt]
 且m≠0。

6．[image: alt]
 。

7．a＞0。

8．-2。

二、

（1）Δ＝m2
 －32＞0，所以m＞4[image: alt]
 或m＜-4[image: alt]
 。

（2）设两根为x1
 ，x2
 ，则x2
 ＝2x1
 。得到[image: alt]
 解得[image: alt]
 或[image: alt]
 所以m＝±6。

2．设方程的两根为x1
 ，x2
 ，由[image: alt]
 得[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝（x1
 ＋x2
 ）2
 －2x1
 x2
 ＝1，所以p＝3。此时方程的判别式Δ＝p2
 －4（3p－5），当p＝3时，Δ＜0，所以不存在这样的p。

3．[image: alt]
 得到（c－4[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 ＝0，解得[image: alt]
 所以方程4x2
 ＋4[image: alt]
 x－4＝0的两根为[image: alt]
 。

4．设方程的两根为x1
 ，x2
 分别是等腰三角形的腰与底边，由题意得，x1
 ＝x2
 ＞0或x1
 ≥2x2
 ＞0。所以[image: alt]
 得到a＝9，或[image: alt]
 得0＜a≤8。所以0＜a≤8，或a＝9。

第二章

第一节　二次函数的图像

习题

一、

1．0。

2．下，（1，0），x＝1。

3．3或-5。

4．y＝2（x－2）2
 ＋3。

5．y＝[image: alt]
 （x－2）2
 ＋1。

二、

1．A。

2．C。

三、

1．图略。

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


2．如图2所示，[image: alt]


[image: alt]


图2

当a＜0时，方程无解，当a＝0或a＞1时，方程有2解，当a＝1时，方程有3解，当0＜a＜1时，方程有4解。

3．（1）f（x）＝a（x＋1）2
 －3，又f（1）＝-15，所以a＝-3，所以f（x）＝-3（x＋1）2
 －3。

（2）f（x）＝a（x＋1）2
 ＋3，又│a│＝2，所以a＝±2，所以f（x）＝2（x＋1）2
 ＋3或f（x）＝-2（x＋1）2
 ＋3。

（3）f（x）＝a（x－1）（x－5），又f（2）＝-3，所以a＝1，所以f（x）＝（x－1）（x－5）。

（4）f（x）＝a（x－1）2
 －1，又f（0）＝1，所以a＝2，所以f（x）＝2（x－1）2
 －1。

（5）f（x）＝a（x－1）2
 ＋8，记a（x＋1）2
 ＋8＝0的两根为x1
 ，x2
 （设x1
 ＞x2
 ），x1
 －x2
 ＝4，即（x1
 ＋x2
 ）2
 －4x1
 x2
 ＝16，所以（-2）2
 －4·[image: alt]
 ＝16，所以a＝-2，所以f（x）＝-2（x＋1）2
 ＋8。

（6）f（x）＝a（x＋2）2
 ＋k，又f（-1）＝-1，所以a＋k＝-1，又x1
 －x2
 ＝2[image: alt]
 ，所以（x1
 ＋x2
 ）2
 －4x1
 x2
 ＝8，即（-4）2
 －4·[image: alt]
 ＝8，所以a＝1，所以f（x）＝x2
 ＋4x＋2。

（7）f（x）＝a（x＋[image: alt]
 ）2
 [image: alt]
 ，又SΔ
 ＝[image: alt]
 ，所以│xB
 －xC
 │＝[image: alt]
 ，所以（xB
 ＋xC
 ）－4xB
 xC
 ＝[image: alt]
 ，即（-[image: alt]
 ）2
 －4·[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以a＝2，所以f（x）＝2（x＋[image: alt]
 ）2
 [image: alt]
 。

（8）f（x）＝ax2
 ＋bx＋4，又f（2）＝-2，所以2a＋b＋3＝0，所以f（x）＝ax2
 －（2a＋3）x＋4，│x1
 －x2
 │＝（x1
 ＋x2
 ）2
 －4x1
 x2
 ＝（[image: alt]
 ）2
 －4[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －[image: alt]
 ＋4＝9·（[image: alt]
 －[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 ，所以a＝[image: alt]
 ，所以f（x）＝[image: alt]
 x2
 －12x＋4。

4．平移后抛物线解析式为y＝a（x＋2）2
 ，原抛物线方程为y＝a（x－3）2
 ＋1。又因为y＝ax2
 ＋bx＋c，a＋b＋c＝0，所以a－6a＋9a＋1＝0，即a＝-[image: alt]
 ，故原抛物线解析式为y＝-[image: alt]
 （x－3）2
 ＋1。

课内练习

一、

1．开口向下；顶点坐标为（-6，10）；对称轴为x＝-6。

2．f（x）＝x2
 ＋x＋1。

3．a＝2，b＝4，c=-6。

4．x＝[image: alt]
 。

5．a＝-1，b＝5，c＝0或a＝[image: alt]
 ，b＝[image: alt]
 ，c＝[image: alt]
 。

二、

1．y＝[image: alt]
 x2
 ＋[image: alt]
 x－[image: alt]
 。

2．y＝x2
 ＋2x－2。

3．a＝-2，b＝8，c＝-5。图略。

4．a＝-[image: alt]
 ，b＝2，c＝-[image: alt]
 。图略。

5．y＝3x2
 ＋18x＋29，开口向上，对称轴是x＝-3，顶点坐标为（-3，2）。

6．y＝7x2
 ＋14x＋4。

7．a＝3，b＝2。

第二节　中心对称与反比例函数的图像

习题

A

一、

1～5．B，C，C，B，B。　6～10．C，B，C，D，B。

二、

1．（3，5）。

2．-2－[image: alt]
 。

3．（-1，-1）。

4．（4，-1）。

5．a＝-1，b＝-2

6．-9。

7．a＝0，b＝0。

8．上，5。

9．（2，-3）。

10．2＜a＜3。

三、

1．设M（a，b）是函数y＝2x4
 图像上的任一点，则b＝2a4
 ，点M关于y轴的对称点为M′（-a，b）。当x＝-a时，y＝2（-a）4
 ＝2a4
 ＝b。所以点M′（-a，b）也在函数y＝2x4
 的图像上，所以函数y＝2x4
 的图像关于y轴对称。

2．m＝1，y＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，点（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）在y＝x上。所以m＝1。

3．设M（a，b）是函数y＝x图像上的任一点，则b＝a。点M关于y轴的对称点为M′（-a，b），满足b＝-（-a）。所以点M′（-a，b）在函数y＝-x的图像上。同理，函数y＝-x图像上的任一点关于y轴的对称点也在函数y＝x的图像上。所以函数y＝x的图像与函数y＝-x的图像关于y轴对称。同理，函数y＝x的图像与函数y＝-x的图像关于x轴对称。

4．y＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ，所以y－[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ·[image: alt]
 。

5．设M（x1
 ，y1
 ）为曲线C上任一点，它关于点A的对称点为M′（x，y），则[image: alt]
 ＝[image: alt]
 　[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。x1
 ＝t－x，y1
 ＝s－y。因为M（x1
 ，y1
 ）在曲线C上，所以x1
 ，y1
 满足方程y1
 ＝[image: alt]
 －x1
 ，s－y＝（t－x）3
 －（t－x），y＝（x－t）3
 －（x－t）＋s。

B

一、

1．B。　2．B。　3．D。　4．B。　5．C。

6．B。　7．C。　8．C。　9．B。　10．D。

二、

1．4。

2．y＝[image: alt]
 。

3．2009.5。

4．①，③，④。

三、

（1）解：
 设反比例函数的解析式为y＝[image: alt]
 ，因为经过A（-4，2），所以k＝-8，所以反比例函数的解析式为y＝[image: alt]
 。因为B（2，n）在y＝[image: alt]
 上，所以n＝[image: alt]
 ＝-4，所以B的坐标是（2，-4）。把A（-4，2），B（2，－4）代入y＝ax＋b，得[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以y＝-x－2。

（2）在y＝-x－2上，当y＝0时，x＝-2。所以直线y＝-x－2和x轴的交点是C（-2，0），所以OC＝2。所以S△AOB
 ＝[image: alt]
 ×2×4＋[image: alt]
 ×2×2＝6。

（3）-4＜x＜0或x＞2。

2．（1）命题n：点（n，n2
 ）是直线y＝nx与双曲线y＝[image: alt]
 的一个交点（n是正整数）。

（2）将[image: alt]
 代入y＝nx，左边＝n2
 ，右边＝n·n=n2
 。因为左边＝右边，所以点（n，n2
 ）在直线上。同理可证：点（n，n2
 ）在双曲线上。所以点（n，n2
 ）是直线y＝nx与双曲线y＝[image: alt]
 的一个交点，命题正确。

课内练习

一、

1．反。

2．1。

3．-1或2；-1。

4．0＜k＜[image: alt]
 ，或[image: alt]
 ＜k＜1。

5．[image: alt]
 。

6．①，②，④。

7．y＝[image: alt]
 x－1。

8．P＜Q。

9．（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）。

10．2。

11．2。

12．[image: alt]
 。

二、

1．设f（x）＝2kx2
 －2x－3k－2，依题意，有[image: alt]
 或[image: alt]
 所以k＞0，或k＜-4。

2．（1）由韦达定理[image: alt]


（2）因为Δ≥0，所以1－4m≥0，m≤[image: alt]
 。设f（x）＝mx2
 ＋x＋1，对称轴为-[image: alt]
 ＜-1，因为f（-1）＝m＞0　则可知f（x）的图像与x轴的交点均在点（-1，0）的左侧。所以得证。

3．解：设f（x）＝（2a－1）x－a。所以[image: alt]
 所以a＞1。

4．解：（1）因为点A的横坐标为4，所以当x＝4时，y＝2。所以点A的坐标为（4，2）。因为点A是直线y＝[image: alt]
 x与双曲线y＝[image: alt]
 （k＞0）的交点，如图3所示。所以k＝4×2＝8。

[image: alt]


图3

（2）因为点C在双曲线上，当y＝8时，x＝1，所以点C的坐标为（1，8）。过点A，C分别作x轴、y轴的垂线，垂足为M，N，得矩形DMON。S矩形ONDM
 ＝32，S△ONC
 ＝4，S△CDA
 ＝9，S△OAM
 ＝4，S△AOC
 ＝S矩形ONDM
 －S△ONC
 －S△CDA
 －S△OAM
 ＝32－4－9－4＝15。

（3）因为反比例函数的图像是关于原点O的中心对称图形，所以OP＝OQ，OA＝OB。所以四边形APBQ是平行四边形。所以S△POA
 ＝[image: alt]
 S平行四边形APBQ
 ＝[image: alt]
 ×24＝6。设点P的横坐标为m（m＞0且m≠4），得P（m，[image: alt]
 ）。过点P，A分别作x轴的垂线，垂足为E，F。因为点P，A在双曲线上，所以S△
 POE＝S△AOF
 ＝4。若0＜m＜4，则因为S△POE
 ＋S梯形PEFA
 ＝S△POA
 ＋S△AOF
 ，所以S梯形PEFA
 ＝S△POA
 ＝6，所以[image: alt]
 （2＋[image: alt]
 ）·（4－m）＝6。解得m＝2，m＝-8（舍去）。所以P（2，4），如图4所示。若m＞4，则因为S△AOF
 ＋S梯形AFEP
 ＝S△AOP
 ＋S△POE
 ，所以S梯形PEFA
 ＝S△POA
 ＝6，所以[image: alt]
 （2＋[image: alt]
 ）·（m－4）＝6。解得m＝8，m＝-2（舍去）。所以P（8，1），如图5所示。所以点P的坐标是P（2，4）或P（8，1）。

[image: alt]


图4

[image: alt]


图5

第三节　二次函数图像与一元二次不等式

习题

一、

1．C。　2．A。　3．D。　4．D。　5．B。　6．A。　7．A。　8．C。　9．C。　10．B。　11．D。

二、

1．②，④。

2．4。

3．4。

4．（1）2（x－2）2
 ，或2x2
 －8x＋8；　（2）3，1，[image: alt]
 ，或[image: alt]
 。

三、

1．16个。

2．a＜0且ac>[image: alt]
 。

3．-14。

4．（1）y＝（x－1）2
 －2＝x2
 －2x－1。

（2）令y＝0，x2
 －2x－1＝0，x＝1±[image: alt]
 。所以交点为（1－[image: alt]
 ，0），（1＋[image: alt]
 ，0），则当x＜1－[image: alt]
 ，或当x＞1＋[image: alt]
 时，y＝（x－1）2
 －2的函数值大于0。

5．（1）x2
 ＋2x＋m＝0，Δ＝4－4m＝0，m＝1，所以y＝x2
 ＋2x＋1＝（x＋1）2
 ，顶点为（-1，0）。

（2）设平移之后C2
 所对应的函数关系式为y＝（x＋1）2
 ＋k。因为x＝-3，y＝0，所以4－k＝0，k＝-4。所以y＝（x＋1）2
 －4。所以另一交点为（1，0）。

（3）n＞2或n＜-4。

6．（1）因为y＝kx＋b沿y轴向下平移3个单位后恰好经过原点，所以b＝3，C（0，3）。将A（-3，0）代入y＝kx＋3，得－3k＋3＝0。解得k＝1。所以直线AC的函数表达式为y＝x＋3。因为抛物线的对称轴是直线x＝-2，所以[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以抛物线的函数表达式为y＝x2
 ＋4x＋3。

（2）如图6所示，过点B作BD⊥AC于点D。因为S△ABP
 ∶S△BPC
 ＝2∶3，所以（[image: alt]
 ·│AP│·│BD│）∶（[image: alt]
 ·│PC│·│BD│）＝2∶3，所以│AP│∶│PC│＝2∶3。过点P作PE⊥x轴于点E。因为PE∥CO，所以△APE∽△ACO，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。所以│PE│＝[image: alt]
 │OC│＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＝x＋3，解得-[image: alt]
 。所以点P的坐标为（-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）。

[image: alt]


图6

（3）①假设⊙Q在运动过程中，存在⊙Q与坐标轴相切的情况。

设点Q的坐标为（x0
 ，y0
 ）。

a．当⊙Q与y轴相切时，有│x0
 │＝1，即x0
 ＝±1。当x0
 ＝-1时，得y0
 ＝（-1）2
 ＋4×（-1）＋3＝0，所以Q1
 （-1，0）；当x0
 ＝1时，得y0
 ＝12
 ＋4×1＋3＝8，所以Q2
 （1，8）。

b．当⊙Q与x轴相切时，有│y0
 │＝1，即y0
 ＝±1。当y0
 ＝-1时，得-1＝[image: alt]
 ＋4x0
 ＋3，即[image: alt]
 ＋4x0
 ＋4＝0，解得x0
 ＝-2，所以Q3
 （-2，-1）；当y0
 ＝1时，得1＝[image: alt]
 ＋4x0
 ＋3，即[image: alt]
 ＋4x0
 ＋2＝0，解得x0
 ＝-2±[image: alt]
 ，所以Q4
 （-2－[image: alt]
 ，1），Q5
 （-2＋[image: alt]
 ，1）。综上所述，存在符合条件的⊙Q，其圆心Q的坐标分别为Q1
 （-1，0），Q2
 （1，8），Q3
 （-2，-1），及Q4
 （-2－[image: alt]
 ，1），Q5
 （-2＋[image: alt]
 ，1）。

②设点Q的坐标为（x0
 ，y0
 ）。

当⊙Q与两坐标轴同时相切时，有y0
 ＝±x0
 。由y0
 ＝x0
 ，得[image: alt]
 ＋4x0
 ＋3＝x0
 ，即[image: alt]
 ＋3x0
 ＋3＝0。因为Δ＝32
 －4×1×3＝-3＜0，所以此方程无解。由y0
 ＝-x0
 ，得[image: alt]
 ＋4x0
 ＋3＝-x0
 ，即[image: alt]
 ＋5x0
 ＋3＝0，解得x0
 ＝[image: alt]
 。所以当⊙Q的半径r＝│x0
 │＝│[image: alt]
 │＝[image: alt]
 时，⊙Q与两坐标轴同时相切。

课内练习

一、

1．（a，[image: alt]
 ）。

2．（-∞，x1
 ）∪（x2
 ，+∞）。

3．a≥[image: alt]
 。

4．a＝-1，b＝5。

5．－2＜k＜1。

6．（-∞，-1］∪［2，+∞）。

7．-2≤a＜[image: alt]
 。

8．1≤a≤3。

9．－3≤a＜2。

10．P∩[image: alt]
 。

二、

1．当m＝0时，y＝-x－1，不满足要求；当m≠0时，由m＜0且Δ＜0得m＜-[image: alt]
 。

2．原不等式可化为：（x－a）（x－1）＜0，所以当a＞1时，解集为（1，a）；当a＜1时，解集为（a，1）。

3．由题意得：-2与-[image: alt]
 是方程ax2
 ＋bx＋c＝0的两根，且a＜0。设方程ax2
 －bx＋c＝0的两根为x1
 ，x2
 ，则由-2－[image: alt]
 ＝-[image: alt]
 ，（-2）×（-[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 及x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ，x1
 x2
 ＝[image: alt]
 得到：x1
 ＝2，x2
 ＝[image: alt]
 ，所以ax2
 －bx＋c＞0的解集是（[image: alt]
 ，2）。

4．原不等式可化为ax2
 －（a2
 ＋1）x＋a＞0，即（ax－1）（x－a）＞0。a－[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

（1）当a＞0时，其对应的一元二次函数的开口向上，所以如果a＞1，则a＞[image: alt]
 ，则原不等式的解为x＜[image: alt]
 ，或x＞a；如果a＝1，则a＝[image: alt]
 ＝1，则原不等式的解为x≠1的一切实数；如果0＜a＜1，则a＜[image: alt]
 ，则原不等式的解为x＜a，或x＞[image: alt]
 ；

（2）当a＜0时，其对应的一元二次函数开口向下，所以如果-1＜a＜0，则a＞[image: alt]
 ，则原不等式的解为[image: alt]
 ＜x＜a；如果a＝-1，则a＝[image: alt]
 ＝-1，则原不等式无解；如果a＜-1，则a＜[image: alt]
 ，则原不等式的解为a＜x＜[image: alt]
 。综上所述，当a＞1时，原不等式的解集是（-∞，[image: alt]
 ）∪（a，+∞）；当a＝1时，原不等式的解集是（-∞，1）∪（1，+∞）；当0＜a＜1时，原不等式的解集是（-∞，a）∪（[image: alt]
 ，+∞）；当-1＜a＜0时，原不等式的解集是（[image: alt]
 ，a）；当a＝-1时，原不等式的解集是∅；当a＜-1时，原不等式的解集是（a，[image: alt]
 ）。

第四节　二次函数图像与一元二次方程根的分布问题

习题

一、

1．3。

2．[image: alt]
 ＜m＜[image: alt]
 ，或m＝6－[image: alt]
 。

3．6。

4．k＜-4，或k＞0。

5．2＜a＜[image: alt]
 。

6．-[image: alt]
 ≤m＜1。

7．-2＜m＜0。

8．m＜a＜b＜n。

9．a≥1。

10．p＞-4。

二、

1．1≤k＜19。

2．（1）[image: alt]
 所以[image: alt]
 所以-1＜m＜[image: alt]
 。

（2）[image: alt]
 　[image: alt]
 所以-2≤m＜-1或[image: alt]
 ＜x≤1。

（3）[image: alt]
 所以[image: alt]
 所以-1＜m＜0。

（4）[image: alt]
 所以[image: alt]
 所以-1＜m＜0。

3．[image: alt]
 　[image: alt]
 所以-2≤k＜0，或[image: alt]
 ＜k≤[image: alt]
 。

4．[image: alt]
 所以[image: alt]
 所以[image: alt]
 所以-2＜k＜-1，或3＜k＜4。

5．因为f（0）＝1，所以[image: alt]
 或[image: alt]
 所以[image: alt]
 或m≤1，或[image: alt]
 所以0＜m≤1，或m＜0。

6．f（x）＝（x－a）（x－a－1）－1，f（a）＝-1＜0，开口向上。

7．（1）由[image: alt]
 得到0＜m＜1。

（2）令f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m，则[image: alt]
 所以m＞9。

（3）令f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m，则f（1）＜0，得到m＜1。

（4）令f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m，则[image: alt]
 解得[image: alt]
 ＜m＜1。

（5）令f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m，则当Δ＝0时，即当m＝1或m＝9时，若m＝1，则x＝1；若m＝9，则x＝-3，所以m＝1成立。当Δ＞0时，f（0）f（2）＜0，解得0＜m＜[image: alt]
 。综上所述，m＝1，或0＜m＜[image: alt]
 。

（6）令f（x）＝x2
 ＋（m－3）x＋m，则[image: alt]
 解得-[image: alt]
 ＜m＜0。

8．（1）［-1，1］。

（2）由f（x）＝k（x＋2）得到：x2
 ＋kx＋2k－1＝0，x∈［-[image: alt]
 ，1］，令g（x）＝x2
 ＋kx＋2k－1，则[image: alt]
 解得0≤k＜2[image: alt]
 。

9．（1）由[image: alt]
 消去y，得ax2
 ＋2bx＋c＝0。

Δ＝4b2
 －4ac＝4（-a－c）2
 －4ac＝4（a2
 ＋ac＋c2
 ）＝4［（a＋[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 c2
 ］。因为a＋b＋c＝0，a＞b＞c，所以a＞0，c＜0，因为[image: alt]
 c2
 ＞0，所以Δ＞0，即两函数的图像交于不同的两点A，B。

（2）略。

（3）设方程ax2
 ＋2bx＋c＝0的两根为x1
 和x2
 ，则x1
 ＋x2
 ＝-[image: alt]
 ，x1
 x2
 ＝[image: alt]
 。

[image: alt]


因为a＞b＞c，a＋b＋c＝0，a＞0，c＜0，所以[image: alt]
 解得[image: alt]
 ∈（-2，-[image: alt]
 ）。所以│A1
 B1
 │2
 ∈（3，12），故│A1
 B1
 │∈（[image: alt]
 ，2[image: alt]
 ）。

10．（1）f（0）＝c＞0，f（1）＝3a＋2b＋c＞0，又a＋b＋c＝0，所以c＝-a－b，代入前面两个等式中，得到[image: alt]
 又b＝-a－c，代入到f（1）＝3a＋2b＋c＞0中，得到a＞c＞0，所以[image: alt]
 得到a＞0，-2＜[image: alt]
 ＜-1。

（2）方程f（x）＝0的Δ＝4b2
 －12ac＝4（-a－c）2
 －12ac＝4（a2
 ＋c2
 －ac）＞0，又f（0）＝c＞0，f（1）＞0，且对称轴x＝-[image: alt]
 ∈（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ），所以方程f（x）＝0在（0，1）内有两个实根。

11．由题意知：方程组[image: alt]
 在0≤x≤2内有解，消去y得到：方程x2
 ＋（a－1）x＋1＝0在0≤x≤2内有解。令f（x）＝x2
 ＋（a－1）x＋1。

（1）当Δ＝（a－1）2
 －4＝0时，即当a＝3或a＝-1时，若a＝3，则x＝-1，不成立；若a＝-1，则x＝1，满足题意。

（2）当Δ＝（a－1）2
 －4＞0时，即当a＞3或a＜-1时，由[image: alt]
 得到-[image: alt]
 ≤a＜-1。由f（0）f（2）≤0得到a≤-[image: alt]
 。综上所述，a的取值范围是a≤-1。

12．将原方程变形为2x3
 ＋2x2
 －mx2
 －mx－2x－2＝0，即2x2
 （x＋1）－mx（x＋1）－2（x＋1）＝0，所以（x＋1）（2x2
 －mx－2）＝0。得到x＝-1，或2x2
 －mx－2＝0。可知x0
 ＝-1，方程2x2
 －mx－2＝0的两个实数根是α，β。

（1）由韦达定理：α＋β＝[image: alt]
 ，αβ＝-1，所以-[image: alt]
 ＝-3，解得m＝6，经检验符合。

（2）作差[image: alt]
 －[image: alt]
 ，通分后显然分母为正，只要考察分子。

[image: alt]


令f（x）＝2x2
 －mx－2，则其图像与x轴两个交点为（α，0），（β，0），如图7所示。由图7可知：f（a）＜0，f（b）＜0。所以2a2
 －ma－2＜0，2b2
 －mb－2＜0。将上两式相加，得2a2
 ＋2b2
 －ma－mb－4＜0，ma＋mb＋4＞2a2
 ＋2b2
 ，所以4－4ab＋ma＋mb＞2a2
 ＋2b2
 －4ab＝2（a－b）2
 。因为a＜b，所以a－b＜0，4－4ab＋ma＋mb＞2（a－b）2
 ＞0。所以（a－b）（4－4ab＋ma＋mb）＜0，故[image: alt]
 ＜[image: alt]
 。

[image: alt]


图7

课内练习

一、

1．A。　2．B。　3．A。　4．D。

二、

1．-1。

2．既不充分也不必要。

3．三。

4．y2
 ＜y1
 ＜y3
 。

5．1≤a＜19。提示：（1）当k2
 ＋4k－5＝0时，k＝-5或1。若k＝-5，则y＝24x＋3的图像不可能都在x轴上方，故k≠-5；若k＝1，则y＝3的图像都在x轴上方。

（2）若k2
 ＋4k－5≠0，则所给函数为二次函数，应有k2
 ＋4k－5＞0，Δ＜0，即（k＋5）（k－1）＞0，（k－1）（k－19）＜0，解得1＜k＜19。由（1）、（2）得1≤k＜19。

6．｛x│-[image: alt]
 ＜x＜-[image: alt]
 ｝。

三、

1．如图8所示，[image: alt]


[image: alt]


图8

2．设f（x）＝7x2
 －（k＋13）x＋k2
 －k－2，所以[image: alt]
 所以k的范围｛k│-2＜k＜-1，或3＜k＜4｝。

3．（1）y＝（x－1）2
 －4＝x2
 －2x－3。

（2）x2
 －2x－3＝0，即（x－3）（x＋1）＝0。x＝3，或-1，向右平移1个单位。（4，0）为另一个交点的坐标。

4．（1）连接BO，BO′，则BO＝BO′。因为BA⊥OO′，所以AO＝AO′。因为B（1，3），所以O′（2，0），M（1，-1）。所以[image: alt]


解得a＝1，b＝-2，c＝0。

所以所求二次函数的解析式为y＝x2
 －2x。

（2）设存在满足题设条件的点P（x，y）。连接OM，PM，OP，过P作PN垂直于x轴于N，则∠POM＝90°。因为M（1，-1），A（1，0），│AM│＝│OA│，所以∠MOA＝45°。所以∠PON＝45°，所以｜ON｜＝｜NP｜，即x＝y。因为P（x，y）在二次函数y＝x2
 －2x的图像上，所以x＝x2
 －2x。解得x＝0，或x＝3。因为P（x，y）在对称轴的右支上，所以x＞1。所以x＝3，y＝3，即P（3，3）是所求的点。连接MO′，显然△OMO′为等腰直角三角形。O′为满足条件的点O′（2，0）。所以满足条件的点是P（2，0），或P（3，3）。所以OP＝3[image: alt]
 ，OM＝[image: alt]
 。所以S△POM
 ＝[image: alt]
 OP·OM＝[image: alt]
 [image: alt]
 ，或S△POM
 ＝[image: alt]
 OM·OM′＝1。

[image: alt]


图9

（3）设AB与C′O′的交点为D（1，y）。显然Rt△ADO′≌Rt△C′DB。在Rt△ADO′中，AO2
 ＋AD2
 ＝O′D2
 ，即1＋y2
 ＝（3－y）2
 。解得y＝[image: alt]
 。所以D（1，[image: alt]
 ）。设边C′O′所在直线的解析式为y＝kx＋b。则[image: alt]
 解得k＝-[image: alt]
 ，b＝[image: alt]
 。所以所求直线的解析式为y＝-[image: alt]
 x＋[image: alt]
 。

第五节　一元二次不等式及其他不等式的解法

习题

一、

1．[image: alt]
 ＜x＜1。

2．［2，3）。

3．a＞0且b2
 －4ac≤0。

4．P＝Q。

5．（a，[image: alt]
 ）。

6．a≤1，或a＞[image: alt]
 。

7．0＜x＜[image: alt]
 。

8．｛x│x＜-1，或x≥6｝。

9．［-1，1］。

10．（0，+∞）。

11．（-1，0）。

12．｛x│x＞-3且x≠2｝。

13．M[image: alt]
 N。

14．［4，+∞）。

15．（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］。

二、

1．（1）∅；（2）［-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］；（3）［-1－[image: alt]
 ，-1＋[image: alt]
 ］；（4）（-∞，-2］∪［2，+∞）；（5）［-[image: alt]
 ，2］；（6）x∈R且x≠[image: alt]
 ；（7）（-∞，[image: alt]
 ］∪（1，+∞）；（8）a＝1时，解集是（2，+∞）；当0＜a＜1时，解集是｛x│2＜x＜[image: alt]
 ｝；当a＞1时，解集是｛x│x＜[image: alt]
 或x＞2｝；（9）（-∞，2）；（10）（-1，1）∪（1，3）；（11）（-∞，-[image: alt]
 ）；（12）｛x│x≤-1，或x＞2｝。（13）｛x│-3＜x＜-1，或0＜x＜[image: alt]
 ｝；（14）｛x│-1＜x＜1，或x＞2｝。

2．由题意知a＋b＞0，且[image: alt]
 ＝-[image: alt]
 ，即a＝2b且a＞0，b＞0，所以a－3b＝-b＜0，所以（a－3b）x＋（b－2a）＞0的解集是｛x│x＜-3｝。

3．（1）当Δ＝（p＋2）2
 －4＜0时，即当-4＜p＜0时，A＝∅显然成立；

（2）当Δ＝（p＋2）2
 －4≥0时，即当p≥0或p≤-4时，又x1
 ＋x2
 ＝-（p＋2）≤0且x1
 x2
 ＝1＞0，得到p≥0。综上所述，实数p的取值范围是p＞-4。

4．x＞6，或x＜-1，或2＜x＜3。

5．原不等式化为（x2
 －1）m－（2x－1）＜0，f（m）＝（x2
 －1）m－（2x－1），-2≤m≤2。由题意f（-2）＜0且f（2）＜0，即[image: alt]
 解得[image: alt]
 ＜x＜[image: alt]
 。

课内练习

一、

1．（-∞，-5］∪［5，+∞）。

2．∅。

3．［[image: alt]
 ，+∞）。

4．（2，3）∪（4，6）。

5．［3，+∞）。

6．｛x│x≤0或x≥6｝。

7．［-3，-1）∪（2，3］。

8．（-∞，0）∪（[image: alt]
 ，+∞）。

9．-1＜a＜4。

10．a＜0。

二、

1．原不等式可化为[image: alt]
 ，所以［（2－a）x－（1－a）］（1－x）＜0，即［（2－a）x－（1－a）］（x－1）＞0。

（1）当a＝2时，原不等式化为x－1＞0，所以原不等式的解为x＞1。

（2）当a＜2时，因为[image: alt]
 ＝1＋[image: alt]
 ，又a＜2，所以[image: alt]
 ＜1，所以原不等式的解为x＜[image: alt]
 或x＞1。

（3）当a＞2时，原不等式化为［（a－2）x＋（1－a）］（x－1）＜0。又[image: alt]
 ＝1＋[image: alt]
 ，因为a＞2，所以[image: alt]
 ＞1。所以原不等式的解为1＜x＜[image: alt]
 。

综上所述，当a＞2时，原不等式的解集为｛x│1＜x＜[image: alt]
 ｝；当a＝2时，原不等式的解集为｛x│x＞1｝；当a＜2时，原不等式的解集为｛x│x＞1或x＜[image: alt]
 ｝。

2．解得[image: alt]
 ＜x＜[image: alt]
 ，由题意知[image: alt]
 所以5＜b＜7。

3．由5－x≥[image: alt]
 得[image: alt]
 解得1≤x≤3。所以A＝［1，3］。由x2
 －ax≤x－a得x2
 －（a＋1）x＋a≤0，即（x－a）（x－1）≤0，所以

（1）当a＞1时，B＝［1，a］，由A⊇B得1＜a≤3；

（2）当a＝1时，B＝｛1｝，满足A⊇B；

（3）当a＜1时，B＝［a，1］，不满足A⊇B。

综上所述，满足条件的实数a的取值范围是［1，3］。

4．由│x－[image: alt]
 （a＋1）2
 │≤[image: alt]
 （a－1）2
 得－[image: alt]
 （a－1）2
 ≤x－[image: alt]
 （a＋1）2
 ≤[image: alt]
 （a－1）2
 ，化简得：2a≤x≤a2
 ＋1，所以A＝｛x│2a≤x≤a2
 ＋1｝。由x2
 －3（a＋1）x＋2（3a＋1）≤0得（x－2）（x－3a－1）≤0。

（1）当2＞3a＋1时，即当a＜[image: alt]
 时，B＝｛x│3a＋1≤x≤2｝。因为A⊆B，所以[image: alt]
 解得a＝-1。又a＜[image: alt]
 ，所以a＝-1满足条件。

（2）当2＜3a＋1时，即当a＞[image: alt]
 时，B＝｛x│2≤x≤3a＋1｝。因为A⊆B，所以｛2≤2a，a2
 ＋1≤3a＋1，解得1≤a≤3。又a＞[image: alt]
 ，所以1≤a≤3满足条件。

（3）当2＝3a＋1时，即当a＝[image: alt]
 时，B＝｛2｝，A＝｛x│[image: alt]
 ≤x≤[image: alt]
 ｝，不满足A⊆B，所以a＝[image: alt]
 不满足条件。

综上所述，满足条件的a的值是1≤a≤3或a＝-1。

第三章

第一节　圆的基本概念

习题

1．若点C在优弧[image: alt]
 上，则∠ACB＝[image: alt]
 ∠AOB＝50°；若点C在劣弧[image: alt]
 上，则∠ACB＝180°－[image: alt]
 ∠AOB＝130°。

2．设AB是圆O的任意一条直径，P是圆O上任一点。过P作PP′垂直于AB，交圆O于点P′。由垂径定理，AB是弦PP′的垂直平分线，即点P关于直线AB的对称点P′也在圆O上。所以圆O关于直线AB对称。

3．如图10所示，过O作OG垂直CD于点G，由垂径定理，G是CD的中点。又因为AE⊥CD，BF⊥CD，故AE，BF，OG两两平行。O是AB中点，所以G是EF的中点。所以CE＝EG－CG＝FG－DG＝DF。

[image: alt]


图10

4．如图11所示，连接OA，OB，由题意，∠AON＝60°，∠BON＝30°，设A′是A关于直线MN的对称点，则A′也在圆O上。连接OA′，A′B，PA＝PA′，∠A′ON＝∠AON＝60°。设A′B交MN于点Q，则PA＋PB＝PA′＋PB≥A′B，即P与Q重合时PA＋PB取最小值A′B。因为∠A′OB＝∠A′ON＋∠BON＝90°，所以A′B＝[image: alt]
 OA′＝[image: alt]
 ，即PA＋PB取最小值[image: alt]
 。

[image: alt]


图11

课内练习

一、

1．[image: alt]
 。

2．6。

3．[image: alt]
 厘米或[image: alt]
 厘米。

4．90。

5．3。

二、

（1）连接OD。因为OA是半圆的直径，所以∠ADO＝90°。所以AE切⊙O于点D。

（2）因为AC，AD的长是关于x的方程x2
 －kx＋4[image: alt]
 ＝0的两个根，且AC＝2，AC·AD＝4[image: alt]
 ，所以AD＝2[image: alt]
 。因为AD是⊙O的切线，ACB为割线，所以AD2
 ＝AC·AB。又AD＝2[image: alt]
 ，AC＝2，所以AB＝10，则BC＝8，OB＝4。因为BE⊥AB，所以BE切⊙O于B。又AE切⊙O于点D，所以ED＝EB。在Rt△ABE中，设BE＝x，由勾股定理，得（x＋2[image: alt]
 ）2
 ＝x2
 ＋102
 ，得x＝4[image: alt]
 ，即BE的长为4[image: alt]
 。

（3）连接BD，有∠CDB＝90°，因为AD切⊙O于D，所以∠ADC＝∠ABD，且tan∠ADC＝tan∠ABD＝[image: alt]
 。在△ADC和△ABD中，∠A＝∠A，∠ADC＝∠ABD，所以△ADC∽△ABD。所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以tan∠ADC＝[image: alt]
 。

第二节　圆与直线的位置关系

习题

1．设直线l与圆O切于点A，要证明OA⊥l。

用反证法。若不然，OA不垂直于l，过O作OP垂直l交l于点P，则P与A不重合。在l上取点B，使得A，B位于点P的异侧，且AP＝BP。由Rt△OPA≌Rt△OPB，得OA＝OB。所以点B也在圆O上，即l与圆O交于A，B两点，与已知条件矛盾。矛盾表明OA⊥l。

2．连接OD，CD。因为AC是圆O的直径，所以∠ADC＝90°。又∠CAD＝30°，所以∠ACD＝60°。OC＝OD，所以∠COD＝60°。在△BOD中，∠B＝30°，∠BOD＝60°，所以∠ODB＝90°。OD⊥BD，所以BD是圆O的切线。

3．因为PA，PB是圆O的切线，所以OA⊥PA，OB⊥PB。OP＝2OA，所以∠APO＝30°。同理∠BPO＝30°。故两条切线的夹角∠APB＝∠APO＋∠BPO＝60°。切线长AP＝BP＝[image: alt]
 OA＝3[image: alt]
 厘米。

4．连接CA，CB，因为AD，AF是圆C的切线，所以∠DCA＝∠FCA。同理∠ECB＝∠FCB。又因为∠FCB＋∠FCA＝∠ACB＝90°，所以D，C，E3点共线。AD⊥DE，BE⊥DE，所以AD∥BE。

5．因为∠BPC＝[image: alt]
 ∠APC，所以∠APB＝2∠BPC。连接OP，因为PA，PB是圆O的切线，所以∠APO＝∠BPO，所以∠BPO＝∠BPC。从而Rt△BPO≌Rt△BPC，所以OB＝BC。

6．如图12所示，因为AB是圆O直径，所以AC⊥BC，因为∠A＝36°，∠B＝54°，所以由弦切角定理，∠ACD＝∠B＝54°。

[image: alt]


图12

7．如图13所示，因为PA是圆O的切线，所以PA⊥OA，∠AOP＋∠APO＝90°。OA＝OC，所以∠ACO＝∠CAO＝[image: alt]
 ∠AOP。PD平分∠APC，所以∠APD＝∠CPD。所以∠ADP＝∠ACP＋∠DPC＝45°。

[image: alt]


图13

8．已知点P是圆O外一点，PA交圆O于A，B两点，PC交圆O于C，D两点。要证明PA·PB＝PC·PD。因为A，B，D，C共圆于O，所以∠PAC＝∠PDB，因为△PAC∽△PDB，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即PA·PB＝PC·PD。

9．已知点P是圆O外一点，PA交圆O于A，B两点，PC切圆O于C点。要证明PA·PB＝PC2
 。连接AC，BC。由弦切角定理，∠PCA＝∠ABC，所以△PAC∽△PCB，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即PA·PB＝PC2
 。

10．如图14所示，AB＝2BC＝2，所以CA＝3。设DE＝x（x＞0），因为D是CE的中点，所以CD＝x，CE＝2x。由割线定理，CA·CB＝CD·CE，即2x2
 ＝3，解得x＝[image: alt]
 。

[image: alt]


图14

11．如图15所示，连接CD，则由BC为直径得，CD⊥AD。在Rt△ACD中，ED，EC均为圆的切线，所以ED＝EC，故∠1＝∠2。

[image: alt]


图15

由[image: alt]
 得，∠A＝∠ADE。

故AE＝DE＝EC。

12．连接AB交OP于点D。因为PA，PB分别切圆O于A，B，所以AB⊥OP。又因为AC是圆O直径，所以AB⊥BC，从而BC∥OP。设BC＝x，OP＝y，由题意x＋y＝6。O是AC中点，所以OC＝[image: alt]
 x。在Rt△AOP中，AD⊥OP于D，所以OA2
 ＝OD·OP，即xy＝8，由x＋y＝6，xy＝8得x＝2，y＝4，或者x＝4，y＝2。由已知，P在圆O外，所以y＞2，故x＝2，y＝4，因而[image: alt]
 。

课内练习

一、

1．56°。

2．20°，[image: alt]
 。

3．2。

4．8。

5．8.5厘米。





二、

（1）62°；

（2）在MN上符合条件的点存在两个D点，作AD⊥MN于D，或BD⊥MN于D。

第三节　多边形与圆

习题

1．设△ABC的内心是I，内切圆I切三边AB，BC，CA分别于点D，E，F，则ID＝IE＝IF＝1，且ID⊥AB，IE⊥BC，IF⊥CA。因为AB＝AC，所以E是BC的中点，BD＝BE＝[image: alt]
 BC＝2，且A，I，E3点共线，AE是BC边上的高。设AD＝x，AE＝h，则AD＝x－2，AI＝h－1。△ADI∽△AEB，所以AD·AB＝AI·AE，即x（x－2）＝h（h－1）。另一方面，S△ABC
 ＝[image: alt]
 ×1×（x＋x＋4）＝[image: alt]
 ×4×h，得x＝2h－2。代入上式得（2h－2）·（2h－4）＝h（h－1）。解得h＝[image: alt]
 ，x＝2h－2＝[image: alt]
 。

2．如图16所示，因为D是[image: alt]
 的中点，所以∠BAD＝∠CAD。过O作OF垂直AB交AB于F，有∠BAO＝90°－∠AOF＝90°－[image: alt]
 ∠AOB＝90°－∠ACB＝∠CAE。所以∠OAD＝∠BAD－∠BAO＝∠CAD－∠CAE＝∠EAD，即AD平分∠OAE。

[image: alt]


图16

3．设O是MN的中点，则O是Rt△AMN外接圆圆心。设圆O与直线BC的切点为D，则OD⊥BC，OD＝[image: alt]
 MN。设Rt△ABC，Rt△AMN斜边上的高分别长h，l，则OD＋l＝h。h＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。设AM＝x，则AN＝[image: alt]
 x，MN＝[image: alt]
 x，OD＝[image: alt]
 x，所以l＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 x，由[image: alt]
 x＋[image: alt]
 x＝[image: alt]
 得x＝[image: alt]
 。

4．（1）由正弦定理2R＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以R＝-[image: alt]
 ＋2x，3＜x＜9。

（2）R＝-[image: alt]
 （x－6）2
 ＋6，所以x＝6时，Rmax
 ＝6。

5．（1）因为I是△ABC的内心，所以∠BAD＝∠CAD，∠ABI＝∠CBI。又因为A，B，D，C4点共圆，所以∠BDC＝∠CAD。于是∠DBI＝∠CBI＋∠DBC＝∠ABI＋∠CAD＝∠ABI＋∠BAD＝∠DIB。所以DB＝DI。

[image: alt]


图17

（2）∠EBC＝∠EAC＝∠EAB，所以△ABE∽△BDE，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即BE2
 ＝AE·DE。又由（1），IE＝BE，所以IE2
 ＝AE·DE。

课内练习

一、

1．10。

2．等边。

3．1.5π。

4．5。

5．③。

二、

（1）由∠BAD＝∠CAD得，D为[image: alt]
 （不含A）的中点，所以BD＝DC。又∠IBD＝∠BID＝[image: alt]
 ，所以BD＝DI。

（2）由（1）和∠BDC＝60°得，△BDC为正三角形，且边长为10[image: alt]
 厘米，故面积为75[image: alt]
 厘米2
 。

第四节　圆与圆的位置关系

习题

（1）两圆的外公切线长l外
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝3（厘米）。

（2）设外公切线与连心线夹角为α，则tanα＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。

2．如图18所示，设圆O3
 的半径为x，由已知，OO3
 ⊥O1
 O2
 ，OO1
 ＝r，OO3
 ＝2r－x，O1
 O3
 ＝r＋x。在Rt△OO1
 O3
 中，[image: alt]
 ，即r2
 ＋（2r－x）2
 ＝（r＋x）2
 ，解得x＝[image: alt]
 r。

[image: alt]


图18

3．如图19所示，设3个圆的圆心分别是O，P，Q，且圆O，P与AB相切，圆O，Q与BC相切。因为3个圆的半径均为[image: alt]
 ，所以OP＝PQ＝QO＝2[image: alt]
 ，△OPQ是正三角形。由3个圆半径相等，又得AB∥OP，AC∥OQ，所以∠A＝∠POQ＝60°。设圆O，P与直线AB分别切于D，E两点，则DE＝OP＝2[image: alt]
 ，∠OAD＝[image: alt]
 ∠A＝30°，所以AD＝[image: alt]
 OD＝3。同理BE＝3，AB＝AD＋DE＋BE＝6＋2[image: alt]
 。

[image: alt]


图19

4．如图20所示。（1）因为A1
 B1
 ＝20毫米，A2
 B2
 ＝20毫米，所以A1
 B1
 ＝A2
 B2
 且等于半径的2倍。

[image: alt]


图20

（2）猜测：若⊙O1
 和⊙O2
 的半径都等于r，那么互相垂直的弦PA与PB的端点A，B的距离为2r。

（3）已知：半径为r的两等圆⊙O1
 和⊙O2
 外切于点P，PA为⊙O1
 的弦，PB为⊙O2
 的弦，且∠APB＝90°。求证：AB＝2r。


证明：
 如图21所示，因为⊙O1
 和⊙O2
 相切于点P，连接O1
 O2
 ，所以O1
 O2
 必过点P。

[image: alt]


图21

连接O1
 A，O2
 B，因为O1
 A＝O1
 P，所以∠1＝∠2。同理∠3＝∠4。

因为∠APB＝90°，所以∠2＋∠3＝90°，所以∠1＋∠4＝90°。

[image: alt]


所以O1
 A∥O2
 B。又因为O1
 A＝O2
 B＝r，所以四边形O1
 ABO2
 为平行四边形。所以AB＝O1
 O2
 ＝2r。

5．以A为圆心、以3厘米为半径作圆，再以B为圆心、以2厘米为半径作圆，则符合题意的点为圆A与圆B的公共点。

因为圆A与圆B的半径之和3厘米＋2厘米＝5厘米＞AB＝4厘米，且半径之差3厘米－2厘米＝1厘米＜AB＝4厘米，所以圆A与圆B相交于两点。

所以符合题目要求的点共有两个，即圆A与圆B的两个交点。

课内练习

一、

1．5。

2．2[image: alt]
 ±[image: alt]
 。

3．90°。

4．8厘米。

5．36π。

二、

18厘米。

课内综合练习

一、

1．5。

2．60°，120°。

3．[image: alt]
 。

4．[image: alt]
 。

5．49。

6．[image: alt]
 。

7．15°。

8．20。

9．12，4[image: alt]
 。

10．75°，15°。

二、

1．设∠A的平分线AD交边BC于D，则∠BIC＝∠BID＋∠CID＝∠BAD＋∠ABI＋∠CAD＋∠ACI＝∠A＋[image: alt]
 （∠B＋∠C）＝180°－[image: alt]
 （∠B＋∠C）＝90°＋[image: alt]
 ∠A。当∠A＜90°时，∠BOC＝2∠A，所以2∠A＝90°＋[image: alt]
 ∠A，即∠A＝60°。当∠A>90°时，∠BOC＝2（180°－∠A），所以2（180°－∠A）＝90°＋[image: alt]
 ∠A，即∠A＝108°。综上所述，∠A＝60°或108°。

2．如图22所示，因为OA＝OB，所以在圆Q上[image: alt]
 ＝[image: alt]
 。所以∠ADB＝2∠ODB，即∠ODC＝[image: alt]
 ∠ADB，∠ACB＝[image: alt]
 ∠AOB。所以∠ACD＋∠ODC＝[image: alt]
 （∠ADB＋∠AOB）＝90°，即OD⊥AC。

[image: alt]


图22

3．如图23所示，设△ABC外接圆半径为R，圆心为O，过A做圆O的直径AE，连接BE。因为AE是圆O直径，所以AB⊥BE。过A作BC边上的高AD，在Rt△ABE，Rt△ADC中，∠AEB＝∠ACD，所以△ABE∽△ADC。所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即AD＝[image: alt]
 ，于是S＝[image: alt]
 BC·AD＝[image: alt]
 a·[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即R＝[image: alt]
 。

[image: alt]


图23

4．如图24所示。（1）因为CD是Rt△ABC斜边AB上的中线，所以AD＝CD＝BD。连接DE，DF，因为CD是圆O直径，所以DE⊥AC，DF⊥BC，所以E，F分别是AC，BC的中点，从而EF∥AB，所以∠GEF＝∠EGD＝∠ACD。

[image: alt]


图24

（2）设圆O的半径为r，则MD＝[image: alt]
 r，OM＝[image: alt]
 r，CM＝CO＋OM＝[image: alt]
 r，∠MCE＝∠MEO，所以△MCE∽△MCO，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 r·[image: alt]
 r＝ME2
 ＝96。解得r＝10，圆O的直径为20。
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