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修订版前言





本书是作者集30余年在数字信号处理方面科研与教学实践经验，并在本书第1版的基础上修订而成的．本书第1版是北京高等教育精品教材，修订版是普通高等教育“十一五”国家级规划教材．

本书是第1版的修订版，其指导思想是在保持第1版的框架与内容基本不变的基础上，对教材作必要的修改与补充，以使本书更进一步贴近读者，更便于教学或自学．

这次修订，采取了以下做法，或有以下特色：

删去支节内容，突出主要内容，保留论述的严谨性．原书第十二章最小平方滤波和第十三章随机信号的内容，与本书所阐述的数字信号处理的基本概念、原理和方法关系不大，因此被删除了．为了使读者知其然也知其所以然，有些问题的证明也保留了，如，在讨论物理可实现的希尔伯特变换时，要用到离散单位阶跃信号的频谱公式（6-4-24），这个公式在世界上一些最著名的教材中都要用到（如教材：A. V. Oppenhaim, R W. Schafer, J. R. Buck. Discrete-Time Signal Processing. Upper Saddle River, NJ: Prentice-Hall, Inc., 1999），但是都没有给出证明．我们给出了证明，在修订版中我们保留了证明．当然，许多读者可以不看这些内容，但对有兴趣的读者提供了难以找到的参考内容．另外，附录A切比雪夫递归滤波对了解递归滤波是很重要的，附录B信号处理中的某些代数问题对研究信号处理提供数学工具也是必要的．因此，这两个附录我们也保留了．

本书章节的安排具有积木式结构．可以根据不同学校的不同要求或不同的课时，选择适当的章节组成合适的教材．如，可以选择第一章，第二章，第三章，第四章，第七章§1—§4，第十章，第十一章，这样可以组成一个简明教程．我们把本书的每一节都当成一个基本积木块，当你垒积木时，并不是每个基本积木块都要用到．

为了让读者更好地理解概念、理论和方法，我们增加了例题，并给出了各章问题的解答．我是北京大学上世纪五六十年代严格科班教育培养出来的大学生，那时老师严格要求学生要做到独立钻研、独立思考，严禁出什么习题解答．我也一直不主张在教材中给出习题解答的．直到有一件事情改变了我的看法．前几年，我的一个学生到哥伦比亚大学攻读博士学位．他有一门必修课，讲课的是一位美国工程院院士．还有一名助教．助教每周给他们上一次习题课，内容就是解答教授上周留的作业．学生可以在下周助教的网页上下载本周讲的习题解答．在助教上习题课时，如果学生对某个问题有不同的看法或不同的解法，可以提出来，大家在课堂上可以充分地讨论．事实证明，这样的教学模式并未影响哥伦比亚大学学生的独立思考．每年的博士生资格考试至少要淘汰百分之二十的学生，只留下基础好又善于独立思考的学生．美国人对博士生教育之重视、对做习题作业之重视远远超出了我的想象．有鉴于此，我决定把习题解答和教材内容放在一本书里，以便于读者自学和独立思考．同时建议读者在每一章、每一节，先看明白内容，弄清概念、理论和方法，再自己独立做例题、做问题，先不要看答案．如果自己做出来了，再看答案，分析一下是否还有更好的方法．如果自己实在做不出来，可看答案，但一定要分析做不出来的原因，以提高自己分析问题、解决问题的能力．

信号处理课程不仅是理论课程，也是应用课程．因此，我们希望在有条件的学校，做些模拟数据和实际数据的频谱分析和滤波试验．MATLAB是一个包含信号处理功能的软件，只要掌握本书的概念和方法，查阅有关MATLAB手册，就可以上机试验了．

由于水平和能力有限，作者诚恳希望读者在发现书中错误时能直接提出来，以便改进．

好奇心、兴趣是一切创造的原动力．同样，也是学习的原动力．愿你以快乐的心情讲授或学习这本书．





程乾生

2010年6月于北京大学承泽园


第1版前言





在当今信息科学中，信号处理是极为重要的一个分支．在生物医学、地球物理、无线电通讯、自动控制、雷达、声纳、语音处理等许多科技领域以及金融、经济、社会学等许多社会科学领域，都有大量的信号处理问题．许多领域的需要，计算机的快速发展和广泛应用以及数学方法不断地深入研究和改进，都大大促进了数字信号处理的发展．为了适应信息科学的发展和大学“数字信号处理”课程教学以及科技人员的需要，特地编写此书，作为信号处理的基础教材和入门书，旨在深入地讨论数字信号处理的基本概念、原理和方法．

本书是在我的第一部著作《信号数字处理的数学原理》（石油工业出版社，1979）及其第二版（1993）的基础上，并集我20余年教授“数字信号处理”课的经验而写成．1971年，我参加了地震勘探数字技术研究课题组．当时我们并不知道有信号处理这门学科，也没有发现有关的外文书籍．只能一篇文献一篇文献的阅读、钻研，看懂了以后再对年轻的科研人员讲解，他们听懂了以后再编程序上机加以实现，对实际资料进行处理．在这个过程中，北京大学严谨的学风使我受益匪浅．这种严谨学风要求我在阅读文献时，对概念追究其来源，对结论追究其论证．在那个年代，北京大学停止订购许多外文杂志及书籍，我为了查阅文献，只能经常骑自行车往返于北京大学和北京和平里中国科技情报所之间．尽管十分劳累，但为了弄清一个概念，弄懂一个道理，心里还是十分高兴的．我的第一部关于信号处理的著作《信号数字处理的数学原理》，就是根据给年轻工程人员讲课的讲稿整理而成的．由于还有不少教师参加通信课题研究，北京大学数学系在信号与信息处理方向的教学与科研方面都有相当基础，因此，1981年在本科生的教学中就设立了信息处理方向．从1981年起，北京大学数学系每年都要给本科生开设“数字信号处理”课程．已学习这门课程的本科生、硕士和博士生有好几百人，其中许多人已成为科研和教学中的骨干．由于以上原因，如果说本书有特色的话，主要表现在编写和内容阐述两方面．在编写上，力求通俗易懂、深入浅出，既适合教学，也适合自学，使具有高等数学知识的读者，能掌握本书的大部分内容．在内容上，对概念的阐述要清晰，并且力求说明其来源和意义，对于结论，在论证的时候要强调分析和解决问题的方法．我们在希尔伯特变换及其应用，δ函数及其应用，最小相位信号，最小能量信号等章节，都做了这些方面的尝试．有些章节的内容，是根据教学经验更改的，例如，我们把Z变换看成离散信号频谱的简化表示，这样既避免了一般的泛泛讨论，又强调了Z变换的频谱意义．

本书深入地讲述数字信号处理的基本概念、原理和方法，内容比较广泛，主要包括：信号频谱和傅氏变换，离散信号和抽样定理，滤波与褶积、Z变换，线性时不变系统，冲击函数——δ函数，希尔伯特变换与实信号的复数表示、包络、瞬时相位和瞬时频率，相关分析，离散物理可实现信号的性质和最小相位信号、最小能量延迟信号，有限长脉冲响应滤波器和窗函数，递归滤波器的设计，最小平方滤波，随机信号的能谱与功率谱，线性随机过程的表示与ARMA模型．但是，并不是所有上述内容都需要在课堂上讲授．满足教学要求的基本内容为：第一章，第二章，第三章，第四章§1～§4，第五章§1～§2，第六章§1～§4，第七章§1～§4，第八章，第九章§1～§6，第十章，第十一章．关于以上基本内容，我们要做两点说明：第一，以上所列基本内容，并不是要求教师在课堂上都讲授，可以讲授最重要的，其他可让学生自学；第二，如果教学课时比较多，可以选择除上述基本内容外书中的其他一些内容进行讲授．为了使读者掌握书中内容，希望读者能了解例题，并尽量多做一些每章后的问题．
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绪　论

1．什么是信号？

信号是人人都熟悉、日常生活中常用的一个名词．但是，它的确切含意是什么呢？

美国最著名的一本信号处理著作称，“术语信号通常用于代表携带信息的某个东西”（见文献［1］第8页）．这和一本美国英语词典所说的相似，“信号是传递信息的一个行动或一个东西，通常不用文字来表示”（见文献［2］第1418页）．上述说法太泛了，以至于还是不能了解信号的确切含意．

在现代汉语词典里，对信号的解释稍为具体些，“信号：①用来传递消息或命令的光、电波、声音、动作等；②电路中用来控制其他部分的电流、电压或无线电发射机发出的电波．”（见文献［3］第1272页）．

在信号处理这门学科里，要研究的信号究竟是什么呢？我们先看一些具体的例子．

声音（见图0-1），心电图，地震记录，气象温度记录，……——一元函数f（t）；
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图0-1　“中国”两字的声音记录

图像（见图0-2），文字，……——二元函数f（x，y）；
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图0-2　图像：北京大学未名湖

电视，电影，……——三元函数f（x，y，t）；

地下构造，人体构造，建筑模型，地形地貌，……——三元函数f（x，y，z）．

由上可知，在信号处理学科中的信号，指的是携带信息的一元函数或多元函数．

在信号的表达式中，自变量可以是连续的，也可以是离散的．自变量为连续的信号称为连续信号，通常又称作模拟信号．自变量为离散的信号称为离散信号，或称离散信号序列．又简称时间序列．除了自变量可以是连续的或离散的之外，信号取值也可以是连续的或是离散的．

数字信号是在自变量和信号取值两方面都是离散的信号．为了在计算机里能存储数字信号，要求数字信号的取值为有限长二进制数．

如何获得数字信号呢？如果原始信号是连续信号，如声音信号、心电图等，需要通过两步才能变成数字信号：（1）将连续信号变成离散信号，即抽样（见第二章）；（2）将离散信号的取值变为有限长二进制信号，即量化处理．整个过程称为模数转换．

在实际生活中，有许多信号本身就是数字信号．例如，某医院每天看病的人数，中国每个月新增加的艾滋病人数，太阳每年的黑子数，等等．

2．什么是信号处理？

既然信号处理和数学分析研究的都是函数，二者又有什么区别呢？

数学分析以极限理论作为理论基础，研究函数的局部性质（连续性和微分）和整体性质（积分）．例如，在数学分析中常研究的一类问题是：已知物体移动的距离是时间的函数，如果已知该函数，求此物体在任意时刻的速度和加速度；反之，已知物体运动的加速度，求出速度和距离（见文献［4］第2页）．

信号处理以傅里叶分析（或称频谱分析）为理论基础，研究信号的变换、滤波和特征提取．我们要特别指出，傅里叶分析，或者频谱分析，对信号分析和信号处理是至关重要的．古诗云，“不识庐山真面目，只缘身在此山中”．信号是时间的函数，频谱分析为我们提供了新的角度来看信号，即从频率角度看信号，把时间信号变换成频率的函数．我们举几个信号处理要研究的问题：如何恢复被噪音干扰的信号？如何突出信号或图像中的细节？如何区别两个不同的信号？这些问题的解决，都和频谱分析有关．利用信号和噪音频谱的不同，特别当信号与噪音频谱是分离的时候，可用滤波方法恢复被噪音干扰的信号．信号中的细节是由频谱中的高频成分确定的，增强高频成分可以突出信号的细节．为了区别不同的信号，要从时间域、频率域或其他的变换域，提取信号的特征，利用这些特征来区分信号．

信号处理分为模拟信号处理和数字信号处理．模拟信号处理是通过电子线路实现的，而数字信号处理是通过计算机来实现的．因此，数字信号处理要灵活得多，应用也要广泛得多．

从信号处理发展的历史来看，直到20世纪50年代初，信号处理还是用模拟系统（电子线路）来完成的．同样还是在20世纪50年代，数字计算机也开始了在信号处理方面的应用．不过这种应用多是对模拟系统进行仿真．尽管可以进行数字滤波，数字信号处理仍未形成大气候．直到1965年，Cooley和Tukey发表了快速傅里叶变换（FFT）算法［5］
 ，信号处理才形成为一个单独的学科．这是因为，有了FFT，就可以在计算机上实时进行信号的频谱分析，进而可进行在其基础上的其他处理．数字信号处理及其应用的今后发展，一方面依赖计算机和数字信号处理（DSP）芯片速度和性能的提高完善，一方面依赖数字信号处理理论和方法的发展，例如，在傅里叶分析基础上发展了小波变换，在线性处理基础上发展了非线性处理，在随机信号二阶矩处理基础上发展了高阶累量方法．［12］


数字信号处理的产生与发展，和信号处理的应用是分不开的，而且是相互促进的．信号处理的应用，几乎包括科学技术的各个领域，例如，地震勘探［6］，［7］
 ，语音信号处理［8］
 ，声纳信号处理［9］
 ，数字图像处理［10］
 ，数字通信处理［11］
 等．若读者对某个领域的应用感兴趣，可参看有关文献．但无论如何，本书的内容对各种应用而言，都是最重要的基本内容．

参考文献

［1］　Oppenheim A V and Schafer R W. Discrete-time Signal Processing. Prentice-Hall, 1999．

［2］　Rideout P M．当代美国英语学习词典．何敏智等译．北京：外语教学与研究出版社，2000．

［3］　中国社会科学院语言研究所词典编辑室．现代汉语词典．北京：商务印书馆，1981．

［4］　周民强．数学分析（第一册）．上海：上海科学技术出版社，2002．

［5］　Cooley J W and Tukey J W. An Algorithm for the Machine Computation of Complex Fouries Series. Mathematics of Computation, 1965, 19: 297—301.

［6］　北京大学数学力学系等．地震勘探数字技术．北京：科学出版社，（第一册）1973，（第二册）1974．

［7］　程乾生．信号数字处理的数学原理（第二版）．北京：石油工业出版社，1993．

［8］　Rabiner I R and Schafer R W. Digital Processing of Speech Signals. Englewood Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1978.

［9］　李启虎．声纳信号处理引论．北京：海洋出版社，1985．

［10］　Castleman K R. Digital Image Processing. Upper Saddle River, NJ: Prentice-Hall, Inc., 1996．（卡斯尔曼．数字图像处理（影印版）．北京：清华大学出版社，1998．）

［11］　Proakis J G. Digital Communications (Third Edition). McGraw-Hill, Inc., 1995．（普罗克斯．数字通信（影印版）．北京：电子工业出版社，1998．）

［12］　李宏伟，程乾生．高阶统计量与随机信号分析．北京：中国地质大学出版社，2002．


第一章　连续信号的频谱和傅氏变换

对信号进行分析和处理，最基本、最重要的工具是频谱分析，从数学上看，就是傅里叶级数和傅里叶变换（以下分别简称为傅氏级数和傅氏变换）．其基本思想是：把一个复杂的连续信号，分解为许多简单的正弦信号的叠加．这些正弦信号的频率是已知的，相应的振幅和相位则由原始的复杂连续信号确定．这些振幅和相位，称之为信号的频谱．这样，我们既可以从时间域研究信号的特征，还可以从另一角度，即频率域角度来研究信号的特征．

在这一章，我们着重从工程应用角度讨论傅氏级数和傅氏变换，离散频谱和连续频谱．

§1　有限区间上连续信号的傅氏级数和离散频谱

1．问题的提出

在工程信号的记录中，我们取其一段，即在有限时间区间［t0
 ，t0
 ＋T］上考察信号，见图1-1（a），它往往是一种复杂的信号．

[image: alt]


图1-1　复杂波与简单波

在物理中，大家都知道，最简单的振动波是简谐波，把这个振动波记录下来，所得到的信号可以用正弦函数表示出来，即为正弦波

Asin（2πft＋φ），

式中：A为振幅，φ为初相位，f为频率，1/f为谐波的周期．

对长度为T的时间区间而言，最简单的频率为f0
 ＝1/T，因为这时正弦波的周期正好就是T，见图1-1（b）．再稍微简单一些的频率就是fn
 ＝nf0
 ，这时正弦波的周期为1/fn
 ＝T/n．因此，对长度为T的时间区间而言，我们称f0
 ＝1/T为基频，Asin（2πf0
 t＋φ）为基波，Asin（2πnf0
 t＋φ）为n次谐波．

当几个这样的谐波叠加在一起的时候，得到的波就比较复杂了，见图1-2．
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图1-2　两个谐波的叠加（x（t）＝x1
 （t）＋x2
 （t））

我们的问题是：任一个复杂波能否分解成简谐波的叠加呢？一般地说是可以的，下面进行讨论．

2．把有限区间上的复杂波分解为简谐波的叠加

复杂波与简谐波是有本质区别的，但它们又可以相互转化：当许多振幅、相位、频率都不同的简谐波叠加在一起的时候，可以得到一个复杂波；反过来，在一般情况下，一个复杂波又可以分解为许多简谐波的叠加．这就是说，复杂波与简谐波是矛盾的对立统一．

在区间［t0
 ，t0
 ＋T］上，对于一个不是十分复杂的波x（t），可以分解为有限多个简谐波的叠加
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上式右端实际上是一个常量加上N个谐波．

但是，对一个十分复杂的波x（t）而言，有限个谐波的叠加是得不到它的，只有当N增长到无限时（记为N→+∞），也即当无限个谐波叠加在一起时[image: alt]
 数学上表示为[image: alt]
 ，把它记做[image: alt]
 才能得到一个复杂波x（t），即
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其中f0
 ＝1/T为基频，A0
 称为x（t）的直流分量或常数分量，An
 sin（2πnf0
 t＋φn
 ）称为x（t）的n次谐波．特别地，把1次谐波称为基波．

关系式（1-1-1）还可改换成别的形式．把n次谐波变为
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则（1-1-1）式变为
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（1-1-1）式或（1-1-3）式都称为x（t）的傅氏级数展开式，（1-1-1）式或（1-1-3）式的右端称为x（t）的傅氏级数．

但是在工程中使用更方便的是复数形式的傅氏级数，下面进行讨论．

3．复数形式的傅氏级数和离散频谱

在复数的运算中，欧拉公式

eiφ
 ＝cosφ＋isinφ

起着重要作用．如果把上式中的φ取为-φ，则有

e-iφ
 ＝cosφ－isinφ．

上面两式相加或相减便得
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把这种表示代入（1-1-3）式便得
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令
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则有
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如果我们让n从-1取到-∞，则上式第三项就可表示为[image: alt]
 于是便得到x（t）的复数形式的傅氏级数展开式
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我们知道，对于n次谐波，它的频率是nf0
 ，在实际中，频率都是正的．但是在（1-1-6）式中，n可取负整数，nf0
 就变成了“负频率”．那么，“负频率”是怎样出现的呢？从实数形式的傅氏级数（1-1-3）过渡到复数形式的傅氏级数（1-1-6），关键在于用复数表示正弦与余弦（见（1-1-4）式），因此，“负频率”完全是由复数表示引起的．但是由以后的分析可以知道，傅氏级数的复数形式应用起来方便，同时也有很明确的物理意义．

在（1-1-6）式中，我们称cn
 为傅氏级数的系数．系数cn
 完全由x（t）确定，现在来求cn
 ．

设x（t）的变化范围为有限区间［t0
 ，t0
 ＋T］，用[image: alt]
 同乘以（1-1-6）式两边，并从t0
 到t0
 ＋T进行积分，得
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我们注意到[image: alt]
 经计算知，积分[image: alt]
 当n－m＝0时为T，当n－m≠0时为0，因此上面等式右边的和号中只剩下n＝m那一项，即剩下cm
 T，所以
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 　m＝0，±1，±2，…．

我们把以上结果写成定理形式．

傅氏级数展开定理　有限区间［t0
 ，t0
 ＋T］上的函数x（t），在一定条件下，可以展成傅氏级数
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①　符号“∈”表示属于的意思，t∈［t1
 ，t2
 ］表示t1
 ≤t≤t2
 ；t∈［t1
 ，t2
 ）表示t1
 ≤t＜t2
 ．





式中
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这个定理在不同的条件下有不同严格、详细的数学论述，我们给出其中的一种：设x（t）在［t0
 ，t0
 ＋T］上连续，或者只有有限个第一类间断点，并在［t0
 ，t0
 ＋T］上具有有限个极大、极小点，则有
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其中[image: alt]
 （参看文献［1］第十九章）．

由于在实际中，x（t）是连续的，或者只有个别几个间断点，因此我们就把定理写成（1-1-7）和（1-1-8）式那样的简单形式．

下面讨论系数cn
 的物理意义．

要把一个复杂波x（t）分解成谐波的叠加，关键在于了解其中每一个谐波的成分，对于频率为nf0
 的次谐波An
 sin（2πnf0
 t＋φn
 ）而言，它的成分由振幅An
 和相位φn
 确定．而由cn
 就可以确定An
 和φn
 ．由（1-1-5）式和（1-1-2）式知
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从（1-1-9）式可以看出，在复数形式的傅氏级数中，相应于负频率-nf0
 的谐波（即ei2π（-nf0
 ）t
 ）的系数C-n
 ，也能反映频率为nf0
 的谐波的振幅An
 和相位φn
 ．

由于cn
 可以表示n次谐波的振幅与相位，即对一个频率为nf0
 的谐波，cn
 可以表示出它的振幅与相位，因此，我们称cn
 为有限区间［t0
 ，t0
 ＋T］上信号x（t）的离散频谱；称｜cn
 ｜为有限区间［t0
 ，t0
 ＋T］上信号x（t）的离散振幅谱；称Argcn
 为有限区间［t0
 ，t0
 ＋T］上信号x（t）的离散相位谱．

由x（t）求出傅氏级数的系数cn
 ，就称为在有限区间上对x（t）做频谱分析．

例1　在［-T/2，T/2］上有一方波
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见图1-3（a），对它作频谱分析，即求出它的傅氏级数系数Cn
 ．

解　相应于公式（1-1-8），在这里t0
 ＝-T/2，可求得
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当n＝0时，[image: alt]
 当n≠0时，可以算出[image: alt]
 振幅谱｜Cn
 ｜的图形见图1-3（b）．

现在我们指出函数
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图1-3　方波及振幅谱
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在t＝0时的值．由于
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因此，在方波的系数
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中，把n看成变量，按照上面的讨论，则有[image: alt]
 所以，对于上例中的方波，系数cn
 用统一的公式就行了，不要再分n＝0和n≠0两种情况了．

4．几点说明

1）在公式（1-1-7）中，i前的符号可以取负，也可以取正，本质上是一样的．但在研究中，要确定为一种符号，否则符号混乱，结果也会混乱．在本书中，我们用（1-1-7）式，即i前的符号取正．

2）公式（1-1-7）的右边部分是以T为周期的周期函数．任何周期函数，在一个周期范围内，可以展成傅氏级数．

3）关于复杂波与简单波．在本书的讨论中，简单波是指简谐波，或者说是指正弦信号．所谓复杂波就是相对简单波而言的，不是简单波就称之为复杂波了．把复杂波分解为许多正弦波的叠加，这就是傅氏分析．它是现代信号数字处理的理论基础．如果我们选取一系列特定的方波作为简单波，那么其他的波就是复杂波，同样可以把复杂波分解为许多简单方波的叠加．我们把它称之为沃希函数分析．由于方波在计算机中运算方便，沃希函数在现代信号数字处理中也得到了重要应用（参看文献［4］）．这说明，复杂波与简单波是相对的，什么波才算简单波，要根据我们研究的对象和应用是否方便而定．

近几十年研究表明，无论在理论上还是在实践上，傅氏分析是最重要最基本的分析方法．

§2　傅氏变换，连续信号与频谱

在这一节，我们介绍傅里叶变换、信号的频谱、几种常见信号的频谱、频谱的基本性质．

1．傅里叶变换，连续信号与频谱

设x（t）为（-∞，+∞）上的连续函数，在一定条件下，有如下关系：

[image: alt]


公式（1-2-1）称为傅里叶变换，公式（1-2-2）为逆傅里叶变换．由（1-2-1）和（1-2-2）式知，x（t）与X（f）一一对应．由这种一一对应，可推导出频谱唯一性，即若X1
 （f）和X2
 （f）满足

[image: alt]


则X1
 （f）＝X2
 （f）．这是因为当（1-2-2）式成立时（1-2-1）式也成立，于是X1
 （f）和X2
 （f）都可用（1-2-1）式的右边公式表示，所以它们是相同的．同理，也可导出信号唯一性，即若x1
 （t）和x2
 （t）满足

[image: alt]


则x1
 （t）＝x2
 （t）．道理与频谱唯一性是类似的．

我们知道，积分也是一种求和．公式（1-2-2）的物理意义是：在整个时间轴上的波x（t），是由频率为f的谐波X（f）ei2πft
 df通过积分叠加得到的（由积分的求和表达式可知，积分也是一种叠加），其中频率f是从-∞连续变到+∞，而频率为f的谐波、振幅与初相位由X（f）df确定．由于对不同频率f，微分df是一样的，所以只有X（f）才真正反映出不同频率谐波的振幅和初相位的变化．因此，我们称X（f）为x（t）的连续频谱，通常简称为频谱．

由于X（f）是复函数，因此X（f）可表示为

[image: alt]


其中

[image: alt]


我们称A（f）为x（t）的振幅谱，称Φ（f）为x（t）的相位谱．

公式（1-2-1）表示了如何由信号x（t）求出它的频谱X（f）．由信号x（t）求出它的频谱X（f），我们就称为对x（t）作频谱分析．

2．几类基本信号的频谱

在工程应用中，常要遇到几类基本信号：方波、三角波、钟形波、半余弦波、指数衰减波等．在这一节，我们计算其中几个基本信号的频谱，其他信号的频谱由读者自己计算．

2.1　方波及其频谱

设方波为

[image: alt]


它的频谱为

[image: alt]


方波及其频谱图形见图1-4．

[image: alt]


图1-4　方波及其频谱

2.2　三角波及其频谱

设三角波为

[image: alt]


它的频谱为

[image: alt]


三角波及其频谱的图形见图1-5．

[image: alt]


图1-5　三角波及其频谱

2.3　钟形波及其频谱

设钟形波为

[image: alt]
 （其中β＞0），

它的图形像钟，因此称为钟形波（见图1-6（a））．

[image: alt]


图1-6　钟形波及其频谱

现在我们来计算钟形波的频谱S（f）：

[image: alt]


这个积分用普通的分部积分法求不出来，我们采用微分的办法，即先对S（f）求微商，然后再求S（f）本身．具体计算如下：
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由此可得　　[image: alt]


将上式两边从0到f积分，左边为

[image: alt]


右边为

[image: alt]


因此有

[image: alt]
 即[image: alt]


为了求得钟形波的频谱S（f），我们必须确定S（0），即要计算[image: alt]
 为此我们先计算[image: alt]
 现给出一个比较简单的计算方法．
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（将变量y用变量t代替，令y＝xt）

[image: alt]


[image: alt]


所以　　[image: alt]


由此可知

[image: alt]


因此　　[image: alt]


由上可看出，钟形波的频谱仍然是钟形，其图形见图1-6（b）.

2.4　几类基本信号和频谱

现在我们把几类基本信号和频谱列成表1.1．

表1.1　信号和频谱表
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续表

[image: alt]


3．频谱的基本性质

现在我们讨论频谱的一些基本性质．

3.1　共轭性质

性质1（共轭性质）　若信号x（t）的频谱为X（f），则其共轭信号[image: alt]
 的频谱为[image: alt]
 特别地，当x（t）为实信号时，有

[image: alt]


证明　[image: alt]
 的频谱为

[image: alt]


当x（t）为实信号时，[image: alt]
 因而[image: alt]


说明　在工程中出现的实际信号x（t）都是实值的，性质1告诉我们，对于这些信号的频谱X（f），只要知道f≥0时的值就行了，因为当f＜0时，其频谱[image: alt]
 （注意这时-f＞0）．

3.2　时移性质

性质2（时移定理）　若信号x（t）的频谱为X（f），则信号x（t－t0
 ）的频谱为[image: alt]
 信号x（t＋t0
 ）的频谱为[image: alt]


证明　x（t－t0
 ）的频谱为

[image: alt]


只要把上式中的t0
 换成-t0
 ，就可得到x（t＋t0
 ）的频谱为[image: alt]


说明　设原始信号为x（t），则x（t－t0
 ）表示x（t）在时间上延迟t0
 后所得的信号（见图1-7）．时移性质告诉我们，时移t0
 后的信号x（t－t0
 ）的频谱为[image: alt]
 由于X（f）＝｜X（f）｜eiΦ（f）
 ，其中Φ（f）＝ArgX（f）为X（f）的相位谱，所以
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[image: alt]


图1-7　信号的时移

这说明，时移后的信号，其振幅谱保持不变，而相位谱Φ（f）－2πft0
 与原来的相位谱Φ（f）相差一个f的线性函数2πft0
 ．

3.3　对称性质

性质3（对称定理）　设信号x（t）的频谱为X（f）．若把x（t）中的t换成f，x（f）就为一频谱，则频谱x（f）所对应的信号为X（-t）．

证明　由于

[image: alt]


所以x（f）所对应的信号为

[image: alt]


说明　这个性质告诉我们，把信号x（t）当成频谱x（f）时，所对应的信号就是X（-t），而不必重新计算．这个性质，叫做傅氏变换的对称性．

例1（理想低通频谱及其信号）　已知方波

[image: alt]


的频谱为[image: alt]
 根据对称性质可知，频谱

[image: alt]


所对应的信号为[image: alt]
 这时频谱s（f），对低于δ的频率f，其值为1，对高于δ的频率f，其值为0，所以我们称这样的频谱s（f）为理想低通频谱，见图1-8（a）．

[image: alt]


图1-8　理想低通和带通频谱

3.4　频移性质

性质4（频移定理）　设信号x（t）的频谱为X（f），则信号[image: alt]
 的频谱为X（f－f0
 ），[image: alt]
 的频谱为X（f＋f0
 ），x（t）cos2πf0
 t的频谱为[image: alt]
 x（t）sin2πf0
 t的频谱为

[image: alt]


证明　信号[image: alt]
 的频谱为

[image: alt]


同样可证[image: alt]
 的频谱为X（f＋f0
 ）．

由于

[image: alt]


所以相应的频谱为

[image: alt]


同样可证x（t）sin2πf0
 t的频谱为

[image: alt]


说明　这个性质的证明虽然很简单，但在实践中却很有用．从频谱角度看，频谱X（f）经频移f0
 后为X（f－f0
 ），它所对应的信号可直接写出为[image: alt]
 从信号角度看，对于形如x（t）cos2πf0
 t，x（t）sin2πf0
 t的信号，要求它的频谱，首先求出x（t）的频谱X（f），然后直接可得所要求的频谱．

例2（理想带通频谱及其信号）　理想带通频谱为

[image: alt]


其中δ＞0，f0
 －δ＞0，见图1-8（b）．

设理想低通频谱为

[image: alt]


由例1知，它所对应的信号为[image: alt]


由图1-8（b）可知，理想带通频谱S（f）是S1
 （f）频移的结果，即

S（f）＝S1
 （f－f0
 ）＋S1
 （f＋f0
 ）．

因此，理想带通频谱S（f）所对应的信号为

[image: alt]


理想低通和带通频谱在滤波问题中起着重要作用（见第十章）．

3.5　翻转性质

设连续信号为x（t），则我们称x（-t）为x（t）的翻转信号．所以称为翻转信号是有直观意义的：当x（t）为实信号时，它的图形是可以画出来的，设图形上的横坐标轴为t轴，纵坐标轴为x轴．这时，x（-t）也是实信号，x（-t）的图形就是x（t）的图形按x轴翻转得到的，即把x（t）在轴右边的图形翻转到左边、把x轴左边的图形翻转到右边．

性质5（翻转定理）　设信号x（t）的频谱为X（f），则x（-t）的频谱为X（-f）．

证明　x（-t）的频谱为

[image: alt]


比翻转定理更一般的定理是时间展缩定理．

性质5′（时间展缩定理）　设信号x（t）的频谱为X（f），a为不等于0的常数，则x（at）的频谱为[image: alt]


证明　当a＞0时，x（at）的频谱为

[image: alt]


当a＜0时，x（at）的频谱为

[image: alt]


3.6　频谱的基本性质

频谱的基本性质参见表1.2．信号和频谱的基本关系式见（1-2-1），（1-2-2）式．

关于线性叠加原理、时域微分定理和频域微分定理的证明，见本章问题第10和第12题．

表1.2　频谱的基本性质
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续表

[image: alt]


问　题

1．简谐波为s（t）＝Asin（2πft＋φ）．

（1）当频率f＝0时，问s（t）＝？

（2）画出[image: alt]
 f＝0时s（t）的图形．

（由这个习题可知，当f＝0时，简谐波就退化成一条直线，我们称它为直流量．当t从-∞变到+∞时，它为一常量，实际上没有产生任何振动．）

2．如图1-9所示，将周期为T的半波整流波

[image: alt]


展成傅氏级数．

提示：可直接计算，也可把[image: alt]
 表示为

[image: alt]


[image: alt]


图1-9　周期为T的半波整流波的图形

3．将周期为T、振幅为E的方波展成傅氏级数，见图1-10（a）．

4．将周期为T、高为h的锯齿波展成傅氏级数，见图1-10（b）．

提示：用分部积分法计算cn
 ．

[image: alt]


图1-10　两个以T为周期的波

5．把信号

[image: alt]


展成傅氏级数，见图1-11．

6．把信号

x（t）＝t，　-π≤t≤π

展成傅氏级数，见图1-12．
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图　1-11

[image: alt]


图　1-12

7．已知方波[image: alt]
 （其中δ＞0）的频谱为

[image: alt]


利用[image: alt]
 证明

[image: alt]


并由此证明

[image: alt]


8．求单边指数衰减波[image: alt]
 （其中α＞0）的频谱S（f）．

9．求双边指数衰减波s（t）＝e-α｜t｜
 （其中α＞0）的频谱S（f）．

10．（1）证明频谱线性叠加原理：若x1
 （t），x2
 （t）的频谱分别为X1
 （f），X2
 （f），则ax1
 （t）＋bx2
 （t）的频谱为aX1
 （f）＋bX2
 （f），其中a，b为常数．

（2）利用频谱线性叠加原理计算图1-13中信号的频谱．

11．利用频移定理计算下列信号的频谱：

（1）半余弦波

[image: alt]


（2）单边指数衰减正弦波

[image: alt]


（3）钟形余弦波

[image: alt]


[image: alt]


图　1-13

12.（1）证明时域微分定理：设x（t）的频谱为X（f），则[image: alt]
 的频谱为（2πif）n
 X（f）．

（2）证明频域微分定理：设x（t）的频谱为X（f），则[image: alt]
 所对应的信号为（-2πit）n
 x（t）．

（3）用频域微分定理求信号

[image: alt]


的频谱．

（4）用时域微分定理把下面信号关系式

[image: alt]


转换成频谱关系式．

提示：（1）对（1-2-2）式两边求微商即得．（2）对（1-2-1）式两边求微商即得．（3）令[image: alt]
 则x（t）＝t2
 s（t），x（t）的频谱为[image: alt]
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第二章　离散信号和抽样定理

数字信号处理要处理的是离散信号．离散信号可以直接测量得到，例如某城市每天乘地铁的人次，但是大多数离散信号是由连续信号经过离散化即抽样以后得到的．本章将比较系统、详细地讨论由连续信号的离散化所引起的抽样问题，给出在不同情况下的抽样定理，这些定理对信号的数字处理，无论在理论上还是在实践上都有着重要意义。

§1　离散信号

1．离散信号

离散信号是自变量取离散值的函数．对于一维自变量的离散值，我们用整数n来表示．在不同问题里，n表示不同的意义，例如，n可以表示时间或距离等等．这时，离散信号是整数n的函数x（n），有时又称它为离散时间信号或离散时间序列．当x（n）取实值时，x（n）的图形如图2-1所示．

[image: alt]


图2-1　离散时间信号x（n）的图形表示

当n在某个有界区间之外使x（n）恒为零时，称x（n）为有限长信号．例如，当n在［0，N－1］之外x（n）为零时，称x（n）是长度为N的离散信号，记为x（n）＝（x（0），x（1），…，x（N－1））．

自变量为二维离散值的函数，称为二维离散信号．二维离散值通常用二个整数（m，n）来表示，因此，二维离散信号可表示为x（m，n）．数码相机所照出来的图像就是二维离散信号．

2．几种基本离散信号

这里我们介绍几种基本离散信号，它们可用来表示与描述一些更复杂的信号．

2.1　离散δ函数

离散δ函数又称离散单位脉冲函数、克罗内克（Kronecker）函数，还称为单位抽样函数．离散δ函数表示为δ（n），定义如下：

[image: alt]


δ（n）的图形见图2-2．

[image: alt]


图2-2　离散δ函数

用离散δ函数，可以表示离散信号．

例1　写出δ（n－3）的数学表达式．

解　按照公式（2-1-1），δ（n－3）的数学表达式为

[image: alt]


例2　写出x（n）＝3δ（n）＋2δ（n－1）＋2δ（n＋1）＋δ（n－2）＋δ（n＋2）的数学表达式．

解　按照公式（2-1-1），x（n）的数学表达式为

[image: alt]


任何一个离散信号x（n）都可用δ（n）表示成

[image: alt]


在上式的右边，只有当k＝n时才有x（k）δ（n－k）＝x（n），而当k≠n时x（k）δ（n－k）＝0，所以，上式的右边等于上式右边．

2.2　离散单位阶跃信号

离散单位阶跃信号表示为u（n），定义为

[image: alt]


u（n）的图形见图2-3．

[image: alt]


图2-3　离散单位阶跃信号u（n）

离散单位阶跃信号u（n）和离散δ函数δ（n）可以互为表示．按（2-1-2），

[image: alt]


由此还知

[image: alt]


例3　写出x（n）＝u（n）－u（n－3）的数学表达式．

解　为了更直观，我们用δ（n）表示u（n），由（2-1-4）知

[image: alt]


由上式知，x（n）的数学表达式为

[image: alt]


2.3　指数信号

指数信号定义为

[image: alt]


其中a可以是一个实数，也可以是一个复数a＝ρeiω0

 ，其中ρ是一个正数，ω0
 是一个实数，这时指数信号为

[image: alt]


复指数信号在傅氏级数和信号频谱分析中有重要应用．

3．离散周期信号

设x（n）为离散信号，若存在非零整数N，有x（n）＝x（n＋N），对任何n都成立，则称x（n）为离散周期信号，N为周期．由离散周期信号定义可知，对任何非零整数k，kN仍是x（n）的周期．在x（n）的周期中，绝对值最小的正整数称为x（n）的最小周期，简称周期．

例4　试判断下列离散信号是否为周期信号，若为周期信号，确定其周期：

（1）x（n）＝Asin（5πn/11－π/7）；

（2）x（n）＝Bcos（n/7－π/3）；

（3）x（n）＝ei（2πn/9－π/3）
 ．

其中A，B为正常数．

解　（1）若x（n）为周期信号，则x（n＋N）＝x（n），其中N为某个非零整数．由于正弦函数以2kπ为周期，k为整数，于是有

[image: alt]


N为非零整数，取k＝5，有N＝22．x（n）为周期信号，周期为22．

（2）若x（n）是以N为周期的信号，由于余弦函数以2kπ为周期，于是有

[image: alt]


当k为非零整数时，由于π为无理数，上面的N也为无理数．因此，x（n）不是离散周期函数．

（3）由于eit
 是以2kπ为周期的，再由x（n＋N）＝x（n）可得

[image: alt]


取k＝1，知x（n）为周期信号，周期为9．

例5　设x（n）＝sin（2πβn＋φ），其中φ为一实数，β为一正有理数

[image: alt]


p，q为正整数，没有公因子．试分析x（n）的周期性．

解　若x（n）以N为周期，由于正弦函数以2kπ为周期，于是有

[image: alt]


取k＝q，于是x（n）为周期信号，周期为N＝p．

由例5知，当x（n）＝sin（2πβn＋φ）中的β为无理数时，x（n）不是周期函数．当n在某一个区间内取值时，可用一个有理数近似β，于是由例5知，可用一个周期函数近似x（n）．

现在讨论由两个离散周期信号合成的离散周期信号．设x1
 （n）是周期为N1
 的周期信号，x2
 （n）是周期为N2
 的周期信号，x（n）是由x1
 （n）和x2
 （n）合成的一个信号，如

x（n）＝x1
 （n）＋x2
 （n），　x（n）＝x1
 （n）·x2
 （n），

更一般地，

　x（n）＝g（x1
 （n），x2
 （n）），

g为一个二元函数．由于N1
 乘任何整数仍是x1
 （n）的周期，N2
 乘任何整数仍是x2
 （n）的周期，因此，N1
 N2
 既是x1
 （n）的周期也是x2
 （n）的周期．为了求得较小周期，我们要在N1
 N2
 中去掉N1
 和N2
 的最大公约数gcd（N1
 ，N2
 ），于是得到x（n）的周期
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例6　设x1
 （n）＝sin（5πn/11－π/7），x2
 （n）＝eiπn
 ，x（n）＝x1
 （n）·x2
 （n）．求x（n）的周期．

解　由例4知，x1
 （n）的周期N1
 ＝22．易知x2
 （n）的周期N2
 ＝2．由（2-1-8）知，x（n）的周期为
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4．离散对称信号

设x（n）为实离散信号．如果对任何n有
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则称x（n）为偶信号．如果对任何n有
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则称x（n）为奇信号．

任何离散信号x（n）都可分解为一个偶信号xe
 （n）与一个奇信号x0
 （n）之和

[image: alt]


利用偶信号与奇信号的性质知
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由上述几个公式知，公式（2-1-11）的分解是唯一的，即偶信号xe
 （n）必为（2-1-12），奇信号x0
 （n）必为（2-1-13）．

设x（n）为复离散信号．如果对任何n有
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则称x（n）为共轭对称信号，其中星号*表示复共轭．如果对任何n有
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则称x（n）为共轭反对称信号．

任何一个复信号x（n）都可表示为一个共轭对称信号xe
 （n）与一个共轭反对称信号x0
 （n）之和
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利用上式，我们考虑x（n）和x*
 （-n），以及利用共轭对称信号与共轭反对称信号的性质，我们可得到

[image: alt]


例7　设x（n）＝u（n）．求x（n）的偶信号xe
 （n）和奇信号xo
 （n）．

解　由（2-1-12）和（2-1-13）知
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§2　连续信号的离散化，正弦波的抽样问题

1．连续信号的离散化

在工程中的许多信号，实际上都是连续信号，或者称连续时间函数，我们记为x（t），t的取值从-∞连续变化到+∞．但是，用计算机处理这些信号，必须首先对连续信号抽样，即按一定的时间间隔[image: alt]
 进行取值，得到x（n[image: alt]
 ）（n＝…，-2，-1，0，1，2，…），见图2-4．我们称[image: alt]
 为抽样间隔（或采样间隔），称x（n[image: alt]
 ）为离散信号或时间序列．
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图2-4　连续信号及其离散信号

下面我们举两个简单的例子．

例1　连续信号为

[image: alt]


则相应的离散信号为
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例2　连续信号为
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则相应的离散信号为
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离散信号x（n∆）是从连续信号x（t）上取出的一部分值，因此，离散信号x（n∆）与连续信号x（t）的关系，是局部与整体的关系．但是，这个局部能否反映整体呢？即能否由x（n∆）唯一确定或恢复出连续信号x（t）呢？一般地说是不行的，因为连接两个点x（n∆）与x［（n＋1）∆］的曲线是非常多的，所以由x（n∆）可以给出许许多多连续信号．但是，在一定条件下，离散信号x（n∆）可以按一定的方式恢复出原来的连续信号x（t），这就是下面要讨论的内容．

2．正弦波的抽样问题

由傅氏分析知道，任何一个连续信号都可以表示为无限多个谐波（或正弦波）的叠加，因此要讨论一般连续信号的抽样问题，我们可以先从简单的、特殊的正弦波的抽样问题谈起，由此给我们以启发，进而能解决复杂的、一般的连续信号的抽样问题．

设正弦波为

[image: alt]


式中A——正弦波的振幅；

f——正弦波的频率；

φ——正弦波的初相位．

对正弦波离散化，设抽样间隔为∆，则正弦波的离散信号为

s（n∆）＝Asin（2πfn∆＋φ），

由s（n∆）能否恢复出正弦波s（t）呢？由（2-2-1）式知，要恢复s（t），就是要唯一地确定出A，f，φ，只要这三个数确定了，正弦波就恢复出来了．现在我们用初等数学方法来讨论这个问题．

我们知道，抽样间隔∆是一个时间间隔，而在时间方向上，正弦波（2-2-1）式是以[image: alt]
 为周期的，因此，s（n∆）能否恢复出正弦波s（t），和抽样间隔∆与正弦波周期[image: alt]
 的关系有密切联系．下面按∆和[image: alt]
 的关系分三种情况进行讨论．

1）抽样间隔∆等于正弦波s（t）的半个周期[image: alt]


这时[image: alt]
 于是离散信号为

s（n∆）＝Asin（nπ＋φ）＝（-1）n
 Asinφ．

由上知s（0）＝Asinφ．我们可以取不同于A，φ的A1
 ，φ1
 ，使A1
 sinφ1
 ＝s（0）．于是对不同于（2-2-1）式的正弦波

s1
 （t）＝A1
 sin（2πft＋φ1
 ），

它的离散信号s1
 （n∆）与s（t）的离散信号s（n∆）是一样的，因为：
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这说明，当[image: alt]
 时，由s（n∆）不能唯一地确定正弦波s（t）．

2）抽样间隔∆大于正弦波s（t）的半个周期[image: alt]


这时[image: alt]
 或者[image: alt]


在这种情况下，我们可以找到大于[image: alt]
 的频率f1
 ，如[image: alt]
 （其中μ为大于0的整数），使正弦波s1
 （t）＝Asin（2πf1
 t＋φ）的离散信号s1
 （n∆）和s（t）的离散信号s（n∆）是一样的（这点请读者验证）．

同时，我们还可以找到小于或等于[image: alt]
 的频率f1
 ，使正弦波s1
 （t）＝Asin（2πf1
 t＋φ1
 ）的离散信号s1
 （n∆）和s（t）的离散信号s（n∆）是一样的，下面我们进行分析．

由于[image: alt]
 我们总可以找到一个正整数m（m≥1）使[image: alt]
 [image: alt]
 即有

[image: alt]


下面再分两种情形讨论．

当[image: alt]
 时，取[image: alt]
 φ1
 ＝φ．则正弦波s1
 （t）＝Asin（2πf1
 t＋φ）和s（t）的离散信号是一样的（请读者验证）．

当[image: alt]
 时，取[image: alt]
 φ1
 ＝π－φ．由于[image: alt]
 所以[image: alt]
 即[image: alt]
 则正弦波s1
 （t）＝Asin（2πf1
 t＋φ1
 ）的离散信号为

[image: alt]


这说明，不同的正弦波s1
 （t）和s（t）有相同的离散信号．

综上所述，当[image: alt]
 时，由离散信号s（n∆）不能唯一地确定正弦波s（t）．

3）抽样间隔∆小于正弦波s（t）的半个周期[image: alt]


这时[image: alt]
 或[image: alt]


在条件[image: alt]
 之下，由离散信号s（n∆）可唯一地确定正弦波s（t），实际上由离散信号s（n∆）三个点上的值就可唯一确定正弦波s（t）的三个参数A，f，φ．

首先要注意0＜2πf∆＜π．

计算s（0）＝s（0·∆）＝Asinφ，于是对s（n∆）有

[image: alt]


下面分两种情形讨论．

当s（0）≠0时．由于s（-∆）＋s（∆）＝2s（0）cos2πf∆，因此可唯一地确定2πf∆（因为0＜2πf∆＜π），因而f也就唯一地被确定．再由

　s（0）＝Asinφ和s（∆）－s（-∆）＝2Acosφsin2πf∆

（即[image: alt]
 ），可唯一地确定A和φ．这样，A，f，φ就被s（-∆），s（0），s（∆）三点上的值唯一地确定了．

当s（0）＝0时，表明初相位φ为或为π．在s（∆）＝Acosφsin2πf∆中，由于0＜2πf∆＜π，sin2πf∆＞0，所以由s（∆）的正负号可确定φ＝0还是φ＝π．由于s（2∆）＝Acosφsin2·2πf∆＝2Acosφsin2πf∆cos2πf∆＝2s（∆）cos2πf∆，即s（2∆）＝2s（∆）cos2πf∆，所以f可以唯一地确定．当φ和f确定之后，由s（∆）＝Acosφ·sin2πf∆就可唯一地确定A．这样，A，f，φ就被s（0），s（∆），s（2∆）三点上的值唯一地确定了．

这说明，当[image: alt]
 时，由离散信号s（n∆）可唯一地确定正弦波s（t）．

把上面的讨论总结一下，得到如下定理．

正弦波抽样定理　对正弦波s（t）＝Asin（2πft＋φ），其中f＞0，按抽样间隔∆抽样得离散信号s（n∆），则

当[image: alt]
 时，由离散信号s（n∆）可以唯一地确定正弦波s（t）；

当[image: alt]
 时，由离散信号s（n∆）不能唯一地确定正弦波s（t），亦即不能确切地恢复原始正弦波s（t）．

以上我们是采用初等数学方法证明正弦波抽样定理的，当[image: alt]
 时，可以按照上面3）中介绍的简单方法，由离散信号s（n∆）来唯一地确定正弦波s（t）．

最后指出，正弦波抽样定理研究的是单个频率信号的抽样问题，这对正确理解奈奎斯特频率和奈奎斯特抽样定理是很重要的（见下节）．

§3　带限信号与奈奎斯特频率

1．带限信号的抽样定理

连续信号x（t）和它的频谱X（f）有如下关系：
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如果频谱X（f）满足
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其中f0
 为一实数，L为正数，则称x（t）为带限信号．

由（2-3-2）式知，我们只要研究［f0
 ，f0
 ＋L］上的频谱X（f）就行了．按照第一章§2的公式（1-2-1）和（1-2-2），X（f）的傅氏变换为
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按照第一章§1的傅氏级数展开定理的公式（1-1-7）和（1-1-8），［f0
 ，f0
 ＋L］上的频谱X（f）可以展成级数
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比较（2-3-3）式和（2-3-4）式得
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令
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则得到
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由（2-3-6）式和（2-3-4）式知
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把上式代入（2-3-3）得
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由上述分析，我们得到下面的关于带限信号的抽样定理．

带限信号抽样定理　设x（t）为带限信号（见（2-3-2）式），则由信号x（t）的离散值x（n∆）可以恢复频谱X（f）（见（2-3-7）式）和信号x（t）（见（2-3-8）式），其中∆的意义见（2-3-5）式．

2．实信号的奈奎斯特频率和抽样定理

设x（t）为实的连续信号，它的频谱为X（f）．由于x（t）是实信号，所以X（f）满足
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设

[image: alt]


由上面关系得
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由于振幅谱｜X（f）｜是偶函数，一个实信号是带限的，频谱非零的区域必是以0为中心的区间．因此，实信号x（t）为带限的，可用截频f0
 表示：
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比较（2-3-9）和（2-3-2）式知

f0
 ＝-fc
 ，　L＝2fc
 ．

取抽样间隔∆满足[image: alt]
 即[image: alt]
 则由（2-3-9）式知
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上式相当于带限信号（2-3-2）式中的f0
 ＝-1/（2∆），L＝1/∆．于是由带限信号抽样定理得到下面的奈奎斯特抽样定理．

奈奎斯特抽样定理　设信号x（t）有截频fc
 （见（2-3-9）式），取抽样间隔∆满足1/（2∆）＞fc
 ，则由离散信号x（n∆）可恢复频谱X（f）和x（t），它们的表达式为
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称1/∆为抽样频率，称fc
 为奈奎斯特频率．实际上，比截频fc
 大的任何频率也是截频，因此，奈奎斯特频率应指最小的截频．当然在应用中，很多情况下无需这样严格，因为只要把∆取小点就行了．

奈奎斯特频率fc
 是以（2-3-9）式来定义的．以文献［4］为代表的许多教科书中，都以下式来定义奈奎斯特频率（如［4］p146），
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公式（2-3-9）和（2-3-13）哪一个更合理呢？请看下例．

例1　设连续信号x（t）＝sin2πf0
 t，其中f0
 为一正实数．按公式（2-3-9）和（2-3-13）分别确定奈奎斯特频率．

解　x（t）只在频率f0
 有信号，因此，按照（2-3-9），可知fc
 ＝f0
 ．但是，当取fc
 ＝f0
 时，公式（2-3-13）就不满足了．为了满足（2-3-13），必须取fc
 ＝f0
 ＋ε，其中ε为一正数．

由上例知，按照公式（2-3-13），奈奎斯特频率只有含一个参数的变量．从这个简单的例子可以看出，用公式（2-3-9）确定奈奎斯特频率是合适的．

按照文献［4］的奈奎斯特抽样定理（p146），抽样间隔∆和奈奎斯特频率fc
 要满足
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而在我们上面的定理中，条件是
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上述两个条件哪一个更合适呢？这和奈奎斯特频率如何定义有关．以例1为例，按（2-3-9）确定奈奎斯特频率fc
 ＝f0
 ．由§2的正弦波抽样定理知，只有在条件（2-3-15）下才能恢复信号，而条件（2-3-14）是不能恢复信号的．

在现有国内外的教科书中，对奈奎斯特频率没有严格的定义．我们用最大频率和最小截频的概念来定义奈奎斯特频率fN
 ：
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或者

[image: alt]


其中sup为上确界，inf为下确界，参看［5］p40，［6］p27．

上面两个定义是等价的．为此，我们给出奈奎斯特频率定理．

奈奎斯特频率定理：

[image: alt]


证明　令

a＝sup｛f0
 ：X（f0
 ）≠0，f0
 ≥0｝，

b＝inf｛fc
 ：X（f）＝0，0≤fc
 ＜f｝．

由f0
 和fc
 的性质知

f0
 ≤fc
 ．

在上式中，对f0
 取上确界有

a＝sup｛f0
 ：X（f0
 ）≠0｝≤fc
 ．

在这个结果中，再对fc
 取下确界有

a≤inf｛fc
 ：X（f）＝0，fc
 ＜f｝＝b．

按照下确界b的定义，对任意ε＞0，存在f0
 使

b－ε＜f0
 ，

其中f0
 满足X（f0
 ）≠0．由于a是f0
 的上确界，因此f0
 ≤a，于是有

b－ε＜a．

令ε→0得

b≤a，

因此，a＝b．定理证毕．

要理解上述证明，读者需了解上确界sup和下确界inf的含义．不过，读者了解定理的结论也就可以了．

我们给出了两个简单的求奈奎斯特频率的例子．

例2　求下面两个信号的奈奎斯特频率．

（1）x（t）＝3sin（2πf1
 t＋0.2），f1
 ＞0；

（2）x（t）的频谱X（f）为

[image: alt]


解　（1）信号x（t）只有一个正频率f1
 ，因此

｛f0
 ：X（f0
 ）≠0，f0
 ≥0｝＝｛f1
 ｝，

所以，奈奎斯特频率为

fN
 ＝sup｛f1
 ｝＝f1
 ．

（2）由X（f）的定义知

｛f0
 ：X（f0
 ）≠0，f0
 ≥0｝＝｛f0
 ：0≤f0
 ＜1｝，

因此

fN
 ＝sup｛f0
 ：0≤f0
 ＜1｝＝1．

从第一个例子知X（fN
 ）≠0，从第二个例子知X（fN
 ）＝0．这表明，频谱X（f）在奈奎斯特频率上的值可为零、也可不为零，但当f＞fN
 时，总有X（f）＝0．

有了奈奎斯特频率的定义之后，带限信号的抽样定理可以重新叙述如下．

奈奎斯特抽样定理　设带限信号x（t）的奈奎斯特频率为fN
 ，当抽样频率大于奈奎斯特频率两倍时，即[image: alt]
 其中∆为抽样间隔，则由离散信号x（n∆）可恢复x（t）及其频谱X（f），并有关系式（2-3-11）（2-3-12）．

我们强调指出，按上述定理，抽样频率必须大于奈奎斯特频率的两倍，而不能等于奈奎斯特频率的两倍．

许多教科书给出了与上述相同的抽样定理，然而国内外还有许多教科书，甚至是知名的教科书，都给出了错误的抽样定理．文献［7］（p130）、［8］（p84）给出如下的抽样定理：

设x（t）是带限信号，频谱X（f）满足

X（f）＝0，　fm
 ＜｜f｜．

如果抽样间隔满足

[image: alt]


则由x（n∆）可以恢复x（t）．

该定理的错误在于[image: alt]
 不应等于2fm
 ，只能大于2fm
 ．例如，对信号x（t）＝3sin（2πfm
 t＋0.3），满足上述定理的条件，但当取∆满足[image: alt]
 [image: alt]
 时，由x（n∆）＝3sin（nπ＋0.3）恢复不了x（t）．

国内许多教材都有上面同样的错误，例如：［9］p158，［10］p117，［11］p31，［12］p21，［13］p96，［14］p29，［15］p91，［16］p14，［17］p21，［18］p170，［19］p62，［20］p14，［21］p167，［22］p11．这么多教材所出现的问题，正说明我们需要正确认识和阐述抽样定理．

最后我们指出，如果x（t）的频谱X（f）在fm
 的取值为零或有限数，即｜X（fm
 ）｜＜C，其中C为一正数，则当[image: alt]
 时，由x（n∆）可恢复x（t）．这是因为，当X（fm
 ）取有限值时．信号x（t）所包含的频率为fm
 的分量为X（fm
 ）[image: alt]
 df，因为df在积分过程中为无穷小量，它实际上为0，这表明此时的单个频率fm
 的分量对信号x（t）已无意义，x（t）由小于fm
 的频率成分所决定，因此，当[image: alt]
 时x（n∆）也可恢复x（t）．

§4　离散信号的频谱和抽样定理

1．离散信号的频谱

对于任意离散信号x（n∆），如何定义它的频谱？由（2-3-7）式右边我们得到启发，我们定义x（n∆）的频谱为

[image: alt]


由此知X∆
 （f）是周期为1/∆的周期函数，且

[image: alt]


由（2-4-1）式和（2-4-2）式知，x（n∆）和它的频谱X∆
 （f）是一一对应的．这意味着，如果有一个频谱X0
 （f），满足

[image: alt]


则有

[image: alt]


连续信号x（t）完全确定了离散信号x（n∆），因此，连续信号x（t）的频谱X（f）也完全确定了离散信号x（n∆）的频谱X∆
 （f）．我们知道，当抽样间隔∆满足（2-3-10）式时，X∆
 （f）等于X（f），f∈［-1/（2∆），1/（2∆）］．但是，当∆不满足（2-3-10）式时，X（f）如何表示X∆
 （f）呢？

2．抽样定理

按照信号与频谱的关系，我们有

[image: alt]


我们要把上面的无穷积分转换成（2-4-2）式右边形式的积分，做法是把区间（-∞，+∞）分解成可列个小区间［m／∆－1/2∆，m/∆＋1/2∆］（m＝0，±1，…）之和，于是有

[image: alt]


按照（2-4-3）和（2-4-4）式的关系，由（2-4-5）式得

[image: alt]


我们把上面的结果写成抽样定理．

抽样定理　设连续信号x（t）的频谱为X（f），离散信号x（n∆）的频谱为X∆
 （f）（见（2-4-1）式），则X∆
 （f）和X（f）有关系式（2-4-6）．

现在说明（2-4-6）式的直观意义．我们把X（f）分成许多小段，以［-1/（2∆），1/（2∆）］为基础，每隔1/∆取一段（见图2-5（a）），然后将各段叠加起来，最后得到X∆
 （f）（见图2-5（b））．

[image: alt]


图2-5　抽样定理2的示意图

3．重抽样定理

以抽样间隔∆抽样得到离散信号x（n∆）．有时我们会觉得抽样间隔∆太小，以至于离散信号x（n∆）的数据过大．这时就需要重抽样，取抽样间隔为∆1
 ＝m∆，其中m为正整数．重抽样后的离散信号为x（n∆1
 ）＝x（nm∆）．当m＝2时，离散信号的数据量就可减少一半．

我们关心的问题是，重抽样前的离散信号x（n∆）的频谱X∆
 （f）和重抽样后的离散信号x（n∆1
 ）的频谱[image: alt]
 有什么关系？

我们给出两种形式的答案，它们都是建立在抽样定理的基础之上的．

首先，我们将重抽样问题转化为对连续信号抽样的问题．我们先构造连续信号[image: alt]
 它的频谱[image: alt]
 为

[image: alt]


因此，[image: alt]
 所谓重抽样，也就是以∆1
 ＝m∆为间隔对[image: alt]
 进行抽样．按照抽样定理，有如下定理．

重抽样定理1　设原始离散信号x（n∆）的频谱为X∆
 （f），重抽样后的离散信号x（n∆1
 ）的频谱为[image: alt]
 则两个频谱有如下关系：

[image: alt]


其中[image: alt]
 由（2-4-7）式确定．

重抽样定理中公式（2-4-8）的直观意义与图2-6相类似，不过这时要注意，把图2-5上的∆换成∆1
 ，把X（f）换成[image: alt]
 按照（2-4-7）式，[image: alt]
 在区间［-1/（2∆），1/（2∆）］之外全为0，因此只要有限段相加就得到[image: alt]
 这说明在（2-4-8）式中，仅有有限项相加，只是为了避免繁琐起见，我们没有写出应该是哪些项相加．然而利用图2-5的做法，却是十分简易、直观可行的．下面举一例说明．

例　设x（n∆）的频谱X∆
 （f）在［-1/（2∆），1/（2∆）］上的图形如图2-6（a）所示，取重抽样间隔∆1
 ＝2∆，求重抽样信号x（m∆1
 ）的频谱[image: alt]


在图2-6（a）中，把区间［-1/2∆，1/2∆］以外变成0，就得到[image: alt]
 见图2-3（b）．再以区间［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］为基础，以1/∆1
 为长度进行分段，除中间三段外其他皆为0．将这几段相加就得到[image: alt]
 见图2-6（c）．

在区间［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］上把X∆
 （f）与[image: alt]
 比较，发现[image: alt]
 的图形上方多出一块．[image: alt]
 与X∆
 （f）的这种差异，是由重抽样带来的．当原始离散信号的频谱X∆
 （f）在区间［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］外不为0时，这种情形就发生了．
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图2-6　重抽样后的频谱[image: alt]


下面的重抽样定理2是直接根据抽样定理中的（2-4-6）式推导出来的．

重抽样定理2　设原始离散信号x（n∆）的频谱为X∆
 （f），重抽样后的离散信号x（n∆1
 ）的频谱为[image: alt]
 其中∆1
 ＝m∆，则两个频谱有如下关系：
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证明　设产生离散信号的原始连续信号为x（t），相应的频谱为X（f）．或构造x（t），使其频谱X（f）由（2-4-7）式确定．按抽样定理，由（2-4-6）式知
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[image: alt]


我们把从-∞到+∞的n，分成长度为m的可列个小段｛n＝km＋l，l＝0，…，m－1｝，k＝0，±1，…这样（2-4-11）式的和就变为

[image: alt]


由（2-4-11）和（2-4-12）式就得到（2-4-9）式．证毕．

注意，在（2-4-9）式中，X∆
 （f）和[image: alt]
 分别是以1/∆和1/∆1
 为周期的周期函数，只不过我们关心的只是[image: alt]
 在［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］上的值．图2-6所示的例子，也可根据（2-4-9）式求出[image: alt]


有时我们会觉得抽样间隔∆太大，以至于离散信号x（n∆）过于稀疏．这时需要把信号密度加大，把抽样间隔变小，取抽样间隔∆1
 ＝∆/m，其中m为正整数．加密重抽样的离散信号为x（n∆1
 ）＝x（n∆/m）．当m＝2时，离散信号的数据量可增加一倍．

如何求加密重抽样信号x（n∆1
 ）呢？请注意，我们的出发点是原始信号x（n∆）．因此，我们可构造一个对应于x（n∆）的连续信号[image: alt]
 它的频谱[image: alt]
 为（2-4-7）式．按照本章§3的奈奎斯特抽样定理，有如下定理．

加密重抽样定理3　设原始离散信号x（n∆）的频谱为x∆
 （f），加密重抽样后的离散信号x（n∆1
 ）的频谱为[image: alt]
 其中∆1
 ＝∆/m，m为正整数，则[image: alt]
 和X∆
 （f），x（n∆1
 ）和x（n∆）的关系为

[image: alt]


在实际应用中，我们还可利用快速傅里叶变换进行数据加密，见第七章问题15．

§5　由离散信号恢复连续信号的问题

1．由离散信号恢复连续信号的方法

现在我们讨论一般地由离散信号变成连续信号的方法．

设g（t）为一连续信号，它的频谱为G（f）．由g（t）可以把离散信号x（n∆）变成连续信号[image: alt]


[image: alt]


它的频谱[image: alt]
 为

[image: alt]


即

[image: alt]


其中X∆
 （f）为x（n∆）的频谱．

（2-5-1）和（2-5-2）式为离散信号变为连续信号的基本公式．

如果对任何离散信号x（n∆），都要求由（2-5-1）式确定的连续信号[image: alt]
 满足

[image: alt]


那么这时对g（t）或G（f）有何要求呢？

我们考虑一个特殊的离散信号x（n∆）：

[image: alt]


由（2-5-1）式知，[image: alt]
 再由（2-5-3）、（2-5-4）式可得

[image: alt]


由上面讨论可知，对任何x（n∆），要求[image: alt]
 满足（2-5-3）式，则g（t）必满足（2-5-5）式．反之，若g（t）满足（2-5-5）式，则由（2-5-1）式可知，（2-5-3）式必然成立．

我们把上述分析讨论写成下面的定理．

连续化定理　设离散信号为x（n∆），它的频谱为X∆
 （f），g（t）为连续信号，g（t）的频谱为G（f）．由x（n∆）和g（t）按照（2-5-1）式可构造一个连续信号[image: alt]
 则[image: alt]
 的频谱[image: alt]
 由（2-5-2）式确定．如果对任何x（n∆）都要求[image: alt]
 则充分必要条件是要求g（t）满足（2-5-5）式．

2．两个例子

例1　取g（t）为

[image: alt]


这时[image: alt]
 如（2-3-12）式所示，[image: alt]
 如（2-4-7）式所示．

例2　取g（t）为

[image: alt]


g（t）的图形见图2-7（b）．设离散信号x（n∆）如图2-7（a）所示，则按（2-5-1）式，连续信号[image: alt]
 （t）如图2-7（c）所示．实际上，[image: alt]
 （t）是用折线把x（n∆）连接起来的结果．对应于（2-5-7）式的频谱为

[image: alt]


（见第一章§2），按照（2-5-2）式，[image: alt]
 （t）的频谱为

[image: alt]


图2-7　把离散信号变成连续信号

[image: alt]


（2-5-7）式表示的g（t）是三角波．当然我们还可以把g（t）取成简单的方波，这可参看本章问题第8题．

§6　抽样与假频，抽样或重抽样的注意事项

1．抽样与假频

抽样定理和图2-5在理论上和直观上告诉我们，对连续信号x（t）以∆间隔进行抽样，当x（t）的频谱X（f）有大于频率fN
 ＝1/（2∆）的高频成分时，抽样后，这些高频成分就要加到频率范围［-1/（2∆），1/（2∆）］上去，见图2-5（b）．因此，抽样后离散信号的频谱X∆
 （f）在［-1/（2∆），1/（2∆）］上与原来的频谱X（f）就不一样了，得到的是假频谱X∆
 （f）．这种现象称为假频现象．原来频谱X（f）中大于频率fN
 ＝1/（2∆）的高频成分称为假频．假频现象正是由于假频引起的．

同样的问题在重抽样中也出现．当x（n∆）的频谱X∆
 （f）有大于1/（2∆1
 ）的高频成分时（∆1
 为重抽样间隔，1/（2∆1
 ）为重抽样频率），重抽样后，这些高频成分就要加到低的频率范围［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］上去，致使重抽样后的频谱[image: alt]
 与原来的频谱X∆
 （f）在［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］上不一样．这种现象称为假频现象，原始频谱X∆
 （f）中大于重抽样频率fN
 ＝1/（2∆1
 ）的高频成分称为假频．

在抽样中，如果发生假频现象，则抽样后得到的离散信号就不能反映原始信号的性质，因而也就失去了由抽样进行数字处理的意义．所以，在抽样中，去假频是十分重要的．去假频可以通过低通滤波来实现，参看第十章和第十一章．

2．抽样或重抽样的注意事项

2.1　对连续信号抽样的注意事项

如果我们对某种连续信号的性质一无所知，为了进行抽样，可以选择几个比较小的抽样间隔进行试验，如以∆1
 ，∆2
 （∆1
 ＞∆2
 ）为抽样间隔进行抽样，然后对这两个离散信号分别作频谱分析（具体做法参看第七章）．在频率范围［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］内比较这两个离散信号的频谱，如果差别不大，则可近似地认为截频fc
 （参看抽样定理1）≤1/（2∆1
 ），这时根据频谱在［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］范围内取值的情况，看能否把抽样间隔取得再大些．如果在［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］内两个离散信号的频谱差别比较大，再取第三个抽样间隔∆3
 （∆3
 ＜∆2
 ），抽样后得到第三个离散信号，在频率范围［-1/（2∆2
 ），1/（2∆2
 ）］内比较第二个和第三个离散信号的频谱，比较分析方法与上面所述相同．

如果我们知道某种连续信号包括两种成分：有效信号和干扰信号，而有效信号的频率成分在［-1/（2∆），1/（2∆）］之内，这时，以∆为间隔抽样的步骤如下：首先要去假频，即把大于1/（2∆）的高频成分去掉，这可通过电滤波器或数字滤波器来实现；其次是对去假频后的连续信号以∆为间隔进行抽样．

我们知道，在自然界和工程中出现的许多连续信号是用电子仪器记录的，这种仪器可称为模拟信号记录仪（也可谓连续信号记录仪）．这种仪器的缺点是信号振幅值的精度不高．为了更好地利用计算机处理信号，现在大量采用数字信号记录仪，它的特点是：记录到的是离散信号，信号振幅值是用数字表示的（数字的精度根据研究对象的不同而有所不同）．数字信号记录仪中的抽样间隔∆的选取原则前面已介绍过，在实际中，可取得稍小些，这样，对以后的处理可留有余地．

2.2　对离散信号重抽样的注意事项

对离散信号x（n∆）重抽样（设重抽样间隔∆1
 ＝μ∆），其步骤分为三步：

1）检查原始信号中有效信号的频率成分是否被包含在区间［-1/（2∆1
 ），1/（2∆1
 ）］之内，若在，则进行第二步，若不在，则不能以∆1
 为间隔进行重抽样．

2）检查是否有假频，即原始信号x（n∆）是否有大于1/（2∆1
 ）的高频成分．若没有，则进行第三步，若有，则要去假频，即把x（n∆）中大于1/（2∆1
 ）的高频成分变为0（这可通过数字滤波实现，见第十章），去假频后再进行第三步．

3）以∆1
 为间隔重抽样．

例　在地震勘探资料处理过程中，地震记录以∆＝2ms抽样，为了减少记录数据，提高处理速度，现在想以∆1
 ＝4∆＝8ms重抽样，应如何处理这个问题？

按上面介绍的三步考虑：

1）检查以∆1
 ＝8ms抽样是否合理．计算1/（2∆1
 ）＝62.5Hz．由于地震波的频率成分一般小于62.5Hz的，因此认为以∆1
 抽样是合理的．

2）由于在地面直接接收到的地震记录总是包含有大于62.5Hz的干扰频率成分，因此必须检查现有地震记录（以∆＝2ms抽样）是否已作过滤波，即是否已把大于62.5Hz的频率成分变为0了．若已做过，转入第三步，若没做过，则做完这种滤波后转入第三步．

3）以∆1
 ＝8ms进行重抽样．

问　题

1．设δ（n）为离散δ函数，u（n）为单位阶跃信号．写出信号x（n）＝u（n）＋u（－n）－δ（n）的数学表示式．

2．写出x（n）＝e-αn
 u（n）＋eβn
 u（-n）的数学表达式，其中α和β为两个正数．

3．试判断下列离散信号是否为周期信号，若为周期信号，确定其周期：

（1）x（n）＝sin（0.4πn）；

（2）x（n）＝cos（0.3n＋0.5）；

（3）x（n）＝sin（nπ/7）＋cos（nπ/15）．

4．设x（n）＝an
 u（n）．求x（n）的偶信号xe
 （n）和奇信号xo
 （n）．

5．设x（n）＝ieinω
 ．求x（n）的共轭对称信号xe
 （n）和共轭反对称信号．

6．对某种时间信号，取样间隔∆分别取为1ms，2ms，4ms，8ms．按照抽样定理1，则分别要求这种信号的截频fc
 在多少Hz以外？（1Hz＝1/s，ms为毫秒，1ms＝0.001s）

7．设连续信号x（t）的频谱X（f）为一理想低通，即

[image: alt]


其中f1
 ＞0．取抽样间隔为∆＝1/（2f1
 ）．求离散信号x（n∆）与相应的频谱X∆
 （f）．

8．设连续信号x（t）的频谱如图2-8（a）所示，其中频率f的单位为Hz．取抽样间隔[image: alt]
 求x（n∆）的频谱X∆
 （f）．

提示：按图2-5的方法做．x（n∆）的频谱X∆
 （f）见图2-8（b）．

[image: alt]


图　2-8

9．设连续信号x（t）的频谱X（f）为X（f）＝e-a｜f｜
 （其中a＞0）．现以∆间隔抽样得到离散信号x（n∆），它的频谱为X∆
 （f）．试对X（f）和X∆
 （f）在区间［-1/（2∆），1/（2∆）］上的平均误差
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做一估计．

提示：利用§4的公式（2-4-6）．

10．什么是假频？在抽样中应注意什么问题？

11．设x（n∆）为离散信号，连续信号
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其中g（t）是由下式确定的方波：
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（1）证明[image: alt]
 （t）为如下的阶梯函数：
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（2）求[image: alt]
 的频谱[image: alt]
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第三章　滤波与褶积，Z变换

在离散信号数字处理中，滤波占有重要的地位．滤波的方法是多种多样的，但是，基本的和重要的滤波概念与方法是直接建立在频谱分析基础之上的．对原始信号的频谱，我们想通过滤波改变为所需要的频谱，这种滤波可以通过设计一个频谱（所谓滤波器频谱）直接与原始信号频谱相乘来实现．在时间域，这种滤波表现为褶积关系．关于滤波与褶积的概念和关系我们将在§1，§2讨论．在此基础上，在§3讨论信号能谱、功率谱和与它们有关的等式．为了更好地研究信号和滤波，在§4和§5讨论离散信号和频谱的简化表示以及离散信号的Z变换，它们在讨论研究中既简单方便，又是一种强有力的工具．

§1　连续信号的滤波与褶积

1．滤波问题的提出

在工程技术中所接收到的信号x（t），一般都包含两个成分：一个是有效信号s（t），它是我们所需要的，它使我们能够了解要研究的对象的性质；另一个是干扰信号n（t），它是我们所不需要的，它对我们了解研究对象的性质起破坏作用．这两种成分合在一起就是我们实际得到的信号

x（t）＝s（t）＋n（t）．

对信号进行处理的一个重要目的，就是削弱干扰n（t），增强信号或保持信号s（t）．如何做到这一点呢？首先要了解信号s（t）与干扰n（t）的差异．根据实际资料的分析，发现在许多情况下，干扰信号n（t）的频谱N（f）与有效信号s（t）的频谱S（f）是不同的，一种特别的情况是干扰谱N（f）与有效信号谱S（f）是分离的（见图3-1）：当S（f）≠0时N（f）＝0．在这种情况下，我们可以设计一个频率函数H（f）：
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图3-1　有效信号与干扰信号的振幅谱

将它与x（t）的频谱X（f）＝S（f）＋N（f）相乘就得到

Y（f）＝X（f）H（f）．

由于

S（f）H（f）＝S（f），　N（f）H（f）＝0，

所以Y（f）＝S（f）．这样，X（f）经与H（f）相乘这一处理后，就达到了消去干扰信号、保留有效信号的目的．

对于许多实际信号，它的干扰成分频谱N（f）与有效成分频谱S（f）并不是完全分离的，但可以近似看做是分离的，根据干扰谱N（f）与有效信号谱S（f）的不同特点，设计不同的频率函数H（f），也可以起到削弱干扰、增强信号的作用．

用一个频率函数H（f）与信号x（t）的频谱X（f）相乘得到Y（f）＝X（f）H（f），这个过程就称为滤波．所谓滤波，就是对原始信号进行过滤，改变其频率成分，以达到削弱干扰、突出信号的目的．

2．连续信号的滤波与褶积

设原始信号x（t）的频谱为X（f），用来滤波的频谱H（f）所对应的时间函数为h（t），滤波后的频谱Y（f）＝X（f）H（f）所对应的时间函数为y（t）．现在我们要问：作为滤波后的信号y（t），它与原始信号x（t）和用于滤波的时间函数h（t）有什么关系呢？

我们根据信号与频谱的一一对应关系来解决这个问题．按照第一章§2信号与频谱的傅氏变换公式，可进行下面的计算：
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x（t）和h（t）通过（3-1-1）式形成的积分得到y（t）．两个函数这种形式的积分，在滤波问题中起着重要作用．为此给予专门的名称．我们把由（3-1-1）式表示的y（t）称为x（t）与h（t）的褶积
①

 ，并记为

y（t）＝x（t）*h（t）．

以上的讨论可总结为两个关系式：
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其中

[image: alt]


从数学角度看，公式（3-1-2），（3-1-3）的意义是：两个频谱相乘，其时间函数就是相应的两个时间函数进行褶积；反之，两个时间函数褶积，其频谱就是相应的两个频谱相乘．

从滤波角度看，公式（3-1-2），（3-1-3）的意义是：滤波可通过两种方式来实现．一是在频率域实现，将频谱H（f）与X（f）相乘得到Y（f），再由Y（f）作反傅氏变换得到y（t）．二是在时间域实现，将时间函数h（t）与x（t）褶积得到y（t）．

整个滤波过程可用图3-2表示出来．
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图3-2　滤波过程示意图

我们称x（t）为输入信号；y（t）为输出信号；h（t）为滤波因子，或滤波器时间函数，或脉冲响应函数；H（f）为滤波器频谱，或频率响应函数．

这种滤波具有线性和时不变的性质，见本章问题第1题．

最后对褶积作一说明．由于Y（f）＝X（f）H（f）可以写为Y（f）＝H（f）X（f），按照（3-1-2）式、（3-1-3）式的对应关系，y（t）也可写为[image: alt]
 这说明褶积具有交换性质：

h（t）*x（t）＝x（t）*h（t）．

例1　（低通滤波）设输入信号x（t）的频谱为X（f）．滤波器为低通滤波器，即滤波器频谱为H（f）．
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求滤波器时间函数h（t），输出y（t）和相应的频谱y（f）．

解　滤波器时间函数h（t）为
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输出信号为
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输出信号的频谱为
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例2　（积分信号的频谱）设信号x（t）的频谱为X（f），x（t）的积分信号为
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其中t0
 为一正数．求积分信号的频谱．

解　设积分因子h（t）为
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由于
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我们才称h（t）为积分因子．实际上，h（t）为一方波，h（t）的频谱为
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由褶积信号的频谱关系知，y（t）的频谱Y（f）为
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从滤波的关系式（3-1-2）和（3-1-3）知，如果在频率域是相乘关系，则在时间域是褶积关系．反之，如果在时间域是相乘关系，则在频域是褶积关系吗？答案是肯定的，见本章问题14．

§2　离散信号的滤波与褶积

1．离散信号的滤波与褶积

前面我们讨论了连续信号的滤波．对连续信号x（t）用连续滤波因子h（t）滤波得到y（t），相应的频谱关系为

Y（f）＝X（f）H（f）．

当连续信号x（t）和连续滤波因子h（t）的频谱X（f），H（f）都有截频fc
 意即当｜f｜＞fc
 时X（f）＝H（f）＝0），并且抽样间隔[image: alt]
 时，对连续信号的滤波完全可以通过对离散信号的滤波来实现．

由于Y（f）＝X（f）H（f），所以Y（f）的截频也为fc
 ．对连续时间函数x（t），h（t），y（t），按∆间隔抽样得离散序列x（n∆），h（n∆），y（n∆），这些离散序列的频谱分别为X∆
 （f），H∆
 （f），Y∆
 （f）．按照奈奎斯特抽样定理，当频率f在［-1/（2∆），1/（2∆）］范围内时，X∆
 （f）＝X（f），H∆
 （f）＝H（f），Y∆
 （f）＝Y（f）＝X（f）H（f）．因此，在［-1/（2∆），1/（2∆）］范围内有Y∆
 （f）＝X∆
 （f）H∆
 （f）．这就是离散信号的频率域滤波公式．由Y∆
 （f）可确定y（n∆），由y（n∆）按抽样定理可恢复出连续信号y（t），这说明，对连续信号的滤波可以通过对离散信号的滤波来实现．

设离散序列x（n∆），h（n∆），y（n∆）的频谱分别为X∆
 （f），H∆
 （f），Y∆
 （f），且满足关系

Y∆
 （f）＝X∆
 （f）H∆
 （f）．

现在我们要直接找出y（n∆）与x（n∆），h（n∆）的关系．

由离散信号与频谱的关系（见第二章§1）可知
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即
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离散序列x（n∆），h（n∆）通过（3-2-1）式运算得到y（n∆），我们称y（n∆）为x（n∆）与h（n∆）的褶积，记为

y（n∆）＝x（n∆）*h（n∆）．

以上的讨论可总结为下面的一对公式：
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其中
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（3-2-2）式称为离散信号的频率域滤波公式，（3-2-3）式称为离散信号的时间域滤波公式．

离散信号滤波示意图见图3-3．
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图3-3　离散信号滤波示意图

在图3-3中，x（n∆）为输入信号，y（n∆）为输出信号，h（n∆）为滤波因子或滤波器时间序列，H∆
 （f）为滤波器频谱．

最后指出，由于X∆
 （f）H∆
 （f）＝H∆
 （f）X∆
 （f），按照（3-2-2）和（3-2-3）这一对公式有x（n∆）*h（n∆）＝h（n∆）*x（n∆）．这说明褶积的次序是可交换的．

2．褶积的直观意义

现在来说明褶积的直观意义，在公式（3-2-4）中，令λ＝-τ，于是有
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为了说明（3-2-5）式运算的过程，我们举一例．

例1　设∆＝1，离散序列x（n∆）和h（n∆）分别为
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h（n）的图形见图3-4（a），x（n）的图形见图3-4（c），褶积公式（3-2-5）的实现步骤如下：

首先，把h（λ）变成h（-λ），从图3-4（a），（b）可看出，这实际上是褶的过程：以h轴为对称轴，把h轴右边的图形褶到左边去，把h轴左边的图形褶到右边去，于是得到h（-λ），见图3-4（b）．这也就是经常把卷积称为褶积的原因．

其次，为了得到y（1），这时n＝1，把h（-λ）与x（λ）按（3-2-5）式作运算，这个过程如图3-4（c），（d），（e）所示：把h（-λ）图上的h轴对准x（λ）图上的λ＝n＝1的点，见图3-4（d）和（c），然后将上下两个图形对应的点，两两相乘，之后再加在一起就得到y（1）＝3/2，见图3-4（e）．这种先做乘积然后相加的过程，我们称为积的过程，因为相加是积累，也可看做是积．

最后，取n＝0，±1，±2，…，重复上述过程，就得到y（n），见图3-4（f）．

由上可知，我们把由（3-2-4）式或（3-2-5）式确定的y（n∆）称为x（n∆）与h（n∆）的褶积是完全合理的．
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图3-4　褶积示意图

例2　设x（n）与h（n）如下：

　x（n）＝an
 u（n），

h（n）＝u（n）－u（n－11）．

求褶积y（n）＝x（n）*h（n）．

解　x（n）和h（n）可以表示为
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因此
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为了计算上式，我们分三种情况．

第一种情况：当n＜0时，由于0≤k≤10，x（n－k）＝0，所以当n＜0时，y（n）＝0．

第二种情况：当0≤n≤10时，由于0≤k≤10，只有n－k≥0，即k≤n时，x（n－k）方不为0，此时有
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第三种情况：当n＞10时，由于0≤k≤10，有n－k＞0，所以此时有
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综上所述，我们得到
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§3　信号的能谱与能量等式，功率谱

与平均功率等式

信号的能谱、功率谱，在应用中是十分重要的概念．在这一节，我们进行讨论．

1．连续信号的能谱与能量等式

由电学知识我们知道功率P＝V2
 /R，其中V表示电压，R表示电阻．如果我们用实信号x（t）表示电压，假定电阻为1，则瞬时功率为x2
 （t），总的能量就为
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以后我们就称（3-3-1）式为信号的能量．

x（t）的能量与频谱X（f）有什么关系呢？下面进行分析．

现在给出关于两个信号相乘的积分公式．

设x（t）和y（t）为两个信号．按信号与频谱的关系
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因此有
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上式可写为
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同样可以得到
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即
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当y（t）为实信号时，用（3-3-3）式比用（3-3-2）式更方便．

在（3-3-3）式中，取y（t）＝x（t），即得
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（3-3-4）式称为能量等式，也称为帕塞瓦尔等式．

（3-3-4）式表明，x（t）的能量可通过｜X（f）｜2
 表示出来，因此，｜X（f）｜2
 也称为x（t）的能谱．

2．连续信号的功率谱与平均功率等式

当连续信号x（t）的总能量（3-3-1）式为无限时，我们就要考虑平均功率和功率谱．

我们称
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为x（t）在区间［T1
 ，T2
 ］上的平均功率．

现在我们讨论x（t）在区间［T1
 ，T2
 ］上的功率谱．为此，我们设
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它的频谱为
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按照能量等式，[image: alt]
 的能量和能谱有关系
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把（3-3-4）式、（3-3-5）式代入上式，并在两边除以T2
 －T1
 ，便得
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（3-3-6）式左边为x（t）在区间［T1
 ，T2
 ］上的平均功率，它可通过[image: alt]
 表示出来．为此，我们称
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为x（t）在区间［T1
 ，T2
 ］上的功率谱．

通常，我们把在整个时间轴（-∞，+∞）上的平均功率
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称为实信号x（t）的平均功率．

把
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称为x（t）的功率谱．

在（3-3-6）式中，取T2
 ＝T，T1
 ＝-T，并令T→+∞，便可得
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或
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（3-3-9）式称为平均功率等式．

3．离散信号的能谱与能量等式

类似于连续实信号x（t）的能量（3-3-1）式，我们称
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为离散信号x（n∆）的能量．

现在讨论x（n∆）的能量与它的频谱X∆
 （f）的关系．

我们给出两个信号相乘的求和公式．

设x（n∆）和y（n∆）为两个信号．按照信号和频谱的关系，y（n∆）和它的频谱Y∆
 （f）有如下关系：
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因此
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同样有
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当y（n∆）为实信号时，用（3-3-12）式比（3-3-11式更方便．

在（3-3-12）式中，令y（n∆）＝x（n∆）便得
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称（3-3-13）式为离散信号x（n∆）的能量等式，称｜X∆
 （f）｜2
 为离散信号的能谱．

4．离散信号的功率谱与平均功率等式

当离散信号x（n∆）的能量（3-3-10）式为无限时，我们就要考虑平均功率和功率谱．

我们称
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为x（n∆）在［-N，N］范围内的平均功率．

为了研究相应的功率谱，我们设
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它的频谱为
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按照离散信号的能量等式，我们有
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把（3-3-14）式，（3-3-15）式代入上式，并在两边除以（2N＋1）∆，于是可得
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由于在（3-3-16）式中，左边代表x（n∆）在［-N，N］范围内的平均功率，因此，我们就把右边的被积函数
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称为x（n∆）在［-N，N］范围内的功率谱．

通常，我们称
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为x（n∆）的平均功率，称
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为x（n∆）的功率谱．

按照（3-3-16）式，在两边取极限，得
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（3-3-17）式称为离散信号x（n∆）的平均功率等式．

例　求x（n）＝cosn的平均功率．

解　由于
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其中
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同样有
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因此，可得x（n）的平均功率
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§4　离散信号与频谱的简化表示

以后讨论的主要是离散信号，为了方便，我们对离散信号、频谱及褶积采用一些简化表示．

1．离散信号与频谱的简化表示

在第二章，我们已经知道，离散信号x（n∆）的频谱为
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由于在实际处理中，抽样间隔∆事先已确定好，它是已知常数，因此我们可用x（n）表示x（n∆），用

[image: alt]


表示离散信号x（n）的频谱．要注意的是，过去用X（f）表示连续信号x（t）的频谱，由于现在讨论的是离散信号x（n），所以这里的X（f）表示的是离散信号x（n）的频谱，注意到这点，符号的意义就不会混淆．

若令ω＝2π∆f，则有
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我们也称X（ω）为离散信号x（n）的频谱．特别指出，X（　）的含义，由括号（　）内的符号确定，这样就不至于混淆．

下面我们列出离散信号x（n）与以上介绍的三种频谱之间的一一对应关系：
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离散信号x（n）的三种频谱X∆
 （f），X（f），X（ω）之间的关系为
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离散信号x（n）的能量与各种谱频的关系为
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2．离散信号褶积的简化表示

现在讨论褶积的简化表示．在本章§2，我们已经知道离散信号x（n∆）与h（n∆）的褶积和频谱关系为
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在（3-4-6）式中褶积公式的和号前面，有一常数∆，在褶积的简化表示中，这个∆被去掉了．

离散序列x（n）与h（n）的褶积简化表示为
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注意，（3-4-7）式中的g（n）和（3-4-6）式中的y（n∆）是不同的，对照两式可看出
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因此，Y∆
 （f）＝∆G∆
 （f）．由（3-4-6）式得
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根据关系式（3-4-4），我们有G∆
 （f）＝∆G（f），X∆
 （f）＝∆X（f），H∆
 （f）＝∆H（f），所以由（3-4-9）式可得

G（f）＝X（f）H（f）．

在上式中令[image: alt]
 根据关系式（3-4-4）可得

G（ω）＝X（ω）H（ω）．

由上讨论可知，对褶积（3-4-7）式，相应的频谱关系式为
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现在把以上讨论总结如下：

离散信号x（n∆）（或记为x（n），xn
 ）的频谱有三种，这三种频谱及与信号的关系见公式（3-4-1），（3-4-2），（3-4-3）．这三种频谱之间的关系见（3-4-4）式．

离散信号的褶积有两种，这两种褶积与频谱的关系见公式（3-4-6）和（3-4-10），或（3-4-11）．

实际应用中，用哪一种频谱、哪一种褶积式，要看具体问题而定．在问题讨论中，用简化表示比较方便．我们要指出的是，频谱X∆
 （f）（3-4-1）是由抽样定理引起的（见（2-3-7）式）．

§5　离散信号的Z变换

现在我们讨论离散信号（或离散序列）的Z变换．因为Z变换形式简单，在应用中比较方便．由于信号数字处理的基本原理是建立在频谱和频谱分析基础之上，因此，在这里，我们把离散信号的Z变换作为离散信号频谱的一种简化表示来讨论，这样讨论既简单直观又反映了问题的实质．

1．离散序列的频谱与Z变换

设xn
 为离散序列，由以前的讨论可知（见（3-4-2）式），xn
 的频谱为
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如果已知频谱X（f），则可知xn
 为
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在（3-5-1）式中，e-i2πn∆f
 可表示为（e-i2π∆f
 ）n
 ．我们令
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则（3-5-1）式就变为
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这种表示显然比（3-5-1）式要简单些．

我们记
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X（Z）称为xn
 的Z变换．

在上式中，Z也可以看成一个复自变量，这样Z变换就是一个复变函数．当我们把离散信号的Z变换作为离散信号频谱的一种简化表示的时候，也即要求Z变换X（Z）在包含单位圆的圆环1－δ＜｜Z｜＜1＋δ内解析，其中δ为一正数，具体内容可参看下节．

我们把Z变换记为X（Z），如同符号X（f），X（ω），由符号Z，f，ω所区别，是不至于引起混淆的．

Z变换与频谱的关系是：把频谱X（f）中的e-i2π∆f
 换成Z就得到X（Z）；反之，把Z变换X（Z）中的Z换成e-i2π∆f
 就得到频谱X（f）．由于频谱与Z变换之间只是一种符号的代换，而其实质并未改变，因此，由频谱的性质就可立即得出Z变换相应的性质．下面举褶积、相关的性质来说明．

1.1　褶积的Z变换

设离散序列xn
 与hn
 的褶积为[image: alt]
 则相应的频谱关系为Y（f）＝H（f）X（f），具体写出来就是
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在上面的关系式中，用Z代换e-i2π∆f
 ，就得到
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按Z变换的符号表示，上式可写为
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这说明，两个信号褶积的Z变换，等于两个信号Z变换的乘积．

1.2　翻转信号的Z变换

设yn
 为离散序列，我们称gn
 ＝y-n
 为yn
 的翻转信号，因为从图形上看，gn
 的图形是yn
 的图形以n＝0为中心翻转的结果，参见图3-4（a），（b）．

翻转信号的频谱
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在G（f）中用Z代换e-i2π∆f
 ，就得到
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而yn
 的Z变换为[image: alt]
 所以
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1.3　相关的Z变换

实离散序列xn
 与yn
 的相关rxy
 （n），实际上也是一种褶积rxy
 （n）＝xn
 *y-n
 ．按照褶积和翻转信号的Z变换性质，可得相关序列rxy
 （n）的Z变换为
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特别地，自相关序列rxx
 （n）＝xn
 *x-n
 的Z变换为
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例1　设离散信号为

[image: alt]


则gn
 的Z变换为
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gn
 的自相关函数rgg
 （n）的Z变换为
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2．频谱与Z变换展开式的唯一性

离散序列xn
 的频谱为X（f），Z变换为X（Z），我们称公式（3-5-1）为xn
 的频谱展开式（也可称为频谱三角级数展开式），称公式（3-5-4）为xn
 的Z变换展开式（也可称为Z变换幂级数展开式）．频谱和Z变换展开式有一个重要的性质，即

频谱和Z变换展开式的唯一性：设离散序列xn
 的频谱为X（f），Z变换为X（Z），若X（f），X（Z）有展开式
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或
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则离散序列xn
 和cn
 相等，即xn
 ＝cn
 ，或者可以说，在展开式中，e-i2πn∆f
 或Zn
 前的系数就是xn
 ．

现在来说明．如果已知（3-5-9）式成立，在该式两边乘上ei2πm∆f
 ，再从-1/（2∆）积分到1/（2∆），便得
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把这个式子与（3-5-2）式比较．便得xn
 ＝cn
 ．如果已知（3-5-10）式成立，取Z＝e-i2π∆f
 ，便得（3-5-9）式成立，由（3-5-9）式成立则可知xn
 ＝Cn
 .

利用唯一性，我们可以从频谱或Z变换的展开式中直接求得相应的离散序列．

例2　已知xn
 的Z变换为

X（Z）＝7＋3Z＋8Z2
 ，

求xn
 ．

在展开式7＋3Z＋8Z2
 中，常数项7是Z的0次方即Z0
 前的系数，所以x0
 ＝7；3是Z的1次方即Z1
 前的系数，所以x1
 ＝3；8是Z的2次方即Z2
 前的系数，所以x2
 ＝8．在展开式中Z的其他次方皆不出现，表示它们前面的系数为0，也即相应的xn
 为0．综上所述有
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例3　由例1，gn
 的自相关函数rgg
 （n）的Z变换为

Rgg
 （Z）＝（1＋q[image: alt]
 ）＋q1
 Z-α
 ＋q1
 Zα
 ，

由唯一性可知rgg
 （n）为
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例4　已知bn
 的Z变换为B（Z）＝Z－α，由唯一性知
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或写成bn
 ＝（b0
 ，b1
 ）＝（-α，1）．

例5　已知at
 的Z变换为[image: alt]
 求at
 ．

我们要把A（Z）表示成展开式，这里要用到等比级数公式
②

 ，并要对α分不同情况讨论．

当｜α｜＞1时，
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令[image: alt]
 按等比级数有
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由这个展开式可知，相应的at
 为

[image: alt]


当｜α｜＜1时，
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所以这时相应的at
 为
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当｜α｜＝1时，在［-1/（2∆），1/（2∆）］之间一定有一点f0
 使[image: alt]
 频谱A（f）在f0
 的值为
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在一般情况下，我们认为这时的频谱A（f）没有意义，因而相应的at
 也就不存在．如果把｜α｜＝1看成是｜α｜→1的结果，则

当｜α｜→1+
 时，at
 可写为
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当｜α｜→1-
 时，at
 可写为

at
 ＝（…，a-2
 ，a-1
 ）＝（…，α，1）．

3．离散序列的时移与滤波

3.1　离散序列的时移与时移定理

离散序列xn
 ，其中n表示时间，xn
 反映的是离散信号．延迟时间τ发出这个信号，便得到xn－τ
 ．我们称xn－τ
 为xn
 的时移信号．时移信号的频谱和Z变换与原来信号有什么关系？这正是时移定理要回答的问题．

时移定理　设xn
 的频谱为X（f），Z变换为X（Z），则时移信号xn－τ
 的频谱为e-i2πτ∆f
 X（f），Z变换为Zτ
 X（Z）；反之，e-i2πτ∆f
 ·X（f）或Zτ
 X（Z）所对应的信号是xn－τ
 ．

证明　xn－τ
 的频谱为
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在（3-5-11）式中，用Z代替e-i2π∆f
 ，就得到时移信号xn－τ
 的Z变换Zτ
 X（Z）．由于频谱和Z变换以及和离散信号的关系都是一一对应的，所以e-i2πτ∆f
 X（f）或Zτ
 X（Z）所对应的信号是xn－τ
 ．

例6　设yn
 的Z变换为Y（Z）．求Z3
 Y（Z），Y（Z）＋6ZY（Z）＋7Z5
 Y（Z）所对应的信号．

按时移定理，Z3
 Y（Z）所对应的信号为yn－3
 ．Y（Z），6ZY（Z），7Z5
 Y（Z）所对应的信号分别为yn
 ，6yn－1
 ，7yn－5
 ．所以Y（Z）＋6ZY（Z）＋7Z5
 Y（Z）所对应的信号为yn
 ＋6yn－1
 ＋7yn－5
 ．

3.2　离散信号的时移与滤波

我们知道，离散信号xn
 经过滤波因子hn
 滤波后得到yn
 ，yn
 实际上就是hn
 与xn
 褶积的结果：
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在上式和号中，hτ
 xn－τ
 为时移信号xn－τ
 乘上一个系数hτ
 ．因此，从（3-5-12）式可看出，对xn
 滤波就是把xn
 的不同时移信号xn－τ
 乘上系数hτ
 然后叠加起来，反过来，把xn
 的不同时移信号xn－τ
 乘上一定的系数叠加起来，这就是滤波，而且xn－τ
 前的系数就是hτ
 ．

例7　设n
 和yn
 为离散信号，yn
 ＝3xn＋4
 ＋2xn－1
 ＋5xn－5
 ．yn
 是xn
 的不同的时移信号乘上一定系数的叠加，因此yn
 是xn
 经滤波后的结果．现在来求滤波因子hτ
 ．由于xn－τ
 前的系数就是hτ
 ，所以xn＋4
 ＝xn－（-4）
 前的系数为h-4
 ＝3，xn－1
 前的系数为h1
 ＝2，xn－5
 前的系数为h5
 ＝5，对于其他的τ，在yn
 的表示中不出现xn－τ
 ，这表明hτ
 ＝0．综上所述，滤波因子hτ
 为
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例8　设xn
 和yn
 为离散信号，且
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由于yn
 是xn
 的不同时移信号乘上一定系数的叠加，因此yn
 是xn
 经滤波后的结果．求滤波因子．

解　由信号的时移与滤波的关系知
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§6　作为罗朗级数的Z变换

当离散信号有频谱时，Z变换可以看成是频谱的一种简化表示．此时Z变换在包含单位圆的圆环内解析．当离散信号不存在频谱时，如离散单位阶跃信号u（n）就没有通常意义下的频谱（参见文献［5］p118公式（6-4-24）），信号的Z变换却可能在某个圆环内是解析的．

为了更好地了解Z变换，我们在这里介绍和温习复变函数中的罗朗（Laurent）级数［6］
 ．

1．离散信号的罗朗级数和Z变换

设离散信号为x（n），令
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在复变函数中，称X（Z）为x（n）的罗朗级数，在信号处理中，称X（Z）为x（n）的Z变换．我们要指出，在许多信号处理书中（如文献［1］），把翻转信号x（-n）的罗朗级数定义为Z变换[image: alt]
 （Z）

[image: alt]


由（3-6-1）和（3-6-2）知，两个Z变换的关系为
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我们选择（3-6-1）式为Z变换的定义，因为这个定义与复变函数的罗朗级数相一致．

我们把（3-6-1）式的X（Z）表示成两个幂级数之和
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其中
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级数（3-6-5）为幂级数，设其收敛半径为R，则级数φ（Z）在｜Z｜＜R内绝对收敛．这里的幂级数为复幂级数，但关于收敛半径的讨论，和实幂级数是相仿的，见文献［7］p33．

对于级数（3-6-6），我们作变换[image: alt]
 这样级数（3-6-6）就变成幂级数

[image: alt]


设该级数收敛半径为ρ，则级数（3-6-7）在｜W｜＜ρ内绝对收敛．回到原变量Z，由[image: alt]
 时级数（3-6-6）绝对收敛．令[image: alt]
 [image: alt]
 则在｜Z｜＞r内级数φ（Z）绝对收敛．

综上所述，对罗朗级数X（X）（见（3-6-1）和（3-6-4）），只有下面两种情况：

1）r≥R，这时级数X（Z）要么处处发散（r＞R），要么除｜Z｜＝R（r＝R）外处处发散．总之，级数没有收敛域；

2）r＜R，这时级数X（Z）在圆环r＜｜Z｜＜R内绝对收敛，该圆环称为级数（3-6-1）的收敛圆环．这里的r可以为零，R可以为+∞．

上述讨论可总结成下面的定理．

定理1　离散信号x（n）的罗朗级数为
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级数若有收敛域，则其收敛域为圆环D：r＜｜Z｜＜R．级数在D内绝对收敛，级数表示的函数X（Z）在D内解析，且可分解为

X（Z）＝φ（Z）＋[image: alt]
 （Z），

其中φ（Z）在｜Z｜＜R内解析，[image: alt]
 （Z）在｜Z｜＞r内解析．

例1　求离散单位阶跃信号u（n）的Z变换的收敛域．

解　u（n）的Z变换为
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这是一个幂级数，由幂级数的性质知，该级数的收敛域为｜Z｜＜1．在该收敛域内，Z变换U（Z）可表示为
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由定理1知，x（n）的Z变换[image: alt]
 在圆环D内解析，因此可求微商，于是有
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由上知，我们有Z变换的微商性质：

信号x（n）的Z变换为X（Z），则信号nx（n）的Z变换为ZX′（Z），延迟信号（n＋1）x（n＋1）的Z变换为X′（Z）．

当然，我们还可应用高阶微商求n2
 x（n），n3
 x（n）等的Z变换．例如，对ZX′（Z）求微商得
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这表明，n2
 x（n）的Z变换为ZX′（Z）＋Z2
 X″（Z）．

例2　求信号[image: alt]
 的Z变换．

解　先求[image: alt]
 的Z变换
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由微商的性质知，x（n）的Z变换为
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2．解析函数的罗朗级数展开，由Z变换求信号

定理1表示，由离散信号构成的罗朗级数在收敛域内为一解析函数．现在讨论该定理的逆定理，即一个在某圆环内的解析函数如何展开罗朗级数，或用信号处理的语言来说，如何由一个Z变换求离散信号．

定理2　若函数C（Z）在圆环D：r＜｜Z｜＜R（0≤r＜R≤+∞）内解析，则
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其中　　[image: alt]


并且展式（3-6-8）是唯一的．我们称（3-6-8）式为C（Z）在D内的罗朗展式．

在信号处理中，函数C（Z）的形式大多是有理函数，因此通常不用（3-6-9）式的柯西（Cauchy）型积分计算cn
 ，只要利用有理函数分解和等比级数（见本章§5例5）就行了．

例3　求Z变换
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在（1）1＜｜Z｜＜2；（2）2＜｜Z｜＜+∞内的罗朗展示及相应的信号．

解　把X（Z）进行分解
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当1＜｜Z｜＜2时
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相应的信号为
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当2＜｜Z｜＜+∞时，
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相应的信号为
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从这个例子知道，同一个函数X（Z），在不同区域对应不同的信号．因此，我们可得到结论：离散信号与Z变换函数并不一一对应，而与Z变换函数的某个解析区域一一对应．当解析区域包含单位圆｜Z｜＝1时，Z变换与频谱一一对应，与信号一一对应．

我们特别指出，在本书中，离散信号x（n）的Z变换定义为x（n）的罗朗级数[image: alt]
 而在其他一些书中，x（n）的Z变换定义为x（n）的翻转信号x（-n）的罗朗级数，即[image: alt]
 [image: alt]
 实际上这只是一种习惯记法，并没有太多好处．

问　题

1．线性滤波和时不变滤波．

设有一滤波器，对任一输入信号便对应有一输出信号．

设输入信号为x1
 （t）和x2
 （t），相应输出信号分别为y1
 （t）和y2
 （t）．当输入信号为ax1
 （t）＋bx2
 （t）时，若输出信号为ay1
 （t）＋by2
 （t）（其中a，b为常数），则称这种滤波为线性滤波．

设输入信号为x（t）时输出信号为y（t），当输入信号为x（t－t0
 ）时，若输出信号为y（t－t0
 ），则称这种滤波为时不变滤波．它的物理意义是：当输入信号延迟时间t0
 时，输出信号也只延迟时间t0
 而波形并不改变，因而称时不变滤波．

求证：设滤波由下列方式确定，对输入信号x（t），输出信号
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则这种滤波是线性和时不变的．

说明：当滤波具有线性和时不变性质时，则这种滤波必是褶积滤波，即输入x（t）和输出y（t）必有关系y（t）＝x（t）*h（t）．在第四章，我们将对离散信号证明这一性质．

2．证明：若连续信号x（t）是带宽有限的，即当｜f｜≥fc
 时X（f）＝0（X（f）为x（t）的频谱），则当f1
 ≥fc
 时，
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提示：利用褶积与频谱的关系证明．

3．利用上述结果证明
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其中f1
 ＞0，f2
 ＞0，f3
 ＝min（f1
 ，f2
 ）．

4．若函数系列gn
 （t）（n＝0，±1，…）满足
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则称gn
 （t）为正交系．证明：函数系
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是正交系．

提示：利用第3题结果证明，在这里取[image: alt]


说明：在第二章§3的抽样定理，有个重要的关系式（2-3-12）．（2-1-12）式表示，当信号x（t）的截频[image: alt]
 时，信号x（t）可按照正交系gn
 （t）展开．

5．（积分信号的抽样）设连续信号x（t）的频谱为X（f），x（t）的积分信号为
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其中t0
 为一正数．求抽样信号y（n∆）的频谱，∆为一正数．

6．设x（n）＝αn
 u（n），h（n）＝βn
 u（n），其中α和β为非零的常数．求褶积y（n）＝h（n）*x（n）．

7．设x（n）＝αn
 u（n），｜α｜＜1．求x（n）与x（n）的相关信号rxx
 （n）＝x（n）*x（-n）．称rxx
 （n）为x（n）的自相关信号．

8．求信号x（n）＝cosλω0
 的平均功率，ω0
 为一常数．

9．利用能量公式求[image: alt]


10．利用本章§5中讨论的延迟与滤波的关系，做下列问题：

（1）当输入为x（n），输出为
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时，求滤波因子h（n）；

（2）当输入为x（n），输出为

y（n）＝x（n）－2qx（n－α）＋q2
 x（n－2α）

时，求滤波因子h（n）（其中α为一整数）．

11．利用本章§5中讨论的谱展开式或Z变换展开式的唯一性，求下列各频谱所对应的时间序列：

（1）H（f）＝1＋（sin2π∆f）2
 ；

（2）H（f）＝1＋（sin2π∆f）2N
 ；

（3）H（f）＝（cos2π∆f）3
 ．

提示：利用
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代入以上各式．

12．设Z变换为
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求相应的离散信号h（n）．

13．求下列信号的Z变换：

（1）x（n）＝cosnω0
 u（n）；

（2）x（n）＝（1／3）n
 u（n＋2）；

（3）x（n）＝3n
 u（-n－1）；

（4）x（n）＝a｜n｜
 ；

（5）x（n）＝（1／2）n
 cosnω0
 u（n）．

14．对于两个时间函数或序列相乘的频谱．

（1）证明：设连续时间函数x（t），y（t）的频谱分别为X（f），Y（f），则x（t）y（t）的频谱为
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（2）证明：设两个序列x（n）和y（n）的频谱分别为X（ω）和Y（ω）（其定义见（3-4-3）式），则g（n）＝x（n）y（n）的频谱G（ω）为

[image: alt]


15．利用第14题（1）的结论，求[image: alt]
 的频谱．
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注释


①
 　褶积也称为卷积，来自英文convolution，见《中国大百科全书·数学卷》（中国大百科全书出版社，1988）第380页和《英汉石油大辞典·地球物理勘探与测井分册》（石油工业出版社，1995）第60页．


②
 　等比级数公式．对任何p皆有
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当｜p｜＜1时，在N→+∞时有[image: alt]
 因此由上式得等比级数公式

[image: alt]


对上式两边求微商便得
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第四章　线性时不变滤波器与系统

系统可以看做是一种装置或一个盒子，但它不是封闭的，有输入和输出．当输入和输出为连续时间信号时，系统称为连续时间系统．当输入和输出为离散时间信号时，系统称为离散时间系统．从数学角度看，系统就是一种信号的变换．从滤波角度看，系统就是一个滤波器．因此，有时我们就把系统看成一个滤波器，无论它是简单的或复杂的滤波器，线性的或非线性的滤波器．

信号、电路和系统有密切的关系．对连续时间系统的研究已有相当长的历史，并已建立了相应的理论．对离散时间系统的研究，虽然时间也很悠长，特别在20世纪40和50年代，抽样数据控制系统的研究取得重大进展，但是，在20世纪60年代以后，随着信号处理形成一门学科，人们开始以数字信号处理作为工具研究离散时间系统的问题．用数字信号处理的观点研究离散时间系统，视野大大开阔了，手段大大增强了．利用数字信号处理手段，无论是简单的还是复杂的滤波，无论是线性的还是非线性滤波，都可在计算机里进行，而无需用电阻、电容等电子元件实现．由于可以通过计算机实现，这为充分发挥数学的作用提供了舞台．

对系统进行研究包含两方面内容：系统分析和系统设计（或综合）．本章将对线性时不变系统进行分析，包括系统的定义、稳定性、组合、有理系统和差分方程．在第十章和第十一章将对两种形式线性时不变系统（滤波器）的设计进行讨论．

§1　线性时不变系统及其时间响应函数

在这一节，我们介绍线性时不变系统的基本概念．

1．系统的一般定义

一个系统就是信号到信号的一个变换．

设S是信号全体，T是一个系统．对任何一个信号x（n）∈S，通过系统T，有一个信号y（n）∈S与之相对应．我们把y（n）记为y（n）＝Tx（n），称x（n）为系统的输入信号，y（n）为系统的输出信号．

我们也可以把系统T看成一个滤波器T，对任何信号x（n），通过滤波器T，把x（n）滤波改造成一个新的信号y（n）＝Tx（n）．

上面关于系统的定义是非常一般的，它包含线性系统和非线性系统，时不变系统和时变系统，等等．这里要注意，我们所讨论的系统不是封闭的，即它有输入信号和相应的输出信号．系统好比一个黑盒子，我们正是通过研究输入和输出信号的关系，来研究这个盒子本身的性质和特点．

2．线性时不变系统

如果对任何输入信号x1
 （n）和x2
 （n），以及任何常数a和b，有

[image: alt]


则称系统T为线性系统．

我们注意到，当我们讨论的信号为实信号时，a和b取为实数，当我们讨论的信号为复信号时，a和b取为复数．

如果对任何输入信号x（n）和任何整数k，以及输出信号y（n）＝Tx（n），有

y（n－k）＝Tx（n－k），

则称系统T为时不变系统．

时不变性质表示：输出信号的波形不随输入信号的延迟而改变，同时，输出信号的延迟和输入信号的延迟是同步的，即延迟时间都是k．

如果一个系统T既是线性的，又是时不变的，则称该系统T为线性时不变系统．

我们可以证明，滤波器（见图3-2）是一个线性时不变系统，因此，我们把由（3-1-2）和（3-1-3）式所确定的滤波称为线性时不变滤波．下面我们将证明，线性时不变系统和线性时不变滤波在本质上乃至形式上是一致的．通过这一章，我们可以从系统的角度来了解滤波．

3．线性时不变系统的时间响应函数

离散δ函数定义为
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在数学中，δ（n）称为克罗内克（Kronecker）函数．

δ（n）的频谱为
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对任何信号x（n），有

[image: alt]


这表示，对褶积运算而言，δ（n）像是一个单位信号，任何信号与它褶积，其结果仍是原信号．

线性时不变系统T的时间响应函数或滤波因子是输入为δ函数时系统的输出函数，即为h（n），

h（n）＝Tδ（n）．

相应地，线性时不变系统T的频率响应函数H（ω）和其Z变换H（Z）分别为
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4．线性时不变系统的输出信号

设线性时不变系统T的输入信号为x（n），输出信号为y（n），T的时间响应函数为h（n）．现在我们讨论y（n）与x（n）及h（n）的关系．
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这表明，与输入信号x（n）褶积的信号h（n）为系统的时间响应函数．上式还表明，线性时不变系统实际上是对输入信号x（n）用h（n）进行线性滤波，即

y（n）＝x（n）*h（n）．

上式的Z变换关系为
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即线性时不变系统T的Z变换H（Z）为输出信号Z变换Y（Z）与输入信号Z变换X（Z）之比．

例1　设系统T的输入信号x（n）和输出信号y（n）的关系为
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试说明该系统的线性时不变性质，求出系统的时间响应函数．

解　设x1
 （n）和x2
 （n）为两个输入信号，a和b为两个常数．由于

[image: alt]


该系统为线性的．设输入信号x（n）的输出为y（n）＝Tx（n）．考虑时移信号x（n－m），其中m为一整常数．由于
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该系统为时不变系统．对线性时不变系统，系统的时间响应函数为
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也即h（n）＝u（n）．

例2　设线性时不变系统T的输入信号为x（n）＝u（n），输出信号为
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求系统的Z变换H（Z）和时间响应函数h（n）．

解　输入信号x（n）的Z变换为
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按照第三章§6例2，输出信号y（n）的Z变换为

[image: alt]


线性时不变系统的Z变换为
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相应的系统时间响应函数为

　[image: alt]


在上面推导中要用到
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§2　线性时不变系统的因果性和稳定性

线性时不变系统的因果性和稳定性是两个重要的性质，下面我们分别介绍．

1．因果性

若线性时不变系统的时间响应函数h（n）满足
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则称线性时不变系统为因果的，或物理可实现的．

关于因果性的判别和详细性质，我们将在第九章讨论．

2．稳定性

对一个系统而言，我们希望该系统是稳定的，即当输入信号为有限的时候，希望输出信号也是有限的．所谓信号是有限的，通常有两种含义：或者信号本身是有界的，或者信号的能量是有限的．我们讨论有界输入有界输出的稳定性．

对一个离散信号x（n），如果存在一个正数C，使得｜x（n）｜≤C（-∞＜n＜+∞），则称x（n）是有界的．

对一个系统或滤波器，当输入信号x（n）是有界的，输出信号y（n）也是有界的，则称这个系统或滤波器具有有界输入有界输出（BIBO）稳定性．

对线性时不变系统，它的时间响应函数为h（n），满足什么条件时，该系统才具有有界输入有界输出稳定性呢？下面的定理回答了这个问题．

定理1　线性时不变系统h（n）具有有界输入有界输出（BIBO）稳定性的充分必要条件是
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证明　必要性　对任何输入信号x（n），输出信号y（n）为
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在上式中，取n＝0，并令
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此时的x（n）为有界信号，按有界输入有界输出的性质有
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充分性　对任何一个有界输入信号x（n），存在一个正数C，使｜x（n）｜≤C（-∞＜n＜+∞）．对输出信号y（n），有
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这表明系统具有有界输入、有界输出性质．证毕．

上面讨论了有界输入有界输出的稳定性，我们再介绍能量有限稳定性．

对一个信号x（n），它的能量为[image: alt]
 所谓能量有限是指
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对一个系统或滤波器，当输入信号是能量有限时，输出信号也是能量有限的，则称该系统或滤波器具有能量有限稳定性．

下面定理给出了线性时不变系统具有能量有限稳定性的必要充分条件．

定理2　线性时不变系统h（n）具有能量有限稳定性的充分必要条件是：h（n）的频谱H（ω）是有限的，即存在一正数C，使
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定理2的证明参看文献［3］和［4］．

由定理1和定理2可知，具有有界输入有界输出稳定性，则一定具有能量有限稳定性，反之则不然．以后我们说系统的稳定性，指的是有界输入有界输出稳定性．

例1　判断下列系统是否是稳定的：

（1）y（n）＝ex（n）
 ；

（2）[image: alt]


（3）y（n）＝x（n）*cos（nπ／7）．

解　（1）我们有

｜y（n）｜＝ex（n）
 ≤e｜x（n）｜
 ．

当｜x（n）｜≤M时，｜y（n）｜≤eM
 ．因此，这个系统是稳定的．

（2）取x（n）＝1，对任何n，这时有
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这表明该系统是不稳定的．

（3）这个系统的时间响应函数为h（n）＝cos（nπ／7）．由于
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按照定理1，该系统是不稳定的．

例2　设线性时不变系统的Z变换为
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若系统是物理可实现的，求该系统的时间响应函数h（n），并判断该系统是否为稳定的．

解　Z变换H（Z）可作如下分解
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又系统是物理可实现的，H（Z）可展成正向单边级数
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这表明H（Z）的收敛域为包含零点的某个圆．将H（Z）在零点附近展开得
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因此，相应的时间响应函数h（n）为

h（n）＝（2n＋2
 －（0.5）n
 ）u（n）．

由于
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这表明，该系统是不稳定的．

§3　系统的组合——串联、并联及反馈

在工程应用中，我们常看到，一些系统或滤波器组合在一起可以构成一个新的系统或滤波器，或者一个较复杂的系统或滤波器可以分解为一系列较简单的系统或滤波器的组合．系统组合的方式主要是串联、并联和反馈．由于系统与滤波器、线性时不变系统与线性时不变滤波器都是等价的概念，因此，我们说系统的组合或滤波器的组合都是一样的意思．

1．串联

滤波器的串联是指将一个滤波器的输出与另一个滤波器的输入相连接．图4-1表示的是两个滤波器的串联．
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图4-1　串联滤波器

由图4-1知
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因此，串联后的时间响应函数为
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用Z变换表示，（4-3-1）式为

Y（Z）＝X（Z）H1
 （Z）H2
 （Z）．

因此，串联后系统或滤波器的Z变换为
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2．并联

滤波器的并联是指将同一输入信号x（t）加在各个滤波器的输入端上，而各个滤波器的输出加在一起构成总的输出．图4-2表示两个滤波器的并联．
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图4-2　并联滤波器

从图4-2中可以看出，并联后的输出为
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因此，并联后滤波器的滤波因子为
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相应的Z变换为
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3．反馈

滤波器的反馈，是指滤波器的输出信号在经过滤波之后又加入到输出信号上去．反馈的一种常见形式如图4-3所示．
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图4-3　反馈滤波器

由图4-3可知

g1
 （t）＝x（t）*h1
 （t），g2
 （t）＝y（t）*h2
 （t），

因此

y（t）＝g1
 （t）－g2
 （t）＝x（t）*h1
 （t）－y（t）*h2
 （t），

即
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相应的Z变换关系为
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公式（4-3-6）为反馈滤波器时间域公式，公式（4-3-7）为反馈滤波器Z变换公式．

把（4-3-7）式中的Y（Z）项合并，得到
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由此可得反馈滤波器的Z变换
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任何滤波器的Z变换如果具有（4-3-9）式的形式，都可以表示为如图4-3所示的反馈滤波器．

对应（4-3-9）式，反馈滤波器的时间响应函数h（t），一般不能由h1
 （t）和h2
 （t）简单地表示出来，而要根据H（Z）与h（t）的一一对应关系求出来．但是，我们指出，在反馈滤波器时间域公式（4-3-6）中，并不出现h（t），也即在实际中如果用（4-3-6）式来计算，并不需要先计算出h（t）．

反馈滤波器对于数字滤波极为有用，数字滤波中十分重要的递归滤波，就是一个特殊的反馈滤波．在第十一章，我们将讨论递归滤波器的设计．

最后我们指出，为了获得组合系统或滤波器的Z变换，我们先要找出在时间域输出信号y（t）与输入信号x（t）的关系．为此，如同分析图4-3反馈滤波器一样，从y（t）出发，一层一层地找出与中间信号的关系，直至找出与输入信号x（t）及输出信号y（t）的关系，如公式（4-3-6）所示的那样．

例　反馈系统输入信号x（n）与输出信号y（n）的关系为
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求该系统的Z变换，频谱及相应的时间响应函数．

解　对上述关系式取Z变换，得相应的Z变换关系式
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由此得系统的Z变换为
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相应的频谱为
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为了求得与频谱相对应的时间响应函数h（n），我们令Z变换H（Z）在单位圆｜Z｜＝1上展开：
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注意在上式中Z＝e-iω
 ．与上式对应的时间响应函数为
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上面的时间响应函数所表示的系统是稳定的．

§4　有理系统及其时间响应函数

我们研究一类重要的反馈系统或反馈滤波器，它被称之为有理系统或有理滤波器，即系统或滤波器的Z变换为有理函数．有理系统或有理滤波器在系统分析和滤波器分析中起着重要作用，我们在第十一章还要讨论有理滤波器（也称递归滤波器）的设计．

1．有理系统

在反馈系统中，见图4-3，令
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则此时的反馈系统称为有理系统或有理滤波器，也称递归系统或递归滤波器．

按（4-3-9）式，系统的Z变换为
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上式为Z的有理函数．正因为此，该系统称为有理系统．

由Y（Z）＝H（Z）X（Z）得
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对应上式的信号为

[image: alt]


y（n）是系统或滤波器的输出，在（4-4-4）式中，y（n）前面p个值y（n－1），…，y（n－p）又反过来参与y（n）的计算．正因为这个原因，我们又称该系统为递归系统，或称该滤波器为递归滤波器．

2．稳定有理系统的时间响应函数

有理系统的Z变换为
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其中分子和分母多项式无公因子．对稳定的有理系统而言，系统本身的能量是有限的，即
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这就要求分母多项式A（Z）在单位圆上无根．

有理分式H（Z）（见（4-4-5）式）可分解为

[image: alt]


其中aj
 为分母1＋a1
 Z＋…＋ap
 Zp
 的rj
 重根，j＝1，…，m，[image: alt]


当q＜p时，（4-4-6）式右边的第一项不存在．

在任何数学分析或高等数学的教材中，在讲到有理函数的不定积分时，都会有类似（4-4-6）式的分解式．

如何由（4-4-6）式的右边求稳定系统的时间响应函数呢？关键要用到等比级数公式（参看第三章§5例5），将H（Z）在包含单位圆在内的圆环解析区域表示成罗朗展示（参看第三章§6定理2）．

例1　设稳定系统的Z变换为
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求该系统的时间响应函数h（n）．

解　对（4-4-7）式作如下分解：
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由于｜β｜＞1，所以
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由于｜α｜＜1，所以
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所以
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例2　设稳定线性系统的输入信号x（n）和输出信号y（n）有如下关系：
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求系统的时间响应函数．

解　用Zn
 乘（4-4-9）式两边，再求和得Z变换关系式

Y（Z）＝4ZY（Z）－4Z2
 Y（Z）十X（Z）．

由上得系统的Z变换
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由于
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有
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因此得时间响应函数
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§5　差分方程的单边Z变换解法

在这一节，我们要讨论如下的差分方程：
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类似的方程还有
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我们要指出，在上述三个方程中，差分方程中的系数a1
 ，…，ak
 是已知的，差分方程（4-5-2）和（4-5-3）可以转化为方程（4-5-1）．事实上，在（4-5-2）中，令[image: alt]
 （n）＝y（n－k），则（4-5-2）就转化为（4-5-1）．在（4-5-3）中，令[image: alt]
 （n）＝y（－n），则（4-5-3）就转化为（4-5-2）．

1．有理系统和差分方程

设有理系统的输入为x（n），输出为y（n），则输出y（n）和输入x（n）有如下关系：
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（4-5-4）式作为一个有理系统，若满足一定条件，如稳定性条件，则输出y（n）由输入x（n）唯一确定．

若把（4-5-4）式作为一个差分方程（设ap
 ≠0），则方程的解y（n）并不仅仅由x（n）确定．因为任给p个值y（k－1），…，y（k－p），都可由（4-5-4）式计算出y（n），n≥k或n≤k－p－1．这时，对y（n）除要求满足差分方程（4-5-4）外，还要知道p个初始值．

因此，有理系统和差分方程是不同的．在这一节，我们讨论单向Z变换及其在解差分方程时的应用．单向Z变换是一个简单的概念，但却是一个简单有力的工具，使得解差分方程不是一件困难的事．

2．单边Z变换

设离散信号为x（n），x（n）的Z变换定义为
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上面的级数求和是双向或双边的．现在我们考虑单向或单边的级数求和．x（n）的单边Z变换定义为
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（4-5-5）式也称为单边Z变换．至于X（Z）表示的是Z变换还是单边Z变换，我们会事先指出．

单边Z变换在应用中的技巧主要是用单边Z变换表示单边级数求和．我们给出两个例子．

例1　用单边Z变换X（Z）（4-5-5）表示[image: alt]


解　[image: alt]


例2　用单边Z变换X（Z）（4-5-5）表示[image: alt]


解　[image: alt]


3．差分方程的单向序列解法

3.1　方程（4-5-1）的解法

为讨论方便，我们把方程（4-5-1）重写如下：
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观察上面方程可知，当n＜O时，y（n）的值不影响方程的解；当n＜k时，x（n）的值也不影响方程的解．因此，我们不妨设
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在上述条件下，x（0），x（1），…，x（k－1）的值可由（4-5-6）式的第一个方程算出
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由（4-5-6）—（4-5-8）式得
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令
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由（4-5-7）知，Y（Z），X（Z）既是Z变换，又是单边Z变换．由（4-5-9）式得
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在上式中，为求得Y（Z），常要作有理分式分解（见（4-4-5）和（4-4-6）式），但这时要注意，展成幂级数时一定要展成正单向幂级数．

例3（斐波那契数）　13世纪初，意大利比萨的一位数学家，名叫伦纳德，绰号斐波那契（Fibonacci（1170—1250）意思是“波那契之子”）提出了一个有趣的问题：新生的兔子隔一个月后就有生育能力，每一对（一雌一雄）有生育能力的兔子每月不多不少恰好生一对小兔．设第0个月没有小兔，第1个月有一对小兔．由这对小兔开始繁衍．设第n个月有y（n）对兔子，求y（n）．

解　第n月的兔子是由第n－1月的兔子演变而来的．我们把第n－1月y（n－1）对兔子分成两类，一类是没有生育能力即当月出生的兔子，显然有y（n－1）－y（n－2）对，另一类是有生育能力的，显然有y（n－1）－［y（n－1）－y（n－2）］＝y（n－2）对．这类有生育能力的y（n－2）对兔子，到了第二月，即第n月就变为2y（n－2）对兔子．因此，第n月兔子对数y（n）为

y（n）＝2y（n－2）＋［y（n－1）－y（n－2）］，

即
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（我们指出，在斐波那契去世近400年的时候，1634年，数学家奇拉特才发现斐波那契数的递归关系（4-5-12）．这说明，人类的知识创新在历史上经历了漫长而艰辛的过程．现代的人们应当在吸取人类已有知识的基础上加快知识创新的进程．）

由（4-5-12）式和已知条件，得到差分方程
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这是方程（4-5-6）的一个特例．

按照（4-5-7）式，令y（n）＝0和x（n）＝0，n＜0，并由（4-5-13）式得
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这样就得到

y（n）－y（n－1）－y（n－2）＝x（n）．

作Z变换得

Y（Z）－ZY（Z）－Z2
 Y（Z）＝X（Z）＝Z．

解出
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令
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易知

α1
 ＋α2
 ＝1，α1
 α2
 ＝-1，

因此

1－Z－Z2
 ＝（1－α1
 Z）（1－α2
 Z）．

（4-5-14）式可作如下分解：
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参数c1
 和c2
 满足
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由此得
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把正单边Z变换Y（Z）展成正向幂级数
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由上式及（4-5-15）和（4-5-16）式得
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上式为斐波那契数的通项表达式．（18世纪初，棣美佛才给出表达式（4-5-17）．也就是说，自斐波那契提出兔子问题以来，花了近500年时间才给出通项表达式．关于斐波那契数的性质和应用，请参看文献［5］．）

3.2　方程（4-5-2）的解法

为方便讨论，我们把（4-5-2）式重写如下：

[image: alt]


我们已经指出过，方程（4-5-2）可以转化为方程（4-5-1）．因而，用（4-5-1）的解法也可解（4-5-2）．不过，这里我们给出形式稍有不同的解法．

令正单边Z变换Y（Z）和X（Z）：
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对于正整数l，我们有
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将差分方程（4-5-18）第一式的两边同乘Zn
 ，并对n由0到+∞求和，得

[image: alt]


按照（4-5-19）式和（4-5-20）式得
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解出
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将上式展成形如（4-5-19）式的正向幂级数，就可得到差分方程（4-5-18）的解y（n）．

我们指出，从（4-5-21）可以看出，差分方程的解有两部分组成：一部分仅由初始条件引起的（（见（4-5-21）式右边第一项，有的书称为0输入响应或0输入解）；一部分仅由输入引起的（见（4-5-21）式右边第二项，有的书称0状态响应或0状态解）．

例4　已知

y（n）－ay（n－1）＝x（n），n≥0，

其中x（n）＝αδ（n），y（-1）＝β，求y（n）．

解　按照（4-5-19）定义正单向序列Z变换Y（Z）和X（Z）．由于
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再由差分方程得

Y（Z）－a（y（-1）＋ZY（Z））＝α，

解出
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由上得差分方程的解

y（n）＝（aβ＋α）an
 ，n≥0．

问　题

1．设线性时不变系统的输入为x（n）＝δ（n）－3δ（n－1），相应的输出为y（n）＝δ（n）．求系统的Z变换H（Z）．又，当系统为物理可实现时，求系统的时间响应函数；当系统为稳定系统时，求系统的时间响应函数．

2．判断下列系统是否是稳定的：

（1）y（n）＝x3
 （x）；

（2）y（n）＝sin（x（n）＋φ）；

（3）y（n）＝ln｜x（n）｜；

（4）y（n）＝ln（1＋｜x（n）｜）．

3．可逆系统．设系统T的输入为x（n），输出为y（n），记为y（n）＝Tx（n）．如果有一个系统，对系统T的输出y（n）可以唯一地恢复出输入x（n），则称该系统为系统T的逆系统，记为T-1
 ，有T-1
 y（n）＝x（n）．这时，系统T称为可逆的．判断下列系统是否是可逆的：

（1）y（n）＝x2
 （n）；

（2）y（n）＝ex（n）
 ；

（3）y（n）＝x（n）－x（n－1）；

（4）[image: alt]


4．可逆线性时不变系统．设线性时不变系统T是可逆的，系统T的逆系统记为T-1
 ．证明：

（1）T-1
 是线性时不变系统；

（2）设T的时间响应函数为h（n），T-1
 的时间响应函数为[image: alt]
 则[image: alt]


5．求下列组合系统或组合滤波器的Z变换：

（1）输入x（t）与输出如图4-4所示；

（2）输入x（t）与输出如图4-5所示．

说明：图4-4所表示的滤波器是由一些滤波器并联和串联而组成的，图4-5所表示的是一种反馈滤波器．
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图　4-4
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图　4-5

6．设稳定线性系统的输入x（n）和输出y（n）有如下关系：
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求系统的时间响应函数h（n）．

7．设稳定系统的Z变换为
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其中｜α｜＜1，｜β｜＞1．求系统的时间响应函数h（n）．

8．设稳定系统的Z变换为
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其中｜α｜＜1，｜β｜＜1，α－β≠0．求系统的时间响应函数h（n）．

9．设稳定线性时不变系统的输入x（n）和输出y（n）满足关系
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求系统的时间响应函数h（n）．

10．设稳定线性时不变系统的输入x（n）和输出y（n）满足关系

2y（n）－5y（n－1）＋2y（n－2）＝3x（n）－3x（n－1），

求系统的时间响应函数h（n）．

11．差分方程为

y（n）－0.9y（n－1）＝0.5，n≥0，

已知y（-1）＝0，求y（n），n≥0．

12．差分方程为

y（n）－0.9y（n－1）＝0.5，n≥0，

已知y（-1）＝1．求y（n），n≥0．

13．差分方程为

y（n）－0.8y（n－1）＋0.15y（n－2）＝δ（n），n≥0，已知y（-1）＝0.2，y（-2）＝0.5．求y（n），n≥0．

14．差分方程为

y（n）＝0.25y（n－2）＋x（n），n≥0，已知x（n）＝δ（n－1），y（-1）＝y（-2）＝1．求y（n），n≥0．

15．差分方程为

y（n）＝y（n－1）－y（n－2）＋0.5x（n）＋0.5x（n－1），n≥0，

已知x（n）＝（0.5）n
 u（n），y（-1）＝0.75，y（-2）＝0.25．求y（n），n≥0．
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第五章　冲激函数——δ函数

在工程应用中，冲激函数——δ函数是一个很有用的工具．冲激函数的出现，有着很强的物理背景，它表示在一瞬间激发的脉冲．狄拉克于1930年在量子力学的研究中引入了冲激函数——δ函数．然而，从数学意义上看，冲激函数完全不同于普通函数．这种函数被称为广义函数或分配函数，现在已建立了严格的数学理论，即广义函数论．另一方面，在通常的高等数学和微积分学教材中，所用的函数具有很大的局限性，如要求它们是绝对可积的，即它们的绝对值在无限区间内是可积的，这大大限制了对信号的分析研究．在这一章，我们对一种特殊的广义函数，即冲激函数——δ函数，作一介绍和简要的讨论，以了解广义函数在信号处理中的某些应用．

§1　冲激函数——δ函数的定义和频谱

1．δ函数的定义

我们先从一个例子谈起．考虑在ε时间内激发的一个方波sε
 （t）：

[image: alt]


它的图形见图5-1（a）．这个方波的面积为1．

当ε越变越小时，方波sε
 （t）的宽度ε越变越小，方波sε
 （t）的高度1/ε越变越大．当ε→0时，我们就把方波sε
 （t）的极限称为单位冲激函数，或称δ函数，记为δ（t）．从函数极限角度看，δ（t）为

[image: alt]


见图5-1（b）．从面积角度看，则有

[image: alt]


图5-1　方波与δ函数

[image: alt]


关系式（5-1-1），（5-1-2）只反映了δ函数本身的两个特点．然而，按照通常的函数和积分的定义，我们还不能理解δ函数的含义．我们需要从δ函数与其他函数的关系中了解δ函数，即把δ函数看成一个系统、一个黑盒子、一个变换，用“试验函数”来测试它．试验函数具有很好的性质，在一个有限区间之外为零，有任意阶微商．设φ（t）为试验函数，经δ函数变换后为φ（0）值，我们记为

[image: alt]


定义　使（5-1-3）式成立的函数δ（t），我们称为单位冲激函数，或δ函数．

由上定义可知，δ（-t）也满足（5-1-3）式，这是因为

[image: alt]
 所以δ（-t）和δ（t）一样也是δ函数，因而有

[image: alt]


我们要注意的是，δ（t）不是普通的函数，包含它的积分（见（5-1-3）式的左边的积分）也不是普通的积分，而是一种极限状态的结果．但是从上面方波sε
 （t）的讨论中，我们已了解它们的直观意义．

现在我们进一步讨论作为普通函数广义极限的δ函数．

设gλ
 （t）为普通函数，φ（t）为试验函数，如果gλ
 （t）使

[image: alt]


成立，则称δ（t）为gλ
 （t）当λ→β时的广义极限，记为

[image: alt]


公式（5-1-5）也可以用频谱来表示，设gλ
 （t）的频谱为Gλ
 （f），φ（t）的频谱为Φ（f）．由（3-3-2）式，公式（5-1-5）可写为

[image: alt]


对方波sε
 （t）（见图5-1）而言，我们有

[image: alt]


我们再给出下面的关系式：

[image: alt]


现在我们证明其中一个公式．

例　证明

[image: alt]


证明　记　[image: alt]
 令

[image: alt]


易知Gλ
 （f）是gλ
 （t）的频谱．设φ（t）的频谱为Φ（f）．由（3-3-2）知，

[image: alt]


因此

[image: alt]
 这表明要证明的等式成立．

2．δ函数的频谱

对δ函数，同样可进行傅氏变换，可求频谱，频谱的性质也同样成立，不过此时的傅氏变换只要把它理解为广义函数的傅氏变换就行了．

δ（t）的频谱．按照（5-1-3）式，有

[image: alt]


因此，按照反傅氏变换公式，则有

[image: alt]


对时移信号δ（t－t0
 ），按照（5-1-3）式，它的频谱为

[image: alt]


因此，按照反傅氏变换公式，则有

[image: alt]


即

[image: alt]


若信号为[image: alt]
 按照（5-1-8）式，它的频谱为

[image: alt]


由此可知，信号[image: alt]
 的频谱为

[image: alt]


信号[image: alt]
 的频谱为

[image: alt]


把以上讨论结果总结为如下对应关系：
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[image: alt]


[image: alt]


3．符号信号与单位阶跃信号的频谱

在信号分析中，符号信号与单位阶跃信号是两个很重要的信号．现在我们给出它们的频谱．

3.1　符号信号sgnt的频谱

信号sgnt为

[image: alt]


sgnt的图形见图5-2（a）．

[image: alt]


图5-2　符号信号与单位阶跃信号

sgnt的频谱为[image: alt]
 为了证明这一点，我们只需证明[image: alt]
 的反傅氏变换为sgnt就行了．

[image: alt]


上式第一个积分由于被积函数是奇函数而等于0，第二个积分作为t的函数它等于sgnt（见第一章问题第7题）．于是sgnt的频谱为[image: alt]
 即

[image: alt]


3.2　单位阶跃信号u（t）的频谱

单位阶跃信号u（t）（见图5-2（b））为

[image: alt]


由于[image: alt]
 对应的频谱为[image: alt]
 对应的频谱为[image: alt]
 所以u（t）的频谱为

[image: alt]


即

[image: alt]


4．广义函数

1950年左右，法国数学家施瓦兹（Schwartz）提出了广义函数理论（见文献［4］）．δ函数就是广义函数的一个例子．这里，我们简明地介绍广义函数的基本概念，使大家对广义函数有一个初步的了解．

首先介绍基本空间．由试验函数（在一个有限区间之外为0，有任意阶微商）组成的函数集合称为基本空间[image: alt]
 ．当然，我们还要给出[image: alt]
 中函数收敛性的定义．设φn
 （t），φ（t）∈[image: alt]
 ，如果存在一个区间使φn
 （t），φ（t）在这个区间之外皆为0，而且φn
 （t）的任意固定阶微商函数一致收敛到φ（t）的相应阶微商函数，则称φn
 （t）趋于φ（t），或称φn
 （t）在[image: alt]
 中收敛于φ（t），记为φn
 （t）→φ（t）（[image: alt]
 ）．

设f为[image: alt]
 到实数R的一个变换，即f：[image: alt]
 →R，则称f为[image: alt]
 上的一个泛函，记为〈f，φ〉，∀φ∈[image: alt]
 ．符号∀表示任意的意思．如果对∀λ1
 ，λ2
 ∈R，有

〈f，λ1
 φ1
 ＋λ2
 φ2
 〉＝λ1
 〈f，φ1
 〉＋λ2
 〈f，φ2
 〉，∀φ1
 ，φ1
 ，φ2
 ∈[image: alt]
 ，则称f为[image: alt]
 上的线性泛函．如果对任意的φn
 ，φ∈[image: alt]
 ，只要φn
 →φ（[image: alt]
 ），就有〈f，φn
 〉→〈f，φ〉（n→∞），则称f为[image: alt]
 上的连续泛函．

[image: alt]
 上的一切线性连续泛函都称为广义函数．

例如δ函数定义为

〈δ，φ〉＝φ（0），∀φ∈[image: alt]
 ．

易知，δ函数为[image: alt]
 上的线性连续泛函，即广义函数．

一切广义函数所组成的集合称为基本空间[image: alt]
 的共轭空间，记为[image: alt]
 ′．

设广义函数fn
 ，f，即fn
 ，f∈[image: alt]
 ′，满足

[image: alt]
 ∀φ∈[image: alt]
 ，

则称广义函数fn
 在[image: alt]
 ′意义下收敛于f，记为fn
 →f（[image: alt]
 ′）．

试验函数可以是一元函数，也可以是多元函数．若为多元函数，则在一个有限多维立方体之外为0，有任意阶偏微商．由于试验函数有很好的性质，所以，对广义函数的一些运算就转移到试验函数上来．例如，当试验函数为多元函数φ（x1
 ，…，xn
 ）时，广义函数f（x1
 ，…，xn
 ）的偏微商[image: alt]
 （j＝1，2，…，n）定义为

[image: alt]
 ∀φ∈[image: alt]
 ．

由此定义可导出高阶偏微商的公式．

关于广义函数更详细的论述和内容，请参看文献［4］．

§2　δ函数的微商

1．δ函数微商的定义

和δ函数的定义相仿，我们也可以定义δ函数的微商．

使下式成立的函数δ′（t）称为δ函数的一阶微商：

[image: alt]
 φ（t）和φ′（t）在t＝0连续．

对上式作一解释．我们假定，对δ函数分部积分法仍然有效，于是有

[image: alt]


这说明，对δ函数一阶微商作这样的定义是很自然的．类似地，我们可给出δ函数k阶微商的定义．

满足等式

[image: alt]


的函数δ（k）
 （t），称为δ函数的k阶微商．在（5-2-1）式中，k为非负整数，φ（t），φ′（t），…，φ（k）
 （t）在t＝0时连续．当k＝0时，令δ（0）
 （t）＝δ（t），φ（0）
 （t）＝φ（t）．

由（5-2-1）式，我们容易得到

[image: alt]


2．δ函数微商的频谱

按照δ函数微商的定义，δ函数微商的频谱为

[image: alt]


现在讨论δ（k）
 （-t）与δ（k）
 （t）的关系．由（5-2-1）式知

[image: alt]


把上式和（5-2-1）式比较，得

[image: alt]


这表明，当k为奇数时，δ（k）
 （t）为奇函数；当k为偶数时，δ（k）
 （t）为偶函数．

公式（5-2-4）也可由（5-2-3）式得到．由（5-2-3）式知，δ（k）
 （t）的频谱为（i2πf）k
 ．根据频谱的翻转性质，δ（k）
 （-t）的频谱为

［i2π（-f）］k
 ＝（-1）k
 （i2πf）k
 ．

由此可得（5-2-4）式．

根据（5-2-3）式和频谱翻转性质、对称性质，可得下面的对应关系（k＝0时令δ（0）
 （t）＝δ（t））：
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[image: alt]


3．δ函数微商与普通函数的乘积

设β（t）在t＝t0
 点有直到k阶的连续微商．考虑函数β（t）δ（k）
 （t－t0
 ）．由（5-2-2）式知

[image: alt]


考虑函数　[image: alt]
 由（5-2-2）式得

[image: alt]


比较（5-2-5）式和（5-2-6）式得

[image: alt]


例　考虑tm
 δ（k）
 （t），其中m，k皆为非负整数．显然

[image: alt]


其中　　[image: alt]


由（5-2-7）式得

[image: alt]


把∆（l－m）值代入上式，得

[image: alt]


§3　用δ函数求函数的微商和频谱

1．单位阶跃函数的微商

为了研究间断函数的微商，我们先来分析最简单的具有跳跃的函数——单位阶跃函数u（t），见图5-2（b）．

按照微积分基本定理，当f（t）为连续可积函数时，函数

[image: alt]


的微商h′（t）＝f（t）．

根据δ（t）的性质知

[image: alt]


类比微积分基本公式，我们定义

[image: alt]


对u（t）微商的结果，是在间断点处出现一个δ函数．

2．用δ函数表示间断函数的微商

在这里，我们的研究思路是把间断函数微商的问题转化为单位阶跃函数的微商问题．具体做法是把间断函数表示成几个特殊函数之和，这种特殊函数是由连续可微函数与单位阶跃函数相乘所组成．

为简化起见，我们假定g（t）只有一个间断点t0
 ，g（t）在（-∞，t0
 ）和（t0
 ，+∞）上有k阶连续微商g（k）
 （t），而且在t＝t0
 时左微商g（l）
 （t0
 －）和右微商g（l）
 （t0
 ＋）都存在，其中0≤l≤k，k为自然数，当k＝0时，定义g（0）
 （t）＝g（t），见图5-3．

[image: alt]


图5-3　信号g（t）及在t＝t0
 的微商出现δ函数

我们构造两个函数g1
 （t）和g2
 （t）如下：

[image: alt]


显然，g1
 （t）和g2
 （t）在整个实轴上有k阶连续微商．利用g1
 （t），g2
 （t）和单位阶跃信号u（t），我们可以把g（t）表示为

[image: alt]


由（5-3-1）式得

[image: alt]


由（5-2-4）式和（5-2-7）式知

[image: alt]


因此

[image: alt]


对上式继续微商下去，由归纳法可得

[image: alt]


上式的第一项是由间断点引起的，对于第二、三项，当t≠t0
 时，有

[image: alt]


我们指出，当t0
 是g（k）
 （t）的连续点时，（5-3-4）式也是对的．这时我们只要注意到0·δ（t）＝0和取u（0）＝1/2就行了．

3．用δ函数求信号的频谱

利用δ函数求分段线性或多项式信号的频谱是非常方便的．具体做法是：先用作图法（比解析法简单得多）求信号的微商，直到微商全用δ函数或δ函数的微商表示为止，然后利用δ函数及其微商的频谱求出信号的频谱．

首先我们介绍信号和它的微商的关系．

设信号h（t）的微商为g（t），即

[image: alt]


把（5-3-5）式作为方程，则通解y（t）为

[image: alt]


其中C为常数，由函数y（t）的性质或数值确定．

设h（t）和g（t）的频谱分别为H（f）和G（f），则（5-3-5）式的频谱关系为

[image: alt]


由于（5-3-5）和（5-3-7）式是一一对应的，因此，（5-3-7）式也是一个方程．由（5-3-6）和（5-3-7）式知，（5-3-6）式的通解为

[image: alt]


若h（t）和g（t）有关系

[image: alt]


则方程（5-3-9）的通解为

[image: alt]


其中常数c0
 ，c1
 ，…，cn－1
 由函数y（t）的性质或数值确定．

（5-3-9）式的频谱关系为

[image: alt]


（5-3-11）和（5-3-9）式是一一对应的，因此，（5-3-11）式也是一个方程．由（5-3-10）和（5-3-11）式知，方程（5-3-11）的通解为

[image: alt]


当y（t）在有限区间以外皆为0时，（5-3-10）式中的c0
 ，…，cn－1
 皆为0（只要令t→∞，就知c0
 ，…，cn－1
 必须为0），这时y（t）的频谱为

[image: alt]


我们举一个例子来说明．若已知g（t），如何求G（f）？信号g（t）如图5-4（a）所示，g（t）的一阶微商g′（t）见图5-4（b）．二阶微商g″（t）已全由δ函数表示了，见图5-4（c）．

由图5-4（c）知

g″（t）＝δ（1）
 （t＋1）＋δ（t＋1）－2δ（t）＋δ（t－2）．

设g″（t）的频谱为S（f）．由上式和本章§2中2的最后所得的对应关系图得

S（f）＝i2πfei2πf
 ＋ei2πf
 －2＋e-i4πf
 ．

设g（t）的频谱为G（f）．根据时域微分定理有

S（f）＝（2πif）2
 G（f）＝－4π2
 f2
 G（f）．

由于g（t）在［-1，2］之外皆为0，因此，g（t）的频谱为

[image: alt]


图5-4　用δ函数表示信号的微商

[image: alt]


上述g（t）在有限区间外皆为0，因此，在公式（5-3-12）中cj
 皆为0．

现在举一个cj
 不为0的例子．

现设y（t）为2倍单位阶跃函数，即y（t）＝2u（t），其中u（t）为单位阶跃信号u（t）（见图5-2（b））．用δ函数求y（t）的频谱．对y（t）求微商，得y′（t）＝2δ（t）．按（5-3-12）式，有

[image: alt]


把上式转换为时间域关系，由（5-1-8）式知

2u（t）＝sgnt＋c．

在上式中，取t＝1，得2＝1＋c，即c＝1．因此，y（t）的频谱为

[image: alt]


问　题

1．设Gλ
 （f）为三角波

[image: alt]


（1）求相应的信号gλ
 （t）；

（2）证明：[image: alt]


2．计算下列积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


3．用δ函数求信号频谱的方法，求下列信号的频谱：

（1）方波信号s（t）（见图1-4（a））；

（2）三角波信号s（t）（见图1-5（a））；

（3）[image: alt]
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第六章　希尔伯特变换与实信号的复数表示

复信号或频谱的实部与虚部的关系，通常称为希尔伯特变换关系．在信号处理中，最感兴趣的希尔伯特变换问题有两类：一是当频谱为单边时信号的实部与虚部之间的希尔伯特变换问题，实际上是讨论实信号的复数表示、包络、瞬时相位和瞬时频率，我们将在§1，§2和§3讨论这些问题；二是当信号为单边时频谱的实部与虚部之间的希尔伯特变换问题，我们将在§4讨论这类问题．

§1　实连续信号的复信号表示和希尔伯特变换

用希尔伯特变换把一个实信号表示成一个复信号（即解析信号），不仅使理论讨论很方便，而且可以由此研究实信号的包络、瞬时相位和瞬时频率．这种表示方法首先是在通信理论中引入的（参看文献［2］），现在已成为通信理论研究中的一个重要工具（参看文献［3］，［4］）．在其他领域，例如在地震勘探数字处理中，上述方法也有着重要应用．

希尔伯特变换，实际上是一种简单的滤波．我们在这一节讨论希尔伯特变换，既是作为滤波的一个例子，又是作为分析信号的一种工具［5］
 ．

1．实连续信号的复信号

我们先考虑简单的余弦信号cos2πf0
 t（其中f0
 ＞0）．它可用简单的基本的复信号[image: alt]
 和[image: alt]
 表示为

[image: alt]


我们看到，在上面的和式中，复信号[image: alt]
 和[image: alt]
 的虚部相互抵消了．现在我们考虑信号cos2πf0
 t的另外一种复数表示法：要求cos2πf0
 t表示成一个复信号的实部，很自然，cos2πf0
 t可表示为

[image: alt]
 或[image: alt]


通常我们要求复信号的频率f取成正的，因此cos2πf0
 t可表示为

[image: alt]


我们称[image: alt]
 为cos2πf0
 t的复信号．

对于一般的实连续信号x（t）可作类似的讨论．

设实连续信号x（t）的频谱为X（f），则X（f）满足关系式[image: alt]
 [image: alt]
 x（t）可以表示为

[image: alt]


由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


如果要把实信号x（t）表示成仅含正频率成分的复信号的实部，则由（6-1-3）式和（6-1-4）式知，x（t）可表示为

[image: alt]


令

[image: alt]


我们称q（t）为x（t）的复信号．

设q（t）的频谱为Q（f），则由（6-1-6）式知

[image: alt]


由上式知，复信号的频谱Q（f）在f＜0时为0．

2．希尔伯特变换

现在讨论Q（f）与X（f）的关系．由（6-1-7）式知，Q（f）是由X（f）滤波得到的，滤波器频谱H1
 （f）为

[image: alt]


由（6-1-7）式和（6-1-8）式知

[image: alt]


根据（5-1-10）式，（6-1-8）式中H1
 （f）对应的时间函数h1
 （t）（按照第一章§2频谱的对称性质，见表1.2）为

[image: alt]


由（6-1-9）式和（6-1-10）式知，实信号x（t）的复信号q（t）为

[image: alt]


令

[image: alt]


我们称[image: alt]
 为x（t）的希尔伯特变换．

从（6-1-12）式可以看出，对一个信号作希尔伯特变换，相当于作一次滤波，滤波因子h（t）为[image: alt]
 根据（5-1-9）式，h（t）和它的频谱H（f）有如下关系：

[image: alt]


希尔伯特滤波频谱H（f）还可表示为

[image: alt]


由上式知，一个信号经希尔伯特变换后，相位谱要做90°相移．因此，希尔伯特变换又称为90°相移滤波或垂直滤波．

现在讨论希尔伯特反变换公式，即由[image: alt]
 （见（6-1-12）式）求x（t）的公式．设[image: alt]
 的频谱为[image: alt]
 由（6-1-12）式知

[image: alt]


其中H（f）由（6-1-13）式确定，由于H2
 （f）＝-1，所以

[image: alt]


由上式知

[image: alt]


公式（6-1-17）称为希尔伯特反变换公式．有时，把公式（6-1-12）和（6-1-17）在一起统称为希尔伯特变换公式．由（6-1-12）和（6-1-17）式知，若x（t）的希尔伯特变换为[image: alt]
 则[image: alt]
 的希尔伯特变换为-x（t）．

§2　希尔伯特变换的例子

例1　设x（t）＝cos2πf0
 t，求x（t）的希尔伯特变换．

解　由第五章§1知，cos2πf0
 t（不妨假定f0
 ＞0）的频谱为

[image: alt]


经希尔伯特变换后，频谱变为

[image: alt]


由第五章§1知，上述频谱所对应的信号为sin2πf0
 t．因此，cos2πf0
 t的希尔伯特变换为sin2πf0
 t．由希尔伯特反变换公式（6-1-17）知，sin2πf0
 t的希尔伯特变换为-cos2πf0
 t．

例2　设[image: alt]
 其中[image: alt]
 φ为常数．求x（t）的希尔伯特变换[image: alt]


解　由第一章§2知，[image: alt]
 的频谱为[image: alt]
 其中[image: alt]
 因此可直接求得信号

[image: alt]


的频谱X（f）为

[image: alt]


[image: alt]
 为概率论中正态分布密度函数，若f0
 ＞3σ时，有近似式

[image: alt]
 当f＜0时，

[image: alt]
 当f＞0时．

因此，对希尔伯特滤波频谱H（f）（见（6-1-13）式）有

[image: alt]


对应于上面的频谱近似式，有信号近似式

[image: alt]


即

[image: alt]


上式就是要求的希尔伯特变换[image: alt]
 （t）的近似表达式．

下面的例子表明，一个低频信号与一个高频信号相乘，相乘信号的希尔伯特变换主要取决于高频信号的希尔伯特变换．

例3　设信号x（t）为

[image: alt]


b（t），g（t）的频谱B（f），G（f）满足以下关系：

[image: alt]


其中f1
 为正常数．设x（t），g（t）的希尔伯特变换为[image: alt]
 则

[image: alt]


证明　根据第三章问题第14题，（6-2-1）式中x（t）的频谱为

[image: alt]


按照（6-2-2）第二式有

[image: alt]


由（6-2-2）第一式知

当f＜0时，[image: alt]


当f＞0时，[image: alt]


因此，对希尔伯特滤波频谱H（f）（见（6-1-13）式）有

[image: alt]


由于｜λ｜≤f1
 时G（λ）＝0，所以上式可写为

[image: alt]


即

[image: alt]


根据第三章问题第14题，即知（6-2-3）式成立．证毕．

例4　设信号x（t）为

[image: alt]


a（t）cosφ（t）和a（t）sinφ（t）的频谱在｜f｜≥f1
 时为0，则x（t）的希尔伯特变换[image: alt]
 （t）为

[image: alt]


其中f1
 ＜f0
 ．

证明　由（6-2-4）式可得

[image: alt]


由例1知，cos2πf0
 t和sin2πf0
 t的希尔伯特变换分别为sin2πf0
 t和-cos2πf0
 t．根据例3，（6-2-6）式的希尔伯特变换为

[image: alt]


此即（6-2-5）式，证毕．

以上关于希尔伯特变换的四个例子在工程中有着重要的应用．

§3　连续和离散实信号的包络、

瞬时相位和瞬时频率

一个实连续信号x（t）经希尔伯特变换得到[image: alt]
 （t），由此可构造一个复信号q（t）＝x（t）十i[image: alt]
 （t）．复信号q（t）对我们了解实信号x（t）的特点有什么帮助呢？下面我们结合窄带雷达信号来说明．

1．一种窄带信号

窄带雷达信号可表示为

[image: alt]


a（t）是描述振荡振幅变化的．当a（t）变化缓慢时，a（t）起到快速振荡函数cos［2πf0
 t＋φ（t）］的包络作用．因此a（t）称为窄带信号的包络．

在余弦振荡函数cos［2πf0
 t＋φ（t）］中，我们令

[image: alt]


由于θ（t）反映了随时间变化的相位特点，因此我们称θ（t）为窄带信号x（t）的瞬时相位．当φ（t）变化缓慢或为常数时，由（6-3-3）式可以看出μ（t）＝2πf0
 ，这表明μ（t）反映了频率特点，因此我们称μ（t）为窄带信号x（t）的瞬时频率．

现在讨论窄带信号x（t）的希尔伯特变换与窄带信号的包络、瞬时相位、瞬时频率的关系．我们假定窄带信号x（t）（见（6-3-1）式）中的a（t），φ（t），f0
 满足§2例4中的条件，则由例4知，x（t）的希尔伯特变换为

[image: alt]


由（6-3-1）式和（6-3-4）式知

[image: alt]


由上可知，窄带信号的包络、瞬时相位和瞬时频率，可以通过窄带信号的希尔伯特变换表示出来．

2．实连续信号的包络、瞬时相位、瞬时频率

对一般的信号x（t），它的希尔伯特变换为[image: alt]
 （t），它的解析信号为

[image: alt]


令

[image: alt]


根据对窄带信号的分析，我们作如下定义：

e（t）（见（6-3-6）式）称为x（t）的包络；

θ（t）（见（6-3-7）式）称为x（t）的瞬时相位；

μ（t）（见（6-3-8）式）称为x（t）的瞬时频率．

由（6-3-5）式～（6-3-7）式知

[image: alt]


因而瞬时相位θ（t）还可表示为

[image: alt]


瞬时频率μ（t）还可表示为

[image: alt]


公式（6-3-11）是瞬时频率μ（t）的近似计算公式．

3．实离散信号的希尔伯特变换和实离散信号的包络、瞬时相位、瞬时频率

实连续信号x（t）的希尔伯特变换[image: alt]
 （t），实际上是对x（t）滤波的结果（见（6-1-12）式和（6-1-13）式）．在第三章§2我们已指出，当x（t）有截频fc
 、抽样间隔∆满足关系1／（2∆）＞fc
 时，为了求得[image: alt]
 （n∆），可以通过对离散信号x（n∆）进行滤波来实现．设对连续信号滤波的滤波器频谱为H（f），则这时离散滤波器频谱H∆
 （f）为

[image: alt]


根据上式和（6-1-13）式，离散希尔伯特滤波频谱为

[image: alt]


由上式知，离散希尔伯特滤波因子h（n∆）为

[image: alt]


[image: alt]


我们可以按n是偶数还是奇数把上式写为

[image: alt]


上式中的m为整数．

频谱H∆
 （f）可以用h（n∆）表示为

[image: alt]


上式也即

[image: alt]


设x（n∆）为实离散信号，h（n∆）为离散希尔伯特滤波因子，见（6-3-15）式．

令

[image: alt]


[image: alt]


我们作如下定义：

[image: alt]
 （见（6-3-17）式）称为x（n∆）的希尔伯特变换；

q（n∆）（见（6-3-18）式）称为x（n∆）的复信号；

θ（n∆）（见（6-3-19）式）称为x（n∆）的瞬时相位；

e（n∆）（见（6-3-20）式）称为x（n∆）的包络．

关于实信号的瞬时频率，由（6-3-8）式知，这是一个局部微商概念．在离散信号情况下，我们只能求得瞬时频率的近似值．根据（6-3-11）式，我们令

[image: alt]


我们把上式的μ（n∆）就称为x（n∆）的瞬时频率．

最后讨论离散信号的希尔伯特反变换公式，设[image: alt]
 为x（n∆）的希尔伯特变换．由于

[image: alt]


（关于h（n∆）*h（n∆）＝-δ（n∆），请见本章问题第3题），所以离散信号的希尔伯特反变换公式为

[image: alt]


如果用离散信号与频谱的简化表示（3-4-3），即取ω＝2π∆f，此时离散希尔伯特滤波频谱为

[image: alt]


§4　物理可实现信号的希尔伯特变换

连续信号x（t）如果满足

x（t）＝0，t＜0，

则称x（t）为物理可实现信号．类似地，对离散信号x（n），如果满足

x（n）＝0，n＜0，

则称x（n）为物理可实现信号．由于在t＜0或n＜0时信号为0，所以物理可实现信号又称为单边信号．

在这一节，我们讨论信号为单边时频谱的实部与虚部之间的希尔伯特变换问题．由于信号与频谱是一一对应的傅里叶变换关系，连续单边信号情形的希尔伯特变换问题，实质上等价于频谱为单边时的希尔伯特变换问题，这个问题在本章前三节已做过分析．因此，在这一节，我们将讨论离散单边信号情况下频谱的实部与虚部之间的关系，以及频谱的实部或虚部与整个信号的关系．

1．物理可实现信号的希尔伯特变换

设x（n）为物理可实现信号，x（n）可以取复值．x（n）的频谱为

[image: alt]


设ReX（e-iω
 ）和ImX（e-iω
 ）分别为X（e-iω
 ）的实部和虚部，即

[image: alt]


令

[image: alt]


由于ReX（e-iω
 ）和ImX（e-iω
 ）都是取实值的，所以，由（6-4-3）式知

[image: alt]


由x（n）和X（e-iω
 ）的关系知

[image: alt]


x（n）是物理可实现的，因此

[image: alt]


对上式取共轭，由（6-4-4）式可知

[image: alt]


把（6-4-6）和（6-4-7）式写成一个式子便有

[image: alt]


或

[image: alt]


令

[image: alt]


由（6-4-8）式和（6-4-9）式知

[image: alt]


我们称（6-4-11）式为α（n）和β（n）的希尔伯特变换．

现在我们研究α（n）或β（n）与x（n）的关系．

把（6-4-8）式代入（6-4-5）式得

[image: alt]


或

[image: alt]


令

[image: alt]


于是有

[image: alt]


我们称（6-4-15）式为α（n）和x（n）的希尔伯特变换，（6-4-16）式为β（n）和x（n）的希尔伯特变换．

在关系式（6-4-11）、（6-4-15）和（6-4-16）中，n≠0．当n＝0时，我们只有一个关系式

[image: alt]


注意，α（0），β（0）都为实数．仅由关系式（6-4-17），不能由α（0）确定β（0）和x（0），或者由β（0）确定α（0）和x（0）．这说明，对物理可实现复信号，频谱的实部不能完全决定虚部．更确切地说，频谱的实部除相差一个常数外完全确定虚部，反之亦然．

当x（0）为实数时，由（6-4-17）式知

x（0）＝α（0），β（0）＝0，

这时，（6-4-11）式和（6-4-15）式，（6-4-16）式变为

[image: alt]


[image: alt]


2．物理可实现实信号的希尔伯特变换

设x（n）为物理可实现实信号．由于x（0）为实数，物理可实现实信号的希尔伯特变换公式由（6-4-18）和（6-4-19）式给出．

现在进一步讨论α（n）和β（n）的性质．

由于x（n）是实的，由（6-4-1）式知

[image: alt]


再由（6-4-2）式知

ReX（eiω
 ）＝ReX（e-iω
 ），ImX（e-iω
 ）＝-ImX（eiω
 ）．

这表明ReX（e-iω
 ）是ω的偶函数，ImX（e-iω
 ）是ω的奇函数．由（6-4-5）式知，α（n）为实数，β（n）为纯虚数，而且有

[image: alt]


由（6-4-19）式得

[image: alt]


由（6-4-19）和（6-4-21）式得

[image: alt]


我们称[image: alt]
 为x（n）的偶部，称[image: alt]
 为x（n）的奇部．显然，x（n）为偶部与奇部之和．由（6-4-22），（6-4-23）式知，α（n），iβ（n）分别等于x（n）的偶部和奇部．

例1　设物理可实现信号xn
 ＝（x0
 ，x1
 ，x2
 ，x3
 ）＝（1，3，5，7）．求xn
 的频谱X（e-iω
 ），ReX（e-iω
 ），ImX（e-iω
 ），以及ReX（e-iω
 ），ImX（e-iω
 ）对应的信号．

解　易知

[image: alt]


用e-inω
 表示ReX（e-iω
 ）得

[image: alt]


由上知，ReX（e-iω
 ）对应的信号αn
 为

[image: alt]


类似可把ImX（e-iω
 ）表示为

[image: alt]


相应的信号βn
 为

[image: alt]


在已知xn
 的情况下，还可通过（6-4-22）和（6-4-23）式求αn
 和βn
 ．

例2　已知物理可实现实信号xn
 的频谱X（e-iω
 ）的实部为

ReX（e-iω
 ）＝sin2
 2ω，

求信号xn
 ，频谱X（e-iω
 ）和它的虚部ImX（e-iω
 ）．

解　用e-inω
 表示ReX（e-iω
 ）得

[image: alt]


对应的信号为

[image: alt]


由（6-4-19）知

[image: alt]


xn
 的频谱及其虚部为

[image: alt]


3．频谱实部与虚部的希尔伯特变换

物理可实现信号频谱的实部和虚部构成希尔伯特变换关系．在讨论这个关系之前，我们先给出离散单位阶跃信号（6-4-14）式的频谱

[image: alt]


的表达式

[image: alt]


我们将在下一小节给出（6-4-24）的证明．

对（6-4-15）式两边取频谱得（这里用到（6-4-24）式的结果）

[image: alt]


由上式知

[image: alt]


对（6-4-16）式两边取频谱得

[image: alt]


由上式知

[image: alt]


（6-4-25）和（6-4-26）式称为离散希尔伯特变换关系式，对于物理可实现复信号或实信号均成立．

在上面的推导中，关键是使用了单位阶跃信号u（n）的频谱公式（6-4-24）．该公式和文献［6］第618页上公式（8．1．13）相同．如果注意到（6-4-24）式左边U（e-iω
 ）是以2π为周期的周期函数，（6-4-24）式也可写成

[image: alt]


文献［1］（中译本）第629页上的公式（11.21）就是公式（6-4-27）．然而，不论是文献［1］还是文献［6］都没有给出上述公式的证明．我们在下面给出证明，可以作为附录，供想了解证明的读者作参考．

关于用快速傅氏变换计算有关希尔伯特变换的算法，可参看文献［7］的第八章第十节．


*
 4．单位阶跃信号的频谱公式

我们要证明公式（6-4-24）．为方便起见，我们再把公式重写如下：
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我们考虑函数
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由于
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为证明（6-4-28）式，我们只要证明

[image: alt]


就行了．

为了证明（6-4-31）式，我们把函数式（6-4-29）分成两部分，使其一部分的极限为πδ（ω），另一部分的极限为1／（1－e-iω
 ）．为此，我们先定义集合的特征函数．设集合E⊂［-π，π］，则E的特征函数定义为
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令

[image: alt]


即

[image: alt]


由于0＜ρ＜1，所以

[image: alt]


现在把函数分成两部分：
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其中
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显然有

[image: alt]


而g（0，ρ）≡0．为了证明
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我们首先证明
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由（6-4-29）式知
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由上式和（6-4-35）式可得
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而由于
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所以
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由（6-4-34）和（6-4-32）式知
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由（6-4-33），（6-4-43）和（6-4-44）式知
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由（6-4-41）和（6-4-45）式知，（6-4-40）式成立．

由（6-4-42）式，以及由于sinω是奇函数，（6-4-40）式可以写为

[image: alt]


要证明（6-4-39）式，只要证明，对任何试验函数φ（ω）（在一个有限区间之外为0，有任意阶微商，参见第五章§1），有

[image: alt]


由（6-4-46）式知

[image: alt]


因此，要证明（6-4-47）式成立，只要证明
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由于
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[image: alt]


以及（6-4-42）式可得
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其中
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于是
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由（6-4-53）、（6-4-54）和（6-4-55）式知
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由（6-4-33）、（6-4-46）、（6-4-56）式以及（6-4-50）式，可知（6-4-48）式成立，因而（6-4-47）式成立，即（6-4-39）式成立．这样，我们就证明了（6-4-31）式，也就最终证明了（6-4-28）式．

问　题

1．关于希尔伯特变换的性质．

设x（t）为实连续信号，[image: alt]
 （t）为x（t）的希尔伯特变换（见（6-1-12）式）．证明：

（1）x（t）与[image: alt]
 （t）的能量相等，即

[image: alt]


（2）x（t）与[image: alt]
 （t）是正交的，即

[image: alt]


（3）若x（t）是偶函数，则[image: alt]
 （t）是奇函数；若x（t）是奇函数，则[image: alt]
 （t）是偶函数．

提示：（1）参看能量等式；（2）用x（t）和[image: alt]
 （t）的频谱表示积分．

2．关于解析信号的褶积与相关性质．

信号q（t）称为解析信号，是指它的频谱Q（f）具有单边性，即Q（f）＝0，f＜0．

设q1
 （t），q2
 （t）为解析信号，证明：

（1）q1
 （t）与[image: alt]
 的褶积恒为0，即

　[image: alt]


（2）q1
 （t）与q2
 （t）的相关恒为0，即

　[image: alt]


（3）[image: alt]
 与[image: alt]
 的相关恒为0，即

[image: alt]


提示：证明y（t）的频谱Y（f）＝0．

3．设H∆
 （f），h（n∆）分别为离散希尔伯特滤波频谱和滤波因子，见（6-3-13）式和（6-3-15）式．

（1）证明
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（2）证明
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提示：（1）先求h（n∆）*h（n∆）的频谱，然后再计算这个频谱所对应的离散信号；（2）由能量等式可得．

4．（1）仅由频谱的实部，能否确定物理可实现信号？若不能，给出通解；

（2）仅由频谱的虚部，能否确定物理可实现信号？若不能，给出通解．

5．设物理可实现信号x（n），在n＝0时为实数，即Imx（0）＝0．

（1）仅由频谱的实部，能否确定物理可实现信号？若能，给出表达式；

（2）仅由频谱的虚部，能否确定物理可实现信号？若不能，给出通解．

6．已知物理可实现实信号xn
 的频谱X（e-iω
 ）的虚部为

ImX（e-iω
 ）＝3sin2ω，

求信号xn
 的通解．

7．已知物理可实现信号xn
 的频谱X（e-iω
 ）的虚部为

ImX（e-iω
 ）＝sin2
 2ω，

求信号xn
 的通解．

8．证明

[image: alt]
 其中[image: alt]


9．利用（6-4-24）式，即
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（1）求[image: alt]


（2）求[image: alt]


（3）求信号xn
 ≡1的频谱；

（4）求信号xn
 ＝cosω0
 n的频谱；

（5）求信号xn
 ＝sinω0
 n的频谱．

10．设h（n）由（6-4-10）式确定．

（1）求h（n）的频谱H（e-iω
 ）；

（2）由（6-4-11）式证明（6-4-25）式和（6-4-26）式．

11．求下列信号的希尔伯特变换：

（1）xn
 ＝cosω0
 n；　　（2）xn
 ＝sinω0
 n．
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第七章　有限离散傅氏变换

傅氏变换，或傅氏分析，或频谱分析，是信号分析的理论基础．有限离散傅氏变换是信号处理理论与实践之间的桥梁．而这个桥梁，乃属理论性的，因为它需要通过计算来实现．正因为如此，1965年，Gooley和Tukey提出了快速傅氏变换算法（FFT）之后，极大地促进了信号处理的发展，促成了信号处理为理论与实际相结合的一门学科，成为信息科学的一个分支．

在这一章，讨论有限离散傅氏变换的概念、性质、算法和某些应用．§1讨论有限离散傅氏变换和有限频谱所引起的假信号问题．在§2，从时域分解和频域分解两个角度讨论快速傅氏变换的原理和算法．为了用FFT进行褶积滤波，在§3讨论了循环褶积问题．§4讨论了FFT在频谱分析中的应用．在§5，讨论了与有限离散傅氏变换有关的有限离散哈特利变换和有限离散余弦变换，以及为了给出统一快速算法而引入的广义中值函数．

§1　有限离散傅氏变换、有限离散频谱

所引起的假信号

1．有限离散信号及其频谱

对于一个离散信号x（n∆），其中∆为抽样间隔，若在有限范围之外全为0，即x（n∆）满足

[image: alt]


（其中N1
 ，N2
 为整数，N1
 ＜N2
 ），我们就称x（n∆）为有限离散信号，简单地记为
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我们称N2
 －N1
 ＋1为有限离散信号x（n∆）的长度．

对有限离散信号x（n∆），它的频谱为

[image: alt]


这是以[image: alt]
 为周期的函数．

对有限离散信号（（7-1-1）式），我们只要把它延迟N1
 ∆得到y（n∆）＝x［（n＋N1
 ）∆］，即有

[image: alt]


y（n∆）只在范围［0,N2
 －N1
 ］内取值，在这个范围以外为0．以后为了讨论方便，我们可以假定有限离散信号只在［0,N－1］内取值，这时有限离散信号的长度就为N．

2．有限离散傅氏变换

设有限离散信号x（n∆）为

[image: alt]


它的频谱为

[image: alt]


频谱X（f）是以1／∆为周期的函数，在物理上有意义的频率范围是［一1／（2∆）,1／（2∆）］，因为按照抽样定理，只有在这个范围内离散信号的频谱与连续信号的频谱才是一致的．现在，为了数学上讨论方便，我们在范围［0,1／∆］内研究频谱，为了了解频谱在［-1／（2∆）,0］内的变化，只要了解频谱在范围［1／（2∆）,1／∆］内的变化就行了，因为按照周期，频谱在这两个范围内的变化是完全一样的．

现在我们要计算频谱X（f）（（7-1-5式）．但是，频谱f在范围［0,1／∆］内的点有无穷多个，实际上只能计算有限个点上的值．在哪些点上计算呢？简单而直观的取法是，把区间［0,1／∆］分成N等份，每份的间隔是[image: alt]
 我们取前N个点，即取fm
 为

[image: alt]


其中　　[image: alt]


频谱X（f）在fm
 上的值为

[image: alt]


我们称X（fm
 ）为有限离散频谱，[image: alt]
 称为基频．

从（7-1-7）式可知，由有限离散信号x（n∆）（（7-1-4）式）可以确定有限离散频谱X（fm
 ）（（7-1-7）式）．反之，能否由X（fm
 ）来确定信号x（n∆）呢？我们说是可以的．

我们先证明一个等式
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当n－l＝kN时，上式左端显然等于N．当n－l≠kN时，按等比级数有

[image: alt]


因此（7-1-8）式成立．

下面我们计算

[image: alt]


根据（7-1-8）式可得

[image: alt]


把上式和（7-1-7）式、（7-1-6）式写在一起
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其中　　[image: alt]


公式（7-1-9）和（7-1-10）在一起称为有限离散傅氏变换．它表示了有限离散信号x（n∆）和有限离散频谱X（fm
 ）的一一对应关系．（7-1-9）式称为正变换，（7-1-10）式称为反变换．

为了使公式表示简化起见，我们令

[image: alt]


（7-1-9）式和（7-1-10）式就变为

[image: alt]


其中m，n＝0，1，2，…，N－1．

以后我们讨论问题时经常用公式（7-1-13）和（7-1-14），此时一定要注意，Xm
 表示的是在频率点[image: alt]
 上的频谱值，它是有明确的物理意义的．

由于xn
 和Xm
 是一一对应的，所以，xn
 和Xm
 的表达式是唯一的．以xn
 为例，若xn
 能表示成

[image: alt]


则有

[image: alt]


即

Xm
 ＝Nam
 ．

我们举一例说明：若已知xn
 ，如何求Xm
 的表达式？

例　设

[image: alt]
 0≤n≤N－1，

其中0＜k0
 ＜N，N≠2k0
 ，求xn
 的N点离散傅氏变换．

解　由于

[image: alt]


按信号表示的唯一性，xn
 的N点离散傅氏变换Xm
 为

[image: alt]


3．实信号的有限离散傅氏变换性质

由于在实际中出现的信号都是实信号，因此有必要讨论实信号的有限离散傅氏变换的性质．

设xn
 （n＝0，1，…，N－1）是实信号，有限离散频谱为Xm
 ，见（7-1-13）式．

我们讨论共轭性质．

Xm
 具有如下性质：

[image: alt]


读者可根据（7-1-13）式自己证明．

反之，如果Xm
 满足（7-1-15）式，则相应的离散信号xn
 （（7-1-14）式）是实信号．

现在来证明这个结论．对（7-1-14）式的xn
 计算其共轭信号[image: alt]


[image: alt]


这说明[image: alt]
 由此便可知xn
 为实信号．

4．有限离散频谱所引起的假信号问题

设离散信号为

[image: alt]


x（n∆）的频谱为

[image: alt]


频率fm
 （m＝0，1，…，N－1）可由（7-1-6）式确定，并由X（f）（见（7-1-17）式）可得有限离散频谱

[image: alt]


根据（7-1-10）式，由X（fm
 ）可得到一个有限离散信号xd
 （n∆）：

[image: alt]


xd
 （n∆）和x（n∆）（见（7-1-16）式）究竟有什么关系呢？下面的定理回答了这个问题（参看文献［1］）．

有限离散频谱定理1　设离散信号x（n∆）及其频谱X（f）由（7-1-16）式、（7-1-17）式确定，有限离散频谱X（fm
 ）由（7-1-18）式确定，xd
 （n∆）是由X（fm
 ）按照（7-1-19）式所得到的有限离散信号，则xd
 （n∆）和x（n∆）有如下关系：

[image: alt]


证明　由（7-1-17）和（7-1-18）式知

[image: alt]


把此式代入（7-1-19）式得

[image: alt]


由（7-1-8）式知，当l＝n＋kN时，（7-1-22）式中x（l∆）后面的项为1，否则就为0．因此，由（7-1-22）式就得到（7-1-20）式．证毕．

由（7-1-20）式知，xd
 （n∆）与x（n∆）（0≤n≤N－1）一般是不相等的．在xd
 （n∆）中，除了包含x（n∆）以外，还增加了时间范围［0，N－1］之外的x（n∆）的成分．在xd
 （n∆）中的这些信号成分我们称之为假信号．正是这些信号成分的影响，使得xd
 （n∆）≠x（n∆）（0＜n＜N－1）．由（7-1-20）式可以看到，xd
 （n∆）是由x（n∆）以N为周期折叠在一起得到的．因此，我们称N为折叠周期．

在第二章§4中我们知道，由连续信号变到离散信号要产生假频现象．现在又看到，由连续频谱变到离散频谱要产生假信号现象．这两种现象实质上是一样的，都是由离散化所引起的．

上面的定理告诉我们xd
 （n∆）与x（n∆）的关系式，现在要讨论xd
 （n∆）与x（n∆）的误差．

有限离散频谱定理2　设x（n∆），X（f），X（fm
 ），xd
 （n∆）与有限离散频谱定理1中的意义相同，xd
 （n∆）的频谱为

[image: alt]


则有

[image: alt]


证明　由（7-1-20）式可直接得到（7-1-24）式．由（7-1-24）式可直接得到（7-1-25）式．现在来证明（7-1-26）式．

由（7-1-17）式知

[image: alt]


由（7-1-23）和（7-1-20）式知

[image: alt]


所以
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由上知

[image: alt]


这就是（7-1-26）式．定理证毕．

信号x（n∆）（见（7-1-16）式）如果满足条件：n＜0时x（n∆）＝0，[image: alt]
 则根据上面定理2的（7-1-25）式和（7-1-26）式，只要N取得足够大，就可使xd
 （n∆）与x（n∆）（0≤n≤N－1），Xd
 （f）与X（f）很接近，因此可用xd
 （n∆）作为x（n∆）的近似，Xd
 （f）作为X（f）的近似．特别地，在n＜0和n＞N条件下x（n∆）＝0时，由定理2知，xd
 （n∆）＝x（n∆），Xd
 （f）＝X（f）．这说明频谱X（f）可由它的离散值X（fm
 ）完全确定，进而可以把X（fm
 ）表示X（f）的公式写出来，这个公式类似于本章问题第2题中的公式（7-4）．

由于频谱X（f）是以1／∆为周期的函数，因此，我们可以把上面的有限离散频谱定理称为周期函数抽样定理．有限离散频谱定理1是比我们在本章问题第2题中所介绍的周期函数抽样定理更为一般的抽样定理．

在对傅氏积分近似计算的分析中（参看本章问题第9题），有限离散频谱定理1和定理2也是一个有力的理论根据．

§2　快速傅氏变换（FFT）

有限离散傅氏变换（（7-1-13）式）在实际中很重要，利用它可计算信号的频谱、功率谱以及解决其他方面的问题．但是，（7-1-13）式的直接计算工作量太大（特别当N比较大时），以至在实践中无法广泛应用．1965年，Gooley和Tukey［2］
 提出了快速傅氏变换算法，简记FFT（是英文Fast Fourier Transform的缩写），大大减少了计算量，使具体计算有限离散傅氏变换成为可能．此后，FFT引起广泛重视，现已成为信号数字处理的一个强有力的工具［1，3］
 ．

1．FFT的原理和算法之一——时域分解FFT算法

设N＝2k
 ，有限离散信号xn
 ＝（x0
 ，x1
 ，…，xN-1
 ），按照（7-1-13）式，它的有限离散频谱为

[image: alt]


令

[image: alt]


则（7-2-1）式为

[image: alt]


直接从（7-2-3）式计算一个Xm
 ，需要N次复数乘法和加法，计算N个Xm
 需要N2
 次复数乘法和加法．当N很大时，这个计算量是很大的．但是利用指数函数[image: alt]
 的特点，可以减少计算量．为了减少计算量，一个简单而直观的想法是，把计算有N个点信号的频谱问题化成计算两个只有N／2个点信号的频谱问题，下面具体讨论．

把信号xn
 ＝（x0
 ，x1
 ，…，xN-1
 ）按下标偶数项和奇数项分成两部分，即令

[image: alt]


它们的有限离散频谱分别为
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由上式可知，Gm
 和Hm
 是以N／2为周期的函数，这因为
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由（7-2-3）式可知
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再由（7-2-5）式便得到
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因为Gm
 和Hm
 是以N／2为周期的函数，我们只需计算m＝0，1，…，N／2－1这些点的值．对Xm
 ，因为它是以N为周期，需计算Xm
 在m＝0，1，…，N－1时的值．为了用Gm
 ，Hm
 在m＝0，1，…，N／2－1时的值表示Xm
 ，我们把（7-2-6）式改写为
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在上式的下面一个式子中，若令l＝m－N／2，则有
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于是，（7-2-6）式还可改写为
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（7-2-7）式告诉我们，计算有N项的有限离散频谱问题可以化为计算有N／2项的有限离散频谱问题，两者的关系式为（7-2-7）．同样，N／2项的计算又可化为（N／2）／2＝N／22
 项的计算，一直下去，最后化到N／2k
 ＝2k
 ／2k
 ＝1项的计算．由有限离散频谱的定义可知，1项信号的离散频谱就是它本身．这样，由1项频谱根据递推关系（7-2-7）式就可计算出所需的频谱．

现在我们来看1项信号（或1项频谱）是怎样获得的．我们以k＝3即N＝2k
 ＝8来说明，这时信号为（x0
 ，x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ，x6
 ，x7
 ）．为了把它化为N／2＝2k-1
 ＝22
 项问题，根据（7-2-4）式，重新按偶奇序号排列为（x0
 ，x2
 ，x4
 ，x6
 ｜x1
 ，x3
 ，x5
 ，x7
 ），其中前半部分表示g项，后半部分表示h项（参见（7-2-4）式）．对4项信号（x0
 ，x2
 ，x4
 ，x6
 ）和（x1
 ，x3
 ，x5
 ，x7
 ）再按偶奇序号排列为（x0
 ，x4
 ，[image: alt]
 x2
 ，x6
 ）和（x1
 ，x5
 ，[image: alt]
 x3
 ，x7
 ），合在一起为（x0
 ，x4
 ，[image: alt]
 x2
 ，x6
 ，｜x1
 ，x5
 ，[image: alt]
 x3
 ，x7
 ），这样就把8项信号分解为4个2项信号，对于2项信号，按偶奇序号排列还是它本身，因此，最后所得1项信号或1项频谱的排列次序为（x0
 ，x4
 ，x2
 ，x6
 ，x1
 ，x5
 ，x3
 ，x7
 ）．对于一般的k，如何求得（x0
 ，x1
 ，…，xN－1
 ）的1项频谱排列[image: alt]
 呢？我们用二进制来表示序号j，由于0≤j≤N－1＝2k
 －1，所以j可表示为二进制j＝jk－1
 jk－2
 …j0
 ，其中jk-1
 ，jk-2
 ，…，j0
 取0或1，则[image: alt]
 为
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1项频谱排列[image: alt]
 （见（7-2-8）式）称为（x0
 ，x1
 ，…，xN－1
 ）的二进制逆序排列，这在计算机上是容易实现的．

我们对N＝8时做一说明，见表7.1．

表7.1　原序信号和逆序信号
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由下页图7-1可知，当N＝2k
 时，大的循环共进行k次．现在来估计整个过程的计算量．在每次循环中，每计算两个频谱值，按公式（7-2-7），需要2次加法和1次乘法，计算N个频谱值需N次加法和N／2次乘法．进行k次循环，共需Nk次加法和Nk／2次乘法．同时，乘法次数可以减少，因为在（7-2-7）式中，当l＝0时，[image: alt]
 因此，在每一循环中的每一组计算，可减少2次乘法．在第p次循环中，要将N个数分成N／2p
 ＝2k
 ／2p
 ＝2k－p
 个组，每组减少2次乘法，共减少2k－p
 ·2＝2k－p＋1
 次乘法．所以，在k次循环中，共可减少[image: alt]
 次乘法．在上面介绍的算法中，乘法次数为[image: alt]
 总之，上述算法，需Nlog2
 N次加法，[image: alt]
 次乘法（注意，N＝2k
 时log2
 N＝k）．

图7-1是在N＝23
 时，时域分解FFT算法流程图．结合这张图，大家可以更好地理解时域分解FFT算法．
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图7-1　时域分解FFT算法流程图（N＝23
 ，WN
 ＝W8
 ）

2．FFT的原理和算法之二——频域分解FFT算法

对有N＝2k
 项的有限离散信号xn
 ＝（x0
 ，x1
 ，…，xN－1
 ），要计算它的频谱Xm
 （见（7-2-1）或（7-2-3）式）．在上面，我们已经介绍了一种快速算法，它的原理是：在时间域，把一个有N项的离散信号按偶奇序号分解为两个有N／2项的离散信号（见（7-2-4）式）．

现在我们再讨论一种快速算法，它的原理是：在频率域，把一个有N项的离散频谱按偶奇序号分解为两个有N／2项的离散频谱．下面具体讨论．

我们首先把Xm
 的计算公式（7-2-3）改变一下形式，将（7-2-3）式中的和号拆成两半，然后再合并，即
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注意，按（7-2-2）式，
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把Xm
 按偶奇序号分成两部分，（7-2-9）式可写为
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再令
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由（7-2-11）式和（7-2-10）式可以看出，X2l
 是N／2项信号gn
 的频谱，X2l＋1
 是N／2项信号hn
 的频谱．这样，就把计算N项离散频谱的问题转化为计算N／2项离散频谱的问题．转化的公式是通过把离散频谱Xm
 按偶奇序号排列得到的（见（7-2-10）式），但具体计算公式还是通过信号分解来实现（见（7-2-11）式），即把N项信号按（7-2-11）式分解为两个N／2项信号．同样，每个N／2项又可分解为两个（N／2）／2＝N／22
 项信号，依此下去，当分解进行k次时，就得到N／2k
 ＝1项信号，而1项信号的离散频谱就是它本身．

由（7-2-10）知，每做一次分解，离散频谱就得做一次偶奇序号重新排列，最后得到逆序频谱[image: alt]
 用二进制表示序号j＝jk-1
 jk-2
 …j0
 ，其中j0
 ，j1
 ，…，jk－1
 取0或1．于是，逆序频谱[image: alt]
 与原序频谱Xn
 的关系为
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当N＝8时，二进序号与二进逆序号的关系见表1．

图7-2是在N＝23
 时频域分解FFT算法流程图．结合这张图，可以更好地理解频域分解法的计算步骤．
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图7-2　频域分解FFT算法流程图（N＝23
 ，WN
 ＝W8
 ）

§3　有限离散傅氏变换的循环褶积

在第四章，我们已经知道，两个离散信号的频谱相乘，对应的信号是原来两个离散信号的褶积，这就是离散信号滤波理论的基本关系式．为了利用FFT在频率域实现数字滤波，我们必须分析两个有限离散频谱相乘所对应的信号究竟是什么？这个问题，就是本节所要讨论的［1，3］
 ．

1．有限离散傅氏变换的循环褶积——循环褶积定理1

设有两个离散信号xn
 ＝（x0
 ，x1
 ，…，xN－1
 ），yn
 ＝（y0
 ，y1
 ，…，yN－1
 ），它们的长度都是一样的．按照有限离散傅氏变换公式（7-1-13）和（7-1-14），xn
 和yn
 与它们有限离散频谱Xm
 和Ym
 的关系为
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在实际上，要求m，n＝0，1，…，N－1．但是，在理论上，从（7-3-1）式、（7-3-2）式右边的和式可看出，m，n的变化范围可扩充，m，n可以为任意整数，这样，Xm
 ，Ym
 ，xn
 ，yn
 就被扩充为以N为周期的函数（如Xm＋N
 ＝Xm
 ，请读者验证）．这种扩充，对我们下面分析问题是方便的．

把两个有限离散频谱Xm
 和Ym
 相乘，即令
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Zm
 也是一个有限离散频谱．按照有限离散傅氏反变换公式（7-1-14），相应Zm
 的有限离散信号为
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zn
 和xn
 ，yn
 有什么关系呢？由（7-3-4）式、（7-3-3）式以及（7-3-2）式和（7-3-1）式可得
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即
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注意，在上式中，xn
 ，yn
 都是以N为周期的函数．因此，我们称zn
 为xn
 和yn
 的循环褶积或周期褶积，简记做zn
 ＝xn
 2*yn
 ［N］，即
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由（7-3-5）式可知，zn
 也是以N为周期的函数．根据有限离散信号与有限离散频谱一一对应关系，Zm
 ＝Xm
 Ym
 与zn
 ＝xn
 *yn
 ［N］是一一对应的．

我们把上面的结果写成下面的定理．

循环褶积定理1　设xn
 ，yn
 是长度为N的有限离散信号，它们的有限离散频谱为Xm
 和Ym
 ．xn
 与Xm
 ，yn
 与Ym
 的关系由（7-3-1）式和（7-3-2）式确定．根据（7-3-1）式和（7-3-2）式，Xm
 ，Ym
 ，xn
 ，yn
 可被扩充为以N为周期的函数．则有限离散频谱

Zm
 ＝Xm
 Ym


所对应的有限离散信号zn
 是xn
 和yn
 的循环褶积或周期褶积zn
 ＝xn
 *yn
 ［N］，即
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循环褶积（7-3-5）式还可有别的表现形式．在（7-3-5）式中，若令k＝-l，则有
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若令k＝N－l，则有
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循环褶积（7-3-5）式的示意图可用两个同心圆来表示．在图7-3（a）中，按图上位置把对应的数两两相乘并把它们加起来，就得到z0
 ．将外圆按顺时针方向转动一格（见图7-3（b）），做两两相乘最后再相加，就得到z1
 ．依此下去，就可得到zn
 （0≤n≤N－1）．
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图7-3　循环褶积的圆形示意图

循环褶积（7-3-5）式还可用以N为周期的函数运算图形来表示，下面举一例说明．

例1　设xn
 和yn
 分别是长度为4和3的信号：
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把yn
 扩充为长度是4的信号：

yn
 ＝（y0
 ，y1
 ，y2
 ，y3
 ）＝（1，1，1，0），

求xn
 与yn
 的循环褶积zn
 ＝xn
 *yn
 ［4］．

解　我们按公式（7-3-6）计算zn
 （0≤n≤3）．整个计算过程可用图7-4表示．图7-4（a）是xn
 与yn
 的图形．图7-4（b）是周期为4的xn
 图形（根据周期性质x4＋n
 ＝xn
 ，我们可以从x0
 ，x1
 ，x2
 ，x3
 出发求出任一整数n时的xn
 ）．因在公式（7-3-6）中出现y-k
 （-3≤k≤0），所以在图7-4（c），我们画出了y-k
 （-3≤k≤0）的图形．根据（7-3-6）式，我们要求n＝0时的z0
 ，只需要把图7-4（c）的纵坐标对准图7-4（b）中n＝0时的位置，然后上下两两相乘再把这些乘积加起来，就得到z0
 值．把图7-4（c）的纵坐标对准图7-4（b）中n＝1时的位置，然后做与上面同样的处理就得到z1
 ．依此可得（z0
 ，z1
 ，z2
 ，z3
 ）＝（6，5，6，7）．图7-4（d）是循环褶积zn
 在0≤n≤3时的图形．
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图7-4　两个信号的循环褶积

2．循环褶积与普通褶积的关系——循环褶积定理2

设离散信号xn
 和yn
 分别为
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[image: alt]


显然，xn
 是长度为M的有限离散信号，yn
 是长度为L的有限离散信号．

xn
 与yn
 的褶积zn
 为
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在上面和号中，由于l＜0时yl
 ＝0，n－l＜0即n＜l时xn－l
 ＝0，所以上式可写为
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由（7-3-9）式，（7-3-10）式还可写为
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在（7-3-12）式的和号中，当n＜0时xn－l
 ＝0，因而zn
 ＝0，当n＞M＋L－2时xn－l
 ＝0（因为0≤l≤L－1时，n－l＞M－1＋L－1－l≥M－1＋L－1－（L－1）＝M－1），因而zn
 ＝0．所以zn
 可表示为
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这表明，在条件（7-3-8）和（7-3-9）之下，xn
 与yn
 的褶积zn
 是长度为M＋L－1的有限离散信号．

设[image: alt]
 是以N为周期的周期信号，并且[image: alt]
 与xn
 ，yn
 的关系为
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考虑[image: alt]
 与[image: alt]
 的循环褶积（参看（7-3-5）式）

[image: alt]


现在我们要讨论，在条件
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之下，褶积zn
 与循环褶积[image: alt]
 的关系，即在什么时候有[image: alt]


由（7-3-15）式和（7-3-14）式知
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（在n＋1≤l≤N－1和条件（7-3-16）之下，-（N－1）≤n－l≤-1，因此1≤N＋n－l≤N－1，所以这时[image: alt]
 ）

由（7-3-17）和（7-3-11）式得
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现在要问，在上式中和号[image: alt]
 何时为0．为使和号为0，我们要求和号中每一项yl
 xN＋n－l
 ＝0．由（7-3-9）式知道，当l＞L－1时yl
 ＝0，因此我们只要讨论当l≤L－1时xN＋n－l
 何时为0即可．由（7-3-8）式知，这就要求N＋n－l≥M，即n≥M－N＋l，又l≤L－1，所以要求n≥M＋L－1－N．在这个条件下，褶积zn
 与循环褶积[image: alt]
 n
 相等．我们把这个结论写成下面的定理．

循环褶积定理2　设xn
 和yn
 是长度分别为M和L的有限离散信

号（见（7-3-8）式和（7-3-9）式），[image: alt]
 和[image: alt]
 是以N为周期的周期信号，[image: alt]
 和xn
 ，yn
 的关系见（7-3-14）式．则当n满足

[image: alt]


条件时，褶积zn
 ＝xn
 *yn
 与循环褶积[image: alt]
 相等，即

[image: alt]


在上面定理条件下，取N＝M＋L－1或N＞M＋L－1时，根据（7-3-19）式，当n满足0≤n≤N－1时褶积zn
 与循环褶积[image: alt]
 n
 相等．又由（7-3-13）式知，zn
 的非0部分在0≤n≤M＋L－2之内，因而也就在0≤n≤N－1之内．这说明，当N≥M＋L－1时，循环褶积[image: alt]
 n
 可以完全反映褶积zn
 ．另一方面，当[image: alt]
 时，[image: alt]
 处处都不反映zn
 ．这是因为按（7-3-19）式，要求n≤N－1，同时又要求n＞M＋L－1－N＞2N－1－N＝N－1，而这样的n是不存在的．

现在我们举一例子来说明循环褶积定理2．

例2　设xn
 和yn
 是长度分别为M＝4和L＝3的有限离散信号，
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xn
 和yn
 的普通褶积为

zn
 ＝xn
 *yn
 ＝（z0
 ，z1
 ，…，z5
 ）＝（1，3，6，7，5，2）．

现在考虑xn
 ，yn
 的以N＝4为周期的信号[image: alt]
 [image: alt]
 和[image: alt]
 与[image: alt]
 的循环褶积在例1和图7-5中已经计算，为
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按照循环褶积定理2的（7-3-19）式（在这个例中，M＝4，L＝3，N＝4），当0≤n≤3，n≥2即2≤n≤3时，[image: alt]
 即[image: alt]
 实际情况正是这样．这个例子还表明，当n在0≤n≤3范围内，但不满足n≥2时，即n只能为n＝0，1时，zn
 和[image: alt]
 是不相同的．zn
 和[image: alt]
 的图形见图7-5．
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图7-5　普通褶积zn
 ＝xn
 *yn
 与循环褶积[image: alt]
 的比较

3．利用快速傅氏变换（FFT）计算褶积

利用快速傅氏变换计算褶积的理论根据是循环褶积定理2．根据这个定理，选取适当的N，把褶积运算转换成循环褶积运算，再根据循环褶积定理1，循环褶积运算又可转换为有限离散傅氏变换运算，而这可利用快速傅氏变换（FFT）来进行．下面具体说明之．

3.1　在一般情况下利用FFT计算褶积的方法

设离散信号xn
 和yn
 分别由（7-3-8）式和（7-3-9）式所表示，它们的长度分别为M和L．在一般情况下，利用FFT计算褶积ln
 ＝xn
 *yn
 的步骤如下：

1）选择N＝2k
 ，使之满足2k－1
 ＜M＋L－1≤2k
 ；

2）构造[image: alt]
 和[image: alt]
 使之满足（7-3-14）式；

3）利用FFT分别计算[image: alt]
 和[image: alt]
 的有限离散频谱[image: alt]
 和[image: alt]
 （0≤m≤N－1）；

4）将[image: alt]
 和[image: alt]
 相乘得[image: alt]
 （0≤m≤N－1）；

5）利用FFT，对[image: alt]
 作反变换得[image: alt]
 （0≤n≤N－1），则[image: alt]
 就是我们所要求的褶积zn
 （根据循环褶积定理2）．

现在计算一下上述算法的运算次数．在上面第3步要做2次FFT，第5步做1次FFT，第4步要做N次乘法．因此整个运算为3次FFT加上N次乘法．根据本章§2的时域分解FFT算法，上述算法的运算次数为

[image: alt]


对于褶积运算zn
 ＝xn
 *yn
 ，按照公式（7-3-12）和（7-3-13），直接计算zn
 所需的近似运算次数为

[image: alt]


（计算上式时，要求L≤M）．

在实践中，要把直接计算褶积运算次数（（7-3-21）式）和用FFT计算褶积运算次数（（7-3-20）式）加以比较，哪一个运算次数少，就采用哪一个算法．

3.2　在特殊情况下利用FFT计算褶积的方法

设zn
 和yn
 依旧由（7-3-8）式和（7-3-9）式表示，它们的长度分别为M和L．在特殊情况下，即L一般不太大，但M非常大．这时，我们分成若干段来计算褶积．具体步骤如下：

1）选择N＝2k
 ，一般要求N≥2L．

2）计算M0
 ，其中M0
 ＝N－L＋1．

3）取[image: alt]
 长度为N，用FFT计算[image: alt]
 的离散频谱[image: alt]


4）计算第一段即在［0，M0
 －1］范围内的褶积zn
 ，具体步骤又分为：

取[image: alt]
 前面的0共有L－1个，因此[image: alt]
 的长度为N；

利用FFT计算[image: alt]
 的离散频谱[image: alt]


计算[image: alt]


利用FFT计算[image: alt]
 的反变换[image: alt]
 其中后M0
 个数就是我们所要的褶积zn
 ，0≤n≤M0
 －1，即[image: alt]
 0≤n≤M0
 －1．

5）计算第二段即在［M0
 ，2M0
 －1］范围内的褶积zn
 ，具体步骤又分为：

取[image: alt]


用FFT计算[image: alt]
 的离散谱[image: alt]


计算[image: alt]


用FFT计算[image: alt]
 的反变换[image: alt]
 其中后M0
 个数就是在［M0
 ，2M0
 －1］范围内的褶积zn
 ，即[image: alt]
 0≤n≤M0
 －1．

6）仿照5），可计算第三段［2M0
 ，3M0
 －1］、第四段［3M0
 ，4M0
 －1］等范围内的褶积zn
 ，一直计算到第J段［（J－1）M0
 ，JM0
 －1］结束，其中要求（J－1）M0
 ＜M＋L－1≤JM0
 －1．由此可知J是大于或等于[image: alt]
 的最小整数，因此[image: alt]


现在来说明一下上述算法的运算量，每一段的计算量由（7-3-20）式给出，共有J段，所以总运算量为（7-3-20）式的J倍．在实际运算中，要适当选取N，使总运算量尽可能小一些．

§4　应用快速傅氏变换进行频谱分析

快速傅氏变换（FFT）在数字信号处理中有着广泛应用，在上一节，我们已介绍了如何用FFT计算褶积．在第八章，我们还要讨论如何用FFT进行相关计算．在这一节，我们讨论应用FFT如何进行频谱分析．

为了了解信号的特点，频谱分析是一项十分重要的工作．所谓信号的频谱分析，就是要计算信号的频谱，并由此计算出振幅谱、能谱（或功率谱）、相位谱．为了更好地分析振幅谱或能谱，有时还要计算出最大值频率点和中间值频率点．下面具体讨论．

1．频谱分析的步骤

设连续信号为x（t），其中t≥0．以间隔∆抽样得到离散信号x（n∆），x（n∆）可能为无限长离散信号
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x（n∆）也可能为有限长度离散信号

[image: alt]


进行频谱分析的步骤如下．

1.1　数据准备

一般做FFT，要求离散信号的长度为N＝2k
 ，其中k为正整数．

对离散信号（7-4-2）式），我们取k使2k－1
 ＜N0
 ≤2k
 ，这时令N＝2k
 ，并把（7-4-2）式改造为

[image: alt]


对无限长离散信号（（7-4-1）式），或有限离散信号（（7-4-2）式，其中N0
 非常大），我们只能截取N＝2k
 项进行分析，截取的信号记为

[image: alt]


由于[image: alt]
 是从x（n∆）截取来的，为了更好地做频谱分析，需要对[image: alt]
 乘上时窗函数[image: alt]
 （关于时窗函数，参见第十章），这时得

[image: alt]


1.2　用FFT计算频谱

对xn
 （见（7-4-3）式或（7-4-5）式），用FFT计算频谱

[image: alt]


当m＝0，1，…，N/2时，Xm
 表示对应于频率m/（N∆）的频谱值．

频谱Xm
 是由实部Um
 和虚部Vm
 组成的复数，即

[image: alt]


1.3　由频谱求振幅谱、相位谱、功率谱

由（7-4-6）式可求出振幅谱Am
 、相位谱Φm
 、功率谱Gm
 ，它们分别为

[image: alt]


其中m＝0，1，…，N/2．

1.4　对振幅谱或功率谱进行平滑处理

由于在信号中往往含有干扰成分，使振幅谱或功率谱极不平滑，因此常要做平滑处理．

平滑因子Pm
 通常取3个点或5个点，如

[image: alt]


或　　[image: alt]


关于平滑公式，以5点平滑因子Pm
 和振幅谱Am
 为例，平滑后振幅谱[image: alt]
 为

[image: alt]


把上式中的Am
 换成功率谱Gm
 ，就得到平滑后的功率谱[image: alt]


1.5　求振幅谱或功率谱的最大值频率点fM
 和中间值频率点fv


现以振幅谱[image: alt]
 来说明如何求fM
 和fv
 ．

令

[image: alt]


其中mM
 使

[image: alt]


这时我们称fM
 为最大值频率点．由计算机是容易求出mM
 来的，因而可求出fM
 ．

令

[image: alt]


其中mv
 使

[image: alt]


这时我们称fv
 为中间值频率点．它的直观意义是：在频率范围［0，1/2∆］之内，以fv
 为中间分界点，在fv
 的两边振幅谱Am
 所占的比重是一样的．

严格地说，满足（7-4-12）式的mv
 往往是不存在的．实际上求mv
 的方法如下：

先计算

[image: alt]


然后求mv
 使之满足

[image: alt]


求满足（7-4-14）式的mv
 ，在计算机上是容易实现的．求得mv
 后，中间值频率点fv
 （见（7-4-11）式）也就立即得到．

把（7-4-10）式、（7-4-12）～（7-4-14）式的[image: alt]
 换成[image: alt]
 就可得到关于功率谱的最大值频率点fM
 和中间值频率点fv
 ．

把振幅谱[image: alt]
 功率谱[image: alt]
 和它们的最大值频率点、中间值频率点，以及相位谱Φm
 ，用图形绘出来，或把数据打印出来．在此基础上，可对信号的各种频率成分进行分析．

最后指出，由于频谱分析的目的不同，信号本身的特点也不相同，在具体做时并不要求以上介绍的步骤全都进行．例如，在步骤一中，有时可直接取时窗函数[image: alt]
 因此[image: alt]
 （参见（7-4-5）式）；在步骤三中，有时可不求相位谱Φm
 ，而对振幅谱Am
 和功率谱Gm
 只要求一个就行了；在步骤四中，在有些情况下可不作平滑处理；在步骤五中，有时可不求最大值频率点或中间值频率点．总之，要具体问题具体分析．

2．频谱分析中参数的选取

对连续信号x（t）（t≥0）进行频谱分析，实际上是对长度为N＝2k
 的离散信号x（n∆），n＝0，1，…，N－1进行频谱分析．因此，频谱分析中参数∆和N的选取很重要．

对连续信号x（t），我们用两个参数来刻画其频谱的特点：

fc
 ——x（t）的截频或x（t）最高可能达到的频率（单位为Hz）；

fδ
 ——x（t）的频率分辨间隔（单位为Hz）．它的意思是：对x（t）的振幅谱｜X（f）｜取离散值观察时，离散值的间隔不能大于fδ
 ，故当两个频率之差大于fδ
 时，对x（t）所包含的这两个频率成分我们就可以分辨开．当x（t）的振幅谱｜X（f）｜曲线摆动比较大时，fδ
 就要取得小些，当｜X（f）｜曲线较平滑时，fδ
 就可取得大些．

现在我们来谈谈∆与N的选取原则．

根据抽样定理（见第二章），要求抽样间隔∆满足
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为了用长度为N的离散信号x（n∆）（0≤n≤N－1）近似代替信号x（n∆）（n≥0），就要求x（n∆）在n≥N部分的能量很小，即要求

[image: alt]


对信号x（n∆）（0≤n≤N－1），由有限离散傅氏变换知，有限离散频谱的频率间隔（参见（7-1-6）式）为

[image: alt]


因此要求N还要满足
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根据（7-4-15）和（7-4-17）式，对N要求
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我们知道，N∆表示进行频谱分析的信号记录长度，由（7-4-17）式知，信号记录长度N∆必须大于或等于1/fδ
 ．因此，我们称
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为最小记录长度，

所以，在通常情况下，选取∆时要满足（7-4-15）式，选取N时要求满足（7-4-17）式，即要求记录长度N∆不小于最小记录长度Tmin
 （见（7-4-19）式）．

例　已知某信号的截频fc
 ＝125Hz，频率分辨间隔fδ
 ＝2Hz．现要对该信号作频谱分析，问：

（1）要求最小记录长度Tmin
 等于多少？

（2）抽样间隔∆应满足什么条件？

（3）抽样点数N应满足什么条件？

解　（1）按（7-4-19）式，
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（2）按（7-4-15）式，
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（3）按（7-4-18）式，
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若要求N为2k
 形式，则可取N＝27
 ＝128．

下面我们给出对一个信号做频谱分析的图例．在图7-6的上面，是信号x（t）的图形，全长512ms（ms为毫秒），以抽样间隔∆＝4ms抽样，抽样点数为N＝128＝27
 ．直接对离散信号做FFT，然后求振幅谱｜X（f）｜．图7-6的下图是x（n∆）（0≤n≤27
 －1）的振幅谱｜X（f）｜图形．

[image: alt]


图7-6　信号与振幅谱

§5　有限离散哈特利变换、余弦变换

和广义中值函数

哈特利于1942年提出了哈特利变换［4］
 ．1974年，余弦变换也被提出来了［7］
 ．这些都是信号处理中非常重要的变换．对于各种各样的余弦变换、正弦变换、哈特利变换和傅里叶变换，是否有一种统一的方法能给出上述各种变换的快速算法？答案是有．广义中值函数就是这种统一的工具和方法．

在这一节，我们讨论有限离散哈特利变换、有限离散余弦变换和广义中值函数的概念与性质．对于各类正弦变换和余弦变换的快速算法，参见文献［16］．

1．有限离散哈特利变换

1.1　函数casα

设α为实数．令

[image: alt]


其中cas为“cos and sin”三个字的缩写．

由于
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我们有
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同样，由于

[image: alt]


我们有

[image: alt]


关于casα的某些三角公式，可参看本章问题．

1.2　有限离散哈特利变换（FDHT）

设离散信号为xn
 ，n＝0，1，…，N－1．令
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xn
 的离散哈特利变换定义为HXm


[image: alt]


显然HXm
 以N为周期．现在来求哈特利逆变换．

[image: alt]


由（7-5-2）式知

[image: alt]


按（7-1-8）式有

[image: alt]


上式中的l为整数．

因此，由（7-5-7）式和（7-5-8）式知
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（7-5-9）式称为有限离散逆哈特利变换．

把（7-5-6）式和（7-5-9）式合写在一起即为有限离散哈特利和逆哈特利变换公式

[image: alt]


其中m，n＝0，1，…，N－1．

从上面可以看出，正哈特利变换与逆哈特利变换有相同的形式，这也是哈特利变换的一个特点．

2．有限离散余弦变换

这里介绍两种类型的余弦变换．

2.1　有限离散Ⅰ型余弦变换

设离散信号为xn
 ，n＝0，1，…，N．

有限离散Ⅰ型余弦变换和有限离散逆Ⅰ型余弦变换分别为
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其中
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2.2　有限离散Ⅱ型余弦变换

设离散信号为xn
 ，n＝0，1，…，N－1．

有限离散Ⅱ型余弦变换和有限离散逆Ⅱ型余弦变换分别为
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其中
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2.3　有限离散逆Ⅰ型余弦变换公式的证明

由于有限离散逆Ⅰ型余弦变换公式的获得稍为复杂一些，现在我们给出它的证明．

问题是，已知（7-5-11）式，证明（7-5-12）式成立．

首先给出几个初等公式．
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取上式的实部和虚部，则得
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把（7-5-11）式代入（7-5-12）式右边，得
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其中
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上式包含三个等式，不同情况可用不同等式．由（7-5-21）式知
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当l＝n，0＜n＜N时，
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当l≠n时，我们分n－l为偶数和奇数两种情况来讨论．我们注意，n＋l＝（n－l）＋2l，因此，n＋l和n－l同时为偶数或同时为奇数．

当l≠n，n－l为奇数时，n＋l也为奇数，因此

[image: alt]


由（7-5-21）式知
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当l≠n，n－l为偶数时，n－l＝2k≠0，这时有n＋l＝2k＋2l，
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因此
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同样有

[image: alt]
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因此
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由（7-5-25）、（7-5-26）和（7-5-21）式知
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由（7-5-22）、（7-5-23）、（7-5-24）、（7-5-27）和（7-5-20）式知，有限离散逆Ⅰ型余弦变换公式（7-5-12）成立．

关于有限离散逆Ⅱ型余弦变换公式的证明请见本章问题．

3．广义中值函数

我们引入广义中值函数的概念并讨论它的简单性质，然后用例子说明它可以给出关于正弦和余弦各种变换的一种统一的快速算法．

3.1　广义中值函数

我们先给出广义中值函数的定义．

定义　若对函数g（λ），存在函数φ（λ），使
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或者
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则称g（λ）为广义中值函数，其中k为整数，β为实数．

容易看出，cosλ，sinλ，casλ和eiλ
 都是广义中值函数，即它们都满足（7-5-28）式．不仅如此，它们的φ（β）还都是相同的，φ（β）＝2cosβ（见本章问题第11题）．

下面给出广义中值函数的两个性质．

性质1　设g（λ）为广义中值函数，N为正整数，xn
 （0≤n≤N－1）为一数列，则
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其中x-1
 ＝0；或者
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其中x-1
 ＝xN-1
 ．上两式中要求φ（β/2）≠0．

证明　由（7-5-28）式知

[image: alt]


因此

[image: alt]


由上式即可得（7-5-30）式和（7-5-31）式．证毕．

性质2　设g（λ）为广义中值函数，N为正偶数，xn
 （0≤n≤N－1）为一数列，则
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其中x-1
 ＝xN－1
 ；或者
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其中x-1
 ＝0，上两式中都要求φ（β）≠0．

证明　我们知道
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对上式的第二项，利用性质1（用2β代替性质1中的β）就得到（7-5-32）和（7-5-33）式．证毕．

（7-5-32）和（7-5-33）两式把长度为N的变换转化为两个长度为N/2的变换，体现了快速二分法的思想．

3.2　一种余弦变换的快速算法

设x0
 ，x1
 ，…，xN－1
 为N个实数．当讨论快速算法时，取N＝2k
 ，k为正整数．

考虑一种余弦变换CN
 ：
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早已发现这个变换在语音和图像处理中的应用（见文献［7］）．

现在我们讨论快速算法．令g（λ）＝cosλ，φ（β）＝2cosβ，β＝（m＋1/2）π/N．由于cosλ是广义中值函数，由（7-5-33）式可得
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其中x-1
 ＝0．

由上式可得

[image: alt]


其中
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由（7-5-35）和（7-5-36）式知，N点的余弦变换CN
 转换成两个N/2点余弦变换CN/2
 ，这就构成了一种快速算法．

现在计算N点余弦变换的乘法次数M（CN
 ）和加法次数A（CN
 ）．由（7-5-35）式知
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易知M（C2
 ）＝1，A（C2
 ）＝2．由上式可算出
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由上可知，快速算法（（7-5-35）式，见文献［8］）只不过是广义中值函数性质2的一个直接结果．

对于各类离散正弦变换DST、离散余弦变换DCT、离散哈特利变换DHT、离散傅里叶变换DFT，都可以利用广义中值函数的概念和性质，都可给出快速算法，详见参考文献［16］．

问　题

1．证明下列形式的有限离散傅氏变换：

[image: alt]


其中m，n＝-N＋1，…，N－1；[image: alt]
 T为一正常数．

提示：只要证明由第一式可推出第二式，或者由第二式可推出第一式就行了．可参考本章§1．

2．周期函数的抽样定理．

设g（t）是以T为周期的连续函数．按照傅氏级数理论（参见第一章），g（t）可展成傅氏级数，
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其中
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如果在｜n｜≥N时，Cn
 ＝0，则称g（t）是以N为限的有限频谱函数．显然g（t）为

[image: alt]


周期函数的抽样定理　设g（t）是以T为周期的连续函数，且是以N为限的有限频谱函数，则g（t）可以用它的2N－1个抽样值[image: alt]
 表示出来：

[image: alt]


试证明上述定理．

提示：由于g（t）满足（7-3）式，在（7-3）式中令[image: alt]
 [image: alt]
 便得（7-2）式．根据问题1，由（7-2）式可得到（7-1）式．把（7-1）式代入（7-3）式，加以化简，便得（7-4）式．

3．设

[image: alt]


其中N＞2，N≠4，求xn
 的N点离散傅氏变换．

4．设x（n）是周期为N的周期序列，即x（n）＝x（n＋N）．因此，x（n）也是以2N为周期的周期序列．设X1
 （m）是x（n）的N点离散傅氏变换，X2
 （m）是x（n）的2N点离散傅氏变换．问题：用X1
 （m）表示X2
 （m）．

5．设离散信号x（n）＝δ（n）＋2δ（n－2）＋δ（n－3）．

（1）求x（n）的4点离散傅氏变换X（k）；

（2）设4点离散傅氏变换Y（k）＝X2
 （k），求相应的信号．

6．设离散信号为

[image: alt]


（1）求x（n）的频谱

[image: alt]


（2）取有限离散频谱X（ωm
 ），[image: alt]
 求X（ωm
 ）的N点有限离散傅氏变换xN
 （n）（参见公式（7-1-20））．

提示：利用本章第一节的有限离散频谱定理．在定理中，频谱用X（f）表示，本题中用X（ω）．ω与f的关系为ω＝2π∆f．当[image: alt]
 时，[image: alt]


7．设xn
 ＝（x0
 ，x1
 ，x2
 ）＝（1，2，1），yn
 ＝（y0
 ，y1
 ，y2
 ）＝（1，1，1）．计算：

（1）普通褶积zn
 ＝xn
 *yn
 ；

（2）N＝3时的循环褶积[image: alt]


（3）N＝5时的循环褶积[image: alt]
 并比较[image: alt]
 与zn
 是否相等．

（可参看本章§3中的循环褶积定理2和例2．）

8．设xn
 和yn
 是长度为N的有限离散信号，它们的有限离散频谱分别为Xm
 和Ym
 （见（7-3-1）式和（7-3-2）式），则zn
 ＝xn
 yn
 （0≤n≤N－1）的有限离散频谱[image: alt]
 与Xm
 ，Ym
 的关系为
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且有

[image: alt]


试证明上述等式．

（可参照从（7-3-3）式到（7-3-5）式的证明．）

9．设xn
 是长度为N的复数有限离散信号，Xm
 为xn
 的有限离散频谱．设[image: alt]
 Ym
 为yn
 的有限离散频谱，则

[image: alt]


试证明上述等式．

10．有限离散信号和频谱的能量等式．

设xn
 是长度为N的复数有限离散信号，Xm
 为xn
 的有限离散频谱（见（7-1-13）式和（7-1-14）式），则
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这个等式称为能量等式，[image: alt]
 称为xn
 的功率谱．

试证明能量等式（7-8）．

提示：利用问题8和问题9来做．在问题8中，令[image: alt]
 则zn
 ＝｜xn
 ｜2
 ．由（7-5），（7-7）式可知[image: alt]
 又由有限离散傅氏变换知[image: alt]
 由此即得能量等式（7-8）．

11．设两个信号为
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其中n＝0，1，…，N－1．

（1）求x（n）和y（n）的循环褶积x（n）*y（n）［N］；

（2）求x（n）和y（n）的循环相关Rxy
 （n）＝x（n）*y（-n）［N］．

12．设两个信号为
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其中n＝0，1，…，N－1，0≤k1
 ，k2
 ≤N－1．证明：

[image: alt]


13．已知某信号的截频fc
 ＝200Hz，频率分辨间隔fδ
 ＝1Hz．现要对该信号作频谱分析，问：

（1）要求最小记录长度Tmin
 是多少？

（2）要抽样间隔∆应满足什么条件？

（3）抽样点数N应满足什么条件？

（参看本章§4中的例题．）

14．关于傅氏积分的近似计算．

设离散信号x（n∆）（-∞＜n＜+∞）的频谱为
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由X（f）求x（n∆）的公式为
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已知频谱X（f），我们要计算傅氏积分（7-9）式．现给出计算（7-9）式的一个近似公式．把区间［0，1/∆］分成N等份，每一小区间长为d＝1/（N∆）．令fm
 ＝md．由（7-9）式得到近似计算公式
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xd
 （n∆）由（7-10）式确定，问xd
 （n∆）与x（n∆）有什么关系？

15．用FFT进行信号数据加密．

设x（n∆）是以∆为抽样间隔的有限离散信号：x（n∆），0≤n≤N－1．用FFT可计算x（n∆）的有限离散频谱[image: alt]
 0≤m≤N－1，参见（7-1-9）式．把Xm
 扩充为[image: alt]
 0≤m≤2N－1，具体如下：
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对[image: alt]
 作反FFT（公式见（7-1-10），不过那里的N现在应改为2N），得到以∆/2为抽样间隔的有限离散信号[image: alt]
 0≤n≤2N－1．[image: alt]
 为x（n∆）的加密信号．证明：

[image: alt]


提示：按照有限离散傅氏反变换公式（7-1-10）有

[image: alt]


把（7-11）式代入上式，便可证明[image: alt]


16．用自编的或已有的FFT程序，计算离散信号

[image: alt]
 0≤n≤N－1，

其中N＝1024，k0
 ＝256，计算xn
 的N点离散傅氏变换Xm
 ，并验证

[image: alt]


（参见本章第一节例题．）

17．设xn
 和yn
 为
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（1）编制4点FFT程序，用它计算xn
 和yn
 的4点离散频谱Xm
 ，Ym
 ．求Xm
 Ym
 的反变换，以得到xn
 和yn
 的4点循环褶积xn
 *yn
 ［4］．

（2）编制8点FFT程序，用它计算xn
 和yn
 的8点离散频谱Xm
 ，Ym
 ．求Xm
 Ym
 的反变换以得到xn
 和yn
 的8点循环褶积xn
 *yn
 ［8］，并将xn
 *yn
 ［8］与xn
 *yn
 比较．

（参见本章第三节的内容．）

18．对一个实际记录（如心电图，声音记录等）作频谱分析（参看图7-6）．

19．证明：cosλ，sinλ，casλ和eiλ
 都满足（7-5-28）式，其中

φ（β）＝2cosβ．

20．证明下列等式：
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注记：利用上面第20题的公式，和公式（7-5-17），（7-5-18），（7-5-19），以及等式

[image: alt]


可以证明下列正变换和逆变换公式：
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其中[image: alt]
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第八章　相关分析

在信号数字处理中，相关的概念是一个十分重要的概念，不仅它本身有着重要的物理和几何意义，而且在滤波等处理中有着重要应用．§1从比较两个波形的相似性出发提出相关系数概念，进而提出相关函数概念，并且讨论了相关与褶积的关系．§2比较详细地讨论相关函数的性质．§3讨论FFT在相关函数计算中的应用．§4讨论多道信号之间的相关问题．

§1　相关的基本概念，相关与褶积的关系

在这一节，我们讨论相关分析的基本概念：相关系数、相关函数以及相关与褶积的关系．

1．相关系数

在实际工作中，我们经常要比较两个波形是否相似，从直观上看，图8-1（a）中的两个波形不相似，因为它们的形状太不一样了．我们再来分析图8-1（b）中的两个波形，从振幅的变化看，xn
 的振幅变化大，yn的振幅变化小．从波形的起伏变化趋势看，两者又是差不多的．实际上，我们只要把yn
 放大适当的倍数α，则xn
 与αyn
 的振幅与起伏变化都差不多．因此，这时我们说xn
 与yn
 是相似的，这犹如初等几何中的两个相似三角形一样，它们大小不一样，但形状却是一样的．

如何定量地衡量两个波形之间的相似性呢？从上面分析可以看出，我们要求取某个适当的数α，使xn
 与αyn
 （N1
 ≤n≤N2
 ）相接近．衡量xn
 与αyn
 相接近的程度，通常用误差能量的方法，即考虑误差能量
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[image: alt]


图　8-1

α究竟取多大合适？要求使Q达到最小，即要求α使[image: alt]
 也即
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由此得

[image: alt]


把这个α代入（8-1-1）式，就得到误差能量
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由此可得到相对误差能量

[image: alt]


其中
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由施瓦兹不等式（见本章问题第1题）知
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因此
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从相对误差能量公式（8-1-3）可以看出，当｜ρxy
 （N1
 ，N2
 ）｜接近1时，相对误差能量小，yn
 的线性函数αyn
 与xn
 比较相似．特别地，当｜ρxy
 （N1
 ，N2
 ）｜＝1时，由（8-1-3）式知Q＝0，再由（8-1-1）式知xn
 ＝αyn
 ，这说明xn
 与yn
 完全相似或完全线性相关．这时要注意，若ρxy
 （N1
 ，N2
 ）＝1，则α＞0（由（8-1-4）式和（8-1-2）式知），若ρxy
 （N1
 ，N2
 ）＝-1，则α＜0．当｜ρxy
 ，（N1
 ，N2
 ）｜接近0时，相对误差能量大，说明yn
 的线性函数αyn
 与xn
 不相似．特别地，当ρxy
 （N1
 ，N2
 ）＝0时，相对误差能量达到最大值，这说明xn
 与yn
 完全不相似．因此，可用ρxy
 （N1
 ，N2）作为衡量两个波形xn
 与yn
 在范围［N1
 ，N2
 ］上相似性或线性相关性的一种度量．我们称ρxy
 （N1
 ，N2
 ）为xn
 与yn
 在范围［N1
 ，N2
 ］上的相关系数．

我们称

[image: alt]


为xn
 与yn
 的相关系数．

当信号xn
 ，yn
 为能量有限信号时（即[image: alt]
 [image: alt]
 ），由（8-1-7）式知，xn
 与yn
 的相关系数为

[image: alt]


由于xn
 与yn
 的能量往往是确定的，因此，按（8-1-8）式，ρxy
 的大小就由

[image: alt]


确定．我们称rxy
 为xn
 与yn
 的未标准化的相关系数，也简称为相关系数．rxy
 也是衡量两个波形xn
 与yn
 之间相似性或线性相关性的一种度量．为方便起见，以后我们假定两个信号的能量都是有限的，用（8-1-9）式的rxy
 表示两个信号的相关系数．

最后我们指出，如果用yn
 的线性函数αyn
 ＋β作为xn
 的近似信号，我们还可以得到与（8-1-4）式形式有所不同的相关系数，具体见本章问题第2题.

2．相关函数

上面我们对两个固定波形的相似性进行了讨论．但是在实际中，往往会遇到这种情况：波xn
 与yn
 都是由同一原因产生的，例如，在地震勘探中，xn
 ，yn
 是由同一爆炸震源引起的反映同一地下反射界面的反射波记录，但由于接收点的距离不同，反射波在两道记录xn
 与yn
 中出现的时间是不同的．又如在雷达中，xn
 与yn
 表示同一雷达站接收到的两个不同目的物的反射信号，由于目的物距离不同，反射信号出现的时间也是不同的．在这种情况下，我们就必须在时移中考虑两个信号的相似性：把yn
 延迟时间τ使之变为yn－r
 ，考察xn
 与yn－τ
 的相似性，即计算xn
 与yn－τ
 的相关系数rxy
 （见（8-1-9）式），
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当τ从-∞变到+∞时，rxy
 （τ）就是τ的一个函数．我们称rxy
 （τ）为x与yn
 的互相关函数，τ为yn
 的延迟时间．

观察rxy
 （τ）的变化情况，就可了解yn
 在延迟了不同时间后与xn
 相关的程度．如果｜rxy
 （τ）｜在τ0
 达到最大值，说明yn
 在延迟时间τ0
 后，[image: alt]
 与xn
 最相似．这个τ0
 值在应用中有重要意义，它反映了我们所要研究的两个信号之间的时差．

我们要注意的是：在互相关函数rxy
 （τ）中，x与y的次序不能颠倒．事实上，若x与y的次序颠倒后，则为

[image: alt]


而
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即

[image: alt]


一般地，rxy
 （-τ）≠rxy
 （τ）．因为xn
 与yn＋τ
 的相似程度和xn
 与yn－τ
 的相似程度是不同的．

关于互相关函数中延迟时间τ的说明．在互相关函数rxy
 （τ）中，y的延迟时间τ是由（8-1-10）式和号中x的时间减去y的时间得到的，由此我们很容易求出互相关函数中的τ值．例如，已知[image: alt]
 我们要问：它是互相关函数rxy
 （τ）中τ为多大时的值呢？我们把和号中x的时间n＋m减去y的时间n＋l，使得

τ＝（n＋m）－（n＋l）＝m－l，

也即

[image: alt]


事实上，

[image: alt]


特别地，（8-1-10）式还可写为
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当信号xn
 与自身相关时，我们称rxx
 （τ）为xn
 的自相关函数．

关于自相关函数与互相关函数的性质，我们将在§2进行讨论．

3．相关与褶积的关系

离散信号xn
 与gn
 的褶积为
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离散信号xn
 与yn
 的相关函数为

[image: alt]


令gm
 ＝y-m
 ，则有

[image: alt]


因此，相关与褶积的关系为

[image: alt]


设xn
 ，yn
 的频谱分别为X（f），Y（f），Z变换分别为X（Z），Y（Z）（见第三章§5）．假定xn
 ，yn
 为实离散信号．yn
 的翻转信号y-n
 的频谱为[image: alt]
 这因为y-n
 的频谱为

[image: alt]


y-m
 的Z变换为[image: alt]
 见（3-5-6）式．

设rxy
 （n）的频谱为Rxy
 （f），Z变换为Ȓxy
 （Z）．按照（8-1-13）式则有
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关于Z变换公式参看（3-5-7）式．

特别地，自相关函数rxx
 （n）的频谱Rxx
 （f）为

[image: alt]


我们知道，xn
 的能谱为｜X（f）｜2
 ．由（8-1-16）式知，能谱｜X（f）｜2
 就是自相关函数rxx
 （n）的频谱．

由（8-1-13）和（8-1-14）式知，用yn
 对xn
 作互相关得rxy
 （n），就相当于用y-n
 或[image: alt]
 对xn
 作滤波．反过来，用hn
 对xn
 作滤波，就相当于用h-n
 对xn
 作互相关．这说明，尽管褶积与相关是从研究不同的问题提出来的，但是二者的实质是相同的，相关是一种褶积，褶积也是一种相关．

最后我们指出，对复离散信号xn
 ，yn
 ，互相关函数rxy
 （n）定义为
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读者可以容易地证明，[image: alt]
 的频谱为[image: alt]
 因此，rxy
 （n）的频谱Rxy
 ，（f）仍然满足关系式（8-1-14）．

§2　相关函数的性质

在这一节，我们分别讨论自相关函数和互相关函数的性质．

1．自相关函数的性质

设离散信号xn
 的能量有限，它的自相关函数rxx
 （τ）为

[image: alt]


自相关函数的图形见图8-2．

自相关函数有下列性质：

（1）｜rxx
 （τ）｜在τ＝0时达到最大值，即

[image: alt]


从相似性角度考虑，当τ＝0时，波xn
 与xn－τ
 ＝xn
 完全重合，这时相似程度最大，因此rxx
 （0）达到最大值．

从数学上看，由施瓦兹不等式可得

[image: alt]


上式说明，｜rxx
 （τ）｜的最大值为rxx
 （0）．

[image: alt]


图8-2　自相关函数rxx
 （τ）

（2）当｜τ｜→+∞时，rxx
 （τ）趋于0，即

[image: alt]


从直观上看，当两个信号相对时移量｜τ｜逐渐增大时，两个波形逐渐失去了相似性，因此反映相似性的rxx
 （τ）就逐渐接近0．

从数学上看，公式（8-2-2）是可以严格加以证明的（见文献［3］第298页）．

（3）自相关函数rxx
 （τ）是τ的偶函数，即
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这是因为
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（4）自相关函数rxx
 （τ）的波形与信号xn
 本身的波形无关，仅与信号所包含的频率成分亦即振幅谱有关．这就是说，振幅谱相同而相位谱不同的信号有相同的自相关函数．这是因为自相关函数rxx
 （τ）完全由它的频谱Rxx
 （f）确定，而Rxx
 （f）又是由信号的振幅谱｜X（f）｜完全确定的，见（8-1-16）式．

（5）正定性．对任何N＞0，当[image: alt]
 时由自相关函数rxx
 （τ）组成的矩阵
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是正定矩阵．

要证明矩阵（8-2-4）是正定矩阵，只要证明对任何不为0的向量（α0
 ，α1
 ，…，αN
 ）（因为我们讨论的信号xn
 为实信号，因此这里要求αj
 也是实值的就行了）皆有

[image: alt]


现在我们来证明（8-2-5）式．

（8-2-5）式的左边为
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令
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则yn
 的频谱Y（f）为
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根据能量等式（3-4-5），（8-2-6）式为
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当αj
 不全为0时，A（f）在［-1/（2∆），1/（2∆）］上至多有N个0点（这是因为，当f0
 使A（f0
 ）＝0时，[image: alt]
 就是多项式[image: alt]
 [image: alt]
 的一个0点，而次数至多为N的多项式至多有N个0点，因此A（f）至多只有N个0点）．又由于

[image: alt]


这说明｜X（f）｜2
 不是几乎处处为0的，而｜A（f）｜2
 至多只有N个0点，因此｜A（f）｜2
 ｜X（f）｜2
 不是几乎处处为0的，所以

[image: alt]


由公式（8-2-6），（8-2-7），（8-2-9），（8-2-10）知，（8-2-5）式成立．这就证明了矩阵（8-2-4）是正定矩阵．矩阵（8-2-4）在信号数字处理中起着重要作用，通常称它为陶布利兹型矩阵．

2．互相关函数的性质

设xn
 ，yn
 都是能量有限的离散信号，它们的互相关函数rxy
 （τ）为

[image: alt]


互相关函数的特点与自相关函数的特点是不同的，例如，互相关函数rxy
 （τ）一般不在τ＝0时达到｜rxy
 （τ）｜的最大值，rxy
 （τ）一般也不是τ的偶函数，这是因为互相关函数研究的信号xn
 与yn
 是不同信号的缘故．

互相关函数有如下性质：

（1）互相关函数rxy
 （τ）和ryx
 （τ）有如下关系：
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关于它的证明参看（8-1-11）式．

（2）互相关函数rxy
 （τ）满足下面不等式：
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事实上，由施瓦兹不等式可知
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这就证明了（8-2-12）式．

（3）当｜τ｜→+∞时，rxy
 （τ）趋于0，即
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这个性质与自相关函数是相同的，原因也相同．

（4）互相关函数rxy
 （τ）只包含信号xn
 与yn
 所共有的频率成分．

由（8-1-14）式知，rxy
 （τ）的振幅谱为｜Rxy
 （f）｜＝｜X（f）｜·｜Y（f）｜．只有当｜X（f）｜，｜Y（f）｜同时不为0时，｜Rxy
 （f）｜才不为0．这说明，互相关函数rxy
 （τ）只包含xn
 和yn
 所共有的频率成分．

3．自相关函数性质的进－步讨论

为了进一步讨论自相关函数的性质，我们给出三个定理．

3.1　自相关函数的充分必要条件

定理1　设时间序列r（n）（-∞＜n＜+∞）的频谱为R（f），则r（n）为自相关函数的充分必要条件是
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证明　必要性　若r（n）为自相关函数，则必有时间序列gn
 ，使

[image: alt]


相应的频谱关系为R（f）＝｜G（f）｜2
 ≥0（其中G（f）为gn
 的频谱）．必要性得到了证明．

充分性　设r（n）的频谱R（f）≥0．（若r（n）是取实值的时间序列，则有[image: alt]
 也即有R（-f）＝R（f）．）令对应于频谱[image: alt]
 的时间序列为gn
 ．（若[image: alt]
 则gn
 是实偶函数，即g-n
 ＝gn
 ．）考虑gn
 的自相关函数rgg
 （n）＝gn
 *g-n
 ，由褶积关系可知，rgg
 （n）的频谱为[image: alt]
 由于r（n）和rgg
 （n）的频谱都是R（f），因此r（n）＝rgg
 （n）．这说明r（n）是自相关函数．充分性证毕．

3.2　单边自相关函数的性质

定理2　设r（n）为自相关函数，r（0）＞0，r（n）的频谱为R（f）．令r（n）的半边自相关函数g（n）为
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则g（n）的Z变换

[image: alt]


在单位圆内无0点，g（n）的频谱G（f）也无0点，并且G（f）的实部为
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证明　由定理1知，R（f）≥0．根据时间序列和频谱的关系，有
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上式中∆为抽样间隔，ω＝2π∆f．

令Z＝ρeiφ
 ，0≤ρ＜1．由（8-2-16）式、（8-2-18）式得
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其中
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将（8-2-20）式代入（8-2-19）式，并取（8-2-19）式的实部便得
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由于

[image: alt]


所以由（8-2-21）式知
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这说明，当Z＝ρeiφ
 时G（Z）没有0点，而φ是任意的，ρ在［0，1）中取值，因此，G（Z）在单位圆内（｜Z｜＜ρ）没有0点．

现在来证明（8-2-17）式．

取g（n）的翻转信号g（-n），由（8-2-23）式知
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由（8-2-15）式、（8-2-22）式知

[image: alt]


gn
 的频谱为G（f），翻转信号g-n
 的频谱为[image: alt]
 对应（8-2-23）式的频率域关系为
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即

[image: alt]


这就是（8-2-23）式．由于R（f）≥0，r（0）＞0，所以ReG（f）＞0．这说明单边自相关函数g（n）的频谱G（f）在单位圆内没有0点．至此，定理2证毕．

由定理2可以知道，单边自相关函数gn
 （见（8-2-15）式）还是最小相位信号（或最小延迟信号），关于最小相位信号，参见第九章．

关于有限长自相关函数的性质与分解，参见文献［3］．

§3　循环相关和普通相关

利用FFT计算相关函数和利用FFT计算褶积一样，原理都是建立在循环褶积（第七章§3）基础之上．但是，相关与褶积毕竟是有区别的，因此我们先讨论循环相关及其与普通相关的关系，然后，在此基础上讨论如何利用FFT计算相关函数．最后，我们讨论如何根据自相关函数来计算信号的能谱．

1．循环相关与普通相关

1.1　有限离散傅氏变换的循环相关

设xn
 ，yn
 都是长度为N的实离散信号：
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按照有限离散傅氏变换公式（7-1-13）和（7-1-14），xn
 和yn
 与它们有限离散频谱Xm
 和Ym
 的关系为
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为了便于讨论，根据上面公式，我们把xn
 ，yn
 ，Xm
 ，Ym
 都扩充为以N为周期的函数．

我们先考虑[image: alt]
 所对应的有限离散信号究竟是什么．根据（8-3-2）式，有
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由于[image: alt]
 对变量k而言是以N为周期的，因此上式可写为

[image: alt]


由（8-3-3）式知，[image: alt]
 所对应的有限离散信号是yN－n
 ．

现在来考虑

[image: alt]


所对应的有限离散信号rxy
 （n）．按照循环褶积定理1（第七章§3），rxy
 （n）为

[image: alt]


由于yN－n
 是以N为周期的，所以yN－n
 ＝y-n
 ，按照公式（7-3-6）有

[image: alt]


我们称rxy
 （n）为xn
 和yn
 的循环相关，用循环褶积来表示，就是rxy
 （n）＝xn
 *yN－n
 ［N］＝xn
 *y-n
 ［N］，具体公式见（8-3-5）或（8-3-6）．
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图8-3　循环相关的圆形示意图

与循环褶积的圆形示意图（图7-3）类似，循环相关也有圆形示意图，见图8-3．循环相关的公式见（8-3-6）式．在图8-3（a）中，按图上位置把对应的数两两相乘然后把它们加起来，就得rxy
 （0）．将外圆按顺时针方向转动一格，见图8-3（b），做两两相乘然后再相加，就得到rxy
 （1）．依此下去，就可得到rxy
 （n）（0≤n≤N－1）．

1.2　循环相关与普通相关的关系

设离散信号xn
 和yn
 分别为
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xn
 与yn
 的普通互相关函数rxy
 （n）为

[image: alt]


设[image: alt]
 是xn
 ，yn
 的以N为周期的周期信号，即
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[image: alt]
 与[image: alt]
 的循环相关（见（8-3-6）式）为
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假定L[image: alt]
 N．由于（8-3-8）式、（8-3-11）式知

[image: alt]


在上面的和号中，k的变化范围是0≤k≤L－1．在此条件下，当0≤n≤N－L时有0≤n＋k≤N－1，根据（8-3-10）式，[image: alt]
 n＋k
 ＝xn＋k
 ，因此（8-3-12）式为

[image: alt]


将上式与（8-3-9）式相比较，便得
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这就是循环相关与普通相关的关系式．我们把上面讨论的结果写成下面的定理．

循环相关定理　设xn
 ，yn
 是长度分别为M和L的离散信号（见（8-3-7）式、（8-3-8）式），xn
 与yn
 的相关函数为rxy
 （n）（见（8-3-9）式），[image: alt]
 是xn
 ，yn
 的以N为周期的周期信号（见（8-3-10）式），[image: alt]
 与[image: alt]
 的循环相关为[image: alt]
 （见（8-3-11）式）．则当0≤n≤N－L时，
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上面的定理告诉我们，当n≥0时，可用循环相关来计算相关函数rxy
 （n）．当n＜0时，能否用循环相关来计算相关函数rxy
 （n）呢？根据互相关函数性质（见（8-2-11）式），有rxy
 （n）＝ryx
 （-n）．当n＜0时，-n＞0，因此可根据上述定理用循环相关计算ryx
 （-n），因而rxy
 （n）＝ryx
 （-n）也就计算出来了．

类似循环褶积定理2，当N≥M＋L－1时，循环相关可恢复普通相关，具体公式为
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2．利用FFT计算相关函数

根据上述的循环相关定理，可利用FFT计算相关函数．

2.1　利用FFT计算互相关函数

设xn
 ，yn
 是长度分别为M和L的离散信号（见（8-3-7）式、（8-3-8）式），xn
 与yn
 的互相关函数为rxy
 （n）（见（8-3-9）式）．现在我们要计算
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利用FFT计算（8-3-15）式的步骤如下：

1）选择N＝2k
 ，按（8-3-14）式和（8-3-15）式，N要满足N－L≥K，即N≥L＋K；

2）构造xn
 ，yn
 的以N为周期的周期信号[image: alt]
 见（8-3-10）式；

3）利用FFT分别计算[image: alt]
 和[image: alt]
 的有限离散频谱[image: alt]
 和[image: alt]
 （0≤m≤N－1）；

4）计算[image: alt]


5）利用FFT，对[image: alt]
 作反变换得[image: alt]
 则

[image: alt]


2.2　利用FFT计算自相关函数

设xn
 是长度为M的离散信号（见（8-3-7）式），xn
 的自相关函数为rxx
 （n），
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在上式的和号中，当｜n｜＞M－1时xn＋l
 ＝0，因此

[image: alt]


又由于rxx
 （n）＝rxx
 （-n），因此，为了计算自相关函数rxx
 （n），只要计算

[image: alt]


就行了．在（8-3-15）式中，取yn
 ＝xn
 ，L＝M，K＝M－1，则（8-3-15）式就是（8-3-16）式．

利用FFT计算（8-3-16）式的步骤如下：

1）选择N＝2k
 ．按（8-3-14）式和（8-3-16）式，N要满足N－M≥M－1，即N≥2M－1；

2）构造xn
 的以N为周期的周期信号[image: alt]
 （见（8-3-10）式）；

3）利用FFT计算[image: alt]
 的有限离散频谱[image: alt]


4）计算[image: alt]


5）利用FFT，对[image: alt]
 作反变换得[image: alt]
 则

[image: alt]


2.3　利用FFT计算互相关函数的分段求和法

在一中，我们讨论了利用FFT计算互相关函数的方法．我们要计算的是（8-3-15）式．离散信号yn
 的长度为L，选取N＝2k
 要满足N≥L＋K．当L很大时，N＝2k
 也就很大．当计算机内存比较小时，或者当关于FFT的硬件设备已确定时，对于很大的N＝2k
 ，作FFT就有困难．这时，可以采取分段求和法．

设（8-3-15）式中的K为2的幂，即[image: alt]
 信号yn
 的长度L为

[image: alt]


取

[image: alt]


取长度为N的信号

[image: alt]


当0≤n≤K时，xi
 与yi
 的互相关函数为

[image: alt]


所以这时有

[image: alt]


即
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又由（8-3-19）式和循环相关定理知，当0≤n≤K时循环相关[image: alt]
 和普通相关[image: alt]
 是相等的．因此，按（8-3-20）式，又有

[image: alt]


上式左端可用FFT计算出来，步骤如下：

利用FFT计算长度为N的信号xj
 （n），yj
 （n）（见（8-3-19）式）的有限离散频谱Xj
 （m），Yj
 （m），0≤m＜N＝2K，j＝0，1，…，J－1；

计算[image: alt]


计算[image: alt]


利用FFT，计算[image: alt]
 的反变换得[image: alt]
 0≤n＜N＝2K，其中，当0≤n≤K时，[image: alt]
 就是我们要求的rxy
 （n），见（8-3-21）式．

最后我们指出，当xn
 ＝yn
 时，上述方法就是信号长度比较大时的自相关函数计算法．关于自相关函数的计算，读者还可参看文献［1］，［2］．

§4　多道相关

1．问题的提出

在实际问题中，我们经常要遇到一组信号，这一组信号是由多道信号组成的．如果这多道信号产生的原因相同，那么它们的波形彼此间就应该相似．现在就提出一个问题：这多道信号作为一个整体，如何来衡量它们的相似性呢？

设多道信号为xj
 （n），其中1≤j≤M，1≤n≤N．我们要问这M道信号是否相似？所谓相似是比较而言的．因此可考虑有一标准信号[image: alt]
 （n），将各道信号与它相比较（参看图8-4）．对第j道xj
 （n）与[image: alt]
 （n）的差别，可用一个简单标准——误差能量

[image: alt]


[image: alt]


图8-4　多道信号xj
 （n）与标准信号[image: alt]


来衡量．为了考虑M道信号作为一个整体的相似性，必须把各道信号与标准道的误差能量加在一起，作为M道信号与标准信号的误差能量Q，
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Q的大小，实际上是依赖于标准信号[image: alt]
 的，[image: alt]
 的取法可以是各种各样的．但是，为了使Q能衡量M道信号的整体相似性，标准信号[image: alt]
 的选取应该依赖于M道信号本身，并且要求选取[image: alt]
 使Q达到最小值．下面进行具体分析．

2．多道信号相似性的误差能量

多道信号相似性的误差能量为（8-4-1）式．要选取标准信号[image: alt]
 使Q达到最小值，按极值条件，[image: alt]
 必满足

[image: alt]


现在来讨论：如何选取[image: alt]
 （n）使Q达到最小值．由（8-4-1）式得

[image: alt]


当n＝l时，

[image: alt]


当n≠l时，由于[image: alt]
 与变量[image: alt]
 无关，因此

[image: alt]


所以，（8-4-3）式为

[image: alt]


由（8-4-2）式和（8-4-4）式得
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这说明，标准信号[image: alt]
 （n）就是原始M道信号的算术平均．现在我们再来求标准信号为（8-4-5）式时的误差能量Q．
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其中
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所以
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或者

[image: alt]


我们称（8-4-6）式所表示的Q为M道信号误差能量．由于[image: alt]
 表示第j道信号的能量，所以（8-4-6）式的第一项为M道信号的总能量．（8-4-6）式的第二项为标准信号[image: alt]
 （n）能量的M倍．

Q与M道信号总能量之比

[image: alt]


称为M道信号的相对误差能量．

下面我们从（8-4-6）式或（8-4-7）式出发，导出几种衡量多道信号相似性的标准．

3．衡量多道信号相似性的几个标准

3.1　能量比标准

由（8-4-7）式可知，相对误差能量是由

[image: alt]


决定的．当（8-4-8）式比较大时，相对误差能量就小，说明M道信号之间的相似性好．当（8-4-8）式比较小时，相对误差能量就大，说明M道信号之间的相似性不好．因此，（8-4-8）式可作为衡量多道信号相似性的一个标准．由于（8-4-8）式的分子为标准信号能量的M倍，分母为M道信号的总能量，所以，我们称E为能量比标准．

3.2　叠加标准

在实际资料的处理中，往往出现这种情况：M道信号中每一信号xj
 （n）的能量[image: alt]
 都是一个常量，例如，当M道信号彼此间的差别仅仅是时间延迟不同的信号时，各信号xj
 （n）的能量都是一个相等的常量．因此，M道信号的总能量[image: alt]
 可以看做是一个常量．在这种情况下，（8-4-8）式的大小完全由分子确定，这就是说，（8-4-8）式的分子可以作为衡量多道相似性的标准．

记

[image: alt]


由（8-4-5）式知

[image: alt]


由于[image: alt]
 是M道信号直接叠加的结果，D（见（8-4-10）式）反映了叠加信号能量的大小，因此我们称D为叠加能量标准．

有时为了提高计算速度，把（8-4-10）式中的平方改为取振幅值（即绝对值），即计算

[image: alt]


我们称S为叠加振幅标准．

当D或S的值比较大时，说明M道信号相似性好，当D或S的值比较小时，说明M道信号相似性不好．

3.3　未标准化相关系数

在本章§1的讨论中，我们知道，第i道xi
 （n）与第j道xj
 （n）的未标准化相关系数为

[image: alt]


[image: alt]
 反映了不同信号xi
 （n）与xj
 （n）（其中i≠j）相似性的程度．因此，我们可以把M道信号中所有两两之间的相关系数加在一起作为衡量M道信号整体是否相似的一个标准，即用

[image: alt]


作为衡量多道相关的标准．我们称K为M道信号未标准化相关系数．

实际上，K与叠加信号[image: alt]
 的能量以及M道信号的总能量有密切的关系．

由于

[image: alt]


把上式对n求和可得

[image: alt]


即

[image: alt]


所以

[image: alt]


由（8-4-14）式知，K等于叠加信号[image: alt]
 的能量[image: alt]
 减去M道信号的总能量[image: alt]
 在应用中，我们就是利用（8-4-14）式来计算K．

3.4　标准化相关系数

我们现在来讨论未标准化相关系数K与M道信号误差能量Q（8-4-6）′式的关系．

由（8-4-7）和（8-4-13）式知

[image: alt]


令

[image: alt]


则相对误差能量为

[image: alt]


从（8-4-16）式可以看出，相对误差能量完全由R确定．当R大时，相对误差能量就小，当R小时，相对误差能量就大．因此，R可以作为衡量多道信号相似性的一个标准，我们称R为M道信号的标准化相关系数．

由（8-4-15）式和（8-4-14）式可得到R的计算公式

[image: alt]


4．关于衡量多道相关的各种标准的相互关系及变化范围

在以上讨论中，我们已给出了衡量多道相关的五种标准：能量比标准E（见（8-4-8）式）；叠加能量标准D（见（8-4-10）式）；叠加振幅标准S（见（8-4-11）式）；未标准化相关系数K（见（8-4-14）式）；标准化相关系数R（见（8-4-17）式）．现在我们讨论它们的相互关系和变化范围．

4.1　各种标准的相互关系

由（8-4-8）式和（8-4-9）式知

[image: alt]


由（8-4-7）式、（8-4-8）式以及（8-4-16）式知

[image: alt]


因此

[image: alt]


E和D的关系由（8-4-18）式给出，由（8-4-19）式可知R与D的关系．R和K的关系由（8-4-15）式给出，由（8-4-20）式可知E与K的关系．

4.2　各种标准的变化范围

1）能量比标准E的变化范围．由（8-4-8）式知E≥0．由（8-4-7）式知1－E≥0．因此

[image: alt]


2）叠加能量标准D的变化范围．由（8-4-18）式和（8-4-21）式知

[image: alt]


3）标准化相关系数R的变化范围．由（8-4-19）式和（8-4-21）式知

[image: alt]


4）未标准化相关系数K的变化范围．由（8-4-15）式和（8-4-23）式知

[image: alt]


最后，我们对各种标准作几点说明．

在叠加振幅标准S（见（8-4-11）式）中，由于出现了绝对值运算，使得在S与其他标准的关系及S的变化范围的讨论中增加了困难．因此我们只能定性地讨论S．当然，从（8-4-11）式出发，我们可以得到

[image: alt]


只有当x1
 （n），x2
 （n），…，xM
 （n）（对每一个n）符号相同时，S才与（8-4-25）式的右端相等．

叠加能量标准D、叠加振幅标准S和未标准相关系数K，与M道信号的振幅比例有关，亦即把M道信号xj
 （n）都放大β倍变为βxj
 （n），则M道信号βxj
 （n）的叠加能量标准变为β2
 D，叠加振幅标准变为βS，未标准相关系数变为β2
 K．而能量比标准E、标准化相关系数R与M道信号的振幅比例没有关系．

5．关于对多道信号预先进行规格化问题

从（8-4-12）式和（8-4-15）式可以看到，M道信号未标准化相关系数K与两个信号的未标准化相关系数rxy
 （见（8-1-9）式）是类似的，M道信号的标准化相关系数R与两个信号的标准化相关系数ρxy
 （见（8-1-8）式）是类似的．

我们知道，当信号x（n）＝ag（n），y（n）＝bg（n）（其中a＞0，b＞0）的时候，信号x（n）与y（n）是完全相似的，根据（8-1-8）式，x（n）与y（n）的标准化相关系数ρxy
 ＝1．对于多道信号，当xj
 （n）＝aj
 g（n）（其中aj
 ＞0）时，从直观上看，多道信号作为一个整体，应是完全相似的．但是，这时M道信号的能量比标准E（见（8-4-8）式）为
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在一般情况下，上式的E＜1，只有当a1
 ＝a2
 ＝…＝aM
 时才有E＝1（见本章问题第7题）．根据（8-4-19）式，只有当a1
 ＝a2
 ＝…＝aM
 时，M道信号的标准化相关系数R才等于1．为了使完全相似的M道信号的相关系数R等于1，我们可以对M道信号预先进行能量规格化处理：把xj
 （n）变成[image: alt]


[image: alt]


由（8-4-27）式知，[image: alt]
 的能量[image: alt]
 当[image: alt]
 [image: alt]
 时，规格化后的[image: alt]
 为

[image: alt]


对M道信号[image: alt]
 而言，相关系数R＝1．这样，对多道信号预先进行规格化处理（见（8-4-27）式）以后，多道能量比标准E（见（8-4-8）式）和多道标准化相关系数R（见（8-4-17）式）就能更直接地反映出多道信号相似性的大小．

问　题

1．证明施瓦兹不等式：

（1）求和型施瓦兹不等式

[image: alt]


其中an
 ，bn
 取实值，N1
 ，N2
 为整数或为-∞，+∞．（8-1）式中的等号只有当an
 ＝kbn
 或bn
 ＝kan
 时才成立，其中k为常数．

（2）加权求和型施瓦兹不等式

[image: alt]


其中pn
 称为权，pn
 ＞0，其他参数和式（8-1）相同．（8-2）式中的等号只有当an
 ＝kbn
 或bn
 ＝kan
 时才成立，其中k为常数．

（3）积分型施瓦兹不等式

[image: alt]


其中f（t），g（t）取实数，b，a为上下限，可取有限值也可取无限值．（8-3）式中的等号只有当f（t）＝kg（t）或g（t）＝kf（t）时才成立，其中k为常数．

（4）加权积分型施瓦兹不等式

[image: alt]


其中p（t）称为权，p（t）＞0，其他参数和（8-3）式相同．（8-4）式中的等号只有当f（t）＝kg（t）或g（t）＝kf（t）时才成立．

提示：

（1）在不等式（8-2）中取pn
 ＝1就得到不等式（8-1）．在不等式（8-4）中取p（t）＝1就得到不等式（8-3）．因此只要证明不等式（8-2）和（8-4）就行了．

（2）关于不等式（8-2）的证明．

当[image: alt]
 时，由于pn
 ＞0，则有an
 ＝0．对an
 可写为an
 ＝kbn
 ＝0·bn
 ＝0，这时（8-2）式成立且取等号．

当[image: alt]
 时，作变量λ的二次函数

[image: alt]


由[image: alt]
 具体计算出u（λ）的最小值点λ0
 ，再具体计算u（λ）的最小值u（λ0
 ）．由（8-5）知u（λ0
 ）≥0．这个不等式实际上就是（8-2）式．由（8-5）式知，当u（λ0
 ）＝0时必有an
 λ0
 ＋bn
 ＝0，这就说明了（8-2）式中等号成立的条件．

（3）不等式（8-4）的证明与不等式（8-2）的证明是类似的，只不过把和号换成积分．

2．关于相关系数：

设有两个信号xn
 ，yn
 ，1≤n≤N．我们用yn
 的线性函数ayn
 ＋β作为xn
 的近似信号时，求α，β使

[image: alt]


达最小值．

令

[image: alt]


其中　　[image: alt]


设Qmin
 为（见（8-6）式）的最小值，证明：

[image: alt]


说明：由于（8-9）式，我们常常称（8-7）式的ρxy
 为信号xn
 和yn
 的标准化相关系数．

由（8-8）式可知，[image: alt]
 这表明[image: alt]
 的数值在0上下摆动，因此我们称信号[image: alt]
 在0线上下摆动．既然[image: alt]
 在0线上下摆动，这就表明xn
 是在[image: alt]
 上下摆动，因此我们称[image: alt]
 为信号xn
 的0线飘移数．同样，[image: alt]
 为信号yn
 的0线飘移数．在许多实际资料中，信号xn
 ，yn
 都是在0线上下摆动的，即[image: alt]
 这时，相关系数（8-7）式与本章§1讨论的相关系数（8-1-4）式是相同的．

我们知道，信号ayn
 ＋β是信号ayn
 向上移动β距离的结果．在考虑两个信号的相似性大小时，如果不要求ayn
 上下移动，则相关系数取公式（8-1-4）：如果要求ayn
 上下移动（即用ayn
 ＋β作为xn
 的近似），则相关系数取本章问题中的公式（8-7）．

3．设离散信号gn
 为

[image: alt]


其中α为一正整数，求gn
 的自相关函数rgg
 （n）．

4．利用相关与褶积的关系证明：如果yn
 ＝gn
 *xn
 ，则

ryy
 （n）＝rgg
 （n）*rxx
 （n）．

5．设实数列gn
 （n≥1）满足条件

[image: alt]


取r0
 使

[image: alt]


令

[image: alt]


证明：rn
 是自相关函数．

提示：按本章§2定理1，只要证明rn
 的频谱R（f）≥0就行了．而由关系式（8-11），可以证明R（f）≥0．

说明：这个问题提供了一个构造自相关函数的方法，同时也加深了对自相关函数的认识，实际上，任何满足（8-10）式的数列gn
 （n≥1），都可以是自相关函数的一部分，见（8-12）式，只不过r0
 要取得充分大，使之满足（8-11）式．

6．设有限长度信号

[image: alt]


（1）计算普通的相关函数rxy
 （n）．

（2）取N＝4，计算循环相关[image: alt]
 参见（8-3-10）式和（8-3-11）式．

（3）比较普通相关rxy
 （n）和循环相关[image: alt]
 并用此例来验证关系式（8-3-14）．

7．关于多道相关

设M道信号为xj
 （n）＝aj
 g（n），1≤j≤M，按照（8-4-8）式，M道信号的能量比标准为

[image: alt]


证明：E≤1，等号只有当a1
 ＝a2
 ＝…＝aM
 时才成立．

提示：令bj
 ＝1，对[image: alt]
 应用施瓦兹不等式（见公式（8-1））即可证明E≤1．
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第九章　物理可实现信号、最小相位信号和最小能量延迟信号

物理可实现信号是一类非常重要的信号．在实际中出现的信号，大量的是物理可实现信号，因为这种信号反映了物理上的因果律．在这一章，我们着重讨论能量有限的物理可实现信号的结构和性质．在物理可实现信号的理论中，最小相位信号和最小延迟信号是两个最重要的概念．研究它们的数学理论基础是解析函数边界性质，或Hp
 空间理论，因为能量有限的物理可实现信号的频谱，实际上是一类单位圆内解析函数的边界值．我们将简明介绍Hp
 空间理论的结果，并在此基础上分析信号．§1介绍物理可实现信号的一般概念．§2讨论物理可实现信号的结构和纯相位物理可实现信号．§3讨论相位延迟和群延迟的重要概念，研究最小相位信号的概念与性质．§4研究全通滤波器的能量传递性质和最小能量延迟信号的概念及性质．§5讨论Z变换为多项式或有理分式时的最小相位性质．§6讨论最小相位信号与信号振幅谱之间的关系．

§1　物理可实现信号

在这一节，我们讨论物理可实现信号的定义和简单性质，Z变换为有理分式时的物理可实现条件．

1．物理可实现信号及其简单性质

一个序列bn
 ，如果满足

[image: alt]


则称bn
 为物理可实现序列．当bn
 表示信号时，满足（9-1-1）式的信号就称为物理可实现信号．当bn
 表示一个滤波器的滤波因子时，满足（9-1-1）式的滤波因子就称为物理可实现滤波因子．

对一个物理可实现信号bn
 ，在时刻小于0的一侧（即当n＜0时）全为0，信号bn
 完全由时刻大于等于0的一侧（即当n≥0时）确定，因此我们也可形象地称物理可实现信号为单边信号．物理可实现信号也称为因果信号．

为什么满足（9-1-1）式的信号称为物理可实现信号呢？因为我们在实际中所接收到的形形色色的信号，许多都是由一个激发脉冲作用于一个物理系统以后所输出的信号．例如，在地震勘探中，我们可以把地下介质看做一个物理系统，把震源在地下爆炸或震动作为输入脉冲，则输出信号就是我们所得到的地震记录．又例如，在无线电中，我们可以把一个电子仪器作为一个物理系统，当输入一个脉冲时我们就可以得到一个输出信号．物理系统有这样一种性质：当激发脉冲作用于系统之前，系统是不会有响应的，换句话说，在0时刻以前没有输入脉冲，则输出信号在0时刻以前就为0，此即（9-1-1）式．这种性质反映了物理学上的因果律：在输入以前，不能有输出．因此，一个信号要通过一个物理系统来实现，就必须满足（9-1-1）式，这就是我们把满足（9-1-1）式的信号称为物理可实现信号的原因．同样，一个滤波器如果反映一个物理系统，则滤波因子必须满足（9-1-1）式，这个因子我们就称为物理可实现滤波因子．

物理可实现信号b（n）的频谱B（f）和Z变换B（Z）为

[image: alt]


下面我们讨论物理可实现信号的简单性质．

定理1　设信号bn
 的能量是有限的（即

[image: alt]


则信号bn
 是物理可实现的充分必要条件是

[image: alt]


由信号与频谱的关系可直接得到定理1．

定理2　设b1
 （n），b2
 （n）是两个物理可实现信号，则b1
 （n）＋b2
 （n）和b1
 （n）*b2
 （n）也是物理可实现的，并且
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这个定理请读者验证（见本章问题第1题）．如果b1
 （n），b2
 （n）表示两个物理可实现滤波因子，则定理2可表示为：两个物理可实现滤波器并联或串联之后仍是物理可实现的．

2．Z变换为有理分式时的物理可实现条件

我们知道，信号与频谱或Z变换有一一对应的关系．现在我们讨论信号的Z变换为有理分式时的物理可实现性．

设信号hn
 的Z变换为

[image: alt]


其中bm
 ≠0，分子和分母没有公因子．

（9-1-5）式的分母b0
 ＋b1
 Z＋…＋bm
 Zm
 是Z的m次多项式，设它的根为βj
 ，1≤j≤m，则

b0
 ＋b1
 Z＋…＋bm
 Zm
 ＝bm
 （Z－β1
 ）（Z－β2
 ）…（Z－βm
 ）．

当多项式在单位圆上有根时，即有某个j0
 使[image: alt]
 因而[image: alt]
 [image: alt]
 时（f0
 为［-1／（2Δ），1／（2Δ）］中的某个数），则hn
 的频谱H（f）＝H（e-i2πΔf
 ）在f＝f0
 时有｜H（f0
 ）｜＝+∞，且hn
 的能量

[image: alt]


这说明，要使Z变换为（9-1-5）式的信号hn
 能量有限，充分必要条件是（9-1-5）式的分母多项式在单位圆上没有根．

有理分式（9-1-5）可分解为

[image: alt]


其中αj
 为分母多项式b0
 ＋b0
 Z＋…＋bm
 Zm
 的kj
 重根．因为分母多项式共有m个根，所以[image: alt]
 当n＜m时，（9-1-6）式的第一项[image: alt]
 不存在（关于有理分式的分解可参看文献［8］第二篇§7.6）．

当H（Z）的分母多项式的根全在单位圆外时，即｜αj
 ｜＞1，则根据第三章§5例5知，[image: alt]
 是物理可实现的（即Z变换对应的信号是物理可实现的）．由本节定理2知（注意，信号的褶积相当于Z变换的乘积），[image: alt]
 是物理可实现的．再由定理2知（注意，信号的相加相当于Z变换的相加），H（Z）（见（9-1-6）式）是物理可实现的．当H（Z）的分母多项式在单位圆内有根时，不妨设对某个j0
 有[image: alt]
 则根据第三章§5例5知，[image: alt]
 不是物理可实现的，而且容易知道[image: alt]
 也不是物理可实现的，进而可知（9-1-6）式仍然不是物理可实现的．

我们把以上的讨论写为定理3．

定理3　设信号hn
 的Z变换H（Z）为（9-1-5）式，则：

（1）信号hn
 为能量有限的充分必要条件是：H（Z）的分母多项式在单位圆上没有根；

（2）信号hn
 为能量有限的，则hn
 为物理可实现的充分必要条件是：H（Z）的分母多项式的根全在单位圆外．

§2　能量有限的物理可实现信号、纯相位

物理可实现信号和全通滤波器

从这一节开始，我们主要讨论能量有限的物理可实现信号的一般理论．在这一节，我们讨论能量有限的物理可实现信号Z变换的一般表示，并讨论纯相位物理可实现信号或全通滤波器Z变换和频谱的特点．

1．能量有限的物理可实现信号

离散信号hn
 称为能量有限的物理可实现信号，如果hn
 满足
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在以下的讨论中，离散信号hn
 可取实值，也可取复值．

在条件（9-2-1）、（9-2-2）之下，hn
 的Z变换为

[image: alt]


hn
 的频谱为

[image: alt]


其中A（ω）＝｜H（ω）｜为hn
 的振幅谱，Φ（ω）为hn
 的相位谱．我们注意，在（9-2-4）式中出现的ω是圆频率，它与工程中用的频率f的关系为ω＝2πΔf，其中∆为离散信号的抽样间隔．用圆频率ω来表示频谱，是为了使以后的讨论比较方便．

信号、Z变换、频谱之间皆有一一对应关系．

信号hn
 和频谱H（ω）有如下关系：
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频谱H（ω）和能量[image: alt]
 有如下关系：

[image: alt]


以上关系称为能量等式．

能量有限的物理可实现信号hn
 的Z变换[image: alt]
 当我们把Z看成复自变量时，H（Z）是单位圆内解析函数，而频谱H（ω）是H（Z）在单位圆边界上所取的值（见（9-2-4）式）．按照解析函数边界性质（参看文献［9］），频谱H（ω）使得函数ln｜H（ω）｜在区间［-π，π］上是可积的，且Z变换H（Z）可表示为
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式中λ为一个实数，m为非负整数，αk
 为复数序列，

[image: alt]


[image: alt]
 （φ）为一个不上升的函数，具有几乎处处等于0的微商，｜H（ω）｜为振幅谱．

对读者，一般只要了解能量有限的物理可实现信号的Z变换H（Z），可以表示为（9-2-7）式、（9-2-8）式、（9-2-9）式就行了．需要进一步钻研的读者，可参看文献［9］和［10］．

2．纯相位物理可实现信号（或全通滤波器）Z变换和频谱的特点

如果离散信号gn
 满足
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则称gn
 为纯相位物理可实现信号，简称纯相位信号．

如果gn
 表示一个滤波因子，则当gn
 满足（9-2-10）式时，我们称gn
 为纯相位物理可实现滤波因子，或者称gn
 为全通滤波因子．这时gn
 所表示的滤波器称为全通滤波器．设xn
 为输入信号，经过gn
 滤波后输出为yn
 ＝xn
 *gn
 ，根据（9-2-10）式，输出信号yn
 的振幅谱为

｜Y（ω）｜＝｜G（ω）X（ω）｜＝｜X（ω）｜，

这表明输入信号的振幅谱｜X（ω）｜经滤波后全部通过并保持不变，这就是称满足（9-2-10）式的滤波因子gn
 为全通滤波器的原因．

根据（9-2-10）式、（9-2-6）式，纯相位信号gn
 具有单位能量，即
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我们举两个纯相位信号的例子．

例1　信号gn
 的Z变换为G（Z）＝-1，或者频谱为G（ω）＝-1．易知，它的振幅谱为1，相位谱为Φ（ω）＝π，相应的信号为
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例2　信号gn
 的Z变换为

[image: alt]


其中α＝μeiλ
 ，0＜μ＜1，λ为实数．我们要证明gn
 为纯相位物理可实现信号，并算出它的相位谱．

（9-2-11）式的分母多项式的根为[image: alt]
 模为[image: alt]
 这表示根在单位圆外．由本章§1定理3知，相应于（9-2-11）式的信号gn
 为物理可实现信号．

相应于（9-2-11）式的振幅谱为
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因此，gn
 为纯相位物理可实现信号．现在我们来计算这个信号的相位谱．

[image: alt]


上式的分子为

［2μ－（1＋μ2
 ）cos（ω＋λ）］＋i（1－μ2
 ）sin（ω＋λ），

因此，它的幅角，亦即G（ω）的相位谱为
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下面我们讨论一般的纯相位信号或全通滤波器的Z变换和频谱．

由于纯相位信号的振幅谱｜G（ω）｜＝1，所以ln｜G（ω）｜＝0，因而有

[image: alt]


又由于纯相位信号的能量为1（见（9-2-10）′），按照能量有限物理可实现信号Z变换的一般表示（见（9-2-7）式—（9-2-9）式），纯相位信号的Z变换G（Z）为（9-2-8）式．

我们把（9-2-8）式分成四个部分来考虑．

令
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为了求出纯相位信号gn
 的频谱G（ω）＝[image: alt]
 的表达式，即相位谱Φg
 （ω）的表达式，我们先求出（9-2-14）式中每一个Gi
 （Z）相应的频谱表达式：
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由前面例2的（9-2-12）式、（9-2-13）式知，上式连乘积内的每一项[image: alt]
 其振幅谱为1，相位谱为
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因此，G3
 （ω）为
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现在讨论相应于G4
 （Z）的频谱G4
 （ω）．
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其中
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因此
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我们令
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按照（9-2-15）—（9-2-18）式，有

[image: alt]


再根据（9-2-14）式，则有
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所以
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上式为纯相位信号或全通滤波器的相位谱表达式．

严格地说，（9-2-20）式应为

Φg
 （ω）＝Q1
 （ω）＋Q2
 （ω）＋Q3
 （ω）＋Q4
 （ω）＋2lπ，l为整数．由于ei2lπ
 ＝1，我们可以把2lπ忽略掉．

§3　相位延迟与群延迟的概念，最小相位信号

在这一节，我们首先讨论在工程应用中十分重要的相位延迟和群延迟两个概念，然后讨论全通滤波器的群延迟和最小相位信号．

1．相位延迟和群延迟的概念

为了讨论方便起见，我们假定信号不是离散信号而是连续信号（即时间t是连续变化的）．

设信号x（t）经延迟时间τ以后变为y（t）＝x（t－τ），x（t）的频谱为X（f），则y（t）的频谱为Y（f）＝e-i2πfτ
 X（f）．这说明y（t）是x（t）经过滤波器
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后的输出信号．设滤波器H（f）的相位谱为Φ（f），则有

H（f）＝eiΦ（f）
 ＝e-i2πfτ
 ，

亦即有

[image: alt]


（9-3-2）式说明，信号y（t）＝x（t－τ）的延迟时间τ与滤波器（9-3-1）式的相位谱Φ（f）有密切关系，从（9-3-2）式可以看出
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 反映了信号延迟时间．

对于一般的滤波器频谱H（f），
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（其中A（f）＝｜H（f）｜为振幅谱，Φ（f）为相位谱），我们定义两个描述信号延迟时间的重要概念：

滤波器的相位延迟Tp
 （f）为
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滤波器的群延迟或包络延迟
①

 Tg
 （f）为

[image: alt]


当滤波器的频谱H（f）为（9-3-1）式时，这个滤波器是无畸变滤波器，它对输入信号仅起时间延迟的作用，延迟时间就等于相位延迟，见（9-3-5）式、（9-3-3）式．当滤波器的频谱为（9-3-4）式那样的一般形式时，讨论信号延迟时间的问题就复杂得多了．尽管如此，相位延迟Tp
 （f）和群延迟Tg
 （f）仍然有明确的物理意义．

相位延迟反映了单一正弦波的延迟时间，设输入为单一的正弦波
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它的频谱为[image: alt]
 （参看第五章§1），经过滤波器（9-3-4）式滤波后的输出信号y（t）为
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设滤波器的脉冲响应h（t）为实函数，则频谱H（f）满足[image: alt]
 [image: alt]
 即A（f）＝A（-f），Φ（-f）＝-Φ（f），这时上面的输出信号y（t）就为
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从上面可看出，输出仍是频率为f0
 的正弦波，只不过振幅被调制为A（f0
 ）．我们要问正弦波被延迟多少时间呢？设延迟时间为τ0
 ，则输出应为
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比较（9-3-8）式和（9-3-9）式得

2πf0
 t＋Φ（f0
 ）＝2πf0
 （t－τ0
 ），

因此得延迟时间
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（9-3-10）式说明，相位延迟Tp
 （f）表示输入是频率为f的单一正弦波时的延迟时间．这就是相位延迟Tp
 （f）的物理意义．

群延迟反映了某一频率邻域内的延迟性质，或者说反映了对某一频率的包络的延迟时间．现在我们来说明群延迟．

设输入为两个正弦波之和：
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其中f1
 非常接近于f0
 ．根据三角等式，输入x（t）还可表示为
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这说明，两个正弦之和，等于平均频率[image: alt]
 的正弦乘上半频差[image: alt]
 的余弦的两倍．当频率f1
 接近f0
 时，半频差[image: alt]
 接近于0，[image: alt]
 变化缓慢，在（9-3-12）式中，半频差余弦起着调幅作用，因此我们就把半频差余弦[image: alt]
 称为调幅余弦或包络余弦（参看第六章）．

按照公式（9-3-7）、（9-3-8），输入信号（9-3-11）经滤波器（9-3-4）滤波后的输出信号为

y（t）＝A（f0
 ）sin［2πf0
 t＋Φ（f0
 ）］＋A（f1
 ）sin［2πf1
 t＋Φ（f1
 ）］．

当f1
 接近f0
 时，A（f1
 ）接近于A（f0
 ），为了讨论简单起见，我们假定A（f1
 ）＝A（f0
 ），这时输出信号为
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根据三角等式，y（t）可表为
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对照（9-3-12）式和（9-3-14）式，经滤波后包络余弦[image: alt]
 变为
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这表明包络余弦的延迟时间[image: alt]
 为
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当f1
 →f0
 时，就得到
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这说明，群延迟或包络延迟反映了在频率f时的包络余弦的延迟时间，它表示信号在频率f的邻域内局部延迟性质．

对离散滤波器，相位延迟Tp
 （f）、群延迟Tg
 （f），我们同样用（9-3-5）式、（9-3-6）式来定义．它们的物理意义和上面的分析也是一样的．

现在我们谈谈群延迟的近似计算．由（9-3-4）式知

lnH（f）＝ln｜A（f）｜＋iΦ（f），

因此

Φ（f）＝ImlnH（f），

所以
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当H（f）取离散值时，可认为
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因此有近似公式
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2．全通滤波器的群延迟

全通滤波器的滤波因子gn
 满足（9-2-10）式，按照本章§2的讨论，全通滤波器的相位谱φg
 （ω）为（9-2-20）式，即

Φg
 （ω）＝Q1
 （ω）＋Q2
 （ω）＋Q3
 （ω）＋Q4
 （ω），

其中Qj
 （ω）（1≤j≤4）见（9-2-19）式，ω＝2πΔf，Δ为抽样间隔．

全通滤波器的相位谱若以f来表示，则为Φg
 （2πΔf），因此，全通滤波器的群延迟为
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为了计算全通滤波器的群延迟Tg
 ，按（9-3-18）式和（9-2-20）式，只需计算
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由（9-2-19）式知
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由上面的分析和（9-3-19）式可知

[image: alt]


由（9-3-20）式和（9-3-18）式知，全通滤波器的群延迟是大于或等于0的，即
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3．最小相位信号

现在我们所讨论的信号都要求是能量有限的物理可实现信号．

首先我们给出最小相位信号的定义．

能量有限的物理可实现信号h1
 （n）称为最小相位信号，如果对任何物理信号h（n），只要h（n）的振幅谱和h1
 （n）的相同，那么h（n）的群延迟[image: alt]
 总是大于或等于h1
 （n）的群延迟[image: alt]
 即

[image: alt]


或　　[image: alt]


（其中[image: alt]
 Φh
 （ω）分别为h1
 （n），h（n）的相位谱），

下面我们给出一个信号为最小相位信号的充分必要条件．

定理1　设h1
 （n）是能量有限的物理可实现信号，它的振幅谱为｜H（ω）｜，则h1
 （n）为最小相位信号的充分必要条件是
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其中β为实常数，h0
 （n）是相应于Z变换H0
 （Z）（见（9-2-9）式）的信号．

证明　充分性　对任何一个振幅谱为｜H（ω）｜的物理可实现信号h（n），它的Z变换为H（Z）＝G（Z）H0
 （Z）（见（9-2-7）式）．设相应的频谱为
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因此有
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根据（9-3-20）式知
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由于h1
 （n）＝eiβ
 h0
 （n）的相位谱为[image: alt]
 因此[image: alt]
 [image: alt]
 根据（9-3-26）式有
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按照（9-3-23）式，h1
 （n）＝eiβ
 h0
 （n）为最小相位信号．

必要性　设h1
 （n）是最小相位信号，因此对h0
 （n）而言，有
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另外，对任何振幅谱为｜H（ω）的信号h（n），（9-3-26）式总是成立的，所以对h1
 （n）也成立，即
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比较上面两个关系式便得
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由这关系式知[image: alt]
 β为实常数，因此h1
 （n）的频谱为
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这说明h1
 （n）＝eiβ
 h0
 （n）．定理证毕．

§4　全通滤波器的能量延迟性质、最小延迟信号

在上一节，我们是从相位角度来研究全通滤波器和信号，在这一节，我们从能量角度来研究全通滤波器的能量延迟性质和最小延迟信号．

1．全通滤波器的能量延迟性质

全通滤波器的滤波因子gn
 满足（9-2-10）式，即
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根据（9-2-10）′式，gn
 的能量为1，即
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我们首先给出关于全通滤波器的定理．

定理1　（1）设gn
 为全通滤波因子，则｜g（0）｜≤1．特别地，当｜g（0）｜＝1时，则有g（n）＝0（n＞1）．

（2）设Gj
 （Z）（1≤j≤N）为全通滤波器的Z变换，若[image: alt]
 [image: alt]
 （β为实数），则[image: alt]
 其中βj
 为实数，并且

[image: alt]
 k为整数．

证明　（1）由（9-4-2）式可直接得到我们的结论．

（2）　Z变换Gj
 （Z）在Z＝0的值为gj
 （0），因此有[image: alt]
 根据（1），｜gj
 （0）｜≤1，所以｜gj
 （0）｜＝1，并且当n＞0时gj
 （n）＝0．于是[image: alt]
 βj
 为实数，且有ei（β1
 ＋β2
 ＋…＋βN
 ）
 ＝eiβ
 ，因此[image: alt]
 k为整数，定理证毕．

全通滤波器有重要的能量传递性质：总能量不变性质，部分能量延迟（简称能量延迟）性质．下面我们讨论这些性质．

定理2（全通滤波器的总能量不变性质）　物理可实现滤波因子gn
 为全通滤波因子的充分必要条件是：任何信号经过gn
 滤波后总能量不变，即对任何输入信号xn
 ，输出信号为[image: alt]
 必有
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证明　设xn
 ，gn
 ，yn
 的频谱分别为X（ω），G（ω），Y（ω），它们的关系为Y（ω）＝G（ω）X（ω），根据总能量和频谱的关系（见（9-2-6）式），关系式（9-4-3）等价于
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把上式写为
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要求对任何｜X（ω）｜2
 上式都成立，根据高等数学中函数积分理论，其充分必要条件是

1－｜G（ω）｜2
 ＝0，

即

｜G（ω）｜＝1．

这就证明了定理2．

全通滤波器除了具有总能量不变性质外，还具有部分能量延迟性质．我们先定义信号的部分能量：对物理可实现信号xn
 ，我们称
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为信号xn
 的部分能量．

定理3　对任何N＋1个数（x0
 ，x1
 ，…，xN
 ）和全通滤波因子gn
 ，有关系式
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其中
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证明　把信号（x0
 ，x1
 ，…，xN
 ，0，0，…）作为输入信号，由定理2的（9-4-3）式即可得（9-4-5）式．证毕．

由（9-4-5）式直接得到不等式
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当物理可实现信号xn
 为输入信号，滤波因子为全通滤波因子gn
 时，输出
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当n≤N时，
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由此可得
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由（9-4-7）式和（9-4-8）式可得到下面的重要定理．

定理4（全通滤波器的能量延迟性质）　设输入为物理可实现信号xn
 ，滤波因子为全通滤波因子gn
 ，输出为yn
 ，则对一切N（N≥0），有
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定理4说明了全通滤波器具有部分能量延迟性质，由（9-4-9）式知，经全通滤波器滤波后的部分能量[image: alt]
 比滤波前的相应部分能量[image: alt]
 要小，所差的能量被延迟到输出信号的后面部分去了，这是因为信号在滤波前和滤波后总能量相等的缘故（见定理2）．

在（9-4-9）式中，如果对某个N取等号，则全通滤波因子gn
 必有特殊的结构．下面的定理回答了这个问题．

定理5　在定理4的条件下，对某个N，等式
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成立的充分必要条件是：全通滤波因子gn
 的Z变换为
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其中G（Z）的分母多项式在单位圆内和单位圆上无零点．

证明　必要性　由（9-4-8）式知，当n≤N时，有[image: alt]
 再由（9-4-10）式便得
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将此式与（9-4-5）式比较，可得[image: alt]
 （当n≥N＋1时）．因此[image: alt]
 （见（9-4-6）式）的Z变换为
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又由于输入信号（x0
 ，x1
 ，…，xN
 ）的Z变换

XN
 （Z）＝x0
 ＋x1
 Z＋…＋xN
 ZN
 ，

根据YN
 （Z）＝G（Z）XN
 （Z），可得（9-4-11）式．因为gn
 是能量有限的物理可实现滤波因子，根据本章§1定理3，所以G（Z）的分母多项式的根不在单位圆内和单位圆上．

充分性　设输入信号的Z变换为[image: alt]
 于是输出信号的Z变换为

[image: alt]


由定理2知（9-4-10）式成立，证毕．

推论1　在定理4的条件下，若xN
 ≠0，
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同时成立的充分必要条件是：

G（Z）＝eiβ
 ，其中β为实数．

证明　必要性　若（9-4-12）式成立，按定理5，G（Z）为
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因为当[image: alt]
 时，有[image: alt]
 所以
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由于｜G（ω）｜＝1，所以[image: alt]
 因而G（Z）＝eiβ
 ，其中β为实数．

充分性　设G（Z）＝eiβ
 ，则g0
 ＝G（0）＝eiβ
 ，根据定理1，gn
 ＝0（当n≠0时），这时

yn
 ＝gn
 *xn
 ＝g0
 xn
 ＝eiβ
 xn
 ．

对任何N，（9-4-12）式都成立．证毕．

推论2　在定理4的条件下，若x0
 ≠0，则｜x0
 ｜2
 ＝｜y0
 ｜2
 成立的充分必要条件是G（Z）＝eiβ
 ，β为实数．

证明　在定理5中，令N＝0就可得到本推论．

为了说明定理5和推论1，我们举一个例子．

例1　设滤波器为[image: alt]
 （其中a，b为实数，｜a｜＞｜b｜＞0），输入为
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则输出为
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输入和输出的部分能量情况为

｜x0
 ｜2
 ＝｜a｜2
 ＞｜y0
 ｜2
 ＝｜b｜2
 ，
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这个例子说明推论1的条件xN
 ≠0是必要的．在这个例子中，当N＝3时，（9-4-12）式是成立的，但G（Z）≠eiβ
 ，原因就是x3
 ＝0．

定理4说明了全通滤波器具有部分能量延迟性质．下面定理指出，部分能量延迟性质是全通滤波器的实质性质．

定理6　设gn
 为物理可实现滤波因子，具有单位能量，即[image: alt]
 则gn
 为全通滤波因子．即gn
 的频谱G（ω）满足｜G（ω）｜＝1的充分必要条件是：对任何能量有限物理可实现输入信号xn
 ，经gn
 滤波后输出信号yn
 ＝gn
 *xn
 的部分能量被延迟了，即
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证明　必要性　由定理4即知．

充分性　用反证法．假定｜G（ω）｜≠1．设输入信号的频谱X（ω）满足
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由于gn
 具有单位能量，即
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而[image: alt]
 所以有
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函数｜G（ω）｜2
 －1的值有正有负，当我们把正值放大两倍、负值不变时，积分值必大于0，即
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也即
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写成能量形式就是

[image: alt]


我们总可选取某个N0
 ，使
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而这与（9-4-13）式矛盾，因此必有｜G（ω）｜＝1．定理证毕．

2．最小延迟信号

在分析了全通滤波器的能量延迟性质以后，我们就很容易了解最小延迟信号的性质，首先我们给出最小延迟信号的定义．

一个能量有限但不为0的物理可实现信号h1
 （n）称为最小能量延迟信号（简称最小延迟信号），如果对任何物理可实现信号h（n），只要h（n）和h1
 （n）的振幅谱相同，都有

[image: alt]


下面我们给出两个关于最小延迟信号的定理．

定理7　设h1
 （n）为最小延迟信号，gn
 为全通滤波因子，h（n）为物理可实现信号，且h1
 （n）＝gn
 *h（n）（即H1
 （Z）＝G（Z）·H（Z）），则G（Z）＝eiβ
 （β为实数），h（n）也为最小延迟信号．

证明　根据定理4，有[image: alt]
 又由于h1
 （n）是最小延迟信号，关系式（9-4-14）成立，比较这两个关系式，我们得[image: alt]
 这说明h（n）也是最小延迟信号．根据推论1，有G（Z）＝eiβ
 （β为实数）．证毕．

定理8　设h0
 （n）是与Z变换H0
 （Z）（见（9-2-9）式）相应的信号，则振幅谱为｜H（ω）｜的物理可实现信号h1
 （n）是最小延迟信号的充分必要条件是

[image: alt]


证明　必要性　按照（9-2-7）式，h1
 （n）的Z变换为H1
 （Z）＝G（Z）H0
 （Z）．根据定理7，知G（Z）＝eiβ
 ，亦即（9-4-15）式成立．

充分性　任何一个振幅谱为｜H（ω）｜的物理可实现信号h（n），它的Z变换皆可表示为（9-2-7）式，根据定理4，有
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这说明h0
 （n）是最小延迟信号．又因为h1
 （n）＝eiβ
 h0
 （n）与h0
 （n）的部分能量完全一样，因此，h1
 （n）为最小延迟信号．证毕．

对照本章§3定理1和本节定理8，即对照（9-3-24）式和（9-4-15）式，我们看到最小相位信号或最小延迟信号皆为eiβ
 h0
 （n）的形式，它们实质上是一回事，只不过最小相位概念是从时间延迟角度（用相位谱）考虑问题，最小能量延迟概念是从能量延迟角度考虑问题．

最后，我们指出一个重要的事实：经全通滤波器滤波前后的信号具有能量延迟性质，但是具有能量延迟性质的两个信号并不一定是经全通滤波器滤波前后的信号．后面这句话的意思是：设xn
 ，yn
 为能量有限的物理可实现信号，它们的振幅谱相同，且yn
 的部分能量被延迟了，即

[image: alt]


则不一定存在全通滤波器gn
 ，使yn
 ＝gn
 *xn
 ．为了说明这个问题，我们只需举一例就行了．

例2　设
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由本章§2例2（见（9-2-11）式）可知，X（Z），F（Z），Y（Z）都是纯相位Z变换，它们的振幅谱相同，且为1．为了讨论它们的部分能量，我们先给出一般的公式：对-1＜α＜1，有
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按照这个公式，xn
 的部分能量为
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fn
 的部分能量为
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yn
 的部分能量有如下关系：
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（这是因为Y（Z）是F（Z）经全通滤波器F（Z）滤波的结果，由定理4即得此不等式）．

当N＝0时，
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当N＞1时，
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也即有
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这说明yn
 的部分能量比xn
 的相应部分能量要小，即（9-4-16）式成立．但是，不存在全通滤波器G（Z）使Y（Z）＝G（Z）X（Z），因为X（Z）在Z＝1/4时为0，所以G（Z）X（Z）在Z＝1/4时为0，然而Y（Z）在Z＝1/4时不为0．

关于全通滤波器的能量延迟问题，文献［6］进行过研究，但那里的方法较繁，而且论证不全．我们这里直接从能量传递角度进行讨论，方法直观而简明．

§5　Z变换为多项式和有理分式时的最小相位性质

信号与Z变换是一一对应的关系．在工程应用中，一类重要的Z变换是多项式
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和有理分式
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在这一节，我们要从理论上讨论它们的最小相位性质．

1．Z变换为多项式时的最小相位性质

定理1　设有限长度信号xn
 ＝（x0
 ，x1
 ，…，xk
 ），它的频谱为[image: alt]
 [image: alt]
 则振幅谱为X（ω）的最小相位信号hn
 必满足
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证明　由于xn
 和hn
 的振幅谱相同，因此二者的总能量相等，即[image: alt]
 又因为hn
 是最小相位信号，也即最小延迟信号，因此[image: alt]
 综合上两式便得[image: alt]
 这说明（9-5-3）式成立．证毕．

定理2[image: alt]
 （其中an
 ≠0）是最小相位信号的Z变换，其充分必要条件是：多项式a0
 ＋a1
 Z＋…＋an
 Zn
 在单位圆内没有根，即｜αj
 ｜≥1．

证明　必要性　设H（Z）是最小相位Z变换．假定H（Z）在单位圆内有根，不妨设｜α1
 ｜＜1．于是
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令
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显然G（Z）是纯相位Z变换（参看（9-2-11）式）．由（9-5-4）～（9-5-6）式知，H（Z）＝G（Z）H1
 （Z）．根据§4定理7，G（Z）＝eiβ
 ．这与（9-5-5）式矛盾．说明多项式H（Z）在单位圆内无根．

充分性　已知H（Z）在单位圆内没有根，设h1
 是振幅谱为｜H（ω）｜的最小相位信号，根据定理1，当l＞n时hl
 ＝0，因此hl
 的Z变换为H1
 （Z）＝h0
 ＋h1
 Z＋…＋hn
 Zn
 ，由于｜H（ω）｜＝｜H1
 （ω）｜，所以多项式H（Z）和H1
 （Z）在单位圆周｜Z｜＝1上的0点完全相同，不妨设有s个，且为α1
 ，…，αs
 ，即当1≤j≤s时｜αj
 ｜＝1，而当s＋1≤j≤n时｜αj
 ｜＞1．于是H1
 （Z）可表示为
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令
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G（Z）的分母多项式的根全在单位圆外，且｜G（ω）｜＝1，因此G（Z）是纯相位Z变换，由于
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根据§4定理7，H（Z）是最小相位Z变换．证毕．

定理2从理论上严格地证明了：有限长度信号（a0
 ，a1
 ，…，an
 ）是最小相位信号的充分必要条件是多项式H（Z）＝a0
 ＋a1
 Z＋…＋an
 Zn
 在单位圆内（即｜Z｜＜1）无根．从上可看出，有限长度最小相位信号，允许多项式H（Z）在单位圆上（即｜Z｜＝1）有根．

2．Z变换为有理分式时的最小相位性质

定理3　能量有限物理可实现信号h（n）的Z变换H（Z）为有理分式
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其中A（Z）与B（Z）为没有公因子的多项式，A（0）＝1．则h（n）为最小相位信号的充分必要条件是：B（Z）在单位圆内无根，A（Z）在单位圆内及其上无根．

证明　必要性　由于h（n）为能量有限的物理可实现信号，由本章§1定理3知，A（Z）在单位圆内及其上皆无根．假设B（Z）在单位圆内有一个根α1
 ，即｜α1
 ｜＜1．由定理2的证明知H（Z）可表示为

H（Z）＝G（Z）H1
 （Z），

其中　　[image: alt]


G（Z）为纯相位物理可实现滤波器，且｜G（0）｜＝｜α1
 ｜＜1．因此，H1
 （Z）为振幅谱与H（Z）相同的物理可实现信号h1
 （n）的Z变换．因此有

｜h（0）｜＝｜H（0）｜＝｜G（0）｜｜H1
 （0）｜＜｜H1
 （0）｜＝｜h1
 （0）｜．

这与h（n）有最小能量延迟性质相矛盾．必要性成立．

充分性　由定理2知，A（Z）与B（Z）皆为最小相位信号．由最小相位Z变换的表示性定理知
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因此
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这表明，h（n）为最小相位信号．证毕．

我们知道，在有理函数H（Z）（见（9-5-7）式）中，B（Z）的零点称为H（Z）的零点，A（Z）的零点称为H（Z）的极点．定理3告诉我们，当H（Z）为最小相位时，零点可以在单位圆上．然而，在文献［19］（见第五章第5、第6节）中，在对最小相位有理系统的定义中，不允许在单位圆上有零点．由这个定义导不出［19］中的最小相位和全通分解公式（5.100），即对任何有理系统函数都能表示成
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其中Hmin
 （Z）为最小相位系统，Hap
 （Z）为全通系统．由于在文献［19］中公式（9-5-8）中的Hmin
 （Z）不允许在单位圆上有零点，因此，对有理系统函数H（Z）＝Z－1不可能有（9-5-8）形式的分解．这表明文献［19］关于最小相位有理系统的定义和非最小相位有理系统的分解公式是矛盾的，也即文献［19］关于最小相位有理系统不允许零点在单位圆上的定义是错误的．这个错误始于文献［18］，24年后几乎原封不动地出现在文献［19］上．由于这两本书及其作者比较有名，许多国内外著作也都延用了他们的错误．如文献［20］（第359～363页）犯有同样错误．产生上述错误的原因，是没有深入地分析信号或系统相位的群延迟性质，没有按照最小相位信号或系统是相位具有最小群延迟的信号或系统这一物理概念进行分析研究，同时，缺乏解析函数的边界性质或Hp
 空间理论这一数学工具［9，10］
 ，也是产生错误的重要原因．在31年前，我们早就给出了有理系统为最小相位的充要条件［5］
 ．

3．Z变换为多项式时的信号分类

有限长物理可实现信号的Z变换为多项式，反之亦然，Z变换为多项式的信号为有限长物理可实现信号．

从最小相位或最小延迟信号的分析可知，有限长物理可实现信号的性质与多项式的根有关系．实际上，有限长物理可实现信号的波形和它的Z变换多项式的根的分布也有密切关系．

设m＋1项信号bn
 ＝（b0
 ，b1
 ，…，bm
 ）的Z变换为

B（Z）＝b0
 ＋b1
 Z＋…＋bm
 Zm
 ，bm
 ≠0，

它是Z的m次多项式，有m个根．根据根的位置不同，对bn
 进行分类：

若B（Z）在单位圆内无根，则称bn
 为最小延迟信号，或最小相位信号；

若B（Z）在单位圆外无根，但至少在单位圆内有一个根，则称bn
 为最大延迟信号或最大相位信号；

若B（Z）在单位圆内、外都有根，则称bn
 为混合延迟信号或混合相位信号．

以上三类信号在图形上的特点是（参见图9-1）：

最小延迟信号的能量集中在前部（见图9-1（a））；

最大延迟信号的能量集中在后部（见图9-1（b））；

混合延迟信号的能量集中在中部（见图9-1（c））．
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图9-1　m＋1项信号的分类及信号的特点

在工程实践中出现的信号，基本上都是最小延迟信号和混合延迟信号，一般都不是最大延迟信号．图9-2给出混合延迟信号的一个例子，它是海上勘探的蒸汽枪子波．
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图9-2　混合延迟信号的一个例子（海上勘探的蒸汽枪子波）

4．多项式Z变换的分解

任何能量有限物理可实现信号Z变换总可以分解为全通滤波器Z变换与最小相位信号Z变换的乘积（参看（9-2-7）式）．对多项式Z变换，可采用类似（9-2-11）式的全通Z变换来进行这种分解．

例1　设H（Z）＝（Z－α）（Z－β），其中｜α｜＜1，｜β｜≥1．试对H（Z）进行分解H（Z）＝G（Z）Hmin
 （Z），其中G（Z）为全通Z变换，Hmin
 （Z）为最小相位Z变换．

解　按照（9-2-11）式，对H（Z）作如下分解：
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其中　　[image: alt]


由（9-2-11）式知，G（Z）为全通Z变换．由于Hmin
 （Z）在单位圆内无根，因此Hmin
 （Z）确实为最小相位Z变换．

§6　最小相位信号和柯氏谱

从最小相位信号的Z变换表达式可以知道，最小相位信号完全由它的对数谱或对数Z变换所确定，而且可以用振幅谱表示出来．柯尔莫廓洛夫早指出了这一点［16］
 ．最小相位信号的频谱取对数后，仍然对应一个物理可实现信号或序列，我们把它称为柯氏谱（注意，它是时间域的信号或序列，而不是频率域的频谱）．在这一节，我们研究柯氏谱，以及最小相位信号和柯氏谱相互递推关系．

1．最小相位信号和柯氏谱

如何由振幅谱求最小相位信号？柯尔莫廓洛夫于1939年提出了解决的方法［16］
 ．

由（9-2-9）式知，最小相位信号h0
 （n）的Z变换为
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令
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C（Z）是单位圆内解析函数．我们要通过∣H（ω）∣计算cn
 ．

由于
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所以
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将上式和（9-6-2）比较，得
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由（9-6-1）式和（9-6-2）式知
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即

[image: alt]


我们称上式为柯尔莫廓洛夫方程，序列cn
 为柯氏谱（关于柯氏谱的定义与文献［17］的第61页的定义稍有差别，现在的定义更为方便），英文为Kepstrum．

2．柯氏谱和最小相位信号的递推关系

在（9-6-4）式两边对Z取微商得

[image: alt]


由于

[image: alt]


所以（9-6-5）式为

[image: alt]


按照褶积公式，上式两边系数的关系为

[image: alt]


在（9-6-4）式中令Z＝0，得[image: alt]
 综合（9-6-6）式，我们得到两组递推公式：

由cn
 求h0
 （n）的递推公式：

[image: alt]


和由h0
 （n）求cn
 的递推公式：

[image: alt]


上述两个推递公式，在理论上和应用上都有重要的意义，它们是柯氏谱和最小相位信号的基本关系式．

3．由振幅谱确定最小相位信号

由振幅谱∣H（ω）∣确定最小相位信号h0
 （n）的步骤是：首先由（9-6-3）利用FFT计算cn
 ，再由（9-6-7）式计算h0
 （n）．

在计算中，如果振幅谱∣H（ω）∣有零点，则给计算ln∣H（ω）∣带来困难．为此，采用ε扰动法：取ε＞0，用∣H（ω）∣＋ε代替∣H（ω）∣．设h0
 （n）是对应∣H（ω）∣的最小相位信号（见（9-6-1）式），cn
 是对应∣H（ω）∣的柯氏谱（见（9-6-3）式），h0
 （n，ε）和cn
 （ε）分别是对应振幅谱∣H（ω）∣＋ε的最小相位信号和柯氏谱．ε扰动法在理论上是可行的，因为有下列极限式：

cn
 （ε）→cn
 ，ε→0，

h0
 （n，ε）→h0
 （n），ε→0，

[image: alt]


上式表明，当ε比较小时，h0
 （n，ε）近似h0
 （n）．关于上述各个极限的证明，可参看文献［22］（第443～444页）．

问　　题

1．证明§1的定理2．

2．指出下列Z变换对应的信号是否为能量有限的物理可实现信号：

[image: alt]


3．设an
 ＝（a0
 ，a1
 ，…，aN
 ）的Z变换为

[image: alt]


证明：（1）[image: alt]


（2）在a0
 ≠0，aN
 ≠0的条件下，设A（Z）的根为λj
 （1≤j≤N）．证明：B（Z）的根为[image: alt]


4．设

[image: alt]


其中a，b为实常数，∣a∣＜1．

（1）求xn
 和yn
 的Z变换X（Z）和Y（Z）；

（2）判断xn
 和yn
 是不是最小相位信号．

5．证明下列论断的正确性：

（1）两个最小相位信号的褶积仍为最小相位信号，即：设H1
 （Z），H2
 （Z）为最小相位信号Z变换，则H1
 （Z）H2
 （Z）也为最小相位信号Z变换．

（2）设H1
 （Z）＝Z－2.5，H2
 （Z）＝Z＋2，证明：H1
 （Z）和H2
 （Z）为最小相位信号Z变换，H1
 （Z）＋H2
 （Z）为非最小相位信号Z变换．

提示：（1）利用（9-2-7）式和（9-3-24）式．

（2）该例说明：两个最小相位信号之和不一定是最小相位信号．

6．用求根的方法指出信号bn
 ＝（b0
 ，b1
 ，b2
 ）是最小相位、混合相位还是最大相位：

（1）bn
 ＝（1，2，3）；

（2）bn
 ＝（1，5，6）；

（3）bn
 ＝（2，5，2）．

7．设an
 ＝（a0
 ，a1
 ，…，aN
 ）为实最大相位信号（a0
 ≠0，aN
 ≠0），则

bn
 ＝（b0
 ，b1
 ，…，bN
 ）＝（aN
 ，aN－1
 ，…，a0
 ）

为最小相位信号，且bn
 的振幅谱∣B（e-iω
 ）∣与an
 的振幅谱∣A（e-iω
 ）∣相等．提示：参考第3题．

8．设hn
 ＝（h0
 ，h1
 ，h2
 ）的Z变换H（Z）＝h0
 ＋h1
 Z＋h2
 Z2
 可以分解为H（Z）＝G（Z）Hmin
 （Z），其中G（Z）为全通滤波器，Hmin
 （Z）为最小相位信号Z变换．对以下的hn
 的Z变换进行分解：

（1）H（Z）＝1－2.5Z＋Z2
 ；

（2）H（Z）＝1－4Z＋4Z2
 ；

（3）H（Z）＝1－3Z＋2Z2
 ．

提示：参看本章§5例1．
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注释


①
 　相位延迟的英文是phase delay，群延迟或包络延迟的英文是group or envelope delay，可参看文献［1］，［2］，［3］．


第十章　有限长脉冲响应滤波器和窗函数

在理论上，理想滤波器有重要的意义，然而在应用上却有严重的问题．为了设计比较好的有限长脉冲响应滤波器，除了窗函数法以外，还有其他方法，如频率抽样法、误差最大最小优化法．在有限长脉冲响应滤波器中，广义线性相位滤波器是重要的一类．在这一章，我们将讨论上述问题．

§1　理想滤波器及其存在的问题

在这一节，我们介绍六种理想滤波器，并指出它们在应用中所存在的问题．

1．理想滤波器

我们先给出四种理想滤波器．我们知道，当离散信号的抽样间隔Δ确定之后，只要在频率范围［-1／（2Δ），1／（2Δ）］之内讨论问题就行了，设计滤波器，也只要在［-1／（2Δ），1／（2Δ）］之内给出滤波器的频谱就行了（参看第二章和第三章）．理想滤波器是在频率范围［-1／（2Δ），1／（2Δ）］内设计的滤波器．

1.1　理想低通滤波器

理想低通滤波器的频谱H1
 （f）为

[image: alt]


其中f1
 称为高通频率．H1
 （f）的图形见图10-1（a）．

相应于H1
 （f）的时间函数h1
 （n）为

[image: alt]


[image: alt]
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图10-1　理想滤波器的频谱

1.2　理想带通滤波器

理想带通滤波器的频谱H2
 （f）为

[image: alt]


其中f1
 为低通频率；f2
 为高通频率．H2
 （f）的图形见图10-1（b）．

相应于H2
 （f）的时间函数h2
 （n）为

[image: alt]


1.3　理想高通滤波器

理想高通滤波器的频谱H3
 （f）为

[image: alt]


其中f1
 为高截频率．H3
 （f）的图形见图10-1（c）．

从图10-1（a）和（c），以及公式（10-1-1）和（10-1-5）可知，理想高通滤波器H3
 （f）可通过理想低通滤波器H1
 （f）得到

[image: alt]


由此可立即得到相应于H3
 （f）的时间函数h3
 （n），

[image: alt]


其中
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1.4　理想带阻滤波器

理想带阻滤波器的频谱H4
 （f）为

[image: alt]


其中f1
 为低截频率；f2
 为高截频率．H4
 （f）的图形见图10-1（d）．它可以通过理想带通滤波器H2
 （f）得到．

从图10-1（b）和（d），以及公式（10-1-3）和（10-1-9）知

[image: alt]


由此可立即得到相应于H4
 （f）的时间函数h4
 （n），

[image: alt]


上述各种滤波器的频谱又称为滤波器的频率响应，滤波器的时间函数又称为滤波器的脉冲响应或滤波因子．

对实际上出现的各种信号（如地震记录、无线电信号等），当其中的有效信号成分和干扰信号成分的频谱完全分离时，设计上述类型的滤波器，通过滤波可以完全消除干扰，保留有效信号．但是，这只是一种简单的理想情况，因此把上述各种滤波器称为理想滤波器．虽然理想滤波器是一种简单的特殊的滤波器，在大多数情况下它不能起到完全消除干扰、保留有效信号的作用，但是，在许多情况下，它可以起到消弱干扰、突出有效信号的作用．所以，不论在理论上还是在实践上，对理想滤波器的研究仍然有着十分重要的意义．

现在再介绍两种理想滤波器：希尔伯特滤波器和理想微分滤波器．

在第六章，我们已讨论过希尔伯特变换．按照（6-3-13）式，离散希尔伯特滤波器的频谱为

[image: alt]


相应的时间函数h5
 （n）为

[image: alt]


现在讨论理想微分滤波器．设信号x（t）的频谱X（f）在∣f∣≥1／（2Δ）时为0，Δ为抽样间隔，x（t）可表示为
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对t微商得
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令

[image: alt]


由上可知，x′（t）是x（t）经过H6
 （f）滤波的结果．因此，称H6
 （f）为理想微分滤波器．

相应理想微分滤波器的时间函数h6
 （n）为

[image: alt]


上面两个理想滤波器，在理论上和应用上也有着重要的意义．

2．理想滤波器存在的问题

由上面讨论知道，理想滤波器的时间函数h（n）（例如，对带通滤波器，h（n）由（10-1-4）式表示），它的长度是无限的，即n从-∞变化到+∞．对应这无限长度的时间函数h（n），它的频谱才是理想滤波器频谱，见图10-2（b）和（a）．

[image: alt]


图10-2　理想滤波器时间函数截尾的影响

然而在实际滤波中，我们只能取h（n）的有限部分．由于h（n）是偶函数，我们就取n在-N到N之间的部分，而把∣n∣＞N的部分截掉，即取h（n）的截尾函数hN
 （n），

[image: alt]


hN
 （n）的图形见图10-2（c）．对应于时间函数hN
 （n）的频谱为HN
 （f），它的图形见图10-2（d）．从图10-2（d）可以看出，在点f1
 ，f2
 ，-f1
 ，-f2
 左右，曲线产生了较为严重的振动现象．这种现象称为吉布斯现象．产生吉布斯现象的原因有两个：一是h（n）的频谱H（f）在点f1
 ，f2
 ，-f1
 ，-f2
 处产生突跳，见图10-2（a）；二是由截尾引起的．把无限长时间函数h（n）截尾成有限长度时间函数hN
 （n），在第一个原因的内在条件下，有限与无限的矛盾就导致了吉布斯现象（在本章§2我们还要对吉布斯现象加以说明）．

滤波器产生吉布斯现象，造成滤波效果不好，它不仅不能有效的压制干扰、突出有效信号，而且还可能使有效信号的频谱产生畸变．为了克服吉布斯现象，可以从两方面入手：一是在频率域，避免理想滤波器频谱中出现的突跳现象，把它改造成为一条连续甚至光滑的曲线，所采用的方法就是镶边法；二是在时间域，对截尾函数hN
 （n）进行改造，所采用的方法就是时窗函数法．

我们在下一节讨论时窗函数法．关于频域镶边法，请参看文献［16］，［17］．

3．近似理想滤波器的技术要求

由于理想滤波器在实际上不可能实现，因此，为了实际可行，我们考虑近似理想滤波器，即允许滤波器的频率响应可以有一定波动．为叙述简便标准，我们用频谱H（ω），其中ω＝2πΔf．由于H（ω）（∣ω∣≤π）中不含参数抽样间隔Δ，更加简便．一个近似理想低通滤波器的技术指标的典型形式为：

1－δp
 ≤∣H（ω）∣≤1＋δp
 ，0≤∣ω∣＜ωp
 ，

∣H（ω）∣≤δs
 ，ωs
 ≤∣ω∣＜π，

参见图10-3．其中ωp
 为低通截止频率，ωs
 为阻带起始频率，δp
 为通带波动，δs
 为阻带波动．区间［ωp
 ，ωs
 ］为过滤带．波动δp
 和δs
 还可用分贝表示：

αp
 ＝20lg（1－δp
 ），αs
 ＝20lgδs
 ．

[image: alt]


图10-3　近似理想低通滤波器的技术指标

过渡带的中点[image: alt]
 相当于理想低通滤波器的截频，参见后面的图10-5．

§2　时窗函数

在这一节，我们讨论时窗函数和广义线性相位有限长脉冲响应滤波器．用时窗函数可以改造一个由无穷长度时间函数所产生的截尾时间函数，使其频谱更能反映原来频谱的特点．非线性相位对信号的波形有很大影响，即使当滤波器的振幅谱为常数时也是这样．因此，在很多情况下，希望设计具有线性或近似线性相位的滤波器．我们将讨论4种类型的广义线性有限长脉冲响应滤波器模型．

1．由截尾所引起的时窗——矩形时窗

设有一个无穷长时间函数（或称时间序列）

[image: alt]


其中Δ为抽样间隔．x（n）的频谱为

[image: alt]


考虑x（n）的截尾函数（或截尾序列）

[image: alt]


实际上，截尾函数xN
 （n）是原始函数x（n）与一矩形时窗gN
 （n）相乘的结果．

矩形时窗gN
 （n）为

[image: alt]


因此，很容易看出

[image: alt]


设gN
 （n）的频谱为GN
 （f）．由第三章问题第14题知，xN
 （n）的频谱XN
 （f）为

[image: alt]


由上式知，截尾函数的频谱XN
 （f）与原始函数的频谱X（f），二者之间的差异完全由矩形时窗gN
 （n）的频谱GN
 （f）确定．因此，我们必须研究GN
 （f）的特点．

由于

[image: alt]


GN
 （f）是以1／Δ为周期的函数，它的图形见图10-4．

因为GN
 （f）是以1／Δ为周期的，因此我们只需在区间［-1／（2Δ），1／（2Δ）］内研究时窗频谱GN
 （f）．

时窗频谱GN
 （f）在靠近原点的两个0点之间的部分（即频谱的中间波峰）称为主瓣（在图10-4中，靠近原点的两个0点是-fN
 和fN
 ，GN
 （f）在［-fN
 ，fN
 ］上的部分称为主瓣）．这两个0点之间的距离称为主瓣宽度（在图10-4中，主瓣宽度为2fN
 ）．时窗频谱GN
 （f）在主瓣两旁的部分称为旁瓣（在图10-4中，GN
 （f）在［-fN
 ，fN
 ］以外的部分称为旁瓣）．

[image: alt]


图10-4　矩形时窗频谱GN
 （f）（（10-2-7）式）的图形，

其中fN
 ＝1／［（2N＋1）Δ］

现在我们来分析一下时窗频谱GN
 （f）的主瓣和旁瓣在形成截尾函数xN
 （n）的频谱XN
 （f）的过程中所起的作用．

我们把（10-2-6）式改写为

[image: alt]


（10-2-8）式右端第一个积分是主瓣所起作用的结果．从图10-4可以看出，主瓣是一个宽度为2fN
 的正的波峰．第一个积分

[image: alt]


它表示频谱X（μ）在范围［f－fN
 ，f＋fN
 ］内乘上正的权函数GN
 （f－μ）之后积分的结果，而积分实际上可以看成是一种求和平均，因此，第一个积分使原始频谱在宽度为2fN
 的范围内被主瓣平滑了．在原始频谱有尖锐值的地方，平滑以后的频谱与原始频谱有较大的差异．因此，要使第一个积分接近于原始频谱，就要求主瓣宽度越窄越好．

（10-2-8）式右端的第二、第三个积分是旁瓣所起作用的结果．我们把这两个积分改写为
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上式积分是由原始频谱X（μ）在范围［f－fN
 ，f＋fN
 ］之外的值所确定的，它是原始频谱的旁瓣范围内产生的值．我们要使截尾函数xN
 （n）的频谱XN
 （f）与原始频谱X（f）接近，则原始频谱在旁瓣范围内所产生的值（（10-2-9）式）只能起破坏作用．因此我们把原始频谱在旁瓣范围内所产生的值（（10-2-9）式）称为时窗泄漏．为了使时窗泄漏小，我们希望时窗频谱旁瓣水平越低越好（使旁瓣的振幅值或能量越小越好）．现在我们来看看矩形时窗频谱GN
 （f）的旁瓣（见图10-4）．旁瓣包含许多小瓣，波动起伏较大，在主瓣两边第一个负瓣的振幅值可以大到主瓣波峰的1/5．因此，矩形时窗的泄漏较大．下面举一例说明．

设x（n）的频谱为理想低通频谱X（f）（见图10-5），f0
 为高通频率．x（n）的截尾函数xN
 （n）的频谱XN
 （f），按（10-2-6）式、（10-2-7）式为
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取f0
 ＝1／（4Δ），N＝5时，XN
 （f）与X（f）的图形见图10-5．

在图10-5中，原始频谱X（f）在点-f0
 ，f0
 处发生突跳，截尾频谱XN
 （f）在点-f0
 ，f0
 处的变化则没有那样剧烈，而是以斜线形式单调上升或下降，单调上升或下降的频率范围都相当于矩形时窗频谱GN
 （f）主瓣的宽度2fN
 ＝2／（11Δ）（N＝5）．这说明XN
 （f）在-f0
 ，f0
 及其邻近区域的这种变化，主要是由时窗频谱GN
 （f）主瓣所引起的．原始频谱X（f）在点-f0
 ，f0
 之外，变化是平缓的，截尾频谱XN
 （f）在点-f0
 ，f0
 之外却产生了强烈的波动，这主要是由矩形时窗频谱GN
 （f）的旁瓣引起的，从图10-4可以看到，GN
 （f）旁瓣水平较高，开始振幅值比较大，后来振幅衰减又较慢，再加之旁瓣中有一半是负的，在关系式（10-2-10）的作用下，更加引起了XN
 （f）图形中的波动现象．总之，由于矩形时窗gN
 （n）的作用，截尾频谱XN
 （f）较之原始频谱有较大的畸变．
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图10-5　理想低通频谱X（f）和截尾时间函数的频谱XN
 （f），

其中高通截频f0
 ＝1／（4Δ），N＝5

由以上分析知道，矩形时窗函数不是一个好的时窗函数．对一个好的时窗函数，我们希望满足两条：（1）主瓣宽度尽可能地小；（2）旁瓣水平（指振幅值或能量）相对于主瓣来说也尽可能地小．但是，这两个标准之间彼此也是有矛盾的，也就是说，只有主瓣宽度越大，旁瓣水平才可能越低．因此，在实际上，我们只能在这两个标准之间作一权衡，针对具体问题，找出一个适当的时窗函数．下面我们举出在应用中常见的几种时窗函数，在本节第3段（最佳时窗函数）我们在相当于给出主瓣宽度的条件下从振幅值和能量角度分别求出最佳时窗函数．

2．几种时窗函数

为了方便，先给出连续时窗函数ω（t）（t是连续变化的），即
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式中2T为时窗长度．

为了获得离散时窗函数ω（n），我们只要把（10-2-11）式中的t换成nΔ，T换成NΔ，于是由（10-2-11）式便可得
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下面我们介绍几种常用的时窗函数．

2.1　矩形时窗

矩形时窗函数为

[image: alt]


它的频谱为
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2.2　三角形（Bartlett）时窗

三角形时窗函数为
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它的频谱为
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2.3　钟形（Gauss）时窗

钟形时窗函数为
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它的频谱近似为
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其中参数α取值在4～7之间．一般来说，当要求频谱W3
 （f）的中间波峰比较突出时，α就取得小些，此时相当于要求主瓣的宽度窄一些．反之，α就要取大些，此时相当于要求旁瓣水平低一些．

2.4　哈宁（Hanning）时窗

哈宁时窗函数为
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它的频谱为
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2.5　汉明（Hamming）时窗

汉明时窗函数为
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它的频谱为
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2.6　帕曾（Parzen）时窗

帕曾时窗函数为
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它的频谱为
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2.7　截尾丹尼尔（Daniell）时窗

截尾丹尼尔时窗函数为
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它的频谱为
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其中
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2.8　布拉克曼（Blackman）时窗

布拉克曼时窗函数为
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它的频谱为
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2.9　凯苏（Kaiser）时窗

凯苏时窗函数为
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它的频谱为
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其中I0
 是修正的第一类零阶贝塞尔函数，θ是参数．

实际上，θ是形状参数，θ越大，主瓣宽度就越大，旁瓣水平越小．

我们指出，当（10-2-30）式根号内出现负值时，则（10-2-30）式变为
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其中sh为双曲正弦．上述推导涉及复三角函数和复双曲函数，请参看文献［16］第十六章§6．

关于上面介绍的许多时窗，可参看文献［3］，［4］，［5］．三角形时窗ω2
 （t），在许多文献里又称巴特勒特（Bartlett）时窗．截尾丹尼尔时窗ω7
 （t），在某种意义下是最佳时窗（见文献［6］）．凯苏所提出的凯苏时窗，在某种意义下是近似最佳的时窗函数（见文献［10］）．

为了由连续时窗函数ω（t）（见（10-2-11））得到物理可实现离散时窗函数ω（n），0≤n≤M，我们取
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这样就得到离散时窗函数
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例如，对三角形时窗（10-2-15）式有
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又如，对哈宁时窗（10-2-19）式有
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对汉明时窗（10-2-21）式有

[image: alt]


对布拉克曼时窗（10-2-27）式有
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对凯苏时窗（10-2-29）式有
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按照（10-2-33）形式，表10.1给出了几个常用时窗函数的几个性能参数．

表10.1　几个常用时窗函数的性能参数
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在表10.1中，旁瓣峰值的计算是按归一化频谱计算的，归一化频谱为20lg∣W（ω）／W（0）∣，单位为dB．过渡带宽度c与滤波器H（ω）的过渡带宽度Δω有如下关系
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在表10.1中，阻带衰减与滤波器的长度N无关，用此参数可根据要设计的滤波器的阻带波动αs
 ＝20lgδs
 （参看图10-3）选择时窗函数．过渡带宽度c与滤波器的长度N有关．参数c的应用有两个方面：一是可根据要设计的滤波器的过渡带宽度Δω确定滤波器的长度参数N，二是在已知N时可计算要设计的滤波器的过渡带宽度Δω＝2πc．

为了说明如何利用表10.1分析近似理想滤波器的性质，我们讨论几个例子．

例1　用窗函数法设计一个阶数N＝28的近似理想低通滤波器，问滤波器的过渡带宽度Δω是多少？

解　按表10.1，滤波器H（ω）的过渡带宽度

Δω为Δω＝c2π．

不同的窗函数对应不同的c，因此，具体地有：

对矩形窗，过渡带宽度Δω为
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对三角形窗，过渡带宽度Δω为
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对哈宁窗，过渡带宽度Δω为

[image: alt]


对汉明窗，过渡带宽度Δω为
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对布拉克曼窗，过渡带宽度Δω为
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对于［0，π］的范围来说，布拉克曼窗所产生的过渡带宽度是太大了．

利用表10.1选择窗函数和设计近似理想滤波器的步骤如下：

1）按照滤波器设计技术指标的阻带波动δs
 的分贝αs
 ＝20lnδs
 和表10.1中的阻带衰减系数加以对比，选择小于或等于αs
 、且最接近αs
 的阻带衰减系数，该系数对应的窗函数即为选择的窗函数．

2）由滤波器设计技术指标中的过渡带宽度Δω和表10.1中过渡带宽度c计算滤波器阶数
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3）计算理想滤波器[image: alt]
 和窗函数ω（n），得到近似滤波器
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4）计算h（n）的有限离散频谱，检验其是符合设计技术指标要求．如果不符合，则需重新设计，无非是重新选择窗函数和阶数（或长度）N．我们看到，上述步骤并未考虑到通带波动参数δp
 ．这说明完全符合设计技术标准是很困难的．

例2　一个近似理想低通滤波器的技术指标如下：

0.99≤∣H（ω）∣≤1.01，0≤∣ω∣≤0.19π，

∣H（ω）∣≤0.01，0.21π≤∣ω∣≤π．

问如何用窗函数法按上述指标设计一个低通滤波器．

解　由设计指标知，阻带波动δs
 ＝0.01，αs
 ＝20lgδs
 ＝-40dB．对比表10.1的阻带衰减参数，可选择哈宁窗．由设计指标知，过渡带的宽度Δω＝ωs
 －ωp
 ＝0.21π－0.19π＝0.02π．由表10.1知，哈宁窗的c＝3.1／N，因此
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这样，窗函数的问题解决了，现在要确定理想低通滤波器．由图10-3知，理想低通的截频ωc
 应是过渡带的中点，即[image: alt]
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 为了得到物理可实现滤波因子，考虑延时d＝N／2＝155，于是得到理想滤波器
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最后得到要设计的滤波器[image: alt]
 ω（n）为哈宁窗．

下面我们再讨论一个例子，主要是了解如何处理不同频段上的波动问题．

例3　设一个带通滤波器的技术指标为：

　∣H（ω）∣≤0.01，0≤∣ω∣≤0.2π，

0.95≤∣H（ω）∣≤1.05，0.3π≤∣ω∣≤0.7π，

　∣H（ω）∣≤0.02，0.8π≤∣ω∣≤π．

在上述设计标准下用汉明窗设计一个滤波器．

解　在［0，0.2π］，［0.3π，0.7π］和［0.8π，π］三个频段上，滤波器的波动分别为δ1
 ＝0.01，δ2
 ＝0.05，δ3
 ＝0.02．由于窗函数设计法在三个频段内产生的波动相同，因此在设计滤波器选取波动参数时必须选择最小的波动参数，即δ1
 ＝0.01，它的分贝为20lgδ1
 ＝-40．汉明窗的阻带衰减系数为-53dB，小于-40，满足要求．频段［0，0.2π］与［0.3π，0.7π］之间过渡带的宽度为Δω＝0.1π，频段［0.3π，0.7π］与［0.8π，π］之间过渡带的宽度也为Δω＝0.1π．因此，在设计滤波器选取过渡带宽度Δω＝0.1π．（若不同的过渡带的宽度不同，我们取最小宽度为设计宽度，这样能保证过渡带不至于偏大．）由Δω和汉明窗的参数c（见表10.1）知
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现在考虑理想带通滤波器．理想滤波器的截频应该是设计技术标准中过渡带的中心，即为
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相应有
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为了得到物理可实现因子，考虑延时d＝N／2＝33，得到理想滤波器
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最后得到要设计的滤波器[image: alt]


3．最佳时窗函数

上面介绍了几种常用的时窗函数，这里我们介绍两种最佳时窗函数，即最大振幅比时窗函数和最大能量比时窗函数．我们主要介绍最大振幅比和最大能量比的问题是什么，至于如何获得最佳解，请参看文献［16］，［17］．

3.1　最大振幅比时窗函数（切比雪夫时窗函数）

设离散时窗函数hｎ
 （取实值）为
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hn
 为偶函数，因此，hn
 的频谱H（f）为
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式中Δ为抽样间隔．H（f）是一个偶函数．

我们给出一个参数δ，
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参数δ的直观意义，相当于要求（-δ，δ）是时窗函数频谱的主瓣范围．在δ给定以后，从振幅值角度考虑，衡量时窗函数好坏的一个标准，是H（f）在（-δ，δ）中心点的值∣H（0）∣与在范围δ≤f≤1／（2Δ）内H（f）的最大振幅值[image: alt]
 之比，即
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振幅比Q（h）越大，说明时窗函数性质越好．

最大振幅比问题：在条件（10-2-39）式之下，求hn
 （∣n∣≤N）使振幅比Q（h）（（10-2-42）式）达最大值．我们称这样的时窗函数hn
 为最大振幅比时窗函数，记为ωn
 ．

我们要把问题进行转化．我们不难知道，cos2πfnΔ可以表示为cos2πfΔ的∣n∣次多项式（见本章问题第2题）．因此，（10-2-40）式中的H（f）可以表示为cos2πfΔ的N次多项式．令
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则
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其中P（x）是x的N次多项式，pn
 是xn
 项的系数．

由（10-2-43）式知
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令
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由（10-2-41）式知，a＜1．由（10-2-43）式知，当[image: alt]
 时，x的变化范围为
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由（10-2-43）—（10-2-47）式知，（10-2-42）式变为
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满足上式的多项式称为最佳多项式．最佳多项式为
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其中cos（Narccosy）为y的N次切比雪夫多项式．由最佳多项式PN
 （x）确定的时窗函数ωn
 称为最大振幅比时窗函数或切比雪夫时窗函数．

关于切比雪夫多项式的定义与性质，为什么PN
 （x）为最佳多项式，以及如何由PN
 （x）确定切比雪夫时窗函数，请参看文献［16］，［17］．

3.2　最大能量比时窗函数

设离散时窗函数为（取实值）
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hn
 的频谱为
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参数δ满足条件
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关于参数δ的直观意义，读者可参见（10-2-41）式后的说明．从能量角度考虑，我们希望时窗频谱H（f）的能量集中在区间（-δ，δ）内．因此，可给出一个衡量时窗好坏的能量比标准
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在条件（10-2-50）下，求hn
 使能量比Q（h）达最大值，这样的时窗函数hn
 就是最大能量比离散时窗函数．

我们可用多元函数求极值的方法求出最大能量比离散时窗函数．

令
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则
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令
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则
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由（10-2-53）式、（10-2-54）式、（10-2-56）式知
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按照求极值方法知道，最大能量比时窗函数hn
 必须满足条件
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即
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把（10-2-55）式、（10-2-57）式代入，则有
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在上式中，Q（h）的物理意义是最大能量比．但是，从线性方程的角度来看，Q（h）是方程（10-2-58）的最大特征根，最大能量时窗函数hn
 是方程（10-2-58）对应最大特征根的特征向量，最大特征向量仅依赖参数Δ，δ和N．

§3　广义线性相位滤波器，有限长脉冲

响应滤波器设计的其他方法

广义线性相位滤波器在应用中，是有限长脉冲响应滤波器中重要的一类，因此，在这一节我们先介绍广义线性相位滤波器的概念．有限长脉冲响应滤波器的设计方法，除了上节介绍的窗函数方法外，还有别的方法，在这一节我们将介绍频率抽样法和误差最大最小优化法．

1．广义线性相位有限长脉冲响应滤波器

设滤波器的脉冲响应函数为h（n），-∞＜n＜∞，h（n）的Z变换为
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滤波器的频率响应函数为H（e-iω
 ），它可以表示为
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其中A（e-iω
 ）与Φ（ω）取实值．

如果A（e-iω
 ）≥0，则A（e-iω
 ）＝∣H（e-iω
 ）∣．此时，称A（e-iω
 ）为滤波器的振幅谱，Φ（ω）为滤波器的相位谱．

如果
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则称h（n）或H（Z）为线性相位滤波器．

如果A（e-iω
 ）取实值（可取负值），而相位谱为
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则称h（n）或H（Z）为广义线性相位滤波器．

我们考虑一种特殊的线性相位滤波器
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这种滤波器的作用只是使信号产生一个时移，而不改变信号的波形（见本章问题第3题）．然而，即使当振幅谱为常数时，非线性相位使信号的波形产生畸变．因此，在很多情况下，设计滤波器时，希望具有线性相位，做不到线性相位，也希望是有广义线性相位．

设有限长物理可实现（因果）滤波器为
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在四种情况下，依赖h（n）和M的奇偶性，可以使h（n）具有广义线性相位．下面分别讨论．

1.1　Ⅰ类有限长广义线性相位滤波器

Ⅰ类滤波器h（n）满足下列条件：
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其中M为偶数．h（n）的频谱为
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其中
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1.2　Ⅱ类有限长广义线性相位滤波器

Ⅱ类滤波器h（n）满足条件（10-3-5），而M为奇数．这时h（n）的频谱为
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其中

b（k）＝2h［（M＋1）／2－k］，k＝1，2，…，（M＋1）／2．

1.3　Ⅲ类有限长广义线性相位滤波器

Ⅲ类滤波器h（n）满足下列条件：
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其中M为偶数．h（n）的频谱为
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其中

c（k）＝2h［（M／2）－k］，k＝1，2，…，M／2．

1.4　Ⅳ类有限长广义线性相位滤波器

Ⅳ类滤波器h（n）满足条件（10-3-7），而M为奇数．其频谱为
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其中

d（k）＝2h［（M＋1）／2－k］，k＝1，2，…，（M＋1）／2．

关于上述4个频谱的获得请看本章问题第4题．

2．频率抽样法

如果我们知道滤波器脉冲响应函数h（n）的频谱
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如何由H（e-iω
 ）求一个有限长脉冲响应滤波器呢？一个简单直接的方法就是频率抽样法．在第七章§1我们已讨论过这个问题．

设有限长脉冲响应滤波器的长度为N，取N个频率点

[image: alt]


如果实际信号的抽样间隔为Δ，则实际信号的频率f与圆频率ω的关系为

ω＝2πΔf．

因此，ωk
 对应的实际频率为fk
 ，
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按照有限离散傅氏变换中的反变换公式（7-1-10），有
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按照有限离散频谱定理1（见第七章§1），hN
 （n）和h（n）有如下关系：
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为了使hN
 （n）近似于h（n），希望h（n）在n≤-1或n≥N时的值比较小（参见第七章§1有限离散频谱定理2）．为此可采取两个办法：一是把h（n）的主要能量部分通过时移方法移至时间区间［0，N－1］之内；二是使频谱H（e-iω
 ）变得更光滑，因为越光滑，当n趋向±∞时h（n）衰减得越快．为使频谱变得光滑，可采用镶边法，该法又分直接镶边法和褶积镶边法，具体见文献［16］，［17］．

3．误差最大最小优化法

我们以设计低通滤波器来说明这种方法．

设低通滤波器为
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其中ωp
 为通带截止频率，ωs
 为阻带截止频率．区间（ωp
 ，ωs
 ）为过渡带，低通滤波器在上面取什么值我们并不介意．

现在我们设计一个Ⅰ类有限长广义线性相位滤波器，见（10-3-5）式．由（10-3-6）和（10-3-1）式知
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我们希望用A（e-iω
 ）近似于HL
 （e-iω
 ），但是有一要求，即通带误差限为δp
 ，阻带误差为δs
 ，见图10-6．
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图10-6　低通滤波器的误差限

由于只关心通带区间［0，ωp
 ］和阻带区间［ωs
 ，π］，我们考虑两个区间之和
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其中∪为集合并的符号．

为了归一化误差限，我们考虑加权函数
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令误差函数为
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误差最大最小优化设计问题就是求a（k），使得在频率区域F上误差E（e-iω
 ）的最大绝对值达最小
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这就是切比雪夫最佳逼近问题（参见文献［18］）．至于滤波器的具体设计，Parks-McClellan算法为最佳设计的主要方法，因为该算法灵活有效（参看文献［14］，［19］，［20］）．

问　题

1．什么是吉布斯现象？产生吉布斯现象的原因是什么？

2．利用等式ei2πfnΔ
 ＝（ei2πfΔ
 ）n
 ，证明：cos2πfnΔ可以表示为cos2πfΔ的∣n∣次多项式．

提示：由于cos2πfnΔ＝cos2πf∣n∣Δ，因此只要对n＞0证明就行了．把（ei2πfΔ
 ）n
 ＝［cos2πfΔ＋isin2πfΔ］n
 按二项式展开，并取实部即可．

3．设离散信号x（n）的频谱为[image: alt]
 若抽样间隔为Δ，则离散信号x（n）与频谱在［-1／（2Δ），1／（2Δ）］上的信号x（t）一一对应（见（3-4-4）和（3-4-1）式）
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设滤波器为（10-3-4）式的H（e-iω
 ），则滤波器的作用仅是使信号产生一个时移，即要证明
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4．证明四类有限长广义线性相位滤波器的频谱公式（10-3-6），（10-3-7），（10-3-9）和（10-3-10）．

5．设hn
 （-∞＜n＜＋∞）的频谱为[image: alt]
 gn
 为2N＋1项信号，
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gn
 的频谱为[image: alt]
 考虑误差
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使Q达到最小值的[image: alt]
 称为hn
 的最小平方2N＋1项逼近信号．证明：[image: alt]
 为hn
 的截尾信号，
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（利用离散信号的能量等式来证明，参看第三章§3，§4）．

上述性质表明了截尾信号是一种最小平方逼近信号，但是截尾信号的频谱与原始频谱比较仍然有较大畸变．（参看本章§2，这说明最小平方逼近信号在应用中并非是好的信号，要看具体情况而定．）

6．为了由连续时窗函数ω（t）（见（10-2-11）式）得到对称离散时窗函数ω（n），∣n∣≤N，我们取

T＝N，t＝n，-N≤n≤N，

这样就得到对称离散时窗函数

ωn
 ＝ω（n），-N≤n≤N．

由（10-2-21）和（10-2-27）式给出对称离散汉明时窗和对称离散布拉克曼时窗．

7．用时窗法设计带通滤波因子．设理想带通滤波器的两个参数为f1
 ＝20Hz，f2
 ＝50Hz，而1／（2Δ）＝100Hz（见公式（10-1-3））．用对称离散汉明时窗构造对称离散带通滤波因子．

提示：参看（10-1-4）式和第6题的对称离散汉明时窗．

8．判断下面的滤波器是哪一型广义线性相位滤波器：

（1）h（n）＝（h（0），h（1），h（2），h（3），h（4））＝（5，4，3，4，5）；

（2）h（n）＝（h（0），h（1），h（2），h（3））＝（5，4，4，5）；

（3）h（n）＝（h（0），h（1），h（2），h（3），h（4））＝（5，4，3，-4，-5）；

（4）h（n）＝（h（0），h（1），h（2），h（3））＝（5，4，-4，-5）．

9．设计低通滤波器的技术要求为：

0.99≤∣H（ω）∣≤1.01，0≤∣ω∣≤0.3π，

∣H（ω）∣≤0.01，0.35π≤∣ω∣≤π．

用时窗函数法在上述技术要求下设计一个低通滤波器．

10．设计带阻滤波器的技术要求为：

0.95≤∣H（ω）∣≤1.05，0≤∣ω∣≤0.2π，

∣H（ω）∣≤0.005，0.22π≤∣ω∣0.75π，

0.95≤H（ω）∣≤1.05，0.8π≤∣ω∣≤π．

用时窗函数法在上述技术要求下设计一个带阻滤波器．

11．设计带通滤波器的技术要求为：
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用时窗函数法在上述技术要求下设计一个Ⅱ型广义线性相位带通滤波器．
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第十一章　递归滤波器的设计

相对于有限长脉冲响应（FIR）滤波器，递归滤波器（recursive filter）又称为无限长脉冲响应（IIR）滤波器．递归滤波器相当于稳定的有理系统．§1讨论递归滤波及其稳定性．由于模拟滤波器的设计已比较成熟，而由模拟滤波器转换为数字递归滤波器的方法也比较简单，因此，我们在§2讨论模拟滤波器的设计，在§3讨论如何由模拟滤波器转化为数字递归滤波器．

§1　递归滤波及其稳定性

1．递归滤波

从时域的角度看，当输入信号为x（t），滤波器时间响应函数为h（t）时，输出信号y（t）为
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当h（t）为无限长时，上式不能用计算机实现．若对h（t）进行截取，长度太小，则误差较大，长度太长，精度提高了，但是计算量变大了．能否找到一种精度高、计算量小的时域滤波形式？递归滤波就能满足上述要求．递归滤波的基本思想是：输出y（t）和已经计算出来的y（t－1），y（t－2），…是有关联的，它们可用来计算y（t），递归滤波的形式如下：
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设x（t），y（t）和滤波器的Z变换分别为X（Z），Y（Z）和H（Z）．由（11-1-1）式得
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由上式得
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其中
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由（11-1-1）和（11-1-2）式知，递归滤波就是一个有理系统．按（11-1-1）式递归滤波，输出y（t）中的时间t是不断增加的，因此，（11-1-1）式的递归滤波称为正向滤波．

2．递归滤波的稳定性

设已知初始值y（0），…，y（m－1），递归滤波从t＝m开始，由（11-1-1）式得
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如果所得的y（t）的初始值有误差，设为[image: alt]
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由带有误差的初始值递归的结果为[image: alt]
 满足
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令
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由（11-1-6）式减去（11-1-4）式，以及（11-1-5）式得
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在（11-1-8）式中，对任何ε（t），0≤t≤m－1，当t→＋∞时，若有e（t）→0，则称递归滤波（11-1-4）是稳定的．

稳定性的定义表明，在递归过程中，初始噪声ε（t）（0≤t≤m－1）的影响将趋于0．

性质1　递归滤波（11-1-4）是稳定的，其充分必要条件是：多项式
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的根全部在单位圆外．

分析　类似于第四章§5关于差分方程的单向序列解法的讨论，我们把（11-1-8）式改写为
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不妨假定
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在上述条件下，由（11-1-10）的第一个方程知
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上式表明，由e（0），…，e（m－1）可以算出g（0），…，g（m－1）．反之，也可由g（0），…，g（m－1）算出e（0），…，e（m－1），由（11-1-12）式可得[image: alt]


由（11-1-10）～（11-1-12）式得
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令
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由（11-1-14）式知
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即
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有了以上准备，我们现在来证明性质1．

证明　充分性　设A（Z）（见（11-1-9）式）的根全在单位圆外，αj
 为A（Z）的根，则∣αj
 ∣＞1．对E（Z）（见（11-1-16）式）作有理分式分解（参见（4-4-5）和（4-4-6）两式），分解式由下列项的线性组合构成：
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由公式

[image: alt]


（见本章问题第1题）可得
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易知
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因此在（11-1-16）式E（Z）的正向幂级数展开式[image: alt]
 中，有e（t）→0（t→＋∞）．这表明递归滤波（11-1-4）是稳定的．充分性证毕．

必要性　设am
 ≠0，α为A（Z）的任一个根．按（11-1-9）式，α≠0．由多项式分解性质知，A（Z）可表示为
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其中B（Z）为Z的m－1次多项式．取g（0），…，g（m－1）使（参见（11-1-15）式）

[image: alt]


由（11-1-13）式，可由g（0），…，g（m－1）得到一组初始误差值e（0），…，e（m－1）．针对这一组初始值ε（t）＝e（t），0≤t≤m－1，由（11-1-16）、（11-1-18）和（11-1-19）式得
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即

[image: alt]


由于已知递归滤波（11-1-4）是稳定的，因此e（t）→0（t→＋∞）．由（11-1-20）式知，∣α∣＞1．这表明，A（Z）的根全在单位圆外．必要性证毕．

3．反向递归滤波

设已知y（-m＋1），…，y（0），递归滤波从t＝-m开始向负方向进行，
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形如（11-1-21）式的递归滤波称为反向递归滤波．和正向递归滤波一样，反向递归滤波也有稳定性问题．我们可以把反向逆归滤波化为正向递归滤波来研究．

令
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上述反向递归滤波就变为
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初始值g（t）＝y（-t），0≤t≤m－1是已知的．上述递归滤波和（11-1-4）式的正向递归滤波完全相同．因此，由性质2即得反向递归滤波的稳定性性质．

性质2　反向递归滤波（11-1-21）是稳定的，其充分必要条件是多项式A（Z）＝1＋a1
 Z＋…＋am
 Zm
 的根全部在单位圆外．

我们指出，在实际应用中，在递归公式（11-1-4）和（11-1-21）中，从任何一个时间开始递归都可以，不一定要从m或-m开始．

为了能在应用中正确地给出稳定的递归滤波公式，我们讨论两个例子．

例1　设输入信号为x（t），输出信号为y（t），滤波器的Z变换为

[image: alt]


试给出稳定的递归滤波公式．

解　分∣α∣＜1和∣α∣＞1两种情况讨论．设x（t）和y（t）的Z变换分别为X（Z）和Y（Z）．

当∣α∣＜1时，H（Z）的分母多项式的根在单位圆外，这时适合正向递归滤波，即

Y（Z）＝H（Z）X（Z），

也即

Y（Z）（1－αZ
 ）＝X（Z）．

时间域的递归公式为
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当∣α∣＞1时，H（Z）的分母多项式的根在单位圆内，这时必须对分母多项式加以改造，即
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由Y（Z）＝H（Z）X（Z）得
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上式的时间域关系为
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递归公式为
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对照（11-1-21）式和性质2，可知（11-1-26）式是稳定的递归滤波公式．

例2　设输入信号为x（t），输出信号为y（t），滤波器的Z变换为
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试给出稳定的递归滤波公式．

解　给出两种方式的递归公式．

串联方式　令

[image: alt]


因此

Y（Z）＝H（Z）X（Z）＝H2
 （Z）［H1
 （Z）X（Z）］＝H2
 （Z）Y1
 （Z）．

　设Y1
 （Z）对应的信号为y1
 （t）．由（11-1-25）式知
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由（11-1-26）式知
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把（11-1-28）和（11-1-29）两式合起来，就得到稳定的递归公式．

并联方式　把H（Z）（见（11-1-27）式）表示为
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令
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Y1
 （Z）＝H1
 （Z）X（Z），Y2
 （Z）＝H2
 （Z）X（Z），

由（11-1-30）式知
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由（11-1-25）式知
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由（11-1-26）式知
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稳定的递归公式为（11-1-32）和（11-1-33），综合结果为（11-1-31）式．

由上面例子可知，对一个稳定的有理系统或滤波器，把分母多项式分解成两个多项式的乘积，一个多项式的根全在单位圆外，对这个多项式可通过正向递归方式实现，另一个多项式的根全在单位圆内，对这个多项式可通过反向递归方式实现．

§2　模拟滤波器的设计

在无线电工程中，已设计出许多电滤波器（由电阻、电容等无线电元件组成），它可以对连续信号进行低通、带通、带阻、高通等滤波．这种处理连续信号的电滤波器，我们称为模拟滤波器．对于模拟滤波器，在数学上已作过深入分析，根据这种分析，我们可以设计不同类型的电滤波器（可参看文献［5］）．而由模拟滤波器又可以转化为数字递归滤波器．

模拟滤波器是时间t为连续的滤波器，它的脉冲响应为h（t），频率响应为
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我们这里讲设计滤波器，指的是确定滤波器的频率响应H（ω）．下面我们讨论低通、高通、带通和带阻模拟滤波器的设计．

1．低通模拟滤波器的设计

我们知道，对理想低通滤波器的频谱H（ω），应该满足
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其中ωc
 为低通截止频率．

在设计模拟滤波器时，严格做到这点是办不到的，只能提出近似的要求．为了以后讨论方便，我们假定ωc
 ＝1．对低通模拟滤波器的频谱H（ω），我们要求满足
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其中g（ω）要满足：
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在上式中，g（ω）≈0的意思是要求∣g（ω）∣比较小，g（ω）≈∞的意思是要求∣g（ω）∣比较大但不等于+∞．

现在我们讨论如何由（11-2-1）式确定频谱H（ω）．由于g（ω）为ω的有理函数，所以∣H（ω）∣2
 也是ω的有理函数，它可表示为
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其中P1
 （ω），P2
 （ω）为ω的实系数多项式，而且当ω取实值时，P1
 （ω）＞0，P2
 （ω）＞0．

设αj
 为P1
 （ω）的虚部大于0的根，βi
 为P2
 （ω）的虚部大于0的根，则∣H（ω）∣2
 可表示为
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我们取
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H（ω）在ω的下半平面内既无零点又无极点，是最小相位滤波器，并且可以通过模拟滤波器来实现．

在（11-2-1）式中，若取g（ω）＝ωn
 ，我们就可以得到巴特沃斯低通滤波器；若取g（ω）为切比雪夫多项式g（ω）＝εTn
 （ω）＝εcos（narccosω）（其中ε为一小的常数），我们就可以得到切比雪夫低通滤波器．

由（11-2-1）式和（11-2-2）式所设计的低通滤波器，低通范围为［-1，1］．

2．高通模拟滤波器的设计

由（11-2-1）式确定的低通滤波器，低通范围为［-1，1］．设高通滤波器的高通范围为（-∞，-1）和（1，+∞）．为了得到这样的高通滤波器，我们只要做一个由低通变高通的频率变换，就可以由低通滤波器转换为高通滤波器．

令
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变换（11-2-5）式把ω轴上的区间［-1，1］变为λ轴上的（-∞，-1）和（1，+∞）（见图11-1）．（11-2-5）式也可看成是一个复数到复数的变换．
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图11-1　变换ω＝-1/λ

把（11-2-5）式代入（11-2-4）式，就得到高通滤波器频谱（λ表示频率）．在变换（11-2-5）式中，我们取“-”号，是为了使ω的上半平面与λ的上半平面对应（例如，在变换（11-2-5）之下，ω的上半平面的点ω0
 ＝i与λ的上半平面的点λ0
 ＝i相对应），这样就能保证变换后的频谱，其零点和极点仍在上半平面内．

3．带通模拟滤波器的设计

我们考虑频率变换
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变换（11-2-6）把ω轴上的区间［-1，1］变为λ轴上的区间［-λ1
 ，-λ-1
 ］和［λ-1
 ，λ1
 ］（见图11-2）．其中λ-1
 ，λ1
 分别表示ω＝-1和ω＝1时方程（11-2-6）的两个正根，具体为
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图11-2　变换ω＝λ－q2
 /λ

代替变换（11-2-6），我们还可以用变换
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进行带通模拟滤波器的设计．变换（11-2-6）和（11-2-8）都使得ω的上半平面与λ的上半平面相对应．

把（11-2-6）式代入（11-2-4）式，就得到带通滤波器频谱，带通范围为［-λ1
 ，-λ-1
 ］和［λ-1
 ，λ1
 ］.

4．带阻模拟滤波器的设计

变换（11-2-6）可以把低通区间［-1，1］变为带通区间［-λ1
 ，-λ-1
 ］和［λ-1
 ，λ1
 ］．因此，把低通变成带阻的频率变换是（11-2-5）和（11-2-6）式的组合：
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把（11-2-9）式代入（11-2-4）式，就得到带阻滤波器频谱．带阻范围为［-λ1
 ，-λ-1
 ］和［λ-1
 ，λ1
 ］，其中λ-1
 ，λ1
 由（11-2-7）式确定．

代替变换（11-2-9），我们还可以用变换
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进行带阻模拟滤波器的设计．

5．巴特沃斯低通模拟滤波器

这里我们讨论一个具体的低通模拟滤波器，即巴特沃斯低通模拟滤波器．

在（11-2-1）式中，我们取
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按（11-2-1）式，我们得到
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从上式我们看到，当ω＝0时∣H（0）∣2
 ＝1，这是∣H（ω）∣2
 的最大值．当ω＝1时[image: alt]
 它为最大值1的一半，因此我们称ω＝1为滤波器的半值点．滤波器H（ω）（满足（11-2-12）式）的低通范围为［-1,1］．

（11-2-12）式的极点β满足

β2n
 ＝-1＝ei（2πk－π）
 ，

因此（11-2-12）式的极点为
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在上半平面的极点为

βk
 ，k＝1，2，…，n，

按照（11-2-4）式，我们得到
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我们称H（ω）（见（11-2-14）式）为巴特沃斯低通模拟滤波器或n阶巴特沃斯低通模拟滤波器．

下面我们写出几个具体的巴特沃斯低通模拟滤波器．

5.1　一阶巴特沃斯低通模拟滤波器

设n＝1．根据（11-2-13）式β1
 ＝i．因此，一阶巴特沃斯低通模拟滤波器为
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5.2　二阶巴特沃斯低通模拟滤波器

设n＝2．根据（11-2-13）式，[image: alt]
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 因此，二阶巴特沃斯低通模拟滤波器为
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5.3　三阶巴特沃斯低通模拟滤波器

设n＝3．根据（11-2-13）式，[image: alt]
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因此，三阶巴特沃斯低通模拟滤波器为
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如果低通滤波器的截止频率为ωc
 ，则n阶巴特沃斯低通滤波器振幅谱的平方为
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由上知
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所以
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所以，又称ωc
 为3dB截止频率．当ωc
 ＝1时，巴特沃斯低通滤波器称为归一化巴特沃斯低通滤波器．截频为ωc
 的巴特沃斯低通滤波器可以通过归一化巴特沃斯低通滤波器求出来．

例1　求3dB截止频率ωc
 ＝2的三阶巴特沃斯低通滤波器．

解　用[image: alt]
 代替（11-2-17）式右边公式中的ω，便得到所需要的滤波器
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6．低通模拟滤波的技术要求

模拟滤波器与理想滤波器之间总是有误差的，为了控制误差，我们要给出一定的技术要求．最常用的一组技术要求见图11-3（a）．
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图11-3　两种不同的对模拟低通滤波器通带和阻带波动的技术要求

在图11-3（a）中，ωp
 为通带截止频率，ωs
 为阻带截止频率，δp
 为通带波动幅度，δs
 为阻带波动幅度．

另一种技术要求是用参数ε和A表示的，见图11-3（b）．δs
 和A的关系为
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δp
 和ε的关系为
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现在我们讨论如何用上述技术要求设计巴特沃斯低通滤波器．由（11-2-18）知，n阶巴特沃斯低通滤波器振幅谱的平方为
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∣H（ω）∣2
 是ω的单调下降函数，由图11-3（a）知
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而
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由（11-2-19）知
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由（11-2-20）得
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将上两式相除得
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令
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我们称d为判别因子，k为选择性因子．

由（11-2-24）和（11-2-25）式知，（11-2-23）可表示为

k2n
 ≤d2
 ．

两边取对数得

nlgk≤lgd．

由于ωp
 ＜ωs
 ，所以k＝ωp
 ／ωs
 ＜1，lgk＜0．于是有
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由（11-2-21）和（11-2-22）式知
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由（7-2-18）式知，巴特沃斯低通模拟滤波器的设计依赖于n和ωc
 两个参数，而n可由（11-2-26）式确定，ωc
 可由（11-2-27）式确定．因此，设计巴特沃斯滤波器的步骤如下：

1）按照技术要求，计算判别因子d和选择性因子k．

2）确定滤波器阶数n使
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3）确定3dB截止频率ωc
 使之满足（11-2-27）式．

4）由n和ωc
 确定巴特沃斯滤波器．

例2　设计一个巴特沃斯低通模拟滤波器，它的技术要求是：fp
 ＝6kHz，fs
 ＝10kHz，δp
 ＝δs
 ＝0.1．

解　由于ω＝2πf，所以ωp
 ＝2πfp
 ，ωs
 ＝2πfs
 ．

由（11-2-24）和（11-2-25）式计算判别因子d和选择性因子k，

d＝0.0487，[image: alt]


按（11-2-26）式，
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取最小的滤波器阶数n＝6．

对（11-2-27）式中各式除以2π，计算

fp
 （（1－δp
 ）-2
 －1）-1／12
 ＝6770，
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于是，3dB截止频率fc
 可在下面区间内取值：

6770≤fc
 ≤6849．

由（11-2-14）式可求得6阶归一化巴特沃斯滤波器
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将上式右边中的ω换成ω/ωc
 ＝f/fc
 ，就得到我们所需要的滤波器．

关于模拟滤波器，我们暂时介绍到这里．关于模拟滤波器，有三种重要的类型：巴特沃斯滤波器、切比雪夫滤波器、椭圆滤波器．正如奥本海姆指出的（见文献［13］），这几类滤波器已有详细讨论，并有许多计算机辅助设计程序可以利用（见文献［14］，［15］）．

§3　数字递归滤波器的设计

我们要用双线性变换把模拟滤波器的频谱H（ω）转换成数字递归滤波器的Z变换H（Z）．

1．双线性变换

取双线性变换
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当Z在单位圆上取值时，则有
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其中∆为离散信号的抽样间隔，f为我们实用的频率（以赫兹Hz为单位），∣f∣≤1/（2∆）．这时按照（11-3-1）式，相应的ω为
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即
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这表明，双线性变换（11-3-1）把Z平面的单位圆变成了ω平面的实轴．

由（11-3-1）式知，当Z＝0时，ω＝-iA，-iA在ω的下半平面．这表明，双线性变换（11-3-1）使ω平面的下半平面与Z平面的单位圆内相对应，ω平面的上半平面与Z平面的单位圆外相对应．

把双线性变换（11-3-1）代入到模拟滤波器频谱H（ω）中去得到H（Z）．由于H（ω）是ω的有理函数，因此H（Z）是Z的有理函数．由于H（ω）的零点、极点皆在上半平面，根据双线性变换（11-3-1）的性质，H（Z）的零点、极点皆在单位圆外，因此，递归滤波H（Z）是稳定的．

2．数字递归滤波器

2.1　低通数字递归滤波器

设低通数字递归滤波器的频率参数为f1
 ，即要求低通区间为［-f1
 ，f1
 ］.

根据式（11-3-2）、（11-3-3），f1
 对应于Z平面上的点
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由于低通模拟滤波器H（ω）（（11-2-4）式）的低通区间为［-1，1］，所以我们要求
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因此，按照（11-3-4）式，可知
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即
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我们把变换（11-3-1）或
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代入低通模拟滤波器频谱H（ω）（见（11-2-4）式），就得到我们所需要的低通数字递归滤波器H（Z）．

2.2　带通数字递归滤波器

设带通数字递归滤波器的频率参数为f1
 ，f2
 （f1
 ＜f2
 ），即要求带通范围为［-f2
 ，-f1
 ］和［f1
 ，f2
 ］．

根据（11-3-3）式，令
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我们从前面知道，带通模拟滤波器是把变换（11-2-6）代入（11-2-4）式得到的，这时连续滤波器的频率是用λ表示的．因此我们应该考虑λ平面与Z平面的双线性变换
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带通模拟滤波器的带通范围为［-λ1
 ，-λ-1
 ］和［λ-1
 ，λ1
 ］．因此我们要求
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于是，根据（11-3-4）（公式中的ω现应换为λ）和（11-2-7）式，得
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把上两式相减可得
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把上两式相乘可得
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我们把变换（11-2-6）和（11-3-8）结合在一起，便得
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其中

[image: alt]


由式（11-3-9）、（11-3-10）和（11-3-7）知
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我们把上面两个式子和（11-3-11）式合在一起写为
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把变换（11-3-13）或（11-3-11）′代入低通模拟滤波器频谱H（ω）的（11-2-4）式，就得到我们所需要的带通数字递归滤波器H（Z）．

2.3　带阻数字递归滤波器

设带阻数字递归滤波器的频率参数为f1
 ，f2
 （f1
 ＜f2
 ），即要求带阻范围为［-f2
 ，-f1
 ］和［f1
 ，f2
 ］．

类似于带通数字递归滤波器的讨论，我们把变换
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或者
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代入低通模拟滤波器频谱H（ω）（见（11-2-4）式），就得到我们所需要的带阻数字递归滤波器H（Z）．

2.4　高通数字递归滤波器

设高通数字递归滤波器的频率参数为f1
 ，即要求高通范围为［-1/（2∆），-f1
 ］和［f1
 ，1/（2∆）］．

类似于低通数字递归滤波器的讨论，我们把变换
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代入低通模拟滤波器频谱H（ω）（见（11-2-4）式），就得到我们所需要的高通数字递归滤波器H（Z）．

从上面讨论可以知道，要得到低通、带通、带阻、高通数字递归滤波器H（Z），只要把变换（11-3-6），（11-3-13），（11-3-14），（11-3-15）分别代入低通模拟滤波器H（ω）（见（11-2-4）式）就行了．因此，用本节方法设计数字递归滤波器，关键是要先设计低通模拟滤波器H（ω）（见（11-2-4）式）．

如果我们想要设计零相位递归滤波器，那么只要取滤波器的Z变换为[image: alt]
 就行了．具体滤波方式，见本章§1．

现在我们将给出一个由模拟滤波器转化为数字递归滤波器的例子，即简单巴特沃斯数字递归滤波器．

3．简单巴特沃斯数字递归滤波器

简单巴特沃斯数字递归滤波器，就是一阶巴特沃斯数字递归滤波器．我们可以直接把它们的Z变换写出来．

3.1　低通递归滤波器

设低通范围为［-f1
 ，f1
 ］，把式（11-3-7）代入式（11-2-15），则得（去掉常数-i）
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其中　　[image: alt]


3.2　高通递归滤波器

设高通范围为［-1/（2∆），-f1
 ］和［f1
 ，1/（2∆）］．把（11-3-15）式代入（11-2-15）式，则得（去掉常数-i）
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3.3　带通递归滤波器

设带通范围为［-f2
 ，-f1
 ］和［f1
 ，f2
 ］，把（11-3-13）式代入（11-2-15）式，去掉常数i，则得
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其中μ，ν的意义见（11-3-13）式．

3.4　带阻递归滤波器

设带阻范围为［-f2
 ，-f1
 ］和［f1
 ，f2
 ］．把（11-3-14）式代入（11-2-15）式，去掉常数-i，则得

[image: alt]


其中μ，ν的意义见（11-3-14）式．

以上讨论的是用双线性变换方法进行数字递归滤波的设计．下面我们要对一般的数字递归滤波设计作一说明．

4．关于递归滤波器设计的说明

设计递归滤波器有三种方法，下面我们分别加以说明．

4.1　Z平面法

这种方法直观、简单，可用来设计简单递归滤波器．将一些简单递归滤波器串联起来，可构成一个较复杂的递归滤波器，参看文献［11］，［12］．

4.2　最优化法

如果我们希望的滤波器是已知的（即该滤波器的频谱或时间函数是已知的），要设计一个递归滤波器代替它，这两个滤波器之间有误差，给出衡量误差的误差标准，用使误差达到最小的原理设计递归滤波器，这种方法称之为最优化法．

最小平方法就是最优化法的一种，它把一个非线性最优化问题转换成线性最优化问题来处理．这在实际应用中，是一个有效的方法．

由于给出的衡量两个滤波器误差的标准不同，以及最优化技术的发展，设计递归滤波器的最优化法，还有非线性最优化法、线性规划法等多种方法，读者可参看文献［3］，［11］，［12］．

4.3　转换法

这种方法是把模拟滤波器转换成数字递归滤波器．转换法有频率域转换法和时间域转换法．

1）频率域转换法

把模拟滤波器的频谱H（ω）（它是ω的有理函数，零点和极点都在上半平面），通过变换ω＝g（Z）转换为数字递归滤波器Z变换H（Z）＝H（g（Z））．通常取变换为双线性变换[image: alt]
 见（11-3-1）式．在本节我们详细讨论了这种转换法．

2）时间域转换法——脉冲响应不变转换法

把模拟滤波器脉冲响应h（t），以∆为抽样间隔直接抽样得h（n∆），由此可得数字递归滤波器Z变换[image: alt]
 下面具体分析．

设模拟滤波器脉冲响应h（t）为

[image: alt]


则

[image: alt]


一般的模拟滤波器H（ω）（它为ω的有理函数，要求分子中ω的最高次数小于分母中ω的最高次数）可以表示为

[image: alt]


用脉冲响应不变转换法可以得到相应的数字递归滤波器H（Z），

[image: alt]


脉冲响应不变转换法，实质上是把连续信号h（t）以∆间隔转换为离散信号h（n∆）．由于连续信号h（t）的频谱H（ω）在范围［-1/（2∆），1/（2∆）］之外并不为0（从H（ω）＝-i/（ω－iβ）就可看出这一点），因此，按照第三章的抽样定理知道，我们不能从连续频谱H（ω）来了解离散信号h（n∆）的频谱[image: alt]
 这是脉冲响应不变转换法存在的根本问题．所以在设计较复杂的递归滤波器时，通常都不用脉冲响应不变转换法．

问　题

1．已知

[image: alt]


用数学归纳法证明

[image: alt]


其中

[image: alt]


2．设输入信号为x（t），输出信号为y（t）．分别写出下列稳定递归滤波的递归滤波公式：

[image: alt]


提示：参看§1的例1和例2．根据分母多项式的根是否在单位圆外，采用正向递归滤波方式或反向递归滤波方式．

3．已知模拟滤波器的振幅谱平方∣H（ω）∣2
 为

[image: alt]


求出相应的模拟滤波器的频谱H（ω）．

提示　参看（11-2-3）和（11-2-4）两式．

4．确定巴特沃斯低通模拟滤波器的参数n．

巴特沃斯低通模拟滤波器的振幅谱平方为∣H（ω）∣2
 ，见（11-2-12）式．我们给定一控制点ωp
 和参数δ，使∣H（ωp
 ）∣2
 ≤δ2
 （其中δ2
 ＜1/2）．为了使这关系式成立，n应取多大？（ωp
 ＞1）

5．确定巴特沃斯低通数字递归滤波器的参数n．

给定低通频率参数f1
 之后，就可以确定巴特沃斯低通数字递归滤波器H（Z），它的频谱为[image: alt]
 给定控制点fp
 （fp
 ＞f1
 ）和参数δ，要求[image: alt]
 问n应取多大？

提示：找出与fp
 对应的ωp
 ，再由问题第4题的方法确定n．参看式（11-3-3）、（11-3-4）和（11-3-6）′．

6．已知模拟滤波器的频谱为

[image: alt]


（1）用双线性变换[image: alt]
 求递归滤波器Z变换H1
 （Z）；

（2）用脉冲不变转换法（设抽样间隔为∆）求递归滤波器Z变换H2
 （Z）；

（3）试比较H1
 （Z）与H2
 （Z）的不同点，比较两个滤波器振幅谱的不同点．

提示：参看（11-3-20）～（11-3-22）式．

7．设计巴特沃斯低通滤波器，它的3dB截止频率为1.5kHz，3kHz处的衰减为40dB．

8．设计一个数字低通滤波器，通带截止频率φp
 ＝0.375π，δp
 ＝0.01，阻带截止频率φs
 ＝0.5π，δs
 ＝0.01．用双线性变换设计巴特沃斯滤波器．

9．用双线性变换法设计一个一阶巴特沃斯低通滤波器，3dB截止频率φc
 ＝0.2π．
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附录A　切比雪夫递归滤波

在附录A，我们根据第11章讨论的设计原理，具体讨论如何用切比雪夫多项式来设计切比雪夫滤波器．为了使读者更好地了解切比雪夫多项式，我们先介绍一些准备知识．

1．复三角函数、复双曲函数和切比雪夫多项式

切比雪夫多项式有各种各样表示法，例如可用复三角函数或复双曲函数来表示，而且这种表示法在许多情况下对讨论问题比较方便．为此我们先介绍复三角函数和复双曲函数，然后再介绍切比雪夫多项式．

1.1　复三角函数

复三角函数定义为：

[image: alt]


当Z为实变数时，三角函数以2π为周期，这时sinZ，cosZ的模小于或等于1．

当Z为复变数时，复三角函数仍以2π为周期．但是，sinZ，cosZ的模可以大于1，如

[image: alt]


复三角函数有许多关系式，列举如下：

[image: alt]


1.2　复双曲函数

复双曲函数定义如下：

[image: alt]


复双曲函数和复三角函数有如下关系：

[image: alt]


或

[image: alt]


由于有上面关系，对于三角函数公式，相应的就有双曲函数公式，但形式有所区别．例如，相应于公式cos2
 Z＋sin2
 Z＝1，就有

ch2
 Z－sh2
 Z＝1．

1.3　切比雪夫多项式

在研究函数的逼近理论中，切比雪夫多项式起着重要作用．我们先给出它的定义，然后再介绍它的简单性质．

1）定义

我们把切比雪夫多项式记为Tn
 （x），其中n为自然数，x为实变量，x的变化范围为（-∞，+∞）．Tn
 （x）为x的n次多项式，有时我们称Tn
 （x）为n阶切比雪夫多项式．

为了以后应用方便，我们给出Tn
 （x）的三种等价定义．

（1）用二项式方式定义：

[image: alt]


把上面的二项式展开，含[image: alt]
 的项就消掉了，Tn
 （x）就表示为x的n次多项式．

（2）用实三角函数和实双曲函数定义：

[image: alt]


这个定义和第一个定义是等价的，我们以上面第一式来说明．

令[image: alt]


[image: alt]


这就是第一个定义．

（3）用复三角函数定义：

Tn
 （x）＝cos（narccosx），-∞＜x＜+∞．

上式中的三角函数必须为复三角函数，因此对实三角函数而言，当∣x∣＞1时，arccosx就没有意义了．

2）性质

现在我们介绍切比雪夫多项式Tn
 （x）的几个重要性质．

（1）Tn
 （x）最高次项xn
 的系数为2n－1
 ．

这因为[image: alt]
 通常也称[image: alt]
 为切比雪夫多项式．

（2）当n为偶数时，Tn
 （x）为偶函数，即Tn
 （x）＝Tn
 （-x）；当n为奇数时，Tn
 （x）为奇函数，即Tn
 （-x）＝-Tn
 （x）．

总之有

Tn
 （-x）＝（-1）n
 Tn
 （x）．

（3）Tn
 （x）的图形在区间［-1，1］上振动于-1与+1之间，在区间之外，图形很快地上升或下降．见图A-1．
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图A-1　T10
 （x）的图形

（4）切比雪夫多项式有递推公式

Tn＋1
 （x）＝2xTn
 （x）－Tn－1
 （x）．

这个公式是从三角公式

cos（n＋1）θ＋cos（n－1）θ＝2cosθcosnθ，

即从　　　cos（n＋1）θ＝2cosθcosnθ－cos（n－1）θ

得来的．

由于T0
 （x）＝1，T1
 （x）＝x，故可以推出以后所有的Tn
 （x）．下面我们列出几个：

[image: alt]


2．切比雪夫低通模拟滤波器

2.1　切比雪夫低通模拟滤波器

在（11-2-1）式中，我们取

[image: alt]


其中ε为一正常数，Tn
 （ω）为n阶切比雪夫多项式．按（11-2-1）式，我们得到

[image: alt]


如果低通模拟滤波器H（ω）满足关系式（A-2），我们就称H（ω）为切比雪夫低通模拟滤波器，或n阶切比雪夫低通模拟滤波器．

∣H（ω）∣2
 （见（A-2）式）的图形见图A-2．

[image: alt]


图A-2　∣H（ω）∣2
 （见（A-2）式）的图形

2.2　逆切比雪夫低通模拟滤波器

我们把（A-1）式进行翻转倒置，取

[image: alt]


其中ωs
 为截止频率参数，由（11-4-1）式我们得到

[image: alt]


∣H（ω）∣2
 的图形见图A-3，从图形中我们可以看出ωs
 的物理意义：它是控制低通滤波器截止带范围的．比较图A-2和图A-3，我们可以看出：∣H（ω）∣2
 （见（A-2）式）的曲线，在通过带（∣ω∣＜1）起伏变化，在这范围以外，曲线变化是单调平滑的；而∣H（ω）∣2
 （见（A-4）式）的曲线则相反，在截止带（∣ω∣≥ωs
 ）起伏变化，在这范围外曲线变化是单调平滑的．

如果低通模拟滤波器H（ω）满足关系式（A-4），我们就称H（ω）为逆切比雪夫低通模拟滤波器，或n阶逆切比雪夫低通模拟滤波器．

[image: alt]


图A-3　∣H（ω）∣2
 （见（A-4）式）的图形

有时，我们把切比雪夫低通滤波器（满足（A-2）式）称为切比雪夫Ⅰ型低通滤波器，把逆切比雪夫低通滤波器（满足（A-4）式）称为切比雪夫Ⅱ型低通滤波器．

2.3　切比雪夫低通模拟滤波器H（ω）的构造

由第十一章§2的H（ω）的构造方法知道，我们必须先求出（A-2）式分母的极点．

使（A-2）式分母为0，即1＋ε2
 cos2
 （narccosω）＝0，由此可得

[image: alt]


令

arccosω＝φ－iψ，

其中φ，ψ为实数．由（A-5）式得

[image: alt]


将等式两边的实部和虚部相比较，可得
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因此，（A-2）式的极点为

[image: alt]


[image: alt]


在上半平面的极点为βm
 ，m＝1，2，…，n．

由于φn－k＋1
 ＝π－φk
 ，所以cosφn－k＋1
 ＝-cosφk
 ，sinφn－k＋1
 ＝sinφk
 ．

根据（A-7）式便有

[image: alt]


我们指出，当n为奇数n＝2l＋1而取[image: alt]
 时，

[image: alt]


所以由（A-7）式直接可得

[image: alt]


我们由切比雪夫多项式的性质可以知道，1＋ε2
 cos2
 （n arccosω）的最高次项ω2n
 的系数为（ε2n－1
 ）2
 ．根据（11-2-4）式，我们可以构造切比雪夫低通模拟滤波器，其频谱为

[image: alt]


当n为偶数时，在上式中没有[image: alt]
 这一项．

（4）切比雪夫低通模拟滤波器H（ω）中参数ε和n的确定

从（A-2）式和（A-10）式我们知道，切比雪夫低通模拟滤波器H（ω）完全由参数ε和n确定．而在实际中，ε和n是由控制∣H（ω）∣2
 曲线的变化来确定的（见图A-4）．

从图A-4可以看出，在通过带（区间［0，1］）上曲线的波动起伏完全由ε控制，起伏范围为[image: alt]


为了控制过渡带或截止带的大小，我们用控制点ωp
 来控制，即要求

[image: alt]


图A-4　对∣H（ω）∣3
 （见（A-2）式）的控制

[image: alt]


其中要求δ满足

[image: alt]


当δ2
 ＝1/2时，我们称ωp
 为半值点．当δ2
 很小时，我们称ωp
 为截止点．

由（A-12）和（A-11）式可知

[image: alt]


这个不等式从图A-4上也可直接看出来．

如果已经给定ε，δ，ωp
 ，如何确定n呢？我们要从（A-11）中找出这些参数间的关系．

当ωp
 ＞1时，根据切比雪夫多项式的第二个定义，

Tn
 （ωp
 ）＝ch（n arcchωp
 ）．

由（A-11）式可得

[image: alt]


令

[image: alt]


则chqp
 ＝ωp
 ，由此可解出qp
 ，

[image: alt]


根据式（A-15），（A-16），由（A-14）式可得

[image: alt]


其中

[image: alt]


在（A-17）式中，右边不一定是整数，左边n在应用中要求为整数，因此，在实际中（A-17）式应改为

[image: alt]


其中u见（A-18）式．

公式（A-19）就是确定n的公式．

如果已知ε，n，δ，则根据（A-14）式可确定ωp
 ，

[image: alt]


其中u见（A-18）式．

如果已知ε，n，ωp
 ，则根据（A-11）式可确定δ，

[image: alt]


3．切比雪夫数字递归滤波器

现在我们根据第十一章§3的原理，从切比雪夫低通模拟滤波器H（ω）（见（A-10）式）出发，设计各种切比雪夫数字递归滤波器．

3.1　切比雪夫低通数字递归滤波器

设低通数字递归滤波器的低通范围为［-f1
 ，f1
 ］．

把变换[image: alt]
 （见式（11-3-6）′和（11-3-6））代入（A-10）式，就得数字低通滤波器．下面我们具体来计算．

[image: alt]


由于[image: alt]
 iβk
 ＝irk
 －σk
 （见式（A-7），（A-8）），上式分子为

[image: alt]


[image: alt]


其中

[image: alt]


当n为奇数时，[image: alt]
 （见（A-9）式），所以

[image: alt]


其中

[image: alt]


由上可知，数字低通滤波器为

[image: alt]


当n为偶数时，没有含[image: alt]
 的项．上式中的参数见式（A-22），（A-23），以及式（A-7）和（11-3-6）．

3.2　切比雪夫带通数字递归滤波器

设带通数字递归滤波器的频率参数为f1
 ，f2
 （f1
 ＜f2
 ），即带通范围为［-f2
 ，-f1
 ］和［f1
 ，f2
 ］．

把变换

[image: alt]


（见式（11-3-9）′，（11-3-9），（11-3-10））代入（A-10）式，就得到数字带通滤波器．

令

[image: alt]


则

[image: alt]


把[image: alt]
 作因式分解，

[image: alt]


由于[image: alt]
 故有

[image: alt]


①　设λ是多项式a0
 ＋a1
 s＋a2
 s2
 ＋…＋an
 sn
 的根，即a0
 ＋a1
 λ＋…＋an
 λn
 ＝0，则[image: alt]
 [image: alt]
 因此，[image: alt]
 是多项式[image: alt]
 的根，所以，当a0
 ＋a1
 s＋…＋an
 sn
 ＝an
 （s－s（1）
 ）（s－s（2）
 ）…（s－s（n）
 ）时，有

[image: alt]






所以

[image: alt]


于是，类似于低通滤波器的讨论，我们可以得到数字带通滤波器

[image: alt]


其中

[image: alt]


[image: alt]
 是[image: alt]
 的根．βk
 由（A-7）式确定，[image: alt]
 ψ由（A-6）式确定，A由（11-3-9）式确定，q2
 由（11-3-10）式确定．当n为偶数时，没有含[image: alt]
 的项．

3.3　切比雪夫高通数字递归滤波器

设高通频率参数为f1
 ，即数字滤波器的高通范围为

[image: alt]


把变换[image: alt]
 代入（A-10）式就可得高通数字滤波器

[image: alt]


其中

[image: alt]


σk
 ，rk
 由（A-7）式确定，[image: alt]
 ψ由（A-6）式确定，而

[image: alt]


当n为偶数时，没有含[image: alt]
 的项．

3.4　切比雪夫带阻数字递归滤波器

设带阻频率参数为f1
 ，f2
 （f1
 ＜f2
 ），即带阻范围为f1
 ≤∣f∣≤f2
 ．

把变换

[image: alt]


（见式（11-3-14）′）代入（A-10）式，就得到数字带阻滤波器．

令

[image: alt]


则

[image: alt]


其中[image: alt]
 为方程[image: alt]
 的两个根．

由于[image: alt]
 可以得到

[image: alt]


把[image: alt]
 代入上式，我们就可以得到数字带阻滤波器

[image: alt]


其中

[image: alt]


[image: alt]
 是[image: alt]
 的根．βk
 由（A-7）式确定，[image: alt]
 ψ由（A-6）式确定，A由（11-3-9）式确定，q2
 由（11-3-10）式确定．当n为偶数时，没有含[image: alt]
 的项．

最后我们指出，如果在切比雪夫低通模拟滤波器∣H（ω）∣2
 中给定控制点ωp
 （见图A-4），则在切比雪夫低通、高通、带通、带阻数字滤波器[image: alt]
 中，相应于ωp
 的控制点fp
 ，分别由参考文献［1］中的式（11-4-27）′，（11-4-29），（11-4-32），（11-4-36）确定．
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附录B　信号处理中的某些代数问题

信号处理的许多问题最后都归结到矩阵问题．奇异值分解已成为现代信号处理的一种重要的工具和方法．用奇异值分解方法可以深刻地了解解线性方程组的最小平方问题．我们将对奇异值分解及其与最小平方问题的关系，进行较深入详细的讨论．§1讨论豪斯霍尔德变换矩阵和矩阵的QR分解、正交分解．§2讨论矩阵的奇异值分解（SVD）．§3借助奇异值分解研究广义逆矩阵问题．§4到§6，讨论最小平方问题及有关的阻尼方法和奇异值分析．在最后一节，我们对矩阵的一些重要的基本概念、定义和性质，进行简明地介绍和分析．这些内容，对于研究信号处理也是必要的．

§1　豪斯霍尔德变换矩阵和矩阵的

QR分解、正交分解

为了更好地了解矩阵的奇异值分解，我们先讨论豪斯霍尔德变换矩阵和矩阵的QR分解、正交分解．

1．豪斯霍尔德变换矩阵

豪斯霍尔德变换矩阵是由一个向量构成的，它具有特殊的性质．

设u＝［u1
 ，…um
 ］T
 是m维非0向量，Im
 是m阶单位矩阵．令

[image: alt]


其中符号T表示矩阵或向量的转置，[image: alt]
 为一标量，而uuT
 为

[image: alt]


我们容易知道，Q＝QT
 ，而

[image: alt]


因此，Q是对称正交矩阵．

我们称形如（B-1-1）式的矩阵Q为豪斯霍尔德变换矩阵，简记为HTM．

豪斯霍尔德变换矩阵还有如下的性质：

（1）Qu＝-u．这是由于

[image: alt]


（2）若m维向量v与u正交，即uT
 v＝0，则Qv＝v．这是由于

[image: alt]


下面给出关于豪斯霍尔德变换矩阵重要应用的定理．

定理1　设v为m维非0向量．令

[image: alt]


则

[image: alt]


其中v1
 是v的第一个分量．

证明　由（B-1-2）式知

[image: alt]


因此

[image: alt]


所以

Qv＝Q（u－s‖v‖e1
 ）＝Qu－Qs‖v‖e1


＝-u＋v＝-s‖v‖e1
 ．

定理证毕．

2．矩阵的QR分解

对任何矩阵B，如果它在主对角线以下的元素皆为0，则称矩阵B为上三角矩阵；如果它在主对角线以上的元素为0，则称矩阵B为下三角矩阵．上三角矩阵和下三角矩阵皆称为三角矩阵．图B-1是上三角矩阵Bm×n
 的三种情况．

[image: alt]


图B-1　上三角矩阵的三种情况

下面给出一个矩阵分解的定理．

定理2　设A为m×n矩阵，则存在m×m正交矩阵Q，使AQ＝R是上三角矩阵．

证明　当A的第一列为非0向量时，按照定理1，可取一个m×m正交矩阵Q1
 ，使Q1
 A的第1列的第2个到第m个分量为0．当A的第一列为0向量时，可取Q1
 ＝Im
 ．同样，可选取（m－1）×（m－1）正交矩阵P2
 ，当它作用到Q1
 A的第2列的第2个到第m个分量上时，使第3个分量到第m个分量为0．取Q2
 为

[image: alt]


显然Q2
 是正交矩阵，且使Q2
 Q1
 A在主对角线以下前两列的元素为0．类似地作下去，一直得到Qk
 ，k＝min（m，n）．于是Q＝Qk
 Qk－1
 …Q1
 就是所要求的正交矩阵．证毕．

由定理2知

A＝QT
 R，

其中QT
 仍为正交矩阵．

把一个矩阵分解为一个正交矩阵与一个上三角矩阵的乘积，这种分解称QR分解．定理2不仅说明QR分解的存在，而且给出构造Q与R的方法．

3．矩阵的正交分解

我们在矩阵QR分解的基础上，进一步讨论矩阵的正交分解．

首先我们介绍一下置换矩阵．置换矩阵是一个方阵，它是对单位阵的列进行置换的结果，即把单位阵的各列进行重排的结果．由于单位阵的各列是相互正交的单位向量，所以置换矩阵是正交矩阵．例如，把n×n单位阵In
 的第i列与第j列（i＜j）互换，就得到一个置换矩阵

[image: alt]


用这个矩阵P去右乘一个矩阵A，就相当于把A的第i列与第j列互换．一般地，用置换矩阵右乘一个矩阵，使该矩阵的列进行重排；用置换矩阵左乘一个矩阵，使该矩阵的行进行重排．

设A为m×n矩阵，其秩为k（k≤min（m，n））．

我们取n×n置换矩阵P使AP的前k列向量是线性无关的．对矩阵AP应用定理2，即取m×m正交矩阵Q使QAP为上三角矩阵．我们可把QAP写为

[image: alt]


因为Q，P为正交矩阵，A的秩为k，Rk×k
 为上三角矩阵且秩为k，所以F必为零矩阵，否则QAP的秩就要大于k，而这是不可能的．于是（B-1-4）式可写为

[image: alt]


对n×k矩阵（Rk×k
 Tk×（n－k）
 ）T
 ，由定理2知，存在n×n正交矩阵w使W（Rk×k
 Tk×（n－k）
 ）T
 为上三角矩阵．由于k≤n，于是有

[image: alt]


即

[image: alt]


其中[image: alt]
 为上三角矩阵．

由（B-1-5）式和（B-1-6）式得

[image: alt]


令

H＝QT
 ，K＝PWT
 ，[image: alt]


则有

[image: alt]


由上可得下面的定理．

定理3　设A是m×n矩阵，秩为k，则存在m×m正交矩阵H和n×n正交矩阵K，使

[image: alt]


其中

[image: alt]


R11
 为k×k三角矩阵，秩为k．

现在给出矩阵正交分解的定义．m×n矩阵A的任何一个分解A＝HRKT
 ，其中H，K为正交矩阵，R形如（B-1-9）式，R11
 是秩为k的k×k矩阵，称为A的一个正交分解．定理3表明，矩阵的正交分解总是存在的，而且还可要求R11
 是三角矩阵．

§2　矩阵的奇异值分解

奇异值分解（SVD）已成为信号处理的一个有力工具．这节将讨论矩阵的奇异值分解及重要性质．

1．矩阵的奇异值分解

由§1定理3知，任何m×n矩阵A有正交分解

[image: alt]


其中

[image: alt]


R11
 为k×k矩阵，秩为k，H，K为正交矩阵．

现在我们要在此基础上做进一步分解．首先对满秩矩阵R11
 做分解．矩阵[image: alt]
 R11
 是对称的正定矩阵，因此由它的特征值和特征向量可得到分解

[image: alt]


其中V11
 为正交矩阵，D11
 为对角矩阵，对角线上元素为正的并要求为不减的．

设S11
 为对角矩阵，它对角线上的元素为D11
 的相应元素的正平方根．于是有

[image: alt]


对R11
 做分解

[image: alt]


其中[image: alt]
 由（B-2-3）式和（B-2-4）式知

[image: alt]


因此，U11
 为k×k正交矩阵．

由（B-2-5）和（B-2-2）式可知

[image: alt]


把（B-2-6）式代入（B-2-1）式得

[image: alt]


由（B-2-7）式不难得到下面的定理．

定理1　设A是秩为k的m×n矩阵，则存在m×m正交矩阵U，n×n正交矩阵V和m×n对角矩阵S使

[image: alt]


其中S的对角线上元素Sjj
 为非负，且S11
 ≥S22
 ≥…≥Skk
 ＞0，Sjj
 ＝0（j＞k）．

为了证明（B-2-8）式，我们只要在（B-2-7）式中令[image: alt]


就行了．

我们称分解式（B-2-8）为矩阵A的奇异值分解，称S的对角线上的元素为矩阵A的奇异值．

在矩阵的奇异值分解式（B-2-8）中，正交矩阵U，V和对角矩阵S都有具体意义．

由（B-2-8）式知

AT
 A＝VST
 UT
 USVT
 ＝VST
 SVT
 ，

也即

[image: alt]


由于S为对角矩阵，所以ST
 S也为对角矩阵．这样，（B-2-10）式说明了：V的列向量为矩阵AT
 A的特征向量，ST
 S中对角线上的元素为AT
 A的特征值．因此，S中对角线上元素的平方为AT
 A的特征值．

同理可知：U的列向量为矩阵AAT
 的特征向量，SST
 中对角线上的元素为AAT
 的特征值．

2．奇异值分解的最佳逼近性质

我们考虑下面的最佳逼近问题：给定一个m×n矩阵A，它的秩为k，和一个非负整数r＜k，求一个秩为r的m×n矩阵B，使

[image: alt]


其‖·‖E
 为矩阵的弗罗比纽斯模或欧几里得矩阵模

[image: alt]


为了求得问题（B-2-11）的解，我们先给出一个定理——奇异值摄动定理．

定理2　设A，B是m×n矩阵，A和B的奇异值分别为si
 和βi
 ，i＝1，2，…，l，l＝min（m，n）．则下面不等式成立

[image: alt]


这个定理的证明参看文献［1］，［2］．

下面的定理给出了最佳逼近问题的解．

定理3　设m×n矩阵A的奇异值分解为A＝USVT
 ，U，V为正交矩阵，奇异值为S1
 ≥…≥sk
 ＞0．则最佳逼近问题（B-2-11）的解为矩阵[image: alt]


[image: alt]


证明　设m×n矩阵B的奇异值为β1
 ≥…≥βr
 ＞0，βi
 ＝0，r＜i≤l＝min（m，n）．由定理2知

[image: alt]


对（B-2-14）式表示的[image: alt]
 其中

[image: alt]


有

[image: alt]


（参看本章问题第1题）．由（B-2-15）式和（B-2-16）式知

[image: alt]


定理证毕．

关于定理3的最早文献是［3］．

3．奇异值分解的展开式

在奇异值分解（B-2-8）式中，我们用uj
 表示矩阵U的第j个列向量，用vj
 表示V的第i个列向量．因此，U＝［u1
 　u2
 　…　um
 ］，V＝［v1　…　vn
 ］．将此代入（B-2-8）式得

[image: alt]


我们称（B-2-17）式为A的奇异值分解展开式．

类似地，秩为r（＜k）的最佳逼近矩阵[image: alt]
 （见（B-2-14）式）有展开式

[image: alt]


我们注意，[image: alt]
 是秩为1的简单m×n矩阵，需要存贮单元m＋n个．由（B-2-18）式知，按这种存贮法，[image: alt]
 需要存贮单元r×（m＋n）．A的存贮单元为m×n个．当r很小时，r×（m＋n）比m×n小得多．因此，用最佳逼近矩阵[image: alt]
 代替A，可以极大地节省存贮量．但是，更重要的是[image: alt]
 反映了A中重要的信息，这在二维数据处理中已获得重要应用．

§3　广义逆矩阵

广义逆矩阵的概念在近代文献中经常出现，现在我们介绍一种最常用的广义逆矩阵A+
 ，它和矩阵A的奇异值分解有密切关系．Moore于1920年首先提出这种广义逆矩阵，但当时并未引起重视．Penrose于1955年提出四个条件，更明确地给出这种广义逆矩阵的定义．有关广义逆矩阵的一般情况，参看文献［4］．

1．广义逆矩阵A+
 的定义

设A为m×n矩阵．如果n×m矩阵H满足庞路希条件：

[image: alt]


则称H是A的广义加号逆矩阵，简称广义逆，记为A+
 ．有时也称A+
 为穆尔—庞路希逆．

广义逆A+
 是否存在唯一？它的构造如何？下面加以讨论．

2．广义逆A+
 的存在性与唯一性，广义逆A+
 的奇异值分解

设A的奇异值分解为

[image: alt]


其中U，S，V的定义见（B-2-8）式和（B-2-9）式．

令

[image: alt]


其中S-1
 为n×m矩阵．

由（B-3-2）～（B-3-4）式，很容易验证Â+
 满足（B-3-1）中的四个关系式．以①为例：

[image: alt]


关于关系式②，③和④，请读者自行验证．以上说明，广义逆A+
 是存在的，[image: alt]
 就是一个．

现在证明广义逆是唯一的．

设H1
 和H2
 都是A的广义逆，即都满足（B-3-1）式．反复利用关系式（B-3-1）可得

[image: alt]


因此，H1
 ＝H2
 ．这说明广义逆A+
 是唯一的．

由（B-3-4）式，令

[image: alt]


（B-3-4）′被称为广义逆A+
 的奇异值分解．（B-3-4）表明，由矩阵A的奇异值分解可直接写出广义逆A+
 的奇异值分解．由于广义逆是唯一的，因而由U，V和S就直接构造出广义逆．利用广义逆的奇异值分解可容易地证明广义逆的性质．如

[image: alt]


即

（A+
 ）+
 ＝A，（AT
 ）+
 ＝（A+
 ）T
 ．

广义逆的其他一些性质见本章问题第3题．

3．广义逆A-
 和A（1，2）


我们再简单介绍两种广义逆，它们都是建立在庞路希条件之上的．

如果矩阵H满足庞路希条件①，则称矩阵H为广义减号逆，记为A-
 .

如果矩阵H满足庞路希条件①和②，则称H为A的自反广义逆，记为A（1，2）
 .

利用奇异值分解（B-3-2）式和（B-3-3）式，容易求出A-
 和A（1，2）


[image: alt]


其中G12
 ，G21
 ，G22
 为任意的矩阵．

（B-3-5）式和（B-3-6）式满足相应的庞路希条件，见本章问题第8题．

4．复矩阵A的广义逆A+


对复矩阵A，庞路希条件为

[image: alt]


其中A*
 表示A的共轭转置（见本章第七节）．

满足庞路希条件（B-3-7）的矩阵H称为A的广义加号逆，记为A+
 ．满足庞路希条件⑤的矩阵H称为A的广义减号逆，记为A-
 ．满足庞路希条件⑤和⑥的矩阵H称为A的自反广义逆A（1，2）
 .

对复矩阵A，它的奇异值分解为

[image: alt]


其中U，V为酉阵．类似（B-3-4）式有

[image: alt]


类似地，可表示出A-
 和A（1，2）
 ．实际上，在有关实矩阵的所有讨论中，只要把正交矩阵改为酉阵，把转置符号“T”改成共轭转置符号“*”，所有讨论就适合于复矩阵了．

§4　最小平方问题

在工程中要遇到大量最小平方问题．在这一节，我们将用矩阵的正交分解和广义逆给出最小平方问题的通解和最小长度解．

1．最小平方问题

最小平方问题：给定m×n矩阵A，其秩为k≤min（m，n），再给定一个实的m维向量b，求实n维向量x0
 使‖Ax－b‖2
 达最小值

min‖Ax－b‖2
 ．

我们用[image: alt]
 表示最小平方问题．我们先用矩阵的正交分解分析最小平方问题．

设A的正交分解为

[image: alt]


其中H为m×m正交矩阵，K为n×n正交矩阵，R为m×n矩阵，R11
 为满秩的k×k矩阵．

由[image: alt]
 知
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令

[image: alt]


上式中，y1
 和d1
 为k维向量，y2
 和d2
 为n－k维向量．

由（B-4-2）式和（B-4-4）式知
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由（B-4-1）式及（B-4-4）～（B-4-6）式知

[image: alt]


取

[image: alt]


由上两式得
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由（B-4-4）式及（B-4-7）～（B-4-9）式知，最小平方问题的全部解（或称通解）为

[image: alt]


其中y1
 由（B-4-8）式确定，y2
 是任意的．由（B-4-4）式知，当n－k＝0时，不出现y2
 ，即最小平方解是唯一的．

因为K是正交矩阵，所以从（B-4-10）式知

[image: alt]


这表明，在全部解（B-4-10）式中，长度最小的唯一解是

[image: alt]


我们把上面的结果写成下面的定理．

定理1　在使‖Ax－b‖2
 最小化的问题中

min‖Ax－b‖2
 ＝‖d2
 ‖2
 ，

最小平方问题的通解为

[image: alt]


长度最小的唯一的最小平方解为

[image: alt]


其中d2
 和y1
 的意义见（B-4-5）和（B-4-8）式，y2
 为任意的n－k维向量．当n＝k时，最小平方问题有唯一解．

现在我们用A的广义逆表示最小平方解．

令n×m矩阵R-1
 为

[image: alt]


由（B-4-8）和（B-4-5）式知
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关于等式A+
 ＝KR-1
 HT
 ，见本章问题第4题．

我们注意

[image: alt]


于是有

[image: alt]


记

[image: alt]


在上式中，我们只要取u使[image: alt]
 就行了．但是，对任意u，（B-4-15）式右端总可表示成左端的形式，即右端为一个n维向量，它的前k个分量为0．因此，我们取u为任意n维向量．

由（B-4-15）和（B-4-14）式得

[image: alt]


由（B-4-10）式、（B-4-13）式、（B-4-16）式和定理2得到下面的定理．

定理2　在min‖Ax－b‖2
 问题中，最小平方解的通解为
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长度最小的最小平方解为

[image: alt]


‖Ax－b‖2
 的最小值为

[image: alt]


当n＝k时，最小平方问题有唯一解．

关于这个定理，要说明的是：只要把x＝A+
 b代入‖Ax－b‖2
 就得到了（B-4-19）式．

现在我们来说明相容方程Ax＝b的问题．如果有x0
 使Ax0
 ＝b成立，则称Ax＝b为相容方程．因此，相容方程就是使min‖Ax－b‖＝0的方程．所以，相容方程的通解就是最小平方问题‖Ax－b‖2
 的通解，而通解已在定理1中给出．

2．线性约束下的最小平方问题

设A为m1
 ×n矩阵，秩为k，b为m1
 维向量，B为m2
 ×n矩阵，d为m2
 维向量．

线性约束下的最小平方问题是：在n维向量x满足

[image: alt]


的条件下，求x使得最小化

[image: alt]


设A的正交分解为A＝HRKT
 ，H为m1
 ×m1
 正交矩阵，K为n×n正交矩阵．

我们假设方程（B-4-20）是相容的．按照（B-4-10）式，它的通解为
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其中y1
 是k维向量，y2
 是n－k维向量．

把K做一分解

[image: alt]


由（B-4-13）式、（B-4-22）式和（B-4-23）式得

[image: alt]


其中y2
 是任意的．线性约束下的最小平方问题就是要求出y2
 使（B-4-21）式达最小．把（B-4-24）式代入（B-4-21）式
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由定理2知，上式长度最小的最小平方解为
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将上式代入（B-4-24）式得
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由（B-4-10）′式知，（B-4-27）式即为线性约束下最小平方问题（见（B-4-20）和（B-4-21）式）的长度最小的最小平方解．

3．加权最小平方问题

设A＝［aij
 ］是m×n矩阵，b＝（b1
 ，…，bm
 ）T
 是m维向量，ωi
 ≥0（1≤i≤m）是权系数．加权最小平方问题是求x＝（x1
 ，…，xn
 ）T
 使得最小化
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注意，Q可以写为
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令m×m矩阵W为
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则（B-4-29）式又可写为
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这样，加权最小平方问题就转化为一般的最小平方问题．

设W为任一m×m矩阵．（B-4-30）式的长度最小的最小平方解为
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上式即为要求的加权最小平方解．

§5　阻尼方法

现在我们讨论解最小平方问题的阻尼方法，它是获得稳定的最小平方解的一个重要方法．这一节，我们用矩阵奇异值分解给出阻尼方法解的结构并分析它的性质．

在最小平方滤波中所用的白噪化方法就是阻尼方法．现在我们对最小平方问题中的阻尼方法进行较细致地讨论．

设A为m×n矩阵，秩为k，b为m维向量．最小平方问题是求n维向量x使‖Ax－b‖2
 达最小．对x求‖Ax－b‖2
 的微商得
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上式称为最小平方正则方程．它可以通过对向量x的微商得到，具体求微商的方法见本章§7．

AT
 A的性能可能不好（即条件数大，见下面两节），因此，为了更好地解方程（B-5-1），我们把方程（B-5-1）修改为
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其中λ2
 为阻尼因子，I为n×n单位矩阵．我们把方程（B-5-2）的解记为xλ
 ．

我们利用A的奇异值分解给出（B-5-2）式的解．由本章的§2知，A的奇异值分解为
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于是
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这样，（B-5-2）式变为
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由上式得
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因此

[image: alt]


由本章§4定理1知，方程（B-5-1）的最小长度解为

[image: alt]


记
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由（B-5-5）式和（B-5-7）式知
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阻尼最小平方方程（B-5-2）可以由下面的最小平方问题得到
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由于

[image: alt]


对x求微商就得到方程（B-5-2）．

由上面的讨论可得到下面的定理．

定理1　设最小平方问题（B-5-1）式的最小长度解为x0
 （见（B-5-6）），阻尼最小平方问题（B-5-2）式的解为xλ
 ．则xλ
 由（B-5-5）式确定，‖xλ
 ‖2
 和‖Axλ
 －b‖2
 分别由（B-5-8）式，（B-5-9）式确定，而且
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证明　只须证明（B-5-12）和（B-5-13）式．由（B-5-5）和（B-5-6）式直接可得（B-5-12）式．现在证明（B-5-13）式．假设有某个y使

‖y‖≤‖xλ
 ‖　且　‖Ay－b‖＜‖Axλ
 －b‖，

于是‖Ay－b‖2
 ＋λ2
 ‖y‖2
 ＜‖Axλ
 －b‖2
 ＋λ2
 ‖xλ
 ‖2
 ．但是，这与xλ
 是（B-5-11）式的最小平方解相矛盾．证毕．

（B-5-12）式表明，当阻尼因子λ2
 →0时，阻尼方程（B-5-2）的解趋向正则方程（B-5-1）的最小长度解．

（B-5-13）式在实际上解决了模约束条件下最小平方问题的解．考虑模约束最小平方问题
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其中μ＞0．

由（B-5-8）式知，‖xλ
 ‖2
 是λ∈［0，+∞）的单调下降连续函数．由（B-5-13）式可得到（B-5-14）式的解：

当μ≥‖x0
 ‖2
 时，解为x0
 ；

当μ＜‖x0
 ‖2
 时，解为xλ
 ，其中λ由下面方程确定：

‖xλ
 ‖2
 ＝μ，

上面方程的解λ存在且唯一．

类似（B-5-10）式，我们考虑更一般的阻尼最小平方问题

[image: alt]


其中G为n×n矩阵，detG≠0，c为n维向量．

尽管（B-5-15）式比（B-5-10）式更一般，但它仍然可转化成（B-5-10）式的形式．

令
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则
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于是（B-5-15）式变为
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其中
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先解（B-5-17）式得到y，再将y代入（B-5-16）式，就得到（B-5-15）式的解x．

§6　奇异值分析

奇异值分析是围绕着解线性方程组的最小平方问题进行的．奇异值分析包括矩阵的广义条件数、奇异值的摄动分析、广义逆的摄动分析、最小平方解的摄动分析、解最小平方问题的奇异值截除方法等等．由于本章§2的定理2已给出奇异值的摄动分析，这里就不再讨论了．

1．矩阵的广义条件数

设A为m×n矩阵．我们考虑矩阵的从属模（参见本章§7）．在n维向量x的模‖x‖确定以后，我们定义A的模为
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在本章里，向量的模都取为‖x‖2
 ＝（[image: alt]
 ＋…＋xn
 ）1/2
 ．这时，（B-6-1）式定义的模‖A‖也称为矩阵A的谱模．

对于方阵An×n
 ，矩阵的条件数定义为

cond（A）＝‖A-1
 ‖·‖A‖

（参见本章§7）．对任意m×n矩阵A，我们用广义逆A+
 代替上式中的A-1
 ，定义矩阵A的广义条件数为
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定理1　设A为m×n矩阵，秩为k，s1
 为A的最大奇异值，sk
 为A的最小非0奇异值．则
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证明　先证明‖A‖＝s1
 ．设A的奇异值分解为
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向量x的模‖x‖＝1．令y＝VT
 x．由于V为正交矩阵，所以‖y‖＝1．在以上记号基础上，我们有

[image: alt]


另一方面，若取ŷ＝（1，0，…，0）T
 ，即取[image: alt]
 ＝Vŷ，则由上式可得
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因此可得‖A‖＝s1
 ．由（B-3-4）′式，同理可证明‖A+
 ‖＝1/sk
 ．再由（B-6-2）式即得（B-6-3）式．证毕．

由定理1容易得到矩阵广义条件数的性质：
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2）对任何非0常数a有
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在以后的讨论中我们将会看到，矩阵的广义条件数对最小平方解的稳定性非常重要，广义条件数越小，解的稳定性就越好．

最后我们指出：由于（A+
 ）+
 ＝A，为区别通常的矩阵条件数，我们可把矩阵A的广义条件数记为cond（A+
 ）．

2．广义逆的摄动分析

一般说来，广义逆的摄动分析是非常复杂的．我们举一个例子．

例　设A为原始矩阵，δA为一小扰动，扰动后的矩阵为A＋δA．A和δA分别为
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于是，A和A＋δA的广义逆分别为

[image: alt]


应该说，当ε→0时，扰动δA也趋向0．但是，‖A+
 ‖＝1，而当ε→0（ε≠0）时‖（A＋δA）+
 ‖→∞．这说明：矩阵的小小摄动，会引起广义逆的巨大变化．

上例也说明，只有在一定条件下才能分析广义逆摄动的上界．

定理2　设A和δA为m×n矩阵，δA+
 ＝（A＋δA）+
 －A+
 ．假设

‖δA‖·‖A+
 ‖＜1，rank（A＋δA）≤rank（A）．

则rank（A＋δA）＝rank（A），且
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其中

[image: alt]
 当rank（A）＜min（m，n）时；

[image: alt]
 当rank（A）＝min（m，n）＜max（m，n）；

c＝1，当rank（A）＝m＝n．

关于定理的证明，请参看文献［2］第41～48页．

3．最小平方解的摄动分析

设A为m×n矩阵，b为m维向量，x为n维向量．考虑下面的线性方程
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由本章§4知，上面方程的最小长度解为
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由这个公式知，当b有摄动时要引起解x的摄动，当A有摄动时也要引起解的摄动．下面按这两种情况进行解的摄动分析．

3.1　当b有摄动时解的摄动分析

设b经摄动后变为b＋δb．按（B-6-9）式，解x也要摄动为x＋δx，即
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由（B-6-9）式和（B-6-10）式知解的变化量δx为

[image: alt]


令
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由于‖AA+
 ‖＝1（见本章问题第7题），所以

‖b1
 ‖≤‖b‖，‖δb1
 ‖≤‖δb‖．

由（B-6-12）式和（B-6-9）′式得b1
 ＝Ax，所以
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由广义逆性质A+
 ＝A+
 AA+
 （见（B-3-1）式②）和（B-6-11）式、（B-6-12）式知δx＝A+
 AA+
 δb＝A+
 （AA+
 δb）＝A+
 δb1
 ，因而
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由（B-6-13）式和（B-6-14）式直接得到

[image: alt]


我们把上面结果写成下面的定理．

定理3　设x＝A+
 b，δx＝A+
 δb，则
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其中b1
 和δb1
 由（B-6-12）式确定．

如果Ax＝b是相容方程，由本章§4知，x＝A+
 b满足Ax＝b，于是有
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由δx＝A+
 δb直接得到

[image: alt]


由（B-6-17）式和（B-6-18）式得到下面的定理．

定理4　设Ax＝b为相容方程．令x＝A+
 b，δx＝A+
 δb，则
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定理3和定理4给出了解的相对误差‖δx‖/‖x‖的一个上界，这个上界依赖于矩阵A的广义条件数cond（A+
 ）的大小．广义条件数cond（A+
 ）越小，解的相对误差的变化范围就越小，反之就越大．因此，广义条件数cond（A+
 ）刻画了解x＝A+
 b的稳定程度．

3.2　当矩阵A有摄动时解的摄动分析

在本节第2部分，我们已经指出：矩阵A有微小摄动，都可能引起广义逆的巨大变化．因此，只能在一定条件下给出解的相对误差上界．

定理5　设x＝A+
 b，x＋δx＝（A＋δA）+
 b．假定‖δA‖·‖A+
 ‖＜1，rank（A＋δA）≤rank（A），则
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其中b1
 ＝AA+
 b，c已在定理2中确定．

证明　令δA+
 ＝（A＋δA）+
 －A+
 ．由假设知

δx＝δA+
 b，

于是有
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由x＝A+
 b和b1
 ＝AA+
 b知Ax＝b1
 ，于是有
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因此
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由上式和定理2立即得（B-6-20）式．证毕．

4．奇异值截除方法

在A的奇异值分解（B-5-3）式中，奇异值满足
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最小平方问题[image: alt]
 的最小长度解为x0
 ＝A+
 b（见（B-5-6）式）．在（B-5-8）式和（B-5-9）式中令λ＝0，得到
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现在我们来研究奇异值sl
 （1≤l≤k）对解的影响．如果我们在解x0
 （见（B-5-6）式）中把1/sl
 这项换为0，则得
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于是有
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其中d＝UT
 b．

比较（B-6-28）式和（B-6-25）式可知，在x0
 中去掉1/sl
 这一项（即换为0）之后，平方误差增加了[image: alt]


从计算角度考虑，当sl
 很小时，计算1/sl
 就会产生较大误差；而舍弃sl
 时，平方误差就比最小平方误差增加[image: alt]
 综合两者，当sl
 和dl
 皆很小时，就可以舍弃奇异值sl
 而得到近似的最小平方解x0
 （sl
 ），见（B-6-26）式．

一般地，我们取奇异值截尾解[image: alt]
 为
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此时有
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当我们取近似解[image: alt]
 时，要分析（B-6-31）中[image: alt]
 的大小．

在实际问题中，奇异值sj
 和相应的dj
 都有一定的意义．因此，在取奇异值截尾解[image: alt]
 时不要只考虑奇异值sj
 的大小，也必须考虑误差项[image: alt]
 的大小．

5．奇异值阻尼方法

我们在本附录§5讨论了阻尼方法，在本节第4部分讨论了奇异值截除方法．现在我们提出一种奇异值阻尼方法，它具有灵活的优点，而以前讨论的阻尼方法和奇异值截除方法仅是它的特例．

令
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其中λj
 可取+∞．由上知
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令
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我们称[image: alt]
 为奇异值阻尼解．

由（B-6-34）式，（B-5-7）式和（B-5-3）式知
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[image: alt]


由（B-6-33）式知，当λj
 取0或∞时，就得到奇异值截除方法的解，当取λj
 在（0，+∞）中时，就得到类似阻尼方法的解．此方法的特点是，阻尼因子λj
 随着j不同而不同，它根据sj
 和dj
 的大小来确定．比如说，对s1
 总可取λ1
 ＝0，对sk
 ，可取λk
 满足0＜λk
 ≤∞．

§7　矩阵的模、条件数和分解，矩阵的微商

在这一节将介绍矩阵的基本概念、定义和性质，这对于我们了解和使用矩阵这一数学工具是很有用的．有关内容可参看文献［1］～［10］．

1．矩阵的概念和秩

1.1　矩阵的概念

矩阵A＝（aij
 ）m×n
 是由m行和n列元素组成的矩形阵列
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其中aij
 为第i行、第j列的元素．aij
 可以是复数，也可以是实数．

矩阵A的维数是m×n．当m＝n时，A是一方阵，n称为方阵A的阶，A的对角元素是aii
 （i＝1，2，…，n）．当n＝1时，A是一个列矩阵或列向量．当m＝1时，A是一个行矩阵或行向量．当A的所有元素aij
 ＝0时，A为0矩阵．A的子矩阵是指从A中去掉若干行和若干列后所剩下的矩阵．

用āij
 表示aij
 的复共轭．

A的转置是[image: alt]
 其中[image: alt]
 1≤i≤n，1≤j≤m．

A的共轭是[image: alt]


A的共轭转置是[image: alt]
 显然有（AB）*
 ＝B*
 A*
 ．

1.2　矩阵的秩（rank）

一个矩阵A的秩是行列式不为0的最大方子矩阵的阶数，记为rank（A）．rank（A）也等于A中独立列向量的个数或独立行向量的个数．由秩的定义直接可得

[image: alt]


对矩阵的和有下面不等式：

[image: alt]


对矩阵的积有弗罗比纽斯不等式：

[image: alt]


由弗罗比纽斯不等式可导出西尔威斯特不等式：

rank（A）＋rank（B）－n≤rank（AB）

[image: alt]


其中n是A的列数．

一个方阵An×n
 的秩rank（A）＝n，或者说，它的行列式det（A）≠0，则称A为非奇异的．否则称为奇异的．

一个矩阵与一非奇异方阵相乘，其秩不改变．

2．方阵的定义、迹、特征值和逆矩阵

2.1　方阵的定义

设A是n阶方阵（aij
 ）n×n
 ．

如果A＝AT
 ，则称A为对称的．

如果A＝-AT
 ，则称A为斜对称的．

如果A＝A*
 ，则称A为厄米特．

如果A＝-A*
 ，则称A为斜厄米特．

如果当i≠j时aij
 ＝0，此时记A＝diag｛a11
 ，a22
 ，…，ann
 ｝，则称A为对角的．

如果A是对角阵且aii
 ＝1，1≤i≤n，则称A为单位阵．单位阵记为In
 ．

如果当i＞j时aij
 ＝0，则称A为上三角阵．如果A是上三角阵且aii
 ＝1，1≤i≤n，则称A为单位上三角阵．

如果j＞i时aij
 ＝0，则称A为下三角阵．如果A是下三角阵且aii＝1，1≤i≤n，则称A为单位下三角阵．

如果AA*
 ＝A*
 A＝In
 ，则称A为酉阵．

如果A是实矩阵且为酉阵，即AAT
 ＝AT
 A＝In
 ，则称A为正交阵．

如果A2
 ＝A，则称A为幂等矩阵．

如果A是厄米特阵并且是幂等矩阵，则称A为投影矩阵．

如果A是厄米特阵，且对任何非0n
 维向量x有xT
 Ax＞0，则称A是正定的，记为A＞0．

如果A是厄米特阵，且对任何x≠0有xT
 Ax≥0，则称A是非负定的，记为A≥0．

我们注意，A为实矩阵时，对称性和厄米特性是等价的．

有关矩阵的性质见本章问题第9题．

2.2　方阵的迹

方阵A的迹是所有对角线元素之和，记为trA，即[image: alt]


设B＝（bij
 ）n×k
 ，C＝（cij
 ）k×n
 ，则D＝（dij
 ）＝BC为n×n矩阵，E＝（eij
 ）＝CB为k×k矩阵．显然有

[image: alt]


由此得

[image: alt]


上式为迹的基本性质．

2.3　方阵的特征值

设A为n阶方阵，I为n阶单位阵．称λI－A为A的特征矩阵，det（λI－A）为A的特征多项式．

若n维向量x≠0满足Ax＝λx，则称λ为A的一个特征值，x为对应λ的特征向量．

A的特征值是特征多项式的n个根．A的所有特征值之积等于detA，所有特征值之和等于trA．所以，A为非奇异，等价于所有特征值都不为0．

如果A是厄米特矩阵，则A的特征值是实的，而且A有n个相互垂直的特征向量（两个向量x1
 和x2
 垂直是指[image: alt]
 ）．

2.4　逆矩阵和伴随矩阵

一个非奇异方阵A＝（aij
 ）有唯一的逆A-1
 ＝（αij
 ）使A-1
 A＝AA-1
 ＝I，其中

[image: alt]


Aij
 为A去掉第i行、第j列后的子矩阵．

称矩阵[image: alt]


[image: alt]


为A的伴随矩阵．我们有

[image: alt]


设A和B为n阶非奇异方阵，则

[image: alt]


3．向量和矩阵的模

模相当于距离与长度，它要满足一定条件．而满足这些条件的模，又可取不同的形式．我们先介绍向量的模，然后是方阵的模，最后以从属模来定义一般矩阵的模．

3.1　向量的模

向量x的模‖x‖是一个非负实数，满足以下条件：

（1）正性：‖x‖＞0，当x≠0时；‖0‖＝0；

（2）正齐次性：对任何常数β有

‖βx‖＝‖β‖·‖x‖；

（3）三角不等式：‖x＋y‖≤‖x‖＋‖y‖

满足以上条件的向量模，通常有以下几种：

（1）赫尔德模或lp
 模：[image: alt]


（2）欧几里得模，即‖x‖2
 ＝（x*
 x）l/2
 ；

（3）l1
 模，即[image: alt]


（4）l∞
 模，即[image: alt]


关于l∞
 模，我们作一说明．显然有

[image: alt]


我们注意，当p→∞时，n1/p
 →1．因此

[image: alt]


3.2　方阵的模

方阵A＝（aij
 ）n×n
 的模‖A‖满足以下条件：

（1）‖A‖＞0，A≠0矩阵，‖0‖＝0；

（2）‖βA‖＝│β│·‖A‖，对任何常数β；

（3）‖A＋B‖≤‖A‖＋‖B‖；

（4）‖AB‖≤‖A‖·‖B‖．

通常有以下几种矩阵模：

（1）赫尔德模或lp
 模[image: alt]


（2）欧几里得模，即

[image: alt]


（3）最大值模[image: alt]


（4）扩充模[image: alt]


对扩充模的说明．扩充模是由向量模扩充而来．x是一个向量，Ax也是一个向量．从以上讨论知，向量模有不同取法，我们用‖·‖α
 和‖·‖β
 表示两种向量模，它们可以相同也可以不相同．由这两种向量模就可得到上述矩阵的扩充模‖A‖α,β
 ．

3.3　从属模

对任意m×n矩阵A，我们定义从属模‖A‖α
 为

[image: alt]


其中‖·‖α
 为某种向量模．从属模是扩充模的特殊情形．

取不同的向量模，可得到不同矩阵的从属模．常用的有如下几种：

（1）取向量模为欧几里得模，即‖x‖2
 ，则

[image: alt]


其中s1
 为A的最大奇异值，或A*
 A的最大特征值的正平方根．因此，‖A‖2
 也称为矩阵的谱模．

（2）取向量模为l1
 模，即‖x‖1
 ，则

[image: alt]


（3）取向量模为l∞
 模，即‖x‖∞
 ，则

[image: alt]


由从属模的定义可知

[image: alt]


这是一个很重要的性质，称为相容性质．

对一般的矩阵模‖A‖和向量模（不一定是从属关系），如果

‖Ax‖≤‖A‖·‖x‖，

对任何A和x成立，则称矩阵模‖A‖同向量模‖x‖是相容的．

从属模具有方阵模的四条性质．

4．矩阵的条件数

这里讨论方阵的条件数，对一般矩阵，见本章§6矩阵的广义条件数．

4.1　条件数的定义

方阵A的条件数cond（A）定义为

[image: alt]


其中A-1
 为A的逆矩阵．如果A为奇异的，即detA＝0，则令

cond（A）＝+∞．

4.2　线性方程组的摄动分析

考虑线性方程组

Ax＝b，

当A有摄动δA，b有摄动δb时，则解x有摄动δx

（A＋δA）（x＋δx）＝b＋δb，

由上两式得

δx＝-A-1
 δAδx－A-1
 δAx＋A-1
 δb．

假设矩阵的模同向量的模是相容的，则

[image: alt]


将上式合并‖δx‖项，并除以‖x‖，注意‖b‖＝‖Ax‖≤‖A‖·‖x‖，得

[image: alt]


上面由矩阵A的条件数给出了方程解的相对误差的上界．对方程组Ax＝b而言，如果b或A有微小变化则引起解x的很大变化，我们称该方程组是病态的．因此，可认为条件数cond（A）是对该方程组病态程度的一种衡量．条件数大，方程组就呈现病态，条件数小，方程组就呈现良态，即解比较稳定．

5．矩阵的分解

把一个矩阵分解成几个特殊矩阵的乘积，对于了解矩阵的性质和解线性方程组都是十分重要的．

5.1　方阵的LR分解

当A＝（aij
 ）n×n
 的从1阶到n阶的主子式（即det（aij
 ）k×k
 ，k＝1，…，n）皆不为0时，A有唯一的LR分解

A＝LR，

其中，L为单位下三角阵，R为上三角阵，

[image: alt]


L和R的元素可直接从A算出．

对i＝1，2，…，n，计算

[image: alt]


其中规定[image: alt]


从LR分解，可派生出：

LDR分解A＝LDR，其中L为单位下三角阵，D为对角阵，R为单位上三角阵；

Cront分解A＝LR，其中L为下三角阵，R为单位上三角阵．

5.2　正定阵的乔里斯基（平方根）分解和LDLT
 分解

设A为正定阵．为讨论简单计，假设A是实矩阵．

乔里斯基（平方根）分解A＝LLT
 ，其中L为下三角阵．容易直接得到L中元素计算公式

对i＝1，2，…，n，计算

[image: alt]


从上面公式看出，为计算lii
 ，需要开方．为避开开方，我们讨论下面的分解．

LDLT
 分解A＝LDLT
 ，其中L为单位下三角阵，D为对角阵．容易得到D和L中元素的计算公式．

对i＝1，2，…，n，计算

[image: alt]


上式中gik
 的意义是gik
 ＝lik
 dk
 ．

5.3　实对称阵的谱分解（或特征值分解）

谱分解A＝Q[image: alt]
 QT
 ，其中Q为正交阵，[image: alt]
 为对角阵diag｛λ1
 ，…，λn
 ｝．λi
 为A的特征值，Q的第i列为对应λi
 的特征向量．

5.4　m×n矩阵的分解

QR分解A＝QR，其中Q为正交阵，R为上三角阵（见图B-1）．

正交分解A＝HRKT
 ，其中H，K为正交矩阵，R形如（B-1-9）式．

SVD分解（奇异值分解）A＝USVT
 ，其中U，V为正交矩阵，S为对角阵，见（B-2-8）式．

5.5　豪斯霍尔德变换矩阵和吉文斯变换矩阵

为了把一个矩阵变换为一个三角阵，或者为把一个矩阵进行QR分解，豪斯霍尔德于1958年提出了豪斯霍尔德变换矩阵，吉文斯于1954年提出了吉文斯变换矩阵．这两个矩阵都是由一个向量构造出来的．

豪斯霍尔德变换矩阵．设u＝［u1
 　…　um
 ］T
 为m维非0向量，则豪斯霍尔德变换矩阵为

[image: alt]


豪斯霍尔德变换矩阵的性质见本章§1．

吉文斯变换矩阵．设u＝（u1
 ，…，um
 ）T
 ，考虑uk
 和ul
 两个元素，其中l＞k，设s＝（[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ）1/2
 ≠0．则吉文斯变换矩阵为Glk
 ＝（gij
 ）m×m
 ，其中

[image: alt]


写成矩阵形式为

[image: alt]


容易验证Glk
 具有以下性质：

Glk
 是正交矩阵：

Glk
 u＝（u1
 ，…，uk－1
 ，s，uk＋1
 ，…，ul－1
 ，0，ul＋1
 ，…，um
 ）l
 ，

由向量Glk
 u再构造一个吉文斯变换Gl＋1，k
 ，则Gl＋1，k
 （Glk
 u）的第l，l＋1个元素皆为0．依此做下去，则Gmk
 （Gm－1，k
 …（Glk
 u）…）的第l，l＋1，…，m个元素皆为0．利用这个性质，通过Givens变换矩阵可以把一个矩阵化为三角阵．

6．施瓦兹矩阵不等式和两个逆矩阵公式

6.1　施瓦兹矩阵不等式

设A和B是两个m×n矩阵，m≥n，B的秩为n，则

[image: alt]


其中等号当且仅当对任意β存在α，使

[image: alt]


时才成立．

证明　对任意n维向量α和β有

[image: alt]


由于BT
 B是满秩的，所以对任意β，取

[image: alt]


将上式代入（B-7-24）式并展开，得

[image: alt]


这表明（B-7-22）式成立．

现在证明（B-7-22）中等式成立的条件．若等式成立，则对任意向量β使（B-7-26）等式成立，按（B-7-25）式令α，则（B-7-26）式的左端等于（B-7-24）式的左端，因等于0，所以（B-7-23）式成立．反之，若（B-7-23）式成立，则（B-7-25）式成立，而且（B-7-24）式等号成立．将（B-7-25）式代入（B-7-24）式，得（B-7-26）等式成立．由于β是任意的，所以（B-7-22）等式成立．证毕．

6.2　一个逆矩阵公式

设A，B，C和D为方阵，A，C，A＋BCD和C-1
 ＋DA-1
 B为非奇异的，则

[image: alt]


证明　用矩阵乘法直接验证．

[image: alt]


证毕．

6.3　分块矩阵求逆公式

设W为n×n非奇异矩阵，它可表示为分块矩阵

[image: alt]


其中A是n1
 ×n1
 非奇异矩阵，D为n2
 ×n2
 矩阵．

设E＝D－CA-1
 B为非奇异矩阵．则

[image: alt]


用矩阵乘法可直接验证这个求逆公式．

7．矩阵的微商

所有关于矩阵微商的定义都建立在一个矩阵对一个标量微商的定义之上．这里仅讨论这种情况．设A和B是n×m矩阵，C是m×k矩阵，β是标量．A＝（aij
 ）n×m
 对β的偏微商定义为

[image: alt]


由定义易知

[image: alt]


设A为方阵，且有逆矩阵A-1
 ．由AA-1
 ＝I知

[image: alt]


现在讨论对向量的微商．

设x＝［x1
 　…　xn
 ］T
 ，其中T表示转置，Q为一标量，Q对x的微商定义为

[image: alt]


现在举一个例子．

设Q＝xT
 Ax，A是n×n矩阵，求[image: alt]


先计算对标量xk
 的微商．

[image: alt]


其中

[image: alt]


另外，我们注意，xT
 Aek
 是一个标量，所以

[image: alt]


因此

[image: alt]


其中I为n×n单位矩阵．若A＝AT
 ，则有

[image: alt]


问　题

1．矩阵的模：

一个m×n矩阵A＝（aij
 ）的谱模被定义为

‖A‖＝max｛‖Av‖∶‖v‖＝1｝，

矩阵A的弗罗比纽斯模或欧几里得矩阵模为

[image: alt]


设A的奇异值为s1
 ≥s2
 ≥…≥sl
 ，l＝min（m，n）．证明：

（1）‖A‖＝max｛si
 ｝＝s1
 ；

（2）[image: alt]


提示：利用A的奇异值分解式，并注意‖Av‖2
 ＝（Av）T
 Av，[image: alt]
 [image: alt]
 其中tr表示迹．对m×m方阵C＝（cij
 ），[image: alt]
 迹有性质：trAB＝trBA．

2．广义逆的存在性：

设矩阵A的奇异值分解为A＝USVT
 ．令[image: alt]
 参见（B-3-2）～（B-3-3）式．证明：[image: alt]
 满足（B-3-1）式，即

[image: alt]


3．广义逆A+
 的性质：

设A为m×n矩阵．证明：

（1）（A+
 ）+
 ＝A，（AT
 ）+
 ＝（A+
 ）T
 ；

（2）A+
 ＝（AT
 A）+
 AT
 ＝AT
 （AAT
 ）+
 ；

（3）（AT
 A）+
 ＝A+
 （A+
 ）T
 ；

（4）AA+
 ≥0，A+
 A≥0；

（5）若P为m×k矩阵，Q为k×n矩阵，rank（A）＝rank（P）＝rank（Q）＝k，A＝PQ，则A+
 ＝Q+
 P+
 ；

（6）若方阵A满足det（A）≠0，则A+
 ＝A-1
 ．

4．设R为m×n矩阵，秩为k≤min（m，n），

[image: alt]


其中R11
 为k×k矩阵，rank（R11
 ）＝k．令n×m矩阵R-1
 为

[image: alt]


证明：（1）R+
 ＝R-1
 ；

（2）设H为m×m正交矩阵，K为n×n正交矩阵，则

（HRKT
 ）+
 ＝KR+
 HT
 ＝KR-1
 HT
 ．

说明：这题表明由矩阵的QR分解、正交分解都可给出广义逆．

提示：利用R11
 和R的奇异值分解．

5．设Γ为n×n正交矩阵，A为

[image: alt]


令

[image: alt]


则

[image: alt]


提示：直接验证A+
 满足关系式（B-3-1）．

6．证明矩阵的广义条件数具有性质（B-6-5）、（B-6-6）和（B-6-7）．

7．证明：‖AA+
 ‖＝1，cond（AA+
 ）＝1．

提示：利用A的奇异值分解式写出AA+
 的分解式．

8．证明：A-
 （见（B-3-5）式）满足庞路希条件①；A（1，2）
 （见（B-3-6）式）满足庞路希条件①和②．

9．关于方阵的一些性质．

（1）设A和B是下三角阵，证明：AB也是下三角阵；

（2）设A和B是上三角阵，证明：AB也是上三角阵；

（3）设A是厄米特阵，它可表示为R1
 ＋iR2
 ，其中R1
 和R2
 为实矩阵．证明：R1
 是对称阵，R2
 是斜对称阵；

（4）证明：如果A是厄米特阵，则iA是斜厄米特阵．如果A是斜厄米特阵，则iA是厄米特阵．

注意：利用有关定义（见附录B中§7）．

10．设分块矩阵W由（B-7-28）式确定．证明W的逆矩阵为（B-7-29）式．

11．证明逆矩阵微商公式（B-7-32）．
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问题解答

第一章问题解答

1．解　当f＝0时，s（t）＝Asinφ．取[image: alt]
 当f＝0时，[image: alt]
 [image: alt]
 图形如下所示：

[image: alt]


2．解　将[image: alt]
 表示为：[image: alt]
 则

[image: alt]


将x（t）表示成傅氏级数为

[image: alt]


当n为奇数时，cn
 ＝0；当n为偶数时，[image: alt]


综合以上有

[image: alt]


3．解　我们有

[image: alt]


因此　　[image: alt]


4．解　我们有

[image: alt]


因此　　[image: alt]


5．解　T＝2π，[image: alt]
 按公式有

[image: alt]


x（t）的傅氏级数为

[image: alt]


[image: alt]


6．解　x（t）为奇函数，T＝2π，[image: alt]


[image: alt]


x（t）的傅氏级数为　　[image: alt]


7．证明

[image: alt]


由上式得　[image: alt]


8．解　　[image: alt]


9．解　　[image: alt]


10．（1）证明　设ax1
 （t）＋bx2
 （t）的频谱为X（f），则有

[image: alt]


这说明ax1
 （t）＋bx2
 （t）的频谱为aX1
 （f）＋bX2
 （f）．证毕．

（2）解　图中信号是方波和三角波的线性组合．设方波为

[image: alt]


它的频谱为　　[image: alt]
 设三角波为

[image: alt]


它的频谱为　　[image: alt]


由（1）知，图中信号s（t）＝as1
 （t）＋（b－a）s2
 （t）的频谱为

[image: alt]


11．解　设信号x（t）的频谱为X（f），则我们有以下频移定理：

s（t）＝x（t）cos2πf0
 t的频谱为[image: alt]


s（t）＝x（t）sin2πf0
 t的频谱为[image: alt]


（1）半余弦波s（t）可以看做

[image: alt]


其中x（t）是方波

[image: alt]


则由频移定理知，s（t）的频谱S（f）为

[image: alt]


其中X（f）是x（t）的频谱，[image: alt]
 从而

[image: alt]


（2）单边指数波为

[image: alt]


由频移定理可得

[image: alt]


（3）钟形波为[image: alt]
 按频移定理，s（t）的频谱为

[image: alt]


12．解　我们有

[image: alt]


[image: alt]


（1）证明　对（b）式两边求n次导数，得知[image: alt]
 的频谱为（2πif）n
 X（f）．

（2）证明　对（a）式两边求n次导数，得知[image: alt]
 对应的信号为

（-2πit）n
 x（t）．

（3）令[image: alt]


由（2）知t2
 s（t）的频谱为[image: alt]
 即x（t）的频谱为

[image: alt]


而s（t）的频谱为[image: alt]
 所以有

[image: alt]


（4）由（1）直接可得

[image: alt]


第二章问题解答

1．解　分n＞0，n＝0，n＜0三种情况代入x（n）的表达式中，可得x（n）＝1．

2．解　分n＝0，n＞0和n＜0三种情况，得

[image: alt]


3．解　（1）设x（n）以N为周期．由于正弦信号以2kπ为周期，所以由x（n＋N）＝x（n）可得

0.4π（n＋N）＝0.4πn＋2kπ，0.4πN＝2kπ，　N＝5k．

取k＝1，x（n）以5为周期．

（2）设x（n）以N为周期．由于余弦信号以2kπ为周期，所以由x（n＋N）＝x（n）可得

0.3（n＋N）＋0.5＝0.3n＋0.5＋2kπ，0.3N＝2kπ，[image: alt]


由于上面的得数是无理数，所以x（n）不是周期函数．

（3）设sin（nπ/7）的周期为N1
 ，则有

（n＋N1
 ）π/7＝nπ/7＋2kπ，N1
 π/7＝2kπ，N1
 ＝14k．

取k＝1，N1
 ＝14．

设cos（nπ/15）的周期为N2
 ，则有

（n＋N2
 ）π/15＝nπ/15＋2kπ，N2
 π/15＝2kπ，N2
 ＝30k．

取k＝1，N2
 ＝30．

N1
 ＝14和N2
 ＝30的最大公约数gcd（N1
 ，N2
 ）＝2，由（2-1-8）式知，x（n）的周期为

[image: alt]


4．解　x（n）的偶信号xe
 （n）为

[image: alt]


x（n）的奇信号xo
 （n）为

[image: alt]


5．解　由（2-1-17）和（2-1-18）知，共轭对称信号xe
 （n）为

[image: alt]


xo
 （n）＝x（n）．

这表明，x（n）为共轭反对称信号．

6．解　由[image: alt]
 知，当∆分别取1ms，2ms，4ms，8ms时，信号截止频率fc
 应分别在500Hz，250Hz，125Hz，62.5Hz以内．

7．解　X（f）对应的信号为[image: alt]
 当[image: alt]
 时，

[image: alt]


8．解　[image: alt]
 按图2-5的做法，便可得图2-8（b）．

9．解　由（2-4-6）知[image: alt]
 因此

[image: alt]


当X（f）＝e-α│f│
 时

[image: alt]


请注意，当∆→0时，上式也趋于0，这表明，当∆很小时，误差也可以很小．

10．答　对以抽样间隔∆抽样得到的信号x（n∆）而言，原连续信号中大于[image: alt]
 的频率成分，称为假频．这些假频成分在抽样过程中会混叠在频段[image: alt]
 之中，致使离散信号x（n∆）不能反映连续信号x（t）的特征．

抽样中一定要防止假频的出现．在正式抽样前，要用不同的抽样间隔试验，分析出原始连续信号的频带范围，并确定正式的抽样间隔∆．在正式抽样前，对原始信号作低通滤波，以去掉大于[image: alt]
 的频率成分，防止假频的出现．

11．解　（1）由于

[image: alt]


其中δ≤∆/2．当n≠m时，区间｛t∶│t－n∆│＜δ｝与｛t∶│t－m∆│＜δ｝不重合，即（n∆－δ，n∆＋δ）∩（m∆－δ，m∆＋δ）＝∅，因此

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


第三章问题解答

1．证明　设输入信号为x1
 （t）和x2
 （t），相应输出信号分别为y1
 （t）和y2
 （t）．先证线性：我们有

[image: alt]


再证时不变．我们有

[image: alt]


2．证明　令[image: alt]
 s（t）的频谱S（f）为

[image: alt]


从而　　　　X（f）·S（f）＝X（f）（由于f1
 ≥fc
 ）

由卷积与频谱的关系知

x（t）*s（t）＝x（t），即[image: alt]


3．证明　我们已知

[image: alt]
 的频谱为：[image: alt]


[image: alt]
 的频谱为：[image: alt]


[image: alt]
 的频谱为：[image: alt]


显然有S1
 （f）·S2
 （f）＝S3
 （f）　（f1
 ＞0，f2
 ＞0，f3
 ＝min｛f1
 ，f2
 ｝）．由卷积和频谱的关系知

s1
 （t）*s2
 （t）＝s3
 （t），

即

[image: alt]


4．解　由3题知

[image: alt]


即

[image: alt]


　对gn
 （t）有

[image: alt]


5．解　y（t）的频谱为

[image: alt]


按（2-4-6）式，y（n∆）的频谱Y∆
 （f）为

[image: alt]


6．解　我们注意到，当n＜0时，x（n）＝h（n）＝0．由这个性质可得到

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


综上所述，得到以下结论：

当α＝β时，[image: alt]


当a≠β时，[image: alt]


7．解　我们注意到，当n＜0时x（n）＝0．另外，我们还注意到，由于rxx
 （-n）＝x（-n）*x（n）＝rxx
 （n），自相关信号rxx
 （n）是对称信号，我们只要知道rxx
 （n）在n≥0或n≤0时的值就行了．

我们用直接计算卷积和Z变换两种方法求解．

首先用直接计算卷积的方法求解．

[image: alt]


当n≤0时，-n＋m≥m≥0，所以此时有

[image: alt]


由rxx
 （n）的对称性知[image: alt]


再用Z变换方法求解．x（n）的Z变换为

[image: alt]


x（-n）的Z变换为[image: alt]
 的Z变换为

[image: alt]


[image: alt]


由于信号的频谱存在，Z变换的展开必须要在单位圆上即Z＝e-iω
 上展开，因此有

[image: alt]


于是，相应于Rxx
 （Z）的rxx
 （n）为[image: alt]


8．解　设ω0
 ＝kπ，k为整数，则cosnω0
 的平均功率为

[image: alt]


设ω≠kπ，

[image: alt]


其中

[image: alt]


同样有　　[image: alt]


我们注意到，由于ω0
 ≠kπ，2ω0
 ≠2kπ，所以cos2ω0
 ≠1．

由上可知，当ω0
 ≠kπ时，平均功率为

[image: alt]


9．解　令[image: alt]
 x（t）的频谱为

[image: alt]


由能量等式知

[image: alt]


10．解　由延迟与滤波的关系知，x（n－k）前的系数就是滤波因子h（k）．

（1）由y（n）和x（n）的关系式直接得到

[image: alt]


（2）由y（n）和x（n）的关系式直接得到

[image: alt]


用Z变换方法，也可求出滤波器的Z变换H（Z）＝Y（Z）/X（Z），然后由H（Z）求出滤波因子h（n）．

11．解　信号x（n）的频谱展式中e-i2πn∆f
 前的系数就是x（n），同样，信号x（n）的Z变换展式中Zn
 前的系数也是x（n）．

[image: alt]


相应的信号为

[image: alt]


[image: alt]


12．解　离散信号与Z变换函数并不一一对应，而与Z变换函数的某个解析区域一一对应．

Z变换[image: alt]
 有两个解析区域：[image: alt]
 和[image: alt]


当[image: alt]
 时，

[image: alt]


当[image: alt]
 时，

[image: alt]


13．解　（1）[image: alt]
 解析区域为│Z│＜1．因此，在│Z│＜1时，

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


级数[image: alt]
 的收敛域为[image: alt]
 的收敛性为│aZ-1
 │＜1，即要求[image: alt]
 也即要求│a│2
 ＜1．在此条件下，Z变换为

[image: alt]


14．证明　（1）用频谱X（f）表示x（t）：

[image: alt]


x（t）y（t）的频谱为

[image: alt]


（2）用频谱X（ω）表示序列x（n）：

[image: alt]


g（n）＝x（n）y（n）的频谱G（ω）为

[image: alt]


15．解　令[image: alt]
 x（t）的频谱为

[image: alt]


按第14题（1）的结论，x2
 （t）的频谱为

[image: alt]


第四章问题解答

1．解　由题设知，x（n）和y（n）的Z变换分别为

X（Z）＝1－3Z，Y（Z）＝1，

因此系统的Z变换为

[image: alt]


当系统为物理可实现系统时，H（Z）可表示为

[image: alt]


这表明H（Z）的解析区域为包含零点的圆[image: alt]
 这时按等比级数展开式有

[image: alt]


因此有　　　h（n）＝3n
 u（n）．

当系统为稳定系统时，H（Z）的解析区域为包含单位圆周的区域[image: alt]
 按照等比级数展开式有

[image: alt]


因此有　　　h（n）＝-3n
 u（-n－1）．

2．解　（1）当│x（n）│≤M时，│y（n）│≤M3
 ．因此，该系统是稳定的．

（2）由于│y（n）│≤1，系统是稳定的．

（3）由于当x（n）＝0时，│y（n）│＝│ln│x（n）││＝+∞，该系统是不稳定的．

（4）由一元微积分可知

ln（1＋│x（n）│）≤│x（n）│，

其中ln以e为底．因此，当│x（n）│≤M时，│y（n）│≤M，所以该系统是稳定的．

3．解　（1）输入x（n）和-x（n）都对应同一个输出y（n），因此该系统是不可逆的．

（2）因为lny（n）＝x（n），输出y（n）可以唯一地恢复输入x（n），所以该系统是可逆的．

（3）因为输入x（n）和x（n）＋3都对应同一个输出，所以该系统是不可逆的．

（4）因为x（n）＝y（n）－y（n－1），这表明输入x（n）可唯一被输出y（n）恢复出来，所以该系统是可逆的．

4．证明　（1）设系统T的输入x1
 （n）和x2
 （n）的输出分别为

y1
 （n）＝Tx1
 （n），y2
 （n）＝Tx2
 （n）．

由于T是线性时不变的，所以

[image: alt]


其中a，b为常数，m为整数．由于T是可逆的，T-1
 为T的逆系统，因此有

[image: alt]


这表明，T-1
 是线性时不变系统．

（2）设T的输入为x（n）＝δ（n），输出为

y（n）＝Tx（n）＝h（n）*x（n）＝h（n）*δ（n）＝h（n）．

对T-1
 有

T-1
 y（n）＝x（n），

也即有　　　[image: alt]
 （n）*y（n）＝[image: alt]
 （n）*h（n）＝δ（n）．

5．解　（1）[image: alt]


上式的Z变换关系为

Y（Z）＝H1
 （Z）X（Z）－H1
 （Z）H2
 （Z）X（Z），

由此得到滤波器的Z变换

[image: alt]


（2）[image: alt]


上式的Z变换关系为

Y（Z）＝H1
 （Z）X（Z）－H1
 （Z）H2
 （Z）Y（Z），

由此得到滤波器的Z变换

[image: alt]


6．解　相应的Z变换关系为

[image: alt]


因此系统的Z变换为

[image: alt]


由于系统是稳定的，故H（Z）的解析域包含单位圆周，将H（Z）在单位圆上展开有

[image: alt]


相应的时间响应函数为

[image: alt]


7．解　由于系统是稳定的，将H（Z）在单位圆上展开得

[image: alt]


因此系统的时间响应函数为

[image: alt]


8．解　由于系统是稳定的，将H（Z）在单位圆上展开得

[image: alt]


因此，系统的时间函数为

[image: alt]


9．解　x（n）和y（n）的Z变换关系为

[image: alt]


因此，系统的Z变换为

[image: alt]


在第7题中，令[image: alt]
 β＝2，则系统的时间响应函数为

[image: alt]


10．解　相应的Z变换关系为

2Y（Z）－5ZY（Z）＋2Z2
 Y（Z）＝3X（Z）－3ZX（Z），

因此系统的Z变换为

[image: alt]


按照第9题，[image: alt]
 所对应的时间响应函数为

[image: alt]


[image: alt]
 所对应的时间响应函数h2
 （n）为

[image: alt]


因此，整个系统的时间响应函数h（n）为

[image: alt]


11．解　差分方程为

y（n）－0.9y（n－1）＝x（n）＝0.5，n≥0．

由于y（-1）＝0，当n≤-2时y（n）的值以及当n＜0时x（n）的值与差分方程无关，因此我们可设n＜0时y（n）＝0，x（n）＝0．这表明x（n）和y（n）是物理可实现的，因此，x（n）和y（n）的单边Z变换和Z变换是相同的．由差分方程得到Z变换

[image: alt]


由此得

[image: alt]


12．解　设y（n）的单边Z变换为[image: alt]
 于是有

[image: alt]


由差分方程得

[image: alt]


因此　　　y（n）＝5－4·0.9n＋1
 ，n≥0．

13．解　设y（n）的单边Z变换为[image: alt]
 因此有

[image: alt]


由差分方程可得

[image: alt]


[image: alt]


因此　　　y（n）＝2.5625×（0.5）n
 －1.4775×（0.3）n
 ，n≥0．

14．解　设y（n）的单边Z变换为[image: alt]
 用Y（Z）可表示[image: alt]
 和[image: alt]
 （见上题）．

由差分方程可得

Y（Z）＝0.25（y（-2）＋y（-1）Z＋Z2
 Y（Z））＋X（Z）．

把已知条件代入，得

[image: alt]


因此　　[image: alt]


15．解　设y（n）的单边Z变换为Y（Z）．对差分方程的每一边求单边Z变

换得

[image: alt]


由y（-2）＝0.25，y（-1）＝0.75，以及[image: alt]
 得到

[image: alt]


通过简化，得到

[image: alt]


我们注意到，1－Z＋Z2
 ＝0的根为[image: alt]
 因此

[image: alt]


最后得　　[image: alt]


第五章问题解答

1．（1）解　我们已知三角波及其频谱（见第一章表1.1），按照频谱的对称性质（见第一章表1.2），我们知道Gλ
 （f）相应的信号

[image: alt]


（2）证明　用频域公式（5-1-7）来证明．

设φ（t）为试验函数，它的频谱为Φ（f）．由（5-1-7）式，计算

[image: alt]


按（5-1-7）式，要证明的等式成立．证毕．

注释　上面的证明，依赖下面的式子

[image: alt]


从直观上看，上式是成立的．严格地说，上式是要证明的．为节省篇幅，我们不再给出证明了．

2．解　按定义或变换来做．

[image: alt]


（2）按公式（5-2-2），

[image: alt]


（3）用变换

[image: alt]


（4）按公式（5-2-1），

[image: alt]


3．解　下面的函数在有限区间处皆为0，因此可用公式（5-3-13）来做．为节省篇幅，我们就不像图5-4那样绘图了．

（1）由图1-4（a）知

s′（t）＝δ（t＋δ）－δ（t－δ）．

对上式两边取频谱则有

i2πfS（f）＝ei2πfδ
 －e-i2πfδ
 ,

[image: alt]


（2）由图1-5（a）知

[image: alt]


[image: alt]


对上式两边取频谱，有

[image: alt]


（3）由g（t）表达式知

[image: alt]


g″（t）＝δ（t）－δ（t－1）－δ（1）
 （t－1）．

相应的频谱为

（i2πf）2
 G（f）＝1－e-i2πf
 －i2πfe-i2πf
 ，

[image: alt]


第六章问题解答

1．证明　设x（t）的频谱为X（f），[image: alt]
 为x（t）的希尔伯特变换，[image: alt]
 的频谱为[image: alt]
 由（6-1-15）知

[image: alt]
 其中　[image: alt]


由于x（t）为实连续信号，由共轭性质（见表1.2）知

[image: alt]
 　│X（-f）│＝│X（f）│．

（1）由能量等式（3-3-4）知

[image: alt]


由于[image: alt]
 所以x（t）与[image: alt]
 的能量相等．

（2）按照（3-3-2）式，用频谱表示积分

[image: alt]


由于H（f）是奇函数，│X（f）│2
 为偶函数，所以上式为0．

（3）我们计算[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


若x（t）为偶函数，则

[image: alt]


若x（t）为奇函数，则

[image: alt]


这题也可用频域来做．

设x（t）的频谱为X（f），则x（-t）的频谱为

[image: alt]


因为信号与频谱是一一对应的，所以

x（-t）＝x（t）的充分必要条件是X（-f）＝X（f）；

x（-t）＝-x（t）的充分必要条件是X（-f）＝-X（f）．

当x（-t）＝x（t）时，X（-f）＝X（f）．[image: alt]
 的频谱为[image: alt]
 于是有[image: alt]
 这表明[image: alt]


当x（-t）＝-x（t）时，X（-f）＝-X（f）．此时[image: alt]
 [image: alt]
 这表明x（-t）＝x（t）．证毕．

2．证明　设解析信号q1
 （t）和q2
 （t）的频谱分别为Q1
 （f）和Q2
 （f）．易知，q2
 （-t）的频谱为Q2
 （-f），[image: alt]
 的频谱为

[image: alt]


（1）[image: alt]
 的频谱为[image: alt]
 由Q1
 （f）和Q2
 （f）具有单边性可知，Y（f）＝0，因而y（t）＝0．

（2）y（t）＝q1
 （t）*q2
 （-t）的频谱为Y（f）＝Q1
 （f）Q2
 （-f），由Q1
 （f）和Q2
 （f）的单边性知，Y（f）＝0，因而y（t）＝0．

（3）[image: alt]
 的频谱为[image: alt]
 由Q1
 （f）和Q2
 （f）的单边性知，Y（f）＝0，因而y（t）＝0．

3．证明　h（n∆）的频谱为H∆（f）（见（6-3-13））．

（1）令y（n∆）＝h（n∆）*h（n∆）．y（n∆）的频谱为

Y∆（f）＝H∆（f）H∆（f）．

按（6-3-13），

[image: alt]


我们有

[image: alt]


（2）按能量等式（3-4-5），再由（6-3-13）和（6-3-15）知，

[image: alt]


在上式中，取m＝k＋1，则得到要求的等式．证毕．

4．解　设x（n）为物理可实现信号，其频谱为X（e-iω
 ）．令

[image: alt]


由（6-4-15）和（6-4-16）知

[image: alt]


由于

x（0）＝α（0）＋iβ（0）

由α（0）和β（0）两个数确定，因此，由上三式知，仅由α（n）或仅由β（n）不能确定x（n），而通解上面x（n）的两个表达式已给出，通解中的参数由x（0）给出．

5．解　Imx（0）＝0，即β（0）＝0，也即x（0）＝α（0）．由（6-4-15）知

x（n）＝2u（n）α（n）－α（0）δ（n）．

这表明，由α（n）完全确定x（n）．由（6-4-16）知

x（n）＝2iu（n）β（n）＋α（0）δ（n），

这就是由β（n）确定x（n）的通解，参数为α（0）．

6．解

[image: alt]


所对应的信号为

[image: alt]


按（6-4-16）知

[image: alt]


其中实数α（0）为通解的参数．

7．解

[image: alt]


对应的信号为

[image: alt]


按公式（6-4-16）知

[image: alt]


其中实数α（0）为通解的参数．

8．证明

[image: alt]


9．解　（1）比较（6-4-24）式两边的实部，得

[image: alt]


（2）比较（6-4-24）式两边的虚部，得

[image: alt]


（3）xn
 ＝1的频谱为

[image: alt]


[image: alt]


（4）xn
 ＝cosω0
 n的频谱

[image: alt]


（5）用上题相同的方法，可得xn
 ＝sinω0
 n的频谱

X（e-iω
 ）＝-iπ［δ（ω－ω0
 ）－δ（ω＋ω0
 ）］．

10．解　（1）由（6-4-10）式知，h（n）的频谱为

[image: alt]


（2）由上题知，h（n）的频谱为[image: alt]
 设频谱ReX（e-iω
 ）对应的信号为α（n），ImX（e-iω
 ）对应的信号为β（n）（见（6-4-3））．由于信号的乘积对应于频谱的褶积（见第三章问题14），由（6-4-11）直接得到（6-4-25）式和（6-4-26）式．

11．解　仿照本章§2的例1来做．

（1）不妨假定ω0
 ＞0．由第9题（4）知，xn
 ＝cosω0
 n的频谱为X（e-iω
 ）＝πδ（ω－ω0
 ）＋πδ（ω＋ω0
 ）．经希尔伯特变换后的频谱为

[image: alt]


xn
 的希尔伯特变换为

[image: alt]


[image: alt]


（2）根据希尔伯特的变换公式（参见（6-3-22）），sinω0
 n的希尔伯特变换为-cosω0
 n．

第七章问题解答

1．证明　将（7-2）式代入（7-1）式的右边得

[image: alt]


这表明（7-1）式成立．同理可证明由（7-1）式可推出（7-2）式．

2．证明　要证明（7-4）式，关键是求出（7-3）式中的cn
 ．在（7-3）式中，令[image: alt]
 [image: alt]
 │m│≤N－1，得到（7-2）式．因此有（7-1）式．把（7-1）式代入（7-3）式，得

[image: alt]


这样定理就证毕了．

下面解释一下上述的求和过程．设

[image: alt]


3．解　将xn
 表示成反变换形式（见（7-1-10）式），然后根据由有限离散信号xn
 和有限离散频率Xm
 表达式的唯一性确定Xm
 ．

[image: alt]


对照（7-1-10）或（7-1-14）式，得

[image: alt]


4．解　X1
 （m）和X2
 （m）分别为

[image: alt]


[image: alt]


当m为偶数时，1＋e-imπ
 ＝2；当m为奇数时，1＋e-imπ
 ＝0．因此

[image: alt]


5．解　（1）x（n）的4点信号表示为

x（n）＝（x（0），x（1），x（2），x（3））＝（1，0，2，1）．

x（n）的4点离散傅氏变换为

[image: alt]


（2）把y（k）展成（7-1-13）的形式，然后由展式的唯一性求出y（n）．

[image: alt]


由于

[image: alt]


所以

[image: alt]


由展式的唯一性知

y（n）＝（y（0），y（1），y（2），y（3））＝（5，4，5，2），

或者表示为

y（n）＝5δ（n）＋4δ（n－1）＋5δ（n－2）＋2δ（n－3）．

6．解　（1）

[image: alt]


（2）按照有限离散频谱定理中的（7-1-20）式，xN
 （n）为

[image: alt]


7．解　（1）Zn
 ＝xn
 *yn
 ＝（Z0
 ，Z1
 ，Z2
 ，Z3
 ，Z4
 ），

[image: alt]


Zn
 ＝（1，3，4，3，1）．

（2）按图7-4方式计算得

[image: alt]


（3）按图7-4方式计算得

[image: alt]


此时[image: alt]


8．证明　[image: alt]


在上式中令m＝0，即得到（7-6）．

9．证明　[image: alt]


10．证明　令yn
 ＝[image: alt]
 n，由（7-6），（7-7）直接得（7-8）．

11．解　由于信号的有限离散频谱比较简单，因此我们用先求频谱后求相应的循环褶积或循环相关．

[image: alt]


因此x（n）的离散频谱X（m）为

[image: alt]


相应的频谱为

[image: alt]


（1）由于

[image: alt]


它对应的信号为（见（7-1-14）式或（7-3-4）式）

[image: alt]


（2）由于

[image: alt]


相应的信号为循环相关

[image: alt]


12．证明　此题解法类似上题．

[image: alt]


x（n）的离散频谱X（m）为（参见（7-1-14）式）

[image: alt]


y（n）的离散频谱Y（m）为

[image: alt]


Y（m）＝0，0≤m≤N－1，当[image: alt]
 时．

关于两个信号相乘之和的计算，可利用（7-6）式．

[image: alt]


（当[image: alt]
 时，X（l）只在k1
 和N－k1
 两点不为零）

[image: alt]


当[image: alt]
 时，

[image: alt]


13．解　（1）最小记录长度Tmin
 为

Tmin
 ＝N∆＞1/fδ
 ＝1（s）．

（2）抽样间隔∆应满足

[image: alt]


（2）抽样点数N应满足：[image: alt]


14．解　按有限离散频谱定理，见（7-1-20）式，有

[image: alt]


15．证明

[image: alt]


上式用到[image: alt]


17．关于4点FFT程序的说明

我们用矩阵形式说明4点FFT算法，以这种简明方式加深对FFT的理解．

设4点信号为x（n）＝（x（0），x（1），x（2），x（3）），它的有限离散傅氏变换为（见（7-2-3）式）

[image: alt]


可用矩阵形式表示上式

[image: alt]


由W4
 的周期性知

[image: alt]


上面的矩阵方程可写为

[image: alt]


利用对称性得到

[image: alt]


上面的计算分成两步，第一步计算

[image: alt]


第二步计算

[image: alt]


在上述算法中，只需2次复数乘法，已大大提高了计算速度．实际上，上述算法只是频域分解FFT算法的特例，在（7-2-10）和（7-2-11）公式中，只要以N＝4，就得到上述算法．

19．证明　先对cosλ证明．令

g（λ）＝cosλ，φ（β）＝2cosβ，

由和差化积公式得

[image: alt]


这表明cosλ满足（7-5-28）式，是广义中值函数．同样方法可以证明sinλ，cosλ也是广义中值函数．由

eiλ
 ＝cosλ＋isinλ

知eiλ
 也是广义中值函数．证毕．

20．证明　由等比数列求和公式知

[image: alt]


两边取实部或虚部，就得到本问题的另两个公式．证毕．

第八章问题解答

1．证明　我们只证明（8-2），原因见该题提示．

（2）作变量λ的二次函数

[image: alt]


由u′（λ）＝0计算出u（λ）的最小值点λ0
 ，再计算出u（λ）的最小值u（λ0
 ）．由

[image: alt]


得　　　[image: alt]


这里假定了[image: alt]
 若等于0，则有an
 ＝0，可写为an
 ＝kbn
 ＝0·bn
 ＝0，（8-2）式成立且取等于0．因此，在这里可假定大于0．

具体计算u(λ0
 ）得

[image: alt]


由（8-5）式知，u（λ0
 ）≥0，于是得到（8-2）式．如果（8-2）式等号成立，则表示u（λ0
 ）＝0，由（8-5）知，此时有an
 λ0
 ＋bn
 ＝0，这就说明了（8-2）式中等号成立的条件．

2．证明　对（8-6）式求偏微商得

[image: alt]


即

[image: alt]


由上解得

[image: alt]


将上面α与β代入Q，整理后得

[image: alt]


此即（8-9）式．证毕．

3．解　直接计算得

[image: alt]


4．证明　由于yn
 ＝gn
 *xn
 ，因此

[image: alt]


证毕．

5．证明　按照本章§2定理1，只要证明rn
 的频谱R（f）≥0就行了．由（8-12）式知rn
 是偶函数，再由（8-11），可得

[image: alt]


[image: alt]


上式和号中每一项都大于等于0，所以R（f）≥0．由自相关函数的判别定理知rn
 为自相关函数．证毕．

6．解　（1）按（8-1-12）式有[image: alt]
 得

[image: alt]


（2）取N＝4．按（8-3-10）和（8-3-11）两式，或参见图8-3，得

[image: alt]


（3）循环相关的长度N＝4，xn
 的长度M＝2，yn
 的长度L＝3．当0≤n≤N－L＝4－3＝1时，有

[image: alt]


这说明循环相关定理中的（8-3-14）式是对的．

按照（8-3-14）′，

[image: alt]


7．证明　在本章问题1的公式（8-1）中，取N1
 ＝1，N2
 ＝M，bn
 ＝1，就得到本问题的证明．

第九章问题解答

1．证明　设b1
 （n），b2
 （n）为物理可实现信号．

[image: alt]


当τ＜0时，b1
 （τ）＝0，因此上式可写为

[image: alt]


在上式求和中，当n＜0时，n－τ＜0，因而b2
 （n－τ）＝0，因此有

b1
 （n）*b2
 （n）＝0，n＜0．

当n≥0时，当n－τ＜0，即τ＞n时b2
 （n－τ）＝0，因此有

[image: alt]


于是，（9-1-4）式成立．证毕．

2．解　按照本章§1的定理3，要求分母多项式在单位圆内及单位圆上皆无根．

（1）2－3Z＋Z2
 ＝0，根为Z1
 ＝1，Z2
 ＝3．由│Z1
 │＝1，故不是．

（2）[image: alt]
 根为Z＝2，由│Z│＞1，故是．

（3）[image: alt]
 根为Z1
 ＝2，[image: alt]
 由│Z2
 │＜1，故不是．

（4）[image: alt]
 根为Z1
 ＝2，Z2
 ＝3，由│Z1
 │＞1，│Z2
 │＞1，故是．

3．证明（1）[image: alt]


（2）设λj
 为A（Z）的根，在a0
 ≠0时，说明λj
 ≠0，在aN
 ≠0时，说明A（Z）的根有N个λj
 （1≤j≤N）．由上题知

[image: alt]


这表明B（Z）的根为[image: alt]
 证毕．

4．解　（1）设

[image: alt]


我们考虑

[image: alt]


从而

[image: alt]


（2）X（Z）和Y（Z）的分母多项式为

1＋a2
 Z2
 －2acosbZ＝（1－aeib
 Z）（1－ae-ib
 Z），

易知它的根为[image: alt]
 显然有[image: alt]


X（Z）分子的根Z＝0，因此xn
 不是最小相位信号．Y（Z）分子的根为Z＝1/acosb，它的模│Z│＞1，因此，Y（Z）分子分母的根都在单位圆外，yn
 是最小相位信号．

5．证明　（1）按照本章§3定理1（见（9-3-24）式），H1
 （Z）和H2
 （Z）皆为最小相位信号Z变换，它们表示为

[image: alt]


于是有

[image: alt]


这个表达式本身表明（见（9-3-24）式）H1
 （Z）H2
 （Z）为最小相位信号Z变换．

（2）H1
 （Z）＝Z－2.5的根Z＝2.5，│Z│＞1，因此H1
 （Z）为最小相位信号Z变换．H2
 （Z）＝Z＋2的根Z＝-2，│Z│＞1，因此H2
 （Z）为最小相位信号Z变换．

H1
 （Z）＋H2
 （Z）＝2Z－0.5的根Z＝0.25，│Z│＜1，因此H1
 （Z）＋H2
 （Z）为非最小相位信号Z变换．

6．解　（1）bn
 的Z变换为B（Z）＝1＋2Z＋3Z2
 ，B（Z）的根为

[image: alt]


由于[image: alt]
 因此bn
 为最大相位信号．

（2）bn
 的Z变换为B（Z）＝1＋5Z＋6Z2
 ，B（Z）的根为Z1
 ＝-1/2，Z2
 ＝-1/3．由于│Z1
 │＜1，│Z2
 │＜1，因此bn
 为最大相位信号．

（3）bn
 的Z变换为B（Z）＝2＋5Z＋2Z2
 ，B（Z）的根为Z1
 ＝-1/2，Z2
 ＝-2．由于│Z1
 │＜1，│Z2
 │＞1，因此bn
 为混合相位信号．

7．证明　设an
 的Z变换为A（Z）＝a0
 ＋a1
 Z＋…＋aN
 ZN
 ．由于a0
 ≠0，aN
 ≠≠0，A（Z）有N个根λj
 （1≤j≤N），且皆不为0．由于an
 为最大相位信号，所以│λj
 │＜1，1≤j≤N．

设bn
 的Z变换为B（Z）＝b0
 ＋b1
 Z＋…＋bn
 ZN
 ．由本问题3知，B（Z）的根为1/λj
 ，1≤j≤N．由于1/│λj
 │＞1，1≤j≤N，所以bn
 为最小相位信号．由于an
 为实信号，所以有

[image: alt]


证毕．

8．解[image: alt]


[image: alt]


第十章问题解答

1．答　吉布斯现象：如果滤波器时间函数h（n）的长度是无限的，在实际滤波中只能取h（n）的有限部分，得到h（n）的截断信号hN
 （n）．截断信号hN
 （n）的频谱在原滤波器频谱的突变处（如在截频）产生较为严重的振动现象．这种现象称为吉布斯现象．

产生吉布斯现象的原因：（1）h（n）的频谱在某些频率点有突变，如在截频有突跳；（2）把无限长的信号h（n）截尾成有限长信号hN
 （n）．

2．证明　由于cos2π∆f＝cos2π│n│∆f，因此只需对n＞0证明就可以了．

[image: alt]


在上式和号中，只有k取偶数的项方为实数项，因此

[image: alt]


上式右边cos2π∆f的最高次项为（cos2π∆f）n
 ．因此上式为cos2π∆f的一个n次多项式．

3．证明　设滤波器频谱为H（e-iω
 ）＝e-iαω
 ，则输出信号为

[image: alt]


其中（t－α∆）是x（t）的时移信号．

4．证明　设滤波器为

[image: alt]


（1）Ⅰ型有限长广义线性相位滤波器．

h（n）满足对称性，M为偶数．h（n）＝（h（0），h（1），…，h（M）为M＋1长信号．设g（n）为

[image: alt]


易知，[image: alt]
 因此，h（n）的频谱为[image: alt]


g（n）有对称性，所以g（n）的频谱为
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综上得　　[image: alt]


其中[image: alt]
 这就是（10-3-6）式．

（2）Ⅱ型有限长广义线性相位滤波器

h（n）满足对称性，M为奇数．h（n）＝（h（0），h（1），…，h（M））为偶数M＋1项信号．因此，我们不能像上面一样构造一个以原点为中心的对称信号．但是，我们可以把h（n）的频谱按照h（n）的对称性分成两部分，下面具体分析．
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这就是（10-3-7）式．

（3）Ⅲ型有限长广义线性相位滤波器

用（1）的方法可以证明（10-3-9）式．

（4）Ⅳ型有限长广义线性相位滤波器

用（2）的方法可以证明（10-3-10）式．

5．证明　按能量等式（3-4-5），
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为使Q达最小，当且仅当取g（n）＝h（n），│n│≤N，即g（n）为h（n）的截尾信号．

6．解　连续汉明时窗

[image: alt]


取T＝N，t＝n，得到相应的对称离散汉明时窗
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连续布拉克曼时窗为
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相应的对称离散布拉克曼时窗为
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7．解　由1/（2∆）＝100Hz知[image: alt]
 理想带通滤波器为
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相应的时间函数为
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用对称离散汉明时窗构造的对称离散带通滤波因子为
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其中N的选择由具体问题而定．

8．解　设滤波器为h（n）＝（h（0），h（1），…，h（M））．

（1）h（n）具有对称性，且M＝4为偶数，因此，h（n）为Ⅰ型有限广义线性相位滤波器．

（2）h（n）具有对称性，且M＝3为奇数，因此，h（n）为Ⅱ型有限广义线性相位滤波器．

（3）h（n）具有反对称性，且M＝4为偶数，因此，h（n）为Ⅲ型有限广义线性相位滤波器．

（4）h（n）具有反对称性，且M＝3为奇数，因此，h（n）为Ⅳ型有限广义线性相位滤波器．

9．解　按技术要求，阻带波动δs
 ＝0.01，αs
 ＝201gδs
 ＝-40dB．对比表10.1的阻带衰减参数，可选择哈宁窗．由设计要求知，过渡带的宽度∆ω＝ωs
 －ωp
 ＝0.35π－0.3π＝0.05π．由表10.1知，哈宁窗的c＝3.1/N，因此
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这样，窗函数的问题解决了，现在要确定理想低通滤波器．理想低通的截频ωc
 应是过渡带的中点，即
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为了得到物理可实现滤波因子，考虑延时d＝N/2＝62，于是得到理想低通滤波器
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所以要设计的滤波器为
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10．解　按技术要求，阻带波动比通带波动小，选取阻带波动δs
 ＝0.005，αs
 ＝201gδs
 ＝-46.0206，对比表10.1的阻带衰减参数，可选择汉明窗．按技术要求，滤波器有两个过渡带∆1
 ω＝0.22π－0.2π＝0.02π，∆2
 ω＝0.8π－0.75π＝0.05π．选择小的过渡带宽∆1
 ，由表10.1的汉明窗的c值，求得滤波器的阶数为
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阶数确定后汉明窗就确定了（见（10-2-36））．

带限滤波器的两个截频应是两个过渡带的中点，即[image: alt]
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 考虑延时d＝N/2＝165，于是得到理想带阻滤波器

[image: alt]


最后得所需的滤波器
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11．解　按设计要求，在三个频带范围内波动最小的是一个阻带波动δs
 ＝0.0025，αs
 ＝201gδs
 ＝-52.04dB．对比表10.1的阻带衰减参数，可选择汉明窗．过渡带有两个，两个带宽分别是∆1
 ω＝0.25π－0.1π＝0.15π，∆2
 ω＝0.8π－0.6π＝0.2π．取小的过渡带宽∆1
 ω＝0.15π
 ，由表10.1的汉明窗的c值，可求得滤波器的阶数[image: alt]
 由于Ⅱ型滤波器的阶数N必须为奇数，因此，取N＝45．

由于在获取阶数的过程中，我们取的过渡带宽度为∆1
 ω＝0.15π．因此，可认为上下两个过渡带的宽度都是∆ω＝0.15π．所以，带通滤波器的两个截频分别为
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考虑延时d＝N/2＝22.5，得到延时的带通滤波器
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我们所要的滤波器为
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其中W（n）为汉明窗．

第十一章问题解答

1．证明　对k＝1，公式显然成立．

设对k＞1时成立[image: alt]
 式两边对p取微商得
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由上式得　　[image: alt]


由于　　[image: alt]


于是有　　[image: alt]


这表明，公式对k＋1也成立．由数学归纳法知公式成立．

2．解　（1）分母多项式的根在单位圆外，应为正向递归，按第十一章§1例1中的公式（11-1-25），正向递归公式为[image: alt]


（2）分母多项式的根在单位圆内，应为反向递归，按第十一章§1例1中的公式（11-1-26），反向递归公式为[image: alt]


（3）[image: alt]


令　　[image: alt]
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于是有y（t）＝y1
 （t）－y2
 （t）．由（11-1-26）知
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由（11-1-25）知　　[image: alt]


3．解
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令[image: alt]
 相应的模拟滤波器的频谱为
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（2）ω2
 ＋1的虚部大于0的根α1
 ＝i．

ω4
 ＋5ω2
 ＋1的虚部大于0的根为β1
 和β2
 （见上题）．因此，相应的模拟滤波器的频谱为
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4．解　由[image: alt]
 解出[image: alt]
 取对数得2nlgωp
 ≥lg（δ-2
 －1），化简得
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5．解　数字低通滤波器由模拟滤波器经双线性变换（11-3-1）得到．数字低通频率参数f1
 决定参数A（见（11-3-6）′）：[image: alt]
 由（11-3-3），（11-3-4）式，fp
 对应的ωp
 为
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有了ωp
 ，可由上题给出n的范围．

6．解　（1）[image: alt]


（2）由（11-3-21）和（11-3-22）式知，用脉冲不变法得到的Z变换H2
 （Z）为
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H1
 （Z）和H2
 （Z）在形式上的区别很明显，H1
 （Z）的分子、分母都是一次多项式，而H2
 （Z）的分母为一次多项式，而分子则为一常数．若取Z＝e-iω
 ，ω∈［-π，π］．当ω从0变到π时，│H1
 （e-iω
 ）│的值从1变到0，而│H2
 （e-iω
 ）│的值从[image: alt]
 变到[image: alt]
 从振幅值看，H1
 （Z）的性能比H2
 （Z）好．

7．解　3dB截频ωc
 ＝1.5kHz．在ω＝3.0kHz处有
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在该点的衰减为
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取滤波器的阶数n＝4．

8．解　为了求所需滤波器的阶数，就要求模拟低通滤波器的判别因子和选择因子．由于δp
 ＝δs
 ＝0.01，判别因子为
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通过双线性变换得到关系式（11-3-4），其中φp
 ，φs
 分别对应于ωp
 和ωs
 ∶[image: alt]
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 选择因子k为
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对巴特沃斯滤波器，所需阶数为[image: alt]
 取N＝17．

9．解　由（11-3-6）′式确定双线变换（11-3-1）式中的参数A：
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将双线性变换（11-3-1）代入归一化一阶巴特沃斯低通模拟滤波器（11-2-15），得（去掉常数-i）
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