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序　　言

自1995年以来，在姜伯驹院士的主持下，北京大学数学科学学院根据国际数学发展的要求和北京大学数学教育的实际，创造性地贯彻教育部“加强基础，淡化专业，因材施教，分流培养”的办学方针，全面发挥我院学科门类齐全和师资力量雄厚的综合优势，在培养模式的转变、教学计划的修订、教学内容与方法的革新，以及教材建设等方面进行了全方位、大力度的改革，取得了显著的成效。2001年，北京大学数学科学学院的这项改革成果荣获全国教学成果特等奖，在国内外产生很大反响。

在本科教育改革方面，我们按照加强基础、淡化专业的要求，对教学各主要环节进行了调整，使数学科学学院的全体学生在数学分析、高等代数、几何学、计算机等主干基础课程上，接受学时充分、强度足够的严格训练；在对学生分流培养阶段，我们在课程内容上坚决贯彻“少而精”的原则，大力压缩后续课程中多年逐步形成的过窄、过深和过繁的教学内容，为新的培养方向、实践性教学环节，以及为培养学生的创新能力所进行的基础科研训练争取到了必要的学时和空间。这样既使学生打下宽广、坚实的基础，又充分照顾到每个人的不同特长、爱好和发展取向。与上述改革相适应，积极而慎重地进行教学计划的修订，适当压缩常微、复变、偏微、实变、微分几何、抽象代数、泛函分析等后续课程的周学时。并增加了数学模型和计算机的相关课程，使学生有更大的选课余地。

在研究生教育中，在注重专题课程的同时，我们制定了30多门研究生普选基础课程（其中数学系18门），重点拓宽学生的专业基础和加强学生对数学整体发展及最新进展的了解。

教材建设是教学成果的一个重要体现。与修订的教学计划相配合，我们进行了有组织的教材建设。计划自1999年起用8年的时间修订、编写和出版40余种教材。这就是将陆续呈现在大家面前的《北京大学数学教学系列丛书》。这套丛书凝聚了我们近十年在人才培养方面的思考，记录了我们教学实践的足迹，体现了我们教学改革的成果，反映了我们对新世纪人才培养的理念，代表了我们新时期的数学教学水平。

经过20世纪的空前发展，数学的基本理论更加深入和完善，而计算机技术的发展使得数学的应用更加直接和广泛，而且活跃于生产力第一线，促进着技术和经济的发展，所有这些都正在改变着人们对数学的传统认识。同时也促使数学研究的方式发生巨大变化。作为整个科学技术基础的数学，正突破传统的范围而向人类一切知识领域渗透。作为一种文化，数学科学已成为推动人类文明进化、知识创新的重要因素，将更深刻地改变着客观现实的面貌和人们对世界的认识。数学素质已成为今天培养高层次创新人才的重要基础。数学的理论和应用的巨大发展必然引起数学教育的深刻变革。我们现在的改革还是初步的。教学改革无禁区，但要十分稳重和积极；人才培养无止境，既要遵循基本规律，更要不断创新。我们现在推出这套丛书，目的是向大家学习。让我们大家携起手来，为提高中国数学教育水平和建设世界一流数学强国而共同努力。





张继平　　

2002年5月18日　

于北京大学蓝旗营


前　　言

自从B. Riemann在1854年给出“关于几何学的基本假设”的就职演讲以来，黎曼几何已经成为数学中十分重要的基本理论．黎曼几何的基础知识是从事现代数学研究的人必须掌握的内容．“黎曼几何引论”课程是数学系研究生的必修课程之一．

经过我们在北京大学长期的教学实践，和持续不断的教学体系及教学内容的改革，在10年前把“流形论”部分从“黎曼几何引论”课中分离出来，单独成为一门“微分流形”课，并且已经出版了教材《微分流形初步》（陈维桓编著，高等教育出版社，1998年第一版，2001年第二版）．该课程作为黎曼几何的预备课程，既适用于硕士研究生一年级，也可供数学系本科高年级学生选修．我们相信，该课程的开设对于加强大学的几何教学和提高大学生的数学知识水平会起相当大的作用．现在的“黎曼几何引论”以“微分流形”课为先修课程，其教学重点是联络、黎曼度量、测地线、曲率等黎曼几何的基本概念和基础理论，并且比较系统地介绍大范围黎曼几何、特别是变分方法在黎曼几何中的应用．本书在实质上是我在北京大学多年讲授“黎曼几何引论”课的讲稿，其取材受到参考文献［5；21］的重大影响．其中第八、九、十章的内容我也在北京大学的研究生选修课或讨论班上，以及在南开数学研究所举办的“几何拓扑学术年”（1986）和“微分几何学术年”（1995）的讲座中分别讲过多次．

一本适用的教材首先要取材适当．一方面，它必须反映当代数学发展的水平，满足数学发展的需要．黎曼几何发展到现在，已经成为相当成熟的学科，黎曼流形已经成为许多数学分支演绎的舞台．我们不仅需要在平直空间中研究数学，而且需要在弯曲空间中发展数学．在目前，这个最适当的弯曲空间就是黎曼流形．所以，不仅是专门从事几何研究的学生要学习黎曼几何，而且数学系的从事各个方向研究和学习的学生都应该学习这门课．因此，课程设计和教学内容必须要兼顾到各方面的需求．在另一方面，教材又不能写成“百科全书”，把黎曼几何各个方面的成果都收集进来．我们只能以黎曼几何中与当前数学发展水平相适应的基础知识和基本理论为重点，务必使学生通过本教材的学习，理解和掌握黎曼几何的基本思想和基本方法．

教材的语言要通畅而平易近人；讲理要透彻并富于启发性和直观性；所用术语和记号要准确、明快和简洁．有的数学著作以言简意赅为其写作风格．但是，我们认为教材更应该写得易于理解，能够吸引读者，使读者感到亲切，而不要板着脸把读者拒之门外．

我感到很高兴的是李兴校教授愿意参加到编写《黎曼几何引论》这项工作中来．他的参加使得本书的写作进程加快了，并且全书的编著质量也得到了提高．特别是全书的习题、解答及提示是由他负责编写的．本书是我们两个人愉快合作的结晶．

普遍认为，编写教材是费力不讨好的任务；尤其是不少年轻一些的同志觉得编写教材无非是抄抄写写，是剪刀加浆糊的产物，是脑力劳动中的低层次工作．实际上，一本好的教材是研究工作的长期积累和教学实践的经验总结，也是重要的创新成果．作者不仅要了解该学科的全貌，能够博采众长，而且要成为教学实践、教学改革的有心人，能够持续不断地投入全部精力和甘于默默无闻的长期不懈的努力，总结自己在教学中的心得体会．如《南开大学数学教学丛书》（科学出版社出版）的序中所说：这些教材不是编出来的，而是在长期教学中“教”出来的，“改”出来的．我十分赞同关于教材建设的这个观点．形成一个先进的教材体系，是创新人才培养工作中的“百年大计”，从上到下都应该重视这件事．基于这些认识，我们自己在几何类课程的教材建设方面已经作出了长期、艰苦、系统的努力．值得欣慰的是，这些努力没有白费：献给读者的一系列几何教科书在培养数学人才和普及微分几何知识方面应该说起到了显著的作用．

本书可以用于高等院校数学系研究生的不同层次的几何课程．标准的研究生课程“黎曼几何引论”可以在先修课“微分流形”的基础上，以本书第二章至第七章为主要内容，在一学期内讲完（周学时为3）．“黎曼几何引论”课的另一种设计可以从微分流形的概念讲起，以本书第一章至第四章的内容为主，结合《微分流形初步》，也可以在一学期内完成（周学时为3，或4）．后一种课的设计也许会有更广泛的适应性，而第五章至第七章可以作为同学自学的材料．第八、九、十章分别讲述Kähler流形、黎曼对称空间和主纤维丛上的联络的基础知识，它们是黎曼几何的有机组成部分，对于学习、了解和应用黎曼几何基本理论是不可或缺的．这些内容可以作为微分几何、拓扑学、几何分析、函数论、数学物理等研究方向的研究生进一步自学的材料，也可以作为“黎曼几何Ⅱ”的教材．为了方便读者使用，本书按照上面的设想分成上、下两册出版．

在这里，我们需要特别提一下，第九章“黎曼对称空间”的取材和写作参照了南开数学研究所孟道骥教授的讲稿．在1988年，我们曾经邀请孟道骥教授到北京大学数学系给研究生系统地讲授“黎曼对称空间”；后来，我在北京大学的几何讨论班上也多次讲过此内容．在我们编写第九章时，孟道骥教授把他当年的讲稿慷慨地借给我们参考；并且在第九章完稿之后，他又认真地审读过一遍．作者在此特向他表示崇高的敬意和衷心的感谢．虽然黎曼对称空间在本质上是李群、李代数的理论，但是它是特殊的黎曼空间，是检验几何理论的重要场所，所以本书的重点是强调它的基本理论和几何性质．读者在熟悉（或承认）李代数的一些基本事实之后，阅读本章似乎没有特别的困难．由于篇幅的限制，也为了不喧宾夺主，关于李代数我们只提及所要用到的一些基本概念和事实，没有给出它们的详细的证明．但是，这样处理的结果反而使得黎曼对称空间的性质和结构能够更加清晰、更加突出地展现在读者面前，达到更好的效果．

在本书的写作过程中，第一作者得到北京大学数学科学学院、北京大学研究生院、北京大学教材建设委员会、北京大学出版社以及国家自然科学基金（项目号：19871001，10226037）的支持和资助．在这期间，第二作者得到国家自然科学基金（项目号：19971060）和河南省自然科学基金的资助．作者在此向他们表示衷心的感谢．在本书交付北京大学出版社正式出版之前，孟道骥教授和马辉博士受本丛书编辑委员会的委托，认真、细致地审读过全书初稿，并且提出过许多宝贵的意见和建议．作者在此向他（她）们表示深切的谢意．最后，作者对责任编辑邱淑清老师卓有成效的辛勤工作表示敬意．

限于作者的水平，本书中的不足之处肯定是存在的，诚恳地希望读者能不吝指正．





陈维桓　　　

2002年1月于北京大学


绪论

“什么是黎曼几何学？”每一位初学者在打开本书时都会提出这样的问题．对这个问题的回答既是简单、容易的，又是复杂、困难的．让我们从Gauss的“绝妙定理”（Theorema Egregium）谈起．

为了刻画三维欧氏空间中正则参数曲面的形状，通常要引进曲面的第一基本形式和第二基本形式的概念．第一基本形式是曲面上的切向量[image: alt]
 的长度平方，即

[image: alt]


第二基本形式是

[image: alt]


（其中[image: alt]
 为曲面的单位法向量），在本质上它是曲面上任意一点的邻近点到该点切平面的有向距离．特别是，两个基本形式之比

[image: alt]


是曲面上通过该点、以[image: alt]
 为方向的曲线的曲率向量[image: alt]
 在曲面该点处的单位法向量[image: alt]
 上的投影（这里的κ和[image: alt]
 分别是曲线的曲率和主法向量），它是仅依赖曲面在该点的切方向的函数．如果考虑曲面上由该点的切方向[image: alt]
 和单位法向量[image: alt]
 所张成的平面，并且用该平面在曲面上截出一条曲线，则这条曲线以[image: alt]
 为切向量，同时它在该点的曲率向量与[image: alt]
 是共线的．所以该曲线在该点的曲率正好是[image: alt]
 ，我们把它称为曲面在该点沿切方向[image: alt]
 的法曲率，记为κn
 ．在曲面上任意固定一点，则κn
 是在该点的切方向的函数，它反映了曲面在该点沿该切方向的弯曲方向和弯曲程度．一般说来，曲面在每一点有两个彼此垂直的切方向，使得法曲率κn
 在这两个方向分别达到它的最大值和最小值．这两个切方向称为曲面在该点的主方向，相应的两个法曲率称为曲面在该点的主曲率，记为κ1
 ，κ2
 ．所谓的Gauss曲率K指的就是这两个主曲率的乘积，即K＝κ1
 κ2
 ．自然，它是借助于曲面的第一基本形式和第二基本形式计算而得的．

Gauss经过复杂的计算，获得了一个惊人的发现（1827年）∶Gauss曲率K只依赖于曲面的第一基本形式，而与曲面的第二基本形式无关．这就是Gauss的绝妙定理．

Gauss的绝妙定理的意义在哪里？如果我们把参数曲面的定义域记为D，它是[image: alt]
 中的一个开子集，其中的点的坐标记为（u1
 ，u2
 ），那么曲面的第一基本形式I是在区域D上坐标u1
 ，u2
 的2次微分式：

[image: alt]


其中gij
 ＝gji
 ，并且在每一点（u1
 ，u2
 ）∈D，（gij
 ）是正定的2×2矩阵．在这样一种结构下，能够做些什么事呢？按照曲面论，我们能够计算区域D上任意一条分段光滑曲线的长度，能够计算区域D内一个有界子区域的面积等等；而且这些量与定义区域D内所取的坐标系无关．Gauss的定理则进一步断言：利用（gij
 ），我们还可以计算曲面在D内每一点处的Gauss曲率（！）而不管曲面的具体形状如何．这是一个非常了不起的结果，它开创了曲面的内蕴微分几何．Gauss曲率的意义是什么？它所反映的不只是我们所观察到的曲面的“外在”形状，而且是衡量定义在区域D上的第一基本形式I与标准的欧氏度量偏离程度的量度．以Gauss曲率K为常数c的第一基本形式为例（参看参考文献［2，第184页］）∶

当c＝0时，[image: alt]


当c＞0时，[image: alt]


当c＜0时，[image: alt]


通过坐标变换，可以用等温参数把上述三种情况统一起来：

[image: alt]


更一般地，可以证明：在D上的第一基本形式I是欧氏度量，当且仅当它的Gauss曲率K恒为零．由此可见，Gauss曲率衡量了第一基本形式相对于欧氏度量的偏离程度，即曲面（或二维空间）的“内在”弯曲程度．我们可以研究各种不同的二维“弯曲”空间，而经典的非欧几何恰恰是在常“弯曲”空间中的几何学．

B. Riemann在1854年给出的著名就职演说《关于几何学的基本假设》（参看参考文献［30，Vol.2，第135页］）中把Gauss的曲面内蕴微分几何推广到任意维数的情形．首先，他提出了n维流形的概念．尽管在当时，尚没有具体、确切地表述度量空间和拓扑空间等概念的方式，但在他的头脑里已把n维流形设想为在局部上与n维欧氏空间相仿的对象，其中每一个点都可以用n个有序实数的组x＝（x1
 ，…，xn
 ）来描写．在欧氏空间中，为了求曲线的长度，需要先指定直线段的长度，然后把曲线的长度定义为它的内接折线长度的上确界．在这里，“直线段”是一类特殊的曲线，需要预先把它从一般的曲线中区分出来．现在，Riemann提出一种与之不同的统一的模式，不需要预先区分直线和曲线，而是先定义切向量的长度，然后把曲线的长度定义为切向量的长度沿曲线的积分．因而，这种做法适用于任意的（光滑）流形，不必要求该流形有如同欧氏空间的平直结构．Riemann进一步提出：切向量dx的长度ds（称为线元）可以是dx的分量的任意的一次齐次函数，要求该函数的值在dx的分量全部反号时不改变；并且该函数的系数与x有关（后来，Finsler首次对此作了系统的研究，现在称这种度量为Finsler度量）．特别地，ds可以是dxi
 的、处处为正的二次齐次函数的算术平方根，而其中的系数是变量x的连续函数．后者就是现在的Riemann度量．由此可见，简单地说，黎曼几何恰恰是Gauss的曲面内蕴微分几何在高维的推广，曲面的内蕴微分几何是二维黎曼流形的几何学．

Gauss对Riemann的演讲评价很高，他在步出演讲厅时以罕有的激动心情对W. Weber谈起“Riemann所表述的观点的深度”（参看参考文献［30，Vol.2，第134页］）．事实的确是如此．为了理解、并在技术细节上完善Riemann的思想差不多花了大半个世纪．首先是Christoffel，然后是Ricci和Levi-Civita，他们创造了一整套张量分析的方法，引进了所谓的绝对微分学，给出了Riemann所提出的曲率的表达式．尤其是Levi-Civita提出了曲面上的切向量沿曲线平行移动的概念．这样，对于黎曼几何在几何直观上的理解便提高到一个崭新的水平，大大地推动了黎曼几何的发展．

1916年，A. Einstein在他所发表的广义相对论中成功地运用了黎曼几何学，把质量分布表述为黎曼度量，把引力现象解释为黎曼空间的曲率性质．于是，黎曼几何开始受到普遍的重视，研究“弯曲”空间的必要性再次得到肯定．在其后不久出版的教科书：

L. P. Eisenhart, Riemannian Geometry, Princeton University Press, New Jersey, 1926

在传播黎曼几何知识方面起到了重大的作用．与此同时，E. Cartan 出版了他的重要著作：

E. Cartan, Lecons sur la Géométrie des Espaces de Riemann, Gauthier-Villars, Paris, 1928.

流形论是黎曼几何的基础．对流形（拓扑流形）的概念第一次作出准确描述的是D. Hilbert（《几何基础》，1902年）．后来，H. Weyl在他的名著《黎曼面的概念》（1913年）中对于微分流形给出了清晰的数学描述．在20世纪30年代，H. Whitney开始对微分流形的拓扑进行了认真的研究．在做了这些准备之后，H. Hopf在1932年提出了研究大范围黎曼几何的问题，即截面曲率K的符号与（紧致）黎曼流形（M，g）的拓扑相互制约的问题（参看M. Berger, Riemannian Manifolds: From Curvature to Topology, In: Chern — A Great Geometer of the Twentieth Century，第184页，International Press, Hong Kong, 1992）．在1942年，陈省身用Cartan的外微分和活动标架方法，成功地用内蕴的方法证明了偶数维紧致黎曼流形上的Gauss-Bonnet定理，这是大范围黎曼几何发展过程中的里程碑，开创了大范围黎曼几何的新纪元．陈省身在他的论文：A simple intrinsic proof of the Gauss-Bonnet formula for closed Riemannian manifolds (Ann. of Math., 45(1944), 747～752)中以深遂的思想揭示了联络、曲率形式、切丛和球丛的重要性以及它们之间的相互联系，编织了黎曼流形的局部不变量（曲率）和整体不变量（Euler示性数）之间的辉煌图景．陈省身的这项研究成果以及随后发表的关于陈示性式的一系列论文，展示了后来的微分几何发展方向，影响极为深远，很快使得微分几何的思想和方法成为拓扑学、代数几何学、大范围分析、数学物理等许多数学分支的有机组成部分，并使微分几何成为数学研究的一个中心课题．

在这里，我们不能不提到陈省身在芝加哥大学讲授微分几何的油印讲义《Differentiable Manifolds》（1953年），它以清晰的现代语言讲述微分流形、联络、黎曼流形等基本理论．后来出版的微分流形与黎曼几何教科书都受到这本讲义的深刻影响．当代许多重要的微分几何学家都是在陈省身的研究工作及上述讲义的养育、鼓舞下成长起来的．陈省身的著作成为当代微分几何学家的必读经典．

从黎曼几何的发展过程，以及黎曼几何在各个数学分支中的应用来看，联络的概念处于中心的位置．在流形上给定微分结构之后，微分流形上的切向量、切空间和光滑切向量场都是有意义的，因为它们所涉及的是微分流形上的光滑函数，以及光滑函数的导数．若要在微分流形上进一步运用微分手段，必须能够对光滑切向量场求微分．然而，微分流形的光滑结构本身并未提供对光滑切向量场求导的手段．对光滑切向量场求导本身是加在光滑流形上的一种新的结构，这种结构就是所谓的联络．有幸的是，在黎曼流形上存在一种自然的特殊联络（称为黎曼联络或Levi-Civita联络），它是被黎曼结构（即黎曼度量）唯一确定的．由此可见，联络是比黎曼度量更为基本的一种结构．在20世纪的五六十年代，围绕联络的概念进行了紧张的研究，其主要结晶是建立并完善了向量丛上的联络（Koszul）和主丛上的联络（Ehresmann）等概念．陈示性式是通过复向量丛上的联络构造出来的，然而它是与向量丛上联络的选取无关的不变量（Chern-Weil定理），因此它反映了复向量丛的结构特性，特别是量度了复向量丛偏离平凡丛（空间的直积）的程度．

从20世纪五六十年代以来，大范围黎曼几何本身及其在各个数学分支中的应用已经发展到相当可观的程度．例如，度量的曲率性质与流形本身的拓扑的相互制约关系，de Rham-Hodge理论，Yang-Mills理论，黎曼流形的谱，调和映射，黎曼流形上的函数论，黎曼流形中的极小子流形，热流方法和问题，非线性理论中的几何问题，Gromov的黎曼度量的收敛问题，等等，都是黎曼几何中的重要课题．由于黎曼几何已经有如此众多的分支，所以，我们说，“什么是黎曼几何学？”是一个难以确切回答的问题．在本书最后所列的参考书目，有些是新近出版的黎曼几何教科书，有些是黎曼几何专著，往往侧重于或强调黎曼几何的某些课题．若想更多地了解上述问题的答案，读者可以选读这些书．

“在本课程中能够学到些什么？”本课程是黎曼几何学的入门课程，其先修课程是“微分流形”．本课程面向基础数学专业、应用数学专业（以及理论物理专业和近代力学专业）的全体硕士研究生和博士研究生，主要目标是向他们介绍黎曼几何的基本概念和基础理论，大体上可以分为三个部分．鉴于联络的重要性，我们首先在联络的引进、联络的一般概念和黎曼联络的特性、切向量的平行移动等方面倾注了很大的力量，务使读者对此有一个清晰的了解．然后在黎曼流形上对测地线、弧长第一变分公式和曲率展开讨论．前四章是黎曼几何的基础，它们构成本书（上册）的第一部分．在第二部分，我们要导出弧长的第二变分公式，在此基础上，讨论测地线的最短性（即短程性），Jacobi场和共轭点理论，以及它们在大范围黎曼几何中的应用．这部分内容的教学目的是帮助读者初步建立起大范围黎曼几何的观念，并掌握研究大范围黎曼几何的变分方法．第三部分旨在建立黎曼子流形的框架理论，并导出子流形体积的第一、第二变分公式．

除了前七章作为标准的“黎曼几何引论”课程的基本内容以外，我们还辟专章介绍Kähler流形、黎曼对称空间等特殊黎曼流形，以及主丛上的联络．它们构成本书的下册．这些内容本身是微分几何的重要研究课题，而且是黎曼几何以及微分几何在各个数学分支中的应用的重要的基础．当然，在这里我们强调的还是这些内容的基础理论，而不是它们的最新发展．但是，这些基础理论对于从事有关研究工作的读者来讲是必备的知识．


第一章　微分流形

微分流形是20世纪数学有代表性的基本概念，当代数学的许多重要结构和研究对象都以微分流形为载体．本书要介绍的黎曼几何学就是在光滑流形上给定了一个黎曼结构的几何学．在本章我们要回顾有关微分流形的一些基本概念，包括光滑流形，光滑函数，光滑切向量场，外微分式，切丛等等．这方面的详细内容，可参看参考文献［3］．

§1.1　微分流形

微分流形的概念是从欧氏空间脱胎而来的，而欧氏空间则是微分流形中最简单的例子和模型．所谓的n维欧氏空间，简记为[image: alt]
 ，是有序的n元实数组的集合、并赋予标准的距离d所构成的空间，其元素称为“点”．[image: alt]
 中任意两点a＝（a1
 ，…，an
 ），b＝（b1
 ，…，bn
 ）之间的距离定义为

[image: alt]


设U是[image: alt]
 的一个开集，r为正数．如果U上的实函数[image: alt]
 具有直到r阶的各阶连续偏导数，则称f为U上的一个r次可微函数．U上r次可微函数的集合记为Cr
 （U）．依此记法，U上连续函数的集合记作C0
 （U）．给定函数[image: alt]
 ，如果对于任意的非负整数r，都有f∈Cr
 （U），则称f是U上的一个光滑函数．U上光滑函数的集合记作C∞
 （U）．如果函数[image: alt]
 在U中每一点的某个邻域内都能展开为收敛的幂级数，则称f为U上的实解析函数．U上的实解析函数的集合记作Cω
 （U）．以后，在记号Cr
 （U）中，总是认为r是非负整数、∞或ω．为了方便起见，把Cr
 （U）中的函数称为（U上的）Cr
 函数．

上述概念可以推广到两个欧氏空间之间的映射．设U是[image: alt]
 的一个开子集，f：U→[image: alt]
 是从U到κ维欧氏空间[image: alt]
 的映射．显然，映射f可以用U上的κ个实函数fα
 （1≤α≤κ）表示为：

f＝（f1
 ，…，fκ
 ），

其中的fα
 （1≤α≤κ）称为映射f的分量．如果对于每一个α（1≤α≤κ），fα
 都是U上的Cr
 函数，则称映射f为（从U到[image: alt]
 的）Cr
 映射．类似地，可以引入光滑映射和实解析映射等等．特别地，如果U是[image: alt]
 的一个开区间，则C∞
 映射[image: alt]
 又称为[image: alt]
 中的一条光滑曲线．

定义1.1　设M是一个非空的Hausdorff空间．如果对于每一点p∈M，都存在p点的开邻域U⊂M，以及从U到m维欧氏空间[image: alt]
 的某个开集上的同胚[image: alt]
 ，则称M为一个m维拓扑流形．

上述定义中的（U，φ）称为M的一个坐标卡；此时，开集U称为点p∈U的坐标邻域，φ称为坐标映射．于是，所谓的拓扑流形实际上就是在局部上同胚于m维欧氏空间的Hausdorff空间，即它的每一点都有同胚于[image: alt]
 中某个开集的坐标邻域．

定义1.2　设M是一个m维拓扑流形，（U，φ）与（V，ψ）是M的两个坐标卡．如果U∩V＝Ø，或者，当U∩V≠Ø时，映射

[image: alt]
 和[image: alt]


都是Cr
 映射，则称坐标卡（U，φ）与（V，ψ）是Cr
 相关的．

显然，拓扑流形M的任意两个坐标卡必定是C0
 相关的．

定义1.3　设M是一个拓扑流形，[image: alt]
 是M的若干坐标卡构成的集合，I为指标集．如果[image: alt]
 满足下列三个条件，则称[image: alt]
 为拓扑流形M的一个Cr
 微分结构：

（1）｛Uα
 ；α∈I｝是M的一个开覆盖；

（2）∀α，β∈I，（Uα
 ，φα
 ）与（Uβ
 ，φβ
 ）是Cr
 相关的；

（3）[image: alt]
 是极大的，换句话说，对于M的任意一个坐标卡（U，φ），如果它和[image: alt]
 中的每一个成员都是Cr
 相关的，则它一定属于[image: alt]
 ．

C∞
 微分结构称为光滑结构；Cω
 结构称为实解析结构．

定义1.4　设M是一个m维拓扑流形，[image: alt]
 是M的一个Cr
 微分结构，则称[image: alt]
 是一个m维Cr
 微分流形．此时，[image: alt]
 中的坐标卡称为Cr
 微分流形[image: alt]
 的容许坐标卡．

特别地，C∞
 微分流形和Cω
 微分流形分别称为光滑流形和实解析流形．

在不会引起混淆的情况下，也用M表示一个Cr
 微分流形[image: alt]
 ．

注记1.1　对于r≥1，并非每一个拓扑流形都有Cr
 的微分结构．

注记1.2　任意一个Cr
 微分结构[image: alt]
 都可以由M的一个Cr
 相关的坐标覆盖[image: alt]
 唯一确定．这里所谓的Cr
 相关的坐标覆盖[image: alt]
 是指流形M上满足定义1.3中前两个条件的坐标卡集．事实上，[image: alt]
 由[image: alt]
 通过下面的方式确定：

[image: alt]
 是M的坐标卡，且[image: alt]
 ，

（U，φ）与（V，ψ）是Cr
 相关的｝．

注记1.3　设（U，φ）是m维微分流形M的一个容许坐标卡，则对于∀p∈U，把x＝φ（p）在[image: alt]
 中的坐标（x1
 （p），…，xm
 （p））称为点p的局部坐标．以这样的方式在U上确定了一个坐标系，称为M在p点的一个（由局部坐标卡（U，φ）给出的）局部坐标系，记为（U，φ；xi
 ）或（U；xi
 ）；其中，定义在U上的m个函数[image: alt]
 称为（局部）坐标函数．

对于M的任意两个Cr
 -相关的局部坐标系（U，φ；xi
 ）和（V，ψ；yi
 ）；如果U∩V≠Ø，则称映射

[image: alt]


为从（U，φ；xi
 ）到（V，ψ；yi
 ）的（局部）坐标变换，它可以表示为

[image: alt]


由此所得到的m阶方阵

[image: alt]


称为局部坐标变换[image: alt]
 的Jacobi矩阵，相应的行列式称为[image: alt]
 的Jacobi行列式，并且记

[image: alt]


由于局部坐标变换是可逆的，利用求偏导数的链式法则容易看出，局部坐标变换的Jacobi矩阵都是非退化的，即相应的Jacobi行列式恒不为零（证明留作练习）．

利用局部坐标变换的Jacobi行列式，容易引入可定向流形及有向流形的概念．

定义1.5　设M是一个微分流形．如果在M上存在一族容许的局部坐标系[image: alt]
 满足以下两个条件：

（1）[image: alt]


（2）∀α，β∈I，或者Uα
 ∩Uβ
 ＝Ø，或者当Uα
 ∩Uβ
 ≠Ø时，在Uα
 ∩Uβ
 上必有

[image: alt]


则称M是可定向的微分流形．

一般地，满足（1.1）的两个局部坐标系[image: alt]
 称为是定向相符的．

定义1.6　设M是可定向的m维微分流形，如果

[image: alt]


是使定义1.5中条件（1）和（2）成立的一族局部坐标系，并且满足条件：

（3）[image: alt]
 是极大的，即对于任意的容许局部坐标系（U；xi
 ），只要对于任意的α∈I，（U；xi
 ）和[image: alt]
 都是定向相符的，便有[image: alt]
 ，则称[image: alt]
 是M的一个定向．

具有指定定向的微分流形称为有向的微分流形．关于有向微分流形的其他等价定义以及相应的详细讨论可参看参考文献［3］．

现在给出一些常见的微分流形的例子．

例1.1　设M是[image: alt]
 的任意一个开子集，令U＝M，[image: alt]
 为包含映射．则对于任意的r（正整数、∞或ω），[image: alt]
 是M的一个Cr
 坐标覆盖．于是[image: alt]
 在M上确定了一个Cr
 微分结构[image: alt]
 ，使M成为m维的Cr
 微分流形．

例1.2　[image: alt]
 到其自身的所有可逆线性变换关于复合运算构成一个群[image: alt]
 ，称为n阶的一般线性群．[image: alt]
 可等同于全体非奇异的n阶实方阵所构成的乘法群．由于每一个n阶实方阵A＝（aij
 ）都可以看作[image: alt]
 中的一个点，[image: alt]
 可表示为

[image: alt]


由此可见，[image: alt]
 是欧氏空间[image: alt]
 的开子集，因而是一个n2
 维的Cr
 微分流形．

例1.3　设[image: alt]
 ，r为正整数、∞或ω．例1.1已经给出了M上的一个Cr
 微分结构[image: alt]
 ．现令V＝M，映射[image: alt]
 由ψ（x）＝x3
 （∀x∈V）确定．易见ψ和ψ-1
 均为连续映射，所以ψ是同胚，即（V，ψ）是M的一个坐标卡．由坐标覆盖｛（V，ψ）｝在M上确定的Cr
 微分结构记为[image: alt]
 ．于是[image: alt]
 也是一个Cr
 的微分流形．

注意到坐标变换[image: alt]
 在x＝0处是不可微的，于是这两个坐标卡（U，φ）和（V，ψ）不是C1
 相关的．所以，[image: alt]
 与[image: alt]
 是两个不同的一维Cr
 微分流形．

例1.4　设f是定义在[image: alt]
 上的实值Cr
 函数，r≥1．如果f的梯度

[image: alt]


在f的一个水平集

[image: alt]


（c为常数）上恒不为零，则Mc
 是一个n维的Cr
 微分流形，证明如下：

对于任意的[image: alt]
 不妨设

[image: alt]


根据隐函数定理，存在点[image: alt]
 在[image: alt]
 中的邻域[image: alt]
 以及定义在[image: alt]
 上的Cr
 函数xn＋1
 ＝h（x1
 …，xn
 ），使得

[image: alt]


并且在[image: alt]
 上有恒等式

[image: alt]


由此可见，从点p在Mc
 中的一个邻域U到坐标平面xn＋1
 ＝0上的[image: alt]
 投影是一一对应，其逆映射j-1
 由

[image: alt]


确定．易知，j与j-1
 都是连续的．因此，（U，j）是Mc
 在p点的一个坐标卡．可以验证，对于所有的p∈Mc
 ，由上述方法得到的坐标卡彼此都是Cr
 相关的，并构成了Mc
 的一个Cr
 相关的坐标覆盖，它在Mc
 上确定了一个Cr
 微分结构[image: alt]
 ，使Mc
 成为一个n维的Cr
 微分流形．

例1.4说明，欧氏空间[image: alt]
 中的正则超曲面都是微分流形，其中包括许多最常见的例子．例如：设r＞0，并设

[image: alt]


则以原点为心、r为半径的n维球面

[image: alt]


是f的一个水平集，并且gradf在Sn
 （r）上处处不为零，因此它是一个n维Cr
 微分流形．为了简便起见，以后记Sn
 ＝Sn
 （1）．

例1.5　开子流形．

设M为m维光滑流形，其光滑结构记为

[image: alt]


又设U是M的一个非空开子集，令

[image: alt]


则[image: alt]
 给出了U的一个光滑结构，使得[image: alt]
 成为一个m维光滑流形，称为M的开子流形．

例1.6　n维实射影空间[image: alt]
 ．

用[image: alt]
 表示[image: alt]
 中经过原点O＝（0，…，0）的直线的集合．若把[image: alt]
 视为n＋1维的实向量空间，则[image: alt]
 就是[image: alt]
 的所有一维子空间的集合．下面要在[image: alt]
 上引入一个“标准”的微分结构，使之成为n维光滑流形．

为此，先在[image: alt]
 上定义一种等价关系～如下：

[image: alt]


x～y当且仅当存在非零实数λ，使得y＝λx，即yα
 ＝λxα
 （1≤α≤n＋1）．不难知道，[image: alt]
 可以等同于[image: alt]
 关于等价关系～的商空间，即有

[image: alt]


为方便起见，用［x］＝［（x1
 ，…，xn＋1
 ）］表示[image: alt]
 中的元素x＝（x1
 ，…，xn＋1
 ）所在的等价类，于是有

[image: alt]


把对应[image: alt]
 记为π．[image: alt]
 上的拓扑结构定义如下：[image: alt]
 是开集当且仅当π-1
 （U）是[image: alt]
 的开子集．由此可见，[image: alt]
 是连续映射，并且[image: alt]
 是Hausdorff空间．通常把x的坐标（x1
 ，…，xn＋1
 ）称为[image: alt]
 中的点［x］的齐次坐标．显然，一个点的齐次坐标不是唯一的，并且当xα
 ≠0时，总有

[image: alt]


定义[image: alt]
 的n＋1个开子集如下：

[image: alt]


从直观上讲，Vα
 是[image: alt]
 中全体通过原点但不落在超平面xα
 ＝0之中的直线所构成的集合．再引入映射

[image: alt]


其定义如下：

[image: alt]


容易看出，φα
 完全确定，并且是从Vα
 到[image: alt]
 的同胚．故（Vα
 ，φα
 ）是[image: alt]
 的一个坐标卡，相应的局部坐标（ξ1
 …，ξn
 ）通常称为[image: alt]
 中的点的非齐次坐标．当Vα
 ∩Vβ
 ≠ø时（不妨设α＞β），局部坐标变换

[image: alt]


由下式确定：

[image: alt]


它们都是（ξ1
 ，…，ξn
 ）的光滑函数，因而

[image: alt]


是光滑映射．所以｛（Vα
 ，φα
 ）；1≤α≤n＋1｝确定了[image: alt]
 上的一个光滑结构，使得[image: alt]
 成为n维光滑流形，称为n维实射影空间．

§1.2　光滑映射

在本书中只考虑r＝∞的情况，也就是只在光滑流形上进行讨论．利用流形上的光滑结构，可以在流形上以自然的方式建立光滑函数的概念，然后再定义并讨论光滑流形之间的光滑映射．

如果没有另外的说明，以下假定s＞0或s＝∞．

定义2.1　设M是一个m维光滑流形，G为M的非空开子集，[image: alt]
 是定义在G上的实值函数．如果对于M的任意一个容许坐标卡（U，φ），当U∩G≠Ø时，

[image: alt]


是Cs
 函数，则称f是G上的Cs
 函数；G上的C∞
 函数又称为光滑函数．

开子集G上全体Cs
 函数的集合记作Cs
 （G）．特别地，M上全体光滑函数的集合记为C∞
 （M）．不难看出，Cs
 （G）关于函数的加法和乘法构成一个环．

例2.1　设（U，φ；xi
 ）是m维光滑流形M的一个局部坐标系，则由例1.5，U是一个光滑流形．根据定义2.1，不难验证，每一个局部坐标函数[image: alt]
 都是光滑函数．

定义2.2　设M为光滑流形，p∈M，f是定义在p点的某个邻域A上的函数．如果存在p的开邻域U⊂A，使得f｜U
 是U上的Cs
 函数，则称f是定义在p点附近的Cs
 函数，简称为在p点的Cs
 函数．

全体在p点的Cs
 函数构成的集合记作[image: alt]
 一般地，[image: alt]
 中两个函数可以有不同的定义域，但是它们在p点的某一个开邻域上都有定义并且是Cs
 的．因此，在[image: alt]
 中可以定义加法和乘法．

定义2.3　设M，N分别是m，n维光滑流形，f：M→N为映射，p∈M．如果存在M在点p的容许坐标卡（U，φ）以及N在点f（p）的容许坐标卡（V，ψ），使得f（U）⊂V，并且复合映射

[image: alt]


是C∞
 映射，则称映射f在p点是C∞
 的（或光滑的）．

通常，称映射[image: alt]
 为映射f关于坐标卡（U，φ）和（V，ψ）的局部表示；具体地写出来，它由n个m元实函数组成．另外，由坐标卡的C∞
 相关性易知，定义2.3与坐标卡（U，φ）和（V，ψ）的选取无关．

定义2.4　设f：M→N是光滑流形M，N间的映射．如果f在M的每一点p处都是C∞
 的，则称f为C∞
 映射或光滑映射．

显然，光滑函数是光滑映射的特例．

例2.2　流形上的光滑曲线．

设M是一个m维光滑流形，I是[image: alt]
 中的一个闭区间，γ：I→M是映射．如果存在开区间（a，b）以及光滑映射[image: alt]
 使得I⊂（a，b），并且[image: alt]
 则称γ是M中的一条光滑曲线．当然，I也可以是开区间，或半开半闭区间，视所讨论的问题而定．

定义2.5　设M和N是两个光滑流形，f：M→N是一个同胚．如果f及其逆映射f-1
 ：N→M都是光滑的，则称f是从M到N的光滑同胚或微分同胚；此时，也称M和N是彼此光滑（或微分）同胚的．如果f：M→N是一个光滑映射，并且对于每一点p∈M都有p的一个开邻域U使得f（U）是N中的开子集，并且f｜U
 ：U→f（U）是从U到f（U）的光滑同胚，则称f是从M到N的局部光滑同胚．

显然，如果f是从M到N的光滑同胚，则f-1
 是从N到M的光滑同胚．

例2.3　在例1.1和1.3中给出的两个光滑流形[image: alt]
 和[image: alt]
 之间存在光滑同胚，其中[image: alt]
 与[image: alt]
 分别由局部坐标卡覆盖｛（U，φ）｝和｛（V，ψ）｝确定．

事实上，可以取映射[image: alt]
 ，其定义如下：[image: alt]
 ，[image: alt]
 f的逆映射f-1
 存在并且f-1
 （x）＝x3
 ．

由于φ＝id，ψ＝f-1
 ，所以f与f-1
 关于坐标卡（U，φ）和（V，ψ）的表达式分别是

[image: alt]


它们都是[image: alt]
 到自身的恒等映射，自然是光滑的．由定义，f和f-1
 均为光滑映射，因而是光滑同胚．

下面，要定义光滑映射的秩．为此，先做一点准备工作．

设M和N分别是m维和n维的光滑流形，f：M→N为光滑映射．对于p∈M，记q＝f（p）∈N．则p和q两点分别在M，N中有局部坐标系（U；xi
 ）和（V；yα
 ），使得f（U）⊂V．相应地，映射f在上的限制可以表示为

[image: alt]


令

[image: alt]


则Jx；y
 （f）是定义在U内的一个n×m阶矩阵函数，它与局部坐标系（U；xi
 ）和（V；yα
 ）的选取有关．通常把Jx；y
 （f）称为映射f关于局部坐标系（U；xi
 ），（V；yα
 ）的Jacobi矩阵．

现假定[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是p，q在M，N中的另外一个相容局部坐标系，它们满足[image: alt]
 如果映射f关于局部坐标系[image: alt]
 和[image: alt]
 的局部表达式为

[image: alt]


则由链式法则，在p点的一个开邻域[image: alt]
 内成立如下的变换公式：

[image: alt]


其中

[image: alt]
 和[image: alt]


分别是M，N上局部坐标变换的Jacobi矩阵．由（2.1）式立即可知，矩阵函数Jx；y
 （f）在p点的秩

[image: alt]


与局部坐标xi
 与yα
 的选取无关，它是映射f的不变量，称为f在点的秩，并记为rankp
 （f）．

关于光滑映射的秩，有如下的定理：

定理2.1（映射秩定理）　设M，N分别是m，n维光滑流形，f：M→N是光滑映射，p∈M．如果f在p点的一个开邻域上具有常秩r，则存在点p在M中的局部坐标系（U，φ；xi
 ）和f（p）在N中的局部坐标系（V，ψ；yα
 ），使得

[image: alt]


并且

[image: alt]


定理2.1的证明要用到欧氏空间之间映射的反函数定理（见本章习题第8题），留给读者作为练习．

在很长一段时间内，人们相信，在光滑同胚的意义下，拓扑流形上至多只有一种光滑结构．然而在1956年，J. Milnor构造了一个与7维球面S7
 同胚的拓扑空间∑7
 ，并且在∑7
 上造出了一种新的光滑结构[image: alt]
 ，从而得到一个与通常的微分流形[image: alt]
 （参看例1.4）不同的光滑流形[image: alt]
 ，这就是所谓的7维“怪球”．Milnor同时证明了在S7
 与∑7
 之间不存在任何光滑同胚．由此可见，一个流形的光滑结构并非是其拓扑结构的衍生物．另一方面，Kervaire在1961年构造了一个10维拓扑流形的例子，它没有任何的微分结构．直到1982年，由于Freedman和Donaldson等人的工作，人们终于知道，当n≠4时，[image: alt]
 在任意两个光滑结构下都是光滑同胚的，而在[image: alt]
 *
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