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内容提要

本书共十二章，分别阐述了字母代数、代数中简易逻辑推理、方程思想与待定系数法、变量代换与等价转化、几何变换、数形结合、逻辑划分、逻辑推理、化归思想、对称思想与构造法、类比与归纳、中考中的新颖题等。

本书通过“趣引”、“应用”、“升华”三个模块，从趣味故事引出数学问题，通过应用例题展示数学原理，最后由升华提炼思维方法，启迪数学头脑。每章配有练习与思考题并配有参考答案，供读者学习训练之用。

本书适合于初中学生及数学教师之用。



前言

不少学生和家长抱怨说：数学学习花的时间、精力最多，但收获最少．浙江某地区调查发现对数学有厌学情绪的学生占70%．这一社会现象不能不引起数学教育工作者的深思．

美国一本《数学教学法》（Max A. Sobel & Evan M. Maletsky著）提出在教学上应该有一条“公设”（几何作图公理）：学生对他们真正感兴趣的东西会做得最好．所以，制造和保持兴趣成了中学数学教师最重要的工作之一，它也是教师所遇到最困难的问题之一．

无独有偶，中国最古老的教学论《学记》中也有一段名言“知之者不如好之者，好之者不如乐之者”．尽管说法各异，但实质上表述的是教学上必须遵循的同一条原理，把它称为“教学公理”是当之无愧的．减轻负担，提高学习质量的关键是激发学习兴趣，改进学习方法．学生对所学内容真正感兴趣了，专注认真了，教学质量的提高乃是水到渠成的必然结果．为了开展这方面的研究，我们发起建立“快乐数学”课题组．1989年起，提出“关于数学思维能力结构的猜想”：

[image: 3a]


经过多次实验，证实抓住数学知识与数学语言的教学和数学思维方法的概括、领会，同时重视情感智力的教育，确是提高智力与发展能力的根本．

20世纪80年代全国广泛地教育实践，对于数学思想方法是数学的灵魂，是提高能力的核心，已成为大家的共识，并已载入课标与考纲．为了探索数学思想方法教学的正确途径和帮助青少年突破学习数学的困难，课题组策划编写了这本《初中数学思维方法全解与精析》．该书对各种方法以趣引、应用、升华引导学生概括，领会方法的精神实质，最后精选少量思考题，通过思维实践提高运用的能力．书中的范例与练习多选自各地中考实战题，剖析题意，探索解题思路，部分解法是独创的．启迪智慧，揭示解题规律，有助于创新思维能力的培养．这一探索是否有效还有待于广泛地实践检验．限于水平，书中难免不当之处，请读者与专家指正．

参加本书编写的有陈振宣、章志强、刘祖希、张璐怡、时俊、詹丰、柴玉忠、陈永箴、钟群，另外，田静、易德佳、田利群、吴杏花、陈亮、文娴、李玲也参与了策划和部分内容的撰稿、修改，全书最后由主编统稿完成．

陈振宣



第一章　字母代数

1.1　趣引

一个难忘的数学“魔术”

代数的历史是从字母代替数字开始的．人类认识数以后，从应用阿拉伯数字开始，经过漫长的岁月，才知道可以用字母代替数字．这件划时代的创造是谁发明的，已无从查考．它在人类文明发展的长河中，所起的作用是十分巨大的．它的发现，使人的认知能力获得一次飞跃．让我们从一个数学魔术开始吧！

有位教师在一节课上变了如下一个魔术，使许多同学着了迷．

教师先向学生发出以下的指令：

（1）在你心中想好一个大于50小于100的数；

（2）将此数加上77；

（3）将所得和的百位数抹去，再加上1；

（4）从你想好的数中减去（3）所得的结果．将你的答案写在小纸条上，不要给任何人看．

教师请一位同学，当众把他的小纸条烧成灰．教师伸开双手让学生看，空空如也，手上什么也没有．然后拿纸灰双手一擦，伸开双手让学生看，赫然出现一个“22”，正是那位同学纸条上写的答数．许多同学发现自己的答数竟然也是“22”．这时大家都在想这是什么道理？大家都迫切想知道其中的奥秘．

教师在黑板上写下：设每人心中想好的数为x．教师要求大家把在小黑板上写的他刚才发布的指令逐条翻译成代数式．

（1）想好一个数x，且50<x<100；

（2）x+77；

（3）抹去百位数，再加上1；即x+77-100+1=x-22；

（因为50+77<x+77<100+77）

（4）x-（x-22）=x-x+22=22.
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这时大家恍然大悟，但教师手上的“22”是从哪里来的呢？原来教师在课前，用肥皂在手心写了一个“22”，干了以后，就看不出痕迹了，用纸灰一擦，起化学变化，这个“22”又显示出来了．课后许多同学都在谈论这个魔术，用字母代替数字竟有如此魔力，大家对学习代数的积极性大大高涨了．不少同学一辈子都会记得这魔术．

著名科学家牛顿说过：“解答一个含有数量关系的问题时，只要把题目由日常语言译成代数语言就行了．”我们学习代数时，应该当好这种翻译．

1.2　应用

1.2.1　数的运算规律

众所周知数的加法服从交换律，如

[image: 002]


即[image: 002-2]
 ，从此知道：“两数相加，交换加数的位置，和不变．”如果用字母表示数，即

a+b=b+a.

多么简洁，多么明白．这里的a，b表示任何实数，因此具有普遍意义，把加法交换律表示得既准确又直观．

五大运算定律是“数的通性”，对数学问题的解决是最基础的理论．代数学就是从这里开始的．应引起我们的高度重视，用a，b，c表示任意数，五大运算律可以简明表述如下：
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读者可以试一试用普通语言来表述结合律、分配律，一对比立刻发现运用字母表示数组成的数学符号语言比普通语言（亦称自然语言）既简单又明了．

1.2.2　简化运算


例1
 　计算：

（1）1987×19861986-1986×19871987；

[image: 002-4]



［解］
 　（1）设x=1986，则

原式=（x+1）（103
 x+x）-x［103
 （x+1）+（x+1）］

=x（x+1）（103
 +1）-x（x+1）（103
 +1）

=0.

[image: 002-5]


原式=x2
 -xy+y2


=（x+y）2
 -3xy

=102
 -3

=97.

用字母代数，把数字运算转化为式的运算，将式的运算化简以后，再代入计算使数字运算大大简化．

1.2.3　平方米与亩的换算方法

众所周知，1亩=60平方丈=6000平方尺，1平方米（m2
 ）=9平方尺（1米（m）=3尺），

所以　1平方米[image: 003]
 （亩）.

所以从平方米折合成亩，只要将平方米数a“加半”再向左“移三位”即得．这就是“加半移三法”的理论依据．

例如，某建筑的地面面积为4860m2
 ，把它折合成亩数为

4860+2430=7290，

再向左移三位，得7.29（亩）.

1.2.4　揭示秘密


例1
 　假设足球和地球上各有一道铁箍，若将铁箍各向外扩张1m（即直径增加2m），问哪个铁箍长度增加得较多？


［解］
 　圆周长C=πd（d为直径）

设足球的直径为d（m），地球的直径为D（m）.

铁箍的直径都增加2（m）后，则直径分别为（d+2）（m），（D+2）（m）.

这样足球的铁箍的周长增加了

π（d+2）-πd=2π，

地球的铁箍的周长增加了

π（D+2）-πD=2π，

所以两者增加的长度都是2π（m）.

这一结论大大出乎人们的预料．原以为地球比足球不知大多少倍，地球的大铁箍的周长增加的长度也会比足球的铁箍增加的长度大很多．但这里运用字母表示数，根据运算律，揭示了这一出乎意料的结果．


例2
 　又到新年了！大家都去买糖果，一个柜台上有两种糖果，甲种糖果10元买2kg，乙种糖果10元买3kg，上午共售出甲、乙两种糖果各30kg，共得款：[image: 003-2]


下午营业员为售货方便，把甲、乙两种糖果各30kg搀和在一起，以4元/kg（也就是20元买5kg）进行销售．

售完得款：60×4=240（元），比上午得款少了10元！怎么轧账都少10元，这10元上哪里去了呢？请大家帮助分析一下原因是什么．

为了找到10元钱的去向，还得以字母代数，把问题一般化．

设甲种糖果每10元买akg，乙种糖果每10元买bkg，则甲种糖果[image: 003-3]
 元/kg，乙种糖果[image: 003-i]
 元/kg．糖果平均价为[image: 003-4]


将两种糖果搀和在一起，20元买（a+b）kg，则平均价为[image: 003-5]
 元/kg.

如果卖出同样千克数糖果得款相同，则

[image: 003-2-i]


所以（a+b）2
 =4ab[image: 004]
 （a-b）=0[image: 004]
 a=b.

当a≠b时，则等式[image: 004-2]
 不成立．

[image: 004-3]


上午分开卖比下午合起来卖恰恰多了10元．这说明搀和来卖可能是要赔钱的．

数学使人聪明，认真学数学不但有趣，而且可以开发人脑的潜能！


例3
 　错误的运算为什么得出正确的结果？

一个学生在做分式运算时，练习簿上出现了如下的算式：

[image: 004-4]


老师很生气，不客气地用红笔打了两个大“×”号，要学生更正！

这位同学理直气壮地跑来质问，说结果经验算是对的：

[image: 004-5]


用计算器核算果然正确无误！

老师也感到奇怪．难道上述把指数“3”约去的做法是对的？随即又做了一题：

[image: 004-6]


验算：[image: 004-7]
 ③式显然不对！

这是为什么？引起了大家的好奇与追问．

老师引导大家追根溯源，原来前面所述两题并非巧合，像这样的等式多着呢！

注意分析①②与③的差异，①、②中的分母分别是：

93
 +43
 =93
 +（9-5）3
 ，373
 +243
 =373
 +（37-13）3
 .

而③中无此特征．将①②中数字换成字母，则

[image: 004-8]


是完全正确的！为什么？

a3
 +b3
 =（a+b）（a2
 -ab+b2
 ），

a3
 +（a-b）3
 =（a+a-b）［a2
 -a（a-b）+（a-b）2
 ］

=（a+a-b）（a2
 -a2
 +ab+a2
 -2ab+b2
 ）

=（a+a-b）（a2
 -ab+b2
 ）.

所以[image: 005]


原来如此！符合条件的a，b有无穷多个呢，可见等式

[image: 005-2]


是一个“荒谬”而正确的等式！

这些例子不正好说明，字母代数，使人更聪明，认知能力获得一次大飞跃吗！

1.2.5　被3整除的整数判别法

我们六年级时学过如何判断一个整数能否被2，5整除．我们也很想知道一个整数能否被3整除的判断法则．还是先从具体数字研究起．

在3150，4263，7237中哪几个数能被3整除？当然经过试除，可知3150，4263能被3整除，7237不能被3整除．为了找出规律，可把整数按数位记数法写成：

3150=3×103
 +102
 +5×10+0

　　　　　=3×999+99+5×9+3+1+5+0

　　　　 =（3×999+99+5×9）+9.

4263=4×103
 +2×102
 +6×10+3

　　　　 =4×999+2×99+6×9+4+2+6+3

　　　　=（4×999+2×99+6×9）+15.

7237=7×103
 +2×102
 +3×10+7

　　　　=7×999+2×99+3×9+7+2+3+7

　　　　=（7×999+2×99+3×9）+19.

从此可见，四位整数所有数码之和如能被3整除，那么这个四位整数一定能被3整除．可是如何证明这一判断一定正确呢？

设有一个四位整数[image: 005-3]
 ，如果四个数码之和a+b+c+d能被3整除，则[image: 005-3]
 一定能被3整除．


［证明］
 　∵[image: 005-3]
 =103
 a+102
 b+10c+d

=（103
 -1）a+（102
 -1）b+（10-1）c+d

=（999a+99b+9c）+a+b+c+d，

∵999a+99b+9c能被9（当然被3）整除，又四个数码之和：a+b+c+d能被3整除，

∴abcd一定能被3整除．

引申：你能仿此证明一切八位数（以至n位数）的各位数码之和能被3整除，则此八位数（n位数）一定能被3整除．

从上述证明，你能发现任意整数能被9整除的规律吗？请大胆试一试，你将从此进一步理解用字母表示数这一划时代的创造的深远意义．

1.3　升华

你看了以上丰富多彩的例子也许会问，字母代数这一创造为什么有如此巨大的威力？

原来自从用字母代数诞生之后，数学符号语言获得飞速发展，随着数学的发展，数学符号语言日趋完善．以数学符号语言作为思维的载体，不但简明、准确，而且大大提高了思维效率．数学符号语言是“世界语”（即世界通用的），不同国家的数学家相互交流十分方便．数学学习从某种意义讲也是语言学习，我们不但要了解数学符号语言的确切含义，还要学会用数学符号语言进行规范的表达，这样才可能提高数学素质与数学思维能力．这就是“运用字母表示数”的思想的本质，也就是它所以有如此巨大威力的奥秘所在．

在代数学习中还会引入“an
 ”“f（x）”等符号，又使数学符号语言的发展攀上新台阶．字母不但可以代数，还可以代更抽象的运算对象，如集合、命题、矩阵、空间等等，使得数学发展走进新的领域．可以说，数学的发展是与数学符号语言的发展同步的．熟练掌握数学符号语言与自然语言的相互转化是提高数学思维能力的关键，也是发挥数学语言威力的突破口，学习者要强化这方面的训炼．

练习与思考一



答案链接



1. 计算：

（1）1996×19941993-1994×19961996；

[image: 006]


[image: 006-2]


问a与b哪个大？大多少？

3. 计算：[image: 006-3]


4. 计算：[image: 006-4]


5. 计算：[image: 007]


6. 两个三位数的和为999，如果把较大数放在较小数的左边，点一个小数点在两数之间所得的数，正好等于把较小数放在较大数的左边，中间点一个小数点所成之数的6倍，那么两数之差是多少？

7. 求100×101×102×103+1的算术平方根．

8. 沿着电车路旁走，注意到每隔12分钟就有一辆电车从后追过去，而每隔4分钟就有一辆电车从对面开过来．如果人和电车的速度都均匀不变，每隔几分钟就从起点站开出一辆电车？



第二章　代数中的简易逻辑推理

2.1　趣引

万人同一“幸福数”

某班的数学老师在元旦前夕向全班学生赠送“幸福数”．老师让学生按下列指令操作，并把各自获得的“幸福数”记在心中．指令如下：

（1）请各人先想定一个百位数字大于个位数字的三位数：[image: 008]
 ，即a×102
 +b×10+c；

（2）写出上述三位数的逆序三位数：[image: 008-2]
 ；

（3）两者相减，差[image: 008-3]
 为一个新的三位数；

（4）写出所得差（新的三位数）的逆序三位数，两者相加，就是老师赠给你的“幸福数”．

事后，老师让学生报告各自获得的“幸福数”（个别计算有误的已得到订正），结果全班同学的“幸福数”都是1089！不少学生对此既惊喜又疑惑，有的学生又用不同的[image: 008-4]
 加以试验：

[image: 008-5]


按这样的指令，会出现万人同一“幸福数”吗？我们用“字母表示数”不难证明：不论多少人，获得的“幸福数”都是1089．


［证明］
 　设原来想定的三位数为

[image: 008-6]
 =100a+10b+c （a>c）.　①

它的逆序三位数为

[image: 008-7]
 =100c+10b+a.　②

注意到[image: 008-8]
 等于

100（a-c）+10×0+（c-a）

=100（a-c-1）+9×10+（10+c-a）.　 ③

上述差数③的逆序三位数为

100（10+c-a）+9×10+（a-c-1）.　 ④

③+④即为“幸福数”：

100（10-1）+18×10+（10-1）=900+180+9=1089.

上述证明又一次显示了“字母表示数”的优越性：简单、明了并且具有普遍性．

在学了以字母表示数以后，初步理解了数学符号语言以后，我们已经接触了不少“证明题”．可见逻辑推理不仅在几何中经常碰到，其实在代数里也是不可或缺的．万人同一“幸福数”为什么是1089？上面的证明也是既严密又明白的．下面让我们来展示它的简易应用．

2.2　应用

2.2.1　奇数与偶数的运算性质


例1
 　一个奇数和一个偶数的和一定是奇数．


［证明］
 　∵奇数被2除余数为1，

∴一切奇数都可表示为2m+1（或2m-1），其中m为整数；

∵偶数都是2的整数倍，

∴一切偶数都可表示为2n，n为整数．

从此可得

2m+1+2n=2（m+n）+1，

∵m，n都是整数，∴m+n解是整数．

∴2（m+n）+1是奇数．

上述证明的关键是如何找到奇数、偶数的一般表示法．从奇数、偶数的定义找到一切奇数都可表示为2m+1（或2m-1），其中m为整数；一切偶数都可表示为2n，n为整数．有了这些准备，研究奇数、偶数的运算性质就迎刃而解了．


例2
 　证明两个相邻整数的平方差必为奇数．


［证明］
 　设相邻整数分别为n、n+1，其中n为整数，则

（n+1）2
 -n2
 =n2
 +2n+1-n2
 =2n+1，

∴两相邻整数的平方差必为奇数2n+1.


例3
 　已知n为大于1的自然数，求证：n4
 +4必为合数．


［证明］
 　∵n4
 +4=n4
 +4n2
 +4-4n2


=（n2
 +2）2
 -（2n）2


=（n2
 +2-2n）（n2
 +2+2n），

又n为大于1的自然数，

∴n2
 +2-2n=（n-1）2
 +1，n2
 +2+2n=（n+1）2
 +1都是大于1的自然数．

∴n4
 +4是两个大于1的自然数之积即为合数．


［说明］
 　要证明一个自然数是合数，只要证明它是两个大于1的自然数之积，这就是上述证明想到应用因式分解的道理．在分解成功之后，还要证明n2
 +2-2n，n2
 +2+2n都是大于1的自然数，忽略了这一点，证明是不严密的．

2.2.2　整除问题

在整数的研究中常常遇到整除性的证明．


例1
 　三个连续整数之积必是6的倍数．


［证明］
 　三个连续整数n-1，n，n+1中至少有一个偶数，所以它的积一定是2的倍数．

n-1，n，n+1中至少有一个是3的倍数．

∵如n=3k，k是整数，

∴（n-1）n（n+1）必为3的倍数；

如果n不是3的倍数，则n=3k-1或3k+1，那么n+1=3k-1+1=3k或n-1=3k+1-1=3k.

∴n-1，n，n+1中至少有一个3的倍数．

综上可知（n-1）n（n+1）既是2的倍数又是3的倍数，必然是6的倍数．


［说明］
 　这一证明已经涉及分类讨论．一切整数被3除所得余数只有3种可能，即余数为0，1，2，所以把所有整数分成如下三类：

3k，3k+1，3k+2（也可写成3k-1）中的k为整数．这是一种整数的分类法，称为剩余类，参见后面的“分类讨论（逻辑划分）”一节，这里暂不展开了．

例1的结论是有用的知识点．应用它可以证明n3
 -1，n3
 +5n都能被6整除．


例2
 　从72
 -1=48，知72
 -1能被24整除；

又从112
 -1=120，知112
 -1也能被24整除；

从132
 -1=168，知132
 -1也能被24整除；

……

从此可以作出猜想：大于6的质数的平方与1的差必能被24整除．这一猜想是否正确？有待于证明．

要证明这一猜想，必须找到大于6的质数的表示式．但质数是无法用初等代数式来表示的，这正是困难所在．

大于6的自然数可分为如下六类：

6n-2，6n-1，6n，6n+1，6n+2，6n+3，n为大于1的自然数．其中6n-2，6n，6n+2，6n+3都非质数．所以大于6的质数只能在6n-1或6n+1之中．所以大于7的质数必在6k±1之中，从而获得证明如下：


［证明］
 　设大于7的质数是6k±1，k为大于1的自然数．

∵（6k±1）2
 -1=36k2
 ±12k

=24k2
 +12k（k±1），

又k与k±1中至少有一个偶数，

∴12k（k±1）与24k2
 都是24的倍数，所以大于6的质数的平方与1之差必能被24整除．


［说明］
 　由于6k±1（k为大于1的自然数）不一定是质数，证明的内涵比命题“大于6的质数的平方与1之差必能被24整除”更强．已证明一个更强的命题成立，那么原命题当然成立．

2.2.3　有关数的运算的证明题


例1
 　三个大于1的连续自然数的立方和是9的倍数．


［证明］
 　设3个大于1的连续自然数依次是n-1，n，n+1，其中n是大于2的自然数．

∵a3
 +b3
 =（a+b）3
 -3ab（a+b），∴（n-1）3
 +n3
 +（n+1）3


=（n-1+n+1）3
 -3（n-1）（n+1）（n-1+n+1）+n3


=8n3
 -6n（n-1）（n+1）+n3


=9n3
 -6（n-1）n（n+1）.

从上节的例1知三个连续自然数之积是6的倍数，所以6（n-1）n（n+1）是36的倍数，且9n3
 是9的倍数．

∴（n-1）3
 +n3
 +（n+1）3
 =9n3
 -6（n-1）n（n+1）是9的倍数．


例2
 　有人证明“2=1”的步骤如下：

设a=b=1，① 则a·a=b·a，②

即a2
 =ab，③ ∴a2
 -b2
 =ab-b2
 . ④

即（a+b）（a-b）=b（a-b），⑤ ∴a+b=b. ⑥

即1+1=1，⑦ ∴2=1. ⑧

请找出错在哪一步？


［解］
 　①→②，②→③，③→④，④→⑤均无错误，但⑤→⑥两边同除以a-b，因a=b，故a-b=0，等式两边同除以零是不允许的，这是产生错误的根源．

可见利用代数式运算作推理时，不能犯这类错误！


例3
 　已知一个数x小于它的相反数，且绝对值小于1，求证：[image: 010]
 （这个数大于它的倒数）.


［证明］
 　∵x<-x. ∴x<0.（即x是负数）

又∵|x|<1，∴-1<x<1.

综上，有-1<x<0.

[image: 011]



［说明］
 　这是从已知逐步推出-1<x<0，那么[image: 011-2]
 就不难证明了．

2.3　升华

代数里的简易推理和几何里的证明遵守的推理规则是完全一样的．它也是从已知看可知，从可知再推出新的可知，这样推理下去直至推出欲证的结论．这是顺推法，也称综合法．反过来，从应知（欲证的结论）看需知，再从需知追索新的需知，这样追索下去直至已知．这是逆推法，也称分析法．更多的是顺推、逆推并用，找到已知与结论的结合点，从而找到证明的思路，最后用综合法写出证明过程．

代数里的推理往往是依靠运算来实现的．综观2.1和2.2两节，可见推理是以符号语言来表述的，没有符号语言，推理就失去了载体．因此，要提高推理论证能力，除了要熟练掌握综合法、分析法（顺推、逆推法）之外．更要从了解符号语言的含义与熟练运用符号语言进行正规的书写的训练上．每一步推理的根据（即理由）都要清清楚楚，明明白白．这就是数学的理性思维．通过解题实践与反思，逐步形成良好的思维习惯，那就逐步掌握数学思维的真谛了．

练习与思考二



答案链接



1. 证明：（1）两个奇数之差为偶数．

（2）两个奇数之积为奇数．

（3）一个奇数和一个偶数之和为奇数．

（4）一个奇数和一个偶数之积为偶数．

2. 一个奇数的平方与1的差必为8的倍数．

3. 求证：n2
 +n+1（n为整数）为奇数．

4. 4个连续自然数的平方和与5的差一定是一个奇数的平方．

5. 证明三个连续奇数的平方和加1能被12整除，但不能被24整除．

6. 证明“5<0”．证明步骤如下：

任取一数a，使　a>5，　①

两边同乘以5：　5a>25，　②

两边同减去a2
 :　5a-a2
 >25-a2
 ，　③

即　a（5-a）>（5-a）（5+a）.　④

两边同除以5-a:　a>5+a，　⑤

∴0>5.

这一结论是荒谬的，那么错误出在哪一步？

7. 已知x2
 +x+1=0，求证：

（1）x3
 =1；

（2）x1999
 +x-1999
 =-1；

（3）xn
 +x-n
 =2，其中n为正整数．

8. 一个整数的立方与此数之差必为6的倍数．

9. 甲、乙两个体积相同的墨水瓶，分别装半瓶红墨水和蓝墨水．从甲瓶倒入乙瓶x（ml）的红墨水，充分搅匀混合后，再从乙瓶倒入甲瓶x（ml）混合液．试问按体积来说，此时甲瓶中所含的蓝墨水和乙瓶中所含的红墨水，哪一个多？证明你的判断．



第三章　方程思想与待定系数法

3.1　趣引

公元前的世界难题——阿基米得称王冠

公元前287~212年叙拉古的海尼罗王在其鼎盛时期决定造一顶纯金的王冠．金匠如期完成任务后，有人告密：金匠偷去部分金子，而以等量的银子掺入．国王大怒，但又无法确定是否确有其事，于是请阿基米得来鉴定．但要想出既不损坏王冠，又能测出其中含金、银的确实重量的方法，在当时社会发展水平的条件下，确是一个世界难题，以至智力超群的阿基米得苦思数日也难以解开这一神秘的问题．

一天阿基米得去公共浴室洗澡，当他坐入装满水的澡盆中时，水漫溢到盆外，而身体顿觉减轻．于是他豁然开朗，悟出不同物体浸入水中，因物体的体积不同，排出的水量必不相等，因而减轻的重力（即所受到的浮力）也不相同．从而想到一种检验王冠中是否掺入银子的绝妙方法．阿基米得高兴得跳起来，连衣服都顾不得穿，赤身裸体奔回家中．口中高喊：“我找到了！我找到了！”

他检验的方法大致如下：

设王冠重为W，其中含金W1
 ，含银W2
 ，即

W=W1
 +W2
 ，　①

取重为W与W1
 的纯金放入水中，排去水的重力分别为F1
 与x，则有

[image: 013]


同样取银子重为W与W2
 放入水中，测得排去水的重力分别为F2
 与y，则有

[image: 013-2]


最后把王冠放入水中，测得排去水的重力为F，

[image: 013-3]


即　FW=F1
 W1
 +F2
 W2
 ，而W=W1
 +W2
 ，

所以　F（W1
 +W2
 ）=F1
 W1
 +F2
 W2
 ，

W2
 （F-F2
 ）=W1
 （F1
 -F），

[image: 013-4]


用实验数据F，F1
 ，F2
 代入，可得[image: 013-5]
 的比值，与W=W1
 +W2
 联立，可以解出W1
 与W2
 的值．当且仅当F1
 =F时，王冠中未掺入银子（此时W2
 =0），否则一定掺入银子，由此揭穿了工匠的罪行．

阿基米得经过反复实验，仔细分析终于发现了流体力学的基本原理——浮力定律：“物体在流体中减轻的重力（即所受到的浮力）等于它所排出流体的重力”．这一成果就是阿基米得的著作《论浮体》中第7命题．

在现在的初中物理中，提出物体“密度”的概念“单位体积物体的质量称为该物体的密度”．例如1cm3
 的金子的质量为19.3g，亦即1dm3
 金子的质量19.3kg，所以金子的密度为d金
 =19.3．银子的密度d银
 =10.5（即1dm3
 的银子质量为10.5kg）．按此可以将阿基米得称王冠问题重解如下：

设王冠在空气中称重为Wkg，在水中称重为W0
 kg.金、银的密度分别为d金
 =19.3kg/dm3
 ，10.5kg/dm3
 ，并设王冠中含金xkg，含银ykg，则

x+y=W.　①

因为王冠的体积为其所排开水的体积可由其在水失去重力（即所受到浮力除以水的密度1kg/dm3
 求得），即（W-W0
 ）/1kg/dm3
 ，亦即W-W0
 （dm3
 ）.但王冠的体积又等于王冠中所含金、银的体积x/d金
 ，y/d银
 之和，所以

[image: 014]


这样可以算出王冠中含金与含银各为多少kg.当然可以揭穿工匠所犯的罪行．当年的世界难题，现代的初中生都能顺利解决了！

关于方程思想的源与流：方程是中学数学的核心概念，它几乎充满中学数学的全部内容，特别在中考试卷中它占了半壁江山．根据不完全统计，全国各地中考试卷涉及方程思想的都在50%以上，其重要性是大家公认的．然而方程思想这一伟大创造是谁发明的已无从查考．

中国古代的数学经典《九章算术》第八章“方程”中讨论了线性方程组的解法．我国古代的先哲早已发现要从已知量探求未知量，可通过建立方程（组）来解决．后来法国数学家、哲学家笛卡儿作了总结，被匈牙利数学家与教育家波利亚称为笛卡儿模式．其方法可概括如下：

（1）用字母x表示要求的未知数，必要时，可用不同字母表示所涉及的间接未知数．

（2）抓住问题中未知量与已知量之间的相等关系，并将其“翻译”成数学符号语言，获得问题的数学模型，一般为方程（组）或等式、不等式组成的混合组，或函数关系式．

（3）通过解方程（组）或其他数学方法获得所求的解．

（4）检验与选择符合题意的解．

这一思想的实质是“方程是从已知探索未知的桥梁”，数学大师陈省身称方程思想为“好的数学”，其寓意是十分深刻的．

方程思想发源于方程与方程组，它的流则为它的特殊形式待定系数法．两者本质上是相同的．值得一提的是应用中如何列方程（即建立数学模型）是关键．对于同一数量通过算两次其结果相同，这是列方程中常用的方法．学会算两次有利于突破这一难点，究其实质是将相等关系的普通语言转化为数学符号语言．有时运用线段图表示相等关系，再通过计算达到“翻译”成符号语言的目的．通过以下各种应用的具体问题的分析与解法，就不难领会上述的剖析．上述思想一旦融会贯通，就可算掌握方程思想的精神实质了．

3.2　应用

3.2.1　简单的代数应用题


例1


侠士救友

如图3-1，古时候一位侠士的好友被一伙匪徒绑架．他探得这伙匪徒每天下午6点钟吃晚饭，他要救其好友，必须趁匪徒吃晚饭时，深入贼巢，才能得手．若他的时速为15km，则早到1h，易为匪徒觉察；若时速为10km，则晚到1h，而失去时机．试问该侠士的出发地到贼巢距离为几公里？他的时速为几公里才能救出他的朋友？

[image: 3-1]
图3-1




［分析］
 　这里的未知数有：出发地到贼巢的距离x（km），他的时速v，他要在下午6点钟到达贼巢所走的时间t（h）.而这几个未知数之间的联系似乎只有两个：时速为15km时，走的时间比t少1h；时速为10km时，走的时间比t多1h.那么应该怎样解决呢？还是从将这两个等量关系翻译成符号语言入手．


［解］
 　设侠士的出发地到贼巢的距离为xkm，如在下午6点钟到达，路上需

[image: 015]


所以，侠士欲在下午6时到达，他的时速应为60÷5=12（km/h）.

答：侠士的出发地到贼巢的距离为60km，他应在下午1点钟出发，时速为12km/h，才能救出他的朋友．


［说明］
 　这里对t算了两次，从而建立了方程[image: a]
 可见“算两次”在列方程中的作用．其实t是一个辅助未知量，在列方程中有十分重要的作用．


例2


有确定解的不定方程

未知数的个数超过方程的个数，则成不定方程组．以下这个例子是不定方程组，但其中恰有某个未知数的解是确定的．

英国剑桥大学数学讲师、著名儿童文学家刘易士·卡洛尔把收集到的数学趣题，风趣地称为“乱纷纷的结”，借喻为难解的绳结．下面让我们看一个“乱纷纷的结”．

一个旅行者从下午3点钟步行到当天晚上8点钟．他走的先是平路，然后爬山，到达山顶以后就循原路先下坡，再走平路，回到出发点．已知他在平路上每小时走4km，爬山每小时走3km，下坡每小时走6km.请问旅行者一共走了多少路程？


［分析］
 　去时，先走平路，再上坡；回程时，先下坡，再步入平路．这里的相等关系，是往返共用了8-3=5（h）.


［解］
 　如图3-2，设去程为平路xkm，上坡ykm，回程为下坡ykm，平路xkm，将分析中的相等关系译成符号语言：

[image: 015-2]


将方程①，化简为[image: 016]


从此可知，x，y是不确定的，

所要求的总行程显然是2（x+y）=20（km）.

答：旅行者一共走了20km.

[image: 3-2]
图3-2




例3


奇异的六位数

有一个六位数[image: 016-2]
 乘以3后，就变成一个新的六位数[image: 016-3]
 你能求原来的六位数吗？


［分析］
 　要求原来的六位数[image: 016-4]
 关键是求出[image: 016-5]
 （五位数），如设[image: 016-6]
 的3倍等于六位数[image: 016-7]
 （相等关系）根据记数法，可“翻译”成符号语言，即获含x的方程．


［解］
 　设五位数[image: 016-8]
 ，则原来的六位数：[image: 016-9]
 ，它的3倍为六位数[image: 016-10]
 ，而[image: 016-11]
 =10x+1，所以有

10x+1=3（105
 +x），

移项：　7x=3×105
 -1=299999，

x=299999÷7，

所以　x=42857.

答：原来的六位数为142857.


［说明］
 　上例启发我们：在解题时，不但要全面领会和充分利用已知条件，还应念念不忘题目的“最终目标”．例中是[image: 016-12]
 为了求出这个六位数，关键是求出五位数[image: 016-13]
 熟练掌握数学符号语言，是建立方程（数学模型）的不可缺少的工具．这就是方程思想的精神实质，应不断领会，逐步提高理解水平．这是提高思维能力的关键．

3.2.2　辅助未知量法则


例1
 　甲、乙两人分别自湖的东西两岸同时出发，各游到对岸后，立即返回，并且保持匀速（即速度不变）.已知两人第一次相遇于离湖西岸800m处，第二次相遇于距东岸600m处，求此湖东西两岸间的距离．


［分析］
 　先按题意画示意图如图3-3.

[image: 3-3]
图3-3



甲以实线表示，先自东向西游，到达西岸后立即回游；乙以虚线表示，自西向东游，到达东岸后立即返回．第一次相遇于A处距离西岸800m；第二次相遇于B处距离东岸600m.

本例有三个未知数，甲、乙两人的速度，东西两岸间的距离．

行程问题相等关系有：

（1）从出发到第一次相遇，两人游的时间相等；

（2）从出发到第二次相遇，两人游的时间相等；

（3）两人从出发到第一次相遇，两人游的距离之和为东西两岸间的距离；

（4）两人从出发到第二次相遇，两人游的距离之和为东西岸间的距离的三倍．

由此还可推出甲、乙两人从出发到第一次相遇所经过的时间是从第一次相遇到第二次相遇所经过时间的一半．灵活选用相等关系，可以简化所列方程与解的过程．


［解］
 　设湖东西两岸间的距离为xm，记从出发到第一次相遇经过的时间为tmin，则

[image: 016-14]


同时，从第一次相遇到第二次相遇经过的时间为2tmin，从而甲速、乙速又可分别表示为：

[image: 016-15]


从而得方程：　2（x-800）=800+x-600，　①

或　2×800=x-800+600，　②

从①或②都可解得　x=1800（m）.

答：东西两岸距离为1800m.


［说明］
 　这是典型的匀速直线运动问题．它涉及三个量：运动的速度v，运动的时间t，运动的路程s.按速度的定义单位时间内所走的路程而有[image: 017]
 ，也可以得[image: 017-2]
 这三个相等关系是分析这类问题三个隐含的相等关系．本例中根据题意发现的（1）~（4）四个相等关系就是来源于上述三个相等关系．其中（1）（2）（4）都是隐含的（即是上述[image: 017-3]
 推演出来）.

引进辅助未知量：从出发到第一次相遇所经过的时间t.使得甲、乙两人的速度都可译成符号语言；再分析出从出发到第一次相遇两人的行程之和即东西两岸的距离，进一步发现从第一次相遇到第二次相遇两人行程之和恰为东西两岸距离的两倍，从而发现从第一次相遇到第二次相遇所经过的时间恰为2t.这就为获得甲、乙的速度的第二种算法创造了条件．从两次计算的结果分别是甲、乙速度而获得的两个相等关系分别得到方程①和②，为求出未知数x的值铺平了道路，这就是列方程中的“算两次”的方法．对同一个量运用两种独立的算法．所得结果必相等．这是很有效的解题方法，值得牢记并学会运用．上述的两种简明解法即源于此．


例2


牛顿与牧场主的故事

如图3-4，牛顿12岁时，曾到一个牧场去玩，牧场主听说牛顿很聪明，便想考考他．牧场主说：牧场的草可供27头牛吃6周；可供23头牛吃9周．然后问牛顿，若有21头牛，够吃几周？小牛顿一想，很快算出结果．你能算出牛顿所得答案吗？

[image: 3-4]
图3-4




［分析］
 　根据题意，发现其中隐含一个未知数：每周牧场长的新草占牧场上已有草的总量的比值y.根据题意与隐含的每头牛每周吃的草量是相等的，如设牧场的原有草量为1个单位，则可用y求出每头牛每周所吃的草量．由27头牛可吃6周；23头牛可吃9周分别算出同一个量，两者相等，即得含未知数y的方程．解出y的值，则可由21头牛吃x周，列出含x的方程，从而获解．


［解］
 　设牧场原有草量为1个单位，牧场每周长出的草量与牧场原先已有草的总量的比值为y，则每头牛每周吃的草量为

[image: 017-4]


解方程②，得　x=12.

答：21头牛可吃12周．


［说明］
 　本例的关键是引入辅助未知量：牧场每周长出的草量与牧场原有草的总量的比值y.而这个y并非题目所要求的未知量，称为辅助未知量，没有这个辅助量，则难以用符号语言表示每头牛每周吃的草量，也就无法列出方程．因而如何选择恰当的辅助未知量，实在是解决问题的重中之重．故应务必仔细领会．


例3


有趣的字谜

下列竖式由四个字：学、习、再、优组成，你能猜出它们各代表什么数字吗？

[image: 018]



［解］
 　设学、习、再、优所代表的数字分别为x，y，z，w，从竖式可知：

（10x+y）x=100w+10w+w，其中z=0.

由此可得 （10x+y）x=111w.

因为111=3×37，且x是个位数字：1≤x≤9，所以x为111的因数，故x=3，而（30+y）×3是三位数，即90+3y，而y也是个位数，即1≤y≤9，所以90+3y的三位数的百位数只能是“1”，从而w=1．所以（30+y）3=111，解得y=7.

从而猜想：x=3，y=7，z=0，w=1.

这一竖式为：[image: 018-2]


3.2.3　几何中的方程思想

方程并非代数中的“专利”，许多几何中的计算题乃至证明题也需要方程的“支援”．这在中考试题中屡见不鲜．


例1
 　如图3-5，边长为3的正方形ABCD绕点C按顺时针方向旋转30°后得到正方形EFCG，EF交AD于点H，那么DH的长为_______.

[image: 3-5]
图3-5




［分析］
 　为了易于发现旋转后的数量关系，过点C作CP，CQ将∠BCD（直角）三等分，即∠BCP=∠PCQ=∠QCD=30°，将正方形绕点C按顺时针旋转30°后，BC落在CP上，点B落在点F上；CP落在CQ上，点A落在点E上，EF交AD于H点；CQ落在CD上；CD落在CG上．从此可知∠HCD=30°，CH=2DH．令DH=x，在直角△CDH中，有32
 +x2
 =（2x）2
 .解得x=3；或由[image: 018-3]
 ，也得DH=[image: 018-4]



［解］
 　略．


［说明］
 　这里把旋转运动融入试题，考查对运动规律的观察能力和快速建立方程的技能．


例2
 　在△ABC中，∠BAC=90°，AB=AC=[image: 018-5]
 ⊙A的半径为1，如图3-6所示．若点O在BC上运动（与点B、C不重合），设BO=x，△AOC的面积为y.

[image: 3-6]
图3-6



（1）求y关于x的函数的解析式，并写出函数的定义域；

（2）以点O为圆心，BO长为半径作圆O，求当⊙O与圆A相切时，△AOC的面积．


［分析］
 　因△AOC与△ABC等高，故其面积之比等于底边长之比，从此可得y与x之间的联系．

圆O与圆A相切，因有内切与外切两种可能，需分别处理．

[image: 019]


（2）过A作AH⊥BC，H为垂足．如果O与H重合，则圆O与圆A相交，不合题意．

当点O与点H不重合，在△AOH中，

AO2
 =AH2
 +OH2
 =4+|2-x|2
 =x2
 -4x+8.

因为圆A的半径为1，圆O的半径为x.

[image: 019-2]



［说明］
 　这是方程思想最典型的应用之一，其中还涉及简单的分类讨论．方程思想常与函数考查相结合．上海市2004年第27题（压轴题）中关于点C，D的坐标计算不可避免涉及到方程思想．


例3
 　某工厂拟建一座平面图形为矩形且面积为200m2
 的三级污水处理池（平面图形如图3-7中ABCD所示），由于地形限制，三级污水池的长宽都不超过16m.如果池的外围墙建设单价为每米400元，中间两条隔墙建造单价为每米300元，池底建造单价为每平方米80元（池墙的厚度忽略不计）.

[image: 3-7]
图3-7



（1）当三级污水处理池的总造价为47200元时，求池长x；

（2）如果规定总造价越低就越合算，那么根据题目提供的信息，以47200元为总造价来修建三级污水处理池是否最合算？请说明理由．


［分析］
 　按题设要求，若污水处理池长为x（m），则宽为[image: 019-3]
 不难算出总造价的表达式．由总造价为47200元，即得方程，通过解方程可得x的值，根据题设地形限制，进行检验可得正确答案．


［解］
 　（1）设长为x（m），则宽为[image: 019-4]
 ，按题设总造价为

[image: 019-5]


解得x=14，或25，但长宽均不得超过16（m），所以x=14（m）.

[image: 019-6]


[image: 020]


所以，以47200元为总造价修此三级污水池并不最合算．


［说明］
 　这模拟的实际应用题，也是方程思想的典型应用之一．中考中出现频率不低，抓住等量关系，“翻译”成数学符号语言是解决问题的关键．

3.2.4　待定系数法

待定系数法在函数研究中有广泛的应用，中考中对此考查也十分频繁．


例1
 　如图3-8，在直角坐标平面内，函数[image: 020-2]
 ，m是常数）的图像经过A（1，4）、B（a，b），其中a>1．过点A作x轴垂线，垂足为C，过点B作y轴垂线，垂足为D，联结AD、DC、CB.

[image: 3-8]
图3-8



（1）若△ABD的面积为4，求点B的坐标；

（2）求证：DC∥AB；

（3）当AD=BC时，求直线AB的函数解析式．

（1）［解］
 按题设DB=a，记AC与BD交于点E，则EA=4-b.

[image: 020-3]


即4a-ab=8　①

∵A（1，4），B（a，b）在函数[image: 020-4]
 的图像上，

∴m=4，

ab=m=4.　②

②代入①，得a=3，[image: 020-5]


[image: 020-6]


∵α，β是锐角，∴α=β.

∴DC∥AB.

（3）［解］
 DC∥AB，如AD=BC时，有两种情况：

（i）当AD∥BC时，四边形ABCD是平行四边形，则AC与BD互相平分，[image: 020-7]


∴a=2，b=2.

∴点B的坐标为（2，2）.

设直线AB的解析式为y=kx+b，则

[image: 020-8]


此时直线AB的解析式为y=-2x+6.

（ii）当[image: 021]
 时，四边形ABCD为等腰梯形，则CA=DB. ∵CA=4，DB=a，

∴a=4.

[image: 021-2]


∴点B的坐标为（4，1）.

设直线AB的解析式为y=kx+b，则

[image: 021-3]


此时直线AB的解析式为y=-x+5.

综上，直线AB的解析式为y=-2x+6或y=-x+5.


［说明］
 　这里利用数形结合，通过计算建立含待定常数a，b，m的方程，应用解方程（组）求出待定系数a，b，m的值，这正是方程思想的灵活运用．

值得注意的是（2）中引入∠BDC=α，∠ABD=β.通过计算证明tanα=tanβ，推出α=β，证明DC∥AB．比用相似三角形更简捷．

（3）中将问题分为AD∥BC与AD[image: 021-4]
 BC两种情形分别处理，求待定系数k与b.这里还用了分类讨论思想，不然会产生漏解，这说明多种思维方法并举是突破难点的重要方法，这也是值得记取的解题经验．


例2
 　在直角坐标平面内，二次函数图像的顶点为A（1，-4），且过点B（3，0）.

（1）求该二次函数的解析式；

（2）将该二次函数图像向右平移几个单位，可使得平移后所得图像经过坐标原点？并直接写出平移后所得图像与x轴的另一个交点的坐标．


［解］
 　（1）设此二次函数的解析式为

y=a（x-1）2
 -4.

∵过点B（3，0），

∴0=a（3-1）2
 -4. ∴a=1.

∴此二次函数的解析式为

y=（x-1）2
 -4，即y=x2
 -2x-3.

（2）∵此抛物线的对称轴为直线x=1，它与x轴的另一交点A（x1
 ，0），则

[image: 021-5]


欲使抛物线向右平移几个单位后过原点，则应向右平移1个单位，点A（-1，0）变为（0，0）；点B（3，0）变为（4，0），即平移后所得图像与x轴的另一交点的坐标为（4，0）.


［说明］
 　对于二次函数的解析式有以下三种形态：

（1）一般式y=ax2
 +bx+c.

对于过任意三点（x1
 ，y1
 ）、（x2
 ，y2
 ）、（x3
 ，y3
 ）

可得方程组

[image: 021-6]


通过解方程组可以求出待定系数a，b，c获解．

（2）顶点式y=a（x-x0
 ）2
 +k.

在已知二次函数的图像的顶点坐标（x0
 ，k）时，只要根据另一条件确定待定系数a就可获解．

对于已知二次函数图像的对称轴x=x0
 时，也可利用顶点式，根据另二条件确定待定系数a与k获解．

（3）零点式y=a（x-x1
 ）（x-x2
 ）.

已知二次函数两个零点x1
 ，x2
 （即x=x1
 时，y=0；x=x2
 时，y=0）可应用零点式，根据另一条件确定待定系数a获解．

本例是已知顶点A（1，-4）且过点B（3，0），当然应用顶点式最简捷．


例3
 　一张矩形纸片OABC平放在平面直角坐标系内，O为原点，点A在x轴正半轴上，点C在y轴的正半轴上，OA=5，OC=4.

（1）如图3-9，将纸片沿CE对折，点B落在x轴上的点D处，求点D的坐标；

[image: 3-9]


图3-9

（2）在第（1）题中，设BD与CE的交点为P，若点P、B在抛物线y=x2
 +bx+c上，求b、c的值；

（3）如图3-10，若将纸片沿直线l对折，点B落在坐标轴上的点F处，l与BF的交点为Q，若点Q在第（2）题的抛物线上，求l的解析式．

[image: 3-10]


图3-10


［分析］
 　欲求点D的坐标，即求OD之长．因点B与点D关于直线CE对称，易见CB=CD=5，由Rt△COD，可得OD之长．

因点B、D关于CE对称，故点P为BD的中点．由B、D两点的坐标可得点P的坐标，因点B、P在抛物线y=x2
 +bx+c上，由待定系数法，可得b、c的值．（待定系数法实即方程思想的一种形态）

由于点F可能在x轴上或y轴上，应分别处理．设点F的坐标为（x0
 ，0），或（0，y0
 ）.仿第（2）题的方法可得x0
 （或y0
 ）的值．由直线l垂直平分BF，故l上任意一点R（x，y），必满足|RB|=|RF|，化简即得直线l的解析式．


［解］
 　（1）因为点B、D关于直线CE对称，所以CB=CD=5，OC=4.

因为OC2
 +OD2
 =CD2
 ，所以42
 +OD2
 =52
 ，解得OD=3，点D的坐标为（3，0）.

[image: 022]


故点F的坐标为F（1，0），或F（3，0）.注意到当F（1，0）时，|AF|=|AB|=4，所以A在直线l上，从而可得直线l的解析式为y=-x+5；

当F为（3，0）时，注意到|CF|=|CB|=5，所以C在l上；此时直线l的解析式为[image: 022-2]


当点F在y轴上时，设点F的坐标为F（0，y0
 ），因点Q为BF的中点，故其坐标为[image: 022-3]


因为点Q在抛物线y=x2
 -7x+14上，

[image: 023]



［说明］
 　由于坐标法的知识在初中阶段尚未充分展示，因而这方面的试题不宜过深．第（3）小题求直线l的解析式似稍难了．


例4
 已知⊙O的半径为1，以O为原点，建立如图3-11所示的直角坐标系．有一个正方形ABCD，顶点B的坐标为[image: 023-2]
 ，顶点A在x轴上方，顶点D在⊙O上运动．

[image: 3-11]
图3-1



（1）当点D运动到与A，O在一条直线上时，CD与⊙O相切吗？如果相切，请说明理由，并求出OD所在直线对应的函数表达式；如不相切，也请说明理由；

（2）设点D的横坐标为x，正方形ABCD的面积S，求出S与x的函数关系式，并求S的最大值和最小值．


［解］
 　（1）如图3-12，A，D，O三点一线，且CD与⊙O相切．设∠BOA=θ，正方形ABCD的边长为a，则[image: 023-3]
 即2a2
 +2a-12=0.

[image: 3-12]
图3-12



解得a=2或a=-3（舍去）.

在直角△ABO中，AB=2，AO=3，[image: 023-4]


∵点A在第二象限内，

∴点A坐标可记为（-3x0
 ，2x0
 ）.

则直线OD对应的函数的解析式为

[image: 023-5]


如果点D在第四象限内，如图3-13.

[image: 3-13]


图3-13

设∠AOB=θ，正方形边长为a，在直角△AOB中，|AB|=a，

[image: 023-6]


∴a2
 +（a-1）2
 =13，

即a2
 -a-6=0.

∴a=3或a=-2（舍去）.

[image: 023-7]
 ∵点D在第四象限内，点D的坐标为（2x0
 ，-3x0
 ），所以直线OD对应的函数的解析式为[image: 023-8]


[image: 3-14]
图3-14



（2）如图3-14，点D的横坐标为x，则

[image: 023-9]


[image: 024]



［说明］
 　第（1）小题如利用相似三角形的知识来解难度颇大，但如上利用锐角三角比，求出∠AOB=θ的正切值，使解法大大简化．第（2）小题注意到[image: 024-2]
 ，也就迎刃而解了．一般地，在可以应用锐角三角比的情况下，往往可以简化解题过程．

通过以上例子可以发现待定系数法在函数研究中是十分有用的方法．与数形转化、坐标法，以及图形的几何性质、三角比等知识融会贯通常可产生极妙的解法．待定系数法的应用不局限于函数研究．以下补数例以说明其应用的广泛性．

[image: 024-3]



［说明］
 　把一个分式化为两分式之和，这是代数中的一种方法，称为部分分式，在进一步学习中是很有用的一种变形，在解的过程中应用了

3x-4=（a+b）x-2a-b，

推出a+b=3，且-4=-2a-b.

这是代数中一条重要定理：

两个多项式恒等，则对应项（同次项）的系数相等．

an
 xn
 +am-1
 xn-1
 +…+a0
 =bn
 xn
 +bn-1
 xn-1
 +…+b0


“≡”是恒等记号，表示无论x为何实数时，等式两边多项式之值都相等．例如当x=0时，可以得到a0
 =b0
 .于是有

an
 xn-1
 +an-1
 xn-2
 +…+a1
 ≡bn
 xn-1
 +bn-1
 xn-2
 +…+b1
 ，

再取x=0，又可得a1
 =b1
 ，按此推下去可以推出：

an
 =bn
 ，an-1
 =bn-1
 ，…，a1
 =b1
 ，a0
 =b0
 .


例6
 设12
 +22
 +32
 +…+n2
 =An3
 +Bn2
 +Cn+D，对于n为一切自然数都成立，试求A，B，C，D的值．


［解］
 　n=0时，有D=0.

n=1时，有　1=A+B+C，　①

n=2时，有　5=8A+4B+2C，　②

n=3时，有　14=27A+9B+3C，　③

解①②③构成的方程组，得

[image: 025]


这就是自然数平方和的公式．


［说明］
 　待定系数法应用十分广泛，进一步学习中上升空间很大．作为一例，用它来证明二次方程的韦达定理．


例7
 已知二次方程ax2
 +bx+c=0 （a≠0）的两个根分别为x1
 、x2
 ，求证：[image: 025-2]



［证明］
 　已知二次方程ax2
 +bx+c=0 （a≠0）的两个根为x1
 ，x2
 ，则

ax2
 +bx+c=a（x-x1
 ）（x-x2
 ），（a≠0）

即　ax2
 +bx+c=ax2
 -a（x1
 +x2
 ）x+ax1
 x2
 ，

所以　

[image: 025-3]



［说明］
 　这一证法不需解方程求出x1
 、x2
 ，即可获证．不难发现这一方法可以推出三次、四次方程也有类似的韦达定理．

3.2.5　向量中的待定系数法

[image: 3-15]
图3-15



[image: 025-4]


∴G为中线BE、CD的三等分点．即GB=2GE，GC=2GD.


［说明］
 　根据平行向量定理（即一维向量基本定理）如果a∥b，a为非零向量，则b=ma.这里的常数m即待定常数．

从平行向量定理，可以推出平面内两非零向量a、b不共线，则平面内任意向量p，可以唯一表示为p=xa+yb （x，y为实数），这就是平面向量基本定理．但初中教材中未明确提出这一定理，却以平面向量的分解表示出来：

（m+2）a-（n+2）b=0，

而a，b是不共线的非零向量（称为平面上的基向量）那么可得m+2=0，n+2=0，否则从上述结果可得

[image: 026]


而推出a，b共线与a、b是不共线矛盾．∴m+2=0且n+2=0.

这是应用向量解决几何问题的基本思路，对于初中小朋友确是一大难点．请看例2，再仔细领会一次．

[image: 3-16]
图3-16




例2
 　如图3-16，在△ABC中，边BC的中点为M，边AC的三等分点为N，即[image: 026-2]
 AM与BN相交于点R．试研究点R分AM为AR，RM两部分之比值．（即AR∶RM=？）

[image: 026-3]



［说明］
 　这一问题如用综合几何做，一般都须作辅助线，而应用向量，方法与例1完全类似，十分和谐统一．这说明向量在几何图形性质的研究中的优越性，对于提高思维能力有积极作用．从目前改革的进程看，短期内难以达到这样的高要求，但对今后学习将起很好的铺垫作用．

[image: 3-17]
图3-17




例3
 　如图3-17，已知[image: 026-4]
 ABCD中，M为AB的中点，CM与BD相交于R，试研究点R分BD，CM成什么比（即求RD∶BR，CR∶RM的比值）.

[image: 026-5]


即　（m+2）a=（n+2）b.

∵a，b不共线，∴m+2=n+2=0.

∴m=-2，n=-2.

即　[image: 027]


∴RC=2RM，RD=2RB.

所以点R均三等分BD，CM.


［说明］
 　确定待定常数m，n都是通过[image: 027-2]
 得向量方程ma-nb=2（b-a），从而获得

（m+2）a=（n+2）b.

再通过平面向量基本定理推出m+2=n+2=0．获得m，n的值．这说明待定系数法与方程思想密不可分．

3.2.6　向量中的方程思想

在向量有关问题中，不但有待定系数法的用武之地，方程思想也有广泛的应用．请看以下例子当有豁然开朗之感．

[image: 3-18]
图3-18



[image: 027-3]


[image: 028]






[image: 3-19]
图3-19




［说明］
 　这里通过建立向量方程组

[image: 028-2]


解出x与y获解．充分展示思路清晰解法快捷的魅力．方程思想不愧为“好的数学”．

[image: 028-3]






[image: 3-20]
图3-20



3.2.7　三角测量中的方程思想

在学习了锐角三角比之后，利用三角比可以解决简易测量问题．在这一领域里，方程思想又是不可或缺的重要思维方法，请看以下的例题．


例1
 　欲测底部不可到达的建筑物的高．

在金茂大厦的广场上，欲测其顶尖P的高度如何设计测量方案（包括示意图，需要测量的角、距离均以字母表示）并据此写出计算顶尖高度的方法．

这是一种别开生面的开放题．解答不唯一．比普通的测量应用题更易考查学生创新思维实践的能力．


［分析］
 　由顶尖P在地平面上的射影B是看不见的．因而测点A到B的距离是无法测量的，故AB的距离是未知数．顶尖P的高度PB=h也是未知数．两个未知数必须构造两个直角三角形，利用直角三角形的边角关系（即锐角三角比概念）建立两个方程．这正是在方程思想引导下必然产生的思路．据此可得如下的测量方案，如图3-21.

[image: 3-21]
图3-21



（1）在测点A以测角器（如经纬仪或罗盘仪）测量尖顶P的仰角α.

（2）将测角器（望远镜）放回水平位置AB，然后将射线AB旋转90°到达射线AC方向，在此方向上插标杆于点C.

（3）在点A插一标杆，然后将测角器搬到点C位置，在点C，测角器的望远镜先瞄准尖顶P再将望远镜放置水平位置即对准B，此时望远镜的射线为CB，然后旋转对准点A的标杆，从而测出水平角∠ACB=β.

（4）量AC的长度得AC=a（m）.

根据测得的数据：AC=a，∠ACB=β，∠PAB=α，可得计算PB=h的方案如下：

[image: 028-4]


以①代入②得　h=atanαtanβ.


［解］
 　略．


［说明］
 　这不是唯一的方法．而一般教材的传统方法是：

如图3-22，在点A测得尖顶P的仰角α后．沿BA方向后退到点C的位置，再测点P的仰角∠ACP=β.则

[image: 3-22]
图3-22







[image: 029]


上述两种方法对比，优劣立现．更重要的是为避免计算误差，必须扩大α与β之差，那么后退的距离AC就要足够大．但场地是固定的，有时要使AC足够大是难以实现的．前一种方法笔者曾向城建局的测量行家请教过，完全是可行的．更一般的情形是∠BAC不一定是90°，可以是任意角γ.利用正弦定理同样获解，只不过已超出初中数学的范围罢了．


例2
 　如图3-23（a），甲、乙两栋高楼的水平距离BD为90m，从甲楼顶部C点测得乙楼顶部A点的仰角α为30°，测得乙楼底部B点的俯角β为60°，求甲、乙两栋高楼各有多高？（计算过程和结果都不取近似值）

[image: c]
图3-23




［解］
 　作CE⊥AB于点E，如图3-23（b）.

∵CE∥DB，CD∥AB，且∠CDB=90°，

∴四边形BECD是矩形．

∴CD=BE，CE=BD.

在Rt△BCE中，β=60°，CE=BD=90m.

[image: 029-2]


∴BE=CE·tanβ=90×tan60°=[image: 029-3]


∴CD=BE=[image: 029-3]


在Rt△ACE中，α=30°，CE=90m.

[image: 029-4]


[image: 030]


答：甲楼高为[image: 030-2]



［说明］
 　这里有两个未知数AB与CD，因此由Rt△ACE与Rt△BCE，建立两个方程，即可解决．


例3
 　一人站在一高度为h的平台上，用经纬仪观测东方明珠塔（如图3-24）.如何测量塔上观光大球与太空舱小球之间的距离d，应测量哪些角？（分别用α，β，γ表示）试以α，β，γ和h，算出距离d的表达式．

[image: 3-24]
图3-24




［分析］
 　由于人在平台上，难以展开活动，只能用经纬仪观测太空舱、观光大球的仰角α，β；再测量塔底的俯角γ.如图3-25．其中P表示人所在测点，A表示太空舱所在点，B表示观光大球所在点，C表示底座所在点．过P点的水平线与直线AC的交点为D．利用Rt△APD，Rt△BPD，Rt△DPC中的边角关系，建立方程组，可解出AB的大小．


［解］
 　如分析中，测得太空舱A的仰角为α，观光大球的仰角为β，底座C的俯角为γ.则CD=h，记PD=x，BD=y，AB=d，

在Rt△APD中，xtanα=d+y，　①

在Rt△BPD中，xtanβ=y，　②

在Rt△CPD中，xtanγ=h，　③

从③，有x=hcotγ.代入②，有y=hcotγtanβ，

代入①，得htanαcotγ=d+hcotγtanβ.

∴d=hcotγ（tanα-tanβ）.

[image: 3-25]
图3-25




［说明］
 　这里假设人所在高平台与东方明珠塔在同一地平面上，实际上两者存在高度差．另一方面塔的底座并非一点，上述测量方法，则是理想化的假设．实际问题比以上假设要复杂得多．


例4
 如图3-26，A城气象台测得台风中心在A城正东方300km处，以每小时[image: 030-3]
 的速度向北偏西60°的BF方向移动，距台风中心200km的范围内是受台风影响的区域．

[image: 3-26]
图3-26



（1）问A城是否会受到台风影响？为什么？

（2）若A城受到这次台风影响，那么A城遭受台风影响的时间有多长？


［分析］
 　自A向BF引垂线AM，若AM<200km，那么A城将受到台风影响．以A为中心，200km为半径作圆弧与BF交于两点C、D，则台风中心经过线段CD时，A城都将受到台风的影响．求出CD之长就不难求出台风影响A城的时间．


［解］
 　（1）自A引AM⊥BF，垂足为M．在Rt△ABM中，已知AB=300km，∠ABF=90°-60°=30°，

∴AM=ABsin30°=150（km）<200km.

所以A城在台风影响的区域内，将受到此次台风的影响．

（2）以A为中心，200km为半径作圆与直线BF交于C、D两点，则[image: 030-4]
 =[image: 030-5]


[image: 030-6]
 ∴此次台风影响A城的时间为10小时．


［说明］
 　根据题设画出示意图3-26，这是解决问题的依据．不理解题意，就无法画出示意图，这是审题的主任务，弄清方位与象限角的概念是关键．按分析可知，求出AM与CD，则一切都迎刃而解．这里虽未列出方程．实际上直接由等腰△ACD高AM将其分成两个直角三角形ACM和ADM，二者是全等的，由它们的边角关系，可直接写出AM与CD的结果．

以上列举了方程思想在七方面的应用．其实不局限于上述七方面，例如在统计中也需要应用方程思想．

例如用统计方法测出湖中鱼的数量的方法．

先从湖中捕捉一批鱼，作好标记，然后放回湖中，过一段时间后，由于鱼的游动，使得带有标记的鱼在湖中的分布比较均匀．此时再从湖中捕捉一批鱼作为样本，数一数样本中带有标记的鱼的数目，然后根据如下的关系式便可估计出这个湖中鱼的总数x:

[image: 031]


例如，第一次捕捉了100条鱼，作好标记后放回湖中，也就是说，总体中带标记的鱼数为100．第二次捕捉了90条鱼，即样本中的鱼数为90，如果这90条鱼中带有标记的鱼数为5，那么上述等量关系可建立方程

[image: 031-2]


这样可估计这个湖中的鱼约有1800条．

这不是方程思想的作用吗？

进一步学习中，初中物理、化学中的问题（有关计算题）无不是应用方程思想通过建立方程获解的．在高中数学中将有更广泛的应用．

3.3　升华

方程是实际问题的数学模型．通过建立方程（组）解决问题的方法，就是通过建立数学模型（简称建模）应用数学知识解决实际问题的方法（称为数学模型方法）的特例．一般说来，应用数学符号语言将问题中数量关系“翻译”成方程（组），再解方程（组）即可获解．

可见对问题中的数量关系分析是关键．那么又应该如何分析问题中的数量关系呢？从大量问题的解答过程可以发现，运用列表（对已知量、未知量，两者之间的关系）选择恰当的未知量（包括不要直接求的）辅助未知量，用字母表示，把有关的量通过计算化简，用含未知量、已知量的解析式表示出来，就容易列出方程了．有时借助线段表示已知量与相应的未知量，通过形象思维也易帮助找相等关系，参见3.2.2辅助未知量法则中的例1.

对于待定系数法中选好函数解析式的形式也是关键．这里不细说了．

向量线性运算（加法、减法、数乘）是初中引入的新内容，如何运用好方程思想待定系数法，是提高能力的关键．请仔细阅读，认真领会．

建立方程的另一重要方法是算两次，望读者在解题实践中反复体会，这不仅是为了提高应试成绩，更重要的是提升数学素养，为今后的成长打好扎实的基础．

练习与思考三



答案链接



1. 甲、乙、丙、丁四个数的和为43，又知道甲的2倍加8，乙的3倍，丙的4倍，丁的5倍减4，都恰好相等．求此四个数各是多少？

2. 甲、乙两人在铁路轨道边背向而行，速度都是每分钟60m，一列火车匀速向甲迎面开来，列车在甲身旁开过用了15s，而后在乙身旁开过用了17s，问这列火车长多少米？

3. 如图3-27，正方形ABCD的中心为O，面积为1989cm2
 .P为正方形内一点，且∠OPB=45°，PA=PB=5∶14，则PB=________cm.

[image: 3-27]
图3-27



4. 拿破仑是一位天才军事家．他在获得一次大胜利后的庆功宴上，拿出105枚金币奖励14名年轻军官．为培养青年军官动脑筋的习惯．他要求14位军官分得的金币数都不相同，问如何设计这一分配方案？结果一位青年将领提出了正确的方案，你知道是怎样分配的吗？

5. 1990年，全家为老爷爷祝寿，客人问老寿星高寿多少（多少岁了），他笑答：“我不到100岁呢！我x岁那年，正好是公元x2
 年．”请问老爷爷1990年多少岁？

6. 根据下列条件，写出二次函数的解析式：

（1）抛物线的顶点为（2，3），并且经过点（3，1）；

（2）当x=1或x=2时，y=0；当x=3时，y=4；

（3）抛物线的对称轴为直线x=3，并且经过点（4，5）和（1，-1）；

（4）经过（-1，2），（1，6），（2，11）三点．

7. 已知y=y1
 -y2
 ，并且y1
 与x成正比例，y2
 与x-2成反比例．当x=-2时，y=-7；当x=3时，y=13.

（1）求函数y的解析式；

（2）求x=5时的y值；

（3）求y=-10时的x值．

8. 如图3-28，已知：抛物线y=-x2
 +mx+2m2
 （m>0）与x轴交于A，B两点，点A在点B的左边，C是抛物线上一个动点（点C与A，B不重合），D为OC的中点，联结BD并延长，交AC于点E.

[image: 3-29]
图3-28



（1）用含m的代数式表示点A，B的坐标；

（2）求[image: 033]
 的值；

（3）当C，A两点到y轴的距离相等，且[image: 033-2]
 时，求抛物线和直线BE的解析式．

9. 如图3-29，经过点M（-1，2），N（1，-2）的抛物线y=ax2
 +bx+c（a≠0）与x轴交于A，B两点，与y轴交于点C.

[image: 3-30]
图3-29



（1）求b的值；

（2）若OC2
 =OA·OB，试求抛物线的解析式；

（3）在该抛物线的对称轴上是否存在点P，使△PAC的周长最小？若存在，求出点P的坐标；若不存在，请说明理由．

10. 海中有一小岛A，在周围5km之内敷设有水雷．现有一舰从西向东驶至O处发现A在北偏东60°，再向东行驶10km后到达B处，测得A在北偏东45°，若此舰航向不变继续向东航行有无危险？

11. 由于过度采伐森林和破坏植被，使我国许多地区频频遭受沙尘暴的侵袭．近日，A市气象局测得沙尘暴中心在A市正西方向300km的B处，以[image: 034]
 的速度向南偏东60°的BF方向移动，距沙尘暴中心200km的范围是受沙尘暴严重影响的区域，如图3-30所示．

[image: 3-31]
图3-30



（1）通过计算说明A市必将受到沙尘暴的影响；

（2）计算A市受沙尘暴影响的时间．

12. 如图3-31（a），在平面直角坐标系中，已知点[image: 034-2]
 ，点B在x正半轴上，且∠ABO=30°.动点P在线段AB上从点A向点B以每秒[image: 034-3]
 个单位的速度运动，设运动时间为ts.在x轴上取两点M，N作等边△PMN.

[image: 3-32]
图3-31



（1）求直线AB的解析式；

（2）求等边△PMN的边长（用t的代数式表示），并求出当等边△PMN的顶点M运动到与原点O重合时t的值；

（3）如果取OB的中点D，以OD为边在Rt△AOB内部作如图6-22（b）所示的矩形ODCE，点C在线段AB上．设等边△PMN和矩形ODCE重叠部分的面积为S，请求出当0≤t≤2秒时S与t的函数关系式，并求出S的最大值．

13. 四边形ABCD中，记[image: 035]
 其中a、b不共线，则四边形是（　　）

（A）平行四边形

（B）矩形

（C）梯形

（D）菱形

14. 已知平行四边形ABCD中，[image: 035-2]
 ，则此平行四边形是（　　）

（A）正方形

（B）矩形

（C）菱形

（D）以上都不对

15. 如图3-32，点O，A，B，C共线，O，D，E共线，已知AD∥BE.[image: 035-3]
 ，求证：BD∥CE.

[image: 3-33]
图3-32





第四章　变量代换与等价转化

4.1　趣引

一次创新思维的实践

取四块全等的矩形，长为a，宽为b，将它们围成一个边长为a+b的中空正方形如图4-1.

[image: 4-1]
图4-1



中空的正方形边长为a-b.

四块矩形的面积为4ab，也等于大正方形面积与中空正方形面积之差．

∴（a+b）2
 -（a-b）2
 =4ab　①

通过变量代换：

[image: 036]


∴　x2
 -y2
 =（x+y）（x-y）.　②

这就是著名的平方差公式．通过上述代换，以x代a+b，y代a-b，又可从公式②获得公式①．所以公式①与②是等价的．

从公式①还可以变形为

[image: 036-2]


当a+b为定值M时，那么a，b变化时，可知

[image: 036-3]


当且仅当a=b时（即a-b=0时），ab达到最大值[image: 036-4]
 可以推出：[image: 036-5]
 ≥[image: 036-6]
 这就是著名的平均不等式，其中[image: 036-7]
 称为a，b两数的算术平均数；[image: 036-8]
 称为a与b的几何平均数．

这是应用广泛的不等式．作为它的应用之一“如果两正数a，b之积为定值n（即ab=n）时，当且仅当a=b时，a+b达到最小值[image: 036-9]
 ”

[image: 036-i]


当且仅当a=b时a+b的最小值为[image: 037]


从此可见公式之间的等价转化，可以帮助解决许多超出初中知识的实际问题．

另一创新思维实践．既可激发兴趣，又可发现一个十分有用的乘法公式．

你喜欢玩橡皮泥吗？请自己做一个橡皮泥的正方体，设正方体的棱长为a+b，如图4-2.

[image: 4-2]
图4-2



用刀把它切开如图4-3，4-4，4-5，4-6.



	[image: 4-3]

	[image: 4-4]




	图4-3
	图4-4






	[image: 4-5]

	[image: 4-6]




	图4-5
	图4-6




这一正方体的体积显然是V=（a+b）3
 .

切开后，如图4-3的一块体积为

V1
 =a3
 +a2
 b；

如图4-4的一块体积为

V2
 =ab（a+b）；

如图4-5的一块体积为

V3
 =ab（a+b）；

如图4-6的一块体积为

V4
 =ab2
 +b3
 .

∵V=V1
 +V2
 +V3
 +V4
 ，

∴（a+b）3
 =a3
 +a2
 b+ab（a+b）+ab（a+b）+ab2
 +b3


=a3
 +b3
 +3ab（a+b）.

从此获得乘法公式：

（a+b）3
 =a3
 +b3
 +3ab（a+b）.　①

从公式①，作等价转化，有

（a+b）3
 -a3
 -b3
 =3ab（a+b），　②

令a+b=-c，则转化为：

a3
 +b3
 +c3
 =3abc.　③

又从①可化为

a3
 +b3
 =（a+b）3
 -3ab（a+b）.　④

从④，还可推出　a3
 +b3
 =（a+b）（a2
 -ab+b2
 ），　⑤

a3
 -b3
 =（a-b）（a2
 +ab+b2
 ）.　⑥

①④与⑤是应用广泛的乘法公式，它在代数式的恒等变换与解方程中有出奇制胜的妙用，欲知其详，请看以下的应用．

对于上述两则创新思维实践活动作补充说明如下：

上述三个重要的乘法公式：

a2
 -b2
 =（a+b）（a-b），

a3
 +b3
 =（a+b）3
 -3ab（a+b），

a3
 +b3
 =（a+b）（a2
 -ab+b2
 ）与a3
 -b3
 =（a-b）（a2
 +ab+b2
 ）.

都是通过玩纸板游戏与橡皮泥制作的动手实践和计算分析对同一几何对象的几何量（面积、体积），分别应用两种不同的计算方法获得结果中推导得到的．这种方法称为“算两次”，是数学研究中非常有用的思考方法，在今后学习中还会遇到（特别是进入高中以后）．这类通过动手与计算分析对于创新思维实践能力的培养与发展是有积极作用的．希望小读者反复品尝其中的启示，以激发好奇心与探究欲，更快地成长．

4.2　应用

4.2.1　代数式的恒等变换


例1
 　化简：

[image: 039]



［分析］
 　注意到式中多处出现[image: 039-2]
 如把它看作一个字母，即设[image: 039-3]
 ，则原式转化为

[image: 039-4]



［说明］
 　经过变量代换：[image: 039-5]
 使原来复杂的问题大大简化．令[image: 039-6]
 也称为换元法．在代数中有广泛的应用．


例2
 　分解因式：（x2
 +y2
 ）3
 +（z2
 -x2
 ）3
 -（y2
 +z2
 ）3
 .


［分析］
 　由（x2
 +y2
 ）3
 +（z2
 -x2
 ）3
 联想到a3
 +b3
 =（a+b）3
 -3ab（a+b）.把x2
 +y2
 看做a，z2
 -x2
 看做b，则有如下明快解法．


［解］
 　原式=（x2
 +y2
 +z2
 -x2
 ）3
 -3（x2
 +y2
 ）（z2
 -x2
 ）（x2
 +y2
 +z2
 -x2
 ）-（y2
 +z2
 ）3


=（y2
 +z2
 ）3
 -3（x2
 +y2
 ）（z-x）（z+x）（y2
 +z2
 ）-（y2
 +z2
 ）3


=3（x-z）（x+z）（x2
 +y2
 ）（y2
 +z2
 ）.


例3
 　分解因式：（b+c）（c+a）（a+b）+abc.


［解］
 　设a+b+c=x，则

原式=（x-a）（x-b）（x-c）+abc

=x3
 -（a+b+c）x2
 +（ab+bc+ca）x-abc+abc

=x3
 -x3
 +（ab+bc+ca）（a+b+c）

=（a+b+c）（ab+bc+ca）.

解法可谓妙吧！


例4
 证明（x2
 +3x+2）（x2
 +7x+12）+1是完全平方式．


［分析］
 　从题目外形看，不易找到适当的变换方法，但x2
 +3x+2=（x+1）（x+2），x2
 +7x+12=（x+3）（x+4）.

退一步，原式为（x+1）（x+2）（x+3）（x+4）+1.

重新组合，有

原式=（x+1）（x+4）（x+2）（x+3）+1

=（x2
 +5x+4）（x2
 +5x+6）+1.

设x2
 +5x+4=a，则原式=a（a+2）+1=a2
 +2a+1=（a+1）2
 =（x2
 +5x+5）2
 .


［证明］
 　略．


［说明］
 　退是为了找到进的契机！


例5
 证明x4
 +y4
 +（x+y）4
 =2（x2
 +xy+y2
 ）2
 .


［分析］
 　由左式中x4
 +y4
 、（x+y）4
 与x2
 +xy+y2
 的联系，联想x4
 +y4
 +x2
 y2
 =（x2
 +y2
 ）2
 -x2
 y2
 ，（x+y）4
 -x2
 y2
 =（x2
 +2xy-xy+y2
 ）（x2
 +2xy+xy+y2
 ），可得证法1．如把x2
 +xy+y2
 看做一个字母，还可得证法2.


［证法1］
 x4
 +y4
 +（x+y）4
 =x4
 +y4
 +x2
 y2
 +（x+y）4
 -x2
 y2


=（x2
 +y2
 ）2
 -x2
 y2
 +（x2
 +2xy+y2
 ）2
 -x2
 y2


=（x2
 +xy+y2
 ）（x2
 -xy+y2
 ）+（x2
 +2xy+y2
 -xy）（x2
 +2xy+y2
 +xy）

=（x2
 +xy+y2
 ）（x2
 -xy+y2
 +x2
 +3xy+y2
 ）

=2（x2
 +xy+y2
 ）2
 .


［证法2］
 左边=（x2
 +y2
 ）2
 -2x2
 y2
 +（x2
 +2xy+y2
 ）2


=（x2
 +y2
 ）2
 -2x2
 y2
 +（x2
 +y2
 ）2
 +4xy（x2
 +y2
 ）+4x2
 y2


=2［（x2
 +y2
 ）2
 +2xy（x2
 +y2
 ）+x2
 y2
 ］

=2（x2
 +y2
 +xy）2
 .


［说明］
 　本题证法较多，这里虽未明显进行换元，但在变换中处处把一个代数式视为一个字母处理．思维方法不重外形而重实质，对训练思维的灵活性很有好处．

[image: 040]


而x3
 =（A+B）3
 =A3
 +B3
 +3AB（A+B）=-q-p（A+B）=-q-px.

所以　x3
 +px+q=0.


［解］
 　略．


［说明］
 　这是三次方程x3
 +px+q=0的求根公式．如何推导出来的呢？不妨设x=A+B，与式子

x3
 +（-A）3
 +（-B）3
 -3x（-A）（-B）=（x-A-B）［x2
 +（-A）2
 +（-B）2
 -x（-A）+（-A）（-B）+（-B）x］=0

对比，可得-p=3AB，A3
 +B3
 =-q，由此可求A、B.

初中二年级尚未学二次方程，等学过二次方程之后进行研究，就更有办法了．

[image: 040-2]


[image: 041]


上述诸例说明，在恒等变换中，变量代换（即变换思想）的作用多么奇妙和引人入胜！熟练这一思维方法，必然引发能力上的飞跃．一旦你自觉地运用，就会享受到无穷的乐趣！

4.2.2　解方程（组）

[image: 041-2]


∴无实数解，经检验，原方程的解为x1
 =1，x2
 =2.

[image: 041-3]






[image: 042]



［说明］
 　例1、2是中考中常见的换元法试题．例3则是灵活应用韦达定理与换元法．这里没有把p+q与pq分别记作一个字母，但实质上是把它们分别当作一个字母处理，应用了换元法．


例4
 解方程[image: 042-2]



［分析］
 　粗看这也是初中二年级学生难以解答的，但若把[image: 042-3]
 ，则有13-x=xy+y[image: 042-4]
 xy+x+y=13.

而原方程化为xy（x+y）=42.

分别令x+y=u，xy=v，则可柳暗花明又一村．

[image: 042-5]


当（x+y）2
 -4xy=49-24=25，即（x-y）2
 =25，x-y=±5，

解得x=6或x=1；

当（x+y）2
 -4xy=36-28=8，即（x-y）2
 =8，

[image: 042-6]



［说明］
 　例4，反复利用变量代换，把一个特殊的分式方程最终转化二元一次方程组获解．

[image: 042-7]



［分析］
 　粗看这一方程组已超出初中二年级的知识范围，但经过倒数变换，方程组转化为

[image: 042-8]


分别把[image: 042-9]
 看做未知数，问题就转化为普通的三元一次方程组，可解之如下：


［解］
 　如分析取倒数，原方程组转化为

[image: 043]



［说明］
 　这里虽未分别令[image: 043-2]
 （一般所谓换元法），但实质上应用了变量代换方法（即换元法），把一个代数式看做单一的字母．本质上就是换元法．

[image: 043-3]



［说明］
 　这一方程组又超出二元二次方程组的范畴，但利用韦达定理，可以迅速获解．如果由方程组，得

[image: 043-4]


从而获解．熟练的运算能力和恰当的数学思维方法融合，就能出奇制胜，获得成功的快乐．


例7
 配方法是怎样发明的？

你是否知道一般二次方程ax2
 +bx+c=0（a≠0）的配方法解法是怎样想出来的？这里面也是变换观点在起作用．

对于特殊的一元二次方程：ax2
 +c=0（a≠0）可解之如下：

[image: 044]


从而想到能否将ax2
 +bx+c=0，转化为方程①的形态呢？如果可能又将怎样进行呢？

将方程ax2
 +bx+c=0（a≠0）转化为

[image: 044-2]


要将它转化为方程①的形态，就要进行配方，即

[image: 044-3]


4.2.3　在函数研究中的应用

类似地，对一元二次函数y=ax2
 +bx+c（a≠0）的研究中，也应用配方法，其指导思想仍然是变换观点．

y=ax2
 （a≠0）

的图像是以原点O为顶点，y轴为对称轴（其方程为x=0），x轴（其方程为y=0）为过抛物线顶点的切线，如图4-7.a>0时，开口向上；a<0时，开口向下．

y=ax2
 +bx+c，（a≠0）

[image: 4-7]
图4-7



[image: 044-4]






[image: 045]


由此可见，y=ax2
 +bx+c的图像无非是从y=ax2
 的图像经过平移获得的，如图4-8.

[image: 4-8]
图4-8



[image: 045-2]


实质上是一种平移变换．

一些几何变换，在建立坐标系的条件下，往往可用代数变换来刻划．


例
 已知抛物线y=-x2
 +2x+8与x轴交于B，C两点，点D平分BC，在x轴上侧的A点为抛物线上的动点，且∠BAC为锐角，求AD的取值范围．


［解］
 　y=-x2
 +2x+8=-（x-1）2
 +9.

令[image: 045-3]
 则有

Y=-X2
 +9.

由此得其图像如图4-9所示．

[image: 4-9]
图4-9



欲使∠BAC为锐角，则A点应在以BC为直径的圆与抛物线两交点P，Q的上方．在坐标系XDY中，以BC为直径之圆上的点（X，Y）到原点D的距离应满足X2
 +Y2
 =9，它与抛物线Y=-X2
 +9的交点为[image: 045-4]


∵点A（X，Y）在抛物线上，

[image: 045-5]



［说明］
 　本题通过变换[image: 045-6]
 改变了问题的情景，达到化繁为简，化难为易的目的．

4.3　升华

变量代换（换元法）与等价转化是一种代数变换，在建立坐标系的条件下可以研究它的几何意义．配方法是由变量代换自然引发的，并非偶然想到的．通过配方法研究一元二次方程与一元二次函数给我们带来化难为易的享受．和坐标系相结合，认识到

[image: 046]


是一种几何平移变换．这样通过数形结合，又给我们开辟了新的研究领域和新的研究方法，这就是数学发展的轨迹．多么引人入胜，享受数学的好玩与快乐，同时提升人们的思维能力．

练习与思考四



答案链接



1. 利用a3
 +b3
 =（a+b）3
 -3ab（a+b）分解因式：x3
 +y3
 +z3
 -3xyz.

2. 证明（x+a）（x+2a）（x+3a）（x+4a）+a4
 是完全平方式．

3. 解方程：（x-1）2
 -2|x-1|-15=0.

4. 解方程：（2x-7）4
 +（2x+3）4
 =82.

5. 求证：方程（x-a）（x-a-b）=1有两个实根，其中一个大于a，另一个小于a.

6. 求方程[image: 047]
 的实根之积．

7. 解方程：[image: 047-2]


8. 已知[image: 047-3]
 的两个解，求正数a，b的值．

9. 已知[image: 047-4]
 之值．

10. 解方程组：[image: 047-5]




第五章 几何变换

5.1　趣引

不用圆规画已知残角的角平分线

众所周知，作已知角的平分线，是用圆规操作的．不用圆规如何作已知线角的角平分线呢？特别是不允许延长线角的两边使之相交（即角顶点未知时）只用直尺又如何完成呢？大家了解角平分线上的点到角两边的距离相等，反过来，到角两边距离相等的点一定在其角平分线上，从而把角的两边作等距离平移，使之相交，即得其角平分线上的点，于是得作法如下．


［作法］
 　如图5-1，已知残角的两边分别为AB，CD.

[image: 5-1]
图5-1



（1）将AB、CD分别平移至l1
 ，l2
 ，使l1
 ，l2
 分别到AB，CD的距离均等于d1
 ，l1
 与l2
 相交于P1
 .

（2）再将AB，CD分别平移到l3
 ，l4
 ，使l3
 ，l4
 分别到AB，CD的距离均等于d2
 （d2
 ≠d1
 ），l3
 ，l4
 相交于点P2
 .

过P1
 ，P2
 两点的直线就是已知残角的角平分线所在的直线．


［证明］
 　因P1
 到AB，CD的距离相等（均等于d1
 ），又P2
 到AB，CD的距离相等（均等于d2
 ，且d1
 ≠d2
 ），所以P1
 ，P2
 均在残角的角平分线上，故P1
 ，P2
 两点的连线就是AB，CD构成的残角的角平分线．


［说明］
 　按上述利用直线平移可以不用圆规而作出任意角的角平分线．

平移、对称、旋转、位似等几何变换在作图与证明中有广泛的应用，以下让我们来介绍几何变换的应用．

5.2　应用

5.2.1　平移


例1
 　如图5-2，已知六边形ABCDEF的三双对边分别平行并且有一双对边相等，求证：BC=EF，CD=FA.

[image: 5-2]
图5-2




［分析］
 　已知AB∥DE，BC∥EF，CD∥FA，AB=DE，

欲证BC=EF，CD=FA．由于已知条件分散，难以发现其内在联系．若将AB平移到CP，使AB[image: 048]
 CP，则易见CPED是平行四边形，从而有CD[image: 048]
 PE．又ABCP也是平行四边形，又有BC[image: 048]
 AP，根据CD∥FA，BC∥EF，有PE∥FA，AP∥EF．所以APEF是平行四边形．由此可得BC[image: 048]
 AP[image: 048]
 EF，CD[image: 048]
 PE[image: 048]
 FA.


［证明］
 　略．


［说明］
 　本题利用平移使已知条件集中，从而找到量与量之间的内在联系．


例2
 　半径为R和r的两圆外切，求与这两圆及其外公切线同时相切的圆的半径．

[image: 5-3]
图5-3




［分析］
 　如图5-3，已知⊙O1
 ，⊙O2
 互相外切于C点，外公切线AB，二切点为A，B，将AB平移到O2
 D，使AB[image: 048]
 O2
 D．由于O1
 A=R，O2
 B=r. O1
 D=R-r，O1
 O2
 =R+r，由此可得，

[image: 049]


与⊙O1
 ，⊙O2
 互相外切且与AB相切于E的⊙O的半径为x，则

[image: 049-2]



［解］
 　略．


［说明］
 　本题利用平移导出两互相外切之圆公切线长的公式：[image: 049-3]
 通过方程思想，求得x.


例3
 　如图5-4，已知四边形ABCD中，∠ABC+∠DCB=90°，E，F分别为AD、BC的中点，G，H分别为BD、AC的中点．

[image: 5-4]
图5-4



求证：EF=GH.


［分析］
 　分别将线段AB、CD平移且缩短一半，根据三角形中位线定理以及AB⊥CD，得EG⊥EH，EG⊥FG，FG⊥FH，从而证明四边形EGFH是矩形．


［证明］
 　联结EG，GF，FH，HE，则EG∥AB，且EG=[image: 049-4]


∵∠ABC+∠DCB=90°，∴AB⊥CD.

从而有EG⊥EH同理可证EG⊥FG，FG⊥FH.

∴四边形EGFH是矩形．

∴EF=GH.


例4
 如图5-5，四边形ABCD中，AB=DC，E，F分别为AD，BC的中点，FE的延长线分别与BA，CD的延长线相交于G、H.

[image: 5-5]
图5-5



求证：∠G=∠CHF.


［分析］
 　本例题是平面几何中的经典名题，掌握了三角形中位线定理，将线段作平移与缩短，就化难为易了．


［证明］
 　联结BD，取其中点M，联结EM与FM.

[image: 049-5]


∵AB=CD，∴ME=MF.

∵ME∥AB，∴∠MEF=∠G.

∵MF∥CD，∴∠MFE=∠CHF.

∵ME=MF，∴∠MEF=∠MFE.

∴∠G=∠CHF.


［说明］
 　以上诸例，都是利用平移将已知条件集中，便于利用已知几何定理，使问题获解．为了强化几何平移的作用，请看例4的如下别证．

[image: 5-6]
图5-6




［别证］
 如图5-6，过点E，分别作EK∥AB，且EK=AB； EL∥CD，且EL=CD，∵AB=CD，

∴EK=EL.

又ABKE与CDEL都是平行四边形，∴[image: 050]


∴BKCL是平行四边形，KL与BC互相平分于点F.

∴EF是等腰△EKL的顶角平分线，即∠KEF=∠LEF．而∠KEF=∠G，∠LEF=∠CHF. ∴∠G=∠CHF.

这是分别将AB，CD平移到EK，EL完成证明的任务．严格地说原证利用中位线定理，已经利用了相似变换，别证才是纯粹的平移变换．

5.2.2　对称变换


例1
 　如图5-7，在△ABC中，AC=BC=2，∠ACB=90°，D为BC边的中点，P是AB边上的动点，则PC+PD的最小值是________.

[image: 5-7]
图5-7




［解］
 　先作点D关于直线AB的对称点E．过点B作BE⊥BC，取BE=BD，联结CE交AB于点Q.

∵BD=BE，∠ABD=∠ABE=45°，

∴AB垂直平分DE，即D、E关于直线AB对称．

∴QD=QE，则QC+QD=QC+QE=CE.

设点P为AB上任意一点，则PD=PE，

PC+PD=PC+PE≥CE.

∴PC+PD的最小值为[image: 050-2]



［分析］
 　要看穿本题的奥秘，还得从其编制的原型谈起．下面是一道传统名题，流传甚广．

已知两点A，B在直线l的同侧，它们到l的距离分别为a和b，A，B两点沿直线l方向之间的距离为d.试在直线l上找一点P使AP+BP为最小，并求此最小值．


［解］
 　取点A在l上的射影O为原点，直线l为x轴，建立平面直角坐标系，如图5-8所示，则A，B两点的坐标分别为A（0，a），B（d，b），点A关于直线l的对称点为A′（0，-a）.联结A′B与直线l相交于点P，则AP+BP达到最小值为A′B.

在l上任取一点Q，则QA+QB=QA′+QB≥A′B，当且仅当点Q与点P重合时，等号成立．

[image: 5-8]
图5-8



∴PA+PB的最小值为A′B=[image: 050-3]
 =[image: 050-4]


从图5-7与图5-8中不难发现：图5-7中的直线AB与图5-8中的直线l对应；图5-7中的点C，D与图5-8中的点A，B对应；而图5-7中的直线CE与图5-8中的直线A′B对应．图5-7中的点Q即直线CE与AB的交点，与图5-8中的点P即直线A′B与l的交点相对应．

由此可见这一试题是上述传统名题改编而来，解决的关键是利用对称变换求出点D（或C）关于直线AB的对称点E，联结CE与AB的交点Q，即得PC+PD的最小值即QC+QD=CE.

在图5-7中，取点C为原点O，CB，CA所在直线分别为x，y轴，建立直角坐标系，则直线CE的解析式为[image: 050-5]
 直线AB的解析式为y=-x+2…②.解①②组成的方程组，得点Q的坐标为[image: 050-6]
 ，点E的坐标为（2，1）. ∴PC+PD的最小值为[image: 051]


读者可能想到，如先求点C关于直线AB的对称点F，如图5-9，则点F的坐标为F（2，2），QC+QD=QF+QD=DF，即PC+PD的最小值：DF=[image: 051-2]


[image: 5-9]
图5-9



答案与前解相同．

在图5-9中，直线DF的解析式为y=2x-2…③，

而直线AB的解析式为y=-x+2…②，

解②③构成的方程组，解得点Q的坐标为[image: 051-3]
 和上解一致．

经过如上的分析，我们认识到试题编制往往从一些名题（成题）改变其位置、条件、情景而成为新颖题，人们往往难看穿其本来面貌，而使思维受阻．这说明中国数学教育的传统一题多变是提高思维能力的有力措施，值得大家重视．


例2
 　如图5-10，把矩形纸片OABC放入平面直角坐标系中，使OA，OC分别落在x轴、y轴上，联结OB，将纸片OABC沿OB折叠，使点A落在点A′的位置．若OB=5，[image: 051-4]
 ，则点A′的坐标为________.

[image: 5-10]
图5-10




［解］
 　过A′作x轴的垂线A′D⊥Ox，D为垂足．

欲求点A′的坐标，只要求OD、DA′之长．

设∠BOC=α，则易知∠OAA′=α.

[image: 051-5]



［说明］
 　由于初中知识所限，欲快速求得点A′的坐标，只能借助于图中角α的位置变换分别求出AD与DA′.这里再次用到已知[image: 051-6]
 的方法．


例3
 　凸四边形ABCD中，∠ABD>∠CBD，∠ADB>∠CDB，求证：AB+AD>BC+CD.

[image: 5-11]
图5-11




［分析］
 　AB+AD与BC+CD分别在△ABD与△BCD中，不便于比较大小．根据∠ABD>∠CBD，∠ADB>∠CDB，将△BCD沿BD翻折过来如图5-11（即以BD为对称轴，作对称变换），点C落在点P的位置，点P必在△ABD的内部，BP延长线交AD于E点，则

AB+AE>BP+PE，

DE+PE>PD.

相加，得

AB+AE+DE+PE>BP+PE+PD，

即　AB+AD>BP+PD.

但　BP+PD=BC+CD，

∴AB+AD>BC+CD.


［证明］
 　略．


例4
 △ABC的垂心H与任意两顶点构成的三个三角形的外接圆相等．


［分析］
 　欲证△AHB、△AHC的外接圆相等，可将△AHC以高AD为对称轴作对称变换到△AHG的位置如图5-12，证明A、B、G、H四点共圆即可．

[image: 5-12]
图5-12




［证明］
 　设顶点C关于高AD为对称轴的对称点G，则

△AHC≌△AHG，∠ACH=∠AGH.

但∠ACH=90°-∠A=∠ABH.

∴A，B，G，H四点共圆，故△AHB、△AHG的外接圆相等，即△AHB与△AHC的外接圆相等．

同理，可证△BHC与△AHB的外接圆相等．


［说明］
 　例3和例4是利用轴对称变换作几何证明．


例5
 王老师给小明、小李出了道游戏几何题．她在纸上画了个图5-13，说：点P是你们站的位置，AB，AC是两条交叉的小河，你们从点P出发先到AB小河取点水样，然后到AC河取点水样，最后回到点P来化验河水．看谁走过的路程最短．小明想了想就回答说：我从点P笔直往A走，然后取好水样原路返回，路最近．小李马上否定小明的路线，然后讲出自己的路线，王老师听后点点头，笑了．同学，你猜小李走怎样的路线？

[image: 5-13]


图5-13


［作法］
 小李的路线如图5-14，分别以AB，AC为对称轴作点P的对称点P′和P″，联结P′P″交AB于E，交AC于F.PE+EF+FP是小李走的路线．

[image: 5-14]


图5-14


［证明］
 　由作法得AB、AC分别是PP′和PP″的中垂线．

∴EP=EP′，FP=FP″，AP=AP′=AP″.

在△AP′P″中，AP′+AP″>P′P″，△EFP的周长=P′P″，

∴△EFP的周长<2AP.


例6
 如图5-15，已知直线[image: 052]
 交于A，B两点，且点A的横坐标为4.

[image: 5-15]
图5-15



（1）求k的值；

（2）若双曲线[image: 052-2]
 上一点C的纵坐标为8，求△AOC的面积；

（3）过原点O的另一条直线l交双曲线[image: 052-i]
 于P，Q两点（P点在第一象限），若由点A，B，P，Q为顶点组成的四边形面积为24，求点P的坐标．


［解］
 　（1）∵点A横坐标为4，∴当x=4时，y=2.

∴点A的坐标为（4，2）.

∵点A是直线[image: 053]
 的交点，

∴k=4×2=8.

（2）［解法一］如图5-16，

[image: 5-16]


图5-16

∵点C在双曲线上，当y=8时，x=1

∴点C的坐标为（1，8）.

过点A、C分别作x轴、y轴的垂线，垂足为M、N，得矩形DMON.

S矩形ONDM
 =32，S△ONC
 =4，S△CDA
 =9，S△OAM
 =4.

S△AOC
 =S矩形ONDM
 -S△ONC
 -S△CDA
 -S△OAM
 =32-4-9-4=15.

［解法二］如图5-17，

[image: 5-17]


图5-17

过点C，A分别作x轴的垂线，垂足为E，F，

∵点C在双曲线[image: 053-2]
 上，当y=8时，x=1.

∴点C的坐标为（1，8）.

∵点C、A都在双曲线[image: 053-2]
 x上，

[image: 053-3]


（3）∵反比例函数图像是关于原点O的中心对称图形，

∴OP=OQ，OA=OB.

∴四边形APBQ是平行四边形．

[image: 053-4]


设点P的横坐标为m（m>0且m≠4），得[image: 053-5]


过点P，A分别作x轴的垂线，垂足为E，F，

∵点P，A在双曲线上，∴S△POE
 =S△AOF
 =4．若0<m<4，如图5-18.

[image: 5-18]
图5-18



∵S△POE
 +S梯形PEFA
 =S△POA
 +S△AOF
 ，

∴S梯形PEFA
 =S△POA
 =6.

[image: 054]


解得m=2，m=-8（舍去）.

∴P（2，4）.

若m>4，如图5-19，

[image: 5-19]
图5-19



∵S△AOF
 +S梯形AFEP
 =S△AOP
 +S△POE
 ，

∴S梯形PEFA
 =S△POA
 =6.

[image: 054-2]


解得m=8，m=-2（舍去）.

∴P（8，1）.

∴点P的坐标是P（2，4）或P（8，1）.


［说明］
 　这一试题的特点是利用反比例函数的图像与平行四边形都是中心对称图像，两个图形的对称中心重合于原点．掌握好这一核心，其他就迎刃而解了．建立方程的依据是点在曲线上，则点的坐标满足曲线对应的函数解析式，同时注意三角形、梯形面积的计算，就不难获得方程[image: 054-3]
 ，从此可得m之值．这是方程思想的应用，熟练掌握双基与相应的思维方法是提高素质与思维能力的必由之路．

5.2.3　旋转


例1
 　如图5-20，梯形ABCD中，两底AB、CD之和等于一腰BC，O为另一腰AD的中点，求证：BO⊥CO.

[image: 5-20]
图5-20




［分析］
 　本题的困难在于AB+CD=BC的条件不易利用，如何将AB与CD集中在一起？考虑到将△AOB绕O点旋转180°，A达到D，B达到F．由于O是AD中点，故AB[image: 048]
 DF，C，D，F三点共线．O又是BF的中点，CF=CD+DF=CD+AB=BC，所以CO为等腰三角形BCF的底边上的中线，CO⊥BO.


［证明］
 　略．


［说明］
 　本题通过旋转变换，将已知条件集中，形成等腰三角形BCF，从而找到解题的关键．


例2
 　如图5-21，设P为正三角形ABC内一点，且PA=5，PB=4，PC=3，求此三角形的边长．

[image: 5-21]
图5-21




［分析］
 　已知PA=5，PB=4，PC=3与正△ABC的边长难以发生直接联系．因此，考虑到将△ACP绕C按逆时针旋转60°，点A到达点B，点P到达点D，即△ACP≌△BCD，且△PCD是正三角形，PD=3，BD=PA=5，PB=4．根据勾股定理的逆定理知∠BPD=90°.延长CP，过B作BE⊥CP，垂足为E.

[image: 054-i]



［解］
 　略．


［说明］
 　有关正三角形的问题，常可通过旋转（旋转60°）变换，使已知条件集中，从而找到解题的路线．本例是有典型意义的．


例3
 　在如图5-22的方格纸中，每个小方格都是边长为1个单位的正方形，△ABC的三个顶点都在格点上（每个小方格的顶点叫格点）.

[image: 5-22]


图5-22

（1）画出△ABC向下平移4个单位后的△A1
 B1
 C1
 ；

（2）画出△ABC绕点O顺时针旋转90°后的△A2
 B2
 C2
 ，并求点A旋转到A2
 所经过的路线长．


［解］
 　（1）画出△A1
 B1
 C1
 .

（2）画出△A2
 B2
 C2
 ，如图5-23.

[image: 5-23]


图5-23

联结OA，OA2
 ，

[image: 055]


点A旋转到A2
 所经过的路线长为

[image: 055-2]



［说明］
 　本题是中考中旋转变换的简单试题，与例2不可同日而语．例2是竞赛要求，为了中考似应略去，例3则是必须掌握的．


例4
 如图5-24，ABCD是正方形，点E，F分别在边BC和CD上，且∠EAF=45°，求证：BE+DF=EF.

[image: 5-24]
图5-24




［分析］
 　将△ABF绕点A按逆时针旋转90°到达△ADH，则BE=DH．而

∠HAF=∠HAD+∠DAF

=∠BAE+∠DAF

=∠BAD-∠EAF

=90°-45°

=45°，

在△HAF与△EAF中，∠HAF=∠EAF=45°，HF=AF（公共边），AH=AE，∴△HAF≌△EAF．从而有

EF=HF，HF=HD+DF=BE+DF，

∴BE+DF=EF.


［证明］
 　略．


［说明］
 　这是利用旋转变换证明几何问题的典型范例．

5.2.4　位似变换


例1
 　如图5-25，已知∠ABC和角内一点M，在BC边上求一点N，使它到边AB和到点M的距离相等．

[image: 5-25]
图5-25




［分析］
 　由于已知点M与求作点N分别在过同一点B的两直线上（即BM，BC上），点N在AB边上的射影P在AB上，因此，三点M，N，P在过同一点B的三条直线上．△MNP为一等腰三角形，若能作一等腰三角形，使三顶点分别位于B点和射线BC，BA上，经过位似变换，就可作出相应的N点与P点．


［作法］
 （1）联结BM；

（2）在BA上取一点P1
 ，并自P1
 作BA的垂线，交BC于N1
 ；

（3）以N1
 为圆心，N1
 P1
 为半径作弧交BM于点M1
 ，联结M1
 、N1
 ；

（4）过M作M1
 N1
 的平行线，交BC于点N，点N即为所求之点．


［证明］
 　自N作BA的垂线NP，P为垂足．

∵△BP1
 N1
 ∽△BPN，△BM1
 N1
 ∽△BMN，

[image: 056]


∴PN=MN，

即点N到点M与到直线AB的距离相等．


［说明］
 　这是应用位似变换解决作图题的典型应用．


例2
 　如图5-26所示，梯形ABCD中，AD∥BC，对角线相交于O点，ADEF，CMNB为正方形，G，H分别为两正方形的中心．求证：G，O，H三点共线．

[image: 5-26]
图5-26




［分析］
 　正方形ADEF与正方形CBNM，易证对应顶点A与C，D与B，E与N，F与M的连线都相交于一点O．对应边都互相平行，可知它们是位似形，O为位似中心．而G，H是两位似形的对应点，所以G，H的连线必过位似中心O.


［证明］
 　联结OF，OM，

∵AF∥CM，∠DAC=∠BCA，

∴∠OAF=∠OCM.

∵△AOD∽△COB，OA∶OC=AD∶BC=AF∶CM，

∴△AOF∽△COM，∠AOF=∠COM.

即F、O、M三点共线，且OA∶OC=OF∶OM，

同理可证EN过点O，且OE∶ON=OD∶OB=OA∶OC，

∴正方形ADEF与正方形CBNM是位似形．O为位似中心．

∵G，H分别是此两个正方形的中心，是一一对应点．

∴G，H的连线必过位似中心O.


［说明］
 　位似变换对于图形的放大、缩小应用广泛，对于测量绘图都是不可缺少的知识．由于课程标准的变化，位似变换的内容已逐渐淡化．这里介绍的只是点到即止，作为有兴趣的读者的参考．

5.3　升华

几何变换除了平移、对称、旋转、位似（相似）变换外，还有等积变换，内容十分丰富．由于难度较大，这里介绍的只是一鳞半爪，在引入坐标系、复平面后数形转化更加丰富多采．在初中阶段作此铺垫有利于进一步学习，提高兴趣，扩大视野，对于提高思维能力能起积极作用．

练习与思考五



答案链接



1. 若凸四边形ABCD一双对边BC、AD的中点连线EF与另一双对边AB、CD所成的角相等，则边AB=CD.

2. A、B两地之间有一条河，假定河宽R一定，现在想在河岸搭一桥（桥与河岸垂直），问桥搭在什么地方才能使从A经过桥到B的路程最短？

3. 已知：正方形ABCD的边长等于常数a，点E、F分别在AD边与CD边上移动，但∠EBF等于定值45°，求证：点B到动直线EF的距离为定值．

4. O为锐角△ABC内一点，∠AOB=∠BOC=∠COA，P为△ABC内任意一点，求证：PA+PB+PC≥OA+OB+OC.

5. 在直角坐标系中，△ABC的三个顶点的位置如图5-27所示．

[image: 5-27]
图5-27



（1）请画出△ABC关于y轴对称的△A′B′C′（其中A′，B′，C′分别是A，B，C的对应点，不写画法）；

（2）直接写出A′，B′，C′三点的坐标：A′（________），B′（________），C′（________）.

6. 如图5-28，已知∠AOB，OA=OB，点E在OB边上，四边形AEBF是矩形．请你只用无刻度的直尺在图中画出∠AOB的平分线（请保留画图痕迹）.

[image: 5-28]
图5-28



7. 如图5-29，三角形纸片ABC，AB=10cm，BC=7cm，AC=6cm，沿过点B的直线折叠这个三角形，使顶点C落在AB边上的点E处，折痕为BD，则△AED的周长为________cm.

[image: 5-29]
图5-29



8. 如图5-30，△ABC中，AB=3AC，AE是∠A的平分线，BD⊥AE，交AE的延长线于D．求证：E为AD的中点．

[image: 5-30]
图5-30



9. 如图5-31，已知BD平分∠ABC，AD⊥BD，AE=EC，求证：DE∥BC.

[image: 5-31]
图5-31



10. 在已知△ABC内作一边与底边BC平行的内接正方形．

提示：应用位似变换．



第六章　数形结合

6.1　趣引

荒岛寻宝

有两位武林高手，无意中来到一座荒岛，发现一个山洞，他们两人仗着武艺高强大胆进入洞中．开始是羊肠小径，十分黑暗，峰回路转，豁然开朗，展现出一广阔的大厅，足有几百平方米．他们四处查看，发现壁上有小储藏室，其中有一小铁盒，且被锁上，打不开，于是就把这个小铁盒带出洞外．用石头把锁打断，盒中有一块布制的图，上面说明荒岛南端有一广场，标明有两棵大树A和B，另有一土台（C）上装有绞架．从绞架直行至一棵大树A，记住所走步数，然后左转弯（即按顺时针方向旋转90°）前进同样步数到一点D；再从绞架C走到另一棵树B，记住所走步数，右转弯（即按逆时针方向旋转90°）向前走同样步数到达点E，最后说在DE的中点M处埋有巨大宝藏．两人大喜，迅速到荒岛南端，果然有一广场，确有两棵大树，但绞架因年久失修，已经风化得无影无踪．两人空有一身武艺，却无法找到宝藏地点的准确位置，空欢喜一场，于是只好在广场乱挖一气，空手而回．

亲爱的小读者，在失去绞架的确切位置的条件下，是否还能找出宝藏的埋藏地？两位武林高手，空有一身绝技，但无科学知识，只好遗憾而归．而我们已经了解直角坐标系的知识，掌握了点的简单旋转的规律，完全有能力找到宝藏的确切位置，你愿试一试吗？


［分析］
 　图6-1是示意图，取AB的中点O为原点，A，B分别在x轴的正、负半轴上，其坐标分别为A（a，0），B（-a，0），绞架C所在地已失去，不妨用未知数（x，y）表示它的坐标．按点的旋转变换规律你就可以找到D，E的坐标，然后求DE的中点M的坐标，你会发现点M的坐标与x，y无关，很容易找到点M的所在地．

[image: 6-1]
图6-1




［解］
 　取大树A、B的连线为x轴，AB的中点O为原点，A、B的坐标分别为A（a，0）、B（-a，0），绞架C的坐标为（x，y），其中x，y都是未知数（设而不求）.

点C绕点A按顺时针方向旋转90°到达D，分别过C、D作x轴垂线，垂足为H、F，在△ACH和△DAF中，有

AD=AC，∠DAF=90°-∠CAH=∠ACH.

∠AHC=∠DFA=90°

所以△ACH≌△DAF，AF=HC=y，

FD=HA=a-x，所以点D的坐标为（a+y，a-x）

过E作x轴的垂线，垂足为G.

在△BCH和△EBG中，有

BC=BE，∠HBC=90°-∠EBG=∠BEG，

∠BGE=∠BHC=90°

所以△BCH≌△EBG，GE=BH=a+x，

GB=HC=y，所以点E的坐标为（-a-y，a+x）

所以DE的中点M的坐标为[image: 060]


所以点M在y轴上到原点的距离为AB的一半，这样与点C（绞架）的位置无关．我们在失去绞架的条件下，只要量一量AB间的距离，AB的中点O沿着与AB垂直方向，向上走距离a即到达宝藏的埋地M.

这一事例说明知识就是力量．知识经济时代的到来是必然的趋势，学习科学的价值是不容忽视的．

6.2　应用

6.2.1　坐标系

数轴上任意一点P与以原点O为始点，P点为终点的有向线段[image: 060-2]
 的长度加上正、负号（当[image: 060-3]
 与数轴的正方向一致取正号，相反取负号）所得的数量即为点P的坐标．按此规定数轴上任意一点都有唯一的坐标与之对应；反过来，任意一个实数x，在数轴上都有唯一点P（其坐标为x）与之对应．这样的对应法则称为直线坐标系．

例如，如图6-2所示，点A的坐标为（-3），点B的坐标为（+6），那么[image: 060-4]
 的数量为+6-（-3）=+9.

[image: 6-2]
图6-2



又如点C的坐标为（+1）；点D的坐标为（+3），则[image: 060-5]
 的数量为+3-（+1）=+2.

无论点A，B在数轴的位置如何，都有如下的定理：


定理
 在直线坐标系上任意两点A，B的坐标分别为xA
 ，xB
 ，则以A为始点，B为终点的有向线段[image: 060-6]
 的数量：[image: 060-6]
 （无箭点）=xB
 -xA
 .

在学习向量以后很容易证明，这里从略．


推论
 点A（xA
 ）与点B（xB
 ）之间的距离为｜xA
 -xB
 ｜.

以上是直线坐标系的基本定理，是数形结合的基础，务必牢记．


例1
 　已知直线坐标系上三点A（5），B（-3），C（7）试问[image: 060-7]
 之间有什么关系？

[image: 060-8]


原来是一条定理，即夏尔定理．


夏尔定理
 设A，B，C是同一直线上任意三点，则向量（有向线段）[image: 060-9]
 的数量，即[image: 060-10]



［证明］
 　在A，B，C三点所在直线上建立直线坐标系．设A，B，C三点的坐标分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，O为原点，则[image: 061]
 ，

[image: 061-2]


夏尔（Chasles）定理还可推广成如下的一般定理：

设A1
 ，A2
 ，A3
 ，…，An-1
 ，An
 是同一直线上任意几个点，则有

[image: 061-3]


这同样可以通过建立直线坐标系，设A1
 ，A2
 ，A3
 ，…，An-1
 ，An
 的坐标分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，…，xn-1
 ，xn
 ，应用直线坐标系的基本定理轻松地作出证明．请读者自己独立证明，享受一次成功的喜悦．你不久会发现坐标系的基本定理是坐标法发明的本源，以下的许多知识就像你自己发明的一样．


定理
 已知直线坐标系里，点A，B的坐标分别是xA
 ，xB
 ，[image: 061-4]
 =λ（λ≠-1），则点P的坐标为

[image: 061-5]


你做对了吗？请注意书写与表达规范，养成良好的学习习惯．良好的书写规范，对今后的发展具有巨大作用．请从现在起重视良好学习习惯的养成，你将受益终身．


［说明］
 　上述证明与点P和点A，B的位置顺序无关，对于内分点、外分点都适用．

点P在A，B之间，即点P为内分点；点P在AB的延长线上，或点P在BA的延长线上（外分点）分别研究，可得表如下：

[image: 061-6]



推论
 如果点P为线段AB的中点，则[image: 061-7]
 AB中点的坐标为点A和点B坐标的算术平均数．

请你独立证明（不要代分点公式），作为练习，你将发现，应用坐标系的基本定理从[image: 061-8]
 立即可得．


例2
 　设P，A，B，C为同一直线上任意四点，

求证：[image: 061-9]



［证明］
 　取P为原点，在此直线上建立直线坐标系，设A，B，C三点的坐标分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，则

[image: 061-10]


=x1
 （x3
 -x2
 ）+x2
 （x1
 -x3
 ）+x3
 （x2
 -x1
 ）

=x1
 x3
 -x1
 x2
 +x1
 x2
 -x2
 x3
 +x2
 x3
 -x3
 x1


=0.


［说明］
 　请看坐标法基本定理的威力多么令人叹服！把几何问题轻松地转化为代数运算，使问题获得多么简洁的证明！这一命题是欧拉（L. Euler，1707~1783）发明的，所以称为欧拉定理
 .


例3
 　设M为线段AB的中点，O为直线AB上任意一点．求证：[image: 062]



［证明］
 　在直线AB上建立直线坐标系，取点M为原点，设点A，B的坐标分别为（-x1
 ），（x1
 ），点O的坐标为（x），则[image: 062-2]


[image: 062-3]



［说明］
 　建立直线坐标系，可以把有关的有向线段的数量转化为点的坐标（都是实数）来计算，这样实现了用代数方法研究几何问题的目的．这就是笛卡儿（R. Descartes，1596~1650）的划时代的创造——解析几何的基本思想．从此把几何中的逻辑推理转化为代数运算，为数学的机械化发展作出了不朽贡献！我国的数学大师吴文俊把这一思想与计算机相结合发明了几何问题的机器证明，受到世界数学家的关注，已成为数学研究的重要领域之一．以上两例则是最简的例子．


例4
 解方程：｜x+2｜+｜x-3｜=5.


［解］
 　如图6-3.

[image: 6-3]
图6-3



∵｜x+2｜表示点x到点（-2）之间的距离；｜x-3｜表示点x到点（3）之间的距离．

把方程｜x+2｜+｜x-3｜=5（符号语言）“翻译”成图像语言：即“点x到点（-2）与点（3）的距离之和为5．求点x在哪里？”

如果x>3，点x在点（3）的右侧，则｜x-3｜>0，｜x+2｜>5．故｜x+2｜+｜x-3｜>5．不满足方程；

如果x<-2，点x在点（-2）的左侧，则｜x-3｜>5，｜x+2｜>0．故｜x+2｜+｜x-3｜>5，也不满足方程．

当且仅当点x在点（-2）与点（3）之间即-2≤x≤3时，有｜x+2｜+｜x-3｜=5成立．

所以，当-2≤x≤3时，原方程成立．亦即-2≤x≤3为原方程的解．方程|x+2|+|x-3|=5的根为满足不等式-2≤x≤3的一切实数．


［说明］
 　把符号语言转化为图像语言，运用几何方法解决代数问题．这是数形结合的另一种形态．几何以形象启发代数的抽象思维，反过来，代数的抽象思维可助几何的数量的分析．这就是数形结合威力无穷的奥秘．

6.2.2　方程与不等式


例1
 　有理数a，b满足a>0，b<0，｜a｜>｜b｜，用“<”号将a，b，-a，-b联结起来．


［分析］
 　先要分出a，b，-a，-b与零的基本关系，再按正、负数进一步细化判断．


［解］
 　因为a>0，b<0所以-a<0，-b>0，根据“两个正数比较大小，绝对值大的则较大”得：a>-b；根据“两个负数比较大小，绝对值大的则较小”得：b>-a；故有，-a<b<-b<a.

若构造数轴将有理数a、b满足a>0，b<0，｜a｜>｜b｜的数量关系表示出来，如图6-4.

[image: 6-4]
图6-4



则易知：-a<b<-b<a.


［说明］
 　这里通过“绝对值的几何意义”，以形示数，可以把数学符号语言所表示的数量关系在形的显示下很直观地被揭示了出来．类似的在关于带有绝对值符号的代数式化简时也常通过这样的手段来快速而正确地判断代数式的值与零的关系．


例2
 　求｜x+1｜+｜x-3｜的最小值．


［分析］
 　本题可分三种情况讨论，从中寻找哪种情况下其值最小，但较繁，若能利用数轴结合对绝对值定义的理解就不难得出结果．


［解］
 　｜x+1｜表示数轴上表示数x的点到表示-1的点的距离，｜x-3｜表示数轴上表示数x的点到表示3的点的距离．那么｜x+1｜+｜x-3｜表示数轴上表示数x的点到表示-1与表示3的点的距离之和．求｜x+1｜+｜x-3｜的最小值，即求该距离之和的最小值，画图如图6-5所示．

[image: 6-5]
图6-5



由图易知，当-1≤x≤3时，表示x的点P到表示点-1和点3的距离之和最小，最小值为｜3-（-1）｜=4，即当-1≤x≤3时｜x+1｜+｜x-3｜取最小值4．从图可见，当点P在点3的右侧或在点（-1）的左侧时，点P到点（-1）与3的距离均大于4.


［说明］
 　在掌握通法的前提下，我们要在解题的过程中对问题及过程多琢磨，多挖掘，认真提炼，对于学好用好数学思想并创造性地给出一些问题的奇妙解法是有意义的．

以上两个例题主要是建立在关于相反数、绝对值意义的理解，利用数轴，数形结合从而使问题变得直观，容易解决．其中数形结合思想是隐含在问题的解决过程中的．


例3
 　如果不等式组[image: 063]
 的整数解仅为1，2，3，那么适合这个不等式组的整数a，b各是什么数？


［分析］
 　先分别解出不等式①②的解集，再根据不等式组的整数解的情况来确定a，b的整数值．由于两个不等式的解集中都含有字母参数，所以可考虑借助数轴动静结合来解决问题．


［解］
 　[image: 063-2]


又因为不等式组有整数解1，2，3

所以可以在数轴上表示出来，如图6-6所示．

[image: 6-6]
图6-6



由图易知：[image: 063-3]
 ，即a取1，2，3，4，5，6，7，8，9九个整数；

[image: 063-4]
 ，即b取24，25，26，27，28，29，30，31八个整数．


［说明］
 　虽然两个不等式中有a，b两个待定常数，不能直接在数轴上表示出来，但题目条件中有不等式组的整数解，即不等式组不但有解，而且有三个整数解1，2，3．根据不等式组的解集的意义，在数轴上能找出[image: 063-5]
 的变化区间，从而确定a，b的整数值．这样的题很值得我们关注．


例4
 已知：a>0，且b>a+c，求证：方程ax2
 +bx+c=0有两个不相等的实数根．


［分析］
 　一般是想办法证明判别式Δ>0，但因为无法判断b2
 与（a+c）2
 的大小而使证明难以进行．联想到ax2
 +bx+c=0的两根是二次函数y=ax2
 +bx+c与x轴交点的横坐标，考虑运用抛物线y=ax2
 +bx+c的图像来解决这个问题．


［解］
 　考虑抛物线y=f（x）=ax2
 +bx+c，由于a>0，所以开口向上，又因为当x=-1时，y=a-b+c，由条件b>a+c知a-b+c<0，故f（-1）<0，从此可知抛物线在直角坐标平面内的大致位置如图6-7所示．

[image: 6-7]
图6-7



由图可知：抛物线与x轴有两个交点，故判别式Δ>0，因此方程ax2
 +bx+c=0有两个不相等的实数根．


［说明］
 　笛卡儿通过建立点与有序数组的对应实现了“位置的量化”，这是数形结合的理论基础．本例的解法将方程和函数的图像有机地结合了起来，将需解决的“数”转化为“形”，打破了常规的思维惯性，是一种很有效的创新思维．

附带说一下，这一问题的严格证明如下：

[image: 064]


故Δ>0，所以方程有两个不同的实根．

6.2.3　函数研究


例1
 　如图6-8，在平面直角坐标系xOy中，△ABC三个顶点的坐标分别为A（-6，0），B（6，0），[image: 064-2]
 ，延长AC到点D，使[image: 064-3]
 ，过点D作DE∥AB交BC的延长线于点E.

[image: 6-8a]
图6-8



（1）求D点的坐标；

（2）作C点关于直线DE的对称点F，分别连结DF，EF，若过B点的直线y=kx+b，将四边形CDFE分成周长相等的两个四边形，确定此直线的解析式；

（3）设G为y轴上一点，点P从直线y=kx+b与y轴的交点出发，先沿y轴到达G点，再沿GA到达A点，若P点在y轴上运动的速度是它在直线GA上运动的速度的2倍，试确定G点的位置，使P点按照上述要求到达A点所用时间最短．（要求：简述确定点G的位置的方法，但不要求证明）


［解］
 　（1）∵A（-6，0），B（6，0），[image: 064-2]


∴AO=6，OC=[image: 064-4]
 记DE交y轴于点M，[image: 064-5]


∴△CDE∽△CAB.

故[image: 064-6]


∴点D的坐标为[image: 064-7]


（2）如图6-9，∵DE与CF互相垂直平分，所以四边形CDFE是菱形，∴过菱形CDFE对角线的交点M的任意一条直线把菱形分成周长相等的两个四边形．所求的直线为BM为y=kx+b，B（6，0），M（0，[image: 064-8]
 ）代入解得[image: 064-9]


[image: 6-9]


图6-9

∴直线BM的解析式为[image: 064-10]


（3）如图6-10，确定点G的方法:过点A作AH⊥BM于点H，则AH与y轴的交点为所求的点G.

[image: 6-10]


图6-10

由于OB=6，[image: 065]
 ，∴∠OBM=60°，因此∠BAH=30°.

在Rt△OAG中，OG=AOtan∠BAH=[image: 065-2]


所以点G的坐标为（0，[image: 065-3]
 ）.即点G为线段OC的中点．

如图6-11，设点G是线段OM上一个动点，过点G作GH⊥BM于点H．在Rt△OBM中，∠OBM=60°.因此MG=2GH.

[image: 6-11a]
图6-11



∵点P在y轴上的运动速度是它在直线GA上运动的速度的两倍，这样就可以把路程和MG+GA转化为时间GH+GA.

当A，G，H三点在同一条直线上时GH+GA最小．


例2
 　如图6-12，已知直线[image: 065-4]
 的图像交于A，B两点．

[image: 6-12]


图6-12

（1）求A，B两点的坐标；

（2）求线段AB的垂直平分线的解析式；

（3）如图6-13，取与线段AB等长的一根橡皮筋，端点分别固定在A，B两处，用铅笔拉着这根橡皮筋使笔尖在直线AB的上方的抛物线上移动，动点P将与A，B构成无数个三角形．这些三角形中是否存在一个面积最大的三角形？如果存在，求出最大面积，并指出此时点P的坐标；如果不存在，请简要说明理由．

[image: 6-13]


图6-13


［解］
 　（1）解方程组[image: 065-5]


得点A（6，-3），B（-4，2）.

（2）∵AB的垂直平分线上任意一点（x，y）到点A，B的距离都相等，

∴（x-6）2
 +（y+3）2
 =（x+4）2
 +（y-2）2
 .

化简，即得AB的垂直平分线对应的函数解析式为

x2
 -12x+36+y2
 +6y+9=x2
 +8x+16+y2
 -4y+4，

即20x-10y-25=0，亦即4x-2y-5=0，

或[image: 065-6]


（3）若存在点P使△APB的面积最大，则点P应在与AB平行的直线l：[image: 065-7]
 上，且l与抛物线只有一个交点（即相切）.

[image: 065-8]


有　[image: 066]


即　x2
 -2x+4（m-6）=0.　①

方程①有等根，所以Δ=4-16（m-6）=0，

∴[image: 066-2]
 ，此时方程①的解为1.

∴点P的坐标为[image: 066-3]


直线l的解析式为[image: 066-4]


则直线l与x轴交于点[image: 066-5]
 设原点O到HK的距离为d，则

d｜HK｜=｜OH｜·｜OK｜.

[image: 066-6]



［说明］
 　第（1）（2）小题属常规题．第（3）小题发源于解析几何，放到初中阶段应属新颖题．由于初中知识的局限，难度较大．如何利用初中知识点，求出原点O到HK的距离是关键所在．如图6-14.

[image: 6-14]


图6-14

在Rt△HOK中，d·｜HK｜=｜OH｜·｜OK｜都等于Rt△HOK的面积的两倍，由此方程不难求出d的值．

6.2.4　综合应用


例1
 　已知如图6-15，把矩形纸片OABC放在直角坐标系中，使OA，OC分别落在x轴、y轴的正半轴上，联结AC，将△ABC沿AC翻折，点B落在该坐标平面内，设这个落点为D，CD交x轴于点E，如果CE=5，OC，OE的长是关于x的方程x2
 +（m-1）x+12=0的两个根，并且OC>OE.

[image: 6-15]
图6-15



（1）求点D的坐标；

（2）如果点F是AC的中点，判断点（8，-20）是否在过D，F两点的直线上，并说明理由．


［分析］
 　先根据根与系数的关系，得出两正根的数量关系，再结合直角三角形中边与边之间的数量关系构造方程组，求出OC，OE的长．利用图形几何性质求出线段HD，GD的长后，再根据点D在坐标系中的位置，得出D的坐标．最后，在判断某点是否在直线DF上时，又是从数量关系（即点的坐标是否满足直线的解析式）来确定的．


［解］
 　（1）因为OC、OE的长是关于x的方程x2
 +（m-1）x+12=0的两个根，且OC>OE，

所以　OC·OE=12.　①

在Rt△COE中，由勾股定理得：OC2
 +OE2
 =CE2
 ，又CE=5，

所以　OC2
 +OE2
 =25.　②

由OC>OE>0，解①、②组成的方程组得OC=4，OE=3.

当OC=4，OE=3时，m=-6，符合题意．

所以　OC=4，OE=3，

△ABC沿AC翻折后，点B的落点为点D.

过点D作DG⊥x轴于G，DH⊥y轴于H.

所以∠BCA=∠ACD，因为在矩形OABC中，CB∥OA，所以∠BCA=∠CAE，

所以∠CAE=∠ACD，所以EC=EA，可证Rt△COE≌Rt△ADE.

所以ED=3，AD=4，EA=5.

在Rt△ADE中，DG·AE=ED·AD，所以[image: 067]


在△CHD中，OE∥HD，所以[image: 067-2]


由已知条件可知D是第四象限的点，所以[image: 067-3]


（2）因为F点是AC的中点，所以F点的坐标为（4，2）.

设过D，F两点的直线解析式为y=kx+b，

[image: 067-4]


因为x=8，y=-20满足上述解析式，所以点（8，-20）在过D，F两点的直线上．


［说明］
 　这是代数几何的综合题，是典型的数形结合题．依形判数，以数析形，数形结合，使抽象和直观实现合理的互相转化，是解此类题目的关键．


例2
 　设点P为反比例函数[image: 067-5]
 在第一象限内的图像上的动点，过点P分别引x轴、y轴的垂线，和一次函数y=-x+1的图像交于A，B两点，而y=-x+1的图像与x轴、y轴分别并于C，D两点，O为坐标系的原点．当点P在反比例函数[image: 067-6]
 的图像上运动时，A，B显然将随之在一次函数y=-x+1图像上运动，△AOB，△OBC，△AOD都随之变动．

（1）在△OBC与△AOD中，边OC，CB和OD，DA之间有无不变的联系？从而发现这两个三角形之间有无不变的关系？证明你的结论．

（2）试探究△AOB中有无不变的因素？试证明你的结论．


［解］
 　如图6-16，由于△COD是不变的，△OBC，△OAD中的角∠OCB，∠ODA都等于45°，是不变的，OC，OD分别等于1，也是不变的，而DA和CB都是变的．由于点B的纵坐标与点P的纵坐标是相等的，不妨设P的坐标为（x1
 ，y1
 ），则点B的坐标为（x0
 ，y1
 ）.∵点B在y=-x+1的图像上，从而x0
 =1-y1
 ，故点B的坐标为（1-y1
 ，y1
 ）；同理可得点A的坐标为（x1
 ，1-x1
 ）.点C，D的坐标分别为（1，0），（0，1），

[image: 067-7]






[image: 6-16]
图6-16



[image: 067-8]
 由∠OCB-∠ODA=45°，可知△OCB∽△ADO．由此可推出∠OBC=∠AOD.

过O作OM⊥AB，则β=∠BOM=90°-∠OBC=90°-∠AOD=∠COA=α.

∠AOB=β+∠AOM=α+∠AOM=∠COM=45°.

所以△AOB中∠AOB是不变的，它的大小与点P的位置无关．

以上是先发现△OCB∽△ADO，再证明∠AOB=45°.但也可以先发现∠AOB是定值，然后证明△OCB∽△ADO．以下的证明走的是第二条路线．


［证明］
 　过O作OM⊥CD于M．设∠COA=α，∠BOM=β.

[image: 068-i]


由此可知∠OBC=90°-β=90°-α=∠AOD，

又∠OCB=∠ADO=45°，∴△OCB∽△ADO.


［说明］
 　这是一道绝妙的综合题．命题者匠心独运，把反比例函数、一次函数结合得天衣无缝，运用函数思想（实质上是方程、曲线对立统一的思想）把相似三角形理论、三角函数联结得极其自然而且摆脱繁琐运算，使学生在解完之后，享受到创新思维之乐，使数形结合思想深入肺腑，终生难忘．数学之奇妙，令人赞叹！


例3
 　“三等分角”是数学史上一个著名的问题，但仅用尺规不可能“三等分角”．下面是数学家帕普斯借助函数图像给出的一种“三等分锐角”的方法（如图6-17）.将给定的锐角∠AOB置于直角坐标系中，边OB在x轴上，边OA与函数[image: 068-2]
 的图像交于点P，以P为圆心，以2｜OP｜为半径作圆弧交图像于点R．分别过点P和R作x和y轴的平行线，两直线相交于点M，联结OM得到[image: 068-3]
 要明白帕普斯的方法，请研究以下问题：

[image: 6-17]
图6-17



（1）设[image: 068-4]
 ，求直线OM对应函数的表达式（用a，b的代数式表示）；

（2）分别过点P和R作y轴和x轴的平行线，两直线相交于点Q，请说明Q点在直线OM上，并据此证明：[image: 068-5]


（3）应用上述方法得到的结论，如何三等分一个钝角（简要说明）.

（1）［解］
 ∵PM∥x轴，RM∥y轴，

∴四边形QRMP是矩形，S为PR的中点．

[image: 068-6]


所以直线OM过点S，OM的对应的函数的解析式为

[image: 069]


（2）［证明］
 按题设点Q的坐标为[image: 069-2]


∵点Q的坐标满足方程①，∴点Q在直线OM上．

[image: 069-3]


（3）［解］
 设有钝角AOB′，如图6-17，将OB′置于直角坐标系的x轴的负半轴上，记∠AOB′=α，则∠AOB=180°-α为锐角，按帕普斯三等分锐角的方法，可将∠AOB三等分，图6-17中[image: 069-4]
 ∠AOB=[image: 069-5]
 （180°-α）.以点P为圆心，OP为半径作圆P，并在圆上自点S开始，以半径长连续截取K1
 、K2
 、K3
 、S′，则[image: 069-6]



［说明］
 　命题人花了精力，搭建了一座创新思维实践的平台，是值得赞赏的，然而，注意到初中考生的实际能力，以此作限时完成的试题似偏难了．以此作为课外活动中的思考题更合适．

对于第（2）小题，利用OM过PR的中点S，从P、R两点的坐标求得点S的坐标是突破困难的关键．有了直线OM的解析式，证明[image: 069-7]
 在OM上就易如反掌了．然后抓住[image: 069-8]
 ，利用三角形的外角定理和等腰三角形底角相等，证明了∠AOM=2∠BOM，巧妙地证出[image: 069-9]


对于第（3）小题，要求初中生利用锐角三等分变成钝角的三等分难度更大，创新思维的要求更高．如何把作法与证明表达清楚似已超过初中学生能力的范畴．上面的解法仅供参考．

6.3　升华

数形结合关键是数与形的相互转化，即如何将抽象的符号语言与几何对象互相转化．这一思想是许多数学大师解决问题的经验的概括．我国的著名数学家华罗庚有对数形结合思想的精辟论述：

数与形，本是相倚依，焉能分作两边飞．数缺形时少直观，形少数时难入微．切莫忘，几何代数统一体，永远联系，切莫分离．

数学符号语言与图像语言的相互沟通是实现数形转化的关键．熟练运用数形转化思想是提高思维能力，促进左右脑协调发展的基本途径．

练习与思考六



答案链接



1. 卢浦大桥拱形可以近似地看做是抛物线的一部分．在大桥截面1:11000的比例图上，跨度AB=5cm，拱高OC=0.9cm，线段DE表示大桥拱内桥长，DE∥AB，在比例图上，以直线AB为x轴，抛物线的对称轴为y轴，以1cm作为数轴的单位长度，建立平面直角坐标系，如图6-18.

[image: 6-18]
图6-18



（1）求出图6-18上以这部分抛物线为图像的函数解析式，写出函数定义域；

（2）如果DE与AB的距离OM=0.45cm，求卢浦大桥拱内实际桥长（备用数据：[image: 070]
 ≈1.414，计算结果精确到1m）.

2. 如图6-19，△ABC中，∠C=90°，CD为中线，过D作DG⊥AB交∠C的平分线CE的延长线于G，求证：DG=CD.

[image: 6-19]
图6-19



3. 设a，b，c为任意三角形三边的长，2P=a+b+c，S=ab+bc+ca，求证：3S≤4P2
 <4S.

4. 如图6-20，抛物线[image: 070-2]
 与x轴交于点A（x1
 ，0），B（x2
 ，0）（其中x1
 >x2
 ），与y轴交于点C，抛物线的对称轴是直线[image: 070-3]


[image: 6-20]
图6-20



（1）求A，B两点的坐标；

（2）求证：△ACO∽△CBO；

（3）在抛物线上是否存在一点P（点C除外），使△APB的面积等于△ABC的面积？如果存在，求出点P的坐标；如果不存在，请说明理由．

5. 如图6-21，已知直线y=-2x+6交x轴于点A，交y轴于点B，抛物线y=ax2
 +bx+c经过A、B两点及x轴上另一点C，且AC=2.

[image: 6-21]
图6-21



（1）当tan∠BCO>tan∠BAO时，求抛物线的解析式；

（2）点D的坐标是（-2，0），在直线y=-2x+6上确定点P，使以点A，P，D为顶点的三角形与△ABO相似；

（3）在（1）（2）的条件下，在x轴下方的抛物线上，是否存在点E，使△ADE的面积等于四边形APCE的面积？如果存在，请求出点E的坐标；如果不存在，请说明理由．

6. 如图6-22，正方形ABCD的边长为3a，两动点E，F分别从顶点B，C同时开始以相同速度沿BC，CD运动，与△BCF相应的△EGH在运动过程中始终保持△EGH≌△BCF，对应边EG=BC，B，E，C，G在一直线上．

[image: 6-22]
图6-22



（1）若BE=a，求DH的长；

（2）当E点在BC边上的什么位置时，△DHE的面积取得最小值？并求该三角形面积的最小值．

7. （1）在图6-23（a）（b）（c）中，给出平行四边形ABCD的顶点A，B，D的坐标（如图所示），写出图（a）（b）（c）中的顶点C的坐标，它们分别是________、________ 、________ ；

[image: 6-23]
图6-23



（2）在图6-23（d）中，给出平行四边形ABCD的顶点A，B，D的坐标（如图所示），求出顶点C的坐标（C点坐标用含a，b，c，d，e，f的代数式表示）；

（3）通过对图6-23（a）（b）（c）（d）的观察和顶点C的坐标的探究，你会发现：无论平行四边形ABCD处于直角坐标系中哪个位置，当其顶点坐标为A（a，b），B（c，d），C（m，n），D（e，f）时，则四个顶点的横坐标a，c，m，e之间的等量关系为________；纵坐标b，d，n，f之间的等量关系为________（不必证明）；

（4）在同一直角坐标系中有抛物线y=x2
 -（5c-3）x-c和三个点[image: 071]
 ，H（2c，0）（其中c>0）.问当c为何值时，该抛物线上存在点P，使得以G，S，H，P为顶点的四边形是平行四边形？并求出所有符合条件的P点坐标．

8. 如图6-24，这是某次运动会上点燃火炬时在平面坐标系中的示意图，在地面上有O，A两个观测点，分别测得目标火炬C的仰角为α，β，[image: 072]
 ，位于O点正上方2m处的D点的发射装置，可以向目标发射一火球以点燃火炬．该火球运行轨迹为一抛物线，当火球运行到距地面最大高度20m时（图中E点），相应的水平距离为12m.

[image: 6-24]
图6-24



（1）求火球运行轨迹的抛物线对应的函数解析式；

（2）说明按（1）中的轨迹运行的火球能否点燃目标C.

9. 如图6-25，A城气象台测得台风中心在A城正东方300km处，以每小时[image: 072-2]
 km的速度向北偏西60°的BF方向移动，距台风中心200km的范围内是受台风影响的区域．

[image: 6-25]
图6-25



（1）问A城是否会受到台风影响？为什么？

（2）若A城受到这次台风影响，那么A城遭受台风影响的时间有多长？

10. 如图6-26，在平面直角坐标系xOy中，M是x轴正半轴上一点，⊙M与x轴的正半轴交于A，B两点，A在B的左侧，且OA，OB的长是方程x2
 -12x+27=0的两根，ON是⊙M的切线，N为切点，N在第四象限．

[image: 6-26]
图6-26



（1）求⊙M的直径；

（2）求直线ON的解析式；

（3）在x轴上是否存在一点T，使△OTN是等腰三角形，若存在请在图6-26（b）中标出T点所在位置，并画出△OTN（要求尺规作图，保留作图痕迹，不写作法，不证明，不求T的坐标）.若不存在，请说明理由．



第七章　分类讨论（逻辑划分）

7.1　趣引

1. 长子中的矮子与矮子中的长子试比高

运动会中有100名运动员站成10行10列的方阵如图7-1所示．这100名运动员的身高各不相同．从10行的每一行中选出其最高的共10名运动员组成甲队，甲队中最矮的一名运动员为A，然后命这10个高个子各回原位．再从10列的每一列中选出一名最矮的共10名运动员组成乙队．乙队中选出一名最高的运动员B．如果A，B是不同的两名运动员，那么A与B谁高？

[image: 7-1]
图7-1



容易想到A、B若在同一行或同一列是可以比高低的．

（1）当A与B在同一行，则因为A是同行中最高，显然A比B高．

（2）当A与B在同一列，则因为B是同一列中最矮的，显然仍旧是A比B高．

（3）除了A与B同一行或同一列外，还有一种情形是A与B既不同行也不同列．如图7-1所示．那么A所在的行与B所在的列相互交汇的一个位置C（这个位置一定存在且是唯一的，这是由两直线相交，交点是唯一的确定的）.

∵A是所在行中最高的，

∴A比C高．

∵B是所在列中最矮的，

∴B比C矮．

综上，A比C高，C比B高，所以A比B高．这是由不等式的传递性推得的．


［说明］
 　一个难解决的问题，按A，B所在位置的三种可能，逐类分别解决，可获得圆满解决，这就是分类讨论，各个击破．懂得这种分类讨论的思想方法，将终生受益．

这里还应注意分类要不重不漏．因此分类的标准必须明确，上述问题中是按A，B是否同行或同列或既不同行也不同列来划分的．

2. 判断众多学生中同年同月同日生的人数

某校初中一年级共有20班，共有学生800名．一位数学老师突然向全年级同学宣布，同学中至少有两位是同年同月同日出生的，全体同学十分惊奇，猜想老师一定去查过同学们的学籍材料，但老师说无需去查，就可证明给大家看．聪明的小读者知道老师是怎么证明的吗？


［证明］
 　因同年级的同学岁数最多相差两年．我们假想设置730个房间，让不同生日的学生分别进入不同房间．两年中不同生日的人最多只有

365×2=730（人），

当730人分别进入不同房间后，尚余

800-730=70（人）.

这70人中，至少有1人进入一个已有人的房间，那么他和已先进入此房间的同学必然是同年同月同日出生的．


［说明］
 　这一问题中将全年级同学的生日分成730类，使问题获得证明．分类思想的应用真令人匪夷所思．

7.2　应用

7.2.1　生活中的应用


例1
 　姐姐为了考验弟弟的耐心，有意把一盆针洒了一地，叫弟弟一针不漏地都寻回来，弟弟应该怎样做？

弟弟东看看，西找找，固然能很快地找回一些针，但无法保证一根都不漏地找回全部针．因为针的总数不知道，这种寻找的方法不科学．

科学的方法，应该按地形将地板划分成若干块，要求每小块中能一眼就可判断有没有针，如果有，有多少？然后一块一块地将所有的针都寻回来，尽管不知针的总数，一定能一针不漏地全部找回来．


［说明］
 　可见分类思想在生活中也是有用的．


例2
 　一本500页的书的页码中，数字1出现了多少次？


［解］
 　（1）数字“1”在页码个位数出现的状况为

[image: 074]


共出现数字“1”50次．

（2）数字“1”在页码十位数出现的状况为

[image: 074-2]


共出现数字“1”50次，

（3）数字“1”在页码百位数出现的状况为

[image: 074-3]


共出现数字“1”100次．

所以数字“1”共出现50+50+100=200次．


［说明］
 　还可如下分类：

（1）1~99，可分为1~9，10~19，…，90~99十组，除10~19这一组中，“1”出现了11次外，其余9组都只出现1次，所以1~99中共出“1”20次．

（2）100~199，与上一段1~99相比较，百位数上出现了100次“1”，而个位、十位数情况与上段相同，即比上一段多出现100次，总共出现120次“1”．

（3）200~299，300~399，400~499三段中各出现“1”的次数都与1~99这一段相同，即各出现20次“1”．500这个数没有出现“1”．所以1~500页码中共出现“1”：

20×5+100=200（次）.

结果与上解相同．


例3
 　夏令营组织2011名队员游览故宫、景山、北海．规定每人最少去一处，最多去两处游览，那么至少有几人游览的地方完全相同？试证明你的结论．

结论：至少有336人游览的地方完全相同．


［证明］
 　每人游览地方的选择有如下六种可能：

① 只游览故宫；　② 只游览景山；

③ 只游览北海；　④ 既游故宫又游北海；

⑤ 既游故宫又游景山；　⑥ 既游北海又游景山．

以这六种游览方式设计成六间“房间”，又因为

2011=6×335+1，

让每人任意选择进入上述六间房间，每人必须进入一间，也只能进一间，等2011人全部进入后，至少有一间房间内的人数不少于336人．因为如果每间内的人数都少于336人，则6×（336-1）=2010（人），与已知参加游览的人数是2011人矛盾．所以至少有336人游览的地方完全相同．


［说明］
 　这与“趣引2.”一样，是抽斗原则的应用，有兴趣的读者可以参考陈振宣著，上海教育丛书《培养数学思维能力的探索》P.373．上海教育出版社，2008年8月第二版．

7.2.2　含绝对值的方程、不等式与函数

[image: 075]



［说明］
 　在x>0的条件下，应划分为01两种情况分别处理．


例2
 　解关于x的不等式：｜a-3｜x>a-3.


［解］
 　当a>3时，｜a-3｜=a-3，∴x>1；

当a=3时，｜a-3｜=0，原不等式无解；

当a<3时，｜a-3｜=3-a，原不等式之解为x>-1.


例3
 　解关于x的方程｜｜x-3｜-2｜=a.


［分析］
 　因为｜｜x-3｜-2｜≥0，

所以a<0时，方程无解．

x-3在x=3时，x-3=0；在x=1或5时，｜x-3｜-2=0．所以分为以下几种情形：x<1，1≤x<3，3≤x<5，x≥5分别处理．


［解］
 　当a<0时，原方程无解．

当a≥0时，分以下四种情形：

（1）当x<1时，原方程化为｜3-x-2｜=a，即1-x=a，故x=1-a.

当a>0时，原方程的解为x=1-a.

当a=0时，原方程在x<1上无解．

（2）当1≤x<3时，原方程化为｜3-x-2｜=a，即x-1=a，故x=1+a.

当0≤a<2时，原方程的解为x=1+a.

当a≥2时，原方程在1≤x<3上无解．

（3）当3≤x<5时，原方程化为｜x-3-2｜=a，即5-x=a，故x=5-a.

当0<a≤2时，原方程的解为x=5-a.

当a>2或a=0时，原方程在3≤x<5上无解．

（4）当x≥5时，原方程化为｜x-5｜=a，即x-5=a，故x=5+a.

当a≥0时，原方程的解为x=5+a.

综上，可得：

当a=0时，原方程的解为1或5；

当0<a<2时，原方程的解为1-a，1+a，5-a，5+a；

当a=2时，原方程的解为-1，3，7；

当a>2时，原方程的解为1-a，5+a；

当a<0时，原方程无解．


［说明］
 　对含有绝对值的问题，应以绝对值记号内的解析式为0作为分界线，进行分类处理．


例4
 作函数y=-｜x｜+2的图像．


［解］
 　∵｜x｜=2-y，∴2-y≥0，故y≤2.

当x≥0时，y=-x+2；

当x<0时，y=x+2．如图7-2所示．

[image: 7-2]
图7-2




例5
 作方程｜x｜+｜y｜=2的图像．


［解］
 　当x≥0，y≥0时，方程为x+y=2；其图像为过点A（2，0），B（0，2）的线段AB；

当x≤0，y≥0时，方程为-x+y=2，其图像为过点B（0，2），C（-2，0）的线段BC；

当x≤0，y≤0时，方程为-x-y=2，其图像为过点C（-2，0），D（0，-2）的线段；

当x≥0，y≤0，方程为x-y=0，其图像为过点D（0，-2），A（2，0）的线段DA．综上，此方程的图像为正方形ABCD的周界．如图7-3所示．

[image: 7-3]
图7-3



7.2.3　几何应用


例1
 　在△ABC中，AB，AC边上的高分别为CE，BF，E，F分别是垂足，D为BC的中点．如果∠BAC=x°，∠EDF=y°，试求：

（1）y与x之间的数量关系，用含x的代数式表示y，并写出x的取值范围；

（2）x=60时，y的对应值，并判断△DEF的形状；

（3）△DEF是等腰直角三角形时x的值．


［分析］
 　由于x是锐角、直角、钝角时，三角形的高CE，BF分别在△ABC的内部，与CA，BA重合，在△ABC的外部，因而y与x之间的关系将发生变化，故应分别处理．（2）（3）可应用（1）的结果，不难获解．

[image: 7-4]
图7-4




［解］
 　（1）当0<x<90时，如图7-4，CE，BF在△ABC的内部，

BD=DE=CD=DF.

所以∠B=∠BED，∠C=∠CFD.

∠BDE=180°-2∠B，∠CDF=180°-2∠C，

因为∠EDF=180°-∠BDE-∠CDF，

所以∠EDF=180°-360°+2（∠B+∠C）.

即∠EDF=180°-360°+2（180°-∠A）=180°-2x°，

∴y=180-2x.

当x=90时，CE与CA重合，BF与BA重合，故E，F重合于A，∠EDF=0°，即y=0.

当x>90时，CE，BF在△ABC的外部，如图7-5.

[image: 7-5]
图7-5



BD=DE=CD=DF，故∠B=∠BFD，

∠C=∠CED，∠BDF=2∠C，

∠CDE=2∠B.

∠BDF+∠CDE=2（∠B+∠C）.

而∠CDE+∠BDF=180°-y°，

所以180°+y°=2∠A，即y=2x-180.

[image: 077]


（2）x=60时，y=180-2×60=60．此时，△DEF是正三角形．

（3）若△DEF是等腰直角三角形，则由DE=DF，故∠EDF=90°，即y=90．由（1）：

当0<x<90时，90=180-2x，x=45；

当x>90时，90=2x-180，x=135.

所以△DEF是等腰直角三角形时x=45或x=135.


例2
 　在四边形ABCD中，联结AC，如果△ABC是边长为3的正三角形，且△ACD是含30°角的直角三角形，试求四边形ABCD的面积．


［分析］
 　由于S四边形ABCD
 =S△ABC
 +S△ACD
 ，S△ABC
 是定值，而S△ACD
 随边AC所对的角是30°，60°，90°而变化，所以应分三种情形分别处理．

[image: 077-2]






[image: 7-6]


图7-6

（2）当AC所对的角为60°时，如图7-7，∠D=60°，AD=2CD．故CD2
 +AC2
 =（2CD）2
 ，解得CD=[image: 077-i]


[image: 7-7]


图7-7





[image: 077-3]


S四边形ABCD
 =S△ABC
 +S△ACD


[image: 078]






[image: 7-8]
图7-8



综上所述，四边形ABCD的面积为[image: 078-2]



例3
 　在平面直角坐标系中，四边形OABC的顶点坐标分别为O（0，0），A（3，0），B（3，4），C（0，4）.有两个动点M、N分别在OA、BC上运动，点M自O向A运动；点N自B向C运动，运动的速度都是每秒1个单位．自点N作NP⊥BC，交AC于P，联结MP．当动点M，N运动了x（s）时：

（1）试求△MPA的面积S与x的函数关系式，x为何值时，S达到最大，并求此最大值；

（2）当x为何值时，△MPA是一个等腰三角形．


［解］
 　（1）如图7-9，｜OM｜=｜NB｜=x，｜MA｜=3-x.

[image: 7-9]
图7-9



[image: 078-3]


（2）△MPA为等腰三角形有以下三种情形：

（i）MP=MA，点M的坐标为（x，0），点P的坐标为[image: 078-4]
 =3-x，

[image: 078-5]


即　9-12x+4x2
 =x2
 ，

所以x=1或x=3．但x=3时，M与A重合（舍去）；

[image: 078-6]






[image: 7-10]
图7-10



答：（1）当[image: 078-7]
 时，△MPA的面积最大，最大值为[image: 078-8]
 个面积单位．

（2）当x=1，或[image: 078-9]
 时，△MPA为等腰三角形．


例4
 如图7-10，在平面直角坐标系中，点P是经过O（0，0），A（0，2），B（2，0）的⊙C上的一个动点（P与O，B不重合），则∠OAB=________度，∠OPB=________度．


［解］
 　因为｜OA｜=｜OB｜=2，且∠AOB=90°，

所以△AOB是等腰直角三角形．

所以∠OAB=45°；

当点P在[image: 079]
 （劣弧）上时，

∠OPB=180°-∠OAB=135°；

当点P在[image: 079]
 （优弧）上时，∠OPB=∠OAB=45°.


［说明］
 　这一题，如果忽视点P在⊙C上的不同位置，不分类处理，易失解．


例5
 两圆的半径分别为4和2，如果它们的公切线互相垂直，求两圆的圆心距．


［解］
 　两圆的公切线有内公切线和外公切线之分，因而圆的两公切线互相垂直有三种情形．

（i）当内公切线与外公切线互相垂直时，如图7-11，⊙O1
 ，⊙O2
 的外公切线为AB，A，B分别为切点，内公切线为EF，E，F分别为切点，而AB⊥EF，AB与EF相交于点D，则AB=4+2=6，EF=4-2=2，｜O1
 O2
 ｜=[image: 079-2]


[image: 7-11]
图7-11



（ii）当两条内公切线互相垂直时，如图7-12，A，B，C，D是切点，则连心线O1
 O2
 过两内公切线的交点E，O1
 A，O2
 D的延长线交于点F，｜O1
 F｜=2+4=6，｜O2
 F｜=4+2=6．所以｜O1
 O2
 ｜=[image: 079-3]


[image: 7-12]


图7-12

（iii）当两条外公切线互相垂直时，如图7-13，A，B，C，D为切点，两外公切线相交于点E，则O1
 ，O2
 ，E三点共线，且直线O1
 O2
 平分∠AEB，O1
 A与DO2
 的延长线交于F点，｜O1
 F｜=｜O2
 F｜=4-2=2．所以｜O1
 O2
 ｜=[image: 079-4]


[image: 7-13]


图7-13

7.2.4　其他


例1
 　证明：大于11的自然数必可表示成两个合数之和．


［证明］
 　大于11的自然数被3除，其余数有三类：余数为零，余数为1，余数为2，即

3k，3k+1，3k+2.

其中k≥4的自然数．

∵　3k=3（k-2）+6，

3k+1=3（k-1）+4，

3k+2=3（k-2）+8.

∵k≥4，∴k-2，k-1均可大于2的自然数，且3（k-2），3（k-1），4，6，8均为合数．

∴大于11的自然数必可表示为两个合数之和．


［说明］
 　一个整数被3除，按余数不同可分成3类：3k，3k+1，3k+2；被4除，按余数不同可分成4类，4k，4k+1，4k+2，4k+3；余类推．整数按这样方式进行分类，称为剩余类．这样对于整数有关问题可按剩余类分别处理，常可获得突破．

对于例1. 如按奇、偶两类分别证明，能否取得成功？请读者一试．


例2
 　试证：大于等于5的质数的平方与1的差必为24的倍数．


［分析］
 　如何表示大于等于5的质数是解决本题的关键，而质数又无简单的通用表示式，因而考虑将大于等于5的自然数按除以6所得余数不同分成如下六类：6n，6n+1，6n+2，6n+3，6n-2，6n-1，n为大于等于1的自然数．因为大于等于5的质数不可能为偶数，也不可能被3整除，所以大于等于5的质数，只能落在6n+1或6n-1两类之中，于是得证如下：


［证明］
 　将不小于5的自然数划分成六类，6n，6n+1，6n+2，6n+3，6n-2，6n-1，则不小于5的质数必在6n±1两类之中．

∵（6n±1）2
 -1=12n（3n±1）

=12［2n2
 +n（n±1）］，

又n（n±1）必为偶数，

∴（6n±1）2
 -1必为24的倍数．


例3
 　一个图书馆有东西两个阅览室，东阅览室里，每张桌上有两盏灯；西阅览室里每张桌上有3盏灯．现知两阅览室里桌子数的总和和灯的总数都是奇数，那么哪一个阅览室里桌子的数目是奇数？


［解］
 　设东阅览室里有桌子x张，西阅览室里有桌子y张，两个阅览里里桌上灯的总数

N=2x+3y.

∵S=x+y和N都是奇数．

∴x、y的可能情形只有以下两类：

（i）x是奇数，y是偶数，则2x，3y都是偶数，所以N=2x+3y为偶数，这与已知N为奇数矛盾，所以这种可能不成立．

（ii）x是偶数，y是奇数，则2x是偶数，3y是奇数，所以N=2x+3y为奇数．

所以东阅览室里桌子数是偶数，西阅览室里桌子数是奇数．


［说明］
 　若x，y同奇同偶则S=x+y均为偶数，与已知S是奇数矛盾，故不成立．

7.3　升华

分类思想是人们认识客观世界过程中长期积累形成的一种策略思想．例如人在认识三角形时，首先观察了大量三角形，发现它们都是由三条线段围成的封闭图形．这就是三角形的基本特征，逻辑上称为三角形概念的内涵．在研究了具有这一特征的大量三角形后，按三内角的特征划分为：三内角均为锐角的称为锐角三角形；有一个内角为直角的三角形称为直角三角形；有一个内角为钝角的三角形称为钝角三角形．如果按边长有无两边相等来划分，有不等边三角形，与等腰三角形．在等腰三角形中，三边都相等的三角形称为等边三角形（也称正三角形）.从此又获得三角形的另一种分类．通过认识各种不同的三角形，了解了三角形概念的外延．所以分类思想是在认识概念中不可或缺的策略思想．

从解决问题方法上来看，又是将复杂问题分成若干简单问题逐个分别解决的战略思想．为了用好这一方法，必须把握分类标准，保证分类既不重复又不遗漏．才能准确地解决问题．让分类思想形成一种自觉的意识，随时应用，将有助于提高分析问题和解决问题的能力．

练习与思考七



答案链接



1. 作函数[image: 080]
 的图像．

2. 解不等式：｜x+1｜+｜4-x｜<6.

3. 求曲线｜x-1｜+｜y+2｜=3的周长．

4. 求证：任何整数可表示为5个整数的立方和．

5. 已知半径为a的两圆外切，半径为2a且和这两个圆都相切的圆共有（　　）

A. 2个

B. 3个

C. 4个

D. 5个

6. 教师在课堂上请每人随意选5个自然数，是否总能从中选出3个数，使其和必为3的倍数？

7. 李大爷有一个边长为a的正方形鱼塘（图7-14），鱼塘四个角顶点A，B，C，D上各有一棵大树，现在李大爷想把原来的鱼塘扩建成一个圆形或正方形鱼塘（原鱼塘周围的面积足够大），又不想把树挖掉（四棵大树要在新建鱼塘的边沿上）.

[image: 7-14]
图7-14



（1）若按圆形设计，画出你所设计的圆形鱼塘示意图，并求出圆形鱼塘的面积；

（2）若按正方形设计，画出你所设计的正方形鱼塘示意图；

（3）你认为（2）所设计的正方形鱼塘中，有无最大面积？为什么？

（4）李大爷想使新建的鱼塘面积最大，你认为新建鱼塘的最大面积是多少？

8. 如图7-15，在半径为6，圆心角为90°的扇形OAB的[image: 082]
 上，有一动点P，PH⊥OA，垂足为H，△OPH的重心为G.

[image: 7-15]
图7-15



（1）当点P在[image: 082]
 上运动时，线段GO，GP，GH中，有无长度保持不变的线段？如果有，请指出这样的线段，并求出相应的长度；

（2）设PH=x，GP=y，求y关于x的函数解析式，并写函数的定义域；

（3）如果△PGH是等腰三角形，试求出线段PH之长．

9. 在平面直角坐标中，抛物线[image: 082-2]
 与x轴交于A，B两点．已知点A在x轴负半轴上，点B在x轴正半轴上，且BO=2AO，点C为抛物线的顶点．

（1）求此抛物线的解析式和经过B、C两点的直线的解析式．

（2）点P在此抛物线的对称轴上，且⊙P与x轴、直线BC都相切，求点P的坐标．



第八章　逻辑推理（顺推法、逆推法、反证法）

8.1　趣引

逻辑推理，料事如神

人们非常希望有先见之明．自古以来有不少哲人，如姜太公、诸葛亮确有未卜先知、料事如神之能．那么这样的思维能力是怎样训练与培养得来的呢？让我们先从几个实例来分析吧！

1） 五分硬币在左手还是在右手之中？

有若干一角硬币和一个五分硬币，乙随意分成两堆，分别握在左、右两手之中，让甲猜五分硬币在哪只手中？允许甲提一个问题（但不能问五分硬币在哪只手中），乙据实回答，然后甲要猜出五分硬币在哪只手中，并要证明自己猜想的正确性．

由于五分硬币的分值“5”是奇数，而一角硬币的分值“10”是偶数，如运用奇偶分析法可以发现五分硬币在哪只手中．甲可提如下一个问题：

请将左手中所有硬币分值之和乘以2，并将右手中所有硬币的分值之和乘以3，再求两者之总和，请乙说出结果是奇数还是偶数．甲根据回答，即能猜出五分硬币在哪只手中，结论如下：

如总和为奇数，则五分硬币在右手之中；若为偶数，则在左手之中．百试而无误．

亲爱的小读者你能证明上述猜想一定正确吗？请把你的证明写下来，再与下文对照，检查得失，分析原因，并写出订正．这是训练逻辑推理，料事如神的好载体，定能有助你的思维能力的提高．


［证明］
 　如果总和为奇数，则左手币值之和乘以2后必为偶数（因为2的倍数为偶数），所以右手币值之和乘以3后必为奇数（因为总和为奇数，减去左手中分值之和乘以2这个偶数后所得的差为奇数）.奇数除以3仍为奇数，所以五分硬币必在右手之中．

如果总和为偶数，由于左手币值之和乘以2为偶数，它们的差为右手币值之和乘以3必为偶数（两个偶数之差为偶数），因此右手币值之和也是偶数，如果五分硬币在右手中则右手中币值之和为奇数，这与右手币值之和为偶数矛盾，所以五分硬币不在右手之中，必在左手之中．

以上证明的依据无非是：

奇数与偶数之和必为奇数；

奇数与偶数之差必为奇数；

整数乘以2其积为偶数；

奇数乘以3其积为奇数．

通过逻辑推理证明的命题就是定理，必定正确无疑，达到料事如神的效果．

2） 抓住异常情况的苗子及时消灭偷袭之敌．

[image: 083-i]


古时候一位将军夜坐帐内，阅览兵书．忽闻一阵鸟鸣划破寂静的夜空．出帐一看，一群鸟自西方飞掠而过，这位将军引起警觉，立即召集值日军官，命令部将率500骑兵向西搜索，不出10里见有密林即行包围，将隐蔽林中准备偷袭之敌歼灭，凯旋而归．

部将向将军请教，何以预知西方有密林，林中有隐蔽之敌？将军笑答：夜间鸟都归林休息，半夜鸟惊飞逃，必有多人潜入森林，鸟从西方来，所以在西方必有密林，林中刚潜入的一股准备偷袭之敌，立足未稳，迅速包围，必可一举歼灭．

这是根据军事行动规律，经过逻辑推理，达到未卜先知之明．

3） 伽利略推翻亚里士多德千年不变的“真理”．

亚里士多德曾断言“重的物体比轻的物体下落得快”．相传千年，人人都奉为不变的真理．然而过一千八百年后，伽利略却不迷信权威，认为亚里士多德的判断是错误的．那么伽利略是怎样证明亚里士多德的命题是错误的呢？

证明如下：把一个重的物体A与另一个比A轻的物体B绑在一起成为物体C．按亚里士多德的理论：

因为C比A重，所以C下落得比A快．记作命题①.

因为A比B重，所以B下落得比A慢；A，B绑在一起构成C将使C下落的速度受B牵制而减小，所以C下落得比A慢．这一命题记作②.

命题①与②互相矛盾．所以亚里士多德的千年不变的“真理”是错误的．这里应用的是反证法．从同一命题出发，推出两个互相矛盾的判断，则这个命题必错无疑．伽利略正是利用反证法推翻了亚里士多德的所谓“千年不变的真理”．

这就是逻辑推理的威力．亲爱的读者，你想料事如神、未卜先知吗？那就从认真学习数学的逻辑推理开始吧！

8.2　应用

8.2.1　顺推法

从已知推出可知，再推出新的可知，一直到推出结论的探索演绎推理的思路称为顺推法，也称综合法．这是逻辑推理中常用的思考方法，也是表达推理过程最基本的方法．


例1
 　在等腰三角形中，两底角相等，并且若向下延长两腰，则在底以下的两角也彼此相等．

这是欧几里得的经典名著《几何原本》中第一卷命题5．在此之前只讲过常见的几何定义、公设（几何作图的公理）、公理．并运用这些知识推出：两三角形中两边及其夹角分别相等，则此两三角形全等；全等三角形的对应边相等，对应角相等，即教科书中的SAS.

《几何原本》中证明写得较为复杂，初学至此常感困难，被谑称为“骡桥”，意指笨蛋的难题．其实说明白了并不难．

已知ABC是等腰三角形，AB=AC，延长AB，AC成直线AD，AE．在AD，AE上分别截取点F，G，使AF=AG．联结FC，BG．如图8-1.

[image: 8-1]


图8-1


［证法一］
 在△ACF与△ABG中，已知AB=AC，AF=AG，∠FAC=∠GAB，根据SAS可知：

△ABG≌△ACF.

并且从此推出∠AFC=∠AGB，FC=GB，∠ACF=∠ABG.

∵CG=AG-AC，FB=AF-AB，∴CG=FB.

∴△BFC≌△CGB. （∵SAS）

∴∠CBG=∠BCF，∠FBC=∠GCB，

∠ABC=∠ABG-∠CBG，∠ACB=∠ACF-∠BCF.

∴∠ABC=∠ACB.


［说明］
 　这里从已知AB=AC和AF=AG，∠FAC=∠GAB．推出△ABG≌△ACF.（可知）；再从新的可知推出△BFC≌△CGB．最终推出∠ABC=∠ACB，和∠FBC=∠GCB.（即求证的结论）.这是通过两对全等三角形通向结论彼岸．这是典型的顺推法．


［证法二］
 将△ABC翻转而成为△ACB，如图8-2.

[image: 8-2A]


图8-2

在△ABC和△ACB中，已知AB=AC，AC=AB，

且∠BAC=∠CAB，由SAS可知

△ABC≌△ACB.

∴∠ABC=∠ACB.


［说明］
 　这一证明利用翻转得到△ACB．同样利用顺推法证明△ABC=△ACB．使得证明过程十分简洁明白，反映了数学推理的魅力．引起人们的浓厚兴趣与好奇！


例2
 　《几何原本》中的圆的切线的作法和现行教材上的完全不同．作法如下：

如图8-3，已知⊙O，圆外一点A，联结圆心O与点A交⊙O于点E，过点E作CD⊥OA，与以OA为半径，O为圆心的圆交于C，D两点．联结OC，OD分别与⊙O交于点B与点F，则AB或AF就是⊙O的过点A的两条切线．

[image: 8-2]


图8-3


［证明］
 　在△COE与△AOB中，已知：

OA=OC，OE=OB，∠COE=∠AOB，

∴△COE≌△AOB. （S.A.S.）

从而推出∠OEC=∠OBA.

∵∠OEC=90°，∴∠OBA=90°.

∴AB是⊙O的切线．

同理可证AF也是⊙O的切线．


［说明］
 　这也是顺推法范例．从已知推出△COE≌△AOB，再从此顺推出新的可知：∠OEC=∠OBA=90°.从而推出结论．

这一作圆切线的方法与现行教材不同，但也十分简单，别有一番奇趣．


例3
 　设x+y=u+v，且x2
 +y2
 =u2
 +v2
 ，求证：xn
 +yn
 =un
 +vn
 .


［分析］
 　从x+y=u+v，x2
 +y2
 =u2
 +v2
 出发可以推出很多新的可知：

（x+y）2
 =（u+v）2
 ，（x+y）（x2
 +y2
 ）=（u+v）（u2
 +v2
 ），…，

（x+y）2
 （x2
 +y2
 ）=（u+v）2
 （u2
 +v2
 ），…

在那么多的可知中，究竟哪一个是通向结论的桥梁？出路何在？


［证明］
 　∵x+y=u+v，x2
 +y2
 =u2
 +v2
 ，

∴（x+y）2
 -（x2
 +y2
 ）=（u+v）2
 -（u2
 +v2
 ）.

即2xy=2uv，

[image: 085]


无论①或②成立，都有

xn
 +yn
 =un
 +vn
 .


［说明］
 　从这一例子可知顺推法在从已知推出可知的情形较多时，离不开直觉的猜想．因而逻辑推理与非逻辑思维（如直觉思维）的整合是走向成功的必由之路．

8.2.2　逆推法

从欲证的结论出发，追索需知（可以从此推出结论的命题），再从此需知出发，追索新的需知，直至从新的需知推出已知为止．打通已知与结论之间的通途，最后倒过来按顺推法写出证明过程的方法称为逆推法，也称为分析法．


例1
 　如图8-4，已知等腰直角△ABC中，∠A=90°，AB=AC，AD⊥BC，E为BC上任意一点，EF⊥AB，EG⊥AC，F，G为垂足．求证：DF=DG.

[image: 8-3]


图8-4


［分析］
 　欲证：DF=DG，只要证：

B11
 ：△DFG是等腰三角形；

B12
 ：DF，DG分别是一对全等三角形的对应边；

B13
 ：由于∠DAF=∠DAG=45°，A，F，D，G四点共圆；

B14
 ：FG的中点M与D的连线与FG垂直；等等．究竟哪一个是通向已知的通途呢？

凭直觉猜想，B12
 ，B13
 都有成功的希望．下面选B13
 作为前进的“跳板”继续追索．

要证B13
 成立，先研究A，F，E，G四点共圆．从已知条件EF⊥AB，EG⊥AC，∠A=90°，可知此四点都在以AE为直径的同一圆上．因此，只要再证D点在以AE为直径的圆上，就可以了．由AD⊥BC，可知D点在以AE为直径的圆上．从此可获证明如下．


［证明］
 　∵AD⊥BC，即△ADE是直角三角形．

∴D在以AE为直径的圆上．

∵EF⊥AB，EG⊥AC，

∴A，F，E，G四点共圆，且A，F，E，G四点均在以AE为直径的圆上，从而得A，F，E，D，G五点共圆．

∵AD⊥BC，∠A=90°，AB=AC，

∴∠BAD=∠CAD=45°.

∴DF=DG.


［说明］
 　如果以B12
 为“跳板”，可通过△DBF≌△DAG．获证，读者不妨一试．作为练习，请研究这一图形，看还能发现哪些有趣的性质，并给证明．

从上述分析可见运用逆推法也会碰到追索结论的需知有时会出现不止一个的情形，如上述的B11
 ，B12
 ，B13
 ，B14
 ，要根据图形和已知的定理作出合理的猜想（直觉思维），才能一直追索到已知，从而完成正确的证明．逻辑思维与非逻辑思维（直觉猜想）相辅相成，才能突破困难，沟通已知与结论之间的通途．


例2
 　求证：锐角△ABC两内角的正切之积大于1.


［分析］
 　欲证tanAtanB>1，从tanA>0，tanB>0可知，只要证：[image: 086]


∵cotB=tan（90°-B），

∴只要证：tanA>tan（90°-B）.

根据A，B都是锐角，可知A，90°-B都是锐角．tanx在x是锐角的条件下，是递增的，故只要证：A>90°-B.

即A+B>90°，又A+B<180°，

∴90°<A+B<180°即可．



而这正是△ABC为锐角三角形的必然结果．




［证明］
 略．




例3
 如图8-5，直角△ABC中，∠C=90°，CD⊥AB，△ABC，△ACD，△BCD的内切⊙O，⊙O1
 ，⊙O2
 的半径分别为r，r1
 ，r2
 ，求证：[image: 087]





［分析］
 如图8-5.


[image: 8-4]


图8-5

[image: 087-2]


而r，r1
 ，r2
 分别是△ABC，△ACD，△BCD的内切圆半径．因此，若能证明△ABC，△ACD，△BCD是相似三角形，利用S△ABC
 =S△ACD
 +S△BCD
 就可以获得证明．


［证明］
 　∵△ABC是直角三角形，CD⊥AB，

∴∠A=∠BCD，从而有△ABC∽△ACD∽△CBD，

[image: 087-3]



［说明］
 　例3先逆推后顺推，二者相结合，获得证明．这可称为顺推—逆推法，是探索思路中常用的方法．既分析又综合（或既综合又分析）比单纯分析法、综合法更方便．


例4
 两个单位正方形（边长为1的正方形）放置如图8-6所示．在其左侧两个单位正方形放置如图8-6，求证：∠ACI+∠CAD=45°.

[image: 8-5]


图8-6


［分析］
 　联结AH，DH，则

∠ACI=∠IDH，∠CAD=∠ADF，且AD=AH，

∴∠ADH=∠AHD.

欲证∠ACI+∠CAD=45°，即∠ADH=∠AHD=45°，

所以只要证明∠DAH=90°就可以了．

而易知∠CAD=∠GAH，且∠CAD+∠DAG=90°，

∴只要证明∠DAG+∠GAH=90°，从而获证明如下．


［证明］
 　∵∠CAD=∠ADI，∠ACI=∠IDH，

∴∠ADH=∠CAD+∠ACI.

∵AD=AH，∴∠AHD=∠ADH.

∵∠CAD=∠GAH，且∠CAD+∠DAG=90°，

∴∠GAH+∠DAG=90°，即AD⊥AH.

故△DAH是等腰直角三角形．

∴∠ADH=45°.

从而有∠CAD+∠ACI=45°.


［说明］
 　这是顺推—逆推法的典型范例．本例是从以下的趣题改编而来．

如图8-7一排三个单位正方形．求证：∠DAE+∠DBE=45°.

[image: 8-6]


图8-7

它的证明方法较多，曾为许多数学爱好者研究过．到高中还有许多奇妙的证明方法引人入胜，魅力无穷．

8.2.3　反证法

在趣引中伽利略推翻亚里士多德千年不变的“真理”用的就是反证法．伽利略要证明“重物轻物下落得一样快”，他从这一结论反面“重物比轻物下落得快”出发，将重物A与比A轻的物体B绑在一起成为物体C，从而引出两个互相矛盾的结论，推翻所作的反面假设，证明“重物轻物下落得一样快”．在顺推法与逆推法都难奏效时，正难则反，避开正面，从反面迂回进击，从命题结论B不成立（即非B成立）和已知条件A，已知真理T出发推出命题C1i
 （i=1，2，3，…），再从C1i
 推出C2i
 ，C3i
 ，…，Cni
 .直至Cni
 与已知条件A矛盾；或与已知真理矛盾；或造成自相矛盾的两个命题Cni
 与Cki
 .那么结论B不成立的假设不成立，即B成立，则A[image: 0001]
 B成立．这就是反证法．有人说：“反证法是数学家最精良的武器之一”．掌握反证法是提高论证能力所必需的训练．学习反证法的关键是正确提出结论B的反面“非B”．应注意B与非B称为互相矛盾的命题，两者既不能都对，也不能都错，其中必有且只有一个是对的．从B作出非B，称为逻辑非的运算．对于单个事物的判断是容易解决的．

例如x=0的反面是x≠0；

x≥y的反面是x<y；

三角形是正三角形的反面（三角形不是正三角形）；

自然数N是质数的反面（N不是质数）；等等．

对于非单个事物的判断就难了．

例如命题B：“x，y，z都等于零，”则非B是：“x，y，z不都是零”；即“x，y，z中至少有一个不等于零”．

要注意区别“x，y，z不都等于零”和“x，y，z都不等于零”．

这里包括下列七种情形：

（1）x≠0，y=0，z=0；

（2）x=0，y≠0，z=0；

（3）x=0，y=0，z≠0；

（4）x≠0，y≠0，z=0；

（5）x=0，y≠0，z≠0；

（6）x≠0，y=0，z≠0；

（7）x≠0，y≠0，z≠0.

前者包括（1）~（6）的六种情形，后者则是最后第（7）种情形．


例1
 　设|x|>x，x为实数，求证：x<0.


［证明］
 　设x≥0，则|x|=x.

这与已知条件|x|>x矛盾，

∴x<0.


［说明］
 　这是最简单的反证法的例子，但都是不易应用直接证法证明的．


例2
 　设[image: 088]
 是实数，

求证：x=y=z=0.


［证明］
 　如果x，y，z不全为零（即x，y，z中至少有一个不等于零），不是一般性，令x≠0，则

[image: 088-2]


这与已知条件：[image: 088-3]
 矛盾．

∴x=y=z=0.


［说明］
 　应注意x=y=z=0的反面是x，y，z不全为零，不是“x、y、z全不为零”．


例3
 　锐角△ABC中，如果∠A>∠B>∠C，求证:

（1） ∠A>60°；

（2）∠C<60°；

（3）∠B>45°.


［证明］
 　（1） ∵∠A>∠B>∠C，∴3∠A>∠A+∠B+∠C=180°，

∴∠A>60°；

（2）∵∠A>∠B>∠C，∴3∠C<∠A+∠B+∠C=180°，

∴∠C<60°；

（3）假设∠B>45°不成立，则∠B≤45°，故∠C<45°，此时∠A=180°-（∠B+∠C）>180°-（45°+45°）=90°，即∠A>90°.

这与三角形是锐角三角形矛盾，故∠B>45°.


［说明］
 　（1）（2）用了直接证法，（3）是反证法．


例4
 已知a1
 >0，a2
 >0，a3
 >0，并且a1
 +a2
 +a3
 =4，a1
 a2
 a3
 =2，求证：a1
 ，a2
 ，a3
 中至少有一个不大于1.


［证明］
 　设a1
 ，a2
 ，a3
 都大于1，a1
 =1+b1
 ，a2
 =1+b2
 ，a3
 =1+b3
 ，其中b1
 ，b2
 ，b3
 均大于零．则

a1
 +a2
 +a3
 =3+b1
 +b2
 +b3
 =4，∴b1
 +b2
 +b3
 =1.

a1
 a2
 a3
 =（1+b1
 ）（1+b2
 ）（1+b3
 ）

=1+（b1
 +b2
 +b3
 ）+（b1
 b1
 +b2
 b3
 +b3
 b1
 ）+b1
 b2
 b3
 >

1+（b1
 +b2
 +b3
 ）=2

即a1
 a2
 a3
 >2与已知条件a1
 a2
 a3
 =2矛盾，

∴a1
 ，a2
 ，a3
 中至少有一个不大于1.


例5
 已知△ABC的内切圆分别切三边AB，BC，CA于点D，E，F，求证：△DEF是锐角三角形．


［证明］
 　如图8-8，设△DEF不是锐角三角形，则△DEF是直角或钝角三角形．不妨设∠DEF≥90°.

∵AB与内切圆切于点D，

∴∠ADF=∠DEF≥90°.

[image: 8-7]


图8-8

∵AB，AC都与内切圆相切．

∴AD=AF，故∠AFD=∠ADF≥90°.

∴在△ADF中，∠A+∠ADF+∠AFD>180°.

这与三角形内角和等于180°矛盾．

∴∠DEF<90°.

同理可证：∠DFE，∠EDF都小于90°，即△DEF是锐角三角形．


［说明］
 　这一例子也可用直接证法．

8.3　升华

数学命题的证明起始于泰勒斯（Thales，公元前640~546？），他首开数学证明的先河．经过毕达哥拉斯（Pythagoras，公元前560~480？他与我国圣人孔子公元前551~479处于同一时代）及其学派的努力，取得较大的发展，特别是勾股定理（西方称为毕达哥拉斯定理）的发现与证明推动数学的发展．到了公元前300年左右几何大师欧几里得（Euclid，公元前约300年）集前贤的大成，写出《几何原本》，成为公理化方法建立演绎体系的最早典范．明朝万历三十五年，即公元1607年，利玛窦和徐光启合译了《几何原本》前六卷，到1857年，后九卷由英国人伟烈亚力和李善兰共同译出．

公理化方法是数学中的重要方法．它以尽可能少的几条公理及若干原始概念（不定义的概念）出发．推导出尽可能多的命题，构建了几何大厦的科学体系．《几何原本》是流传最久的几何教材，哺育了一代又一代的数学大师．牛顿的《自然哲学的数学原理》的创作都深受《原本》的影响．在英国大学里是以《原本》作为形成逻辑教材使用的．许多科学巨匠在少年时期读了《原本》引起对数学的浓厚兴趣，从此走上科学之路，直至科学殿堂．

几何证明的学习不但能培养对数学的兴趣，同时是培养严密的逻辑思维、理性思维的最佳载体．上世纪六七十年代的新数运动，高喊“打倒欧家店”的口号，对几何教育形成巨大冲击．但后来新数运动不可避免地失败了，平面几何教学又逐步回到基础．这再次证明学习平面几何是对青少年进行理性思维教育，培养逻辑推理、论证能力的最佳途径与最佳时期．熟练掌握顺推法、逆推法（即综合法、分析法）是不可缺少的基础．这是影响人一生的思维能力的重要基础．

平面几何具有看得见摸得着的图形，作为形象思维的载体，利用已学习的公理、定义、定理作为抽象思维的工具．相辅相成，有利于左、右脑协调发展，奠定了思维能力发展的基础．这对人的成长和健康发展是不可或缺的思维训练．必须打好扎实的基础．

综合本章所介绍的顺推法、逆推法、反证法．以下的概括是其要害：

[image: 090]


从而沟通可知与需知．

这是探索证明思路的利器．

练习与思考八



答案链接



1. 如图8-9，在直角坐标平面内，函数[image: 090-2]
 （x>0，m是常数）的图像经过A（1，4），B（a，b），其中a>1．过点A作x轴垂线，垂足为C，过点B作y轴垂线，垂足为D，联结AD，DC，CB.

[image: 8-8]


图8-9

（1）若△ABD的面积为4，求点B的坐标；

（2）求证：DC∥AB；

2. 如图8-10，已知等腰△ABC中，AB=AC．点P为∠A外角平分线上的一点（点P异于点A）.

[image: 8-9]


图8-10

求证：PB+PC>AB+AC.

[image: 8-10]
图8-11



3. 异峰叠起．圆内有一条折线ABCDE，忽上忽下，形成三个45°的角：∠ABC=∠BCD=∠CDE=45°，此异峰叠起的奇妙图形如图8-11．则AB2
 +CD2
 =BC2
 +DE2
 .

4. 如图8-12，△ABC内接于圆，三角形的高AD与CF交于H点，AD的延长线交外接圆于E点．求证：HD=DE.

[image: 8-11]
图8-12



5. 研究三角形的边长与其外接圆直径之间的联系．

6. 如图8-13，已知四边形ABCD是正方形，以AB为直径的半⊙O1
 和以O1
 C为直径的⊙O2
 交于点F，连CF并延长交AD于点H，FE⊥AB于点E，BG⊥CH于点G.

（1）求证：BC=AE+BG；

（2）联结AF，当正方形ABCD的边长为6时，求四边形ABGF的面积．

[image: 8-12]
图8-13



7. 如图8-14，以⊙O上一点A为中心，r为半径画⊙A，⊙O的半径为R，⊙O的割线PQ与⊙A切于点D．当PQ的位置变化时，试研究AP·QA的值的变化规律．

[image: 8-13]
图8-14



8. 如图8-15，平行四边形ABCD中，BC=2AB，若将AB向两方延长使AE=AB=BF．求证：CE⊥DF.

[image: 8-14]
图8-15



9. 设AD为△ABC的一条中线．过C引任意一条直线CF交AD于E点，交AB于F点，如图8-16.

求证：[image: 092]


[image: 8-15]
图8-16



10. 设a，b，c是实数，a+b+c=0，abc=1，求证：a，b，c中至少有且只有一个数不小于[image: 092-2]


11. 甲、乙两人同时从A向B前进．甲先用一半时间以速度akm/h前进，后一半时间以速度bkm/h前进；乙在前一半路程内的速度为bkm/h，后一半路程的速度为akm/h.问甲、乙两人谁先到达B处？

12. 直角三角形斜边与其在斜边上的高之和大于两直角边之和．



第九章　化归思想

9.1　趣引

（1）公园里有一块矩形草地（如图9-1），长20m，宽10m，用一部宽为1m的割草机，从中心沿虚线箭头所指的路线切割青草，切割完这片草地，要走多长的距离？

[image: 9-1]


图9-1


［分析］
 　从图上易见割草机走过路程的总面积即这块草地的总面积（直角转弯处，正好割草地1m2
 ）.设想把走过的路径拉直，就成为一狭长的矩形，其宽度为1m，如其长为x m（即所走路程的长），因而有

x×1=20×10.

由此，面积与长度之间架起了一座“化归”之桥．通过面积计算，获得割草机所走路径之长．


［说明］
 　有了上述分析，可见无论矩形草地面积的大小，割草机的宽度如何，都可借助于面积的计算，获得割草机所走路径之长：[image: 093]


其中d为割草机的宽度，a为草地的长，b为草地的宽，单位都是m.

（2）10个男孩、6个女孩分别站在一个圆形花圃的圆周上，把圆周分成16段不重叠的弧．现在把两端都是女孩的弧段标上数字[image: 093-2]
 ，两端都是男孩的弧段标上数字4，两端分别是一个男孩、一个女孩的弧段标上数字1（如图9-2），黑点代表女孩，白点代表男孩．求此16段弧上的数字的乘积．

[image: 9-2]


图9-2


［解］
 　如果仅就图9-2的排列，其积为

[image: 093-3]


但如果男孩、女孩排列方法改变，各弧段上的数字也随之改变，那么它们的乘积是否也会改变呢？

能否把该问题化归为与排列顺序无关的问题呢？

若能将男孩、女孩分别表示为一个数，使每端弧上标的数恰巧是两端点所标的数之积，那么，由乘法交换律与结合律，无论男孩与女孩怎样排列，其积都不随排列顺序改变而改变．换句话说，问题化归为每个男孩、女孩所标的数之积的平方（因为每人所标的数是两段弧的端点，要乘两次）.

男孩表示数2，女孩表示数[image: 093-4]
 ，那么，弧两端均为男孩的弧上标的数为2×2=4；一端是男孩另一端是女孩的弧上标的数为[image: 093-5]
 ；两端都是女孩的弧上所标的数为[image: 093-6]
 所以两种标数方法等价．从而无论男孩、女孩如何排列，16段弧上所标数字之积都是

[image: 093-7]


从化归思想来分析，解决“新问题”的通法是“一切新问题”总是化归为老问题（以往会解的问题）来解决．因而找到化归的途径、方法，就是突破困难的关键．

9.2　应用

9.2.1　简化证明的过程


例1
 　三个非零实数a，b，c之和与其三个倒数之和都等于1，那么a，b，c中至少有一个等于1.


［证明］
 　因“a，b，c中至少有一个等于1”与“（a-1）（b-1）（c-1）=0”等价，所以要证明a，b，c中至少有一个等于1，只要证明（a-1）（b-1）（c-1）=0就可以了．

[image: 094]


所以a，b，c中至少有一个等于1.


例2
 　N=n3
 -n+6，其中n为整数，求证：N为6的倍数．


［证明］
 　N=n3
 -n+6=n（n2
 -1）+6=（n-1）n（n+1）+6.

欲证N为6的倍数，只要证（n-1）n（n+1）是6的倍数就可以了．这是因为N=（n-1）n（n+1）+6是6的倍数与（n-1）n（n+1）是6的倍数等价．所以这一命题“N是6的倍数”就可以化归为“三个连续整数之积是6的倍数”．

因三个连续整数中至少有一个偶数，故三个连续整数之积必为2的倍数．又三个连续整数中至少有一个为3的倍数，故三个连续整数之积必为6的倍数．

综上所述，N=n3
 -n+6必为6的倍数．

9.2.2　方程与方程组

多元方程组通过消元化归为一元方程来解．这里消元（加减法与代入法）是实现化归的关键


例1
 　设x，y，z，u，v满足方程组：

[image: 094-2]


求yzu=?


［解］
 　五个方程相加：

[image: 094-3]


④+⑤　y+u=9，　⑩

⑥-⑦-⑧　z=7.

⑥-⑨-⑧　u=3.

⑥-⑨-⑩　v=-1.

以v=-1代入⑧：y=6.∴yzu=126.


［说明］
 　根据方程组的结构特点，利用加减消元法，求出y、z、u的值，实现化归的目的．


例2
 　有一水库，在单位时间内有一定量的水流进，同时也向外放出一定量的水，按现在的放水量，水库中的水可使用40天．因为水源地区降雨，流入水库的水量增加20%，如果放水量增加10%，则仍可使用40天；如果按原来的放水量，可使用多少天？


［解］
 　设水库中原有水量为a，每天流进水量为b，每天放水量为c，又设在流入水量增加后的按原来的放水量可使用x天，按原题意可列出方程组：

[image: 095]


②-①并整理化简得　c=2b，　④

将④代入①，可得a=40b，　⑤

将④与⑤代入③，得

40b+1.2bx=2bx，

∴0.8bx=40b，故x=50.

答：流入量增加后，按原来的放水量放水，可使用50天．


［说明］
 　①②③构成的方程组中有4个未知量a，b，c，x，其中a，b，c的值是不确定的．原方程组是不定方程组，但其中的未知数x是确定的．通过加减消元后，利用b≠0，x的值是可求的．

[image: 095-2]



［说明］
 　本例是美国一所大学的入学试题．这里利用韦达定理将方程组[image: 095-3]
 化归为一元二次方程λ2
 -2λ-15=0而获解．利用韦达定理将方程组化归为一元方程来解．这是一种特殊的消元法．

9.2.3　一次方程与高次方程

通过因式分解将高次方程化归为一次方程来解，这就是利用降次解高次方程的方法．


例1
 　解方程：x2
 +2a|x|-3a2
 =0.


［解］
 　∵|x2
 |=|x||x|=|x·x|=|x2
 |=x2
 ，

∴原方程为|x|2
 +2a|x|-3a2
 =0，

即　（|x|+3a）（|x|-a）=0.

（i）当a>0时，|x|=a，x=a或-a;

（ii）当a<0时，|x|=-3a，x=-3a或3a;

（iii）当a=0时，x=0.


［说明］
 　通过因式分解来降次，将含|x|的二次方程化归为一次方程获解．这里如不区分a>0，a<0，a=0三种情形分别处理，则易产生失误．分类讨论，各个击破才能获解．


例2
 　从盛满酒精能容20L的容器里倒出若干酒精，而后用水加满，然后又倒出同样多液体，再用水加满，这时容器里只剩纯酒精5L，问每次倒出的液体是多少升？


［解］
 　设每次倒出的液体是xL．由于第一次倒出xL纯酒精用水加满后，此时的液体含酒精的质量分数为[image: 096]
 因此第二次倒出xL液体中含纯酒精[image: 096-2]


根据题意，可得

[image: 096-3]


即20-x=10，故x=10.

答：每次倒出的液体为10L.


［说明］
 　这里通过开方（本质上就是因式分解）达到降次化归为一次方程的目的：（20-x）2
 -100=0，即（20-x-10）（-x+10）=0.

∴x=10（另一解x=30显然不合题意）.

熟练上述思维过程，可以直接猜出答案．

[image: 096-4]


k为待求常数．

∴x=k（a2
 -bc），y=k（b2
 -ac），z=k（c2
 -ab），

代入①（或②，或③），得

k2
 （a3
 +b3
 +c3
 -3abc）=1.

∵abc≠0，a+b+c≠0，

[image: 097]


所以原方程组的解为

[image: 097-2]



［说明］
 　这是一道很有名的难题．先通过加减消元、降次获得由④，⑤构成的线性方程组，解此方程组，通过引入待定常数k，达到降次化归的目的．这就是灵活运用思维方法的技巧，正是数学的魅力所在．

9.2.4　化斜为直

初中阶段没学过任意三角形的边角关系（正弦定理、余弦定理），碰到斜三角形（非直角三角形）问题怎样解决？应用化归思想引一条高将斜三角形转化为两个直角三角形，分别应用锐角三角函数概念即可建立它们之间的边角关系．


例1
 　在任意△ABC中，∠A，∠B，∠C的对边分别记作a，b，c.试研究a，b，c与sinA，sinB，sinC之间的关系．


［解］
 　由于△ABC是任意三角形，无法直接获得AC=b，BC=a和sinA和sinB之间的联系．

过点C作CD⊥AB．当∠A，∠B为锐角时，点D在边AB上；当∠B为钝角时，点D在AB的延长线上，分别如图9-3与图9-4.



	[image: 9-3]

	[image: 9-4]




	图9-3
	图9-4




当∠B是锐角时，CD=ACsinA=bsinA，CD=BCsinB=asinB，

∴bsinA=asinB.

[image: 097-3]



［说明］
 　通过计算△ABC的面积，也可得上述结果．这一结论就是正弦定理．它的证明方法较多，有兴趣的读者可以把△ABC放置在直角坐标系中，如图9-5或图9-6.



	[image: 9-5]

	[image: 9-6]




	图9-5
	图9-6




自己独立推出正弦定理．通过计算BC的距离，还可推出a2
 =b2
 +c2
 -2bccosA．这就是余弦定理．

“化斜为直”可以把任意三角形问题化归为直角三角形问题．在学过任意三角函数以后，那就如虎添翼了．


例2
 　如图9-7．某港口有一灯塔A．灯塔A的正东方向有B，C两灯塔，以BC为直径的半圆区域内有若干暗礁，BC=18n mile.一船在M处测得灯塔A，C分别在船的南偏西60°和南偏西15°方向，船沿MA方向行6n mile恰好处在灯塔C的正北方向N处．

[image: 9-7]
图9-7



（1）求CN的长度（精确到0.1n mile）；

（2）若船继续沿MA方向朝A行驶，是否有触礁的危险？

[image: 098]



［解］
 　（1）按题意在草图9-7中，NC⊥AC，MN=6（n mile），∠AMC=60°-15°=45°，∠CNA=45°+15°=60°，作CD⊥MA，D为垂足，BC=18（n mile）.

[image: 098-2]


∴若船按原方向继续前进，没有触礁危险．


［说明］
 　未知量CN=x，在△MCN中，已知∠CMN=45°，∠MCN=15°，MN=6，但此三角形非直角三角形，由∠CNM=120°，自C作CD⊥MA，垂足为D，将CN转化到Rt△CND中，从∠CMN=45°，可知CD=DM，[image: 098-3]
 得方程

[image: 098-4]


解出x即可获解．“化斜为直”是取得突破的关键．

9.2.5　其他


例1
 　学生代表大会由代表100人组成，对甲、乙两提案进行表决．据统计赞成甲提案的有80人，赞成乙提案的有60人，对甲、乙两提案都投赞成票的有50人，那么，对甲、乙两提案都不赞成的有几人？


［解］
 　这里已知：

（1）赞成甲提案的人数为80人；

（2）赞成乙提案的人数为60人；

（3）赞成甲、乙两提案的人数为50人．

注意到赞成甲、乙两提案的50人既包含在80人之内，又包含在60人之中．所以对甲、乙两提案都不赞成的人数为

100-（80+60-50）=100-90=10（人）.


［说明］
 　这里正面切入较难，从反面思考，把未知数x（两种提案都不赞成的人数）的求法化归为先求甲、乙两提案至少赞成一种的人数，即把加法化归为减法来做．其实从图9-8可知

[image: 9-8]
图9-8



80+60-50+x=100，

所以　x=100-（80+60-50）=10.


例2
 　为了理解著名的拉格朗日（Lagrange，1736—1813）的奇妙插入法．先介绍一下函数记号f（x）的意义．例如f（x）=ax2
 +bx+c，则f（1）=a+b+c，f（-1）=a-b+c，f（3）=9a+3b+c，f（t+1）=a（t+1）2
 +b（t+1）+c=at2
 +（2a+b）t+a+b+c，…从而可知f（x）表示x的函数，又表示自变量取值为x时，所对应的函数值．

试求过三个已知点（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），（x3
 ，y3
 ）的次数最低的整式函数f（x）的表示式，其中x1
 ，x2
 ，x3
 是互不相等的实数．


［解］
 　应用先分后合的方法，可先求一个函数p（x）使在点x1
 的函数值为1，而在点x2
 ，x3
 的函数值为零；再求q（x）在点x2
 函数值为1，而在点x3
 ，x1
 的函数值为零；再求r（x）在点x3
 的函数值为1，而在点x1
 ，x2
 的函数为零．这样

y1
 p（x）+y2
 q（x）+y3
 r（x），

就符合问题的要求了．

∵p（x2
 ）=p（x3
 ）=0，p（x1
 ）=1，

∴p（x）=λ（x-x2
 ）（x-x3
 ）.

且　λ（x1
 -x2
 ）（x1
 -x3
 ）=1，

[image: 099]



［说明］
 　这一奇妙方法是天才数学大师拉格朗日的创造．源于把一个复杂的问题，通过化归为若干子问题先分后合的思想，获得十分有规律的解法．拉格朗日是法国数学家、力学家、天文学家，原籍意大利，19岁时就任都灵皇家炮兵学校的数学教授，是都灵科学协会的创始人之一．后来应邀去德国担任柏林科学院负责人达20年之久．1787到巴黎，当选柏林科学院、法兰西科学院院士，是英国皇家学会会员，在数学、力学、天文学上有许多建树，是自牛顿以后贡献最多的科学家之一．仔细品味他的“中值插入法”，会受到极佳的启迪．

9.3　升华

匈牙利著名数学家P·罗莎曾用如下的比喻说明化归法的实质．她说：“假设在你面前有煤气灶、水龙头、水壶和火柴，现在的任务是烧开水，你应该怎样做？”众所周知，正确的做法是：在水壶中放上水，点燃煤气，再把水壶放到煤气灶上．接着罗莎提了第二个问题：“假设所有条件都不变，只是壶中已有足够的水，那么你应怎样做？”对此，人们往往会回答：“点燃煤气，然后把水壶放到煤气灶上．”但是罗莎认为这不是数学家的正确回答，而是物理学家的回答．数学家的回答是：“把壶中的水倒掉，把问题化归为前面已经会解的问题．”

“把水倒掉”这是多么简洁的回答．比喻确实太夸张了！但确实说明数学家思维的特点是善于把新问题化为已经解决的老问题来解决．

不是吗？在学习过有理数加法以后，在做有理数减法时，则利用相反数的概念，将减法化归为加法来做，即减去一个数等于加上这个数的相反数；做除法时，则利用倒数概念化归为乘法来做，即除以一个数等于乘以这个数的倒数．这些已司空见惯不足为奇．

再如，在会求矩形面积之后，欲求任意三角形的面积，则可利用任意一个矩形都可以用矩形的对角线将其分成两个全等的直角三角形，反过来两个全等的直角三角形一定可以组成一个矩形，把三角形的面积化归为两个矩形的面积之和或差来做．

如图9-9：S△ABC
 =（S矩形ADBF
 +S矩形ADCE
 ）÷2，

[image: 9-9]


图9-9

如图9-10：S△ABC
 =（S矩形ADCE
 -S矩形ADBF
 ）÷2.

[image: 9-10]


9-10

这类例子不胜枚举．

所谓“化归”，从字面上看就是转化归结之意．关键是如何找到转化的方法，并且要保证转化是等价的，这里往往要利用数学上的概念或定理（保证两个命题是等价的定理，如上面提到的一个矩形可分成两个全等的直角三角形，反过来，两个全等的直角三角形可以构成一个矩形）.如果转化是不等价的，那么“化归”就有漏洞，要另找补救之法．

为了加深理解这里再举一个中国的历史名题：“鸡兔同笼”作为结束．

鸡兔同笼，笼中有头50，有足140，问鸡、兔各有几只？


［分析与解］
 笼中忽有鸡作金鸡独立，兔作玉兔拜月状，触发灵感．这样一来笼中鸡、兔的头数仍为50，而足数为70，且鸡的头数与足数相等，总的足数比头数多20只．如果笼中原有鸡50头，则足数也是50只．为使笼中鸡、兔的头数保持不变而足数增加，每以一头兔换入笼中的一头鸡，则头数仍为50，而足数增加1只．为使笼中鸡、兔头数仍为50，而足数增加70只，那么可以20头兔交换20头鸡，即可达到目的．这样一来笼中有20头兔，30头鸡，而足数恰为70．从而可知笼中原有兔20头，鸡30头．共有足数恰为：

20×4+30×2=140（只）


［说明］
 　这是通过已知条件的变形达到化归的目的．有了上述化归的思想，即使不改变已知条件的形式，同样可以找到解决问题的方法．

设想笼中原有50头都是鸡，那么足数为100．比实际有的足数140只少了40只．为使笼中的头数不变（仍为50）而足数增加，每以一头兔换入笼中的一头鸡，则足数增加2只，所以应换入兔

40÷2=20（只）.

即可达到目的，结果与前解相同．灵活机动的思考是解决问题的关键．

练习与思考九



答案链接



1. 已知[image: 101]
 ，求S=3x2
 -5xy+3y2
 之值．

2. 已知[image: 101-2]
 的值．

3. 解方程：|x2
 -2x-3|+x2
 -2x-3=0.

4. 解方程组[image: 101-3]


5. 分解因式：1+a+b+c+ab+bc+ca+abc.

6. 已知a>b>c，求证：a2
 b+b2
 c+c2
 a>ab2
 +bc2
 +ca2
 .

7. 已知xyz=1，求证：[image: 102]


8. 如图9-11，甲、乙两栋高楼的水平距离BD=90m，从甲楼顶部C点测得乙楼顶点A的仰角α为30°，测得乙楼底部B点的俯角β为60°，求甲、乙两栋高楼各有多高？

[image: 9-11]
图9-11



9. 已知4pt1
 t2
 （t1
 +t2
 ）+q=0，4pt2
 t3
 （t2
 +t3
 ）+q=0. t1
 、t2
 、t3
 是实数，且t1
 t2
 t3
 ≠0，p>0，q>0.

求证：pt3
 t1
 （t3
 +t1
 ）+q=0.

10. 证明：凸多边形的锐角不能多于三个．

11. 18瓶牛奶分放在4×6=24个方格内（如图9-12），每格只能放一瓶．在数牛奶瓶时，要求横数或竖数的瓶数都是偶数，这件事能办到吗？

[image: 9-12]
图9-12



12. 当代著名科普作者马丁·加德纳报道，1876年4月1日，美国波士顿出版的周刊《新英格兰教育杂志》上登载了俄亥俄州共和党参议员詹姆斯·A·加菲尔德所提供的毕达哥拉斯定理的证明，是他和其他议员一起做数学游戏时构想出来．1881年加菲尔德当选为美国第20届总统，他的这一事迹成了数学史上的佳话．

他的构思如图9-13，其中△ABC与△BDE是直角边分别为a，b，斜边为c的全等的直角三角形．AC⊥BC，DE⊥BE.C，B，E三点共线，联结AD．应用两种方法计算梯形ACED的面积，从而推出勾股定理：a2
 +b2
 =c2
 .

[image: 9-13]
图9-13



（1）请按提示独立证明a2
 +b2
 =c2
 ；

（2）仿图9-13，构造图9-14．其中AB=BD=1，∠ABC=α，∠DBE=β，AC⊥BC，DE⊥BE，α，β为锐角C，B，E三点共线．应用锐角三角*函数和sin［180°-（α+β）］=sin（α+β）.证明sin（α+β）=sinαcosβ+cosαsinβ.

[image: 9-14]
图9-14





第十章　对称思想与构造法

10.1　趣引

（1）如图10-1，过正方形中心O的两条互相垂直的直线l1
 ，l2
 将正方形分成四部分S1
 ，S2
 ，S3
 ，S4
 ，求证：

[image: 10-1]
图10-1



S1
 =S2
 =S3
 =S4
 .


［分析］
 　由于正方形的中心是它的对称中心，又l1
 ⊥l2
 ，故使l1
 ，l2
 绕中心O旋转90°，则S1
 与S2
 重合，S2
 与S3
 重合，S3
 与S4
 重合，S4
 与S1
 重合．

所以S1
 =S2
 ，S2
 =S3
 ，S3
 =S4
 ，S4
 =S1
 .

根据相等关系的传递性，所以S1
 =S2
 =S3
 =S4
 .


［说明］
 　利用对称思想，解得多么漂亮！

（2）设有n个机场，每一机场起飞一架飞机，飞到离出发机场最近的机场降落，且任何两个机场之间的距离不等，求证：任一机场降落的飞机不能超过5架．


［分析］
 　这一问题从正面思考不易入手，应从反面设想有一机场降落的飞机超过5架，例如有6架，看是否引出矛盾，关键是能否构建一个几何模型把问题的条件全面反映出来，所以应从构建几何模型入手．


［证明］
 　设有一机场O降落的飞机超过5架，比如有6架，A，B，C，D，E，F分别表示六架飞机原来所在机场，如图10-2.

[image: 10-2]
图10-2



因为A到O的距离最近，故小于到其他机场的距离，OA<AB，OB<AB，OA≠OB．所以△AOB中，AB为最大边．

∠AOB>60°.

同理，∠BOC>60°，∠COD>60°，∠DOE>60°，∠EOF>60°，∠FOA>60°.

从而有：

∠AOB+∠BOC+∠COD+∠DOE+∠EOF+∠FOA>6×60°=360°

但∠AOB+∠BOC+∠COD+∠DOE+∠EOF+∠FOA=360°

这一矛盾证明了任一机场降落的飞机数不能超过5架．

这一几何模型的构架比较自然，相对说来比较容易，它还可赋予其他内容．

设平面内有6个圆，每个圆的圆心都在其他圆的外部，证明平面内任何一点都不能同时在这6个圆的内部．


［说明］
 　这是一个常见的竞赛题，解决的关键是反证法．如何引出矛盾？必须构建一个几何模型．这里构建几何模型很自然想到如图10-2的图形．在推理过程中，如果忽视题中的已知条件：“任何两个机场之间的距离不等”将会遇到障碍，或失之严密，这是应引起重视的．20世纪60年代，这一试题曾以其他形式出现在北京的高中数学竞赛中．

对称思想不仅几何中有广泛应用，代数中也有非常有趣的应用，构建法则是“疏通障碍，搭桥引路”的利器，但是构建模式又无通法可循．为了加深理解，请看下面的例子．

10.2　应用

10.2.1　几何应用


例1
 　如图10-3，某开发区位于东西方向公路l的一侧，l同一侧自西向东有三个居民点A，B，C，AB=2km，BC=3km，B之正北有一小镇D，测得∠ADC=45°，在△ACD中有一面积为4km2
 的水塘，在△ACD范围进行绿化．问开发区内可作绿化的面积为多少．

[image: 10-3]
图10-3




［解］
 　分别作B关于AD的对称点B1
 ，关于CD的对称点B2
 ，联结B1
 A，B2
 C，延长相交于P，则由对称性易证DB1
 PB2
 是正方形，设BD=xkm，则B1
 P=PB2
 =xkm，而AB1
 =AB=2km，CB2
 =CB=3km.所以AP=（x-2）（km），PC=（x-3）（km）.

在Rt△PAC中，有（x-2）2
 +（x-3）2
 =（2+3）2
 .

所以2x2
 -10x-12=0.

即x2
 -5x-6=0，（x-6）（x+1）=0.

因为x+1>0，

所以x-6=0，x=6.

所以可用于绿化的面积为[image: 105]



［说明］
 　本例是一道中考题．利用对称性与方程思想建立含正方形DB1
 PB2
 的边长x的二次方程，获解．从某种意义上看，构建出正方形DB1
 PB2
 才是获解的关键，可见数学题往往是通过多种思维方法并举才能顺利获解的．将思维方法融会贯通才是提高思维能力的正确道路．


例2
 　如图10-4，已知△ABC，边BA绕点A按顺时针方向旋转90°到达AD.AC绕点A按逆时针方向旋转90°到达AE，BC，BD，CE的中点分别为M，P，Q．求证：MP=MQ，且MP⊥MQ.

[image: 10-4]
图10-4




［分析］
 　将△ACD绕点A按逆时针方向旋转90°，就会和△AEB重合，由此推出CD=BE，且CD⊥EB．根据中位线定理（三角形两边中点的连线平行于第三边，且等于第三边的一半），可推出欲证的结论．


［证明］
 　由于AC=AE，且AC⊥AE，又AD=AB，且AD⊥AB，故将△ACD绕点A按逆时针方向旋转90°可到达△AEB的位置，此时C与E重合，D与B重合，∠CAD=∠EAB.

所以△ACD≌△AEB，CD=BE，且CD⊥BE.

因P，M分别为BD、BC的中点，故MP=[image: 105-2]
 CD，且MP∥CD.

因Q，M分别为CE、BC的中点，故MQ=[image: 105-2]
 BE，且MQ∥BE.

所以MP=MQ，且MP⊥MQ.


［说明］
 　通过旋转90°形成一种对称关系，也是几何中常用的方法．这一例子还可通过建立平面直角坐标系来解决．请参看第六章的趣引．


例3
 　阿基米得折弦定理．


定理
 　如果AB和BC组成一条⊙O的折弦（BC>AB），如图10-5所示．如M是[image: 105-3]
 的中点，则从M点向弦BC作垂线之垂足D为折弦ABC的中点．

[image: 10-5]
图10-5



这一定理称为“折弦定理”．


［分析］
 　欲证D为折弦ABC的中点，即AB+BD=CD，可在CD上截取CF=AB，再证BD=FD．因而可以先在图10-5中，作点B关于MD的对称点F，再去证明：CF=AB借助于对称与圆的性质，可由△ABM与△CFM全等达到证明的目的．


［证明］
 　在图10-5中，作DF=DB（即点B与点F关于直线MD成对称）.则有

∠BAM=∠FCM，AM=CM.

∠MBD=∠MFD，∠CMF=∠DFM-∠FCM.

[image: 106]


注：[image: 106-2]
 表示度量相等．


［说明］
 　如果取点F是点C关于直线MD的对称点，如图10-6.

[image: 10-6]
图10-6



CD=DF. ∠MCD=∠MFD.

而　∠MAB=∠MCD，故∠MAB=∠MFD，

因为　∠MBF+∠MBD=180°，

[image: 106-3]


故　∠ABM+∠MBD=180°.

所以　∠ABM+∠MBF.

△MBF≌△MBA，FB=AB.

所以　AB+BD=FB+BD=FD=CD.

这是折弦定理的另一种证明方法，本质上仍然是对称思想的应用．

阿基米得有“数学之神”的美称．据传这是他曾经研究过的，所以叫做阿基米得折弦定理．


例4
 　从平面上的定点P到运动的正三角形ABC的两顶点A，B的距离分别为PA=2，PB=3，试求点P到顶点C的距离的最大值．


［分析］
 　如果以点C为旋转中心，将△PBC旋转60°，使已知条件PA、PB与所求的线段PC处于同一三角形中，便于应用三角形中不等量关系求PC的最大值．


［解］
 　如图10-7，以点C为旋转中心，将△CPB顺时针旋转60°（有关正三角形的问题，往往旋转60°，以适应正三角形的每一内角都是60°的特点），使点B旋转到点A的位置，点P旋转到点D的位置，PB=AD=3，PA=2，PC=PD=CD．因PD<PA+AD=5，故点P与点C的距离一般不超过5，当且仅当P，A，D三点共线时，PC=PD=2+3=5．此时，点P与点C分别在边AB的两侧，且∠APB=120°.如图10-8，将△ABP绕点B旋转60°，到达△CBQ的位置，可证P，Q，C三点共线，从而得PC=PQ+CQ=PB+PA=5.



	[image: 10-7]

	[image: 10-8]




	图10-7
	图10-8




在图10-7中，如果PD不能等于5，则PC的最大值就不是5.


［说明］
 　对于有正三角形的问题，常通过旋转60°的变换来解决．旋转也是一种特殊的对称，在许多有关正三角形的问题大多要运用旋转变换．

例如，在正△ABC的外接圆的劣弧[image: 107]
 上任取一点P，联结PA，PB，PC，则PA=PB+PC，如图10-9.

[image: 10-9]
图10-9



提示：BP绕点P旋转60°在PA截得PD=PB．联结BD，则△PBD是正三角形，通过证明△BPC≌△BDA．可得PC=AD，而获证．

对称思想在几何中应用广泛，例子是举不完的．领会了对称思想的实例，就能够应用自如了．

10.2.2　代数应用


例1
 　解方程[image: 107-2]



［分析］
 　注意到x2
 +7x，x2
 +7x+6，x2
 +7x+12，x2
 +7x+18的平均值为x2
 +7x+9，可把x2
 +7x+9为对称中心，令其为y，则x2
 +7x=y-9，x2
 +7x+6=y-3，x2
 +7x+12=y+3，x2
 +7x+18=y+9，从而原方程转化为

[image: 107-3]



［解］
 　依分析，令x2
 +7x+9=y，则原方程化为

[image: 107-4]



［分析］
 　原方程可化为

[image: 107-5]


易见a与b互换方程不变，即关于a，b对称．

通分　[image: 107-6]


即　[image: 108]


a=-b时，原方程不成立，方程①化为

x2
 -（a+b）x+ab=0，

解得，x=a或b.


［解］
 　略．


［说明］
 　由a与b对称，以x=a代入原方程显然成立，由对称性，可知原两方程的两个根为a，b.


例3
 　解方程[image: 108-2]
 （无穷多重根号）.


［分析］
 　由于根号有无穷多重，具有平移对称性，故有[image: 108-3]
 由x≥0，则有

x2
 -x-2=0，

（x-2）（x+1）=0，

因为x+1>0，所以x=2.


［解］
 　略．


例4
 　一次函数y=kx-km与二次函数[image: 108-4]
 的图像交于两点A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），求证：[image: 108-5]
 +[image: 108-6]


[image: 108-7]


即x2
 -2pkx+2pkm=0．此方程的两个根即x1
 ，x2
 由韦达定理有x1
 +x2
 =2pk，x1
 x2
 =2pkm，

所以　[image: 108-8]



［说明］
 　例4原本是解析几何题，稍加改造就成了初中生可以理解的题．这样代数几何合流，思路更活了．


例5
 　已知方程组：[image: 108-9]


的解对应的两点分别为A（x1
 ，y1
 ）、B（x2
 ，y2
 ）.试证明：

（x2
 -x1
 ）2
 +（y2
 -y1
 ）2
 为定值，


［分析］
 　方程①的图像为一直线l;方程②的图像上任意一点（x，y）到定点（3，2）的距离为[image: 108-10]
 （定值），所以其图像为以C（3，2）为圆心，半径为10的圆．因为3×3-2×2=5，故直线l过圆心C．所以AB为圆的直径．∴（x2
 -x1
 ）2
 +（y2
 -y1
 ）2
 =|AB|2
 =100（定值）.


［证明］
 　略．


［说明］
 　以上的解答几乎是“零运算”．你遇到过这样轻松的代数问题吗？似乎和对称扯不上什么关系，其实圆的直径是等分圆的对称轴．按题设的条件实质上与直线l是已知圆的对称轴是等价，展开联想翅膀上述解法的思路就浮现脑海．数学的奇妙令人匪夷所思，魅力无穷．

这是作者的原创题，是出给一个试验班的测试题．全班绝大多数都运用数形结合或运用韦达定理通过计算获解．这证明数学思维方法教育的巨大威力，是帮助学生获得能力上的飞跃的关键．愿读者深刻理解，融会贯通．不断走向成功．


例6
 　解方程组[image: 109]



［分析］
 　在方程①与②中x与y互换，方程都不变，关于x，y对称，所以称为对称方程组．

方程①可化为2（x+y）2
 +xy+（x+y）+1=0，

以②代入，得　2（x+y）2
 +（x+y）-1=0，

即　［2（x+y）-1］［（x+y）+1］=0，

∴x+y=[image: 109-2]
 或x+y=-1.

分别解方程组：

[image: 109-3]


由韦达定理知x，y是方程[image: 109-4]
 或λ2
 +λ-2=0的根．

[image: 109-5]



例7
 　一次函数y=ax+b的y随x增大而增大，双曲线[image: 109-6]
 与直线y=x不相交，那么直线y=ax+b与双曲线[image: 109-6]
 的交点所在象限可能为　（　　）

A. 第一

B. 第二

C. 第三

D. 第四


［解］
 　∵y=ax+b的y随x增大而增大．∴a>0;

∵双曲线y=[image: 109-7]
 与直线y=x不相交，

∴ab<0，∵a>0，∴b<0.

所以直线y=ax+b不经过第二象限．从而知直线y=ax+b与双曲线[image: 109-8]
 （两支分别在第二、四象限）的交点在第四象限．选（D）


［说明］
 　双曲线[image: 109-8]
 是关于原点对称的图形，按ab>0或ab<0其图像分别在Ⅰ，Ⅲ象限或Ⅱ，Ⅲ象限．这是思考时必需的知识点．


例8
 　已知方程（b-c）x2
 +（c-a）x+a-b=0有等根，求证：2b=a+c.


［证明］
 　由当x=1时，满足方程b-c+c-a+a-b=0.

∴有一个根为x1
 =1．设另一根为x2
 ，

[image: 109-9]


如果计算Δ=（c-a）2
 -4（b-c）（a-b）=0，

即4b2
 -4（c+a）+（c+a）2
 =0，

∴［2b-（c+a）］2
 =0故2b=a+c.


［说明］
 　韦达定理[image: 110]
 都是关于x1
 ，x2
 的对称式，应用很广泛．


例9
 　已知方程x2
 -2x-12=0的两根为α，β，设C1
 =α+β，C2
 =α2
 +β2
 ，…，Cn
 =αn
 +βn
 （n为正整数）.

（1）求C3
 的值；

（2）求证：Cn+1
 =2Cn+1
 2Cn-1
 .


［解］
 　（1）∵C1
 =α+β=2，C2
 =α2
 +β2
 =（α+β）2
 -2αβ=22
 -2（-12）=28，C3
 =α3
 +β3
 =（α+β）（α2
 +β2
 ）-α2
 β-αβ2
 =2×28-αβ（α+β）=56-2（-12）=80，

又∵α2
 -2α-12=0，β2
 -2β-12=0，

∴α3
 -2α2
 -12α=0，β3
 -2β2
 -12β=0.

相加：α3
 +β3
 -2（α2
 +β2
 ）-12（α+β）=0，

∴C3
 =2C2
 +12C1
 =2×28+12×2=80.

（2）按此思路有　αn+1
 -2αn
 -12αn-1
 =0，

βn+1
 -2βn
 -12αn-1
 =0，

相加：αn+1
 +βn+1
 -2（αn
 +βn
 ）-12（αn-1
 +βn-1
 ）=0，∴Cn+1
 =2Cn
 +12Cn-1
 .


［说明］
 　在应用韦达定理时，应注α、β是方程的根的条件．即α2
 -2α-12=0　β2
 -2β-12=0它们也是研究根的对称式的重要基础．忘掉方程根的概念，往往是思维受阻，造成失误的原因．

10.2.3　构造法的应用


例1
 　试比较[image: 110-2]
 的大小并证明你的判断．


［分析］
 　注意到[image: 110-3]
 为直角边的直角三角形的斜边恰为[image: 110-4]


[image: 10-10]
图10-10



这样可得一直角三角形如图10-10，从而有

[image: 110-5]



［解］
 　略．


［说明］
 　这是直角三角形的勾股定理的意象促成了直角三角形的构造．通过直角三角形的构造，使问题快速获解，所以在学习中应重视数学定理、公式的内涵与“外形”（意象）的统一，这是构造法发现的本源．


例2
 　运用数形结合方法，构造几何图形证明[image: 110-6]
 通过类比试推出更一般的不等式．


［分析］
 　[image: 110-7]
 表示点P2
 （x1
 +x2
 ，y1
 +y2
 ）与点P1
 之间的距离，从而可得图10-11.

[image: 10-11]
图10-11



[image: 110-8]


而|OP1
 |+|P1
 P2
 |≥|OP2
 |，

所以　[image: 111]


当且仅当O，P1
 ，P2
 共线，亦即[image: 111-2]
 时，等号成立．


［证明］
 　略．

通过类比，可设P1
 ，P2
 ，…，Pn
 的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x1
 +x2
 ，y1
 +y2
 ），…，（x1
 +x2
 +…+xn
 ，y1
 +y2
 +…+yn
 ）

[image: 111-3]


当且仅当O，P1
 ，P2
 ，…，Pn
 共线时，亦即[image: 111-4]
 时，等号成立．


［说明］
 　这是利用坐标法构造几何图形获得突破的典型范例．

[image: 111-5]


取直角坐标系如图10-12，则问题的几何意义是在x轴上一动点（x，0），运动到什么位置时，y的值可达到最小？

[image: 10-12]
图10-12



[image: 111-6]


此时x为AB与x轴交点的横坐标，即[image: 111-7]



［说明］
 　这是构造几何图形的例子与例1、例2类似．


例4
 　设x，y均为实数，且满足

[image: 111-8]


求x+y的值．


［分析］
 　方程①与②都是三次方程，要求出x，y的值，都不容易，但注意到方程的右边分别为-1与1，两方程相加，得

（x-1）3
 +（y-1）3
 +2000（x-1+y-1）=0，

联想到立方和的乘法公式，则

［（x-1）+（y-1）］［（x-1）2
 -（x-1）（y-1）+（y-1）2
 ］+2000（x-1+y-1）=0，

所以（x+y-2）［（x-1）2
 -（x-1）（y-1）+（y-1）2
 +2000］=0.

因为

（x-1）2
 -（x-1）（y-1）+（y-1）2
 +2000

[image: 112]


所以　x+y-2=0，故x+y=2.


［解］
 　略．


［说明］
 　这一问题表面看来似乎无路可走，但两式一加，构造一个新的等式，利用乘法公式，轻易获得“飞渡”．　

这是利用已知条件的变形构造出代数的公式的例子．

10.3　升华

对称思想是数学家、物理学家十分重视的思想，艺术家当然更重视，它是美的根源之一．几何中有轴对称、中心对称、旋转对称等等，代数中也有对称式．韦达定理中x1
 +x2
 ，x1
 x2
 都是关于x1
 、x2
 的对称式．利用对称思想导出新奇的解法是北京市已故特级教师孙维刚先生广义的对称思想．他说：“数学是非常美的．数学的美是它高度的严谨和合理而达到的和谐，那样一种令人神往的内在和谐．这种合理与和谐，是作为数学科学的广义对称．”诺贝尔奖获得者李政道博士说：“我所谓的对称，就是平衡．它是指世界上一切事物都处在它该处的位置上．”对称思想被视为真理发明的本源之一．真理都是美的．随时注意对称的现象，是引发创新的源泉，前面所列的例子或有助于对称思想的培养，望读者仔细品味．

构造法是利用数学定理、概念的内涵与外观形式的统一，形成奇妙的联想，因而发现充满新意的解法．它是另一种创新之源．趣引中的第（2）个例子，特别发人深思．它是抽象思维与形象思维完美的融合．这是左、右脑平衡发展相互协调的极佳训练．坚持努力必有助于脑潜能的开发．从这一角度看，这一章的学习是特别值得我们重视的．

练习与思考十



答案链接



1. 已知3α2
 +6α-7=0，3β2
 +6β-7=0．求下列各式的值：

[image: 112-2]


（2）（α+1）（β+1）;

（3）（α-β）2
 ;

（4）|α-β|.

2. 解方程组：[image: 113]


3. 已知x+y=1，求x2
 +y2
 的最小值．

4. 求函数[image: 113-2]
 的最小值．

5. 如图10-13，半径分别为R和r（R>r）的两圆外切，求与这两圆及其外公切线同时相切的圆的半径．

[image: 10-13]
图10-13



6. 解方程：2x4
 -x3
 -6x2
 -x+2=0.

7. 解方程：（x+b+c）（x+c+a）（x+a+b）+abc=0.

8. 求证：方程（x-a）（x-a-b）=1有两个实数根，其中一个大于a另一个小于a.（a，b为实数）

9. 已知[image: 114]
 ，求证：a2
 +b2
 =1.

10. 已知a，b为互不相等的正实数，求证：[image: 114-2]


11. 解方程：（2x+7）4
 +（2x+3）4
 =82.

12. 求证：任意凸四边形的面积，不大于它的对边乘积之和的一半．



第十一章　类比与归纳

11.1　趣引

1. 欧几里得定理

欧几里得（Enclid，公元前330~275）从勾股定理通过类比获得欧几里得定理．

在直角三角形的三边上分别以三边为各自的对应边作相似形，则两直角边上的相似形面积之和等于斜边上相似形的面积．

这是通过类比取得成功的典范．

如果把相似形换成半圆，当然也成立，从而又发现“希波克拉底月牙形”：两个月牙形的面积之和恰好等于这个直角三角形的面积．如图11-1.

[image: 11-1]
图11-1



Rt△ABC中，BC=a，AC=b，AB=c，两月牙形面积之和：

[image: 115]


2. 角谷猜想

这是由日本学者角谷静夫提出的一个自然数的一个简单的变换，却令人意外地使所有自然数都陷入了一个死循环．

这一变换的规则，简单得貌不惊人，可表述如下：

（1）当N是奇数时，下一步变为3N+1；

（2）当N是偶数时，下一步变为[image: 115-2]


随意取一自然数

N=11是奇数，下一步变为3N+1=3×11+1=34；

因为N=34是偶数，所以下一步变为[image: 115-3]


因为N=17是奇数，所以下一步变为3N+1=52；

因为N=52是偶数，所以下一步变为[image: 115-4]


因为N=26是偶数，所以下一步变为[image: 115-5]


因为N=13是奇数，所以下一步变为3N+1=40；

因为N=40是偶数，所以下一步变为[image: 115-6]


因为N=20是偶数，所以下一步变为[image: 115-7]


因为N=10是偶数，所以下一步变为[image: 116]


因为N=5是奇数，所以下一步变为3N+1=16；

因为N=16是偶数，所以下一步变为[image: 116-2]


因为N=8是偶数，所以下一步变为[image: 116-3]


因为N=4是偶数，所以下一步变为[image: 116-4]


因为N=2是偶数，所以下一步变为[image: 116-5]


因为N=1是奇数，所以下一步变为3N+1=4.

于是又出现4，2，1．这样陷入死循环，再也跳不出来了．

有人用计算机做了大量实验，发现对许多不同的自然数，无一例外地都陷入了4，2，1的死循环而难以自拔．

特别当N为2的整数次幂时，则通过这一自然数变换规则，如瀑布那样飞快下泻，快速跌入4，2，1的死循环．

设N=213
 =8192，投入这一变换规则，将有

8192→4096→2048→1024→512→256→128→64→32→16→8→4→2→1→4→2→1…

令人叹为观止．

迄今为止，许多人利用计算机，试用十分巨大的自然数，投入上述变换的程序，无一例外地都跌入4，2，1的死循环．然而直至今天既提不出反例，也无人能作出证明．人们将此命题称为角谷猜想，它同哥德巴赫猜想一样等待着大数学家作出严格机智的证明．

11.2　应用

11.2.1　类比思维

2006年江西省南昌市中考的压轴题是一道别开生面的好题．为命题改革带了一个好头．下面是试题的原文：


问题背景
 　某课外学习小组在一次学习研讨中，得到了如下两个命题：

① 如图11-2，在正三角形ABC中，M，N分别是AC，AB上的点，BM与CN相交于点O，若∠BON=60°，则BM=CN.

[image: 11-2]


图11-2

② 如图11-3，在正方形ABCD中，M，N分别是CD，AD上的点，BM与CN相交于点O，若∠BON=90°，则BM=CN.

[image: 11-3]


图11-3

然后运用类比的思想提出了如下命题：

③ 如图11-4在正五边形ABCDE中，M，N分别是CD，DE上的点，BM与CN相交于点O，若∠BON=108°，则BM=CN.

[image: 11-4]


图11-4


任务要求


（1）请你从①②③三个命题中选择一个进行证明；

（说明：选①做对的得4分，选②做对的得3分，选③做对的得5分 ）

（2）请你继续完成下面的探索：

① 如图11-5，在正n（n≥3）边形ABCDEF…中，M，N分别是CD，DE上的点，BM与CN相交于点O，试问当∠BON等于多少度时，结论BM=CN成立？（不要求证明）

[image: 11-5]


图11-5

② 如图11-6，在正五边形ABCDE中，M，N分别是DE，AE上的点，BM与CN相交于点O，若∠BON=108°时，试问结论BM=CN是否还成立？若成立，请给予证明；若不成立，请说明理由．

[image: 11-6]


图11-6

从问题的背景，把考生带入研究的氛围之中，激起了探索的欲望，点明了运用类比思维提出了一个新的命题．这一命题正确与否有待于给出严格的逻辑证明．这就为考生搭建了一个进行创新思维的平台，任考生的思维自由翱翔．

在任务要求（1）中，为不同智力水平的考生任意选择主攻的目标创造了条件．从①②③三个命题中选择一个进行证明，从（1）取得成功的基础上向任务（2）继续探索下去．

① 要求作出猜想，不要求证明，适合初中生的实际水平．

② 在①的基础上，又将（1）中的命题③作了变式处理，以区分不同智力水平．这样安排既有利于选拔功能的发挥，也为考生留下深入探索的空间．这样的命题改革必然受到师生欢迎．

下面我们将从解答分析中得到启示．


［解］
 　（1） （i）如选命题①.


［证明］
 　在图11-7中，因为∠BON=60°，

[image: 11-7]


图11-7

所以∠1+∠2=60°.

因为∠3+∠2=60°，所以∠1=∠3.

又因为BC=CA，∠BCM=∠CAN=60°，所以△BCM≌△CAN.

所以BM=CN.

（ii）如选命题②.


［证明］
 　在图11-8中，因为∠BON=90°，所以∠1+∠2=90°.

[image: 11-8]


图11-8

因为∠2+∠3=90°，所以∠1=∠3.

又因为BC=CD，∠BCM=∠CDN=90°，所以△BCM≌△CDN.

所以BM=CN.

（iii）如选命题③

[image: 11-9]
图11-9




［证明］
 　在图11-9中，因为∠BON=108°，所以∠1+∠2=108°.

因为∠2+∠3=108°，所以∠1=∠3.

又因为BC=CD，∠BCM=∠CDN=108°，

所以△BCM≌△CDN.

所以BM=CN.

（2）① 答：当[image: 118]
 时，结论BM=CN成立．

② 答：当∠BON=108°时，BM=CN还成立．

[image: 11-10]
图11-10




［证明］
 　如图11-10，联结BD，CE.

在△BCD和△CDE中，

因为BC=CD，∠BCD=∠CDE=108°，CD=DE，

所以△BCD≌△CDE.

所以BD=CE，∠BDC=∠CED，∠DBC=∠ECD.

因为∠CDE=∠DEA=108°，所以∠BDM=∠CEN.

因为∠OBC+∠OCB=108°，∠OCB+∠OCD=108°，

所以∠MBC=∠NCD.

又因为∠DBC=∠ECD=36°，所以∠DBM=∠ECN.

所以△BDM≌△CEN．所以BM=CN.

这些逻辑论证既体现考查的重点，又切合理性思维的基本要求．

特别值得一提的是：目前对教育如何为建设创新型国家服务，应该引起教育界的重视．数学原本具有开发学生智能的特有作用，如何提高学生创新思维实践能力应是我们的主攻方向．类比思维是重要的创新之源之一，早已引起人们的重视．2000年上海高考首开先河，一道数列的类比试题曾引起热烈议论，接着在立体几何、解析几何中强化类比思维的考查．江西省南昌市的这一试题，能否引起中考命题中的连锁反应，值得期待．

类比思维这一创新思维是发明的源泉之一．人类特有的这一发明的思维机制究竟奥秘何在，数学教育应该如何开发学生所具有的潜能，都是值得深入研究的．

几何的图像具有优美的潜质，是形象思维的载体，含有丰富的信息，可引发人脑的丰富的联想．从正三角形、正方形、正五边形、直到正n边形，这是否是触发类比思维的原动力？形象思维的信息从右脑通过胼胝体传入左脑，经左脑的逻辑加工，产生新的结论．这就是为什么要研究左、右脑协调的原因．众所周知，不仅几何中有类比思维，代数中也有类比思维．对于数学中的符号语言，虽是逻辑思维的产物，但是道似无形却有形，一样能触发大脑有意义的联想推进类比思维．举一个实际例子，初中代数中有一元二次方程ax2
 +bx+c=0（a≠0）的韦达定理，两根之和：[image: 118-2]
 ，两根之积：[image: 118-3]
 人们不禁要问：一元三次方程，一元四次方程……一元n次方程是否存在韦达定理呢？

为了便于类比，对于一元二次方程的韦达定理的符号语言表达形式应稍作改变：

设一元二次方程：a0
 x2
 +a1
 x+a2
 =0的两个根分别为x1
 ，x2
 ，则[image: 118-4]


通过类比，可设一元三次方程：a0
 x3
 +a1
 x2
 +a2
 x+a3
 =0的三个根分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，则[image: 118-5]


设一元四次方程：a0
 x4
 +a4
 x3
 +a2
 x2
 +a3
 x+a4
 =0的四个根分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，则

[image: 119]


当然也可以猜想一元n次方程也有韦达定理，这些猜想都是正确的，已被人们作出了严格的逻辑证明．但已越出初中数学的范围．从此，可以说明类比思维的作用是巨大的，值得我们去开发．

从这一道别开生面的好试题，笔者产生上述想法，请大家都来重视类比思维的教学，激发学生对规律的好奇心、探究欲，为提高学生创新思维实践能力，为建立创新型国家作奉献！

11.2.2　归纳思维

在自然科学中，人们常常通过实验、观察，从一些特例逐步归纳抽象概括，由事物的个性发现共性，作出科学的猜想，然后通过实验（广泛地实践）、逻辑推理，证明猜想确实无误．这种通过特例的观察、实验、抽象概括，引起直觉上的共鸣，发现事物的共性、规律性的思维过程称为归纳思维（即不完全归纳法）.这是人类对发现真理的思维方法的总结，许多伟大的真理的发现，都来源于此．当然不完全归纳法所作出猜想是或然的，不一定都对，也可能出现错误，但这并不能让人们抛弃这发现真理的有效方法．如果在未发现反例而轻易放弃已获得的科学猜想是不明智的；然而在出现反例时仍固执己见则是愚蠢的．


例1
 　乘法公式（a-b）（a+b）=a2
 -b2
 的推广．

我们已学过的公式有

（a-b）（a+b）=a2
 -b2
 ，

（a-b）（a2
 +ab+b2
 ）=a3
 -b3
 ，

由此想到

（a-b）（…？…）=a4
 -b4
 ，

（a-b）（…？…）=a5
 -b5
 ，

……

应用除法，可得

（a4
 -b4
 ）÷（a-b）=a3
 +a2
 b+ab2
 +b3
 ，

（a5
 -b5
 ）÷（a-b）=a4
 +a3
 b+a2
 b2
 +ab3
 +b4
 ，

由此，作出猜想

（a-b）（an-1
 +an-2
 b+…+abn-2
 +bn-1
 ）=an
 -bn
 .

这一猜想是否正确？可以用多项式乘法证明如下：

[image: 119-2]


所以（a-b）（an-1
 +an-2
 b+an-3
 b2
 +…+abn-2
 +bn-1
 ）=an
 -bn
 .　①

这样证明猜想正确，这是应用归纳思维取得成功的简单例子之一．

在公式①中，令a=1，b=q，则有

（1-q）（1+q+q2
 +…+qn-1
 ）=1-qn
 .

当q≠1时，有

[image: 119-3]


等式两边同乘以a1
 ，则有

[image: 120]


a1
 ，a1
 q，a1
 q2
 ，…，a1
 qn-1
 中相邻两项的比均为q，所以这样一串数叫做等比数列．公式②即是等比数列前n项和的公式．

当q=1时，前n项之和为na1
 .

这样从乘法公式①又推出等比数列前n项和的公式．这些都是归纳思维所取得的胜利．


例2
 　设f（n）=n2
 +n+41，当n=0时，f（0）=41是质数；当n=1时，f（1）=12
 +1+41=43也是质数；当n=2时，f（2）=22
 +2+41=47也是质数；当n=3时，f（3）=32
 +3+41=53也是质数；于是猜想当n为自然数时，f（n）一定是质数．你认为这一猜想是否正确？

当n=4，5，6，7，8，9，10，…，逐个试验所得结果都正确．如果认为结果一定正确，那就上当了．请看当n=40时，则

f（40）=402
 +40+41=40（40+1）+41=40×41+41

=41（40+1）=412
 .

显然不是质数，这一反例证明猜想是错误的．

由此可见对归纳思维应持积极态度，既要大胆猜想，又要小心求证．

近年来的中考中，引入了利用归纳思维进行合情推理作出科学猜想的新型试题．这是考查创新思维的新动向，值得关注．现在先从部分精彩的试题剖析谈起．


例3
 　观察下列各式及其验证过程：

[image: 120-2]


（1）按照上述两个等式及其验证过程的基本思路，猜想[image: 120-4]
 的变形结果并进行验证；

（2）针对上述各式反映的规律，写出用n（n为任意自然数，且n≥2）表示的等式，并给出证明．

[image: 120-5]



［解］
 　略．


［说明］
 　从特例中悟出规律，也就是从具体实例的个性，悟出个性中所蕴涵的共性（规律性的东西）的思维称为归纳思维．这种不完全归纳法是合情推理，其结论是或然的，可能是正确的，也可能是错误的．只有通过逻辑证明（演绎推理），才能确立猜想的正确性．

这一例子中只有将：

[image: 120-6]
 ，才能发现其规律性．猜想[image: 120-7]
 才能浮现脑海，这正是归纳思维的关键．人的聪明才智，往往表现在从个性悟出共性的能力上．

对于归纳思维所获结论的或然性，应有正确的态度．如果把归纳思维合情推理所获得的结论的似真性，当作确定性是愚蠢的，但是忽视这种似真的猜想将同样是愚蠢的，甚至是更加愚蠢的．


例4
 　已知：如图11-11，在内角不确定的△ABC中，AB=AC，点E，F分别在AB，AC上，EF∥BC，平行移动EF，如果梯形EBCF有内切圆．

[image: 121]



［解］
 　（1）（2）猜想部分已详上分析．

（2）的论证部分：

已知：在△ABC中，AB=AC，EF∥BC，⊙O内切于梯形EBCF，点D，N，G为切点，[image: 121-2]
 （n为大于1的自然数）.

求证：[image: 121-3]



［证明］
 　联结A，O，延长交BC于N，交EF于M．如图11-11.

[image: 11-11]
图11-11



⊙O的中心O，过O作OD⊥AB于D.

[image: 121-4]



例5
 　某学习小组在探索“各内角都相等的圆内接多边形是否为正多边形”时，进行如下的讨论：

甲同学：这种多边形不一定是正多边形，如圆内接矩形；乙同学：我发现边数是6时，也不一定是正多边形．如图11-12，△ABC是正三角形，[image: 121-5]
 ，可以证明六边形ADBECF的各个内角相等，但它未必是正六边形；丙同学：我能证明边数为5时，它是正五边形．我想边数为7时，它可能也是正多边形．

（1）请说明乙同学构造的六边形各内角相等；

（2）请证明各内角相等的圆内接七边形是正七边形（不必写已知、求证）；

（3）根据以上探索过程，提出你的猜想（不必证明）.

[image: 122]


所以∠DAF=∠ADB．同理可证：∠ADB=∠DBE=∠BEC=∠ECF=∠CFA．所以图11-12中六边形ADBECF的内角都相等．

[image: 11-12]
图11-12



（2）如图11-13，圆内接七边形ABCDEFG中，七个内角都相等，∠A对的弧为[image: 122-2]


[image: 11-13]
图11-13



因为∠A=∠B，

[image: 122-3]


所以BC=AG.

同理有　AB=CD=EF=AG=BC=DE=FG，

所以，七边形ABCDEFG是正七边形．

（3）猜想：当边数为奇数时（即当边数为3，5，7，9，…，2n-1时），各内角相等的圆内接多边形是正多边形．


例6
 　（1）如下表，方程1，方程2，方程3，…是按照一定规律排列的一列方程．解方程1，并将它的解填在表中的空白处：

[image: 122-4]


（2）若方程[image: 122-5]
 的解是x1
 =6，x2
 =10，求a，b的值，该方程是不是（1）中所给出的一列方程中的一个方程？如果是，它是第几个方程．

（3）请写出这列方程中的第n个方程和它的解，并验证所写的解适合第几个方程．

[image: 122-6]


所以b=5或12，a=12或5.

因为a>b，所以a=12，b=5.

此方程为[image: 123]


这是第（1）小题中的方程4，x1
 =6，x2
 =10.

[image: 123-2]


这与第（1）小题中的解相符．

11.3　升华

德国天文学家开普勒（Kepler，J. 1571~1630）说过一段名言：“我珍视类比胜过任何别的东西，它是我最可信赖的老师，它能揭示自然界的秘密，在几何当中，它应该是最不容忽视的．”世界上的许多事物是由相似单元、层次排列组合而来的．因此可从某一类事物的性质，推想与这一类事物相似的另一类事物是否也具有类似的性质．例如，从万有引力定律（平方反比定律）推想静电力平方反比定律，即库仑定律．又如卢瑟福（Rutherford，F. 1871~1937）在发现原子核存在以后，通过与太阳系行星结构类比，提出了关于原子核结构的行星模型．在数学中，从整数的因数分解发现整式的因式分解；从分数的基本性质发现分式的基本性质．整数与整式，分数与分式之间存在许多类似性质与定理．几何中三角形的全等与相似存在许多类似的定理．平面几何与立体几何之间更有许多类似的定理，触类旁通比比皆是，难以尽言．至于数学中思维方法，通过类比，迁移到其他问题，甚至从一个学科迁移到另一个学科更是俯拾皆是，不胜穷举．贵在领会其精神，灵活运用．对思维能力的提高，具有难以估计的威力．

另一发现真理的思维方法是归纳思维．从个别的或特殊的经验事实出发，通过抽象概括悟出一般原理的思维方法，即归纳思维（不完全归纳法）在发现真理中的作用同样是不容低估的．拉普拉斯（Laplace，P. S. M. 1749~1827）说：“甚至在数学里，发现真理的重要工具也是归纳与类比．”高斯（Gauss，C. F. 1777~1855）说：“在数论中，由于意外的幸运颇为经常，所以用归纳法可萌发极漂亮的真理．”历史上的著名猜想“哥德巴赫（Goldbach，C. 1690~1764）猜想”，就是由归纳法发现．本章“趣引2”中角谷猜想也是归纳法的产物．

尽管归纳与类比的作用巨大，但仍应清醒地注意到，它们都是似真推理（或称合情推理），不能代替逻辑推理作出严格的证明．因而创造发明过程一般有以下四个阶段：

（1）准备阶段．此时是有意识的工作，但常常不能预见什么有规律的东西．

（2）酝酿阶段．此时可能暂时丢开手头工作，而去做其他事情，而进入无意识的思维状态．

（3）顿悟阶段．此时可能受到无意的偶然触发，问题思路突然接通，问题的答案或证明的途径出乎意料地浮现脑海．

（4）整理阶段．此时须将顿悟中的发现加以有条理的梳理，作出严密的逻辑推理与证明．

这四点是法国著名数学家阿达玛（Hadamard，1865~1963）在其名著《数学领域中的发明心理学》上作出论证的．

为了培养创新型人才，应该在早期教育中就重视搭建创新思维实践平台，鼓励青少年不断进行学习与创新思维实践．只有不断从事创新思维实践，才能有效开发脑潜能，促进左右脑协调发展，并在国与国之间的激烈竞争中，培养出创新型人才为我国早日进入创新型国家行列作出贡献！这正是“快乐数学”的创作与课题研究的强大动力．

作者注意到国家素质教育的目标正是要培养学生创新思维实践能力，高考、中考的命题也正在朝考查创新思维实践能力方面倾斜．试题中已经出现考类比思维和归纳思维的具有良好导向的新试题．相信全国上下共同努力，我们的教材改革与命题改革必将有力地促进创新型人才的培养．

练习与思考十一



答案链接



1. 观察下列分母有理化的计算：

[image: 124]
 从计算结果中找出规律，并利用这计算规律，求

[image: 124-2]


2. （1）判断下列各式是否成立，你认为成立的请在括号内打“[image: 124-3]
 ”，不成立的打“×”．

[image: 124-4]


（2）你判断以上各题之后，发现了什么规律？请用含有n的式子将规律表示出来，并注明n的取值范围：_______.

（3）请用数学知识说明你所写式子的正确性．

[image: 11-14]
图11-14



3. 如图11-14，在直角坐标系中，第一次将△OAB变换成△OA1
 B1
 ，第2次将△OA1
 B1
 变换成△OA2
 B2
 ，第3次将△OA2
 B2
 变换成△OA3
 B3
 .

已知A（1，3），A1
 （2，3），A2
 （4，3），A3
 （8，3）; B（2，0），B1
 （4，0），B2
 （8，0），B3
 （16，0）.

（1）观察每次变化前后的三角形有何变化，找出规律，按此规律再将△OA3
 B3
 变换成△OA4
 B4
 ，则A4
 的坐标是_______，B4
 的坐标是_______;

（2）若按第（1）题找到规律将△OAB进行了n次变换，得到△OAn
 Bn
 ，比较每次变换中三角形顶点坐标有何变化，找出规律，推测An
 的坐标为_______，Bn
 的坐标为_______.

4. 运用类比试从不等式[image: 124-5]
 写出关于a1
 ，a2
 ，a3
 ，b1
 ，b2
 ，b3
 类似的不等式．请用比差法证明这两个不等式．

提示：证明[image: 124-6]


5. 试写出四次方程x4
 +ax3
 +bx2
 +cx+d=0的4个根：x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 的韦达定理．你能证明这一定理吗？

6. “设△ABC三边长分别为a，b，c，且[image: 125]
 ，则此三角形是正三角形．”试举一反例证明此命题是假命题．

7. 考察表

[image: 125-2]


你能做什么一般性的猜想？能证明你的结论吗？

8. 如果哥德巴赫猜想成立，请证明命题：“设N为≥9的奇数，则N必为三个奇质数之和．”



第十二章　中考中的新颖题

12.1　函数


例1
 　如图12-1，已知曲线[image: 126]
 经过矩形OABC边AB的中点F，交BC于点E，且四边形OEBF的面积为2，则k=_______.

[image: 12-1]
图12-1




［解］
 　设点E（x1
 ，y1
 ），点F（x2
 ，y2
 ）.

因为F为BA的中点，所以y1
 =2y2
 .

因为x1
 y1
 =k=x2
 y2
 ，所以x2
 =2x1
 .

说明E为BC的中点．

[image: 126-2]



例2
 　我们把一个半圆与抛物线的一部分合成的封闭图形称为“蛋圆”，如果一条直线与“蛋圆”只有一个交点，那么这条直线叫做“蛋圆”的切线．如图12-2，点A，B，C，D分别是“蛋圆”与坐标轴的交点，已知点D的坐标为（0，-3），AB为半圆的直径，半圆圆心M的坐标为（1，0），半圆半径为2.

[image: 12-2]
图12-2



（1）请你求出“蛋圆”抛物线部分的解析式，并写出自变量的取值范围；

（2）你能求出经过点C的“蛋圆”切线的解析式吗？试试看；

（3）开动脑筋想一想，相信你能求出经过点D的“蛋圆”切线的解析式．


［解］
 　（1）∵抛物线部分与x轴的交点为A（-1，0），B（3，0），

∴此抛物线的解析式为y=a（x+1）（x-3）.

∵过点D（0，-3），∴-3=-3a，a=1.

∴抛物线的解析式为y=x2
 -2x-3（-1≤x≤3）.

（2）蛋圆上半部为以M（1，0）为圆心，半径为2的半圆．设点C的坐标为（0，b），则在Rt△OMC中，[image: 126-3]


在Rt△MCE中，|EO|·|OM|=OC2
 .∴|OE|=3.

∴点E的坐标为（-3，0），且点C为（0，[image: 126-4]
 ），

设切线CE的解析式为y=kx+b，则b=[image: 126-4]
 ，且-3k+b=0，

[image: 126-5]


（3）设蛋圆过点D的解析式为y=kx-3，

代入（1）的结论y=x2
 -2x-3，得

kx-3=x2
 -2x-3　∴x2
 -（2+k）x=0.

切线与抛物线有唯一的交点，所以

Δ=（2+k）2
 =0，∴k=-2，

所以切线的解析式为y=-2x-3.


例3
 　如图12-3，在直角坐标系xOy中，设点A（0，t），点Q（t，b）（t，b均为非零常数）.平移二次函数y=-tx2
 的图像，得到的抛物线F满足两个条件：①顶点为Q；②与x轴相交于B，C两点（|OB|<|OC|）.联结AB.

[image: 12-3]
图12-3



（1）是否存在这样的抛物线F，使得|OA|2
 =|OB|·|OC|？请你作出判断，并说明理由；

（2）如果AQ∥BC，且[image: 127]
 ，求抛物线F对应的二次函数的解析式．


［解］
 　（1）∵平移y=-tx2
 的图像得到的抛物线F的顶点为Q.

∴抛物线F对应的解析式为y=-t（x-t）2
 +b.

∵抛物线与x轴有两个交点，∴tb>0.

[image: 127-2]


当b=2t3
 时，存在抛物线F使得|OA|2
 =|OB||OC|.

（2）∵AQ∥BC，∴t=b，得F:y=-t（x-t）2
 +t.

解得x1
 =t-1，x2
 =t+1.

在Rt△AOB中，

（i）当t>0时，由|OB|<|OC|得B（t-1，0），

当t-1>0时，由[image: 127-3]
 解得t=3．此时，二次函数解析式为y=-3x2
 +18x-24.

[image: 127-4]


（ii）当t<0时，由|OB|<|OC|，将-t代t，可得[image: 127-5]
 （也可由-x代x，-y代y得到）

所以二次函数解析式为[image: 127-6]


12.2　研究型试题

[image: 127-7]


（1）若m>0，只有当m=_______时，[image: 127-8]
 有最小值_______.

（2）思考验证：如图12-4，AB为半圆O的直径，C为半圆上任意一点（与点A，B不重合），过点C作CD⊥AB，垂足为D，AD=a，DB=b.

[image: 12-4]


图12-4

试根据图形验证[image: 128]
 ，并指出等号成立时的条件．

（3）探索应用：如图12-5，已知A（-3，0），B（0，-4），P为反比例函数[image: 128-2]
 图像上的任意一点，过点P作PC⊥x轴于点C，PD⊥y轴于点D．求四边形ABCD面积的最小值，并说明此时四边形ABCD的形状．

[image: 12-5]


图12-5


［解］
 　（1）∵m>0，当且仅当[image: 128-3]


（2）在图12-4，联结OC，则[image: 128-4]


在Rt△OCD中，OC≥CD，而CD2
 =AD·DB=ab，即CD=[image: 128-5]


∴[image: 128-6]
 当且仅当a=b时，等号成立．

（3）设点p为（x，y），则

[image: 128-7]


当且仅当4x=3y（xy=12）即x=3，y=4时，Smin
 =24.

此时，AC与BD互相垂直平分，所以四边形ABCD为菱形，边长为5.


例2
 　阅读下列内容后，解答下列各题：

几个不等于0的数相乘，积的符号由负因数的个数决定．

例如：考查代数式（x-1）（x-2）的值与0的大小：

当x<1时，x-1<0，x-2<0，∴（x-1）（x-2）>0;

当1<x<2时，x-1>0，x-2<0，∴（x-1）（x-2）<0;

当x>2时，x-1> 0，x-2>0，∴（x-1）（x-2）>0.

综上：当1<x<2时，（x-1）（x-2）<0；当x<1或x>2时，（x-1）（x-2）>0.

（1）填写下表：（用“+”或“-”填入空格处）

[image: 129]


（2）由上表可知，当x满足_______时，（x+2）（x+1）（x-3）（x-4）<0；

（3）运用你发现的规律，直接写出当x满足_______时，（x-7）（x+8）（x-9）<0.


［解］
 　（1）在-1<x<3时，（x+2）（x+1）（x-3）（x-4）>0　（+）

　3<x<4时，（x+2）（x+1）（x-3）（x-4）<0　（-）

　x>4时，（x+2）（x+1）（x-3）（x-4）>0　（+）

（2）由上表可知，当x满足-2<x<-1或3<x<4时，（x+2）（x+1）（x-3）（x-4）<0.

（3）当x<-8或7<x<9时，（x-7）（x+8）（x-9）<0.


例3
 　如图12-6，在平面直角坐标系中，点A1
 是以原点O为圆心，半径为2的圆与过点（0，1）且平行于x轴的直线l1
 的一个交点；点A2
 是以原点O为圆心，半径为3的圆与过点（0，2）且平行于x轴的直线l2
 的一个交点；……按照这样的规律进行下去，点An
 的坐标为_______.

[image: 12-6]
图12-6




［解］
 　如图12-6，可知An
 为直线ln
 与原点为圆心，半径为n+1的圆的交点，故An
 的纵坐标为n，其横坐标为

[image: 129-2]
 ，（n为正整数）.

∴　An
 的坐标为[image: 129-3]


12.3　概率


例1
 　口袋内装有一些除颜色外完全相同的红球、白球和黑球，从中摸出一球，摸出红球的概率是0.2，摸出白球的概率为0.5，那么摸出黑球的概率是_______.


［解］
 　∵摸出红球的概率、摸出白球的概率和摸出黑球概率之和为1.

设摸出黑球的概率为p，则

[image: 129-4]



［说明］
 　设袋中装有红球x个，白球y个，黑球z个，则[image: 129-5]
 摸出黑球的概率为[image: 129-6]


[image: 129-7]


这是原始的解法，也是最容易理解的方法．


例2
 　小明和小颖做掷骰子的游戏，规则为：①游戏前，每人选一个数字；②每次同时掷两枚均匀的骰子；③如果同时掷得两枚骰子点数之和，与谁选的数字相同，那么谁就获胜．

（1）在下表中列出同时掷两枚均匀骰子所有可能出现的结果：

[image: 130]


（2）小明选的数字是5，小颖选的数字为6．如果你也加入游戏，你会选什么数字，使自己获胜的概率比他们大？请说明理由．


［解］
 　（1）填出（　　）中的数字，即得所有可能的情形．

（2）过（5）画一斜线可知出现（5）的情形有4种．小明获胜的概率为[image: 130-2]


同理可知小颖获胜的概率为[image: 130-3]


从表中可知出（7）的概率为[image: 130-4]


所以新加入游戏者应选数字7，则获胜的概率[image: 130-5]
 选其他数字获胜的概率都比选（7）的小．


例3
 　如图12-7，所示8×8正方形网格纸板上进投针实验，随意向纸板投中一针，投中阴影部分的概率是_______.

[image: 12-7]
图12-7




［解］
 　这是几何概率：[image: 130-5]



例4
 　开学前，小明去商店买书包，商场在搞促销活动，买一只书包可以送2支笔和1本书．

（1）若有3支不同的笔可供选择，其中黑色2支，红色1支，试用树状图表示小明依次抽取2支笔的所有可能情况，并求出抽的2支笔均是黑色的概率；

（2）若有6本不同的书可供选择，要在其中抽1本，请你帮助小明设计一种用替代物模拟抽书的方法．


［解］
 　（1）用A1
 ，A2
 分别表示2支黑色笔，B表示红色笔，树状图为见图12-8：

[image: 12-8]
图12-8



[image: 131]


（2）方法不唯一，第一例如下：

设6本书分别为p1
 ，p2
 ，p3
 ，p4
 ，p5
 ，p6
 ，用普通正方体骰子掷一次，规定：掷得的点数为1，2，3，4，5，6分别代表抽得的书为p1
 ，p2
 ，p3
 ，p4
 ，p5
 ，p6
 .


例5
 　小明、小芳做一个“配色”的游戏．图12-9是两个可以自由转动的转盘，每个转盘被分成面积相等的几个扇形，并涂上图中所示的颜色．同时转动两个转盘，若转盘A转出了红色，转盘B转出了蓝色，或者转盘A转出了蓝色，转盘B转出了红色，则红色和蓝色在一起配成紫色，这种情况下小芳获胜；同样，蓝色和黄色在一起配成绿色，这种情况下小明获胜；在其他情况下，则小明、小芳不分胜负．

[image: 12-9]
图12-9



（1）利用“树形图”的方法表示此游戏所有可能出现的结果；

（2）此游戏的规则对小明、小芳公平吗？试说明理由．


［解］
 　利用“树形图”将所有可能出现的结果表示如下：

[image: 131-2]


（2）上面等可能出现的12种结果中，有3种情况可能得到紫色，故配成紫色的概率是[image: 131-3]
 ，即小芳获胜的概率是[image: 131-4]
 ；有2种情况可能得到绿色，配成绿色的概率是[image: 131-5]
 ，即小明获胜的概率是[image: 131-6]
 >[image: 131-7]
 ，故小芳获胜的可能性大，这个配色游戏对小明、小芳双方是不公平的．


［说明］
 　由于每个转盘被分成面积相等的几个扇形，当指针转动后停在某个扇形中的概率相等，则颜色配对的12种结果是等可能出现的．


例6
 　如图12-10，在边长为1的正方形ABCD中作一内切圆O，并向正方形ABCD中掷点M．设M在正方形ABCD中均匀分布，试求M落在圆O中的概率．

[image: 12-10]
图12-10




［解］
 　设事件A：“点M落在圆O中”．

[image: 131-8]



［说明］
 　由于正方形ABCD是一个面积已知的固定区域，向正方形ABCD中随机地投掷一个质点M，若质点M在正方形ABCD中的分布是均匀的，则质点M落在正方形内某个区域的可能性只与区域的面积成正比，而与区域的形状和位置无关．


例7
 　小明、小亮和小强三人准备下象棋，他们约定用“抛硬币”的游戏方式来确定哪两个人先下棋，规则如下右图：

（1）请你完成下面表示游戏一个回合所有可能出现的结果的“树形图”；

[image: 132a]



游戏规则

三人手中各持有一枚质地均匀的硬币，他们同时将手中硬币抛落到水平地面为一个回合．落地后，三枚硬币中恰有两枚正面向上或者反面向上的两人先下棋；若三枚硬币均为正面向上或反面向上，则不能确定哪两人先下棋．



（2）求一个回合能确定哪两人先下棋的概率．


［解］
 　（1）表示游戏一个回合所有可能出现的结果的“树形图”如图12-11.

[image: 12-11]
图12-11



（2）设事件A：“能确定哪两人先下棋”，则其包含的结果数是6，所以[image: 132]



［说明］
 　能否确定哪两人先下棋，要由三人所抛硬币的朝向决定，因此所画“树形图”就要有三个层次．在解决复杂问题方面，“树形图”体现出相当的优势．


例8
 　历史名题．

众所周知，概率的研究起源于赌博中的实际问题．下面的问题就是由赌徒们提出来的．

甲、乙两赌徒各拿出6枚金币，用作掷硬币游戏的奖金．游戏规则约定：一局中掷出正面则甲胜，否则乙胜；谁先胜三局，谁就得到所有12枚金币．

比赛开始后，乙先胜一局，甲胜了第二、三两局．这时因为意外事件比赛中断了．以后他们也不想继续这场游戏，那么奖金应怎样分配才公平合理呢？大家争论不休，莫衷一是．最后这一问题传到两位法国数学大师费尔马（Fermat，1601—1665）和帕斯卡（Pascal，1623—1662）那里，他们分别独立给出了如下的相同解答．

为了决出胜负，最多需要再赛两局，为了便于分析，甲胜记作“1”，乙胜记作“0”．于是两局所有可能出现的结果为：

（1，1），（1，0），（0，1），（0，0）.

共4种，其中使甲最后获胜（至少有一个“1”的情形）有3种；而使乙最终获胜（至少有两个“0”的情形）只有1种．可见甲最终获胜的概率为[image: 132-2]
 ；乙最终获胜的概率为[image: 132-3]
 ，所以合理分配方法是：

甲得：[image: 132-4]
 （枚金币）.


［说明］
 　这一解法是概率问题最原始的解法，即古典概率模型方法：枚举所有可能的基本事件的个数为n，从中找出事件A出现的次数m，则事件A出现的概率为[image: 132-5]
 ，这正是古典概率的定义．这一例子揭示了等可能事件（古典）概率解法的正确思路．

12.4　数形结合新天地

几何综合题中的动点问题困扰着不少初三同学，形与数的结合往往找不到合适的切入口．因为图形中一个点的运动往往会带动其他点、线的运动，涉及到多个量的变化，包括线段的长度、角的大小等．同学们的困惑往往在于：怎样用恰当的数量关系来刻画各个变量之间的关系？

张景中院士提出三角比是数形结合又一座金桥．通过下面几个例子，让我们了解一下三角比在数形结合中开辟的新天地．

如图12-12，以坐标原点O为圆心、r为半径作圆，圆上一动点P（x，y）在第一象限内，过P作PD⊥x轴于点D．在点P的运动过程中，出现了变量x，y以及∠POD和∠P．如何描述这些变量之间的关系最为简单明了？

[image: 12-12]
图12-12



若以x为自变量，则y关于x的表达式已经比较繁琐：[image: 133]
 ，不便 于进一步运算及规律的探索．

若设自变量为∠POD=θ，则可得到其他变量与θ之间十分简明的关系式：

[image: 133-2]


由此，图形中的动态可以理解为：θ的变化决定了P点及其他点和线段的运动变化．

原来张景中院士所谓的“金桥”就是指换一种眼光观察图形，将其中某个角度的变化看作整个图形动态的源泉．此时，数形结合的切入口正是三角比！


例1
 　求证：直角三角形中，斜边上的高与斜边之和大于两直角边之和．

[image: 12-13]
图12-13



已知：如图12-13，Rt△ABC中，∠ACB=90°，CH⊥AB于H，AB=c，AC=b，BC=a，CH=h.

求证：c+h>a+b.


［分析］
 　不妨设斜边c为定长，可知直角边a，b和斜边上的高h都是变量，而a，b，c，h之间的关系可以用勾股定理以及面积公式来刻画．可是关系式多了，反而难以选择．

如果变换视角，将∠A作为自变量，则可得

a=c·sinA，b=c·cosA，h=b·sinA=c·sinA·cosA.

这样，所有的变量都成了∠A的函数．


［解］
 　在Rt△ABC中，a=c·sinA，b=c·cosA，

在Rt△ACH中，h=b·sinA=c·sinA·cosA.

∴（c+h）-（a+b）=（c+c·sinA·cosA）-（c·sinA+c·cosA）

=c（1+sinA·cosA-sinA-cosA）

=c（1-sinA）（1-cosA）.

∵∠A是锐角，∴0<sinA<1，0<cosA<1，∴1-sinA>0，1-cosA>0.

∴c（1-sinA）（1-cosA）>0，

即　（c+h）-（a+b）>0，

c+h>a+b.


［说明］
 　将多个变量转化为同一个变量的函数，可提高思维效率，使后续运算方向更为集中．而在有关直角三角形的问题中，三角比的运用为实现这种转换提供了新思路．

[image: 12-14]
图12-14




例2
 　如图12-14，扇形OAB的半径OA=3，圆心角∠AOB=90°，点C是弧AB上异于A，B的动点，过点C作CD⊥OA于点D，作CE⊥OB于点E，联结DE，点G，H在线段DE上，且DG=GH=HE.

（1）当点C在弧AB上运动时，在CD，CG，DG中是否存在长度不变的线段？若存在，求出该线段的长度；

（2）求证：四边形OGCH是平行四边形；

（3）求证：CD2
 +3CH2
 是定值．


［解］
 　（1）∵四边形ODCE是矩形，∴OC=DE=3，DG=GH=HE=1，

∴点C在弧AB上运动时，DG=1不变．

（2）设OC与DE互相平分于F，易证F平分GH，∴四边形OGCH是平行四边形．

（3）设∠AOC=θ，则C（3cosθ，3sinθ），

∵DG=GH=HE，∴G（2cosθ，sinθ），H（cosθ，2sinθ）

CH2
 =OG2
 =（2cosθ）2
 +sin2
 θ=4cos2
 θ+sin2
 θ，CD=3sinθ.

∴CD2
 +3CH2
 =9sin2
 θ+3（4cos2
 θ+sin2
 θ）

=9sin2
 θ+12cos2
 θ+3sin2
 θ

=12（sin2
 θ+cos2
 θ）

=12


［说明］
 　多么奇妙的方法！貌似无关的两条线段长，竟能用三角函数将它们联系起来，问题也随之变成三角函数的运算，从而实现了由形到数的转化．

2009年上海市中考数学试卷的第25题（压轴题）比较难，若能建立坐标系求解，“以算代证”，则能化难为易．

[image: 12-15]
图12-15




例3
 　如图12-15，已知∠ABC=90°，AB=2，BC=3，AD∥BC，P为线段BD上的动点，点Q在射线AB上，且满足[image: 134]


（1）如图12-16，当AD=2，且点Q与点B重合时，求线段PC的长．

[image: 12-16]


图12-16

（2）在图12-15中，联结AP，当[image: 134-2]
 ，且点Q在线段AB上时，设点B，Q之间的距离为x，[image: 134-3]
 ，其中S△APQ
 表示△APQ的面积，S△PBC
 表示△PBC的面积，求y关于x的函数解析式，并写出函数的定义域．

（3）如图12-17，当AD<AB，且点Q在线段AB的延长线上时，求∠QPC的大小．

[image: 12-17]


图12-17


［解］
 　（1）如图12-16，∵AB=AD=2，∠BAD=90°，

∴∠ABP=45°，∠CBP=45°.

[image: 134-4]


∴∠C=∠CBP=45°，PC=BC·sin45°=[image: 135]


（2）如图12-18，以BC，BA分别为x，y轴，建立直角坐标系，则A（0，2），[image: 135-2]
 ，tan∠ADB=tan∠CBD=[image: 135-3]


[image: 12-18]


图12-18





[image: 135-4]


下面求函数的定义域：

[image: 135-5]


（3）如图12-19，分别以BC，BA为x，y轴，建立直角坐标系．

[image: 12-19]
图12-19



设点P（x0
 ，y0
 ），则x0
 =BM，y0
 =BN.

[image: 135-6]


由①，知sinα=sinβ.

∵α、β均为锐角，∴α=β.

∵∠PQN=∠QPM=α，又∠PCM+∠MPC=90°，

∴∠MPC+β＝90°，故α+∠MPC=90°，∴∠QPC=90°.


［说明］
 　第（1）小题是一般的计算题，难度中等，运用三角比可快速获解．

第（2）小题是建立函数关系的计算题．建立直角坐标系便于计算出S△APQ
 与S△PBC
 的值，即得y与x的关系．然而求出函数的定义域，则需找到制约x变化的变量x0
 与x之间的函数关系，这一点要通过[image: 135-7]
 找到函数关系[image: 136]
 求出x的取值范围．这恰是这一问题中的最大难点，能写对定义域的考生寥寥无几．

第（3）小题是探索题，由于初中知识的局限，求出∠QPC的大小确有一定难度．在猜出∠QPC=90°后，转化为证明题．建立直角坐标系后，利用三角比的运算绕过了三角形相似等问题的推理论证，“以算代证”，从而证明∠QPC=90°.当然，利用四点共圆的知识，证明就更简便了，由∠PQN=∠PCM，知P、B、Q、C四点共圆，所以∠QPC=∠QBC=90°.

初中阶段的很多知识都涉及数形结合问题，只要多加思考，不断探索，通过数形转化，往往可以寻得解题捷径．

12.5　向量

平面向量及其线性运算是上海二期课改新引入的内容2009年首次亮相中考试卷．下面从基本概念与加法、减法、数乘运算法则及其简单应用，举例如下：


例1
 　如图12-20，ABCD是任意四边形，E，F分别为边AD，BC的中点．G为AF的延长线上一点，而F恰为AG的中点．联结BG，CG，DG，AC.

[image: 12-20]
图12-20



[image: 136-2]



［说明］
 　这里未画图，但无论图怎样画，都可按向量加法、减法法则进行计算．

例如　[image: 136-3]
 （如图12-21）这就是向量减法的三角形法则．

[image: 12-21]
图12-21



如果把两个向量平移后，它们的始点重合，那么这两个向量的差是以减向量的终点为起点，被减向量的终点为终点的向量，熟练自然语言与图像语言的互译，就不会出错了．

[image: 12-22]
图12-22



[image: 136-4]


且[image: 137]


∴a-b=d-c，即a+c=b+d.


［说明］
 　这是向量减法三角形法则的应用．


例4
 　如图12-23，已知正六边形 ABCDEF，[image: 137-2]
 （用a，b的式子表示）

[image: 12-23]
图12-23




［解一］
 　（1）证正六边形ABCDEF的中心为O，联结OB，则

AB=FO，AF=BO.

[image: 137-3]



［说明］
 　“解二”通过建立向量方程组，解得所要求的未知向量，有典型意义．本例还有别的解法，是一题多解的极佳范例．


例5
 　证明平行四边形ABCD的对角线互相平分．

[image: 12-24]
图12-24




［证明］
 　如图12-24，设平行四边形ABCD两对角线AC与BD相交于点O，证[image: 137-4]


[image: 137-5]



［说明］
 　这是向量在平面几何中的简单应用．反过来，如果AC，BD互相平分，易证[image: 137-6]
 即ABCD是平行四边形．请读者自己证明作为练习．


例6
 　证明三角形三中线相交于一点G.

[image: 12-25]
图12-25




［证明］
 　如图12-25，设△ABC边AC，AB的中点分别为E，F，BE，CF相交于点G．如能证明AG过边BC的中点D．即证明了三中线AD，BE，CF相交于一点G.

[image: 138]



［说明］
 　三角形ABC的重心定理的证明方法很多，在推导出定比分点公式以后可以证明如下：

[image: 138-2]






[image: 12-26]
图12-26



从而有∠BOC=120°-90°=30°.

过点C分别作CM∥OB，交OA的延长线于点M，作CN∥OA交OB的延长线于点N.

∵∠OCM=∠BOC=30°，∴∠OMC=60°.

又|[image: 138-3]
 |=[image: 138-4]
 ，CM=2OM，

[image: 139]



例8
 　测得河宽为[image: 139-2]
 ，河水流速为每分钟2m，船在静水中的速度为每分钟4m，试求船的航向与水流方向的夹角为几度时，才能使渡河所用时间最短？所用最短时间是多少？

[image: 12-27]
图12-27




［解］
 　欲使渡河时间最短，则船实际航路线应与河岸垂直（那时船的航行路程最短）.

[image: 139-3]


渡河所用最短时间为[image: 139-4]



［说明］
 　这一模拟的实际问题，说明向量分解的简单应用．向量分解有广泛的实际应用．



中考模拟题一



答案链接




一、填空题
 （本大题共12题，每小题4分，满分48分）

1. 计算：（a2
 ）3
 ÷a3
 =_______.

2. 已知点P在第一象限内，∠xOP=60°，|OP|=2，则点P的横坐标为_______.

3. 已知[image: 140]
 是方程2x-ay=3的一个解，则a=_______.

4. 分解因式： x3
 y-2x2
 y2
 +xy3
 =_______.

5. 函数[image: 140-2]
 的定义域是_______.

6. 如图，ABCD是等腰梯形，其中E为BC的中点，△CDE是正三角形，则与向量[image: 140-3]
 相等的向量是_______；[image: 140-4]


[image: C1]


（第6题）

7. 一个袋中放有白球、黑球、红球三种球，若从袋中摸出一个白球的概率是0.3，摸出一个黑球的概率是0.5，那么摸出一个红球的概率是_______.

8. 如图，若y+z=180°，x°=_______.

[image: C2]


（第8题）

9. [image: 140-5]
 =_______.

10. 下图是一种测量古城墙高度的示意图．在P处放置一水平的平面镜，从A点发射一手电筒的光束，往P处的平面镜反射后刚好射到古城墙CD的顶端C处．

[image: C3]
（第10题）



已知AB⊥BD，CD⊥BD．且测得AB=1.2m，BP=1.8m，PD=12m，则该古城墙高度CD=_______.

11. 某电视台的娱乐节目《周末大放送》有这样的翻奖牌游戏，数字的背面写有祝福语或奖金数，游戏规则是：每次翻动正面一个数字，看看反面对应的内容，就可知是得奖还是得到温馨祝福．

计算：

（1）“翻到奖金1000元”的概率是_______；

（2）“翻到奖金”的概率是_______.

[image: 140-6]


（第11题）

12. 如图，菱形OABC中，∠A=120°，OA=1，将菱形OABC绕点O按顺时针方向旋90°，则图中由[image: 141]
 ，B′A′，[image: 141-2]
 ，CB围成的阴影部分的面积是_______.

[image: C4]


（第12题）


二、选择题
 （本大题共4题，每题5分，满分20分）

13. 如图，量角器外缘边上有A，P，Q三点，它们表示的读数分别是180°，70°，30°，则∠PAQ的大小是（　　）

[image: C5]


（第13题）

（A）10°

（B）20°

（C）30°

（D）40°

14. 已知点（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）均在抛物线y=x2
 -1上，下列说法中正确的是（　　）

（A）若y1
 =y2
 ，则x1
 =x2


（B）若x1
 =-x2
 ，则y1
 =-y2


（C）若0<x1
 <x2
 ，则y1
 >y2


（D）若x1
 <x2
 <0，则y1
 >y2


15. 如图，在正方形ABCD中，E是BC边上一点．以E为圆心，EC为半径的半圆与以A为圆心，AB为半径的圆弧外切，则sin∠EAB的值为（　　）

[image: C6]
（第15题）







[image: 141-3]


16. 定义1：与四边形各边都相切的圆叫做四边形的内切圆．

定义2：一组邻边相等，其他两边也相等的凸四边形叫做筝形．*

探索任意筝形是否有内切圆（　　）

（A）可能有也可能没有

（B）一定有

（C）一定没有

（D）无法判断


三、解答题
 （17~23题每小题10分，第24题12分，满分82分）

17. 如图，已知梯形ABCD中，AD∥BC，BC=2AD，设[image: 141-4]
 过点D作DE∥AB，交BC于点E.

[image: 141-5]






[image: C7]
（第17题）



18. 解不等式组：[image: 141-6]
 并把解表示在数轴上．

19. 已知圆O外一点A，按下列方法作过点A圆的切线．（1）联结AO与圆O交于点E；（2）过点E作OA的垂线与以O为圆心，OA为半径的圆相交于B、C两点；（3）联结OB，OC与小圆相交于点P，Q；（4）联结AP，AQ，则AP，AQ就是小圆O的切线．请证明上述作法是正确的．

[image: C8]
（第19题）



20. 在课外活动时间，小王、小丽、小华做“互相踢毽子”游戏，毽子从一人传到另一人就记为踢一次．

（1）若从小丽开始，经过两次踢毽后，毽子踢到小华处的概率是多少？（用树状图或列表法说明）

（2）若经过三次踢毽后，毽子踢到小王处的可能性最小，应确定从谁开始踢，并说明理由．

21. 二次函数y=-x2
 +k的图像与以O为圆心，半径为1的圆在第一象限内的交点为P，∠xOP=θ，如图所示，试求：

（1）k的值（以θ的三角比表示）；

（2）当锐角θ等于多少度时，k达到最大？最大值等于多少？

[image: C9]
（第21题）



22. 在城关中学开展的“我为四川地震灾区献爱心”捐书活动中，校团委为了了解九年级同学的捐书情况，用简单的随机抽样方法从九年级的10个班475名同学中抽取50名同学，对这50名同学所捐的书进行分类统计后，绘制了如下统计表：

捐书情况统计表

[image: 143]


（1）在下图中，补全这50名同学捐书情况的频数分布直方图；


捐书情况频数分布直方图


[image: C10]
（图22题）



（2）九年级同学共捐书多少册？学辅类书多少册？

23. 一个农机服务队有技术员工和辅助员工共15人，技术员工人数是辅助员工人数的2倍．服务队计划对员工发放奖金共计20000元，按“技术员工个人奖金”A（元）和“辅助员工个人奖金”B（元）两种标准发放，其中A≥B≥800，并且A，B都是100的整数倍．

注：农机服务队是一种农业机械化服务组织，为农民提供耕种、收割等有偿服务．

（1）求该农机服务队中技术员工和辅助员工的人数；

（2）求本次奖金发放的具体方案．

[image: C11]
（第24题）



24. 如图，直角坐标系中，已知两点O（0，0），A（2，0），点B在第一象限且△OAB为正三角形，△OAB的外接圆交y轴的正半轴于点C，过点C的圆的切线交x轴于点D．

（1）求B，C两点的坐标；

（2）求直线CD的函数解析式；

（3）设E，F分别是线段AB，AD上的两个动点，且EF平分四边形ABCD的周长，试探究：△AEF的最大面积．



中考模拟题二



答案链接




一、选择题
 （每小题4分，共10小题，满分40分）

1. 已知一次函数y＝（a-2）x+b的图像如图所示，则a的取值范围是（　　）

（A）a>2

（B）a<2

（C）a>0

（D）a<0

[image: C15]
（第1题）



2. 图中几何体的左视图是（　　）



	[image: C16]

	[image: 144a]




	（第2题）
	




3. 甲、乙两袋均有红、黄色球各一个，分别从两袋中任意取出一球，那么所取出的两球是同色球的概率为（　　）

[image: 144]


4. 小明准备用22元钱买笔和笔记本，已知每支笔3元，每本笔记本2元，他买了3本笔记本后，其余的钱用来买笔，那么他最多可以买（　　）

（A）3支笔

（B）4支笔

（C）5支笔

（D）6支笔

5. 如图，圆O中，弦AB的长为6cm，圆心O到AB的距离为4cm，则圆O的半径长为（　　）

[image: C18]
（第5题）



（A）3cm

（B）4cm

（C）5cm

（D）6cm

6. 只用下列一种正多边形不能镶嵌成平面图案的是（　　）

（A）正三角形

（B）正方形

（C）正五边形

（D）正六边形

7. 下列运算中，结果正确的是（　　）

（A）a4
 +a0
 ＝a4


（B）a3
 （a2
 ）＝a5


（C）a8
 ÷a2
 ＝a4


（D）（-2a2
 ）3
 ＝-6a6


8. 下列命题中，错误的是（　　）

（A）矩形的对角线互相平分且相等

（B）对角线互相垂直的四边形是菱形

（C）等腰梯形的两条对角线相等

（D）等腰三角形底边上的中点到两腰的距离相等

9. 如图，在矩形ABCD中，AB＝3，AD＝4，点P在AD上，PE⊥AC于E，PF⊥BD于F，则PE+PF等于（　　）

[image: 144-2]






[image: C19]


（第9题）

10. 如图所示，二次函数y＝ax2
 +bx+c（a≠0）的图像经过点（-1，2），且与x轴交点的横坐标分别为x1
 ，x2
 ，其中-2<x1
 <-1，0<x2
 <1，下列结论：①4a-2b+c<0;②2a-b<0;③a<-1;④b2
 +8a>4ac.其中正确的有（　　）

[image: C20]


（第10题）

（A）1个

（B）2个

（C）3个

（D）4个

提示：抛物线y＝ax2
 +bx+c （a≠0）的对称轴是[image: 145]



二、填空题
 （每小题5分，共6小题，满分30分）

11. 一副三角板如图叠在一起，∠α＝_______度．

[image: C21]


（第11题）

12. 若⊙O与⊙O′相切，它们的半径分别为5和3，则圆心距为_______．

13. 根据图3中的程序，当输入x＝3时，输出的结果y＝_______．

[image: C22]


（第13题）

14. 分解因式：（x+y）2
 -（x-y）2
 ＝_______．

15. 如图，∠AOB＝45°，过OA上到点O的距离分别为1，3，5，7，9，11，…的点作OA的垂线与OB相交，得到并标出一组黑色梯形，它们的面积分别为S1
 ，S2
 ，S3
 ，S4
 ，…．观察图中的规律，求出第10个黑色梯形的面积S10
 ＝_______．

[image: C23]
（第15题）



16. 填在下面三个田字格的数有相同的规律，根据此规律，C＝_______．

[image: 145-2]



三、解答题
 （本大题有8小题，第17~20小题每小题8分，第21题10分，第22，23小题每小题12分，第24小题14分，满分80分．解答需写出必要的文字说明、演算步骤或证明过程）

17. 已知-2≤x≤5，计算：[image: 145-3]


18. 将某雷达测速区监测到的一组汽车的时速数据整理，得到其频数及频率如下表（未完成）：

[image: 146]


注：30~40为时速大于等于30千米而小于40千米，其他类同．

（1）请你把表中的数据填写完整；

（2）补全频数分布直方图；

（3）如果此地汽车时速不低于60千米即为违章，则违章车辆共有多少辆？

[image: C24]
（第18题）



19. 如图，已知：△ABC内接于圆O，点D在OC的延长线上，[image: 146-2]


（1）求证：AD是圆O的切线；

（2）若AC＝6，求AD的长．

[image: C25]
（第19题）



20. 解方程组：[image: 146-3]


21. 如果有a，b，c三人玩“石头、剪子、布”的游戏，试讨论这种游戏的公平性．

22. 某校组织师生春游，如果单独租用45座客车若干辆，刚好坐满；如果单独租用60座客车，可少租一辆，且余30空座位．

（1）求该校参加春游的人数；

（2）已知45座客车租金为每辆250元，60座客车的租金为每辆300元．这次春游同时租用这两种客车，其中60座客车比45座客车多租一辆，所付租金比单独租用一种客车要节省，按这种方案需用租金多少元？

23. 求证：方程组[image: 147]
 （x，y是未知数）

无论k为任何实数，都有两组不同的实数解：[image: 147-2]
 且（x1
 -x2
 ）2
 +（y1
 -y2
 ）2
 是与k无关的常数．

24. 如图，△ABC是正三角形，在AB，AC边上分别有动点P，Q，在P，Q运动中始终使PQ平分△ABC的面积．设AP＝x，AQ＝y，正三角形的边长为a，过P作PD∥AC，交BC于D，过Q作QE∥AB，交BC于E．试研究线段BD，DE，CE能否构成一个直角三角形．

[image: C26]
（第24题）





附录　阅读文选

1. 勾股定理史话

在我国最古老的数学经典著作《周髀算经》上记载着如下一段历史：西周开国之初（约公元前一千多年）有一个叫商高的数学家对周公（周武王的弟弟，封在鲁国当诸侯）说：把一根直尺折成直角，两端联结起来构成一个直角三角形．它的短直角边称为勾，长直角边称为股，斜边称为弦．发现如勾为3，股为4，那么弦必为5．

相传在夏禹王治水时，就已发现这一定理，并已把它应用于简易的水利测量．这当然只是传说，当时的历史文献并无确切的记载，但是这一定理的发现在两千多年前则是毫无疑问的．

在公元前6世纪到公元前5世纪希腊数学家毕达哥拉斯也发现这一定理，并给出了证明，但他的证明也已失传．后来欧几里得写《几何原本》时，给出一个证明留传至今．因而西方称这一定理为毕达哥拉斯定理．

这一定理在数学上有广泛的应用，而且在工程技术、测量中也有许多应用．它在人类文明史上有重要的地位．有人设想，把勾股定理的图形与内容发射到外星球去，如果外星球上有高级智慧动物，一定会向地球作出反馈信息，以此作为与外星人交流的“语言”．由此可见它在人类文明史中的地位．

勾股定理的证明据说有367种，国外有人集中写成一本书．在我国古代多用割补、拼图方法．

我国古代数学家赵爽在他的《勾股圆方图》中，用四个斜边为c，两直角边分别为a，b的全等的三角形拼成边长为c的正方形如图1．

[image: C30]
图1



因为△ABE≌△BCF≌△CDG≌△DAH，

所以∠EAB=∠FBC=∠GCD=∠HDA，

∠ABE=∠BCF=∠CDG=∠DAH，

因为∠ABE+∠EAB=90°，

所以∠ABC=∠ABE+∠FBC=90°，

又　AB=BC=CD=DA=c，

同理　∠BCD=∠CDA=∠DAB=90°，

所以ABCD、EFGH都是正方形，边长分别为c和a-b．

从而有　S正方形ABCD
 -S正方形EFGH
 =4S△ABE
 ．

所以　[image: 148]


从而，可得　c2
 =a2
 +b2
 ．

这就是勾股定理的一种古老的证明．

[image: C31]
图2



据传，达·芬奇曾设计出一种奇妙的证明．如图2，△ABC是直角三角形，其中∠ACB=90°，在两直角边BC、AC上向形外作正方形BCDE、CAFG，再在斜边AB上向形外作正方形ABHK．联结DG，再以KH为斜边作Rt△HKM与△ABC全等．易见E、C、F三点共线．联结CM．由此图形易见

△ABC≌△GDC≌△HKM，

四边形ABEF≌四边形GDEF≌四边形AKMC≌四边形HBCM．

所以S四边形ABEF
 +S四边形GDEF
 =S四边形AKMC
 +S四边形HBCM


即　2S△ABC
 +S正方形BCDE
 +S正方形CAFG
 =2S△ABC
 +S正方形ABHK


所以　S正方形BCDE
 +S正方形CAFG
 =S正方形ABHK．


即　BC2
 +CA2
 =AB2
 ．

多么巧妙！如此强的几何直感能力，只有集艺术大师与科学家于一身的达·芬奇才有如此惊人的灵感．

19世纪美国总统加菲尔德，在学生时代就显示出对数学的浓厚兴趣和卓越才能．1876年在他当选美国总统的前五年，他独立发现了勾股定理的一个非常漂亮的证法．

[image: C32]
图3



如图3的梯形面积

[image: 149]


所以　　a2
 +b2
 =c2
 ．

勾股定理这一数学上应用最广泛的定理，为人类文明作了杰出的贡献．下面让我们再来欣赏欧几里得在《几何原本》中的证明．

[image: C33]
图4




［证］
 　在Rt△ABC的三边上分别向形外作正方形ABDE、BCFG、ACHK．如图4，联结CE、BK，作CP⊥AB，P为垂足，延长CP交DE于Q．

在△ABK与△ACE中；AC=AK，AE=AB，

∠BAK=∠BAC+90°=∠EAC，

所以△ABK≌△AEC，故　S△ABK
 =S△AEC
 ，

因为

[image: 149-2]


所以　S正方形ACHK
 =S长方形AEQP
 ．

同理　S正方形BCFG
 =S长方形BDQP
 ．

因为S长方形AEQP
 +S长方形BDQP
 =S正方形ABDE
 ，

所以S正方形ACHK
 +S正方形BCFG
 =S正方形ABDE
 ．

即　a2
 +b2
 =c2
 ．

这一证明开了面积证法的先河，可以说是最早的面积证法的典范．它通过△ABK与△ACE同底（AB=AE）等高为媒介，证明了S正方形ACHK
 =S矩形AEQP
 ．同理证明了S正方形BCFG
 =S矩形BDQP
 ．从而获得勾股定理的证明．

综观以上几种证明，大多通过面积割补术与三角形、正方形的面积的计算实现了定理的证明，本质上都可以说是面积证法，通过面积的计算沟通了证明的思路．在欣赏之余，也可提高我们的论证能力．如能同时提高学习兴趣，激发对规律的好奇心，独立发现其他新的证明方法那就收获更大了．

2. 福尔摩斯遇到的一个案例

福尔摩斯是世界闻名的大侦探，关于他的故事都十分精彩，非常吸引人．有一天他去助手华生家做客时遇到一个有趣的数学问题．（他是否精通数学则无从查考）

福尔摩斯和华生在大客厅里讨论案件，忽然听到从花园里传来一群孩子的嬉笑声．

福尔摩斯问：“您家有多少孩子？”

华生答：“那些孩子不全是我的，而是我和弟弟、妹妹、叔叔四家人的．我的孩子最多，弟弟次之，妹妹更次之，叔叔的孩子最少．他们不能按9人一小组凑满两组，但四家孩子数的连乘积恰好是我们家房子的门牌号数，而这个门牌号您是清楚的．”

这是一个含有方程和不等式的混合题，需要求出它的正整数解（因为人数都是正整数），是一个比较难的数学问题，按数学的常规方法不知从何入手．

福尔摩斯说：“让我试试能否把每家的孩子数算出来．”

经过一番思索与计算，福尔摩斯说：“解这个问题，已知数据还嫌少一点，请告诉我，叔叔家的孩子是1个还是多于1个呢？”

华生回答了，但回答的内容我们不知道．

福尔摩斯果然厉害，据此算出了正确答案．

聪明的小读者，你能算出门牌号码和每家的孩子数吗？

我们不妨设华生、华生的弟弟、妹妹、叔叔家的孩子数分别为x，y，z，w，门牌号数为N，则
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这是一个含有不等式、方程的混合组，没有现成的方法可循，那么应该如何入手呢？让我们开动脑筋，运用逻辑划分（即分类进行，各个击破）剖析如下：

（1）由于凑不满每组9人的两个小组，所以孩子总数不满18人，也就是x+y+z+w≤17．

（2）由x>y>z>w，如果w=3，则z≥4，y≥5，x≥6，那么四家孩子总数是3+4+5+6=18，这与（1）的结果矛盾．所以叔叔家的孩子数w≤2，这样，有w=2或w=1两种可能．

（3）如果w=2，则如下：
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（4）如果w=1，则各家孩子数可能情况（只考虑积不小于120的四种情况）如下：
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根据（3）（4）的分析可知门牌号数肯定是120（在（3）（4）中出现重复的只有120），所以四家孩子数只有以下三种可能：

w=2，z=3，y=4，x=5; w=1，z=3，y=5，x=8; w=1，z=4，y=5，x=6．

进而想到，如w=1（即叔叔家只有1个孩子），则解不唯一．现在因为福尔摩斯回答一点不错，说明解应是确定的．所以叔叔家的孩子不是1个而是2个，从而获解：

华生家有5个孩子，华生的弟弟家有4个孩子，妹妹家有3个孩子，叔叔家有2个孩子，门牌号码是120．

上述解题思路和常规办法是不同的，用到的数学运算只要有小学知识就足够了．通过分类，列举各种可能情形，利用题中提出的限制条件，逐步排除与限制条件矛盾的各种可能情形，缩小搜索圈，直至最后找到所要求的目标．上述问题中满足条件的答案是唯一的，有的问题的答案可能不止一个，这种思维方法和公安机关破案的思维过程类似，摸排疑犯的过程与此几乎是相同的．这种利用逻辑划分将问题剖析成若干个小问题各个击破的策略思想，不仅在数学中有广泛的应用，而且在军事、社会科学以及技术科学中都有广泛的应用．

3. 从一幅图画引出的研究课题

苏联有一位数学教授叫拉金斯基，志愿去农村当一名默默无闻的乡村小学教师，做穷苦孩子的启蒙工作．他的优秀事迹赢得了大家的尊重，苏联画家别列斯基专门作了一幅画取名“智力题”（图5），以表示对他的崇敬．

画中的黑板上列出一个数学等式：

102
 +112
 +122
 =132
 +142
 ．

[image: C34]
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这里是五个连续正整数的平方分成两段，前三个数的平方和，恰巧等于后两个数的平方和．人们不禁要问，这是巧合，还是蕴涵着内在规律？类似这样的等式有多少？能找出所有这样的等式吗？这就是一个有趣的“研究性课题”．

我们先从简单的做起，设有三个连续正整数，前两个数的平方和能等于第三个数的平方．

这就是要找一组勾股数（a2
 +b2
 =c2
 ，则a，b，c的正整数解，称为勾股数），恰是连续整数．熟悉勾股定理的人，很快知道，32
 +42
 =52
 ．

这是我们祖先在几千年前就知道了的．那么是否存在七个连续正整数，前四个数的平方和恰等于后三个数的平方和？为了找出这七个数，不妨设中间数（即第4个数）为x，则前四个数依次为x-3，x-2，x-1，x；后三个数依次为x+1，x+2，x+3．如果

（x-3）2
 +（x-2）2
 +（x-1）2
 +x2
 =（x+1）2
 +（x+2）2
 +（x+3）2
 ，

则　（x+3）2
 -（x-3）2
 +（x+2）2
 -（x-2）2
 +（x+1）2
 -（x-1）2
 -x2
 =0．

4（3x+2x+x）-x2
 =0，即　24x-x2
 =0．

因x>0，故x=24．于是有

212
 +222
 +232
 +242
 =252
 +262
 +272
 ．

由此，获得启发，相信存在九个连续正整数，前五个数的平方和等于后四个数的平方和．

设这九个连续正整数的中间数为x，则

（x-4）2
 +（x-3）2
 +（x-2）2
 +（x-1）2
 +x2


=（x+1）2
 +（x+2）2
 +（x+3）2
 +（x+4）2
 ．

利用乘法公式：（a+b）2
 -（a-b）2
 =4ab，有

4（4x+3x+2x+x）-x2
 =0，即　40x-x2
 =0．因x>0，故x=40．故有

362
 +372
 +382
 +392
 +402
 =412
 +422
 +432
 +442
 .

据此规律，有2n+1个连续正整数，则前n+1个数的平方和等于后n个数的平方和．

设这2n+1个连续正整数的中间数为x，则前n+1个数依次为x-n，x-n+1，x-n+2，…，x-1，x；后n个数依次为x+1，x+2，…，x+n．

如果（x-n）2
 +（x-n+1）2
 +（x-n+2）2
 +…+（x-1）2
 +x2
 =（x+1）2
 +（x+2）2
 +…+（x+n）2
 ，移项，有

（x+n）2
 -（x-n）2
 +（x+n-1）2
 -（x-n+1）2
 +…+（x+1）2
 -（x-1）2
 -x2
 =0，

即　4［nx+（n-1）x+…+x］-x2
 =0，

亦即
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因x>0，所以x=2n（n+1）．

这样就解决了这一研究课题．

从这个简易的研究课题的探索过程中，我们获得了哪些启发？

（1）研究性课题并不神秘，人人都可以参加．

（2）研究性课题最关键的是找材料，发现有意义的问题．提出问题比解决问题更难．可以从课外书中找，更应该注意观察从现实生活、生产的实际问题中找．能发现有意义的问题，把问题吃透，鼓起好奇心的风帆，勇于探索，一定会有收获．

（3）从小培养探寻客观真理，探索自然规律的愿望与习惯，你将终身受益！

（4）通过探索解决研究性课题，可以获得成功的喜悦与高级的精神享受．只有切身体验研究过程中的酸甜苦辣、喜怒哀乐，才能培养起对科学的浓厚兴趣，一旦趣味形成了，就至少成功了一半，再逐步进入良性循环，坚持不懈，锲而不舍，终成大器．

4. 勾股容圆

中国古算书《九章算术》里有一道问题：“今有勾八步，股十五步，问勾中容圆径几何．”答曰：“六步．”

这一答案是怎样算出来的？这一问题可以用现代语言重述如下：

已知直角三角形ABC，三边长分别为a，b，c，其中BC=a称为勾，CA=b称为股，斜边AB=c称为弦．求此直角三角形的内切⊙I的直径．

如图6，设内切⊙I分别与三边切于D，E，F，内切圆半径为r，则

S△BIC
 +S△CIA
 +S△AIB
 =S△ABC
 ，
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[image: C35]
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还可以求之如下：

因为CD=CE=r，AE=AF，BD=BF，所以AF+BF=AE+BD=AC-r+BC-r，

即　AB=AC+BC-2r，

所以　c=a+b-2r，

故　2r=a+b-c．

所以　2r=8+15-17=6．

运用直角三角形的三边之长求其内切圆、旁切圆的直径问题统称为勾股容圆问题．

[image: C36]
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如图7，顶点C，B，A所对应的旁切圆圆心依次是I1
 ，I2
 ，I3
 ，⊙I1
 与三边分别相切于D，E，F，联结I1
 A，I1
 B，I1
 C，旁切⊙I1
 的半径为r1
 ，
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这都是面积证法的应用．

元代数学家李冶写过一本《测圆海镜》，对勾股容圆作了详尽的讨论．清代大学者阮元称该书为“中土数学之宝书”．

5. 和平饭店的电路问题

上海和平饭店电路的重新布线工程中出现了一个实际问题：在高层楼的房间内安装三相热敏电阻温度计，三根导线装入钢管，辗转布线至底层与控制室的仪表相接，设计要求三根导线电阻相等，仪表上显示的温度与房间内热敏电阻温度计读数一致．施工中经过多次调试与调换仪表，房间内的温度读数与控制室内仪表显示的温度读数一直有误差，原因何在？百思不解．于是工人师傅找来一位数学系毕业生，经过他的观察分析，发现三根导线通过钢管辗转布线从高层到底层控制室，可能是导线长度不等，因而电阻不等．那么如何测量一端在高层，另一端在底层控制室内的三根导线的电阻呢？显然直接测量是无法操作的，方法何在？


［分析］
 　三根导线的电阻都是未知数，三个未知数按方程思想应建立三个方程，故应构建三个等量关系．于是设计如图8的情景形象．
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记三根导线分别为aa′，bb′，cc′，其电阻分别以x，y，z表示．为找到三个等量关系，在高层房间内，先将三根导线中的两根aa′，bb′的上端a，b联结在一起，在底层测其下端a′，b′，这样形成a′a—bb′的串联电路，所测得的电阻数值为p，即此两根导线：aa′，bb′的电阻之和，　x+y=p．　①

同理，将bb′，cc′的上端b，c联结起来，测其下端b′，c′，得其电阻值为q，即

y+z=q．　②

将cc′，aa′的上端c，a联结起来，测其下端c′，a′，得其电阻值为r，即

z+x=r．　③

①②③构成的方程组，即为这一实际问题的数学模型．


［解］
 　根据以上的分析建立如下的联立方程
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计算结果表明三根导线的电阻确实不相等．以其中的最大值为基准，将其余两根电阻较小的导线分别串联上补偿电阻，使三根导线的电阻相等，接到仪表上，高层房间内的热敏电阻温度计与控制室内仪表上显示的温度读数完全一致．

这是来源于真人真事的实际问题．这是作者的一位学生葛湘川博士，在20世纪70年代大学毕业被分配在上海安装公司进行和平饭店（上海最早的宾馆之一）电路重新布线工程中遇到一个“难题”．他运用中学阶段学到的方程思想解决了这一问题．他提供给作者之后经过加工写入一本书中．华东师大张奠宙教授在他的著作中引用了，在他的报告中广泛地传播．他认为在看起来“没有数学问题”的地方发现数学问题，那往往是大的数学创造．和平饭店的电工同志的解决数学问题的可贵，也正在此，这是数学教育中的“经典”之一，值得人们去欣赏去品味！

6. 一切三角形都是等腰三角形？

任意三角形中三条边长不一定有两条边长相等，但有人却“证明”了一个荒谬的命题：“任意三角形都是等腰三角形．”
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［证明］
 　如图9，△ABC的∠A的平分线与边BC的垂直平分线相交于点O，过点O作OD⊥AB于点D，OE⊥AC于点E．

因为O在BC的垂直平分线上，所以OB=OC．（线段垂直平分线上的点到线段两端距离相等）　①

因为O在∠A的平分线上，所以∠BAO=∠CAO（角平分线定义），　②

∠ADO=∠AEO=90°，（因为OD⊥AB，OE⊥AC，垂直的定义）

AO=AO（公共边）．　③

所以△AOD≌△AOE，（AAS）　④

AD=AE，（全等三角形对应边相等）　⑤

OD=OE，（同上）　⑥

OB=OC，（线段垂直平分线上的点到线段两端的距离相等）　⑦

所以△BOD≌△COE，（H.L.）　⑧

所以BD=CE，（全等三角形的对应边相等）　⑨

所以AD+BD=AE+CE，（等量加等量和相等）　⑩

所以AB=AC．

请看，居然证明了一个荒谬绝伦的命题．上述证明中一定存在失误！那么到底错误在哪一步呢？请仔细检查！我们应该吸取什么经验教训？

上述证明逐步检查，可谓“天衣无缝”，言必有据，找不到失误之处．几何证明总要依靠几何图形的直观引导，如图有误，则可能导致失误．对于任意三角形ABC，边BC的垂直平分线和∠A的平分线的交点不在△ABC的内部，如图10．BC的中垂线与∠A的平分线的交点在△ABC的外部，由于点O在BC的中垂线上，故OB=OC，由O在∠A的平分线上，故OD=OE．

[image: C39]
图10



所以△BOD≌△COE．

点D在线段AB上，而点E在边AC的延长线上．

由AD=AE，而AB=AD+BD，AC=AE-CE，

所以AB≠AC．

因错误图9的误导，产生了荒谬的结论．

从这一错误，提醒人们对几何图形的画法应注意尽量准确，不能因为是草图而随便乱画，这可能导致失误，这就是我们应吸取的教训．至于为什么点O在三角形外部的原因，学习到圆有关的知识，会发现点O恰在△ABC的外接圆上．

7. 小动物换座位

如图11，四个小动物交换座位．一开始，小鼠、小猴、小兔、小猫分别坐在1，2，3，4号位置上，以后按下列规则不断交换座位．第1次上、下两排交换，第2次左、右两排交换，第3次再上、下两排交换，第4次再左、右两排交换……这样一直换下去．问第30次交换座位后，小兔坐在第几号位上？
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要知道第30次交换后，小兔子坐在几号位上，应先从题意找出小兔子座位变化的规律．

起始时，小兔子在3号位上，第1次交换座位后到1号位，第2次到2号位上，第3次到达4号位上，第4次又回到3号位，如图12.

[image: 155]
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可以看出：每一次交换座位，小兔子的座位按顺时针方向转动一格，每4次交换座位，小兔子又回到原来的座位（3号位）．按此规律，第30次（30=4×7+2）交换座位后，小兔子应在2号位上．

“小动物换座位”这样的运动，在数学上称为“置换”，而小兔子座位改变的运动称为“旋转”．置换与旋转都是群论、几何学等数学分支中的重要概念．这道题虽然简单，其中却有不少道理．请读者再找出其他三个小动物座位变化的规律，第30次交换座位后，4号位上坐的是哪个小动物？

8. 猴子分花生

把1600颗花生分给100只猴子，证明：不管怎么分，至少有4只猴子分得的花生颗数一样多（有的猴子分不到花生也算一种分法）．并设计一种分法，使得没有5只猴子分得的花生颗数一样多．

这是一道流传很广的趣题．上世纪五、六十年代在北京市数学竞赛里也出现过．

至少有4只猴子分得的花生颗数一样多的反面是至多只有3只猴子分得的花生颗数一样多．这两个命题既不能都对，也不能都错．换句话说两者有且只有一个命题是对的．如果能证明其中一个命题不成立，那么另一个命题一定是正确的．

假设至多有3只猴子分得的花生颗数一样多．即

有3只猴子分得花生颗数为零；

有3只猴子分得花生颗数为1；

有3只猴子分得花生颗数为2；

……

有3只猴子分得花生颗数为32；

除了这3×33=99只猴子外，第100只猴子分得花生33颗．

这种分法，100只猴子共需花生：
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超过了1600颗，与已知条件有1600颗花生矛盾，所以“至多有3只猴子分得的花生的颗数一样多”是不成立的，所以至少有4只猴子分得的花生颗数一样多．

这一证明方法是“抽屉原则”的灵活运用．请读者证明下列命题．

有8只乒乓球盒子，每只盒子最多只能放6只乒乓球．证明至少有两只盒子里放的乒乓球个数一样多．

没有5只猴子分得的花生颗数一样多的分法是很多的．例如：

4只猴子分得花生0颗；

3只猴子分得花生1颗；

3只猴子分得花生2颗；

3只猴子分得花生3颗；

……

3只猴子分得花生31颗；

2只猴子分得花生32颗；

还有1只猴子分得花生48颗．共计

3×（1+2+3+…+32）-32+48=1600颗．

这一答案当然不是唯一的．读者还可作出其他的解．

9. 蒲丰投针问题

平面上画着一系列平行线，相邻两根平行线间的距离为a，向此平面任意投掷一长为l的针．试求此针与任一平行线相交的概率．

这是法国博物学家蒲丰提出并解决的著名几何概率问题．

可以通过实验求出这一概率p的近似值．通过投针n次，计算针与线相交的次数m，当n充分大时，[image: 156]


那么如何求p的准确值呢？我们下面先介绍一个假想的实验．

[image: C41]
图13



找一根铁丝弯成一圆圈，使其直径等于两相邻平行线之间的距离a，那么无论怎样扔下圆圈，都和平行线有两个交点，如图13中⊙O1
 ，⊙O2
 ，⊙O3
 ．如果掷n次，就和平行线相交2n次．如果把圆圈拉直成一根针，则针长EF=πa．这样，针EF与平行线相交的方式有：4个交点、3个交点、2个交点、1个交点以至无交点．由于这是随机过程的多次重复试验，总的可能性和它在圆圈形式下相同．因而将针EF掷n次，它与平行线相交的次数仍为2n次．经过重复多次（数千次）实验，证实针EF与平行线相交的次数m，随着实验次数n的增大，逐渐向2n逼近．

如果用不同长度的针l，l′投掷，它们与平行线相交的次数与针的长度l，l′成正比．

根据上述两个实验的启发与结论，可知针长为l的针与针长为πa的针EF，分别投掷n次，则它们分别与平行线相交的次数m与2n之比为l∶πa，

[image: 156-2]


可知p的准确值为[image: 156-3]
 这一结果可用积分法证明．

人们对蒲丰获得的结果十分感兴趣，显然，利用上式可求得π的近似值：[image: 156-4]


1901年意大利的拉泽里尼使用长l=0.83的针，在间隔距离为1的平行线上投掷了3408次，求出π的近似值为3.1415929．这不但为圆周率的研究开辟了一条新路，并逐渐发展成为一种新方法——统计试验法．

10. 斯坦纳-莱默斯定理

初学平面几何的学生都证明过“等腰三角形的底角平分线相等”．这是早在2000多年前欧几里得的《几何原本》中就已出现的定理．但是它的逆命题“如果三角形中两条内角平分线相等，则必为等腰三角形”，却迟迟到1840年才由莱默斯在给斯图姆的信中提出，信中要求给出这一命题的几何证明．斯图姆解决不了，就广泛地在数学界征求解答．最早由瑞士几何学家斯坦纳给出证明，因此就把这一定理叫做斯坦纳-莱默斯定理．此后这一问题引起许多数学爱好者的兴趣，陆续发表了许多不同证法，但大多用的都是反证法，斯坦纳的证法就是反证法．1850年，斯图姆给出的证明也是间接证法．100多年来，人们一直在探索简洁的直接证法．1961年美国科普作家加德纳全文转载了斯坦纳的证法，推波助澜，收到100多封来函．我国著名数学家吴在渊曾给出直接证法．这一问题貌似简单，但难度不小，这正是激起人们浓厚兴趣的原因．这是初中阶段的数学知识能涉及的近似于科学研究的课题，正因为难度较大，所以更具挑战性，更能锻炼人．

[image: C42]
图14



先从这一命题的反证法开始研究．

已知：如图14，在△ABC中，BD，CE分别为∠ABC，∠ACB的平分线，且BD=CE．

求证：AB=AC．


［证明］
 　过D，E分别作DF∥BE，EF∥BD，得[image: 156-i]
 EBDF，联结CF，有EF=BD=CE，∠CBD=∠EBD=∠EFD=α．

又∠BCE=∠DCE=β，∠ECF=∠EFC，

即　β+∠2=α+∠1．　①

如果∠ABC>∠ACB，即α>β，则由①，得∠2>∠1，DF>CD，即BE>CD．在△BCE与△CBD中，BD=CE，CB=BC，BE>CD，可知β>α．

这与假设∠ABC>∠ACB，α>β相矛盾，即∠ABC>∠ACB不成立．

如果∠ABC<∠ACB，即α<β，则由①，得∠1>∠2，CD>DF=BE.

同理，在△BCE与△CBD中，可知α>β，这仍然与假设∠ABC<∠ACB相矛盾．故∠ABC<∠ACB不成立．

所以∠ABC=∠ACB，AB=AC．


［点评］
 　这是运用知识最少、最简明的反证法之一，也是初中生都能接受的证法．

直接证法难度大大提升，要独立获证非花精力不可．下面先和同学们一起来欣赏德国数学家海丝的证法．

已知：如图15，在△ABC中，BD，CE分别为∠ABC，∠ACB的平分线，且BD=CE．

求证：AB=AC．

[image: C43]
图15




［说明］
 　在图15中，过D作∠BDF=∠BCE，且DF=BC．图中有意把DF画成不过点E，实际上，DF必过点E．这在命题获证以后，是可以证明的．但在命题的证明过程中绝对不可默认DF过点E，而加以应用，否则证明将陷入循环论证．图15中有意画成DF不过点E，目的就是在证明过程中，不可默认这一点，无意去利用它．


［证明］
 　过点D作∠BDF=∠BCE，并取DF=BC，使F与C分居于BD的两侧，如图15所示．

联结BF，由已知BD=CE，得△BDF≌△ECB．（SAS）

所以∠DBF=∠CEB，BF=BE．

联结CF，设∠ABC=2β，∠ACB=2γ，则∠FBC=∠DBF+β=∠CEB+β=180°-（2β+γ）+β=180°-（β+γ）．

∠CDF=∠CDB+∠BDF=∠CDB+∠BCE

=180°-（2γ+β）+γ=180°-（β+γ）．

因∠ABC+∠ACB=2β+2γ<180°，故β+γ<90°，故180°-（β+γ）>90°．

在钝角三角形△FBC与△CDF中，我们已经知道DF=BC，CF=FC，且∠FBC=∠CDF．

所以△FBC≌△CDF．（SSA）

故FB=CD，即BE=CD．于是在△BCD与△CBE中，三边分别相等，故△BCD≌△CBE，∠ACB=∠ABC，从而AB=AC．

△CBE（SSS）直通命题结论．

这一证法是直接证法中涉及知识点最少、过程最简明的一种，日本的《平面、立体几何》的作者秋山武太郎对此证法有很高的评价：“确实是巧妙的直接证明，今后恐怕不会有更高明的证法了．”

亲爱的读者，在欣赏了上述直接证法以后，你是否也想发现一种直接证法呢？

在本书探究应用篇的“三角形边角关系的发现”一文中的正弦定理、余弦定理或可助你一臂之力，请你重读一遍这篇研究课题，利用三角形的边角关系，你如果能用三角形三边a，b，c算出∠B，∠C两角的平分线之长，从它们相等，能否通向证明a=b呢？这是解决这一难题的好主意，而且对培养你的科学探索精神是非常有益的！

下面让我们再陪伴你走上这一“探险”的征途．

为了计算角平分线AD=ta
 之长，设BC=a，CA=b，AB=c，∠A=2α，∠ADC=θ，如图16．

[image: C44]
图16



在△ACD中，由正弦定理，有

[image: 157]






[image: 158]


如果AD=BE，则（a+c）2
 b（b+c-a）=（b+c）2
 a（c+a-b）．

所以a（b+c）2
 （c+a-b）+b（c+a）2
 （a-b-c）=0．

（a-b）［a（b+c）2
 +b（c+a）2
 ］+ac（b+c）2
 -bc（c+a）2
 =0，

（a-b）［a（b+c）2
 +b（c+a）2
 ］+c（ab2
 +2abc+ac2
 -bc2
 -2ab-a2
 b）=0，

（a-b）［a（b+c）2
 +b（c+a）2
 ］+c［-ab（a-b）+c2
 （a-b）］=0

（a-b）［a（b+c）2
 +b（c+a）2
 +c3
 -abc］=0．

因为a（b+c）2
 +b（c+a）2
 +c3
 -abc=ab2
 +2abc+ac2
 +bc2
 +2abc+a2
 b+c3
 -abc=ab（a+b）+c2
 （a+b+c）+3abc>0，

所以a-b=0，a=b，即△ABC是等腰三角形．

在上述求索过程中，第一阶段应用正弦定理、余弦定理，推求角平分线之长．主要依据方程思想，通过建立方程组，求未知量．为了求ta
 ，先要求CD，BD，由正弦定理，建立比例式，获得[image: 158-2]
 ，，下一步求ta
 时，借助于辅助未知量θ，建立方程①与②，然后通过消去θ，即可求得ta
 ．

[image: 158-3]


之后，由ta
 =tb
 ，推导a=b的过程，运算较繁，不少人往往望而生畏，止步不前，很易与成功失之交臂．这在科学史上屡见不鲜．在这种情况下，要培养坚韧的意志与毅力，勇往直前，成功就在脚下．

最后获得（a-b）［a（b+c）2
 +b（c+a）2
 +c3
 -abc］=0，就很易直接获得a=b．但在未证明a（b+c）2
 +b（c+a）2
 +c3
 -abc>0之前，还欠严密，应坚持转化为ab（a+b）+c2
 （a+b+c）+3abc>0，才算大功告成．

这样的探究意识，科学严谨的作风，只要坚持不懈，即使未取得成功，也是十分有益的．在科学探索的道路上失败总是多于成功，只要锲而不舍，像牛顿一样“老是想着它”，迟早会敲开成功的大门！



参考答案



练习与思考一



1. （1）设a=1996，则

原式=a［（a-2）104
 +a-3］-（a-2）（104
 a+a）

=104
 a2
 -2×104
 a+a2
 -3a-104
 a2
 -a2
 +2×104
 a+2a

=-a

=-1996.

[image: 160]


3. 设a=1999，则

[image: 160-2]


将原式的分子、分母的每个因式都乘以4，得

[image: 161]


6. 设把较小的三位数放在较大的三位数左边，中间点一个小数点所成的数为x，则把较大数放在较小数左边中间点一个小数点所成的数为6x，

∴x+6x=999，

∴x=142.857.

故较大数为857，较小数为142，两数之差为857-142=715或-715.

7. 设100=x，则

x（x+1）（x+2）（x+3）+1=（x2
 +3x）（x2
 +3x+2）+1

=（x2
 +3x）2
 +2（x2
 +3x）+1

=（x2
 +3x+1）2
 ，

∴100×101×102×103+1的算术平方根为

x2
 +3x+1=1002
 +300+1=10301.

8. 设每隔x分钟从起点站开出一辆电车，人与车的速度分别为v车
 ，v人
 ，则

[image: 161-2]


所以（12-x）v车
 =12v人
 ，又（x-4）v车
 =4v人
 ，

两者相除：[image: 161-3]


从而解得：x=6.

答：每隔6分钟从起点站开出一辆电车．



练习与思考二



1. （1）设两个奇数分别是2m+1，2n+1，其中m，n为整数，则2m+1-（2n+1）=2（m-n）.

∵m，n为整数，∴m-n是整数．

所以两个奇数之差为偶数．

（2）设两个奇数分别为2m+1，2n+1，其中m，n为整数，则

（2m+1）（2n+1）=4mn+2（m+n）+1.

∵m，n为整数，∴mn，m+n均为整数．

所以（2m+1）（2n+1）=2（2mn+m+n）+1为奇数．

（3）设一个奇数为2m+1，一个偶数为2n，其中m，n均为整数，∴m+n为整数．

∴2m+1+2n=2（m+n）+1，为奇数．

（4）假设同（3），则

（2m+1）2n=4mn+2n=2（2mn+n）.

而2mn+n为整数，所以（2m+1）·2n为偶数．

2. 设一个奇数为2n+1，其中n为整数，则

（2n+1）2
 -1=4n2
 +4n=4n（n+1）.

∵n为整数，∴n与n+1之中至少有一个是偶数，∴（2n+1）2
 -1=4n（n+1）必为8的倍数．

3. ∵n2
 +n+1=n（n+1）+1，

又n，n+1中至少有一个是偶数，

∴n2
 +n+1=n（n+1）+1=2m+1，其中n（n+1）=2m，

即n2
 +n+1必为奇数．

4. （n-1）2
 +n2
 +（n+1）2
 +（n+2）2
 -5=4n2
 +4n+1=（2n+1）2
 ，

∴（n-1）2
 +n2
 +（n+1）2
 +（n+2）2
 -5是奇数的平方．

5. 设三个连续奇数分别为2n-1，2n+1，2n+3，则

（2n-1）2
 +（2n+1）2
 +（2n+3）2
 +1=12n2
 +12n+12=12［n（n+1）+1］，

如第3题已证n2
 +n+1=n（n+1）+1为奇数．

所以（2n-1）2
 +（2n+1）2
 +（2n+3）2
 +1=12［n（n+1）+1］能被12整除，而不能被24整除．

6. 在④→⑤中等式两边都除以5-a，而a=5，5-a=0，所以出错．即由④推出⑤ a>5+a.

7. （1）∵x2
 +x+1=0，

∴（x-1）（x2
 +x+1）=x3
 -1，故x3
 =1.

[image: 162]


（3）xn
 +x-n
 =（x3
 ）n
 +（x-3
 ）n
 =1+1=2.

8. ∵n3
 -n=n（n2
 -1）=（n-1）n（n+1），由“2”整除问题例1，可知三个连续整数之积能被6整除．

9. 结论是一样多．


［证一］
 　设两瓶原有墨水的体积均为aml，甲瓶倒入乙瓶的红墨水为xml，搅匀后混合液每ml含红墨水[image: 162-2]
 ，每ml含蓝墨水[image: 162-3]
 可知甲瓶中含蓝墨水[image: 162-4]
 ，乙瓶中余留的红墨水为

[image: 162-5]


所以甲瓶中含蓝墨水为[image: 162-6]
 ，乙瓶中含红墨水也是[image: 162-7]



［证二］
 　两瓶体积相等的红、蓝墨水倒来倒去最终体积仍旧相等，则甲瓶中所失去红墨水的体积必为从乙瓶倒入的蓝墨水所填补，而乙瓶中失去的蓝墨水的体积被甲瓶倒入的红墨水所填补．无须计算即知甲瓶中所含蓝墨水与乙瓶中所含红墨水的体积必然相等．



练习与思考三



1. 设题中涉及的“恰好相等”的数为x，则2a+8=x，得a[image: 162-8]
 ，

[image: 162-9]


由a+b+c+d=43，可得方程

[image: 162-10]


化简为　77x=2772，∴x=36.

于是　[image: 162-11]


答：甲为14，乙为12，丙为9，丁为8.

2. 设火车速度为每秒xm，甲、乙两人的速度都是每秒1m.于是火车长为

15（x+1）与17（x-1）.（算两次）　

∴　15（x+1）=17（x-1）.

解得　x=16.

答：火车车身长为15（16+1）=255m.

3. 如图3-27，∵PA∶PB=5∶14.

∴不妨设PA=5x，PB=14x.

∵∠OPB=45°，∠OAB=45°，

∴A、P、O、B为点共圆．

从而有∠APB=∠AOB=90°，

∴（5x）2
 +（14x）2
 =1989.

解之，得x2
 =9，（x>0）即x=3.

∴PB=14x=42（cm）.

4. 14人分得金币数分别为

x-7，x-6，x-5，x-4，x-3，x-2，x-1，x，x+1，x+2，x+3，x+4，x+5，x+6，则它们的和为

14x-7=105，∴x=8.

所以分配的方案为1，2，3，…，13，14枚．

5. 设老爷爷x岁那一年正好公元x2
 年，建立方程，得[image: 163]
 =x（x>0）

这是一个恒等式，仍然无法求出x.

根据题意，可知x是两位数（因为老爷爷不满100岁），且

1890<x2
 <1990，

∵432
 =1849<1890，452
 =2025>1990，

而x为自然数，∴x=44.

老爷爷44岁那一年是公元442
 =1936年．

所以老爷爷1990年的年龄为

44+（1990-1936）=98（岁）.

这一问题说明解决问题的数学模型不一定是方程，实际上是一个混合组

[image: 163-2]


6. （1）已知抛物线的顶点为（2，3），所求二次函数可设为y=a（x-2）2
 +3.

又知抛物线过点（3，1），得

1=a（3-2）2
 +3.

所以a=-2，所求二次函数为y=-2（x-2）2
 +3，也就是y=-2x2
 +8x-5.

（2）当x=1或x=2时，y=0．所求二次函数可设为y=a（x-1）（x-2）.

又知当x=3时，y=4，得

4=a（3-1）（3-2）.

所以a=2，所求二次函数为y=2（x-1）（x-2），也就是y=2x2
 -6x+4.

（3）抛物线的对称轴为直线x=3，所求二次函数可设为y=a（x-3）2
 +k.

又知经过点（4，5）和（1，-1），得

[image: 164]


解这个方程组，得

a=-2，k=7.

因此，所求二次函数为y=-2（x-3）2
 +7，也就是

y=-2x2
 +12x-11.

（4）设所求二次函数为y=ax2
 +bx+c.

由已知，抛物线过（-1，2），（1，6），（2，11）三点，得

[image: 164-2]


解这个方程组，得

a=1，b=2，c=3.

因此，所求二次函数为y=x2
 +2x+3.


［说明］
 　（1）根据不同条件，选择适当的二次函数表达式，会便于求得待定系数和解析式．一般说来，待定系数的个数越少越好．

（2）要求n个待定系数，就要列出n个方程．第（1）、（2）两题只设一个待定系数，只要列一个方程；第（3）题设了两个待定系数，要列两个方程；第（4）题设了三个待定系数，就列出三个方程．

7. y1
 与x成正比例，y2
 与x-2成反比例，就有[image: 164-3]
 都是非零常数）.

（1）设所求的函数解析式为

[image: 164-4]


已知x=-2时，y=-7；x=3时，y=13，得

[image: 164-5]


解这个方程组，得

k1
 =3，k2
 =-4.

因此，所求函数解析式是[image: 164-6]


（2）当x=5时，

[image: 164-7]


8. （1） ∵x2
 -mx-2m2
 =（x-2m）（x+m），

∴y=-（x+m）（x-2m）. ∵点A在点B的左边，m>0，

∴A（-m，0），B（2m，0）.

（2）延长BD至F使BD=DF，联结CF，则BOFC是平行四边形，|CF|=|OB|. ∵|OB|=2m，∴|CF|=2m.

∵CF∥AB，|AB|=2m-（-m）=3m，

△CEF∽△AEB，

[image: 165]


（3）∵点C，A到y轴的距离相等，

∴CF与y轴的交点N平分CF，∵|CF|=2m. ∴点C的坐标为（m，2m2
 ）.

（以x=m代入抛物线y=-（x+m）（x-2m），得y=2m2
 ）

[image: 165-2]


∴抛物线的解析式为y=-x2
 +2x+8．点C的坐标为（2，8），点B的坐标为（4，0），点D的坐标为（1，4）.

设直线BE的解析式为y=kx+b，则

[image: 165-3]


解得[image: 165-4]
 ，∴直线BE的解析式为

[image: 165-5]


9. （1）∵抛物线过点M（-1，2），N（1，-2），

[image: 165-6]


（2）设A、B两点的坐标分别为（-x1
 ，0）、（x2
 ，0），（x1
 >0，x2
 >0）. ∵OC2
 =OA·OB，

[image: 165-8]


而a+c=0，从而解出a=1，c=-1.

∴抛物线的解析式为y=x2
 -2x-1.

（3）由（2）有C（0，-1），[image: 165-9]


∵y=x2
 -2x-1=（x-1）2
 -2，∴对称轴的方程为x=1.

∵点P在对称轴上，

∴△PAC的周长为PA+PC+AC=PB+PC+AC.

当PB与PC在同一直线上时，△PAC的周长最小．设过点[image: 165-10]
 与点C（0，-1）的直线的解析式为：

[image: 166]


10. 设A在OB直线上的射影为D，如图．

[image: 3-34]
（第10题）



∵AD=BD，∴10+BD=ADcot30°，

[image: 166-2]


∴此舰继续向东航行无危险．

11. 如图，以A为圆心，200km为半径作圆与射线BF交于C，D*两点．过A与BF垂直的射线交BF于M点．∵BA=300km，∠ABF=90°-60°=30°，∴AM=BAsin30°=150（km）<200km，

[image: 3-35]
（第11题）



从而知A市必将受沙尘暴影响．

[image: 166-3]


∴A市受沙尘暴影响的时间为

[image: 166-4]






[image: 3-36-1]
（a）



当点M与点O重合时，

∵∠BAO=60°，

∴AO=2AP.

[image: 166-5]


∴t=2.

（3）（i）当0≤t≤1时，见图（b）.

[image: 3-36-2]
（b）



设PN交EC于点G，

重叠部分为直角梯形EONG，

作GH⊥OB于H.

[image: 167]


∴HN=2，

∵PM=8-t，

∴BM=16-2t，

∵OB=12，

∴ON=（8-t）-（16-2t-12）=4+t，

∴OH=ON-HN=4+t-2=2+t=EG，

[image: 167-2]


∵S随t的增大而增大，

∴当t=1时，[image: 167-3]


（ii）当1<t<2时，见图（c）.

[image: 3-37]
（c）



设PM交EC于点I，

交EO于点F，PN交EC于点G，

重叠部分为五边形OFIGN.

[image: 167-4]


（iii）当t=2时，MP=MN=6，即N与D重合，设PM交EC于点I，PD交EC于点G，重叠部分为等腰梯形IMNG，见图（d）.

[image: 3-38]
（d）

（第12题）







[image: 167-5]


13. ∵[image: 167-6]
 ，

[image: 168]


所以四边形ABCD是梯形，选C.

[image: 168-2]




练习与思考四



1. 原式=（x+y）3
 -3xy（x+y）+z3
 -3xyz

=（x+y+z）3
 -3（x+y）z（x+y+z）-3xy（x+y+z）

=（x+y+z）［（x+y+z）2
 -3（x+y）z-3xy］

=（x+y+z）（x2
 +y2
 +z2
 +2xy+2yz+2zx-3xz-3yz-3xy）

=（x+y+z）（x2
 +y2
 +z2
 -xy-yz-zx）.

∴x3
 +y3
 +z3
 -3xyz=（x+y+z）（x2
 +y2
 +z2
 -xy-yz-zx）.

又　x2
 +y2
 +z2
 -xy-yz-zx=[image: 168-3]
 （2x2
 +2y2
 +2z2
 -2xy-2yz-2zx）

　　　　　　　　　　　 =[image: 168-3]
 （x2
 -2xy+y2
 +y2
 -2yz+z2
 +z2
 -2zx+x2
 ）

　　　　　　　　　　　　=[image: 168-3]
 ［（x-y）2
 +（y-z）2
 +（z-x）2
 ］，

∴x3
 +y3
 +z3
 -3xyz=[image: 168-3]
 （x+y+z）［（x-y）2
 +（y-z）2
 +（z-x）2
 ］.


［附注］
 　这一乘法公式，可以引出许多问题，有兴趣的读者可以研究下去，可以作写“小论文”的材料．

2.　（x+a）（x+2a）（x+3a）（x+4a）+a4


=［（x+a）（x+4a）］［（x+2a）（x+3a）］+a4


=（x2
 +5ax+4a2
 ）（x2
 +5ax+6a2
 ）+a4


=（x2
 +5ax+5a2
 -a2
 ）（x2
 +5ax+5a2
 +a2
 ）+a4


=（x2
 +5ax+5a2
 ）2
 -a4
 +a4


=（x2
 +5ax+5a2
 ）2
 .

3. ∵（x-1）2
 =|x-1|2
 ，设y=|x-1|，

则原方程化为y2
 -2y-15=0.

（y-5）（y+3）=0，

∴y=5或y=-3.

但　y=|x-1|≥0，∴y=5.

即　|x-1|=5. ∴x-1=±5，x=6或x=-4.

4. 设y=2x+5，则原方程化为

（y-2）4
 +（y+2）4
 =82，

∴y4
 +24y2
 -25=0，

（y2
 -1）（y2
 +25）=0，

∴y2
 =1，即2x+5=1或2x+5=-1.

即　x=-2或x=-3.

5. 令y=x-a，则原方程化为

y（y-b）=1.

即　y2
 -by-1=0，

∵Δ=b2
 +4>0，∴x-a有两个实数解，

即x有二实数根，故（x1
 -a）（x2
 -a）=-1<0.

∴x1
 ，x2
 中一个大于a，另一个小于a.

（即x1
 -a与x2
 -a中一个为正，另一个为负）

6. 设[image: 169]
 ，则原方程化为

y2
 -2y-15=0，

（y-5）（y+3）=0，

∵y≥0，∴y+3≠0，

∴y=5.

即

x2
 +18x+45=25，

x2
 +18x+20=0.

∵Δ=182
 -4×20>0，

∴两实根之积为20.

7. 设[image: 169-2]


则　u-v=2.　①

又　u2
 -v2
 =16，　②

②÷①:u+v=8，　③

①+③:2u=10，u=5.

x2
 +3x+7=25　即　x2
 +3x-18=0，

（x+6）（x-3）=0，

∴x=-6或x=3.

经检验原方程之根为x1
 =-6，x2
 =3.

[image: 169-3]






[image: 170]


10. 设u=x+2，v=y+3，则原方程组化为

[image: 170-2]




练习与思考五



1. 如图，取对角线BD的中点M，联结M，E；M，F.

EM∥AB，MF∥CD，

∠MEF=α，∠MFE=β，

∵α=β，∴ME=MF.

但AB=2ME，CD=2MF，

∴AB=CD.

[image: 5-32]


（第1题）

2. 将点A沿与河岸垂直方向平移到点A′，使AA′=河宽．联结A′B交河对岸于点D，在D处搭一桥CD，如图，则

[image: 5-33]


（第2题）

AC+CD+BD=A′D+CD+BD.

若在其他地点C′，D′搭桥，则

AC′+C′D′+D′B=A′D′+C′D′+BD′.

∵A′D′+BD′>A′B，CD=C′D′，

∴AC′+C′D′+BD′>AC+CD+BD.

3. 如图，将△BAE绕点B旋转90°到达△BCH．因BA=BC，∠BAD=∠BCH=90°.所以D，C，H三点共线．

[image: 5-34]
（第3题）



CH=AE，∠CBH=∠ABE=α，由于∠EBF=45°，

故∠ABE+∠CBF=α+β=90°-∠EBF=45°.

∴△FBH≌△FBE，△EBF的高BG（BG⊥EF）与△HBF的高BC（BC⊥FH）相等． ∴BG=a（定值）.

4. 如图，将△AOB绕点B旋转60°，到达A′O′B，则△BOO′是正三角形．∠BOO′=60°=∠BO′O，

[image: 5-35]
（第4题）



∴C，O，O′，A′四点共线．

AO+BO+CO=O′A′+OO′+CO=CA′.

将△APB绕点B旋转60°到达△A′P′B，则△BPP′是正三角形，

BP=PP′，A′P′=AP，

AP+BP+CP=A′P′+PP′+CP>CA′=AO+BO+CO.

5. （1）如图5-27所示．

（2）A′（2，3），B′（3，1），C′（-1，-2）.

6. 如图所示．

[image: 5-36]
（第6题）



7. 按题设如图5-29，易知△BCD≌△BED，从而有

CD=DE，BC=BE，

△AED的周长为p=AD+DE+AE

=AD+DC+AB-BE

=AC+AB-BC

=6+10-7

=9（cm）.

8. ［分析］
 　如图5-30，此题已知条件AE平分∠A及BD⊥AE，可考虑将△ABD绕AD翻折，根据轴对称图形性质添辅助线，使AF=AB；然后根据等底同高的三角形面积相等来证明．


［证明］
 　分别延长BD，AC，交于F，联结EF.

∵AE平分∠FAB，AD⊥BF，AD为公共边．

∴Rt△ADF≌Rt△ADB，

∴AB=AF=3AC.

∵AC+CF=AF，∴CF=2AC.

故S△BCF
 =2S△ABC
 ，S△CEF
 =2S△ACE
 ，

两式相减，有S△BEF
 =2S△ABE
 ，又BD=DF，

∵S△BDE
 =S△FDE
 ，∴S△ABE
 =S△BDE
 .从而有AE=DE.


［说明］
 　角是以其角平分线为对称轴的轴对称图形，因此碰到有角平分线的图形，往往通过轴对称变换来解．

9. ∵BD平分∠ABC，∴点A关于BD的对称点F在BC上，AD=DF，

∵AE=EC，∴DE∥BC.

10. 如图，在已知△ABC的边AB上取一点P，过点P作BC的垂线，垂足为Q．以PQ为一边作正方形PQRS，联结BS延长交AC边于点D，过点D作DE∥BC交边AB于E．分别过D、E作BC的垂线，交BC于F，G，则四边形DEFG即△ABC的内接正方形．

[image: 5-37]
（第10题）



∵正方形PQRS与四边形EFGD是以点B的位似中心的位似形．所以四边形EFGD也是正方形．即所求作的△ABC的内接正方形．



练习与思考六



1. 在按题中的方式确立的直角坐标平面内，可以写出A、B、C三点的坐标，从而能确定抛物线的解析式．由DE∥AB且OM=0.45cm，即直线DE的解析式为[image: 171]
 ，卢浦大桥拱内实际桥长就是直线DE和抛物线的交点D，E间的实际长度．

[image: 172]


2. 用几何证法和代数法均可以解决此题．考虑到CD为斜边AB的中线，有结论CD=AD，我们不妨设∠A=α，用代数法通过计算来证得结论．


［证一］
 　（几何证法）作高线CF即可得证，如图6-19所示，请读者自证．


［证二］
 　（用代数法证）设∠A=α，

因为CD=AD，所以∠ACD=∠A=α，

∠CDB=2α，

∠CDG=90°+2α，∠DCE=45°-α.

又因为

∠G=180°-∠DCE-∠CDG

=180°-（45°-α）-（90°+2α）

=45°-α=∠DCE，

所以DG=CD.

3. 用代数的方法（即计算法，这里是采用了作差的方法）证几何不等式，也是数形结合思想的体现，以代数方法解决几何问题．


［证明］


4P2
 -3S=（a+b+c）2
 -3（ab+bc+ca）

=a2
 +b2
 +c2
 -ab-bc-ca

=[image: 172-2]
 ［（a-b）2
 +（b-c）2
 +（c-a）2
 ］≥0，

所以，4P2
 ≥3S.

又　4S-4P2
 =4（ab+bc+ca）-（a+b+c）2


=2（ab+bc+ca）-a2
 -b2
 -c2


=a（b+c-a）+b（a+c-b）+c（b+a-c）>0，

所以4S>4P2
 ，所以3S≤4P2
 <4S.


［说明］
 　利用三角形的面积关系及代数的有关知识进行恒等变形以解决几何问题，也是数形结合的一种方式．

4. 这是函数与几何的综合题，属于典型的数形结合．求A、B两点的坐标，可以运用函数与方程的关系来获取．在解决探索“在抛物线上是否存在一点P（点C除外），使△APB的面积等于△ABC的面积”的时候，可以通过形来判断，由△APB与△ABC面积相等且同底，故它们的高相等．

（1）由抛物线的对称轴是直线[image: 172-3]


所以，抛物线的解析式是[image: 172-4]


当y=0时，得方程[image: 173]
 ，解得x1
 =1，x2
 =-4.

所以，点A、B的坐标分别是A（1，0），B（-4，0）.

（2）由（1）得，当x=0时，y=-2．所以，C（0，-2）.

于是，OA=1，OB=4，OC=2．所以[image: 173-2]
 ，又由

∠AOC=∠COB=90°，得△ACO∽△CBO.

（3）存在．

[image: 173-3]



［说明］
 　一般情况下，我们根据点P的特征来设定坐标，继而用方程计算和判定是否存在这样的点．其实，在图形中根据C（0，-2）知OC=2，即直线y=-2和直线y=2与抛物线[image: 173-4]
 相交，是否存在满足要求的交点和交点个数的问题．在这里形又很直观地揭示了问题的本质．

5. 由A（3，0）且AC=2，知C（5，0）或（1，0），以形析数，可以看出当C（5，0）时不符合tan∠BCO>tan∠BAO，所以舍去．用待定系数法来求出抛物线的解析式．对以点A，P，D为顶点的三角形与△ABO相似要进行分类讨论．“使△ADE的面积等于四边形APCE的面积”的认识，结合图形可以发现其实质就是S△CDE
 =S△ACP.


（1）当y=0时，-2x+6=0，解得x=3，所以A（3，0）.

当x=0时，y=6，所以B（0，6）.

设C（m，0），由题设，AC=｜m-3｜=2，

所以m1
 =5，m2
 =1.

当m1
 =5时，tan∠BCO<tan∠BAO，舍去，所以m=1.

抛物线y=ax2
 +bx+c经过A、B、C三点，得方程组

[image: 173-5]


所以，所求抛物线的解析式是y=2x2
 -8x+6.

（2）过点D作x轴的垂线交直线y=-2x+6于P1
 ，作直线y=-2x+6的垂线，垂足为P2
 ，如图6-21所示．

于是有△AP1
 D∽△ABO，或△ADP2
 ∽△ABO，又AO=3，BO=6，AD=5.

设P（x，y），则y=-2x+6，

当△AP1
 D∽△ABO时，得[image: 173-6]
 ，

所以P1
 D=10，

所以P1
 （-2，10）.

当△ADP2
 ∽△ABO时，

过点P2
 作P2
 F⊥AD，垂足为F，

可以证明△AFP2
 ∽△P2
 DF，

所以P2
 F2
 =AF·DF，

而AF=3-x，P2
 F=y，DF=x+2，

所以y2
 =（3-x）（x+2），又y=-2x+6，

解得x=2，y=2，所以P2
 （2，2）.

所以所求点P的坐标为P1
 （-2，10）、P2
 （2，2）.

（3）存在．

设E（x，y），则由题设知，y<0.

因为y=2x2
 -8x+6=2（x-2）2
 -2，

所以抛物线的顶点是M（2，-2），

当△ADE的面积等于四边形APCE的面积时，得S△CDE
 =S△ACP.


[image: 174]


6. （1）如图，联结FH，则FH∥BE且FH=BE，在Rt△DFH中，DF=3a-a=2a，FH=a，∠DFH=90°，

[image: 174-2]


[image: 175]


余同上解．

[image: 6-27]
（第6题）







7. （1）（5，2）、（e+c，d）、（c+e-a，d）.

[image: 6-28]
（第7题）



（2）分别过点A，B，C，D作x轴的垂线，垂足分别为A1
 ，B1
 ，C1
 ，D1
 ，分别过A，D作AE⊥BB1
 于E，DF⊥CC1
 于点F．在平行四边形ABCD中，CD=BA，又∵BB1
 ∥CC1
 ，∴∠EBA+∠ABC+∠BCF=∠ABC+∠BCF+∠FCD=180°.

∴∠EBA=∠FCD.

又∵∠BEA=∠CFD=90°，

∴△BEA≌△CFD.

∴AE=DF=a-c，BE=CF=d-b.

设C（x，y）.由e-x=a-c，得x=e+c-a.

由y-f=d-b，得y=f+d-b. ∴C（e+c-a，f+d-b）.

（3）m+a=c+e，n+b=d+f.或m=c+e-a，n=d+f-b.

（4）若GS为平行四边形的对角线，由（3）可得P1
 （-2c，7c）.要使P1
 在抛物线上，则有7c=4c2
 -（5c-3）×（-2c）-c，即c2
 -c=0. ∴c1
 =0（舍去），c2
 =1．此时P1
 （-2，7）.

若SH为平行四边形的对角线，由（3）可得P2
 （3c，2c），同理可得c=1，此时P2
 （3，2）.

若GH为平行四边形的对角线，由（3）可得P3
 （c，-2c），同理可得c=1，此时P3
 （1，-2）.

综上所述，当c=1时，抛物线上存在点P，使得以G，S，H，P为顶点的四边形是平行四边形．符合条件的点有P1
 （-2，7），P2
 （3，2），P3
 （1，-2）.

8. （1）已知点D、E的坐标分别为（0，2），（12，20）.

设火球运行轨迹的抛物线对应的函数解析式为：y=a（x-12）2
 +20（a<0）.

[image: 175-2]


解①②，得x=20，y=12故点C为（20，12）代入抛物线的对应解析式检验：

[image: 175-3]
 可知抛物线恰好过点C，所以火球能点燃目标（火炬）C.

9. 自A向BF引垂线AM，若AM<200km，那么A城将受到台风影响．以A为中心，200km为半径作圆弧与BF交于两点C，D，则台风中心经过线段CD时，A城都将受到台风的影响．求出CD之长就不难求出台风影响A城的时间．

（1）自A引AM⊥BF，垂足为M．在Rt△ABM中，已知AB=300（km），∠ABF=90°-60°=30°，

∴AM=ABsin30°=150（km）<200（km）.

所以A城在台风影响的区域内，将受到此次台风的影响．

[image: 176]


10. （1）解方程x2
 -12x+27=0，得x1
 =9，x2
 =3.

∵A在B的左侧，

∴OA=3，OB=9，∴AB=OB-OA=6.

∴⊙M的直径为6.

[image: 6-29]
（a）



（2）如图（a），过N作NC⊥OM，垂足为C，联结MN，则MN⊥ON，

[image: 176-2]


设直线ON的解析式为y=kx（k≠0），

[image: 176-3]






[image: 6-30]
（b）

（第10题）



（3）如图（b），T1
 ，T2
 ，T3
 ，T4
 为所求作的点，△OT1
 N，△OT2
 N，△OT3
 N，△OT4
 N为所求等腰三角形．


［说明］
 　这一试题综合性较强．如果不能综合应用圆与三角比的知识是难以取得突破的．抓住Rt△OMN与Rt△ONC，利用三角比求出∠MON=30°，则不难获得点N的坐标，一切都可顺利获解．

使△OTN为等腰三角形的点T有四种可能，如稍有疏忽易产生失解．
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[image: 7-16]
（第1题）



[image: 176-4]


当x<-1时，y=｜｜x｜-1｜=-x+1;

当-1≤x≤0时，y=｜-x-1｜=x+1;

当0≤x≤1时，y=｜x-1｜=1-x;

当x>1时，y=｜x-1｜=x-1.

[image: 7-17]
（第2题）



2. 当x<-1时，

｜x+1｜+｜4-x｜

=-x-1+4-x

=3-2x<6.

[image: 177]
 ，这与x<-1矛盾，所以在x<-1时，不等式无解；

[image: 177-2]
 <x<-1时，｜x+1｜+｜4-x｜=-x-1+4-x=3-2x<6．原不等式成立．

当-1≤x≤4时，｜x+1｜+｜4-x｜=1+4=5<6．所以-1≤x≤4时，原不等式成立；

当[image: 177-3]
 时，｜x+1｜+｜4-x｜=x+1+x-4=2x-3<6，

∴[image: 177-4]
 时，原不等式成立．

[image: 177-5]






[image: 7-18]
（第3题）



3. 当x≥1，y≥-2时，

曲线的方程为

x-1+y+2=3，

即　x+y=2;

其图像为以A（1，1）、D（4，-2）为端点的线段；

当x≤1，y≥-2时，曲线方程为1-x+y+2=3，即-x+y=0;其图像为以A（1，1）、B（-2，-2）为端点的线段；

当x≤1，y≤-2时，曲线方程为1-x-y-2=3，即x+y=-4；其图像为以B（-2，-2）、C（1，-5）为端点的线段；

当x≥1，y≤-2时，曲线的方程为x-y=6．其图像为以C（1，-5）、D（-2，-2）为端点的线段．

曲线为菱形ABCD（如图第3题）的周界，周界长为：

[image: 177-6]


4. ∵（n+1）3
 +（-n）3
 +（-n）3
 +（n-1）3
 =6n.

∴凡是6的倍数都可表示为

（n+1）3
 +（-n）3
 +（-n）3
 +（n-1）3
 +03
 .

再证另五类，即6除余1，2，3，4，5，都可表示为：6n+1=（n+1）3
 +（-n）3
 +（-n）3
 +（n-1）3
 +13
 .

6n+2=6（n-1）+23
 ；6n+3=6（n-4）+33
 ;

6n+4=6（n+2）+（-2）3
 ；6n+5=6（n+1）+（-1）3
 .

综上所述，任何整数可表示为五个整数的立方之和．

5. 如图，和这两个圆同时外切的圆有两个，同时内切的圆只有一个，一个内切一个外切的圆有两个，故选D.

[image: 7-19]
（第5题）



6. 这是因为任意自然数除以3所得的余数只有三类：即余数为0，或1，或2．我们把5个自然数按除以3所得的余数分别放入三个盒子：

余数为0，余数为1，余数为2.

那么只可能出现以下两种情况：

（i）没有一只盒子里有三个数，则每只盒子里至少有一个数．这时可在每只盒子里各取一个自然数，即取3k1
 ，3k2
 +1，3k3
 +2，相加S=3k1
 +3k2
 +1+3k3
 +2=3（k1
 +k2
 +k3
 +1），

其中k1
 ，k2
 ，k3
 都是非负整数，所以k1
 +k2
 +k3
 +1也是整数，即S为3的倍数．

（ii）有一只盒子里有3个以上的自然数，从中取出3个，则此三个自然数之和S为

3k1
 +3k2
 +3k3
 =3（k1
 +k2
 +k3
 ）；

或3k1
 +1+3k2
 +1+3k3
 +1=3（k1
 +k2
 +k3
 +1）；

或3k1
 +2+3k2
 +2+3k3
 +2=3（k1
 +k2
 +k3
 +2）；

其中k1
 ，k2
 ，k3
 都是非负整数，因为k1
 +k2
 +k3
 ，k1
 +k2
 +k3
 +1，k1
 +k2
 +k3
 +2均为整数，所以S必为3的倍数．

综上所述，从任意五个自然数中总可选出3个其和必为3的倍数．

7. （1）如图（a），以正方形对角线AC，BD的交点O为圆心，OA为半径的圆，符合李大爷新建要求的鱼塘，其面积[image: 178]


[image: 7-20]
（第7题）



（2）如图（b），过A作直线l，过B作l的垂直线l1
 ，过C作直线l的平行线，过D作l1
 的平行线，则此四直线围成的四边形A1
 B1
 C1
 D1
 是符合李大爷要求的新建正方形鱼塘．由作法可知：

Rt△AA1
 B≌Rt△BB1
 C≌Rt△CC1
 D≌Rt△DD1
 A.

AA1
 =BB1
 =CC1
 =DD1
 ，A1
 B=B1
 C=C1
 D=D1
 A，

令AA1
 =x，D1
 A=y，则x2
 +y2
 =a2
 ，x2
 +y2
 +2xy=（x+y）2
 .

[image: 178-2]


而新建鱼塘面积S=（x+y）2
 .

（3）新建的正方形鱼塘有最大面积．

（4）新建的鱼塘的最大面积为2a2
 .

8. （1）GH=2；

[image: 178-3]


（3）△PGH是等腰三角形有三种可能情况：

（i）GP=PH，即[image: 178-4]
 经检验符合题意；

（ii）GP=GH，即[image: 179]
 ，解得x=0，经检验是原方程的根，但不合题意；

（iii）PH=GH，即x=2.

综上，可知如果△PGH是等腰三角形，那么线段PH的长等于[image: 179-2]
 或2.

9. （1）设点A、B的坐标分别为（x1
 ，0）、（x2
 ，0），（x1
 <0，x2
 >0）

∵BO=2AO，∴x2
 =-2x1
 .　①

且x1
 ，x2
 是方程[image: 179-3]
 的两个根，即方程4x2
 -2mx-5m-12=0的两个根．

根据韦达定理，有

[image: 179-4]


∴点A（-2，0），B（4，0），C（1，4）.

设直线BC的解析式为y=kx+b，则

[image: 179-5]






（2）抛物线的对称轴为：x=1，与x轴交于D．点P在x=1上，过P作BC的垂线，垂足为E．点P有两种情况：点P在第一或第四象限内．当点P在第一象限内时，如图（a）.

[image: 7-21]
（a）



∵⊙P与x轴、直线BC相切，

∴PD=PE.

从此可推出BD=BE=3.

[image: 179-6]


设点P的坐标为（1，r），则CE=5-3=2.

∵｜PC｜2
 =｜PE｜2
 +｜CE｜2
 .

∴（4-r）2
 =r2
 +4，解得[image: 179-7]


∴点P的坐标为[image: 180]


[image: 7-22]
（b）

（第9题）



当点P在第四象限内时，如图（b）.

设点P的坐标为（1，-r），

∵⊙P与x轴、BC相切，

∴BD=BE=3，

CE=BC+BE=8.

∵｜CP｜2
 =｜PE｜2
 +｜CE｜2
 ，

∴（4+r）2
 =r2
 +82
 ，解得r=6.

所以点P的坐标为（1，-6）.

这道题以考查方程思想为中心，联系了韦达定理和圆、一次函数、二次函数的基础知识，很有典型意义．
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[image: 180-2]


2. 如图8-10，延长BA至D，使AD=AB．联结PD.

∵∠CAP=∠DAP，

又AB=AC，从而AC=AD.

∵AP为△ACP与△ADP的公共边．

∴△ACP≌△ADP，从而PC=PD.

∵PB+PD>BD，且BD=AB+AC，

∴PB+PC>AB+AC.

从图8-9中，你还发现什么有意义的图形性质，请证明你的判断．

3. 从∠ABC=∠BCD=∠CDE=45°，可知[image: 180-3]
 ，可知∠CBE=45°.

所以∠ABE=45°+45°=90°，同理

∠ADE=90°.故AE是圆的直径．且[image: 180-4]
 所以CD=BE=BC=AD.

所以AB2
 +CD2
 =AB2
 +BE2
 =AE2
 ，BC2
 +DE2
 =AD2
 +DE2
 =AE2
 ，

所以AB2
 +CD2
 =BC2
 +DE2
 .


［说明］
 　本题证明的方法很多，关键在于圆上的等角变换．在∠ABC中，将角顶B移动到D，则∠ADC=∠ABC=45°，将∠BCD的角顶C移动到E，则∠BED=∠BCD=45°.顶点在圆弧上滑动，角的大小不变，这一方法应用十分广泛．

4．欲证HD=DE，已知HD⊥CD，只要证：CH=CE，∠HEC=∠CHE．但∠HEC=∠AEC，角顶E移动到B，可知∠ABC=∠HEC．因为CF⊥AB，AD⊥BC，所以∠BFC=∠ADB=90°.

所以B、D、H、F四点共圆，知∠CHE=∠FBD=∠ABC.

所以∠HEC=∠CHE，CH=CE，且CD⊥HE，所以HD=DE.

5. 欲知△ABC的外接圆O的直径与边长BC之间的联系，可以如图（a），过点C引圆O的半径CO，延长交圆O于点D，联结BD，则有∠BAC=∠BDC，且∠CBD=90°，

[image: 8-16]
（a）



所以BC=CDsin∠BAC．若记∠BAC为A，CD=2R，

所以BC=2RsinA．对A角的边BC，一般记作a，

故有a=2RsinA.

如果∠A为钝角，如图（b），则∠BDC+∠A=180°，a=BC=CDsin（180°-A）=2RsinA．这在三角比推广到钝角时，有sin（180°-A）=sinA.

[image: 8-17]
（b）

（第5题）



所以无论是锐角三角形或钝角三角形，都有

a=2RsinA.

同理，有b=2RsinB，c=2RsinC.

所以[image: 181]



［说明］
 　这就是三角形边角关系中的正弦定理的另一种证明，请参阅探究用篇中“三角形边角关系的发现”．有了正弦定理、余弦定理与三角形积公式，将快速提升探索规律的能力．

6. 欲证BC=AE+BG，只要证BG=BE，为此只要证：∠EFB=∠GFB.

（1）因为O1
 C为圆O2
 的直径，

所以∠O1
 FC=90°，∠1+∠BFC=90°，

因为O1
 B=O1
 F，所以∠1=∠2，因为FE⊥AB，∠EFB+∠2=90°，

所以∠EFB=∠BFC，EF⊥AB，BG⊥CF，所以BE=BG．因为AE+BE=AB=BC所以AE+BG=BC.

[image: 181-2]



［说明］
 　第（1）小题证明的关键仍是圆上的等角变换．第（2）小题，利用角的变换，由[image: 181-3]
 作过渡，分别获得AE=k，EF=2k=FG，BE=BG=4k.而求得[image: 181-4]
 ，从而取得突破．这在中考几何题中是难度较大的．近年几何证明的难度在下降，但对圆上的等角变换仍是必考的内容．

7. 为研究AP·QA变化的规律，先从PQ的特殊位置研究起．当PQ与圆O的直径AOE垂直时，即PQ在P1
 Q1
 的位置，则P1
 A=Q1
 A，∠P1
 EA=∠AQ1
 P1
 =∠AP1
 Q1
 .

所以△AP1
 D1
 ∽△AEP1
 ，[image: 181-5]


故[image: 181-6]


即AP1
 ·Q1
 A=2Rr（定值）.

当PQ位置变动时，AP·QA的值是否仍为2Rr？

[image: 182]


8. ∵AE=AB=BF，又BC=AD=2AB，

∴BE=BC，AD=AF．即△BCE与△ADF都是等腰三角形．

∴∠BEC=∠BCE，∠AFD=∠ADF.

∵∠BEC=∠DCE，∠AFD=∠CDF，

∴∠DCE=∠BCE，∠CDF=∠ADF.

∵∠ADC+∠BCD=180°，

∴∠ACE+∠CDF=90°.故CE⊥DF.

[image: 182-2]


10. ∵a+b+c=0，abc=1>0，

∴a、b、c中至少有一个正数，而另两个为负数．

[image: 182-3]


11. AB=2l，甲走完全程2l用时间th，则

[image: 182-4]


设乙走完全程2l所需时间为Th，

[image: 182-5]


所以甲比乙先到达B.

12. 如图，设∠A=θ，AB=c，则

BC=csinθ，AC=ccosθ，

CD=ACsinθ=ccosθsinθ.

∵AB+CD-AC-BC

=c（1+sinθ-sinθ-cosθ）

=c（1-sinθ）（1-cosθ），

∵θ是锐角　∴0<sinθ<1，0<cosθ<1.

∴AB+CD-AC-BC=c（1-sinθ）（1-cosθ）>0.

所以AB+CD>AC+BC.

[image: 8-18]
（第12题）
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[image: 183]


3. 设a=x2
 -2x-3，则|a|+a=0，即|a|=-a.

∴a≤0．故x2
 -2x-3≤0即（x-3）（x+1）≤0

∴此方程的解为-1≤x≤3．即在-1与3之间的一切实数，包括-1与3在内．

[image: 183-2]


5. 原式=1+a+b+c+ab+bc+ca+abc

=a+ab+ca+abc+1+b+c+bc

=a（1+b+c+bc）+（1+b+c+bc）

=（1+b+c+bc）（1+a）

=（1+b）（1+c）（1+a）.

6. ∵（a2
 b+b2
 c+c2
 a）-（ab2
 +bc2
 +ca2
 ）

=（b-c）a2
 +（c2
 -b2
 ）a+bc（b-c）

=（b-c）［a2
 -（b+c）a+bc］

=（b-c）（a-b）（a-c）>0，

∴a2
 b+b2
 c+ca2
 >ab2
 +bc2
 +ca2
 .


［说明］
 　5，6两题都以a为主元，将欲证之式化归为以a为主元的变项式，使问题获解．

7. ∵yz+y+1=yz+y+xyz=y（z+1+xz），

xy+x+1=xy+x+xyz=x（y+1+yz）=xy（1+z+zx），

[image: 184]






8. 过C作CE⊥AB，E为垂足，如图所示．

[image: 9-16]
（第8题）



∵CE∥DB，CD∥AB，且∠CDB=90°，

∴四边形是矩形．

∴CD=BE，CE=BD.

在Rt△BCE中，β=60°，CE=BD=90m，

[image: 184-2]


9. ∵q+4pt1
 t2
 （t1
 +t2
 ）=0，q+4pt2
 t3
 （t2
 +t3
 ）=0，

[image: 184-3]


根据韦达定理，有

t3
 +t1
 =-t2
 .

[image: 184-4]


即4pt3
 t1
 （t3
 +t1
 ）+q=0.

10. （反证法）设n边形（n≥4）的锐角多于3个，那么这个n边形n个内角中至少有4个锐角（不妨设为A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ）即有

A1
 +A2
 +A3
 +A4
 <360°.　①

设其余（n-4）个内角和为S，由n边形内角和定理有A1
 +A2
 +A3
 +A4
 +S=（n-2）180°　②

由①与②，得S>（n-4）180°，　③

S是（n-4）个内角和，③式说明其中必有大于180°的内角，因此原四边形不是凸n边形．

11. 不妨试放一下（用铅笔在小方格内打上试放的记号）.因18瓶牛奶可能瓶数太多了，很难照顾全面，因此，可否倒过来想：在4×6=24个方格内打上不放奶瓶24-18=6（个）记号，要求横数为偶数，竖数仍为偶数容易照顾多了，只考虑6个记号，很快就完成了．如图所示．此题答案不唯一，还有不少，请读者自己试一试．变换角度思考是化归的好办法．

[image: 9-15]
（第11题）



12. （1）如图9-13，

[image: 185]


这是高中数学中将学习到的重要的三角函数的公式．这就是“算两次”方法的应用．



练习与思考十



1. ∵3α2
 +6α-7=0，3β2
 +6β-7=0，

∴α，β是方程3x2
 +6x-7=0的两个根．

[image: 185-2]






[image: 186]


5. 已知⊙O1
 ，⊙O2
 互相外切于C点，外公切线AB，两切点分别为A，B，将AB平移到O2
 D，使[image: 186-2]


由于O1
 A=R，O2
 B=r，O1
 D=R-r，O1
 O2
 =R+r.

[image: 186-3]


7. 设y=x+a+b+c，则原方程化为

（y-a）（y-b）（y-c）+abc=0

即y3
 -（a+b+c）y2
 +y（ab+bc+ca）=0

∴y［y2
 -（a+b+c）y+ab+bc+ca］=0

[image: 187]


8. 设y=x-a，则原方程为y2
 -by-1=0.

Δ=b2
 +4>0，∴y（即x-a）有两个不等的实数根，∵（x1
 -a）（x2
 -a）=-1<0.

∴x1
 -a与x2
 -a异号，即x1
 、x2
 中一个大于a，另一个小于a.

9. 构造一个等式：a2
 （1-b2
 ）-b2
 （1-a2
 ）=a2
 -b2
 ，　①

[image: 187-2]






10. 取a，b为二个不等的线段，以a+b为直径，画一半圆如图所示．

[image: 10-14]
（第10题）



其中AB=AC+CB，AC=a，CB=b，过点C作CD⊥AB，交圆于点，则

∠ADB=90°，∠BAD=90°-∠ADC=∠BDC.

[image: 187-3]


11. ∵2x+7+2x+3=4x+10，

∴设y=2x+5，则原方程化为

（y+2）4
 +（y-2）4
 =82.

即y4
 +24y2
 -25=0. ∴y2
 =1，y=±1，

∴x=-2，-3.

12. 如图，设凸四边形ABCD，待证的结论是

[image: 10-15]
（第12题）







[image: 187-4]


已经知道的是

[image: 187-5]


为了把邻边的积转化为对边的积，可以作轴对称变换．以BD的垂直平分线l为对称轴，作点C的对称点C′，联结C′D，就使得△BCD变为全等的△DC′B．于是

[image: 188]




练习与思考十一



[image: 188-2]


∴可以获得如上的关系式．

6. 为了推翻一个假命题，只要举一个反例就可以了．

令[image: 188-3]
 时，但a，b与c不相等，△ABC不是等边三角形．

7. 注意到每一行的最后一个数依次为12
 ，22
 ，32
 ，42
 ，….可以猜想第n行最后一数为n2
 ，第一个数为（n-1）2
 +1.

∵每一行相邻两数之差为1，

∴第n行各数之和为

[image: 188-4]


这样可得一般结论：第n行为（n-1）2
 +1+（n-1）2
 +2+…+n2
 =（n-1）3
 +n3
 .

8. ∵N≥9的奇数，∴N-3≥6　即N-3是大于等于6的偶数．

如果哥德巴赫猜想正确，则N-3必为两个奇质数之和，所以N等于3加两个奇数之和，所以N为3个奇质数之和．

可见这一命题与哥德巴赫猜想，它们之间任何一个成立，那么另一个也成立．



中考模拟题一



[image: 189]






[image: C12]
（第18题）



18. 由3+2x≤4+3x　有x≥-1；

由7x-4<6x-2，有x<2，

由7+3x>4+4x　有x<3，

综上，得　-1≤x<2．

19. ∵OA=OB，OE=OP且∠AOP=∠BOE．

∴△OAP≌△OBE，故∠OPA=∠OEB=90°，

∴AP与小圆O切于点P．

同理，可证AQ与小圆O切于点Q．

20.（1）毽子踢到小华处的概率是[image: 189-2]


树状图如下：

[image: 189-3]


列表法如下：

[image: 189-4]


（2）小王．

理由：若从小王开始踢，三次踢毽时，毽子踢到小王的概率是[image: 189-5]
 ，踢到其他两人的概率都是[image: 189-6]
 ，因此踢到小王处的概率最小．

三次踢毽的树状图如下：

[image: 190]


21. （1）∵|OP|=1，∠xOP=θ，

∴点P的坐标为（cosθ，sinθ）．

∵点在抛物线y=-x2
 +k上，

∴sinθ=-cosθ+k．

∴k=cos2
 θ+sinθ=-sin2
 θ+sinθ+1．（∵cos2
 θ=1-sin2
 θ）

[image: 190-2]


22. （1）如下图．

捐书情况频数分布直方图

[image: C13]


（2）∵50名同学捐书平均数为560÷50=11.2，∴475×11.2=5320，[image: 190-3]
 ，即可估计九年级同学的捐书为5320册，学辅类书1330册．

23. （1）设辅助员工有x人，则技术员工有2x人，∵x+2x=15，∴x=5.

答：有技术员工10人，辅助员工5人．

（2）∵10A+5B=20000，∴2A+B=4000．

[image: 190-4]


∵A为整百数，且B≥800，∴A≤1600．

综上，有800≤B≤A≤1600．

∴A=1600，1500，1400，B=800，1000，1200．

∴本次奖金发放的方案有3种：

方案一：技术员工每人1600元，辅助员工每人800元；

方案二：技术员工每人1500元，辅助员工每人1000元；

方案三：技术员工每人1400元，辅助员工每人1200元．

24. （1）∵点A的坐标为（2，0），

[image: C14]
（第24题）



∴OA=2，∠OAB=60°，∠OAC=30°

[image: 191]


设切线CD的解析式为y=kx+b （k≠0），

[image: 191-2]




中考模拟题二



1. B　2. A　3. B　4. C　5. C　6. C　7. B　8. B　9. B　10. D　11. 105　12. 8或2　13. 2　14. 4xy

15. 76.　∵S1
 :（1，3），S2
 : （5，7），S3
 : （9，11），∴S10
 对应的是1+4（10-1）=37，3+4（10-1）=39，即S10
 ：（37，39）　∴第10个黑色梯形面积为[image: 191-3]
 （37+39）×2=76．

16. 按图示的规律，知：（1+3）×5=20，（3+5）×7=56，A=7，B=9，C=（5+7）×9=108．

17. ∵-2≤x<5，原式[image: 192]


18. （1）如表：

[image: 192-2]


（2）如图：

[image: C27]


（3）如果此地汽车时速不低于60km即为违章，则违章车辆共有76辆．

19. （1）∵sinB=[image: 192-3]
 ，∴∠B=30°． ∵∠AOC=2∠B=60°，且∠D=30°，∴∠OAD=180°-∠D-∠AOC=90°，∴AD与圆O相切于点A．

[image: C28]
（第19题）



（2）∵∠AOC=60°，且OA=OC，∴△AOC为正三角形，AC=OA．∵∠CAD=90°-60°=30°，且∠D=30°，∴AC=CD=6，∴OD=OC+CD=12，AD=[image: 192-4]


也可在Rt△OAD中，∠AOC=60°，OA=AC=6，∴AD=OAtan60°=[image: 192-5]


[image: 192-6]


21. a与b二人玩，每人都可随意出三种手势，3×3=9，因此共有下列9种可能：

[image: 192-7]


其中：和局为①⑤⑨；②⑥⑦为a胜；③④⑧为b胜，除了和局，a，b获胜的概率都是[image: 192-8]
 可见两人玩时游戏是公平的．

a，b，c三人玩时，3人都可随意出示3种手势，共3×3×3=27种可能，就在上表中，9种情形每一种都配上c的3种可能，如情形①就变成：石石石；石石剪；石石布．27种情形无非三类结果：

（i）无胜负．3人同出一种手势，有3种；或3人出示3种不同手势有6种：石剪布，石布剪，剪石布，剪布石，布石剪，布剪石，因此出现和局的概率为[image: 193]


（ii）只有一人胜．如只有a胜，有以下3种：

[image: 193-2]


可知只有b胜或只有c胜也各是3种，因此只有1人胜的概率为[image: 193-3]


（iii）二人胜，一人败．由对称性可知概率也是[image: 193-4]
 综上可知3人玩此游戏也是公平的．

22. （1）设租用45座客车x辆，则45x=60（x-1）-30，解之得x=6．所以该校参加此次春游的人数为45×6=270（人）．

（2）设租用45座客车为x辆，则租用60座客车（x+1）辆，45x+60（x+1）=270，解得x=2，按此方案租车租金为：2×250+30×3=1400元．而单独租45座客车6辆，租金为6×250=1500元，所以符合题意的方案是租45座客车2辆，60座客车3辆，租金为1400元．

23. 证明一］
 ∵kx-y-k=0，∴y=kx-k代入x2
 +y2
 -2x=0，有x2
 +k2
 （x-1）2
 -2x=0，即（1+k2
 ）x2
 -2（1+k2
 ）x+k2
 =0，Δ=4（1+k2
 ）2
 -4k2
 （1+k2
 ）=4（1+k2
 ）（1+k2
 -k2
 ）=4（1+k2
 ）>0，

∴方程①有两个不等的实根x1
 ，x2
 ．

[image: 193-5]


所以（x1
 -x2
 ）2
 +（y1
 -y2
 ）2
 是与k无关的常数4．


［证明二］　
 ∵x2
 +y2
 -2x=1，∴（x-1）2
 +y2
 =1．即此曲线上任意一点（x，y）到定点（1，0）的距离都为1．所以方程x2
 +y2
 -2x=0对应的曲线为以（1，0）为圆心，半径为1的圆．∵y=k（x-1）对应的曲线为过定点（1，0）的直线，∴直线过圆心（1，0），它与圆的两交点（x1
 ，y1
 ）、（x2
 ，y2
 ）为圆的直径的两端点，（x1
 -x2
 ）2
 +（y1
 -y2
 ）2
 为圆的直径的平方：22
 =4，即与k无关的定值是4．

24. 按已知条件知：△BPD，△CQE，△DEF都是正三角形，所以都相似．∵PQ平

[image: C29]
（第24题）







[image: 193-6]


三线段BD，CE，DE恰可构成一个直角三角形．
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