
目录


信息技术的案例型教材建设（代丛书序）



前言



第1章　图的基本概念及图的存储



1.1　基本概念



1.1.1　有向图与无向图



1.1.2　完全图、稀疏图、稠密图



1.1.3　顶点与顶点、顶点与边的关系



1.1.4　顶点的度数及度序列



1.1.5　二部图与完全二部图



1.1.6　图的同构



1.1.7　子图与生成树



1.1.8　路径



1.1.9　连通性



1.1.10　权值、有向网与无向网



1.2　图的存储表示



1.2.1　邻接矩阵



1.2.2　邻接表



1.2.3　关于邻接矩阵和邻接表的进一步讨论



练习



第2章　图的遍历与活动网络问题



2.1　DFS遍历



2.1.1　DFS算法思想



2.1.2　DFS算法的实现及复杂度分析



2.1.3　例题解析



练习



2.2　BFS遍历



2.2.1　BFS算法思想



2.2.2　BFS算法的实现及复杂度分析



2.2.3　关于DFS算法和BFS算法的说明



2.2.4　例题解析



练习



2.3　活动网络——AOV网络



2.3.1　AOV网络与拓扑排序



2.3.2　拓扑排序实现方法



2.3.3　关于拓扑排序的进一步说明



2.3.4　例题解析



练习



2.4　活动网络——AOE网络



2.4.1　AOE网络与关键路径



2.4.2　关键路径求解方法



第3章　树与图的生成树



3.1　树与森林



3.1.1　树



3.1.2　森林



3.2　生成树及最小生成树



3.2.1　生成树



3.2.2　最小生成树



3.3　克鲁斯卡尔（Kruskal）算法



3.3.1　Kruskal算法思想



3.3.2　等价类与并查集



3.3.3　Kruskal算法实现



3.3.4　Boruvka算法



3.3.5　例题解析



练习



3.4　普里姆（Prim）算法



3.4.1　Prim算法思想



3.4.2　Prim算法实现



3.4.3　关于Prim算法的进一步讨论



3.4.4　例题解析



练习



3.5　判定最小生成树是否唯一



3.5.1　最小生成树不唯一的原因分析



3.5.2　判定最小生成树是否唯一的方法



3.5.3　例题解析



第4章　最短路径问题



4.1　边上权值非负情形的单源最短路径问题——Dijkstra算法



4.1.1　算法思想



4.1.2　算法实现



4.1.3　关于Dijkstra算法的进一步讨论



4.1.4　例题解析



练习



4.2　边上权值为任意值的单源最短路径问题—Bellman-Ford算法



4.2.1　算法思想



4.2.2　算法实现



4.2.3　关于Bellman-Ford算法的进一步讨论



4.2.4　例题解析



练习



4.3　Bellman-Ford算法的改进——SPFA算法



4.3.1　算法思想



4.3.2　算法实现



4.3.3　关于SPFA算法的进一步讨论



4.3.4　例题解析



练习



4.4　所有顶点之间的最短路径——Floyd算法



4.4.1　算法思想



4.4.2　算法实现



4.4.3　关于Floyd算法的进一步分析



4.4.4　例题解析



练习



4.5　差分约束系统



4.5.1　差分约束系统与最短路径



4.5.2　例题解析



练习



第5章　可行遍性问题



5.1　欧拉回路



5.1.1　基本概念及定理



5.1.2　欧拉回路的判定



练习



5.2　欧拉回路的求解



5.2.1　DFS搜索求解欧拉回路



5.2.2　Fleury（佛罗莱）算法



练习



5.3　中国邮递员问题



5.4　汉密尔顿回路



5.4.1　基本概念及定理



5.4.2　汉密尔顿回路求解



第6章　网络流问题



6.1　网络最大流



6.1.1　基本概念



6.1.2　最大流最小割定理



6.1.3　网络最大流的求解



6.1.4　一般增广路方法——Ford-Fulkerson算法



6.1.5　最短增广路算法



6.1.6　连续最短增广路算法——Dinic算法



6.1.7　一般预流推进算法



6.1.8　最高标号预流推进算法



6.1.9　网络最大流算法总结



6.1.10　例题解析



练习



6.2　最小割的求解



练习



6.3　流量有上下界的网络的最大流和最小流



6.3.1　流量有上下界的容量网络



6.3.2　流量有上下界的网络的最大流



6.3.3　流量有上下界的网络的最小流



6.3.4　例题解析



练习



6.4　最小费用最大流



6.4.1　基本概念



6.4.2　最小费用最大流算法



6.4.3　例题解析



练习



第7章　支配集、覆盖集、独立集与匹配



7.1　点支配集、点覆盖集、点独立集



7.1.1　点支配集



7.1.2　点覆盖集



7.1.3　点独立集



7.1.4　点支配集、点覆盖集、点独立集之间的联系



7.2　点支配集、点覆盖集、点独立集的求解



7.2.1　逻辑运算



7.2.2　极小点支配集的求解



7.2.3　极小点覆盖集、极大点独立集的求解



7.3　边覆盖集与边独立集



7.3.1　边覆盖集



7.3.2　边独立集（匹配）



7.3.3　最大边独立集（最大匹配）与最小边覆盖集之间的联系



7.4　匹配问题



7.4.1　完美匹配



7.4.2　二部图的完备匹配与完美匹配



7.4.3　最佳匹配



7.4.4　匹配问题求解的基本概念及思路



7.5　二部图最大匹配问题的求解



7.5.1　网络流解法



7.5.2　匈牙利算法



7.5.3　例题解析



练习



第8章　图的连通性问题



8.1　基本概念



8.1.1　连通图与非连通图



8.1.2　无向图的点连通性



8.1.3　无向图的边连通性



8.1.4　无向图顶点连通性和边连通性的联系



8.1.5　有向图的连通性



8.2　无向图点连通性的求解及应用



8.2.1　关节点的求解



8.2.2　重连通分量的求解



8.2.3　顶点连通度的求解



练习



8.3　无向图边连通性的求解及应用



8.3.1　割边的求解



8.3.2　边双连通分量的求解



8.3.3　边连通度的求解



练习



8.4　有向图强连通性的求解及应用



8.4.1　有向图强连通分量的求解算法



8.4.2　有向图强连通分量的应用



练习



第9章　平面图及图的着色问题



9.1　基本概念



9.1.1　平面图与非平面图



9.1.2　区域与边界



9.1.3　极大平面图与极小非平面图



9.1.4　平面图的对偶图



9.1.5　关于平面图的一些定理



9.2　欧拉公式及其应用



9.2.1　欧拉公式



9.2.2　欧拉公式的应用



练习



9.3　平面图的判定



9.4　图的着色问题



9.4.1　地图染色与四色猜想



9.4.2　图的着色



9.4.3　图着色的应用



9.4.4　图着色求解算法及例题解析



练习



附录　本书例题和练习题目录



索引



参考文献



21世纪全国应用型本科计算机案例型规划教材





图论算法理论、实现及应用


王桂平　王　衍　任嘉辰
 　主　编

















[image: alt]



内容简介

本书系统地介绍了图论算法理论，并选取经典的ACM/ICPC竞赛题目为例题阐述图论算法思想，侧重于图论算法的程序实现及应用。本书第1章介绍图的基本概念和图的两种存储表示方法：邻接矩阵和邻接表，第2～9章分别讨论图的遍历与活动网络问题，树与图的生成树，最短路径问题，可行遍性问题，网络流问题，支配集、覆盖集、独立集与匹配，图的连通性问题，平面图及图的着色问题等。

本书可以作为高等院校计算机（或相关专业）图论等相关课程的主教材，也可作为ACM/ICPC竞赛的辅导教材。

图书在版编目（CIP）数据

图论算法理论、实现及应用／王桂平，王衍，任嘉辰主编．—北京：北京大学出版社，2011.1

（21世纪全国应用型本科计算机案例型规划教材）

ISBN 978-7-301-17578-1

Ⅰ．①图…　Ⅱ．①王…②王…③任…　Ⅲ．①图论算法—算法程序—高等学校—教材　Ⅳ．①0157.5

中国版本图书馆CIP数据核字（2010）第146867号

书　　名：图论算法理论、实现及应用

著作责任者：王桂平　王　衍　任嘉辰　主编

责任编辑：郑　双

标准书号：ISBN 978-7-301-17578-1/TP·1122

出版者：北京大学出版社

地　　址：北京市海淀区成府路205号　邮编：100871

网　　址：http://www.pup.cn　http://www.pup6.com

电　　话：邮购部62752015　发行部62750672　编辑部62750667　出版部62754962

电子邮箱：pup_6@163.com

印刷者：河北滦县鑫华书刊印刷厂

发行者：北京大学出版社

经销者：新华书店

787毫米×1092毫米　16开本　30.5印张　705千字

2011年1月第1版　2011年1月第1次印刷

定　　价：54.00元

未经许可，不得以任何方式复制或抄袭本书之部分或全部内容。

版权所有　侵权必究

举报电话：010-62752024

电子邮箱：fd@pup.pku.edu.cn


21世纪全国应用型本科计算机案例型规划教材

专家编审委员会

（按姓名拼音顺序）



	
主　任

	刘瑞挺



	
副主任

	陈　钟
	蒋宗礼



	
委　员

	陈代武
	胡巧多
	黄贤英


	
	江　红
	李　建
	娄国焕


	
	马秀峰
	祁亨年
	王联国


	
	汪新民
	谢安俊
	解　凯


	
	徐　苏
	徐亚平
	宣兆成


	
	姚喜妍
	于永彦
	张荣梅





信息技术的案例型教材建设（代丛书序）

刘瑞挺

北京大学出版社第六事业部在2005年组织编写了《21世纪全国应用型本科计算机系列实用规划教材》，至今已出版了50多种。这些教材出版后，在全国高校引起热烈反响，可谓初战告捷。这使北京大学出版社的计算机教材市场规模迅速扩大，编辑队伍茁壮成长，经济效益明显增强，与各类高校师生的关系更加密切。

2008年1月北京大学出版社第六事业部在北京召开了“21世纪全国应用型本科计算机案例型教材建设和教学研讨会”。这次会议为编写案例型教材做了深入的探讨和具体的部署，制定了详细的编写目的、丛书特色、内容要求和风格规范。在内容上强调面向应用、能力驱动、精选案例、严把质量；在风格上力求文字精练、脉络清晰、图表明快、版式新颖。这次会议吹响了提高教材质量第二战役的进军号。

案例型教材真能提高教学的质量吗？

是的。著名法国哲学家、数学家勒内·笛卡儿（Rene Descartes，1596—1650）说得好：“由—个例子的考察，我们可以抽出一条规律。（From the consideration of an example we can form a rule.）”事实上，他发明的直角坐标系，正是通过生活实例而得到的灵感。据说是在1619年夏天，笛卡儿因病住进医院。中午他躺在病床上，苦苦思索一个数学问题时，忽然看到天花板上有一只苍蝇飞来飞去。当时天花板是用木条做成正方形的格子。笛卡儿发现，要说出这只苍蝇在天花板上的位置，只需说出苍蝇在天花板上的第几行和第几列。当苍蝇落在第四行、第五列的那个正方形时，可以用（4，5）来表示这个位置……由此他联想到可用类似的办法来描述一个点在平面上的位置。他高兴地跳下床，喊着“我找到了，找到了”，然而不小心把国际象棋撒了一地。当他的目光落到棋盘上时，又兴奋地一拍大腿：“对，对，就是这个图”。笛卡儿锲而不舍的毅力，苦思冥想的钻研，使他开创了解析几何的新纪元。千百年来，代数与几何，井水不犯河水。17世纪后，数学突飞猛进的发展，在很大程度上归功于笛卡儿坐标系和解析几何学的创立。

这个故事，听起来与阿基米德在浴池洗澡而发现浮力原理，牛顿在苹果树下遇到苹果落到头上而发现万有引力定律，确有异曲同工之妙。这就证明，一个好的例子往往能激发灵感，由特殊到一般，联想出普遍的规律，即所谓的“一叶知秋”、“见微知著”的意思。

回顾计算机发明的历史，每一台机器、每一颗芯片、每一种操作系统、每一类编程语言、每一个算法、每一套软件、每一款外部设备，无不像闪光的珍珠串在一起。每个案例都闪烁着智慧的火花，是创新思想不竭的源泉。在计算机科学技术领域，这样的案例就像大海岸边的贝壳，俯拾皆是。

事实上，案例研究（Case Study）是现代科学广泛使用的一种方法。Case包含的意义很广：包括Example例子，Instance事例、示例，Actual State实际状况，Circumstance情况、事件、境遇，甚至Project项目、工程等。

我们知道在计算机的科学术语中，很多是直接来自日常生活的。例如Computer一词早在1646年就出现于古代英文字典中，但当时它的意义不是“计算机”而是“计算工人”，即专门从事简单计算的工人。同理，Printer当时也是“印刷工人”而不是“打印机”。正是由于这些“计算工人”和“印刷工人”常出现计算错误和印刷错误，才激发查尔斯·巴贝奇（Charles Babbage，1791—1871）设计了差分机和分析机，这是最早的专用计算机和通用计算机。这位英国剑桥大学数学教授、机械设计专家、经济学家和哲学家是国际公认的“计算机之父”。

20世纪40年代，人们还用Calculator表示计算机器。到电子计算机出现后，才用Computer表示计算机。此外，硬件（Hardware）和软件（Software）来自销售人员。总线（Bus）就是公共汽车或大巴，故障和排除故障源自格瑞斯·霍普（Grace Hopper，1906—1992）发现的“飞蛾子”（Bug）和“抓蛾子”或“抓虫子”（Debug）。其他如鼠标、菜单……不胜枚举。至于哲学家进餐问题，理发师睡觉问题更是操作系统文化中脍炙人口的经典。

以计算机为核心的信息技术，从一开始就与应用紧密结合。例如，ENIAC用于弹道曲线的计算，ARPANET用于资源共享以及核战争时的可靠通信。即使是非常抽象的图灵机模型，也受到二战时图灵博士破译纳粹密码工作的影响。

在信息技术中，既有许多成功的案例，也有不少失败的案例；既有先成功而后失败的案例，也有先失败而后成功的案例。好好研究它们的成功经验和失败教训，对于编写案例型教材有重要的意义。

我国正在实现中华民族的伟大复兴，教育是民族振兴的基石。改革开放30年来，我国高等教育在数量上、规模上已有相当的发展。当前的重要任务是提高培养人才的质量，必须从学科知识的灌输转变为素质与能力的培养。应当指出，大学课堂在高新技术的武装下，利用PPT进行的“高速灌输”、“翻页宣科”有愈演愈烈的趋势，我们不能容忍用“技术”绑架教学，而是让教学工作乘信息技术的东风自由地飞翔。

本系列教材的编写，以学生就业所需的专业知识和操作技能为着眼点，在适度的基础知识与理论体系覆盖下，突出应用型、技能型教学的实用性和可操作性，强化案例教学。本套教材将会有机融入大量最新的示例、实例以及操作性较强的案例，力求提高教材的趣味性和实用性，打破传统教材自身知识框架的封闭性，强化实际操作的训练，使本系列教材做到“教师易教，学生乐学，技能实用”。有了广阔的应用背景，再造计算机案例型教材就有了基础。

我相信北京大学出版社在全国各地高校教师的积极支持下，精心设计，严格把关，一定能够建设出一批符合计算机应用型人才培养模式的、以案例型为创新点和兴奋点的精品教材，并且通过一体化设计、实现多种媒体有机结合的立体化教材，为各门计算机课程配齐电子教案、学习指导、习题解答、课程设计等辅导资料。让我们用锲而不舍的毅力，勤奋好学的钻研，向着共同的目标努力吧！






刘瑞挺教授
 　本系列教材编写指导委员会主任、全国高等院校计算机基础教育研究会副会长、中国计算机学会普及工作委员会顾问、教育部考试中心全国计算机应用技术证书考试委员会副主任、全国计算机等级考试顾问。曾任教育部理科计算机科学教学指导委员会委员、中国计算机学会教育培训委员会副主任。PC Magazine《个人电脑》总编辑、CHIP《新电脑》总顾问、清华大学《计算机教育》总策划。



前　言

一、图论研究及图论教学
〔1〕



图论（Graph Theory）是数学的一个分支，它以图为研究对象。图论中的图是由若干个给定的顶点及若干条连接两个顶点的边所构成的图形，这种图形通常用来描述某些事物之间的某种特定关系，用顶点代表事物，用连接两个顶点的边表示相应两个事物间具有这种关系。这种图提供了一个很自然的数据结构，可以对自然科学和社会科学中许多领域的问题进行恰当的描述或建模，因此图论研究越来越得到这些领域的专家和学者的重视。

图论最早的研究源于瑞士数学家莱昂哈德·欧拉（Leonhard Euler，1707—1783年），他在1736年成功地解决了哥尼斯堡（Königsberg）七桥问题
 ，从而开创了图论的研究。

哥尼斯堡七桥问题。东普鲁士哥尼斯堡市（今俄罗斯加里宁格勒）有一条布格（Pregel）河，如图1（a）所示。布格河横贯哥尼斯堡城区，它有两条支流，在这两条支流之间夹着一块岛形地带，这里是城市的繁华地区。全城分为北、东、南、岛4个区，各区之间共有7座桥梁相联系。

人们长期生活在河畔、岛上，来往于七桥之间。有人提出这样一个问题：能不能一次走遍所有的7座桥，而每座桥只准经过一次？问题提出后，很多人对此很感兴趣，纷纷进行试验，但在相当长的时间里，始终未能解决。

欧拉在1736年解决了这个问题，他将这个问题抽象为一个图论问题：把每一块陆地用一个顶点来代替，将每一座桥用连接相应两个顶点的一条边来代替，从而得到一个图（如图1（b）所示）。欧拉证明了这个问题没有解（详见本书5.1节），并且推广了这个问题，给出了“对于一个给定的图，能否用某种方式走遍所有的边且没有重复”的判定法则。这项工作使欧拉成为图论及拓扑学的创始人。

在此后的200多年时间里，图论的研究从萌芽阶段，逐渐发展成为数学的一个新分支。特别是从20世纪初期开始，在生产管理、交通运输、计算机和通信网络等方面涌现了许多离散性问题，这极大地促进了图论的发展。20世纪70年代以后，由于高性能计算机的出现，使大规模的图论问题的求解成为可能。现在，图论理论广泛应用在运筹学、计算机科学、电子学、信息论、控制论、网络理论、经济管理等领域。

由于图论的重要性，越来越多的大学将图论单独作为一门课程来开设，把它作为数学、计算机科学、电子学、管理学等专业本科生和研究生的必修课或选修课。很多其他课程的内容也都涉及图论知识，如离散数学、运筹学、拓扑学等。介绍图论理论的教材逐渐增多，其中也不乏优秀的教材，如参考文献［1］～［7］。这些课程和教材或者是侧重于完整的图论知识体系介绍以及复杂的图论定理的数学证明，或者是侧重于从应用数学的角度研究图论在各领域的应用。
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图1　七桥问题

另外，为了实现用计算机程序求解各种应用问题，计算机科学家抽象出许多数据结构，如栈、队列、堆、树及二叉树、图等，其中图是最重要的数据结构之一，也是应用得最广的数据结构之一。数据结构课程是专门研究这些数据结构的描述、实现及应用的课程。数据结构课程讲到图论部分时，侧重于图结构的描述、图结构的存储、少量基本的图论算法的实现等。

许多学生（特别是计算机专业的学生）在学习图论时，都不满足于图论算法的手工和草稿纸演算，迫切地想知道如何用程序实现图论中的算法，以及如何将这些算法思想用来求解实际问题。据作者调查统计
〔2〕

 ，市面上侧重于用程序实现图论算法，并通过例题阐述图论算法思想及其应用的教材少之又少，本书希望能弥补这一缺憾。所以本书立足于图论算法理论和思想的描述及程序实现，并以大量的ACM/ICPC竞赛题目来阐述图论算法思想在求解这些题目中的应用。接下来简要地介绍ACM/ICPC程序设计竞赛。

二、ACM/ICPC程序设计竞赛

1．ACM/ICPC

ACM/ICPC（ACM International Collegiate Programming Contest，国际大学生程序设计竞赛）是由美国计算机协会ACM（Association for Computing Machinery）主办的，世界上公认的规模最大、水平最高的国际大学生程序设计竞赛，其目的旨在使大学生运用计算机来充分展示自己分析问题和解决问题的能力。该项竞赛从1977年第1次举办世界总决赛以来，至今已连续举办30多届了。该项竞赛一直受到国际各知名大学的重视，并受到全世界各著名计算机公司的高度关注。

ACM/ICPC竞赛分区域预赛和总决赛两个阶段进行，各预赛区第1名自动获得参加世界总决赛的资格。世界总决赛安排在每年的3～4月举行，而区域预赛安排在上一年的9～12月在各大洲举行。

ACM/ICPC竞赛以组队方式进行比赛，每支队伍由不超过3名队员组成，比赛时每支队伍只能使用一台计算机。在5个小时的比赛时间里，参赛队伍要解答6～10道指定的题目。排名时，首先根据解题数目来排名，如果多支队伍解题数量相同，则根据队伍的总用时进行排名（用时越少，排名越靠前）。每支队伍的总用时为每道解答正确的题目的用时总和。每道解答正确的题目的用时为从比赛开始计时到该题目解答被判定为正确的时间，其间每一次错误的提交运行将被加罚20分钟时间。最终未正确解答的题目不记入总时间，其提交也不加罚时间。

ACM/ICPC竞赛在公平竞争的前提下，提供了一个让大学生充分展示用计算机解决问题的能力与才华的平台。ACM/ICPC竞赛鼓励创造性和团队协作精神，鼓励在编写程序时的开拓与创新，它考验参赛选手在承受相当大的压力下所表现出来的非凡能力。竞赛所触发的大学生的竞争意识为加速培养计算机人才提供了最好的动力。竞赛中对解决问题的苛刻要求和标准使得大学生对解决问题的深度和广度展开最大程度的追求，也为计算机科学的研究和发展作了一个最好的导向。

由于图论有着丰富的算法和大量灵活的应用问题，所以一直以来图论题目在ACM/ICPC竞赛中都占了比较大的比重。图的遍历、活动网络、最小生成树、最短路径、图的可行遍性问题、网络流问题、匹配问题、图的连通性、图的着色等都有大量经典的题目，几乎涵盖了图论完整的知识体系。

2．在线评判网站

随着ACM/ICPC程序设计竞赛的推广，各种程序在线评判（Online Judge，OJ）网站也应运而生，这为程序设计爱好者提供了一种新的程序实践方法：在线程序实践。

在线程序实践是指由OJ网站提供题目，用户在线提交程序，OJ网站的在线评判系统实时评判并反馈评判结果。这些题目一般具有较强的趣味性和挑战性，评判过程和结果也公正及时，因此能引起用户的极大兴趣。

用户在解题时编写的解答程序通过网页提交给在线评判系统称为提交运行，每一次提交运行会被判为正确或者错误，判决结果会及时显示在网页上。

用户从评判系统收到的反馈信息包括以下几种。

"Accepted"——程序通过评判！

"Compile Error"——程序编译出错。

"Time Limit Exceeded"——程序运行超过该题的时间上限还没有得到输出结果。

"Memory Limit Exceeded"——内存使用量超过题目里规定的上限。

"Output Limit Exceeded"——输出数据量过大（可能是因为陷入死循环了）。

"Presentation Error"——输出格式不对，可检查空格、空行等细节。

"Run Time Error"——程序运行过程中出现非正常中断，如数组越界等。

"Wrong Answer"——用户程序的输出错误。

用户可以根据OJ系统反馈回来的评判结果反复修改程序，直到最终收获Accept（程序正确）。这个过程不仅能培养用户独立分析问题、解决问题的能力，而且每成功解决一道题目都能给用户带来极大的成就感。

三、本书安排

本书共分9章，每章内容安排如下。

第1章介绍图的一些基本概念，以及图的两种重要存储表示方法：邻接矩阵和邻接表，并初步讨论存储方式对图论算法复杂度的影响。

第2章讨论图的遍历，遍历是很多图论算法的基础。本章介绍两种重要的遍历方法：深度优先搜索和广度优先搜索，并对这两种遍历算法的思想、程序实现、算法复杂度作详细的分析和讨论。本章还讨论活动网络，包括AOV网络与拓扑排序问题、AOE网络与关键路径问题。

第3章讨论树与图的生成树，主要介绍求无向连通图最小生成树的3种算法：克鲁斯卡尔（Kruskal）算法、Boruvka算法和普里姆（Prim）算法，并对这3种算法的思想、程序实现、算法复杂度作详细的分析和讨论。另外，本章还讨论判断生成树是否唯一的方法。

第4章讨论了有向网（或无向网）中一个典型的问题：最短路径问题。本章介绍求解最短路径问题的4种算法：Dijkstra算法、Bellman-Ford算法、SPFA算法和Floyd算法，这4个算法分别适用于有向网（或无向网）中各边权值的取值的不同情形及问题求解的不同需要。本章着重对这4种算法的思想、递推过程、算法复杂度作详细的讨论，并对这4种算法作详细的对比分析。本章还介绍求最短路径的算法思想在求解差分约束系统中的应用。

第5章讨论可行遍性问题，包括欧拉回路、汉密尔顿回路以及中国邮递员问题。前两个概念容易混淆，欧拉回路要求经过每条边一次且仅一次并回到出发点，而汉密尔顿回路要求经过每个顶点一次且仅一次并回到出发点。本章介绍相关概念及定理，并讨论这两种回路及中国邮递员问题的求解方法和应用。

第6章讨论网络流问题。许多系统包含了流量问题，例如，公路系统中有车辆流，控制系统中有信息流，供水系统中有水流，金融系统中有现金流等。从问题求解的需求出发，网络流问题可以分为：网络最大流，流量有上下界的网络的最大流和最小流，最小费用最大流，流量有上下界的网络的最小费用最大流等。本章介绍各种网络流问题的求解方法。

第7章讨论点支配集、点覆盖集、点独立集、边覆盖集、边独立集（匹配），这些概念之间存在一定的联系，也容易混淆。本章主要讨论各种匹配问题，以及求解二部图最大匹配的算法、程序实现和应用。

第8章讨论图的连通性，这是图论中一个重要的概念。本章介绍无向连通图和非连通图，无向图的点连通性（包括割顶集、割点、顶点连通度、点双连通图等）、边连通性（包括割边集、割边、边连通度、边双连通图等）、有向图的强连通性（包括强连通、弱连通和单连通）。本章着重介绍上述概念及求解算法。

第9章讨论平面图和着色问题。本章介绍平面图和非平面图的概念、平面图的判定方法，以及图的顶点着色、边着色、平面图的面着色等概念和求解算法。

四、本书读者对象及本书特点

本书的读者对象为计算机专业学生或对ACM/ICPC竞赛感兴趣的学生，可以作为高等院校计算机（或相关专业）的图论等相关课程的主教材，也可作为ACM/ICPC竞赛的辅导教材。学生或读者应该具备C/C++语言知识，已经掌握了一定的程序设计思想和方法，具备一定的算法分析与设计能力，并能熟练使用数据结构。

本书在内容取材、描述上具有以下特点。

（1）许多图论教材对图论概念的描述不一致，造成读者的阅读困难，本书试图改变这一现状，在每个概念的表述上作者查阅了大量的图论著作并进行比较分析，作者对每个概念采用大多数图论教材采用（或约定）的名词、定义方法等。

（2）本书对图论算法思想的描述尽可能采用浅显易懂的语言来描述。

（3）本书忽略所有图论定理的证明，着重分析图论算法的思想，重点在于这些图论算法的程序实现。对图论算法的程序实现是以ACM/ICPC例题来阐述的，本书共收录了130余道ACM/ICPC竞赛题目，例题和练习题各约占一半。本书附录列出了本书所有例题和练习题在ZOJ、POJ上的题号。

（4）本书图表内容丰富，共绘制了270余幅图表。

（5）为方便读者阅读和使用，作者对本书中出现的图论术语、符号、图论算法及应用分别作了索引，列在本书后面。

五、关于本书例题和练习题的说明

本书例题和练习题占了比较多的篇幅，为了尽可能压缩本书的篇幅，在此对本书的例题和练习题有以下约定。

（1）删除了所有例题代码中的头文件，为此在这里对头文件包含作一些说明。因为ACM/ICPC题目对程序运行时间要求很严格，所以本书除例2.8外所有例题的输入／输出均采用C语言的输入／输出方式（即scanf函数和printf函数）。本书例题代码需要包含的头文件一般为：



	#include＜cstdio＞
	//或#include＜stdio.h＞



	#include＜cstring＞
	//或#include＜string.h＞




如果使用了STL中的栈stack（或队列queue、向量vector，双端队列deque），则还需要包含以下头文件，并使用命名空间。



	#include＜stack＞
	//或#include＜queue＞，或#include＜vector＞，或#include＜deque＞



	using namespace std;
	//使用命名空间




另外，根据不同的情况可能还需要包含以下头文件：



	#include＜algorithm＞
	//如果调用了排序函数sort



	#include＜cstdlib＞
	//如果调用了排序函数qsort



	#include＜cmath＞
	//如果调用了数学函数




例2.8中的代码用到了string类，所以只能采用C++语言的输入／输出方式（即cin和cout），因此例2.8需要包含以下头文件：



	#include＜iostream＞
	//支持C++输入／输出的头文件



	#include＜string＞
	//string类头文件



	#include＜cstring＞
	//字符处理函数strcpy、memset等



	using namespace std;
	//命名空间




（2）每道题目的样例输入／样例输出中一般只给出一个测试数据，除非在题目的分析中需要借助不同的测试数据来解释算法需要考虑的不同情形。

六、关于插图格式的说明

为了便于读者阅读和理解书中的插图，编者对书中的插图有以下格式约定。

（1）顶点序号：顶点序号一般从1开始计起；但第4、6章的插图顶点序号一般从0开始计起，因为这两章的算法和应用问题都包含源点，顶点0一般作为源点。另外，个别例题和练习题中顶点序号是从0开始计起，本书遵守题目的规定，不作修改。

（2）顶点的表示：本书统一用两种圆圈表示顶点，较小的空心圆圈和较大的空心圆圈；前者在必要的时候（如区分二部图两个顶点集合中的顶点）可以填充为实心圆圈；后者主要是考虑到很多情况下需要将顶点的序号或其他标识顶点的符号放在圆圈内，因为顶点旁可能有其他的参数（如第6章中顶点的标号、第8章中顶点的深度优先数等），或者是为了突出顶点的重要性（比如无向图的连通分量等）。

七、致谢

本书收录了130余道ACM/ICPC竞赛题目，这些题目在阐述图论算法思想、演示图论算法应用等方面起着重要的作用，部分例题的解答程序也参考了网络上发布的一些源代码。同时，本书在编写过程中还参考了国内外多本优秀的图论教材（详见参考文献）。在此，编者对这些题目、源代码和图论教材的作者一并表示衷心的感谢！

本书的编写和出版得到了2010年浙江省教育科学规划研究课题“以大学生学科竞赛为契机推动课程群的规划与建设”（编号：SCG156）的支持，在此表示感谢！

由于作者水平有限，难免有疏漏之处，欢迎读者指正，或者读者有什么好的建议，都可以联系编者：w_guiping@163.com。不胜感激！

编　者

2010年10月

注释


〔1〕
 本文中关于图论课程教学改革的一些思想，已经发表在《计算机教育》2009年第20期上，论文题目为《计算机专业图论课程教学改革探索》，即参考文献［20］（获得《计算机教育》杂志社举办的“英特尔杯”2009年全国计算机教育优秀论文评比二等奖）。


〔2〕
 作者对互动出版网站（www.china-pub.com）和卓越亚马逊网站（www.amazon.cn）上列出的全部图论相关书目及目录进行了仔细的分析，从而得出的结论。


第1章　图的基本概念及图的存储

图是一种重要的数学模型和数据结构，通常用来描述某些事物之间的某种特定关系，图可以对自然科学和社会科学中许多领域的问题进行恰当的描述或建模，因而在很多领域都有广泛的应用。本章介绍图论的一些基本概念及图的两种存储表示方法：邻接矩阵和邻接表。

1.1　基本概念

图论知识的一个特点就是概念特别多，为了使读者尽快进入到图论算法层次，而不是停留在概念层面上，本节只介绍一些基本的概念，其他概念（如遍历、拓扑排序、网络流等）在其他章节里需要用的时候再补充介绍。

1.1.1　有向图与无向图


图
 （Graph）是由顶点集合和顶点间的二元关系集合（即边的集合或弧的集合）组成的数据结构，通常可以用G（V，E）来表示。其中顶点集合
 （Vertext Set）和边的集合
 （Edge Set）分别用V（G）和E（G）表示。V（G）中的元素称为顶点
 （Vertex），用u、v等符号表示；顶点个数称为图的阶
 （Order），通常用n表示。E（G）中的元素称为边
 （Edge），用e等符号表示；边的个数称为图的边数
 （Size），通常用m表示。

例如，图1.1（a）所示的图可以表示为G1
 （V，E）。其中，顶点集合V（G1
 ）＝｛1，2，3，4，5，6｝，集合中的元素为顶点（用序号代表，在其他图中，顶点集合中的元素也可以是其他标识顶点的符号，如字母A、B、C等）；边的集合为：

E（G1
 ）＝｛（1，2），（1，3），（2，3），（2，4），（2，5），（2，6），（3，4），（3，5），（4，5）｝。

在上述边的集合中，每个元素（u，v）为一对顶点构成的无序对（用圆括号括起来），表示与顶点u和v相关联
 的一条无向边
 （Undirected Edge），这条边没有特定的方向，因此（u，v）与（v，u）是同一条的边。如果图中所有的边都没有方向性，这种图称为无向图
 （Undirected Graph）。

图1.1（b）所示的图可以表示为G2
 （V，E），其中顶点集合V（G2
 ）＝｛1，2，3，4，5，6，7｝，集合中的元素也为顶点的序号；边的集合为：

E（G2
 ）＝｛＜1，2＞，＜2，3＞，＜2，5＞，＜2，6＞，＜3，5＞，＜4，3＞，＜5，2＞，＜5，4＞，＜6，7＞｝。

在上述边的集合中，每个元素＜u，v＞为一对顶点构成的有序对（用尖括号括起来），表示从顶点u到顶点v的有向边
 （Directed Edge），其中u是这条有向边的起始顶点
 （Start Vertex），简称起点
 ，v是这条有向边的终止顶点
 （End Vertex），简称终点
 ，这条边有特定的方向，由u指向v，因此＜u，v＞与＜v，u＞是两条不同的边。例如，在图1.1（b）有向图G2
 中，＜2，5＞和＜5，2＞是两条不同的边。如果图中所有的边都是有方向性的，这种图称为有向图
 （Directed Graph）。有向图中的边也可以称为弧
 （Arc）。有向图也可以表示成D（V，A），其中A为弧的集合。

有向图的基图
 （Ground Graph）：忽略有向图所有边的方向，得到的无向图称为该有向图的基图。例如，图1.1（c）所示为图1.1（b）中有向图G2
 的基图。
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图1.1　无向图与有向图

说明：如果一个图中某些边具有方向性，而其他边没有方向性，这种图可以称为混合图
 （Mixed Graph）；如无特殊说明，本书的讨论仅限于无向图和有向图，不包括混合图。

1.1.2　完全图、稀疏图、稠密图

许多图论算法的复杂度都与图中顶点个数n或边的数目m有关，甚至m与n×（n－1）之间的相对关系也会影响图论算法的选择。下面介绍几个与顶点个数、边的数目相关的概念。


完全图
 （Complete Graph）：如果无向图中任何一对顶点之间都有一条边，这种无向图称为完全图。在完全图中，阶数和边数存在关系式：m＝n×（n－1）／2。例如，图1.2（a）所示的无向图就是完全图。阶为n的完全图用Kn
 表示。例如，图1.2（a）所示的完全图为4阶完全图K4
 。


有向完全图
 （Directed Complete Graph）：如果有向图中任何一对顶点u和v，都存在＜u，v＞和＜v，u＞两条有向边，这种有向图称为有向完全图。在有向完全图中，阶数和边数存在关系式：m＝n×（n－1）。例如，图1.2（b）所示的有向图就是有向完全图。
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图1.2　完全图与有向完全图


稀疏图
 （Sparse Graph）：边或弧的数目相对较少（远小于n×（n－1））的图称为稀疏图。有的文献认为，边或弧的数目m＜nlog（n）的无向图或有向图，称为稀疏图。例如，图1.3（a）所示的无向图可以称为稀疏图。


稠密图
 （Dense Graph）：边或弧的数目相对较多的图（接近于完全图或有向完全图）称为稠密图。例如，图1.3（b）所示的无向图可以称为稠密图。
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图1.3　稀疏图与稠密图


平凡图
 （Trivial Graph）：只有一个顶点的图，即阶n＝1的图称为平凡图。相反，阶n＞1的图称为非平凡图
 （Nontrivial Graph）。


零图
 （Null Graph）：边的集合E（G）为空的图，称为零图。

1.1.3　顶点与顶点、顶点与边的关系

在无向图和有向图中，顶点与顶点之间的关系，以及顶点与边的关系是通过“邻接
 （Adjacency）”这个概念来表示的。

在无向图G（V，E）中，如果（u，v）是E（G）中的元素，即（u，v）是图中的一条无向边，则称顶点u与顶点v互为邻接顶点
 （Adjacent Vertex），边（u，v）依附于
 （Attach To）顶点u和v，或称边（u，v）与顶点u和v相关联
 （Incident）。此外，称有一个共同顶点的两条不同边为邻接边
 （Adjacent Edge）。

例如，在图1.1（a）所示的无向图G1
 中，与顶点2相邻接的顶点有1，3，4，5，6，而依附于顶点2的边有（2，1），（2，3），（2，4），（2，5）和（2，6）。

在有向图G（V，E）中，如果＜u，v＞是E（G）中的元素，即＜u，v＞是图中的一条有向边，则称顶点u邻接到
 （Adjacent To）顶点v，顶点v邻接自
 （Adjacent From）顶点u，边＜u，v＞与顶点u和v相关联
 。

例如，在图1.1（b）所示的有向图G2
 中，顶点2分别邻接到顶点3，5，6，邻接自顶点1和5；有向边＜2，6＞的顶点2邻接到顶点6，顶点6邻接自顶点2；顶点2分别与边＜2，3＞，＜2，5＞，＜2，6＞，＜1，2＞和＜5，2＞相关联等。

1.1.4　顶点的度数及度序列

1．与顶点度数有关的概念


顶点的度数
 （Degree）：一个顶点u的度数是与它相关联的边的数目，记作deg（u）。例如，在图1.1（a）所示的无向图G1
 中，顶点2的度数为5，顶点5的度数为3等。

在有向图中，顶点的度数等于该顶点的出度与入度之和。其中，顶点u的出度
 （Outdegree）是以u为起始顶点的有向边（即从顶点u出发的有向边）的数目，记作od（u）；顶点u的入度
 （Indegree）是以u为终点的有向边（即进入到顶点u的有向边）的数目，记作id（u）。顶点u的度数：deg（u）＝od（u）＋id（u）。例如，在图1.1（b）所示的有向图G2
 中，顶点2的出度为3，入度为2，度数为：3＋2＝5。

在无向图和有向图中，边数m和所有顶点度数总和都存在如下关系。

定理1.1　在无向图和有向图中，所有顶点度数总和，等于边数的两倍，即：
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这是因为，不管是有向图还是无向图，在统计所有顶点度数总和时，每条边都统计了两次。

偶点与奇点：为方便起见，把度数为偶数的顶点称为偶点
 （Even Vertex），把度数为奇数的顶点称为奇点
 （Odd Vertex）。

推论1.1　每个图都有偶数个奇点。


孤立顶点
 （Isolated Vertex）：度数为0的顶点，称为孤立顶点。孤立顶点不与其他任何顶点邻接。


叶
 （Leaf）：度数为1的顶点，称为叶顶点，也称叶顶点
 （Leaf Vertex）或端点
 （End Vertex）。其他顶点称为非叶顶点
 。

图G的最小度
 （Minimum Degree）：图G所有顶点的最小的度数，记为δ（G）。

图G的最大度
 （Maximum Degree）：图G所有顶点的最大的度数，记为∆（G）。

例如，图1.1（a）所示的无向图没有孤立顶点，顶点6为叶顶点；δ（G）＝1，∆（G）＝4；等。

2．度序列与Havel-Hakimi定理


度序列
 （Degree Sequence）：若把图G所有顶点的度数排成一个序列s，则称s为图G的度序列。例如，图1.1（a）所示的无向图G1
 的度序列为

s：2，5，4，3，3，1；或s′：1，2，3，3，4，5；或s″：5，4，3，3，2，1。

其中序列s是按顶点序号排序的，序列s′是按度数非减顺序排列的，序列s″是按度数非增顺序排列的。给定一个图，确定它的度序列很简单，但是其逆问题并不容易，即给定一个由非负整数组成的有限序列s，判断s是否是某个图的度序列。

序列是可图的
 （Graphic）：一个非负整数组成的有限序列如果是某个无向图的度序列，则称该序列是可图的。判定一个序列是否是可图的，有以下Havel-Hakimi定理。

定理1.2（Havel-Hakimi定理）　由非负整数组成的非增序列s：d1
 ，d2
 ，…，dn
 （n≥2，d1
 ≥1）是可图的，当且仅当序列

[image: alt]


是可图的。序列s1
 中有n－1个非负整数，s序列中d1
 后的前d1
 个度数（即d2
 ～dd1＋1
 ）减1后构成s1
 中的前d1
 个数。

例如，判断序列s：7，7，4，3，3，3，2，1是否是可图的。删除序列s的首项7，对其后的7项每项减1，得到：6，3，2，2，2，1，0。继续删除序列的首项6，对其后的6项每项减1，得到：2，1，1，1，0，-1，到这一步出现了负数。由于图中不可能存在负度数的顶点，因此该序列不是可图的。

再举一个例子，判断序列s：5，4，3，3，2，2，2，1，1，1是否是可图的。删除序列s的首项5，对其后的5项每项减1，得到：3，2，2，1，1，2，1，1，1，重新排序后为：3，2，2，2，1，1，1，1，1。继续删除序列的首项3，对其后的3项每项减1，得到：1，1，1，1，1，1，1，1。如此再陆续得到序列：1，1，1，1，1，1，0；1，1，1，1，0，0；1，1，0，0，0；0，0，0，0。由此可判定该序列是可图的。

Havel-Hakimi定理实际上给出了根据一个序列s构造图（或判定s不是可图的）的方法：把序列s按照非增顺序排序以后，其顺序为d1
 ，d2
 ，…，dn
 ；度数最大的顶点设为v1
 ，将它与度数次大的前d1
 个顶点之间连边，然后这个顶点就可以不管了，即在序列中删除首项d1
 ，并把后面的d1
 个度数减1；再把剩下的序列重新按非增顺序排序，按照上述过程连边；……；直到建出完整的图，或出现负度数等明显不合理的情况为止。

例如，对序列s：3，3，2，2，1，1构造图，设度数从大到小的6个顶点为v1
 ～v6
 。首先v1
 与v2
 、v3
 、v4
 连一条边，如图1.4（a）所示；剩下的序列为2，1，1，1，1。如果后面4个1对应顶点v3
 、v4
 、v5
 、v6
 ，则应该在v2
 与v3
 、v2
 与v4
 之间连边，最后在v5
 与v6
 之间连边，如图1.4（b）所示。如果后面4个1对应顶点v5
 、v6
 、v3
 、v4
 ，则应该在v2
 与v5
 、v2
 与v6
 之间连边，最后在v3
 与v4
 之间连边，如图1.4（c）所示。可见，由同一个可图的序列构造出来的图不一定是唯一的。
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图1.4　根据度序列构造图

利用Havel-Hakimi定理判断一个序列是否是可图的，其程序实现详见例1.2。

1.1.5　二部图与完全二部图


二部图
 （Bipartite Graph）：设无向图为G（V，E），它的顶点集合V包含两个没有公共元素的子集：X＝｛x1
 ，x2
 ，…，xs
 ｝和Y＝｛y1
 ，y2
 ，…，yt
 ｝，元素个数分别为s和t；并且xi
 与xj
 之间（1≤i，j≤s）、yl
 与yr
 之间（1≤l，r≤t）没有边连接，则称G为二部图，有的文献也称为二分图
 。

例如，图1.5（a）所示的无向图就是一个二部图。


完全二部图
 （Complete Bipartite Graph）：在二部图G中，如果顶点集合X中每个顶点xi
 与顶点集合Y中每个顶点yl
 都有边相连，则称G为完全二部图，记为Ks，t
 ，s和t分别为集合X和集合Y中的顶点个数。在完全二部图Ks，t
 中一共有s×t条边。

例如，如图1.5（b）所示的K2，3
 和图1.5（c）所示的K3，3
 都是完全二部图。
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图1.5　二部图与完全二部图

观察图1.6（a）和图1.6（c）所示两个图，表面上看起来这两个图都不是二部图。但仔细观察，发现图1.6（a）中3个黑色顶点互不相邻，3个白色顶点也互不相邻，每个黑色顶点都与3个白色顶点相邻，因此图1.6（a）实际上也是K3，3
 ，如图1.6（b）所示。同样，图1.6（c）中4个黑色顶点互不相邻，4个白色顶点也互不相邻，对这8个顶点进行编号后，重新画成图1.6（d）所示的图，发现图1.6（c）实际上也是一个二部图。
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图1.6　二部图的判定

一个图是否为二部图，可由下面的定理判别。


定理1.3
 　一个无向图G是二部图当且仅当G中无奇数长度的回路（回路及路径长度的概念请参考1.1.8节）。

由定理1.3可判定图1.6（a）和图1.6（c）都是二部图。

1.1.6　图的同构

从图1.6可知，有些图之间看起来差别很大，比如图1.6（a）和图1.6（b）、图1.6（c）和图1.6（d），但经过改画后，它们实际上是同一个图。

又如，图1.7（a）和图1.7（b）两个图表面上看差别也很大，但是对图1.7（b）按照图中的顺序给每个顶点编号后发现，这两个图实际上也是同一个图。
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图1.7　图的同构

图的同构
 （Isomorphism）：设有两个图G1
 和G2
 ，如果这两个图区别仅在于图的画法与（或）顶点的标号方式，则称它们是同构的。意思就是说这两个图是同一个图。关于同构的严格定义，请参考其他教材。

1.1.7　子图与生成树

设有两个图G（V，E）和G′（V′，E′），如果V′⊆V，且E′⊆E，则称图G′是图G的子图
 （Subgraph）。例如，图1.8（a）、图1.8（b）所示的无向图都是图1.1（a）所示的无向图G1
 的子图，而图1.8（c）、图1.8（d）所示的有向图都是图1.1（b）所示的有向图G2
 的子图。
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图1.8　子图


生成树
 （Spanning Tree）：一个无向连通图（连通图的概念详见1.1.9节）的生成树是它的包含所有顶点的极小连通子图，这里所谓的极小就是边的数目极小。如果图中有n个顶点，则生成树有n－1条边。一个无向连通图可能有多个生成树。

例如，图1.1（a）所示的无向图G1
 的一个生成树如图1.9（a）所示。为了更形象地表示这个生成树，在图1.9（b）中把它画成了以顶点1为根结点的树，在图1.9（c）中把它画成了以顶点3为根结点的树。
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图1.9　无向图的生成树

观察图1.10，其中图1.10（b）和图1.10（c）都是图1.10（a）的子图，这两个子图的顶点集相同，为V′＝｛2，3，4，5｝，但边集不相同。图1.10（b）保留了原图中V′内各顶点间的边，而在图1.10（c）中，原图的边（3，5）和（3，2）被去掉了。因此有必要进一步讨论子图。
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图1.10　子图与诱导子图

设图G′（V′，E′）是图G（V，E）的子图，且对于V′中的任意两个顶点u和v，只要（u，v）是G中的边，则一定是G′中的边，此时称图G′为由顶点集合V′诱导的G的子图
 （Subgraph of G Induced By V′），简称为顶点诱导子图
 （Vertex-Induced Subgraph），记为G［V′］。根据定义，在图1.10中，图1.10（b）是由V′＝｛2，3，4，5｝诱导的子图，图1.10（c）和图1.10（d）都不是顶点诱导子图。

类似地，对于图G的一个非空的边集合E′，由边集合E′诱导的G的子图
 是以E′作为边集，以至少与E′中一条边关联的那些顶点构成顶点集V′，这个子图G′（V′，E′）称为是G的一个边诱导子图
 （Edge-Induced Subgraph），记为G［E′］。根据定义，在图1.10中，图1.10（b）、图1.10（c）和图1.10（d）都是边诱导子图。

说明：由于边必须依附于顶点而存在，所以对于“某条边属于子图，但该边某个顶点不属于子图”的情形，是没有意义的，本书对这种子图不作进一步的讨论。

1.1.8　路径

路径是图论中一个很重要的概念。在图G（V，E）中，若从顶点vi
 出发，沿着一些边经过一些顶点vp1
 ，vp2
 ，…，vpm
 ，到达顶点vj
 ，则称顶点序列（vi
 ，vp1
 ，vp2
 ，…，vpm
 ，vj
 ）为从顶点vi
 到顶点vj
 的一条路径
 （Path），或称为通路
 ，其中（vi
 ，vp1
 ），（vp1
 ，vp2
 ），…，（vpm
 ，vj
 ）为图G中的边。如果G是有向图，则＜vi
 ，vp1
 ＞，＜vp1
 ，vp2
 ＞，…，＜vpm
 ，vj
 ＞为图G中的有向边。


路径长度
 （Length）：路径中边的数目通常称为路径的长度。

例如，在图1.1（a）所示的无向图G1
 中，顶点序列（1，2，5，4）是从顶点1到顶点4的路径，路径长度为3，其中（1，2），（2，5），（5，4）都是图G1
 中的边；另外，顶点序列（1，3，4）也是从顶点1到顶点4的路径，路径长度为2。

在图1.1（b）所示的有向图G2
 中，顶点序列（3，5，2，6）是从顶点3到顶点6的路径，路径长度为3，其中＜3，5＞，＜5，2＞，＜2，6＞都是图G2
 中的有向边；而从顶点7到顶点1没有路径。


简单路径
 （Simple Path）：若路径上各顶点vi
 ，vp1
 ，vp2
 ，…，vpm
 ，vj
 均互相不重复，则这样的路径称为简单路径。例如，在图1.1（a）所示的无向图G1
 中，路径（1，2，5，4）就是一条简单路径。


回路
 （Circuit）：若路径上第一个顶点vi
 与最后一个顶点vj
 重合，则称这样的路径为回路。例如，在图1.1中，图G1
 中的路径（2，3，4，5，2）和图G2
 中的路径（5，4，3，5）都是回路。回路也称为环
 （Loop）。


简单回路
 （Simple Circuit）：除第一个和最后一个顶点外，没有顶点重复的回路称为简单回路。简单回路也称为圈
 （Cycle）。长度为奇数的圈称为奇圈
 （Odd Cycle），长度为偶数的圈称为偶圈
 （Even Cycle）。

1.1.9　连通性

连通性也是图论中一个很重要的概念。在无向图中，若从顶点u到v有路径，则称顶点u和v是连通
 （Connected）的。如果无向图中任意一对顶点都是连通的，则称此图是连通图
 （Connected Graph）；相反，如果一个无向图不是连通图，则称为非连通图
 （Disconnected Graph）。

如果一个无向图不是连通的，则其极大连通子图称为连通分量
 （Connected Component），这里所谓的极大是指子图中包含的顶点个数极大。

例如，图1.1（a）所示的无向图G1
 就是一个连通图。在图G1
 中，如果去掉边（2，6），则剩下的图就是非连通的，且包含两个连通分量，一个是由顶点1、2、3、4、5组成的连通分量，另一个是由顶点6构成的连通分量。

又如，图1.11所示的无向图也是非连通图。其中顶点1、2、3和5构成一个连通分量，顶点4、6、7和8构成另一个连通分量。
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图1.11　非连通图

在有向图中，若对每一对顶点u和v，既存在从u到v的路径，也存在从v到u的路径，则称此有向图为强连通图
 （Strongly Connected Digraph）。例如，图1.12（a）和图1.2（b）所示的有向图就是强连通图。
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图1.12　强连通图

对于非强连通图，其极大强连通子图称为其强连通分量
 （Strongly Connected Component）。例如，图1.13（a）所示的有向图G2
 就是非强连通图，它包含3个强连通分量，如图1.13（b）所示。其中，顶点2、3、4、5构成一个强连通分量，在这个子图中，每一对顶点u和v，既存在从u到v的路径，也存在从v到u的路径；顶点1、6、8也构成一个强连通分量，顶点7自成一个强连通分量。
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图1.13　有向图的强连通分量

1.1.10　权值、有向网与无向网


权值
 （Weight）：某些图的边具有与它相关的数，称为权值。这些权值可以表示从一个顶点到另一个顶点的距离、花费的代价、所需的时间等。如果一个图，其所有边都具有权值，则称为加权图
 （Weighted Graph），或者称为网络
 （Net）。根据网络中的边是否具有方向性，又可以分为有向网
 （Directed Net）和无向网
 （Undirected Net）。网络也可以用G（V，E）表示，其中边的集合E中每个元素包含3个分量：边的两个顶点和权值。

例如，图1.14（a）所示的无向网可表示为G1
 （V，E），其中顶点集合V（G1
 ）＝｛1，2，3，4，5，6，7｝；边的集合为：

E（G1
 ）＝｛（1，2，28），（1，6，10），（2，3，16），（2，7，14），（3，4，12），（4，5，22），（4，7，18），（5，6，25），（5，7，24）｝。

在边的集合中，每个元素的第3个分量表示该边的权值。

如图1.14（b）所示的有向网可以表示为G2
 （V，E），其中顶点集合V（G1
 ）＝｛1，2，3，4，5，6，7｝；边的集合为：

E（G2
 ）＝｛＜1，2，12＞，＜2，4，85＞，＜3，2，43＞，＜4，3，65＞，＜5，1，58＞，＜5，2，90＞，＜5，6，19＞，＜5，7，70＞，＜6，4，24＞，＜7，6，50＞｝。

同样在边的集合中，每个元素的第3个分量也表示该边的权值。
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图1.14　无向网与有向网

1.2　图的存储表示

图的存储表示方法有很多种，常用的有3种：邻接矩阵（Adjacency Matrix）、邻接表（Adjacency List）、邻接多重表（Adjacency Multilists）。本节只介绍前面两种。

1.2.1　邻接矩阵

1．有向图和无向图的邻接矩阵

在邻接矩阵存储方法中，除了一个记录各个顶点信息的顶点数组
 外，还有一个表示各个顶点之间关系的矩阵，称为邻接矩阵
 。设G（V，E）是一个具有n个顶点的图，则图的邻接矩阵是一个n×n的二维数组，在本书中用Edge
 ［n］［n］表示，它的定义为：
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例如，图1.1给出了图1.1（a）中的无向图G1
 （V，E）及其邻接矩阵表示。在图1.15中，为了表示顶点信息，特意将顶点的标号用字母A、B、C、D、E和F表示，各顶点的信息存储在顶点数组中，如图1.15（b）所示，注意在C/C++语言中，数组元素下标是从0开始计起的。G1
 的邻接矩阵如图1.15（c）所示，从图中可以看出，无向图的邻接矩阵是沿主对角线对称的。
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图1.15　无向图的邻接矩阵表示

又如，图1.16给出了图1.1（b）中的有向图G2
 （V，E）及其邻接矩阵表示。同样，为了表示顶点信息，在图1.16中特意将顶点的标号用字母A、B、C、D、E、F和G表示，各顶点的信息存储在顶点数组中，如图1.16（b）所示。G2
 的邻接矩阵如图1.16（c）所示，从该图中可以看出，有向图的邻接矩阵不一定是沿主对角线对称的。
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图1.16　有向图的邻接矩阵表示

注意：如果图中存在自身环
 （Self Loop，连接某个顶点自身的边）和重边
 （Multiple Edge），多条边的起点一样，终点也一样，也称为平行边
 （Parallel Edge）的情形，则无法用邻接矩阵存储。

从图的邻接矩阵可以获得什么信息？对无向图的邻接矩阵来说，如果Edge
 ［i］［j］＝1，则表示顶点i和顶点j之间有一条边。因此，邻接矩阵Edge
 第i行所有元素中元素值为1的个数表示顶点i的度数，第i列所有元素中元素值为1的个数也表示顶点i的度数，即：
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而对有向图的邻接矩阵来说，如果Edge
 ［i］［j］＝1，则表示存在从顶点i到顶点j有一条有向边，i是起点，j是终点。因此，邻接矩阵Edge
 第i行所有元素中元素值为1的个数表示顶点i的出度，第i列所有元素中元素值为1的个数表示顶点i的入度，即：
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说明：

（1）由于在C/C++语言中，数组元素下标是从0开始计起的，而图的顶点序号通常是从1开始计起的，所以数组元素下标i与第i＋1个顶点对应。在本书中，为避免繁琐，如无特殊说明，都隐含这种对应关系。例如，例1.1的分析中提到邻接矩阵中第i行与第i＋1个顶点对应。

（2）邻接矩阵经过其他运算如乘方后，还可以获得更多的信息，具体请参见相关图论书籍，本书不讨论这些运算。


例1.1
 　用邻接矩阵存储有向图，并输出各顶点的出入和入度。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个无权有向图。每个测试数据的第一行为两个正整数n和m，1≤n≤100，1≤m≤500，分别表示该有向图的顶点数目和边数，顶点的序号从1开始计起。接下来有m行，每行为两个正整数，用空格隔开，分别表示一条边的起点和终点。每条边出现一次且仅一次，图中不存在自身环和重边。输入文件最后一行为0 0，表示输入数据结束。


输出描述：


对输入文件中的每个有向图，输出两行：第1行为n个正整数，表示每个顶点的出度；第2行也为n个正整数，表示每个顶点的入度。每两个正整数之间用一个空格隔开，每行的最后一个正整数之后没有空格。
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分析：


在程序中可以使用一个二维数组Edge
 存储表示邻接矩阵。输入文件中顶点的序号是从1开始计起的，所以在将有向边＜u，v＞存储表示到邻接矩阵Edge
 时，需要将元素Edge
 ［u－1］［v－1］的值置为1。

本题中的有向图都是无权图，邻接矩阵中每个元素要么为1，要么为0。第i＋1个顶点的出度等于邻接矩阵中第i行所有元素中元素值为l的个数，把第i行所有元素值累加起来，得到的结果也是该顶点的出度。同理，在计算第i＋l个顶点的入度时，也只需将第i列所有元素值累加起来即可。

题目要求在输出n个顶点的出度（和入度）时，每两个正整数之间用一个空格隔开，最后一个正整数之后没有空格。可以采取的策略是：输出第0个顶点的出度时前面没有空格，输出后面n－1个顶点的出度时都先输出一个空格。

代码如下：
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例1.2
 　青蛙的邻居（Frogs' Neighborhood）


题目来源：


POJ Monthly-2004.05.15, POJ1659


题目描述：


未名湖附近共有n个大小湖泊L1
 ，L2
 ，…，Ln
 （其中包括未名湖），每个湖泊Li
 里住着一只青蛙Fi
 （1≤i≤n）。如果湖泊Li
 和Lj
 之间有水路相连，则青蛙Fi
 和Fj
 互称为邻居。现在已知每只青蛙的邻居数目为x1
 ，x2
 ，…xn
 ，请给出每两个湖泊之间的相连关系。


输入描述：


第一行是测试数据的组数t（0≤t≤20）。每组数据包括两行，第一行是整数n（2≤n≤10），第二行是n个整数，x1
 ，x2
 ，…，xn
 （0≤xi
 ＜n）。


输出描述：


对输入的每组测试数据，如果不存在可能的相连关系，输出"NO"；否则输出"YES"，并用n×n的矩阵表示湖泊间的相邻关系，即如果湖泊i与湖泊j之间有水路相连，则第i行的第j个数字为1，否则为0。每两个数字之间输出一个空格。如果存在多种可能，只需给出一种符合条件的情形。相邻两组测试数据之间输出一个空行。
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分析：


本题的意思实际上是给定一个非负整数序列，问是不是一个可图的序列，也就是说能不能根据这个序列构造一个图。这需要根据Havel-Hakimi定理（定理1.2）中的方法来构图，并在构图中判断是否出现了不合理的情形。有以下两种不合理的情形。

（1）某次对剩下序列排序后，最大的度数（设为d1
 ）超过了剩下的顶点数。

（2）对最大度数后面的d1
 个度数各减1后，出现了负数。

一旦出现了以上两种情形之一，即可判定该序列不是可图的。

如果一个序列是可图的，本题还要求输出构造得到的图的邻接矩阵，实现思路如下。

（1）为了确保顶点序号与输入时的度数顺序一致，特意声明了一个vertex结构体，包含了顶点的度和序号两个成员。

（2）每次对剩下的顶点按度数从大到小的顺序排序后，设最前面的顶点（即当前度数最大的顶点）序号为i、度数为d1
 ，对后面d1
 个顶点每个顶点（序号设为j）度数减1，并连边，即在邻接矩阵Edge
 中设置Edge
 ［i］［j］和Edge
 ［j］［i］为1。

代码如下：
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2．有向网和无向网的邻接矩阵

对于网络（即带权值的图），邻接矩阵的定义为：

[image: alt]


在编程实现时，可以用一个比较大的常量表示无穷大∞。

图1.17给出了图1.14（a）中的无向网G1
 （V，E）及其邻接矩阵表示。在无向网的邻接矩阵中，如果0＜Edge
 ［i］［j］＜∞，则顶点i和顶点j之间有一条无向边，其权值为Edge
 ［i］［j］。从图中可以看出，无向网的邻接矩阵也是沿主对角线对称的。
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图1.17　无向网的邻接矩阵表示

图1.18给出了图1.14（b）中的有向网G2
 （V，E）及其邻接矩阵表示。在有向网的邻接矩阵中，如果0＜Edge
 ［i］［j］＜∞，则从顶点i到顶点j有一条有向边，其权值为Edge
 ［i］［j］。从图中可以看出，有向网的邻接矩阵不一定是沿对主角线对称的。
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图1.18　有向网的邻接矩阵表示

3．关于邻接矩阵的进一步说明

在求解ACM/ICPC实际题目时，有时并不严格按照公式（1-2）或（1-5）来定义邻接矩阵。例如，有时为了处理方便的需要，可以将有向网（或无向网）的邻接矩阵中对角线元素也定义成+∞。

1.2.2　邻接表

尽管ACM/ICPC中绝大多数图论题目在求解时可以采用邻接矩阵存储图，但由于邻接矩阵无法存储带自身环（或重边）的图，所以有时不得不采用邻接表来存储图。另外，当图的边数（相对于邻接矩阵中的元素个数，即n×n）较少时，使用邻接矩阵存储会浪费较多的存储空间，而用邻接表存储可以节省存储空间。

所谓邻接表
 （Adjacency list），就是把从同一个顶点发出的边连接在同一个称为边链表
 的单链表中。边链表的每个结点代表一条边，称为边结点
 。每个边结点有2个域：该边终点的序号，以及指向下一个边结点的指针。在邻接表中，还需要一个用于存储顶点信息的顶点数组。

例如，图1.19（a）所示的有向图对应的邻接表如图1.19（b）所示。在顶点数组
 中，每个元素有两个成员：一个成员用来存储顶点信息；另一个成员为该顶点的边链表的表头指针，指向该顶点的边链表。如果没有从某个顶点发出的边，则该顶点没有边链表，因此表头指针为空，如图1.19（b）中的顶点G。在该图中，如果指针为空，则用符号“∧”表示。
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图1.19　有向图的邻接表（出边表）

在邻接表每个顶点的边链表中，各边结点所表示的边都是从该顶点发出的边，因此这种邻接表也称为出边表
 。采用邻接表存储图时，求顶点的出度很方便，只需要统计每个顶点的边链表中边结点的个数即可，但在求顶点的入度时就比较麻烦。

在图1.19（b）中，顶点B的边链表有3个边结点，分别表示边＜B，F＞、＜B，E＞和＜B，C＞，因此顶点B的出度为3；顶点C的边链表中只有1个边结点，表示边＜C，E＞，因此顶点C的出度为1。

如果需要统计各顶点的入度，可以采用逆邻接表存储表示图。所谓逆邻接表
 ，也称为入边表
 ，就是把进入同一个顶点的边链接在同一个边链表中。

例如，图1.20（a）所示的有向图对应的逆邻接表如图1.20（b）所示。在图1.20（b）中，顶点B的边链表有2个边结点，分别表示边＜E，B＞和＜A，B＞，因此顶点B的入度为2；顶点C的边链表中也有2个边结点，分别表示边＜D，C＞和＜B，C＞，因此顶点C的入度也为2。
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图1.20　有向图的逆邻接表（入边表）

因为无向图中的边没有方向性，所以无向图的邻接表没有入边表和出边表之分。在无向图的邻接表中，与顶点v相关联的边都链接到该顶点的边链表中。无向图的每条边在邻接表里出现两次。例如，图1.21（a）所示的无向图对应的邻接表如图1.21（b）所示。
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图1.21　无向图的邻接表

在图1.21（b）中，顶点B的边链表中有5个边结点，分别表示边（B，F）、（B，E）、（B，D）、（B，C）和（B，A），因此顶点B的度为5；顶点C的边链表中有4个边结点，分别表示边（C，E）、（C，D）、（C，B）和（C，A），因此顶点C的度为4。边（B，C）分别出现在顶点B和顶点C的边链表中。

说明：如果用邻接表存储有向网或无向网，则在边结点中还应增加一个成员，用于存储边的权值。

接下来以有向图为例介绍邻接表的实现方法。为了方便求解顶点的出度和入度，在实现时，把出边表和入边表同时包含在图的邻接表结构中。

有向图的邻接表用一个结构体LGraph存储表示，其中包含3个成员：顶点数组vertexs，顶点数vexnum和边的数目arcnum，其中顶点数组vertexs中每个元素都是VNode结构体变量。VNode结构体变量存储图中每个顶点，它包含3个成员：顶点信息、出边表的表头指针和入边表的表头指针，其中后面两个成员都是ArcNode结构体类型的指针。ArcNode结构体存储边链表中的边结点，它包含两个成员：边的另一个邻接点的序号，以及指向下一个边结点的指针。

上述提及的3个结构体声明如下。
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声明了有向图的邻接表结构体LGraph后，构造有向图G可以采取全局函数CreateLG（）来实现，代码如下。在CreateLG（）函数中，约定：构造邻接表时，先输入顶点个数和边数，然后按“起点／终点”的格式输入每条有向边，详见例1.3的输入／输出描述；注意在输入数据时，顶点序号从1开始计起，而在存储时顶点序号从0开始计起。
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构造有向图邻接表（出边表）的过程，可以用图1.22所示的过程来表示。在读入边“2 3”后，申请一个边结点，并链入到顶点1的表头指针后面。再读入边“2 5”，又申请一个边结点，再插入到顶点1的表头指针后面。如图1.22（b）所示，在顶点1表头指针与边结点＜1，2＞之间插入了一个边结点＜1，4＞。请注意输入数据中顶点序号是从1开始计起的，在处理时先减1再构造边结点。
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图1.22　构造有向图邻接表的过程

使用完有向图G的邻接表后，应该释放图G各顶点的出边表和入边表中所有边结点所占的存储空间，可以使用全局函数DeleteLG实现，代码详见例1.3。

以上声明的邻接表及定义的全局函数使用方法详见例1.3。


例1.3
 　用邻接表存储有向图，并输出各顶点的出度和入度。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个无权有向图。每个测试数据的第一行为两个正整数n和m，1≤n≤100，1≤m≤500，分别表示该有向图的顶点数目和边数，顶点的序号从1开始计起。接下来有m行，每行为两个正整数，用空格隔开，分别表示一条边的起点和终点。每条边出现一次且仅一次，图中不存在自身环和重边。输入文件最后一行为0 0，表示输入数据结束。


输出描述：


对输入文件中的每个有向图，输出两行：第1行为n个正整数，表示每个顶点的出度；第2行也为n个正整数，表示每个顶点的入度。每两个正整数之间用一个空格隔开，每行的最后一个正整数之后没有空格。
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分析：


用邻接表存储图，可以表示重边和自身环的情形。例如，样例输入中第2个测试数据所描述的有向图及对应的邻接表如图1.23所示，该有向图既包含重边，又包含自身环。在图1.23（a）中，有向边＜2，2＞为自身环，对应到图1.23（b）所示的邻接表中，顶点1的入边表和出边表都有一个边结点，其adjvex分量均为1。另外，在图1.23（a）中，＜2，3＞和＜2，3＞为重边，对应到图1.23（b），在顶点1的出边表中，有两个边结点的adjvex分量均为2；以及在顶点2的入边表中，有两个边结点的adjvex分量均为1。
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图1.23　包含重边和自身环的有向图的邻接表

统计第i个顶点的出度的方法是在其出边表中统计边结点的个数，统计第i个顶点的入度的方法是在其入边表中统计边结点的个数。

注意，为了实现“当读入的顶点个数n为0时，输入结束，退出main函数”，下面的代码将设置邻接表的vexnum成员和arcnum成员，以及读入顶点个数的处理代码由CreateLG函数移至main函数的while循环中。

代码如下：
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3．关于邻接表的进一步说明

在求解ACM/ICPC题目时，有时并不需要严格按照1.2.2节中的形式来定义邻接表结构，可以根据题目的要求进行简化。例如，如果无向图（或有向图）中有n个顶点，其序号为0～n，那么邻接表结构就可以简化成由n个表头指针所组成的数组，详见例2.6、2.9、5.6等例题中的代码。

1.2.3　关于邻接矩阵和邻接表的进一步讨论

1．存储方式对算法复杂度的影响

本书后续章节会介绍图论里很多算法，存储方式的选择对这些算法的时间复杂度和空间复杂度有直接影响。（假设图中有n个顶点，m条边。）


时间复杂度：
 邻接表里直接存储了边的信息，浏览完所有的边，对有向图来说，时间复杂度是O（m），对无向图时间复杂度是O（2×m）。而邻接矩阵是间接存储边，浏览完所有的边，复杂度是O（n2
 ）。


空间复杂度：
 邻接表里除了存储m条边所对应的边结点外，还需要一个顶点数组，存储各顶点的顶点信息及各边链表的表头指针，总的空间复杂度为O（n＋m）（或O（n＋2m））；而用邻接矩阵存储图，需要n×n规模的存储单元，其空间复杂度为O（n2
 ）。当边的数目相对于n×n比较小时，邻接矩阵里存储了较多的无用信息，用邻接表可以节省较多的存储空间。

2．在求解问题时可以灵活地存储表示图

在求解实际问题时，有时并不需要严格采用邻接矩阵或邻接表来存储图。例如，当图中顶点个数确定以后（这里假设顶点序号是连续的），图的结构就唯一地取决于边的信息，因此可以把每条边的信息（起点、终点、权值等）存储到一个数组里，在针对该图进行某种处理时只需要访问边的数组中每个元素即可。对于一些可以直接针对边进行处理的算法，如4.2节介绍的Bellman-Ford算法，可以采用这种存储方式来实现，详细方法见例4.13等例子。

练　习

1.1　编程实现：利用邻接矩阵存储一个有向图，并实现邻接矩阵的平方运算，并观察和分析平方运算后邻接矩阵中元素值的含义。

1.2　请模仿1.2.2节邻接表的实现方法，以及例1.3利用邻接表存储有向图，实现统计有向图各顶点的出度和入度的方法，编程实现：用邻接表存储一个无向图，并统计各顶点的度。注意：在构造无向图的邻接表时，每条边要分别链接到两个顶点的边链表中。


第2章　图的遍历与活动网络问题

所谓图的遍历
 （Graph Traversal），也称为搜索
 （Search），就是从图中某个顶点出发，沿着一些边访遍图中所有的顶点，且使每个顶点仅被访问一次。遍历可以采取两种方法进行：深度优先搜索（Depth First Search，DFS）和广度优先搜索（Breadth First Search，BFS）。本章着重讨论这两种搜索算法。

遍历是很多图论算法的基础，可以用来解决图论中的许多问题，如活动网络问题。本章最后两节讨论了活动网络问题，包括AOV网络和拓扑排序、AOE网络和关键路径的求解。

2.1　DFS遍历

2.1.1　DFS算法思想


深度优先搜索（DFS）
 是一个递归过程，有回退过程。DFS算法的思想是：对一个无向连通图，在访问图中某一起始顶点v后，由v出发，访问它的某一邻接顶点w1
 ；再从w1
 出发，访问与w1
 邻接但还没有访问过的顶点w2
 ；然后再从w2
 出发，进行类似的访问；……；如此进行下去，直至到达所有邻接顶点都被访问过的顶点u为止；接着，回退一步，回退到前一次刚访问过的顶点，看是否还有其他没有被访问过的邻接顶点，如果有，则访问此顶点，之后再从此顶点出发，进行与前述类似的访问；如果没有，就再回退一步进行类似的访问。重复上述过程，直到该连通图中所有顶点都被访问过为止。

接下来以图2.1（a）所示的无向连通图为例解释DFS搜索过程。假设在多个未访问过的邻接顶点中进行选择时，按顶点序号从小到大的顺序进行选择，比如顶点A有3个邻接顶点，即B、D和E，首先选择顶点B进行深度优先搜索。
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图2.1　深度优先搜索

对图2.1（a）所示的无向连通图，采用DFS思想搜索的过程如下（在图1.21（a）中，实线表示前进方向，虚线表示回退方向，箭头旁的数字跟下面的序号对应）。

（1）从顶点A出发，访问顶点序号最小的邻接顶点，即顶点B。

（2）然后访问顶点B的未访问过的、顶点序号最小的邻接顶点，即顶点C。

（3）接着访问顶点C的未访问过的、顶点序号最小的邻接顶点，即顶点G。

（4）此时顶点G已经没有未访问过的邻接顶点了，所以回退到顶点C。

（5）回退到顶点C后，顶点C也没有未访问过的邻接顶点了，所以继续回退到顶点B。

（6）顶点B还有一个未访问过的邻接顶点，即顶点E，所以访问顶点E。

（7）然后访问顶点E的未访问过的、顶点序号最小的邻接顶点，即顶点F。

（8）顶点F有两个未访问过的邻接顶点，选择顶点序号最小的，即顶点D，所以访问D。

（9）此时顶点D已经没有未访问过的邻接顶点了，所以回退到顶点F。

（10）顶点F还有一个未访问过的邻接顶点，即顶点H，所以访问顶点H。

（11）然后访问顶点H的未访问过的、顶点序号最小的邻接顶点，即顶点I。

（12）此时顶点I已经没有未访问过的邻接顶点了，所以回退到顶点H。

（13）回退到顶点H后，顶点H也没有未访问过的邻接顶点了，所以继续回退到顶点F。

（14）回退到顶点F后，顶点F也没有未访问过的邻接顶点了，所以继续回退到顶点E。

（15）回退到顶点E后，顶点E也没有未访问过的邻接顶点了，所以继续回退到顶点B。

（16）回退到顶点B后，顶点B也没有未访问过的邻接顶点了，所以继续回退到顶点A。

回退到顶点A后，顶点A也没有未访问过的邻接顶点了，而且顶点A是搜索的起始顶点。至此，整个搜索过程全部结束。由此可见，DFS搜索最终要回退到起始顶点，并且如果起始顶点没有未访问过的邻接顶点了，则算法结束。

在图2.1（b）中，每个顶点外侧的数字标明了进行深度优先搜索时各顶点访问的次序，称为顶点的深度优先数
 。图2.1（b）还给出了访问n个顶点时经过的n－1条边，这n－1条边将n个顶点连接成一棵树，称此图为原图的深度优先生成树
 ，该树的根结点就是深度优先搜索的起始顶点。在图2.1（b）中，为了更加直观地描述该生成树的树形结构，将此生成树改画成图2.1（b）中右图所示的树形形状。

2.1.2　DFS算法的实现及复杂度分析

1．DFS算法的实现

假设有函数DFS（v），可实现从顶点v出发访问它的所有未访问过的邻接顶点。在DFS算法中，必有一数组，设为visited［n］，用来存储各顶点的访问状态。如果visited［i］＝1，则表示顶点i已经访问过；如果visited［i］＝0，则表示顶点i还未访问过。初始时，各顶点的访问状态均为0。

用DFS函数实现可用如图2.1（a）所示的搜索过程图2.2表示，在主函数中只要调用DFS（A）就可以搜索整个图。图2.2中的序号（1）～（16）跟图2.1（a）中的序号是一一对应的。

如果用邻接表存储图，则DFS算法实现的伪代码如下：
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图2.2　深度优先搜索的实现

如果用邻接矩阵存储图（设顶点个数为n），则DFS算法实现的伪代码如下：
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在上述伪代码中，在递归调用DFS函数前后的两个位置特别重要。

（1）如果需要在递归搜索前做一些准备工作（如例2.1中在递归搜索前将当前方格设置为墙壁），则需要在DFS递归调用前的位置写代码。

（2）如果需要在搜索的回退后做一些还原工作（如例2.1中在搜索回退后将当前方格还原成空格），或者根据搜索结果做一些统计或计算工作（如8.2节求关节点的算法），则需要在DFS递归调用后的位置写代码。

2．算法复杂度分析

现以图2.1（a）所示的无向图为例分析DFS算法的复杂度。设图中有n个顶点，有m条边。

如果用邻接表存储图，如图2.3所示，从顶点i进行深度优先搜索，首先要取得顶点i的边链表表头指针，设为p，然后要通过指针p访问它的第1个邻接顶点，如果该邻接顶点未访问过，则从这个顶点出发进行递归搜索；如果这个邻接顶点已经访问过，则指针p要移向下一个边结点。在这个过程中，对每个顶点递归访问1次，即每个顶点的边链表表头指针取出一次，而每个边结点都只访问了一次。由于总共有2m个边结点，所以扫描边的时间为O（2m）。因此，采用邻接表存储图时，进行深度优先搜索的时间复杂性为O（n＋2m）。
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图2.3　采用邻接表存储图，进行深度优先搜索

在图2.3（b）中，每个边结点上用圆括号括起来的序号表示每条边的扫描顺序。这个扫描顺序不太好理解，现详细解释如下。

（1）从顶点A出发进行DFS搜索，首先取出顶点A的边链表表头指针，设为pA；pA所指向的边结点表示边（A，B），而顶点B没有访问过，所以要递归调用DFS（B），注意这个过程并没有去扫描边结点（A，B）。

（2）从顶点B进行DFS搜索，首先取出顶点B的边链表表头指针，设为pB；pB所指向的边结点表示边（B，A），而顶点A已经访问过了，所以将指针pB移向下一个边结点，即要扫描边结点（B，A），并使得pB指向边（B，C）所表示的边结点，所以整个DFS过程最先扫描的边结点是（B，A）；现pB指向边结点（B，C），而顶点C还未访问，所以要递归调用DFS（C），同样这个过程并没有去扫描边结点（B，C）。

（3）从顶点C进行DFS搜索，首先取出顶点C的边链表表头指针，设为pC；pC所指向的边结点表示边（C，B），而顶点B已经访问过了，所以将指针pC移向下一个边结点，即要扫描边结点（C，B）（因此，边结点（C，B）的扫描顺序为2），并使得pB指向边（C，G）所表示的边结点；现pB指向边结点（C，G），而顶点G还未访问，所以要递归调用DFS（G）。

（4）从顶点G进行DFS搜索，首先取出顶点G的边链表表头指针，设为pG；pG所指向的边结点表示边（G，C），而顶点C已经访问过了，所以要扫描边结点（G，C）（因此，边结点（G，C）的扫描顺序为3），并将指针pG移向下一个边结点，而下一个边结点为空，所以顶点G访问完毕，回退到DFS（C）。

（5）回退到DFS（C）后，继续扫描边结点（C，G）（因此，边结点（C，G）的扫描顺序为4）后，顶点C也访问完毕，回退到DFS（B）。

……

如果采用邻接矩阵存储图，由于在邻接矩阵中只是间接地存储了边的信息。在对某个顶点进行DFS搜索时，要检查其他每个顶点，包括它的邻接顶点和非邻接顶点，所需时间为O（n）。例如，在图2.4（b）中，执行DFS（A）时，要在邻接矩阵中的第0行检查顶点A～I与顶点A是否相邻且是否已经访问过。另外，整个DFS过程，对每个顶点都要递归进行DFS搜索，因此遍历图中所有的顶点所需的时间为O（n2
 ）。
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图2.4　采用邻接矩阵存储图，进行深度优先搜索

2.1.3　例题解析

以下通过两道例题的分析，再详细介绍深度优先搜索的算法思想及其实现方法。


例2.1
 　骨头的诱惑（Tempter of the Bone）


题目来源：


Zhejiang Provincial Programming Contest 2004, ZOJ2110


题目描述：


一只小狗在一个古老的迷宫里找到一根骨头，当它叼起骨头时，迷宫开始颤抖，它感觉到地面开始下沉。它才明白骨头是一个陷阱，它拼命地试着逃出迷宫。

迷宫是一个N×M大小的长方形，迷宫有一个门。刚开始门是关着的，并且这个门会在第T秒钟开启，门只会开启很短的时间（少于1秒），因此小狗必须恰好在第T秒达到门的位置。每秒钟，它可以向上、下、左或右移动一步到相邻的方格中。但一旦它移动到相邻的方格，这个方格开始下沉，而且会在下1秒消失。所以，它不能在一个方格中停留超过一秒，也不能回到经过的方格。

小狗能成功逃离吗？请帮助它。


输入描述：


输入文件包括多个测试数据。每个测试数据的第1行为3个整数：N、M、T，（1＜N、M＜7；0＜T＜50），分别代表迷宫的长和宽，以及迷宫的门会在第T秒时刻开启。

接下来N行信息给出了迷宫的格局，每行有M个字符，这些字符可能为如下值之一。

X：墙壁，小狗不能进入　　　　S：小狗所处的位置

D：迷宫的门　　　　　　　　　[image: alt]
 空的方格

输入数据以3个0表示输入数据结束。


输出描述：


对每个测试数据，如果小狗能成功逃离，则输出"YES"，否则输出"NO"。
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分析：


本题要采用DFS搜索思想求解，本节也借助这道题目详细分析DFS搜索策略的实现方法及搜索时要注意的问题。

1）搜索策略

以样例输入中的第1个测试数据进行分析，如图2.5所示。图2.5（a）表示测试数据及所描绘的迷宫；在图2.5（b）中，圆圈中的数字表示某个位置的行号和列号，行号和列号均从0开始计起，实线箭头表示搜索前进方向，虚线箭头表示回退方向。
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图2.5　骨头的诱惑（搜索策略）

搜索时从小狗所在初始位置S出发进行搜索。每搜索到一个方格位置，对该位置的4个可能方向（要排除边界和墙壁）进行下一步搜索。往前走一步，要将到达的方格设置成墙壁，表示当前搜索过程不能回到经过的方格。一旦前进不了，要回退，要恢复现场（将前面设置的墙壁还原成空的方格），回到上一步时的情形。只要有一个搜索分支到达门的位置并且符合要求，则搜索过程结束。如果所有可能的分支都搜索完毕，还没找到满足题目要求的解，则该迷宫无解。

2）搜索实现

假设实现搜索的函数为dfs，它带有3个参数。dfs（si
 ，sj
 ，cnt）：已经到达（si
 ，sj
 ）位置，且已经花费cnt秒，如果到达门的位置且时间符合要求，则搜索终止；否则继续从其相邻位置继续进行搜索。继续搜索则要递归调用dfs函数，因此dfs是一个递归函数
 。

成功逃离条件：si
 ＝di
 ，sj
 ＝dj
 ，cnt＝t。其中（di
 ，dj
 ）是门的位置，在第t秒钟开启。

假设按照上、右、下、左顺时针的顺序
 进行搜索。则对样例输入中的第1个测试数据，其搜索过程及dfs函数的执行过程如图2.6所示。
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图2.6　骨头的诱惑（搜索策略的函数实现）

在该测试数据中，小狗的起始位置在（0，0）处，门的位置在（2，3）处，门会在第5秒钟开启。在主函数中，调用dfs（0，0，0）搜索迷宫。当递归执行到某一个dfs函数dfs（si
 ，sj
 ，cnt），满足sj==2==di，sj==3==dj，且cnt==5==t，则表示能成功逃离。

图2.6演示了dfs（0，0，0）的递归执行过程。在图中，各符号含义如下。

（1）（0，1）＝'X'：表示往前走一步，要将当前方格设置成墙壁；

（2）（0，1）＝'.'：表示回退过程，要恢复现场，即将（0，1）这个位置由原来设置的墙壁还原成空格。

在执行dfs（0，0，0）时，按照搜索顺序，上方是边界，不能走，所以向右走一步，即要递归调用dfs（0，1，1）。在调用dfs（0，1，1）之前，将（0，1）位置置为墙壁。走到（0，1）位置后，下一步要走的位置是（0，2），要递归调用dfs（0，2，2）。在调用dfs（0，2，2）之前，将（0，2）位置置为墙壁。走到（0，2）位置后，下一步要走的位置是（0，3），要递归调用dfs（0，3，3）。在调用dfs（0，3，3）之前，将（0，3）位置置为墙壁。在走到（0，3）位置后，其4个相邻位置中上边、右边是边界，下边是墙壁，左边本来是空的方格，但因为在前面的搜索前进方向上已经将它设置成墙壁了，所以没有位置可走，只能回退到上一层，即dfs（0，3，3）函数执行完毕，要回退到主调函数处，也就是dfs（0，2，2）函数中。

回到dfs（0，2，2）函数处，即处在位置（0，2），且已经走了2秒。（0，2）位置的4个相邻位置中，还有（1，2）这个位置可以走，则从（1，2）位置继续搜索。

按照上述搜索策略，一直搜索到（2，3）位置处，这个位置是门的位置，且刚好走了5秒。所以得出结论：能够成功逃脱。

这里要注意，搜索方向的选择是通过下面的二维数组及循环控制来实现的。该二维数组表示上、右、下、左4个方向相对当前位置x、y坐标的增量。

int dir［4］［2］＝｛｛-1，0｝，｛0，1｝，｛1，0｝，｛0，-1｝｝；

3）为什么在回退过程中要恢复现场

以样例输入中的第2个测试数据来解释这个问题。在这个测试数据中，如果加上回退过程的恢复现场操作，则不管按什么顺序（上、右、下、左顺序或者左、右、下、上顺序）进行搜索，都能成功脱离；但是去掉回退过程的恢复现场操作后，按某种搜索顺序能成功脱离，但按另外一种搜索顺序则不能成功脱离，这是错误的。图2.7～图2.10以测试数据2为例分析了加上和去掉回退过程分别按两种搜索顺序进行搜索的过程和结果。
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图2.7　骨头的诱惑（测试数据2分析1）
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图2.8　骨头的诱惑（测试数据2分析2）
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图2.9　骨头的诱惑（测试数据2分析3）
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图2.10　骨头的诱惑（测试数据2分析4）


测试数据2分析1：
 回退过程有恢复现场，dir数组如下，即搜索方向为上、右、下、左顺序，整个搜索过程如图2.7（b）所示，dfs函数的执行过程如图2.7（c）所示。dfs函数执行的结果是能成功逃脱。

int dir［4］［2］＝｛｛-1，0｝，｛0，1｝，｛1，0｝，｛0，-1｝｝；


测试数据2分析2：
 回退过程有恢复现场，dir数组如下，即搜索方向为左、右、下、上顺序，整个搜索过程如图2.8（b）所示，dfs函数的执行过程如图2.8（c）所示。从图2.8（b）和图2.8（c）可知，往左搜索走不通后，此时右边（即（1，3）位置）仍为'.'（在回退的时候恢复了），从这个位置出发再进行搜索，将找到一条能成功逃脱的路径。因此，dfs函数执行的结果是能成功逃脱。

int dir［4］［2］＝｛｛0，-1｝，｛0，1｝，｛1，0｝，｛-1，0｝｝；


测试数据2分析3：
 去掉回退过程的恢复现场操作，在图2.9（c）中，“（1，3）＝'.'；”等代码加上了删除线。dir数组如下，即搜索方向为上、右、下、左顺序，整个搜索过程如图2.9（b）所示，dfs函数的执行过程如图2.9（c）所示。dfs函数执行的结果是能成功逃脱。

int dir［4］［2］＝｛｛-1，0｝，｛0，1｝，｛1，0｝，｛0，-1｝｝；


测试数据2分析4：
 去掉回退过程的恢复现场操作，在图2.10（c）中，“（0，2）＝'.'；”等代码加上了删除线。dir数组如下，即搜索方向为左、右、下、上顺序，整个搜索过程如图2.10（b）所示，dfs函数的执行过程如图2.10（c）所示。由于没有恢复现场操作，在往左搜索走不通后，所有位置都被设置为墙壁，无法再进行搜索了，如图2.10（d）所示。因此，dfs函数执行的结果是不能成功逃脱。

int dir［4］［2］＝｛｛0，-1｝，｛0，1｝，｛1，0｝，｛-1，0｝｝；

为什么在回退过程中恢复现场？答案是：如果当前搜索方向行不通，该搜索过程要结束了，但并不代表其他搜索方向也行不通，所以在回退时必须还原到原来的状态，保证其他搜索过程不受影响。

代码如下：

[image: alt]



备注：


（1）用C语言的scanf函数读入字符型数据（使用"%c"格式控制）时，会把上一行的换行符（ASCII编码值为10）读进来。因此在读入每一行迷宫字符前，要跳过上一行的换行符。

（2）本程序两处地方使用了剪枝，分别是搜索前的剪枝和搜索过程中的剪枝，详见程序中的注释。而所谓剪枝
 ，顾名思义，就是通过某种判断，避免一些不必要的搜索过程。形象地说，就是剪去了搜索过程中的某些“枝条”，故称剪枝。有关剪枝技术的介绍，请参考其他书籍和资料。


例2.2
 　油田（Oil Deposits）


题目来源：


Mid-Central USA 1997, ZOJ1709, POJ1562


题目描述：


GeoSurvComp地质探测公司负责探测地下油田。每次GeoSurvComp公司都是在一块长方形的土地上来探测油田。在探测时，他们把这块土地用网格分成若干个小方块，然后逐个分析每块土地，用探测设备探测地下是否有油田。方块土地底下有油田则称为pocket，如果两个pocket相邻，则认为是同一块油田，油田可能覆盖多个pocket。试计算长方形的土地上有多少个不同的油田。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个网格。每个网格数据的第1行为两个整数：m、n，分别表示网格的行和列；如果m＝0，则表示输入结束，否则1≤m≤100，1≤n≤100。接下来有m行数据，每行数据有n个字符（不包括行结束符）。每个字符代表一个小方块，如果为“*”，则代表没有石油，如果为“@”，则代表有石油，是一个pocket。


输出描述：


对输入文件中的每个网格，输出网格中不同的油田数目。如果两块不同的pocket在水平、垂直或者对角线方向上相邻，则被认为属于同一块油田。每块油田所包含的pocket数目不会超过100。
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分析：


从网格中某个“@”字符位置开始进行DFS搜索，可以搜索到跟该“@”字符位置同属一块油田的所有“@”字符位置。为避免重复搜索，可以在搜索的前进方向，将每个“@”字符位置替换成“*”字符。这样，从网格中每个“@”字符位置进行搜索，可以得到油田的数目。

在程序实现时，可以用下面的二维数组表示（x，y）位置的8个相邻方向，该二维数组依次表示左上、上、右上、右、右下、下、左下、左8个方向（顺时针顺序）相对（x，y）位置的x、y坐标增量。

int dir［8］［2］＝｛｛-1，-1｝，｛-1，0｝，｛-1，1｝，｛0，1｝，｛1，1｝，｛1，0｝，｛1，-1｝，｛0，-1｝｝；

另外，与例2.1中使用scanf函数（采用"%c"格式控制）读取迷宫中的字符时需要跳过上一行的换行符不同的是，在本题中，读入网格中的每行字符时，采用"%s"格式控制，这种输入方式会自动跳过每行末尾的换行符，所以不需要专门用调用scanf函数来读取换行符。

代码如下：
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练　习

2.1　农田灌溉（Farm Irrigation），ZOJ2412


题目描述：


Benny有一大片农田需要灌溉。农田是一个长方形，被分割成许多小的正方形。每个正方形中都安装了水管。不同的正方形农田中可能安装了不同的水管。一共有11种水管，分别用字母A～K标明，如图2.11（a）所示。
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图2.11　水管类型及农田的地图

Benny农田的地图是由描述每个正方形农田中水管类型的字母组成的矩阵。例如，如果农田的地图为：

ADC

FJK

IHE

则农田中水管分布如图2.11（b）所示。

某些正方形农田的中心有水源，因此水可以沿着水管从一个正方形农田流向另一个正方形农田。如果水可以流经某个正方形农田，则整个正方形农田可以全部被灌溉到。

Benny想知道至少需要多少个水源，以保证整个长方形农田都能被灌溉到。

例如，图2.11（b）所示的农田至少需要3个水源，图中的圆点表示每个水源。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数M和N，表示农田中有M行，每行有N个正方形。接下来有M行，每行有N个字符。字符的取值为'A'～'K'，表示对应正方形农田中水管的类型。当M或N取负值时，表示输入文件结束；否则M和N的值为正数，且其取值范围是1≤M、N≤50。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据所描述的农田，输出占一行，为求得的所需水源数目的最小值。
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2.2　Gnome Tetravex游戏（Gnome Tetravex），ZOJ1008


题目描述：


哈特近来一直在玩有趣的Gnome Tetravex游戏。在游戏开始时，玩家会得到n×n（n≤5）个正方形。每个正方形都被分成4个标有数字的三角形（数字的范围是0～9）。这4个三角形分别被称为“左三角形”、“右三角形”、“上三角形”和“下三角形”。例如，图2.12（a）所示是2×2的正方形的一个初始状态。
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图2.12　Gnome Tetravex游戏

玩家需要重排正方形，到达目标状态。在目标状态中，任何两个相邻正方形的相邻三角形上的数字都相同。图2.12（b）所示是一个目标状态的例子。

看起来这个游戏并不难。但是说实话，哈特并不擅长这种游戏，他能成功地完成最简单的游戏，但是当他面对一个更复杂的游戏时，他根本无法找到解法。

某一天，当哈特玩一个非常复杂的游戏的时候，他大喊到：“电脑在耍我！不可能解出这个游戏。”对于这样可怜的玩家，帮助他的最好方法是告诉他游戏是否有解。如果他知道游戏是无解的，他就不需要再把如此多的时间浪费在它上面了。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个Gnome Tetravex游戏。每个游戏的第1行为一个整数n，1≤n≤5，表示游戏的规模，该游戏中有n×n个正方形。

接下来有n×n行，描述了每个正方形中4个三角形中的数字。每一行为4个整数，依次代表上三角形、右三角形、下三角形和左三角形中的数字。

输入文件中最后一行为整数0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个游戏，必须判断该游戏是否有解。对每个游戏，首先输出游戏的序号，接着是一个冒号和空格，然后是判断。如果该游戏有解，输出"Possible"，否则输出"Impossible"。

每两个游戏的输出之间有一个空行。注意不要输出多余的空格和空行。
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2.3　红与黑（Red and Black），ZOJ2165，POJ1979


题目描述：


有一个长方形的房间，房间里的地面上布满了正方形的瓷砖，瓷砖要么是红色，要么是黑色。一男子站在其中一块黑色的瓷砖上。男子可以向他四周的瓷砖上移动，但不能移动到红色的瓷砖上，只能在黑色的瓷砖上移动。

本题的目的就是要编写程序，计算他在这个房间里可以到达的黑色瓷砖的数量。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数W和H，分别表示长方形房间里x方向和y方向上瓷砖的数目。W和H的值不超过20。

接下来有H行，每行有W个字符，每个字符代表了瓷砖的颜色，这些字符的取值及含义如下。

（1）'.'——黑色的瓷砖。

（2）'#'——红色的瓷砖。

（3）'@'——表示该位置为黑色瓷砖，且一名男子站在上面，注意每个测试数据中只有一个'@'符号。

输入文件中最后一行为两个0，代表输入文件结束。


输出描述：


对输入文件中每个测试数据，输出占一行，为该男子从初始位置出发可以到达的黑色瓷砖的数目（包括他初始时所处的黑色瓷砖）。
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2.2　BFS遍历

2.2.1　BFS算法思想


广度优先搜索
 （Breadth First Search，BFS）是一个分层的搜索过程，没有回退过程，是非递归的。

BFS算法的思想是：对一个无向连通图，在访问图中某一起始顶点v后，由v出发，依次访问v的所有未访问过的邻接顶点w1
 ，w2
 ，w3
 ，…，wt
 ；然后再顺序访问w1
 ，w2
 ，w3
 ，…，wt
 的所有还未访问过的邻接顶点；再从这些访问过的顶点出发，再访问它们的所有还未访问过的邻接顶点，……，如此直到图中所有顶点都被访问到为止。

接下来以图2.13（a）所示的无向连通图为例解释BFS搜索过程。假设在多个未访问过的邻接顶点中进行选择时，按顶点序号从小到大的顺序进行选择，比如顶点A有3个邻接顶点，即B、E和D，则按B、D和E的顺序依次访问。
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图2.13　广度优先搜索

对图2.13（a）所示的无向连通图，采用BFS思想搜索的过程如下。

（1）访问顶点A，这是第1层。

（2）访问顶点A的3个邻接顶点B、D和E，这是第2层。

（3）访问顶点B的未访问过的邻接顶点（即顶点C），访问顶点D的未访问过的邻接顶点（即顶点F），顶点E没有未访问过的邻接顶点，这是第3层。

（4）访问顶点C的未访问过的邻接顶点（即顶点G），访问顶点F的未访问过的邻接顶点（即顶点H），这是第4层。

（5）顶点G没有未访问过的邻接顶点，访问顶点H的未访问过的邻接顶点（即顶点I），这是第5层。

至此，BFS搜索完毕。图2.13（a）中各顶点旁的数字表示BFS过程中各顶点的访问顺序，图2.13（b）为广度优先搜索生成树
 ：用访问n个顶点时经过的n－1条边，将n个顶点连接成一棵树。

2.2.2　BFS算法的实现及复杂度分析

1．BFS算法的实现

与深度优先搜索过程一样，为避免重复访问，也需要一个状态数组visited［n］，用来存储各顶点的访问状态。如果visited［i］＝l，则表示顶点i已经访问过；如果visited［i］＝0，则表示顶点i还未访问过。初始时，各顶点的访问状态均为0。

为了实现逐层访问，BFS算法在实现时需要使用一个队列，以记忆正在访问的这一层和上一层的顶点，以便于向下一层访问（约定在队列中，取出元素的一端为队列头，插入元素的一端为队列尾）。图2.13（a）所示的搜索过程中，队列的变化如图2.14所示。具体如下（图2.14中的序号跟以下的序号是一一对应的；初始时，队列为空）。
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图2.14　广度优先搜索过程的实现

（1）访问顶点A，然后把顶点A入队列。

（2）取出队列头的顶点，即顶点A，然后依次访问顶点A的3个邻接顶点B、D和E，并把这3个顶点入队列。

（3）取出此时队列头的顶点，即顶点B，然后访问顶点B的未访问过的邻接顶点，即顶点C，并把顶点C入队列。

（4）取出此时队列头的顶点，即顶点D，然后访问顶点D的未访问过的邻接顶点，即顶点F，并把顶点F入队列。

（5）取出此时队列头的顶点，即顶点E，而顶点E已经没有未访问过的邻接顶点。

（6）取出此时队列头的顶点，即顶点C，然后访问顶点C的未访问过的邻接顶点，即顶点G，并把顶点G入队列。

（7）取出此时队列头的顶点，即顶点F，然后访问顶点F的未访问过的邻接顶点，即顶点H，并把顶点H入队列。

（8）取出此时队列头的顶点，即顶点G，而顶点G已经没有未访问过的邻接顶点。

（9）取出此时队列头的顶点，即顶点H，然后访问顶点H的未访问过的邻接顶点，即顶点I，并把顶点I入队列。

（10）取出此时队列头的顶点，即顶点I，而顶点I已经没有未访问过的邻接顶点；至此，队列为空，BFS搜索执行完毕。

BFS执行过程中，各顶点的访问顺序依次为：A→B→D→E→C→F→G→H→I。

如果用邻接表存储图，则BFS算法实现的伪代码如下。
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如果用邻接矩阵存储图（设顶点个数为n），则BFS算法实现的伪代码如下。
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2．算法复杂度分析

设无向图有n个顶点，有m条边。

如果使用邻接表存储图，对从队列头取出来的每个顶点k，首先要取出该顶点的边链表头指针，然后沿着该顶点的边链表中的每个边结点，把未访问过的邻接顶点入队列。在这个过程每个顶点访问各一次，2m个边结点各访问一次，所以总的时间代价为O（n＋2m）。

如果用邻接矩阵存储图，由于在邻接矩阵中只是间接地存储了边的信息，所以对从队列头取出来的每个顶点k，要循环检测无向图中的其他每个顶点j（不管是否与顶点k相邻），判断j是否跟k相邻且是否访问过；另外，每个顶点都要入队列，都要从队列头取出，进行判断，所以总的时间代价为O（n2
 ）。

2.2.3　关于DFS算法和BFS算法的说明

1．DFS算法

深度优先搜索算法的思路很简单，因此很好理解，但它求得的解不是最优的；并且一旦某个分支可以无限地搜索下去（假定结点有无穷多个），但沿着这个分支搜索找不到解，则算法将不会停止、也找不到解，解决的方法可以采用有界深度优先搜索，本文不作进一步的讨论。

2．BFS算法

如果某个问题有解，则采用广度优先搜索必能找到解，且找到的解的步数是最少的，解是最优的，如例2.4；当然有些题目所要求的最优解不是简单的步数最少，而是附加了一些其他条件，如访问时间、访问代价等，则在采用广度优先搜索算法时应该做一些灵活的改动，如例2.3。

2.2.4　例题解析

以下通过3道例题的分析，再详细介绍广度优先搜索的算法思想及其实现方法。


例2.3
 　营救（Rescue）


题目来源：


ZOJ Monthly, October 2003, ZOJ1649


题目描述：


Angel被MOLIGPY抓住了，她被关在监狱里。监狱可以用一个N×M的矩阵来描述，1＜N、M≤200。监狱由N×M个方格组成，每个方格中可能为墙壁、道路、警卫、Angel或Angel的朋友。

Angel的朋友想去营救Angel。他的任务是接近Angel。约定“接近Angel”的意思是到达Angel被关的位置。如果Angel的朋友想到达某个方格，但方格中有警卫，那么必须杀死警卫，才能到达这个方格。假定Angel的朋友向上、下、左、右移动1步用时用1个单位时间，杀死警卫用时也用1个单位时间。假定Angel的朋友很强壮，可以杀死所有的警卫。

试计算Angel的朋友接近Angel至少需要多长时间，只能向上、下、左、右移动，而且墙壁不能通过。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数N和M，接下来有N行，每行有M个字符："."代表道路，"a"代表Angel，"r"代表Angel的朋友，"#"代表墙壁，"X"代表警卫（注意，每个测试数据中字符"a"和"r"均只有一个）。输入数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一个整数，表示接近Angel所需的最少时间。如果无法接近Angel，则输出"Poor ANGEL has to stay in the prison all his life."。
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分析：


本题要求从r位置出发到达Angel所在位置并且所需时间最少，适合采用BFS求解。但是BFS算法求出来的最优解通常是步数最少的解，而在本题中，步数最少的解不一定是最优解。

例如，样例输入中第2个测试数据所描绘的监狱如图2.15所示。从r到a所需的最少步数为8步，其中图2.15（a）、图2.15（b）和图2.15（c）所表示的路线步数均为8步，所花费的时间分别为13、13和14；而图2.15（d）所表示的路线步数为12步，所花费的时间为12。在该测试数据中，图2.15（d）所表示的路线是最优解。因此在本题中，最优解不一定是步数最少的解。
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图2.15　营救：最优解不一定是步数最少的解

为了求出最优解，本题采取如下的思路进行BFS搜索。

（1）将Angel的朋友到达某个方格时的状态用一个结构体point表示，该结构体包含了Angel的朋友到达该方格时所走过的步数及所花费的时间；在BFS搜索过程中，队列中的结点是point型数据。

（2）定义一个二维数组mintime，mintime［i］［j］表示Angel的朋友走到（i，j）位置所需最少时间；在BFS搜索过程中，从当前位置走到相邻位置（x，y）时，只有当该种走法比之前走到（x，y）位置所花时间更少，才会把当前走到（x，y）位置所表示的状态入队列，否则是不会入队列的。

（3）在BFS搜索过程中，不能一判断出到达目标位置就退出BFS过程，否则求出来的最少时间仅仅是从r到达a最小步数的若干个方案中的最小时间，不一定是最优解；一定要等到队列为空、BFS过程结束后才能求得最优解或者得出“无法到达目标位置”的结论。

另外，在本题中，并没有使用标明各位置是否访问过的状态数组visited，也没有在BFS过程中将访问过的相邻位置设置成不可再访问，那么BFS过程会不会无限搜索下去呢？实际上是不会的，因为从某个位置出发判断是否需要将它的相邻位置（x，y）入队列时，条件是这种走法比之前走到（x，y）位置所花时间更少；如果所花时间更少，则（x，y）位置会重复入队列，但不会无穷下去，因为到达（x，y）位置的最少时间肯定是有下界的。

代码如下：
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例2.4
 　公共汽车通票（Bus Pass）


题目来源：


The 2007 Benelux Algorithm Programming Contest, ZOJ2913


题目描述：


乘坐公共汽车途经一些地区，旅程费用为每张车票费用的总和。因此，想知道如果买通票是否更优惠一些。

公交系统按如下方式运转：当买一张公共汽车通票时，必须指定一个中心地区，以及一个星形阈值；当持通票在某个地区乘坐公共汽车时，只要该地区离中心地区的距离（并不是路程的距离，而是路程上地区数目）小于星形阈值，则可以免费乘坐。例如，如果选择的星形阈值为1，则只能在中心地区免费乘坐公交汽车；如果选择的星形阈值为2，则在中心地区及与中心地区相邻的地区里都可以免费乘坐公交汽车等。

现列出了某人经常要乘坐的公交线路，希望能确定一个最小的星形阈值，使得所有的公交线路在通票范围内都是免费的。但这并不是一件容易的工作。例如，如图2.16所示的地区分布图。
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图2.16　地区分布图及公交线路

想乘坐公交车从A到B，以及从B到D，则最好的中心地区编号为7400，这样需要选择的阈值为最小值4。注意，在公交线路中并不需要途经选择的中心地区。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数T，1≤T≤100，表示输入文件中测试数据的数目。每个测试数据的格式如下。

第1行为两个整数：nz（2≤nz≤9999）和nr（1≤nr≤10），分别表示地区的数目和公交线路的数目。

接下来有nz行，描述了每个地区。每行首先是两个整数：idi
 （1≤idi
 ≤9999）和mzi
 （1≤mzi
 ≤10），分别表示第i个地区的编号和与该地区相邻的地区数目，然后是mzi
 个整数，分别是与该地区相邻地区的编号。

接下来有nr行，描述了每条公交路线。每行首先是一个整数mri
 （1≤mri
 ≤20），表示第i条公交线路途经的地区数目，然后是mri
 个整数，表示该线路通过的地区的编号，按照该线路的途经顺序排列。

所有地区之间都是连通的，直接连接或通过其他地区连接。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为两个整数，分别表示最小的星形阈值和取得最小阈值的中心地区的编号。如果存在多个符合要求的中心地区，则输出编号最小的中心地区。
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分析：


这是一道典型的BFS题目。其基本思路是：从每条线路上的每个地区z出发进行BFS遍历；对每个地区j，如果地区j是最终求得的中心地区，则要保证从它出发能到达每条线路上每个地区z，并且选择的星形阈值要尽可能小，因此统计每条线路上每个地区z到地区j最短距离中的最大值，这个最大值记录在数组元素res［j］中；最后求得的最小的星形阈值就是每个地区j的res［j］的最小值，中心地区就是取得最小值的地区j。

以图2.16所示的地区分布图及公交路线为例加以解释，为了帮助读者理解，在图2.17中特意将地区编号从0开始计起。
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图2.17　地区分布图及公交线路（地区编号从0开始计起）

针对图2.17所示的地区分布图，求得的res［0］～res［16］的取值分别为：4、4、4、4、4、5、4、5、5、5、5、5、4、5、5、5、5。举例说明res［j］的含义：res［0］的值为4，含义是地区0距离每条线路上的每个地区其最短距离中的最大值为4，之所以要取最大值，是因为要保证从中心地区出发能到达公交线路上的所有地区。本题最终要求的是最小的res［j］，很明显，存在多个解，题目中要输出的是编号最小的j。

另外，本题中并没有提及地区的编号是连续的，所以nz个地区的编号分布在0～9999之间。在下面代码中，用数组mz在存储nz个地区各自的相邻地区数目时，并不是将这nz个地区连续地存储在数组mz中，而是将编号为j的地区的相邻地区数目存储在数组元素mz［j］中。

代码如下：
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例2.5
 　蛇和梯子游戏（Snakes & Ladders）


题目来源：


Arab and North African Region, 2002


题目描述：


蛇和梯子游戏是一个非常流行的游戏。游戏采用N×N的棋盘，方格编号从1到N2
 ，如图2.18（a）所示。棋盘中分布着蛇和梯子。玩家A和B的起始位置都在方格1处，每个玩家只能顺着如图2.18（b）所示的方向走棋；每次走棋之前，先投骰子，得到一个点数，然后走该点数步。
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图2.18　蛇和梯子游戏

惩罚：如果玩家的落脚地刚好是在蛇头，则降至蛇尾所在方格处。

奖励：如果玩家落脚地刚好是在梯子底部，则顺着梯子爬到顶部所在方格处。

最先到达N2
 那一方获胜。

关于棋盘分布有两点值得注意。

（1）第1个和最后一个方格处没有梯子和蛇。

（2）并且蛇和梯子不能相邻，也就是在任何放置两者首尾的方格之间至少还有一个未放置任何东西的格子。

Fadi希望有人编写一个程序，帮助他赢得比赛。Fadi是一个职业骗子，他投骰子可以得到任何期望的点数（1至6）。Fadi希望知道他至少需要投多少次骰子才能赢得比赛。

例如，在图2.18（a）所示的棋盘布局图中，Fadi投3次骰子就可以赢得比赛：首先投骰子得到点数4，到达方格5的位置，顺着梯子爬到方格16的位置；然后投骰子得到点数4，到达方格20的位置，然后顺着梯子爬到方格33的位置，接下来只要投骰子得到点数3就可以赢得比赛了。


输入描述：


输入文件的第1行是一个整数D，代表输入文件中测试数据的个数。

每个测试数据用3行来描述。

（1）第1行包含了3个整数：N、S和L，N是棋盘的大小，S是蛇的个数，L是梯子的个数，其中0＜N≤20，0＜S＜100，0＜T＜100。

（2）第2行包含了S个整数对，每对整数描述了一条蛇的起止方格位置，第1个整数是蛇的起始位置（蛇头），第2个整数是蛇的终止位置（蛇尾），注意方格的序号是以1开始计起的。

（3）第3行包含了L对整数，描述了L个梯子的信息，每对整数的第1个整数是梯子的起始位置（底部），第2个整数是梯子的终止位置（顶部）。


输出描述：


对输入文件中每个测试数据，输出占一行，为一个整数，表示为了到达N2
 方格处，至少需要投骰子的数目。
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分析：


首先，蛇和梯子占据哪些方格并不重要，只需要知道蛇和梯子的起止位置即可。

其次，蛇和梯子并不需要看成是两个不同的东西，因为蛇和梯子的本质都是“单向传送”的工具，只不过梯子的底部是入口而顶部是出口，蛇头是入口而蛇尾是出口。而且在输入数据里，表示蛇和梯子起止位置的数据都是入口在前，出口在后。

还有，这道题目能不能用贪心算法来求解？答案是不可以的。一方面，选用最大的点数（即点数6）不能保证最好的效率；另一方面，在图2.18（a）中，如果为了能利用跨度最大的梯子（3，23），从而第1次投骰子，得到的点数为2，这种方法也不能保证所需骰子的数目最少。

本题的求解可以采用广度优先搜索算法，其思想可以用图2.19来表示。具体方法为：将玩家处于第X个方格处的状态简称为结点X；初始时，玩家的位置在1号方格处，投一个骰子，点数为1～6，可以扩展出6个结点，依次判断是否已经达到N2
 方格处；如果没有达到，则对这些结点继续扩展，直至到达N2
 方格处为止。

[image: alt]


图2.19　广度优先搜索算法求解蛇和梯子游戏

但是，直接应用BFS算法思想求解，存在的问题如下。

（1）解空间比较大。如图2.19所示，第1层有1个结点，第2层有6个结点，第3层有36个结点，第4层有216个结点等。

（2）会产生重复的结果。当棋盘中没有蛇和梯子时，玩家所处的位置最多为N×N个，例如N＝6，最多也就36个结点，很明显前面提到的结点中有很多是重复的。

为了有效地利用BFS算法思想求解本题，需要对蛇和梯子游戏作进一步分析。

（1）玩家的起始位置为结点1，第1步过后（第1次投骰子，点数从1到6），扩展的结点是2，23，4，16，6，7，如图2.20所示。
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图2.20　蛇和梯子游戏：结点扩展

（2）考虑第2步，以结点2为例，再走1步可以扩展出的结点为：23、4、16、6、7、8。

……

在走了若干步之后，对于一个特定的格子实际上只有两种可能的状态。

（1）在走了这些步数之后存在一种方案使得玩家的位置位于此格中；

（2）不存在这样的一种方案。

因此，只需要记住每次投骰子后玩家可能到达的位置，直到可以到达第N2
 个方格处时停止扩展。

如图2.21所示，从结点1出发，投3次骰子后就可以到达第N2
 个方格处，因此至少需要投3个骰子。
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图2.21　蛇和梯子游戏：扩展结点直至N2
 方格可达

实现时可以用一个N×N大小的数组来描述若干步之后可以到达的方格的集合，其中每一个元素描述一个方格的状态，0表示不存在一种方案到达，1表示存在至少一种方案到达。这样，从表示第n步状态的数组，完全可以推出表示第n＋1步状态的数组。而且在第n＋1步状态的数组得到之后，表示第n步状态的数组也就没有利用价值了。一旦数组中表示最后一个格子的元素成为1，就表示可以通过这个步数完成任务了。例如，图2.18（a）所示的棋盘，每次投骰子后，数组的状态可以用下面的表2-1来表示。

表2-1　每次投骰子后记录各位置的状态
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具体实现方法如下。

（1）用一个N×N大小的数组来描述若干步之后可以到达的方格的集合。

（2）对于每个结点X，以点数Y（1～6）分别去扩展，对每个点数，都要考虑M个梯子和蛇，如果X＋Y处刚好是蛇首或者梯子的底部，则需要按照规则上升或下降。

（3）记住投骰子的次数step，当数组的最后一个元素变为1，即表明存在一种方案，使得投step次骰子就可以到达第N2
 个方格处。

代码如下：
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练　习

2.4　倍数（Multiple），ZOJ1136，POJ1465


题目描述：


编写程序，实现：给定一个自然数N，N的范围为［0，4999］，以及M个不同的十进制数字X1
 ，X2
 ，…，XM
 （至少一个，即M≥1），求N的最小的正整数倍数，满足：N的每位数字均为X1
 ，X2
 ，…，XM
 中的一个。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，测试数据之间用空行隔开。每个测试数据的格式为：第1行为自然数N；第2行为正整数M；接下来有M行，每行为一个十进制数字，分别为X1
 ，X2
 ，…，XM
 。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出符合条件的N的倍数；如果不存在这样的倍数，则输出0。
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2.5　蛇的动物（Holedox moving）,ZOJ1361,POJ1324


题目描述：


在冬天，天气最恶劣的时期，蛇待在洞穴里冬眠。当春天来临的时候，蛇苏醒了，爬到洞穴的出口，然后爬出来，开始它的新生活。

蛇的洞穴像一个迷宫，可以把它想象成一个由n×m个正方形区域组成的长方形。每个正方形区域要么被石头占据了，要么是一块空地，蛇只能在空地间爬动。洞穴的行和列都是有编号的，行和列的编号从1开始计起，且出口在（1，1）位置。

蛇的身躯，长为L，用一块连一块的形式来表示。假设用B1
 （r1
 ，c1
 ），B2
 （r2
 ，c2
 ），…，BL
 （rL
 ，cL
 ）表示它的L块身躯，其中，Bi
 与Bi
 ＋1（上、下、左或右）相邻，i＝1，…，L－1；B1
 为蛇头，BL
 为蛇尾。

为了在洞穴中爬动，蛇选择与蛇头（上、下、左或右）相邻的一个空的正方形区域，这个区域既没有被石头占据，也没有被它的身躯占据。当蛇头移动到这个空地，这时，它的身躯中其他每一块都移动它前一块身躯之前所占据的空地上。

例如，图2.22（a）所示的洞穴（带有深色阴影的方格为蛇头，带有浅色阴影的方格为蛇身，黑色方格为石头）中，蛇的初始位置为：B1
 （4，1），B2
 （4，2），B3
 （3，2）和B4
 （3，1）。在下一步，蛇头只能移动到B′1
 （5，1）位置。蛇头移动到B′1
 （5，1）位置后，则B2
 移动到B1
 原先所在的位置，B3
 移动到B2
 原先所在的位置，B4
 移动到B3
 原先所在的位置。因此移动一步后，蛇的身躯位于B1
 （5，1），B2
 （4，1），B3
 （4，2）和B4
 （3，2），如图2.22（b）所示。
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图2.22　蛇的爬动

给定洞穴的地图，以及蛇的每块身躯的初始位置。试编写程序，计算蛇头爬到出口（1，1）位置所需的最少步数。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为3个整数：n，m和L，1≤n，m≤20，2≤L≤8，分别代表洞穴的行、列，以及蛇的长度；接下来有L行，每行有一对整数，分别表示行和列，代表蛇的每一块身躯的初始位置，依顺序分别为B1
 （r1
 ，c1
 ）～BL
 （rL
 ，cL
 ）；接下来一行包含一个整数K，表示洞穴中石头的数目；接下来的K行，每行包含一对整数，分别表示行和列，代表每一块石头的位置。每两个测试数据之间有一个空行。输入文件的最后一行为3个0，代表输入结束。

注意：Bi
 总是与Bi
 ＋1相邻，1≤i≤L－1，出口位置（1，1）从不会被石头占据。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行：首先是测试数据的序号；然后是蛇爬到洞穴出口所需的最少步数，如果没有解（如第2个测试数据如图2.22（c）所示），则输出-1。
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注解：第1个测试数据中，蛇头按如下顺序移动，所需的步数是最少的：（4，1），（5，1），（5，2），（5，3），（4，3），（4，2），（4，1），（3，1），（2，1），（1，1），所需步数为9。

2.6　跳马（Knight Moves），ZOJ1091，POJ2243


题目描述：


给定象棋棋盘上两个位置a和b，编写程序，计算马从位置a跳到位置b所需步数的最小值。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据占一行，为棋盘中的两个位置，用空格隔开。棋盘位置为两个字符组成的串，第1个字符为字母a～h，代表棋盘中的列；第2个字符为数字字符1～8，代表棋盘中的行。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行"To get from xx to yy takes n knight moves."，xx和yy分别为输入数据中的两个位置，n为求得的最少步数。
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2.7　简单的迷宫问题（Basic Wall Maze），POJ2935


题目描述：


在本题中，需要求解一个简单的迷宫问题。

（1）迷宫由6行6列的方格组成。

（2）3堵长度为1～6的墙壁，水平或竖直地放置在迷宫中，用于分隔方格。

（3）一个起始位置和目标位置。

图2.23描述了一个迷宫。需要找一条从起始位置到目标位置的最短路径。从任一个方格出发，只能移动到上、下、左、右相邻方格，并且没有被墙壁所阻挡。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据包含5行：第1行为两个整数，表示起始位置的列号和行号；第2行也是两个整数，为目标位置的列号和行号，列号和行号均从1开始计起；第3～5行均为4个整数，描述了3堵墙的位置；如果墙是水平放置的，则由左、右两个端点所在的位置指定，如果墙是竖直放置的，则由上、下两个端点所在的位置指定；端点的位置由两个整数表示，第1个整数表示端点距离迷宫左边界的距离，第2个整数表示端点距离迷宫上边界的距离。

假定这3堵墙互相不会交叉，但两堵墙可能会相邻于某个方格的顶点。从起始位置到目标位置一定存在路径。下面的样例输入数据描述了图2.23所示的迷宫。
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图2.23　一个简单的迷宫问题

输入文件中最后一行为两个0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出从起始位置到目标位置的最短路径，最短路径由代表每一步移动的字符组成（'N'表示向上移动，'E'表示向右移动，'S'表示向下移动，'W'表示向左移动）。对某个测试数据，可能存在多条最短路径，对于这种情形，只需输入任意一条最短路径即可。
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2.8　送情报


题目描述：


战争年代，通讯员经常要穿过敌占区去送情报。在本题中，敌占区是一个由M×N个方格组成的网格。通讯员要从初始方格出发，送情报到达目标方格。初始时，通讯员具有一定的体力。

网格中，每个方格可能为安全的方格、布有敌人暗哨的方格、埋有地雷的方格及被敌人封锁的方格。通讯员从某个方格出发，对上、右、下、左4个方向上的相邻方格：如果某相邻方格为安全的方格，通讯员能顺利到达，所需时间为1个单位时间、消耗的体力为1个单位的体力；如果某相邻方格为敌人布置的暗哨，则通讯员要消灭该暗哨才能到达该方格，所需时间为2个单位时间，消耗的体力为2个单位的体力；如果某相邻方格为埋有地雷的方格，通讯员要到达该方格，则必须清除地雷，所需时间为3个单位时间，消耗的体力为1个单位的体力。另外，从目标方格的相邻方格到达目标方格，所需时间为1个单位时间、消耗的体力为1个单位的体力。本题要求的是：通讯员能否到达指定的目的地，如果能到达，所需最少的时间是多少（只需要保证到达目标方格时，通讯员的体力＞0即可）。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个正整数：M和N，2＜M、N＜20，分别表示网格的行和列。接下来有M行，描述了网格；每行有N个字符，这些字符可以是'.'、'w'、'm'、'x'、'S'、'T'，分别表示安全的方格、布有敌人暗哨的方格、埋有地雷的方格、被敌人封锁的方格（通讯员无法通过）、通讯员起始方格、目标方格，输入数据保证每个测试数据中只有一个'S'和'T'。表格中各重要符号的含义及参数见表2-2。每个测试数据的最后一行为一个整数P，表示通讯员初始时的体力。M＝N＝0表示输入结束。

表2-2　网格中各重要符号的含义及参数
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输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，如果通讯员能在体力消耗前到达目标方格，则输出所需的最少时间；如果通讯员无法到达目标方格（即体力消耗完毕或没有从起始方格到目标方格的路径），则输出No。
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提示：这道题跟例2.3有点类似，但与例2.3不同的是，到达某个方格不仅有时间因素，还有体力因素。本题要求的是时间最少的方案，体力因素似乎不重要。然而，如果按照例2.3中的方法，以“到达方格（x，y）所花费时间更少”作为“是否将这种到达（x，y）的方案入队列”的标准，所求出来的解可能是错误的。

例如，样例输入中的第2个测试数据所描述的地图如2.24（a）所示，图2.24（a）同时给出了一种时间最少的方案，按这种方案到达目标方格时所花费的时间为13，所剩体力为1。然而这种方案到达（3，4）位置（图2.24（b）中圆圈所表示的位置）所需时间为5，另一种方案到达该位置所需时间为4，按照例2.3中的方法，前一种方案可能会被舍去（而不入队列），而按照后一种方案因为到达目标方格时体力为0，从而得到“无法到达”的错误结论。
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图2.24　送情报

2.3　活动网络——AOV网络


活动网络
 （Activity Network）可以用来描述生产计划、施工过程、生产流程、程序流程等工程中各子工程的安排问题。活动网络可分为两种：AOV网络和AOE网络，本节介绍AOV网络及拓扑排序，下节将介绍AOE网络和关键路径。

2.3.1　AOV网络与拓扑排序

1．AOV网络与有向无环图

一般一个工程可以分成若干个子工程，这些子工程称为活动
 （Activity）。完成了这些活动，整个工程就完成了。例如，计算机专业课程的学习就是一个工程，每门课程的学习就是整个工程中的一个活动。图2.25（a）给出了9门课程，其中有7门课程要求先修某些课程，其他2门没有先修课课程。这样，这9门课程有些必须严格按先后顺序学习，有些课程可以并行地学习。

[image: alt]


图2.25　AOV网络——课程安排图

可以用如图2.25（b）所示的有向图来表示这种先修关系。在这种有向图中，顶点表示课程学习活动，有向边表示课程之间的先修关系。例如，从顶点C1
 到C8
 有一条有向边，表示课程C1
 必须在课程C8
 之前先学习完。

实际上，可以用有向图来表示一个工程。在这种有向图中，用顶点表示活动，用有向边＜u，v＞表示活动u必须先于活动v进行。这种有向图叫做顶点表示活动的网络（Activity On Vertices），记作AOV网络
 。

在AOV网络中，如果存在有向边＜u，v＞，则活动u必须在活动v之前进行，并称u是v的直接前驱
 （Immediate Predecessor），v是u的直接后继
 （Immediate Successor）。如果存在有向路径＜u，u1
 ，u2
 ，…，un
 ，v＞，则称u是v的前驱
 （Predecessor），v是u的后继
 （Successor）。

这种前驱与后继的关系有传递性
 （Transitivity）。例如，如果活动v2
 是v1
 的后继，v3
 是v2
 的后继，那么活动v3
 也是v1
 的后继。此外，任何活动不能以它自己作为自己的前驱或后继，这种特性称为反自反性
 （Irreflexivity）。

从前驱与后继的传递性和反自反性可以看出，AOV网络中不能出现有向回路（或称为有向环）。不含有向回路的有向图称为有向无环图
 （Directed Acyclic Graph，DAG）。

在AOV网络中如果出现了有向回路，则意味着某项活动以自己作为先决条件，这是不对的。如果设计出这样的流程图，工程将无法进行。对于程序而言，将陷入死循环。因此，对于给定的AOV网络，必须先判断它是否是有向无环图。

2．拓扑排序

判断有向无环图的方法是对AOV网络构造它的拓扑有序序列
 （Topological Order Sequence），即将各个顶点排列成一个线性有序的序列，使得AOV网络中所有存在的前驱和后继关系都能得到满足。

例如，对图2.26（a）所示的AOV网络，它的拓扑有序序列为：C1
 ，C2
 ，C3
 ，C4
 ，如图2.26（c）所示。原来图2.26（a）中的所有前驱和后继关系，在图2.26（c）中都保留了；而且原来图2.26（a）中没有前驱和后继关系的顶点（如C2
 和C3
 ）之间也人为地增加了前驱和后继关系，如图2.26（b）中的虚线所示。
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图2.26　拓扑排序与拓扑有序序列

这种构造AOV网络全部顶点的拓扑有序序列的运算称为拓扑排序
 （Topological Sort）。如果通过拓扑排序能将AOV网络的所有顶点都排入一个拓扑有序的序列中，则该AOV网络中必定不存在有向环；相反，如果得不到所有顶点的拓扑有序序列，则说明该AOV网络中存在有向环，此AOV网络所代表的工程是不可行的。

例如，对2.25（b）所示的学生选课工程图进行拓扑排序，得到的拓扑有序序列为：
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学生必须按照拓扑有序的顺序选修课程，才能保证学习任何一门课程时其先修课课程都已经学过。从该例子可以看出，一个AOV网络的拓扑有序序列可能是不唯一的。

2.3.2　拓扑排序实现方法

对一个AOV网络进行拓扑排序的方法如下。

（1）从AOV网络中选择一个入度为0（即没有直接前驱）的顶点并输出。

（2）从AOV网络中删除该顶点及该顶点发出的所有边。

（3）重复步骤（1）和（2），直至找不到入度为0的顶点。

按照上面的方法进行拓扑排序，其结果有两种情形：第1种，所有的顶点都被输出，也就是整个拓扑排序完成了；第2种，仍有顶点没有被输出，但剩下的图中再也没有入度为0的顶点，这样拓扑排序不能再继续进行下去，这就说明此图是有环图。

图2.27给出了一个拓扑排序的例子，最后得到的拓扑有序序列为：C5
 ，C1
 ，C4
 ，C3
 ，C2
 ，C6
 。在该图中，有阴影的顶点表示当前输出的顶点。其拓扑排序过程如下。

（1）选择一个入度为0的顶点，C5
 ，如图2.27（b）所示，删除C5
 及发出的每条边。

（2）选择一个入度为0的顶点，C1
 ，如图2.27（c）所示，删除C1
 及发出的每条边。

（3）选择一个入度为0的顶点，C4
 ，如图2.27（d）所示，删除C4
 ，C4
 没有出边。

（4）选择一个入度为0的顶点，C3
 ，如图2.27（e）所示，删除C3
 及发出的每条边。

（5）选择一个入度为0的顶点，C2
 ，如图2.27（f）所示，删除C2
 及发出的每条边。

（6）选择一个入度为0的顶点，C6
 ，如图2.27（g）所示，删除C6
 ，C6
 没有出边。

至此，拓扑排序执行完毕，所有顶点都排在一个线性有序的序列中。
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图2.27　拓扑排序过程

拓扑排序在实现时需要建立一个count数组，记录各个顶点的入度。入度为0的顶点就是无前驱的顶点。在存储图时选择邻接表（即出边表）更为方便，因为在进行拓扑排序时要依次删除入度为0的顶点以及它发出的每条边。

另外，拓扑排序在实现时，还需建立一个存放入度为0的顶点的栈，供选择和输出无前驱的顶点。只要出现入度为0的顶点，就将它压入栈中。使用这种栈的拓扑排序算法可以描述如下。

（1）建立入度为0的顶点栈，初始时将所有入度为0的顶点依次入栈。

（2）当入度为0的顶点栈不为空时，重复执行。

｛

从入度为0的顶点栈中弹出栈顶顶点，并输出该顶点；

从AOV网络中删除该顶点和它发出的每条边，边的终点入度减1；

如果边的终点入度减至0，则将该顶点推进入度为0的顶点栈；

｝

（3）如果输出顶点个数少于AOV网络中的顶点个数，则报告网络中存在有向环。


思考：
 是否可以采用队列来存储入度为0的顶点？请参考2.3.3节中的第3点。并编写程序验证。

在算法实现时，为了建立入度为0的顶点栈，可以不另外分配存储空间，直接利用存储顶点入度的count［］数组。为此，设立一个栈顶指针top，指示当前栈顶的位置，即最后压进栈的顶点的位置。栈初始时，top＝-1。

接下来以图2.27（a）所示的有向无环图为例详细分析拓扑排序的实现，该有向无环图的邻接表存储表示如图2.28（a）所示，图2.28（e）描绘了拓扑排序过程count数组和栈顶指针top的变化。

[image: alt]


图2.28　拓扑排序实现

顶点i入栈时，将执行以下栈顶指针的修改。
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例如，在拓扑排序进行前，将入度为0的顶点全部压入栈，建栈完毕后，count数组存储情形如图2.28（c）所示，这相当于建立了如图2.28（d）所示的链式栈。

弹出栈顶顶点时，作如下修改。
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由于无前驱的顶点都压入了入度为0的顶点栈，每一步选取位于栈顶的顶点，所以栈顶指针top的变化与拓扑排序时顶点的输出次序是一致的。有一种例外情况：如果在顶点全部输出完之前，栈顶指针top已经变为-1，表明栈已经为空栈，也就是说，已经没有无前驱的顶点可以取了，说明AOV网络中存在有向环，拓扑排序应该终止。

拓扑排序算法的程序实现，详见例2.6。


例2.6
 　对输入的有向图进行拓扑排序，并输出一个拓扑有序序列；如果存在有向环，则给出提示信息。

假设输入文件中有向图的格式为：首先是顶点个数n和边数m；然后是每条边，每条边的数据占一行，格式为u v，表示从顶点u到顶点v的一条有向边，顶点序号从1开始计起。输入文件最后一行为0 0，表示输入数据结束。
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分析：


在下面的代码中，各顶点边链表的表头指针存放在List数组中，如图2.28（a）所示。在构造每个顶点的边链表时，可以统计每个顶点的入度，并存放在count数组中。TopSort函数实现了拓扑排序过程：首先扫描count数组，将入度为0的顶点入栈；然后从栈中依次弹出栈顶顶点输出，并扫描该顶点的边链表，把每个边结点的终点的入度减1，如果减至0，则将该终点入栈；当n个顶点都出栈后，拓扑有序序列也输出完毕；或者在此之前栈为空，则可以判断有向图中存在有向环。

样例输入中第1个测试数据所描述的有向图如图2.27（a）所示；第2个测试数据所描述的有向图如图2.29所示，该有向图中存在有向回路。
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图2.29　存在有向回路的AOV网络

代码如下：
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思考：
 请用STL中的栈stack来改写例2.6的程序。

2.3.3　关于拓扑排序的进一步说明

1．拓扑排序复杂度分析

例2.6的程序在实现拓扑排序过程中，搜索入度为0的顶点，建立链式栈所需时间为O（n）。当有向图中不存在有向环时，每个顶点要进一次栈，出一次栈，每条边扫描一次且仅一次，其复杂度为O（m）。所以，总的时间复杂度为O（n＋m）。

2．拓扑排序与BFS算法的对比分析

与2.2.2节介绍的用邻接表实现BFS算法的伪代码相比，拓扑排序与其有相似之处也有不同之处。

相同点：拓扑排序实质上就是一种广度优先搜索，在算法执行过程中，通过栈顶顶点访问它的每个邻接点，整个算法执行过程中，每个顶点访问一次且仅一次，每条边扫描一次且仅一次。

不同点：BFS算法在扫描每条边时，如果边的终点没有访问过，则入队列；而拓扑排序算法在扫描每条边时，终点的入度要减1，当减至0时才将该终点入栈。

3．拓扑排序与BFS算法中的栈或队列的使用

请注意，在2.2节的BFS算法中是用队列来存储待扩展的顶点，在2.3.2节的拓扑排序算法中是用栈来存储入度为0的顶点。那么，在BFS算法中是否可以用栈来存储待扩展的顶点？在拓扑排序算法中是否可以用队列来存储入度为0的顶点？队列和栈的区别在于顶点出队列（或栈）的顺序，队列是先进先出，栈是后进先出。所以，能否用队列（或栈）关键要看这种顺序是否会影响算法的正确性。

BFS算法：如果用栈存储待扩展的顶点，如图2.30所示，其中图2.30（a）为正确的搜索过程，图2.30（b）为用栈存储待扩展顶点时各顶点入栈和出栈的过程。在图2.30（b）中，依次出栈的顶点是A→E→D→F→H→I→B→C→G，很明显，这与BFS算法的实现过程和顶点访问顺序大相径庭。因此，在BFS算法中不能用栈来存储待扩展的顶点。
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图2.30　用栈“实现”BFS算法

拓扑排序算法：在算法执行过程中，如果同时存在多个入度为0的顶点，则首先选择删除不会影响算法的正确性的顶点。所以，在拓扑排序算法中，可以使用队列或栈来存储入度为0的顶点。

2.3.4　例题解析

以下通过两道例题的分析，再详细介绍拓扑排序的思想及实现方法。


例2.7
 　将所有元素排序（Sorting It All Out）


题目来源：


East Central North America 2001, ZOJ1060, POJ1094


题目描述：


由一些不同元素组成的升序序列是可以用若干个小于号将所有的元素按从最小到最大的顺序排列起来的序列。例如，排序后的序列为A，B，C，D，这意味着A＜B、B＜C和C＜D。在本题中，给定一组形如A＜B的关系式，试判定是否存在一个有序序列。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个正整数n和m；n表示要排序的元素个数，2≤n≤26，这n个元素为字母表的前n个大写字母；m表示有m个形如A＜B的关系式。接下来有m行，每行描述了一个关系式，包含3个字符：一个大写字母字符，字符"＜"，另一个大写字母字符；这些字母字符均不会超过字母表前n个字母的范围。n＝m＝0表示输入结束。


输出描述：


对每个测试数据，输出一行，内容为以下3行之一。

Sorted sequence determined after xxx relations: yyy...y.

Sorted sequence cannot be determined.

Inconsistency found after xxx relations.

其中"xxx"为判定出有序序列存在或存在矛盾时已经处理的关系式数目，哪一种情形最先出现，则按哪一种情形处理，"yyy…y"为排序后的升序序列。
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分析：


这道题很明显需要采用拓扑排序求解。建图：假设有关系式A＜B，则在图中画一条有向边＜A，B＞。例如，对本题样例输入的第1个测试数据，建图后得到的有向图如图2.31所示。
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图2.31　将所有元素排序：第1个测试数据的建图

这样要判断所有的关系是否能够给出最后的元素序列，就只需要对该图进行拓扑排序。在本题中，拓扑排序的结果有3种情形。

（1）如果该图存在环，那么给定的关系肯定是互相矛盾的。

（2）如果不存在环，但是拓扑排序结束后（所有的边都已经扫描完毕），排序得到的序列中元素的个数小于给定的元素个数，那么给定的关系不足以判断出全部元素的大小关系。

（3）如果拓扑排序出来的序列中元素的个数等于给定的元素个数，那么给出的关系可以判断出全部元素的大小关系。

代码如下：
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例2.8
 　窗口绘制（Window Pains）


题目来源：


South Central USA 2003, ZOJ2193, POJ2585


题目描述：


Boudreaux喜欢多任务的系统，特别是当他用计算机时。他从不满足于每次只运行一个程序，通常他总是同时运行9个程序，每个程序有一个窗口。由于显示器屏幕大小有限，他把窗口重叠，并且当他想用某个窗口时，就把它调到最前面。如果他的显示器是一个4×4的网格，则Boudreaux的每一个程序窗口就应该像图2.32所示那样用2×2大小的窗口表示。
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图2.32　窗口绘制：窗口表示

当Boudreaux把一个窗口调到最前面时，它的所有方格都位于最前面，覆盖它与其他窗口共用的方格。例如，如果先是窗口1位于最前面，然后是窗口2，那么结果如图2.33（a）所示。如果接下来窗口4位于最前面，则结果如图2.33（b）所示等。
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图2.33　窗口绘制：窗口表示例子

不幸的是，Boudreaux的计算机很不稳定，经常崩溃。他通过观察这些窗口，如果发现每个窗口都应被正确地调到最前面时，窗口显示的不应该是现在这种图形，那么就能判断出他的计算机是死机了。


输入描述：


输入文件包含最多100组数据。每组数据将按如下格式给出，各组数据间无空行。

每组数据包含以下3部分。

（1）起始行——为字符串"START"。

（2）显示器屏幕快照——用4行表示当前Boudreaux的显示器状态。这4行为4×4的矩阵，每一个元素代表显示器对应方格中所显示的一小块窗口。为使输入简单，数字间仅用一个空格分开。

（3）结束行——为字符串"END"。

最后一组数据后，会有一行字符串，为"ENDOFINPUT"。

注意：每个小块只能出现在它可能出现的地方。例如1只能出现在左上方4个方格里。


输出描述：


对每个数据只输出一行：如果能按一定顺序依次将每个窗口调到最前面时能达到数据描述的那样（即没死机），输出"THESE WINDOWS ARE CLEAN"，否则输出"THESE WINDOWS ARE BROKEN"。
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分析：


本题样例输入中两个测试数据所描绘的窗口表示如图2.34所示。

可以想象，假如有一个正常的屏幕给用户，它可能会是如图2.34（a）所示的这种显示。这种窗口显示9个窗口的顺序是：窗口1在最下面；然后窗口2覆盖上去，接下来窗口3～9依次覆盖上去。
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图2.34　窗口绘制：测试数据

表2-3描述了屏幕中每个方格能被哪些窗口覆盖住，其中一个方格最多只能被4个窗口覆盖住。例如，（2，2）这个方格可以被1、2、4、5这4个窗口覆盖住。只要当前一个方格是被其中一个窗口覆盖，则这个窗口肯定盖住其他可以覆盖这个方格的窗口。例如，在图2.34（a）中，（2，2）位置被5号窗口覆盖住了，则可以知道5号窗口必定覆盖了1、2、4这3个窗口。

表2-3　窗口绘制：窗口覆盖住屏幕中的方格
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这样，就可以根据这个覆盖关系构成一个有向图，以9个窗口为顶点，如果X号窗口可以覆盖住Y窗口，则有一条有向边＜X，Y＞。例如，在第1个测试数据所构造的有向图存在有向边＜5，1＞、＜5，2＞和＜5，4＞。根据这种思路对样例输入中的第2个测试数据进行构图，如图2.35所示。
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图2.35　窗口绘制：构造有向图

有向图构造好以后，如果是一个正常的屏幕，那么通过这个屏幕构建出来的图肯定是一个有向无环图（这是因为，不可能出现A窗口覆盖了B窗口，而B窗口又反过来覆盖了A），所以第2个测试数据为不正常的屏幕。因此该题转换成拓扑排序问题。本题的求解过程为如下。

（1）通过给出的屏幕构建有向网络。

（2）通过拓扑排序算法判断该网络是否有环，如果存在环，则该屏幕为死机后屏幕，否则为正常屏幕。

代码如下：
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练　习

2.9　叠图片（Frame Stacking），ZOJ1083，POJ1128


题目描述：


考虑图2.36（a）所示的5张放置在9×8大小阵列中的图片。

现在将这5张图片一张放一张地叠在一起，其中第1张放在最底下，第5张放在最上面，如果某张图片的某一部分覆盖了其他一张图片，则它将遮住底下这张图片。

这5张图片叠起来后的效果如图2.36（b）所示，你知道它们是按照什么顺序叠起来的吗？答案是：EDABC。
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图2.36　叠图片

在本题中，给定叠起来的效果图，判断这些图片是按照怎样的顺序叠起来的（从最底下到最上面），规则如下。

（1）图片宽度均为1个字符，四边均不短于3个字符。

（2）每张图片的4条边当中每条边都能看见一部分。

（3）用每张图片中的字母代表对应的图片，任何两张图片都不会出现相同的字母。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为整数h，h≤30，表示图片的高度；第2行为整数w，w≤30，表示图片的宽度；接下来是h行，每行有w个字符，描述了叠起来后的效果。输入数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，按从底到顶的顺序输出这些图片的叠加顺序（用图片中的字母代表图片）。如果有多个解，则按字典序输出每个解，每个解占一行。对每个测试数据，至少有一个解。
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2.10　列出有序序列（Following Orders），POJ1270


题目描述：


给定变量之间形如x＜y的约束关系列表，你的任务是输出满足约束关系的所有变量序列。例如，给定约束关系x＜y和x＜z，则存在两个满足约束关系的变量序列：xyz和xzy。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个约束关系列表。每个约束关系列表占两行：第1行为变量列表，第2行也是变量列表，这两个变量列表中对应变量构成了一个约束，xy表示x＜y。

所有的变量均为小写字母字符，至少有2个变量，至多有20个。至少有一个约束，至多有50个约束。在一个约束列表中至少有一个有序序列，至多有300个有序序列。

测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对每一个约束列表，按字典序输出每个有序序列，每个有序序列占一行。测试数据的输出之间用一个空行隔开。
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2.11　给球编号（Labeling Balls），POJ3687


题目描述：


Windy有N个不同重量的球，重量分别为1～N，现在他想给这些球按照下面的方法编号1～N。

（1）任何两个球的编号都不一样。

（2）编号满足一些约束，类似于“编号为a的球比编号为b的球轻”。

你能帮助他找到一个满足条件的编号方案吗？


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数T，表示测试数据的个数。每个测试数据的第1行为两个整数N（1≤N≤200）和M（0≤M≤40000）；接下来有M行，每行为两个整数a和b，表示编号为a的球必须轻于编号为b的球，1≤a，b≤N，测试数据之间用空行隔开。


输出描述：


对每个测试数据，输出一行，为编号1～N的球的重量。如果存在多个解，则输出这样一个方案：编号为1的球重量最轻的方案，如果还是有多个方案，则输出编号为2的球重量最轻的方案，依此类推。如果没有解，则输出-1。
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2.4　活动网络——AOE网络

2.4.1　AOE网络与关键路径

与AOV网络密切相关的另一种网络是AOE网络。如果在有向无环图中用有向边表示一个工程中的各项活动（Activity），用有向边上的权值表示活动的持续时间
 （Duration），用顶点表示事件
 （Event），则这种有向图叫做用边表示活动的网络（Activity On Edges），简称AOE网络
 。

例如，图2.37所示是一个有11个活动的AOE网络。其中有9个事件E0
 ～E8
 。事件E0
 发生表示整个工程的开始，事件E8
 发生表示整个工程的结束。其他每个事件Ei
 发生表示在它之前的活动都已完成，在它之后的活动可以开始。例如，事件E4
 发生表示活动a4
 和a5
 已经完成，活动a7
 和a8
 可以开始。在图2.37中，每条边上的数字表示每个活动的持续时间，通常，这些时间只是估计值。在工程开始之后，活动a1
 、a2
 和a3
 可以并行进行，在事件E4
 发生之后，活动a7
 和a8
 也可以并行进行。
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图2.37　一个AOE网络

由于整个工程只有一个开始点和一个完成点，所以称开始点
 （即入度为0的顶点）为源点
 （Source），称结束点
 （即出度为0的顶点）为汇点
 （Sink）。

AOE网络在某些方面（如工程估算）非常有用，例如，从AOE网络可以了解到以下两点。

（1）完成整个工程至少需要多长时间（假定网络中没有环）？

（2）为缩短完成工程所需的时间，应加快哪些活动？

在AOE网络中，有些活动可以并行进行。从源点到各个顶点，以及从源点到汇点的有向路径可能不止一条，这些路径的长度可能也不同。完成不同路径上每个活动所需的总时间虽然不同，但只有各条路径上所有活动都完成了，整个工程才算完成。因此，完成整个工程所需的时间取决于从源点到汇点的最长路径长度，所需时间为这条路径上所有活动的持续时间之和。这条路径长度最长的路径就称为关键路径
 （Critical Path）。

在图2.37所示的例子中，关键路径是a1
 ，a4
 ，a7
 ，a10
 或a1
 ，a4
 ，a8
 ，a11
 。这条路径的所有活动的持续时间之和是18，也就是说，完成整个工程所需时间是18。

2.4.2　关键路径求解方法

要找出关键路径，必须找出关键活动。所谓关键活动
 （Critical Activity），就是不按期完成就会影响整个工程完成的活动。关键路径上所有活动都是关键活动，因此，只要找到关键活动，就可以找到关键路径。

下面先定义几个与计算关键活动有关的量。

（1）事件Ei
 的最早可能开始时间
 ，记为Ee［i］
 。Ee［i］是从源点E0
 到顶点Ei
 的最长路径长度。例如，在图2.37中，只有当a1
 ，a2
 ，a4
 ，a5
 这些活动都完成了，事件E4
 才能开始。虽然a2
 ，a5
 这条路径的完成只需时间5，但a1
 ，a4
 这条路径还未完成，事件E4
 还不能开始。只有当a1
 ，a4
 也完成了，事件E4
 才能开始。所以事件E4
 的最早可能开始时间是Ee［4］＝7。

（2）事件Ei
 的最迟允许开始时间
 ，记为El［i］
 。El［i］是在保证汇点En－1
 在Ee［n－1］时刻完成的前提下，事件Ei
 的允许最迟开始时间，它等于Ee［n－1］减去从Ei
 到En－1
 的最长路径长度。

（3）活动ak
 的最早可能开始时间
 ，记为e［k］
 。设活动ak
 在有向边＜Ei
 ，Ej
 ＞上，则e［k］是从源点E0
 到顶点Ei
 的最长路径长度。因此，e［k］＝Ee［i］。

（4）活动ak
 的最迟允许开始时间
 ，记为l［k］。设活动ak
 在有向边＜Ei
 ，Ej
 ＞上，则l［k］是在不会引起时间延误的前提下，该活动允许的最迟开始时间。l［k］＝El［j］－dur（＜Ei
 ，Ej
 ＞），其中dur（＜Ei
 ，Ej
 ＞）是完成活动ak
 所需的时间，即有向边＜Ei
 ，Ej
 ＞的权值。

l［k］－e［k］表示活动ak
 的最早可能开始时间和最迟允许开始时间的时间余量，也叫做松弛时间
 （Slack Time）。l［k］==e［k］表示活动ak
 没有时间余量，是关键活动。

在图2.37所示的例子中，活动a8
 的最早可能开始时间是：e［8］＝Ee［4］＝7，最迟允许开始时间是：l［8］＝El［7］－dur（＜E4
 ，E7
 ＞）＝14－7＝7，所以a8
 是关键路径上的关键活动。而对活动a9
 ，它的最早可能开始时间是：e［9］＝Ee［5］＝7，最迟允许开始时间是：l［9］＝El［7］－dur（＜E5
 ，E7
 ＞）＝14－4＝10，它的时间余量是l［9］－e［9］＝3，它推迟3天开始或延迟3天完成都不会影响整个工程的完成，所以a9
 不是关键活动。

因此，分析关键路径的目的，是要从源点E0
 开始估算每个活动，辨明哪些是影响整个工程进度的关键活动，以便科学地安排工作。

为了找出关键活动，就需要求得各个活动的e［k］与l［k］，以判别二者是否相等；而为了求得e［k］与l［k］，就要先求得从源点E0
 到各个顶点Ei
 的最早可能开始时间Ee［i］和最迟允许开始时间El［i］。

下面分别介绍求Ee［i］、El［i］、e［k］和l［k］的递推公式。

（1）求Ee［i］的递推公式。从Ee［0］＝0开始，向前递推：
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式中：S2
 是所有指向顶点Ei
 的有向边＜Ej
 ，Ei
 ＞的集合。

（2）求El［i］的递推公式。从El［n－1］＝Ee［n－1］开始，反向递推：
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式中：S1
 是所有从顶点Ei
 发出的有向边＜Ei
 ，Ej
 ＞的集合。

这两个递推公式的计算必须分别在拓扑有序及逆拓扑有序的前提下进行。所谓逆拓扑有序，就是首先输出出度为零的顶点，以相反的次序输出拓扑排序序列，这种排序称为逆拓扑排序
 （Reverse Topological Sort）。

也就是说，在计算Ee［i］时，Ei
 的所有前驱顶点Ej
 的Ee［j］都已求出。反之，在计算El［i］时，也必须在Ei
 的所有后继顶点Ej
 的El［j］都已求出的条件下才能进行计算。所以，可以以拓扑排序的算法为基础，在把各个顶点排出拓扑有序序列的同时，计算Ee［i］；再以逆拓扑有序的顺序计算El［i］。

（3）求e［k］和l［k］的递推公式。设活动ak
 对应的带权有向边为＜Ei
 ，Ej
 ＞，它的持续时间是dur（＜Ei
 ，Ej
 ＞），则有e［k］＝Ee［i］；l［k］＝El［j］－dur（＜Ei
 ，Ej
 ＞）。

根据上面的分析，可以得到计算关键路径的算法如下。

（1）输入m条带权的有向边，建立邻接表结构。

（2）从源点E0
 出发，令Ee［0］＝0，按拓扑有序的顺序计算每个顶点的Ee［i］，i＝1，2，…，n－1。若拓扑排序的循环次数小于顶点数n，则说明网络中存在有向环，不能继续求关键路径。

（3）从汇点En－1
 出发，令El［n－1］＝Ee［n－1］，按逆拓扑有序顺序求各顶点的El［i］，i＝n－2，n－3，…，0。

（4）根据各顶点的Ee［i］和El［i］，求各条有向边的e［k］和l［k］。

（5）对网络中的每条边，如果满足e［k］==l［k］，则是关键活动；求出所有关键活动并输出。

求关键路径的算法实现详见例2.9。


例2.9
 　求图2.37所示的AOE网络的关键路径并输出。

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n和边数m，然后输入每条边，每条边的数据占一行。格式为：u v，表示从顶点u到顶点v的一条有向边。


分析：


在下面的代码中，表示边结点的结构体ArcNode增加了一个表示活动序号的成员no。在程序中定义了两个边链表表头指针数组，List1［i］指向由顶点i发出的边构造的边链表，List2［i］指向由进入顶点i的边构造的边链表。这两个表头指针数组及边链表构造结果如图2.38所示。
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图2.38　关键路径求解：两个邻接表

在CriticalPath函数中，首先根据List1进行拓扑排序并求各顶点的Ee［i］；然后根据List2进行逆拓扑排序并求El［i］；最后再根据List1扫描每条边一次，求每条边所表示的活动的最早可能开始时间e［k］和最迟允许开始时间L［k］，并判断是否为关键活动，如果是则输出。对图2.37所示的AOE网计算后各个量的结果如图2.39所示。
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图2.39　关键路径求解：相关量的计算结果

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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第3章　树与图的生成树

树是一种特殊的图，图的生成树是图的一种特殊子图。本章介绍树、森林、无向连通图的生成树、最小生成树等概念。本章主要讨论了求解无向连通图最小生成树的3种算法：克鲁斯卡尔（Kruskal）算法、Boruvka算法和普里姆（Prim）算法，以及判断生成树是否唯一的方法。有向图的生成树不在本章的讨论范围。

3.1　树与森林

3.1.1　树


树
 （Tree）：如果一个无向连通图中不存在回路，则这种图称为树，因此树是一种特殊的图。也可以从其他的角度来定义树，详见数据结构方面的书。

例如，图3.1（a）所示的无向连通图存在回路，所以它不是一棵树。但可以从中去掉构成回路的边，如在图3.1（b）中去掉了边（1，4）和（6，7），这样图中就不存在回路了，因此该图就是一棵树。当然，去掉边（3，4）和（5，6）也可以构造一棵树。
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图3.1　树

为什么不存在回路的连通图被称为树呢？因为可以把这种图改画成一棵倒立的树。在图3.1（c）和3.1（d）中，分别将图3.1（b）改画成根为顶点4的树和根为顶点5的树。

3.1.2　森林


森林
 （Forest）：如果一个无向图中包含了几棵树，那么该无向图可以称为森林。很明显森林是非连通图。例如，图3.2所示为一个包含3棵树的森林。
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图3.2　森林

3.2　生成树及最小生成树

3.2.1　生成树

本书1.1.7节已经介绍了生成树的概念，本节将进一步讨论生成树。


生成树
 （Spanning Tree）：无向连通图G的一个子图如果是一棵包含G的所有顶点的树，则该子图称为G的生成树。生成树是连通图的极小连通子图。这里所谓极小是指：若在树中任意增加一条边，则将出现一个回路；若去掉一条边，将会使之变成非连通图。

按照生成树的定义，包含n个顶点的连通图，其生成树有n个顶点、n－1条边。

根据第2章的知识可知，用不同的遍历方法遍历图，可以得到不同的生成树；从不同的顶点出发遍历图，也能得到不同的生成树。所以有时需要根据应用的需求选择合适的边构造一个生成树，如本章所要讨论的最小生成树。

3.2.2　最小生成树

对于一个带权的无向连通图（即无向网）来说，如何找出一棵生成树，使得各边上的权值总和达到最小，这是一个有着实际意义的问题。例如，在n个城市之间建立通信网络，至少要架设n－1条线路，这时自然会考虑：如何选择这n－1条线路，使得总造价最少？

在每两个城市之间都可以架设一条通信线路，并要花费一定的代价。若用图的顶点表示n个城市，用边表示两个城市之间架设的通信线路，用边上的权值表示架设该线路的造价，就可以建立一个通信网络。对于这样一个有n个顶点的网络，可以有不同的生成树，每棵生成树都可以构成通信网络。现在希望能根据各边上的权值，选择一棵总造价最小的生成树，这就是最小生成树的问题。


最小生成树
 （Minimum Spanning Tree，MST）或者称为最小代价生成树
 Minimum-cost Spannirng Tree：对无向连通图的生成树，各边的权值总和称为生成树的权，权最小的生成树称为最小生成树。

构造最小生成树的准则有3条。

（1）必须只使用该网络中的边来构造最小生成树。

（2）必须使用且仅使用n－1条边来连接网络中的n个顶点。

（3）不能使用产生回路的边。

构造最小生成树的算法主要有：克鲁斯卡尔（Kruskal）算法、Boruvka算法和普里姆（Prim）算法，它们都得遵守以上准则。它们都采用了一种逐步求解的策略。

如果一个连通无向网为G（V，E），顶点集合V中有n个顶点。最初先构造一个包括全部n个顶点和0条边的森林Forest＝｛T0
 ，T1
 ，…，Tn－1
 ｝，以后每一步向Forest中加入一条边，它应当是一端在Forest中的某一棵树Ti
 上，而另一端不在Ti
 上的所有边中具有最小权值的边。由于边的加入，使Forest中的某两棵树合并为一棵。经过n－1步，最终得到一棵有n－1条边的、各边权值总和达到最小的生成树。

接下来分别讨论克鲁斯卡尔（Kruskal）算法、Boruvka算法和普里姆（Prim）算法，以及判定最小生成树是否唯一的方法。

3.3　克鲁斯卡尔（Kruskal）算法

3.3.1　Kruskal算法思想

Kruskal算法的基本思想是以边为主导地位，始终都是选择当前可用的最小权值的边。具体如下。

（1）设一个有n个顶点的连通网络为G（V，E），最初先构造一个只有n个顶点，没有边的非连通图T＝｛V，Ø｝，图中每个顶点自成一个连通分量。

（2）当在E中选择一条具有最小权值的边时，若该边的两个顶点落在不同的连通分量上，则将此边加入到T中；否则，即这条边的两个顶点落在同一个连通分量上，则将此边舍去（此后永不选用这条边），重新选择一条权值最小的边。

（3）如此重复下去，直到所有顶点在同一个连通分量上为止。

图3.3（a）所示的无向网，其邻接矩阵如图3.3（b）所示。利用克鲁斯卡尔算法构造最小生成树的过程如图3.3（c）所示，首先构造的是只有7个顶点，没有边的非连通图。剩下的过程如下（图3.3（c）中的每条边旁边的序号跟下面的序号是一致的）。
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图3.3　克鲁斯卡尔算法的基本思想

（1）在边的集合E中选择权值最小的边，即（1，6），权值为10。

（2）在集合E剩下的边中选择权值最小的边，即（3，4），权值为12。

（3）在集合E剩下的边中选择权值最小的边，即（2，7），权值为14。

（4）在集合E剩下的边中选择权值最小的边，即（2，3），权值为16。

（5）在集合E剩下的边中选择权值最小的边，即（7，4），权值为18，但这条边的两个顶点位于同一个连通分量上，所以要舍去；继续选择一条权值最小的边，即（4，5），权值为22。

（6）在集合E剩下的边中选择权值最小的边，即（7，5），权值为24，但这条边的两个顶点位于同一个连通分量上，所以要舍去；继续选择一条权值最小的边，即（6，5），权值为25。

至此，最小生成树构造完毕，最终构造的最小生成树如图3.3（d）所示，生成树的权为99。

克鲁斯卡尔算法的伪代码为：
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Kruskal算法在每选择一条边加入到生成树集合T时，有两个关键步骤如下。

（1）从E中选择当前权值最小的边（u，v），实现时可以用最小堆来存放E中所有的边；或者将所有边的信息（边的两个顶点、权值）存放到一个数组edges中，并将edges数组按边的权值从小到大进行排序，然后按先后顺序选用每条边。3.3.3节例3.1中采用的是后一种方法。

（2）选择权值最小的边后，要判断两个顶点是否属于同一个连通分量，如果是，则要舍去；如果不是，则选用，并将这两个顶点分别所在的连通分量合并成一个连通分量。在实现时可以使用并查集来判断两个顶点是否属于同一个连通分量以及将两个连通分量合并成一个连通分量。3.3.2节将简单地介绍并查集的原理及使用方法。

3.3.2　等价类与并查集

并查集主要用来解决判断两个元素是否同属一个集合，以及把两个集合合并成一个集合的问题。

“同属一个集合”关系是一个等价关系，因为它满足等价关系
 （Equivalent Relation）的3个条件（或称为性质）。

（1）自反性：如X≡X，则X≡X。（假设用“X≡Y”表示“X与Y等价”。）

（2）对称性：如X≡Y，则Y≡X。

（3）传递性：如X≡Y，且Y≡Z，则X≡Z。

如果X≡Y，则称X与Y是一个等价对
 （Equivalence）。


等价类
 （Equivalent Class）：设R是集合A上的等价关系，对任何a∈A，集合［a］R
 ＝｛x—x∈A，且aRx｝称为元素a形成的R等价类，其中，aRx表示a与x等价。所谓元素a的等价类，通俗地讲，就是所有跟a等价的元素构成的集合。

等价类应用：设初始时有一集合S＝｛1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12｝；依次读若干事先定义的等价对1≡5，4≡2，7≡11，9≡10，8≡5，7≡9，4≡6，3≡12，12≡1；现在需要根据这些等价对将集合S划分成若干个等价类。

在每次读入一个等价对后，把等价类合并起来。初始时，各个元素自成一个等价类（用｛｝表示一个等价类）。在每读入一个等价对后，各等价类的变化依次如下。
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并查集
 （Union-Find Set）这个数据结构可以方便快速地实现这个问题。并查集对这个问题的处理思想是：初始时把每一个对象看作是一个单元素集合；然后依次按顺序读入等价对后，将等价对中的两个元素所在的集合合并。在此过程中将重复地使用一个搜索
 （Find）运算，确定一个元素在哪一个集合中。当读入一个等价对A≡B时，先检测A和B是否同属一个集合，如果是，则不用合并；如果不是，则用一个合并
 （Union）运算把A、B所在的集合合并，使这两个集合中的任两个元素都是等价的（依据是等价的传递性）。因此，并查集在处理时主要有搜索
 和合并
 两个运算。

为了方便并查集的描述与实现，通常把先后加入到一个集合中的元素表示成一个树结构，并用根结点的序号来代表这个集合。因此定义一个parent［n］的数组，parent［i］中存放的就是结点i所在的树中结点i父亲结点的序号。例如，如果parent［4］＝5，就是说4号结点的父亲是5号结点。约定：如果结点i的父结点（即parent［i］）是负数，则表示结点i就是它所在集合的根结点，因为集合中没有结点的序号是负的；并且用负的绝对值作为这个集合中所含结点个数。例如，如果parent［7］＝-4，说明7号结点就是它所在集合的根结点，这个集合有4个元素。初始时，所有结点的parent值为-1，说明每个结点都是根结点（N个独立结点集合），只包含一个元素（就是自己）。

实现并查集数据结构主要有3个函数。代码如下。
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接下来对Find函数和Union函数的实现过程做详细解释。

Find函数：在Find函数中如果仅仅靠一个循环来直接得到结点所属集合的根结点，那么通过多次的Union操作就会有很多结点在树的比较深层次中，再查找起来就会很费时。可以通过压缩路径
 来加快后续的查找速度：增加一个While循环，每次都把从结点x到集合根结点的路径上经过的结点直接设置为根结点的子女结点。虽然这增加了时间，但以后的查找会更快。如图3.4所示，假设从结点x＝6开始压缩路径，则从结点6到根结点1的路径上有3个结点：6、10、8，压缩后，这3个结点都直接成为根结点的子女结点，如图3.4（b）所示。

[image: alt]


图3.4　并查集：Find函数中的路径压缩

Union函数：两个集合并时，任一方可作为另一方的子孙。怎样来处理呢？现在一般采用加权合并，把两个集合中元素个数少的根结点作为元素个数多的根结点的子女结点。这样处理有什么优势呢？直观上看，可以减少树中的深层元素的个数，减少后续查找时间。

例如，假设从1开始到n，不断合并第i个结点与第i＋1个结点，采用加权合并思路的过程如图3.5所示（各子树根结点上方的数字为其parent［］值）。这样查找任一结点所属集合的时间复杂度几乎都是O（1）！
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图3.5　并查集：加权合并

不用加权规则可能会得到如图3.6所示的结果。这就是典型的退化树（只有一个叶结点，且每个非叶结点只有一个子结点）现象，再查找起来就会很费时，例如查找结点n的根结点时复杂度为O（n）。
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图3.6　并查集：合并时不加权的结果

图3.7所示为用并查集实现前面的等价类应用例子时完整的查找和合并过程。
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图3.7　并查集：完整的查找合并过程

3.3.3　Kruskal算法实现

本节首先以图3.3（a）所示的无向网为例，解释Kruskal算法执行过程中并查集的初始化、路径压缩、合并等过程，如图3.8所示。
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图3.8　Kruskal算法的实现过程

如图3.8（a）所示，并查集的初始状态为各个顶点各自构成一个连通分量，每个顶点上方的数字表示其parent［］元素值。

图3.8（b）所示是9条边组成的数组，并且已经按照权值从小到大排好序了，在Kruskal算法执行过程当中，从这个数组中依次选用每条边，如果某条边的两个顶点位于同一个连通分量上，则要舍去这条边。

在图3.8（c）中，依次选用（1，6）、（3，4）、（2，7）这3条边后，顶点1和6组成一个连通分量，顶点3和4组成一个连通分量，顶点2、7组成一个连通分量，顶点5单独构成一个连通分量。

在图3.8（d）中，选用边（2，3）后，要合并顶点2和顶点3分别所在的连通分量，合并的结果是顶点3成为顶点2所在子树中根结点（即顶点2）的子女。

在图3.8（e）中要特别注意，虽然选用边（4，7）时，因为这两个顶点位于同一个连通分量上，这条边将会被弃用。但在查找顶点4的根结点时，会压缩路径，使得从顶点4到根结点的路径上的顶点都成为根结点的子女结点，这样有利于以后的查找。

在图3.8（f）中，选用边（4，5）后，要将顶点5合并到顶点4所在的连通分量上，合并的结果是顶点5成为顶点4所在子树中根结点（即顶点2）的子女。

在图3.8（g）中，首先弃用边（5，7），再选用边（5，6），要将顶点6所在的连通分量合并到顶点5所在的连通分量上，因为前一个连通分量的顶点个数较少。

至此，Kruskal算法执行完毕，选用了n－1条边，连接n个顶点。


例3.1
 　利用Kruskal算法求图3.3（a）所示的无向网的最小生成树，并输出依次选择的各条边及最终求得的最小生成树的权。

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n和边数m，然后输入m条边的数据。每条边的数据格式为：u v w，分别表示这条边的两个顶点及边上的权值。顶点序号从1开始计起。


分析：


在下面的代码中，首先读入边的信息，存放到数组edges中，并按权值从小到大进行排序。Kruskal函数用于实现Kruskal算法：首先初始化并查集，然后从edges数组中依次选用每条边，如果这条边的两个顶点位于同一个连通分量，则要弃用这条边；否则合并这两个顶点所在的连通分量。

代码如下：
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该程序的运行示例如下：
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Kruskal算法的时间复杂度分析：在例3.1的代码中，执行Kruskal函数前进行了一次排序操作，时间代价为log2
 m；在Kruskal函数中，最多需要进行m次循环，共执行2m次Find（）操作，n－1次Union操作，其时间代价分别为O（2mlog2
 n）和O（n）。所以Kruskal算法的时间复杂度为：O（log2
 m＋2mlog2
 n＋n）。因此，Kruskal算法的时间复杂度主要取决于边的数目，比较适合于稀疏图。

3.3.4　Boruvka算法

Boruvka算法是最古老的一个MST算法，其思想类似于Kruskal算法思想。Boruvka算法可以分为两步：①对图中各顶点，将与其关联、具有最小权值的边选入MST，得到的是由MST子树构成的森林；②在图中陆续选择可以连接两颗不同子树且具有最小权值的边，将子树合并，最终构造MST。

例如，对图3.3（a）所示的无向连通图，与顶点1关联的、权值最小的边为边（1，6），将其选入MST，与顶点6关联的、权值最小的边也为边（1，6），这条边将顶点1和6连接成MST中的第1棵子树；按照类似的方法，得到另外两棵子树：顶点2、顶点7组成的第二棵子树，顶点3、4、5组成第3棵子树，如图3.9（a）所示。这是第1步。
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图3.9　Boruvka算法的实现过程

第2步，选择边（2，3）将第2、3棵子树合并，以及选择边（5，6）再将第1棵子树合并进来，至此MST构造完毕，如图3.9（b）所示。

Boruvka算法在实现时也需要使用并查集，读者可以在理解Boruvka算法思想的基础上编程实现例3.1。

3.3.5　例题解析

以下通过两道例题的分析，再详细介绍克鲁斯卡尔算法的基本思想及其实现方法。


例3.2
 　剑鱼行动（Swordfish）


题目来源：


Zhejiang University Local Contest 2002, Preliminary, ZOJ1203


题目描述：


给定平面上N个城市的位置，计算连接这N个城市所需线路长度总和的最小值。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为一个正整数N，0≤N≤100，代表需要连接的城市数目；接下来有N行，每行为两个实数X和Y，-10000≤X，Y≤10000，表示每个城市的X坐标和Y坐标。输入文件中最后一行为N＝0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中每个测试数据，计算连接所有城市所需线路长度总和的最小值。每对城市之间的线路为连接这两个城市的直线。输出格式为：第1行为"Case #n:"，其中n为测试数据的序号，序号从1开始计起；第2行为"The minimal distance is: d"，其中d为求得的最小值，精确到小数点后两位有效数字。每两个测试数据的输出之间输出一个空行。
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分析：


在本题中，任意两个顶点之间都有边连通，权值为这两个顶点之间的距离。将所有边求出并存储到边的数组edges中后，按照Kruskal算法求解即可。

代码如下：

[image: alt]


[image: alt]



例3.3
 　网络（Network）


题目来源：


Northeastern Europe 2001, Northern Subregion, ZOJ1542, POJ1861


题目描述：


Andrew是某个公司的系统管理员，他计划为他的公司搭建一个新的网络。在新的网络中，有N个集线器，集线器之间可以通过网线连接。由于公司职员需要通过集线器访问整个网络，因此每个集线器必须能通过网线连接其他集线器（可以通过其他中间集线器来连接）。

由于有不同长度的网线可供选择，而且网线越短越便宜，因此Andres所设计的方案必须确保最长的单根网线的长度在所有方案中是最小的。并不是所有集线器之间都可以直接连接，但Andrew会提供集线器之间所有可能的连接。

试帮助Andrew设计一个网络，连接所有的集线器并满足前面的条件。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数：N和M，N表示网络中集线器的数目，2≤N≤1000，集线器的编号从1～N；M表示集线器之间连接的数目，1≤M≤15000。接下来M行描述了M对连接的信息，每对连接的格式为：所连接的两个集线器的编号，连接这两个集线器所需网线的长度，长度为不超过106
 的正整数。两个集线器之间至多有一对连接；每个集线器都不能与自己连接。测试数据保证网络是连通的。

测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，首先输出连接方案中最长的单根网线的长度（必须使得这个值取到最小）；然后输出设计方案：先输出一个整数P，代表所使用的网线数目；然后输出P对顶点，表示每根网线所连接的集线器编号，整数之间用空格或换行符隔开。
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分析：


本题虽然没有直接要求求解生成树，但连接N个集线器的方案中如果有多于N－1条边，那么必然存在回路，因此可以去掉某些边，使得剩下的边及所有顶点构成一个生成树，仍然可以连接这N个集线器。另外，可以证明对于一个图的最小生成树来说，它的最大边满足在所有生成树的最大边里最小。因此本题实际上就是求最小生成树，并要求输出长度最长的边等信息。

另外，本题中集线器的序号是从1开始计起的，下面的代码不使用parent数组第0个元素，使用第1～N个元素。

代码如下：
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练　习

3.1　丛林中的道路（Jungle Roads），ZOJ1406，POJ1251


题目描述：


热带小岛Lagrishan的首领目前面临一个问题：几年前由外国资本投资在村子之间修建了道路，但是丛林无情地布满了道路，因此，整个道路维护的费用是很高的。委员会必须有选择地终止某些道路的维护。图3.10（a）所示的地图表示目前在使用的道路，以及每条道路维护的费用。当然，必须保证村子之间都有道路相连。首领必须告诉委员会维护这些道路的最小费用。
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图3.10　丛林中的道路

在图3.10的地图中，村子用字母A到I标明，图3.10（b）所示为需要维护的道路，这些道路可以连接所有村庄，并且总的费用是最少的，为216。你的任务是编写一个程序，解决此问题。


输入描述：


输入文件包含1～100个测试数据，最后一行是0，表示输入结束。每个测试数据第1行为一个整数n，表示村子的个数，1＜n＜27，这n个村子用字母表的前n个大写字母标明。每个测试数据中接下来是n－1行数据，每行的第1个数据都是表示村子的大写字母，这n－1行数据按字母顺序排列。最后一个村子没有数据。每行数据代表一个村子，首先是这个村子的字母，然后是整数k，表示该村子与字母靠后的村子相连的道路有k条，如果k大于0，接下来是k条道路的信息，每条道路的信息首先是道路另一端村子的标识字母，然后是这条道路的维护费用，该费用是一个小于100的整数。该行所有数据之间用空格隔开。道路网络保证所有村子都是相连的，道路网络中不会超过75条道路，与每个村子相连的道路不会超过15条。


输出描述：


对每个测试数据，输出道路网络的最小维护费用。
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3.2　网络设计（Networking），ZOJ1372，POJ1287


题目描述：


试设计一个网络连接某个区域中的一些地点。给定这个区域的一些地点，以及这些地点之间可以用网线连接的线路。对每条线路，给定了连接这两个地方所需网线的长度。注意，两个地点之间的线路可能有多条。假定，给定的线路可以（直接或间接地）连接该地区中的所有地点。试为这个地区设计一个网络系统，使得该地区所有地点都可以（直接或间接地）连接，并且使用的网线长度最短。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据描述了一个需要设计的网络。每个测试数据的第1行为两个整数：第1个整数P表示给定的地点数目，第2个整数R表示这些地点间的路线数目。接下来的R行描述了这些线路，每条线路由3个整数来描述：前两个整数标明了连线的地点，第3个整数表示线路的长度，这3个整数用空格隔开。如果P＝0，则代表输入结束。测试数据之间有一个空行。

测试数据中，点的数目的最大值为50，线路长度最大为100。线路的数目不限，地点用1～P之间的整数标明，地点i和地点j之间的线路在输入数据中表示成ij或ji。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，为搭建该网络所需网线长度的最小值。
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3.3　修建空间站（Building a Space Station），ZOJ1718，POJ2031


题目描述：


如果您是空间站工程队的一员，被分配到建设空间站的任务中，希望编写一个程序完成这个任务。

空间站由许多单元组成，这些单元被称为单间。所有的单间都是球形的，且大小不必一致。在空间站成功地进入到轨道后每个单间被固定在预定的位置。很奇怪的是，两个单间可以接触，甚至可以重叠，在极端的情形，一个单间甚至可以完全包含另一个单间。

所有的单间都必须连接，因为宇航员可以从一个单间走到另一个单间。在以下情形，宇航员可以从单间A走到单间B。

（1）A和B接触，或相互重叠。

（2）A和B用一个“走廊”连接。

（3）存在单间C，使得可以从A走到C，也可以从B走到C。

如果要求安排设计空间站的结构，也就是安排哪些单间需要用“走廊”连接。在设计走廊的结构时有一定的自由性。例如，如果有3个单间A、B和C，相互之间没有接触也没有重叠，至少有3个可能的方案来连接这3个单间。第1个方案是在A-B和A-C之间修建走廊；第2个方案是在B-C和B-A之间修建走廊；第3个方案是在C-A和C-B之间。修建走廊的费用正比于它的长度。因此，需要选择一个方案，使得走廊的总长度最短。

走廊的宽度可以忽略。走廊修建在两个单间的表面，可以修建成任意长，但当然需要选择最短的长度。即使两个走廊A-B和C-D在空间中交叉，它们也不会在A和C之间形成一个连接。换句话说，可以假设任意两条走廊都不交叉。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的格式如下。
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第1行中的整数n为单间的数目。n为整数，且不超过100。

接下来n行描述了这些单间。每行为4个数，前3个数为该单间中心的空间坐标，第4个数为单间的半径；每个数精确到小数点后3位有效数字；这4个数用空格隔开；这些数都为正数，且小于100。

输入文件最后一行为0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，为走廊总长度的最小值，精确到小数点后3位有效数字。误差不超过0.001。

注意，如果不需要修建走廊，也就是说，不需要走廊这些单间也是连接的，在这种情形下，走廊的总长度为0.000。
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3.4　修路（Constructing Roads），POJ2421


题目描述：


有N个村庄，编号从1到N。现需要在这N个村庄之间修路，使得任何两个村庄之间都可以连通。称A、B两个村庄是连通的，当且仅当A与B之间有路直接连接，或者存在村庄C，使得A和C两个村庄之间有路直接连接，且C和B两个村庄是连通的。

已知某些村庄之间已经有路直接连接了，试修建一些路使得所有村庄都是连通的、且修路总长度最短。


输入描述：


测试数据的第1行为正整数N，3≤N≤100，表示村庄的个数。接下来是N行，第i行有N个整数，其中第j个整数表示村庄i和村庄i之间的距离（为［1，1000］范围内的整数）。

接下来是一个整数Q，0≤Q≤N*
 （N＋1）／2。然后是Q行，每行包含了两个整数a和b，1≤a≤b≤N，表示a、b两个村庄已经有路相通了。


输出描述：


输出一个整数，为修路的总长度，所修的路使得所有村庄都连通且总长度最短。
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3.4　普里姆（Prim）算法

3.4.1　Prim算法思想

Prim算法的基本思想是以顶点为主导地位：从起始顶点出发，通过选择当前可用的最小权值边依次把其他顶点加入到生成树当中来。

设连通无向网为G（V，E），在普里姆算法中，将顶点集合V分成两个子集合T和T′。

（1）T：当前生成树顶点集合。

（2）T′：不属于当前生成树的顶点集合。

很显然有：T∪T′＝V。

普里姆算法的具体过程如下。

（1）从连通无向网G中选择一个起始顶点u0
 ，首先将它加入到集合T中；然后选择与u0
 关联的、具有最小权值的边（u0
 ，v），将顶点v加入到顶点集合T中。

（2）以后每一步从一个顶点（设为u）在T中，而另一个顶点（设为v）在T′中的各条边中选择权值最小的边（u，v），把顶点v加入到集合T中。如此继续，直到网络中的所有顶点都加入到生成树顶点集合T中为止。

接下来以图3.11（a）所示的无向网为例解释普里姆算法的执行过程。该无向网的邻接矩阵如图3.11（b）所示。利用普里姆算法构造最小生成树的过程如图3.11（c）所示。初始时集合T为空，首先把起始顶点1加入到集合T中，然后按如下步骤把每个顶点加入到集合T中（图3.11（c）所示的每条边旁边的序号跟下面的序号是一致的）。
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图3.11　普里姆算法的基本思想

（1）集合T中现在只有1个顶点，即顶点1，一个顶点在T，另一个顶点在T′的边中，权值最小的边为（1，6），其权值为10，通过这条边把顶点6加入到集合T中。

（2）集合T中现在有2个顶点了，即顶点1、6，一个顶点在T，另一个顶点在T′的边中，权值最小的边为（6，5），其权值为25，通过这条边把顶点5加入到集合T中。

（3）集合T中现在有3个顶点了，即顶点1、6、5，一个顶点在T，另一个顶点在T′的边中，权值最小的边为（5，4），其权值为22，通过这条边把顶点4加入到集合T中。

（4）集合T中现在有4个顶点了，即顶点1、6、5、4，一个顶点在T，另一个顶点在T′的边中，权值最小的边为（4，3），其权值为12，通过这条边把顶点3加入到集合T中。

（5）集合T中现在有5个顶点了，即顶点1、6、5、4、3，一个顶点在T，另一个顶点在T′的边中，权值最小的边为（3，2），其权值为16，通过这条边把顶点2加入到集合T中。

（6）集合T中现在有6个顶点了，即顶点1、6、5、4、3、2，一个顶点在T，另一个顶点在T′的边中，权值最小的边为（2，7），其权值为14，通过这条边把顶点7加入到集合T中。

至此，所有顶点都已经加入到集合T中，最小生成树构造完毕，最终构造的最小生成树如图3.11（d）所示，生成树的权值为99。

3.4.2　Prim算法实现

假设采用邻接矩阵来存储图。在普里姆算法运算过程当中，需要知道以下两类信息：①集合T′内各顶点距离T内各顶点权值最小的边的权值；②集合T′内各顶点距离T内哪个顶点最近（即边的权值最小）。为了存储和表示这两类信息，必须定义两个辅助数组。

（1）lowcost［］：存放顶点集合T′内各顶点到顶点集合T内各顶点权值最小的边的权值。

（2）nearvex［］：记录顶点集合T′内各顶点距离顶点集合T内哪个顶点最近；当nearvex［i］为-1时，表示顶点i属于集合T。

注意，lowcost数组和nearvex数组可以合二为一，详见例3.4.3节中的讨论。

以图3.11（a）所示的无向网为例，如果选择的起始顶点为顶点1，则这2个辅助数组的初始状态为：

[image: alt]


这是因为在生成树顶点集合T内最初只有一个顶点，即顶点1，因此在nearvex数组中，只有表示顶点1的数组元素nearvex［1］＝-1，其他元素值都是1，表示集合T′内各顶点距离集合T内最近的顶点是顶点1；而lowcost数组的初始值就是邻接矩阵中顶点1所在的行。

在prim算法里要重复做以下工作。

（1）在lowcost数组中选择nearvex［i］！＝-1且lowcost［i］最小的顶点i，用v标记它。则选中的权值最小的边为（nearvex［v］，v），相应的权值为lowcost［v］。例如，在图3.12（d）中，第一次选中的v＝6，则边（1，6）是选中的权值最小的边，相应的权值为lowcost［6］＝10。
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图3.12　普里姆算法的实现过程

（2）将nearvex［v］改为-1，表示它已经加入到生成树顶点的集合T，将边（nearvex［v］，v，lowcost［v］）输出来。

（3）修改lowcost［］：注意，原来顶点v不属于生成树顶点集合，现在v加入进来，则顶点集合T′内的各顶点（设为顶点i）到顶点集合T内的权值最小的边的权值要修改成：lowcost［i］＝min｛lowcost［i］，Edge［v］［i］｝，即把顶点i到新加入集合T的顶点v的距离（Edge［v］［i］）与原来它到集合T中顶点的最短距离（lowcost［i］）做比较，取距离近的，作为顶点i到T内顶点的最短距离。

（4）修改nearvex［］：如果T′内顶点i到顶点v的距离比原来它到顶点集合T中顶点的最短距离还要近，则修改nearvex［i］：nearvex［i］＝v；表示顶点i当前到T内顶点v的距离最近。

图3.12（d）所示为在求图3.12（a）所示的无向网的最小生成树过程中lowcost数组和nearvex数组各元素值的变化。


例3.4
 　利用Prim算法求图3.12（a）所示的无向网的最小生成树，并输出依次选择的各条边及最终求得的最小生成树的权。

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n和边数m，然后输入m条边的数据。每条边的数据格式为：u v w，分别表示这条边的两个顶点及边上的权值。顶点序号从1开始计起。


分析：


下面的代码中，定义了一个函数prim（int u0），实现从顶点u0出发，执行普里姆算法求解最小生成树，而在主函数中调用函数prim（1），即从顶点1构造最小生成树。

在下面的代码中，对prim算法中每扩展一个顶点的所要进行的4个步骤分别用边框标明了，从中可以看出，prim算法的思路是很清晰的。

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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3.4.3　关于Prim算法的进一步讨论

1．关于lowcost数组和nearvex数组的讨论

在Prim算法中，如果不需要输出构成生成树的边，只需要计算最小生成树的权，那么就不需要记录集合T′内各顶点距离T内哪个顶点最近，这样可以将lowcost数组和nearvex数组合二为一，从而省略了nearvex数组。而lowcost数组含义为：如果lowcost［i］的值为-1，表示顶点i已经属于集合T；否则lowcost［i］的值表示集合T′内顶点i距离T内各顶点权值最小的边的权值。这种思想的应用详见例3.5。

2．Prim算法的时间复杂度分析

Prim算法的时间复杂度为O（n2
 ），n为图中顶点数目，证明略。Prim算法的时间复杂度只与图中顶点的个数有关，与边的数目无关，因此该算法适合于稠密图。

3．Prim算法、Kruskal算法和Boruvka算法的对比分析

本章所介绍的3个MST算法都是从由单个顶点构成的子树（子树中没有边）所组成的森林作为MST的开始，并陆续选择一条连接森林中两棵子树的最小权值边将这两棵子树合并，并最终构造一棵完整的MST树。这3个算法的区别在于：Prim算法选择的是连接当前MST和剩下的单个顶点之间的最小权值边，从而将该顶点合并到MST中；而Kruskal算法和Boruvka算法选择的是连接任意两棵子树的最小权值边，从而将这两棵子树合并。

表3-1对这3个MST算法的时间复杂度及特点作了对比分析。

表3-1　MST算法对比分析
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3.4.4　例题解析

以下通过两道例题的分析，再详细介绍普里姆算法的基本思想及其实现方法。


例3.5
 　QS网络（QS Network）


题目来源：


Zhejiang University Local Contest 2003, Preliminary, ZOJ1586


题目描述：


在cgb星系的w-503星球上，有一种智能生物，名为QS。QS之间通过网络进行通信。如果两个QS需要通信，他们需要买2个网络适配器，每个QS一个，以及一段网线。注意每个网络适配器只用于单一的通信中，也就是说如果一个QS想建立4个通信，那么需要买4个适配器。在通信过程中，一个QS向所有和他连接的QS发送消息，接收到消息的QS又向所有和他连接的QS发送消息，通信一直到所有的QS接收到消息为止。

图3.13所示是QS网络的一个例子。
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图3.13　QS网络的一个例子

每个QS有他自己喜欢的网络适配器品牌，在他建立的所有连接中总是使用他自己喜欢的适配器。QS之间的距离是不同的。给定每个QS喜欢的适配器的价格，以及每对QS之间网线的价格，试编写一个程序计算建立QS网络的最小费用。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件的第一行为1个整数t，表示输入文件中测试数据的个数。从第2行开始有t个测试数据。

每个测试数据的第1行为一个整数n，表示QS的个数，第2行为n个整数，表示每个QS喜欢的适配器的价格，第3行到第n＋2行为一个矩阵，表示每对QS之间网线的价格。

输入文件中的所有整数都是不超过1000的非负整数。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，建立QS网络的最小费用。
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分析：


本题需要计算建立QS网络的最小费用，这是最小生成树的问题。在构造有向网时，每条边的权值为两个QS的适配器价格加上这两个QS之间网线的价格。并且本题只需计算最小生成树的权值，不需要记录构造最小生成树时选择的边，因此可以将lowcost数组和nearvex数组合二为一。

代码如下：

[image: alt]



例3.6
 　卡车的历史（Truck History）


题目来源：


Czech Technical University Open 2003, ZOJ2158, POJ1789


题目描述：


高级货物运输公司ACM使用不同类型的卡车。有些卡车用来运蔬菜，有些用来运水果，还有一些用来运砖等。该公司对不同的卡车有自己的编码方法。卡车的编码为一个包含7个字符的字符串（每个位置上的字符都有特定的含义，但这一点对本题并不重要）。在ACM公司发展历史上的初期，只有一种卡车可供使用，只有一种卡车类型编码；后来又引进了新的一种卡车类型，新卡车的类型编码是从第1种卡车编码派生出来的；然后新的卡车类型编码又派生出其他卡车类型编码等。

今天，ACM公司是如此的富有，可以让历史学家来研究公司的历史。历史学家试图弄明白的一件事情被称为派生方案，也就是，卡车的类型是如何派生的。他们将卡车类型编码的距离定义成卡车类型编码字符串中（7个位置上）不同字符的位置数目。比如，一个卡车编码是aaaaaaa，另一个卡车编码是babaaaa，那么它们的距离值就是2。他们假定每种卡车类型都是由其他一种卡车类型派生出来的，当然，第1种卡车类型除外，它不是由任何其他一种类型派生的。派生方案的优劣值定义成：
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式中，求和部分为派生方案中所有类型对（to
 ，td
 ）的距离；to
 为基类型；td
 为派生出来的类型。

因为ACM公司卡车类型很多，历史学家很难判断这些类型编码之间派生关系。本题的目的是要求编写程序，实现：给定卡车类型的编码，求具有最高优劣值的派生方案。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据第1行为一个整数N，表示卡车类型的数目，2≤N≤2000。接下来有N行，每行为一种卡车的编码（由7个小写字母组成的字符串）。假定卡车的编码唯一地描述了这种卡车，也就是说，这N行字符串中任意两个都不相同。输入文件最后一行为0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行字符串："The highest possible quality is 1/Q."，其中1/Q为最佳派生方案的优劣值。
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分析：


要使派生方案的优劣值：[image: alt]
 最大，分母[image: alt]
 的值肯定取到最小。另外，要求考虑所有类型对（to
 ，td
 ）的距离，使得最终派生方案中每种卡车类型都是由其他一种卡车类型派生出来的（最初的卡车类型除外）。这样，如果将每种卡车类型理解成一个无向网中的顶点，所要求的最佳派生方案就是求最小生成树，而[image: alt]
 就是最小生成树的权值。

例如，样例输入中的测试数据所对应的无向网如图3.14（a）所示，用4个顶点表示输入中4种卡车类型编码。每个顶点之间边的权值为对应两种卡车编码之间的距离，即卡车类型编码字符串中不同字符的位置数目。这样，求得的最小生成树如图3.14（b）所示，权值为3，因此最佳派生方案的优劣值为1/3。
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图3.14　卡车的历史

代码如下：
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练　习

3.5　北极的无线网络（Arctic Network），ZOJ1914，POJ2349


题目描述：


国防部想在北部的前哨之间建立一个无线网络连接这些前哨。在建立网络时使用了两种不同的通信技术：每个前哨有一个无线电收发器，有一些前哨还有一个卫星频道。

任何两个拥有卫星频道的前哨之间可以直接通过卫星进行通信，而且卫星通信跟距离和位置无关。否则，两个前哨之间通过无线电收发器进行通信，并且这两个前哨之间的距离不能超过D，这个D值取决于无线电收发器的功率。功率越大，D值也就越大，但是价格也就越高。出于对购买费用和维护费用的考虑，所有使用无线电接收器进行通信的前哨的收发器必须相同，即D值相同。

试计算无线电收发器D值的最小值，且保证每两个前哨之间至少有一条通信线路（直接或间接地连接这两个前哨）。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数N，表示测试数据的数目。每个测试数据的第1行为两个整数：S和P，1≤S≤100，S＜P≤500；S表示卫星频道的个数，P表示前哨的个数。

接下来有P行，给出了每个前哨的位置（x，y），单位为km，x坐标和y坐标为0～10000之间的整数。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，为求得的D值最小值，精确到小数点后两位有效数字。
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3.6　高速公路系统（Highways），ZOJ2048，POJ1751


题目描述：


岛国Flatopia的地面十分平坦。不幸的是，Flatopia的高速公路系统十分差。Flatopian政府已经意识到这个问题，已经在一些比较重要的城市之间修建起高速公路。然而，仍然有一些小城市无法通过高速公路到达。有必要再修建一些高速公路使得任意两个城市之间都可以通过高速公路连通。

Flatopian国家的城镇编号为1至N，第i个城镇的位置由笛卡儿直角坐标（xi
 ，yi
 ）给定。每一段高速公路只连接两个城镇。所有的高速公路（包括原来有的高速公路和需要再修建的高速公路）均为直线，因此它们的长度为所连接的两个城市之间的距离。所有的高速公路均为双向。高速公路可以自由交叉，但是司机只能在有公共城镇的两条高速公路之间进行切换。

Flatopian政府希望修建新的高速公路的费用最小，并且要保证任何两个城镇之间都能通过高速路连通。由于Flatopian几国家的地面是如此的平坦，因此，修建高速公路的费用取决于高速路的长度。因此，费用最少的高速公路系统就是长度总和最短的高速公路系统。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件第1行为一个整数T，然后是一个空行。接下来有T个输入块，每两个输入块之间有一个空行。每个输入块为一个测试数据，它包含两部分。第1部分描述了该城市所有的城镇，第2部分描述了已经修建好的高速公路。

每个测试数据的第1行为一个整数N，1≤N≤750，表示城镇的数目，这N个城镇的编号为1～N。接下来有N行，每行包含两个整数：xi
 和yi
 ，用空格隔开，为第i个城镇的坐标。坐标的绝对值不超过10000。每个城镇的位置都是唯一的。

接下来一行为一个整数M，0≤M≤1000，表示已经修建好的高速公路数目。接下来M行，每行包含两个整数，用空格隔开，表示每条公路所连接的两个城镇。每对城镇之间最多由一条高速公路连接。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出为连接所有城镇且总长度最短的高速公路系统中新修建的每条高速公路，每条高速公路用它所连接的两个城镇序号表示，用一个空格隔开。

如果不需要再修建新的高速公路（所有的城镇已经连接了），则只输出一个空行。

每两个测试数据的输出之间有一个空行。
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3.7　农场网络（Agri-Net），POJ1258


题目描述：


农场主John被选为他所在城市的市长。他的竞选宣传之一是承诺给所有的农场连接到Internet。当然了，他需要帮忙。

John给他的农场申请了高速网络连接，他希望将他的网络连接共享给其他农场主。为了降低费用，他希望用最短的光纤将他的农场和其他农场连接。

给定连接每两个农场所需的光纤长度，试计算将所有农场连接起来所需光纤的最短长度。每个农场必须与其他农场连接起来，这样数据包可以从一个农场流向另一个农场。

任何两个农场之间的距离不超过100000。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为一个整数N，3≤N≤100，表示农场的数目。接下来的若干行描述了N×N的连接矩阵，其中每个元素表示两个农场之间的距离。在逻辑上，它们有N行，每行有N个整数，用空格隔开。在物理上，每行的长度不超过80个字符，因此有些行（如果显示不下）要延伸到其他行。当然，对角线元素为0，因为第i个农场到它本身的距离对本题没有意义。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一个整数，代表连接所有农场所需光纤总长度的最小值。
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3.8　Borg迷宫（Borg Maze），POJ3026


题目描述：


Borg是银河系三角洲中无比强大的类人生物。Borg集体是用来描述的Borg文明群体意识的术语。每个Borg个体与集体通过复杂的子空间网络连接，以确保每个个体得到持续稳定的监督和指导。

试帮助Borg编写程序估计扫描整个迷宫并同化隐藏在迷宫中的相异个体的最小代价，扫描迷宫时可以向北、西、南、东移动。棘手的是搜索是由超过100个个体组成的群体进行的。当一个相异个体被同化时（或是在搜索的起点），群体可以分裂成两个或多个子群体（但是这些子群体的意识仍然是聚积成一整体的）。搜索迷宫的代价被定义成参与搜索的所有子群体走过的步数总和。例如，如果原群体走了5步，然后分裂成两个子群体，每个子群体又分别走了3步，则总步数为：11＝5＋3＋3。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数N，0＜N≤50，表示输入文件中测试数据的个数。每个测试数据的第1行为两个整数x和y，1≤x，y≤50；接下来是y行，每行为x个字符，其中：空格字符代表一个空的空间、'#'字符代表墙壁障碍物、'A'字符代表相异个体、'S'字符代表搜索的起点。迷宫的边界是封闭的，也就是说，从'S'处无法走出迷宫边界。迷宫中最多有100个相异个体，每个个体都是可到达的。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为遍历完整个迷宫、同化所有相异个体所需的最小代价。
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3.5　判定最小生成树是否唯一

3.5.1　最小生成树不唯一的原因分析

对于一个给定的连通无向网，它的最小生成树是唯一的吗？

图3.15所示的连通无向网，在构造最小生成树时，可以选择（1，2）、（2，3）、（3，4）这3条边（如图3.15（a）所示），最小生成树的权为6；也可以选择（2，1）、（1，4）、（4，3）这3条边（如图3.15（b）所示），最小生成树的权也为6等。
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图3.15　最小生成树不唯一的一个简单例子

通过上面的例子可以看出，在构造最小生成树时有可能可以选择不同的边，这样构造出来的最小生成树不相同，但最小生成树的权是唯一的！

毫无疑问，无向网中存在相同权值的边是MST不唯一的必要条件（但不是充分条件）。这是因为，如果无向网中各边的权值都不相同，则在用Kruskal算法构造MST时，选择边的方案是唯一的，因此构造的MST必定是唯一的；只有存在相同权值的边，才有可能存在不同的方案构造MST。当然，如果相同权值的边不会被任何一个MST选入，则MST也必定唯一。

如果无向网中存在相同权值的边，还要分成以下情形考虑。以下讨论的情形都是针对MST中包含了相同权值的边。

1．相同权值的边有公共顶点

如图3.16所示的两个无向网均存在相同权值的边，且这些边有公共顶点。图3.16（a）所示的MST是唯一的，在图中用粗线标明了MST中的边。而图3.16（b）所示的MST不是唯一的，粗线标明的边构成一个MST，如果将边（4，6）换成（1，6），同样构成了一个MST，且MST的权值是相同的。
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图3.16　无向网中存在相同权值的边，且这些边有公共顶点

2．相同权值的边没有公共顶点

图3.17所示的两个无向网均存在相同权值的边，且均没有公共顶点。图3.17（a）所示的MST是唯一的，在图中用粗线标明了MST中的边。而图3.17（b）所示的MST不是唯一的，粗线标明的边构成一个MST，如果将边（4，5）换成（1，6），同样构成了一个MST，且MST的权值是相同的。
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图3.17　无向网中存在相同权值的边，且这些边没有公共顶点

3．混合情形

即无向网中存在相同权值的边，且某些边有公共顶点，其他边没有公共顶点。对于这种情形，可以拆分成前面两种情形，在此不再赘述。

3.5.2　判定最小生成树是否唯一的方法

1．用Prim算法判断最小生成树不唯一的思路

如果在用Prim算法求MST过程中，对某个顶点的扩展方式不唯一，则可判断MST不唯一。本节以图3.18（a）所示的连通无向网为例介绍这种思路。该图所示的无向网是在图3.10（a）所示的无向网中增加了一条边（2，4），权值为16。

如图3.18（b）和图3.18（d）所示，应用普里姆算法求解最小生成树时，从顶点1出发，依次把顶点6、5、4、3扩展到生成树顶点集合T后，此时lowcost数组和nearvex数组各元素取值如图3.18（d）中虚线框所示。
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图3.18　判定最小生成树不唯一的思路

此后，因为在lowcost数组中，顶点2的lowcost［］值最小为16，本来应该通过边（nearvex［2］，2），即边（4，2）将顶点2扩展到集合T中，但这时发现顶点2与顶点3之间的边的长度也为16，也可以通过边（3，2）将顶点2扩展进来，即顶点2的扩展方式不唯一，从而判定最小生成树不唯一。

因此利用这种思路判定最小生成树不唯一的方法如下。

首先当前已经找到min＝lowcost［v］，因此，待扩展的顶点是v，待扩展的边是（nearvex［v］，v）。

接下来要判断在集合T内是否还有其他顶点到v的距离也等于lowcost［v］，根据以下4个条件来判定。

（1）nearvex［j］==-1：只考虑集合T内的顶点。

（2）graph［v］［j］＜MAX：要排除min刚好等于∞的情况，这个条件实际上可以去掉。

（3）graph［v］［j］==min：顶点j到v的距离刚好也等于min。

（4）nearvex［v］！＝j：而且j不等于nearvex［v］。

如果以上4个条件同时成立，即可判定扩展顶点v的方式不唯一，从而判定最小生成树不唯一。

说明：以上思路在判断出当前顶点扩展方式不唯一时能判定MST不唯一，但即使每个顶点的扩展方式均唯一也不能判定MST唯一。例如，图3.19所示的无向网，在用Prim算法求MST时，每个顶点的扩展方式均唯一，但该图的MST不唯一，因为如果将图3.19（a）所示的MST中边（5，4）换成（5，6），将得到另一个MST（如图3.19（b）所示）。

2．判定最小生成树是否唯一的思路

判定最小生成树是否唯一的一个正确思路如下。

（1）对图中每条边，扫描其他边，如果存在相同权值的边，则对该边作标记。

（2）然后用Kruskal算法（或Prim算法）求MST。

（3）求得MST后，如果该MST中未包含作了标记的边，即可判定MST唯一；如果包含作了标记的边，则依次去掉这些边再求MST，如果求得的MST权值和原MST的权值相同，即可判定MST不唯一。

例如，对图3.19所示的无向网，先求出图3.19（a）中粗线标明的MST，然后去掉边（4，5），可以求出图3.19（b）中所示粗线标明的MST，且权值总和与原MST一样，即可判定此无向网的MST不唯一。
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图3.19　每个顶点的扩展方式唯一，但MST不唯一的情形

3.5.3　例题解析


例3.7
 　判定最小生成树是否唯一（The Unique MST）


题目来源：


POJ Monthly-2004.06.27, POJ1679


题目描述：


给定一个连通无向网，判定它的最小生成树是否唯一。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数t，1≤t≤20，表示测试数据的数目。每个测试数据描述了一个连通无向网。每个测试数据的第1行为两个整数：n和m，1≤n≤100，分别表示顶点的数目和边的数目。接下来有m行，每行为一个三元组（xi
 ，yi
 ，wi
 ），表示一条边（xi
 ，yi
 ），xi
 和yi
 表示边的两个顶点，顶点序号从1开始计起，这条边的权值为wi
 。任何两个顶点间最多只有一条边。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，如果最小生成树是唯一的，则输出最小生成树的权；如果最小生成树不唯一，则输出"Not Unique!"。
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分析：


在本题中，为了方便按照3.5.2节中介绍的第2种方法判定MST是否唯一，在表示边结构的结构体中增加了3个成员，其含义分别如下。

equal：标记是否存在其他边的权值与该边权值一样，1表示存在，0表示不存在。

used：第1次构造MST时选用的边。

del：在判定MST是否唯一时，依次“去掉”的边。

本题判定MST是否唯一的思路详见3.5.2节。本题采用Kruskal算法求MST，在算法中判断如果是第1次构造MST，则标记所采用的边的used成员为1。在算法中还会跳过被去掉的边。

样例输入中两个测试数据所描述的无向网如图3.20所示，其中图3.20（a）所示的MST是唯一的，其权值为96，图3.20（b）所示的MST不唯一。
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图3.20　判定最小生成树是否唯一

代码如下：
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第4章　最短路径问题

有向网或无向网中一个典型的问题是最短路径问题
 （Shortest Path Problem）。最短路径问题要求解的是：如果从图中某一顶点（称为源点）到达另一顶点（称为终点）的路径可能不止一条，如何找到一条路径，使得沿此路径各边上的权值总和（即从源点到终点的距离）达到最小，这条路径称为最短路径
 （Shortest Path）。

根据有向网或无向网中各边权值的取值情形及问题求解的需要，最短路径问题分为以下4种情形，分别用不同的算法求解。

（1）求单源最短路径（边的权值非负）——Dijkstra算法，所谓单源最短路径
 （Single Source Shortest Path）就是固定一个顶点为源点，求源点到其他每个顶点的最短路径。

（2）求单源最短路径（边的权值允许为负值，但不存在负权值回路）——Bellman-Ford算法。

（3）Bellman-Ford算法的改进——SPFA算法。

（4）求所有顶点之间的最短路径（边的权值允许为负值，但不存在负权值回路）——Floyd算法。

本章介绍这4个算法。注意，以上4个算法均适用于无向网和有向网，本章以有向网为例介绍这4个算法。另外，本章还介绍了求最短路径的算法思想在求解差分约束系统中的应用。

4.1　边上权值非负情形的单源最短路径问题——Dijkstra算法

4.1.1　算法思想

问题的提出：给定一个带权有向图（即有向网）G和源点v0
 ，求v0
 到G中其他每个顶点的最短路径。限定各边上的权值大于或等于0。

例如，在图4.1（a）中，假设源点为顶点0，则源点到其他顶点的最短距离分别如下。

顶点0到顶点1的最短路径距离是：20，其路径为v0
 →v2
 →v1
 。

顶点0到顶点2的最短路径距离是：5，其路径为v0
 →v2
 。

顶点0到顶点3的最短路径距离是：22，其路径为v0
 →v2
 →v5
 →v3
 ；
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图4.1　Dijkstra算法：有向网及其邻接矩阵

顶点0到顶点4的最短路径距离是：28，其路径为v0
 →v2
 →v1
 →v4
 ；

顶点0到顶点5的最短路径距离是：12，其路径为v0
 →v2
 →v5
 。

这些最短路径距离及对应的最短路径是怎么求出来的？

为求得这些最短路径，Dijkstra提出按路径长度的递增次序，逐步产生最短路径的算法。首先求出长度最短的一条最短路径，再参照它求出长度次短的一条最短路径，依次类推，直到从源点v0
 到其他各顶点的最短路径全部求出为止。

例如在图4.1（a）中，要求顶点0到其他各顶点的最短距离分别是多少。其求解过程如图4.2所示。具体如下。
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图4.2　Dijkstra算法的求解过程

（1）首先求出长度最短的一条最短路径，即顶点0到顶点2的最短路径，其长度为5，其实就是顶点0到其他各顶点的直接路径中最短的路径（v0
 →v2
 ）。

（2）顶点2的最短路径求出来以后，顶点0到其他各顶点的最短路径长度有可能要改变。例如从顶点0到顶点1的最短路径长度由∞缩短为20，从顶点0到顶点5的最短路径长度也由∞缩短为12。这样长度次短的最短路径长度就是在还未确定最终的最短路径长度的顶点中选择最小的，即顶点0到顶点5的最短路径长度，为12，其路径为（v0
 →v2
 →v5
 ）。

（3）顶点5的最短路径求出来以后，顶点0到其他各顶点的最短路径长度有可能要改变。例如从顶点0到顶点3的最短路径长度由30缩短为22，从顶点0到顶点4的最短路径长度也由∞缩短为30。这样长度第3短的最短路径长度就是在还未确定最终的最短路径长度的顶点中选择最小的，即顶点0到顶点1的最短路径长度，为20，其路径为（v0
 →v2
 →v1
 ）。

（4）此后再依次确定顶点0到顶点3的最短路径（v0
 →v2
 →v5
 →v3
 ），其长度为22；以及顶点0到顶点4的最短路径（v0
 →v2
 →v1
 →v4
 ），其长度为28。

Dijkstra算法的具体实现方法如下。

（1）设置两个顶点的集合T和S。

①S中存放已找到最短路径的顶点，初始时，集合S中只有一个顶点，即源点v0
 。

②T中存放当前还未找到最短路径的顶点。

（2）在T集合中选取当前长度最短的一条最短路径（v0
 ，…，vk
 ），从而将vk
 加入到顶点集合S中，并修改源点v0
 到T中各顶点的最短路径长度；重复这一步骤，直到所有的顶点都加入到集合S中，算法就结束了。

Dijkstra算法的原理为：可以证明，v0
 到T中顶点vk
 的最短路径，要么是从v0
 到vk
 的直接路径；要么是从v0
 经S中某个顶点vi
 再到vk
 的路径，如图4.3所示。
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图4.3　Dijkstra算法的原理

4.1.2　算法实现

在Dijkstra算法里，为了求源点v0
 到其他各顶点vi
 的最短路径及其长度，需要设置3个数组。

（1）dist［n］：dist［i］表示当前找到的从源点v0
 到终点vi
 的最短路径的长度，初始时，dist［i］为Edge［v0
 ］［i］，即邻接矩阵的第v0
 行。

（2）S［n］：S［i］为0表示顶点vi
 还未加入到集合S中，S［i］为1表示vi
 已经加入到集合S中。初始时，S［v0］为1，其余为0，表示最初集合S中只有顶点v0
 。

（3）path［n］：path［i］表示v0
 到vi
 的最短路径上顶点vi
 的前一个顶点序号。采用“倒向追踪”的方法，可以确定v0
 到顶点vi
 的最短路径上的每个顶点。

在Dijkstra算法里，重复做以下3步工作。

（1）在数组dist［n］里查找S［i］！＝1，并且dist［i］最小的顶点u。

（2）将S［u］改为1，表示顶点u已经加入进来了。

（3）修改T集合中每个顶点vk
 的dist及path数组元素值：当S［k］！＝1，且顶点u到顶点vk
 有边（Edge［u］［k］＜MAX），且dist［u］＋Edge［u］［k］＜dist［k］，则修改dist［k］为dist［u］＋Edge［u］［k］，修改path［k］为u。

在例4.1的代码中，可以很清晰地观察到这3步工作；并且对这3步工作，在例4.1的代码中特意用边框标明了。

因此Dijkstra算法的递推公式
 （求源点v0
 到各顶点的最短路径）为：



初始：dist［k］＝Edge［v0
 ］［k］，v0
 是源点

递推：u＝min｛dist［t］｝，vt
 ∈T

u表示当前T集合中dist数组元素值最小的顶点的序号；此后u加入到集合S中。

dist［k］＝min｛dist［k］，dist［u］＋Edge［u］［k］｝，vk
 ∈T（只修改T集合中顶点的dist值）




例4.1
 　利用Dijkstra算法求图4.1（a）中顶点0到其他各顶点的最短路径长度，并输出对应的最短路径。

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n，然后输入每条边的数据。每条边的数据格式为：u v w，分别表示这条边的起点、终点和边上的权值。顶点序号从0开始计起。最后一行为-1 -1 -1，表示输入数据的结束。


分析：


Dijkstra算法的3个数组：S、dist、path初始状态如图4.4（a）所示（源点为顶点0）。
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图4.4　Dijkstra算法的实现过程

（1）S［0］为1，其余为0，表示初始时，S集合中只有源点v0
 ，其他顶点都是在集合T中。

（2）dist数组各元素的初始值就是邻接矩阵的第v0
 行对应的元素值。

（3）在path数组中，path［2］和path［3］为0，表示当前求得的顶点0到顶点2的最短路径上，前一个顶点是顶点0；顶点0到顶点3的最短路径上，前一个顶点也是0；其余元素值均为-1，表示顶点0到其余顶点没有直接路径。

在Dijkstra算法执行过程中，以上3个数组各元素值的变化如图4.4（b）～图4.4（f）所示。以图4.4（b）为例加以解释。首先在dist数组的各元素dist［t］中，选择一个满足S［t］为0且dist［t］取最小值，求得的最小值为5，用粗体、斜体标明，对应顶点v2
 ；然后将S［2］修改成1，用粗体、下划线标明，表示将顶点v2
 加入到集合S中；最后修改dist数组和path数组中某些元素的值。

（1）修改条件是：S［k］为0，顶点v2
 到顶点vk
 有直接路径，且dist［2］＋Edge［2］［k］＜dist［k］。

（2）修改方法是：将dist［k］修改成dist［2］＋Edge［2］［k］，将path［k］修改成2。所有修改过的值用粗体、下划线标明。

当顶点0到其他各顶点的最短路径长度求解完毕后，如何根据path数组求解顶点0到其他各顶点vk
 的最短路径？方法是：从path［k］开始，采用“倒向追踪”方法，一直找到源点v0
 。

举例说明：设k为4，则因为path［4］＝1，说明最短路径上顶点4的前一个顶点是顶点1；path［1］＝2，说明顶点1的前一个顶点是顶点2；path［2］＝0，说明顶点2的前一个顶点是顶点0，这就是源点；所以从源点v0
 到终点v4
 的最短路径为：v0
 →v2
 →v1
 →v4
 ，最短路径长度为dist［4］＝28。

在下面的代码中，Dijkstra（int v0）函数实现了求源点v0
 到其他各顶点的最短路径。如果要求顶点0到其他各顶点的最短路径，在主函数中只要调用Dijkstra（0）即可。

另外，在主函数中，Dijkstra（0）执行完毕后，输出源点0到其他每个顶点的最短路径长度及最短路径上的每个顶点，shortest数组的作用是在“倒向追踪”查找最短路径时用于存储最短路径上的各个顶点的序号。

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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4.1.3　关于Dijkstra算法的进一步讨论

1．Dijkstra算法的复杂度分析

算法的时间复杂度分析：在Dijkstra算法中，最主要的工作是求源点到其他n－1个顶点的最短路径及长度，要把其他n－1个顶点加入到集合S中来。每加入一个顶点，首先要在n－1个顶点中判断每个顶点是否属于集合T，且最终要在dist数组中找元素值最小的顶点；然后要对其他n－1个顶点，要判断每个顶点是否属于集合T以及是否需要修改dist和path数组元素值。所以算法的时间复杂度是O（n2
 ）。

2．Dijkstra算法与Prim算法的对比分析

Dijkstra算法的思想和Prim算法的思想有很多类似之处。以下对这两个算法的执行过程做对比分析。

（1）Dijkstra算法的执行过程：对S［k］！＝1的顶点，选择具有最小dist［］值的顶点，设为u；修改其他顶点vk
 的dist［k］值：取dist［k］＝min｛dist［k］，dist［u］＋Edge［u］［k］｝；Dijkstra算法多了一个path数组，从而可以求得每个顶点的最短路径。

（2）Prim算法的执行过程：对nearvex［j］！＝-1的顶点，选择具有最小lowcost［］值的顶点，设为v；修改其他顶点vk
 的lowcost［k］值：取lowcost［k］＝min｛lowcost［k］，Edge［v］［k］｝。

4.1.4　例题解析

以下通过两道例题的分析，再详细介绍Dijkstra算法的基本思想及其实现方法。


例4.2
 　多米诺骨牌效应（Domino Effect）


题目来源：


Southwest Europe 1996, ZOJ1298, POJ1135


题目描述：


你知道多米诺骨牌除了用来玩多米诺骨牌游戏外，还有其他用途吗？多米诺骨牌游戏：取一些多米诺骨牌，竖着排成连续的一行，两张骨牌之间只有很短的空隙。如果排列得很好，当推倒第1张骨牌，会使其他骨牌连续地倒下（这就是短语“多米诺效应”的由来）。

然而当骨牌数量很少时，这种玩法就没多大意思了，所以一些人在20世纪80年代早期开创了另一个极端的多米诺骨牌游戏：用上百万张不同颜色、不同材料的骨牌拼成一幅复杂的图案。他们开创了一种流行的艺术。在这种骨牌游戏中，通常有多行骨牌同时倒下。

试编写程序，给定这样的多米诺骨牌游戏，计算最后倒下的是哪一张骨牌、在什么时间倒下。这些多米诺骨牌游戏包含一些“关键牌”，它们之间由一行普通骨牌连接。当一张关键牌倒下时，连接这张关键牌的所有行都开始倒下。当倒下的行到达其他还没倒下的关键骨牌时，则这些关键骨牌也开始倒下，同样也使得连接到它的所有行开始倒下。每一行骨牌可以从两个端点中的任何一张关键牌开始倒下，甚至两个端点的关键牌都可以分别倒下，在这种情形下，该行最后倒下的骨牌为中间的某张骨牌。假定骨牌倒下的速度一致。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个多米诺骨牌游戏。每个测试数据的第1行为两个整数：n和m，n表示关键牌的数目，1≤n＜500；m表示这n张牌之间用m行普通骨牌连接。n张关键牌的编号为1～n。每两张关键牌之间至多有一行普通牌，并且多米诺骨牌图案是连通的，也就是说从一张骨牌可以通过一系列的行连接到其他每张骨牌。

接下来有m行，每行为3个整数：a、b和t，表示第a张关键牌和第b张关键牌之间有一行普通牌连接，这一行从一端倒向另一端需要t秒。每个多米诺骨牌游戏都是从推倒第1张关键牌开始的。

输入文件最后一行为n＝m＝0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，首先输出一行"System #k"，其中k为测试数据的序号；然后再输出一行，首先是最后一块骨牌倒下的时间，精确到小数点后一位有效数字，然后是最后倒下骨牌的位置，这张最后倒下的骨牌要么是关键牌，要么是两张关键牌之间的某张普通牌。输出格式如样例输出所示。如果存在多个解，则输出任意一个。每个测试数据的输出之后输出一个空行。
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分析：


样例输入中两个测试数据所描述的多米诺骨牌图案如图4.5（a）和图4.5（b）所示。在图4.5（a）中，先推倒第1张关键骨牌，这样第2张关键骨牌最后倒下，用时为27秒。在图4.5（b）中，先推倒第1张骨牌，则第2、3张骨牌同时倒下，最后倒下的是第2、3张关键骨牌中间的某张普通骨牌，其用时为7.5秒。
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图4.5　多米诺骨牌游戏

本题要求的是推倒第1张关键牌后，最后倒下的牌的位置及时间。如前所述，最后倒下的牌有两种情形：①最后倒下的牌是关键牌，其时间及位置就是第1张关键牌到其他关键牌中最短路径的最大值及对应的关键牌；②最后倒下的牌是两张关键牌之间的某张普通牌，其时间为这两张关键牌倒下时间的一半再加上这一行倒下时间的一半，位置为这两张牌之间的某张普通牌（不一定恰好是该行正中间的那张牌，但题目并不需要具体求出是哪张牌）。

本题的方法步骤如下。

（1）先计算每一张关键牌倒下的time［i］。这需要利用Dijkstra算法求第1张关键牌到其他每张关键牌的最短路径。然后取time［i］的最大值，设为maxtime1。

（2）计算每一行完全倒下的时间。设每一行的两端的关键牌为i和j，则这一行完全倒下的时间为（time［i］＋time［j］＋Edge［i］［j］）／2.0，其中Edge［i］［j］为连接第i、j两张关键牌的行倒下所花的时间。取所有行完全倒下时间的最大值，设为maxtime2。

（3）如果maxtime2＞maxtime1，则是第（2）种情形；否则是第（1）种情形。

代码如下：
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例4.3
 　成语游戏（Idiomatic Phrases Game）


题目来源：


Zhejiang Provincial Programming Contest 2006, ZOJ2750


题目描述：


Tom正在玩一种成语接龙游戏。成语是一个包含多个中文字符、具有一定含义的短语。游戏规则是：给定Tom两个成语，他必须选用一组成语，该组成语中第1个和最后一个必须是给定的两个成语。在这组成语中，前一个成语的最后一个汉字必须和后一个成语的第一个汉字相同。在游戏过程中，Tom有一本字典，他必须从字典中选用成语。字典中每个成语都有一个权值T，表示选用这个成语后，Tom需要花时间T才能找到下一个合适的成语。试编写程序，给定字典，计算Tom至少需要花多长时间才能找到一个满足条件的成语组。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据包含一本成语字典。字典的第1行是一个整数N，0＜N＜1000，表示字典中有N个成语；接下来有N行，每行包含一个整数T和一个成语，其中T表示Tom走出这一步所花的时间。每个成语包含多个（至少3个）中文汉字，每个中文汉字包含4位十六进制位（即0～9，A～F）。注意，字典中第1个和最后一个成语为游戏中给定的起始和目标成语。输入文件最后一行为N＝0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为一个整数，表示Tom所花的最少时间。如果找不到这样的成语组，则输出-1。
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分析：


假设用图中的顶点代表字典中的每个成语，如果第i个成语的最后一个汉字跟第j个成语的第1个汉字相同，则画一条有向边，由顶点i指向顶点j，权值为题目中所提到的时间T：选用第i个成语后，Tom需要花时间T才能找到下一个合适的成语。这样，样例输入中两个测试数据所构造的有向网如图4.6（a）和图4.6（b）所示。
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图4.6　成语接龙游戏

构造好有向网后，问题就转化成求一条从顶点0到顶点N－1的一条最短路径，如果从顶点0到顶点N－1没有路径，则输出-1。例如，在图4.6（a）中，顶点0到顶点4的最短路径长度为17，所以输出17；而在图4.6（b）中从顶点0到顶点1不存在路径，所以输出-1。

因为源点是固定的，即顶点0，所以本题采用Dijkstra算法求源点到第N－1个顶点之间的最短路径长度。

代码如下：
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练　习

4.1　纽约消防局救援（FDNY to the Rescue！），ZOJ1053，POJ1122


题目描述：


纽约消防局一直以他们对纽约市火警的反应时间而自豪，但是他们还想让反应时间更快。请帮助他们改进他们的反应时间。他们想确保总局指挥中心知道一旦有火警，哪个消防站离火警位置最近。你被雇来编写这个软件，以维护消防局的自豪。给定火警位置、所有消防站的位置、街道交叉路口、通过每条连接交叉路口之间道路所需的时间，该程序必须根据这些信息计算每个消防站到达一个指定火警位置所需时间。这些时间必须按从小到大的顺序进行排序，这样指挥中心就可以选择一个最近的消防站，并派出足够多的消防队员、携带足够多的设备去灭火。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件的第1行为一个整数T，表示输入文件中测试数据的数目。然后是一个空行。空行后面是T个测试数据。测试数据之间用一个空行隔开。

每个测试数据的格式如下。

第1行为一个整数N（N＜20），表示城市中交叉路口的数目。

第2～N＋1行：为N×N的矩阵，矩阵中的元素用一个或多个空格隔开。矩阵中的元素tij
 ，表示从第i个交叉路口到第j个交叉路口所需的时间（分钟），如果tij
 值为-1，则表示从第i个交叉路口到第j个交叉路口没有直接路径。

第N＋2行首先是一个整数n（n≤N），代表火警位置所在的交叉路口；然后有一个或多个整数，表示消防站所处的交叉路口。

注意：

（1）行和列的序号都是从1～N。

（2）测试数据中所有数据都是整数。

（3）测试数据保证每个消防站都是可以到达火警位置的。

（4）消防站到火警的距离为消防站所处的交叉路口到火警位置所在的交叉路口的距离。


输出描述：


每个测试数据的输出格式如下。

第1行：列表的标题行，内容和格式如样例输出所示。

从第2行开始每一行描述了一个消防站的信息，这些信息按消防站到达火警位置所需时间从小到大排列。这些信息包括：消防站的位置（初始位置）、火警位置（目标位置）、所需时间以及最短路径上的每个交叉路口。

注意：

（1）列与列之间用Tab键隔开。

（2）如果多个消防站到达的时间一样，则这些消防站之间的输出顺序任意。

（3）如果从某个消防站到火警位置所需的时间为最短时间的路径不止一条，则输出任意一条。

（4）如果火警位置和某个消防站的位置恰好是同一个交叉路口，则输出时，该消防站的输出行中，初始位置和目标位置是同一个交叉路口，所需时间为0，最短路径上只有一个交叉路口序号，就是火警位置的序号。

每两个测试数据的输出之间用一个空行隔开。
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4.2　运输物质（Transport Goods），ZOJ1655


题目描述：


HERO国正被其他国家攻打。入侵者正在攻打HERO国的首都，因此HERO国的其他城市必须运输物质到首都，以支援首都。城市之间有一些道路，物质必须沿着这些道路进行运输。

根据道路的长度和物质的重量，在运输途中需要花费一定的费用。每条道路的费用率为运输费用与货物重量的比率。费用率都是小于1的。

另外，每个城市必须等运输到这个城市的所有物质到齐后，才能将这些物质、连同它本身提供的物质一起运输到下一个城市。一个城市的所有物质只能运输到其他一个城市。

试计算可以运输到首都的物质的最大重量。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数N（2≤N≤100）和M，其中N表示城市的数目，包括首都（首都的编号为N，其他城市的编号为1～N），M为道路的数目。接下来有N－1行，第i行（1≤i≤N－1）行为一个整数W（≤5000），表示该城市有W重的物质运输到首都。接下来有M行，描述了M条道路。每行有3个整数：A、B和C，表示从城市A到城市B有一条道路，其运输费用率为C。

测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为可以运输到首都的物质的最大重量，精确到小数点后两位有效数字。
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4.3　超级马里奥的冒险（Adventure of Super Mario），ZOJ1232


题目描述：


在救出美丽的公主后，超级马里奥需要找到一条回家的路，带着公主。他很熟悉“超级马里奥的”世界，所以他不需要地图，他只需要最好的路线来节省时间。

在“超级马里奥”的世界里，有A个村子和B个城堡。村庄被标号位1～A，城堡被标号为A＋1～A＋B。马里奥住在村子1，他出发的城堡标号为A＋B。当然，村子1和城堡A＋B之间有双向的通道。两个地方至多有一条路，并且任何地方都没有连接自己的路。马里奥已经计算好每条路的长度，但他们不想一直走下去，因为他们单位时间只能走单位距离（太慢了）。

幸运的是，在救公主的城堡里，马里奥找到一个神奇的靴子。如果他穿上它，他能跑得超快，从一个地方到另一个地方只需一瞬间。（不要担心公主，马里奥找到了一个办法，当他跑得超快时可以带上公主，但他不会告诉你。）

因为在城堡里有圈套，马里奥不能用超快速度通过城堡。他总是在到城堡时停下来。当然，他开始／停止“超快速度”只能在村子（或城堡）里。

不幸的是，神奇的靴子太旧了，所以他不能一次使用它超过L千米，他也不能使用它总共超过K次。当他回家时，他能修理它，使它能再次使用。


输入描述：


输入文件第1行为一个整数T，表示测试数据的个数，1≤T≤20。每个测试数据的第1行为5个整数：A、B、M、L和K，分别表示村子的个数、城堡个数，1≤A、B≤50；以及路的条数，每次能使用的最大距离；靴子能使用的最多次数，0≤K≤10。接下来有M行，每行包括3个整数：Xi
 Yi
 Li
 ，表示第i条路连接Xi
 和Yi
 ，距离为Li
 ，所以走的时间也要Li
 ，1≤Li
 ≤100。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，为一个整数，表示超级马里奥带着漂亮的公主回到家所需的最短时间。每个测试数据可以使超级马里奥总能回到家。
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4.4　邀请卡（Invitation Cards），ZOJ2008，POJ1511


题目描述：


在电视时代，没有太多的人再去剧院看演出。Malidinesia国家的古代喜剧演员们（ACM）已经意识到这样的现状。他们想宣传戏剧，特别是古代喜剧。他们印制了一些邀请卡，上面是喜剧的演出信息。他们雇了一些学生志愿者来向人们发放邀请卡。每个学生被分派到一个公交站点，他（或她）整天就待在那，向乘坐公交车的人们发放邀请卡。在派往公交站点前，每个学生都经过培训，训练他们如何吸引人们而不是强行向人们发放邀请卡。

公交系统很特别：所有的线路都是单向的、只连接两个站点。公交车搭载乘客，每半个小时从始发站发车。到达目的站点后，空车返回到始发站，等待下一个半小时，例如X:00或X:30，其中X表示整点。两个站点之间的车费由一个列表指定，在站点支付。整个公交系统的路线是这样设计的：每个往返旅途，也就是说从一个站点出发，并回到同一个站点，通过中央检查站（CCS），在这里，每个乘客都必须通过安检。

所有学生早上从CCS站点出发，每个学生到达一个指定的站点，邀请乘客。学生的人数跟站点的数目一样。每天结束的时候，所有学生乘车回到CCS。试编写程序，计算ACM每天需要支付给所有学生车费的最小值。


输入描述：


输入文件包含N个测试数据。输入文件第1行为一个正整数N。接下来是N个测试数据。每个测试数据第1行为两个整数：P和Q，1≤P、Q≤1000000，其中P为公交站点的数目，包括CCS；Q为公交线路的数目。接下来有Q行，每行描述了一条公交线路。每行有3个数：起点站点、目标站点、车费。CCS站点编号为1。车费为正整数，所有价格总和不超过1000000000。假定每一个站点都可以到达其他每个站点。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为ACM每天需要支付给学生车费的最小值。
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4.2　边上权值为任意值的单源最短路径问题—Bellman-Ford算法

4.2.1　算法思想

1．Dijkstra算法的局限性

4.1节介绍了Dijkstra算法，该算法要求网络中各边上的权值大于或等于0。如果有向网中存在带负权值的边，则采用Dijkstra算法求解最短路径得到的结果有可能是错误的。

例如，对图4.7（a）所示的有向网，采用Dijkstra算法求得顶点v0
 到顶点v2
 的最短距离是dist［2］，即v0
 到v2
 的直接路径，长度为5。但从v0
 到v2
 的最短路径应该是（v0
 ，v1
 ，v2
 ），其长度为2。
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图4.7　有向网中存在带负权值的边，用Dijkstra算法求解是错误的

如果把图4.7（a）中边＜1，2＞的权值由-5改成5，则采用Dijkstra算法求解最短路径，得到的结果是正确的，如图4.8所示。
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图4.8　边上权值非负的有向网，用Dijkstra算法求解是正确的

为什么当有向网中存在带负权值的边时，采用Dijkstra算法求解得到的最短路径有时是错误的？答案是：Dijkstra算法在利用顶点u的dist［］值去递推T集合各顶点的dist［k］值时，前提是顶点u的dist［］值是当前T集合中最短路径长度最小的。如果图中所有边的权值都是正的，这样推导是没有问题的。但是如果有负权值的边，这样推导是不正确的。例如，在图4.7（d）中，第1次在T集合中找到dist［］最小的是顶点2，dist［2］等于5；但是顶点0距离顶点2的最短路径是（v0
 ，v1
 ，v2
 ），长度为2，而不是5，其中边＜1，2＞是一条负权值边。

2．Bellman-Ford算法思想

为了能够求解边上带有负权值的单源最短路径问题，Bellman（贝尔曼）和Ford（福特）提出了从源点逐次途经其他顶点，以缩短到达终点的最短路径长度的方法。该方法也有一个限制条件：要求图中不能包含权值总和为负值的回路。

例如图4.9（a）所示的有向网中，回路（v0
 ，v1
 ，v0
 ）包括了一条具有负权值的边，且其路径长度为-1。当选择的路径为（v0
 ，v1
 ，v0
 ，v1
 ，v0
 ，v1
 ，v0
 ，v1
 ，…）时，路径的长度会越来越小，这样顶点0到顶点2的路径长度最短可达-∞。如果存在这样的回路，则不能采用Bellman-Ford算法求解最短路径。
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图4.9　Bellman-Ford算法：有向网中存在负权值的边

如果有向网中存在由带负权值的边组成的回路，但回路权值总和非负，则不影响Bellman-Ford算法的求解，如图4.9（b）所示。

权值总和为负值的回路在本书中称为负权值回路
 ，在Bellman-Ford算法中判断有向网中是否存在负权值回路的方法，详见4.2.3节中的第3点。

假设有向网中有n个顶点且不存在负权值回路，从顶点v1
 和到顶点v2
 如果存在最短路径，则此路径最多有n－1条边。这是因为如果路径上的边数超过了n－1条时，必然会重复经过一个顶点，形成回路；而如果这个回路的权值总和为非负时，完全可以去掉这个回路，使得v1
 到v2
 的最短路径长度缩短。下面将以此为依据，计算从源点v0
 到其他每个顶点u的最短路径长度dist［u］。

Bellman-Ford算法构造一个最短路径长度数组序列：dist1
 ［u］，dist2
 ［u］，dist3
 ［u］，…，distn－1
 ［u］。其中：

dist1
 ［u］为从源点v0
 到终点u的只经过一条边的最短路径长度，并有dist1
 ［u］＝Edge［v0
 ］［u］。

dist2
 ［u］为从源点v0
 出发最多经过不构成负权值回路的两条边到达终点u的最短路径长度。

dist3
 ［u］为从源点v0
 出发最多经过不构成负权值回路的3条边到达终点u的最短路径长度。

……

distn－1
 ［u］为从源点v0
 出发最多经过不构成负权值回路的n－1条边到达终点u的最短路径长度；

算法的最终目的是计算出distn－1
 ［u］，为源点v0
 到顶点u的最短路径长度。

采用递推方式计算distk
 ［u］。

设已经求出distk－1
 ［u］，u＝0，1，…，n－1，此即从源点v0
 最多经过不构成负权值回路的k－1条边到达终点u的最短路径的长度。

从图的邻接矩阵可以找到各个顶点j到达顶点u的（直接边）距离Edge［j］［u］，计算min｛distk－1
 ［j］＋Edge［j］［u］｝，可得从源点v0
 途经各个顶点，最多经过不构成负权值回路的k条边到达终点u的最短路径的长度。

比较distk－1
 ［u］和min｛distk－1
 ［j］＋Edge［j］［u］｝，取较小者作为distk
 ［u］的值。

因此Bellman-Ford算法的递推公式
 （求源点v0
 到各顶点u的最短路径）为：



初始：dist1
 ［u］＝Edge［v0
 ］［u］，v0
 是源点

递推：distk
 ［u］＝min｛distk－1
 ［u］，min｛distk－1
 ［j］＋Edge［j］［u］｝｝，j＝0，1，…，n－1，j≠u；k＝2，3，4，…，n－1



4.2.2　算法实现

Bellman-Ford算法在实现时，需要使用以下两个数组。

（1）使用同一个数组dist［n］来存放一系列的distk
 ［n］，其中k＝1，2，…，n－1；算法结束时dist［u］数组中存放的是distn－1
 ［u］；

（2）path［n］数组含义同Dijkstra算法中的path数组。

Bellman-Ford算法具体实现代码详见例4.4。


例4.4
 　利用Bellman-Ford算法求图4.10（a）中顶点0到其他各顶点的最短路径长度，并输出对应的最短路径。
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图4.10　Bellman-Ford算法的求解过程

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n，然后输入每条边的数据。每条边的数据格式为：u v w，分别表示这条边的起点、终点和边上的权值。顶点序号从0开始计起。最后一行为-1-1-1，表示输入数据的结束。


分析：


如图4.10（c）所示，k＝1时，dist数组各元素的值dist［u］就是Edge［0］［u］（见图4.10（b））。在Bellman-Ford算法执行过程中，dist数组各元素值的变化如图4.10（c）所示。在图4.10（c）中，dist［u］的值如果有更新，则用粗体、斜体标明，u＝1，2，3，4，5，6。以k＝2，u＝1加以解释。求dist2
 ［1］的递推公式是：

dist2
 ［1］＝min｛dist1
 ［1］，min｛dist1
 ［j］＋Edge［j］［1］｝｝，j＝0，2，3，4，5，6

所以，在程序中k＝2时，dist［1］的值为：

dist［1］＝min｛6，min｛dist［0］＋Edge［0］［1］，dist［2］＋Edge［2］［1］，dist［3］＋Edge［3］［1］，dist［4］＋Edge［4］［1］，dist［5］＋Edge［5］［1］，dist［6］＋Edge［6］［1］｝｝＝min｛6，min｛0＋6，5＋（-2），5＋∞，∞＋∞，∞＋∞，∞＋∞｝｝＝3

此时dist［1］的值为从源点v0
 出发，经过不构成负权值回路的两条边到达顶点v1
 的最短路径长度，其路径为（v0
 ，v2
 ，v1
 ）。

在Bellman-Ford算法执行过程中，path［n］数组的变化与Dijkstra算法类似，所以在图4.10中并没有列出path［n］数组的变化过程。当顶点0到其他各顶点的最短路径长度求解完毕后，如何根据path数组求解顶点0到其他各顶点vk
 的最短路径？方法跟Dijkstra算法中的方法完全一样：从path［k］开始，采用“倒向追踪”方法，一直找到源点v0
 。

在下面的代码中，Bellman（int v0
 ）函数实现了求源点v0
 到其他各顶点的最短路径。在主函数中调用Bellman（0），则求解的是从顶点0到其他各顶点的最短路径。另外，主函数中的shortest数组用来保存最短路径上各个顶点的序号，其作用与例4.1代码中shortest数组的作用一样。

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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4.2.3　关于Bellman-Ford算法的进一步讨论

1．Bellman-Ford算法的本质思想

在从distk－1
 ［］递推到distk
 ［］的过程中，Bellman-Ford算法的本质是对每条边＜u，v＞（或（u，v））进行判断：设边＜u，v＞的权值为w（u，v），如图4.11所示，如果边＜u，v＞的引入会使得distk－1
 ［v］的值再减小，则要修改distk－1
 ［v］，即：如果distk－1
 ［u］＋w（u，v）＜distk－1
 ［v］，则要将distk
 ［v］的值修改成distk－1
 ［u］＋w（u，v）。本文将修改distk－1
 ［v］的运算称为一次松弛
 （Slack）。
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图4.11　Bellman-Ford算法的本质思想

按照这样的思想，Bellman-Ford算法的递推公式应该改为（求源点v0
 到各顶点v的最短路径）：



初始：dist0
 ［v］＝∞，dist0
 ［v0
 ］＝0，v0
 是源点，v≠v0
 　　　（dist数组的初始值详见后面的分析）

递推：对每条边（u，v），distk
 ［v］＝min｛distk－1
 ［v］，distk－1
 ［u］＋w（u，v）｝，　k＝1，2，3，…，n－1



理解了这一点，就能理解Bellman-Ford算法的复杂度分析、Bellman-Ford算法的优化等。

2．Bellman-Ford算法的时间复杂度分析

在例4.4的Bellman-Ford算法代码中，有一个三重嵌套的for循环，如果使用邻接矩阵存储有向网，最内层的if语句的总执行次数为n3
 ，所以算法的时间复杂度是O（n3
 ）。

如果使用邻接表存储有向网，内层的两个for循环可以改成一个while循环，可以使算法的时间复杂度降为O（n×m），其中n为有向网中顶点个数，m为边的数目。这是因为，邻接表里直接存储了边的信息，浏览完所有的边，复杂度是O（m）；而邻接矩阵是间接存储边，浏览完所有的边，复杂度是O（n2
 ）。

使用邻接表存储思想实现Bellman-Ford算法的具体过程为：将每条边的信息（两个顶点u、v和权值w，可以用一个结构体，如eg，来实现）存储到一个数组edges中，从distk－1
 ［］递推到distk
 ［］的过程中，对edges数组中的每条边＜u，v＞，判断一下边＜u，v＞的引入，是否会缩短源点v0
 到顶点v的最短路径长度。（这种方法的具体应用详见例4.10。）

根据上面的分析，可以将例4.4代码中的bellman函数简化成如下代码。
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其中，dist数组各元素中，除源点v0
 外，其他顶点的dist［］值都初始化为∞，这样Bellman-Ford算法需要多递推一次，详见后面的分析。

3．Bellman-Ford算法负权值回路的判断方法

如果存在从源点可达的负权值回路，则最短路径不存在，因为可以重复走这个回路，使得路径无穷小。在Bellman-Ford算法中，判断是否存在从源点可达的负权值回路的方法如下。在求出distn－1
 ［］之后，再对每条边＜u，v＞判断一下：加入这条边是否会使得顶点v的最短路径值再缩短。即判断：

dist［u］＋Edge［u］［v］＜dist［v］

是否成立，如果成立，则说明存在从源点可达的负权值回路。代码如下：
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或：
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具体应用详见例4.10。

4．关于Bellman-Ford算法中数组dist的初始值

在4.2.1节关于Bellman-Ford算法的描述中，dist数组的初始值为邻接矩阵中源点v0
 所在的行，实际上还可以采用以下方式对dist数组初始化：除源点v0
 外，其他顶点的最短距离初始为∞（在程序实现时可以用一个权值不会达到的一个大数表示）；源点dist［v0
 ］＝0。这样bellman-Ford算法的第1重for循环要多执行一次，即要执行n－1次；且执行第1次后，dist数组的取值为邻接矩阵中源点v0
 所在的行。

5．Bellman-Ford算法的改进

Bellman-Ford算法是否一定要循环n－2次，n为顶点个数，即是否一定需要从dist1
 ［u］递推到distn－1
 ［u］？

答案是未必！其实只要在某次循环过程中，考虑每条边后，都没能改变当前源点到所有顶点的最短路径长度，那么Bellman-Ford算法就可以提前结束了。这种思路的具体应用详见例4.11。

6．Dijkstra算法与Bellman-Ford算法比较

Dijkstra算法和Bellman-Ford算法的求解过程有很大的区别，具体如下。

（1）Dijkstra算法在求解过程中，源点到集合S内各顶点的最短路径一旦求出，则之后不变了，修改的仅仅是源点到T集合中各顶点的最短路径长度。

（2）Bellman-Ford算法在求解过程中，每次循环每个顶点的dist［］值都有可能要修改，也就是说源点到各顶点最短路径长度一直要到Bellman-Ford算法结束才确定下来。

7．Bellman-Ford算法的其他用途

Bellman-Ford算法不仅可以用来求最短路径，还可以用来求最长路径。其思路是：dist［］的含义是从源点v0
 到其他每个顶点的最长路径长度，初始时，各顶点的dist［］值为0；在从distk－1
 ［］递推到distk
 ［］过程中，对每条边＜u，v＞，设其权值为w（u，v），如果边＜u，v＞的引入会使得distk－1
 ［v］的值增加，则要修改distk－1
 ［v］，即：如果distk
 ［u］＋w（u，v）＞distk
 ［v］，则要将distk
 ［v］的值设置成distk－1
 ［u］＋w（u，v）。其具体应用详见例4.5。

4.2.4　例题解析

以下通过两道例题的分析，再详细介绍Bellman-Ford算法的基本思想及其实现方法。


例4.5
 　套汇（Arbitrage）


题目来源：


University of Ulm Local Contest 1996，ZOJ1092，POJ2240


题目描述：


套汇是利用汇率之间的差异，从而将一单位的某种货币，兑换回多于1单位的同种货币。例如，假定1美元兑换0.5英镑，1英镑兑换10.0法郎，1法郎兑换0.21美元，那么，在兑换货币过程中，一个聪明的商人可以用1美元兑换到0.5×10.0×0.21＝1.05美元，这样就有5％的利润。

试编写程序，读入货币之间的汇率列表，判断是否存在套汇。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为一个整数n，1≤n≤30，表示有n种不同的货币。接下来有n行，每行是一种货币的名称，货币名称是一个不包含空格的字符串。接下来一行是一个整数m，代表汇率列表种有m种汇率。接下来有m行，每行格式为：ci
 rij
 cj
 ，其中ci
 为源货币，cj
 表示目标货币，实数rij
 表示从ci
 到cj
 的汇率。汇率列表中没有出现的兑换表示不能进行的兑换。测试数据用空行隔开。

输入文件最后一行为n＝0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行：如果获得套汇，则输出"Case i: Yes"，否则输出"Case i: No"，其中i为测试数据的序号。
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分析：


假设用图4.12中的顶点代表每一种货币，如果第i种货币能够兑换成第j种货币，汇率为cij
 ，则画一条有向边，由顶点i指向顶点j，权值为cij
 。这样，样例输入中两个测试数据所构造的有向网如图4.12（a）和图4.12（b）所示。在图4.12（a）中，从1美元（顶点0）出发，兑换回0.5×10.0×0.21＝1.05美元，所以存在套汇，应该输出"Yes"。而在图4.12（b）中，从1美元（顶点0）出发，能兑换回0.5×1.99＝0.995美元，或者能兑换回0.5×10×0.09×1.99＝0.8955美元，或者能兑换回0.5×10×0.19×4.9×0.09×1.99＝0.8337105美元，不存在套汇；从其他货币出发，也不存在套汇，所以应该输出"No"。
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图4.12　套汇：求最长路径

本题的求解思路是：构造好有向网后，问题就转化成判断图中是否存在某个顶点，从它出发的某条回路上权值乘积是否大于1，大于1则表示存在套汇。具体求解时，可以用Bellman-Ford算法求从源点v0
 出发到各个顶点v（包括v0
 本身）最长路径长度，只不过这里路径长度并不是权值之和，而是权值乘积。

假设maxdist数组存储的是源点v0
 到其他每个顶点v（包括v0
 本身）的最长路径长度，其递推公式为（c（u，v）表示从第u种货币到第v种货币的汇率）：



初始：maxdist0
 ［v］＝0，maxdist0
 ［v0
 ］＝1，v0
 是源点

递推：对每条边（u，v），maxdistk
 ［v］＝max｛maxdistk－1
 ［v］，maxdistk－1
 ［u］*
 c（u，v）｝；k＝1，2，3，…，n.



关于maxdist数组初始值和Bellman-Ford算法递推次数的说明如下。

（1）maxdist数组的初始值：因为要取最大值，所以maxdist［v］的初始值应该是一个较小的值，所以取为0。

（2）Bellman-Ford算法递推次数：在4.2.1节介绍Bellman-Ford算法思想时，曾经提到从源点v0
 到顶点v的最短路径最多有n－1条边；但在本题中，由于要找一条回路，回到源点v0
 ，所以最多有n条边，且多于n条边是没有必要的，因为如果存在套汇的话，n条边构成的回路就能形成套汇；因此，应该从maxdist0
 ［v］递推到maxdist1
 ［v］，maxdist2
 ［v］，…，maxdist（n）
 ［v］。

Bellman-Ford算法执行完毕后，如果maxdist［v0］＞1，则表示从源点v0
 出发，存在套汇。依次将第i个顶点作为源点执行Bellman-Ford算法，如果某个顶点存在套汇，则不必判断下去了。

需要说明的是，本题也可以采用4.3节介绍的Floyd算法求解。

代码如下：
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例4.6
 　门（The Doors）


题目来源：


Mid-Central USA 1996，ZOJ1721，POJ1556


题目描述：


在本题中，试在一个布置了障碍墙的房间里找一条最短路径。房间的边界为x＝0，x＝10，y＝0，以及y＝10。路径的起始位置为（0，5），目标位置为（10，5）。在房间布置了一些竖直的墙，墙的数目范围为0～18，每堵墙有两个门。图4.13（a）和图4.13（b）描述了这样的房间，并显示了最短路径。
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图4.13　布满墙的房间


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个房间。每个测试数据的格式如下。

第1行为一个整数n，表示房间内竖直墙的数目。

接下来有n行，每行描述了一堵竖直的墙，用5个实数表示：第1个实数为墙的x坐标，0＜x＜10；其他4个实数为这堵墙上两扇门的两个端点的y坐标。n堵墙以x坐标的升序顺序给出，每堵墙的数据中，4个y坐标也以升序顺序出现。

输入文件最后一行为n＝-1，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，为求得的最短路径长度，精确到小数点后两位有效数字。
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分析：


本题样例输入中两个测试数据所描述的房间如图4.13（a）和图4.13（b）所示。

本题要求平面上两个点（0，5）和（10，5）之间的最短距离。如果要采用本章介绍的最短路径算法进行求解，关键是如何构造一个有向网（或无向网）。

在本题中，构造无向网的方法为：以（0，5）为第0个顶点，以（10，5）为最后一个顶点，对每堵墙中的两扇门，每个端点对应无向网中的一个顶点，这样整个无向网的顶点数为4n＋2；在判断顶点a和顶点b之间是否需要连接时，需要判断这两个顶点是否被它们之间的某堵墙阻挡了，如果被某堵墙阻挡了，则不能连线。

例如在图4.14中，点（0，5）和点（10，5）就不能连线，因为尽管它们没被第1堵墙阻挡，但被第2堵墙阻挡了。每堵墙实际上是由3段组成的，例如图4.14中，第2堵墙由（7，0）～（7，3）、（7，4.5）～（7，6）、（7，7）～（7，10）3段组成。只要顶点a和顶点b被第i堵墙某一段阻挡，那么它们就被第i堵墙阻挡了。
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图4.14　布满墙的房间：网络的构造

判断顶点a和顶点b是否被某段墙的某断阻挡，方法是：如果这段墙的两个端点同时位于顶点a和顶点b所确定的直线下方或上方，则它们没被这段墙阻挡；否则如果两个端点一个位于直线上方、另一个端点位于下方，则它们被这段墙阻挡了。

代码如下：
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练　习

4.5　最小运输费用（Minimum Transport Cost），ZOJ1456


题目描述：


Spring国家有N个城市。两个城市之间要么有一条运输线路，要么没有。现在有一些货物需要从一个城市运往另一个城市。运输费用包含两部分：通过两个城市之间运输线路的费用，及通过一个城市时必须缴纳的税（起点城市和目标城市除外）。

编写程序，给定起点城市和目标城市，求具有最小费用的线路。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为一个整数N，表示城市的数目。N＝0表示输入结束。

每条线路的费用、通过每个城市必须缴纳的税、起点城市和目标城市等这些信息由输入给定，格式如下：
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其中aij
 为连接城市i和城市j的线路的费用，aij
 ＝-1表示这两个城市之间没有直接线路。bi
 代表通过城市i需要缴纳的税。货物需要从城市c运往城市d，从城市e运往城市f，…，最后一行g＝h＝-1代表起点、目标城市序列结束，也代表测试数据结束。


输出描述：


对每个测试数据中的每对起点、目标城市序列，输出具有最小费用的路线及经过的城市，格式为：
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注意：如果某对城市之间具有最小费用的线路不止一条，则输出字典序最小的那条。每个测试数据的输出之后，输出一个空行。
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4.6　最优连通子集，POJ1192


题目描述：


众所周知，可以通过直角坐标系把平面上的任何一个点P用一个有序数对（x，y）来唯一表示，如果x、y都是整数，则把点P称为整点，否则点P称为非整点。把平面上所有整点构成的集合记为W。

定义1：两个整点P1
 （x1
 ，y1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ），若—x1
 －x2
 —＋—y1
 －y2
 —＝1，则称P1
 ，P2
 相邻，记作P1
 ～P2
 ，否则称P1
 ，P2
 不相邻。

定义2：设点集S是W的一个有限子集，即S＝｛P1
 ，P2
 ，…，Pn
 ｝（n≥1），其中Pi
 （1≤i≤n）属于W，称S为整点集。

定义3：设S是一个整点集，若点R、T属于S，且存在一个有限的点序列Q1
 ，Q2
 ，…，Qk
 满足如下条件。

（1）Qi
 属于S（1≤i≤k）。

（2）Q1
 ＝R，Qk
 ＝T；

（3）Qi
 ～Q（i＋1）（1≤i≤k－1），即Qi
 与Qi＋1
 相邻；

（4）对于任何1≤i＜j≤k，有Qi
 ≠Qj
 。

则称点R与点T在整点集S上连通，把点序列Q1
 ，Q2
 ，…，Qk
 称为整点集S中连接点R与点T的一条道路。

定义4：若整点集V满足：对于V中的任何两个整点，V中有且仅有一条连接这两点的道路，则V称为单整点集。

定义5：对于平面上的每一个整点，可以赋予它一个整数，作为该点的权，于是把一个整点集中所有点的权的总和称为该整点集的权和。

本题希望对于给定的一个单整点集V，求出一个V的最优连通子集B，满足如下条件。

（1）B是V的子集。

（2）对于B中的任何两个整点，在B中连通。

（3）B是满足条件（1）和（2）的所有整点集中权和最大的。


输入描述：


第1行是一个整数N（2≤N≤1000），表示单整点集V中点的个数。

以下N行中，第i行（1≤i≤N）有三个整数：Xi
 ，Yi
 ，Ci
 ，依次表示第i个点的横坐标、纵坐标和权。同一行相邻两数之间用一个空格分隔。-10^6≤Xi
 ，Yi
 ≤10^6；-100≤Ci
 ≤100。


输出描述：


仅一个整数，表示所求最优连通集的权和。
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4.7　洞穴袭击（Cave Raider），ZOJ1791，POJ1613


题目描述：


Afkiyia是一座大山，在山里有很多洞穴，这些洞穴通过地道连接。每条地道连接两个洞穴，两个洞穴之间可能有多条地道连接着。一个恐怖分子的首领藏在其中一个洞穴里。在地道和洞穴的接合处，有一扇门。有时，恐怖分子通过关闭两端的门，从而封锁整个地道，然后“清理”地道。当恐怖分子清理地道时，地道中的人（或其他生物）都将死亡。当清理完毕，门又会被开启，地道又可以用了。

现在，军人已经查明恐怖分子首领藏在哪个洞穴里，而且，他们已经知道了恐怖分子清理地道的安排表。军人准备深入到洞穴中，把恐怖分子首领抓出来。请帮助他以最短的时间到达首领所在的洞穴，并确保军人不会被关在某个地道中。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为4个正整数：n，m，s，t，用空格隔开，其中n表示洞穴的数目，这些洞穴的编号为1，2，…，n；m为地道的数目，编号为1，2，…，m；s为军人在时刻0所在的洞穴编号；t为恐怖分子首领所在的洞穴；1≤s、t≤n≤50，m≤500。接下来m行为m条地道的信息：每行为一个整数序列，至多有35个整数，用空格隔开；前两个整数为该地道的两个端点所在的洞穴的编号，第3个整数为军人通过地道的时间，剩下的整数为一个递增的整数序列，每个整数都不超过10000，为该地道的一些关闭和开启时间。

例如，如果这一行为：10 14 5 6 7 8 9，则表示这条地道连接第10、14两个洞穴，通过这条地道花费5个单位时间，地道会在时刻6关闭、时刻7开启，时刻8又关闭、时刻9又开启。注意，这条地道从时刻6到时刻7会被清理，然后从时刻8到时刻9又被清理，然后就永远开着。

又如，如果这一行为：10 9 15 8 18 23，这表示这条地道连接第10、9两个洞穴，通过这条洞穴花费15个单位时间，地道在时刻8关闭，时刻18开启，时刻23关闭，然后永远关闭。

输入文件最后一行为一个0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行。如果军人能到达第t个洞穴，则输出最短时间；如果不能到达，则输出字符'*'。注意，开始时刻为时刻0，因此，如果s＝t，即军人和恐怖分子首领在同一个洞穴，则输出0。
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4.3　Bellman-Ford算法的改进——SPFA算法

4.3.1　算法思想

Bellman-Ford算法的时间复杂度比较高，为O（n3
 ）或O（nm），原因在于Bellman-Ford算法要递推n次，每次递推，扫描所有的边，在递推n次的过程中很多判断是多余的。SPFA
 （Shortest Path Faster Algorithm）算法
 是Bellman-Ford算法的一种队列实现，减少了不必要的冗余判断。

SPFA算法的大致流程是用一个队列来进行维护。初始时将源点加入队列。每次从队列中取出一个顶点，并对所有与它相邻的顶点进行松弛，若某个相邻的顶点松弛成功，则将其入队。重复这样的过程直到队列为空时算法结束。

SPFA算法，简单地说就是队列优化的Bellman-Ford算法，是根据“每个顶点的最短距离不会更新次数太多”的特点来进行优化的。SPFA算法可以在O（km）的时间复杂度内求出源点到其他所有顶点的最短路径，并且可以处理负权值边。k为每个顶点入队列的平均次数，可以证明，对于通常的情况，k为2左右。

与Bellman-Ford算法类似，SPFA算法也使用dist［i］数组存储源点v0
 到顶点vi
 的最短路径长度，用path［i］数组存储最终求得的源点v0
 到顶点vi
 的最短路径上顶点vi
 的前一个顶点的序号。初始时，dist［v0
 ］＝0，其余元素值均为∞；path［i］均为v0
 ；并将源点v0
 入队列。SPFA算法的实现过程如下。

（1）取出队列头顶点v，扫描从顶点v发出的每条边，设每条边的终点为u，边＜v，u＞的权值为w，如果dist［v］＋w＜dist［u］，则修改dist［u］为dist［v］＋w，修改path［u］为v，若顶点u不在当前队列中，还要将顶点u入队列；如果dist［v］＋w＜dist［u］不成立，则对顶点u不作任何处理。

（2）重复执行步骤（1）直至队列为空。

SPFA算法在形式上和广度优先搜索非常类似，不同的是广度优先搜索中一个顶点出了队列就不可能重新进入队列，但是SPFA中一个顶点可能在出队列之后再次被放入队列，也就是说一个顶点改进过其他的顶点之后，过了一段时间可能本身被改进，于是再次用来改进其他的顶点，这样反复迭代下去。

4.3.2　算法实现


例4.7
 　利用SPFA算法求图4.15（a）中顶点0到其他各顶点的最短路径长度，并输出对应的最短路径。

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n，然后输入每条边的数据。每条边的数据格式为：u v w，分别表示这条边的起点、终点和边上的权值。顶点序号从0开始计起。最后一行为-1-1-1，表示输入数据的结束。


分析：


因为SPFA算法在执行过程中需要扫描队列头顶点发出的每条边，所以在实现SPFA算法时用邻接表（出边表）存储图便于算法的处理。本题将以图4.15所示的有向网为例分析SPFA算法的执行过程，其邻接表存储表示如图4.15（b）所示。
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图4.15　有向网及其邻接表存储表示

图4.16所示为SPFA算法的执行过程。dist数组和path数组的初始值如图4.16（a）所示；首先将源点v0
 入队列。图4.16（b）描绘了第1次取出队列头顶点并修改dist、path数组的情形：将队列头顶点（即顶点v0
 ）取出后，要判断它发出的每条有向边，看是否能松弛每条有向边的终点，因此在图4.16（b）中一次修改了顶点v3
 、v2
 、v1
 的dist、path数组元素值，并将它们一一入队列。图4.16（c）～图4.16（h）所示为其余过程。在图4.16（h）中，取出队列头顶点（即顶点6）后，队列为空，所以下一次无法从队列中取出顶点。至此，SPFA算法执行完毕。

[image: alt]


图4.16　SPFA算法的求解过程

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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4.3.3　关于SPFA算法的进一步讨论

1．SPFA算法的时间复杂度分析

在SPFA算法中，如果每个顶点都入队列一遍，则将扫描有向图中每条边一次且仅一次，没有重复，其时间复杂度为O（m）；如果每个顶点平均入队列k次，则SPFA算法的时间复杂度为O（km）。通常的情况，k为2左右。例如对图4.16所示的例子，顶点数n为7，各顶点入队列的顺序为：0，3，2，1，5，4，6，总次数为7，k＝1。

2．SPFA算法中判断负权值回路的方法

在SPFA算法中，如果一个顶点入队列的次数超过n，则表示有向网中存在负权值回路。具体判断方法请参考例4.9。

3．单源最短路径算法时间复杂度的下界

现已证明，对于单源最短路径问题的算法，其最小时间复杂度为O（m）。这是很显然的，因为对任意一个单源最短路径算法来说，要是它不“查完”所有的边，那么这样的算法就不可能是正确的。所以不难相信，O（m）时间复杂度的单源最短路径算法是最好的算法。

4.3.4　例题解析

以下通过两道例题的分析，再详细介绍SPFA算法的基本思想及其实现方法。


例4.8
 　奶牛派对（Silver Cow Party）


题目来源：


USACO 2007 February Silver，POJ3268


题目描述：


有N（1≤i≤1000）个农场，编号为1～N，每个农场有一头奶牛。这些奶牛将参加在X（1≤X≤N）号农场举行的派对。这N个农场之间有M（1≤M≤100000）条单向路，通过第i条路将需要花费Ti
 （1≤Ti
 ≤100）单位时间。

每头奶牛必须走着去参加派对。派对开完以后，返回到它的农场。每头奶牛都很懒，所以总是选择一条具有最短时间的最优路径。每头奶牛的往返路线是不一样的，因为所有的路都是单向的。

对所有的奶牛来说，花费在去派对的路上和返回农场的最长时间是多少？


输入描述：


测试数据的格式为：第1行为3个整数N、M和X；第2～M＋1行描绘了M条单向路，其中第i＋1描绘了第i条路，为3个整数Ai
 、Bi
 和Ti
 ，表示这条路是从Ai
 农场通往Bi
 农场，所需时间为Ti
 。


输出描述：


输出占一行，为所有奶牛必须花费的最大时间。
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分析：


样例数据所描绘的有向网如图4.17所示。在该测试数据中，第4头奶牛去派对的路上，花费时间最少的路径为从农场4→农场2，时间为3；返回农场花费时间最少的路径为从农场2→农场1→农场3→农场4，时间为7；总时间为10。其他奶牛到农场2并返回自己的农场所花费的最少时间都比10要少，所以答案是10。
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图4.17　奶牛派对

本题两次运用SPFA算法求最短距离。

（1）以农场X为源点，各顶点的出边构成的邻接表，求源点到各农场的最短距离，该距离是从各农场到农场X的最少时间；

（2）以农场X为源点，各顶点的入边作为出边，构成邻接表，求源点到各农场的最短距离，该距离是从农场X返回各农场的最少时间。

将两个最少时间加起来，得到每头奶牛往返农场X的最少时间，本题要求的是这些最少时间的最大值。

代码如下：
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例4.9
 　昆虫洞（Wormholes）


题目来源：


USACO 2006 December Gold，POJ3259


题目描述：


当农场主John在开垦他的农场时，发现了许多奇怪的昆虫洞。这些昆虫洞是单向的，并且可以从入口到出口，并且使得时间倒退一段。John的每个农场包含N（1≤N≤500）块地，编号从1～N，这N块地之间有M（1≤M≤2500）条路、W（1≤W≤200）个昆虫洞。

因为John是一个狂热的时间旅行迷，他想尝试着做这样一件事：从某块地出发，通过一些路径和昆虫洞，返回到出发点，并且时间早于出发时间，这样或许他可以遇到他自己。试帮助John判断是否可行。他将提供他的F（1≤F≤5）个农场的完整地图。每条路走完所需时间不超过10000秒，每个昆虫洞倒退的时间也不超过10000秒。


输入描述：


输入文件第1行为一个整数F，表示F个测试数据，每个测试数据描绘了一个农场。接下来是F个农场的数据。

每个农场的第1行为3个整数：N、M和W。第2行至第M＋1行，每行为3个整数：S、E和T，表示一条从S到E的双向路径，通过这条路径所需时间为T秒，两块地之间至多有一条路。第M＋2～第M＋W＋1行，每行为3个整数：S、E和T，表示从S到E的一条单向路，通过这条路将使得时间倒退T秒。


输出描述：


对每个测试数据，如果John能实现自己的目标，输出"YES"；否则输出"NO"。
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分析：


本题样例输入中两个测试数据所描述的有向网如图4.18（a）和图4.18（b）所示。在第2个测试数据中，John沿着路径1→2→3→1从第1块土地出发、回到第1块土地，所需时间为-1，这样就能碰到他自己了。本题实际上就是要求判断一个带负权的有向网中是否存在负权值回路，下面的代码用SPFA算法来实现。
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图4.18　昆虫洞

用SPFA算法判断是否存在负权值回路的原理是：如果存在负权值回路，那么从源点到某个顶点的最短路径可以无限缩短，某些顶点入队列将超过N次（N为顶点个数）。因此，只需在SPFA算法中统计每个顶点入队列的次数，在取出队列头顶点时，都判断该顶点入队列的次数是否已经超过N次，如果是，说明存在负权值回路，则SPFA算法不需要再进行下去了。

另外，如果存在负权值回路，在退出SPFA算法时队列可能不为空，所以在进行下一个测试数据的处理前，要清空队列。

代码如下：
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练　习

4.8　复活节假期（Easter Holidays），ZOJ3088


题目描述：


斯堪的纳维亚人经常在复活节假期去最大的滑雪胜地Are度假。Are提供了极好的滑雪条件，有许多不同难度等级的雪橇和滑雪斜坡。然而有些雪橇速度比其他雪橇快，而有些雪橇坐的人比较多，需要排队。

Per是一个滑雪初学者，他很害怕雪橇，尽管他想滑得尽可能快。现在，他发现他可以选择不同的雪橇和滑雪斜坡。他现在想这样安排他的滑雪行程。

（1）从一架雪橇的起点出发并最终回到起点。

（2）这个过程分为两个阶段：第1阶段，乘坐一架或多架雪橇上升；第2阶段，一直滑下来直到起点。

（3）尽可能少地避免惊慌。这样，如果花在滑坡斜面上的时间与花在乘坐和等候雪橇的时间的比率越大就越好。

能帮Per找到一条惊慌最少的行程吗？

一个滑雪胜地包含了n个地点、m个滑雪斜坡、k架雪橇，其中2≤n≤1000、1≤m≤1000、1≤k≤1000。滑雪斜坡和雪橇总是从一个地点到另一个地点：滑雪斜坡是从高地点到低地点，而雪橇刚好相反（注意，雪橇不能下降）。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数T，表示测试数据的个数，每个测试数据描述了一个滑雪胜地。每个测试数据的格式如下：第1行为3个整数n、m和k；接下来是m行，描述了m个滑雪斜坡，每行为3个整数，分别表示斜坡的起点和终点（地点的序号从1～n）以及滑下斜坡所需时间（最大不超过10000）；最后是k行，描述了k个雪橇，每行也是3个整数，分别表示雪橇的起点和终点以及排队等候雪橇和乘坐雪橇到达终点所需时间（最大不超过10000）。假定任何两个地点之间的滑雪斜坡至多有一个，雪橇也至多有一个。


输出描述：


对每个测试数据，输出两行。第1行按被访问的顺序列出各地点，用空格隔开，第1个地点和最后一个地点必须一样。第2行为花在滑雪斜坡上的时间与乘坐雪橇和等候雪橇的时间的比率，精确到1/1000（如果有两种可能，则向远离0的方向舍入，例如1.9812和1.9806精确为1.981，3.1335精确为3.134，3.1345精确为3.135）。如果有多个行程可以优先选择，且具有相等的最小惊慌，则输出任意一个。
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4.9　攀岩（Cliff Climbing），ZOJ3103


题目描述：


17点整，Jack开始从敌营逃脱。在敌营和安全地之间有处悬崖。Jack必须攀爬上这处几乎垂直的悬崖，在攀爬时，Jack的脚踩在悬崖的凸出块上。有些凸出块很光滑，Jack不得不小心通过，这需要花费Jack一定的时间；而有些凸出块太松了，不足以承受他的体重，所以他不得不绕过去。试编写程序，计算Jack攀爬完悬崖所需的最少时间。

图4.19（a）给出了测试数据的一个例子。悬崖上布满了方块，Jack从悬崖底下的地面上开始攀爬，将他的左脚或右脚踏在最底下一行中标有'S'的方块上。方块中的数字标明方块的“光滑等级”，标有数字t的方块将花费他t个单位时间安全地将他的脚踏在上面，1≤t≤9。他不能将脚踏在标有'X'的方块上。当他把左脚或右脚踏在最上一行中标有'T'的方块时，他才算成功的攀爬上悬崖了。
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图4.19　攀岩

Jack的攀爬还必须满足以下的限制：当他把左脚（或右脚）踏在一个方块上，他才能移动右脚（或左脚）；假设他左脚的位置为（lx
 ，ly
 ），右脚的位置为（rx
 ，ry
 ），必须满足lx
 ＜rx
 、—lx
 -rx
 —＋—ly
 -ry
 —≤3。这意味着，如图4.19（b）所示，给定左脚的位置，他只能将右脚踏在有阴影的方块上；同样，如图4.19（c）所示，给定右脚的位置，他只能将左脚踏在有阴影的方块上。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。输入文件中最后一行为两个0，表示输入结束。每个测试数据的格式为：
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即，第1行为两个整数w和h，分别表示悬崖的宽度和高度，2≤w≤30，5≤h≤60；接下来有h行，每行有w个字符，字符含义如下。

'S'：起点。

'T'：终点。

'X'：Jack不能将他的脚踏在这种方块上。

'1'-'9'：Jack必须花费t时间才能将他的脚踏在上面。

假定Jack将他的脚踏在'S'或'T'上是不需要时间的。


输出描述：


对每个测试数据，输出一行，如果Jack能成功攀爬上悬崖，输出攀爬完整个悬崖所需的最少时间；否则输出"-1"。
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4.4　所有顶点之间的最短路径——Floyd算法

问题的提出：已知一个有向网（或无向网），对每一对顶点vi
 ≠vj
 ，要求求出vi
 与vj
 之间的最短路径和最短路径长度。

解决该问题的方法有如下两种。

（1）轮流以每个顶点为源点，重复执行Dijkstra算法（或Bellman-Ford算法）n次，就可求出每一对顶点之间的最短路径和最短路径长度，总的时间复杂度是O（n3
 ）（或O（n2
 ＋ne）。

（2）采用Floyd（弗洛伊德）算法。Floyd算法的时间复杂度也是O（n3
 ），但Floyd算法形式更直接。

4.4.1　算法思想

Floyd（弗洛伊德）算法的基本思想是：对一个顶点个数为n的有向网（或无向网），设置一个n×n的方阵A（k）
 ，其中除对角线的矩阵元素都等于0外，其他元素A（k）
 ［i］［j］（i≠j）表示从顶点vi
 到顶点vj
 的有向路径长度，k表示运算步骤，k＝-1，0，1，2，…，n－1。

初始时：A（-1）
 ＝Edge（图的邻接矩阵），即初始时，以任意两个顶点之间的直接有向边的权值作为最短路径长度。

（1）对于任意两个顶点vi
 和vj
 ，若它们之间存在有向边，则以此边上的权值作为它们之间的最短路径长度。

（2）若它们之间不存在有向边，则以MAX作为它们之间的最短路径。

以后逐步尝试在原路径中加入其他顶点作为中间顶点，如果增加中间顶点后，得到的路径比原来的最短路径长度减少了，则以此新路径代替原路径，修改矩阵元素，更新为新的更短的路径长度。

例如，在图4.20所示的有向网中，初始时，从顶点v2
 到顶点v1
 的最短路径距离为直接有向边＜v2
 ，v1
 ＞上的权值（＝5）。加入中间顶点v0
 之后，边＜v2
 ，v0
 ＞和＜v0
 ，v1
 ＞上的权值之和（＝4）小于原来的最短路径长度，则以此新路径＜v2
 ，v0
 ，v1
 ＞的长度作为从顶点v2
 到顶点v1
 的最短路径距离A［2］［1］。
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图4.20　Floyd算法：有向网及其邻接矩阵

将v0
 作为中间顶点可能还会改变其他顶点之间的距离。例如，路径＜v2
 ，v0
 ，v3
 ＞的长度（＝7）小于原来的直接有向边＜v2
 ，v3
 ＞上的权值（＝8），矩阵元素A［2］［3］也要修改。

在下一步中又增加顶点v1
 作为中间顶点，对于图中的每一条有向边＜vi
 ，vj
 ＞，要比较从vi
 到v1
 的最短路径长度加上从v1
 到vj
 的最短路径长度是否小于原来从vi
 到vj
 的最短路径长度，即判断A［i］［1］＋A［1］［j］＜A［i］［j］是否成立。如果成立，则需要用A［i］［1］＋A［1］［j］的值代替A［i］［j］的值。这时，从vi
 到v1
 的最短路径长度，以及从v1
 到vj
 的最短路径长度已经由于v0
 作为中间顶点而修改过了，所以最新的A［i］［j］实际上是包含了顶点vi
 ，v0
 ，v1
 ，vj
 的路径的长度。

如图4.20所示，A［2］［3］在引入中间顶点v0
 后，其值减为7，再引入中间顶点v1
 后，其值又减到6。当然，有时加入中间顶点后的路径较原路径更长，这时就维持原来相应的矩阵元素的值不变。依此类推，可得到Floyd算法。

Floyd算法的描述如下。

定义一个n阶方阵序列：A（-1）
 ，A（0）
 ，A（1）
 ，…，A（n－1）
 ，其中：

A（-1）
 ［i］［j］表示顶点vi
 到顶点vj
 的直接边的长度，A（-1）
 就是邻接矩阵Edge
 ［n］［n］。

A（0）
 ［i］［j］表示从顶点vi
 到顶点vj
 ，中间顶点（如果有，则）是v0
 的最短路径长度。

A（1）
 ［i］［j］表示从顶点vi
 到顶点vj
 ，中间顶点序号不大于1的最短路径长度。

……

A（k）
 ［i］［j］表示从顶点vi
 到顶点vj
 的，中间顶点序号不大于k的最短路径长度。

……

A（n－1）
 ［i］［j］是最终求得的从顶点vi
 到顶点vj
 的最短路径长度。

采用递推方式计算A（k）
 ［i］［j］。

增加顶点vk
 作为中间顶点后，对于图中的每一对顶点vi
 和vj
 ，要比较从vi
 到vk
 的最短路径长度加上从vk
 到vj
 的最短路径长度是否小于原来从vi
 到vj
 的最短路径长度，即比较A（k－1）
 ［i］［k］＋A（k－1）
 ［k］［j］与A（k－1）
 ［i］［j］的大小，取较小者作为的A（k）
 ［i］［j］值。

因此，Floyd算法的递推公式为：



A（-1）
 ［i］［j］＝Edge［i］［j］

A（k）
 ［i］［j］＝min｛A（k－1）
 ［i］［j］，A（k－1）
 ［i］［k］＋A（k－1）
 ［k］［j］｝，k＝0，1，…，n－1



4.4.2　算法实现

Floyd算法在实现时，需要使用两个数组。

（1）数组A：使用同一个数组A［i］［j］来存放一系列的A（k）
 ［i］［j］，其中k＝-1，0，1，…，n－1。初始时，A［i］［j］＝Edge［i］［j］，算法结束时A［i］［j］中存放的是从顶点vi
 到顶点vj
 的最短路径长度。

（2）path数组：path［i］［j］是从顶点vi
 到顶点vj
 的最短路径上顶点j的前一顶点的序号。

Floyd算法具体实现代码详见例4.10。


例4.10
 　利用Floyd算法求图4.20（a）中各顶点间的最短路径长度，并输出对应的最短路径。

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n，然后输入每条边的数据。每条边的数据格式为：u v w，分别表示这条边的起点、终点和边上的权值。顶点序号从0开始计起。最后一行为-1 -1 -1，表示输入数据的结束。


分析：


如图4.21所示，初始时，数组A实际上就是邻接矩阵。path数组的初始值：如果顶点vi
 到顶点vj
 有直接路径，则path［i］［j］初始为i；如果顶点vi
 到顶点vj
 没有直接路径，则path［i］［j］初始为-1。在Floyd算法执行过程中，数组A和path各元素值的变化如图4.21所示。在该图中，如果数组元素的值有变化，则用粗体、斜体标明。
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图4.21　Floyd算法的求解过程中数组A和path的变化

以从A（-1）
 推导到A（0）
 解释A（k）
 的推导。从A（-1）
 推导到A（0）
 ，实际上是将v0
 作为中间顶点。引入中间顶点v0
 后，因为A（-1）
 ［2］［0］＋A（-1）
 ［0］［1］＝4，小于A（-1）
 ［2］［1］，所以要将A（0）
 ［2］［1］修改成A（-1）
 ［2］［0］＋A（-1）
 ［0］［1］，为4；同样A（0）
 ［2］［3］的值也要更新成7。

当Floyd算法运算完毕，如何根据path数组确定顶点vi
 到顶点vj
 的最短路径？方法与Dijkstra算法和Bellman-Ford算法类似。以顶点v1
 到顶点v0
 的最短路径加以解释。如图4.21所示，从path（3）
 ［1］［0］＝2可知，最短路径上v0
 的前一个顶点是v2
 ；从path（3）
 ［1］［2］＝3可知，最短路径上v2
 的前一个顶点是v3
 ；从path（3）
 ［1］［3］＝1可知，最短路径上v3
 的前一个顶点是v1
 ，就是最短路径的起点；因此，从顶点1到顶点0的最短路径为：v1
 →v3
 →v2
 →v0
 ，最短路径长度为A［1］［0］＝11。

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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4.4.3　关于Floyd算法的进一步分析

1．Floyd算法时间复杂度分析

在例4.10的Floyd算法代码中，有一个三重嵌套的for循环，因此最内层的if语句总执行次数为n3
 ，所以Floyd算法的时间复杂度为O（n3
 ）。并且因为Floyd算法的思想是逐渐将顶点v0
 ，v1
 ，…，vu
 ，…，vn－1
 作为中间顶点，判断是否能减小任意一对vi
 和vj
 之间的最短路径长度，在这个过程需要用到顶点vi
 到顶点vu
 、及顶点vu
 到顶点vj
 的最短路径长度。这些信息都是保存在矩阵A中，而邻接矩阵只是用来初始化A的，所以改用邻接表存储图，并不能降低算法的时间复杂度。

2．Floyd算法的适用范围

与Bellman-Ford算法类似，Floyd算法允许图中有带负权值的边，但不允许有包含负权值回路。

3．Floyd算法思想的应用

Floyd算法中的递推公式：

A（k）
 ［i］［j］＝min｛A（k－1）
 ［i］［j］，A（k－1）
 ［i］［k］＋A（k－1）
 ［k］［j］｝

可以灵活使用，比如可以把求较小值的min运算改成求较大值的max运算、“或”运算，把加法运算改成min运算、“与”运算等。详见例4.11、例4.12和练习4.10等题目。

4.4.4　例题解析

以下通过两道例题的分析，再详细介绍Floyd算法的基本思想及其实现方法。


例4.11
 　光纤网络（Fiber Network）


题目来源：


University of Ulm Local Contest 2001，ZOJ1967，POJ2570


题目描述：


一些公司决定搭建一个更快的网络，称为“光纤网”。他们已经在全世界建立了许多站点，这些站点的作用类似于路由器。不幸的是，这些公司在关于站点之间的接线问题上存在争论，这样“光纤网”项目就被迫终止了，留下的是每个公司自己在某些站点之间铺设的线路。

现在，当Internet服务供应商想从站点A传送数据到站点B，就感到困惑了，到底哪个公司能够提供必要的连接。请帮助供应商回答他们的查询，查询所有可以提供从站点A到站定B的线路连接的公司。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据第1行为一个整数n，代表网络中站点的个数，n＝0代表输入结束，否则n的范围为：1≤n≤200。站点的编号为1，…，n。接下来列出了这些站点之间的连接。每对连接占一行，首先是两个整数A和B，A＝B＝0代表连接列表结束，否则A、B的范围为：1≤A，B≤n，表示站点A和站点B之间的单向连接；每行后面列出了拥有站点A到B之间连接的公司，公司用小写字母标识，多个公司的集合为包含小写字母的字符串。

连接列表之后，是供应商查询的列表。每个查询包含两个整数A和B，A＝B＝0代表查询列表结束，也代表整个测试数据结束，否则A、B的范围为：1≤A，B≤n，代表查询的起始和终止站点。假定任何一对连接和查询的两个站点都不相同。


输出描述：


对测试数据中的每个查询，输出一行，为满足以下条件的所有公司的标识：这些公司可以通过自己的线路为供应商提供从查询的起始站点到终止站点的数据通路。如果没有满足条件的公司，则仅输出字符"-"。每个测试数据的输出之后输出一个空行。
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分析：


样例输入数据所描述的两个光纤网络如图4.22（a）和4.22（b）所示。
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图4.22　光纤网络：样例输入数据所描述的两个道路网络

在第1个测试数据中，公司a和b都可以提供站点1到站点3之间的连接，其中公司b是直接连接站点1到站点3，而公司a要通过中间站点2来连接站点1到站点3；所以查询站点1到站点3之间的连接时，输出为ab。与此类似，查询站点2到站点1之间的连接时，输出d。没有哪个公司能提供站点3到站点2之间的连接，所以输出"-"。

在第2个测试数据中，公司z能提供站点1到站点2之间的连接，所以查询站点1到站点2之间的连接时，输出为z；而查询站点2到站点1之间的连接时，输出"-"。

本题并不是求解最短路径，但要用到Floyd算法求解最短路径的思想。定义一个n阶方阵序列：m（0）
 ，m（1）
 ，…，m（n）
 ，其中：

m（0）
 ［A］［B］表示提供直接连接站点A到站点B的所有公司组成的集合。

m（1）
 ［A］［B］表示中间站点（如果有，则）取为站点1，能提供从站点A到站点B之间连接的所有公司的集合。

…

m（k）
 ［A］［B］表示中间站点序号不超过k，能提供从站点A到站点B之间连接的所有公司的集合。

…

m（n）
 ［A］［B］为最终所求，表示能够提供站点A到站点B之间连接的所有公司。

从m（k－1）
 ［A］［B］递推到m（k）
 ［A］［B］的方法如下。m（k）
 ［A］［B］包括两部分：其中一部分为m（k－1）
 ［A］［B］；另一部分为m（k－1）
 ［A］［k］和A（k－1）
 ［k］［B］的交集，即既能提供站点A到站点k的连接，也能提供站点k到站点B的连接。

在本题中，要将Floyd算法的递推公式改成：



A（0）
 ［i］［j］＝提供站点i到站点j直接连接的所有公司组成的集合

A（k）
 ［i］［j］＝或运算｛A（k－1）
 ［i］［j］，与运算（A（k－1）
 ［i］［k］，A（k－1）
 ［k］［j］），k＝0，1，…，n



另外，在本题中，需要很巧妙地处理公司集合。因为公司是用一个小写字母标识的，且每个公司的标识互不相同，也就是说最多只有26个公司，因此，可以用整数中的二进制位来表示每个公司，通过二进制位运算来实现集合的“或”运算和“与”运算。

例如，图4.17（a）中，提供站点1到站点2的连接的公司集合为｛'a'，'b'，'c'｝，可以用“00000000000000000000000000000111”表示，提供站点2到站点3的连接的公司集合为｛'a'，'d'｝，用“00000000000000000000000000001001”表示，这两个整数进行二进制与运算后，得到“00000000000000000000000000000001”，表示通过中间站点2，提供站点1到站点3的连接的公司集合为｛'a'｝。

这样上述递推公式可以改写成：

m［i］［j］│＝m［i］［k］&m［k］［j］。

作了这样的处理后，还需要特别解决公司集合输入输出的问题。在读入提供站点A到站点B直接连接的公司字符串至字符数组str后，对其中的每个字符str［i］，逻辑左移str［i］-'a'位后添加到数组元素m［A］［B］中，其公式为：

m［A］［B］│＝1＜＜（str［i］﹣'a'）。

在输出时，循环变量ch分别取值为'a'～'z'，如果“m［A］［B］&（1＜＜ch﹣'a'）”为1，则表示m［A］［B］所代表的集合中包含公司ch，则要输出。

代码如下：
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例4.12
 　重型运输（Heavy Cargo）


题目来源：


University of Ulm Local Contest 1998，ZOJ1952，POJ2263


题目描述：


Big Johnsson运输汽车制造公司是专门生产大型汽车的厂商。它们最新型号的运输车，Godzilla V12，运载量是如此之大，以至于它所能装载的重量从不取决于它本身，而是取决于所经过道路的承载限制。

给定起点和终点城市，试计算Godzilla V12能够装载的最大重量，使得从起点城市到终点城市所经的路径不会超过道路的承载限制。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，每个测试数据的第一行为两个整数：城市的个数n（2≤n≤200），组成道路网络的道路的条数r（1≤r≤19900）。

接下来有r行，每行描述了一条直接连接两个城市的道路，格式为：所连接的两个城市的名字，道路的承载限制。城市的名称不会超过30个字符，并且不会包含空格字符。重量限制是0到10000之间的整数。道路是双向的。

每个测试数据的最后一行是两个城市的名称：起点城市和终点城市。

输入文件的最后一行是两个0，为n和r的取值，代表输入的结束。


输出描述：


对每个测试数据，输出以下3行。

第1行格式为："Scenario #x"，其中x是测试数据的序号。

第2行为："y tons"，其中y为可能装载的最大重量。

第3行为空行。
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分析：


样例输入数据所描叙的两个道路网络如图4.23（a）和图4.23（b）所示。在图4.23中，用城市名称中第1个字母来表示道路网络中的顶点。第1个测试数据要求从 KarIsruhe 到 Muenchen 所经的所有路径中承载的最大值，答案为80；第2个测试数据要求从 Muenchen 到 KarIsruhe 所经的所有路径中承载限度的最大值，答案为170。
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图4.23　重型运输：样例输入数据所描述的两个道路网络

本题并不是求解最短路径，而是要求通行能力（可称为容量）最大的路，这种路可以称为最大容量路，可用Floyd算法求最短路径的思想来求解。

以样例输入中第2个测试数据（对应的道路网络如图4.23（b）所示）为例解释。设城市i到城市j的承载重量记为［i，j］。初始时K到M没有直接路径，因此K到M的承载重量为0，即［K，M］＝0。加入中间结点H后，K到M的承载重量改为：

MAX｛［K，M］，MIN｛［K，H］，［H，M］｝｝，

其值为170。这就是Floyd算法的思想。在本题中，要将Floyd算法的递推公式改成：



A（-1）
 ［i］［j］＝Edge［i］［j］

A（k）
 ［i］［j］＝max｛A（k－1
 ［i］［j］，min（A（k－1）
 ［i］［k］，A（k－1）
 ［k］［j］），k＝0，1，…，n－1



样例输入中第2个测试数据的求解过程如图4.24（c）所示，最终A（4）
 ［0］［3］＝170即为所求。

[image: alt]


图4.24　重型运输：Floyd算法执行过程
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图4.24　重型运输：Floyd算法执行过程（续）

代码如下：
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练　习

4.10　青蛙（Frogger），ZOJ1942，POJ2253


题目描述：


青蛙Freddy坐在湖中的一块石头上。突然，他看到青蛙Fiona在另外一块石头上。他想过去问候它。但是由于湖水太脏了，他不想游过去，而是想跳过去。

不幸的是，Fiona所在的石头离Freddy太远了，超出了他能跳跃的范围。因此，Freddy考虑将其他石头作为跳板，通过连续跳几次，到达Fiona所在的石头。

为了完成给定的连续跳跃序列，青蛙能跳跃的最大距离，很显然必须至少跟跳跃序列中最长的一次跳跃一样长。

两块石头之间的青蛙距离（也称为最小最大距离），被定义成两块石头之间所有路径中的最大跳跃距离的最小值。

给定湖中Freddy所在的石头、Fiona所在的石头，以及其他石头的坐标，试计算Freddy和Fiona之间的青蛙距离。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。测试数据的第1行为一个整数n，2≤n≤200，表示石头的数目。接下来有n行，每行为两个整数：xi
 和yi
 ，0≤xi
 、yi
 ≤1000，代表第i块石头的坐标。第1块石头为Freddy所在的石头，第2块石头为Fiona所在的石头。其他n-2块石头没被占用。每个测试数据之后有一个空行。输入文件最后一行为n＝0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行为："Scenario #x"，另一行为："Frog Distance=y"，其中x为测试数据序号，测试数据序号从1开始计起，以为求得的青蛙距离，为一个实数，精确到小数点后3位有效数字。在每个测试数据（包括最后一个测试数据）的输出之后输出一个空行。
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提示：思路与例4.12有点类似。

4.11　旅行费用（Travelling Fee），ZOJ2027


题目描述：


暑假快到了，Samball想去旅行，现在可以制订一个计划了。选定旅行目的地后，接下来就是选择旅行路线了。由于他并没有多少钱，所以他想找一条最省钱的路线。Samball得知旅游公司在暑假会推出一个折扣方案：选定一条线路后，在这条线路上连接两个城市间机票费用最贵的费用将被免去，这可是个好消息。给定出发地和目的地，以及所有机票的费用，请计算最小的费用。假定Samball选定的航线没有回路，并且出发地总是可以到达目的地的。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为出发地城市和目的地城市的名字。接下来一行为一个整数m，m≤100，表示航线的数目。接下来有m行，每行描述了一条航线，格式为：航线的起点城市，终点城市，费用。城市名称是由大写字母组成的字符串，且不超过10个字符。航线费用为［0，1000］范围内的整数。

测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出求得的最小费用。
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4.12　离芝加哥106英里（106 miles to Chicago），ZOJ2797，POJ2472


题目描述：


在电影“布鲁斯兄弟”中，如果Elwood和Jack不支付5000美元的税金给芝加哥Cook县的税收办公室，那么抚养他们长大的孤儿院将会被卖给一个教育委员会。在挣够了5000美元之后，他们必须找到一条通往芝加哥的路。然而，这看起来很简单，但其实很难，因为他们正被警察通缉。而且，离芝加哥还有106英里，天已经黑了，而他们还戴着墨镜。

由于他们在完成一件神圣的使命，请帮助他们找到一条通往芝加哥的最安全的路。在本题中，最安全的路被定义成一条Elwood和Jack最不可能被警察抓到的路。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据第1行为两个整数n和m，2≤n≤100，1≤m≤n×（n－1）／2，其中n为交叉路口的数目，m为街道的数目。接下来有m行，每行描述了一条街道，每条街道占一行，用3个整数描述：a、b和p，1≤a、b≤n，a≠b，1≤p≤100，其中a和b为这条街道的两个交叉路口，p为布鲁斯兄弟通过这条街道时不被抓到的可能性（百分比）。每条街道都是双向的。假定每两个交叉路口之间最多有一条街道。

输入文件的最后一行为一个0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，计算从交叉路口1到交叉路口n最安全路径的（布鲁斯兄弟不被抓到的）概率。可以假定从交叉路口1到交叉路口n至少有一条路径。

输出概率时，以百分比的形式输出，且精确到小数点后6位有效数字。输出的百分比值只要与裁判的输出相差不超过10-6
 ，都被认为是正确的。每个测试数据的输出占一行，格式如样例输出所示。
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注解：


样例数据中，最安全的路为1→4→3→5。

4.13　股票经纪人之间的谣言（Stockbroker Grapevine），ZOJ1082，POJ1125


题目描述：


股票经纪人因对传闻敏感而为世人所知。你被雇佣来开发一种在股票经纪人之间散布虚假信息，从而使你的雇主在股票市场上处于战术有利位置的方法。为了达到最好的效果，必须将虚假传闻以最快的速度散布。

不幸的是，股票经纪人只相信来自他们“信赖源”的信息。这意味着当你散布一个虚假传闻时必须考虑他们之间的联系圈子。一个股票经纪人将虚假传闻告诉给他的圈子里的每个经纪人需要花费一定的时间。试编写程序：选定一个经纪人，首先将传闻散布给他（首先把传闻传给他可以达到最小时间），计算经纪人圈中所有人都收到传闻这个过程所需的时间。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个经纪人圈子。每个测试数据第1行为一个整数n，1≤n≤100，表示经纪人的数目，这些经纪人的编号从1～n。接下来有n行，每行描述了一个经纪人：首先是一个整数m，0≤m≤n－1，表示该经纪人与其他m个经纪人有联系；然后是m对整数a和t，1≤a≤n，1≤t≤10，表示该经纪人可以把传闻传给a经纪人，所花费的时间为t分钟。

输入文件最后一行n＝0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行：首先是选定的第1个经纪人编号（首选选定这个经纪人进行传闻散布，可以达到最少时间），以及所有经纪人都收到传闻所需时间，单位为分钟（整数）。

注意：输入文件中可能包含这样的测试数据：某些经纪人收不到传闻，即经纪人网络是不连通的。对于这样的测试数据，程序只需要输出"disjoint"即可。另外，如果经纪人A可以将传闻传给B，B也可以传给A的话，两者所需时间不一定相等。
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4.14　Risk游戏（Risk），ZOJ1221，POJ1603


题目描述：


Risk是一个棋盘游戏，几个对家同时征服世界。棋盘为一个世界地图，整个世界被分割成几个假想的国家。轮到一个玩家走棋时，他的军队开始征服其他国家，但是驻扎在一个国家的军队只能攻击与这个国家接壤的国家，征服了这些国家后，他的军队就可以驻扎进去了。

在玩家征服世界过程中，经常需要将他的军队从一个起始国家A调到到一个目标国家B。通常，这个过程要求花费时间最小，这样玩家需要选择一些中间国家，以使得从A到B的路线上需要征服的国家数目最少。假设整个世界由20个国家组成，每个国家与其他一些（1～19）国家接壤。试编写程序，计算从起始国家A到目标国家B至少需要征服多少个国家。不需要输出这些国家的序列，只需要输出国家的数目（包含目标国家）。例如，如果起始国家A和目标国家B接壤，则程序要输出1。

图4.25给出了样例输入中的测试数据所描述的世界格局。
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图4.25　Risk游戏：样例输入数据所描述的世界格局


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个世界格局。每个测试数据的第1～19行描述了国家之间的接壤关系。为了避免重复列出国家之间的接壤关系，规定当国家I与国家J接壤时有I＜J。这样，第I行，I＜20，首先是一个整数X，代表与国家I接壤的国家中，序号大于I的有X个，然后是X个不同的整数J，I＜J≤20，每个整数代表与国家I接壤的国家。第20行为一个整数N，1≤N≤100，表示接下来有N对国家。接下来有N行，每行只有两个整数A和B，1≤A、B≤20，且A！＝B，代表征服路线上的起始国家和终止国家。输入数据保证从A到B至少有一条路线。

测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，首先输出一行"Test Set #T"，其中T为测试数据的序号，序号从1开始计起。接下来有N行，每行为测试数据中每对国家A和B的计算结果：需要征服的国家数目的最小值。每行的格式为：A to B: min，其中min为求得的最小值。每个测试数据的输出之后，输出一个空行。
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4.15　消防站（Fire Station），ZOJ1857，POJ2607


题目描述：


某个城市的消防任务由一些消防站承担。有些居民抱怨离他们家最近的消防站距离太远了，所以市政府决定再修建一个新的消防站。试选择消防站的位置，以减小离这些居民家最近的消防站的距离。

城市最多由500个交叉路口，这些路口由不同长度的道路段连接。对每个交叉路口，在此汇合的道路段不超过20个。居民房屋和消防站的位置假定都在路口，而且在每个路口最少有一栋房屋，每个路口也可以有多个消防站。


输入描述：


输入文件的第1行为两个正整数：f和i，f表示已经存在的消防站数目，f≤100；i表示交叉路口的数目，i≤500，交叉路口用1～i的序号标明。接下来有f行，每行给出了一个消防站的路口序号。接下来有若干行，每行为3个正整数，描述了连接两个路口的道路段，格式为：A B L，A和B为该道路所连接的两个路口，L表示道路段的长度。所有的道路都是双向的，每对路口都是连通的。

测试数据之间用空行隔开。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一个整数n，n的含义是新的消防站所在的交叉路口序号，选择n可以使得所有交叉路口到最近的一个消防站的距离中最大值减小，且n是满足条件的交叉路口序号中序号最小的。
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4.5　差分约束系统

4.5.1　差分约束系统与最短路径

1．差分约束系统

假设有这样一组不等式：
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在不等式组（1）中，每个不等式都是两个未知数的差小于等于某个常数（大于等于也可以，因为左右乘以-1就可以化成小于等于）。这样的不等式组就称作差分约束系统
 （System Of Difference Constraints）。

这个不等式组要么无解，要么就有无数组解。因为如果有一组解｛X1
 ，X2
 ，…，Xn
 ｝的话，那么对于任何一个常数k，｛X1
 ＋k，X2
 ＋k，…，Xn
 ＋k｝肯定也是一组解，因为任何两个数同时加一个数之后，它们的差是不变的，那么这个差分约束系统中的所有不等式都不会被破坏。

2．差分约束系统与最短路径

差分约束系统的求解要利用单源最短路径问题中的三角形不等式
 （Triangle Inequality）。即对于有向网（或无向网）中的任何一条边＜u，v＞，都有：

d（v）≤d（u）＋Edge［u］［v］

式中，d（u）和d（v）是求得的从源点分别到顶点u和顶点v的最短路径的长度；Edge［u］［v］是边＜u，v＞的权值。

这是很显然的：如图4.26所示，如果存在顶点u到顶点v的有向边（或无向边），那么从源点到顶点v的最短路径长度小于等于从源点到顶点u的最短路径长度加上边＜u，v＞的权值。
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图4.26　单源最短路径中的三角形不等式

显然以上不等式就是d（v）－d（u）≤Edge［u］［v］。这个形式正好和差分约束系统中的不等式形式相同。于是就可以把一个差分约束系统转化成一个有向网（或无向网）。

3．有向网的构造

构造方法如下。

（1）每个不等式中的每个未知数Xi
 对应图中的一个顶点Vi
 ；

（2）把所有不等式都化成图中的一条边。对于不等式Xi
 －Xj
 ≤c，把它化成三角形不等式：Xi
 ≤Xj
 ＋c，就可以化成边＜Vj
 ，Vi
 ＞，权值为c。

最后，在这张图上求一次单源最短路径，这些三角形不等式就都全部都满足了，因为它是最短路径问题的基本性质。

进一步：增加源点。所谓单源最短路径，当然要有一个源点，然后再求这个源点到其他所有顶点的最短路径。那么源点在哪呢？不妨自己造一个。以上面的不等式组为例，就再新加一个未知数X0
 。然后对原来的每个未知数都对X0
 随便加一个不等式（这个不等式当然也要和其他不等式形式相同，即两个未知数的差小于等于某个常数）。索性就全都写成Xn
 －X0
 ≤0，于是这个差分约束系统中就多出了下列不等式：
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对于这5个不等式，也在图中建出相应的边。

构造好以后，得到的有向网如图4.27所示。图中的每一条边都代表差分约束系统中的一个不等式。现在以V0
 为源点，求单源最短路径。由于存在负权值边，所以必须用Bellman-Ford算法求解。最终得到的V0
 到Vn
 的最短路径长度就是｛Xn
 ｝的一个解。

在图4.27中，源点V0
 到其他各顶点的最短距离分别是｛-5，-3，0，-1，-4｝，因此满足以上不等式的一组解是｛x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ｝＝｛-5，-3，0，-1，-4｝。
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图4.27　差分约束系统：有向网的构造

当然把每个数都加上10也是一组解：｛5，7，10，9，6｝。但是这组解只满足不等式组（1），也就是原先的差分约束系统；而不满足不等式组（2），也就是后来加上去的那些不等式。当然这是无关紧要的，因为X0
 本来就是个新增的变量，是后来加上去的，满不满足与X0
 有关的不等式并不影响原不等式组的解。

关于源点V0
 的取值。其实，对于前面求得的一组解来说，它代表的这组解其实是｛0，-5，-3，0，-1，-4｝，也就是说X0
 的值也在这组解当中。但是X0
 的值是无可争议的，既然是以它作为源点求的最短路径，那么源点到它的最短路径长度当然是0了。因此，实际上解的这个差分约束系统无形中又存在一个条件：

X0
 ＝0

4．差分约束系统无解的情形

前面所描述的差分约束系统也有可能出现无解的情况，也就是从源点到某一个顶点不存在最短路径。在4.2.3节介绍到，如果有向网中存在负权值回路，则求出来的最短路径是没有意义的（从而不等式组也就无解），因为可以重复走这个回路，使得最短路径无穷小。为什么有向网中存在负权值回路，则对应的差分约束系统就无解呢？举例分析，假设构造得到的有向网中存在如图4.28（a）所示的回路，且回路权值总和为-3，小于0，对应的不等式组如图4.28（b）所示。将这个不等式组相加后得到0≤-3，这是矛盾的，因此不等式组无解。
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图4.28　差分约束系统：负权值回路代表无解

判断差分约束系统是否有解的方法详见4.2.3节中的分析及例4.13中的代码。

4.5.2　例题解析

以下通过两道例题的分析，详细介绍差分约束系统的求解思想及其实现方法。


例4.13
 　火烧连营（Burn the Linked Camp）


题目来源：


ZOJ Monthly，October 2006，ZOJ2770


题目描述：


大家都知道，三国时期，蜀国刘备被吴国大都督陆逊打败了。刘备失败的原因是刘备的错误决策。他把军队分成几十个大营，每个大营驻扎一队部队，又用树木编成栅栏，把大营连成一片，称为连营。

现在回到那个时代。陆逊派了很多密探，获得了他的敌人——刘备军队的信息。通过密探，他知道刘备的军队已经分成几十个大营，这些大营连成一片（一字排开），这些大营从左到右用1，2，…，n编号。第i个大营最多能容纳Ci
 个士兵。而且通过观察刘备军队的动静，陆逊可以估计到从第i个大营到第j个大营至少有多少士兵。最后，陆逊必须估计出刘备最少有多少士兵，这样他才知道要派多少士兵去烧刘备的大营。


输入描述：


输入文件中有多个测试数据。每个测试数据的第1行有两个整数n（0＜n≤1000）和m（0≤m≤10000）。第2行有n个整数C1
 ，C2
 ，…，Cn
 。接下来有m行，每行有3个整数i，j，k（0＜i≤j≤n，0≤k＜231
 ），表示从第i个大营到第j个大营至少有k个士兵。


输出描述：


对每个测试数据，输出一个整数，占一行，为陆逊估计出刘备军队至少有多少士兵。然而，陆逊的估计可能不是很精确，如果不能很精确地估计出来，输出"Bad Estimations"。
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分析：


以样例输入中第1个测试数据为例解释差分约束系统的构造及求解。其数学模型为：设3个军营的人数分别为A1
 、A2
 、A3
 ，容量为C1
 、C2
 、C3
 ，前n个军营的总人数为Sn
 ，则有以下不等式组。

（1）根据第i个大营到第j个大营士兵总数至少有k个，得不等式组（1）。
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（2）又根据实际情况，第i个大营到第j个大营的士兵总数不超过这些兵营容量之和，设d［i］为前i个大营容量总和，得不等式组（2）。
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（3）每个兵营实际人数不超过容量，得不等式组（3）：
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（4）另外由Ai
 ＞＝0，又得到不等式组（4）：
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本题要求的是A1
 ＋A2
 ＋A3
 的最小值，即S3
 －S0
 的最小值。


有向网的构造：
 首先每个Si
 对应到有向网中的一个顶点Vi
 ；然后对上述4个不等式组中的每一个不等式：Si
 －Sj
 ≤c，转化成从Sj
 到Si
 的一条有向边，权值为c。由不等式组（1）和（2）可知，存在＜Sj
 ，Si-1
 ＞和＜Si-1
 ，Sj
 ＞双向边，只是权值不一样；由不等式组（3）和（4）可知，存在＜Si
 ，Si＋1
 ＞和＜Si＋1
 ，Si
 ＞双向边，只是权值不一样。构造好的有向网如图4.29所示。
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图4.29　火烧连营：测试数据1

构造好网络之后，最终要求什么？要求的是S3
 －S0
 的最小值，即要求不等式：

S3
 －S0
 ≥M

中的约束M，并且M取其最大值，转化成：

S0
 －S3
 ≤-M

即求S3
 到S0
 的最短路径（最小值），长度为-M，求得-M为-1300，即M为1300（M的最大值）。

对样例输入中的第2个测试数据，对应差分系统中的不等式及构造的有向网如图4.30所示。
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图4.30　火烧连营：测试数据2

为什么这个测试数据的输出为"Bad Estimations"？在Bellman-Ford算法中，执行完本身的二重循环之后，还应该检查每条边＜u，v＞，判断一下：加入这条边是否会使得顶点v的最短路径值再缩短，即判断：dist［u］＋w（u，v）＜dist［v］是否成立，如果成立，则说明存在从源点可达的负权值回路。这时应该输出"Bad Estimations"。

另外，在下面的代码中，dist数组中除源点外，其余顶点的dist［］值初始为∞，这样Bellman-Ford算法要多循环一次，详见4.2.3节中的讨论。

代码如下：
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例4.14
 　区间（Intervals）


题目来源：


Southwestern Europe 2002，ZOJ1508，POJ1201


题目描述：


给定n个整数闭区间［ai
 ，bi
 ］和n个整数c1
 ，c2
 ，…，cn
 。编程实现以下3点。

（1）以标准输入方式读入闭区间的个数，每个区间的端点和整数c1
 ，c2
 ，…，cn
 ；

（2）求一个最小的整数集合Z，满足—Z∩［ai
 ，bi
 ］—≥ci
 ，即Z里边的数中范围在闭区间［ai
 ，bi
 ］的个数不小于ci
 个，i＝1，2，…，n。

（3）以标准输出方式输出答案。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，每个测试数据的第1行为一个整数n（1≤n≤50000），表示区间的个数。接下来n行描述了这n个区间：第i＋1行包含了3个整数ai
 ，bi
 ，ci
 ，用空格隔开，0≤ai
 ≤bi
 ≤50000，1≤ci
 ≤bi
 －ai
 ＋1。

输入数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一个整数，为最小的整数集合Z的元素个数—Z—，整数集合Z满足：Z里边的数中范围在闭区间［ai
 ，bi
 ］的个数不小于ci
 个，i＝1，2，…，n。
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分析：


该题目可建模成一个差分约束系统。以样例输入中的测试数据为例进行分析。

设S［i］是集合Z中小于等于i的元素个数，即S［i］＝—｛s—s∈Z，s≤i｝—。则有以下不等式组。

（1）Z集合中范围在［ai
 ，bi
 ］的整数个数即S［bi
 ］－S［ai
 －1］至少为ci
 ，得不等式组（1）（即约束条件（1））。

S［bi
 ］－S［ai-1
 ］≥ci
 ，转换成：S［ai-1
 ］－S［bi
 ］≤-ci
 。

S2
 －S7
 ≤-3

S7
 －S10
 ≤-3

S5
 －S8
 ≤-1

S0
 －S3
 ≤-1

S9
 －S11
 ≤-1

根据实际情况，还有两个约束条件。

（2）S［i］－S［i－1］≤1。

（3）S［i］－S［i－1］≥0，即S［i－1］－S［i］≤0。

最终要求的是什么？设所有区间右端点的最大值为mx，如该测试数据中mx＝11，所有区间左端点的最小值为mn，如该测试数据中mn＝1，mn－1＝0，最终要求的是S［mx］－S［mn－1］的最小值，即求S11
 －S0
 ≥M中的M，转换成S0
 －S11
 ≤-M，即要求源点S11
 到S0
 的最短路径长度，长度为-M。

假设最终求得的各顶点到源点S11
 的最短路径长度保存在数组dist中，那么-M＝dist［0］－dist［11］，即M＝dist［11］－dist［0］，即为所求。

与例4.13直接根据约束条件构造网络图求解最短路径的方法不同的是，由于第（2）、（3）个约束条件中的不等式有2×（mx－mn＋1）个，再加上约束条件（1），构造的边数最多可达3×50000条，所以将所有的约束条件转换成图中的边，不是个好方法。

更好的方法如下。

（1）先仅仅用约束条件（1）构造网络图，各顶点到源点的最短距离初始为0，这是因为Si
 －Smx
 ≤0，所以源点到各顶点的最短距离肯定是小于0的。注意本题中源点是S［mx］。

（2）即刻用Bellman-Ford算法求各顶点到源点的最短路径（注意Bellman-Ford算法的思想），在每次循环中，约束条件（1）判断完后再加上约束条件（2）和（3）的判断。

①约束条件（2）的判断。

S［i］≤S［i－1］＋1等效于S［i］－S［mx］≤S［i－1］－S［mx］＋1。

假设dist［i］为源点mx到顶点Si
 的最短路径，那么S［i］－S［mx］就是dist［i］，S［i－1］－S［mx］＋1就是dist［i－1］＋1，即如果顶点Si
 到源点的最短路径长度大于Si
 －1到源点的最短路径长度加1，则修改dist［i］为dist［i－1］＋1。

②约束条件（3）的判断。

S［i－1］≤S［i］等效于S［i－1］－S［mx］≤S［i］－S［mx］。

S［i］－S［mx］就是dist［i］，S［i－1］－S［mx］就是dist［i－1］，即如果顶点Si－1
 到源点的最短路径长度大于Si
 到源点的最短路径，则修改dist［i－1］为dist［i］。

样例输入中测试数据对应的有向网的构造及差分约束系统的求解如图4.31所示。其中图4.31（b）所示为仅根据约束条件（1）构造的有向网。
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图4.31　区间：有向网的构造及差分约束系统的求解

在图4.31（c）所示为Bellman-Ford算法执行过程当中dist数组各元素值的变化（在该图中，如果dist数组元素的值有变化，则用粗体、斜体标明），其过程如下。

（1）dist数组各元素的初始值均为0。

（2）第1次执行Bellman-Ford算法中的循环时，首先根据约束条件（1）修改dist数组。例如，因为存在边＜7，2＞，权为-3，且dist［7］＋（-3）＜dist［2］，所以要将dist［2］修改成-3。然后根据约束条件（2）修改dist数组，例如，当i＝3时，因为dist［2］＋1＜dist［3］，所以要将dist［3］修改成dist［2］＋1＝-2。最后根据约束条件（3）修改dist［］数组，例如，当i＝2时，因为dist［1］＞dist［2］，所以要将dist［1］修改成dist［2］＝-3。

（3）第2次执行Bellman-Ford算法中的循环的过程同上。

（4）第3次执行完Bellman-Ford算法中的循环后，dist数组每个元素的值都没有发生变化，所以Bellman-Ford算法中后续的循环没有必要执行下去了。

通过上述分析可知，Bellman-Ford算法不一定要执行N－2次循环，N为有向网（无向网）中的顶点个数，在图4.31（b）中，N＝12。其实只要在某次循环过程中，考虑每条边后，都没能改变当前源点到所有顶点的最短路径长度，那么Bellman-Ford算法就可以提前结束了。

代码如下：
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练　习

4.16　国王（King），ZOJ1260，POJ1364


题目描述：


从前有一个王国，皇后怀孕了。她祈祷到：如果我的孩子是儿子，我希望他是一个健康的国王。9个月后，她的孩子出生了，的确，她生了一个漂亮的儿子。

但不幸的是，正如皇室家庭经常发生的那样，皇后的儿子智力迟钝。经过多年的学习后，他只能做整数的加法，以及比较加法的结果比给定的一个整数是大还是小。另外，用来求和的数必须排列成一个序列，他只能对序列中连续的整数进行求和。

老国王对他的儿子非常不满意。但他决定为他的儿子准备一切，使得在他去世后，他的儿子还能统治王国。考虑到他儿子的能力，他规定国王需要决断的所有问题必须表示成有限的整数序列，并且国王需要决断的问题只是判断这个序列的和与给定的一个约束的大小关系。作了这样的规定，至少还有一些希望：他的儿子能做出一些决策。

老国王去世后，新国王开始统治王国。但很快，人们开始不满意他的决策，决定废除他。人们试图通过证明新国王的决策是错误的，从而名正言顺地废除新国王。

因此，试图篡位的人们给新国王出了一些题目，让国王做出决策。问题是从序列S＝｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝中取出一个子序列Si
 ＝｛aSi
 ，aSi＋1
 ，…，aSi＋ni
 ｝。国王有一分钟的思考时间，然后必须做出判断：他对每个子序列Si
 中的整数进行求和，即aSi
 ＋aSi＋1
 ＋…＋aSi＋ni
 ，然后对每个子序列的和设定一个约束ki
 ，即aSi
 ＋aSi＋1
 ＋…＋aSi＋ni
 ＜ki
 ，或aSi
 ＋aSi＋1
 ＋…＋aSi＋ni
 ＞ki
 。

过了一会，他意识到他的判断是错误的。他不能取消他设定的约束，但他努力挽救自己：通过伪造篡位者给他的整数序列。他命令他的幕僚找出这样的一个序列S，满足他设定的这些约束。请帮助幕僚，编写程序，判断这样的序列是否存在。


输入描述：


输入文件中包含多块输入。除最后一块输入外，每块输入对应一组问题及国王的决策。每块输入的第1行为两个整数：n和m，其中0＜n≤100表示序列S的长度，0＜m≤100为子序列Si
 的个数。接下来有m行为国王的决策，每个决策的格式为：si
 ni
 oi
 ki
 ，其中oi
 代表关系运算符"＞"（用"gt"表示）或"＜"（用"lt"表示），si
 、ni
 和ki
 的含义如题目描述中所述。最后一块输入只有一行，为0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每块输入，输出占一行字符串：当满足约束的序列S不存在时，输出"successful conspiracy"；否则输出"lamentable kingdom"。对最后一块输入，没有输出内容。
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4.17　出纳员的雇佣（Cashier Employment），ZOJ1420，POJ1275


题目描述：


德黑兰的一家每天24小时营业的超市，需要一批出纳员来满足它的需求。超市经理雇佣你来帮他解决一个问题——超市在每天的不同时段需要不同数目的出纳员（例如，午夜只需一小批，而下午则需要很多）来为顾客提供优质服务，他希望雇佣最少数目的出纳员。

超市经历已经提供一天里每一小时需要出纳员的最少数量——R（0），R（1），…，R（23）。R（0）表示从午夜到凌晨1:00所需出纳员的最少数目；R（1）表示凌晨1:00到2:00之间需要的；等等。每一天，这些数据都是相同的。有N人申请这项工作，每个申请者i在每天24小时当中，从一个特定的时刻开始连续工作恰好8小时。定义ti
 （0≤ti
 ≤23）为上面提到的开始时刻，也就是说，如果第i个申请者被录用，他（或她）将从ti
 时刻开始连续工作8小时。

试编写一个程序，输入R（i），i＝0 … 23，以及ti
 ，i＝1 … N，它们都是非负整数，计算为满足上述限制需要雇佣的最少出纳员数目。在每一时刻可以有比对应R（i）更多的出纳员在工作。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数T，表示输入文件中测试数据的数目（至多20个）。每个测试数据第1行为24个整数，表示R（0），R（1），…，R（23），R（i）最大可以取到1000。接下来一行是一个整数N，表示申请者的数目，0≤N≤1000。接下来有N行，每行为一个整数ti
 ，0≤ti
 ≤23，测试数据之间没有空行。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，为需要雇佣的出纳员的最少数目。如果某个测试数据没有解，则输出"No Solution"。
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4.18　进度表问题（Schedule Problem），ZOJ1455


题目描述：


一个项目被分成几个部分，每部分必须在连续的天数完成。也就是说，如果某部分需要3天才能完成，则必须花费连续的3天来完成它。对项目的这些部分工作中，有4种类型的约束：FAS，FAF，SAF和SAS。两部分工作之间存在一个FAS约束的含义是：第一部分工作必须在第2部分工作开始之后完成；FAF约束的含义是：第1部分工作必须在第2部分工作完成之后完成；SAF的含义是：第1部分工作必须在第2部分工作完成之后开始；SAS的含义是：第1部分工作必须在第2部分工作开始之后开始。假定参与项目的人数足够多，也就是说可以同时作任意多的部分工作。试编写程序，对给定的项目设计一个进度表，使得项目完成时间最短。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个项目。每个项目包含如下行：第1行为一个整数N，表示该项目被分成N部分，N＝0代表数据结束。接下来有N行，第i行为第i个部分完成所需的时间。接下来有若干行，每行描述了两个部分之间的约束关系。每个项目的最后一行为'#'，代表该项目的输入结束。


输出描述：


每个测试数据的输出占若干行：第1行输出项目的序号，接下来有N行，每行为某部分的序号及它的开始时间，时间为非负整数，且被安排成最先完成的工作的开始时间为0；如果该问题没有解，则在第1行后只输出一行，为字符串"impossible"。

在每个测试数据的输出之后，输出一个空行。
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4.19　母牛的排列（Layout），POJ3169


题目描述：


像人类一样，母牛在排队等候食物时喜欢跟自己的朋友站在一起。FJ有N（2≤N≤1000）头母牛，编号为1～N，排成一条直线，等候食物。这N头母牛按照它们的编号顺序排列在一行。由于它们的坚持，两头或多头母牛可能排列到同一个位置（也就是说，如果认为每头母牛位于同一行的某个坐标位置，那么多个母牛的坐标位置可能相同）。

一些母牛互相喜欢，希望相互之间的距离在某个距离之内。而有些母牛相互排斥，希望相互之间的距离在某个距离之外。给定一个列表，列表中有ML个约束，1≤ML≤10000，描述了相互喜欢的母牛，及他们能够分隔开的最大距离；随后是另一个列表，列表中有MD个约束，1≤MD≤10000，描述了互相排斥的母牛，及他们必须分隔开的最小距离。

试（如果存在的话）计算，满足上述距离限制条件下，第1头母牛和第N头母牛之间距离的最大值。


输入描述：


第1行：3个用空格隔开的整数N、ML和MD。

第2～ML＋1行：每行为3个用空格隔开的正整数A、B和D，1≤A＜B≤N，表示A和B之间能分隔开的最大距离为D，1≤D≤1000000。

第ML＋2～ML＋MD＋1行，每行为3个用空格隔开的正整数A、B和D，1≤A＜B≤N，表示A和B之间必须隔开至少D距离，1≤D≤1000000。


输出描述：


输出一行，为一个整数：如果不存在满足条件的排列，输出-1；如果第1头母牛和第N头母牛之间的距离可以任意，输出-2；否则输出第1头母牛和第N头母牛之间的最大距离。
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第5章　可行遍性问题

本章讨论可行遍性问题
 ，即从图中一个顶点出发不重复地遍历完所有的边或所有的顶点并回到起始顶点，这两种回路分别是欧拉回路和汉密尔顿回路。尽管这两个概念非常相似，但实质上二者的理论迥然不同。本章介绍这两个概念及相关定理，并介绍这两种回路的求解方法。

5.1　欧拉回路

5.1.1　基本概念及定理

1．欧拉通路、欧拉回路、欧拉图

1）无向图

（1）设G是连通无向图，则称经过G的每条边一次并且仅一次的路径为欧拉通路
 ；

（2）如果欧拉通路是回路（起点和终点是同一个顶点），则称此回路为欧拉回路
 （Euler Circuit）；

（3）具有欧拉回路的无向图G称为欧拉图
 （Euler Graph）。

2）有向图

（1）设D是有向图，D的基图连通，则称经过D的每条边一次并且仅一次的有向路径为有向欧拉通路
 ；

（2）如果有向欧拉通路是有向回路，则称此有向回路为有向欧拉回路
 （Directed Euler Circuit）；

（3）具有有向欧拉回路的有向图D称为有向欧拉图
 （Directed Euler Graph）。

请思考图5.1所示的无向图及有向图是否为欧拉图或有向欧拉图。
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图5.1　欧拉回路及有向欧拉回路

2．定理及推论

欧拉通路和欧拉回路的判定是很简单的，请看下面的定理及推论。


定理5.1
 　无向图G存在欧拉通路的充要条件是：G为连通图，并且G仅有两个奇度结点（度数为奇数的顶点）或者无奇度结点。


推论5.1：


（1）当G是仅有两个奇度结点的连通图时，G的欧拉通路必以此两个结点为端点。

（2）当G是无奇度结点的连通图时，G必有欧拉回路。

（3）G为欧拉图（存在欧拉回路）的充分必要条件是G为无奇度结点的连通图。

例如，图5.1（a）所示的无向图，存在两个奇度顶点v2
 和v5
 ，所以存在欧拉通路，且欧拉通路必以这两个顶点为起始顶点和终止顶点；该无向图不存在欧拉回路。图5.1（b）所示的无向图为欧拉图。


定理5.2
 　有向图D存在欧拉通路的充要条件是：D为有向图，D的基图连通，并且所有顶点的出度与入度都相等；或者除两个顶点外，其余顶点的出度与入度都相等，而这两个顶点中一个顶点的出度与入度之差为1，另一个顶点的出度与入度之差为-1。


推论5.2：


（1）当D除出、入度之差为1，-1的两个顶点之外，其余顶点的出度与入度都相等时，D的有向欧拉通路必以出、入度之差为1的顶点作为始点，以出、入度之差为-1的顶点作为终点。

（2）当D的所有顶点的出、入度都相等时，D中存在有向欧拉回路。

（3）有向图D为有向欧拉图的充分必要条件是D的基图为连通图，并且所有顶点的出、入度都相等。

例如，图5.1（c）所示的有向图，顶点v2
 和v4
 入度和出度均为1；顶点v1
 的出度为2、入度为1，二者差值为1；顶点v3
 的出度为1、入度为2，二者相差为-1；所以该有向图只存在有向欧拉通路，且必须以顶点v1
 为始点，以顶点v3
 为终点。图5.1（d）所示的有向图不存在有向欧拉通路。

3．欧拉回路的应用

以下介绍欧拉回路应用的3个例子。


例5.1
 　哥尼斯堡七桥问题。

图5.2（a）所示为七桥问题（关于七桥问题的详细描述，详见本书前言）：一条河流及其两条分支将尼斯堡市分成北、东、南、岛4个区，各区之间共有7座桥梁联系着。问题：能不能一次走遍所有的7座桥，并且每座桥只准经过一次？
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图5.2　七桥问题

把每一块陆地用一个顶点来代替，将每一座桥用连接相应两个顶点的一条边来代替，从而七桥问题可以转化成图5.2（b）所示的图论问题：是否存在一条路径，使得经过每条边一次且仅一次，即是否存在欧拉通路。

利用前面介绍的定理5.1，很容易判断出图5.2（b）所示的无向图中不存在欧拉通路，因为该图的4个顶点的度数都是奇数。


例5.2
 　一笔画问题

与哥尼斯堡七桥问题
 类似的有一笔画问题：判定一个图G是否可以一笔画出。根据是否要求回到起点分别对应判断欧拉回路和欧拉通路的问题。例如，请思考图5.3所示的3个图是否能一笔画出，并判断是否能回到起点。
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图5.3　一笔画问题


例5.3
 　旋转鼓轮的设计

如图5.4所示的旋转鼓轮，其表面被分为24
 个部分，每一部分用绝缘体或导体（阴影部分表示导体）组成，绝缘体部分给出信号0，导体部分给出信号1。问：鼓轮上16个部分应该怎样设计，才能使得鼓轮旋转一周，4个触点得到的一组4位二进制信息都不同？
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图5.4　旋转鼓轮


分析：


鼓轮表面的24
 个部分最多可以表示16组4位二进制信息，而4位的二进制信息也是16种，即从0000～1111。

要使得鼓轮旋转一周，得到的16组二进制信息都不同，唯一的可能是每种组合出现一次且仅一次，并且前一组信息的后3位跟后一组信息的前3位相同。如果把这3位信息看成一个图中顶点，那么，前后两组信息可以看成是这个顶点延伸出的边。

设有8个顶点的有向图，如图5.5所示，顶点记为｛000，001，010，011，100，101，110，111｝。对每个顶点a1
 a2
 a3
 （a1
 、a2
 、a3
 为0或1），可引出两条有向边，终点分别是a2
 a3
 0和a2
 a3
 1，这两条边分别记为a1
 a2
 a3
 0和a1
 a2
 a3
 1。这样，一共有16条边，并且各不相同，因此鼓轮问题中的16个不同的4位二进制对应于图中的一个欧拉回路。找到图中一条欧拉回路，并取每条边上的第1位构成16位二进制位，这样，构成的鼓轮中不存在相同的4位二进制。
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图5.5　旋转鼓轮的求解

图5.5中的一条欧拉回路为：e1
 →e2
 →e3
 →e4
 →e5
 →e6
 →e7
 →e8
 →e9
 →e10
 →e11
 →e12
 →e13
 →e14
 →e15
 →e16
 。按顺序在这16条边上取第1位二进制位构成的16位二进制位为：1111011000010100，这就是旋转鼓轮的一个解，如图5.4（b）所示。这样，4个触点得到的16组四位二进制分别为：1111、1110、1101、1011、0110、1100、1000、0000、0001、0010、0101、1010、0100、1001、0011、0111。

当然，图5.5中欧拉回路不止一条。找到任何一条欧拉回路后，按照前面的方法取每条边上的第1位构成16位二进制位，都是旋转鼓轮的一个解。所以旋转鼓轮问题的解不唯一。

类似的问题有：找一种9个a、9个b、9个c的圆形排列，使由字母｛a，b，c｝组成的长度为3的27个字符串中的每个字符串仅出现一次。读者不妨按照上述方法求解。

4．欧拉回路问题

欧拉回路一般存在以下两类问题。

（1）欧拉回路的判定问题，即判断一个无向图（或有向图）中是否存在欧拉回路（或有向欧拉回路）。这一类问题一般比较简单，只需要根据5.1.1节中的定理进行判定即可。但是，如何把问题建模成一个图，并把问题的求解转化成求判断图中是否存在欧拉回路，则是一个比较难的问题。这一类问题的求解将在5.1.2节讨论。

（2）欧拉回路的求解：经过分析判断出图中存在欧拉回路（或欧拉通路）后，如何输出一条欧拉回路。这一类问题一般比较难求解，本章将在5.2节讨论这类问题。

5.1.2　欧拉回路的判定

以下通过两道例题的分析，详细讲解把问题的求解转化成欧拉回路的判定问题及欧拉回路的判定方法。


例5.4
 　庄园管家（Door Man）


题目来源：


South Central USA 2002，ZOJ1395，POJ1300


题目描述：


你是一座大庄园的管家。庄园有很多房间，编号为0、1、2、3，…。大庄园的主人是一个心不在焉的人，经常沿着走廊随意地把房间的门打开。多年来，你掌握了一个诀窍：沿着一个通道，穿过这些大房间，并把房门关上。能否找到一条路径经过所有开着门的房间，并使得：①通过门后立即把门关上；②关上了的门不再打开；③最后回到你自己的房间（房间0），并且所有的门都已经关闭了。

在本题中，给定房间列表，及连通房间的、开着的门，并给定一个起始房间，判断是否存在这样的一条路径。不需要输出这样的路径，只需判断是否存在。假定任意两个房间之间都是连通的（可能需要经过其他房间）。


输入描述：


输入文件包含多个（最多可达100个）测试数据，每个测试数据之间没有空行隔开。

每个测试数据包括以下3部分。

起始行—格式为“START M N”，其中M为管家起始所处的房间号，N为房间的总数（1≤N≤20）。

房间列表—一共有N行，每行列出了一个房间通向其他房间的房间号（只需列出比它的号码大的房间号，可能有多个，按升序排列），比如房间3有门通向房间1、5、7，则房间3的信息行内容为“5 7”，第一行代表房间0，最后一行代表行间N－1。有可能有些行为空行，当然最后一行肯定是空行，因为N－1是最大的房间号；两个房间之间可能有多扇门连通。

终止行—内容为"END"。

输入文件最后一行是"ENDOFINPUT"，表示输入结束。


输出描述：


每个测试数据对应一行输出，如果能找到一条路关闭所有的门，并且回到房间0，则输出"YES X"，X是他关闭的门的总数，否则输出"NO"。
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分析：


以房间为顶点、连接房间之间的门为边构造图。根据题目的意思，输入文件中每个测试数据所构造的图都是连通的。本题实际上是判断一个图中是否存在欧拉回路或欧拉通路，要分两种情况考虑。

（1）如果所有的房间都有偶数个门（通往其他房间），那么有欧拉回路，可以从0号房间出发，回到0号房间。但是这种情况下，出发的房间必须为0，因为要求回到0号房间。例如，第1个测试数据所对应的图为图5.6（a），图中有浅色阴影的顶点（即顶点0），表示管家初始时所处的房间；在该测试数据中，管家可以回到0号房间。
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图5.6　庄园管家：3个测试数据

（2）有两个房间的门数为奇数，其余的都是偶数，如果出发的房间和0号房间的门数都是奇数，那么也可以从出发的房间到达0号房间，并且满足题目要求。但是不能从房间0出发，必须从另一个门数为奇数的房间出发。例如，第2、3个测试数据就是这种情形，对应的图为图5.6（b）和图5.6（c），输出的结果分别是"NO"和"YES 7"。

对于庄园的其他情形，都是不能完成题目中所要求的任务的，所以直接输出"NO"。

本题的难点在于输入数据的处理。

（1）因为有空行，而且这些空行都是有用的信息，所以不能简单地用cin读入每个房间有门通往其他房间的房间号；

（2）一行数据中既有字符型数据，又有数值型数据。比如START 1 2，必须区分不同类型的数据。

因此，必须采用cin.getline函数或者getchar函数将输入数据读入到字符数组buf中，再采用sscanf函数从buf中读出有用的数据。

代码如下：
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例5.5
 　词迷游戏（Play on Words）


题目来源：


Central Europe 1999，ZOJ2016，POJ1386


题目描述：


有些秘门带有一个有趣的词迷。考古学家必须解开词迷才能打开门。由于没有其他方法可以打开门，因此词迷就变得很重要。

每个门上有许多磁盘。每个盘上有一个单词，这些磁盘必须重新排列使得每个单词第1个字母跟前一个单词最后一个字母相同。例如，单词"acm"可以跟在单词"motorola"的后面。试编写一个程序，读入一组单词，然后判定是否可以经过重组使得每个单词第一个字母跟前一个单词最后一个字母相同，这样才能打开门。


输入描述：


输入文件中包含T个测试数据。输入文件的第1行就是T，接下来是T个测试数据。每个测试数据的第1行是一个整数N，表示单词的个数（1≤N≤100000）；接下来有N行，每行是一个单词；每个单词至少有2个、至多有1000个小写字母，即单词中只可能出现字母'a'～'z'；在同一个测试数据中，一个单词可能出现多次。


输出描述：


如果通过重组单词可以达到要求，输出"Ordering is possible."，否则输出"The door cannot be opened."。
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分析：


在本题中，每个单词只有首尾两个字母很关键，并且每个单词可以看成连接首尾两个字母的一条有向边（由首字母指向尾字母）。这样每个测试数据中的一组单词可以构造成一个图：图中的顶点为26个小写字母，每个单词为图中的一条边。例如，本题样例输入中两个测试数据所构造的有向图如图5.7所示。
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图5.7　词迷游戏：有向图的构造

构造好有向图后，题目要判定是否可以经过重组使得每个单词的第1个字母跟前一个单词最后一个字母相同，等效于判断图中是否存在一条路径经过每条边一次且仅一次，这就是有向欧拉通路。本题的处理方法如下。

（1）读入每个单词时，因为每个单词相当于一条从首字母指向尾字母的边，所以对单词首字母对应的顶点，出度加1；尾字母对应的顶点，入度加1。

（2）26个顶点的入度和出度都统计完毕后，根据各顶点的出度、入度关系来判断是否存在欧拉通路，但要注意排除每个单词的首尾字母中没有出现过的字母。在下面的代码中，用bused数组来表示每个字母是否在单词的首尾中出现。例如，在图5.7（a）中，只有3个字母对应有顶点，其他23个字母都没有对应顶点。

（3）判断完以后，还得判断整个有向图的基图（即不考虑边的方向）是否连通，如图5.7（b）所示，每个顶点的出度、入度都相等，但这个图的基图是不连通的，所以也不存在有向欧拉通路。判断连通最好的方法是使用并查集：考察图中所有的边（u，v），如果u和v不相同，且u和v不在同一个连通分量上，则合并u和v各自所在的连通分量；处理完毕后，再判断每个顶点的parent［］值是否相同，如果相同，说明这个有向图是连通的，否则不连通。

代码如下：
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练　习

5.1　涂有颜色的木棍（Colored Sticks），POJ2513


题目描述：


给定一捆木棍。每根木棍的每个端点涂有某种颜色。问：是否能将这些棍子首尾相连，排成一条直线，且相邻两根棍子的连接处端点的颜色一样。


输入描述：


输入文件中包含若干行，每行为两个单词，用空格隔开，表示一根棍子两个端点的颜色。表示颜色的单词由小写字母组成，长度不超过10个字符。木棍的数目不超过250000。


输出描述：


如果木棍能按照题目的要求排成一条直线，输出"Possible"，否则输出"Impossible"。
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5.2　欧拉回路的求解

欧拉回路的求解主要有两种方法：DFS搜索及Fleury（佛罗莱）算法。本节分别介绍这两种方法。

5.2.1　DFS搜索求解欧拉回路

用DFS搜索思想求解欧拉回路的思路为：利用欧拉定理判断出一个图存在欧拉通路或回路后，选择一个正确的起始顶点，用DFS算法遍历所有的边（每条边只遍历一次），遇到走不通就回退。在搜索前进方向上将遍历过的边按顺序记录下来。这组边的排列就组成了一条欧拉通路或回路。

以下通过两道例题的分析，详细介绍这种方法的思想及其实现方法。


例5.6
 　多米诺骨牌


题目描述：


给定n张骨牌，每张骨牌有左右两个点数（从1到6）。问能不能通过交换骨牌的顺序和交换左右两个点数，使得任意两个相邻骨牌的相邻段为相等的数字。


输入描述：


输入文件中有多个测试数据。每个测试数据的第1行为一个整数N，1≤N≤100，表示多米诺骨牌的总数；接下来N行对每一张牌进行描述：每一行表示一张牌的左右两点的数字（1到6），用空格隔开。

输入文件最后一行为0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，如果不可能满足要求，输出"No solution"；如果有解，输出任意一个即可：每张牌必须从左到右打印；每一行都要包含当前牌的序号（第几张牌）和符号"+"或"-"（第1个符号表示不旋转骨牌，第2个表示要旋转）。在每个测试数据的输出之后输出一个空行。

例如，对图5.8（a）给出的5张牌，其中一个解如图5.8（b）所示。这5张牌按照图5.8（b）所示的旋转要求及顺序排列后，可以使得任意两个相邻骨牌的相邻段为相等的数字。
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图5.8　多米诺骨牌：测试数据1
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分析：


样例输入中第2个测试数据所描述的12张骨牌如图5.9（a）所示，它的一个解如图5.9（b）所示：这12张骨牌经过重排顺序和适当的旋转某些牌后，使得任意两个相邻骨牌的相邻段为相等的数字。
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图5.9　多米诺骨牌：测试数据2

本题可以转化成欧拉回路或欧拉通路的求解问题。首先要构造成一个图，图的顶点就是6个点数，每张牌对应一条无向边，这条边的两个顶点就是牌的两个点数。例如，对样例输入中的两个测试数据，构造好的图如图5.10（a）和图5.10（b）所示。

[image: alt]


图5.10　多米诺骨牌：图的构造

图构造好以后，先判断是否存在欧拉通路或欧拉回路。如果存在欧拉通路或欧拉回路，则选择一个正确的起始顶点，采用DFS算法从该顶点开始遍历：从该顶点选择一条未访问过的边，访问该条边后达到另一个邻接顶点；然后又从这个顶点出发选择一条未访问过的边进行访问；…；直到所有边都访问一遍为止。在这个过程中，如果遇到死胡同就回退。将每条边的访问顺序记录下来，这组边的排列就组成了一条欧拉通路。

起始顶点的选取：如果存在欧拉回路，可以取该回路上的任一顶点，但不要选取不在该回路上的顶点（如在图5.10（a）中，不能选择顶点3和顶点5）；如果只存在欧拉通路，则只能选奇度顶点。

图的存储结构的设计：由于存在平行边（或称为重边，即多条边起点和终点一样），只能采用邻接表来存储；采用邻接表存储的另一个好处是因为输出欧拉通路时要指明每条边是正向还是反向，而在构造无向图的邻接表时，每条边对应两个边结点，因此可以在边结点结构中增加一个分量来表示正向和反向；另外边结点中还应增加一个分量，用来保存边的序号。在本题中，针对这些需求所设计的简易邻接表详见下面的代码，对样例输入中的第1个测试数据所构造的邻接表如图5.11所示。
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图5.11　多米诺骨牌：邻接表的构造

在图5.11中，每个边结点有4个分量，分别是：边的另一个邻接点的序号、边的序号（即读入时的顺序）、边的标记（正向或反向）、指向下一个边结点的指针。

另外，在下面的代码中，有两个数组很关键。

（1）visited数组：与第2章介绍DFS算法时引入的visited数组类似但又有区别的是，此时visited数组用来记录各边的访问标志，为1表示已经访问过，初始时为0；

（2）path数组：用来存储欧拉通路（回路）上各边的序号，如果path［i］＝j，j＞0表示欧拉通路上第i条边为第j块骨牌，且不旋转，path［i］＝-j表示要旋转。

代码如下：
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例5.7
 　编码（Code）


题目来源：


University of Ulm Local Contest 2004，ZOJ2238，POJ1780


题目描述：


KEY公司开发出一种新的保险箱。要打开保险箱，不需要钥匙，但需要输入一个正确的、由n位数字组成的编码。这种保险箱有几种类型，从给小孩子玩的玩具（两位数字编码）到军用型的保险箱（6位数字编码）。

当正确地输入最后一位编码后，保险箱就立刻打开。保险箱上没有“确定”键。当输入超过n位数字，则只有最后n位数字有效。例如，对一种4位数字编码的型号，如果正确的编码为4567，输入的编码为1234567890，则保险箱的门会在输入数字7后马上就打开了。

为了达到这种效果所需要设计的软件其实很简单。对n位数字编码的型号，保险箱始终处于10（n－1）
 种内部状态之一。保险箱的当前状态只需用最后输入的n－1位数字表示，其中有一种状态（例如，对前面的例子，就是456）被记为“开锁状态”。如果保险箱处于“开锁状态”，且输入最后一位正确的数字（例如，在上面的例子中就是7），保险箱的门就打开了；否则保险箱切换到对应的新状态。例如，如果保险箱的当前状态为456，接着输入8，则保险箱的状态切换到568。

为了打开保险箱，一个烦琐的策略是一位接一位地输入所有可能的编码。然而，在最坏情况下，这需要按键n×10n
 次（有10n
 组可能的编码，每个编码有n位）。而选择一个好的数字序列，最多只需要按键（10n
 ＋n－1）次就可以打开保险箱了：需要做的就是找到一个数字序列包含所有的n位数一次且仅一次。KEY公司宣称，对军用型号（n＝6），当今最快的计算机也需要数十亿年的时间才能找到这样的数字序列，但是很显然他们不知道有些程序员能在几分钟就能找到这样的数字序列。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据为一个整数n，1≤n≤6。输入文件最后一行为0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行包含10n
 ＋n－1位的数字序列，使得每个n位数出现一次且仅一次。
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分析：


首先要明白为什么选择一个好的数字序列，至多只需按键10n
 ＋n－1次就可以打开保险箱了。n位数有10n
 种编码方案（即10n
 组数），要使得一个数字序列包含这10n
 组n位数，且序列的长度最短，唯一的可能是每组数出现一次且仅一次，且前一组数的后n－1位是后一组数的前n－1位，这样10n
 组数各取1位，共10n
 位，再加上最后一组数的后n－1位，总位数是10n
 ＋n－1。如图5.12（a）所示，d1
 d2
 d3
 d4
 …dn
 构成第1组数，则第2组数就是d2
 d3
 d4
 …d（n＋1）
 ，…；一共有10n
 组，整个数字序列的长度为10n
 ＋n－1。
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图5.12　编码：10n
 组n位数的最短序列

例如，在图5.12（b）中，当n＝2时，总共有102
 ＝100组两位数。样例输出所示的一个数字序列中，第1组两位数为00、第2组为01、…、第100组为90。该数字序列的长度为102
 ＋2－1＝101位。

这道题跟例5.3鼓轮设计有点类似。在例5.3中，要求设计一个二进制数字序列，使得4位二进制的每种取值都出现。按照本题的公式，该二进制数字序列的长度至少为24
 ＋4－1＝19位，如图5.13（a）所示。在例5.3中，数字序列是环状的，可以节省3位二进制，因为最后3组二进制（即第14、15、16组）的最后几位（分别是最后1位、2位、3位）是该数字序列的前面几位（分别是前面1位、2位、3位），因此该环状的二进制数字序列长度最小值为19－3＝16位。
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图5.13　线性序列与环状序列

由于至多按键10n
 ＋n－1就可以打开保险箱，因此可以用一个长度为10n
 ＋n－1的串来存储序列。求序列的方法为：对于当前长度为n－1的序列，其后添加一个数字，使得添加后的序列没有在前面出现过。需要注意的地方是，由于1≤n≤6，直接用递归方法会造成栈溢出，需要显式地用栈来实现算法。这时算法的输出顺序为从后往前，故用栈存储结果时，优先存储的应是较大值。这样最后对结果栈进行逆序输出的时候得到的串是按字典序排列的。

代码如下：

[image: alt]


5.2.2　Fleury（佛罗莱）算法

尽管利用定理5.1和定理5.2可以很轻松地判断出一个图是否为欧拉图（或有向欧拉图），但在输出欧拉回路时，如果漫不经心地、沿着一条随意的路线走，也是无法输出欧拉回路的。例如，图5.14中存在欧拉回路，但如果按照图中虚线箭头所示的方向从顶点v6
 出发走了3步以后，就无法再进行下去。所以必须按照有效的方法行走，才能正确地输出欧拉回路，Fleury算法就是一种有效的算法。
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图5.14　漫不经心地选择路线，无法输出欧拉回路

1．Fleury（佛罗莱）算法

设G为一个无向欧拉图，求G中一条欧拉回路的算法如下。

（1）任取G中一顶点v0
 ，令P0
 ＝v0
 。

（2）假设沿Pi
 ＝v0
 e1
 v1
 e2
 v2
 …ei
 vi
 走到顶点vi
 ，按下面方法从E（G）-｛e1
 ，e2
 ，…，ei
 ｝中选ei＋1
 。

①ei＋1
 与vi
 相关联。

②除非无别的边可供选择，否则ei＋1
 不应该是Gi
 ＝G－｛e1
 ，e2
 ，…，ei
 ｝中的桥。

（3）当（2）不能再进行时算法停止。

可以证明的是，当算法停止时，所得到的简单回路Pm
 ＝v0
 e1
 v1
 e2
 v2
 …em
 vm
 ，（vm
 ＝v0
 ）为G中一条欧拉回路。

2．桥

设无向图G（V，E）为连通图，若边集E1
 ⊆E，在图G中删除E1
 中所有的边后得到的子图是不连通的，而删除了E1
 的任一真子集后得到的子图是连通图，则称E1
 是G的一个割边集
 。若一条边构成一个割边集，则称该边为割边
 ，或桥
 。第8章会进一步讨论割边集。

例如，如图5.15所示的无向连通图，边（1，5）、（4，6）、（8，10）和（8，9）都是图G中的桥。
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图5.15　无向图中的桥

3．Fleury（佛罗莱）算法求解实例

如图5.16（a）所示的无向图G是一个欧拉图。图5.16（b）在用Fleury算法求G中的欧拉回路时，走了简单回路v2
 e2
 v3
 e3
 v4
 e14
 v9
 e10
 v2
 e1
 v1
 e8
 v8
 e9
 v2
 之后，没有边可供选择了，并且并没有走遍所有边。试分析这种走法错在哪里。
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图5.16　求解欧拉回路的错误走法

在上述求解过程中，走到v8
 时犯了错误应该能不走桥就不走桥，因而没能找出欧拉回路。当走到v8
 时，G-｛e2
 ，e3
 ，e14
 ，e10
 ，e1
 ，e8
 ｝如图5.17所示。此时e9
 为该图中的桥，而e7
 、e11
 均不是桥，此时不应该走e9
 ，而应该走e7
 或e11
 ，所以犯了错误。
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图5.17　走欧拉回路过程中走了桥

注意，在图5.16（b）所示的求解过程中，在v3
 遇到过桥e3
 ，在v1
 处遇到过桥e8
 ，但当时除桥外无别的边可走，所以当时均走了桥，这是不会犯错误的。

4．Fleury（佛罗莱）算法实现


例5.8
 　用Fleury算法输出图5.16（a）中的欧拉回路。

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n和边数m，然后输入每条边，每条边的数据占一行，格式为：u v，表示从顶点u到顶点v的一条有向边。


分析：


在下面的代码中，首先判断是否存在欧拉回路或通路，如果存在则选择一个正确的顶点按照Fleury算法输出欧拉回路或通路。

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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练　习

5.2　咬尾蛇（Ouroboros Snake），ZOJ1130，POJ1392


题目描述：


咬尾蛇是古埃及神话中一种虚构的蛇。它经常把尾巴放在自己的嘴巴里，不停地吞噬自己。环数类似于咬尾蛇，它是2n
 位的二进制数，具有如下性质：它能“生成”0～2n
 －1之间的所有数。生成方法是：给定一个环数，将它的2n
 位数卷成一个圆圈，这样，就可以从中取出2n
 组n位二进制数，以每个数的起始位置的下一个位置，作为下一个数的起始位置。这样的圆圈称为n的环圈。在本题中，只针对n的最小的环数。

例如，但n＝2时，只有4个环数：0011，0110，1100和1001，所以最小的环数为0011。图5.18（a）给出了0011的Ouroboros圆圈。
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图5.18　咬尾蛇

图5.18（b）所示的表格描述了o（n；k）函数：它的值为n的最小的环数的环圈中的第k个数。试编写程序，计算o（n；k）。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据占一行，为两个整数：n和k，1≤n≤15，0≤k＜2n
 。输入文件最后一行为两个0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，为求得o（n；k）。
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5.3　首尾相连的单词串（Catenyms），ZOJ1919，POJ2337


题目描述：


catenym是一个字符串，由两个单词组成；用点号隔开，并且第1个单词的最后一个字母跟第2个单词的第一个字母相同。例如，以下字符串均为catenym：

dog.gopher

gopher.rat

rat.tiger

aloha.aloha

arachnid.dog

一个复合的catenym是由3个或多个单词组成的序列，相邻单词之间用点号隔开，并且相邻两个单词都是一个catenym。例如：

aloha.aloha.arachnid.dog.gopher.rat.tiger

给定一本字典，字典中的单词都只包含小写字母，试在字典中找一个符合catenym，使得包含每个单词一次且仅一次。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数t，表示测试数据的数目。每个测试数据的第1行为一个整数n，3≤n≤1000，表示字典中单词的数目。接下来有n个不同的单词，每个单词由1～20个小写字母组成，每个单词占一行。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出字典序最小的一个符合catenym，包含每个单词一次且仅一次。如果无解，则输出"***"。
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5.3　中国邮递员问题


中国邮递员问题
 （Chinese Postman Problem，CPP）也称为中国邮路问题，是我国数学家管梅谷教授于1962年首次提出的，引起了世界不少数学家的关注。例如1973年匈牙利数学家Edmonds和Johnsom对中国邮路问题提出了一种有效算法。

中国邮路问题的实际模型是：一位邮递员从邮局准备好邮件去投递，然后返回邮局。他必须经过由他负责投递的每条街道至少一次，现需要为这位邮递员设计一条投递线路，使其总耗时最少。

图5.19（a）所示为邮递员投递区域地图，图中★为邮局，每条街道旁边的数字为该街道的长度（单位：华里）。邮递员每次送信必须从邮局出发，走遍区域内的所有道路，并最终回到邮局。
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图5.19　中国邮递员问题

很明显，如果图5.19（a）为欧拉图，那么邮递员从邮局出发，沿着一条欧拉回路最终回到邮局，总耗时肯定最少。但图5.19（a）中有6个奇度顶点，要从邮局出发，每条街道至少走一遍，并回到邮局，必然有一些街道要走不止一次。重复走某条街道相当于在图中为该街道添加一条重边。问题转换成：如果在图中添加一些重边，构造成一个欧拉图并添加边的距离长度总和最短。

在添加重边时，很明显应该选择为某个奇度顶点添加重边，如果重边的另一个顶点也是奇度顶点，那么这条重边将这两个奇度顶点变成偶度顶点；如果重边的另一个顶点是偶度顶点，则添加重边后，还必须从偶度顶点（该偶度顶点现在已经变成奇度顶点了）出发再添加一条重边与其他一个奇度顶点相连。

添加重边时要注意两个原则：①不能出现重复添加重边，重复的重边应成对去掉，这样并不改变每一顶点的奇偶性；②每一个圈上添加的重边总长不能超过圈长一半，否则应将此圈上添加的重边去掉，改在此圈上原来没有添加重边的路线上添加重边，这样也不改变每一顶点的奇偶性。

以上两个原则既保证了不改变每个顶点的奇偶性，又保证了添加重边的总长最短。

图5.19（b）给出了一个添加重边的方案，添加重边后图中没有奇度顶点了，但对照上面两个原则可知，图中添加重边的总长不是最短，必须调整。显然在［A，B，J，K，H，I，A］圈中，添加重边的总长超过了该圈总长的一半。

调整后，如图5.19（c）所示。此时，添加的重边没有重复并且每一个圈上添加的重边总长都不超过该圈总长的一半。另外，每个顶点全是偶度顶点，存在欧拉回路，并且这条路线是最短投邮路线。根据以上分析，最短投邮路线可设计为：K，H，G，F，E，D，C，B，A，I，H，I，J，B，J，D，E，K，J，K或K，J，K，H，G，F，E，D，C，B，A，I，H，I，J，B，J，D，E，K等。

5.4　汉密尔顿回路

与欧拉回路非常类似的是汉密尔顿回路问题。该问题起源于英国数学家威廉·汉密尔顿（Willian Hamilton）于1857年发明的一个关于正十二面体（如图5.20（a）所示）的数学游戏：正十二面体的每个棱角上标有一个当时非常有名的城市，游戏的目的是“环绕地球”旅行，也就是说，寻找一个环游路线使得经过每个城市一次且恰好一次。
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图5.20　汉密尔顿回路：十二面体的数学游戏

现在把正十二面体的20个棱角看成图中的顶点，将正十二面体画成如图5.20（b）所示的平面图（关于平面图，详见第9章），那么问题就转换成：能否在图中找到一条回路，经过每个顶点一次且仅一次。在图5.20（b）中，按照图中所给的顶点编号，依顺序找一条路径，可以看出这样一条回路是存在的。

5.4.1　基本概念及定理

1．基本概念


汉密尔顿通路
 ：给定图G，若存在一条经过图中的每个顶点一次且仅一次的通路，则称这条通路为汉密尔顿通路。


汉密尔顿回路
 （Hamilton Circuit）：若存在一条回路，经过图中的每个顶点一次且仅一次，则称这条回路为汉密尔顿回路。


汉密尔顿图
 （Hamilton Graph）：具有汉密尔顿回路的图称为汉密尔顿图。

请思考图5.21中的两个无向图是否存在汉密尔顿通路或汉密尔顿回路。
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图5.21　汉密尔顿通路与汉密尔顿回路

2．相关定理

与欧拉回路的判定不同，对汉密尔顿回路，迄今为止还没有一个有效的判别方法，只是分别地给定了一些充分条件或必要条件，用这些条件来判定给定的图是否是汉密尔顿图，只能在特定的情形下才有效。


定理5.3
 　若无向连通图G（V，E）具有汉密尔顿回路，则对于顶点集合V的任意非空子集S，均有W（G－S）≤│S│成立。其中│S│表示集合S中边的数目，W（G－S）表示G－S中连通分量的数目。

例如，图5.21（a）所示的无向连通图G，如果取S＝｛v1
 ，v3
 ｝，则G－S中有3个连通分量，因此，图G不是汉密尔顿图。

注意，用定理5.3来证明某一特定图是非汉密尔顿图，这个方法并不是总是有效的。例如，对著名的彼得森
 （Petersen）图，如图5.21（b）所示，在图中删去任一顶点或任意两个顶点，它仍然连通；删去任意3个顶点，得到的子图中，最多只有两个连通分量；删去任意4个顶点，得到的子图中，最多只有3个连通分量；删去5个或5个以上的顶点，余下的子图中顶点数都不大于5，因此不可能有5个以上的连通分量。所以该图满足W（G－S）≤│S│。但是彼得森图是非汉密尔顿图。


定理5.4
 　设G是具有n个顶点的简单图，如果G中每一对顶点度数之和大于等于n－1，则在G中存在一条汉密尔顿回路。


定理5.5
 　设G是具有n个顶点的简单图，如果G中每一对顶点度数之和大于等于n，则在G中存在一条汉密尔顿回路。

注意，定理5.4和定理5.5是充分条件。

3．汉密尔顿回路的应用


例5.9
 　项链：一个有m×n颗珍珠和连接它们之间的丝线组成的网格，珍珠排成m行n列，如图5.22（a）和图5.22（c）所示。问是否能剪断一些丝线，得到一个由这些珍珠做成的项链。
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图5.22　汉密尔顿回路的应用：项链

分析：要做成一个项链，就需要把这些珍珠串起来，并且相邻两颗珍珠用一根丝线连起来，整串珍珠首尾相连。这就是一个汉密尔顿回路问题：在图5.22（a）和图5.22（c）中找一条汉密尔顿回路，如果存在，则可以剪断回路外的所有丝线，得到一条项链。

如果以珍珠为顶点，同行相邻的珍珠是一对邻接顶点，同列相邻的珍珠也是一对邻接顶点，此外别无邻接顶点对，因此珍珠网构成一个二部图。在图5.22（b）和图5.22（d）中，○型顶点构成二部图G的顶点集合X，●型顶点构成二部图G的顶点集合Y。

当m×n为奇数（即m和n均为奇数）时，如果图G是汉密尔顿图，则存在一条包含m×n个顶点的汉密尔顿回路，但G是二部图，它的任何一条回路中边的数目都是偶数，所以图G中不可能存在汉密尔顿回路。

当m×n为偶数（即m和n中至少有一个为偶数）时，是存在汉密尔顿回路的。例如，在图5.22（c）中，剪断带有“×”标记的丝线、保留粗线标记的丝线，这些保留的丝线将所有珍珠串成一条项链。

5.4.2　汉密尔顿回路求解

下面通过一道例题的分析，介绍汉密尔顿回路的求解方法。


例5.10
 　岛屿和桥（Islands and Bridges）


题目来源：


Asia 2004，Shanghai（Mainland China），ZOJ2398，POJ2288


题目描述：


给定一个地图，地图中有许多岛屿，岛屿之间用桥连接。汉密尔顿路径是一条沿着桥访问每个岛屿一次且仅一次的路径。在地图中，每个岛屿还有一个正整数权值与之关联。如果某条汉密尔顿路径使得下面描述的值取得最大，则称这条汉密尔顿路径为最好的三角汉密尔顿路径。

假定有n个岛屿，令Vi
 为岛屿Ci
 的权值。一条汉密尔顿路径C1
 ，C2
 ，…，Cn
 的值为3部分之和：第1部分，将路径中每个岛屿的权值累加起来；第2部分，对路径中的每条边（Ci
 Ci＋1
 ），将乘积Vi×Vi＋1
 累加起来；第3部分，当路径中连续的3个岛屿Ci
 、Ci＋1
 和Ci＋2
 形成一个三角形，即在岛屿Ci
 和Ci＋2
 之间有一座桥，则把乘积Vi
 ×Vi＋1
 ×Vi＋2
 累加起来。

最好的三角汉密尔顿路径中可能包含多个三角形。在一幅地图中可能也存在多个最好的三角汉密尔顿路径，试计算这些路径的数目。


输入描述：


输入文件的第1行为一个数q，q≤20，表示测试数据的个数。每个测试数据的第1行为两个整数：n和m，分别表示岛屿的数目和桥的数目，岛屿的编号从1～n，其中n≤13；接下来一行包含n个正整数，第i个正整数表示第i个岛屿的权值，每个权值都不超过100；接下来有m行，每行的格式为：x y，表示有一座双向的桥，连接岛屿x和岛屿y。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为两个数，用空格隔开。第1个数为最好的三角汉密尔顿路径的权值；第2个数为不同的最好的三角汉密尔顿的数目。如果地图中不存在汉密尔顿路径，则输出0 0。

注意：一条路径可以以相反的顺序来表示，但这与原来的路径是同一条路径。
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分析：


样例输入中两个测试数据所描述的地图如图5.23所示。在第1个测试数据中，最好的三角汉密尔顿路径共有3条，分别为C1
 C2
 C3
 、C2
 C3
 C1
 、C3
 C1
 C2
 ，权值为（2＋2＋2）＋（2×2＋2×2）＋（2×2×2）＝6＋8＋8＝22；在第2个测试数据中，最好的三角汉密尔顿路径为C1
 C3
 C4
 C2
 ，权值为（1＋2＋3＋4）＋（1×3＋3×4＋4×2）＋（1×3×4＋2×3×4）＝10＋23＋36＝69。
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图5.23　岛屿和桥：两个测试数据

在算法中用二进制位表示路径状态。比如如果有3个岛，则用二进制的111表示一条汉密尔顿路径。算法中记录某条路径最后的两个岛，因为这两个岛可决定加入新岛时的三角权值。这样，状态转移方程将是一个三维数组：dp［status］［last_island］［last_but_one_island］，与之对应的还有路径数：ways［status］［last_island］［last_but_one_island］。

当前路径加入一个点后，状态无疑会变大，因此，状态转移时从小到大进行处理。初始化时，状态中包含两个岛的状态函数需要被初始化为两岛权值之和以及加上桥梁权值，对应的路径应为1。状态转移时，对当前状态考虑所有可能的最后两个岛，并考虑所有可能加入的岛，从而可以生成新的状态。路径数随之更新。

状态数目无疑是一个很大数字，但是，通过增加限制条件，可以将状态数大大减少，因此，这个算法又称作状态压缩动态规划。有关动态规划的相关知识，请读者参考动态规划相关书籍，在此不再赘述。

需要注意的是，dp和ways的值可能会比较大，因此要用64位长整型来表示。另外，要考虑只存在一个岛的情况。只有一个岛的情况无疑是存在最好三角汉密尔顿路径的。

最后，由于桥梁是双向的[image: alt]
 一条路径存在顺序与逆序两种表示方式，而算法中对于方向相反的两条路径是视为不同路径的，因此最后求得的路径数目需要除以2。

代码如下：
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第6章　网络流问题

网络流问题是图论中一类常见的问题。许多系统都包含了流量，例如，公路系统中有车辆流，控制系统中有信息流，供水系统中有水流，金融系统中有现金流等。从问题求解的需求出发，网络流问题可以分为：网络最大流，流量有上下界网络的最大流和最小流，最小费用最大流，流量有上下界网络的最小费用最大流等。网络流算法也是求解其他一些图论问题的基础，如求解图的顶点连通度和边连通度、匹配问题等。本章介绍各种网络流问题及求解方法。

6.1　网络最大流

先看一个运输方案设计的例子。图6.1（a）是连接产品产地Vs
 （称为源点）和销售地Vt
 （称为汇点）的交通网，每一条弧＜u，v＞代表从u到v的运输线，产品经这条弧由u输送到v，弧旁边的数字表示这条运输线的最大通过能力，以后简称容量
 （Capacity），单位为百吨。产品经过交通网从Vs
 输送到Vt
 。现在要求制定一个运输方案，使得从Vs
 运输到Vt
 的产品数量最多。
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图6.1　交通网及一个可行的运输方案

图6.1（b）给出了一个可行的运输方案（粗线所表示的弧为运输方案中的弧）。

（1）200吨物资沿着有向路径P1
 （Vs
 ，V2
 ，V1
 ，V4
 ，Vt
 ）运到销售地。

（2）200吨物资沿着有向路径P2
 （Vs
 ，V1
 ，V3
 ，Vt
 ）运到销售地。

（3）100吨物资沿着有向路径P3
 （Vs
 ，V2
 ，V3
 ，Vt
 ）运到销售地。

总的运输量为500吨。在图6.1（b）中，每条弧旁边的两个数字，如（4，3），分别代表弧的容量和实际运输量。

一个可行的运输方案应满足以下条件。

（1）实际运输量不能是负的。

（2）每条弧的实际运输量不能大于该弧的容量。

（3）除了源点Vs
 和汇点Vt
 外，对其他顶点u来说，所有流入u的弧上的运输量总和应该等于所有从u出发的弧上的运输量总和。

现在的问题如下。

（1）从Vs
 到Vt
 的运输量是否可以增多？

（2）从Vs
 到Vt
 的最大运输量是多少？

6.1.1　基本概念

网络最大流、增广路、残留网络、最小割这几个概念是构成最大流最小割定理（定理6.5）的基本概念，而该定理是网络流理论的基础，本节介绍这几个概念，在6.1.2节里介绍最大流最小割定理。

1．容量网络和网络最大流


容量网络
 （Capacity Network）：设G（V，E）是一个有向网络，在V中指定了一个顶点，称为源点（记为Vs
 ），以及另一个顶点，称为汇点（记为Vt
 ）；对于每一条弧＜u，v＞∈E，对应有一个权值c（u，v）＞0，称为弧的容量
 （Capacity）。通常把这样的有向网络G称为容量网络。

例如，图6.2（a）所示的有向网络就是一个容量网络，每条弧上的数值表示弧的容量。

[image: alt]


图6.2　容量网络与网络流


弧的流量
 （Flow Rate）：通过容量网络G中每条弧＜u，v＞上的实际流量（简称流量
 ），记为f（u，v）。


网络流
 （Network Flow）：所有弧上流量的集合f＝｛f（u，v）｝，称为该容量网络G的一个网络流。

在图6.2（b）中，每条弧旁边括号内的两个数值（c（u，v），f（u，v）），第1个数值表示弧容量，第2个数值表示通过该弧的流量。例如，弧＜Vs
 ，V1
 ＞上的两个数字（8，2），前者是弧容量，表示通过该弧最大流量为8，后者表示目前通过该弧的实际流量为2。

从图6.2（b）中可见如下几点。

（1）通过每弧的流量均不超过弧容量。

（2）源点Vs
 流出的总量为3＋2＝5，等于流入汇点Vt
 的总量2＋3＝5。

（3）其他中间顶点的流出流量等于其流入流量。例如，中间顶V2
 的流入流量为3，流出流量为：2＋1＝3。


可行流
 （Feasible Flow）：在容量网络G（V，E）中，满足以下条件的网络流f，称为可行流
 。

（1）弧流量限制条件
 ：
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（2）平衡条件
 ：
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式中：[image: alt]
 表示从顶点u流出的流量总和；[image: alt]
 表示流入顶点u的流量总和；│f│为该可行流的流量
 ，即源点的净流出流量，或汇点的净流入流量。

对于任何一个容量网络，可行流总是存在的，如f＝｛0｝，即每条弧上的流量为0，该网络流称为零流
 （Zero Flow）。


伪流
 （Pseudoflow）：如果一个网络流只满足弧流量限制条件（式6-1），不满足平衡条件，则这种网络流称为伪流，或称为容量可行流
 。伪流的概念在6.1.3和6.1.7节中介绍预流推进算法时要用到。


最大流
 （Maximum Flow）：在容量网络G（V，E）中，满足弧流量限制条件和平衡条件、且具有最大流量的可行流，称为网络最大流
 ，简称最大流。

2．链与增广路

在容量网络G（V，E）中，设有一可行流f＝｛f（u，v）｝，根据每条弧上流量的多少以及流量和容量的关系，可将弧分为以下4种类型。

（1）饱和弧
 ，即f（u，v）＝c（u，v）。

（2）非饱和弧
 ，即f（u，v）＜c（u，v）。

（3）零流弧
 ，即f（u，v）＝0。

（4）非零流弧
 ，即f（u，v）＞0。

例如，在图6.2（b）中，弧＜V1
 ，V4
 ＞、＜V1
 ，V3
 ＞是饱和弧；弧＜Vs
 ，V2
 ＞、＜V2
 ，V1
 ＞等是非饱和弧；弧＜V2
 ，V4
 ＞、＜V3
 ，V4
 ＞是零流弧；弧＜V1
 ，V4
 ＞、＜V3
 ，Vt
 ＞等是非零流弧等。

不难看出，饱和弧与非饱和弧，零流弧与非零流弧这两对概念是交错的，饱和弧一般也是非零流弧，零流弧一般也是非饱和弧。


链
 （Chain）：在容量网络中，称顶点序列（u，u1
 ，u2
 ，...，un
 ，v）为一条链，要求相邻两个顶点之间有一条弧，如＜u，u1
 ＞或＜u1
 ，u＞为容量网络中的一条弧。

设P是G中从Vs
 到Vt
 的一条链，约定从Vs
 指向Vt
 的方向为该链的正方向。注意，链的概念不等同于有向路径的概念，在链中，并不要求所有的弧都与链的正方向同向。

沿着Vs
 到Vt
 的一条链，各弧可分为两类。

（1）前向弧
 （方向与链的正方向一致的弧），其集合记为P+。

（2）后向弧
 （方向与链的正方向相反的弧），其集合记为P-。

注意，前向弧和后向弧是相对的，即相对于指定链的正方向。

例如，在图6.3（a）中，指定的链为：P＝｛Vs
 ，V1
 ，V2
 ，V4
 ，Vt
 ｝，这条链在图6.3（a）中用粗线标明。则P+和P-分别为：

P+＝｛＜Vs
 ，V1
 ＞，＜V2
 ，V4
 ＞，＜V4
 ，Vt
 ＞｝，P-＝｛＜V2
 ，V1
 ＞｝。
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图6.3　前向弧和后向弧

注意，同一条弧可能在某条链中是前向弧，而在另外一条链中是后向弧。例如，如图6.3（b）所示，弧＜V2
 ，V1
 ＞在链P1
 ＝｛Vs
 ，V1
 ，V2
 ，V4
 ，Vt
 ｝是后向弧，而在链P2
 ＝｛Vs
 ，V2
 ，V1
 ，V3
 ，Vt
 ｝是前向弧。这一点在6.4节中求最小费用最大流时要用到。


增广路
 （Augmenting Path）。设f是一个容量网络G中的一个可行流，P是从Vs
 到Vt
 的一条链，若P满足下列条件。

（1）在P的所有前向弧＜u，v＞上，0≤f（u，v）＜c（u，v），即P+中每一条弧都是非饱和弧。

（2）在P的所有后向弧＜u，v＞上，0＜f（u，v）≤c（u，v），即P-中每一条弧是非零流弧。

则称P为关于可行流f的一条增广路，简称为增广路
 （或称为增广链
 、可改进路
 ）。

那么，为什么将具有上述特征的链P称为增广路呢？原因是可以通过修正P上所有弧的流量f（u，v）来把现有的可行流f改进成一个值更大的流f1
 。

沿着增广路改进可行流的操作称为增广
 （augmenting）。

下面具体地给出一种方法，利用这种方法就可以把f改进成一个值更大的流f1
 。这种方法是：

（1）不属于增广路P的弧＜u，v＞上的流量一概不变，即f1
 （u，v）＝f（u，v）；

（2）增广路P上的所有弧＜u，v＞上的流量按下述规则变化：（始终满足可行流的2个条件）

①在前向弧＜u，v＞上，f1
 （u，v）＝f（u，v）＋α；

②在后向弧＜u，v＞上，f1
 （u，v）＝f（u，v）－α。

称α为可改进量
 ，它应该按照下述原则确定：

α既要取得尽量大；

又要使变化后f1
 仍满足可行流的两个条件——容量限制条件和平衡条件。

不难看出，按照这个原则，α既不能超过每条前向弧的c（u，v）－f（u，v），也不能超过每条后向弧的f（u，v）。因此α应该等于每条前向弧上的c（u，v）－f（u，v）与每条后向弧上的f（u，v）的最小值。即：
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图6.4（a）给出了一条增广路P（Vs
 ，V1
 ，V2
 ，V4
 ，Vt
 ）。现在就按照上面讲的方法将流f改进成一个更大的流。首先应该确定改进量α，先看P的前向弧集合：

P+＝｛＜Vs
 ，V1
 ＞，＜V2
 ，V4
 ＞，＜V4
 ，Vt
 ＞｝

Cs1
 －fs1
 ＝8－2＝6，C24
 －f24
 ＝4－0＝4，C4t
 －f4t
 ＝7－3＝4

再看P的后向弧集合：P-＝｛＜V2
 ，V1
 ＞｝，在这条弧上f21
 ＝2。

因此α最多取2，这样既可以使改进后的每条前向弧上的流量有所增加，又可以使改进后的每条后向弧上的流量在减少α之后不至于变成负数。改进后的流如图6.4（b）所示，改进后的流，其流量为7。
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图6.4　增广路及改进方法

3．残留容量与残留网络


残留容量
 （residual capacity）：给定容量网络G（V，E）及可行流f，弧＜u，v＞上的残留容量记为c′（u，v）＝c（u，v）－f（u，v）。每条弧的残留容量表示该弧上可以增加的流量。因为，从顶点u到顶点v流量的减少，等效于顶点v到顶点u流量增加，所以每条弧＜u，v＞上还有一个反方向的残留容量c′（v，u）＝-f（u，v）。


残留网络
 （residual network）：设有容量网络G（V，E）及其上的网络流f，G关于f的残留网络（简称残留网络）记为G′（V′，E′），其中G′的顶点集V′和G的顶点集V相同，即V′＝V，对于G中的任何一条弧＜u，v＞，如果f（u，v）＜c（u，v），那么在G′中有一条弧＜u，v＞∈E′，其容量为c′（u，v）＝c（u，v）－f（u，v），如果f（u，v）＞0，则在G′中有一条弧＜v，u＞∈E′，其容量为c′（v，u）＝f（u，v）。残留网络也称为剩余网络
 。

从残留网络的定义可以看出，原容量网络中的每条弧在残留网络中都化为一条或两条弧。例如图6.5（a）所示的容量网络G，其残留网络G′为图6.5（b）。
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图6.5　残留网络

残留网络中每条弧都表示在原容量网络中能沿其方向增广，弧＜u，v＞的容量c′（u，v）表示原容量网络能沿着u到v的方向增广大小为c′（u，v）的流量。因此，在残留网络中，从源点到汇点的任意一条简单路径都对应一条增广路，路径上每条弧容量的最小值即为能够一次增广的最大流量。

例如，在图6.5（b）中，源点到汇点的一条路径为（Vs
 ，V2
 ，V4
 ，Vt
 ），这条路径有3条弧，容量分别为1、4、2，因此沿着这条路径增广可以增加1个单位的流量。

残留网络与原网络有如下关系。


定理6.1
 （残留网络与原网络的关系）　设f是容量网络G（V，E）的可行流，f′是残留网络G′的可行流，则f＋f′仍是容量网络G的一个可行流。（f＋f′表示对应弧上的流量相加。）

4．割与最小割


割
 （Cut）：在容量网络G（V，E）中，设E′⊆E，如果在G的基图中删去E′后不再连通，则称E′是G的割。割将G的顶点集V划分成两个子集S和T＝V—S。将割记为（S，T）。


S—t割
 ：更进一步，如果割所划分的两个顶点子集满足源点Vs
 ∈S，汇点Vt
 ∈T，则称该割为S—t割。S—t割（S，T）中的弧＜u，v＞（u∈S，v∈T）称为割的前向弧，弧＜u，v＞（u∈T，v∈S）称为割的反向弧。（注意，在本章中，如无特别说明，所说的割均指S—t割。）


割的容量
 ：设（S，T）为容量网络G（V，E）的一个割，其容量定义为所有前向弧的容量总和，用c（S，T）表示。即：
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例如在图6.6（a）中，如果选定S＝｛Vs
 ，V1
 ，V2
 ，V3
 ｝，则T＝｛V4
 ，Vt
 ｝，（S，T）就是一个S—t割。其容量c（S，T）为图中粗线边＜V2
 ，V4
 ＞，＜V1
 ，V4
 ＞，＜V3
 ，V4
 ＞，＜V3
 ，Vt
 ＞的容量总和，即：

c（S，T）＝C24
 ＋C14
 ＋C34
 ＋C3t
 ＝4＋2＋6＋9＝21。
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图6.6　割的容量与净流量


最小割
 （Minimum Cut）：容量网络G（V，E）的最小割是指容量最小的割。


割的净流量
 ：设f是容量网络G（V，E）的一个可行流，（S，T）是G的一个割，定义割的净流量f（S，T）为：
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注意：

（1）在统计割的净流量时：在式（6-5）中，反向弧的流量为负值，即如果＜v，u＞∈E，那么在统计割的净流量时f（u，v）是一个负值。

（2）在统计割的容量时：在式（6-4）中，不统计反向弧的容量。

例如，在图6.6（b）中，S＝｛Vs
 ，V1
 ｝，则T＝｛V2
 ，V3
 ，V4
 ，Vt
 ｝，割（S，T）的容量c（S，T）为：

c（S，T）＝Cs2
 ＋C14
 ＋C13
 ＝4＋2＋2＝8

割（S，T）的净流量为：f（S，T）＝fs2
 ＋f21
 ＋f14
 ＋f13
 ＝3＋（-2）＋2＋2＝5


定理6.2
 （网络流流量与割的净流量之间的关系）　在一个容量网络G（V，E）中，设其任意一个流为f，关于f的任意一个割为（S，T），则有f（S，T）＝—f—，即网络流的流量等于任何割的净流量。

例如，在图6.6（b）中，f（S，T）＝5，—f—＝5，两者相等。


定理6.3
 （网络流流量与割的容量之间的关系）　在一个容量网络G（V，E）中，设其任意一个流为f，任意一个割为（S，T），则必有f（S，T）≤c（S，T），即网络流的流量小于或等于任何割的容量。

根据下面的定理6.5可知，定理6.3中的关系式当且仅当f为最大流，（S，T）为最小割时取等号。例如，在图6.6（b）中，c（S，T）＝8，该图所示的割实际上是一个最小割，在后面的讨论中可以看到，该容量网络的最大流为8。

6.1.2　最大流最小割定理

如何判定一个网络流是否是最大流？有以下两个定理。


定理6.4
 （增广路定理）　设容量网络G（V，E）的一个可行流为f，f为最大流的充要条件是在容量网络中不存在增广路。


定理6.5
 （最大流最小割定理）　对容量网络G（V，E），其最大流的流量等于最小割的容量。

根据定理6.4和6.5，可以总结出以下4个命题是等价的（设容量网络G（V，E）的一个可行流为f）。

（1）f是容量网络G的最大流。

（2）│f│等于容量网络最小割的容量。

（3）容量网络中不存在增广路。

（4）残留网络G′中不存在从源点到汇点的路径。

例如，图6.7（a）所示的网络流是容量网络中的最大流，其流量为8。粗线所表示的弧组成了一个最小割，其容量也为8。在图6.7（a）中，不存在增广路，而在图6.7（b）所示的残留网络中，也不存在从源点到汇点的路径。
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图6.7　网络最大流、最小割、残留网络

6.1.3　网络最大流的求解

给定一个容量网络G（V，E），如何求其最大流是6.1节的重点。网络最大流的求解主要有两大类算法：增广路算法
 （Augmenting Path Algorithm）和预流推进算法
 （Preflow-Push Algorithm）。

1．增广路算法

根据增广路定理，为了得到最大流，可以从任何一个可行流开始，沿着增广路对网络流进行增广，直到网络中不存在增广路为止，这样的算法称为增广路算法
 。问题的关键在于如何有效地找到增广路，并保证算法在有限次增广后一定终止。

增广路算法的基本流程如下（如图6.8所示）。
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图6.8　求网络最大流的思路

（1）取一个可行流f作为初始流（如果没有给定初始流，则取零流f＝｛0｝作为初始流）。

（2）寻找关于f的增广路P，如果找到，则沿着这条增广路P将f改进成一个更大的流。

（3）重复第（2）步直到f不存在增广路为止。

增广路算法的关键是寻找增广路和改进网络流。

将在6.1.4节中讨论Ford和Fulkerson于1956年提出的标号算法，该算法的思想是通过一个标号过程来寻找容量网络中的增广路。6.1.5节讨论最短增广路算法，6.1.6节讨论连续最短增广路算法（Dinic算法），这是两种效率更高的增广路算法。

2．预流推进算法

预流推进算法是从一个预流出发对活跃顶点沿着允许弧进行流量增广，每次增广称为一次推进
 （Push）。在推进过程中，流一定满足流量限制条件（式6-1），但一般不满足流量平衡条件（式6-2），因此只是一个伪流。此外，如果一个伪流中，从每个顶点（除源点Vs
 、汇点Vt
 外）流出的流量之和总是小于等于流入该顶点的流量之和，称这样的伪流为预流
 （Preflow）。因此这类算法被称为预流推进算法。

将在6.1.7节讨论一般预流推进算法，在6.1.8节讨论最高标号预流推进算法。

在6.1.9节对这两大类算法作对比分析，最后在6.1.10节通过几道ACM/ICPC例题来讲解这些算法的程序实现。

6.1.4　一般增广路方法——Ford-Fulkerson算法

在Ford-Fulkerson算法中，寻找增广路和改进网络流的方法为标号法
 （Label Method），接下来先看标号法的两个实例，再介绍标号法的运算过程和程序实现。

1．标号法实例

以下两个实例分别从初始流为零流和非零流出发采用标号法求网络最大流。

1）标号法求最大流的实例1——初始流为零流

如图6.9（a）所示，各条弧上的流量均为0，初始可行流f为零流。
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图6.9　标号法求网络最大流的实例1——初始流为零流

在图6.9（b）中，对初始流f进行第1次标号。每个顶点的标号
 包含以下两个分量。

（1）第1个分量指明它的标号从哪个顶点得到，以便找出可改进量。

（2）第2个分量是为确定可改进量α用的。

首先对源点Vs
 进行标号，标号为（0，＋∞）。每次标号，源点的标号总是（0，+∞）。其中第1个分量为0，表示该顶点是源点；第2个分量为+∞，表示Vs
 可以流出任意多的流量（只要从它发出的弧可以接受）。

源点有标号以后，采用广度优先搜索（BFS）的思路
 从源点出发进行遍历，并对遍历到的每个顶点进行标号。假设在对某个顶点的多个未标号邻接顶点中进行标号时，按顶点序号从小到大的顺序进行标号。例如源点Vs
 有两个邻接顶点：V1
 和V2
 ，则先对顶点V1
 进行标号。对顶点V1
 的标号为（Vs
 ，8）。该标号的含义是：第2个分量为8，表示Vs
 可以流出+∞的流量，但弧＜Vs
 ，V1
 ＞的容量为8，所以，顶点Vs
 只能接受8；第1个分量表示流量改进量“8”来自顶点Vs
 。按照同样的思路对顶点V2
 进行标号，标号为（Vs
 ，4）。

源点Vs
 的邻接顶点检查完毕后，再从顶点V1
 出发对它的邻接顶点进行标号：对顶点V3
 的标号为（V1
 ，2），对顶点V4
 的标号为（V1
 ，2）。注意，顶点V2
 也是V1
 的“邻接”（通过后向弧“邻接”）顶点，但V2
 已经有标号了，所以不能通过V1
 对V2
 进行标号。

源点V1
 的邻接顶点检查完毕后，再从顶点V2
 出发对它的邻接顶点进行标号，此时顶点V2
 的邻接顶点中，都已经有标号了。

源点V2
 的邻接顶点检查完毕后，再从顶点V3
 出发对它的邻接顶点进行标号，从而通过V3
 对汇点Vt
 进行标号，标号为（V3
 ，2）。

一旦汇点Vt
 有标号，且第2个分量不为0，则表示找到一条增广路。确定这条增广路的方法是：从汇点Vt
 标号的第1个分量出发，采用“倒向追踪
 ”的方法，一直找到源点Vs
 。

例如在图6.9（b）中，汇点Vt
 标号的第1个分量为V3
 ，表示增广路上汇点Vt
 前面的顶点为V3
 ；顶点V3
 标号的第1个分量为V1
 ，表示增广路上顶点V3
 前面的顶点为V1
 ；顶点V1
 标号的第1个分量为Vs
 ，表示增广路上顶点V1
 前面的顶点为Vs
 ；因此找到的这条增广路为：P（Vs
 ，V1
 ，V3
 ，Vt
 ），增广路中的弧用粗线标明。并且这条增广路的可改进量α就是汇点Vt
 标号的第2个分量，为2。沿着这条增广路，可以将流量增加2，流量变成2，改进后的流如图6.9（c）所示。

图6.9（d）对第1次调整后的网络流进行第2次标号，求得的增广路为：P（Vs
 ，V1
 ，V4
 ，Vt
 ），可改进量α＝2；调整后得到的网络流如图6.9（e）所示，流量为4。

图6.9（f）对第2次调整后的网络流进行第3次标号，求得的增广路为：P（Vs
 ，V2
 ，V3
 ，Vt
 ），可改进量α＝1；调整后得到的网络流如图6.9（g）所示，流量为5。

图6.9（h）对第3次调整后的网络流进行第4次标号，求得的增广路为：P（Vs
 ，V2
 ，V4
 ，Vt
 ），可改进量α＝3；调整后得到的网络流如图6.9（i）所示，流量为8。

在图6.9（j）中，对第4次调整后得到的网络流进行第5次标号：通过源点Vs
 对顶点V1
 的标号为（Vs
 ，4），源点Vs
 无法对顶点V2
 进行标号，因为弧＜Vs
 ，V2
 ＞已经饱和了；而顶点V1
 也无法对它的邻接顶点进行标号。此后汇点Vt
 无法获得标号，或者说汇点Vt
 的可改进量α为0。至此，标号法结束，求得的最大流流量为8。

2）标号法求最大流的实例2——初始流为非零流

如图6.10（a）所示，初始可行流f为非零流，其流量为5。
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图6.10　标号法求网络最大流的实例2——初始流为非零流

图6.10（b）对初始流进行第1次标号，求得的增广路为：P（Vs
 ，V2
 ，V4
 ，Vt
 ），可改进量α＝1；调整后得到的网络流如图6.10（c）所示，流量为6。

图6.10（d）所示的第2次标号过程要特别注意：顶点V2
 获得的标号中，第1个分量为-V1
 。第2次标号过程为：通过源点Vs
 对顶点V1
 的标号为（Vs
 ，6），源点Vs
 无法对顶点V2
 进行标号。然后，顶点V1
 的邻接顶点中，V3
 和V4
 都无法从V1
 获得标号，因为对应的弧已经饱和了；但这时要注意，顶点V1
 通过后向弧＜V2
 ，V1
 ＞与顶点V2
 “邻接”，且顶点V2
 还没有标号。所以给V2
 顶点标号为（-V1
 ，2），第1个分量前的负号表示在找到的增广路中，弧＜V2
 ，V1
 ＞是后向弧，在改进当前可行流时它的流量应该减少，相当于这个改进量实际上是由顶点V2
 提供给顶点V1
 的。第2次标号后，求得的增广路为：P（Vs
 ，V1
 ，V2
 ，V4
 ，Vt
 ），可改进量α＝2；调整后得到的网络流如图6.10（e）所示，流量为8。

在图6.10（f）中，对得到的网络流进行第3次标号：通过源点Vs
 对顶点V1
 的标号为（Vs
 ，4），源点Vs
 无法对顶点V2
 进行标号，因为弧＜Vs
 ，V2
 ＞已经饱和了；而顶点V1
 也无法对它的邻接顶点进行标号。此后汇点Vt
 无法获得标号，或者说汇点Vt
 的可改进量α为0。至此，标号法结束，求得的最大流流量为8。

注意：以上两个实例中，容量网络是相同的，只是初始流不同；求解的结果表明，得到的网络最大流的流量是相同的，都为8。

2．标号法的运算过程

标号法的具体运算过程如下：从一个可行流f出发（若网络中没有给定每条弧的流量，则可以设f为零流），进入标号过程和调整过程。

1）标号过程

在标号过程，容量网络中的顶点可以分为如下3类。

（1）未标号顶点。

（2）已标号，未检查邻接顶点。

（3）已标号，且已检查邻接顶点（即已经检查它的所有邻接顶点，看是否能标号）。

每个标号顶点的标号包含两个分量。

（1）第1个分量指明它的标号从哪个顶点得到，以便找出增广路。

（2）第2个分量是为确定可改进量α用的。

标号过程开始时，总是先给Vs
 标上（0，+∞），0表示Vs
 是汇点，+∞表示Vs
 可以流出任意多的流量（只要从它发出的弧可以接受）。这时Vs
 是已标号而未检查的顶点，其余都是未标号点。然后从源点Vs
 出发，对它的每个邻接顶点进行标号。

一般，取一个已标号而未检查的顶点u，对一切未标号顶点v，进行如下步骤。

（1）若v与u“正向”邻接，且在弧＜u，v＞上f（u，v）＜c（u，v），则给v标号（u，L（v）），这里L（v）＝min｛L（u），c（u，v）－f（u，v）｝，L（u）是顶点u能提供的标号，c（u，v）－f（u，v）是弧＜u，v＞能接受的标号，取二者中的较小者。这时顶点v成为已标号而未检查的顶点。

（2）若v与u“反向”邻接，且在弧＜v，u＞上f（v，u）＞0，则给v标号（-u，L（v）），这里L（v）＝min｛L（u），f（v，u）｝。这时顶点v成为已标号而未检查的顶点。

当u的全部邻接顶点都已检查后，u成为已标号且已检查过的顶点。

重复上述步骤直至汇点获得标号，一旦汇点Vt
 被标号并且汇点标号的第2个分量大于0，则表明得到一条从Vs
 到Vt
 的增广路P，转入调整过程；若所有已标号未检查的顶点都检查完毕但标号过程无法继续，从而汇点Vt
 无法获得标号，或者得到的可改进量α＝0，则算法结束，这时的可行流即为最大流。

2）调整过程

采用“倒向追踪”的方法，从Vt
 开始，利用标号顶点的第1个分量逐条弧地找出增广路P，并以Vt
 的第2个分量L（Vt
 ）作为改进量α，改进P路上的流量。

例如，设Vt
 标号的第1个分量为Vk
 ，则弧＜Vk
 ，Vt
 ＞是增广路P上的弧。接下来检查Vk
 标号的第1个分量，若为Vi
 （或-Vi
 ），则找到弧＜Vi
 ，Vk
 ＞（或相应的＜Vk
 ，Vi
 ＞）。再检查Vi
 标号的第1个分量，…，一直到Vs
 为止。这时被找出的弧就构成了增广路P。改进量α是L（Vt
 ），即Vt
 标号的第2个分量。对这条增广路上各条弧的流量作如下调整：
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去掉所有的标号，对新的可行流进行重新标号过程和调整过程。

3．标号法的程序实现


例6.1
 　利用前面介绍的标号法求图6.9（a）及图6.10（a）所示的容量网络的最大流，输出各条弧及其流量，以及求得的最大流流量。

假设数据输入时采用如下的格式进行输入：首先输入顶点个数n和弧数m，然后输入每条弧的数据。规定源点为第0个顶点，汇点为第n－1个顶点。每条弧的数据格式为：u v c f，分别表示这条弧的起点、终点、容量和流量。顶点序号从0开始计起。


分析：


在下面的程序中，以邻接矩阵存储容量网络，但邻接矩阵中的元素为结构体ArcType类型变量。该结构体描述了网络中弧的结构，包含容量c和流量f两个成员。

在程序中，还定义了3个数组：flag［n］，prev［n］，alpha［n］，其中：

（1）flag［n］表示顶点状态，其元素取值及含义为：-1——未标号，0——已标号未检查，1——已标号已检查。

（2）prev［n］为标号的第1个分量：指明标号从哪个顶点得到，以便找出可改进量。

（3）alpha［n］为标号的第2个分量：用以确定增广路的可改进量α。

另外，如前所述，从一个已标号未检查的顶点出发，对它的邻接顶点进行标号时，采用的是广度优先搜索的策略，因此，在程序中，定义了一个数组queue［n］来模拟队列；并定义了两个相关变量qs
 和qe
 ，分别表示队列头位置和队列尾位置，约定从队列头取出结点，从队列尾插入结点；当qs
 ＜qe
 时表示队列非空。

每一次标号过程如下。

（1）先将flag、prev和alpha这3个数组各元素都初始化-1。

（2）将源点初始化为已标号未检查顶点，即flag［0］＝0，prev［0］＝0，alpha［0］＝INF，INF表示无穷大；并将源点入队列。

（3）当队列非空并且汇点没有标号，从队列头取出队列头顶点，设这个顶点为v，v肯定是已标号未检查顶点；因此，检查顶点v的正向和反向“邻接”顶点，如果没有标号并当前可以进行标号，则对这些顶点进行标号并入队列，这些顶点都是已标号未检查顶点；此后顶点v为已标号已检查顶点。反复执行这一步直至队列为空或汇点已获得标号。

图6.11描述了图6.10（b）所示的从非零流出发进行第1次标号过程，在图6.11（e）中，检查完顶点4后，汇点（即顶点5）已经有标号了，可以进行调整了，因此这一次标号过程就结束了。
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图6.11　标号法的实现过程

标号完毕后，要进行调整，调整方法是：从汇点出发，通过标号的第1个分量，即prev［5］，采用“倒向追踪”方法，一直找到源点为止，这个过程途经的顶点和弧就构成了增广路。可改进量为汇点标号的第2个分量，即alpha［5］。

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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4．Ford-Fulkerson算法的复杂度分析

很明显，如果容量网络中各弧的容量和初始流量均为正整数，则Ford-Fulkerson算法每增广一次，流量至少会增加1个单位，因此Ford-Fulkerson算法肯定能在有限的步骤内使得网络流达到最大。类似的理由可以说明：当所有弧上的容量为有理数时，也可在有限的步骤内使得网络流达到最大。但是如果弧上的容量可以是无理数，则Ford-Fulkerson算法不一定在有限步内终止。

Ford-Fulkerson算法并没有明确应该按照怎样的顺序来给顶点进行标号（在前面的实例分析中，为描述方便，以广度优先搜索的顺序给各顶点标号），因此可能会出现如图6.12所示的最坏情形。在图6.12中，交替地使用Vs
 V1
 V2
 Vt
 和Vs
 V2
 V1
 Vt
 作为增广路，很明显每次只能使流量增加1，这样就需要2×2100
 次增广才能最终求得最大流。
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图6.12　Ford-Fulkerson算法的最坏情形

由于割（｛Vs
 ｝，V—｛Vs
 ｝）中前向弧的条数最多为n条，因此最大流流量—F—的上界为nU（U表示网络中各条弧的最大容量）。此外，由于每次增广最多需要对所有弧检查一遍，所以Ford-Fulkerson算法的时间复杂度为O（mnU）。因此，Ford-Fulkerson算法的时间复杂度不仅依赖于容量网络的规模（顶点数和弧数），还和各条弧的容量有关。（n和m分别为顶点数和边数。）

6.1.5　最短增广路算法

1．顶点的层次与层次网络

顶点的层次
 （Level）：在残留网络中，把从源点到顶点u的最短路径长度（该长度仅仅是值路径上边的数目，与容量无关），称为顶点u的层次，记为level（u）。源点Vs
 的层次为0。

将残留网络中所有顶点的层次标注出来的过程称为分层
 。

例如，对图6.5（b）所示的残留网络进行分层后，得到图6.13（a），顶点旁的数值表示顶点的层次。为了让读者更清晰地观察顶点的层次，在图6.13（b）中还特意将顶点按层次递增的顺序排列。
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图6.13　顶点的层次

注意：

（1）对残留网络进行分层后，弧有3种可能的情况。

①从第i层顶点指向第i＋1层顶点。

②从第i层顶点指向第i层顶点。

③从第i层顶点指向第j层顶点（j＜i）。

（2）不存在从第i层顶点指向第i＋k层顶点的弧（k≥2）。

（3）并非所有网络都能分层。例如图6.14所示的网络就不能分层。
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图6.14　不能分层的网络


层次网络
 （Level Network）：对残留网络分层后，删去比汇点Vt
 层次更高的顶点和与汇点Vt
 同层的顶点（保留Vt
 ），并删去与这些顶点关联的弧，再删去从某层顶点指向同层顶点和低层顶点的弧，所剩的各条弧的容量与残留网络中的容量相同，这样得到的网络是残留网络的子网络，称为层次网络，记为G″（V″，E″）。

根据层次网络的定义可知，层次网络中任意一条弧＜u，v＞，都满足level（u）＋1＝level（v）。这种弧也称为允许弧
 （Admissible Arc）。

例如，对图6.5（b）所示的残留网络分层并构造层次网络，得到图6.15所示的层次网络。
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图6.15　层次网络

直观地说，层次网络是建立在残留网络基础之上的一张“最短路径图”。从源点开始，在层次网络中沿着边不管怎么走，到达一个终点后，经过的路径一定是终点在残留网络中的最短路径。


阻塞流
 （Blocking Flow）：设容量网络中的一个可行流为f，当该网络的层次网络G″中不存在增广路（即从源点Vs
 到汇点Vt
 的路径）时，称该可行流f为层次网络G″的阻塞流。

2．最短增广路算法思想

最短增广路算法的思路是：每次在层次网络中找一条含弧数最少的增广路进行增广。最短增广路算法的具体步骤如下。

（1）初始化容量网络和网络流。

（2）构造残留网络和层次网络，若汇点不在层次网络中，则算法结束。

（3）在层次网络中不断用BFS增广，直到层次网络中没有增广路为止；每次增广完毕，在层次网络中要去掉因改进流量而导致饱和的弧。

（4）转步骤（2）。

在最短增广路算法中，第（2）、（3）步被循环执行，将执行（2）、（3）步的一次循环称为一个阶段。每个阶段中，首先根据残留网络建立层次网络，然后不断用BFS在层次网络内增广，直到出现阻塞流。注意每次增广后，在层次网络中要去掉因改进流量而导致饱和的弧。该阶段的增广完毕后，进入下一个阶段。这样不断重复，直到汇点不在层次网络内出现为止。汇点不在层次网络内意味着在残留网络中不存在一条从源点到汇点的路径，即没有增广路。

在程序实现的时候，并不需要真正“构造”层次网络，只需对每个顶点标记层次，增广的时候，判断边是否满足level（v）＝level（u）＋1这一约束条件即可。

3．最短增广路算法实例

接下来以图6.16（a）所示的容量网络G和初始流为例讲解最短增广路算法的执行过程。
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图6.16　最短增广路算法实例

图6.16（b）～图6.16（d）为第1个阶段，其过程如下。

（1）首先构造残留网络，如图6.16（b）所示；其中顶点旁的数字为顶点的层次。

（2）然后构造层次网络，如图6.16（c）所示。在层次网络中利用BFS算法找到一条增广路，在图6.16（c）中用粗线标明了增广路，沿着这条增广路可以将网络流流量增加1。增广完毕后，＜Vs
 ，V1
 ＞这条弧因为饱和了，所以在层次网络中将被去掉，而＜V1
 ，V4
 ＞、＜V4
 ，Vt
 ＞这两条弧的容量将减1。这样层次网络中就不存在增广路了。该阶段的增广完毕。

（3）第1个阶段增广后的网络流如图6.16（d）所示。

图6.16（e）～图6.16（h）为第2个阶段，其过程如下。

（1）首先构造残留网络，如图6.16（e）所示。

（2）然后构造层次网络，如图6.16（f）所示。在层次网络中利用BFS算法找到一条增广路，在图6.16（f）中用粗线标明了增广路，沿着这条增广路可以将网络流流量增加1。增广完毕后，在＜V2
 ，V1
 ＞这条弧因为饱和了，所以在层次网络中将被去掉，而＜Vs
 ，V2
 ＞、＜V1
 ，V4
 ＞、＜V4
 ，Vt
 ＞这3条弧的容量将减1，如图6.16（g）所示。然后继续用BFS算法从源点开始寻找增广路，在图6.16（g）中又找到一条增广路，沿着这条增广路可以将网络流流量增加4。此后，层次网络中就不存在增广路了。该阶段的增广完毕。

（3）第2个阶段增广后的网络流如图6.16（h）所示。

图6.16（i）～图6.16（j）为第3个阶段，其过程为：在图6.16（i）中构造残留网络，在图6.16（j）中构造层次网络，构造完毕后，发现汇点不在层次网络中，因此不存在增广路了。

至此，最短增广路算法结束，求得的网络最大流流量为12。

4．最短增广路算法复杂度分析

最短增广路算法的复杂度包括建层次网络和寻找增广路两部分。

在最短增广路算法中，最多建n个层次网络，每个层次网络用BFS一次遍历即可得到。一次BFS遍历的复杂度为O（m），所以建层次图的总复杂度为O（n×m）。

现在分析在每一阶段中寻找增广路的复杂度。注意到每增广一次，层次网络中必定有一条边会被删除。层次网络中最多有m条边，所以可以认为最多增广m次。在最短增广路算法中，用BFS来增广，一次增广的复杂度为O（m＋n），其中O（m）为BFS的花费，O（n）为修改流量的花费。所以在每一阶段寻找增广路的复杂度为O（m×（m＋n））＝O（m2
 ）。因此n个阶段寻增广路总的复杂度为O（n×m2
 ）。

最短增广路算法的总复杂度即为建层次网络的总复杂度与寻找增广路的总复杂度之和，为O（n×m2
 ）。

6.1.6　连续最短增广路算法——Dinic算法

1．Dinic算法思路

Dinic算法的思想也是分阶段地在层次网络中增广。它与最短增广路算法不同之处是：最短增广路算法每个阶段执行完一次BFS增广后，要重新启动BFS从源点Vs
 开始寻找另一条增广路；而在Dinic算法中，只需一次DFS过程就可以实现多次增广，这是Dinic算法的巧妙之处。Dinic算法的具体步骤如下。

（1）初始化容量网络和网络流。

（2）构造残留网络和层次网络，若汇点不在层次网络中，则算法结束。

（3）在层次网络中用一次DFS过程进行增广，DFS执行完毕，该阶段的增广也执行完毕。

（4）转步骤（2）。

在Dinic的算法步骤中，只有第（3）步与最短增广路算法不同。在下面的实例中，将会发现DFS过程将会使算法的效率较之最短增广路算法有非常大的提高。

2．Dinic算法实例

接下来以图6.16（e）所示的第2阶段开始分析Dinic算法的一个阶段执行过程，图6.17（a）就是图6.16（e）。
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图6.17　Dinic算法实例

图6.17（a）～图6.17（f）演示了Dinic执行的第2个阶段，其过程如下。

（1）首先构造好残留网络，如图6.17（a）所示。

（2）构造好层次网络后，然后从源点开始执行DFS过程，约定DFS过程中在多个未访问过的邻接顶点中进行选择时，按顶点序号从小到大的顺序进行选择，那么将找到一条增广路（Vs
 ，V2
 ，V1
 ，V4
 ，Vt
 ），如图6.17（b）所示，沿着这条增广路进行增广，流量增加1。

（3）此后，DFS过程沿着图6.17（c）所示的虚线回退，一直回退到从源点可到达的最远顶点为止，即顶点V2
 ，如图6.17（c）所示。

（4）然后从V2
 继续DFS，找到第2条增广路（Vs
 ，V2
 ，V3
 ，V4
 ，Vt
 ），如图6.17（d）所示，沿着这条增广路进行增广，流量增加4。

（5）此后，DFS过程沿着图6.17（e）所示的虚线回退，一直回退到源点，至此，DFS执行完毕，该阶段的增广也执行完毕，增广后网络流如图6.17（f）所示。

3．Dinic算法复杂度分析

与最短增广路算法一样，Dinic算法最多被分为n个阶段，每个阶段包括建层次网络和寻找增广路两部分，其中建立层次网络的复杂度仍是O（n×m）。

现在来分析DFS过程的总复杂度。在每一阶段，将DFS分成两部分分析。

（1）修改增广路的流量并后退的花费。在每一阶段，最多增广m次，每次修改流量的费用为O（n）。而一次增广后在增广路中后退的费用也为O（n）。所以在每一阶段，修改增广路以及后退的复杂度为O（m×n）。

（2）DFS遍历时的前进与后退。在DFS遍历时，如果当前路径的最后一个顶点能够继续扩展，则一定是沿着第i层顶点指向第i＋1层顶点的边向汇点前进了一步。因为增广路径长度最长为n，所以最多连续前进n步后就会遇到汇点。在前进的过程中，可能会遇到没有边能够沿着继续前进的情况，这时将路径中的最后一个点在层次图中删除。

注意到每后退一次必定会删除一个点，所以后退的次数最多为n次。在每一阶段中，后退的复杂度为O（n）。

假设在最坏情况下，所有的点最后均被删除，一共后退了n次，这也就意味着，有n次的前进被“无情”地退了回来，这n次前进操作都没有起到“寻找增广路”的作用。除去这n次前进和n次后退，其余的前进都对最后找到增广路做了贡献。增广路最多找m次，每次最多前进n个点。所以所有前进操作最多为n＋m×n次，复杂度为O（m×n）。

于是得到，在每一阶段中，DFS遍历时前进与后退的花费为O（m×n）。

综合以上两点，一次DFS的复杂度为O（m×n）。因为最多进行n次DFS，所以在Dinic算法中找增广路的总复杂度为O（m×n2
 ）。因此，Dinic算法的总复杂度即为建层次网络的总复杂度与寻找增广路的总复杂度之和，为O（m×n2
 ）。

6.1.7　一般预流推进算法

1．增广路算法的缺点

增广路算法的特点是找到增广路后，立即沿增广路对网络流进行增广。每一次增广可能需要对最多n－1条弧进行操作，因此，每次增广的复杂度为O（n），在有些情况下，这个代价是很高的。如图6.18所示是一个极端的例子。在图6.18所示的容量网络中，无论采用何种增广路算法，都会找到10条增广路，每条路长为10，容量为1。因此，总共需要10次增广，每次增广1个单位，每次增广时需要对10条弧进行操作。
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图6.18　增广路算法的缺点

通过观察发现，10条增广路中的前9个顶点（前8条弧）是完全一样的，能否直接将前8条弧的流量增广10个单位，而只对后面长度为2的、不同的有向路单独操作呢？这就是预流推进算法（Preflow Push Algorithm）的思想。也就是说，预流推进算法关注于对每一条弧的操作和处理，而不必一次一定处理一条增广路。

2．距离标号

设容量网络为G（V，E），f是其可行流，对于一个残留网络G′（V，E），如果一个函数d将顶点集合V映射到非负整数集合，则称d是关于残留网络G′的距离函数
 （Distance Function）。d（u）称为顶点u的距离标号
 （Distance Label）。

如果距离函数d满足：①d（Vt
 ）＝0；②对G′中的任意一条弧＜u，v＞，有d（u）≤d（v）＋1。则称距离函数d关于流f是有效的
 （Valid），或称距离标号（函数）d是有效的。

如果任意一个顶点的距离标号正好等于残留网络中从该顶点到汇点Vt
 的最短有向路径距离（指路径上弧的数目），则称距离函数d关于流f是精确
 （Exact）的，或称距离标号是精确的。精确的距离标号一定是有效的。

例如，图6.19对图6.5（b）所示的残留网络进行距离标号，这些标号都是精确的。
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图6.19　精确的距离标号

如果对残留网络G′中某一条弧＜u，v＞，有d（u）＝d（v）＋1，则称弧＜u，v＞为允许弧
 （Admissible Arc）。如果从源点到汇点的一条有向路径完全由允许弧组成，则该有向路称为允许路
 （Admissible Path）。

根据有效距离函数的定义，可以得到以下结论：若距离函数d是有效的，则有下面的结论。

（1）d（u）是残留网络G′中从顶点u到汇点Vt
 的最短有向路径长度的下界。

（2）如果d（Vs
 ）≥n，则残留网络G′中从源点Vs
 到汇点Vt
 没有有向路（即增广路）。

（3）允许路是残留网络G′中的最短增广路。

对于一个残留网络G′，如何确定其精确的距离标号呢？可以从汇点Vt
 开始，对G′沿反向弧进行广度优先搜索，这一过程的复杂度为O（m）。可以看出，一个顶点精确的距离标号实际上表示的是从该顶点到汇点Vt
 的最短路径长度，也就是说对所有顶点按照最短路径长度进行了层次划分。例如，图6.19将残留网络中的顶点划分成4个层次，用虚线标明。


关于层次和距离标号的说明
 ：从顶点层次（6.1.5节）和距离标号的定义和讨论可以看出，顶点层次实质上就是一种精确的“距离标号”，只不过这种距离是从d（Vs
 ）＝0开始进行标号的，顶点u的层次level（u）为源点Vs
 到顶点u的最短路径长度。

3．一般预流推进算法思想


盈余
 （Excess）：设u是容量网络G（V，E）中的顶点，定义顶点u的盈余为流入顶点u的流量之和减去从顶点u流出的流量之和，记为e（u），即：
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式中：[image: alt]
 表示流入顶点u的流量总和；[image: alt]
 表示从顶点u流出的流量总和。


活跃顶点
 （Active Vertex）：容量网络G中，e（u）＞0的顶点u（u≠Vs
 、Vt
 ）称为活跃顶点。


预流
 （Preflow）：设f＝｛f（u，v）｝是容量网络G（V，E）上的一个网络流，如果G的每一条弧＜u，v＞都满足：
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另外，除源点Vs
 、汇点Vt
 外每个顶点u的盈余e（u）都满足：
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则称该网络流f为G的预流。

对容量网络G的一个预流f，如果存在活跃顶点，则说明该预流不是可行流。预流推进算法就是要选择活跃顶点，并通过它把一定的流量推进到它的邻接顶点，尽可能将正的盈余减少为0。如果当前活跃顶点有多个邻接顶点，那么首先应推进到哪个邻接顶点呢？由于算法最终目的是尽可能将流量推进到汇点Vt
 ，因此算法总是首先寻求将流量推进到距离汇点Vt
 最近的邻接顶点中。由于每个顶点的距离标号可以表示顶点到汇点Vt
 的距离，因此算法总是将流量沿着允许弧推进。如果从当前活跃顶点出发没有允许弧，则增加该顶点的距离标号，使得从当前活跃顶点出发至少有一条允许弧。

预流推进算法的基本框架如下。

（1）（预处理）取零流作为初始可行流，即f＝｛0｝，对源点Vs
 发出的每条＜Vs
 ，u＞，令f（Vs
 ，u）＝c（Vs
 ，u）；对任意的顶点v∈V，计算精确的距离标号d（v）；令d（Vs
 ）＝n。

（2）如果残留网络G′（V′，E′）中不存在活跃顶点，则算法结束，已经求得最大流，否则进入第（3）步。

（3）在残留网络中选取活跃顶点u；如果存在顶点u的某条出弧＜u，v＞为允许弧，则将min｛e（u），c′（u，v）｝流量的流从顶点u推进到顶点v；否则令d（u）＝min｛d（v）＋1—＜u，v＞∈E′，且c′（u，v）＞0｝。转第（2）步。c′（u，v）为残留网络中弧＜u，v＞的容量。

可见，算法的每次迭代是一次推进操作（第（3）步的前面部分），或者一次重新标号操作（第（3）步的后面部分）。对于推进操作，如果推进的流量等于弧上的残留容量，则称为饱和推进
 （Saturating Push），否则称为非饱和推进
 （Nonsaturating Push）。当算法终止时，网络中不含有活跃顶点，因此源点Vs
 和汇点Vt
 的盈余不为0。所以，此时得到的预流实际上已经是一个可行流。又由于在算法预处理已经令源点的距离标号d（Vs
 ）＝n，而距离标号在计算过程中不会减少，因此算法在计算过程中可以保证网络中永远不会有增广路存在。根据增广路定理，算法终止时一定得到了最大流。

4．一般预流推进算法求解实例

本小节以图6.20（a）所示的容量网络G为例演示一般预流推进算法的求解过程。在该容量网络中，源点为Vs
 ，汇点为Vt
 ，只有顶点V1
 和V2
 可能为活跃顶点。
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图6.20　一般预流推进算法实例

首先进行预处理，得到图6.20（b）所示的残留网络（注意在预处理中将源点Vs
 发出的每条弧的流量设置为其容量）。顶点旁的两个数字分别表示顶点的盈余e（u）和距离标号d（u）。在图6.20（b）中，存在两个活跃顶点V1
 和V2
 ，假设选择V1
 ，沿弧＜V1
 ，Vt
 ＞推进1个单位流量，得到残留网络6.20（c）。

在图6.20（c）中，顶点V1
 和V2
 仍是活跃顶点，假设继续选择顶点V1
 ，由于没有从顶点V1
 发出的允许弧，因此将V1
 的标号修改为2。

在图6.20（d）中，此时顶点V1
 和V2
 仍是活跃顶点，假设选择顶点V2
 ，沿弧＜V2
 ，Vt
 ＞推进4个单位流量，得到残留网络如图6.20（e）所示。

在图6.20（e）中，只有顶点V1
 是活跃顶点，沿弧＜V1
 ，V2
 ＞推进2个单位流量，得到残留网络如图6.20（f）所示。

在图6.20（f）中，只有顶点V2
 是活跃顶点，沿弧＜V2
 ，Vt
 ＞推进1个单位流量，得到残留网络如图（g）所示。

在图6.20（g）中，只有顶点V2
 是活跃顶点，由于没有从顶点V2
 发出的允许弧，因此将V2
 的标号修改为3。

在图6.20（h）中，只有顶点V2
 是活跃顶点，沿弧＜V2
 ，V1
 ＞推进1个单位流量，得到残留网络如图6.20（i）所示。

在图6.20（i）中，只有顶点V1
 是活跃顶点，由于没有从顶点V1
 发出的允许弧，因此将V2
 的标号修改为4。

在图6.20（j）中，只有顶点V1
 是活跃顶点，沿弧＜V1
 ，V2
 ＞推进1个单位流量，得到残留网络如图6.20（k）所示。

在图6.20（k）中，只有顶点V2
 是活跃顶点，由于没有从顶点V2
 发出的允许弧，因此将V2
 的标号修改为5。

在图6.20（l）中，只有顶点V2
 是活跃顶点，沿弧＜V2
 ，Vs
 ＞推进1个单位流量，得到残留网络如图6.20（m）所示。

在图6.20（m）中，除源点Vs
 、汇点Vt
 外没有活动顶点了，至此，算法结束，求得的网络最大流如图6.20（n）所示，流量为6。

5．一般预流推进算法的复杂度

一般预流推进算法的时间复杂度为O（n2
 m）。证明略。

6.1.8　最高标号预流推进算法

从前面对一般预流推进算法的演示实例可以看出，该算法的瓶颈在于非饱和推进：每当选定一个活跃顶点后，如果执行的是一次非饱和推进，则该顶点仍然是活跃顶点，但紧接着的下一次迭代可能选择另一个新的活动顶点。最高标号预流推进算法的思想是从具有最大距离标号的活跃节点开始预流推进。之所以按照这样的顺序做，一个直观的想法是：使得距离标号较小的活跃顶点累积尽可能多地来自距离标号较大的活跃顶点的流量，然后对累积的盈余进行推进，可能会减少非饱和推进的次数。

最高标号预流推进算法的时间复杂度为O（n2
 m1/2
 ）。证明略。

6.1.9　网络最大流算法总结

前面介绍了求解网络最大流的两大类共5种算法，表6-1对这5种算法做了总结。

表6-1　网络最大流算法总结
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其中：n为顶点数，m为弧的数目，U表示网络中各条弧的最大容量。

6.1.10　例题解析

以下通过5道例题的分析，详细介绍容量网络建模方法、各种求解网络最大流的算法思想及实现方法。


例6.2
 　迈克卖猪问题（PIGS）


题目来源：


Croatia 2002 Final Exam—First day，POJ1149


题目描述：


迈克在一个养猪场工作，养猪场里有M个猪圈，每个猪圈都上了锁。由于迈克没有钥匙，所以他不能打开任何一个猪圈。要买猪的顾客一个接一个来到养猪场，每个顾客有一些猪圈的钥匙，而且他们要买一定数量的猪。某一天，所有要到养猪场买猪的顾客，他们的信息是要提前让迈克知道的。这些信息包括：顾客所拥有的钥匙（详细到有几个猪圈的钥匙、有哪几个猪圈的钥匙）、要购买的数量。这样对迈克很有好处，他可以安排销售计划以便卖出的猪的数目最大。

更详细的销售过程为：当每个顾客到来时，他将那些他拥有钥匙的猪圈全部打开；迈克从这些猪圈中挑出一些猪卖给他们；如果迈克愿意，迈克可以重新分配这些被打开的猪圈中的猪；当顾客离开时，猪圈再次被锁上。注意：猪圈可容纳的猪的数量没有限制。

编写程序，计算迈克这一天能卖出猪的最大数目。


输入描述：


输入格式如下。

（1）第1行是两个整数：M和N（1≤M≤1000，1≤N≤100）。M是猪圈的数目，N是顾客的数目。猪圈的编号从1到M，顾客的编号从1到N。

（2）第二行是M个整数，为每个猪圈中初始时猪的数目，范围是［0，1000］。

（3）接下来的N行是顾客的信息，第i个顾客的信息保存在第i＋2行。格式为：AK1
 K2
 …KA
 B。A为拥有钥匙的数目，Kj
 表示拥有第Kj
 个猪圈的钥匙，B为该顾客想买的猪的数目。A、B均可为0。


输出描述：


输出有且仅有一行，为迈克能够卖掉的猪的最大数目。
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分析：


本题的关键在于如何构造一个容量网络。在本题中，容量网络的构造方法如下。

（1）将顾客看作除源点和汇点以外的结点，并且另设两个结点：源点和汇点。

（2）源点和每个猪圈的第1个顾客连边，边的权是开始时猪圈中猪的数目。

（3）若源点和某个结点之间有重边，则将权合并（因此源点流出的流量就是所有的猪圈能提供的猪的数目）。

（4）顾客j紧跟在顾客i之后打开某个猪圈，则边＜i，j＞的权是+∞；这是因为，如果顾客j紧跟在顾客i之后打开某个猪圈，那么迈克就有可能根据顾客j的需求将其他猪圈中的猪调整到该猪圈，这样顾客j就能买到尽可能多的猪。

（5）每个顾客和汇点之间连边，边的权是顾客所希望购买的猪的数目（因此汇点的流入量就是每个顾客所购买的猪的数目）。

例如，对本题样例输入中的测试数据所构造的容量网络如图6.21（a）所示。其过程如下。
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图6.21　迈克卖猪问题：容量网络的构造及最大流的求解

（1）因为有3个顾客，所以除源点和汇点外，还有3个顶点V1
 、V2
 和V3
 。

（2）第1个猪圈的第一个顾客是V1
 ，第2个猪圈的第1个顾客是V1
 ，第3个猪圈的第1个顾客是V2
 ，因此源点到顶点V1
 有重边，合并后，权值为3＋1＝4，源点到顶点V2
 有一条边，权值为10。

（3）顾客V2
 紧跟在V1
 后面打开第1个猪圈，顾客V3
 紧跟在V1
 后面打开第2个猪圈，因此顶点V1
 到V2
 、V1
 到V3
 都有边，其权值为+∞。

（4）每个顾客V1
 、V2
 和V3
 到汇点Vt
 都有一条边，其权值分别为2、3、6。

构造好容量网络后，从初始流（零流）出发进行标号、调整，如图6.21（b）～6.21（h）所示。其过程如下。

图6.21（b）对初始网络流进行第1次标号，求得的增广路为：P（Vs
 ，V1
 ，Vt
 ），可改进量α＝2；调整后得到的网络流如图6.21（c）所示。

图6.21（d）对第1次调整后的网络流进行第2次标号，求得的增广路为：P（Vs
 ，V2
 ，Vt
 ），可改进量α＝3；调整后得到的网络流如图6.21（e）所示。

图6.21（f）对第2次调整后的网络流进行第3次标号，求得的增广路为：P（Vs
 ，V1
 ，V3
 ，Vt
 ），可改进量α＝2；调整后得到的网络流如图6.21（g）所示。

在图6.21（h）中对第3次调整后的网络流进行第4次标号时，汇点Vt
 无法获得标号，至此，标号过程结束，求得的网络最大流流量为7。

代码如下：
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例6.3
 　排水沟（Drainage Ditches）


题目来源：


USACO 93，POJ1273


题目描述：


每次下雨的时候，农场主John的农场里就会形成一个池塘，这样就会淹没其中一小块土地，在这块土地上种植了Bessie最喜欢的苜蓿。这意味着苜蓿要被水淹没一段时间，而后要花很长时间才能重新长出来。因此，John修建了一套排水系统，这样种植了苜蓿的土地就不会被淹没。雨水被排到了附近的一条小河中。作为一个一流的工程师，John还在每条排水沟的起点安装了调节阀门，这样可以控制流入排水沟的水流的速度。

John不仅知道每条排水沟每分钟能排多少加仑的水，而且还知道整个排水系统的布局，池塘里的水通过这个排水系统排到排水沟；并最终排到小河中，构成一个复杂的排水网络。

给定排水系统，计算池塘能通过这个排水系统排水到小河中的最大流水速度。每条排水沟的流水方向是单方向的，但在排水系统中，流水可能构成循环。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数M和N，用空格隔开，0≤M≤200，2≤N≤200，其中M是排水沟的数目，N是这些排水沟形成的汇合结点数目。结点1为池塘，结点N为小河。接下来有M行，每行描述了一条排水沟，用3个整数来描述：Si
 ，Ei
 和Ci
 ，其中Si
 和Ei
 （1≤Si
 ，Ei
 ≤N）标明了这条排水沟的起点和终点，水流从Si
 流向Ei
 ，Ci
 （0≤Ci
 ≤10000000）表示通过这条排水沟的最大流水速度。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为一个整数，表示整个排水系统可以从池塘排出水的最大速度。
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分析：


很明显，这道题目就是求容量网络的最大流，样例输入中测试数据所描述的容量网络如图6.22（a）所示，最终求得的网络最大流如图6.22（b）所示，最大流的流量为50，就是题目所要求输出的值。
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图6.22　排水沟

本题采用一般增广路算法求解，在solve函数中调用find_augment_path函数求增广路并通过augment_flow函数计算可改进量，然后调用update_flow函数更新网络流，如此循环直至网络流中不存在增广路为止。

代码如下：
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例6.4
 　最优的挤奶方案（Optimal Milking）


题目来源：


USACO 2003 US Open，POJ2112


题目描述：


农场主John将他的K（1≤K≤30）个挤奶器运到牧场，在那里有C（1≤C≤200）头奶牛，在奶牛和挤奶器之间有一组不同长度的路。K个挤奶器的位置用1～K的编号标明，奶牛的位置用K＋1～K＋C的编号标明。

每台挤奶器每天最多能为M（1≤M≤15）头奶牛挤奶。

试编写程序，寻找一个方案，安排每头奶牛到某个挤奶器挤奶，并使得C头奶牛需要走的所有路程中的最大路程最小。每个测试数据中至少有一个安排方案。每头奶牛到挤奶器有多条路。


输入描述：


测试数据的格式如下。

第1行为3个整数K、C和M。

第2～K＋C＋1行，每行有K＋C个整数，描述了奶牛和挤奶器（二者合称实体）之间的位置，这K＋C行构成了一个沿对角线对称的矩阵。第2行描述了第1个挤奶器距离其他实体的距离，……，第K＋1行描述了第K个挤奶器距离其他实体的距离；第K＋2行描述了第1头奶牛距离其他实体的距离，……这些距离为不超过200的正数。实体之间如果没有直接路径相连，则距离为0。实体与本身的距离（即对角线上的整数）也为0。


输出描述：


输出一个整数，为所有方案中，C头奶牛需要走的最大距离的最小值。
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分析：


本题要安排C头奶牛到某个挤奶器，使得每头奶牛需要走的路程中最大路程的距离最小。例如，样例输入数据所描绘的挤奶器和奶牛之间的距离如图6.23（a）所示，图6.23（b）给出了一个最优的方案，粗线边表示安排奶牛到指定的挤奶器，在这个方案中，3头奶牛需要走的距离分别为2、1、2，所以最长距离是2。
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图6.23　最优挤奶方案

本题的求解算法：先用Floyd算法求出能达到的任意两点之间的最短路径，然后用Dinic算法求最大流；搜索最大距离的最小值采用二分法进行。

代码如下：
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例6.5
 　电网（Power Network）


题目来源：


Southeastern Europe 2003，ZOJ1734，POJ1459


题目描述：


一个电网包含一些结点（电站、消费者、调度站），这些结点通过电线连接。每个结点u可能被供给s（u）的电能，s（u）≥0；同时也可能产生p（u）的电能，0≤p（u）≤pmax（u）；站点u还有可能消费c（u）电能，0≤c（u）≤min（s（u），cmax（u））；可能传输d（u）的电能，d（u）＝s（u）＋p（u）－c（u）。以上这些量存在以下限制关系：对每个电站，c（u）＝0；对每个消费者，p（u）＝0；对每个调度站，p（u）＝c（u）＝0。

在电网中两个结点u和v之间最多有一条电线连接。从结点u到结点v传输L（u，v）的电能，0≤L（u，v）≤Lmax（u，v）。定义Con为c（u）的总和，表示电网中消费电能的总和。本题的目的是求Con的最大值。

电网的一个例子如图6.24所示。在图6.24（a）中，电站结点u的标记"x/y"代表p（u）＝x、pmax（u）＝y。消费者结点u的标记"x/y"代表c（u）＝x、cmax（u）＝y。每条电线所对应的边（u，v），其标记"x/y"代表L（u，v）＝x、Lmax（u，v）＝y。在图6.24（b）中，消费的最大电能Con＝6，其中各结点含义如图6.24（c）所示；图6.24（a）列出了在此状态下各个站点的s（u）、p（u）、c（u）和d（u）。注意，如图6.24（b）所示的电网中，电能的流动还存在其他状态，但消费的电能总和不超过6。
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图6.24　电网


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据描述了一个电网。每个测试数据的第1行为4个整数：n np nc m，其中，0≤n≤100，代表结点数目；0≤np≤n，代表电站数目；0≤nc≤n，代表消费者数目；0≤m≤n2
 ，代表传输电线的数目。接下来有m个三元组，（u，v）z，其中u和v为结点序号（结点序号从0开始计起），0≤z≤1000，代表Lmax（u，v）的值。接下来有np个二元组，（u）z，其中u为电站结点的序号，0≤z≤10000，代表pmax（u）的值；每个测试数据的最后是nc个二元组，（u）z，其中u为消费者结点的序号，0≤z≤10000，代表cmax（u）的值。所有数据都是整数。除三元组（u，v）z和二元组（u）z中不含空格外，输入文件中其他位置允许出现空格。测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中每个测试数据所描述的电网，输出占一行，为一个整数，表示电网中能消费电能的最大值。
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分析：


本题目可以采用网络最大流的模型来求解。网络最大流模型需要有一个源点和汇点，而原图中的电站、调度站和消费者结点都不能作为源点和汇点，因此在原图的基础上添加一个源点和汇点，顶点序号分别为n＋2和n＋1。在输入文件中，顶点序号是0开始计起的，但在程序中，因为定义了数组fa［MAXN］用于记录增广路，fa［i］为0表示顶点i没有标记过，fa［i］为v（或-v）表示增广路上顶点i的前一个顶点为v，因此在程序中，顶点序号必须从1开始计起。

引入源点和汇点后，对于每个电站，从源点引一条容量为pmax的弧；从每个消费者，引一条容量为cmax的弧到汇点；对于题目中给的三元组（u，v）z，从顶点u连一条容量为z的弧到顶点v。这样每个消费者实际消费的电流量流入汇点，源点提供的最大电流量就是每个电站的pmax之和。显然这样构造的网络最大流模型是符合题目要求的。

例如，对样例输入中的第2个测试数据，原图为图6.24（b），构造好网络最大流模型后的网络图如图6.25所示。
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图6.25　电网：网络最大流模型

构造好网络最大流的模型后，求解这个网络的最大流即可。下面的代码采用了预流推进算法来求解网络最大流。

代码如下：
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练　习

6.1　UNIX会议室的插座（A Plug for UNIX），ZOJ1157，POJ1087


题目描述：


现在由你负责布置Internet联合组织首席执行官就职新闻发布会的会议室。

由于会议室修建时被设计成容纳全世界各地的新闻记者，因此会议室提供了多种电源插座用以满足（会议室修建时期）各国不同插头的类型和电压。不幸的是，会议室是很多年前修建的，那时新闻记者很少使用电子设备，所以会议室对每种插座只提供了一个。新闻发布会时，新闻记者需要使用许多电子设备，如手提电脑、麦克风、录音机、传呼机等。尽管这些设备很多可以使用电池，但是由于发布会时间很长并且是单调乏味的，记者们希望能够使用尽可能多的设备（这些设备需要使用插座），以打发时间。

在发布会之前，你收集了记者们使用的设备的信息，开始布置会议室。你注意到有些设备的插头没有合适的插座可用。你怀疑这些设备来自那些在修建会议室时不存在的国家。对有些插座来说，有多个设备的插头可以使用。而对另一些插座来说，没有哪些设备的插头可以用得上。

为了试图解决这个问题，你光顾了附近的商店，商店出售转换器，这些转换器可以将一种插头转换成另一种插头。而且转换器可以串联。商店没有足够多的转换器类型，满足所有的插头和插座的组合，但对于已有某种转换器，总是可以提供无限多个。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件的第1行为一个整数N，然后隔一个空行之后是N个输入块，每个输入块对应一个测试数据。输入块之间用空行隔开。每个输入块格式如下。

每个输入块的第一行为一个正整数n，1≤n≤100，表示会议室提供的插座个数；接下来n行列出了会议室提供的n个插座，每个插座用一个数字字母式字符串描述（至多有24个字符）。

接下来一行为一个正整数m，1≤m≤100，表示待插入的设备个数；接下来m行中，每行首先是设备的名称，然后是它使用的插头的名称；插头的名称跟它所使用的插座的名称是一样的；设备名称是一个至多包含24个字母数字式字符的字符串；任何两个设备的名称都不同；设备名称和插头之间用空格隔开。

接下来一行为一个正整数k，1≤k≤100，表明可以使用的转换器种数；接下来的k行，每行描述了一种转换器：首先是转换器提供的插座类型，中间是一个空格，然后是插头的类型。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一个非负整数，表明至少有多少个设备无法插入。
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6.2　不喜欢雨的奶牛（Ombrophobic Bovines），POJ2391


题目描述：


Jack农场主的奶牛实在是太讨厌被淋湿了。农场主决定在农场设置降雨警报，这样在快要下雨的时候可以让奶牛们都知道。他们设置设计了一个下雨撤退计划，这样在下雨之前每头奶牛都能躲到避雨点。然而，天气预报并不总是准确的。为了使得错误的天气预报影响尽可能小，他们希望尽可能晚地拉响警报，只要保证留有足够的时间让所有的奶牛都能回到避雨点就可以了。

农场有F块草地，1≤F≤200，奶牛们在草地上吃草。这些草地之间有P条路相连，1≤P≤1500，这些路足够宽，再多的奶牛也能同时在路上行走。

有些草地上有避雨点，奶牛们可以在此避雨。避雨点的容量是有限的，所以一个避雨点不可能容纳下所有的奶牛。草地与路相比很小，奶牛们通过时不需要花费时间。

计算警报至少需要提前多少时间拉响，以保证所有的奶牛都能到达一个避雨点。


输入描述：


测试数据的格式如下。

（1）第1行为两个整数，F和P。

（2）第2～F＋1行，每行为两个整数，描述了一块草地，前一个整数（范围为0～1000），表示在该草地吃草的奶牛数量；后一个整数（范围为0～1000）该草地的避雨点能容纳的奶牛数量。

（3）第F＋2～F＋P＋1行，每行有3个整数，描述了一条路，第1个和第2个整数（范围为1～F）为这条路连接的两块草地序号，第3个整数（范围为0～1000000000），表示任何一头奶牛通过这条路是需要花费的时间。


输出描述：


输出所有奶牛回到避雨点所需的最少时间，如果不能保证所有的奶牛都回到一个避雨点，则输出"-1"。
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6.3　ACM计算机工厂（ACM Computer Factory），POJ3436


题目描述：


正如你所知道的，ACM竞赛中所有竞赛队伍使用的计算机必须是相同的，以保证参赛者在公平的环境下竞争。这就是所有这些计算机都是同一个厂家生产的原因。

每台ACM计算机包含P个部件，当所有这些部件都准备齐全后，计算机就可以组装了，组装好以后就可以交给竞赛队伍使用了。计算机的生产过程是全自动的，通过N台不同的机器来完成。每台机器从一台半成品计算机中去掉一些部件，并加入一些新的部件（去除一些部件在有的时候是必须的，因为计算机的部件不能以任意的顺序组装）。每台机器用它的性能（每小时组装多少台计算机）、输入／输出规格来描述。

输入规格描述了机器在组装计算机时哪些部件必须准备好了。输入规格是由P个整数组成，每个整数代表一个部件，这些整数取值为0、1或2，其中0表示该部件不应该已经准备好了，1表示该部件必须已经准备好了，2表示该部件是否已经准备好了无关紧要。

输出规格描述了该机器组装的结果。输出规格也是由P个整数组成，每个整数取值为0或1，其中0代表该部件没有生产好，1代表该部件生产好了。

机器之间用传输速度非常快的流水线连接，部件在机器之间传送所需的时间与机器生产时间相比是十分小的。

经过多年的运转后，ACM计算机工厂的整体性能已经远远不能满足日益增长的竞赛需求。因此ACM董事会决定升级工厂。升级工厂最好的方法是重新调整流水线。ACM董事会决定让你来解决这个问题。


输入描述：


输入文件第1行为两个整数：P和N。接下来有N行，描述了每台机器。第i台机器用2P＋1个整数来描述：Qi
 Si，1
 Si，2
 …Si，p
 Di，1
 Di，2
 …Di，p
 ，其中Qi
 指定了机器的性能，Si，j
 为第j部分的输入规格，Di，k
 为第k部分的输出规格。1≤P≤10，1≤N≤50，1≤Qi
 ≤10000。


输出描述：


输出文件的第1行为整体的最大可能性能，以及M，表示为达到最大性能所需的接连数目。然后是M行，每行描述了一对连接。每对连接，设为机器A和机器B之间的连接，必须用3个正数来描述：A B W，其中W为每小时从机器A传送到机器B的计算机数目。

如果存在多个解，输出任意一个均可。
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6.4　观光旅游线（Sightseeing Tour），ZOJ1992，POJ1637


题目描述：


Lund市的市政委员会想在Lund市建设一条公交观光旅游线，使得游客可以游览到这个美丽的城市的各个角落。他们想使得观光旅游线经过每条街一次且仅一次，并且公交车要回到起点。就像其他城市一样，Lund市的街道有的是单向的，有的是双向的。请帮助市政委员会判断是否能建设这样的一条观光线。


输入描述：


输入文件的第1行为一个正整数n，表示输入文件中测试数据的个数。每个测试数据的第1行为两个正整数：m和s，1≤m≤200，1≤s≤1000，分别表示交叉路口的数目和街道的数目；接下来有s行，描述了s条街道；每条街道用3个整数描述：xi
 、yi
 和di
 ，1≤xi
 ，yi
 ≤m，0≤di
 ≤1，其中xi
 和yi
 为这条街道所连接的两个交叉路口，di
 ＝1表示这条街道是单向的（从xi
 到yi
 ），否则表示这条街道是双向的；假定存在一个交叉路口，从这个交叉路口可以到达其他每个交叉路口。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为"possible"或"impossible"，分别表示可以和不可以建设这样的一条观光线。
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提示：求混合图（某些边为无向边，其他一些边为有向边的图）的欧拉回路，转换成网络流。

6.2　最小割的求解

最小割是最大流的对偶问题。最小割的求解通常有以下两种情形。

（1）求最小割的容量，根据最大流最小割定理，可以转换成求解网络最大流流量。

（2）如果还要进一步求出最小割由哪些边组成，或者要求出最小割将顶点集划分成哪两个子集，这些问题要按如下思路求解。

根据网络最大流的求解思路，当在残留网络中从源点Vs
 出发无法遍历汇点时（或者说汇点不在层次网络中），所求得的网络流就是最大流。此时，从源点Vs
 能遍历到的顶点就构成最小割（S，T）中的顶点集合S，其余顶点构成顶点集合T。因此，求最小割的步骤如下。

（1）先求得网络最大流。

（2）在残留网络G′中，从源点Vs
 出发进行深度优先搜索，遍历到的顶点构成集合S，其余顶点构成顶点集合T，连接S和T的所有弧构成容量网络的一个最小割（S，T）。

例如，在图6.26中，求得网络最大流后，从源点Vs
 出发只能遍历到顶点Vs
 和V1
 ，因此S＝｛Vs
 ，V1
 ｝，如图6.26（c）所示，其余顶点构成集合T。连接S和T的所有弧，在图（d）中用粗线标明，构成容量网络的一个最小割（S，T），其容量为8，等于网络最大流量。
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图6.26　最小割的求解

最小割（S，T）中所有的前向弧在网络最大流中一定是饱和弧，但饱和弧不一定就是最小割中的弧，例如图6.26（d）中，弧＜V2
 ，V4
 ＞是饱和弧，但不是最小割中的弧。

下面通过3道ACM/ICPC例题，再详细讲解容量网络最小割的求解思路和程序实现。


例6.6
 　双核CPU（Dual Core CPU）


题目来源：


POJ Monthly—2007.11.25，POJ3469


题目描述：


由于越来越多的计算机配置了双核CPU，TinySoft公司的首席技术官员SetagLilb决定升级他们的产品—SWODNIW。

SWODNIW包含了N个模块，每个模块必须运行在某个CPU中。每个模块在每个CPU中运行的耗费已经被估算出来了，设为Ai
 和Bi
 。同时，M对模块之间需要共享数据，如果它们运行在同一个CPU中，共享数据的耗费可以忽略不计，否则，还需要额外的费用。必须很好地安排这N个模块，使得总耗费最小。


输入描述：


测试数据的第1行为两个整数N和M，1≤N≤20000，1≤M≤200000。接下来有N行，每行为两个整数Ai
 和Bi
 。接下来有M行，每行为3个整数a，b，w，表示a模块和b模块如果不是在同一个CPU中运行，则需要花费额外的w耗费来共享数据。


输出描述：


输出一个整数，为最小耗费。
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分析：


如果将两个CPU分别视为源点和汇点、模块视为顶点，则可以按照以下方式构图：对于第i个模块在每个CPU中的耗费Ai
 和Bi
 ，从源点向顶点i连接一条容量为Ai
 的弧、从顶点i向汇点连接一条容量为Bi
 的弧；对于a模块与b模块在不同CPU中运行造成的额外耗费w，从顶点a向顶点b连接一条容量为w的弧。此时每个顶点（模块）都和源点及汇点（两个CPU）相连，即每个模块都可以在任意一个CPU中运行。例如，对样例输入数据构造的容量网络如图6.27（a）所示。
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图6.27　双核CPU

不难了解到，对于图中的任意一个割，源点与汇点必不连通。因此每个顶点（模块）都不可能同时和源点及汇点（两个CPU）相连，即每个模块只在同一个CPU中运行。此时耗费即为割的容量。很显然，当割的容量取得最小值时，总耗费最小。故题目转化为求最小割的容量。例如，在图6.27中，求得的最小割为图6.27（b）；在图6.27（b）中，最小割中的弧用粗线标明，其容量为13。对于最小割的容量，根据最大流最小割定理，可以通过最大流流量来求解。

下面的代码通过Dinic算法来求解网络最大流。

代码如下：

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]



例6.7
 　伞兵（Paratroopers）


题目来源：


AUT Contest 1，ZOJ2874，POJ3308


题目描述：


公元2500年，地球和火星之间爆发了一场战争。最近，地球军队指挥官获悉火星入侵者将派一些伞兵来摧毁地球的兵工厂，兵工厂是一个m×n大小的网格。他还获悉每个伞兵将着陆的具体位置（行和列）。由于火星的伞兵个个都很强壮，而且组织性强，只要有一个伞兵存活了，就能摧毁整个兵工厂。因此，地球军队必须在伞兵着陆后瞬间全部杀死他们。

为了完成这个任务，地球军队需要利用高科技激光枪。他们能在某行（或某列）安装一架激光枪，一架激光枪能杀死该行（或该列）所有的伞兵。在第i行安装一架激光枪的费用是Ri
 ，在第i列安装的费用是Ci
 。要安装整个激光枪系统，以便能同时开火，总的费用为这些激光枪费用的乘积。现在，试选择能杀死所有伞兵的激光枪，并使得整个系统的费用最小。


输入描述：


输入文件的第1行为整数T，表示测试数据的数目，接下来有T个测试数据。每个测试数据的第1行为3个整数m、n和L，1≤m≤50，1≤n≤50，1≤L≤50，分别表示网格的行和列以及伞兵的数目；接下来一行为m个大于或等于1.0的实数，第i个实数表示Ri
 ；再接下来一行为n个大于或等于1.0的实数，第i个实数表示Ci
 ；最后L行，每行为两个整数，描述了每个伞兵的着陆位置。


输出描述：


对每个测试数据，输出搭建整个激光枪系统的最小费用，精确到小数点后面4位有效数字。
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分析：


对于本题，如果把伞兵视为边、行与列视为顶点，则可以通过以下方式来构图：增加两个顶点—源点与汇点；对于第i行，从源点向顶点Ri
 连接一条容量为在第i行安装激光枪费用的弧；对于第j列，从顶点Cj
 向汇点连接一条容量为在第j列安装激光枪费用的弧。如果某一点（i，j）有伞兵降落，则从顶点Ri
 向顶点Cj
 连接一条容量为无穷大的弧。例如，对样例输入数据构造的容量网络如图6.28所示。
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图6.28　伞兵：容量网络的构造

根据割的性质，源点与汇点必不连通，因此割边集中必定存在S→R、R→C、C→T其一。为了求得最小容量，将R→C的容量设为无穷大，则其不可能被选中。这样割边集为S→R与C→T的集合，也就是选中了行或列。此时求得的最小割即为花费最小的方案。

需要注意的是，花费为行与列的乘积，因此在算法中可以先通过对数运算来把乘法转换为加法。

代码如下：
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例6.8
 　友谊（Friendship）


题目来源：


POJ Monthly，POJ1815


题目描述：


在现代社会，每个人都有自己的朋友。由于每个人都很忙，他们只通过电话联系。你可以假定A可以和B保持联系，当且仅当：①A知道B的电话号码；②A知道C的号码，而C能联系上B。如果A知道B的电话号码，则B也知道A的电话号码。

有时，有人可能会碰到比较糟糕的事情，导致他与其他人失去联系。例如，他可能会丢失了电话簿，或者换了电话号码。

在本题中，告知N个人之间的两两联系，这N个人的编号为1～N。给定两个人，比如S和T，如果有些人碰到糟糕的事情，S可能会与T失去联系。计算至少多少人碰到糟糕的事情，会导致S与T失去联系。假定S和T不会碰到糟糕的事情。


输入描述：


测试数据的第1行为3个整数N、S和T，2≤N≤200，1≤S、T≤N，S不等于T。接下来有N行，每行有N个整数，如果i知道j的电话号码，则第i＋1行、第j列上的数字为1，否则为0。假定这N行中1的数目不超过5000。


输出描述：


如果无法使A与B失去联系，输出"NO ANSWER!"；否则输出的第1行为整数t，表示至少需要t个人碰到糟糕的事情，才能导致A与B失去联系；如果t不为0，则要输出第2行，包含t个整数，按升序输出这t个人的编号，这些整数用空格隔开。

如果存在多个解，则为每个解定义一个分值，输出具有最小分值的解。分值计算方式为：假定解为A1
 ，A2
 ，…，At
 ，1≤A1
 ＜A2
 ＜…＜At
 ≤N，则分值为（A1
 －1）×N^t＋（A2
 －1）×N^（t－1）＋…＋（At
 －1）×N。测试数据保证不会出现两个解都具有相同的最小分值。

[image: alt]



分析：


本题要求解的是在一个给定的无向图中至少应该去掉几个顶点才能使得S和T不连通。样例输入中两个测试数据所描绘的无向图如图6.29所示。在图6.29（a）中，至少应该去掉顶点2，才能使顶点1和3不连通。在图6.29（b）中，至少应该去掉顶点2和3才能使得顶点1和9不连通（去掉顶点7和8也可以，但前面的解是题目中所要求的最小分值的解）。
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图6.29　友谊：测试数据

如果把问题扩展一些，对任意一对不相邻顶点，至少应该去掉几个顶点，才能使它们不连通，这是求顶点连通度的问题，详见8.3.3节。本题可以采取8.3.3节中构造容量网络N的方法，具体如下。

（1）原图中的每个顶点v变成网络N中的两个顶点v′和v″，顶点v′到v″有一条弧连接，即＜v′，v″＞，其容量为1。

（2）原图G中的每条边e＝（u，v），在网络N中有两条弧e′＝＜u″，v′＞和e″＝＜u′，v″＞，e′和e″的容量均为∞。

（3）令S′为源点，T″为汇点。

构造好容量网络N后，求从S′到N″的最大流F。在最大流中，流出S′的一切弧的流量和，即为所求的至少要删除的顶点数。

下面的代码首先通过Dinic算法来求得最大流（即最小割），然后枚举顶点，求得使无向图不连通的顶点。枚举时要注意按照从小到大的顺序，这样可以按照字典序得到顶点，即题目要求的分值最小的解。

代码如下：
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练　习

6.5　唯一的攻击（Unique Attack），ZOJ2587


题目描述：


N台超级计算机连成一个网络。M对计算机之间用光纤直接连在一起，光纤的连接是双向的。数据可以直接在有光纤直接连接的计算机之间传输，也可以通过一些计算机作为中转来传输。

有一群恐怖分子计划攻击网络。他们的目标是将网络中两台主计算机断开，这样这两台计算机之间就无法传输数据了。恐怖分子已经计算好了摧毁每条光纤所需要花费的钱。当然了，他们希望攻击的费用最少，因此就必须使得需要摧毁的光纤费用总和最少。

现在，恐怖分子的头头想知道要达到目标且费用最少，是否只有一种方案。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据的格式为：第1行为4个整数N、M、A和B，2≤N≤800，1≤M≤10000，1≤A、B≤N，A！＝B，N表示网络中计算机的数目，M表示直接连接计算机的光纤数目，A和B表示两台主计算机的序号；接下来有M行，描述了每条光纤的连接情况，分别为所连接的两台计算机的序号和摧毁它所需的费用，费用非负且不超过105，任何两台计算机之间最多只有一根光纤连接，任何光纤都不会连着同一台计算机，初始时，两台主计算机是连通的。

输入文件最后一行为4个0，表示输入结束。


输出描述：


对每个测试数据，如果只有一种方案来完成攻击，输出"UNIQUE"，否则输出"AMBIGUOUS"。
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6.6　让人恐慌的房间（Panic Room），ZOJ2788


题目描述：


你是电子防护系统9042的首席程序员，这套软件是Jellern公司最新、最好的家用安全软件。这套软件被设计用来保护一个房间。这套软件可以计算为了阻止从其他房间进入被保护的房间至少需要锁上几扇门。每扇门连接两个房间，只有一个控制面板，通过控制面板可以开启门。这个控制面板只能从门的某一面才能打开。例如，如果房子的布局如图6.30所示，房间编号为0～6，标有"CP"的一面表示控制面板所在的一面（从这一面所在的房间可以打开这扇门）。在图中，为了阻止从房间1进入房间2，至少需要锁上2扇门，即：房间2和房间1之间的门、房间3和房间1之间的门。注意，不能阻止从房间3进入房间2，因为总是可以在房间3通过控制面板打开房间3和房间2之间的门。
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图6.30　引起恐慌的房间


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数T，表示测试数据数目。每个测试数据包含以下两个部分。

（1）开始行：占一行，为两个整数m和n，1≤m≤20，0≤n≤19，m表示房子里的房间数目，n表示需要保护的房间号。

（2）房间列表：共m行，第i行描述第i个房间是否有入侵者，"I"表示有入侵者，"NI"表示没有；然后是整数从，0≤c≤20，表示第i个房间有c扇门与某些房间相连，这些门的控制面板都是在第i个房间；最后是c个整数，为c扇门所连接的房间的编号（按升序列出）；i为0～m－1。某个房间可能有多扇门，这样，如果该房间有入侵者就将会有多个。


输出描述：


对每个测试数据，输出为了阻止所有的入侵者进入被保护的房间，至少需要锁上多少扇门。如果无法阻止所有的入侵者进入被保护的房间，则输出"PANIC ROOM BREACH"。假定初始时所有的门都是开着的，被保护的门没有入侵者。
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6.7　项目发展规划（Develop）


题目描述：


某公司准备制定一份未来的发展规划。公司各部门提出的发展项目汇总成了一张规划表，该表包含了许多项目。对于每个项目，规划表中都给出了它所需的投资或预计的盈利。由于某些项目的实施必须依赖于其他项目的开发成果，所以如果要实施这个项目的话，它所依赖的项目也是必不可少的。现在请你担任该公司的总裁，从这些项目中挑选出一部分，使你的公司获得最大的净利润。


输入描述：


输入文件包括项目的数量N，每个项目的预算Ci
 和它所依赖的项目集合Pi
 。格式如下。

第1行是N，0≤N≤1000；

接下来有N行，其中第i行每行表示第i个项目的信息。每行的第1个数是Ci
 ，-1000000≤Ci
 ≤1000000，正数表示盈利，负数表示投资。剩下的数是项目i所依赖的项目的编号。

每行相邻的两个数之间用一个或多个空格隔开。


输出描述：


第1行是公司的最大净利润。接着是获得最大净利润的项目选择方案。若有多个方案，则输出挑选项目最少的一个方案。每行一个数，表示选择的项目的编号，所有项目按从小到大的顺序输出。
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6.3　流量有上下界的网络的最大流和最小流

6.3.1　流量有上下界的容量网络

1．问题的引入

6.1节讨论了容量网络的最大流问题。这种网络的每一条弧＜u，v＞都对应一个弧容量c（u，v）≥0。本节讨论的网络，每条弧对应两个权值b（u，v）和c（u，v），分别表示弧流量的下界和上界。如何求这一类网络的最大流（或最小流）？

很显然，6.1节讨论的网络结构是流量有上下界网络的一种特例，即b（u，v）＝0。

当b（u，v）＞0时，这种有上下界的网络不一定存在可行流。例如，图6.31所示的容量网络，弧上的第1个数字为b（u，v）的值，第2个数字为c（u，v）的值。由于b21
 ＋b2t
 ＞cs2
 ，也就是说，弧＜Vs
 ，V2
 ＞能提供的最大流量，小于弧＜V2
 ，V1
 ＞和＜V2
 ，Vt
 ＞流量最小值之和。因此，在图6.31中，不存在可行流。

[image: alt]


图6.31　流量有上下界的网络不存在可行流的例子

所以流量有上下界的容量网络，首先要解决的问题是判断是否存在可行流。其数学模型为：在容量网络G（V，E）中，每条弧＜u，v＞有两个权值b（u，v）和c（u，v）。满足以下条件的网络流f称为可行流。

（1）弧流量限制条件：

[image: alt]


（2）平衡条件：

[image: alt]


式中：[image: alt]
 表示从顶点u流出的流量总和；[image: alt]
 表示流入顶点u的流量总和；│f│为该可行流的流量
 ，即源点的净流出流量，或汇点的净流入流量。

2．流量有上下界的容量网络的可行流的求解

为了利用标号法求流量有上下界容量网络的可行流，必须设法去掉每条弧上的流量下界。设顶点u为容量网络中除源点和汇点外的普通顶点，它满足平衡条件：

[image: alt]


因为可行流上每条弧＜u，v＞上至少有b（u，v）的流量，不妨设弧＜u，v＞上的流量f（u，v）为：

[image: alt]


代入（6-12）式中，得：

[image: alt]


移项得：

[image: alt]


注意（6-15）式的左边是只和下界b（u，v）有关的常量，可以看成顶点u的属性，因此定义：
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式中：D（u）为顶点u发出的所有弧的流量下界和与进入顶点u的所有弧的流量下界和之差。

因为容量网络G上的可行流必须满足每条弧的流量至少达到下界，先考虑这样一个伪流f0
 （不满足流量平衡条件）：

[image: alt]


虽然f0
 不满足流量平衡条件，但f0
 与（6-13）式中的伪流f1
 叠加后的网络流f满足流量平衡条件，即式（6-12）。

由流量限制条件：

[image: alt]


在式（6-18）中每项都减去b（u，v）（即f0
 （u，v））后得：
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这样在伪流f1
 中成功地去掉了每条弧的流量下界。并且如果能求出伪流f1
 ，那么原网络中的可行流f（u，v）＝b（u，v）＋f1
 （u，v）也能求出。

因为伪流f1
 也不满足流量平衡条件，所以必须构造一个伴随网络
 [image: alt]
 （Accompany Network）来求解伪流f1
 ，该伴随网络必须满足以下条件。

（1）伴随网络[image: alt]
 与原网络G同构，可以增设顶点。

（2）伴随网络中所有弧的流量只有上界（也称为弧的容量），而没有下界，或者说弧流量下界为0。

（3）原网络的伪流f1
 包含在伴随网络的最大流[image: alt]
 中。

这样就可以采用标号法求伴随网络的最大流[image: alt]
 ,从而求出原网络的伪流f1
 及可行流f。

构造原网络的伴随网络[image: alt]
 的方法如下。

（1）新增两个顶点[image: alt]
 和[image: alt]
 称为附加源点，[image: alt]
 称为附加汇点。

（2）对原网络G中每个顶点Vi
 ，加一条新弧[image: alt]
 ,这条弧的容量为顶点Vi
 发出的所有弧的流量下界之和。

（3）对原网络G中每个顶点Vi
 ，加一条新弧[image: alt]
 这条弧的容量为进入到顶点Vi
 的所有弧的流量下界之和。

（4）原网络G中的每条弧＜u，v＞，在伴随网络[image: alt]
 中仍保留，但弧的容量[image: alt]
 修正为：c（u，v）-b（u，v）。

（5）再添两条新弧＜Vs
 ，Vt
 ＞和＜Vt
 ，Vs
 ＞，流量上界均为∞。

伴随网络[image: alt]
 构造好以后，按照6.1.4节介绍的标号法求伴随网络中从附加源点[image: alt]
 到附加汇点[image: alt]
 的最大流。如果求得的最大流中，附加源点[image: alt]
 流出的所有弧均满载，即[image: alt]
 发出的所有弧e，均满足[image: alt]
 则原网络G存在可行流：[image: alt]
 即在该可行流中，每条弧上的流量为伴随网络最大流对应弧上的流量加上该弧的流量下界。如果伴随网络的最大流中，附加源点[image: alt]
 发出的某条弧未满载，则原网络G不存在可行流。

需要说明的是，如果附加源点[image: alt]
 流出的所有弧均满载，则流入到附加汇点[image: alt]
 的所有弧肯定也满载。

为什么要求解伴随网络的最大流并且要求附加[image: alt]
 流出的所有弧均满载呢？因为附加源点发出的弧[image: alt]
 的容量是进入到顶点Vi
 的所有弧的流量下界之和，要使得原网络所有弧的流量都大于下界，则附加[image: alt]
 流出的所有弧流量都取最大值。

例如，对图6.32（a）所示的容量网络，构造好的伴随网络如图6.32（b）所示。在图6.32（b）中，每条弧上第1个数字代表这条弧的容量，第2个数字代表弧的流量。

[image: alt]


图6.32　有上下界的流量网络及其伴随网络

在图6.32（b）中，需要说明的是构造伴随网络中的第（2）和（3）步：在第（2）步中，因为在原网络G中不存在汇点Vt
 发出的弧，所以相应新增的弧容量为0；同样，在第（3）步中，因为进入到源点Vs
 的弧不存在，所以相应新增的弧容量也为0。

对6.32（b）所示的伴随网络，求得的最大流如图6.33所示。从图6.33可以看出，附加源点[image: alt]
 流出的所有弧均满载，所以原网络G存在可行流，可行流如图6.34（a）所示，其流量为5。在图6.34（a）中，每条弧上的第1、2、3个数字分别表示弧流量的下界b（e）、上界c（e）及实际流量f（e）。
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图6.33　伴随网络的网络最大流

6.3.2　流量有上下界的网络的最大流

1．数学模型

流量有上下界的网络最大流的数学模型为：在容量网络G（V，E）中，每条弧＜u，v＞有两个权值b（u，v）和c（u，v），分别表示通过该弧的流量的下界和上界；求满足以下条件的所有可行流f中流量最大的可行流。

（1）弧流量限制条件：b（u，v）≤f（u，v）≤c（u，v），∀＜u，v＞∈E。

（2）平衡条件：

[image: alt]


2．流量有上下界的网络最大流算法

求有上下界网络最大流的算法是：先按照6.3.1节的方法求可行流，如果可行流不存在，则算法结束；否则从可行流出发，按照6.1.4节介绍的标号法（或其他算法）把可行流放大，从而求得最大流。但是在放大可行流的过程中，因为增广路上的反向弧的流量会减少，所以在选择可改进量α时要保证反向弧流量减少后不低于流量下限B（e）。即可改进量α的取值为：

[image: alt]


例如，在图6.34（a）所示可行流的基础上，求得的最大流如图6.34（b）所示，从图中可以看出，最大流的流量为10。

[image: alt]


图6.34　有上下界网络的可行流及最大流

3．算法实现

把例6.1的程序稍作修改，即可实现有上下界网络的最大流：在构造好伴随网络后，利用标号法将可行流放大，在放大可行流时注意应按前面的公式选择可改进量α，实现方法详见例6.9。

6.3.3　流量有上下界的网络的最小流

1．数学模型

流量有上下界的网络最小流的数学模型为：在容量网络G（V，E）中，每条弧＜u，v＞有两个权值b（u，v）和c（u，v），分别表示通过该弧的流量的下界和上界；求满足以下条件的所有可行流f中流量最小的可行流。

（1）弧流量限制条件：[image: alt]


（2）平衡条件：

[image: alt]


2．流量有上下界的网络最小流算法

求有上下界网络最小流的算法是：先按照6.3.1节的方法求可行流，如果可行流不存在，则算法结束；否则从可行流出发，倒向求解，即保持网络中的弧方向不变，将Vt
 作为源点，将Vs
 作为汇点，按照6.1.4节介绍的标号法把可行流放大，最终求得的最大流即为从Vs
 到Vt
 的最小流。

图6.34（a）所示的可行流倒向后，因为源点没有发出的弧，汇点没有流入的弧，所以该可行流已无法放大，求最小流没有意义（实际上图6.34（a）所示的可行流就是原网络的最小流）。为了演示最小流求解过程，本节再举一个例子。

如图6.35（a）所示的有上下界的网络，源点和汇点既有流量流入，也有流量流出，接下来以该网络为例演示流量有上下界的网络最小流的求解。
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图6.35　有上下界网络的最小流

图6.35（b）是图6.35（a）所示容量网络对应的伴随网络。利用标号法求得伴随网络的最大流，如图6.35（c）所示，该最大流满足：附加源点[image: alt]
 流出的所有弧均满载，所以原网络的可行流存在。原网络的可行流为：f（e）＝[image: alt]
 （e）＋b（e），如图6.35（d）所示，其流量为0。为了求原网络的最小流，将源点和汇点倒向后，得到如图6.35（e）所示的网络。对该网络的可行流进行放大，同样在放大可行流的过程中，因为增广路上的反向弧的流量会减少，所以在选择可改进量α时要保证反向弧流量减少后不低于流量下限b（e）。求得最大流后，再把源点和汇点交换回来，得到如图6.35（f）所示的网络流，该网络流就是原网络的最小流，其流量为-2。

3．算法实现

同样，把例6.1的程序稍作修改，即可实现有上下界网络的最小流：在构造好伴随网络后，将源点和汇点互换，然后利用标号法将可行流放大，在选择可改进量α时要保证反向弧流量减少后不低于流量下限b（e）；求出最大流后再把源点和汇点交换回来，得到的网络流就是原网络的最小流。其实现方法详见例6.9。


例6.9
 　利用前面介绍的方法求流量有上下界的容量网络的可行流、最大流和最小流，输出各条弧及其流量，以及求得的网络流流量。

假设采用如下格式输入数据：首先输入顶点个数n和弧的数目m，然后输入每条弧的数据。规定源点为第1个顶点，汇点为第n个顶点。每条弧的数据格式为：u v b c，分别表示这条弧的起点、终点、流量下界
 和流量上界
 。顶点序号从1开始计起。n＝m＝0表示输入结束。


分析：


顶点序号从1开始计起是为了方便地添加附加源点和附加汇点，其顶点序号分别为0和n＋1。原网络存储在Edge数组中，构造好的伴随网络存储在AccEdge数组中。

为了求解流量有上下界的容量网络的可行流、最大流和最小流，将例6.1中的Ford函数做了修改，添加了4个参数。

（1）ArcType network［］［MAXN＋2］：取值为Edge或AccEdge。

（2）int s：所求网络的源点。

（3）int t：所求网络的汇点。

（4）int max：表示求解伴随网络的最大流、原网络的最大流或最小流。

如果要求伴随网络的最大流，调用Ford函数的形式为：Ford（AccEdge，0，n＋1，-1），求原网络最大流是调用Ford函数的形式为：Ford（Edge，1，n，1），求原网络的最小流时Ford函数的调用形式为：Ford（Edge，1，n，0）。

代码如下：
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6.3.4　例题解析

以下通过两道例题的分析，详细介绍流量有上下界网络的最大流和最小流的求解方法。


例6.10
 　核反应堆的冷却系统（Reactor Cooling）


题目来源：


Andrew Stankevich's Contest #1, ZOJ2314


题目描述：


本拉登恐怖组织为了制造原子弹，打算建一个核反应堆来生产钚。试设计反应堆的冷却系统。反应堆的冷却系统包含了许多管子，管子里流动的是用来冷却用的特殊液体。管子通过结点相连，每根管子有一个起点、一个终点，冷却液只能从起点流向终点，不能逆向流动。

结点的编号从1到N。冷却系统必须设计得让冷却液体能循环流动，对每个结点，流入结点的流量等于流出结点的流量。即，如果用fi，j
 来标明从结点i流向结点j的流量（如果从结点i到结点j没有管子，则fi，j
 ＝0），对每个结点，都满足以下条件：

fi，1
 ＋fi，2
 ＋…＋fi，N
 ＝f1，i
 ＋f2，i
 ＋…＋fN，i


每根管子都有有限的容量，因此对连接结点i和结点j的管子，必须满足：fi，j
 ≤Ci，j
 ，其中Ci，j
 是管子的容量。为了提供足够的冷却液，fi，j
 还有一个最低流量的限制，即fi，j
 ≥Li，j
 。

给定所有管子的Ci，j
 和Li，j
 ，求满足以上条件的流量fi，j
 。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件的第1行为一个整数T，接下来是一个空行，然后是T个测试数据。每两个测试数据之间有一个空行。每个测试数据的格式如下。

每个测试数据的第1行为两个整数：N和M，1≤N≤200，其中N表示结点的数目，M表示管子的数目。接下来有M行，每行描述了一根管子，每行为4个整数：i，j，Li，j
 和Ci，j
 ，0≤Li，j
 ≤Ci，j
 ≤105
 。任意两个结点之间最多有一根管子，没有管子连自结点本身。如果存在一根从结点i流向结点j的管子，那么就没有从结点j流向结点i的管子。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，其输出内容为：如果存在满足条件的流量fi，j
 ，则输出YES，否则输出NO；前一种情形还要输出M个整数，第k个整数为第k根管子的流量，管子的序号为输入时的序号。

每个测试数据的输出之后输出一个空行。

[image: alt]



分析：


本题要求容量网络中的所有顶点都满足流量平衡条件，可以认为这样的容量网络中没有源点和汇点。本题要求解的是容量网络中的可行流。

题目中给出的两个测试数据所描述的两个容量网络如图6.36所示，其中测试数据1没有可行流，测试数据2有可行流。

[image: alt]


图6.36　核反应堆的冷却系统：两个测试数据

本题采用另外一种方法构造容量网络的伴随网络[image: alt]
 。

（1）新增两个顶点[image: alt]
 和[image: alt]
 ，[image: alt]
 称为附加源点，[image: alt]
 称为附加汇点。

（2）对原网络D中每个顶点u，按照式（6-16）计算D（u），如果D（u）＞0，则增加一条新弧＜u，[image: alt]
 ＞，这条弧的容量为D（u）；如果D（u）＜0，则增加一条新弧＜[image: alt]
 ，u＞，这条弧的容量为-D（u）；如果D（u）＝0，则不增加弧。

（3）原网络D中的每条弧，在伴随网络[image: alt]
 中仍保留，但弧的容量c（e）修正为：c（e）-b（e）。

例如，对测试数据2构造的伴随网络[image: alt]
 如图6.37（a）所示。伴随网络构造好以后，求伴随网络的最大流[image: alt]
 （e），如果最大流中从附加源点[image: alt]
 流出的所有弧均满载，则原网络D存在可行流：f（e）＝[image: alt]
 （e）＋b（e）；否则原网络D不存在可行流。
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图6.37　核反应堆的冷却系统：伴随网络的构造及最大流、可行流的求解

如果原网络存在可行流，题目还要求输出一个可行流中各弧的流量，顺序为输入时的顺序，所以表示弧结构的结构体ArcType中，增加了一个分量no，为每条弧输入时的序号。

代码如下：
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例6.11
 　预算（Budget）


题目来源：


Asia 2003, Tehran (Iran), Preliminary, ZOJ1994, POJ2396


题目描述：


现在要针对多赛区竞赛制定一个预算，该预算是一个行代表不同种类支出、列代表不同赛区支出的矩阵。组委会曾经开会讨论过各类支出的总和，以及各赛区所需支出的总和。另外，组委会还讨论了一些特殊的约束条件：例如，有人提出计算机中心至少需要1000k里亚尔（伊朗货币），用于购买食物；也有人提出Sharif赛区用于购买T恤衫的费用不能超过30000k里亚尔。组委会的任务是制定一个满足所有约束条件且行列和满足要求的预算。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件的第一行是一个正整数T，表示测试数据的个数。接下来是一个空行，然后是T个测试数据。

每个测试数据的格式如下。

第1行为两个整数m和n，分别表示矩阵的行数和列数，m≤200，n≤20。

第2行包括m个整数，代表矩阵每一行的和。

第3行包括n个整数，代表矩阵每一列的和。

第4行是一个整数c，表示约束条件的个数。

接下来c行，每行给出一个约束条件，格式为：r q字符v，其中整数r和q分别代表行号和列号（如果r和q都为0，代表整个矩阵；如果r或q一个为0，则代表r整行或q整列；否则，代表第r行第q列）；字符取值为｛＜，＝，＞｝；v为整数；例如：1 2＞5表示第1行第5列的元素必须严格大于5；4 0＝3表示第4行的元素必须都等于3。


输出描述：


对每组输入数据，输出一个符合要求的所有元素均非负的矩阵，如果找不到这样的矩阵，则输出"IMPOSSIBLE"，每两个矩阵之间输出一个空行。
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分析：


本题可以转化为没有源点、汇点的流量有上下界的可行流模型，关键在于容量网络的构造。接下来以样例输入中第1个测试数据为例解释容量网络的构造。从该测试数据可以得到如表6-2所示的信息。

表6-2　预算
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其中括号内第1个数值表示该项的下界，第2个数值表示上界。这样就可以以行和列为顶点构造容量网络。

第1步，根据条件构造容量网络。对于上述测试数据构造的容量网络如图6.38所示。在图中，每条弧上第1个数值表示该弧的下界，第2个数值表示该弧的上界。通过这样的转化，把题目转成了上下界可行流模型。只要求出这个网络的一个可行流即可。
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图6.38　预算：容量网络的构造

第2步，将无源汇的上下界可行流模型转化为普通的最大流模型。

首先，对于无源汇的上下界可行流，常见做法是拆边，然后转换成无下界的模型去做：即添加超级源汇S和T，然后将任意一条边（x，y，u，c）（即x到y，下界u，上界c的边）拆成3条，分别为（x，y，0，c—u）、（S，x，0，u）和（y，T，0，u）。其思想实际就是让所有边的下界流量的分离出来，作为一条“必要边”（即如果有可行流，这些容量为下界的边一定是满的），让其统一流入汇，然后让源点来提供这样的流量。然后在这个网络上求最大流。看最大流是否等于所有边的下界之和。当然，在建图时可以先统计每个顶点的入流与出流，然后再加边。

然而此题已经有了源汇，所以就先连一条（T，S，0，∞）的边（显然这不影响流量平衡条件）。这样就转换成了前面所说的无源汇的情况，然后求之。

第3步，求最大流，判断是否有解，有解则输出方案。

输出的结果就让相应原始边的流量加上它们的下界就可以了（即边（x，y，0，c—t）的流量+u）。

代码如下：
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练　习

6.8　能源（Energy），Asia 2007，ChangChun（Mainland China）


题目描述：


ACM在X星球的基地需要能源。幸运的是，在某个广阔的地区里探测到了很多资源，但这个地区离基地很远。基地必须派机器人去采集资源。

基地有两种类型的机器人：G-型机器人，负责采集资源；R-型机器人，负责修补桥梁。为了节省能源，每个机器人都被限定了转向。机器人每步只能向南或东移动。G-型机器人能采集能源，当它到达有资源的地方（称为E-地）时，它将采集E-地的资源，采集到一个单位的资源后，它立刻离开这个地方，然后向南或东继续移动，或者被运回基地。R-型机器人能修补桥梁，使得其他机器人能通过。

为了简化题目，本题将这个地区用N×M的矩阵来表示。矩阵中的每个单元的状态如下。

（1）.：机器人能通过这个地方。

（2）#：山或河流，机器人不能通过。

（3）B：一座被损坏的桥梁，在修补好之前G-型机器人不能到达这个地方，而当一个R-型机器人到达这个地方时，它可以修复这座桥梁；

（4）E：表示一个E-地。在这个地方已经探测到有一定数量的资源。当一个G-型机器人到达这个地方，它采集一个单位的资源。当这个E-地的资源全部被采集完，这个地方将会塌陷，两种类型的机器人都不能通过这个地方。

G-型机器人能采集尽可能多的资源，没有容量限制。两种类型的机器人都能被运到矩阵中任何一个地方，也可以从任何一个地方运回基地。但运输过程会损坏机器人，如果一个机器人有L的生命期，那么它最多只能被运输L次。

基地的工作人员计划用这两种机器人采集所有探测到的资源。但是由于每个机器人都有一定的生命期，可能完成不了这个任务。所以必须分析整个地区的地图，判断是否能采集到所有的资源。


输入描述：


输入文件的第1行为一个正整数T，1≤T≤21，表示测试数据的数目。接下来有T个测试数据。每个测试数据的第1行为4个整数：N，M，Lr，Lc，N和M表示地区的大小，Lr表示R-型机器人的生命期，Lc表示G-型机器人的生命期；接下来有N行，每行有M个字符，描述了地区的地图；接下来一行有若干个整数ti
 ，1≤ti
 ≤50，1≤i≤50，整数的个数与地图中字母"E"的数目一样，每个整数表示对应的E-地探测到的资源数目。E-地按从北到南、同一行从西到东的顺序进行编号。

每个测试数据中至少有一个、至多有50个E-地，被损坏的桥梁数目少于11个。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，如果可以完成任务，输出"Yes"；否则输出"No"。
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注解：


第1个测试数据中的任务可以完成。一个可行的方案（机器人被运输了4次）如下。

G-型机器人：运到（2，2）位置→采集1个单位的资源→运回基地。

G-型机器人：运到（2，2）位置→采集1个单位的资源→运回基地。

第2个测试数据中的任务不可能完成，因为机器人至少必须运输4次。

在样例输入中放置第3个测试数据的目的是为了解释E-地的编号：（1，1）位置，4单位资源；（1，2）位置，3单位资源；（2，1）位置，2单位资源；（2，2）位置，1单位资源。

6.4　最小费用最大流

6.4.1　基本概念

1．问题的引入

6.1节介绍了网络最大流，毫无疑问，任何容量网络的最大流流量是唯一的、是确定的，但最大流f是唯一的吗？

例如，在图6.9和图6.10所示的标号法两个实例中，初始流不同，求得的网络最大流相同，流量也相等。但如图6.39所示的容量网络中，最大流流量为11，图6.39（a）和6.39（b）的网络流都取得最大流，因此在该流量网路中，最大流不唯一，即在最大流中，可以选择某些边上走不同的流量，比如图6.39（a）中边＜Vs
 ，V2
 ＞的流量为8，而在图6.39（b）中，该边的流量为4。
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图6.39　最大流不唯一的例子

既然最大流f不是唯一的，因此，如果每条弧上不仅有容量限制，还有费用
 ，即每条弧上有一个单位费用的参数，那么在保证最大流的前提下，还存在一个选择费用最小的最大流的问题。

2．最小费用最大流数学模型

先看一个最优运输方案设计的例子。图6.40所示是连接产品产地Vs
 和销售地Vt
 的交通网，每一条弧＜u，v＞代表从u到v的运输线，产品经这条弧由u输送到v。每条弧旁边有两个数字，第1个数字c（u，v）表示这条运输线的最大通过能力（简称容量，单位：吨），第2个数字r（u，v）表示每吨产品通过该公路的费用。产品经过交通网从Vs
 输送到Vt
 。现在要求制定一个运输方案，使得从Vs
 运到Vt
 的产品数量最多，并且总的费用最少。
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图6.40　最小费用最大流：最优运输方案的设计

图6.40所示的网络中，每一条弧＜u，v＞除了给定的容量限制c（u，v）外，还给定了单位流量费用r（u，v）≥0。上述问题（即最小费用最大流问题）的数学模型为：求一个最大流f，使得该最大流的总运输费用：
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最少。

6.4.2　最小费用最大流算法

1．算法思想

从6.1.4节可知，寻找最大流的方法是从某个可行流f出发，找到关于这个流的一条增广路P，沿着P调整f；对新的可行流又试图寻找关于它的增广路；如此反复直至不存在增广路为止。

现在要寻求最小费用最大流，首先考察一下，当沿着一条关于f的增广路P，以改进量α＝1调整f，得到新的可行流f′（显然│f│＝│f′│＋1），r（f′）比r（f）增加多少？

不难看出：
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把
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称为这条增广路P的“费用”。

显然，若f是流量为—f—的所有可行流中费用最小者，而P是关于f的所有增广路中费用最小的增广路，那么沿着P去调整f，得到的可行流为f′，就是流量为—f′—的所有可行流中的最小费用流。这样，当f是最大流时，它也就是所要求的最小费用最大流了。

注意，由于r（u，v）≥0，所有f＝｛0｝必是流量为0的最小费用流。这样，总可以从f＝｛0｝开始进行增广。一般，设已知f是流量为—f—的最小费用流，余下的问题是如何寻求关于f的最小费用增广路。为此构造容量网络关于f的伴随网络W（f）：它的顶点是原网络中的顶点，而把原网络中的每条弧＜u，v＞变成两个方向相反的弧＜u，v＞和＜v，u＞；定义W（f）中弧的权值为：
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为什么要做这样的处理？因为同一条弧可能在某条链中是前向弧，在另外一条链中是后向弧，而同一条弧上的流量在调整过程中可能增加或减少，因此，每条弧要变成两个方向相反的弧。

于是在网络中寻求关于f的最小费用增广路，就等价于在伴随网络W（f）中，寻求从Vs
 到Vt
 的最短路。

2．最小费用最大流算法

根据上述分析，得到求解最小费用最大流的算法如下。

（1）开始取f（0）＝｛0｝。

（2）一般若在第k-1步得到的最小费用流为f（k-1），则构造伴随网络W（f（k-1））。

（3）在W（f（k-1））中寻求从Vs
 到Vt
 的最短路。若不存在最短路（即最短路的权为+∞），转（5）；若存在最短路，则转（4）。

（4）在原网络G中得到相应的增广路P，在增广路P上对f（k-1）进行调整。
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调整后新的可行流为f（k）；转（2）。

（5）f（k-1）为最小费用最大流，执行完毕。

接下来以图6.41（a）所示的容量网络演示最小费用最大流算法的求解过程。

图6.41（a）：从零流f（0）＝｛0｝开始改进最小费用最大流f。

图6.41（b）：按照前面介绍的方法构造伴随网络W（f（0）），并求从源点Vs
 到汇点Vt
 的最短路径，在图中用粗线标明最短路径上的边。这条最短路径作为f（0）的费用最小的增广路。

图6.41（c）：沿着求得的费用最小的增广路，可改进量α＝5，改进f（0），得到f（1），其流量│f（1）│＝5。网络中有改进的弧，其流量用粗体、斜体标明了。

图6.41（d）～图6.41（e）：构造伴随网络W（f（1）），并求从源点Vs
 到汇点Vt
 的最短路径。这条最短路径作为f（1）的费用最小的增广路，可改进量α＝2，改进f（1），得到f（2），其流量│f（2）│＝7。

图6.41（f）～图6.41（g）：构造伴随网络W（f（2）），并求从源点Vs
 到汇点Vt
 的最短路径。这条最短路径作为f（2）的费用最小的增广路，可改进量α＝3，改进f（2），得到f（3），其流量│f（3）│＝10。

图6.41（h）～图6.41（i）：构造伴随网络W（f（3）），并求从源点Vs
 到汇点Vt
 的最短路径。这条最短路径作为f（3）的费用最小的增广路，可改进量α＝1，改进f（3），得到f（4），其流量│f（4）│＝11。

在图6.41（j）中，构造伴随网络W（f（4））后，从源点Vs
 到汇点Vt
 的最短路径不存在，算法结束。因此，最小费用最大流为f（4），其流量为：—f（4）—＝11，其费用为：∑f（u，v）×r（u，v）＝52。
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图6.41　最小费用最大流算法实例

6.4.3　例题解析

以下通过两道例题的分析，详细介绍最小费用最大流的求解方法。


例6.12
 　志愿者招募


题目来源：


NOI2008


题目描述：


申奥成功后，布布经过不懈努力，终于成为奥组委下属公司人力资源部门的主管。布布刚上任就遇到了一个难题：为即将启动的奥运新项目招募一批短期志愿者。经过估算，这个项目需要N天才能完成，其中第i天至少需要Ai
 个人。

布布通过了解得知，一共有M类志愿者可以招募。其中第i类可以从第Si
 天工作到第Ti
 天，招募费用是每人Ci
 元。新官上任三把火，为了出色地完成自己的工作，布布希望用尽量少的费用招募足够的志愿者，但这并不是他的特长！试帮他设计一种最优的招募方案。


输入描述：


输入文件的第1行包含两个整数N、M，表示完成项目的天数和可以招募的志愿者的种类。

接下来的一行中包含N个非负整数，表示每天至少需要的志愿者人数。

接下来的M行中每行包含3个整数Si
 、Ti
 、Ci
 ，含义如上文所述。为了方便起见，可以认为每类志愿者的数量都是无限多的。


输出描述：


输出一个整数，表示你所设计的最优方案的总费用。
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分析：


本题可以转化成求解容量网络的最小费用最大流问题，本题的关键在于构造容量网络。接下来以样例输入中的第2个测试数据为例解释容量网络的构造方法。

设雇用第i类志愿者的人数为X［i］，每个志愿者的费用为V［i］，第j天雇用的人数为P［j］，则每天的雇用人数应满足一个不等式。对该测试数据而言，可以列出以下4个不等式。

（1）P［1］＝X［1］＋X［2］≥4

（2）P［2］＝X［1］＋X［3］≥2

（3）P［3］＝X［3］＋X［4］＋X［5］≥5

（4）P［4］＝X［5］≥3

对于每个不等式，可以添加辅助变量Y［i］（Y［i］≥0），使其变为如下等式。

（1）P［1］＝X［1］＋X［2］－Y［1］＝4

（2）P［2］＝X［1］＋X［3］－Y［2］＝2

（3）P［3］＝X［3］＋X［4］＋X［5］－Y［3］＝5

（4）P［4］＝X［5］－Y［4］＝3

在上述等式最前面和最后面添加P［0］＝0、P［5］＝0，每次用下边的式子减去上边的式子，可以得到如下等式。

（1）P［1］－P［0］＝X［1］＋X［2］－Y［1］＝4

（2）P［2］－P［1］＝X［3］－X［2］－Y［2］＋Y［1］＝-2

（3）P［3］－P［2］＝X［4］＋X［5］－X［1］－Y［3］＋Y［2］＝3

（4）P［4］－P［3］＝-X［3］－X［4］＋Y［3］－Y［4］＝-2

（5）P［5］－P［4］＝-X［5］＋Y［4］＝-3

观察发现，每个变量P［I］都在两个式子中出现了，而且一次为正，一次为负。所有等式右边之和为0。接下来，根据上面5个等式构图。

（1）每个等式为图中一个顶点，添加源点S和汇点T。

（2）如果一个等式右边为非负整数c，从源点S向该等式对应的顶点连接一条容量为c、权值为0的有向边；如果一个等式右边为负整数c，从该等式对应的顶点向汇点T连接一条容量为-c、权值为0的有向边。

（3）如果一个变量X［i］在第j个等式中出现为X［i］，在第k个等式中出现为-X［i］，从顶点j向顶点k连接一条容量为∞、权值为V［i］的有向边。

（4）如果一个变量Y［i］在第j个等式中出现为Y［i］，在第k个等式中出现为-Y［i］，从顶点j向顶点k连接一条容量为∞、权值为0的有向边。

构图以后，求从源点S到汇点T的最小费用最大流，费用值就是结果。

根据上面的例子可以构造出容量网络，如图6.42（a）所示，其中粗线边为每个变量X代表的边，虚线边为每个变量Y代表的边，边的容量和权值标已经标出。在该容量网络中求最小费用最大流，网络流如图6.42（b）所示，每条粗线边的流量就是对应的变量X的值。因此，所求的最小费用为：4×3＋2×3＋3×6＝36。
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图6.42　志愿者招募：容量网络的构造

上面的方法很神奇地求出了结果，下面解释为什么要这样构造容量网络。将最后的5个等式进一步变形，得出以下结果。

（1）-X［1］－X［2］＋Y［1］＋4＝0。

（2）-X［3］＋X［2］＋Y［2］－Y［1］－2＝0。

（3）-X［4］－X［5］＋X［1］＋Y［3］－Y［2］＋3＝0。

（4）X［3］＋X［4］－Y［3］＋Y［4］－2＝0。

（5）X［5］－Y［4］－3＝0。

可以发现，每个等式左边都是几个变量和一个常数相加减，右边都为0，恰好就像网络流中除了源点和汇点的顶点都满足流量平衡。每个正的变量相当于流入该顶点的流量，负的变量相当于流出该顶点的流量，而正常数可以看作来自附加源点的流量，负的常数是流向附加汇点的流量。因此可以据此构造容量网络，求出从附加源点到附加汇点的网络最大流，即可满足所有等式。而还要求最小，所以要在X变量相对应的边上加上权值，然后求最小费用最大流。

代码如下：
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例6.13
 　卡卡的矩阵之旅（Kaka's Matrix Travels）


题目来源：


POJ Monthly—2007.10.06, POJ3422


题目描述：


有一个N×N大小的矩阵，每个位置上都有一个非负整数。卡卡从SUM＝0开始他的矩阵之旅。每次矩阵之旅，总是从矩阵最左上角位置走到右下角位置，每次移动只能向右移动或向下移动。每次移动到某个方格，卡卡将方格中的数字加到SUM，并将该位置上的数字替换为0。要求卡卡第一次旅行能获得SUM的最大值并不难，现在卡卡想知道他旅行完K次之后，SUM的最大值是多少。注意，SUM的值在这K次旅行中是累加的。


输入描述：


测试数据的第1行为两个整数N和K，1≤N≤50，0≤K≤10。接下来有N行，描述了一个矩阵，矩阵中的元素都不超过1000。


输出描述：


输出卡卡K次旅行后能获得的最大SUM值。
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分析：


本题可以转化为最小费用最大流问题。构建容量网络的方法如下：将每个位置拆成两个——出点和入点，出点和入点之间连接一条容量为1、费用为矩阵中该位置上的数值；若点p与q能连通，则连接p与q，n×n＋p与n×n＋q，p与n×n＋q，n×n＋p与q四条边，容量为无穷大，费用为0；假设源点与汇点，源点与1、汇点与2×n×n之间连接边，容量为K，费用为0。容量网络构建完成后，求最小费用最大流即可。

代码如下：
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练　习

6.9　回家（Going Home），ZOJ2404，POJ2195


题目描述：


在一个网格地图上，有n个小人和n栋房子。在每个单位时间内，每个小人可以往水平方向或垂直方向上移动一步，走到相邻的方格中。对每个小人，每走一步需要支付1美元，直到他走入到一栋房子里。每栋房子只能容纳一个小人。

任务是：要让n个小人移动到n个不同的房子，需要支付的最小费用。输入的地图中，字符'.'表示空方格，字符'H'代表在该位置上有一栋房子，字符'm'代表该位置上有一个小人。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数：N和M，2≤N、M≤100，分别代表地图的行和列；接下来有N行，每行有M个字符，描述了地图，地图中字符'H'和字符'm'的数目一样；每个测试数据中至多有100栋房子。输入文件最后一行为两个0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为一个整数，表示需要支付美元的最少数目。
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6.10　最小费用（Minimum Cost），POJ2516


题目描述：


Dearboy是一个优秀的食品供应商，他现在面临一个大问题，需要帮忙。在他的销售地区，有N个店主（编号从1～N）帮他销售食品。Dearboy有M仓库（编号从1～M），每个仓库可以提供K种不同的食品（编号从1～K）。一旦有店主向他订食品，Dearboy应该安排哪个仓库、向该店主提供多少食品，以减少总的运输费用？

现已知道，从不同的仓库向不同的店主运输不同种类的单位重量食品所需的费用是不同的。给定每个仓库K种食品格子的储藏量，N个店主对K种食品的订量，以及从不同的仓库运输不同种食品到不同的店主的所需费用，试安排每个仓库的各种食品供应量，以减少总的运输费用。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为3个整数：N、M和K，0＜N、M、K＜50，含义如前所述。接下来N行描述了每个店主的订量，每行为K个整数，范围为［0，3］，代表每个店主对每种食品的订量。接下来M行描述了每个仓库的各种食品的储藏量，每行也是K个整数，范围也是［0，3］，代表每个仓库的每种食品的储藏量。

接下来有K个整数矩阵，每个矩阵的大小都是N×M，矩阵中所有整数的范围都是（0，100），第K个居中的第i行、第j列的整数代表将单位重量的第K种食品从第j个仓库运往第i个店主所需的运输费用。

输入文件的最后一行为3个0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，如果Dearboy能满足所有店主的所有订购需求，则输出一个整数，代表最小费用。否则输出-1。
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6.11　疏散计划（Evacuation Plan），ZOJ1553，POJ2175


题目描述：


某个城市有许多市政大楼，在城市中修建了一些防辐射的庇护所，这些庇护所是用来在核战争情况下保护市政工作人员。每个庇护所有一定的容量，能容下一定数量的人，而且该城市的所有庇护所中，几乎没有多余的容量。在理想的情况下，所有工作人员从大楼里跑出来，跑向最近的庇护所。然后，这有可能导致某些庇护所拥挤，而其他一些庇护所则是半空状态。

为了解决这个问题，市政委员会设计了一个疏散计划。在计划中，如果将每个工作人员安排到指定的庇护所，这将导致需要维护大量的信息，因此疏散计划是把庇护所分配给市政大楼。委员会列出了每栋大楼需要共用某个庇护所的人数，然后将个人安排的任务交给每栋大楼的管理者。疏散计划考虑到了每栋大楼的人数——所有人都安排到庇护所；同时也充分考虑了每个庇护所的容量是有限的——每个庇护所分配到的人数都不超过它的容量，尽管这将导致某些庇护所没有充分利用。

委员会宣称他们的疏散计划是最优的，也就是说所有工作人员到达指定的庇护所所需的时间是最少的。该市市长，并不相信委员会的疏散计划，因此他想请你验证该疏散计划。要么是验证该疏散计划是最优的，要么通过找到另外一种花费时间更少的方案，从而证明委员会是无能的。

该城市用长方形的网格来描述，市政大楼和庇护所的位置用两个整数来表示，这样从（Xi
 ，Yi
 ）位置处的市政大楼跑到（Pj
 ，Qj
 ）位置处的庇护所，所需时间为Di，j
 ＝│Xi
 －Pj
 │＋│Yi
 －Qj
 │＋1分钟。

图6.43给出了城市地图的一个例子。在图中，B1
 （5）、B2
 （6）等表示大楼，括号里的数字表示大楼里工作人员的数目；S1
 （3）、S2
 （4）等表示庇护所，括号里的数字表示庇护所的容量。
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图6.43　疏散计划：城市地图


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，每个测试数据给出了城市的描述和一个疏散计划的描述。每个测试数据的第1行为两个整数：N和M，用空格隔开，其中N（1≤N≤100）表示市政大楼的数目，这些市政大楼编号为1～N；M（1≤M≤100）表示庇护所的数目，这些庇护所的编号为1～M。

接下来有N行数据，描述了这N个市政大楼。每行为3个整数：Xi
 ，Yi
 和Bi
 ，用空格隔开，其中Xi
 、Yi
 （-1000≤Xi
 、Yi
 ≤1000）为市政大楼的坐标位置，Bi
 （1≤Bi
 ≤1000）为该市政大楼中的工作人员人数。

接下来有M行数目，描述了M个庇护所。每行也是3个整数：Pj
 、Qj
 和Cj
 ，用空格隔开，其中Pi
 、Qi
 （-1000≤Pj
 ，Qj
 ≤1000）为庇护所的坐标位置，Cj
 （1≤Cj
 ≤1000）为庇护所的容量。

接下来N行描述了市政委员会的疏散计划。每一行代表一栋市政大楼的疏散计划，按大楼在输入数据中的顺序给出。第i栋大楼的疏散计划包含了M个整数Ei，j
 ，用空格隔开。Ei，j
 （0≤Ei，j
 ≤1000）为从第i栋大楼疏散到第j个庇护所的人数。

输入文件中的疏散计划保证是有效的，也就是说，在计划中，所有人都能疏散出来，每个庇护所也都不会超出它的容量。测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，如果市政委员会的计划是最后的，输出"OPTIMAL"；否则先在第1行输出"SUBOPTIMAL"，然后是N行，描述疏散计划，格式如输入文件中给出的疏散计划一样。完成计划不一定是最优的，但必须保证是有效的，且比市政委员会的计划更好。
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第7章　支配集、覆盖集、独立集与匹配

本章内容会涉及以下几个容易相互混淆的概念（设G为无向图）。

（1）点支配集，极小点支配集，最小点支配集，点支配数—γ0
 （G）。

点支配的概念—顶点支配顶点。

（2）点覆盖集，极小点覆盖集，最小点覆盖集，点覆盖数—α0
 （G）。

点覆盖的概念—顶点集合的子集覆盖住所有边。

（3）点独立集，极大点独立集，最大点独立集，点独立数—β0
 （G）。

（4）边覆盖集，极小边覆盖集，最小边覆盖集，边覆盖数—α1
 （G）。

边覆盖的概念—边集合的子集覆盖住所有顶点；

（5）边独立集（匹配），极大边独立集（极大匹配），最大边独立集（最大匹配），边独立数（或匹配数）—β1
 （G）。

以上几个量存在以下关系（设无向图G有n个顶点，且没有孤立顶点）。
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对二部图（设无向二部图G有n个顶点，且没有孤立顶点），还有以下关系式。
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说明：如果该二部图有m个孤立顶点，则β0
 和n中分别扣除m个孤立顶点后满足该式，即：β0
 －m＝n－m－β1
 。这样原式：β0
 ＝n－β1
 ，仍然成立。

7.1　点支配集、点覆盖集、点独立集

7.1.1　点支配集

1．支配、点支配集、支配数


支配
 与支配集
 ：设无向图为G（V，E），顶点集合V*
 ⊆V，若对于∀v∈（V－V*
 ），∃u∈V*
 ，使得（u，v）∈E，则称u支配
 v，并称V*
 为G的一个点支配集
 （Vertex Dominating Set，支配集）。

在图7.1（a）中，取V*
 ＝｛v1
 ，v5
 ｝，则V*
 就是一个支配集。因为V－V*
 ＝｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v6
 ，v7
 ｝中的每个顶点都是V*
 中某个顶点的邻接顶点。
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图7.1　支配与点支配集

通俗地讲，所谓点支配集，就是V*
 中的顶点能“支配”V－V*
 中的每个顶点，即V－V*
 中的每个顶点都是V*
 中某个顶点的邻接顶点，或者说V中的顶点要么是V*
 集合中的元素，要么与V*
 中的一个顶点相邻。

注意：在无向图中存在用尽可能少的顶点去支配其他顶点的问题，所以支配集有极小和最小的概念。最大支配集的概念是没有意义的，因为对任何一个无向图G（V，E），取V*
 ＝V，总是满足支配集的定义。


极小支配集
 ：若支配集V*
 的任何真子集都不是支配集，则称V*
 是极小支配集。


最小支配集
 ：顶点数最少的支配集称为最小支配集。


点支配数
 （Vertex Dominating Number）：最小支配集中的顶点数称为点支配数，记作γ0
 （G）或简记为γ0
 。

在图7.1（a）中，｛v1
 ，v5
 ｝、｛v3
 ，v5
 ｝和｛v2
 ，v4
 ，v7
 ｝都是极小支配集，｛v1
 ，v5
 ｝、｛v4
 ，v5
 ｝和｛v3
 ，v6
 ｝都是最小支配集，因此γ0
 ＝2。

在图7.1（b）中，｛v1
 ｝和｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 ｝都是极小支配集，｛v1
 ｝是最小支配集，因此γ0
 ＝1。

在图7.1（c）中，｛v1
 ｝、｛v2
 ，v4
 ｝、｛v2
 ，v5
 ｝等都是极小支配集，显然γ0
 ＝1。

2．点支配集的性质


性质1
 　若G中无孤立顶点，则存在
 一个支配集V*
 ，使得G中除V*
 外的所有顶点也组成一个支配集（即V－V*
 也是一个支配集）。（证明略。）

思考：在图7.1（a）中，取V*
 ＝｛v3
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 ｝，V*
 是支配集，但V－V*
 是否是支配集？


性质2
 　若G中无孤立顶点，V*
 为极小
 支配集，则G中除V*
 外的所有顶点也组成一个支配集（即V－V*
 也是一个支配集）。（证明略。）

3．应用例子


例7.1
 　应用点支配集设置通信基站

假设需要在8个城镇A～H之间选择若干个城镇建通信基站，使得通信信号覆盖这8个城镇。如果在A建设一个基站，能同时覆盖到B、C、D和E；如果在B建设一个基站，能同时覆盖A、C和G等。问至少需要建几个基站？

用顶点表示每个城镇，如果在城镇X建设一个基站，能同时覆盖到Y城镇，那么在顶点X和Y之间连一条边。这样构造的图如图7.2所示。现在将问题转换成求最小支配集问题。在图7.2中，最小支配集是｛A，H｝，γ0
 ＝2。因此至少需要建设两个通信基站。
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图7.2　通信基站的设置

7.1.2　点覆盖集

1．点覆盖边、点覆盖集、点覆盖数


点覆盖集
 （Vertex Covering Set）：设无向图为G（V，E），顶点集合V*
 ⊆V，若对于∀e∈E，∃v∈V*
 ，使得v与e相关联，则称v覆盖
 e，并称V*
 为G的一个点覆盖集
 或简称点覆盖
 。

在图7.3（a）中，取V*
 ＝｛v1
 ，v3
 ，v5
 ，v7
 ｝，则V*
 就是一个点覆盖集。因为G中的每条边都被V*
 中某个顶点“覆盖”住了。

[image: alt]


图7.3　点覆盖集

通俗地讲，所谓点覆盖集V*
 ，就是G中所有的边至少有一个顶点属于V*
 。

注意：

（1）点覆盖集里的“覆盖”，含义是顶点“覆盖”边；而7.3.1节中边覆盖集里的“覆盖”，含义是边“覆盖”顶点。

（2）在无向图中存在用尽可能少的顶点去“覆盖”住所有边的问题，所以点覆盖集有极小和最小的概念。最大点覆盖集的概念是没有意义的，因为对任何一个无向图G（V，E），取V*
 ＝V，总是满足点覆盖集的定义。


极小点覆盖
 ：若点覆盖V*
 的任何真子集都不是点覆盖，则称V*
 是极小点覆盖。


最小点覆盖
 ：顶点个数最少的点覆盖称为最小点覆盖。


点覆盖数
 （Vertex Covering Number）：最小点覆盖的顶点数称为点覆盖数，记作α0
 （G），简记为α0
 。

在图7.3（a）中，｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v6
 ，v7
 ｝、｛v1
 ，v3
 ，v5
 ，v7
 ｝等都是极小点覆盖，｛v1
 ，v3
 ，v5
 ，v7
 ｝等是最小点覆盖，因此α0
 ＝4。

在图7.3（b）中，｛v1
 ｝和｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 ｝是极小点覆盖，｛v1
 ｝是最小点覆盖，因此α0
 ＝1。

在图7.3（c）中，｛v1
 ，v2
 ，v4
 ，v5
 ｝、｛v1
 ，v2
 ，v4
 ，v6
 ｝是极小点覆盖，也都是最小点覆盖，因此α0
 ＝4。

2．应用例子

例7.2　应用点覆盖集配置小区消防设施

某小区计划在某些路口安装消防设施，约定只有与路口直接相连的道路才能使用该路口的消防设施（发生火灾时消防车开进小区道路上并使用路口的消防设施），为了使所有道路在必要时都能使用消防设施，问至少要配置多少套消防设施。

小区平面图如图7.4（a）所示，以路口为顶点、街道为边，构造如图7.4（b）所示的无向图。本题要求用最少的顶点“控制”所有的边，即“覆盖”住所有的边。因此，本题要求的是最小顶点覆盖集。图7.4（b）给出了一个解，实心圆圈顶点表示安装消防设施的路口。因此最少需要8套消防设施。
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图7.4　小区消防设施的配置

7.1.3　点独立集

1．点独立集、点独立数


点独立集
 （Vertex Independent Set）：设无向图为G（V，E），顶点集合V*
 ⊆V，若V*
 中任何两个顶点均不相邻，则称V*
 为G的点独立集
 ，或简称独立集
 。

在图7.5（a）中，取V*
 ＝｛v1
 ，v5
 ｝，则V*
 就是一个独立集。因为v1
 和v5
 是不相邻的。
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图7.5　点独立集

注意：在无向图中存在将尽可能多的、相互独立的顶点包含到顶点集合的子集V*
 中的问题，所以独立集有极大和最大的概念。最小独立集的概念是没有意义的，因为对任何一个无向图G（V，E），取V*
 ＝[image: alt]
 （空集），总是满足独立集的定义。


极大点独立集
 ：若在V*
 中加入任何顶点都不再是独立集，则称V*
 为极大点独立集。


最大点独立集
 ：顶点数最多的点独立集称为最大点独立集。


点独立数
 （Vertex Independent Number）：最大点独立集的顶点数称为点独立数，记作β0
 （G），简记为β0
 。

在图7.5（a）中，｛v1
 ，v5
 ｝、｛v3
 ，v6
 ｝、｛v2
 ，v4
 ，v7
 ｝都是极大点独立集，｛v2
 ，v4
 ，v7
 ｝是最大点独立集，因此β0
 ＝3。

在图7.5（b）中，｛v1
 ｝和｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 ｝都是极大点独立集，｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 ｝是最大点独立集，因此β0
 ＝6。

在图7.5（c）中，｛v2
 ，v4
 ｝、｛v2
 ，v5
 ｝都是极大点独立集，也都是最大点独立集，显然β0
 ＝2。

2．应用例子


例7.3
 　应用点独立集存放化学药品

某仓库要存放n种化学药品，其中有些药品彼此不能存放在一起，因为相互之间可能引起化学或药物反应导致危险，所以必须把仓库分成若干区，各区之间相互隔离。至少把仓库分成多少隔离区，才能确保安全？

考虑7种药品的情况。用v1
 ，v2
 ，…，v7
 分别表示这7种药品，已知不能存放在一起的药品为：（v1
 ，v2
 ），（v1
 ，v4
 ），（v2
 ，v3
 ），（v2
 ，v5
 ），（v2
 ，v7
 ），（v3
 ，v4
 ），（v3
 ，v6
 ），（v4
 ，v5
 ），（v4
 ，v7
 ），（v5
 ，v6
 ），（v5
 ，v7
 ），（v6
 ，v7
 ）。在本题中，把各种药品作为顶点，即顶点集为：V（G）＝｛v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 ｝。然后把不能存放在一起的药品用边相连，就构成一个图，如图7.6所示。
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图7.6　化学药品的存放

由点独立集的定义可知，能存放到同一个仓库中的药品应属于同一个点独立集，为了使得仓库数尽可能少，在不导致危险的前提下应该在同一个仓库中存放尽可能多的药品，这个点独立集还应该尽量是极大点独立集。另外，存放在不同仓库中的药品集合分别对应不同的点独立集，而且这些点独立集没有公共元素。（由第9章的内容可知，这实际上是图的点着色问题）。

设想把仓库划分为若干个隔离区，分别用Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、…来代表，每个隔离区相当于一个顶点子集。根据题意，图中各边的两个顶点不能存入在同一个隔离区。现在按照如下的方法将各个顶点划分到不同的隔离区中：任取一顶点，如v1
 ，存放在Ⅰ区；因v2
 与v1
 有边相连，所以把v2
 存放在Ⅱ区；v3
 与v2
 有边相连，但与v1
 无边相连，故可存放在Ⅰ区；……。以此类推，最后一个顶点v7
 ，既与v5
 相连，也与v2
 、v4
 、v6
 相连，所以既不能存放在Ⅰ区，也不能存放在Ⅱ区，只好存放在Ⅲ区。从而这7种药品可用3个隔离区存放。每个隔离区存放的药品分别为，Ⅰ区：v1
 ，v3
 ，v5
 ；Ⅱ区：v2
 ，v4
 ，v6
 ；Ⅲ区：v7
 。图7.6标明了各顶点（代表对应的药品）所属的隔离区。


例7.4
 　应用点独立集设计交通信号灯

图7.7（a）所示的是两个繁忙街道交叉路口的交通车道。当一辆车到达这个路口时，它会在9个车道中的一个车道上出现，这9个车道分别记为L1～L9。在这个路口处有一个交通灯，它告知不同车道上的司机何时可以通过这个路口，这是为了确保某些处于不同车道上的车辆不会在同一时间进入路口，比如L1和L7。然而L1和L5上的车辆同时穿过路口是没有问题的。现在的问题是，为了让所有的车辆都能安全通过路口，对于交通灯来说，所需要的相位最少是多少？
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图7.7　街道交叉路口的交通车道

用顶点L1～L9表示每个车道，当两个车道上的车辆不能同时进入路口时（否则可能引发交通事故），则在这两个车道对应的顶点间连一条边。构造好的无向图如图7.7（b）所示。

由点独立集的定义可知，能同时进入路口的车道应该属于同一个点独立集，在不引发交通事故的前提下为了让尽可能多的车道同时进入路口，这个点独立集还应该尽量是极大点独立集。另外，由信号灯不同相位控制的车道集合分别对应不同的点独立集，而且这些点独立集没有公共元素（由第9章的内容可知，这实际上是图的点着色问题）。

如图7.7（b）所示的无向图中最少可以分成4个没有公共元素的点独立集，例如：｛L1，L2，L3｝、｛L4，L5，L9｝、｛L6，L7｝、｛L8｝，而且各顶点所属的是点独立集。这样每个点独立集中的车道由信号灯一个相位控制，所以至少需要4个相位的信号灯。

7.1.4　点支配集、点覆盖集、点独立集之间的联系

点支配集、点覆盖集、点独立集都是顶点的集合，这些集合之间存在以下联系。


定理7.1
 　设无向图G（V，E）中无孤立顶点，则G的极大点独立集都是G的极小支配集。逆命题不成立（即极小支配集未必是极大独立集）。


定理7.2
 　一个独立集是极大独立集，当且仅当它是一个支配集。


定理7.3
 　设无向图G（V，E）中无孤立顶点，顶点集合V*
 ⊆V，则V*
 是G的点覆盖，当且仅当V－V*
 是G的点独立集。


推论：
 设G是n阶无孤立点的图，则V*
 是G的极小（最小）点覆盖集，当且仅当V－V*
 是G的极大（最大）点独立集，从而有：α0
 ＋β0
 ＝n（n为顶点个数）。

7.2　点支配集、点覆盖集、点独立集的求解

7.2.1　逻辑运算

因为点支配集、点覆盖集、点独立集都是顶点集合，求解时要用到集合的逻辑运算。设G是一个图，用vi
 表示事件“包含顶点vi
 ”。定义以下两种逻辑运算。

（1）逻辑或运算：用vi
 ＋vj
 或vi
 ∨vj
 表示事件“要么包含顶点vi
 ，要么包含顶点vj
 ”。

（2）逻辑与运算：用vi
 vj
 或vi
 ∧vj
 表示事件“既包含顶点vi
 ，又包含顶点vj
 ”。

则上述逻辑运算满足以下运算定律。

（1）交换律：vi
 ＋vj
 ＝vj
 ＋vi
 ；vi
 vj
 ＝vj
 vi
 。

（2）结合律：（vi
 ＋vj
 ）＋vk
 ＝vi
 ＋（vj
 ＋vk
 ）；（vi
 vj
 ）vk
 ＝vi
 （vj
 vk
 ）。

（3）分配律：vi
 （vj
 ＋vk
 ）＝vi
 vj
 ＋vj
 vk
 ；（vj
 ＋vk
 ）vi
 ＝vi
 vj
 ＋vi
 vk
 。

（4）吸收律：vi
 ＋vi
 ＝vi
 ；vi
 vi
 ＝vi
 ；vi
 ＋vi
 vj
 ＝vi
 。

上述定律尤其是吸收律，在求解点支配集、点覆盖集、点独立集时用处很大。

7.2.2　极小点支配集的求解

设无向连通图为G（V，E），顶点集合V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝，则求所有极小支配集的公式为：
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式中：N（vi
 ）为顶点vi
 的邻接顶点集合，也称vi
 的为邻域
 （Neighborhood）；∑表示求和；∏表示连乘。在上式中，每个顶点与它的所有邻接顶点进行加法运算组成一个因子项，所有因子项再连乘。连乘过程中根据上述运算规律展开成积之和的形式。在运算完毕得到的结果中，每个乘积项代表一个极小支配集，其中最小者为最小支配集。

例如，对图7.1（a）所示的无向图，求所有极小支配集的公式为：
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因此，该图的所有极小支配集为：｛v1
 ，v5
 ｝、｛v1
 ，v6
 ｝、｛v1
 ，v7
 ｝、｛v2
 ，v4
 ，v6
 ｝、｛v2
 ，v4
 ，v7
 ｝、｛v2
 ，v5
 ｝、｛v3
 ，v5
 ｝、｛v3
 ，v6
 ｝、｛v3
 ，v7
 ｝、｛v4
 ，v5
 ｝。点支配数γ0
 （G）＝2。

请注意理解上述乘法的执行过程。以（1＋2＋3＋4）（2＋1＋3＋5）为例解释：因为根据吸收律有11＝1，以及12＝1，…，15＝1，所以所有包含1的乘积项都被1“吸收”了；同理所有包含2的乘积项被2吸收了，所有包含3的乘积项都被3吸收了；这样该乘积运算的结果为：1＋2＋3＋45。

7.2.3　极小点覆盖集、极大点独立集的求解

设无向连通图为G（V，E），顶点集合V＝｛v1
 ，v2
 ，…，vn
 ｝，则求所有极小覆盖集的公式为：
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在式（7-6）中，每个顶点的所有邻接顶点进行积运算后再与该顶点进行和运算，组成一个因子项；所有因子项再连乘，并根据逻辑运算规律展开成积之和的形式。在运算完毕得到的结果中，每个乘积项代表一个极小覆盖集，其中最小者为最小覆盖集。

例如，对如图7.1（a）所示的无向图，求所有极小覆盖集的公式为：
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因此，该图的所有极小覆盖集为：｛v1
 ，v2
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ｝、｛v1
 ，v2
 ，v4
 ，v5
 ，v7
 ｝、｛v1
 ，v3
 ，v5
 ，v6
 ｝、｛v1
 ，v3
 ，v5
 ，v7
 ｝、｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ｝、｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v7
 ｝、｛v2
 ，v3
 ，v4
 ，v6
 ，v7
 ｝。点覆盖数α0
 （G）＝4。

由7.1.4节定理3的推论可知：无向连通图G的极小点覆盖集与极大点独立集存在互补性，求出极小点覆盖集和点覆盖数后，就可以求出极大点独立集和点独立数。由此得图7.1（a）的极大点独立集为：
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点独立数β0
 （G）＝n-α0
 （G）＝3。

说明：上述求极小点支配集、极小点覆盖集和极大点独立集算法的复杂度是指数阶的。例如，对于求极小点覆盖集的算法，需要处理式（7-6）右边式子展开式中的2n
 个乘积项，因此时间复杂度至少是O（2n
 ）。事实上，极小点支配集、极小点覆盖集和极大点独立集问题都是NP问题，目前尚没有有效的精确算法。因此上述算法只能用来计算比较简单（顶点数n较小）的图。

7.3　边覆盖集与边独立集

7.3.1　边覆盖集

1．边覆盖点、边覆盖集、边覆盖数


覆盖
 与边覆盖集
 ：设无向图为G（V，E），边的集合E*
 ⊆E，若对于∀v∈V，∃e∈E*
 ，使得：v与e相关联，则称e覆盖
 v，并称E*
 为边覆盖集
 （Edge Covering Set），或简称边覆盖
 。

在图7.8（a）中，取E*
 ＝｛e1
 ，e4
 ，e7
 ｝，则E*
 就是图G的一个边覆盖集，因为图G中每个顶点都被E*
 中某条边“覆盖”住了。
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图7.8　边覆盖集

通俗地讲，所谓边覆盖集E*
 ，就是G中所有的顶点都是E*
 中某条边的邻接顶点（边覆盖顶点）。

注意：在无向图中存在用尽可能少的边去“覆盖”住所有顶点的问题，所以边覆盖集有极小和最小的概念。最大边覆盖集的概念是没有意义的，因为对任何一个无向图G（V，E），取E*
 ＝E，总是满足边覆盖集的定义。


极小边覆盖
 ：若边覆盖E*
 的任何真子集都不是边覆盖，则称E*
 是极小边覆盖。


最小边覆盖
 ：边数最少的边覆盖集称为最小边覆盖。


边覆盖数
 （Edge Covering Number）：最小的边覆盖所含的边数称为边覆盖数，记作α1
 （G），或简记为α1
 。

在图7.8（a）中，｛e1
 ，e4
 ，e7
 ｝和｛e2
 ，e5
 ，e6
 ，e7
 ｝都是极小边覆盖，｛e1
 ，e4
 ，e7
 ｝是最小边覆盖，因此α1
 ＝3。

在图7.8（b）中，｛e1
 ，e3
 ，e6
 ｝和｛e2
 ，e4
 ，e8
 ｝都是极小边覆盖，也都是最小边覆盖，因此α1
 ＝3。

2．应用例子


例7.5
 　应用边覆盖集安排ACM竞赛题目的讲解

某高校举办了一次全校ACM程序设计个人赛，共出了8道题目（P1
 ～P8
 ）。赛后组委会要求比赛前10名学生（s1
 ～s10
 ）来讲解题目，并要求他们每人选择两道题目来讲解，比如s1
 学生准备讲解P2
 和P8
 ；s2
 学生准备讲解P6
 和P8
 等。要讲解这8道题目至少需要多少名学生。

以题目P1
 ～P8
 为顶点，如果某学生sk
 准备讲解题目Pi
 和Pj
 ，则在顶点Pi
 和Pj
 之间连一条边sk
 ，这样构造的无向图如图7.9所示。本题要求解的是讲解这8道题目至少需要多少名学生，转换成求图7.9的最小边覆盖集。在本题中，边sk
 “覆盖住”顶点Pi
 含义是学生sk
 讲解题目Pi
 。图7.9中粗线所示的边构成了一个最小边覆盖集，共5条边，因此至少需要5名学生来讲解，很明显某些学生只能讲一道题目。
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图7.9　ACM题目讲解

7.3.2　边独立集（匹配）

1．边独立集、边独立数


边独立集（匹配）
 ：设无向图为G（V，E），边的集合E*
 ⊆E，若E*
 中任何两条边均不相邻，则称E*
 为G的边独立集
 （Edge Independent Set），也称E*
 为G的匹配
 （Matching）。所谓任何两条边均不相邻，通俗地讲，就是任何两条边都没有公共顶点。

例如，在图7.10（a）中，取E*
 ＝｛e1
 ，e4
 ，e7
 ｝，则E*
 就是图G1
 的一个边独立集，因为E*
 中每两条边都没有公共顶点。
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图7.10　边独立集

注意：在无向图中存在将尽可能多的、相互独立的边包含到边的集合E*
 中的问题，所以边独立集有极大和最大的概念。最小边独立集的概念是没有意义的，因为对任何一个无向图G（V，E），取E*
 ＝[image: alt]
 （空集），总是满足边独立集的定义。


极大匹配
 ：若在E*
 中加入任意一条边所得到的集合都不匹配，则称E*
 为极大匹配。


最大匹配
 ：边数最多的匹配称为最大匹配。


边独立数
 （Edge Independent Number）：最大匹配的边数称为边独立数或匹配数，记作β1
 （G），简记为β1
 。

在图7.10（a）中，｛e2
 ，e6
 ｝、｛e3
 ，e5
 ｝和｛e1
 ，e4
 ，e7
 ｝都是极大匹配，｛e1
 ，e4
 ，e7
 ｝是最大匹配，因此β1
 ＝3。

在图7.10（b）中，｛e1
 ，e3
 ｝、｛e2
 ，e4
 ｝和｛e4
 ，e7
 ｝都是极大匹配，也都是最大匹配，因此β1
 ＝2。

以下几个概念都是针对无向图G（V，E）中一个给定的匹配M而言的。

在无向图G中，若边（u，v）∈M，则称顶点u与v被M所匹配
 。


盖点与未盖点
 ：设v是图G的一个顶点，如果v与M中的某条边关联，则称v为M的盖点
 （有的文献上也称为M饱和点
 ）。如果v不与任意一条属于匹配M的边相关联，则称v是匹配M的未盖点
 （相应地，有的文献上也称为非M饱和点
 ）。所谓盖点，就是被匹配中的边盖住了，而未盖点就是没有被匹配M中的边“盖住”的顶点。

例如，在图7.11（a）所示的无向图中，取定M＝｛e1
 ，e4
 ｝，M中的边用粗线标明，则顶点v1
 与v2
 被M所匹配；v1
 、v2
 、v3
 和v4
 是M的盖点，v5
 和v6
 是M的未盖点。
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图7.11　盖点与未盖点

而在图7.11（b）中，取定M＝｛e1
 ，e4
 ，e7
 ｝，则G中不存在未盖点。

2．应用例子


例7.6
 　飞行员搭配问题1——最大匹配
 问题

飞行大队有若干个来自各地的飞行员，专门驾驶一种型号的飞机，每架飞机有两个飞行员。由于种种原因，例如互相配合的问题，有些飞行员不能在同一架飞机上飞行，问如何搭配飞行员，才能使出航的飞机最多。

为简单起见，设有10个飞行员，图7.12中的v1
 ，v2
 ，…，v10
 就代表这10个飞行员。如果两个人可以同机飞行，就在他们之间连一条线，否则就不连。
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图7.12　飞行员搭配问题1

图7.12中的3条粗线代表一种搭配方案。由于一个飞行员不能同时派往两架飞机，因此任何两条粗线不能有公共端点。因此该问题就转化为：如何找一个包含最多边的匹配，这个问题就是图的最大匹配问题。（思考，图7.12中粗线所示的匹配是最大匹配吗？）

7.3.3　最大边独立集（最大匹配）与最小边覆盖集之间的联系

从最大匹配出发可以构造最小边覆盖，从最小边覆盖出发也可以构造最大匹配。通常，可以按如下方法进行。

（1）从最大匹配出发，通过增加关联未盖点的边获得最小边覆盖。

（2）从最小边覆盖出发，通过移去相邻的一条边获得最大匹配。

（详见定理7.4。）

任取一个最大匹配，例如在图7.13（a）中，取匹配M＝｛e2
 ，e4
 ｝，M中的边用粗线标明，则M∪｛e6
 ｝、M∪｛e8
 ｝、M∪｛e7
 ｝都是图的最小边覆盖，其中顶点v5
 是M的未盖点，而边e6
 、e8
 、e7
 都与v5
 关联。
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图7.13　最大匹配与最小边覆盖之间的联系

任取一个最小边覆盖，例如在图7.13（b）中，取最小边覆盖W＝｛e1
 ，e3
 ，e6
 ｝，W中的边用粗线标明，从中移去一条相邻的边，如去掉e6
 ，则｛e1
 ，e3
 ｝是最大匹配；去掉e3
 ，则｛e1
 ，e6
 ｝是最大匹配。


定理7.4
 　设无向图G的顶点个数为n，且G中无孤立点。

（1）设M为G的一个最大匹配，对于G中M的每个未盖点v，选取一条与v关联的边所组成的边的集合为N，则W＝M∪N为G中的最小边覆盖。

（2）设W1
 为G的最小边覆盖，若G中存在相邻的边就移去其中的一条，设移去的边集为N1
 ，则M1
 ＝W1
 －N1
 为G中一个最大匹配。

（3）G中边覆盖数α1
 与匹配数β1
 ，满足：α1
 ＋β1
 ＝n，即：边覆盖数＋边独立数＝n。

（证明略。）

7.4　匹配问题

匹配问题是图论中一类常见的问题。7.3.2节介绍了匹配问题的一个例子，接下来再看一个实例。


例7.7
 　飞行员搭配问题2——二部图的最大匹配
 问题

在例7.6中，如果飞行员分成两部分，一部分是正驾驶员，一部分是副驾驶员。如何搭配正副驾驶员才能使得出航飞机最多的问题可以归结为一个二部图上的最大匹配问题。

例如，假设有4个正驾驶员，有5个副驾驶员，飞机必须要有一名正驾驶员和一名副驾驶员才能起飞。正驾驶员和副驾驶员之间存在搭配的问题。

在图7.14（a）中，x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 表示4个正驾驶员，y1
 ，y2
 ，y3
 ，y4
 ，y5
 表示5个副驾驶员，如图7.14（a）所示。正驾驶员之间不能搭配，副驾驶员之间也不能搭配，所以这是一个二部图。图7.14（b）中的4条粗线代表一种搭配方案。这个问题实际上是求一个二部图的最大匹配。
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图7.14　飞行员搭配问题2

下面对匹配问题作进一步的探讨，7.5节将讨论二部图最大匹配的求解算法。

7.4.1　完美匹配


完美匹配
 ：对于一个图G与给定的一个匹配M，如果图G中不存在M的未盖点，则称匹配M为图G的完美匹配。

例如，图7.15（a）所示的无向图，取M＝｛e1
 ，e4
 ，e7
 ｝，则M是G的一个完美匹配，同时M也是图G的最大匹配及最小边覆盖。
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图7.15　完美匹配

而在图7.15（b）中，不可能有完美匹配，因为对任何匹配都存在未盖点。


定理7.4的推论
 　设G中顶点个数为n，且G中无孤立顶点，M为G中的匹配，W是G中的边覆盖，则—M—≤—W—，—M—表示M中边的数目。当等号成立时，M为G中完美匹配，W为G中最小边覆盖。

7.4.2　二部图的完备匹配与完美匹配


二部图的完备匹配
 ：设无向图G（V，E）为二部图，它的两个顶点集合为X和Y，且—X—≤—Y—，M为G中的一个最大匹配，且—M—＝—X—，则称M为X到Y的二部图G的完备匹配
 。若—X—＝—Y—，则该完备匹配覆盖住G的所有顶点，所以该完备匹配也是完美匹配
 。

例如，如图7.16所示的3个二部图中，图7.16（a）和图7.16（b）中取定的匹配M都是完备匹配，而图7.16（c）中不存在完备匹配。
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图7.16　二部图的完备匹配

二部图完备匹配的一个应用例子是：某公司有工作人员x1
 ，x2
 ，…，xm
 ，他们去做工作y1
 ，y2
 ，y3
 ，…，yn
 ，n＞m，每个人适合做其中一项或几项工作，问能否恰当地安排使得每个人都分配到一项合适的工作。

7.4.3　最佳匹配

继续对上面的应用例子进行深化：工作人员可以做各项工作，但效率未必一致，现在需要制定一个分工方案，使公司的总效益最大，这就是最佳分配问题。


二部图的最佳匹配
 ：设G（V，E）为加权二部图，它的两个顶点集合分别为X＝｛x1
 ，x2
 ，…，xm
 ｝、Y＝｛y1
 ，y2
 ，…，yn
 ｝。W（xi
 ，yk
 ）≥0表示工作人员xi
 做工作yk
 时的效益，权值总和最大的完备匹配称为二部图的最佳匹配
 。

7.4.4　匹配问题求解的基本概念及思路

1．交错轨


交错轨
 ：设P是图G的一条轨（即路径），M是图G中一个给定的匹配，如果P的任意两条相邻的边一定是一条属于匹配M而另一条不属于M，则称P是关于M的一条交错轨
 。

例如，在图7.17（a）所示的图中，取定M＝｛e4
 ，e6
 ，e10
 ｝，则图7.17（b）、7.17（c）所示的路径都是交错轨。
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图7.17　交错轨

特别地，如果轨P仅含一条边，那么无论这条边是否属于匹配M，P一定是一条交错轨。

2．可增广轨


可增广轨
 ：对于一个给定的图G和匹配M，两个端点都是未盖点的交错轨称为关于M的可增广轨
 。

例如，图7.17（b）所示的交错轨的两个端点v2
 、v11
 都是匹配M的未盖点，所以这条轨是可增广轨，而图7.17（c）所示的交错轨不是可增广轨。

特别地，如果两个未盖点之间仅含一条边，那么单单这条边也组成一条可增广轨。

可增广轨的含义。对于图G的一个匹配M来说，如果能找到一条可增广轨P，那么这个匹配M一定可以通过下述方法改进成一个多包含一条边的匹配Ms（即匹配M扩充了）：把P中原来属于匹配M的边从匹配M中去掉（粗边改成细边），而把P中原来不属于M的边加到匹配Ms中去（细边改成粗边），变化后的匹配Ms恰好比原匹配M多一条边。

例如，对图7.17（a）中G的一个匹配M，找到图7.18（a）所示的一条可增广轨，那么按照前面所述的方法可以将原匹配进行扩充，得到图7.18（b）所示的新匹配Ms，Ms比M多一条边。
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图7.18　可增广轨及通过可增广轨扩展匹配

3．求最大匹配的可行方法


定理7.5
 　M为G的最大匹配，当且仅当G不存在关于M的可增广轨。

因此，求最大匹配的一个可行方法如下。

给定一个初始匹配M（如果没有给定，则M＝[image: alt]
 ），如果图G没有未盖点，则肯定不会有可增广轨了，即M就是最大匹配；否则对图G的所有未盖点vi
 ，通过一定的方法搜索以vi
 为端点的可增广轨，从而通过可增广轨逐渐把M扩大。（在扩大M的过程当中，某些未盖点会逐渐被M盖住）

7.5　二部图最大匹配问题的求解

求二部图最大匹配的算法有：①网络流解法；②匈牙利算法；③Hopcroft-Karp算法（匈牙利算法的改进）。

本节将介绍这几种算法，并通过例题详细介绍算法的实现方法。

7.5.1　网络流解法

1．基本思路

设二部图为G（V，E），它的顶点集合V所包含的两个子集为X＝｛x1
 ，x2
 ，…，xm
 ｝和Y＝｛y1
 ，y2
 ，…，yn
 ｝，如图7.19（a）所示。如果把二部图中看成一个网络，边（xi
 ，yk
 ）都看成有向边＜xi
 ，yk
 ＞，则在求最大匹配时要保证从顶点xi
 发出的边最多只选一条，进入顶点yk
 的边最多也只选一条，在这些前提下将尽可能多的边选入到匹配中来。
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图7.19　二部图最大匹配的网络流解法：网络流的构造

设想有一个源点S，控制从S到xi
 的弧＜s，xi
 ＞的容量为1，这样就能保证从顶点xi
 发出的边最多只选一条。同样，设想有一个汇点T，控制从顶点yk
 到T的弧＜yk
 ，t＞的容量也为1，这样就能保证进入顶点yk
 的边最多也只选一条。另外，设边＜xi
 ，yk
 ＞的容量也为1。

按照上述思路构造好容量网络后，任意一条从S到T的路径，一定具有S-xi
 -yk
 -T的形式，且这条路径上3条弧＜s，xi
 ＞、＜xi
 ，yk
 ＞、＜yk
 ，t＞的容量均为1。因此，该容量网络的最大流中每条从S到T的路径上，中间这一条边＜xi
 ，yk
 ＞的集合就构成了二部图的最大匹配。

2．网络流的构造及求解

求二部图最大匹配的容量网络构造和求解方法如下。

（1）从二部图G出发构造一个容量网络G′，步骤如下。

①增加一个源点S和汇点T。

②从S向X的每一个顶点都画一条有向弧，从Y的每一个顶点都向T画一条有向弧。

③原来G中的边都改成有向弧，方向是从X的顶点指向Y的顶点。

④令所有弧的容量都等于1。构造好的容量网络如图7.19（b）所示。

（2）求容量网络G′的最大流F。

（3）最大流F求解完毕后，从X的顶点指向Y的顶点的弧集合中，弧流量为1的弧对应二部图最大匹配中的边，最大流F的流量对应二部图的最大匹配的边数。

为什么这样构造的容量网络求出来的最大流就是最大匹配？这是因为：①网络中所有的弧容量均为1，这样原二部图G中的边，要么选择（流量为1），要么不选择；②尽管在网络中顶点xi
 可能发出多条边，但在最大流中只能选择一条边，因为从源点S流入顶点xi
 的流量为1；③尽管在网络中可能有多条边进入顶点yk
 ，但在最大流中只能选择一条边，因为从顶点yk
 流入汇点T的流量为1。

以上第②、③点保证了最大流F中属于二部图的边不存在共同顶点。

3．网络流解法实例

设有5位待业者，用x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 表示；另外有5项工作，用y1
 ，y2
 ，y3
 ，y4
 ，y5
 表示；如果xi
 能胜任yi
 工作，则在他们之间连一条边。图7.20（a）描述了这5位待业者各自能胜任工作的情况，很明显，这是一个二部图。现在要求设计一个就业方案，使尽量多的人能就业。这是求二部图最大匹配的问题。
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图7.20　二部图最大匹配的网络流解法实例

按照前面描述的方法构造网络流：在二部图中增加两个顶点S和T，分别作为源点、汇点；并用有向边把它们与原二部图中顶点相连，令全部边上的容量均为1，如图7.20（b）所示。当网络流达到最大时，如果在最大流中弧＜xi
 ，yj
 ＞上的流量为1，就让xi
 作yj
 工作，此即为最大匹配方案。图7.20（c）是求网络最大流的结果。在图7.20（d）中，粗线所表示的边就是求得的最大匹配，x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 分别做y2
 ，y1
 ，y4
 ，y5
 工作，故最多可安排4个人工作。

7.5.2　匈牙利算法

匈牙利算法的原理为：从当前匹配M（如果没有匹配，则取初始匹配为M＝φ）出发，检查每一个未盖点，然后从它出发寻找可增广路，找到可增广路，则沿着这条可增广路进行扩充，直到不存在可增广路为止。

根据从未盖点出发寻找可增广路搜索的方法，可以分为：①DFS增广；②BFS增广；③多增广路（Hopcroft-Karp算法），本书没有介绍，请参考其他教材。

在算法中用到的一些变量及其含义如下。
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1．DFS增广

采用DFS思想搜索可增广路并求最大匹配的代码如下。
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接下来以图7.21（a）所示的二部图为例解释匈牙利算法求解过程（DFS增广）。在图7.21（b）中，从顶点x1
 出发进行DFS搜索后，发现y2
 跟x1
 邻接且没有匹配，所以将x1
 匹配给y2
 ，从x1
 出发的搜索过程结束。图7.21（c）～7.21（e）为从顶点x2
 出发进行DFS搜索的过程，在图7.21（c）中，发现y2
 跟x2
 邻接但已经匹配给x1
 了，所以递归地从x1
 出发进行DFS搜索，从而找到下一个跟x1
 邻接且没有匹配的顶点y3
 ，从而将x1
 改为匹配给y3
 并返回；返回到x2
 的搜索过程后，将空出来的y2
 匹配x2
 ，如图7.21（d）所示，至此从x2
 出发的搜索过程结束。在图7.21（f）中，将x3
 匹配给y3
 。至此，算法求解结束，求得最大匹配为图7.21（f），匹配数为3。
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图7.21　匈牙利算法求解过程（DFS增广）

DFS增广的特点如下。

（1）优点：实现简洁，理解容易。

（2）适用：稠密图，由于边多，DFS找增广路很快。

（3）复杂度：O（n3
 ）。

2．BFS增广

采用BFS思想搜索可增广路并求最大匹配的代码如下。
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接下来以图7.22（a）所示的二部图为例解释匈牙利算法求解过程（BFS增广）。在图7.22（c）中，x2
 唯一的邻接顶点y2
 已经匹配给x1
 了，这是从x1
 出发进行BFS搜索，将x1
 的所有邻接顶点入队列，从而找到一条增广路x2
 →y2
 →x1
 →y3
 。在图7.22（d）中更改交错轨上的匹配状态，使得匹配数增加1。最终求得的最大匹配如图7.22（f）所示，匹配数为3。
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图7.22　匈牙利算法求解过程（BFS增广）

这种方法的特点如下。

（1）适用：稀疏二部图，边少，增广路短。

（2）复杂度：O（n3
 ）。

7.5.3　例题解析

以下通过4道例题的分析，详细介绍以上算法在求解二部图最大匹配的思想及其实现方法。


例7.8
 　放置机器人（Place the Robots）


题目来源：


ZOJ Monthly, October 2003, ZOJ1654


题目描述：


Robert是一个著名的工程师。一天，他的老板给他分配了一个任务。任务的背景是：给定一个m×n大小的地图，地图由方格组成，在地图中有3种方格——墙、草地和空地，他的老板希望能在地图中放置尽可能多的机器人。每个机器人都配备了激光枪，可以同时向4个方向（上、下、左、右）开枪。机器人一直待在最初始放置的方格处，不可移动，然后一直朝4个方向开枪。激光枪发射出的激光可以穿透草地，但不能穿透墙壁。机器人只能放置在空地。当然，老板不希望机器人互相攻击，也就是说，两个机器人不能放在同一行（水平或垂直），除非他们之间有一堵墙隔开。

给定一张地图，程序需要输出在该地图中可以放置的机器人的最大数目。


输入描述：


输入文件的第一行为一个整数T，T≤11，代表输入文件中测试数据的数目。对每个测试数据，第1行为两个整数，m和n，1≤m，n≤50，分别代表地图的行和列的数目。接下来有m行，每行有n个字符，每个字符都是'#'，'*'，或'o'，分别代表墙壁、草地、空地。


输出描述：


对每个测试数据，首先在第1行输出该测试数据的序号，格式为："Case :id"，其中id是测试数据的序号，从1开始计数。第2行输出在该地图中可以放置的机器人最大数目。
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分析：


样例输入中两个测试数据所描述的地图如图7.23（a）和7.23（b）所示。在图7.23（a）中，最多可以放置4个机器人，一种放置方案是在（0，0）、（2，1）、（2，3）和（3，4）4个位置（行、列位置序号从0开始计起）上放置机器人。在图7.23（b）中，最多可以放置3个机器人，一种放置方案是在（0，0）、（2，1）和（2，3）3个位置上放置机器人。
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图7.23　放置机器人：两个测试数据所描述的地图

在问题的原型中，草地、墙这些信息不是本题所关心的，本题关心的只是空地和空地之间的联系。因此，很自然想到了下面这种简单的模型：以空地为顶点，在有冲突的空地间连边。

这样对图7.23（a）所示的地图，把所有的空地用数字标明，如图7.24（a）所示；把所有有冲突的空地间用边连接后得到图7.23（b）。于是，问题转化为求图的最大独立集问题：求最大顶点集合，集合中所有顶点互不连接（即互不冲突）。但是最大点独立集问题是一个NP问题，没有有效的算法能求解。
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图7.24　放置机器人——模型一：最大点独立集问题

将每一行被墙隔开且包含空地的连续区域称作“块”。显然，在一个块之中，最多只能放一个机器人。把这些块编上号，如图7.25（a）所示。需要说明的是，最后一行，即第4行有两个空地，但这两个空地之间没有墙壁，只有草地，所以这两个空地应该属于同一“块”。
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图7.25　放置机器人——模型二：二部图最大匹配问题

同样，把竖直方向的块也编上号，如图7.25（b）所示。

把每个横向块看作二部图中顶点集合X中的顶点，竖向块看作集合Y中的顶点，若两个块有公共的空地（注意，每两个块最多有一个公共空地），则在它们之间连边。例如，横向块2和竖向块1有公共的空地，即（2，0），于是在X集合中的顶点2和Y集合中的顶点1之间有一条边。这样，问题转化成一个二部图，如图7.25（c）所示。

由于每条边表示一个空地（即一个横向块和一个竖向块的公共空地），有冲突的空地之间必有公共顶点。例如边（x1
 ，y1
 ）表示空地（0，0）、边（x2
 ，y1
 ）表示空地（2，0），在这两个空地上不能同时放置机器人。所以问题转化为在二部图中找没有公共顶点的最大边集，这就是最大匹配问题。

接下来以7.23（a）所示的地图为例解释二部图的构造过程：在下面的代码中，二维数组xs和ys分别用来给水平方向和垂直方向上“块”进行编号，编号的结果如图7.26（b）、7.26（c）所示；二维数组g用来对水平方向上和垂直方向上的块进行连接，若两个块有公共的空地，则在它们之间连边，如果g［i］［j］==1，那么水平方向上的第i个块跟垂直方向上的第j个块有公共的空地，要连边；连边后的结果如图7.26（d）所示；这样构造的二部图如图7.26（e）所示。
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图7.26　放置机器人：算法执行过程

如果从0匹配开始增广，求得的最大匹配如图7.27（a）所示，粗线边代表匹配中的边。
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图7.27　放置机器人：最大匹配求解

假设从给定的一个初始匹配（如图7.27（b）所示）出发进行增广（可以通过在求最大匹配前给x、y数组赋值来实现），其过程为：从顶点x1
 出发寻找可增广路，它的邻接顶点y1
 已经匹配了，所以从y1
 匹配顶点即x2
 出发递归寻找可增广路，x2
 的邻接顶点y2
 没有匹配，所以找到一条可增广路（x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 ）；沿着这条可增广路，按照匈牙利算法可以使得当前匹配增加1；改进后的匹配就是最大匹配了。

代码如下：
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例7.9
 　机器调度（Machine Schedule）


题目来源：


Asia 2002, Beijing (Mainland China), ZOJ1364, POJ1325


题目描述：


众所周知，机器调度是计算机科学中非常典型的一个问题，已经被研究很长时间了。各种机器调度问题在以下方面差别很大：必须满足的约束条件，以及期望得到的调度时间表。现在考虑一个针对两台机器的机器调度问题。

假设有两台机器，A和B。机器A有n种工作模式，分别称为mode_0，mode_1，…，mode_n-1。同样机器B有m种工作模式，分别为mode_0，mode_1，…，mode_m-1。刚开始时，A和B都工作在模式mode_0。

给定k个作业，每个作业可以工作在任何一个机器的特定模式下。例如，作业0可以工作在机器A的模式mode_3或者机器B的mode_4模式；作业1可以工作在机器A的模式mode_2或者工作在机器B的模式mode_4等。因此，对作业j，调度中的约束条件可以表述成一个3元组（i，x，y），意思是作业i可以工作在机器A的mode_x模式或者机器B的mode_y模式。

很显然的是，为了完成所有的作业，必须时不时切换机器的工作模式，但不幸的是，机器工作模式的切换只能通过手动重启机器完成。试编写程序实现：改变机器的顺序，给每个作业分配合适的作业，使得重启机器的次数最少。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，每个测试数据的第一行为2个整数：n，m和k，其中n、m＜100，k＜1000。接下来有k行给出了k个作业的约束，每一行为一个三元组：i、x、y。

输入文件的最后一行为一个0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为一个整数，表示需要重启机器的最少次数。
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分析：


首先构造二部图：把A的n个mode和B的m个mode看作图的顶点，如果某个任务可以在A的mode_i或B的mode_j上完成，则从Ai
 到Bj
 连接一条边，这样构造了一个二部图。

例如对题目样例输入中的测试数据，构造的二部图如图7.28所示。
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图7.28　机器调度：二部图的构造

原先机器A和机器B都是工作在模式_0，切换到机器A的模式_1，可以完成作业（0，1，1）、（1，1，2）、（2，1，3）、（3，1，4），再切换到机器A的模式_2，可以完成作业（4，2，1）、（5，2，2）、（6，2，3）、（7，2，4），最后切换到机器B的模式_3，可以完成作业（8，3，3）、（9，4，3）。所以需要手动重启机器3次。

本题要求二部图的最小点覆盖集问题，即求最小的顶点集合，“覆盖”住所有的边。转换成求二部图的最大匹配问题，因为：二部图的点覆盖数α0
 ＝匹配数β1
 。

另外，机器A和机器B最初工作在模式_0，所以对于那些可以工作在机器A的模式_0或者机器B的模式_0的作业，在完成这些作业时是不需要重启机器的。

代码如下：
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例7.10
 　课程（Courses）


题目来源：


Southeastern Europe 2000, ZOJ1140, POJ1469


题目描述：


考虑N个学生和P门课程。每个学生见习0、1或多门课程。试判断是否能从这些学生当中选出P名学生，组成一个委员会，并同时满足以下条件。

（1）委员会中的每名学生代表一门不同的课程（如果一名学生见习了某门课程，则他／她可以代表这门课程）。

（2）每门课程在委员会中有一名代表。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件的第1行为一个整数T，代表输入文件中测试数据的数目。接下来就是T个测试数据。每个测试数据的格式如下。
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也就是说，每个测试数据的第1行为两个正整数P和N，其中P（1≤P≤100）代表课程的数目，N（1≤N≤300）代表学生的数目；接下来有P行，描述了这些课程，从课程1到课程P，每行描述了一门课程；每行首先是一个整数Counti
 ，0≤Counti
 ≤N，表示见习第i门课程的学生人数，接着是一个空格，然后Counti
 个整数（用空格隔开），代表见习这门课程的学生的序号；学生的序号从1～N。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行：如果能组成符合条件的委员会，则输出"YES"，否则输出"NO"。
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分析：


很明显，本题要求解的是二部图的最大匹配。不难发现，只要匹配可以“盖住”每门课程，即匹配数与课程数量相等，委员会就可以组成。

样例输入中两个测试数据所描述的二分图如图7.29（a）和7.29（b）所示。在图7.29（a）中，能找到这样匹配（粗线边组成一个匹配），所以输出YES，而在图7.29（b）中，找不到这样的匹配，所以输出NO。
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图7.29　课程：两个测试数据

代码如下：
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例7.11
 　破坏有向图（Destroying the Graph）


题目来源：


Northeastern Europe 2003, Northern Subregion, ZOJ2429, POJ2125


题目描述：


Alice和Bob正在玩一个游戏。首先，Alice画一些包含N个顶点、M条弧的有向图；然后，Bob试图破坏它。在每一步，Bob可以从图中移去一个顶点，并且移去所有进入该顶点的弧或者所有由该顶点发出的弧。在画图的时候，Alice给每个顶点赋予了两个权值：Wi
 +和Wi
 -。如果Bob移去所有进入第i个顶点的弧，则Bob需要支付Wi
 +美元给Alice；如果Bob移去所有由第i个顶点发出的弧，则Bob需要支付Wi
 -美元给Alice。

计算Bob移去图中所有的弧，需要支付的最少费用。


输入描述：


每个测试数据描述了Alice所画的一个有向图：第1行为两个整数N和M，1≤N≤100，1≤M≤5000；第2行为N个整数，代表每个顶点的权值Wi
 +；第3行也是N个整数，代表每个顶点的权值Wi
 -；所有的权值为正整数，不超过106
 ；接下来有M行，每行为两个整数，这M行描述了有向图中的M条弧。有向图中可能包含回路和重边。


输出描述：


每个测试数据的第1行为W，表示Bob移去所有弧所需支付的最少费用；第2行为一个整数K，表示Bob走的步数；接下来输出K行，描述Bob的每一步，每一行首先是顶点的序号，然后是一个字符'+'或'-'，字符'+'表示Bob移去该所有进入该顶点的弧，字符'-'表示Bob移去所有由该顶点发出的弧。
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分析：


首先，每条弧＜u，v＞可能会被作为顶点u发出的弧被移去，也可能会被作为进入顶点v的弧被移去，所以移去所有的弧有很多方案。

本题中每个顶点有两个属性，删除入边的权值和删除出边的权值，可以将每个顶点拆为两个顶点，一个处理入边（该顶点称为入点），另一个处理出边（该顶点称为出点）。如此一来，拆分后的顶点各分有一个属性值。整个图也转化为二部图。

具体来说，构造二部图的方法如下。

（1）原图中每个顶点V，拆分成两个点V-
 ，V+
 。

（2）原图中每条边（U，V），改成（U-
 ，V+
 ）。

例如，样例输入中测试数据所描绘的有向图如图7.30（a）所示，对该图构造的二部图如图7.30（b）所示。

[image: alt]


图7.30　破坏有向图：二部图的构造

由原图构造成二部图，边数不变，顶点数加倍。拆分后的两个顶点分担了原来的顶点的责任：①删除原来顶点V的出边，相当于删除与V-
 相连的边；②删除原来顶点V的入边，相当于删除与V+
 相连的边。

本题要求解的是移去图中所有的弧，需要支付的最少费用，即在图7.30（b）所示的二部图中，选择一个最小权值的点集，“覆盖”住所有边，这是求二部图中的最小点权覆盖集。


最小点权覆盖集
 （Minimum Weight Vertex Covering Set）：设有无向图G（V，E），对于∀u∈V，都对应一个非负权值w，称为顶点u的点权；点权之和最小的点覆盖集，称为最小点权覆盖集。

从定义可以看出，最小点权覆盖集肯定是极小点覆盖集，但不一定是最小点覆盖集。例如，在图7.31中，顶点旁的数字为顶点的点权，｛v0
 ｝和｛v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ｝都是极小点覆盖集，前者的点权之和为8，后者的点权之和为6。因此｛v0
 ｝是最小点覆盖集，但不是最小点权覆盖集，｛v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ，v5
 ，v6
 ｝是最小点权覆盖集。
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图7.31　最小点权覆盖集

最小点权覆盖集的求解可以借鉴二分图匹配的最大流解法。在加入额外的源s和汇t后，将匹配以一条s-u-v-t形式的流路径“串联”起来。匹配的限制是在顶点上，恰当地利用了流的容量限制。而点覆盖集的限制在边上，最小割是最大流的对偶问题，对偶往往是将问题的性质从顶点转边，从边转顶点。可以尝试着转化到最小割模型。

基于以上动机，建立一个源s，向出点集中每个顶点u连边；建立一个汇点t，从入点集中每个顶点v向汇点t连边。任意一条从s到t的路径，一定具有s-u-v-t的形式。割的性质是不存在一条从s到t的路径。故此路径上的三条边＜s，u＞、＜u，v＞、＜v，t＞中至少有一条边在割中。若人为地令＜u，v＞不可能在割中，即令其容量为正无穷大c（u，v）＝∞。则条件简化为＜s，u＞、＜v，t＞中至少有一条边在最小割中，正好与点覆盖集限制条件的形式相符（每条边＜u，v＞，至少有一个顶点在顶点集V′中，其中V′就是一个点覆盖集）。最小点权覆盖集的目标是最小化点权之和，恰好也是最小割的优化目标。

根据以上分析，将原问题的图G转化为网络N＝（VN
 ，EN
 ）的最小割模型如下。

（1）在图G的基础上增加源点s和汇点t。

（2）将二部图中每条边＜u，v＞∈E替换为容量为c（u，v）＝∞的有向边＜u，v＞∈EN
 。

（3）增加源s到出点集每个顶点u的有向边＜s，u＞∈EN
 ，容量为权值Wu-。

（4）增加入点集每个顶点v到汇t的有向边＜v，t＞∈EN
 ，容量为权值Wv+。

例如，对图7.30（b）所示的二部图，构造的网络流模型如图7.32（a）所示。
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图7.32　破坏有向图：构造网络流模型

网络流模型构造好以后，原问题的最小割等效于网络最大流，在图7.32（b）中，求得网络最大流为5，因此移去所有弧的最小费用为5。

网络最大流求解完毕后，所有割边对应的带权顶点就是操作的点，左边的边是'-'操作，右边是'+'操作。

代码如下：
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练　习

7.1　Tom叔叔继承的土地（Uncle Tom's Inherited Land）


题目来源：


South America 2002, Practice, ZOJ1516


题目描述：


老叔叔Tom从他的老老叔叔那里继承过来一块土地。最初，这块土地是长方形的。然而，很久以前，他的老老叔叔决定把这块土地分成方形土地的网格。他将其中的一些方块挖成池塘，因为他喜欢打猎，所以他想把野鸭吸引到他的池塘里来。由于池塘挖得太多了，导致在土地里可能形成了一些不连通的小岛。

Tom想卖掉这块土地，但当地政府对不动产的出售有相应的政策。Tom叔叔被告知，依照他的老老叔叔的要求，这块土地只能以两块方块土地组成的长方形土地块一起进行出售，而且，池塘是不许卖的。请帮忙计算Tom叔叔可以出售的最大长方形土地块数目（没卖出的方块土地将被规划成休闲公园）。

例如图7.33（a）所示的4×4土地，最多可以出售4个长方形土地块，图7.33（c）给出了两个可行解。
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图7.33　Tom叔叔继承的土地


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行包含两个整数：N和M，分别代表长方形土地行和列的数目1≤N、M≤100；第2行为整数K，代表已经被挖成池塘的方块土地数目，（N×M）－K≤50；接下来有K行，每行为两个整数X和Y，描述了K块被挖成池塘的方块土地的位置，1≤X≤N，1≤Y≤M。输入文件的最后一行为N＝M＝0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，程序必须输出一行，为一个整数，代表Tom可以卖出的长方形土地块数目。
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7.2　女生和男生（Girls and Boys）


题目来源：


Southeastern Enrope 2000, ZOJ1137, POJ1466


题目描述：


大二的时候，有人开始研究同学之间的浪漫关系。浪漫关系被定义为一个男孩和一个女孩之间的关系。为了研究的需要，有必要找出满足条件的最大集合：集合内任何两个学生都没有发生浪漫关系。程序需要输出该集合中学生的人数。


输入描述：


输入文件中包含若个测试数据。每个测试数据代表一组研究对象，格式如下：第1行是一个整数n，代表学生人数；接下来有n行，每行描述了一个学生，遵循如下格式。

学号：（关系的数目）学号1、学号2、学号3……

或者是如下格式

学号：（0）

学生的学号是0到n-1的整数。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出相互之间没有发生浪漫关系的最大学生集合中的人数。
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注解及提示：


如果将每个人用一个顶点表示，有关系的人之间连一条线，则构成一个二部图（男生之间不会有关系，女生之间也不会有关系）。例如，题目中两个测试数据所对应的二部图如图7.34所示。
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图7.34　女生和男生

本题需要求最大点独立集，将问题转换成求二部图的最大匹配。

7.3　姓名中的秘密（What's In a Name）


题目描述：


East Central North America 2001, ZOJ1059, POJ1043


题目描述：


FBI对一个犯罪团伙的藏匿点进行监视，这个藏匿点是这个团伙的通信中心，团伙成员通过邮件进行联系。利用尖端的解密软件和缜密的窃听技术，FBI能够解密从藏匿点发出的任何邮件。然而，在办理逮捕许可证前，他们必须将邮件中的用户名跟罪犯的真实姓名对应起来。但是，犯罪团伙很狡猾，他们采用随机的字符串作为他们的用户名。FBI知道每个罪犯只使用一个ID。另外，FBI通过监视镜头记录下藏匿点的人员进出情况，由此得到一日志（以时间序）。在很多情况下，这足以将每个罪犯的姓名跟用户名对应起来。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件中的第1行为一个整数N，代表测试数据的数目。接下来是一个空行，然后是N个测试数据，测试数据之间有一个空行隔开。

每个测试数据的第1行为一个正整数n，代表罪犯的人数，n的最大值为20；接下来一行为n个用户名，用空格隔开；接下来是以时间顺序排列的犯罪团伙进出日志，日志中每条记录的格式为：类型参数，其中类型为E、L或M，E表示进入房间，后面跟的参数（字符串）表示进来的人的姓名；L表示离开房间，后面跟的参数（字符串）表示离开的人的姓名；M表示FBI截取到一封邮件，后面跟的字符串表示一个用户名，即当前用这个用户名的人在藏匿点里面；最后一行只有一个字母Q，代表日志的结束。注意，不是所有的用户名都在日志中，但每个人的姓名都会在日志中至少出现一次。在日志记录前，藏匿点是空的。所有的姓名和用户名只包含小写字母字符，长度不超过20。注意，包含用户名的一行可能会超过80个字符。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占n行，为n个罪犯姓名和用户名的对应关系列表。列表按罪犯姓名的字典序进行排序；每行的格式为“姓名：用户名”，如果根据日志无法确定某个罪犯的用户名，则用字符串"???"代替他的用户名。

每个测试数据的输出之间有一个空行。
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7.4　空袭（Air Raid）


题目来源：


Asia 2002, Dhaka (Bengat), ZOJ1525, POJ1422


题目描述：


考虑一个小镇，所有的街道都是单向的，这些街道都是从一个十字路口通往另一个十字路口。已知从任何一个十字路口出发，沿着这些街道行走，都是不能再回到同一个十字路口的，也就是说，不存在回路。

在这些假定下，试编写一个程序计算袭击这个小镇需要派出伞兵的最少数目。这些伞兵要走遍小镇的所有十字路口，每个十字路口只由一个伞兵走到。每个伞兵在一个十字路口着陆，沿着街道可以走到其他十字路口。每个伞兵选择的起始十字路口没有限制。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数T，代表测试数据的数目。每个测试数据描述了一个小镇，格式为：第1行为一个正整数n，表示小镇中十字路口的数目，0＜n≤120，十字路口的序号用1～n标明；第2行为一个正整数m，表示街道的数目；接下来有m行，每行描述了小镇中的一条街道，每行为两个整数，分别表示这条街道所连接的两个十字路口的序号。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出占一行，为一个整数，表示需要派出伞兵的最小数目。
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7.5　小行星（Asteroids）


题目来源：


USACO 2003 Norember Gold, POJ3041


题目描述：


贝茜想驾驶她的太空飞船航行于一个N×N的网格，1≤K≤10000，网格中分布了K个危险的小行星，这些小行星位于网格中的方格里。

幸运的是，贝茜有一种强大的武器，只要一枚子弹，就可以使某一行或某一列上的所有小行星气化。这种武器太昂贵了，所以她必须很节俭地使用这种武器。给定网格中所有小行星的位置，求贝茜至少需要发射多少枚子弹，从而消除所有的小行星。


输入描述：


每个测试数据的第1行为两个整数，N和K；第2行～第K＋1行，每行为两个整数，R和C，1≤R、C≤N，代表每个小行星的行和列位置。


输出描述：


输出一行，为贝茜需要发射子弹的最少数目。
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第8章　图的连通性问题

连通性是图论中一个重要概念，第1章已经初步介绍了图的连通性，本章进一步讨论无向非连通图的连通分量，无向连通图的割顶集、顶点连通度、割点和点双连通分量，无向连通图的割边集、边连通度、割边和边双连通分量，以及有向图的强连通分量等概念和求解算法及应用。

8.1　基本概念

本节将集中介绍一些基本概念，然后在8.2～8.4节分别介绍相应的求解方法及应用。

8.1.1　连通图与非连通图

如果无向图G中任意一对顶点都是连通的，则称此图是连通图
 （Connected Graph）；相反，如果一个无向图不是连通图，则称为非连通图
 （Disconnected Graph）。对非连通图G，其极大连通子图称为连通分量
 （Connected Component，连通分支
 ），连通分支数记为w（G）。

当无向图为非连通图时，从图中某一顶点出发，利用深度优先搜索或广度优先搜索算法不可能遍历到图中的所有顶点，只能访问到该顶点所在的极大连通子图（即连通分量）中的所有顶点。若从无向图的每一个连通分量中的一个顶点出发进行遍历，就可以访问到所有顶点。

例如，图8.1（a）所示的非连通无向图包含两个连通分量：顶点A、B、C和E组成的连通分量，顶点D、F、G和H组成的连通分量。对该图进行DFS遍历时，从顶点A出发可以遍历到第1个连通分量上的各个顶点，从顶点D出发可以遍历到第2个连通分量上的各个顶点，其DFS遍历过程如图8.1（b）所示。
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图8.1　非连通无向图的DFS遍历

在用程序实现中，需要对无向图的每一个顶点进行检测：若已被访问过，则该顶点一定是落在图中已求得的连通分量上；若还未被访问，则从该顶点出发遍历，可求得图的另一个连通分量。

假设用邻接矩阵存储图（设顶点个数为n），下面的伪代码从每个未访问过的顶点出发进行DFS搜索，可以遍历到所有顶点，并可以求得连通分量的个数。
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其中DFS函数的伪代码见2.1.2节。

观察图8.2所示的一些无向图。尽管这些无向图都是连通图，但其中某些图看起来比其他图“更为连通”，而某些图的连通性是如此“脆弱”，以至于移去某个顶点或某条边就导致图不连通。这意味着有必要引入一些能反映无向连通图连通程度的量，即顶点连通度与边连通度。
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图8.2　一些无向连通图

8.1.2　无向图的点连通性

所谓点连通性
 （Vertex Connectivity），就是与顶点有关的连通性。研究无向图的点连通性，通常是通过删除无向图中的顶点（及与其所关联的每条边）后，观察和分析剩下的无向图连通与否。

1．割顶集与顶点连通度

关于割顶集和顶点连通度有如下两种定义方式。

方式一：设V′是连通图G的一个顶点子集，在G中删去V′及与V′关联的边后图不连通，则称V′是G的割顶集
 （Vertex-cut Set）。如果割顶集V′的任何真子集都不是割顶集，则称V′为极小割顶集
 。顶点个数最小的极小割顶集称为最小割顶集
 。最小割顶集中顶点的个数，称作图G的顶点连通度
 （Vertex Connectivity Degree），记做κ（G），且称图G是κ-连通图
 （κ-Connected Graph）。

方式二：设连通图G的阶数为n，去掉G的任意k-1个顶点（及相关联的边）后（1≤k≤n），所得到的子图仍然连通，而去掉某k个顶点（及所关联的边）后的子图不连通，则称G是κ-连通图
 ，k称作图G的顶点连通度
 ，记做κ（G）。

如果割顶集中只有一个顶点，则该顶点可以称为割点
 （Cut-Vertex）或关节点
 。

规定，对n阶完全图Kn
 ，κ（Kn
 ）＝n－1；对非连通图和平凡图，κ（G）＝0。

如图8.3（a）所示的连通图，删除任意一个顶点（或两个顶点）都不会使剩下的子图不连通，而删除某3个顶点，就能使得剩下的子图不连通。例如，删除顶点子集｛v2
 ，v6
 ，v8
 ｝及其所关联的边（在图8.3（a）中用粗线标明），剩下的子图如图8.3（b）所示，为非连通图。因此原图的顶点连通度κ（G）＝3，该图是3-连通图。
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图8.3　割顶集与顶点连通度

关节点的另外一种定义方式：在一个无向连通图G中，当删去G中的某个顶点v及其所关联的边后，可将图分割成2个或2个以上的连通分量，则称顶点v为割点
 ，或者称为关节点
 。例如图8.4（a）所示的无向连通图中，顶点5，4，6，8都是关节点。

2．点双连通图与点双连通分量


点双连通图
 ：如果一个无向连通图G没有关节点，或者说点连通度κ（G）＞1，则称G为点双连通图
 ，或者称为重连通图
 。

为什么称为点双连通图呢？因为在这种图中任何一对顶点之间至少存在2条无公共内部顶点（即除起点和终点外的顶点，n≥3）的路径，在删去某个顶点及其所关联的边时，也不会破坏图的连通性。例如，图8.3（a）中，顶点v1
 和v4
 之间存在3条无公共内部顶点的路径：（v1
 ，v2
 ，v3
 ，v4
 ）、（v1
 ，v5
 ，v6
 ，v7
 ，v4
 ）和（v1
 ，v8
 ，v9
 ，v10
 ，v4
 ）。

在一个表示通信网络的连通图中是不希望存在关节点的。在这种图中，用顶点表示通信站点，用边表示通信链路。如果一个通信站点是关节点，它一旦出现故障，将导致其他站点之间的通信中断。如果通信网络是点双连通图，那么某个站点一旦出现故障，也不会破坏图的连通性，整个系统还能正常运行。


点双连通分量
 ：一个连通图G如果不是点双连通图，那么它可以包括几个点双连通分量，也称为重连通分量
 （或块
 ）。一个连通图的重连通分量是该图的极大重连通子图，在重连通分量中不存在关节点。例如图8.4（a）所示的连通无向图包含6个重连通分量，如图8.4（b）所示。从图8.4（b）可以看出，割点可以属于多个重连通分量，其余顶点属于且只属于一个重连通分量。
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图8.4　连通图和它的割点、重连通分量

8.1.3　无向图的边连通性

所谓边连通性
 （Edge Connectivity），就是与边有关的连通性。研究无向图的边连通性，通常是通过删除无向图中的若干条边后，观察和分析剩下的无向图连通与否。

1．割边集与边连通度

与割顶集和顶点连通度类似，割边集和边连通度也有如下两种定义方式。

方式一：设E′是连通图G的边集的子集，在G中删去E′后图不连通，则称E′是G的割边集
 （Edge-Cut Set）。如果割边集E′的任何真子集都不是割边集，则称E′为极小割边集
 。边数最小的极小割边集称为最小割边集
 。最小割边集中边的个数，称作图G的边连通度
 （Edge Connectivity Degree），记做λ（G），且称图G是λ-边连通图
 （λ-Edge-Connected Graph）。

方式二：设连通图G的边数为m，去掉G的任意λ－1条边后（1≤λ≤m），所得到的子图仍然连通，而去掉某λ条边后得到的子图不连通，则称G是λ-边连通图
 ，λ称作图G的边连通度
 ，记作λ（G）。

如果割边集中只有一条边，则该边可以称为割边
 （Bridge）或桥
 。

如图8.5（a）所示的连通图，删除任意一条边（或两条边）都不会使剩下的子图不连通，而删除某3条边，就能使得剩下的子图不连通。例如，删除边子集｛（v2
 ，v3
 ），（v5
 ，v6
 ），（v8
 ，v9
 ）｝，剩下的子图如图8.5（b）所示，为非连通图，因此原图的边连通度λ（G）＝3，该图是3-边连通图。
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图8.5　割边集与边连通度

割边同样也有另外一种定义方式：在一个无向连通图G中，当删去G中的某条边e后，可将图分割成两个或两个以上的连通分量，则称边e为割边
 ，或者称为桥
 。例如图8.4（a）所示的无向连通图中，边（v1
 ，v5
 ）、（v4
 ，v6
 ）、（v8
 ，v9
 ）和（v8
 ，v10
 ）都是割边。

2．边双连通图与边双连通分量


边双连通图
 ：如果一个无向连通图G没有割边，或者说边连通度λ（G）＞1，则称G为边双连通图
 。

为什么称为边双连通图呢？因为在这种图中任何一对顶点之间至少存在两条无公共边的路径（允许有公共内部顶点），在删去某条边后，也不会破坏图的连通性。例如，图8.5（a）中，顶点v8
 和v4
 之间存在两条无公共边的路径：（v8
 ，v5
 ，v6
 ，v3
 ，v4
 ）和（v8
 ，v9
 ，v6
 ，v7
 ，v4
 ），这两条路径有一个公共内部顶点（当然这两个顶点之间还存在其他路径）。


边双连通分量
 ：一个连通图G如果不是边双连通图，那么它可以包括几个边双连通分量。一个连通图的边双连通分量是该图的极大重连通子图，在边双连通分量中不存在割边。在连通图中，把割边删除，则连通图变成了多个连通分量，每个连通分量就是一个边双连通分量。例如，图8.6（a）所示的连通无向图存在两条割边，（4，10）和（6，10），把这两条割边删除后，得到3个边双连通分量，如图8.6（b）所示。
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图8.6　连通图和它的割边、边双连通分量

8.1.4　无向图顶点连通性和边连通性的联系

1．顶点连通度和边连通度的联系

关于图的顶点连通度和边连通度，有如下定理。


定理8.1
 （顶点连通度、边连通度与图的最小度的关系）　设G为无向连通图，则存在关系式：
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2．割边和割点的联系

仔细观察图8.4（a）和8.6（a）中的割边和割点，两者之间有紧密的联系。具体可以用下面的定理来描述。


定理8.2
 （割边和割点的联系）　设v是图G中与一条割边相关联的顶点，则v是G的割点当且仅当deg（v）≥2。

8.1.5　有向图的连通性

由于有向图的边具有方向性，所以有向图的连通性比较复杂。根据有向图连通性的强弱可分为强连通、单连通和弱连通。


强连通
 （Strongly Connected）：若G是有向图，如果对图G中任意两个顶点u和v，既存在从u到v的路径，也存在从v到u的路径，则称该有向图为强连通有向图
 。对于非强连通图，其极大强连通子图称为其强连通分量
 。


单连通
 （Simply Connected）：若G是有向图，如果对图G中任意两个顶点u和v，存在从u到v的路径或从v到u的路径，则称该有向图为单连通有向图
 。


弱连通
 （Weak Connected）：若G是有向图，如果忽略图G中每条有向边的方向，得到的无向图（即有向图的基图）连通，则称该有向图为弱连通有向图
 。

强连通图一定也是单连通图和弱连通图，单连通图一定也是弱连通图。例如，图8.7（a）所示的连通图G1
 是强连通图，任何一对顶点间都存在双向的路径。图8.7（b）所示的有向图G2
 是单连通图，任何一对顶点间至少存在一个方向上的路径。图8.7（c）所示的有向图G3
 是弱连通图，基图连通，但顶点6和5之间不存在有向路径。
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图8.7　有向图的连通性

8.2　无向图点连通性的求解及应用

8.2.1　关节点的求解

1．求关节点的朴素方法

判断关节点的一种朴素方法是从关节点的定义出发，依次去掉每个顶点（及其所关联的边），然后用DFS去搜索整个图，可得到该图的连通分量个数，如果是大于2，则该顶点是关节点。该方法的复杂度较高，为O（n3
 ），练习8.1可采取这种思路求解。当然，具体实现时并不真正需要去掉每个顶点（及其所关联的边），只需要在搜索到该顶点时跳过该顶点就可以了。

2．求关节点的算法——Tarjan算法

前面介绍的求关节点的朴素方法，需要从每个顶点出发进行DFS遍历，用邻接矩阵存储时其复杂度为O（n3
 ）。本节介绍的Tarjan算法只需从某个顶点出发进行一次遍历，就可以求得图中所有的关节点，因此其复杂度为O（n2
 ）。接下来以图8.8（a）所示的无向图为例介绍这种方法。
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图8.8　连通图和它的深度优先搜索树

在图8.8（a）中，对该图从顶点4出发进行深度优先搜索，实线表示搜索前进方向，虚线表示回退方向，顶点旁的数字标明了进行深度优先搜索时各顶点的访问次序，即深度优先数。在DFS搜索过程中，可以将各顶点的深度优先数记录在数组dfn中。

图8.8（b）是进行DFS搜索后得到的根为顶点4的深度优先生成树。为了更加直观地描述树形结构，将此生成树改画成图8.8（d）所示的树形形状。在图8.8（d）中，还用虚线画出了两条虽然属于图G，但不属于生成树的边，即（4，5）和（6，8）。

请注意：在深度优先生成树中，如果u和v是两个顶点，且在生成树中u是v的祖先，则必有dfn［u］＜dfn［v］，表明u的深度优先数小于v，u先于v被访问。

图G中的边可以分为以下3种：

（1）生成树的边，如（2，4）、（6，7）等。

（2）回边
 （Back Edge）：图8.8（d）中虚线所表示的非生成树的边，称为回边。当且仅当u在生成树中是v的祖先，或者v是u的祖先时，非生成树的边（u，v）才成为一条回边。如图8.8（a）及图8.8（d）中的（4，5）、（6，8）都是回边。

（3）交叉边
 ：除生成树的边、回边外，图G中的其他边称为交叉边。

请特别注意：一旦生成树确定以后，那么原图中的边只可能是回边和生成树的边，交叉边实际上是不存在的。为什么？（说明：对有向图进行DFS搜索后，非生成树的边可能是交叉边，详见8.4节。）

假设图G中存在边（1，10），如图8.8（c）所示，这就是所谓的交叉边，那么顶点10（甚至其他顶点都）只能位于顶点4的左边这棵子树中。另外，如果在图G中增加两条交叉边（1，10）和（7，9），则图G就是一个重连通图，如图8.8（c）所示。

顶点u是关节点的充要条件如下：

（1）如果顶点u是深度优先搜索生成树的根，则u至少有两个子女
 。为什么呢？因为删除u，它的子女所在的子树就断开了，不用担心这些子树之间（在原图中）可能存在边，因为交叉边是不存在的。

（2）如果u不是生成树的根，则它至少有一个子女w，从w出发，不可能通过w、w的子孙，以及一条回边组成的路径到达u的祖先
 。为什么呢？这是因为如果删除顶点u及其所关联的边，则以顶点w为根的子树就从搜索树中脱离了。例如，顶点6为什么是关节点？这是因为它的一个子女顶点，如图8.8（d）所示，即顶点7，不存在如前所述的路径到达顶点6的祖先结点，这样，一旦顶点6删除了，则以顶点7为根结点的子树就断开了。又如，顶点7为什么不是关节点？这是因为它的所有子女顶点，当然在图8.8（d）中只有顶点8，存在如前所述的路径到达顶点7的祖先结点，即顶点6，这样，一旦顶点7删除了，则以顶点8为根结点的子树仍然跟图G连通。

因此，可对图G的每个顶点u定义一个low值：low［u］是从u或u的子孙出发通过回边可以到达的最低深度优先数。low［u］的定义如下：
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即low［u］是取以上3项的最小值，其中：第1项为它本身的深度优先数；第2项为它的（可能有多个）子女顶点w的low［w］值的最小值，因为它的子女可以到达的最低深度优先数，则它也可以通过子女到达；第3项为它直接通过回边可以到达的最低优先数。

因此，顶点u是关节点的充要条件是：u或者是具有两个以上子女的深度优先生成树的根，或者虽然不是一个根，但它有一个子女w，使得low［w］≥dfn［u］
 。

其中，“low［w］≥dfn［u］”的含义是：顶点u的子女顶点w，能够通过如前所述的路径到达顶点的最低深度优先数大于等于顶点u的深度优先数（注意在深度优先生成树中，顶点m是顶点n的祖先，则必有dfn［m］＜dfn［n］），即w及其子孙不存在指向顶点u的祖先的回边。这时删除顶点u及其所关联的边，则以顶点w为根的子树就从搜索树中脱离了。

每个顶点的深度优先数dfn［n］值可以在搜索前进时进行统计，而low［n］值是在回退的时候进行计算的。

接下来结合图8.8和表8-1解释在回退过程中计算每个顶点n的low［n］值的方法（在表8-1中，当前计算出来的low［n］值用粗体、斜体及下划线标明）。

表8-1　计算各顶点的dfn与low值
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（1）在图8.8（a）中，访问到顶点1后，要回退，因为顶点1没有子女顶点，所以low［1］就等于它的深度优先数dfn［1］，为5。

（2）从顶点1回退到顶点5后，要继续回退，此时计算顶点5的low值，因为顶点5可以直接通过回边（5，4）到达根结点，而根结点的深度优先数为1，所以顶点5的low值为1。

（3）从顶点5回退到顶点3后，要继续回退，此时计算顶点3的low值，因为它的子女顶点，即顶点5的low值为1，则顶点3的low值也为1。

（4）从顶点3回退到顶点2后，要继续回退，此时计算顶点2的low值，因为它的子女顶点，即顶点3的low值为1，则顶点2的low值也为1。

（5）从顶点2回退到顶点4后，要继续访问它的右子树中的顶点，此时计算顶点4的low值，因为它的子女顶点，即顶点2的low值为1，则顶点4的low值也为1。

根结点4的右子树在回退过程计算顶点的low［n］，方法类似。

计算出各顶点的low［n］值后，因为根结点，即顶点4有两个子女，所以顶点4是关节点；顶点5也是关节点，这是因为它的子女顶点，即顶点1的low值大于dfn［5］；同样，顶点6和顶点8也是关节点。

求出关节点u后，还有一个问题需要解决：去掉该关节点u，将原来的连通图分成了几个连通分量？答案如下。

（1）如果关节点u是根结点，则有几个子女，就分成了几个连通分量。

（2）如果关节点u不是根结点，则有d个子女w，使得low［w］≥dfn［u］，则去掉该结点，分成了d＋1个连通分量。

以上方法的具体实现详见例8.1。

3．例题解析


例8.1
 　SPF结点（SPF）


题目来源：


Greater New York 2000, ZOJ1119, POJ1523


题目描述：


考虑图8.9中的两个网络，假定网络中的数据只在有线路直接连接的两个结点之间以点对点的方式传输。一个结点出现故障，比如图8.3（a）所示的网络中结点3出现故障，将会阻止其他某些结点之间的通信。结点1和结点2仍然是连通的，结点4和结点5也是连通的，但这两对结点之间的通信无法进行了。因此结点3是这个网络的一个SPF结点。

[image: alt]


图8.9　SPF结点

严格的定义：对于一个连通的网络，如果一个结点出现故障，将会阻止至少一对结点之间的通信，则该结点是SPF结点。

注意：图8.9（b）所示的网络不存在SPF结点。至少两个结点出现故障后，才会使得其他某对结点之间无法通信。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据，每个测试数据描绘了一个网络。每个网络的数据包含多对整数，每对整数占一行，表示两个直接连接的结点。结点对中两个结点的顺序是无关的，1 2和2 1表示同一对连接。结点序号范围为1～1000，每个网络的数据中最后一行为一个0，表示该网络数据的结束。整个输入文件最后一行为一个0，代表输入结束。读入时需要忽略输入文件中的空行。


输出描述：


对输入文件中的每个网络，首先输出该网络在输入文件中的序号，然后是该网络中的SPF结点。具体格式为：第1个网络的序号为"Network #1"；第2个网络的序号为"Network #2"，等等。对网络中的每个SPF结点，输出占一行，输出格式如样例输出所示，输出信息标明SPF结点的序号及该SPF结点出现故障后将整个网络分成几个连通的子网络。如果网络中不存在SPF结点，则只输出"No SPF nodes"。每两个网络的输出之间，输出一个空行。
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分析：


在用程序实现前面所述的求关节点的算法时，需要解决以下几个问题。

（1）如何判断顶点v是顶点u的祖先结点。

（2）如何判断边（v，u）是回边。

（3）如何判断顶点v是顶点u的儿子结点。

这3个问题都是在深度优先搜索函数dfs中解决的。从顶点u出发进行DFS搜索时，要判断其他每个顶点v是否跟u是否邻接、是否未访问过。如果v跟u邻接，则在生成树中就是两种情况。

（1）如果顶点v是顶点u的邻接顶点，且此时v还未访问过，则v是u的儿子结点。

（2）如果顶点v是顶点u的邻接顶点，且此时v已经访问过了，则v是u的祖先结点，且（v，u）就是一条回边。

在下面的代码中，求每个顶点的low［］值的代码特别地用边框标明了，从中可以看出，每次从顶点u的某一个邻接顶点回退到顶点u时，计算顶点u的low［］值；当顶点u的所有邻接顶点都访问完毕，顶点u的low［］值才计算完毕。

代码如下：
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8.2.2　重连通分量的求解

在求关节点的过程中就能顺便把每个重连通分量求出。方法是：建立一个栈，存储当前重连通分量，在DFS过程中，每找到一条生成树的边或回边，就把这条边加入栈中。如果遇到某个顶点u的子女顶点v满足dfn［u］≤low［v］，说明u是一个割点，同时把边从栈顶一条条取出，直到遇到了边（u，v），取出的这些边与其关联的顶点，组成一个重连通分量。割点可以属于多个重连通分量，其余顶点和每条边属于且只属于一个重连通分量。

以上方法具体实现详见下面的例8.2。


例8.2
 　输出无向连通图各个连通分量

输入描述。输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据的格式为：第1行为两个整数n和m，分别表示顶点个数和边数，然后有m行，每行表示一条边，为这条边的两个顶点的序号，顶点序号从1开始计起。假定无向图是连通的（可能存在割点，也可能没有割点）。n＝m＝0时表示输入结束。

输出描述。对每个测试数据，以“u v”的形式依次输出各连通分量中的每条边，每个连通分量的数据占一行，用空格分隔每条边。各测试数据的输出之间用空行分隔开。


分析：


图8.10给出了两个测试数据。实线表示搜索的前进过程，虚线表示回退过程。搜索时从顶点1开始搜索。图8.10（a）所示的无向图有两个割点、3个重连通分量，图8.10（b）所示的无向图没有割点、是重连通图。
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图8.10　重连通分量的求解

下面的程序用一个数组来模拟栈。在搜索前进过程，依次将访问过的边入栈，在回退过程如果发现顶点u的子女顶点v满足dfn［u］≤low［v］，说明u是一个割点，同时把边从栈顶一条条取出并输出，直到遇到边（u，v）为止（该边也要输出），这些边组成了顶点v所在的重连通分量。

另外，为了防止访问过的边重复入栈，约定邻接矩阵Edge
 中，元素Edge
 ［u］［v］取值为1表示顶点u和v之间有边连接、且该边没有遍历过，取值为2表示顶点u和v之间有边连接、且该边已经遍历过，取值为0表示顶点u和v之间没有边连接。

代码如下：
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该程序的运行示例如下。
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8.2.3　顶点连通度的求解

给定一个无向连通图，如何求其顶点连通度κ（G）是本节要讨论的问题。κ（G）的求解需要转换成网络最大流问题。首先，介绍独立轨的概念。


独立轨
 ：设A、B是无向图G的两个顶点，从A到B的两条没有公共内部顶点的路径，互称为独立轨。A到B独立轨的最大条数，记作P（A，B）。例如，在图8.11（a）所示的无向图中，v1
 和v4
 之间有3条独立轨，用粗线标明。
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图8.11　独立轨

设A、B是无向连通图G的两个不相邻的顶点，最少要删除多少个顶点才能使得A和B不再连通？答案是P（A，B）个（证明略）。例如，在图8.11（a）中，要使得v1
 和v4
 不再连通，可以在这两个顶点的3条独立轨上各选择一个顶点，如v2
 、v5
 和v8
 ，删除这3个顶点后，v1
 和v4
 不再连通了，如图8.11（b）所示。注意，并不是在每条独立轨上任意删除一个顶点就可以达到目的。例如，在图8.11（a）中，如果删除v2
 、v5
 和v10
 ，则v1
 和v4
 仍然连通。

关于无向图G顶点连通度κ（G）与顶点间独立轨数目之间的关系，有如下Menger定理。


定理8.3
 （Menger定理）　无向图G的顶点连通度κ（G）和顶点间最大独立轨数目
 之间存在如下关系式：
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在式8-3中，AB∉E表示顶点A和B不相邻。为什么要强调不相邻？这是因为如果A和B相邻，则删除所有的其他顶点，A和B都还是连通的。

那么如何求不相邻的两个顶点A、B间的最大独立轨数P（A，B）呢，最少应删除图中哪些顶点（共P（A，B）个顶点）才能使得A、B不连通呢？可以采用网络最大流方法来求解。

求P（A，B）的方法如下。

（1）为了求P（A，B），需要构造一个容量网络N。

①原图G中的每个顶点v变成网络N中的两个顶点v′和v″，顶点v′到v″有一条弧连接，即＜v′，v″＞，其容量为1。

②原图G中的每条边e＝（u，v），在网络N中有两条弧e′＝＜u″，v′＞和e″＝＜u′，v″＞，e′和e″的容量均为∞。

③另A″为源点，B′为汇点。

（2）求从A″到B′的最大流F。

（3）流出A″的一切弧的流量和[image: alt]
 即为P（A，B），所有具有流量1的弧（v′，v″）对应的顶点v构成了一个割顶集，在图G中去掉这些顶点后，则A和B不再连通了。

有了求P（A，B）的算法基础，就可以得出κ（G）的求解思路：首先设κ（G）的初始值为∞；然后分析图G中的每一对顶点。如果顶点A、B不相邻，则用最大流的方法求出P（A，B）和对应的割顶集；如果P（A，B）小于当前的κ（G），则κ（G）＝P（A，B），并保存其割顶集。如此直至所有不相邻顶点对分析完为止，即可求出图的顶点连通度κ（G）和最小割顶集了。具体实现时，可固定一个源点，枚举每个汇点，从而求出κ（G）。

以上算法的程序实现，详见下面的例8.3。


例8.3
 　有线电视网络（Cable TV Network）


题目来源：


Southeastern Europe 2004, ZOJ2182, POJ1966


题目描述：


有线电视网络中，中继器的连接是双向的。如果网络中任何两个中继器之间至少有一条路，则中继器网络称为是连通的，否则中继器网络是不连通的。一个空的网络及只有一个中继器的网络被认为是连通的。具有n个中继器的网络的安全系数f被定义成：①f为n，如果不管删除多少个中继器，剩下的网络仍然是连通的；②f为删除最少的顶点数，使得剩下的网络不连通。

例如，考虑图8.12所示的3个中继器网络，其中圆圈代表中继器，实线代表中继器之间的连接线缆。在图8.12（a）中，删除任意多个顶点，剩下的网络仍然是连通的，因此，根据第①条规则，f＝n＝3。在图8.12（b）中，删除0个顶点，中继器网络就不连通，因此，根据第②条规则，f＝0。在图8.12（c）中，至少需要删除中继器1和2，或者1和3，剩下的中继器网络不连通，因此，f＝2。
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图8.12　有线电视网络


输入描述：


编写程序以标准输入方式读入多个测试数据，计算每个测试数据所代表的中继器网络的安全系数。每个测试数据首先是两个整数n和m，0≤n≤50，n表示网络中中继器数目，m表示网络中线缆的数目；接下来是m个数据对（u，v），u＜v，其中u和v为中继器的编号，中继器的编号为0～n－1，（u，v）表示直接连接u和v的线缆。数据对可以以任何顺序出现。测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对每个测试数据，输出中继器网络的安全系数。
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分析：


本题中的安全系数f实际上就是无向图的顶点连通度κ（G）。以图8.12（c）所示的测试数据为例描述κ（G）的求解方法。根据前面介绍的方法，构造一个容量网络，如图8.13（a）所示，其邻接矩阵如图8.13（b）所示。
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图8.13　有线电视网络：顶点连通度的求解

在求每一对顶点的独立轨数目时，可固定源点为顶点0＂，枚举每个汇点，并记录最小的独立轨数目，该值就是所求的顶点连通度κ（G）。

代码如下：
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练　习

8.1　电话线路网络（Network）


题目来源：


Central Eurpe 1996, ZOJ1311, POJ1144


题目描述：


TLC电话线路公司正在新建一个电话线路网络。他们将一些地方（这些地方用1～N的整数标明，任何两个地方的标号都不相同）用电话线路连接起来。这些线路是双向的，每条线路连接两个地方，并且每个地方的电话线路都连接到一个电话交换机。每个地方都有一个电话交换机。从每个地方都可以达到其他一些地方（如果有线路连接的话），然而这些线路不一定必须是直接连接的，也可以是通过几个电话交换机到达另外一个地方。但是有时会因为电力不足导致某个地方的交换机不能工作。TLC的官员意识到一旦出现这种情况（在某个地方的交换机不工作，即这个结点与其他结点之间的线路都断开了），除了这个出现故障的地方是不可达外，还可能导致其他一些（本来连通的）地方也不再连通。称这个地方为关节点。

现在TLC的官员努力想写一个程序来找到关节点的数目。请帮助他们。


输入描述：


输入文件包括多个测试数据，每个测试数据描述了一个网络。每个测试数据的第1行是一个整数N，代表结点的数目（N＜100）。接下来，该网络至多有N行信息，每行包括一个地方的号码，以及有直接线路通往其他地方的号码。这些行（至多N行）完整地描述了网络，也就是说，该网络中每条直接连接两个地方的线路将会至少出现在某一行中。每行中的整数都用空格隔开。每个网络的信息最后一行为数字0，表示该网络数据的结束。

输入文件最后一行为0，表示输入文件结束。


输出描述：


对输入文件中的每个网络，输出关节点的个数。
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样例输入中两个测试数据所描绘的电话网络如图8.14（a）和8.14（b）所示，从中可以看出这两个网络中分别包含了1个和2个关节点。
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图8.14　电话线路网络中的关节点

8.2　仓库管理员


题目来源：


POI1999


题目描述：


码头仓库是一块N×M个格子的矩形，有的格子是空闲的一没有任何东西，有的格子上已经堆放了沉重的货物—太重了而不可能被移动。现在，仓库管理员有一项任务，要将一个较小箱子推到指定的格子上去。管理员可以在仓库中移动，但不得跨过对方沉重的货物的格子。当管理员站在与箱子相邻的格子上时，他可以做一次推动，把箱子推到另一个相邻的格子。考虑到箱子比较重，仓库管理员为了节省体力，想尽量减少推箱子的次数。你能帮帮他么？


输入描述：


输入文件第一行有两个数N、M（1≤N，M≤100），表示仓库是N×M的矩形。以下有N行，每行有M个字符，表示一个格子的状态。

S：表示该格子上放了不可移动的沉重货物。

w：表示该格子上没有任何东西。

M：表示仓库管理员初始的位置。

P：表示箱子的初始位置。

K：表示箱子的目标位置。


输出描述：


输出文件只有一行，为一个数，表示仓库管理员最少要推多少次箱子。如果仓库管理员不可能将箱子推到目标位置，那么请输出NIE，表示无解。
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8.3　备用交换机


题目描述：


n个城市之间有通信网络，每个城市都有通信交换机，直接或间接与其他城市连接。因电子设备容易损坏，需给通信点配备备用交换机。但备用交换机数量有限，不能全部配备，只能给部分重要城市配置。于是规定：如果某个城市由于交换机损坏，不仅本城市通信中断，还造成其他城市通信中断，则配备备用交换机。请根据城市线路情况，计算需配备备用交换机的城市个数，及需配备备用交换机城市的编号。


输入描述：


输入文件有一个测试数据，占有若干行：第1行为一个整数n，表示共有n个城市（2≤n≤100），接下来有若干行（一直到文件尾），每行两个正整数a、b，a、b是城市编号，表示a与b之间有直接通信线路。


输出描述：


输出的第一行为1个整数m，表示需m个备用交换机，接下来有m行，每行有一个整数，表示需配备交换机的城市编号，输出顺序按编号由小到大。如果没有城市需配备备用交换机则输出0。
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8.3　无向图边连通性的求解及应用

8.3.1　割边的求解

割边的求解过程与8.2.1节中求关节点的过程类似，判断方法是：无向图中的一条边（u，v）是桥，当且仅当（u，v）为生成树中的边，且满足dfn［u］＜low［v］。

例如，图8.15（a）所示的无向图，如果从顶点4开始进行DFS搜索，各顶点的dfn［］值和low［］值如图8.15（a）所示（每个顶点旁的两个数值分别表示dfn［］值和low［］值），深度优先搜索树如图8.15（b）所示。根据上述判断方法，可判断出边（1，5）、（4，6）、（8，9）和（9，10）为无向图中的割边。
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图8.15　割边的求解

割边求解的程序实现详见下面的例8.4。


例8.4
 　烧毁的桥（Burning Bridges）


题目来源：


Andrew Stankevich's Contest #5, ZOJ2588


题目描述：


Ferry王国是一个漂亮的岛国，一共有N个岛国、M座桥，通过这些桥从每个小岛都能到达任何一个小岛。很不幸的是，最近Ferry王国被Jordan征服了。Jordan决定烧毁所有的桥。这是个残酷的决定，但是Jordan的谋士建议他不要这样做，因为如果烧毁所有的桥梁，他自己的军队也不能从一个岛到达另一个岛。因此Jordan决定烧尽可能多的桥，只要能保证他的军队能从任何一个小岛都能到达每个小岛就可以了。

现在Ferry王国的人民很想知道哪些桥梁将被烧毁。当然，他们无法得知这些信息，因为哪些桥将被烧毁是Jordan的军事机密。然而，可以告知Ferry王国的人民哪些桥肯定不会被烧毁。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。输入文件中第1行为一个整数T，1≤T≤20，表示测试数据的数目。接下来有T个测试数据，测试数据之间用空行隔开。

每个测试数据的第1行为两个整数N和M，分别表示岛的数目和桥的数目，2≤N≤10000，1≤M≤100000；接下来有M行，每行为两个不同的整数，为一座桥所连接的小岛的编号。注意，两个岛之间可能有多座桥。


输出描述：


对每个测试数据，首先在第1行输出一个整数K，表示K座桥不会被烧毁；第2行输出K个整数，为这些桥的序号。桥的序号从1开始计起，按输入的顺序进行编号。

两个测试数据的输出之间有一个空行。
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分析：


本题的意思是给定一个无向连通图，要求图中的割边，因为割边所表示的“桥”是不能被烧毁的（注意，此处加了双引号的“桥”是指题目中的桥梁，并不是指割边）。在本题中，由于有重边，所以无法用邻接矩阵来存储图，必须用邻接表来存储。对于重边的处理，只要顶点u和v之间有重边，那么这些重边任何一条都不可能是割边。

图8.16描述了题目中的两个测试数据，其中每条边旁边的数字为边的序号。在图8.16（a）中，边（2，4）和（3，7）为割边，不能被删除。在图8.16（b）中，边（5，9）为割边，不能被删除；如果被删除，则顶点3、9、8、7构成一个连通分量，从原图中分离了。
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图8.16　烧毁的桥：测试数据

在下面的代码中，从顶点0出发进行一次DFS遍历，并求得每个顶点的dfn［］值和low［］值。对除重边以外的每条生成树中的边（u，v），如果满足dfn［u］＜low［v］，则边（u，v）是割边。

代码如下：
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8.3.2　边双连通分量的求解

与8.2.2节点双连通分量的求解相比，边双连通分量的求法更为简单。只需在求出所有的桥以后，把桥删除，原图变成了多个连通块，则每个连通块就是一个边双连通分量。桥不属于任何一个边双连通分量，其余的边和每个顶点都属于且只属于一个边双连通分量。

以下通过2道例题讲解边双连通分量的求解及应用。


例8.5
 　圆桌武士（Knights of the Round Table）


题目来源：


Central Europe 2005, POJ2942


题目描述：


武士是一个十分吸引人的职业，因此近年来Arthur王国武士的数量得到了空前的增长。武士在讨论事情时很容易激动，特别是喝了酒以后。在发生一些不幸的打斗后，Arthur国王要求智者Merlin确保将来不会发生武士的打斗。

Merlin在仔细研究这个问题后，他意识到如果武士围着圆桌坐下，要阻止打斗则必须遵循以下两个规则。

（1）任何两个互相仇视的武士不能挨着坐，Merlin有一张清单，列出了互相仇视的武士，注意，武士是围着圆桌坐下的，每个武士有两个相邻的武士。

（2）围着圆桌坐下的武士数量必须为奇数个。这将能保证当武士在争论一些事情时，能通过投票的方式解决争端。而如果武士数量为偶数个，则可能会出现赞同和反对的武士数量一样。

如果以上两个条件满足，Merlin将让这些武士围着圆桌坐下，否则他将取消圆桌会议。如果只有一个武士到了，Merlin也将取消会议，因为一个武士无法围着圆桌坐下。Merlin意识到如果遵守以上两个规则，可能会使某些武士不可能被安排坐下，一种情况是一个武士仇视其他每个武士。如果一个武士不可能被安排坐下，他将被从武士名单中剔除掉。试帮助Merlin判断有多少个武士将会被剔除掉。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据第1行为两个整数n和m，1≤n≤1000，1≤m≤1000000，n表示武士数目，n个武士编号为1～n，m表示武士相互仇视的对数。接下来有m行，描述了相互仇视的每对武士，每行为两个整数k1
 和k2
 ，表示武士k1
 和k2
 相互仇视。

n＝m＝0表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为从名单中被剔除掉的武士数目。
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分析：


题目的意思是：一群武士，某些武士之间互相仇视，如果在一起容易发生争斗事件。因此他们只有满足一定条件才能参加圆桌会议：①圆桌边上任意相邻的两个武士不能互相仇视；②同一个圆桌边上的武士数量必须是奇数。

为了使得不互相仇视的武士才能坐在一起，可以做如下处理：将各武士看成顶点，不互相仇视的武士之间存在边，建立无向图。例如，根据样例输入中的测试数据所构造得到的无向图如图8.17所示。
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图8.17　圆桌武士：测试数据

构造无向图以后，先按照要求①，将所有能坐在一起的武士分为一组，全部武士分为若干组，每一组在图中是一个双连通分量。然后根据双连通分量的性质，判断双连通分量中是否存在奇圈，如果存在，则这一组武士都能参与会议，反之这一组都不能参与会议。

具体的方法如下。

（1）搜索双连通分量。深度优先搜索过程中，用一个栈保存所有经过的结点，判断割点，碰到割点就标记当前栈顶点的结点并退栈，直到当前结点停止并标记当前割点。标记过的结点处于同一个双连通分量。

（2）交叉染色搜索奇圈。在一个结点大于2的双连通分量中，必定存在一个圈经过该连通分量的所有节点；如果这个圈是奇圈，则该连通分量内所有的点都满足条件；若这个圈是偶圈，如果包含奇圈，则必定还有一个奇圈经过所有剩下的点。因此一个双连通分量中只要存在一个奇圈，那么该双连通分量内所有的点都处于一个奇圈中。根据这个性质，只需要在一个双连通分量内找奇圈即可判断该联通分量是否满足条件。交叉染色法就是在DFS的过程中反复交换着用两种不同的颜色对为染色过的点染色，若某次DFS中当前结点的子结点和当前节点同色，则找到奇圈。

（3）需要注意的地方是：因为同一个点可能在多个双连通分量中，因此标记某个点是否满足条件必须专门用一数组标记。

代码如下：
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例8.6
 　多余的路（Redundant Paths）


题目来源：


USACO 2006 January Gold, POJ3177


题目描述：


有F个牧场，1≤F≤5000，贝茜和她的牧群经常需要从一个牧场迁移到另一个牧场。奶牛们已经厌烦老是走同一条路，所以有必要再新修几条路，这样它们从一个牧场迁移到另一个牧场时总是可以选择至少两条独立的路。现在F个牧场的任何两个牧场之间已经至少有一条路了，奶牛们需要至少有两条。

给定现有的R条直接连接两个牧场的路，F－1≤R≤10000，计算至少需要新修多少条直接连接两个牧场的路，使得任何两个牧场之间至少有两条独立的路。两条独立的路是指没有公共边的路，但可以经过同一个中间顶点。


输入描述：


测试数据的格式如下。

第1行为两个整数F和R。

第2～R＋1行，每行为两个整数，为一条道路连接的两个牧场。


输出描述：


输出一行，为一个整数，表示需要新修的道路数目。
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分析：


本题的意思是给定一个无向连通图，判断最少需要加多少条边，才能使得任意两点之间至少有两条相互“边独立”的道路。显然，在同一个边双连通分量里的所有点可以等价地看做一个点，收缩后，新图是一棵树，树的边是原无向图的桥。现在问题转化为“在树中至少添加多少条边能使图变为边双连通图”。结论是：添加边数＝（树中度为1的结点数＋1）／2。

例如，题目中给定的样例测试数据所描绘的牧场网络如图8.18（a）所示，在图8.18（a）中有一个边双连通分量，即顶点2、3、4、5组成的连通分量。将该边双连通分量收缩成一个顶点2’，如图8.18（b）所示，这样就得到一棵树，该树有3个叶子结点，因此添加的边数为（3＋1）／2，为两条边。图8.18（c）给出了一种添加方案，当然还存在其他的添加方案。
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图8.18　多余的路：测试数据

下面的代码采用并查集来收缩同一个边双连通分量上的顶点。将所有的边双连通分量分别收缩成一个顶点后，统计得到的树中叶子结点的个数，然后求应添加的边数。

代码如下：

[image: alt]


[image: alt]


8.3.3　边连通度的求解

给定一个无向连通图，如何求其边连通度λ（G）是本节要讨论的问题。λ（G）的求解也需要转换成网络最大流问题。首先，介绍弱独立轨的概念。


弱独立轨
 ：设A、B是无向图G的两个顶点，从A到B的两条没有公共边的路径，互称为弱独立轨。A到B的弱独立轨的最大条数，记作P′（A，B）。例如，在图8.19（a）所示的无向图中，v1
 和v9
 之间有2条弱独立轨，用粗线标明，这两条弱独立轨有公共顶点v5
 （当然，在图8.19（a）中，可以选择其他边使得两条弱独立轨没有公共顶点）。
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图8.19　弱独立轨

设A、B是无向连通图G的两个不相邻的顶点，最少要删除多少条边才能使得A和B不再连通？答案是P′（A，B）个（证明略）。例如，在图8.19（a）中，要使得v1
 和v9
 不再连通，可以在这两个顶点的两条弱独立轨上各选择一条边，如e1
 和e2
 ，删除这两条边后，v1
 和v9
 不再连通了，如图8.19（b）所示。注意，并不是在每条弱独立轨上任意删除一条边就可以达到目的。例如，在图8.19（a）中，如果删除e1
 和e12
 ，则不会影响v1
 和v9
 的连通性。

关于无向图G边连通度λ（G）与顶点间弱独立轨数目之间的关系，有如下Menger定理。


定理8.4
 （Menger定理）　无向图G的边连通度λ（G）和顶点间最大弱独立轨数目
 之间存在如下关系式：
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那么如何求不相邻的两个顶点A、B间的最大弱独立轨数P′（A，B）呢，最少应删除图中哪些边（共P′（A，B）条边）才能使得A、B不连通呢？可以采用网络最大流方法来求解。

求P′（A，B）的方法如下。

（1）为了求P′（A，B），需要构造一个容量网络N。

①原图G中的每条边e＝（u，v）变成重边，再将这两条边加上互为反向的方向，设e′为＜u，v＞，e″为＜v，u＞，e′和e″的容量均为1。

②以A为源点，B为汇点。

（2）求从A到B的最大流F。

（3）流出A的一切弧的流量和[image: alt]
 即为P′（A，B），流出A的流量为1的弧（A，v）组成一个割边集，在图G中删除这些边后，则A和B不再连通了。

有了求P′（A，B）的算法基础，就可以得出λ（G）的求解思路：首先设λ（G）的初始值为∞；然后分析图G中的每一对顶点，如果顶点A、B不相邻，则用最大流的方法求出P′（A，B）和对应的割边集；如果P′（A，B）小于当前的λ（G），则λ（G）＝P′（A，B），并保存其割边集。如此直至所有不相邻顶点对分析完为止，即可求出图的边连通度λ（G）和最小割边集了。同样在具体实现时，可固定一个源点，枚举每个汇点，从而求出λ（G）。

练　习

8.4　筑路（Road Construction）


题目来源：


CCC2007, POJ3352


题目描述：


现在，某个岛上的负责人想修复和升级岛上的道路，这些道路连接岛上不同的旅游景点。所有的道路都不会交叉，如果有交叉则通过桥梁和隧道来避免。当修路公司在修路时，这条路就不能使用了。这将导致从一个景点不能通往另一个景点，尽管修路公司只是在某个特定的时间占用了每条道路。

现在需要你来帮助他们解决这个问题。为了保证在最终的道路网络中，任何一条道路在维护当中，剩下的道路能保证任何两个景点之间都能连通，这样需要在某些景点之间新修一条路，试计算最少需要新修多少条路。


输入描述：


测试数据的第1行为两个正整数n和r，3≤n≤1000，2≤r≤1000，n表示岛上旅游景点的数目，r为道路的数目。景点编号为1～n。接下来有r行，每行为两个整数v和w，表示景点v和w之间有一条道路。道路是双向的，且任何两个景点之间最多只有一条道路。初始时，道路网络是连通的。


输出描述：


输出一个整数，表示需要新修道路的最少数目。
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8.5　实习（Internship）


题目来源：


CYJJ's Funny Contest #3, Having Fun in Summer, ZOJ2532


题目描述：


CIA总部通过它的机密网络收集来自全国各地的数据。他们在光纤网络民用化前就广泛使用光纤网。但是最近由于数据量剧增，所以整个网络仍面临巨大的压力。因此，他们想采用新技术来升级网络，这种新技术可以提供数倍于现在的带宽。在实验测试阶段，他们想升级其中一段网络，以便观察新技术能在多大程度上提升网络的性能。作为CIA的一名实习生，你的任务是调查哪段网络能提高CIA总部的带宽，假定每个城市有一定的数据量传送到CIA总部，而且路由算法已经优化了。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为3个正整数：N、M和L，分别表示城市的数目、中继站的数目以及网段的数目，城市的编号从1～N，中继站的编号从N＋1～N＋M，CIA总部的编号为0。N＋M≤100，L≤1000。

接下来有L行，每行描述了一个网段，形式为：a b c，其中a表示网段的源点，b为网段的目标结点，c为带宽。a、b和c均为整数，a和b为有效的顶点编号（0～n＋m），c为正整数。数据连接都有方向的。

输入文件最后一行为N＝0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出结果占一行，为符合标准的网段编号，用空格隔开，按升序列出。如果没有哪个网段符合要求，则输出空行。网段的编号从1开始计起。
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8.6　网络（Network）


题目来源：


2008 Asia Hefei Regional Lontest Online by USTC, POJ3694


题目描述：


一个网络管理员管理一个很大的网络。网络包含了N台电脑和M对两台电脑之间的直接连接。网络中任何两台电脑要么直接连接，要么通过连续的连接间接地相连，因此数据可以在任何两台电脑之间进行传输。网络管理员发现某些直接连接对网络起着重要的作用，因为一旦这些连接中的任何一条断开了，就会导致某些电脑之间就无法传输数据。这种连接称为桥。他计划一条一条地增加一些新的连接，来消除所有的桥。

试向管理员报告添加每条新连接后网络中桥的数目。


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数N和M，1≤N≤100000，N－1≤M≤200000；接下来有M行，每行为两个整数A和B，1≤A≠B≤N，表示电脑A和B有网线直接相连，电脑的编号从1到N，输入数据保证初始时，任何两台电脑都是连通的；接下来一行为一个整数Q，1≤Q≤1000，表示管理员打算在网络中添加Q条新连接；接下来有Q行，第i行为两个整数A和B，1≤A≠B≤N，表示第i条新连接连接的是电脑A和B。

输入文件最后一行为两个0，表示输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，首先输出测试数据的序号（序号从1开始计起），然后输出Q行，第i行为一个整数，表示前i条新连接添加进来后网络中桥的数目。每个测试数据的输出之后输出一个空行。
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8.4　有向图强连通性的求解及应用

8.4.1　有向图强连通分量的求解算法

求解有向图强连通分量主要有3个算法：Tarjan算法、Kosaraju算法和Gabow算法，本节详细介绍前两个算法的思想和实现过程。

1．Tarjan算法

Tarjan算法是基于DFS算法，每个强连通分量为搜索树中的一棵子树。搜索时，把当前搜索树中未处理的结点加入一个栈，回溯时可以判断栈顶到栈中的结点是否为一个强连通分量。当dfn（u）＝low（u）时，以u为根的搜索子树上所有结点是一个强连通分量，其中dfn［］值和low［］值的定义及含义详见8.2.1节。

Tarjan算法的伪代码如下。
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接下来以图8.20（a）所示的有向图为例解释Tarjan算法的思想和执行过程，在该有向图中，｛1，2，5，3｝为一个强连通分量，｛4｝、｛6｝也分别是强连通分量。
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图8.20　Tarjan算法

图8.20（b）所示为从顶点1出发进行深度优先搜索后得到的深度优先搜索树。约定：如果某个顶点有多个未访问过的邻接顶点，按顶点序号从小到大的顺序进行选择。各顶点旁边的两个数值分别为顶点的深度优先数（dfn［］）值和low［］值。在图8.20（b）中，虚线表示非生成树的边，其中边＜5，6＞和＜3，5＞为交叉边，边＜5，1＞是回边（注意，8.2.1节提到了无向图深度优先搜索生成树中非生成树的边都是回边，交叉边是不存在的）。

判断生成树的边、回边和交叉边的策略如下。
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图8.20（c）～8.20（f）演示了Tarjan算法的执行过程。在图8.20（c）中，沿着实线箭头所指示的方向搜索到顶点6，此时无法再前进下去了，并且因为此时dfn［6］＝low［6］＝4，所以找到了一个强连通分量。退栈到u==v为止，｛6｝为一个强连通分量。

在图8.20（d）中，沿着虚线箭头所指示的方向回退到顶点4，发现dfn［4］==low［4］，为3，退栈后｛4｝为一个强连通分量。

在图8.20（e）中，回退到顶点2并继续搜索到顶点5，把顶点5加入栈。发现顶点5有到顶点1的有向边，顶点1还在栈中，所以low［5］＝1，有向边＜5，1＞为回边。顶点6已经出栈，所以＜5，6＞是交叉边，返回顶点2，＜2，5＞为生成树的边，所以low［2］＝low［5］＝1。

在图8.20（f）中，先回退到顶点1，接着访问顶点3。发现顶点3到顶点有一条有向边，顶点5已经访问过了，且5还在栈中，因此边＜3，5＞为回边，所以low［3］＝dfn［5］＝5。返回顶点1后，发现dfn［1］==low［1］，把栈中的顶点全部弹出，组成一个连通分量｛3，5，2，1｝。

至此，Tarjan算法结束，求出了图中全部的3个强连通分量为｛6｝、｛4｝和｛3，5，2，1｝。

Tarjan算法的时间复杂度分析：假设用邻接表存储图，在Tarjan算法的执行过程中，每个顶点都被访问了一次，且只进出了一次栈，每条边也只被访问了一次，所以该算法的时间复杂度为O（n＋m）。

2．Kosaraju算法

Kosaraju算法是基于对有向图G及其逆图GT
 （各边反向得到的有向图）进行两次DFS的方法，其时间复杂度也是O（n＋m）。与Trajan算法相比，Kosaraju算法的思想更为直观。Kosaraju算法的原理为：如果有向图G的一个子图G′是强连通子图，那么各边反向后没有任何影响，G′内各顶点间仍然连通，G′仍然是强连通子图。但如果子图G′是单向连通的，那么各边反向后可能某些顶点间就不连通了，因此，各边的反向处理是对非强连通块的过滤。

Kosaraju算法的执行过程如下。

（1）对原图G进行深度优先搜索，并记录每个顶点的dfn值。

（2）将图G的各边进行反向，得到其逆图GT
 。

（3）选择从当前dfn值最大的顶点出发，对逆图GT
 进行DFS搜索，删除能够遍历到的顶点，这些顶点构成一个强连通分量。

（4）如果还有顶点没有删除，继续执行第（3）步，否则算法结束。

接下来以图8.21（a）所示的有向图G为例分析Kosaraju算法的执行过程。图8.21（b）为正向搜索过程，搜索完毕后，得到各顶点的dfn值。图8.21（c）所示为逆图GT
 。图8.21（d）所示为从顶点3出发对逆图GT
 进行DFS搜索，得到第1个强连通分量｛1，2，5，3｝，图8.21（e）和8.21（f）所示为分别从顶点4和6出发进行DFS搜索得到另外两个强连通分量。
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图8.21　Kosaraju算法

8.4.2　有向图强连通分量的应用

以下通过4道例题，详细讲述有向图强连通分量的求解及程序实现。


例8.7
 　从u到v或从v到u（Going from u to v or from v to u?）


题目来源：


POJ Monthly—2006.02.26, POJ2762


题目描述：


为了让他们的儿子变得更勇敢些，Jiajia和Wind将他们带到一个大洞穴中。洞穴中有n个房间，有一些单向的通道连接某些房间。每次，Wind选择两个房间x和y，要求他们的一个儿子从一个房间走到另一个房间，这个儿子可以从x走到y，也可以从y走到x。Wind保证她布置的任务是可以完成的，但她确实不知道如何判断一个任务是否可以完成。为了使Wind下达任务更容易些，Jiajia决定找这样的一个洞穴，每对房间（设为x和y）都是相通（可以从x走到y，或者可以从y走到x）的。给定一个洞穴，你能告诉Jiajia，Wind是否可以任意选择两个房间而不用担心这两个房间可能不相通吗？


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数T，表示测试数据的个数。接下来有T个测试数据。

每个测试数据的第1行为两个整数n和m，0＜n＜1001，m＜6000，分别表示洞穴中的房间数和通道数。接下来有m行，每行为两个整数u和v，表示房间从房间u到v有一条单向通道。


输出描述：


对每个测试数据，如果洞穴具备题目中提到的属性，输出“Yes”，否则输出“No”。
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分析：


本题虽然求解的是单连通性，但首先要转换成强连通分量的求解。这是因为，强连通分量中的顶点间存在双向的路径，因此可以将每个强连通分量收缩
 成一个新的顶点。在有向图的处理中经常需要将强连通分量收缩成一个顶点
 。

以样例输入中的测试数据为例，图8.22（a）描述了该测试数据。在图8.22（b）中，将两个强连通分量各收缩成1个新的顶点。
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图8.22　从u到v或从v到u：测试数据

强连通分量收缩后，再求其拓扑排序。假设求得的拓扑序存储在topo［MAX］中，topo［i］与topo［i＋1］存在边连通（i到i＋1或i＋1到i），则一定有i到i＋1的边。而如果每个topo［i］与topo［i＋1］都存在边连通（即有i到i＋1的边）时，topo［i］到任意topo［j］便都有边连通。图8.22（c）是进行拓扑排序的结果。

代码如下：
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例8.8
 　受牛仰慕的牛（Popular Cows）


题目来源：


USACO 2003 Fall, POJ2186


题目描述：


每头奶牛都梦想着成为牧群中最受奶牛仰慕的奶牛。在牧群中，有N头奶牛，1≤N≤10000，给定M对（1≤M≤50000）有序对（A，B），表示A仰慕B。由于仰慕关系具有传递性，也就是说，如果A仰慕B，B仰慕C，则A也仰慕C，即使在给定的M对关系中并没有（A，C）。试计算牧群中受每头奶牛仰慕的奶牛数量。


输入描述：


每个测试数据的格式如下。

（1）第1行：两个用空格隔开的整数N和M。

（2）第2～M＋1行：两个用空格隔开的整数A和B，表示A仰慕B。


输出描述：


输出一行，为一个整数，表示受每头奶牛仰慕的奶牛数目。
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分析：


因为仰慕关系具有传递性，因此在同一个强连通分量中的顶点：如果强连通分量中一头牛A受强连通分量外另一头牛B的仰慕，则该强连通分量中的每头牛都受B的仰慕；如果强连通分量中一头牛A仰慕强连通分量外的另一头牛B，则强连通分量中的每一头牛都仰慕B。因此，本题可以将强连通分量缩为一个顶点，并构造新图。最后作一次扫描，统计出度为0的顶点个数，如果正好为1，则说明该顶点（可能是一个新构造的顶点，即对应一个强连通分量）能被其他所有顶点走到，即该强连通分量为所求答案，输出它的顶点个数即可。

例如，题目中给出的两个测试数据如图8.23所示。在图8.23（a）中，缩点后只有一个出度为0的顶点，因此只有1头牛受其他所有牛的仰慕。在图8.23（b）中，缩点后有两个出度为0的顶点，因此没有哪头牛受其他所有牛的仰慕。
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图8.23　受牛仰慕的牛：测试数据

代码如下：
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例8.9
 　图的底部（The Bottom of a Graph）


题目来源：


University of Ulm Local Contest 2003, ZOJ1979, POJ2553


题目描述：


使用图论中以下标准定义。设V为一个非空有限集，它的元素称为顶点，E为笛卡儿积V×V的子集，它的元素称为边（有方向），这样G＝（V，E）称为一个有向图。

设n为一个正整数，p＝（e1
 ，…，en
 ）是一个包含n条边的边序列，ei
 ∈E，其中ei
 ＝（vi
 ，vi＋1
 ），这些顶点来自一个顶点序列（v1
 ，…，vn＋1
 ），则称p为一条从顶点v1
 到vn＋1
 的路径，并称从v1
 到vn＋1
 是可达的，记为（v1
 →vn＋1
 ）。

这里，做一些新的定义。设v是图G＝（V，E）的一个顶点，对图G中每个顶点w，如果v可达w，那么w也可达v，则称v为汇点。图的底部为图的子集，子集中所有的顶点都是汇点，即bottom（G）＝｛v∈V—∀w∈V：（v→w）且（w→v）｝。对于一个给定的图，求其底部。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描绘了一个有向图G。每个测试数据的第1行为两个整数v和e，v表示图G＝（V，E）中顶点数目，顶点序号为1～v，1≤v≤5000，e表示图G中有e条边；第2行为e对顶点，其格式为v1
 ，w1
 ，…ve
 ，we
 ，表示（vi
 ，wi
 ）∈E，除了这些整数对表示的边外，没有其他边。

输入文件最后一行为0，代表输入结束。


输出描述：


对输入文件中的每个测试数据，输出一行，为求得的图的底部：输出图的底部中各个顶点的序号。如果图的底部为空，则输出一个空行。
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分析：


本题要求解的是有向图中满足“自己可达的顶点都能到达自己”的顶点个数。与例8.8类似，强连通分量中如果有一个顶点是汇点，则所有顶点都是汇点。另外，如果强连通分量中某个顶点还能到达分量外的顶点，则该连通分量不满足要求。例如，图8.24（a）所示测试数据1中，顶点2所在的连通分量中，顶点2还能到达顶点1和6，但顶点1和6都不能到达2（实际上，如果顶点1或6也能到达顶点2，那顶点1或6将属于顶点2所在的强连通分量），因此不满足汇点的定义。
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图8.24　图的底部：测试数据

因此，本题要求的是将强连通分量缩点后所构造的新图中出度为0的顶点个数，如果是强连通分量收缩得到的新顶点，则连通分量里的所有顶点都满足定义。图8.24（a）所示的测试数据1中，缩点后顶点1和顶点6′满足要求，其中顶点6′所强连通分量收缩所形成的新顶点，因此，在该测试数据中，顶点1、6、7是汇点。在图8.24（b）所示的测试数据2中，顶点1、3是汇点。

代码如下：
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例8.10
 　学校的网络（Network of Schools）


题目来源：


IOI 1996, POJ1236


题目描述：


有一些学校连接到一个计算机网络。这些学校之间达成了一个协议：每个学校维护着一个学校列表，它向学校列表中的学校发布软件。注意，如果学校B在学校A的列表中，则A不一定在B的列表中。

任务A：计算为使得每个学校都能通过网络收到软件，至少需要准备多少份软件拷贝。

任务B：考虑一个更长远的任务，想确保给任意一个学校发放一个新的软件拷贝，该软件拷贝能发布到网络中的每个学校。为了达到这个目标，必须在列表中增加新成员。计算需要添加新成员的最小数目。


输入描述：


测试数据的第1行为一个整数N，表示网络中的学校数目，2≤N≤100，学校的编号为1～N。接下来有N行，第i＋1行描述了第i个学校的接收学校列表，每个列表最后为一个0，如果列表为空，则只有最后的一个0。


输出描述：


输出两行，第1行为一个整数，为任务A的解；第2行为任务B的解。
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分析：


如果原网络G中存在强连通分量G′，从G′中任意一个顶点出发，都能遍历到G′中的每个顶点。而从G′以外的顶点进入G′，都可以通过G′中任意一个出度大于等于1的顶点离开G′。这样，可以将网络中的强连通分量看成一个点，即缩点，这样图就得到了简化。寻找强连通分量的方法用Kosaraju算法。例如，样例输入中测试数据所描述的有向图如图8.25（a）所示，进行缩点后，得到图8.25（b）所示的有向图。
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图8.25　学校的网络：测试数据

新生成的有向图是一个有向无环图。如果在该有向图中从某个顶点u出发有多条路径可以到达顶点v，则还需要进一步处理：将这些路径都收缩成一条从u到v的边＜u，v＞，并去掉原来路径上的中间顶点。例如，如果在图8.25（a）中增加一条边＜3，4＞，得到如图8.25（c）所示的有向图，缩点后得到图8.25（d）。在图8.25（d）中，从顶点1′出发有两条路径可以到达顶点4，因此，将这两条路径收缩成边＜1′，4＞，并删除顶点3，如图8.25（e）所示。完成了这两步工作，最后得到的图将是一个森林。

从森林里任意一个点出发都可以遍历它的子树，因此，为了遍历所有的点，所有点的公共祖先就是任务A所求点，这些点的特征应该是入度为0。

任务B的要求是添加最少边，使图完全连通，现在转化成将一个森林变化成完全连通，很显然，只需要将一棵树的叶子结点轮流着连接到“相邻的”树形结构的祖先结点，具体需要连接的数量视总的祖先结点和叶子结点的较大值，叶子节点的特征是出度为0。必须注意的是有一种特殊情况，如果采取记录度的方式判断，需要注意当最终生成图中只有一个点（也就是说原图中只存在一个强连通分量），不需要将出度为零的点与入度为零的点相连（那样得到答案2为1），正确答案是0。

代码如下：
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练　习

8.7　圣诞老人（Father Christmas Flymouse）


题目来源：


POJ Monthly—2006.12.31, POJ3160


题目描述：


从武汉大学ACM集训队退役后，Flymouse做起了志愿者，帮助集训队做一些琐碎的事情，比如打扫集训用的机房等。当圣诞节来临时，Flymouse打扮成圣诞老人给集训队员发放礼物。集训队员住在校园宿舍的不同寝室里。为了节省体力，Flymouse决定从某个寝室出发，沿着一些有向路一个接一个地访问寝室并顺便发放礼物，直到所有集训队员的寝室走遍为止。

以前Flymouse在集训队的日子里，他给其他队员留下了不同的印象。他们中的一些人，比如Li Zhixu，对Flymouse的印象特别好，将会为他的好心唱赞歌；而其他一些人，比如Snoopy，将不会宽恕Flymouse的懒惰。Flymouse可以用一种安慰指数来量化他听了这些队员的话语后心情是好还是坏（正数表示是心情好，负数表示心情坏）。当到达一个寝室时，他可以选择进入寝室、发放礼物、倾听接收礼物的队员的话语，或者默默地绕开这个寝室。他可能会多次经过一个寝室，但决不会第2次进入该寝室。他想知道在他发放礼物的整个旅程，他收获安慰指数的最大数量。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为两个整数N和M，1＜N≤30000，1＜M≤150000，分别表示有N名队员住在N个不同的寝室里，有M条有向路；接下来有N行，每行有1个整数，第i个整数表示第i个寝室队员话语的安慰指数。接下来有M行，每行为两个整数i和j，表示第i个寝室到第j个寝室有一条有向路。测试数据一直到文件尾。


输出描述：


对每个测试数据，输出Flymouse收获安慰指数的最大数量。
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8.8　国王的要求（King's Quest）


题目来源：


Northeastern Europe 2003, ZOJ2470, POJ1904


题目描述：


曾经有一个国王，他有N个儿子。同时在这个王国中有N个漂亮的女孩，国王知道他的每个儿子喜欢哪个女孩。国王的儿子都很年轻，可能会出现一个儿子喜欢多个女孩。

国王要求他的谋士为他的每个儿子挑一个他喜欢的女孩，让他的儿子娶这个女孩。谋士做到了，对国王的每个儿子，谋士为他选择了一个女孩，他喜欢这个女孩，并且将娶这个女孩。当然了，每个女孩只能嫁给国王的一个儿子。

然而，国王看完选择名单后，说道：我喜欢你安排的名单，但不是十分满意，我需要知道我的每个儿子可以和哪些女孩结婚，当然只要他和某个女孩结婚了，其他每个儿子仍然能选择到他喜欢的女孩结婚。

试帮助谋士解决这个问题。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据的第1行为一个整数N，表示国王的儿子数目，1≤N≤2000；接下来有N行，描述了每个儿子喜欢的女孩名单：首先是一个整数Ki
 ，表示第i个儿子喜欢的女孩数目，然后是Ki
 个不同的整数，表示女孩的序号。女孩的序号范围是1～N。Ki
 的总和不超过200000；最后一行是谋士做出的原始安排名单——N个不同的整数：国王每个儿子与名单中对应的女孩结婚。输入数据保证名单是正确的，也就是说，每个儿子的确是喜欢名单中他将娶的女孩。


输出描述：


对每个测试数据，输出N行。对国王的每个儿子，首先输出Li
 ，表示第i个儿子喜欢并且可以结婚的女孩数目，当第i个儿子结婚后，其他每个儿子都可以选择到女孩结婚。然后是Li
 个不同的整数，表示这些女孩的编号，按非减顺序排列。每个测试数据的输出之后输出一个空行。
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8.9　瞬间转移（Instantaneous Transference）


题目描述：


South Central China 2008 hosted by NUDT, POJ3592


题目描述：


在很久以前玩的红警游戏中，可以对游戏中的物体执行一种魔法功能，称为瞬间转移。当一种物体使用这种功能时，它可以瞬间移动到指定位置，不管有多远。

现在有一个矿区，你驾驶一辆采矿的卡车。你的任务是采集到最大数量的矿。矿区是一个长方形的区域，包含n×m个小方格，有些方格中藏有矿石，其他方格中没有。矿石采完后不能再生。

采矿车的起始位置为区域的西北角，它只能移动到东面或南面相邻方格，而不能移动到北面或西面的相邻方格。其中有些方格有魔法功能，能将矿车瞬间移动到指定方格。然而，作为矿车的驾驶员，你可以决定是否使用这种魔法功能。如果某个方格有魔法功能，则这个功能永远不会消失，你可以在到达任意一个此类方格时使用魔法功能。


输入描述：


输入文件的第1行为一个整数T，表示测试数据数目。

每个测试数据的第1行为两个整数N和M，2≤N，M≤40。接下来有N行描述了矿区的地图，每行为包含M个字符的字符串，每个字符可能为数字字符X（0≤X≤9）、'*'或'#'字符。整数字符X表示该方格有X单位的矿石，你的采矿车可以全部采集，'*'字符表示该方格有魔法功能，'#'字符表示该方格布满了岩石，采矿车不能通过。假定起始方格不会是'#'。假设地图中有K个'*'字符，则接下来有K行，描述了每个'*'将采矿车移动到指定的方格，'*'的顺序为从北到南、从西到东。（起点在西北角，坐标方向为南-北，西-东，方格的坐标从0开始计起。）


输出描述：


对每个测试数据，输出你可以采到的最多矿石。
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第9章　平面图及图的着色问题

平面图是一类重要的图，应用非常广泛，例如集成电路的设计就需要用到平面图的相关理论。与平面图有密切关系的一个图论应用问题是图的着色，包括顶点着色、边着色和面着色，研究图的着色有着重要的实际意义。本章将集中讨论平面图和图的着色这两个问题。

9.1　基本概念

9.1.1　平面图与非平面图

假设A～F表示6个村庄，要在这些村庄之间修筑如图9.1（a）所示的路，且使得任何两条路都不交叉，能找到满足条件的方案吗？答案是不可能的，无论怎么画（如图9.1（b）所示），总是有边相交。而图9.1（c）所示的无向图表面上存在相交的边，但可以把它改画成图9.1（d），这样就不存在相交的边了。
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图9.1　平面图与非平面图


平面图
 （Planar Graph）：设一个无向图为G（V，E），如果能把它画在平面上，且除V中的顶点外，任意两条边均不相交，则称该图为平面图。对平面图G，画出其无边相交的图，称为G的平面嵌入
 （Planar Embedding）。无平面嵌入的图称为非平面图
 （Nonplanar Graph）。

图9.2（a）所示的四阶完全图K4
 ，存在两条相交的边，但可以将这两条相交的边改画成不相交，因此K4
 是平面图。
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图9.2　平面图

又如9.2（c）是从K5
 中去掉了一条边，对其中相交的边可以改画成不相交，如图9.2（d）所示，因此该图也是平面图。

完全二部图K1，n
 （n≥1）和K2，n
 （n≥2）都是平面图，如图9.3（a）、9.3（b）和9.3（c）所示。其中，图9.3（a）中K1，n
 的标准画法已经是平面嵌入了，图9.3（b）左图所示的K2，n
 不是平面嵌入，但可以改画成右图所示的平面嵌入画法，图9.3（c）所示的K3，n
 同样可以改画成平面嵌入画法。

[image: alt]


图9.3　K1，n
 和K2，n
 都是平面图

现在可以提前指出的是，在研究平面图理论中居重要地位的两个图K5
 和K3，3
 ，如图9.4所示，都是非平面图。
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图9.4　K5
 和K3，3
 都是非平面图

9.1.2　区域与边界

一个平面图将平面划分成若干个部分，每个部分称为一个区域。下面给出区域的严格定义。


区域
 （Region）：设G为一平面图（且已经是平面嵌入），若由G的一条或多条边所界定的范围内不含图G的顶点和边，则该范围内的平面部分称为G的一个区域（也称为面
 ，Face），记为R。一个平面图所划分的区域中，总有一个区域是无界的，该区域称为外部区域
 （Exterior Region），通常记为R0
 。其他区域称为内部区域
 （Interior Region）。


区域个数
 ：将平面图所划分的平面区域个数简称为平面图的区域个数，并用r表示。

例如，图9.5（a）所示的平面图，将平面分成6个区域，如图9.5（b）所示，因此，该平面图的区域个数r＝6。其中R0
 为外部区域，R1
 ～R5
 为内部区域。
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图9.5　区域与边界


边界
 （Boundary）：在一个平面图中，顶点和边都与某个区域R关联的子图称为R的边界。边界实际上是平面图的一个回路，但不一定是圈（即简单回路）。


区域的度数
 ：区域R的边界中，边的个数称为区域R的度数，记为deg（R）。

图9.5（b）所示的区域R1
 的边界为圈：（u，v，t，w，u），R1
 的度数为4；外部区域R0
 的边界为回路：（u，v，t，x，r，s，x，t，w，u），它不是一个圈，因为顶点t和x重复了，R0
 的度数为9。

9.1.3　极大平面图与极小非平面图


极大平面图
 ：设G为平面图，若在G的任意不相邻的顶点u、v之间加边（u，v），所得图为非平面图，则称G为极大平面图。

例如，图9.2（c）所示的平面图就是极大平面图，该图只有一对顶点间没有边，如果加上这条边，则在图9.2（d）中，无论这条边怎么画，总是会和某些边相交。加上一条边后，该图变成了5阶完全图K5
 ，因此K5
 是一个非平面图。


极小非平面图
 ：如果在非平面图G中任意删除一条边，所得图为平面图，则称G为极小非平面图。

例如，在5阶完全图K5
 中，任意删除一条边后，都是平面图，因此K5
 就是一个极小非平面图。

9.1.4　平面图的对偶图

设G是平面图，且已经是平面嵌入了，按照如下方式构造图G*
 ，称G*
 为图G的对偶图
 （Dual Graph）。

（1）在G的区域Ri
 中放置G*
 的顶点[image: alt]
 。

（2）设e∈E（G），若e是G的区域Ri
 和Rj
 的公共边界，则在G*
 中，顶点[image: alt]
 和[image: alt]
 之间有一条边，记为e*
 ，e*
 与e相交，且e*
 不与图G中其他边相交。

（3）若e为G中的桥，且为区域Ri
 的边界，则在G*
 的顶点[image: alt]
 上，存在一条从自身环[image: alt]
 。

例如，对图9.6（a）所示的平面图，构造对偶图的过程和结果分别如图9.6（b）和9.6（c）所示。在图9.6中，空心圆圈为平面图G中的顶点，实心圆圈为对偶图G*
 中的顶点。
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图9.6　平面图与对偶图

由对偶图的定义不难看出，平面图G的对偶图G*
 有以下性质。

（1）G*
 是平面图，而且在构造时各条边就互不相交，即构造时就是其平面嵌入。

（2）G*
 是连通图。

（3）若边e为G中的环，则G*
 与e对应的边e*
 为桥；若e为桥，则G*
 中与e对应的边e*
 为环。

（4）在多数情况下，G*
 中含有较多的平行边。

9.1.5　关于平面图的一些定理

关于平面图，有如下一些定理（证明略）。


定理9.1
 　若图G是平面图，则G的任何子图都是平面图。


定理9.2
 　若图G是平面图，则在G中加平行边和自身环后得到的图还是平面图。


定理9.3
 　平面图G中所有区域的度数之和等于边数m的两倍，即：
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定理9.4
 　设G为n（n≥3）阶简单连通的平面图，G为极大平面图，当且仅当G的每个区域的度数均为3。

根据定理9.4可以判定图9.7（a）和9.7（b）为一般平面图，图9.7（c）为极大平面图。
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图9.7　平面图与极大平面图

平面图G与它的对偶图G*
 的顶点数，边数和区域数有如下定理给出的关系。


定理9.5
 　设G*
 是连通平面图G的对偶图，n*
 、m*
 、r*
 和n、m、r分别为G*
 和G的顶点数、边数和面数，则有：①n*
 ＝r，m*
 ＝m；②r*
 ＝n；③设G*
 的顶点[image: alt]
 位于G的区域Ri
 中，则deg（[image: alt]
 ）＝deg（Ri
 ），即对偶图中顶点[image: alt]
 的度数等于平面图中区域Ri
 的度数。

9.2　欧拉公式及其应用

9.2.1　欧拉公式

欧拉在研究凸多面体时发现：凸多面体顶点数减去棱数加上面数等于2。图9.8分别画出了正四面体、正六面体、正八面体和正十二面体。以正十二面体为例，其顶点（即棱角）数为20，棱数为30，面数为12，即：20－30＋12＝2。
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图9.8　正多面体

后来欧拉又发现：连通平面图的阶数、边数、区域个数之间也存在同样的关系。这就是欧拉公式。


定理9.6
 （欧拉公式）　如果G是一个阶为n、边数为m且含有r个区域的连通平面图，则有恒等式：
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例如，对于图9.5（a）所示的连通平面图，其阶为9，边数为13，含有6个区域，则：9－13＋6＝2。


定理9.7
 （欧拉公式的推广）　对于具有k（k≥2）个连通分支的平面图G，有：n－m＋r＝k＋1。其中，n、m、r分别为G的阶数、边数和区域数。

9.2.2　欧拉公式的应用

以下通过一道ACM/ICPC试题的分析，详细介绍欧拉公式的应用。


例9.1
 　美好的欧拉回路（That Nice Euler Circuit）


题目来源：


Asia 2004, Shanghai (Mainland China), ZOJ2394, POJ2284


题目描述：


Joey发明了一种名为欧拉（为了纪念伟大的数学家欧拉）的画图机器。在Joey上小学时，他知道了欧拉是从一个著名的问题开始研究图。这个问题是在一张纸上一笔画出一个图形（笔尖不离开纸面），并且笔尖要回到起点。欧拉证明了当且仅当画出的平面图形具备以下两个属性，才能按照要求画出这种图形：①图形是连通的；②每个顶点度数为偶数。

Joey的欧拉机器也是这样工作的。机器中包含了一支与纸面接触的铅笔，机器的控制中心发出一系列指令指示铅笔如何画图。纸面可以看成是无限的二维平面，也就是说不必担心笔尖会超出边界。

开始画图时，机器发出一条指令，格式为（X0
 ，Y0
 ），这意味着铅笔将移动到起点（X0
 ，Y0
 ）。接下来的每条指令的格式均为（X′，Y′），表示铅笔将从当前位置移动到新位置（X′，Y′），从而在纸面上画出一条线段。新位置与前面每条指令中的位置都不相同。最后，欧拉机器总是发出一条指令，将铅笔移动到起点（X0
 ，Y0
 ）。另外，欧拉机器画出来的线绝不会重叠，但有可能会相交。

当所有指令发布并执行后，在纸上已经画出一个完美的图形，由于笔尖没有离开纸面，画出来的图形可以看成是一个欧拉回路。

试计算这个欧拉回路将平面分成了多少个区域。


输入描述：


输入文件中至多包含25个测试数据。每个测试数据的第1行为一个整数N，N≥4，表示测试数据中指令的数目；接下来有N对整数，每对整数占一行，用空格隔开，表示每条指令中的位置；第1对整数为起点位置。假定每个测试数据中指令的数目不超过300，所有位置的坐标范围在（-300，300）。N＝0表示输入结束。


输出描述：


对每个测试数据，输出一行，格式为：

"Case x: There are w pieces."。

其中x为测试数据的序号，从1开始计起。
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注意：样例输入所描述的两个例子如图9.9所示。

[image: alt]


图9.9　美好的欧拉回路


分析：


本题要根据平面图的欧拉定理“n－m＋r＝2”来求解区域个数r。

顶点个数的计算：两两线段求交点，每个交点都是图中的顶点。

边数的计算：在求交点时判断每个交点落在几条边上，如果一个交点落在一条边上，这条边就分裂成两条边，边数加1。

求得顶点个数和边数后，根据欧拉定理即可求得区域个数。

代码如下：
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9.1　圆（Circles）


题目来源：


Amdrew Stankvich's Contest #5, IOJ2589


题目描述：


考虑平面上N个不同的圆，它们将平面分成若干个部分。试计算这些圆将平面分成了几个部分。


输入描述：


输入文件中包含了多个测试数据。输入文件的第1行为一个整数T，1≤T≤20，表示测试数据的数目。接下来是T个测试数据，测试数据间用空行隔开。每个测试数据的第1行为一个整数N，1≤N≤50，表示圆的个数，接下来有N行，每行为3个整数：x0
 ，y0
 ，r，分别表示圆心坐标和圆的半径。所有坐标位置的绝对值不超过103
 ，半径为整数，且不超过103
 。任何两个圆都不会重合。


输出描述：


对每个测试数据，输出一行，为一个整数K，表示这N个圆将平面分成了N个区域。

注意：由于浮点数精度的原因，在计算时不考虑面积小于10-10
 的区域。
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9.3　平面图的判定

本节介绍判定一个图是否为平面图的一些结论和定理。


定理9.8
 　如果G是一个阶n≥3，边数为m的平面图，则m≤3n－6。证明略。

该定理给出了一个图是平面图的必要条件。从另一个角度看，这也是一个图是非平面图的充分条件。因此，可以得到定理9.8的逆否命题：


推论1
 　如果G是一个阶n≥3，边数为m＞3n－6的图，则图G是非平面图。

根据此推论，可以判定图9.10（a）和9.10（b）都是非平面图。其中，在图9.10（a）中，顶点数n＝7，边数m＝16＞3×7－6；在图9.10（b）中，顶点数n＝6，边数m＝13＞3×6－6。
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图9.10　非平面图

从定理9.8还可以得到以下推论。


推论2
 　每个平面图含有一个度小于或等于5的顶点。


推论3
 　5阶完全图K5
 是非平面图。（实际上，5阶以上的完全图都是非平面图。）

注意定理9.8中的条件并不是充分条件，例如对K3，3
 来说，由于有6个顶点、9条边，因此3×6－6≥9，即满足3n－6≥m，但可以证明K3，3
 是非平面图（其证明详见其他图论教材，从图9.1（b）也可以直观地看出来，对K3，3
 来说，无论怎么画都存在相交的边）。

K5
 和i3，3
 不是平面图这个结论可以用来判定任何一个图是否是平面图，这就是下面将要介绍的Kuratowski定理和Wagner定理。

在图9.11中，可以看到，在给定图G的边上，插入一个新的度数为2的顶点，使一条边分成两条边（如图9.11（a）和图9.11（c）所示）；或者对于关联于一个度数为2的顶点的两条边，去掉这个顶点，使两条边化成一条边（如图9.11（b）和图9.11（d）所示），这些都不会影响图的平面性。
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图9.11　2度顶点内同构的图


2度顶点内同构
 ：给定两个图G1
 和G2
 ，如果它们是同构的，或者可以通过反复插入和（或）去掉度数为2的顶点后，使得G1
 和G2
 同构，则称G1
 和G2
 是在2度顶点内同构的。


定理9.9
 （Kuratowski定理）　一个图是平面图，当且仅当它不包含与K3，3
 或K5
 在2度结点内同构的子图。

K3，3
 和K5
 常被称作库拉托夫斯基
 （Kuratowski）图。

另外，还可以通过收缩边来判定一个图是否是平面图。


收缩
 ：设e是图G的一条边，从G中删去e并将e的两个顶点合并，删去由此得到的环边和平行边，这个过程称为边e的收缩。若图G1
 可通过一系列边的收得到与G2
 同构的图，则称G1
 可以收缩到G2
 。注意，收缩边e并不要求e的两个顶点的度数为2。


定理9.10
 （Wagner定理）　图G是平面图，当且仅当G中既没有可收缩到K5
 的子图，也没有可收缩到K3，3
 的子图。


彼得森
 图（Peterson，如图9.12所示）可收缩到K5
 ，如在9.12（a）中，将粗线边收缩，则彼得森图变成了K5
 。因此，根据Wagner定理，可以判定彼得森图为非平面图。
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图9.12　彼得森图可以收缩成K5


9.4　图的着色问题

9.4.1　地图染色与四色猜想

与平面图有密切关系的一个图论应用问题是图的着色。图的着色问题
 起源于地图染色问题和四色猜想。例如，对图9.13所示的美国地图，要给每个州染色，使得任何两个相邻的州颜色均不同。与S1
 相邻的州有S2
 ～S7
 ，要使得这7个州中任何两个相邻的州颜色均不同，至少需要使用3种颜色。图9.13给出了一个用3种颜色染色的方案：S1
 染为红色（r），S3
 、S5
 、S7
 染为绿色（g），S2
 、S4
 、S6
 染为蓝色（b）。现在的问题是，要给所有州染色，使得任何两个相邻的州颜色均不同，至少需要使用多少种颜色？
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图9.13　地图染色

这个问题最早是由英国数学家弗南西斯·格思里（Francis Guthrie）于1852年提出来的。他发现有些地图能用3种颜色完成染色。他也发现，对所有地图，4种颜色就足以完成染色，但他无法证明。此后，“每张地图都能用4种或者更少的颜色来染色”这个猜想开始以四色猜想
 （Four Color Conjecture）而闻名，很多数学家都尝试着去证明它。四色猜想不止一次地被有的数学家宣称证明了，但又被其他数学家证明是错误的。

1976年，美国数学家阿佩尔（Kenneth Appel）与哈肯（Wolfgang Haken）在美国伊利诺斯大学的两台不同的电子计算机上，用了1200个小时，作了100亿个判断，终于完成了四色定理的证明，并在当年的美国数学学会的夏季会议上，向全世界宣布他们已经证明了四色猜想。值得一提的是，并不是所有的数学家都满意他们的证明。

9.4.2　图的着色

根据着色对象不同，图的着色问题
 （Coloring Problem）分为顶点着色、边着色、和平面图的面着色。前面介绍的地图着色实际上是平面图的面着色。

1．顶点着色

图的顶点着色
 （Vertex Coloring）：给图G（图G中不存在自身环）的每个顶点指定一种颜色，使得任何两个相邻的顶点颜色均不同。

如果能用k种颜色对图G进行顶点着色，就称对图G进行了k着色
 （k-Coloring），也称G是k-可着色的
 （k-Colorable）。若G是k-可着色的，但不是（k-1）-可着色的，则称G是k色
 （k-Colormatic）的图，并称这样的k为图G的色数
 （Colormatic Number），记为χ（G）。所谓图G的色数
 ，就是在对图G进行顶点着色时所用的最少颜色数。

关于顶点着色有如下一些结论和定理。


定理9.11
 　χ（G）＝1，当且仅当G为零图（即边集E（G）为空的图）。


定理9.12
 　χ（Kn
 ）＝n。


定理9.13
 　奇圈的色数为3。


定理9.14
 　图G的色数是2当且仅当G是一个非空的二部图。


定理9.15
 　对任意的图G（图G中不存在自身环），均有：χ（G）≤∆（G）＋1。


定理9.16
 （Brooks定理）　设连通图G不是完全图Kn
 ，也不是奇圈，则χ（G）≤∆（G）。

试计算图9.14中各图的色数。
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图9.14　图的顶点着色

由定理1.3可知，G1
 实际上是二部图，而由定理9.14可知，χ（G1
 ）＝2。χ（G2
 ）＝4。图G3
 是彼得森图，由布鲁斯定理可知，χ（G3
 ）≤∆（G3
 ）＝3，又因为G3
 中有奇圈，所以χ（G3
 ）≥3，因此χ（G3
 ）＝3。由布鲁斯定理可知，χ（G4
 ）≤∆（G4
 ）＝4，又因为G3
 中有奇圈，所以χ（G4
 ）≥3，因而χ（G4
 ）为3或4，但试着用3种颜色去着色，发现是不可能的，所以χ（G4
 ）只能为4。

2．边着色

图的边着色
 （Edge Coloring）：给图G的每条边指定一种颜色，使得任何两条相邻的边颜色均不同。

如果能用k种颜色对图G进行边着色，就称对图G进行了k边着色
 （k-Edge Coloring），也称G是k-边可着色的
 （k-Edge Colorable）。若G是k-边可着色的，但不是（k-1）-边可着色的，则称G是k边色
 （k-Edge Colormatic）的图，并称这样的k为图G的边色数
 （Edge Colormatic Number），记为χ1
 （G）。所谓图G的边色数，就是在对图G进行边着色时所用的最少颜色数。

关于边着色有如下一些结论和定理。


定理9.17
 （Vizing定理）　对于任何一个非空简单图G，都有：

χ1
 （G）＝∆（G），或者χ1
 （G）＝∆（G）＋1。

维津（Vizing）定理说明，对简单图G来说，它的边色数χ1
 （G）为∆（G）或∆（G）＋1，但哪些图的边色数为∆（G），哪些图的边色数为∆（G）＋1，至今还是一个没有解决的问题，只是对于一些特殊的图有一些结论，如定理9.18、9.19。


定理9.18
 　设图G为长度大于或等于2的偶圈，则χ1
 （G）＝∆（G）＝2；设图G为长度大于或等于3的奇圈，则χ1
 （G）＝∆（G）＋1＝3。


定理9.19
 　对二部图G，有：χ1
 （G）＝∆（G）。

试计算图9.15中各图的边色数。
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图9.15　图的边着色

因为G1
 中无奇数长度的回路，所以它是二部图，由定理9.19可知，χ1
 （G1
 ）＝∆（G1
 ）＝4。由维津定理可知，χ1
 （G2
 ）为∆（G2
 ）＝4，或∆（G2
 ）＋1＝5，又存在如图9.15（b）所示的4种颜色的边着色，所以χ1
 （G2
 ）＝4。

3．地图着色与平面图的面着色

地图实际上是一种平面图：平面图的区域（即面）代表国家，边表示国家之间的边界，顶点则是边界的交汇处。例如，对图9.16（a）所示的地图，在国家边界的每个交汇处放置一个顶点，对国家之间的每条边界用直线或曲线将对应的顶点连起来，就得到图9.16（b）所示的平面图。
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图9.16　地图着色与对偶图顶点着色

对平面图G来说，它将平面分成r个区域（即面），现在对每个区域染色，使得有公共边的区域颜色均不同，这种染色称为平面图的面着色
 （Face Coloring）。如果能用k种颜色给平面图G进行面着色，则称G是k-面可着色的
 （k-Face Colorable），在进行面着色时，所用最少颜色数称为平面图的面色数
 （face Colormatic Number），记为χ*
 （G）。

平面图的面着色可以转换成其对偶图的顶点着色，依据是下面的定理9.20。


定理9.20
 　平面图G是k-面可着色的，当且仅当它的对偶图G*
 是k色的图。

例如，对图9.16（b）所示的平面图转换成其对偶图的过程和结果分别如图9.16（c）和图9.16（d）所示。在图9.16（d）中，因为存在奇圈，所以χ（G）≥3，并且因为∆（G）＝3，根据定理9.5，可知χ（G）＝4。图9.16（d）给出了用4种颜色着色的方案，图9.16（e）在对应的地图上用红色（r）、绿色（g）、蓝色（b）和黄色（y）4种颜色进行着色。

4．平面图面着色与四色猜想

前面已经提到过四色猜想，此处对四色猜想进一步描述。


四色猜想
 ：连通简单平面图的色数不超过4。

这个猜想于1976年由Appel和Haken宣称证明了，当然，不是所有的数学家都满意他们的证明。事实上，大部分数学家都持很高的怀疑态度，并对这个证明很不满意。这引起了关于“什么是数学证明”的许多讨论。

尽管现在四色猜想还没有被完全证明，但已经能确定的是：连通简单平面图的色数不超过5，即以下的五色定理。


定理9.21
 （五色定理）　连通简单平面图G的色数不超过5。

9.4.3　图着色的应用

图着色有着丰富的应用，第7章的例7.3（化学药品存放）和例7.4（交通信号灯设计）实际上就是求图的顶点着色。本节再举一个例子。


例9.2
 　考试安排问题——图的顶点着色

某高校有n门选修课需要进行期末考试，同一个学生可能选修了多门课程，但他不能在同一时间段参加两门课程的考试。问该校的期末考试至少需要安排几个时间段。

例如，假设需要安排7门课程的期末考试，课程编号为1～7，已知以下课程之间有公共的学生选修：（1，2）、（1，3）、（1，4）、（1，7）、（2，3）、（2，4）、（2，5）、（2，7）、（3，4）、（3，6）、（3，7）、（4，5）、（4，6）、（5，6）、（5，7）、（6，7）。

很显然，可以以课程为顶点来构图，如果两门课程之间有公共学生选修，则在这两门课程之间连边。构造好的图如图9.17所示，问题转换成求图的顶点着色，每种颜色的顶点安排在同一个时间段考试。该图的色数为4，因此需要安排4个时间段：Ⅰ—课程1，Ⅱ—课程2、6，Ⅲ—课程3、5，Ⅳ—课程4、7。
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图9.17　考试安排问题

9.4.4　图着色求解算法及例题解析

需要说明的是，尽管有很多定理来判定图的色数、边色数，但求图的色数、边色数以及具体的着色方案并没有有效的算法。本节介绍一种求χ（G）的近似有效算法——顺序着色算法
 。

设图G的顶点数为n，要求对图G进行顶点着色，步骤如下。

（1）用i表示顶点序号，i＝1。

（2）用c表示给顶点i着色为第c种颜色，c＝1；

（3）对第i个顶点着色：考虑它的每个邻接顶点，如果都没有使用第c种颜色，则给顶点i着色为第c种颜色，并转第（5）步；只要有一个顶点使用了第c种颜色，则转第（4）步；

（4）c＝c＋1，并转第（3）步；

（5）若还有顶点未着色，则i＝i＋1，并转向第（2）步，否则算法结束。

顺序着色算法实际上是采取了一种贪心策略：在给任何一个顶点着色时，采用其邻接顶点中没有使用的、编号最小的颜色。

以对图9.18（a）所示的图G进行顶点着色为例解释顺序着色算法的执行过程。在图9.18（b）中首先给顶点x1
 着色为第1种颜色；然后在图9.18（c）中对顶点x2
 进行着色，因为它的邻接顶点中已经使用了第1种颜色，所以给x2
 着色为第2种颜色；在图9.18（d）中对顶点x3
 进行着色，因为它的邻接顶点中没有使用第1种颜色，所以给顶点x3
 着色为第1种颜色；……；在图9.18（h）中，对最后一个顶点x7
 进行着色，它的邻接顶点中，使用了第1、3种颜色，所以给顶点x7
 着色为第2种颜色，至此着色完毕，求得χ（G）＝3，并求得一个着色方案。
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图9.18　顺序着色算法实现过程

顺序着色算法与顶点的着色顺序有密切的关系，这就是为什么叫顺序着色算法的原因。例如，考虑图9.19（a）所示的二部图，若按x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，y1
 ，y2
 ，y3
 ，y4
 顺序执行该算法，则只需用两种颜色进行着色，如图9.19（b）所示。但如果按x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 ，x3
 ，y3
 ，x4
 ，y4
 顺序执行该算法，则需用4种颜色进行着色，如图9.19（c）所示。因此，顺序着色算法并不一定有效。
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图9.19　顺序着色算法并不一定有效

接下来通过一道ACM/ICPC例题，讲解有关顶点着色问题的求解和顺序着色算法的程序实现。


例9.3
 　频道分配（Channel Allocation）


题目来源：


South Africa 2001, ZOJ1084, POJ1129


题目描述：


当一个广播站向一个很广的地区广播时需要使用中继器，用来转发信号，使得接收器都能接收到足够强的信号。然而，每个中继器所使用的频道必须很好地选择，以保证相邻的中继器不会互相干扰。要满足这个条件，相邻中继器必须使用不同的频道。

由于广播频率带宽是一种很宝贵的资源，对于一个给定的中继器网络，所使用频道数量应该尽可能少。编写程序，读入中继器网络的信息，计算需要使用频道的最少数目。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据，每个测试数据描述了一个中继器网络。每个中继器网络的格式如下。

（1）第1行为一个整数N，表示中继器的数目，1≤N≤26，中继器用前N个大写字母表示，例如，假设有10个中继器，则这10个中继器的名字为A，B，C，…，I和J。

（2）接下来有N行，描述了这N个中继器的相邻关系，第1行描述和中继器A相邻的中继器，第2行描述和中继器B相邻的中继器；等等。每行的格式为：

A:BCDH

表示和中继器A相邻的中继器有B、C、D和H（按字母升序排列）。如果一个中继器没有相邻中继器，则其格式为：

A:

注意：相邻关系是对称的，A与B相邻，则B也与A相邻；另外，中继器网络是一个平面图，即中继器网络所构成的图中不存在相交的边。

输入文件最后一行为N＝0，表示输入结束。


输出描述：


对每个中继器网络，输出一行，为该中继器网络所需频道的最小数目。
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分析：


很明显，本题要求的是图G的色数
 χ（G）。样例输入中第2个测试数据所描述的中继器网络如图9.20所示。本题采用前面介绍的顺序着色算法求解，例如在图9.20（c）中给顶点C着色时，它的邻接顶点中，顶点D和F目前没有着色，顶点B着色为第1种颜色，所以给顶点C着色为第0种颜色。最终的着色方案如图9.20（d）所示，求得的χ（G）为4。

[image: alt]


图9.20　频道分配

代码如下：
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练　习

9.2　图着色（Graph Coloring）


题目来源：


Southwestern European Regional Contest 1995, POJ1419


题目描述：


编写程序，实现：对于一个给定的图，求其最优着色图。着色时用白色或黑色给图中的顶点着色，并且任何两个相邻的顶点不能同时为黑色。最优着色图是指黑色顶点数最多的着色图。

在图9.21中，给出一个最优着色的例子，其中包含了3个黑色顶点。
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图9.21　一幅有3个黑色顶点的最优着色图


输入描述：


输入文件包含多个测试数据。输入文件第1行为整数m，表示测试数据个数。每个测试数据描述了一个图，其格式为：第1行为整数n和k，n≤100，分别表示顶点数和边数；接下来有k行，每行为两个整数，表示一条边的两个顶点序号，顶点序号为1～n。


输出描述：


对每个测试数据，输出两行。第1行为最优着色图中黑色顶点个数，第2行给出了一个最优着色方案，输出黑色顶点序号，用空格隔开。
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9.3　着色问题（Coloration Problem）


题目来源：


Regional Contest Shang Hai, 2000, UVA2029


题目描述：


Richard是一个数学爱好者，目前正在上海度假。他对他的研究是如此的狂热，以至于他总是把所有的事情都和数学问题联系起来。昨天黄昏，他在广场散步时，广场上铺设的地板砖让他产生了灵感，想起了一道组合题目。

地板砖是一个等边三角形，边长为1米。如果把4块砖放在一起，可得到一个边长为2的大三角形。Richard把4块砖编号为1、2、3和4（如图9.22（a）所示），然后用红、绿、蓝3种颜色给每块砖涂上颜色。由于相同的颜色连在一起会比较难看，所以他觉得任意两块有公共边的三角砖都不能涂上相同的颜色。他很快就算出了所有的24种着色方案。由于砖是有编号的，所以旋转起来或者对称后看起来一样的方案也被看成是不同的。
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图9.22　地板砖着色问题

如果用更多的三角砖组成更大的大三角形（例如用9块砖组成边长为3米的，如图9.22（b）所示；用16块砖组成边长为4米的，……），用更多的颜色去着色，方案数是多少？例如用5种颜色去给组成边长为3米的大三角形中的9块砖着色，方案数将会是一个很大的数字。没有计算机，Richard不能得出最终的结果，尽管他知道如何去计算方案数。所以他要求你编写程序计算准确的方案数。


输入描述：


输入文件中包含多个测试数据。每个测试数据占一行，为两个整数L和C，0≤L≤6，1≤C≤4，L表示大三角形的边长，C表示使用的颜色数。L＝0表示输入结束。


输出描述：


对每个测试数据，计算并输出着色的方案数，要求任何两个相邻小三角砖颜色不一样。如果给定的颜色数不足以按要求着色，输出0。

[image: alt]



附录　本书例题和练习题目录
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续表
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续表

[image: alt]


续表
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①　UVA2029。

备注：

ZOJ，浙江大学ACM网站，http://acm.zju.edu.cn/onlinejudge/

POJ，北京大学ACM网站，http://acm.pku.edu.cn/JudgeOnline/

UVA，西班牙Valladolid大学ACM网站，http://acm.uva.es/problemset/


索　　引


一、图论术语索引


（基本上是按照拼音排序，但由一个概念派生出的其他概念是排列在一起的）

B

边（Edge）

边的集合（Edge Set）

边数（Size）

遍历（Graph Traversal）

并查集（Union-Find Set）

搜索（Find）

合并（Union）

压缩路径

彼得森（Petersen）图

饱和弧

非饱和弧

饱和推进（Saturating Push）

非饱和推进（Nonsaturating Push）

标号法（Label Method）

标号

伴随网络（Accompany Network）

边着色（Edge Coloring）

k边着色（K-Edge Coloring）

k-边可着色（K-Edge Colorable）

k边色（K-Edge Colormatic）

边色数（Edge Colormatic Number）

边连通性（Edge Connectivity）

割边集（Edge-Cut Set）

极小割边集

最小割边集

边连通度（Edge Connectivity Degree）

λ-边连通图（λ-Edge-Connected Graph）

割边、桥（Bridge）

边双连通图

边双连通分量

边覆盖集（Edge Covering Set）

覆盖

极小边覆盖

最小边覆盖

边覆盖数（Edge Covering Number）

边独立集（Edge Independent Set）

匹配（Matching）

极大匹配

最大匹配

边独立数、匹配数（Edge Independent Number）

顶点被M所匹配

C

差分约束系统（System Of Difference Constraints）

稠密图（Dense Graph）

重边（Multiple Edge）

传递性（Transitivity）

持续时间（Duration）

残留容量（Residual Capacity）

残留网络（Residual Network）

剩余网络

层次（Level）

分层

层次网络（Level Network）

D

顶点（Vertex）

顶点集合（Vertex Set）

顶点的度数（Degree）

出度（Outdegree）

入度（Indegree）

顶点数组

端点（End Vertex）

度序列（Degree Sequence）

等价关系（Equivalent Relation）

等价对（Equivalence）

等价类（Equivalent Relation）

单连通（Simply Connected）

单连通有向图

对偶图（Dual Graph）

顶点的邻域（Neighborhood）

顶点着色（Vertex Coloring）

k着色（K-Coloring）

k-可着色（K-Colorable）

k色（K-Colormatic）

色数（Colormatic Number）

点支配集（Vertex Dominating Set）

支配

极小支配集

最小支配集

点支配数（Vertex Dominating Number）

点覆盖集（Vertex Covering Set）

覆盖

极小点覆盖

最小点覆盖

点覆盖数（Vertex Covering Number）

点独立集（Vertex Independent Set）

极大点独立集

最大点独立集

点独立数（Vertex Independent Number）

点连通性（Vertex Connectivity）

割顶集（Vertex-Cut Set）

极小割顶集

最小割顶集

顶点连通度（Vertex Connectivity Degree）

κ-连通图（κ-Connected Graph）

割点、关节点（Cut-Vertex）

点双连通图、重连通图

点双连通分量、重连通分量、块

独立轨

最大独立轨数

弱独立轨

最大弱独立轨数

E

二部图（Bipartite Graph）

二分图

完全二部图（Complete Bipartite Graph）

2度顶点内同构

F

反自反性（Irreflexivity）

非平凡图（Nontrivial Graph）

负权值回路

非叶顶点

费用

G

哥尼斯堡（Königsberg）七桥问题

孤立顶点（Isolated Vertex）

关键活动（Critical Activity）

关键路径（Critical Path）

割（Cut）

s-t割

割的容量

割的净流量

盖点、M饱和点

未盖点、非M饱和点

H

汉密尔顿图（Hamilton Graph）

汉密尔顿通路

汉密尔顿回路（Hamilton Circuit）

弧（Arc）

回路（Circuit）

环（Loop）

简单回路（Simple Circuit）

圈（Cycle）

奇圈（Odd Cycle）

偶圈（Even Cycle）

活动（Activity）

活动网络（Activity Network）

AOV网络

AOE网络

混合图（Mixed Graph）

后继（Successor）

汇点（Sink）

结束点

后向弧

活跃顶点（Active Vertex）

回边（Back Edge）

J

基图（Ground Graph）

阶（Order）

奇点（Odd Vertex）

剪枝

距离函数（Distance Function）

距离标号（Distance Label）

精确（Exact）

交错轨

交叉边

K

可图的（Graphic）

可行遍性问题

可行流（Feasible Flow）

弧流量限制条件

平衡条件

可行流的流量

可改进量

可增广轨

库拉托夫斯基（Kuratowski）图

L

连通（Connected）

连通分量（Connected Component）

连通图（Connected Graph）

非连通图（Disconnected Graph）

邻接（Adjacency）

邻接顶点（Adjacent Vertex）

邻接到（Adjacent To）

邻接自（Adjacent From）

邻接边（Adjacent Edge）

邻接表（Adjacency List）

边链表

边结点

出边表

入边表

逆邻接表

邻接多重表（Adjacency Multilists）

邻接矩阵（Adjacency Matrix）

路径（Path）

通路

路径长度（Length）

简单路径（Simple Path）

零图（Null Graph）

流量（Flow Rate）

弧的流量

零流（Zero Flow）

零流弧

非零流弧

链（Chain）

流量上界

流量下界

M

面着色（Face Coloring）

k-面可着色（K-Face Colorable）

面色数（Face Colormatic Number）

O

欧拉图（Euler Graph）

欧拉通路

欧拉回路（Euler Circuit）

偶点（Even Vertex）

P

平凡图（Trivial Graph）

平行边（Parallel Edge）

平面图（Planar Graph）

平面嵌入（Planar Embedding）

非平面图（Nonplanar Graph）

极大平面图

极小非平面图

匹配问题

二部图最大匹配问题

完美匹配

二部图的完备匹配

二部图的最佳匹配

Q

强连通（Strongly Connected）

强连通分量（Strongly Connected Component）

强连通图（Strongly Connected Graph）

权值（Weight）

加权图（Weighted Graph）

前驱（Predecessor）

前向弧

区域（Region）

面（Face）

外部区域（Exterior Region）

内部区域（Interior Region）

区域个数

边界（Boundary）

区域的度数

R

容量（Capacity）

容量网络（Capacity Network）

弧的容量（Capacity）

弱连通（Weak Connected）

弱连通有向图

S

搜索（Search）

深度优先搜索（DFS）

深度优先数

深度优先搜索生成树

广度优先搜索（BFS）

广度优先搜索生成树

三角形不等式（Triangle Inequality）

森林（Forest）

生成树（Spanning Tree）

树（Tree）

松弛（Slack）

松弛时间（Slack Time）

事件（Event）

收缩

四色猜想（Four Color Conjecture）

T

图（Graph）

拓扑排序（Topological Sort）

逆拓扑排序（Reverse Topological Sort）

拓扑有序序列（Topological Order Sequence）

同构（Isomorphism）

推进（Push）

W

完全图（Complete Graph）

网络（Net）

无向边（Undirected Edge）

无向图（Undirected Graph）

无向网（Undirected Net）

网络流（Network Flow）

最大流（Maximum Flow）

网络最大流

伪流（Pseudoflow）

容量可行流

X

稀疏图（Spares Graph）

相关联（Incident）

Y

叶（Leaf）

叶顶点（Leaf Vertex）

依附于（Attach To）

有向边（Directed Edge）

起始顶点（Start Vertex）

起点

终止顶点（End Vertex）

终点

有向图（Directed Graph）

有向欧拉图（Directed Euler Graph）

有向欧拉通路

有向欧拉回路（Directed Euler Circuit）

有向完全图（Directed Complete Graph）

有向无环图（DAG, Directed Acyclic Graph）

有向网（Directed Net）

源点（Source）

开始点

预流推进算法（Preflow-Push Algorithm）

预流（Preflow）

允许弧（Admissible Arc）

允许路（Admissible Path）

有效的（Valid）

盈余（Excess）

Z

子图（Subgraph）

顶点诱导子图（Vertex-Induced Subgraph）

边诱导子图（Edge-Induced Subgraph）

自身环（Self Loop）

直接后继（Immediate Successor）

直接前驱（Immediate Predecessor）

最短路径问题（Shortest Path Problem）

最短路径（Shortest Path）

单源最短路径（Single Source Shortest Path）

最大度（Maximum Degree）

最小度（Minimum Degree）

最小生成树（Minimum Spanning Tree）

最小代价生成树（Minimum-Cost Spanning Tree）

中国邮递员问题（Chinese Postman Problem）

最小点权覆盖集（Minimum Weight Vertex Covering set）

增广路（Augmenting Path）

可改进路

增广链

增广（Augmenting）

增广路算法（Augmenting Path Algorithm）

阻塞流（Blocking Flow）

最小割（Minimum Cut）

着色问题（Coloring Problem）


二、符号索引


（按首次出现的顺序进行排列）



	符号
	含义



	G，G（V，E）
	图



	V，V（G）
	顶点集合



	u，v
	图中的顶点



	E，E（G）
	边的集合



	e
	图中的边



	n
	顶点数



	m
	边数



	（u，v）
	顶点u和顶点v之间的一条无向边



	＜u，v＞
	从顶点u到顶点v的有向边



	D（V，A）
	有向图



	A
	有向图边（即弧）的集合



	Kn

	n阶完全图



	deg（u）
	顶点u的度



	id（u）
	顶点u入度



	od（u）
	点u出度



	δ（G）
	G的最小度



	∆（G）
	G的最大度



	s
	度序列



	Ks，t

	完全二部图



	G［V′］
	顶点诱导子图



	G［E′］
	边诱导子图



	（vi
 ，vp1
 ，vp2
 ，…，vpm
 ，vj
 ）
	从顶点vi
 到顶点vj
 的一条路径



	Edge［n］［n］
	图的邻接矩阵



	Ei

	事件



	ak

	活动



	Ee［i］
	事件Ei
 的最早可能开始时间



	El［i］
	事件Ei
 的最迟允许开始时间



	e［k］
	活动ak
 的最早可能开始时间



	l［k］
	活动ak
 的最迟允许开始时间



	dur（＜Ei
 ，Ej
 ＞）
	完成活动ak
 所需的时间（ak
 为边＜Ei
 ，Ej
 ＞上的活动）



	G（V，E）
	容量网络



	Vs

	源点



	Vt

	汇点



	c（u，v）
	弧的容量（或弧流量的上界）



	f（u，v）
	弧的流量



	f＝｛f（u，v）｝、f
	网络流



	│f│
	网络流的流量
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 f（u，v）
	从顶点u流出的流量总和
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 f（v，u）
	流入顶点u的流量总和



	P
	链



	P+、P-
	前向弧的集合、后向弧的集合



	α
	可改进量



	G′（V′，E′）
	残留网络



	（S，T）
	割



	c（S，T）
	割的容量



	f（S，T）
	割的净流量



	level（u）
	顶点u的层次



	G″（V″，E″）
	层次网络



	d（u）
	顶点u的距离标号



	e（u）
	顶点点盈余



	b（u，v）
	弧流量的下界
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	伴随网络



	r（u，v）
	弧的单位费用



	γ0
 （G）、γ0

	无向图G的点支配数



	α0
 （G）、α0

	无向图G的点覆盖数



	β0
 （G）、β0

	无向图G的点独立数



	N（Vi
 ）
	顶点Vi
 的邻接顶点集合



	∑、∏
	求和符号、连乘符号



	α1
 （G）、α1

	无向图G的边覆盖数



	β1
 （G）、β1

	无向图G的边独立数（匹配数）



	w（G）
	无向非连通图G的连通分支数



	κ（G）
	无向图G的顶点连通度



	λ（G）
	无向图G的边连通度



	P（A，B）
	顶点A和B的最大独立轨数目



	P′（A，B）
	顶点A和B的最大弱独立轨数目



	R0

	平面图的外部区域



	r
	平面图的区域个数



	deg（R）
	区域R的度数



	G*

	平面图G的对偶图



	χ（G）
	无向图G的色数



	χ1
 （G）
	无向图G的边色数



	χ*
 （G）
	无向图G的面色数





三、图论问题及算法索引


（按章节顺序排列）

第1章

判定一个序列是否可图

根据一个序列构造图

第2章

图的遍历问题

深度优先搜索算法（Depth First Search）

广度优先搜索算法（Breath First Search）

活动网络问题

AOV网络问题

AOE网络问题

拓扑排序算法

求关键路径的算法

第3章

最小生成树问题

克鲁斯卡尔（Kruskal）算法

Boruvka算法

普里姆（Prim）算法

并查集的原理及实现

判定最小生成树是否唯一

第4章

最短路径问题

迪克斯特拉（Dijkstra）算法

贝尔曼-福特（Bellman-Ford）算法

SPFA算法

弗洛伊德（Floyd）算法

差分约束系统的求解

第5章

哥尼斯堡七桥问题

一笔画问题

鼓轮设计问题

欧拉回路的判定问题

佛罗莱（Fleury）算法

中国邮递员问题

汉密尔顿回路问题

第6章

网络最大流问题

增广路算法

预流推进算法

Ford-Fulkerson算法

最短增广路算法

连续最短增广路算法——Dinic算法

一般预流推进算法

最高标号预流推进算法

最小割问题

流量有上下界网络流问题

流量有上下界网络的可行流问题

流量有上下界网络的最大流问题

流量有上下界网络的最小流问题

最小费用最大流问题

第7章

点支配集问题

点覆盖集问题

点独立集问题

点支配集、点覆盖集、点独立集的求解

边覆盖集问题

边独立集（匹配）问题

匹配问题

完美匹配问题

二部图的完备匹配问题

二部图的最佳匹配问题

二部图最大匹配问题

网络流算法

匈牙利算法

Hopcroft-Karp算法

最小点权覆盖问题

第8章

无向非连通图的连通分支数的求解

无向图的点连通性求解

求关节点的算法——Tarjan算法

重连通分量的求解

顶点连通度的求解

无向图的边连通性求解

割边的求解

边双连通分量的求解

边连通度的求解

有向图强连通分量的求解

Tarjan算法

Kosaraju算法

第9章

欧拉公式

平面图的判定问题

着色问题

四色猜想

图的顶点着色问题

图的边着色问题

平面图的面着色问题

顺序着色算法
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#define NMAX 20
#define SLMAX 200
struct SnakeAndLadder //EAIBET

{

int from, to; /IR
};
int main( )
{
int D; ARG [-5c ik
int N, S, L; /A BB N, S, L. BB AT E

int grid (NMAX*NMAX+1]; //Hift(FFEM 1 TR
7144 E—RBAEPRE OF8 M 1 i)
int gridbak[ NMAX*NMAX+1l ];
SnakeAndLadder obstacle[ 2*SLMAX ]; /1R, RER TR
int i, g, k, m //fEFER
int step; 11T E
int deal; [/ MRERAE R (T ¥ B T (L) REAE, W deal 1
scanf( "%a", &D );
for( i=0; i<D; i++ )  //ABENRREE
{
scanf( *%dsdsd®, &N, &S, &L );
for( §=0; j<S+L; j++ )
scanf( "#d%d*, &obstacle[j].from, &obstacleli].to );
memset ( grid, 0, sizeof(grid) ); gridll)=1; //FiGRESRA
step=0; //FMtBTHE
JISBERNC2 AFRBAT RN 1, WARS BES HATH R
while( grid[N*N]==0 )
{
memcpy ( gridbak, grid, sizeof(grid) );//#&f L —HHERE
//gridl 1BARRREAE LS HMRE (graibak 1) FHTT RFENRE
memset ( grid, 0, sizeof(grid) ):
/BRI WIRET BE — AR BAERRL R E R 0
for( j=1; j<=N*N-1; j++ )
¢
if( gridbak(3l==0 ) //#{E E—FREBEMLHEMBL
continue;
T8 M L~ 6 GE RO SR IS 5 +k (LR
for( k=1; ke=6; k++ )
{
deal=0;
if( j+k>N*N ) break;
for( m=0; m<S+L; mi+ )
{
SR 4k MRS (BT ) (R LR
/IR E R E
i£( obstacle[m].from==j+k |
€
grid[ cbstacle[m].to ]=
break; //i+k QLB EBRFRA
11— (SR ) R B

deal=1;

)
}

(I RFI RS T
if( deal==0 && grid[j+k]==0 ) grid[j+k]l=1;
}
}
step++; //BFHIN—
}
printf( *%d\n*, step ):
¥

return 07
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#define MAXN 13 /1 BB

#define MAXSTATUS 1<<13 /72713, REMBARKHE
__int64 dp[MAXSTATUS] [MAXN] [MAXN] ; /I REHEB

__int64 ways [MAXSTATUS] [MAXN] [MAXN];  //B##E¥
int value[MAXN];
bool 1link[MAXN] [MAXN] ;
int nislands; //BH%E
—int64 maxvalue; //fiFHI= B /R 2 HBUE
—int64 maxways; //IFHI MOUE REBERRIRE
void initial( ) 11818k
L

int nbridges;

antiils

int row, col;

scanf( "%d%d", &nislands, &nbridges );

for( i=0; i<nislands; i++ )

{ s

scanf( "%d", value+i );





OEBPS/Image00446.jpg





OEBPS/Image00567.jpg
K(G)<A1(G)<I(G)





OEBPS/Image00085.jpg
(LD

B, | B,

B

(a) %51

REGEBD— S G5 HE R

(c) SRR K BT
53R il 7





OEBPS/Image00206.jpg
5

‘ 0 7 5
Ome 0 =

Edge=| =
w o 0
(a) 11 (b) SBHEHEE
S dist path S dist path S dist path
ol t][a ][] ofs][o][a] oft|[o][]
! o] o] o]
g ofje|fa] = (o] = K
(c) MR A (d) 3K T 2 i o i B 2

(e) 3K H T A1 1 B i B 4%





OEBPS/Image00327.jpg





OEBPS/Image00447.jpg
Ifl Hu=7,
Zv:f(u,V)—Zf(w,u)= 0 Myl Y,
" -1l Hu=V,





OEBPS/Image00568.jpg
(a) A IKEG, (b) H 1 EG, (c) HMEG,





OEBPS/Image00088.jpg
2 3 4 5 6






OEBPS/Image00209.jpg
o 1 2 3 4 5 6

0 6 5 5 o o =0

w () e o -] o oof |

c© -2 0 oo 1 o oof 2

Edge=|c0c o 2 0 o -1 |3

w o o o () o 3|4

w o o w w ( 3|5

w o @ w o o 0|6

(b) ABBEARRE
disl’[2]| dist[3] | dist[4] | dist[s] | dist[6]
1 0 6 5 5 o w meeeeooee- :
1 g
2 0 3 5 4 o« VE rﬁidlsf :
§ [l AT |
3 0 3 5 4 7 i fdist [ i
VHLAL RHAbR
4 0 3 5 4 som, 2, b
5 0 3 5 4 3 13456 i
| E—"
6 0 3 5 4 3

(c) dist'[ 1 HEIT 2





OEBPS/Image00087.jpg
FEBI : st [
e2 ed To get from e2 to e4 takes 2 knight moves.
al b2 To get from al to b2 takes 4 knight moves.





OEBPS/Image00208.jpg
(a) [RIEE B S F0 A Bt

(b) FIEAE SR FE





OEBPS/Image00329.jpg
if( nislands==1 ) return; //WRRE—A HENEEEE
/RGN 0, FUAERA BB L0 0 LfER A

memset ( dp, -1, sizeof( dp ) );

memset ( ways, 0, sizeof( ways ) );

memset ( link, 0, sizeof( link ) );

for( i=0; i<nbridges; i++ )

{
scanf( "$d%d", &row, &col );
row--; col--;
link[row] [col]=1, link[col] [row]=1;
dp[ (1<<row) | (1<<col)] [row] [col]=value[row] *value[col]+value [row]+
value(fcol];
dp[ (1<<row) | (1<<col)] [col] [row]=value[row] *value [col]+value [row] +
value[col];

ways [ (1<<row) | (1<<col)] [row] [col]=1, ways [ (1<<row) | (1<<col)] [col]
[row]=1;

}
void compute( )
{
dnERds g, kS
—_int64 temp;
int nextstatus;
if( nislands==1 ) //MFPRH—GUNEBHLLE
{
maxvalue=value[0];
maxways=1;
return;

}
for( s=0; s<( l<<nislands ); s++ ) //WABKEMRE®E, HHEREES
{
for( i=0; i<nislands; i++ )
4
I stk ((1<<i )il
{
for( j=0; j<nislands; j++ )
{
if( il=j && ( s & ( 1<<j ) ) && dpls][i)[3i]>-1)
{
for( k=0; k<nislands; k++ )

{
if( 1( s & ( 1<<k ) ) &&link[i][k]l==1)
{
nextstatus=s | ( l<<k );
/7SR S

temp=dp(s] [i] []]+value[k]+valuelk]*value[i];
/BRI E AT, MBRM=ARE

if( link([j][k]l==1 )
temp+=value(k]*value[jl*value(i];

if( dplnextstatus] (k] [i]==temp )

{
ways [nextstatus] (k] [i]+=ways[s] [i]1[]];

¥

else if( dp[nextstatus][k][i]<temp )

{
ways [nextstatus] (k] [i]=ways[s] [i] [3];
dp[nextstatus] [k] [i]=temp;
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subnets=0; /| F A A B
for( k=0; k<n; k++ )

it

if( !visited[k] ) //T0s k Fiphid
{
DFS( k ); 1/ TS k Y RATTRBL A HEF

subnets++;





OEBPS/Image00441.jpg
N





OEBPS/Image00562.jpg
(e) G G,





OEBPS/Image00320.jpg
RO PRI

1 aloha.arachnid.dog.gopher.rat.tige:
6

aloha

arachnid

dog

gopher

rat

tiger





OEBPS/Image00560.jpg
(a) AR A i (b) DFS





OEBPS/Image00080.jpg





OEBPS/Image00201.jpg
//Dijkstra 8k
for( i=0; i<N; i++ ) /1915
{
dist[i]=Edge[0][i]l; S[i]=0;
Y
S[0]=1; dist[0]1=0; /1T O IABIT B S
for( i=0; i<N-1; i++ ) //HfisE N-1 B8R (Dijkstra 5ik)
{
int min=INF, u=0;
/EFEARE T o AA BB R TR u
for( j=0; j<N; j++ )
{
if( !1S[j] && dist[jl<min )
{
u=j; min=dist([jl;
} -

}
Slul=1; //¥TA uMABIES S, RREHEHBRZEEKRS
for( k=0; k<N; k++ ) /B8 T EAPTAR dist BATHEE
;s :
if(18[k] && Edgel[u] [k]<INF && dist[u]+Edge[u] [k]<dist[k])
dist[k]=dist [u]+Edgelu] [k];

}
if( dist[N-1]==INF ) printf( "-1\n" );
else printf( "%d\n", dist[N-1] );

}

return 0;
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#define INF 1000000000 //FFHK

#define MAXN 1000 /1T HR R
struct idiom

£

char front[5], back([5]; //FFfERiES 1 MBE—NNF

int T; /1 FIXA BB, Tom 5 EALRH ] T A REREI T — A& HRE
Yi
idiom dic[MAXN]; /14
int Edge [MAXN] [MAXN]; //ABSEAEME
int dist[MAXN]; /1 RABHI R O BIREANT AT I R AR I
int S[MAXN]; //81i1=1 RARTIA 1 MBKHBATRE
int N; /1 R
int main( )
£

In Lk LS o
char s[100]; /N IEA e (BUEES 1 ARG — AN IF)

int len; /1 B HHCRE
while( scanf( "%d", &N ) != EOF )
{

if( N==0 ) break; //MINGK

for( k=0; k<N; k++ )

{
scanf ( "%d%s", &dic[k].T, s );
len=strlen(s);

for( i=0,j=len-1; i<4; i++, J—- ) /BT 4 DNFH. B AT

{
dic[k].front[i]=s[i];
dic(k].back[3-i]=s[j];

)

dic[k].front[4]=dic[k] .back[4]="\0";
}
for( i=0; i<N; i++ ) //2E

{
for( j=0; j<N; j++ )
{
Edge[i] [J]=INF;
1£( ==71)  contimiey
if( stremp( dic[i].back, dic[j].front )==0 )
Edge[i] [j]=dic[i].T;
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for( i=0; i < m; i++ ) //FARIULFHEAESA edges( 1, m i3 E
{
if (dist[edges[i].u] !=INF && edges[i] .w+dist [edges[i].u]<dist[edges[i].V])
return 0; /AP TR R AT 0 SR A
}
return 1; 1/ TEAE IR AT Ik 1 B B B 2%
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for( i=0; i<n; i++ )  //RFIASESER
{
for (#i=07 J<mi Jei)
{
if ( Edge[i] [j] < INF && dist([i]+Edge[i] [jl<dist[j] )
return 0; //4F7E IR AT SO Rl B
}

}
return 1;  //A{FAE IR S AT K S Bl B
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int accompany( )  //HERINENHBERSIFRATH. O
{

memcpy ( AccEdge, Edge, sizeof (Edge) );

ARt i) 54 /1A

int suml, sum2;

7ML A TR 00 BT AR ne 1

for( i=1; i<=n; i++ )

{

suml=sum2:
for( j=0; j<=n; Jj++ )
{

/GRS AT (WS & R0 - G 1 5 GEABITA 1 190)
if ( AccEdge(i] [3).b!=INF1 ) suml+=AccEdgeli](3].b;
if( AccBdgel(j] [i).b!=INF1 ) sum2+=AccEdge(j][i).b;

}
J/MIM—%FH<i, n+1>F<0, i>
AccEdge[i] [n+1] .c=suml; AccEdge[i][n+1].b=AccEdge[i] [n+1].£=0;
AccEdge[0] [i).c=sum2; AccEdge[0] [i].b=AccEdge(0] [i].£=0;
}
for( i=1; i<=n; i++ )
{
for( j=1; j<=n; j++ )
{
if( AccEdge(i] [3].c!=INF1 ) //#Ssi% I
{
=AccEdge(i] [j].c-AccEdge(i][j].b;
0;

AccEdgeli] (3
AccEdge[i] [j]

}
)
HITMMPAN: <1, n>Fi<n, 1>, RS INF2
AccEdge(1] (n] .c=AccEdge(n] (1] .c=INF2;
AccEdge (1] [n] .b=AccEdge (n] [1] .b=0;AccEdge[1] [n] . f=AccEdge[n] [1].£=0;
Ford( AccEdge, 0, n+l, -1 );  //RFEBURISRAMATE
bool feasible=1;  //MtBla S MIFTAIRELMM, LA REFETITH
for( i=0; d<=n+l; i+ ) //AQTEPERE RIS B NUE AR LT 45 SR 25 R

{

if( AccBdge[0] [i].c!=INF1 && AccEdge[0][i].f != AccEdge(0][i].c )
feasible=0;
)
if( feasible==0 ) //WATATH

{
printf( "No feasible network flow.\n" ); return 0;

}
/1R ERRE AT
for( i=1; i<=n; is+ )
«
for( j=1; j<=n; j++ )
if( Bdge[i] [j].c!=INF1 )  //ASSiMIZhmA
EBdge[i] [j).f=AccEdge[i] [1].E+Edge(i] [§].b;
)

Ford( Edge, 1, n, 1 ); WES L N g
int b, ¢, £;
TR RN S BB R4 (0 AT AT

for( i=1; i<=n; i++ )
i
for( j=1; j<=n; j++ )
if( Bdge(il[3].ct=INF1 )  //HeBUMSh 3N
Edge(i] []).f=AccEdge[i] [j].f+Edge[i] [j].b;
)
/IR OB SRS (B L TSR0 TS, 1555 n AIHEH)

for( i=1; i<e=n: i++ )

{
b=Edge[1] [i].b; c=Edge[1][i].c; f=Edgel1](i].f;
Edge(1] [i] .b=Edge[n] [i].b; Edge(1](i].
Edge(1][i).f=Edge[n] [i].f; Edge[n] [i]
Edge(n] [i]. Edge([n] [i]. i
b=Edge[i] [1]. c=Edge[i] [1].c; f=Edge(i][1].f;

Edge(i] [1].b=Edge[i] [n].b; Edge(i](1].
Edge(i][1]. ge(i] [n].f; Edge(i][n].
Edge[i] [n].c=c; Edge(i][n].£=:

)
Ford( Edge, 1, n, 0 ); //REUGZHMEMNK
return 1;
)
int main( )
{
while( readcase( ) )
accompany ( ) ;
return 0;
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int main( )

{

int i; /IR

int u, v; /1 NSRS BT s 3
int number=1; //@RREEEHE

while( 1)

{
scanf( "%d%d", &n, &m );
if( n==0 && m==0 ) break; //BMRALR
memset ( Edge, 0, sizeof(Edge) );
for( i=1; i<=m; i++ )
{
scanf( "%d%d", &u, &v );
Edge[u] [v]=Edge[v] [u]=1;
}
if( number>l ) printf( "\n" ); //{RERSE—A MR 2 EEH AT
number++;
low[l]=dfn[1]=1;
tmpdfn=1;
mémset ( visited, 0, sizeof(visited) );
visited[1]=1;
memset ( edges, 0, sizeof (edges) )i
se=-1;
dfs( 1 );  //MTUE 1 HRBAT DFS 8RR
}

return 0;
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a= min{rrll,i+n {c(u,v)- f(u,v)}, rr}l_n fu,v)} (6-3)
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j=top;
top=count [top] ; /LR TS AL EIE N §, top B EUARTH
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count [i]=top;

top=i; //top RPN, BERTEFMAE count (1]
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#define maxn 50 [ZaE¢ ¢ 5N

#define maxm 1000 (G ¢ SNt
#define max(a,b) ( (a)>(b) 2 (a):(b) )
struct exchange THCEXR

(
int ci, cj;

double cij;
}ex [maxm] ; LSS S ¢l

int 1, 3, k; /1R

int n, m; /I BRTFEME « TR A

char name[maxn] [20], a{20], b[201; //$tTis&#Hk

double x; JIENIICHE

double maxdist [maxn]; /153 B EATIA (AFEEAS) MR KBEKE
int flag; /I RBFAEILONSE, flag=1 Rl

int kase=0; 11 EREIR TS

int readcase( ) 1 OENYH

(
scanf( *%d*, &n );
if( n==0 ) return 0;
for( i=0; i<n; i+ )  //EAnARFLH
scanf( "%s", name[il );
scanf( *%d", &m );
for( 1=0; i<m; it+ )  //RAICE
{

scanf( "%s %$1f ¥s*, a, &, b );
for( j=0; stremp( a, namel3] ); j++ )
for( k=0; strcmp( b, name(k] ); k++ )
ex([i].ci=j; ex[i].cij=x; ex[i].ci=k;
}
return 1;
}
//Bellman-Ford ${ik: WM vO H¥R, REMEATU (BEEAS) (B AER

void bellman( int v0 )
&

£lag=0;
memset ( maxdist, 0, sizeof(maxdist) ); //¥lfhfkmaxdis #4

maxdist [v0 :

for( k=1; k<=n; k++ ) //M maxdist (0)#iHEP| maxdist (1), ..., maxdist (n)
(

for( i=0; i<m; ie+ ) //HMIERED. MAERE REARIER N
{
if( maxdist(ex[i].ci]*ex[i].cij>maxdistlex[i].cj] )

{
maxdist [ex[i].cj]l=maxdist[ex[i].ci]*ex[i].ci];

¥

if ( maxdist(v0]>1.0 ) flag=1;
}
int main( )

{
while( readcase( ) )  //BARTHIEMHE

{
for( i=0; i<n; i++ )

{
bellman( i ); //A3B i AMTURHBRBKEE

if( flag ) break;

}
if( flag ) printf( "Case %d: Yes\n", ++kase );

else printf( “"Case %d: No\n®, +tkase );

}
return 0;





OEBPS/Image00451.jpg
Ifl Hu=V,
Zf(uv) > fwu)=|0 Mu 2V, 7V,
" -1l Hu=V,





OEBPS/Image00572.jpg
(a) fE1ESPF&; 5.
(b) AN{£1ESP)






OEBPS/Image00452.jpg
57

i “’v@ 55
1,10 @@ 26
(a) WLLEAT L F 50194





OEBPS/Image00573.jpg
O

B 18 ha ke e

o wmEe W e

S

(ST RN

it a5
Network #1
SPF node 3 leaves 2 subnets

Network #2
No SPF nodes





OEBPS/Image00210.jpg
#define INF 1000000 1ITHR

#define MAXN 8 1/ TR SRR
int n; /I TRRA S

int Edge [MAXN] [MAXN] ; /148 BHE R

int dist[MAXN]; Vs

int path[MAXN]; VA

void Bellman( int v0 ) £/ KT vO B AT A R B A
{
int 4,00, ke w; /1 ER AR
for( i=0; i<n; i++ ) 111
{
dist[i]=Edge[v0] [i];
if( it=v0 && dist[i]<INF ) path[i]=v0;
else path[i]=-1;
}
for( k=2; k<n; k++ ) //Mdist(1) [ul i@l dist(2) [u], --,dist(n-1) [u]
{
for( u=0; u<n; u++ ) //BEGATIAR dist [u] Ml pathlu]
{
if( ul=v0 )
{
for( j=0; j<n; j++ )//BRHEMBATIR
t i
//TRA 3 BT v EERE AR, HRBTUN J AT dist (ul Gl
if( Edge[j] [ul<INF && dist[j]+Edge[j] [ul<dist[u] )
{
dist[u]=dist[]j]+Edge[j] [u];
path(ul=3;
}
}//end of for
}//end of if
}//end of fox
}//end of for
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maxvalue:
maxways=0;

s=( l<<nislands )-1;

/1G5 BRI = F L R U AR A S S

for( i=0; i<nislands; i++ )

{
for( j=0; j<nislands; j++ )
{
if( !1ink[i][3] ) continue;
if( dpls] [i] [j]==maxvalue )
maxways+=ways [s] [1] [§];
else if( dpls][i][j]l>maxvalue )
{
maxvalue=dp(s][i]1[]];
maxways=ways [s] [i] [
}
}
}

//ERBERS R R T R — & B AR
maxways=maxways/2;
}
int main( )
{
Intetd;
int cases;
scanf ( "%d", &cases );
for( i=0; i<cases; i++ )

{

initial( );

compute( );

if( maxvalue==-1 )printf( "0 0\n" );

else printf( "%I64d %I64d\n", maxvalue, maxways );
}
return 0;
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#define MAXN 10 11T AR KA
#define INF1 1000000 //F4Tk 1 (TiAZ ARG 2 WA BE AW L5
#define INF2 10000 JIFITR 2 (B 17 A SR )
#define MIN(a,b) ((a)<(b)2(a): (b))
struct ArcType 1/R&H
s
intb, ‘c, £ J/RHRTF R B KRR
}i
ArcType Edge[MAXN+2] [MAXN+2]; 11 RN (5 T b ArcType K1)
ArcType AccEdge [MAXN+2] [MAXN+2]; /4B 4% R AT B S
int n, m; JITEASG IHE
int flag[MAXN+2]; //TAAURA: -1—Kii§, 0—OHRBARE, I—CHSERE
int prev(MAXN+21; //FRSHISE L AR HONESABATUNEE), UERH o
int alpha(MAXN+21; //FRSHI% 2 A4 WEGEE o
int queue[MAXN+2]; //#12F BES Sk S
int v; /1 AT LE R A BB K ST H
int gs, ge; 77 SHR AR (B R | 285 (BAFURALE)
/1R network HRCAN, WS HITRERFSY s~t, e s BB, € HIEA
//max -1 FRR MR BN max K 1 FTRFENHRKAA, max 4 0 FRRAAH
void Ford( ArcType network[] [MAXN+2], int s, int t, int max )
{
int i, §; //EHER
while( 1) //HFSHEATERABER
¢
memset ( flag, -1, sizeof(flag) ); //AFSHMTIAREBAYILIL
memset ( prev,-1,sizeof (prev) ) ; memset ( alpha, -1, sizeof (alpha) );
flag[s]=0; prev(s]=0; alphals]=INF1; //¥HNERSARETA
gs=qe=s; queuelgel=s; ae++; //PA (T s) ARAF

//as<ae FRBAFIAES, flagltl==-1 FRICAKS
while( gs<ge && flag[t]==-1 )
{
v=queuelas]; gs++; //HRHBAFIKTA
for( i=s; i<=t; i+ ) //AAETR v HEMRRE " HE" TR
{
if( flaglil==-1) //THiKHT
{
//* )" BRI
if ( network[v] [i].c<INF1 && network({v] [i].f<network(v]
e
{
flag(il=0; previil=v; //#TH i S (EHTREAE)
alphali)=MIN(alpha[v], network(v][i].c-network[v]
M1.£ )i
queue[gel=i; ge++; 1/TR 1 NS

}
/7 R " BA AT LA
else if( network[i] [v].c<INF1 && network([i](v].f>
network[i][v].b )
{
flag(i)=0;previil=-v; //#TUA i $55 (EHERRE)
alpha[i]=MIN( alpha([v],network([i] [v].f-network([i]
vl.b );
queuelgel=i; qe++; //Tif% i NPAF

)
)
flaglvi=l; //WifAvERFSERE
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int main( )

{

Sk Sk /ER AR

int u, v, w; / 1K AN A R AUE
scanf( "%d", &n ); //EATAAA 0
while( 1)

{

scanf( "$d%d%d", &u, &v, &w ); //EAAMEERLE
if( u==-1 && v==-1 && w==-1 ) break;
Edge[u] [v]=w; /1 KRR B
}
for( i=0; i<n; i%+ ) /1R BRI H AL TR
{
fory. 3=0; J<m; j++ )

{
if( i==j ) Edge[i][3j]1=0;
else if( Edge[i][j]==0 ) Edgel[i] [J]=INF;
}
}
Bellman( 0 ); //3RTGisR O B HABTI 3 I8 R B 2

int shortest [MAXN]; /1 R B L E AN R RS AN TS IS
for( i=1; i<n; i++ )
{
printf( "sd\t", dist(i] ); //HiHT0R 0 BT i MBIEEER KR
7/ ENFARTB A T T 0 BT 1 BB AR
memset ( shortest, 0, sizeof (shortest) );
int k=0;  //k % shortest #AFHE— TR T
shortest [k]=i;
while( path[ shortest(k] ]!=0 )
{
k++; shortest[k]=path[ shortest[k-1] ];
}
k++; shortest[k]=0;
fori(-Jekimis0n -J—.)
printf( "%d—*, shortest([j] );
printf( "%d\n", shortest([0] );
}
return 0;
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/1M REH RS, R AR 0, NiZIEH while fF5F
if( flag[t]==-1 || alpha[t]==0 ) break;
/PRI RERR SR N ZET T
int kl=t, k2=abs( prev(kl] );
int a=alphalt]; //#]gudit
while( 1 )
{
if ( network[k2] [k1].£f<INF1 ) //IE[
network (k2] [k1] . f=network (k2] [k1].f+a;
else network(k1][k2].f=network(kl][k2].f-a; //[xf]
if( k2==s ) break; //iH%—HEBIHA vs
k1l=k2; k2=abs( prev(k2] );
}
}//end of while
/P B AR IR ST, USSR IR (SR N ik
int maxFlow=0;
for( i=s; i<=t; i++ )
{
for( j=s; j<=t; j++ )
{
if( i==s && network([i][j].f<INF1 ) //¥RRifithiiRk
maxFlow += network[il[j].f;
if ( i==s && network(j][i].£<INF1 ) //¥iAHMAGR
maxFlow-=network(j] [i].£;
if( network[i] [j].c<INF1 && network(i] [j].f<INF1 )
printf( "$d->%d : %d\n", i, j, network[i][j].f ):
}
}

if( max ) printf( "maxFlow : $d\n", maxFlow ); /7% sRAG Bk
else printf( "minFlow : %d\n", -maxFlow ); 1 15 SRAF AN
readcase ( ) / /ARSI

int 3, 4, v, b ci J/IRMR A AN MR AR U RS

scanf( "%d%d", &n, &m ); /IEATLSEA S n

if( n==0 && m==0 ) return 0;
for( i=0; i<MAXN+2; i++ ) //FIEAALAREMERE & T E
{
for( int j=0; j<MAXN+2; j++ )
//INF1 R HAIE
Edge(i] [j].b=Edge[i] [j].c=Edge[i] []j].f=INF1;
}
for( i=1; i<=m; i++ )
{
scanf ("$d%d%ded", &u, &v, &b, &c); //EAUMEAMAE. TR LR
Edge[u] [v] .b=b; Edge[u] [v].c=c; Edgel[u] [v].£=0; //HI&4BiEsERE
}
return 1;
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#define MAXN 20 /TR e kA
#define MAXM 40 /1SR
#define min(a,b) ((a)>(b)2(b):(a))
struct edge

{

}i

int u, v; / FAE AT

void output( ){ printf( "%d-%d", u, v ); }

int comp( edge& t ) { return ( (u==t.u && v==t.v) || (u==t.v && v==t.u) );}

edge edges [MAXM);  //ilHI% (HERIER)

int

se; /1T

int Edge [MAXN] (MAXN] ; //ABBSERE (1 BRHMERE, 2 Bor ik HEBIE, 0 Fom s iiis)

int
int
int
int
int

visited [MAXN]; //FRTA VI FRA

n, m; /1T B
tmpdfn; //4E Af s R PR TS MR R MR S
dfn [MAXN] ; /1A TR fn ()

low[MAXN] ; /TBATH R Low {8, MRIHZARHN R ERKA K

1/ RBER AR, R A Low 1 (IR Low (RMMTR TR KA 4)

void dfs( int u )

{

for( int v=1; v<=n; v++ )
{
71V R A FEAE R TP R AR L
/1@ I u A A, X (v, ) R —REIL: @v R u LTSS
if( Edgelu] [v]==1 )
{
edge t; t.u=u; t.v=v; edges[++sel=t; //IIAE
Edge(u] [v]=Edge[v] [u]=2; /& BA (u,v) BLVRE
1E( tvisitedlv] ) //v BRI, vR&uRILFLEE WHEO
{
visited[v]=1;
tmpdfn++; dfn[v]=lowlv]=tmpdfn;
dfs( v );  //dfs(V)T5EEE, lowvIfHElsRit
//BHBRIR R, TS u ) Low (.
low[u]=min( low[u], low[v] );
if( lowlvl>=dfn(u) )  //MBRTUS w, TGN v Fieee) TR e
{
bool firstedge=true; //ffilfitfa—4ll/aTBA R HPREL R
while( 1)
{
if( se<0 ) break;
if( firstedge ) firstedge=false;
elge printE( ™ « )z

edge tl1;

tl=edges([se];

tl.output( ); 7/ AR TS A el

edges[se] .u=0; edges([se].v=0; //"E"#IHtl
se——;

if( tl.comp(t) ) break;
%
printf( "\n" );
}
}
//HERE v BRUIEIE T, v u MEEL SR (v, w) R — KRR« HRO

else low[ul=min(low[u], dfn[v]);
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void Bellman( int vO0 ) /73R A vO BIHADTH A R R
{
intid Ky /AR R
for( i=0; i<n; i++ ) /1#A4 dist [ 1404, n hTHA%E
{
dist[1]=INF; path[il=-1; //INF AR
}
dist[v0]=0;
for( k=1; k<n; k++ ) //M dist(0) [u]if#EH dist (1) [u], --,dist(n-1) [ul
{
/1A L Ad<u, vEIBIN, BB SRR vO BB v R K
for( i=0; i<m; i++ ) //m RHI%E , B edges ¥4I TR
{
if( dist[edges[i].u] != INF && edges([i].w + dist[edges[i].u] <
dist[edges([i].v] )

dist[edges[i] .v]=edges[i].w+dist[edges[i].u];
path[edges[i].v]=edges[i].u;
}
}//end of for
}//end of for
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#define min(a,b) ((a)>(b)?(b):(a))
int Edge(1001][1001); //4R4%EE

int visited[1001]; /1 FRTRR Vi R

int nodes; RA=¢ - 4=

int tmpdfn; /11 dfs IR IE R AR RS R

int dfn[1001]; /1A A AEn 4

int low[1001]; // AT Low fE, HERZERAM R BRI A

int son; JIARA S F L SR R 2, AR SRKA )
int subnets[1001]; /PRRAFAGE A (EWLG AUR ) R S A

/IRBEARSEIIR, ETAALE I Low (i (RS Low (RAIT R R )
void dfs( int u )
{
for( int v=1; v<=nodes; v++ )
{
/1v BRu AR, FEAERRP PR 2 R
//Qv & u FAL A, X (v, u) R @v R u LTFER
if( Edge(u] [v] )
{
if( tvisited(v] ) //viBRKiiE, v&uBLTFER HEQ
{
visited[v]=1;
tmpdfn++; dfn[v]=low[v]=tmpdfn;
dfs( v ); //dfs(v) PUT5EHE)E, low[vI{HERH
//ERIRHR, T u ) low

low[ul=min( low[u], low[v] );

if ( low[v]>=dfn[u] )
{
if( ut=1) subnets(ul++; //HEZLGHNENEEMRNE
/ARG T LB RIS (R 2, WARES AR )
if( u==1 ) son++;
}
}
//HERT v BEVIRNE T, v R u BRELR ((vow) RE—&EIL) . RO

else low([u]=min(low[u], dfn[v]);

}
}
void init( )  //AIhILERNK
{
low([1]=dfn([1]=1;
tmpdfn=1; son=0;
memset ( visited, 0, sizeof(visited) );
visited([1]=1;
memset ( subnets, 0, sizeof (subnets) );
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int main( )

£
int i; / IERAE R
int. W, Vi /| SN SCAE RN T %
int find; /1 R HRE SPF A A kR A
int number=1; /1R S E
while( 1)
{

scanf( "%d", &u );
if( u==0 ) break; //¥MRALK
memset ( Edge, 0, sizeof(Edge) );

nodes=0;

scanf( "%d", &v );

if ( u>nodes ) nodes=u;
if( v>nodes ) nodes=v;
Edge[u] [v]=Edge[v] [u]=1;
while( 1 )

{

scanf( "%d", &u );
if( u==0 ) break; //HFHREIEMALK
scanf( "%d", &v );
if( u>nodes ) nodes=u;
if( v>nodes ) nodes=v;
Edge[u] [v]=Edge[Vv] [u]l=1;
}
if ( number>1 ) printf( "\n" ); //RERE— MK ZEREE ST
printf( "Network #%d\n", number );

number++;

init( )iz /1914

dfs( 1 ):  //MTR 1 FFERIER
if( son>l ) subnets([l]=son-1;
find=0;

for( i=1; i<=nodes; i++ )
{
if ( subnets[i] )
{
find=1;
printf (" SPF node %d leaves %d subnets\n", i, subnets[i]+1);

}

if( !find ) printf( " No SPF nodes\n" );
}
return 0;
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#define MAXN 101  //TiAASKMEKME
#define MAXM 10000 //#BE9ASHIBAE
struct edge //il

£
int u, v, w; 11BMTA BUE

int equal; /1FRR, 1 RRFESMARERZE—#, 0 RRAFE
int used; J/FES 1 YoRk@m ST, REAAZY, 1 RrAE, 0 XRFAEE
int del; //RBEMBREARE, 0 #RAMER, 1 Fonmbr

}edges [MAXM] ; / RS

int parent [MAXN]; //parent [i]WTHA i FRAEHA R MRS X

int n, m; /ITREAS. AR

bool first; /155 1 Rk MST HibREE R

void UFset( ) /1%

{
for( int i=0; i<n; i++ ) parent[i]l=-1;
} S
int Find( int x ) //#RIFRE A x FMEE HIRLE A
{
int s; /1 ERAE
for( s=x; parent(s]>=0; s=parent(s] )
while( si=x ) //RUHR—EGER, EEEMTRMENE
{
int tmp=parent[x]; parent[x]=s; Xx=tmp;
}
return s;
}
[T RRIRAMTCIRAT A, EHM RS PIERFEA T HIMBETD
void Union( int R1, int R2 )
{
int r1=Find(R1), r2=Find(R2); //rl ¥ R1 g4, r2 h R2 MRS
int tmp=parent[rl]+parent[r2]); //BAESLANNHZHM (7%
/1305 R2 TR AR FTERS: A (K parent [r1] RHH0)
if( parent(rl]>parent(r2] ) 11 4RAM T e——InAE
{
parent [r1]=r2; parent(r2]=tmp;
}
else
{
parent [r2]=rl; parent[rl]=tmp;
}
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void DFSL( int start ) //REEORERGLRT L, BRESERTT

{

}

while( pi<=N ) //FHARE W
{
EdgeNode *p;
p=EdgeLink(start];
while( p!=NULL )
{
if( tvisited(p->EdgeNo] ) //% p->Edgeno &ilk¥ikiid
{

/1T 4ORTER P SRR EdgeNo IR, (RIER£7E Fl— 4

visited[p->EdgeNol=1;
if( p->flag>0 ) path(pil=p->EdgeNo;  //Fflieh
else path(pi]=-(p->EdgeNo); 1/ Bk
Pitt;

DFSL( p->adjvex );

}
else p=p->nextedge;

void Domino( )

{

int JDNum=0; /I BEB A
int startl, start2; 1 1ER BRI A
EdgeNode* p;
int i, /1A i
for( i=1; i<=6; i++ )
¢

int DNum=0; /IS IR

p=EdgeLink([i];
while( p!=NULL )  //#HTis i MES
{
DNum++; D=p->nextedge;
)
if( DNum$2!=0 )
(
startl=i; JDNum++;
)
if ( DNum!=0 ) start2=i;
}

if( JDNum!=0 && JDNum!=2 ) 1 I RAEAERCRR B
{
printf( "No Solution!\n" ); return;
)
pi=1; //path BAR TR

1/ FEAERKEL B (R TR
if( JDNum==2 ) DFSL( startl ); //Rkiuilik, M start TiAFFMig%
else DFSL( start2 ); /BB TR 1 FRa s

char flag
for( i=1; i<
{

1f( path(i]>0 ) //4ithBkHnEse L58 1 400075 RS bias
printf( "$dsc\n”", path(i], flagl );
else printf( "$dc\n", -path[i], flag2 );
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#define M 301
int B, N; //RERMC FEX
bool course([M][M], used[M];

int match(M];
bool DFS( int k ) //DFS 4~

{
int i, temp;
for( i=1; i<=N; i++ )
{
if( course[k][i] && !used[i] )
{
used[i]=1;
temp=match[i];
match[i)=k;
if( temp==-1 || DFS( temp ) )
return 1;
match[i]=temp;
}
}
return 0;
}

int MaxMatch() //RZ#EHKLE

{
int i, MatchNum=0;
memset ( match, -1, sizeof( match ) );
for( i=1; i<=P; i++ )

{ .
memset ( used, 0, sizeof( used ) );
if( DFS( i ) ) MatchNums+; //ZinUGEeS
if ( MatchNum==P ) break;

}

return MatchNum; VB G SN
3
int main( )
{
Iy AU,
scanf( "%d", &n );
while( n-- )
{
! ENSHE
scanf( "%d%¥d", &P, &N );
memset ( course, 0, sizeof( course ) );
for( i=1; i<=P; i++ )
{
scanf( "%d4", &num );
for( j=0; j<num; j++ )
{
scanf( "%d", &t );
course[i] [t]=1;
}

}
/IR ISR S AL AR, WATL A R RS
if( MaxMatch()==P ) printf( "YES\n" );
else printf( "NO\n" );

}

return 0;





OEBPS/Image00666.jpg
N
/N/N\

(a) 45k (b) 9HTiE





OEBPS/Image00184.jpg
(a) &I MG, FIMSTHE— (b) T MG, HIMSTAME—





OEBPS/Image00305.jpg
#define VNUM 6 JITRSEAE, EAE, TS EEh 6, B A5

#define MAXN 101 /1A B M OE N RO, 1<=N<=100
struct EdgeNode /AR IIALE B
{

int adjvex; 713 G A — BB ANFS

int EdgeNo; /1S (BRI )

int flag; //4Fig: 1—IEm, -1—RfH

EdgeNode *nextedge; //3i F— s
}i
EdgeNode* EdgeLink [VNUM+1]; //& T Saihs%# (55 0 S EAH)
int visited[MAXN]; //WHiViRIRE, K 1 RRCLVEL, 4k 0
//BRHE R (B8 L&KM

int path(MAXN]; //pathlil=] (3>0) R 1 HKINE I 44, Fhekt; -3 ForBhest
int pi; / /path MA M T 5
int N; /1A PR E
void CreateLG( ) /1 RS R M P G
{
int i; /1R AR
EdgeNode *pl, *p2; /1A R
int vi, v2; 1 ARIPEA T
memset ( visited, 0, sizeof(visited) ); L BARVIE
for( i=1; i<=6; i++ ) EdgeLink[i]=NULL;  //&THAGHEERIIMN " 2"
; /RIS
for( i=1; i<=N; i++ ) 1IN 4&ih
{
scanf( "%d%¥d", &vl, &v2 );
pl=new EdgeNode; p2=new EdgeNode; 1/ EEHREBEE
pl->adjvex=v2; pl->EdgeNo=number; 11
pl->flag=1; //EW

pl->nextedge=EdgeLink[v1]; EdgeLink[vll=pl; //#HABITE vl flsEE

p2->adjvex=vl; p2->EdgeNo=number;

p2->flag=-1; IR
p2->nextedge=EdgeLink(v2]; EdgeLink[v2]=p2; //HABITA v2 MR
number++;





OEBPS/Image00425.jpg
™ |





OEBPS/Image00546.jpg
FEBIN: FEBIHH -

1 5
3
1+

8 D
1 2+

N W R W R R s P W
W = NN RN NN O





OEBPS/Image00667.jpg
FEIRA
23
6 4
00

FEpIH -
24
3470494144278528





OEBPS/Image00187.jpg
(a) A M

Edge=

8§ 88 8w

© 5 30 o
0 o o §
15 0 oo o
© o ()
@ o 4 0
e o 10 18

(b) A5

© 8 8 238 8§





OEBPS/Image00308.jpg
RO
1
2
0

Lk B
0123456789

001020304050607080911213141516171819223242526272829334353637383944546474
84955657585966768697787988990  (FHEXMITR—A BB EFEH])





OEBPS/Image00186.jpg
int cmp( const void *a, const void *b )

{
edge aa=*(const edge *)a;
edge bb=*(const edge *)b;
return aa.w-bb.w;

1T IRBRNNBIRREATHT I ECRC B

)
int Kruskal( )
{
int sumweight=0, num=0; JTERRATRIE. R
int u, vi /1B AT
UFset( ); /4%t parent ¥4
for( int i=0; i<m; i++ )
{
if( edges[i].del==1 ) continue;  //ZmgFHMiL
u=edges(i].u; v=edges(il.v;
if( Find(u) != Find(v) )
{
sumweight+=edges(i].w; num++;
Union( u, v );
if( first ) edges[i].used=1;
)
if( num>=n-1 ) break;
)
return sumweight;
¥
int main( )
(
int w, v, w; /AR A S RO
int £, i, 3, ks /FBRSARA ERAR
scanf( "%d", &t ); //EAWMREIEHA
for( i=1; <=ty i++ )
> e
scanf( *%d%d", &n, &m );  //EATUSAEn AAMEHE ©

for( j=0; j<m; j++ )

¢
scanf( *3d%dsd", &u, &v, &w ); //ARAAMESTEE
edges[j].u=u-1; edges(j).v=y-1; edges(jl.w=w:
edges[j].equal=0; edges(j].del=0; edges(j].used=0;
¥
for( j=0; j<m; j++ ) //FMEHFERUERTL
%
for( k=0; kem; k+ )
¢
) continue;

if( edges(k].w==edges[j].w )

}

}
/[ RERARE AN ER RO FFSEATHEAT

edges[j].equal=1;

gsort ( edges, m, sizeof(edges(0]), cmp );

first=true;

int weightl=Kruskal( ), weight2;

first=false;
for( j=0; j<m; je+ )
«

SR IR MST PR

/151 WK MST

if( edges[j].used && edges[j].equal )

{

edges(j].del=1;

weight2=Kruskal( );

if( weight!
{

printf( *Not Unigue!\n" );

}

edges(j].del=0;

}

weightl )

break;

if( j>=m ) printf( "$d\n"*, weightl );

1

return 0;
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void DeleteLG( ) / /RN IABER FRYIALSE sipf di HIFF i 2300
{

int / 1 EARAE R
EdgeNode *pi; //MRdGImNEER T &0% R HRE
for( i=1; i<=6; i++ )
{
pi=EdgeLink[i];
while( pi!=NULL ) //BEMEE 1 DNIAARER P IELL ST TR
{
EdgeLink[i]=pi->nextedge; delete pi;
pi=EdgeLink[i];

}
i
void main( )
{
while( scanf( "%d", &N ) && N!=0 )
{
CreatelG( ); /1A Bk
Domino( ) ; /KA
DeleteLG( ); /I BEIRA R P A R
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#define maxn 105

int
int
int
int
int
int
int

nx; /79138 A AR

ny; //HL3% B i) TARREAA M

jobnum; /AR %

g[maxn] [maxn] ; 1/ Pk R =¥ A

ans; 11 RRIEREH

sx[maxn], sy [maxn]; //path @¥UFFRH DFS SEikei FRARHI T vy iR AU Bl

cx[maxn], cy [maxn]; //RBHITRMSL , X 94 PHTA 1 [CAE Y HAPHTN cx (1]

71X HEA P IITIA u R R BER SE 1 SR 4RI B
/1 G B R AR AT R TLRR N N 1)

int
i

int

int

path( int u )

sx[ul=1;
int v;
/1R Vi TR (B A BB ) TAEAERE 0.
/1 FEASERAT LA TARFE S O ANkt A A LES) -
for( v=1; v<=ny; vi+ )
«
if( (glullv]>0) && (!sylv]) ) //vERufBE3FH v R
€
sylvl=1;
11 v B
/M v ESILRT, BNy Iv] RS — 4B
if ( teylv) || path(cy(v]) )
(
/AR RS EON B L ROUCRE, TR AR ICRE SO 1
cx[ul=v; cylvl=u; //EvERSU, EulELv
return 1;

)
3

return 0;

solve( )//RHEMBATRNE

ans=0;

int i;

memset ( cx, 0, sizeof(cx) ); memset( cy, 0, sizeof(cy) );

/ /WU A R B B TAEGER 0, FTLASERAT A TAEZERER O (e knt A =M E bl o
for( i=1; i<=nx; i++ )
{
Aif( tex[i) )
{
memset ( sx, 0, sizeof(sx) ); memset( sy, 0, sizeof(sy) );
ans+=path(i);
}
}
return 0;

main( )

int i, 3, k. m;
while( scanf( "%d", &nx ) )
{
if( nx==0 ) break;
scanf( "$d%d", &ny, &jobnum );
memset ( g, 0, sizeof(g) );
for( k=0; k<jobnum; k++ )
{
scanf( "$d%d¥d", &m, &i, &j );
glil[31=1; //H—#m
}
solve( );
printf( "%d\n", ans );
}
return 0;
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char s[26]; /IR AR B R R AT FIF
int Edge[26]([26]; //ABEEsERE ’

int n; //HERB A
int ans, c[26]; /IRBHTRAER, ETRHEE
int b[26]; /1RO PR, b[1]=1 Fon% 1 HFEACEERT
void greedy( )
{
int 1, ki
for( i=0; i<n; i++ ) /I L ATIRER
{
memset ( b, 0, sizeof(b) );
for( k=0; k<n; k++ ) //KBTA i MEALBETUN
{
if( Edgeli] (k] && clkl!=-1) //AETiskBLHET, Bk clk]
{
blelk]ll=1;
3}

;or(kzo;k<=i;k++) /1% AT & MFTESETA T RA RN, 55 R
( if (!b[k]) break;
c):[i]:k; /1TSS L AR KRB

;or( i=0; i<n; i++ )

; if( ans<c[i] ) ans=c[il;

}
ans++;
}
int main()
{
int i, ki
while( 1 )
{
scanf ("%d", &n);
if( n==0 ) break;
memset ( Edge, 0, sizeof (Edge) );
for( i=0; i<n; i++ )
clil=-1;
ans=0;
for( i=0; i<njy i+% )
{
scanf( "%s", &s );
int m=strlen(s)-2; //%5% i AH4kEHARMIh SRS E
for( k=0; k<m; k++ )
{
Edge[i] [s[k+2]-'A']=1;
Edgels[k+2]-'A'][i]=1;
}
}
greedy ( )i
if( ans!=1 ) printf( "%d channels needed.\n", ans );
else printf( "%d channel needed.\n", ans );

}
return 0;
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System #2
The last domino falls after 7.5 seconds, between key dominoes 2 and 3.
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#define MAXN 500
#define INF 1000000 [ITFTFK

int n, m; /IREMEHAE . KRR WE RS H

int Edge[MAXN] [MAXN];  //ARBEiEE

int caseno=1; 11 BRRE AR5

int time[MAXN]; //tim[i] 58 1 SRORHERR(EITHOMT (] (BesEHEISH O Hmie  AFRRITF S st 1)
int S[MAXN]; //SIL1FTRKEE 1 B R RRR S5

void solve_case( )
{
int 4, 3, ki VRKE7%'S 8
for( i=0; i<n; i++ )
{
time[i]=Edge[0] [i]; S[i]=0;
}
time[0]=0; S[0]=1;
for( i=0; i<n-1; i++ ) //Dijkstra fik: AT O e n-1 FRIHE
{
int min=INF, u=0;
for( j=0; j<n; j++ )  //HEELAHEE T PEAREREHNTHE v
{
if( !S[j] && time[jl<min )
{
u=j; min=time(j];
}
} i
Slul=1; /4TS u IAZIES S, RAEHBEREDRE
for( k=0; k<n; k++ ) //MEB T AT AR dist Ml path HATEE
{
if( !S[k] && Edge[u] [kK]<INF && time[u]+Edge[u] [k]l<time[k] )
{
time[k]=time[u]+Edge[u] [k];
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#define MAXN 200
struct stack
{
int top, node(MAXN];

}si 1/ TURIHAER
int Edge[MAXN] [MAXN]; //4RH:MilE
int n; ST
void @fs( int x ) /IR R R
{

int i;

s.top+;

s.node(s.topl=x;

for( i=0; i<n; i++ )
{
1f( Edge[i] [x]>0 )
{

Edge(i] [x]=0; Edge(x] [i]=| 2 173578
afs( i );
break;
}
)
57
void Fleury( int x )  //Fleury ${ik
i
int 1, b;
s.top=0; s.nodels.topl=x; //A#
while( s.top>=0 )
(
b=0;
for( i=0; i<n; i+s )
{
if( Edge([s.node[s.top]] [i]>0 )
{
b=1; break;
3
)
1E( b==0 ) //MRUHATUGR, Wb
{
printf( "$d *, s.node(s.topl+l );
s.top--;
3
else
¢
s.top--;
dfs( s.nodels.top+l] ); //MPH, B DFS
b
)
printf( *\n" );
1
int main( )
(
int i, j;
int m, s, t; /1308, BNHIAMRE SR
int degree, num, start; /TBATRSRBE AR B E B
scanf( "$a%a*, &n, &m );  //nTAK. mii

memset ( Edge, 0, sizeof(Edge) ):
for( i=0; i<m; i+s+ )

{

scanf( "%d%d", &s, &t );

Edgels-1] [t-1]=1; Edgelt-1][s-1]=1;
)
/TMPAHET TR, WASETORHE, BT 0 HE
num=0; start=0;
for( i=0; i<np i++ ) /13 R R (BB
«

for( j=0; j<n; j++ )
degree+=Edge[i] [j];

start=i; nume+;

3

}

if( num==0] [num==2 ) Fleury( start );
else printf( "No Euler path\n* );
return 0;
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double maxtimel=-INF; int pos; //B/GMEI TN EELE
for( i=0; i<n; i++ )
{

if( time[i]>maxtimel )

{

maxtimel=time[i]; pos=i;

}
double maxtime2=-INF, t; / /447 (¥ AR L T i ] B R A B

int posl, pos2;
for( i=0; i<n; i++ )

{
for( j=0; j<n; j++ )
{
t=(time[i]+time(j]+Bdge(i] [3]1)/2.0;
if( Edge[i] [J1<INF && t>maxtime2 )
{
maxtime2=t; posl=i; pos2=j;
}
}
}
printf( "System #%d\n", caseno++ ); /58

printf( "The last domino falls after " );
if( maxtime2>maxtimel )
printf( "%.1f seconds, between key dominoes %d and %d.\n\n",
maxtime2, posl+l, pos2+1l );
else printf( "$.1f seconds, at key domino %d.\n\n", maxtimel, pos+l );

}
int read case( ) JIENEAR
16
intidan /1R
int v1, v2, t; //SXEROFEKXEERTS. HE
scanf( "%d %d", &n, &m );
if( n==0 && m==0 ) return 0;
for( i=0; i<n; i++ )
{
for( j=0; j<n; j++ ) Edgeli][j]1=INF; //INF R EHER
}
for( i=0; i<m; is+ )
{
scanf( "%d %d ¥d", &vl, &v2, &t);
Viz=p w2e=y
Edge(v1] [v2]=Edge[v2] [vl]=t;
3
return 1;
}
int main( )
{

while( read case( ) )
solve_case( );
return 0;
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using namespace std;

#define MAXN 2000

#define INF 10000000

struct Edge{ int next, c, f, other; }IN;

vector <Edge> map [MAXN];

vector <int> level _map [MAXN] ;

vector <int> ans;

int g[MAXN*1], level [MAXN], pre[MAXN], hash[MAXN], d[MAXN];

int s, t;

int min( int a, int b ) { return a<b?a:b; }

void Add( int u, int v, int ¢ ) //HAY

{
N.next=v; N.c=c; N.other=map[v].size(); N.f=0;
map [u] .push_back( N );
N.next=u; N.c=0; N.other=map[u].size()-1; N.f=0;
map[v].push_back( N );

}
bool BFS() //BFSiJ#ERML
i
int head=0, tail=0, cur, i;
LA
for( i=s; i<=t; i++ ) level _map(i].clear();

memset ( level, -1, sizeof( level ) );
altail++]=s;
level[s]=0;
while( head<tail )
{
cur=q[head++];
for( i=0; i<maplcur].size(); i++ )
{
N=map [cur] [i];
if( N.c>N.f )
{
if ( level[N.next]==-1 )
{
gltail++]=N.next;
level [N.next]=level [cur] +1;
}
if( level [N.next]==level[cur]+l )
{
level_map[cur].push _back( i );
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if (level[t]!=-1) return 1; //ILAEBRKMES

else return 0; [ NEBAER R
}
int Dinic() //Dinic 8¥EREBAR
¢ S
int i, j , ans=0, len;
while( BFS() )
{
memset ( hash, 0, sizeof( hash ) ); //¥Jthik
while( thashls] ) //ZE4ATERMSBHITELIN
{
d[s]=INF;
pre(s
for( i=s; il=t&&i!=-1; i=j )
{
len=level_map[i].size():
while( len && hash[map(i] [level _map[i] [len-1]].next] )
{
level_map([i] .pop_back(); len--;
}
if( !len )
{
hash([i]=1;
j=prel(i];
continue;
}
j=map[i] [level map(i] [len-1]].next;
pre[jl=i;
d[jl=min( d[i], map[i] [level_map(i] [len-1]].c-map[i]
[level_map(i] [len-11].f );
}
SE (5 3==5"),
{
ans+=d[t];
while( il=s ) //ifsyiilk
{
j=pre[i];
len=level _map(j][level_map([j].size()-1];
map[j] [len].f+=d[t];
if(map[j] [len] .f==map(j] [len] .c)level map[j].pop_back();
map(i] [map(j] [len].other].f-=d[t];
i=3;
}
}
}
}
return ans; //i&EHEAH
}
void DFS( int u ) //DFSi#ifi, BIIXBEKER
{

int i, k; hash[ul=1;
for( i=0; i<mapful.size(); i++ )
{
k=map (u] [i] .next;
if ( !hash{k] && map[u][i].c-map(u] [i].£>0 )
DFS( k ); //#AAMH
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#define M 100000

int list[M];

int stack[M*10];  //FI¥AMRERLEH

char ans(M*10]; /18R, R PRI

int s, a; /1 BRI RN DA B BRI R /N

[T UKD n-1 WFFS), HRHIM—NF . R INJE # 5 B ZEATTE tH B

void search( int v, int m )

{
int w;
while ( list[v]<10 )
{
w=v*10+1list[v]; list[v]++;
stack[s++]=w; //fEAEH
v=wm;
i
}
int main( )
4

int n, m, i, v;
while ( scanf("%d", &n) && n!=0 )

{
if ((n==1) //fRn=1 WEBHH
{
printf( "0123456789\n" ); continue;
}
s=0, a=0, v=0; //HI¥afk
m=pow( 10.0, double( n-1 ) ); //m=10"(n-1)
for ( i=0; i<m; i++ ) 1list[i]l=0;
search( v, m ); RE: k3
while ( s )
{
/IR RIF NG Rt
v=stack[--s]; ans[a++]=v%10+'0';
v/=10;
search( v, m ); //#EHER
}
/iR
for ( i=1; i<n; i++ ) printf( "0 ); //HHHH 0
while (a) printf( "%c", ans[--a] ); 1/
printfi(“Mnt )
}
return 0;
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int main( )

{
int i, 3; /1R
int u, v, w; / MR R 5 RAUE
scanf( "%d", &n ); //EATANMEn
while( 1 )

{
scanf( "$4%d%d", &u, &v, &w ); //IALHGESFIL S
if( u==-1 && v==-1 && w==-1 ) break;

Edge[u] [v]=w; /1A R
}
for( i=0; i<n; i++ )
{
for( j=0; j<n; j++ )
{
if( i==j ) Edge[i][j]=0;
else if( Edge[i][j]l==0 ) Edgel[il] [j]=INF;
}
}
Dijkstra( 0 ); £/RTA O FUSABTR £ B S8 2

int shortest [MAXN]; / /R R b I A TR R RN A A

for(=isls Sean; 14+ )

{
printf( "$d\t", distli] ); //HiHTA 0 BT i MBRIGH R ICRE
/ARG T T 0 BITA 1 (o jaie 2
memset ( shortest, 0, sizeof (shortest) );
int k=0; /1% R shortest HM PRGN TCHEM s
shortest [k]=i;
while( path[ shortest([k] ]!=0 )
{
k++; shortest[k]=path[ shortest[k-1] ];
}
k++; shortest[k]=0;
for( j=k; 3>0; j-- )
printf( "$d—", shortest[j] );
printf( "%d\n", shortest[0] );
}

return 0;
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int main()

{
int n, m, i, j, k, N, tmp, answer;
while( scanf( "%d %d", &n, &m )!=EOF )
{

1 IENGR AT

N=n+n+1;

s=0, t=N;

for( i=s; i<=t; i++ ) map[i].clear();

for( i=1; i<=n; i++ )

{
scanf( "%d", &tmp );
Add( n+i, N, tmp );

}

for( i=1; i<=n; i++ )

{
scanf( "%d", &tmp );
Add( 0, i, tmp );

}

for( k=0; k<m; k++ )

{
scanf( "%d %d", &i, &j )i
Add( i, n+j, INF );

}

answer=Dinic(); //REHKH

memset ( hash, 0, sizeof( hash ) ); //#hk

DFS( 0 ); //DFSEffi, BIKBKR
ans.clear();
for( i=1; i<=n; i++ )

{
if( thash[i] ) ans.push_back( i ); 117580 - Bl
if ( hash[n+i] ) ans.push_back( n+i ); //HLHK'+ #E
}
/ /%y

printf( "$d\n%d\n", answer, ans.size() );
for( i=0; i<ans.size(); i++ )

{
if( ans[i]<=n ) printf( "%d-\n", ans[i] );
else printf( "%d +\n", ans[i]-n );
}
}
return 0;
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#define INF 1000000 11 FIFHK

#define MAXN 20 1 1TTREA BB

int n; 11 TEA

int Edge[MAXN] [MAXN]; /1 AR

int S[MAXN]; //Dijkstra HiEHBIN 3 M4
int dist[MAXN]; 11

int path[MAXN] ; 1l

void Dijkstra( int v0 ) /1 3RTA vO BIALT A B # 2

{

fae 4, dake /1 fEA A
for( i=0; i<n; di++ )
{
dist[i)=Edge(v0][i]; S[i]1=0;
if( i!=v0 && dist[i]<INF ) path[i]=v0;
else path[i]l=-1;
}
S[v0]=1; dist[v0]=0;  //Tis vO MABITRES S
for( i=0; i<n-1; i++ ) //MTR vO#E n-1 KBEHKE
{

int min=INF, ‘u=v0;

[ EPEARIRA T A RSB R T u
for( 3=0; j<n; j++ ) //(1)
{
if( 1S[§] && dist[jl<min )
{
u=j; min=dist[jl;

}
Stul=1; //¥Tis u MAZES S, ForeMBEMECRE //(2)
/BB T Bt TR H) dist i path B TCRE //(3)

for( k=0; k<n; k++ )
{
if( !S[k] && Edge[u] [k]<INF && dist[u]+Edge[u] [k]<dist([k] )

{
dist [k]=dist [u] +Edge[u] [k]; path([k]=u;

=
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#define inf 99999
#idefine EMAX 50002
struct e

{

int u, v, Wi /7 R A, BRI

Yedges [EMAX] ;

int nj (VIR
int dist([EMAX]: /IREBENESBIB TR BT
int mn; 7/ i B 2 A R MEL
int mx; /1 i BTSRRI
void init{ ) /IR
{
int i;
for( i=0; i<BMAX; i++ ) //HSHIETURMBIEHEKENGN O
dist[i)=0;

3

L OXJEB K 1 -Smoxe=0, BTLAVR A& T4 MRS BT SR ANF O )
JISLZHUNFET L TCHRAS, B Slil=){s]1s€2,5<=1}|

mx=1; mn=inf;

bool bellman_ford( )

1{

3

int i, i //GRAESRIER
int £=1;//4REZER, KIATER Bellman-Ford SEHkMIGER
LT RBERUARIR AL AR, BB B TU RAE R,  AT LR AR
while( £ )
«
£-0;
//Bellman-Ford SEikoR 5 MORER, 8R4l L HEncoeu o B4 TR i R AGRE 2
for( i=0; i<n; i++ )
2
t=dist [edges[i].ul+edges (1] .w;
if( distledges[i].vl>t )
{
dist(edges(il.vi=t; f=1;
)

3
[ TARRER N S 1] <=5 [1-1]+1 B — bt s 1)
for( i=mn; i<smx; id )
¢
t=dist[i-1)+1;
1f( distiil>t )
{
dist[i)=t; £=17
3
¥
ITRBARE s [i-1)<=s (1), H—H@M s (-1
for( i=mx; f>=mn; i-- )
{
t=dist[i];
AE( distli-1)>t )
«
distli-1)=t; f=1;
)
bi
b
return true;

int main( )

{

while( scanf("%d", &n)!=EOF )
{
inie( );
inc i;
int w, v, wi  //REAKFENME, ci
for( i=0; i<n; i+r )
«
scanf( "%d %d %d", &u, &v, &w );
1/ Witl<v, u-1, -ws
edges(i].u=v, edges(i].veu-1, edgeslil.u=—w;
AE( mnsu ) mosug o //SRE mn b FTA B AC B M
LE( mx<v ) mx=vi /R mxOhFIH R AN IR A
)
bellman_ford( ):
printf( *%d\n’, dist(mx]-dist{ma-1] );
}

return 0;
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#define MAXN 10 / /MAXN Jg R X AR Y SEATIRANEUR A A4 5 4 1
int nx, ny; 77X Y AP S

int g[MAXN] [MAXN]; //ARBERERE, g(1](312% 1 08 X1 R Y5 HIUME

//ex (1] FR & KA M BRITHS b 5 X1 JLRHY Y T, oy (1] FRE

int cx[MAXN], cy[MAXN];
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printf( "%d\n", ans );

/1 IR

if( ans==0 ) return;

cnt=0; temp=ans;

for( i=1; i<=N && temp; i++ )

i
if (. i==8 || i==T ) 'continuej
if( !net[i]l[i+N].f ) continue;
net [i] [1+N] .w=0;
for( a=1; a<=t; a++ )
{
for( b=1; b<=t; b++ )
net [a] [b] . £=0;
}
k=0;
while( BFS( ) )
{
int flow;
while( flow=DFS(S,INF) )
k+=flow;
}
if( k!=temp )
{
set [ent++]=1; //HTAAEARM Y
temp=k;
}
else net[i][i + N].w=1;
1
for( c=0; c<ans-1; c++ ) printf( "$d ", setlc] ); //#iH

printf( "$d\n", set[c] );
int main( )

int tall i, g
scanf( "¥d¥dsd", &N, &S, &T );
memset ( net, 0, sizeof(net) ); //#fhik
s=0; t=2*N+1;
Add_Edge( s, S, INF );
Add_Edge( T+N, t, INF );
for( i=1; i<=N; i++ )
{
Add_Edge( i, i+N, 1 );
for( j=1; j<=N; j++ )
{
scanf( "%d", &tail );
if( tail ) Add_Edge( i+N, j, INF );

}

Add_Edge( S, S+N, INF ); Add_Edge( T, T+N, INF );
if( !net[S+N]([T].w ) Dinic( );

else printf( "NO ANSWER!\n" ); //¥f /I AAHIER EESH

return 0;
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b(u,v) < flu,v) < c(u,v), V<u,v>EE, (6-10)
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int pred[MAXN]; /1 REFFRAEFA N, RN SRR Y B TR A i
int queue[MAXN];  //StHL BFS & MFIMIBASY (R
int MaxMatch( )

{

int i, 3, vi ¥
int cur, tail; /1R BB RRAL IR I T o
int res=0; /1 FisRA B L Ao 2
memset ( ex , Oxff , sizeof(cx) )i //HIMHWHTIA HAKRBICRIGRE
memset ( cy , Oxff , sizeof(cy) ):
for( i=0; i<nx; i++ )
{
if( ex[i] != -1 ) continue;
/738 X A RIEAKE N 1 UAT K BFS RATHI
for( j=0; j<ny; j++ ) predljl=-2; //-2 FI ¥HHE

cur=tail=0; /1 %1%k BFS HIEAF]
for( j=0; j<ny; j++ ) /748 1 HAREE R TARABAFY
{

if( glil (31 )

{
pred(jl=-1; queueltail++]l=j; //-1FKmlphzl, RBETR
}
}
while( cur<tail ) //BFS
{
y=queue[cur] ;
if( cylyl==-1) break; //#KB|—ANKRBICRMA, WL T —FLHH
cur++;
/1y BEBINRS cy Y1 T, Meylyl R, HERSETAARNS
for( j=0; j<ny: j++ )
{
if( pred(jl==-2&&glcyly]]) (3] )
i
pred[jl=y;
queue(tail++]=3;

}
}
if( cur==tail ) continue; //®ARBTHM
while( pred[y]>-1 ) /1 BB EICRARE
{
ex[ cyl predly] 1 l=y;
cylyl=cy[ predlyl 1;
y=pred[y];
}
cylyl=i; cx[il=y;
res++; //ULRH0N 1
}

return res;
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//DFS FEAEFR IS FPARA B, mk(i] = 0 KRR, % 1 FRViL
int mk[MAXN] ;
/TN X R u R, FIVRBEMR S i S T 411 B
/7 GRS R AR AT ICAC KN 1)
int path( int u )
{
for( int v=0 ; v<ny ; v++ ) /IR Yi A v
{
1f( glul [v] && !mk(v] ) //v 5 udpsE, BRAVIRDE
{
mk[v]=1; /i v
/IR BALR, & v EBRET, BN cy [v] MR DRE— 48
/TERMRF— DAL, WARKEIAEA
if( cylvl==-1llpath( cylv] ) )
{
cx[ul=v; / /48 v [CHER4E u
cylvl=u; /B u LR v
return 1; //3RFIATHS B

}
}
return 0 ; //HIRAFFAEMN w i REIH B

int MaxMatch( ) //3R=#P B K ICRR M F R Eik

int res=0; //FiREHBALE
memset (cx, 0xff, sizeof (cx)); //M O ILECFFLAIYS ™ ¥ ox Ml oy KRN A -1
memset ( cy, O0xff, sizeof(cy) );
for( int i=0; i<=nx; i++ )
{
£ ex[i]==-1 ) //WEASK il ACHEAT 3B 8
{
memset ( mk, 0, sizeof(mk) ) ;
res+=path(i); //@GHRI—KW ¥, (BTSN 1
}
}

return res;
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#define EP le-10
#define MAXN 90000
struct Point /15
{
double x, y;
Point ( double a=0, double b=0 ){ x=a; y=b; }
Y
struct LineSegment //ZB
{
Point s, e;
LineSegment ( Point a, Point b ) { s=a; e=b; }

Yi
struct Line 1/HE
i
double a, b, c;
Yi
bool operator<( Point pl, Point p2 )
i

return pl.x<p2.x || pl.x==p2.x && pl.y<p2.y;
}
bool operator:

{

( Point pl, Point p2 )

return abs( pl.x-p2.x )<EP && abs( pl.y-p2.y )<EP;
i
bool Online( LineSegment 1, Point p ) //H¥fSREALZEELE
{
return abs( (l.e.x-1l.s.x)*(p.y-1l.s.y )-(p.x-1l.s.x )*(l.e.y-l.s.y ) )
<EP&&( p.x-1.8.x )*( p.x-l.e.x )<EP&&( p.y-l.s.y )*( p.y-l.e.y )<EP;
}
Line MakeLine( Point pl, Point p2 ) 1 1R BIER N B S
{
Line 1;
l.a=( p2.y>pl.y )?p2.y-pl.y:pl.y-p2.y;
1.b=( p2.y>pl.y )?pl.x-p2.x:p2.x-pl.x;
l.c=( p2.y>pl.y )?pl.y*p2.x-pl.x*p2.y:pl.x*p2.y-pl.y*p2.X;
return 1; /BRI
}
bool LineIntersect( Line 11, Line 12, Point &p )//HKELREHR, FREM P
{
double d=11.a * 12.b-12.a*1l.b;
if( abs( d ) < EP ) return false;
[ 1REE R
Pe.x=( 12.c$11l . b-11.c*12 b J/d;
p.¥=(12.a*1l.c=11.a*12.c )/d;
return true;
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/IR BOR BARET

bool LineSegmentIntersect( LineSegment 11, LineSegment 12, Point &p )
{

Line a, b;
a=MakeLine( 11.s, 1ll.e ), b=MakeLine( 12.s, 12.e ); //BMERREKHEL
if( LinelIntersect( a, b, p ) ) //WMREHLHERX

/THBTERR A RBELB L, RUKRBAHZ
return Online( 11, p ) && Online( 12, p );
else return false;
}
Point p[MAXN], Intersection[MAXN];
int N, m, n;
int main( )
{
int i, j, Case=l;
while( scanf( "%d", &N ) && N != 0 )
{
n=0, n=0;
for( i=0; i<N; i++ )scanf( "$1f31f", &plil.x, &plil.y )://HIANEE
for (. 1=0;  1<N; i+ )

{
for( j=0; j<N; Jj++ )
{
LineSegment 11(p[i],p[(i+1)%N1), 12(p[j], p[(J+1)%N]);
Point p;
if( LineSegmentIntersect( 11, 12, p ) )
Intersection[n++]=p; /1BFA A
i
}
sort ( Intersection, Intersection+n ); //HF

//unique BIRESE &, KB n

n=unique( Intersection, Intersection+n )-Intersection;
for( i=0; i<n; i++ ) &

{
for( j=0; j<N; j++ )
{
LineSegment t( p(j], p[( j+1 ) % N] );
/IERR REAED b R4 B 450
if(Online(t, Intersection[i])&&! (t.s==Intersection[i]))m++;
}
}
/14 Bk B 45
printf( "Case %d: There are %d pieces.\n", Case++, 2+m-n );
}
return 0;
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#define INF 1000000
struct NODE
t
int w, £;
Yi
NODE net [500] [500] ;

int set[500]; /1 BB R
int N, 8, T;
bool flag[500]; / IHRERA
int q[500], d[500]; /1BAB; 2R (BERHR S )
int s, t; /IRAGIC A
int min( int a, int b )
{

return a<b?a:b;
}
bool BFS( ) /IR
{

int head, tail, u, v;
head=0, tail=0; /1184
memset ( flag, 0, sizeof(flag) );
gltail++]l=t, d[t]l=0, flag[tl=1;
while( head<tail )
{
u=q[head++];
for( v=0; v<=t; v++ )
{
if(
{

!flag[v] && net([v][u].w>net[v][u].f )

dlv]=d[u]+1;
altail++]=v;
flaglvl=1;

}

if( flagls] ) return 1;

}

return 0;
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int DFS( int v, int low ) //DFS 4"

{
int: i
if( v==t ) return low;
int flow;

for( i=0; di<=t; i++ )
=¥
if( net[v][i].w>net[v][i].f && dA[v]==d[i]l+1 )
{
if( flow=DFS( i,min(low,net[v][i].w-net(v][i].£) ) ) //#IHWHA
{
net [v] [i].£+=flow; //fSfiil
net [i] [v].f=-net[v][i].£;
return flow;

}
return 0;
}
void Add_Edge( int a, int b, int ¢ )
{
net [a] [b] .w=cC}
}
void Dinic( )
{
int ans=0, ¢, k, i, a, b, cnt, temp;
while( BFS( ) ) //RBKH
{
int flow;
while( flow=DFS(s,INF) )
ans+=flow;
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#define MAX 51
int m, n; / /B E A/ mxn, (1<=m, n<=50)
char map [MAX] [MAX]; //Huf
//x[1) R Xi LRSI Y T y (1) %R 5 Vi JERGHY X T
int x[MAX*MAX], y[MAX*MAX];
int xs[MAX] [MAX], ys[MAX][MAX]; ///CPHRLE"S" %S, EETRL "R KHS
int xn, ynl; /1KFPTT R e AN T R
/8K 77 AR B 1 BRI SGATE B (AP AR, MRS RER)
[/ gli] [31==1, WAKTFH i LR L MREREEH [ LR § AMRE A
bool g[MAX*MAX] [MAX*MAX];
//DFS Jkhig RUAVT W AR, W € (1) =0 FaKRyHN, Wk 1 ZRVHE
int t[MAX*MAX];
/7RSI u R R BEAR S e 3 1M B
/1 GXFRHI 3 R AR X AT ICRSH n 1)
bool path( int u )
{
int v;
for( v=1; v<=ynl; v++ ) /1 ZRTA Y1 TiHA
{
if( glullv] && 'tlvl ) //vERusBEt A v RUEE
{
tlvl=l;
/1R v BAT ISR,
/IBEMB v EAITRT, BNy [v] HRAT RS — 4 8
if ( tylvlllipath(y(v]) )
{
x[ul=v; ylvl=u; /738 v LR v, 8 u LR v

return 1;

}
¥

return 0;  //WIRAIEIEM u R B
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Au, v)=b(u, v) + fi(u, v) (6-13)
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int
{

int

readLine( char* s ) //UASRFERASRHATEEE R Bl 745 8 K BE

int L;

for( L=0; ( slLl=getchar() ) != '\n' && s[L]!=EOF; L++ )
s[L]=0;

return L;

main( )

int d,0 35
char buf[128];
int M, N; /M AEFIRIGHIG RS, N s
int door(201;  //iEREAHMMI1H
while( readLine(buf) )
{

if( buf[0]=='S"' )

{

sscanf ( buf, "%*s %d %d", &M, &N );

for( i=0; i<N; i++ )
door [1]=0;

int doors=0; //|JfE%K

for( i=0; i<N; i++ )

{
readLine (buf) ;
int k=0;  //iEBYCR KGR
/1 HERIREEAN B IR | A3 53 80 9 5 [ 55
while( sscanf(buf+k, "$d", &j)==1 )
{

doors++;
door[i]++;
door [j]++;
while( buf[k] && buf(k]==' ' ) k++;
while( buf(k] && buf(k]!=" ' ) k++;
}
}
readLine( buf ); //i£A\"END"

int 0dd=0, even=0; //#AA Y. BANMK
for( i=0; i<N; i++ )
{
if( door[i]$2==0 ) even++;
else odd++;
}
if( odd==0 && M==0 ) printf( "YES %d\n", doors );

else if( odd==2 && door([M]%$2==1 && door([0]%2==1 && M!=0 )

printf( “YES %d\n", doors );
else printf( "NO\n" );
}
else if( !strcmp(buf, "ENDOFINPUT") )
break;
}
return 0;
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#define MAXN 100001
#define INF 100000000
int T;
int N;
char word[1001];
int od[26], id[26];
int bused[26];
int parent([26];
struct edge
{

int u, v;
}edges [MAXN] ;
void UFset( )
{

VEBYE - §iF NS

11EHK

17 JRHE A

1 1EAANOR P A AN (A BIAS T E R 1D
1 ENGA IR

/1 BAFRFRROTURKIHE. N

//bused [11 RFH i MERERARATREENERT
//parent [1] KT 1 FIEESEA R R A P RARL R

1134

/ RS
/1 AHHA
/1918

for( int i=0; i<26; i++ )

parent [i]=-1;
}
int Find( int x )

{
int s;

for( s=x; parent([s]>=0; s=parent[s] )

while( s!=x )
{

/TERIFBEIT T x BRI A RS R

/1 BRI

/TR R—— IRk, (VG S A ik

int tmp=parent [x];

parent [x]=s;
xX=tmp;
}
return s;
}

/TR R MTTHBET &, WA PERR A TR REE

void Union( int R1, int R2 )

{

int rl=Find(R1), r2=Find(R2); //rl}R1fR%A, r2 JR2 MRS A
int tmp=parent (rl]+parent(r2]; //BAMEELAAMEZM (%0

/73R R2 FAERGE S A B>RL BIER 45 A4 (R parent [r1] 2640

if( parent[rl]>parent([r2] ) /1R HT R—— A=

{
parent [rl1]=r2;
parent [r2]=tmp;
}
else

{
parent [r2]=rl;
parent [rl]=tmp;
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void MaxMatch( )  //K_HERYKILRCHE

{
int i, ans=0; //#KICE%K
memset (x, 0, sizeof(x) ); memset( y, 0, sizeof(y) ); //M O [GREFFGHII"
for( i=1; i<=xn; i++ )
{
LE( Ix[L] ) 7/ WK A RT3
{
memset ( t, 0, sizeof(t) );
if( path(i) ) //44RE— M8, FAEAICARCEON 1
ans++;
}
}
printf( "$d\n", ans );
}
int main( )
{
int k, kase; //kase ¥
int 4, g /1 PEE AR
int number; /1 PR KV 77 RO L b6 ° 5 AT 40 5 (PP 5
int flag; 1 1—=A "B FrahitAR &
scanf( "%d", &kase );
for( k=0; k<kase; k++ )
{
printf( "Case :%d\n", k+1 );
scanf ( "%d%d", &m, &n ); /1R KA
memset ( xs, 0, sizeof(xs) ); memset( ys, 0, sizeof(ys) );
for( i=0; i<m; i++ ) /EAE
{
scanf( "%s", map[i] );
}
number=0; / /R AKT77 M ELy [ L BT S S
for( i=0; i<m; i++ )  //XAKFH A ERPEGEITHR S
{
flag=0;
for( j=0; j<n; j++ )
i
if( map[i][jl=='0"' )
{
if( flag==0 ) number++;
xs[i) [j]=number; flag=1;
}
else if( map[i] (j1=="#' ) flag=0;
}
}
xn=number; number=0;
for( j=0; j<n; j++ )  //WEEH W LEPETHRS
{
flag=0;
for( i=0; i<m; i++ )
{
if ( map[i][jl=='0"' )
{
if( flag==0 ) number++;
ys[i] [j]l=number; flag=1;
}
else if( map[i) [jl=='#' ) £flag=0;
}
}
ynl=number;
memset ( g, 0, sizeof(g) );
for( i=0; i<m; i++ )
{
for( j=0; j<n; j++ )
{
/138K 75 1 AR B [ b AT
/1 (ETAYA AN, WEEINZ &L
if( xs(i](3] ) glxs[i](31]lys[il(31]=1;
}
}
MaxMatch( )
}

return 0;
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bool beonnect( ) //Hiif i EMEE LT LR
(
int u, v, i;  //BERMEATS. WHER
UFset( ); 119
for( i=0; i<N; i++ )//RG4A(u,v), R vy ARFEA-DEDLE, WEKH
«
u=edges(il.u; v=edges(il.v;
if( ul=v & Find(u) !=Find(v) )
Union{ u, v );

¥
int first=-

3 //B—A bused[1174 0 M
for( i=0; i<26; i++ )

¢
if( bused(i)==0 ) continue;
if( first==-1) Eirst=i;
else if( Find(i) != Find(first) ) break; //F&il
)
if( i<26 ) return false: /IR
else return true; 118
}
int main( )

int u, vi //EAREERFBHMNNFES
int i, 3; //(EFRER
scanf( "$d", &T );
for( i=0; i<T; i++ )
{
memset( od, 0, sizeof(od) ):
memset ( id, 0, sizeof(id) );
memset ( bused, 0, sizeof(bused) );
scanf( "%¥d", &N );
for( j=0; j<N; j++ )
&
scanf( "$s", word );
u=word[0] - ‘'a
od[ul++; id[vl++;
bused[u]=bused[v]=1;
edges(j].u=u; edges(j].v=v;

v=word[strlen(word)-1]-

3

bool Buler=true;  //REAERKIER

int one=0; /1 HEELARES 1 TR
int none=0; /1 HEEHAEED 1 TR
for( 3=0; j<26; j++ )

¢ 4
if( bused(jl==0 ) continue;
if( od[j]-1d[j)>=2 || id[j]-od[j]>=2 ){ Euler=false; break; }
if( od[3] && id[j]==0 ){ Euler=false; break; }
if( od[3]-id[j)==1 )
{

one++;
if( one>l ){ Euler=false; break; }

if( id[j]-od[j]==1 )

none++;
if( none>1 ){ Euler=false; break; }

}
if( onel=none ) Euler=false;
if( tbconnect( ) ) Euler=false;  //Fi&il
if( Euler ) printf( *Ordering is possible.\n" ):
else printf( "The door cannot be opened.\n* );
b}
return 0;
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Q@ Vi, V2, V3, Vs, Vs, Ve, V7 )
= (V1 + vav3va)(va + vivavs)(vs + vivavavs)(va + vivavs)(vs + vavsvavevr)(vs + vsvr)(vs + vsve)
=(1+234)(2+135)(3+1245)(4+135)(5+23467)(6+57)(7+56)
=12456+12457+1356+1357+23456+23457+ 23467
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using namespace std;
const int mxn=110;

const int mxf=0x7fffffff;
int n, np, nc, m;

int resi[mxn] [mxn]; /1 5RE M4
deque<int> act; / /&5 5E mB\F
int himxn]; /I
int ef [mxn]; e
int ‘e, ty //ERNC
int V; /15 REOR
void push_relabel( )
{

int 450

int sum=0;
int u, v, p;
for( i=1; i<=V; i++ )
h[i]=0;
his]=v;
memset ( ef, 0, sizeof (ef) );
ef[s]l=mxf; ef[t]=-mxf;
act.push_front (s) ;
while( !act.empty() )
{
u=act .back() ;
act.pop_back() ;
for( i=1; i<=V; i++ )
{
v=i;
if( resi(u] [vli<ef[u] )
p=resiful [v];
else p=ef(u];
if( p>0 && (u==s || hlul==h[v]+1l) )
£
resilul] [vl-=p; resil[v][ul+=p;
if(v==t) sum+=p;
eflul-=p; ef[v]+=p;
if( vi=s && v!=t )
act.push_front (v) ;
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int main( )
{
intea, 3, Ko ¥
Edge *p;
while( scanf( "$d",&n ) != EOF && n )
{
/191
memp=0;
memset ( E,0,sizeof( E ) );
scanf( "$d", &m );
for( k=0; k<m; k++ )
{
scanf( "%d%d", &i, &j );
addEdge( E,--i,--j );
}

ncon=Kosaraju( E, n, con );//#HikidEmEs &
/1B

memset ( out,0,sizeof( out ) );
for( i=0; i<n; i++ )
{
x=con[i];
for( p=E[i]; p!=NULL; p=p->next )
{
y=con[p->3];
if( x!=y ) out[x]++;
}
¥

/i B O [T
for( i=0, j=0; i<n; i++ )
{
k=con[i];
if( out[k]==0 )
{
LEQF ) prinef (o M)
j=1;
printf( "sd", i+l );
3
i

printf( "\n" );
}

return 0;
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if(ul=s && ul=t && ef[ul>0) //WMRKFHAN 0 K EHIRBEM 1 HBARSY
{

hlul++;

act.push_front (u) ;

}
printf( "%d\n", sum );
}
int main( )
{
I S
int u, v, val;
while( scanf( "%d %d %d %d", &n, &np, &nc, &m ) !=EOF )
{

s=n+l; t=n+2; V=n+2;
memset ( resi, 0, sizeof(resi) );

for( i=0; i<m; i++ )
{
while( getchar()!='("' ) ;
scanf ( "%d, %d)%d", &u, &v, &val );
resilu+l] [v+l]=val;
}
for( i=0; i<np; i++ )
{
while( getchar()!='(') ;
scanf( "%d)%d", &u, &val );
resi[s] [u+ll=val; //4B4FH5|I NS
}

for( i=0; i<nc; i++ )

{
while( getchar()!='(' ) ;
scanf( "%d)%d", &u, &val );
resif[u+l] [tl=val; //iEEFEHIRENC A
}
push_relabel () ;
}
return 0;
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#define N 5005
#define M 50000
struct Edge VK 5= 3
{
int g
struct Edge* next;
Yi
Edge mem[M];
int memp;
bool flag; /ARFTT R L HIER, 0 KR
Edge* E[N];
//con i) FIR i 1 FMIREES RIS, neon hBKTRIER /3718
int con[N], ncon;
int n, m;
int out[N]; //HEE
void addEdge( Edge* E[], int i, int j ) e VN =3
{
Edge* p=&mem[memp++] ;
p->3
p->next=E[i];
E[i)=p;

)
void DFS( Edge* E[], int i, int mark[], int £(], int* nf ) //DFS§%&
{
int j;
Edge* p;
if( mark[i] ) return;
mark([i]=1;
if( tflag ) f[i)=*nf; //RINER, KRS RS S
for( p=E[i); p!=NULL; p=p->next )
{
j=p->Ji
DFS( E, j, mark, £, nf );

)
if( flag ) £0( *nf )++]=i; //IEMEEK, FKHRH R

int Kosaraju( Edge* E[], int n, int con[] )

int i, mark(N], ncon;

int time[N], ntime; //time (1) FRM AR 1 K945
Edge *p, *RE[N]; /1 R4
/¥ R A A R

memset ( RE,0,sizeof( RE ) );
for( i=0; i<n; i++ )
{
for( p=E[i]; p!=NULL; p=p->next )

addedge( RE, p->j, i );
}
//TE[ DFS, KA AR
flag=1;
memset ( mark,0,sizeof( mark ) )i
memset ( time,0,sizeof( time ) );
ntime=0;
for( i=0; i<n; i++ )
{

if ( tmark([i] )

DFS( E, i, mark, time, &ntime );
}
/1% [ DFS, HARMREDIHiE
flag=0;
memset ( mark,0,sizeof( mark ) );
memset ( con,0,sizeof( con ) )i

ncon=0;
for( i=n-1; i>=0; i--)
{

if( !mark(time[i]] )

{
DFS( RE, time[i], mark, con, &ncon );
ncon++;

}

return ncon;
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int main( )
{
dnt i, Ji A Bi
Edge *L;
/RN
scanf( "%d", &n );
for( i=1; i<=n; i++ ) GA[i]=GT[i]=G[i]=NULL;
for( i=1; i<=n; i++ )
{
while( scanf( "%d", &j ) && Jj )
{
addedge (GA,1i,j); addedge(GT,3j,1i);
}
}
Kosaraju( ); //Kosaraju B RRERENE
/1 ST A N BERN
memset ( in, 0, sizeof( in ) ); memset( out, 0, sizeof( out ) );
for( m=part([0], i=1; i<=m; i++ )
{
for( L=G[i]; L!=NULL; L=L->next )
{
out[i]++; in[L->dest]++;
}
}
/IR N 0 A O MTIR A BI4ES A F0 B IR

for( A=B=0, i=1; i <= m; i++

{
THEdn ey Bere
1f( lout[i] ) Bi+;
}
B=A>B?A:B;

i€ m==L )i B=0;
printf( "%d\n%d\n", A, B );
return 0;
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#define N 101
struct Edge 115%E%
{
int dest;
Edge *next;
}*GA[N], *GT[N], *G[N];
int used[N], path[N], part[N], mark([N]([N], m, n;
int in[N], out(Nl; //NBf: i
void addedge( Edge *T[],int i, int j ) //#ASER
{
Edge *L;
L=new Edge;
L->dest=j; L->next=T[i];
T[i]=L;
}
void DFSA( int s ) //DFS{@&RE

{
Edge *1;
if( tused[s] )
{
used([s]=1;
for( 1=GA[s]; 1!=NULL; l=1->next )
DFSA( 1l->dest );
path([0]++;
path(path[0]]=s;
}
}
void DFST( int s ) //DFS{§#%ifiME
{
Edge *1;

if( lused([s] )
{
used[s]=1;
for( 1=GT[s]; 1!=NULL; l=1->next )
DFST( 1->dest );
part[s]=part [0];
}
}
void Kosaraju( ) //Kosaraju @ MEM 4
{
Ante i ks
Edge *L;
/1R E
memset ( used, 0, sizeof( used ) );
path[0]=part[0]=0;
for( i=1; i<=n; i++ )
DFSA( i );
/3R
memset ( used, 0, sizeof( used ) );
for( i=n; i>=1; i-- )
{
if( !used[path(i]] )
{
part [0]++; DFST(path[i]);
}
}
VL 73
memset ( mark, 0, sizeof( mark ) );
for( k=1; k<=n; k++ )
{
for( L=GA[k], i=part(k]; L != NULL; L=L->next )
{
j=part [L->dest];
if( il=j&&!mark(i] [3] )
{
mark([i] [31=1;
addedge( G, i, 3 );
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void Kosaraju( ) / /Kosaraju Fyx8 % sIEE I

{
intys; ey i;
memset ( GA, 0, sizeof(GA) ); memset( GT, 0, sizeof(GT) ); //¥Jf&4ik
memset ( E, 0, sizeof(E) );
G_end=N+1;
for( i=0; i<M; i++ )
{
scanf( "%d %d", &s, &e );
E[i).s=s-1; E[i].e=e-1;
Build( s-1, e-1 );
)
/IR
memset ( vis, 0, sizeof(vis) );
for( i=0; i<N; i++ )
{
if( lvis[i] )
DFST( i );
}
Wk %5 il
memset ( vis, 0, sizeof(vis) );
cnt=0;
for( i=N-1; i>=0; i-- )
£
if( tvis[order[i]] )
{
DFSA( order(i] );
cnt++;
}
}
/145 8
for( i=0; i<M; i++ )
{
s=1id[E[i].s]; e=id[E[i].e];
if( s!=e ) in[s]++;
}
/G HBER O HITH AN
scnt=cnt; cnt=0;
for( i=0; i<scnt; i++ )
{
if( in[i]==0 )
€
pos=i; cnt++;
)
}
}
int main( )
{
ANt

while( scanf("%d %d", &N, &M)!=EOF )
Kosaraju( ); // Kosaraju {HZRIREM /it , HEAT4 A
VE(enEl=10) pEInEE(FR0NDN L );

else
{
/1 G SRR 5 BN T AN
cnt=0;
for( i=0; i<N; i++ )
{
if( in[id[i])]l==pos ) cnt++;
}
printf( "%d\n", cnt );
}
return 0;
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/IRER PR AT

for( i=curful; il!=-1; i=net.arcli].next )

{
if( net.arc[i].cap>net.arc[i].flow && dis[u]+l==
dis[net.arc[i].v] )
break;
}
cur[ul=i;
R Cat=—1)
{
path[deep++]=i; u=net.arc[i).v;
}
_ €else i
{
if( deep==0 ) break;
disfu]=-1;
u=net.arc[path[--deep]l].u;
}
}
1
return maxflow; /1R BRI

int main( )

int i, a, b, w;
scanf( "%d %d", &n, &m );
net.clear( ); R A
for( i=1; di<=n; i++ ) /1R 4%
{
scanf( "%d %d", &a, &b );
net.add_arc( EDGE( 0,i,a ) ); net.add_arc( EDGE( i,n+l,b ) )i
}
for( i=0; i<m; i++ )
{
scanf( "%d %d %d", &a, &b, &w );
net.add_arc( EDGE( a,b,w ) )i
}
n++;
printf( "$d\n", Dinic() ):
return 0; .





OEBPS/Image00514.jpg





OEBPS/Image00635.jpg
(a) K (b) K55





OEBPS/Image00394.jpg
RGN FEBIHH -
16.0000

45

.0 7.0 5.0 2.0

.5 2.0 2.0 8.0

it

ol W N R e

SO W





OEBPS/Image00515.jpg
Vs

(a) ICHC1






OEBPS/Image00636.jpg
Y
Z m
i .

'S
(a) V- & (b) 43 IR 164N X 15,





OEBPS/Image00391.jpg
#define INT_MAX 10000000
#define NMAX 21000
#define MMAX 1000000
struct EDGE
{

int u, v, cap, flow;

int next;
EDGE( int a=0, int b=0, int c¢=0, int d=0 )
: wlsa )y v b Yy Gap(c ) Elowil d ) ()

Yi
struct EDGELIST
{
int start[NMAX];
int last[NMAX];
int ot
EDGE arc [MMAX] ;
void clear( ) /1B EAE
{
£=0;
for( i=0; i<NMAX; i++ ) last[i]=-1;
}
void push_back( EDGE edge ) //i&nigfE
{
edge.next=-1; arc[t]=edge;
if ( last[edge.u]!=-1 ) arc[ last[edge.u] ].next=t;
else start(edge.ul=t;
last[edge.ul=t; t++;
}
void add_arc( EDGE edge ) //BIgx K
{

push_back( edge ); push_back( EDGE( edge.v,edge.u,edge.cap ) );
}
}net;
int ql2] [NMAX] ; /1B R B BA S
int gl(2],q2[2],qgnow;
void push_queue( int a ) YIININ ]

{
qlanow] [q2 [gnow] ++]=a;

}
int pop_queue () /1 HBAFY
{
return glgnow”1] [gl [gnow”1]++];
}
void switch_gueue( ) 1 1RBNAFY
{
qnow’=1;
ql[gnow]=0, g2[gnow]=0;
}
bool empty_queue( ) /1 HIBAFIRE N
{

return gl[gnow"1]>=q2[gnow"1];
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int size_queue( ) 11BABIR A

{
return g2 [qnow1]-ql [gnow"1];
}
int n, m;
int dis[NMAX]; 11 EU R (FERHRS)

int path[NMAX], deep; //Bf®
int cur[NMAX];
bool BFS( ) //BFS HRE KM
{
int i, 1, u, vi
for( i=0; i<NMAX; i++ ) dis[il=-1; //¥fk
dis[0]=0; gnow=0;
switch_queue() ;
push_queue( 0 );
switch_queue() ;
while ( !empty queue() ) 1IBFIR K%
{
1=size_queue();
while( 1-- )
{
u=pop_queue () ; / /B BAFIZS R
for ( i=net.start[u]; i!=-1; i=net.arc(i].next )
{
v=net.arc[i].v;
if ( @islvl==-1 && net.arc[il.cap > net.arc(i].flow )
{
push_queue( v );
dis[v]=dis[ul+l;
if ( v==n ) return true; //ICAZERERMLH

3
switch_queue(); / 1EBBAFY
}
return false; I HERAE R R
}
int Dinic( ) //Dinic $ERIFAH
{
int i, u, neck, pos, res;
int maxflow=0;
while ( BFS() )

(
memcpy ( cur, net.start, sizeof( cur ) );//#Ihik
deep=0, u=0;
while( true ) /1R
{
if (u==n ) L IRETERT B PO B
{

neck=INT_MAX;

for ( i=0; i<deep; i++ )

{
res=net.arc[path(i]].cap-net.arc[path[i]].flow;
if ( res<neck )

{
neck=res; pos=ij;

1

maxflow+=neck;

for( i=0; i<deep; i++ )

{
net.arc(path(i]].£flow+=neck;
net.arc[path[i]”~1].flow-=neck;

]

deep=pos;

u=net.arc(path[deep]].u;
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double maxflow( )  //3K&HFKi

{
double max_flow=0, min;
intii;
while( BFS( ) )
£
min=INF;
for( i=t; il=s; i=prel[i] ) //if%MN%
{
if( map(pre(i]][i].c-maplpre[i]][i].f<min )
min=map[pre[i]] [i].c-map[pre[i]] [i].f;
}
Fori( i=t; il=s; i=pre[il )
{
map(pre[i]] [i].f+=min; map(i](pre[il].f-=min;
}
max_flow+=min;
}
‘return max_flow; /BB R
}
int main( )
{
ank e en e e e W
double c;
scanf( "%¥d", &w );
while( w-- )
{

memset ( map, 0, sizeof(map) );
scanf( "%d %d %d", &n, &m, &l );
$=0; t=n+m+l;

/R4 ; PR 0 SERA e ek
for( i=1; i<=n; i++ )

{

scanf( "$1f", &c ); map(s][i].c=log(c);
;or( i=1l; i <= m; i++ )
: scanf( "%1f", &c ); mapli+n][t].c=log(c);
20:( i=1; di<=1; i++ )
i scanf( "%d %d", &r, &cc ); maplr][n+cc].c=10000000;
;rintf( "$.41f\n", exp( maxflow() ) ); //#tHEHEEXEEUERES N B
ieturn 0;
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#define MAX 110
#define INF 10000000
struct Node
{

double ¢, f;
}map [MAX] [MAX] ;

int pre[MAX]; //pre il WS BABTA 1 fi— A DULKFS
int queue[MAX]; /1 SRR EAF

int s, t; /IR

bool BFS( ) //BFS K&

{

int i, cur, as, ge; //BAFUZ4RTS: A ATk BABUR
memset ( pre, -1, sizeof(pre) );

pre(sl=s;

gs=0; ge=1;

queue[gs]=s;

while( gs<ge )

{
cur=queue [gs++] ;
onGe Ut )
{
if( pre[i]==-1 && map[cur] [i].c-map[cur] [i].£>0 )
{
queue[ge++]=i;
prel[il=cur;
if( i==t ) return 1; //ILAEBERM%EH
}
}
}

return 0; [ HERAER R4
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V={vi, v, s, vs5,v6 } = { v3, v7 }
V= {v1, V2, va, vs, v7 } = { v3, v }
V—A{vi,vs, s, 6 } = { v2, V4, v7 }
V= {vi,v3,vs5,v7 } = { v2, V4, Vi }
V= {2, v3, v4, s, Vs } = { v1, V7 }
V—{v2,v3, V4, v5,v7 } = {1, v6 }

V—{vy,v3, V4 Vs, v } = { V1, V5 }
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#define MAX 1000000
int Edge[1010][1010]; //ARHEsEs

int adapter[1010]; /184 08 FARIER B
int lowcost[1010]; //75% prim HHEdMFA KA (lowcost H4lf nearvesx $4l) Mk
int t; /1 IRER A
int n; /1A BERMAR T 0S 4B
void init( )
{
int i, k; 1 1R
scanf( "$d*, &n ); /1B QS MK
for( i=0; i<ny i%s )
scanf ( "8d", &adapter[i] ); //HASA QS WRIER BN
for( i=0; i<n; i++ ) /1RO SR SR B

{
for( k=0; k<n; k++ )
{
scanf( "$d", &Edgelillk] );
if( i==k ) Edgelil[k]=MAX;
else Edgeli] [k]+=adapter(i]+adapter(kl;
}
3
memset ( lowcost, 0, sizeof ( lowcost ) );
b}
void prim( )
{
int 3 %k; /IR
int sum=0; 7 /sum o B SR /A R AL
lowcost[0]=-1; 71 KTFR O FFAE I BN R
for( i=1; i<n; i+s+ )
lowcost [1]=Edge[0] [i];
for( i=1; i<n; i++ ) //AEFAR n-1 AT REE A b 2
{
int min=MAX, j;
for( k=0; k<n; k++ ) //4RFUSHA AR L
{
if( lowcost(k] !=-1 && lowcost([k]<min )
{
=k;
min=lowcost [k] ;
)
)
sum+=min;
lowcost [§]=-1; //4BTA I ¥Rk
for( k=0; k<n; k++ )
{
if( Edge(]] [kl<lowcost [k] )
loweost [k]=Edge []] [k] ;
)
3
printf( "$d\n*, sum );
}
int main( )
{
scanf ( "%d", &t ); /1 BREAR AN
for ( int i=0; i<t; i++ )
{
init( )
prim( );
b
return 0;
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#define INF 1000000

1IEHK

#define MAXN 21 11T A B KA
int n, m; [ ITREAE. 0%
int Edge [MAXN] [MAXN]; /1R FESERE

int lowcost [MAXN];
int nearvex[MAXN];
void prim( int u0 )
{

/7 TR 0 R AT ¥ A

S 4 4
int sumweight=0;

WL %S
/15 R AU
for( i=1; i<=n; i++ ) //¥IHfk lowcost HAIN nearvex M
{

lowcost [1]=Edge[u0] [i];

nearvex[i]=u0;
}
nearvex[u0]=-1;
for( i=1; i<n; i++)

{

int min=INF; 17(1)
int v=-1;
//4E Llowcost ¥4l (ff nearvex[ 1{EH-1 MRS HREAME
for( j=l; j<=n; j++ )
g
if ( nearvex[j]!=-1 && lowcost[j]l<min )
{ v=j; min=lowcost[jl; }
}
iE( vi=-1) //v==-1, FoRERBBUERADHIZ
i

printf( "%d %d %d\n", nearvex(v], v, lowcost[v] );
a5 1/(2)

nearvex[v]=

sumweight+=lowcost [v];
for( j=1; j<=n; j++ ) /7(3) (4)
{
if( nearvex[j]!=-1 && Edgelv] [jl<léwcost[i] )
{
lowcost [j]=Edge(v] [];
nearvex[jl=v;
}
e ol SR eee s el
}//end of if

}//end of for
printf( "weight of MST is %d\n", sudweight );
}//end of prime
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int main( )

{

iR, EES
SpE T W / AR AL B
scanf( "%d%d", &n, &m ); L IENTSA S n RS % m

memset ( Edge, 0, sizeof(Edge) );
for( i=1; i<=m; i++ )

{
scanf( "$d%d%d", &u, &v, &w ) //ANHMREMZ S
Edge (u] [v]=Edge[v] [u] =w; /1 AR PR
}
for( i=1; i<=n; i++ ) /1 3RS th At O R EREAT A
{
for( j=1; j<=n; Jj++ )
{
if( i==j ) Edgelil[j1=0;
else if( Edge[i] [j]==0 ) Edgel[i] [j]=INF;
}

}
prim( 1 ); //MTUA 1 HRAGIE R AN A

return 0;
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#define ZMAX 10000 //HiX4SHIBAME

#define INF 100000 //Ri—HK{E

using namespace std;

int nz, nr; /TR ERE . AR E

int mz[ZMAX]; //mz 1] 55 1 MK ARB IR B H

/7 "SRR, Bdge (1] (13RS 0 1 MR MISE 3 AMH K K% 5
int Edge[ZMAX] [10];

int res([ZMAX]; //res [1)RARMAKLH LR MREIMX 1 FEE P EHAME
int cur; /IER AR ARIIR AU, cur==0 RN 4HTEE 1 3
int reach[ZMAX]; //reach[s]==cur MK s fEH cur+l ¥EE Vi

int max( int x, int y )
returm (Hxsyi)i0? X3y

/INHIX s HRBEAT BFS 365 G FCABAT A TR )
void BFS( int s )
{
et S ARV o
int val, at; //val JiFie/z4, BUBER; at FIT7% BFS ARSI AT4E
queue<int> q[2]; 1 1 &S\
a=0, b=1, val=0;
if ( reach[sl<cur )
f
q[b] .push(s);
reach[s]=cur;
res[s]l=max( res[s], val+l );
}
while( !q[b].empty( ) )
{
swap( a, b ): //&BIAF
val++;
while( !qlal.empty( ) ) //MEPTHSHILEA
{
at=gla].front( );
qlal.pop( );
for( i=0; i<mz[at]; i++ )
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if ( reach(Edgefat] [i]]<cur )

{
q[b] .push( Edgelat][i] );
reach[ Edge[at]([i] l=cur;
res[ Edgefat][i] )=max( res[ Edge(at][i] ], val+l );
}
}
}
}
}
int main( )
{
dnt T 1 THRONSCAF B HE A 2
bl s (s B A /1R
int id; /1RG5
int mr; /1B F AR BB X S H

int ret, center; /1 3/ BT WA AR A 05/ 2 T BB o O X 4
scanf( "%d", &T );
for( t=0; t<T; t++ )

{
memset ( reach,-1, sizeof(reach) );
memset ( res, 0, sizeof(res) );
cur=0;
scanf( "%d%d", &nz, &nr );
for( i=0; i<nz; i++ )
{
scanf( "%d", &id );
scanf( "%d", &mz[id] );
for( j=0; j<mz[id]l; j++ ) scanf( "%d",&Edge(id][j] );
}
for( i=0; i<nr; i++ )
{
scanf( "%d", &mr );
for( j=0; j<mr; j++ )
{
scanf( "%d", &id );
BFS( id ); //WEEARLH EMRAMMK 10 HREFT BFS %
cur++;
}
}
ret=INT_MAX, center=-1;
for( i=0; i<10000; i++ ) //3RM/NM res (1] B MR G S
{
if( reach[i]==cur-1 && res[il<ret )
{
ret=res[i];
center=i;
}
}
printf( "%d %d\n", ret, center );
}
return 0;
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#define INF 1000000
#define MAXN 2000  //-R%H0M FHHIBALL
#define CODELEN 7 //4RiSHKRE

int N; /I RERME
char codes[MAXN] [CODELEN+31;  //{EfffiH-ReE2MEH0
int d[MAXN] [MAXN]; / 1EX R ALY FFENS (APRAERE)

int lowcost[MAXN]; //#¥prim$ikeaymii$4l (Lowcost MM nearvex Kii) MfEA
int min_tree( )
€
-G B o 11 R
int dist; /1R RAIGT 2 (6] I BE RS
memset ( d, 0, sizeof(d) ):
for( i=0; i<N; d++ ) //3RH 1 FRRLSH J FhlRIGI2 (1 HEE R
€
for( j=i+l; 3<Ni J++ )
¢

dist=0;
for( k=0; k<7; k++ )
dist+=codes(i] [k] !=codes[]][k];

dli][j1=d[3] lil=dist;
}
}
int sum=0; 7/ sum g LR 9 e/ BRSO
lowcost [01=-1; //MIA O FFeta N ik
for( i=1; i<Ny i++ )
lowcost [1]=d[0][11;
for( i=1; d<N; i++ ) //ARHABN-1 AT REERM Y S
¢
int min=INF;
for( k=0; k<N; k++ ) 73R 24T AR AN i
{
if( lowcost[k]l!=-1 && lowcost[k]<min )
{
j=k;
min=lowcost [k] ;

}
sum+=min;
lowcost[j

-1 /BTN 3 BRI
for( k=0; k<N; k++ )
{
if( d[j] [k]<lowcost [k] )
lowcost [k]=d[5] [k];

}

return sum;
}
int main( )
{
int i; //EAER
while( 1 )
{
scanf( "%d", &N );
if( N==0 ) break;
for( i=0; i<N; i++ )
scanf( "$s", codes[i] ):
printf( "The highest possible quality is 1/%d.\n", min_tree( ) );
}
return 0;
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#define MAXM 15001 //iffASiBALE
struct edge //il

{

int w, v, w; 7R AUE

}edges [MAXM] ; /AR

int parent [MAXN]; = //parent [1]10THA i i EHAX MR P IR &
int ans[MAXN], ai; //HWEHEMAIFS, B4 ans BT iR :
int N, M; /1R, AR

int num, maxedge; //HHIAMME, REKKRRMLHKE

int i, j; Wki%3

void UFset( ) /1%

{

}

int
{

}

for( i=1; i<=N; i++ ) parent[i]=-1;

Find( int x )  //#RIFRELE A x BB A RIS

int s; /B AR R
for( s=x; parent[s]>=0; s=parent[s] ) ;
while( sl=x ) //fRICHRE—ELGEER, MEENGZRBAENL
{
int tmp=parent [x];
parent [x]=s;
xX=tmp;
}

return s;

/BB AR EHTRET &I, EHAMREPERR N TR SR

void Union( int R1, int R2 )

{

int r1=Find(R1), r2=Find(R2); //rljjR1 {R%N, 2 h R2 MREAR
int tmp=parent(rl]+parent [r2]; //FEAMRAELSABZH (A%
/190R R2 FEER G SAM > R FAEm 45 A4 (3£ parent (r1] &%%0)
if( parent([rl]>parent[r2] ) /1 ARA T R—— Ak )
{

parent [r1]=r2; parent[r2]=tmp;
}
else
{

parent [r2]=rl; parent[rl]=tmp;
}
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}

point t; /715 LA EE— SRR

tx=x; L.y=y;

t.step=hd.step+1;

t.time=hd.time+1;

if( map(x]lyl=='x' ) t.times++; //AIEHDHELIE 1 AN HARE
[T BIER] (%, v) AL EFTIER D, S £ ABAFI;
/7450 £ FEANBNFY

if( t.time<mintime[x][y] )

{

mintime[x] [y]l=t.time;

Q.push( t );  //48t NFAFI
}
}//end of if
}//end of for

}//end of while
return mintime[ax] [ay];

int main( )

{

int i, j; //EHRZE
while( scanf( "%d%d", &N, &M )!=EOF )

{

}

memset ( map, 0, sizeof (map) );

for( i=0; i<N; i++ ) scanf( "%s", map[i]l ); //iEAMIE
int sx, sy; point start; //Angel BiRKIALE
for( i=0; i<N; i++ )
{
for( j=0; j<M; j++ )
{
mintime[i] [j]=INF;
if( map[il [J1=='a' ) { ax=i; ay=j; }
else if( mapl[i] [F)=="x' ) { sx=i; sy=j; }

}

start.x=sx; start.y=sy; start.step=0; start.time=0;

mintime([sx] [sy]=0;

int mint=BFS( start ); //iR[EE|ik Angel A BHIHR/DRE], AN INF
if( mint<INF ) printf( "%d\n", mint );

else printf( "Poor ANGEL has to stay in the prisonall his life.\n" );

return 0;
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#define MAXMN 200
#define INF 1000000 /EBEARLE P G AR B R

using namespace std;

struct point /1 RTRBIEFEA TR i R A
{
int x, y; /17T AL
int step; /1B SRR EATHEAT I 55
int time; / /B AT B HTAER ]
Yi
queue<point> Q; /LB BSR4 Angel IR A BT Ab i AR
int N, M; /BRI R AN
char map [MAXMN] [MAXMN]; //#if: "." HRK, "a" -Angel, "r" Angel [k
[/ —SRRE, x"— T

int mintime [MAXMN] [MAXMN]; //7&SI8ANGLE BT iR iH]
int dir([4]([2]=( (-1,0),(0,1},(1,0},(0,-1} }; //4 AMA4BJ5M: k. A, Fs &
int ax, ay; //Angel rAbffyE

int BFS( point s ) 1/ WAL s FHGIEAT BES 2%
{
intids; /A
Q.push( s );
point hd; /1 IBRF 3kt BA B 907
while( !Q.empty( ) ) V=198 T E el
{

hd=Q.front( ); Q.pop( )i
for( i=0; i<4; i++ )
{
/T HBTRER BB BIMABALE (x,v)
g int x=hd.x + dir[i][0], y=hd.y + dir[i][1];
/1 HEBR I S A BE
1f( x>=0 && x<=N-1 && y>=0 && y<=M-1 && map(x][y]!=






OEBPS/Image00142.jpg
int cmp( const void *a, const void *b ) / /SRR AINERHE PP Y LB 3
¢ :

edge aa=*(const edge *)a; edge bb=*(const edge *)b;
return aa.w-bb.w;

}

void Kruskal( )

{
int sumweight=0; 11 R U
int num=0; // SRR E
int u, v; 1 EFARBEA TS
UFset ( ); / 1 91fk parent H4
for( i=0; i<m; i++ )
{

u=edges[i].u; v=edges(i].v;
if( Find(u) != Find(v) )
{
printf( "%d %d %d\n", u, v, edges[i].w );
sumweight+=edges[i] .w; num++;
Union( u, v );
}
if( num>=n-1 ) break;
}
printf( "weight of MST is %d\n", sumweight );
}
void main( )
{
int u, v, w; /1A SRS RS
scanf( "$d%d", &n, &m );  //HEATAHn
for( int i=0; i<m; i++ )
{
scanf( "$d%d¥d", &u, &v, &w ); //HAAMRERLS
edges[i] .u=u; edges[i].v=v; edges[i].w=w;
5 %

gsort( edges, m, sizeof(edges[0]), cmp );//3UEAEMDEIRHR
Kruskal( );
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#define MAXN 11 /1T AN I KA
#define MAXM 20 /1A RSB
struct edge /134

{
int u, v, w; /AT A

}edges [MAXM] ; Weuliok-¢:

int parent [MAXN]; //parent [i]4Tiis i Fi7EsEa MR B RIARS R
int n, m; JITREAE LA %

int i, j; /1ER AR

void UFset( ) /1914

{
for( i=1; i<=n; i++ ) parent[i]=-1;
}
int Find( int x ) //FRIFEE R x PR A MRS A
{
int s; /BRI E

for( s=x; parent[s]>=0; s=parent[s] )

whilia( st=x ) //HRIEHR—EGEHR, HEEHEREERE
{
int tmp=parent [x];
parent [x]=s;
X=tmp;
i
return s;
}
[ PEFEAR RS HTETEH, AR PN T ENEE
void Union( int R1, int R2 )
{
int r1=Find(R1l), r2=Find(R2); //rl Rl MR&A, r2 b R2 MR K
int tmp=parent[rl]+parent[r2]; //PiAMEELEEAMZH (B
/R R2 FHEMS AR > R FIER L A M (R parent [r1] R H%0)
if ( parent[rl]sparent(r2] ) //HRAtHR—hnbtEm
{
parent [rl]=r2; parent[r2]=tmp;
}
else
{ 5
parent [r2]=rl; parent[rl]=tmp;
}
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BFS{ Wi 1) LIRS 1 T EEEE
{
visited[ i ]=1; [/ 1 HIDIEREEY 1
HETR 1 AMY:
while( MATHE )
{
BB IR TS, 7Y k
D=Tl5 k HL R LI
while( p AH% )
i
1/ RIFE D BSR4 R HIH9 5 — 1 TR 9 ks 5
1E( Tigr 3 Ky )
it
FTRT T MG 1
HT 3 AMSY
}
p=p->nextarc; //p BT — 1 %K
}//end of while
}//end of while
}//end of BFS
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#define MAXN 100 /1TSS oAl
#define MAXM 5000 //ihfA ¥t A

struct edge /134
{
int u, v; /AT AR
double w; /I (BN S Z IR BE )
}edges [MAXM] ; //IARIEAR
int parent[MAXN]; //parent [i] KT/ i FTEAE4RT MR AIRE S
int N, m; HITSANS. A
double X[MAXN], Y[MAXN];  //#4-THAH X ARHL Y Ad5
int 4797 /I EARAE R
double sumweight; /1A AUE
void UFset( ) /13164

{
for( i=0; i<N; i++ )
parent[i]=-1;
)
int Find( int x ) //#ERIFE[EIG R x FiIRA ARG A
{
int s; / 1B R
for( s=x; parent([s]>=0; s=parent[s] )
while( si=x ) //$RATR—EG#R, BEEOBREMERE
{
int tmp=parent[x];
parent [x]=s;
Xx=tmp;
}
return s;
}
[ IRBARREEHTRET A, EHIRSPERRNTRHEE
void Union( int R1, int R2 )
{

int rl=fFind(R1), r2=Find(R2); //rl ¥ R1MMEA, r2 hR2 MiRLEA

int tmp=parent[rl]+parent(r2]; //FMEALEAMEZA (Hi%)
/7R R2 ARG mAHCRL Fieei 45843 (R parent [r1] 5150
if( parent([rl]>parent[r2] ) /TR TT Fe—— I
{
parent [rl]l=r2;
parent [r2]=tmp;
}
else
{
parent [r2]=rl;
parent [rl]=tmp;
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BFS( Jik i ) /I MTS L AT BT

i
visited[ i ]=1; //#Is i Hidtras Y 1
HTR 1 AMFY;
while( MAIFKE )

BHATIL RTS8k
for( j=0; j<n; j++ )  //WRMPFATHIT
f

/13 &k BB, AT 3 RE VI

if( Edgelk][j]==1 && !visited[j] )

{
FIRE T BIBG I A 1
HTk 3 AMTY

5,

}//end of for
}//end of while
}//end of BFS
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int cmp( const void *a, comst void *b )  //SZHLM/ANEIKHER M) e M
{
edge aa=*(const edge *)a;
edge bb=*(const edge *)b;
if( aa.wsbb.w ) return 1;
else return -1;
3
void Kruskal( )
{
int num=0; //EMEANNE
int w, vi  //BEABEFEATA
UFset( );  //¥]4h4k parent ¥4
for( i=0; i<m; i++ )
{
u=edges[i].u; v=edges[i].v;
if( Find(u) !=Find(v) )
{
sumweight+=edges[i]).w; num++;
Union( u, v );
}
if( num>=N-1 ) break;

int main( )

double d;  //PiANAZIAHEER
int kase=1;
while( 1 )
{
scanf( "%d*, &N ); //BATANKN
if( N==0 ) break;
for( i=0; i<N; i++ )
scanf ( *$1f£%1f", &X[i], &Y[i] );
int mi=0; //MKIFS
for( i=0; i<N; i++ )
{
for( j=i+l; j<N; j++ )
{
G=sqgre( (X[1]-X[3])* (X[1]-X[3])+(Y[L]-Y[3]) *(¥[i1-¥[3]) ):
edges[mi].u=1; edges(mil.v=j; edges[mi].w=d;
mi++;

}
m=mi;
/IR NNBI K R T HE
gsort ( edges, m, sizeof(edges([0]), cmp );
sumweight=0.0;
Kruskal( );
if( kase>l ) printf( "\n* );
printf( "Case #%d:\n®, kase );
printf( "The minimal distance is: %0.2f\n", sumweight );
kase++;
}
return 0;
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char grid[101][101]; /1 kRS

int m, n; /PR, BIATRIZY

int dir(8](2]=C {-1,-13,{-1,03,{-1,1},{0,1},(21,1},{1,0},{2,-1},{0,-1} };
/1 FkEH 8 ANAHAR TS )

void DFS( int x, int y ) 11N (%, ) LB BAT IR R e %R

{
int i, xx, yy;
grid[x] lyl="*"; //# grid(x] [y] HeREM*, RIEAEFBLEATIHET
for( i=0; i<8; di++ )
{
xx=x+dir[i] [0];
yy=y+dir[i][1];
if( xx<0 || yy<0 || xx>=m || yy>=n ) continue;
iE( gridixx]lyy] == '@ ) //WFHETHERE, W4k
DFS(xx, yy¥)i
}
}
int main( )
{

int i, ji //ERERR
int count; //%HEAFH, ZitERIIHELEHE
while( 1)
{
scanf( "%d%d", &m, &n );
if( m==0 ) break;
for( i=0; i<m; i++ ) scanf( "%s", grid[i] );
count=0;
for( i=07 i<m; di++ )
{
for( j=0; J<w; G++:)
{
if( gridli](jl=='@' )
£
DFS(1,3):  //M(i,3)BLEHAT DFS MR

count++;

}
}
printf( "%d\n", count );
}

return 0;
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#define INF 9999999

#define NMAX 1001

#define EMAX 23000

int n; 11—3F n AKE

int m; /1 BRI L AKRERIR § PREELHES LR, REEREn L
int c(NMAX];  //HiAKERSECLIfEE

int dist [NMAX]; //MIEAEIEA DU RSS2 KR GER: HACh Sn AR S0)

int d[NMAX];//d[0]=0,d[1]=c(1],d[2]=c[1]+c(2],..., HJ (i1MRl i MPAEARBA
int ei; 1 1AMS
struct eg

tg
int u, v, w; /137 RAR. BA BUE
}edges [EMAX] ;
void init( )  //4lEMkiE%
{
ei=0;
int i;
//BRURRL S bh, SCARTA B A BE B4 Y INF,
//W bellman-ford HkH 1 MEAFEHAT n-1 K
for( i=0; i<=n; i++ ) dist[i]=INF;
d[0]=0;
dist [n]=0;//LLF bellman-ford S¥kLJELL Sn R AN, Brildistin]d 0
}

/1 IRAFAES RO R SR LA RS, MHEE] false
bool bellman_ford( ) //bellman-ford # ik

G
int dikeok;
//bellman-ford SLikH 5 1 MAFFFEMAT N-1 3k, N RRLHT A4S
/IRERE S, WA SR n+ 1
for( i=0; i<n; i++ )
{
//BBER kSRR SR 1, SR v, LUT RIS B k LT & 8 A vO B v fikiE
//PEBSYESE . PN dist [edges [k] .u) +edges [k] .w<dist [edges (k] .v] R
for(k=0; k<ei; k++)
{
t=dist [edges[k].u] +edges (k] .w;
if( dist[edges(k].u] !=INF && t<dist[edges([k].v] )
{
dist [edges[k] .v]=t;
}
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char map[9][9]; /K EHE

int n, m, t; /IEERRA, BRERTIRAES ¢ IR
int @i, diz //(di,ad): [IRALE
bool escape; 11 RTINS, escape 1 ZIRRERIIAR

int dirf4](2]=( (0,-1),10,1},{1,0),(-1,0} }://HBIFFTF. L. Z. £ 44K
/1EBFE (i, 83) i, HEBER ent B

void dfs( int si, int sj, int ent )

¢
int i, temp;
if( si>n || si>m || si<=0 || sj<=0 ) return; //ig%
if( si==di & sj==dj & cnt==t ) Vs
{
escape=1; return;
)
//abs (x-ex) +abs (y-ey ) FORIALHTE I T 2] H bk T #1155 B (R REER fiLk)
//t-cnt REEFEFEMBE, HElizE
/rmft temp < 0 MF temp hAW, WRAATHEEIL!
temp=(t-cnt) -fabs (si-di)-fabs (sj-dj): //HWZAHE S HE
if( temp<O || temp$2 ) return;
for( i=0; i<4; i++ )
{
if( mapl si+dir(i](0] 1[ sj+dirfil(1] 1 i='X')
¢
J/RIHETT I KRR S R X"
map[ si+dir(i1[0] ][ sj+dir[il (1] 1='X";
dfs(si+dir[i100], sj+Air(il(1], ent+l); //NF—MUBALER
if(escape) return;
map[ si+dirfil(0] 10 sj+dir(il11] 1='.': //BHF! KEBH!
}
)
return;
)
int main( )
{
int i, 3; 1R AR

int si, sj; QBN DL s S

while( scanf(*%d%d%d", &n, &m, &t) )

{
if( n==0 && m==0 && t==0 ) break; //WREABLK
int wall=0;
char temp;
scanf( "%, &tewp ); £/ RUT T v
for( i=1; i
i

i+ )

for( j=1; j<=m; j++ )
{
scanf( "%c", &map[illjl ):
if( map(i] [§]=="S' )( si=i;
else if( map[i] [§
else if( map[i] [3

X' ) walles;
)
scanf( "%c*, &temp );
)
if( n*m-wall <= t ) //48RWNIBIH
{
printf( *NO\n* ); continue;
}
escape=0;
map[si] [sj]='X";
dfs( si, si, 0);
if( escape ) printf( "YES\n" );  //mRIEH
else printf( "NO\n" );
}
return 0;
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/AT RAGE, BEH R G R R (B
for(k=0; k<ei; k++)
{
if( dist[edges[k].u]!=INF && dist[edges[k].u]+edges[k].w<dist
[edges(k].v] )
return false;
}
return true;
}
int main( )
{
while( scanf("$d %d", &n, &m)!=EOF )//MiA¥E—HEHBIHR
{
init( )g
int i, u, v, w;
© for(lid=l; is=ny e ) /IFEARSRA (3) [ (4)
{
scanf ("%d", &c[i)); /ENS LN REBRER ci MR
edges[ei]. =1;
edges[ei] . i
edges([ei] .w=c[i]; /1M l<i-1, 1>, BUMER CL
el++;
edges(ei].
edges[ei] .v=i-1;
edges([ei] .w=0; /1R N<i, i-1>, BUEH O
ei++;

dfil=c[i)+d[i-1];

}
for( i=0; i<m; i++ ) /IR R (1) F(2)
{
scanf ("%d %d %d", &u, &v, &W);
edges[ei] .u=v;
edges(ei] .v=u-1;
edges[ei] .w=-w; 1 1¥3xEd<v, u-1>, B -w
eiv+;
edges[ei] .u=u-1;
edges[ei] .v=v;
edges(eil.w=d[v]-dlu-1]1; //#&ili<u-1,v>, B{EH dlv]l-dlu-1]
eit+;
if( !bellman_ford( ) ) printf("Bad Estimations\n");
else printf("$d\n", dist[n]-dist[0]);

}

return 0;
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int cmp( const void *a, const void *b ) /1 S MNBICHE PP He e R
{

edge aa=*(const edge *)a;

edge bb=*(const edge *)b;

return aa.w-bb.w;

}
void Kruskal( )

{

ai=0;
int u, v; //ERGEEANT
UFset( );  //4#fk parent 34

for( i=0; i<M; i++ )

{
u=edges[i].u; v=edges[i].v;
if( Find(u) != Find(v) )

{
ansfai]l=i; ai++;
if( edges[i].w > maxedge )
maxedge=edges [1] .w;
num++ ;
Union( w, v );
}
if ( num>=N-1 ) break;
}
}
int main( )
i
int i;
while( scanf( "$d%d", &N, &M )!=EOF )
{
for( i=0; i<M; i++ )
scanf( "%d%d%d", &edges[i].u, &edges(i].v, &edges[i].w );
/RIS BRI 38EAT HEFF
qgsort ( edges, M, sizeof(edges[0]), cmp );
maxedge=0; num=0;
Kruskal( );
printf( "$d\n", maxedge );
printf( "$d\n", num );
for( i=0; i<num; i++ )
printf( "%d %d\n", edges(ans[i]].u, edges[ans[i]].v );
)
return 0;
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}

if( E1[j]-temp2->dur<El[k] ) //HWd<k, J>
El(k]=E1(j]-temp2->dur;
temp2=temp2->next;
}//end of while
}//end of for
/13K % ¥EF ) e (k1 H Lik]
memset ( e, 0, sizeof(e) ); memset( L, 0, sizeof(L) );
printf( "The critical activities are:\n" );
for( i=0; i<n; i+ ) //BHULBER LD R & FHOAERE S
{
templ=List1[i];
while( templ!=NULL )
{
j=templ->to; k=templ->no; //#flili<i,3>
e(k]l=Ee[i]; LI[k]=El[j]-templ->dur;
if( efk]==L[k] ) printf( "a%d : %d->%d\n", k, i, J )i
templ=templ->next;

int main( )

{

int i, u, v, w; //(EHARR, ANRARLR
scanf( "%d3d", &n, &m );  //FATUEAE D, A
memset ( Listl, 0, sizeof(Listl) ); memset( List2, 0, sizeof(List2) )i
memset ( countl,0,sizeof (countl); memset( count2,0,sizeof (count2) );
ArcNode *templ, *temp2;
for( i=0; i<m; i++ )
{
scanf ( "$4d%d%d", &u, &v, &w ); //BNAHIESRZS
countl [v]++;
templ=new ArcNode; //#JsheE®R
templ->to=v; templ->dur=w;
templ->no=i+ templ->next=NULL;
if( Listl[u}==NULL ) Listl[u]=templ;
else{ templ->next=Listi[u]; Listl[u]l=templ; }
count2 [u] ++;
temp2=new ArcNode; //HI¥s4sREER
temp2->to=u; temp2->dur=w;
temp2->no=i+1; temp2->next=NULL;
if( List2[v]==NULL ) List2[v]=temp2;
else{ temp2->next=List2[v]; List2[v]=temp2; }

}
CriticalPath( );
for( i=0; i<n; i++ ) //BBCARER ERINLE RHT SRR
{
templ=List1[i]; temp2=List2[il];
while( templ!=NULL )

{
Listl[i]=templ->next; delete templ; templ=Listl[i];
}
while( temp2!=NULL )
{
List2[i]=temp2->next; delete temp2; temp2=List2[i];
}
}
return 0;
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#define INF 1000000 HEHK

#define MAXN 8

int n; 1R

int Edge(MAXN] [MAXN]; //4RHERlE

int A[MAXN) (MAXN], path(MAXN) [MAXN];

void Floyd( ) /BRI BB ER T
«

int i, 3, ks
for( i=0; i<n; i++ )
¢
for( j=0; jen; e+ )
3
Ali) [3)=Bdgeli] [31: //% al 11 191k
1E( i1=] && A[1][]<INF ) pathlil(3l1=i; //i 3|3 H%E
else path{i][i)=-1; /M1 3|] SHEBHE

)
1
JIAAC-L IR A0), A(L), ..., A(D-1),
J/BEBRRIRUA 0, V1, ..., V- LHERRETUN
7 kenp kes )

for( i=0; i<n; i+ )
{
for( j=0; j<n; je+ )
¢ N
if( k==i || k==j ) continue;
if( A[i] [k)+A(k]I(31=<Al1] (3] )
{

ALL] [§1=A03] (K] +ATK] (3] ;
pathli] [j1=pathlk] (1}

]

main( )

int i, 3; [/
int u, v, Wy S U A
scanf( *3d*, &n ); JEENTAA S

for( i=0; i<n; i++)  //BREGBHMEFHLTTEMMGE A INP
«

for( j=0; j<n; j++ ) Edgelil[j]=INF;
L
for( i=0: ien; i++ ) //BMAPBMEMET L ERTTHMY 0
{

Edge([i] [1]=0;

5,

while( 1)

{
scant ( "8d%ded", &u, &v, &w )i //ARAUMEETLS
if( u==-1 & 1 &6 w==-1 ) break;
Edge[u] [v]=w; 1 1HE RSN

)

Floyd( )7 /I REX TR BRI

int shortest [MAXN]; / /it BAT 82 L&D TUMHIPR AN TSRS
for( i=0; i<n; it+ )
«
for( j=0; jen; e+ )
¢
if( i==j ) continue; //BhiL
SIS TS 3BTRS 5 BB
printf{ *$d=>%d\t¥d\t", i, j, ALil(3] );
J/EFARE A TS T O BBIR 1 MR
memset ( shortest, 0, sizeof(shortest) );
int k=0;  //k- shortest ¥l P RE— LRI TFH%
shortest [k]=j
while( path(i][ shortest[k] ] i= i )
¢

ke++; shortest(k]=path[i][ shortest(k-1] 1;
3
ke+; shortestk]=i;
for( int t=k; t>0; t-- )
printf( "$d—", shortestlt] ):
printf( *¥d\n", shortest(0] ):
¥
}

return 0;
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else
{
j=topl; topl=countl[topl];
templ=Listl1[j];
while( templ!=NULL )
{
k=templ->to;
if( --countl[k]==0 )
{
countl[k]=topl; topl=k;
}
if ( Eel[]]+templ->dur>Ee(k] )  //f[ili<i k>
Ee[k]=Ee[j]+templ->dur;
templ=templ->next;
}//end of while
}//end of else
}//end of for
/1R EL
int top2=-1;
ArcNode* temp2;
for( i=0: i<n: i++ )
{
El[i]=Ee[n-1];
if ( count2[i]==0 )

{
count2[i]l=top2; top2=i;

}
for( i=0; i<n; i++ )
{
j=top2; top2=count2[top2];
temp2=List2[3j];
while( temp2!=NULL )
{
k=temp2->to;
if ( --count2([k]==0 )
{
count2[k]=top2; top2=k;
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#define INF 300000000 HIEHK

#define MAXM 1000 /1¥EM%: 1<=M<=1000
#define MAXN 100 /1Bi%H: 1<=N<=100
int.s, t; V1A TR
int customer [MAXN+2] [MAXN+2]; //N+2 AN (BAESA, ICA) Z A4 R Cij
int flow[MAXN+2] [MAXN+2] ; /1R AR B
int i, 3; QA S
void init( ) /IR RS, HaE R
«
int M, N; 7/ RFEEAEE, N RBERSE
int num; /1A BE AR H
int k; /15 KA IR
int house [MAXM] ; /IR R PR
int last [MAXM]; /IR EA R R — AR S

}

memset (last,0, sizeof (last)); memset( customer, 0, sizeof (customer) );
scanf( "%d%d", &M, &N );

s=0; t=N+1; 11HAS A

for( i=1; i<=M; i++ ) 1 IEATARE TR HE
scanf( "%d", &house[i] );

for( i=1; i<=N; i++ ) /1R

{
scanf( *%d", &num ); //EANEDEEMAROKE
for( j=0; j<num; j++ )
(
scanf( "%d", &k )i //BAPRMNFS
if( last(kl==0 )  //8 i ABURRAS k MREKHE 1 B
customer(s] [i)=customer[s] [i]+house[k];
else  //lastik]!=0,%mBi% i BIIEBUE 1ast (k] FHETTIFE k MM
customer([ last[k] ][i]=INF;
last[k] = i;
}
scanf ("%d", &customer (1] [t]); //&FABIEBNC R, SR BIE R TR M
}

void ford( )

{

/T AR BRI MR — A TS A4 TR S 1958 1 14t

11912 FoRAKNRE BRI -1

int prev[ MAXN+2 ];

int minflow[ MAXN+2 1; //WAWAMABOER o, HLTHSHE 2 2R
1R BRI R BRSNS

int queue[MAXN+2]; //4824F BFS Sk HEAF)
int gs, ge; /IBAFIRALR . BABIRALE
int v; /1SR T A

int p; /I FFHRAF Ci3-Fij

for( i=0; i<MAXN+2; i++ ) //H3%ifi: ANBRIFHEE S HE
{

for( j=0; j<MAXN+2; j++ ) flowli][j]1=0;
}
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ik

The critical activities are:

al : 0->1
ad : 1->4
ag : 4->7
a7l : 4->6
alld : 6->8
all : 7->8
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#define INF 100000000
#define MAXN 600
using namespace std;
struct ArcNode
t
int to;
int weight;
ArcNode *next;
Yi
queue<int> Q;
int N, M, W;
ArcNode* List [MAXN];
int ing[MAXN];
int countl [MAXN] ;

/1 FFK

LI BRI I RATRRF S

[IRGAE, BRI, BRI
/1A TR HI SRR Kt

/1A TR BRAEB TR RS
/1A TR BB HI

int dist[MAXN], path[MAXN];
bool SPFA( int src )
{

int i, u;  //u HRAFSKTRAFS
ArcNode* temp;
for( i=1; i<=N;

{

i++ )

A

dist [1]=INF; path[i]l=src; ing[i]=0;
i
dist[src]l=0; path[srcl=src; inglsrcl++;
Q.push( src ); countl[srcl++;
while( !Q.empty() )
{

u=0.front( ); Q.pop( ); inglul--;

if( countl[u]>N ) return true;
temp=List [u] ; ¥
while( temp!=NULL

ing[v]++; countl([v]++;

{
int v=temp->to;
if ( dist[v]>dist[u]+temp->weight )
{
dist[v]=dist[u] +temp->weight; path[v]=u;
if( tinglv] ){ Q.push(v);
}
temp=temp->next;
}

}
return false;

}
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int main( )

{

int i, 3, T //(EEREM, T RAMREENH
int w, v, w; / /0 AR S B
scanf( "%d", &T );
fori(l i=1; i<=T; i++ )
{
scanf ( "¥d%d%d", &N, &M, &W );
memset ( List, 0, sizeof(List) ):
memset ( ing, 0, sizeof(ing) );
memset ( countl, 0, sizeof(countl) );
while( !Q.empty() ) Q.pop( ); //ili%B\Zl
ArcNode* temp;
for( j=1; j<=M; j++ ) //SFEAHEA
{
scanf( "%4%d%d", &u, &v, &w ); //HALMOE SRS
temp=new ArcNode;
temp->to=v; temp->weight=w; temp->next=NULL; //#Ji&8#%
if( List[u]l==NULL ) List[u]=temp;
else{ temp->next=List[u]; List[ul=temp; }
temp=new ArcNode;
temp->to=u; temp->weight=w; temp->next=NULL; //#J3E4F8%
if ( List[v]==NULL ) List[v]=temp;
else{ temp->next=List([v]; List[v]=temp; )}
}
for( j=1; j<=W; j++ ) //XUAAKEAN
{
scanf ( "%a%d%d", &u, &v, &w ): //HEAIME LS
temp=new ArcNode;
temp->to=v; temp->weight=-w; temp->next=NULL; //HJi&4i8%
if( List[u]==NULL ) List[u]=temp;
else{ temp->next=List[u]; List[u]=temp; }
5
if( SPFA(1) ) printf( "YES\n" );
else printf( "NO\n" );
for( j=1; j<=N; J++ ) //FEUAHER L &QLSHT G RGTFREAER
{
temp=List [§];
while( temp!=NULL )
{
List[jl=temp->next; delete temp; temp=List[j];
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DFS( Jiigs i )

{

1/ MITRE 1 BT IE1EF

visited[ i ]J=1; //H#Iik i B iItraEY 1
for( j=0; j<n; j++ ) [/ XIEMFETSL T

{

/13 & 1 BRI, ATIRT 3 RE VT
if( Bdge[i][j]==1 && !visited[j] )

{

/[ BITRERIINERH T EES LB, Wp)2.1
DFS( 7 ) /I MRS I I RAHHT DFS 8%

// YU F A& DFS J9JFRE (7B, - 1RZE Ay 7y B s B ST
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#define MAXN 100 /TTRAS B B AE

#define MAXM 200 11 BEBRE

struct ArcNode

{
int to, dur, no:  //HAMIH—AT, FFERE, EHFS
ArcNode *next;

B

int n, m; JITREAE a%

ArcNode* Listl[MAXN]; //®ATHSHAEERRLIGH (HiBR)

ArcNode* List2[MAXN]; //SATAMGEERTLEH (ABLR)

int countl[MAXN]; /1 BTN BE
int count2 [MAXN]; /1 TR P E
int Ee[MAXN]; /1 % B B T W REFF A 1B
int E1[MAXN]; /1 HAFHIRIB RVFFF SR 1)
int e[MAXM]; /1% 5B B B AT REFF AR IR
int L[MAXM]; /1 BEBN AR FVFIF SR (8]
void CriticalPath( ) //sR¥&EE%PZ
{

[ 1REbHEFFR Ee

et s Gl S

int topl=-1;

ArcNode *templ;

memset ( Ee, 0, sizeof(Ee) );
for( i=0; i<n; i++ )

{
if ( countl([i]==0 )
i
countl[i]=topl; topl=i;
1
}

for( i=0; i<n; i++ )
{
1f( topl==-1")
{
printf( "Network has a cycle!\n" ); return;

}
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while( p /245 )
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DFS( Jifii )i
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#define MAXN 100

struct ArcNode 113U% R
{
int adjvex; /1A AL 5 — A AR R R B
ArcNode *nextarc; /4R T —AN A4 e
};
struct VNode /1T
{
int data; /TR R
ArcNode *headl; /7 HiaR KR LIRE
ArcNode *head2; LINBFRMIZE LR
Y
struct LGraph /1 R AR BER AR5
{
VNode vertexs [MAXN] ; /1T EA

int vexnum, arcnum; /TR S i %
1
LGraph lg; //[ (AHERTEGE)
void CreatelG( ) //RAAMERAFM#ET, MWEHMEC
{

Nt E=05 /1R R
ArcNode *pi; /1 FARHIHE U AR (0 45 padiet
int v1, v2; /1 LB A TR

for( i=0; i<lg.vexnum; i++ )  //¥IEILEKIEHZE
lg.vertexs[i] .headl=1g.vertexs[i].head2=NULL;
for( i=0; i<lg.arcnum; i++ )

{

scanf( "$d%d", &vl, &v2); 1 TN — SRR AR
Vst la—
pi=new ArcNode; /1B ER RN

pi->adjvex=v2;
pi->nextarc=lg.vertexs([vl].headl; //{HAHE
lg.vertexs[vl].headl=pi;

pi=new ArcNode; /1EER R

pi->adjvex=vl;
pi->nextarc=lg.vertexs([v2].head2; //GEAER
lg.vertexs([v2].head2=pi;
}//end of for
}//end of CreateLG
/RIS G B T U I R (BT 45 BT o 47 ol 25 )
void DeleteLG( )
{
int i; g %S 8
ArcNode *pi;  //FIRIRMABERP &AL AMIRE
for( 1=0; i<lg.vexnum; i++ )
{
pi=lg.vertexs[i] .headl;
//REIE L AT b & D 4 ST b AR AR )
while( pi!=NULL )
{
lg.vertexs[i] .headl=pi->nextarc;
delete pi;
pi=lg.vertexs([i] .headl;
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pi=lg.vertexs[i] .head2;
C/REIR L AT LR AL ST & T A
while( pi!=NULL )

{
lg.vertexs[i].head2=pi->nextarc;
delete pi;
pi=lg.vertexs[i].head2;
}
}
}
int main( )
{
int i; / /AR

int id, od; /1 TR BN ER
ArcNode *pi; //HiZNill iR ML iRk
while( 1)
{
1lg.vexnum=1g.arcnum=0;
/1 E SRR A BRD H
scanf( "$d%d", &lg.vexnum, &lg.arcnum );
if( lg.vexnum==0 ) break; NSRS R

CreatelG( ): /IR R AR B 4
for( i=0; i<lg.vexnum; i++ )  //46i-&TiAHBE

{
0d=0;
pi=lg.vertexs[i].headl;
while( pi!=NULL )
{

od++;

pi=pi->nextarc;
b
if(i==0) printf( "%d", od ):
else printf( " %d", od );

}
printf( *\n" );

for( i=0; i<lg.vexnum; i++ )  //#ETAAREIN ML

'S
id=0;
pi=lg.vertexs[i].head2;
while( pi!=NULL )
{
id++;
pi=pi->nextarc;
1
if(i==0) -printf( "%d", id );
else printf( * %4d", id );
}
printf( "\n" );
DeleteLG( ); 11%EIK
}
return 0;
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#define MAXN 210
struct Matrix

¢
int ¢, £; /1% 4k, il
}i
Matrix Edge [MAXN] [MAXN] ; /1R BT (SRR )
int M, N; /NI (RISR) 3 E RV A 455 (BT 3B
int s, t; VIR (R L) IEA (AN

int residual [MAXN] [MAXN]; //BEMN%
int qu[MAXN*MAXN], gs, ge; //BA3l. BABUKkFIR

int pre[MAXN]; //pre(i] g3 & LTS 1 ATHIMTS 5
int vis[MAXN] ; / /BFS S h & T & A b s

int maxflow, min_augment; //#AUMHiE. SUM/ BHHIAT St At
void find_augment_path( ) //BFS K #

i
int i, cu; / /e JBRFIKTH A
memset ( vis, 0, sizeof(vis) );
gs=0; qulgsl=s; //s NBAFI

pre[sl=s; vis[s]=1; ge=1;
memset ( residual, 0, sizeof (residual) ); memset( pre, 0, sizeof(pre) );
while( gs<ge && pre[t]l==0 )
{
cu=qulags];
for( i=1; i<=N; i++ )
{
if( vis[il==0 )
{
if ( Edgelcul [i].c - Edgelcu][i].£f >0 )
{
residual [cu] [i]=Edgelcu] [i].c-Edge[cu] [i].£;
prel[il=cu; qulge++]=i; wvis[i]=1;
}
else if( Edgeli] [cu] .£>0 )
{
residual [cu] [i]=Edge[i] [cu].£;
prelil=cu; qulge++]=i; wisl[i]=1;

as++;
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#define MAXN 100
struct ArcNode
{
int adjvex;
ArcNode *nextarc;
}:
struct VNode
{
int data;
ArcNode *headl;
ArcNode *head2;
}i
struct LGraph
{
VNode vertexs [MAXN] ;
int vexnum, arcnum;
T
LGraph 1g;

/1185 R

/1 A 5 — AR5
/1 HRIF AL R E

/1T

/ITRESRR

/1 WAR MR L SR
WONESE S
/1 BB BER AT 45

/IR EA
/TR BN (B) %

/1B (SREERAFHE)
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T=(V, ¢);
while( T #ff&u# < n-1 )
{
M E FE IR R DI (0, V) ;
ME gL (u, v);
iE( & (u, v) BB TREER I FREE S L)
HEZ (u, v)HATH;
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void CreateLG( ) /I RBSERAF IR, MEHEG

{

int i=0; /1R
ArcNode *pi; 1/ RRMIE A BER IO 45 SRR
int v1,v2; /1 WA AN TR

1lg.vexnum=1g.arcnum=0;

scanf ( "$d%d", &lg.vexnum, &lg.arcnum ); //ESCHIATIAANSORIAE

for( i=0; i<lg.vexnum; i++ ) L) % DSk
lg.vertexs[i] .headl=1g.vertexs[i] .head2=NULL;

for( i=0; i<lg.arcnum; i++ )

{

scanf( "%d%d", &vl, &v2); /NS IE RN28 £7
vi—o— w2
pi=new ArcNode; /IBER 20
pi->adjvex=v2;
pi->nextarc=1lg.vertexs[vl].headl; /IHENEER
lg.vertexs([vl].headl=pi;
pi=new ArcNode; 1 MBSER RS2 ]
pi->adjvex=vl;
pi->nextarc=1g.vertexs([v2].head2; [ 1ENEE
lg.vertexs(v2].head2=pi;

} //end of for

//end of CreateLG
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#define MAXN 201
int main( )

{

int m[MAXN] [MAXN]; //Floyd Sk ffsERE A

int n; /1R
int A, B; /1R AT,
intoil g, ki /1R
char str[27]; /1 RRENGREERIE A ARRTIR
char ch; 1R R
while( scanf("%d", &n) && n )
{
memset ( m, 0, sizeof(m) ); //HIHAHLAEREm

//while fEFFHATSE LG  mIA] [B) iR GLEBEEE A FI B 24 F)

while( scanf( "%d %d", &A, &B ) )
¢ 3
if( A==0 && B==0 ) break;
scanf( "%s", str );
for( i=0; str(i]; ++i )
{
m[A] [B] I=l<<(str(i]-"a"');
}
}
for( k=1; k<=n; ++k ) //Floyd #:
{
for( i=1; i<=n; ++i )
{
for( j=1; j<=n; ++j )
{
m{i] (3] |=m[i] [k] & m[k]

}
}
while( scanf( "%d %d", &A, &B ) )
{
if( A==0 && B==0 ) break;
for( ch='a';ch<='z';++ch )
{
if( m{A][B] & (l<<ch-'a') )
putchar( ch );
}
if( !m[A][B] ) putchar( '-' );
putchar( *\n' );
}
putchar( 'An' );
}
return 0;

BAGRI P EREAN T

(31;

11#H#
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void augment_flow( ) 1/ G

{

imt S=ty 5 /7t RICR

if( pre[i]==0 )

{
min_augment=0; return;

}

J=0x7EEE£EEE;

while( it=s ) /1SR e AT R A 3R ME

{
if( residual(pre(il][il<j ) Jj=residuallpre[i]][il;
i=pre(il;

}

min_augment=j;

}
void update_flow( ) //i¥iR

{
int i=t; /1e BICR
if( pre[i]l==0 ) return;
while( il=s )
{
if( Edgel(pre[il] [i].c-Edgelpre[il][i].£>0 )
Edge[pre[i]][i].f+=min_augment;
else if( Edge[i] [pre(i]).f>0 ) Edgelpre(il][i].f+=min_augment;
i=prel[il;
}
}
void solve( )
{
e=1; E&=N;
maxflow=0;
while( 1 )
{
find_augment_path( ); //BFS M BE
augment_flow( ); Wae TG
maxflow+=min_augment; 1/
if (min_augment>0) update_flow( ); //BEHii
else return;
}

}
int main( )
{
int i;
int u, v, €;
while( scanf("%d %d",&M,&N) !=EOF )

{
memset ( Edge, 0, sizeof(Edge) );

for( i=0; i<M; i++ )

{
scanf( "%d %d %d", &u, &v, &c );
Edge [u] [v].c+=c;

}

solve( );

printf( "$d\n", maxflow );
}

return 0;





OEBPS/Image00033.jpg
{3 1]

|
T
i
I
T
i
i
I
H
'
T
|

(a) G,






OEBPS/Image00135.jpg
void UFset( ) //#Ifftk

{

}

for( int i=0; i<N; i+ )
parent[i]=-1;

int Find( int x ) //BRFBRELES xFIBESHRER

{

}

int s; //BRARE
//—HE#E#EF| parent [s] R Hsk (A s BOGIRE Q) H ik

for( s=x; parent[s]>=0; s=parent[s] );
while( st=x ) //REHE—EGieE, ELEHEREBERE
{

int tmp=parent[x];

parent [x]=s;

X=tmp;
}

return s;

//RLFIR2 REDTR, RTHAIPRNES, AESHEHI LS
void Union( int R1, int R2 )

{

//r1 4 R [REE S, ©2 9 R2 HIARYE

int r1=Find(R1), r2=Find(R2);

int tmp=parent[rll+parent(r2]; //FiMEA% A MM (F1%0)
/R R2 FHER S A > RL BS54

//¥ER parent [r1] Ml parent [r2] £ A%

if( parent(rl]>parent(r2] ) //fRAkHR—mAEN

{

parent[rl]=r2; (/IR R L BRI 2 BT (4 3F)
parent [r2]=tmp; [/ EHRLH r2 M parent [ ] {E

}

else

¢
parent[r2]=rl; [ /HIRE B r2 FRAERIRAER T1 FR (2 3F)

parent [rl]=tmp; [ EFRG A £l i) parent [
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#define MAX 300
#define INF 10000000

int dis[MAX] [MAX]; /MERGE R R B
int map[MAX] [MAX]; WAk -3 {ik-3
bool sign[MAX] [MAX]; 1/ BRM
bool used[MAX]; /1RGSR

int K, C, n, M;
int min( int a, int b )

{
return a<b ? a:b;
}
void Bulid Graph( int min_max ) WL 25
{
int i, J;
memset ( map, 0, sizeof( map ) );  //#Ifhtk
for( i=K+l; i<=n; i++ ) map(0](i
for( i=1; i<=K; i++ ) map[i][n+1]=M;
for( i=K+1; i<=n; i++ )
{
for( j=1; j<=Ki j++ )
{
if( disfi][jl<=min _max ) map[i][jl=1;
}
}
}

bool BFS( ) //BFSHH#EKME

{

L

memset ( used, 0, sizeof( used ) );
memset ( sign, 0, sizeof( sign ) );
int queue([100*MAX]={0};
queue([0]=0;

used[0]=1;

int t=1, £=0;

while( f<t )

{
for( int i=0; i<=n+l; i++ )
{
if( tused[i]&smap(queue(£]][i] )
{
queue[t++]=i;
used(il=1;
signlqueue(f]][i]=1;
3
}

fotg
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(1,58}, {2,4,6},{3},(7.9,10,11}, {12 }.
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#define MAXCITIES 256
#define INF 1000000000
#define MIN(a,b) ((a)<(b)?(a):(b))
#define MAX(a,b) ((a)>(b)?(a): (b))

int kase=0; 11RO S

int n, r; 7 1R A BRI A8
int w[MAXCITIES] [MAXCITIES];  //floyd Sykitff A fERE
char city[MAXCITIES](30]: e 1t

char start[30], dest(30]; /1@ ST ST

int numcities; (IRTBTE city SR RS

1/ ERESEER IR 4 77 city BUAH, index M¥TIfERE E— PRI,
/GEBIELE city $EPHTE, WRAAE, WHEZRm LGS oicy Yt
int index( char* s )

{

int i;
for( i=0; i<numcities; i++ )
(
i£( !stremp(city[il,s) ) return i;

}

strepy ( city[il, s );
numcities++;

return i;

int read.case( )  //iEASHAYEE

int i, j, k, limit;

scanf( *%dsd", en, &r );

if( n==0 ) return 0;

for( i=0; i<n; i+s ) //AIGALAEARE
{

for( 3=0; j<ny j++ ) wlil[3)=0;
¥
for( i=0; isn; i++ ) wli][1]=INF;
/RN RS
numeities=0;
for( k=0; k<r; ke+ )
«

scanf( “%s%s%d", start, dest, &limit );

i=index(start);

j=index(dest);

wlil(3)=wi3] [i]=limit; //Floyd HikPiEE A HINILH MR WEIEN
)

S IENR AR SR
scanf( "$s%s", start, dest);
return 1;

1
void solve_case( )
«
int i,3,ks
//Floyd-Warshall i
for( k=0; ken; k++ )
t
for( i=0; i<m; i++ )
(
for( 3=07 j<n; j++ )
{
wlil [31=MAX( wli]l[3], MIN( wli](k], wik](4] ) )i
3
}
}
izindex( start );
j=index( dest );
printf( "Scenario #3d\n", ++kase );
printf( "$d tons\n\n®, w(il(3] ):

int main( )
while ( read case( ) )

solve_case( );
return 0;
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int

int

}

if( used[n+l] ) return true; //ICAEERRLGH
else return false; ! RESAERRR%

DFS( int v, int sum ) //DFS#i/"™

Int ol s, ey
if( v==n+l ) return sum;
s=sum;
for( i=0; i<=n+l; i++ )
{
if( signlv][i] )
{
t=DFS( i, min( maplv][i], sum ) ); //#HIFA
map [v] [i]-=t;
map(i] [v]+=t;
sum-=t;
}
}

return s-sum;
main( )

int i, j, k, L, R, mid, ans;
scanf( "%d%dsd", &K, &C, &M );
n=K+C;

//FLoyd Bk, sRAT R (A o 4 G Y

for( i=1; i<=n; i++ )

{
for( j=1; j<=n; j++ )
{
scanf( "%d", &dis[i][§] );
if( dis[i][3]==0 ) dis[i] [§]1=INF;
}
}

for( k=1; k<=n; k++ )
{
for( i=1; i<=n; i++ )
{
if( dis[i] [k]!=INF )
{
for( j=1; j<=n; j++ )
dis(i] [j1=min( dis[i][k]+dis(k][§], dis[i][3] ):

}
L=0, R=10000;
E=viirsi % S
while( L < R )
{
mid=( L+R )/2;
ans=0;
//Rif Dinic HEERE AR
Bulid Graph( mid ); //H@ABML GRRME) el
while( BFS() ) ans+=DFS( 0, INF ); //HigRZKM%, FFikAT DFS 1™
if( ans>=C ) R=mid;
else Lemid+l;

printf( "%d\n", R );
return 0;
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minflow[0]=INF; JIBEFRS S 2 A RATEF K
while( 1) 1 1¥55

{
for( i=0; i<MAXN+2; i++ ) //BUAFSH, SATAEFEZRESRE

prev[il=-2;
prev([0]=-1; Va5 V=1
as=0; queuel[qgs]=0; qe=1; //¥S (/& 0) NBAFI
/AR R ge>=as (MM TFRFIZE) , WERLEFRT T
while( gs<ge && prev([t]==-2 )

{
v=queuelqgs]; gqs++; //BUHAFISLTR S
for( i=0; i<t+1; i++ )
{
/TR 1 RTR v 488 T, WHBRAX T 1 ATHR S
//customer [v] [i]-flow[v] [1]!=0 RE{RAETH A 1 2 v IAREETS, HAE
HEATHR S
/T 1 RS, HHCij-Fij>0
if( prev[i]==-2 && ( p=customer[v][i]-flow[v][i]) )
{
previil=v; queuelgel=i; ge++;
minflow([i]=(minflow[v]<p) ? minflow(v] : p;
}
}
}
if( previtl==-2 ) break; //iLAtBHIFS, FREELK
for( i=prev([t], j=t; i!=-1; j=i, i=prev[il ) //if%ilRE
{

flow[i] [j]1=flow[i] [j] + minflow([t];
flow[jl[il=-flow[i] [j];
}
}
for( i=0, p=0; i<t; i++ ) //GHENICRITR, BB HE
p=p+flow[i] [t];
printf( "%d\n", p ):

}

int main( )

{
1)
ford( ):
return 0;
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int main( )

{

int i, 3, t, k, i //RATRRCLBHXRM: o ATFEREAGMEANE
int determined; //fF&ZEMk, -1 RAKRFE, 0 RAAEBEIFFI, 1 Foral LUERIFF

while( scanf( “%d %d", &n, &m ) !=EOF && n !=0 && m !=0 )
{
memset ( count, 0, sizeof( count )); //¥IHhik
memset ( alpha, false, sizeof( alpha ));
v.clear( ); v.resize( n ); //j vector HITEHE, HEFHEAN

}

c=0; determined=0;
for( i=0; i<m; i++ )

{

scanf( "%s", relation ); TTENER
count [ relation[2]-'A' J++;
vl relation[0]-'A' ].push back( relation[2]-'A' );
if( lalphal relation[0]-'A' ] ) VTS 35 I N b S d
{

c++; alpha[ relation([0]-'A' ]=true;
}
if( talpha[ relation[2]-'A' ] )
{

c++; alpha[ relation[2]-'A' ]=true;
}
if( determined==0 )
{

t=toposort( c );

determined=-1; k=i + 1;

}

else if( t==n")

{

determined=1; k=i + 1;

}

}
1

if( determined==-1 )

printf( "Inconsistency found after %d relations.\n",k );
else if( determined==0 )

printf( "Sorted sequence cannot be determined.\n" );

elge
printf( "Sorted sequence determined after %d relations: %s.\

n*,k;seq );

return 0;
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using namespace std;

int count(26]; //A%, BRTUKHAE

int temp[26]; //temp 4 count SR, FFImIHHERFMITEE

char relation{3], seq[26]; //relation AIFHAMRFEXR, seq FTFMAZINIFT
bool alphal26]; //alpha FIFiERMNERBLLHE

int n, m;

vector<vector<char>>v; //{#iff] STL [{jR 5 vector AL R

/ /¥R, R B G R R e R A A RBUPENLEE-1, kR ERERE 0

int toposort( int s )

{

int i, j, r, cnt; //cnt FRABEN 0 MTURMAE: © RRAEIFFIH ERONH

bool flag; //flag Kb A, FoRmAMEFARIERE T L@ EIFS)
r=0, cnt=0;
for( =i i<n; i++ ) temp[i)l=count[i];
flag=1;
while( s-—- )
{
cnt=0;

for( i=0; i<n; i++ )
{
if( temp(il==0 )
¢
Sl o tyes
}
}
if( ent>=1 )
{
//ent=1 FRA BARE—MABEN O BITHA, T I A0 4R A0 T e 1) I8 i
if( ent>1 ) flag=0;
for( i=0; i<v[jl.size( ); i++ )
templ VI3 (41 1--; / /4080 5e b o MBR 0 A K3 thidy (BUARIS T AL
seqlr++]=j+'A';
temp[jl=-1; seqlr]=0;
}
else if( cnt==0 ) //cnt==0 FIREA AR 0 MITA, WHRTEFED

return -1;
}
if( flag ) return r;
else return 0;
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#define MAXN 100 /ITRSAEIRRE
int Edge [MAXN] [MAXN] ; /1B BERERE
int main( )

{

7 e 3 /AR
int n, m; LITRSRAKL a8
Ink uE v / /AR R
int od, id; /TR B BERIN
while( 1 )
{
scanf( "%d%d", &n, &m ); [/BENTRRAE n A% m

}

if( n==0 &% m==0 ) break; /TN EHR SR
memset ( Edge, 0, sizeof (Edge) );
for(ii=1; i<=m; dt+ )

{
scanf( "%d%d", &u, &v ); //EAUMEREHLR
Edge([u-1] [v-1]=1; /| R E AT R
}
for( i=0; i<n; i++ ) 1/ 3R TR B H
{
0d=0;
for( j=0; j<n; j++ ) od+=Edgeli][j]l; //ZBMEifT
1f (1==0) . printf( "$d*; od ); ]
else printf( " %d", od );
}
printE(“\ns )i
for( i=0; i<n; i++ ) 11 RETRBNIE
{
id=0;

for( j=0; j<n; j++ ) id += Edgelil[il; //BmEi%|
if(i==0) printf( "8d", id );
elsge printf( " %d°, id ); .

}

printEimNnrl)

return 0;





OEBPS/Image00340.jpg
(b) BEMEG'





OEBPS/Image00462.jpg
s





OEBPS/Image00027.jpg
FEBIEAN:

2

7
4315421
6
431420

FEGIHH -

YES

o o r B B P o
o opr r o o

o o0 0 o o B

R, PP o o PR P

o Rk O r O P K

o o B O o o

o o o

o O O





OEBPS/Image00463.jpg





OEBPS/Image00024.jpg
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#define MAXN 10 /I TRRA S BR A
struct ArcNode

{
int to;
struct ArcNode *next;
i
int n, m; T TEAR A%
ArcNode* List [MAXN] ; /AT A R R R4
int count [MAXN]; YUE-33=1: 1PN 3
char output [100] ; /1A
void TopSort( )
{

int i, top=-1;
ArcNode* temp;
bool beycle=false; /| REAFAER WA IbR R
int pos=0; / /BN output AN E
for( i=0; i<n; i++ )  //ANEH O MDA
{

if( count[i]==0 )

{

count [i]=top; top=i;

}
}
for( i=0; i<n; i++ )
{
if( top==-1 ) JIRRAEE, AEAEA (7 [E] B
{
beycle=true; break;
}
else

{
int j=top; top=count[top]l; //HWMA I ik
pos+=sprintf( output+pos, "%d ", j+1 );
temp=List([j];
/BT 3 AR, B4 HIAMZ S EINBER 1
while( temp!=NULL )

{
int k=temp->to;
if( --count[k]}==0 ) /1 #ENFERE 0, WAL
{

count [k]=top; top=k;
}
temp=temp->next;
}//end of while
}//end of else
}//end of for
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#define INF 2000000000
#define MAXN 100
struct POINT  //% L & Ishx
{

double x, y;
}i

struct EDGE /134
{
o (e )
}i
int n; // R ERE R AL H
double wX([20]; /R x SAHR (FHR)
POINT p[MAXN]; . /IR A BRITTHIRA A LR PE AR
int pSize; /1 EHBE (R 2R)

double pY[20][4]; //p¥Y[i][0],pY[i][1],pY[i](2],pY[i][3] %8 i BeslA 4 Ay A%R
double g[MAXN] [MAXN]; //ABBEAERE

EDGE e [MAXN*MAXN] ; /IR AL
int eSize; /13R%E
5 ol Sl G /1 ERAE R

double Dis( POINT a, K POINT b ) / /R LA s Al BE Bs

8
return sqrt( (a.x-b.x)*(a.x-b.x)+(a.y-b.y)*(a.y-b.y) );
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}

/125 AEERARS, REC A ERERA 0, Nl while fi5
if( flag[t]l==-1 || alphalt]==0 ) break;
1P SRS AT T
int kl=t, k2=abs( prev(kl] ), a=alphalt]; //a huJgiti
while( 1)
{
if( network(k2] [k1].£<INF ) //iEf
network (k2] (k1] . f=network [k2] [k1].£+a;
else network[k1] (k2].f=network(kl] [k2].f-a; //RH
if( k2==s ) break; //iHW—HFIF L vs
kl=k2; k2=abs( prev(k2] );
}
}//end of while

void readcase( )  //WAWREE

{

}

int i, i, w, v, b, c; /IR, SR W T LS
scanf( "$d%d", &N, &M );  //BATUSMEN
for( i=0; i<MAXN+2; i++ ) //HEHANBRENR THE
{
for( j=0; j<MAXN+2; j++ ) //INF RpftH HEHESE
Edge(i] [j].b=Edge[i] [j].c=Edge[i] []].f=Edge[i] [3].no=INF;
}
for( i=1; i<=M; i++ )
{
scanf( "$d%d¥did", &u, &v, &b, &c ); //HAMMBARLL. TR LR
Edge[u] [v].b=b; Edge[u] [v].c=c; Edgelu] [v].f=0; Edge(u] [v].no=i;
i)

void accompany () //Hyiti R E ) PR I ER )R I8 KT KR R 4 O FTAT AL

{

memcpy ( AccEdge, Edge, sizeof (Edge) );
int i, j; //ERER
/R R A TR O, BRHIIC AT R TIR N+1
for( i=1; i<=N; i++ )
{
int sumi=0, sum2=0;
for( j=1; j<=N; j++ )
{
/TG AT (LA 4 R . GiiteE 1 51 GEABITN 1 A930)
if( AccEdge[i] [j].b!=INF ) suml+=AccEdge[i][]].b;
if( AccEdge(3][i].b!=INF ) sum2+=AccEdge(3][i].b;
}
if( sum2>suml ) //3n—%HM<0, i>
AccEdge([0] [i] .c=sum2-suml, AccEdge[0] [i] .b=AccEdge (0] [i].£=0;
else //n—%&H<i, N+l>
AccEdge [i] [N+1] .c=suml-sum2,AccEdge [i] [N+1] .b=AccEdge[i] [N+1].£=0;
}
for( i=1; i<=N; i++ )
{
for( j=1:; j<=N; j++ )
{
if( AccBdge(il[3].c!=INF ) //#SBRN% KT
{
AccEdge[i) [j].c=AccEdge[i] [j].c-AccEdge(i] []].b;
AccEdge(i] [§].b=0;
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Ford( AccEdge, 0, N+1 );  //RE:BEMZKKIERKTE
bool feasible=1;  //KMiFs&MKFTAIEAINER, LUAINRA AT
for( i=0; i<=N+l; i++ ) //KAZEFEBEMSE T HINVE SR T A IR R
{
if( AccEdge[0]([i].c!=INF && AccEdge([0][i].f != AccEdgel[0][i].c )
feasible=0;
}
if ( feasible==0 ) //®HAITH
{
printf( "NO\n" ); return;
}
/1R IR R4 TATAT
for( i=1; i<=N; i++ )
{
for( j=1; Jj<=N; j++ )
1§
if( Bdgel(i] [§].c!=INF ) //HBHEMEF R
Edge(il [j].f=AccEdge[i] [j].f + Edgeli][j].b;

}

printf( "YES\n" );

/ 1HETRHIF 5 WNBIRHEF

gsort( Edge, (MAXN+2)* (MAXN+2), sizeof(Edge[0][0]), compare );
for( i=0; i<M; i++ ) printf( "%d\n", Edge[i/M] [i&M].f );

int main( )

int T; scanf( "%d", &T ); //JRYIBHE
for( int i=1; i<=T; i++ )
{
readcase( ); accompany( ); printf( "\n" );
}

return 0;





OEBPS/Image00020.jpg
1 WR<i,j>eE, (,j)eE 1)
Edge[i][j]={0 ..





OEBPS/Image00104.jpg
(a) |~ AL A8 ig (b) P KAEAE AT R AT AL





OEBPS/Image00225.jpg
- void Solve( )
4
pl0].x=0; //i@s
pl0].y=5;
pSize=1;
for( i=0; i<n; i++ )
{
scanf( "$1f", &wX([i] ); //HEAGHHEN x 4R
for( j=0; j<4: j++ )
{
plpSize] .x=wX[i];
scanf ("$1f", &plpSizel.y): //HEASEEFBIIN Y &h7
pY[i] [j1=p[pSize].y;
pSize++;
}
}
plpSize] .x=10; //#&&
plpSize].y=5;
pSize++;
for( i=0; i<pSize; i++ )  //¥IAMADEESERE o
{
for( j=0; j<pSize; j++ )
g(1] [31=INF;
}
esize=0;  //HM%AE
for( i=0; i<pSize; i++ )
{
for( j=i+l; j<pSize; j++ )
{
1if( IsOk( pli], pl3] ) ) //HME i SRR 3 DREEEL
{
glil[3]=Dis( plil, pl3] ); //ABEENERE
elesize].u=i; //i
eleSize] .v=j;
eSizet+;

}
}

//3K3% 0 ATRBIE pSize-1 AT AIHBGEHER
printf( "$%.21f\n", BellmanFord( 0, pSize-1 ) );:

int main( )

while( scanf("%d", &n)!=EOF )
{
if( n==-1 ) break;
Solve( );
}

return 0;
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if( beyele ) printf( "Network has a cycle!\n" );
else

i
int len=strlen( output ); output[len-1]=
printf( "%s\n", output );

0; /I ZHEBRIEH
}

}
int main( )
{
anced; ouyv /IR AR R
while( 1)
( &
scanf( "%d%d", &n, &m );  //WATAAN S0, W

if( n==0 && m==0 ) break;

memset ( List, 0, sizeof(List) );
memset ( count, 0, sizeof (count) );
memset ( output, 0, sizeof (output) );
ArcNode* temp;

for( i=0; i<m; i++ ) /1 Wb R

{
scanf( "%d%d", &u, &v )i  //ENLEKESMLS
el e
count [v] ++;
temp=new ArcNode;
temp->to=v; temp->next=NULL; //H#jE4RE%
1f( List[u]l==NULL ) //MBsERPREIDNLE S
List [u]=temp;
else  //IMBERTELENGER, A temp
{
temp->next=List [u]; List[ul=temp;
}
}
TopSort( );
for( i=0; d<n; i++ )  //FREBUHBER EXAL ST S FIAE G220
{
temp=List [i];
while( temp!=NULL )
{
List[i]=temp->next; delete temp; temp=List[i];
}
1
}
return 0;
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/1AM (%3, y3) RELLT A (x1, v1) M (x2, y2) Frifh e M EL N LIER T
//3EEHE>0 TR (x3,y3) ML FHL E07, <0 RABMTFTH
double Cross( double x1, double yl, double x2, double y2, double x3, double
¥3 )
{
return (x2-x1)*(y3-yl) - (x3-x1)*(y2-y1);
i
bool IsOk( POINT a, POINT b ) //{ERIMs i P HINTH 1 fi 2 MRERIE— %A
t 3
if( a.x>=b.x ) return false;
bool flag=true; /1R R AR ARCHI R A
int i=0; VL3255
while( wX[i]<=a.x && i<n )
i+
while( wX[i]<b.x && i<n ) //HWif a f1 b ZAREHE i BN
{
if( Cross(a.x, a.y, b.x, b.y, wX[il, 0)
*Cross(a.x,a.y,b.x,b.y,wX[i],pY[i][0])<0 //a Fib % 1 BpAY
Il Cross(a.x, a.y, b.x, b.y, wX[i], pY[i]([1])
+Cross(a.x,a.y,b.x,b.y,wX[i],p¥[i][2]1)<0 //a Rl b ¥ 2 P
Il cross(a.x, a.y, b.x, b.y, wK[il, pY[i][3]) 3
*Cross(a.x, a.y, b.x, b.y, wX[i], 10)<0) //afb#%s 3 B

flag=false; break;

447
ih
return flag;
}
double BellmanFord( int beg, int end ) //KHEUTI beg B4 TR end fHRjaEER
{
double d[MAXN]; //jig s beg BISLALGA T s HIBIGIER

Ane i, g
for( i=0; i<MAXN; i++ )
Afi}=INF;
d[begl=
bool ex=true; //RAALAATIEH bellman fHHIREZR

for( i=0; i<pSize && ex; i++ ) //bellman ¥i%
{
ex=false;
for (3=0;j<eSize;j++) //HWitG4A (u,v), BEEMLTUR v MRITERIERLER
(
if( dle[3].ul<INF && dlelj].v]>dlel3].ul + glel3].ulel3].v]l )
{
dlelj].v]=dle(j].ul+gle(j].ulle(i].v];
ex=true;

}
1)
return dlend]; //iR[EIE /R beg BIZ i end f)fR50 B2 RE
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#define MAXN 201 /I TREA SRR

#define INF 1000000  //EHK(GURZ AR MINER)
#define MIN(a,b) ((a)<(b)2(a) (b))

struct ArcType 1 1REERY
{
int b, ¢, f; JVRHBT R B SRR
int no; RL il s
Yi
ArcType Edge[MAXN+2] [MAXN+2]; /1 R AR (RN TGE K ArcType $67)
ArcType AccEdge [MAXN+2] [MAXN+2];  //fBIRIS (4B EAERE
int N, M; JITREAE WA E

int flag(MAXN+2]; //TARE: -1—KiFS, 0—ERSARE, I —ERSERE
int prev(MAXN+21; //FRGMI 1 AoR: VRS ABATREH, UERE o
int alpha(MAXN+21; //#FSH%2 A5 t: FEOLR o
int queue[MAXN+2]; //#i24F BFS SiEHIBAR
int v, gs. ge; 7/ MBAF IR R MBI TC R, AU, BASIRALE
int compare( const void*eleml, const void *elem2 ) //qgsort EMUAHAEMN
(
return ((ArcType *)eleml)->no-((ArcType *)elem2)->no;

)
/15K A% network MBKT, FAPITAFESY s~t, b s BA, € BI0R
void Ford( ArcType network(] [MAXN+2], int s, int t )
(
int i; //(ERERE
while( 1) //FRBEBAFAEN S
It
memset ( flag, -1, sizeof(flag) ); //FRSFHIXTRAMAYILIL
memset ( prev, -1,sizeof (prev)) ; memset( alpha, -1, sizeof(alpha) );
flag(s]=0; prev[s]=0; alphals]=INF; //MANCHEARETN
as=qe=0; queuelgel=s; qe++}  //Ws (T s) ABAFY
while( gs<ge & flagltl==-1) //BAFIHEZHFRICARES
{
v=queuelqs]; as++; //ERIHBFISKTA
for( i=s; i<=t; i++ ) //RATA v MIEABR "G TR
«
if( flaglil==-1) //Ti&iKH%
¢

/1 IER " BRERT AN

if( network[v] [i].c<INF && network([v] [i].f<network(v]
[ilic )

L
flag(i]=0; previil=vi //4TiH 1iH% (EHFSKRE)
alpha[i]=MIN( alpha(v], network[v] [i].c-network[v]
[i1.£ );
queue(gel=i; qe++; //TiA i ABAFI

}

/" Rl LA i R LA

else if( network(il [v].c<INF&&network[i][v].£>
network[i][v].b )
(
flag[il=0; prevlil=-v; //ATK 15 (BHF3REHE)
alpha[i]=MIN( alpha(v], network[i] [v].f-network[i]
vl.b);
queuelgel=i; qe«+; //Tif i ABFY

¥
1
flaglvl=1; //TAvEHRTERE
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#define N 15
struct vertex
{
int degree; //THsSMIAL
int index; //TAMHIFES
IvIN];
int cmp( const void *a, const void *b )
{
return ((vertex*)b)->degree-((vertex*)a)->degree;
}
int main( )
{

SR R /1 ERE

int i, j; /IR G B M B AT )

int d1; /IR SRR S 1 AT (BESORRMIT AR HIBES
int T, n; 1 RREAE A A

int Bdge[N][N], flag; //4B8AERF, RBEFAESEMSRRMIRE
scanf( "%d", &T );

while( T-- )
{
scanf( "$d", &n );
for( i=0; i<n; i++ )
{
scanf( "%d", &v[i].degree );
v(i].index=i; /1A AN
}
memset ( Edge, 0, sizeof (Edge) );

i k<n&&flag; k++ )

1135 v 8L G n-k A TCH AR MU
gsort( v+k, n-k, sizeof (vertex), cmp );
i=v[k].index; 113 k ATARES
dl=v[k].degree;
if( di>n-k-1 ) flag=0;
for( r=1; r<=dlasflag; r++ )
{
j=vlk+r].index; 11138 81 AT A THAMIF 5
if ( v(k+r].degree<=0 ) flag=0;
vik+r].degree--;
Edge(i] [j]=Edge(3] [i]=1;
}
1
if( flag )
{
puts( "YES* );
for( p=0; p<n; p++ )
{
for( g=0; g<n; g++ )
{
1E(q)s printf( " %),
printf( "%4d", Edgelplial );
}
puts( *" )i 11847

}
3
else puts( "NO" );
if(T) puts( *" );

11347
)

return 0;
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void Insert( const int& x, const int& y, const int& w ) //XF4REERBATRA
{
NODE *ptr=&temp[pos++];
ptr->v=y;
PEX->W=W;
ptr->next=edge(x] .next;
edge [x] .next=ptr;
ptr=&temp[pos++];
PLr->v=x;
PEY->W=W;
ptr->next=redge([y].next;
redge[y] .next=ptr;

int main( )

int i, X, ¥y, Wi
int ans([MAXN], MaxTime; /1 BB IR 1) LA R B S T SR K
while( scanf("%d %d %d", &N, &M, &src)!=EOF )
£
pos=0;
for ( i=0; i<=N; ++i )
{
edge [i] .next=NULL;
redge[i] .next=NULL;
}
for( i=0; i<M; ++i )
{
scanf( "%d %d %d", &x, &y, &w );
Insert( x, y, w );
}
MaxTime=0;
memset ( ans, 0, sizeof(ans) );
/1 E T R85
SPFA( 0 );
for( i=1; i<=N; ++i )
{
if ( il=src ) ans[il+=ecost[i];
}
/1 RSB RE, RN (E)
SPFA( 1 );
for( i=1; i<=N; ++i )
{
if( il=src )
{
ans(i]+=ecost[i];
if ( ans[il>MaxTime ) //HRBERE AORBAE

MaxTime=ans[i];

}

printf("$d\n", MaxTime);
}
return 0;
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void build( ) //HgEAME
' intiii T By
for( i=0; i<n; i++ )
i for( j=0; j<n; j++ )
; //screen(i] (3] MMM cover [1] (3] HBREARSIMBIED

for( p=0; p<cover[i][j].length(); p++ )
{
if( {!glscreen{i][j]][cover{il[j][p]-'0']) && (screen[i]
[j]t=cover[i] [j]1[p]-'0") )
{
glscreen(i] [1] [cover[il[]][p]-'0']=true;
idfcover(i] [3]1[p)='0"1++; //AFEM1

}

)
bool check( ) //HWiHAEREBHFERMH

{
int i, k, 5
for( k=0; k<t; k++ )

{
i=1;
/145 MAERRERB . FFEABEARN 0 ME 04 %
while( lexist[i] || (i<=9&&id[1]>0) )
i++;

if( 159 ) //i>9 UBIFEWOANBSTR 0, WARIFLER
return false;
/%GRS 1 B, MERZE D RSN
exist[i]=false;
for( j=1; j<=9: j++ )
O /BN TR NS (N 1)
if (exist[jl&&gli] [§]) id[j)--:
}
}
return true;
}
int main( )
{
cale( )i
while( cin>>s )
{
if( s=="ENDOFINPUT" ) break;
init( );  //EAMEE
build( ); /4R EE

if( check( ) ) cout<<"THESE WINDOWS ARE CLEAN\n";
else cout<<"THESE WINDOWS ARE BROKEN\n";
cin>>s;

}

return 0;
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#define MAXN 101000
#define INT_MAX 2000000
struct NODE //4RE:R4sH
{

int v;

int w;

NODE *next;
}edge [MAXN], redge[MAXN], temp[MAXN * 2]; // edge & redge 4}5i|JyiF i FEF & ] B
int pos=0;

int ecost [MAXN];
int N, M, W, src, QIMAXN]; //FI%(4Q #uitlphz
bool visited[MAXN]; /IRERY, ERERRECVN
//SPFA ik, direction FiR/lM, 0 HIEM, 1 AKM
void SPFA( int direction )
{
LAY s I ot S
NODE *ptr;
h=0, t=1;
memset ( visited, 0, sizeof( wvisited ) );
for( i=0; i<=N; ++i )
ecost [1]=INT_MAX;
Q[0]=src;
ecost [src]=0;
while( h != t )
{
u=Q[h];
h++;
visited[u]=false;
if( direction!=0 ) ptr=edgelu].next;
else ptr=redge(u].next;
while( ptr )
{
if( ecost[ptr->v]>ecost[ul+ptr->w ) / /AR ERAE
{
ecost [ptr->v]=ecost [u] +ptr->w;
LI TREAFEB T IABAZY
7, if( tvisited[ptr->v] )
{
Qltl=ptr->v;
t++;

visited[ptr->v]=true;

}
ptr=ptr->next;
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/IREREAWEERNTTR
bool isok( )

{
for( edge*e=E[S]; e; e=e->nex )
if( e->c ) return 0;
return 1;
1

void print( int ok=1 )
{
int 3, 35
if( ok==-1 ) printf("IMPOSSIBLE\n");
else
{
for( i=0, it=base; i<kn; i++ )
{
for( j=0; j<km; j++, it+=2 )
printf( "$d *, it->f-it->c+it->low );
printf("\n");

}
printf("\n");

int setlimit( int x, int y, char op, int v )

if( op=='=" )
{
if( v>limit[x][y].high ) return 0;
if( v<limit(x][y).low ) return 0;
limit [x] [y] .high=limit [x] [y].low=v;
)
else if( op=='>') //EEM— BEAIRKTS
limit [x] [y].low=max( limit(x][y].low, v+1 );
else if( op=='<') 1 RERS—, BT
limit [x] [y] .high=min( limit(x](y].high, v-1 );
if( limit[x][y].low>limit(x][y].high ) return 0;
return 1;

int build( ) /1 SABHA KT U ok

{
int. 45 507, ok=1;
scanf( "$d%d", &kn, &km );
for( i=1; i<=kn; i++ ) scanf( "%d", &sumn[i] );
for( i=1; i<=km; i++ ) scanf( "%d", &summ[i] );
for( i=1; i<=kn; i++ )
{
for( j=1; j<=km; j++ )
{ limit[i][3].low=0; 1limit[i][j].high=INF; }
}
scanf( "%d", &T );
while( T-- )
{
int %, y, v;
char op(2];
scanf( "%d%d¥s¥d\n", &x, &y, op, &v );
if( !x && ly )
{
for( i=1; i<=kn; i++ )
for( j=1; j<=km; j++ )
if( tsetlimit(i, 3, op(0], V) ) ok=0;
}
else if( !x && y )
{
for( i=1; i<=kn; i++ )
if( tsetlimit(i, y, op(0], v) ) ok=0;
2
else if( x&&!ly )
{
for( i=1; i<=km; i++ )
if( tsetlimit(x, i, opl0], v) ) ok=0;
}
else if( tsetlimit(x, y, op[0], v) ) ok=0;
}
return ok;
}
void addedge( int x, int y, int w, int u )
{

é(x]=new ((void*) data++) edge(x, y, w, w, u, Elx]);
Elyl=new ((void*) data++) edge(y, x, 0., 0, u, Elyl);:
E[x]->bak=E[y], Ely]->bak=E[x];
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#define MAXN 1000 ST BERRA
#define INF 1000000 HEHK
#define MIN(a,b) ((a)<(b)2(a): (b))
struct Arclype 1138
{
int o, £ JIER i
¥
ArcType Edge [MAXN] (MAXN]; //4HHEEHE (B4 7080h ArcType )
int n, m; LIS BRI
int £lag[MAXN]; [IMERE: -1—FKH T, 0— B SRR, I— O ORE
int prev(MAXNI; //BREME LA WS BT, SRR
int alphalMAXN];  //ARSME 208 TR
int queue(MAXN); //HIMF BFS STHEMIAS

int v /1 DABAF IR AT A Sk 70 3
int gs, ge; //AFUSKALR, TR E
int &, 3; 1R AR

void ford( )

3
vhile( 1) //FREHE
¢

B B

LIRS TSRS SR

memset ( flag, OxEf, sizeof(flag) );  //# 3AMAATHENMELN-1
memset ( prev, x££, 5izeof (prev) ) imemset (alpha, OxEf, sizeof (alpha) );
£lag[0]=0; prev(0]=0; alphal0J=INF; //¥RANEHSARETL
as=q
queuelqel=0; qes+: / /A (T 0) NIAFI
//as<ae FRAFIESE, flag(n-1]==-1 FRCAFHS
while( gs<ge & flagln-1j==-1)

S

v=queue[qs]; qs++; //HRHBAFILTIA
for( i=0; ien; e+ ) /RN v MIIERIAIR P 468 T
«

if( flag(i]=:

¥

1) /A RS

J/TER AR

if( Edge(v][i].c<INF && Edge(v) [i].f<Edge(v][il.c )

i
flag(i]=0; previil=v; //TIH1iHT (LIS KKE
alpha(i]=MIN(alphalv], Edgelv] (1] .c-Bdge(v] [i].£ );
quevelge)=i; get+; Qe 3PN L]

/10 R AR

else if( Edge(i][v).c<INF & Edge[i] (v].£>0 )

¢
flag(il=0;previil=—v; //#TiM i % (EFRSART)
alpha(i]=MIN( alpha[v], Edgeli][vl.f );
queue(qgel=i; ges+; ST NS

1

)

flaglvl=l; //TigvE2H%ERE
}//end of while( gs<ge && flagin-1
7 PSIC AR S, BT AR R 0, Inilﬂ&lwtuleifﬂﬂ'
if( flag(n-1] 1 || alpha(n-1 )} break;
1SRG AT T
int kl=n-1, k2=abs( prev(kl] );
int a=alphaln-1]; //W[Silti
while( 1 )
{

Af( Edge(k2] (k1].E<INF ) 1IER
Edge (k2] [k1].f=Edge (k2] (k1] .f+a;

else Edgelkl] (k2] .f=Edgelkl] (k2].f-a; HRI

iE( K ) break; //MHE—TFEEL VO

Ki=k2; k2=abs( previkz] );

}//end of while( 1)

}//end of while( 1 )
/14 E AR, U RRE R
int maxFlow=0;
for( i=0; i<n; i++ )
«

for( 3=0; j<n; 4+ )
¢
if( i==0 & Edge(i] [3].E<INF ) //RAFHE, WRAK
maxFlowt=Edge (] [3].£;
if (Bdge[4] [§].£<INF) printf(*sd->3d:8d\n*,i,i,Edgelil(31.6);

b
}
printf( "maxFlow:3d\n", maxFlow );
}
void main( )

{

int w, v, ¢, £; /IR, B, Fil.
scanf( *$d%d", &n, &m );  //EATAMEn FFLE m
for( i=0; i<n; i4+ ) /IR R 4 T
«

//INE R E R

for( j=0; j<n; j++ ) Edgelil[j).c=Edgeli][j].E=INF;
%ux( 4=0; dem dee ) JAEAEAN
: scanf( *Rd¥dsABA”, &u, &v, &c, KE )i //EAUMEARLE
Edge(u] [v] .c=c; Edge[u] [v].f=f; 1T HE B
Laxd( Vi izt N
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void solve( )

{

int

int i, j, n;, x, ¥, Wy, 8, t, u, ¢;
/13ERE: FRALERR T REHBROF G, BESHIBROF R MM
if( tbuild( ) )
{
print(-1); return;
}
memset ( E, 0, sizeof(E) );
JIEFRIES, THARAHEH 2 F kn+l, FIFREA kn+2 F knvkmel
S=0; T=kn+km+3; n=kn+km+2;
memset ( in, 0, sizeof(in) ); memset( out, 0, sizeof(out) );:
data=new edge[5 * n * n]; base=data;

115 T S TR, KRN, 807 (R R

for( i=1; i<=kn; i++ )

{
for( j=1; j<=km; j++ )
{
x=i+l; y=j+kn+l;
c=limit[i] [§].high; u=limit[i](j].low;
w=c-u;
addedge (x, y, W, u);
in[yl+=u; out[x]+=u;
}
}

s=1; t=kn+km+2;
for( i=1; i<=kn; i++ ) //ATRIMZAR -

{
x=s; y=i+l; u=sumn[i];
in(yl+=u; out([x]+=u;

}

for( i=1; i<=km; i++ ) //FFIELHR

{
x=i+kn+l; y=t; u=summ(i];
in[yl+=u; out[x]+=u;

}

for( i=1; i<=n; i++ ) //HFREMINL

£
if( in(il>out[i] ){ x=S; y=i; w=in(i]-out(i); }
else{ x=i; y=T; w=out[i]-in[i]; }
addedge( x, y, w, 0 );

}

/1 ¥ A PR R PR

addedge( t, s, INF, 0 );
maxflow( );

if( !isok( ) ) print(-1);
else print( );

delete[] base;

main( )

int T;

scanf( "%d", &T );
while( T-- ) solve( );
return 0;
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#define INF 10000000

#define N 300 //Tis LIR%
#define KN 205

#define KM 25

#define max(a,b) ((a)>(b)?(a): (b))
#define min(a,b) ((a)<(b)?(a): (b))
struct edge

{
intic;, £, low; %, Vi /1%,y JILHIF R

edge *nex, *bak; /1RG5 IR — %34 Fl— &AM R — AN
edge( ) { }
/ /mex Jy[Al—45 i E— il ATLRERSE R 1 FILHIRHR  nex [k NULL
edge( int x, int y, int ¢, int £, int low, edge* nex )
:x(x), y(y), c(c), £(f), low(low), nex(nex), bak(0) { }
void* operator new( size_t, void *p ) { return p; }
VAEIN]; //REFEAGE RIIRE — %0

struct NODE

{
int low, high;
Yi
TGS A VRO &8 5080
int Q[100000], DIN);  //BA3l, 455

edge *cur[N], *path[N]; //{RIF24RTK, B2
edge *base, *data, *it;

NODE 1limit [KN] [KM] ; 1R T IAREN

int sumn(KN], summ[KM], in[N], out[N];

int kn, km; //kn: JRERIATHL km: J7RERIZIE
void DFS( ) AN R

{

memset ( D, -1, sizeof(D) );
int i, j, pl=0, p2=0;
Q[p2++]=8; D[S]=0;

while( 1)
{
i=0[pl++];
for( edge* e=E[i]; e; e=e->nex )
{
if( e->c==0 ) continue;
j=e->y;
TE(—T==DNA)
{7
Qlp2++1=3; DI[j1=D[i]+1;
if( j==T ) return;
}
}

if( pl==p2 ) break;
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int maxflow( )
{
//£1low B ¥R path_n Ji) # ERIAREKE
int i, k, mink, d, flow=0, path_n;
while( 1)
{
DFS( ); /IRERE

if( D[T]==-1 ) break; /IR SR B R L, WS R

memecpy ( cur, E, sizeof(E) ); path_n=0;

i=s;
while( 1)
{
if(Fi==T" VoL %5 T3
{
mink=0, d=INF;
//{ERE AR B IRBUMRI AR, ISR R
for( k=0; k<path n; ++k )
{
if( (path[k]->c)<d )
i

d=path[k]->c; mink=k;

}
%

for( k=0; k<path_n; ++k ) //BEEKAN

£
(path[k]->c)-=d;
((path[k]->bak) ->c) +=d;
}

path_n=mink; i=path([path_n]->x;

}

flow+=d;

edge* e;
for( e=cur[i]; e; e=e->nex ) /13— &L R i
{
if( !e->c ) continue;
int j=e->y;
if( D[i]+1==D[]j] ) break;
}
curlil=e;
if( e ) //EHB LRAERHL
i

path[path_n++]=e; i=e->y;
}
else /BB B
{

D[i]=-1;
if( !path_n ) break;
path_n--; i=path[path_n]->x;

}
return flow;

/B4, EHRR
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#define INF 1000000 //EFHK
#define waxy 10

using namespace std;

struct Archode

{

iy

int to;
int weight;
Arciode *next;

quevesints Q; (1BBI G TR
int n; 1B A

ArcNode* List([MAXN]; (/4§ THANIGR2 IR
int ing[MAXN]; /AR EERII RS

int dist{MAXN], path[MAXN];
void SPFA( int src )

s

int i, wro //u BBBRKTRARS
Arciode* temp;
for( i=0; i<n; i+4 ) e d
(

Qist(i]=INF; pathiil=src; inalil=0;
)
dist(src

5 path{srcl=sre; inglsrcl++;
Q.push( src );
while( !Q.empty() )
€
w=Q.front{ ); Q.pop{ ); inglu]l--;
Femp=List[ul;
while( temp
{

LL )

int v=temp->to;
if( distivi>dist(u]+temp->weight )
«

dist [v]=dist (u] +temp->weight; pathlv
AE( tinglvl ){ Q.push(v); ingl[vi++; )
)
temp=temp->next;

3

main{ )
int i, 37 (AR
int u, v, Wi /1R S REE BB

scanf( *8d*, &n ); //MAMEAHED

memset( List, 0, sizeof(List) );

ArcNode* temp;

while( 1)

¢
scanf( *$d¥dsd®, su, &v, &w )i //EAAMESTLN
LE( um=-1 & ve=-1 & 1) break;
temp=new ArcNode;
/1R AR
temp->to=v; temp->weight-w; temp->next=NULL;
1€( List{ul==NULL ) List(ul=temp;
else( temp->next=List[ul; List(u)=temp; }

)
SPFA( 0 )y //RTUK 0 BILMTA R
for( 3=0; jemy e+ ) //RERGLARER LEIDGRATS FERER
¢
temp=List(i];
while( temp!
«

NULL )

List{jl=temp->next; delete temp; tempsList(jl;
)
)
int shortest [MAXN]; /M AT L ) A TR TE R A TR R P 5
for( isl; d<ny irv )
¢
printf( *%d\t®, dist(i) ); //4RMTE 0 BITN i MRERE KA
S/ ACH TR TS O BT 1 RIE R
memset ( shortest, 0, sizeof(shortest) ):
int k=0;  //k ¥z shortest HAHRE A TCEMTI
shortest(k)=i;
while( pathl shortest(k] Ji=0 )
{
ke+; shortest(kl=pathl shortest(k-11 I;
)
Ke+; shortest [kl=0;
for( 3 )
printf( "$d->*, shortest(3] );
printf( *td\n®, shorcest(0] );

7 3>

3
return 0;
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using namespace std;

const int n=4;

int screen(4](4); //F#RBEEERHAZE

string cover(4][4]; //Fmftlak (1, J) REMEORLEE
bool exist[10]; JIHRAE D RBLERARE L3

int 1d[10]; 11 NEE

bool g[10][10]; VK 5% 3

int t; /ERBFRE LB SEHIARS B CAR, CUXSSR TN, M
string s; 11 ENF ARG 2 i

void calc( ) /1t (1, J) ALRAE D ORE

{
Snbitksids i
for( i=0; i<n; i++ )
{
for( j=0; j<n; j++ ) cover[i][j].erase( );
}
for( k=1; k<=9; k++ )
{

k=1)./3;
3= (k-1)%3;
cover[i] [j]+=char (k+'0"); /IERANEOE AR
cover[i] [j+1)+=char(k+'0'); //H kAR OE LA E

cover [i+1] [j]+=char(k+'0"); /1R AR O T AR
cover[i+l] [j+1l]+=char(k+'0"); //ERAWOATAME
}
}
void init( )  //HARRHBEESE
{
npeils gk
memset ( exist, 0, sizeof (exist) );
memset ( id, 0, sizeof(id) ); memset( g, 0, sizeof(g) );
t=0; 178 FFREAR IR o I B IR
for( i=0; i<n; i++ )
{

for( j=0; j<n; j++ )
{
cin >>k;
screen[i] [1=k;
if( lexist[k] ) t++;
exist [k]=true;
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#define INF 10000000
#define MAXN 5100
struct edge
{

int next;

int £, ¢, w;
IN, P;
vector<edge> map [MAXN] ;
int s, £, n, k;
int queue [MAXN*10001; //¥4ABHIBAS]
int cost [MAXN];

int pre[MAXN]; //pre i) Wiy BTN i W — P TRMFS
int m(51](51];
bool SPFA( ) //SPFA BRI

{
int i, H=0, T=0, cur;
pre(s]=0;
for( i=0; i<=t; i++ ) cost([i]=INF;
cost[s]=0; queue[T++]l=s;
while( H<T )
{
cur=queue[H++];
for( i=0; i<map(cur].size(); i++ )

{
=map[cur] [1];
if( N.c-N.£>0 && cost[N.next]>cost([curl+N.w ) //{iadfk
£
cost [N.next]=cost [cur] +N.w;
pre[N.next]=cur;
queue[T++]=N.next;
}
)

}
if( cost[t]!=INF ) return 1;
else return 0;

int argument ( ) //#"BeSuk, MBI B ARMR

int i, j, min=INF;
for( i=t; il=s; i=pre[i] )

{

for( j=0; j<maplprel(il].size(); j++ )
(i
if( maplpre[il][j].next==i && maplpre[il](j].c-map(pre(i]]
[§].f<min )
min=map(pre[i]][j].c-map(pre(i]][j].£;
}

) ;
for( i=t; i!=s; i=preli] ) //R%HiRk

{
for( j=0; j<map[pre[il].size(); j++ )
if( map[pre(il] [j].next==i )
map [pre(i]] [J] . f+=min;
3 %
for( i=t; i!=s; i=pre[i) )
{

for( j=0; j<map(i]).size(); j++ )
if( map[i] [j].next==pre[i] )
map(i] [j].£f-=min;
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bool SPFA( ) // SPFA SLyk K 5 i B
{
int u, v;
for( u=S; u<=T; u++ ) splul=INF;
Q.reset( ); Q.ins( S );
sp[S]1=0; prev(S]=-1;

}

while( Q.Size )
{
u=Q.pop( )i

for( edge *k=V[u];

{

k; k=k->next )

) Q.ins(v);

/I RASRAE

/1 TR AAEBA T o I FA S

v=k->t;
if ( k->c>0 && spl[ul+k->v<sp(v] )
{
splvl=splu]l + k->v;
prev([v]=u;
path([v]=k;
if( !'Q.ing[v]
}
}
}
return sp[T] != INF;

int argument ( ) //HJ BSEik, I3 B I RREIR

{

}

int maxcostflow( ) //:RE/NAIRAM

int i, cost=INF, flow=0;

edge *e;
for( i=T; prev[il!=-1; i=prev[i]
{

e=path[i];

if( e->c< cost) cost=e->c;

}

)

for( i=T; prev([i]!=-1; i=prev([i]l ) //iA¥#HEk

{
e=path[i];

e->c-=cost; e->op->c+=cost;

flow+=e->v*cost;

}
return flow;

/7138

@

R R

{
int Flow=0;
while( SPFA( ) )

Flow+=argument ( ) ;

return Flow;

}

int main( )

{

inie( )

printf( "%d\n", maxcostflow( )

return 0;

)i
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tarjan( u )

{
dfn[u]=low[u]=++tmpdfn 7/ %9455 u @F dfn[] (A low ([ ] #1H
Stack.push( u ) /1L U EAFET
for each (u, v ) in E 1/ R —KY
if ( v is not! visted ) /1 HIREGE G v ML
tarjan( v ) /RG] F e
low[u]=min( low[u], low[v] )
else if ( v in Stack ) /1 HIREE RV B HFER
low[u]=min(low([u], dfn[v])
if ( dfn[u]==low[u] ) /1 RS u BHIEAS AT
repeat
v=Stack.pop /1 H v B, K iE s B — N A
print v

until ( u== v )
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int DoubleConnection( )

{
int i, k, £[N],ncon=0;
for( i=0; i<n; i++ ) E£[il=i, belongl(il=-1; //£[1JFE4HA
clr( visited ); nbridge=0;
DFS_2conn( 0, -1, 1, £ );
for( i=03 ien; i++)
{
k=Findset ( £, i );
if ( belong[k]==-1 ) belonglk]=ncon++;
belong[i]=belong(k];
}
return ncon;
}
int main( )
{
oo P o O )
while( scanf( "$d%d", &n, &m ) != EOF )
{

memp=0; clr(e);

for( k=0; k<m; k++ ) [N, AR

{
scanf( "$d%d", &i, &j ); i--; 3--;
addEdge( e, i, j ); addEdge( e, 3, 1 ):
}
w=DoubleConnection( ); //RLIEES RN
int d[N)={ 0 }; / /W TR I B
for( k=0; k<nbridge; k++ )
{
i=bridge(k] [0]; j=bridgelk]([1];
d[belong[il]l++; dlbelong[jl]++;
}

int count=0; 1 1 a4 AN
for( i=0; i<w; i++ )
if( d[il==1 ) count++;
printf( "%d\n", (count+l)/2 );
}

return 0;
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#define clr(a) memset(a,0,sizeof(a))
#define MIN(a,b) ((a)>(b)2(b):(a))
#define N 1005

#define M 20005

struct Node /13055

{
int 3; /13 AH—ATURRFS
Node *next; /I F—AgE

Yi

int n, m; /TR h%

Node mem(M]; int memp; //mem MFFfifi4h A4, memp b mem ¥4 i FE
Node *e[N]; /145
int w; 7/ BRPE ARG 43 A8
int belong[N];
int low[N], Afn(NI; //low[i]JWisl i ALMSEHIM NG, Afn (1] HHAER IS
int visited(Nl; //visited[i] O-k¥jil, % 1-EWk, K 2-Bihi AERESETA
int bridge[M][2], nbridge;
void addEdge( Node *e(], int i, int j )  //ZEABEERTHEAL(L,5)
{

Node *p=&mem[memp++] ;

p->j=j; p->next=e(i]; e[i]=p;

3
int FindSet( int £[], int i ) //HEEMERRK
{
int j=i, t;
while( £[j1!=j ) 3J=£(3]; s
while( £[i]i=d ){ ‘t=£li]; £[il=3; i=t; }
return j;
}

void UniteSet( int £[), int i, int j ) //FFBEMMAIRE
{

int p=FindSet(f,i), g=FindSet(f,j);

if( pt=q ) flpl=q;
}
void DFS_2conn( int i, int father, int dth, int £[] )
{

int j, tofather=0;

Node *p;

visited[i]=1; lowl[il=dfn[i]=dth;

for( p=e[i]; p!=NULL; p=p->next )

{
j=p->3;
if( visited[j)==1 && (j!=father||tofather) )
low([i]=MIN(low([i],dfn([j]);
if( visited[jl==0 )
{
DFS_2conn( j, i, dth+l, £ );
low[i]=MIN( low[i], low(j] );
if (low[jl<=dfn[i]) UniteSet(f, i, 3j); //i,3 ER—/WEHS &
if( low[jl>dfn[i] ) 1138 (1,3) R4
bridge[nbridge] [0]=i, bridge[nbridge++][1]=3;
}
if( j==father ) tofather=1;
1

visited[i]=2;
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#define MAXN 1003
#define MAXM 10002*4
#define INF 1000000
struct edge Wk £ 1]
{
edge *next, *op;
int t, ¢, v;
JES[MAXM], *V[MAXN];
struct Queue /1 BNFG5
{
int Q[MAXN], QH, QL, Size;
bool ing[MAXN];
void ins( int v ) //ABA%|
{
if( ++QL>=MAXN ) QL=0;

QlQL]=v;
ing(v]=true;
Size++;
}
int pop( ) // B
{
int r=Q[QH];
ing[r]=false;
Size--;
if( ++QH>=MAXN ) QH=0;
return r;
}
void reset( ) 11iEE 5
{
memset ( Q, 0, sizeof(Q) );
QH=Size=0;
Oli==1;
}

10;
int N, M, S, T, EC=-1;
int demond[MAXN], sp[MAXN], prev[MAXN];
edge *path[MAXN];
void addedge( int a, int b, int v, int c=INF ) //§iA4BREER
{
edge el={ V[a], 0, b, ¢, v }, e2=( V[b]l, 0, a, 0, -v };
ES[++EC]=el; V[a]=&ES[EC];
ES[++EC]=e2; V[b]=&ES[EC];
V[a]l->0p=V[b]; V[b]l->o0p=V([a];

}
void init( ) /1918

{

int i, a, bj. c;

scanf( "%d¥d", &N, &M );

for( i=1; i<=N; i++ ) scanf( "%d", &demond[i] );

/AR

for( i=1; i<=M; i++ )

{
scanf( "%d%d¥d", &a, &b, &c );
addedge( a, b+l, c );

)

8=0, T=N+2;

for( i=1; i<=N+1l; i++ )

{
c=demond[i]-demond[i-1];
if( c>=0 ) addedge( S, i, 0, ¢ );
else addedge( i, T, 0, -c );
if( i>1 ) addedge( i, i-1, 0 );
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#define G_size 100000
#define V_size 11000
typedef struct Graph
{

int id, next;

}Graph;
typedef struct Edge
{

int s, e;
}Edge;

Edge E[G_sizel;

Graph GA[G_size], GT[G_size];

int N, M;

int G_end;

int order([V_size], id[V_size], vis[V_size], in([V_sizel;
int cnt, scnt, pos;

void Build( int s, int e ) //ESLRERLE

{
int p=s;
while( GA[p].next )
p=GA[p] .next;
GA[G_end] .id=e; GA[p].next=G_end;
p=e; B
while( GT[p].next )
p=GT [p] .next;
GT[G_end] .id=s; GT[p].next=G_end;
G_end++;
}
void DFST( int x ) //DFS 8% K

{
int p, Qi
vis[x]=1;
p=GT[x] .next;
while( p )
{
g=GT[p].id;
if( tvislql )
DFST( q )i
p=GT[p] .next;
}
order [cnt++]=x; / /BRI
}
void DFSA( int x ) //DFS BRER
{
int p, Qi
vis[x]=1;
id[x]=cnt;
p=GA[x] .next;
while( p )
{
q=GA[p].id;
if( tvislqgl] )
DFSA( q )i
p=GA[p] .next;





OEBPS/Image00499.jpg





OEBPS/Image00492.jpg
P
10





OEBPS/Image00613.jpg
it N B

Yes

[

N oo ol WD NN o
A 0 NN WUy Ul W N





OEBPS/Image00493.jpg
RGN

=T A A o B

O R P N O NP P W
O R R WP NRFE P W

PRI -





OEBPS/Image00614.jpg
O—0—E—0®

(a) MARHEL (b) 45 (c) MR





OEBPS/Image00490.jpg
return min*cost(t]; //i&[EHREIE MR

)
int maxcostflow( ) 1/ RBANBFARATE
{

int Flow=0;

while( SPFA() )

Flow+=argument () ;

return Flow;

}

void build( )  //HyEmL

{
int i;
N.c=k; N.f=0; N.next=1;N.w=0;
map(s] .push_back (N) ;
N.c=0; N.f=0; N.next
map[1] .push_back (N
N.c=k; N.f=0; N.next
map [2*n*n] .push_back (N) ;
N.c=0; N.f=0; N.next=2*n*n; N.w=0;
map[t].push_back(N) ;
for( i=1; i<=n*n; i++ )

{

i N.w=0;

N.c=1;N.f=0; N.next=n*n+i;N.w=-m[(i-1)/n+1][(i-1)%n+1];
map(i] .push_back (N} ;

N.c=0; N.f N.next=i; N.w=m[(i-1)/n+1][(i-1)%n+1];
map[i+n*n] .push_back (N) ;

}

for( i=1; i<=n*n; i++ )

{

if( i%n )

{
N.c=INF;N.f=0; N.next=i+1;N.w=0;
map (i) .push_back(N);
N.c=0; N.f=0; N.next=i; N.w=0;
map[i+1] .push_back(N);
N.c=INF;N.£=0; N.next=n*n+i+1;N.w=0;
map[n*n+i] .push_back(N) ;
N.c=0; N.f=0; N.next=n*n + i; N.w=0;
map [n*n+i+1] .push_back (N) ;
N.c=INF;N.f=0; N.next=i+l+ n*n;N:w=0;
map[i] .push_back(N);
N.c=0; N.f=0; N.next=i; N.w=0;
map[i+1+n*n].push_back(N);
N.c=INF;N.£=0; N.next=i+l;
map(i+n*n] .push_back(N) ;
N.c=0; N.f=0; N.next=i+n*n ; N.w=0;
map[i+1].push_back (N

}

if( i<=n*(n-1) )

{

N.c=INF; N.f=0; N.next=i+n;N.w=
map(i] .push_back (N) ;
N.c=0; N.f=0; N.next
map[i+n] .push_back (N) ;

N.c=INF; N.f=0; N.next=i+n+n*n;N.w=0;
map[n*n+1] .push_back (N) ;

N.c=0; N.f=0; N.next=i+n*n; N.w=0;
map [n*n+i+n] .push_back (N) ;

N.c=INF; N.£=0; N.next=i+n+n*n;N.w=0;
map [i] .push_back(N);

N.c=0; N.f=0; N.next=i; N.w=0;
map[i+n+n*n] .push_back (N) ;

N.c=INF; N.£=0; N.next=i+n; N.w=0;
map[i+n*n] .push_back(N) ;

N.c=0; N.f=0; N.next=i+n*n;N.w=0;
map [i+n] .push_back(N) ;
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int main( )

{

Antidas

while( scanf("%d %d",&n,&k) != EOF )

{
/%1864
s=0, t=2*n*n+l;
for( i=1; i<=n; i++ )
{
fori(d=1; j<=n ; Jj++)
scanf ("%d",&m[i] [j]);

for( 1=0;i<=2%n*ntTs Tty o)
map[i].clear(); /I

build( ); /I HIEE P 4%

printf( "%d\n", -maxcostflow()

}

return 0;

/I RBANB AR
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#define MAX 1002
using namespace std;
struct Node
{
int e, val;
}item;
vector< vector<Node> > g (MAX);
stack <int> st;

int ord[MAX]; //ordli] : 454 1 MIviial F
int low[MAX]; //1owli] 55 i HEBRLE SRSV I BT (R AIAESE)
int id[MAX]; //ia[4] 38R i BRRTH/LAEE LR

int cnt, sent, n; //cnt @FYjEKF, sont BRIREEM; nidRE AR

int mat2[MAX] [MAX];

int n2;

//Tarjan Hik: HHIREE, sont BREREMAY, 1d1)ER i AR TR MEESHE
void Tarjan( int e )

{

int t, i;

int min=low([e]=ord[e]=cnt++;
st.push( e );

for( i=0; i<glel.size(); i++ )

{
t=gle][i].e;
if( ord[t]==-1 ) Tarjan( t );
if( low([t]l<min ) min=low([t];

if( min<lowle] )  //#[ElA
low[el=min; return;
do  //ZER—H (FRA L) JE T F—EE s i

id(t=st.top()]=scnt; low([t]=n;
st.pop( )
Jwhile( tl=e );
scnt++;
}
void Search( int n ) /I RBRE St
{
ant i
memset ( ord, -1, sizeof(ord) );
ent= 0; scnt= 0;
for( i=0; i<n; i++ )
if( ord[i]==-1 ) Tarjan(i);
}
/ [+ EiBl DAG, 3| sent RHMEEH, 1d[11ER i HARTHE/LNEES &,
/ /3R [E 0> DAG 945 S ¥ n2, AEEFERE mat2 [MAX] [MAX]
void base_vertex( )
{
NG g ity
Search( n ); /SRR 4 i
n2=scnt;
memset ( mat2, 0, sizeof(mat2) );
for( i=0; i<n; i++ )
{
for( j=0; j<glil.size(); j++ )
{
t=gl(il[j].e; mat2([id[i]][id[t]])=1;
}
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int toposort( int n, int mat([][MAX], int *topo )
{
int d[MAX], i, 3, k;
for( i=0; i<n; i++ ) A
{
d[il=0;
for( j=0; j<n; j++ ) d[i] += mat[j](il; //AEH
}
for( k=0; k<n; k++ )
{
for( i=0; d[i] && i<n; i++ ) ;
if( i==n ) return 0; //EHEEHIAIERF BAANEN O MR
ail=-1; /AR ELH T
for( j=0; j<n; j++ )  //#ik (EIWEARE)
dfjl-=mat[i] [§];
topolkl=i;

}
return 1; //5Em

}
int main( )
{
int m, i, s, 'e, cas;
int topo[MAX];
scanf( "%d", &cas );
while( cas-- )
{
scanf( "$d%d", &n, &m );  //HAMIE, AL
for( i=0; i<n; i++ ) glil.clear( );
for( i=0; i<m; i++ )
i
scanf( "%d%d", &s, &e );
item.e=e - 1; item.val=1l;
g[s-1].push_back(item) ;
}
base_vertex( );
toposort ( n2, mat2, topo ); //¥HiMHEFE
int flag=1;
for( i=0; i<n2-1; i++ )
{
if ( !mat2[topo[il][topol[i+1]] )
{
flag=0; break;

}
if( flag ) printf( "Yes\n" );
else printf( "No\n" );

3

return ;05
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#define MAXN 105

#define INF 105

#define min(x,y) (x<y?x:y)
using namespace std;

int map[MAXN] [MAXN] ;

int N, M;
[1BHEX: SANE MG WA LA

int max_flow( int num, int map(] [MAXN], int source, int sink )
{

int my_queue[MAXN], queue first, queue_end; //¥HMREAF, S50 BFS B #KE
int pre(MAXN], min £1ow[MAXN]; //ig3d sS04 M. SATHEAE IR/ — BRI,

B R i

int flow[MAXN] [MAXN]; /BT R
int ans=0; /I BELER
memset ( flow, 0, sizeof(£low) );
while( 1) /1 —BF, HBIRFAER e
(

queue_first=0; 11 AF

queue_end=0;

my_queue [queue_end++] =source;
memset ( pre, -1, sizeof(pre) );
min_flow[source]=INF;
pre[sourcel=-2; 11 R R G I TR
while( queue_first<queue_end ) //BFS J4k#/ §#
{
int temp=my_queue[queue_first++1; //HiBh5l
for( int i=0; i<num; i++ ) /7 %54 temp AN R

{

/4% 1 ERBRAS], I LB R

if( pre[il==-1 && flow([temp] (i]<map[temp][i] )

{
my_queue [queue_end++]=1; 7/ IMNBAF
pre(il=temp; /IBRIRREE R
//3%48 min_£flow
min_flow[i]=min(min_flow[temp], (map[temp] [i]~
flow(temp] [i]));

}

)
//sink MRGEANYIRIE, B BES CRRH T Kk
if( prefsink]!=-1 )
¢
int k=sink;
while( pre(k]>=0 )

{
flow[pre(k]] [k]+=min_flow(sink]l; //¥#HEFMEMA flow

flow[k] [prelk]]=-flow(pre(k]] [k];
k=pre(k];
']
break;
)

}
if( pre[sink]==-1 ) veturn ans; //FfFfEMI 8642, &ME

else ans+=min_flow[sink];
}
}
int main( )
{
while(scanf ("$d%d", &N, &M) !=EOF )
{
int a, b, ans;
int i;
memset ( map, 0, sizeof(map) );
for( i=0; i<N; i++ ) map(i] [i+N]=1;
for( 0; i<M; i++ )

scanf( " (%d,%d)", &a, &b );
map [b+N] [a]=map [a+N] [b]=INF;
}
ans=INF;
for( i=1; i<N; i++ )
{
ans=min( max_flow(N*2,map,0+N,i), ans );
}
if( ans==INF ) ans=N;
printf( "%d\n", ans );
}
return 0;
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#define N 1001
#define max(a,b) ((a)>(b)?(a): (b))
#define min(a,b) ((a)<(b)2(a): (b))
struct edge //AFEEFR4iH
{
int belongto;
edge *next;
edge(int u,int v) : belongto(wv), next(P[ul){ }
}*P[N+1];
int G[N+1] [N+1], used(N+1], part[N+l], deep[N+l], anc[N+1], open([N+1],
color [N+1];

int n, m, num, top;
void ReadData( ) /RN

{
int i, 3;
memset (G, 0,sizeof (G));
while( m-- )
{
scanf( "$d%d", &i, &j );
G[i1[31=6[]][i]=1;
}
for( i=1; i<=n; i++ ) G[i)[i]=1;
for( i=1; i<=n; i++ )
{
for( j=1; j<=n; j++ )
G[01[31=G[i] [3];
for( j=1; j<=n; j++ )
if( 1G[01[3] )
GIi]) [++G[1][0]]=3;
}
}

void DFS( int s, int father, int d )  //DFS bRic#/A (URIGEE M)
{

amt a3y ks
anc[s]=deep[s]=d;
used[s]=1;
open[top++]=s5;
for( i=1; i <= G[s][0]; i++ )
{
j=GIs1[il;
if( j != father&sused[jl==1 )
anc[s]=min( anc[s], deep[]] );
if( lused(]] )
{
DFS( j, s, d+1 );
anc[s]=min( anc(s], anc[j] ):
if( anc[j)>=deep(s] )
{
nUm++;
P(s]=new edge( s, num );
for( k=open[top]; k!=j; P[k]=new edge(k,num) )
k=open[--top];

}
used[s]=2;
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void SearchConn( ) //#FMEES &

4

int i}

memset (used, 0, sizeof (used)) ;

memset (P, 0,sizeof (P));

num=0, top=0;

for( i=1; d<=n; i++ )

if( tused[i] ) DES( i, -1, 1 );

}

bool OddCycle( int s, int col ) //DFS A X YEARR N
i
dnted, S
color(sl=col; //¥fa
for( i=1; i<=G[s][0]; i++ )
{
j=GIs][il;
if ( part(j] )
{
if( color[jl==0&&0ddCycle(j,-col) ) return 1;
if( color[jl==col ) return 1;

}

return 0;

int Calculate( ) /1B EE

int i, j, count=0;
memset (used, 0, sizeof (used) ) ;
for( i=1; i<=num; i++ )
{
memset (part,0,sizeof (part)); memset (color,0,sizeof (color));
for( j=1; j<=n;j++ )
{
for( edge *L=P[j]; L; L=L->next )
if ( L->belongto==i )
{

part[jl=1; break;

}
for( j=1; j<=n; j++ )
{
if( part(j] )
{
if( oddcycle(j,1) )
for( j=1;j<=n;j++ ) used[jl+=part[j];
break;

}
for( i=1; i<=n; i++ )
if( !used[i] ) count++;
return count;
}
int main( )
{
while( scanf("%d%d",&n,&m) ! =EOF&&n|m )
{

ReadData( ); /I ENEE
SearchConn( ) ; / 1EFEREB SR
printf( "%d\n", Calculate() ); //#RFEIEMHBITEE

}
return 0;
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#define clr(a) memset(a,0,sizecf(a))
#define N 10005

#define M 100005

#define MIN(a,b) ((a)>(b)2?(b):(a))

struct Node 11745

(
int j, tag, id: /13 WH—ATUEKFFS, tag HTAMBE, id HFS
Node *next; /I F—4ik

}s

int n, m; VRRIT:E - B UL

int nid; //nid KA S

Node mem(M*2]; int memp; //mem NAFREMLEMMEA, memp Y mem B TS

Node *e[N]; /18R

int bridge(M]; //bridgel(ildy 1, W% i+l FilhHlil

int nbridge; /IR HRAN B H

int low(N], Afn(NI; //Low(i] ATz i ATRHLSE RN S AEn L1] L s 8
int visited(Nl; //visited[i]} O-kiffil, b 1-Evi, % 2-Ciiid Lo REMETA
SRR AL (1, 3), MRAEY, WARMEAHNLL A tag 01

int addEdge( Node *e[], int i, int j )

{
Node* p;
for( p=e[i]; p!=NULL; p=p->next )
{

if( p->j==j ) break;
}
if( p!=NULL ) //(i,3) Wil
{ p->tag++; return 0; }
p=&mem [memp++] ;
p->j=j; p->next=e[il; e[il=p; p->id=nid; p->tag=0;
return 1;

}
JISHAX: i-HiMRNTA, father—i WRFTLA, dth-MERA
void DFS( int i, int father, int dth )

{
visited[i]=1; dfn[i]=low[i]=dth;

Node *p;
for( p=el[i]; p!=NULL; p=p->next )
{

int =37

if( j!=father && visited(jl==1 )
low([i]=MIN( low(i], dfn[] );
if( visited[§1==0 ) //TiA 3 K5kl
{
DFS( j, i, dth+l );
low[i]=MIN( low([i], low[j]l );
if( low[jl>dfn(ilaklp->tag )  //TLFAIAEREL
bridge(p->id]=++nbridge;
}

}
visited[il}=2;
}
int main( )
{

int i, 3, ki Ti //T HWREIPHKE
scanf( "%d", &T );
while( T-- )
{
scanf( "%d%d", &n, &m );
memp=0; nid=0; clr(e);
for( k=0; k<m; k++, nide+ ) //HEA, FriREIAHEED

{
scanf{ "%d%d", &i, & );
addedge( e, i-1, j-1 ); addEdge( e, j-1, i-1 );
bridaelnidl=0:

}

nbridge=0; clr(visited);
7/ MTigE O AR EAT DFS 9%, Tkt 0 RARGE AL, HILLE 2 H8%0h-1
DFS( 0, -1, 1 );
printf( "$d\n", nbridge ); //HiHEIAMEE
for( i=0, k=nbridge; i<m; i++ )
t
if( bridgeli] )
(
printf( "%d", i+l );
if( -k ) printf( " * );
)
)
if( nbridge ) puts(**);
if( T ) puts("");
)
return 0;





