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丛书的起点是高中阶段学生必须掌握的数学基本知识和全国数学竞赛大纲要求的一些基本的数学思想、方法，凡是对数学爱好的高中学生都有能力阅读。丛书的特点是：

1．充分吸收了世界各地的优秀数学竞赛试题，通过对典型例题的解剖，传授数学思想方法，侧重培养学生的逻辑思维能力，不唯解题而解题；

2．本着少而精的原则选择材料，不搞题海战术，不追求大而全，而是以点带面，举一反三；

3．以数学修养和能力培养为立意，通过深刻剖析问题的数学背景，挖掘数学内涵，培养学生的数学品格和解决实际问题的能力；

4．在注重基础知识训练同时，有适当程度的拨高，对参加冬令营甚至是更高层次的竞赛都有相当的指导作用和参考价值。

丛书由陶平生、冯跃峰、边红平主编；参加编写的成员是：陶平生、冯跃峰、边红平、王慧兴、李世杰、蔡小雄、许康华。

鉴于我们的水平有限，书中的不妥之处敬请读者批评指正。


第1讲　函数的周期性

1　周期函数的定义

知识扫描

Ⅰ．定义

对于函数f（x），如果存在一个非零常数T，使得当x取定义域内的每一个值时，都有f（x＋T）＝f（x），那么函数f（x）叫做周期函数，非零常数T叫做这个函数的周期．

对于一个周期函数f（x），如果在它所有的周期中存在一个最小的正数，那么这个最小的正数就叫做f（x）的最小正周期．

Ⅱ．周期函数的性质与特征

对于周期函数，要了解它的如下一些性质：

（1）周期函数的定义域D至少是一端无界的点集，它可以是连续的，也可以是间断的，甚至可以是离散的无界点集．

由f（x＋T）＝f（x）可得出：若x∈D，则也有x＋nT∈D（n∈N），说明D至少一端是无界的．而函数：

[image: alt]


容易证明它是周期函数，最小正周期为2，其定义域为正整数集．说明周期函数的定义域不一定向正负两端同时无限延伸，可以一端有界．

显然，定义域为两端有界的函数，如y＝sinx，x∈［－8π，6π］不是周期函数．

（2）周期函数值域中的每一个元素，必定无限次被取到，所以任何严格的单调函数都不是周期函数．

（3）周期函数的周期有无数多个．

若T是f（x）的一个周期，则nT（n∈N，n≥1）均为f（x）的周期．因为由f（x＋T）＝f（x）可推出f（x＋nT）＝f（x）．

但nT（n∈Z，n≠0）未必是f（x）的周期，即周期函数不一定同时有正负周期．如函数[image: alt]
 ，2π，4π，…，都是它的周期，但－2π不是此函数的周期．

事实上，当x＝0时，x＋（－2π）＝－2π<0，不在此函数的定义域［0，＋∞）内，所以f［x＋（－2π）］无意义．

（4）最小正周期T首先是一个周期，另外还满足：若T′是任一正周期，则有0<T≤T′．

但周期函数不一定有最小正周期．如常数函数f（x）＝1，全体正实数都是它的正周期，但无最小正周期．因为全体正实数没有最小数．函数[image: alt]
 只有负周期－2kπ，k∈N，没有正周期．

（5）若f（x）是周期函数，则其绝对值函数｜f（x）｜一定是周期函数，但其逆命题不真．如函数[image: alt]
 ，容易证明｜f（x）｜是周期函数，但f（x）不是周期函数．

（6）若T1
 ，T2
 是周期函数f（x）的两个周期，人们通常认为T1
 ／T2
 是整数或有理数，但实际上T1
 ／T2
 可能等于任何非零实数．

例：g（x）＝2008，x∈（0，0.5）∪［1，＋∞）．用周期函数的定义，不难证明，g（x）的所有周期的集合T∈［1，＋∞），取T2
 等于1，则T1
 ／T2
 ∈［1，＋∞）．

[image: alt]


图1-1-1

（7）图像重复出现的函数不一定是周期函数．

如：函数y＝x－［x］（x∈［－3，3］）的图像重复出现，但它不是周期函数．

（8）高中课本中的周期函数的定义是广义的，因为从整体上看，这样的周期函数的图像并不一定是周而复始的．

如：函数[image: alt]
 ，x∈A，其中

[image: alt]
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所以该函数是周期函数且有周期T＝1，虽然它的函数值按照一定规律重复出现，可是它的图像从整体上看并不重复出现．
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图1-1-2

不仅如此，像著名的狄利克雷函数[image: alt]
 ，它的周期是非零的任何有理数，可是它的图像却无法画出．

可见，对于满足f（x＋T）＝f（x）的周期函数f（x），一个必要条件是函数值必须单向周期性地无限多次重复出现．因此在能够画出函数图像的前提下，周期函数的这一必要条件等价于周期函数的图像（T<0时向左，T>0时向右）单向周期性地无限多次重复出现．这说明周期函数的图像重复出现是有方向性的、局部的，从整体上看并不一定是周而复始的．

如图1-1-2中的函数f（x），它的最小正周期为T＝1，它在（0，0.5）内的图像，沿x轴正方向在区间（1，1.5），（2，2.5），（3，3.5），…中不断地重复出现；它在[image: alt]
 内的图像，沿x轴正方向在区间[image: alt]
 ，…中不断地重复出现……

一般地，设周期函数f（x）的定义域为D，一个周期为T，则对任意x∈D，有x＋T∈D，f（x＋T）＝f（x），所以

（1）若f（x）只有正周期，则f（x）的图像沿x轴正方向无限多次重复出现；

（2）若f（x）只有负周期，则f（x）的图像沿x轴负方向无限多次重复出现；

（3）若f（x）同时有正、负周期，则f（x）的图像沿x轴正、负方向无限多次重复出现．

只有在第三种情况下，周期函数的整体性质是它在任一周期内的性质进行周期延拓的结果，这时研究函数的性态，可局限在某一周期内讨论．作它的图像，也只要作出它在某一个周期内的图像，然后向左、右按周期平移就可得到函数的整个图像，这是我们要研究的理想的周期函数，前面两种情况下的周期函数，需要增加一定的条件，才能达到这一理想的层次水平．

下面我们只研究在高考和数学竞赛中出现的理想的周期函数，反映在函数图像上，每过一个周期必定重复出现．因此，作这种周期函数的图像，只要作出一个周期内的图像，再利用周期性向左右平移扩展，就得到整个定义域内的图像．

Ⅲ．函数周期性的判定

（1）若函数f（x）的最小正周期为T′，则f（ax＋b）（a≠0）的最小正周期为[image: alt]


（2）周期函数f（x）与g（x）定义于同一集合D上，T1
 ，T2
 分别为其正周期，若[image: alt]
 为有理数，则f（x）＋g（x），f（x）g（x），[image: alt]
 也为周期函数．

特别地，设f1
 （x）的一个周期为T1
 ＝pa，f2
 （x）的一个周期为T2
 ＝qa，p，q为正整数且（p，q）＝1，a为正实数．则pqa是函数f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）的一个周期．

证明　因为f（x＋pqa）＝f1
 （x＋pqa）＋f2
 （x＋pqa）＝f1
 （x＋qT1
 ）＋f2
 （x＋pT2
 ）＝f1
 （x）＋f2
 （x）＝f（x），所以pqa是f（x）的一个周期．

注：如果T1
 ，T2
 分别是f1
 （x），f2
 （x）的最小正周期，且对于任何0<β<pqa，f2
 （x＋β）≠f2
 （x）或f1
 （x＋β）≠f1
 x），则pqa也是f1
 （x）＋f2
 （x）的最小正周期．

（3）若y＝f（x）在定义域A上保号（恒非负或恒非正），且y＝fα
 （x）（α为非零有理数）也在A上保号，则y＝f（x）与y＝fα
 （x）在A上有相同的周期．

这是因为，对任意的x1
 、x2
 ∈A，若f（x1
 ）＝f（x2
 ），则有fα
 （x1
 ）＝fα
 （x2
 ），若有f（x1
 ）≠f（x2
 ），则有fα
 （x1
 ）≠fα
 （x2
 ），因而有相同的周期．

（4）若f（x）是周期函数，则复合函数[image: alt]
 ［f（x）］仍为周期函数．但周期可能不相同，如f（x）＝sinx与y＝｜sinx｜的最小正周期分别为2π和π．特别地，当[image: alt]
 （x）确定的对应关系是一一映射时，周期相同．

Ⅳ．非周期函数的证明方法

（1）根据周期函数图像的性质．

（2）根据周期函数的定义，用特例否定法．

（3）一般情况下用反证法．

Ⅴ．周期变换

函数y＝sinωx，x∈R（其中ω>0且ω≠1）的图像，可以看作把正弦曲线y＝sinx的图像上所有的点的横坐标缩短（当ω>1时）或伸长（当0<ω<1时）到原来的[image: alt]
 倍（纵坐标不变）而得到．

例题分析

例1　判定函数f（x）＝x－［x］，x∈R（其中［x］表示不超过x的最大整数）的周期性，并作出其图像

解　如图1-1-3，我们作出f（x）的图像．

[image: alt]


图1-1-3

由f（x）的图像可知，当x∈R时，f（x）＝x－［x］是周期函数，且T＝1是它的一个正周期．事实上，对x∈R，有

f（x＋1）＝x＋1－［x＋1］＝x＋1－［x］－1

　　　　＝x－［x］＝f（x）．

说明　实际上T＝1是f（x）的最小正周期．我们可用反证法加以证明：若l（0<l<1）是f（x）的一个周期，则对任意的x∈R，有：

f（x＋l）＝f（x），

令x＝0，得f（l）＝f（0）＝0．与f（l）＝l－［l］＝l≠0矛盾．所以任意的l（0<l<1）不是f（x）的正周期．

例2　证明：函数f（x）＝｜sinx｜＋｜cosx｜的一个周期是[image: alt]
 ，并求函数f（x）的值域．

证明　显然，函数f（x）的定义域为R．

因为[image: alt]


所以函数f（x）＝｜sinx｜＋｜cosx｜的一个周期是[image: alt]
 ．

[image: alt]


因此由函数的周期性，知f（x）＝｜sinx｜＋｜cosx｜，x∈R的值域为[image: alt]
 ．

说明　求函数的周期，也可通过图像观察而得到．如本例由

[image: alt]


容易作出它的图像如下：

[image: alt]


图1-1-4

所以函数f（x）以[image: alt]
 为周期．

例3　设函数[image: alt]
 　（k∈Z＋
 ），当x在任意两个连续整数间（包括整数本身）变化时，至少有两次失去意义，求k的最小正整数值．

解　根据题意，最小正周期应满足下列条件

[image: alt]


即　[image: alt]
 又因为k∈Z＋
 ，所以k≥9即可．

解答错了！错在哪里？

剖析　这一解法，忽略了函数[image: alt]
 过原点，且为奇函数，要满足x在任意两个连续整数间（包括整数本身）变化时，至少有两次失去意义，首先就必须满足x∈［0，1］范围内两次失去意义．下面给出正确解答．

正解　由题意可知，最小正周期T满足

[image: alt]


解得k≥13，故k的最小正整数值为13．

说明　正确使用性质，准确理解题意，是正确解题的关键．

例4　已知正弦型函数y＝Asin（ωx＋φ）（A>0，ω>0，0<φ<2π）的图像与y轴交于点（0，1），在同一个周期内一个最高点的坐标是[image: alt]
 ，求函数的表达式．

解　因为点[image: alt]
 是最高点，所以[image: alt]
 由点（0，1）在曲线上得[image: alt]
 因为0<φ<2π，所以[image: alt]


当[image: alt]
 时，将点[image: alt]
 的坐标代入表达式[image: alt]
 从而有[image: alt]
 即[image: alt]


因为点（0，1），（2，[image: alt]
 ）是曲线上同一个周期内的两个点，所以最小正周期

[image: alt]


解之得[image: alt]
 ，因k∈Z，故k＝0，[image: alt]
 此时，函数表达式为：[image: alt]
 ．

当[image: alt]
 时，将点[image: alt]
 的坐标代入表达式[image: alt]
 中，得[image: alt]
 [image: alt]
 ，从而有[image: alt]


因为T>2，[image: alt]
 ，解之得[image: alt]
 ，又k∈Z，故k＝1，[image: alt]
 此时，函数表达式为：[image: alt]


综上，符合条件的函数表达式为：[image: alt]


说明　由正弦型曲线上的点求函数y＝A·sin（ωx＋φ）的表达式，关键在确定ω，φ的值，这往往是一件比较麻烦的事．从本例可见，若能恰当地利用周期概念，这个问题不难解决．一般地，设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）是正弦型曲线y＝Asin（ωx＋φ）上的任意两点．当A，B在同一个周期内时，由周期概念可知，周期T≥｜x2
 －x1
 ｜；当A，B同在[image: alt]
 个周期内时，[image: alt]
 当A，B同在[image: alt]
 个周期外时，[image: alt]
 ．上面求解中，就是利用这一简单事实，准确方便地根据曲线y＝Asin（ωπ＋φ）上的点坐标求出了它的函数表达式．

例5　（第10届IMO试题）实数a>0，y＝f（x）是定义在全体实数集R上的实值函数，对每一个实数x，有

[image: alt]


（Ⅰ）证明：y＝f（x）是周期函数；（Ⅱ）当a＝1时，给出一个非常数的f（x）的例子．

解　（Ⅰ）证法1（代换法）

将①移项后两边平方，得

[image: alt]


即[image: alt]


在②中用x＋a替换x后得

[image: alt]


③－②得

[image: alt]


但据①知，对任意x∈R，[image: alt]
 ，于是，由④得到

f（x＋2a）＝f（x），

此式表明f（x）是以2a为周期的周期函数．

证法2（解方程法）

[image: alt]


用x＋a替换x，得[image: alt]


将①整理成关于f（x）的方程得

[image: alt]


所以[image: alt]


注意到[image: alt]
 故上式取＋号，即

[image: alt]


比较②与③知f（x＋2a）＝f（x），这表明f（x）是周期函数，2a是它的一个周期．

证法3（复合函数法）

对实数x＋a，我们有

[image: alt]


由x的任意性[image: alt]
 把f（x＋a）的式子代入f［（x＋a）＋a］的表达式，得

[image: alt]


由于

[image: alt]


[image: alt]


这表明，f（x）是以2a为周期的周期函数．

（Ⅱ）当a＝1时，可以举出

[image: alt]


容易验证f（x）满足要求．事实上，

[image: alt]


另一方面，

[image: alt]


可见，[image: alt]
 满足

[image: alt]


例6　已知点集[image: alt]


（1）画出这个集合的图形；

（2）视（1）的图形为函数y＝f（x）的图像，证明：

f（x＋4）＝f（x），f（x＋2）＋f（x）＝0．

解　（1）记Ik
 ＝［2k－1，2k＋1］，k∈Z．当k为偶数时，点集为x轴上方的一连串的半圆；当k为奇数时，点集为x轴下方的一连串半圆．上述两系列半圆的端点在x轴上并衔接而形成连续曲线，如图1-1-5所示．

[image: alt]


图1-1-5

（2）由于[image: alt]


所以

[image: alt]


即　f（x＋2）＋f（x）＝0．

注　根据定义说明f（x）是周期函数，4是它的一个周期．

例7　证明函数f（x）＝sinx＋sinax（a为无理数）不是周期函数．

证明　sinx与sinax都是R上的周期函数，其中a为无理数．但sinx＋sinax不是周期函数，事实上，若sinx＋sinax是一个周期为T（≠0）的周期函数，则对于任意实数x成立：

sin（x＋2T）＋sin（ax＋2aT）＝sinx＋sinax，

从而有sin（x＋2T）－sinx＝［sin（ax＋2aT）－sinax］，和差化积，得

cos（x＋T）sinT＝－cos（ax＋aT）sinaT，cosxsinT＝－cosaxsinaT．

取[image: alt]
 ，则最后一个方程的左边等于零，于是sinaT＝0，故aT是π的倍数；取[image: alt]
 [image: alt]
 此方程右边等于零，于是sinT＝0，即T是π的倍数，因a是无理数，这是不可能的，从而产生矛盾．

说明　（1）类似例7证法可以证明函数[image: alt]
 （x）＝xcosx不是周期函数．

利用例7结论，可得

（2）两个非周期函数的和函数，可能是周期函数．

如：非周期函数f（x）＝sinx＋sinax，g（x）＝sinx－sinax（a为无理数），而f（x）＋g（x）＝2sinx是周期函数．

（3）一个周期函数与一个非周期函数的和函数，也可能是周期函数．

如：[image: alt]
 是非周期函数，g（x）＝－sinx是周期函数，而f（x）＋g（x）[image: alt]
 是周期函数．

例8　（1）证明f（x）＝sin｜x｜不是周期函数．

（2）证明[image: alt]
 不是周期函数．

（1）证法1　（图像法）因为

[image: alt]


所以y＝f（x）的图像如图1-1-6所示．

[image: alt]


图1-1-6

由图像知：它在［－π，π］上的部分不可能由任何长度为2π的区间上的图像平移而得到．故f（x）不是周期函数．

证法2（特例否定法）

假设f（x）是周期函数，那么存在一个正数T，使得对任意x∈R有sin|x＋T|＝sin|x |．

[image: alt]


[image: alt]


故不存在T≠0，对一切x∈R有sin|x＋T|＝sin|x |．即f（x）＝sin|x |不是周期函数．

（2）若[image: alt]
 是周期函数，T≠0是其一个周期，则有[image: alt]
 对于x∈R都成立．

[image: alt]


②除以①得[image: alt]
 这与[image: alt]
 是无理数矛盾，故[image: alt]
 不是周期函数．

说明　①用反证法还可证明函数y＝tan|x |，y＝cot|x |都不是周期函数，但y＝cos|x |是周期函数，由于cos|x |＝cosx，易知它的最小正周期为2π．

②一般地，在三角型函数f（x）＝tan［φ（x）］的定义域A上，若φ（x）可导且φ′（x）不是周期函数，则f（x）不是周期函数．

证明　假设f（x）是A上一个周期为T（T是非零常数）的函数，则对于任何x∈A，都有x＋T∈A，且

[image: alt]


两边关于x求导，得

[image: alt]


由①式得

cos2
 ［φ（x＋T）］＝cos2
 ［φ（x）］≠0，

因此φ′（x＋T）＝φ′（x），从而φ′（x）在A上是周期函数，这与已知相矛盾，故假设不成立，命题得证．

③在三角型函数f（x）＝cos［φ（x）］的定义域A上，若φ（x）的导函数φ′（x）连续，并且|φ′（x）|不是周期函数，则f（x）不是周期函数．

证明　假设f（x）是A上周期为T的函数，则对于任何x∈A，都有x＋T∈A，且

[image: alt]


两边关于x求导，得

φ′（x＋T）sin［φ（x＋T）］＝φ′（x）sin［φ（x）］．

故

[image: alt]


设x0
 是A内的任意一个值，下面就φ（x0
 ）值的两种情形分别证明

|φ′（x0
 ＋T）|＝|φ′（x0
 ）|．

第一种情形：φ（x0
 ）≠π的整数倍．此时，因cos［φ（x0
 ＋T）］＝cos［φ（x0
 ）］≠±1，有|sin［φ（x0
 ＋T）］|＝|sin［φ（x0
 ）］|≠0．故由④式得到|φ′（x0
 ＋T）|＝|φ′（x0
 ）|．

第二种情形：φ（x0
 ）＝π的整数倍．此时由③式知φ（x0
 ＋T）＝π的整数倍．

因φ（x）在点x0
 ，x0
 ＋T可导，即在这两点连续，故存在点x0
 的一个邻域Δ，当x∈Δ时，有

|φ（x）－φ（x0
 ）|<π，　　　

|φ（x＋T）－φ（x0
 ＋T）|<π．

由于φ（x0
 ）＝π的整数倍，φ（x0
 ＋T）＝π的整数倍，所以，对于Δ内的x，若φ（x）＝π的整数倍，则φ（x）＝φ（x0
 ）（否则，有|φ（x）－φ（x0
 ）|≥π）；若φ（x＋T）＝π的整数倍，则

φ（x＋T）＝φ（x0
 ＋T）．

这样，在Δ内
 只有下面两种可能：

ⅰ．如果存在点x0
 的一个领域Δ0
 ，使得当x∈Δ0
 时，φ（x）≡φ（x0
 ），那么φ′（x0
 ）＝0．此时，因φ（x0
 ）＝π的整数倍，即φ（x）都等于π的整数倍，故由①式知φ（x＋T）也都等于π的整数倍．从而在Δ0
 内φ（x＋T）≡φ（x0
 ＋T），那么也有φ′（x0
 ＋T）＝0．于是|φ′（x0
 ＋T）|＝|φ′（x0
 ）|．

ⅱ．如果在点x0
 的任何一个邻域内，φ（x）[image: alt]
 φ（x0
 ），那么可在Δ内找到一点列xn
 [image: alt]
 x0
 （xn
 ≠x0
 ，n＝1，2，3，…），且φ（xn
 ）≠φ（x0
 ），则φ（xn
 ）≠π的整数倍．因此，根据第一种情形的结论有|φ′（xn
 ＋T）|＝|φ′（xn
 ）|．

而φ′（x）在点x0
 ，x0
 ＋T连续，即当xn
 [image: alt]
 x0
 时有φ′（xn
 ）[image: alt]
 φ′（x0
 ），φ′（xn
 ＋T）[image: alt]
 φ′（x0
 ＋T），亦有|φ′（xn
 ）|[image: alt]
 |φ′（x0
 ）|，|φ′（xn
 ＋T）|[image: alt]
 |φ′（x0
 ＋T）|，于是|φ′（x0
 ＋T）|＝|φ′（x0
 ）|．

所以，当φ（x0
 ）＝π的整数倍时，也得到了|φ′（x0
 ＋T）|＝|φ′（x0
 ）|．

综上所述，对于任何x∈A，都有|φ′（x＋T）|＝|φ′（x）|，因此，|φ′（x）|在A上是周期函数．这便引出了矛盾，故假设不真，从而命题得证．

把cos［φ（x）］换成sin［φ（x）］，由[image: alt]
 [image: alt]
 ，可知命题仍然成立．

能力训练

1．函数y＝sinx·｜cotx｜（0<x<π）的一个周期内的图像大致是　（　）

[image: alt]


图1-1-7

2．（2005年全国高中数学联合竞赛浙江省预赛试题）设[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 上述函数中，周期函数的个数是　　（　　）

A．1

B．2

C．3

D．4

3．（第11届“希望杯”高二竞赛题）周期函数f（x）的图像大致如图1-1-8所示．

[image: alt]


图1-1-8

当0≤x<π时，[image: alt]
 则在（－∞，＋∞）上f（x）的解析式是　（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


4．（第10届“希望杯”高二第2试试题）最小正周期为T的周期函数y＝f（x），当x∈（0，T）时，反函数是y＝f－1
 （x）（定义域为D），那么当x∈（－T，0）时，y＝f（x）的反函数是　（　）

A．y＝f－1
 （x＋T），x∈D

B．y＝f－1
 （x）＋T，x∈D

C．y＝f－1
 （x－T），x∈D

D．y＝f－1
 （x）－T，x∈D

5．（1990年理科全国高考题）已知图1-1-9是函数[image: alt]
 的图像，那么（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


[image: alt]


图1-1-9

6．（2002年全国数学竞赛山东省预赛题）已知函数f（x）＝sin（ωx＋φ）（ω>0，x∈R），满足f（x）＝f（x＋1）－f（x＋2），若A＝sin（ωx＋φ＋9ω），B＝sin（ωx＋φ－9ω），则A与B的大小关系是　（　）

A．A>B

B．A＝B

C．A<B

D．不确定

7．对于任意x∈R，f（x）＝｜sinx｜．当n≤x<n＋1（n为整数）时，g（x）＝x－n，则在f（x），g（x），f（x）＋g（x），f（x）g（x）中，周期函数的个数为__________．

8．（第2届“希望杯”高一竞赛题）式子［x］表示不超过实数x的最大整数，函数f（x）＝x－［x］可以表示成某个一次函数的形式，这个形式是f（x）＝__________．

9．（第2届“希望杯”高一竞赛题）将y＝sinx在区间[image: alt]
 上的图像延拓到整个实数轴，使它成为以[image: alt]
 为周期的函数，如图1－110所示．

这个新函数的解析式是__________．

[image: alt]


图1-1-10

[image: alt]


图1-1-11

10．f（x）是定义在（－∞，＋∞）上的奇函数，且f（1＋x）＋f（1－x）＝f（1），f（x）在［0，1］上是减函数，则[image: alt]
 从小到大排列为__________．

11．函数[image: alt]
 的图像如图1-1-11所示，则函数表达式是__________．

12．已知正弦型曲线y＝Asin（ωx＋φ）（A>0，ω>0，0<φ<π）在同一个周期内经过三个点[image: alt]
 则符合条件的函数表达式为__________．

13．（2002年全国高中数学联赛题）已知f（x）是定义在R上的函数，f（1）＝1，且对任意x∈R都有f（x＋5）≥f（x）＋5，f（x＋1）≤f（x）＋1，若g（x）＝f（x）＋1－x，求g（2002）的值．

14．已知[image: alt]
 （其中m∈N），对任意实数a，在区间［a，a＋3］上y的值为[image: alt]
 出现的次数不少于4次且不多于8次，求m的值．

15．证明下列函数为非周期函数：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]






2　象称函数的周期性

知识扫描

函数图像的周期性与对称性是相互联系、紧密相关的，都是函数性质的几何表现形态，更加直观地反映了自变量与函数之间的变化规律，已成为近几年数学高考和竞赛命题的热点之一．

我们把图像具有对称性的函数称为象称函数．

Ⅰ．函数图像的对称性

通常包含两类内容：

（1）自对称性：同一函数图像自身的对称性

①函数f（x）的图像关于[image: alt]
 对称[image: alt]
 y＝f（x）满足f（a＋x）＝f（b－x）．

当b＝a时，得到：

函数f（x）图像关于直线x＝a对称[image: alt]
 f（a＋x）＝f（a－x）[image: alt]
 f（2a－x）＝f（x）．

当a＝0时，得到偶函数的图像关于直线x＝0（即y轴）对称．

②函数y＝f（x）的图像关于点（a，b）对称[image: alt]
 f（x）＋f（2a－x）＝2b[image: alt]
 f（a＋x）＋f（a－x）＝2b．

当b＝a＝0时，得到奇函数的图像关于点（0，0）对称．

（2）互对称性：两个函数图像之间的对称性

①函数y＝f（a＋x）与y＝f（b－x）的图像关于直线[image: alt]
 对称．

特别地，函数y＝f（x＋a）与函数y＝f（a－x）的图像关于直线x＝a对称；函数y＝f（2a－x）与y＝f（x）的图像关于直线x＝a对称．

②函数y＝f（x）的图像关于直线x＝a对称的函数解析式为y＝f（2a－x）；

③函数y＝f（x）的图像关于点（a，0）对称的函数解析式为y＝－f（2a－x）．

Ⅱ．关于函数对称性与周期性的关系

若函数的图像具有如下的双对称性，则它们是周期函数：

（1）若函数f（x）的图像关于直线x＝a和x＝b都对称（a≠b），即满足f（x＋a）＝f（a－x），且f（x＋b）＝f（b－x），则函数y＝f（x）是周期函数，且2（a－b）是f（x）的一个周期．

（2）如果函数y＝f（x）的图像关于两点A（a，0）和B（b，0）（a≠b）都对称，即满足f（a＋x）＝－f（a－x），且f（b＋x）＝－f（b－x），那么函数y＝f（x）是周期函数，且2（a－b）是f（x）的一个周期．

（3）如果函数y＝f（x）的图像关于直线x＝a对称，又关于点B（b，0）对称（a≠b），即满足f（a＋x）＝f（a－x），且f（b＋x）＝－f（b－x），那么函数y＝f（x）是周期函数，且4（a－b）是f（x）的一个周期．

注　函数图像有且只有一条对称轴（或一个对称中心）的函数不是周期函数．

（4）因为奇函数关于原点对称，偶函数关于y轴对称，所以具有奇偶性的函数，当其具有双对称性时，该函数也是周期函数．其常见的一般性结论如下：

①若函数f（x）是定义域上的偶函数（即f（x）关于直线x＝0对称），且满足f（x＋a）＝f（b－x）[image: alt]
 （a≠－b），则函数y＝f（x）是周期函数，且a＋b是f（x）的一个周期．

特别地，若函数y＝f（x）满足f（x＋a）＝f（a－x）（即f（x）关于直线x＝a对称），且为偶函数（即f（x）关于直线x＝0对称），则函数y＝f（x）是周期函数，且2a是f（x）的一个周期．

②若函数y＝f（x）是定义域上的奇函数（即f（x）关于原点（0，0）对称），且满足f（x＋a）＝－f（b－x）[image: alt]
 （a≠－b），则函数y＝f（x）是周期函数，且a＋b是f（x）的一个周期．

特别地，若函数f（x）满足f（a＋x）＝－f（a－x）（即f（x）关于点（a，0）对称），且为奇函数（即f（x）关于原点（0，0）对称），则函数y＝f（x）是周期函数，且2a是f（x）的一个周期．

Ⅲ．象称函数的性质

（1）若周期函数f（x）为奇函数．最小正周期为T，且f（0）有意义，则f（0）＝f（nT）＝0（n∈Z）．

这是因为在f（x＋T）＝f（x）中分别令x＝0、－T，有f（T）＝f（0），f（0）＝f（－T），由f（－T）＝f（T），可得f（0）＝f（T）＝0．且易证此时f（x）定义域的两端均无界．

（2）若一个周期为2（b－a）的函数y＝f（x）（x∈R）的图像关于直线x＝a（或x＝b）对称，则f（x）的图像关于直线x＝b（或x＝a）对称．

因为：若f（x）的图像关于直线x＝a对称，则f（a－x）＝f（a＋x）[image: alt]
 f（2a－x）＝f（x）.f（b－x）＝f［b－x－2（b－a）］＝f［a＋（a－b－x）］＝f［a－（a－b－x）］＝f（b＋x）．

特别地，当a＝0时，即以2b为周期的偶函数f（x）的图像关于x＝b对称．

例题分析

例1　已知f（x）是定义在R上的偶函数，若g（x）是奇函数，且g（x）＝f（x－1），求f（2007）的值．

分析　本题直接求似乎无从下手，必须从条件出发探求规律，即利用函数周期性解答，方可出奇制胜．

解　由条件f（－x）＝f（x），g（－x）＝－g（x），且g（x）＝f（x－1），得g（－x）＝f（－x－1）＝f（x＋1）＝－g（x），即g（x）＝－f（x＋1），所以f（x－1）＝－f（x＋1），

即f（x）＝－f（x＋2）＝f（x＋4）．

所以f（x）是周期函数，一个周期为4．

又g（x）是R上的奇函数，得g（0）＝0，所以f（－1）＝g（0）＝0，故

f（2007）＝f（4×502－1）＝f（－1）＝0．

说明　解答此题关键是发现函数的周期性，同时挖掘出隐含条件g（0）＝0．

例2　设定义在R上的偶函数f（x）关于x＝2对称，且当x∈［－2，0］时，f（x）为增函数，若f（－2）≥0，求证：当x∈［4，6］时，｜f（x）｜为减函数．

证明　在［4，6］内任取x1
 ，x2
 ，设4≤x1
 <x2
 ≤6，

则　　　　－2≤－x2
 ＋4<－x1
 ＋4≤0，

因为f（x）在［－2，0］上为增函数，

所以　　　[image: alt]


又函数f（x）是偶函数且关于x＝2对称，

所以f（－x）＝f（x），f（2＋x）＝f（2－x）．故

f（x＋4）＝f［2＋（2＋x）］＝f［2－（2＋x）］

＝f（－x）＝f（x），　　　　

知函数f（x）是以4为周期的周期函数．

故由①得

f（－x1
 ）>f（－x2
 ）≥0，

又　　　　　　　f（－x）＝f（x），

所以　　　　　　f（x1
 ）>f（x2
 ）≥0，

故当4≤x1
 <x2
 ≤6时，有

|f（x1
 ）|－|f（x2
 ）|＝f（x1
 ）－f（x2
 ）>0，

即　　　　　　|f（x1
 ）|>|f（x2
 ）|，

故当x∈［4，6］时，|f（x）|为减函数．

例3　（1991年四川省高中数学联赛决赛第二（2）题）设f（x）为偶函数，g（x）为奇函数，且f（x）＝－g（x＋c）（c>0），则f（x）是最小正周期为______的周期函数．

解　本题的“标准答案”为4c，解答过程如下：

f（x）＝－g（x＋c）＝－g［－c－（－2c－x）］　　　　

＝g［c＋（－2c－x）］＝－f（－2c－x）　　

＝－f（－2c＋x）＝g（3c＋x）　　　　　　　

＝g［－c＋（4c＋x）］＝－g［c－（4c＋x）］

＝f［－（4c＋x）］＝f（4c＋x）．　　　　　

故f（x）的最小正周期为4c．

说明　上述解答，由f（x）＝f（x＋4c）断定4c为f（x）的最小正周期，与最小正周期的定义不符．由f（x）＝f（x＋4c）仅能判断f（x）是以4c为一个周期的周期函数，要说明4c是最小正周期，必须证明f（x）没有比4c小的正周期，而这一点在此是无法证明的．

事实上，本题中的函数f（x）不一定有最小正周期，即使有，也不一定是4c．如设f（x）＝cosx，g（x）＝sinx，则f（x）为偶函数，g（x）为奇函数，且有[image: alt]
 但[image: alt]
 不是f（x）的最小正周期．

综上所述，4c不一定是f（x）的最小正周期，且f（x）有无最小正周期，最小正周期是什么由题设无法确定．

例4　（2005年广东高考题）已知定义在R上的函数f（x）满足：对于任意的实数x，都有f（2＋x）＝f（2－x），f（7＋x）＝f（7－x），且在区间［0，7］上只有f（1）＝f（3）＝0．

（1）试判断f（x）的奇偶性；

（2）求方程f（x）＝0在区间［－2005，2005］上的根的个数．

解　（1）对于f（2＋x）＝f（2－x），以x＋2代x得f（4＋x）＝f（－x），同理由f（7＋x）＝f（7－x）得f（14＋x）＝f（－x），所以f（4＋x）＝f（14＋x），故有f（10＋x）＝f（x），所以f（x）是周期函数，且一个周期T＝10．又因为f（－3）＝f（7）≠0，而f（3）＝0，所以f（x）是非奇非偶函数．

（2）因为f（x）在区间［0，7］上只有f（1）＝f（3）＝0，且周期T＝10，所以方程f（x）＝0在区间［0，10），［10，20），［20，30），…，［2000，2005］上都有2个根，共有402个．而它在区间［－10，0），［－20，－10），…，［－1990，－2000）上也都有2个根，又因为f（－2007）＝f（3）＝0，f（－2009）＝f（1）＝0，所以方程f（x）＝0在区间［－2000，－2005］上无解，因而有400个根．

综上，方程f（x）＝0在区间［－2005，2005］上共有802个实数根．

说明　这是一道情理之中、意料之外的好题．按常理，问题（1）应该设计为“证明函数f（x）是周期函数”，与问题（2）形成“串联型”的关系，本题设计的高明之处正是违背了这个“常理”，设计为“判断f（x）的奇偶性”，而判断的结论出人意料之外，却是“非奇非偶函数”．

例5　（第十三届“希望杯”高一培训试题）定义在R上的函数f（x）的图像关于点（a，b），（c，d）都对称（a≠c），则　（　）

A．f（x）是以｜a－c｜为周期的函数

B．f（x）是以2｜a－c｜为周期的函数

C．f（x）是以[image: alt]
 ｜a－c｜为周期的函数

D．f（x）不是周期函数

解　因函数f（x）的图像关于点（a，b）对称，所以对任意x∈R，f（x）＝2b－f（2a－x）成立；

又函数f（x）的图像关于点（c，d）对称，所以对任意x∈R，f（x）＝2d－f（2c－x）成立；

于是，f（2a－x）＝2b－f［2c－（2a－x）］＝2b－f（x＋2c－2a）＝f（x＋2c－2a）可见f（x）是以2｜a－c｜为周期的函数，选（B）．


评析　这是关于两点对称的函数的周期性问题，关键在于正确地进行数形之间的转换，将图像的对称信息翻译成数学符号语言。


思考　本题根据两点对称判断函数的周期性，我们可以类比思考：关于一点一线对称和关于两线对称的函数是否具有周期性？

答案是肯定的，关于一点一线对称：若y＝f（x）（x∈R）的图像关于一点P（a，y0
 ）成中心对称，且关于直线x＝b（a≠b）成轴对称，则f（x）是以4（b－a）为周期的函数．

证明　图像上任一点（x，f（x））关于P（a，y0
 ）的对称点[image: alt]
 也在图像上，即有[image: alt]
 ，且f（b－x）＝f（b＋x），则

[image: alt]


所以，f（x）是以4（b－a）为周期的函数．

特别地，（1）若y0
 ＝0，即函数满足f（a＋x）＝－f（a－x），f（b＋x）＝f（b－x）（a≠b）时，f（x）是以4（b－a）为周期的函数．

（2）当a＝0，y0
 ＝0时，即奇函数f（x）的图像关于直线x＝b（b≠0）对称时，则f（x）是以4b为周期的函数．

注　对a、b之间的任一数r，f（x）关于点（r，0）及直线x＝r均不对称，则4｜b－a｜是f（x）的最小正周期．

关于两线对称：若函数y＝f（x）（x∈R）的图像关于直线x＝a和x＝b（a>b）都对称，则f（x）以2（a－b）为周期．

特别地，当b＝0时，即：偶函数f（x）的图像若关于直线x＝a（a≠0）对称，则f（x）是以2a为周期的函数．

一般地，上面关于两线对称的结论还可推广为：若函数y＝f（x）（x∈R）的图像关于直线x＝a和x＝b（a<b）对称，且在这两直线之间再也没有对称轴，则函数y＝f（x）是以（2b－2a）为最小正周期的函数．

证明　设点P（x，y）是曲线y＝f（x）上的任意一点，因为y＝f（x）的图像关于直线x＝a对称，所以P（x，y）关于x＝a的对称点P′（2a－x，y）在y＝f（x）的图像上，所以有f（2a－x）＝f（x）．

同理可证：f（2b－x）＝f（x）．

因为f［（2b－2a）＋x］＝f［2b－（2a－x）］＝f（2a－x）＝f（x），所以T＝2b－2a是函数y＝f（x）的一个正周期．

若存在常数T*
 （0<T*
 <2b－2a）是y＝f（x）的正周期，令[image: alt]
 显然有：a<a′<b，则有f（2a′－x）＝f（2b－T*
 －x）＝f［2b－（T*
 ＋x）］＝f（T*
 ＋x）＝f（x）．所以x＝a′为函数y＝f（x）图像的对称轴，这与已知条件矛盾，所以命题为真．

说明　①这个抽象的数学问题，有一个很好的直观现实模型，把两面镜子面对面，从两面镜子的中间看镜子中的成像．

[image: alt]


图1-2-1

若你处于其中，将看到有许多肖像位置呈现出周期性变化，把这一实际问题加以抽象，把肖像抽象为函数上的点，两面镜子抽象为对称轴，就是关于两线对称问题模型．

②当函数y＝f（x）关于点对称或轴对称时，可以与周期性互相推证．我们可推广得到如下定理：

定理1　给出三个条件（a≠b）：（1）f（x）图像关于x＝a对称；（2）f（x）图像关于x＝b对称；（3）f（x）是以T＝2｜b－a｜为一个周期的周期函数．以其中任两个论断为条件，另一个论断为结论，得到的三个命题均为真命题．

定理2　给出三个条件（a≠b）：（1）f（x）图像关于点（a，0）对称；（2）f（x）图像关于点（b，0）对称；（3）f（x）是以T＝2｜b－a｜为一个周期的周期函数．以其中任两个论断为条件，另一个论断为结论，得到的三个命题均为真命题．且可进一步推广至（a，y0
 ），（b，y0
 ）．

证明　略．

但一般地，函数y＝f（x）关于点对称、轴对称与周期性，以其中任两个论断为条件，另一个论断为结论，是不可以互相推证的．下面用两个反例来说明：

对于奇函数、轴对称、周期性三者之间的关系，我们可以借助正弦函数为模型，并作适当改变后建构函数．

反例1　[image: alt]


此函数（如图1-2-2）满足关于点（0，0）对称且T＝2π，其关于点（π，0）对称，但关于直线[image: alt]
 不对称．

对于偶函数、点对称、周期性三者之间的关系，我们可以借助余弦函数为模型，并作适当改变后建构函数．

[image: alt]


图1-2-2

[image: alt]


图1-2-3

反例2　[image: alt]


此函数（如图1-2-3）满足关于直线x＝0对称且T＝2π，其关于直线x＝π对称，但关于点[image: alt]
 不对称．

例6　（1998年全国高中数学联赛题）若f（x）（x∈R）是以2为周期的偶函数，且x∈［0，1］时，[image: alt]
 则[image: alt]
 由小到大的排列是__________．

解　由题设，x∈R，k∈Z时，因为f（2k＋x）＝f（x）＝f（－x），

所以[image: alt]
 [image: alt]
 ．而x∈［0，1］时，[image: alt]
 为增函数，

故[image: alt]


说明　此题关键是利用函数的周期性，把三个函数值转化到同一单调区间［0，1］进行比较，这正体现了利用函数单调性比较大小的一般方法．

[image: alt]


图1-2-4

本题也可用图像法解答如下：由偶函数知，［－1，0］上的图像与［0，1］上的图像关于y轴对称，又以2为周期，知［－1，0］上的图像与［1，2］上的相同，故得图1-2-4，设已知三个函数值记为A、B、C，则这三点分布在数值6的两侧，易见C点最低，A点次之，B点最高．

例7　设函数f（x）的定义域为R，且对任意的x，y，有f（x＋y）＋f（x－y）＝2f（x）·f（y），并存在非零实数c，使[image: alt]
 且f（0）≠0．求证函数f（x）的图像关于直线x＝2kc（k∈Z）都对称．

证明　①考虑到条件[image: alt]
 的使用，我们取[image: alt]
 ，有[image: alt]
 [image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，以[image: alt]
 代x，有f（x＋c）＝－f（x），所以f（x）是周期函数，且T＝2c是f（x）的一个周期．

②取x＝y＝0，则有2f（0）＝2f2
 （0），由f（0）≠0得f（0）＝1，所以有f（y）＋f（－y）＝2f（0）·f（y）＝2f（y），即f（－y）＝f（y），所以函数f（x）为偶函数，它的图像关于直线x＝0对称．

由①、②可知函数f（x）的图像关于直线x＝2kc（k∈Z）对称．

例8　设函数f（x）与g（y）定义在实数集R上，且f（0）＝1，g（a）＝1（a≠0），函数g（x）是奇函数，如果[image: alt]


求证：函数f（x）是周期函数．

证明　以x＝y＝0代入①，得f（0）＝f2
 （0）＋g2
 （0），即1＝1＋g2
 （0），从而g（0）＝0．

同理，以x＝y＝a代入①可得f（a）＝0．

在①中，令x＝0，y＝a，得

f（－a）＝f（0）f（a）＋g（a）g（0）＝0．

在①中，再分别令y＝a和y＝－a，得

[image: alt]


③＋②得

[image: alt]


在④中用x＋2a替换x得

[image: alt]


⑤－④得

f（x＋3a）＝f（x－a），

即　　　　　f（x＋4a）＝f（x）．

所以函数f（x）是一个周期为4a的周期函数．


评析　上面运用方程思想探求函数方程中函数的周期性，就是不断地通过变元代换，并在构造方程与解方程的过程中，使函数方程中隐蔽的周期性充分地显露出来，从而识别其“庐山真面目”。


能力训练

1．（2006年高考数学（山东理科）试题）已知定义在R上的奇函数f（x）满足f（x＋2）＝－f（x），则f（6）的值为　（　）

A．－1

B．0

C．1

D．2

2．（2007年浙江省高中数学竞赛B卷试题）设非常值函数f（x）（x∈R）是一个偶函数，它的函数图像关于直线[image: alt]
 对称，则该函数是　（　）

A．非周期函数

B．一个周期为[image: alt]
 的周期函数

C．一个周期为[image: alt]
 的周期函数

D．一个周期为2的周期函数

3．（1996年高考数学试题）设f（x）是（－∞，＋∞）上的奇函数，f（x＋2）＝－f（x），当0≤x≤1时，f（x）＝x，则f（7.5）等于　（　）

A．0.5

B．－0.5

C．1.5

D．－1.5

4．函数y＝2sin（ωx＋φ）（ω>0，0≤φ<π）为偶函数，该函数的部分图像如图1-2-5所示，A，B两点间的距离为[image: alt]
 ，则该函数的一条对称轴方程为　（　）

A．[image: alt]


B．x＝2

C．x＝4

D．x＝π

[image: alt]


图1-2-5

5．若函数f（x）对于x∈R满足：[image: alt]
 f（999＋x）＝f（999－x），则f（x）　（　）

A．是奇函数而非偶函数

B．是偶函数而非奇函数

C．既是奇函数又是偶函数

D．不是奇函数也不是偶函数

6．（1992年全国高中联赛试题）设y＝f（x）是定义在R上的函数，且满足下列关系：f（10＋x）＝f（10－x），f（20－x）＝－f（20＋x），则函数f（x）是　（　）

A．偶函数又是周期函数

B．偶函数但不是周期函数

C．奇函数又是周期函数

D．奇函数但不是周期函数

7．（第八届“希望杯”高二竞赛题）f（x）是定义在（－∞，＋∞）上的偶函数，且f（1＋x）＝f（1－x），当－1≤x≤0时，[image: alt]
 则f（8.6）＝__________．

8．已知定义在R上的偶函数y＝f（x）满足f（x）＝f（2－x），当x∈［0，1］时，f（x）＝x2
 ，则2k－1≤x≤2k＋1（k∈Z）时f（x）的表达式为__________．

9．（第11届“希望杯”高二竞赛题）函数f（x）是定义在R上的一个周期为2的偶函数，当x∈［2，3］时，f（x）＝x，则当x∈［－2，0］时，f（x）的解析式写成分段函数的形式是______，写成统一的形式是__________．

10．（2007年浙江省高中数学竞赛A卷试题）设f（x）是定义在R上的奇函数，且满足f（x＋2）＝－f（x）；又当0≤x≤1时，[image: alt]
 则[image: alt]


11．（2004年全国高中数学联赛试题）在平面直角坐标系xOy中，函数f（x）＝asinax＋cosax（a>0）在一个最小正周期长的区间上的图像与函数[image: alt]
 的图像所围成的封闭图形的面积是__________．

12．已知定义在R上的函数f（x）的图像关于点[image: alt]
 成中心对称，且满足[image: alt]
 f（－1）＝1，f（0）＝－2，那么f（1）＋f（2）＋…＋f（2008）的值是__________．

13．已知定义在R上的偶函数y＝f（x），其图像关于x＝1对称，且当x∈［2，3］时，[image: alt]
 ，试绘出函数y＝f（x）在区间［－4，4］上的草图．

14．如果函数f（x）的图像关于两点（a，b）和（m，n）（其中a≠m）都对称，那么对于函数f（x）定义域内的每一个x，函数值yk
 ＝f［x＋2k（a－m）］（k∈Z）构成的数列｛yk
 ｝是等差数列，且公差是2（b－n）．

15．设y＝f（x）是R上的奇函数，f（x＋2）＝－f（x），当－1≤x≤1时，f（x）＝x3
 ．

（1）试证：直线x＝1是函数y＝f（x）图像上的一条对称轴．

（2）试求当x∈［1，5］时，函数y＝f（x）的解析式．

（3）若A＝｛x｜｜f（x）｜>a，x∈R｝，且A≠[image: alt]
 ，求实数a的取值范围．





3　函数方程解的周期性

知识扫描

常见类型有：

（1）函数值之和等于常数型

若f（x＋a）＋f（x＋b）＝c（a≠b），则函数f（x）是周期函数，且2｜a－b｜是f（x）的一个正周期．

因为f（x＋a）＋f（x＋b）＝c，

在上式中用x－b替换x，则

f（x＋a－b）＋f（x）＝c．

再用x＋a－b替换x，可得

f（x＋2a－2b）＋f（x＋a－b）＝c，

即　　　　　f（x＋2a－2b）＝f（x），

所以f（x）是周期函数，且2｜a－b｜是f（x）的一个正周期．

（2）函数值互为倒数或负倒数型

若[image: alt]
 （a≠b），则函数y＝f（x）是周期函数，且2｜a－b｜是f（x）的一个正周期．

特别地，若[image: alt]
 则函数y＝f（x）是周期函数，且2｜a｜是f（x）的一个正周期．

（3）函数值为分式递推型

①若

[image: alt]


则函数y＝f（x）是周期函数，且4｜a－b｜是f（x）的一个正周期．

特别地，若

[image: alt]


则函数y＝f（x）是周期函数，且4｜a｜是f（x）的一个正周期．

②若

[image: alt]


则函数y＝f（x）是周期函数，且2｜a－b｜是f（x）的一个正周期．

特别地，若

[image: alt]


则函数y＝f（x）是周期函数，且2｜a｜是f（x）的一个正周期．

③若

[image: alt]


则函数y＝f（x）是周期函数，且2｜a－b｜是f（x）的一个正周期．

特别地，若

[image: alt]


则函数y＝f（x）是周期函数，且2｜a｜是f（x）的一个正周期．

例题分析

例1　函数f（x）的定义域为R，对任意的x∈（－∞，＋∞），f（x＋1）－f（x）＝1，函数F（x）＝f（x）－x是否为周期函数，为什么？

解　由f（x＋1）－f（x）＝1，使我们感到问题必与F（x＋1）有关．F（x＋1）＝f（x＋1）－（x＋1）．以f（x＋1）＝f（x）＋1代入，得F（x＋1）＝f（x）＋1－（x＋1）＝f（x）－x＝F（x）．所以F（x）是以1为周期的周期函数．

说明　本题的结论实际上给出了函数方程f（x＋1）－f（x）＝1的通解：

f（x）＝F（x）＋x，

其中F（x）是以1为周期的任一周期函数．

例2　设奇函数f（x）的定义域为R，且满足f（x）＋f（x＋2）＝a，f（1）＝0，其中a为常数，试判断方程f（x）＝0在（－3，7）内至少有几个根．

分析　从抽象等式中获取新等式，探究f（x）的周期性．

解　在f（x）＋f（x＋2）＝a中，将x用x＋2代替，得f（x＋2）＋f（x＋4）＝a．

所以f（x）＝f（x＋4），因此4为f（x）的一个周期．于是f（5）＝f（1）＝0，f（3）＝f（－1）＝－f（1）＝0，f（4）＝f（0）＝0．所以－1，0，1，3，4，5是方程f（x）＝0在（－3，7）内的6个根．

另一方面，f（－2）＝f（－2＋4）＝f（2）＝－f（－2），所以f（－2）＝0，f（2）＝0，于是f（6）＝f（2＋4）＝f（2）＝0．所以－2，2，6也是方程f（x）＝0在（－3，7）内的3个根．

因此方程f（x）＝0在（－3，7）内至少有9个根．


评析　本题利用函数的周期性和奇偶性灵活赋值，从而快速解决问题。


例3　函数f（x）的定义域为R，对任意的x∈R，f（x）≠－1、0．且对任意的x、y∈R，[image: alt]
 ．请问：f（x）是周期函数吗？为什么？

解　已知[image: alt]


因对任意的x、y∈R成立，且f（x）≠0．于是可取[image: alt]
 代入①得

[image: alt]


即[image: alt]
 ，得f（0）＝－2．

又取[image: alt]
 有[image: alt]
 则[image: alt]
 得f（1）＝－2．

再取[image: alt]
 故f（2）＝－2．

按上述方法可陆续得f（3）＝－2，f（4）＝－2，…．猜测f（x）有两种可能：（1）f（x）的一个周期为1；（2）f（x）既是常数函数又是周期函数．猜测（2）的证明不易，先试证猜测（1）：

以y＝1代入①，有[image: alt]
 ，由f（1）＝－2，即有[image: alt]
 ，令x－1＝t，x＝t＋1，则f（t＋1）＝f（t），即f（x）是一个周期为1的周期函数．

说明　周期函数的定义式f（x＋T）＝f（x），它所反映的函数值周而复始重复呈现的周期特征，必能从它的一些特定的函数值上呈现出来．根据本例所给的条件，求出自变量取一系列特殊的值时，对应的函数值呈现出在一个固定的间隔内重复出现的周期特征．就可依此猜测出函数的一个周期，这是本题获解的关键．留下的只需再证明这个猜测的正确性即可．

例4　函数f（x）的定义域为R，对任意a，b∈R，有f（a＋b）＋f（a－b）＝2f（a）f（b），且存在c>0，使[image: alt]
 试问：f（x）是不是周期函数？若是，找出它的一个周期；若不是，请说明理由．

分析　由f（a＋b）＋f（a－b）＝2f（a）f（b）的外形结构，联想和差化积公式cos（α＋β）＋cos（α－β）＝2cosαcosβ，且[image: alt]
 ，这样可以假定y＝cosx是f（x）的一个原型，而y＝cosx的最小正周期是2π，由此猜想f（x）是以2c为周期的周期函数．

要证明2c为f（x）的一个周期，则只需证明f（x＋2c）＝f（x）．而由已知条件[image: alt]
 [image: alt]
 ，f（a＋b）＋f（a－b）＝2f（a）·f（b）知，必须选择适当的a，b的值，使得条件等式中出现[image: alt]
 和f（x）．

解　令[image: alt]
 ，代入f（a＋b）＋f（a－b）＝2f（a）f（b），得f（x＋c）＝－f（x），所以f（x＋2c）＝f［（x＋c）＋c］＝－f（x＋c）＝f（x）．

所以f（x＋2c）＝f（x）．

即f（x）是以2c为周期的周期函数．

说明　有些命题，当解题思路不明确时，可以通过观察、联想，特殊探路，寻求一般结构等进行探索．而寻找原型不失为一种有效的方法，往往能使我们迅速找到求解某些函数方程问题的思路．

常见的抽象函数的原型还有：满足条件f（xy）＝f（x）＋f（y）和[image: alt]
 的函数f（x）的一个原型是loga
 x；满足条件f（x＋y）＝f（x）＋f（y）和f（x－y）＝f（x）－f（y）的函数f（x）的一个原型是kx；满足条件f（x＋y）＝f（x）·f（y）和[image: alt]
 的函数f（x）的一个原型是ax
 ；等等．

例5　设常数λ≠0，n、m是正整数，且m>n，m≠2n，则由方程

[image: alt]


给出的函数f（x），是以mλ为周期的函数．

证明　令[image: alt]


则　　[image: alt]


（*）式可改写为

f（x＋λ）＋αβf（x－λ）＝（α＋β）f（x）．

于是有

[image: alt]


由①可得

f［x＋（m＋1）λ］－αf（x＋mλ）

＝β｛f（x＋mλ）－αf［x＋（m－1）λ］｝

＝β·β｛f［x＋（m－1）λ］－αf［x＋（m－2）λ］｝

＝…

＝βm－1
 ［f（x＋2λ）－αf（x＋λ）］

＝βm
 ［f（x＋λ）－αf（x）］．

所以　　[image: alt]


同理，由②可得

[image: alt]


③－④，得

[image: alt]


因为m>n，且m≠2n，所以[image: alt]


故由⑤得f（x＋mλ）＝f（x）．

根据周期函数定义，知f（x）以mλ为周期．

说明　由本题结论，可得一系列周期函数：

1．若f（x）的定义域是全体实数，已知[image: alt]


则f（x）以8为周期．（（*）式中取λ＝1，m＝8，n＝1）．

2．设x∈R，且对任意x有f（x＋2009）＋f（x＋2007）＝f（x＋2008），则f（x）以6为周期．（（*）式中取λ＝1，m＝6，n＝1，得满足f（x＋1）＋f（x－1）＝f（x）的函数f（x）以6为周期，以x＋2008替代上式中的x即可）．

3．在数列｛xn
 ｝中，若存在正整数m，使当k为任何正整数时，都有

[image: alt]


成立，则xn＋7m
 ＝xn
 对任意n∈N*
 都成立．

证明　满足方程

[image: alt]


的函数f（x），易知是以7m为周期的周期函数．

令f（k）＝xk
 （k∈N*
 ），立即得到

xn＋7m
 ＝f（n＋7m）＝f（n）＝xn
 ．

一般地，由递推式

[image: alt]


给出的数列｛an
 ｝，以mk为周期．

4．若g（x）是正值函数，且对任意常数λ≠0，有

[image: alt]


则g（x）是以mλ为周期的周期函数．

证明　在（**）式两边取对数，并令f（x）＝lgg（x）得．

[image: alt]


由例5结论，f（x）是以mλ为周期的函数，故g（x）也是以mλ为周期的函数．

特例　设定义在实数集上的函数f（x）的值域在正数集内，且满足条件

[image: alt]


则f（x）是周期函数，以10为周期．

证明　题给方程属（**）型，这里λ＝1，[image: alt]
 即[image: alt]
 取n＝1，m＝10，由前面结论知f（x）以10为周期．

一般地，在（**）中令g（k）＝xk
 ，λ∈N*
 ，则可得结论：满足[image: alt]
 （m>n，m≠2n，m、n∈N*
 ）的正数列｛an
 ｝以λm
 为周期．

例6　求所有的函数f：R→R使得

[image: alt]


对所有x，y∈R成立．

解　易见f（x）≡0或f（x）＝x2
 皆为上述方程①的解．我们来证明除它们外没有其他的解．

设对某个a，f（a）≠a2
 ．

在①中令[image: alt]
 得

[image: alt]


由于f（a）≠a2
 ，故只能f（a）＝0，并且可见a≠0（否则a2
 ＝0＝f（a）与a的定义相违）．

于是我们得到，对任意x，要么f（x）＝0，要么f（x）＝x2
 ．

在②中令x＝0，有

f（0）＝0．

在①中令x＝0，有

f（y）＝f（－y）．

在①中令x＝a，并用－y替换y，得

f（a2
 ＋y）＝f（－y）＝f（y）．

从上式可见f以a2
 为周期，进而我们有

[image: alt]


在①中令y＝0，有

f［f（x）］＝f（x2
 ）．

利用f（x）的周期性，得

f［f（x）］＝f（x2
 －a2
 ）．

由③可得

4f（x）·a2
 ＝0．

所以　　　　f（x）＝0（因为a≠0）．

也就是说，若f（x）≠x2
 ，则必有f（x）≡0成立．因此结论成立．

说明　本题求解过程利用了函数方程中隐含的解的周期性．

在初等数学和高等数学中，用函数方程来刻画函数的性质是常有的事情，处理竞赛中满足函数方程的函数周期性问题需借助于巧妙的代换．

例7　已知常数a>0，使得函数f（x）对任意实数x都有f（x）＋f（x＋a）＋f（x）f（x＋a）＝1．试问：f（x）是否为周期函数？

分析　题设中，函数f（x）未给出解析式，只给出了f（x）和f（x＋a）的关系式，因此，为了判断f（x）是否为周期函数，除了依据周期函数的定义外，很难找到别的路径．为此，应设法判断是否存在常数T>0，使f（x＋T）＝f（x）对任意实数x都成立．在已知条件中以x＋a替换x，可得

f（x＋a）＋f（x＋2a）＋f（x＋a）f（x＋2a）＝1，

减去题设式子，整理得

［f（x＋2a）－f（x）］［1＋f（x＋a）］＝0，

如能证明1＋f（x＋a）≠0，则可得f（x）为一个周期T＝2a的周期函数．

解　在题设下，对任意实数x，都有f（x）≠－1．否则，如果有实数x0
 ，使f（x0
 ）＝－1，则由题设知

f（x0
 ）＋f（x0
 ＋a）＋f（x0
 ）f（x0
 ＋a）＝1，

得－1＝1，与实数性质矛盾．

依设，任意实数x，有

f（x）＋f（x＋a）＋f（x）f（x＋a）＝1，

f（x＋a）＋f（x＋2a）＋f（x＋a）f（x＋2a）＝1，

故　　［f（x）－f（x＋2a）］［1＋f（x＋a）］＝0．

由前面所证，可知f（x＋a）≠－1，即1＋f（x＋a）≠0，从而

f（x）－f（x＋2a）＝0，

即对任意实数x，都有

f（x＋2a）＝f（x），

根据定义得函数f（x）是周期函数，它有周期T＝2a．

说明　本例解答中开头一段用反证法证明的论断是解答本题的基础，论断的提出和证明，来源于对题目的认真审读和思考，所依靠的是对函数概念及其符号表示的熟练掌握．全题的讨论，应突出x的任意性．

例8　对于函数f（x），若存在两组实数a1
 ，b1
 ；a2
 ，b2
 （a1
 ＋b1
 ≠a2
 ＋b2
 ），使得对函数定义域内的任意x，都有

（1）f（a1
 ＋x）＝f（b1
 －x），f（a2
 ＋x）＝f（b2
 －x），

或

（2）f（a1
 ＋x）＝－f（b1
 －x），f（a2
 ＋x）＝－f（b2
 －x），

则f（x）为周期函数，且｜（a2
 ＋b2
 ）－（a1
 ＋b1
 ）｜为其一正周期．

证明　（1）[image: alt]


同理，f［x＋（a1
 ＋b1
 ）－（a2
 ＋b2
 ）］＝f（x）．

所以f（x）为周期函数，｜（a2
 ＋b2
 ）－（a1
 ＋b1
 ）｜为其一正周期．

（2）[image: alt]


同理，f［x＋（a1
 ＋b1
 ）－（a2
 ＋b2
 ）］＝f（x）．

所以f（x）是周期函数，｜（a2
 ＋b2
 ）－（a1
 ＋b1
 ）｜为其一正周期．

说明　满足（1）的函数常称为关于[image: alt]
 的广义偶函数，满足（2）的函数则称为关于[image: alt]
 的广义奇函数．

能力训练

1．（2006年高考数学（安徽理科）试题）函数f（x）对于任意x满足条件[image: alt]
 [image: alt]
 若f（1）＝－5，则f［f（5）］的值为　（　）

A．-5

B．5

C．[image: alt]


D．[image: alt]


2．设f（x）是定义在R上的函数，对任意x∈R，都有[image: alt]
 [image: alt]
 则f（2007）的值为　（　）

A．-1

B．1

C．2007

D．[image: alt]


3．（2005年湖南省竞赛题）对于x∈R，函数f（x＋2）＋f（x－2）＝f（x），则它是周期函数，函数的一个周期是　（　）

A．4

B．6

C．8

D．12

4．（2007年江西省高考题）设函数f（x）是R上以5为周期的可导偶函数，则曲线y＝f（x）在x＝5处的切线的斜率为　（　）

A．[image: alt]


B．0

C．[image: alt]


D．5

5．（2007年安徽省高考题）定义在R上的函数f（x）既是奇函数，又是周期函数，T是它的一个正周期．若将方程f（x）＝0在闭区间［－T，T］上的根的个数记为n，则n可能为　（　）

A．0

B．1

C．3

D．5

6．已知f（x）是定义在R上的函数，且对任意的x，y∈R，有[image: alt]
 成立，又知[image: alt]
 ，但f（x）不恒为0，且f（0）>0，则f（x）为周期函数，它的一个正周期为　（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．π

7．函数f（x）的定义域为R，对任意的x∈R及y≠0[image: alt]
 ，且f（x）为周期函数，则它的一个正周期为__________．

8．已知f（x）是定义在R上的函数，且满足f（x＋2）［1－f（x）］＝1＋f（x），f（1）＝9997，则f（2009）的值为__________．

9．已知定义在R上且最小正周期为T的函数f（x）满足f（1＋x）＝f（1－x）和f（8＋x）＝f（8－x），则T的最大值是__________．

10．对任意x∈R，函数f（x）满足关系式f（x＋2008）＝f（x＋2007）＋f（x＋2009），且[image: alt]
 ，f（2）＝lg15，则f（2007）的值是__________．

11．已知函数f（x）的定义域为R，对任意实数x，恒有f（1＋x）＝f（3－x），且f（2＋x）＝－f（4－x），则f（1）＋f（2）＋…＋f（100）＝__________．

12．设函数f（x）的定义域是全体实数，且f（x＋y）＋f（x－y）＝2f（x）cosy，则可判断f（x）的周期性为__________．

13．证明：对于函数f（x），若存在两组实数a1
 ，b1
 ；a2
 ，b2
 （a1
 ＋b1
 ≠a2
 ＋b2
 ），使得对函数定义域内的任意x，都有

f（a1
 ＋x）＝－f（b1
 －x），f（a2
 ＋x）＝f（b2
 －x），

则f（x）为周期函数，且2｜（a2
 ＋b2
 ）－（a1
 ＋b1
 ）｜为其一正周期．

14．已知x∈R，a为常数，且[image: alt]
 ，问：f（x）是不是周期函数？若是，求出一个周期；若不是，说明理由．

15．设f是一个从实数集R映射到自身的函数，并且对任何x∈R，均有｜f（x）｜≤1，以及[image: alt]
 ．求证：f（x）是周期函数，即存在一个非零实数c，使得对任何x∈R，f（x＋c）＝f（x）成立．


第2讲　周期函数的最小正周期

1　求函数最小正周期的基本方法

知识扫描

求周期函数的最小正周期的基本方法有：定义法、公式法、图像法、检验法、求导法等，下面逐个举例说明．

例题分析

（Ⅰ）定义法

如果对于定义域内的任一自变量x，都存在非零常数T，使f（x＋T）＝f（x）恒成立，那么T为函数f（x）的一个周期．通常我们求周期是求它的最小正周期．

例1　根据周期函数的定义求下列函数的最小正周期：

（1）f（x）＝｜sinx｜＋｜cosx｜；

（2）[image: alt]


解　（1）根据周期函数的定义，周期T是使函数值重复出现的自变量x的增加值，问题是要找到一个最小正数T，对于函数定义域内的每一个x值都能使f（x＋T）＝f（x）成立．

设最小正周期为T，则对一切x∈R，有｜sin（x＋T）｜＋｜cos（x＋T）｜＝｜sinx｜＋｜cosx｜，令x＝0时有｜sinT｜＋｜cosT｜＝1，两边平方得｜sin2T｜＝0，所以[image: alt]
 （k∈Z）．当[image: alt]
 时，对一切x∈R，有[image: alt]
 ，进一步可用反证法证明f（x）的最小正周期为[image: alt]
 ．

（2）根据周期函数的定义，就是要找到一个最小正数T，对于函数定义域内的每一个x值都能使f（x＋T）＝f（x）恒成立，同时考虑到正切函数y＝tanx的周期是π．

由于　　[image: alt]


即[image: alt]
 恒成立．也可以验证[image: alt]
 是符合条件的最小正数．所以函数[image: alt]
 的最小正周期是[image: alt]


说明　利用定义是求函数周期的重要方法之一．

（Ⅱ）公式法

我们已经知道：函数y＝Asin（ωx＋φ）（ω≠0）的最小正周期是[image: alt]
 的最小正周期也是[image: alt]
 函数y＝Atan（ωx＋φ）的最小正周期是[image: alt]
 因此对能化为类似于这种三角函数形式的，均可考虑利用公式来求它们的最小正周期．请看以下例题．

例2（2005年江西高考题）已知向量[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 令f（x）＝a·b．求函数f（x）的最大值、最小正周期，并写出f（x）在[image: alt]
 上的单调区间．

分析　求解此例的关键是将表达式化为以上所列的简单三角函数形式之一．根据本例的结构特征，考虑复角化单角、正切化正余弦的思想方法．

解　[image: alt]


所以f（x）的最大值为[image: alt]
 ，最小正周期为2π，f（x）在[image: alt]
 上单调递增，[image: alt]
 上单调递减．

说明　学了三角函数后，不少人认为：正弦型函数f（x）＝Asin（ωx＋φ）（x∈M）一定是周期函数，但事实并非如此．

①当M是有限区间，如［0，3π］时，f（x）显然不是周期函数，因为周期函数的定义域至少一端应是无界的．

②当M是无限区间时，f（x）也不一定是周期函数，如：

f（x）＝sinx，x∈M，M＝｛x｜x＝2n
 ，n∈N｝，原因是M不是周期域．

③当M是周期域时，f（x）也不一定是周期函数，如：

f（x）＝sinx，x∈M（＝Z）

f（x）＝sinx的固有周期为T1
 ＝2π，M＝Z的周期是T2
 ＝1，而T1
 ／T2
 ＝2π（无理数），由于它们不合拍，所以f（x）一定不是周期函数．

④f（x）＝Asin（ωx＋φ）（x∈R）的最小正周期是[image: alt]
 M的最小正周期是T2
 ，当[image: alt]
 是有理数时，f（x）＝Asin（ωx＋φ）（x∈M）是周期函数，T1
 、T2
 的最小公倍数是f（x）的一个周期．

（Ⅲ）图像法

有些函数周期不是很容易看出来，却又不具备使用公式的条件，若利用定义求其周期又比较麻烦，此时不妨考虑利用图像（不一定要画出）来求周期．

例3　函数f（x）定义在实数集上，且对一切实数x满足等式：f（2＋x）＝f（2－x）和f（7＋x）＝f（7－x）．设x＝0是f（x）＝0的一个根，记f（x）＝0在区间－1000≤x≤1000中的根的个数为N，求N的最小值．

[image: alt]


图2-1-1

解　由f（2＋x）＝f（2－x），可知函数y＝f（x）的图像关于直线x＝2对称，而x＝0是f（x）＝0的一个根，故x＝4也是f（x）的一个根．又由f（7＋x）＝f（7－x），可知函数y＝f（x）的图像关于直线x＝7对称，故x＝10也是方程f（x）＝0的根．这样在区间［2，7］至少有一个根x＝4．假若y＝f（x）在区间［2，7］的图像是如图2-1-1所示的一条曲线段，则根据函数y＝f（x）的图像关于直线x＝2及直线x＝7对称，可得到函数y＝f（x）在区间［－3，2］及［7，12］的图像．由此可进一步推知，函数y＝f（x）的图像具有周期性，其周期为10，且在一个周期内方程f（x）＝0至少有2个根，区间［－1000，＋1000］是f（x）的200个周期，因此在区间［－1000，＋1000］上，f（x）＝0至少有1＋200×2＝401个根．

说明　此例也可根据已知条件与周期性定义推出函数y＝f（x）的周期，进而求得方程f（x）＝0根的最少个数．

例4　求函数[image: alt]
 的最小正周期．

分析　从给出的函数式结构特征上看，其周期不很明了，甚至可能产生误解，若用特殊值去检验又觉得难以确定．然而此函数的图像却是比较容易画出来的．像这种函数求周期还是图像法更为准确、简便．

解　函数[image: alt]
 的图像可经过如下变换得到：先将函数y＝sinx的图像向左平移[image: alt]
 个单位，再将曲线上所有点的纵坐标伸长到原来的2倍（横坐标不变），然后将所得图像向上平移1个单位，最后把在x轴下方的图像沿x轴反折到x轴上方．图像如图2-1-2所示，观察图像可知该函数的最小正周期为2π．

[image: alt]


图2-1-2

（Ⅳ）检验法

若已知函数f（x）的正周期的一个范围，则可逐个从小到大代入已知函数进行检验，所得最小的正周期即为所求，这一方法特别适用于解某些选择题．下面几题就是用这一方法求解的．

例5（第15届“希望杯”高一竞赛题）函数f（x）＝｜tan2x｜的最小正周期是　（　）

A．2π

B．π

C．[image: alt]


D．[image: alt]


解　若T是函数f（x）的一个周期，则对定义域内任意的x，均有f（x＋T）＝f（x）成立，即

[image: alt]


由于要求的是函数f（x）的最小正周期，且四个选择支中已限定最小正周期的取值范围：[image: alt]
 之一，我们可按照从小到大次序代入①中检验：

当[image: alt]
 时，①式即[image: alt]
 ｜cot2x｜＝｜tan2x｜，不恒成立，如[image: alt]
 因此[image: alt]
 不是f（x）的周期．

当[image: alt]
 时，①式即[image: alt]
 ｜tan2x｜＝｜tan2x｜恒成立，因此[image: alt]
 是f（x）最小的正周期，故选C．


评析　函数的周期性问题，是中学数学中的重要内容，每年的高考和数学竞赛中都有大量的此类试题出现．但如何根据已知函数的特点，寻找求其最小正周期的简便方法，则是一个难点。


思考　从本题结论可见：一个函数加绝对值后，其最小正周期可能与原函数相同．那么，是否所有的函数加绝对值后，最小正周期都与原函数相同呢？

不一定，结果是五花八门的．下面列出几类：

（1）如函数f（x）＝｜sinx｜，它的最小正周期π是原函数g（x）＝sinx的最小正周期2π的一半．

（2）f（x）＝sin｜x｜是非周期函数，但｜f（x）｜＝｜sinx｜的最小正周期为π．

（3）狄利克雷型函数[image: alt]
 是非周期函数，但｜D（x）｜＝1是周期函数，但没有最小正周期．

因此，一个函数加绝对值后函数周期性的变化，应根据具体情况进行分析．

此题也可用如下的图像法求解．

解　作出函数的大致图像，如图2-1-3，可知它的最小正周期是[image: alt]
 ，故选C．

[image: alt]


图2-1-3

（Ⅴ）恒等变换法

例6　求下列函数的最小正周期：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


分析　这两个函数式中和差积均有，不能直接利用公式，利用定义也较困难．遇到这样的问题，首先要经过恒等变形，将已知函数尽量化为只含有一个三角函数的式子，然后利用公式求最小正周期．

解　（1）[image: alt]


故最小正周期[image: alt]


（2）[image: alt]


故最小正周期T＝π．

例7　函数[image: alt]
 的最小正周期是　（　）

A．[image: alt]


B．π

C．[image: alt]


D．2π

解　因为　　[image: alt]


所以　　　　f（x）＝tan2x．

又因tan2x的最小正周期为[image: alt]
 ，所以选A．

解答错了！错在哪里？

剖析　容易否定[image: alt]
 是f（x）的最小正周期．因为若[image: alt]
 是f（x）的最小正周期，则根据周期函数的定义，知[image: alt]
 对f（x）定义域内的任意一个x都成立．x＝0在定义域内，但[image: alt]
 却不在定义域内，更谈不上[image: alt]
 了．因此[image: alt]
 不是函数的最小正周期．问题出在哪里呢？出在函数[image: alt]
 不是同一个函数！因为它们的定义域不相同（f（x）的定义域为｛x｜x∈R，且[image: alt]
 k∈Z｝．因此，不能根据g（x）＝tan2x的周期来确定f （x）的周期．由于这类题目用其他方法较难求解，我们可以借助图像来解答．

解　可求得f（x）＝tan2x（x∈R，且[image: alt]
 k∈Z），如图2-1-4，作出此函数的图像，从图像可以看出，函数的最小正周期为π（如从[image: alt]
 到[image: alt]
 的一段图像即区间长度为一个周期π上的一段图像）．

[image: alt]


图2-1-4

（Ⅵ）求导法

根据周期函数定义，f（x＋T）＝f（x）对f（x）定义域内任一x成立．通过对f（x＋T）＝f（x）两边求导，求得最小正周期的方法称为求导法．

例8　设gi
 （x）＝ai
 sin（ωix＋θi），这里ai
 ωi
 ≠0（i＝1，2），且|ω1
 |≠|ω2
 |，则当f（x）＝g1
 （x）＋g2
 （x）为周期函数时，必有[image: alt]


证明　在等式f（x＋T）＝f（x），即

[image: alt]


两边关于x求导两次得

[image: alt]


由于|ω1
 |≠|ω2
 |，联立①、②容易得到

g1
 （x＋T）＝g1
 （x），g2
 （x＋T）＝g2
 （x），

这说明函数g1
 （x）、g2
 （x）有公共周期，故存在n、m∈N*
 ，有

[image: alt]
 所以[image: alt]
 或[image: alt]
 （有理数）．


评析　一般地，用求导法可以证明：当ωi≠ωj
 （i≠j）且[image: alt]
 ，ai
 ≠0（1≤i，j≤n）时，[image: alt]
 的最小正周期为[image: alt]
 的最小公倍数。


能力训练

1．（2007年全国高中数学联赛江苏赛区初赛试题）已知函数y＝sin2
 x，则该函数

（　）

A．有最小正周期2π

B．有最小正周期π

C．有最小正周期[image: alt]


D．无最小正周期

2．函数[image: alt]
 的最小正周期为　（　）

A．π

B．2π

C．[image: alt]


D．[image: alt]


3．（2004天津市高考理科试题）函数y＝sin4
 x＋cos2
 x的最小正周期为　（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．π

D．2π

4．（第7届“希望杯”高二竞赛题）若函数[image: alt]
 的最小正周期是[image: alt]
 ，那么正数ω的值是　（　）

A．8　

B．4

C．2

D．1

5．（第7届“希望杯”高一竞赛题）函数y＝sinx｜cosx｜的最小正周期是　（　）

A．2π　

B．π

C．[image: alt]


D．不存在

6．（第9届“希望杯”高二竞赛题）以T1
 、T2
 、T3
 分别表示函数[image: alt]
 ，|cosx|，[image: alt]
 的最小正周期，那么　（　）

A．T1
 <T2
 <T3


B．T3
 <T2
 <T1


C．T2
 <T1
 <T3


D．T2
 <T3
 <T1


7．图2-1-5表示周期函数y＝f（x）的变化规律，由图像可以观察出f（x）的最小正周期是__________．

[image: alt]


图2-1-5

8．（2007年上海市高考题）函数[image: alt]
 [image: alt]
 的最小正周期为__________．

9．函数[image: alt]
 的最小正周期为__________．

10．（2004年高考全国卷试题）函数[image: alt]
 的最小正周期为__________．

11．（2005年湖北高考题）函数y＝|sinx|cosx－1的最小正周期与最大值的和为__________．

12．函数f（x）＝cos3
 x－sin2
 x的最小正周期为__________．

13．已知函数[image: alt]
 （a∈R，a为常数），

（Ⅰ）求函数f（x）的最小正周期．

（Ⅱ）若f（x）的最大值为1，求a的值．

（Ⅲ）若[image: alt]
 时，f（x）的最大值为1，求a的值．

14．设三角函数[image: alt]
 （k≠0）．

（1）写出f（x）的极大值M、极小值m与最小正周期T；

（2）试求最小正整数k，使得当自变量x在任意两个整数间（包括整数本身）变化时，函数f（x）至少有一个值是M，另一个值是m．

15．（第12届“希望杯”高一竞赛题）已知函数y＝f（x）是定义在R上的最小正周期T＝5的函数，在［0，1］上是一次函数，在［－1，1］上图像关于原点对称，在［1，4］上为二次函数，且在x＝2时函数取得最小值－5．试求y＝f（x）的解析式．





2　求函数最小正周期的特殊方法

知识扫描

求函数最小正周期的特殊方法，常用的有：等周期法、猜想证明法、结构类比法、单位圆法、奇偶函数法、最小公倍数法、极限法等

例题分析

（Ⅰ）等周期法

理论依据是：若对于任意的x∈M，都有

g（x＋T）＝g（x）[image: alt]
 f（x＋T）＝f（x），

且函数f（x）（x∈M）的最小正周期为T，则函数g（x）（x∈M）的最小正周期也为T．

例1　求函数[image: alt]
 的最小正周期T．

解　因为[image: alt]


所以[image: alt]


由此可知f（x）与y＝sinx的最小正周期均为T＝2π．

说明　这一方法看似简单，却能非常方便地求出一大批较复杂函数的最小正周期．如：

（1）函数[image: alt]
 （n、k∈N*
 ，a为非零实数）的最小正周期为[image: alt]


证明　由f（x＋T）＝f（x）[image: alt]
 cosa（x＋T）＝cosax，知f（x）与函数y＝cosax最小正周期相同，均为[image: alt]


（2）函数y＝sinn
 x（x∈R）．当n为偶数时，周期为kπ（k∈Z，k≠0），最小正周期为π；当n为奇数时，周期为2kπ（k∈Z，k≠0），最小正周期为2π．

证明　易证y＝sinn
 x（x∈R）是周期函数（显然2π为其一个周期）．

设k（k≠0）为y＝sinn
 x（x∈R）的周期．

由周期定义知[image: alt]


当n为奇数时，①成立的充要条件为sinx＝sin（x＋k）（x∈R），

即k＝2mπ（m∈Z，m≠0），最小正周期为2π．

所以，当n为奇数时，y＝sinn
 x（x∈R）的周期为2mπ（m∈Z，m≠0），最小正周期为2π．

当n为偶数时，①成立的充要条件为|sinx|＝|sin（x＋k）|（x∈R）．

所以，当n为偶数时，y＝sinn
 x（x∈R）的周期为mπ（mx∈Z，m≠0），最小正周期为π．

（3）函数y＝cosn
 x（x∈R）．当n为偶数时，周期为kπ（k∈Z，k≠0），最小正周期为π；当n为奇数时，周期为2kπ（k∈Z，k≠0），最小正周期为2π．

与（2）同理可证（3）成立．

推广　（1）函数y＝Asinn
 （ωx＋φ）（x∈R，Aω≠0，A，ω，φ为常数）．

当n为奇数时，周期为[image: alt]
 （k∈Z，k≠0），最小正周期为[image: alt]


当n为偶数时，周期为[image: alt]
 （k∈Z，k≠0），最小正周期为[image: alt]


（2）函数y＝Acosn
 （ωx＋φ）（x∈R，A·ω≠0，A，ω，φ为常数）．

当n为奇数时，周期为[image: alt]
 （k∈Z，k≠0），最小正周期为[image: alt]


当n为偶数时，周期为[image: alt]
 （k∈Z，k≠0），最小正周期为[image: alt]


（Ⅱ）猜想证明法

有些三角函数的最小正周期用常规方法很难求，这时可根据函数的结构猜想出其最小正周期，并验证该数是函数的周期，再证明它是函数的最小正周期．

例2　求函数y＝cos（sinx）的最小正周期．

解　因为cos［sin（x＋π）］＝cos（－sinx）＝cos（sinx），

所以π是函数的一个周期．

假设T是函数的最小正周期，且0<T<π，那么对一切实数x，都有cos［sin（x＋T）］＝cos（sinx）成立．

令x＝0，得cos（sinT）＝1，即sinT＝2kπ（k∈Z）．

因为|sinT|≤1，只能k＝0，即sinT＝0，

所以T＝nπ（n∈Z），这与0<T<π矛盾．因此函数y＝cos（sinx）的最小正周期不能小于π．

所以，y＝cos（sinx）的最小正周期是π．

说明　也可用等周期法求解．由于cosu＝cos|u|，而函数f（u）＝cosu在u∈［0，1］上单调下降，所以

　　　cos[sin（x＋T）]＝cos（sinx）

　　[image: alt]
 cos |sin（x＋T）|＝cos |sinx|

[image: alt]
 |sin（x＋T）|＝|sinx|．

可见y＝cos（sinx）与y＝|sinx|最小正周期相同，均为π．

一般地，可证：[image: alt]
 最小正周期分别为2π，π，π．

（Ⅲ）结构类比法

例3　已知函数y＝f（x）的图像在R上关于点A（a，y0
 ）及点B（b，y0
 ）对称，且在区间（a，b）内再无对称点，求函数y＝f（x）的最小正周期．

解　回想学过的有最小正周期的且图像关于点对称的函数，联想到正弦函数y＝sinx图像关于两相邻点A（0，0），B（π，0）对称，这两点横坐标之差π－0＝π的2倍，即2π是sinx的最小正周期，进行类比猜想：2（b－a）是函数y＝f（x）的最小正周期．

下面证明2（b－a）是函数y＝f（x）的最小正周期．

因为y＝f（x）的图像关于点A（a，y0
 ）对称，所以y＝f（x）的图像上任意一点P1
 （（a－x），f（a－x））关于A（a，y0
 ）的对称点P2
 必在y＝f（x）的图像上．故P2
 点坐标为：P2
 （（a＋x），f（a＋x）），于是f（a－x）＋f（a＋x）＝2y0
 ，即

f（a－x）＝2y0
 －f（a＋x）．

同理可证：f（b－x）＝2y0
 －f（b＋x）．

所以[image: alt]


故T＝2（b－a）是y＝f（x）的一个正周期．

若函数y＝f（x）有正周期T*
 （0<T*
 <2（b－a）），令[image: alt]
 显然有a<a′<b．

这时有：[image: alt]


所以f（a′＋x）＝2y0
 －f（a′－x），即y＝f（x）的图像关于点（a′，y0
 ）对称，这与已知条件矛盾．故T＝2（b－a）是函数y＝f（x）的最小正周期．

（Ⅳ）单位圆法

在对三角函数的转换过程中，常发生函数的定义域出现变化的情形，即通常所说的非恒等变形，此时可利用单位圆先求出函数变换前后定义域的“最小正周期”，那么变换后函数的最小正周期与定义域的“最小正周期”的最小公倍数即为原函数的最小正周期．

例4　求函数[image: alt]
 的最小正周期．

分析　常规的解法是利用万能公式的逆运算，把函数转化为[image: alt]
 [image: alt]
 ，不考虑定义域因索，其最小正周期为[image: alt]


但如果再深入分析便可知，[image: alt]
 的定义域是非等价变换的，原函数的最小正周期是否还是[image: alt]
 呢？这就需要我们确定原函数转换前后的定义域的“最小正周期”．可利用单位圆将其定义域表示出来（空点表示非定义域）．

[image: alt]
 的定义域是[image: alt]
 且[image: alt]
 （k∈Z），用单位圆表示如图2-2-1，其定义域的“最小正周期”为π；tan2x的定义域是[image: alt]
 （k∈Z），用单位圆表示如图2-2-2，其定义域的“最小正周期”为[image: alt]


[image: alt]


图2-2-1

[image: alt]


图2-2-2

[image: alt]
 π和[image: alt]
 的最小公倍数是π，故原函数的最小正周期是π．

说明　例4提醒我们：①用三角变换去求三角函数的最小正周期时，一定要注意转换前后定义域的变化．如果定义域不变，可直接求出其最小正周期；如果定义域改变，则用单位圆法去求；②运用定义、公式、定理解题时，一定要注意其成立的前提条件及隐含条件，以防止非等价变换而造成误解．

（Ⅴ）奇偶函数法

依据是：在公共定义域D上，奇函数f1
 （x）的最小正周期为T1
 ，偶函数f2
 （x）的最小正周期为T2
 ，且[image: alt]
 则f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）的最小正周期是T1
 、T2
 的最小公倍数．

证明　由已知[image: alt]
 我们可设T1
 ＝pα，T2
 ＝qα，这里p，q∈N*
 ，且（p，q）＝1，α∈R＋
 ．

对于任意的x∈D，有

[image: alt]


故f（x）是周期函数，T1
 、T2
 的最小公倍数pqα是它的一个周期．

再设T（≠0）是f（x）的任一周期，那么对于任意的x∈D，都有x＋T∈M，且f（x＋T）＝f（x），即

[image: alt]


由于集D是奇偶函数的定义域，必对称于原点，故也有－（x＋T）∈D．用－（x＋T）替代①中的x，得到

f1
 （－x）＋f2
 （－x）＝f1
 －（x＋T）＋f2
 －（x＋T）．

根据f1
 （x）、f2
 （x）的奇偶性，由上式可得到

[image: alt]


①±②可得到

f1
 （x＋T）＝f1
 （x），f2
 （x＋T）＝f2
 （x）．

这表明f（x）的周期T一定是f1
 （x）和f2
 （x）的公共周期．而在f1
 （x）、f2
 （x）的公共正周期中，最小的是T1
 、T2
 的最小公倍数pqα．这就证明了T1
 、T2
 的最小公倍数是f（x）的最小正周期．

根据上面结论，大量较复杂函数的最小正周期可十分方便地求出，略举数例．

例5　（1）求函数[image: alt]
 的最小正周期．

（2）求函数f（x）＝2sin3x＋3|sin4x |的最小正周期．

解　（1）对于任意T（≠0），[image: alt]


[image: alt]


故奇函数[image: alt]
 的最小正周期[image: alt]
 ，偶函数[image: alt]
 [image: alt]
 的最小正周期[image: alt]
 故f（x）的最小正周期是T1
 、T2
 的最小公倍数12π．

（2）奇函数f1
 （x）＝2sin3x的最小正周期[image: alt]
 ，偶函数f2
 （x）＝3|sin4x |的最小正周期[image: alt]
 故f（x）的最小正周期为T1
 、T2
 的最小公倍数2π．

说明　应用上述结论不仅可以求出奇偶函数之和的最小正周期，通过平移变换还可求出可化为奇偶函数之和的周期函数的最小正周期．如：

求f（x）＝（sinx）2008
 ＋（cosx）2007
 的最小正周期．

解[image: alt]
 ，易知f1
 （x）＝（sinx）2007
 为奇函数，且f1
 （x＋T）＝f1
 （x）[image: alt]
 sin（x＋T）＝sinx，所以f1
 （x）与sinx最小正周期相同，均为T1
 ＝2π；f2
 （x）＝（cosx）2008
 为偶函数，且f2
 （x＋T）＝f2
 （x）[image: alt]
 |cos（x＋T）|＝|cosx|，所以f2
 （x）与|cosx|周期相同，它们的最小正周期均为T2
 ＝π．故[image: alt]
 的最小正周期为T1
 、T2
 的最小公倍数2π．又f（x）与[image: alt]
 的最小正周期相同，故f（x）的最小正周期为2π．

一般地，f1
 （x）表示六个基本三角函数（sinx，cosx，tanx，cotx，secx，cscx）之一，[image: alt]
 的最小正周期为2π．

注意：求T1
 、T2
 时，一定要注意到f1
 （x）、f2
 （x）的定义域是公共定义域D，否则结论不保证成立．

反例　设n∈Z，奇函数f1
 （x）＝sinπx，x≠2n，偶函数[image: alt]
 ，则T1
 ＝2，T2
 ＝4，T1
 、T2
 的最小公倍数为4，但f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）＝sinπx，x≠2n，最小正周期T＝2．

原因何在？原因就在于求T1
 时，f1
 （x）的定义域是R，而不是f1
 （x）、f2
 （x）的公共定义域D＝｛x|x≠2n，n∈Z，x∈R｝，事实上，f1
 （x）（x∈D）的最小正周期T1
 ＝2．

（Ⅵ）最小公倍数法

在实际的解题过程中，求形如y＝f1
 （x）＋f2
 （x）（其中f1
 （x）、f2
 （x）都是正弦或余弦型的周期函数）的最小正周期时，有时很难把它化为我们所熟悉的、能够直接运用公式的形式．这时，我们可考虑能否采用最小公倍数的方法来解决问题．方法依据：

设f1
 （x）的最小正周期是T1
 ，f2
 （x）的最小正周期是T2
 ，则函数f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）的一个周期为T＝p1
 T2
 ＝p2
 T1
 （其中p1
 、p2
 ∈N*
 ，且p1
 、p2
 互质）．

证明　因为[image: alt]


所以p1
 T2
 是f（x）的一个周期，同理可证p2
 T1
 也是f（x）的一个周期．

注　①T＝p1
 T2
 ＝p2
 T1
 不一定是f（x）的最小正周期，如猜测是最小正周期，还要用反证法加以证明．

②分数的最小公倍数的求法：

[image: alt]


例6　求函数[image: alt]
 的最小正周期．

解　因为[image: alt]
 的最小正周期[image: alt]
 的最小正周期[image: alt]


而T1
 、T2
 的最小公倍数是[image: alt]


所以函数[image: alt]
 的最小正周期是[image: alt]


说明　①若两个三角函数是周期函数，它们的最小正周期分别是T1
 、T2
 ，且[image: alt]
 ＝有理数，则这两个三角函数的代数和一定是周期函数，且T1
 、T2
 的最小公倍数T是它的一个周期．但T不一定是最小正周期．

一般地，我们还有：

若定义在R上的两连续函数f1
 （x）、f2
 （x）的最小正周期分别为T1
 ＝pα、T2
 ＝qα（p，q∈N*
 ，（p，q）＝1，α为正实数，且p≠q），则f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）的最小正周期为[image: alt]
 （n∈N*
 ，且（n，qp）＝1）．

证明　若T*
 是f（x）的最小正周期，则f（x）的任何正周期必是T*
 的正整数倍（不然的话，若T＝nT*
 ＋r（0<r<T*
 ，n∈N*
 ）是f（x）的一个正周期，那么对定义域内任何x，都有f（x）＝f（x＋T）＝f（x＋nT*
 ＋r）＝f（x＋r），可见r是f（x）的周期，这与T*
 是f（x）的最小正周期矛盾）．

易知pqα是f（x）的一个正周期，故pqα＝mT*
 （m∈N*
 ），于是[image: alt]
 所以km＝n，k|n，又（k，n）＝1，故k＝1，所以[image: alt]
 ，（n，pq）＝1．

②两个周期函数之和的最小正周期可用最小公倍数法来求，除了上面的奇偶函数之和的情形，还有很多情形，下面再举两种情况：

（1）A1
 A2
 ≠0，[image: alt]
 有理数但不等于1时，f（x）＝A1
 sin（ω1x＋φ1）＋A2
 sin（ω2x＋φ2）的最小正周期是A1
 sin（ω1x＋φ1）、A2
 sin（ω2x＋φ2）的最小正周期的最小公倍数．

证明　求导法中已证明，略．

（2）设D＝｛x|x∈R，但x≠kT2
 ＋φ，k∈Z｝，f1
 （x）是R上的连续函数，最小正周期为T1
 ，f2
 （x）（x∈D）是周期函数，最小正周期为T2
 ，若[image: alt]
 则f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）（x∈D）的最小正周期是T1
 、T2
 的最小公倍数．

证　设T1
 、T2
 的最小公倍数为T*
 ，则存在正整数p，q，使T*
 ＝pT1
 ＝qT2
 ，于是

[image: alt]


故f（x）是周期函数，T*
 是它的一个周期．

若T是f（x）的一个周期，则对任意的x∈D，有x＋T∈D，且f（x＋T）＝f（x），

即

[image: alt]


若x0
 ＝kT2
 ＋φ，k∈Z，则必有x0
 －T＝k′T2
 ＋φ，k′∈Z（不然的话，如x0
 －T∈D，必有（x0
 －T）＋T＝x0
 ∈D，这与x0
 ＝kT2
 ＋φ，k∈Z即x0
 [image: alt]
 D矛盾）．

于是　T＝x0
 －（x0
 －T）＝（k－k′）T2
 ＝nT2
 ，n＝k－k′∈Z，

又　f2
 （x＋T）＝f2
 （x＋nT2
 ）＝f2
 （x），结合①，得x∈D时有

[image: alt]


下面，我们证明对任意x0
 ∈R－D，②也成立．

取xn
 ∈D，n＝1，2，3，…，使[image: alt]
 由②及f1
 （x）是R上的连续函数，得f1
 （xn
 ＋T）＝f1
 （xn
 ），两边取极限[image: alt]
 即f1
 （x0
 ＋T）＝f1
 （x0
 ）．由x0
 的任意性，知对一切x∈R－D，②式也成立．这样，②对x∈R恒成立，故T是f1
 （x）（x∈R）的一个周期，所以T＝mT1
 ，m∈Z但m≠0．

综上，T＝mT1
 ＝nT2
 ，所以T＝kT*
 ，k∈Z但k≠0．所以f（x）（x∈D）的最小正周期为T1
 、T2
 的最小公倍数T*
 ．

例7　求函数f（x）＝sin2x＋2cos2x＋3tan4x的最小正周期．

解　定义域D＝｛x|x∈R，但[image: alt]
 ，k∈Z｝，

函数[image: alt]
 最小正周期为[image: alt]
 f2
 （x）＝3tan4x最小正周期[image: alt]
 ，故f（x）的最小正周期是π与[image: alt]
 的最小公倍数π．

说明　一般地，f（x）＝asinn
 （ω1
 x＋φ1）＋btanm
 （ω2
 x＋φ2
 ）（n，m∈N*
 ，ab≠0，ω1
 ω2
 ≠0）的最小正周期，是函数g（x）＝sinn
 （ω1
 x＋φ1
 ）与h（x）＝tanm
 （ω2
 x＋φ2
 ）的最小正周期T1
 （当n为奇数时，等于[image: alt]
 当n为偶数时，等于[image: alt]
 的最小公倍数．

（Ⅶ）极限法

例8　求函数[image: alt]
 的最小正周期．

解　显然12π是f（x）的一个周期．要求f（x）的最小正周期T（0<T<12π），由f（x＋T）＝f（x），得

[image: alt]


在区间（0，π）内，sinx≠0，[image: alt]


在①中令x→0，得[image: alt]


等价于sinT＝0，所以T＝k1
 π（0<k1
 ≤12）．在区间（0，π）内，由于sin（x＋T）＝（－1）k
 sinx≠0，

由①式得

[image: alt]


再令x→0，得[image: alt]
 中至少一个为零，不妨设[image: alt]
 ，T＝4k2
 π，k2
 ∈Z．类似前面处理方法，又可得x∈（0，π）时

[image: alt]


令x→0，得，

[image: alt]


由于T＝k1
 π＝4k2
 π＝6k3
 π；故T必须为π、4π、6π的最小公倍数12π，或其倍数24π，36π，…

经检验，12π是所给函数的最小正周期．

能力训练

1．（2007年四川高中数学竞赛预赛试题）下列函数中，既是在[image: alt]
 内的增函数，又是以π为最小正周期的函数是　（　）

A．y=|sinx|

B．[image: alt]


C．y=sin2x

D．cos4x

2．（第8届“希望杯”高一竞赛题）若函数f1
 （x）和f2
 （x）都是定义在R上的周期函数，最小正周期都是T，对于函数y＝f1
 （x）＋f2
 （x），以下判断中，正确的是　（　）

A．最小正周期是T

B．有最小正周期t，且t<T

C．是周期函数，但可能没有最小正周期

D．可能是非周期函数

3．函数f（x）＝|sinx＋cosx|的最小正周期为　（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．π

D．2π

4．（第5届“希望杯”高二竞赛题）函数[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 f3
 （x）＝arccos（sinx）的最小正周期分别是T1
 ，T2
 ，T3
 ，则　（　）

A．T1
 <T2
 <T3


B．T3
 <T2
 <T1


C．T1
 <T3
 <T2


D．T3
 <T1
 <T2

5．如图2-2-3是定义在R上，且以2π为周期的函数f（x）的图像，则函数y＝sin［f（x）］的图像大致是　（　）

[image: alt]


图2-2-3

[image: alt]


图2-2-4

6．（第12届“希望杯”高一竞赛题）已知函数f（x）＝Asin（ωx＋φ），A，φ∈R＋
 ．要使f（x）的最小正周期[image: alt]
 ，则正整数ω可取的值的集合中元素的数目是（　）

A．311

B．312

C．313

D．314

7．函数f（x）＝cos7
 x的最小正周期为__________．

8．函数f（x）＝|sinx|－|cosx|的最小正周期是__________．

9．函数y＝sin2n
 x－cos2m＋1
 x（n、m∈N*
 ）的最小正周期是__________．

10．函数y＝sinx－2cos2x＋4sin4x的最小正周期为__________．

11．函数[image: alt]
 的最小正周期为__________．

12．函数y＝|sinx|＋|sin2x |＋|sin3x |的最小正周期为__________．

13．求函数f（x）＝3｜sin2x｜
 ＋2｜sin2x
 ｜＋5｜sin2x｜的最小正周期．

14．求函数f（x）＝sinxsin2xsin3xsin4x的最小正周期．

15．设函数f（x）＝sinn
 αxcosm
 βx（n、m∈N*
 ，α>β>0），试证：

（ⅰ）f（x）为周期函数的充要条件是[image: alt]
 为有理数．

（ⅱ）当[image: alt]
 为有理数时，f（x）的最小正周期等于T*
 或2T*
 （T*
 是[image: alt]
 的最小公倍数）．


第3讲　周期数列

1　周期数列的定义

知识扫描

Ⅰ．定义

对于数列｛an
 ｝，若存在正整数T，使得对于任意的正整数n≥N，都有

an＋T
 ＝an
 ，

则称数列｛an
 ｝为从第N项起的周期数列，T称为数列｛an
 ｝的一个周期．若N＝1，称｛an
 ｝为纯
 周期数列（简称为周期数列）；若N≥2，则称｛an
 ｝为混
 周期数列．由于数列的周期不唯一，我们把最小的一个叫做数列的最小正周期．

周期数列可看作是周期函数在正整数集上离散取值的特例，是离散的周期函数．因此周期数列保留了周期函数的一些特性，但它也有不少独特的性质．

如周期函数不一定有最小正周期，但周期数列必有最小正周期；周期函数的值域可以有界也可以无界，但周期数列的值域必是有限数集．

若T是数列｛an
 ｝的周期，则kT（k∈N*
 ）也是｛an
 ｝的周期，所以周期数列一定是无穷数列，它的周期有无穷多个．

对于一个项数较多甚至无穷的数列，一旦发现具有某种周期性，就可以把问题归结为最初的几项，从有限推测无穷，从部分看到全貌，使问题简单化．

Ⅱ．周期函数的性质

性质1　若T是周期数列｛an
 ｝的最小正周期，S是｛an
 ｝的一个周期，则T整除S．

证明　假设T不能整除S，即S＝qT＋k（q∈N*
 ，k＝1，2，…，[image: alt]
 之一）．因为an＋s
 ＝an
 ，又因为an＋s
 ＝an＋qT＋k
 ＝an＋k
 ，所以an＋k
 ＝an
 （n∈N*
 ），说明k也是｛an
 ｝的一个周期，这与所设T是｛an
 ｝的最小正周期矛盾，所以T整除S．

性质2　若｛an
 ｝、｛bn
 ｝都是周期数列，则数列｛an
 ±bn
 ｝、｛an
 bn
 ｝和[image: alt]
 也都是周期数列．

证明　记｛an
 ｝、｛bn
 ｝的周期分别为T1
 、T2，则T1
 、T2
 的最小公倍数T＝〔T1
 ，T2
 〕＝pT1
 ＝qT2
 ，p、q∈N*
 ．

an＋T
 ±bn＋T
 ＝an＋pT
 1±bn＋qT
 2＝an
 ±bn
 ，

同理　　[image: alt]


所以｛an
 ±bn
 ｝、｛an
 bn
 ｝[image: alt]
 是周期数列，其最小正周期≤〔T1
 ，T2
 〕（T1
 、T2
 的最小公倍数）．

性质3　若T是数列｛xn
 ｝的一个周期，则

①T也是数列｛axn
 ＋b｝的一个周期．

②当a、b∈N*
 时，数列｛xan＋b
 ｝的一个周期为[image: alt]


证明　略．

性质4　如果r阶线性递归数列｛an
 ｝满足

[image: alt]


（b１
 ，b２
 ，⋯，br为常数，br≠0），初始项a１
 ，a２
 ，⋯，ar
 已知，递归方程①的r个特征根x１
 ，x２
 ，⋯，xr
 两两不等，且存在正整数T，使[image: alt]
 则数列｛an
 ｝是周期数列．

简证　设[image: alt]
 其中c1
 ，c2
 ，…，cr
 是由a1
 ，a2
 ，…，ar
 确定的，则[image: alt]
 ，对一切n∈N*
 成立，所以｛an
 ｝是周期数列，T是它的一个周期．

注　这里[image: alt]
 （k＝1，2，…，r）可改为[image: alt]
 （k＝1，2，…，r），只要取T＝〔T1
 ，T2
 ，…，Tr
 〕（T1
 ，T2
 ，…，Tn
 的最小公倍数）即可．

性质5　值域是有限数集的无穷递归数列，去掉前面若干项后，留下的数列是纯周期数列．

证明　设数列｛an
 ｝的值域D是一个有限数集｛b1
 ，b2
 ，…，bm
 ｝且满足关系式

an＋r
 ＝f（an＋r－1
 ，an＋r－2
 ，…，an
 ）（n∈N*
 ），

其中f是D→D的映射，考察有序数组

[image: alt]


并且规定当且仅当am
 ＝an
 ，am＋1
 ＝an＋1
 ，…，am＋r－1
 ＝an＋r－
 1时，（am
 ，am＋1
 ，…，am＋r－1
 ）＝（an
 ，an＋1
 ，…，an＋r－1
 ），则有序数组②中不相同的最多只有Mr
 个，由抽屉原则可知②中第r组后Mr
 ＋1个中至少有两个相等．不妨设N>5，且

（aN
 ，aN＋1
 ，…，aN＋r－1
 ）＝（aN＋T
 ，aN＋T＋1
 ，…，aN＋T＋r－1
 ），

从而有　　　　aN＋T
 ＝aN
 ，aN＋T＋1
 ＝aN＋1
 ，…，aN＋T＋r－1
 ＝aN＋r－1
 ．

下面用数学归纳法证明：

当n≥N时，an＋T
 ＝an
 ．

当n＝N时，aN＋T
 ＝aN
 前面已证．

假设n≤k（k≥N）时，均有ak＋T
 ＝ak
 成立．由于

[image: alt]


即当n＝k＋1时，ak＋1＋T
 ＝ak＋1
 也成立．这就证明了对一切n≥N的正整数n，an＋T
 ＝an
 成立．也就是说，数列｛an
 ｝从第N项起是周期数列．

性质6　设｛an
 ｝是任意给定的周期数列，则必存在一个正整数k，使得ak＋2
 ≥ak
 且ak＋1
 ≥ak＋3
 ．

证明　不失一般性，我们可设a1
 ≤a3
 ．

假设命题结论不成立，则a2
 <a4
 （若a2
 ≥a4
 ，则命题已成立）．同理可得

a3
 <a5
 ，a4
 <a6
 ，a5<a7，…，an<an＋2
 ，

所以

a2
 <a4
 <a6
 <a8
 <…<a2m
 <a2m＋2
 ＝a2
 ，

矛盾．（这里m是｛an
 ｝的最小正周期），所以命题成立．

用类似的方法可得如下更一般的结论：

性质7　设｛an
 ｝是周期数列，最小正周期为m，r∈N＋
 ，s∈N＋
 ，且（m，s）｜r，则

（1）必存在k∈N＋，使得ak＋r
 ≥ak
 且ak＋r＋s
 ≤ak＋s
 ；

（2）同样必存在一个t∈N＋，使得at＋r
 ≤at
 ，且at＋r＋s
 ≥at＋s
 ．

如果周期数列的周期为1，则该数列是常数列，即所有项均相等．

例题分析

例1　（第五届西部数学奥林匹克试题）已知α2005
 ＋β2005
 可表示成以α＋β，αβ为变元的二元多项式，求这个多项式的系数之和．

解　在αk
 ＋βk
 的展开式中，令α＋β＝1，αβ＝1，其所求系数之和为Sk
 ．由（α＋β）（αk－1
 ＋βk－1
 ）＝（αk
 ＋βk
 ）＋αβ（αk－2
 ＋βk－2
 ），有

Sk
 ＝Sk－1
 －Sk－2


从而，Sk
 ＝（Sk－2
 －Sk－3
 ）－Sk－2
 ＝－Sk－3
 ；

同理，Sk－3
 ＝－Sk－6
 ．所以，Sk＝Sk－6
 ．

于是，数列｛Sk
 ｝是以6为周期的周期数列．又2005＝6×334＋1，

故　　　　　　S2005
 ＝S1
 ＝1．

说明　判断出数列｛Sn
 ｝为周期数列，利用其周期性使问题简单化．

例2　已知数列｛an
 ｝中，a1
 ＝b（b为任意正整数），[image: alt]
 能使an
 ＝b的n的数值是　　（　）

A．14

B．15

C．16

D．17

解[image: alt]


显然有，[image: alt]
 ．所以，数列｛an
 ｝是以3为周期的数列，a16
 ＝b，故选C．

下面证明数列｛an
 ｝以3为周期．

设an
 ＝f（n）（n∈N*
 ），由题意知

[image: alt]


即f（n＋3）＝f（n）（n∈N*
 ），

所以数列｛an
 ｝的最小正周期T＝3．

思考　能否写出数列｛an
 ｝的通项公式？

下面探求数列｛an
 ｝的通项公式，数列具有周期性且一个周期为3，猜想an
 含有三角函数，可用正弦或余弦表示，设an
 ＝Asin（ωn＋φ）＋B或an
 ＝Asinωn＋Bcosωn＋C，其中ω满足[image: alt]


[image: alt]


说明　递推数列[image: alt]
 的周期性，利用矩阵这一运算工具，可得如下结果：

对于递推数列[image: alt]
 （be－cd≠0，bd≠0），其系数对应[image: alt]
 ，则该数列为非常数的周期数列的充要条件是存在一个正整数l≥2，使Al
 为数量矩阵，即[image: alt]
 （a≠0）．其中l就是数列｛an
 ｝的一个周期．

先证an＋l
 可表示为[image: alt]
 ，此处[image: alt]
 用数学归纳法．

当l＝1时，an＋1
 对应矩阵[image: alt]
 ；

当l＝2时，因为[image: alt]


所以an＋2
 对应于矩阵[image: alt]
 ．

而[image: alt]
 ，

故an＋2
 对应于矩阵A2
 ．

假设l＝k时，[image: alt]
 .an＋k
 对应于矩阵[image: alt]
 ，则当l＝k＋1时，

[image: alt]


而[image: alt]


所以an＋k＋1
 对应于矩阵Ak＋1
 ．

由此可知，该数列为非常数的周期数列[image: alt]
 存在一个正整数l≥2，对于任意n∈N＋
 ，都有[image: alt]
 为数量矩阵[image: alt]


例3　已知实数列｛an
 ｝满足a0
 ＝a，a为实数[image: alt]
 （n∈N*
 ），求a2000
 的值．

[image: alt]


因此a7
 ＝a1
 ，a8
 ＝a2
 ，a9
 ＝a3
 ，…

于是对于任意正整数k有

a6k＋r
 ＝ar
 （r＝0，1，2，3，4，5），

因为2000＝6×333＋2，

所以[image: alt]


思考　在数列中求某些项的值，相当于求一些函数值，说起来很简单，但如果遇到通项公式没有给出或是通项较难求得时，做起来也就不那么容易了．

上述所给出的答案计算量明显较大，感觉机械操作过程颇多，没有充分利用函数的思想和方法来解决问题．请看如下两种利用函数思想求解的方法：

方法1　将上面的a3
 替换为an
 ，a0
 替换为an－3
 得到：

[image: alt]


同理得：[image: alt]


所以得到：an
 ＝an－6
 ．

用函数的思想认识an
 ＝an－6
 时，很显然数列｛an
 ｝的最小正周期T＝6．

因为2000＝6×333＋2，

所以[image: alt]


方法2　把递推关系[image: alt]
 （n∈N*
 ）变形，得[image: alt]


令an
 ＝f（n），则an－1
 ＝f（n－1），原递推关系为[image: alt]
 ，此式与[image: alt]
 十分相似，因此可把它认为是原递推关系的原型

[image: alt]


所以我们很快可以判断出数列的一个周期是6，只要再证明an
 ＝an－
 [image: alt]
 [image: alt]
 ，因此得数列的一个周期是6．

[image: alt]


说明　利用函数的方法来解决数列问题，找到了这个数列最重要的性质即周期性，大大减少了运算量并简化了解题过程．

例4　设数列｛xn
 ｝满足x1
 ＝2，[image: alt]
 ，n＝1，2，…，记[image: alt]
 求证：｛yn
 ｝不是周期数列．

证明　由假设可知，当xn
 是偶数时，则[image: alt]
 当xn
 是奇数时，则[image: alt]
 于是对任意自然数n>m，若xn
 与x m
 同奇偶，

则　　[image: alt]


如果｛yn
 ｝是周期数列，设其一个周期为T，则对任何正整数n，xn＋T
 与xn
 同奇偶，由①可得

[image: alt]


以此类推，对任意正整数n，有[image: alt]
 显然存在n0
 ，当n>n0
 时[image: alt]
 （xT
 －x1
 ）不是整数，这和｛xn
 ｝是正整数数列矛盾．

说明　数列的周期性是数列的重要性质，是竞赛考查的重点内容．而周期性包含两个方面：数列有周期存在与数列不是周期性的．

例5　设x1
 ＝a，x2
 ＝1，且

[image: alt]


试问：a为何值时，｛xn
 ｝是以4为周期的周期数列？

解　显然a≠0，于是由题设得

[image: alt]


因为｛xn
 ｝以4为周期，所以a5
 ＝a1
 ＝a，即

[image: alt]


解之得a＝－2或2或[image: alt]


说明　本题的结论可推广到如下一般情形：

设数列｛xn
 ｝满足x1
 ＝a，x2
 ＝b，且

[image: alt]


则此数列｛xn
 ｝为周期数列的充要条件是：存在正整数k和m，满足k<m，使得

[image: alt]


且　　　　[image: alt]


这时该数列的一个周期为m．

证明　略．

例6　已知数列｛an
 ｝，a1
 ＝1，a2
 ＝2，an
 ＝an－1
 －an－2
 （n∈N*
 且n≥3）.（1）求a3
 、a4
 、a5
 的值；（2）求S100
 的值．

解　（1）由已知的递推关系得

a3
 ＝a2
 －a1
 ＝2－1＝1，

a4
 ＝a3
 －a2
 ＝1－2＝－1，

a5
 ＝a4
 －a3
 ＝－1－1＝－2．

（2）由递推关系an
 ＝an－1
 －an－2
 可能会联想起斐波那契数列，虽然形式十分相似，但有本质的区别．斐波那契数列Fn＋2
 ＝Fn＋1
 ＋Fn
 （n＝0，1，2，…）是一个递增的数列，而这个数列是周期数列．

an
 ＝an－1
 －an－2
 ＝（an－2
 －an－3
 ）－an－2
 ＝－an－3
 ，

同理得an－3
 ＝－an－6
 ．所以an
 ＝an－6
 ．

因此数列的一个周期T＝6．

a6
 ＝a5
 －a4
 ＝－2－（－1）＝－1．

方法1　[image: alt]


方法2　an
 ＝an－1
 －an－2
 ，an－1
 ＝an－2
 －an－3
 ，…，a3
 ＝a2
 －a1
 ，这n－1个式子相加得：

　　　an
 ＋an－1
 ＋…＋a3
 ＝an－1
 －a1
 ，

　　　Sn
 ＝an－1
 ＋a2
 ，（n∈N*
 且n≥2），

　　　S100
 ＝a99
 ＋a2
 ＝a16×6＋3
 ＋a2
 ＝a3
 ＋a2
 ＝1＋2＝3．

注　由数列｛an
 ｝的一个周期T＝6，还可以求出数列｛an
 ｝通项an
 ＝a6k＋r
 ＝ar
 （r＝1，2，3，4，5，6）和数列前n项之和Sn
 ＝an－1
 ＋a2
 （n∈N*
 且n≥2）．

说明　数列求和难于把握的地方主要是找不出数列的规律，尤其是遇到那些陌生的数列，或是不可以用常用求和方法（如：“公式法”、“转化法”、“错位相减”、“裂项法”、“差分法”以及“待定系数法”等）解决的数列．找到规律，就会找到解决问题的突破口．

例7　（1992年全国高中联赛题）设数列a1
 ，a2
 ，…，an
 ，…满足a1
 ＝a2
 ＝1，a3
 ＝2，且对任何正整数n都有an
 an＋1
 an＋2
 ≠1，又an
 an＋1
 an＋2
 an＋3
 ＝an
 ＋an＋1
 ＋an＋2
 ＋an＋3
 ，则a1
 ＋a2
 ＋…＋a100
 的值是__________．

解　由an
 an＋1
 an＋2
 an＋3
 ＝an
 ＋an＋1
 ＋an＋2
 ＋an＋3
 ，得an＋1
 an＋2
 an＋3
 an＋4
 ＝an＋1
 ＋an＋2
 ＋an＋3
 ＋an＋4
 ，两式相减得an＋1
 an＋2
 an＋3
 （an
 －an＋4
 ）＝an
 －an＋4
 ，所以（an
 －an＋4
 ）（an＋1
 an＋2
 an＋3
 －1）＝0，因为an＋1
 an＋2
 an＋3
 ≠1，所以an
 ＝an＋4
 ，故｛an
 ｝是以4为周期的周期数列．而a1
 ＝a2
 ＝1，a3
 ＝2，a1
 a2
 a3
 a4
 ＝a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋a4
 ，所以a4
 ＝4，a1
 ＋a2
 ＋…＋a100
 ＝25（a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋a4
 ）＝25×8＝200．

说明　此题通过将所给数列的递推关系中的标号变动，构造与之相应的等式，利用两者的协调作用（相加或相减）消去一些项，得出数列中某两项的关系，使周期性显露出来，促使问题解决．本题结论可推广为如下更一般情形：

定理　数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 （P≠0，[image: alt]
 m∈N＋
 ），则m＋1是它的一个周期．

证明　由　　[image: alt]


得　　[image: alt]


②－①得

[image: alt]


所以　　[image: alt]


因为　　[image: alt]
 所以an＋m＋1
 ＝an
 ．

即m＋1为该数列的一个周期．

注　m＋1是数列的一个周期，但不一定是最小正周期．譬如定理中数列的前m＋1项本身就具有周期性的话，数列的最小正周期就不为m＋1．

在中学阶段，周期数列问题的一般解法是列举前有限项观察其周期性，再利用其周期求解．显然，列举前有限项的方法只能解决一些最小正周期不大的数列问题，对于最小正周期较大的数列我们就不易解决了，而且，由数列的前有限项来得出它是周期数列的结论也缺乏科学证明，上面的定理提供了一个科学依据．

例8　设a1
 ∈N*
 ，a1≠10n
 （n＝0，1，2，…）．现构造数列｛an
 ｝：ak＋1
 是ak
 的各位数字的平方和．如果存在T∈N*
 ，使得aT＋1
 ＝a1
 ，则称a1
 是周期为T的“周期数”．证明：

（1）周期数有且只有4，16，37，58，89，145，42，20这八个数．

（2）对任意正整数a1
 ，都存在n∈N*，使an
 ＝1或an
 ＝4．

证明　很明显，如果an
 ＝1，则对任意m>n，有am
 ＝1；如果an
 ＝4，容易计算，此后的数列将会形成下列数字的循环：16，37，58，89，145，42，20，4．由此可以说明，周期数确实只有八个．

设M＝10n
 bn
 ＋10n－1
 bn－1
 ＋…＋10b1
 ＋b0
 （bn
 ≠0）为任一正整数，它的各位数字的平方和为[image: alt]
 ，则

M－N＝（10n
 －bn
 ）bn
 ＋…＋（10－b1
 ）b1
 －（b0
 －1）b0
 ．

显然，（b0
 －1）b0
 ≤72．如果n≥2，则（10n
 －bn
 ）bn
 ≥99．而当i＝1，2，…，n－1时，（10i
 －bi
 ）bi
 ≥0，所以M>N．由此可知，对任意自然数a1
 ，如果数列a1
 ，a2
 ，…，an
 中各项不小于100，那它将是一个递减数列，因此，继续下去必定会出现小于100的项．所以我们只需对小于100的正整数来证明结论的正确性．

设ak
 ＝10i＋j是数列中小于100的项．因为将ak
 改为10j＋i时，其后的数列并不改变，所以我们可以附加条件：i≥j≥0，i≥1．此时ak＋1
 ＝i2
 ＋j2
 ，其值列表如下．


表1　ak＋1
 ＝i2
 ＋j2



[image: alt]


从表中我们可以划去数1，10，100以及4，16，20，37，58，89，145，因为对它们来说命题总是正确的．此外，我们还可以划去数2，50，40，52，61，85，98，73，80，81，90，106，130，这些数与上述的数或与下列数的区别仅仅在于数字排列的顺序的不同（当然，所有数中的0均可弃之不顾！）．这样我们只需对剩下的27个数来验证命题的正确性，它们是：5，8，9，13，18，17，25，32，26，29，34，41，36，45，72，49，53，65，74，64，68，113，128，82，97，117和162．经检验，知这27个数中每一个最终或者得到1，或者得到4，16，37，58，89，145，42，20中的一个，而这些数又周期性地循环，因此命题得到证明．

说明　数学竞赛试卷中常有这样一类问题，将自然数的各位数字赋以某种变换，使自然数巧妙地与函数（或递推数列）联系起来，这样题目更具灵活性，要处理此类问题需要借助于自然数的一些性质，如自然数的某种周期性等．

能力训练

1．（2005年湖南省高考题）已知数列｛an
 ｝满足a1
 ＝0，[image: alt]
 （n∈N*
 ），则a20
 等于　　（　）

A．0

B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


2．（2007年数学奥林匹克协作体夏令营试卷（一）试题）已知数列｛an
 ｝满足a1
 ＝2000，a2
 ＝2007，an＋2
 ＝an＋1
 －an
 （n∈N*
 ），则a2007
 等于　（　）

A．2007

B．－2007

C．7

D．－7

3．数列｛an
 ｝的通项式为[image: alt]
 则a1
 ＋a2
 ＋…＋a2007
 ＋a2008
 的值为　（　）

A．0

B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


4．（第19届“希望杯”高一竞赛题）数列｛an
 ｝满足a1
 ＝3，[image: alt]
 ，则a2008
 等于

（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．3

D．-3

5．（第18届“希望杯”高一竞赛试题）已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝0，[image: alt]
 （n∈N*
 ），则a2007
 ＝（　）

A．0

B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


6．若数列｛an
 ｝满足

[image: alt]


若[image: alt]
 则a23
 ＝　　（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．0

7．已知x1
 ＝1，x2
 ＝2，且[image: alt]
 （n∈N*
 ），则数列｛xn
 ｝的最小正周期为__________．

8．（第5届“希望杯”竞赛试题）在数列｛an
 ｝中，a1
 ＝13，a2
 ＝56，对所有的正整数n都有an＋1
 ＝an
 ＋an＋2
 ，则a1994
 ＝__________．

9．函数f（x）由下表定义：

[image: alt]


若a0
 ＝5，an＋1
 ＝f（an
 ），n＝0，1，2，…，则a2007
 ＝__________．

10．在数列｛a n
 ｝中，[image: alt]
 （n≥2），则a1
 ＋a5
 ＋a9
 ＋…＋a2009
 ＝__________．

11．（第15届“希望杯”高二竞赛题）已知数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，[image: alt]
 （n∈N*
 ），则a2004
 ＝__________．

12．（1999年河南省竞赛题）已知数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，a2
 ＝2，an
 an＋1
 an＋2
 ＝an
 ＋an＋1
 ＋an＋2
 ，且an＋1
 an＋2
 ≠1，则[image: alt]
 __________．

13．设f是从A＝｛1，2，3，…，2007｝到A的函数，并且a1
 ＝f（1），an＋1
 ＝f（an
 ），则必存在k，使a2k
 ＝ak
 （k∈N*
 ）．

14．实数列｛an
 ｝满足条件an＋2
 ＝｜an＋1
 ｜－an
 ，n∈N*
 ．证明：存在某个正整数N，当n≥N时，有an＋9
 ＝an
 ．

15．（1996年日本奥林匹克试题）设x>1，且不是整数，求证：通项为an
 ＝［xn＋1
 ］－x［xn
 ］（n＝1，2，3，…）的数列｛an
 ｝不是周期数列，即不存在正整数p，使得对任意正整数n，都有ap＋n
 ＝ap
 .（其中［x］表示不超过x的最大整数）．





2　某些特殊数列的周期性

知识扫描

Ⅰ．周期函数列

函数迭代的定义　设D是一非空集合，f：D→D是集合D到自身的一个映射．称f0
 （x）＝x为函数f（x）的零次迭代，f1
 （x）＝f（x）为f（x）的1次迭代，当n≥1时，函数的n次迭代由

fn
 （x）＝f［fn－1
 （x）］，n∈N*
 ，

归纳得定义．

注　fn
 （x）有时也写作f（n）
 （x）．

周期函数列定义　若存在正整数T∈N*
 ，使

fn＋T
 （x）＝fn
 （x），x∈D．

对一切正整数n成立，则称｛fn
 （x）｝为周期函数列，T是f（x）的一个迭代周期．

函数迭代问题是各级各类数学竞赛试题的来源之一，这类试题往往有一定难度和深度，方法多样，灵活多变，巧妙无比．

函数的迭代周期概念是现代数学中极为重要的一个概念，是产生“混沌”的基础．

即使是非周期的迭代，也可产生美丽的图案，如图3-2-1所示：

[image: alt]


图3-2-1

它是由如图3-2-2所示的A型胞原图生成的．

[image: alt]


图3-2-2

这已成为现代数学研究的一个新课题．

Ⅱ．周期点定义

设f（x）是定义在集D上的函数，若存在Z0
 ∈D，使得

[image: alt]


则称Z0
 是函数f（x）的一个[image: alt]
 周期点，并把点列｛Z0
 ，Z1
 ＝f（Z0
 ），Z2
 ＝f2
 （Z0
 ），…，Zk－1
 ＝fk－1
 （Z0
 ）｝叫做函数f的一个[image: alt]
 周期轨道．其中k∈N*
 是一个确定的正整数．

从定义可知，f的[image: alt]
 周期轨道中任何两点均不相同，每一点都是f的[image: alt]
 周期点．

Ⅲ．模周期数列

设整数列｛an
 ｝，0≤an
 （modm）≤m－1，我们称｛an
 （modm）｝为｛an
 ｝的模数列．若｛an
 （modm）｝是周期数列，则称｛an
 ｝是模周期数列．

模周期数列是周期数列的一种拓广．

例题分析

例1　已知函数[image: alt]
 ，对于正整数n，定义fn＋1
 （x）＝f1
 ［fn
 （x）］．求f1234
 （x）的解析式．

分析　如果从题设条件入手逐步推求f1234
 （x）的解析式，工作量很大，显然是行不通的．为此，可将原题一般化，直接推求fn
 （x）的解析式．

解　依题设，有

[image: alt]


这就表明，｛fn
 （x）｝是一个周期函数列，它的最小正周期为6．于是，fn
 （x）的解析式为

[image: alt]


其中，k为非负整数．

在fn
 （x）的表达式中，令n＝1234，即得

[image: alt]


说明　上面解题中体现了两个基本过程：一个是一般化的过程，为了得到f1234
 （x）的解析式，先从特殊到一般，直接推求fn
 （x）的表达式；一个是特殊化的过程，在寻求fn
 （x）的表达式时，又从一般退回到特殊，根据初始条件和递推关系，先考察n＝1，2，…，7时的情形，从中找出规律性的东西，然后再把这两个过程有机地结合起来，原题便得以解出．由此可见，在实际解题时，一般化和特殊化常常可以结合起来运用，以便相互补充，相互支持，提高解题效率．

在高考与竞赛数学中，经常出现与函数、函数列有关的周期性问题．正确认识与把握这类周期函数（列）的周期性特点，对解决问题有着举足轻重的作用．

例2　已知[image: alt]
 定义[image: alt]
 ，n∈N*
 ．求[image: alt]
 的值．

分析　从题设给出的形式初看，其周期性一片茫然，但仔细一想，若非周期函数，何以求解！然而求了[image: alt]
 后又会再次失去信心．其实只要咬定青山，必定柳暗花明．

解　由已知函数解析式可得：

[image: alt]


所以[image: alt]
 是以5为周期变化的，即有

[image: alt]
 ，由于2006＝5×401＋1，

所以　　[image: alt]


说明　一般情况下，若函数、函数列是以n重形式给出的，应该首先考虑其周期性．

用函数的观念看数列并不少见，但用分段函数的方式表示数列的递推关系却比较少见，而其实质是“数列发生器”的一个程序．

本题解题过程说明，f（x）有[image: alt]
 周期轨[image: alt]


例3　设a1
 ＝1，a2
 ＝2，且

[image: alt]


求证：an
 ≠0（n＝1，2，3，…）．

证明　数列的开头几项为1，2，7，29，22，23，49，26，－17，…，模4后得

1，2，3，1，2，3，1，2，3，…

设an＋3
 ≡an
 （mod4），对n＝1，2，…，k≥3成立，则

ak＋2
 ≡ak－1
 （mod4），

所以ak＋2
 ak＋3
 与ak－1
 ak
 奇偶性相同，所以

ak＋4
 ≡5ak＋3
 －3ak＋2
 ≡5ak
 －3ak－1
 ≡ak＋1
 （mod4）

或　　　　ak＋4
 ≡ak＋3
 ＋ak＋2
 ≡ak
 ＋ak－1
 ≡ak＋1
 （mod4）．

因此数列｛an
 ｝模4后，余数成周期数列，周期为3．因此an
 [image: alt]
 0（mod4），更有an
 ≠0．

说明　为了证明一切正整数n，an
 ≠0，我们证明an
 [image: alt]
 （mod4）即达到目的．恰当地选择模十分重要，模周期数列中的“模”是关键，找到了模，问题就会简化．怎样找模呢？通过最初的几项，猜测它们的规律，然后再证明或根据题设合理选模．

例4　在边长为8单位长的正方形盘ABCD中，有一边长为5的正三角形彩色板OEF（顶点O染成红色，E、F为白色）如图3-2-3放置（E与D重合，EF重合在AD边上）．现令三角彩板以F为支点向左转动，至O点碰到AB为止，完成一次“左进”，再以O在AB上接触点为支点，将三角彩板向左转动，作第二次“左进”，继续下去，直至第1990次“左进”后停止．问：此时三角彩板上红色顶点O距A点多远？并说明理由．

[image: alt]


图3-2-3

[image: alt]


图3-2-4

解　三角彩板“左进”规律是：

①每左进3次，红色顶点O在盘内；

②每左进16次，三角板回到原来出发前位置，但红色顶点O变到了AD边上F点的位置，F变到点E的位置．

从而推知，每左进48次，三角板及其红色顶点完全回到原来位置．

又1990＝48×41＋22

故左进1990次相当于左进22次的状况．左进16次，O变到F位置，再左进6次，该点变到AB边上，不妨设为点P，此时F恰好到AD的中点，故PA＝3．

说明　这里我们通过16次左进的状况，推出周期为48．如果没有周期性帮忙，我们就会陷入那种机械的重复试验中．

有好多几何问题，通过挖掘、探索，可以找出它的特殊规律，其中周期现象就是这种特殊现象的一种．

例5　取定自然数p>2，记[image: alt]
 ．如果对每个实数x∈R，函数f（x）均满足关系式

[image: alt]


则f（x）是周期函数，pa是它的一个周期．

解　取[image: alt]
 则有

[image: alt]


一般地，用数学归纳法可证．

[image: alt]


因此，φp
 （x）＝x，即φ（x）有迭代周期P．据此可断定f（x）是周期函数，pa是它的一个周期．

说明　用R（x）表示线性函数或[image: alt]
 如果函数f（x）对一切实数x∈R都有f（x＋a）＝R［f（x）］（a>0），则必有f（x＋na）＝Rn
 ［f（x）］（n∈N），这样f（x）是否为周期函数的问题完全归结为R（x）的迭代周期是否存在的问题，这也正是本例所给出的问题的本质所在．

例6　（第27届国际数学奥林匹克试题）平面上给定△A1
 A2
 A3
 及点P0
 ．定义AS
 ＝AS－3
 ，S≥4．构造点列P0
 ，P1
 ，P2
 ，…，使得Pk＋1
 为绕中心Ak＋1
 顺时针旋转120°时，Pk
 所达到的位置，k＝0，1，2，…，若P1986
 ＝P0
 ，证明△A1
 A2
 A3
 为等边三角形．

证明　我们约定点A所对应的复数仍记为A．

记u＝cos60°＋isin60°．

依题意，点Pn
 由点Pn－1
 绕A n
 顺时针旋转120°时得到，即向量[image: alt]
 是由向量[image: alt]
 沿自己的方向在直线Pn－1
 An
 上平移了｜Pn
 －An
 ｜长度单位，再逆时针旋转60°得到的，根据复数减法及乘法的几何意义，有

Pn
 ＝（1＋u）A n
 －uPn－1


　＝（1＋u）An
 －u〔（1＋u）An－1
 －uPn－2
 〕

　＝（1＋u）（An
 －uA n－1
 ）＋u2
 Pn－3


　＝（1＋u）（An
 －uAn－1
 ）＋u2
 〔（1＋u）A n－2
 －uPn－3
 〕

　＝（1＋u）（An
 －uAn－1
 ＋u2
 An－2
 ）－u3
 Pn－3


　＝（1＋u）（An
 －uAn－1
 ＋u2
 An－2
 ）－u3
 〔（1＋u）An－3
 －uPn－4
 〕

　＝（1＋u）（An
 －uAn－1
 ＋u2
 A n－2
 －u3
 Pn－3
 ）＋u4
 Pn－4


　＝……

　＝（1＋u）〔An
 －uAn－1
 ＋u2
 A n－2
 －u3
 An－3
 ＋…＋（－1）n－1
 un－1
 A1
 〕＋（－1）n
 un
 P0
 ．

当n＝1986时，

[image: alt]


因为P1986
 ＝P0
 ，

1＋u＝1＋cos60°＋isin60°≠0，

u1986
 ＝（cos60°＋isin60°）1986
 ＝1．

所以由①式得

A1986
 －uA1985
 ＋u2
 A1984
 －u3
 A1983
 ＋…－u1985
 A1
 ＝0．

又因为AS
 ＝AS－3
 （S≥4）及u3
 ＝－1，则上式可化为

（A3
 －uA2
 ＋u2
 A1
 ）＋（A3
 －uA2
 ＋u2
 A1
 ）＋…＋（A3
 －uA2
 ＋u2
 A1
 ）＝0，

即　　　　[image: alt]


因为u2
 －u＋1＝0，

所以　　　　u2
 ＝u－1，

代入②式

A3
 －uA2
 ＋uA1
 －A1
 ＝0，

u（A2
 －A1
 ）＝A3
 －A1
 ．

这个式子表明向量[image: alt]
 由向量[image: alt]
 逆时针旋转60°得到，即△A1
 A2
 A3
 为等边三角形．

例7　（第四届全国冬令营试题）设S是复平面上的单位圆周（即模等于1的复数的集合），f是从S到S的映射，对于任何z∈S，定义f（1）
 （z）＝f（z），f（2）
 （z）＝f（f（z）），…，f（k）
 （z）＝ff（k－1）
 （z），…．如果c∈S及正整数n使得f（1）
 （c）≠c，f（2）
 （c）≠c，…，f（n－1）
 （c）≠c，f（n）
 （c）＝c，我们就说c是f的[image: alt]
 周期点．设m是大于1的正整数且f的定义如下：

f（z）＝zm
 ，z∈S

试求f的[image: alt]
 周期点的个数．

解　分段进行讨论和计算

（1）若z0
 ∈S是f（n）
 的不动点（即f（n）
 （z0
 ）＝z0
 ）且z0
 为f的[image: alt]
 周期点，则必有m｜n．

设n＝pm＋g，0≤g<m，于是有

z0
 ＝f（n）
 （z0
 ）＝f（g）
 （f（m）
 （…（f（m）
 （z0
 ））））＝f（g）
 （z0
 ），

若g≠0，则上式意味着z0
 为f的[image: alt]
 周期点，这与已知的z0为f的[image: alt]
 周期点矛盾．故必有g＝0，即m｜n．

（2）设Bn
 ＝｛z∈S｜f（n）
 （z）＝z｝，于是B（n，k）
 ＝Bn
 ∩Bk
 ，此处（n，k）表示n与k的最大公约数．

由定义直接可知，当m｜n时，Bm
 炒Bn
 ，从而B（n，k）
 彻Bn
 ∩Bk
 ；反之，若z0∈Bn
 ∩Bk
 ，记n＝pk＋g，0≤g<k，于是z0
 ＝f（g）
 （z0
 ），这意味着z0
 ∈Bg
 ∩Bk
 ．递推下去便知z0
 ∈B（n，k）
 ，再由z0
 ∈Bn
 ∩Bk
 的任意性，即知Bn
 ∩Bk
 彻B（n，k）
 ．

（3）因为1989＝32
 ×13×17，1989的真约数是117、153、663中（至少）一个约数，所以f的所有[image: alt]
 周期点的集合为T＝B1989
 ／（B117
 ∪B153
 ∪B663
 ）．

容易看出T彻B1989
 ／（B117
 ∪B153
 ∪B663
 ），故只需再证相反的包含关系．

对于任意的z0
 ∈B1989
 ／（B117
 ∪B153
 ∪B663
 ），因z0
 是f1989
 的不动点，故有k≤1989，使z0
 为f的[image: alt]
 周期点．若k<1989，由（1），k｜1989，从而k至少是117、153、663这三个数中一个数的因数，故z0
 ∈B117
 ∪B153
 ∪B663
 ，矛盾．故k＝1989，即z0
 ∈T．

（4）因为[image: alt]
 ，故知z∈Bn
 当且仅当z为mn
 －1单位根，所以Bn
 中元素个数为｜Bn
 ｜＝mn
 －1．于是由容斥原理和前面（2）、（3），便知

[image: alt]


从而f的[image: alt]
 周期点的总数为m1989
 －m663
 －m153
 －m117
 ＋m51
 ＋m39
 ＋m9
 －m3
 ．

例8　（2000年国家集训队选拔赛试题）（1）设a，b
 是正实数，数列｛xk
 ｝和｛yk
 ｝满足x0
 ＝1，y0
 ＝0，且

[image: alt]


求证：[image: alt]


（2）记[image: alt]
 ，对任意给定的正整数m，将uk
 除以2m
 所得的余数记为zm，k
 ，求证：｛zm，k
 ｝k＝0，1，2，…为纯周期数列，并求出最小正周期．

证法1　由[image: alt]
 ，x0＝1，y0
 ＝0，得[image: alt]
 [image: alt]
 ，同理可得[image: alt]
 ．从而[image: alt]


取θ∈［0，π］，使得[image: alt]


由于coskθ＋isinθ＝（coskθ＋isinθ）k
 ，所以

[image: alt]


由此可得[image: alt]


证法2　前一个递推式即[image: alt]
 代入后一个递推式得

[image: alt]


化简得　　xk＋2
 ＝2axk＋1
 －（a2
 ＋b）xk
 ．

这个线性递推关系的特征方程是t2
 －2at＋（a2
 ＋b）＝0，它有两个不同的根[image: alt]
 再结合初值x0
 ＝1，x1
 ＝ax0
 －by0
 ＝a，利用待定系数法便可求出

[image: alt]


下面计算待证式右端中ak－2s
 bs
 项的系数．

由于[image: alt]
 其中对ak－2s
 bs
 作贡献的仅是r＝s的那项，因此所求的系数是

[image: alt]


易见[image: alt]
 故当m>s时有

[image: alt]


从而，所求的系数恰是[image: alt]


（2）下面给出两种风格不同的解法，前一种方法中蕴涵一些普遍性的结论，而后一种方法则较为朴素和自然．

证法3　交换求和顺序可得

[image: alt]


令[image: alt]
 ，则uk
 ，vk
 均为整数，且[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ，所以有递推关系

[image: alt]


于是uk＋1
 ≡uk
 （mod2）．

又u0
 ＝1，所以uk
 为奇数（k＝0，1，2，…）．由此可知z1，k
 ＝1，k＝0，1，2，…．

对任意非负整数n和m，由于

[image: alt]


因此，成立

[image: alt]


特别地，当n＝m时有

[image: alt]


显然，v0
 ＝0，v1
 ＝1．由②用归纳法易知对任何非负整数m，[image: alt]
 其中tm
 为奇数．若vn
 ＝2λ
 k1
 ，vm
 ＝2μ
 k2
 ，其中k1
 ，k2
 为奇数，λ，μ为非负整数，且λ≠μ，则由①可得vn＋m
 ＝2λ
 k3
 ，其中k3
 为奇数，γ＝min｛λ，μ｝．对任何正整数n，存在非负整数m0
 <m1
 <…<mr
 ，使得[image: alt]


故由以上讨论，并利用归纳法可得[image: alt]
 ，其中k为奇数，亦即下式成立：

[image: alt]


设m为非负整数，由于u1
 ＝1以及②、③，用归纳法易知[image: alt]
 ．从而，对任意非负整数l，由①和③可得[image: alt]
 即｛zm，k
 ｝（k＝0，1，2，…）为纯周期数列，2m
 为周期．现求其最小正周期Tm
 ．

由于zl，k
 ＝1，k＝0，1，2，…，所以T1
 ＝1．再由u0
 ＝1，u1
 ＝1，u2
 ＝3，u3
 ＝7，可知T2
 ＝4．现讨论m≥3的情况．显然，u4
 ＝17≡1（mod24
 ）．由此及②，并用归纳法可知

[image: alt]


于是，对非负整数l，由①和③得当m≥3时，有[image: alt]
 [image: alt]
 ，即此时2m－1
 也是｛zm，k
 ｝（k＝0，1，2，…）的周期．

但可以证明当m≥4时，2m－2
 不是它的周期．事实上，取l为奇数，[image: alt]
 [image: alt]
 由④得[image: alt]
 再由③知v1
 为奇数，2m－1
 不能整除[image: alt]
 ，从而

[image: alt]


由于Tm
 必是2m－1
 的因子，所以当m≥4时，Tm
 ＝2m－1
 ．当m＝3时，已知22
 ＝4是｛z3，k
 ｝（k＝0，1，2，…）的周期，并且T2
 ＝4，故必有T3
 ＝4．

总之，答案为

[image: alt]


证法4　根据（1）中证得的等式，当a＝1，b＝－2时xk
 的值即为uk
 ．在这里b可以取负数是因为前面所作的推导本质上是代数式的运算．于是由（1）中的方法2知数列｛uk
 ｝满足递推关系uk＋2
 ＝2uk＋1
 ＋uk
 ，并有通项公式

[image: alt]


对于固定的m，我们考察无穷多个有序数对（zm，k
 ，zm，k＋1
 ），k＝0，1，2，…．由于每个zm，k
 均取值于0至2m
 －1之间的有限个整数，故必存在正整数k1
 <k2
 使得

[image: alt]


注意到zm，k－1
 ≡zm，k＋1
 －2zm，k
 （mod2m
 ），因此亦有[image: alt]
 以此类推，可得

[image: alt]


又数列｛zm
 ，k｝满足二阶线性递推关系，故它是以
 k2－
 k1为周期的纯周期数列．

为求出数列｛
 zm，k｝的最小正周期Tm，我们先证明两个结论．

结论1：当m≥2时，[image: alt]


事实上，

[image: alt]


这个分式分子中的因式2m
 －i与分母中的i（1≤i≤2l－1）所含的2的幂次相同，故上述和式每一项中所含的2的幂次

E（l）＝m＋l－1－（l中所含的2的次幂）．

易见，E（1）＝E（2）＝m，所以前两项分别等于2m
 乘以一个奇数，于是它们的和是2m＋1
 的倍数．当l≥4时，由于l≤2l－2
 ，所以

E（t）≥m＋l－1－（l－2）＝m＋1．

又E（3）＝m＋2，从而后面的每一项都能被2m＋1
 整除，命题得证．

结论2：当m≥3时，[image: alt]
 2m＋2
 不能整除[image: alt]


类似地，[image: alt]


这个分式分子中的因式2m
 －i与分母中的i（1≤i≤2l－2）所含的2的幂次相同，而2m
 ＋1与2l－1均为奇数，故上述和式每一项中所含的2的幂次

F（l）＝m＋l－1－（l中所含的2的幂次）．

当l≥6时，由于l≤2l－3
 ，因此F（l）≥m＋l－1－（l－3）＝m＋2．

而当l＝3，5时，直接计算知F（5）>F（3）＝m＋2．因此，为考察[image: alt]
 对2m＋2
 的整除性，只需看对应于l＝1，2，4的三项．其中[image: alt]
 被2m＋2
 除的余数是2m
 ．

[image: alt]


此分式的分子和分母除以4的余数分别为＋1和－1，故该项除以2m＋2
 的余数为－2m
 ；注意到F（4）＝m＋1，因此[image: alt]
 除以2m＋2
 的余数为2m＋1
 ．从而[image: alt]
 除以2m＋2
 的余数恰为2m－1
 ．命题得证．

根据这两个论断，我们知道当m≥5时，

[image: alt]


又｛zm，k
 ｝满足二阶线性递推关系，因此2m－1
 是它的一个周期，于是Tm
 必为2m－1
 的因数．又[image: alt]
 ，所以2m－2
 不是它的周期．从而Tm
 ＝2m－1
 （m≥5）．

当m≤4时，直接计算序列｛uk
 ｝的前几项即可确定出T1
 ＝1，T2
 ＝4，T3
 ＝4，T4
 ＝8．

说明　解数列题时，若能注意找到数列的周期性，可帮助我们快速、简捷地解决问题．

能力训练

1．（第10届“希望杯”高一竞赛题）设[image: alt]
 ，记[image: alt]
 则f1999
 （x）＝　（　）

A．[image: alt]


B．x

C．[image: alt]


D．[image: alt]


2．（第7届“希望杯”高一竞赛题）已知函数f（n）＝k，k是循环小数0.918273645　的
 小数点后的第n位数字，则[image: alt]
 的值为　（　）

A．9

B．7

C．3

D．4

3．ABCD—A1
 B1
 C1
 D1
 是单位长方体，黑白2蚁都从点A出发，沿棱向前爬行，每走一条棱称为“走完一段”．白蚁爬行的路线是AA1
 →A1
 D1
 →…，黑蚁爬行的路线是AB→BB1
 →…，它们都遵循如下规则：所爬行的第i＋2段所在直线与第i段所在直线必须是异面直线（其中i∈N）．设黑白2蚁走完第2008段后，各停止在正方体的某个顶点处，这时黑白2蚁的距离是　（　）

A．1

B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．0

[image: alt]


图3-2-5

4．（第12届“希望杯”高一竞赛题）定义在实数集上的函数f（x）满足f（x－1）＝[image: alt]
 则f（1）·f（2）·f（3）·…·f（2008）＋2008的值为　（　）

A．2007

B．2008

C．2009

D．0

5．已知[image: alt]
 ，定义fn
 （x）＝f（fn－1
 （x）），其中f1
 （x）＝f（x），则[image: alt]
 等于　　（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


6．（2007年浙江省高中数学竞赛A卷试题）[image: alt]
 的末两位数字是　（　）

A．01

B．07

C．43

D．49

7．一同学在电脑中打出如下若干个圆（图中●表示实心圆，○表示空心圆）：

●○●●○●●●○●●●●○●●●●●○●●●●●●○

若将此若干个圆依次复制得到一系列圆，那么在前2008个圆中，有_________个空心圆．

8．地面上有A、B、C三点．一只青蛙位于地面上距离C点0.27米的P点，青蛙第一步从P跳到关于A的对称点P1
 ，我们把这个动作说成青蛙从P点关于A点作“对称跳”；第二步从P1
 出发对B点作对称跳到达P2
 ；第三步从P2
 点出发对C点作对称跳到达P3
 ；第四步从P3
 再对A作对称跳到达P4
 ，…，按这种方式一直跳下去，若青蛙第2009步对称跳之后到达P2009
 ，问此点与出发点P的距离为______厘米．

9．（第1届“希望杯”高一竞赛题改编）设函数f（n）＝k，其中n是自然数，k是无理数π＝3.1415926535…小数点后第n位的数字，并且规定f（0）＝3．记Fn
 ＝[image: alt]
 ，则F［f（1990）＋f（5）＋f（13）］＝__________．

10．（1990年日本奥林匹克选拔赛试题）定义域为正整数的函数f（n）满足：[image: alt]
 则f（90）＝__________．

11．已知周期数列｛xn
 ｝满足xn
 ＝｜xn－1
 －xn－2
 ｜（n≥3）．若x1
 ＝1，x2
 ＝a≥0，当该数列的最小正周期最小时，则数列的前2008项的和为__________．

12．设a1
 ，a2
 ，…，an
 是整数1，2，…，n的一个排列，且满足

（1）a1
 ＝1；

（2）｜ai
 －ai＋1
 ｜≤2，i＝1，2，…，n－1．

上述排列的个数记为f（n），试判定f（2008）能否被3整除（填“能”或“不能”）．

13．整数数列a1
 ，a2
 ，a3
 ，…定义如下：a1
 ＝1，对于n≥1，an＋1
 是比an
 大的最小整数，且对所有的i，j，k∈｛1，2，…，n＋1｝，满足ai
 ＋aj
 ≠3ak
 ．求a2006
 的值．

14．设n为正整数，规定[image: alt]
 ，已知：

[image: alt]


（1）解不等式：f（x）≤x；

（2）设集合A＝｛0，1，2｝，对任意x∈A，证明：f3
 （x）＝x；

（3）探求[image: alt]
 的值；

（4）若集合B＝｛x｜f12
 （x）＝x，x∈［0，2］｝，证明：B中至少含8个元素．

15．（第44届IMO预选题）设m是一个大于1的固定整数，数列x0
 ，x1
 ，x2
 ，…定义如下：

[image: alt]


求k的最大值，使得数列中有连续的k项均能被m整除．


第4讲　函数周期性的综合应用

知识扫描

周期函数是描述客观世界中周期性运动变化规律的数学模型，有着广泛的实践意义和理论价值，周期函数和周期数列是高考和数学竞赛的重点考查内容．

我们研究函数周期性的目的，就是要系统地研究周期函数的性质，从有限推测无限．如果能够确定最小正周期，只要研究函数在一个最小正周期的范围内的图像与性质，就能推断出函数在整个定义域上的图像与性质．这给我们研究函数带来了方便，通过研究周期函数在一个周期内的性态，就能了解它在整个定义域上的性质；只要画出周期函数一个周期内的图像，然后经过周期延拓即可得到整个周期函数的图像．

函数周期性有着广泛的应用，不仅可以用它来描述现实世界中存在的大量的周期性现象，如地球、月亮、太阳的旋转；杭州附近的钱江潮汐；小球的单摆运动；弹簧的简谐振动等，利用周期性还是一种重要的思想方法，用它可以解决大量的数学问题，如：求函数值、求函数的解析式、判断函数的奇偶性、单调性，求单调区间，求最值，求简单函数方程的通解等．另外，周期性序列关系在图像压缩、分形几何及高等数学中有着大量的应用．只有深入研究，细细体会，才能把握事物周期变化的奥秘．

例题分析

例1　（2007年江西省文科高考试题）如图4-1-1，函数[image: alt]
 [image: alt]
 的图像与y轴相交于点（0，3），且该函数的最小正周期为π．

（1）求θ和ω的值；

（2）已知点[image: alt]
 ，点P是该函数图像上一点，点Q（x0
 ，y0
 ）是PA的中点，当[image: alt]
 时求x0
 的值．

[image: alt]


图4-1-1

解　（1）将x＝0，[image: alt]
 代入函数y＝2cos（ωx＋θ）中得[image: alt]
 ，因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 由已知T＝π，且ω>0，得[image: alt]


（2）因为点[image: alt]
 ，Q（x0
 ，y0
 ）是PA的中点，[image: alt]
 所以点P的坐标为[image: alt]


又因为点P在[image: alt]
 的图像上，且[image: alt]
 所以[image: alt]
 [image: alt]
 从而得[image: alt]
 或[image: alt]
 即[image: alt]


例2　（第十届“希望杯”高一竞赛题）函数y＝sinωx（ω>0）在区间［0，1］上恰好有50个最大值，则ω的取值范围是__________．

解　设[image: alt]
 是最小正周期，则[image: alt]
 T＝1和[image: alt]
 T＝1时分别有50个和51个最大值点．当T增加时最大值个数或不变或减少．

故　[image: alt]



评析　思考问题可从y＝sinx在一个周期内有几个最大值点入手．在长度为一个标准周期2π的区间内，在［0，2π）内只有一个最大点[image: alt]
 但在[image: alt]
 内有两个最大点[image: alt]
 如果要出现连续的50个最大值，最小要包含49个周期的图像．



如：函数y＝sinx在含49个周期的区间[image: alt]
 上有50个最大值．在含49个多周期的区间[image: alt]
 恰好有50个最大值．一般地，只有在区间［0，a］，[image: alt]
 [image: alt]
 上恰好有50个最大值．这就让我们看清了问题的全貌．



本题问题相当于[image: alt]



思考　如果区间不是从0开始，如将问题改为：

（1）函数y＝sinωx（ω>0）在区间［1，2］上恰好有50个最大值，则ω的取值范围是__________．

（2）函数y＝sinωx（ω>0）在区间（1，2］上恰好有50个最大值，则ω的取值范围是__________．

（3）函数y＝sinωx（ω>0）在区间（1，2）上恰好有50个最大值，则ω的取值范围是__________．

应怎么求解？

为了方便起见，可用补的方法，先将区间补成从0开始的完整区间［0，2］进行思考，只要注意到端点1，2处是否是最大值点，而（0，1）和（1，2）内的最大值点个数相同，不难求出ω的取值范围．

评析中采用的是特殊化策略，这是解题时常用的一种策略．当我们面临的是一道结构复杂或难以入手的一般化的问题时，要注意从一般退到特殊，先考察包含在一般情形中的某些比较简单的特殊问题，以便从特殊问题的研究中，拓宽解题思路，发现原来问题的解题方向或途径．将一般问题特殊化，只要对被研究的对象添加某些限制或适当加强某些条件，就可以得到各种不同的特殊问题．在实际解题时，可从特殊值、特殊情形、特殊位置着手进行．

例3　（第12届“希望杯”高一竞赛题）某港口的水深y（米）是时间t（0≤t≤24，单位：小时）的函数，下面是该港口的水深表：

[image: alt]


经长时间的观察，描出的曲线如图4-1-2所示，经拟合，该曲线可近似地看成正弦函数y＝Asinωt＋B的图像．

[image: alt]


图4-1-2

（1）试根据数据表和曲线，求出函数y＝Asinωt＋B的表达式；

（2）一般情况下，船舶航行时船底同海底的距离不小于4.5米时是安全的．如果某船的吃水深度（船底与水面的距离）为7米，那么该船在什么时间能够安全进港？若该船欲当天安全离港，它在港内停留的时间最多不能超过多长时间？（忽略离港所需的时间）

解　（1）由条件易得

A＝3，最小正周期T＝12，B＝10，

所以[image: alt]
 所以[image: alt]


（2）不妨设0≤t≤12，要使该船安全进港，则必须使

[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]
 即1≤t≤5．

所以该船安全进港的时间为1:00至5:00或13:00至17:00．

如果该船要在当天离港，它可以在1:00进港，傍晚17:00离港，故在港内停留的时间最多不能超过16个小时．

例4　求sinx＝lgx的解的个数．

分析　这是一个超越方程，无法用初等方法求其解（从而确定解的个数）．

设y1
 ＝sinx＝f1
 （x），y2
 ＝lgx＝f2
 （x），则原方程解的个数便转化为两个函数f1
 （x），f2
 （x）图像的交点的个数，而在一定范围内曲线交点存在性及其个数的讨论又依赖于函数性质的代数分析．

解　令y1
 ＝f1
 （x）＝sinx，y2
 ＝f2
 （x）＝lgx．在同一直角坐标系内作出这两个函数的图像（如图4-1-3，由定义域限制可仅考虑x>0的部分）．

[image: alt]


图4-1-3

由图像可知，y1
 ＝sinx与y2
 ＝lgx在[image: alt]
 内各有一个交点，而在其余的区间内不相交，如果例4是一个填空或选择题，到此就得到了解答，但这里例4完整的解答还须借助于函数性质的讨论．令y＝F（x）＝y1
 －y2
 ＝sinx－lgx，我们以区间（0，π］为例进行讨论．

当x∈（0，1）时，y1
 ＝sinx>0，y2
 ＝lgx<0，所以y＝y1
 －y2
 >0，故y＝F（x）图像在（0，1）内与x轴无交点；

当x∈[image: alt]
 时，

[image: alt]


所以y＝y1
 －y2
 >0，故y＝F（x）的图像与x轴在[image: alt]
 内无交点；

当[image: alt]
 时，y1
 ＝sinx为单调递减函数，y2
 ＝lgx为单调递增函数，

所以y＝F（x）＝sinx－lgx为单调递减函数，

且[image: alt]


　F（π）＝sinπ－lgπ＝－lgπ<0，

由函数连续单调性知，存在唯一的x0
 使得F（x0
 ）＝0．所以在区间[image: alt]
 内，y＝F（x）图像与x轴有且仅有一个交点．

故在区间（0，π］内，y＝F（x）图像与x轴有且仅有一个交点，即y1
 ＝sinx与y2
 ＝lgx有且仅有一个交点，其他区间上的情形可作类似讨论．

综合得：y1
 ＝sinx与y2
 ＝lgx在[image: alt]
 内各有一个交点，而在其余区间内不相交，所以原方程解的个数为3．

思考　若将方程改为：2sinx＝lgx，则它的根的个数是多少？

提示　当x>100时，lgx>lg100＝2≥2sinx，所以x>100时，函数y＝lgx的图像恒在函数y＝2sinx的图像的上方，当x∈［1，100］时，这两个函数的图像总有交点，当x∈（100，＋∞）时，这两个函数的图像就没有交点了，因此，只要求出x∈［1，100］上两个函数图像的交点就行了．根据正弦函数的周期性可以算出它们的交点个数是31个．

一般地，对于给定的正整数k，方程

ksinx＝lgx

的根的个数是多少？这是一个还未解决的问题，留待有兴趣的读者研究解决．

例5　已知f（x）＝atan3
 x＋bsinx＋1，且f（4）＝5，求f（2π－4）的值．

分析　此题不是简单的求值问题，还要求出函数的一个周期，并判断奇偶性．

解　令g（x）＝atan3
 x＋bsinx，

所以g（2π＋x）＝atan3
 （2π＋x）＋bsin（2π＋x）＝g（x），

所以g（x）的一个周期T＝2π．

又因为g（－x）＝atan3
 （－x）＋bsin（－x）＝－g（x），

所以g（x）是奇函数，即g（2π－4）＝g（－4）＝－g（4），

所以f（x）＝g（x）＋1，故5＝g（4）＋1，即g（4）＝4，于是g（2π－4）＝－4，

所以f（2π－4）＝g（2π－4）＋1＝－4＋1＝－3．

例6　设t1
 ，t2
 是方程t2
 －（5a－2）t－3a2
 －7a＋1＝0的两个不等的实根．求实数a的值，使得对于任何非零实数m，函数[image: alt]
 是周期函数．

解　设T是函数f（x）的最小正周期，则有f（T）＝f（0），即[image: alt]
 [image: alt]
 由余弦函数的有界性得[image: alt]


所以[image: alt]
 （k1
 ，k2
 ∈Z，k1
 ≠0），故[image: alt]
 即对于任何非零实数m，[image: alt]
 均为有理数．故只能有[image: alt]


因为t1
 ，t2
 ∈R，且t1
 ≠t2
 ，所以[image: alt]
 故t1
 ＋t2
 ＝0．由韦达定理得5a－2＝0，即[image: alt]


说明　初看此题似乎无从下手，但通过巧设周期，结合三角函数的有界性及韦达定理便可获解，真可谓“山重水复疑无路，柳暗花明又一村”，令人拍案叫绝．

例7　（2005年福建省高考题）f（x）是定义在R上以3为周期的奇函数，且f（2）＝0，则方程f（x）＝0在区间（0，6）内解的个数的最小值是　（　）

A．2

B．3

C．4

D．7

解　由f（－x）＝－f（x），f（x＋3）＝f（x），知f（x）的图像关于点[image: alt]
 对称，即[image: alt]
 ．又f（2）＝0，由对称性知f（1）＝0．而f（3）＝f（0）＝0，故在一个周期段（0，3］内，方程f（x）＝0的解有四个：x＝1，[image: alt]
 ，x＝2，x＝3．从而由一个周期是3知在区间（3，6）内，方程f（x）＝0的解有3个：x＝4，[image: alt]
 ，x＝5．因此，方程在（0，6）内解的个数的最小值是7．故选D．

思考　符合上例所列条件的函数f（x）是否存在？要满足：

（1）f（x）的定义域为R．

（2）f（x）为周期函数且一个周期为3．

（3）f（x）为定义域上的奇函数．

（4）f（2）＝0．

（5）使方程f（x）＝0在区间（0，6）内恰有7个解．

解　（用构造法）构造函数

[image: alt]


容易验证：

（1）f（x）的定义域为R．

（2）f（x）在定义域内以3为周期．

因为[image: alt]


所以f（x）在定义域内以3为周期．

（3）f（x）为奇函数．

因为[image: alt]
 所以f（x）为奇函数．

（4）f（2）＝0．

（5）f（x）＝0在区间（0，6）内有7个解，分别为x＝1，1.5，2，3，4，4.5，5．

这时我们可以说f（x）＝0在区间（0，6）内解的最小值为7，其图像如图4-1-4所示．

[image: alt]


图4-1-4

这样就给出了例7中所述抽象函数的一个具体实例．

例8　设f（x）是定义在区间（－∞，＋∞）上以2为周期的函数，对k∈Z，用Ik
 表示区间（2k－1，2k＋1］，已知当x∈I0
 时，f（x）＝x2
 ．

（1）求f（x）在Ik
 上的解析表达式；

（2）对正整数k，求集合Mk＝｛a｜使方程f（x）＝ax在Ik
 上有两个不相等的实根｝．

分析　这是一道令人感到困惑的问题，究其原因主要是对Ik
 、Mk
 这样的符号的意义缺乏了解．对于关键符号，如果感到抽象和陌生，那么有效的做法是将它的含义具体化．例如“Ik
 表示区间（2k－1，2k＋1］”，即是I1
 ＝（1，3］，I2
 ＝（3，5］，…，Ik
 ＝（2k－1，2k＋1］．如果对于“求f（x）在Ik
 上的解析式”有困难，那么根据题设“f（x）是定义在区间（－∞，＋∞）上以2为周期的函数”，可从I0
 、I1
 、I2
 等区间的考察去探求f（x）在Ik
 上的解析式．

解　（1）在I0
 ＝（－1，1］上，f（x）＝x2
 ；

在I1
 ＝（1，3］上，由周期性，相当于将y＝x2
 的图像向右平移2个单位，得

f（x）＝（x－2）2
 ；

在I2
 ＝（3，5］上，同理，相当于将y＝x2
 的图像向右平移4个单位，得

f（x）＝（x－4）2
 ；

由以上具体化的推导，即可得在Ik
 ＝（2k－1，2k＋1］上，

f（x）＝（x－2k）2
 ．

[image: alt]


图4-1-5


评析　周期函数的几何特征是每个周期上的函数图像呈相同的图形，故先画出一个周期内的图像，然后将图像平移周期的整数倍，可得到所需范围的图像，最后借助于图形，利用数形结合思想求解，既直观，又浅显．


别解　因f（x）是以2为周期的函数，所以当k∈Z时，2k是f（x）的一个周期，又x∈Ik
 时，x－2k∈I0
 ，故f（x）＝（x－2k）2
 ，即对k∈Z，x∈Ik
 时，f（x）＝（x－2k）2
 ．

（2）求Mk＝｛a｜使方程f（x）＝ax在Ik
 上有两个不相等的实根｝，同样可先将方程f（x）＝ax具体化为（x－2k）2
 ＝ax，于是问题就转化为使该方程在（2k－1，2k＋1］上有两个不相等的实根，求a的取值范围．

事实上，令y＝ax，y＝（x－2k）2
 ，要求这两个函数图像在区间（2k－1，2k＋1］上有两个不同的交点，便可确定一次函数y＝ax的斜率a的取值范围．

如图4-1-6，当a>0，且a≤k′（k′是过原点O和点A（2k＋1，1）的直线的斜率）时，函数y＝ax，y＝（x－2k）2
 的图像在区间（2k－1，2k＋1］上有两个不同的交点．

[image: alt]


图4-1-6

因为直线OA的方程为[image: alt]
 所以[image: alt]
 故[image: alt]


即所求集合．

[image: alt]


说明　本题问题中出现比较陌生的、抽象的词语、记号，这类问题往往有数学背景，课本中无现成的概念或记号，理解这些陌生、抽象的词语、记号便成为解题关键．

在斟酌关键字句时，如果涉及的词语、符号比较抽象，如本题，那么将它们具体化便是一种有效的策略．较常见的做法是从特殊值入手，或用直观图像来加以表示．

数学题往往要变换概念的表现形式，精简命题从条件到结论的中间环节，分解命题的各项条件之间的联系，隐去问题涉及的数学思想及背景．因此解题时，就需要透过字句发掘这些本质与规律，对关键字句进行仔细推敲．

例9　（2005年上海市高考题）在直角坐标平面中，已知点P1
 （1，2），P2
 （2，22
 ），P3
 （3，23
 ），…，Pn
 （n，2n
 ），其中n是正整数．对平面上任一点A0
 ，记A1
 为A0
 关于点P1
 的对称点，A2
 为A1
 关于点P2
 的对称点，…，An
 为An－1
 关于点Pn
 的对称点．

（1）求向量[image: alt]
 的坐标．

（2）当点A0
 在曲线C上移动时，点A2
 的轨迹是函数y＝f（x）的图像，其中f（x）是以3为周期的周期函数，且当x∈（0，3］时，f（x）＝lgx，求以曲线C为图像的函数在（1，4］的解析式．

（3）对任意偶数n，用n表示向量[image: alt]
 的坐标．

解　（1）设点A0
 （x，y），A0
 关于点P1
 的对称点A1
 的坐标为A1
 （2－x，4－y），A1
 关于点P2
 的对称点A2
 的坐标为A2
 （2＋x，4＋y），所以[image: alt]


（2）因为[image: alt]
 ，所以f（x）的图像由曲线C向右平移2个单位，再向上平移4个单位得到．因此，曲线C是函数y＝g（x）的图像，其中g（x）是以3为周期的周期函数，且当x∈（－2，1］时，g（x）＝lg（x＋2）－4，于是当x∈（1，4］时，g（x）＝lg（x－1）－4．

（3）[image: alt]


例10　设f（x）是定义在R上的偶函数，其图像关于直线x＝1对称．对任意x1
 ，[image: alt]
 ，都有f（x1
 ＋x2
 ）＝f（x1
 ）·f（x2
 ）．

（Ⅰ）设f（1）＝2，求[image: alt]


（Ⅱ）证明f（x）是周期函数．

分析　（Ⅰ）从条件f（x1＋x2）＝f（x1）·f（x2）及f（1）＝2出发，类比联想到指数函数f（x）＝2x，则可类比猜测：[image: alt]


事实上当x∈［0，1］时，[image: alt]


而[image: alt]


所以[image: alt]
 ，同理可得[image: alt]


（Ⅱ）由题意，可类比联想到f（x）＝cosx，它是定义在R上的偶函数，其图像有对称轴x＝π，2π是它的一个周期，2π是π的2倍．通过类比可猜测：f（x）的一个周期可能是2．

解　（1）令[image: alt]
 即x∈［0，1］，

有[image: alt]


所以　　[image: alt]


[image: alt]


所以　　[image: alt]


（2）因为y＝f（x）的图像关于直线x＝1对称，所以

f（1＋x）＝f（1－x），x∈R，

于是f（x）＝f（2－x），x∈R．

又f（x）是偶函数，所以f（－x）＝f（x），故

f（－x）＝f（2－x），x∈R，

即f（x）＝f（x＋2），x∈R．

这就表明f（x）是R上的周期函数，2是它的一个周期．

（3）由（1）知，f（x）≥0，x∈［0，1］．因为

[image: alt]


故　　[image: alt]


又由（2）知，f（x）是一个周期函数，2是它的一个周期，所以

[image: alt]


故　　[image: alt]


所以[image: alt]



评析　抽象函数是一种未给出具体解析式的函数，其表达形式的抽象和性质的隐含不露，使得直接求解的思路常难以寻求．其实，大量的抽象函数都是以中学阶段所学的基本函数为背景抽象而成的，我们称这类基本函数为背景函数．解题时若能根据题设条件，通过类比、联想，猜想出它可能为某种基本函数或者与某种基本函数具有部分甚至全部的类似性质，然后从这一抽象函数的背景函数入手，就能变抽象为具体，从而会使解题思路自然而来．比如：本题中的指数函数f（x）＝2x
 和余弦函数f（x）＝cosx．


例11　（第十六届“希望杯”高二竞赛题）数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，an
 －an＋1
 ＝an＋1
 ＋3an
 an＋1
 ．

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）已知y＝f（x）是偶函数，且对任何x都有f（1＋x）＝f（1－x），当x∈［－2，－1）时，f（x）＝log2
 ｜x＋1｜．求使f（x）＋an
 <0（n∈N*
 ）恒成立的x的取值范围．

解　（1）　　因为an
 －an＋1
 ＝an＋1
 ＋3an
 an＋1
 ，

所以　　an
 ＝2an＋1
 ＋3an
 an＋1
 ＝an＋1
 （2＋3an
 ），

即　　[image: alt]


所以[image: alt]
 ，a1
 ＝1[image: alt]
 是以4为首项，2为公比的等比数列，所以

[image: alt]


即　　[image: alt]


（2）因为f（x＋2）＝f［1＋（x＋1）］＝f［1－（x＋1）］＝f（－x）＝f（x），所以f（x）是以2为周期的周期函数．先求出x∈（－1，1）时，不等式f（x）＋an
 <0的解集．

当x∈［0，1）时，x－2∈［－2，－1），

所以f（x）＝f（x－2）＝log2
 ｜（x－2）＋1｜＝log2
 ｜x－1｜＝log2
 （1－x）．

因为[image: alt]


所以｛an
 ｝是单调递减数列．

故an
 ≤a1
 ＝1，－an
 ≥－1．

要使f（x）＋an
 <0，即f（x）<－an
 在［0，1）上恒成立，只须f（x）<－1，即

log2
 （1－x）<－1，

解得　　[image: alt]


因为y＝f（x）是偶函数，故当x∈（－1，0）时，f（x）＝log2
 （1＋x），

同上有log2
 （1＋x）<－1，

解得[image: alt]


由于f（x）是以2为周期的周期函数，因此，使f（x）＋an
 <0（n∈N*
 ）恒成立的自变量x的取值范围是

[image: alt]


例12　（2007年全国联赛题）设函数f（x）对所有的实数x都满足f（x＋2π）＝f（x），求证：存在4个函数fi
 （x）（i＝1，2，3，4）满足：

（1）对i＝1，2，3，4，fi
 （x）是偶函数，且对任意实数x，有fi
 （x＋π）＝fi
 （x）；

（2）对任意的实数x，有f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）cosx＋f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x．

证明　记[image: alt]
 则f（x）＝g（x）＋h（x），且g（x）是偶函数，h（x）是奇函数，对任意的x∈R，g（x＋2π）＝g（x），h（x＋2π）＝h（x）．令

[image: alt]


其中k为任意整数．

容易验证fi
 （x）（i＝1，2，3，4）是偶函数，且对任意的x∈R，fi
 （x＋π）＝fi
 （x）（i＝1，2，3，4）．

下面证明对任意的x∈R，有f1
 （x）＋f2
 （x）cosx＝g（x）．

当[image: alt]
 时，显然成立；

当[image: alt]
 时，因为[image: alt]


而[image: alt]


故对任意的x∈R，f1
 （x）＋f2
 （x）cosx＝g（x）．

下面证明对任意的x∈R，有f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x＝h（x）．

当[image: alt]
 时，显然成立；

当x＝kπ时，h（x）＝h（kπ）＝h（kπ－2kπ）＝h（－kπ）＝－h（kπ），所以h（x）＝h（kπ）＝0，

而此时f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x＝0，故h（x）＝f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x；

当[image: alt]
 [image: alt]


故[image: alt]
 又f4
 （x）sin2x＝0，从而有h（x）＝f3
 （x）sinx＋f4
 （x）·sin2x．

于是，对任意的x∈R，我们有h（x）＝f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x．

综上所述，结论得证．

说明　1994年有这样一道高考题：

定义在（－∞，＋∞）上的任意函数f（x）都可以表示成一个奇函数g（x）和一个偶函数h（x）之和．如果f（x）＝lg（10x
 ＋1），x∈（－∞，＋∞），那么　　（　）

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


受这道高考题的启示，注意到f1
 （x）＋f2
 （x）cosx为偶函数，f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x为奇函数，可得．

巧思妙解　由条件（1），得fi
 （－x）＝fi
 （x）＝fi
 （π＋x）．

在上式中，用－x代替x，得

fi
 （x）＝fi
 （－x）＝fi
 （π－x）．

所以　　fi
 （x）＝fi
 （－x）＝fi
 （π＋x）＝fi
 （π－x）（i＝1，2，3，4）．

在条件（2）中，分别用x、－x、π＋x、π－x代替x，并结合fi
 （x）为偶函数及诱导公式，得

[image: alt]


①＋②＋③＋④、①＋②－③－④、①－②－③＋④、①－②＋③－④，得

[image: alt]


所以[image: alt]


其中k∈Z．

显然，当fi
 （x）（i＝1，2，3，4）分别取⑤、⑥、⑧、⑩时，同时满足条件（1）、（2）．

当fi
 （x）（i＝1，2，3，4）分别取⑤、⑦、⑨、皕瑏瑡时，验证其满足条件（1）、（2）同基本解法，略．

例13　（1999年IMO预选题）假设每个整数被染上红、蓝、绿或黄色中的一种，x、y是奇数，且｜x｜≠｜y｜．证明存在两个同色的整数，它们的差等于x、y、x＋y或x－y中的一个．

证明　假设存在一个颜色函数f：Z→｛R，B，G，Y｝，使得对任意整数a，有

f｛a，a＋x，a＋y，a＋x＋y｝＝｛R，B，G，Y｝，

其中R表示红色，B表示蓝色，G表示绿色，Y表示黄色．设g：Z×Z→｛R，B，G，Y｝，且

g（i，j）＝f（ix＋jy）．

于是，在平面直角坐标系中的每个单位正方形的顶点有四种不同的颜色．

（1）如果存在一列整数对i×Z，使得g｜i×Z不是以2为周期的周期函数，则存在一行整数对Z×j，使得g｜Z×j是以2为周期的周期函数．

实际上，如果g｜i×Z不是以2为周期的周期函数，则在这一列中一定有三个相邻的整点的颜色互不相同，不妨设为[image: alt]
 考虑与之相邻的单位正方形的顶点，有[image: alt]
 进而有[image: alt]
 等．于是，我们得到三行整数对，使得g分别限制在这三行上的函数是以2为周期的周期函数．

（2）如果对于一个整数i，gi
 ＝g｜Z×i是以2为周期的周期函数，则对每一个j∈Z，gi
 ＝g｜Z×j是以2为周期的周期函数．若i≡j（mod2），则gj
 的值域与gi
 的值域相同；若i[image: alt]
 j（mod2），则gi
 的值域为与gj
 的值域相异的另两个值．

实际上，对于第i行上的整点，不妨假设为…RBRBRB…，运用单位正方形顶点的性质，有[image: alt]
 进而有

[image: alt]


对于第i行下面的情况，可以得到同样的结论．

改变行和列可得与（1）、（2）同样的结论．假设行是以2为周期的，且g（0，0）＝R，g（1，0）＝B，于是g（y，0）＝B，其中y是奇数．若x为奇数，则g（Z×｛x｝）＝｛Y，G｝．由于g（y，0）＝f（x，y）＝g（0，x），矛盾．

设含奇数个元素的子集为X2
 ，则X1
 与X2
 的并集便是一个奇子集．反之，Sn
 的任一奇子集可写成X1
 与X2
 之并．

X1
 的取法有2k
 种．

X2
 的取法有

[image: alt]


于是

[image: alt]


由①式知

bn
 ＝an
 ＝2n－1
 ．

（3）设An
 （Bn
 ）表示Sn
 中全体奇（偶）子集容量之和．

若n为奇数（n≥3）．

Sn
 的所有奇子集可由下列两类子集组成：①Sn－1
 的奇子集．②Sn－1
 的每一个偶子集与集｛n｝的并．于是

[image: alt]


类似可得

[image: alt]


对照式②、③，得

An
 ＝Bn
 ．

若n是偶数（n≥4）．

Sn
 的所有奇子集可由下列两类子集组成：①Sn－1
 的所有奇子集；②Sn－1
 的每一个奇子集与集｛n｝的并．于是

[image: alt]


类似可得

[image: alt]


由④、⑤An－1
 ＝Bn－1
 ，便得An
 ＝Bn
 ．

综上所述，证得，对任何n≥3，An
 ＝Bn
 ．

（4）X在Sn
 的余集记为X，则X与X的容量之和等于Sn
 的容量，即[image: alt]
 [image: alt]
 因此，Sn
 中所有子集的容量之和是

[image: alt]


因An
 ＝Bn
 ，故

[image: alt]


能力训练

1．若y＝f（2x）的图像关于直线[image: alt]
 和[image: alt]
 （b>a）对称，则f（x）的一个周期为

（　）

A．[image: alt]


B．2（b-a）

C．[image: alt]


D．4（b-a）

2．（2006年全国高中数学联合竞赛浙江省预赛试题）设f（n）为正整数n（十进制）的各位上数字的平方之和，比如f（123）＝12
 ＋22
 ＋32
 ＝14，记f1
 （n）＝f（n），fk＋1
 （n）＝f（fk
 （n）），k＝1，2，3，…，则f2006
 （2006）的值是　（　）

A．20

B．4

C．42

D．145

3．（第8届“希望杯”高二竞赛题）方程cosx＝x＋sinx的实根个数是　（　）

A．1

B．2

C．3

D．4

4．（2004年福建省竞赛题）两个周期函数y1
 ，y2
 的最小正周期分别为a，b，且b＝na（n≥2，n为整数）．如果函数y3
 ＝y1
 ＋y2
 的最小正周期为t，那么五种情形：“t<a”，“t＝a”，“a<t<b”，“t＝b”，“t>b”中，不可能出现的情形的个数是　（　）

A．1

B．2

C．3

D．4

5．（第12届“希望杯”高一竞赛题）已知函数f（x）＝Asin（ωx＋φ），A，φ∈R＋
 ．要使f（x）的最小正周期[image: alt]
 则正整数ω可取的值的集合中元素的数目是　（　）

A．311

B．312

C．313

D．314

6．已知在函数[image: alt]
 的图像上，相邻的一个最高点和一个最低点恰好在x2
 ＋y2
 ＝R2
 上，则f（x）的最小正周期为　（　）

A．8

B．4

C．2

D．1

7．函数[image: alt]
 的最大值和最小正周期之和为__________．

8．偶函数y＝f（x）的定义域为R，其图像关于直线x＝2对称．已知x∈（－2，2）时，f（x）＝－x2
 ＋1，则在区间（4k－2，4k＋2）（k∈Z）上f（x）的解析式为__________．

9．函数f（x）＝｜sinx｜＋sin4
 2x＋｜cosx｜的最大值与最小值之差等于__________．

10．f（x）是定义在R上的偶函数，f（x＋1）＝f（x－1），1≤x≤2时，f（x）＝log a
 x（a>0，a≠1），则当－1≤x≤1时f（x）的解析式是__________．

11．（第14届“希望杯”高二竞赛题）函数[image: alt]
 的最大值等于__________，最小值等于__________．

12．定义在R上的函数f（x），它的图像既关于直线x＝1对称，又满足f（6－x）＝f（x）．当x∈［－1，1］时，f（x）＝x2
 －2x，记Ik
 ＝［4k－1，4k＋3］（k∈Z）．如果函数y＝loga
 x（a>0且a≠1）的图像与f（x）（x∈Ik
 且k≥1）的图像有两个不同的交点，则a的取值范围为__________．

13．证明：函数[image: alt]
 （α>0，β>0）为周期函数的充要条件是[image: alt]
 为有理数．

14．（第6届“希望杯”高一竞赛题）函数y＝f（x）是偶函数，且是一个周期为2的周期函数．当x∈［2，3］时，f（x）＝x－1，在y＝f（x）的图像上有两点A、B，它们的纵坐标相等（A点在B点的左边），横坐标都在区间［1，3］上，定点C的坐标为（0，a），其中a>2，求△ABC面积的最大值（用a表示）．

15．已知函数f（x），x∈R满足[image: alt]
 且f（0）≠0，f（1）＝0．

（1）求证f（x）是周期函数；

（2）当n∈N（n＝0，1，2，…）时，求f（n）的解析式．

16．设an
 是12
 ＋22
 ＋…＋n2
 的个位数字，n＝1，2，3，…，试证0.a1
 a2
 a3
 …an
 …是有理数．

17．设f（x）＝｜1－2x｜，x∈［0，1］，记f1
 （x）＝f（x），f2
 （x）＝f（f1
 （x）），f3
 （x）＝f（f2
 （x）），…，fn＋1
 （x）＝f（fn
 （x）），试求方程[image: alt]
 在［0，1］上有几个根？

18．（1999年IMO预选题）设S是所有满足下列条件的素数p组成的集合：[image: alt]
 的小数部分中最小循环节中数码的个数是3的倍数，即对于每个p∈S，存在最小的正整数r＝r（p），使

[image: alt]


对于每个p∈S和任意整数k≥1，定义f（k，p）＝ak
 ＋ak＋r（p）
 ＋ak＋2r（p）
 ．

（1）证明集合S中有无穷多个元素．

（2）对于k≥1及p∈S，求f（k，p）的最大值．

19．（1991年亚太地区竞赛题）课间休息时，n（n≥2）个学生围着老师坐成一圈做游戏，老师按逆时针方向并按下列规则给学生发糖：先选择一个学生并给一块糖，隔一个学生给下一个学生一块，再隔2个学生给下一个学生一块，再隔3个学生给下一个学生一块，…如此继续下去．试确定n的值，使最后（也许绕许多圈）所有学生每人至少有一块糖．

20．设A是n（n≥3）元集，当f（x）是A到A的映射时，规定：f2
 （x）＝f（f（x）），fi＋1
 （x）＝f（fi
 （x）），i＝2，3，…．求满足条件fn－2
 （x）是常数而fn－3
 （x）不是常数的A到A的映射f的个数．


参考答案

第1讲　函数的周期性

1　周期函数的定义

【能力训练】

1．B

2．B　f1
 （x），f3
 （x）为周期函数．

3．C　用特殊值法，令x＝π，容易判断结果是C．

4．D　要求当x∈（－T，0）时f（x）的反函数，需要将区间转化为（0，T），由最小正周期为T可得，当x∈（－T，0）时，

y＝f（x）＝f（x＋T），

此时　　　　　　　x＋T∈（0，T），

从而　　　　　x＋T＝f－1
 （y），x＝f－1
 （y）－T，

x，y互换可得y＝f－1
 （x）－T．故选D．

5．C　由图像可知，当x＝0时，y＝1，所以

2sin（ωx＋φ）＝1，

即　　　　　　　　[image: alt]


因为　　　　　　　[image: alt]


所以　　　　　　　[image: alt]


由给出的四个选项可知，ω之值为[image: alt]
 或者为2，若[image: alt]
 则

[image: alt]


若ω＝2，则

[image: alt]


由图像可以明显看出，[image: alt]
 不符合要求．选C．

6．B　此题显然应用已知等式推导出函数的周期，才能得出正确结论．

由f（x）＝f（x＋1）－f（x＋2），f（x＋1）＝f（x＋2）－f（x＋3），相加得f（x＋3）＝－f（x），x∈R，则f（x＋6）＝－f（x＋3）＝f（x），x∈R，从而得f（x）是以6为周期的周期函数．

A＝f（x＋9）＝f（x＋3）＝f（x－3）＝f（x－9）＝B，选B．

7．2个　f（x），g（x）均为周期函数，最小正周期分别为π，1.f（x）＋g（x），f（x）g（x）均不是周期函数，事实上，若f（x）＋g（x）为周期函数，T为一个周期，则对任意x∈R，有

[image: alt]


在①中令x＝0，则f（T）＋g（T）＝f（0）＋g（0）＝0．因f（T）≥0，g（T）≥0，故f（T）＝0，g（T）＝0．

由f（T）＝0得T＝kπ（k为整数），由g（T）＝0，得T＝m（k，m为整数），所以m＝kπ，矛盾．

同理可证f（x）g（x）不是周期函数．

8．f（x）＝x－［x］的图像大致如图1-1所示．

[image: alt]


图1-1

可用归纳法求解：

在区间［0，1）上，f（x）＝x；

在区间［1，2）上，f（x）＝x－1；

在区间［2，3）上，f（x）＝x－2；

…

在区间［－1，0）上，f（x）＝x＋1＝x－（－1）；

在区间［－2，－1）上，f（x）＝x＋2＝x－（－2）；

…

所以f（x）＝x－k，k∈Z，x∈［k，k＋1）．

9．（归纳法）

在区间[image: alt]
 上，f（x）＝sinx；

在区间[image: alt]
 上，[image: alt]


在区间[image: alt]
 上，[image: alt]


…

在区间[image: alt]
 上，[image: alt]


在区间[image: alt]
 上，[image: alt]


…

所以在区间[image: alt]
 上，[image: alt]


10．[image: alt]
 提示：在f（1＋x）＋f（1－x）＝f（1）中，令x＝0，得f（1）＝0．故f（1＋x）＋f（1－x）＝0，f（1＋x）＝－f（1－x）＝f（x－1），

所以　　f（x＋2）＝f（x）．

由此可知，f（x）是以2为周期的奇函数．

所以[image: alt]


因为f（x）在（0，1）上是减函数，且[image: alt]


所以[image: alt]


11．因为点（0，1）在曲线上，[image: alt]
 故2sinφ＝1，从而有[image: alt]


将点[image: alt]
 的坐标代入表达式[image: alt]
 中，得[image: alt]


所以[image: alt]
 由图像可知，点（0，1）与[image: alt]
 是曲线上同一个周期内的两点，且在[image: alt]
 个周期之外，由此可得周期[image: alt]


因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 　　（*）

将[image: alt]
 代入（*）式得

20<12k<26．

因为k∈Z，所以k＝2，由此得ω＝2，故所求函数的表达式为[image: alt]


12．由点A，B，C在曲线上，可得

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


由②得　　[image: alt]


因为点A（0，2）与B（3，－2）在同一个周期内，所以最小正周期T>3，即[image: alt]
 由此可得

[image: alt]


因为0<φ<π，所以[image: alt]


由此可知　　k1
 ＝1或k1
 ＝2．

由①＋③得

[image: alt]


Ⅰ．当k1
 ＝1时，[image: alt]
 代入④得[image: alt]
 即

[image: alt]


从而可得

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以ω＝k2
 π不可能．

由[image: alt]
 得

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，从而由⑤式可得[image: alt]
 代入①式得

[image: alt]


故　　　　　A＝4．

综上所述得，所求表达式为

[image: alt]


Ⅱ．当k1
 ＝2时，[image: alt]
 代入④式，整理可得

[image: alt]


同Ⅰ类似的分析，可得[image: alt]
 代入[image: alt]
 得[image: alt]
 与0<φ<π矛盾．

因此，符合条件的函数表达式只有[image: alt]


13．由g（x）＝f（x）＋1－x得f（x）＝g（x）＋x－1．

则g（x＋5）＋（x＋5）－1≥g（x）＋（x－1）＋5，g（x＋1）＋（x＋1）－1≤g（x）＋（x－1）＋1．

于是，g（x＋5）≥g（x），g（x＋1）≤g（x）．

故g（x）≤g（x＋5）≤g（x＋4）≤g（x＋3）≤g（x＋2）≤g（x＋1）≤g（x）．

所以g（x＋1）＝g（x），故g（x）是以1为周期的周期函数，又g（1）＝1，故g（2002）＝1．

评析　此题表面上看是求函数值，实际上关键是由题目所给条件推得g（x）是周期为1的周期函数即可获解．

14．这是一个y＝Asin（ωx＋φ）型的函数，处理本题的关键是周期，如在给定的区间内究竟有几个周期，区间长度是多少，这些都是需要我们加以解决的．很明显有[image: alt]
 区间长度为（a＋3）－a＝3．由于[image: alt]
 不是y的最大值，从而每一周期内出现[image: alt]
 值有2次，出现4次应有2个周期，出现8次应有4个周期，于是[image: alt]


所以[image: alt]


又m∈N，所以m＝2或3．

15．（1）假设f（x）是周期函数，T是它的一个周期，则对任意的x≠0，都有

[image: alt]


由于周期T是非零实数，上式中取x＝－T，左边无意义，而[image: alt]
 矛盾．

说明假设不真，[image: alt]
 为非周期函数．

注　可以证明：仅在有限个点无定义的函数，均为非周期函数．如：[image: alt]
 [image: alt]
 等等．

（2）设f（x）是周期函数，则必存在T≠0，对任意的x∈R，有f（x＋T）＝f（x），即sin（x＋T）2
 ＝sinx2
 [image: alt]
 sin（x＋T）2
 －sinx2
 ＝0．和差化积．

[image: alt]


得　　[image: alt]


或　　[image: alt]


由①得[image: alt]
 为定值，欲对任意的x∈R，[image: alt]


同理对②可得[image: alt]
 T亦不存在，矛盾．

故f（x）＝sinx2
 不是周期函数．

（3）函数的定义域是［0，＋∞），它是单侧无界区间，假设[image: alt]
 有周期T，则T必为正值，且依定义有f（x＋T）＝f（x），即[image: alt]
 对一切x≥0成立．

令x＝0，有[image: alt]


所以　　[image: alt]


又令x＝T，有　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


由②÷①，得

[image: alt]


即　　[image: alt]


与k′，k∈N矛盾（因为[image: alt]
 是无理数），

所以假设不成立，故函数[image: alt]
 不是周期函数．

2　象称函数的周期性

【能力训练】

1．B　由f（x＋2）＝－f（x）可推知函数f（x）是以4为周期的周期函数，又f（x）是定义在R上的奇函数，故有f（6）＝f（2）＝f（－2）＝－f（2）＝0，选B．

2．C　因为偶函数关于y轴对称，而函数图像y＝f（x）关于直线[image: alt]
 对称，则[image: alt]
 [image: alt]
 即[image: alt]
 故该函数是以[image: alt]
 为周期的周期函数．应选C．

3．B　对于任意实数x，依题设有f（x）＝－f（x），f（x＋2）＝－f（x），

所以f（x＋4）＝－f（x＋2）＝f（x），

又f（x）＝x（0≤x≤1），

所以当－1≤x≤0时，f（x）＝x，

当1≤x≤3时，－1≤x－2≤1，得f（x）＝－f（x－2）＝－（x－2），

综合得：f（x）是以T＝4为一个周期的函数，其图像如图1-2所示，故f（7.5）＝f（3.5）＝f（－0.5）＝－0.5．

[image: alt]


图1-2

4．C　已知函数y＝2sin（ωx＋φ）（ω>0，0≤φ<π）为偶函数，所以2sin（ωx＋φ）＝2sin（－ωx＋φ），

展开即sinωxcosφ＋cosωxsinφ＝sinωxcosφ－cosωxsinφ，

sinωxcosφ＝0，sinωx≠0，所以cosφ＝0，又0≤φ<π，故[image: alt]


这样题给函数为[image: alt]


[image: alt]


图1-3

A到x轴距离AD＝2，[image: alt]
 所以CD＝2，故所给函数一个周期为8，容易求出函数解析式为[image: alt]
 该函数的一条对称轴方程为x＝4，故选C．

5．B[image: alt]
 即f（1998＋x）＝f（x），可知y＝f（x）是一个周期为1998的周期函数，

因为f（x）＝f（1998＋x）＝f［999＋（999＋x）］

　　　　　＝f［999－（999＋x）］＝f（－x），

即f（－x）＝f（x），所以y＝f（x）是偶函数，故选B．

6．由f（20－x）＝－f（20＋x）得f（20－x）＋f（20＋x）＝0…①，所以函数f（x）的图像关于点（20，0）对称；又由f（10＋x）＝f（10－x）知，函数f（x）的图像关于直线x＝10对称，知函数f（x）是周期函数，且它的一个周期是T＝4（m－a）＝40．又由①得f（40－x）＋f（x）＝0，即f（－x）＋f（x）＝0，所以函数f（x）又是奇函数，故选C．

7．0.3．由条件知，f（1＋x）＝f（1－x）＝f（x－1），所以y＝f（x）是以2为周期的周期函数，可作如图1-4的图像．

于是[image: alt]


[image: alt]


图1-4

8．此题必须利用已知条件推出函数的一个周期，方能优化求解．

对任意x∈R有f（x＋2）＝f［2－（－x）］＝f（－x）＝f（x），所以f（x）是以2为周期的函数．

由f（x）是偶函数，x∈［0，1］时，f（x）＝x2
 ．所以x∈［－1，1］时有f（x）＝x2
 ，当2k－1≤x≤2k＋1（k∈Z）时有－1≤x－2k≤1．又f（x）是以2为周期的函数，所以f（x）＝f（x－2k）＝（x－2k）2
 ．

所以当2k－1≤x≤2k＋1（k∈Z）时f（x）＝（x－2k）2
 ．

9．由图像的移动及翻折，不难得到

[image: alt]


于是[image: alt]


所以f（x）＝3－|x＋1|，x∈［－2，0］．

10．依题意，f（x＋4）＝－f（x＋2）＝f（x），即f（x）是以4为周期的周期函数．

因为当0≤x≤1时[image: alt]
 且f（x）为奇函数，所以当－1≤x<0时[image: alt]


此时有[image: alt]
 可得[image: alt]
 又因为f（x）是以4为周期的周期函数，所以也有[image: alt]
 （k∈Z），所以答案为｛x|x＝4k－1，（k∈Z）｝．

11．[image: alt]


由此可知函数f（x）的最小正周期为[image: alt]
 振幅为[image: alt]


由f（x）的图像与g（x）的图像围成的封闭图形的对称性（即图1-5中的阴影部分），可将这图形割补成长为[image: alt]
 宽为[image: alt]
 的长方形，

故它的面积是[image: alt]


[image: alt]


图1-5

12．由函数f（x）的图像关于点[image: alt]
 成中心对称可知，[image: alt]
 ．

又[image: alt]


因而有f（－x）＝f（x）．

故[image: alt]


所以，f（x）是以3为周期的偶函数．

从而，f（1）＝f（－1）＝1，f（2）＝f（－1＋3）＝f（－1）＝1，f（3）＝f（0）＝－2．

故f（1）＋f（2）＋…＋f（2008）＝669［f（1）＋f（2）＋f（3）］＋f（2008）＝f（2008）＝f（1）＝1．

13．由于f（x）是偶函数，所以f（－x）＝f（x）．

又其图像关于x＝1对称，故f（1＋x）＝f（1－x），于是f（x＋2）＝f［1＋（1＋x）］＝f［1－（1＋x）］＝f（－x）＝f（x），

故f（x）是以2为一个周期的周期函数，得[image: alt]
 并可绘出x∈［0，1］上的草图；又y＝f（x）关于y轴对称，故可绘出x∈［－1，0］上的草图，从而可绘出y＝f（x）在一个周期［－1，1］内的草图，再据周期性，可知y＝f（x）草图如图1-6所示．

[image: alt]


图1-6

14．因为函数f（x）的图像关于两点（a，b）和（m，n）对称，所以可得f（x）＋f（2a－x）＝2b，f（x）＋f（2m－x）＝2n，两式相减得f（2m－x）－f（2a－x）＝2n－2b，令t＝2m－x，则x＝2m－t，代入上式得f（t）－f（2a－2m＋t）＝2n－2b，即f［x＋2（a－m）］＝f（x）＋2（b－n）…①．

对yk
 ＝f［x＋2k（a－m）］，则由①得yk
 ＝f［x＋2（k－1）（a－m）＋2（a－m）］＝f［x＋2（k－1）（a－m）］＋2（b－n）＝yk－1
 ＋2（b－m），所以yk
 －yk－1
 ＝2（b－n）为常数，可见函数值yk
 ＝f［x＋2k（a－m）］（k∈Z）构成的数列｛yk
 ｝是等差数列，且公差是2（b－n）．

这个结论在函数与数列之间架起了一座桥梁！

15．（1）因为f（1＋x）＝f［2＋（x－1）］＝－f（x－1）＝f（1－x），即f（1＋x）＝f（1－x），所以y＝f（x）的图像关于直线x＝1对称．

（2）因为－1≤x≤1时，f（x）＝x3
 ．

当x∈［1，3］时，2－x∈［－1，1］，则f（x）＝f［1＋（x－1）］＝f［1－（x－1）］＝f（2－x）＝－（x－2）3
 ．

当x∈［3，5］时，x－2∈［1，3］，则f（x）＝－f（x－2）＝（x－4）3
 ．

所以[image: alt]


（3）因f（x＋4）＝－f（x＋2）＝f（x），故y＝f（x）是以4为周期的函数．

所以｛y|y＝f（x），x∈R｝＝｛y|y＝f（x），1≤x≤5｝．

因为f（x）在［1，3］上是减函数，所以在［1，3］上，－1≤f（x）≤1．又f（x）在［3，5］上是增函数，所以在［3，5］上，－1≤f（x）≤1，所以f（x）的值域为［－1，1］，即|f（x）|≤1，要使A≠[image: alt]
 ，需a<1．

3　函数方程解的周期性

【能力训练】

1．C　由[image: alt]
 可知函数f（x）是以4为周期的周期函数，所以f（5）＝f（1）＝－5，且[image: alt]
 故[image: alt]
 选C．

2．D　[image: alt]


又[image: alt]


所以[image: alt]
 即2是f（x）的一个周期，从而

[image: alt]
 故选D．

3．D　将x－2代替式中的x，则有f（x）＋f（x－4）＝f（x－2），于是f（x＋2）＝－f（x－4），可得f（x＋6）＝－f（x），所以f（x＋12）＝f（x），故选D．

注　原题说12是f（x）的最小正周期，这是不对的．如当f（x）＝0时，12只是它的一个周期．

4．B　因为f（x）为偶函数，所以f（－x）＝f（x）．

两边求导，得－f′（－x）＝f′（x），令x＝0，得－f′（0）＝f′（0），所以f′（0）＝0．

又f（x）在R上以5为周期，即f（x＋5）＝f（x），x∈R．求导，得f′（x＋5）＝f′（x），即f′（x）也以5为周期．故f′（5）＝f′（0）＝0．选B．

5．D　由于f（x）在R上为奇函数，所以对x∈R，f（－x）＝－f（x），令x＝0，得f（0）＝－f（0），故f（0）＝0．又f（x）以T为周期，所以f（－T）＝f（T）＝f（0）＝0．

f（x）在［0，T］内至少还有一个根，否则f（x）在［0，T］上恒正（或恒负）．由奇函数知f（x）在［－T，0］上恒负（或恒正），与f（x）以T为周期矛盾．选D．

6．D　已知[image: alt]


在①中令x＝y＝0，得2f（0）＝2［f（0）］2
 ，因为f（0）>0，所以[image: alt]


注意[image: alt]
 并用[image: alt]
 和x分别替换①中的x和y得

[image: alt]


所以[image: alt]


再据③有[image: alt]
 所以f（x）是以π为周期的周期函数．选D．

7．[image: alt]
 f（x）为周期函数[image: alt]
 必存在T≠0，使对任意的x∈R，有f（x＋T）＝f（x）．另一方面已知，有[image: alt]
 则[image: alt]
 只要[image: alt]
 解得[image: alt]
 按要求T>0，所以[image: alt]
 即f（x）的一个正周期为[image: alt]


8．9997．从自变量值2009和1进化比较及根据已知条件来看，易联想到函数f（x）是周期函数．

由条件知f（x）≠1，故[image: alt]


所以[image: alt]


即[image: alt]
 可知f（x＋8）＝f（x），函数y＝f（x）是周期为8的函数，从而f（2009）＝f（1＋8×251）＝f（1）＝9997．

9．14．f（x）＝f［1＋（x－1）］＝f［1－（x－1）］＝f（2－x）＝f［8＋（－6－x）］＝f［8－（－6－x）］＝f（14＋x）．

根据周期的定义知T≤14，图1-7是符合条件、周期为14的函数图像．

[image: alt]


图1-7

故T的最大值为14．

说明　此题采用举例验证的方法说明周期T的最大值为14．这种例证法在竞赛中也经常出现，有利于培养思维的独创性．

10．1．以x－2007代换所给关系式中之x，得[image: alt]


再以x＋1替换x，得[image: alt]


由①、②相加得f（x－1）＋f（x＋2）＝0．

以x＋1替换x，得f（x）＋f（x＋3）＝0，所以f（x＋3）＝－f（x），f（x＋6）＝f［（x＋3）＋3］＝－f（x＋3）＝f（x），所以f（x）是周期函数，6是它的一个周期．所以f（2007）＝f（6×334＋3）＝f（3）．

又f（2）＝f（1）＋f（3），[image: alt]
 从而f（2007）＝f（3）＝1．

说明　本题结论可推广为：已知函数y＝f（x）（x∈R）满足f（x）＝f（x－a）＋f（x＋a），则函数y＝f（x）是周期函数．

证明　因为对任意的x∈R，有

[image: alt]


故　　[image: alt]


①＋②得　　f（a＋x）＝－f（x－2a），f（x）＝－f（x－3a），

得　　f（x＋6a）＝－f（x＋6a－3a）＝－f（x＋3a）＝f（x＋3a－3a）＝f（x）．

故函数y＝f（x）（x∈R）是周期函数，6a是它的一个周期．

11．0．由f（1＋x）＝f（3－x）得f（4－x）＝f（x），所以f（x＋2）＝－f（x），得一个周期T＝4．

由f（x＋2）＋f（x）＝0得f（1）＋f（3）＝0，f（2）＋f（4）＝0，…，故f（1）＋f（2）＋…＋f（100）＝0．

12．是周期函数．由于[image: alt]
 故令[image: alt]
 则原方程转化为[image: alt]


在①中用x＋π换x得

[image: alt]


②－①得　　[image: alt]


即　　f（x＋2π）＝f（x）．

所以f（x）是周期函数，它的一个周期为2π．

13．证明　[image: alt]


f［x＋2（a2
 ＋b2
 ）－2（a1
 ＋b1
 ）］＝－f［x＋（a2
 ＋b2
 ）－（a1
 ＋b1
 ）］＝－［－f（x）］＝f（x），

同理，f［x＋2（a1
 ＋b1
 ）－2（a2
 ＋b2
 ）］＝f（x），

所以f（x）是周期函数，2|（a2
 ＋b2
 ）－（a1
 ＋b1
 ）|为其一正周期．

14．由[image: alt]
 联想到[image: alt]
 找到一个具体函数f（x）＝tanx及[image: alt]
 而函数y＝tanx的最小正周期T＝π＝4a，因此，可猜想f（x）是一个周期为4a的函数．

由[image: alt]
 可得[image: alt]


从而[image: alt]
 所以f（x）是周期函数，4a是它的一个周期．

说明　高度的抽象是数学的一个基本特点．本题给出的数学问题较抽象，不易发现其内在的联系和规律，这里我们结合具体数学情境，联系已学知识，建立模型，便可以化抽象为具体启迪解题思路，找到解决问题的突破口．

15．因为对任何x∈R，有

[image: alt]


故

[image: alt]


即

[image: alt]


同样，有

[image: alt]


即

[image: alt]


由①、②，得

[image: alt]


即　　　　f（x＋1）－f（x）＝f（x＋2）－f（x＋1）．

因此，f（x＋n）＝f（x）＋n［f（x＋1）－f（x）］对所有n∈N*
 成立．

又因对所有x∈R，|f（x）|≤1，即f（x）有界，故只有f（x＋1）－f（x）≡0．

因此对所有x∈R，f（x＋1）＝f（x），即f（x）为周期函数．

第2讲　周期函数的最小正周期

1　求函数最小正周期的基本方法

【能力训练】

1．B　[image: alt]
 则最小正周期T＝π．故选B．

2．B　原式可化为y＝tanx，不要认为最小正周期为π．因x＝0时，函数有意义，但当x＝π时，函数无意义．故为B．

3．D　f（x＋T）＝f（x）即sin4（x＋T）＋cos2（x＋T）＝sin4x＋cos2x中，取x＝0，得sin4T＋cos2T＝1．经检验，[image: alt]
 或π时，上式均不成立，故排除A、B、C，选D．

4．B　因为[image: alt]


所以　　[image: alt]


因为　　[image: alt]
 所以　ω＝4．选B．

又解：从图像上看，曲线[image: alt]
 都在x轴下方且与x轴相切，所以曲线[image: alt]
 都在x轴上方且与x轴相切，所以函数y的最小正周期是[image: alt]
 因为题设[image: alt]
 [image: alt]
 所以ω＝4，选B．

说明：一般地，y＝|sin（ωx＋φ）＋c |（ω>0）型函数，当c＝0时，最小正周期为[image: alt]
 当c≠0时，最小正周期均为[image: alt]
 有兴趣的读者可自行证明．

5．A　画出函数的简图2-1，

[image: alt]


图2-1

可见函数的最小正周期为2π，选A．

6．C　易知[image: alt]
 T2
 ＝π，下面求T3
 ：

因为　　[image: alt]


所以　　[image: alt]
 T2
 <T1
 <T3
 ，选C．

7．[image: alt]
 由图可知，在［0，2π］内有5个周期，因此，f（x）的最小正周期是[image: alt]


8．π．题给函数化为[image: alt]
 所以其最小正周期为[image: alt]


9．2π．化简得[image: alt]
 所以f（x）最小正周期为π．这样的解法其实是错误的．错误的原因在于忽视了函数的定义域．事实上由cotx有意义，知x≠kπ，k∈Z，由1＋sinx≠0，知[image: alt]
 k∈Z，当[image: alt]
 k∈Z时，[image: alt]
 ，k∈Z．故f（x＋π）无意义，所以f（x）的最小正周期不是π，而是2π．

10．[image: alt]


函数f（x）的最小正周期为π．

11．[image: alt]
 提示：分象限讨论画出函数简图，可得最小正周期为2π，最大值为[image: alt]


12．f（x＋T）＝f（x）即cos3
 （x＋T）－sin2
 （x＋T）＝cos3
 x－sin2
 x中令x＝0，得cos3
 T－sin2
 T＝1，1≥cos3
 T＝1＋sin2
 T≥1，cos3
 T＝1，cosT＝1，T＝2kπ（k∈Z），所以函数f（x）正周期的可能值为：2π，4π，6π，…，经检验，2π是f（x）的正周期，也是它的最小正周期．

13．（Ⅰ）[image: alt]


所以f（x）的最小正周期为2π．

（Ⅱ）由（Ⅰ）可得f（x）的最大值为2＋a．

所以2＋a＝1，即a＝－1．

（Ⅲ）因为[image: alt]


所以[image: alt]


所以f（x）的最大值为2＋a，

于是2＋a＝1，即a＝－1．

14．（1）由条件得M＝1，m＝－1，[image: alt]


（2）f（x）在它的每一个周期中都恰好有一个值是M，与另一个值是m，而任意两个整数间的距离都不小于1，因此，要使函数f（x）在任意两个整数间至少有一个值是M与另一个值是m，必须使f（x）的周期不大于1，即[image: alt]
 k≥31.4，所以32是所求最小正整数k．

15．设x∈［0，1］时，f（x）＝kx＋b，依题意，f（0）＝0，故b＝0．

在［－1，0）上，f（x）＝－f（－x）＝－k（－x）＝kx，

所以［x∈－1，1］时，f（x）＝kx．

设x∈［1，4］时，f
 （x）＝a（x－2）2
 －5，则[image: alt]


又f（4）＝4a－5，且f（4）＝f（－1）＝－k，

所以　　[image: alt]


解①、②得a＝2，k＝－3．

[image: alt]


2　求函数最小正周期的特殊方法

【能力训练】

1．A　当[image: alt]
 时，y＝|sinx|＝sinx，单调递增．又y＝|sinx|最小正周期为π，故选A．

2．C　对任意实数x，都有f1
 （x＋T）＝f1
 （x），f2
 （x＋T）＝f2
 （x），因此f1
 （x＋T）＋f2
 （x＋T）＝f1
 （x）＋f2
 （x），所以y＝f1
 （x）＋f2
 （x）是周期函数．

取f1
 （x）＝sinx，f2
 （x）＝－sinx，则y＝f1
 （x）＋f2
 （x）＝0是周期函数，但没有最小正周期（任意非零常数都是它的周期），选C．

评析　两个函数和的周期性问题，结果是非常复杂的，许多问题至今还没有解决．一般都从周期函数的定义出发，结合举反例进行论述．

下面列举两个函数和的周期性问题的一些结论：

（1）两个周期函数之和，可能是周期函数，也可能是非周期函数．设f（x）＝sinx，g（x）＝sinπx，h（x）＝1，则两个周期函数之和f（x）＋h（x）＝sinx＋1是周期函数，而f（x）＋g（x）＝sinx＋sinπx是非周期函数．

（2）一个周期函数与一个非周期函数的和，可能是周期函数，也可能是非周期函数．

设f（x）＝sinx＋sinπx，g（x）＝－sinx，h（x）＝－2sinx，则f（x）＋g（x）＝sinπx是周期函数，f（x）＋h（x）＝sinπx－sinx是非周期函数．

（3）若函数f1
 （x）和f2
 （x）都是周期函数，最小正周期分别是T1
 ，T2
 （T1
 ≠T2
 ），当T1
 ／T2
 是有理数时，函数y＝f1
 （x）＋f2
 （x）是周期函数，T1
 ，T2
 的最小公倍数是它的一个周期．

3．C　[image: alt]
 因[image: alt]
 的最小正周期为2π，而[image: alt]
 的图像是将[image: alt]
 图像中x轴下方的图像翻折到x轴上方，所以其最小正周期为π，故选C．

4．C　[image: alt]
 最小正周期[image: alt]
 最小正周期T2
 ＝3π；f3
 （x）＝arccos（sinx）的最小正周期T3
 ＝2π．由此可知T1
 <T3
 <T2
 ．故选C．

5．B

6．D　因为f（x）＝Asin（ωx＋φ）的最小正周期为T，且[image: alt]


又因为[image: alt]


所以[image: alt]


所以ω∈（100π，200π）．

所以315≤ω≤628且ω∈N*
 ．

所以ω可取值的集合中元素的数目为628－315＋1＝314．故选D．

7．2π．f（x＋T）＝f（x）[image: alt]
 cos7
 （x＋T）＝cos7
 x[image: alt]
 cos（x＋T）＝cosx，所以题给函数与y＝cosx的最小正周期相同，均为2π．

8．π．易知π是f（x）的周期．再用反证法证明π是它的最小正周期．

设T（0<T<π）是f（x）的一个周期，则

[image: alt]


对任意x∈R都成立，取x＝0，得

｜sinT｜－｜cosT｜＝｜sin0｜－｜cos0｜＝1

但0<T<π时，0<｜sinT｜≤1，0<｜cosT｜<1，故－1<｜sinT｜－｜cosT｜≤1，矛盾．说明满足①且小于π的正数T不存在．

9．2π．根据奇偶函数法．易证偶函数[image: alt]
 奇函数[image: alt]
 的最小正周期分别为π、2π，它们的最小正周期为2π．

10．2π．因为sinx的最小正周期T1
 ＝2π，cos2x的最小正周期T2
 ＝π.sin4x的最小正周期[image: alt]
 且2π、π、[image: alt]
 的最小公倍数是2π．所以函数y＝sinx－2cos2x＋4sin4x的最小正周期是2π．

11．2π．提示：用等周期法．所给函数与y＝sinx（sinx≥0）周期相同，均为2π．

12．2π．由|sin（x＋T）|＋|sin2（x＋T）|＋|sin3（x＋T）|＝|sinx|＋|sin2x |＋|sin3x |

令x＝0，得|sinT|＋|sin2T|＋|sin3T|＝0，即sinT＝sin2T＝sin3T＝0，解得T＝2kπ，k∈Z．易知2π是所给函数周期，也是最小正周期．

13．[image: alt]
 因为|sin2x |的最小正周期为[image: alt]
 所以[image: alt]
 且对任意实数T，当[image: alt]
 时，都有|sin2（x＋T）|≠|sin2x |．令f（x）＝3x
 ＋2x
 ＋5x，则f（x）是R上的单调递增函数，从而[image: alt]
 且对任意实数T，当[image: alt]
 时，都有f［|sin2（x＋T）|］≠f（|sin2x |），故y＝f（|sin2x |）的最小正周期为[image: alt]


14．2π．类似例8，过程略．

15．（ⅰ）当[image: alt]
 为有理数时，存在自然数n′、m′，使得[image: alt]
 即αT*
 ＝n′π，βT*
 ＝m′π．f（x＋2T*
 ）＝sinn
 α（x＋2n′π）·cosm
 （βx＋2m′π）＝sinn
 αx·cosm
 βx＝f（x）即f（x）为周期函数，以2T*
 为一个周期．

若f（x）是周期函数，则存在常数T（≠0），使得f（x＋T）＝f（x）恒成立，即

[image: alt]


两边关于x求导，得

[image: alt]


②÷①，得

αncotα（x＋T）－βmtanβ（x＋T）＝αncotαx－βmtanβx，

即　　　　αn［cotα（x＋T）－cotαx］＝βm［tanβ（x＋T）－tanβx］，

变形得

[image: alt]


在①中令x＝0，得

[image: alt]


当sinαT＝0时，由③知sinβT＝0．

当sinαT≠0时，由④知cosβT＝0，sinβT＝±1．

在③式两边同乘x，并令x→0，左边极限＝－n，右边极限＝m，但m、n∈N*
 ，所以－n≠m．这种情况不可能出现．

综上，只可能同时有sinαT＝sinβT＝0，故αT＝k1
 π，βT＝k2
 π（k1
 ，k
 2∈N*
 ），于是β[image: alt]
 为有理数．

（ⅱ）当[image: alt]
 为有理数时，由（ⅰ）知αT＝k1
 π，βT＝k2
 π，故f（x）的正周期的可能值为

T*
 ，2T*
 ，3T*
 ，4T*
 ，…

又f（x＋2T*
 ）＝f（x），故f（x）的最小正周期为T*
 或2T*
 ．

第3讲　周期数列

1　周期数列的定义

【能力训练】

1．B　解法1　（不完全归纳猜想法）由a1
 ＝0，[image: alt]
 可依次计算，得[image: alt]
 a4
 ＝0，…，从而知3为数列｛an
 ｝的一个周期．

于是[image: alt]


解法2　（三角代换迭代法）由递推式[image: alt]
 的结构特点，联想三角公式

[image: alt]


注意到[image: alt]
 可作三角代换，令an
 ＝tanxn
 ．

[image: alt]


同理有

an＋2
 ＝tan（xn
 －60°－60°）．

如此进行，可得

an＋3
 ＝tan（xn
 －60°－60°－60°）＝tan（xn
 －180°）＝tanxn
 ＝an
 ，

所以3是数列｛an
 ｝的周期．

所以[image: alt]


评注　解法2运用类比，联想三角公式，巧妙代换，求出周期，实现了难题巧解．

2．C　提示：a1
 ＝2000，a2
 ＝2007，a3
 ＝7，a4
 ＝－2000，a5
 ＝－2007，a6
 ＝－7，a7
 ＝2000，a8
 ＝2007，由此推得：

an＋6
 ＝an
 ，｛an
 ｝是以6为周期的数列．

所以a2007
 ＝a3
 ＝7．

3．B　由通项式为三角式知，数列｛an
 ｝是最小正周期为[image: alt]
 的函数，

因为[image: alt]


所以[image: alt]
 [image: alt]
 故选B．

4．C　[image: alt]


可见数列｛an｝以3为周期．于是由

2008＝669×3＋1

得a2008＝a1＝3，故选C．

5．A　因为a1＝0[image: alt]


因此，数列｛an
 ｝中的奇数项都为0，偶数项都为－3，所以a2007
 ＝0，选A．

6．B　因为[image: alt]


说明数列｛an
 ｝以3为周期，而23＝3×7＋2，所以[image: alt]
 选B．

7．3　由x1
 ＝1，x2
 ＝2，得

[image: alt]


可见｛xn
 ｝是以3为周期的周期数列．

8．（反复迭代消元法）

因为[image: alt]


所以[image: alt]


①＋②得

an＋3
 ＝－an
 ，

所以an＋6
 ＝－an＋3
 ＝an
 ．

所以6是数列｛an
 ｝的周期．于是

a1994
 ＝a6×332＋2
 ＝a2
 ＝56．

9．令n＝0，则a1
 ＝f（a0
 ）＝5，令n＝1，则a2
 ＝f（a1
 ）＝f（5）＝2，令n＝2，则a3
 ＝f（a2
 ）＝f（2）＝1，令n＝3，则a4
 ＝f（a3
 ）＝f（1）＝4，令n＝4，则a5
 ＝f（a4
 ）＝f（4）＝5，令n＝5，则a6
 ＝f（a5
 ）＝f（5）＝2，…，所以a2007
 ＝a501×4＋3
 ＝a3
 ＝4．

10．[image: alt]
 令a1
 ＝tanα，则[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]
 于是[image: alt]


不难用归纳法证明数列的通项为：[image: alt]
 ，且以4为周期．而1，5，9，…，2009是以4为公差的等差数列，

所以a1
 ＝a5
 ＝a9
 ＝…＝a2009
 ．由2009＝1＋（n－1）×4得总项数为503项，

所以[image: alt]


11．由a1
 ＝1[image: alt]
 得

[image: alt]


故数列｛an
 ｝是周期T＝6的数列，

又　2004÷6＝334，

所以　　[image: alt]


另解　　令an
 ＝tanθn
 ，[image: alt]
 （n＝1，2，3，…），由三角公式，得

[image: alt]


又　　[image: alt]


所以　θn＋1
 ＝θn－30°，n＝1，2，3，…

故｛θn
 ｝是公差为－30°的等差数列，其中θ1
 ＝arctan1＝45°，

因此，θn
 ＝45°－（n－1）×30°，n＝1，2，3，…

从而，有θ<sub>2004</sub>＝45°－2003×30°＝45°－167×360°+30°＝75°+167×360°，

[image: alt]


12．（迭代消元法）由题中给出的数列递推式，注意到迭代，不难看到｛an
 ｝是周期数列．

易求得，a3
 ＝3．

[image: alt]


②－①得

an＋3
 －an
 ＝an＋1
 an＋2
 （an＋3
 －an
 ）．

即（an＋3
 －an
 ）（an＋1
 an＋2
 －1）＝0．

因为an＋1
 an＋2
 ≠1，

所以an＋3
 ＝an
 ．

可知3是｛an
 ｝的周期．

因为a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＝6，1999≡1（mod3），

所以[image: alt]


13．证明　因为a1
 ，a2
 ，…，a2007
 ，a2008
 中至少有两个相等．

设ai
 ＝aj
 （j>i），则对任意的m∈N*
 ，ai＋m
 ＝aj＋m
 ．

所以｛an
 ｝是周期数列，设n≥N0
 时，an＋T
 ＝an
 （T＝j－i）．an＋mT
 ＝an
 ．

令k＝mT（≥N0
 ），则a2k
 ＝ak
 ．

14．若an
 ≡0，则结论成立．当an
 [image: alt]
 0时，an
 不恒为正数（否则an＋3
 ＝an＋2
 －an＋1
 ＝（an＋1
 －an
 ）－an＋1
 ＝－an
 <0，矛盾），也不恒为负数（否则an＋2
 ＝｜an＋1
 ｜－an
 >0）．因此，不妨设

aN
 ＝－a，aN＋1
 ＝b，

其中a，b≥0，a，b不全为零．于是

aN＋2
 ＝｜aN＋1
 ｜－aN
 ＝b＋a，

aN＋3
 ＝｜aN＋2
 ｜－aN＋1
 ＝a，

aN＋4
 ＝｜aN＋3
 ｜－aN＋2
 ＝－b，

aN＋5
 ＝｜aN＋4
 ｜－aN＋3
 ＝b－a．

（1）若b<a，则

aN＋6
 ＝｜aN＋5
 ｜－aN＋4
 ＝a，

aN＋7
 ＝｜aN＋6
 ｜－aN＋5
 ＝2a－b，

aN＋8
 ＝｜aN＋7
 ｜－aN＋6
 ＝a－b，

aN＋9
 ＝｜aN＋8
 ｜－aN＋7
 ＝－a，

aN＋10
 ＝｜aN＋9
 ｜－aN＋8
 ＝b．

（2）若b≥a，则

aN＋6
 ＝｜aN＋5
 ｜－aN＋4
 ＝2b－a，

aN＋7
 ＝｜aN＋6
 ｜－aN＋5
 ＝b，

aN＋8
 ＝｜aN＋7
 ｜－aN＋6
 ＝a－b，

aN＋9
 ＝｜aN＋8
 ｜－aN＋7
 ＝－a，

aN＋10
 ＝｜aN＋9
 ｜－aN＋8
 ＝b．

所以，总有

aN＋9
 ＝aN
 ，aN＋10
 ＝aN＋1
 ，

利用递推式便可知，对一切n≥N，都有

an＋9
 ＝an
 ．

15．若｛an
 ｝是周期数列，则存在正整数p，对任意正整数k，n，有

an
 ＝an＋kp
 ，

即　［xn＋1
 ］－x［xn
 ］＝［xn＋kp＋1
 ］－x［xn＋kp
 ］，

　　x（［xn＋kp
 ］－［xn
 ］）＝［xn＋kp＋1
 ］－［xn＋1
 ］．

对于足够大的k，有［xn＋kp
 ］－［xn
 ］>0，因而[image: alt]
 是有理数．

记[image: alt]
 （其中U>1，（U，V）＝1），bn
 ＝xn
 －［xn
 ］，则0<bn
 <1（n≥1），且bn
 是分母为Un
 的既约分数，bp＋1
 ≠b1
 ．又由an
 ＝［xn＋1
 ］－x［xn
 ］＝xn＋1
 －bn＋1
 －x（xn
 －bn
 ）＝bn
 x－bn＋1
 及an＋p
 ＝an
 ，得bn＋p
 x－bn＋p＋1
 ＝bn
 x－bn＋1
 ，即bn＋p＋1
 －bn＋1
 ＝x（bn＋p
 －bn
 ），对一切正整数n都成立，从而

bp＋2
 －b2
 ＝x（bp＋1
 －b1
 ），

bp＋3
 －b3
 ＝x（bp＋2
 －b2
 ）＝x2
 （bp＋1
 －b1
 ），…

所以，xn－1
 ｜bp＋1
 －b1
 ｜＝｜bp＋n
 －bn
 ｜<1对一切正整数n都成立．但x>1，且易知bp＋1
 ≠b1
 ，从而当n→＋∞时，xn－1
 ｜bp＋1
 －b1
 ｜→＋∞矛盾．

2　某些特殊数列的周期性

【能力训练】

1．C　[image: alt]


所以有f4k＋1
 （x）＝f1
 （x），f4k＋2
 （x）＝f2
 （x），…（k＝0，1，2，…）

所以[image: alt]
 故选C．

另解　由于欲求函数f1999
 （x）恒等于某个选择支中给出的答案，可取特殊值代入检验，如取x＝2，下略．

2．D　具体计算开始几个f的值：f（1）＝9，

f（f（1））＝f（9）＝5，f［f（f（1））］＝f（5）＝7，

f4
 （1）＝f（7）＝6，f5
 （1）＝f（6）＝3，

f6
 （1）＝f（3）＝8，f7
 （1）＝f（8）＝4，

f8
 （1）＝f（4）＝2，f9
 （1）＝f（2）＝1．

即9个f后出现循环．

所以f1996
 （1）＝f221×9＋7
 （1）＝f7
 （1）＝4，故选D．

3．B　依条件列出白蚁的路线AA1
 →A1
 D1
 →D1
 C1
 →C1
 C→CB→BA→AA1
 →…，立即可以发现白蚁走完6段后又回到了A点．可验证知：黑白2蚁走完6段后必回到起点，可以判断每6段是一个周期．

2008＝6×334＋4，因此原问题就转化为考虑黑白2蚁走完4段后的位置，不难计算出在走完4段后黑蚁在D1
 点，白蚁在C点，故所求距离是[image: alt]
 选B．

[image: alt]


图3-1

4．C　由已知得[image: alt]


所以[image: alt]


由[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]


所以f（x－1）·f（x＋3）＝－1．

同理f（x＋3）·f（x＋7）＝－1，

所以f（x－1）＝f（x＋7），

即f（x）＝f（x＋8），

故f（x）是以8为周期的函数．

又f（1）·f（5）＝f（2）·f（6）＝f（3）·f（7）＝f（4）·f（8）＝－1，

所以f（1）·f（2）·f（3）·f（4）·f（5）·f（6）·f（7）·f（8）＝1．

所以原式＝1＋2008＝2009，故选C．

5．C　计算[image: alt]
 [image: alt]


可知[image: alt]
 是最小正周期为6的函数列．即得[image: alt]
 [image: alt]
 ，故选C．

6．C　记[image: alt]
 k重．题目要求N2007
 的末两位数．

[image: alt]


其中M为正整数．由此可得N2007
 的末两位数与[image: alt]
 的末两位数字相同．首先来观察7n
 的末两位数字的变化规律．

[image: alt]


7n
 的末两位数字的变化是以4为周期的规律循环出现．

[image: alt]


因此，[image: alt]
 与73
 的末两位数字相同，为43．故选C．

7．命题中引入“复制”，将计算机操作中的一个重要功能与数学中的一个重要概念“周期”紧密联系在一起，题意是2008个圆按上述圆的“片段”“周期性”变化着排列，而每一个“片段”27个圆中有6个空心圆，2008个圆中共有74个“片段”，外加前10个圆，因此共有74×6＋3＝447个空心圆．

8．设想在地面上建立一个直角坐标系，使得出发点P恰好为坐标原点，并设A、B、C三点的坐标分别为（a1
 ，a2
 ）、（b1
 ，b2
 ）、（c1
 ，c2
 ）．由于P点坐标为（0，0），根据对称跳的定义，点P1
 的坐标为（2a1
 ，2a2
 ），设P2
 （x2
 ，y2
 ），因B是P1
 ，P2
 的中点，所以[image: alt]


[image: alt]


图3-2

所以x2
 ＝2b1
 －2a1
 ，y2
 ＝2b2
 －2a2
 ．

设Pi
 （xi
 ，yi
 ），i＝1，2，…，6．

由题意，有x3
 ＝2c1
 －x2
 ＝2（c1
 －b1
 ＋a1
 ），

x4
 ＝2a1
 －x3
 ＝2（b1
 －c1
 ），

x5
 ＝2b1
 －x4
 ＝2c1
 ，

x6
 ＝2b1
 －x5
 ＝0．

同理可得y6
 ＝0．

这就表明点P6
 与点P重合．

因此，经过关于A、B、C的6次对称跳之后，青蛙又回到了原点，即这样的对称跳以6为周期．

由于2009＝3×668＋5，所以经过2009步对称跳，实际上相当于只作了5次对称跳，或者说只差一步就跳回原地，即P2009
 ＝P5
 ．

而P5
 是点P关于C的对称点，因此P2009
 到P的距离＝P5
 到P的距离＝2×0.27＝0.54＝54（厘米）．

9．由题意知，对任意n，f（n）＝k是一个定义在非负整数集，取值在｛0，1，2，3，4，5，6，7，8，9｝上的函数．

设f（2）
 （n）＝f（f（n）），f（3）
 （n）＝f｛f（f（n））｝，f（k）
 （n）表示f的k次复合．

则f（2）
 （n）是定义在｛0，1，2，3，4，5，6，7，8，9｝在｛0，1，2，…，9｝内取值的函数．

依次取值情况可列表如下：

[image: alt]


于是对任意非负整数n均有：

[image: alt]


由于f（1990）＋f（5）＋f（13）是非负整数．所以

F［f（1990）＋f（5）＋f（13）］≡1．

10．初看条件与求值问题无联系，无从下笔，联想到90与1000间关系，需设辅助函数探讨规律，运用函数周期性求解．

记[image: alt]


因为90＋7×130＝1000，

所以f（90）＝f2
 （97）＝…＝f131
 （1000）．

又因为f（1000）＝997，

所以f（997）＝f2
 （1004）＝f（1001）＝998，

f（998）＝f2
 （1005）＝f（1002）＝999，

f（999）＝f2
 （1006）＝f（1003）＝1000，

所以fm
 （1000）是以4为周期的函数．

因为131＝4×32＋3，

所以f（90）＝f131
 （1000）＝f3
 （1000）＝999．

11．设数列｛xn
 ｝的周期为T，T≠1，T≥2．若T＝2，则x3
 ＝｜a－1｜＝1，得a＝0或2．

由x4
 ＝｜x3
 －x2
 ｜＝｜1－a｜＝a，得[image: alt]
 与a＝0或2矛盾，故T≥3．

T＝3时，由x4
 ＝｜｜a－1｜－a｜＝1，得a≥1或a＝0．由x5
 ＝｜1－｜a－1｜｜＝a，得0≤a≤1．

故a＝0或1．此时，数列｛xn
 ｝分别为1，0，1，1，0，1，…或1，1，0，1，1，0，…，连结3项之和为2．

故S2008
 ＝2×669＋1＝1339．

说明　此题采用逐个验证的方法证明数列｛xn
 ｝的最小正周期为3，这种逐步调整的方法也是竞赛中常用的解题方法，有利于培养思维的批判性和缜密性．

12．可以验证f（1）＝1，f（2）＝1，f（3）＝2．

设n≥4，则一定有a1
 ＝1，a2
 ＝2或3．

对于a2
 ＝2，排列数是f（n－1）．这是因为通过删除第一项，且以后的所有项都减1，我们可以建立一一对应的数列．

对于a2
 ＝3，若有a3
 ＝2，则a4
 ＝4．这样的排列数为f（n－3）．

若a3
 ≠2，则2一定在4后面，由此得出所有奇数顺序排列的后面是所有偶数的倒序排列．

因此，f（n）＝f（n－1）＋f（n－3）＋1．

设r（n）是f（n）除以3的余数，则r（1）＝r（2）＝1，r（3）＝2；当n≥4时，

r（n）≡［r（n－1）＋r（n－3）＋1］（mod3）．

由此得知｛r（n）｝构成周期为8的数列：1，1，2，1，0，0，2，0，…

因为2008≡0（mod8），所以r（2008）＝0，即f（2008）能被3整除．

13．先求出最初的几个an
 ．

a1
 ＝1．

由于1＋2＝3×1，则a2
 ≠2，a2
 ＝3，a3
 ＝4．

由于4＋5＝3＋6＝3×3，则a4
 ≠5，a4
 ≠6，a4
 ＝7．

由于1＋8＝3×3，3＋9＝3×4，则a5
 ≠8，a5
 ≠9，a5
 ＝10．

由于1＋11＝3×4，则a6
 ≠11，a6
 ＝12，a7
 ＝13．

由于7＋14＝3×7，15＋15＝3×10，则a8
 ≠14，a8
 ≠15，a8
 ＝16．

由于13＋17＝3×10，18＋3＝3×7，则a9
 ≠17，a9
 ≠18，a9
 ＝19．

由于1＋20＝3×7，则a10
 ≠20，a10
 ＝21，a11
 ＝22．

由于7＋23＝3×10，24＋24＝3×16，则a12
 ≠23，a12
 ≠24，a12
 ＝25．

到此为止，得到an
 前12个值，且列表如下：

n：1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

an
 ：1 3 4 7 10 12 13 16 19 21 22 25

若将每四项看成一组，则每组中的项可以从其前面的一组中的每一项加9得到．下面验证an
 满足下列公式：

a4r＋1
 ＝9r＋1，a4r＋2
 ＝9r＋3，

a4r＋3
 ＝9r＋4，a4r＋4
 ＝9r＋7．

其中r＝0，1，2，…

当n＝0，1，2时结论成立．

假设对r＝0，1，…，m（m≥2）结论成立，则a1
 ，a2
 ，…，a4m＋4
 中没有一项模3余2，且在区间［1，9m＋7］中，所有模3余1的数都出现在如上的数列中．

因为（9m＋8）＋4＝3（3m＋4），而3m＋4≡1（mod3）．在如上的数列中，所以a4m＋5
 ≠9m＋8．类似地，因为（9m＋9）＋3＝3（3m＋4），所以a4m＋5
 ≠9m＋9．实际上，a4m＋5＝9m＋10．（因为若（9m＋10）＋y＝3z，则y≡2（mod3），而y不在如上的数列中，矛盾）．

因为（9＋m11）＋1＝3（3m＋4），所以a4m＋6
 ≠9m＋11．实际上，a4m＋6＝9m＋12．（因为若（9m＋12）＋y＝3z，则y≡0（mod3），故y＝9r＋3，而（9m＋12）＋（9r＋3）＝3（3m＋3r＋5），但3m＋3r＋5≡2（mod3）不在如上的数列中，矛盾．）

因为在如上数列中没有y≡2（mod3），所以a4m＋7
 ＝9m＋13．

因为（9m＋14）＋7＝3（3m＋7），而3m＋7≡1（m
 od3）在如上数列中，所以a4m＋8
 ≠9m＋14．类似地，因为（9m＋15）＋（9m＋15）＝3（6m＋10），而6m＋10≡1（mod3）在如上数列中，所以a4m＋8
 ≠9m＋15．

最后，因为在如上数列中没有y≡2（mod3），所以a4m＋8
 ＝9m＋16．

由数学归纳法，关于an
 的公式成立．

由于2006＝4×501＋2，所以a2006
 ＝9×501＋3＝4512．

14．（1）①　当0≤x≤1时，由[image: alt]


②　当1<x≤2时，x－1≤x恒成立，所以1≤x≤2．

综合①，②得原不等式的解集是[image: alt]


（2）因为f（0）＝2，f（1）＝0，f（2）＝1，所以当x＝0时，f3
 （0）＝f｛f［f（0）］｝＝f｛f［2］｝＝f｛1｝＝0；

当x＝1时，f3
 （1）＝f｛f［f（1）］｝＝f｛f［0］｝＝f｛2｝＝1；

当x＝2时，f3
 （2）＝f｛f［f（2）］｝＝f｛f［1］｝＝f｛0｝＝2．

故对任意x∈A，恒有f3
 （x）＝x．

（3）因[image: alt]


一般地[image: alt]


所以[image: alt]
 以4为周期．

故[image: alt]


（4）①　分析（1）的解答可知：对自变量[image: alt]
 有

[image: alt]


所以[image: alt]


故[image: alt]
 说明[image: alt]
 是B的元素；

②　由（2）的解答分析知：对自变量0，1，2，恒有：f3
 （x）＝x，所以f12
 （x）＝f4×3
 （x）＝x．故0，1，2也是B的元素；

③　由（3）的解答分析知：对自变量[image: alt]
 f12
 （x）＝f4×3
 （x）＝x，

所以[image: alt]
 也是B的元素．

所以集合B中至少含有[image: alt]
 这8个元素．

说明　本题中的条件或结论未明确给定，需要根据试题的条件提出可能存在的结论，其结论可能是开放的．即正确答案不止一个，也没要求找出所有可能的答案．如本题第4问，结论不唯一，除这些答案外，还可能有其他的，但是只要求找足8个就够了．

15．设ri
 是xi
 模m的余数，在数列中按照连续的m项分成块，则余数最多有mm
 种情况出现．由抽屉原则，有一种类型的情况会重复出现．因为定义的递推式可以向后递推，也可以向前递推，所以，数列｛ri
 ｝是周期数列．

由已知条件可得向前的递推公式为

[image: alt]


由其中的m项组成的余数分别为r0
 ＝1，r1
 ＝2，…，rm－1
 ＝2m－1
 ，求这m项前面的m项模m的余数，由向前的递推公式可得，前m项模m的余数分别为[image: alt]
 结合余数数列的周期性，得k≥m－1．

另一方面，若在余数数列｛ri
 ｝中有连续的m项均为0，则由向前的递推公式和向后的递推公式可得，对于所有的i≥0，均有ri
 ＝0，矛盾．

所以，k的最大值为m－1．

第4讲　函数周期性的综合应用

【能力训练】

1．D　因为y＝f（2x）关于[image: alt]
 对称，所以f（a＋2x）＝f（a－2x）．

所以f（2a－2x）＝f［a＋（a－2x）］＝f［a－（a－2x）］＝f（2x）．

同理，f（b＋2x）＝f（b－2x），

所以f（2b－2x）＝f（2x），

所以f（2b－2a＋2x）＝f［2b－（2a－2x）］＝f（2a－2x）＝f（2x）．

所以f（2x）的一个周期为2b－2a，

故知f（x）的一个周期为4（b－a），选项为D．

说明　考察函数的对称性及周期性，类比三角函数中的周期变换和对称性的解题规则处理即可．若函数y＝f（x）的图像关于直线x＝a和x＝b对称（a≠b），则这个函数是周期函数，其周期为2（b－a）．

2．D　从特殊出发：f（2006）＝40，f2
 （2006）＝f（40）＝16，

将f（2006）＝40记作2006→40，则

2006→40→16→37→58→89→145→42→20→4→16→…

从16开始，f（n）是周期为8的周期数列．故

f2006
 （2006）＝f2004
 （16）＝f4＋250×8
 （16）＝f4
 （16）＝145．故选D．

说明　事实上，任给一个正整数n（十进制），其各位上数字的平方之和，按照题设要求，最终要么得到周期为8的周期数列，要么得到1，1，1…．

3．A　将题设的方程cosx＝x＋sinx，化为[image: alt]
 它的图像大致如图4-1所示：

[image: alt]


图4-1

由图4-1不难看出，直线y＝－x与正弦曲线y＝sinx－cosx只有一个交点，所以选A．

4．B　b是y3
 的一个周期，故t≤b．若t＝a，则由y2
 ＝y3
 －y1
 可得b≤a，矛盾．故“t＝a”和“t>b”不可能．下面的例子表明另外的三种情形都可能出现：取[image: alt]
 则b＝6π．

（1）令[image: alt]
 此时a＝3π，y3
 ＝sinx，t＝2π，t<a；

（2）令y1
 ＝－sinx，此时a＝2π，[image: alt]
 t＝3π，a<t<b；

（3）令y1
 ＝sinx，此时a＝2π，[image: alt]
 t＝6π，t＝b．

5．D　因为f（x）＝Asin（ωx＋φ）的最小正周期为T，且[image: alt]


又因为[image: alt]


所以[image: alt]


所以ω∈（100π，200π）．

所以315≤ω≤628且ω∈N*
 ．

所以ω可取值的集合中元素的数目为628－315＋1＝314．故选D．

6．A　因为f（x）是奇函数，其图像关于原点对称，故只需圆x2
 ＋y2
 ＝R2
 过f（x）的一个最高点即可．令[image: alt]
 解得f（x）的离原点最近的最高点为[image: alt]
 由题意

[image: alt]


故f（x）的最小正周期为[image: alt]
 故选A．

7．2＋π　要判断所给函数的性质，首先要化为最简式．对于[image: alt]
 好像要用积化和差公式，其实发现[image: alt]
 的互余关系，可用诱导公式化简．

由诱导公式，得[image: alt]
 ．因此，

[image: alt]


所以函数[image: alt]
 的值域是［－2，2］，最小正周期是π．

所以函数最大值和最小正周期之和为2＋π．

8．f（x）是以4为周期的周期函数．当x∈（4k－2，4k＋2）时，由4k－2<x<4k＋2，得－2<x－4k<2，而x∈（－2，2）时，f（x）＝－x2
 ＋1．故f（x）＝f（x－4k）＝－（x－4k）2
 ＋1（k∈Z）．即为所求．

9．[image: alt]


知f（x）的图像关于直线[image: alt]
 成轴对称图形．

又易知f（x）的最小正周期为[image: alt]
 则只需考虑[image: alt]
 的情形．

当[image: alt]
 时，

[image: alt]


因sin4
 2x和[image: alt]
 上都是增函数，则f（x）在[image: alt]
 上是增函数．故

[image: alt]


10．由f（x＋1）＝f（x－1），得f（x＋2）＝f（x），则2是f（x）的一个周期．又f（－x）＝f（x），有f（x＋2）＝f（－x），知f（x）图像的对称轴是x＝1．

而1≤x≤2时，f（x）＝loga
 x，那么当－1≤x≤0时，有1≤x＋2≤2，

则f（x＋2）＝loga
 （x＋2）．

而f（x＋2）＝f（x），

故f（x）＝loga
 （x＋2）（－1≤x≤0）．

又当0<x≤1时，1≤2－x<2，则f（2－x）＝loga
 （2－x）．

再根据f（x）的对称性知f（2－x）＝f（x），故f（x）＝loga
 （2－x）（0<x≤1）．

综上所知，

[image: alt]


思考　若x∈R时，本题中f（x）的解析式是什么？（提示：再利用一个周期是2，可得[image: alt]


11．易知[image: alt]
 上可达到最大值，此时

[image: alt]


若[image: alt]


当x>1时 ,[image: alt]
 在（1，＋∞）上递增．

又[image: alt]


所以[image: alt]
 的最大值是[image: alt]
 此时[image: alt]


下面求[image: alt]
 的最小值：

因为sinx＋cosx的最小值是[image: alt]


[image: alt]
 的最小值是[image: alt]
 又因为当[image: alt]
 时，sinx＋cosx可取得最小值[image: alt]
 且[image: alt]
 可取得最小值[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 的最小值是[image: alt]


12．借助图像研究，应先分析f（x）在Ik
 上的图像，如图4-2．

[image: alt]


图4-2

f（x）图像关于直线x＝1对称，即x∈R，f（2－x）＝f（x），

又f（6－x）＝f（x），

所以f（x）＝f（2－x）＝f［6－（2－x）］＝f（x＋4），即f（x）是以4为周期的函数．

因为x∈［－1，1］时，f（x）＝x2
 －2x，而f（x）图像关于x＝1对称，

所以x∈［1，3］时，f（x）＝x2
 －2x．

又f（x）以4为周期，

所以f（x）在Ik
 ＝［4k－1，4k＋3］上的图像，就是把x∈［－1，3］上的图像向右平移4k个单位而得．

设g（x）＝loga
 x，

要使f（x）与g（x）的图像在x∈Ik
 上有两个不同交点，必须且只须：

当a>1时，g（4k＋3）≤2；当0<a<1时，g（4k＋1）>－1．

即a的取值范围是[image: alt]
 k∈Z且k≥1．

13．（1）若[image: alt]
 是有理数，则[image: alt]
 且n与n′互质，即[image: alt]


所以αt
 ＝nπ，βt
 ＝n′π，

故[image: alt]
 故函数f（x）为周期函数，以t为周期．

（2）若f（x）是周期函数，设t（t>0）是它的一个周期，则f（x＋t）＝f（x），即[image: alt]
 [image: alt]
 在定义域内都成立，即

[image: alt]


对定义域内每一个x值均成立．

若[image: alt]
 ，则命题已成立；若[image: alt]
 令[image: alt]
 ，由①有

[image: alt]


即[image: alt]
 因为[image: alt]


所以[image: alt]
 故sinβt＝0，

从而βt＝k′π（k′∈N*
 ），所以[image: alt]
 由①有

[image: alt]


在上式中令[image: alt]
 则

[image: alt]


于是[image: alt]


所以[image: alt]


故[image: alt]
 有理数．

综合（1），（2），知结论成立．

14．因为f（x）是以2为周期的周期函数，且f（x）＝x－1，2≤x≤3，

所以当0≤x≤1时，f（x）＝f（x＋2）＝（x＋2）－1＝x＋1．

又因为f（x）是偶函数．

所以当－1≤x≤0时，f（x）＝f（－x）＝－x＋1．

所以当1≤x≤2时，f（x）＝f（x－2）＝－（x－2）＋1＝－x＋3．

设A、B的坐标分别为（xA
 ，yA
 ）、（xB
 ，yB
 ），（1≤xA
 <xB
 ≤3），

则yA
 ＝－xA
 ＋3，yB
 ＝xB
 －1．

因为yA
 ＝yB
 ，

所以－xA
 ＋3＝xB
 －1，即xB
 ＝4－xA
 ，

所以｜AB｜＝xB
 －xA
 ＝4－2xA
 ．

设C点到直线AB的距离为d，则

d＝a－yA
 ＝a＋xA
 －3．

[image: alt]


若2≤a≤3时，[image: alt]
 则当[image: alt]
 时，S△ABC
 有最大值，最大值[image: alt]


若a>3时，[image: alt]
 则当xA
 ＝1时，S△ABC
 有最大值，最大值Smax
 ＝a－2．

15．（1）为了凑f（1）＝0，可取x为x＋2，y为x，得f（x＋2）＋f（x）＝0，故f（x＋4）＋f（x＋2）＝0，于是f（x＋4）＝f（x）．故f（x）是以4为周期的周期函数；

（2）只要求f（0），f（1），f（2），f（3），即可由周期性得出f（n）的解析式．令x＝y＝0，得2f（0）＝2f2
 （0），f（0）≠0，得f（0）＝1．而f（1）＝0，故f（2）＝－f（0）＝－1，f（3）＝－f（1）＝0．

于是，当k∈N时，

[image: alt]


注：f（n）也可写成[image: alt]


16．证明一个小数是有理数，只须证明这个小数的小数点后面呈周期性规律．

证法1　因为12
 与32
 的个位数字之和为0，22
 与42
 的个位数字之和为0，62
 与82
 的个位数字之和为0，72
 与92
 的个位数字之和为0，52
 的个位数字为5．

所以12
 ＋22
 ＋32
 ＋…＋102
 的个位数字为5．

同理112
 ＋122
 ＋132
 ＋…＋202
 的个位数字为5．

于是12
 ＋22
 ＋32
 ＋…＋202
 的个位数字为0．

由此可以看出[image: alt]


所以猜想an
 是以20为周期的数列，即有[image: alt]


可用归纳法加以证明（略）．

由上可知0．a1
 a2
 a3
 …an
 …是循环节长20的循环小数．亦即0.a1
 a2
 a3
 …an
 …为有理数．

证法2　本题的实质，我们只须证明｛an
 ｝是周期数列．显然数列｛n2
 ｝的各项的末位数字构成了周期数列：1，4，9，6，5，6，9，4，1，0，1，4，9，6，5，6，9，4，1，0，…，且最小正周期为10．故此周期数列中任意连续的10项之和等于：1＋4＋9＋6＋5＋6＋9＋4＋1＋0＝45．从而数列的任意连续10项之和末位数字为5．故对任意的自然数n，必有an＋10＋10
 ＝an
 ，即an＋20
 ＝an
 ．这样本题即得到证明．

17．因为函数[image: alt]
 的图像关于直线[image: alt]
 对称，（x∈［0，1］）

所以[image: alt]
 的图像首先是关于[image: alt]
 对称，又当[image: alt]
 时，[image: alt]
 [image: alt]
 其图像又关于[image: alt]
 对称，于是，易知，y＝f2
 （x）在［0，1］上以[image: alt]
 为周期，如图4-3，知方程[image: alt]
 有22
 个根．

[image: alt]


图4-3

[image: alt]


图4-4

同样的，y＝f3
 （x）的图像首先关于[image: alt]
 对称，又关于[image: alt]
 对称，其三，还关于[image: alt]
 对称，于是知y＝f3
 （x）在［0，1］上以[image: alt]
 为周期，依上面讨论知y＝f3
 （x）的图像如图4-4，故方程[image: alt]
 的根的个数为23
 个．

一般地，函数y＝fn
 （x）分别在区间[image: alt]
 上以[image: alt]
 [image: alt]
 为对称轴，且图像与x轴交点也恰好为这些对称轴与x轴的交点，故y＝fn
 （x）在［0，1］上以[image: alt]
 为周期，于是，根据周期性可作出y＝fn
 （x）的图像（图略），它由2n－1
 个“V”字连接而成，根据图像可知方程[image: alt]
 在［0，1］上有2n
 个根．

说明　有些数学问题表面看与函数性质无关，实际上它涉及一些函数图像性质，特别是周期性，而要搞清图像性质并及时抓住问题的本质就需借助函数周期性来助一臂之力．

18．（1）[image: alt]
 的最小循环节的长度是满足10d
 －1可以被p整除的最小整数d，其中d≥1．

设q是素数，Nq
 ＝102q
 ＋10q
 ＋1，则Nq
 ≡3（mod9）．设pq
 是[image: alt]
 的一个素因子，则pq
 不能被3整除．因为Nq
 是103q
 －1的因子[image: alt]
 的循环节的长度为3q，所以[image: alt]
 的最小循环节的长度是3q的因子．若最小循环节的长度为q，则由10q
 ≡1（modpq
 ），得Nq
 ＝102
 q＋10q
 ＋1≡3[image: alt]
 0（modpq
 ），矛盾．若最小循环节的长度为3，只能有一种情况，即pq
 是103
 －1＝33
 ×37的因子，即pq
 ＝37．此时Nq
 ＝3×37≡3（mod4）．而Nq
 ＝102
 q＋10q
 ＋1≡1（mod4），矛盾．

于是，对每个素数q，我们能找到一个素数pq
 ，使得[image: alt]
 的小数部分的最小循环节的长度为3q．

（2）设素数p∈S，3r（p）是[image: alt]
 的最小循环节的长度．p是103r（p）
 －1的因子，但不是10r（p）
 －1的因子，所以，p是Nr（p）
 ＝102r（p）
 ＋10r（p）
 ＋1的因子．

设[image: alt]
 a1
 a2
 a3
 …，[image: alt]
 yj
 ＝｛xj
 ｝＝0．aj
 aj＋1
 aj＋2
 …，其中｛x｝表示x的小数部分．则aj
 <10yj
 ．于是，

f（k，p）＝ak
 ＋ak＋r（p）
 ＋ak＋2r（p）
 <10（yk
 ＋yk＋r（p）
 ＋yk＋2r（p）
 ）．

由于[image: alt]
 是整数，所以yk
 ＋yk＋r（p）
 ＋yk＋2r（p）
 也是整数，且是小于3的整数，即yk
 ＋yk＋r（p）
 ＋yk＋2r（p）
 ≤2．

从而f（k，p）<20．因此，f（k，p）的最大值不超过19．由于f（2，7）＝4＋8＋7＝19，故所求最大值为19．

19．问题等价于确定正整数n，使同余式

[image: alt]


对a＝0，1，2，…，n－1均有解（实际上等价于对任意整数a均有解）．

取n的特殊值进行尝试，考察1＋2＋3＋…＋x对模n的余数能否取遍模n的一个完全剩余系．

当n＝2时，1≡1（mod2），1＋2≡1（mod2），1＋2＋3≡0（mod2），所以n＝2满足要求．

当n＝3时，1≡1（mod3），1＋2≡0（mod3），1＋2＋3≡0（mod3），容易看出当正整数x增大时，1＋2＋3＋…＋x对模3的余数是以1，0，0为一个周期的周期数列，所以n＝3不满足要求．

当n＝4时，1≡1（mod4），1＋2≡3（mod4），1＋2＋3≡2（mod4），1＋2＋3＋4≡2（mod4），1＋2＋3＋4＋5≡3（mod4），1＋2＋3＋4＋5＋6≡1（mod4），1＋2＋3＋4＋5＋6＋7≡0（mod4），至此可以看出1＋2＋3＋…＋x对模4的余数取遍一个完全剩余系0，1，2，3，所以n＝4满足要求．

当n＝5时，1≡1（mod5），1＋2≡3（mod5），1＋2＋3≡1（mod5），1＋2＋3＋4≡0（mod5），1＋2＋3＋4＋5≡0（mod5），接下去的余数必然又是循环出现，所以n＝5不满足要求．

类似地可得n＝6，7，9，10不满足要求，而n＝8满足要求．

于是猜想当且仅当n为2的方幂，即n＝2k
 （k∈N＋
 ）时，n个学生每人都能发到糖．

接下来的问题是：如何证明这一猜想成立呢？

重新考察特殊情形的分析过程，不难发现n＝3，5，7时，1＋2＋3＋…＋x对模n的余数是一个十分简单的循环．于是可得如下的一个辅助猜想．

猜想　当n为奇质数p时，必存在整数a使（1）式无解．

下面证明这一辅助猜想成立．

考虑1＋2＋3＋…＋x的前p个取值

[image: alt]


由于p是奇质数，可得

[image: alt]


所以

1＋2＋…＋（p－1）≡1＋2＋…＋（p－1）＋p≡0（modp）．

所以②式中的p个数对模p的余数最多只有p－1个不同的值，且1＋2＋3＋…＋x对模p的余数均是上述余数的循环，故必存在整数a使（1）式无解．

又当n含有奇质因数p时，如果同余式（1）对任一整数a均有解，则同余式

1＋2＋3＋…＋x≡a（modp），

也必对任一整数a均有解，而由辅助猜想知这是不可能的．故而，当n含有奇质因数p时，同余式（1）必存在无解的情况．因此，为使同余式①对任一整数a均有解，n只可能是2的方幂．

下面需要证明当n＝2k
 （k∈N＋
 ）时，同余式①确实对任一整数a均有解．为此只须构造2k
 个两两对模2k
 不同余的整数，使[image: alt]
 ）能通过其中的每一个整数．实际上，如下的2k
 个整数便符合要求（证明略）．

[image: alt]


说明　有时，命题的结论因不够明确而使解题无从下手，这时可通过对特殊情形的分析得到有关的猜想，使结论明确化，然后加以证明．

20．设A＝｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝，f是满足条件的映射．则f不可能将k（k≥2）个元素映射成一个循环圈，即不可能有f（a1
 ）＝a2
 ，f（a2
 ）＝a3
 ，…，f（ak－1
 ）＝ak
 ，f（ak
 ）＝a1
 ．

事实上，若出现上述情况，则f（｛a1
 ，a2
 ，…，ak
 ｝）＝｛a1
 ，a2
 ，…，ak
 ｝，则fn－2
 （x）不可能为常数，矛盾．

另外，f（x）不可能有两个或两个以上的不动点，事实上，若f（a1
 ）＝a1
 ，f（a2
 ）＝a2
 ，则fn－2
 （x）不可能为常数．

考虑序列

[image: alt]


由抽屉原理，①中必有两个元素相同，但因不能出现循环的圈，故必有一个i（0≤i≤n－1），使得

fi
 （a1
 ）＝fi＋1
 （a1
 ）（记f0
 （a1
 ）＝a1
 ），

从而f（fi
 （a1
 ））＝fi
 （a1
 ）．

故f（x）至少有一个不动点．

综上知，f（x）恰有一个不动点，即存在唯一的x0
 ∈A，使f（x0
 ）＝x0
 ．不妨设f（an
 ）＝an
 ．

因为fn－3
 （x）不是常数，故必存在ai
 ∈A，使fn－3
 （ai
 ）≠an
 ，从而fj
 （ai
 ）≠an
 ，1≤j≤n－3．

又ai
 ，f（ai
 ），f2
 （ai
 ），…，fn－3
 （ai
 ）必互不相同，（否则会出现一个循环圈或一个新的不动点，矛盾），故

[image: alt]


是A的以ai
 开头，an
 结尾的n－1个元素的排列，故完成f可按如下方式：

从A中取出n－1个元素作排列，

[image: alt]


并规定[image: alt]


而[image: alt]
 （有n－2种）．

故完成f的方式有

[image: alt]


但在上述计数中，对于排列

[image: alt]


与排列

[image: alt]


这两种不同的方式得到的是同一个映射，故这种映射被计数了两次，而这种映射共有

[image: alt]


故符合条件的映射共有．

[image: alt]


说明　在映射的计数问题中，要注意对两个问题的分析：（1）f（x）是否有不动点；（2）f（x）是否会出现循环圈，同时序列①也是常用的分析工具．

解答依赖于对所考虑的对象的计数或估值的问题时，除应掌握必要的计数工具如递归关系，容斥原理、组合恒等式外，还应掌握一些常用的分析问题的手段与方法．
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