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依据已经获得的知识，这个令人快乐的成就看起来几乎是理所当然的，而且任何聪明的学生都能不费力气地掌握它。但是，那些充满强烈渴望的人，多年来，在黑暗中焦灼地探索，时而信心满满，时而精疲力竭，最终沐浴在光明之中—只有经历过这些的人，才有深刻的体会。

阿尔伯特·爱因斯坦，1934年

《关于广义相对论起源的注记》


出版按语

我们向本书作者道贺，祝贺他们的首创精神，他们将爱因斯坦的最大智力成就—广义相对论的历史和意义呈现在非专业读者面前。本书是两位作者学术努力的成果，在这里，他们的隶属机构还承载着额外的象征价值。爱因斯坦、耶路撒冷的希伯来大学和马克斯·普朗克学会组成了一个值得关注的三角关系。

爱因斯坦是耶路撒冷希伯来大学的一位缔造者。他是校理事会成员与首任学术委员会主席。1925年，在希伯来大学的落成典礼上，他发表了一个目标宣言，他写道，“大学是展现人类精神普适性的地方”，并祝愿“我们的大学将迅速发展成为一个伟大的精神中心，并引起全世界文明人类的尊重”。这一愿景已得到全面实现。

1950年，爱因斯坦深切地表达了他对希伯来大学的终身承诺：他将他自己的真正财富—他的个人论文和文学遗产—捐赠给希伯来大学，这里是他的智力遗产的永恒家园。今天，由它们组成的爱因斯坦档案馆，构成了人类至为重要的文化资产。它的馆藏是独一无二的—由大量的手稿、丰富的函件和有关爱因斯坦的各类附加材料组成。档案中的这些材料，清楚地显示了爱因斯坦的科学工作、政治活动和个人生活的方方面面。这些文件能使学者们追踪引领爱因斯坦通向广义相对论的思想发展。本书的主题正是这样的智力之旅。

1915年，爱因斯坦将他的广义相对论递交给普鲁士皇家科学院。1917年，他成为威廉物理研究所的所长。在新理论的一个预言被证实后，《柏林画报》（Berliner Illustrirte Zeitung
 ）将爱因斯坦的照片放在最显著的位置，骄傲地宣布他是“世界史上的新名人”。当纳粹掌权后，所有这些欢呼喝彩都悲凉地收场了，爱因斯坦和他的许多犹太裔同事一样，在自己的祖国变得无家可归。在纳粹德国垮台以后，纳粹的政策和意识形态给国家、民族和个人造成的巨大痛苦，众目昭彰，所以爱因斯坦多次拒绝了返回德国的邀请和建议，拒绝重新加入德国的科学机构。例如，接替威廉学会而新建了马克斯·普朗克学会的会长哈恩（Otto Hahn）
[1]

 邀请爱因斯坦加入，他的拒绝明白而干脆。1947年，爱因斯坦还拒绝同意在德国出版任何著作。直到1954年，他才转变了态度，同意出版他的科普作品《狭义和广义相对论》的新德文版。

1959年，还在德国和以色列建交之前，马克斯·普朗克学会就倡导与以色列的魏茨曼
[2]

 研究所建立合作交流关系。这些联系是两个国家长期且富有成效的学术合作的开端。当前，马克斯·普朗克学会的研究人员与他们的以色列同事一起致力于88个联合项目。在这些项目中，大约四分之一的科学家来自希伯来大学，这充分说明了两个科学机构之间的协作是多么密切。新近，“马克斯·普朗克希伯来大学活动大脑感觉加工中心”建立了，我们已合力使人们对大脑的功能砖块—神经回路，有了更进一步的了解。

包括戈尔姆的爱因斯坦研究所、柏林的科学史研究所在内的几个马克斯·普朗克学会的研究所，都在对本书的主题广义相对论、它的推论以及它的历史进行探究。在1999年到2005年间，马克斯·普朗克学会实现了一项大规模历史研究项目，调查它的前身学会如何介入了纳粹罪行。为了纪念爱因斯坦“奇迹年”一百周年，本书作者代表普朗克学会和希伯来大学双方，合作举办了2005年“阿尔伯特·爱因斯坦—宇宙的总设计师”柏林展。广义相对论发现100周年给我们两家机构带来了再次合作，激励了两位作者写作本书。我们感谢这一雄心勃勃的计划。

梅纳希姆·本—萨松教授（Professor Menachem Ben-Sasson）

耶路撒冷希伯来大学校长

马丁·斯特拉特曼教授（Professor Martin Stratmann）

马克斯·普朗克学会会长


前言

你认为相对论的最本质思想是向狭义相对论的转变，而不是向广义相对论的转变。我的想法与你恰恰相反。我认为最本质的事是克服了惯性系，一件作用于所有过程而不经受反作用的事情。原则上，这个观念并不比亚里士多德物理学中的宇宙中心观念更好。
[1]



在爱因斯坦1915年发现广义相对论百年庆之际，出版本书是最合时宜不过了。这是标志相对论由狭义向广义飞跃的论文的注释本。本书的两位著者是有名望的学者，足以胜任他们的任务：哈诺赫·古特弗罗因德（Hanoch Gutfreund）参加了爱因斯坦狭义相对论1912年手稿精美摹本
[2]

 的出版工作，该摹本含有重构狭义相对论发展的一些缺失环节；于尔根·雷恩（Jürgen Renn）是爱因斯坦1912年苏黎世笔记
[3]

 的主要编辑，这是一份重构广义相对论发展的关键文献。

必须强调广义相对论发展历程中蕴含着革命性。从多方面来看，广义相对论所经历的发展对传统物理学的破坏，要比从伽利略—牛顿物理学到狭义相对论所产生的破坏大得多。在此，我们从三步着手讨论。

1.首先，不再存在时空“真空”区域这样一种实在。不管怎样，总是存在一种时间—几何场（度规），使理想的尺和钟的行为规则化，并且存在一个协调的惯性—引力场（联络），使物体的不受力运动规则化。空间和时间是绝对的还是相关联的？在这个由来已久的争论中，现在要坚持绝对主义立场看来是很困难的。正如爱因斯坦所说的：

[度规张量分量]不仅描述了场，同时也描述了流形的拓扑和度量结构性质。……不存在真空，即不存在没有场的空间
[4]

 。

利用下面这个古老的隐喻：

代替时间和空间作为舞台，物质在舞台上展演戏剧的老想法，我们必须想象一些超现代的剧场，在那里舞台变成了演员之一
[5]

 。

第一步可以说成：不存在没有演员的空舞台。

2.继续这个隐喻，我们可以说这些时空结构不再组成一个固定的舞台，以使物质和场的不同戏剧在其上演出，而是舞台和演员互相影响。新的戏剧需要新的舞台。不仅时空的局域结构（在流形的有限补丁的意义上）动态化了，而且它的整体结构（在整个流形拓扑学的意义上）不再需要先验给出。对于引力场方程的每一个局域解，人们必须确定与这个局域时空结构相容的最大扩充流形的整体拓扑
[6]

 。

3.最后，舞台没有独立于剧情的自身特性。相同的剧情不能在舞台的不同部分上演：当演员在舞台上运动时，他们带动着舞台一起运动。更直白的表达就是，裸流形上的点，不存在能将一个点与另一个点区分开的内在性质，这样的区别依赖于场和物质的出现。许多广义相对论的教科书仍将这些裸点称为“事件”，这正如以前的所有物理理论那样，不正确地建议了点是先验地在物理上个体化的，使这个真正革命性的特征模糊不清了。

这三步合起来产生了背景无关理论的概念：没有演员，就什么都没有。爱因斯坦这样说道：

时空并不声称自己存在，而仅仅是作为场的一种结构特性。

倘若我们考虑另外的空的区域，其中仅仅给定了时间—几何度规和对应的惯性—引力联络，那么这样区域的点，只能由这些场的性质个体化，而不能由别的任何东西个体化。

我新近以如下方式论述这个观点：

理论物理学中至关重要的发展之一，是将依赖于固定的、非动力学背景时空结构的理论，改变成背景无关理论，在这个背景无关理论中，时空结构本身是动力学实体。……时至今日，许多物理学家与哲学家尚未完全理解这个发展的意义，更不用说在实践中接受它了。人们必须假定，在时空的空区域中，点固有的个体特性，实际上是它们之间的任何空—时关系，无不依赖于某个度规场的存在……于是，广义相对论成为首个完全动力学的、背景无关的时空理论
[7]

 。

但是，人们绝不能认为这就是故事的结尾。记住温斯顿·丘吉尔（Winston Churchill）
[3]

 不朽的话语：“现在不是结束。甚至不是结束的开始。或许这是开始的结束
[8]

 。”回溯历史，1915年论文是爱因斯坦史诗
[9]

 的顶点；展望未来，这是一个仍在进行的智力旅程的第一步。就如众多的其他基础论文一样，它起到了节点作用，既总结了过去，又为未来展现了广阔的前景。

甚至在爱因斯坦取得非凡成就的时刻，他也从不怀疑这一点。在1916年，他写道：

看来量子论不仅要修正麦克斯韦的电动力学，而且也要修正引力新理论
[10]

 。

量子场论方法与广义相对论结构之间存在一个熟知的矛盾。非广义相对论性理论的量子化方法基于存在一个固定的运动学背景时空结构，为所有事件提供了在哪儿和在何时。这种时空结构是将动力学理论的形式论进行量子化所必需的，同样重要的是，这个时空结构也是给出这个动力学理论的物理解释所必需的：如果一个预备了这里和这时的系统是从属于某个动力学相互作用，在这个系统上测量的那里和那时的结果会是什么呢？

广义相对论并不适用于这个模式。广义相对论是一种背景无关的理论，没有固定的、非动力学的结构，因此它没有独立于它的动力学的运动学。在广义相对论这样的理论中，这里和这时，以及那里和那时，不是对系统提出的问题的一部分，而是给出的答案的一部分！

然而，还有希望存在：人们常常没有足够强调，广义相对论与狭义相对论性的量子场论共享了一个基本特征：过程重于状态。四维方法强调了时空区域中的过程，这个方法对于两者而言都是基本的。研究量子引力的理想方法，就将是以过程为主的量子化背景无关方法
[11]

 。

寻找这种方法的挑战仍有待解决。然而，正如爱因斯坦早就认识到的，即使找到了爱因斯坦引力场方程令人满意的量子化方法，仍然不是故事的结尾。他在1917年早期写道：

但是，我毫不怀疑这一天或迟或早会来临，（引力的）这种构想方式将使它不得不让位于另一种引力理论，那将是从根本上与之不同的，我们今日甚至无法想象它的构想理由。我坚信理论的深化过程将是无止境的
[12]

 。

约翰·施塔赫尔

（John Stachel）


注释
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序

本书展示了爱因斯坦1916年广义相对论典范论文的手稿摹本，它可以看成是一个人的头脑所能造就的最复杂的智力成就。

为了引导缺少专业知识的读者顺利阅读爱因斯坦的论证，每一页爱因斯坦手稿都伴有短文，提供了广泛的知识和历史背景。解释性文本适用于特定页面上的主题和相关历史背景。不同类型的评论是由排版风格来区分的。为了不打断流畅阅读每页短文，与每页内容有关的参考文献信息和进一步阅读建议放在本书最后。

在手稿复印件之前，是一篇综合的历史导论，解说了广义相对论如何演化成一个成熟的理论。导论和伴随手稿的文字本质上讲述的是同样的故事，但是它们的风格不同，方式也不同，有时还在不同的层次上进行阐述。希望这种双重方式，有助于读者见仁见智，从不同角度去欣赏进展，也有助于读者或车或舟，选择喜爱的追随途径。

以爱因斯坦的手稿作为背景来讲述这个故事，其优点在开场白“手稿的魅力”中解释了。在这个开场白中，也讲述了手稿如何从它的诞生地柏林移送到耶路撒冷的希伯来大学，并在那里永久保存下来。

手稿之后是一个附言，描述了理论完成的余波以及相应的宇宙学蕴涵。爱因斯坦在1916年所发表的论文，实际上并不代表他在广义相对论一些问题上的最后观点。为了帮助读者在1905年到1932年之间的发展中定位，我们提供了一条时间线，这个时间线覆盖了广义相对论的创始和形成岁月。为使读者具备更扎实的科学背景，本书还附加了两篇爱因斯坦1916年的论文。

另一个有用的部分是汇集了与爱因斯坦思想相关的科学家和哲学家，其中包括他们的肖像和生平简介。这个汇集清楚地表明了正文所传达的信息：当爱因斯坦为创造新的引力理论而努力奋斗时，他与朋友和同事之间维持了一个广泛联系交流的网络。我们感谢卡斯塔内蒂（Giuseppe Castagnetti）撰写了这些简历，同时感谢希尔基（Beatrice Hilke）在肖像方面给予的协助。

本书讲述的故事是科学史上最重要的转折点之一，慕名者众而知其者寡。本书尝试用一种易于接受的方式，为广大读者讲述这一进展过程。

我们特别选择用劳伦·陶丁（Laurent Taudin）的卡通画来作为文字的插图，以创造轻松的氛围、逸闻的趣味。我们感谢劳伦的创造性，也感谢他惊人的把握主题精髓的能力。

我们感谢普林斯顿大学出版社的格纳里希（Ingrid Gnerlich），在他引导下，我们通过了本项目的各个不同阶段，也感谢普林斯顿大学出版社聘请的匿名审阅人，我们采纳了他们的建议。特别感谢我们的同事和朋友爱森斯塔特（Jean Eisenstaedt）、舒尔曼（Robert Schulmann）和舒茨（Bernard Schutz），他们一丝不苟地审读了手稿的早期版本。特别感谢我们的朋友詹森（Michel Janssen）和施塔赫尔（John Stachel），他们的建议对改进正文十分有益。

我们感谢希伯来大学爱因斯坦档案馆工作人员的帮助，特别感谢格罗斯（Roni Grosz）主任、沃尔夫（Barbara Wolff）和贝克（Chaya Becker）。我们也感谢爱因斯坦论文项目（Einstein Papers Project）的主编科莫斯—布克沃尔德（Diana Kormos-Buchwald），她允许我们从《爱因斯坦全集》已出版的各卷中广泛引用，同时也感谢她个人在我们工作中一直给予的鼓励。

对于直接和间接参与的两个机构，本项目欠下了特别的人情债。希伯来大学允许我们使用手稿和其他档案材料，而马克斯·普朗克科学史研究所是本项目的诞生地。我们由衷地感谢这两个机构的支持。

最后，我们向迪瓦奇（Lindy Divarci）致以最诚挚的谢意，她给予我们难以估量的编辑援助和专业支持。


手稿的魅力

在人类历史中，重要文献的手稿以及名人信件和著作的印刷品比比皆是，唾手可得。尽管如此，手写的原件仍保持着它的魅力，引起人们的兴趣并且还有着美学的感染力。它们在展览会上被展示，抑或在拍卖会上公开为收藏家购置。面对这些原件，犹如作者亲临，让我们目睹他们的工作过程。正如本杰明（Walter Benjamin）在《机械复制时代的艺术品》这本书中所描述的那样，原件手稿和它的印刷品之间的差异，就类似于艺术品和它的复制品之间的差异。他在书中写道：“即使是最完美的艺术品复制件，总会缺失一个要素：它恰好在它所创生的时间和空间的独特存在。”
[1]



爱因斯坦在职业生涯的早期阶段，并未意识到手写工作的这一特性，通常是文章一经印刷出版，就将手写原稿处理掉了。因此，1905年他的“奇迹年”论文的手稿荡然无存。不过，现存有关于狭义相对论1905年论文《论动体的电动力学》的手写版本
[2]

 。那是在1944年，为了对战争作贡献，爱因斯坦重新手写了这篇论文并拿去拍卖。手稿被拍卖并筹集了650万美元。该手稿现为美国国会图书馆所拥有。

现存爱因斯坦最早的科学手稿，是一篇长达70页的关于狭义相对论的综述文章。这是由《放射学手册》（Handbuch der Radiologie
 ）编辑约稿的文章，这本刊物是发表不同科学领域进展综述文章的年刊。由于出版延迟和第一次世界大战爆发，这篇文章一直没有正式发表，手稿一直保管在出版商那里。多年以后的1995年，手稿在纽约苏富比拍卖行进行拍卖。银行家萨福拉（Edmond Safra）买下了手稿，作为支持杰出市长“泰迪”先生
[4]

 （Teodor“Teddy”Kollek）的一种姿态，他将手稿捐赠给在耶路撒冷的以色列博物馆。博物馆为每一页手稿加了框并悬挂起来，作为艺术品展示，吸引了大量观众
[3]

 。尽管大多数参观者不了解手稿的内容、语言，甚至不能辨认字迹，但他们仍然津津有味，流连忘返，着迷于展览。这就是手稿产生的效应。

本书中的手稿复印件，记录了爱因斯坦通往广义相对论智力之旅的结论
[4]

 。大约在递交理论的最后版本给普鲁士皇家科学院之后的两个月，爱因斯坦给洛伦兹的信中写道：“我的一系列引力论文，犹如一条又一条的山路，虽然崎岖，却使我逐渐接近了目标。这正是最终的基本公式是完美的，但推导过程却不讨喜的原因；必须消除这个缺陷。”
[5]

 爱因斯坦认为推导过程的复杂性是可以避免的，但未及清除其复杂性，他在1916年3月19日，将手稿提交给当时的物理学领头刊物《物理学杂志》（Annalen der Physik
 ）的编辑维恩（Wilhelm Wien）
[5]

 。在投稿信中，爱因斯坦告知编辑，他也同这本刊物的出版商讨论过，希望能另外出版一本这份手稿的单行本小册子。当年5月11日，《广义相对论基础》这篇文章在《物理学杂志》上发表，同时也出版了单行本。

[image: ]
1920年5月11日刊印的《广义相对论基础》封面的影印件，取自MPIWG（马普科学史研究所）图书馆。



广义相对论手稿是现在位于耶路撒冷的希伯来大学爱因斯坦档案馆珍藏品的一部分。手稿是如何到达那里的？这是一个极为复杂的故事，详情并非完全明了。据说，爱因斯坦将手稿交给了他的朋友，物理学家和天文学家弗雷温德里希（Erwin Freundlich），当时他们正在进行对话，是关于新引力相对论性理论所预言现象的可能观测检验问题。1920年，弗雷温德里希是爱因斯坦慈善基金会创建人之一，基金会资助了位于波茨坦的爱因斯坦塔的建造，上述观测检验将在这里实施。我们并不知道是什么时候以及为什么，爱因斯坦将手稿给了弗雷温德里希。这份“礼物”后来变成了他们之间的争吵点。1921年12月底，这两位同行兼朋友之间的关系开始恶化。爱因斯坦辞去了基金会理事，并要求弗雷温德里希归还手稿。在给弗雷温德里希的信中，他怒气冲冲地写道：

关于我的手稿，我要求你立即把它交给我，不要再多费口舌。夏天的时候，我就已经请求你寄还给我。你在信中承诺，暑期旅行一回来就寄还。当你没有遵守承诺的时候，我妻子给你写了一封信，对此你没有回应。现在你又回过头来争辩说我已经将手稿送给你了，这完全没有道理。好像这还不够，你还采取措施要背着我把手稿卖给国外，这是你自己告诉我的。我希望你能尽自己的本分，不要让我再次警告你。
[6]



[image: ]
1918年门德尔松
[6]

 为设计爱因斯坦塔而作的素描，取自柏林国家博物馆的bpk/艺术馆。



《自然科学》（Naturwissenschaften
 ）期刊的编辑伯林纳（Arnold Berliner）试图调解这场争吵，爱因斯坦在给他的信中，将手稿的故事重述了一遍。
[7]

 爱因斯坦写道：“我发现了弗雷温德里希的行为，所以我不想再和他打交道。……这不再关系到手稿，而是关系到这个人，我再也不会相信他了。”这封信的手写草稿中，还有一句被划掉的话：“Auf das Manuscript verzichte ich hiermit；mit Freude daran.”（没有手稿我也照样快乐。）

最终，弗雷温德里希归还了手稿，1922年4月，爱因斯坦委托实业家兼科学哲学家奥本海默（Paul Oppenheim）出售它，并给出了如下的指示：“拍卖收入的一半赠给耶路撒冷的犹太大学；余下的一半凭你良心安排。”
[8]

 于是，爱因斯坦将裁定权留给了奥本海默，由他决定弗雷温德里希自称的手稿合法所有权，尽管在附言中，爱因斯坦说他坚信弗雷温德里希没有所有权，他的行为实属欺诈。奥本海默和两个敌手都是朋友，他不想充当他们之间的道德判官，反而希望恢复他们的友谊。

1923年7月，爱因斯坦又采取了行动。他要求勒维（Heinrich Loewe）出售手稿，勒维是“希伯来大学预备委员会和耶路撒冷犹太国家图书馆”的重要成员。这一次关于拍卖所得的分配指令非常明确：拍卖所得分成四等份，耶路撒冷图书馆、爱因斯坦慈善基金、弗雷温德里希夫人的养老基金和爱因斯坦本人各得一份，然后他将自己的份额作为善举捐赠。这些指示从勒维给爱因斯坦的信中得到了确认。
[9]



手稿没有出售。1925年，爱因斯坦在南美度过了两个月，在这段时间中爱因斯11坦与妻子埃尔莎的通信中透露了手稿的命运。只有他写给埃尔莎的信留存了下来，我们不知道她给他写了什么。在4月15日的信的附言中，他写道：“亲爱的埃尔莎，不要失去手稿。……现在并不是出售的好时机，在我去世后机会更好。”
[10]

 爱因斯坦并不知道，3月19日，科恩（Leo Kohn）已经代表耶路撒冷大学董事会收到了来自埃尔莎的手稿。由科恩签署的文件
[11]

 确认了本次交易，并约定：“如果大学接受这份手稿给爱因斯坦教授造成任何不便，手稿将立即退还给他。”这份文件也声明，爱因斯坦太太应收到2000马克，移交给在波茨坦的爱因斯坦基金会，供弗雷温德里希教授使用，另外为爱因斯坦太太的善举，再给她400马克。

当爱因斯坦得知手稿已在去耶路撒冷的路上时，他怀着宽慰的心情在4月23日写信给埃尔莎：“我为摆脱了手稿而高兴，谢谢你替我献了这份爱心（Liebesdienst）；这比烧掉或卖掉更好。”
[12]



[image: ]
宇航员帕米尔泰诺



自1925年4月1日希伯来大学落成之日起，广义相对论手稿就一直为希伯来大学所拥有，并被视为瑰宝。在纪念以色列科学院成立50周年的一个展览会上，手稿首次被完整展出。46页手稿中的每一页都封闭在一个具有光照、温度和湿度控制装置的盒子里。就像1912年的手稿那样，该手稿吸引了大批感兴趣的、激动的参观者。

2013年，欧洲航天局（European Space Agency）发射了名为“阿尔伯特·爱因斯坦”的自动转运飞船（ATV-4），飞船载有送往国际空间站（ISS）的供给和装备。ATV-4的货物里包含本书讲述的手稿的首页，在登上ISS时，作为一种象征，宇航员帕米尔泰诺（Luca Parmitano）在这页手稿上签字，认定这本手稿的重要性以及它在人类历史上所代表的意义。

这只是一份手稿的故事，尽管是很重要的一份手稿。希伯来大学的爱因斯坦档案馆拥有许多这样的手稿，组成了物理学历史上一篇篇激动人心的乐章。加州理工学院和其他一些地方的参与爱因斯坦论文项目的科学史学家们，正在编辑和探究这些手稿。这些手稿揭示了近代物理学形成过程中，科学研究是如何进行的。


注释



[1]
 Walter Benjamin，《机械复制时代的艺术品》（London：Penguin，2008）。


[2]
 Albert Einstein，《论动体的电动力学》（1905），in CPAE vol.2，Doc.23，pp.140—171。


[3]
 这份手稿的复制本，题为《爱因斯坦狭义相对论1912年手稿》，由George Braziller出版（New York：Braziller，1996）。


[4]
 这已经在下述文献中详细分析，可参见Michel Janssen，《罐与洞：爱因斯坦通往广义相对论的崎岖不平的道路》，Annalen der Physik
 14（2005），Supplement：58-85；也可参见Tilman Sauer，《爱因斯坦关于广义相对论的评述文章》，in Landmark Writings in Western Mathematics
 ，1640-1940，ed.I.Grattan-Guiness（Amsterdam：Elsevier，2005），802—822。


[5]
 Einstein致H.A.Lorentz，1916年1月17日，CPAE vol.8，Doc.183。


[6]
 Einstein致Erwin Freundlich，1921年12月20日，CPAE vol.12，Doc.330，AEA 11—314。


[7]
 Einstein致Arnold Berliner，1921年12月24日，vol.12，Doc.339，AEA 11—318，AEA 11—319。


[8]
 Einstein致Paul Oppenheim，1922年4月15日，CPAE vol.13，Doc.146，AEA 11—323。


[9]
 Heinrich Loewe致AE，1923年7月30日，AEA 36—860。


[10]
 Einstein致Elsa Einstein，1925年4月15日，AEA 143—186。


[11]
 Leo Kohn，1925年3月19日，AEA 36—863。


[12]
 Einstein致Elsa Einstein，1925年4月23日，AEA 143—187。


爱因斯坦通往广义相对论的智力史
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爱因斯坦与牛顿的苹果：牛顿的天才洞察力导致了这样一个结论，苹果下落和环绕地球的月球运动遵循相同的万有引力定律。

爱因斯坦1905年的著名论文动摇了经典物理学基础
[1]

 。这些论文挑战了光是波的想法，严格地给出了原子存在的证明，导致了对空间和时间的新见解，认证了质量是能量的一种形式。空间和时间的革命肇始于爱因斯坦1905年狭义相对论的表述，但是不久之后就发现这是不完备的。试图将牛顿所建立的引力理论纳入狭义相对论是不成功的，至少不会产生任何动力学基本原理。尽管这个问题并不会产生任何经验质疑，但迫使爱因斯坦1907年提出时间和空间的狭义问题，进而促成他进行广义相对论的继续革命。

为了得到广义相对论，爱因斯坦为之奋斗了8年，为此他遇到了种种物理与数学的诉求。下面的评述引导读者去了解爱因斯坦的想法和态度。尽管这里的讨论将会再次出现在手稿页的注释中，我们在此先叙述整个故事是如何展开的，所有的窘境、错误的路径、误解与曲解，都在告知我们爱因斯坦为了达到目标，他在崎岖不平的道路上，筚路蓝缕，以启广义相对论。


三城记：布拉格、苏黎世、柏林


研究爱因斯坦的专家施塔赫尔认为广义相对论发展可以成为一出“三幕剧”
[2]

 。依照这个剧本，第一幕发生于1907年，爱因斯坦称之为“等效原理”的基本想法形成了。第二幕发生于1912年，爱因斯坦认识到在数学上引力场可以用10个时空坐标函数来描述，这些函数组成非欧几里得时空几何的度规张量。第三幕是“美满的剧终”，发生于1915年11月，其时爱因斯坦建立了引力场方程并且解释了水星近日点反常进动。

对于这种戏剧性的发展，我们采用了另一种剧本，改弦易辙，以地域影响作为线索。当爱因斯坦还是伯尔尼专利局雇员时，他构想了等效原理这一概念，并且在1907年发表了关于狭义相对论的评论文章。在上述文章中，爱因斯坦还讨论了诸如引力场中光线弯曲和时钟速率直接蕴含的引力效应。这可以看成是1911年在布拉格开始的正剧的前奏。在中止了4年后，爱因斯坦重新对引力产生了兴趣，并且开始深入细致地、几乎是专一地，甚至有时是强迫性地追寻引力理论，直到最后的凯旋。

我们将这一时期称为“三城记”
[7]

 。每个城市都代表了发展的一个特殊章节。每个城市提供了不同的社会和政治环境，并且他的家庭生活也处在不同的阶段。这些情况是如何影响爱因斯坦的科学工作，已经在他自己的几篇文献中讨论了。


布拉格


1909年，苏黎世大学任命爱因斯坦为特聘教授，这是他首次拥有一个有声望的学术职位。不到半年之后，位于布拉格的查尔斯大学德意志部出现了一个理论物理正教授的空缺，爱因斯坦被提名候选这个更为受人尊重的职位。爱因斯坦的候选资格，得到了实验物理学教授兰姆帕（Anton Lampa）的强烈支持，以及马赫（Ernst Mach）热情洋溢的附议。马赫希望爱因斯坦能进一步发扬马赫观念。
[3]



尽管爱因斯坦的妻子米列娃（Mileva）认为他留在苏黎世更适宜，尽管学生们请求校方应该用各种努力请他留在苏黎世，在稍作耽搁后，爱因斯坦于1911年4月接受了提议，去了布拉格。

在布拉格，爱因斯坦写下了11篇学术论文，其中6篇是以相对论为专题的。这些论文中的第一篇发表于1911年，在文中他讨论了光线弯曲和引力红移，这是他在1907年发现的
[4]

 ，但在这里是作为一个观测效应来考虑的。在布拉格论文中，他着重发展了基于等效原理的自洽的静态引力场。正如引力的牛顿理论那样，理论含有一个用单个标量函数表示的引力势，现在可由变光速给出。在那时候，广义相对论最终理论的概貌已被勾画出来。其中，对引力势的源的理解，不仅可以是具体物体的质量，也可以是引力场自身能量的等效质量。然而，直到这个时期的结尾，爱因斯坦仍然假定引力势由单一函数表示—依赖于空间的光速，并且他所发展的理论仍然限制在静态引力场。

[image: ]
“在布拉格，我找到了发展广义相对论基本思想的必要浓缩。”



有趣的是，爱因斯坦在布拉格的引力工作，在很大程度上是在与物理学家亚伯拉罕（Max Abraham）争论的背景下完成的。亚伯拉罕以对电动力学和电子论的贡献而著称。1912年5月，亚伯拉罕首次在四维闵可夫斯基时空框架下，建立了一个完整的引力场理论
[5]

 。爱因斯坦对这个理论先扬后抑。他在给朋友贝索（Michele Besso）的信中写道：“起初14天，我也为他的形式美和简单性所折腰
[6]

 。”然而，在随后的争论中，亚伯拉罕和爱因斯坦都发展出了重要的见解。

在小开本畅销书《狭义相对论和广义相对论》（普及本）捷克语1923年译本的前言中，爱因斯坦讲述了他在布拉格的工作
[7]

 ：

我很高兴看到这本小册子……现在以贵国的语言出版了。我在1908年就已经设想了广义相对论的基本思想[他指的应该是1907年]，而正是在布拉格，我找到了发展这个基本思想的关键所在。在万尼克那大街的布拉格德意志大学理论物理所静谧的房间里，我发现了等效原理蕴含着太阳旁边经过的光线会发生可观测到的偏折……在布拉格，我还发现光谱线红移……然而，我是在1912年回到苏黎世以后，才意识到理论的数学形式和高斯曲面理论之间的相似性这个决定性的思想，那时我还不知道黎曼（Bernhard Riemann），里奇（Gregorio Ricci-Curbastro）和勒维-西维他（Tullio Levi-Civita）的工作。通过我的朋友格罗斯曼（Marcel Grossman），我才注意到这些工作。


苏黎世


1911年，格罗斯曼受聘为瑞士联邦理工学院（ETH）数学物理系的系主任。他一上任，就立即写信给爱因斯坦，询问他是否有兴趣回到苏黎世并加入ETH。稍早于此，爱因斯坦已经收到了来自乌德勒支的邀请，还得到了去莱顿的机会，这都是很诱人的，可以接近洛伦兹（Hendrik Antoon Lorentz）这样的同行。爱因斯坦接受了ETH，而谢绝了乌德勒支和莱顿。不管爱因斯坦优先选择苏黎世的理由是什么，在那时这都是正确的决定。1912年8月爱因斯坦回到苏黎世，不久以后，他开始与格罗斯曼进行一个深入细致且成果丰硕的合作，这是广义相对论发展的一个里程碑。

在苏黎世期间，爱因斯坦创作了3篇文献，这些文献在寻找广义相对论中起到了重要作用。它们是苏黎世笔记、爱因斯坦—格罗斯曼纲领（Entwurf）
[8]

 和爱因斯坦—贝索手稿。我们将在爱因斯坦广义相对论的道路图有关章节中，讨论这些文献的内容和意义，现在只是作一些简要的描述。
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“在这里（苏黎世），在数学家朋友（格罗斯曼）的帮助下，我将克服所有困难。”



苏黎世笔记是爱因斯坦对引力相对性理论研究的中间状态的笔记，那时他在格罗斯曼的帮助下探究张量计算与黎曼几何的概念与方法。笔记共有96页，并不都是专用于探究相对论。不过，爱因斯坦仍给笔记取了“相对论（Relativität）”这样一个题目。笔记写于1912年中期到1913年初。爱因斯坦从封面和封底分别开始写这本笔记，两个方向书写的内容在本子的四分之一处倒着汇合。该笔记在科学史上是一个非常重要的文献，对我们理解广义相对论的起源是至关重要的。
[7]



苏黎世笔记本质上已勾画了广义协变理论的蓝图，但是由于一个我们马上就要讲到的尚不成熟的物理理解，爱因斯坦放弃了它。作为替代，他和格罗斯曼发表了题为《相对论广义理论和引力理论纲领》一文，此后一直被称为纲领理论，因为题目中有Entwurf这个德语词，意思是提纲或纲领。
[9]

 虽然这个理论不满足爱因斯坦最初的广义协变性要求，他说服自己认为这是最佳做法了，任凭理论有这样或那样的缺点，直到1915年夏天，他仍然对纲领表示满意。

所谓的爱因斯坦—贝索手稿是一本计算集子，大约有50页，其中近半为爱因斯坦书写的，另一半为贝索所写。这本集子含有两个计算：其一，基于纲领理论场方程的水星近日点进动的计算；其二，在转动坐标系中的度规张量的计算。
[10]



瑞士内政部批准了ETH授予爱因斯坦正教授职位的请求，然而，职位仅延续3个学期。为此，爱因斯坦无法拒绝来自柏林的下一个邀请，这是他迫切需要的。


柏林


1913年，普朗克（Max Planck）当选为普鲁士皇家科学院的理事长。当选后不久，普朗克便发起一项选举爱因斯坦到科学院的活动。1913年7月，普朗克和能斯脱（Walther Nernst）一起来到苏黎世，向爱因斯坦提出了一个诱人的三重条件：推荐到科学院并给予丰厚的基金资助；担任威廉（Kaiser Wilhelm）物理研究所所长，且不用履行实际行政工作；担任柏林大学的教授而没有任何教学任务。
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“你要知道，她（埃尔莎·路温萨尔）是我来柏林的主要理由。”



爱因斯坦接受了这个邀请，他还给不同的人以不同的理由来证明他的决定是值得的。在给洛伦兹的信中他写道：“我无法抵御这样一个职位的诱惑，它免去了我所有的职责义务，使我能让自己完全沉浸在深入思考之中。”
[11]

 但是，在他写给好朋友赞格尔（Heinrich Zangger）的信中，他却承认接受邀请的主要原因是为了能更接近他的表姐埃尔莎，在那段时间里，爱因斯坦狂热地追求她，她后来成为他的第二任妻子。爱因斯坦在信中写道：“尽管在柏林，我却要忍受孤独。不过在这里，有让我的生活更温暖的事，那就是，有一个女人让我很依恋。……你要知道，她是我来柏林的主要理由。”
[12]



1913年11月，皇帝威廉二世陛下确认了爱因斯坦当选为科学院物理—数学学部的正式成员。于是，年仅34岁的爱因斯坦成了有史以来最年轻的科学院成员。

爱因斯坦到达柏林不久，第一次世界大战爆发了。面对战争的现实，他最终离开了科学象牙塔，成为德国参战的政治对手。在柏林，爱因斯坦目睹了反犹太主义的现象，并且比以往任何时候都更意识到他的犹太身份。
[13]

 在柏林，他与米列娃的关系恶化到分手的程度—米列娃和孩子们回到了苏黎世。在遭受所有这一切的时候，爱因斯坦狂热地投入到他的科学工作中去，用他自己的话说，前所未有的努力。

爱因斯坦继续在他和格罗斯曼的引力纲领理论上努力，并且提出新的论断来支持它的有效性。他对纲领理论非常满意，在1914年10月已做好准备，写了一篇综述文章来总结这个理论，题为《相对论广义理论的形式基础》
[14]

 ，发表在普鲁士皇家科学院的会议报告上。过了不到一年的时间，他就后悔了。

爱因斯坦对纲领理论的怀疑始于1915年夏天。他最终放弃了这个理论，创造力的大爆发加上艰苦工作，使他于当年11月完成了他的广义相对论。

柏林是当时物理学的世界中心，普朗克、能斯脱以及其他许多学者聚集在这里，爱因斯坦也加入了进来。甚至在战争年代的艰难困苦中，柏林在物理学界仍保持着令人鼓舞的学术氛围和日常工作。霍尔顿（Gerald Holton），一位在历史和哲学背景下进行爱因斯坦学术研究的先驱，提出了这个问题
[15]

 ，“1915年到1917年后期，这些事实对爱因斯坦在柏林发展广义相对论的独特能力起到了多少作用？倘若他接受了来自另一个国家某个城市的重要职位，他还能创立广义相对论吗？”霍尔顿的回答很清楚：“除爱因斯坦之外，没有人能创造出广义相对论，也不会是在柏林之外的其他任何城市。”尽管并非没有从苏黎世的朋友们那里得到帮助！
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尽管列车在飞驰，咖啡并不会洒出杯子。这就是经典相对性原理。




向引力挑战


1905年的相对论已建立了对时间和空间的新理解，并且从此以后所有的物理相互作用必须纳入这个框架。此外，这个理论已将能量守恒定律和动量守恒定律结合成单一的定律，并将质量表示成能量的一种形式。狭义相对论的结果可以用闵可夫斯基（Herman Minkowski）发展起来的一种新的数学形式方便地描述，闵可夫斯基是爱因斯坦在苏黎世ETH时的老师。这个形式
[16]

 将时间和空间组成单一的客体—时空，并且对不同位置和时间发生的两个物理事件赋予一个几何距离。人们通常将时空中的点称为事件，因为它们是由发生的位置与时间刻画的。这个距离的平方就是两个事件之间时间间隔的平方减去空间间隔的平方。对于两位相互以常速度运动的观测者来说，可以利用他们各自的位置与时间的测量结果分别去计算这个值，他们将得到相同的结果。换句话说，闵可夫斯基四维时空装备了“度规”指令，用来测量事件之间的距离。这可以与三维空间两点之间的距离测量相比较，后者装备了熟知的度规指令：笛卡儿坐标间隔的平方和。

将电磁学领域纳入狭义相对论新的时空框架并不困难，实际上，狭义相对论是受到了麦克斯韦电动力学的启发。但是，用这个框架来表述两个质量之间的引力时出现了困难。由于引力的牛顿定律假设在距离上是瞬时作用，这一经典形式的定律与狭义相对论截然不相容。狭义相对论的推论之一是，没有任何物理效应能以超过真空中的光速传播。于是，人们目前需要一个新的引力理论，但是尚不清楚这种理论应该是怎样的，可以做出什么样的启发性假设，甚至连应该满足什么样的具体标准都不清楚。

但是，存在一种显而易见的方法，可以使经典的引力理论与狭义相对论的原理在形式上相容，爱因斯坦最初就遵循了这条思路。然而，这个推广出现的问题是，所得到的引力理论似乎违反了关于所有物体都以等加速度下落的伽利略原理。这是经典物理学的基本原理之一，由伽利略从比萨斜塔顶部扔下不同质量的物体，从而神话般地建立了起来。
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它们都在同一时间坠落！



伽利略原理规定，所有物体的自由落体加速度都是相同的。牛顿通过设定惯性质量等于引力质量来解释这一原理。惯性质量决定了给定力引起的物体的加速度，而引力质量决定了给定引力场施加在物体上的力。狭义相对论中惯性质量对能量的依赖性必定意味着，在相对论性引力理论中，物理系统的引力质量也应该以精确已知的方式依赖于能量，以便维持伽利略原理。爱因斯坦由此得出结论说，如果理论没有以自然的方式实现这一点，就应当将它舍弃。而同时代的科学家，如亚伯拉罕和米（Gustav Mie），为了获得狭义相对论意义上的相对论性引力理论，倾向于放弃伽利略原理。

爱因斯坦对相对论的推广始于马赫对经典力学的哲学批判。
[17]

 年轻的爱因斯坦十分钦佩马赫的工作。马赫声称，运动的概念，甚至惯性质量的概念，绝不能像牛顿所宣称的那样，应用于绝对空间中的单个物体。马赫建议所有的经典力学都应该根据物体的相对运动来重写，而且惯性质量和惯性系的概念也应该以这种方式重新定义。特别是引起旋转水桶中水位弯曲的离心力，不应当解释为牛顿在他著名的水桶实验中所主张的对于绝对空间的加速运动的影响，而应解释为宇宙中存在其他物体的影响。爱因斯坦指出，伽利略原理一定以某种方式与马赫独特的力学观点有关，马赫的力学观点拒绝了惯性参照系的特权地位，也拒绝了相对于绝对空间的加速度概念。在这种背景下，爱因斯坦意识到，如何维持伽利略原理的问题必须在推广相对论原理的框架内得到回答。简而言之，在经典力学与狭义相对论的冲突中，爱因斯坦于1907年决定保持引力质量与惯性质量的等效原理，转而情愿接受引力理论应超越狭义相对论范畴的观点。
[18]



考虑在狭义相对论的框架内发展新的万有引力理论这个显而易见的观念，他总结道：“结果是，在所描绘的项目框架内，这种简单的事态不能以令人满意的方式表示。这让我确信，在狭义相对论的结构中，没有令人满意的引力理论的合适位置。”
[19]



事后，我们认识到爱因斯坦是对的。时空结构有两种不同的类型：一种是与伽利略和牛顿的经典力学相联系，另一种则是与狭义相对论相联系，它决定了测量尺和钟的行为，从而决定了“时间几何”。正如施塔赫尔所强调的，任何体现惯性和引力质量等效的引力理论，都必须从支配自由粒子行为的惯性—引力场出发。甚至在牛顿力学水平上，引力也不能描述为作用在物体上的外力，而是对迄今为止固定的时空惯性结构的修正。因此，创建广义相对论的挑战就是建立这两种结构之间的相容性。
[20]




爱因斯坦的探索法：等效原理


如果新的引力理论要包含伽利略原理，它必须是相对论的推广理论，因为它必须给予加速运动与惯性运动相同的地位，将引力和惯性力同等考虑。实际上，爱因斯坦最终用广义相对论所达到的，与其说是对运动相对论的进一步推广，不如说是引力的“相对论”，引力与惯性结合起来构成一个统一的惯性—引力场。
[21]

 1905年的相对论授予匀速运动某种特权，就像对待匀速运动的列车那样。由此，在相互作匀速运动的参考系中，物理定律必须取相同的形式。伽利略原理表明，即使对相互作加速运动的参考系，物理定律也应取相同的形式，因为在这类参考系中，物体以同样的方式运动，即它们同时下落。但是，为了比较加速参考系和静止参考系并声称它们以某种方式等价，必须引入额外的假设。在加速参考系中空旷空间的某处，比如远离地球的宇宙飞船，物体落到地面上是由于加速度。在地球上的静止坐标系中，物体落到地面是由于地球引力。如果这两种情况下的行为相同，那么由于火箭加速运动而引起的表观力，也就是惯性力，必须与引力等效。这就是爱因斯坦著名的等效原理，它是构造广义相对论最重要的启发性线索之一。在追溯往事时，他称这个理念是他“一生中最得意的想法”。
[22]

 等效原理指出，引力场的存在只是相对的，因为对一个从屋顶自由下落的观测者，至少在他或她的近邻，暂时不存在引力场。特别地，在均匀引力场中的所有物理过程，都等效于在没有引力场的匀加速参考系中发生的那些物理过程。这个概念可以通过加速的宇宙飞船或者通过下落升降机的思想实验来说明。

将惯性力包含进构建引力新理论的尝试，有着深远的含义。惯性力是作用在加速参考系中的质量上的虚拟力，就像在旋转木马上体验到的离心力一样。爱因斯坦用不同类型的惯性力作为新理论的测试案例，例如，加速宇宙飞船中的惯性力。他还考虑了在旋转参照系中起作用的惯性力，例如形成旋转桶中液体表面的力，牛顿曾用它来证明绝对运动的观念。这些“虚拟”力实际上是真实力，不过在经典物理中，它们的起源却十分费解，因为它们被归因于绝对空间的神秘性质。倘若将这种惯性力与众所周知的牛顿力同等考虑，那么爱因斯坦就能得出定性的结论，也能导出他的新理论的数学结构的要求。
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“虚拟力”使爱因斯坦的帽子不翼而飞了。



爱因斯坦的思想实验提供了一个重要的观念，这是一个关于光在引力场中的弯曲和时间本性的见解。由于实验室运动和光的运动的叠加，在一个加速实验室中的光线路径必定是弯曲的，爱因斯坦由此推断在引力场中的光线会发生偏折。这个结果与能量不仅具有惯性质量也有引力质量的假设，在逻辑上是一致的，因此，光应该受到引力的吸引。与狭义相对论相反，光在引力场中的偏折表明光速不应再假设为常数。这个定性结论得到了加速参考系中时间同步分析的支持，正如爱因斯坦在1907年的一篇文章中所描述的那样（见注释
[4]

 ）。他的分析意味着在不同地点加速钟行走的速率不同。通过比较位于转动圆盘上不同位置的钟的速率，他得出了相同的结论。
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旋转桶中水面的曲度是什么引起的？




几何进入物理学


旋转参考系的加入，提出了另一个观念性的挑战。爱因斯坦和玻恩（Max Born）在1909年就遇到了与狭义相对论有关联的这个挑战。爱伦弗斯特也独立地发现，根据狭义相对论，用来测量转动圆盘周长的杆应该经历所谓的“洛伦兹收缩”。
[23]

 因此，需要更多的杆来进行测量，并且圆盘周长会比静止盘的周长更长。然而，用来测量转动盘半径的杆垂直于运动的方向，所以杆没有变化。于是，转动盘周长对半径的比必定大于欧几里得几何中确定的值，即在盘静止的参考系中测得的周长与半径之比。这个困境被称作“爱伦弗斯特佯谬”，并由此引发了许多有争议的讨论。在这场辩论中，大多数参与者认为这个问题主要是一个刚体的定义问题。然而，爱因斯坦认为爱伦弗斯特佯谬是推广相对论的一个关键问题。在1912年发表的一篇文章中，他认为转动实验室中圆盘的周长与直径之比不再是π，这表明广义相对论隐含着对欧几里得几何的偏离。
[24]
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假如世界是内在弯曲的，将会怎样呢？



在爱因斯坦的思考过程中，等效原理和加速实验室模型的利用，从属于新形成的启发式原理：广义相对性原理。根据这个原理，新的引力理论应该允许参照系处于任意运动状态，并且它应该将发生在其中的惯性力，描述为推广的动力学引力场的作用。这个原理以及加速升降机和旋转桶模型所暗示的概念变化，在考虑形成引力理论需用何种数学上起到了关键作用。爱因斯坦已经意识到有必要超越欧几里得几何。想要包括任意参照系的愿望，使他在1912年夏天有了一个想法，推广曲面的高斯理论来构造新的引力理论，但是他首先必须把高斯理论推广到相对论的四维世界。诸如黎曼、克利斯朵夫（Elwin Christoffel）和勒维—西维他那样的数学家已经为这个推广提供了重要的背景，但是爱因斯坦并不熟悉他们的工作，他不得不在他的朋友格罗斯曼的帮助下逐步学会了这门新数学。

[image: ]
曲面上的直线路径就是这样子的。



经典物理学世界中熟悉的沿曲面运动的智力模型，也直接指向确定任意引力场中运动方程问题的解决方案。一个约束在无摩擦二维曲面上运动的物体，除了表面本身施加的力外，不受到其他力的作用，它总是沿着最短路径运动，这条路径称为测地线。这是直线的最简单推广。这个想法可以立即移接到从任意加速的参考系观察到的运动的情况，这对应于在没有任何其他力的引力场中的运动。在用来描述加速参考系的曲线坐标中，这种运动也可以表示为四维时空测地线。（然而，奇怪的是，描述自由运动物体的轨迹，也可以是时空中两个给定点之间最长的可能路径。这是时空度规特有的数学性质的结果。）

对引力作用的修正描述意味着，引力场不再被认为是牛顿物理学意义上的力，而是推广的时空连续统的几何性质的体现。作为距离概念的推广，而引入了度规的概念。平面是由在表面上处处相同的度规来刻画的，而曲面的几何性质必须由可变度规来描述。这样的度规将不同的实际距离，与在表面上不同位置给定的坐标距离相关联。结果表明，这个可变度规是引力势的合适表示。

[image: ]
“时空告诉物质如何运动，物质告诉时空如何弯曲。”



—约翰·惠勒（John Archibald Wheeler）


爱因斯坦的探索法：行动计划


在寻找相对论性的引力理论时，爱因斯坦能够用同时代物理学家非常熟悉的一个模型来作为参照，因为它代表了19世纪物理学的伟大成就之一，这就是由麦克斯韦（James Clerk Maxwell）和赫兹（Heinrich Hertz）建立的所有电磁相互作用的统一理论。事实上，这个理论的一个显著特点是，它不是将电场和磁场分开描述，而是作为统一电磁场的组成部分。这个理论由荷兰物理学家洛伦兹发展成最终的形式，洛伦兹后来成为爱因斯坦的指导顾问之一。这个理论的核心概念是“场”。与描述由于作用在一定距离上的力引起的粒子相互作用不同，场论不限于相互作用的粒子，而是延展到它们的整个环境。场论以荷和流作为场的“源”，描述了它们如何产生了充满空间的场，并且还描述了场如何反过来决定带电粒子的运动。因此，根据这个“洛伦兹模型”诠释的物理过程，其数学表示必然包括两个部分：

·运动方程，描述在给定电磁场中荷电粒子的运动；

·场方程，描述作为源的荷和流所产生的电磁场。

幸运的是，在爱因斯坦狭义相对论的四维时空框架中，可以给出电磁场理论的最完美表述，从而成为推广狭义相对论的跳板。系统的重新阐述给人的启迪是，根据与物理系统状态有关的电场或磁场，电磁场可以以不同的方式显现出来。这个引人注目的性质，实际上是爱因斯坦关于狭义相对论的出发点之一。在建立引力场的相对论性理论时，爱因斯坦几乎在每个方面都受到洛伦兹模型的指引，包括引力场和惯性场的互补作用。这些作用就类似于电磁场的电和磁方面的相互作用。因此，新理论将包括两个部分：

·运动方程，描述在给定引力场中粒子的运动；

·场方程，描述作为源的物质和能量所产生的引力场。

爱因斯坦在1912夏天得到了第一个方程。构建第二个方程是一个更大的挑战。场方程的右边表示场或势的源，左边通过特定的数学过程—所谓的微分算子—描述源如何产生场或势。

爱因斯坦将洛伦兹模型作为前进的指导方针，但他很快发现，寻找场方程的任务，是他在构建引力的相对论性理论的斗争中，必须面对的最困难的挑战。他面临的首要问题是找到合适的数学对象来表示引力势。其次，取代经典物理学相应方程的引力场方程，必须与经典引力和狭义相对论的结果相容。

爱因斯坦必须牢记，在日常环境下，即在弱静态场（牛顿极限）的情况下，引力场的性质是众所周知的，可以由牛顿引力定律给出令人满意的描述。因此，在这样的环境下，相对论性引力场方程必须给出与牛顿定律相同的结果。这种约束可以称为爱因斯坦的“对应原理”。显然，新的场方程还应该与物理相互作用中的能量和动量守恒定律相一致。这个要求可以称为“守恒原理”。此外，在较早期研究中，爱因斯坦在等效原理指导下得到的许多发现，也应当在新理论中重现。

因此，爱因斯坦的行动计划是构建一个满足以下原理的理论：

·对应原理；

·守恒原理；

·等效原理。

此外，理论必须是广义协变的。


两种策略：数学还是物理


实际上，在爱因斯坦开始实施他的行动计划之前，他必须解决另一个问题，即在他将要构建的相对论性理论中，如何建立引力势的数学表示？
[25]

 决定性的提示来自于他对运动方程的探索和在这个理论中对旋转运动奇特性质的考虑。1912年，爱因斯坦意识到，引力势不像牛顿理论那样由单个函数给出，令人惊讶的是，它由空间和时间的一系列函数给出，这些函数一起构成了一个称为度规张量的复杂数学客体。爱因斯坦还认识到这个度规张量与非欧几里得几何有关，因此他的新引力理论将成为时空曲率理论。这一认识构成了施塔赫尔所说的广义相对论发展中的“第二幕”。
[26]



鉴于表示引力势的数学客体的复杂性，寻找相对论场方程将是一个非常具有挑战性的研究过程，在此过程中，一些主导了爱因斯坦启发式探索法的基本知识结构不得不做出修改。他在1912—1915年间在这方面的努力可以描述为两个互补的启发式策略之间的相互影响，即“物理策略”和“数学策略”的交相映衬。

就物理策略而论，爱因斯坦从某个场方程着手，一开始就给出经典牛顿极限下正确的引力定律，从而满足其对应原理。然后他修改场方程，以使其余的基本物理定律行之有效，包括能量和动量守恒原理。最后一步便是找到这个候选场方程能在何种程度上满足广义相对性原理。

为了寻求互补的数学策略，爱因斯坦从一个数学上合理的场方程出发，该方程将直接满足相对论最一般的原理。他的数学家朋友格罗斯曼提醒他注意到一些数学知识，特别是由里奇和勒维—西维他在1901年发表的一篇论文中提出的“绝对微分学”，在这篇论文中，他们将里奇、克利斯朵夫和其他一些数学家以前的工作，发展成一个完整的计算方案。物理学家在很长一段时间里都不知晓这种绝对微分学，在1912年，爱因斯坦极有可能对此所知甚少。但在他从布拉格搬迁到苏黎世后，与格罗斯曼的接触让爱因斯坦获得了这些数学方法。

建立了数学上合理的场方程，还要检查它是否满足其他物理要求。这种方法有一个严重的劣势，即最初并不清楚这样一个抽象的数学客体与熟悉的物理知识之间的关系。因此，必须对最初的数学候选者进行系统的改造，以使其能给出自洽的物理解释，这成为策略的必要部分。特别地，对于弱静态引力场的特殊情况，候选场方程必须满足可以回归牛顿理论的要求，并保证能量和动量的守恒。此外，即使经过修改以满足上述要求，它还必须满足如下的条件，即它仍然要容许足够宽泛的坐标变换，至少能变换到代表匀加速和匀速转动这类特殊情况的加速参考系。

广义相对论的牛顿极限问题是复杂的，因为实际上有两种方法：一种是通过狭义相对论这个中间阶段，另一种是通过牛顿物理学中引力场的推广，允许处理慢运动和拟静态解。然而，后者要求重新阐述牛顿理论，也包括等效原理，重新阐述的依据是很久之后法国数学家嘉当
[9]

 （Elie Cartan）为应对勒维—西维他和外尔的工作而提出的数学概念。在这种复杂的数学方法得到发展之前，爱因斯坦被迫引入了关于牛顿极限的假设，这些假设后来证明是有问题的。
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从何处着手？数学还是物理，这是一个问题。




竭力而作：纲领理论的建立


在苏黎世笔记中，爱因斯坦与格罗斯曼的合作有着最好的反映，这最终导致了所谓的纲领理论的发表。该笔记中记载的爱因斯坦研究的核心问题是找到引力场的场方程，即找到一种关系，确定这个场是如何由它的源，即由能量和物质产生的。笔记包含一个重要的着手点，这与格罗斯曼的帮助有关，他建议爱因斯坦运用一个关键的数学概念，即所谓的黎曼张量。从现代理论的观点来看，这是给爱因斯坦指明了一条通往广义相对论的康庄大道。然而，爱因斯坦和格罗斯曼不久之后就放弃了这条通道。

放弃这条通道的理由有两条：他们认识到为了达到正确的牛顿极限，他们不得不对可容许坐标的选择施加一定的条件。格罗斯曼和爱因斯坦还发现，要求他们的理论满足能量和动量守恒，会带来进一步的限制性坐标条件。最终，他们得到的结论是，基于黎曼张量的理论不能与这些物理要求相协调。直到1915年，爱因斯坦更深入地洞悉了在他的引力新理论情形下，如何阐明这些要求之后，上述结论才能得到修正。

找到正确的引力场方程，不仅是确定正确的数学表达式的问题，而且是数学形式和物理意义相结合的问题。仅仅掌握数学，就好比写了语法正确的句子，却不知道其中单词的含义。苏黎世笔记揭示了爱因斯坦正在为一门新的数学语言而奋斗，他试图将一些熟悉的物理知识转化成用这门新数学来表达，同时试图发现其中蕴含的新的物理见解。

爱因斯坦从牛顿引力理论导出物理要求，又从适合描述弯曲时空的数学形式提出其他条件，他在两者之间交替更迭，毫无疑问希望这两种策略最终汇聚。然而，在笔记中，他没有完全实现两种策略中的任何一个愿望。

自相矛盾的是，爱因斯坦用数学策略进行试验的主要结果，或多或少是物理策略的成功实施。显然，推广相对性原理所获得的新见解将带有更多的思辨性，相比之下，牛顿经典引力理论的要求具有更安全的优势。因此，在爱因斯坦看来，将理论建立在这个安全性优势上似乎更合理，纵然这意味着放弃他关于推广相对性原理的一些崇高抱负。

经过多次失败的尝试，爱因斯坦终于在苏黎世笔记的末尾导出了一个场方程，这个方程被称作纲领理论的核心。它主要满足源于经典物理学的原理，即对应原理和守恒原理。爱因斯坦意识到，纲领方程形式相同的那类坐标系，并不像他想象的那样满足广义相对性原理。为此，他怀着沉重的心情舍弃了对广义协变性的认知。然而，他可以向自己保证，这个方程是可接受的，因为对可容许坐标系的必要限制显然可以通过实施守恒原理的要求来证明。因此，在纲领理论中，广义相对性原理只在有限程度上得到满足，这似乎是有说服力的。从现代观点来看，这个理论是不正确的，但在那个时候，爱因斯坦认为它是可以达到的最好的理论了。这一过程的高潮是1913年爱因斯坦和格罗斯曼一起发表了题为《相对论广义理论和引力理论纲领》的论文。该文由两部分组成：物理部分由爱因斯坦执笔，数学部分由格罗斯曼执笔。

最初，爱因斯坦对发表的理论并不完全满意。在致洛伦兹的信中，他称缺少广义协变性是纲领理论的一个“丑陋的黑点”。
[27]

 但当爱因斯坦寻找理由来为这种不足辩护时，他得出结论，限制协变性是必要的。起初他认为他可以利用能量动量守恒，来证明他的新理论缺乏广义协变性。1913年12月，爱因斯坦写信给马赫：“恕我直言，参考系为了适应具有能量原理的现存世界，失去了其朦胧的先验存在。”
[28]



然而，爱因斯坦最终意识到这一论断并不正确。但与此同时，在1913年夏天，他发现了另一个更为深刻的论据—著名的“洞论据”—声称广义协变理论必然破坏因果性。在论据的最初形式中，爱因斯坦考虑了一个这样的时空，时空中有一个封闭的区域，即洞，洞外的时空充满物质。采用时空点可以通过坐标来识别这个看似合理的假设，它可以表明，洞外的特定物质分布并不唯一地决定洞内的引力场。爱因斯坦认为这个结果足以拒绝所有的广义协变理论。直到1915年末，爱因斯坦才意识到这个看似合理的假设在他的新引力理论中是站不住脚的，因为坐标没有物理意义。洞论据及其辩驳最终成为形成背景无关理论这个重要概念的出发点，也就是说，时间和空间不是物理戏剧的固定舞台。
[29]



然而，在1913年，正是错误的洞论据促使爱因斯坦进一步巩固了纲领理论，它的“丑陋的黑点”似乎已被抹去。他总结道：“事实上，引力方程不是广义协变的，这在一段时间前还困扰着我，业已证明这是不可避免的；如果要求场在数学上完全由物质决定，那么很容易证明具有广义协变方程的理论是不能存在的。”
[30]



今天，纲领理论已被遗忘。但是，从1913年到1915年末，爱因斯坦确信纲领理论构成了相对论性引力理论问题的解决方案。他在1914年写信给他的朋友贝索：“现在我完全满意了，不再怀疑整个体系的正确性，不管日食观测是否成功。这件事情的感觉再清楚不过了。”
[31]




变分法登上舞台


然而，一个令人烦恼的疑问仍然存在：纲领场方程与绝对微分学的数学传统之间究竟有什么关系呢？自从他与格罗斯曼合作以来，爱因斯坦对这个传统非常熟悉了，并且他知道黎曼张量和里奇张量将是建立他的理论的正确的数学对象。他确信他的纲领理论和这种数学语言之间必定存在着某种关系，但不清楚这种关系是什么。为了弄清楚这个问题，他再次求助于格罗斯曼。1914年初，苏黎世数学家伯纳斯（Paul Bernays）建议爱因斯坦和格罗斯曼从变分形式推导纲领场方程，这个变分形式是追踪称为拉格朗日量的单个函数的演化。在这种形式中，能量动量守恒是一个自然而然的副产品。爱因斯坦和格罗斯曼成功地找到了一个拉格朗日函数，从这个拉格朗日函数可以导出纲领场方程，并且他们观察到，在仅由能量动量守恒的要求来规定的坐标变换下，这个函数是不变的。爱因斯坦和格罗斯曼最后发表了一篇文章，展示了如何从这种变分形式得到纲领方程和能量动量守恒。
[32]

 从某种意义上说，这相当于数学策略对纲领理论的适配。爱因斯坦错误地相信，他用来推导场方程的变分方法唯一地导致了纲领理论。


爱因斯坦-贝索手稿：爱因斯坦未能看到不祥之兆


任何引力新理论的重要试金石，不仅在于它能够再现开普勒和牛顿建立的行星运动定律，而且能够解释这些定律的微小偏差。特别是对水星轨道近日点的进动，这些偏差变得很明显。这个进动在于水星椭圆轨道的轻微转动。这个转动的大部分可以用牛顿理论计及其他行星的影响来解释。但是那时的天文学家已经知道50年了，这个进动的观测值与牛顿理论之间的不一致之处为每百年43''（弧秒）。

早在1907年，在给哈比切特（Conrad Habicht）的信中
[33]

 ，爱因斯坦就把解释这种差异确定为引力新理论的目标之一。6年后，他可以利用这种差异来检验纲领理论。1913年，爱因斯坦和他的朋友贝索一起发现了一种巧妙的方法，用来近似求解纲领场方程，从而确定水星轨道的偏移。这种方法在爱因斯坦—贝索手稿中得到描述，手稿大约有50页，其中散布着计算过程。
[34]

 这个过程产生了令人失望的结果，每百年18''（弧秒）。然而，至少在当时，它并没有引起爱因斯坦对纲领理论有效性的任何怀疑。倘若爱因斯坦能认真看待这一结果，他早就可以摒弃这一理论，并且提前两年踏上正确的征程。

爱因斯坦—贝索手稿还包含另一个重要的计算，可以导出类似的结果。它导出了转动参考系中的度规张量，并表明这是由旋转质量盘（远距离恒星）产生的引力场方程的解。
[35]

 爱因斯坦对这个结果非常满意，因为它似乎证实了马赫对牛顿旋转水桶实验的解释，并验证了相对论性引力理论中“静止旋转”的概念。事实上，爱因斯坦在这个计算中犯了一个错误，他在大约两年后的1915年9月才意识到。


放弃纲领理论


在通往正确理论的征程中，另一个中心问题是满足对应原理的问题，这一问题在阐述纲领理论的过程中已经得到了解决。正如早先指出的，在探讨数学动机候选者的极限情况和经典牛顿理论之间的关系时，产生了这个问题。爱因斯坦试图评估纲领理论的天文学推论，并检验它是否可以解释水星的近日点运动，此时，满足对应原理问题的解决方案从中浮现了出来。
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是什么引起了水星轨道近日点的进动？



1915年秋天，爱因斯坦决定放弃纲领理论，重新审视他先前探索过的引力的协变理论。事后回想，爱因斯坦对这个变动，给出了3条理由：

·纲领理论不能解释水星近日点的转动。

·纲领理论没有证实爱因斯坦的马赫探索法（把旋转的参考系看成等同于静止系）。

·变分法唯一地导出纲领场方程的结论是错误的。

值得注意的是，面对所有这些问题，爱因斯坦最初认为纲领理论能够存活下来。即使最后一个问题也没有对理论加以驳难，而只是成功地尝试通过物理论证，在技术层面上修复这个推导。洞论据的缺陷并未在这里列出，因为爱因斯坦是在完成广义相对论之后才认识到这个论据的谬误。

然而，从数学原理导出纲领理论的失败，对于爱因斯坦反思他得到的结果产生了深远的影响。这一失败表明，通过变分形式使数学策略适应纲领理论，显然没有如其所愿，将这一理论挑选为唯一可能的理论。相反，它开辟了考察其他候选场方程的可能性，并将本来为纲领理论发展的各种检验方案应用于这些理论。这种新的可能性，与先前发现的纲领理论的弱点结合起来，使爱因斯坦在度过一段沉思期后，放弃了改善纲领理论的尝试，转而回到新的探索阶段。

仔细分析后发现，爱因斯坦在苏黎世笔记中探求数学策略时，所出现的几乎所有技术问题，都可以在接下来的两年内解决。这是他专注于纲领理论有关主题的直接结果。因此，尽管这一理论不得不放弃，但它确实在广义相对论的演变中发挥了重要作用。

爱因斯坦关于纲领理论的结果，没有使这个理论得到固化，反而成为一种手段，帮助他踢开了绊脚石，不再妨碍他接受基于黎曼张量的引力场方程。


最后的努力：1915年11月


1915年秋天，爱因斯坦开始了新的努力，最终在11月向普鲁士皇家科学院提交了四篇文章。在第一篇论文中，他回到了3年前离开的数学道路，确信现在已经找到了确定的解。仅仅7天之后，他发表了一份补遗
[10]

 ，对同一理论做出一个新的发人深思的解释，他声称：所有物质皆源于电磁，这尽管是一个误导，仍引起不小的争端。一个星期之后，他提出了一个强有力的经验论据来支持这一新理论，表明新理论与水星近日点进动的观测相符。又一个星期之后，他最后再次修正了他的理论，踢开了走向广义协变理论的最后一块绊脚石，诚如科学史学家詹森（Michel Janssen）所说，解开了爱因斯坦自己用纲领理论造成的心结。
[36]

 1915年12月，当爱因斯坦把他的学术论文寄给索末菲（Arnold Sommerfeld）时，他敦促索末菲仔细阅读这些论文，尽管“当你阅读时，最后一部分的场方程战役就展现在你的眼前”。

11月4日

这些论文中的第一篇《关于广义相对论》
[37]

 ，投稿于11月4日，爱因斯坦解释了他改变了观点，重新研究协变场方程。文中写道：“近些年来，我致力于在相对论假设下，直接建立相对论的广义理论和研究非匀速运动。我确信我已经找到了唯一遵从广义相对论合理假设的引力定律……我对我推导的场方程失去了信任……”然后他不无遗憾地回忆道：“我达到了广义协变性的要求，3年前当我和朋友格罗斯曼一起工作时，我们曾经怀着沉重的心情，抛弃了这个要求。”

结果表明，只要稍微调整一下引力场本身的表达式，为纲领理论而发展的数学工具实际上就足以得到11月4日的理论，即所谓的“十一月理论”。新的引力场表达式由克利斯朵夫记号表达，它是度规张量分量导数的组合。它比纲领理论中表示引力场的相应表达式的结构更为复杂。在这篇论文中，爱因斯坦把引力场的先前版本称作“致命的偏见”，而几周后，他在给索末菲的信中，把用克利斯朵夫记号确定引力场描述为“解决问题的关键”。

克利斯朵夫记号是绝对微分学中一个常见的量，在讨论绝对微分学的主要对象：黎曼张量和里奇张量时，它自然而然地出现了。如果将克利斯朵夫记号解释为引力场的适当数学表达式，那么就打开了一个全新的视角。本质上，爱因斯坦只需要将引力场的新表达式插入到纲领理论的数学形式中，就能得到新的场方程。这个方程与他在苏黎世笔记中已经分析过的一个候选者惊人地相似。

十一月理论没有完全实现广义相对性原理，因为在可容许坐标系上仍然有些许限制，这是由守恒原理所隐含的。于是，就像在纲领理论的情况下一样，守恒原理需要一个坐标约束。然而，爱因斯坦对发表这一理论的胜利感是完全有正当理由的。通过改写用来导出纲领理论的物理论证，他成功得到了能从数学策略导出的场方程，也就是从黎曼张量出发从而保证了广泛的协变性。于是，物理和数学这两种策略已经基本融合；拼图的各个部分以一种令人惊讶的新方式组合在一起。回过头来看，一切都取决于对克利斯朵夫记号所表达的引力场的重新解释。

几个尚未回答的问题仍然存在。特别是，从守恒原理得到的坐标约束的物理意义尚不清楚。尽管这种限制可能很小，但仍然需要给出合理的物理解释。因此，新理论的数学形式与物理意义之间的紧张状态并未完全消散。

11月11日

为了消除这种紧张状态，11月11日爱因斯坦为正在印刷的11月4日论文增加了一个补遗。
[38]

 在该文的引言中，他写道：“现在我想在这里表明，通过引入一个显然十分大胆的关于物质结构的额外假设，理论可以达到更加简洁和更符合逻辑的结构。”于是，爱因斯坦对十一月理论的形式提出了一个新的解释，这促使他复活了苏黎世笔记时代的另一个候选者：里奇张量。如果假设作为引力源出现的唯一场是电磁场，最终所有物质都可以归结为电磁场，那么就能建立基于里奇张量的场方程，而不需要施加任何进一步的坐标约束。引入这个大胆假设后，守恒原理不再包含对可容许坐标系有任何约束之意，转而成为对引力场可容许源的约定。换句话说，通过暂时考虑一个关于物质本性的思辨猜测，爱因斯坦向他的广义协变的引力理论最终目标又迈进了一步。
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1915年11月：爱因斯坦终于摆脱了对坐标选择的任何约束。



11月18日

11月18日，爱因斯坦向普鲁士皇家科学院提交了另一篇论文—《以广义相对论解释水星近日点进动》。
[39]

 这是在十一月论文中，仅有的在科学院进行演讲的一篇，爱因斯坦显然是希望从天文学家那里赢得进一步的支持，去验证他的理论属实。爱因斯坦对他的新理论充满了信心，现在他愿意做出努力，将他和贝索在纲领理论情况下得到的方法用于计算近日点的进动，他得到了正确的结果。当爱因斯坦看到这一结果时，他是如此激动，正如他跟一位同事说的那样，他的心在颤抖。提交论文后的一天，希尔伯特（Avd Hilbert）写信给他：“非常感谢您的明信片，并祝贺你征服了近日点运动。如果我能算得像您那么快，那么在我的方程中，电子就不得不举手投降，同时氢原子也会给出道歉条，说明它为何不发出辐射啦。”爱因斯坦接受了道贺，但是没有告诉希尔伯特，这并不需要从头做起，要做的只是对他和贝索的早期计算稍作修改而已。

在十一月理论的背景下，爱因斯坦有了另一项重要的发现。他第一次意识到，从对应原理得到的坐标条件，与从守恒原理得到的坐标约束有着完全不同的含义。为了满足牛顿极限，与牛顿引力理论中传统的坐标选择相对应，从众多允许的坐标中选择自然地描述静止系的坐标系自然是合理的。因此，在现代理解中，选择特定的坐标系仅仅是一个方便的问题，而不是理论本身强加的问题。原则上，爱因斯坦的十一月理论也是如此，尽管守恒原理仍然施加了一些小的坐标约束。

11月25日

在11月25日提交的四篇论文的最后一篇中
[40]

 ，爱因斯坦按照其研究程序的内在逻辑，进行了至关重要的最后一步。按照这种逻辑，完全实现广义相对性原理的理论，不应该受到基于守恒原理的坐标约束的限制。

这个目标激发了爱因斯坦克服数学形式和物理解释之间仍然存在的紧张关系。这种紧张关系要么以物理上毫无意义的坐标约束来表达（11月4日理论的情形），要么以关于物质结构的思辨猜测来表达（11月11日提出的基于里奇张量的理论情形）。这两个假设在理论的最终版本中都被证明是多余的。要实现这个最终版本，只需要改变将引力场源插入引力场方程右边的方式。如果能动张量的迹，即其对角分量之和，适当地加到场方程右边的源项上，那么所有附加条件就便是多余的。特别地，作为修正的场方程的自动结果，守恒原理也得到了满足。修正的表达式还存在着另一种形式，在方程左边用现在所熟知的爱因斯坦张量取代原来的里奇张量；不过，爱因斯坦是从方程的右边出发，得到了他的理论的最后修正。只是在计算水星近日点进动的背景下，爱因斯坦学会了如何正确地解释牛顿极限之后，这种修正才成为可能。与爱因斯坦在苏黎世笔记时期所相信的相反，他发现场方程右边的附加项，确实没有干扰它与牛顿极限的相容性。

爱因斯坦在以后的著作中经常强调，引力问题的新解是以黎曼张量为中心的数学理论的自然结果，从黎曼张量中可以获得数学策略的候选者。因此，他本人将1915年末的突破描述为不是物理策略和数学策略相融合的结果，而是数学策略的独家成功。甚至在11月的第一篇论文中，爱因斯坦就被导致正确理论的数学形式的力量迷住了，他写道：“真正掌握它的人，无一不为其魅力所折服，因为它标志着由高斯、黎曼、克利斯朵夫、里奇和勒维—西维他所创立的广义微分学的真正胜利。”（在原始出版物中，这些人名是用大写字母书写的。）


最后的竞赛：爱因斯坦对希尔伯特


当爱因斯坦正致力于他的理论的最后阶段时，一个并存而可相比拟的努力正在哥廷根进行。那个时代公认的领头数学家希尔伯特，递交了他的著名论文《关于物理学的基础》（首次文稿）。这个哥廷根科学院演讲的发布版本含有广义相对论的正确场方程，发布于1915年11月20日，这就是说，是在爱因斯坦递交最后那篇论文的前5天。虽然希尔伯特的论文直到1916年才刊印，但人们常常声称，在提出场方程方面，他应该优先于爱因斯坦。起初，爱因斯坦也担心希尔伯特可能会要求自己的优先权。这是这两位私人兼专业朋友之间虽然短暂但很激烈的争论的根源。”
[41]



关于希尔伯特优先权的共识发生了戏剧性的逆转，在他的档案中发现了他在科学院演讲的毛条校样，上面盖有“1915年12月6日”字样的印章，这确定了校样是在爱因斯坦的结论性论文之后。
[42]

 希尔伯特的校样中提出的理论，在某些重要方面与已发布的版本明显不同，因此他一定是在出版前对校样中记录的版本进行了相当大的修改。结果发现，希尔伯特理论校样版本的概念基础，在很多方面更类似于爱因斯坦的纲领理论，而不是广义相对论的最终版本。以此背景而言，希尔伯特似乎未必掌握了解决爱因斯坦问题的钥匙，或者他的贡献未必表示了一种不需要与物理策略交互的数学策略的胜利。
[11]
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希尔伯特和爱因斯坦，谁获得了第一？



希尔伯特在论文中大度地承认了爱因斯坦的初创权：“在我看来，这里得出的引力微分方程，与爱因斯坦建立的广义相对论的伟大理论是一致的。”
[43]




1916年手稿：故事并未结束


在1914年秋天，爱因斯坦对纲领理论的信心达到了顶点，他写了一篇全面的评述性文章《相对论广义理论的形式基础》，发表于普鲁士皇家科学院的会议报告中。爱因斯坦后来在给索末菲的信中，这样提到1915年的科学院论文：“不幸的是，我把我在这场战斗中的最后几个错误，永久地留在了科学院论文中。”
[44]

 在写给朋友爱伦弗斯特的信中，爱因斯坦甚至对自己1914年的评述文章，自我嘲弄道：“爱因斯坦这个家伙每年都要收回前一年所写的，这对他来说已是家常便饭了。”
[45]



1915年11月25日之后，爱因斯坦准备总结他的广义相对论，就写在本书所复制的手稿中。手稿的开头两部分非常接近他基于纲领理论而写于1914年的总结文章。手稿中对场方程的引入和对能量动量守恒的讨论，与1914年文章的相应章节有很大不同。这两部分内容非常接近爱因斯坦给爱伦弗斯特的信中所述的内容，在信中爱因斯坦回答了爱伦弗斯特提出的问题和评论，爱因斯坦把爱伦弗斯特当成密友，多次征询他的意见。最后一节包含理论的三个基本预言：在太阳引力场中的光线偏折，引力红移和水星近日点进动。

附加在这份广义相对论手稿正文之后的是一份5页的手稿，题为《附录：基于变分原理的理论表述》。从手稿开头的方程和段落标号来看，爱因斯坦原本打算把它包括在文章的核心部分。后来他改变了那些标号并增加了题目，表明他决定将这部分内容作为文章的附录来发表。最终他决定不将这部分包括在内。大约7个月以后，他在普鲁士皇家科学院的会议报告中发表了一篇非常类似的文章，题目是《哈密顿原理和广义相对论》。
[46]



附录填补了爱因斯坦评述论文正文的一个重要空白。它建立了协变性和能量守恒之间的联系，而不受正文中一直采用的幺模坐标的限制。在纲领理论中，爱因斯坦已经建立了这种联系，以诺特（Emmy Noether）关于不变性与守恒定律之间关系的著名定理而达到高潮。但是，使用幺模坐标的最后理论表述，妨碍爱因斯坦延续这一关系。这一缺陷在附录中得以弥补，正如爱因斯坦在与他的朋友和同事通信时自豪讲述的那样。例如，他给贝索的信中写道：“不久之后你会收到我的一篇短文，是关于广义相对论基础的，其中表明了相对性要求是如何与能量原理联系起来的。极有意思。”
[47]



发表版本和未刊印的手稿之间的差异是引人注目的，特别是在爱因斯坦提到希尔伯特和洛伦兹的时候。附录手稿包含两个简短的脚注，而在已发表的论文中，这些脚注放在了更醒目和突出的地方，放在整个计算阶段开始前的一段中。对这些差异的解释，提供了一种额外的帮助，用以了解爱因斯坦通往广义相对论之路的最后阶段。

这些介绍性注释重构了导致爱因斯坦在1915年形成广义相对论的探索法的复杂过程。特别是，爱因斯坦的探索法和他的中间数学结果之间的相互影响起到了关键作用。这些具体结果获得了新的物理解释，从而改变了探索法。然而，这种相互影响并没有随着1915年11月结论性论文中场方程的建立而终结。至少直到1930年，爱因斯坦的探索法与新理论含义之间的紧张状态仍表征着它的进一步发展，在某些方面，这个过程甚至延续至今。
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剧终了？演出必将继续！




注释



[1]
 参见John Stachel（ed.），《爱因斯坦奇迹年：改变物理世界的5篇论文》（Princeton, NJ：Princeton University Press，2005）。


[2]
 参见John Stachel，文章《开始两幕》的前言，in Te Genesis of General Relativity, vol.1，pp.81ff。


[3]
 参见Philipp Frank（ed.），《爱因斯坦：他的生活和时代》（New York：Da Capo，1989）。


[4]
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[5]
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为什么爱因斯坦要超越狭义相对论？


为什么爱因斯坦在1905年首先构想了狭义相对论？它的主要成就是延伸了伽利略—牛顿相对性原理，这个原理规定了在所有以恒定速度相对运动的惯性参考系中，力学定律是相同的。爱因斯坦将这个原理延伸到所有物理定律。经典的相对性原理可以由窗户被遮挡且以恒定速度运动的火车模型来描述。在那列火车上，乘客所进行的力学测量不能告诉他们火车是静止的还是相对于站台运动的。

这个相对性原理能扩展到包含电磁现象，比如光在内的所有物理现象吗？对电磁现象的普遍描述是基于麦克斯韦方程的，由此看来要将这类现象纳入经典的相对性原理几乎是不可能的。光是熟知的波动现象，这种现象需要有传播介质的存在。在电磁情形下，这种介质被称为“以太”，但结果发现无法通过实验探测到以太。以太是固定不动的，并且构成了一个优先参考系，出现在麦克斯韦方程中的光速在这个参考系中是常数。爱因斯坦作了一个与经典物理不相容的大胆假设，即光速的不变性在所有惯性系中都成立，而以太不存在，因此将相对性原理扩展到所有物理现象。如果光速不是常数，在不同惯性系中电磁定律将会不同。

在1917年出版的关于狭义相对论和广义相对论的普及本中，爱因斯坦写道：“由于狭义相对论的引入已经证明是正确的，每一个力求普遍化的智力超群者，必定受到一种诱惑，想向广义相对论迈出尝试的一步。”极少数确实想迈出那一步的“大智慧人士”，在物理学的边缘徘徊而没有成功，只有爱因斯坦从1907年开始就坚持不懈地遵照这个直觉行进。

这份手稿总结了爱因斯坦超越狭义相对论的这种努力的成功结论。在第一页中，为了加入一段导言，他将拟定的A部分和第1节的标题移到了本页的后面，在导言中，他提到了在他发现广义相对论过程中起到重要作用的一些人的名字：

·闵可夫斯基发展了狭义相对论在四维时空下的几何形式，这成为从狭义到广义理论过渡的自然出发点；

·高斯是曲面几何的创立者；

·黎曼，克利斯朵夫，里奇—库尔巴斯特罗，和勒维—西维他，这些数学家将高斯的工作扩展到高维并发展了必要的数学概念和方法；

·格罗斯曼，爱因斯坦特别感激他，因为在广义相对论发展的早期阶段，是他引进了数学工具并和爱因斯坦一起工作。
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经典时空概念错在哪里？


时空的经典概念不仅仅基于尺和钟的实践经验，它们也是经典力学和天文学的良好基础—的确，它们如此之好以至于几乎没人认为它们会改变。然而，挑战来了。

爱因斯坦在1905年将经典的相对性原理扩展到包含电磁现象，对基于麦克斯韦、赫兹和洛伦兹所发展的电磁学给予了重新解释。从电磁学中，爱因斯坦推断出了光速必须永远保持不变的原理。相对性原理和光速不变原理合起来，蕴含了对时空概念的根本修正。诸如时间和空间的特定切片之类的整体概念，只是一个约定的性状，而这不是物理相关联的，在这个意义上，时间和空间失去了绝对意义。时间是由时钟所测量的，因此，与经典物理相比，重要的是，局域时间依赖于两个事件之间的路径。狭义相对论包含了对时空概念的深远修正，但是时空测量的这方面未受影响。在经典物理学和狭义相对论中，几何定律可以直接解释为关于刚体静止位置的定律。这同样也适用于对给定参考系静止的钟的指针在两个选定位置之间的时间间隔。爱因斯坦提请读者认识到这个事实：在向广义相对论过渡时，对于时空的这个简单的物理解释将被摒弃。

爱因斯坦通过指向经典牛顿力学中的一个基本认识论缺陷[这个缺陷最先是由马赫强调的]，开始阐述从狭义相对论到广义相对论的转变。他甚至宣称这个缺陷对经典力学和狭义相对论都存在，没有意识到狭义相对论在某种意义上已经解决了这个问题。爱因斯坦通过两个天体的例子证明了这个问题，这两个天体一个在旋转，而另一个不转。这就是著名的牛顿“两个水桶实验”（在下一页中还要讲到）的爱因斯坦版本。
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牛顿力学基于这样的观念：空间的本性是绝对的，它与外来物体无关，它永远相同并且固定不动。而相对和绝对运动之间是有区别的。牛顿利用他的水桶实验解释了这个区别。两个同样盛满了水的水桶，其中一个水桶在旋转。旋转水桶中水的抛物面是由离心力引起的，这只在这个水桶中出现。根据牛顿理论，旋转是对绝对空间发生的，离心力的出现区分出了绝对和相对运动。马赫拒绝绝对空间和绝对运动的观念，建议旋转水桶中水面的形状，可以解释为是相对于宇宙中的其余物质旋转而产生的。假如水桶静止而宇宙在旋转，将会产生同样的效果。爱因斯坦完全接受了马赫的思想方法，后来称其为“马赫原理”。依照爱因斯坦的说法，“马赫清楚地认识到经典力学的弱点，因此业已明了，需要一个相对论的广义理论”（马赫的讣告，1916）。
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为什么爱因斯坦看到了其他人没看到的困难？


在20世纪初，经典物理学处于巅峰时期。它成功地解释了许多现象。当新的实验揭示了深刻的新见解，例如新形式辐射的发现，它们没有被认为是对时空这样的基本概念的挑战。爱因斯坦为什么要质疑这些根基呢？

爱因斯坦原本并不是一位哲学家，但是，像他的同行一样，他对物理解释感兴趣。然而，在寻找基本原理和物理理论时，他领会了认识论的思维价值。在构想狭义和广义相对论时，他在几个层次上进行了思考：等待解释的具体现象的层次，可得到的数学和理论工具的层次，以及所用的物理概念的层次。他知道这些概念是暂时性的人类观念，不是先验给出的，因此可以修正。

根据爱因斯坦自己的证言，他深受哲学家大卫·休谟（Avd Hume）和物理学家—哲学家马赫的影响：“没有人能否认是认识论学家铺开了进步的道路；对于我自己，我知道至少休谟和马赫，直接和间接地，都对我帮助很大。”很久之后，在他67岁，在他写的《自述》中，他评述摆脱同时性的绝对本性有多困难时，他又谈到了这点：“清晰认识这条公理及其任意性已经表明了解决问题的要素。就我来说，发现这个中心点所需的关键推理类型得益于哲学著作，休谟和马赫的作品尤为重要。”

在伯尔尼的那几年里（1902—1908），爱因斯坦和他的两个朋友索洛文（Maurice Solovine）和哈比切特（Conrad Habicht）组织了一个阅读俱乐部，他们称为“奥林匹亚学院”。在那时，他们读了马赫的《感觉分析和身体与心理的关系》以及休谟的《人性论》。在学生时代，爱因斯坦也读过马赫的《力学》。
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在正文中，爱因斯坦描述了他自己版本的牛顿水桶论据。他指的是由同样大小和性质的两个流动物体组成的系统，它们在空间上是分离的。其中一个物体绕着连接这两个物体的轴，以恒定角速度转动。相对其中任意一个物体静止的观测者，看到另一个在转动，还看到只有一个物体的形状由于转动而改变了。在这个两体系统之内，爱因斯坦看不到任何导致它们不同行为的可能原因。因此，他追随马赫而得到结论，这个不同必定归因于系统之外，差异因宇宙中的遥远质量而生。不管相对哪个物体静止的参考系都不享有特权。这个结论将他引向广义相对性原理：物理定律必定具有这样的基本特征，它们适用于以任意形式运动的参考系。

[4]

[image: ]



爱因斯坦最得意的想法是什么？它是如何产生的？


1922年，爱因斯坦在京都大学发表了一次演讲，题目为《我是如何创造广义相对论的》。他回顾道：“我坐在伯尔尼专利局的椅子上，突然想到，当一个人自由下落时，他将感受不到他自身的重量。我惊愕不已。这个简单的想法深深地震撼了我。它领我走向了引力理论。”在后来的生活中，爱因斯坦将这个意外发现称为他一生中“最得意的想法”。为什么这个想法对爱因斯坦如此重要？是什么激励了这个想法？首先，让我们来看看这个想法在爱因斯坦引力理论这项工作中的地位。

在这一页中，爱因斯坦记录了引力场具有一个显著的性质，能使所有物体有相同的加速度（“伽利略原理”）；在某种程度上引力和加速度是可以互换的。因此自由下落的观测者感受不到引力作用，在下落的片刻感觉就像宇航员。

[image: ]


类似地，外太空均匀加速的参考系中的观测者，可以将有质量物体关于这个系统的运动解释成这样，仿佛这个系统是静止的，但处在一个均匀的静态引力场中。这就是爱因斯坦著名的等效原理的核心。在某种程度上，这允许他借助于加速参考系来研究引力效应。借助于狭义相对论来对待这些参考系，早在形成完备的理论之前很久，他就能够认识引力场的相对论性性质了。对于这个理论发展的一些最重要的启发式提示来自等效原理，例如，光线在引力场中的弯曲。

一束相对于一个惯性参考系沿直线传播的光，在加速参考系中将会发生偏折。由等效原理，爱因斯坦推断在引力场中光线必定弯曲。
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在1919年的日食期间对光线弯曲的观测，几乎在一夜之间，使爱因斯坦成为世界名人。

在经典力学中，物体的质量起着双重作用。首先，它决定了由给定力引起的加速度。就这点而言，它称为惯性质量。质量也决定了在给定引力场中作用在物体上的力。从这点看，它称为引力质量。在这页的脚注中，爱因斯坦提到了匈牙利物理学家厄阜（Lorand Eötvös），他以极大的精度证明了这两种质量是相等的。从经典物理的视角看，这种相等看起来仅仅是巧合。当爱因斯坦最初试图构想引力的相对论性理论时，这两者似乎不再相等了。但是后来他意识到，如果假设了等效原理，那么两种质量的相等将自动成立。这就是为什么爱因斯坦认为这是他“最得意的想法”。

[5]
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为什么爱因斯坦引力理论需要非欧几何？


从历史角度看，更有趣的问题是，爱因斯坦最初是在什么时候，如何意识到他的新理论与非欧几何直接有关？尽管他在1907年就发现了等效原理，但直到1911年他才得到了它的推论并开始发展新的引力理论。

1912年爱因斯坦首先阐述了一种静态引力场理论，类似于为人熟知的牛顿理论和静态电场情形。但是他知道他的理论也要包含引力的动力学效应，类似于动力学电磁场，如电磁感应或者波；然而，对于引力，这类动力学效应是未知的。正是在这一点上，等效原理再次拯救了他，因为等效原理启示可将发生在旋转参考系中（就像在牛顿的旋转水桶中）的加速力看成类比于电动力学中的磁场情形。但是旋转的例子也开启了通向新理论基础的新通道。对爱因斯坦来说，新的引力理论应该允许将旋转参考系解释成静止的，而将在这个参考系中发生的力看成动力学引力场。

为了证明为什么需要时空测量的“更一般观点”，就像在手稿第2页所宣称的那样，爱因斯坦讨论了参考系K'相对于伽利略系K匀速旋转的情形，就像旋转木马那样。他用在K系中静止的测量尺和在K'系中静止的尺，对旋转圆盘的周长和直径进行了测量。

对于相对伽利略参考系K静止的观测者，用对K系静止的尺测量的旋转圆盘的周长与直径比是π。如果那个观测者用对K'系静止的测量尺进行同样的测量，结果是不同的。根据狭义相对论，用来测量周长的尺，对那个观测者遭遇了洛伦兹收缩；因此，需要更多的尺。用来测量直径的尺的长度未受影响；因此，周长与直径的比大于π。所以，欧几里得几何不适用于旋转系。由于旋转加速和引力之间的等效性，在引力的相对论性理论中，必须抛弃欧几里得几何。

欧几里得几何的两个重要性质是：（1）三角形的内角和是180°（或者π弧度），（2）圆的周长与直径的比是π。在非欧几何中这不再是必要的了。不同几何之间的区别在二维情形很直观，例如，一个平面和一个球面那样的曲面。对弯曲空间中非欧几何的研究是数学家高斯在19世纪开拓的，爱因斯坦在学生时期就学到了这些。
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坐标在新引力理论中起什么作用？


为了决定空间中点的位置，我们必须选择一个坐标系。在平面上方便的坐标选择是笛卡儿坐标系，直线和垂直线的网格。或者，我们也可以选择曲线坐标系，但是在平直空间中，这总能变换到笛卡儿坐标。在弯曲空间中，不是每一种坐标选择都能约化到笛卡儿形式。
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本页和接下来几页的讨论是作为序曲，以讨论广义相对论的中心思想，即，引力可以看成弯曲时空的几何。1921年1月，爱因斯坦在普鲁士皇家科学院作了一个演讲，描述了几何在物理学中的地位。他断言：“如此完备的几何显而易见是一门自然科学；事实上，我们可以将它看成最古老的物理学分支。它的断言基本上依赖于来自经验的归纳，而不是仅仅依赖于逻辑推理。我们称其为‘实用几何’……宇宙的实用几何是欧几里得几何还是非欧几何，答案显然只能由经验提供。”

在新引力理论完成之前，坐标的物理意义问题一直让爱因斯坦感到困惑。在经典物理中，直觉上的坐标意义是清楚的：借助于尺和钟，坐标可用来识别和标记时空中的事件。但是旋转参考系以及依据动力学引力场对其所做的解释表明，坐标和时空测量之间的这种简单关系不成立。

考虑了测量尺以后，爱因斯坦又讨论了引力场中钟的奇异行为。为此，他再次利用参考系K'对静止系K旋转的思想模型。在共有坐标原点上的观测者，利用光束比较他的钟上的时间和在旋转盘圆周上的钟显示的时间。由于狭义相对论的时间膨胀，他发现圆周上的钟比他的钟走得慢。延迟多少与旋转盘上钟的速度有关，也就是说，与它离开原点的距离有关。对旋转参考系静止的钟测量的时间与钟所在的位置有关。由等效原理可知，钟在引力场中的速率一定与钟的位置有关。爱因斯坦推断出，正像空间坐标的差异不能由单一的尺直接测量一样，时间坐标的差异不能由一个标准钟直接测量。

直接的物理意义不能归因于坐标系，这促使爱因斯坦得到结论：原则上，凡是可想象的坐标系，都可用来描述自然定律。因此，代表这些定律的方程，必须对任何坐标变换都保持不变。它们必须是广义协变的。在这份手稿中，爱因斯坦在这里首次使用了广义协变的概念。

[7]
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广义协变性的意义是什么？


对爱因斯坦来说，他的理论的广义协变性有着深刻的哲学意义。广义协变性是广义相对性原理的数学表达，因而是他的理论的基石。这个想法后来受到了挑战，理由是广义协变性仅仅是方程的数学性质，而不是自然界的物理性质。结果证明任何理论都能表示成广义协变的形式。的确，牛顿力学和狭义相对论也能给出广义协变的形式。然而，这些形式没有像广义相对论那样去除固定时空背景。

在阐述理论的过程中，爱因斯坦起先认为，坐标本身可以用来确定空间和时间中的事件，因而是有物理意义的。但是这个想法导致了麻烦，因为这样就意味着他的理论不是广义协变的。实际上，通过假定坐标本身携带物理意义，他在1913年就利用一个论据构造了同一个场方程的两个截然不同的解，后来将此称为“洞论据”，之所以称为洞论据，是因为它指的是时空中一个没有物质的区域，两个不同的解可以在那里共存。在洞内，从一个已知的解，通过对初始坐标系变形，并将场在新坐标系中某点的值归因于旧坐标系中有着同样坐标标记的点，就能构造一个新的解（参见图示）。在当时，这个论据帮助爱因斯坦判断出他和格罗斯曼构想的纲领理论的确不是广义协变的。
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1915年爱因斯坦构建了广义相对论，这个理论没有显示有这样的问题，但是，他仍然必须摆脱这个洞论据的羁绊。在审查这一点的过程中，爱因斯坦意识到坐标不具有内禀物理意义。很可能是哲学家史立克（Moritz Schlick）向他提议，只有物理上可测量的时空巧合，比如两条光线的交叉或者钟的指针位置，才有物理意义。

正是在复杂的火车思想促使下，爱因斯坦在本页开头写道：“广义协变性的要求使空间和时间不具有物理客观性，这是自然的，这将从以下思考中看出：我们所有的时空验证，无不等同于确定了时空巧合。”

注意爱因斯坦将第4节的标题从“基本的度规性质”改成了更具有描述性的标题“时空中四坐标与测量之间的关系”，这对应于他在接下来这页的第一个句子中强调的主要目标，不是给出理论的逻辑简明的表述，而是使它在直观上合理。

[8]
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时空的几何是什么？


1907年，闵可夫斯基发展了一套数学形式，用以表述空间和时间中的物理事件，以及由狭义相对论所表明的这些事件之间的关系。这套数学形式由一个四维时空组成，代表了物理参考系的坐标系，通过四个数来刻画每一个物理事件：三个空间坐标和一个时间坐标。时间坐标总是与光速常数相乘，因而它也有空间坐标的量纲，因此，闵可夫斯基的四维世界变成十分类似经典物理的三维欧几里得世界。

在这一页中，爱因斯坦引入了“线元”和“度规张量”的概念。线元ds
 （d
 代表无穷小差）是时空中两个相邻点之间的距离。线定义了坐标网，线元是根据连接线上两点的线段的投影dx
 μ
 （μ=1，2，3，4）来表达的。在狭义相对论的平坦闵可夫斯基时空中，线元的平方由方程（1）给出。它本质上是毕达哥拉斯定理向四维的延伸，并适应了时间坐标的特殊性。

在弯曲的四维时空中，计算从一点到任意邻点的距离，要用到10个数，ds
 2
 的表达式现在由方程（3）给出。可以很方便地将这些数表示成4×4的矩阵数组g
 μν
 ，第一个指标代表矩阵的行，第二个指标代表列。这个数组是“度规张量”，它反映了在选定坐标系中时空的几何性质。一般来说，它的分量是时空中位置的函数。度规张量有16个分量，但其中只有10个是独立的，这是因为非对角分量之间是对称的—g12
 =g21
 ，……。在狭义相对论的平坦时空中，度规张量约化成方程（4）的数组。在加速参考系中，也就是在存在引力场时，度规张量总是存在非常数的分量。
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爱因斯坦在尝试将引力归并到狭义相对论没有成功之后，他决定在等效原理—陈述了静态引力场可由均匀加速参考系来模拟—的基础上建立引力的相对性理论。这个考虑允许他利用在这个运动参考系中的狭义相对论性效应来得到关于引力的结论。1907年他首先在一篇关于狭义相对论的综述文章中发表了这个原理。在那篇文章中，他也讨论了这个原理的一些直接应用，比如光线在引力场中的弯曲和引力对钟的效应。直到4年以后，爱因斯坦在布拉格的查尔斯大学德国分部担任理论物理学教授时（1911—1912），他才给出了原理的更加完备的形式，并更详尽地阐述了它的结果。

[9]
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爱因斯坦何时意识到引力必须由复杂的数学表达式来描述？


1911年，在布拉格，爱因斯坦基于等效原理，集中发展了一种静态引力场的自洽理论。像牛顿的引力理论一样，爱因斯坦的理论包含了单个标量函数所表示的引力势，其中单标量函数是由可变光速给出的。最终的广义相对论的一些基本特征在那时已经设想到了，例如那时已经理解了引力势的源不仅可以是具体物体的质量，也可以是引力场自身能量的等效质量。因此，由源产生的引力场，可以作为它自身的源，而且场方程必定是非线性的。不管爱因斯坦用什么方法，只要限于考虑静态引力场，他总得继续假定引力势用单个函数来表示。

1912年在布拉格期间，当爱因斯坦试图推广他的静态引力场的初步理论时，他意识到引力必须由比经典物理中复杂得多的数学对象来描述。在他的理论中，引力势不再用单标量函数描述，而是用“度规张量”，一个具有10个独立函数的数学客体。同时，这个数学客体描述了四维时空的几何。在此基础上，引力可以被构想成时空的几何性质。然而，需要久经磨砺，才能细细领会它所蕴含的所有重要性。

引力势由时空度规表示，这个发现是通向广义相对论之路的最重要的里程碑之一。关于这个突破是如何发生的，有人发现了一条线索，爱因斯坦在布拉格写的关于引力的最后一篇论文中，校样里加了一段注解，在其中的最后一句中，他写道：“最后一个被写出来的方程是哈密顿方程，它给出了在动力学引力场中如何构造粒子运动方程的想法。”事实上，爱因斯坦曾经设法用使人联想到度规张量推广的方式，写他的静态场理论的方程。

在B部分，爱因斯坦将做他在引言中承诺的，即发展所有必要工具，使人不需要研究数学就能理解他的论文。最初，他打算通过描述弯曲空间几何的基本元素—测地线，来开始他的阐述。后来，他决定需要一些数学准备，并划掉了原定第5节标题的那一行，将它推迟到第10节。

[10]
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为什么需要张量、矢量和标量？


张量是颇为复杂的数学客体。为什么它们在广义相对论中是不可或缺的？物理定律是以数学方程表示的，方程两边的物理实体是时空中位置的函数，并假定它们对由不同坐标系表示的不同参考系中的观测者有不同的值。广义协变性的要求意味着，在从一个参考系变换到另一个参考系时，即使方程的两边会改变，对所有观测者来说，等式仍然成立，不管它们是否有相对运动。具有这个性质的数学客体是张量。矢量和标量是张量的特殊情形。

由于电磁学的成功，矢量和矢量分析为物理学家所熟知，而张量仅仅为少数工作于晶体学领域的专家所了解。那么，当爱因斯坦意识到，他需要比他所熟悉的更复杂的数学方法才能取得进展时，他转而求助于他的数学家朋友就不足为怪了：“格罗斯曼，你必须帮助我，否则我会疯的。”他们一起投入了黎曼、里奇和勒维—西维他的绝对微分学，从三维空间中曲面的高斯几何引向了高维空间的黎曼几何。后来，爱因斯坦给物理学家索末菲的信中写道：“我现在正一门心思研究引力问题，我相信在这里的数学家朋友的帮助下，我将克服所有困难……我已对数学产生了无比敬畏的心理，由于我的无知，直到现在我才将数学的精妙之处看成是奢侈的享受！与这个问题相比，最初的相对论简直就是儿童的游戏了。”

[image: ]


爱因斯坦解释了全面记述张量计算的动机，并从基本定义开始。最简单的张量是矢量（1秩张量）和标量（0秩张量）。矢量是在空间每一点都有大小和方向的（之后，我们将和爱因斯坦一起，将我们的讨论限制于时间和空间），矢量由与基矢有关的一组分量表示，基矢是由选定用来描述空间中的点的坐标系定义的
[12]

 。矢量由希腊字母标记，它们的分量数目是空间维数，因此在我们的情形，μ=1，2，3，4。在从一个坐标系的矢量xμ变到另一个坐标系的矢量x'μ时，矢量的分量改变了—因为由变换规则定义的基矢改变了。在矢量的分量如何由基矢确定，以及如何由不同的变换规则刻画上，逆变矢量（通常由上指标标记）与协变矢量（由下指标标记）是不同的。一个逆变矢量和一个协变矢量的分量的乘积之和（方程6）是时空中位置的函数，它在坐标变换下是不变的。这类函数称为标量或0秩张量。

[11]
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爱因斯坦何时意识到他需要更精深的数学方法？


爱因斯坦在为他的捷克版本的《狭义相对论和广义相对论》（普及本）（我们已经在第[9]
 页引用过）所写的介绍中，他回忆道：“我是在1912年回到苏黎世以后，才意识到理论的数学形式和高斯曲面理论之间的相似性这个决定性的思想，那时我还不知道黎曼、里奇和勒维—西维他的工作。通过我的朋友格罗斯曼，我才注意到这些工作……”爱因斯坦真正地把格罗斯曼当作朋友。1905年，他将他的博士论文《一种新的分子尺寸测定方法》献给“我的朋友格罗斯曼博士”。1911年格罗斯曼成为ETH数学系主任以后，是他提议让爱因斯坦回来的。爱因斯坦优先接受了格罗斯曼的邀请，而没有选择去荷兰莱顿成为洛伦兹的继任者。

在先前段落中提到的这个“决定性的思想”，是爱因斯坦从静态到动力学引力的相对论性理论转变的标志。尽管有先前的引证，但极有可能的是，爱因斯坦在去苏黎世之前就已经知道，必须抛弃引力的标量理论而需要更复杂的时空几何。1911年底，他对此问题和劳厄有过通信。

1912年3月，爱因斯坦在给他的朋友贝索的信中写道：“最近，我正如痴如醉地研究引力问题。现在我已经到达了完成静态的阶段。对于动力学场我还一无所知，这正是现在要攻克的目标。”到动力学场的过渡促使爱因斯坦去论证不存在优先参考系；具体来说，同样的定律在惯性系和旋转参考系中应该都适用。关于这一点，他在给贝索的同一封信中评论道：“你看我还远远不能将旋转想象成静止！每一步都极其困难，迄今我所导出的肯定是最简单的。”

爱因斯坦接着定义由两个指标标记的2秩张量。这样的张量可以从两个逆变矢量的元素的16个乘积得到（所谓的外积）。这样得到的是2秩逆变张量。用类似的方法，可以形成一个协变张量，或者带一个逆变（上）指标和一个协变（下）指标的混合张量。刻画张量是根据当一个坐标系xμ
 被另一个坐标系x'μ
 替代时，张量如何变换来进行的。

直到方程（7），爱因斯坦一直在使用求和号∑，在求和号下面的指标表示对应于那个指标的可能值（在这里的情形，是4个值）的各项求和。爱因斯坦引入了此后广泛采用的一种约定，当一个指标出现两次，一次为下指标，一次为上指标，就隐含了对那个指标的求和，而不需写出求和符号。

[12]
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从电磁理论得到了什么启迪？


牛顿的引力理论不足以阐明引力在时空中传播的动力学理论方法。爱因斯坦在早期阶段就意识到，正像洛伦兹所构想的那样，熟知的电磁理论能引导他达成这个目标。这种构想的精髓在于电磁学是一种场的理论，不是局限于相互作用的粒子，而是延展到它们的周围。这个模型描述了充满空间的场是如何由电荷和电流产生的。空间中一点的电场是作用在那个点上单位电荷的力。因此，（带电）物质被看成是场的“源”，反过来，场决定了这个物质如何运动。同样地，引力的相对论性理论是一种场论：引力场的理论。根据这样一种模型，物理过程的数学表示必然包含两部分：

·运动方程，描述粒子在给定引力场中的运动；

·场方程，描述源（能量和物质）产生的引力场。

爱因斯坦进一步设想，引力与惯性的统一，类似于电场和磁场的统一，而后者在狭义相对论中相当成功。在狭义相对论中，电磁场只有作为一个整体，而不是分成单独的电场或磁场，才具有独立于参考系的内涵。爱因斯坦将洛伦兹模型作为一种探索准则，然而，他很快就发现，在寻找引力的相对论性理论时，找到场方程才是他必须面对的最困难的挑战。

在他的文章中出现的2秩张量具有对称性质。最好的示范方式是将张量写成4×4矩阵。它们或者是对称的，即对角线两边的分量是相等的（A
 12
 =A
 21
 ，……），或者是反对称的，对角线两边的分量是异号的（A
 12
 =-A
 21
 ，……）。2秩对称张量有10个独立分量。在反对称张量中，对角元A
 11
 ，A
 22
 ，A
 33
 ，A
 44
 为零，剩下6个独立分量。更高秩的张量对于任意两个指标互换也可以存在这样的对称性。
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在爱因斯坦引力理论中，起重要作用的一个对称张量，是将能量密度、动量分量密度和能量动量流结合在一起组成一个数学客体，称作能量—动量张量。这个张量以及它与能量动量守恒定律之间的关系，将在这份手稿的C部分进行更为详尽的讨论。

将在D部分进行更详细讨论的一个反对称张量是电磁场张量，它将电场分量（Ex

 ，Ey

 ，Ez

 ）和磁场分量（Hx

 ，Hy

 ，Hz

 ）结合在一起。爱因斯坦的狭义相对论隐含了电场和磁场，能分开来依赖于参考系。而由闵可夫斯基引入的这个张量，已经成为狭义相对论四维形式的一部分。它使麦克斯韦方程能够表达成简单的形式，用来表示电场和磁场之间、电荷和电流之间的物理关系。电磁张量经常写成一个6个分量的矢量，并称作6矢量。

[13]
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如何通过不同的张量运算产生新的张量？


在这几页关于张量计算的初步介绍中，主要定义了一些概念并给出了基本证明，爱因斯坦尽力使这个话题的表述可理解、完整且顺理成章。本页中间部分证明了张量乘积仍是张量，为此，他将不同参考系之间的变换定律，分散在前3页中讲给了读者。

在这一页中，爱因斯坦继续教给读者不同的张量运算。确切地说，他展示了怎样通过低秩张量相乘形成高秩张量，以及如何在张量乘积中保持协变和逆变性质。另一个张量运算是缩并：对一个给定张量的相同上下指标的求和。缩并将张量的秩减少2。2秩混合张量缩并的结果是得到一个0秩张量，即坐标的一个“标量”函数，它在坐标变换下是不变的。接着，爱因斯坦提到了方程（6）（见我们在57页末的评论），在那里它显示了如何通过两个矢量相乘形成一个不变函数（标量）。这里他用这个方程来定义内积概念，但是他决定划掉它，并用一种更自然的方式，与混合积对比来引入内积。这样的做法，凭借的是混合张量缩并概念的定义。


在寻找引力的相对论性理论过程中，爱因斯坦的探索准则是什么？


当爱因斯坦回到苏黎世，并熟悉了黎曼几何和张量计算的概念和工具之际，他已经在考虑如何将下列已知的物理原理，纳入他正在学习并构建的数学框架：

·等效原理表达了引力和惯性力之间的关系。（惯性力是作用在加速参考系中物体上的虚拟力。）

·广义相对性原理的目标是经典物理中的绝对空间和惯性参考系这类观念，从而所有参考系都可平等对待。

·守恒原理要求新理论遵守推广的能量动量守恒定律。在经典力学中，质量、能量和动量有三个独立的守恒定律。在狭义相对论中，它们结合成称为能量—动量张量的一个守恒定律。广义相对论必须包含这个守恒定律的推广形式。

·对应原理要求在特定极限条件下，比如低速和弱引力场时，新理论能约化到牛顿理论。

值得指出的是，在手稿的印刷过程中，编辑给出了一个排版指令。注意在本页后半部分，有两条竖线将一个数学方程总括在一起。爱因斯坦有时将数学方程与文字放在同一行。竖线是编辑给排字工人的指令，要将这类数学表达式放在单独一行。读者会发现在手稿的许多页中都有这类竖线。

[14]
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爱因斯坦构造引力场方程的策略是什么？


我们已经强调过（在57[10]页），广义协变性要求数学方程是张量方程，用来描述物理定律
[13]

 。因此，理解构成张量的规则，理解在爱因斯坦所引向的物理应用情况下数学客体的张量特性，这都是很重要的。因此，他继续通过两个张量的乘积给出构成张量的规则—确切地说，是通过“外积”，它导致一个秩为两个张量的秩之和的新张量，以及通过“混合积”，它是外积的组合或者一个张量的上指标和另一个张量的下指标的缩并。

爱因斯坦为表达他的物理思想，煞费苦心地描述和解释所需的所有数学工具。他正确地预估了当时的物理学家不熟悉这些工具。今天，在任何广义相对论的入门教材中，这些工具都是标准的，因此这里不需过多解说。我们反倒可以回顾一下，当爱因斯坦考虑他的行动计划时的初创年代。

前一页所列出的原理，可以作为构造场方程的启动指南，或者作为方程的有效性准则。场方程的右边代表场的源，左边通过一种特定的、被称为微分算子的传统数学做法，描述了源如何产生了场。在这种情况下，在爱因斯坦寻找场方程的过程中，可以说有两个启发式的策略。其中一个可以称作“物理策略”，爱因斯坦从一个代表方程左边的对象开始，它在经典的牛顿极限下给出了正确的引力定律，修正它以满足能量动量守恒，最终检查所得场方程的协变程度。因此，这个策略始于试图满足对应原理和守恒原理的要求。在互补的“数学策略”中，基于新近获得的黎曼几何知识，爱因斯坦从场方程左边满足广义相对性原理的合适候选者开始，然后检查其与对应原理和守恒原理的物理要求之间的相容性。

爱因斯坦的双重策略来源于广义相对性原理、对应原理和能量动量守恒原理这些启发式要求在理论的结构中所处的不同地位。

实际上，爱因斯坦在1912—1915年的努力，可以描述成在这两个互补的启发式策略之间的相互影响。
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为什么说度规张量是基本张量？


追随爱因斯坦讲解的读者会记得，欧几里得空间中的距离测量是如何推广到几何更复杂的空间中的。为此，在四维时空中，需要10个函数。它们是在（52[8]）页中在计算曲线坐标中的线元时引入的。这些函数一起构成了一个对称的2秩协变张量，爱因斯坦称它为基本张量，现在称为度规张量。

在第8节，爱因斯坦开始探索这个张量的性质，根据选定坐标系决定的基矢上的投影d
 
x
 μ
 ，可以利用这个张量来计算线元ds
 ，即时空中两个相邻点之间的距离（本页中间未标号的方程，先前出现在第[8]
 页）。在这个方程中，g
 μν
 是协变张量，d
 
x
 μ
 起着逆变矢量的作用（尽管写成下指标）。在欧几里得空间中，选取笛卡儿坐标，这个张量约化成单位矩阵（g
 11
 =g
 22
 =g
 33
 =g
 44
 =1）。在狭义相对论的闵可夫斯基空间中，g
 11
 =g
 22
 =g
 33
 =-1，g
 44
 =1，（见52[8]页4式）。在与加速参考系有关的带有曲线坐标的欧几里得空间中，或与引力场有关的弯曲时空中，度规一般有10个独立分量，它们是空间（时空）的函数。矩阵g
 μν
 存在逆矩阵，逆矩阵和g
 μν
 相乘得到单位矩阵，见（16）式。这个逆矩阵是逆变度规张量g
 μν
 。

度规张量是两门传统数学的共同要素。它出现在传统微分几何的线元表达式中，也出现在由曲线坐标描述的传统欧几里得空间的矢量分析中。矢量和张量计算的发展，与19世纪和20世纪中物理和数学之间的互动紧密联系在一起。尽管力的方向在力学中已经有重要意义，而直到19世纪晚期，在电动力学发展的背景下，矢量概念才受到重视，这是由于矢量在描述电磁场的有向性质上起到了重要作用。大约在同一时期，在晶体学背景下，为描述晶体的对称性而出现了张量概念。爱因斯坦和格罗斯曼通过他们在广义相对论上的工作，将这种传统的矢量和张量分析，与黎曼、克里斯朵夫、里奇和勒维—西维他关于微分几何和不变量理论的工作结合在一起。爱因斯坦和格罗斯曼在描述他们的数学框架时，采用了一种张量概念，这比首先用于晶体学后来又用于电动力学和狭义相对论的张量更上一层楼。

[16]
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为什么说苏黎世笔记是物理学史上独特的文献？


在苏黎世笔记中，爱因斯坦和格罗斯曼首先探索了度规张量。就是在那里，我们首次发现了用爱因斯坦的笔迹所写的线元ds
 的表达式。（他先是把度规张量记成大写G
 ，然后又采用了小写记号g
 ，之后他一直这样用。）

[image: ]
此图版权属于希伯来大学。在这个式子中，手写体的G是大写字母。



1912年8月从布拉格回到苏黎世以后，爱因斯坦开始与格罗斯曼合作寻找引力场方程。爱因斯坦在一本笔记中记录了他在1912—1913年冬天的工作，这就是著名的苏黎世笔记。笔记的每页都是满满的公式和计算，很少有解释的文字。苏黎世笔记在科学史上是独特的文件，因为它阐明了与一种深奥的知识转化相关联的错综复杂的科学发现过程。这本笔记使科学史学家能够解读爱因斯坦所走的一些弯路，甚至包括使爱因斯坦暂时放弃了广义协变性目标这样的弯路。这个文件表明了，爱因斯坦在始于黎曼张量的数学策略和始于经典牛顿引力方程（泊松方程）的物理策略之间，怎样进行交替。事实上，他肯定希望这两种策略能够趋于一致，那就意味着他找到了一种理论，能将他对于等效原理的见解和牛顿极限的要求结合起来。在1912年底时，爱因斯坦已经快要解决这个问题了，但是那时新理论的语言还不够成熟，不足以清楚表达所有这些要求是如何协调起来的。


在弯曲空间中怎样测量体积？


在这一页中，爱因斯坦讨论了两个相关的数学概念：“基本张量的行列式”和“体积元”。矩阵的行列式是一个可从它的元素计算得到的数。对角矩阵（所有非对角项等于零）的行列式就是各对角项的乘积。因此单位矩阵的行列式等于1。在狭义相对论中（闵可夫斯基时空，（4）式）代表度规的矩阵行列式等于-1。两个矩阵乘积的行列式是它们的行列式的乘积。对应于一个协变张量的行列式，等于它的逆变形式的行列式的倒数。
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此图版权属于希伯来大学。



要在弯曲时空中表示积分，我们需要体积的度量，就像在三维欧几里得空间中有体积元dx
 1
 dx
 2
 dx
 3
 。在黎曼空间中，自然的体积元dτ
 是由坐标微分乘以度规行列式绝对值的平方根给出的
[14]

 。这一页得到的结论是在不同坐标系x
 μ
 和x
 'μ
 之间体积元的变换规则。

[17]
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方便的坐标选择如何使理论得到简化？


度规行列式g和体积元dτ自身在坐标变换下一般不是不变的，但它们的某种组合（18）式却是不变的。在狭义相对论中，因为度规行列式不变，所以体积元是不变的。在广义相对论中，时空中一个点的附近邻域，可以由闵可夫斯基度规近似，就像地球上每一点周围的环境都可以用平坦的表面来近似那样。当离开该点的局部邻域时，曲率开始起作用。然而，存在一类称为幺模变换的坐标变换（在数学上由19式描述），任何体积元对于这个变换都是不变量
[15]

 。在狭义相对论的闵可夫斯基时空以及在广义相对论中，度规行列式总是负的。因此，幺模变换的约束就是-g
 =1。

使广义相对性方程不变的变换群可以破缺成两个子群：幺模变换群和体积变换群
[16]

 。甚至可以看到，爱因斯坦在这里所考虑的幺模群不仅仅是技术上的简化（他那时就认为是技术上的简化），而实际上在绝大多数物理和数学的应用中起到举足轻重的作用。

到此为止的讨论还都是纯数学的。现在爱因斯坦引入了物理动机：“后面我们将看到，通过这样一个坐标选择的约束，有可能实现自然定律的重要简化。”几行之后以及在下一页中，他强调：“如果认为这一步骤表示部分地放弃了相对论的一般假定，那就错了。我们不问‘对行列式为1的所有替换都是协变的自然定律是什么？’，而我们的问题是，‘广义协变的自然定律是什么？’直到我们通过选择特定的参考系而简化了它们的表达式，才确定这些自然定律。”他会重复并再次强调这一点（见91页[27]
 和119页[40a]）。


坐标条件和坐标约束之间的区别是什么？


在探寻引力的相对论性理论的各个不同阶段，特殊坐标系问题一直伴随着爱因斯坦。为了检验广义协变的场方程是否能退化到牛顿极限（泊松方程），需要施加一组特殊坐标使牛顿理论成立。这样一种坐标选择今天称为坐标条件，它不会影响理论的广义协变性。

一种理论青睐于某种参考系，原则上这是可能的，正如狭义相对论青睐惯性系。这种情况可以由坐标约束来表达。起初，爱因斯坦不知道他的新理论能否成功摆脱这样的约束。尤其是，似乎能量动量守恒应该要求这样的坐标约束。而这个约束一定还要与可能选择一个牛顿极限能实现的坐标系相兼容。爱因斯坦面对着不同要求之间的复杂的相互关系，他不知道怎样去理顺这些关系，而这些关系首先使他得到纲领理论（83页[23]
 ）。

这里所采用的幺模坐标的约束，应该看成是为简化最终理论的推导而准备的坐标条件。

[18]
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什么是弯曲空间中的“直线”？在引力作用下粒子如何运动？


爱因斯坦通过显示度规张量如何用来构成新张量，用以揭示度规张量的一些性质，而结束了本节的讨论。一个张量与度规张量的外积（58页[11]
 ）、内积或混合积（62页[13]
 ）产生不同特性和秩的张量。在对度规张量的各种性质进行冗长的阐述之后，爱因斯坦到了可以引入一个新的物理上很重要的概念的时候了。

在第9节，爱因斯坦引入了测地线的概念，并推导了沿着测地线的点所满足的数学方程。

高斯几何研究了三维欧几里得空间中的曲线和曲面。曲面上的测地线是两点之间的短程线。例如，球面上两点之间的最短路径是经过这些点的大圆的一部分。这个定义也适用于任意维空间中的线，除了不能在更高维中设想它们的形状；测地线是在黎曼几何的数学体系内进行描述的
[17]

 。

在苏黎世笔记中，爱因斯坦推导了经典力学的一个熟知结果：一个限制在弯曲表面上运动的粒子，不受外力影响，将在两点之间沿着连接这些点的测地线运动。同样的原理适用于粒子在时空中的自由运动，引力效应反映在时空的曲率上。然而，奇怪的是，在弯曲空间中，从任意加速参考系中观测到的或者由任意引力场产生的测地线，也可以是时空中两点之间最长的可能路径。这是时空度规的奇特数学性质导致的结果。不管怎样，测地线总是可以定义为时空中两点之间极值（极大或极小）距离的路径。
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测地线不仅仅是一个数学对象；它是引力场中不受力粒子的运动轨迹。

测地线的轨迹是在给定的参考系中，由线上点的时空坐标定义的。这些坐标满足通过“变分法”得到的数学方程。这个方法由（20）式给出了简洁的表达。积分号∫是对两点P1
 和P2
 之间的线元ds
 求和，也就是说，给出了两点之间的路径长度。积分前面的字母δ是对不同路径的这个长度的无穷小变分。变分为零的轨迹是最短（或最长）长度的轨迹，因此代表了测地线。这是弯曲空间黎曼几何中直线的自然推广。

在1922年的时候，爱德华问他的父亲阿尔伯特·爱因斯坦，为什么他的名气如此之大。爱因斯坦回答道：“当一只盲眼甲壳虫在弯曲的树枝表面上爬动时，它不会注意到其爬过的痕迹实际上是弯曲的。我很幸运，注意到了甲壳虫没有注意到的。”

[19]
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“克利斯朵夫记号”的几何意义与物理意义是什么？


在前一页中所描述的通过变分法推导测地线方程，导致定义了克利斯朵夫记号，由本页底部的（21）式来表征。它在张量计算（微分几何）中起到关键作用，其稍微不同的变形由下页的（23）式给出。这个记号描述了在弯曲空间中，当矢量和张量沿一条线移动时，它们将发生怎样的变化。对于找出测地线的路径，对于计算张量的导数，以及对于刻画特定的黎曼几何或时空几何的局部性质，克利斯朵夫记号都是不可或缺的。
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我们已经提到，在广义相对论中引力势是由度规张量代表的。那么，为什么我们需要这又一个基本对象？克利斯朵夫记号是度规张量分量的导数组合，它起着引力力场的作用。在接下来的几页中，在微分几何的数学概念的背景下，以及在广义相对论中物理意义的背景下，我们都会再次提到克利斯朵夫记号。现在我们来关注另一点。我们已经强调过，表示物理定律的数学方程必须表达成张量之间的方程，而克利斯朵夫记号不是张量。因此，它们将永远不会单独出现在这样的方程中。


在引力场分量的早期认识中，爱因斯坦的“致命偏见”是什么？


在经典物理中，有质量物体周围分布的空间中的每一点，都可以赋予一个数，即引力势，用来度量单位质量的粒子在该点的引力能量。自由运动的粒子将从引力势高的点运动到引力势低的点。在空间中的每一点，自由运动的粒子将沿着那一点上引力矢量的方向运动，其运动加速度是由场的强度所决定的。引力场的分量是引力势沿空间坐标方向的局部变化（对空间坐标的导数）。

如之前提到过的（第55[9]页），在广义相对论中，牛顿物理的单个引力势函数由时空坐标的10个函数所代替，它们是度规张量g
 μν
 的10个独立分量。引力场分量仍然是由引力势分量的导数决定的。为了确保理论的广义协变性，这些导数必须由协变微分法则进行计算（第79[21]页）。这个过程导致了引力场分量与克利斯朵夫记号密切相关。

认识到引力场的分量不是引力势g
 μν
 的简单导数，还与克利斯朵夫记号相关，这是在1915年11月导出广义相对论最后阶段的关键因素。在这之前的1913年，爱因斯坦已经将一个不同的数学表达式与引力场联系起来，这导致了纲领理论（第83[23]页）。1915年11月4日，在普鲁士皇家科学院的一次报告上，他坦承这是一个“致命偏见”。

[20]
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测地线作为可能的“最直线”以及它与“仿射联络”之间的关系


在第18页，测地线定义为时空中两点之间距离的极值线，或者最短或者最长，它的方程通过变分法导出。这个计算的结果在（22）式中给出。在（第92[28]页）我们会再次看到这个方程，只是以略微不同的记号出现。在那里，它表示为引力场中粒子的运动方程。

在某些条件下，测地线也可以刻画为这样一条线，当沿着这条线从一点移动到另一点时，切矢量保持不变（见前一页的图示）。切矢量是在这条线的给定点上沿着切方向的单位矢量。直观地说，这个要求意味着测地线是两点之间可能的“最直线”。在理解弯曲空间中微分的概念和过程上，这个定义将被证明是很重要的。
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测地线的这个定义，依赖于矢量的平行位移或平行移动概念。为了在黎曼几何中应用这个概念，我们必须理解在一个点的几何状况如何与另一点进行比较。在这种情况下，19世纪的数学家们开始探索联络概念，它描述沿着特定曲线怎样一致地运送几何数据。联络的最基本类型而且与我们的讨论最相关的，是仿射联络，它具体规定了矢量如何沿着曲线从一点到另一点进行平行移动。仿射联络与矢量在某一方向的导数密切相关，也就是说，与下述问题密切相关：在给定方向上进行一个无穷小移动后，矢量怎样变化？

在历史上，黎曼几何中联络的无穷小观点始于克利斯朵夫，在20世纪初由勒维—西维他和里奇进行了更为详尽的研究。他们建立了克利斯朵夫所讨论的无穷小联络和平行移动概念之间的关系。勒维—西维他利用平行移动概念，澄清并说明了协变微分的概念。由于这个原因，仿射联络也称为勒维—西维他联络，并用克利斯朵夫记号本身来标记。

下一节用来讨论从给定张量，通过微分形成新张量。这是一个重要的话题，因为物理定律由微分方程表示，并且这些方程必须是广义协变的。爱因斯坦知道这些规律已经由数学家们导出，但他宁愿按他自己的方式来做。在1914年10月提交给普鲁士皇家科学院的一篇综述文章《广义相对论的基础》中，他写道：“这些微分表达式的规律已经由克利斯朵夫、里奇和勒维—西维他给出。在这里，我给出一个特别简单的推导，这看起来是有新意的。”在那篇文章中的推导与这里出现的是相同的。

[21]
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张量在相邻点如何改变？或者如何通过微分从给定张量产生新张量？


爱因斯坦的推导从标量函数的微分开始（前页）。他表明了对4个坐标的偏导数形成了一个（协变）矢量（24）式，并完整地描述了这个标量函数如何在空间相邻点之间变化。他通过探索标量函数沿曲线的变化而得到这个结论，曲线上的点是根据从曲线上一个固定点到这些点的距离而参数化的。

下一个问题是，这个矢量，或者任意（协变）矢量，从一点到另一点如何变化？最先的想法是，这样的变化是由矢量的4个分量的偏导数刻画的。然而，结果是这个步骤得到的16个参量不形成2秩张量。另外，这些参量不足以描述曲线坐标中矢量的变化，在曲线坐标中对矢量的变化有两重贡献。第一，它的方向与大小可能会改变。第二，矢量的分量会改变，因为与坐标线相切的基矢定义了这些分量，而从一点到另一点基矢是变化的。即使是在常矢量情形，后一个效应也会出现。

在（24）式中，爱因斯坦表明了如何通过矢量的微分得到张量。为此，他假定要沿测地线这样的曲线进行微分，因此他可以利用测地曲线的方程，导出（26）式所给的张量。爱因斯坦称这个张量A
 μν
 为矢量A
 μ
 的“扩展”。今天，它被称为矢量A
 μ
 的协变导数，而导致它的步骤称为协变微分。在现代的理解中，协变微分极其重要的一点是包含了矢量的平行移动概念，从而有可能比较曲线上不同点上的矢量（见图示）。
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在前一段所描述的空间中相邻点之间矢量变化的两重贡献，是由（26）式右边的两项所代表的。第二项是坐标系的曲线本性的结果，含有克利斯朵夫记号。两项都不是张量，但它们的差（和）是一个2秩张量
[18]

 。

爱因斯坦首先对从一个坐标的标量函数得到的矢量建立了这个结果（24式），接着将这个结果推广到任意的协变矢量。他是通过表明任意（协变）矢量可以表示为四个这样的从标量函数经由微分得到的矢量，而完成这点的。

[22]
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爱因斯坦将协变微分的步骤推广至2秩协变张量。他得到了张量的结果，这是通过两个协变矢量的外积产生的，因为每个协变的2秩张量可以表示为四个这样的张量之和。在脚注中，他证明了这个陈述。对于一个2秩张量，我们必须考虑在曲线坐标中两个相邻点之间基矢改变对两个指标的影响（见前页的解释）。因此，2秩协变张量的协变导数（“扩展”）（它是一个3秩协变张量）有两项含有克利斯朵夫记号，见（27）式。


爱因斯坦广义相对论数学形式的几何背景是什么？


爱因斯坦广义相对论的数学框架产生于克利斯朵夫、里奇和勒维—西维他的绝对微分学。这个框架是围绕微分不变量的概念而建立的。它与微分几何的关系以及它的几何解释只有在爱因斯坦理论建立以后才变得更加闻名遐迩。外尔（Hermann Weyl）特别澄清了黎曼—克利斯朵夫曲率张量的几何解释，并将它与矢量围绕一个闭合圈所进行的平行位移关联起来。

在其数学阐述中，爱因斯坦讨论了测地线的方程和意义，从而引入了非欧几何的一个关键要素，这在里奇和勒维—西维他的工作中是没有出现过的。早在1912年当他考虑旋转圆盘的思想实验时，他就意识到广义相对论的四维时空，不再适合欧几里得几何的框架了。然而，他没有系统地引入非欧几何，也没有根据微分几何解释他自己的理论。例如，当他讨论黎曼—克利斯朵夫张量时，他甚至没有提到曲率。广义相对论的几何化，以及将引力理解为归因于时空的曲率，是进一步发展的结果，而不是爱因斯坦提出其理论时的预设。

1921年5月，爱因斯坦在普林斯顿大学做了狭义相对论和广义相对论的系列讲座在那里，与本手稿不同，他承认张量的协变微分运算，非常令人满意地由勒维—西维他引入的方法所确立，并且后来被外尔用于广义相对论中。在一个给定的矢量场中在P1
 点的特定矢量平行于自身移动到了相邻的P2
 点。移动后的矢量与矢量场在P2
 点的矢量之差可视为矢量在P1
 点的微分。虽然爱因斯坦没有使用“仿射联络”这个术语但这恰恰就是仿射联络。这个计算很自然地表达了克利斯朵夫记号（第78[21]页）。

在晚年，爱因斯坦总结了他的理论的早期解释。他强调了关于矢量位移的勒维—西维他观念的作用，而这只是在广义相对论完成后才发展的，却没有强调度规的黎曼概念，而它正是作为广义相对论的概念性关键洞察的恰当的数学表现形式。他说勒维—西维他观念起到了“背景独立性”的作用：

“众所周知，已经完全被遗忘了的黎曼的度规连续统理论，在世纪之交被里奇和勒维—西维他复活并深化了；这两项工作决定性地推动了广义相对论的形成。然而，在我看来，勒维—西维他最重要的贡献在于下列理论的发现：广义相对论最精华的理论成就，也就是说，消除了“刚性”空间即惯性系，只是间接地与引入黎曼度规有关。直接的本质的概念性要素是“位移场”（Гik
 l
 ）它表达了矢量的无穷小位移。”

[23]
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爱因斯坦已经用了一整节（第8节）来讨论基本张量g
 μν
 的一些性质。现在他列出了有关这个张量的一些数学关系，将用来引入微分几何的基本概念。


纲领理论作为走向广义相对论的中间步骤


在B部分给出的数学概念和方法已经在苏黎世笔记中探索过了（第69[16]页）。1913年这个工作临近结束时，爱因斯坦得到的结论是，如果引力场方程的左边含有度规张量的分量以及它们的一阶和二阶导数，那么能量—动量守恒的要求必定意味着方程组不是广义协变的。随后，他放弃寻找广义协变的理论，而是和他的数学家朋友格罗斯曼一起发表了《相对论的广义理论和引力理论纲领》，后来被称为纲领（Enwurf）理论。这个理论分两部分发表：爱因斯坦写的“物理部分”和格罗斯曼写的“数学部分”。那里的场方程是物理策略的直接产物（第64[14]页）。

这个理论既是成功的也是失败的。它的成功在于爱因斯坦和格罗斯曼设法得到了度规张量的场方程，这个度规张量是引力势的新的、复杂的表现形式，它与牛顿极限相容，因此，似乎能站立于坚实的物理基础之上。然而，纲领理论又是失败的，因为它不是广义协变的，而且并不清楚它在何种程度上能与爱因斯坦要将相对性原理推广到加速参考系的雄心相契合。那时，爱因斯坦说服他自己，认为这是所能做到的最佳结果了。这留下了很多未决问题：广义协变性是一个看似合理的启发式要求，为什么不可能实现呢？哪些是他和格罗斯曼的理论所偏好的参考系？为什么要偏好这些参考系？在1913年到1915年期间，爱因斯坦试图回答这些问题，并为纲领理论有限的协变性作辩护。
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在1913年春天写给洛伦兹的信中，爱因斯坦把缺乏广义协变性说成是理论的“丑陋的黑点”，但是一年以后在给贝索的信中，他又表达了他对这个理论完全满意。

这是手稿中最长的一页（纸的长度）。爱因斯坦写完了第23页和第24页。接着他决定要增加几个式子到第23页上，并开始加了新的一页23a。他意识到他并不需要一整页。他裁下一部分并粘到23页的底部。然后他不得不对24页上的式子重新编号。

[24]
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什么是矢量场的散度？矢量场的其他概念又是什么？


在这页上，爱因斯坦引入了矢量散度的概念。在经典物理中，矢量场在空间中一点的散度是物理实体“流”出围绕那个点的微小体积的比率。散度度量了矢量场在每一点的散发程度，并且分别在外向场和内向场情形描述了源和汇的强度。由于静态电磁场的源是电荷，正像静态引力场的源是质量，每种场的散度都是由那个点周围的微小体积所包围的电荷或质量给出的。

散度这个数学概念与物理概念守恒定律有关，因为矢量场由源给出，散度使矢量场的行为与穿过表面的净流量有关。我们以电荷作为例子来证明这一点。在狭义相对论中，电荷密度和电流是一个矢量的4个分量。在狭义相对论中，荷—流矢量的散度是电荷密度随时间的变化，以及荷流出或流入围绕特定点区域的净流量之间的权衡。若非电荷被毁灭或创生，散度是为零的，这表达了电荷的守恒定律。在广义相对论中，导数一般应由协变导数所取代（第78[21]页）。然而，可以证明，广义相对论中矢量散度的数学形式与狭义相对论中相同。

除了矢量散度的概念，爱因斯坦在这一页还引入了张量计算的三个其他数学对象：

·矢量的旋度：它也是一个矢量场，它的线环绕空间中的某个轴。将这个运算应用到电磁势就产生了反对称的电磁场张量（第110[37]页的（59）式；也见第59[11]页）。

·一个6—矢量的反对称扩张：2秩反对称张量有6个独立分量（第59[11]页），有时也称为6—矢量。将这个运算用到电磁场张量就产生一个3秩反对称张量（60式），代表了法拉第定律和磁场的高斯定律（第111[37]页，第113[38]页）。

·6—矢量的散度：这里得到的反对称逆变张量（6—矢量）的散度是作为（下一页中）推导2秩混合张量散度的其中一步，2秩混合张量的散度将出现在能量动量守恒定律中。
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广义相对论中能量动量守恒的数学形式是什么？


在这一页中，爱因斯坦得到了2秩张量的散度。更具体地说，他在这里得到了混合张量的散度。这是作为源出现在引力场方程（右边）的能量动量张量的形式。

在狭义相对论中推导矢量散度的数学步骤，现在用到表示张量的矩阵的每一行上。因此，张量的散度有4个分量：它是一个矢量。我们在能动张量情形下来证明这个概念的意义，这在第[12]
 页手稿中简单提到过。前3行包含在给定点的动量分量的密度以及这些动量分量在不同空间方向上的流。每一行的散度代表了包围那个点的微小体积内特定动量分量随时间的变化，与流出那个体积的动量分量之间的平衡。当没有外力作用在系统上时，散度为零，这代表了动量守恒定律。第4行的散度代表那个体积内包围的能量随时间的改变与不同方向上能流之间的平衡。在一个闭合系统内，当没有外源提供能量时，这个散度为零，这代表能量守恒定律。

从狭义相对论到广义相对论的转变迎来了一种新要素。张量分量对空间和时间坐标的局部改变（导数）必须以协变方式得到（协变微分，79页）。这个步骤在普通的时间和空间导数之外，引入了新的项。这些项含有克利斯朵夫记号。它们的物理意义（75页）是将电磁张量的散度与广义相对论中的能量—动量守恒联系起来。我们将在99页再次回到这一点。更技术性的另一点是，我们可以指派协变的、逆变的，或者混合的能动张量。这些形式中的任意一个都可以通过度规张量变成另一个。不过，我们必须选择其中一个并仔细地跟踪它。做出的选择要使方程最易于理解，并且所涉及的各量的物理意义最方便描述。结果表明，要做到这一点最好是将能动张量表示为混合形式。这就是为什么在这一页上，爱因斯坦谈论的是“2秩混合张量的散度”。然而，与狭义相对论的情形相比，这里能动张量的协变导数为零不能解释为真正的物理量守恒定律。

[26]
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黎曼-克利斯朵夫张量的几何意义是什么？


黎曼—克利斯朵夫张量在微分几何，以及在广义相对论中是一个重要的数学客体。它在每一点上度量该点邻域上的几何与平坦空间（欧几里得空间或闵可夫斯基时空）的不同程度。它不能仅仅基于度规张量而决定。在平坦空间中，度规张量也可以因选择坐标系而改变。相比之下，黎曼张量可方便且直接地用来诊断空间的本性。在平坦空间中，对任意坐标系它都为零。今天，黎曼张量更为人们所知的是称为黎曼曲率张量。直到1916年10月，当爱因斯坦第一次将黎曼张量称为曲率的黎曼张量时，才提到了曲率的概念（第41[A2]页）。

在微分几何中曲率是一个核心概念。可以用各种概念上不同的方法来定义它，这些概念分别与不同的数学对象、度规张量和仿射联络相关。然而，在我们的情形，仿射联络可以从度规导出
[19]

 。“仿射曲率”与勒维—西维他引入的矢量的平行移动概念相关。这可以在二维表面嵌入三维空间的情形进行最简单的说明。在那个表面上取一条闭合的曲线，在那条曲线的一点上附着一个与表面相切的矢量。现在我们沿着曲线移动那个矢量，要求保持它与自身平行。当它回到起始位置时，如果表面是平坦的，它将与初始矢量重合，如果表面是弯曲的，它将以一定的角度偏离初始矢量。如果我们围绕着表面上的一点取了很小的一条曲线，那么初矢量和终矢量之间的角度与曲线所围的面积之比就是那点的曲率。二维表面上一点的曲率是一个纯数
[20]

 。

平行移动概念也适用于分析四维空间中一点的曲率，只是情况更为复杂罢了。定义了平行移动轨道的闭合曲线，可以位于通过那个点的无穷多平面中任一个之上。需要两个矢量来确定平行移动在其上实际进行的平面。并且，一般来说，在平行移动的终点，终矢量和初矢量之间的角度不在平行移动的曲线的平面上。因此，需要由初矢量和终矢量所定义的第二个平面来确定这个过程的结果。曲率仍然是偏离角度与闭合曲线面积之间的比值，但是现在它依赖于所涉及的两个平面的取向。决定这两个平面的4个矢量中的每一个，都对定义曲率的表达式贡献了一个指标。这个表达式就是4秩黎曼曲率张量。
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沿着一个微小的闭合环移动一个矢量，需要追踪这个矢量沿曲线运动时的变化。在数学上，这相当于计算一个矢量的导数。这必须由引入克利斯朵夫记号来表达的协变微分来完成（第79[21]页）。此外，在闭合曲线两边比较矢量的变化，也将引入克利斯朵夫记号自身的变化。因此，黎曼（曲率）张量是克利斯朵夫记号和它们的导数的组合，见下一页的（43）式。

[27]
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推测的引力张量是什么？它为什么被丢弃了？


在苏黎世笔记中，在寻找从度规张量的导数构造的协变的数学表达式时，出现了黎曼张量。在那里，它由4指标记号（ik
 ，lm
 ）表示。它用标签加注了“格罗斯曼张量4秩”，表明是格罗斯曼使爱因斯坦注意到这个张量。
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与黎曼张量密切相关的是里奇张量，它是从黎曼张量通过将其逆变指标与一个协变指标进行缩并得到的。结果是两个2秩协变张量之和（44）式。选择g
 =-1的幺模变换（第71[17]页）的优势现在就显而易见了。做了这样的选择后，这些项中的其中一项为零。因此，做了这样的坐标选择后，理论的形式极大地简化了。爱因斯坦强调，采用这样的坐标选择仅仅是为了方便，在理论得到充分发展后，很容易恢复到广义协变的形式。里奇张量是广义相对论的里程碑。

在苏黎世笔记中，里奇张量用来生成场方程中引力张量的候选者。格罗斯曼的名字再次出现在页面的顶端。
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爱因斯坦将这个张量的第二项标记为“推测的引力张量Til

 ”。为了接受这个张量作为引力张量，他必须证明在弱静态引力场情形下，这个张量能约化到牛顿极限，必须证明它满足能量动量守恒，必须证明它允许相对性原理的广义化。在苏黎世笔记时期，爱因斯坦和格罗斯曼认为这个候选者不能通过检验，所以将它扔掉了。在1915年11月纲领理论寿终正寝后，这个候选者又枯木逢春了。

[28]
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爱因斯坦何时开始对纲领理论失去信心？


1915年11月4日，爱因斯坦宣布他已经找到一种方法，能实现他最初所想象的广义相对性原理，他认为这体现在广义协变性的数学需求上。那时，他写道：“我对我已经得到的场方程失去信任，取而代之的是，要寻找以一种自然的方式限制可能性的方法。在这种孜孜以求之中，我达到了广义协变性的需求，在3年前当我和我的朋友格罗斯曼一起工作时，我曾经抛弃过这个需求，尽管那时心情沉郁。事实上，那时我们已经非常接近问题的答案了，接下来我将给出这个答案。”然而，直到11月25日，他才最终解决了这个问题。

现在，推导广义相对论所需的数学体系已得到充分描述。爱因斯坦一直与数学斗争直到晚年，不仅仅是为了努力将引力与电磁统一为一个理论框架，还为了寻找场论的替代理论，例如，描述现实的代数理论。

1943年1月，爱因斯坦收到一封来自华盛顿的年轻姑娘芭芭拉·李的一封信。她向他倾诉：“我在数学上低于平均水平。我在这上面花的时间比我的大多数朋友都长……”对这点，爱因斯坦回复道：“不要担心你在数学上的困难；我可以向你保证，我的困难比你还要大。”

C部分基本上是关于理论的更详细且综合的阐述，是在1915年11月以4封连续通信形式递交给普鲁士皇家科学院的，没有明确提及那项工作，也没有提到在苏黎世笔记和纲领理论中所体现出的他与格罗斯曼合作的工作。


粒子如何在引力场中运动？


爱因斯坦迈出的第一步，是探索粒子在引力场中的运动。在经典物理中，根据牛顿第一定律，一个不受力的物质粒子以恒定速度沿直线运动。早在1912年，爱因斯坦一经认识到引力反映在时空几何上，他就清楚了，遵循最直的可能路径，直线的自然推广当然就是测地线。所以他得到了结论，不受力（引力除外）的物质粒子沿测地线运动。

粒子在引力场中的运动方程（46式）等同于测地线方程（第76[20]页的22式），只不过爱因斯坦已将代表克利斯朵夫记号的大括号换成了字母Γ。方程的左边是粒子位置对沿运动路径（测地线）距离的二阶导数。这个距离是以时间单位测量的。因此，左边是粒子的加速度。在相对论中，这个时间称为固有时，当速度远小于光速时，它退化为通常的时间。按照爱因斯坦所说的，克利斯朵夫记号表示引力场，所以当引力场不存在时，克利斯朵夫记号为零，加速度为零，粒子以恒定速度运动。在牛顿理论中，加速度依赖于引力场；在广义相对论中，（46）式取代了牛顿运动方程。

在1912年夏天爱因斯坦已经找到了正确的运动方程。而最大的挑战是场方程。

[29]
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爱因斯坦的最大挑战是什么？


爱因斯坦寻找引力的相对论性理论的最大挑战是寻找场方程，这个场方程既要以合理的方式推广牛顿理论，同时又要将从等效原理和狭义相对论中得到的顿悟结合起来。这里，爱因斯坦没有过多显示他奋斗的踪迹，反而强调了数学的优美。我们已经强调了引力场是由物质产生的。然而，没有物质作为源时，引力场也能存在。爱因斯坦从这种特殊情形开始，表明了绝对微分学的数学框架几乎立刻就提出了一个场方程。实际的场方程应该是没有物质存在情形的自然推广。

爱因斯坦的出发点是先前引入的4秩黎曼—克利斯朵夫张量。爱因斯坦早就意识到，类似于电磁场，方程的右边相应于场源，必定是2秩能动张量。所以，方程的左边，描述了代表引力场的时空几何，也必定是一个2秩张量。我们已经见到过这样的张量，它是通过缩并黎曼—克利斯朵夫张量得到的（第90[27]页）的（44）式。局限在幺模坐标中（-g
 =1），它约化为里奇张量R
 μν
 。这就是场方程（47）式的左边，其中克利斯朵夫记号用Γ表示
[21]

 。没有物质存在时，方程的右边为零。

然而，在这点上，爱因斯坦放弃了这样的物理论据，提议没有物质存在时的场方程可立即从他的“数学策略”中得到。他首先考虑了没有物质的场方程，要求它也能覆盖狭义相对论的情形下，或者更具体地说，在某个区域以及在某种坐标系中度规张量的分量为常数。在这种情形下，黎曼张量的所有分量为零。因此，若黎曼张量为零，场方程也要满足。那么，爱因斯坦就主张这个条件太苛刻了，放宽它的自然方式是只要求里奇张量的分量为零。这就给出了无物质情形的场方程（47）式。

爱因斯坦用一段话（在下一页）结束了最后两节，用他自己的话来表达很恰当：“这些从相对论广义理论的要求出发，用纯数学方法得到的（47）式，与运动方程（46）式结合起来，给出了牛顿引力定律的一级近似，并且给出了勒维耶所发现的水星近日点进动解释的二级近似……在我看来，这些事实可以作为理论正确性的令人信服的证据。”

爱因斯坦这里所指的是对水星近日点进动的计算，这是他在1915年11月给普鲁士皇家科学院的第三封信中的内容。这个评论似乎有点脱离这里的上下文，但爱因斯坦寻求的是，让读者明白他走的路是正确的。

[30]
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拉格朗日形式是什么？它在广义相对论发端时的作用是什么？


1915年11月，爱因斯坦提出了他的快速发展的新引力理论，是以简短总结、匆忙写就的通讯形式，提交给普鲁士皇家科学院的。之后，爱因斯坦和他在莱顿的朋友、理论物理学家洛伦兹和爱伦弗斯特互通了几封信。他们支持他的工作和普遍结论，但是提出一些质疑，爱因斯坦试图根据11月论文进行解释。大约在1916年1月底或者更晚的某个时间（我们不知道确切日期），他意识到他应该详细地跟他们解释他是怎样得到引力场方程的。他给爱伦弗斯特写信道：“今天你总算应该对我满意了。我很高兴你对这个问题有这么大的兴趣。我不会在论文中给出具体推导，但我将详细计算给你看。
[22]

 ”爱因斯坦请爱伦弗斯特将这封信也给洛伦兹看看，然后再将这封信返还给他，“因为没有别的地方能使我把这些东西如此漂亮地写在一处。”

很可能当爱因斯坦写手稿的C部分时，这封信就放在他面前。从15节向前的推导紧跟着这封信，除了克利斯朵夫记号仍然采用大括号。注意，有意思的是，正是在这封信中，爱因斯坦才明确地引入了求和约定（59页）。

他依然要证明由方程（47）式所定义的不含“物质”源的引力场方程独自满足能量动量守恒定律。为此，爱因斯坦应用了拉格朗日形式，他在1914年推导纲领理论的场方程时就用过的。那时他相信这个推导只能得到纲领方程。结果证明这个结论是错的，但在那时，这巩固了他对理论有效性的自信。

在广义相对论的发展中起到如此重要作用的拉格朗日形式是什么呢？牛顿力学的基础是力的概念，在数学上力是用矢量表示的。从莱布尼兹的工作开始，又经欧拉、拉格朗日和哈密顿进行了扩展，于是出现了另一种理论，其应用可远达力学之外。这种方法的基础是将一个物理过程，比如粒子的运动，刻画成一个量—通常称为拉格朗日量或哈密顿量，但这里称为哈密顿量—这个量依赖于描述系统状态的参量以及它们对空间（或时空坐标）的导数
[23]

 。动力学是由变分原理而不是运动方程描述的。按照首先由哈密顿引入的这个过程，运动的初点和终点是固定的，初终点之间的可能路径是由一个称为作用量的标量刻画的，它是通过拉格朗日量的时间积分得到的。粒子的实际运动（或者物理系统的动力学）是由这个积分的极值（极小或极大）给出的。从哈密顿的“变分原理”，就有可能得到运动的微分方程，即所谓的欧拉—拉格朗日方程。拉格朗日形式是用来描述各种各样物理系统动力学的主要工具之一。它已经用来推导电磁场方程。在场的情形，拉格朗日量看起来像一个标量，但它实际上是一个标量密度，就是说，是一个标量乘以一个因子，这个因子依赖于坐标变换以确保体积不变。

在爱因斯坦看来，广义相对论基本方程的拉格朗日形式的优势在于，优美地证明了方程与能量动量守恒的要求是相容的，而在以前，这是寻找正确场方程的一个主要问题。

[31]
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没有物质时能量动量守恒原理意味着什么？或者，引力场可以是自身的源吗？


爱因斯坦首先应用拉格朗日（他称其为哈密顿）形式来推导没有物质时的场方程（47）式。然后，他重新整理这个方程，在这个过程中出现了一组新的量tμ
 v
 看起来像一个张量的分量。然而，tμ
 v
 不是张量。相反，它代表了引力场的能量和动量，它不是一个协变量，而是依赖于所选的参考系。不过，借助于引力场的这个能量动量“复合体”所进行的方程变形，对爱因斯坦来说起到了重要的启发作用，提示了物质的能量动量张量应该以何种形式引入场方程。（49）式的第一式代表引力场的能量动量守恒定律。这个形式在所有g
 =-1的坐标系中都有效。

1912年，当爱因斯坦还在致力于静态引力场理论时，他就已经知道引力场能量动量的重要性以及它在引力场方程中的作用。他的理论的第一个版本违反了能量动量守恒。当他增加了一项以作修正时，他意识到这一项代表了引力场自身的能量动量。这个顿悟，决定性地影响了他对场方程的进一步探索。


爱因斯坦的主要竞争者是谁？


1915年11月，爱因斯坦完成广义相对论的最后阶段是一个孤军奋战的阶段。除了与数学家希尔伯特（Avd Hilbert）交流过他们各自工作的进展以外，他很少就这个话题进行通信。希尔伯特一直对自己的物理公理化项目中的一些基本问题感兴趣。他被米（Gustav Mie）在1912年发表的物质的电动力学理论所吸引。希尔伯特希望像电子这样的粒子能从电磁场中得到。它们可以由电磁场线的奇点状结构来表示。

1915年夏天，受希尔伯特之邀，爱因斯坦访问了哥廷根。之后，希尔伯特试图将米的物质理论与爱因斯坦的引力理论结合起来，但是仍然将纲领理论作为了出发点。希尔伯特和爱因斯坦之间直接地，也可能通过他人间接地交换了批评和初步的结果。不过，很清楚的是，爱因斯坦沿着他以前的研究路径，完成了理论的最后一步。

1915年11月，希尔伯特接近完成他的电磁场与相对论的整合理论，成为爱因斯坦在形成引力场的场方程上的主要竞争者。

[32]
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怎样才能将没有物质的场方程推广到含有物质？


爱因斯坦已经用变分方法得到了没有物质时的场方程（47）式。现在的问题是，如何将这个方程推广到存在物质情形。为此，爱因斯坦将方程变换成另外的第3种形式，“这种形式对生动理解我们的话题特别合适”。在这个形式中（51）式，确认为引力场能动量的表达式出现在方程的右边，起到场源的作用。现在所需的只是在方程的右边增加物质的能动量，并使它与引力场的能动量表达式进入方程的形式相同。

作为将方程推广到含有普通物质之前的最后一步，爱因斯坦回顾了牛顿理论中的引力场方程（所谓的泊松方程），在泊松方程中，质量密度ρ
 是场φ
 的源。

在其《自述》中，爱因斯坦评论了泊松方程在物理中场的概念产生中所起的作用。这个方程是根据充满空间的势，表达著名的牛顿引力定律的一种方式，势在各处产生了场，进而产生了遵循牛顿定律的力。但是描述引力如何随距离改变的引力定律本身看似任意的，而泊松方程却将引力势与空间自身的性质联系起来，从而预期了后来的“场”的概念，就像爱因斯坦在关于牛顿力学和力的概念的一次讨论中所指出的那样：

运动定律是精确的，尽管只要没给出力的表达式它就是空的。然而，对于假设力的表达式，存在极大的随意性，特别是如果我们放弃了在任意情形都不那么自然的要求：力仅仅依赖于坐标（而不依赖于，例如，它们对时间的导数）。仅仅在那个理论框架下，来自于一点的引力（以及电力）受势函数的支配就将是完全任意的（1/r
 ）。补充说明：早就知道这个函数是最简单的（旋转不变的）微分方程ΔΦ=0的球对称解；因此，这样考虑并不牵强：可把这看成是这个函数来自空间定律的线索，这种尝试可能会消除引力定律的随意性。这是真正的一流见解，使人联想到摆脱超距作用，而使理论升华，这个进展是由法拉第、麦克斯韦和赫兹预先准备好的，只是后来在回应实验数据的外部压力时，才真正开始的。

[33]
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终于得到了引力场方程！


出现在泊松方程右边的质量密度，在广义相对论中，由物质的能量动量张量所取代。在前一页中，爱因斯坦已经准备好了将这个张量作为场方程的源项引入的方式。他要求物质的能量动量，与场的能动量一视同仁地进入场方程。这个要求是假定爱因斯坦场方程特定形式（（52）式，其后很容易地变换成（53）式）的主要动机。接着，他进一步阐明了假设这个场方程的主要理由，是从它所推断出的物理结果。确切地说，这将导致物质和引力场的总能量动量守恒（在下页）。

（53）式代表了爱因斯坦在寻找引力场的广义协变方程上进行奋斗的胜利成果。他回忆这个成就时，将它看成是数学策略的结果，而没有看成是物理和数学策略交替相融、错综复杂的探究结果。场方程的左边是里奇张量的显式表达，在1912年爱因斯坦就已将其看成是广义相对论的核心要素。右边场源的引入方式与以前不同，就是说，增加了一项：能量动量张量的迹（张量的对角元之和）。

如果我们坚持右边为通常的形式，我们必须修改方程的左边，增加里奇张量的迹。修改后左边的表达式称为爱因斯坦张量。这样修改后就是今天我们所熟知的引力场方程的标准形式。到1918年爱因斯坦才采用了这个形式。
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多年后，在1936年，爱因斯坦这样描述这个方程：“这个理论……类似于一座大楼，一侧由上等大理石建成（方程的左侧），而另一侧由低等级的木头建造（方程的右侧）。事实上，表观上的物质只不过是粗略替代了物质所有合理的已知属性。

[34]
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守恒原理是怎样以一种爱因斯坦在理论发展早期阶段未曾预料的方式得到满足的？


现在爱因斯坦表明了推测的场方程满足能量动量守恒，强调了守恒的是物质和引力场的能量动量之和，而不是这两个分量单独守恒（56式）。这解决了在探求广义协变的场方程过程中，长时间困扰爱因斯坦的问题。起初，能量动量守恒原理是一个单独的要求，似乎与广义协变性不相容。为了满足守恒原理，他不得不限制所允许的坐标系，从而放弃了广义协变性。

爱因斯坦在1915年提交到普鲁士皇家科学院的4篇通讯，恰好从3年前他与格罗斯曼一起考虑过却放弃了的场方程开始，因为那时他不能证明方程与能量动量守恒的相容性。然而，现在在变分形式的基础上，爱因斯坦能解决这个问题了。但是能量动量守恒的要求还留下了一个条件。在现阶段，条件-g
 =1仍然充当着坐标约束（第71[17]页）。因此，在这个“11月场方程”中，协变性和守恒定律之间仍然存在着不相符之处。在一周后发表的下一篇论文中，爱因斯坦试图利用这个相左之处，论证物质的电磁起源。假定物质的纯粹的电磁本性对其能量动量张量施加了一个条件，就会解决这个问题。正是基于这个修正的理论，爱因斯坦计算了水星近日点移动，找到了正确的值。同时，在计算过程中，他发现，关于新理论如何得到牛顿引力理论的极限情形，他必须修正他的想法。这个发现最终打开了一扇门，以略为不同的方式将物质的能量动量引入场方程中，蕴含着守恒定律不再施加限制广义协变性的额外条件。

因此，爱因斯坦对于解决协变性和守恒定律之间相左的尝试，铺平了他的道路，最终的场方程于11月25日发表了。能量动量守恒可从广义协变的场方程作为推论而得到。爱因斯坦结束最后一篇论文时，他宽慰地声明道：“关于自然界中各种过程的本质，与狭义相对论已经告诉我们的相比，广义相对论的公设没有给我们揭示更新和更不同的东西。我最近在这点上所表达的意见是错的。
[24]

 ”

在爱因斯坦将他的理论的第一篇报告提交给普鲁士皇家科学院的当天，他给他的儿子汉斯·阿尔伯特写了一封信：“你可以从我身上学到很多好的东西，除我之外没人能教给你。我从如此紧张的工作中所获得的东西，应该不仅对陌生人有价值，而且更应该对我自己的孩子有价值。在过去几天里，我完成了生命中最好的论文之一。等你长大些，我会把它讲给你听……我在工作中经常全神贯注，以至于忘记吃午饭。”

[35]
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物理守恒定律来自自然界的对称性吗？


在他的理论的演绎构造的最后一步，爱因斯坦建立了与希尔伯特的工作之间的联系，将希尔伯特工作的核心数学结果之一—守恒与协变性之间的关系（后来在诺特定理中得到推广）—归并到他新近建立的引力理论中。在纲领理论中，爱因斯坦已经用他自己的术语发展了这个关系。后来，在他1916年10月发表的一篇论文中（将在附录130—139[A1—A5]页的注释中详细讨论），他又进行了详细的阐述。在这份手稿中，他在脚注中感谢了希尔伯特所发表的工作（在手稿下一页的底部）。

诺特（Emmy Noether）是一位德国数学家，与希尔伯特一起在那时的伟大数学中心之一的哥廷根工作。她以在抽象代数和理论物理上的开创性贡献而闻名。在物理上，她最有名的是现在所称的诺特定理。这个定理告诉我们，每种对称性都与一个守恒定律相联系。诺特定理已经被看成是引导现代物理学发展的最重要的数学定理之一。在广义相对论的情况下，广义协变性可以解释为刻画宇宙时空几何的基本对称性，能量动量守恒就是由诺特定理所隐含的相关守恒定律
[25]

 。1935年在她离世以后，爱因斯坦在给纽约时报的一封信中写到她：“以当今最能干的数学家们的判断，诺特小姐是自女性接受高等教育开始以来，迄今所出现的最具重要创造性的数学天才。”

在手稿C部分的结论中，有趣的是，爱因斯坦回顾了在1912—1913年间所面对的困难，以及这些困难是如何在他的“十一月理论”中得到解决的。在他寻找引力场方程时，选择一个牛顿极限（按他所理解的）能实现的坐标系这个要求，与能量动量守恒的要求陷入矛盾。最后，爱因斯坦认识到基于11月张量的场方程，能通过仅仅施加一个弱坐标约束而与能量动量守恒相容，从而成功解决了这些问题。这使他看到，要从他的近乎广义协变的理论中恢复泊松方程，他所需的只是一个坐标条件而不再是一个坐标约束。他设法将能量动量守恒问题与恢复泊松方程问题进行分离，从而解开了这个在苏黎世笔记中阻碍了朝引力的广义协变理论进展的心结。

爱因斯坦在提交了他的理论的最终版本的第二天，他给他的朋友赞格尔写信道：“这个理论有着无与伦比的美。但是只有一个同行真正理解了它，并且那个家伙很聪明地试图盗用它。”希尔伯特没有盗用它，尽管他是沿着爱因斯坦的脚步在走。在希尔伯特的论文中，他承认广义相对论的发现应归功于爱因斯坦：“在我看来，这里所得到的引力的微分方程与爱因斯坦所建立的伟大的广义相对论是一致的。”

[36]
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物理学中已建立的理论，诸如流体力学、电磁学，如何纳入新的引力理论中？


在C部分中，爱因斯坦已经导出了引力场方程（53）式，其中协变的能动张量T
 μν
 ，代表除了引力场自身以外的所有物理实体。他把引力场之外的所有东西称为“物质”。借助于在B部分所发展的数学工具，现在他来检验这两种“物质”例子（流体力学和电磁学），如何纳入广义相对论的框架。他着重指出，无须增添任何新的物理假定，引力场对这些物质现象的效应是可以确定的。在这个新的背景下，人们可以重构熟知的流体力学和电磁学的狭义相对论性方程，对它们所描述的物质过程，毋庸任何进一步的条件。

爱因斯坦留下一个未决的问题：引力的新理论与电动力学的结合是否会导致新的物质理论？当时诸如米那样的物理学家曾试图只在电动力学之内建立这样的理论。爱因斯坦在这里暗指将电磁学和引力纳入一个单一理论框架的挑战，没有明确提到希尔伯特在那个方向所做的努力。在爱因斯坦真正努力着手寻找这样的统一理论的前几年，希尔伯特就已朝那个方向着手探索了。爱因斯坦的统一理论之梦虽然没有成功，但这个梦想占据了他提出广义相对论之后的几十年余生。

1914年11月，爱因斯坦发表了一篇综述文章《相对论广义理论的形式基础》，总结了爱因斯坦—格罗斯曼纲领理论。在这篇文章中，他推导了流体力学方程和动体的电动力学场方程，把这两种情形都称为“物质过程规律”。这些方程在最终理论中也保持不变。唯一的区别是，在这些方程中出现的场势g
 μν
 ，必须从正确的引力方程导出。本手稿的D部分是1914年文章有关章节的缩写本，只是对电磁能动张量的处理大大简化了。确切地说，爱因斯坦去掉了“6矢量”，它使该主题以前的形式显得很复杂（在下一页还出现过）。

除了质量和能量密度，内压强p
 也是引力场的源，且出现在能动张量中。内压强与构成有质量介质的粒子所做的随机运动有关。这种运动携带能量，并且如任一种类型的能量一样，都对引力场有贡献。推广的相对论性的欧拉方程是将方程（57a）应用到这个张量的混合形式（58b）式上而得到的四个方程。

大约在18世纪中叶，欧拉（Leonhard Euler）发表了不可压缩流体的运动方程。这些方程本质上表达了任何流体力学过程中质量和动量的守恒。能量守恒方程是大约一个世纪以后才得到的，但是今天，所有这三个方程都称为欧拉方程。狭义相对论的发现，使质量、能量和动量合并为一个能动张量。狭义相对论中的欧拉方程，是通过令这个张量的协变散度的4个分量为零而得到的。

[37]
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麦克斯韦是怎样用数学方程表示电磁定律的？这些方程又如何受到引力的影响？


在这一节中，爱因斯坦基本上重现了他几个月前发表在普鲁士皇家科学院快报上的《电动力学麦克斯韦场方程的新形式解释》。那次的发表简化了对他1914年的综述文章《相对论广义理论的形式基础》中同一论题的表述。它可以立即过渡到广义相对论。爱因斯坦对麦克斯韦方程的这个简化了的新协变形式感到很高兴，并就此与洛伦兹通过信。1915年9月，他很高兴地通知洛伦兹说：“考虑了引力以后，我也证明了电磁场能量动量守恒原理的有效性，以及真空方程的简单的协变理论表示，其中‘对偶’6矢量概念被证明是非本质的。”

到19世纪中叶，英国物理学家法拉第和苏格兰物理学家和数学家麦克斯韦已经引入了电场和磁场的概念。那时，已经在经验上建立了几个关于电荷和电流，以及电场和磁场之间关系的物理定律：

·高斯定律，描述由（正或负）电荷产生的静电场。

·磁场的高斯定律，陈述了自然界中不存在磁荷（磁单极）。它们总是成对出现（偶极子），就像磁罗盘针的“南极”和“北极”。磁性材料产生的静态磁场，是由这样的偶极子生成的。

·安培定律，陈述的是电流产生磁场。环绕电流的磁场线是闭合的。

·法拉第定律，陈述了随时间变化的磁场产生电场。环绕磁场的电场线是闭合的。

麦克斯韦对这些定律增加了一个陈述：磁场也可以由随时间变化的电场产生。因此，随时间变化的电场的行为就像电流（所谓的位移电流）。这不是任何实验结果的要求，而是麦克斯韦巧妙洞察力的结果。大约在1862年，他发表了首个版本的一组数学方程，用来描述所有这些定律。这些方程就是著名的麦克斯韦方程组。它们构成了经典物理史上最大的统一方案，将电学、磁学和光学结合成一个框架。麦克斯韦方程组预言了电磁波的存在，它在空间中以光速c
 传播。

与狭义相对论的闵可夫斯基形式相一致，有可能从反对称的电磁场张量F
 μν
 导出麦克斯韦方程，而F
 μν
 是从电磁势（电场势和磁场势）的导数构造的。爱因斯坦在这一页上开始了这个过程。1912年，科特勒（Friedrich Kottler）首先写出了广义坐标下的麦克斯韦方程。

[38]
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“以太”在前相对论物理中起什么作用？为什么爱因斯坦最终认为没有以太的空间是难以想象的？


光速明确地出现在麦克斯韦方程组中。这提出了一个问题：这个速度是根据什么来测量的？物理学家假定了一种无质量的不可见媒质弥漫在整个空间中，提供了一种绝对参考系，用来定义光速。这个媒质也用来传递作用在电荷和磁极上的力。爱因斯坦的狭义相对论潜在的基本假定是，光速在所有参考系中都是不变的，所有参考系都以恒定速度相对其他参考系运动（惯性参考系）。这个假定决定了惯性参考系之间的变换规律。麦克斯韦方程组在这样的变换下是不变的。

在狭义相对论中，光速在所有惯性参考系中都是相同的，以太的概念成为多余的。因此，爱因斯坦在他的理论框架中，完全摒除了以太概念。然而，在1920年他却远离了这个观点，把广义相对论的动力学时空认同于以太，尽管不是作为绝对参考系。1920年10月在莱顿所做的关于“以太和相对论”的演讲中，他作了如下陈述：“我们可以说，根据广义相对论，空间被赋予了物理属性；所以，在这个意义上，以太是存在的。根据广义相对论，没有以太的空间是难以想象的；……但是这个以太不能看成具有可衡量的媒质的特性，比如由可随时间追踪的各个部分组成那样的特性。运动的思想不适用于它。”这段引用中的最后一句与这个事实有关：可用来解释广义相对论中时空性质的以太概念，不能理解为力学媒质，不是爱因斯坦所摒弃的前相对论物理中的以太观念。

协变的矢量与张量和逆变的矢量与张量之间的区别也适用于狭义相对论。麦克斯韦方程组中描述法拉第定律（见前一页）和磁场高斯定律的两个方程，是从电磁场张量F
 μν
 的协变形式导出的，而另外两个方程是从逆变形式导出的。爱因斯坦一直记录这个区别，用撇标记从张量F
 的逆变形式中导出的方程中的电场和磁场分量。由于狭义相对论中度规张量的形式很简单，磁场和电场的带撇和不带撇的值是相同的，在对待狭义相对论时，这个区别通常就忽略了。

爱因斯坦用字母n
 表示电场，用f
 表示磁场。在印刷版本中，用了当时更常规的记法e
 和h
 。

在爱因斯坦67岁时写的《自述》中，他表达了对麦克斯韦理论的迷恋：“在我还是学生时，最迷人的课题就是麦克斯韦理论。这个理论的革命性在于从超距作用转变到了将场作为基本变量。”

[39]
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冯·劳厄起到了什么关键作用？


现在，爱因斯坦准备构造电磁场的能动张量了。他从4个方程开始，这4个方程指定了作用在系统上的力以及提供力的能量。借助于在B部分所发展的数学工具，这些方程可以变形，以识别能动张量的分量：下一页上的（66）和（66a）两式。在一个封闭系统中，（66）式的右边等于零，我们能证明这个方程等同于在C部分推导的表达能量动量守恒的（57）式。

我们已经提到过手稿的D部分，是基于爱因斯坦对“物质现象的规律”（电动力学和电磁学）的论述。在那个论述中，他提到他对这个话题的论述，利用了闵可夫斯基—劳厄形式，亦即，狭义相对论的闵可夫斯基张量形式和狭义相对论中连续物质流的冯·劳厄形式。

冯·劳厄（Max von Laue）对相对论的发展做出了重要贡献，尤其是指明了爱因斯坦质能关系E
 =mc
 2
 对加深理解相对论性连续体动力学的重要意义。从流体力学的弹性理论中我们已经熟悉，根据质能关系，压强也体现了能量，因而能改变动体的惯性性质。事实上，所有形式的能量一定具有质量。与此相反，在经典物理中，压强不影响物体的运动，例如，当压强是由一对大小相等、方向相反、沿同一直线作用的力产生的时候。甚至当处理延展体的时候，在经典物理中，总是可能用单个量，即它的惯性质量，来描述力对其整体运动的影响—而撇开其形变。然而一般来说，在相对论中，不再有像质量这样的单一量，能用来刻画一个延展物理系统的惯性行为。大约在1911年，冯·劳厄的工作使人们很清楚地看到，为此目的，至少需要10个函数，一起组成时空中一个几何对象的分量，这个几何对象就称为“应力—能量张量”或“能量—动量张量”。早在1912年，爱因斯坦就认识到，在他的引力场的场方程中，这个张量必须起到源项的关键作用，取代相对应的经典物理中牛顿引力势的泊松方程中的质量密度。

然而在最初时刻，冯·劳厄自己一直对爱因斯坦的理论持怀疑态度。1913年8月，他在给史利克的信中写道：“这个理论是极端的、实则是不可思议的复杂，因此我强烈地拒绝它。幸运的是，它的最直接结果之一，太阳附近光线的弯曲，可以在1914年的日食期间进行检验。之后，这个理论很可能会销声匿迹。”

[40]
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理论的有效性如何由实验检验？


在这份手稿的A,B，C和D部分，对于广义相对论这个引力的相对论性新理论，爱因斯坦已经完成了他的理论框架和数学准备。这些部分都有各自的标题；而E部分没有标题。爱因斯坦在E部分一开始就给出了21节，删除了原来的标题，并用一个更简单、更短的标题来取代。E部分讨论了广义相对论有效性的首批检验：解释观测到的水星近日点的进动，来自遥远恒星的光线在太阳引力场中的弯曲，以及引力场中所发射的光频率的减小（引力红移）。爱因斯坦早就从等效原理推断出后两种现象了。然而，如果他也能从等效原理给出引力红移的正确的定量值，他不得不等到完成整个理论，才能得到正确的光线弯曲角度。爱因斯坦在代表太阳的点质量球对称弱引力场中考察了这些现象，相当于真空中引力场方程（47）式的牛顿极限。

在爱因斯坦看来，一个可接受的引力理论，在极限或特殊情形下应退化到牛顿理论，这个要求不仅是自然的而且是绝对必要的。归根结底，经典牛顿引力理论是经验所验证的引力知识。在寻找广义协变理论的爱因斯坦—格罗斯曼合作过程中，这个要求不仅作为一个可接受的引力场方程的条件，而且作为了构造场方程的出发点。1912年，他们抛弃了里奇张量，这是无源情形引力张量的自然候选者，因为他们（错误地）认为，在极其弱场的情形下，它回不到牛顿表达式。只是在1915年11月，当爱因斯坦致力于水星近日点问题时，他才意识到应该怎样解释牛顿极限。

引力势由度规张量g
 μν
 表示（53[8]页）。在狭义相对论中，完全忽略引力，度规张量就退化到方程（4）所给的形式。我们可以预期一个由矩阵g
 μν
 表示的弱引力场，其g
 μν
 的形式与方程（4）相比，差一个比1小得多的量。因为牛顿理论中的引力势是由单一函数表示的，我们可以预期，在牛顿极限下，只有g
 44
 会不同于1，因为它代表那个极限下的引力势。然而，情况不可能如此。坐标条件g
 =-1（在现在的情形下，g是对角元之积）暗示了假如g
 44
 不等于1，那么其他对角项必须不等于-1
[26]

 。这个结果令爱因斯坦和格罗斯曼感到吃惊。在弱静态引力场情形下，新理论回不到牛顿表达式。爱因斯坦一遍又一遍地重复牛顿极限问题。直到1915年11月，对这个问题的误解，一直是寻找广义协变理论的主要绊脚石之一。

[40a]
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作为事后思考，爱因斯坦想要澄清和强调的是什么？


爱因斯坦完成了手稿，并对页码编了号，然后又决定在D部分结尾处增加一些评论。星号是编辑的指令，告诉排字工人将这一页插入到上一页中标注星号的位置。

爱因斯坦想要再次强调的是，引力场方程的推导和守恒定律的形式是基于相应于g
 =-1的特定的坐标选择，这简化了数学表达但并不影响结果的普适性。

在B部分的结尾处，他基本上重复了他这个最后的评论（第90—92[27—28]页），他在那里写道，这篇论文中的所有关系，都将由这个坐标选择所带来的简化形式给出，并加上这样的话：“如果在特殊情形下是令人满意的，那么恢复到广义协变方程，也是一件容易的事了。”

我们知道在写这篇手稿的时候，他在考虑在任意坐标下重新推导场方程。这从本书呈现的一份5页手稿中就能清楚地看出来，这份5页手稿他最初打算包含在这篇文章的主体中，后来又打算作为附录。最终，他决定不放进这篇文章，而是大约半年以后，作为一篇独立的文章发表了—《哈密顿原理和广义相对论》。（本书附录给出了这篇文章的中译本。）

有可能这一页上的评论代替了那5页手稿，并且用最后一句话给出了解释：“我认为就这个问题进行再扩大范围的思考是不值得的，因为它们毕竟没有给我们任何实质性的新东西。”

[image: ]
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[41]
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牛顿极限下，度规张量是什么样子的？


现在爱因斯坦使用一个近似步骤，将引力场中物质粒子的运动方程（46）式约化到牛顿极限。右边含有空间和时间坐标对沿粒子轨迹运动时间的导数。μ，v=1，2，3的方程相应于物质的速度，在牛顿极限下，运动速度远小于光速（在这里的记号下，就是远小于1），因此可以忽略。导致的结论就是，只留下μ=4，v=4的项，并得到（67）式。这就是牛顿理论中质点的运动方程。爱因斯坦指出：“这个结果中引人注目的是，在一级近似下，基本张量的g
 44
 分量独自决定了质点的运动。”度规张量的其他分量仍然依赖于时空中的位置，这表明了一级近似保留了时空曲率。然而，这些分量不影响质点的运动。然后，爱因斯坦将同样的近似用到场方程（53）并导出（68）式（在下一页），这正是由质量密度ρ
 产生的引力势的牛顿方程。

1915年12月，爱因斯坦写信给他的朋友贝索，谈论这个新理论：“最令人满意的是与近日点运动一致和广义协变性；然而，极奇怪的情况是，场的牛顿理论在一级近似下就已经不正确了
[27]

 。正是运动方程的一级近似中不出现度规张量的分量g
 11
 ，g
 22
 ，g
 33
 的情况，决定了牛顿理论的简单性。”


爱因斯坦为什么会感到惊喜？


1915年12月22日，爱因斯坦收到了天体物理学家施瓦兹希尔德（Karl Schwarzschild）从俄国前线写来的一封信。施瓦兹希尔德告诉爱因斯坦，他已经完全解决了论文中提出的水星近日点问题。这是对于单个球形非旋转质量，广义相对论场方程的第一个精确解。爱因斯坦曾在笛卡儿坐标中处理这个问题并得到近似解。施瓦兹希尔德在推导中用了一个更方便的坐标系。他写道：“这是多么奇妙的事，水星问题的解释如此令人信服地从这样一个抽象的思想中产生了。”他是这样结束他的信的：“如你所见，战争待我不赖，虽然不远处炮火连天，却容许我信步踱入你的思想王国。”爱因斯坦敦促他发表这个结果，并承诺他自己将在普鲁士皇家科学院的下一次会议上报告这个结果。爱因斯坦这样回复施瓦兹希尔德的信：“我未曾料到问题的精确解的形式如此简单。这个课题的数学处理对我极有吸引力。
[28]

 ”

1916年5月，43岁的施瓦兹希尔德离开了人世。爱因斯坦在普鲁士皇家科学院快报上写了一份讣告，赞扬了他的工作和成就。施瓦兹希尔德得到的解最终成为现代黑洞研究的基础，以及广义相对论天体物理应用研究的里程碑。

[42]
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天文学家如何能帮助确认理论的一些预言？


到这里为止，爱因斯坦已经表明了引力相对论性理论的基本方程，运动方程（46）式和场方程（53）式，在弱静态引力场极限下能退化到经典牛顿理论。然而，如我们能预期的，即使在这个极限下，g
 11
 ，g
 22
 和g
 33
 也不会退化到-1。g
 μν
 对一个弱静态球对称引力场的近似值由（70）式给出。在最后一章中，爱因斯坦考察了这个结论对时空几何性质的影响，并利用其结果得到了蕴含的天文学预言。

当爱因斯坦意识到他对数学方法不熟悉时，他转而求助于数学家格罗斯曼。现在，他向天文学家寻求帮助和建议。能被直接观测证实或排除的广义相对论的特定预言非常重要，因为这能使其与引力的其他理论区分开来。爱因斯坦从1911年就一直致力于这样的预言。他预言了两个先前未知的效应，能够帮助检验广义相对论。第一个是光线在引力场中的偏折。1913年，爱因斯坦写信给天文学家黑尔（George Hale），请他给出建议，看是否可能在太阳边缘附近测量光线偏折。黑尔的回答是，探测这个效应的仅有机会是在日食期间。1914年，第一次世界大战爆发以后，一支德国远征军计划在乌克兰于日食期间观测这个效应，但是这支远征军被俄国当局短暂关押了一段时间。注意，预测的偏折角比后面将要导出的广义相对论预测的正确值少一半
[29]

 。
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这是得到加利福尼亚圣马力诺亨廷顿图书馆的许可而复制的。



第二个预言是引力场中光线颜色的改变，即所谓的引力红移。爱因斯坦试图说服德国天文学家发起对这些效应的观测，但是收效甚微。他早就得到了弗雷温德里希（Erwin Freundlich）—那时是波茨坦天文台的一名助手，和天体物理学家施瓦兹希尔德的支持。他特别感谢弗雷温德里希的作用。1914年，他致信爱伦弗斯特：“天文学家弗雷温德里希已经找到一种办法建立由木星引力场引起的光折射。另外，他还以惊人的精度建立了太阳光线的强度中心向红端的移动……”然而，结果表明，证实红移效应的声明太过草率。爱因斯坦在给施瓦兹希尔德的信中（1916年1月）称赞弗雷温德里希：“他是能理解广义相对论意义、并且能热心投身于有关天文学问题的第一位天文学家。”

[43]
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引力场中尺的长度和钟的速率是怎样的？


我们已经知道尺的长度和钟的速率，依赖于时空中它们所在位置处的引力场。现在爱因斯坦来证明，由球对称质量产生的引力场中的这种依赖关系。

利用（70）式中g
 μν
 的值（在上一页），爱因斯坦考察了由一个位于原点的质量产生的引力场，对观测到的尺的长度的影响。结论是，沿径向放置的尺略微缩短（71）式，而在垂直方向上的尺的长度不受引力场的影响。由此推出，如果用这样一把尺来测量以原点为圆心的一个圆的直径和周长，就会发现周长与直径的比不再是π。所以即使在引力场的一级近似下，欧几里得几何也不成立。

爱因斯坦继续考察这样一个引力场对钟的速率的影响（在下一页）。


有可行的广义相对论的替代理论吗？


眼下，已接近手稿的末尾，在我们即将讨论爱因斯坦理论的实验检验时，值得提一提发表于1912年的诺德斯特吕姆（Gunnar Nordström）的引力理论。诺德斯特吕姆的理论是基于单个标量引力势并嵌入狭义相对论。爱因斯坦有多条理由反对引力的标量理论，在1913年6月诺德斯特吕姆访问苏黎世时，爱因斯坦与其讨论过。在那次访问之后，诺德斯特吕姆发表了他的理论的新版本，爱因斯坦在1913年9月在维也纳所作的演讲《关于引力理论的现状》中广泛讨论了这个版本。尽管爱因斯坦不满意诺德斯特吕姆理论，因为该理论不能解释在有周围质量分布的引力场中物体的惯性（马赫原理），他还是给出了这样的结论：“总的来看，我们可以说，诺德斯特吕姆的标量理论，它是依附于光速不变公设的，这个理论满足所有条件，是一个能给出经验知识现状的引力理论。”的确，爱因斯坦把这个理论看成是对他和格罗斯曼的纲领理论的唯一可行的替代理论
[30]

 。

在诺德斯特吕姆理论中，不存在引力场引起的光线偏折；然而，在那时不可能拒绝一个或其他基于经验理由的理论。人们寄希望于已计划好的在1914年日食期间的天文观测能做出评判。那次没有获得成功观测（第123[42]页）
[31]

 ，但是对诺德斯特吕姆理论缺点的裁定在1919年的下次日食之前就变得清晰了。基于这个理论的水星近日点移动的计算预言了7''的后退，而爱因斯坦理论预言了观测到的43''的进动（第129[45]页）。

[44]
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什么观测使爱因斯坦一举成名天下闻？


这一页上的第一个结果是有质量物体附近的钟会变慢。（72）式允许我们对这个效应进行估算。发射光的原子可看成是一座钟。这种“原子钟”在引力场中的变慢，意味着这些振荡的频率，进而是发射的光减少了。低频光的“颜色”向光谱的红端移动。在脚注中，爱因斯坦感谢弗雷温德里希，因为他在某些恒星的光谱中观测到了这样的效应，并评论说这还不是关键的检验。

接着爱因斯坦考察了在距离Δ处经过质量M附近的光线所经历的偏折，并得到结论认为，掠过太阳的光线经历的偏折是1.7''（弧秒）（这个结果出现在下一页）。
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这样预言的偏折角度是爱因斯坦从等效原理得到的偏折角（出现在他给黑尔的信中，123页）的2倍。这个值也能由古老的（几乎已被遗忘的）光的牛顿理论解释。爱因斯坦的预言被1919年日食期间的天文观测所证实，观测是由天文学家爱丁顿（Arthur Eddington）带领的英国观测队进行的，爱因斯坦一夜之间成为世界名人。不仅仅是现象本身，而且测量到的角度导致了1919年11月7日《泰晤士报》上的爆炸性新闻标题。

[image: ]
《泰晤士报》上刊印的重大新闻：科学的革命，宇宙的新理论，颠覆了牛顿理论。



红移结果直到20世纪50年代晚期才被证实。现如今，在GPS技术的计时系统中必须考虑引力对钟的速率的影响
[32]

 。

这一页切出去一个方形，这反映了那时候通常的编辑过程：编辑从手稿中移除了图并将它们送到图形部；剩下的部分送往打字部。少掉的图重新放在这里。爱因斯坦用这个图解释了在计算中出现的对坐标x
 1
 和x
 2
 的选择。
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[45]

[image: ]



水星近日点进动的解释：从失望到胜利


牛顿的引力理论证实了开普勒观测到的行星在椭圆轨道上绕太阳运动。假如在太阳系中只有一个行星，那么，轨道的近日点位置（最接近太阳的点）在空间中就是固定的。然而，由于其他行星的影响，近日点会有一个缓慢的进动。天文学家发现，从地球上观测，水星绕太阳的轨道，在100年中旋转了5600''，或者1.55°（度）
[33]

 。这个旋转角度中的绝大部分可以由其他行星所施加的力解释，但是尚有43''不能解释。这个问题在1859年，在法国天文学家勒维耶（Urbain Le Verrier）的工作以后，就已经提出来了，但一直没有解决，直到爱因斯坦创立了广义相对论。
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1907年12月，当爱因斯坦在通往引力的相对论性理论的路上刚刚迈步时，甚至在他还没有任何理论的时候，他就意识到，这或许能给这个长期存在的问题一个答案。他写信给他的朋友哈比切特：“这会儿我正致力于水星近日点的一个长期不能解释的变化的相对论性分析。”爱因斯坦—格罗斯曼纲领理论发表后不久，爱因斯坦就和他的朋友贝索进行了一个计算，检验这个新理论能否解释水星近日点的不规则进动。他们得到的结论是这个差异中只有18''能由这个新理论解释。这个令人失望的结果并没有令爱因斯坦怀疑纲领理论的有效性。事实上，他从未发表过这个结果，完全忽略了它，直到1915年11月，用它作为论据来证明抛弃纲领理论是正当的决定。

最后一页代表了他仍然致力于他的新理论的最后阶段时所得到的结果，他在1915年11月18日已经将这个新理论提交给了普鲁士皇家科学院。这个结果在理论的最后版本中没有变化。在脚注中，对于计算细节，爱因斯坦请读者参阅这个工作和施瓦兹希尔德的工作。手稿的最后一句话是这样的：“计算给出了水星轨道每百年旋转43''，这与勒维耶的天文观测严格一致；因为天文学家已经发现了，在这颗行星的近日点进动中，在考虑了其他行星的扰动后，有这样大小的一个不能解释的剩余部分。”

在这页的下半部分，编辑的铅笔标注表明了这份手稿收到的日期：1916年3月20日。
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为什么爱因斯坦决定不将这个附录包含在手稿《广义相对论基础》中？


这是爱因斯坦最初打算包含在手稿中的5页中的第1页。从“§14”（在标题行之间）和这一页被他划掉的方程的编号判断，他曾计划将这些页插到13节之后，并立即从“变分原理”[在（97[46]页）上解释过]推导引力场方程。后来，爱因斯坦决定采用循序渐进的做法。先是借助于变分原理，他推导了没有物质时的场方程，紧接着，引入了物质，引入的方式与引力场的能量动量出现在方程中的方式相同。后来，爱因斯坦打算将这个计算作为手稿的附录，很清楚地在题目中作了说明，并相应地对页码编了号。最终，他没有将这部分放进手稿中。1916年10月，他提交给普鲁士皇家科学院一篇文章，题为《哈密顿原理和广义相对论》（在我们的评论中，我们称这篇文章为“十月论文”），那篇文章与这里的从未发表的手稿附录相比较，相似与相异之处都很明显。

在手稿的C部分，引力场方程的推导依赖于坐标条件-g
 =1。在[40a]页，爱因斯坦声明，即使不选择特殊坐标系，也能得到C部分结尾处所得到的引力场方程和能量动量守恒定律。这个附录就将证明这一点。然而，爱因斯坦最终的看法认为这是不值得的，因为从这里学不到新东西。所以，他决定不将这部分包含在他的《广义相对论基础》中。


爱因斯坦使用了一个哈密顿（拉格朗日）形式—既不同于希尔伯特的形式，也不同于他自己先前的形式


爱因斯坦将变分法用到一个哈密顿函数上—今天我们称之为拉格朗日量—它依赖于度规张量（引力势）的分量，依赖于它们的导数，还依赖于描述物质的参量及其导数（引力场之外的所有东西）。与希尔伯特相反，爱因斯坦不指定这些参量的类型。希尔伯特考虑了同样的问题，但假定这些参量是电磁势的4个分量。希尔伯特的方法，是基于米的理论（99[31]页），约定了所有物质都是起源于电磁，物质的能动张量应该仅仅依赖于电磁量。在这页的脚注中，爱因斯坦声称希尔伯特假定哈密顿量仅仅依赖于电磁量及其导数，这并不是很有前景的。

爱因斯坦将哈密顿量分成两部分，[image: ]
 和[image: ]
 ，第一部分只依赖于引力场参量，第二部分依赖于所有的引力和物质变量。然后，他推导这两部分哈密顿量所满足的场方程，（78）和（79）两式（在下一页的顶部）。（79）式在这里是作为一个数学表达式出现的。爱因斯坦应该已经令其等于零了，以使其成为哈密顿量的物质部分[image: ]
 的场方程
[34]

 。

[A2]

[image: ]



为什么爱因斯坦最终决定发表这个附录的修正形式？洛伦兹和希尔伯特起了什么作用？


完成广义相对论以后，爱因斯坦渐渐知道了哈密顿形式的重要作用，并与同行就此进行通信交流。1916年1月，他致信洛伦兹：“我能很好地理解你用哈密顿原理的方式，从场方程推导引力所做的尝试。为了方便地推导守恒定律的表达式，我自己也被迫回过头来推导哈密顿函数。”尽管已经完成了这个推导，他并没有把它包含在两个月后最终提交的综述文章中。在同一封信中，他又写道：“不过，我必须承认，实际上我在哈密顿原理中所看到的只不过是一种方法，可用来将张量方程体系约化到一个标量方程，守恒定律对此方程总能满足并且容易推导。”

这一页爱因斯坦解释了，如何保证由（76）式中的积分所定义的“作用量”是一个不变量（标量），从而对这个作用量的“变分”会产生广义协变的方程。在脚注中，他指出这个方法是希尔伯特和洛伦兹提议的。在“十月论文”中，爱因斯坦在开篇句中提到希尔伯特和洛伦兹，并且在脚注中提到他们的工作。

很可能是洛伦兹和希尔伯特的工作促使爱因斯坦发表他自己的主题版本。他可能早在半年前就完成了。无论如何，以最大普遍性证明协变性和守恒定律之间的关系，这对他来说是很重要的。引用“十月论文”的第一段是有启发性的：“最近洛伦兹和希尔伯特已经用一种特别便于理解的方式，通过只从变分原理推导场方程，而成功展示了广义相对论。这篇论文也将这样做。在这里，我的目标是展示广义相对论原理所允许的明晰且全面的基本联系。与希尔伯特的展示相比，对于物质的组成，我将做尽可能少的假设。另一方面，与我自己最近对这个主题的处理相比，坐标系的选择将是完全自由的。”

爱因斯坦将变分方法用到哈密顿量的引力部分，[image: ]
 。依赖于度规张量的分量和它们的一阶和二阶导数的唯一的适当的不变量，是通过内乘积和缩并，从度规张量和黎曼张量得到的（80）式。现在我们称其为里奇标量。在“十月论文”中，爱因斯坦首次在类似段落中称黎曼张量为黎曼曲率张量。尽管“时空曲率”已成为描述大质量物体对时空效应的通用概念，更早的时候，爱因斯坦并没有使用这个术语。

在给外尔的信中，爱因斯坦明确地批判了希尔伯特的方法：“希尔伯特关于物质的假设在我看来很幼稚，就像一个什么都不懂的孩子。无论如何，将来自相对论公设的可靠的考虑，与关于电子或物质结构的如此大胆的毫无根据的假设混在一起，是不能容忍的。我很乐意承认，对于电子的结构组成，寻找合适的假设，或者寻找哈密顿函数，是当今理论的最重要任务之一。但是，‘公理化方法’在这里几乎没什么用。”最后一句指的是希尔伯特要构造物理学的公理化形式的野心，使它更接近几何学那样的科学
[35]

 。
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满足守恒原理不需任何限制吗？


在这一页，爱因斯坦构想了哈密顿量引力部分的变分，其形式使它的不变量（标量）特性很明显。他指出，哈密顿量第二部分，[image: ]
 的选择，有很显著的自由度，不隐含对哈密顿量的引力部分有任何假设或限制，因此，对引力场方程（78）式的左边没有任何假设或限制。

他在1916年11月给洛伦兹的信中强调了这一点，那时他还随信寄去了“十月论文”：“我尤其要表明的是，关于物质的广义相对论概念，不会对哈密顿函数的选择做出比狭义相对论的公设更高的限制，因为任何[image: ]
 的选择都满足守恒定律。”接着他又重复了对希尔伯特的批评：“于是，希尔伯特所做的选择看起来是没有道理的。”


1916：艰苦奋斗和崭新开始的一年


1915年12月，爱因斯坦致信贝索：“最大胆的梦想实现了。广义协变性。水星近日点进动非常精确。……你的心满意足却十分疲惫的（ziemlich katputen），阿尔伯特。”

他有足够的理由感到满足并放松一会儿，与朋友和同事交流并享受成功的喜悦。但是他并没有这样做。1916年是艰苦奋斗和崭新开始的一年。

在完成并提交广义相对论基础手稿以后，爱因斯坦发表的第一篇文章是在一个特定坐标系下场方程的近似解，这个特定坐标系来自天文学家德西特（Willem de Sitter）的提议。在这篇论文中，爱因斯坦讨论了引力波，得出的结论是，加速的大质量天体产生描述时空局域性质的度规上的改变（今天我们称之为曲率的改变），这个改变像波一样，以光速传播。然而，他犯了一个计算错误，导致了奇怪的结果，“引力波传播中没有能量运输”。1918年，他纠正了这个错误，承认他以前对这个问题的处理“被一个令人遗憾的计算错误破坏了”。他还导出了关于发射引力辐射系统的能量损失的著名公式。然而，这个问题一直存有争议。1937年，爱因斯坦甚至试图否定引力波的存在。

在对这个问题进行了更多的工作以后，今天，物理学家已经相信加速的大质量天体能够产生引力波。例如，已经证明涡旋双星是强有力的引力波源。由于地球到引力波源的天文距离，引力波在地球上的效应预言为极其微小。尽管进行了广泛的持续的努力，想用越来越灵敏的探测器，通过直接测量探测引力波，这个目标仍然没有实现，仍然是广义相对论研究前沿的一个挑战
[36]

 。
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（上一页）采用了引力哈密顿量[image: ]
 的特定形式后，爱因斯坦现在用缩并的黎曼张量（83）式来表达（78）式的左边。张量B
 μν
 是主手稿中（44）式里的G
 μν
 。不过在那里，用了-g
 =1的条件来简化这个张量。

爱因斯坦起到了科学传教士的作用

1915年11月，在提交了广义相对论的最终版本以后，爱因斯坦正在为科学界撰写一份理论的全面总结，将包含由当前手稿所代表的所有要素，同时，他也已经在考虑写一本相对论的普及读物，既包含狭义相对论也包含广义相对论。1916年1月，他致信他的朋友贝索：“引力的巨大成功使我非常高兴。我正在考虑在不久的将来写一本关于狭义和广义相对论的书，尽管没有强烈愿望的支持，我难以开始。但是如果我不写，这个理论就不会被理解，虽然它基本上是很简单的。”

爱因斯坦在12月份完成了手稿，《相对论：狭义和广义理论》这本书获得了巨大成功。1917年到1922年期间，这本书以德语出版了14次，在光线弯曲被证实以后，又以其他语言出版了。这些版本在正文和引言中有细微的改动。

在第一版的引言中，爱因斯坦写道：“作者力图用最简单、最明白易懂的方式展现这些思想，大体上是按照这些思想产生的次序和联系来写作。”他以这样的愿望结束了引言：“希望这本书能给大家带来几小时快乐的启发式思考。”

爱因斯坦相信自然规律能用一些简单的基本原理来构建。这种对于简单性的追求，是他的科学活动的标志。他也认为，用简单的术语对普通大众解释这些原理，并传递理解这些原理所能带来的快乐和满足，是他义不容辞的责任。这本书是爱因斯坦履行他的科学传教士角色的例子之一。

[A5]
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在个人磨难与国家灾难之中的科学创造力


在标明为附录的最后一页，爱因斯坦用（90）式结束了“作用量”不变性的证明，从而通过变分方法，证明了从作用量不变性，得到了场方程的广义协变性。手稿结束得有点突然，没有从这个结果中得出最重要的物理结论。在“十月论文”中，爱因斯坦进行了这一步。他从场方程（78）式中导出了引力场的复合能动量守恒定律，强调这只是从引力的场方程中得到的，没有用到物质过程的场方程。

1916年仍然是爱因斯坦对广义相对论及其结果审议、出版以及与同行交流的一年。然而，在那年夏天，爱因斯坦还发表了两篇文章，对电磁辐射和物质之间相互作用的量子理论做出了创新性的、影响深远的贡献。他建立了如下的基本原理：（a）原子对辐射的吸收，正比于辐射的密度；（b）原子在自发随机过程中，或者在周围辐射场诱导的过程中发射辐射，发射辐射的概率仍然正比于辐射场的密度；（c）在发射和吸收过程中，原子与辐射场之间既交换能量也交换动量；（d）来自原子的辐射发射不是作为径向波向四面八方散开，而是沿着确定的方向传播。后一条结论证实了辐射的粒子（光子）本性。9月份，爱因斯坦致信贝索：“这样，光量子说可以确立了。”

我们对手稿页的注释包含与相关科学发展和同行交流有关的背景材料。我们没有涉及社会和政治环境，也没有谈到那些年里正在恶化的家庭关系。这些变化对爱因斯坦的影响在许多传记里都讨论过了。在我们强调1916年是崭新开始和杰出科学创造力的一年时，也应该提到，所有这些成就都是在大战撼动欧洲、影响了每一个德国人的生活时取得的。爱因斯坦尤其感到孤独，因为与大多数德国同事不同，他对战争持公开的批评态度。还有，1916年爱因斯坦独自一人生活，他的家庭破裂，他的妻子米列娃带着孩子们回到了苏黎世。


注释页的注记

这些页中的许多引文取自英文版《爱因斯坦全集》（CPAE），Princeton,NJ：Princeton University Press中的信件和文件。

爱因斯坦档案中尚未印刷在CPAE中的文档以AEA加档案编号显示。

关于爱因斯坦广义相对论的综合四卷著作是The Genesis of General Relativity
 ，ed.Jürgen Renn（Dordrecht：Springer，2007）。这里引用了这个汇集里的许多论文。

p.1

爱因斯坦的《关于狭义和广义相对论（普及本）》的英译本重印在CPAE vol.6，Doc.42，pp.247—420。引用可在p.312（文件的p.69）上找到。

p.2

爱因斯坦对马赫的讣告最初发表在Physikalische Zeitschrift
 17（1916）：101—104。重印在CPAE vol.6，Doc.29，pp.141—145。

关于爱因斯坦所提及的经典力学的认识论缺陷，参见Jon Dorling，“Did Einstein Need General Relativity to Solve the Problem of Absolute Space？Or Had the Problem Already Been Solved by Special Relativity？”British Journal for the Philosophy of Science
 29（1978）：311—323。

p.3

爱因斯坦在马赫的讣告中（p.143 in reference for P.2），以及在爱因斯坦《自述》，ed.P.A.Schilpp（La Salle, IL：Open Court[1949]1979）中提到了马赫和休谟对他的思想的影响。引用出现在p.51。

p.4

1922年12月14日，爱因斯坦在京都帝国大学的一次学生欢迎会上做了演讲。在这次演讲中，爱因斯坦回忆了他的狭义相对论的起源和向广义理论的转变。这次演讲的笔记，“我是如何创造相对论的”，Jun Ishiwara（爱因斯坦演讲的日本译者），印刷在CPAE vol.13，Doc.399。Te quotation is on p.638。

也见爱因斯坦的文章“Fundamental ideas and methods of the theory of relativity, presented in their development”，写于1919年12月/1920年1月（CPAE, vol.7，Doc.31，p.21）。

p.6

引用可见于“Geometry and Experience”的235页，in CPAE vol.7，Doc.52，pp.208—222.这是在普鲁士皇家科学院举办的一个讲座的延伸，27 January 1921。

p.7

洞论据解释在这本书的第二章（p.25）.也可参见Michel Janssen，“‘No Success Like Failure……’：Einstein’s Quest for Relativity，1907—1920”，in The Cambridge Companion to Einstein
 ，ed.Michel Janssen and Christoph Lehner（Cambridge：Cambridge University Press，2014），167—227。

p.9

爱因斯坦在布拉格的最后一篇论文：“On the Teory of the Static GAvtational Field”Annalen der Physik
 38（1912）：443—458；reprinted in CPAE vol.4，Doc.4，pp.107—120。

p.10

对格罗斯曼求助，这个常见的引文，是口头相传的。它出现在路易斯·考罗斯的回忆录中，当时他是苏黎世联邦理工学院的数学教授，“Erinnerungen-Souvenirs”，Schweizerische Hochschulzeitung
 28（1955）：169—173。

致索末菲的信，29 OctobeR1
 912，in CPAE vol.5，Doc.421，p.505。

参见Karin Reich，Die Entwicklung des Tensorkalküls：vom absoluten Differentialkalkül zur Relativitätstheorie
 （Basel：Birkhäuser，1994）。

p.11

致劳厄的信，1911年12月22日，在CPAE vol.5，Doc.333，244—245。

爱因斯坦的博士论文重印在John Stachel，Einstein’s Miraculous Year
 （Princeton, NJ：Princeton University Press，2005），29—43。

致贝索的信，1912年3月26日，在CPAE vol.5，Doc.377，276—279。

p.14

数学策略和物理策略之间的相互交融已在导论中详细描述；也可参见Michel Janssen and Jürgen Renn，“Untying the Knot：How Einstein Found His Way Back to Field Equations Discarded in the Zurich Notebook”，in The Genesis of General Relativity
 ，vol.2，839—925。

p.15

参见Karin Reich，Die Entwicklung des Tensorkalküls：vom absoluten Differentialkalkül zur Relativitätstheorie
 （Basel：Birkhäuser，1994）and Michael J.Crowe，A History of Vector Analysis：Te Evolution of the Idea of a Vectorial System
 （New York：Dover，1985）。

p.17

关于“坐标条件”和“坐标约束”之间区别的进一步讨论，参见Michel Janssen and Jürgen Renn，“Untying the Knot”，pp.839—925（see the note for p.14）。

p.18

在这页末尾提到的爱因斯坦和他的儿子爱德华之间的对话，是爱因斯坦本人告诉记者的，在他访问日本期间也提到过。在许多报纸文章和书中，这个对话都曾被引用。
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附言：好戏还在后头


美满的局终？


爱因斯坦手稿的发表，结束了大约十年前开始的曲折而富含戏剧性的智力之旅。毫无疑问，这算是一个美满的结局，因为它实现了爱因斯坦投身于这项事业的最高目标。的确，他得到了一个广义协变的引力场理论，该理论既在数学上优美，又在物理上合理。这似乎也满足了他的哲学抱负，因为这个理论遵从一些探索性的理由，这些理由形成了他的出发点，并且自学生时代以来，爱因斯坦读了马赫的著作后，就受到启发进而思考这些论据。在新理论中，牛顿形而上学的绝对空间概念已无立锥之地，他所声称的所有物理效应，比如惯性力，显然可以追溯到物质的效应。

然而，1916年，当爱因斯坦对他的杰作进行最后的润色时，人们也可以从更冷静的视角，维护他所取得的成就。他的杰作对他周围的世界来说并不重要，那场战争正在以从未有过的残酷和鲁莽摧毁欧洲文明。甚至连他在柏林的有名的学术同仁，也没怎么注意到这个新奇的理论及其意义。爱因斯坦发现很难吸引天文学家来注意他的理论的明显的观测效应，比如引力场中的光线弯曲。渐渐地，他自己痛苦地意识到，他经过如此多的努力所阐述的理论，实际上与他最初打算完成的理论不同。爱因斯坦最初的探索法和新理论含义之间的紧张状态，在其进一步的演变中变得更加明显。
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运筹黑板之上，决胜千万里之外




重温爱因斯坦的探索法


爱因斯坦最初试图坚持，在马赫对经典力学的批判意义上诠释新理论。正如我们的评论所指出的，如此执着的原因是多方面的。首先，马赫对经典力学的分析，对新理论的形成起到了重要的启发式指导作用。马赫曾断言离心力可能是遥远恒星引起的效应，而不是牛顿绝对空间的效应。因此，爱因斯坦自然期望最终的理论符合马赫的启示。但他也用马赫的批评，来强调他大胆地将传统的相对论原理推广到加速运动的合理性。事实上，对于这种非常规的步骤，几乎没有其他正当理由。在1919年爱丁顿爵士领导的英国日食探测队，对引力场中光线偏折进行了令人惊叹的确认之前，这种认识论的论证起到了重要作用。相较于可以在狭义相对论框架内构建的竞争理论，这种论证突出了新理论的优势。于是，爱因斯坦所声称的新理论符合马赫的哲学思想，弥补了最初观察证据匮乏的缺憾。

[image: ]
爱因斯坦背对着墙—应归咎于远处马赫的星星吗？




斗转星移：从引力场方程到它的解


广义相对论是一个复杂而数学上精致的理论。写下引力场方程，并未穷尽它的物理内容，爱因斯坦理论至今仍令我们惊叹不已。其进一步的数学阐述，特别是对精确解的寻找，揭示了意想不到的新篇章。找精确解的历程，在理论刚一完成就开始了。例如，爱因斯坦根据他最初的探索法，来研究新理论的数学特征，他相信引力场不是由作为场方程源的物质分布唯一确定的。他断定，解在宇宙边界上的行为也必须明确规定。但是，在物理上如何解释这个要求呢？它如何与马赫思想的断言相关联呢？马赫思想主张空间中物体的惯性性质完全由物质分布决定。

爱因斯坦未能找到关于马赫启发法的边界条件问题的解，后来在1917年，他提议用一种全新的方法来解决这个问题，当时他写信给他的朋友爱伦弗斯特，说这个方法可能会把他送进疯人院。
[1]



在1917年爱因斯坦著名的《广义相对论中的宇宙学思考》中，
[2]

 他导出了一个满足他对宇宙构成的所有期望的解，包括通过作为引力场源的质量分布来解释宇宙的惯性性质。这个时空描述了一个具有均匀物质分布的空间封闭的静态宇宙。有了这个解，爱因斯坦完全避免了指定适当的边界条件的问题，因为封闭空间没有边界。他还认为，这个模型对应于当时已知的宇宙或多或少的现实图景。当时，我们甚至不清楚在我们银河系之外，观察到的星系构成银河系同一类天体，而宇宙实际上延伸到更远的地方。


现代宇宙学的出现


然而，这些结果对爱因斯坦起作用的代价是修改场方程，以使静态时空是修改后的场方程的解。这个修改是将一个用宇宙学常数λ表征的附加项，加到1915年场方程中。对于爱因斯坦静态宇宙的马赫哲学观念，宇宙学常数是一个救星。然而，他最终被迫认识到这个常数没有达到它的发明目的，他放弃了它。但是，这个附加项实际上非常合理，而与爱因斯坦在1916年所写的相反，所得到的场方程实际上不是符合他的要求的最一般的方程。今天，宇宙学常数在广义相对论的基础上，对解释宇宙加速膨胀起到了重要作用
[37]

 。
[3]



关于爱因斯坦最流行的故事和神话之一是，他把他的“宇宙学常数”想法称为他一生中最大的错误。这个故事的来源可以追溯到乔治·伽莫夫（George Gamow）在《科学美国人》（1956）中的一篇文章，伽莫夫回忆说，许多年前，他曾听到爱因斯坦承认这个想法是“他一生中最大的错误”。伽莫夫又在他的自传《我的世界线》中重复了这一说法。天体物理学家、科普书作者马里奥·利维奥（Mario Livio）在他最近的一本书《聪明的错误》（Brilliant Blunders）中报告说，没有证据表明爱因斯坦真的以口头或书面形式发表了这样的声明，而这很可能是伽莫夫的杜撰。然而，这个故事已经被广泛引用；它出现在许多书籍和文章中，并且已经成为爱因斯坦科学传奇中被普遍接受的一部分。
[4]



爱因斯坦起初倾向于不考虑新理论与天文学的关系，至少不考虑太阳系以外的天文学。在讨论所谓广义相对论的马赫特征时，爱因斯坦的主要反对者是荷兰天文学家德西特，他对广义相对论在德国以外广为传播做出了很大贡献。
[5]

 与爱因斯坦相比，德西特集中研究场方程各种解的天文学后果。1917年，爱因斯坦用几乎是歉意的口吻写信给德西特：“从天文学的观点来看，我所构建的只不过是一座巨大无比的空中楼阁。但对我而言，相对论的思想是否能继续发展直至完成，或者说是否会陷入矛盾的境地，才是重要而迫切的问题。现在我很满意，能在不遇到矛盾的情况下完成这一想法。这问题再也不折磨我了，而先前它确实使我坐卧不宁。”
[6]



在爱因斯坦的《宇宙学思考》发表后不久，德西特证明了，即使修正的场方程也允许一种解，其中没有物质作为引力场的来源。
[7]

 然而，在这个时空中运动的测试粒子确实具有不能解释为马赫“远星”效应的惯性性质。与爱因斯坦的解相反，在德西特解中，物质密度与宇宙半径之间没有关系。爱因斯坦和德西特的宇宙学解成为激烈辩论的主题，并构成了主要备选方案。它们甚至激发了天文学家埃德温·哈勃（Edwin Hubble）在20世纪20年代末对遥远星系的观察，最终竟然推翻了对静态宇宙的信仰，这显然违背了他自己的初衷。

爱因斯坦对广义相对论中惯性的马赫解释，从强加于理论本身的要求，逐渐转变为只适用于理论特殊解的标准。他很快认识到，在这个理论中，仅仅通过物质的存在来解释惯性效应，不是普遍正确的。为了使他的探索式预期精确，在1918年爱因斯坦明确地引入了他所谓的“马赫原理”。
[8]

 它要求对于满足这个原理的解，引力场完全由出现在场方程右边的，以能量—动量张量形式作为场源的物体质量决定。爱因斯坦以这种方式把马赫的初始思想，从力学的语言转化成场论的语言。

随后，爱因斯坦开始越来越多地详细阐述广义相对论的场论解释，但代价是不再强调他最初的探索法的力学根源。他对马赫思想的态度也发生了相应的改变。1920年后，按照马赫对经典力学的哲学批判来解释广义相对论的程序，在爱因斯坦的研究中不再发挥重要作用。这种兴趣的转移主要是由于他的研究项目，重新定向到从1919年开始的引力和电磁统一场论的方向。爱因斯坦在统一场论的研究过程中，从最初的马赫学说认为物质将起主要作用，而空间概念是派生出来的，他已经走过了很长的路。

尽管如此，马赫原理的问题仍然是开放的，因为它现在与爱因斯坦的宇宙学思想密切相关。这些基本上与他同时代的人思想一致。事实上，在1917年到1930年之间，盛行的争论主题是，哪个静态宇宙代表了更好的现实模型？1922年亚历山大·弗里德曼
[9]

 （Alexander Friedmann）和1927年乔治·亨利·勒梅特（Georges Henri Lemaître）
[10]

 提出的宇宙膨胀问题，在很大程度上仍处于观测宇宙学的视野之外。然而，基于地球上的天文观测最终裁定了马赫原理。
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爱因斯坦很惊讶：他的“静态”宇宙竟然在膨胀！



这个裁定是随着天文学证据的积累而得出的，这些证据支持宇宙在膨胀，决定性的贡献是哈勃在1929年发表的工作
[11]

 ，他在威尔逊山天文台工作。1931年初，爱因斯坦在加州理工学院期间，得知了这些结果。爱因斯坦一回到柏林，立即发表了一篇关于宇宙学问题的论文，他指出，哈勃的结果使他的静态宇宙假设站不住脚了。
[12]

 相反，正如他指出的，这些结果很容易通过最初场方程的动力学解来解释。因此，除了马赫原理，这些结果也至少暂时封存了宇宙学常数的命数。1954年，在给皮拉涅（Felix Pirani）的一封信中，爱因斯坦写道：“在我看来，根本不应该再谈论马赫原理。在马赫原理的时代，人们认为‘可衡量的物体’是物理上唯一真实的实体，不能由这些物体完全确定的理论，其所有要素都是应该避开的。（我很清楚，我自己长期受到这种固定想法的影响。）”
[13]

 在1954年版《爱因斯坦的相对论：狭义和广义理论》（普及本）的附录中，他回到了相对论和空间问题，以一种使非专业读者也能够理解的方式，阐述了他的最终观点。


从施瓦兹希尔德解的困惑到黑洞


我们在这里所阐述的马赫启发法，对于伴随爱因斯坦走向广义相对论的其他启发式要素同样有效。结果表明它们也需要重新解释和修订，这是一个过程，标志着广义相对论的观念发展，不断进行直到今天。另一个著名的例子，是诸如恒星那样的广义相对论中的中心引力场。早在1915/1916年的冬天，施瓦兹希尔德就导出了广义相对论的极少数精确解之一，描述了爱因斯坦以前用近似方法处理的情况。
[14]



虽然施瓦兹希尔德关于精确解的工作，为广义相对论的三个经典检验中的两个—水星的近日点进动和光线的弯曲—提供了理论基础，但其物理解释的某些方面，在其构建以后的半个多世纪以来一直存在争议。特别是，所谓的施瓦兹希尔德半径的物理意义尚不清楚。最初，它似乎构成了当物体的质量集中在那个半径的球体内时出现的解的奇异性。1922年，当爱因斯坦第一次面对这个问题时，他确信这个半径仅仅代表了一个数学上的人为结果，因为这个极限在物理上永远无法达到。
[15]

 在1939年，他甚至发表了一个计算，他想证明大自然不会允许这种奇怪的物理行为。
[16]

 通过许多物理学家、数学家和天文学家在随后几年中的共同努力，施瓦兹希尔德解的探索才与彻底理解恒星坍缩联系起来。这项工作最终使人们认识到，我们的宇宙不仅在膨胀，而且充满了诸如黑洞这样预示大灾变的天体。

[image: ]
不得越雷池一步！黑洞就在后面。




广义相对论：从低潮到高潮


广义相对论提出之后，在时间上第一次世界大战是分界线，战争一结束，广义相对论就成为科学界国际合作的标志。爱丁顿探测队确认的引力光线弯曲是这种合作精神的高潮。后来，致力于这个理论的努力逐渐减少，部分原因是量子理论兴起引起的激奋。第二次世界大战使物理学家们的注意力，进一步从追求爱因斯坦理论的深奥蕴涵中脱离出来。这场战争还使科学界更加激进地分裂开来，摧毁了许多人的事业和生活，他们本来可以进一步合作发展爱因斯坦理论的。在某种意义上，广义相对论逐渐退居幕后，在很大程度上被认为与主流物理学无关，仅限于对牛顿原本已被证实的引力理论的一些小调整做出解释。科学史学家斯塔特（Jean Eisen staedt）将这一时期贴切地描述为“广义相对论的低潮期”。
[17]

 当然，一些科学家在一些方向取得了重要的见解，但这些见解往往很快就被遗忘了。广义相对论的真正复兴只是在战争之后才开始，很快将被新的天文发现所加强。在复兴前夕，约翰·辛格（John Synge）在他的1960年教科书的前言中，描述了广义相对论有点神秘的地位：

在所有物理学家中，广义相对论学家的社会承诺最少。他是引力理论的伟大专家，并且引力的社会意义重大，但是在建造塔、桥梁、轮船或是飞机时，人们不咨询他，甚至宇航员也用不着他，直到他们开始怀疑自己的信号在哪个以太中传播。在象牙塔里钻牛角尖并不对所有人的胃口，毫无疑问，许多相对论学家期待着有一天，政府会就重要问题征求他们的意见。但是“重要”是什么意思呢？科学有双重目的：认识自然和征服自然，但在人类的智力生活中，认识自然无疑才是更重要的。既然没有他的世界照样运转，那么，就让相对论学家安然于象牙塔之中，去寻求理解爱因斯坦的理论吧。
[18]



很快，辛格所描述的田园诗般的情景发生了变化。今天，广义相对论已经成为日常生活的一部分：如果不考虑狭义和广义相对论的效应，卫星导航的全球GPS技术就不会起作用。20世纪60年代，潮流明确地发生了变化，如果没有爱因斯坦的理论，就不可能理解那时所发现的类星体和微波背景辐射。突然之间，广义相对论回到了物理学的舞台中央。它看起来难以理解的数学构造，成为解释宇宙的急需工具，这个宇宙原来比爱因斯坦所建议的静态世界更加动态、有趣和多样化。
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爱因斯坦探索宇宙所需的只是粉笔和黑板。



即使在今天，理论的数学阐述、天文结果的探索，以及它的物理解释继续带来新的问题，并产生意想不到的深刻见解。理论所预测的引力波已由天文观测追踪，但尚未通过直接测量证实
[38]

 。它们将打开一扇通往宇宙的新窗户。实现这种测量的努力最终将广义相对论变成了一门现代的“大科学”，产生了大量新的结果。同时，广义相对论与现代物理学中它的伟大的姊妹理论—量子物理学的关系，也成为全世界理论物理学家关注的焦点。然而，就如爱因斯坦对相对论和量子革命都做出贡献的时候一样，这两个理论之间的关系，至今仍然是一个挑战。
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广义相对论的起源与形成年表

1902—1909年，爱因斯坦在伯尔尼瑞士专利局工作。

1905年6月30日，爱因斯坦提交《论动体的电动力学》，这是狭义相对论的首个表述。

1905年7月，庞加莱提出了两个与狭义相对论框架相容的引力吸引定律和所有由牛顿定律解释的天文观测。

1905年9月27日，爱因斯坦提交《物体的惯性取决于它所含的能量吗？》。这篇论文介绍了质量是物体所含能量的量度的观念。

1906年5月17日，爱因斯坦提交《引力中心运动和能量惯性的守恒原理》。这篇论文表明物体的惯性依赖于它所含的能量。

1907年5月14日，爱因斯坦提交《相对性原理所要求的能量惯性》。他首次说到“质量和能量的等效性”，但是尚未提到惯性和引力质量之间关系的蕴涵。

1907年11月5日，闵可夫斯基讨论了庞加莱的引力定律，并引入了他的四维时空表述。

1907年12月4日，爱因斯坦提交《相对论原理及其结论》，这是一篇综述论文，文中他首次探讨了新的引力狭义相对论运动学的含义，并介绍了等效原理以及它的直接观测结果。

1907年12月24日，爱因斯坦写信给他的朋友哈比切特，说他试图基于相对论对引力定律的处理来解释水星近日点的进动，但是到目前为止他还没有成功。

1908年9月21日，闵可夫斯基作了一次关于时空的讲座，讨论了他的四维狭义相对论框架和牛顿引力定律之间的兼容性。

1909年9月，爱因斯坦开始考虑相对论原理向均匀旋转系的扩展。

1909年10月15日，爱因斯坦担任苏黎世大学特聘教授。

1910年，爱因斯坦把闵可夫斯基的四维表述作为扩展狭义相对论的重要跳板。

1911年4月1日，爱因斯坦被任命为德国布拉格大学教授。

1911年，冯·劳厄发现，狭义相对论中扩展的物理系统的惯性行为必须用能量动量张量来描述，而能量动量张量随后将作为引力场的源起主要作用。

1911年6月21日，爱因斯坦提交《关于引力对光线传播的影响》，他预言了经过太阳附近光线的引力弯曲可以通过天文观测来证实。

1911年12月14日，亚伯拉罕提交了一系列论文中的第一篇，其中他利用闵可夫斯基的四维时空表述发展了引力理论。

1912年2月15日，爱因斯坦批评亚伯拉罕的理论实际上与闵可夫斯基的框架不相容，因为他引入了一个具有可变度规的无限小线元，但没有进一步评论，亚伯拉罕对此进行了回应。

1912年2月26日，爱因斯坦提交《光速和静态引力场》。本文在利用等效原理推广牛顿引力定律的基础上，提出了相对论性静态引力场理论。此时，他也一定意识到了一个完备的引力理论需要超越标量理论，也要超越欧几里得几何。

1912年3月23日，爱因斯坦提交《关于静态引力场理论》。他纠正了他早期的理论，因为他发现早期理论与动量守恒原理不一致。他意识到引力场可以作为其自身的源，所以修正了他先前的场方程。

1912年4月15—22日，爱因斯坦拜访了柏林的天文学家弗雷温德里希，并与他讨论了在日食期间观测引力弯曲的可能性。他们还讨论了引力红移以及引力透镜的概念，爱因斯坦24年后才发表。

1912年5月23日，爱因斯坦对早先关于静态引力场的论文发表了一篇《增加到证明中的注释》，借助于变分原理重新推导了引力场中的运动方程。在注释的末尾，他指出，这个重构暗示了对于一般情形该如何寻找这个方程，从而指出了线元在广义相对论中的作用。

1912年7月，爱因斯坦发表了《存在一个与电磁感应相类似的引力效应吗？》。本文阐明了马赫的思想以及与电磁学的类比是寻找相对论性引力场理论的重要指导方针。

1912年7月25日，爱因斯坦启程前往苏黎世担任苏黎世联邦理工大学教授的职位。

1912年8月，爱因斯坦建立了引力场中一般运动方程的表达式。

1912年夏天到1913年春天，为了找到引力场方程，爱因斯坦与格罗斯曼一起探索黎曼几何的内涵。这一努力被记录在著名的苏黎世笔记中。

1912年10月20日，诺德斯特吕姆发表了在狭义相对论框架下的新的引力理论。

1913年5月28日之前，爱因斯坦和格罗斯曼完成了《相对论广义理论和引力理论纲领》（纲领理论）。这个理论不是广义协变的，但爱因斯坦最终说服自己，认为这是不可避免的。

1913年5月，在贝索的帮助下，爱因斯坦根据纲领理论导出了水星的近日点进动，得到了正确结果的一半左右。

1913年8月以后，根据贝索的建议，爱因斯坦发展了洞论据，它似乎排除了广义协变理论。

1913年9月23日，爱因斯坦在维也纳发表了演讲《关于引力问题的现状》。这里，他把诺德斯特吕姆的狭义相对论性引力理论看成是唯一可行的竞争者。

1913年12月，爱因斯坦在给马赫的信中指出，马赫对牛顿绝对空间观的批判是他的理论的最有力支持。将洞论据作为又一个论据来证明纲领理论的合理性。

1914年2月19日，爱因斯坦与福克尔（A.D.Fokker）联合发表了《从绝对微分学的观点看诺德斯特吕姆的引力理论》。

1914年3月29日，爱因斯坦抵达柏林，在普鲁士皇家科学院任职。

1914年5月29日，在柏林，爱因斯坦与格罗斯曼联合发表了《基于广义相对性理论的引力场方程的协变性》，在这篇论文中，他引入了纲领理论的变分原理。

1914年10月29日，在柏林，爱因斯坦提交了《相对论广义理论的形式基础》作为基于纲领理论的广义相对论的结论性解释，他很快就对这个声明感到了后悔。

1915年6月28日—7月5日，在哥廷根，爱因斯坦作了几个关于广义相对论的演讲。

1915年11月4日，爱因斯坦放弃了纲领理论，并向普鲁士皇家科学院提交了系列论文中的第一篇，题为《关于广义相对论》。在那里，他回到基于黎曼张量的引力理论，然而，还没有达到广义协变性。

1915年11月11日，爱因斯坦提交了《关于广义相对论（补遗）》。本文重新解释了他的早期结果，引入了所有物质都是电磁起源的假设。

1915年11月18日，爱因斯坦提交了《以广义相对论解释水星近日点运动》，基于新理论的计算给出了期待的结果。

1915年11月25日，爱因斯坦以一篇题为《引力场方程》的论文提交了广义相对论的最终版本。

1915年12月22日，施瓦兹希尔德与爱因斯坦交流广义相对论的第一个精确解，这个解描述了真空中的球对称引力场。

1915年12月26日，爱因斯坦在写给爱伦弗斯特的一封信中，概述了他在4篇“十一月论文”中提出的新理论的首次连贯的综合推理。

1916年2月24日，爱因斯坦将施瓦兹希尔德的第二篇论文提交给科学院，描述了能量密度均匀的流体球的内部引力场。这个后来被称为施瓦兹希尔德半径的量在这里首次出现，这个半径将在几十年后的黑洞理论中发挥重要作用。

1916年3月20日，爱因斯坦提交了《广义相对论基础》。一个未发表的“附录”，题为《基于变分原理的理论表述》。

1916年6月22日，爱因斯坦提出了他的《引力场方程的近似积分》，这是他提出引力波可能性的第一篇论文。

1916年10月26日，爱因斯坦对《广义相对论基础》的未发表的附录稍加改动，发表了它的新版本，题为《哈密顿原理和广义相对论》。

1916年12月，爱因斯坦完成了他的论述《狭义与广义相对论》（普及本）。

1917年2月8日，爱因斯坦提交了论文《广义相对论中的宇宙学思考》，文中他引入了宇宙学常数，以确保一个静态宇宙，并与惯性是由宇宙质量引起的马赫观点相一致。

1918年1月31日，爱因斯坦提交了论文《关于引力波》。

1918年3月6日，爱因斯坦提交了《关于广义相对论的基础》，在本文中他明确将马赫原理作为广义相对论可容许的解的准则。爱因斯坦也同意克兰茨曼（Erich Justus Kretschmann）的观点，他在1917年提出，任何有意义的物理理论都可以用广义协变的形式来表达。

1919年9月22日，爱因斯坦所预言的太阳引力场引起光线弯曲得到了日食期间观测的确认。

1921年4月2日到5月30日，爱因斯坦在普林斯顿大学讲学。他的演讲后来形成了以《相对论的意义》为标题的文字。

1922年11月9日，爱因斯坦被告知他将获得1921年诺贝尔物理学奖。

1922年9月，弗里德曼发表了场方程的动态解，这个解受到爱因斯坦的批评，后来爱因斯坦收回了他的批评。

1927年4月，勒梅特发表了一篇论文，是关于广义相对论的解，描述的是膨胀宇宙。

1929年1月，哈勃发表了一篇关于天文观测的论文，暗示了宇宙的膨胀。

1929年，爱因斯坦和嘉当之间开始通信交流，除其他主题外，在尝试对其推广的背景下，处理广义相对论的数学重建。

1931年4月16日，爱因斯坦发表了一篇关于宇宙学问题的论文，文中他指出，哈勃的结果令他的静态宇宙假设站不住脚了。

1932年3月，在与德西特联合发表的论文中，他撤回了宇宙学常数。


与爱因斯坦思想有关联的物理学家、数学家和哲学家


马克斯·亚伯拉罕（1875—1922）


[image: ]
照片来源：下萨克森州哥廷根大学图书馆



理论物理学家亚伯拉罕主要致力于麦克斯韦的电学理论。1902年，他发展了一种电动力学理论，将电磁场的麦克斯韦微分方程应用于电子动力学。与爱因斯坦在1905年发表的狭义相对论相反，亚伯拉罕的理论基于电磁现象在以太中发生的假设。在接下来的几年里，这两种观点卷入了一场根本性的科学争论。亚伯拉罕掌握了数学技巧，能够完全理解爱因斯坦的理论，但是基于他对以太和电子性质的物理假设，他拒绝接受爱因斯坦的理论。亚伯拉罕是第一个用闵可夫斯基形式提出引力场理论的人，这引起了他与爱因斯坦的另一场争论。


保罗·伯纳斯（1888—1977）


[image: ]
照片来源：ETH-苏黎世图书馆内的档案馆



瑞士数学家伯纳斯从1912年到1919年担任苏黎世大学分析课的讲师。后来，他执教于哥廷根大学，直到1933年，他回到苏黎世。伯纳斯的主要贡献在数学与命题逻辑、公理集合论和基础数学等方面。1914年，他建议爱因斯坦和格罗斯曼在相对论的表述中使用变分法。在哥廷根期间，伯纳斯与希尔伯特合作追求数学的公理化方案，并对希尔伯特关于数学基础的主要著作做出了贡献。


米歇尔·贝索（1873—1955）
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照片来源：贝索家族，瑞士洛桑



1896年，爱因斯坦在苏黎世遇到了机械工程师贝索，那时贝索刚成为联邦理工大学的学生。他们成了终生的朋友，一度还成为伯尔尼瑞士专利局的同事。贝索是一个有兴趣的听众，在他和爱因斯坦频繁和长时间的谈话中，他能够提出问题，激发爱因斯坦去讨论、澄清和发展他的想法。贝索在这个过程中的作用是如此重要，以至于在介绍狭义相对论的论文中，他是爱因斯坦唯一感谢的人。


马克斯·玻恩（1882—1970）Born, Max（1882-1970）


[image: ]
照片来源：马克斯·普朗克学会的档案，柏林—达勒姆



玻恩是现代量子物理学的创始人之一。他在不同的大学学习了数学和物理。在哥廷根时，在他的众多老师中，闵可夫斯基介绍他学习了电动力学和狭义相对论。玻恩的第一批论文，写于1909年至1914年，致力于电子论、相对论、晶体物理和关于比热的爱因斯坦量子理论。在接下来的几年里，他的工作集中于原子物理学和量子物理学的数学发展。1915年，玻恩被任命为柏林大学理论物理学教授，在那里他成为爱因斯坦的密友。后来，他还在法兰克福执教，从1921年起在哥廷根任教，在那里他成立了一个研究小组，在1925年构想了量子力学的基础。1933年，玻恩被迫移居大不列颠。


埃尔温·布鲁诺·克里斯朵夫（1829—1900）
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照片来源：汉堡数学学会



德国数学家克里斯朵夫对黎曼的曲面论（黎曼几何）的发展做出了多项贡献。特别是，在1882年，他引入了指标记号，用来描述几何量沿曲面的变换。1901年，库尔巴斯特罗和勒维—西维他将克利斯朵夫记号纳入绝对微分学中。1912年，格罗斯曼让爱因斯坦知晓了这个数学体系，那时，爱因斯坦正致力于研究他的引力理论的场方程。但是直到1915年，当爱因斯坦把克利斯朵夫记号解释为引力场的数学表达式时，才得以建立广义相对论的场方程。


亚瑟·斯坦利·爱丁顿（1882—1944）Eddington, Arthur Stanley（1882-1944）
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照片来源：国会图书馆，印刷品和照片部[LC-DiggBAI-38064 n]



英国天体物理学家爱丁顿于1914年成为剑桥天文台主任。他的研究集中于恒星的物理过程，如辐射和能量产生，以及后来的广义相对论的数学和宇宙学方面。1915年，通过德西特的论文，爱丁顿了解了爱因斯坦的广义相对论，并很快开始推进它的经验检验。1919年，他带领探测队去了非洲的普林西比岛，观察日食期间太阳引力场中光线的行为。爱丁顿的观测证实了爱因斯坦理论所预言的光线偏折，这在当时被认为是广义相对论的结论性证明。1979年，用现代测量设备证实了爱丁顿的结果。


保罗·爱伦弗斯特（1880—1933）
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1912年，爱伦弗斯特接替洛伦兹，受聘为莱顿的理论物理学主任。几年前，他和他的妻子阿法那斯瓦（Tatiana Afanasieva）为统计力学做出了重要贡献。1909年，爱伦弗斯特提出了一个悖论，表明刚体与狭义相对论是不相容的。这使爱因斯坦认识到旋转参照系的几何不是欧几里得的。爱伦弗斯特主要研究早期量子论和后来的量子力学。1912年初次相遇以后，爱因斯坦和爱伦弗斯特在许多场合讨论了各种物理问题。爱伦弗斯特还安排了爱因斯坦和玻尔关于量子物理学的一些重要对话。


罗兰德·厄阜（1848—1919）
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照片来源：德国博物馆



匈牙利物理学家厄阜，因对毛细管现象研究的贡献首次获得国际认可，但引力及其测量很快成为他毕生工作的重点。为了测量地球对不同物质，或在不同位置施加的引力，厄阜利用了扭摆，这是卡文迪许以前用来测定两个质量之间吸引力的仪器。厄阜发展了完整的扭摆理论，提高了其灵敏度，并设计了新的测量方法。特别地，他对不同物体的重力加速度比率进行了一系列非常精确的测量，证明了引力质量和惯性质量的等价性。基于这个等价性的等效原理成为广义相对论的基石之一。


莱昂哈德·欧拉（1707—1783）
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瑞士数学家欧拉，从1727年到1741年是圣彼得堡俄国科学院的成员，从1766年起再次成为其成员。在1741年到1766年期间，他在柏林普鲁士皇家科学院工作。欧拉在几乎所有数学领域都做出了巨大的贡献，如分析、无穷小计算、图论、几何学和三角学、微积分、代数和数论。他还引入了现代数学术语和符号。欧拉在数学方面的工作与技术、天文学和物理学问题的应用密切相关，例如光学、静力学和水力学。特别地，他创建了流体动力学的数学描述，包括爱因斯坦在阐述他的相对论时，所使用的支配流体运动的方程。


欧文·芬莱·弗雷温德里希（1885—1964）
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照片来源：J.Staude档案馆



1911年，当弗雷温德里希通过布拉格天文学家波拉克（Leo Wenzel Pollak），首次与爱因斯坦取得联系时，他只是柏林天文台的一名年轻助手。那时还不完备的广义相对论预测了引力对光传播的影响，弗雷温德里希热情地承担了测试任务。有一段时间，他是爱因斯坦最密切的合作者之一，但是与其他德国天文学家隔绝，因为他们对爱因斯坦的理论持怀疑态度。1920年，他是爱因斯坦研究所的主要发起人，这是一座天文台，专门致力于加强爱因斯坦引力理论在天体物理领域的经验基础。在他的科学生涯中，弗雷温德里希组织了几次远征，以观察日食期间的光线偏折，他的研究主要集中在太阳和恒星光谱的波长偏移上。


亚历山大·弗里德曼（1888—1925）
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俄国物理学家弗里德曼于1918年至1920年，在彼尔姆大学任教
[39]

 ，随后在彼得格勒（现为圣彼得堡）科学院工作。他的研究集中在理论气象学和流体力学方面，也研究广义相对论的数学和宇宙学方面。在1922年和1924年发表的两篇论文中，弗里德曼概述了广义相对论框架中的一个非静态宇宙模型，摒弃了爱因斯坦方程中的宇宙学常数。后来，爱因斯坦承认弗里德曼的解是正确的，尽管爱因斯坦一开始并不接受这个解，因为他还没有准备好放弃静态宇宙模型。


乔治·伽莫夫（1904—1968）
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照片来源：AIP Emilio Segre视觉档案馆，Physics Today收藏



俄国理论物理学家伽莫夫，1934年移民到美国，受聘为乔治华盛顿大学物理学教授。最初阶段他致力于量子理论和核物理问题的研究，之后的研究集中于宇宙学和核物理在天文现象中的应用。他大力倡导膨胀宇宙理论，为宇宙起源大爆炸理论的发展做出了贡献。伽莫夫写了大量的畅销科普读物。


卡尔·弗里德里希·高斯（1777—1855）
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高斯一生中大部分时间都担任哥廷根天文台的主任，但也在数学、几何、力学和折射光学等广泛的科学领域工作，并都做出了重大贡献。特别地，高斯还研究了测地学，并在1828年出版了一本关于曲面几何学的书，该书成为微分几何新学科的基础。1912年，爱因斯坦开始意识到广义相对论的数学形式，和曲面的高斯理论之间的相似性。不久之后，他的朋友格罗斯曼向他介绍了微分几何的现代发展，这门学科的新数学工具能使爱因斯坦完成他的理论。


马塞尔·格罗斯曼（1878—1936）


[image: ]
照片来源：第一届马塞尔-格罗斯曼广义相对论会议论文集，Trieste，1975.—NH，1977.—ISBN 0720407079



在苏黎世联邦理工大学读书时，爱因斯坦和格罗斯曼就成为亲密朋友。格罗斯曼学习数学，并在1907年成为本校画法几何学教授。在接下来的一些年里，他不仅在学术生涯中帮助爱因斯坦，更在他的科学工作中提供直接的帮助。1912年，格罗斯曼向爱因斯坦介绍了黎曼、里奇和勒维-西维他在绝对微分学方面的最新发展。他们共同发展了新的数学工具，建立了相对论的第一个推广，即所谓的纲领理论。


乔治·埃勒利·黑尔（1868—1938）
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当天文学家主要关注恒星的位置、运动和距离而不是它们的物理性质时，在他的学生时代，美国天文学家黑尔已经将光谱学方法应用于太阳现象的观察。黑尔利用他的观测，对天体物理学研究的进展做出了巨大贡献，特别是在太阳光谱和太阳黑子磁场方面，并促进了天体物理观测站的建立。1904年，他建立了威尔逊山天文台
[40]

 ，并担任台长直至退休。很可能是由于黑尔在太阳天体物理学方面的权威，导致爱因斯坦在1913年就探测太阳引力场中光线偏折的可能性征求了他的意见。


海因里希·鲁道夫·赫兹（1857—1894）
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德国物理学家赫兹，最先明确证明了麦克斯韦所预言的电磁波。赫兹建立了一个实验装置来发射和接收无线电脉冲，使用的步骤可排除所有其他可能的无线现象。他还发展了一个不包括力的概念的经典力学公式。


戴维·希尔伯特（1862—1943）
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1895年，希尔伯特受聘为哥廷根大学的数学教授。他是他那个时代最有影响的数学家之一，在他的学科的许多分支上都做出了重大贡献，包括不变量理论、代数数论、分析和积分方程理论。大约在1898—1899年间，希尔伯特研究几何学的公理基础。追求了所有数学科学公理化安排以后，1912年，希尔伯特开始研究物理学的公理基础，并获悉了爱因斯坦在广义相对论方面的努力。1915年，他把爱因斯坦的结果结合在一个电动力学和相对论的统一理论中。


埃德温·哈勃（1889—1953）
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照片来源：黑尔天文台，AIP Emilio Segre视觉档案馆



美国天文学家哈勃1919年开始在加利福尼亚威尔逊山天文台工作。通过对银河系星云和变星的研究，他在建立现代银河系外天文学方面发挥了重要作用。在1929年发表的一篇论文中，哈勃提供了观测证据，表明一个星系的退行速度随着与观测者距离的增加而增加。几年前勒梅特和弗里德曼在爱因斯坦广义相对论框架内的计算基础上已经阐述了膨胀宇宙，但哈勃最初并没有做出宇宙在膨胀的结论。哈勃的结果说服了爱因斯坦，放弃他为维持静态宇宙模型而在场方程中引入的宇宙学常数。


大卫·休谟（1711—1776）
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18世纪中叶，特别是在爱丁堡和格拉斯哥，发生了代表文化和科学繁荣的苏格兰启蒙运动，休谟是启蒙运动的重要人物。休谟不仅是一位历史学家，他还是一位哲学家。他的思想涉及政治理论、经济学、伦理学、逻辑学和认识论。休谟认为，所有的观念都是基于感知，也就是通过感官的体验，而知识则是实验推理的结果，也就是对经验数据的反映。因此，不可能对不能体验的东西做出断言。关于科学思维，休谟认为，事实、科学规律或因果关系之间的必然联系，是人们通过重复经验而形成的思维结构，并没有形而上学的存在。


弗里德里希·科特勒（1886—1965）


[image: ]
照片来源：AIP Emilio Segre视觉档案馆，美国《今日物理》杂志收藏



科特勒是维也纳大学哲学学院的数学物理教授。他对狭义相对论的进一步发展做出了重要贡献。基于闵可夫斯基、索末菲和劳厄在四维电动力学方面的工作，科特勒在1912年首次使用里奇—库尔巴斯特罗和勒维—西维他的绝对微分在广义坐标中表达了麦克斯韦方程。然而，他并没有把这项工作与引力问题联系起来。后来，爱因斯坦在发展广义相对论时利用了科特勒的工作。在1939年移民到美国后，科特勒在柯达公司当了多年的化学家。他于1956年回到奥地利，重新当上了大学教授。


埃里克·贾斯特斯·克里奇曼（1887—1973）


[image: ]
照片来源：哈雷大学档案馆，Rep.40/I,K 62



德国物理学家克里奇曼，跟随普朗克和鲁本斯在柏林大学学习，1914年获得博士学位。他曾为一名中学教师，后来在哥尼斯堡和哈雷担任理论物理学教授
[41]

 。1917年，他发表了一篇关于爱因斯坦广义相对论的论文，他认为广义协变原理没有物理内容，而只是构成一个数学要求，这一主张导致他和爱因斯坦就广义相对性原理的含义进行了交流。


乔治斯·勒梅特（1894—1966）


[image: ]


比利时天主教神父勒梅特，除了神学研究，还从事天体物理学、宇宙学和数学的研究。1927年，他被任命为卢万大学的物理学教授
[42]

 。早在1925年，勒梅特就致力于将爱因斯坦的广义相对论应用到宇宙学中，并在1927年发表了一篇重要论文，不使用爱因斯坦的宇宙学常数，而得到了引力场方程的解。他坚持认为宇宙在膨胀，正如弗里德曼几年前所展示的那样。勒梅特在哈勃之前给出了哈勃退行速度定律的证明。爱因斯坦和勒梅特曾多次讨论过广义相对论，但是直到1931年，当爱因斯坦得知哈勃的结果以后，他才接受了理论的宇宙学推论。


图利奥·勒维-西维他（1873—1941）
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意大利数学家勒维-西维他，任教于帕维亚大学、帕多瓦大学
[43]

 ，最后是罗马大学。他出版了大量关于纯数学和应用数学的著作，尤其涉及分析力学、天体力学、流体动力学、弹性、电磁学和原子物理学。大约在1899—1900年，勒维—西维他和他的老师里奇—库尔巴斯特罗写了一篇关于绝对微分学及其应用的重要论文，讨论在欧几里得和非欧几里得空间中用绝对微分表达几何和物理定律。后来，爱因斯坦和格罗斯曼利用并发展了这些新的数学工具来阐述广义相对论。在1915—1917年间，爱因斯坦和勒维—西维他就广义相对论的数学问题进行过通信交流。


亨德里克·安东·洛伦兹（1853—1928）
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荷兰物理学家洛伦兹于1877年受聘为莱顿大学教授。他最有影响力的贡献涉及光和电磁理论以及电子理论。从麦克斯韦的电磁理论出发，洛伦兹发展了他的电子理论，特别是基于静止以太假设的动体电动力学。然而，洛伦兹的电动力学构成了爱因斯坦狭义相对论的基础，而狭义相对论是抛弃了介质以太的。洛伦兹承认爱因斯坦理论的一致性，并为此做出了贡献，但他仍然支持以太的存在。在后来的几年中，洛伦兹也为广义相对论的发展做出了贡献。


恩斯特·马赫（1838—1916）
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奥地利物理学家和哲学家马赫，1867年受聘为布拉格大学物理学教授，1895年受聘为维也纳大学历史和科学哲学教授。他的物理研究致力于光学问题（多普勒效应）和声学（声波）。为此，马赫还研究了感官知觉的生理学和心理学，并在1886年出版了一本关于这方面的书。这些研究使马赫质疑当时盛行的机械论和原子论观点，并形成了一个有力地影响20世纪逻辑实证主义的经验知识论。特别是，在1883年出版的一本关于力学史的书中，马赫阐述了对牛顿绝对空间观的批判，这在导致爱因斯坦建立广义相对论的反思中，起到了重要作用。


詹姆斯·克莱克·麦克斯韦（1831—1879）
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英国物理学家麦克斯韦，除了对几何光学、气体动力学理论、热力学以及其他理论和实验物理领域的贡献外，他最著名的贡献是对电磁学的研究。在1860—1862年间，他首次用一组方程将电磁和光学现象描述为电磁场的表现，并且提出了光本身由电磁波组成的假设。麦克斯韦电磁场方程组成为爱因斯坦狭义相对论的出发点。


古斯塔夫·米（1869—1957）
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照片来源：Leopoldina档案馆，02/06/64/70，MM 3412



德国物理学家米，于1902年受聘为格赖夫斯瓦尔德大学教授，后来在哈雷和弗赖堡的大学任教
[44]

 。除了在胶体中的光学现象、有机化合物的X射线分析和电磁学方面的贡献，米最有影响的工作是1912年出版的物质理论。它代表了在爱因斯坦狭义相对论框架下，麦克斯韦电动力学的非线性扩展，希望能够将粒子解释为从场获得的性质。米还试图将引力包含在他的电动力学中，这是希尔伯特后来采取的一种尝试。


赫尔曼·闵可夫斯基（1864—1909）
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闵可夫斯基从1896年到1902年在苏黎世联邦理工大学任数学教授，之后在哥廷根大学任数学教授。爱因斯坦在苏黎世学习期间，曾听过他的好几门课。闵可夫斯基创立并发展了数论几何，一种解决数论问题的几何方法。此外，他将这种方法应用到数学物理和相对论领域。1907年，他证明了爱因斯坦的狭义相对论可以从几何上理解为四维时空理论。闵可夫斯基对狭义相对论的几何阐述，成为爱因斯坦阐述相对论推广理论的基础。


瓦尔特·能斯脱（1864—1941）
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能斯脱于1905年受聘为柏林大学物理化学教授，并领导物理化学和应用物理研究所。凭借他在电化学、固态化学、光化学和气体热力学方面的工作，能斯脱为物理化学的建立做出了贡献。1905年，他阐述了所谓的热力学第三定律。证实定律的实验也证实了爱因斯坦关于固体比热的量子论预言。能斯脱是科学研究的伟大组织者和科学机构的倡导者。作为普鲁士皇家科学院的成员，他在爱因斯坦当选为科学院成员以及随后移居柏林的过程中，发挥了决定性作用。


艾米·诺特（1882—1935）


[image: ]


德国数学家诺特被认为是现代代数的奠基人之一，但是在1922年她获得哥廷根大学教授职位以前，她不得不战胜偏见，力争妇女学习及追求学术生涯的权利。在她获得教授职位以前，诺特已经对代数不变量理论做出了重大贡献，例如在1918年发表了重要的诺特定理，这条定理也为爱因斯坦广义相对论中的守恒定律提供了一般的数学论证。在接下来的几年里，诺特对拓扑学和数学的其他领域做出了贡献。最重要的是，她创立和发展了抽象代数的新领域。


贡纳·诺德斯特吕姆（1881—1923）
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芬兰理论物理学家诺德斯特吕姆，在1910年成为赫尔辛基大学的讲师，后来又成为那里的理工大学的教授。在学生时期，他就已经写了关于闵可夫斯基的电动力学和相对论的论文。1912年，他构想了一种狭义相对论性引力理论，并在随后的几年里发表了几个关于这个问题的工作。诺德斯特吕姆本人曾多次与爱因斯坦讨论相对论问题，例如，1913年在苏黎世进行的讨论。后来，诺德斯特吕姆从事放射性研究，同时还对电学理论和热力学进行了研究。


格雷戈里奥·里奇-库尔巴斯特罗（1853—1925）
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意大利数学家里奇—库尔巴斯特罗，1880年开始在帕多瓦大学任教，并在那里工作长达40年。他发表了关于高等代数、无穷小分析和实数理论的著作，但最著名的是发明了绝对微分，一种无论使用什么变量系统，公式和结果都保持相同形式的微积分。1900年，里奇—库尔巴斯特罗和他的学生勒维—西维他，写了一篇关于绝对微分及其在几何，尤其是在黎曼流形应用上的完整论述。1912年，格罗斯曼认识到绝对微分的数学语言可以用来阐述爱因斯坦的广义相对论。

Riemann, Bernhard（1826-1866）


伯恩哈德·黎曼（1826—1866）
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在高斯的指导下，德国数学家黎曼在哥廷根开始学习数学，后来接替了高斯的教授职位。他对分析、数论和微分几何做出了持续的贡献。高斯的微分几何是处理三维空间中的曲面，1854年，黎曼将其扩展为n维空间的曲面理论，即熟知的黎曼几何，从而为爱因斯坦的广义相对论奠定了基础。为了刻画这种曲面，他引入了曲率张量，这成为广义相对论的重要数学工具。


莫里茨·史立克（1882—1936）
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德国哲学家史立克，是维也纳学派的创始人。在完成物理学学习之后，史立克转向哲学，关注伦理学、认识论和科学哲学问题。1922年，作为马赫的继任者，他被任命为维也纳大学的教授。1915年，史立克已经发表了一篇关于爱因斯坦相对论的哲学含义的论文，讨论了爱因斯坦对远距离同时性概念的澄清。在随后的一本关于当代物理学中空间和时间概念的书中，史立克解释了爱因斯坦对非欧几里得几何的采用。1918年，他发表了一篇关于认识论的重要著作。他认为，物理上的真实是以时空的巧合为特征的，这一概念在解决爱因斯坦声名狼藉的洞论据方面起了推动作用。


卡尔·施瓦兹希尔德（1873—1916）
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照片来源：波茨坦莱布尼茨天体物理学研究所（AIP）



德国天体物理学家施瓦兹希尔德，是哥廷根大学的天文学教授，1901年至1909年担任当地天文台的主任。后来，他成为波茨坦天体物理天文台的主任。早年，施瓦兹希尔德的工作集中在天体力学和恒星测光方面。他是第一个在天文观测中系统使用摄影的人。后来，他还关注几何光学、电动力学和光谱学在天体物理现象中的应用问题。1914年，施瓦兹希尔德尝试观察爱因斯坦广义相对论所预言的太阳光谱中的引力红移。在1915年和1916年，他是首位找到爱因斯坦场方程精确解的人。

deSitter, Willem（1872-1934）


威廉·德西特（1872—1934）
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照片来源：©德国博物馆照片



1908年，荷兰天文学家德西特受聘为莱顿大学教授，1919年成为天文台主任。他的主要贡献涉及天体力学、恒星光度学、恒星视差的测量以及相对论在宇宙学中的应用。1913年，德西特在双星观测中，为光速的恒定性提供了天文学证据，从而证实了爱因斯坦的狭义相对论。1916—1917年间，他发表了关于爱因斯坦引力理论的天文学推论的论文，这引起了爱丁顿的注意，并促成了他在1919年的日食探险。1932年，德西特和爱因斯坦合作了一篇关于宇宙膨胀的论文。


阿诺尔德·索末菲（1868—1951）
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照片来源：马克斯·普朗克学会的档案，柏林—达勒姆



德国理论物理学家索末菲，于1906年受聘为慕尼黑大学教授。他学习过数学，后来转到数学物理。索末菲成为原子和量子物理学最重要的先驱者之一，1919年他出版了第一本关于原子和量子物理学的基础书。他是一位优秀的学术教师，并形成了一个颇具影响力的理论物理学派。由于索末菲精通数学工具，他能够把爱因斯坦的狭义相对论应用到不同的物理问题中，从而在1907—1910年间为该理论的建立做出了贡献。在这一时期，索末菲和爱因斯坦也经常见面，并讨论早期量子理论的问题。他们在晚年继续通过广泛的通信进行科学交流。


约翰·辛格（1897—1995）
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照片来源：©Godfrey Argent工作室



爱尔兰理论物理学家辛格，1925年被任命为都柏林三一学院的教授，他也在美国和加拿大的几所大学任教。他在不同领域都做出了重要贡献，包括经典力学、几何光学、流体力学、数学物理和微分几何。第二次世界大战后，辛格在相对论研究的复兴和发展中发挥了重要作用，他出版了几本关于相对论的书。


马克斯·冯·劳厄（1879—1960）
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照片来源：Bundes档案，Bild 183-U0205-502/CC-BY-SA



德国理论物理学家冯·劳厄，在1906年被任命为柏林大学讲师。在1914—1919年间，他是法兰克福大学教授，从1919年开始，是柏林大学教授。劳厄特别关注光学中的数学问题，1907年在爱因斯坦狭义相对论的框架内，对光传播问题作了数学解释。劳厄的工作促进了人们接受狭义相对论。他还通过发展相对论性连续介质力学，对相对论的发展做出了贡献。1912年，他发现了晶体的X射线衍射。劳厄和爱因斯坦在1906年初次见面后，成了终生的朋友。


赫尔曼·外尔（1885—1955）
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1913年，德国数学家外尔被任命为苏黎世理工大学的教授，在那里他遇到了爱因斯坦，并开始研究广义相对论的数学特征。1930年，外尔接替了希尔伯特在哥廷根的位置，但他在1933年移民美国，加入了爱因斯坦所在的普林斯顿高等研究所。外尔对理论物理和数学的发展做出了重要贡献。他早年主要关心的是分析和谱理论，但后来他对拓扑学和微分几何学产生了兴趣。1918年，外尔出版了一本关于广义相对论的最有影响力的著作，对广义相对论的一些基本数学概念提供了新的解释。在接下来的几年里，他研究了群论及其在量子力学中的应用。此外，外尔在他的科学生涯中，始终关注数学和科学哲学的基础。


进一步阅读材料

本书所涵盖的主题已经在从物理到哲学、再到科学史的丰富的学术文献中得到广泛的论述。经过众多学者的共同努力，产生了许多优秀的综合性文本，涵盖了本书主题的各个方面。我们已经在评注中利用了这种巨大的智力资源。在此，我们根据两个标准选择了一个简短的著作列表：为我们介绍广义相对论历史服务的作品，以及那些可能有益于非专业读者的作品，这些读者有兴趣在本书论述之外丰富他们的知识。

爱因斯坦论文的权威版本是The Collected Papers of Albert Einstein
 , Vols.1-14（Princeton, NJ：Princeton University Press，1987-）.这个版本包含了对爱因斯坦的传记和工作的各个方面所进行的许多宝贵的介绍。这里给出的翻译是基于英语翻译卷中的内容。已发表的论文集可从这个网址获得：einsteinpapers.press.princeton.edu.此外，耶路撒冷希伯来大学的爱因斯坦档案馆中有相当一部分在线资料www.alberteinstein.info。

爱因斯坦本人试图以一种普遍可理解的方式提出他的思想和理论。下列出版物仍然是属于对他的工作最易懂的介绍。

Einstein, Albert. 1920.Relativity：The Special and the General Theory；A Popular Exposition by Albert Einstein
 .Translated by R.W.Lawson.London：Methuen.

——. 1922.The Meaning of Relativity：Four Lectures Delivered at Princeton University, May 1921 by Albert Einstein
 .Translated by Edwin Plimpton Adams（1st ed.）.London：Methuen.

——. 1992.Autobiographical Notes.A Centennial Edition
 .Edited by Paul A.Schilpp.La Salle, IL：Open Court.

——. 1950.Out of My Later Years
 .New York：Philosophical Library.

——. 1954.Ideas and Opinions.Based on Mein Weltbild
 , edited by Carl Seelig, and other sources.New translations and revisions by Sonja Bargmann.New York：Crown.

Einstein, Albert, and Leopold Infeld. 1938.The Evolution of Physics：The Growth of Ideas from Early Concepts to Relativity and Quanta
 .New York：Simon&Schuster.

关于广义相对论史，代表性的综合著作：

Renn, Jürgen（ed.）.2007.The Genesis of General Relativity
 ，4 vols.Dordrecht：Springer.

Vol. 1：Jürgen Renn, Michel Janssen, John Norton, Tilman Sauer, and John Stachel.Einstein’s Zurich Notebook：Introduction and Source.


Vol. 2：Jürgen Renn, Michel Janssen, John Norton, Tilman Sauer and John Stachel.Einstein’s Zurich Notebook：Commentary and Essays.


Vol. 3：Jürgen Renn and Matthias Schemmel（eds.）.GAvtation in the Twilight of Classical Physics.Between Mechanics, FieldTheory, and Astronomy.


Vol. 4：Jürgen Renn and Matthias Schemmel（eds.）.GAvtation in the Twilight of Classical Physics.The Promise of Mathematics.


对爱因斯坦科学工作的易理解的、全面的和最新的叙述：

Lehner, Christoph, and Michel Janssen（eds.）. 2014.The Cambridge Companion to Einstein
 .Cambridge：Cambridge University Press.

以下系列丛书对广义相对论史有重要贡献：

Howard, Don, and John Stachel（series eds.）. 1989-.Einstein Studies
 .Boston：Birkhäuser/Springer.

关于爱因斯坦生活与科学的原创性研究的典型汇编：

Stachel, John. 2002.Einstein from‘B'to‘Z.'Vol.9 of Einstein Studies
 .Boston：Birkhäuser.

关于爱因斯坦的传记有许多。在这里，我们选择了能突出本书所讲故事的四个：

Fölsing, Albrecht.1997.Albert Einstein：A Biography
 .New York：Viking.

Isaacson, Walter. 2007.Einstein：His Life and Universe
 .New York：Simon&Schuster.

Neffe, Jürgen.2007.Einstein.A Biography
 .New York：Farrar, Straus and Giroux.

Pais, Abraham. 1982.‘Subtle is the Lord……'：The Science and the Life of Albert Einstein
 .Oxford：Oxford University Press.

我们所述故事的重要方面，长度足以成为多本书的研究主题，普通读者尤为喜爱。下列是其中一些这样的书：

Eisenstaedt, Jean. 2006.Curious History of Relativity：How Einstein's Theory of GAvty was Lost and Found Again
 .Princeton, NJ：Princeton University Press.

Galison, Peter. 2003.Einstein's Clocks, Poincare's Maps：Empires of Time
 .New York：Norton.

Hentschel, Klaus. 1997.The Einstein Tower：An Intertexture of Dynamic Construction, RelativityTheory, and Astronomy
 .Palo Alto, CA：Stanford University Press.

Kennefck, Daniel. 2007.TAvling at the Speed of吀ought：Einstein and the Quest for GAvtational Avs
 .Princeton, NJ：Princeton University Press.

Kragh, Helge. 1996.Cosmology and Controversy：The Historical Development of TwoTheories of the Universe
 .Princeton, NJ：Princeton University Press.

Staley, Richard. 2008.Einstein's Generation：The Origins of the Relativity Revolution
 .Chicago：University of Chicago Press

Schutz, Bernard. 2004.GAvty from the Ground Up
 .Cambridge：Cambridge University Press.

Torne, Kip S. 1994.Black Holes and Time Warps：Einstein's Outrageous Legacy
 .New York：Norton.

vanDongen, Jeroen. 2010.Einstein's Unification
 .Cambridge：Cambridge University Press.

Wazeck, Milena. 2014.Einstein's Opponents：The Public Controversy about theTheory of Relativity in the 1920s.
 Cambridge：Cambridge University Press.

柏林展览“阿尔伯特·爱因斯坦：宇宙总设计师”的目录提供了有关他生活和工作的全面和详尽的说明：

Renn, Jürgen.2005.Albert Einstein Chief Engineer of the Universe：Einstein’s Life and Work in Context.
 Berlin：Wiley-VCH.

——. Albert Einstein Chief Engineer of the Universe：100 Authors for Einstein
 .Berlin：Wiley-VCH.

——. Albert Einstein Chief Engineer of the Universe：Documents of a Life's Pathway
 .Berlin：Wiley-VCH.

此外，以下是一些研究汇编，显示了爱因斯坦的工作对现代科学和文化产生了何等广泛的影响：

Galison, Peter, Gerald James Holton, and Silvan S. Schweber（eds.）.2008.Einstein for the 21st Century：His Legacy in Science, Art, and Modern Culture
 .Princeton, NJ：Princeton University Press.

Schilpp, Paul Arthur（ed.）. 1970.Einstein, Albert：Philosopher-Scientist
 .La Salle, IL：Open Court.


广义相对论基础

阿尔伯特·爱因斯坦

本文阐述的理论，是一种现今经常称之为“相对论”的理论，所作的最大可能的推广。为了与前者区别，我将前者称为“狭义相对论”，并假定大家对它已经很熟悉。推广相对论的工作，很大程度上依赖于数学家闵可夫斯基的工作，他首先认识到时间坐标与空间坐标两者在形式上的等价性，并在这个基础上构建了理论。建立推广的相对论（广义相对论）所必要的数学工具是现成可用的，称作“绝对微分学”，这是依照高斯、黎曼和克利斯朵夫在研究非欧几里得流形的基础上，由里奇和勒维—西维他总结起来的。这些数学工具已在理论物理学中有所应用。我将在本文的B部分中，开展所有必要的数学工具的叙述，因为我猜想并非每一位物理学家都通晓这些数学工具。我尽量使论述简单易懂，免得读者为了理解本文再去专门学习数学文献。最后，对我的朋友、数学家格罗斯曼表示由衷的谢忱，由于他的帮助，在掌握相关数学知识过程中，我节省了许多精力，并且在我研究引力场方程时他也帮助了我。


A.关于相对论公设的基本考虑



§1.审视狭义相对论


狭义相对论基于如下的公设，这个公设也适用于伽里略和牛顿的力学。

选取一个坐标系K
 ，使得物理定律以最简单的形式成立，那么相对于K
 系作匀速平移的坐标系K
 '，物理定律也将成立。我们将这一基本公设称为“狭义相对性原理”，其中“狭义”一词是指这一基本公设仅限于K
 '对K
 作相对匀速运动的情形，而不能扩充到相对作非匀速运动的两个坐标系的情形。

所以，狭义相对论并不因为狭义相对性原理而偏离经典力学。依照大家所熟知的方式，真空中光速的恒定性与狭义相对性原理结合起来，导致了同时的相对性、洛伦兹变换以及关于物体运动和时钟行为的各种法则。

狭义相对论所提供的时间和空间的修正理论，想法确实深邃，不过有一个重要之处仍未触及。关于几何学的规则，即使在狭义相对论中，也被直接解释成诸如静止固体中那样的可能相对位置。在更一般的情形下，运动学的规则均诠释为用直尺和时钟关系来描述的定律。对于稳态刚体上选定的两个质点，永远具有一个确定长度的固有距离，既与刚体的位置和取向无关，也与时间无关。至于在一个特定参考系中的静止时钟，它的指针所指的两个不同位置永远对应着一个固定的时间间隔，而与位置、时间无关。我们将在下文中看到，广义的相对性理论，不能遵循这种时间和空间的简单物理解释。


§2.相对论的公设需要扩展


在经典力学中，同样在狭义相对论中，有一个内在的认识论的缺陷，这是由马赫（Mach）首先提出来的。我们将用下面的例子来说明。有两个同样大小，同样性质的流体在空间中自由地悬停着。二者相距很远，与所有其他物体也相距极远，以至于只需考虑同一物体的不同部分之间的引力的作用。设两物体间的距离不变，每个物体自身各部分之间没有相对运动。但是每一物体，从与另一物体相对静止的坐标系来看，以二体连线为轴作均匀角速度的转动。这是一个可验证的二体的相对运动。现在，让每个物体都使用一个与其本身相对静止的测量仪器来测量。结果测得S1
 的表面是球面，而S2
 的表面是一个旋转椭球面。于是我们就可以提出如下问题：在两个物体中，产生的这种不同，是什么原因造成的呢？除非所给出的理由是一个可观察的经验事实，这个回答才能被认为是在认识论上令人满意的
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 。只有当经验世界中的一些可观察的事实，最终成为原因和结果出现时，因果律的陈述才会有意义。

对于这个问题，牛顿力学的答案，不是令人满意的。牛顿力学宣称：力学定律适用于物体S1
 相对静止的空间R1
 ，而不适用于与物体S2
 相对静止的空间R2
 。然而这样引进的伽利略空间R1
 仅仅是一个人为的原因，而不是一个可观察的东西。由此可以看出，在所考虑的情形中，牛顿力学实际上并没有满足因果律的要求，而只是表面上满足了因果律，由于牛顿力学认为，这个人为的原因R1
 造成了两个物体S1
 ，S2
 的可观测的差别。

唯一满意的回答应该是：我们无法想象存在任何原因，在S1
 和S2
 自身的范围内，可以揭示导致S1
 和S2
 的行为不同。所以这个原因必定在这一系统的外面。我们不能不接受那些包括决定S1
 和S2
 形状的力学的普遍定律，将使得S1
 和S2
 的力学行为在相当程度上受到远方物质的部分支配，我们没有把这些远方物质归到S1
 和S2
 的系统之内。于是，这些远方的物质及其相对于S1
 和S2
 的运动（这些必然是可以被观察的）就被看成是二物体S1
 和S2
 的行为不同的原因。这些远方的物体代替了虚假原因R1
 的作用。在可以想象到的所有空间R1
 ，R2
 等，不管它们之间有什么样的相对运动，在不修补上述认识论的障碍之下，其中没有哪一个是可以先验地被看成是特权的空间。物理定律必须具有这样的性质，即它们必须能适用于做任何运动的参考系。沿着这一条思路，我们得到了相对性公设的一种扩充。

除了这个根据认识论的有力的论证之外，还有一个支持扩充相对性公设的熟知物理事实。假设K
 是一个伽利略参考系，即有一个与别的物体相距足够远的物体相对于这个参考系（至少在所考虑的四维范围内）做匀速直线运动，设K'
 是另一个参考系，它相对于K
 做匀加速平动。那么，一个同其他物体相距充分远的物体相对于K'
 将做匀加速运动，其加速度的大小和方向，与这个物体的物质组成和物理状态无关。

是不是一个与K'
 相对静止的观测者就可以据此推断，他所在的参考系是一个“真正的”加速的参考系呢？答案是否定的。因为用下述的方法也可以给那个自由运动的物体和参考系K'
 之间的关系一个同样好的解释：参考系K'
 是没有加速度的，而所讨论的时空区域在受一个引力场的支配，引力场使那个物体产生相对于K'
 的加速度。

之所以有这种看法，是因为经验告诉我们，力场的存在，即引力场有一种值得注意的性质，它可以赋予所有的物体相同的加速度
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 。各种物体相对于K'
 的力学行为与我们习惯地把K'
 当作“静止的”或“特定的”参照系时的经验是一样的。因此，从物理的立场上来看，上面的假设本身就建议把参考系K
 和K'
 都有被看成是“静止的”相同权利。这就是说，当描述物理现象时，作为参考系，它们二者是平等的。

根据这种考虑可以看到，在探求广义相对论中将导致引力理论，因为只要改变坐标系，我们就能够“制造”一个引力场。同样明显的是，真空中光速不变的原理也必须加以改变，因为我们很容易认识到，如果相对于K
 ，光线以恒定的速度沿一条直线传播的话，那么相对于K'
 一般来说，光线的路径应该是一条曲线。


§3.时空连续统，表述自然普遍规律的方程的广义协变要求


在经典力学中，在狭义相对论中也是一样，空间和时间坐标有着直接的物理意义。说一个点事件的X
 1
 的坐标为x
 1
 ，那就意味着这个事件在四维坐标的X
 1
 轴上的投影，用欧几里得几何学的刚性直尺沿X
 1
 轴来测量时，它离坐标原点的距离是这把直尺（长度单位）长度的x
 1
 倍。说这个事件的X
 4
 坐标为x
 4
 =t，那就是说一个与坐
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 标系相对静止，并与事件在同一空间位置的，具有确定的时间间隔单位的标准时钟，在事件发生时所读出的时间是确定时间间隔的x
 4
 =t
 倍。

尽管物理学家常常没有意识到空间和时间的这种看法，但它早已深入他们的心中。这些概念在物理测量中起的作用，可将这一点看得更加清楚。这也必然深入读者的意识深处，因为他会把上一节（§2）中读到的描述，联系到更广泛的情况。我们现在要指出，如果狭义相对论，是广义相对论在不存在引力场时的特殊情况，我们就必须舍弃上述看法，而代之以更为普遍的看法，以便能够将广义相对论的公设建立起来。

在不存在引力场的空间中，我们引入一个伽利略坐标系K
 （x
 ,y
 ，z
 ,t
 ），再引入一个与K
 相对做匀速转动的坐标系K'
 （x'
 ，y'
 ，z'
 ，t'
 ），令二者的原点和Z
 轴一直保持重合。我们将要证明，对于K'
 系，上述关于长度和时间的物理意义就不能再维持下去。根据对称性，显然K
 系的XY
 平面上以原点为心的一个圆，也是K'
 系中X'Y'
 平面上的一个圆。假设我们用一个与半径相比为无穷小的尺去测量了圆的圆周和半径并取二者的商。如果这一实验是用一把相对于伽利略系K静止的尺进行的，那么圆周与半径之比将为2π。而用相对于K'
 系静止的尺去测量，得到的圆周半径比要比2π大一点。如果我们设想两次测量过程都是在“静止的”K系上进行的，这就不难理解了。考虑到尺子随K'
 系运动测量圆周时要受到洛伦兹收缩，而测量半径时却并不如此。因此，欧几里得几何学对于K'
 系并不成立。而上面根据欧几里得几何学定义的坐标系的概念因而对K'
 系也就不成立了。同样，我们也不能引入用于K
 系相对静止的时钟表示的与K'
 系中物理要求相对应的时间。为了确信这是不可能的，让我们设想有两个结构完全相同的时钟，一个放在坐标原点，另一个放在圆周上，都从“静止系”K
 来设想这二个时钟。根据我们熟知的狭义相对论，由K
 系来看，在圆周上的那个时钟走得要比在原点的慢一点，因为前者在运动而后者是静止的。一个处在坐标的共同原点处的观察者通过光线去观察在圆周上的钟，他发现这个钟要比在他身旁的钟慢一点。由于他不打算设想在相应路径上让光线明显地依赖于时间，他将他观察的结果解释为圆周上的钟“真的”比原点处的钟走得慢。这就使他不得不这样定义时间，即时钟的快慢与它所在的地方有关。

于是，我们得到这样的结论：在广义相对论中，空间和时间不能用如下的方式定义，即空间坐标之差可用单位测量棒（直尺）来测量；时间坐标之差可用标准时钟来测量。

这样一来，我们一直使用的，在时空连续统中用一定的方法建立坐标的方式就垮掉了，而且看来没有其他的方法对这个四维世界采用坐标系，使得我们采用这种坐标系来把自然界的定律用非常简单的方式表现出来。因此，没有别的办法，只有认为在原则上一切可以想到的各种坐标系在描述自然界都同等适用的一条路了。于是，产生了下述要求：

自然界的普遍定律由一些方程来描写，这些方程对所有坐标系都同等适用，这就是说，这些方程对于不管什么样的任意坐标变换都是协变的（广义协变的）。

显然，满足这个公设的物理理论，也一定会满足广义相对论公设。因为，在任何情况下，全部变换的总和，一定包含着三维坐标系的各种相对运动所引起的变换。广义协变性要求，尽管从时空中取走了最后一点物理客观性，但确实是一个自然的要求，这可从下面的讨论中看出。所有的时空验证都不外乎是确定时空的重合。例如，如果事件仅由质点的运动所构成，那么，最终能看到的只是两个或更多质点的相遇。测量的结果无非是验证我们测量仪器上的质点同别的质点的这种相遇，时钟的指针同刻盘上某点的重合，以及观察到的两个事件在相同地点相同时间发生。

引入参考系的作用只不过是为了便于描述这些重合的总和。我们分配给宇宙4个时空变量x
 1
 ，x
 2
 ，x
 3
 ，x
 4
 ，使得每一个事件对应于一组四个数值。对于两个重合的事件，它们都对应于相同的一组数值x
 1
 ……x
 4
 。这就是说，重合的特点就是一组坐标的全同。如果替代坐标x
 1
 ……x
 4
 ，我们引入一组它们的函数x'
 1
 ，x'
 2
 ，x'
 3
 ，x'
 4
 作为新的坐标系，使得双方的一一对应没有含混之处，那么，新坐标系中的四个新坐标的全同，就表示两个事件在时空中的重合。由于所有的物理事件最后都可以归结为这种重合，所以不存在直接的理由，可以认为某种坐标系比其他的好一些。这就是说，我们达到了广义协变性的要求。


§4.时空中四个坐标与测量的关系


在本文中，我并不想将广义相对论，表述成一种含有最少数目的公理的尽可能简单的逻辑体系，我的主要目的是以下述方法来发展这个理论，要使读者在心理上感到，我们走的这条路线是最自然的，而且感到作为基础的那些假设，具有最高度的安全性。考虑到这一目的，让我们用下面的原则作为出发点：

在无穷小的四维区域中，如果坐标选择得适当，狭义相对论成立。

为此目的，我们必须选择无穷小（局域）坐标系的加速度，使得不产生引力场，这对于无穷小区域是可能的。令X
 1
 ，X
 2
 ，X
 3
 为空间坐标，X
 4
 为以适当单位
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 度量的时间坐标。如果一个刚性杆被选定作为长度单位，那么当给定此坐标系以固定方位时，则四个坐标将在狭义相对论中有直接的物理意义。这时，根据狭义相对论，表达式为

[image: ]


的值与局域坐标系的取向无关，并且可以通过空间及时间的测量定出。我们称四维连续统中无限接近的两个点的线元的大小ds
 。如果对于微分元d
 X1
 ……d
 X4
 的ds
 2
 为正，称为类时的，如果为负，则称为类空的，这是依照闵可夫斯基方式称呼的。

对于上述“线元”，或者说对于两个无限接近的两个事件，在任意选定的四维参考系中，还可以对应于确定的微分元dx
 1
 ……dx
 4
 。如果这个坐标系和“局域”坐标系，都是在所研究的区域里给出的，那么d
 X
v

 可以通过一个dxσ

 的线性齐次表达式确定地表示成：

[image: ]


将此式代入（1）得
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式中gστ

 是xσ

 的函数。这些不再依赖于“局域”坐标系的方位和运动状态，因为ds
 2
 是可以对时空中无限靠近的两个事件，用钟和尺测量决定的量，而且已明确与特定的坐标系无关。此处的gστ

 应选定使得gστ

 =gτσ

 ，求和应遍及所有的σ
 和τ
 的值，因此求和式共有4×4项，其中12项是成对相等的。

狭义相对论的情况，是这里的一个特殊情况，由于在有限区域内gστ

 的特殊关系，有可能在有限区域内选择一种参考系，使得gστ

 在狭义相对论的意义下成为常数：
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稍后我们将会发现，对于有限区域，一般而言，这样的坐标选择是不可能的。

从§2和§3的考虑可以得出，gτσ

 这个量从物理的角度来看，是一个描写引力场和所选坐标系的关系的量。因为，如果我们现在设想狭义相对论，适用于适当选定坐标系的某一四维区域，则gστ

 具有（4）给出的值。从而一个自由质点相对于这一坐标系的运动就是匀速直线运动。然后我们通过任意选定的坐标变换引入一个新的坐标x
 1
 ，x
 2
 ，x
 3
 ，x
 4
 ，在这一新坐标系中gστ

 将不再是常数，而是空间和时间的函数。同时，那个自由质点的运动，对于这个选定的坐标系将表现为非匀速、非直线的曲线运动，而这一运动的规律将与运动的质点的性质无关。因而我们将把这一运动，解释为质点在这一种引力场影响下的运动。所以，我们找到了引力场的产生与gστ

 的时空可变性的关系。在一般情况下，当我们无法选出坐标系，将狭义相对论应用于有限区域时，我们也相信这样的观点，即gστ

 是描写引力场的。

于是，根据广义相对论，与其他种类的力相比，特别是电磁力相比，引力占据一个特殊的地位，因为表现引力场的gστ

 中的10个函数，同时还定义了四维度量空间的度规性质。


B.广义协变方程的数学辅助


我们在前文中看到了，广义相对论要求物理的方程，都需要对任意坐标x
 1
 ……x
 4
 的变换满足协变性，我们必须考虑怎样去找到这样的协变方程。我们现在将转入纯数学的讨论，我们将发现在解决这一问题的过程中，（3）式给出的不变量ds
 将起根本的作用。这个量我们称为“线元”，这是从高斯的曲面理论中借用来的术语。

这一协变量的普遍理论的基本思想如下：对于一个任意坐标系，设某种客体（“张量”）是用多个坐标函数来定义的，这些函数称为张量的分量。而且存在一些规则，当新旧两个坐标系之间的变换关系，以及张量对原坐标系的分量已知时，可以利用这些规则算出张量对新坐标系的分量。这些以后称之为张量的客体还有进一步的特点，即它对新旧坐标系的分量的变换方式是线性的和齐次的。于是，如果一个张量对于原坐标系的分量都为零，则它对于新坐标系也都为零。因此，一个自然规律如能表述为一个全部分量为零的一个张量，那么这个自然规律就是协变的。考察构成张量的规律，我们就获得了描述广义协变定律的方法。


§5.逆变4矢量和协变4矢量



逆变4矢量
 　线元由4个“分量”dxν

 来确定，其变换规律可以表示为
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即dx'
 σ
 可以表示为dxν

 的线性齐次函数。因此我们可以把这4个坐标的微分看成一种特定的“张量”的4个分量，我们称这种张量为逆变4矢量。任何相对于坐标系用4个分量Aν
 来定义的，而且是根据相同规律
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变换的客体，我们也称之为逆变4矢量。从（5a）立即得知，若Aσ
 和Bσ
 都是逆变4矢量的分量，则它们的和与差，Aσ
 ±Bσ
 也是逆变4矢量。相应的规律也适用于今后陆续引进的所有张量（张量的加法和减法规律）。


协变4矢量
 　如果4个量Aν
 对于任意选定的逆变4矢量Bν
 满足
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那么我们称之为协变4矢量。协变4矢量的变化规律，可以从它的定义得出。因为我们如果在方程
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右边将Bν
 用（5a）的反演式
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代替，即可得出
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由于此式对于任意的B'σ
 值均成立，由此得出Aσ
 的变换规律是
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关于简化表达式书写方法的注释
 注意一下本节公式可以看出，所有求和的指标在求和号后面都出现两次[例如（5）式中的v
 ]，而且只对出现两次的指标求和。因此，可以略去求和号而不致造成误解。为此，我们引进下面的约定；除非另有声明，凡公式中某一项一个指标出现两次的，就意味着对这个指标求和。

协变和逆变的4矢量的区别在于它们的变换规律[分别见（7）和（5）]。在前文讨论的意义上，两种形式都是张量。它们的重要性也就在这里。按照里奇和勒维—西维他的方法，我们把指标写在上面表示逆变性质，写在下面表示协变性质。


§6.二秩和高秩张量


逆变张量若用两个逆变矢量Aμ
 和Bν
 的分量构成全部16个乘积Aμν
 ：
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则根据（8）和（5a），Aμν
 满足下列变换规律：
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我们把由相对于任意坐标系的16个量构成的，并且服从变换规律（9）的客体，称为二秩逆变张量。并不是每个二秩逆变张量都必须由两个逆变4—矢量按照（8）构成。可以很容易地证明，任意满足变换规律（9）的16个量都可以表示为适当选

定的4对逆变4—矢量构成的Aμ
 Bν
 之和。因此，我们要证明二秩逆变张量（9）应服从几乎所有的规律，只要用最简单的方式，即证明它们对特殊的张量（8）成立就可以了。


任意秩的逆变张量
 显然，遵循（8）和（9）的路线，也可以定义三秩或更高秩的逆变张量，它们有43
 或更多的分量。根据（8）和（9）也可以同样说，在这个意义上逆变4矢量是一秩逆变张量。

协变张量另一方面，如果用两个协变4矢量Aμ
 和Bν
 构成16个乘积Aμν
 ：
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它们的变换规律为
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这一变换规律定义了二秩协变张量，前面所说的关于逆变张量的各个方面，也同样适用于协变张量。


注
 　我们可以方便地将标量（即不变量）看成是零秩逆变张量或零秩协变张量。


混合张量
 　我们也可以定义下列形式的二秩张量：
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这种张量对于指标μ是协变的，对于指标ν
 是逆变的，它的变换规律是
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自然而然，可以定义带任意多个协变指标和任意多个逆变指标的混合张量。协变张量和逆变张量可以看成是混合张量的特殊情况。


对称张量
 二秩的协变张量或逆变张量，如果对调两个指标的分量彼此相等，称为对称张量。于是，张量Aμν
 或Aμν
 若对于任何一对μ，ν
 满足
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或者
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就是对称张量

必须证明这样定义的对称性质，与所选的坐标系无关。事实上，如果考虑到（14），由（9）可得
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在上述推导中，我们对调了求和的指标μ和ν
 ，这只是记号的改变。


反对称张量
 　一个二秩、三秩或四秩的逆变张量或协变张量，如果对调其分量中的任意两个指标所得的分量与原分量等值反号，则称为反对称张量。例如张量Aμν
 或Aμν
 若对任意μ，ν
 有
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或者
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则此二秩张量是反对称的。

在反对称二秩张量Aμν
 16个分量中，有4个Aμμ
 为零，其余的成对地等值而反号，因此实质上只有6个分量数值不同（6—矢量）。与此类似，反对称三秩张量Aμνσ
 中，实质上只有4个数，而反对称的四秩张量Aμνστ
 只剩下一个数。而在四维连续统中，大于四秩的反对称张量是不存在的。


§7.张量的乘法


张量的外乘有一个n
 秩张量和一个m
 秩张量，将前者的每一个分量乘以后者的每一个分量，就得到了二者的外积，一个n
 +m
 秩的张量的所有分量。例如，不同种类的两个张量A和B可以产生外积T：
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T的张量性质可以由表达式（8）、（10）、（12）或变换规律（9）、（11）、（13）直接证明。（8）、（10）和（12）本身就是几个一秩张量的外积的例子。


混合张量的“缩并”
 对于任意一个混合张量，我们可以取其一个逆变指标与一个协变指标相同，并对这个指标求和，这就是缩并，结果得出一个秩数少2的张量。例如一个四秩的混合张量，可以缩并成一个二秩张量：
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由此再有一次缩并，可以得到一个零秩张量：
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缩并的结果确实具有张量性质，既可以由推广（12）式的规则，并结合（6）式来证明，也可以用（13）式的推广来证明。


张量的内乘和混合乘法
 这是外乘与缩并的结合。


举例
 有一个二秩协变张量Aμν
 和一个一秩逆变张量Bσ
 ，先作它们的外积，得到一个混合张量
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然后再对ν
 和σ两个指标作缩并，可以得出一个协变的4矢量
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这被称作两个张量Aμν
 和Bσ
 的内积。类似地，我们可以由两个张量Aμν
 和Bστ
 ，通过外积和两次缩并得到内积Aμν
 Bμν
 。通过外乘和一次缩并，我们还可以从两个张量Aμν
 和Bστ
 得出一个二秩混合张量Dμ
 τ
 =Aμν
 Bντ
 ，这一运算可以适当地认为是一种混合运算，先对指标μ和τ作外积，再对指标ν
 和σ作内积。

我们现在来证明一个命题，它常常作为张量特征的证据。前面已经提到，若Aμν
 和Bσt
 是张量，则Aμν
 Bμν
 就是一个标量。而我们也能作出下面的论断：对于任意选定的张量Bμν
 ，都是一个标量，则Aμν
 具有张量的特性。因为，根据假设，对于任意的坐标代换有
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（9）但是，利用（9）的反演式，可得
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将此式代入前一个等式，有
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只有括号中的式子为零，此式才能对任意的B'σt
 成立，于是得到变换关系（11）。上述命题对于任意秩、任意性质的张量都成立，在所有情况下，证明都是类似的。

这一规则还可以下述形式出现：如果Bμ
 和Cν
 是任意矢量，而对于它们的任何取值，内积Aμν
 Bμ
 Cν
 是标量，那么Aμν
 就是一个协变张量。甚至在条件更特殊一点的情况下，上述命题也能很好地成立。倘若对于任意选定的4矢量Bμ
 ，内积Aμν
 Bμ
 Bν
 、都是一个标量，其中Aμν
 满足附加的对称条件Aμν
 =Aνμ
 ，我们可以用上述方法证明（Aμν
 +Aνμ
 ）的张量性质，再用Aμν
 的张量性质证明它的对称性。容易将此推广到任意秩协变和逆变张量的情况。

最后，由以上的证明可知，这一规则还可以推广到任意张量。如果对于任意选定的4矢量Bν
 ，乘积Aμν
 Bν
 构成个一秩张量，则Aμν
 是一个二秩张量。这是由于，如果Cμ
 是任意4矢量，根据Aμν
 Bν
 的张量性质，不论Bν
 和Cμ
 如何选择，内积Aμν
 Cμ
 Bν
 一定是一个标量，由此命题得证。


§8.基本张量g
 μν
 的一些性质



协变基本张量
 　在线元平方的不变量

[image: ]


的表达式中，dx
 μ
 这一部分所起的作用，是一个可任意选取的逆变矢量的作用。又由于g
 μν
 =g
 νμ
 ，根据上一节的考虑可知，gμν
 明是一个二秩协变张量，我们称之为“基本张量”。下面我们将导出这个基本张量的一些性质，诚然，这些性质是任何二秩张量都有的，但是作为基本张量在我们的理论中起着特殊的作用，是引力效应特有的物理基础，所以我们将要推导的关系，只有在论及基本张量时，对我们才是重要的。


逆变基本张量
 如果在由g
 μν
 的各分量构成的行列式中，取每个g
 μν
 的余子式并除以行列式g
 =|g
 μν
 |，则得到一些量g
 μν
 =g
 νμ
 ），下面我们就来证明，这些量构成一个逆变张量。

根据行列式的一个已知性质
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其中δμ
 ν
 当μ=ν
 时等于1，μ≠ν
 时等于零。我们可以把上述ds
 2
 的公式改写成
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利用（16）得
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但是，根据上一节的乘法规律，这个量
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是一个协变4—矢量，而且事实上是一个任意矢量，因为dxμ
 就是任意的。将这个量引入我们的公式中，得
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由于此式是一个标量。而矢量dξσ
 是可任意选定的矢量，又根据定义，g
 στ
 对于指标σ和τ是对称的，所以根据上一节的结果，g
 στ
 是一个逆变张量。

由（16）进一步得出δμ
 ν
 也是一个张量，我们称之为混合基本张量。


基本张量的行列式
 　根据行列式的乘法规则，有
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另一方面
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因此得
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体积标量
 　我们首先寻找行列式g
 =|g
 μν
 |的变换规律，根据（11）有
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应用两次行列式的乘法，得
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或者
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另一方面，根据Jacobi定理，体积元
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的变换规律
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将两个变换式相乘，得
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我们在以后引入[image: ]
 来代替[image: ]
 ，根据时空连续统的双曲性质，前者永远是实。不变量[image: ]
 在数值上等于在局域坐标系中，在狭义相对论的意义下，用刚性尺和时钟测量出来的四维体积元。


关于时空连续统性质的注释
 　我们关于狭义相对论永远可适用于无穷小区域这一假设，直接导致ds
 2
 永远可以通过4个实的量d
 X1
 ……d
 X4
 变为（1）。如果我们用d
 τ0
 表示“自然”体积元d
 X1
 d
 X2
 d
 X3
 d
 X4
 ，则有
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如果在四维连续统中某一点上的[image: ]
 等于零，那就意味着，在这一点的无穷小“自然”体积元对应于坐标中的零体积。我们假设这种情况永不发生。于是g
 就不能改变符号。我们将假设，在狭义相对论的意义上，g
 永远取有限的负值。这是对我们所讨论的连续统的物理性质的一个假设，同时也是选用坐标的一种约定。

但是，如果-g
 永远取正的有限值，那就自然而然会对坐标作这样的后验选取使得这个量永远等于1。我们在后面将看到，在这样的选择坐标限制之下，有可能使自然界规律的表述，得到重要的简化。

于是，代替（18），我们可以用简单的dτ
 '=dτ
 ，利用Jacobi定理，由此得
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于是，在这种坐标选定之下，只有那些在变换时行列式为1的坐标才是允许的。

然而，若认为这样的做法是表示了部分地放弃广义相对性的公设，那就错了。我们要问的不是“哪些是对于该行列式为1的所有变换协变的自然定律？”而是“哪些是广义协变的自然定律？”我们在后面将会看到，由于对坐标选择的这类限制，就显著地简化了自然定律。


用基本张量构成的一些新张量
 　用基本张量对一个张量进行内乘、外乘或混合乘，可以得到一些不同性质和不同秩的张量。例如
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还应特别注意下列形式：
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它们分别是协变张量和逆变张量的“补”。还有
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Bμν
 称为Aμν
 的约化张量。类似地有
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应当指出，gμν
 不是别的，正是gμν
 的补，因为
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§9.测地线方程，粒子的运动


由于线元ds
 的定义与坐标系无关，连接四维连续统中两点p
 和p'
 并满足∫ds
 为极值的线，即测地线，具有与坐标的选择无关的意义。测地线的方程是

[image: ]


用通常的方法进行变分，由此能得出4个定义测地线的微分方程。为了完整起见，我们将这一过程补充在这里。令xν
 是一个λ的函数，并令它定义一个曲面族，族中各曲面都包含着测地线，以及所有与测地线直接邻近的由p
 到p'
 的曲线。于是，任何这种曲线都可以假设其坐标xν
 为λ的函数而给出。令符号δ表示由所要的测地线上一点到对应于相同λ的邻近线上一点的转变。于是，我们可以用下式代替（20）：
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但是，因为
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以及
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在分部积分之后，由（20a）得
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式中
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由于δxσ
 的值是任意的，由此得出
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如果沿着测地线ds
 不为零，我们就可以选择测地线的“弧长”s
 来代替参数λ，这时w
 =1，而（20c）可以改写成
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或者，只改变一些记法，成为
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在式中，按克利斯朵夫的建议，我们使用了下列记号
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最后，将（20d）乘以g
 στ
 （对指标τ作外乘，对指标σ作内乘），我们得测地线的方程为
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式中，根据克利斯朵夫的建议，我们使用了下列记号
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§10.用微分构造张量


借助于测地线方程，我们就可以容易地用微分的方法，从原有的理论推导出新理论中的自然定律。这意味着我们首次能够写出广义协变的微分方程。我们达到这一目的是由于反复运用了下述简单的定律：

如果在我们的连续统中给定了一条曲线，曲线上各点用从曲线上某一定点出发实际测出的距离s
 来表征，又设φ是空间的不变函数，那么d
 φ/ds
 也是一个不变量证明的关键是ds
 和d
 φ都是不变量。

由于有
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所以
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也是一个不变量，而且对这连续统中，由一点出发的所有曲线都是不变量，也就是说，对于矢量dxμ
 的任意选择都是不变量。因此立刻可以得出：
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是一个协变4—矢量，即φ的“梯度”。

根据我们的规则，在一条曲线上所取的微商
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同样也是一个不变量，将Ψ的值代入上式，可得
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从这里不能立刻推出一个张量的存在，但是我们可以把我们沿着进行微分的曲线取为测地线，那么通过（22）将d
 2
 xν
 /ds
 2
 代入，得
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因为我们可以改变微分的次序，又因为根据（23）和（21），克利斯朵夫记号对于μ和v都是对称的，所以式子对μ和v都是对称的。由于在连续统中的测地线，在某点可以沿任意方向出发，所以dx
 μ
 /ds
 是一个4—矢量，其分量之比可以是任意的。由§7可知，
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是一个二秩协变张量。于是我们得到下列结果：我们通过微分，从一个一秩协变张量
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得到一个二秩协变张量
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我们称Aμν
 为Aμ
 的扩张（协变导数）。首先，我们可以证明，即使矢量Aμ
 不能表为梯度，这一操作也会导致一个张量。为看出这一点，我们首先注意到，如果ψ和φ都是标量，则
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就是协变矢量。如果ψ（1）
 ，φ（1）
 ，……ψ（4）
 ，φ（4）
 都是标量的话，4个此类项之和，
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也是协变矢量。因为，如果Aμ
 是矢量，它的各分量都是xν
 的任意函数，为了保证Sμ
 等于Aμ
 ，只需令（用选定的坐标系表示）
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即可。

因此，如果用任何协变矢量取代Aμ
 放入右边，为了证明Aμν
 是一个张量，只需证明对矢量Sμ
 有这样的性质即可。可是（26）的右边告诉我们，为了完成这后一任务，只需提供下述情况
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的证明即可。现在，将（25）的右边乘以Ψ，
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这是一个张量，同样，两个矢量的外积
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也是一个张量。两者相加，就证明了下式
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的张量性质。利用（26），我们将看到，到此就证明了
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是一个矢量，作为推论，也就完成了对任何矢量Aμ
 的证明。

借助于矢量的扩张，我们很容易定义任意秩的协变张量的“扩张”。这是矢量扩张的推广，我们只就二秩张量的情况作一讨论，因为这就足以给出形成法则的清楚概念。

正如已经提到过的那样，任意二秩协变张量都可以表示为Aμ
 Bν
 类型的张量之和
[49]

 。只要导出这种特殊类型的张量扩张就足够了。根据（26）式，下列两式
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都是张量，将第一式用Bν
 外乘，将第二式用Aμ
 外乘，我们可得到两个三秩张量。将这两个三秩张量相加，并令Aμν
 =Aμ
 Bν
 ，即得到一个三秩张量：

[image: ]


由于（27）对于Aμν
 及其一阶导数是线性和齐次的，所以，这种构造张量的规律不仅对于Aμ
 Bν
 类型的情况有效，而且对于这种类型的和也有效，这就是说，也是对任意二秩协变张量有效，我们称Aμnσ
 为张量Aμν
 的扩张。

显然，（26）和（24）只是张量扩张的两个特殊情况（分别是一秩张量和零秩张量的扩张）。

一般来说，所有构造张量的特殊规律都包含在（27）和张量的乘法结合之中。


§11.一些特别重要的情形



基本张量
 　我们首先证明几个以后有用的引理。根据行列式的微分规则有
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（28）式中，后面的等号是由下述等式导出的，如果我们记得g
 μν
 g
 μ'ν
 =δμ
 μ'
 就有g
 μν
 g
 μν
 =4，因而
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由（28）得
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再有，从g
 μν
 g
 νσ
 =δμ
 ν
 ，经过微分得
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由此，分别混合乘以g
 στ
 和g
 νλ
 ，然后改变指标，得
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以及
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由（31）可得出一个我们以后常用的公式，根据（21），有
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将此式代入（31）的第二式，再考虑到（23）得
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将（34）的右边代入（29），得
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逆变矢量的散度
 　如果我们取（26）与逆变基本张量g
 μν
 的内积，并对其第一项作一变换之后，右边就约化成
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根据（31），（29）两式，上式的最后一项可以改写成
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由于求和指标是无关紧要的，此式的头两项，与上一式的第二项互相抵消，如果我们记g
 μν
 Aμ
 =Aν
 ，于是，Aν
 与Aμ
 一样是一个任意矢量，最后得标量
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这就是逆变矢量Aν
 的散度。


协变矢量的旋度
 　（26）中的第二项对于指标μ和ν
 是对称的，因此Aμν
 -Aνμ
 是一个构造特别简单的反对称张量。我们得到
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6矢量的反对称扩张
 　将（27）应用于反对称二秩张量Aμν，再依次循环置换此式的指标得出两个公式，然后将三式相加，就得到一个三秩张量：
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很容易证明，这个张量是反对称的。


6矢量的散度
 　将（27）与g
 μα
 g
 νβ
 作混合乘积，我们也能得到一个张量。（27）右边第一项可以写成
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如果我们把g
 μα
 g
 νβ
 Aμνσ
 记作Aσ
 αβ
 ，把再在改写后的第一项中，用（34）的右边代替
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结果得到的（27）的右边共有7项，其中4项互相抵消掉，得
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这是一个二秩逆变张量的扩张的表达式，同样也可以构成更高秩或更低秩的逆变张量的扩张。

我们注意到，用类似方法也可以构成混合张量Aμ
 σ
 的扩张：
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当对（38）进行关于二指标β和σ的缩并（就是与δβ
 σ
 作内积）时，我们得到矢量
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考虑到克利斯朵夫记号｛βγ，α｝对于β和γ二个指标的对称性，若Aαβ
 正如我们假设那样是一个反对称张量时，则右边第三项成为零。而第二项可按（29a）进行变换，于是得
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这是一个逆变6矢量的散度的表达式。


二秩混合张量的散度
 　将（39）对指标进行缩并，并考虑到（29a），得
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如果在最后一项中引入一个逆变张量Aρσ
 =gρτ
 Aτ
 σ
 ，则这一项成为
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，如果进一步设Aρσ
 是对称的，则简化为

[image: ]


我们曾经引入过一个协变张量Aρσ
 =g
 ρα
 g
 σβ
 Aαβ
 来代替Aρσ
 ，这个张量也是对称的，根据（31），这最后一项成为
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在对称的情况下，（41）也可以用下面两式来代替：
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上述两个式子在后面还要用到。


§12.黎曼-克利斯朵夫张量§


现在我们寻找一种通过微分方法，单独地从基本张量获得的张量。初看起来，解答是显而易见的，在（27）中用基本张量g
 μν
 去代替式中的任意张量Aμν
 即可，这样就得出了新的张量，即进行了基本张量的扩张。不过，容易验证，这样得出的基本张量的扩张恒等于零。为了达到这一目的，我们采用下述方法。在（27）中，取
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即求这个4—矢量Aμ
 的扩张。于是（在经过某些指标变动之后）得到的一个三秩张量
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此式建议我们构建张量Aμστ
 -Aμτσ
 。因为如果我们这样做，Aμστ
 中的下列各项将同Aμτσ
 中的相应项抵消：第1项，第4项和方括号中的最后一项，因为它们σ和τ是对是对称的；第2项和第3项之和也是如此。于是我们得到
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其中
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这一结果的主要特点是（42）的右边只有Aρ
 ，而它的导数并不出现。根据Aμστ
 -Aμτσ
 的张量性质以及Aρ
 是任意矢量的事实，由§7的论证得知，Bμστ
 ρ
 是一个张量，这就是黎曼—克利斯朵夫张量。

这个张量在数学上具有如下的重要性：如果连续统具有这样一种性质，即存在一个坐标系而相对此坐标系g
 μν
 为常数，则所有Bμστ
 ρ
 都等于零。如果我们选取另一新坐标系来取代原来那个坐标系，而对于新坐标系g
 μν
 不是常数的话，由于其张量性质，变换到新坐标系去的Bμστ
 ρ
 的各分量仍然等于零。因此，黎曼张量为零，是下述事实的必要条件：选择适当的坐标系可以使g
 μν
 成为常数
[50]

 。在我们所讨论的问题中，这一点相当于选择适当的坐标系，使得在连续统的有限区域中，狭义相对论能很好地成立。

将（43）对于指标τ和ρ进行缩并，得到一个二秩协变张量second rank G=no

其中
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关于选择坐标系的注释
 　从§8的方程（18a）中已经明显看到，通过选取坐标系以使[image: ]
 =1较为有利。观察一下在前两节中所得到的方程可以看出，在这种选择之下，构造张量的规则将会大大简化。这对我们刚刚得到的张量Gμν
 也同样适用。这个张量在下面将要提出的理论中，将起着重要作用。因为坐标系的这种选择能够带来Sμν
 =0的结果，从而可使Gμν
 约化到Rμν
 。

因此，在以后的讨论中，我给出的所有关系式，都将是这样特殊选择坐标系情况下的简化形式。如果在特殊情形下是令人满意的，那么恢复到广义协变方程也是一件容易的事了。


C.引力场理论



§13.粒子在引力场中的运动方程，引力场分量的表达式


在狭义相对论中，一个不受外力的自由质点做匀速直线运动，而根据广义相对论，对于四维空间的一部分，其中坐标系可以被选为，而且实际上确被选为其g
 μν
 具有（4）给出的特殊常数值的K0
 时，情况也和狭义相对论一样。

如果我们从任意一个坐标系K1
 来考查这一运动。根据§2的讨论，从K1
 看来质点是在引力场中运动。质点对于K1
 的运动规律，不难从下面的讨论中得出。对于K0
 来说，运动规律相当于一条四维的直线，即相当于一条测地线。现在，由于测地线是与参考系无关的，它的方程也就是质点对于K1
 的运动方程。如果我们令
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则质点对于K1
 的运动方程就是
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现在我们作一个很自然的假设：即使没有K0
 ，即不存在有限空间中狭义相对论很好成立的坐标系，质点在引力场中的运动也服从协变的方程组（46）。我们作这个假设还有更多的根据，因为（46）中只包含g
 μν
 的一阶导数，在它们之间没有任何联系
[51]

 ，即使在K0
 存在的特殊情况下也是如此。

假如克利斯朵夫记号的分量都为零，则质点做匀速直线运动。所以这些量规定了运动对于匀速直线的偏离，它们是引力场的分量。


§14.无物质的引力场方程


此后，我们将对“引力场”和“物质”作一个区分，我们称引力场以外的一切东西为“物质”。因此“物质”一词不仅包括通常意义下的物质，也包括电磁场。

我们下一个任务是寻求在不存在物质情况下的引力场方程。在这里，我们依然使用上一节写出质点运动方程时所用的方法。所求的方程必须满足的一种特殊情况，即g
 μν
 是某些常数值的狭义相对论的情况。考虑在某一确定的坐标系K0
 中的某一有限空间。相对于这个坐标系，（43）所定义的黎曼张量的所有分量Bμστ
 ρ
 都等于零。对于所考虑的空间，它们为零，所以对于任意其他的坐标系，也应该等于零。

因此，如果所有的Bμστ
 ρ
 分量都为零的话，则所求的无物质引力场方程，一定在任何情况下都满足。然而，这一条件太过分了。因为很明显，例如质点在其附近所产生的引力场肯定不会被变换掉，无论选择怎样的坐标系都不行。这就是说，它不会被变换到g
 μν
 等于常数的情况。

这一点促使我们转而要求，由张量Bμστ
 ρ
 导出的对称张量Gμν
 对无物质引力场为零。这样一来，我们对于10个量g
 μν
 得到了10个方程，所有Bμντ
 ρ
 都等于零的特殊情况满足这些方程。在坐标系这样的选定之下，并考虑到（44），无物质引力场的方程成为
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必须指出，在这一组方程的选择中，仅有最低的任意性。因为由g
 μν
 及其不高于二阶的导数构成的二秩张量，而且这个张量又是这些二阶导数的线性式，则这个张量只能是Gμν
 。
[52]



根据相对论广义理论的要求，通过纯数学方法得到的这些方程，和运动方程（46）一起，在一级近似下给出了牛顿万有引力定律，在二级近似下给出了由勒维耶（Leverrier）发现的水星近日点的进动的解释（这种进动在作了扰动校正后仍然存在）。这些事实，在我看来，必然是这一理论正确性的令人信服的证明。


§15.引力场的哈密顿函数，能量动量定律


为了证明引力场方程与能量动量定律相对应，最方便的办法是把它们写成下述哈密顿形式：
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其中，在我们所考虑的四维区域的边界上，变分为零。

首先我们必须证明，（47a）的形式与方程（47）等价。为此，我们把H看作为是g
 μν
 和g
 σ
 μν
 （＝∂g
 μν
 /∂xσ
 ）的函数。
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但是
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式中圆括号内最后两项的符号相反，而且通过交换指标μ和β可以由一个得到另一个（因为求和指标的标记是无关紧要的），它们在δH的式子中所乘的又是对于指标μ和β为对称的量Γμβ
 α
 ，所以这两项互相抵消，只剩下圆括号中的第一项，再考虑到（31），我们得
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于是
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（对（47a）变分，我们首先得
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考虑到（48），此式与（47）一致，即得所证。

将（47b）乘以g
 σ
 μν
 ，由于
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从而有
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我们得到方程
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或者
[53]
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其中，考虑到（48），（47）的第二式和（34），有
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值得注意的是，tσα并不是张量，另一方面，（49）适用于所有[image: ]
 =1的坐标系。这一方程表示了引力场的能量动量守恒定律。事实上，这一方程对于三维体积V
 的积分得出下述4个方程
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其中l,m，n
 表示边界表面的面元dS
 上向内的法线方向余弦（在欧几里得几何的意义上）。这是通常形式的能量动量守恒定律。我们把t
 σ
 α
 称为引力场的“能量分量”。

我现在赋予（47）以第三种形式，这种形式对于真正领会本文内容，是特别有用的。将场方程（47）乘以g
 νσ
 ，得到“混合”形式的方程
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根据（34），这个量等于
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或者（通过改变求和指标）写作
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此式的第三项与从场方程（47）的第二项中产生的一项抵消了，利用（50），第二项可以写成
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其中t
 =t
 α
 α
 。代入（47），可得
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§16.引力场方程的普遍形式


§15得到的没有物质空间的引力场方程与牛顿理论的场方程
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进行比较，我们希望得到一个与泊松（Poisson）方程对应的方程
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式中ρ
 为物质的密度。

狭义相对论已经得出结论：惯性质量恰恰就是能量，它的完整的数学表示是一个二秩对称张量，即能量张量。因此在广义相对论中也必须引入一个相对应的物质的能量张量Tσ
 α
 ，这个张量与引力场的能量分量t
 σ
 [见（49）、（50）二式]相类似将具有混合张量的特性，并且应是对称的协变张量
[54]

 。

方程组（51）告诉我们，能量张量（对应于泊松方程中的密度ρ
 ）是怎样引入引力场方程的。因为，如果我们考虑一个完整的系统（例如太阳系），这一系统的总质量，因而也包括它的引力作用，将取决于系统的总能量，即取决于有质体的能量和引力能量。这将导致（51）中引入t
 μ
 σ
 +Tμ
 σ
 ，即物质的能量分量和引力场的能量分量之和，以取代单独的引力场的能量分量。

这样，我们得到代替（51）的张量方程：
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其中我们已令T=Tμ
 μ
 （劳厄标量）。这就是我们所要找的混合形式的普遍的引力场方程。由此倒推回去，得到替代（47）的方程为
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必须承认，这种引入物质的能量张量的方法，不能单独由相对性公设来证明合理。由于这个原因，我们在这里的推理，是从下述要求出发的，即引力场的能量和其他别的能量一样在引力方面起作用。然而选用这些方程的最充足的理由，与（49）和49a）精确对应的，关于动量和能量守恒的方程，对于总能量分量很好地成立。这将在§17中讨论。


§17.普遍情形下的守恒律


对（52）进行变换，容易使其右边第二项为零。将此式对指标μ和σ进行缩并，将所得结果乘以[image: ]
 再将所得结果与（52）相减，可得
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对此式作∂/∂xσ
 运算，得
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将圆括号中第三项中的求和指标α和σ对调，β和λ对调，即可看出右边圆括号中的第一项和第三项互相抵消。将其第二项利用（31）改写，从而得
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（52a）左边第二项给出
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或者
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对于我们已经选定的坐标系，从圆括号最后一项所导出的式子根据（29）等于零。另外两项可以根据（31）结合在一起给出
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再考虑到（54），我们得到下列恒等式：
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由（55）和（52a），最后得
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这样，我们从引力场方程导出了能量动量守恒定律。这一点从导出（49a）时的考虑中最容易看出。两处彼此相异的是，这里用的是物质和引力场的能量分量，而不是那里仅有的引力场的能量分量。


§18.物质能量动量定律作为场方程的推论


将（53）乘以∂g
 μν
 /∂xσ
 ，按照§15中所用的方法，并考虑到下式为零：
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得到下列方程
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或者考虑到（56），
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此式与（41b）的比较表明，在我们已经选定的坐标系中，此式正好是物质能量的散度为零的预言。在物理上，上式左方第二项的出现表明，能量动量守恒定律在严格意义上并不单独对物质成立，或者说只在g
 μν
 为常数时，即引力场强处处为零时成立。这第二项表示在单位体积、单位时间内引力场传给物质的能量和动量。利用（41），可将（57）改写成
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该式使我们看得更加清楚。式中右边表示引力场对于物质在能量方面的影响。

因此，引力场方程中包含着4个决定物质现象过程的条件。这4个条件完全地给出了物质现象过程的方程，只要这4个的微分方程相互独立即可
[55]




D.物质现象


11

对于在狭义相对论中所表述的那些物理定律（流体力学，麦克斯韦的电动力学），利用B部分中已阐述的数学工具，我们能立即进行推广，使它们也适用于广义相对论。这样做了之后，广义相对性原理并没有进一步限制我们的可能性，却使我们不必引入任何新的假设，而认识到引力对所有过程的作用。

于是，不必再引入关于（局限意义下的）物质的物理本性的确定的假设。特别是可以把电磁场理论和引力场理论结合起来，能否成为物质理论的充分的基础，这一问题留待以后解决。关于这一点广义相对论性原理不能告诉我们什么。电磁场理论和引力学说结合起来，能否解决前者单独解决不了的问题，还要看理论发展的进程来决定。


§19.无摩擦绝热流体的欧拉方程


假设p
 和ρ
 为两个标量，我们称前者是流体的“压强”，后者是流体的“密度”，并且假设它们之间存在一个关系式。假设一个逆变对称张量
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是此流体的逆变能量张量。与这个张量相关的协变张量为
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而混合张量为
[56]
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将（58b）的右边代入（57a），我们得到广义相对论中的欧拉流体动力学方程。既然我们有4个方程（57a）加上已知的p
 和ρ
 之间的方程，以及方程
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当g
 αβ
 已知时，上述这6个方程对于决定6个未知量
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就是充分的，这些方程在理论上给出了运动问题的一个完整的解。当g
 αβ
 也是未知时，还需要用到（53）。存在确定g
 μν
 的10个函数的11个方程，这些函数似乎是过度定义的。然而应当记住，（57a）已经被包含在（53）中，这样实际上后者只代表7个独立方程。这种不确定性，是坐标充分自由选择的很好的理由，其留下的数学上的不确定性，达到了这样的程度，以至于人们可以任意选择3个空间函数。
[57]




§20.自由空间的麦克斯韦电磁场方程


设φν
 是协变矢量的分量，即为一个电磁矢量。根据（36），可由此构成电磁场协变6矢量Fρσ
 。它们满足下列方程组
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根据（59），电磁场将满足下述方程组
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—根据（37），上式的左边是一个三秩反对称张量。因此（60）实质上含有4个方程具体为

[image: ]


上式相当于麦克斯韦第二方程组，作如下定义
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就立刻可以看出这一点。于是，我们可以用通常的三维矢量分析的符号，将（60a）写作

[image: ]


我们将由闵可夫斯基给出的方程形式来进行推广，就获得麦克斯韦的第一方程组。我们引入一个与Fαβ有关的逆变6矢量

[image: ]


以及一个逆变矢量电流密度Jμ
 。于是，考虑到（40），下列方程对于任何行列式为1的坐标变换（与我们选取的坐标一致）将是不变的

[image: ]


令
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其中的量，与狭义相对论中的量Hx
 ……Ez
 相同，再取

[image: ]


则（63）成为

[image: ]


于是，（60）、（62）和（63）三式，在我们选择坐标的约定下，构成了自由空间中麦克斯韦方程的推广。


电磁场的能量分量
 　我们构成一个内积

[image: ]


根据（61），此式的各分量写成三维形式为
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k
 σ
 是一个协变矢量，其分量依次为单位体积，单位时间内带电物质，传送给电磁场的动量和能量的负值。如果不存在带电物质，即单独在电磁场的影响下，协变矢量k
 σ
 将等于零。

为了得出电磁场的能量分量Tσ
 ν
 ，我们只需要以（57）的形式，给出方程k
 σ
 =0。首先由（63）和（65）有
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根据（60），上式右边第二项可以变为
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根据对称性，上式中最后一式又可以写成
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此式又可写成
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此式的第一项，可以写成较简单的形式
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第二项在进行微分运算和整理之后成为
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将全部三项合并在一起，我们有
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其中

[image: ]


如果k
 σ
 等于零，则考虑到（30），方程（66）将等价于（57）或（57a）。因此，Tσ
 ν
 是电磁场的能量分量，借助于（61）和（64）两式，很容易证明，这个电磁场的能量分量就是狭义相对论中的著名的麦克斯韦—坡因廷（Poynting）表达式。

我们在一直使用[image: ]
 =1的坐标系情况之下，已经推导出引力场和物质所满足的普遍规律，我们用这种使用特殊坐标系的方法，达到了对公式和计算相当大的简化，没有堕入处处协变要求的束缚。

尽管如此，提出下列问题是有意义的：不用特殊的坐标系，能否从引力场和物质的能量分量的普遍定义出发，去构成（56）形式的能量守恒定律和（52）或（52a）形式的引力场方程，使得左边是（通常意义下的）散度，而右边是物质和引力场的能量分量之和。我已经找到了，上述两点确实都是有可能的。我认为就这个问题进行再扩大范围的思考是不值得的，因为这些想法毕竟没有给我们任何实质性的新东西。


E



§21.作为一级近似的牛顿理论


我们已经不止一次说过，狭义相对论是广义相对论的特殊情况，其特征是g
 μν
 取（4）给出的常数值。我们也已说过，这样就意味着完全忽略引力的效应。如果我们考虑到g
 μν
 与（4）给出的值的差值，与1相比为小量的情形，而且忽略二阶或更高阶小量时，我们就达到了与实在较接近的近似（第一种近似方式）。

还可以进一步假设，如果在我们考虑的时空领域中，在适当选择坐标系的情况下，在空间趋向无限远时，g
 μν
 趋向于（4）给出的值，这时我们所考虑的引力场，可以认为是完全由有限区域内的物质所产生的。

也许会想到这些近似必然会导致牛顿理论。但是，为了得到牛顿理论，我们还必须对基本方程采用第二种近似方式。我们来注意一个质点按照方程（16）的运动。在狭义相对论的情况下，下列分量
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可以取任意值，这就意味着小于真空光速（ν
 ＜1）的任意的速度

[image: ]


都可以发生。如果仅限于讨论那些几乎所有的经验提供给我们的情形，即速度ν
 远小于光速。这表明下列分量
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应该作为小量来处理，而dx
 4
 /ds
 在精确到二阶小量的情况下应等于1（第二种近似方式）。

现在我们注意到，根据第一种近似方式，Γμν
 τ
 中的各值至少是一阶小量，看一下（46）就知道：从第二种近似观点来看，我们只需要考虑μ=ν
 =4的那些项。我们限于仅取最低阶的项，首先获得了代替（46）的
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其中我们已经令ds
 =dx
 4
 =dt
 ；或者根据第一种近似观点只保留那些一阶项：
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此外，如果我们假设引力场是拟静态的，即仅讨论产生物质运动（与光速相比）是很慢的引力场，我们可以在右边，与对空间坐标微分的项相比，忽略对时间微分的项。于是我们得到

[image: ]


（67）就是牛顿理论中，质点的运动方程，其中[image: ]
 g44起着引力势的作用。在这一结果中，引人注目的是，在一阶近似下，基本张量的g
 44
 分量独自决定了质点的运动。

现在我们讨论场方程（53）。这里我们必须考虑到，“物质”的能量张量密度几乎全部由局限意义下的“物质”的密度，即由（58）[或者（58a）或（58b）]的右边第二项决定。如果我们作这样的近似，除了一个分量T44
 =ρ=T之外，其他所有的分量都等于零。在（53）的左边的第二项是一个二阶小量，而第一项在我们的近似下为
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对于μ=ν
 =4，忽略对时间微分的各项后，此式给出
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于是，（53）的最后一个方程给出
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（67）和（68）一起等价于牛顿引力定律

根据（67）和（68）两式，引力势的表达式成为
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而对于我们所选定的时间单位，牛顿理论给出
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式中K表示常数6.7×10-8
 ，通常称为引力常数。两者比较，我们得到

[image: ]



§22.静态引力场中的尺和钟行为，光线的弯曲，水星轨道的近日点运动


为了获得作为一级近似的牛顿理论，我们在引力场的10个g
 μν
 中只计算了一个分量g
 44
 ，因为只有这一个分量进入了质点在引力场中的运动方程的一阶近似（67）中。由此也可看出，g
 μν
 的其他分量必然比（4）给出的值，差一个一阶小量。这是由条件g
 =-1所要求的。

对于一个位于坐标原点的点质量所产生的场，在一级近似下，径向对称解为

[image: ]


式中δρσ
 当ρ=σ时为1，当ρ≠σ时为零，r
 是[image: ]
 。考虑到（68a），令M表示产生引力场的质量，有
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很容易验证，在一阶小量的情况下，满足质点M的场方程（在质点之外）。

现在我们来考虑质点M所产生的场，对于空间的度规性质的影响。在“局域”测量（§4）的长度和时间ds
 与坐标差dxν

 之间的关系式

[image: ]


是永远成立的。

例如，与x
 轴“平行的”一把单位直尺，我们应当令ds
 2
 =-1，而dx
 2
 =dx
 3
 =dx
 4
 =0。因此-1=g
 11
 dx
 1
 2
 。如果再加上单位直尺在x轴上，（70）的第一个方程给出

[image: ]


在第一阶近似下由这两个关系得出：
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因此，由于引力场的存在，如果单位直尺沿着半径方向放置，单位直尺相对于该坐标系来说，显得稍微短了一些。

用类似方法可以得出在切向坐标的长度。例如令
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所得结果是
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因此，点质量的引力场，对于切向直尺的长度没有影响。

存在引力场时，即使在一阶近似的情况下，欧几里得几何学也是不成立的，因为我们想用同一把直尺，在不同地点和不同方向上，实现同样的间隔是做不到的。尽管如此，但从（70a）和（69）可以看出，对地面上的测量来说，这种偏差是太小了，根本无法察觉。

现在我们来考察静止于一个静态引力场中的单位时钟速率，对于一个时钟周期ds
 =1；dx
 1
 =dx
 2
 =dx
 3
 =0，因此得
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或者
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因此，时钟若放在有质量物体的附近，它走得要慢一些。由此可以得出，由大的星体表面发出，并到达地球的光线的谱线，要向光谱的红端移动
[58]

 。

现在我们考查光线在静引力场中的过程。根据狭义相对论，光的速度由下式给出
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因此，在广义相对论中由下式给出

[image: ]


如果方向已知，即给定比dx
 1
 ：dx
 2
 ：dx
 3
 ，（73）将给出
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因而也就给出在欧几里得几何学意义下的速度γ：
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我们很容易认可，如果g
 μν
 不是常数，光线将相对于坐标系发生弯曲。如果n
 是垂直于光传播的方向，则惠更斯（Huyghens）原理指出，在（γ，n
 ）平面中看来，光线将具有曲率−∂γ/∂n
 。

我们看一下光线在质量M旁边经过距离为Δ时的曲率。如果我们采用附图所示的坐标系，光线的总的弯曲（若弯向原点作为正值）在充分的近似下为
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而（73）及（70）给出
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从而，得到最后计算结果
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根据此式，光线经过太阳邻近时的偏折为1.7”；经过木星邻近的偏折约为0.02”。

如果我们以更高阶的近似去计算引力场，而以同样的精度去计算一个相对无穷小质量的物质的轨道运动，我们将发现其运动与行星运动的开普勒—牛顿定律的差异如下，即其轨道椭圆将在运动方向上有一个缓慢的进动，它的每圈进动大小为

[image: ]


其中a
 为长半轴，c
 为通常意义下的光速，e
 为偏心率，T
 为以秒为单位的公转周期
[59]

 。

计算给出了水星轨道每百年旋转43”，与勒维耶的天文观测完全一致，而天文学家们已经发现了，在这颗行星的近日点运动中，在考虑了其他行星的扰动后，有这样大小的一个不能解释的剩余部分。


哈密顿原理和广义相对论

阿尔伯特·爱因斯坦

洛伦兹（H.A.Lorentz）和希尔伯特（D.Hilbert）最近成功地将广义相对论表述为一种极有理解力的形式
[60]

 ，他们从单一的变分原理导出了广义相对论的基本方程。本文也将作同样的事情。我的目的是，在广义相对性原理允许的范围内，将二者的基本联系表述得尽可能清晰和全面。与希尔伯特不同的是，对物质结构我将使用尽可能少的假设。另一方面也与我自己最近对这方面有关工作不同，本文对坐标系选择仍然是完全自由的。


§1.变分原理和引力及物质的场方程


引力场像通常那样用张量
[61]

 g
 μν
 （或g
 μν
 ）描写，物质（包括电磁场）则用任意多个时空函数q
 （ρ
 ）描写，我们略去了其不变性理论特征。令[image: ]
 为下述各个量的函数[1]
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变分原理为

[image: ]


倘若我们假定在变分时要求这些函数g
 μν
 和q
 （ρ
 ）互相之间是独立变化的，而且在积分边界上δq
 （ρ
 ），δg
 μν
 及∂δg
 μν
 /∂x
 σ
 均为零，（1）将提供函数g
 μν
 和q
 （ρ
 ）的数目同样多个微分方程，而这些函数正是理论所要求确定的。

现在我们假设[image: ]
 是g
 στ
 μν
 的线性函数[2]
 ，而g
 στ
 μν
 的系数只依赖于g
 μν
 。这时，变分原理（1）可用对我们更简便的形式取代。利用适当的分部积分，可得：
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式中F
 是一个积分，其积分范围是我们所研究的整个区域的边界上，而[image: ]
 则只依赖于g
 μν
 ，g
 σ
 μν
 ，q
 （ρ
 ），q
 （ρ）α
 ，而与g
 στ
 μν
 无关。对我们感兴趣的变分，由（2）得
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根据此式，我们可以将变分原理（1）式改为更简便的形式
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分别对g
 μν
 以及q
 （ρ
 ）进行变分，得到引力和物质的场方程
[62]



[image: ]



§2.引力场单独存在的情况


一般而言，能量分量不能分成分离的两部分，使得一部分属于引力场，另一部分属于物质。因此，我们必须作出关于[image: ]
 如何依赖于g
 μν
 ，g
 στ
 μν
 ，q
 （ρ
 ），q
 （ρ）α
 的特殊的假设。为了达到这一目的，我们假设

[image: ]


式中[image: ]
 只依赖于g
 μν
 ，g
 σ
 μν
 ，g
 στ
 μν
 而[image: ]
 只依赖于g
 μν
 ，q
 （ρ
 ），q
 （ρ）α
 。

于是方程（4）、（5）[3]
 成为

[image: ]


式中[image: ]
 与[image: ]
 的关系和[image: ]
 与[image: ]
 的关系相同。

必须指出，如果我们假设[image: ]
 或[image: ]
 依赖于q
 （ρ
 ）的一阶以上的高阶导数，则方程（8）或（5）将变成另一种形式。同样，如果我们认为q
 （ρ
 ）不是相互独立而是根据某些条件相互联系的话，方程（8）和（5）也将变成另一种形式。所有这些注释都与下面的讨论无关，因为下面的讨论只根据（7），而（7）是对g
 μν
 [4]
 变分而得出的。


§3.基于不变量理论的引力场方程的性质


现在我们假设ds
 2
 是个不变量：
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由此而确定了g
 μν
 的变换性质。我们并不预先对描述物质的q
 （ρ
 ）作任何假设。但是认为在任意时空坐标变换之下，下述3个量H=[image: ]
 ，G
 =[image: ]
 和M=[image: ]
 都是不变量。由这些假设可以得出，从（1）式推出的方程（7）和（8）具有广义协变性。由此进一步得出，G
 等于（在一个常数因子内）黎曼曲率张量的标量，因为再没有别的不变量具有G
 所需要的性质
[63]

 。由此[image: ]
 以及方程（7）的左边也就完全确定了
[64]

 。

由广义相对性的假设，可产生函数[image: ]
 的一些性质，我们现在就来推导它们。为此目的，我们作一个无限小的坐标变换，令

[image: ]


其中Δx
 ν
 是任意符合条件的无限小的坐标的函数。x
 'ν
 是世界点在新坐标系中的坐标而在原坐标中的该点坐标为x
 ν
 。与坐标的变换一样，任意量Ψ也有下列形式的变换规律

[image: ]


其中的ΔΨ总能用Δx
 ν
 表示出来。由g
 μν
 的协变性质，我们可以很容易地导出g
 μν
 和g
 σ
 μν
 的变换规律：

[image: ]


[image: ]


Δ[image: ]
 可以利用（11）和（12）式算出[5]
 ，因为[image: ]
 只依赖于g
 μν
 和g
 σ
 μν
 。这样一来我们可以得到下述方程

[image: ]


在上式中我们使用了下列缩写：

[image: ]


由这两个方程我们可以得出对于下文很重要的两个结论。我们知道对于任意变换[image: ]
 是不变量，而[image: ]
 不是。然而可以很容易地证明，后者对于坐标的线性变换是一个不变量。因而当所有的∂2
 Δx
 σ
 /∂x
 ν
 ∂x
 α
 都为零时，（13）的右边必然总是等于零。由此得出，[image: ]
 必然满足下列恒等式
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如果我们进一步选择Δx
 ν
 ，使它们在所考虑的区域内不为零，而在无限接近边界处为零。则方程（2）中的直到边界上的积分之值不因坐标变换而改变，因此我们有

[image: ]


因而
[65]



[image: ]


但是，上式的左边必须为零，因为[image: ]
 和[image: ]
 都是不变量，从而此式的右边也必为零。由（13），（14）和（15）[6]
 ，我们进一步得到
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进行两次分部积分并重新整理，并考虑到Δx
 σ
 是可以任意选择的，于是得到下述恒等式

[image: ]


现在我们将从两个恒等式（15）[7]
 和（17）得出结论，而这些式子是由[image: ]
 的不变性得出的，即是由广义相对论的公设得出的。

引力场方程（7）首先与g
 μν
 混合相乘加以变换，那么我们得到（交换指标σ和ν
 ）一个与场方程（7）等价的方程
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其中已令

[image: ]


对于t
 σ
 ν
 后一表示可由（14）和（15）核实。（18）式对x
 n
 微分之后，再对ν
 求和，并考虑到（17），得

[image: ]


（21）表示能量和动量守恒。我们称[image: ]
 为物质的能量分量，t
 σ
 ν
 为引力场的能量分量。

由引力场方程（7）（在乘以g
 σ
 μν
 后，对μ和ν
 求和，并考虑到（20）），可得
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或者，考虑到（19）和（21），得

[image: ]


式中[image: ]
 μν
 表示g
 νσ
 [image: ]
 μ
 σ
 。这些是物质的能量分量必须满足的四个方程。

值得强调的是，（广义协变的）守恒定理（21）和（22）已经单独从引力场方程（7）以及广义协变性（相对论）的公设导出过，而没有使用物质过程的场方程（8）。


附注：


在方程（4）、（5）前的脚注①中，爱因斯坦引进了张量分析中求和形式写法，现在一般称为爱因斯坦求和约定。

[1]具有两个下标和两个上标的“q”已更正为“g”；编者注(6)、(7)也涉及这类错误的更正。

[2]“”已更正为“”。

[3]“（4a）”已更正为“（5）”。

[4]“”已更正为“”。

[5]“（13）”和“（14）”已更正为“（11）”和“（12）”。

[6]“（14），（15）和（16）”已更正为“（13），（14）和（15）”。

[7]“（16）”更正为“（15）”。

[8]因子1/2前的“-”已更正为“+”。
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[2]
 哈伊姆·魏茨曼（Chaim Weizmann）是以色列第一任总统，世界犹太复国主义组织主席。生于俄国一个贫穷工人家庭。第一次世界大战为英国军火工业做出了贡献。当时急需丙酮，他发明从玉米中提炼这种溶剂的方法，成为闻名遐迩的化学家。这有助于促使英政府发表贝尔福宣言，主张在巴勒斯坦建立犹太人国家。1948年以色列国正式成立。——译者注


[3]
 丘吉尔（1874—1965），英国保守党政治家、作家、首相，第二次世界大战期间领导英国人民对德作战，著有《世界危机》《第二次世界大战》《英语民族史》等，获1952年诺贝尔文学奖。——译者注


[4]
 泰迪是Theodore Edward的昵称，是指维多利亚女王之子，大不列颠和爱尔兰国王（1901—1910），讲究穿着，性喜交际。在现代英语中，引申出泰迪熊、泰迪女孩和泰迪市长等新词组。这里是指20世纪90年代耶路撒冷的市长狄奥多·科莱克。——译者注


[5]
 维恩（1864—1928）是德国物理学家，因发现黑体辐射位移律，获1911年诺贝尔物理学奖。维恩定律的精确度对较长波长会降低，经普朗克进一步研究，得到了辐射的量子论。维恩1899年任吉森大学教授，1920年任慕尼黑大学教授。他对阴极射线、X射线和极隧射线的研究也做出了贡献。著有《流体力学》《极隧射线》等。——译者注


[6]
 门德尔松（Erich Mendelsohn）是一位建筑师，以设计德国表现主义的代表作爱因斯坦塔而著称。爱因斯坦塔是用砖和混凝土建造的，建筑造型奇特，类似雕塑。——译者注


[7]
 “三城记”套用了19世纪英国作家狄更斯（Charles Dickens）的著名小说《双城记》。1859年完成的《双城记》，以法国大革命为背景，揭露了封建贵族的残暴，是英国现实主义文学的代表作之一。在爱因斯坦创建广义相对论的年代，布拉格、苏黎世和柏林分别是奥匈帝国、瑞士联邦和德意志帝国的重要城市。1914年7月，第一次世界大战爆发，欧洲多国全面参战，倾尽国力，实行定量配给，民不聊生。1918年11月11日，德国和奥匈帝国在停战协议上签字，和平局势得到确定。奥匈帝国解体，捷克斯洛伐克成了独立国家，布拉格为其首都。——译者注


[8]
 尽管人们在两年后发现纲领是不尽如人意的，特别是纲领中的引力场方程不是广义协变的，这样就不会满足微分同胚不变性的基本要求。但是，纲领具有了广义相对论最终形式的基本特征：（i）引力场由度规张量表示；（ii）理论的数学工具是黎曼几何；（iii）引力对其他物理过程影响的描述是广义协变的。——译者注


[9]
 法国数学家嘉当（1869—1951），在李群、微分几何和子代数理论方面均做出了杰出贡献。1913年，他发现了旋量，后经由物理学家狄拉克的扩充，作为描述相对论性电子的工具。他的名著《黎曼几何学》有中译本（科学出版社，1964年），该书用现代方式引进黎曼流形的概念，引入外微分方法，从整体几何的角度，考察了黎曼空间的局部欧氏性质。该书中的正交标架法，在现代广义相对论中，有广泛应用。——译者注


[10]
 当年《普鲁士皇家科学院学报》没有审稿制度，《关于广义相对论》1915年11月4日收到，11月11日发表；补遗1915年11月11日收到，11月18日发表；《以广义相对论解释水星近日点进动》1915年11月18日收到，11月25日发表；《引力场方程》11月25日收到，12月2日发表。——译者注


[11]
 不论在当年，还是今天，谁胜谁负，无人知晓。世人无法知道，在11月18日以后的一周内，爱因斯坦是否认真研读了希尔伯特的论文。不过，许多天才的物理想法，确实来自物理学家爱因斯坦，而不是数学家希尔伯特。——译者注


[12]
 本书是用分量数学语言展开黎曼几何的，这是因袭爱因斯坦的做法。现代黎曼几何是用微分形式语言展开的，这将使方程变得更简洁，并使广义相对论学家导出一些形式更为优美的恒等式。在微分形式的语言中，切矢量是由测试函数定义的微分算子，1—形式是切矢量的对偶，它们都有明确的几何意义。——译者注


[13]
 严格地说，这句话应当是：在平坦时空，用洛伦兹群SO（3，1）的张量来描述物理方程。事实上，基于狄拉克（P.A.M.Dirac）的伟大工作，人们在1928年后进一步认识到旋量也能描述物理方程。从现代数学观点来看，张量是旋量的一种特殊情形。在弯曲时空，张量应在一般坐标变换下具有协变性，也就是说，广义相对论及修正引力理论，都应具备一种微分同胚不变性。这时的旋量，可以用标架来描述。——译者注


[14]
 这里所谓的自然体积元，即现代微分几何中的不变体积元，或称流形上的不变测度，它在坐标变换下是不变的，从而可以定义积分。在坐标变换下，坐标微分和度规行列式都不一定是不变的，但两者的适当组合却是不变的，由此定义了不变体积元，它将平坦空间的体积元概念推广到了弯曲空间。——译者注


[15]
 所谓的幺模变换是指[image: ]
 的变换，这时不变体积元就约化成与平直空间的体积元一样的表达式。——译者注


[16]
 从现代的观点来看，与广义相对论方程有关的变换群是特殊复二维线性群SL（2，C），它与固有正时序洛伦兹群同态。SU（2）群、SU（1，1）群、SL（2，R）群以及幺模变换群U（1）都是SL（2，C）群的子群。更准确地说，方程在微分同胚变换下是协变的。——译者注


[17]
 为了使读者明了黎曼空间的概念，我们先列出下式：黎曼几何微分拓扑点集拓扑，其中记号“”表示包含关系。点集拓扑研究的是一般拓扑空间，微分拓扑研究解析流形，而黎曼几何研究的是带有黎曼度规的解析流形。数学家所说的微分几何处理的是解析流形，并带有某种附加结构。这里所谓的附加结构可以是一个黎曼度规，也可以是一个联络，或是一个张量场。——译者注


[18]
 用现代广义相对论语言来说，偏导数与克利斯朵夫记号在微分同胚下都不是协变的，但它们可以组合成协变的微分算子。——译者注


[19]
 数学家和物理学家在使用术语“黎曼几何”时，常常会有所不同。在广义相对论中，事实上采用的是挠率为零的黎曼几何，那么仿射联络与克利斯朵夫记号相同，或者说它可以从度规导出。物理学家将带挠的黎曼空间称作嘉当空间。近几年来，有挠的引力理论研究方兴未艾，仍有大量研究者在从事对它的探索。——译者注


[20]
 原文如此（pure number）。事实上，应为“是一个标量”。曲率是具有量纲的量，不是纯数。——译者注


[21]
 黎曼几何诞生于1854年，黎曼的开拓性演讲在他去世后两年才出版。在1870年左右许多新工作发展了这种新几何。数学家早已用Γij
 k
 或Γk
 ，ij
 标记克利斯朵夫记号，并不是物理学家特有的记号。——译者注


[22]
 爱因斯坦在该信中，还写道：“倘若其后仍有什么不明白之处，那这种不足之处也是很容易弥补的。”该信较长，信中演算了下述四个部分：1）拉格朗日形式的方程式；2）守恒定律；3）引力方程的混合形式；4）A
 μ
 为零之求证。在信中，爱因斯坦还写道：“注：我始终略去求和号。如果指标两次出现，则总是要进行求和。”这是爱因斯坦首次使用“求和约定”。信中的克利斯朵夫记号是用Γ标记，而不是用括号标记的。——译者注


[23]
 原文如此。使用当前流行的术语，应是：这种方法用拉格朗日量或哈密顿量描述粒子的运动，这里采用的是拉格朗日量。两者之间相差一个勒让德变换。——译者注


[24]
 爱因斯坦所指的最近表达的错误，是指1915年11月发表的论文中的前三篇中的坐标约束-g
 =1。坐标约束显然与相对性原理相悖，而在第四篇论文中，爱因斯坦解放了自己，也解放了全体引力学家。——译者注


[25]
 利用诺特定理，从时间平移不变性可导出能量守恒定律；从空间平移不变性可导出动量守恒定律；从空间的各向同性可导出角动量守恒定律。诸如电荷守恒、色荷守恒等，可以从粒子物理的规范不变性导出。——译者注


[26]
 作者很随意地将2秩协变张量称为矩阵，可能是出于照顾不了解微分几何的读者，但是这样容易产生误导。读者会因此将广义协变性的概念丧失殆尽。在广义相对论的最终版本中，不存在幺模条件g
 =-1，球对称引力场由施瓦兹希尔德解表示，该解确实满足g
 44
 =-g
 11
 -1
 ，并在低速和弱场近似下，回到牛顿经典理论。——译者注


[27]
 这是爱因斯坦寄给贝索的一张明信片，邮戳上盖的是“柏林，1915年12月21日下午1—2时”。爱因斯坦说的极奇怪（strangest）之事，并不真正的奇怪。在广义相对论对r的一级近似下，当然不会回到牛顿经典物理，只有考虑到弱场与低速的情形，爱因斯坦引力场方程才会回到泊松方程，而测地运动方程回到牛顿运动方程。——译者注


[28]
 爱因斯坦在1915年12月29日的回信中，还写道：“我对这个理论感到特别满意。从这个理论得到牛顿近似已经不是那么轻而易举了，更妙的是，这个理论还证明了近日点运动和谱线移动……现在最重要的就是光线弯曲的问题了。”——译者注


[29]
 这里所指的“预测的偏折角”是指纲领理论预言的偏折角，它是广义相对论预言值的一半。广义相对论计算的偏折角Δθ=1.75弧秒，而牛顿理论计算的偏折角是广义相对论预言值的一半，牛顿理论的预言值与纲领理论一致。1919年5月发生日食时，两个观测队分别测得的结果是Δθ=1.98±0.12弧秒和Δθ=1.61±0.30弧秒。这与广义相对论的结果相符。这是一个戏剧性的时刻，从此爱因斯坦成了世界级的名人。——译者注


[30]
 在广义相对论发表百年之后，不少物理学家回到了笛卡儿哲学沉思的范式上，振聋发聩地发问：爱因斯坦的广义相对论在理论与观测两方面都是不二的理论吗？事实上，爱因斯坦采用了等效原理和广义协变性两个假设，得出了广义相对论，但它们不能唯一确定广义相对论。从这个角度来看，爱因斯坦的顿悟式飞跃，在逻辑上存在着罅隙。从现代观点来看，通过斯图克尔伯格（E.C.G.Stückelberg）技巧，总能使任何理论在广义坐标微分同胚群下是不变的。由此得到结论，广义相对论的根本原理不是广义协变性，也不是等效原理！广义相对论是螺旋度为2的无质量粒子的非平庸相互作用理论。其他的性质是这个论述的推论，而不能将因果颠倒。沿着这样的思路，当代物理学家正在探索包括有质量引力理论在内的各种引力新理论。——译者注


[31]
 英文版的页码有误，已改正。——译者注


[32]
 GPS是由大约30颗卫星组成的系统，至少要接收来自其中4颗卫星的信号才能正确地算出时间和位置。根据狭义相对论，卫星上的时钟会比地球上的时钟每天慢7微秒。此外，根据广义相对论的引力红移，引力越强时间过得越慢。通过计算，卫星上的时钟每天走快46微秒。两者的总效应是卫星的时钟每天快了Δt
 =39微秒。眨一次眼睛大约是10万微秒，初看起来39微秒十分短暂，但是光速c
 很快，所以每天误差ΔS
 =c
 Δt
 。这个计算表明，地图的误差是每天11.7千米。更重要的是，这个误差随时间的增加而增加。所以，广义相对论与人们出行、航行和驾驶飞机密切相关。——译者注


[33]
 空间角的单位为1°=60'=3600''。勒维耶用牛顿定律计算其他行星对水星近日点进动的影响时，发现理论计算和天文观测值之间有百分之一的偏差。为此，许多科学家曾假设这个偏差是由太阳周围的尘埃，或者是由于太阳不是精确的球形而引起的，不过观测否定了这些假设。广义相对论断言这个偏差是由牛顿定律的不精确所引起的，并计算出这个偏差值是每世纪43弧秒，与勒维耶发现的值相等。——译者注


[34]
 在正式出版的《哈密顿原理和广义相对论》一文中，手稿的（78）和（79）两式为（7）和（8）两式。令（79）式为零，确实就是（8）式。——译者注


[35]
 希尔伯特曾说过这样一句话：“在哥廷根，就连路边的小孩都比爱因斯坦更懂几何学。”爱因斯坦是通过格罗斯曼才懂得了黎曼几何的初步知识，而年长爱因斯坦17岁的希尔伯特精通几何学。不论在当年，还是今后，关于谁先发现引力场方程的争论会一直存在下去。不过，这两位超凡的科学巨匠，将永远受到人类的尊敬。——译者注


[36]
 在本书出版不久后的2015年9月，科学家首次直接观测到了引力波。2016年2月发表了这项探测结果。翌年，诺贝尔物理学奖授予了该项发现。——译者注


[37]
 广义相对论允许存在排斥性的引力，它使宇宙加速膨胀。在牛顿力学中，一个物体的引力强度只与其质量有关，引力总是吸引的。在广义相对论中，引力源也与压强p
 有关。一些非常有弹性的物质（即负压强p
 ＜-ρ
 /3）可以产生排斥性的引力，而不是吸引性的引力。宇宙学常数的p
 =-ρ
 ，其中ρ
 是质量密度。1998年，两个独立的研究组利用对遥远超新星的测量发现，宇宙正在加速膨胀。这一观测结果，可以用具有宇宙学常数的广义相对论解释。——译者注


[38]
 在本书出版不久之后的2015年9月14日上午9时50分45秒，科学家终于观测到了引力波信号。该信号的频率是35—350赫兹，它与广义相对论预言的双恒星质量黑洞的旋转系统并合的波形一致，这是首次直接观测到引力波，也是第一次观测到双黑洞并合。信号源位于红移z=0.09处，距离约为13亿光年。——译者注


[39]
 彼尔姆系俄罗斯中西部城市，1940—1957年间曾称莫洛托夫，位于乌拉尔山地的西侧，全境覆盖着茂密的森林，现为交通枢纽、工业中心与商业中心。——译者注


[40]
 威尔逊山天文台位于加利福尼亚州，归华盛顿卡内基学会和帕萨迪那的加州理工学院共同管理。威尔逊山是美国圣加列夫山脉的一处山峰，海拔1740米。——译者注


[41]
 第二次世界大战后，据波茨坦协定，哥尼斯堡划归苏联，称加里宁格勒。哈雷是德国中东部城市，位于萨勒河东岸，早在旧石器时代就有人居住，新石器时代的文物有公元前4000年的彩陶，公元968年建市。——译者注


[42]
 卢万是比利时布拉班特省的城市，卢万公教大学（Catholic University of Louvain）以天主教研究中心而享有盛名，用法语和荷兰语授课。——译者注


[43]
 帕多瓦是意大利东北部城市，位于威尼斯西面，巴奇格莱恩河畔。帕多瓦大学建于1222年，它的天文台建于1761年。帕维亚是意大利北部城市，位于米兰南部，蒂基诺河与波河汇流处。帕维亚大学建于1361年，有意大利的牛津大学之称，尤以法律、理工、医学研究著称。——译者注


[44]
 格赖夫斯瓦尔德是德国东北部城市，靠近吕克河口。格赖夫斯瓦尔德大学建于1456年。弗赖堡是德国巴登—符腾堡州西南城市，南邻瑞士，西接法国。弗赖堡阿尔贝特—卢德维希大学（Albert Ludwig University of Freiburg）创建于1457年，现设有神学、法律、医学、经济、哲学、自然科学、生物学和林学等学科。——译者注


[45]
 当然，如果一个答案在认识论上是满意的，可是与其他的实验事实相矛盾，这个答案在物理上还是靠不住的。


[46]
 厄阜以极大的精确度用事实证明了引力场具有这样的性质。[贝塞尔（Friedrich Wilhelm Bessel）在19世纪早期就从单摆周期与它的质量和摆锤的结构无关，在105
 分之一的精度内证明了惯性质量与引力质量等效。1890年的匈牙利物理学家厄阜实验，将精度提高到109
 分之一；1999年贝斯勒（S.Baessler）等人又将精度提高到1013
 分之一；更高的精度，期待太空实验获得。——译者注]


[47]
 我们假设可以确认在空间中瞬时接近的两个事件，或者更精确一点说，在时空中接近或重合的两个事件的“同时性”，而不对这个基本概念下定义。


[48]
 时间的单位应按下述方式选择，即在这个“局域”坐标系中测量到的真空中的光速为1.


[49]
 将一个有任意分量A11
 ，A12
 ，A13
 ，A14
 的矢量与一个分量为1，0，0，0的矢量作外积，即可得出一个分量为[image: ]
 的张量。将类似形式的4个张量加起来，就可以得到具有任意给定分量的张量Aμν



[50]
 学家已经证明，这也是充分条件


[51]
 从§12可知，Bμστ
 ρ
 =0成立，仅仅是二阶（与一阶）导数之间的关系。


[52]
 准确地说，仅能确认的张量是[image: ]
 其中λ是常数。然而，倘若设该张量为零，我们再次回到等式Gμν
 =0。


[53]
 引入因子−2k的理由见后。


[54]
 g
 ατ
 Tσ
 α
 =Tστ
 和g
 σβ
 Tσ
 α
 =Tαβ
 都是对称张量。


[55]
 关于这个问题，参见H.Hilbert，《Göttingen经典学会经典数学物理信息》，1915，p.3。


[56]
 在无穷小区域中，人们可取狭义相对论意义下的参考系，对于共动观测者而言，能量密度T4
 4
 等于ρ
 -p
 。这给出了ρ
 的定义。于是，在不可压缩流体中，ρ
 并不是常数。


[57]
 在坐标选择放弃g
 =-1条件时，还余下4个自由选择的空间函数，对应于我们处理坐标选择时的4个任意函数。


[58]
 根据E.Freundlich所说，对某些类型恒星的光谱测量，表明存在这一类效应，但尚未对这结论作出决定性的核实。


[59]
 有关计算我参考了原始论文，A.Einstein，《普鲁士皇家科学院学报》，1915，P.831；K.Schwarzschild，同上，1916，P.189。


[60]
 H.A.Lorentz的4篇论文发表在《阿姆斯特丹皇家科学院学报》1915卷和1916卷；D.Hilbert的论文发表在《哥廷根通讯》，1915，Heft.3。


[61]
 到目前为止，尚未用到g
 μν
 的张量性质。


[62]
 作为一种简写，公式中的求和号均已省去，在一项中一个指标重复出现两次的，就应对此指标求和，例如在（4）式中的[image: ]
 */∂g
 α
 μν
 即表示Σα
 ∂/∂x
 α
 （∂[image: ]
 /∂g
 α
 μν
 ）。


[63]
 这也就是为什么广义相对论的要求，导致一个截然不同的引力理论的原因。


[64]
 进行分部积分可得[image: ]



[65]
 引入[image: ]
 roan和[image: ]
 来代替[image: ]
 [image: ]
 。
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