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前　言

随着数学教育改革与发展的不断深入，数学思想方法在数学教学中的重要性日趋凸现，人们已经越来越认识到数学思想方法是数学教学的重要内容。

数学方法论是哲学、方法论和数学史等多门学科的交叉科学，其着眼点在于数学的创新。它是研究数学发展规律、数学的思想方法以及数学中的发现、发明等的一门学科。数学思想方法是数学的核心与灵魂，它不仅是数学的重要组成部分，而且是数学发展的源泉与动力。

中外数学家都十分重视数学思想方法的研究与应用。日本著名数学教育家米山国藏曾说过：科学工作者所需要的数学知识，相对地说是不多的，而数学的精神、思想与方法却是绝对必要的。数学的知识可以记忆一时，但数学的精神、思想和方法却随时随地发挥作用，可以使人受益终身。

作为数学教师了解数学思想方法的产生、发展和特点，掌握数学中的典型方法，了解数学的创造法则以及数学运动发展规律，形成正确的数学观，并能自觉地用数学方法论去指导数学学习与数学教学，从而提高数学教师驾驭教材之能力，是十分重要的。

本书共十章，在介绍数学方法论的学科性质、研究对象、发展简史以及研究意义的基础上，结合数学思想方法，介绍了数学发展史上的三次危机以及数学悖论，阐述了数学化归思想、类比、归纳、猜想等数学发现的基本方法以及它们在数学解题中的应用，介绍了数形结合、构造法等数学方法在数学解题中的应用。本书还介绍了数学建模、数学美学方法在数学发现中的应用，在此基础上，阐述了数学证明方法和数学结论的发现方法，力图让读者掌握数学方法论在数学解题中的意义、作用，领悟数学思想。

本书在编撰过程中，力图做到以数学思想为重点，以正确理解数学思想方法，指导数学思想方法的教学为目的。全书既有理论原理，又有丰富的典型例证分析，富有启发性。

本书在框架设计、内容安排、呈现方式及陈述方式上均体现数学新课程标准的理念，内容反映数学理论前沿。同时，本书定位准确、内容丰富、选材合理、结构严谨、叙述通俗，具有科学性、实用性、时代性、学术性等特点。

本书在编撰过程中得到了杭州师范大学科研处领导的支持和帮助，并被列为2007年杭州师范大学优秀学术专著资助项目；本书编写过程中得到了杭州市重点学科经费、杭州市“131”人才基金的资助，在此表示衷心的感谢。也感谢浙江大学出版社阮海潮责任编辑为本书的出版付出的辛勤劳动。

本书在编撰过程中，吸收了许多专家、学者的著作和研究成果，在此表示衷心的感谢。

由于本书作者学识有限，时间仓促，书中难免有不当之处，恳请各位专家、广大师生批评指正。





叶立军　　

于杭州师范大学

2008年6月　


第一章

数学方法论简介

数学同其他各门学科一样，在其发展过程中，形成了一系列适合于自身特点的思想方法。而数学是一门高度抽象而又计算精巧的学科，学习数学必须讲究思想方法。在数学发展史中，数学思想方法不断为人们所掌握和运用，并创造出一个又一个成果。因此，在《全日制义务教育数学课程标准（实验稿）》中要求我们帮助学生“真正理解和掌握基本的数学知识与技能、数学思想和方法，获得广泛的数学活动经验”。《普通高中数学课程标准（实验稿）》的前言中提出了“使学生掌握数学的基本知识、基本技能、基本思想，使学生表达清晰、思考有条理……”过去对数学成果本身的收集、分析与说明较为重视，发表了许多论著，这是有益的。但是，由于种种原因，对数学思想方法的研究却有所忽略。正因为对数学思想方法缺乏应有的重视，所以在一定程度上影响了数学成果的取得和数学人才的培养。因此，把数学思想方法作为一个独立领域加以研究，从方法论的高度探讨其研究对象、内容、功能以及孕育、形成与发展的规律，无疑对数学的发展与哲学的研究，都是有重要意义的。

第一节　相关概念辨析

一、什么是数学？

数学具有高度的抽象性、严谨的逻辑性和广泛的适用性。这是关于数学学科特点的传统看法。近些年来，随着数学的发展与人们认识的深化，对数学学科特点又提出了一些新的见解。比如，有人指出数学的基本特点是确切性、抽象性、严格性、应用的广泛性、数学美，还特别强调，数学美是数学诸特点中不可忽视的基本特点之一。人类进入以物质装置代替原来由人从事的信息加工处理工作的信息时代（或称信息加工时代、计算机时代）后，数学的上述诸特点进一步显示出来。也有人认为，从当前科学数学化的趋势看，高度的抽象性与广泛的适用性是数学最根本的两个特点。还有人主张，数学的主要特点是它的高度抽象性、严谨逻辑性与数学美，而应用的广泛性是高度抽象性和严谨逻辑性的具体表现。数学作为一门基础科学到底有哪些特点？结合现代科学发展的实际对这一问题加以深入探讨，显然对充分发挥数学的功能，促进数学的发展是有积极作用的。

同时，数学具有多方面的功能，主要表现在三个方面：①科学功能，即数学在自然科学、社会科学和哲学等领域中所起的作用；②思维功能，即数学作为一种思维工具，它在日常思维活动中所起的作用，以及它对思维科学发展的意义等；③社会功能，即数学在社会生产、经济、文化、教育以及在精神文明建设中占有的地位与作用等。数学为什么会有上述功能？怎样才能更好地发挥它的功能？这些问题在科学技术高度发展的今天，显得特别重要。

二、数学是什么科学？

关于数学本质的另一个问题：数学究竟是什么科学？是演绎科学，还是经验科学呢？或是实验归纳科学呢？由于人们从不同的角度来认识，因而对这个问题有着不同的看法。

（一）数学科学的几种论述

1．从数学所从属的研究领域来看

在17世纪以前，Pytnagoras学派的数学观占据了统治地位，他们认为“数是一切事物的本质，整个有规定的宇宙的组织，就是数以及数的关系的和谐系统”。Galieo说得更明白：“大自然乃至整个宇宙这本书都是用数学语言写的”。依他们看来，科学的本质就是数学。这一时期数学成了科学的“皇后”。到了17世纪，这种观点发生了明显变化。数学家Alembert把数学划归在自然科学之内，确认它是自然科学的一个门类。数学不再被认为是科学的“皇后”，而是科学的“仆人”，是自然科学的工具。直到20世纪80年代末，我国杰出的科学家钱学森明确提出，“数学应该与自然科学和社会科学并列”，成为现代科学技术的自然科学、社会科学、数学科学、思维科学、系统科学、人体科学、军事科学、文艺理论、地理科学等十大门类之一。他主张“数学应该称为‘数学科学’”。钱学森教授这一科学见解，不仅将推动数学自身的发展与繁荣，而且直接影响人们的思维方式，影响着其他科学的进步。

科学技术飞速发展，愈来愈显示出“高新技术的基础是应用科学，而应用科学的基础是数学”。现代高新技术越来越表现为是一种数学技术。正如美国科学院院士Glimm所说：“数学是一种关键的、普遍适用的、并授予人以能力的技术”。这样一来，数学就有科学与技术两种品质。

2．从研究数学的方法来看

匈牙利数理逻辑学家卡尔马认为，“数学是一门有经验根据的科学并不排斥用演绎方法，因为其他许多经验的科学也成功地应用这个方法！”著名的科学哲学家Lakatos认为，“数学是既含有经验成分又含有理性成分的一种非封闭的演绎系统——拟经验的体系”；美籍匈牙利数学家、数学教育家G. Polya认为，“用欧几里得方法提出来的数学看来却像是一门系统的演绎科学；但在创造过程中的数学看来却像是一门实验性的归纳科学”。从数学真理（定理、法则、公式等）的发现或发明的无数事实可以认为，数学通过大量实验、归纳而得以发现，进而通过演绎推理证明它的可靠性和真实性。从这种意义上来讲，数学具有两重性，它既是一门系统的演绎科学（从最后被确定的定型的数学来看），又是一门实验性的归纳科学（从创造过程中的数学来看）。

3．从数学对象来看

数学家Descartes把数学称作“序的科学”；物理学家Weinberg把数学看作是“模式与关系”的科学，如同生物是有机体的科学，物理是物和能的科学一样，“数学是模式的科学”。如果把数学看作是一种语言，它又可被认为“是描述模式的语言”。随着现代数学的创立与发展，人们对数学的本质的认识逐步深化。在当今数学哲学界流行一些新颖和较成熟的数学哲学观点。下面我们介绍比较流行的两种观点。

（二）数学是模式的科学

在《现代汉语词典》里，对模式的解释是“某种事物的标准形式”。这种标准形式是通过抽象、概括而产生的。按照这种解释，数学的概念、理论、公式、定理和方法都可以看成是一种模式。显然它们又是一种数学抽象思维活动的产物。这种抽象不同于其他科学中的抽象。首先，在抽象的内容上，它仅仅保留了事物的量的特性，而舍去了它的质的内容；其次，在抽象的度量上，数学中的概念并非都是真实事物或现象直接抽象的结果，而是在第一次抽象的基础上，进行多次的再抽象。换句话说，由概念引出概念。如正方形是由长方形引出的概念；再次，在抽象的方法上，它是一种“建构”的活动。也就是说，数学的对象是借助于明确的定义得到构造的，数学理论又是建立在逻辑演绎之上展开的。我们不妨通过几个例子的研究来说明这一点。

1．关于数学概念的模式

我们知道“1”这个数，是对一个人、一棵树、一间房等类事物的量的特性的刻画，是抽象思维的产物。实际上，在现实世界里并不存在作为数学研究对象的真正的“1”。又如，在现实世界中，我们只看到圆形的十五的月亮，圆形的水池，圆形的车轮，而数学概念中的“圆”，则是这类事物的标准形式，反映了这类事物都具有的“到一个定点的距离等于定长”的量的特性。

在高等数学中，我们知道瞬时速度可以看成是距离对时间的导数，即[image: alt]
 ；同样，电流强度I是电量Q对时间t的导数，表示为[image: alt]
 切线斜率是曲线y＝y（x）的纵坐标y对横坐标x的导数，记为[image: alt]


我们如果将距离、电量、曲线等一类事物都抽象成关于x的函数f（x），那么刻画函数的变化率这一普遍意义的现象，可以用导数这一标准形式——模式来表示。这样，我们把数学概念都可以看成是量化模式。

2．关于数学问题的模式

下面的两个问题，我们如果从质的方面来看，显然是两个不同的问题，但若从量的属性角度来看，却是同一个标准形式。

（1）某人有两套不同的西装和三条不同颜色的领带，问共有多少种搭配方法？

（2）有两个军官和三个士兵，现由一个军官和一个士兵组成巡逻队，问共有多少种组成方法？

这类问题，如果我们都舍去各自质的内容，那么它们就可以抽象成如图1-1所示的形式。

[image: alt]


图1-1

从方框图的推演可以看到，实际问题化归成了数的组合问题。这个过程就是关于量化模式的一种建构和研究。

三、数学的思维方法与数学研究的基本方法

数学的主要思维方法是什么？这是数学家们历来关注的一个重要问题。20世纪初以来，围绕什么是数学的基础问题的讨论，逐步形成了三个不同的学派，即逻辑派、直觉派与形式公理派。如果从思维方式上看数学基础问题的讨论，可以说，在逻辑主义学派看来，数学的主要思维方法是逻辑思维；在直觉主义学派看来，数学的主要思维方式是直觉（或灵感）思维；在形式主义学派看来，数学的主要思维方式是以符号为特征的纯粹的抽象思维。到底什么是数学的主要思维方式？辩证思维在数学尤其是高等数学中占有怎样的地位？仍是一些尚待解决的问题。

数学中的一些常用方法，诸如公理性、模型法、构造法、解析法、递归法、极限法、逐次逼近法、统计法、对偶法、关系映射反演法、数学归纳法、反证法等是大家所熟悉的，那么数学中到底有哪些基本方法呢？每个方法又是怎样产生和发展的，其特征和作用如何？这是一些具有重要方法论价值且至今没有很好解决的研究对象。

四、思想、科学思想和数学思想

思想，从词义看是指客观存在反映在人的意识中经过思维活动而产生的结果。

从哲学角度看，思想的涵义有二：一是与“观念”同义，二是指相对于感性认识的理性认识成果。何谓数学思想方法？它的研究对象是什么？这是一个理论问题，至今看法不一。归纳起来主要有两种理解：第一种是“狭义的理解”，认为数学思想方法就是指数学本身的论证、运算以及应用的思想、方法和手段；第二种是“广义的理解”，认为数学思想方法除上述作为研究的对象外，还应把关于数学（其中包括概念、理论、方法与形态等）的对象、性质、特征、作用及其产生、发展规律的认识，也作为自己的研究对象。我们是主张广义理解的。

对于什么是思想，这里援引几种解释。《苏联大百科全书》：“解释客观现象的原则”；《中国大百科全书·哲学（2）》：“对于感性认识的理性认识结果”。毛泽东曾说：“感性认识的材料积累多了，就会产生飞跃，变成了理性认识，这就是思想。”概括以上几点看法可以认为：思想是客观存在反映在人的意识中，经过大脑的思维活动而产生的结果。它是大量思维活动的产物，经过反复提炼和实践，如果一再被证明为正确，就可以反复被应用到新的思维活动中，并产生新的结果。本文所指的思想，都是那些颠扑不破、屡试不爽的思维产物。因此，对于学习者来说，思想就成为他们进行思维活动的细胞和基础；思想和下面述及的方法都是他们的思维活动的载体。每门科学都逐渐形成了它自己的思想，而科学法则概括出各门科学共同遵循和运用的一些科学思想。

对于数学思想，也有不同的理解。有人认为，“数学思想和数学方法往往不加区别”；也有人说：“数学思想尚不成为一种专有名词，人们常用它来泛指某些有重大意义的、内容比较丰富的、体系相当完整的数学成果。”根据思想的概念及数学特点，可以给数学思想作如下界说：数学思想是数学中的理性认识，是数学知识的本质，是数学中高度抽象概括的内容，它蕴涵于运用数学方法分析、处理和解决数学问题的过程之中。也就是说，数学思想是对数学知识的本质认识，是对数学规律的理性认识，是从某些具体的数学内容和对数学的认识过程中提炼上升的思想观点，它在认识活动中被反复运用，带有普遍的指导意义，是建立数学和用数学问题的指导思想。化归思想、分类思想、模型思想、极限思想、统计思想、最优化思想等都是数学思想。

所谓数学思想，是指现实世界的空间形式和数量关系反映到人的意识之中，经过思维活动而产生的结果，它是对数学事实与数学理论的本质认识。首先，数学思想比一般说的数学概念具有更高的抽象和概括水平，后者比前者更具体、更丰富，而前者比后者更本质、更深刻。其次，数学思想、数学观点、数学方法三者密不可分。如果人们站在某个位置、从某个角度并运用数学去观察和思考问题，那么数学思想也就成了一种观点。而对于数学方法来说，思想是其相应的方法的精神实质和理论基础，方法则是实施有关思想的技术手段。中学数学中出现的数学观点（例如方程观点、函数观点、统计观点、向量观点、几何变换观点等）和各种数学方法，都体现着一定的数学思想。

数学思想是一类科学思想，但科学思想未必就单单是数学思想。例如，分类思想是各门科学都要运用的思想，如语文分为文学、语言和写作，外语分为听、说、读、写和译，物理学分为力学、热学、声学、电学、光学和原子核物理学，化学分为无机化学和有机化学，生物学分为植物学、动物学和人类学等；中学生见到的最漂亮的分类应该是在学习哺乳纲动物时所出现的门（亚门）、纲（亚纲）、目（亚目）、属、科、种的分类表，它不是单由数学给予的。只有将分类思想应用于空间形式和数量关系时，才能成为数学思想。如果用一个词语“逻辑划分”作为标准，那么，当该逻辑划分与数理有关时（可称之为“数理逻辑划分”），可以说是运用数学思想；当该逻辑划分与数理无直接关系时（例如把社会中的各行各业分为工、农、兵、学、商等），不应该说是运用数学思想。同样地，当且仅当哲学思想（例如一分为二的思想、量质互变的思想和肯定否定的思想）在数学中予以大量运用并且被“数学化”了时，它们也可以被称为数学思想。

五、思路、思绪和思考

我们在中学数学教育、教学中，还经常使用着“思路”和“思绪”这两个词语。一般说来，“思路”是指思维活动的线索，可视为以串联、并联或网络形状出现的思想和方法的载体，而“思绪”是指思想的头绪。实际上“思路”和“思绪”是同义词，并且都是名词。

那么，另一个词语“思考”又是什么意思呢？“思考”就是进行比较深刻、周到的思维活动。作为动词，它反映了主体把思想、方法、串联、并联或用网络组织起来以解决问题的思维过程。由此可见，“思考”所产生的有效途径就是“思路”或“思绪”；“思路”或“思绪”是“思考”的结果，是思想、方法的某种选择和组织，且明显带有程序性。对思路及其所含思想、方法的选择和组织的水平，反映了学习者能力的差异。

六、方法与数学方法

什么是方法？有人认为“方法是一个元概念，不能逻辑的定义”；《哲学百科全书》（美）认为，方法是“按给定程序达到既定成果必须采取的步骤”；《苏联大百科全书》认为：“方法表示研究或认识的途径、理论或学说，即从实践上或理论上把握现实的、为解决具体课题而采用的手段或操作的总和。”概而言之，方法是人们在认识和改造客观世界中所采用的方式、手段的统称。数学方法是人们从事数学活动时所使用的方法。人们通过长期的实践，发现了许多运用数学思想的手段、途径或程序，同一手段、途径或程序被重复使用了多次，并且达到了预期的目的，便成为数学方法。

因此，确切地说，数学方法是以数学为工具进行科学研究的方法，即用数学语言表达事物的状态、关系和过程，经过推导、运算和分析，以形成解释、判断和预言的方法。

数学方法就是提出、分析、处理和解决数学问题所采用的思路、方式、逻辑手段等概括性的策略，也就是从数学角度提出问题、解决问题（包括数学内部问题和实际问题）的过程中采用的各种方式、手段、途径等，其中包括变换数学形式。

数学方法具有以下三个基本特征：一是高度的抽象性和概括性；二是精确性，即逻辑的严密性及结论的确定性；三是应用的普遍性和可操作性。

数学方法在科学技术研究中具有举足轻重的地位和作用：一是提供简洁精确的形式化语言，二是提供数量分析及计算的方法，三是提供逻辑推理的工具。现代科学技术特别是电脑的发展，与数学方法的地位和作用的强化正好是相辅相成的。

宏观的数学方法包括：模型方法、变换方法、对称方法、无穷小方法、公理化方法、结构方法、实验方法。微观的且在中学数学中常用的基本数学方法大致可以分为以下三类：

（1）逻辑学中的方法。例如分析法（包括逆证法）、综合法、反证法、归纳法、穷举法（要求分类讨论）等。这些方法既要遵从逻辑学中的基本规律和法则，又因运用于数学之中而具有数学的特色。

（2）数学中的一般方法。例如建模法、消元法、降次法、代入法、图像法（也称坐标法，代数中常用图像法，解析几何中常用坐标法）、向量法、比较法（数学中主要是指比较大小，这与逻辑学中的多方位比较不同）、放缩法、同一法、数学归纳法（这与逻辑学中的不完全归纳法不同）等。这些方法极为重要，应用也很广泛。

（3）数学中的特殊方法。例如配方法、待定系数法、加减法、公式法、换元法（也称为中间变量法）、拆项补项法（含有添加辅助元素实现化归的数学思想）、因式分解诸方法，以及平行移动法、翻折法等。这些方法在解决某些数学问题时起着重要作用，不可等闲视之。

【例1】求和[image: alt]
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思考与分析　可以考虑分解组合的方法，变换问题的数学形式，
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联想正切的差角公式[image: alt]
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我们可以把数学方法分成四个层次：

（1）基本的和重大的数学方法。这是一些哲学范畴的数量侧面，如模型化方法、概率统计方法、拓扑方法等。

（2）与一般科学相应的数学方法，如联想类比、综合分析、归纳演绎等。

（3）数学中特有的方法，如数学等价、数学表示、公理化、关系映射反演、数形转换等，这些方法在数学中产生并应用（也部分地迁移到其他学科）。

（4）中学数学中的解题方法或技巧。它们在数学方法中具有特殊的基础意义，其内容丰富，变化无穷。

事实上，数学方法按作用的范围可分为三个不同的层次：

（1）一般的逻辑方法，如分析、综合、类比、联想、归纳、演绎、猜想等，它们不仅适用于数学，而且适应于其他学科领域。

（2）全局性的数学方法，如极限方法、关系映射反演方法、数学模型方法等，这些方法的作用范围广，有的甚至影响着一个数学分支和其他学科的发展方向。

（3）技巧性的数学方法，如换元法、待定系数法、配方法等，它们往往和具体数学内容联系在一起，是解决某类数学问题的方法。

若按数学方法的运用功能可分为数学发现方法、数学证明方法等。

七、数学方法的特点

数学方法具有以下几个特点：

（一）概括性

数学知识的学习离不开概括，且较之其他学科的知识更抽象、更概括。例如，物理学中的匀速直线运动的运动规律s＝vt（s、v、t

分别表示运动的路程、速度和时间）和简谐运动的规律[image: alt]
 （m、x、a分别表示小球的质量、离开平衡位置的位移和运动的加速度，k是常数）均是对现实世界具体事物的抽象和概括，而数学上的正比例函数概念则是在上述基础上的再抽象和再概括。数学思想方法是不断从数学概念、数学命题和数学理论中提炼和概括的产物。正是由于数学对象本身的概括性以及数学思想方法又是对数学知识的提炼和再概括，使得概括性成为数学思想方法的最本质的特征。

数学思想方法一旦形成，便舍弃了具体的数学内容，只以形式而存在，从而可以运用到一切合适的场合之中。例如，数学中的关系映射反演法的建立标志着一般的化归方法达到更高更新的抽象概括程度，因而成为数学研究各个领域中有普遍应用价值的一般方法。

（二）隶属性

数学思想方法高度的概括性，使它不同于具体的数学知识，而以元认知的形态与数学知识浑然一体地存在着，成为数学科学体系中两个不可分割的部分。数学知识内部蕴涵着丰富的数学思想方法，数学思想方法隶属于数学知识。形象地说，数学思想方法是生长在数学知识这块“皮”上的“毛”。数学知识成为数学思想方法的载体，数学思想方法通过数学知识来显化。例如，多项式恒等定理中蕴涵着待定系数法，待定系数法在因式分解、化部分分式、求函数解析式、解方程（组）等数学内容中得到显化。正是由于这种隶属性，进行数学思想方法的教学时，应注意对教材的挖掘，从数学知识的教学开始，通过数学活动逐步明示相应的思想方法。

（三）层次性

层次性是由数学特点决定的。在全部数学内容中均包含着从客观现实到逐级抽象结果的不同层次。数学思想方法是概括的结果，概括程度的高低决定了数学思想方法具有不同的层次。思想又是方法的结晶与升华，思想相对于方法通常居更高层次。除了按其对认识的研究范围将数学思想方法分为宏观与微观之外，又有人将数学思想方法分为三个层次：一为数学核心思想（序化的思想），二为一般数学思想（公理化思想、转化思想、符号化思想、分类思想），三为具体数学思想。

如二元一次方程组的解法有三个层次：消元法——第一层次；为了消元，可考虑用加减消元或代入消元——第二层次；为此，需进行具体的恒等变形——第三层次。

（四）过程性

数学思想和数学方法紧密联系，强调指导思想时，称数学思想，强调操作过程时称数学方法。因此，数学思想方法总是在数学解题过程中、数学发现以及思考问题过程中显现出来的，数学思想方法在数学解题过程中一步一步地得到体现，直至问题的解决。

八、方法论与数学方法论

方法论，也叫方法学，是把某种共同的发展规律的研究方法作为讨论研究对象的一门学问，每个学科都有自己的方法论。“数学方法论是研究和讨论数学的发展规律、数学的思想方法以及数学中的发现、发明与创新法则的一门学问”。（徐利治《数学方法论选讲》）。也有人说：“数学方法论是对古往今来的数学方法进行概括、分类、评价以及如何运用的论述。”（张奠宙、过伯祥：《数学方法论稿》）这两种界说相比，前一种似乎框架太大了些，几乎包容了数学史、数学哲学乃至整个数学。

数学方法论是研究数学的发展规律，数学的思想、方法、原则，数学中的发现、发明和创新法则的学科，它隶属于科学方法论的范畴，是科学方法论在数学中的具体体现。

数学方法论有宏观和微观之分。把数学置于各门科学乃至客观世界中来认识，侧重于对数学发展的外部规律以及数学人才成长规律的研究，这属于宏观的数学方法论。

第二节　数学方法论在数学中的作用和地位

一、数学方法论研究的意义

从数学发展史上看，长期以来，数学家们对自己所从事研究的领域的思想方法是重视的，并有许多发明和创造。但是，对数学思想方法本身尤其是把它作为一个独立的领域或学问来进行研究，却是很不够的。究其原因，主要是对数学思想方法研究的意义缺乏应有的认识。那么，研究数学思想方法到底有何意义呢？

（一）有利于培养数学能力与改革数学教育

我们知道，数学教育的根本目的在于培养数学能力，即运用数学解决实际问题和进行发明创造的本领，而这种能力和本领，不仅表现在对数学知识的记忆，而且更主要地反映在数学思维方法的素养。事实上，我们说一个人数学能力强，有数学才能，并不简单地指他记忆了多少数学知识，而主要是说他运用数学思想方法解决实际问题和创造数学理论的本领。伽罗华之所以创立群论，罗巴切夫斯基之所以创立非欧几何，维纳之所以创立控制论，不仅仅在于数学知识的积累与记忆，而主要是由于他们在数学思想方法上实行了革命性的变革所致。对一个科技工作者来说，需要记忆的数学知识可多可少，但掌握数学思维方法则是绝对必要的，因为后者是创造的源泉，发展的基础，也是数学能力的集中体现。在过去的数学教育中，正是因为过于重视知识的传授和背诵，而忽略思想方法的讲解和分析，加之传统的考试制度，所以出现了“高分低能”现象。要想改变这种状况，就要狠抓数学思想方法的研究与教学，并把它作为数学教育改革的重要内容，坚持下去，取得成效。

（二）有利于充分发挥数学的功能

数学功能的发挥，同数学能力的培养一样，关键不在于知识的积累与传递，而在于思想方法的领会、运用以及创造新的思想方法上面。实践越来越证明，数学在科学技术各领域、社会科学各部门以及生产、生活的各行各业，都有广泛的应用。这是因为，任何事物都是量与质的统一体，要想真正认识某一事物，不仅要把握其质的规定性，而且还要了解其量的规定性，因此，数学能够应用于各种物质运动形态，马克思曾指出：一门科学只有当它达到了能够运用数学时，才算真正发展了。那么怎样在各方面更加广泛地应用数学呢？我们认为，加强数学教育，特别是加强数学思想方法的教育，是至关重要的。数学的科学功能的发挥，主要是靠数学思想方法向科学各领域的渗透与移植，把数学作为一种工具加以运用，从而促进其发展。当代科学数学化的趋势明显地反映出这一点。数学的思维功能的发挥也是如此。我们说数学是一种思维工具，实质上就是指它的思想方法。我们往往通过数学的考核来判定一个儿童的思维能力与智力水平，其根据也在于此。至于数学的社会功能的发挥，同样还是靠数学思想方法的运用。我们说某人办事有数学头脑，无非是说他能灵活地运用数学思想方法。欧拉作为一位数学家，之所以不仅在代数、数论、微积分等数学分支研究上取得了突出成果，而且还在力学、物理学、天文学、航海、造船、建筑等许多非数学领域做出重大贡献，集中到一点就是他具有深刻的数学思维和非凡的运用数学解决实际问题的才能。

（三）有利于深刻认识数学本质与全面把握数学发展规律

在数学思想方法研究中，我们可以通过对数学内容辩证性质的探讨，进一步认识数学的本质。马克思和恩格斯在自己的著作中，都对微积分内容的辩证性质作过精辟的分析，并从而概括其本质。马克思在《数学手稿》中，着重对导函数概念作了探讨，他认为，导函数生成的过程就是原函数经历了“否定之否定”的发展过程，并深刻指出：“理解微积分运算时的全部困难（正像理解否定的否定本身时那样），恰恰在于要看到微积分运算是怎样区别于这样简单手续并因此导出实际结果的。”恩格斯在谈到微积分的本质时，也曾经明确指出：“变数的数学——其中最重要的部分是微积分——本质上不外是辩证法在数学方面的运用。”事实上，微积分中所运用的思想方法就是辩证法。就拿微积分中最基本的牛顿—莱布尼茨公式来说，就是通过常量与变量的相互转化而推得的。本来作为曲边梯形面积的定积分是一个确定的常量，但为了推导牛顿—莱布尼茨公式，却特地把此定积分看作是上限函数，即把常量转化为变量。然后，在证明一个定理成立的基础上，又反过来把变量转化为常量，最终得到了这一公式。因此可以说，牛顿—莱布尼茨公式就是常量与变量辩证统一的结果。

关于通过数学思想方法的研究，可更加全面地把握数学规律的问题，前面已经讲过，它可从数学内部的矛盾运动这个侧面来发现和认识规律，以弥补过去只注重从外面研究的不足，比如，在关于数学潜形态的研究中，一方面可以提高对数学新思想萌发和形成规律的认识，另一方面，还可以加强对数学由“潜”到“显”转化机制的掌握。研究表明，对新事实的解释、对理论体系自身矛盾的研究、对个体结论的推广等，均是科学新思想产生的有效途径；树立科学成效观、积极开展自由论争、大力倡导科学伯乐精神、实行科学的组织管理等，都是加速科学由“潜”到“显”转化的重要机制。这对深入探讨数学由“潜”到“显”转化的规律，显然是有启示意义和参考价值的。

数学思想方法的研究，具有十分重要而深远的意义。我们相信，数学思想方法作为一个独立的研究领域，必将不断取得新的研究成果，为数学、自然科学、教育科学与哲学的发展，做出应有的贡献。

数学思想方法产生于数学知识，而数学知识又蕴藏着数学思想，两者相辅相成，密不可分。正是数学知识与数学思想方法的这种辩证统一性，决定了我们在传授数学知识的同时必须重视数学思想方法的教学。因此，在数学教学活动中，学生的认知活动不能仅限于掌握课本中的数学知识，更重要的是在知识的探索过程中领会和掌握数学思想方法。教学实践表明，在讲授数学概念、公式、定理的形成过程中渗透数学思想方法就能发展抽象概括能力和逻辑思维能力，在例题教学中运用数学思想方法启发学生发现解题思路，寻求解题规律，就能培养学生分析问题和解决问题的能力。

数学思想方法又是处理数学问题的指导思想和基本策略，是数学的灵魂。因此，引导学生领悟和掌握以数学知识为载体的数学思想方法，是使学生提高思维水平，真正懂得数学的价值，建立科学的数学观念，从而发展数学、运用数学的重要保证，也是现代教学思想与传统教学思想的根本区别之一。

总之，加强数学思想方法的教学能优化课堂教学，有利于把握好能力目标的发展点，培养学生的创新意识，进而提高学生的数学素质。

二、数学思想的内涵与外延

“数学思想”作为数学课程论的一个重要概念，我们完全有必要对它的内涵与外延形成较为明确的认识。关于这个概念的内涵，我们认为，数学思想是人们对数学科学研究的本质及规律的理性认识。这种认识的主体是人类历史上过去、现在以及将来有名与无名的数学家；而认识的客体，则包括数学科学的对象及其特性，研究途径与方法的特点，研究成就的精神文化价值及对物质世界的实际作用，内部各种成果或结论之间的互相关联和相互支持的关系等。由此可见，这些思想是历代与当代数学家研究成果的结晶，它们蕴涵于数学材料之中，有着丰富的内容。

通常认为数学思想包括方程思想、函数思想、数形结合思想、转化思想、分类讨论思想和公理化思想等。这些都是对数学活动经验通过概括而获得的认识成果。既然是认识就会有不同的见解，不同的看法。实际上也确实如此，例如，有人认为中学数学教材可以用集合思想作主线来编写，有人认为以函数思想贯穿中学数学内容更有利于提高数学教学效果，还有人认为中学数学内容应运用数学结构思想来处理等等。尽管看法各异，但笔者认为，只要是在充分分析、归纳概括数学材料的基础上来论述数学思想，那么所得的结论总是可能做到并行不悖、互为补充的，总是能在中学数学教材中起到积极的促进作用的。

关于这个概念的外延，从量的方面讲有宏观、中观和微观之分。属于宏观的，有数学观（数学的起源与发展、数学的本能和特征、数学与现实世界的关系），数学在科学中的文化地位，数学方法的认识论、方法论价值等；属于中观的，有关于数学内部各个部门之间分流的原因与结果，各个分支发展过程中积淀下来的内容上的对立与统一的相克相生的关系等；属于微观的，则包含着对各个分支及各种体系结构中特定内容和方法的认识，包括对所创立的新概念、新模型、新方法和新理论的认识。

从质的方面说，还可分成表层认识与深层认识、片面认识与完全认识、局部认识与全面认识、孤立认识与整体认识、静态认识与动态认识、唯心认识与唯物认识、谬误认识和正确认识等。

三、数学思想的特性和作用

数学思想是在数学发展史上形成和发展的，它是人类对数学及其研究对象，对数学知识（主要指概念、定理、法则和范例）以及数学方法的本质的认识。数学思想表现在对数学对象的开拓之中，表现在对数学概念、命题和数学模型的分析与概括之中，还表现在新的数学方法的产生过程中。它具有如下的突出特性和作用。

（一）数学思想凝聚成数学概念和命题，原则和方法

我们知道，不同层次的数学思想，凝聚成不同层次的数学模型和数学结构，从而构成数学的知识系统与结构。在这个系统与结构中，数学思想起着统帅的作用。

（二）数学思想深刻而概括，富有哲理性

各种各样具体的数学思想，是从众多具体的个性中抽取出来的且对个性具有普遍指导意义的共性。它比某个具体的数学问题（定理法则等）更具有一般性，其概括程度相对更高。现实生活中普遍存在的运动和变化、相辅相成、对立统一等“事实”，都可作为数学思想进行哲学概括的材料，这样的概括能促使人们形成科学的世界观和方法论。

（三）数学思想富有创造性

借助于分析与归纳、类比与联想、猜想与验证等手段，可以使本来较抽象的结构获得相对直观的形象的解释，能使一些看似无处着手的问题转化成极具规律的数学模型，从而将一种关系结构变成或映射成另一种关系结构，又可反演回来，于是复杂问题被简单化了，不能解的问题的解找到了。如将著名的哥尼斯堡七桥问题转化成一笔画问题，便是典型的一例。当时，数学家们在作这些探讨时是很困难的，是零零碎碎的，有时为了一个模型的建立，一种思想的概括，要付出毕生精力才能得到，这使后人能从中体会到创造的艰辛，培养科学的精神。

四、数学思想的教学功能

世界各国都已经认识到，在当今和未来社会的许多行业，直接用到学校数学知识的机会并不太多，而且也不是固定不变的，更多的是受到数学思想的熏陶与启迪，以此去解决所面临的实际问题。因此，在数学教学中必须大力加强对数学思想和方法的教学。

（一）数学思想是教材体系的灵魂

从教材的构成体系来看，整个中小数学教材所涉及的数学知识点汇成了数学结构系统的两条“河流”：一条是由具体的知识点构成的易于被发现的“明河流”，它是构成数学教材的“骨架”；另一条是由数学思想方法构成的具有潜在价值的“暗河流”，它是构成数学教材的灵魂。有了这样的数学思想作灵魂，各种具体的数学知识点才不再成为孤立的、零散的东西。因为数学思想能将“游离”状态的知识点（块）凝结成优化的知识结构，有了它，数学概念和命题才能活起来，做到相互紧扣，相互支持，以组成一个有机的整体。可见，数学思想是数学的内在形式，是学生获得数学知识、发展思维能力的动力和工具。教师在教学中如能抓住数学思想这一主线，便能高屋建瓴，提挈教材进行再创造，才能使教学见效快，收益大。

（二）数学思想是我们进行教学设计的指导思想

笔者认为，数学课堂教学设计应分三个层次进行，即宏观设计、微观设计和情境设计。无论哪个层次上的设计，其目的都在于为了让学生“参与”到获得和发展真理性认识的数学活动过程中去。这种设计不能只是数学认识过程中的“还原”，一定要有数学思想的飞跃和创造。这就是说，一个好的教学设计，应当是历史上数学思想发生、发展过程的模拟和简缩。例如初中阶段的函数概念，便是概括了变量之间关系的简缩，也应当是渗透现代数学思想、使用现代手段实现的新的认识过程。又如高中阶段的函数概念，便渗透了集合关系的思想，还可以是在现实数学基础上的概括和延伸，这就需要搞清楚应概括怎样的共性，如何准确地提出新问题，需要怎样的新工具和新方法等等。对于这些问题，都需要进行预测和创造，而要顺利地完成这一任务，必须依靠数学思想作为指导。有了深刻的数学思想作指导，才能做出智慧熠烁的创新设计来，才能引发起学生的创造性的思维活动来。这样的教学设计，才能适应瞬息万变的技术革命的要求。靠一贯如此设计的课堂教学培养出来的人才，方能在21世纪的激烈竞争中立于不败之地。

（三）数学思想是课堂教学质量的重要保证

数学思想性高的教学设计，是进行高质量教学的基本保证。在数学课堂教学中，教师面对的是几十个学生，这几十个智慧的头脑会提出各种各样的问题。随着新技术手段的现代化，学生知识面的拓宽，他们提出的许多问题是教师难以解答的。面对这些活泼肯钻研的学生所提的问题，教师只有达到一定的思想深度，才能保证准确辨别各种各样问题的症结，给出中肯的分析；才能恰当适时地运用类比联想，给出生动的陈述，把抽象的问题形象化，复杂的问题简单化；才能敏锐地发现学生的思想火花，找到闪光点并及时加以提炼升华，鼓励学生大胆地进行创造，把众多学生牢牢地吸引住，并能积极主动地参与到教学活动中来，真正成为教学过程的主体；也才能使有一定思想的教学设计，真正变成高质量的数学教学活动过程。

有人把数学课堂教学质量理解为学生思维活动的质和量，就是学生知识结构，思维方法形成的清晰程度和他们参与思维活动的深度和广度。我们可以从“新、高、深”三个方面来衡量一堂数学课的教学效果。“新”指学生的思维活动要有新意，“高”指学生通过学习能形成一定高度的数学思想，“深”则指学生深入地参与到教学活动中来。

有思想深度的课，能给学生留下长久的思想激动和对知识的深刻理解，在以后的学习和工作中，他们可能把具体的数学知识忘了，但数学地思考问题的方法将永存。我们进行数学教学的根本目的，是通过数学知识和观念的培养，通过一些数学思想的传授，让学生形成一种“数学头脑”，使他们在观察问题和提出问题、解决问题的每一个过程中，都带有鲜明的“数学色彩”，这样的数学一定会有真正的实效和长效，真正提高人的素质。

数学课堂教学是教师“主体表演”的过程，是语言、动作、板书演示、语言交流、情感交流等融于一体的过程。在这个过程中，往往既能反映出教师专业基础知识的情况，又能反映出教师对教学理论的掌握情况，同时还可反映出教师的数学思想的有关情况。实践证明，数学思想、方法已经越来越多地得到人们的重视，特别是在数学教学中，如何使学生较快地理解和掌握数学思想、方法，更是我们广大数学教师所关心的问题。

五、学习数学思想方法的重要性

教学实践表明：中小学数学教育现代化，主要不是内容的现代化，而是数学思想、方法及教学手段的现代化。加强数学思想方法的教学是基础数学教育现代化的关键，特别是对能力培养这一问题的探讨与摸索，以及社会对数学价值的要求，使我们更进一步地认识到数学思想方法对数学教学的重要性。下面就数学思想方法对数学教学的作用谈几点认识。

（一）现实的需要决定数学思想方法对数学教学有着重要的作用

1．形势发展的需要决定数学思想方法的作用

时代的前进依赖于科技的发展，现代科技日新月异，改革开放的大潮促进着社会主义市场经济的迅猛发展。现代科技高度发展的标志是数学化，例如市场经济中经济统计学、金融学等领域就极需要数学的支撑，在探索科技与经济发展的过程中，当然需要某些具体的数学知识，但更多地是依靠数学的思想与方法的运用，以便从数学的角度去思考周围的实际问题，建立数学模型，从而来预测发展的前景，决策下一步的行动……可以说，时代的发展越来越依赖于数学思想和方法的作用。

2．教育目的的需要决定数学思想方法的作用

目前，我国正处在实施素质教育，深化教育改革的重要阶段。由于数学思想与方法的重要作用，使得数学教育在素质教育中具有特殊的地位。众所周知，数学是思维的体操，数学思想方法哺育着人养成诚实、正直、严肃认真、踏实细微、机智、顽强等当今时代迎接挑战不可缺少的精神。

当前国际教育界提出“大众数学”的口号，其目的是根据社会对数学的不同要求，为全体学生规划、提供水平适应的数学教育，为社会提供各层次、各类型的工作者。著名数学家G·波利亚曾统计，中学生毕业后，研究数学和从事数学教育的人占1%，使用数学的占27%，基本不用或很少用数学的占70%，当然，现在的情形有所改变。总之，对大多数学生来说，数学思想方法比形式化的数学知识更重要。因为前者更具有普遍性，社会各部门、各行业对数学知识的要求的深度与广度的差异是很大的，但对人的素质的要求是共性的，如要求走向社会的人，具备严谨的工作态度，具有善于分析情况、归纳总结、综合比较、分类评析、概括判断的工作方法，科研工作者，特别是决策部门的工作人员更需要逻辑论证、严密推测的科学方法与工作作风。这一切都是在数学思想方法的渗透、训练中培养而成的。从抽象概括而得到数学模型，与现实世界有着千丝万缕的联系，并且可以反过来应用于现实世界解决各种实际问题。

（二）认知的实现，让数学思想方法在数学教学中发挥着重要的作用

学习的认知结构理论告诉我们，数学学习过程就是一个数学认知过程，其实质是数学认知结构的发展变化过程，这个过程是通过同化和顺应两种方式实现的，在同化和顺应进行中，数学思想和方法在数学认知结构中发挥着极为重要的作用。

1．数学思想方法对数学教学的同化过程起着重要作用

数学学习中的同化，就是主体把新的数学学习内容纳入到自身原有的认知结构中去，这种纳入不是囫囵吞枣式地摄入，而是把新的数学材料进行加工改造，使之与原数学认知结构相适应。那么，怎样加工新的数学材料才能使它与原数学认知结构相适应呢？任意的、盲目的加工能达到这个目的吗？显然不能！这种加工要具有自觉的方向性和目的性，是在某种因素的指导下进行的。在数学认知结构中存在数学基础知识、数学思想方法、心理成分三种主要因素。数学基础知识显然不具备思维特点和能动性，不能指导“加工”过程的进行，就像材料本身不能自己变成产品一样。而心理成分只给主体提供愿望和动机，提供主体的认知特点仅凭它也不能实现“加工”过程，就像人们只有生产愿望和生产工具而没有生产产品的设计思想和技术照样生产不出产品一样。数学思想和方法担当起了指导“加工”的重任，它不仅提供思想策略（设计思想），而且还提供实施目标的具体手段（化归技能）。实际上，数学中的转化就是实施新旧知识的同化。总之，数学思想和方法对数学活动的同化过程起着重要作用。

2．数学思想方法对数学教学的顺化过程起着指导作用

数学学习中的顺应是指主体原有数学认识结构不能有效地同化新的学习材料时，主体调整或改造原有的数学认知结构去适应新的学习材料。这种对原认知结构的改造也不是任意盲目地进行的，与同化过程的分析一样，也必然是在数学思想方法的指导下进行的，离开了数学思想方法的顺应是不可理解的，也是不可能实现的。

3．数学思想方法是数学认知结构发展的实现因素

通过上面的分析看到，数学思想方法对同化和顺应的进行，进而对认知结构的发展起重要作用。实际上，无论是同化还是顺应，都是在原数学认知结构和新的数学内容之间，改造一方去适应另一方，这种改造就是转换或化归，而转换或化归是数学思想方法体系中的“主梁”和精髓。数学思想和方法产生于数学认知活动，又反回来对数学认知活动起重要作用，因此可以说，数学思想方法是数学认知结构中最积极、最活跃的因素，是认知的实现因素。

（三）认识的规律决定了数学思想方法对数学教学起着促进作用

1．掌握了数学思想方法能够使数学知识更容易理解

心理学认为，“由于认知结构中原有的有关观念在包摄和概括水平上高于新学习的知识，因而新知识与旧知识所构成的这种类属关系又可称为下位关系，这种学习便称为下位学习。”当学生掌握了一些数学思想和方法后，再去学习相关的数学知识，就属于下位学习了。下位学习所学知识“具有足够的稳定性，有利于牢固地固定新学习的意义”，即可使新知识能够顺利地纳入到学生已有的认知结构中去。学生学习了数学思想、方法就能够更好地理解和掌握教学内容。

2．有利于数学知识的记忆

布鲁纳认为，“除非把一件件事情放进构造得好的模型里面，否则很快就会遗忘”，“学习基本原理的目的，就在于保证记忆的丧失不是全部丧失，而遗留下来的东西将使我们在需要的时候得以把一件件事情重新构思起来。高明的理论不仅是现在用以理解现象的工具，而且也是明天用以回忆那个现象的工具”。由此可见，数学思想方法作为数学学科的“一般原理”，在数学学习中是至关重要的。无怪乎有人认为，对于中学生“不管他们将来从事什么工作，唯有深深地铭刻于头脑中的数学的精神、数学的思维方法、研究方法随时随地发生作用，使他们受益终身”。

3．有利于“原理和态度的迁移”

布鲁纳认为，这种类型的迁移应该是教育过程的核心，这是用基本的和一般的观念来不断扩大和加深知识。曹才翰教授也认为，“如果学生认知结构中具有较高抽象、概括水平的观念，对于新学习是有利的”，“只有概括的、巩固的和清晰的知识才能实现迁移”。美国心理学家贾德通过实验证明，“学习迁移的发生应有个先决条件，就是学生需先掌握原理，形成类比，才能迁移到具体的类似学习中”。学生学习数学思想方法有利于实现学习迁移，特别是原理和态度的迁移，从而可以较快地提高学习质量和数学能力。

（四）数学思想方法对数学教学起着指导作用

1．用数学思想可以指导基础知识教学，在基础知识教学中培养思想方法

基础知识的教学中要充分展现知识形成发展过程，揭示其中蕴涵的丰富的数学思想方法。如几何体体积公式的推导体系，集公理化思想、转化思想、等积类比思想及割补转换方法之大成，是这些思想方法灵活运用的完美范例。只有通过展现体积问题解决的思路分析，并同时形成系统的、条理的体积公式的推导线索，才能把这些思想方法明确地呈现在学生的眼前，学生才能从中领悟到当初数学家的创造思维进程，这对激发学生的创造思维、形成数学思想、掌握数学方法的作用是不可低估的。

注重知识在教学整体结构中的内在联系，揭示思想方法在知识互相联系、互相沟通中的纽带作用。如函数、方程、不等式的关系，当函数值等于、大于或小于一常数时，分别可得方程、不等式，联想函数图像可提供方程、不等式的解的几何意义。运用转化、数形结合的思想，这三块知识可相互为用。注意总结建构数学知识体系中的教学思想方法，揭示思想方法对形成科学的、系统的知识结构，把握知识的运用，深化对知识的理解等数学活动中的指导作用。如函数图像变换的复习中，可把散见于二次函数、反函数、正弦函数等知识中的平移、伸缩、对称变换作统一处理，引导学生运用化曲线间的关系为对应动点之间的关系的转化思想及求相关动点轨迹的方法，得出图像变换的一般结论。深化学生对图像变换的认识，提高学生解决问题的能力。

2．用数学思想方法指导解题，提高学生自觉运用数学思想方法的意识

（1）注意分析探求解题思路时数学思想方法的运用。解题的过程就是在数学思想的指导下，合理联想，提取相关知识，调用一定的数学方法加工处理题设条件及知识，逐步缩小题设与题断间的差异的过程，即运用化归思想的过程。解题思想的寻求是运用思想方法分析解决问题的过程。

（2）注意数学思想方法在解决典型问题中的运用。如求解二面角大小最常用的方法之一就是：根据已知条件，在二面角内寻找或作出过一个面内一点到另一个面上的垂线，过这点再作二面角的垂线，然后连结两垂足，这样二面角即为所得的直角三角形的一锐角。这个通法就是在化立体问题为平面问题的转化思想的指导下求得的。三垂线定理在构图中的运用，也是分析、联想等数学思维方法运用之所得。调整思路，克服思维障碍时，应特别注意数学思想方法的运用。通过认真观察以产生新的联想；分类讨论；使条件确切，结论易求；化一般为特殊，化抽象为具体，使问题简化等都值得我们一试。分析、归纳、类比等数学思维方法，以及数形结合、分类讨论、转化等数学思想是走出思维困境的武器与指南。用数学思想指导知识、方法的灵活运用，进行一题多解的练习；培养思维的发散性、灵活性、敏捷性；对习题灵活变通，引申推广，培养思维的深刻性、抽象性；组织引导对解法简捷性的反思评估，不断优化思维品质，培养思维的严谨性、批判性。对同一数学问题的多角度的审视引发的不同联想，是一题多解的思维本源。丰富、合理的联想，是对知识的深刻理解，运用类比、转化、数形结合、函数与方程等数学思想的必然。数学方法、数学思想的自觉运用往往使我们运算简捷、推理机敏，是提高数学能力的必由之路。


第二章

数学方法论的发展和演进

数学是一门古老的学科，它从萌芽发展至今已经有数千年的历史。数学的发展史不只是一些新概念、新命题的简单堆砌，它包含着数学思想和方法的积淀，尤其是数学本身许多质的飞跃，即数学思想方法的重大突破。

对数学思想方法从历史的角度进行考察，并分析其演变、发展的规律是数学思想方法研究的首要内容。其具体可分为两大类：第一，数学思想方法的系统进化，即从整体上进行研究。比如，从古至今，数学思想方法发生了多少次重大转折，每一次转折如从算术到代数、从综合几何到几何代数化、从常量数学到变量数学、从必然数学到或然数学、从明晰数学到模糊数学以及从手工证明到机器证明等，都是怎么孕育和产生的，其要点和作用是什么，均属于这一类。第二，数学思想方法的个体发育，主要是研究每一个数学思想产生、演变和发展的规律，以及本身的特征，在数学发展中的作用和方法论价值等。广义一点讲，从思想方法角度来研究概念、运算、公式、定理乃至学科产生发展的历史，也可看成是此类研究的范围。

数学，作为一门科学，来源于人类社会实践，并促进人类社会实践能力的提高，同时也随着人类社会的进步而发展。数学的起源可以追溯到原始社会，经历了数学萌芽时期、常量数学时期、变量（近代）数学时期、现代数学时期四个历史阶段。每个时期数学的发展，都深深体现了当时社会实践与社会文化的烙印。数学作为一门基础学科，其重要性毋庸置疑。因此，了解数学思想的发展历史和规律，对于人们认识数学是完全必要的。

第一节　数学思想方法的发展历史

一、古代的数学思想和方法

从远古到公元前5世纪左右的数学萌芽时期是一个漫长的历史过程。人们积累了算术和几何方面的零碎知识，逐渐形成了抽象意义下的数和图形的概念，产生了计数法和各种数制下的算法，出现了测地术。此时尚未形成一般的数学理论，还谈不上有什么重要的数学思想。但是一一对应的计数法（对应思想）和记数符号的使用有力地推动了数学的发展。另外，直接的观察和体验被作为最重要的认识方法。

数学萌芽时期（远古—公元前6世纪）的特点，是人们从现实世界里零零星星地认识了数学中最古老、最原始的概念——“数”（自然数）和“形”（简单几何图形）。数的概念起源于数（读shǔ）。原始社会人们采用“结绳记数”，就是把打猎所获得的猎物与绳子的“结”进行比较，得出猎物的个数。从我国出土的甲骨文中，发现大约公元前14世纪—公元前11世纪的数字是采用十进位制记数法，最大数是3万。由此可见，数已从具体事物中分离出来，抽象为“数”的概念，但仍然打上了十个手指数数的烙印。另一方面，人类还在采集果实、打造石器、烧土制陶的活动中，对各种物体加以比较，区分直曲方圆，逐渐形成了“形”的概念。我国出土的“仰韶文化”的彩陶中，就有由三角形和直线组成或由圆和曲线组成的图案。

数学经过漫长的萌芽时期，在古巴比伦、埃及和中国积累了大量的数学知识之后，汇成了两股不同的数学源流，形成了两个各具特色、风格各异的数学体系：一个是以巴比伦和埃及数学为源头，在希腊汇合后又得到长足进步与发展的古希腊数学，另一个则是以解决问题为宗旨、以注重算法为特点的古代中国数学。

古希腊的数学融数学与哲学为一体，以哲学促进数学理论的建立，提出了一系列思辩性的数学观点、理论和方法。首先，古希腊人对数学的认识有了根本性的变化，他们认为数学不仅可用来解决一些实际问题，更重要的是他们试图用数学来理解世界，把数学看作是理解宇宙的一把钥匙，是研究自然的一部分，其深刻的数学思想对后世影响很大。其次，古希腊人用演绎证明方法研究几何，使几何学成为一个演绎系统。欧几里得的《几何原本》和阿波罗尼斯的《圆锥曲线》是演绎数学的代表著作。把逻辑证明系统地引入数学，把数学奠基于逻辑之上，这是对数学认识的一个质的飞跃。由此得出，数学思想方法的更新——公理化的思想和演绎推理进入了数学。值得一提的是，古希腊虽然非常强调演绎推理，但数学思想发展的历史表明，他们的数学创造也离不开观察、实验，离不开归纳、猜想和分析。

数学萌芽时期，人们认识的“数”和“形”只是零星的数学知识，并未构成逻辑体系。到了公元前5世纪，古埃及由于尼罗河长期泛滥，冲毁了土地，需要重新丈量，由此积累了丰富的几何知识。后来，古埃及人把几何知识传到古希腊，由欧几里得把人们长期实践发现、积累的几何知识，按照演绎的方法写成了《几何原本》。同一个时期，人们为了解决实践中的一些实际应用问题，如研究天文历法中的问题，促使算术、代数的发展。数学从原始自然数、分数发展扩充到正负实数。成书于东汉时期的，九章算术》，就是人们在长期实践中，用数学解决实际问题的经验总结。

公元前3世纪至公元2世纪撰写成的，几何原本》和《九章算术》，标志着古典的初等数学体系的形成。

《几何原本》全书共13卷，主要以空间形式为研究对象，以逻辑思维为主线，从5条公设、23个定义和5条公理推出了467条定理，从而建立了公理化演绎体系。《九章算术》则由246个数学问题、答案和术文组成，全书主要研究对象是数量关系，该书以直觉思维为主线，按算法分为方田、粟米、衰分、少广、商广、均输、盈不足、方程、勾股等九章，构成了以题解为中心的机械化算法体系。

二、近代的数学思想和方法

变量数学时期（17—19世纪）的特点，是“运动”成为自然科学研究的中心课题，数学由研究现实世界的相对静止的事物或现象进而探索运动变化的规律，常量数学已发展到变量数学。16世纪，欧洲社会萌芽了资本主义，手工业生产转向了机器工业生产，迫使自然科学对“运动”和各种“过程”开展研究，进而产生了“变量”与“函数”的概念。

17世纪上半叶，笛卡尔将几何内容的课题与代数形式的方法相结合，产生了解析几何学，这标志着变量数学时期的开始。17世纪60年代，牛顿和莱布尼茨各自从运动学和几何学研究的需要，创建了微积分。随后，相继建立了级数理论、微分方程论、变分学等分析学领域的各个分支。15—18世纪，人们还研究了大量的随机现象，发现存在着某种完全不确定规律性，从而开辟了或然数学的新领域，建立了概率论。

这个时期，数学的研究对象已由常量进入变量，由有限进入无限，由确定性进入非确定性；数学研究的基本方法也由传统的几何演绎方法转变为算术、代数的分析方法。

马克思主义奠基人之一的恩格斯，在考察了18世纪前整个数学发展的历史基础上指出：“数和形的概念不是从任何地方得来的，而仅仅是从现实世界中得来的”。“纯数学是以现实世界的空间形式和数量关系——这是非常现实的材料——为对象的”。这些论断揭示了科学的数学本质。

19世纪以来，由于社会发展的需要，以及数学自身的逻辑矛盾不断产生许多新问题，促使处于数学核心部分的几个主要分支——代数、几何、分析学科的内容发生了深刻变化，并产生了许多新的数学分支，由寻求一元n次方程的解而建立了群论，创建了抽象代数学。代数学已由研究具体的数和用字母代表的任意数，以及它们之间的运算，发展到研究各种代数系统的结构和更一般的运算：同构、同态、反演、映射等。由试证欧氏几何的第五公设开创了非欧几何学。非欧几何的发现拓广了空间概念，欧氏空间不再是描述现实世界唯一可能的空间，除此而外还有n维空间、无穷维空间以至于更抽象的空间。由研究分析学的基础创建了“集合论”，建立了抽象分析学和数理逻辑。数学分析最基础的概念是函数、极限、连续、导数（微分）和积分，分析的精确化（严密化），是由Cauchy给极限概念下严密定义而开始的，最后由Dedekind和Cantor等人相继完成了连续的理论，才为数学分析的精确化奠定了坚实的基础。由此建立的Cantor集合论，对数学发展的影响极其深远。此外，Schwartz等人对经典函数概念进行了拓广，提出并系统发展了广义函数论。其中泛函分析就是在抽象代数的新方法、几何空间概念的拓广以及分析精确化工作等方面的影响下建立起来的一门新学科。泛函分析可以看作无限维空间的解析几何和数学分析，它研究的对象不再是某个具体的函数，而是具有某种特征和关系的“函数空间”。

三、现代的数学思想和方法

从时间上来看，19世纪末以后通常被称为现代数学时期，其中主要是20世纪。这个时期，数学发展的特点是，由研究现实世界的一般抽象形式和关系，进入到研究更抽象、更一般的形式和关系，数学各分支互相渗透融合。随着计算机的出现和日益普及，数学越来越显示出科学和技术的双重品质。

20世纪以来，数学的发展更是迅猛异常，产生了“优选学”、“规划论”、“对策论”、“排队论”、“计算机理论”等等。尤其是第二次世界大战以后，由于科学技术和工程技术上的计算问题的越来越复杂，需要高速、准确地计算许多非线性的、多维的，或为方程组形式的数学问题，为此电子计算机应运而生。随着计算机的出现，与高新科技紧密相关的数学理论，如控制论、突变论、拓扑稳定性和大范围分析等理论也随之产生。今日的数学不仅是一门独立的科学，而且是一种普遍性的技术，它“兼有科学和技术的两种品质”。

显然，现代数学的许多分支的研究对象，远远突破了传统的“空间形式”和“数量关系”的范围。如果我们对“空间形式”和“数量关系”作更广义的理解，如“空间形式”并非只有二维和三维欧氏空间，还有n维欧氏空间、Lobachevsky空间、拓扑空间等；“数量关系”也扩展到向量、张量等，恩格斯关于数学本质的科学论断依然是恰当的。事实上，数学发展至今，“数学研究的对象不能只限于我们直接经验到的数量关系与空间形式，而必须包括越来越多的‘人类悟性的自由创造物’”。正如数学家丁石孙所说：“数学的研究对象是客观世界的逻辑可能的数量关系和结构关系。”如代数结构、拓扑结构，以及同态、同调等各种关系，甚至转换、映照等，都成为当今数学研究的纯粹的“量”。

必须指出，数学研究的对象似乎抽象成为“远离实际的东西”，但是许许多多抽象出的数学对象与现实世界仍然有着密切的联系。例如，复数诞生之时就起了一个“虚幻”的名字——虚数，可是它在电学、空气动力学中却有广泛的应用；又如，Galois群论，在被人们搁置了数十年之后，却在晶体学中找到了应用。再如，我国的概率论专家王梓坤，利用概率统计理论创造了“随机转移”、“相关区”等数学方法，成功地预报了1976年四川松藩大地震。

第二节　数学思想方法的几次重大突破

一、从算术到代数

算术和代数是数学中最基础而又最古老的分支学科，两者有着密切的联系。算术是代数的基础，代数由算术演进而来。从算术演进到代数，是数学在思想方法上发生的一次重大突破。

（一）代数学产生的历史必然性

代数学作为数学的一个研究领域，其最初而又最基础的分支是初等代数。初等代数研究的对象是代数式的运算和方程的求解。从历史上看，初等代数是算术发展的继续和推广，算术自身运动的矛盾以及社会实践发展的需要，为初等代数的产生提供了前提和基础。

我们知道，算术的主要内容是自然数、分数和小数的性质与四则运算。算术的产生，表明人类在现实世界数量关系认识上迈出了具有决定性意义的第一步。算术是人类社会实践活动中不可缺少的数学工具，在人类社会各部门都有广泛而重要的应用，离开算术这一数学工具，科学技术的进步几乎难以想象。

在算术的发展过程中，由于算术理论和实践发展的要求，提出了许多新问题，其中一个重要问题就是算术解题法的局限性在很大程度上限制了数学的应用范围。

算术解题法的局限性，主要表现在它只限于对具体的、已知的数进行运算，不允许有抽象的、未知的数参加运算。也就是说，利用算术解应用题时，首先要围绕所求的数量，收集和整理各种已知的数据，并依据问题的条件列出关于这些具体数据的算式，然后通过加、减、乘、除四则运算求出算式的结果。许多古老的数学应用问题，如行程问题、工程问题、流水问题、分配问题、盈亏问题等，都是借助这种方法求解的。算术解题法的关键是正确地列出算术，即通过加、减、乘、除符号把有关的已知数据连接起来，建立能够反映实际问题本质特征的数学模型。对于那些只具有简单数量关系的实际问题，列出相应的算式并不难，但对于那些具有复杂数量关系的实际问题，列出相应的算式，往往就不是一件容易的事了，有时需要很高的技巧才行。特别是对于那些含有几个未知数的实际问题，要想通过建立已知数的算式来求解，有时甚至是不可能的。

算式自身运算的局限性，不仅限制了数学的应用，而且也影响和束缚了数学自身的继续发展。随着数学自身和社会实践的深入发展，算术解题法的局限性日益暴露出来，于是一种新的解题法——代数解题法的产生也就成为历史的必然。

代数解题法的基本思想是，首先依据问题的条件组成包含已知数和未知数的代数式，并按等量关系列出方程，然后通过对方程进行恒等变换求出未知数的值。初等代数的中心内容是解方程，因而通常把初等代数理解为解方程的科学。

初等代数与算术的根本区别，在于前者允许把未知数作为运算的对象，后者则把未知数排斥在运算之外。如果说在算术中也论及某个未知数的话，那么这个未知数也只能起运算结果符号等价物的作用，只能单独地处在等式的左边，在算术中，未知数没有参加运算的权利。而在代数中，方程作为由已知数构成的条件等式，本身就意味着其中所包含的已知数和未知数有着同等的运算地位，即未知数也变成了运算的对象，和已知数一样，它们可以参与各种运算，并可以依照某种法则从等式的一边移到另一边。解方程的过程，实质上就是通过对已知数和未知数的重新组合，把未知数转化为已知数的过程，即把未知数置于等式的一边，已知数置于等式的另一边。从这种意义上看，算术运算不过是代数运算的特殊情况，代数运算是算术运算的发展和推广。

由于代数运算具有较大的普遍性和灵活性，因而代数的产生极大地扩展了数学的应用范围，许多算术无能为力的问题，在代数中却能轻而易举地得到解决。不仅如此，代数学的产生对整个数学的进展产生了巨大而深远的影响，许多重大发现都与代数的思想方法有关。例如，对二次方程的求解，导致虚数的发现；对五次以上方程的求解，导致群论的诞生；把代数应用于几何问题，导致解析几何的创立等等。正因为如此，我们把代数的产生作为数学思想方法发生第一次重大转折的标志。

（二）代数学体系结构的形成

“代数”一词，原意是指“解方程的科学”。因此，最初的代数学也就是初等代数。初等代数，作为一门独立的数学分支学科，其形成经历了一个漫长的历史过程，我们很难以某一个具体的年代作为它问世的标志。从历史上看，它大体上经历了三个不同的阶段：①文词代数，即用文字语言来表达运算对象和过程；②简字代数，即用简化了的文词来表示运算内容和步骤；③符号代数，即普遍使用抽象的字母符号。从文词代数演进到符号代数的过程，也就是初等代数由不成熟到较为成熟的发育过程。在这个过程中，17世纪法国数学家笛卡儿做出了突出贡献，他是第一个提倡用x，y，z代表未知数的人，他提出和使用的许多符号，同现代的写法基本一致。

随着数学的发展和社会实践的深化，代数学的研究对象不断得到扩大，其思想方法不断得到创新，代数学也就由低级形态演进到高级形态，由初等代数发展到高等代数。高等代数有着丰富的内容和众多的分支学科，其中最基本的分支学科有如下几个：

（1）线性代数：讨论线性方程（一次方程）的代数部分，其重要工具是行列式和矩阵。

（2）多项式代数：主要借助多项式的性质来讨论代数方程的根的计算和分布，包括整除性理论、最大公因式、因式分解定理、重因式等内容。

（3）群论：研究群的性质的代数学分支学科，属于抽象代数的一个领域。群是带有一种运算的抽象代数系统。群的概念是19世纪初由法国青年数学家伽罗华最先提出的，伽罗华由此成为群论的创立者。群论发展到现在，已经获得丰富的内容和广泛的应用。

（4）环论：研究环的性质的代数学分支学科，是正在发展着的一个抽象代数领域。环是带有两种运算的抽象代数系统，有许多独特的性质。一种特殊的环称为域，如果域的元素是数，则称为数域。以域的概念为基础，形成了抽象代数学的另一个领域——域论。

（5）布尔代数：也称二值代数、逻辑代数或开关代数，是带有三种运算的抽象代数系统。布尔代数由英国数学家布尔于19世纪40年代创立。近几十年来，布尔代数在线路设计、自动化系统和电子计算机设计方面得到广泛应用。

此外，还有格论、李代数和同调代数等分支学科。

高等代数与初等代数在思想方法上有很大的差别。初等代数属于计算性的，并且只限于研究实数和复数等特定的数系，而高等代数是概念性、公理化的，它的对象是一般的抽象代数系统。因此，高等代数比初等代数具有更高的抽象性和更大的普遍性，这就使高等代数的应用范围更加广泛。向抽象性和普遍性方向发展，是现代代数学的一个重要特征。

二、从综合几何到几何代数化

几何学与代数学一样，也是数学中最基础而又最古老的分支学科之一。几何学经过漫长的发展历史，其思想方法发生了一系列重大的变革。在这些变革中，起决定性的第一重大变革，则是从综合几何到几何代数化的历史演进。

（一）几何代数化思想的由来

数学的发展是以数和形两个基本概念作为主干的，数学思想方法的各种变革也是通过这两个概念进行的。在数学的萌芽时期，数和形的研究并不是互相割裂的，长度、面积和体积的度量把数和形紧密地联系起来。可是，在尔后的数学发展中，数和形的联系却长期没能得到进一步的深化。这突出表现在几何和代数的不协调性发展上。

我们知道，几何学作为一门独立的数学学科，最先是在古希腊学者手中形成的，欧几里得《几何原本》的问世就是重要的标志。那时，代数尚处于潜科学阶段，尚未形成严谨的逻辑体系，只是以零散、片断的知识形态存在着。因此，从公元前3世纪到14世纪，几何学在数学中占据着主导地位，而代数则处于从属的地位。由于几何学有着严谨的推理方法和直观的图形，可以把种种空间性质、图形关系问题的探讨，归结成一系列基本概念和基本命题来推演、论证，所以数学家们大都喜欢运用几何思维方式来处理数学问题，甚至把代数看成是与几何不相干的学科。这种人为的割裂，不仅延误了代数的发展，也影响了几何学的进步。

随着数学研究范围的扩大，用几何方法来解决数学问题越来越困难，因为许多问题特别是证明问题往往需要高超的技巧才能奏效，而且推演、论证的步骤又显得相当繁难，缺乏一般性方法。正当几何学难于深入进展时，代数学日趋成熟起来。尤其是在16世纪代数学得到了突破性进展，不仅形成了一整套简明的字母符号，而且成功地解决了二次、三次、四次方程的求根问题。这就使代数学在数学中的地位逐渐得到上升，于是综合几何思维占统治地位的局面开始被打破。

历史上最先明确认识到代数力量的是16世纪法国数学家韦达，他尝试用代数方法来解决几何作图问题，并隐约出现了用方程表示曲线的思想。韦达指出，几何作图中线段的加减乘除可以通过代数的术语表出，所以它们实质上属于代数的运算。随着代数方法向几何学的渗透，代数方法的普遍性优点日益显露出来，于是用代数方法来改造传统的综合几何思维，把代数和几何有机结合起来，互相取长补短，便成为十分必要的了。

实现代数与几何有机结合的关键，在于空间几何结构的数量化，即把形与数统一起来。这一项工作是由法国数学家笛卡儿完成的。笛卡儿继承和发展了韦达等人的先进数学思想，他充分看到代数思想的灵活性和方法的普遍性，为寻求一种能够把代数全面应用到几何中去的新方法思考了20多年。1619年，他悟出建立新方法的关键，在于借助坐标系建立起平面上的点和数对之间的对应关系，由此可用方程来表示曲线。1637年，他的《几何学》作为《方法论》一书的附录出版，在这个附录中，他明确提出了坐标几何的思想，并用于解决许多几何问题。此书的问世，标志着解析几何的诞生。与笛卡儿同一时代、同一国度的另一位数学家费尔马，也几乎同时独立地发现了解析几何的基本原理，他的思想集中体现在他的《轨迹引论》一书中。

解析几何的出现开创了几何代数化的新时代，它借助坐标实现了空间几何结构的数量化，由此把形与数、几何与代数统一了起来。而坐标本身就是几何代数化的产物，是点与数的统一体，它既是点的位置的数量关系表现，又是数量关系的几何直观，因此它有形与数的二重性。有了坐标概念，就可以把空间形式的研究转化为数量关系的研究了。

例如，求两点间的距离，如果两点的坐标（x1
 ，y1
 ）和（x2
 ，y2
 ）给定，则其距离就表示为一个代数式[image: alt]
 ，于是几何学上两点之间的测量问题就转化成代数上求一个代数式的值的问题。

再如，求两条曲线的交点，这是几何学中比较困难的一个问题，如果两条曲线的方程给定，那么通过解联立方程组就可求出交点的位置，因为方程组的解恰是两条曲线交点的坐标。

随着解析几何的发展，几何代数的内容和方法不断得到丰富。1704年，牛顿运用坐标方法研究了三次曲线；1748年，欧拉在《分析引论》一书中全面而系统地论述了平面解析几何的理论；1788年，拉格朗日又把力、速度和加速度给予了算术化，由此开创了解析几何中的向量理论研究方向。与此同时，坐标概念本身也在不断地丰富，除直角坐标系外，又相续产生了斜坐标、极坐标、柱坐标和球坐标。坐标系也从二维扩展到三维以及多维和无穷维，从而又出现了多维解析几何和无穷维解析几何，由此又导致了代数几何和泛函分析的产生。

（二）几何代数化的意义

几何代数化对于数学的发展有着重要的意义，这里仅就几个方面加以分析。

1．把几何学推到一个新的阶段

几何代数化不仅为几何学提供了新方法，使许多难以解决的几何问题变得简单易解，更重要的是为几何学的发展注入了新的活力，增添了崭新的内容。

首先，传统几何学逻辑基础主要是推理，基本上是定性研究，如直线的平行线、曲线的相交、图形的全等等。几何代数化的出现，使得图形性质的研究变成方程的讨论和求解，而方程的研究又主要是数量上的分析，这就把几何学从定性研究阶段推到定量分析阶段。

其次，在传统几何学中，空间概念是在人们的社会实践活动中逐渐抽象和确立起来，这种空间概念具有明显的直观性和经验性，如一维的直线、二维的平面和三维的立体。几何代数化的出现，使得空间的几何结构实现了数量化，而数量化了的空间几何结构已不再局限于一维、二维和三维，它可以是n维乃至无穷维的，这就把几何学的空间概念从低维扩张到了高维，即把几何学研究的内容从现实空间图形的性质扩展到抽象空间图形的性质。

第三，传统几何学主要研究固定不变的图形，如各种各样的直线形和曲线形，这些图形虽然可以移动和相互变换，但图形本身的结构却是“死”的，即传统几何学是一种静态几何学。几何代数化的出现，可把曲线看作是由“点”通过运动而生成的，这就使人们对形的认识由静态发展到了动态。

2．为代数学研究提供了新的工具

几何代数化不仅直接影响和改造了传统的几何学，扩大了几何学的研究对象，丰富和发展了几何学的思想方法，而且也使代数学获得了新的生命力。

首先，几何学的概念和术语进入代数学，使许多代数课题具有了直观性。我们知道，与几何学相比，代数学具有更高的抽象性，许多抽象的代数式和方程使人难以把握它们的现实意义。几何代数化的出现，为抽象的代数式和方程提供了形象而直观的模型。如可把方程的解看作是曲线的交点的坐标，可把二次方程根与系数关系的研究转化为考察和分析圆锥曲线与坐标轴的相对位置。

其次，几何学思想方法向代数学的移植和渗透，开拓了代数学新的研究领域。如以线性方程（一次方程）为主要对象的线性代数，就是在线性空间概念的基础上构造起来的，这里的“线性”、“空间”等概念并不是代数学本身所固有的，而是从几何学中借用的。

3．为微积分的创立准备了必要条件

几何代数化思想形成的标志是解析几何的创立，笛卡儿在创立解析几何的过程中，不仅提出了代数与几何相结合的思想，而且把变数引进了数学。变数的引进，对于数学的发展有着极为重要的意义，特别是为微积分的创立准备了重要工具，加速了微积分形成的历史进程。从这种意义上看，可把解析几何的产生看作是微积分创立的前奏。对此，恩格斯曾高度评价：“数学中的转折点是笛卡儿的变数。有了变数，运动进入了数学，有了变数，辩证法进入了数学，有了变数，微分和积分也就立刻成为必要的了。”

4．为数学的机械化证明提供了重要启示

定理的机械化证明，是现代数学新兴的一个研究领域，从机械化算法上看，它的方法论基础是利用代数方法把推理程序机械化。因此，定理机械化证明的思想渊源可追溯到几何的代数化。

此外，几何代数化的思想还给数学研究从方法论上提供了许多重要启示。如数学家们把点与数对、曲线与方程相对应的思想加以发展，提出了函数与点、函数集与空间相对应的思想，在此基础上进而创立了泛函分析这一新的理论。

三、从常量数学到变量数学

数学发展的第三时期，是变量数学时期。从17世纪开始，变量数学逐渐登上历史舞台。变量数学时期大致从17世纪中叶到19世纪20年代。这一时期数学的特征在于研究变数以及变数之间的关系，对此，恩格斯曾作出如下清楚的刻画：

17世纪对于数学发展具有重大意义的事件，除了解析几何开辟了几何代数化这一新的方向外，还有微积分的创立使常量数学过渡到变量数学。从常量数学到变量数学，是数学思想方法的又一次重大突破。

（一）变量数学产生的历史背景

这一时期的主要成果，一是笛卡儿引进了变数，并开始用代数方法解决几何问题，建立了解析几何；二是莱布尼茨（Leibniz，1646—1716）给出了一般的函数概念；三是牛顿（Newton，1643—1727）和莱布尼茨创立了微积分学的原理，他们和他们的学生发展了数学分析工具，成为解决力学与流体力学、天文学与光学问题的重要武器，哈雷彗星在1759年回归的预言是数学分析方法的胜利。此外，从18世纪到19世纪这一百年间，还研究了偏微分方程，创立了变分学，并且产生和发展了概率论。数学发展进入了崭新的黄金时代。

变量数学是相对常量数学而言的数学领域。常量数学的对象主要是固定不变的图形和数量，包括算术、初等代数、初等几何和三角等分支学科。常量数学是描述静态事物的有力工具，可是对于描述事物的运动和变化却是无能为力的。因此，从常量数学发展到变量数学，就成为历史的必然了。

变量数学之所以产生于17世纪，是有其特定的历史背景的。

从自然科学的发展来看，变量数学是在回答16、17世纪自然科学提出的大量数学问题过程中酝酿和创立起来的。我们知道，随着欧洲封建社会的解体和资本主义工厂手工业向机器大生产的过渡，自然科学开始从神学的桎梏下解放出来，大踏步地前进。这时，社会生产和自然科学向数学提出了一系列与运动变化有关的新问题。这些新问题，大体可以分为以下五种类型：

第一类问题是描述非匀速运动物体的轨迹，如行星绕日运动的轨迹、各种抛射物体的运动轨迹。

第二类问题是求变速运动物体的速度、加速度和路程。如已知变速运动物体在某段时间内经过的路程，求物体在任意时刻的速度和加速度，或反过来由速度求路程。

第三类问题是求曲线上任一点的切线。如光线在曲面上的反射角问题，运动物体在其轨迹上任一点的运动方向问题。

第四类问题是求变量的值。如斜抛物体的最大水平距离问题，行星绕日运动的近日点和远日点问题。

第五类问题是计算曲线长度、曲边形面积、曲面体体积、物体的重心以及大质量物体之间的引力等。

上述各类问题尽管内容和提法不同，但从思想方法上看，它们有一个共同的特征，就是要求研究变量及其相互关系。这是16、17世纪数学研究的中心课题，正是对这个中心课题的深入研究，最终导致了变量数学的产生。

从数学的发展来看，变量数学的基础理论——微积分，早在微积分诞生之前的2000多年，就已经有了它的思想萌芽。

公元前5世纪，希腊学者德漠克利特为解决不可公度问题，创立起数学的原子论。它的基本思想是：直线可分为若干小线段，小线段又可再分成更小的线段，直至成为点而不可再分，故称点为直线的数学原子即不可分量。平面图形同样可以如此分下去，使得线段成为平面图形的数学原子。利用数学原子概念，德漠克利特求得锥体的体积等于等底等高柱体的[image: alt]
 。

公元前4世纪，希腊学者欧道克斯在前人工作的基础上，创立起求曲边形面积和曲面体体积的一般方法——穷竭法。运用此法，他成功地证明了“圆面积与直径的平方成正比例”和“球体积与其直径的立方成比例”等命题。

微积分的早期先驱者主要是阿基米德，他继承和发展了穷竭法，并应用这一方法解决了诸如抛物线弓形等许多复杂的曲边形面积。继阿基米德之后，微积分的思想方法逐渐成熟起来，其中作出重大贡献的有开普勒、伽利略、卡瓦列利、华利斯、笛卡儿、费尔马和巴罗等人。巴罗甚至接触到了微积分的基本原理——微分和积分的互逆关系。

总之，变量数学的产生不仅有其特定的生产和自然科学背景，而且也是数学自身矛盾运动的必然结果。它是经过相当长时间的酝酿，在16、17世纪生产和自然科学需要的刺激下，经过许多人的努力而准备好由“潜”到“显”过渡的条件的。

（二）变量数学的创始及其意义

变量数学由“潜”到“显”的过渡经历了两个具有决定性的重大步骤：一是解析几何的产生，二是微积分的创立。前者为变量数学的创始提供了直接的前提，后者是变量数学创始的主要标志。

微积分的主要创始人是牛顿和莱布尼茨，他们最大的功绩是明确地提出了微分法和积分法，并把两者有机结合起来，建立了微积分的基本原理（牛顿—莱布尼茨公式）。

牛顿主要是从运动学来研究和建立微积分的。他的微积分思想最早出现在1665年5月20日的一页文件中，这一天可作为微积分诞生的日子。他称连续的变量为“流动量”，用符号x，y，z等字母表示，称它们的导数为“流数”，用加小点的字母来表示，如[image: alt]
 等，称微分为“瞬”。

莱布尼茨是从几何学的角度创立微积分的。他的微积分思想最先出现在1675年的手稿之中，他所发明的微积分符号，远远优于牛顿的符号，对微积分后来的发展有重大的影响。现今通用的符号dx、dy、∫等，就是莱布尼茨当年精心选择和创设的。

继牛顿和莱布尼茨之后，18世纪对微积分的创立和发展作出卓越贡献的有欧拉、伯努利家族、泰勒、马克劳林、达朗贝尔、拉格朗日等人。17、18世纪的数学，几乎让微积分占据了主导地位，绝大部分的数学家都被这一新兴的学科所吸引，可见微积分产生意义之重大。定量数学创始的两个决定性步骤都是在17世纪完成的，因此17世纪也就成了常量数学向变量数学转变的时期。变量数学的产生，是数学史乃至整个科学史上的一件大事。他来自于生产技术、自然科学发展的需要以及数学自身的矛盾运动，又回过头来对生产技术、自然科学以及数学自身的发展产生巨大而深远的影响。

首先，变量数学的产生，为自然科学描述现实世界的各种运动和变化提供了有效的工具。我们知道，在现实世界中“静”和“不变”总是暂时的、相对的，“动”和“变”则是永恒的、绝对的。“整个自然界，从最小的东西到最大的东西，从沙粒到太阳，从原生生物到人，都处于永恒的产生和消灭中，处于不断的流动中，处于无休止的运动和变化中。”可见，自然科学研究的对象是运动变化着的物质世界，变量数学的产生，为自然科学精确地描述物质世界的运动、变化规律提供了不可缺少的工具。变量数学对于现代生产技术、自然科学的发展，就像望远镜对于天文学、显微镜对于生物学的发展一样重要。假设没有变量数学，现代物质文明建设将是不可想象的事。

其次，变量数学的产生，带来了数学自身的巨大进步。变量数学是从常量数学发展的基础上出现的，它的产生又反过来深深影响了常量数学的发展，特别是常量数学的各个分支学科由于变量数学的渗透而在内容上得到极大的丰富，在思想方法上发生一连串深刻的变革，并由此产生出许多新的分支学科。解析数论和微分几何等分支学科，就是变量数学的思想方法向传统数论和传统几何渗透的产物。就变量数学本身而言，由于它在生产技术和自然科学中有着广泛的应用，所以它一产生出来就得到蓬勃而迅速的发展，并由此相继派生出许多新的分支学科，逐渐形成一个庞大的体系，如级数论、常微分方程论、偏微分方程论、差分学、复变函数论、实变函数论、积分方程、泛函分析等。总之，变量数学无论从内容、思想方法上，还是从应用的范围上，很快就在整个数学中占据了主导地位，长时期以来一直规定和影响着近、现代数学发展的方向。

此外，变量数学的产生还有着深远的哲学意义。众所周知，变量数学的许多基本概念，诸如变量、函数、导数和微分，以及微分法和积分法，从哲学上看，不外是辩证法在数学中的运用，而且是辩证法在数学中取得的一次根本性胜利。

四、从必然数学到或然数学

在现实世界中存在着两类性质截然不同的现象：一类是必然现象，另一类是或然现象。描述和研究必然现象的量及其关系的数学部分，称为必然数学；描述和研究或然现象的量及其关系的数学部分，称为或然数学。从必然数学到或然数学，是数学研究对象的一次显著扩张，也是数学思想方法的又一次重大突破。

（一）或然数学的现实基础

或然数学的对象是或然现象。所谓或然现象，是指这样的一类现象：它在一定条件下可能会引起某种结果，也可能不引起这种结果。也就是说，在或然现象中，条件和结果之间不存在必然性的联系。例如，投掷一枚硬币，可能出现正面，也可能出现反面。

与或然现象不同，在必然现象中，只要条件具备，某种结果就一定会发生，即条件和结果之间存在着必然性联系。因此，对于必然现象，可由条件预知结果如何。这一点正是必然数学的现实基础。例如，当我们用微分方程定量描述某些必然现象的运动和变化过程时，只要建立起相应的微分方程式，并给定问题的初始条件，就可以通过求解微分方程预知未来某时刻这种现象的状态。19世纪英国天文学家亚当斯借助微分方程预言海王星的存在及其在天空中的位置，就是典型的一例。

由于或然现象的条件和结果之间不存在必然性的联系，因此无法用必然数学来加以精确的定量描述。例如，投掷一枚质量均匀的硬币，要想预先准确计算出它一定会出现正面或一定会出现反面，是不可能的。但是，这并不意味着或然现象不存在着数量规律，也不意味着不能从量上来描述和研究或然现象的规律。

从表面上看，或然现象是杂乱无章的，无任何规律可谈，但如果仔细考察，就会发现当同类的或然现象大量重复出现时，它在总体上将会呈现出某种规律性。

大量同类或然现象所呈现出来的集体规律性，叫做统计规律性。这种统计规律性的存在，就是或然数学的现实基础。

统计规律性是基于大量或然现象而言的。这里的“大量”包含两层意思：其一是某一或然现象在相同的条件下多次甚至无限地重复出现，如多次投掷硬币，连续发射炮弹，连日观测气温等。其二是众多的同类或然现象同时发生，如容器内的气体分子，电子束中的电子，小麦的催芽实验等。

由于统计规律是一种宏观的、总体性的规律，不同于单个事物或现象表现出那种“微观性”的规律，因此或然数学在研究方法上有其自身的特殊性。统计方法就是它的一种基本研究方法。统计方法的基本思想是：从一组样本分析、判断整个对象系统的性质和特征。统计方法的逻辑依据是“由局部到整体”、“由特殊到一般”，是归纳推理在数学上的一种具体应用。

（二）或然数学的产生和发展

概率论是或然数学的一门基础理论，也是历史上最先出现的或然数学的分支学科。它的创立可作为或然数学产生的标志。

概率论创立于17世纪，但它的思想萌芽至少可追溯到16世纪。在自然界和社会生活中存在着各种各类的或然现象，但最先引起数学家们注意的则是赌博中的问题。16世纪意大利数学家卡当曾计算过掷两颗或三颗子时，在所有可能方法中有多少种方法能得到某一预想的总点数。他的研究成果集中体现在他的《论赌博》一书中。由于赌博中的概率问题最为典型，因此从这类问题着手研究或然现象的数量规律，便成为当时数学研究的一个重要课题。促使概率论产生的直接动力是社会保险事业的需要。17世纪资本主义工业与商业的兴起和发展，使社会保险事业应运而生。这就刺激了数学家们对概率问题研究的兴趣，因为保险公司需要计算各种意外事件发生的概率，如火灾、水灾和死亡等。由于概率论的思想与方法在保险理论、人口统计、射击理论、财政预算、产品检验以及医学、物理学和天文学中有着广泛的应用，所以它很快就成为许多数学家认真探讨的一个研究领域。作为数学的一个分支学科，它是经17世纪许多数学家之手创立起来的，其中作出突出贡献的有帕斯卡、费尔马、惠更斯和雅各·伯努利等人。

概率论的许多重要定理是在18世纪提出和建立起来的。例如，美佛在他的《机会的学问》一书中，提出了著名的“美佛—拉普拉斯中心极限定理”的一种特殊情况。拉普拉斯提出了这一定理的一般情况，他撰写的两部著作《分析概率论》和《概率的哲学探讨》，具有重要的理论和应用价值。蒲丰在其《或然算术实验》一书中，提出了有名的“蒲丰问题”，对这一问题的研究，后来导致了著名的蒙特卡洛方法的产生。高斯和泊松也对概率论作出了重要贡献，高斯奠定了最小二乘法和误差理论的基础，泊松提出了一种重要的概率分布——泊松分布。

从19世纪末开始，随着生产和科学技术中概率问题的大量出现，概率论得到迅速发展，并不断地派生出一系列新的分支理论。俄国的马尔科夫过程论，在原子物理、理论物理、化学和公共事业等方面有着广泛的应用。此外，还有平稳随机过程论、随机微分方程论、多元分析、试验分析、概率逻辑、数理统计、统计物理学、统计生物学、统计医学等等。目前，或然数学已成为具有众多分支的庞大数学部门，它仍处于发展之中，它的理论和方法在科学技术、工农业生产、国防和国民经济各部门日益得到更加广泛的应用。

五、从明晰数学到模糊数学

20世纪60年代，随着现代科学技术的发展，数学领域又产生出了一支新秀——模糊数学。模糊数学无论在研究对象还是在思想方法上，都与已有的数学有着质的不同，它的产生不仅极大地拓展了数学的研究范围，而且带来了数学思想方法的一次重大突破。

（一）模糊数学产生的背景

模糊数学是在特定的历史背景中产生的，它是数学适应现代科学技术需要的产物。

首先，现实世界中存在着大量模糊的量，对这类量的描述和研究需要一种新的数学工具。我们知道，现实世界中的量是多种多样的，如果按着界限是否分明，可把这无限多样的量分为两类：一类是明晰的，另一类是模糊的。实践表明，在自然界、生产、科学技术以及生活中，模糊的量是普遍存在的。如“高压”、“低温”、“偏上”、“适度”、“附近”、“美丽”、“温和”、“老年”、“健康”等等这些概念作为现实世界事物和现象的状态反映，在量上是没有明晰界限的。

模糊数学产生之前的数学，只能精确地描述和研究那些界限分明的量，即明晰的量，把它们用于描述和研究模糊的量就失效了。对那些模糊的量，只有用一种“模糊”的方法去描述和处理，才能使结果符合实际。因此，随着社会实践的深化和科学技术的发展，对“模糊”数学方法进行研究也就成为十分必要的了。

其次，电子计算机的发展为模糊数学的诞生准备了摇篮。自20世纪40年代电子计算机问世以来，电子计算机在生产、科学技术各领域的应用日益广泛。电子计算机发展的一个重要方向是模拟人脑的思维，以便能处理生物系统、航天系统以及各种复杂的社会系统。而人脑本身就是一种极其复杂的系统。人脑中的思维活动之所以具有高度的灵活性，能够应付复杂多变的环境，一个重要的原因是逻辑思维和非逻辑思维同时在起作用。一般说来，逻辑思维活动可用明晰数学来描述和刻画，而非逻辑思维活动却具有很大的模糊性，无法用明晰数学来描述和刻画。因此，以二值逻辑为理论基础的电子计算机，也就无法真实地模拟人脑的思维活动，自然也就不具备人脑处理复杂问题的能力。这对电子计算机特别是人工智能的发展，无疑是一个极大的障碍。为了把人的自然语言算法化并编入程序，让电子计算机能够描述和处理那些具有模糊量的事物，从而完成更为复杂的工作，就必须建立起一种能够描述和处理模糊的量及其关系的数学理论，这就是模糊数学产生的直接背景。

模糊数学的创立者是美国加利福尼亚大学的札德教授。为了改进和提高电子计算机，他认真研究了传统数学的基础——集合论。他认为，要想从根本上解决电子计算机发展与数学工具局限性的矛盾，必须建立起一种新的集合理论。1966年，他发表了题为《模糊集合》的论文，由此开拓出了模糊数学这一新的数学领域。

（二）模糊数学的理论基础

明晰数学的理论基础是普通集合论，模糊数学的理论基础则是模糊集合论。札德也正是从模糊集合论着手，建立起模糊数学的。

模糊集合论与普通集合论的根本区别，在于两者赖以存在的基本理论——集合的意义不同。普通集合论的基本概念是普通集合，即明晰集合。对于这种集合，一个事物与它有着明确的隶属关系，要么属于这个集合，要么不属于这个集合，两者必居其一，不能模棱两可，如果用函数关系式表示，可写成
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这里的A（u）称为集合A的特征函数。特征函数的逻辑基础是二值逻辑，它是对事物“非此即彼”状态的定量描述，但不能用于刻画某些事物在中介过渡时多呈现出的“亦此亦彼”性。例如，取A为老年人集合，u
 为一个年龄为50岁的人，我们拿不出什么令人信服的理由来确定A（u）的值是1还是0。这正是普通集合论的局限之所在。

与普通集合不同，模糊集合的逻辑基础是多值逻辑。对于这种集合，一个事物与它没有“属于”或“不属于”这种绝对分明的隶属关系，因而也就不能用特征函数A（u）来描述。那么，怎样才能定量地描述模糊集合的性质和特征呢？模糊集合论的创立者札德给出了隶属函数的概念，用以代替普通集合论中的特征函数概念。隶属函数的实质，是将特征函数由二值｛0，1｝推广到［0，1］闭区间上的任意值。通常把隶属函数表示为μ（u），它满足

0≤μ（u）≤1（或记作μ（u）∈［0，1］）。

有了隶属函数概念，就可给模糊集合下一个准确的定义了。札德在1965年的论文中给出了如下的定义：

所谓给定了论域U上的一个模糊子集A，是指：对于任意u∈U，都指定了一个数μA
 （u）∈［0，1］，叫做u对A的隶属度，函数μA
 叫做A的隶属函数。

隶属函数的选取是一个较为复杂的问题，目前还没有一个固定和通用的模式，它依问题的不同可以有不同的表达形式。在许多情况下，它是凭借经验或统计分析确定的。

例如，某小组有五名同学，记作u1
 ，u2
 ，u3
 ，u4
 ，u5
 ，取论域U＝｛u1
 ，u2
 ，u3
 ，u4
 ，u5
 ｝，现在取A为由“性格稳重”的同学组成的集合，显然这是一个模糊集合。为确定每个同学隶属于A的程度，我们分别给每个同学的性格稳重程度打分，按百分制给分，再除以100，这里实际上就是在求隶属函数μA
 （u）。如果打分的结果是

u1
 得85分

u2
 得75分

u3
 得98分

u4
 得30分

u5
 得60分

那么隶属函数的值应是

μA
 （u1
 ）＝0.85

μA
 （u2
 ）＝0.75

μA
 （u3
 ）＝0.98

μA
 （u4
 ）＝0.30

μA
 （u5
 ）＝0.60

可表示为

A＝（0.85，0.75，0.98，0.30，0.60），

还可表示为
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或A＝｛（0.85，u1
 ），（0.75，u2
 ），（0.98，u3
 ），（0.30，u4
 ），（0.60，u5
 ）｝。

普通集合与模糊集合有着内在的联系，这可由特征函数A（μ）和隶属函数μA
 （u）的关系来分析。事实上，当隶属函数μA
 （u）只取［0，1］闭区间的两个端点值｛0，1｝时，隶属函数μA
 （u）也就退化为特征函数A（u），从而模糊子集A也就转化为普通集合A。这就表明，普通集合是模糊集合的特殊情况，模糊集合是普通集合的推广，它们既相互区别，又相互联结，而且在一定条件下相互转化。正因为有此内在的联系，决定了模糊数学可以广泛地使用明晰数学的方法，从明晰数学到模糊数学存在着由此达彼的桥梁。

模糊数学作为一门新兴的数学学科，虽然它的历史很短，但由于它是在现代科学技术迫切需要下应运而生的，因而对于它的研究，无论是基础理论还是实际应用，都得到了迅速的发展。

就其基础理论而言，模糊数学研究的课题已涉及到广泛的范围，如模糊数、模糊关系、模糊矩阵、模糊图、模糊映射和变换、模糊概率、模糊判断、模糊规划、模糊逻辑、模糊识别和模糊控制等。

在应用方面，模糊数学的思想与方法正在广泛渗透到科学和技术的各个领域，如物理学、化学、生物学、医学、心理学、气象学、地质学、经济学、语言学、系统论、信息论、控制论和人工智能等，同时在工农业生产的许多部门已取得明显的社会效益。

六、从手工证明到机器证明

机器证明是20世纪50年代开始兴起的一个数学领域，也是现代人工智能发展的一个重要方向。从传统的手工证明到定理的机器证明，是现代数学思想方法的一次重大突破。

（一）机器证明的必要性和可能性

定理机器证明的出现不是偶然的，而是有其客观必然性，它既是电子计算机和人工智能发展的产物，也是数学自身发展的需要。

首先，现代数学的发展迫切需要把数学家从繁难的逻辑推演中解放出来。我们知道，任何数学命题的确立都需要严格的逻辑证明，而数学命题的证明是一种极其复杂而又富有创造性的思维活动，它不仅需要根据已有知识和给定条件进行逻辑推理的能力，而且常常需要相当高的技巧、灵感和洞察力。有时为寻找一个定理的证明，还需要开拓一种全新的思路，而这种思路的形成竟要数学家们付出几十年、几百年乃至上千年的艰苦努力。如果把定理的证明交给计算机去完成，那就可以使数学家从冗长繁难的逻辑推演中解放出来，从而可以把精力和聪明才智更多地用于富有开创性的工作，诸如建立新的数学概念，提出新的数学猜想，构造新的数学命题，创造新的数学方法，开辟新的数学领域等等，由此提高数学创造的效率。

其次，机器证明的必要性，还表现在数学中存在着大量传统的单纯人脑支配手工操作的研究方法难以奏效的证明问题。这些问题往往因为证明步骤过于冗长，工作量十分巨大，使数学家在有生之年无法完成。电子计算机具有信息存储量大，信息加工及变换的速度快等优越性，这就突破了人脑生理机制的局限性与时空障碍。也就是说，如果借助电子计算机的优势就有可能使某些复杂繁难的证明问题得以解决。“四色猜想”的证明就是一个令人信服的范例。“四色猜想”提出于19世纪中叶，它的内容简单说来就是：对于平面或球面的任何地图，用四种颜色，就可使相邻的国家或地区区分开。沿着传统的手工式证明的道路，数学家们做了各种尝试，结果都未能奏效。直到1976年，由于借助于电子计算机才解决了这道百年难题。为证明它，高速电子计算机花费了120个机器小时，完成了300多亿个逻辑判断。如果这项工作由一个人用手工去完成，大约需要30万年。

第三，机器证明的可能性，从认识论上看，是由创造性工作和非创造性工作之间的关系决定的。我们知道，在定理的证明过程中，既有创造性思维活动，又有非创造性思维活动，而思维活动中的创造性工作和非创造性工作并不是完全割裂的，而是互为前提、相互制约、相互转化的，非创造性工作是创造性工作的基础，创造性工作又可以通过某种途径部分地转化为非创造性工作。当我们通过算法程序把定理证明中的创造性工作转化为非创造性工作之后，也就有可能把定理的证明交给计算机去完成。

第四，理论研究已经表明，的确有不少类型的定理证明可以机械化，可以放心地让计算机完成。希尔伯特和塔尔斯基的机械化定理，就是对定理证明机械化可能性的一种理论探讨。吴文俊教授对几何定理证明机械化的可能性曾作过深入的研究，他将可施行机械化证明的实现划分为三种不同的类型，并给出了实现机器证明的一个行之有效的一般方法，这个一般化方法的基本思想是：首先借助坐标系，把定理的假设与求证部分用一些代数关系式来表示，然后再把定理的假设与求证部分用一些代数关系式来表示，然后再把表示代数关系的多项式做适当处理，即把终结多项式中的坐标逐个消去，当消去的结果为零时，定理也就得证。

目前，机器证明作为数学研究的一种方法，还存在着许多理论和技术上的问题，这些问题的解决将有待于算法理论，计算机科学和人工智能等各个领域出现新的重大突破。

（二）机器证明的兴起和进展

机器证明的思想渊源可追溯到几何代数化思想的出现，然而历史上最先从理论上明确提出定理证明机械化思想的是希尔伯特。1899年，他在《几何基础》这部经典著作中指出，初等几何中涉及从属平行的定理可以实现证明的机械化，他还提出了有名的“希尔伯特机械化定理”。希尔伯特的几何机械化思想遵循的就是一条几何代数化的道路：从公理系统出发，建立坐标系，引进数系统，把几何定理的证明转化为代数式的计算。这是一条从公理化走向代数化直至数值化的道路。1950年，波兰数理逻辑学家塔尔斯基进一步从理论上证明，初等代数和初等几何的定理可以机械化。他还提出了以他的名字命名的机械化定理以及制造证明机的设想。

机器证明史上的第一项奠基性的突破，是由美国的卡内基大学—兰德公司协作组做出的。1956年，这个协作组的西蒙、纽厄尔和肖乌等人在电子计算机上成功地证明了罗素和怀特海所著的《数学原理》第二章52条定理中的38条。这一年可作为历史上计算机证明定理的开端。1963年，他们又在计算机上证明了全部的52条定理，西蒙等人使用的是LT（逻辑理论机）程序。这种程序不是刻板的固定算法程序，而是使用了心理学方法，将人脑在进行演绎推理时的逻辑过程、所遵循的一般规则和经常采用的策略、技巧，以及简化步骤的一些方法等编进计算机程序，让计算机具有自己去探索解题途径的某种能力。这一程序为机器证明提供了一个切实可行的算法，通常称它为“启发式程序”。

在机器证明的开拓者中，还有著名的美籍华人王浩教授。1959年，他只用9分钟的机器时间，就在计算机上证明了罗素和怀特海《数学原理》一书中的一阶逻辑部分的全部定理350多条，在当时数学界引起了轰动。

改进算法程序是提高机器证明效率的一个重要方面。在这方面，美国数学家鲁滨逊首先取得了重大突破。1965年，他提出了有名的归结原理。这一原理的基本出发点是，要证明任何一个命题为真，都可以通过证明其否定为假来得到。它要求把问题用一阶逻辑表示出来，并且变为只具有永真式或永假式性质的公式。由于许多定理都可以在一阶逻辑中得到表示，因而这一程序具有较大的实用性，对提高机器证明的效率有着重要的方法论意义，大大推动了机器证明的研究。

20世纪70年代，机器证明得到了重大进展。1976年，美国数学家阿佩尔和黑肯借助计算机成功地解决了“四色猜想”的证明问题。这是机器证明首次解决传统人脑支配手工操作所长期没能解决的重大问题。1971—1977年间，莱得索等人给出了分析拓扑学和集合论方面的一些著名定理的机器证明。1979年，波依尔和穆尔等人作出了递归函数方面的机器证明系统。

我国数学家在机器证明研究上取得了显著的成果，引起了国内外学术界的关注。1977年，吴文俊教授证明了初等几何主要一些定理的证明可以机械化。1980年，他还用一部微机在20和60个机器小时左右分别发现了两个几何学的新定理。吉林大学和武汉大学的研究人员也在定理的机器证明方面取得了许多可喜的成果。

上面我们考察和分析了数学史上发生的6次重大突破。除了这6次重大突破外，还有许多重大事件也都具有一定的突破性，它们都不同程度地带来了数学思想方法的重大变化。如非欧几何的发展，群论的产生，勒贝格积分的建立，突变理论的出现，非标准分析的诞生，就是这样的事件。现代科学技术革命的兴起，向数学提出了一系列新的重大课题，可以预想，对这些课题的探讨，必将会引起数学在思想方法上发生重大突破，使数学的面貌发生新的改观。


第三章

数学悖论与数学危机

数学悖论是数学发展过程中的一个重要存在形态，它的出现，本来并没有引起人们的重视，可是19世纪90年代以来，由于数学基础学科集合论中出现的悖论，才开始引起数学家的注意。为了排除数学悖论，20世纪初形成了三大学派，从而推动了20世纪数学的发展。本章就数学悖论的含义，数学悖论与三次数学危机的关系，以及数学基础的三大学派作概括性的介绍。

第一节　数学悖论

一、悖论的定义

笼统地说，悖论是指这样的推理过程：它看上去是合理的，但结果却得出了逻辑矛盾。

关于悖论的定义，有各种不同的说法，徐利治教授主张采用弗兰克尔和巴—希勒尔的说法较合理。弗兰克尔和巴—希勒尔（Fraenkel和Bar-Hillel）在《集合论基础》中给出了如下的定义：如果某一理论的公理看上去是真实的，它的推理规则看上去也是有效的，但在该理论中却证明了两个互相矛盾的命题，或者证明了这样一个复合命题，它表现为两个互相矛盾的命题的等价式。那么，就说这个理论是包含悖论的。

这个定义中明确了如下三点：①悖论总是相对于某一理论而言的；②一个悖论可以表现为某一理论中两个互相矛盾的命题的形式；③悖论也可集中地表现为肯定等价于否定的复合命题。

所谓悖论与一定的历史条件相联系，与人们在相应的历史条件下的认识水平密切相关，其实质在于悖论是相对于特定的理论体系而言的。面对悖论，人们也就努力去探索或建立新的理论，使之既不损坏原有理论的精华，又能消除悖论。因此，客观上悖论推动了理论的研究和发展。数学中的悖论推动了数学的发展。

二、历史上一些重要的悖论

关于悖论的起源问题，早在古希腊就出现了。下面我们举些常见的悖论。

（一）芝诺悖论

公元前400多年，古希腊埃利亚学派巴门尼德的门徒芝诺（Zeno of Elea，约公元前490—约公元前430）大约创设了40个悖论，流传下来的有8个，其中用来反对赫拉克利特的流动说，以维护埃利亚学派的静止说的、与运动有关的4个悖论最有名，分别是：

二分法悖论：提出这一悖论的目的在于否定运动的存在，其理由是：“在你穿过一段距离之前，必先穿过这个距离的一半。”意思是说，从A点出发，为了通过AB，必须先到达AB的中点C，为了到达C，必先到达AC的中点D。如此无限继续下去，以至这种运动永远不能开始。

阿基里斯悖论：“跑得最快的阿基里斯永远追不上爬得最慢的乌龟。”意思是说，甲跑的速度远大于乙，但乙比甲先行了一段距离，甲为了赶上乙，必须超过乙开始的A点，但甲到了A点，乙已进到了A1
 点，而当甲到A1
 点时，乙又进到了A2
 点。如此继续下去，以至于甲永远也追不上乙。

飞箭静止悖论：“飞着的箭是静止的。”因为，如果每一件东西在占据一个与它自身相等的空间时是静止的，而飞着的东西在任何一定的瞬间总是占据一个与它自身相等的空间，那么它就不能动了。

运动场（stadium）悖论：“一半时间和整个时间相等。”假设有三列物体，其中的一列｛A｝，当其他二列｛B、C｝以相等的速度作相反方向运动时是静止的，在它们都走过同样的一段距离的时间中，B越过A列物体的数目，要比它越过C列物体的数目少一半。因此它用来越过A列的时间要比它越过C列的时间短一半。但是B和C用来走过A的位置的时间都是相等的，所以整个的时间等于一半的时间（图3-1）。
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图3-1

芝诺悖论除了涉及空间和时间概念外，还与无限问题有密切的联系，这表明当时人们对无限的认识是缺乏严密逻辑基础的。因此，芝诺悖论的提出也影响了数学的发展。

芝诺悖论似是而非：经验告诉人们，运动是客观存在的；直觉也告诉人们，阿基里斯赶上乌龟不费吹灰之力。但芝诺的论证又无懈可击，那么问题出在什么地方呢？人们发现，芝诺所有的悖论都是建立在空间和时间可以无限分割这一假说基础之上的，如果抛弃了这一可分性，芝诺悖论将不再成立。

（二）伽利略悖论

由于主观认识上的错误而造成的悖论就不是推理看上去好像是合理的问题，而是传统观念貌似事实的事了。伽利略悖论就属于这类悖论。

1638年，伽利略指出如下事实；

如果在正整数和正整数的平方数之间建立一一对应，如图3-2所示。
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图3-2

这样一来，整体和部分就相等了。但是，人们的传统观念总认为“整体是大于部分的”，却不知道这只能适用于有限量，而不能应用于无穷量，因此，上述论证就被看成是一个悖论。这就是伽利略悖论。

（三）说谎悖论

与定义的含义较为接近的并可视作悖论的直接起源的是如下的实际上构不成悖论的悖论。

公元前6世纪，古希腊克里特岛的哲学家伊壁门尼德斯有如下断言：

“所有的克里特人所说的每一句话都是谎言。”

试问这句话是真还是假。如果它是真，由于伊壁门尼德斯本人也是克里特岛人，从而可推出它假。因之，由它为真可导致它为假。反之，由它为假，并不导致任何矛盾。但是，经过公元4世纪欧布里德的改进，就变成了下面的悖论。

撒谎者悖论：“我现在所说的是假话。”

如果这句话为真，则可推出它为假。反之，由它的假，可导致它为真。这就构成了悖论。但是这样一个前提太强，给人的感觉是在人为地制造悖论。后来，人们构造了等价于撒谎者悖论的强化了的撒谎者悖论，即“永恒性撒谎者悖论”，现陈述如下：由于上述除了这句话本身之外别无它话，因此，若该话为真，则要承认说话之结论，从而推出该话为假。反之，若该话为假，则应肯定该话结论的反面为真，从而推出该话为真。这个悖论的症结在于作论断的话与被论断的话混而为一。要排除这种悖论在于语言的分层，这正是语义学所研究的内容。这类悖论称为“语义学悖论”，是指这样一种悖论：“对于这种悖论的构造来说，像‘表明’、‘描述’、‘真’等这样一些语义项是必不可少的。”此外，这类悖论的构造中还必须进行语义的分析。

（四）逻辑—数学悖论

仅借以逻辑和数学的符号而得以构造的悖论就叫做“逻辑—数学悖论”，它主要包括布拉里—福蒂、康托尔悖论和罗素悖论。

1897年意大利数学家布拉里—福蒂在超穷序列理论中得到一个悖论，这就是布拉里—福蒂悖论，这个悖论的内容为：序数按照它们的自然顺序，形成一个良序集。这个良序集合根据定义也有一个序数Ω，这个叙述Ω由定义应该属于这个良序集。可是由序数的定义，序数序列中任何一段的序数要大于这段之内的任何序数，因此，Ω应该比任何序数都大，从而不属于这个良序集，矛盾。

在1899年，康托尔发现一个悖论，人们叫做康托尔悖论，现叙述如下：依据基数理论可证明：任何集合M的基数[image: alt]
 小于集合M的幂集P（M）的基数[image: alt]
 这一事实在集合论中称康托尔定理。

根据集合论的概括原则，可有一切集合所组成的集合S。由康托尔定理知[image: alt]
 ；但又可证P（S）是S的子集，故又有[image: alt]
 ，矛盾。这就是康托尔悖论。

1902年，英国著名哲学家、逻辑学家B·罗素提出一个最有影响的悖论，现在叙述如下：由于对于任一集合都可以考虑其是否属于自身的问题，因此依据概括原则，就可从谓词“不属于自身”出发去构造出一个新的集合S0
 ，它是由所有那些不属于自身的集合所组成的，即S0
 ＝｛x|x[image: alt]
 x｝。

由于S0
 也是集合，因此又可进而考虑“S0
 是否属于自身的问题。依据排中律，这时必然有S0
 ∈S0
 ，则由S0
 的定义就可知S0
 不属于自身，即S0
 [image: alt]
 S0
 ，这是自相矛盾的。

而如果S0
 [image: alt]
 S0
 ，则由于S0
 不属于自身，由S0
 的定义可知S0
 属于S0
 ，即S0
 ∈S0
 ，这又是自相矛盾的。

于是，不论哪种说法都避免不了矛盾，这就是罗素悖论。1919年罗素又把他提出的这一悖论通俗化为如下的理发师悖论：

萨魏尔村有一位理发师，他给自己立了一条规则：他只给村子里自己不给自己刮胡子的人刮胡子。

请问：这位理发师该不该给自己刮胡子？

如果他不给自己刮胡子，那么，他属于“自己不给自己刮胡子“的那一类村民，按约定，他必须给自己刮胡子。反之，如果他给自己刮胡子，那么他属于“自己给自己刮胡子”的那一类村民，按约定，他决不应该给自己刮胡子。

不论哪种说法，都导致矛盾，这就是理发师悖论。

不仅在数学基础的集合论中存在悖论，在其他数学学科如概率、统计也都存在悖论。在其他非数学学科如天文学和现代物理中，关于时空的悖论更为广泛和复杂，这里我们就不一一列举了。

第二节　数学危机

数学基础包含了哲学、方法论和逻辑三方面的问题，对它们的研究，现在已经发展成为一门关于“数学真理的性质和依据”的重要数学分支。实际上，它包括了数学概念、数学理论的构成，数学证明的方法和依据，数学理论的真理性。

所谓数学危机，是源自那些威胁到整个数学基础的矛盾，或者说是人们对数学基础理论的一种普遍危机感。在数学中存在着各种各样的矛盾，如正与负，有理数与无理数，有限与无限，连续与离散，积分与微分等等。整个的数学发展史，贯穿着矛盾的斗争与解放。而当矛盾达到白热化以至于影响数学基础时，就产生了数学危机。悖论在数学基础理论中出现，就是矛盾出现白热化，从而冲击了人们的传统观念，引起了普遍的危机感。这种危机感在数学史上出现了三次。

一、“毕达哥拉斯悖论”与第一次数学危机

数学史上第一次数学危机发生在古希腊时期，导致这一危机的直接原因是不可公度线段的出现。

（一）第一次数学危机产生的经过

公元前5世纪，古希腊的毕达哥拉斯（Pythagoras）学派的希帕索斯，发现了等腰直角三角形的直角边与斜边不可通约。这本来是人类对数认识的一次重大飞跃，是数学史上的伟大发现，但由于毕达哥拉斯学派被自己的哲学偏见所禁锢，使他们陷入极度不安的深渊之中。这一发现不仅对毕氏学派的学说是致命的损害，而且对人们当时的见解也是极大的冲击。当时，人们刚刚由自然数扩充到有理数，根据经验完全确信“一切量都可以用有理数表示”。这也就是说，在任何精度范围内的任何量，都可以表示成有理数，这在当时的希腊是人们的一种普通信仰，这是毕达哥拉斯学派的基本信条。因此，按照毕达哥拉斯学派的这种信条，不可公度的线段是不可能存在的。但是，另一方面，可以证明正方形的对角线长就是不可公度的线段，矛盾。这就形成了一个悖论，这一悖论人们叫做毕达哥拉斯悖论。这一悖论触犯了毕达哥拉斯的根本信条，因此在当时直接导致了认识上的“危机”，从而产生了数学第一次危机。

相传，希帕索斯的科学发现，不但没有获得应得的奖赏，反而被他们的同伙抛进大海，给予“淹死”惩罚。希帕索斯为发现真理而献出了宝贵的生命，成为第一次数学危机的殉葬品。但是希帕索斯的发现却是淹不死的，它以顽强的生命力被广为流传，迫使人们去认识和理解自然数及其比不能包括一切几何量。

（二）第一次数学危机的产物——公理几何与逻辑的诞生

因为整数实际上是表示离散的量，而可公度比实际上也是站在把每个量看作是单位量的离散的集合的基础上表示两个离散量的关系。但是现实的量除了离散的量，还存在着连续的量，这就是不可公度比产生的原因。由此看来，毕达哥拉斯悖论是由于主观认识上的错误而造成的。他们没有认识到“一切数量都是可以归结为整数比”的结论的相对性，因此，使这一结论与2的无理性的证明就构成了矛盾，即形成了毕达哥拉斯悖论。

古希腊著名哲学家亚里士多德在《分析论前书》中给出了[image: alt]
 是无理数的证明。

假设设[image: alt]
 是有理数，则可设[image: alt]
 ，

式子两边平方，则有[image: alt]
 ，即p2
 ＝2q2
 。

对这个式子简单讨论一下。因为式子右边是偶数，所以显见p为偶数。而p、q都是偶数，这与[image: alt]
 为既约分数矛盾。因而假设错误，于是我们证明了[image: alt]
 是无理数。

希帕索斯的发现，一方面促使人们进一步去认识和理解无理数，另一方面导致了公理几何学和古典逻辑的诞生。几何量不能完全由整数及其比表示。反之，数都可以由几何量表示。整数受人尊崇的地位动摇了。几何学开始在希腊数学中占有特殊地位了。同时也反映出，直觉和经验不一定靠得住，推理证明才是可靠的。从此希腊人开始重视几何的演绎推理，并由此建立了几何的公理体系。这是数学思想上的一次巨大革命。同时也迫使毕达哥拉斯学派提出原子概念去解决毕达哥拉斯悖论，但是这又引起了芝诺的悖论。所以，毕达哥拉斯悖论连同芝诺悖论一起构成了第一次数学危机。

芝诺悖论产生的症结在于把量的离散性与连续性的对立统一先割裂开来，过分强调矛盾的一方，然后再把矛盾的双方机械地联系起来。两分法悖论片面强调“空间无限可分性”上。箭的悖论突出地表现在片面强调就一个孤立的点来考虑箭的运动上。

二、“贝克莱悖论”与第二次数学危机

（一）第二次数学危机产生的经过

微积分，作为人类思维的伟大成果之一，诞生于17世纪，完善于19世纪。微积分思想是与许多概念联系在一起的，如连续、极限、无限（无穷大、无穷小）等。当毕达哥拉斯学派在发现不可公度量的存在时，他们已经面对了“离散与连续的关系”这一难题。

数学史上把18世纪微积分诞生以来在数学界出现的混乱局面叫做数学的第二次危机。17世纪建立起来的微积分理论在实践中取得了成功的应用。大部分数学家对于这一理论的可靠性深信不移；但是，当时的微积分理论主要是建立在无穷小分析之上的，而无穷小分析后来被证明是包含逻辑矛盾的。这就是所谓的“贝克莱悖论”。粗略地，贝克莱悖论可以表述为“无穷小量究竟是否为0”的问题：就无穷小量的实际应用而言，它必须既是0，又不是0；但从形式逻辑的角度看，这无疑是一个矛盾。我们通过下面的例子来详细叙述。

[image: alt]


图3-3

1696年，在牛顿所著的小册子《运用无穷多项方程的分析学》中有如下一题：

已知一条曲线y，如图3-3所示，曲线下的面积为z，且

z＝axm
 ，　　　　（1）

x变化，得到无穷小增量“o”，牛顿称为“瞬”，则z的增量为

[image: alt]


式（2）－式（1）

得[image: alt]


式（3）除以无穷小量o，

得[image: alt]


在式（4）中舍去含有无穷小增量o的项，得

y＝maxm－1
 。　　　（5）

式（5）说明，面积在x点的变化率是曲线在x处的y的值；反之，如果曲线是y＝maxm－1
 ，那么在它下面的面积z＝axm
 。这也说明求面积与求它的变化率的过程是可逆的。这是微积分的基本定理。

从上述牛顿推导过程来看，把x变为x＋o，因而axm
 变为a（x＋o）m
 ，接着应用二项式定理予以展开，再用o除等式两边，这只有假定o不为零时，式（3）才能变成式（4），这就是说o应不为零。然而由式（4）得式（5），o又应该是零，否则，是不能随便去掉等式（3）等号右边第二项以后那些项的。

正由于在无穷小方法中包含这一矛盾，早在1694年，荷兰数学家纽文蒂就对无穷小量的应用提出了指责。1734年英国大主教贝克莱在他著的《分析学家》的小册子中指责更加厉害，他说牛顿先认为无穷小量不是零，然后又让它等于零，这违背了背反律。他说牛顿所得的变化率实质上是[image: alt]
 ，它既不是有限量，也不是无穷小量，但又不是“无”，只不过是“消失了量的鬼魂”。贝克莱对微积分的激烈攻击，是出于他的政治目的，他极端恐惧于当时自然科学的发展所造成的对宗教信仰的日益增长的威胁，但当时的微积分理论也的确没有一个牢固的基础。由于分析领域中的一个一个成就不断涌现，但与这个相对照的却是由于基础的含糊不清所导致的矛盾愈来愈尖锐，这就迫使数学家认真清除贝克莱悖论，从而开始了柯西—魏尔斯特的微积分理论的奠基时代。

贝克莱悖论的症结在于无穷小量的辩证性与数学方法的形式特性之间的矛盾的集中表现。无穷小量是极限为零的变量，说它是零，是指它是运动、变化过程的终结，而所谓它是非零，是指它是过程的起点，但在数学中又必须要求对象的明确性和一义性，这是数学的形式逻辑方法所决定的，而数学方法这种形式逻辑的特性就决定了无穷小量的辩证性不可能直接在数学中得到表现。为了在数学中处理无穷小量，这实质上就是通过过程来把握结果，因此，无穷小量方法在实际应用中是有效的。但是，割裂开来的对立双方被推向极端，片面夸大到绝对、僵化的程度，再把它们机械地联结起来，悖论的出现就不可避免了。

（二）第二次数学危机的产物——分析基础理论的完善与集合论的创立

为了解决第二次数学危机，数学家们做了大量的工作，其中柯西是起着承前启后作用的人，他把趋于极限的，特别是趋于极限零的变量概念作为微积分的起点，从而把极限原理和无穷小量、无穷大量原理综合起来。柯西是按如下线索来展开微积分的：

变量、函数→变量的极限→无穷小量、无穷大量→函数的连续性概念→导数的定义等等。

起着关键作用的是极限概念，其定义为：

当一个变量逐次所取的值无限趋近于一个定值，最终使变量的值和该定值之差要多么小就有多么小，这个定值就叫做所有其他值的极限。

柯西用无穷小的极限来定义连续性，用极限和无穷小量来定义连续函数的导数，而无穷小量是用极限来定义的，这样一来，柯西把微积分理论的基础完全建筑在“极限”之上。对极限概念给出了比较“严密”的数学形式的定义，从而使微积分有一个初步的能为大多数数学家所接受的逻辑基础。但在柯西的极限定义中，尚有许多不严格的地方，例如：“无限趋近”、“想要多么小就多么小”、“一个变量趋于它的极限”等之类的话不是严格的逻辑叙述，而是依靠了运动、几何直观的东西。

在柯西的思想中，函数不会直接趋于极限，而必须经过含有无限小的表达式，他把无限小量视作极限论的令人满意的基础。在他的证明过程中，既包括无穷小量，又含有极限。柯西一方面排除了无穷小量的形而上学的绝对存在，而在某些情况下，他又把无穷小量当作某种独立量来使用，允许无穷小量参加运算，没有完全用极限来代替无穷小量。

柯西的极限论是一种潜无限。所谓潜无限，就是把无限作为一种变化着、成长着、被不断地产生出来的东西来解释，它永远处在构造中，永远没有完成。它是一种潜在的，而不是一种实在。极限还是一种无限。所谓实无限，是把无限集合的整体本身作为一个现成的单位来考虑，它是已经构造完成了的东西。

魏尔斯特拉斯进一步改进了柯西的工作，把微积分奠基于算术概念的基础上。他认为“一个变量趋于一个极限”的说法还留有运动观念的痕迹，如果把一个变量简单地解释为一个字母，让字母代表它可以取值的集合中的任何一个数，这样一来，运动的观念就不见了。魏尔斯特拉斯用ε－δ语言来给函数极限的定义作了精确的阐述。现将其叙述如下：

[image: alt]
 ，存在一个正数δ，使得对于区间|x－x0
 |＜δ内的所有x，都有|f（x）－A|＜ε，则f（x）在x＝x0
 处有极限A。

把极限理论建立在ε－δ准则之上就使极限理论精确化了。在上述定义中，f（x）事实上就代表了一个潜无限的过程，而A则是这一过程的结果，即实无限性的表现。因此，所谓ε－δ准则，实质上就是过程和结果之间的联系的反映，而依据这一准则，我们就可以通过对过程的分析来把握相应的结果。而这种动态过程是通过ε－δ这种静态的有限量为路标来刻画的。恩格斯曾说，运动应当从它的反面即从静止找到它的量度，用ε－δ方法定义函数的极限，实质上就是用相对稳定的方式来描述一个变量的运动变化情况。这具体反映在ε的任意给定上。给定反映了运动的相对稳定，它静态描述了函数f（x）的特征，但是ε又是任意的。我们可以取ε的一系列趋于零的正数，这一系列的“静态”描述恰好反映了函数f（x）的“动态”特性。正如放电影一样，一系列动态画面使人有动态的感觉。

由于在严格的极限理论中，极限是作为一种“定义对象”出现的，而不再被看成是相应结果的直接表现，因此，过程与结果之间的联系就被切断了。这样一来，作为一个单独从过程来考察的极限理论，就不再包含任何直接的矛盾，而无穷小量则完全排除掉了。

魏尔斯特拉斯用排除无穷小量的办法来解决贝克莱悖论，而到20世纪60年代，鲁滨逊又把无穷小量请了回来，引进了超实数的概念，从而建立了非标准分析，同样也能精确描述微积分，进而也解决了贝克莱悖论。但我们必须注意，无论是极限理论，还是非标准分析，它们的相容性都没有得到证明。因为它们的无矛盾性归结为实数理论的无矛盾性，而实数理论的无矛盾性又依赖于集合论的无矛盾，但集合论的无矛盾性至今并没有彻底解决。因此，所谓贝克莱悖论已得到解决，只是在一定条件下，得到了相对意义下的解决，像贝克莱悖论这样的悖论得到绝对的解决是不可能的。

由于第二次数学危机，促使数学家深入探讨数学分析的基础——实数理论。19世纪70年代初，魏尔斯特拉斯、康托尔、戴德全等人独立地建立了实数理论。而极限理论又是建立在实数理论的基础上，从而使数学分析奠定在严格的实数理论的基础上，并进而导致集合论的诞生。

三、集合论悖论与第三次数学危机

（一）第三次数学危机产生的经过

19世纪下半叶，康托尔创立了著名的集合论，在集合论刚产生时，曾遭到许多人的猛烈攻击。但不久这一开创性成果就为广大数学家所接受了，并且获得广泛而高度的赞誉。数学家们发现，从自然数与康托尔集合论出发可建立起整个数学大厦，因而集合论成为现代数学的基石。“一切数学成果可建立在集合论基础上”，这一发现使数学家们为之陶醉。1900年于巴黎召开的国际数学会议上，大数学家彭加勒宣称：“数学的严格性，看来直到今天才可以说是实现了。”事实上，当时的数学界是喜气洋洋，一片乐观。

可是，好景不长。在彭加勒胜利宣告数学的严格性已达到不过两年，一个震惊数学界的消息传出：集合论有漏洞！这就是英国数学家罗素提出的著名的罗素悖论。

1903年，英国逻辑学家、哲学家罗素宣布了一条惊人的消息：集合论是自相矛盾的，没有相容性！这就是罗素在集合中发现的矛盾，数学史家称之为罗素悖论。由于这一新发现，使刚刚平静的数学界又掀起“轩然大波”。整个数学界也为之大震，好多大数学家为之大惊失色，不知所措。

其实，在罗素之前集合论中就已经发现了最大基数悖论，例如，1897年，布拉里和福尔蒂提出了最大序数悖论。1899年，康托尔自己发现了最大基数悖论。但是，由于这两个悖论都涉及集合中许多复杂的理论，所以只是在数学界激起了一点小涟漪，未能引起大的注意。罗素悖论则不同，它非常浅显易懂，而且涉及的只是集合论中最基本的东西。所以，罗素悖论一提出就在当时的数学界与逻辑学界内引起了极大震动。如德国数学家G·佛雷格在收到罗素介绍这一悖论的信后伤心地说：“一个科学家所遇到的最不合心意的事莫过于是在他的工作即将结束时，其基础崩溃了。罗素先生的一封信正好把我置于这个境地。”戴德金也因此推迟了他的《什么是数的本质和作用》一文的再版。可以说，这一悖论就像在平静的数学水面上投下了一块巨石，而它所引起的巨大反响导致了第三次数学危机。

（二）第三次数学危机的产物——数理逻辑的发展与一批现代数学的产生

罗素认为解决集合悖论的关键在确定这样的条件，在这种条件下，使相应的集合存在。罗素指出了分析这种条件的三种可能方向：“量性限制理论”、“曲折理论”、“非集合理论”。后来悖论研究基本上按着罗素所指引的方向前进。

由德国数学家E·策墨罗等人发展起来的公理集合化，可以视作量性限制理论的一个具体体现。策墨罗认为，悖论的出现是由于使用了太大的集合，因此必须对康托尔的朴素集合论加以限制，限制到足以排除悖论，同时要保留这个理论所有价值的东西。策墨罗等人研究的结果就是集合论中所谓的ZF系统。在这个系统中能把布拉里—福尔蒂悖论、康托尔悖论等予以排除。如果在ZF系统中再加上选择公理，就构成ZFC系统，只要这个系统无矛盾，那么严格的微积分理论就能在ZFC公理集合论上建立起来。然而ZFC系统本身是否有矛盾至今还没有得到证明。

为了排除集合论悖论，策墨罗等人用公理集合论致力于集合论的改造，罗素等人用类型论致力于集合论的改造，这是两个主要的改造方案。除此之外，数学家在实践中还提出了另一些可排除悖论的方法，这里我们就不再详述了。

作为对罗素悖论的研究与分析的一个间接结果就是哥德尔获得如下的不完备性定理：如果形式算术系统是无矛盾的，则存在着这样一个命题，该命题与其否定在该系统中都不能证明，亦即它是不完备的。

这一定理是数理逻辑发展史上的重大研究成果，是数学与逻辑发展史上的一个里程碑。获得这一结果，正是分析悖论中获得方法上的启发，可见从方法论角度来看悖论的研究确有重大的意义。数学基础、逻辑学、语言学和哲学的研究都与悖论的研究有直接的关系。因此对悖论问题的研究有着重要意义。

本节简单地介绍了数学史上由于数学悖论而导致的三次数学危机与渡过，从中我们不难看到数学悖论在推动数学发展中的巨大作用。有人说：“提出问题就是解决问题的一半”，而数学悖论提出的正是让数学家无法回避的问题。它对数学说：“解决我，不然我将吞掉你的体系！”悖论的出现逼迫数学家投入最大的热情去解决它。而在解决悖论的过程中，各种理论应运而生：第一次数学危机促成了公理几何与逻辑的诞生；第二次数学危机促成了分析基础理论的完善与集合论的创立；第三次数学危机促成了数理逻辑的发展与一批现代数学的产生。

第三节　数学基础的三大学派

什么是数学基础？要想给出一个确切的定义是比较困难的，不过我们把纯数学研究中的如何由某个基本的数学理论出发展开出其他的数学理论和由此引起的数学可靠性的哲学分析，可以看作数学基础研究的对象，也许是符合它的形成和发展历史的。围绕着数学基础之争，形成了现代数学史上著名的三大数学流派，而各派的工作又都促进了数学的大发展等。

从20世纪初开始到30年代左右，由于集合悖论的发现，使许多数学家卷入一场大辩论之中。他们看到这次数学危机动摇了数学大厦的根基，因此必须对数学基础进行严密的考察。原来还不十分明显的意见分歧扩展成为学派之争，相应于数学是什么这个问题的回答，数学基础从它诞生开始便分成了三大哲学流派，这就是以罗素为代表的逻辑派，以布劳威为代表的直觉派，以希尔伯特为代表的形式公理派。

一、逻辑派

逻辑派的主要代表人物是罗素和弗雷格，他们的主要宗旨是把数学还原为逻辑，这就是：从少量的逻辑概念出发，去定义出全部的数学概念；从少量的逻辑命题出发，去演绎出全部的数学定理。

（一）逻辑派的产生

逻辑派的思想萌芽，可追溯到莱布尼兹，但他本人并没有做具体的工作。弗雷格在研究算术公理化时发现，所有的算术概念都可以借助于逻辑概念来定义，所有的算术法则也都可以借助于逻辑法则来证明，从而弗雷格逐渐形成了数学还原为逻辑的观点。他的研究成果发表在《算术基础》和《算术的基本定理》中。罗素在吸收前人成果的基础上，采用了皮亚诺的自然数公理系统来作为自己的基础研究的出发点，于1903年完成了他的《数学的原理》，第一次系统地介绍了自己用逻辑来推算出的数学成果。1910—1913年，罗素与怀特海合著了《数学原理》，完整和更为详细地从公理出发，借助符号逻辑的手段把数学加以严格的处理。

（二）逻辑派的失败

在《数学原理》中并没有把数学还原为逻辑。罗素和怀特海在定义无穷基数时，不得不加一条“无穷公理”，不然就不能定义出自然数全体和无理数，就无法建立一个超穷数理论和实数理论。在证明“非归纳数必定是自反数”时，又必须引进选择公理，否则有很多数学定理就不成立，而“无穷公理”和“选择公理”都不是逻辑公理。另外，在用类型论来处理分析中的问题时，为了避免复杂性，他们又引进了“可化归公理”。由于这一公理随意性很大，因此受到众人的反对。所以逻辑派将数学还原为逻辑的企图不得不以失败而告终。逻辑派之所以失败，最根本的原因在于过分夸大数学与逻辑之间的同一性，而对于数学与逻辑之间质的区别完全抹杀了。我们说数学与逻辑既有同一性，又有它们之间的差别性。它们的同一性首先表现在相互依赖上。数学离不开逻辑，如数学中的公理化方法实质上就是逻辑方法在数学中的直接应用，在公理系统中所有的命题和有关概念都是逻辑地联系起来的。另一方面，数学也促进了逻辑的发展，由传统逻辑向数理逻辑的演进正是数学方法的应用结果。其次，数学与逻辑的同一性表现在两者的共同特性上，这种共同特性最重要的在于它们研究对象的高度抽象性。数学与逻辑的差异性主要表现在研究对象的不同上，尽管它们都是抽象的，但抽象的内容不同，逻辑是研究如何单纯地依据语句的逻辑结构去解决推理的有效性问题，而数学舍弃了事物质的属性，从量的侧面研究客观世界的量的规律性。

（三）逻辑派的贡献

尽管逻辑派的数学哲学观是错误的，但他们在数学研究方面的贡献还是应该肯定的，这主要表现在：

（1）由于弗雷格、罗素等逻辑学派者的工作，形式逻辑基本上实现了从传统逻辑到数理逻辑的发展；

（2）《数学原理》已相当成功地把古典数学纳入了一个统一的公理系统，这就为公理化方法的近代发展奠定了一个必要的基础；

（3）罗素的类型论对于排除悖论具有重要的意义。

二、直觉派

直觉派的主要代表人物是布劳威，其宗旨是以“直觉上的可构造性”作为“可信性”的标准对全部已有数学进行彻底的审查和改造。

（一）直觉派的产生

直觉派认为，集合论悖论决不是偶然现象，它是整个数学所感染的疾病的一种症状，因此，悖论问题不可能通过对已有数学作某些局部的修改和限制加以解决，而必须依据可信性标准对已有数学作全面的审视和改造。那么什么样的概念和方法才是可信的呢？在直觉派看来，这就是“直觉上的可构造性”。直觉派有句著名的口号是：“存在必须是被构造”。这就是说，数学中的概念和方法都必须是构造性的。非构造性的证明是直觉主义者所不能接受的。直觉主义者所说的“直觉”并不是指主体对于客观事物的一种直接把握的能力，而是指思维的本能，是一种心智活动。直觉派把数学建立在自然数理论基础之上。而自然数理论，在他们看来，是直接建立在原始数学直觉之上的，从而也就不需要其他的基础了。所谓原始直觉，就是一个人某一时刻集中注意某一对象，紧接着又集中注意另一对象，这就形成了数1，2，接着由构造法形成3，4，等等，如此构造下去就可以产生出任何一个自然数。为了进一步展开直觉派数学，布劳威又依构造性的标准建立实数理论。

（二）直觉派的失败

直觉派由于“存在必须被构造”的原则出发，对古典逻辑中的排中律、双重否定律等相当一部分原则持排斥态度，对古典数学中的非构造性的结论采取否定态度，对数学中的实无限的对象和方法采取不承认的态度，从而也就抛弃了相当多的数学理论。这是因为直觉派并没有按照他们的目标来重建古典数学。即使直觉派建立起的直觉数学与古典数学相比，有很多地方显得非常烦琐，也并不直观，因此按照直觉派的观点来重建数学是失败的。直觉派重建数学其失败的症结在于他们完全否定数学的客观性。否定非构造性数学和传统逻辑是行不通的。由于直觉派在本质上是主观的和荒谬的，因此，他们以直觉上的可构造性为由来绝对地肯定直觉派数学也就必定是不正确的。离开实践就不可能真正解决数学理论的可靠性。

（三）直觉派的贡献

直觉派的数学哲学理论观点在总体上是错误的，但他们所进行的具体数学工作至今在计算机科学中有着重大的现实意义。

三、形式公理派

形式公理派的创始人是希尔伯特。希尔伯特规划是他在数基础问题上的数学观的主要体现，其核心是：以形式公理化为基础，以有限立场的推理为工具，去证明整个数学的相容性，从而把整个数学建立在一个牢固的可靠基础上。

（一）形式公理派的产生

为了解决悖论问题，希尔伯特指出：只要证明了数学理论的无矛盾性，那么悖论自然就永远被排除了。在1922年汉堡一次会议上，希尔伯特提出了数学基础研究的具体规划，这就是首先将数学理论组织成形式系统，然后，再用有限的方法证明这一系统的无矛盾性。这里所说的形式系统就是形式公理化，所谓的一个数学理论的形式公理化，就是要纯化掉数学对象的一切与形式无关的内容和解释，使数学能从一组公理出发，构成一个纯形式的演绎系统。在这个系统中那些作为出发点的命题就是公理或基本假设，而其余一切命题或定理都能遵循某些假定形式规划与符号逻辑法则逐个地推演出来。

在希尔伯特看来，可信性只存在于有限之中，而对于无限的任何涉及都是不可靠的。为了确保数学的可靠性，希尔伯特把数学划分为“真实数学”和“理想数学”两大类。凡涉及实无限概念和超穷推理方法的数学都称为理想数学，其余的为真实数学。把理想数学组织成形式系统，然后证明其不矛盾性。这样就使无限的思想成分的应用与有限性的观点获得统一，从而也就解决了数学基础问题。

希尔伯特规划包含了对于形式系统的全面研究，其基本内容有以下几点：

（1）证明古典数学的每个分支都可公理化；

（2）证明这样的系统是完备的；

（3）证明这样的系统是不矛盾的；

（4）证明每个这样的系统所相应的模型是同构的；

（5）寻找这样的一种方法，借助于它，可以在有限步骤内判定任一命题的可证明性。

（二）形式公理派的失败

1931年哥德尔公布了“不完备性定理”，这一定理证明了希尔伯特规划是不可能实现的。希尔伯特规划之所以失败就在于他在基础研究中坚持的立场是错误的。他完全否认了无限概念和方法的客观意义，过分夸大了形式研究的作用。事实上，数学的真理性并不存在于形式系统的严格证明里，而归根结底要在与物质世界联系的实践过程中去验证。

（三）形式公理派的贡献

尽管希尔伯特规划失败了，但他们对数学的发展还是作出了重要贡献的，这主要表现在以下几个方面：

（1）由希尔伯特奠定的形式化研究方法有广泛的应用价值，具有重大的方法论意义。

（2）希尔伯特在进行形式公理化研究时涉及到作为研究对象的系统（称之为对象系统），而对“对象系统”进行研究时所用到的数学理论，即“元数学”，亦即形式化研究导致“元数学”的产生。把数学证明作为对象进行研究就产生了“证明论”。证明论这个新兴数学分支的产生，正是希尔伯特致力于其规划的结果，其意义在于使数学研究达到了一个新的高度。


第四章

数学抽象与数学建模

第一节　数学抽象方法

数学从内容到方法都显示出极其高度的抽象性。数学方法是进行科学抽象的一种思维方式，它具有两个基本特征：概括性和深刻性。数学在考虑事物时，把这些事物的物理属性、化学属性或生物属性全撇开，而只考虑其量的特征、形的特征；同时数学的思维具有一定的深刻性，它往往借助于数学概念及以数学概念为基础的规律所进行的推理、判断来达到事物的本质，洞察事物的底蕴。

哥尼斯堡七桥问题是欧拉探究解决并对于开创拓扑学数学分支有重大意义的一个典型例子。

18世纪的哥尼斯堡是德国的一个美丽的城市（现属于俄罗斯）。布勒尔河穿城而过，它有两个支流，在哥尼斯堡城中心汇成大河，河中间有一个小岛，河上有七座桥（图4-1），岛上有一座古老的大学，一座教堂，还有哲学家康德的墓地及塑像。当地的居民，特别是大学生们常常到七桥附近散步。渐渐地大家热衷于一个问题：即一个人如何能不重复地一次走遍这七座桥而返回出发点？很多人作过尝试，但都未能实现，这便产生了数学史上著名的“七桥问题”，1735年一群大学生写信给著名的数学家欧拉。
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图4-1

欧拉首先从千百人次的失败中猜想，也许根本不可能不重复地一次走遍这七座桥，但如何来证明它呢？欧拉是这样探究这个问题的：

他想，既然岛与半岛无非是桥的连接地点，两岸陆地也是桥通往的地点，那么就不妨把这四处地点抽象成四个点，并把七座桥抽象成七条线（图4-2），这样不改变问题的实质，问题就成了一个有关几何图形的问题（图4-3），即人们步行走过这些地方和七座桥时，就相当于用笔画出此图。于是问题转化为：能否用笔不重复地一笔画出此图。
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图4-2
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图4-3

接着欧拉进一步探讨了这一笔画问题的结构和特征。一笔画有一个起点和一个终点，它们重合时称为封闭图形，否则称为开放图形。除起点和终点外，一笔画中间可能出现一些曲线的交点，在这些交点处曲线一进一出，因此通过的曲线总是偶数条，这些交点就称为“偶点”，由此看来，只有起点和终点通过的曲线可能是奇数条，此起点和终点称为“奇点”，特别地，当起点和终点重合时，便成为一个偶点，不再是奇点。

正是经过上面的探究，欧拉断言：任何一个一笔画，要么没有“奇点”，要么有两个“奇点”，而在“七桥问题”所对应的图形中，四个点都是“奇点”，因此它不能一笔画成，从而人们不可能不重复地一次走过哥尼斯堡的七座桥。

欧拉没有满足于“七桥问题”的解决，而是继续深入研究，终于用严密的数学语言证明了一个可鉴别任一图形能否一笔画的“一笔画定理”：一个网络（任意一个由有限条弧线构成的图形，且每条弧线都有两个相异的端点）是一笔画，当且仅当该网络是连通的，并且奇顶点的个数是0或2。

欧拉解决这一问题所用的思维方法，就是抽象方法，即由感性认识到理性抽象，再由理性抽象上升到理性认识，这也是人们认识事物常用的一种抽象思维方法。“七桥问题”有力地说明，数学抽象将实际关系中许多无关紧要的东西（如桥的大小、形状之类）舍掉，而紧紧抓住其中带有本质特征的东西，从而构造出一些在逻辑上无矛盾的“纯粹的”数学关系。

一、数学抽象的概念

数学抽象是抽象方法在数学中的具体运用，也就是利用抽象方法把大量生动的关于现实世界空间形式和数量关系的直观背景材料进行去伪存真，由此及彼，由表及里的加工和制作，提炼数学概念，构造数学模型，建立数学理论。

二、数学抽象的特点

（1）数学抽象的特殊内容：数学只是量的科学。

（2）数学抽象的特殊高度：和一般的自然科学相比，数学抽象的又一特点在于它所达到的高度，数学的抽象程度远远超过了自然科学中的一般抽象。

首先，数学抽象往往是在其他学科抽象基础上的再抽象。例如，正比例函数是物理学中匀速直线运动和简谐运动的再抽象。

其次，数学抽象具有逐级抽象的特点。更为重要的是，数学抽象的特殊性表现在数学中一些概念与真实世界的距离是如此遥远以致常常被看成“思维的自由想象物和创造物”，即数学中所谓的“理想元素”（如无穷远点）

（3）数学抽象的特殊方法。

数学抽象就是一种建构活动，数学的研究对象是通过逻辑建构活动来得到构造的。

三、数学抽象的基本方法

（一）理想化抽象

在纯粹理想的状态下，对事物进行简单化与完善化的加工处理，撇开事物的具体内容，排除次要的、偶然的因素，聚合事物的一般的、本质的属性，抽象出相应数学内容的方法。

（二）强抽象与弱抽象

强抽象是指在已知概念中，加强对某一属性的限制，抽象出作为原概念特例的新概念的方法，即通过扩大原概念的内涵来建立新概念的抽象方法。

例如：从四边形概念出发，从两组对边给予适当限制，则得平行四边形和梯形的概念。

若从平行四边形概念出发，再对边或角分别适当限制，可得到矩形、菱形及正方形的概念。

弱抽象是指在已知概念中，减弱对某一属性的限制，抽象出比原概念更为广泛的新概念，使原概念成为新概念的特例的方法，即通过缩小原概念的内涵来建立新概念的抽象方法。

例如：从全等三角形概念出发，借助弱抽象就可获得相似形与等积形的概念，它们分别保留了“形状相同”及“面积相等”的特性。

（三）等置抽象

从一类对象（具体的或抽象的个体）中抽象出其中的某种共同属性的抽象方法。

例如：自然数的概念就是用等置抽象的思想建立起来的。每个自然数实际上都是一类等价集合的标记，它反映这类集合中元素的数目是该类集合的类的标记，它反映这类集合中元素的数目，是该类集合的类的特征。

（四）存在性抽象

先用假设的方法肯定抽象出来的数学概念存在，并由此发展出一定的数学理论，然后在理论和实践中加以验证，从而确认新的数学理论的合理性。

例如：自然数“无限延伸”以及无理数、负数、虚数都是由存在性抽象方法建立起来的。

【例1】自然数集合｛n｝是经过三个层次抽象而成的，被称为三度抽象物。古代人们在生产实践中，用“结绳记数”的方法，由计算个别具体数量而得到个别自然数1，2，…等概念。这是第一步抽象。第二步，人们从数个别自然数中发现进行“加一”的运算，可以得到后继数，这样无限制地运算下去就得到无限序列：1，2，…，n，…这就抽象出了一般的任意自然数n的概念。第三步，从无限序列：1，2，…，n，…发现，每一个自然数都具有相同特征，根据Cantor的“概括原则”，抽象出一切自然数能构成无穷集合｛n｝，从而形成了自然数集合的概念。

【例2】由四边形逐次抽象能派生出一系列特殊四边形概念，如图4-4所示。

[image: alt]


图4-4

图4-4中的符号[image: alt]
 表示强抽象的关系。这些概念的抽象过程，是一系列的强抽象过程，即前一个概念比后一个概念更具一般性。

【例3】函数概念的历史演变，也是经过若干层次的抽象而形成的，如图4-5所示。
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图4-5

函数概念的历史演变，也是一系列弱抽象[image: alt]
 的过程。就拿早期函数概念——代数函数来讲，它是变量和常数经过有限次的代数运算而构成的，适用范围过于狭窄。解析函数范围就扩张了，对于变量和常数可以经过有限次或无限次的运算而得到的一个解析式，如[image: alt]
 就是解析函数。将变量函数经过弱抽象，即用任意对象去取代具体的数量，并用集合论的数学语言来表述，我们就可获得更一般的“映射”概念。

四、利用抽象法解决数学问题的方法

“图形化”和“数字化”是抽象法的两种常用方法，利用这两种方法往往能够把题目化繁为简，化难为易。事实上，欧拉解决哥尼斯堡七桥问题就是应用图形化方法的典型范例。

（一）利用图形化进行抽象

在现实生活中，有不少问题可以利用图形化方法进行抽象，把实际问题抽象成数学问题，从而利用数学方法解决实际问题。

【例4】任选六个人在一起集合，试证其中要么至少有三个人彼此不认识，要么至少有三个人互相认识。
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思考与分析　此问题常称为六人集合问题，现利用图形化的方法将问题简化。把任选的六个人抽象为平面上任选的六个点，分别用字母A、B、C、D、E、F来表示。如果其中有两人互相认识，就在代表这两人的两点之间连一条红色线段，否则就连一条蓝色线段。这样六点中的任意两点都要连线，不是连红线就是连蓝线。从这六点中任意取一点A，它与其他五点有5条连线（图4-6）。由于5条线段只有两种颜色，根据抽屉原理，其中至少有3条线段是同一颜色的。不妨设AC、AD和AE是三条蓝色连线，那么CE、CD、DE三条连线中，只要有一条蓝色的，就有一个三边是蓝色的三角形，这表明这个三角形的三个顶点代表的三个人互相都不认识；如果CE、CD、DE都不是蓝色的，那么△CDE的三边都是红色的（图中用虚线表示），这表明C、D、E三个人互相认识。如果三条同颜色的线段是红色的，也可以用同样的方法证明。

（二）利用数字化进行抽象

在现实生活中，有不少问题不像数学问题，为了能用数学方法求解，可以利用数字化将原问题抽象为数学问题。

【例5】几个点v1
 ，v2
 ，…，vn
 按顺序排列在同一条直线上，每个点涂上红色或蓝色，如果相邻点间的线段vi
 vi＋1
 的两端颜色不同，我们把它叫做标准线段，已知v1
 和vn
 的颜色不同，证明标准线段的个数一定是奇数。

思考与分析　涂成红色或蓝色的点v1
 ，v2
 ，…，vn
 ，将它们数字化为
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如果其中标准线段条数为k（k∈n，1≤k≤n），则

－1＝（－1）k
 ，

所以k为奇数。

故标准线段的个数k为奇数。

【例6】有9只杯子，杯口全部向上。如果每次将其中4只同时翻转，使杯口向下，问：能不能经过许多次翻转，使杯口全部向下？为什么？

思考与分析　把实际问题利用数字化抽象为数学问题，＋1表示杯口朝上，－1表示杯口朝下。

起始状态：

（－1）（－1）（－1）（－1）（－1）（－1）（－1）（－1）（－1）

终点状态是九个－1，即（－1）9
 。

翻转一只杯子使其朝向相反，不是＋1→－1，就是－1→＋1，也即在（＋1）或（－1）上乘以（－1）。现欲将四只杯子同时翻转，可见每次“运算”（即翻转杯子）的总结果是乘以（－1）4
 。

原问题就抽象为如下问题：

能否每次同时改变四个符号使起始状态变为终点状态？

显然不可能，这是因为起始状态结果为＋1，终点状态为－1。

因此，不能经过许多次翻转，使得杯口全部向下。

【例7】男女若干人围坐一个圆桌，在相邻两人间插上一朵花；同性者中间插一朵红花，异性者中间插一朵蓝花。若所插的红花与蓝花一样多，证明：男女人数总和是4的倍数。

解法一　思考与分析　将人数化为a1
 ，a2
 ，…，an
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则花可以数字化为乘法：
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其中an＋1
 ＝a1
 。

由红花、蓝花一样多知n为偶数且
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又将所有的ai
 ai＋1
 作乘法，有

（＋1）k（－1）k＝（a1
 a2
 ）（a2
 a3
 ）…（an
 a1
 ）＝（a1
 a2
 …an
 ）2
 ＝1。

所以，k为偶数，从而4|n。

解法二　思考与分析　数字化得出①、②后，注意到
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 是4的倍数，求和也是4的倍数，得
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即n是4的倍数。

总之，数学的抽象法在数学解题和教学中有着十分重要的意义。同时，在利用数学抽象法解题时，应该注意掌握好简单化与完善化的分寸，既不能将问题过于简单化，与实际问题情形有很大的出入，也不能使抽象后的数学问题过于复杂化，以致失去典型性意义。

（三）利用奇偶分析抽象解决问题

通过数字奇偶性质的分析而获得解题重大进展的技巧，常称作奇偶分析，这种技巧与分类、染色、数字化都有联系。

【例8】假设a1
 ，a2
 ，…，an
 是数1，2，…，n的某种排列。证明：如果n是奇数，则乘积（a1
 －1）（a2
 －2）…（an
 －n）是偶数。

证法一　（反证法）设乘积为奇数，则a1
 －1，a2
 －2，…，an
 －n均为奇数，奇数个数之和应为奇数，有

奇数＝（a1
 －1）＋（a2
 －2）＋…＋（an
 －n）

＝（a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ）－（1＋2＋…＋n）＝0（为偶数）。

这一矛盾说明，乘积必为偶数。

评析　这个解法，简捷明快，体现了整体处理的优点，同时也“掩盖”着乘积为偶数的原因。

证法二　假设乘积为奇数，则ai
 与i的奇偶性相反（i＝1，2，…，n，n为奇数），即｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝中的奇（偶）数与｛1，2，…，n｝中的偶（奇）数个数相同，但

A＝｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝＝｛1，2，…，n｝，

故A中的奇数与偶数的个数相同，从而｜A｜＝n应为偶数，这与已知n为奇数矛盾，所以，乘积只能为偶数。

评析　这一解法的实质是，要建立A到A之间“奇数与偶数”的一一对应是不可能的，因为其必要条件是｜A｜≡0（mod2），但｜A｜≡1（mod2），故不可能。这个解法揭示了乘积为偶数的原因——n为奇数。这抓住了问题的实质，从而n个数是否相连是非实质的。故可编出下列两题。

（1）设a1
 ，a2
 ，…，a7
 是整数，b1
 ，b2
 ，…，b7
 是它们的一个排列。证明：数（a1
 －b1
 ）（a2
 －b2
 ）…（a7
 －b7
 ）是偶数。

（2）π的前24位数值是3.14159265358979323846264，记a1
 ，a2
 ，…，a23
 ，a24
 为该24个数字的任一排列，求证：乘积（a1
 －a2
 ）（a3
 －a4
 ）…（a23
 －a24
 ）必为偶数。

证明三　在1，2，…，n，a1
 ，a2
 ，…，an
 这2n个数中，共有n＋1个奇数，将其放进n个括号中作差（a1
 －1）（a2
 －2）…（an
 －n），必有一个括号里的两个数都是奇数，从而这个括号为偶数，乘积当然也是偶数了。

评析　这个解法揭示了乘积为偶数的根本原因——有一个括号是两个奇数的差。

【例9】已知△ABC内部有n个点，连同A、B、C共有n＋3个点，以这些点为顶点把△ABC分割成若干个互不重叠的小三角形，现把A、B、C分别染上红、黄、蓝三色，其余的点任意染成红、黄、蓝三色之一。证明：三顶点都不同色的小三角形的总数必是奇数。

证法一　给这些小三角形赋值：当边的两端点同色时，记为0；当边的两端点异色时，记为1。

再用三边数值之和给小三角形赋值：当三顶点同色时，和值为0，记这样的小三角形有a个；当三顶点中仅有两点同色时，和值为2，记这样的小三角形有b个；当三顶点两两异色时，和值为3（奇数），记这样的三角形有c个，下面用两种方法计算所有三角形赋值的总和S。

一方面，S＝0·a＋2·b＋3·c＝2b＋3c。

另一方面，AB，BC，CA的赋值均为1；而△ABC内的每一条连线，在上述S的计算中都被计算两次，和应为偶数；这两者之和得S为奇数，记为2k＋1，故有2k＋1＝2b＋3c。

可见，c为奇数。

评析　此解法的奇偶分析是在数字化的基础上进行的，当中还使用了计算两次的技巧。

证法二　设在大三角形内部的红蓝边（一端为红，另一端为蓝）有k条。又设三个顶点分别为红、黄、蓝的小三角形有p个；三顶点分别为红、红、蓝或蓝、蓝、红的小三角形有q个，其余的小三角形共r个。下面用两种方法来计算红蓝边的条数e。一方面，逐一计算每个小三角形的红蓝边，再求和，得e＝p＋2q。

另一方面，每一条红蓝边在大三角形内都被计算了两次，而大三角形本身的红蓝边只计算了一次，故e＝2k＋1为奇数，得p＋2q＝2k＋1，即p＝2（k－q）＋1（k＞q）。

这表明，三个顶点颜色各不相同的小三角形有奇数个。

评析　这两个解法虽有形式上的不同，但奇偶分析、计算两次的运用是相同的；并且，“恰有一条红蓝边的三角形”与“三顶点异色的三角形”是一码事。

第二节　数学建模

一、数学建模概述

模型是我们所研究的客观事物有关属性的模拟，它应当具有事物中使我们感兴趣的主要性质。数学模型是关于部分现实世界的为一定目的而作的抽象、简化的数学结构，它用数学符号、公式、图表等刻画客观事物的本质属性与内在规律。数学模型是系统的某种特征的本质的数学表达式，是对所研究对象的数学模拟，是一种理想化和抽象化的方法，是科学研究中一种重要的方法。例如，考虑两个物体之间的相互作用时，对于它们之间的相互吸引这种属性，可以用数学公式（万有引力公式[image: alt]
 ）来表示吸引力与其他因素之间的关系，这就是物质相互吸引的数学模型。

数学建模在科学发展史上应用十分广泛，西方天文学发展的根本思路是：在已有的实测资料基础上，以数学方法构造模型，再用演绎方法从模型中预言新的天象；如预言的天象被新的观测证实，就表明模型成功，否则就修改模型。在现代天体力学、天体物理学兴起之前，模型都是几何模型——托勒密、哥白尼、第谷乃至创立行星运动三大定律的开普勒都是建几何模型的高手。后来则主要是物理模型，但总的思路仍无不同，直至今日还是如此。当代著名天文学家当容对此说得非常透彻：“自古希腊的希巴恰斯以来两千多年，天文学的方法没有什么改变。”

数学建模是由对实际问题进行抽象、简化，建立数学模型，求解数学模型，解释验证步骤组成（必要时循环执行）的过程，可以说有数学应用的地方就有数学建模。现在，数学建模已成为国际数学教育中稳定的内容和热点之一。随着新颁发的《国家数学课程标准（实验稿）》对数学应用能力要求的提高，数学建模将在中学数学教学中越来越受到人们的重视。

二、数学建模步骤

数学建模的大致过程是解决实际问题的过程，是在阅读材料、理解题意的基础上，把实际问题抽象转化为数学问题，然后再用相应的数学知识去解决。在这一过程中，建立数学模型是最关键、最重要的环节，也是学生的困难所在。它需要运用数学的语言和工具，对部分现实世界的信息（现象、数据等）加以简化、抽象、翻译、归纳，通常采用机理分析和统计分析两种方法。机理分析法是指人们根据客观事物的特征，分析其内部的机理，弄清其因果关系，再在适当的简化假设下，利用合适的数学工具描述事物特征的数学模型。统计分析法是指通过测试得到一串数据，再利用数理统计知识对这串数据进行处理，从而得到数学模型。

解题步骤如下（图4-7）：

（1）阅读、审题：要做到简缩问题，删掉次要语句，深入理解关键字句；为便于数据处理，最好运用表格（或图形）处理数据，便于寻找数量关系。

（2）建模：将问题简单化、符号化，尽量借鉴标准形式，建立数学关系式。

（3）合理求解纯数学问题。

（4）解释并回答实际问题。
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图4-7　数学建模步骤

数学建模的过程，能使学生体验从实际情景中发展数学的过程。因此，数学教学应重视引导学生动手实践、自主探索与合作交流，通过各种活动将新旧知识联系起来，思考现实中的数量关系和空间形式，由此发展他们对数学的理解。实际上，学生数学学习基本上是一种符号化语言与生活实际相结合的学习，两者之间的相互融合与转化，成为学生主动建构的重要途径。具体实施可如下：

（1）让学生动手操作。老师要不断挖掘能借助动手操作来理解的内容，如用小棒、圆片来理解均分，用小棒搭建若干三角形、四边形并探索规律；用搭积木、折叠等方式，理解空间图形与平面图形之间的关系。在实施过程中要注意留给学生足够的思维空间，并且操作活动要适量、适度。

（2）将学生分组并布置不同的学习任务，分组人数一般为4～6人为佳。

（3）学生通过协作来完成任务，教师适时进行引导，但主要还是以监控、分析和调节学生各种能力的发展为工作重点。

（4）鼓励学生合作交流。引导学生进行交流、讨论，并汇报小组讨论结果，各组之间可以互相提出意见或问题，教师也参与其中，从而共同完成数学建模过程。

三、数学建模教学的基本理念

数学建模教学的基本理念是：

（1）使学生体会数学与自然及人类社会的密切联系，体会数学的应用价值，培养数学的应用意识，增进对数学的理解和应用数学的信心；

（2）学会运用数学的思维方式去观察、分析现实社会，去解决日常生活中的问题，进而形成勇于探索、勇于创新的科学精神；

（3）以数学建模为手段，激发学生学习数学的积极性，学会团结协作，建立良好人际关系，培养相互合作的工作能力；

（4）以数学建模方法为载体，使学生获得适应未来社会生活和进一步发展所必需的重要数学事实（包括数学知识、数学活动经验）以及基本的思想方法和必要的应用技能。

四、数学建模教学的课堂环节

数学建模教学的课堂环节以“问题情景——建立模型——解释、应用与拓展”为基本叙述方式，使学生在问题情景中，通过观察、操作、思考、交流和运用，掌握重要的现代数学观念和数学的思想方法，逐步形成良好的数学思维习惯，强化运用意识。这种教学模式要求教师以建模的视角来对待和处理教学内容，把基础数学知识学习与应用结合起来，使之符合“具体——抽象——具体”的认识规律。五个基本环节是：

（1）创设问题情景，激发求知欲；

（2）抽象概括，建立模型，导入学习课题；

（3）研究模型，形成数学知识；

（4）解决实际应用问题，享受成功的喜悦；

（5）归纳总结，深化目标。

五、数学建模教学的方式

数学建模教学的方式常有：

（1）从课本中的数学出发，注重对课本原题的改变；

（2）从生活中的数学问题出发，强化应用意识；

（3）以社会热点问题出发，介绍建模方法；

（4）通过实践活动或游戏中的数学，从中培养学生的应用意识和数学建模应用能力；

（5）从其他学科中选择应用题，培养学生应用数学工具解决该学科难题的能力；

（6）探索数学应用于跨学科的综合应用题，培养学生的综合能力和创新能力，提高学生的综合素质。

六、数学建模教学的意义

数学建模教学的意义有：

（1）促进理论与实践相结合，培养学生应用数学的意识，能使学生更好地掌握数学基础知识，学会数学的思想、方法、语言，促进学生树立正确的数学观，全面认识数学及其与科学、技术、社会的关系，提高分析问题和解决实际问题的能力；

（2）培养学生的能力，如数学语言表达能力、运用数学的能力、交流合作的能力、创造的能力等；

（3）发挥学生的参与意识，体现了学生主体性，学生是学习过程的真正主体。

学生对数学的认知一般为：基本背景——基础知识——基本技能——基本应用。这要求我们在教学中不能“掐头，去尾，烧中段”，既要重视对“数学建模”过程中的问题提出的基本背景进行分析，又要重视“数学建模”中数学基础知识和基本技能的灵活转化和应用，还要重视接受实践的检验，在实践中不断拓广和发展，只有通过这样的“数学建模”教学，才能让学生真正掌握数学的内涵，促进学生全面素质的提高，让他们具备一定的数学素质，在生活中能自觉、主动地运用数学进行建模，提出问题、分析问题、解决问题，进一步培养实践能力和创新精神。

七、应用举例

【例10】问题：椅子能在不平的地面上放稳吗？

思考与分析　放稳即四个脚着地；而椅角着地可视为椅脚与地面的距离为零，不着地即椅脚与地面的距离大于零，从而可用距离刻画椅脚的着地情况。

假设：1.椅子四条腿一样长，椅脚与地面接触处可视为一个点，四脚的连线呈正方形；

2．地面高度是连续变化的，沿任何方向都不会出现间断（没有像台阶那样的情况），即地面可视为数学上的连续曲面；

3．对于椅脚的间距和椅腿的长度而言，地面是相对平坦的，使椅子的任何位置至少有三只脚同时着地。
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图4-8

模型构成：椅脚连线为正方形ABCD（图4-8）。

设t为椅子绕中心点O旋转角度，

f（t）为A，C两脚与地面距离之和，

g（t）为B，D两脚与地面距离之和，

则f（t），g（t）≥0。

由假设1，f（t）和g（t）都是连续函数。由假设3，椅子在任何位置至少有三只脚同时着地，即对任意t，f（t）和g（t）中至少有一个为0。

当t＝0时，不妨设g（t）＝0，f（t）＞0，即四脚中，B、D脚着地，A、C中有一脚不着地，不妨设为A脚。

原题归结为证明如下的数学命题：已知f（t）和g（t）是t的连续函数，对任意t，f（t）·g（t）＝0，且g（0）＝0，f（0）＞0，则存在t0
 ，使f（t0
 ）＝g（t0
 ）＝0。

将椅子旋转90°，对角线AC与BD互换。由f（0）＞0，g
 （0）＝0，可知[image: alt]
 。令h（t）＝f（t）－g（t），则[image: alt]
 0。由f（t）和g（t）的连续性知h（t）也是连续函数。根据连续函数的基本性质，必存在[image: alt]
 ，使h（t0
 ）＝0，即f（t0
 ）＝g（t0
 ）。

最后，因为f（t）·g（t）＝0，所以f（t0
 ）＝g（t0
 ）＝0。

【例11】（落料问题）某机械厂要把一批长为135厘米的合金钢截成17厘米长和24厘米长两种规格，问怎样落料能使材料利用率最高？

思考与分析　要使材料利用率最高，也就是要使落料时废弃的材料最少，因此截成的两种规格合金钢的根数是正整数，落料方案可以建立以下数学模型：

解　设截成17厘米和24厘米长的合金钢分别是x根和y根，则得

17x＋24y＝135（x，y∈N），
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在坐标纸上建立坐标系，作出直线[image: alt]
 然后在坐标系中寻找满足上述不等式且坐标为正整数的点，同时，要求这些点与所作直线从下方尽可能靠近。
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图4-9

从图4-9上可以看出，A、B、C三点在直线的左下方且与它比较靠近。

对于A（2，4），因为2×17＋4×24＝130，所以利用率为96.3%；

对于B（5，2），因为5×17＋2×24＝133，所以利用率为98.5%；

对于C（6，1），因为6×17＋1×24＝126，所以利用率为93.3%。

由此可见，截成17厘米和24厘米长的合金钢分别为5根和2根时，剩下的废料最少，该落料方案最佳。

【例12】建筑学规定，民用住宅的窗户面积必须小于地板面积，但按采光标准，窗户面积与地板面积的比应不小于10%，并且这个比越大，住宅的采光条件越好。问同时增加相等的窗户面积和地板面积，住宅的采光条件是变好了，还是变坏了？请说明理由。

思考与分析　这是一个优化问题。欲知住宅的采光条件是变好还是变坏，就是看同时增加相等的窗户面积和地板面积后，窗户面积与地板面积的比是变大还是变小。设原来的窗户面积和地板面积分别为a，b（平方单位），同时增加的面积为m（平方单位），则原实际问题转化为在约束条件0＜a＜b≤10a，m＞0下，比较[image: alt]
 的大小。由不等式知识可知，采光条件变好了。

【例13】求方程x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＋x5
 ＝25的非负整数解的个数。

思考与分析　由于所求的是非负整数解，故可设想用4块木块把25个相同的小球分成5组，某些组可以没有小球，于是25个小球和4块木板共有29个位置，从这29个位置中任选4个位置放木块，则共有[image: alt]
 种放法，即为所求方程的解的个数。

【例14】高速公路指挥部接到预报，24小时后将有一场超历史纪录的大暴雨，为确

保万无一失，指挥部决定在24小时内筑一道堤坝以防山洪淹没正在紧张施工的华蓥山隧道工程。经测算，其工程量除现有施工人员连续奋战外，还需要20辆翻斗车同时作业24小时。但是，除了有一辆车可立即投入施工外，其余车辆需从各处紧急抽调，每隔20分钟能有一辆车到达并投入施工。已知指挥部最多可组织到25辆车，问24小时内能否完成防洪堤坝工程？说明理由。

（1）读题：分为读懂和深刻理解两个层次，把“问题情景”译为数学语言，找出问题的主要关系（目标与条件的关系）：各车的工程量之和不小于欲完成的工程总量20×24（车·小时）。

（2）建模：把问题的主要关系近似化、形式化，抽象成数学问题。设从第一辆车投入工作算起，各车的工作时间为a1
 ，a2
 ，…，a25
 小时，依题意，这些数组成一个公差为[image: alt]
 （小时）的等差数列，且a1
 ≤24……（1）。

（3）求解：把数学问题化归为常规问题，选择合适的数学方法求解。本题有两种方案：

方案1：由20辆车同时工作24小时可以完成全部工程知，每辆车、每小时的工作效率为[image: alt]
 ，若在24小时内能完成全工程，则
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[image: alt]
 ，由于[image: alt]
 ，可见a1
 的工作时间满足要求（1），即工程可以在24小时内完成。

方案2：当a1
 ＝24时，应有a1
 ＋a2
 ＋…＋a25
 ≥20×24，即25a13
 ≥480，将[image: alt]
 代入得：25×20≥480，可见25辆车陆续投入作业可以完成20辆车同时作业24小时的工程量。

（4）评价：对结果进行验证或评估，对错误加以调节（此为解题者的自我调节），最后将结果应用于现实，作出解释或预测。

八、数学建模报告的写作、评价

建模报告的写作一般可分为准备、主要部分和附录三部分。

首先，报告的第一页应该是题目，题目要求清楚、直接，避免有技术性的术语，要尽可能地简单反映出报告的主题。题目下面是作者、单位、日期等。接下来是摘要。摘要必须简明扼要，要反映出报告的主要思想、特点、方法以及主要结果。摘要后面最好列一下你所用的变量的符号、单位等的说明，所有的符号要统一。

报告的主要部分要从问题的重述开始，重述要解决问题的背景，明确建模的目的和目标。目标与报告的结论要相适应。接下来是假设，假设必须清楚、合理。在模型中很可能包括一些数据，数据要清楚地用表格或图表给出，也要给出其来源。如果数据很多，最好把它放在附录中。再下来是建模，即模型的形成、求解以及解的解释等。如果用了什么软件包则要说明，在什么类型的机器上实现的也要提一下，如果有很多的代数运算最好放在附录中。如果结论很长，可以把一些次要的放在附录中。最后可以谈谈改进扩展的可能或进一步的建议等。在附录中可以放一些在正文中要用的细节，可以包括图表以及另外一些值得说明的问题等。报告的最后是参考文献。

评价学生在数学建模中的表现时，要重过程、重参与。不要苛求数学建模过程的严密、结果的准确。评价内容应关注以下几个方面：

（1）创新性：问题的提出和解决的方案有新意。

（2）现实性：问题来源于学生的现实。

（3）真实性：确实是学生本人参与制作的，数据是真实的。

（4）合理性：建模过程中使用的数学方法得当，求解过程合乎常理。

（5）有效性：建模的结果有一定的实际意义。

以上几个方面不必追求全面，只要有一项做得比较好就应该予以肯定。

对数学建模的评价可以采取答辩会、报告会、交流会等形式进行，通过师生之间、学生之间的提问交流给出定性的评价，应该特别鼓励学生工作中的“闪光点”。


第五章

常见的数学思想与数学解题

第一节　符号化思想

数学的世界是一个符号化的世界，数学符号在很大程度上决定了数学发展的进程，符号化思想方法也是数学中最基本、最原始、最重要、最根本的思想方法之一。

“符号是交流与传播数学思想的媒介”。一般说来，符号是人们约定用来指称一定对象的标志物，是用以表达和交换思想的工具。

符号的产生源于人类的“给予意义”的行为，即给予某种事物以某种意义，从某种事物中领会出某种意义。最简单的例子是日常生活中的命名行为，给某事物赋予特别的名称，使这一名称具有特定的含义。

符号是传播意识的一种意愿标志，其核心就是用“某事物代表某事物”。任何符号总依赖于两个“某事物”之间的相互依存关系。人们就把这两项依次称作“符号形式（能指）”和“符号内容（所指）”。还有些学者把这两项称为“表达平面”和“内容平面”。任何一个符号都包括两个方面，即符号形式与符号内容。符号的功能是用符号的形式代表符号的内容，基础是“符号形式”和“符号内容”之间的相互依存关系。对于每一种符号来说，根据约定俗成、表达的含义等因素，一般都相对稳定地表示一定的内容。而对于某种事物，人们常常习惯于用某种特定的符号形式来表示。例如用“△、⊙、≈、[image: alt]
 、∵、∴”来表示三角形、圆、约等于、全等、因为、所以。对于一个符号来说，缺少这两项里的任何一项，“符号”以至“符号功能”都不能成立。如果只有一定的内容，没有给予一定的表示形式，也谈不上是“符号”或“符号内容”。现代，符号的概念已不再局限于人类言语活动的一些标志，它已扩展到人类社会的很多方面。正如著名语言学家皮埃尔·吉罗所说：“我们是生活在符号之间。”

数学的语言系统是一个符号化的系统。现代数学如果没有精确化的符号是难以想像的。用符号化表述数学的方法和内容是数学学科的一大特色。正因为数学语言的符号化，不同于一般的语言系统，如汉语、英语、法语、德语、俄语等，数学语言则才有可能成为一个国际化的语言。数学符号，按其性质可分为元素符号、关系符号、运算符号、约定和辅助符号。

数学符号一般具有以下几个方面的特征：

1．物质性

作为事物表示形式的符号，都具有一定的意义，在形式上表现为一定的物质运动或存在形式；符号是以一定的物质形式为背景，经过人的加工抽象而成，代表物质世界一定的对象。

2．抽象性

数学学科本身的基本特点就是抽象性。数学是一种抽象化了的思想材料。例如，世界上根本就没有方程，自然也就不具备物质的意义，方程是人们从现实世界量的关系中抽象出来的思想材料。而化学中的元素符号C、H、O等，则具有客观存在的物质意义，它还客观存在于人脑之外的现实中。数学中的符号比一般科学中的符号更抽象。

3．精确性

数学符号不同于日常生活术语中的符号，意义含糊不清。数学中的结论不同于实验科学的结论，实验科学主要是通过重复实验来“验证”，而数学主要是依靠严格的推理来演绎“证明”。如果符号不精确，就很难保证推理能够正确进行。

4．规范性

符号与它指代的对象必须具有相对的稳定性，不能任意改变符号的意义，或乱用符号来表示。常用的数学符号在国际上一般都有规范的统一的写法，表示同样的含义，以保证数学语言成为一种国际通用的语言，便于国际间的交流。

5．开放性

数学符号系统是一个开放的系统，随着数学自身的不断发展而不断完善。伟大的哲学家、数学家莱布尼茨被称为“符号学之父”，这是因为他在前人的基础上完善了无穷小运算的符号体系。一般说来，前人所创设的数学符号往往在后继的实践中能得以完善，并促进数学的发展。

数学的发展推动了数学符号的发展，同时数学符号的发展又促进了数学的发展。“数学的一切进步都是对引入符号的反应”。在数学发展史上，有人把17世纪叫做“天才的时期”。也有人把18世纪叫做“发明的时期”。这两个世纪的数学为什么会有较大的发展呢？原因之一就是这两个世纪大量地创造了数学符号。

历史表明，数学符号与数学方法有密切的关系。数学上对一般方法论的关心出现于16—17世纪之间，它正是由于代数符号体系的建立而引起的。数学中的符号化思想方法受到近年数学方法论研究的格外重视。有人甚至认为，没有数学符号，就没有现今的数学。

1．符号对数学发展的影响

数学符号演化的自身规律表明，数学的符号化必须适应数学体系发展的需要。符号的优劣直接影响数学发展的速度。在数学的发展过程中，一方面对符号的改革不断发展，另一方面符号的改进又加速了数学学科的发展。欧洲在阿拉伯数码输入之前，使用罗马数码。这种计数法中用Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ，Ⅴ，Ⅵ，Ⅶ，Ⅷ，Ⅸ，Ⅹ，L，C，D，M分别表示1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，50，100，500，1000。它不是进位制的，一个简单的数要写成长长的一串，这种笨拙的记数法在12世纪以前盛行于欧洲，有的国家直到16世纪还在使用。那时，“做加减法已相当困难，会乘除法就可以称为专家了”。数学史料中记载了当时算术教科书中的一个乘法实例——235×4的计算过程：

235写成CCⅩⅩⅩⅤ。乘以4（Ⅳ），第一步是将CC，ⅩⅩⅩ，Ⅴ分别重复写4遍：

[image: alt]


第一行共有8个C，将5个C缩写成D（500），第二行10个Ⅹ缩写成C（100），第三行缩写成ⅩⅩ（20），于是简写成：

[image: alt]


再进一步合作，得到结果DCCCCⅩL（ⅩL是40）。

这只是用一位数去乘的情形，如果是多位数乘多位数，其复杂的程度不难想象。加法并不比乘法简单多少，乘法只是重复写若干遍，而加法要逐个数有多少个Ⅰ，多少个Ⅴ，多少个Ⅹ……然后再缩写成所求答案。至于分数运算，德文里有这样的谚语，形容一个人已经陷入绝境，束手待毙，就说他已“掉到分数里去了”。

这种情形严重地阻碍了数学的发展。正因为如此，用印度·阿拉伯数码代替罗马数码就势在必行；而印度·阿拉伯数码的使用就明显地促使数学得到迅速发展。

大陆派的学者在接受了莱布尼茨优越的符号以后，经过伯努利家族、欧拉、达朗贝尔、拉格朗日、拉普拉斯等人的进一步工作，很快地获得了丰硕的成果，渗透到各个数学分支中去。英国的情况如何呢？苏格兰的克莱格（J·Craig）在1685年采用了莱布尼茨的概念和符号。30多年后，由于英国人狭隘的民族偏见加上对牛顿的盲目崇拜，放弃这种符号而使用牛顿的“流数术”，迟迟不肯接受大陆派的成就，因此，其进展相应地落后了。

2．数学符号导致新的数学分支的产生

数学符号的产生不仅影响了数学发展的进程，同时也导致了新的数学分支的产生。符号化使得数学本身以及以数学为主要工具的科学的面貌发生革命性的变化。

近代，代数学的发展起源于对方程的研究。代数和算术的主要区别在于：在计算过程中引入未知量，根据问题的条件列出方程，然后求出未知量的值。代数学的发展首要的一步就是用符号代表数字，用符号代表文字叙述。韦达第一个比较有意识地、系统地使用数学符号表示数字和算式，并对字母符号进行运算。正是因为这些符号的运用，才使得“代数”能够逐渐成为一门正式的学科而独立出来。

第二节　方程与函数思想

函数与方程是中学数学的重要内容之一，又是初等数学和高等数学衔接的枢纽，特别在应用意识日益加深的今天，函数与方程的实质是揭示客观世界中量的相互依存又相互制约的关系，因而函数与方程思想的教学，既有不可替代的重要位置，又有着重要的现实意义。

一、方程思想

方程的发展在很大程度上依赖于符号的创造、使用和推广。现在数学中使用的符号几乎都是15世纪以后产生的，虽然在此之前人们也使用一些符号，但是数量极少，而且不具有统一性和延续性。

古代数学主要是由各地、各民族自己的文字语言直接描述客观现象中的数量关系，这样也就极大地阻碍了方程的发展。

纵观方程思想的发展，我们可以发现，在解方程理论的初期形成阶段，人们关心的是解决实际问题，其次才是方法上的完善。随着数学模型的建立，人们对模型本身和方法的研究就大大地超过了对实际问题的考虑。因此，我们有理由说，方程的思想本质上体现了模式构造的思想。

方程思想的核心是运用数学的符号化语言，将问题中已知量和未知量（或参变量）之间的数量关系，抽象为方程（或方程组）、不等式等数学模型，然后通过对方程（或方程组）、不等式的变换求出未知量的值，使问题获解，方程思想体现了已知与未知的对立统一。因此，掌握方程思想可分为三步：

1．学会代数设想

假定问题已解，即未知量客观存在且假设它已求出，然后用字母代表未知量，且与已知量平等对待。

2．学会代数翻译

透彻分析实际问题中已知量和未知量之间的关系，将用自然语言表达的实际问题翻译成用符号化语言表达的方程或不等式。

3．掌握解方程的思想

（1）将函数问题转化为方程问题。

【例1】已知抛物线y＝ax2
 ＋4x＋a＋3的最高点的纵坐标为0，求a的值。

思考与分析　y＝ax2
 ＋4x＋a＋3的最高点的纵坐标为0，说明顶点在x轴上，即抛物线与x轴只有一个交点，所以方程ax2
 ＋4x＋a＋3＝0有两个相同的实数根，于是Δ＝0，从而可求得a。

（2）构造方程探索问题的解。

【例2】若[image: alt]
 ，且sin2
 A－4cosBtanC＝0，求证：tanC＝9cosB。

思考与分析　由已知等式中的常数9＝32
 ，联想到构造一元二次方程

cosB·x2
 ＋sinA·x＋tanC＝0（1）

可以根据韦达定理考察方程（1）的两个根的特点。又因为Δ＝sin2
 A－4cosB·tanC＝0，所以方程（1）有两个相等的根，x1
 ＝x2
 ＝3，由韦达定理可得tanC＝9cosB。

利用恒等式或等式和方程间的内在联系构造方程来解答，可以很巧妙地化繁为简。

【例3】若（z－x）2
 －4（x－y）（y－z）＝0，求证：x，y，z成等差数列。

思考与分析　因为所给等式左边可写成b2
 －4ac＝0的形式，所以想到构造方程

（x－y）t2
 －（z－x）t＋（y－z）＝0。

若x＝y，则由已知又得到x＝z，结论显然成立；若x≠y，由方程各项系数之关系Δ＝0可得，方程有两个相等的实数根1，所以1＝[image: alt]
 ，即x－y＝y－z，所以，x，y，z成等差数列。

【例4】已知a、b、c∈R，且a＋b＋c＝0，abc＝1，求证：a，b，c中必有一个不小于[image: alt]
 。

思考与分析　由所给条件的形式，容易联想到韦达定理。因为a、b、c必有一个大于0，不妨设c＞0，则[image: alt]
 ，于是，a、b是方程[image: alt]
 的两根。再由已知条件和根的判别式可得[image: alt]
 。

例3的解答中，方程的构造利用了根的判别式。例4的解答中，方程的构造利用了韦达定理。数学解题中，利用所给条件的特殊性，构造一元二次方程间接地解答原问题，是一种常用的方程思想。

构造方程解的思想体现了一种思维的创造性，这种创造性常常依赖于对问题的整体性认识和把握，依赖于思维的抽象水平，即运用符号化语言建立方程模型的能力。

（3）运用方程思想求参数的取值范围。

根据题意，运用符号化语言建立含参数的不等式来求参数的取值范围，是方程思想的重要发展。

【例5】已知椭圆C的方程为[image: alt]
 ，试确定m的取值范围，使得对于y＝4x＋m，椭圆C上有不同的两点关于该直线对称。

思考与分析　由题意，需求m满足的不等式。设椭圆C上存在两点A、B关于直线y＝4x＋m对称，AB的中点M（x0
 ，y0
 ）与椭圆中点O的连线的斜率为kOM
 ，则

[image: alt]


所以，OM的方程为y＝3x，

[image: alt]
 可得M（－m，－3m）。由点M在C的内部得

[image: alt]


解上述不等式即可得m的取值范围。

【例6】设A，B，C∈（0，π），并且满足cosA＋cosB＋cosC＝1＋[image: alt]
 ，求证：A＋B＋C＝π。

思考与分析　把已知等式化为[image: alt]


看作关于[image: alt]
 的方程，可用方程思想求解。

[image: alt]
 的正根，

[image: alt]


由求根公式得

[image: alt]


依题意设[image: alt]


[image: alt]
 ，即A＋B＋C＝π。

【例7】解方程[image: alt]
 。

思考与分析　常规方法是将方程两边平方，但方程中含有参数a，问题将会变得更加复杂。若我们引入辅助元[image: alt]
 [image: alt]
 ，可化为解方程组[image: alt]


解得[image: alt]
 [image: alt]


由此解得，当a≥1时，[image: alt]
 ，当a＜1时，原方程无解。

【例8】设0＜α＜1，α＞0，β＞0，试求点（αα
 ＋αβ
 ，α2α
 ＋α2β
 ）存在的范围。

思考与分析　初看此题，似乎很难，条件与结论相距太远了，但仔细观察所求点的横、纵坐标，发现两者之间存在如下的关系：

α2α
 ＋α2β
 ＝（αα
 ＋αβ
 ）2
 －2αα
 αβ
 ，

发现其中有αα
 ＋αβ
 与αα
 αβ
 ，使我们联想起构造一元二次方程

[image: alt]


显然此方程的两根在（0，1）内。

设x＝αα
 ＋αβ
 ，y＝α2α
 ＋α2β
 ，则y＝x2
 －2αα
 αβ
 ，于是[image: alt]
 ，从而方程（1）化为

[image: alt]


作辅助函数[image: alt]
 ，其图像为开口向上的抛物线。

因为方程（1）的两根在（0，1）内，由图像可知

f（0）＞1，f（1）＞0，f[image: alt]
 x≤0，

[image: alt]


所以点（αα
 ＋αβ
 ，α2α
 ＋α2β
 ）存在的范围是上述函数图像的公共部分。

【例9】已知a，b，c∈R，证明a，b，c为正数的充要条件为

[image: alt]


思考与分析　证法1：必要性显然。

充分性：观察命题的条件，可以看到a＋b＋c，ab＋bc＋ca，abc恰好是a，b，c的一次、二次、三次轮换对称式，这就使我们联想到一元三次方程根与系数的关系。

令a＋b＋c＝p，ab＋bc＋ca＝q，abc＝r，则a，b，c为方程f（x）＝x3
 －px2
 ＋qx－r＝0的三个根。这样，可以利用反证法证明如下：

设a，b，c不全大于0，不失一般性，可设x＝a≤0，又因为p，q，r＞0，不管a＜0还是a＝0均可推得

f（a）＝a3
 －pa2
 ＋qa－r＜0。

这与a是方程f（x）＝0的根矛盾。

证法2：必要性显然。

充分性：因为abc＞0，

所以a、b、c均为正数或两负一正，

下证两负一正不可能：

不失一般性，假设a＜0，b＜0，c＞0。

以下设法转化为一元二次函数来求。

因为a＋b＋c＞0，

所以c＞－（a＋b）。

又因为a＋b＜0，

所以（a＋b）c＜－（a＋b）2
 ，

ac＋bc＜－a2
 －2ab－b2
 ，

上式两边均加上ab，

得ab＋bc＋ca＜－a2
 －ab－b2


将上面右式看成关于a的一元二次函数，配方

[image: alt]


与已知ab＋bc＋ca＞0矛盾，所以a＞0，b＞0，c＞0。

【例10】解方程组[image: alt]
 其中a，b，c互不相等。

思考与分析　这是一个含有x，y，z的三元一次方程组，不论用消元法还是用行列式去解，计算都比较复杂。如果仔细观察，就可以发现三个方程的结构是一致的。若把方程组改写为

[image: alt]


那么，可以认为a，b，c就是以1，－z，－y，－x为系数的一元三次方程t3
 －zt2
 －yt－x＝0的三个根。已知该方程的三个根，怎样求系数中的x，y，z？因此，可由韦达定理得到

[image: alt]


【例11】已知xy＋x＋y＝71，x2
 y＋xy2
 ＝1260，x、y为正整数，求x2
 ＋y2
 的值。

思考与分析　把xy看成一个整体u，x＋y＝v，

则因式xy＋x＋y＝71可分解为u＋v＝71，

于是联想到“构造一元二次方程求解法”，

x2
 y＋xy2
 ＝1260[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]
 x2
 ＋y2
 ＝（x＋y）2
 －2xy＝u2
 －v2
 ＝1153。

【例12】求值[image: alt]


思考与分析　令[image: alt]


[image: alt]


即只须解方程x3
 ＋3x－4＝0，

（x－1）（x2
 ＋x＋4）＝0，

因为x2
 ＋x＋4＞0，

所以[image: alt]


二、函数思想

17世纪以前，人们对数学的需要还停留在常量数学的范围内。1692年莱布尼兹首次使用了“function”一词。函数是中学数学中最基本、最重要的内容之一，是贯穿中学数学的一条主线，是学习高等数学的基础。学习函数最重要的是树立函数思想，就是用运动变化的观点，分析和研究具体问题中的数量关系，建立函数关系，运用函数的知识使问题得以解决。这种思想方法在于揭示问题的数量关系的本质特征，重在对变量的动态进行研究，从变量的运动变化、联系和发展的角度拓宽解题思路。在解题中，充分合理地运用函数的思想方法，有时会给解题带来很大的方便。

函数思想的特征如下：

（1）函数思想反映的量与量之间的关系是运动变化中的关系。

算术研究的是具体的确定的常数以及它们之间的运算关系。

代数研究的是一般抽象的数——符号所代表的数，并研究确定的常数和不确定的常数之间的依赖关系。

函数研究的是变量之间的依赖关系，这与不定方程中不确定常数之间的依赖关系有质的不同。

（2）对应是函数思想的本质特征。

对于函数y＝f（x），我们更重要的是了解y按照怎样的条件所规定的关系依赖于x，即对应法则f是构成函数的基本要素。

（3）自变量的变化处于主导地位。

函数的值域是由定义域通过对应法则所决定的，自变量的变化范围——定义域是函数的另一个基本要素。

三、函数思想在数学解题中的几个应用

【例13】证明下列恒等式

[image: alt]


思考与分析　该题如果利用从左到右进行恒等式变形将显得十分麻烦，但假如利用高等数学中的多项式理论（一元n次方程在实数范围内至多有n个根）来解显得非常简洁。

等式左边为x的多项式，其次数不超过2。

[image: alt]


则有f（a）＝a2
 ，f（b）＝b2
 ，f（c）＝c2
 ，易见f（x）与x2
 在a、b、c三个取值上的值相同，因此f（x）＝x2
 ，

【例14】证明[image: alt]


思考与分析　由sinx＋cosx引发“三角函数”的思考，将问题图式表象进行分解与组合：

[image: alt]


观察左边，引发图式表象“三角函数”[image: alt]
 “最大值”[image: alt]
 “合并”，于是：

[image: alt]


若右边[image: alt]
 ，则问题解决了。

而右边[image: alt]
 ，故得证。

【例15】设x、y、z有关系式[image: alt]
 ，试求f＝x2
 ＋y2
 ＋z2
 的最小值。

思考与分析　设中间变量k，令[image: alt]
 ，则有

[image: alt]


将其代入f，得：

[image: alt]


当f取最小值时，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 [image: alt]
 ，所以[image: alt]
 。

四、函数思想在数学教学中的几个应用

（一）化抽象为具体，由特殊到一般，由简单到复杂

G·波利亚关于怎样拟定解题计划中写到，你若不能解这道题，那么试着去解决一个更容易着手的简单问题，一个更特殊的问题，一个类似的问题。对函数与方程思想的教学我们应该从最简单最特殊、更容易解决的情形入手，然后再推广到一般的、复杂的情形，往往能起到事半功倍的作用。

（二）倒置题目的条件与结论，利用函数的性质解题

在我们所遇到的大量数学问题中，有不少是结论唯一，思路单一，易形成思维定势的题目，而高考命题既要涉及中学阶段所学的许多知识点，又要避开中学生所面临的大量题海，使其真正测试出学生的数学能力，势必要将知识点重新组合，出新、出意，而倒置题目的条件与结论，就能锻炼学生分析问题和综合运用知识的能力，这也是高考命题的一个新方向。

【例16】（1）已知函数y＝log2
 （x2
 －4x＋3），求函数的值域。

（2）已知函数y＝log2
 （x2
 －4x＋3），求函数的单调递增区间。

（3）已知椭圆方程为x2
 /4＋y2
 ＝1，求椭圆上的点到定点P（0，3/2）的最短距离。

通过倒置命题的条件和结论，可以将以上三题改为

（1′）已知函数y＝log2
 （x2
 －ax＋3）的值域为R，求a的取值范围。

（2′）已知函数y＝log2
 （x2
 －ax＋3）在（3，＋∞）上单调递增，求a的取值范围。

（3′）设椭圆的中心是坐标原点，长轴在x轴上，[image: alt]
 ，已知点P（0，2/3）到椭圆上的最短距离是[image: alt]
 ，求此椭圆的方程。

以上三例，把习惯认为的条件和结论倒置，打破学生固有的思维定势，让学生在自己的知识结构中利用函数的性质，探寻求解的线索，加深了学生对函数本质属性的理解，并具有一定的思维深度，真正体现了对学生能力的要求。

五、建立基本量与未知量之间的关系，用方程的思想来解题

“方程是数学通向实际的桥梁”，数学中的许多问题，最后都可归纳为求方程的解。

【例17】设｛an
 ｝是由正数组成的等比数列，S
 n是其前n项的和。求证[image: alt]
 。

思考与分析　原问题[image: alt]
 [image: alt]
 ＞Sn
 Sn＋2
 （Sn
 ＞0，n∈N）

利用方程的思想，原问题[image: alt]
 Sn
 x2
 ＋2Sn＋1
 x＋Sn＋2
 ＝0有两个不等的实根。

当q＝1时，方程[image: alt]
 nx2
 ＋2（n＋1）x＋（n＋2）＝0，即：

（x＋1）（nx＋n＋2）＝0，显然有两不等的实根。

当q≠1时，方程[image: alt]
 （1－qn
 ）x2
 ＋2（1－qn＋1
 ）x＋1－qn＋2
 ＝0，即：

（x＋1）2
 －qn
 （x＋q）2
 ＝0，显然有两不等的实根。

故原问题成立。这是一题用方程思想解题的典型。

【例18】在正三棱锥V-ABC中，已知侧棱VA与侧面VBC所成的角为θ，且[image: alt]
 ，三棱锥的体积为[image: alt]
 。求：底面中心到侧面VBC的距离。

思考与分析　已知：底棱与侧棱之比小于2，求底面中心O到侧面VBC的距离。可知，关键是求出正三棱锥的侧棱l与底棱a的长，通过已知条件，寻找出未知量l、a的关系式，列出方程再行求解。

解　设正棱锥的侧棱长为l，底棱长为a，根据题意可列出如下方程：

[image: alt]


从而O到侧面VBC的距离为[image: alt]
 。

这种要求用方程的思想进行解题的情况在高考试题中比比皆是，因而在我们平时的教学中，必须引起足够的重视。

六、构造辅助问题，利用函数的思想解题

G·波利亚说过“当原问题看来不可解时，人类的高明之处就在于会绕过不能直接克服的障碍，就在于能想出某个适当的辅助问题”。这里所指的辅助问题，实际上是原问题转化过程中的桥梁，目的无非是将原问题转化成一个我们熟悉的容易解决的问题。

【例19】已知对一切m∈R，θ∈［0，2π），[image: alt]
 [image: alt]
 恒大于0，求m的取值范围。

思考与分析　原问题[image: alt]
 对一切m∈R，均有cos2
 θ－2mcosθ＋4m－2＞0，转化为

[image: alt]
 ，

构造辅助问题1：只要求[image: alt]
 的最大值，

[image: alt]


等号当且仅当（2－cosθ）2
 ＝2，即cosθ＝2－2时达到，故所求m的取值范围为[image: alt]
 。

构造辅助问题2：只要求函数cos2
 θ－2mcosθ＋4m－2的最小值均大于0，求出m的取值范围。

构造辅助问题3：令t＝cosθ，则原问题[image: alt]
 t2
 －2＞2m（t－2），考虑函数y1
 ＝t2
 －2与y2
 ＝t－2，t∈［－1，1］的图像，当t∈［－1，1］时，y1
 的图像始终在直线y2
 的上方，则当Δ＝0时，得[image: alt]
 [image: alt]
 由图可知舍去），故当[image: alt]
 时，原问题成立。引申可知，利用函数的图像显然可求得方程f（θ）＝0何时有一解、二解等情况。

以上谈了如何在中学数学教学中，加强函数方程思想的教学，使学生领悟函数方程思想的运用规律，形成观念，在实际解题时能灵活运用。当然，应用函数方程思想的同时，还应注意换元、消元、配方、数形结合、分类讨论、化归等思想方法的运用。

七、用函数思想解有关求值问题

用运动、变化、相互联系的函数观点来分析、处理变量之间的关系，或利用函数的奇偶性、单调性、周期性等性质可解某些求值问题。

【例20】若实数a，b满足a3
 －3a2
 ＋5a＝1，b3
 －3b2
 ＋5b＝5，求a＋b的值。

思考与分析　观察所给的两个等式，恰好是函数f（x）＝x3
 －3x2
 ＋5x当x＝a和x＝b的值，即f（a）＝1，f（b）＝5。考察函数f（x）＝x3
 －3x2
 ＋5x＝（x－1）3
 ＋2（x－1）＋3，令x－1＝t，则g（t）＝t3
 ＋2t是奇函数，且在定义域内是单调递增，由f（a）＝g（a－1）＋3＝1和f（b）＝g（b－1）＋3＝5，得g（a－1）＝－2，g（b－1）＝2，所以g（a－1）＝－g（b－1）。由g（t）的单调递增和奇函数性质，故必有a－1＝－（b－1），所以a＋b＝2。

【例21】函数f（x）＝ax
 （a＞0，a≠1）在［1，2］中的最大值比最小值大[image: alt]
 ，求a的值。

思考与分析　当a＞1时，f（x）＝ax
 单调递增，所以f（x）在［1，2］范围内的最大值为a2
 ，最小值为a，由题意得a2
 －a＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 。

当0＜a＜1时，f（x）＝ax
 单调递减，所以f（x）在［1，2］范围内的最大值为a，最小值为a2
 ，由题意得a－a2
 ＝[image: alt]
 ，所以a＝[image: alt]
 或[image: alt]
 。

八、不等式问题用函数思想来处理

解（证）不等式问题，从本质上说，是研究相应函数的零点、正负区间及单调性的问题。因此，用函数思想来处理这类问题，不仅会优化解题过程，而且会使我们迅速获得解题途径。

【例22】解不等式[image: alt]
 。

思考与分析　设[image: alt]
 ，则原不等式的解与f（x）＞0的自变量的取值范围相同，f（x）的定义域是－25≤x≤25。

令f（x）＝0，则f（x）＝0的两个零点为x1
 ＝7，x2
 ＝24，这两个零点把定义域分为三个区间（零点除外）［－25，7］，（7，24），（24，25）。f（x）在其定义域内变化时，它从一个区间的负（或正）变化到另一区间的正（或负）必经过零点。因此，可用每个小区间上特殊值的函数符号代替对应小区间上函数符号。因为f（－25）＝－56＜0，f（20）＝4＞0，f（25）＝－6＜0，而x＝20∈（7，24），所以在区间（7，24）上，f（x）＞0，即不等式[image: alt]
 的解为｛x︱7＜x＜24｝。

【例23】若a1
 ，a2
 ，…，an
 ；b1
 ，b2
 ，…，bn
 均是实数，则

[image: alt]


思考与分析　通过观察，我们发现，如果在待证的不等式两边同乘以4，就得到［2（a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn
 ）］2
 ≤4（[image: alt]
 ）（[image: alt]
 ），这类似于二次函数的判别式Δ＝b2
 －4ac的形式，所以我们在证明这个不等式的时候，就会想办法引进一个二次函数，此二次函数的判别式[image: alt]
 [image: alt]
 ，再证明此函数恒为非负数，则它的判别式大于等于零，从而命题得证。

证明　设函数

[image: alt]


因为a1
 ，a2
 ，…，an
 和b1
 ，b2
 ，…，bn
 均是实数，x为实数，所以有（ai
 x－bi
 ）2
 ≥0（i＝1，2，…，n）

即4（a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn
 ）2
 －4（a1
 2
 ＋a2
 2
 ＋…＋an
 2
 ）（b1
 2
 ＋b2
 2
 ＋…＋bn
 2
 ）≤0

则（a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn
 ）2
 ≤（a1
 2
 ＋a2
 2
 ＋…＋an
 2）（b1
 2
 ＋b2
 2
 ＋…＋bn
 2
 ）。

所以原命题成立。

【例24】设a，b，c为△ABC的三条边，求证[image: alt]
 。

思考与分析　由观察得不等式两边的各项结构一致，唯一不同的是a，b，c作了置换，这就启发我们可以构造一个结构相似的函数f（x），由其作为辅助函数，从而使这个不等式的证明转化为证明f（a）＋f（b）＞f（c）。

证明　设函数[image: alt]
 ，其中0＜x＜＋∞。

随着x的增大，x＋2增大[image: alt]
 减小，[image: alt]
 增大，所以f（x）在（0，＋∞）上是单调递增函数。

因为c＜a＋b，所以f（c）＜f（a＋b），即[image: alt]
 。

因为[image: alt]
 ，

所以[image: alt]
 ，

所以[image: alt]
 ，

即[image: alt]
 。

原命题得证。

从例21、例22可以看到，在一部分不等式的证明中，根据不等式自身的特点，通过构造中间函数，再把所研究的问题转化为讨论函数的有关性质，达到化难为易、化繁为简的目的，从而简便地证得所要的结果。函数的构造在证明不等式中起到一定的作用。

九、比较大小

对于比较含有参变量的两式大小的问题，有时利用函数的有关知识，可迅速获解。

【例25】a和b是一直角三角形的两直角边长，c为斜边长，如n∈N，试比较an
 ＋bn
 和cn
 的大小，并证明你的结论。

思考与分析　易知a＋b＞c，a2
 ＋b2
 ＝c2
 ，

当n≥3时，注意到原题中的指数形式，由[image: alt]
 是减函数，

[image: alt]


便知an
 ＋bn
 ＜cn
 。

十、用于求方程中的参数问题

【例26】设二次方程x2
 －2px＋p－2＝0的两根满足－1＜x1
 ＜1，1＜x2
 ＜2，试确定p的取值范围。

思考与分析　这是一道比较容易出错的题目，易从条件出发得0＜x1
 ＋x2
 ＜3，－1＜x1
 x2
 ＜2，然后用韦达定理可求出p的取值范围，这其实是一种错误的解法，根本原因在于所列条件与原条件不等价。实际上，我们不难发现，如果我们将问题置于函数之中进行动态分析，借助于函数的图像与轴交点的位置，即可求出p的取值范围。

解　设f（x）＝x2
 －2px＋p－2，二次项系数为正，所以抛物线开口向上。

由题意知[image: alt]


解之得[image: alt]
 。

故p的取值范围为[image: alt]
 。

【例27】若cos2x＋sinx＝a（a∈R）有解，求a的取值范围。

思考与分析　要满足cos2x＋sinx＝a有解，实际上是求f（x）＝cos2x＋sinx的取值范围，只要a在这取值范围内，则方程必定有解，所以求a的取值范围实际上就转化为求f（x）＝cos2x＋sinx的取值范围。

解　设函数f（x）＝cos2x＋sinx，则

[image: alt]


sinx的取值范围为［－1，1］，根据二次函数的性质，

当sinx＝[image: alt]
 时，f（x）取得最大值，最大值为[image: alt]


当sinx＝－1时，f（x）取得最小值，最小值为－2。

所以f（x）＝cos2x＋sinx的取值范围为[image: alt]
 ，即a的取值范围[image: alt]
 。

注意　相对于方程来说，函数是一般形式，而方程是特殊形式，即把f（x）看作是0。方程的根可以看作对应函数在某种特定状态下自变量的值，因此把方程问题用函数思想来处理，有利于在运动变化过程中把握问题的实质，有助于全面深入地分析问题、解决问题。

十一、用函数思想处理数列问题

【例28】在等差数列｛an
 ｝中，a3
 ＝12，S12
 ＞0，S13
 ＜0，

（1）求公差d的取值范围；

（2）指出S1
 ，S2
 ，…，S12
 中，哪个值最大，并说明理由。

思考与分析　在等差数列中[image: alt]
 ，又由a3
 ＝12可得a1
 与d的关系，把a1
 用关于d的表达式替代，则得到一个关系式，我们可以把这个关系式看作关于n的二次函数，这个二次函数的常数项为0，二次项系数为[image: alt]
 ，可以用二次函数的有关知识来解等差数列的前n项和的问题。

解[image: alt]
 ，又由a3
 ＝12得a3
 ＝a1
 ＋2d＝12，所以a1
 ＝12－2d，

所以[image: alt]


由题意得[image: alt]


解得[image: alt]
 ，则公差d的取值范围为[image: alt]
 。

[image: alt]
 因为[image: alt]
 ，所以抛物线开口向下。所以当[image: alt]
 最小时，函数Sn
 取得最大值。

因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，

从而，在正整数n中，当n＝6时[image: alt]
 最小，所以S6
 最大。

注意　数列是特殊的函数，an
 可以看成关于n的一次函数，Sn
 可以看作n的二次函数，只要运用函数思想将式子转化为关于n的函数，有些问题就会迎刃而解。

十二、通过对函数值域的考察解决几何量的变化问题

【例29】函数y＝f（x）的图像是从原点出发的一条折线，当n≤y≤n＋1（n＝0，1，2，…）时，图像是斜率为bn
 的线段（正常数b≠1），数列｛xn
 ｝由f（xn
 ）＝n（n＝1，2，…）定义，求：

（1）x1
 ，x2
 ，x3
 和xn
 的表达式；

（2）f（x）的表达式和定义域。

思考与分析　（1）当0≤y≤1时，k＝b0
 ＝1[image: alt]
 y＝f（x）＝x，f（x1
 ）＝1[image: alt]
 x1
 ＝1；

当1≤y≤2时，k＝b1
 ＝b[image: alt]
 y－1＝b（x－1）[image: alt]
 y＝f（x）＝1＋b（x－ 1），f（x2
 ）＝2[image: alt]
 b x2
 －b＋1＝2[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


归纳得到[image: alt]
 。

（2）由（1）得f（x）的表达式是

[image: alt]


[image: alt]


当b＞1时，xn
 的极限为[image: alt]
 ，此时f（x）的定义域为[image: alt]
 ；

当0＜b＜1时，f（x）的定义域为［0，＋∞）。

注意　折线的函数式是分段函数，这里除要利用直线的点斜式方程求出y的表达式外，还要注意每一段自变量x与函数值y的取值范围以及整个函数的定义域，这样就把代数学中的函数和图像与解析几何学中的曲线和方程联系起来了。

第三节　公理化思想

公理化方法是从古希腊数学和逻辑学的发展中逐渐发展形成的。古希腊的毕达哥拉斯学派开创了把数学作为逻辑科学进行研究的方向，欧多克索斯在处理不可公度比时，建立了以公理为依据的演绎法。古希腊哲学家为了辩论的需要，发展了论辩术，柏拉图比较详尽地论述了论辩方法，并阐明了许多逻辑原理。可以说，公理化方法的产生（也称之为实质公理学阶段）主要来源于古希腊哲学家与数学家的贡献。

在数学发展史上，第一次把公理化方法系统运用于数学之中的是古希腊伟大的数学家欧几里得。欧几里得把形式逻辑的公理演绎方法应用于几何学，在前人积累起来的几何知识的基础上，运用抽象分析的方法提炼出一系列的基本概念和公理。由此出发，按照逻辑规则，将当时的几何知识几乎全部推导出来，从而使几何知识按公理系统形成了一个有机整体。这样，在数学领域中，公理化方法也就随之产生了。

《几何原本》共13卷，内容包括直边形和圆的性质、比例、相似形、数论、不可公度的分类、立体几何和穷竭法等。第一卷的开篇就给出了全书第一部分所用的23个定义，其中比较重要的有：

（1）点是没有部分的。

（2）线没有宽度只有长度。“线”这个字指曲线。

（3）一线的两端是点。（这个定义明确指出一线或一曲线总是有限长度的，《几何原本》里没有伸展到无穷远的一条曲线。）

（4）直线是同其中各点看齐的线。（定义4与定义3精神一致，欧几里得的直线是我们所说的线段。）

（5）面只有长度和宽度。

（6）面的边缘是线。（所以面也是有界的图形。）

（7）圆是包含在一（曲）线里的那种平面图形，其内有一点，连到该线的所有直线都彼此相等。

（8）于是那个点便叫圆心。

（9）圆的一直径是通过圆心且两端终于圆周的任意一条直线，而且这样的直线也把圆平分。

（10）平行直线是这样的一些直线，它们在同一平面内，而且往两个方向无限延长后在两个方向上都不会相交。

接着欧几里得列出了五个公设和五个公理。他采用了亚里士多德对公设与公理的区别，即公理是适用于一切科学的真理，而公设则只适用于几何。这五个公设为：

（1）由任意一点到任意一点可作直线。

（2）一条有限直线可以继续延长。

（3）以任意点为中心及任意的距离可以画圆。

（4）凡直角都相等。

（5）同平面内一条直线和另外两条直线相交，若在某一侧的两个内角的和小于二直角，则这二直线经无限延长后在这一侧相交。

五条公理为：

（1）跟同一件东西相等的一些东西，它们彼此也是相等的。

（2）等量加等量，总量仍相等。

（3）等量减等量，余量仍相等。

（4）彼此重合的东西是相等的。

（5）整体大于部分。

欧几里得从上述五条公设和五条公理出发，推出了465个命题。

《几何原本》成为一种全新的前所未有的数学演绎的公理化形式。在数学发展史上是一座不朽的丰碑。同时，这种公理化的方法也就成为数学理论构成的标准化模式，公理化方法也成为由数学经验上升为数学理论的惟一形式。《几何原本》的构成方法、结构模式从此成为数学的典范。公理化方法从此在数学中扎根、发展，并且一直深深地影响着数学的发展。从现代公理化方法的层次分析，公理化研究的对象、性质和关系称之为“论域”，这些对象、性质与关系由初始概念表示。在《几何原本》中论域是事先具体惟一给定的。例如，研究的对象点、线都事先具体惟一给定了，“点是没有部分的”，“线没有宽度只有长度”。按照“一个公理系统只有一个论域”的观点建立起来的公理学称为实质公理学，这种公理学一般是对经验知识的系统整理，公理都具有自明性。因此，从公理化方法的角度看，《几何原本》还是一种实质公理学的代表作（皮亚诺自然数算术公理系统、牛顿力学也是实质公理学）。

数学的公理化方法是数学自身发展的一种结果，自从公理化方法问世以来，它对推动数学的发展起到了积极的作用。公理化方法是数学严格表述的基本方法之一，特别是在近代数学的发展中，公理化方法发挥了巨大的作用。

公理化方法（也称之为公理方法），就是从尽可能少的无定义的概念（基本概念）出发去定义其他的一切概念，从一组不证自明的命题（基本公理或公设）出发，经过逻辑推理证明其他的一切命题，进而把一门学科的知识建构成为演绎系统的一种方法。人们通常也把由原始概念（或称之为基本概念）、公理所构成的演绎系统称为公理系统。

数学的公理化方法并不是从数学问世时就存在的，它有一个特定的发生发展的文化背景。公元前3世纪问世的《几何原本》，是古希腊数学家欧几里得对公理化方法的杰出贡献。如果说古希腊数学是公理化方法的孕育土壤，那么欧几里得就是一位伟大的公理化方法的辛勤耕耘收获者。

《几何原本》中使用的公理化方法，极大地影响了西方数学的发展，它成为后世数学家进行数学研究、构造数学理论最重要的方法。在数学的发展史中，公理化方法曾一度成为数学理论体系的惟一表述方法。可以这样说，数学的发展创造出了公理化方法，公理化方法的问世又极大地推动了数学的发展。

公理化方法在其发展中，已经超出了数学的范畴，成为自然科学乃至社会科学的一种科学方法。1899年，希尔伯特的《几何基础》问世，是公理化方法在近代发展的代表作，它把以欧几里得《几何原本》为代表的公理化方法建成了一个比较完备的、形式化的公理系统。可以说，公理化的不断完善发展，使公理化方法作为一种科学的方法在数学和其他学科中发挥着越来越大的作用。

在数学的发展中，数学某一个分支的形成，都有一个来源于社会实践或来源于其他数学理论的过程，要把这些新的数学知识建成一个理论体系，要求数学家们必须准确、严格地运用公理化方法的内容。对数学知识或一个数学体系公理化的目的，就是要根据本门学科所提供的内容，经过逻辑层次上的分析与整理，最后把它表述成一个演绎系统。

对于公理的选择，公理化方法提出了三个基本的要求：

（1）协调性要求。协调性又称相容性和无矛盾性。这一要求是指在一个公理系统中，不允许既能证明定理A成立，又能证明定理A的反面（逆定理）成立。如果在一个公理系统中可以同时推导出命题A与非A（否命题）同时成立，那么就可以说公理系统本身存在矛盾，这是公理选择和逻辑推证规则所不能允许的。应当注意，协调性是指一个理论体系中无矛盾，当同一个对象在不同的直线理论系统中就可以不受协调性限制。例如，在平面几何中，“两条直线不平行必相交，不相交必平行”是真命题，而在立体几何中就是假命题，这显然是由平面与空间两个理论系统造成的。

（2）独立性要求。在一个公理系统中所选择的公理不允许有一条能用其他公理推导出来，也就是说，公理系统中每条公理都应独立存在，这样可以使一个公理系统中的公理降低到最少的程度。在中学数学中，有时为了减少论证的复杂性，适应学生的学习需要，往往把一些定理也作为公理给出。不过，作为公理的选择以及公理系统的建构，必须严格按照独立性的要求来选择公理。

（3）完备性要求。在一个公理系统中要有确保能够导出所论数学某分支的全部命题，换句话说，必要的公理绝不能减少，否则会使这个数学分支的某些真命题得不到理论上的证明。在公理的选择时，人们通常的做法是，发现公理系统不完备就补充一些公理。在中学及初等数学的实际教学中，由于运用的范围有限常有一些公理并不列出，有时也运用直观来代替一些公理。从理论上说这样也许不妥，但从数学的阶段性及学生认识论证的层次上来说是完全可以的。

从理论层次上说，上述三个方面的要求是选择公理、构建公理系统时所必须遵守的。对于具体理论系统而言，尤其是对一个复杂的公理系统而言，有时要验证这三条要求是相当困难的，有此问题至今还未得到彻底解决。

运用公理化方法的手段对某门学科进行公理化，是人们追求的目标。在数学领域内几何学公理、算术公理和集合论公理是目前研究最深刻的。然而，哥德尔（K·Godel）证明，算术公理系统是不完备的，即在一个算术系统中，存在一个命题，该命题及其否定在该系统中都不能被证明。这不能不算是对人们公理化信心的一个打击。

在数学发展中，公理化方法曾发挥过重要的作用，在现代科学技术发展进程中，公理化的思维方法也产生过重要的影响。公理化方法在方法论的意义上以及在数学教育的意义上都有着重要的作用。

1．公理化方法是加工、整理知识，建立科学理论的工具，可以帮助一门学科由经验知识阶段迅速上升到理性结构阶段

任何一门学科，都有一个逐步积累经验、知识、方法的过程。当一门学科的经验知识积累到一定程度的时候，人们就要从理论的层次给予总结，并把它构造成一种逻辑的体系。换句话说，在任何知识达到一定程度之后，都有一个整理分析，使之条理化、系统化、理论构造化的过程。可以说，能够胜任这项工作的最重要的方法之一，就是公理化方法。从近代物理、化学等其他自然科学发展的历史分析，可以发现，公理化方法是使科学知识转变成科学理论体系的最有效的方法之一。

在近代群论的发展中人们可以发现公理化方法的作用。当群论发展时，人们在具体群特征的基础上寻找它们之间的公共规律，此时公理化方法表现出方法论意义上的重大作用。一种带有公理化特征的群论的问世，使群理论成为一种公理化的体系。这种公理化的群论，使研究对象有多种的解释（模型），它可以是数、向量、多项式、函数、矩阵、晶体结构中的点，甚至可以看作是运用、变换等等。可以说，公理化方法使群的理论具有高度的抽象性，公理化方法在群论的发展中发挥了重要的作用。

2．公理化方法有助于发现新的数学成果，可以探索各个数学分支的逻辑结构，发现新问题，促进和推动科学理论的发展

例如，在数学史上，非欧几何的出现正是由于公理化方法运用的结果。人们在逻辑论证的意义上明确了第五公设是不可证明的公理之后，才开始设想引入一个新的公设来取代它，于是从逻辑上推导出第五公设不成立的一套全新的几何体系——非直观可以说明的非欧几何。可以说，公理化方法是新的几何体系的助产士，没有对公理的逻辑论证的不断研究，没有以公理化方法对第五公设的长期论证，就不会有非欧几何的问世。这个典型的例子说明，公理化方法在理论层次上推进科学发展的重要作用和意义。

3．公理化方法对各门自然科学的表述具有积极的借鉴意义

数学中的各分支都经历过公理化的分析和讨论，其他学科沿用公理化方法的例子也不少，例如，牛顿仿射欧氏几何，把哥白尼到刻卜勒时期所积累的力学知识用公理化方法组成一个逻辑体系，使得能够从牛顿三定律（公理）出发，依逻辑方法把力学定律逐条推出。

4．公理化方法推动了结构主义运用

公理化的思维方法是对一个理论体系的基本概念、公理进行认真选择后建立起的一个逻辑严谨的公理化结构的思维方法。这种思维方法在近代的发展就是由法国布尔巴基学派兴起的数学结构主义的运动。布尔巴基学派运用公理化方法，在20世纪30年代之后的约40年时间内，对整个数学的基础理论进行了公理化形式的整理和划分。这个学派把数学的各分支中最重要的基本概念、最重要的出发点分离出来，并由此形成了结构主义的观点。布尔巴基学派认为，整个数学是由最基本的代数结构、序结构和拓扑结构组成的，这些结构的不同组合就形成了不同的数学研究对象，这里当然包含复合结构、多重结构和混合结构等。

5．公理化方法有利于学生理解和掌握数学知识、数学方法，有利于培养逻辑思维能力

数学教育的重要目的之一，就是要人们学会数学思维。因此，可以认为，学习公理化方法可以提高数学教育的成效，它会培养和熏陶学生逻辑思维的能力。同时，公理化方法揭示的数学内在结构性，也帮助人们从逻辑思维的层面去认识和理解数学，这种对数学的理解和认识也会极大地提高人们运用逻辑思维的能力。

总之，随着科学的不断发展，公理化方法的作用还在不断地扩大。

第四节　整体化思想

一个数学问题一般总表现为一个系统。在解题中，注意对其作整体结构的分析，从整体性质上去把握各个局部，这样的解题观念或思考方法，称为整体处理。所谓数学的整体化思想，就是暂时不注重于系统的某些元素的分析，暂时忽略或模糊系统的某些细节，而是重视元素之间的联系、系统的整体结构，从整体上考虑命题的题设、题断及其相互关系，从整体上把握解决问题的方向，并作出决策。在系统论里有一个整体原理，说系统各部分功能的总和不等于系统的功能，我们在解题中运用整体处理的技巧就是要设法把各部分功能的总和大于系统的功能。

【例30】设x1
 ，x2
 ，…x9
 都是非零实数，则行列式

[image: alt]
 ＝x1
 x5
 x9
 ＋x2
 x6
 x7
 ＋x3
 x4
 x8
 －x3
 x5
 x7
 －x1
 x6
 x8
 －x2
 x4
 x9
 中至少有一项是负数，有一项是正数。

思考与分析　一般思路是将行列式展开式各项的具体细节，分各种可能情形逐一证明，解题过程很烦琐。事实上，如果对命题有一个整体性的认识：命题本身不要求指明哪一项是正的或负的，只需证明至少存在一项正、一项负，着眼于整体，抓住奇数个负项之积是负数这一性质，给出漂亮的证明，这六项的乘积－（x1
 x2
 …x9
 ）2
 ＜0，所以六项中必有奇数项是负数，也有奇数项是整数。

评析　从思维方式的角度看，整体化思想是直觉思维和逻辑思维的和谐统一，其思维过程中既有综合又有分析，它常常先依靠直觉思维从整体上把握目标，然后再依靠逻辑思维准确地达到目标。

【例31】证明，任意3个实数a，b，c不能同时满足下列三个不等式
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思考与分析　对于a，b，c的具体取值，哪个不等式不成立是不清楚的，比如a＝1，b＝2，c＝3时，3个不等式都不成立；a＝1，b＝2，c＝4时，只有[image: alt]
 不成立，若交换a，b，c的值，则哪一个不等式都有可能不成立。面对这样的情况，作整体处理是合适的。

证法一　设A＝a2
 －（b－c）2
 ，B＝b2
 －（c－a）2
 ，C＝c2
 －（a－b）2
 ，

则ABC＝（a＋b－c）2
 （a－b＋c）2
 （b＋c－a）2
 ≥0。

故A、B、C中至少有一个非负，或A≥0，或B≥0，或C≥0。

即[image: alt]
 三式中至少有一式成立，从而[image: alt]
 不能同时成立。

证法二　若不然，存在3个实数a0
 ，b0
 ，c0
 ，使
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平方后移项，得

（a0
 －b0
 ＋c0
 ）（a0
 ＋b0
 －c0
 ）＜0，

（b0
 －c0
 ＋a0
 ）（b0
 ＋c0
 －a0
 ）＜0，

（c0
 －a0
 ＋b0
 ）（c0
 ＋a0
 －b0
 ）＜0。

三式相乘得0≤（a0
 －b0
 ＋c0
 ）2
 （a0
 ＋b0
 －c0
 ）2
 （b0
 ＋c0
 －a0
 ）2
 ＜0。

这一矛盾说明，任意3个实数a，b，c不能同时满足题设的三个不等式。

评析　前一处理是通过整体性质来确定局部性质；后一处理是通过整体处理来暴露矛盾。

【例32】在△ABC的内部有n个点，以这n＋3个点为顶点，将三角形分割成互不重叠的三角形，共可得几个三角形？

思考与分析　取n＝1，2，3，…，由图5-1可猜测共得小三角形Nn
 ＝2n＋1（个）。
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图5-1

从三角形内角和的角度看问题，应有Nn
 π＝2nπ＋π。

问题转化为给这个式子找一个几何解析。

证法一　设三角形分割得出小三角形有x个，下面用两种方法求这些三角形的内角和S。

一方面，由三角形的内角和等于π可得
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另一方面，S可由两部分角组成，一部分是顶点在A，B，C处，其和为π；另一部分顶点在△ABC内部，每一个点对应一个周角，共n个周角，故得
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由①、②得πx＝2πn＋π，所以x＝2n＋1。

评析　由于对△ABC的分割未必惟一，因而直接计算很不方便，此处用整体处理的方式来解决，求x是一种整体处理，第二次计算S（即求第②式）也是一种整体处理。当然，一开始还通过特殊化来寻找解题的方向。

完全一样的步骤可将△ABC推广为凸K边形A1
 A2
 …Ak
 ，相应的结论为x＝2n＋（k－2）（个）。

证法二　视平面图形为空间简单多面体的投影。设小三角形有x个，则面数V，顶点数E，棱数F分别为V＝x＋1，E＝n＋3，F＝[image: alt]
 。

代入欧拉公式（或用定理68）V＋E－F＝2，得[image: alt]


有x＝2n＋1。

评析　将平面图形看成空间图形的投影，这有一般化的思想，当n＝3时，此例即为1989年全国初中联赛试题。

在利用整体化思想解题时我们可以利用以下几种方法：

一、挖掘问题的整体化特征

【例33】正方形的内部给出了1997个点，现用A表示正方形的4个顶点和这1997个点构成的集合，并按下述规则将这张纸剪成一些三角形：每个三角形的3个顶点都是A中的元素；除顶点外，每个三角形中不再具有A中的点。试问：一共可以剪出多少三角形？一共剪了多少刀？

思考与分析　（1）如果逐点或逐个三角形来考虑，那就太繁琐了。由于三角形三内角和为定值，而正方形每个顶点不管这样剪总可以提供90°，内部的每个点可以提供360°，因此可以从三角形内角和总数方面作整体性考虑。如图5-2所示，M中有
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图5-2

第一类为四边形的顶点，即A，B，C，D等。

第二类是四边形内部的那2000个点，如P，Q等。

研究以第一类点为顶点的所有三角形的相关角，如以D为公共顶点的∠1，∠2，∠3，它们的和为90°。

以第二类点中每个点为顶点的三角形的相关角的和为360°，例如，以P为顶点的三角形有3个，其中，以P为公共顶点的3个角之和为∠4＋∠5＋∠6＝360°，故符合条件的所有三角形的内角和为

4×90°＋2000×360°＝4002×180°，故共剪出4002个三角形。

（2）每个三角形共有三边，故每个三角形共要剪3刀，4002个三角形共4002×3边。但原四边形的四边不必剪，并且注意到其余每边都是两个三角形的公共边，故应剪的刀数是（4002×3－4）÷2＝2001×3－2＝6001，故共要剪去6001刀。

二、从全局入手解决局部问题

本来是个局部的数学问题，为解决它，“升格”为全局问题，通过对全局问题的研究，导致原问题的解决。

【例34】求包含在正整数m与n（m＜n）之间的分母为3的所有不同约分数之和。

思考与分析　这样的所有分数是
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它既非等差数列，又非等比数列，当然不好求和，但我们看到包含正整数m与n之间的可约分分数为m，m＋1，…，n－1，n

它的各项和容易求出，[image: alt]


这两类分数统一在整体m，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，n之中，而这整体分数为等差数列，各项和为

[image: alt]


所以所求分数之和为S＝S2
 －S1
 ＝n2
 －m2
 。

三、从整体结构考虑，宏观把握问题实质

【例35】设P是椭圆上除长轴端点外的任意一点，F1
 ，F2
 是焦

点，e是离心率，设∠P F1
 F2
 ＝α，∠PF2
 F1
 ＝β，求证：[image: alt]
 [image: alt]
 。

思考与分析　从宏观结构上考察，欲证结论就是要寻找一个α，β与a、c之间的关系式（因[image: alt]
 ，如图5-3所示，而在△PF1
 F2
 中，[image: alt]
 ，故可从正弦定理来推演所要证的结论。

[image: alt]


图5-3

在△PF1
 F2
 中，由正弦定理、等比定理有[image: alt]


从客观意义上讲，列出此式已把握了问题实质，后面只是推演。由前式有

[image: alt]


四、从整体性质出发对已知条件进行整体运用

对已知条件要克服单抓一二项，而忽视其他的不良习惯，要从整体性质出发对已知条件进行整体运用，挖掘已有条件的地位与作用，从而达到训练学生整体思维能力的目的。

【例36】求同时满足下列两个条件的所有复数z：

[image: alt]


（2）z的实部和虚部都是整数。

思考与分析　此题是湖南、海南、云南三省1992年高考题，从整体性质上把握，对条件（1）、（2）要用透用够，并同时满足这两个条件。

[image: alt]
 ，则z2
 －z u＋10＝0。

因为u为实数，且1＜u≤6，可见它为关于z的实系数一元二次方程，且Δ＝u2
 －40＜0，于是[image: alt]
 。

由条件（2）知，u只能在2、4、6中考虑。当x＝2时，z的虚部为±3；当u＝4时，z的虚部为[image: alt]
 ，不合题意；当u＝6时，z的虚部为±1。

所以所求复数为1±3i，3±i。

【例37】求函数y＝－（x－2）2
 ＋3｜x－2｜＋5的最大值。

思考与分析　此函数的形式看上式比较复杂，若把绝对值符号去掉，则必须分类讨论。但从整体上看与二次函数很相似，为此把（x－2）2
 看成｜x－2｜2
 ，即原式可化为

[image: alt]


【例38】已知

[image: alt]


求x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋w2
 的值。

思考与分析　把四个方程变成一个整体，即以22
 ，42
 ，62
 ，82
 为根的关于t的方程

[image: alt]


这是一个关于t的分式方程，可以化为关于t的四次方程

t4
 －（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋w2
 ＋84）t3
 ＋a2
 t2
 ＋a3
 t＋a4
 ＝0　　　（2）

又因为22
 ，42
 ，62
 ，82
 为方程（2）的根，则

（t－22
 ）（t－42
 ）（t－62
 ）（t－82
 ）＝0，

整理得t4
 －（22
 ＋42
 ＋62
 ＋82
 ）t3
 ＋a2
 t2
 ＋a3
 t＋a4
 ＝0　　　（3）

比较方程（2）和（3）中t3
 的系数可得

x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋w2
 ＋84＝22
 ＋42
 ＋62
 ＋82
 ＝120

x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋w2
 ＝36

五、从整体结构考虑，抓住整体的不变性

在研究一个题目时，当一些条件变化，而另一些条件或者研究对象的整体保持不变，这些整体的不变性可以直接影响题目的结果，我们就要从整体上去发现和抓住这些不变的因素。

【例39】设n（≥2）名选手两两之间进行一场比赛，没有平局，第i名选手胜wi
 场，负li
 场，求证：w2
 1
 ＋w2
 2
 ＋…＋w2
 n
 ＝l2
 1
 ＋l2
 2
 ＋…＋l2
 n
 。

思考与分析　我们考虑比赛总场数这一整体。

因为每一场比赛没有平局，必有一人胜，一人负，所以所有人所有胜场总和等于所有人所有负场总和，即w1
 ＋w2
 ＋…＋wn
 ＝l1
 ＋l2
 ＋…＋ln
 。这是一个不变量。

另外，对于每个选手都是比赛了n－1场，因此有

wi
 ＋li
 ＝n－1（i＝1，2，…，n），这又是一个不变量。

利用这两个不变量，本题很容易解决

[image: alt]


于是w2
 1
 ＋w2
 2
 ＋…＋w2
 n
 ＝l2
 1
 ＋l2
 2
 ＋…＋l2
 n


六、利用配对策略，把局部补成整体

配对策略是通过配对把局部补成整体的一个手段，用整体化思维解题的常用策略，往往是通过题目中的某个式子A的特点，配上一个A的对偶式B，使得A和B从整体上有些比较明显的结果。例如A＝sinx，配上B＝cosx，则A2
 ＋B2
 ＝1；如果[image: alt]
 ，配上它的共轭根式[image: alt]
 ，则A＋B＝4，AB＝1等等。

【例40】已知a1
 ，a2
 ，…，an
 均为正实数，且满足a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝1，

求证：不等式[image: alt]
 对正整数n成立。

思考与分析　设[image: alt]


利用配对策略，构造A的对偶式

[image: alt]


我们研究A＋B和A－B

[image: alt]


所以A＋B＝2A

[image: alt]


注意到对正数m和n有

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


七、挖掘结论的整体性

题目的结论整体性很强，而从局部并不容易去思考，这时，我们常常把结论的对象看做一个整体，并从整体上去研究结论的特征，从而获得解题的方法。

【例41】今有男女各2n人，围成内外两圈跳邀请舞，每圈各2n人，有男有女，跳舞规则如下：每当音乐响起，如面对面是一男一女，则男的邀请女的跳舞，如果均是男的，或者均是女的，则鼓掌助兴，曲终时，外圈的人均向前一步，如此继续，试证：在整个跳舞过程中，至少有一次起舞的男女不少于n对。

思考与分析　我们不能局限在哪一次起舞的过程，也没有办法去确定哪一次起舞的男女不少于n对，只能对本题的结果进行整体思考。

我们设内圈的人为x1
 ，x2
 ，…，x2n
 ，外圈的人为y1
 ，y2
 ，…，y2n
 ，并设男的为＋1，女的为－1。

有了以上的赋值，可以使问题数学化。

考查xi
 yi
 ：

若xi
 和yi
 都是男的或者都是女的，依题设，则不起舞，此时有

xi
 yi
 ＝＋1＞0。

若xi
 和yi
 一是男的，一是女的，依题设，则起舞，此时有xi
 yi
 ＝－1＜0。

考虑结论的整体，假定每次起舞都少于n对，即结论不成立，我们可寻求可能发生的矛盾。

由于总对数为2n对，若每次起舞者都少于n对，则起舞者少于不起舞者，于是有

x1
 y1
 ＋x2
 y2
 ＋…＋x2n
 y2n
 ＞0

x1
 y2
 ＋x2
 y3
 ＋…＋x2n
 y1
 ＞0

……

x1
 y2n－1
 ＋x2
 yn
 ＋…＋x2n
 y2n－2
 ＞0

x1
 y2n
 ＋x2
 y1
 ＋…＋x2n
 y2n－1
 ＞0

将以上2n个不等式相加得

[image: alt]


下面针对（1）式，研究x1
 ＋x2
 ＋…＋x2n
 和y1
 ＋y2
 ＋…＋y2n


设内圈有k个男的，则有2n－k个女的，此时外圈有2n－k个男的，k个女的。于是

x1
 ＋x2
 ＋…＋x2n
 ＝k·（＋1）＋（2n－k）·（－1）＝2k－2n

y1
 ＋y2
 ＋…＋y2n
 ＝（2n－k）·（＋1）＋k·（－1）＝2n－2k

两式相乘得

[image: alt]


（1）与（2）发生矛盾。

于是，一定有一次起舞的男女不少于n对。

从上述七方面我们可以看出，在解题中，适当地利用整体化思想，就能找到新的解题途径。其实，整体化思想还有很多，我们在学习中如果能够多加思考，一定能够掌握更多更灵活的方法。

第五节　分类讨论思想

当面临较复杂的对象时，人们往往会考虑将对象按某种特征分成几个部分，逐一加以研究，再综合之，以达到认识对象整体的目的。这种分类方法在科学研究中是广为适用的。例如，生物学家通过直觉归纳、解剖等手段，运用分类方法编排出动植物的谱系；化学家在分类的基础上，根据元素的周期现象，预言新元素的存在及其性质。

分类讨论是解决问题的一种逻辑方法，也是一种数学思想，这种思想对于简化研究对象，发展人的思维有着重要帮助，因此，有关分类讨论的数学命题在高考试题中占有重要位置。

所谓分类讨论，就是当问题所给的对象不能进行统一研究时，就需要对研究对象按某个标准分类，然后分别研究得出每一类的结论，最后综合各类结果得到整个问题的解答。实质上，分类讨论是“化整为零，各个击破，再积零为整”的数学策略。

分类是根据对象的相同点和差异点将对象区分为不同种类的逻辑方法。分类也叫划分。分类是以比较为基础的，通过比较识别对象之间的异同，根据相同点将对象归为较大的类，根据差异点将对象划分为较小的类，从而将对象区分为具有一定从属关系的不同等级的系统。分类的目的在于使知识组成条理化，进而系统化。

一、分类的标准

分类具有不可缺少的三要素：母项、子项和根据。母项是被划分的种概念，子项是划分后所得的类概念，划分的根据就是借以划分的标准。

分类必须有一定的标准，即必须根据对象本身的某种属性或关系来进行划分。由于客观事物有多方面的属性，事物之间有多方面的联系，因此分类的标准也是多方面的，可根据不同的需要采用不同的分类标准，对事物进行不同的分类。但每一次分类都应按照同一标准进行，所取的标准应服从于研究的目的或观察问题的角度。

二、分类的原则

任何分类必须遵循以下原则，只有这样，才能在分类过程中防止出现遗漏、重复或者混淆不清的现象。

（一）同一性原则，即分类应按同一个标准

每次划分的根据必须同一，即每一次划分时，标准只能一个，不能交叉地使用几个不同的划分标准。因此，在分类前，应当从被分类的概念属性中，取一个属性作为依据，它有两层意思：一是判别概念（属）应放在哪一类的衡量尺度；二是对两个不同的概念（属）要用同一尺度衡量，否则就会出现划分的结果重叠或过宽的逻辑错误，使划分后的结果混淆不清。

（二）合理性原则，即分类应当做到不重复、也不遗漏

首先，分类应是完备的，即分类所得的各子项外延之和必须与被分类的母项的外延相等。从量方面要求一个也不能丢掉。从集合观点看，被分类概念的外延应被分类所得各属概念的外延覆盖，各属概念的并集等于被分概念外延的全集，否则会出现过宽或过窄的逻辑错误。其次，分类应是纯粹的。分类所得的各子项必须互相排斥，划分的子项概念的外延之间是不相容的关系。从集合的角度看，被分成的任何两类之间不相交，即无共同元素，每一类元素之间满足一个标准或关系，不满足该标准或关系的不能属于同一类，即各属概念外延之交集为空集。如把平行四边形分为矩形、菱形和正方形，就不仅违反了第二个原则，而且也犯了“交叉”和“从属”的毛病。

（三）分类讨论的常规方法

（1）依据数学概念的定义进行分类。如绝对值、直线与平面所成的角等。

（2）依据数学公式、原则、法则的适用范围进行。如等比数列求和公式。

（3）依据数形结合进行分类。如集合的交、并、补用数轴讨论。

（4）依据位置关系进行分类。如几何中点与点、点与线、面与面等位置关系。

（5）依据数学性质进行分类。如偶次算术根的性质，二次函数、幂函数等性质。

（6）依据参数的变化范围进行分类。

（7）依据整数的奇偶性进行分类。

（四）用分类讨论思想解题的一般步骤

（1）确定分类讨论的对象。

（2）进行合理的分类讨论。

（3）逐步逐级分类讨论。

（4）综合、归纳结论。

（五）分类思想应用举例

1．排列组合问题

【例42】所有三位数中有且仅有两个数字相同的共有多少个？

思考与分析　符合条件的三位数可以分成如下10类：

有两个0的：100，200，…，900，共有[image: alt]
 ；

有两个1的：在除1以外的9个数中任选1个，在1，1之间的位置关系有3个，但应除去011这种情况，共有9×3－1＝26个；

同理，有两个2，两个3，…，两个9的三位数各有26个。

所以，所有三位数中有且仅有两个数字相同的共有26×9＋9＝243个。

【例43】某车间有10名工人，其中4人仅会车工，3人仅会钳工，另外3人车工、钳工都会，现需选出6人完成一项工作，需要车工，钳工各3人，问有多少种选派方案？

思考与分析　如果先考虑钳工，因有6人会钳工，故有[image: alt]
 种选法，但此时不清楚选出的钳工中有几个是车工、钳工都会的，因此也不清楚余下的7人中有多少人会车工，所以在选车工时，就无法确定是从7人中选，还是从6人、5人或4人中选。同样，如果先考虑车工也会遇到同样的问题。因此，需对全能工人进行分类：

（1）选出的6人中不含全能工人；

（2）选出的6人中含有一名全能工人；

（3）选出的6人中含有2名全能工人；

（4）选出的6人中含有3名全能工人。

[image: alt]


2．运用抽屉原理的有关问题

关键是构造抽屉，而构造抽屉的实质就是根据题目结论的要求，选择恰当的分类标准，对已知条件中的所有元素进行分类。

【例44】在1到100的自然数集合中，任取51个数，其中必有两个数，它们中的一个是另一个的倍数。

思考与分析　构造抽屉：设P为1到100之间的奇数，按P×2n
 （n＝0，1，…）的形式可以将1到100的所有自然数分成符合要求的50类：

A1
 ＝[image: alt]
 1，1×2，1×22
 ，…，1×26
 [image: alt]


A2
 ＝[image: alt]
 3，3×2，3×22
 ，…，3×25
 [image: alt]


……

A25
 ＝[image: alt]
 49，49×2[image: alt]


A26
 ＝[image: alt]
 51[image: alt]


……

A50
 ＝[image: alt]
 99[image: alt]


由于从50类中任取51个数，至少有两个数在同一类中，这两个数其中一个数为另一个数的倍数。

3．含参数问题的讨论

【例45】讨论方程（k2
 ＋k－2）x2
 ＋k2
 y2
 ＝9的曲线的形式。

思考与分析　先求k2
 ＋k－2＝0，k2
 ＝0的根为－2，0，1。

（1）当k＜－2时，因为k2
 ＋k－2＞0和k2
 ＞0，所以曲线是椭圆。

由于这时k2
 ＋k－2＜k2
 ，所以它的焦点在y轴上。

（2）当k＝－2时，方程化为[image: alt]
 ，这是与x轴平行的两条直线。

（3）当－2＜k＜0时，因为k2
 ＋k－2＜0，k2
 ＞0，所以曲线是双曲线，它的焦点在y轴上。

（4）当k＝0时，不存在图形。

（5）当0＜k＜1时，

因为k2
 ＋k－2＜0，k2
 ＞0，所以曲线是双曲线，焦点在y轴上。

（6）当k＝1时，方程化为y＝±3，曲线为平行于x轴的两条直线。

（7）当k＞1，k2
 ＋k－2＞0，k2
 ＞0，其中当1＜k＜2时，曲线是焦点在y轴上的椭圆。当k＝2时，曲线变成x2
 ＋y2
 ＝[image: alt]
 ，当k＞2时，曲线是焦点在x轴上的椭圆。

【例46】已知集合[image: alt]
 ，B＝｛x｜m＋1≤x≤2m－1｝，求当实数m为何值时，A∩B＝[image: alt]
 。

思考与分析　分B＝[image: alt]
 ，B＝[image: alt]
 进行讨论。这种方法叫二分法，将考察的问题分为互相排斥的两类，其中一类对象具有性质P，而另一类不具有性质P。解题时应当注意运用简单化原则，先解答较为简单的一类。

【例47】解关于x的不等式：[image: alt]
 。

思考与分析　解对数不等式时，需要利用对数函数的单调性，把不等式转化为不含对数符号的不等式。而对数函数的单调性因底数a的取值不同而不同，故需对a进行分类讨论。

解　若a＞1，则原不等式等价于[image: alt]
 ；

若0＜a＜1，则原不等式等价于[image: alt]


综上所述，当a＞1时，原不等式的解集为[image: alt]
 ；

当0＜a＜1时，原不等式的解集为[image: alt]
 。

【例48】解关于x的不等式：ax2
 －（a＋1）x＋1＜0。

思考与分析　这是一个含参数a的不等式，一定是二次不等式吗？不一定，故首先对二次项系数a分类：（1）a≠0；（2）a＝0。对于（2），不等式易解；对于（1），又需再次分类：a＞0或a＜0，因为这两种情形下，不等式解集形式是不同的；不等式的解是在两根之外，还是在两根之间。而确定这一点之后，又会遇到1与[image: alt]
 谁大谁小的问题，因而又需作一次分类讨论。故解此题时，需要作三级分类。

解　（1）当a＝0时，原不等式化为－x＋1＜0，所以x＞1；

（2）当a≠0时，原不等式化为[image: alt]
 。

①若a＜0，则原不等式化为[image: alt]
 ，[image: alt]


所以不等式解为[image: alt]
 。

②若a＞0，则原不等式化为[image: alt]
 。

[image: alt]


（ⅱ）当a＝1时[image: alt]
 ，不等式解为x∈[image: alt]
 ；

（ⅲ）当0＜a＜1时，[image: alt]
 ，不等式解为[image: alt]
 。

综上所述，得原不等式的解集为

当a＜0时，解集为[image: alt]
 ；

当a＝0时，解集为[image: alt]
 x｜x＞1[image: alt]
 ；

当0＜a＜1时，解集为[image: alt]


当a＝1时，解集为[image: alt]
 ；

当a＞1时，解集为[image: alt]
 。

【例49】设k∈R，问方程（8－k）x2
 ＋（k－4）y2
 ＝（8－k）（k－4）表示什么曲线？

思考与分析　容易想到把方程变形为[image: alt]
 ，但这种变形需要k≠4，且k≠8，而且k－4与8－k的正负会引起曲线类型的不同，因此对k∈（－∞，＋∞）要进行分类：k∈（－∞，4），k＝4，k∈（4，8），k＝8，k∈（8，＋∞），又注意到k－4＝8－k＞0与k－4≠8－k（k－4＞0且8－k＞0）表示的曲线是不一样的，因此还应有一个“分界点”，即k＝6，故恰当的分类为（－∞，4），4，（4，6），6，（6，8），8，（8，＋∞）。

解　（1）当k＝4时，方程变为4x2
 ＝0，即x＝0，表示直线；

（2）当k＝8时，方程变为4y2
 ＝0，即y＝0，表示直线；

（3）当k≠4且k≠8时，原方程变为[image: alt]
 ：

（ⅰ）当k＜4时，方程表示双曲线；

（ⅱ）当4＜k＜6时，方程表示椭圆；

（ⅲ）当k＝6时，方程表示圆；

（ⅳ）当6＜k＜8时，方程表示椭圆；

（ⅴ）当k＞8时，方程表示双曲线。

（4）剩余问题

【例50】试证大于5的质数的平方与1的差为24的倍数。

思考与分析　如何表示大于5的质数是解题的关键。将大于5的自然数以除以6的余数为标准分成如下6类：6n，6n＋1，6n＋2，6n＋3，6n－12，6n－1。由于大于5的质数是奇数，所以这些质数只能为6n±1

（5）含绝对值问题的分类

【例51】（2002年全国高考题）设a为实数，函数f（x）＝x2
 ＋[image: alt]


（1）讨论f（x）的奇偶性；

（2）求f（x）的最小值

解　（1）当a＝0时[image: alt]
 为偶函数；当a≠0时，[image: alt]
 为非奇非偶函数。

（2）当x≤a时，f（x）＝x2
 －x＋a＋1＝[image: alt]
 ：

[image: alt]
 ；

[image: alt]


[image: alt]


【例52】在△ABC中，已知[image: alt]
 ，求cosC。

思考与分析　由于C＝π－（A＋B），所以cosC＝－cos（A＋B）＝[image: alt]
 。

因此，只要根据已知条件，求出cosA，sinB即可得cosC的值。但是由sinA求cosA时，是一解还是两解？这一点需经过讨论才能确定，故解本题时要分类讨论，对角A进行分类。

解 因为[image: alt]
 ，且B为△ABC的一个内角，

所以45°＜B＜90°，且[image: alt]
 。

若A为锐角，由sinA＝[image: alt]
 ，得A＝30°，此时[image: alt]
 ；

若A为钝角，由[image: alt]
 ，得A＝150°，此时A＋B＞180°，这与三角形的内角和为180°相矛盾，所以A≠150°。

[image: alt]


【例53】已知圆x2
 ＋y2
 ＝4，求经过点P（2，4），且与圆相切的直线方程。

思考与分析　容易想到设直线的点斜式方程y－4＝k（x－2），再利用直线与圆相切的充要条件：“圆心到切线的距离等于圆的半径”，待定斜率k，从而得到所求直线方程，但要注意：过点P的直线中有斜率不存在的情形，这种情形的直线是否也满足题意呢？因此本题对过点P的直线分两种情形：（1）斜率存在时……（2）斜率不存在时……

答案：所求直线方程为3x－4y＋10＝0或x＝2。

【例54】解不等式[image: alt]


思考与分析　解无理不等式，需要将两边平方后去根号，以化为有理不等式，而根据不等式的性质可知，只有在不等式两边同时为正时，才不改变不等号方向，因此应对x作分类讨论。

解 原不等式等价于[image: alt]


[image: alt]


所以原不等式的解集为[image: alt]
 。

【例55】已知等比数列的前n项之和为Sn
 ，前n＋1项之和为

Sn＋1
 ，公比q＞0，令[image: alt]
 ，求[image: alt]


思考与分析　对于等比数列的前n项和Sn
 的计算，需根据q是否为1分为两种情形：当q＝1时，Sn
 ＝na1
 ；当q≠1时[image: alt]


另外，由于当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，而已知条件中q＞0，故还需对q再次分类讨论。

解　当q＝1时，Sn
 ＝na1
 ，Sn＋1
 ＝（n＋1）a1
 ，

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


小结：分类讨论是一种重要的数学思想方法，是一种数学解题策略，对于何时需要分类讨论，则要视具体问题而定，并无硬性的规定，但可以在解题时不断地总结经验。

对于某个研究对象，若不对其分类就不能说清楚，则应分类讨论。另外，数学中的一些结论、公式、方法对于一般情形是正确的，但对某些特殊情形或较为隐蔽的“个别”情况未必成立，这也是造成分类讨论的原因，因此在解题时，应注意挖掘这些个别情形进行分类讨论。略举几例常见的“个别”情形如下：

（1）“方程ax2
 ＋bx＋c＝0有实数解”转化为“Δ＝b2
 －4ac≥0”时忽略了个别情形：当a＝0时，方程有解不能转化为Δ≥0；

（2）等比数列｛a1
 qn－1
 ｝的前n项和公式[image: alt]
 中有个别情形：q＝1时，公式不再成立，而是Sn
 ＝na1
 ；

（3）设直线方程时，一般可设直线的斜率为k，但有个别情形：当直线与x轴垂直时，直线无斜率，应另行考虑；

（4）若直线在两轴上的截距相等，常常设直线方程为[image: alt]
 ，但有个别情形：当a＝0时，再不能如此设，应另行考虑。

（六）避开分类讨论的几种方法

1．巧妙消除讨论因素，避免分类讨论

【例56】设0＜x＜1，a＞0，a≠1，试比较[image: alt]
 与[image: alt]
 的大小。

思考与分析　a是讨论因素，消去a则可以回避讨论，为此，作商运用对数换底公式得

[image: alt]


2．慎选公式、定理，精简分类因素

【例57】已知[image: alt]
 ，求cosα。

思考与分析　如果选用公式[image: alt]
 ，这样就使cosα和t（即cscα）的符号都成为分类因素，于是就不得不分四个象限讨论，但如果用[image: alt]
 ，再由[image: alt]
 就可使分类因素成为一个，即只需对cotα的符号讨论，当α∈Ⅰ或Ⅲ象限时，[image: alt]
 ；当α∈Ⅱ或Ⅳ象限时，[image: alt]
 。

3．着眼全局整体，减少讨论级数

【例58】设a≥0，在复数集C中解方程：[image: alt]
 。

思考与分析　按常规设z＝x＋yi（x，y∈R），需分三级讨论，其一是对解分实数和纯虚数进行讨论；其二是对x，y的符号进行讨论；其三是对a的取值范围进行讨论；但把z视为一个整体，对方程进行整体变形，由[image: alt]
 ，得z为实数或纯虚数。

（ⅰ）如z为实数，则[image: alt]
 ，此时原方程为[image: alt]
 （a≥0），解得[image: alt]
 ；

（ⅱ）若z为纯虚数，设z＝ri（r∈R，r≠0），则[image: alt]
 ，此时原方程化为r2
 －2r＋a＝0（a≥0），解得

当[image: alt]


4．变更主元位置，简化复杂讨论

【例59】已知方程ax2
 －2（a－3）x＋a－2＝0（其中a为负整数），试求使此方程的解至少有一个为整数时的a值。

思考与分析　按常规思路，先求出方程的解：[image: alt]
 ，再对参数a分情况讨论，找出满足条件的a值，但此方法十分复杂，如果对换原方程中x和a的地位，把a视为主元，用x来表示a，得[image: alt]
 ，要使a为负整数，必须（x－1）2
 ≤－（2－6x），即x2
 －8x＋3≤0[image: alt]
 [image: alt]
 ，x的允许值为2，3，4，5，6，7。求出合题意的a的值－10，－4，这样就使讨论简化。

5．进行变量代换，消除讨论因素

【例60】解不等式[image: alt]
 。

思考与分析　按常规方法要分a－2x≥0与a－2x＜0进行讨论。

再令[image: alt]
 ，则原不等式化为2t2
 －at－a2
 ＞0，解得

[image: alt]
 ，

因为a＜0，t≥0，

所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 。

6．数形结合，避免分类讨论

【例61】解不等式：[image: alt]
 。

思考与分析　单纯从数的角度去求解，需分类讨论。

但把它看成[image: alt]
 和y＝x的图像，就可避免讨论。

7．利用函数观点、函数性质，简化分类讨论

【例62】设对所有的实数x，下列不等式恒成立，求a的取值范围：

[image: alt]
 。

思考与分析　常规的解法是利用二次函数的性质，解不等式。但若把不等式化为

[image: alt]


当x∈R时，[image: alt]
 的最大值是0，于是原不等式化为[image: alt]
 0，解得0＜a＜1。

第六节　集合思想

19世纪末，德国数学家乔治·康托尔（George Cantor）创立了集合论，被认为是近代数学史上最令人惊异的成就之一，在数学史上引起了一场革命。

集合论是现代数学的基础，没有康托尔的集合论也许就没有现代数学。康托尔创立了集合论，它不仅给数学奠定了坚实的基础，而且如同哥白尼的日心说对于天文学，相对论、量子力学对于物理学一样，对于数学领域来说是一场伟大的革命。从产生之日起，集合论的思想就逐渐渗透到数学的各个领域，一方面促进了数学的发展，另一方面导致了对数学基础的深刻研究。

康托尔创立的集合论基本思想（原则）主要包括概括原则、实无穷思想、外延原则、一一对应原则及其对角线方法。

初等数学中集合的表示方法有列举法、描述法和图示法三种。其中用描述法表示集合就是应用了概括原则。

概括原则是指对于任一性质P，能且仅能把所有满足给定性质的对象P（x）汇集在一起而构成一个集合。概括原则保证了各种不同集合的存在性。用符号表示为：

[image: alt]
 ，其中P（x）是“x具有性质P”的一个缩写。

关于“集合”本身的含义，康托儿曾作过描述：“把一些明确的（确定的）、彼此有区别的、具体的或想像中抽象的东西看作一个整体，便叫作集合。”其实，康托儿用整体来说明集合，不能称为集合的定义，只是对集合概念的一种描述，是一种同义反复。集合悖论表明，对性质P必须加以某种限制。迄今为止，一切想要对集合作出所谓严谨的、合乎数学要求的定义的尝试都没有成功，以致近代公理集合论者，都放弃了对集合下定义的做法，而只把它作为基本概念。

外延原则是指两个集合A、B，当且仅当它们的元素完全相同时，才把它们看作相同的。根据外延原则可产生集合的包含关系和、并、交、差等运算，其性质类似于数的加、减、乘等运算（但也有不同之处）。外延原则保证了集合的确定性。

一一对应原则是指，若集合A与集合B的元素之间建立了一一对应关系，则集合A与B有相同的基数（或势）。这实质上揭示了无穷集合的一个本质特征，即整体与部分在数量上可以处于同等地位。所说的一一对应原则和对角方法结合起来可以得到这样的事实：无穷集合不是清一色的，它既存在像自然数集N一样的可数无穷集，势为s/s，又有像实数集一样的不可数无穷集，势为C，称为连续统势。例如，有理数是可数无穷集，［0，1］中的全体实数是不可数无穷集。这些都可用康托儿的对角线方法证明。对于不同无穷集基数大小的比较，康托儿的思想是：若无穷集A与B的一全子集构成一一对应，而A却不能与B的任何子集构成一一对应，则称A的基数大于B的基数。

集合论不仅引发数学无穷的革命，还为现代数学奠定了理论基础。

中学数学中所研究的各种对象都可以看作集合或集合中的元素，用集合语言可以简洁明了地表述数学概念，准确、简捷地进行数学推理。数学教师在教学中还可以运用几何思想建立数学概念系统，或在复习教学中帮助学生归纳、整理数学知识。

对数学学习来说，要帮助学生养成一种集合的思维习惯：要善于把在某些方面有类似性质的对象（或满足某一条件的对象）放在一起视为一个集合，然后利用集合的有关概念或通过集合的有关运算来研究和解决问题。

同时，集合对于数学概念的形成，起着基础作用。可以说，每个数学概念都可以用集合概念语言来定义。正是由于集合论对数学的基础作用和重要性，它已经成为理解和掌握现代数学所必不可少的基础知识，它不仅成为大学数学系的必修内容，而且世界各国已把它的基本内容、思想和方法渗透到了中小学的数学教材中。

中学数学中研究的对象都可以看作是集合。我们最熟悉的自然数、整数、有理数、实数、复数等概念都是一些特定的集合，分别称做自然数集N、整数集Z、有理数集Q、实数集R、复数集C。而在几何中研究的图形都是三维空间中的点集。进一步，数与数之间的顺序关系、运算关系、图形与图形之间的位置关系也都是集合。例如，实数集R中的大小关系，从集合的观点看，完全可由一切数对（a，b）来表示，其中a∈R，b∈R，且a＜b，而数对（a，b）的集合是笛卡儿积R×R＝R2
 的子集，即实数集R中的大小关系是R2
 的一个子集。从上面的分析可以看出，中学数学中涉及的所有数学对象都可归结为集合。

中学数学中常见的集合如下：

1．数集

随着中学生数学学习的深入，数集由自然数N扩张到有理数集Q，再扩张到实数集R，直至扩张到复数集C。

2．方程（或方程组）的解集

方程或方程组的解集可以看作是满足某性质P的数的有限集合。

3．不等式（或不等式组）的解集

不等式（或不等式组）的解集可以看作是满足某性质P的数的无限集合。

4．点集

在集合论产生之前，人们就已经在研究数集和几何图形了，但几何图形仅仅被当作一个完整的几何体来研究，并没有被看作由点组成的集合。而如果以康托儿的集合思想为基础，就可以把中学数学中的任何一个几何图形都看作是三维空间的点集的一个子集。

更为重要的是，集合思想沟通了数和形的内在联系，使得由某个图形性质给出的点集和满足性质P的实数对组成的集合建立一一对应关系，进而使中学数学能够用代数方法解答几何问题，能够对代数问题给出几何解释，还能够通过几何图形来解答代数问题。


第六章

常见的数学方法与数学解题

第一节　数形结合方法

华罗庚教授说过：“数缺形时少直观，形缺数时难入微。”数与形是客观事物的不可分离的两个数学表象，它们各自有特定的含义，但它们之间又相互渗透，相辅相成，在一定条件下可以相互转化。解题时，将欲解（证）的问题转化为与之等价的图形问题，不仅可以使问题简捷获解，而且还能给我们提供有效的几何直观，加深对问题实质的理解。

（1）数形结合是数学解题中常用的思想方法，数形结合的思想可以使某些抽象的数学问题直观化、生动化，能够变抽象思维为形象思维，有助于把握数学问题的本质。另外，由于使用了数形结合的方法，很多问题便迎刃而解，且解法简捷。

（2）所谓数形结合，就是根据数与形之间的对应关系，通过数与形的相互转化来解决数学问题的思想。实现数形结合，常与以下内容有关：①实数与数轴上的点的对应关系；②函数与图像的对应关系；③曲线与方程的对应关系；④以几何元素和几何条件为背景，建立起数的概念，如复数、三角函数等；⑤所给的等式或代数式的结构含有明显的几何意义，如等式（x－2）2
 ＋（y－1）2
 ＝4。

（3）综观多年的高考试题，巧妙运用数形结合的思想方法解决一些抽象的数学问题，可起到事半功倍的效果，数形结合的重点是研究“以形助数”。

（4）数形结合的思想方法应用广泛，常见的如在解方程和解不等式问题中，在求函数的值域、最值问题中，在求复数和三角函数问题中，运用数形结合思想，不仅直观易发现解题途径，而且能避免复杂的计算与推理，大大简化解题过程。这在解选择题、填空题中更显其优越，要注意培养这种思想意识，要争取胸中有图，见数想图，以开拓自己的思维视野。

【例1】求函数[image: alt]
 的最小值。

思考与分析　用纯代数法求解难以完成，应设法将问题转化。经观察，并联系问题的几何意义，不难发现函数f（a，b）是两动点[image: alt]
 和[image: alt]
 之间的距离的平方，于是问题就转化为求P、Q两点之间的最短距离，又因为[image: alt]
 且[image: alt]
 ，故动点P在圆x2
 ＋y2
 ＝2上，而动点Q在双曲线xy＝9上，问题又进一步明确为“求圆x2
 ＋y2
 ＝2上的点到双曲线xy＝9上的点的距离的最小值。

解　由分析知f（a，b）为圆x2
 ＋y2
 ＝2上点P（a，[image: alt]
 ）到双曲线xy＝9上点[image: alt]
 的距离的平方。

因为[image: alt]
 ，所以P点在上半圆周x2
 ＋y2
 ＝2（y≥0）上，易知，只需考虑Q点在双曲线xy＝9位于第一象限的那一支（x＞0，y＞0）。设Q（x，y）为双曲线xy＝9（x＞0）上任一点，易见P应在圆心O与Q的连线上。设P′为上半圆周x2
 ＋y2
 ＝2（y≥0）上异于P的任一点，因为由三角形两边之和大于第三边知，对于P，P′而言，OP′＋P′Q＞OP＋PQ，所以P′Q＞PQ，则此时P点到Q点的距离最小。要求｜PQ｜的最小值，可先求｜OQ｜的最小值。

因为[image: alt]
 故[image: alt]
 ，当且仅当x＝y＝3时，[image: alt]
 ，所以当Q点为（3，3）时，｜PQ｜有最小值[image: alt]
 ，f（a，b）有最小值[image: alt]
 ，即当a＝1，b＝3时，f（a，b）有最小值8。

在探讨某一问题的解决办法时，我们按照习惯思维方式从正面进行思考而遇到困难，甚至不可能解时，不妨改弦易辙，从其反面去思考。如求[image: alt]
 的值域，不直接求它的值域，而求它的反函数的定义域，又如一些采用反证法的证明题，都是由正面转化到反面去解决问题的。

【例2】若三条抛物线y＝x2
 －2kx＋k＋6，y＝x2
 ＋2kx－2k，y＝2x2
 －（4k＋1）x＋2k2
 －1中至少有一条与x轴有公共点，求k的取值范围。

思考与分析　此题学生一般习惯于正向思维，对三条抛物线与x轴的公共点情况一一进行分类讨论，运算繁琐，头绪杂乱，极易造成错误，若我们从反面思考，求得三条抛物线与x轴均无交点时k的取值范围，那么其补集即为所求，这样一转化，问题就化归为一个十分易解的基本问题了。

解　反设三条抛物线与x轴都没有交点，则

[image: alt]


所以三条抛物线至少有一条与x轴有公共点时k的取值范围为[image: alt]


有些数学综合题涉及知识面广，运用方法灵活，这类题不仅仅是单纯地运用一个概念、一种方法，也不一定限制在一个学科内求解，而是要综合地运用各科知识进行求解，对于综合题我们可采取转化为相互联系的几个单一的简单题来解。

【例3】设p≠0，实系数一元二次方程z2
 －2pz＋q＝0有两个虚数根z1
 ，z2
 ，再设z1
 ，z2
 在复平面内的对应点是R，Q，求以R，Q为焦点且经过原点的椭圆的长轴长。

思考与分析　这是一道涉及到方程、复数、解几何内容的综合题，我们先将综合题化为如下单一的简单问题：①方程问题：因为方程z2
 －2pz＋q＝0有两个虚数根z1
 ，z2
 ，所以Δ＝4p2
 －4q＜0，即q＞p2
 ＞0，且z1
 ·z2
 ＝q，z1
 ，z2
 互为共轭复数；②复数问题：因为z1
 ，z2
 互为共轭，故[image: alt]
 ，再有[image: alt]
 ，[image: alt]
 （O是坐标原点）；③解几何问题：由椭圆定义知，长轴长[image: alt]
 。综合①、②、③即可求得长轴长为[image: alt]
 。

【例4】若关于x的方程x2
 ＋2kx＋3k＝0的两根都在－1和3之间，求k的取值范围。

[image: alt]


图6-1

思考与分析　令f（x）＝x2
 ＋2kx＋3k，其图像与x轴交点的横坐标就是方程f（x）＝0的解，由y＝f（x）的图像（图6-1）可知，要使两根都在－1，3之间，只需f（－1）＞0，f（3）＞0，[image: alt]
 同时成立，解得－1＜k＜0，故k∈（－1，0）。

【例5】解不等式[image: alt]
 。

思考与分析　常规解法：

原不等式等价于[image: alt]
 或[image: alt]


解（Ⅰ），得0≤x＜2；解（Ⅱ），得－2≤x＜0。

综上可知，原不等式的解集为

｛x｜－2≤x＜0或0≤x＜2｝＝｛x｜－2≤x＜2｝

数形结合解法：

[image: alt]


图6-2

令[image: alt]
 ，y2
 ＝x，则不等式[image: alt]
 的解，就是使[image: alt]
 的图像在y2
 ＝x的上方的那段对应的横坐标，如图6-2所示，不等式的解集为｛x｜xA
 ≤x＜xB
 ｝，而xB
 可由[image: alt]
 解得，xB
 ＝2，xA
 ＝－2，

故不等式的解集为｛x｜－2≤x＜2｝。

【例6】已知0＜a＜1，则方程a｜x｜
 ＝｜loga
 x｜的实根个数为（　）

A.1个

B.2个

C.3个

D.1个或2个或3个

[image: alt]


图6-3

思考与分析　判断方程的根的个数就是判断图像[image: alt]
 与[image: alt]
 的交点个数，画出两个函数的图像（图6-3），易知两图像只有两个交点，故方程有2个实根，选（B）。

【例7】如果实数x、y满足（x－2）2
 ＋y2
 ＝3，则[image: alt]
 的最大值为（　）

A.[image: alt]


B.[image: alt]


C.[image: alt]


D.[image: alt]


[image: alt]


图6-4

思考与分析　等式（x－2）2
 ＋y2
 ＝3有明显的几何意义，它表示坐标平面上的一个圆，圆心为（2，0），半径[image: alt]
 （图6-4），而[image: alt]
 [image: alt]
 则表示圆上的点（x，y）与坐标原点（0，0）的连线的斜率。因此，该问题可转化为如下几何问题：动点A在以（2，0）为圆心，以[image: alt]
 为半径的圆上移动，求直线OA的斜率的最大值，由图6-4可见，当∠A在第一象限，且与圆相切时，OA的斜率最大，经简单计算，得最大值为[image: alt]
 。

【例8】已知x，y满足[image: alt]
 ，求y－3x的最大值与最小值。

思考与分析　对于二元函数y－3x在限定条件[image: alt]
 下求最值问题，常采用构造直线的截距的方法来求之。

令y－3x＝b，则y＝3x＋b，

原问题转化为：在椭圆[image: alt]
 上求一点，使过该点的直线斜率为3，且在y轴上的截距最大或最小，

[image: alt]


图6-5

由图6-5知，当直线y＝3x＋b与椭圆[image: alt]
 [image: alt]
 相切时，有最大截距与最小截距。

[image: alt]
 [image: alt]
 169x2
 ＋96bx＋16b2
 －400＝0

由Δ＝0，得b＝±13，故y－3x的最大值为13，最小值为－13。

【例9】若集合[image: alt]
 ，集合N＝｛（x，y）｜y＝x＋b｝且M∩N≠[image: alt]
 ，则b的取值范围为________。

[image: alt]


图6-6

思考与分析　M＝｛（x，y）｜x2
 ＋y2
 ＝9，0＜y≤1｝，显然，M表示以（0，0）为圆心，以3为半径的圆在x轴上方的部分（如图6-6），而N则表示一条直线，其斜率k＝1，纵截距为b，由图形易知，欲使M∩N≠[image: alt]
 ，即是使直线y＝x＋b与半圆有公共点，显然b的最小逼近值为－3，最大值为[image: alt]
 ，即[image: alt]
 。

【例10】点M是椭圆[image: alt]
 上一点，它到其中一个焦点F1
 的距离为2，N为MF1
 的中点，O表示原点，则｜ON｜＝（　）

A.[image: alt]


B.2

C.4

D.8

[image: alt]


图6-7

思考与分析　①设椭圆另一焦点为F2
 （如图6-7），则

｜MF1
 ｜＋｜MF2
 ｜＝2a，而a＝5，｜MF1
 ｜＝2，所以｜MF2
 ｜＝8。

又注意到N、O各为MF1
 、F1
 F2
 的中点，

所以ON是△MF1
 F2
 的中位线，

所以｜ON｜＝[image: alt]
 ｜MF2
 ｜＝[image: alt]
 。

②若联想到第二定义，可以确定点M的坐标，进而求M F1
 中点的坐标，最后利用两点间的距离公式求出｜ON｜，但这样就增加了计算量，方法较之①显得有些复杂。

【例11】已知复数z满足[image: alt]
 ，求z的模的最大值、最小值的范围。

[image: alt]


图6-8

思考与分析　由于｜z－2－2i｜＝｜z－（2＋2i）｜有明显的几何意义，它表示复数z对应的点到复数2＋2i对应的点之间的距离，因此满足[image: alt]
 的复数z对应点Z，在以（2，2）为圆心，半径为[image: alt]
 的圆上（如图6-8），而｜z｜表示复数z对应的点Z到原点O的距离，显然，当点Z、圆心C、点O三点共线时，｜z｜取得最值，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以｜z｜的取值范围为[image: alt]
 。

【例12】求函数[image: alt]
 的值域。

解法一（代数法）　由[image: alt]
 得ycosx－2y＝sinx＋2，

[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]
 ，解不等式得[image: alt]
 ，

所以函数的值域为[image: alt]
 。

解法二（几何法）　[image: alt]
 的形式类似于斜率公式y＝[image: alt]
 。

[image: alt]
 表示过两点P0
 （2，－2），P（cosx，sinx）的直线斜率。

由于点P在单位圆x2
 ＋y2
 ＝1上（见图6-9），显然，[image: alt]
 ≤y≤[image: alt]
 。

[image: alt]


图6-9

设过P0
 的圆的切线方程为y＋2＝k（x－2），

则有[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，

即[image: alt]


所以[image: alt]
 ，

所以函数值域为[image: alt]
 。

【例13】当x为何值时，函数[image: alt]
 有最小值，并求其最小值。

思考与分析　本题从纯代数的角度思考显得抽象，求解困难。如果赋予数量关系以几何意义，把①式改写成[image: alt]
 [image: alt]
 ，那么②式的直观意义十分明显：y对应着直角坐标系内x轴上的点P（x，0）到A（0，3）、B（5，－2）两点的距离之和[image: alt]
 ，从图6-10可见，欲使其和最小，只要A、P、B三点共线。为此，只要求直线AB与x轴的交点，这时求解就显得很便捷。

[image: alt]


图6-10

由点斜式，直线AB的方程为

[image: alt]
 。

令y＝0，得x＝3，将x＝3代入①，得[image: alt]
 ，故当x＝3时，y有最小值[image: alt]
 。

应该善于将比较抽象的问题转化为比较直观、具体的问题，以便形象地把握所涉及的各个对象之间的关系，达到化繁为简的目的，使问题易于求解。

【例14】求函数[image: alt]
 的最大值。

思考与分析　函数结构复杂，无法用常规方法求解，设法将其简单化。由根式我们会联想到距离，问题的关键是能否将两个根式内的被开方式化成平方和的形式。通过拆凑，发现可以，即

[image: alt]


对其作适当的语义解释，问题就转化为：求点P（x，x2
 ）到点A（3，2）与点B（0，1）距离之差的最大值。进一步将其直观具体化，由A，B的位置知直线AB必交抛物线y＝x2
 于第二象限的一点C，由三角形两边之差小于第三边知，P位于C时，f（x）才能取到最大值，且最大值就是｜AB｜，故[image: alt]
 。

【例15】对所有α的值解方程[image: alt]
 。

思考与分析　如果用分区间讨论的方法去掉绝对值符号，再对α的不同取值解所给方程，显得较为复杂。现借助于坐标系，把代数问题转化为几何问题，通过对几何图像的观察和分析去获得代数结论。

将原方程整理为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，在同一直角坐标系中画出两函数的图像（图6-11），它们分别表示折线BAC和折线NMP，后者的具体位置应由α决定。

①当[image: alt]
 时，y2
 的图像在区域Ⅰ（如折线NMP所示），y1
 ，y2
 的公共点仅为（1，0），反演回去，得原方程的解集为｛1｝。

[image: alt]


图6-11

②当α＝1时，y2
 的图像是折线DMC，y1
 ，y2
 的公共部分是以M（1，0）为端点，倾斜角为45°的射线MC。经反演，得原方程的解集为[image: alt]
 。

当α＝－1时，y2
 的图像是折线D′MC′，y1
 ，y2
 的公共部分是线段AM。反演得原方程的解集为[image: alt]
 。

③当[image: alt]
 时，y2
 的图像在区域Ⅱ（如折线N′MP′所示），y1
 ，y2
 有两个公共点M和E。反演得原方程的解集是[image: alt]
 。

数学问题的编拟与构造，常常遵循由简到繁的规律，即借助某些原本常规、简单的情景、模型或图形，发掘内涵发展演变成一个相对较繁较难的新问题。在新问题中，常常已隐去其“本真”面孔，有时变得面目全非，但或多或少总会留下一些刀劈斧凿、精雕细刻的痕迹。在解决问题时，如果紧紧抓住这些痕迹，调整思考视角，就能快速抓住问题的本质与要害，化繁为简，甚至灵感突发，独辟蹊径。

第二节　优化决策

齐国的大将田忌，很喜欢赛马。有一回，他和齐威王约定，要进行一场比赛，各自的马分成上、中、下三等。几次比赛，都是上马对上马，中马对中马，下马对下马。由于齐威王每个等级的马都比田忌的马强得多，所以比赛了几次，田忌都失败了。

后来，田忌先以下等马对齐威王的上等马，第一局输了，后两局中田忌拿上等马对齐威王的中等马，拿中等马对齐威王的下等马，连胜两局，比赛的结果是三局两胜，还是同样的马匹，由于调换一下比赛的出场顺序，就得到转败为胜的结果。这是一个优化决策的典型实例。

在科学试验、工程设计、生产工艺和各类规划决策与管理等许多工作中，常常要对有关因素的组合进行选择，以便制订最优化方案。优选法与试验设计就是研究如何迅速、合理地寻求这些最优化方案的科学理论、模型与方法。它广泛地应用于管理、生产、科技和经济领域中，几乎可以用于有数值加工的每个领域。

在数学中，也存在着优化决策的问题，诸如解题方法的优化，相同条件下取到最优的结果，相同结果下选择最优的条件等等。中学数学中最主要的问题是最大（小）值问题和线性规划。

【例16】设有2n×2n的正方形方格棋盘，在其中任意的3n个方格中各放一枚棋子，求证：可以选出n行和n列，使得3n枚棋子都在这n行和n列中。

证明　设3n枚棋子放进棋盘后，2n行上的棋子数从小到大分别为a1
 ，a2
 ，…，a2n
 ，有

0≤a1
 ≤a2
 ≤…≤a2n
 ，　　　①

a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＋an＋1
 ＋…＋a2n
 ＝3n。　　　②

由此可证　　　　　an＋1
 ＋an＋2
 ＋…＋a2n
 ≥2n。　　　③

（1）若an＋1
 ≥2，③式显然成立。

（2）若an＋1
 ≤1时，a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ≤n·an＋1
 ≤n，

从而an＋1
 ＋an＋2
 ＋…＋a2n
 ＝3n－（a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ）＞2n，③式也成立。

据③式，可取棋子数分别为an＋1
 ，an＋2
 ，…，a2n
 所对应的行，共n行，由于剩下的棋子数不超过n，因而至多取n列必可取完全部3n个棋子。

【例17】设x1
 ，x2
 ，…，xn
 （n≥2）都是正整数，且满足

x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝x1
 x2
 …xn
 ，　　①

求x1
 ，x2
 ，…，xn
 中的最大值。

解　由条件的对称性，不妨设

x1
 ≤x2
 ≤…≤xn
 ，　　　②

这就改变了条件的对称性，相当于增加了一个条件

xn－1
 ≥2（n≥2）。

否则xn－1
 ＝1，由②知

x1
 ＝x2
 ＝…＝xn－2
 ＝xn－1
 ＝1，

从而代入①得（n－1）＋xn
 ＝xn
 矛盾，这时，由①有

[image: alt]


当x1
 ＝x2
 ＝…＝xn－2
 ＝1且xn－1
 ＝2时，xn
 有最大值n，也就是x1
 ，x2
 ，…，xn
 的最大值。

注意　当n＝5时为1988年初中数学联赛填空题。

【例18】空间2n（n≥2）个点，任3点不共线，任4点不共面，连n2
 ＋1条线段，证明其中至少有3条边组成一个三角形。

证明　设其中任意三条线段都不能组成三角形，并设从A1
 点引出的线段最多（优化假设），且这些线段为A1
 B1
 ，A1
 B2
 ，…，A1
 Bk
 。除A1
 ，B1
 ，B2
 ，…，Bk
 之外，其他点设为A2
 ，A3
 ，…，A2n－k
 。显然｛B1
 ，B2
 ，…，Bk
 ｝中任两点间无线段相连。于是，每一个Bi
 发出的线段至多有（2n－k）条，而每个Aj
 发出的线段至多有k条（i＝1，2，…，k，j＝1，2，…，2n－k），故线段总数最多为（图6-12）：

[image: alt]
 ＝n2
 －（n－k）2
 ≤n2
 。

这与已知条件连n2
 ＋1条线段矛盾，故存在三条线段组成一个三角形。

[image: alt]


图6-12

第三节　计算两次

对同一数学对象，当用两种不同的方式将整体分为部分时，则按两种不同方式所求得的总和应是相等的，这叫做两次原理或富比尼原理。计算两次可以建立左右两边关系不太明显的恒等式。在反证法中，计算两次又可用来构成矛盾。

在列方程解应用题时，我们就经常用计算两次的方式来建立等量关系。

【例19】从集合｛0，1，2，…，14｝中选出10个不同的数填入图6-13中圆圈内，使每两个用线相连的圆圈中的数所成差的绝对值各不相同，能否做到这一点？证明你的结论。

解　考虑14个差的和S。一方面，S＝1＋2＋…＋14＝105为奇数；另一方面，每两个数a，b的差与其和有相同的奇偶性：

[image: alt]
 。

因此，14个差的和S的奇偶性与14个相应数之和的和S′的奇偶性相同，由于图中的每一个数a与2个或4个圈中的数相加，对S′的贡献为2a或4a，从而S′为偶数，这与S为奇数矛盾，所以不能按要求给图中的圆圈填数。
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图6-13

评析　由证明过程可见，集合｛0，1，…，14｝也可为N或Z。

【例20】a1
 ，a2
 ，…，an
 是一组正整数，bk
 表示这n个数中ai
 ≥k的个数。求证：a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝b1
 ＋b2
 ＋…＋bn
 。

证明　不妨设a1
 ≤a2
 ≤…≤an
 ，则bk
 的最后一项为ban
 ，并且b1
 ＝n，ban
 ＝1。

作一个数表，如表6-1所示，第1行有an
 个1，第2行有an－1
 个1，…，第n行有a1
 个1，从而第1列有b1
 个1，第2列有b2
 个1，第K列有bk
 个1，…，第an
 列有[image: alt]
 个1。对这个n×an
 数表的行、列分别求和，得

a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝b1
 ＋b2
 ＋…＋bn
 。

表6-1

[image: alt]


评析　这个简单例子综合运用了有序化、辅助图表、计算两次多个技巧。

第四节　转化与变换思想

一、变量变换

一个数学问题直接求解困难时，我们常用适当的方式将问题变为另一个数学问题，使之更容易求解，这就是变换问题法。变换是映射中一种常见的形式，是数学中某一领域内部的一种映射，是将复杂问题转化为简单问题，较难问题转化为较易问题的数学化归。用简单的观点去看待复杂的形式就能抓住形式表现的数学本质及辩证联系，从而找到解决问题的简化途径是变换思想的实质。思维程序是：（1）选择适当的变换，等价的或不等价的（加上约束条件），以改变问题的表达形式；（2）连续进行有关变换，注意整个过程的可控制性和变换的技巧，直至达到目标状态。

变换思想是一种变更问题法，在中学数学中有广泛的运用。它有以下常见思维模式。

二、等价条件变换

所谓等价变换，是指把原问题变更为新问题，使两者的答案完全相同，即互为充要条件。按变换的对象划分，等价条件变换有三种形式：变换条件模式、变换结论模式、同时变换条件与结论模式。

（一）变换条件模式

有的问题条件庞大分散，或结构复杂，如按涉及的概念含义与有关知识，把条件加以变换，可使问题简明，从而较易找到解题的思路。

（二）变换结论模式

有的数学问题结论是一个隐式，此时可进行等价转换，使其表述清晰，并更接近于从条件出发的推导。

（三）同时变换条件与结论模式

将条件与结论适当变换为可以用已知求解过程沟通的新条件与结论，是解决数学问题最常见的方法。这种方法实质上是关系映射反演原理的应用。

三、非等价变换

数学问题的解决等价条件转化是大量的，但有时也用到非等价转化，只要运用得当，同样可以获得成功。

（一）强弱命题转换

有的数学问题通过变换，把原命题变为更强命题或较弱命题，通过迂回的方法，使问题得以解决。

（二）将“论域”非等价变换

有的数学问题可将“论域”施行非等价变换，而后回归原“论域”，使问题得到解决。比如将分式方程整式化，将无理方程有理化，将超越方程代数化等，都属于用非等价变换谈论问题的解，而只是最后通过验根得到原方程的解。

【例21】设[image: alt]
 ，x＝f（x）有唯一解，且[image: alt]
 f（xn－1
 ）＝xn
 ，n＝1，2，…，求x1987
 。

思考与分析　将条件适当转化，它实质上是说方程[image: alt]
 有唯一解，即ax2
 ＋（2a－1）x＝0有唯一解，那么它的判别式Δ＝（2a－1）2
 －4a·0＝0，故[image: alt]
 。

于是[image: alt]
 ，条件大大简化。

由f（xn－1
 ）＝xn
 ，n＝1，2，…，得

[image: alt]
 [image: alt]
 xn－1
 xn
 ＋2xn
 ＝2xn－1
 ＝[image: alt]


[image: alt]
 为等差数列，公差为[image: alt]
 ，首项为[image: alt]
 。

所以[image: alt]
 ，

所以[image: alt]


【例22】解方程[image: alt]
 。

思考与分析　此题如果等价变形为

[image: alt]
 必然会分四种情况讨论，问题愈搞愈复杂。

如果通过原等式两边平方（非等价变换），解完后再验根，则简单得多。两边平方得

[image: alt]
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[image: alt]
 （k∈Z）。

经验根知，原方程的解为

[image: alt]


利用非等价变换求得的根中往往会有多余的根，再通过验根剔去不符合要求的根。有时还会因非等价变换，遗漏满足条件的根，此时要设法弥补上。

【例2 3】解方程sinx＋tanx＋secx－cosx＝0。

思考与分析　应用代换[image: alt]
 x，方程可化为

[image: alt]


这个变换是非等价的，它会失去[image: alt]
 不存在的根x＝（2k＋1）π，此时应补上，并验知为原方程的根。

解关于t的方程，由于去分母时要乘以（1＋t2
 ）（1－t2
 ），应增加t≠±1的条件。解关于t的方程得t＝0，即[image: alt]
 ，所以x＝2kπ。

综上所述，原方程的根为x＝kπ（k∈Z）。

从以上我们可以看到，变换问题思维模式在中学数学中应用很广，它渗透着关系映射反演原理以及化归思想，是一种较高层次的数学思维模式。

第五节　化归方法

一、化归方法的概念

数学的任务首先是把实际问题化为数学问题。数学问题的形式千变万化，结构错综复杂，特别是一些难度较大的综合题（比如一些国内外竞赛题），不仅题型新颖，知识覆盖面大，而且技巧性强，个别问题的解法独到别致。寻求正确有效的解题途径，意味着寻找一条摆脱困境，绕过障碍的途径。因此，我们在解决数学问题时，思考的着重点就是把所需要解决的问题转化为已能解决的问题。也就是说，在求解不易直接或正面找到解题途径的问题时，我们往往转化问题的形式，从侧面或反面寻找突破口，直到最终把它化归成一个或若干个熟知的或已能解决的问题。这就是数学思维中一种重要的方法——化归方法。

一种有效的方法是不断地进行化归，如把高次的化为低次的，把多元的化为单元的，把高维的化为低维的，把指数运算化为乘法运算，把乘法变为加法，把几何问题化为代数问题，把微分方程问题化为代数方程问题，把偏微分方程问题变为常微分方程问题，化无理为有理，化连续为离散，化离散为连续等等。化归的基本思想是：把甲问题的求解，化为乙问题的求解；把乙问题的求解，化为丙问题的求解（可能更多）；然后通过丙、乙问题的求解反回去获得甲问题的求解。化归的基本目的是：化难为易，化繁为简，化暗为明。

如匈牙利著名数学家P·路莎所指出的：“对于数学家的思维过程来说是很典型的，他们往往不对问题进行正面的进攻，而是不断地将它变形，直至把它转化为已经能够解决的问题。”

P·路莎还用以下比喻，十分生动地说明了化归思维的实质：“假设在你面前有煤气灶、水龙头、水壶和火柴，你想烧些开水，应当怎么去做？”正确的回答是：“在水壶中放上水，点燃煤气，再把水壶放在煤气灶上。”接着路莎又提出了第二个问题：“如果其他的条件都没有变化，只是水壶中已经放了足够的水，这时你又应当如何去做？”这时，人们往往会很有信心地回答说：“点燃煤气，再把水壶放到煤气灶上。”但是路莎指出，这一回答并不能使她感到满意，因为更好的回答应该是这样的：“只有物理学家才会这样去做；而数学家们则会倒去壶中的水，并声称我已经把后一个问题化归成先前的问题了。”把水倒掉——这是多么简洁的回答。

当然，上面的比喻确实有点夸张，但它和前面几个例子相比，也许更能体现数学家的思维特点——与其他应用科学家相比，数学家特别善于使用化归思想和方法。

化归是指将待研究的问题进行转化，通过解决转化后的问题去解决转化前问题的思维方法。在数学中，化归几乎伴随着所有的问题解决，将未知化归为已知，将困难、复杂的问题化归为容易、简单的问题，将整体问题分割为部分问题去研究等等，都是化归思维的具体体现。例如，解二元一次方程组，要通过消元化归为一元一次方程去解决；求凸n边形的内角和要化归为求三角形的内角和；而计算题就是利用法则去化归问题；证明题则是由未知不断地化归到已知的命题转化过程。化归不仅是数学特有的思维方法，而且还具有一般科学方法论的意义和功能，因而培养学生的化归意识和思维，是数学教学中必须高度重视的问题。

映射化归是指关系映射反演原则，它是一种特殊的化归，把研究对象的关系（称为原象关系）转化（映射）成另一种对应关系（称为映象关系），再由后一关系求得目标映射，然后通过逆映射反演回去得出所需结果的思维方法。其思维模式如图6-14所示
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图6-14

例如，对数计算是应用映射法来简化问题的典型例子，由于积、商（乘方或开方）的对数分别等于乘数或被除数的对数与乘数或除数的对数的和、差（乘或除），所以通过对数映射（x→lgx）就可以把复杂的计算转化为较简单的计算。例如，计算[image: alt]
 ，其思维模式如图6-15所示。
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图6-15

在中学数学中，映射法包括坐标法、参数法、对数法、向量法、换元法、数形转化法以及各种数学变换、数学模型方法等，因此映射法在中学数学中有广泛的应用。

应用化归方法解决问题的一般模式如图6-16所示。

[image: alt]


图6-16

就其基本思想而言，容易看出，化归方法与G·波利亚关于在解题过程中应充分利用“辅助问题”的思想是十分一致的。G·波利亚这样写道：“去设计并解出一个合适的辅助问题，从而用它求得一条通向一个表面上看来很难接近的问题的通道，这是最富有特色的一类智力活动。”G·波利亚并曾对所说的“辅助问题”作了如下的分类：等价问题、较强或较弱的辅助问题及间接的辅助问题（后者是指这样的辅助问题：它们既非等价问题，也非较强或较弱的辅助问题，但是，通过对此的考虑仍然有助于我们解决原来的问题，即获得材料上或方法论方面的帮助）。

与G·波利亚的这些论述进行比较，化归方法的主要特点就在于它具有更强的目的性、方向性和概括性，就是希望通过由未知到已知、由难到易、由繁到简的化归来达到解决问题的目的；而且，所有有关的解题过程又都可以统一地归结为上述的模式。在这样的意义上，化归方法可看成是对G·波利亚有关思想的进一步发挥或发展。

就化归方法的具体应用而言，其中的关键显然在于如何实现由所要解决的问题向已经解决的或较易解决的问题的转化。

唯物辩证法告诉我们：客观事物是发展变化的，不同事物间存在着种种联系，各种矛盾在一定的条件下可互相转化。化归方法正是人们对这种联系和转化的一种能动的应用。从哲学的高度看，化归方法着眼于揭示联系、实现转化，在迁移转换中达到问题的解决，因此化归方法是转化矛盾的方法，属于哲学思维方法的范畴，它的“运动—转化—解决矛盾”的思想方法蕴涵着深刻的辩证法。

因此，掌握化归思想和方法，对于学好数学（特别是在解数学题时）有着十分重要的意义和作用。

很明显，化归思维的特点就是以已知的、简单的、具体的、特殊的、基本的知识为基础，将未知的化为已知的，复杂的化为简单的，抽象的化为具体的，一般的化为特殊的，非基本的化为基本的，从而使问题得到解决。

化归的基本方法是分割法。在解决数学问题中，为了解决某些复杂的问题，往往采用分割法，把某些比较复杂的数学对象作为整体，按照可能和需要分解成若干更易于求解的部分，在求得各部分解的基础上，通过适当的组合而使得原数学问题得以解决的解题方法。所谓分割法，就是把一个复杂的问题分割成若干个有逻辑联系的、较简单或较熟悉的问题，从而使原问题得以解决。当然，仅有“化整为零”的分解，化归过程未必能完全实现，往往还要通过“积零为整”，将这些小问题的解重新组合起来，才能得到原问题的解。正是分解与组合的相辅相成和有机结合，引起待解决问题关系结构的重新搭配，使我们能在新的关系结构中去寻找化归的途径。

在运用分割法实现化归时，对于待处理的问题，有时把问题本身作为分解对象，此时是将整体分解为局部之和；有时把问题看成某一整体的一部分，此时是将局部分解为整体与另一局部的差；有时把问题的条件进行分解，求得满足各部分条件的对象集合，此时问题的解是那些满足各部分条件的对象集合的交。

一般地说，利用分割法求解问题的过程可以归结为如图6-17所示。
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图6-17

将这里所说的分割法与G·波利亚所给的几个具体模式（双轨迹模式、笛卡儿模式、递归模式与叠加模式）加以比较，容易看出，双轨迹模式与笛卡儿模式都可以看成分割法的特殊情况；前者是通过对未知量（例如，点）所应满足的条件进行分割实现了所说的化归，如图6-18所示。
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图6-18

后者则是对未知量本身进行了分割，也即把未知成分看成一个多元的未知量，这样，问题中的条件也就被分割成了各个“部分条件”（条件分块），而我们就可以由部分条件去列出相应的方程，并进而求得所需要的解答，如图6-19所示。
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图6-19

另外，所谓递归模式，是指在应用分割法求解问题时我们不应机械地去实行“分割—组合”的过程，而应充分利用已有的知识，以此为基础去进行新的扩展。

二、化归的基本原则

化归的基本原则是熟悉化、和谐化、简单化和具体化。

熟悉化就是把我们感到陌生的问题通过变形化归成比较熟悉的问题，从而使我们能够充分利用已有的知识和经验来解决问题。

【例24】证明（柯西不等式）设a1
 ，a2
 ，…，an
 ；b1
 ，b2
 ，…，bn
 是两组实数，那么
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等号当且仅当[image: alt]
 时成立。

思考与分析　仔细观察所证不等式的特征，从中我们就可发现，左边为一平方，右边为两项之积，若将右边移项至左边，则形式可简化为B2
 －AC形式，这与我们熟悉的Δ＝b2
 －4ac形式比较接近。由此联想到二次方程根的判别式或二次函数图像与x轴的交点情形。这样，构造二次函数[image: alt]


由此二次函数非负，即可使命题获证。

简单化就是把比较复杂的问题转化为简单的问题，把比较复杂的形式转化为比较简单的形式，以便使其中的数量关系和空间形式更加明朗和具体，从而找到解决问题的突破口。

【例25】求证：复数z1
 、z2
 、z3
 在复平面上所对应的点Z1
 、Z2
 、Z3
 构成正三角形的充要条件是[image: alt]


思考与分析　直接证明有困难，我们从简单情形入手，如令z1
 ＝0，即点z1
 是原点，则上述问题中的充要条件转化为[image: alt]
 。接着的问题是如何将一般情形转化为这一特殊情形，而这只要通过平移坐标轴使原点至点z1
 即可，也就是作变换z′2
 ＝z2
 －z1
 ，z′3
 ＝z3
 －z1
 。

和谐化是指化归应朝着使待解问题在表现形式上趋于和谐，在量、形关系方面趋于统一的方向进行，使问题的条件与结论表现得更匀称和恰当。

【例26】（2005年高考全国卷A第7题）当[image: alt]
 时，函数[image: alt]
 的最小值为（　）

A.2

B.[image: alt]


C.4

D.[image: alt]


思考与分析　如果有意识或无意识地遵循和谐化原则，就会将原式化为

[image: alt]


使得分子分母均为正余弦的二次式，这样，解这道题就大大节省时间了。

所谓具体化，就是将比较抽象的问题，转化为比较具体或直观的问题来解决。

很多数学问题是各种信息的高度浓缩和抽象，如果我们继续沿着“抽象化”的路子走下去，往往走入迷宫。如果我们改变方向，从新的角度、新的观念出发，把问题中的各种概念以及概念之间的关系具体明确化，亦即对原来的抽象问题进行具体转化，往往会使问题轻而易举地得到解决。

【例27】当x为何值时，函数[image: alt]
 有最小值？最小值是多少？

思考与分析　如果将上式右边的式子与两点间距离公式联系起来，赋予数量关系以几何意义，即[image: alt]
 [image: alt]
 ，则问题可看作在x轴上求一点P（x，0），使它到点A（0，3），B（5，2）的距离之和最小，那么原问题的解决就显得十分直观、简单。

化归的基本途径是细分。所谓细分，就是在解某些数学问题时，我们在解题过程中将求证或求解的问题分割为若干个承前启后、互相呼应的小问题，或将图形分离成易于分析讨论的若干个互相契合的图形，而后一一证明或求解。正如数学大师笛卡儿所指出的：“把你所考虑的每一个问题，按照可能和需要，分成若干部分，使它们更易于求解。”

【例28】试对任意自然数n，证明

[image: alt]


思考与分析　容易想到试用数学归纳法来证明本题，但很难奏效。现将问题转化，通过构造复数，把三角问题化为复数有理分式运算的问题，进而在复数系统中通过复数运算与有关知识来求解，从而使原问题得到解决。

[image: alt]


注意到z2n＋1
 ＝1，故证得上式的值等于[image: alt]
 。

【例29】将1976分拆成自然数之和，再将其相乘，试求（并证明）所有这种乘积中之最大值。

思考与分析　由于把1976分拆成自然数之和的方法是有限的，因此，乘积定有最大值。由于1976分拆成自然数之和的种数很多，使得我们对问题的分拆变得相当复杂。为此我们先检验一系列用2，3，4，5，6，7，8等较小的数，替代1976而得到特殊情形（如5，6只有分拆成2＋3与3＋3，其乘积才是最大的）。由此，我们可以发现，对一种分拆法a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝1976。

要使乘积a1
 a2
 …an
 达到最大值，应有

（1）ai
 ≥2（事实上，ai
 ·1＜ai
 ＋1）。

（2）ai
 ≤4（事实上，若ai
 ＞4，则把ai
 分拆成两个数2与ai
 －2，显然有ai
 ＜2（ai
 －2））。

由（1）、（2）知，所有的因子都应是2或3（因为4＝2×2，同时4＝2＋2）。

（3）最多只有两个ai
 是2（事实上，若有3个2的话，把3个2拆成两个3，则有23
 ＝8＜9＝32
 ），即因子2的个数只能是0，1，2。由于因子2的个数是0，1，2时，这些因子的总数被3除的余数分别是0，2，1，而1976被3除的余数是2，所以必定只有一个因子是2，故最大值是2×3658
 。

本例可以推广到一般的情形，将自然数N分拆成若干个自然数之和，其乘积的最大值是

[image: alt]


【例30】设x，y∈R＋
 ，且x＋y＝2，试求[image: alt]
 的最小值。

思考与分析　我们将此代数问题化为几何问题。不妨将[image: alt]
 和[image: alt]
 分别理解为点P（x，2）和Q（－y，－1）到原点O的距离。[image: alt]
 取等号时，OP，OQ反向共线，此时[image: alt]
 。

【例31】试求常数m的范围，使曲线y＝x2
 的所有弦都不可能被直线y＝m（x－3）垂直平分。

思考与分析　在探究问题过程中，从正面解决困难时要考虑从反面解决，直接解决困难时要考虑间接解决，顺推困难时要考虑逆推，进不行则考虑“退”，探究可能性发生困难时要考虑探究不可能性，这就是所谓正难则反原则。

此题的“不能”的反面就是“能”，假设抛物线y＝x2
 上存在着弦，它被直线y＝m（x－3）垂直平分，即抛物线上存在着两点（x1
 ，[image: alt]
 ），（x2
 ，[image: alt]
 ），它们关于直线y＝m（x－3）对称，于是有[image: alt]


[image: alt]


因此，当[image: alt]
 时，抛物线上存在着两点关于直线y＝m（x－3）对称。故原题的解为[image: alt]
 。

【例32】试问：一个周长为2L的封闭曲线是否能被一个直径是L的圆盖住？

思考与分析　这个问题很难，因为周长为2L的封闭曲线可以取任意形状，一下子简直不知从何着手。但是，既然问题中的封闭折线没有规定是什么形状，我们何不先从特殊情况试试。假定曲线形状是正方形，这个情况容易证明，把一个直径是L的圆形纸片的中心与正方形的中心O重合。要证明这个圆能盖住正方形，只要证得A、B、C、D四个顶点都被盖住即可。在图6-20中，由[image: alt]
 [image: alt]
 可知，A点确被圆纸片盖住。同理可证得B，C，D点均被盖住。因此，周长为2L的正方形可以被一个直径是L的圆盖住。

[image: alt]


图6-20

[image: alt]


图6-21

对于任意形状的曲线P如何证明呢？不妨把这个曲线P想象成是由正方形ABCD扭曲而成（见图6-21）。既然曲线P是由正方形变形所得，那么两者之间必有内在联系，因此可尝试将正方形时用过的方法移植到任意曲线上。对角线AC把正方形ABCD的周长分为相等的两部分，曲线P上也可找到A′，C′两点，把曲线P的周长分成相等的两部分。O是AC的中点，也取A′C′的中点O′。同样把圆纸片的中心放在O′点。设D′点是曲线P上任意一点，若延长D′O′到B′点，使O′B′＝O′D′，则可得到一个平行四边形，可以证得

2O′D′≤A′D′＋C′D′，于是有[image: alt]
 的曲线弧长[image: alt]
 。因此D′点能被圆盖住。这就证得整个曲线P都能被圆盖住。

【例33】假设x，y，z∈R，又知道它们满足x＋y＋z＝a，x2
 ＋y2
 [image: alt]
 ，试证：x，y，z都不是负数，也不能大于[image: alt]
 。

思考与分析　x，y，z在假设的条件里具有相同的地位，根据对称原理，我们只要对于x，y，z中某个先证得结论，问题就解决了。不妨，先讨论z。由已知条件，可将点（x，y）看作直线x＋y＋（z－a）＝0和圆[image: alt]
 的公共点，而直线与圆有公共点，必须

[image: alt]


解此不等式，得[image: alt]


同理可得[image: alt]


【例34】实数x，y满足x≥1，y≥1以及[image: alt]
 [image: alt]
 ，当a∈（1，＋∞）时，求[image: alt]
 的取值范围。

思考与分析　设[image: alt]
 ，则s≥0，t≥0。

由题设得s2
 ＋t2
 ＝2＋2s＋2t，即（s－1）2
 ＋（t－1）2
 ＝4。

[image: alt]


[image: alt]


因此，[image: alt]
 的取值范围是[image: alt]


为了看清问题的本质，找到条件与结论之间的内在联系，就必须把问题化简。

【例35】设a，b，c是直角三角形的三条边，其中c是斜边，a，b满足等式：[image: alt]


求证：lga＋lgb＝lgc。

思考与分析　考虑到结论中只涉及到a，b，c的代数运算关系，而非三角运算关系，故需在①式中“去掉”反三角函数的外衣。①式可化为

[image: alt]


再与等式a2
 ＋b2
 ＝c2
 结合就能证得结论。

三、化归思想在数学解题中的应用

除极简单的数学问题外，每个数学问题的解决都是通过转化为已知的问题实现的。从这个意义上讲，解决数学问题就是从未知向已知转化的过程。化归思想是解决数学问题的根本思想，解题的过程实际上就是一步步转化的过程。数学中的转化比比皆是，如未知向已知转化、复杂问题向简单问题转化、新知识向旧知识的转化、命题之间的转化、数与形的转化、空间向平面的转化、多元向一元转化、高维向低维转化、高次向低次转化、函数与方程的转化等，都是化归思想的体现。

（一）抽象与具体的相互转化

由于中学生的形象思维比较成熟，而抽象思维能力比较差，因此解题时，对于抽象问题的思考往往比较困难。如果我们能把一些抽象问题转化为具体的问题考虑，那么问题就容易解决得多了。

【例36】函数f（x）的定义域关于原点对称，且满足以下条件：

①x1
 ，x2
 是f（x）定义域中的数，且[image: alt]


②f（a）＝1（a＞0）；

③当0＜x＜2a时，f（x）＞0。

（1）判定f（x）的奇偶性；

（2）判定f（x）是否是周期函数，若是周期函数，求出周期。

思考与分析　由条件①容易联系到两角差的余切公式cot（α－β）[image: alt]
 由[image: alt]
 ，猜想[image: alt]
 。不难发现题设条件类似余切函数的运算法则和性质，故可将题中的函数从抽象转化为具体，进而猜想出此题中的结论：

（1）f（x）为奇函数；

（2）f（x）为周期为4a的周期函数。

证明　（1）令x＝x1
 －x2
 ，因为f（x）的定义域关于原点对称，所以－x＝x2
 －x1
 也在其定义域内，且

[image: alt]


故f（x）为奇函数。

[image: alt]


[image: alt]


所以f（x）为周期函数，且其周期为4a。

对一些比较抽象的问题，如果能把它具体化，就能找到解题途径；而对于一些具体的问题，有时不容易找到它的解题思路，此时如果能把它抽象化，可能会使问题迎刃而解。

【例37】已知[image: alt]
 求cos（x＋2y）的值。

思考与分析　已知条件是一个关于x，y的方程组，经过简单观察可知，经过解方程组求x，y，再求cos（x＋2y）是不可能的，正确的方向是深入观察两个具体的方程，抽象出它们的本质特征，然后求cos（x＋2y）的值。

解　由第一个方程得x3
 ＋sinx＝2a，第二个方程即为2a＝－8y3
 －2sinycosy，即2a＝（－2y）3
 ＋sin（－2y），于是设f（t）＝t3
 ＋sint，从而有f（x）＝f（－2y）。

由于函数f（t）＝t3
 ＋sint在区间[image: alt]
 上为增函数，且x，[image: alt]
 ，故f（x）＝f（－2y）[image: alt]
 x＝－2y，即x＋2y＝0，故cos（x＋2y）＝1。

类似例33的情况很多，例如在求点到平面的距离时，我们往往并不具体作出点到平面的垂线，而是将点到平面的距离抽象为某三棱锥的高，再用等积法求出这个高，这样利用避实就虚的手段使问题迎刃而解。再例如在求二

面角时，很多时候我们为了避免具体作出二面角的困难，而去寻找一个平面上的某一平面图形在另一个平面上的投影，然后通过面积的比确定二面角的余弦，最后确定该二面角的大小。

（二）繁杂与简单的转化

有些数学问题结构复杂，直接求解过程繁琐，此时如果我们善于对问题的形式特征进行观察、转化，用灵活的方法求解，那么往往能使复杂的问题简单化。

【例38】若x，y，z∈R＋
 ，且x＋y＋z＝1，求函数u＝[image: alt]
 的最小值。

思考与分析　利用题目条件，对u的表达式的结构进行等价转化：

[image: alt]


在题设条件下求[image: alt]
 的最小值即可。

解　利用x＋y＋z＝1，易知[image: alt]
 ，由x，y，z∈R＋
 且x＋y＋z＝1知：

[image: alt]


从而知当[image: alt]
 时，u有最小值9－1＝8。

（三）把隐含条件转化为已知条件

一般来说，解一道题必须充分利用题设条件，但有些题目给出的条件往往不能直接为解题服务；而能使解题流畅、简捷的有效条件，却隐含在题设条件所涉及的定义、性质、定理、图形或条件直接导出的某些新结论之中。解题中，若能深入地发掘隐含条件，使隐含条件转化为已知条件，则有利于提高解题的准确性、敏捷性和灵活性。

【例39】已知0＜θ＜π，那么复数1－cosθ＋isinθ的辐角主值是（　）

[image: alt]


复杂解法：不少学生用常规解法，先把已知复数化为三角形式：

[image: alt]


上述思路虽然正确，但花费时间太长，不符合选择题必须迅速求解的原则，究其原因是思维不灵活，未能把本题的隐含条件转化为已知条件使用。

转化引导：因为1－cosθ＞0，sinθ＞0，所以已知复数在复平面内的对应点位于第一象限，利用这一隐含条件，可将本题转化为判别所给的四个选择支，哪个角属于第一象限，显然（A）、（C）、（D）均不在第一象限，故选B。

（四）特殊与一般的相互转化

一般与特殊是事物的两个方面，是辩证统一的，当一般性的问题难以解决，可以考虑用特殊性来解决；当特殊性的问题难以解决时，可以考虑用一般性来解决。

【例40】设[image: alt]


思考与分析　考察所求式子的数量特征：[image: alt]
 [image: alt]
 ，…可将问题转化为研究[image: alt]
 的性质。

因为[image: alt]
 ，于是得出一般性结论f（a）＋f（1－a）＝1，这体现了从特殊到一般的转化思想。

解　因为[image: alt]
 ，

[image: alt]


【例41】试证：无论k取何值时，抛物线[image: alt]
 [image: alt]
 总通过一个定点。

思考与分析　为探求定点，我们可以特殊化处理，即取两条已知抛物线求出它们的交点，然后再验证这个交点是否在抛物线系上。

证明　不妨取k＝0，1，得两条抛物线[image: alt]
 [image: alt]
 ，联立这两个方程，解得[image: alt]
 ，故得交点[image: alt]
 。又当x[image: alt]
 ，所以点P在原抛物线上，故抛物线[image: alt]
 总通过与k无关的定点[image: alt]
 。

评析　例41的证明借助了特殊性，即取两条特殊抛物线（特例）探求出定点的坐标，此即所谓“特殊引路”，但特殊性终究不能代替一般性，因此必须将特殊性上升到一般性，才能使问题具有普遍意义，使解题过程严密完整，故上面的验证一步是必不可少的。

第六节　关系映射反演方法

关系（Relation）映射（Mapping）反演（Inversion）方法（RMI方法）是由中国学者徐利治教授于1983年首先提出来的，这一方法在数学中已有着十分广泛和重要的应用，它是一种在化归法基础上发展起来的处理问题的普遍方法和原理。为了说明它的涵义，我们先看一个例子。

【例42】（哥尼斯堡七桥问题）18世纪东普鲁士哥尼斯堡有条布勒尔河，它有两条支流在该城市中心汇合成大河，那里有七座桥连着两岸A、B和岛屿C、D（图6-22）。每天傍晚，位于岛C的哥尼斯堡大学的学生们总要在七桥附近散步，欣赏美丽风光，渐渐大家热衷于一个问题，即一个散步者如何才能不重复地一次走遍这七座桥，并返回出发点？

[image: alt]


图6-22

这个问题似乎简单，然而许多人作过尝试后均未能达到目的。于是，一群大学生就写信给大数学家欧拉，欧拉采用概念映射法成功地解决了这一问题。

[image: alt]


图6-23

令S表示七桥问题中桥与岛及陆地（连结地点）之间的关系结构，x为一次能否走过七座桥的问题。欧拉采用这样的概念映射φ（即进行数学抽象）：把A、B、C、D四处地点缩小（抽象）成四点，把七座桥表示（抽象）成七条线，于是在映射φ下得到[image: alt]
 ，这里S*
 便可表示为如图6-23所示的点线图（图中几何线或长或短、或直或曲都无关紧要）。原来的问题x便对应为能否一笔画出上述平面图的问题x*
 ，也就是把“七桥问题”映射为“一笔画问题”。对于后者，欧拉采用简单的逻辑推理手续，即对一笔画问题的结构和特征进行了仔细的分析。凡一笔画中间出现的交点处，曲线一进一出总是通过偶数条，故称之为“偶点”，只有作为起点和终点的两个点有可能成为“奇点”（即通过曲线为奇数条）。所以，凡是多于两个奇点的平面图都是不可能一笔画出的。在S*
 中，A、B、C、D均为奇点，故x*
 是“一笔画不可能”。对应地翻译回去（利用φ－1
 ），便知道原来问题的答案x是：不可能不重复地一次通过这七座桥。

欧拉对七桥问题的研究诱发了现代数学中的新的数学分支——拓扑学的创立，这充分体现了RMI方法的重要性。

【例43】求

[image: alt]


思考与分析　可以用对数计算法计算如下：

①取对数：[image: alt]
 5lg12.01；

②查表计算：[image: alt]


③取反对数：S＝0.0003149。

显然，我们在此就是借助于对数映射（y＝lgx）把一个较为复杂的计算转化成了较为简单的计算（图6-24），即：

[image: alt]


图6-24

明确的对应关系在数学中被称为映射。由于在应用映射法解决问题的过程中有关的映射在相反的方向上两次得到了应用，即首先被用于由原来的问题去引出问题*。后来又被用于由相应的解答*去引出所寻求的解答，因此，在此也就有必要对映射及其逆映射（反演）作出明确的区分。

综上所述，利用映射去解决问题的过程就可归结为如图6-25所示。
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图6-25

我们并可把这一方法更为明确地称为关系映射反演方法。由上面的讨论可以看出，由一般的化归原则到关系映射反演方法的发展是方法论上的一次重要进步。

凡在两类数学对象或两个数学集合的元素之间建立了一种“对应关系”，就定义了一个映射。例如，代数中的线性变换，几何中的射影变换，分析中的变数变换、函数变换、数列变换、积分变换、拓扑学中的拓扑变换等，都是映射概念的例子。

设φ是一个映射，它把集合S＝｛a｝中的元素映入（或映满）另一集合S*
 ＝｛a*
 ｝，其中a*
 表示a的映象，a称为原象，这时可记为：

φ：S→S*
 ；φ（a）＝a*
 。

特殊地，如果S还是一个关系结构，而φ能够将S映满S*
 ，则可记为：

S*
 ＝φ（S），

并称S*
 为映象关系结构。

最后，如果φ是可逆映射的话，就把φ的逆映射称为“反演”，并记为φ－1
 ，从而就有：

φ－1
 ：S*
 →S。

在关系映射反演方法的具体应用中，所面临的问题往往是如何去确定关系结构S中的某一未知性状的对象x。我们称这样的对象x为“目标原象”，而把x在映射φ之下的映象x*
 ＝φ（x）称为“目标映象”。

其次，我们把所有由数值计算、代数计算、解析计算（包括极限运算等）、逻辑演算以及数学论证等步骤组成的形式过程都称为“数学手续”。相对于给定的具有目标原象x的关系结构S，如果有这样一个可逆映射φ，它把S映成映象关系结构S*
 ，在S*
 中通过某种形式的有限多步数学手续，能够把目标映象x*
 ＝φ（x）一一地确定下来，就称φ为“可定映映射”。

再次，如果所说的可定映映射φ是可逆映射，我们就可由目标映象x*
 去求得目标原象x，这样，原来的问题就得到了解决。

综上所述，关系映射反演方法可表述如下：

对于含有某个目标原象x的关系结构S，如果能够找到一个可定映映射φ：S→S*
 ，使得在S*
 中通过某种形式的有限多步数学手续即能把目标映象x*
 ＝φ（x）确定下来，而且，相应的逆映射φ－1
 又具有合乎问题需要的可行性，那么我们就可通过关系—映射—定映—反演等步骤求得目标原象x，如图6-26所示。
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图6-26

应当指出，在求解较为复杂的问题时，有时可能需要借助多步的R M I程序，如图6-27所示。
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图6-27

另外，应用RMI方法求解问题的过程也并非严格的“单向过程”，因为人们有时会发现原来的关系结构S中的关系不够充分（即条件不够充分），以致找不到定映去确定目标原象x，这时人们就往往设想定映方法和目标映象：x*
 ＝φ（x）已经存在，并运用逆推法去求出有关的条件C*
 ，然后再通过反演φ－1把相应的条件追补到S上。上述解题过程可大致表示为图6-28。
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图6-28

这可以称为“动态的关系映射反演方法”。显然，这是对G·波利亚下述思想的具体运用和必要发展：“要确定未知数，条件是否充分？或者它是否不充分？或者是多余的？或者是矛盾的？”

【例44】设p1
 ，p2
 ，q1
 ，q2
 为实数，且p1
 p2
 ＝2（q1
 ＋q2
 ），求证：x2
 ＋p1
 x＋q1
 ＝0和x2
 ＋p2
 x＋q2
 ＝0中至少有一实根。

思考与分析　与“至少有一实根”相对立的结论是“两个方程都没有实根”。因此，用反证法比直接证明更容易。

假设x2
 ＋p1
 x＋q1
 ＝0和x2
 ＋p2
 x＋q2
 ＝0中无实根，

则Δ1
 ＝p1
 2
 －4q1
 ＜0，Δ2
 ＝p2
 2
 －4q2
 ＜0，

两式相加，得
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最后应当指出，关系映射反演方法之所以在现代数学研究中有着广泛的应用，一个重要的原因就在于：就应用的范围而言，这一方法不仅可用以解决诸如求取某个未知量这类具体的问题，而且也可用于解决涉及到理论的整体结构这样一种具有更高“层次”的问题；另外，就应用的性质而言，关系映射反演方法又不仅可用以得出问题的肯定性解答（即按照原来的要求去解决问题，如求得所要求的未知量），而且也可用以得出问题的否定性解答（即证明原来的问题是不可能得到解决的）。

第七节　构造法

所谓“构造法”，就是根据题设的特点，用已知条件中的元素作为“元件”，用已知的关系式为“支架”，在思维中构造一种新的数学形式，如方程、函数、图形、抽屉等，以找到一条绕过障碍的新途径，从而使问题得到解决这样一种方法。

构造法的核心是构造，要善于将形与数结合，将式与方程、函数建立联系，在数学表达的几种形式之间找到相互关系。

平面解析几何证明中的辅助线、因式分解变形中的拆项补项都体现了一种构造性的思维；在确定某一数学结论是否存在时，我们常常把这个数学事实具体找出来，或者举一个范例去否定它。这两者都是构造性的，所有这些构造的共同特点是：创造性地使用已知条件。构造法是运用数学的基本思想经过认真的观察、深入的思考，构造出解题的数学模型，从而使问题得以解决。构造法的内涵十分丰富，没有完全固定的模式可以套用，它是以广泛抽象的普遍性与现实问题的特殊性为基础，针对具体问题的特点而采取相应的解决办法。在解题过程中，若按习惯定势思维去探求解题途径比较困难时，我们可以根据题目特点，展开丰富的联想拓宽自己的思维范围。运用构造法来解题也是培养学生创造意识和创新思维的手段之一，同时对提高学生的解题能力也有所帮助。下面我们通过举例来说明通过构造法解题训练学生发散思维，谋求最佳的解题途径。

一、构造图形

对于一些题目，我们可借助几何图形的特点来构造新图形，从而达到解题的目的。

【例45】求值：tan20°＋4sin20°。

思考与分析　此题中的两个三角函数不是特定值，所以我们不能按照常规思想去解这个问题。但由于两数之和是唯一的，故我们可以作出一个图形来实现此算式，且得出的值是完善的。
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图6-29

如图6-29，作出Rt△ABC，使∠CBD＝20°，∠DBA＝40°，使BC＝1，AB＝2，AC＝[image: alt]
 ，则BD＝[image: alt]
 ，由面积等式S△ABD
 ＋S△DBC
 ＝S△ABC
 ，有
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通过上面的例子可以看到，我们在解题的过程中要善于观察，善于发现，在解题过程中不要墨守成规，要大胆去探求解题的最佳途径。

二、构造方程

构造方程解题体现了方程观点。运用方程观点解题可以归结为三个步骤：

（1）将所面临的问题转化为方程问题；

（2）解这个方程或方程组，讨论它的有关性质，得出相应的结论；

（3）将方程或方程组的相应结论返回为原问题的结论。

【例46】已知[image: alt]
 ，求证b2
 ≥4ac。

思考与分析　已知条件提供了一个等式，我们把它转化为方程，则结论便成为方程性质的讨论。容易看出，结论与判别式非负类似，因此，应设法构造出一个二次方程有实根。

解　已知等式可化为[image: alt]


这表明二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0有实根[image: alt]
 ，从而判别式非负，得b2
 ≥4ac。

在运用方程观点解题时应该注意到：

（1）公式可以理解为方程或等量关系。于是，恒等式证明可以理解为方程变形，求值问题更可以看成是解方程。

（2）曲线方程的确定及其位置关系的讨论，本质上就是方程的布列或方程的根在某一实数区间的研究。

（3）函数的许多性质都可以归结为方程的研究。

（4）不等式的证明和求解都和方程有关。

三、构造恒等式

【例47】已知f（x）＝x2
 ＋px＋q，求证｜f（1）｜，｜f（2）｜，｜f（3）｜中至少有一个不小于[image: alt]
 。

思考与分析　只须证明[image: alt]


引进恒等式[image: alt]


比较x2
 项的系数，有

[image: alt]


得[image: alt]


四、构造函数

函数在我们整个数学学习过程中是相当重要的内容，学生对于函数的性质也比较熟悉。选择比较熟悉的内容来解决棘手问题，既可训练学生的思维，同时也增强了学生思维的灵活性、开拓性和创造性。

【例48】设a，b，c为绝对值小于1的实数，求证ab＋bc＋ca＋1＞0。

思考与分析　若直接用不等式的知识去证明这个问题可能有点困难，但如果我们把这个问题看成是个函数问题：当x在某个范围时，函数f（x）恒大于零，那就比较熟悉和容易得多。

故作函数：f（a）＝（b＋c）a＋（bc＋1），（｜a｜＜1），

若b＋c＝0，则由｜bc｜＜1知f（a）＞0。

若b＋c≠0，则f（a）为单调函数，f（a）的值在f（1），f（－1）之间，但
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故f（a）＞0，即ab＋bc＋ca＋1＞0。

用函数观点处理本题，把三个字母的不等式转化为两个字母的两个不等式①、②。有些数学题似乎与函数毫不相干，但是根据题目的特点，巧妙地构造一个函数，利用函数的性质可得到简捷的解法。

五、构造反例

反例是指用来说明某个命题不成立的例子，它与论证是相反相成的两种逻辑方法，论证是用已知为真的判断确定另一个判断的真实性，反例是用已知为真的事实去揭露另一个判断的虚假性。

【例49】命题“若x，y为无理数，则xy
 也为无理数”是否成立？

思考和分析　如果从正面回答这个问题有点难度，因此构造反例如下：

取无理数[image: alt]


（1）若[image: alt]
 为有理数，则取[image: alt]
 ；

（2）若[image: alt]
 为无理数，则取[image: alt]
 ＝2，仍为反例。

这里对[image: alt]
 是有理数还是无理数并没有正面回答，但无论它是有理数还是无理数，都给这个命题提供了一个反例，避免了从正面去证明这个命题。

通过以上几个例子，我们可以发现，构造法在解题过程中有着意想不到的功效，问题很快便可解决。构造法解题重在“构造”。构造法在数学解题中有很多的应用，是数学思想方法中很重要的一种。这种方法的基本形式是：以已知条件为原形，以所求结论为方向，构造出一种新的数学形式，使得问题在这种形式下简捷解决。可以构造图形、方程、函数等，这样就促使学生要熟练掌握几何、代数、三角等基本知识和技能，并想方设法加以综合运用，这对学生的多元思维培养、学习兴趣的提高以及钻研独创精神的发挥十分有利。因此，在解题教学时，若能启发学生从多角度、多渠道进行广泛的联想，则能得到许多构思巧妙、新颖独特、简捷有效的解题方法，而且还能加强学生对知识的理解，培养思维的灵活性，提高学生分析问题的创新能力。

例如，在三角形中体现边角关系的定理主要是正弦定理和余弦定理。我们在处理有关三角函数值时，可适当地构造三角形，把问题转化为求三角形中有关线段的关系。

【例50】求证：2（cos54°＋cos18°）＝tan72°。

思考与分析　构造如图6-30所示Rt△ABC，∠ABC＝90°，∠A＝72°，AB＝1，则tan72°＝BC。
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图6-30

在AC上取一点D，使BD＝AB＝1；又在BC上分别取点E、F，使DE＝EF＝BD＝1，则可证BE＝2cos54°，EC＝2cos18°。

因为BC＝BE＋EC＝2（cos54°＋cos18°），

所以2（cos54°＋cos18°）＝tan72°。

本题通过用两种不同途径求得BC长，利用等量关系得出所证结论，体现了构造思想。

【例51】已知实数a，b，c满足a＝6－b，c2
 ＝ab－9，求证a＝b。

思考与分析　当然可以用消去c的方法求解本题，把它变成一个关于a，b的一元二次方程，从而证明a＝b。但由于题目条件中有a＋b和ab，使我们很自然地联想到韦达定理，因而可以构造一元二次方程求解。

因为a＋b＝6，ab＝c2
 ＋9，故构造方程x2
 －6x＋（c2
 ＋9）＝0，其中a，b是该方程的两个根。

x2
 －6x＋（c2
 ＋9）＝（x－3）2
 ＋c2
 ＝0，故必有x＝3且c＝0，即方程有两个相等的实数根3，即a＝b＝3。

【例52】已知x，y，z均在（0，1）内，求证：x（1－y）＋y（1－z）＋z（1－x）＜1。

思考与分析　我们构造一个边长为1的正三角形ABC（图6-31），D，E，F分别是AB，BC，CA上的点，使AD＝x，BE＝z，CF＝y，显然x，y，z∈（0，1），从而DB＝1－x，EC＝1－z，FA＝1－y，从而
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图6-31

由图6-31可知

[image: alt]


即　x（1－y）＋y（1－z）＋z（1－x）＜1。

把数的关系转换成形的问题，使之直观化，所以解题时要注意数与形的转换，即观形思数，由数想形。

【例53】任给7个实数，证明其中必存在两个实数，使得0≤[image: alt]


思考与分析　题中给出的式子[image: alt]
 和[image: alt]
 使我们联想到三角函数tanx和角度[image: alt]
 ，由此我们可以构造7个实数分别为tanθi
 （k＝1，2，…，7），其中[image: alt]
 ，因为0＜θ7
 －θ1
 ≤π，所以θ7
 －θ6
 ，θ6
 －θ5
 ，…，θ2
 －θ1
 这六个值中必有一个不大于[image: alt]
 ，否则将与θ7
 －θ1
 ≤π矛盾，即必存在tanθi＋1
 和tanθi
 ，其中[image: alt]


则由[image: alt]
 即可得证。

本题的构造法中，我们不仅构造了三角函数，而且实际上构造了6个抽屉，即把（0，π］这个区间等分为六个小区间，从而七个数中必有两个落在同一区间中。

【例54】已知a，b，c，x，y，z∈R，且a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝1，x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1，求证：－1≤ax＋by＋cz≤1。

思考与分析　已知条件中是三个实数的平方和，而求证式中是两两乘积之和，这与向量的模和两个向量的数量积可以建立联系，所以我们可以构造向量，解法如下：
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[image: alt]
 ＞∈［－1，1］，即－1≤ax＋by＋cz≤1。

【例5 5】已知α，β分别是方程x＋10x＝3和x＋l g x＝3的两个实数根，求α＋β的值。

思考与分析　要分别求出这两个方程的实数根是不可能的，所以我们必须有一个整体的思想，即应该找到这两个根之间的内在联系，提示问题的实质，从而解决问题。
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图6-32

我们将方程变形为10x
 ＝3－x，lgx＝3－x，我们构造三个函数，即f（x）＝10x
 ，g（x）＝lgx，h（x）＝3－x，这样，α即f（x）与h（x）图像交点的横坐标，同时β是g（x）与h（x）图像交点的横坐标。

由于f（x）与g（x）互为反函数，故它们的图像关于直线y＝x对称，因此点（α，3－α）与点（β，3－β）也关于直线y＝x对称，从而α＝3－β，3－α＝β，即α＋β＝3。

【例56】解不等式[image: alt]
 。

思考与分析　用常规方法比较困难，如果仔细观察不等式左边两项的特征，就可联想到三角公式
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进而联想到三角代换法，

设[image: alt]
 ，则原不等式变为cos2θ＋sinθ＞0，即

2sin2
 θ－sinθ－1＜0，

解得[image: alt]
 ，

故原不等式的解是[image: alt]


【例57】解方程组[image: alt]
 ，其中a，b，c互不相等。

思考与分析　这是一个含有x，y，z的三元一次方程组，不论用消元法或行列式去解，计算都比较复杂。如果仔细观察，就可以发现三个方程的结构是一致的。若把方程组改写为
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那么，可以认为a，b，c就是以1，－z，－y，－x为系数的一元三次方程t3
 －zt2
 －yt－x＝0的三个根。已知该方程的三个根，可由韦达定理得到

[image: alt]


综合上述例子可以看出，构造法解题的思路非常广泛，可以构造方程，构造函数，构造图形，构造复数，构造向量，构造抽屉等等，只要我们对高中数学的各个知识点之间的网络结构牢固掌握，在知识网络的结点上寻找几者之间的联系，那么我们就不难构造数学模型。

第八节　逐步逼进法

华罗庚说：“善于退，足够地退，退到最原始而不失去重要性的地方，是学好数学的一个诀窍！”这里“退”的目的，就是为了逐步逼进。如果让你解决一个比较复杂的问题，并且一下子又不能加以解决，这时你不妨将原问题转化为n个按一定顺序串联起来的但比较容易解决的问题，这些问题一个比一个更加逼近原来的问题，接下来你就集中精力解决这些转化得到的问题。随着这些问题的顺次解决，你也就按逐步逼近的方法得到了原来问题的答案。

逐步逼近法在数学中的应用非常广泛。例如求圆面积时，我们用边数逐渐增加的内接多边形来逐步逼近；求曲线弧长时，我们用越来越小的线段组成的内接折线来逐步逼近；对于无理数，我们用一列精确度越来越高的十进小数来逐步逼近；等等。其实，逐步逼近法不仅适用于数学，它对任何科学研究都是卓有成效的。天文学家开普勒发现行星运动三定律用的也是逐步逼近法。他根据对第谷的观察资料进行分析，初次假设太阳绕地球旋转，与观察结果不符；第二次假设火星绕太阳作圆周运动，仍有相当大的偏差；最后假设火星绕太阳作椭圆运动，终于得到了正确的结论。

除了少数例外，科学上的许多重大发现、发明都是按逐步逼近的过程进行的。遗憾的是，我们一般只能看到最后的、成功的结果，而那些逐步逼近的过程则鲜为人知，这是非常可惜的，因为正是在这些被逐步抛弃的中间假设中蕴藏着许多经验教训和无数个不眠之夜。这或许也是某些人对科学家产生迷信，认为他们都是超级天才，非常人所能望其项背的一个重要原因。

【例58】人类在研究哥德巴赫猜想时就是运用逐步逼进法。

哥德巴赫猜想可以简单地表示为（1＋1），即每个充分大的偶数都可以表示为一个素数加另一个素数。要直接证明这一点太难，于是人们就逐步逼进。

如果对于一个固定的整数n＞0，当自然数m的素因数不超过n个时，称m为素因数不超过n的殆素数。例如15＝5×3，21＝3×7都是素因数不超过2的殆素数；30是素因数不超过3的殆素数。

如果对于每一个充分大的偶数都可以表示为一个素数与一个素因数不超过c的殆素数之和时，记为（1＋c）。

如果对于每一个充分大的偶数都可以表示为两个素因数分别不超过a和b的殆素数之和时，记为（a＋b）。

直接证明（1＋1）很难，于是就先证（a＋b）。

1920年，挪威数学家布朗用一种古老的筛法证明了（9＋9），即每一充分大的偶数都可表为两个素因数不超过9的殆素数之和。

1924年，德国数学家拉德马哈尔证明了（7＋7）。

1932年，英国数学家麦斯特曼证明了（6＋6）。

1938年，苏联数学家布赫斯塔勃证明了（5＋5）。

事隔两年，1940年，布赫斯塔勃又证明了（4＋4）。

1956年，苏联数论专家维诺格拉托夫证明了（3＋3）。

1957年，我国年青数学家王元成功地证明了（2＋3）。

从1920年到1957年，经过37年的努力，人们从（9＋9）推进到（2＋3）。当初“退”到（9＋9），是为了后来的“进”，现在进到了（2＋3），但还不是最终结果。另一方面的“退”是“退”到了（1＋c），再经由（1＋c）向（1＋1）“逼”进。

1948年，匈牙利数学家兰恩依证明了（1＋6）。

1962年，我国数学家潘承洞证明了（1＋5）。

同年，潘承洞和王元又证明了（1＋4）。

1965年，布赫斯塔勃、维诺格拉托夫和意大利数学家庞皮艾黎都证明了（1＋3）。

1966年，我国数学家陈景润证明了（1＋2）。这是距离（1＋1）最近的优秀结果。

从上述过程可以看出，这是一场颇为壮观的以退为进的逐步逼进法。

【例59】已知二次三项式f（x）＝ax2
 ＋bx＋c的所有系数都是正的，且a＋b＋c＝1，求证：对于任何满足x1
 x2
 …xn
 ＝1的正数组x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，都有

[image: alt]


证明　由f（1）＝a＋b＋c＝1知，若

[image: alt]


则①中等号成立。

若x1
 ，x2
 ，…，xn
 不全相等，则其中必有xi
 ＞1，xj
 ＜1（不妨设i＞j），由

[image: alt]


可作变换[image: alt]


[image: alt]


当x′1
 ，x′2
 ，…，x′n
 不全相等时，则又进行同样的变换，每次变换都使x1
 ，x2
 ，…，xn
 中等于1的个数增加一个，至多进行n－1次变换，必可将所有的xi
 都变为1，从而[image: alt]


评析　此题中逐步调到平衡状态的方法也叫磨光法，所进行的变换称为磨光变换。

【例60】取两张大小相同的纸片，先叠在一起，并且确定方位，这样，上下两张纸片上的点就会重合了，每对重合的点就是对应点，即两纸片上的点一一对应起来了。

然而，我们把上面那张纸B随意揉成一个小纸球B（不一定是严格意义上的球），再把小纸球随意丢在下面那张纸片A0
 上。

这时，小纸球上有没有这样一个点：这个点与其正下方A0
 上的点（即其垂直投影）正是原来两张纸片重叠时的对应点？

我们来试一试，先作小纸球在A0
 上的投影区域A1
 ，则A1
 ＜A0
 ，并且，如果上述那种点存在的话，必定是A1
 上的对应点，这是显然的。

纸片B上与A1
 对应的那部分当然还在纸球B上，再作纸球B上的这部分在A1
 上的垂直投影A2
 ，显然A2
 ＜A1
 。

接下去，纸片B上与A2
 对应的那部分在纸球B上，作纸球B上的这部分在A0
 上的垂直投影域A3
 ，A3
 ＜A2
 ，如此继续下去，可以得A0
 ＞A1
 ＞A2
 ＞…＞An
 ＞…，会不会出现An
 ＋1＝An
 的情形？如果出现了，An
 上的每一点都为所求，否则我们继续做下去。

这样，在一般情况下An
 随着n增大会“压缩”成一点，这一点即为所求。

事实上，这里所叙述的是拓扑学中的一个重要定理在特殊情形下的体现，这个定理就是所谓不动点定理：任何一个将n维球体映为自己的连续映射（双方单值的连续映射称为拓扑映射）至少有一个不动点。这个著名定理由荷兰数学家布劳威尔得到。

【例61】平面上有100条直线，它们之间能否恰有1985个不同的交点。

解　100条直线若两两相交，可得[image: alt]
 ＝4950个交点，现考虑从这种状态出发，减少交点的个数，使恰好为1985，办法是使一些直线共点或平行。

设有k个共点的直线束，每一束中直线的条数为n1
 ，n2
 ，…，nk
 （ni
 ≥3，i＝1，2，…，k），有n1
 ＋n2
 ＋…＋nk
 ≤100。

这时，每一束的交点数下降了[image: alt]
 －1个，为使[image: alt]
 [image: alt]
 成立，可取最接近2965的[image: alt]
 ＝2925代替[image: alt]
 ，即n1
 ＝77，类似地，取n2
 ＝9，n
 3＝4，则有[image: alt]
 [image: alt]


这表明，100条直线中，有77条直线共A点，另9条直线共B点，还有4条直线共C点，此外再无“三线共点”或“平行线”，则恰有1985个交点。

【例62】求太湖的最深深度。

我们先在地面上取定直角坐标系[image: alt]
 ，并取向上方向为z轴正向。设湖底深度可用函数z＝f（x，y）表示。用一测量船，上面装有测定深度的仪器，可以测得每一点湖的深度，也就是说可以算出z＝f（x，y）在任意一点（x，y）的函数值。

设测量船从湖边某一点A1
 出发，船应该往哪个方向开好呢？当然应向着湖中心方向开去，但茫茫太湖无边无际，一眼望不到对岸，无法判断哪个方向指向湖中心。如果碰运气盲目地航行，不知何时才能测出最深点，当然不可取。一个自然的想法是退而求其次，虽然不能保证测量船直指湖中心，但应尽量使船逐步往深处，这样尽管航行的路线会有些迂回曲折，但最后总能逐步到达最深点。

按照这种想法，我们首先测出出发点A1
 （x1
 ，y1
 ）和邻近两点px
 （x1
 ＋Δx，y1
 ），py
 （x1
 ，y1
 ＋Δy）的函数值，并计算出
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的值，从而近似地求出P1
 点的梯度向量（α1
 ，β1
 ）。注意到与梯度向量（α1
 ，β1
 ）相反的方向就是湖深不断增大的方向。因此，应让测量船沿与P1
 点的梯度向量相反的方向往前开，每隔一定距离测量一次湖的深度。如果后一点测得的深度比前一点深，测量船就继续往前开，直至某一点测得的深度比前一点浅，船就退回到前一点，设该点为A2
 （x2
 ，y2
 ）。这时，我们就由A1
 点前进到了A2
 点。

然后重复上面的过程，近似求出A2
 点的梯度向量（α2
 ，β2
 ），测量船沿这个梯度向量的相反方向朝前开，一边开一边测量，直到沿这个方向上的最深点停下来，设该点是A3
 （x3
 ，y3
 ）。这样，测量船依次开到A4
 点，A5
 点，……若干步以后，测量船几乎就在某一点A附近转圈。因此，这个A点就是太湖的最深点，由此可以测得太湖的最深深度f（x*
 ，y*
 ）。

【例63】已知x1
 ，x2
 ，…，x67
 是正整数，且x1
 ＋x2
 ＋…＋x67
 ＝110，求[image: alt]
 的最大值。

思考与分析　我们从任意一组和为110的67个正整数x1
 ，x2
 ，…，x67
 开始进行调整，不妨设x1
 ≤x2
 ≤…≤x67
 。

首先把x1
 ，x2
 ，…，x67
 冻结，只研究x1
 和x67
 ，由于x1
 ≤x67
 ，并且注意到

[image: alt]


上面的不等式说明，如果把最小数x1
 减少1，而把最大数x67
 增加1（这时67个正整数的和不变），它们的平方和就变大。为此，我们进行这样的调整：

每次把x1
 减少1，把减少的1加到x67
 上，直到x1
 ＝1为止，从而结束对x1
 的调整。

这样调整的结果是，67个正整数的和为110不变，而平方和在调整后比调整前变大。

再把x2
 解冻，对x2
 进行调整，每次把x2
 减少1，把减少的1加到x67
 上，直到x2
 ＝1为止，从而结束对x2
 的调整。

如此对x3
 ，x4
 ，…，x66
 一步一步地调整，直到把（x1
 ，x2
 ，…，x67
 ）调整到（1，1，…，1，44），这时由于1＋1＋…＋1＋44＝110，所以[image: alt]
 [image: alt]


第九节　特殊化和一般化

特殊问题的解决是比较容易和简单的。特殊化就是把数学问题中包含的数量、形状、位置关系等加以简单化、具体化、单一化、边缘化。也就是说，当数学问题的一般性不十分明显时，我们从特殊的数、形的数量关系和位置关系入手，由特殊性质推出一般性质，从中找到解题方法或构成解题起点。

在解题过程中，对于一时难以入手的一般问题，一个使用最普遍而又较为简单易行的化归途径，乃是把它向特殊的形式转化，这就是特殊化法。由于特殊的事物与简单的事物有着自然的联系，所以这种方法有两种类型：一是从简单情形入手，作为解决一般问题的突破口；二是从特殊对象考察（包括着眼极端情形），为求解一般问题奠定基础。特殊化是把所研究的数学问题从原来的范围缩小到一个较小范围或个别情形进行考察研究的思维方法。一般化则是与特殊化相反的思维方法，即将研究对象从原来范围扩展到更大范围进行考察和研究。特殊化思想的作用表现为两个方面。

首先，特殊化可以是指将一个数学问题特殊化，从而得到一个新的数学问题。通常可将所研究的问题视为一般性问题，按照增加约束条件，取其局部或个别情形得到特殊性的问题。

例如，对于二项式定理：

[image: alt]


只要取a、b为特殊的值，便可得到一系列的组合数求和式。由此可见，特殊化不仅具有演绎推理的功能，而且是发现问题，进行数学研究的方法之一。

其次，特殊化通过对特殊和个别的对象分析去寻求一般事物的属性，以获得关于所研究对象的性质或关系的认识，找到解决问题的方向、途径或方法。通常我们所说的特例、反例分析法等，都属于这种情形。

【例64】过△ABC的重心G作一条直线l，把△ABC分成两部分，求证：这两部分的面积之差不大于△ABC面积的[image: alt]
 。

思考与分析　考虑特殊情形。设l平行于△ABC的任意一条边B C。如图6-33所示，过点G作EF∥BC，则AE＝[image: alt]
 AB，AF＝[image: alt]
 AC。所以

[image: alt]
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图6-33

这表明，当l平行于△ABC的任意一条边时，命题成立。现考察一般情形。如图6-33所示，过点G任作一直线l，与AB、AC分别相交于点M，N。根据前面特例所得的结果，现只需证明S四边形MBCN
 －S△AMN
 ≤S四边形EBCF
 －S△AEF
 。作ED∥AC，交MN于点D，易知△GED≌△GFN，由此得S四边形EBCF
 －S四边形MBCN
 ＝S△EMD
 ，S△AMN
 －S△AEF
 ＝S△EMD
 。所以S四边形EBCF
 －S四边形MBCN
 ＋S△AMN
 －S△AEF
 ＝S△EMD
 ≥0。此不等式当且仅当MN与EF重合时取等号，所以S四边形MBCN
 －S△AMN
 ≤S四边形EBCF
 －S△AEF
 ＝[image: alt]
 S△ABC
 。

从上面的例题告诉我们，在某些情况下，特殊化能充分揭示事物的本来面目。像例题中，我们利用图形的特殊位置，不仅得到了要求的结果，而且也找到了正确的解题途径。

总之，数学问题的特殊化，可以通过数目的减少、数值范围的缩小、维数的降低、元数的减少、任意图形转化为特殊图形等手段来实施。而特殊元素的选择，往往是中点、端点、定值、零值、垂直、平行、特殊的数和形等等。

事物的共性存在于个性之中，个性体现了共性，特殊化方法是我们在数学解题中探索和发现的重要途径。当然，我们从特殊入手的目的在于探索解决一般问题的方法，特殊情况是观察一般情况的一个窗口，但不能代替一般情况的研究，否则就会造成以偏概全而导致错误，因为在特殊情形下成立的命题，在一般情形下未必正确。如在前面的大部分例子中，在特殊化情况使问题变得明朗后，必须就一般情况给出证明。另外，特殊情形和特殊元素的选择必须恰当，要具有代表性。

当然，特殊化并非万能的，虽然在不少情况下特殊化可以起到一定的作用，但在很多情形，特殊化得不到什么结论，或虽然能得到一些结果，但对一般情形的分析和讨论并没有什么帮助。因此，我们在实践中必须具体问题具体分析，什么时候才能用特殊化考虑，必须作细致的研究。

与特殊化途径相反，在对一般形式问题比较熟悉的情况下，将特殊形式的问题转化为一般形式的问题，这就是一般化法。这种方法是通过找出特殊问题的一般原理，把特殊问题从原有范围扩展到包含该问题的更大范围来进行考察，从而使得我们能够在更一般、更广阔的领域中使用更灵活的方法去寻求化归的途径。例如，在研究数的问题时，可以用一般化法把它化归为式的问题来研究；在研究方程和不等式时，也可以用一般化法把它们置身于函数之中来处理。

一般化的思维作用也表现在两个方面，其一是对数学问题或研究对象的一般化，以求得更具一般性的结论；其二是数学方法的一般化，寻求解决一类问题的普遍方法。

对数学问题的一般化，常采用放宽或取消某些约束条件，或将结论中的数量或关系普遍化。例如，由23
 ＞3！，35
 ＞5！推广到一般结论[image: alt]
 又如，将[image: alt]
 推广到

[image: alt]


更一般地[image: alt]


当然，更多命题的推广不是像上述例子那样简单地由一维向多维的“形式”推广，而要经过类比、归纳和分析后方能得到。如将勾股定理推广为余弦定理；将等差数列推广为高阶等差数列等。

数学方法的一般化，是指将解决某一问题的方法推广为解决某类问题，形成一种固定的模式或程序。像解方程和不等式，就形成了一定的程序或模式。在中学数学中，数学方法的一般化随处可见。事实上，命题、公式、法则等都是方法一般化形成的模式。解一元二次方程的基本方法是配方法，若对于每个具体的二次方程都采用配方法去解，则要做许多重复的劳动，而将问题一般化，对一般的二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0（a≠0）运用配方法统一处理，得出解决问题的公式，便解决了所有一元二次方程的求根问题。因而从一定意义上说，模式化也是数学研究追求的目标之一。

应当指出的是，借助于一般性问题来解决特殊性问题，有时往往会出奇制胜，这也是一般化思维的一个功能。例如，求证5099
 ＞99！。证明比较困难，而证其一般化后的命题[image: alt]
 ，则十分容易。

事实上，[image: alt]
 [image: alt]


【例65】求证[image: alt]
 必为整数。

思考与分析　我们可以考虑更一般的问题，去研究[image: alt]
 是怎样的多项式。

令f（x）＝（1＋x）2000
 －（1－x）2000
 ，显然它是整系数多项式。由于恒有f（－x）＝－f（x），故f（x）是只含奇次项的整系数多项式，从而[image: alt]
 就是只含有偶次项的整系数多项式。于是，只要令[image: alt]
 即可证得原问题。

【例66】（1）已知a、b为实数，并且e＜a＜b，证明ab
 ＞ba
 。

（2）如果正实数a、b满足ab
 ＝ba
 ，且a＜1，证明a＝b。

思考与分析　当e＜a＜b时，欲证ab
 ＝ba
 ，只要证blna＞alnb，即证[image: alt]
 。该不等式两边具有相同结构，为此构造函数

[image: alt]


作为所证不等式的一般形式。从而，在函数的范围内只要研究函数的增减性即可。

[image: alt]


所以[image: alt]
 在（e，＋∞）上是减函数。当e＜a＜b时，有[image: alt]
 ，进而有ab
 ＝ba
 ，即（1）得证。

欲证（2），同样采用一般化法。

因为0＜a＜1，b＞0，所以ab
 ＜1，从而ba
 ＝ab
 ＜1。

又由ba
 ＜1，a＞0，可以推得b＜1，也就是有0＜a＜1，0＜b＜1。

由ab
 ＝ba
 ，即[image: alt]
 ，欲证a＝b，其实质还是考察函数f（x）＝[image: alt]
 （0＜a＜1）的增减性。

当x∈（0，1）时，[image: alt]
 ，即f（x）在（0，1）上为增函数。

如果a≠b，那么f（a）≠f（b），这是不可能的（与f（a）＝f（b）矛盾），故必有a＝b。

【例67】化简：[image: alt]


思考与分析　这是一个无理式的化简，这类问题通常运算比较麻烦，但观察所要化简的式子，发现式子中有[image: alt]
 ，它们有如下关系：[image: alt]


这就启发我们考虑用比较抽象、比较一般的字母x来代换，

[image: alt]


[image: alt]


由M＞0，所以[image: alt]


【例68】求证：[image: alt]


思考与分析　待证不等式的一般问题是：

求证[image: alt]


[image: alt]


所以，两边乘方n次即获得证明。

所以，只须令n＝49即可。

【例69】设[image: alt]
 ，则p为多少？

思考与分析　（先归纳，然后进行证明。）设[image: alt]
 原式被开方数化为[image: alt]


所以[image: alt]


一般化就是把数学问题中的数量、图形形状和位置关系等给予普遍化、抽象化、规律化。也就是说，我们为了解题的需要取消或改变一些条件的限制。

我们知道，证明一个一般的命题通常要比证明一个特殊的命题困难得多。然而，我们从前面讨论的几个例子中看到，在解决有些问题时，普遍性的问题可能比特殊的问题更易于解决。

总之，一般化可以探索问题的本质，概括规律，强化命题，发展知识或判断解法的正确性，它既是探索的方法，也是推广命题的方法。

特殊化和一般化是两种相辅相成的思维方法。解题中使用特殊化是为了探求一般性结论，使用一般化是为了通过一般性结论的成立说明其特殊情形成立或推广命题。因此，当一般性的问题很难立刻找到解题方法时，不妨将其向特殊方向转化，而当有些特殊的问题涉及过多无关宏旨的枝节，掩盖着问题的本质时，往往转化为一般的情形更容易解决。

特殊化和一般化反映了人类的两种认识过程，即由特殊到一般和由一般到特殊。这两种过程循环往复，每一次循环都可使人类的认识提高一步。数学也正是在这一循环往复中发展并丰富其内容的。


第七章

数学发现方法

数学结论的正确性是建立在演绎证明的基础上的。值得研究的又一个问题是，这些结论是怎样被发现的。任何数学断言在得到证明之前，都还不能称为结论，只能称为猜想。

本节将论述数学猜想方法，论述的重点是经验归纳法和类比法，而归纳和类比的重要基础在于观察和实验。

第一节　观察和实验

“观察、观察、再观察。”（巴甫洛夫语）观察和实验，是发现与解决问题的最形象、最具体的手段之一。有人认为，数学是高度抽象和逻辑性极强的学科，不需形象和具体的思考和操作。这种观点其实是不正确的。事实上，越是抽象和复杂，就越需要形象和具体的辅助与配合。观察能导致发现。解数学题也有个从观察到发现的过程。只有对问题中的数、式、形作认真的观察，才有可能获得解题的途径。

观察与实验是数学学习的出发点，是数学思维的基本方法。观察与实验是收集数学事实，获得感性经验的基本方法，是获得和发展数学知识的实践基础。在小学数学教学中，要经常引导学生从数学观察和操作实验入手展开学习。例如，“商不变的性质”和“分数的基本性质”就是通过观察一组算式而发现的；平行四边形、三角形和圆的面积计算公式就是通过操作实验和观察得出的。所以，加强数学方法的教育，一定要帮助学生掌握观察、实验的方法，在观察时能做到：全面观察，整体与部分相结合；有序观察，上下、左右、内外有机联系；突出重点，边观察边思考；集中注意，认真细致；主动积极，尝试归纳。在操作实验时要做到：事前做好物质准备、思想准备、知识准备；依序操作，理解操作方法与技术；手脑并用，边操作、边观察、边思考；主动认真，在操作、观察的基础上尝试概括归纳；操后互议，与同伴交流实验操作的过程与心得。例如，教学“圆柱体的表面积计算”时，可引导学生摸一摸自己制作的圆柱体模型，观察圆柱体的表面积包括哪几部分，并且反复拆开来观察原来的表面由展开图形中的哪些部分组成。在此基础上，让学生做三件事：交流观察的情况与结果；画出圆柱及其表面展开图；给出数据算出表面积，再擦去图说说算式的意义。学生在操作实验和观察中掌握了新知，发展了思维，激活了创新意识，培养了解决实际问题的能力。

观察法是人们对周围世界客观事物和现象在其自然条件下，按照客观事物本身存在的实际情况，研究和确定它们的性质和关系，从而获得经验材料的一种方法。

欧拉说过：“数学这门学科，需要观察还需要实验。”实验是人们根据一定的研究目的，利用仪器或工具对周围世界的客观事物与现象，进行人为的控制、模仿，排除干扰突出主要因素，在最有利的条件下考察和研究它们的性质和关系，从而获得经验材料的一种方法。

在数学研究中，通过观察与实验不仅可以收集新材料、获得新知识，而且常常导致数学的发现与理论的创新。

200年前，德国数学家歌德巴赫（G.Goldbach）提出了一个命题：“凡大于4的偶数都可以表示成两个素数的和”。由于这个命题至今还未能证明，故人们称之为“歌德巴赫猜想”，它的发现完全来自于观察。

蒲丰（C.Buffon）的投针实验是运用实验法研究几何概率的典型范例。

数列有许多有趣的性质，L.Fibonacci就是在对兔子繁殖问题的观察与实验的基础上得到的。

一、观察

观察是有目的、有计划地通过视觉器官去认识数学对象的性质以及相互关系的活动。观察过程是对数学思维材料的接收，或称数学思维信息的输入过程。例如，对方程[image: alt]
 观察，就要对这个方程的特点进行观察。会观察的学生马上会得出这个方程无解的结论。为什么？因为[image: alt]
 ，所以方程左边是大于零，而方程右边为零，等式不成立，所以方程无实数解。可见，观察在数学学习中是十分重要的方法。

由于观察是思维的出发点，必然是有思维参与的一种认识活动，因此，有人认为观察是“思维的知觉”或“思维的窗口”。

【例1】求证：[image: alt]


观察1，本题与n∈N有关，可以考虑利用数学归纳法证明。

观察2，从式子的数量特征上仔细观察，发现

[image: alt]


[image: alt]


【例2】利用观察发现命题：

（1）彼埃尔·费儿马（1601—1665）在1640年观察了一些素数：3，5，7，11，17，19，…其中数5，13和17可表示为两个平方数之和。5＝12
 ＋22
 ，13＝22
 ＋32
 ，17＝12
 ＋42
 ，而其余的数如3，7，11，19就不能如此表示，于是他得出：“被4除时余数为1的任意一个素数的平方可以表示成两个平方数之和。”后来，欧拉在1742—1747年之间找到了第一个证明方法，再后来，拉格朗日、察基儿也相继证明了该命题。

（2）观察勾股数32
 ＋42
 ＝52
 ，52
 ＋122
 ＝132
 ，72
 ＋242
 ＝252
 …猜想：可否找到一个满足x2
 ＋y2
 ＝z2
 的正整数解（x，y，z）的公式呢？

x＝3，5，7，y＝4，12，24，z＝5，13，25

观察：[image: alt]


由此得出一个猜想：x＝a2
 －b2
 ，y＝2ab，z＝a2
 ＋b2
 ，其中a，b取任意正整数且a＞b，代入x2
 ＋y2
 ＝z2
 ，检验即可。

【例3】设x，y，z为互不相同的实数，且[image: alt]


求证：x2
 y2
 z2
 ＝1。

分析　观察已知条件x，y，z为互不相同的实数，估计可能会出现x－y，y－z，z－x等因式。

这些因式应由[image: alt]
 设法寻出。

事实上，由[image: alt]
 得出，[image: alt]


同理可得，[image: alt]
 ，三式相乘即可。

【例4】设a，b，c∈（0，2］，求证：4a＋b2
 ＋c2
 ＋abc≥2bc＋2ca＋2ab。

分析　观察左端的b2
 ＋c2
 与右端的2bc，有b2
 ＋c2
 ≥2bc

现在只需证明，4a＋abc≥2ca＋2ab。

4a＋abc≥2ca＋2ab[image: alt]
 4＋bc＞2c＋2b[image: alt]
 bc－2c－2b＋4＞0[image: alt]
 （b－2）（c－2）≥0

【例5】观察隐含条件求解。

已知sin（x＋2y）＋cos（2x－y）＝2，试求锐角x，y的值。

分析　一个方程有两个未知数，似乎x，y无定值。

由于sin（x＋2y）≤1，cos（2x－y）≤1，而题目已知sin（x＋2y）＋cos（2x－y）＝2，

故只有[image: alt]


解得[image: alt]


【例6】若a＞0，a2
 －2ab＋c2
 ＝0，bc＞a2
 ，试确定a，b，c的大小。

思考与分析　对a，b，c的大小无法顺次枚举，可以随机地取值观察。

暂令a＝1：

（1）取b＝－1，a2
 －2ab＋c2
 ＝3＋c2
 ＞0，与题设矛盾。

（2）取[image: alt]
 ，a2
 －2ab＋c2
 ＝0，得c＝0，与bc＞a2
 矛盾。

（3）取b＝2，a2
 －2ab＋c2
 ＝0，得[image: alt]
 ，[image: alt]
 应舍去（否则，与bc＞a2
 矛盾）。[image: alt]
 满足题设条件。

由上述实验得猜想：b＞c＞a。

下面证明：

由a＞0，bc＞a2
 得b，c同号，而b，c不可能同为负（否则与a＞0，a2
 －2ab＋c2
 ＝0矛盾），可见b＞0，c＞0。

下面证明b＞c＞a就不难了。

由a2
 －2ab＋c2
 ＝0得，（a－b）2
 ＝b2
 －c2
 ，

所以b2
 －c2
 ≥0，所以b≥c。

若b＝c，则a＝b＝c与bc＞a2
 矛盾，故得b＞c。

再由bc＞a2
 得b＞a。

余下的工作是证明c＞a。事实上，

c2
 ＝2ab－a2
 ＝a（2b－a），

因为2b－a＞a，得c2
 ＞a2
 ，故c＞a。

【例7】求证[image: alt]


思考与分析　如果用数学归纳法证明，在论证的第二步，“从K到K＋1”时将碰到很大困难。

如果从结构上观察分析，可以发现这个不等式和平均值不等式：

[image: alt]


在结构上有相似之处。只要把题中不等式的两端都除以n，结构上就更加相似。题中的不等式可改写为

[image: alt]


从结构上看，我们必须设法把右端括弧中的n＋1个数的和改写为n个数的和，而这n个数的积正好是n＋1。

[image: alt]


所以欲证的不等式可改写为

[image: alt]


【例8】试证：[image: alt]


思考与分析　观察式中左右两边可发现明显的特征，右式恰为左边中三项之积，这使人联想到公式

tanA＋tanB＋tanC＝tanA·tanB·tanC（A＋B＋C＝π，k∈Z）。

设a＝tanA，b＝tanB，c＝tanC，则

[image: alt]


因为（∠A－∠B）＋（∠B－∠C）＋（∠C－∠A）＝0＝kπ（k＝0），

[image: alt]


[image: alt]


（一）观察的内容

数学对象是客观事物的数量关系和空间形式，因此数学观察不外乎观察数量关系与空间形式这两个方面。在解题过程中，我们不仅需要观察已知的和需要求解的，还需要观察从已知到求解的整个过程中涉及的一切数量关系和空间形式，随时捕捉有用的解题信息。就其对解题的重要性而言，我们特别需要注意观察以下几个方面的内容。

1．观察数据的结构和特点

【例9】已知x，y均为实数，且[image: alt]
 ，求x2
 ＋y2
 的值。

解　此题已知的数据中，两个被开方数恰好互为相反数，因此只有当它们同时为0时才有意义，于是，易求得[image: alt]
 ，y＝1；x2
 ＋y2
 [image: alt]
 。

【例10】解方程[image: alt]
 。

解　我们不难发现，[image: alt]
 ，于是可令y＝[image: alt]
 ，将原方程化为[image: alt]
 ，解之得[image: alt]
 ，所以x＝±2。

【例11】证明以下恒等式：

[image: alt]


证明　容易看出，当x取a，b，c值时，等式成立；如果给定等式不是恒等式，那么它只能是关于的一次方程或二次方程，至多只能有两个根。由于a，b，c必取不同的值，因此至少有a，b，c这样三个根，矛盾，故给定等式为恒等式。

由以上三个例子可以看到，无论是给定条件的数据特点，还是求证结论的数据特点，对解题思路都有重要的启迪作用。如果观察时不细心，不留意，目的不明确或者不积极思考，那么这些数据特点是难以发现的。

2．观察形态的特点

【例12】已知关于x的一元二次方程x2
 ＋2kx－k＋1＝0的两根分别在区间（0，1）与（1，2）内，求k的取值范围。

[image: alt]


图7-1

解　这是一个代数问题。如果我们写出原方程的根，并根据所在的区间列出不等式组来寻找k的取值范围，将十分烦琐。此时，假如我们注意观察形态特征，不难画出y＝x2
 ＋2kx－k＋1大致应符号的图像（如图7-1），并得出k取值应满足的条件为

[image: alt]


条件（1）保证方程有两个根，条件（2）、（3）保证有一根在（0，1）上，条件（3）、（4）保证另一根在（1，2）上。由此可推得，满足这些条件的k不存在（注：条件（1）也可省略）。

由以上例子不难看出，对于几何问题固然必须观察其形态特征来解，而对于非几何问题，有时也需要通过图像或几何模型来观察其形态特征。细心观察形态特征可将那些深藏不露的数量关系以醒目、直观的形式展示在我们的面前。

3．观察题设和题断结构上的区别与联系

【例13】已知a，b，c，d，e，f，g均为正数，求证：

[image: alt]


证明　本题是不等式证明题。如果我们设想用放缩法来证明，那么就要把观察的目标集中在不等式两端的区别与联系上，左边是两项和，因此可将右边相应地分成两项和：

[image: alt]
 （想一想，为什么这样分？）

于是，只需证明：

[image: alt]


故（1）式成立，同理可证得（2）式成立。

以上例子说明，观察题设与题断在结构上的区别与联系，为我们铺设了由题设通向题断的道路，观察题断式子两端在结构上的区别与联系，为我们架起了由一端到达另一端的桥梁。通常所说的分析综合法，正是沿着不断缩小已知与未知的区别、扩大已知与未知的联系，从“已知”推导“可知”，又由“未知”探寻“需求”，最后使“可知”与“需求”完全合拢。

4．观察数和形变化的规律

【例14】设P是正△ABC内的一点，分别以三边为对称轴作P的对称点P1
 ，P2
 ，P3
 ，求证：[image: alt]


思考与分析　如果记PP1
 与AB的交点为M，PP2
 与BC的交点为N，PP3
 与CA的交点为Q，那么当P点在△ABC中变动时，PM＋PN＋PQ为定值（△ABC的高），且PM，PN，PQ之中任意两条线段都相交成120°角。上述规律的发现，为证明奠定了基础。

证明　设正△ABC的边长为a，P到边的距离分别为x，y，z，于是

[image: alt]


故[image: alt]


在此例中，我们观察到了P点的变化过程中的几个不变量。可见，观察数和形的变化规律在解题中占有十分重要的地位。规律弄清楚了，一个漂亮的解题方案就水到渠成了。

（二）数学观察的主要方法

观察的方法很多，按照观察的途径，可将解题观察的方法分成直接观察和间接观察两种。

1．直接观察

解题总是从直接观察开始：看一看题设是什么？题断是什么？它们各有什么特点？涉及到什么概念？什么定理？是否和以前见过的问题类似？题设与题断的区别与联系在哪里？还有什么隐蔽的条件可以利用？哪些解题方法不妨在这里试上一试？在解题过程中，还需要不断地进行直接观察：看一看已经证明了什么？还可以证明什么？还需要证明什么？还余下什么条件尚未利用？目前问题呈现什么新的特点和规律？下一步该怎么办？

直接观察还需要灵活地调整观察角度：既可从数量关系的角度去观察，又可从图形特征的角度去观察；既可从整体规律的角度去观察，又可从局部特点的角度去观察；既可从与这部分知识相关的角度去观察，又可从与那部分知识相关的角度去观察。在各种不同的观察角度的对比中，不难发现有利于抓住问题本质特征的最佳角度，酝酿出简捷、明快的好解法来。

【例15】设a，b，c是满足[image: alt]
 的正数。试证方程组

[image: alt]
 有惟一的实数解。

分析　如果观察者看到此方程组是无理方程组，试图用化无理方程为有理方程的常规方法来做此题，那是难以奏效的。因此，它迫使观察者改变观察角度。

观察一　目标：条件[image: alt]
 与方程①、②、③的区别与联系；

联想：化条件①为如下形式：
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发现：可试着去构造出方程的一组解来。

证法一　由已知得
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是①的一个解；由对称性知
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是②的一个解；
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是③的一个解。

[image: alt]


是原方程组的一个解。

再证惟一性　若x′，y′，z′也是原方程组的解。如果x′＞x1
 ，则由③知y′＜y1
 。又由①知，z
 ′＞z1
 ，再由②知x′＜x1
 ，矛盾。同理，如果x′＜x1
 ，也引出矛盾，所以x′＝x1
 。同理可得y′＝y1
 ，z′＝z1
 。故原方程组的解惟一。

观察二　目标[image: alt]
 ；联想：边长为1的正三角形内任何一点到三边距离之和等于高的长的[image: alt]
 ；发现：可构造一个图形，以便观察图形特征。
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图7-2

证法二　如图7-2所示，在边长为1的正三角形内取一点P，使它到三边的距离依次为[image: alt]
 ，于是x1
 ＝PA2
 ，y1
 ＝PB2
 ，z1
 ＝PC2
 为方程组的一个解（解的惟一性证明同证法一）。

从上例可看到，要观察到隐蔽的数量关系和图形特征，并非轻易之事，必须有数学知识上的娴熟、思维上的灵巧以及锲而不舍的精神。

2．间接观察

有时直接观察难以奏效，往往改用间接观察的方法：观察原问题失利时，不妨变更一个命题，增加或减少一个条件，强化或弱化某个结论，用“新观点”在另一范畴里重新阐述命题，再来观察审视已经变更了的命题；观察复杂（抽象、一般）问题失利时，不妨退一步，先去观察某个简单（具体、特殊）的问题；正面观察失利时，不妨假设结论成立，观察可以推出什么，或许它正是要找的目标。

【例16】求证：不存在自然数p，q满足不等式
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证　先观察①式，去绝对值符号得
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[image: alt]


从几何角度观察②式，可将原命题变更为：如果p，q是自然数，那么不存在边长分别为[image: alt]
 ，p的三角形。再从反面观察变更后的命题。如果存在边长分别为[image: alt]
 ，p的三角形，那么由余弦定理得[image: alt]
 （A为边长为p的边所对的角）。

所以[image: alt]


当q＝1时，可得1＜p2
 ＜4，矛盾。

当q≥2时，p2
 ＞[image: alt]
 ，且[image: alt]
 ＋1，从而有p2
 ＝2q2
 ，矛盾。

至此，问题的证明就完成了。

变更命题的方法使我们绕过了正面的障碍，将数学的奥秘一个个揭穿。一个优秀的数学竞赛选手之所以优秀，就在于他能在“山穷水尽”之处“柳暗花明”，他那敏锐的观察力和丰富的联想能力，使他总能绕过险滩，跨过急流，铺设出一条妙趣横生的证明之路。

对数学学习而言，数学观察主要有以下几种方法：

（1）整体性观察法：整体性观察着眼于被观察对象的整体特征上。

【例17】试证[image: alt]


观察　（ⅰ）这是个根式恒等式；（ⅱ）左边根号均在分母上，右边根号在分子上；（ⅲ）左边是n—1个根式之和，右边是两个根式之差。

思考　要使左右两边相等，必然要从左边“开刀”，使之得到右边的结果。自然想到分母有理化。

证明　左边＝[image: alt]
 ＝右边。

（2）特征性观察法：特征性观察就是要去抓住对象的特征。

【例18】设f（x）为实函数（即x与f（x）均为实数），且f（x）－[image: alt]


观察　[image: alt]


通过观察易见其特征为：[image: alt]
 的变元互为倒数。

思考　要求出f（x）的表达式，必须从（1）式中得出，但仅（1）式的条件不足。还需根据观察结果：变元互为倒数，用[image: alt]
 代替x，得

[image: alt]


通过（1）、（2）式消去[image: alt]
 ，即可得f（x）。

解　由式（1）、（2）式消去[image: alt]
 ，得

[image: alt]


（3）归纳性观察法：归纳性观察，一般用于解答含有自然数n的一些数学问题。

【例19】试证只有一个质数p，使p＋10，p＋14仍是质数。

观察：p＝2时，p＋10＝12，p＋14＝16，不是；

p＝3时，p＋10＝13，p＋14＝17，是；

p＝5时，p＋10＝15，p＋14＝19，不是；

p＝7时，p＋10＝17，p＋14＝21，不是；

p＝11时，p＋10＝21，p＋14＝25，不是；

p＝13时，p＋10＝23，p＋14＝27，不是。

由此观察到p＝3是本题的解。这只是由观察得到的猜想。

证明　若p＝3k＋1，p＋14＝3k＋15＝3（k＋5）是合数；

若p＝3k＋2，p＋10＝3k＋12＝3（k＋4）是合数。

故仅p＝3k（k∈N）时，才可能使p＋14、p＋10均为质数，但p＝3k的质数仅有p＝3一个，所以p＝3是使p＋10与p＋14均为质数的那个质数。

（4）特例性观察法：在观察一些比较复杂的数学问题时，往往从特例入手进行观察，得出结论后推到一般性上去。这是一种行之有效的观察法。

【例20】在△ABC中，AB＝AC（定长），过A任作一直线截BC于P，交外接圆O于Q（图7-3（1））。求证：AP·AQ为定值。

[image: alt]


图7-3

观察　对AQ作特例观察，即把AQ放在特殊位置，即使AQ过O点（图7-1（2））。根据射影定理，得AP·AQ＝AB2
 。

证明　在图7-1（1）中，连BQ，在△ABP与△AQB中，

因为∠ABP＝∠ACB＝∠AQB，∠PAB＝∠BAQ，

所以△ABP∽△AQB。

[image: alt]
 ，

即AB2
 ＝AQ·AP。

3．数学观察在数学学习中的作用

（1）有利于数学概念的建构。在数学概念建构学习中，要依赖于对事物的观察，并通过观察得到事物的本质特征，进而形成概念。

例如，学生在学习圆上的弦切角概念时，可通过弦的变化的观察，形成弦切角概念。

（2）有利于数学发现学习。数学发现学习是学生通过数学活动，亲自发现数学知识的一种学习形式。在发现学习过程中，重要的是从对事物的观察开始。例如，学生通过对一元二次方程的两个根的关系的观察而发现根与系数的关系。

（3）有利于获得解题方法、途径。数学学习中，很重要的一项内容是解题。解题途径的获得有赖于对题目条件（结论）的深入观察。如上面的一些例子，都说明通过观察而得到解题的途径与方法。

（4）有利于培养数学的观察力。学生学习数学不仅要学习数学知识，更重要的是培养能力。观察能力是数学的一种能力。学生通过观察解题，不仅掌握许多观察方法，而且还可以掌握观察技巧，从而提高观察能力。

二、实验

科学实验是人们根据科学研究的需要，借助于专门的仪器，人为地、有目的地、有控制地、模拟地排除非本质的干扰因素，突出主要因素，在最有利的条件下观察事物的现象，从而探索规律的一种方式。

数学实验就是人们根据数学研究的需要，人为地、有目的地、有控制地、模拟地创设一些有利于观察的数学对象，并对其实行观察和研究的一种方式。

数学实验可以把一些较为复杂的问题变得直观化和简单化，有利于问题的解决，这就是说，在数学学习中不可低估数学实验的作用。

（一）数学实验的特点

数学实验的特点如下：

1．直观性

有些数学问题，如果仅仅凭借思考，往往比较抽象，很难得出结果，但如果进行一些具体的实验，则可把问题直观化、简单化，并且一目了然，使问题很快得到解决。

【例21】某轮渡公司在甲、乙两地开设航班，每天中午从甲地向乙地开出一艘轮船，同时，也从乙地向甲地开出一艘轮船，假设轮船在行驶中是匀速的，且往返一次均是七昼夜，问今天从甲地开往乙地的轮船，在航行过程中，将会遇到几艘本公司的轮船从对面开来？

实验　这个问题表面上看起来似乎很容易，但解答起来需要费一些周折，于是我们不妨设计如下的实验：

如图7-4所示，把航班画成时间—路程图，其中横坐标表示时间，纵坐标表示路程，点O代表今天中午时刻，OA表示今天中午由甲地开出的航班路线，其余平行图线表示从乙地开往甲地的航班路线。
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图7-4

通过上述“实验”，观察发现：今天中午开出的航班，在起航之时，恰好遇上七天前从乙地开来的轮船，以后又逐一遇见前六天，前五天，……开来的轮船，从图中看出恰遇见十五艘从乙地开往甲地的轮船。

在本例中，我们不难看出：实验有助于把问题直观化。

2．强化特征性

数学实验可以使一些数学问题的特征强化，即把数学问题放置在最特殊的位置上去观察，从而使隐蔽的性质充分得以暴露。
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图7-5

【例2-2】如图7-5所示，AB是同心圆O的外圆的弦，且它切内圆于P，已知AB的长为a，求圆环面积。

实验　本题初看起来弦AB的长度与圆环面积似乎没有必然的联系，于是我们把题设的条件作一下强化实验：

把内圆的半径强化到零，即把内圆退缩成点圆，则AB恰为外圆的直径，圆环即成外圆，求圆环面积即成为求外圆面积，得π·[image: alt]
 [image: alt]
 ，可见，圆环的面积定是[image: alt]
 无疑。

事实上，这个问题可以解答如下：
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3．试探性

有不少数学问题，解答起来不知从何入手，但如果我们进行一些实验，发现数学问题的真谛，问题也就迎刃而解了。

【例23】已知M是∠AOB内一点，试过点M作直线，分别与射线OA、OB交于K、P，且KM∶MP＝2∶3。
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图7-6

实验（1）如图7-6所示，在OA上任取一点K1
 ，连结K1
 M，并且将其延长至P1
 ，使K1
 M∶MP1
 ＝2∶3。

（2）在OA上任取另一点K2
 ，连结K2
 M，并且将其延长至P2
 ，使K2
 M∶MP2
 ＝2∶3。

（3）在OA上任取第三点K3
 ，连结K3
 M，并且将其延长至P3
 ，使K3
 M∶MP3
 ＝2∶3。

如此等等，通过实验，可知：

（1）P1
 ，P2
 ，P3
 ，…在一条直线上；

（2）该直线平行于OA，且与OB交于P（图7-6）。

由上述实验可知：连结PM，并延长PM与OA交于K，则KP为所求。

4．检验性

数学实验不仅可以发现一些数学对象的性质与规律，还可以检验数学命题的真假。

【例24】任意三个连续整数之和能被3整除。

检验（1）3＋4＋5＝12，3｜12；

（2）8＋9＋10＝27，3｜27；

（3）13＋14＋15＝42，3｜42。

通过以上三次检验，说明命题为真，事实上，设任意三个整数为n，n＋1，n＋2，则它们之和为n＋（n＋1）＋（n＋2）＝3n＋3＝3（n＋1），显然，3｜3（n＋1）。

（二）实验与数学学习的关系

实验与数学学习有着密切的关系，这主要是由于数学学习过程很多场合下需要数学实验作为它的一种手段。实验与数学学习的关系，我们可以从以下几方面来讨论：

1．实验是学习过程的一种尝试活动

众所周知，许多复杂的数学问题的解决一般都不是立即想出来的，学生在解答许多数学问题的过程中，多是经过许多尝试活动，从多种尝试的活动中寻求解题的可能性和发现解题的突破口。

【例25】过圆上一点D作DE垂直直径AB于EO，过A、D各作一切线交于C，连结CB，交DE于F，则DF＝FE（图7-7）。
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图7-7
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图7-8
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图7-9

思考1（尝试1）要证DF＝FE，首先想到的是去构造两个全等三角形，且其对应边恰为DF与FE，于是只好过点D作DG∥AB交CB于G（图78），但对△GDF与△BEF是否全等，条件不足，故添DG线的尝试以失败告终。

思考2（尝试2）要证DF＝FE，把DF、FE置于两对相似三角形中（图7-9）。由于EF在相似三角形BAC与BEF中，所以设法构造一对相似三角形，使DF置于其中，于是过B作圆的切线BG交CD的延长线于G，则得△CGB与△CDF。

由于DE∶BG＝CD∶CG，得
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从而知DF＝EF。

在本例中，通过两次尝试（第一次尝试失败，第二次尝试成功）的实例说明实验方法是数学学习过程中探索证题途径的一种有效方法，“失败是成功之母”，通过“试误”有助于完成数学学习，特别是有助于寻求解题的突破口或途径。因此，我们可以说，数学学习常常要依赖于实验，实验是数学学习过程的一种尝试活动。

2．数学实验活动是培养数学学习能力的一种途径

在数学学习中，不同数学能力的学生在进行尝试活动时，在性质上有明显的区别。数学能力低的学生所作的尝试，正如苏联克鲁捷茨基著的《中小学生数学能力心理学》指出的那样，“总是以盲目而没有目标的运算及胡乱而无系统的求解企图为特点（更确切地说，他们想凭猜测碰巧地发现一种解法）”。

数学能力较高的学生所作的尝试“是服从于一个明确的纲要或有计划地、有组织地探究系统的特征的。有能力的学生的尝试总是有目的、有系统的，并且指向着证实他们所作出的假设。有能力的学生在作尝试时，常常意识到为什么要进行这一尝试，想达到什么目的，以及下一步怎么办。”

“尝试常常与其说是作为解题的直接企图，倒不如说是一种借助每次尝试中得出的辅助信息来彻底弄清题目的手段。”通过尝试可以看出题目的本质，通过尝试可以发现一些隐蔽的规律与性质。这是尝试的明显的作用。但是我们更应当看到，学生在学习中，通过不断的尝试逐渐提高自己的观察与实验能力。“实践出真知”，学生在数学学习的各种尝试中增长才干是不言而喻的。在几何学习中，通过许多添加辅助线的尝试，使学生逐步体会到添加辅助线的目的，逐步了解添辅助线的一些规律，找到添加不同辅助线的关键与办法。例如，造全等三角形或用平移的办法来证明角或线段相等，用造弦切角来证明圆周角相等，等等。

三、通过观察和实验培养学生的发现能力

如何在教学中通过观察和实验培养学生的发现能力，笔者认为主要有以下几点：

（一）创设问题情境，引导学生探寻、发现问题

发现问题是学习的起点，要促使学生积极地探寻、发现问题，教师应创设问题情境，在学生熟悉的生活情境中，在充满趣味的故事情境中，在出现认知冲突的矛盾情境中，使学生乐于发现数学问题，这些问题既适合学生已有的知识能力，又需经一番努力才能解决，促使学生形成对未知事物进行探索的心向，激发起学生的疑惑与思索，激发起学生强烈的求知欲望，提高学习的目的性和自觉性，培养学生独立思考的能力和积极探索的精神。

例如，在教学“圆的面积”一课时，教师采用多媒体动画演示：在一片大草地上，一只羊被长3米的绳子拴在木桩上，它最多可以吃多少平方米的草呢？动画把学生带入了隐含数学问题的生动有趣的情境中，学生经过思考探寻不难发现，这就是要求圆的面积。

（二）提出实验假设，引导学生大胆观察猜想

发现问题后，要鼓励学生根据自己的学习经验和观察，对问题提出各种可能性，进行假设。心理学表明：“直觉思维能以最快的速度去攻克未知，是一种高效的思维。”当学生心中产生无法解决的问题时，他们往往会凭借直觉思维去猜想问题的种种可能性，进行假设，学生的猜想可能会因为知识经验不够丰富，难以把握知识的本质，会出现猜错的现象，但这时不能打消学生的积极性，而应引导他们说出思路，也许会导出另外的也许是更好的发现。

（三）进行实验设计，引导学生自主创造

能否通过实验发现知识，实验设计是关键环节，同时也是促进学生自主探索的好时机。给学生充分的思考时间和设计的机会，教师不应苛求学生走自己所设计的思路，*导学生独立思考，积极思维，自主创造。

（四）实验实施过程中，引导学生积极探究

1．注重合作、共同探究

（1）师生合作。传统的教学方式，过分强调教师的主体作用，教师与学生之间往往处于一种紧张甚至对立的状态，信息交流不畅，更谈不上自主探索。在实验探究中，师生应平等相待、互相信任、同心协力、共同探索。教师走下讲台，走到学生中间去，与学生合作，及时发现学生思维的火花，及时发现教学设计中的不足，适时调控。

（2）生生合作。实验实施的过程更是学生之间相互交流、相互鼓励、相互帮助共同克服困难的过程。合作小组之间既有分工又有合作，当遇到问题时，敢于提出自己的看法，善于倾听他人的意见，勇于接受他人的见解，在亲自体验知识产生的过程的同时培养学生的协调能力、责任意识和合作精神。

2．发现问题、深入探究

知识探索的过程是复杂的、渐进的过程，探索中往往会遇到各种各样的新问题和新矛盾，这时应抓住问题与矛盾，继续深入探究，不断地发现与完善，得到科学的结论。

（五）实验结果评价阶段，引导学生自主总结，验证假设

实验完成后，师生对实验中取得的数据、资料进行处理分析，仔细观察，进行分析、综合、推理等思维加工，得出比较科学的概念。教师不包办代替，充分放手让学生归纳总结，或师生交流，或小组讨论，在交流中互相补充、争论、修改，将学生个人的发现转化为全班学生的共同财富，将感性认识上升为理性认识，将结论不断地完整化、科学化。

总之，在实验中引导学生自主探索时，教师仅仅发挥指导者的作用，不能喧宾夺主，越俎代庖，而应充分调动学生的主动性，允许学生试误探索，帮助他们在自主探究的过程中理解掌握数学基本知识、基本技能和数学思想方法，让学生的生命潜能和创造精神得到充分释放。

数学中的推理有两种：论证推理和合情推理。论证推理又称演绎推理，是思维进程中从一般到特殊的推理。这种推理以形式逻辑或论证逻辑为依据，每一步推理都是可靠的、无可置辩的和终决的，因而可以用来肯定数学知识，建立严格的数学体系。数学上的证明是论证推理，呈现在我们面前的科学数学是一门以论证推理为特征的演绎科学。科学数学所呈现的东西已经是科学数学建造过程的尾声，是数学家创造性工作结出的果实，而在整理成这些定型的逻辑论证材料之前，有着更为漫长的探索发现过程，这就是合情推理。所以在数学探究中进行的推理主要是合情推理。

数学中的合情推理是多种多样的，其中归纳推理（不包括完全归纳）和类比推理是两种用途最广的特殊合情推理，而且它们都含有猜想成分。

第二节　猜想

数学一向被人们认为是一门严密的逻辑演绎科学。因此，传统的数学往往只注重演绎论证，但数学发现的普遍形式是提出假设，即不具有严密逻辑演绎的猜想。

著名数学家牛顿曾经说过：“没有大胆的猜想，就做不出伟大的发现。”猜想是一种高级的创造性思维形式。数学中的猜想一般以类比、分析、归纳、观察等方法为基础，对命题的结论做出假设或推测，从而发现解决问题的新思路。所以归纳、类比是数学发现的重要方法。

一、猜想的概念

猜想是在对研究的对象或问题进行观察、实验、分析、比较、联想、类比、归纳的基础上，依据已有的材料和知识做出的符合一定经验与事实的推测性想像的思维方式，它是一种合理推理或似真推理。猜想作为一种基本思维方式和方法，其重要性在数学研究中体现得尤为突出。G·波利亚（George Polya, 1887—1985）说过：“在你证明一个数学定理之前，你必须猜到这个定理，在你搞清楚证明细节之前，你必须猜出证明的指导思想。“数学家的创造性工作成果是论证推理，即证明，但这个证明是通过合情推理，通过猜想而发现。”（G·波利亚著.李志尧等译.数学与猜想.第二卷.北京：科学出版社，1984：第177页）

数学猜想，是指依据某些已知事实和数学知识，对未知的量及其关系所作出的一种似真的推断。它既有一定的科学性，又有某种假定性。它的真伪性，一般说来，是难以一时解决的。它是数学研究一种常用的科学方法，又是数学发展的一种重要的思维方式。从每一个数学成果都有一个由“潜”到“显”的过程来看，数学猜想同数学问题、数学悖论一样，是一种数学潜形态。研究与阐述数学猜想的类型、特征以及提出与解决的主要思想方法，对把握数学的本质及其发展规律，有着重要的意义。

四色问题是数学猜想的著名例子。1976年，发生了一件震惊世界数学界的大事：三位美国数学家利用三台百万次的电子计算机证明了四色猜想：任何平面上的地图，总可以把它的每一个国家用四种颜色中的一种来染色，并且使得任意两个相邻国家的颜色都不相同。有趣的是，这个结论早在100多年前就知道了。当时一个名叫格色里的英国人发现，他碰到的所有地图，都可以只用四种颜色来染色。于是，他就根据经验归纳法作出了上面的“四色猜想”。由猜想导致数学发明的事实俯拾皆是，如哥德巴赫关于“任何一个大偶数都可表示成两个质数之和”的猜想，“所有等周长的平面图形中，以圆的面积为最大”的猜想等等。

数学通常被人们看作一门论证科学，似乎定理加证明就构成了它的全部内容，殊不知这仅仅是它的一个方面。其实，数学的创造过程与其他任何知识的创造过程一样。在证明一个定理之前，你先得猜想这个定理的内容；在你作出详细证明之前，你先得猜想证明的思路。简言之，一切数学定理及其证明都离不开猜想。如果没有猜想，数学家将寸步难行；如果没有猜想，如今矗立在我们面前的这座雄伟瑰丽的数学宫殿就不复存在。

二、数学猜想的类型

数学猜想从其所表述的内容看大体可以分为存在型、规律型和方法型等三种类型。

（一）存在型猜想

所谓存在型猜想，即指内容是讨论存在性问题的那些数学猜想。这一类型的数学猜想，按其内容又分为两种：

（1）只讨论存在与否。比如，“克拉莫猜想”：当x＝Pn
 ，y＝[image: alt]
 时，在区间［x，x＋y］中必定有素数存在；“连续统假设”：在“可数”的势与“连续统”的势之间没有其他的势；“欧拉方阵猜想”：半偶数的方阵是不存在的等。

（2）既讨论存在与否，又指明其内容或量的关系。比如，“波文猜想”：方程1n
 ＋2n
 ＋…＋mn
 ＝（m＋1）n
 ，只有正整数解n＝1，m＝2，其中不但肯定方程存在正整数解，而且指明了解就是n＝1，m＝2。又比如“伯特兰猜想”：在[image: alt]
 与n－2（n＞6）之间至少有一个素数；“孪生素数猜想”：孪生素数有无穷多，其中不仅肯定存在，而且还指明了存在的数量。

（二）规律型猜想

所谓规律性猜想，即指内容是揭示规律性的那些数学猜想。这一类型的数学猜想按其内容又可分为三种：

（1）揭示性质。比如，“泰特猜想”：任何[image: alt]
 连通的三次平面图都是哈密顿的；“凯特兰猜想”：除8＝23
 、9＝32
 以外，没有两个连续整数都是正整数的乘幂等。

（2）揭示状态。比如，“彭加勒猜想”：在n维空间中的一点集，若是n－1连通的紧致流形，则必定是n维球；“场站设置猜想”：在平面上n点连线总长度最短时，其连线间的结点角皆小于120°等。

（3）揭示量的关系。比如，“比巴霸赫猜想”：若函数f（x）＝x＋[image: alt]
 ∞（n为复变数）在定义域单位圆内（|x|＜1）单值、连续，且当x＝0时，有f（0）＝0，f′（0）＝1，则[image: alt]
 。“牛曼猜想”：任意n个连续整数m＋1，m＋2，…，m＋n都可以重新排列成m＋i1
 ，…，m＋in
 ，使（m＋ij
 ，j）＝1（j＝1，2，…，n），就分别揭示了系数与指数，整数m＋i与自然数j的关系。

（三）方法型猜想

所谓方法型猜想，即指内容是阐述解决问题的方法与途径的那些数学猜想。比如，20世纪30年代，运筹学研究中提出了所谓场站设置问题：已知平面上有n个点，每个点都对应一个重量，今在平面上求一点x，使之每个已知点的重量集中在x点上的吨千米数（这里假定重量单位为吨，距离单位为千米）为最小。60年代，波兰数学家鲁卡雪维奇从解非线性方程组出发提出了一种计算简便的迭代法。他多次实际应用，发现这个方法都收敛，但一直未给出理论证明。到了70年代中期，人们才最后获得了理论证明。可见，在未给出证明之前，这种被实际应用的方程实质上是一种“猜想”。还比如，在最优化研究中，出现了各种各样的算法，其中有些算法在相当长的时间内给不出理论上的证明。在没有给出理论证明之前的那些算法，实质上都是“猜想”。

三、数学猜想的特征

数学猜想是一种数学的潜形态，作为潜形态表现出与显形态不同的一些特征。

（一）真伪的待定性

前面已讲过，数学猜想具有两个显著的特点：一是具有一定的科学性，二是具有某种假定性。正是由于这两个特点，便决定了数学猜想是处于孕育阶段的尚待证实和公认的科学思想，也就是说，它必然表现出真伪的待定性，结果可能被肯定，也可能被否定，还可能是不可判定的。比如，1926年，德国数学家范德瓦登提出猜想：设A是n×n矩阵，矩阵元为aij
 （i＝1，2，…，n，j＝1，2，…，n），则A的正项行列式（permanent）Per（A）定义为[image: alt]
 a2
 ，δ（2）
 ，…，an
 ，δ（n）
 ，其中，Sn
 表示n个符号的对称群。这一猜想，引起了不少数学家的兴趣，并对此进行了探讨与研究，但50多年没有取得突破性的进展，直到1980年，苏联数学家费里克曼和埃戈伊夫证明了其是正确的，从而肯定了这个猜想。这是被肯定的，还有被否定的。比如，前面讲到的“欧拉方阵猜想”与“泰特猜想”等，最后都被否定了。

数学猜想中，除了可能被肯定和否定的以外，还有不可判定的，比如“连续统假设”就属于这一类。事实上，1882年，康托尔提出：在“可数”的势与“连续统”的势之间没有其他的势。1938年，哥德尔证明了由ZFC公理系统推不出连续统假设的否定式。1963年，柯恩又证明了ZFC公理系统推不出连续统假设。这两个结论即证明了连续统假设在ZFC公理系统中是不可判定的命题。这就是说，连续统假设在ZFC公理系统中，既无法判定是真，亦无法判定是假，只有通过开拓新领域来寻求解决的办法了。

（二）思想的创新性

数学猜想作为一种数学潜形态，它常常是数学理论的萌芽和胚胎，因而必然具有创新性。创新是数学猜想的灵魂，没有创新就没有数学猜想。数学猜想的创新性首先表现在提出新的见解上面。比如，“欧氏第五公设可证”这一数学猜想，就提出了与《几何原本》不同的新观点。也正因为如此，引起了许多数学家的研究兴趣，进行了大量的试证工作。其次，数学猜想的创新性还表现在预见新的事实上面。比如，瑞士著名数学家伯努利对自然数平方的倒数这一无穷级数之和，长期想求但一直求不出来，深为其艰难而感叹。后来，欧拉对这一难题进行了深入研讨，他通过大胆而巧妙的类比，提出了“[image: alt]
 [image: alt]
 …”这一数学思想。这一猜想即预见了一个新的事实，即自然数平方的倒数这一无穷级数之和等于[image: alt]
 。后来，从理论上证明了这一预见是正确的。第三，数学猜想的创新性也表现在揭示新的规律上面。比如，尺规作图是几何学中一个极为重要的问题。在这一问题的探讨中，人们总是力图弄清在几何图形中哪些能够用尺规作出，哪些不能用尺规作出，即揭示和发现其中的规律性。正是为了适应这种需要，德国数学家高斯提出猜想：所有边数等于费尔马数F（n）＝[image: alt]
 中素数的正多边形，均可用尺规作图作出来。这一猜想明确揭示了一些特殊正多边形是可用尺规作出的规律，从而将这一问题的探讨向前推进了一大步。事实上，后来高斯不仅亲自作出了一些符合上述猜想条件的正多边形（如正十七边形），而且还从理论上证明了这一猜想是正确的。

（三）目标的具体性

一般说来，数学猜想中所给出的结论是明确的、具体的，诸如“有解”、“无解”，“可证”、“不可证”，“可作”、“不可作”等，但是，一般数学问题并非这样明确、具体，因此与一般数学问题相比，目标的具体性是数学猜想的一个明显特征。事实上，无论是哪种类型的数学猜想，都具有这种具体性。我们先来看存在型猜想。这种猜想有时是明确指出要解决的目标是具体的某种对象存在还是不存在。比如，“费尔马大定理”这一数学猜想，就明确指出要解决的具体目标是当n为大于2的整数时方程xn
 ＋yn
 ＝zn
 不存在正整数解。这类猜想也有时不仅具体指出这种存在性，而且还指出存在的具体内容或多少。比如，杰波夫猜想则在指出相邻平方数之间存在素数的同时又具体指出至少有两个。至于规律型猜想与方法型猜想，也是如此，它们所指明要达到的目标均为具体的规律、方法等。

【例26】在各边长度给定的一切四边形中，何时具有最大面积？

因为四边形的各边长度给定，于是面积大小随四边形顶角大小而变化。为了得出一般结论，不妨先取一特殊情况：设四边长相等，则四边形为菱形或正方形，显然当四边形为正方形时面积最大。能否由此推测各顶角均为直角时，四边形面积最大？如设四边长为a，b，c，d，考虑到当a，b夹角为直角时，则斜边为定长，而斜边与其余各边c，d不一定恰能构成直角，所以四边形有最大面积时，各顶角不一定都是直角。因此我们可以猜想：四边形对角互补时面积最大。这个猜想可以证明如下：

如图7-10所示，四边形面积[image: alt]


[image: alt]


图7-10

[image: alt]


把（1）、（2）分别平方、相加，经整理可得：

[image: alt]


此式仅当cos（α＋β）取最小值－1，即α＋β＝π时，S取最大值。

因此我们得到了定理：在各边长度给定的一切四边形中，当对角互补时面积最大。

四、得到数学猜想的方法

（一）对称原理

“在数学题设条件里地位相同的未知量，可以想象它们在解答中的地位也相同。”（波里亚语）数据和条件里的对称性不仅仅被求解对象所反映，而且为求解过程所反映。

【例27】若0＜xi
 ＜1且[image: alt]
 ，求[image: alt]
 的最小值。

思考与分析　因为[image: alt]
 是对称多项式，根据对称原理，我们可预测在题设条件下，当xi
 ＝[image: alt]
 取得最小值。下面验证这一猜想。

事实上，由柯西不等式知

[image: alt]


（二）归纳猜想

所谓归纳，作为数学思想方法，是指通过对特例的分析引出普遍的结论，主要是通过实验、观察、分析从而归纳出结论。有时得到的结论不一定是正确的，要求将归纳出的结论进行严格的证明，具体过程是：归纳（不完全）—猜想—完全归纳（数学归纳法证明）。

【例28】若a＞0，a2
 －2ab＋c2
 ＝0，bc＞a2
 ，试确定a，b，c的大小。

思考与分析　对a，b，c的大小无法顺次枚举，可以随即地取值观察。

暂令a＝1

（1）取b＝－1，a2
 －2ab＋c2
 ＝3＋c2
 ＞0，与题设矛盾。

（2）取b＝[image: alt]
 ，a2
 －2ab＋c2
 ＝0，得c＝0与bc＞a2
 矛盾。

（3）取b＝2，a2
 －2ab＋c2
 ＝0，得[image: alt]
 应舍去（否则，与bc＞a2
 矛盾），而[image: alt]
 满足题设条件。

由上述实验，得猜想：b＞c＞a。

下面证明：

由a＞0，bc＞a2
 得b，c同号，而b，c不可能同为负的（否则与a＞0，a2
 －2ab＋c2
 ＝0矛盾），可见b＞0，c＞0

下面证明b＞c＞a就不难了。

由a2
 －2ab＋c2
 ＝0得（a－b）2
 ＝b2
 －c2
 ，

所以b2
 －c2
 ≥0，所以b≥c。

若b＝c，则a＝b＝c，与bc＞a2
 矛盾，故得b＞c。

再由bc＞a2
 得b＞a，

余下的工作是证明c＞a。事实上，

c2
 ＝2ab－a2
 ＝a（2b－a），

因为2b－a＞a，得c2
 ＞a2
 ，所以c＞a。

【例29】证明：具有下列形式的数

[image: alt]


是完全平方数。

思考与分析　这类题初看起来无从下手，但利用不完全归纳法对n＝1，2，3…具体数字试试：

当n＝1时，N＝49＝72
 ；

当n＝2时，N＝4489＝672
 ；

当n＝3时，N＝444889＝6672
 ；

当n＝4时，N＝44448889＝66672
 ；

…………

由此作如下猜想：

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


4B（9B＋1）＋8B＋1＝（BA＋1）2
 ，

BA2
 ＋2A－（36B＋12）＝0，

（A－6）（BA＋6B＋2）＝0，

A＝6（负根舍去），[image: alt]


所以N必为完全平方数。

【例30】已知函数[image: alt]


解　先进行具体的计算：

由[image: alt]
 ，得

[image: alt]


同理可得[image: alt]


……

于是归纳猜想出[image: alt]
 。

归纳猜想是从特殊到一般的思维方法。G·波利亚说过：“科学家处理经验的方法，通常称为归纳法”。在数学学习中，归纳猜想不仅是数学发现的重要方法，也是数学解题的一个重要途径。

【例31】平面上n条直线，每两条直线都相交，每三条直线都不共点，这n条直线把平面分成多少部分？

分析　1条直线分平面为2部分；第二条直线被第一条直线分成2段，增加了2部分，则2条直线分平面为4部分；第三条直线被前两条直线分成3段，增加了3部分，则3条直线分平面为7部分，……，即2＋2＋3＋…

猜想　已知k条直线，再加一条，它就被k条直线分成k段，增加了k部分，所以n条直线分平面为[image: alt]
 部分。（证明略）

类似地提出问题：平面上有n个圆，每两个圆都相交于两点，每三个圆都不相交于一点，这n个圆把平面分成多少部分？

猜想　已知k个圆，再加一个圆，被前k个圆分成k＋1段弧，增加了2k部分，所以n个圆分平面为2＋2（2－1）＋2（3－1）＋…＋2（n－1）＝n2
 －n＋2部分，记f（n）＝n2
 －n＋2。

下面用数学归纳法给予严格的证明。

（1）当n＝1时，f（1）＝2，结论正确。

（2）设n＝k时，k个圆把平面分成f（k）＝k2
 －k＋2个部分。

（3）当n＝k＋1时，在k个圆把平面分成k2
 －k＋2个部分的情况下，又增加了一个圆，它理应与前k个圆都相交，则相交多出了2k个部分。因此，f（k＋1）＝k2
 －k＋2＋2k＝（k＋1）2
 －（k＋1）＋2。

所以，当n＝k＋1时，结论也成立。这就证明了当n∈N时，结论也正确，即平面上两两相交且任三个不共点的n个圆把平面分成f（n）＝n2
 －n＋2个部分。

数学归纳法是应用范围很广的论证方法，其基本形式是为了证明与参数n有关的命题对一切自然数成立，首先严格归纳基础，其次提出归纳假设，最后完成归纳过渡，从而得出一切自然数成立。

五、解决数学猜想的途径

提出数学猜想的目的在于解决它。我们知道，数学猜想是科学性与假定性的统一体，既然数学猜想本身具有科学性和假定性，那么究其结果，既可能被肯定，也可能被否定，还可能是不可判定的。那么，如何从理论上进行判定呢？归纳起来，有以下一些途径。

（一）举反例否定猜想

对于某数学猜想，如果能举出一个反例，那么这个数学猜想便被否定了。比如，19世纪末，泰特提出了关于“任何[image: alt]
 连通的三次平面图是哈密顿的”断言，这就是著名的泰特猜想。这个猜想的大意是，如果把由点和线组成的图形画在平面上，且线与线之间除了有公共的端点外没有任何交点，这样的图在图论中叫做“平面图”。如果把图中的每个点视作一个城市，那么联袂两个点的线便可看作是交通线。1859年哈密顿提出了相当于下面这样一个问题：能不能找到一条旅行路线，从一个城市出发，沿着交通线经过每一个城市恰好一次，再回到原来的出发地？如果能找到这样一条旅行路线，我们就称这样的图为一个哈密顿图。并不是每个平面图都是哈密顿图，但许多具有[image: alt]
 连通的三次平面图是哈密顿的。这是不是一个普遍规律呢？1946年托特给出了一个46个点的具有上述性质的平面图的反映，从而证明了泰特的猜想是不对的。

（二）逐次逼近猜想

数学猜想中有不少是世界著名难题。对于这些世界难题，人们常常设法先证明它的一种减弱的命题，然后一步一步地向它逐次趋近，数学发展史上有许多这样的事例。比如，前面提到的哥德巴赫猜想，自1742年被提出后，许多数学家陆续作出了越来越靠近最后解决（假定以偶数＝（1＋1）来表示）的成果：

1924年，拉德马哈尔证明了：偶数＝（7＋7）；

1932年，爱斯斯尔曼证明了：偶数＝（6＋6）；

1938年，布赫斯塔勃证明了：偶数＝（5＋5）；

1940年，布赫斯塔勃证明了：偶数＝（4＋4）；

1950年，维诺格拉多夫证明了：偶数＝（3＋3）；

1958年，王元证明了：偶数＝（2＋3）；

1962年，潘承洞证明了：偶数＝（1＋4）；

1962年，王元和潘承洞证明了：偶数＝（1＋4）；

1965年，布赫斯塔勃证明了：偶数＝（1＋3）；

1973年，陈景润证明了：偶数＝（1＋2）；

1859年，德国数学家黎曼一连提出了六个猜想，而其中第一、三、四个猜想已于1892年由法国数学家阿达玛证明；第二、六个猜想已于1894年由曼高尔特解决。后来只剩下第五个猜想，即函数[image: alt]
 [image: alt]
 （其中，s＝δ＋ti为复数）的零点全部落在复平面的一条直线[image: alt]
 上。100多年来，许多数学家就其减弱的命题进行了试证，并取得了一系列重要成果，逐步向最后结果靠近，但至今尚未解决。

采取逐次逼近的方法证明数学猜想也并不都是由特殊的命题一步一步地、机械地进行，有时是“一般”与“特殊”交错进行。比如，证明“彭加勒猜想”（在n维空间中的一个点集，若是n－1连通的紧致流形，则必定是n维球）的情形就是如此。关于这个猜想，当n＝1，n＝2时，人们早已知道其结果是正确的，1960年，美国数学家斯梅尔又证明了当n≥5的一般情形也是对的。但是n＝3，n＝4的特殊情形，却长期得不到解决。一直到1981年，美国数学家弗里德曼才证明了当n＝4时，彭加勒猜想也是对的。又过了5年，即1986年，葡萄牙数学家莱戈和英国数学家罗克最后证明了当n＝3时彭加勒猜想也是成立的。这样，自1904年彭加勒提出这一猜想，到1986年最后解决这一猜想，共经历了82年的时间，人们是通过“特殊—一般—特殊”的曲折途径获得成功的。

（三）命题转化证明猜想

有些数学猜想，用直接证明的方法长期得不到进展，怎么办呢？人们往往选取命题转化的途径。其具体做法有两个：第一是转化为等价命题，即要想证明某个数学猜想，先提出与其等价的命题，然后证明这个等价命题，从而原数学猜想得证。

运用命题转化来证明数学猜想的第二个具体做法是，要证明某个数学猜想，先证明另一个数学猜想成立，然后由这个数学猜想推论出原数学猜想成立。

六、研究数学猜想的意义

事实表明，数学猜想是解决数学理论自身矛盾和疑难问题的一个有效途径，研讨它，对数学理论的发展有着极其重要的意义。

数学猜想对数学发展的巨大推动作用，不仅由于猜想得到的结论可以作为进一步研究的基础和出发点，而且还在于一个好的猜想往往证明非常困难，因而迫使数学家在探索其证明的过程中创造出新的方法。费尔马是一个业余数学家，他有这样一种习惯：把读书心得，以及发现的定理或证明，随便地写在书页的边上。他在《算术学》这本书的页边写道：“任何整数的立方，不能分成两个整数的四次方之和；或者一般地，任何整数的n次方，除平方外，都不能分成两个整数的n次方之和。我想出了一个绝妙的证明方法，但是，这页边太窄，不容我将证明写出来。”也就是说，费尔马猜想方程xn
 ＋yn
 ＝zn
 ，当n＞2时，永远没有整数解。这个结论，从经验上看似乎不难证明。可是，当费尔马的儿子将这个结论发表之后，世界各国最著名的数学家都想重新给出它的证明方法，但是都没有成功。费尔马猜想成了数学史上一个非常著名的难题。后来，人们干脆称之为“费尔马大定理”。为了征得这个难题的解答，德国科学院和法国科学院不惜重金悬赏，但结果只是每年都收到大量错误证明的稿件（其中还有一些著名数学家的稿件）。在科学研究上的失败，绝不会是徒劳的。正是由于众多数学家前仆后继、不畏劳苦地寻求费尔马猜想的证明，其中一些数学家在“数论”方面创造了一系列新的理论和新的数学方法，从而大大推动了数学的发展。费尔马猜想可称得上是一只产金蛋的老母鸡。当年大数学家希尔伯特称他已证明了费尔马大定理，然而他不肯发表，因为他舍不得杀掉这只产金蛋的老母鸡。这恐怕是人们编造出来的一则故事，但确实能生动地说明数学猜想的作用。素以严谨著称的数学，怎么会离不开猜想这种不严格的思维形式呢？对这个问题的认识得有点辩证法。对待数学和对待其他科学一样，不仅要会严格，而且要善于不严格。科学就是“严格”与“不严格”的对立统一。过于严格只能循规蹈矩地前进，而善于“不严格”却往往能得到出奇制胜的成功。当初，牛顿、莱布尼茨创立微积分时，也是很不严格的，含有相当的猜想成分。在以后大约两个世纪的漫长岁月中，经过波尔察诺、魏尔斯脱拉斯、柯西等人的巨大努力才奠定了理论基础。至今，数学理论中还有许多不严格的地方，还有许多基本的问题尚未找到令人满意的答案。试问，如果不允许不严格的猜想存在，数学到底能走多远？！科学家福克说：“伟大的以及不仅伟大的发现，都不是按逻辑的法则发现的，而都是由猜想得来；换句话说，大都是凭创造的直觉得来的。”

（一）丰富数学理论

在数学研究中，数学猜想起着“中介”和“桥梁”作用，它的研究与解决必然丰富数学理论，促进数学的发展。我们可以分三种情况加以分析。

第一，若某个数学猜想最后被证明是正确的，那么它就转化为数学留念，从而丰富了数学内容。一般说来，数学猜想被肯定之后，即成为数学定理。这是数学猜想“中介”、“桥梁”作用的最主要表现。比如，“四色猜想”，在它于1840年被提出后一直到1976年获得证明以前的136年间，始终以“猜想”形式存在着，但从获证那天起就转化为“四色定理”，即成为科学的数学理论了。

第二，即使某个数学猜想未获得最后解决，但在研讨的过程中，却往往创造出一些意想不到的理论成果。比如，自1859年提出“黎曼猜想”后，经过100多年，直到今日仍未最后解决。但是，人们却在探讨这一猜想的过程中，尤其在假定某猜想是正确的基础上，获得了一系列新的重要结论。1901年，冯·柯赫在假定黎曼猜想成立的前提下，证明了最理想的素数定理的误差项，即证明了[image: alt]
 ，其中π（x）表示不超过x的素数个数，[image: alt]


特别应当指出的是，本来有些结论是在黎曼猜想成立的前提下得到的，但后来为了使证明严格化，却绕过这一猜想得到了最后确定。也就是说，黎曼猜想有着发现新理论的功能。事实上，1965年，数学家朋比利在研讨哥德巴赫猜想过程中，采用“大筛法”证得了：偶数＝（1＋3），从而取得了当时这项研究的最好成果。但是，在假定黎曼猜想成立的前提下，这一结果是容易得到的。朋比利的出色之处正是在于，他绕开黎曼猜想而证得了这一结果，与当时许多数学家在假定黎曼猜想成立条件下得到不少结论，但却未获证明相比，朋比利的成就就显得特别突出，因而得到了数学界的高度评价，并荣获了“费尔兹奖”。

上面讨论的是，假定数学猜想成立的前提下，获得一些重要结果，其中有的绕开此猜想而获证，也有的等待此猜想最后确证后方能取得突破。下面我们再来分析另外一种情况，即某数学猜想未最后解决，但在寻解过程中，却直接得到一些重要成果。就拿“费尔马大定理”来说，为了证明它，300多年来，许多大数学家欧拉、高斯、狄利克雷、柯西、库默等，都付出过辛勤的劳动，但至今仍未得到最后解决。虽然如此，人们却在试证的过程中，得到一些新的成果，像库默创立的“理想数论”，不仅为建立代数数论这一重要数学分支奠定了基础，而且还成为其他许多数学分支的有效工具。

第三，虽然某个数学猜想被否定了，但在否定的过程中，却有时发现一些其他方面的数学理论。“欧氏第五公设可证”这一猜想最后被否定了。但是，它的否命题：“欧氏第五公设不可证”却被证明是正确的。特别应当指出的是，在这一证明获得成功的同时，奇妙地发现并建立了一种崭新的几何理论——非欧几何学，为几何学的发展作出了划时代的贡献。

（二）促进数学方法论的研究

研讨数学猜想的重要意义，不仅表现在它可以丰富数学理论，推动数学科学的发展，而且还表现在它能够促进数学方法论的研究。

1．数学猜想作为一种研究方法，它本身就是数学方法论的研究对象

我们本章讨论了数学猜想的提出方法与判定途径等，这些内容，实际上均属于数学方法规律性问题的探讨。也就是说，这里所概括出来的类型、特征、方法、途径等，对总结一般科学方法论尤其是对创造性思维方法的研究具有特殊的价值。像提出数学猜想的变换条件法与逐级猜想法，判定数学猜想真伪性的逐次逼近与命题转化等，对其他科学方法的研究，都有直接参考作用。

2．研究数学猜想的过程中，又创造许多新方法，从而丰富了数学方法论的研究对象

比如，在探讨哥德巴赫猜想的过程中，1930年，史尼尔曼创造了“密率法”；1973年，陈景润改进了古老的“筛选法”。又如，人们为了解决“连续统假设”这一数学猜想，相继创造了“可构成性方法”与“力迫法”。再如，在证明“四色猜想”的过程中，创造了具有深远意义的机器证明方法等等。

3．数学猜想作为数学发展的一种重要思维形式，它又是科学假说在数学中的具体表现，并深刻反映了数学发展的相对独立性与数学理论的相互导出的合理性

恩格斯指出：“数学是从人们需要中产生的，……但是，正如同在其他一切思维领域中一样，从现实世界抽象出来的规律，在一定的发展阶段上就和现实世界脱离，并且作为某种独立的东西，作为世界必须适应的外来的规律而与现实世界相对立。”又说：“数学上各种数量的明显的相互导出，也并不证明它们的先验的来源，而只是证明它们的合理的相互关系。”数学猜想是恩格斯上述论述的生动体现。事实上，从前面我们考察与分析的大量事例中不难看出，数学猜想确是在数学发展到积累了大量资料，需要进行理论整理，探索其理论内部的矛盾规律这一阶段上产生出来的，因而大都表现为命题的逻辑判断形式，并动用思维规律来判定其真伪性。也正是因为数学发展具有相对独立性，数学理论的相互导出具有合理性，所以数学家从数学理论自身的体系中提出一些数学猜想，才有其科学的预见性，可以吸引许许多多数学工作者，而且往往在相当长的时间内还可以促进数学发展的中心课题，甚至代表着数学研究的方向。

第三节　归纳法

通过观察和实验等途径，可以获得大量的各种经验材料，这些都是数学发现的基础，然而，还需要对经验材料进行逻辑组织，归纳法正是经验材料的数学组织化方法。

一、归纳法的含义和种类

归纳是指通过对特例的分析去引出普通的结论。因此，归纳法是由个别的、特殊的事例推出同一类事物的一般结论的方法。简而言之，归纳法是由特殊到一般的推理方法。归纳法按照研究的对象是否完全，可以分为完全归纳法与不完全归纳法。

（一）完全归纳法

完全归纳法是根据某类事物中的每一事物都具有某种性质而作出该类事物都具有这种性质的一般性结论的归纳推理方法。完全归纳法分为穷举归纳法和类分法两种形式。

穷举归纳法的推理形式如下：

x1
 具有性质F，

x2
 具有性质F，

……

xn
 具有性质F，


（｛x1
 ，x2
 ，…，xn
 ｝＝A）


推论：A类事物具有性质F。类分法的推理形式如下：

A1
 具有性质F，

A2
 具有性质F，

……

An
 具有性质F，


（A1
 ∪A2
 ∪A3
 …∪An
 ＝A）


推论：A类事物具有性质F。

区别：前者对某类事物的每一个对象作逐一考察，后者将某类事物（可含无穷多个对象）划分或几个子类逐一研究。

完全归纳法是一种严格的推理方法，所得的结论是可靠的，在数学中可以用来进行证明。

（二）不完全归纳法

不完全归纳法是根据考察的一类事物的部分对象具有某种性质，作出该类事物都具有这种性质的一般性结论的归纳推理方法。

不完全归纳法的推理形式如下：

x1
 具有性质F，

x2
 具有性质F，

……

xn
 具有性质F，


（｛x1
 ，x2
 ，…，xn
 ｝炒A）


推论：A类事物具有性质F。

由于不完全归纳法仅仅通过对一类事物的部分对象的考察，就作出该类事物具有一般性结论的判断，结论不一定可靠，只是一种合情推理，其结论正确与否，还需要理论的证明和实践的检验。

不完全归纳法是提出归纳法的一种常用方法。例如，哥德巴赫猜想就是用这种方法提出来的。哥德巴赫首先发现对于较小的自然数，把一偶数拆成若干组两个奇数之和，其中至少有一组是两个奇素数，把一奇数拆成若干组三个奇数之和时，其中至少有一组均为奇素数。然后，他根据这些最初的有限验算，大胆提出了猜想：所有每个大于4的偶数都可以表示为两个奇素数之和。

又如，1664年，法国数学家费尔马研究了形如F（n）＝[image: alt]
 的数（n≥0的整数），并具体计算出以下五个数：

[image: alt]


由于上述这五个数都是素数，费尔马用不完全归纳法提出以下猜想：任何形如[image: alt]
 （n∈N）的数（通常称为费马数，记作Fn
 ）都是素数，这就是著名的费尔马猜想。但半个世纪后，善于计算的欧拉发现，第五个费马数[image: alt]
 并非素数。

利用不完全归纳法提出数学猜想不仅表现在通过一些个别计算结果作出一般判断，而且还表现在通过一些特殊推理作出普遍结论。

例如，我国数学家柯召和孙琦研究了方程

[image: alt]


并具体地证明了在1≤n≤33时，只有正整数解：

[image: alt]


同时还证明了方程（1），当n为素数时，除具有ⅰ）和ⅲ）两个正整数解以外，无其他正整数解。根据上述推理，柯召和孙琦猜想：方程（1）除解（2）以外，无其他正整数解。现已证明，当1≤n≤400时，此猜想成立。对于n＞400的情形，至今尚未见到证明。

【例32】设f（n）＝n（n2
 ＋2）（n∈N），求证：f（n）能被3整除。

分析　自然数有无穷多个，不能一一列举。根据被3除的余数（3m，3m－1，3m－2）来分类讨论。

证明　（1）当n＝3m时，f（n）＝3m［（3m）2
 ＋2］；

[image: alt]


（三）经验归纳法

【例33】（四方定理的发现）数论中有所谓的四方定理。

对橙n∈N，方程x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋w2
 ＝n都有非负整数解。

该定理的发现应归功于巴切（Bachet），是他首先建立了猜想，其猜想的过程正是四方定理被发现的过程。

人们发现有许多直角三角形的边长全是自然数，如3，4，5；5，12，13；8，15，17；20，21，29等：

25＝52
 ＝32
 ＋42
 ，100＝102
 ＝62
 ＋82


这些式子说明一些平方数可以表示为两个平方数的和，也有些非平方数的自然数可以表示为两个平方数之和，如：

2＝12
 ＋12
 ，5＝22
 ＋12
 ，8＝22
 ＋22


有些自然数可以表示为一个或三个平方数之和，如：

1＝12
 ，3＝12
 ＋12
 ＋12


于是巴切提出一个问题，即要用多少个平方数的和即可表示所有的自然数。巴切利用不完全归纳法寻找答案，经过简单的实验和观察，可有

1＝12
 ，2＝12
 ＋12
 ，3＝12
 ＋12
 ＋12
 ，4＝22
 ，5＝22
 ＋12
 ，6＝22
 ＋12
 ＋12
 …

他发现一个自然数要么本身就是平方数，要么可表示为两个或三个或四个平方数的和，于是猜想：任何自然数都可以用不多于四个平方数的和表示。

经验归纳法的可靠性比较弱，但同时又是一种创造性比较强的方法，它在数学发现和数学创造活动中具有十分重要的作用。

[image: alt]


1．经验归纳法的分类

经验归纳法一般可分为枚举法和因果归纳法。

（1）枚举归纳法：以某个对象的多次重复为其判断依据，它的推理基础是对个别对象的实验和观察。费马猜想、四方定理的提出均运用了枚举归纳法。

【例34】（角谷猜想）任取一个大于2的自然数反复进行下述两种运算：

（1）若是奇数，就将该数乘以3再加上1；

（2）若是偶数，则将该数除以2。

对3反复进行这样的运算：

3→10→5→16→8→4→2→1。

对4，5，6进行类似运算，其结果也是1；

对7反复进行这样的运算：

7→22→11→34→17→52→26→13→40→20→10→5→16→8→4→2→1

运用枚举归纳法，建立了这样一个猜想：

从任意一个大于2的自然数出发，反复进行（1）、（2）两种运算，最后必定得到1。

这个猜想后来被多次检验，发现对7000亿以下的数都是正确的，但是否对大于2的一切自然数都是正确，至今还不得而知。

（2）因果归纳法：把一类事物中部分对象的因果关系作为判断的前提，而作出一般性猜想的推理方法。它与枚举归纳法的不同之处在于，因果归纳法不仅仅通过对几个特殊对象的实验和观察，而且对结论发生的原因作一定的科学判断分析，即注重因果关系的分析，并以此作为进一步推理的依据。它相对枚举归纳法来说，可靠性已大大增加。

【例35】猜想等比数列的通项公式。

有等比数列a1
 ，a2
 ，a3
 ……其中各项之间有如下关系：

a2
 ＝a1
 q，a3
 ＝a2
 q＝a1
 q2
 …

通过猜想得等比数列的通项公式为

[image: alt]


2．经验归纳法的应用

经验归纳法是数学发现和数学创造的重要方法，它在应用中发挥的作用有：①数学研究中用经验归纳法发现问题的结论；②用经验归纳法发现解决问题的途径。一般说来，用经验归纳法猜测问题的结论有两种形式：①由特殊事物直接猜测问题的结论；②根据规律先猜测一个递推关系，然后凭借递推关系去发现结论。

【例36】求[image: alt]
 的值。

[image: alt]


【例37】试问平面上n条彼此相交且无三者共点的直线能把平面分割成多少部分？

设f（n）为n条直线把一平面分成的块数。

显然f（1）＝2，因为一条直线把平面分成两块。

f（2）＝4，可以这样解释：当平面内在直线l1
 的基础上多添一条直线l2
 时，由于l1
 与l2
 有一个交点，这个交点把l2
 分成2段，每一段都是把所在的平面一分为二，所以增加了2块，f（2）＝f（1）＋2。

类似地，f（3）＝7，f（3）＝f（2）＋3，

……

f（n）＝f（n－1）＋n

[image: alt]


【例38】凸多面体的欧拉（Euler）定理的发现道路。

凸多面体的欧拉（Euler）定理：任意一个凸多面体P的Euler示性数都是2，即X（P）＝F＋V－E＝2，其中F、V和E分别表示凸多面体的面、顶点和棱的数目。人们猜想当时欧拉发现这个定理的过程是这样的：

首先观察了一些特殊的多面体，并列成下表：

[image: alt]


当考察这些排列的数据之后发现，把每个多面体的F＋V求出来与E值比较，每一种情形都满足关系式F＋V＝E＋2，于是猜想：对于任何多面体，面数加顶点数等于棱数加2。

进一步检验一些多面体，比如十二面体和二十面体，结果都仍有F＋V＝E＋2。

然后，欧拉用“生成法”再一次进行验证。其生成过程是：若多面体外增加一点A，并与靠近它的那一面（不妨设有k个顶点的面）的各顶点联结起来，这样就增加了k条边，也就是E增加了数目k，另一方面又增加了（k－1）个面，外加顶点A，这样F＋V的数值也增加了（k－1）＋1＝k，因此差量（F＋V）－E总是保持不变。

然而，通过对镶嵌画的框架状多面体进行检验，却发现F＋V＝E＋2并不成立。

为此将猜想修改为：任何一个凸多面体的面、顶点和棱的数目满足关系式F＋V＝E＋2。

尽管在理论上还需对此猜想作进一步的证明，但通过这样的归纳推理事实上已经获得了一个数学真理。

【例39】（因子和问题）欧拉探究整数n的因子和σ（n）的过程是这样的：

1只有一个因子，就是它自己，即σ（1）＝1；素数p有且只有两个因子，即1和它自己，故σ（p）＝p＋1，反之，若σ（b）＝b＋1，则b为素数；合数都有不少于三个的因子，如σ（4）＝1＋2＋4＝7，σ（6）＝1＋2＋3＋6＝12…，欧拉很快就得出结论：若a≠b，且a、b都是素数，则σ（ab）＝1＋a＋b＋ab＝（1＋a）（1＋b）＝σ（a）σ（b），[image: alt]


以上结果不难推广到一般情形，有趣的是欧拉作了以下观察：

他列出了从1到99的各数的因子和，这里列出前29个：

[image: alt]


这似乎是很零乱的，可是欧拉观察到了如下现象：

从表中看，σ（10）＝18，但它与相邻的前几个数有关：18＝13＋15－6－4或写作σ（10）＝σ（10－1）＋σ（10－2）－σ（10－5）－σ（10－7）；再观察：

σ（11）＝σ（11－1）＋σ（11－2）－σ（11－5）－σ（11－7）＝18＋13－12－7＝12；

σ（12）＝σ（12－1）＋σ（12－2）－σ（12－5）－σ（12－7）＋σ（0），这里σ（0）＝12；

σ（13）＝σ（13－1）＋σ（13－2）－σ（13－5）－σ（13－7）＋σ（13－12）；随后：

σ（14）＝σ（14－1）＋σ（14－2）－σ（14－5）－σ（14－7）＋σ（14－12）；

σ（15）＝σ（15－1）＋σ（15－2）－σ（15－5）－σ（15－7）＋σ（15－12）＋σ（0），此处σ（0）＝15；

当n＝99时，有：

σ（99）＝σ（99－1）＋σ（99－2）－σ（99－5）－σ（99－7）＋σ（99－12）＋σ（99－15）－σ（99－22）－σ（99－26）＋σ（99－35）＋σ（99－40）－σ（99－51）－σ（99－57）＋σ（99－70）＋σ（99－77）－σ（99－92）。

对于括号中的减数：1，2，5，7，12，15，22，26，35，40，51，57，70，77，92，…，欧拉作了每相邻两数的差：

1，3，2，5，3，7，4，9，5，11，6，13，7，15，…

规律很明显：奇数项是：1，2，3，4，5，6，7，…

偶数项是：3，5，7，9，11，13，15，…

于是欧拉得出了猜想：对于任何自然数n，以下公式成立：

[image: alt]


上式中虽写为无限和的形式，但实际上，当括号中的数开始出现负数时就去掉，故只有有限项；当括号中的数变为0时，此时σ（0）随n而定，即取σ（n）＝n。

从这个例子使我们看到了欧拉深刻的观察力和探究力，这是杰出数学家的优秀品质！

第四节　类　比

G·波利亚指出：“类比是某种类型的相似性……是一种更确定的和更概念性的相似。”所谓类比，是根据两个对象或两类事物间存在着的相同或类似属性，联想到另类事物也可能具有某种属性的思维方法。在数学研究中常用的类比有：数与形的类比、特殊与一般的类比、平面与空间的类比、有限与无限的类比等。可通过对数的研究来探讨有关图形的性质，通过对特殊问题的研究类比到一般情况的研究，也可在熟练掌握了平面图形的性质之后，遇到空间问题时，通过与平面图形的比较，发现某些类似之处，或结论的形式类似或解决问题的方法类似，进而找到解决问题的方法和途径。

一、类比的含义与作用

类比是根据两个（或两类）不同的对象之间在某些方面有相同或相似之处，猜测它们在其他方面也可能相同或相似，并作出某种判断的推理方法。简而言之，类比推理是由特殊到特殊的推理形式：

A具有性质F1
 ，F2
 ，…，Fn
 ，P


B具有性质F′1
 ，F′2
 ，…，F′n



B具有性质P′

这里，F′1
 ，F′2
 ，…，F′n
 ，P′，分别与F1
 ，F2
 ，…，Fn
 ，P相同或相似。A和B指不同的对象或不同的事物。

【例40】已知△ABC，求证：[image: alt]


证明　[image: alt]


[image: alt]


运用类比可得：

在四边形ABCD中，有[image: alt]


在五边形ABCDE中，有[image: alt]


…………

通过归纳、猜想得到：

在N边形A1
 A2
 …An
 中，有[image: alt]


二、几种常见的类比

（一）数与形的类比

【例41】求证[image: alt]
 [image: alt]
 （其中x，y，z均为实数）。

思考与分析　从上面所给等式的形式看，很像一个三角公式：

tanA＋tanB＋tanC＝tanA·tanB·tanC（A，B，C为一三角形的三内角）。

若令[image: alt]


即令A＝θ1
 －θ2
 ，B＝θ2
 －θ3
 ，C＝θ3
 －θ1
 ，

而x＝tanθ1
 ，y＝tanθ2
 ，z＝tanθ3
 ，且A＋B＋C＝0，符合等式成立的三个条件（证明略）。

（二）特殊与一般的类比

有些几何命题往往是由我们所熟知的命题进行推广或引申而得到的。勾股定理也可视为在直角三角形中，以三边为边的三个正方形面积的关系类比到一般三角形上，有下面的结论：

【例42】如图7-11所示，在△ABC中，AB′⊥AB，AC′⊥AC，DA为△AB′C′外接圆的直径，过B，C分别作BB1
 、CC1
 平行且等于DA，则平行四边形BB1
 C1
 C的面积等于以AB、AC为边的两个正方形面积的和。
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图7-11

证明　如图7-11所示，延长DA交BC于点E，设AB＝b，BC＝a，AC＝c，BE＝a1
 ，EC＝a2
 ，AD＝d，∠BB1
 C1
 ＝∠AEC＝α，∠BAE＝β，∠CAE＝γ，则：

[image: alt]
 ＝a·d·sinα＝（a1
 ＋a2
 ）·d·sinα。

由正弦定理得：[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


即平行四边形BB1
 C1
 C的面积等于以AB、AC为边的两个正方形面积的和。

（三）平面与空间的类比

在数学学习中，很多空间问题直接着手解决很困难，但可通过类似于它在平面上的问题，再来解决会简单得多。因此，将平面问题类比到空间图形中去会得到一些新的命题和结论。

还是以勾股定理为例：直角三角形斜边长为c，两直角边为a，b，则c2
 ＝a2
 ＋b2
 ，将此定理扩展到空间，类比可得如下命题：

【例43】过长方形ABCD－A1
 B1
 C1
 D1
 同一顶点B出发的三条棱BA、BB1
 、BC的端点A、B1
 、C作截面AB1
 C得三棱锥B-AB1
 C1
 ，若截面AB1
 C的面积为S，三棱锥的其他含有直角的各侧面面积依次为S1
 ，S2
 ，S3
 ，则[image: alt]


思考与分析　如图7-12所示，在平面集合中，设Rt△ABC，斜边AB＝c，直角边BC＝a，AC＝b，由顶点C作斜边AB的高CH，垂足为H，则利用射影定理得，[image: alt]
 故c2
 ＝a2
 ＋b2
 。

作类比，在立体几何中（图7-13），设三棱锥CABB1
 ，在底面三角形ABB1
 内，过B作BH⊥AB1
 于H，连接CH，由三垂线定理知CH⊥AB1
 。设BB1
 ＝a，BA＝b，BC＝c，则
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图7-12

[image: alt]


图7-13

从而CH2
 ＝CB2
 ＋BH2
 ＝[image: alt]
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直四面体是特殊的四面体，正如直角三角形是特殊的三角形一样，我们自然想到：任意四面体中是否有类似的结果？在一般三角形中，与勾股定理密切相关的余弦定理，它是描述一般三角形中边、角关系的，比勾股定理更一般，那么余弦定理是否可以推广到四面体中去？

【例44】三角形中的余弦定理可以类比地推广到空间四面体中，在任一四面体中，它的一个面面积的平方等于其他三个面面积的平方和，减去这三个面中每两个面的面积与它们所夹二面角余弦的积的两倍。

思考与分析　设底面面积为D，侧面面积分别为A，B，C，三个侧面两两所成的二面角分别为[image: alt]
 ，其中a，b，c分别为A、B、C所对二面角的棱，则有：

[image: alt]
 [image: alt]


证明　设底面面积为D，三边长分别为d，e，f，三个侧面A，B，C顶角分别为α，β，γ，则由余弦定理知：

d2
 ＝b2
 ＋c2
 －2bccosα；

e2
 ＝c2
 ＋a2
 －2cacosβ；

[image: alt]


再由海伦（Hero）公式，知

[image: alt]


把（2）式代入（3）式，化简得：

[image: alt]


再把b2
 c2
 sinα＝4A2
 ，…，a2
 b2
 c＝4BC/（sinβsinγ），…代入（4），化简得
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把（6）式代入（5）式可得（1）成立。

（四）有限与无限的类比

类比是富于创造性的方法之一，著名数学教育家G·波利亚指出：“数学家的创造性工作成果是论证推理，即证明，但这个证明是通过合情推理，通过猜想才发现的。只要数学的学习过程稍能反映数学的发明过程的话，那么就应该让猜想、合理推理占有相当的位置。”类比是合理推理的一种。通过类比可提出猜想，运用类比推理是教学中进行再创造的重要方法之一。

【例45】[image: alt]


[image: alt]
 这是贝努利曾遇到的难题，欧拉第一个得到了它的解答，其求解过程是这样的：

他考虑方程：b0
 －b1
 x2
 ＋b2
 x4
 －b3
 x6
 ＋…＋（－1）n
 bn
 x2n
 ＝0，这是一个偶数方程，因此当a为其根时，－a必为其根。

现设此方程的2n个根是：β1
 ，－β1
 ，β2
 ，－β2
 ，…，βn
 ，－βn
 ，

这2n个根又是方程：[image: alt]
 的根，

上面两个方程的根全部相等，且常数项也相等，故其他相应的系数也相等，特别地，关于x2
 这一项的系数应相等，即[image: alt]


仍照上面的考虑：因为方程[image: alt]


也就是方程：[image: alt]


故它的根为：π，－π，2π，－2π，…，nπ，－nπ，…

这与下述方程的根完全相同：

[image: alt]


比较以上两个方程关于x2
 项的系数，得：

[image: alt]


进而，得：

[image: alt]


虽然这里欧拉用的是将有限到无限的不严格类比法（为此欧拉一直验证到小数点后六位），但这却是一个正确的结论。由此可见，在最后作出严格论证前的探究（严格或不严格）对得到正确结论有多大的帮助！

【例46】有n个平面，其中没有任何两个平面互相平行，没有任何三个平面相交于同一条直线或交线互相平行，也没有四个平面过同一点，那么这n个平面把空间分割成几部分？

容易想到，一个平面、两个平面、三个平面分别可以把空间分成2、4、8个部分，但四个以上的平面能把空间分成几个部分就难于回答了。为了能找到一个思考的方法，可以采用降维的方法去探究，即到平面内去寻找一个类比对象。

平面被直线分割：平面上有n条直线，其中没有任何两条直线平行，没有任何三直线过同一点，那么n条直线可以把平面分割成几部分？

设用n条直线可把平面分割成an
 个部分，则前（n－1）条直线可把平面分割成an－1
 个部分。由于第n条直线与前（n－1）条直线有（n－1）个交点，从而把第n条直线分成n段，而每一段把所在块一分为二，于是增加了n块，由此得：

[image: alt]


解得：[image: alt]
 ，此即为n条直线将平面分割成的块数。

类似考虑本例，若增加一个平面，可以把空间多分割成几部分，由于第n个平面与前（n－1）个平面相交，在这第n个平面上有（n－1）条交线，这些交线没有任何两条平行，也没有任何三条共点，因此根据类比对象的结论可知第n个平面被（n－1）条直线分成[image: alt]
 块，而每一块把所在的部分空间一分为二，于是增加了[image: alt]
 个部分。因此，n个平面将空间分成的部分数为：
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【例47】若[image: alt]
 ，则s的末四位数字的和是多少？

[image: alt]


所以s的末四位数字为1995，1＋9＋9＋5＝24。

第五节　演绎推理

演绎推理是从一般原理推出个别结论的逻辑思想方法。其特点是：在推理的形式合乎逻辑的条件下，运用演绎法从真实的前提一定能推出真实的结论。因此，演绎推理是一种必然性推理。

演绎推理是逻辑证明的工具，整个欧几里得几何就是一个演绎推理系统。演绎推理也是发展假设和理论的一个必要环节。19世纪数学家们由对欧几里得第五公设的独立性的试证导致发现非欧几何。

演绎推理法是数学论证表述的基本方法，这种方法在中学数学中有明显的体现。可以说，在中学数学中，演绎法可谓一统天下，无论是教材的编排，还是教师的课堂教学，甚至学生的解题过程，都在运用演绎推理。所有的这些都表明：第一，演绎法是数学中的一个重要方法，无论是数学的教学，还是数学的学习都应当高度重视演绎推理方法；第二，正确处理好演绎推理方法的教学方式，使学生可以比较容易地学习和运用演绎推理方法。

按前提与结论之间的结构关系，演绎推理的具体形式主要有三段论、假言推理、选言推理、关系推理等。在数学中最为基础且应用较多的是三段论，这里我们作简要的介绍。

所谓“三段论”，就是由两个判断（其中至少有一个是全称判断）得出第三个判断的一种推理方法。可以这样认为，数学的理论证明就是由这种三段论式的演绎法联结成的理论表述形式。

例如，凡同边数的正多边形都是相似的。这两个正多边形的边数是相同的，所以这两个正多边形也是相似的。

这里有三个判断，第一个判断提供了一般的原理原则，叫做三段论的大前提；第二个判断指出了一个特殊场合的情况，叫做三段论的小前提；联合这两个判断，说明一般原则和特殊情况间的联系，因而得出的第三个判断，叫做结论。

任何一个三段论，都是由三个判断组成的。而这三个判断中只包含三个不同的概念，其基本模式为：

大前提：一切M都是P（或非P）；

小前提：S是M；

结论：S是P（或非P）。

简述为[image: alt]


　　　　　　（第一格）





这是三段论的第一格。还有三格，即第二至第四格的模式分别是

[image: alt]


（第二格）
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（第三格）
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（第四格）

在一般数学论证中，我们并不要求列出大前提、小前提、结论这样的演绎推理形式，但是我们必须清楚，演绎法是严格遵守这种三段论式的形式化规则的。

在应用演绎推理方法时，我们必须注意以下三点：

第一，掌握演绎法运用的形式化特点。这个形式化的特点要求，在运用演绎法时对数学的符号、公式、命题都必须从形式化的意义上理解它的含义。只有深入理解了符号、公式、命题之间的关系，才能运用演绎法去表述，否则就会使演绎法的使用出现差错。

第二，演绎法作为一种形式化的思维方式、论证方式，必须严格遵守其形式化的规则，虽然在具体论证时可以省略其中某些说明，但必须清楚每一步推理、每一步运算的前提依据是什么，否则就会出现逻辑上或方法上的混乱。

第三，应用形式化的演绎方法时，应当注意前提条件的内涵。如果只注重形式的演绎推理，有时就可能带来错误的结论。

事实上，在解决数学问题时，归纳与演绎两种思维方法往往交替出现，由归纳法去猜测问题的结论或猜测解决问题的方法，再用演绎去完成严格的推理证明。

【例48】化简：[image: alt]


思考与分析　可设[image: alt]
 ，则M2
 [image: alt]
 ，…于是由不完全归纳猜测，Mn＝[image: alt]
 。然后应用数学归纳法去演绎证明，得到此猜想为真。

为此，教学要采用“归纳与演绎交互为用的原则”。徐利治教授指出：“为了培育既有创造发明能力，又有逻辑论证能力的数学师资和学生，应该在中学和大专院校的数学教材中，采用‘归纳与演绎交互为用的原则’，按照这条原则，不仅应该教学生运用科学归纳法试着去猜结论、猜条件、猜定理、猜证法，而且还要让他们学会从探索性演绎法过渡到纯形式演绎法，能够把预见性的合理命题或定理的证明一丝不苟地建立在逻辑演绎基础上。”

有时不是先用不完全归纳法再演绎，而是先演绎推证，获得结论之后再分类归纳。

【例49】在单位正方形的周界上任意两点之间连一条曲线，若它把正方形分成面积相等的两部分，求证这条曲线的长度不小于1。

思考与分析　设这两点为P、Q，曲线为L，P、Q的相互位置只有三种可能：

（1）分别在正方形的对边上（图7-14），这时L的长显然不小于直线段PQ，从而不小于正方形的边长。

（2）分别在正方形的邻边上（图7-15），设所在邻边为AB、BC，则对角线AC与曲线L必有共同点，否则曲线不可能把正方形分为相等的两部分。设公共点为R，则L的长不小于R到AB与BC的距离RP1
 与RQ1
 之和，而后者等于1，从而L的长不小于1。

[image: alt]


图7-14
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图7-15

[image: alt]


图7-16

（3）在正方形的同一边上（图7-16），这时过正方形的中心引MN∥PQ，与L交于R，则L的长不小于R到PQ距离的2倍，而后者等于1，从而L的长不小于1。

综上所述，曲线L的长度不小于1。


第八章

数学证明方法

第一节　数学归纳法

数学方法是以数学为工具进行科学研究的方法，即用数学语言表达事物的状态、关系和过程，经过推导、运算和分析，以形成解释、判断和预言的方法。

数学方法具体有以下三个基本特征：一是高度的抽象性和概括性；二是精确性，即逻辑的严密性及结论的正确性；三是应用的普遍性和可操作性。

在中学数学中常用的基本数学方法微观地大致可分为以下三类：逻辑学中的方法，数学中的一般方法和特殊方法。以下主要介绍的是逻辑学中的归纳法。

一、关于归纳法与数学归纳法的介绍

人们在实践活动中形成了概念和判断之后，就可以根据已有的知识，通过推理获取新的知识，这种从一个或几个已知判断，推出另一个新判断的思维过程，我们称之为推理。推理必须合乎逻辑。由一般到特殊的推理，称之演绎推理，又称演绎法；反之，由特殊到一般的推理，称之归纳推理，又称归纳法。所谓归纳法，是指通过对特殊的、具体的事物的分析、认识、研究，从而导出一般性结论的方法。这种方法的主要步骤为：收集素材（观察、试验研究对象）→归类整理→分析概括→形成猜想。

归纳法可分为三种，一种是完全归纳法：根据对某一事物中每一对象都具有的某种属性的考察，从而推出这类事物全体都有这种属性的结论；另一种是不完全归纳法：在考察某类中的部分对象具有或不具有某一属性并在考察过程中未遇到反例的基础上，得出该类全部对象具有或不具有该属性的结论；另一种是典型归纳推理：只考察某类中的极少数对象，将它们作为典型，由典型事例是否具有某一属性，得出该类对象具有或不具有该属性的结论。从前提与结论的联系程度来看，完全归纳法具有必然性，而后两者具有偶然性。

数学上经常使用完全归纳法来证明这样一类命题，这种类型的命题按其条件可以分为若干种不同的情况，在每种情况下都要考察不同的因素或采用不同的手法才能使命题获证，当且仅当在所有不同的情况下命题都成立，整个命题才成立。尽管完全归纳法是一种严格的证明方法，但它要求对研究对象的所有情况都要逐一研究到，因此，当研究对象包含的情况很多，甚至是无限时，对研究对象逐一进行考察将无法实现，所以完全归纳法的使用有其局限性。而数学又是一门完全严格的学科，因而采用“搭梯子、爬楼梯”式的条件来限制，以保证论证过程的严格有效。这就是自然数中的“皮阿诺公设”。

应用不完全归纳法得出的一般性结论未必正确，应用完全归纳法推出的一般性结论则必定正确。不完全归纳法的可靠性虽不是很大，但它在科学研究中有着重要作用，许多数学猜想（如哥德巴赫猜想）都来源于不完全归纳法。[image: alt]
 这是人们发现新结论的重要途径。数学中有许多与自然数有关的命题，我们已经知道，用不完全归纳法证明是不可靠的。但如果改用完全归纳法，则又是不可能的，因为自然数有无限多个，我们不可能对所有的自然数都一一加以验证，为解决这一“有限”与“无限”的矛盾，数学归纳法应运而生。

数学归纳法是数学证明的一种重要工具，它常用来证明与自然数有关的命题。它基于自然数的一个重要性质：任意一个自然数的集合，如果包含数1，并且假设包含数k，也一定包含k的后继数k＋1，那么这个集合包含所有的自然数。这一重要性质，为解决上述有限与无限的矛盾提供了理论依据。也就是说，如果能证明：

（1）当n＝1时命题成立；

（2）假设当n＝k时命题成立，有n＝k＋1时命题成立。

那么我们就能由n＝1时命题成立，推出n＝1＋1＝2时命题成立；由n＝2时命题成立，推出n＝2＋1＝3时命题也成立；……如此继续上去，虽然我们没有对所有的自然数一一逐个加以验证，但根据自然数的重要性质，实质上已经对所有的自然数作了验证。这样的证明方法叫做数学归纳法。可见数学归纳法是一种完全归纳法。

二、用数学归纳法证明的一般步骤

用数学归纳法证题的一般步骤是：

（ⅰ）设P（n）是一个关于自然数n的命题，证明P（n）当n＝1（或n＝no
 ）时成立；

（ⅱ）假设P（k）（k≥no
 ）成立，证明P（k＋1）成立。

那么，P（n）对任意自然数n都成立。

运用数学归纳法证题时，步骤（ⅰ）是奠基步骤，是命题论证的基础，称为归纳基础；步骤（ⅱ）是归纳步骤，是判断命题的正确性能否由特殊推广到一般，它反映了无限递推关系，其中假设P（k）成立（注意是“假设”，而不是确认命题成立），称为归纳假设，在证明“P（k）[image: alt]
 P（k＋1）”的过程中有没有运用归纳假设是数学归纳法证题的本质特征，其中在证命题P（k＋1）成立时没有运用归纳假设的证明不是数学归纳法。

运用数学归纳法证题时，以上两个步骤缺一不可。事实上，有（ⅰ）而无（ⅱ），那就属于不完全归纳法，故论断的普遍性是不可靠的；反之，有（ⅱ）无（ⅰ），则归纳假设就失去了依据，从而使归纳步骤的证明成了“无本之木，无源之水”，由于证明建立在不可靠的基础之上，所以不能判断原命题的正确与否。

第二节　数学归纳法在中学阶段的应用举例

一般说来，对于一些可以递推的与自然数有关的命题都可以用数学归纳法来解决。与自然数有关的恒等式、不等式的证明、数的整除问题、数列问题以及某些几何问题，都是数学归纳法的运用对象，都可以用数学归纳法来证明。

一、数学归纳法在与自然数n有关的恒等式证明中的应用

在中学阶段学生最头疼的是碰到证明一些与n有关的问题，因为他们平常接触到最多的是那些具体的数据，一旦遇到这类问题往往会束手无策。而用数学归纳法去解这些问题正是“它们”最好的克星。下面我们来看一个数学归纳法在组合恒等式证明中的例子。

下面这个结论是我国元朝数学家朱世杰在1303年左右发现的，所以通称朱世杰恒等式。

【例1】求证：[image: alt]


证明　对于r作数学归纳法，这里r的初始值为0。

（1）当r＝0时[image: alt]
 立。

（2）设r＝1时命题成立，即

[image: alt]


可见当r＝l＋1时命题成立。由（1）、（2）可知，对一切非负整数，原命题都成立。

数学归纳法也可以用在一些含n的三角函数的恒等式的证明中，我们也来看一个例子。

【例2】设[image: alt]
 ，用数学归纳法证明：

[image: alt]


证明　（1）当n＝1时，左边是sina，右边是[image: alt]
 等式成立。

（2）假设当n＝k时等式成立，就是

[image: alt]


那么当n＝k＋1时，

sina＋sin2a＋sin3a＋…＋sinka＋sin（k＋1）a

[image: alt]


[image: alt]


这就是说，当n＝k＋1时等式也成立。

根据（1）、（2）可知，等式对任何n∈N都成立。

二、数学归纳法在不等式证明中的应用

在用数学归纳法证明不等式的命题时，在把n＝k的不等式转化为n＝k＋1的不等式的命题时，证明不等式的基本方法如比较法、分析法、综合法、放缩法等仍是证题的常用方法。证题的关键是如何运用归纳假设，常用的技巧有：欲证“p（k）≥0[image: alt]
 p（k＋1）≥0”，可证p（k＋1）＋p（k）≥0；欲证“p（k）≥k[image: alt]
 p（k＋1）≥k＋1”，可证：p（k＋1）≥p（k）＋1，且p（k）＋1≥k＋1；等等。

【例3】设ai
 ＞0（i＝1，2，…，n），且a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝1。用数学归纳法证明：

[image: alt]


思考与分析　证明的难点在于第二步。一个常见的错误是：在n＝k时命题成立的假设下，直接得出

[image: alt]


应注意n＝k和n＝k＋1时的前提条件分别为[image: alt]


既然当n＝k＋1时的前提条件变化了，就不能直接套用[image: alt]
 [image: alt]
 的结论，而应设法改造前提条件，使之符合归纳假设的要求。

[image: alt]


（2）假设当n＝k时命题成立，即在a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝1且ai
 ＞0（i＝1，2，…，k）的条件下有

[image: alt]


[image: alt]


所以，[image: alt]


根据②，0＜ak＋1
 ＜1，故1－ak＋1
 ＞0，因而满足归纳假设①，所以

[image: alt]


因此，原命题对于大于1的自然数都成立。

【例4】设[image: alt]
 （a＞0且a≠1）。

（1）求函数f（x）的定义域，并讨论其增减性；

（2）求证：f（n）＞n（n＞1，n
 ∈N）。

证　（1）解略。

（2）i）当n＝2时，[image: alt]


所以f（2）＞2成立，即不等式当n＝2时成立。

ii）设n＝k时，f（k），即[image: alt]


于是f（k）＋1＞k＋1。

欲证　f（k＋1）＞k＋1，只须证f（k＋1）＞f（k）＋1。

因为f（k＋1）－［f（k）＋1］

[image: alt]


由于ak
 －1与ak＋1
 －1同号，故上式的值为正。

即f（k＋1）－［f（k）＋1］＞0。

所以f（k＋1）＞f（k）＋1＞k＋1。

即当n＝k＋1时，f（n）＞n成立。

由i），ii）知，对n∈N且n＞1，不等式f（n）＞n恒成立。

【例5】用数学归纳法证明：[image: alt]


证明　（1）当n＝1时，左边＝1，右边[image: alt]
 ，所以左边≥右边，即命题成立。

（2）假设n＝k时，命题成立，即[image: alt]


则当n＝k＋1时，要证

[image: alt]


[image: alt]


所以当n＝k＋1时命题成立。

根据（1）、（2）可知，对一切n∈N，[image: alt]
 成立。

评析　用数学归纳法证题的关键是第二步，难点是第二步，在本例中，我们不能像证明等式那样将[image: alt]
 相加，一般地，这两项相加并不恰好等于[image: alt]
 ，这正是问题的难点所在，这里我们利用归纳假设结合分析法或求差法从n＝k推导出n＝k＋1时命题成立。

从例4、例5可见，由命题p（k）＞f（k）推证p（k＋1）＞f（k＋1），通常都是寻求一个过渡式，即p（k）＋［f（k＋1）－f（k）］，通过证明p（k＋1）＞p（k）＋［f（k＋1）－f（k）］及利用归纳假设p（k）＞f（k）达到证明p（k＋1）＞f（k＋1）的目的。

三、数学归纳法在解数列问题中的应用

在中学阶段我们还会碰到求等差或等比数列前n项和的题目，而数学归纳法用在这里的话就会得到事半功倍的效果。

【例6】用数学归纳法证明：1＋3＋5＋…＋（2n－1）＝n2
 。

证明　（1）当n＝1时，左边＝1，右边＝1，等式成立。

（2）假设当n＝k时等式成立，就是

1＋3＋5…＋（2k－1）＝k2
 ，

那么，1＋3＋5…＋（2k－1）＋［2（k＋1）－1］

＝k2
 ＋［2（k＋1）－1］

＝k2
 ＋2k＋1

＝（k2
 ＋1）。

这就是说，当n＝k＋1时等式也成立。

根据（1）和（2）可知，等式对任何n∈N都成立。

【例7】已知点的序列An
 （xn
 ，0），n∈N，x1
 ＝0，x2
 ＝a＞0，A3
 是线段A1
 A2
 的中点，A4
 是线段A2
 A3
 的中点，……，An
 是线段An
 －2An－1
 的中点。

（1）写出xn
 与xn－1
 ，xn－2
 之间的关系式（n≥3）。

（2）设xn＋1
 －xn
 ＝an
 ，计算a1
 ，a2
 ，a3
 ，由此推测数列｛an
 ｝的通项公式，并加以证明。

（3）求[image: alt]
 的值。

思考与分析　本题是以几何关系为背景的数列问题，涉及到中点的坐标公式，事实上，本题间接地给出了数列｛xn
 ｝的递推关系式，故可据此确定数列｛xn
 ｝。另外，根据数列｛an
 ｝与｛xn
 ｝的关系an
 ＝xn＋1
 －xn
 ，可确定数列｛an
 ｝。

解　（1）A1
 （x1
 ，0）＝A1
 （0，0），A2
 （x2
 ，0）＝A2
 （a，0），A3
 （x3
 ，0）＝[image: alt]


由An
 （xn
 ，0）是点An－2
 （xn－2
 ，0）与An－1
 （xn－1
 ，0）的中点，易得

[image: alt]


（2）由（1）的结果，以及x1
 ＝0，x2
 ＝a，得

[image: alt]


所以a1
 ＝x2
 －x1
 ＝a，

[image: alt]


[image: alt]


猜想[image: alt]


下面用数学归纳法证之。

[image: alt]
 [image: alt]
 ·a＝a，所以猜想成立。

设当n＝k时，猜想成立，即[image: alt]


则当n＝k＋1时，

[image: alt]


所以当n＝k＋1时，猜想也成立。综上，对一切n∈N，猜想都成立。

注：以上求｛an
 ｝的通项公式的方法是归纳法，即先由数列｛an
 ｝的前几项猜想通项公式，再用数学归纳法予以证明。

【例8】用数学归纳法证明：

[image: alt]


证明　（1）当n＝2时，[image: alt]


右式[image: alt]
 ，∵[image: alt]
 ，所以[image: alt]


即n＝2时，原不等式成立。

（2）假设n＝k（k≥2，k∈Z）时，不等式成立，即

[image: alt]


则当n＝k＋1时，

[image: alt]


右边＝[image: alt]
 ，要证左边＞右边，只要证[image: alt]
 ，

只要证[image: alt]
 ，只要证4k2
 ＋8k＋4＞4k2
 ＋8k＋3，只要证4＞3。

而上式显然成立，所以原不等式成立，即n＝k＋1时，左式＞右式。

由（1）、（2）可知，原不等式对n≥2，n
 ∈N均成立。

小结：用数学归纳法证明不等式时，应分析f（k）与f（k＋1）两个不等式，找出证明的关键点（一般要利用不等式的传递性），然后再综

合运用不等式证明的方法。如上题，关键是证明不等式[image: alt]
 [image: alt]
 。除了分析法，还可以用比较法和放缩法来解决。

四、数学归纳法在解几何问题中的应用

数学归纳法还可以用在几何证明方面，比如类似于求n条直线的在平面内的交点问题等等。下面我们来研究一下如何用归纳法解几何问题。

【例9】平面内有n条直线，其中任何两条不平行，任何三条不过同一点，证明交点的个数f（n）等于[image: alt]
 。

证明　（1）当n＝2时，两条直线的交点只有一个，即f（2）＝1。又当n＝2时，[image: alt]
 ，因此命题成立。

（2）假设n＝k（k≥2）时命题成立，也就是说，平面内满足题设的任何k条直线的交点的个数f（k）等于[image: alt]
 。现在来考虑平面内有k＋1条直线的情况，任取其中的一条直线，记为L（图8-1）。由上述归纳法的假设，除L以外的其他k条直线的交点的个数f（k）等于[image: alt]
 ，另外，因为已知任何两条直线不平行，所以直线L必与平面内其他k条直线都相交；又因为已知任何三条直线不过同一点，所以上面的k个交点两两不相同，且与平面内其他的[image: alt]
 个交点也两两不相同，从而平面内交点的个数是

[image: alt]


这就是说，当n＝k＋1时，k＋1条直线的交点的个数[image: alt]


[image: alt]


图8-1

根据（1）和（2）可知，命题对任何n≥2且n∈N都成立。

【例10】平面上有n条直线，其中没有两条平行，也没有三条经过同一点。求证：它们

（1）共有Vn
 ＝n（n－1）／2个交点；

（2）互相分割成En
 ＝n2
 条线段；

（3）把平面分割成Sn
 ＝1＋n（n＋1）／2块。

证明　假设命题在n－1条直线时是正确的。现在来看添上一条直线后的情况。

新添上去的1条直线与原来的n－1条直线各有1个交点，因此Vn
 ＝Vn－1
 ＋n－1。

这新添上去的1条直线被原来的n－1条直线分割成n段，而它又把原来的n－1条直线每条多分割出一段，因此En
 ＝En－1
 ＋n＋n－1＝En－1
 ＋2n－1。

这新添上去的1条直线被分割为n段，每段把一块平面分成两块，总共添出n块，因此Sn
 ＝Sn－1
 ＋n。

当n＝1时，V1
 ＝0，E1
 ＝1，S1
 ＝2。

因此Vn
 ＝（n－1）＋Vn－1
 ＝（n－1）＋（n－2）＋Vn－2
 ＝…＝（n－1）＋（n－2）＋…＋1＝n（n－1）／2；

En
 ＝（2n－1）＋En－1
 ＝（2n－1）＋（2n－3）＋En－2
 ＝…＝（2n－1）＋（2n－3）＋…＋1＝n2
 ；

Sn
 ＝n＋Sn－1
 ＝n＋（n－1）＋Sn－2
 ＝…＝ n＋（n－1）＋…＋2＋2＝ 1＋n（n＋1）／2。

小结：用数学归纳法证明几何命题时，应分析添加一条直线后，所增加的交点、线段、平面数，再进行从n到1的递推，从而得到最后结论。

【例11】平面上若干条线段连在一起组成一个几何图形，其中有顶点，有边（两端都是顶点的线段，并且线段中间再没有别的顶点），有面（四周被线段所围绕的部分，并且不是由两个或者两个以上的面合起来的）。如果用V、E和S分别表示顶点数、边数和面数，求证：V－E＋S＝1。

证明　应用数学归纳法。

当n＝1，即有1条线段的时候，有2个点，1条线，无面。也就是V1
 ＝2，E1
 ＝1，S＝0。所以结论正确。

假设对由不多于k条线段组成的图形，这个定理成立，现在证明对由（k＋1）条线段组成的图形，这个定理也成立。

添上一条线可以有好几种添法，但是这条线是与原来的图形连在一起的，所以至少要有一端在原图形上。根据这一点，我们来考虑以下各种可能情况：

（1）一端在图形外，另一端就是原来的顶点。这样，点数加上1，线数加上1，面数不变。这就是要在原来的公式左边加上1－1＋0＝0，所以结论成立。

（2）一端在图形外，另一端在某一条线段上。这样，点数加上2，线数也加上2（除添上的一条线之外，原来的某一条线被分为两段），面数不变。因为2－2＋0＝0，所以结论仍成立。

（3）两端恰好是原来的两顶点。这时，这条线段把一个面一分为二，即线、面数各加上1，而点数不变。因为0－1＋1＝0，所以结论仍成立。

（4）一端是顶点，另一端在一条边上。这时，点数加上1，边数加上2（一条是添的线，另一条来自把一边一分为二），面数加上1。因为1－2＋1＝0，所以结论仍成立。

（5）两端都在边上。这时，点数加上2，边数加上3，面数加上1。因为2－3＋1＝0，所以结论仍成立。

综上所述，可知公式V－E＋F＝1对于所有的n都成立。

评析　用数学归纳法证明几何命题时，应分析添加一条直线后所增加的交点、线段、平面数，再进行从n到1的递推，从而得到最后结论。

五、数学归纳法在解整除性问题中的应用

利用数学归纳法证明整除问题，由归纳假设p（k）能被p整除，证p（k＋1）能被p整除，也可运用结论：“p（k＋1）－p（k）能被p整除[image: alt]
 p（k＋1）能被p整除”。

【例12】（1）证明三个连续自然数的立方和能被9整除；

（2）证明：[image: alt]
 （n∈N且n≥2）。

证明　（1）记p（n）＝（n－1）3
 ＋n3
 ＋（n＋1）3
 （n∈N且n≥2）

i）易证9｜p（2）；

ii）设9｜p（2），欲证9｜p（k＋1），只需证[image: alt]


而[image: alt]


所以[image: alt]
 ，即命题当n＝k＋1时成立。

由i）、ii）知，三个连续自然数的立方和能被9整除。

（2）记[image: alt]


i）当n＝2时[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ；

ii）设n＝k时[image: alt]


则[image: alt]


所以[image: alt]


由i）、ii）知，对任意自然数n（n≥2），所证不等式成立。

评析　（1）由本例（1）可知，数学归纳法的归纳步骤“k→k＋1”不一定采用添项或裂项的办法来创造应用归纳假设条件，也可采用“相减法”。

（2）弄清命题p（k）→p（k＋1）的项数变化，是证明首先需要解决的问题，如本例（2）中S（k＋1）与S（k）相比，增加了两项：[image: alt]
 [image: alt]
 ，减少了一项[image: alt]


【例13】用数学归纳法证明：对于任意的自然数n，数11n＋2
 ＋122n＋1
 是133的倍数。

证明　（1）当n＝0时，112
 ＋12＝133，是133的倍数，即n＝0时命题成立。

（2）假设n＝k（k∈Z且k≥0）时，11k＋2
 ＋122k＋1
 是133的倍数，则n＝k＋1时，11n＋1＋2
 ＋122（n＋1）－1
 ＝11＋11k＋2
 ＝144＋12k＋1
 ＝11（11k＋2
 ＋122k＋1
 ）＋133·122k＋1
 ，

由归纳假设知，11n＋2
 ＋122n＋1
 是133的倍数，而133＋122n＋1
 显然是133的倍数，所以当n＝k＋1时命题成立。

根据（1）、（2）可知，对任意非负整数n，11n＋2
 ＋122n＋1
 是133的倍数。

评析　本题若第一步证n＝1时命题成立，则计算量较大，这里改证n＝0，显然方便得多。有时为了简化计算，常将证n＝1改证n＝0或n＝－1，这种技巧称之“提前起点”，“提前起点”的要求是n为整数，否则递推无法进行。

第三节　反证法与同一法

一、反证法

反证法也是一种数学思想方法。有些不容易或者根本不可能用顺证法证明的命题，往往可以用反证法。反证法从否定结论出发，进行正确的推理，得出明显的矛盾，于是间接地证明了原来的命题，解决了顺证法不能解决或者不易解决的问题。数学上不少著名的定理就是用反证法证明出来的。

反证法是一种间接证法，它是先提出一个与命题的结论相反的假设，然后从这个假设出发，经过正确的推理，导致矛盾，从而否定相反的假设，达到肯定原命题正确的一种方法。反证法可以分为归谬反证法（结论的反面只有一种）与穷举反证法（结论的反面不止一种）。用反正法证明一个命题，分三步：

（1）反设——假设待证的结论不成立，也就是肯定原结论的反面；

（2）归缪——把假设作为题设去证明，通过一系列正确的逻辑推理，最终得出与某些原条件矛盾；

（3）结论——由所得矛盾说明原命题成立。

反设是反证法的基础，为了正确地作出反设，掌握一些常用的互为否定的表述形式是必要的，例如：是/不是；存在/不存在；平行于/不平行于；垂直于/不垂直于；等于/不等于；大（小）于/不大（小）于；都是/不都是；至少有一个/一个也没有；至少有n个/至多有（n－1）个；至多有一个/至少有两个；唯一/至少有两个。

归谬是反证法的关键，导出矛盾的过程没有固定的模式，但必须从反设出发，否则推导将成为无源之水，无本之木。推理必须严谨。

学习运用反证法对于发展逻辑思维能力和培养灵活的解题能力是很有益处的。因为用反证法证明命题往往不像普通的顺证法那样顺理成章，它需要更严密的逻辑推理和对已知条件、已知公理、定理更灵活的运用，也需要有创造能力，所以熟练地运用反证法无疑会提高学生的数学解题能力和数学水平。

常用反证法证明的命题如下：

（1）结论为否定的命题。这里所谓否定，就是含有“不”的叙述，如“不存在……”“不是……”“不等于……”“不能……”。

（2）可转化为结论是否定的命题。如“无理数”即“无限不循环小数”，“既约分数”（即“不能分解”），“互质”（即“没有大于1的公约数”），“超越数”（即“非（不是）代数数”）等等。

（3）有关个数的命题，如“至多”、“至少”、“有限或无穷”、“唯一”等等。

反证法按照证明过程的不同，大致可分为两个类型：

（一）归谬法

假设“结论不成立”，则结论不成立就会出现问题，而这个问题是通过与已知条件矛盾，或者与公理、定理矛盾，或者与临时假设矛盾，或者自相矛盾的方式暴露出来的，这就是反证法中的归谬法。

【例14】求证：若p，q是奇数，则方程x2
 ＋px＋q＝0

（1）不可能有等根；

（2）不可能有整根。

思考和分析　（1）假设方程有等根，则判别式

Δ＝p2
 －4q＝0，　　　①

然而由p是奇数得，p2
 也是奇数，而4q是偶数，于是

p2
 －4q＝奇数－偶数＝奇数。

又由于0是偶数，于是由①知，

偶数＝奇数

这是不可能的，因此原假设不成立，方程没有等根。（2）假设方程有整根x1
 ，x2
 ，则由韦达定理得

x1
 ＋x2
 ＝－p，　　　②

x1
 ·x2
 ＝q。　　　③

由③式及q是奇数可知，x1
 ，x2
 都是奇数，于是

x1
 ＋x2
 ＝奇数＋奇数＝偶数

然而p是奇数，即－p也是奇数，这就得出了偶数＝奇数的矛盾，因此方程无整根。

（二）穷举法

有一些命题在否定它的结论时，否定的事项不止一个，有时有好几个，在这种情况下应用反证法时，就应该把几种否定的情况一一加以推翻，这就是反证法中的穷举法。

【例15】△ABC和△A′BC有公共边BC，且

A′C＋A′B＞AB＋AC

求证：A′一定在△ABC的外部。

分析和思考　假设A′不在△ABC的外部，这时就有两种可能：A′在△ABC的边上或者在△ABC的内部。

（1）若A′在△ABC的边上，如图8-2所示。

如果A′在AC边上，则AB＋AA′＞A′B，

AB＋AA′＋A′C＞A′B＋A′C，

即AB＋AC＞A′C＋A′B，

这与已知条件矛盾，所以A′不可能在AC上。同理，A′也不可能在AB、BC边上。

（2）若A′在△ABC的内部。

如图8-3所示，延长BA′交AC于D，则

AB＋AD＞BD＝A′B＋A′D。

又有A′D＋DC＞A′C，

则AB＋AD＋DC＞A′B＋A′D＋DC＞A′B＋A′C，

即AB＋AC＞A′C＋A′B，

与已知矛盾，所以A′不可能在△ABC的内部。

综合以上假设，A′一定在△ABC的外部。
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图8-2
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图8-3

需要指出的是，我们只有用反证法证明一个正确的命题才能导致矛盾，而如果用反证法证明一个不正确的命题，在证明过程中就不会导致矛盾。所以我们应用反证法证题时，只要待证的命题正确，推理正确，就一定能导致矛盾，否则，不是待证的命题有错误，就是推理过程有问题。因此，反证法的学习和应用，能不断提高学生的分析和辩驳能力，能培养学生的逆向思维，开拓解题思路，化繁为简。

有些问题，从正面证相当困难，若采用反证法可以使证明迎刃而解，原因是反设以后，增添了一个条件。

【例16】求证：对任意的自然数n，分数[image: alt]
 不可约。

证明　若结论不成立，记21n＋4与14n＋3的最大约数为d，则d＞1，这时存在p∈N＋
 ，且p、q互质，使

[image: alt]


由3×（2）－2×（1），得

1＝（3p－2q）d，　　　（3）

从而d＝1，　　　　　　（4）

这与假设d＞1矛盾，故d＝1，即[image: alt]
 不可约。

点评　以上证明过程，形式上是反证法，其实本题也可以从正面入手，由（1）、（2）、（3）直接求解。

【例17】在一个有限的实数列中，任意7个连续项之和都是负数，任意11项之和都是正数，试问：这样的数列最多有多少项？

思考与分析　假设这样的数列最少有17项，由题设，试构造如下数列：

a1
 ，a2
 ，…，a7


a2
 ，a3
 ，…，a8


……

a11
 ，a12
 ，…，a18


用两种方法求上述数阵所有的数的和S：

按行求和[image: alt]


按列求和：[image: alt]
 产生矛盾。

所以n＜17。

另一方面，可以构造一个16项的数列：6，6，－15，6，6，6，－16，6，6，6，－16，6，6，6，－15，6，6适合题意。

所以n＝16。

（三）同一法

同一法是几何中间接证明方法之一。当一个命题的条件和结论所指的概念唯一存在，而通过直接证明某种图形具有某种特性不容易时，就不妨改为去证它的逆命题，然后根据唯一性原理断言命题的真假，我们把这种解题方法叫做同一法。换句话说，同一法就是在一定条件下证明原命题的逆命题成立。这里所说的一定条件，其依据就是同一法则。

我们知道，一个命题正确，它的逆命题不一定正确。但在特殊情况下，可以同真同假。也就是说，在特殊情况下，一个命题和它的某一个逆命题可以是等价命题。如：“中国是世界上人口最多的国家①”，这句话公认是对的，而把它倒过来说成：“世界上人口最多的国家是中国②”也完全正确。为什么呢？说起来道理也很简单，因为世界上只有一个国家叫做中国，同时世界上也只有一个国家人口最多，可见“中国”和“世界上人口最多的国家”实际上是合二而一的，所以把①说成②是完成可以的，类似这种命题在几何上也有不少。

例如：“等腰三角形到底边上的中垂线也是顶角的平分线”③

其逆命题：“等腰三角形顶角的平分线也是底边上中垂线”④，也是正确的，这是因为等腰三角形顶角的平分线与底边的中垂线都是唯一的，它们虽是两不同的概念，但它们所指的是同一对象。

如果一个命题的条件和结论唯一存在且所指概念的外延是同一对象，那么这个命题一定和它的某一逆命题等价。这个性质叫做同一原理。同一原理是同一法的逻辑依据。由此可知，同一法的实质是：根据同一原理，通过证明一个命题的某一个逆命题的正确性来达到证明原命题的目的。

同一法常用于证明某图形具有某种性质的命题，而且这个命题又符合同一原理。

用同一法证题的基本步骤是：

（1）先作出一个符合结论的图形，然后推证出所作的图形符合已知条件；

（2）根据唯一性，证明所作出的图形与已知的图形是全等的或重合的；

（3）说明已知图形符合结论。

在平面几何图形问题中，最常见的具有“唯一确定”的命题有以下几个，这些命题都是在运用同一法证明几何问题时常用的，是证明唯一性的理论依据。

（1）过两个已知点有且只有一条直线；

（2）一个角有且只有一条角平分线；

（3）一条线段有且只有一个中点；

（4）两条相交直线有且只有一个交点；

（5）过直线外一点有且只有一直线与该直线平行；

（6）过一点有且只有一直线垂直于已知直线；

（7）按比内（外）分已知线段的分点唯一确定；

（8）过圆周角上任一点的切线唯一确定；

（9）在已知线段上，自端点起截取已知长的线段，另一端点是唯一确定的；

（10）以已知射线为一边，在指定的一侧作已知大小的角，另一边是唯一确定的；

【例18】以正方形的一边为底向图形内作一等腰三角形，若它的底角等于15°，则将它的顶点与正方形另两个顶点连结时，必构成一个正三角形。
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图8-4

已知：E是正方形ABCD内部一点，∠ECD＝∠EDC＝15°，求证：△EAB是正三角形。

思考与分析　向正方形ABCD内部作正三角形E′AB，并连结E′C及E′D（图8-4）。

因为BC＝AB＝BE′，所以△BCE′是一个等腰三角形，它的顶角∠CBE′＝90°－60°＝30°，底角∠BCE′＝75°，于是∠E′CD＝90°－75°＝15°；同理可得∠EDC＝15°，由此可见，E与E′两点重合，则△EAB无疑是正三角形。

【例19】自三角形的一个顶点向其他两角的平分线作垂线，则两垂足的连线平行于该顶点的对边。

已知：在△ABC中BQ和CP分别是∠B和∠C的平分线，AE⊥CP，AF⊥BQ。求证：EF∥BC。

思考与分析　（同一法）设M和N分别是AB和AC的中点，连结MN，则MN∥BC，令MN分别交CP，BQ于两点E′、F′，那么EF∥BC。

又因为∠3＝∠2（两直线平行内错角相等），

∠2＝∠1（已知），

所以∠1＝∠3，

所以EN＝CN＝AN，

所以∠AE′C是直角，

所以AE′⊥CP。

同理AF′⊥BQ，所以点F′与F，点E′与E重合（由直线外一点向这直线引垂线，其垂足有且只有一个），所以EF∥BC
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图8-5

【例20】已知AB是半圆的直径，过A，B两点分别引弦AC与BD交于E点，又过C，D分别作圆的两条切线交于P，连结PE，求证：PE⊥AB。

思考与分析　如图8-6所示，因为AB是半圆的直径，所以∠ACB＝∠ADB＝90°。

延长AD，BC交于Q，那么E为△ABQ的垂心

连结QE，设QE交DP于P′，显然QE⊥AB。

因为∠PDE＝∠DAB＝90°－∠DQE＝∠DEQ，

所以∠QDP＝∠DQE，

即DP′＝P′E＝QP′，即DP′平分DE。

同理，CP′平分QE。

因为直线DP，CP都经过QR的中点P′，

而DP，CP只相交一个点P，

所以P必与QR的中点P′重合。

因为QR⊥AB，所以PE⊥AB。。
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图8-6

第四节　综合法与分析法

一、综合法

在证题时，从已知条件出发，经过一系列已确定的命题逐步推理，结果或是导出前所未知的命题，或是解决了当前的问题，像这样的思维方法就叫做综合法。综合法的要点就是由已知条件（包括各方面已确立的命题）推导出所要证明的结论。综合法与分析法的关系极为密切，可以说分析法是综合法的前提。综合法的模式是“已知[image: alt]
 …[image: alt]
 未知。”
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图8-7

由A往下看，观察可到达D的途径是A[image: alt]
 B[image: alt]
 C[image: alt]
 D，但由A推出的性质未必唯一（如B，B1
 ，B2
 ），而由B，B1
 ，B2
 推出的性质更多（如C，C1
 ，C2
 ，C3
 ，C4
 ），这样由其出中的哪一个能推出D就还需要进一步分析，因而整体思考过程未必简捷，但它也有层次清楚的优点，因此证题时常常首先考虑综合法。综合法的推理形式是分离原则或蕴涵的传递性，上述命题的推理途径包含三个推理，可表示为：

［（A→B）…（B→C）…（C→D）］→D

一般我们在分析题目时用的是分析法，分析法在书写格式方面不够清晰，那么在书写过程中就采用综合法的模式（由已知条件推理证明）更符合我们的思维习惯。

【例21】已知四边形ABCD内接于⊙O，AC⊥BD，OE⊥AB于点E（图8-8）。求证：OE＝[image: alt]
 CD。
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图8-8

思考与分析　我们可以采用分析法进行分析，其思维过程如下：

由OE⊥AB可知E是AB的中点，作直径AG，连结GB，于是OE[image: alt]


欲证[image: alt]
 ，只须证GB＝CD即可，因此可改证∠BAG＝∠CAD，而AC⊥BD于P，GB⊥AB，所以只须证明∠AGB＝ADP即可，然而∠AGB和∠ADP是同弧上的圆周角，当然相等。

证明的书写过程我们可以采用综合法进行。

证明　作直径AG，连结BG，则GB⊥AB。

因为OE⊥AB于E，所以E是AB的中点，
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又AC⊥BD，GB⊥AB且∠ADP＝∠BGA，

所以∠DAP＝∠BAG，

所以CD＝GB，
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【例22】已知[image: alt]
 ，并且所有的字母都表示正数，求证[image: alt]


思考与分析　由已知得，

a1
 b1
 ＝a1
 b1


a1
 b2
 ＜a2
 b1


a1
 b3
 ＜a3
 b1


……

a1
 bn
 ＜an
 b1


把各不等式相加，得

a1
 （b1
 ＋b2
 ＋b3
 ＋…＋bn
 ）＜b1
 （a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋…＋an
 ），

即[image: alt]


又an
 bn
 ＝an
 bn


an
 bn－1
 ＞an－1
 bn


an
 bn－2
 ＞an－2
 bn


……

an
 b1
 ＞a1
 bn
 ，

把各不等式相加，得

an
 （b1
 ＋b2
 ＋b3
 ＋…＋bn
 ）＞bn
 （a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋…＋an
 ）

即[image: alt]


综合上面两种情况有：
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【例23】已知a，b都是正数，且a2
 ＋4b2
 ＝23a b，

求证：[image: alt]


思考与分析　根据条件A：a2
 ＋4b2
 ＝23ab，a，b＞0，

可以推出：

B：a2
 ＋4ab＋4b2
 ＝27ab，

B1
 ：a2
 ＝b（23a－4b），
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又由B可以推出：
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[image: alt]


再由C可以推出：

[image: alt]


二、分析法

要证明一个命题是正确的，思考问题时可以由结论向已知条件逐步追溯。也就是说，先假设命题的结论成立，推出它成立的原因，再把这些原因看成新的结论，再推求使它们成立的原因，如此逐步往上追溯，直到推出已知条件或已知的事实为止。简述之，就是执果索因。像这样的思维方法叫做分析法。分析法的基本模式是“结论[image: alt]
 已知”。

如果在追溯过程中，每一步都是可逆的（就是任何相邻的两个论断都是互为充要条件的，或者说是等价的），那么这样的分析法称为逆证法。
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图8-9

分析法的思考顺序与综合法相反，例如欲证“若A则D”，是从D出发，逐步上溯，寻求D成立的原因（如C，C1
 ，C2
 ），而后再寻求C，C1
 ，C2
 成立的原因（如B，B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ）（图8-9），如果其中之一如B成立的原因恰好为已知条件A，于是便得到命题的推论途径“[image: alt]
 ”。分析法思考的方向是比较明确的，是中学阶段分析证题常用的方法。

分析法与综合法比较，其优点是执果索因，思维目标较为清晰，思路也较为集中，易有成效，比较容易找到问题解决的途径。缺点是叙述不易得当，分析者知道怎么回事情，但很难完整表述出来。

【例24】在△ABC中，已知∠B＝2∠C，求证：AC2
 ＝AB2
 ＋AB·BC。

思考与分析　此题用分析法探索时，其思路如下：
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图8-10

要证D：AC2
 ＝AB2
 ＋AB·BC，

只要证C：AC2
 ＝AB（AB＋BC），

C1
 ：AC2
 －AB2
 ＝AB·AC，

C2
 ：AC2
 －AB·BC＝AB2
 。

凭直觉猜测，C可能是通向已知条件的途径，下面对C继续追索。要证C：AC2
 ＝AB（AB＋BC），只要证[image: alt]
 。从这里我们设想构造一个以AC为一边，另一边等于AB＋BC且与△ABC相似的三角形，为此，延长AB到D，使BD＝BC，连结CD（图8-10），则AD＝AB＋BC，于是要证[image: alt]


根据辅助线的作法，这很容易得证，因此命题得证。

注意：本题也可在AC上取一点E，将AC2
 转化为AC·AE＋AC·EC来进行探索。

【例25】（1）证明：当[image: alt]


（2）证明：如果a，b，c，d是正数，那么[image: alt]
 [image: alt]


思考与分析　（分析法）（1）假设原不等式成立。

[image: alt]


显然，这个不等式成立。从变换中所得的每一个不等式都可以得到它前面的一个不等式，所以原不等式成立。

（2）假设原不等式成立。

[image: alt]


显然，这个不等式成立，从变换中所得的每一个不等式都可以得到它前面的一个不等式，所以原不等式成立。

【例26】设CEDF是一个已知圆的内接矩形，过D作该圆的切线与CE的延长线相交于点A，与CF的延长线相交于点B，求证[image: alt]


思考与分析　假设所求证的等式成立。
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图8-11
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显然这个等式成立（因为△ABC∽△ADE），并且每一步都是可逆的，所以原等式成立。


第九章

数学美学法

第一节　数学美概述

一、关于数学美

所谓的数学美学，是指利用审美的观念对数学的一种哲学研究。

在数学史上，许多著名的数学家都对数学发表过有关美学方面的论述，但是把美学看做一种方法，并研究它与数学思维、数学方法之间的关系却是近代才发展起来的。

从一般意义上讲，美有客观性，也有主观性。所谓美的客观性，是指美具有一种客观的属性。美也有主观性，所谓美的主观性就是审美的主体，即审美者自身，这包括审美者对美的感受水平，审美者对美的鉴赏以及对美的创造。

一般认为，在数学领域中人们对美学的研究大体上可分为三方面：

（1）数学美的存在。它包括美的本质、美在数学中存在的类型和表现形态、不同数学分支之间美的关系（如几何美、代数美等）。

（2）数学美的感受与反映。它包括不同人对数学美感的产生及发展，同时它还包括不同人（如数学家、哲学家及普通人等）所具有的不同美感的性质差异。

（3）数学美的创造与追求。数学作为一门科学，它有自己独特的性质、对象和方法。如何从美学的意义创造数学，如何在已有的数学知识中追求一种美感进而改变已有的数学研究和数学教学状态，是现代数学美学方法最为关心的问题，甚至可以说是数学美的关键内容。

从数学美的理论和使用方法来看，数学美主要分为结构美、语言美（属理论建构方面）、方法美（属方法内容，也称为形式美）。

所谓结构美，是指数学或数学的某一分支理论建构方面的美。法国著名数学家庞加莱曾说：“数学的结构美是指一种内在的美，它来自各部分的和谐秩序，并能为纯粹的理智所领会。可以说，正是这种内在的美给了满足我们感官的五彩缤纷的美感的骨架，使我们面对一个秩序井然的整体，能够预见数学定理。”

所谓语言美，是指数学符号独特的语言形式。数学语言是一整套人为规定的、形式化的、以符号表现的语言形式。这种语言具有确定性、通用性与简洁性等独特的特点。

所谓方法美，是指在数学的运用、表述或建构中应用各种各样的奇妙数学方法所产生的一种美。

我国数学教育家徐利治曾说：“数学教育与教学的目的之一，应当是让学生获得对数学美的审美能力，从而有利于激发他们对数学科学的爱好，也有助于增长他们的创造发明能力。”

全日制普通高级中学数学教学大纲（试验修订版）在教学目的中指出：“良好的个性品质主要是指：正确的学习目的，学习数学的积极性、信心和毅力，实事求是的科学态度，勇于探索创新的精神，欣赏数学的美学价值。”

数学课程改革特别强调要改变传统的数学观和数学教育观，要用新的数学观来认识数学和用新的数学教育观来指导数学教学，从而提高学生的数学素养和促进数学素质教育的开展。新的数学观的一个重要方面就是数学是一种文化，它有丰富的人文价值和美学价值；新的数学教育观的要求之一是数学教学要和数学的审美结合起来，使数学教学过程既是学生数学知识的学习过程，又是对数学美的鉴赏过程。

数学学习动机是学习积极性的始动因素，是学习者为了满足某种需要而主动参与数学活动的心理状态。而学习兴趣是积极中最活跃的成分，它是渴望获得数学知识而积极参与的意向活动。美国著名教育心理学家布鲁纳曾说：“学习的最好刺激就是对所学知识的兴趣。”兴趣是最好的老师，是学习的最佳动力。然而，数学由于其自身的抽象和枯燥使很多学生望而生畏，更无兴趣可言。在他们看来，美和数学是毫不沾边的，或是根本无法领略的。在数学教学中，应该寻找让学生知觉到数学自身展现的美的途径，从而挖掘美并能够创造美，让数学美走入中学教学课堂，以美引趣、以美启智、以美育人，符合时代的要求，达到“以德治教”的良好的素质教育效果。

我国教育的目的是使学生德、智、体、美、劳等方面全面发展，因此在数学教学中加强审美教育是非常必要的。分析我国关于数学美研究的论著和论文，就会发现国内数学美研究的一个突出特点是强调数学美与数学教学的结合：或从宏观上论述数学审美教育的意义、方法、作用等问题；或从理论上建构数学审美教学的模式等；还有从微观的角度结合自己的数学教学实践研究数学美在数学教学中的具体运用。可以说，从理论和实践两个方面研究数学美与数学教学的结合，是对促进数学教学改革的有益尝试。

数学美是“在人类社会实践中形成的人与客观世界之间，以数量关系和空间形式反映出来的一种特殊的美的表现形式，这种形式以客观世界中的数、形与意向的融合为本质。如平面图形中最美的是圆，三维空间中最美的是球，这种全方位对称的客观事实，与人的追求对称的意向一致了、融合了，所以才感到美。”

数学美的研究是一个时时探索又时有新意的课题，对数学美的深入和全面的认识，无论是改善数学教学，还是促进数学的创造、发明都有重要意义。研究数学美，旨在比较、借鉴前人的研究成果的基础上，提出数学审美教学的策略并结合教学实际进行实践探索，从而激发学生学习数学的兴趣，启迪学生的思维活动，并帮助学生深化理解数学知识，陶冶思想情操。

二、中西方美学和美育发展状况

在西方，人们研究美学已有2000多年的历史了，而最早研究美学也正是从研究数学美开始的。毕达哥拉斯（Pythagoras，公元前572—前500）学派认为，世界的基源是数，所以美是一定数量关系的体现，如果体现和谐，那就是美。而后又有很多数学家或哲学家提出了数学美，如5世纪的希腊数学家普罗克拉斯（Proclus，约410—483）：“哪里有数，哪里就有美。”文艺复兴时期的意大利文化巨匠达·芬奇（Da Vinci，1452—1519）认为，美不是神意的体现，美是通过感官所能够把握的东西，美是比例。

“美育”一词，是从德文“Asthetische Erziehung”翻译过来的，是审美与教育的合称。自觉地提出审美教育始于柏拉图（Plato，公元前427—前347）。柏拉图说：“应该寻找一些有本事的艺术家，把自然的优美方面描绘出来，使我们的青年们向往风和日丽的地带一样，四周一切都对健康有利，天天耳濡目染于优美的作品，像从一种清幽境界呼吸一阵清风，来呼吸他们的好影响，使他们不知不觉地从小就培养起对于美的爱好，并且培养起融美于心灵的习惯。”马克思认为，审美教育是人类认识世界，按照美的规律改造世界、改造自身的一种重要手段，它对于人类实践活动具有重大的作用。

三、数学教学中美学和美育研究发展状况

1988年在匈牙利首都召开了第六届国际数学教育会议，此次会议以《数学教育与文化美》为主题。与会者一致认为，“数学教育还必须将数学中所固有的美展示给学生，使学生不仅获得知识，而且还应受到美的熏陶。”

1991年6月21—24日，由中国自然辩证法研究会数学哲学委员会主持在西安召开了全国首届数学美学会议，出席会议的有来自全国十多个省市的数学研究者、数学教育工作者和自然辩证法者共28人，提交学术论文20余篇。由此可见，对数学美学的研究方兴未艾。

2001年在清华大学90周年校庆时，著名理论物理学家、诺贝尔奖获得者、清华校友杨振宁教授报告的题目就是《美与物理学》。众所周知，数学是科学的皇后，人们在对科学美的探究之中，数学美必然要成为审美追求的目标。

2002年世界数学家大会期间，大会的组织者原中国数学会理事长张恭庆认为，无论是书本上的，还是文献中的，只要是好的数学成果一定是美的。

对于数学美的研究而言，“在世界的范围内，至今还没有一部可以被称为关于数学美的系统性理论研究的专著”，主要是在充分肯定数学美客观存在的基础上，从不同的侧面或角度阐述对于数学美的感悟和理解。我国数学美的研究是在徐利治教授的*导下开始的，徐利治先生认为：创造力＝有效知识量×发散思维能力×抽象分析能力×审美能力。张奠宙在2001年指出，自徐利治先生提出数学美的概念以来，国内论述数学美的论文层出不穷。许多数学工作者已经开展了数学美的多方面研究，取得了丰硕的成果，如概括了数学美的三大要素：和谐性、简洁性、奇异性，从哲学角度对数学美进行了研究，初步建立了数学美学学科，特别是把数学美和数学课堂教学结合起来的研究是数学美研究的新亮点。这方面的研究包括著名的数学家从理论上的论述和广大数学教师在数学教学实践中的探索。可以说，将数学美引入数学课堂教学，一定程度上能够通过对数学美的鉴赏来更好地调动学生学习数学的积极性，培养他们的数学审美能力和形成全面的数学观，这对推进数学素质教育具有积极的现实意义。

第二节　数学美的特征

数学美有四个方面的基本特征：对称、和谐，简单、明快，严谨、统一，奇异、突变。

一、对称、和谐

对称、和谐是数学美的基本内容，它给人们一种圆满的匀称的美感与享受，其实质是数学中对立统一的概念、运算、命题、图形等在结构与形式方面的体现。几何中的对称图形与变换是明显对称的，从简单的圆、椭圆、心脏线到各类几何变换群都具有鲜明的对称性。这些对称性是数学形式美的表现，它直观地给人以美的享受。然而数学中还有更多的是基本概念、定理、法则的对称性，是与非对称性相联系的对称矩阵、线性空间等，都是一种均衡的对称美。和谐是指事物之间按一定规律联系、匀称、有一定秩序以及明确的变化规律。天文学家开普勒在他的名著《世界的和谐》中就指出：“现代宇宙学的发展证明，从某些角度看，我们的宇宙也是个‘简单、和谐’的体系。”和谐包含着对称，它是一种内在美。波浪滚滚的正弦曲线，欲达不能的渐进线，翩翩起舞的蝴蝶定理，它们在和谐中动静结合，富有诗情。数系的扩充，一次又一次矛盾的冲突和解决，都在新的基础上形成新的和谐。初等数学中对称、和谐美的典型例子要算黄金数及其应用了。

【例1】黄金数[image: alt]
 ，它是黄金分割比，也是黄金矩形的宽长之比，还是黄金三角形的底腰之比，此外还有，
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黄金数也是现实世界中美的反映。世界上许多著名建筑广泛采用ω的比例，给人以舒适的美感。人体自身的躯干宽高比约为1∶1.618。一些名画的主题，大多画在画面的0.618处，摄影中也要注意这一点。乐曲中较长的一段一般是总长度的0.618，弦乐器的声码放在琴弦的0.618处会使声音更甜美。美术作品的高雅风格、音乐作品的优美节奏，交融于数学的对称美、和谐美之中。

在数学解题中，经常会运用对称原理解题，正如波里亚所说：“在数学题设条件里地位相同的未知量，可以想像它们在解答中的地位也相同。”数据和条件里的对称性不仅仅被求解对象所反映，而且为求解过程所反映。

【例2】假设x，y，z∈R，又知道它们满足x＋y＋z＝a，x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝[image: alt]
 （a＞0），试证：x，y，z都不是负数，也不能大于[image: alt]
 。

思考与分析　x，y，z在假设的条件里具有相同的地位，根据对称原理，我们只要对于x，y，z中某个先证得结论，问题就解决了。不妨先讨论z。由已知条件，可将点（x，y）看作直线x＋y＋（z－a）＝0和圆[image: alt]
 的公共点，而直线与圆有公共点，必须
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二、简单、明快

简单、明快既是数学美的直观显现，又反映数学的内在美。数学语言本身就是最简洁的文字，同时又极其深刻地反映客观规律。许多复杂的客观现象，总结为一定的规律，往往呈现为十分简单的公式。如开普勒行星运动第三定律T2
 ＝D3
 （T为行星公转周期，D为行星与太阳的距离），爱因斯坦的质能公式E＝mc2
 （m为物体质量，c为光速），牛顿第二定律[image: alt]
 ，这些公式简洁、明快，有科学价值。另外，许多不同的自然现象又常用一个数学公式加以描述，如弦振动、电磁波的传播、气体的不定常流动和超音速定常流动等都可以用双曲型方程[image: alt]
 描述，可谓精美。数学家总是以极其描象的手法来揭示自然界的规律，如数学中有各种算子，引入之后使得公式变得如音符排列的歌曲一样，简洁又优美动人。引入哈密顿算子
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之后，梯度、散度、旋度化简为
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这样，矢量分析这门研究流体力学、电动力学的重要基础学科，变得可用十几个公式加以概括。

追求简单、明快也是数学发现的重要因素之一。众所周知，追求第五公设的证明与问题求解，导致了罗巴切夫斯基几何的诞生。代数运算中乘法与幂的运算，乃是加法（相同加数）与乘法（相同因数）的简化。二进制可以说是从逻辑关系的简单型考虑中所引出的结果。

三、严谨、统一

严谨、统一是数学美的重要特征。欧几里得的几何体系被称为“壮丽的结构”，曾鼓舞了百万青年人向科学堡垒进军。数学结构多样，但又常统一于某公理、公式之中，平面几何中的相交弦定理、割线定理、切线长定理都统一于圆幂定理之中。引入极坐标后，椭圆、双曲线、抛物线统一于公式[image: alt]
 之中。方程论是一个古老而又重要的数学体系，16世纪意大利数学家曾成功地找到了根式解三次方程和四次方程的公式，于是数学家们又致力于研究五次方程的根式解法，但却均未考虑“根是否存在”的问题。1799年高斯在博士论文中，第一次严格地证明了“每个n次方程至少有一个根”，这是数学史上第一个一般性的存在性定理，并在方程论的基本问题上揭示了代数方程的统一性。

数学研究中的“不变性”原则，也是统一性思想方法在数学研究中的一种深刻体现，如克莱因对各种新几何学的发展进行总结，提出了各种几何系统在结构上的一般原则。1872年，他在爱尔兰根大学做了一个闻名于世的报告，就是著名的“爱尔兰根纲要”。克莱茵在这里用变换群的观点作为几何学分类的基础，由此而用群论观点统一了几何学，指出几何学是一个有机的整体，无论是欧氏几何、仿射几何与射影几何等，都是由某种变换群所决定的，并且各种几何所研究的几何都各自独立地发展着，但又都在变换群之不变量的意义下，达到了完美的统一。

数学严谨、统一的美还在于它源于自然又高于自然，成为数学发展的方向之一。比如几何空间，通常说的现实空间是三维空间，但是引进时间t之后出现四维空间，研究刚体运动出现六维空间，引进无穷远元素和射影变换，导出射影空间。欧氏三维空间可以推广到n维空间乃至无穷维空间。近代数学还出现各种函数空间、向量空间、罗氏空间、犁氏空间、代数空间、拓扑空间等，真是琳琅满目，它们仿佛是一个个经过精致加工的象牙艺术品，比原始材料不知优美多少。从结构的统一性来认识，在空间中赋予各种量的结构，便形成不同的空间，如赋予向量与内积结构就形成欧氏空间；赋予向量结构就形成向量空间：赋予代数结构时，就形成代数空间等。这样各空间又在赋予某种结构的意义下统一起来。

四、奇异、突变

奇异、突变是数学美的重要表现，它反映了现实世界中非常规现象的一个侧面，给数学的发展带来了新的活力。数学中的奇异美，颇有一点“出乎意料”和“令人震惊”的意味。这种奇异美与前述的统一美之间，是一种对立统一的关系，必须把这两个相互对立的方面结合起来，以便能在新的层次上达到更高的统一。

高斯曾对素数的分布作过猜想：素数个数的平均分布[image: alt]
 （An
 表示1，2，…，n间素数的个数）可用对数函数[image: alt]
 来描述：
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这是一个十分卓越的发现，人们惊讶的是表面上看来毫无联系的两个数学概念，竟然如此密切地沟通起来了。为了证实这一优美神奇的猜想，从高斯提出猜想到完全证明，数学家们花了近百年的时间。

数学分析主要研究连续函数。起初，数学家以为“连续函数至少在某点处可微”，然而魏尔斯特拉斯1860年却找到一个奇特的函数，它处处连续但处处不可微。这个例子不仅澄清了对函数概念的模糊认识，而且使分析基础更严密化。后来又有人发现，存在着黎曼可积而又具有无穷多个间断点的函数，这无疑是一种奇特美。相对于连续的数量形式而言，离散的数量形式显得新颖而奇特，并由此而促进了对于离散数学的发展和研究。现在，离散数学成为计算机科学不可缺少的工具。突变相对于连续性而言，也体现出一种奇异美。法国数学家托姆运用微分映射的奇点理论去研究自然界中的非连续的突变现象，终于导致了突变理论的诞生和发展。

还有一个十分有趣的例子是蒲丰用投针求π的近似值。1777年某日，蒲丰突发奇想，请许多宾朋来到家里，做了一个奇特的试验。他拿出一张事先画有一条条等距离平行线的白纸，铺在桌上，又拿出一些质量均匀、长度为平行线间距离一半的小针，请客人把针一根根随便扔到纸上。蒲丰则在一旁计数，结果共投2212次，其中与任一平行线相交的有704次，蒲丰又做了个简单除法[image: alt]
 ，然后他宣布这就是圆周率π的近似值。还说，投的次数越多，越精确。这个试验的确使人震惊，π竟然和一个表面看来风马牛不相及的随便投针试验有关，从几何概率的知识很容易求出[image: alt]
 （其中n为投掷数，v为相交数）。计算π的这一方法，不但因其新颖、奇妙而让人叫绝，而且开创了用偶数性方法去作确定性计算的前导，充分显示了数学方法的奇异美。培根说得好：“美在于独特而令人惊异。奇异与和谐是对立的统一。数学中出人意料的反例和巧妙的解题方法都令人叫绝，表现出奇异的美，闪耀着智慧的光芒。”

第三节　数学美的教学功能

在数学教学中进行数学美学教学具有审美、育德、提高学习兴趣、启迪思维、培养元认知能力、促进学生全面发展的作用。

一、有利于激发学生的学习兴趣

爱美是人的天性，美的事物能唤起人的精神愉悦。在数学审美教学中，教师利用生动的材料，以数学美的魅力拨动学生爱美的心弦，使他们在享受数学美的同时，坚定他们学好数学的信心和决心，并产生发现和识别数学真理的灵感，从而进一步激发他们学习数学的兴趣。

二、有助于提高学生的思维水平

数学美与数学思维有着密切的联系。正如著名科学家钱学森教授所说：“美是主观实践与客观实际交互作用以后的主观、客观的统一。假如做到了这一点，那么人就感到是美的。而这种相互作用是通过思维来实施的，所以，研究美学当然对思维科学是有启发的，而思维科学的成就也会有助于美学的研究。”数学美对数学家的数学发现在动力、方法、思维诸方面都有巨大的作用，所以研究数学美是十分必要的。正如彭加勒所说：“没有一个高度发展的美的直觉，就不可能成为伟大的数学发明家”。

数学审美教学有助于发展学生的数学直觉思维。法国数学家阿达玛和彭加勒共同认为，数学发明创造关键在于选择数学观念间的“最佳组合”，这种“最佳组合”往往是依靠“美的直觉”作出的。另一方面，数学美所具有的特征（简洁性、教授对称性、统一性等）正是数学观念间的“最佳组合”。因而，正如钱学森教授在《关于思维科学》中所说：人们的审美与数学的直觉思维在数学美的基础上是统一的；审美和数学的直觉思维在追求数学真理的功能上是统一的；并且由现代脑科学的研究成果可知，人的右半脑管审美和直觉思维，因此，审美与数学直觉思维在生理机制上也是一致的。人对美的事物有一种“似本能”的向往，这是美在各种发明过程中的作用。数学美能吸引人们在各种组合中选择“最佳组合”，这是数学美在数学发现中起作用最关键之所在。而这种作用往往以直觉思维、尤其以顿悟的形式出现在人们的思维过程之中。

数学审美教学有助于发展学生的形象思维。形象思维是借助于“图形”或表象为支柱的思维。数学美具有形象性的特征。如一个处处对称的圆、等边三角形、平行线、符合黄金分割的矩形，都是优美的图形，有着明显的形象性；数形结合的解析几何，给人们以动态的优美的形象等。

另外，数学审美教学还可以培养学生的联想思维能力、发散思维能力，从而培养学生的数学创造力。

三、有助于培养元认知能力

元认知是人对自己的认知加工过程的自我觉察、自我评价、自我监控。简单地说，元认知就是关于认知的认知。数学家庞加莱认为：“数学的美感、数和形的和谐感、几何学的雅致感，这是一切真正的数学家都知道的审美感……正是这样特殊的审美感，起着……微妙的筛选作用。”这里所说的“筛选”是指数学创造过程中的选择。数学家阿达玛（Had‐amard，1989）指出，数学家往往是根据审美感来选择自己的研究方向，他们常常依据美感对理论的意义作出判断。因此，从元认知的角度来说，数学美作为一种“体验”，它可以增强个体的创造力，增加数学创造过程中选择的速度和准确性；作为一种“监控”，数学美为创造活动指明了方向。因此，数学审美教学能引导学生进行自我监控，培养元认知能力。

四、促进学生的全面发展

数学审美教学可以促进学生的全面发展。正如马克思所说“未来的社会是人的全面发展的社会”。克莱茵在《数学——必然的丧失》中写道：“音乐能激发或抚慰情怀，绘画使人赏心悦目，诗歌能动人心弦，哲学使人获得智慧，科学（狭义）可以改善物质生活，而数学却能提供以上的一切”。人类文明的创造离不开数学，有数学教育就有数学美育。因此，数学美育是整个人类教育的重要组成部分，它可以丰富、美化人们的智力生活，追求科学美学理想，发展人们对数学的兴趣与爱好，培养人们的审美情趣、审美意识，提高人们对数学美的鉴赏力、创造力，激发对事业的忠诚与向往，对真善美执着的追求。马克思说“人是按照美的规律来建造的”。用在数学教育上可以理解为，只有用数学美的规律来培养学生，才能培养出完美的、全面发展的学生。

第四节　培养数学美的途径

一、挖掘“数学美因”，向学生渗透数学美

徐利治教授曾研究过数学美的具体含义，他提出：“作为科学语言的数学具有一般语言文学与艺术所共有的美的特点，即数学在内容结构和方法上也都具有其自身的某种美，即所谓数学美。数学美的含义是丰富的，如数学概念的简单性、统一性，结构系统的协调性、对称性，数学命题与数学模型的概括性、典型性和普遍性，还有数学中的奇异性等等都是数学美的具体内容。”概括地说，数学美的主要标志与形式有简洁性、和谐性与奇异性。

数学蕴涵着丰富的美：有符号、公式和理论概括的简洁美与统一美，图形的对称美，解决问题的奇异美，以及整个数学体系的严谨和谐美与统一美等等，但是学生未必能感受到这些美，这就要求教师在教学中把这些美育因素充分挖掘出来，展示在学生面前，让学生真正体验到数学之美。

（一）展示数学内容结构的美

在教学中向学生展示数学在其内容结构上的美，通过数学中精美的图形，奇妙或统一的式子，有趣的数学关系比例，结构的匀称和协调，命题或定理的关联、统一与对偶、奇异等形成美学思想，引起学生的最佳学习动机，激发他们的学习兴趣。

在教材中随处可见的一对对的对立统一体，如正数与负数、常量与变量、实数与虚数、有限与无限、近似与精确、偶然与必然，这正是自然界事物变化发展规律的反映。这些对立统一的矛盾，在数学上构成不同层次、不同旋律的乐章。例如，在解析几何中椭圆柔润自然，是天体运行的轨迹，是生命的摇篮形式，也是动静结合的最美的图形；抛物线流畅光洁，毫无矜持失态；双曲线规整对称，像一对比翼齐飞的天使的翅膀；奇妙的是，三种圆锥曲线从某些侧面揭示了客观世界的和谐统一，它们都是平面与圆锥曲线的截线，都具有[image: alt]
 的几何共性，都具有相似的光学性质，它们都具有统一的方程[image: alt]
 ，其内部结构整齐，秩序匀称，内容相似，显示统一美和相似美。又如著名的欧拉公式eiπ
 ＋1＝0，把e，i，π，1，0这些最简单而又最主要的数联结在一个清晰统一的式子之中，体现了数学的简约美。

学生对代数中的二次函数公式y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）刚开始并不觉得有什么美，可是稍加提炼就会发现奇妙无比。单就公式而言，它可以用来描述自由落体运动的规律[image: alt]
 ，又可以计算圆的面积S＝πr2
 ，还可以表达爱因斯坦的质能公式E＝mc2
 ；它的图像抛物线可以描述喷水池的水珠外溅的路线，描绘小小的乒乓球的运动途径，又可以刻画宇宙中天体的运动轨迹。这万千事物中的数形变化竟统一于如此简单的一个数学公式，真是奇妙无比，美不胜收。

再如球形、正多边形、正多面体、旋转体、圆锥曲线体现了完善、对称的美感。数学命题关系中的对偶性又是对称美的自然表现。如在平面几何中，点和直线具有对偶性，在立体几何中，点和平面也具有对偶性。[image: alt]
 两直线定一点（即两直线相交有一个交点）。不在一直线上的三个点确定一个平面[image: alt]
 三个平面不同过一条直线，也可以确定一个点。而且在对偶的两个命题中，有一个结论成立，另一个对偶命题的结论也成立。

（二）领悟数学解题方法的美

数学问题，浩如烟海，求解时很难找到一定的程式。有时，在“美的号召”下，凭借美的感受，领悟问题显露的美，并以此为思维向导，另辟蹊径，常可获得别开生面的妙解。

1．运用简单性思想寻求问题的最佳解答

科学家们对于数学美的追求往往反映了其对于简单性和统一性的追求。爱因斯坦称自己是一个“到数学的简单性中去寻找真理的唯一可靠源泉”的人。同样地，数学的简单性引领我们寻求问题的最佳解答。如数学方法中的整体代换、特殊化、化归等。[image: alt]


思考与分析　按常规思路用代数方法进行向量的坐标运算。[image: alt]
 的几何意义是一条直线。记点（cos23°，cos67°）为A，点（cos68°，cos22°）为B，则珗u的几何意义是一条过点A平行于直线OB的直线，[image: alt]
 的模的最小值为点到直线的距离。

注意　题目不在深浅，解法简单就行，思考越深刻，方法越简单。简单美是数学美的最基本特征，数学的魅力在于追求简单，那种“水中月，镜中花”的高难技巧，是可遇而不可求的。

2．运用和谐性考虑，对命题作类比推广与引申，从而发现新问题

【例4】（2001年上海高考题第11题）已知两圆：

[image: alt]


则由①式减去②式可得上述两圆的对称轴方程。将上述命题在曲线仍为圆的情况下加以推广，即要求得到一个更一般的命题，而已知命题应成为所推广命题的特例。推广的命题为[image: alt]


思考与分析　命题可以在不改变半径相等的两个圆的基础上推广，可得到：

[image: alt]


由③－④得到两圆的对称轴方程。

还可以改变两圆半径，或两圆相交，推广为更一般的结论：

[image: alt]


由③－④得到（D1
 －D2
 ）x＋（E1
 －E2
 ）y＋F1
 －F2
 ＝0表示一条垂直于两圆连心线的直线。

注意　此题在已有的较简单的知识基础上和谐地提出问题，把它扩展到更广泛的同一类的新领域中，把新内容和谐地联系纳入到学习者已有的相似的认知框架中，这正是数学美的和谐性的具体体现。

3．利用对称性考虑，辩证地使用集中思维与发散思维、定向思维与逆向思维对立统一的思维方式

【例5】（2003年北京市高考数学（理）第18题）如图9-1所示，椭圆的长轴A1
 A2
 与x轴平行，短轴B1
 B2
 在y轴上，中心为M（0，r）（b＞r＞0）。

（1）写出椭圆的方程，求椭圆的焦点坐标及离心率；

（2）直线y＝k1
 x交椭圆于两点C（x1
 ，y1
 ），D（x2
 ，y2
 ）（y2
 ＞0）；直线y＝k2
 x交椭圆于两点G（x3
 ，y3
 ），H（x4
 ，y4
 ）（y4
 ＞0），求证：[image: alt]


（3）对于（2）中的C，D，G，H，设CH交x图9-1轴于点P，GD交x轴于点Q，求证：｜OP｜＝｜OQ｜（证明过程不考虑CH或GD垂直于x轴的情形）。

[image: alt]


图9-1

思考与分析　本题主要考查直线与椭圆等基本知识，考查分析问题和解决问题的能力，第（1）小题考查椭圆方程、待定系数法、坐标平移及椭圆性质、焦点坐标、离心率，看图即可解决问题；第（2）小题是典型的直线与椭圆的位置关系题。待定式子中含有x1
 x2
 ，x1
 ＋x2
 ，x3
 x4
 ，x3
 ＋x4
 这样的对称式，式子结构对称优美，和谐平衡，使人很容易联想起一元二次方程根与系数关系的韦达定理，启示了证明问题的思路，用到了解析几何最根本的思想和最根本的方法；解两个联立的二元二次方程组，用代入消元得到一元二次方程，分离系数利用韦达定理给出关于x1
 x2
 ，x1
 ＋x2
 ，x3
 x4
 ，x3
 ＋x4
 的表达式，再分别代入待证式两边运算即达到证明目的。在证明过程中，由两个联立方程组结构的相似性运用“同理可得”，整个证明过程也令人赏心悦目，感受到了逻辑证明与表达的顺畅和简约美的魅力。第（3）小题的证明中用到了三点共线的充要条件，用到了过两点的直线的斜率公式，而直线的斜率公式本身也体现了对称、和谐美。这是从平面几何中的有趣的蝴蝶定理引申得来的。

蝴蝶定理：设AB是圆O的弦，M是AB的中点，过M作圆O的两弦CD、EF，连接CF、DE，分别交AB于H、G则MH＝MG。这个定理画出来的几何图形（图9-2），很像一只翩翩飞舞的蝴蝶，所以叫做蝴蝶定理。联系上面的问题，我们可以把椭圆看作是将一个圆经“压缩变换”而得，故圆上的蝴蝶定理经“压缩变换”也就变成椭圆上的蝴蝶定理。

[image: alt]


图9-2

4．利用奇异性，进行突破常规的创新、探索、猜测、发现

【例6】已知－1＜a＜1，－1＜b＜1，求证：[image: alt]
 [image: alt]
 。

思考与分析　这是一道不等式证明题，方法很多，如果我们观察到－1＜a＜1，－1＜b＜1的特征，联想到无穷等比数列各项和的公式，可得到：

[image: alt]


注意　本题解法妙在构思，奇在变换，越思越有味，越想越奇妙，这种奇思妙想会激励学生思维的发展和创新能力的提高。

【例7】解方程x3
 ＋（1＋2）x2
 －2＝0。

思考与分析　这是一个关于x的一元三次方程。若用因式分解、配方、求有理根等常规方法，都不易求得方程的解。仔细观察方程得知，系数和常数只与[image: alt]
 和1有关。利用奇异性考虑，突破常规，将x看作常量[image: alt]
 看作变量，从而有如下简单解法。

解　原方程化为[image: alt]


[image: alt]


注意　这两题反映出看似无关的量，从奇异性角度考虑可以挖掘出解题信息，出奇制胜，揭示了数学世界内在的奇异美，也反映了事物内在的统一性。

（三）鉴赏数学史的美

数学史中蕴涵着丰富的美学内容，在教学中引导学生鉴赏数学美，适时地利用数学家追求数学真善美的故事和数学历史长河中“美丽的数学事件”来感染、激励学生，使学生了解到人们对数学美的追求促进了数学的发现。例如，著名数学家陈景润在上中学时听到他的老师讲到“哥德巴赫猜想”问题之后，就下定决心要摘取这颗数学皇冠上的耀眼明珠，他历尽千辛万苦，于1966年5月证明了“1＋2”，居世界领先地位。是什么力量使他战胜困难取得成功呢？首先是他的老师用数学的奇异美刺激了他，使他产生了兴趣。正如陈景润所说：数学是一门“极其生动有趣的科学，……揭开它的严密逻辑性及高度抽象性这层面纱，我们会看到表面上枯燥无味的数学有着一张趣味无穷的面孔。”他的“1＋2”论文，当时有200多页稿纸，为了追求数学的简洁美，陈景润不满足他的现有成果，又用了7年的时间简化他的证明过程，直到1973年才全文发表了“1＋2”的论文，即《大偶数表为一个素数及一个不超过两个素数的乘积之和》。又如，古希腊著名数学家阿基米德对数学的执着追求，当罗马士兵闯进他的房间，要用剑杀死他时，他若无其事地蹲在地上画几何图形，竭力要从那图形中寻求美好和宁静，并坦然地对士兵说：“请等一下杀我的头，让我把这道几何题证完。”

在教学中还可以展示所教内容的历史背景，恰当地穿插一些数学史料，从再现型的数学发现、生成过程来激发学生的学习兴趣，使学生学会用审美的眼光去鉴赏丰富多彩的数学文化。

（四）利用现代信息技术，优化数学审美过程

在教学上，现代信息技术的应用改变了传统的数学教学方法。而数学审美教学与现代信息技术的结合更是体现了巨大的生命力，优化了数学审美过程。

利用现代教育技术手段使得以前只能展示静态的美（抽象美、简洁美）变换成为动、静结合的美：由简导致奇，由奇产生美（美感），由美通向真，而简、美、真的变化过程，反映了数学动态的美，揭示了美的规律。在中学数学教材中有许多内容反映了数学美的特性，这就需要我们去挖掘，加以适当处理。在举例时也应有意识地选取能反映数学美的实例，图9-3中的雪花曲线是最简单的分形图形，它是通过使用几何画板来展现数学美的例子，反映了整体与局部的数学思想，最特别的是分形的对称，它既不是左右对称也不是上下对称，而是画面的局部与更大范围的局部的对称，显示了数学的对称美。
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图9-3

利用现代信息技术使教学过程更加直观形象，可以实现动与静的相互转化；可以运用网络和学生一起寻找数学美的例子；可以利用计算机平台进行师生间双向交流，使学生的思维更加活跃，有利于培养学生的创新意识，有利于学生创造数学美。

如利用课件（图9-4）不仅能展示正弦型函数y＝Asin（wx＋φ）（A＞0，w＞0）的图像，还能动态地演示综合变换的过程，使学生领略到数学的变化美、和谐统一美，从而使学生感受转化、分类、数形结合、运动变化等思想方法，掌握从特殊到一般，从具体到抽象的思维方法，从而达到从感性认识到理性认识的飞跃。
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图9-4

（五）开展丰富的数学活动，让学生在“做数学”的过程中体验数学美

数学课程标准中特别重视在数学教学中开展数学活动、数学探究、数学实验、数学建模等开放性和实践性的学习方式。从数学审美的角度来看，这些方式有利于学生在“做数学”的过程中获得数学美感。

数学游戏就是一种广受欢迎的数学活动，国内和国外的数学教育界都一直注重对数学游戏及教学进行研究，其中一个重要的原因就是数学游戏能把数学对象中隐含的静态的美学属性，通过在某种特定的数学活动过程中表现成直观的、具体的、形象化的、活生生的动态的美学形象，使学生在感知数学美的同时，还能体验数学美，产生数学美感。从美国的“Mathematics Teacher”和伦敦的“Mathematics in School”两本数学教育类杂志上最近几年的文章来看，有很多是介绍把数学教学内容设计为数学游戏教学的，其中有关于数论的游戏、几何图形组合的游戏、用数学方法解实际问题的游戏等等，丰富多彩，充满了趣味和美的享受。比如有一个这样的填数字游戏“Fun with Numbers”：N×7×16－N＝NNN，它把数论的美渗透到具体的数学游戏里面，使学生在趣味和美中学习数和运算的知识。因此，Oldfield认为，在数学教学中利用数学游戏来帮助学习还是不够的，应该把数学游戏纳入到中小学的数学课程之中，这样可以激发学生的数学学习动机、发展学生的数学美感和提高学生的数学技能等。“七巧板”是我国一种传统的智力拼图游戏，现在在西方也引起了广泛的关注，被称为“东方魔板”。它是用七块可以拼成一个正方形的几何图形板以各种不同的巧妙方法拼成千变万化的形象图案，如较复杂的几何图形、建筑物、风景、人物、汉字等。儿童玩七巧板的过程，既是益智活动过程，又是数学对象的审美活动过程，很容易在此游戏过程中获得数学美感。


第十章

数学方法论与数学教育

随着现代数学的发展以及数学教育改革的深入，尤其是在数学课程标准中十分注重培养学生的数学思想方法。为此，在数学教育中加强数学思想方法的教育已成为十分重要的工作。

第一节　数学思想方法在数学教学中的意义和作用

数学思想是分析、处理和解决数学问题的根本想法，是对数学规律的理性认识。由于学生认知能力和数学教学内容的限制，只能将部分重要的数学思想落实到数学教学过程中，而对有些数学思想不宜要求过高。我们认为，在中学数学中应予以重视的数学思想主要有三个：集合思想、化归思想和对应思想。其理由是：①这三个思想几乎包摄了全部中学数学内容；②符合学生的思维能力及他们的实际生活经验，易于被他们理解和掌握；③在数学教学中，运用这些思想分析、处理和解决数学问题的机会比较多；④掌握这些思想可以为进一步学习高等数学打下较好的基础。此外，符号化思想、公理化思想以及极限思想等在数学中也不同程度地有所体现，应依据具体情况在教学中予以渗透。数学方法是分析、处理和解决数学问题的策略，这些策略与人们的数学知识、经验以及数学思想掌握情况密切相关。从有利于数学教学出发，本着数量不宜过多的原则，我们认为目前应予以重视的数学方法有：数学模型法、数形结合法、变换法、函数法和类分法等。一般讲，数学中分析、处理和解决数学问题的活动是在数学思想指导下，运用数学方法，通过一系列数学技能操作来完成的。

数学教学内容从总体上可以分为两个层次：一个称为表层知识，另一个称为深层知识。表层知识包括概念、性质、法则、公式、公理、定理等数学的基本知识和基本技能，深层知识主要指数学思想和数学方法。表层知识是深层知识的基础，是教学大纲中明确规定的，教材中明确给出的，以及具有较强操作性的知识。学生只有通过对教材的学习，在掌握和理解了一定的表层知识后，才能进一步学习和领悟相关的深层知识。深层知识蕴涵于表层知识之中，是数学的精髓，它支撑和统帅着表层知识。教师必须在讲授表层知识的过程中不断地渗透相关的深层知识，让学生在掌握表层知识的同时，领悟到深层知识，才能使学生的表层知识达到一个质的“飞跃”，从而使数学教学超脱“题海”之苦，使其更富有朝气和创造性。那种只重视讲授表层知识，而不注重渗透数学思想、方法的教学，是不完备的教学，它不利于学生对所学知识的真正理解和掌握，使学生的知识水平永远停留在一个初级阶段，难以提高；反之，如果单纯强调数学思想和方法，而忽略表层知识的教学，就会使教学流于形式，成为无源之水，无本之木，学生也难以领略到深层知识的真谛。因此，数学思想、方法的教学应与整个表层知识的讲授融为一体，使学生逐步掌握有关的深层知识，提高数学能力，形成良好的数学素质。

数学表层知识与深层知识具有相辅相成的关系，这就决定了它们在教学中的辩证统一性。基于上述认识，我们给出数学思想方法教学的一个教学模式：操作——掌握——领悟。对此模式作如下说明：①数学思想、方法教学要求教师较好地掌握有关的深层知识，以保证在教学过程中有明确的教学目的。②“操作”是指表层知识教学，即基本知识与技能的教学。“操作”是数学思想、方法教学的基础。③“掌握”是指在表层知识教学过程中，学生对表层知识的掌握。掌握了一定量的数学表层知识，是学生能够接受相关深层知识的前提。④“领悟”是指在教师引导下，学生对掌握的有关表层知识的认识深化，即对蕴于其中的数学思想、方法有所悟，有所体会。⑤数学思想、方法教学是循环往复、螺旋上升的过程，往往是几种数学思想、方法交织在一起，在教学过程中根据具体情况在一段时间内突出渗透与明确一种数学思想或方法，效果可能更好。

1．数学思想方法有利于实现学习迁移，特别是原理和态度的迁移，从而可以较快地提高学习质量和数学能力

学习基本原理有利于“原理和态度的迁移”。布鲁纳认为，“这种类型的迁移应该是教育过程的核心——用基本的和一般的观念来不断扩大和加深知识”。曹才翰教授也认为，“如果学生认知结构中具有较高抽象、概括水平的观念，对于新学习是有利的”，“只有概括的、巩固的和清晰的知识才能实现迁移”。美国心理学家贾德通过实验证明，“学习迁移的发生应有一个先决条件，就是学生需先掌握原理，形成类比，才能迁移到具体的类似学习中”。

2．数学思想、方法是联结中学数学与高等数学的一条红线

数学学习强调结构和原理的学习，“能够缩挟‘高级’知识和‘初级’知识之间的间隙”。一般地讲，初等数学与高等数学的界限还是比较清楚的，特别是中学数学的许多具体内容在高等数学中不再出现了，有些术语如方程、函数等在高等数学中要赋予新的含义。而在高等数学中几乎全部保留下来的只有中学数学思想和方法以及与其关系密切的内容，如集合、对应等。

总之，数学思想方法不仅是现在用以理解现象的工具，同时也是明天用以回忆那个现象的工具。由此可见，数学思想、方法作为数学学科的“一般原理”，在数学学习中是至关重要的，无怪乎有人认为，对于中学生“不管他们将来从事什么工作，唯有深深地铭刻于头脑中的数学的精神、数学的思维方法、研究方法，却随时随地发生作用，使他们受益终生”。

怎样提高解题能力？笛卡儿说：我解过每一道难题，都使它变成一个规范。G·波利亚主张“铸题成模，以模解题”，认为解题是“模仿加实践”。

【例1】a、b为正数，且满足lg（ax）·lg（bx）＋1＝0，求[image: alt]
 的取值范围。

思考与分析　观察条件与结论可见，为求[image: alt]
 的取值范围，需在条件中构造出“[image: alt]
 ”，为此，将原式化为
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有些数学题，使人感到无法下手。通过仔细观察，抓住题中某些特征之后，解题途径也就清楚了。

【例2】设x∈R，且
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求f（x）的最小值。

解　设x对应点P，
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即点P与C重合时，其和最小值为6，

所以　当x＝－3时，fmin
 （x）＝6。

一般地，设[image: alt]


当n为偶数且[image: alt]


当n为奇数且[image: alt]


【例3】若[image: alt]
 在区间［a，b］上的最小值为2a，最大值为2b，求［a，b］。

解　分以下三种情况讨论区间［a，b］：

（1）0≤a＜b，（2）a＜0＜b，（3）a＜b≤0。

第一种情况：若0≤a＜b，则f（x）在［a，b］上单调递减，故

f（a）＝2a，f（b）＝2b，
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所以［a，b］＝［1，3］。

第二种情况：若a＜0＜b，则f（x）在［a，0］上单调递增，在［0，b］上单调递减，故

f（x）在x＝0处取得最大值2b，2b＝[image: alt]
 ，所以b＝[image: alt]
 。

在x＝a或x＝b处取得最小值，

由于a＜0，又[image: alt]


所以f（x）在x＝a处取得最小值2a，
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第三种情况：当a＜b≤0时，f（x）在［a，b］上单调递增，故

f（a）＝2a，f（b）＝2b，即
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 的两根异号，

故满足a＜b＜0的区间不存在。

综上所述，所求区间为［1，3］或[image: alt]


【例4】两人轮流在一张圆桌上摆放大小相同的硬币，每次只能平放一个，不能重叠，在桌上放下最后一枚硬币者为游戏的胜利者。试问是先放者取胜，还是后放者取胜？

思考与分析　我们先考虑极端情形。假设硬币恰与圆桌一样大小，则先摆必胜，这是因为只要把硬币摆在桌子中心即可。从极端情形中我们可以获得启示：先摆的人可以把第一枚硬币占据桌子中心，由于桌面为中心对称，以后不论对方把硬币放至何处，先摆的人总可以把硬币摆在与其成中心对称的位置，故必先摆者取胜。

该例题直接考虑显得比较困难，但是通过把问题极端化，通过对极端位置或状态下问题特性的考察，把问题化为比较容易解决，从中引出一般位置或状态下的性质，从而获得解决问题的思路。数学中的“极端”情况很多，例如，点是圆的半径为零的极端情况，切线是割线的极端情况等。

第二节　数学思想方法论的课堂教学策略

一、在课堂教学中贯彻数学思想方法

由于数学思想方法是基于数学知识而高于数学知识的一种隐性数学知识，要在反复的体验和实践中才能使个体逐渐认识、理解，转化为个体认知结构中对数学学习和问题解决有着生长点和开放面的稳定成分，所以教材内容的合理编排和高质量的教学设计是贯彻数学思想方法教学的基础和保证。

（一）在知识形成阶段渗透数学思想方法

在知识形成阶段，可渗透观察、试验、比较、分析、抽象概括等抽象化、模型化的思想方法。如：字母代替数的思想方法、函数思想方法、方程思想方法、极限思想方法、统计思想方法等等。比如绝对值概念的教学，初一代数是直接给出绝对值的描述性定义（正数的绝对值取它的本身，负数的绝对值取它的相反数，零的绝对值还是零），学生往往无法透彻理解这一概念而只能生搬硬套，如何用我们刚刚学过的数轴这一直观形象来揭示“绝对值”这个概念的内涵，从而使学生更透彻、更全面地理解这一概念，我们在教学中可按如下方式提出问题引导学生思考：

（1）请同学们将下列各数0、2、2、4、4在数轴上表示出来；

（2）2与－2；4与－4有什么关系？

（3）2到原点的距离与－2到原点的距离有什么关系？4到原点的距离与－4到原点的距离有什么关系？引出绝对值的概念后，再让学生自己归纳出绝对值的描述性定义。

（4）绝对值等于5的数有几个？你能从数轴上说明吗？

通过上述教学方法，学生既学习了绝对值的概念，又渗透了数形结合的数学思想方法，这对后续课程中进一步解决有关绝对值的方程和不等式问题，无疑是有益的。

（二）在知识结论推导阶段和解题教学阶段揭示数学思想方法

许多教师往往产生这样的困惑：题目讲得不少，但学生总是停留在模仿型解题的水平上，只要条件稍稍变化即不知所措，学生一直不能形成较强解决问题的能力，更谈不上创新能力的形成。究其原因就在于教师在教学中仅仅是就题论题，殊不知授之以“渔”比授之以“鱼”更为重要。因此，在数学问题的探索教学中重要的是让学生真正领悟隐含于数学问题探索中的数学思想方法，使学生从中掌握关于数学思想方法方面的知识，并使之消化吸收成具有“个性”的数学思想。逐步形成用数学思想方法指导思维活动，这样在遇到同类问题时才能胸有成竹，从容对待。

（三）在知识总结阶段概括数学思想方法

在对知识进行复习时，特别在进行章节复习或总复习时，将统领知识的数学思想方法概括出来，增强学生对数学思想的应用意识，从而有利于学生更透彻地理解所学的知识，提高独立分析、解决问题的能力。

如在对数、式进行复习中，其中从具体数字到抽象符号的复习时，掌握字母代替数的思想方法是整个中学数学重要目标之一——发展符号意识的基础。从用字母表示数，到用字母表示未知元、表示待定系数，到换元、设辅助元，再到用f（x）表示式、表示函数等字母的使用与字母的变换，是一整套的代数方法，此外，待定系数法、根与系数的关系，乃至解不等式、函数定义域的确定、极值的求法等等，都是字母代替数的思想和方法的推广。因此，用字母代替数的思想方法是中学数学中最基本的思想方法之一。为什么有不少学生总认为a＞－a，a＜3a，就是这一“关”没过好，没有掌握用字母代替数的思想。

二、用数学思想方法揭示概念的内容，体现知识的发生过程，培养学生准确建立概念的能力

理解概念是学好数学的基础，是能力培养的先决条件，学生数学能力的差异，后进生的分化，也往往从学习基本概念开始。因此，首先要教好概念，教材中许多概念都是用文字叙述的，若想照本宣科地给出概念的意义，学生往往难以理解其概括性和抽象性，由此，教学中可淡化概念，根据教材特点，采取相应的数学思想去揭示概念的发生过程，呈现概念的本质含义。

例如，因式分解这个重要概念，不是直接给出定义，让学生去朗读和机械记忆，而是引导学生将因式分解与因数分解做如下类比：

（1）从学习因式分解的目的性上类比：算术里学习分数时，为了约分与通分的需要，必须学习把一个整数分解因数；类似地，代数里学完了整式四则运算就开始学习分式，为了约分与通分，也必须学会把一个多项式因式分解，以引起学生对学习的重视和求知心理。

（2）从因式分解的结果上类比：算术里把一个整数分解为质因数幂的形式，如24＝23
 ·3；类似地，把一个多项式分解因式，要分解到每一个因式都不能再分解为止，即分解后的因式必须是质因式。

（3）从因式分解的形式上类比：把整数33因数分解是3×11；类似地，整式a2
 －b2
 是a＋b与a－b乘积的结果，因而多项式a2
 －b2
 因式分解为a＋b·a－b，a＋b，a－b都是a2
 －b2
 的因式，这样类比不仅使学生领会了因式分解的意义，且为因式分解的方法指明了思路（因式分解是整式乘法的逆变形）。

一般地，数学概念总有它的特定意义，富有思想方法，那么用这种特定的思想方法去指导学生的学习，可帮助学生对概念的准确认识，为后面的学习打好基础。

三、加强解题研究，突出数学思想方法的指导作用，培养学生的学习兴趣

G·波利亚曾经强调：“数学教学的首要任务就是加强解题训练”。然而，他所大力提*的“解题”完全不同于“题海战术”，他主张，与其穷于应付烦琐的教学内容和过量的题目，还不如选择一道有意义但又不太复杂的题目，去帮助学生深入挖掘题目的各个侧面，使学生通过这道题目，就如同通过一扇大门而进入崭新的天地。他认为，解题应作为培养学生的数学才能和教会他们思考的一种手段和途径。

诚然，要使学生真正具备有个性化的数学思想方法，并不是通过几堂课就能达到，但是只要我们在教学中大胆实践，持之以恒，寓数学思想方法于平时的教学中，学生对数学思想方法的认识就一定会日趋成熟。随着广大第一线教育工作者的不断深入探索和研究，关于数学思想方法有关问题的研究必将日臻完善。

（一）深入分析，加强数学学科内的联系和知识的综合

数学学科的系统性和严密性决定了数学知识之间深刻的内在联系，包括各部分知识在各自的发展过程中的纵向联系和各部分知识的综合联系。因此，在教学中，我们要善于从具体的数学知识中挖掘和提炼出数学思想方法，要预先把全书每个单元所蕴涵的数学思想方法及它们之间的联系搞明确，然后统筹安排，有目的、有计划和有要求地进行数学思想方法的教学，特别是要抓准知识与思想方法的结合点，引导学生全面地分析，创造性地综合应用知识，灵活、敏捷地解决问题。

（二）注重教学过程，培养学生的研究意识，优化知识结构

我们在教学过程中，应该根据每一教学内容的类型和特点去设计贯彻数学思想方法的教学途径。因为数学思想方法蕴涵在数学知识的产生、内涵和发展之中，故一般都可采用以分析解决问题为主线的启发式和发展式的教学方法去引导学生，从而培养学生的研究意识，优化知识结构。具体来说，要注意引导学生抓住：①展示或分析过程，如概念的形成过程、定理与法则的发现过程、公式的推导过程、证明思路和解决问题方法的探索过程等。②揭示本质，指揭示概念、定理、公式或方法的本质。③寻找关联，指要搞清楚相近概念和定理之间的联系与区别。④评论与提出问题，指通过对重要的概念、定理或解法等进行一分为二的评论，从而提出有待进一步研究的新问题。一般地，在展现概念等知识发生过程中要渗透数学思想方法，在讲解定理、公式证明或推导思维教学活动过程中要揭示数学思想方法，而在应用和问题解决的探索过程中则要激活数学思想方法。

因此，选择例题就显得尤为重要了。例题的作用是多方面的，最基本的莫过于理解知识，应用知识，巩固知识，莫过于训练数学技能，培养数学能力，发展数学观念。为发挥例题的这些基本作用，就要根据学习目标和任务选配例题。具体的策略是：增、删、并。这里的增，即为突出某个知识点、某项数学技能、某种数学能力等重点内容而增补强化性例题，或者根据联系社会发展的需要，增加补充性例题。这里的删，即指删去那些作用不大或者过时的例题。所谓并，即为突出某项内容把单元内前后的几个例题合并为一个例题，或者为突出知识间的联系打破单元界限而把不同内容的例题综合在一起。总之，要做到一点：根据学习目标和任务精选例题。

（三）加强解题研究，培养学生的数学直觉，学会自主学习和概括

学会学习是现代人求得生存的基本条件，掌握一定的学习方法，是学生终身学习的需要。传统的教学方法已行不通，我们必须具有转换角色的意识，由微观的解惑转向宏观的启迪，即加强对学生研究思路的指导、研究目标的指导、研究方法的指导、研究结论论证的指导、研究成果表达的指导。在整个学习过程中，解题目标的确立、解题探究的构成、相关知识的生成乃至整个活动的进程，应该全是学生的自主性活动，老师绝不能代替学生去研究，应尽量将思考与想象的空间留给学生，让学生主动地、创造性地开展解题研究活动，形成正确的学习方法和数学直觉，使学生学会自主学习和概括。

在指导学生自主学习的过程中，需要注意：①要传授程序性知识和情境性知识。程序性知识即是对数学活动方式的概括，如遇到一个数学证明题该先干什么，后干什么，再干什么，就是所谓的程序性知识。情境性知识即是对具体数学理论或技能的应用背景和条件的概括，如掌握换元法的具体步骤，获得换元技能，懂得在什么条件下应用换元法更有效，就是一种情境性知识。②尽可能让学生了解影响数学学习（数学认知）的各种因素，比如，学习材料的呈现方式是文字的、字母的，还是图形的；学习任务是计算、证明，还是解决问题，等等。这些学习材料和学习任务方面的因素，都对数学学习产生影响。③要充分揭示数学思维的过程，比如，揭示知识的形成过程、思路的产生过程、尝试探索过程和偏差纠正过程。④帮助学生进行自我诊断，明确其自身数学学习的特征。比如：有的学生擅长代数，而认知几何较差；有的学生记忆力较强而理解力较弱；还有的学生口头表达不如书面表达等。⑤指导学生对学习活动进行评价，如评价问题理解的正确性、学习计划的可行性、解题程序的简捷性、解题方法的有效性等诸多方面。⑥帮助学生形成自我监控的意识，如监控认知方向意识、认知过程意识和调节认知策略意识等等。

只有加强数学思想方法的教学，才能大大提高高等数学的教学质量和学生的数学能力。数学思想方法是数学知识有机的重要组成部分。日本数学家米山国藏指出：“无论是对于科学工作者、技术人员，还是数学教育工作者，最重要的就是数学的精神、思想和方法，而数学知识只是第二位”。可见，数学思想方法作为数学知识的一般原理和依据，在教学中是至关重要的，同时，加强数学思想方法教学有利于培养学生的创新能力和数学应用能力。美国心理学家贾德通过实验证明“学习迁移的发生有一个先决条件，就是学生需掌握原理，形成类比，才能迁移到具体的类似学习中”。因此，学生学习了数学思想方法就有利于学习迁移，特别是原理和态度的迁移，这就为学生自觉运用数学思想方法去研究和解决问题提供了内动力和指导思想，从而大大有助于培养学生的创新能力和应用数学的能力。

当然，其他数学思想方法在解题中也起着很重要的作用。例如分类讨论的思想，它已渗透到中学数学的各个方面，如概念的定义、定理的证明、法则的推导等，也渗透到问题的具体解决之中，如含有绝对值符号的代数式的处理、根式的简化、图形的讨论等；又如数形结合的思想，它已贯穿于全部中学数学之中，数轴、计算法证几何题、三角法、复数法、向量法、解析法、图解法等等都是这一思想的具体运用。正因为数学思想方法在解题中有如此重要的作用，所以教师在教学中应不失时机地引导学生认真思考，努力挖掘问题中的规律性，不仅可以提高解题的速度，而且能克服解题的盲目性、片面性。因此，在教学中应做到：

1．在表层知识发生过程中渗透数学思想方法

数学教学内容是由教材中的概念、法则、性质、公式、定理、例题等（或称表层知识）以及由其内容所反映出来的数学思想方法（或称深层知识）组成的。教材中，除个别思想方法外，大量的、较高层次的思想方法均蕴涵于表层知识之中，处于潜形态。在教学中，表层知识的发生过程实际上也是思想方法的发生过程，像概念的形成过程、结论的推导过程、解法的思考过程、问题的被发现过程、思路的探索过程、规律的被揭示过程等都蕴藏着向学生渗透数学思想方法、训练思维的极好机会。

（1）不要简单下定义。数学概念既是数学思维的基石，又是数学思维的结果，所以概念教学不应简单地下定义，应当引导学生感受或领悟隐含于概念形成之中的数学思想。例如，在因式分解这个重要概念的教学中，教师不应直接给出定义，而应引导学生将因式分解和因数分解作如下类比：①从学习因式分解的目的性上类比：算术里学习分数时，为了约分与通分的需要，必须学习把一个整数分解因式，类似地，代数里学完了整式四则运算就开始学习分式，同样为了约分与通分的需要，也必须学会把一个多项式分解因式。②从因式分解的形式上类比：把整数26分解为2×13，类似地，整式a2
 －b2
 是a＋b与a－b乘积的结果，因而多项式a2
 －b2
 因式分解为（a＋b）·（a－b），a＋b，a－b都是a2－b2的因式。这样类比不仅使学生领会了因式分解的意义，且为因式分解的方法指明了思路（因式分解是整式乘法的逆变形）。③从因式分解的结果上类比：算术里把一个整数分解为质因数幂的形式，如25＝52
 ，28＝22
 ·7，类似地，把一个多项式分解因式，要分解到每一个因式都不能继续分解为止，即分解后的因式必须是质因式。通过上述三个层次的类比，学生能认识到因式分解是数到式的发展过程，是特殊到一般的思维体现，由此产生对概念的迁移，正确辨认出数、式分解的相同点和不同点，从而使学生真正理解因式分解。

（2）不要过早下结论。判断可视为压缩了的知识链，数学定理、公式、法则等结论都是具体的判断。教学中要引导学生参与结论的探索、发现、推导的过程，弄清每个结论的因果联系，探讨它与其他知识的关系，领悟引导思维活动的数学思想。例如教师在讲平方差公式“（a＋b）（a－b）＝a2
 －b2
 ”时，可以构造出它的直观模型（图10-1），“数”与“形”的对比来证此公式的正确性，从中渗透数形结合思想，培养学生思维的形象性和创造力。
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图10-1

2．在思维教学过程中，揭示数学思想方法

数学课堂教学必须充分暴露思维过程，让学生参与教学实践，揭示其中所隐含的数学思想，才能有效地发展学生的数学思想，提高学生的数学修养。比如在讲“多边形内角和定理”时，学生都知道三角形内角和为180°，此时教师可提问：“四边形的内角和是多少呢？可以怎样求？”由学生去摸索，可得把四边形分成两个三角形，知其内角和为360°，用同样方法可求得五边形、六边形、七边形的内角和，那么n边形的内角和是多少呢？从以上探求方法中，能否得到什么启发，发现什么规律，进而猜想出n边形的内角和呢？在这思维教学过程中，已经渗透了类比、归纳、猜想的思想。

在教学活动中，教师要启发引导，使学生积极地参与到数学教学过程中来。在这样的气氛下，老师适时引导，使学生逐步领悟、形成、掌握数学思想方法。在这个过程中，学生的参与度非常重要，没有学生参与到教学中来，那他就不可能对数学知识、数学思想产生体验，没有了体验那数学思想只能是一句空话。所以在教学过程中，教师应该创设能够吸引学生参与到数学教学过程中来的各种情境，让他们在数学知识的学习过程中，根据自己的体验，用自己的思维方式构建出数学思想方法的体系。

3．及时小结复习，提炼概括数学思想方法

由于同一内容可表现为不同的数学思想方法，而同一数学思想方法又常常分布在许多不同的知识点里，所以及时小结复习是十分必要的。概括数学思想方法要纳入到教学计划中来，有目的、有步骤地引导学生参与数学思想方法的提炼概括过程，将统摄知识的数学思想方法概括出来，这样可以加紧学生对数学思想方法的运用意识，有利于活化所学知识，形成独立分析、解决问题的能力，提高学生数学思想素质。另外，提炼过程本身对提高学生的抽象、概括能力是十分有益的，养成评价思维过程。总结一般规律的习惯，对完善思维结构、优化思维素质也是功效显著的。多次的总结既可强化数学思想意识，也使其对运用数学思想处理具体问题的操作方式得到更多的了解，从而逐步学会运用数学思想去分析和解决问题。

4．通过问题解决，不断巩固和深化数学思想方法

数学问题的解决过程，实质上是命题的不断转化和数学思想方法反复运用的过程；数学的思想方法存在于数学问题的解决之中，数学问题的步步转化，无不沿着数学思想方法指示的方向。因此，我们要在教学中突出数学思想方法在解题中的指导作用，展现数学方法的应用过程。

【例5】若x，y＞0，且x＋y＝1，证明：[image: alt]


思考与分析　该题如果直接用不等式[image: alt]
 来证明，则只能得到[image: alt]
 ，原因在于没有用到条件x＋y＝1，若注意到题设条件，则可设x＝sin2
 α，y＝cos2
 α，于是有

[image: alt]


[image: alt]


在以上证明过程中，既使用了换元法，又使用了配方法和放缩法，这样的综合运用，有益于培养学生灵活应用数学的能力。


参考文献

1．徐利治．数学方法论选讲．武汉：华中理工学院出版社，1983

2．阿达玛．数学领域中的发明心理学．南京：江苏教育出版社，1989

3．解恩泽等．数学思想方法纵横论．北京：科学出版社，1986

4．朱梧檟．几何基础与数学基础．沈阳：辽宁教育出版社，1987

5．M·克莱茵．古今数学思想（第1—4册）．上海：上海科学技术出版社，1988

6．袁小明．世界著名数学家评传．南京：江苏教育出版社，1990

7．赵振威．数学发现导论．合肥：安徽教育出版社，2000

8．王全林主编．中学数学思想方法概论．广州：暨南大学出版社，2000

9．张奠宙、过佰祥著．数学方法论稿．上海：上海教育出版社，1996

10．张国栋．数学解题过程与解题教学．北京：北京教育出版社，1996

11．顾越岭著．数学解题通论．南宁：广西教育出版社，2000

12．郑毓信．数学方法论．南宁：广西教育出版社，1996

13．邱瑞林，皱泽民主编．中学数学方法论．南宁：广西教育出版社，1999

14．王子兴著．数学方法论——问题解决的理论．长沙：中南大学出版社，2002

15．赵振威著．数学发现导论．合肥：安徽教育出版社，2000

16．肖学平编著．中学数学的基本思想和方法．北京：科学出版社，1994

17．钱佩玲主编．中学数学思想方法．北京：北京师范大学出版社，2001

18．李明振主编．数学方法与解题研究．上海：上海科技教育出版社，2000

19．徐利治著．徐利治论数学教学方法学．济南：山东教育出版社，2001

20．陈振宣等编著．中学数学思维方法．上海：上海科技教育出版社，1988

21．肖柏荣，潘娉姣主编．数学思想方法及其教学示例．南京：江苏教育出版社，2000

22．郑毓信．数学方法论入门．杭州：浙江教育出版社，1985

23．戴正平等．数学方法与解题研究．北京：高等教育出版社，1996

24．徐利治、朱梧檟．关系映射反演方法．南京：江苏教育出版社，1989

25．史九一、朱梧檟著．化归与归纳类比与联想．南京：江苏教育出版社，1989

26．叶立军．化归思维在数学解题中的几个应用及其教学对策．杭州师范学院学报（自然科学版），2003，（4）：73～76

27．赵小云、叶立军著．化归思维论．北京：科学出版社，2005

28．陈辉、叶立军主编．新课程资源拓展与探索（高中数学）．杭州：浙江大学出版社，2005

29．叶立军．数学解题中注意培养学生的整体思想．数学通报，2006，（11）：51～54

30．张景斌主编．中学数学教学教程．北京：科学出版社，2000

31．张奠宙、宋乃庆．数学教育学概论．北京：高等教育出版社，2004

32．戴再平．开放题——数学教学的新模式．上海：上海教育出版社，2004

33．沈翔．数学新题型研究．上海：华东师范大学出版社，2003

34．徐斌艳．数学教育展望．上海：华东师范大学出版社，2001

35．叶立军．新课程中学数学实用教法80法．广州：广东教育出版社，2004

36．戴再平．时代的呼唤——数学开放题研究进展综述．中学数学教学参考，1999，（4）：18～20

37．戴再平．数学习题理论．第2版．上海：上海教育出版社，1996

38．范黎明．浅谈数学开放题教学的课堂文化．数学教学，1998，（5）：4

39．刘萍．用开放题引入“平行线的性质”的教学设想．中学数学，1999，（3）：9

40．俞求是．中学数学教科书中的开放题．中学数学教学参考，1999，（4）：1

OEBPS/Image00209.jpg





OEBPS/Image00452.jpg
__2x
fx) 2





OEBPS/Image00208.jpg





OEBPS/Image00453.jpg
200
T





OEBPS/Image00211.jpg
N4





OEBPS/Image00450.jpg
. A

ax+2)"

x





OEBPS/Image00210.jpg
Gt Dt Gy =2





OEBPS/Image00451.jpg
il





OEBPS/Image00213.jpg





OEBPS/Image00212.jpg
3y

s






OEBPS/Image00444.jpg
| a—bl=a+ b(mod2)





OEBPS/Image00445.jpg





OEBPS/Image00205.jpg
(1 = O 0 N - P [ [ e






OEBPS/Image00448.jpg
/(X):a(XJrZ)





OEBPS/Image00204.jpg
| a—bl






OEBPS/Image00449.jpg
FO=507 -





OEBPS/Image00207.jpg





OEBPS/Image00446.jpg





OEBPS/Image00206.jpg
A A A






OEBPS/Image00447.jpg
bo| e b b,

a | 1 1 1 1
W 1 1 1 0
a | 1 1 1 0






OEBPS/Image00220.jpg
20l PRI+ PR





OEBPS/Image00463.jpg
Ti | cos x| =1=0 Fcfit .





OEBPS/Image00219.jpg





OEBPS/Image00222.jpg
2 lpel _Iral 24

sin(at®  sina  sinf  sinatsing






OEBPS/Image00461.jpg
Qini‘FCo%‘{l —|sin ¥ —cos % | =2cosx
SIn "y 7Te0s "y | 77| SIn°, TC0S Ty





OEBPS/Image00221.jpg





OEBPS/Image00462.jpg
@l cosxl =1l cosx| +1)=0





OEBPS/Image00223.jpg
2sin Ssin 4
D

e 2%
¢ 2e0s Feos





OEBPS/Image00455.jpg





OEBPS/Image00456.jpg





OEBPS/Image00214.jpg
5
3

amt

m+1,m

mt g am





OEBPS/Image00454.jpg
Xn

1

Xn

Xn

Xn—1

2





OEBPS/Image00216.jpg





OEBPS/Image00459.jpg





OEBPS/Image00215.jpg





OEBPS/Image00460.jpg
N14-sinx— N1 —sinx=2cos





OEBPS/Image00218.jpg





OEBPS/Image00457.jpg





OEBPS/Image00217.jpg
a
[an; . 'a!fé2






OEBPS/Image00458.jpg
——L 4 qog7—1 )X%:1984

x1987 X1





OEBPS/Image00187.jpg





OEBPS/Image00430.jpg
F=A@ =27+ =37 = —)+a





OEBPS/Image00672.jpg





OEBPS/Image00186.jpg





OEBPS/Image00431.jpg
F(me=|AB|= 10





OEBPS/Image00673.jpg
11--:1X10"+ x —2x= (10" —1)=94"

o





OEBPS/Image00189.jpg





OEBPS/Image00428.jpg





OEBPS/Image00670.jpg
o






OEBPS/Image00188.jpg





OEBPS/Image00429.jpg
= a' =32 —6x+13— V&' —x'+






OEBPS/Image00671.jpg





OEBPS/Image00191.jpg
i[r,
6<2 5

2:14] <6.5





OEBPS/Image00190.jpg
a3





OEBPS/Image00193.jpg





OEBPS/Image00432.jpg
| x+3| —al x—11=14





OEBPS/Image00192.jpg





OEBPS/Image00433.jpg
[x—3l —d=alx—1l, & yi=ls+3l —4






OEBPS/Image00664.jpg
Jo5=@5y, J125=l5 )





OEBPS/Image00665.jpg
5= i \25= o, 125= 4"

4

4—3x+2x" —

i 4

(" +3x0)— @4 +4)

= AL 300+ @ +4)]
[ +30)— Qa8+ +32)+ 2 +4)]
425" 3t 4)
2 +6x'+92" —dx' —164" —16

w=

T (P3P 3





OEBPS/Image00426.jpg





OEBPS/Image00668.jpg
2549 1





OEBPS/Image00427.jpg
yoin =52





OEBPS/Image00669.jpg





OEBPS/Image00185.jpg
B3





OEBPS/Image00424.jpg
| pal+1 pal





OEBPS/Image00666.jpg
=2xt4+4 =3
=(xt+17,





OEBPS/Image00184.jpg
{

S>>0,

S$:<<0,

B





OEBPS/Image00425.jpg





OEBPS/Image00667.jpg
M=ax+1=5+1,





OEBPS/Image00198.jpg





OEBPS/Image00441.jpg
ittt

o=
%1 2ere qam1 —1

camegmmteet gt 00
= K xeee w1 —1

(2t e dxiarr e s

X1 X2t Kl T

Xl X2 Xn—1 T X1 X2°°* Xn
_n—2t m
1 1
=1+,





OEBPS/Image00683.jpg





OEBPS/Image00197.jpg
HH x=






OEBPS/Image00442.jpg
%[k(?n*k)“r @n—kk]=k@n—k)





OEBPS/Image00200.jpg





OEBPS/Image00439.jpg
| o<1





OEBPS/Image00681.jpg
=y b= L,





OEBPS/Image00199.jpg





OEBPS/Image00440.jpg





OEBPS/Image00682.jpg





OEBPS/Image00202.jpg
| el<<l a—bl





OEBPS/Image00201.jpg
| al<<lp—





OEBPS/Image00443.jpg





OEBPS/Image00203.jpg





OEBPS/Image00675.jpg
o+ a1 (a1 +2=0





OEBPS/Image00434.jpg





OEBPS/Image00676.jpg
No'+ 2120, (x+1)=0





OEBPS/Image00674.jpg
p=33:-:3

w





OEBPS/Image00194.jpg
H2SyS3HE k= b=y 2= b e () P = fo=24
1

FLe— (4501, po=3=2 6 L—at
1

2

V&

I3 x:,:1+}7 1





OEBPS/Image00437.jpg
(xl x=1)





OEBPS/Image00679.jpg





OEBPS/Image00438.jpg
{x] —3<<a<<1)





OEBPS/Image00680.jpg
x=2"—1,38 2", 4 -3,
y=2X2X1, 2X3X2, 2X4X3,
=224+1, 342, 4+ 3,





OEBPS/Image00196.jpg
x, 0a=l
b1, 1<+

) 1 1 1,1
f(ac>72b[-r ”b}'“bg"g“b‘lf
S [ P S S |






OEBPS/Image00435.jpg
| .al>1





OEBPS/Image00677.jpg
C ENH a#D,





OEBPS/Image00195.jpg





OEBPS/Image00436.jpg





OEBPS/Image00678.jpg
2D 124 34,

2Ty T 22,

o

COMYR (-2 3+ oo ) IR HIX TR Al

Ldedee iogl Lol Ll i3

1+t xaratn—n,
FUF LT S A8

4. A 1 [ IS IR S §
Legregemem<[{1tgtgtotrtotots

]

Sy e S





OEBPS/Image00408.jpg





OEBPS/Image00650.jpg
A+ 1998 7" — 1 — 1998 ¥

1998





OEBPS/Image00409.jpg
—4—7 =447
3 7 3





OEBPS/Image00651.jpg
oo

— (1=

x

(x€ERLH 2+70)





OEBPS/Image00406.jpg
JTLL sin (at (P):—ﬁ% i Jsin (vt ) [<<1
¥





OEBPS/Image00648.jpg
_nln






OEBPS/Image00407.jpg
==





OEBPS/Image00649.jpg
)">nL

o





OEBPS/Image00412.jpg





OEBPS/Image00413.jpg
{P A





OEBPS/Image00410.jpg





OEBPS/Image00652.jpg





OEBPS/Image00411.jpg





OEBPS/Image00653.jpg
J1998






OEBPS/Image00404.jpg





OEBPS/Image00646.jpg
da—Aa A< Na—2—~a3 (ER,5),





OEBPS/Image00405.jpg
siny —ycos v=—2y—2, Ny’ +1sin(xt o= —2y—2,





OEBPS/Image00647.jpg
=

]">n: (EN)





OEBPS/Image00644.jpg
J1—3<2 5 —J1<l3—2





OEBPS/Image00645.jpg
Jn—dn—1<n—2—n—3 EN,=3).






OEBPS/Image00419.jpg





OEBPS/Image00661.jpg





OEBPS/Image00420.jpg
17





OEBPS/Image00662.jpg





OEBPS/Image00417.jpg





OEBPS/Image00659.jpg
Ing-_ Inb





OEBPS/Image00418.jpg





OEBPS/Image00660.jpg





OEBPS/Image00423.jpg
+ J(x—5Y+0+27®





OEBPS/Image00421.jpg
y= & +9+ & —10x+ 290





OEBPS/Image00663.jpg
25, 125





OEBPS/Image00422.jpg





OEBPS/Image00654.jpg





OEBPS/Image00415.jpg
Py(2.2)





OEBPS/Image00657.jpg





OEBPS/Image00416.jpg





OEBPS/Image00658.jpg





OEBPS/Image00655.jpg





OEBPS/Image00414.jpg
kp s





OEBPS/Image00656.jpg
1
e (VUGN
Y ol =——H—=1"lig,





OEBPS/Image00392.jpg
0o o





OEBPS/Image00393.jpg





OEBPS/Image00386.jpg
{

y=3xtb
:

E R,
T





OEBPS/Image00628.jpg





OEBPS/Image00870.jpg
2n





OEBPS/Image00387.jpg
=3cos0
M:{ (x.y)H * Cf’se (O<Kn)}






OEBPS/Image00629.jpg
+G—1+C —

Cioo —1985=2965_





OEBPS/Image00871.jpg
D,

A






OEBPS/Image00384.jpg





OEBPS/Image00626.jpg





OEBPS/Image00868.jpg





OEBPS/Image00385.jpg





OEBPS/Image00627.jpg





OEBPS/Image00869.jpg





OEBPS/Image00390.jpg
3 <32





OEBPS/Image00632.jpg
il et abr





OEBPS/Image00391.jpg





OEBPS/Image00633.jpg
(o =1+ (ur 1Y =af + abr 242 Cxsr — a0 > ad + o





OEBPS/Image00388.jpg





OEBPS/Image00630.jpg
xy





OEBPS/Image00872.jpg





OEBPS/Image00389.jpg





OEBPS/Image00631.jpg





OEBPS/Image00873.jpg





OEBPS/Image00624.jpg
CC—12t (6 —1D:





OEBPS/Image00866.jpg





OEBPS/Image00625.jpg
oot (€ —1)= Cioo —1985=2965





OEBPS/Image00867.jpg





OEBPS/Image00864.jpg
O x\f

S—M

P





OEBPS/Image00865.jpg
vH- P

M— S

ve S — P





OEBPS/Image00403.jpg





OEBPS/Image00397.jpg





OEBPS/Image00639.jpg





OEBPS/Image00881.jpg
sin a+ sin 2a+ sin 3a+t -+ sin ka =

sin

. ka
2

sin

sin

(=






OEBPS/Image00398.jpg
|z—@+2i) |=2





OEBPS/Image00640.jpg
S;,ur:‘;‘AE- AF -« sinA
=t Lapeace sina=t s,
Sww ercr — Spapr= (Stapc —SAakr ) Shar

Lt





OEBPS/Image00882.jpg
(it-1a
2

Uit 1a
2

+sin(k+ 1Da

+ sin Zsin(k+ Da

1
il

Jl
cos

—cos






OEBPS/Image00395.jpg
X8=4





OEBPS/Image00637.jpg





OEBPS/Image00879.jpg
sin

sin a+ sin 2a+ sin 3a+ ++++ sin na






OEBPS/Image00396.jpg
lz—2—2i |=2





OEBPS/Image00638.jpg





OEBPS/Image00880.jpg
sin ‘gsin a

=sina,
sin 2
2





OEBPS/Image00401.jpg
12 e =32





OEBPS/Image00643.jpg
)Y>n ! (rEN),





OEBPS/Image00402.jpg
2,342





OEBPS/Image00399.jpg





OEBPS/Image00641.jpg





OEBPS/Image00883.jpg





OEBPS/Image00400.jpg
|2 [ain=N2





OEBPS/Image00642.jpg





OEBPS/Image00874.jpg
R





OEBPS/Image00635.jpg
e i D =2002,





OEBPS/Image00877.jpg
D Chi= G G o o = b,
W =16,

> chi= 3 chut b,
= G

1
= Crrair





OEBPS/Image00394.jpg





OEBPS/Image00636.jpg
(atb)'=d+ Ca" bt Cia” b e tb,
& =143 A+b)=1+ Cibto-t Cib* 4ot Cib",
& =b=1/8 G+ CA -t Gt a=2",






OEBPS/Image00878.jpg
P
sin Z¢O





OEBPS/Image00875.jpg





OEBPS/Image00634.jpg
(xi+ 22





OEBPS/Image00876.jpg





OEBPS/Image00083.jpg





OEBPS/Image00081.jpg





OEBPS/Image00082.jpg
sin“%Jrsinz'g“rsinz'g‘FZsin ‘;‘sin 'gsin'gflzo





OEBPS/Image00079.jpg
fﬂ#ﬁf“fﬁ{

y=4xtm,
y=3x,





OEBPS/Image00080.jpg





OEBPS/Image00077.jpg
I
oo

-





OEBPS/Image00078.jpg
% skis= *% skow=3

ko * kap=—





OEBPS/Image00075.jpg





OEBPS/Image00076.jpg





OEBPS/Image00074.jpg
atb=—cab="





OEBPS/Image00267.jpg





OEBPS/Image00266.jpg





OEBPS/Image00072.jpg





OEBPS/Image00269.jpg
l

vty x>1}





OEBPS/Image00073.jpg





OEBPS/Image00268.jpg
1<ax<<—





OEBPS/Image00070.jpg
o





OEBPS/Image00271.jpg
[e

i<x<1}
i





OEBPS/Image00071.jpg
9cos Bt 3sinA+tanC=0(BA k-t kEZ)





OEBPS/Image00270.jpg





OEBPS/Image00068.jpg





OEBPS/Image00273.jpg





OEBPS/Image00069.jpg
cc cc cc cc
XXX XXX XXX XXX
A vV 3 Vv





OEBPS/Image00272.jpg





OEBPS/Image00265.jpg
Ch et L R t<e<





OEBPS/Image00264.jpg
(x—1)(x—)<0

a





OEBPS/Image00066.jpg
1
BL<u





OEBPS/Image00067.jpg





OEBPS/Image00064.jpg
a_ @ @5
180 Tago T+






OEBPS/Image00065.jpg
W T Ca + @)X 25 > 18024 —23-‘*>L§2.Mﬁﬁm 223%





OEBPS/Image00063.jpg
180





OEBPS/Image00278.jpg
(M T peomiMiny =2





OEBPS/Image00277.jpg
o ln? 3
i 2)+a+4





OEBPS/Image00061.jpg





OEBPS/Image00280.jpg
() e —ut pComBAMIDl (5= —ar 3=

i a>*%ﬂ¢ SCOREMEN f(o=d+1,






OEBPS/Image00062.jpg





OEBPS/Image00279.jpg
(i) 2% <t s (MRS f(0= (a7 P+ atS=d
+1

)Y > altf, f(x):x')+x*a+1:(aﬂ"%)2*n+%:





OEBPS/Image00059.jpg
— W s wa

P

Al

N

o

ol

12345678 x






OEBPS/Image00282.jpg
— cosAcosB—sinA « sinBl





OEBPS/Image00060.jpg
atme.a
iy





OEBPS/Image00281.jpg
sinA:JZ' ,mstz:fé





OEBPS/Image00057.jpg
W
7ot
it = 1y END






OEBPS/Image00058.jpg
.
Toit e =1y EN),





OEBPS/Image00283.jpg
0=<cos B=

=k

R





OEBPS/Image00274.jpg
x—al+1,eER,





OEBPS/Image00276.jpg
Fo=2+1 x—d +1





OEBPS/Image00275.jpg
fo=++xl+1





OEBPS/Image00055.jpg
h(o)>o.h(12‘]<





OEBPS/Image00253.jpg





OEBPS/Image00056.jpg
m(0<m<‘§]





OEBPS/Image00252.jpg
A={ x1 10+ 3x—2" =0}





OEBPS/Image00054.jpg
AZ)=0.d%)>0





OEBPS/Image00052.jpg
ICSIES

g | A

HIh#

TS ) Rt

B K5

PR L |

R






OEBPS/Image00245.jpg





OEBPS/Image00053.jpg





OEBPS/Image00244.jpg
st az) (gt )= —4(n— k<0

(

s

)





OEBPS/Image00050.jpg
dm=d+a)d—a)t+d+e)d1—a)t+d+a)d—a)

nt(a—ete—atta—a)(aetaeat--

+ aa)

=n






OEBPS/Image00247.jpg
M d-ctc.d-d+c.-c-d+d-c-c+c-c-
G+G-d-PtHa+d+cé.c ¢+ a - =309
H.C-CHG-C-CGHE- G- CHC - =309





OEBPS/Image00051.jpg





OEBPS/Image00246.jpg





OEBPS/Image00048.jpg
{mm+mw+'“+mm =
n=2k.





OEBPS/Image00249.jpg





OEBPS/Image00049.jpg
0, a=—15 a1 =1

(1+m)(l—mu):{4‘mzlﬂﬂ“ o






OEBPS/Image00248.jpg





OEBPS/Image00046.jpg
{La.%i@%ﬁ,
a=

—1, a Fmicht,





OEBPS/Image00251.jpg
= ko





OEBPS/Image00047.jpg
7{1, a5 anr ZIIRLAE
T 0, @ 5 am 2GS





OEBPS/Image00250.jpg





OEBPS/Image00044.jpg
{

1A v HELERT
—1 5 v Rk,





OEBPS/Image00045.jpg
3 2
at=acag dira=(ae)aeaad)  (a a)






OEBPS/Image00263.jpg
s 1





OEBPS/Image00041.jpg
G e





OEBPS/Image00256.jpg





OEBPS/Image00042.jpg





OEBPS/Image00255.jpg
1—1> =
x






OEBPS/Image00039.jpg





OEBPS/Image00258.jpg





OEBPS/Image00040.jpg
wmgy | [ asiked | [ wiker | [ it
WIS [ mEME || mEME O R






OEBPS/Image00257.jpg
—L <0

l1—a

P





OEBPS/Image00037.jpg





OEBPS/Image00260.jpg
aCe—D—L)<0





OEBPS/Image00038.jpg
92

f— A H— A
s %ﬁfﬁ“‘”f— AL e
)

3.4





OEBPS/Image00259.jpg





OEBPS/Image00035.jpg





OEBPS/Image00262.jpg
at<o prut<r,





OEBPS/Image00036.jpg
AN
oaa





OEBPS/Image00261.jpg
(=D (x—L >0
a





OEBPS/Image00043.jpg





OEBPS/Image00254.jpg





OEBPS/Image00231.jpg
— 1) Cwit 1)

=1 >§<w.ﬁ )

= DS w—)
=0





OEBPS/Image00034.jpg
Ye>0





OEBPS/Image00230.jpg
[€D)]





OEBPS/Image00233.jpg





OEBPS/Image00472.jpg
XA

Igp = Slgat Ligh

SR -

6lge





OEBPS/Image00232.jpg
A=2+A3





OEBPS/Image00473.jpg
‘ETT;LMJ;
[l A ' CE R

.
[ a]———FE g 4|





OEBPS/Image00030.jpg
ot mm—1) >

ay = alx

o)y = r{ A"+ mox™ 5 © et
@)





OEBPS/Image00466.jpg





OEBPS/Image00031.jpg
=

@)

oy = mao™





OEBPS/Image00467.jpg
I

ot

I+

hi

1—7

14

+

21
1—7

+

2t
1+7





OEBPS/Image00028.jpg





OEBPS/Image00225.jpg





OEBPS/Image00464.jpg
1 2l cosal —1=0 1% ,] e






OEBPS/Image00029.jpg





OEBPS/Image00224.jpg
@ =+ 1<+ <,





OEBPS/Image00465.jpg
s=2hn— e w =2t T HED),





OEBPS/Image00026.jpg
"o
I





OEBPS/Image00227.jpg
=

&





OEBPS/Image00470.jpg
EXER — 2O pgxzr

fgs — BB g o





OEBPS/Image00027.jpg
q





OEBPS/Image00226.jpg
z:'ZL(ui J10—i1)





OEBPS/Image00471.jpg





OEBPS/Image00024.jpg





OEBPS/Image00229.jpg





OEBPS/Image00468.jpg
A
tan )





OEBPS/Image00025.jpg
Nz = | R





OEBPS/Image00228.jpg
y=—la—2[+3]x—2|+5
&= |x—2 ] =ty AmkE

B =T sl e ikt





OEBPS/Image00469.jpg
tan 7 =0





OEBPS/Image00032.jpg
v g v pmm =) e e 1 @)






OEBPS/Image00033.jpg





OEBPS/Image00242.jpg
FITLL A

Vv
o -





OEBPS/Image00241.jpg
24 25 [(a+a ) (et rtet (ot )t (ot a)]

—tlatattartata

1





OEBPS/Image00483.jpg
1+cos2x+8sin x
sin2x

iflwy—





OEBPS/Image00243.jpg
(mtmttm)(ntpt-ti

(b





OEBPS/Image00019.jpg





OEBPS/Image00234.jpg





OEBPS/Image00477.jpg





OEBPS/Image00020.jpg
POD BIM< PO,





OEBPS/Image00478.jpg





OEBPS/Image00017.jpg
A|A|4]|4 AlA|A|A

B|B|B|Bf—~ |B|B|B|B—~

—.ClCl € |C| =€ | €[l





OEBPS/Image00236.jpg
@ a
- }
et a a1t e ata

@
ata





OEBPS/Image00475.jpg
(€ SELTE D)

fia) — S [F] i 2
Bk 1
&2) 5 2






OEBPS/Image00018.jpg





OEBPS/Image00235.jpg
a

a





OEBPS/Image00476.jpg
[¢7b:5:)

SRR

[(iviz:=in)

fit & x






OEBPS/Image00015.jpg
7{1-,‘é’u6AETJ’.
AW=10 s v ant.





OEBPS/Image00238.jpg
2A=A+B
_dtd dtd

7@+(E‘ LE+H< o

atd

a1t an

atd

wta

ot +





OEBPS/Image00481.jpg
2l 2=
Gtd=nz





OEBPS/Image00016.jpg
A:O_‘&+w+0_&8+w+0_.§_(}
w w w w

w





OEBPS/Image00237.jpg
2 2 2 2 2 2 2
¢ d—d, | d1—d da—d
t feeect
atae ata a1ta ata
=(a—a)t(e—a)tt+ (a1 —a)t(a—a)

0





OEBPS/Image00482.jpg
£
0<a<< )





OEBPS/Image00240.jpg
it 1
T m+n/2(m n)

|





OEBPS/Image00479.jpg
flo=(d+at+t+a) —2(ab+ abt -t ab)rt b+
B+t B





OEBPS/Image00014.jpg





OEBPS/Image00239.jpg





OEBPS/Image00480.jpg
Atdtd=nntantna,





OEBPS/Image00023.jpg





OEBPS/Image00474.jpg
1]

fd

) )
Gkl
)

i

[ra) {
i






OEBPS/Image00021.jpg





OEBPS/Image00022.jpg





OEBPS/Image00889.jpg
B WY =2 Hate=1.dtet2aa=1;La
+d=2aa Bl ate=

0o =





OEBPS/Image00890.jpg





OEBPS/Image00887.jpg





OEBPS/Image00888.jpg
—| ~e

A
g





OEBPS/Image00893.jpg
( @ 2‘[ J ‘( a )z
1—an ‘lfau j——
L d + d+ -+ d = 1*k»v’
R d + d 4+ d af,‘>ﬂ*’§uﬂ)'
wd—an) |, 1

A% 7 + @ 1

— Ut Da =20t Daer 41

k(k+1

k(k+1)

FREA d + @+ oo d A i =

)

[+ Dan —1F >0,

1
1





OEBPS/Image00891.jpg
WY = k41 B FE R
ataettatan=1Ha>0,





OEBPS/Image00892.jpg





OEBPS/Image00885.jpg
Fan>t+do>s,

a

ek

i+ d

a





OEBPS/Image00886.jpg





OEBPS/Image00884.jpg





OEBPS/Image00900.jpg





OEBPS/Image00901.jpg
e I N B - —2a L)
gt et Gy P2 1

H§&2k+1+(k——1>22 2k+3 °

g a3k 1
2k+3  2k+1  (k+1)

1

_ I B 1 — (k1Y
A+ =1 G+1F  GHD[AG+H1Y —1]
kDY

G D4k +853] =0





OEBPS/Image00898.jpg





OEBPS/Image00899.jpg





OEBPS/Image00902.jpg
_ik_ ~ 3kt 1) s
Bt et

1.1 1 1 3D
] T »‘7."" ey 2
Wit ot ottt Gy = 20 D1 Pt





OEBPS/Image00903.jpg
Lol 1~ _3n
R N T i





OEBPS/Image00896.jpg
Tj’:« d—a*")>k,






OEBPS/Image00897.jpg





OEBPS/Image00894.jpg
SUogax ):lfl—l)






OEBPS/Image00895.jpg





OEBPS/Image00493.jpg
M N=3k+ 10
M N=3k+2 i





OEBPS/Image00491.jpg
A

z=cos _ZL+isirl
¥ 2nt1

)

2nt1”

Wz '=cos —isin
2nt+1 2nt1°

FTLA cos n__ bz ,

5 s

€08 ont1 2

BFBL cos 25—+ cos 254 vvv-t-cos S22
2nt1 2nt1 2nt1

s R )

LG e )

1]





OEBPS/Image00733.jpg
B Jiq—371q<,,<&q+371q0





OEBPS/Image00492.jpg





OEBPS/Image00485.jpg





OEBPS/Image00727.jpg
Jatlire= 8





OEBPS/Image00969.jpg
4 _ QT eT G T,
b Bt s





OEBPS/Image00486.jpg





OEBPS/Image00728.jpg





OEBPS/Image00970.jpg
1a+(lz+u,<+"'+lg<ga
bhtb+k+tetb b





OEBPS/Image00725.jpg
s=tet ot n, =t Jat o





OEBPS/Image00967.jpg
a @ K
P ey





OEBPS/Image00484.jpg





OEBPS/Image00726.jpg
Flbeto),

FNeata),

at Nab+b)





OEBPS/Image00968.jpg
a_at m‘{"-~~+u‘<g

g S





OEBPS/Image00489.jpg





OEBPS/Image00731.jpg
[E—|<

1
30





OEBPS/Image00973.jpg





OEBPS/Image00490.jpg
2r | A 2nm 1
COS op b1 TS g TS g 9






OEBPS/Image00732.jpg





OEBPS/Image00487.jpg
= A’ +9+ Jx* —10x+29






OEBPS/Image00729.jpg





OEBPS/Image00971.jpg
Sal =]

A

at et
b+ b






OEBPS/Image00488.jpg
= Jx—0y+ 03y +






OEBPS/Image00730.jpg
Na b, e





OEBPS/Image00972.jpg
21g

b (g at1gan),





OEBPS/Image00965.jpg
Bt 0E="LGB.





OEBPS/Image00724.jpg
=t dbat @, x=Fet it b





OEBPS/Image00966.jpg
T L p_ 1
FFLA OE= ) GB= ) CD,





OEBPS/Image00964.jpg
OE=~CD





OEBPS/Image00502.jpg
2t m=—

it =mxtx—6),
1

sk 3k

HE el 2n’+ 0 T 6m+1=0,

B R 4= 2 —4x2X (ht6mt1>0,

)
m

Ek!lmdi)_(ﬁu}_md_l)<o .
m

"





OEBPS/Image00503.jpg





OEBPS/Image00496.jpg





OEBPS/Image00738.jpg





OEBPS/Image00980.jpg





OEBPS/Image00497.jpg
z=lopl+100l =1 pol = Y(aty P+ @+17 = 22 +3 = 13,





OEBPS/Image00739.jpg
2 p2y 1, 242
P2t ai<ed





OEBPS/Image00981.jpg
_AC _AB
AB+BC AC





OEBPS/Image00494.jpg
Z=ANZ+4+ Ny +1





OEBPS/Image00736.jpg
cosA





OEBPS/Image00978.jpg





OEBPS/Image00495.jpg





OEBPS/Image00737.jpg





OEBPS/Image00979.jpg
D<=C<B<A





OEBPS/Image00500.jpg





OEBPS/Image00742.jpg
2/(%]:x:‘k fx,





OEBPS/Image00501.jpg
w'te’  mtw

5 —mC T ),





OEBPS/Image00743.jpg
@
S | [——
XTf(x)*Z/{ -





OEBPS/Image00498.jpg





OEBPS/Image00740.jpg
1 1 I | 1 =
PR O F e O Ll





OEBPS/Image00982.jpg
__AC _AB_AC_AB
AB+BC ACTAD T AC

(H R LA R HSIELABC

=LA CBLRLADCSIE LD=LACB
2/D.






OEBPS/Image00499.jpg





OEBPS/Image00741.jpg
W2—1)+ @3 2 )+ Wn—n—1y=dn—1






OEBPS/Image00983.jpg
w0 i ,m+_La>?





OEBPS/Image00734.jpg
B2,

35

1





OEBPS/Image00976.jpg
D 2lg C=1g3ab—1g atlg3b.





OEBPS/Image00735.jpg
24,





OEBPS/Image00977.jpg





OEBPS/Image00974.jpg





OEBPS/Image00975.jpg
C . at2b=+33ab,





OEBPS/Image00713.jpg
atb
et at bt dt g

g

e
bt

s
et

L
dt g

¢

f

d

c
o+ d

atbr
at bt





OEBPS/Image00711.jpg





OEBPS/Image00953.jpg
{21#4:,,4. @
14nt3=¢d, @)






OEBPS/Image00712.jpg
£>0, 1)
F0>0, @)
FH<0, 3)
F@r>0, )





OEBPS/Image00705.jpg
([ F—iB) +( i) =1





OEBPS/Image00947.jpg





OEBPS/Image00706.jpg
(7—4A3)« (7+43)=1





OEBPS/Image00948.jpg
2kt+1





OEBPS/Image00945.jpg
. | 1 1
SUkt1) S(k)fszrZ} P R

11
2kt1 2kt2

1
72(H1)(2k+1)>o'






OEBPS/Image00704.jpg
AL





OEBPS/Image00946.jpg
SUH1>S(K>T





OEBPS/Image00709.jpg





OEBPS/Image00951.jpg





OEBPS/Image00710.jpg
(xr—h)(x— 1‘)‘ (x—)(x— 11)\ G—a)(x—h)_

=1

(a=b)a—¢c) b—c)b—a) (c—a)c—bh)





OEBPS/Image00952.jpg
2lntd
14n+3





OEBPS/Image00707.jpg





OEBPS/Image00949.jpg
kt1°





OEBPS/Image00708.jpg





OEBPS/Image00950.jpg





OEBPS/Image00944.jpg
L
WS (k)= 2





OEBPS/Image00722.jpg
(@( \E)+ (2&;+J;>— 1,





OEBPS/Image00723.jpg
] J%m Neat ) —at Jiiu): Vbat @y —a=1,

3






OEBPS/Image00716.jpg
Stppp<<Stusc,





OEBPS/Image00958.jpg





OEBPS/Image00717.jpg
Stnpe = Soppe. & Sopee + Stper

=ty e sin120 L gz e sin1 20z e sind20°

-k

*\r(xy+7z+zx)<\!—- (vt ytz)=

2
a,





OEBPS/Image00959.jpg





OEBPS/Image00714.jpg
ath n e
gtetatbtdtf gtetatbtdty






OEBPS/Image00956.jpg
A«.v
i
8
AL
A(v
g
N

§=





OEBPS/Image00715.jpg
atbtetd - ath @
atbtetdtetf gtetatbtdtf

. ctd e gte

B et aterbty gtetatbrary @
" atbtctd ath atb

B atbtetdte atbtet f gtetatbtdts






OEBPS/Image00957.jpg





OEBPS/Image00720.jpg
b
o+e
ot





OEBPS/Image00962.jpg





OEBPS/Image00721.jpg
7 =t 7 =1,





OEBPS/Image00963.jpg





OEBPS/Image00718.jpg
AR





OEBPS/Image00960.jpg





OEBPS/Image00719.jpg
{

Vy—at z—a=1,
Vet Jx—b=1,
Jai—et fy—c=1

e e e





OEBPS/Image00961.jpg
0o =





OEBPS/Image00954.jpg
2lnt4

14n+3





OEBPS/Image00955.jpg
s=ZatSat -+ 35a<0






OEBPS/Image00691.jpg





OEBPS/Image00933.jpg
L
o kCk—1)





OEBPS/Image00692.jpg





OEBPS/Image00689.jpg





OEBPS/Image00931.jpg
2k(k*l)





OEBPS/Image00690.jpg





OEBPS/Image00932.jpg
1
o kC—1)





OEBPS/Image00693.jpg
1<t bbbt GENGH 1),





OEBPS/Image00925.jpg
N2kt

>

2k+3





OEBPS/Image00684.jpg





OEBPS/Image00926.jpg
2k+2> NQ@Rk3)2Kk+1)





OEBPS/Image00924.jpg
$25+3





OEBPS/Image00687.jpg
| sin(xt2y)=1,
Lass@r—y=1,





OEBPS/Image00929.jpg
%n(n‘#l)





OEBPS/Image00688.jpg





OEBPS/Image00930.jpg
f(Z):%XZXZ(Z*I =1





OEBPS/Image00685.jpg





OEBPS/Image00927.jpg





OEBPS/Image00686.jpg





OEBPS/Image00928.jpg





OEBPS/Image00702.jpg





OEBPS/Image00703.jpg





OEBPS/Image00700.jpg
JIfA tan(A —B)+tan(B—C)+ tan(C—A)
=tan(A —B) e+ tan(B—C) * tan(C—A),





OEBPS/Image00942.jpg
fe=tod

»S@)= 122





OEBPS/Image00701.jpg
a—bh ‘b_{‘ o s S J_a_h)j_b_{_)jj_a_L
W a1 b 1Fea At ab)Atbe) At car






OEBPS/Image00943.jpg
1
S(2>>Z





OEBPS/Image00694.jpg
mif\m‘Fm‘F"'Jﬁaﬂ

n





OEBPS/Image00936.jpg





OEBPS/Image00695.jpg





OEBPS/Image00937.jpg
4,1 .1 ,1-1
[Nl I el P e S





OEBPS/Image00934.jpg
1

k=1t :-;-k[ucﬂ 2]

:%(H’l)[(lr}»l)*ljn





OEBPS/Image00935.jpg
f(k+1)%ﬁ"%(k+l)[(k+l 1],





OEBPS/Image00698.jpg
a—b  b—c c—a_ _(a=b)b—c)Xc—a)
14+ ab " 1+bc  14+ca A+ ab)A+be)AH+ca)






OEBPS/Image00940.jpg
9 |pCht1)





OEBPS/Image00699.jpg
a—bh

1+ ab

c—

L—tan(C—A),

ac

= tan(A B)’H C—tan(B—C).

be






OEBPS/Image00941.jpg
. ,_]_ —L. P i
Stm="77+ +2+ 3o 1+





OEBPS/Image00696.jpg
By k1 L

1

7(111)1(1‘;

2

]1[11%);'---1

—oy 34, o mtl
=2ttt .

n





OEBPS/Image00938.jpg
I [pk+1)—pk>],





OEBPS/Image00697.jpg
Grt<tlot ity

n

t
-





OEBPS/Image00939.jpg
pkt1D—pk)= (k+2)'+ (k—1)°
=9(KF+k+1),





OEBPS/Image00911.jpg





OEBPS/Image00912.jpg





OEBPS/Image00909.jpg
asxs





OEBPS/Image00910.jpg





OEBPS/Image00913.jpg





OEBPS/Image00904.jpg
A T

(AH'





OEBPS/Image00907.jpg





OEBPS/Image00908.jpg





OEBPS/Image00905.jpg
rl
2(k+1)+1





OEBPS/Image00906.jpg
lim xn





OEBPS/Image00922.jpg
a++ )(11L )(1 (1+7)> N2k+1





OEBPS/Image00923.jpg
1

La+ 5

2h+1

%= a+ha+bhatdreat

> Rk lag ey = 2L
Ao~ Gt

2k






OEBPS/Image00920.jpg
©2

132





OEBPS/Image00921.jpg
o2

>{5,





OEBPS/Image00914.jpg





OEBPS/Image00915.jpg





OEBPS/Image00918.jpg
Bl o i oL 1._8_
= A+ HA+3)=73






OEBPS/Image00919.jpg





OEBPS/Image00916.jpg
Wt 1 = X2 T Xk

_ata
= —%k+1
2





OEBPS/Image00917.jpg
P e 105

> N2n—1 (=2 ,0EN)





OEBPS/Image00088.jpg





OEBPS/Image00330.jpg
bl

«'log, * +2xlog2 +logz‘; >0





OEBPS/Image00573.jpg





OEBPS/Image00087.jpg





OEBPS/Image00329.jpg





OEBPS/Image00090.jpg





OEBPS/Image00332.jpg





OEBPS/Image00571.jpg





OEBPS/Image00089.jpg
Jot2—Jx—at2=1





OEBPS/Image00331.jpg





OEBPS/Image00572.jpg
pitpt—4(qg+qg)<0,

FREH prpe=2(g+q),

JIFLA 4 (it )=2pi pz

RADR 8 ot p8 —2p1 p2<<0 L B) (1 —p2 ¥<<0,F/F .






OEBPS/Image00092.jpg





OEBPS/Image00091.jpg
Jx—at2=0





OEBPS/Image00333.jpg
log, >





OEBPS/Image00093.jpg
np

=" (et =T

5 (a—1),





OEBPS/Image00565.jpg
| 2283 28] _ i gy L _
1gS*lg(7 291;01, 24) =21g7.29+ ﬁ 1g3.24





OEBPS/Image00566.jpg
bl

lgS=2X0 8627+

X0.5105—5X1.0795= —4 4981 ;





OEBPS/Image00324.jpg
NaCa—x)=£20





OEBPS/Image00564.jpg
_7.29°X 324

12 .01°






OEBPS/Image00084.jpg
o siny

2xsin

2





OEBPS/Image00326.jpg





OEBPS/Image00569.jpg
S (C) s
CERLE) | (G G5 K )

7 GEWL)

xcHbg) —Ee e R





OEBPS/Image00325.jpg
=
am 1>
=zl
2 a





OEBPS/Image00570.jpg
la ]
i
i

& [la o []






OEBPS/Image00086.jpg





OEBPS/Image00328.jpg
dx—x" =«






OEBPS/Image00567.jpg
3 = 1
gl 29° 24 g | 1S = 21729+ g3 24

—51g12.01

§=0.0003149 M‘ lgS=—14.4981






OEBPS/Image00085.jpg





OEBPS/Image00327.jpg
ala—x)=>

.





OEBPS/Image00568.jpg
WD | iy






OEBPS/Image00099.jpg
fo=r— s
I3 xt+2(x2*y)





OEBPS/Image00341.jpg





OEBPS/Image00098.jpg
#—art 7 G —y)=0, @)





OEBPS/Image00340.jpg





OEBPS/Image00101.jpg
Al =<« ,y<(x*1)’)+1,y>%xz .





OEBPS/Image00343.jpg
100 \Z:wr;:wr%% Js1=1s,





OEBPS/Image00582.jpg
M=max{ D], [f@], |G 1=





OEBPS/Image00100.jpg





OEBPS/Image00342.jpg





OEBPS/Image00583.jpg





OEBPS/Image00103.jpg
abrtbet ca —(aty ¥ = H<0,





OEBPS/Image00102.jpg
atbtc>0,
abt bt ca>0,
abe=>0,





OEBPS/Image00576.jpg
4
2

A:Cy

AB + BDsind0°+ -ZLBC + BDsin20"= % BC -+





OEBPS/Image00577.jpg
PO U ST ) PO |
5 2 o s S0y s 1 o e sin20="5

3

Bl 4sin20°+ tan20°= 2





OEBPS/Image00335.jpg
flabr=(a—pyr+| 2= —2|°
b





OEBPS/Image00574.jpg





OEBPS/Image00334.jpg
{x| P(x)}






OEBPS/Image00575.jpg





OEBPS/Image00095.jpg
ol 2
=" (at1)





OEBPS/Image00337.jpg





OEBPS/Image00580.jpg





OEBPS/Image00094.jpg
drte=2 (@120, fxr—at =% (a—1>0,





OEBPS/Image00336.jpg
Pla, N2—d)





OEBPS/Image00581.jpg





OEBPS/Image00097.jpg
L pog
a’q:E (" —y)





OEBPS/Image00339.jpg





OEBPS/Image00578.jpg





OEBPS/Image00096.jpg
f—(d+ &)t dd=0, )





OEBPS/Image00338.jpg
E+(N2—a2






OEBPS/Image00579.jpg
a(*jlé)er(*zz

)+

I

0,





OEBPS/Image00308.jpg





OEBPS/Image00551.jpg
}ﬁuf( 2003) *f[ 2003) Eae L/{ 2003]
- [ f( zoloz) ‘ iggi)] * Mzozog) +/{§ggm T

2003) F/{ZOOQ)
=1+1+1+-+1=1001,






OEBPS/Image00307.jpg
cse






OEBPS/Image00552.jpg
y=o bkt kG





OEBPS/Image00310.jpg





OEBPS/Image00549.jpg
Flart FA—ar=





OEBPS/Image00309.jpg





OEBPS/Image00550.jpg
4l
[T

_4°
1+

+ =1

ot fFA—a=""15






OEBPS/Image00312.jpg
2|zl =aq






OEBPS/Image00311.jpg
cosa—‘*’

\’tT





OEBPS/Image00553.jpg





OEBPS/Image00313.jpg
2420zl er





OEBPS/Image00544.jpg
= LA —cos 0 Fsin’ 6= ZA—cosbr=2 lsin 2 |,

K 0< 6 Bl 0< LT sin L

>0,

B ,:zs;nf cosg=

=sin7, .
9

0 . ,m&

- e 0
cos ysing=" s

TO/L i Ed

) ing=cos Z=sin(E—L),
2 2 2 2
B 1—cos Bt isind=2sin L[ cos (&~ rtisinE—L)1,

~
BTt cos g=sin = cos (F —

st o s —L ks





OEBPS/Image00304.jpg
| log” ©)





OEBPS/Image00547.jpg
e

2001__
2003





OEBPS/Image00548.jpg
SN
SO






OEBPS/Image00306.jpg
esce=t (| el =1)





OEBPS/Image00545.jpg
f"):4‘4—;2 S f( zooLz) ‘ f( z_oz(i) . f( %’ .






OEBPS/Image00305.jpg
1—~>‘ o

llog!

@ & a0
a5 7‘1«);5‘1—\1' =loga+o>loga+tn=1,

[ log.






OEBPS/Image00546.jpg
L 2002,
2003 " 2003 ZOO%





OEBPS/Image01073.jpg





OEBPS/Image01069.jpg





OEBPS/Image01070.jpg
A7





OEBPS/Image01071.jpg





OEBPS/Image01072.jpg
9





OEBPS/Image00319.jpg





OEBPS/Image00562.jpg
D





OEBPS/Image00318.jpg





OEBPS/Image00563.jpg
S8 527)





OEBPS/Image00321.jpg





OEBPS/Image00560.jpg





OEBPS/Image00320.jpg
2—bx

L —1Y





OEBPS/Image00561.jpg





OEBPS/Image00323.jpg
Nala—x)=>a—2x(a<0)





OEBPS/Image00322.jpg
<4+ 13





OEBPS/Image00554.jpg
S O - 5
y=x +x+4 sy=a'+2x





OEBPS/Image00555.jpg





OEBPS/Image00315.jpg
£4+2| 2l —a=0





OEBPS/Image00558.jpg





OEBPS/Image00314.jpg





OEBPS/Image00559.jpg
y=# btk





OEBPS/Image00317.jpg





OEBPS/Image00556.jpg





OEBPS/Image00316.jpg
=+ (—1+ 1T a)






OEBPS/Image00557.jpg
P(—%,0)





OEBPS/Image01076.jpg





OEBPS/Image01077.jpg





OEBPS/Image01078.jpg





OEBPS/Image01080.jpg





OEBPS/Image01074.jpg





OEBPS/Image01075.jpg
i

U

S






OEBPS/Image00293.jpg





OEBPS/Image00286.jpg
cosA=

.





OEBPS/Image00529.jpg





OEBPS/Image00771.jpg





OEBPS/Image00285.jpg





OEBPS/Image00530.jpg





OEBPS/Image00772.jpg
02"
+1





OEBPS/Image00288.jpg
FFLA cosC=cod m—(A+ B) = —cos(A+ B)

=L cosA + cosB—sinA + sinBl

B 5 1 12]_12-548

2 948 26






OEBPS/Image00527.jpg
X 1

fln—m)=2 ESTECS





OEBPS/Image00769.jpg





OEBPS/Image00287.jpg
sinA:E





OEBPS/Image00528.jpg
_cotacot @1
cotf—cota’





OEBPS/Image00770.jpg





OEBPS/Image00290.jpg





OEBPS/Image00533.jpg
FiLh frt2a)= [t o)t o= [t a)—1

flrtartl
£l
feot]l — =2 1
TYCO—l L 2f0 [
1T ]

oy T T Lo — L
FRLA fGetda)= fL(xt2a)t2al= f(x+211)7f(x)’





OEBPS/Image00289.jpg
N





OEBPS/Image00292.jpg





OEBPS/Image00531.jpg
[a= [l =ML
o flay = T mTR= T ),





OEBPS/Image00773.jpg
S= Stanc+ Stanc
= ; (absinatcdsinf3) .





OEBPS/Image00291.jpg
<0
—S=a=l





OEBPS/Image00532.jpg
FCOfC—art]l =l flart]
@B flart o= S = o

e L= O a1
—1=f(x) flo)+1’





OEBPS/Image00764.jpg





OEBPS/Image00525.jpg
1

arcsin _a+ aresin

1
b

z

2





OEBPS/Image00767.jpg
| @ 1= n





OEBPS/Image00526.jpg
—arcsin

E.d L
2 I






OEBPS/Image00768.jpg
Per(A)=2 @, Qv ,





OEBPS/Image00284.jpg
sinB:Q

13





OEBPS/Image00765.jpg





OEBPS/Image00524.jpg
(143 242427,





OEBPS/Image00766.jpg





OEBPS/Image00297.jpg





OEBPS/Image00540.jpg





OEBPS/Image00782.jpg





OEBPS/Image00296.jpg
lg1<<1





OEBPS/Image00541.jpg





OEBPS/Image00783.jpg
c=+A3, =—8





OEBPS/Image00299.jpg
I ) i

FREL T=g =1
%0<q&1 N,l[m T.=1;
Lo
# 10 lim T”:]’i_mli;:ic
P

q





OEBPS/Image00538.jpg
u—(ifl)(iﬂ (471]7¢<1—x><17}»>(1—z)
x y z xyz
:xlyza w—y—stay byt zx—xyo)
— (xytyztza— xyz>:(l+i+l] =1,
——_ e






OEBPS/Image00780.jpg





OEBPS/Image00298.jpg
=T

B Ehlim 7.=lim 7

% g 1H»‘r.s,,:“’(11:q”).9,,ﬂ "‘(1]7 2,






OEBPS/Image00539.jpg
1,11





OEBPS/Image00781.jpg
(21-x,>‘<212-2xf.
M1<ne Dt
Y 4> T,

Bo= Lm0, w3 ML

n





OEBPS/Image00301.jpg





OEBPS/Image00300.jpg
1. (0<g<1)
L5 TR lim T, =
TREA t.<q>1>





OEBPS/Image00303.jpg
u‘
a-
Iog!





OEBPS/Image00542.jpg





OEBPS/Image00302.jpg
Xy ¥

a





OEBPS/Image00543.jpg





OEBPS/Image00774.jpg





OEBPS/Image00775.jpg
B absinat cdsing=25, a
NHK AC=d+F —2abecosa,
AC=J+d —2cdeos s

PECAHIRA -

al)cosn*cdcos/}:‘;' (@+§—d—=d), @)





OEBPS/Image00536.jpg
Hgh

=

2] —





OEBPS/Image00778.jpg





OEBPS/Image00537.jpg





OEBPS/Image00779.jpg
gl





OEBPS/Image00295.jpg





OEBPS/Image00534.jpg
¢ +sing—2a=0,
x.)AE{ *f .f} .aER.H{ N 3 s 2
4y +sinyeosy+ a=0,





OEBPS/Image00776.jpg
—Lrdp+ ¢ d —2dcdeostat pl—L(i+E —¢ —d ¥,
1 16





OEBPS/Image00294.jpg





OEBPS/Image00535.jpg





OEBPS/Image00777.jpg





OEBPS/Image00513.jpg





OEBPS/Image00507.jpg





OEBPS/Image00749.jpg





OEBPS/Image00508.jpg
el





OEBPS/Image00750.jpg





OEBPS/Image00505.jpg
S
0A= P AC<

2





OEBPS/Image00747.jpg





OEBPS/Image00506.jpg





OEBPS/Image00748.jpg





OEBPS/Image00511.jpg





OEBPS/Image00753.jpg





OEBPS/Image00512.jpg





OEBPS/Image00509.jpg





OEBPS/Image00751.jpg
4

AB_AP
A0 AB





OEBPS/Image00510.jpg





OEBPS/Image00752.jpg
i)

0123456789I1011121314 «





OEBPS/Image00745.jpg
=





OEBPS/Image00504.jpg
m=—





OEBPS/Image00746.jpg
A

X

]72/“) =1..

@)





OEBPS/Image00744.jpg
fmlﬁf{ .





OEBPS/Image00518.jpg
logs™ )+log("y ’(&>0,H a#1)





OEBPS/Image00760.jpg
4
/





OEBPS/Image00519.jpg
log.

(xy)





OEBPS/Image00761.jpg
c

D

N
i





OEBPS/Image00516.jpg
0<u<E g, 0<y<E e,





OEBPS/Image00758.jpg





OEBPS/Image00517.jpg
(logt Y + (logl ' =





OEBPS/Image00759.jpg





OEBPS/Image00522.jpg
P 20,20 JIL

sln@*% .

B = logh” =logiHlogi= s+ 1=2+22sin 9+,
% sin(0+7H=1H, o =2+242,

0 ginf= 7511'1‘ =143,





OEBPS/Image00523.jpg
(xy)

loga





OEBPS/Image00520.jpg





OEBPS/Image00762.jpg
CD- BG
cG 7
thF EF: AC=EB: ABf%

ER- AC
AB

XHT AC=CD,BC= DG HH
€D - DG

e
CD - EB

AB °

DF=

EF=

DF=

EF=
DG_ER
G AB’

Ek!lD_-llG:_ClLEB
e AB

W AC/ ED// BG A

(

¢

)

@)

D]





OEBPS/Image00521.jpg
9:{ s=1+2cos 0,
=1+ 2sin6,





OEBPS/Image00763.jpg





OEBPS/Image00514.jpg





OEBPS/Image00756.jpg
T Ta





OEBPS/Image00515.jpg
1<t





OEBPS/Image00757.jpg
Seuss = Skm — Spa=mn+ OA> —m + OF
=n(0A* —0P )=n+ AP=n+ (42‘] y
]

=-nd,
4





OEBPS/Image00754.jpg





OEBPS/Image00755.jpg
Log





OEBPS/Image00168.jpg
e b ol B
oot ot b2+l 2+





OEBPS/Image00167.jpg
—a b - _ath
24+a' 2+b 24 atb





OEBPS/Image00170.jpg
o<a<1 w4





OEBPS/Image00169.jpg
< ~—a | b
2+L‘<2+a+2+b





OEBPS/Image00172.jpg
£>0 (—2p) —4(p—2>>0
S0 ) sp—I>0

FIH=<0 —p—2<0

[0 —3p+2>0





OEBPS/Image00171.jpg





OEBPS/Image00173.jpg
w =

A

o R





OEBPS/Image00164.jpg





OEBPS/Image00166.jpg
A @ o Bbis, b
24+d 2+atb’2+b 2+atb





OEBPS/Image00165.jpg
¢ __atbh
24+c¢ 2+ atb





OEBPS/Image00179.jpg





OEBPS/Image00178.jpg





OEBPS/Image00181.jpg





OEBPS/Image00180.jpg
S.=na+

n(n—l1





OEBPS/Image00183.jpg
S. =n(12—2d) %'“'(‘“27—1) =

=424

n.





OEBPS/Image00182.jpg
1) 8= na+22=1





OEBPS/Image00175.jpg
SO=cos2x+tsinx=1—2sin” ¥+ sinx= —2sin’ ¥+ sinx+1
— 9l 7-L)ZA£
2[ sing =] g





OEBPS/Image00174.jpg
(L.2)





OEBPS/Image00177.jpg





OEBPS/Image00176.jpg





OEBPS/Image00153.jpg
()= 625—x* — (31 —x)





OEBPS/Image00146.jpg





OEBPS/Image00145.jpg
m>2—2





OEBPS/Image00148.jpg





OEBPS/Image00147.jpg





OEBPS/Image00150.jpg





OEBPS/Image00149.jpg
L R o=





OEBPS/Image00152.jpg
625 —4*>31—2«





OEBPS/Image00151.jpg





OEBPS/Image00144.jpg
+A2





OEBPS/Image00157.jpg
Wit i+t bl





OEBPS/Image00156.jpg
att ettt ad





OEBPS/Image00159.jpg
'+t at B R+ bD)





OEBPS/Image00158.jpg





OEBPS/Image00161.jpg
ALJFAL\/,AL
2+a 2+ 2+





OEBPS/Image00160.jpg
fo=(a’+ o'+t aHd —2(abt abt-t ab)xt
(' bt b5
=(a' ¥ 2abxtb’)tet (@’ ¥ —2abixtb’)
=(ax—b Y+ (@x—b )Y+t (@x—b)





OEBPS/Image00163.jpg





OEBPS/Image00162.jpg
f(x)ZAL
24 x

=

x+2





OEBPS/Image00155.jpg
(abtabt ot ab, )y <(a'+ o'+t a’ B k' e tb7),





OEBPS/Image00154.jpg
625 —2>31—x





OEBPS/Image00132.jpg
e





OEBPS/Image00131.jpg





OEBPS/Image00373.jpg





OEBPS/Image00133.jpg





OEBPS/Image00124.jpg





OEBPS/Image00366.jpg





OEBPS/Image00365.jpg
Jitz=x





OEBPS/Image00126.jpg





OEBPS/Image00368.jpg
y= |logax |





OEBPS/Image00125.jpg





OEBPS/Image00367.jpg





OEBPS/Image00128.jpg





OEBPS/Image00370.jpg
DO





OEBPS/Image00127.jpg
29
Son= 1y





OEBPS/Image00369.jpg





OEBPS/Image00130.jpg
%(lgsﬁ’lgsw 2 <lg St





OEBPS/Image00372.jpg





OEBPS/Image00129.jpg





OEBPS/Image00371.jpg





OEBPS/Image00364.jpg





OEBPS/Image00143.jpg





OEBPS/Image00142.jpg
m>2—2





OEBPS/Image00135.jpg
B






OEBPS/Image00377.jpg





OEBPS/Image00134.jpg
1

5





OEBPS/Image00376.jpg





OEBPS/Image00137.jpg
FO= L c0s20—2mcos





OEBPS/Image00379.jpg
tan60°=+/3





OEBPS/Image00136.jpg





OEBPS/Image00378.jpg





OEBPS/Image00139.jpg
2
cos’ =2
2m=> cos—2





OEBPS/Image00381.jpg
> P
e

0o

5






OEBPS/Image00138.jpg
+am—





OEBPS/Image00380.jpg
Lis
16+25 1





OEBPS/Image00141.jpg
u=cos 02+

2
cos—2 2—c

=1 2—cos O 2 A@fz«li.





OEBPS/Image00383.jpg





OEBPS/Image00140.jpg
_cos 02
)





OEBPS/Image00382.jpg
Lo
16251





OEBPS/Image00375.jpg





OEBPS/Image00374.jpg





OEBPS/Image00110.jpg
o5+ Jo—5 .

=





OEBPS/Image00352.jpg
orl =1 2|





OEBPS/Image00109.jpg
Jotd5+ 2.





OEBPS/Image00351.jpg
ol = Lzl 5 zezl= |zl >=:.4] =4





OEBPS/Image00112.jpg
Jodidsi Jo—d5=1,





OEBPS/Image00111.jpg
) = —3( 245+ N2—5 )4,





OEBPS/Image00353.jpg
ool =





OEBPS/Image00113.jpg
Ay Fa—a—o da—a—h_ »
Ca=bla=3c) = h—a)b=c) & (o=allc=B) =~=






OEBPS/Image00344.jpg
100 =18





OEBPS/Image00104.jpg





OEBPS/Image00346.jpg
J18—2=22





OEBPS/Image00345.jpg
[0Q =18





OEBPS/Image00106.jpg
atbte=z, x= abc,
abtbetca= —y B y= —(abtbctca),
abe=x z=atbte,






OEBPS/Image00348.jpg
Y21





OEBPS/Image00105.jpg
d—zd —ya—x=0,
B —zif —yb—2=0,

2 =
¢ —z¢ —z¢—x=0;





OEBPS/Image00347.jpg
@2y=






OEBPS/Image00108.jpg
= 1260?{

u=35
»=238





OEBPS/Image00350.jpg
(—e0,—2JU[—2 4203,





OEBPS/Image00107.jpg





OEBPS/Image00349.jpg
A0,
A0, 1)
A0,

@k —4k+6)<0,
@kY —4(—2k)<0,
AktH1Y —8QK —1)<0,






OEBPS/Image00121.jpg





OEBPS/Image00363.jpg
2>





OEBPS/Image00120.jpg





OEBPS/Image00362.jpg





OEBPS/Image00123.jpg
=1+ @k—1 4+ Gkt2)
=14K+10k+6

:14[ Hﬁ]@if.





OEBPS/Image00122.jpg
y=2k—1,
=3k+2,





OEBPS/Image00355.jpg





OEBPS/Image00354.jpg
2¢=1'0rRl+ 109l





OEBPS/Image00115.jpg
L A Ginateos)
245





OEBPS/Image00357.jpg
s
JCo= (k<0





OEBPS/Image00114.jpg
()7.a(1 b)(x c)‘b(z a)(x a)}fz(z a)(x—h)
FEI= ab¥a—e) © G—a)—) | Ce—a)le—b)






OEBPS/Image00356.jpg





OEBPS/Image00117.jpg
sinx+cosx:\[§sin(:¢+% )\/\\\E .





OEBPS/Image00359.jpg
=0,
(1% at2=0,
2>





OEBPS/Image00116.jpg
sinatcosr< ===,
N4





OEBPS/Image00358.jpg
Jxt2>x





OEBPS/Image00119.jpg
1>2

J&+4

&4+





OEBPS/Image00361.jpg





OEBPS/Image00118.jpg





OEBPS/Image00360.jpg
x<0,
x+2>=0,





OEBPS/Image00008.jpg
a— = arctan

Jdana—tanf
1+ tanatan &





OEBPS/Image00009.jpg
A tana= k, tanf= k+1,

arctan 1+ arctan -, + arctan

3

e+ arclan

Ny

1+ ntn





OEBPS/Image00006.jpg
st = aretan LI —k
arctan T = arctan T St





OEBPS/Image00007.jpg
; _ py— dane—tanf
tan(a— ) 1+ tanatan 8’





OEBPS/Image00004.jpg
AFRER | A B | HH A A A BRHEER

TR
3% abc B, B, B. C: Gy






OEBPS/Image00005.jpg
1
1+ ntn

arctan 1+ arctan 1 +arctan ; ~+++++-arctan

3





OEBPS/Image00012.jpg





OEBPS/Image00013.jpg





OEBPS/Image00010.jpg
= arctan 1+ (arctan 2 —arctan 1) (arctan 3 —arctan 2)+ -+
[arctan(n+ 1) —arctan n]
= arctan(n+1)





OEBPS/Image00011.jpg
a=





OEBPS/Image00003.jpg
Iana:gi 5





OEBPS/Image00001.jpg





OEBPS/Image00002.jpg





OEBPS/Image00000.jpg
[ REEX Y X





OEBPS/Image01018.jpg
EHARCIBE IR (x— o + (y—b)F = F
G-+ G—df =7+

® e





OEBPS/Image01019.jpg
EHARRLBERN R . 2° + '+ Diat Byt B =0
55X+ y+Dat Byt B=0

® e





OEBPS/Image00612.jpg





OEBPS/Image01020.jpg





OEBPS/Image00613.jpg
Jx+ Grbda=d
whbyh 8 =8

]

xteytdz=¢






OEBPS/Image01021.jpg





OEBPS/Image01014.jpg
uw





OEBPS/Image01015.jpg





OEBPS/Image01016.jpg
®© e





OEBPS/Image01017.jpg





OEBPS/Image00606.jpg
‘]: |« ‘q | cos<p ,qg>=cos<p .q






OEBPS/Image00848.jpg





OEBPS/Image00607.jpg





OEBPS/Image00849.jpg
1

1

otz
Bi

et

&

B

ol

b





OEBPS/Image00604.jpg
tanGr1 —tan0:
1+tanf. tanéd;

=tan(Gs1 — )<<

3
3





OEBPS/Image00846.jpg





OEBPS/Image00605.jpg
B p = Casbye) yq= (x5






OEBPS/Image00847.jpg
Ittt =
2 3 n





OEBPS/Image00610.jpg





OEBPS/Image00852.jpg





OEBPS/Image01022.jpg





OEBPS/Image00611.jpg





OEBPS/Image00853.jpg
1_,
g

1_1,1,1,
A AT





OEBPS/Image01023.jpg





OEBPS/Image00608.jpg
1= —E_
1+4 i N1+ 2





OEBPS/Image00850.jpg





OEBPS/Image00609.jpg





OEBPS/Image00851.jpg
iDS

4 |
Q@nt1)1

=0,





OEBPS/Image00844.jpg
D'=A+ B+ € —2[AB(cos y—cosacos )/ (sinasin )
“+ BC(cosa—cos B0s )/ (sin Biny)
+ CA (cos B—cos Yeosa)/ (sin %ina) | G)





OEBPS/Image00845.jpg
cosA ~ ¢~ B= (cos Y—cosacos )/(sinasinﬁ) 5
cosB~ a” C= (cosa—cosRos7)/(sinFiny); 6)
cosC™ b~ A B¢

c0s)/(sin %ina) ;






OEBPS/Image01024.jpg





OEBPS/Image01007.jpg
4





OEBPS/Image01008.jpg





OEBPS/Image00623.jpg





OEBPS/Image01009.jpg
-~





OEBPS/Image01010.jpg





OEBPS/Image01004.jpg
Inn





OEBPS/Image01005.jpg
A
n

Inn

L B lim

Auln
1/lnn





OEBPS/Image01006.jpg
704 3.142





OEBPS/Image00617.jpg





OEBPS/Image00859.jpg
2

1+~Z‘]1‘—IL’ }’i

1

=1+l

=145

st )=y A2ttt A1t D
DEa+ 1 1 a1
6 2 X7 n






OEBPS/Image00618.jpg
S fCe ) — D) flain; )

= (axi +bxit o) Caxi +bx;+ o) —(at bt ) Caxi xf + brixj+¢)

= abxioe; (v — 1A —x)+F acad =1 A =25 )+ be(m —1) A —x;)
=0,





OEBPS/Image00860.jpg
>






OEBPS/Image00615.jpg
atbte=z x= abe
abtbetca= —y B y= —(abtbctca)
abe= x z=atbte






OEBPS/Image00857.jpg
F—I)+2 A —nt2

2 b4





OEBPS/Image00616.jpg
) fa ) fxa)=1,





OEBPS/Image00858.jpg





OEBPS/Image00621.jpg
S fla ) f )= flal) fxd ) f(2)> 2> (1) f(1)
D=1, @





OEBPS/Image00863.jpg





OEBPS/Image01011.jpg
TSR





OEBPS/Image00622.jpg





OEBPS/Image01012.jpg
AN @TTROELS





OEBPS/Image00619.jpg
{xk—xm;ﬁl K,

.

=1,

Xi%j s






OEBPS/Image00861.jpg
s = 154195+ 1995+ 19995+ -+ 1 999---95

1o





OEBPS/Image01013.jpg
LG RRtdiity a= (c0s23°,cos67° ), b= (cos68°,cos22°) , u
=dat b (1€ R R o MR/ IME,





OEBPS/Image00620.jpg
’ /-

A s
MR R A

SO D D f ) ) f )






OEBPS/Image00862.jpg
s= (2X10—=5)+ (2 10° =5)+ -+ (2 10" —5)
=210+ 10" 4 +-- 410" ) —45 X 5 = 22---22220 —225,






OEBPS/Image01057.jpg





OEBPS/Image00855.jpg
a=a-1tn

a=2





OEBPS/Image00614.jpg
3 2
a —za —ya—x=0






OEBPS/Image00856.jpg





OEBPS/Image00854.jpg





OEBPS/Image00592.jpg





OEBPS/Image00996.jpg





OEBPS/Image00593.jpg
D





OEBPS/Image00997.jpg
J_ZL{LL [
d= < & _
£ Sz

RS 80 <:<Zo;

AmmE o< <Za o<, <L,





OEBPS/Image00590.jpg





OEBPS/Image00832.jpg
_ B 4

AH+HB

=

¢

¢





OEBPS/Image00998.jpg
F()y=m





OEBPS/Image00591.jpg





OEBPS/Image00833.jpg
i+ E





OEBPS/Image00999.jpg
)
=

iy
Il

£

B[,
S s





OEBPS/Image00994.jpg





OEBPS/Image00995.jpg
~a





OEBPS/Image00584.jpg
1 :%f(l)*f(ZH*%f(S)é% [+ [ f2 \+% [F3)|

<G+i+lom=zm,





OEBPS/Image00826.jpg





OEBPS/Image00585.jpg
M=max{ (D], [f@)], [fG) =7,





OEBPS/Image00827.jpg





OEBPS/Image00824.jpg





OEBPS/Image00825.jpg





OEBPS/Image00588.jpg





OEBPS/Image00830.jpg
sin¥=cosLCAD="

H_sinﬁ:cosLB/AD:‘b' d°

d
FFBA Scnea s =| 28, p S0 L g Ging

sine sine

=sinfe be dtsinyece d=b+¢;






OEBPS/Image01000.jpg
g0 .d, :d
T 953470,





OEBPS/Image00589.jpg





OEBPS/Image00831.jpg
S+S+ 8,





OEBPS/Image01001.jpg





OEBPS/Image00586.jpg
FAO= ko)t (bt 1= A+b)A+¢)>0,
F(—1= =t ot (et D=1 —b)A—e3>0,






OEBPS/Image00828.jpg
b a

sin(r—a) sinf






OEBPS/Image01002.jpg
T 1 —ecosf





OEBPS/Image00587.jpg





OEBPS/Image00829.jpg
:>M7NHE L. @
sina sma siny

>o=7, Jz - bt
snf’

ccd,





OEBPS/Image01003.jpg





OEBPS/Image00603.jpg





OEBPS/Image00985.jpg
Jed,





OEBPS/Image00986.jpg
M mt5=3 (m>0)

m
=m' —3m’ +4=0
= (mt+1)(m—2Y =0






OEBPS/Image00601.jpg
—lz‘< IS e7<§





OEBPS/Image00843.jpg
160" =4[t ¢ (1 —cos’ )¢ d 1 —cos’ P+ d b (1 —cos’ 1]
—8[d be(cosa—cos os 1)+ ab c(cosf—cos Neosa)
+ abc (cos Y—cosacos3) ] “4)





OEBPS/Image00987.jpg
N Cat o (bt dr= abt ed

= (at o) (bt d)=abtcdt+2 abed
= abtcd+ bet ad= abt cd+2 abed
= (at )bk d3= bt cdt+-2 Vabed

bt ad=2 Vabed
= (Npe— Jad)=0






OEBPS/Image00602.jpg





OEBPS/Image00988.jpg
BF_BC"
AE AC®





OEBPS/Image00984.jpg
et ot o= Ja+





OEBPS/Image00595.jpg





OEBPS/Image00837.jpg
Gl B+ 4R
2(d 4+

W S= Stcur + Scous, =

-

:ul;) = Js+s+s.

fp





OEBPS/Image00993.jpg
w= 2sinl8",

w= 417\117\117... Nl —a(0<<a<<1),
— 2zt A,

o= lim 5 (P HREPIIREEIES0.





OEBPS/Image00596.jpg
Seapr+ Sopcr+ Some<Sn W:ZJTE -






OEBPS/Image00838.jpg
A~ ¢c"B.,B~a~C,C"b™A





OEBPS/Image00835.jpg





OEBPS/Image00594.jpg
Stapr Sopcr+ Stme

7%/413 “AE- sin60°+% EC+ CF+ sin600+%BD + BE + sin60”
:§x<17> } \6 y(d—z)+ JEz(l x)
3

="l xd—p)tyd—2)>tzA—2)]





OEBPS/Image00836.jpg





OEBPS/Image00599.jpg
w 5]





OEBPS/Image00841.jpg
f=d+¥ —2abeo @)






OEBPS/Image00989.jpg
A





OEBPS/Image00600.jpg





OEBPS/Image00842.jpg
16D°=2(d'é+é [+ fFd)—(d+e+f); (3)





OEBPS/Image00990.jpg
BE_BC
My E=Ac
BF-AC_BC
AEBC AC®
BE-AC_BD«AB_BD o .
NE - BC—AD - AR 4 p AR,





OEBPS/Image00597.jpg





OEBPS/Image00839.jpg
D'=A"+ B+ ¢ —2(ABcosA = ¢~ B+ BCcosB~a~C





OEBPS/Image00991.jpg
BF=AC_ BF pyy A\ A i BD_ BE
b B D FNABD AL ADE BRI =10
AC_AE
BC DE’





OEBPS/Image00598.jpg





OEBPS/Image00840.jpg
+CAcosC~ b~ A), (k)





OEBPS/Image00992.jpg





OEBPS/Image00834.jpg
H





OEBPS/Image00812.jpg
F=2 2+ 8+ et (n—1 Y = 1+ 2LE
2





OEBPS/Image01062.jpg
L O (N R I
+-=+"-=3 =3 =
Xy vy Axyz

=8 .

atyts





OEBPS/Image00813.jpg
EZIN i (F) T (V) by
TR 6 8 12
ekt 5 6 9
fiblekk 7 10 15
e 1 4 6
V0 ek 5 5 8
b 6 6 10
AN 8 6 12
iR 9 9 16
ALk 7 10 15






OEBPS/Image01063.jpg





OEBPS/Image00810.jpg





OEBPS/Image00811.jpg
Y p=10F, J11—2=9=3;
24 =2, (1111 —22= 1089=33;
n=3 i, 111111 —222= 110889=333;






OEBPS/Image01058.jpg





OEBPS/Image01059.jpg





OEBPS/Image01060.jpg
a"'= [log.x





OEBPS/Image01061.jpg





OEBPS/Image00804.jpg
Fs=2" +1=4294967297=0641 X 6700417





OEBPS/Image00805.jpg
"+ (1) et (ot A= (x+ hH1)", @





OEBPS/Image00808.jpg
AELAR S B R A SR AR 2 il
R





OEBPS/Image00809.jpg





OEBPS/Image00806.jpg
i)Y n=1, =18 ,2=1,
i) =2, =10 ,x=3, @)
il )4 =3, =20} ,x=3,





OEBPS/Image00807.jpg
@)% n=3m—1H,f(m=GBm—1[Bm—1Y+2]
=GBm—1)Om’ —6m+3);
3) Y n=3m—2 0, F(n)=Bm—2)[(3m—2)+2],





OEBPS/Image01065.jpg





OEBPS/Image01066.jpg





OEBPS/Image01067.jpg





OEBPS/Image01068.jpg





OEBPS/Image01064.jpg





OEBPS/Image00823.jpg





OEBPS/Image01051.jpg
a—ab  |ab—b]
ab »
a b





OEBPS/Image01052.jpg





OEBPS/Image00821.jpg





OEBPS/Image01053.jpg





OEBPS/Image00822.jpg





OEBPS/Image01047.jpg
BTl a=—2—A7,
B[ anb]= [—2 —7 137,





OEBPS/Image01048.jpg





OEBPS/Image01049.jpg
-1 2 N
FH+Zx +2x 5 =0





OEBPS/Image01050.jpg
[—2—7 1y,





OEBPS/Image00815.jpg
n 0 1 2 3 L 5 6 7 8 9
0 1 3 4 7 6 12 8 15 13
10 18 12 28 14 24 24 31 18 39 20
20 42 32 36 24 60 31 12 40 56 30






OEBPS/Image00816.jpg
an)=o(n—1)t+an—2)—an=5)—aln—T7)

+oa(n—

12)4

Fo(n—15)—a(n—22)—a(n—26)

a(n
Faln

35)

o(n—40)—a(n—51)—a(n—57)

70)

~o(n—77)—0o(n—92)—a(n—100)

o(n

117)+ a(n—126 ) —o(n—145 )+ a(n—115 )++-+





OEBPS/Image00814.jpg
& =1+ at ¢ ==

a1





OEBPS/Image00819.jpg





OEBPS/Image00820.jpg





OEBPS/Image00817.jpg





OEBPS/Image00818.jpg
Tape<A





OEBPS/Image01054.jpg
Gk Lo+ L o>
x ¥





OEBPS/Image01055.jpg
in' acos’ ot sin' at cos' at-1

sin” acos” @

"2at (sin’ at cos’ @) —2sin’ acos” at-1
IsinZZH
2ak 1 —Lsin'2act 1
Lin2a

4





OEBPS/Image01056.jpg





OEBPS/Image00790.jpg
f(’f):% 5
T SR fUT T





OEBPS/Image01040.jpg





OEBPS/Image00791.jpg
fO="r





OEBPS/Image01041.jpg





OEBPS/Image00788.jpg
W 10"=9X11-+-1+1=9B+1 fLA )





OEBPS/Image01042.jpg





OEBPS/Image00789.jpg
FIFLA 44.++4 88---89 = (66+++6+ 1)





OEBPS/Image01043.jpg
o





OEBPS/Image01036.jpg
fo)= s+ 1+ Is+2l4+ T x+314+ 1 x+4l+ 1 x+51,






OEBPS/Image01037.jpg
s =1 pral+l pl+l pcl+1 P+ PEI
=l cpl+lepl+1eal+ cel
=14+142+2=6,





OEBPS/Image00792.jpg
T

f(x) _
T+ /o J1+(
R A—
I
1424 N1+ 24






OEBPS/Image01038.jpg
)= lx—1l+lx—2l4+1lx—nl (nEN)M





OEBPS/Image00793.jpg
——
SYOI=T5S





OEBPS/Image01039.jpg
2

<A< PAHIB, fuCom =" 5






OEBPS/Image00786.jpg
44---4 88-+-89 = (66+--6+ 1),

" w "





OEBPS/Image00787.jpg
UERA 44---488--~89:(AA-~A+1)Z JAE(L, 2

i1} 4><11 1><10"+8><11 1= (AX11 11, @

29}

411






OEBPS/Image00784.jpg





OEBPS/Image00785.jpg
N=44---488---89

a1





OEBPS/Image01044.jpg
ks





OEBPS/Image01045.jpg





OEBPS/Image01046.jpg





OEBPS/Image00801.jpg
n(x) —lix= oW alnx)





OEBPS/Image01029.jpg
[ — 2t 41‘72—4{7—42&:; e P e e o)
2 2 :

2 =—xailz =& +x,

NENNA —1—A144l

9 a3 9 o

B o= 2 o = =L





OEBPS/Image00802.jpg
1=h  rx
lileim([ *j )411

=0 Ing®






OEBPS/Image01030.jpg
@mML





OEBPS/Image00799.jpg





OEBPS/Image01031.jpg
an

3n






OEBPS/Image00800.jpg
— ™

ks





OEBPS/Image01032.jpg
b





OEBPS/Image01025.jpg
b

=24 2ab+2d B+ 2d 6 + -
=2U+ad+db+db+-)
2
b

=1+ b+

24+ (@ + )+ (d+ )t (d+8 )t





OEBPS/Image01026.jpg





OEBPS/Image00803.jpg
F(O)=2"+1=2+1=3,

F)=2 +1=2+1=5,

F)=2 +1=2"+1=17,
F3)=2"+1=22+1=257,
F4y=2"+1=2"+1=65537.





OEBPS/Image01027.jpg
0





OEBPS/Image01028.jpg
W2y — 2 24+ P+ 2)=0,





OEBPS/Image00794.jpg
—_—

SULf = N E





OEBPS/Image00797.jpg





OEBPS/Image01033.jpg





OEBPS/Image00798.jpg
E(s):?





OEBPS/Image00795.jpg





OEBPS/Image00796.jpg





OEBPS/Image01034.jpg
b





OEBPS/Image01035.jpg
g (% e bx) e lg(bx)+1=0,
b

B 1g2<bx)+1g4b‘ clg(bx)+1=0,
Al 1g(ba) € R,
Bkl A= (g2 b ¥ —4>=0,
i 1g b S —2, g J;}Z

W 0< 2 <107 =10,
b 1)





