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前言

请大家先翻到本书的第009页，那一页提出了一个关于“真假硬币”的著名数学智力题。

关于这个问题，其乐趣的关键不是从10袋硬币中找到装着假硬币的那1袋，而在于只称一次就能辨别真伪。

日本的数学教科书编纂得非常好，可是像这样的数学智力题却远远不够。而且“与数学的邂逅只存在于教科书中”，这样的现状未免过于索然无味。

本书是在为了介绍数学的魅力与活力的美好愿望下应运而生的。我作为日本最早的一批科学带头人，希望能通过讲述数学历史和数学家生平的逸事来向大家传达数学带给人的震惊与感动。怀着这样的初衷，我开始了演讲活动。借由Exciting Live Show（激动人心的现场表演），让从小学生到老年人的所有人群都能乐在其中，我也因此受到了诸多好评，观众认为我的表演改变了观众的世界观。

我将Exciting Live Show的精髓浓缩到《有趣得让人睡不着的数学》一书中，承蒙关照，这本书也成了畅销书。

从这本书开始，我创作了一个系列，之后还出版了三本，一直持续到本书——《数学真好玩》。

“数学真好玩”这一标题中没有半句谎言。

我们人类在漫长的历史中围绕着数字续写着宏伟的篇章，其中大部分章节都是用来保证“证明”这类永恒不变的真理。

让人类如痴如醉的、作为人类“精神的跃动”的、也是“好玩到让人睡不着”的东西正是“数学”。

勉强地将一个长篇累牍的故事摆在书面上，只会被读者推翻压倒。

我更青睐的是像星新一
1

 的小小说和《哆啦A梦》这种能一口气读完的短篇作品。

《数学真好玩》在页数规划上也受到了星新一和藤子·F.不二雄的影响，采用了一下子就能读完的形式。读者无论翻开哪一页读起来都能很快融入其中。

数学是从哪里开始的？

当我们回顾历史时，就可以看到数学的所在。

人们为什么要使用数学？

不忘初心！

计算是一场旅行，

在等号这条铁轨上飞驰着算式的列车。

旅人心怀梦想，

追求浪漫的无边计算之旅，

去寻找没见过的风景，今天又再次踏上旅程……

樱井进


第1部分　文科生也能乐在其中的数学故事

消失的一块图形

说起“图形问题”，大家会联想到什么呢？

角度、面积、体积……我们在学校里解答过好多诸如此类的问题。但在本书中，我们要挑战一些跟课堂上截然不同，却妙趣横生的问题。

在涉及图形的数学问题中，有一些非常不可思议，让人在不知不觉中就陷入了圈套。下面就为大家介绍其中的两个问题。

请大家看一下第004页和第005页的图。

将这个图形剪开，然后再重新排列拼好……问题来了：“为什么有一块消失了？”大家能看出这个图形中的骗局吗？

请大家试着用纸将这个图形剪开后拼拼看。

Q1　将正方形的一条边分为7块正方形，然后像图中所示那样将其剪开后重新排列起来，结果最中间的一块居然消失了。这是怎么一回事儿呢？
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Q2　将一个三角形的底边分为13块，高分为5块。如图中所示那样剪开后重新排列，发现也消失了一块。这是什么原因？
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消失的一块的骗局

不管盯着图形看几遍，都找不到答案。想必有不少人为此伤透了脑筋。事实上这两个图形哪个都没有“消失一块”。

问题在于以下两点：

图形的面积在重新排列前后是否发生了变化；

重新排列后的图形与原来的图形有着微妙的差别。

那么让我们来揭晓正确答案。请大家看下一页的图。

仔细观察Q1中重新排列后的图形，会发现它的高增加了1/7。也就是说，原来的图形是正方形（7块×7块），但重新排列后的图形却变成了一个长方形[7块×（7+1/7）块]。

因为正方形每条边都分为了7个块，也就是说，有7个块增加了1/7的高度，所以面积增加了整整一块。这也就是为什么中间那一块变成了“消失的一块”。

Q1
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Q2

[image: ]
消失的一块的真面目



请大家注意观察Q2中的三角形A和B。三角形A“高长2×底边长5”，倾斜度为2/5，也就是0.4；三角形B“高长3×底边长8”，因此倾斜度为3/8，即0.375。

也就是说，作为斜边的那条边中间是弯折的，是两条倾斜度不同的直线连接在了一起。将A和B的接合部分放大仔细观察，我们会发现，没有重新排列前，斜边是凹下去的，而重新排列之后则凸了出来。

正确的说法是，原来的图形和重新排列后的图形都不是三角形，而是“四边形”。

哪一袋里有假硬币

“重量单位”是从地球中衍生出来的。

我们惯用的质量基本单位是“千克”，那大家知道这“千克”是如何定义的吗？其诞生的背景与长度单位“米”息息相关。

“1米”原本的定义是“从地球的北极点到赤道之间的子午线弧长的一千万分之一”。边长为1米的十分之一（10厘米）的正方体体积为1000立方厘米，也就是“1立方米”，而“1立方米水的质量”即被规定为“1千克”。重量单位的由来与地球有着密不可分的关系。

那么就让我们来挑战一下有关“重量”的问题，让思想在“地球”上驰骋吧。

哪个袋子里装着假硬币？

Q　有10个装着硬币的袋子。其中9个袋子里装着货真价实的真硬币，只有1个袋子放了假硬币。真假硬币从外观上看起来完全相同，但是重量不同。真硬币重10克，假硬币重11克。如何用秤只称一次就找出装着假硬币的袋子？
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找出装着假硬币的袋子的方法



按照下面的方法称量，就能找到装着假硬币的袋子。

在10个袋子上分别标上①到⑩的号码，从①号袋子里拿出1枚硬币，②号袋子里拿出2枚，③号袋子里拿出3枚……以此类推，从袋子中取出与其编号相应数量的硬币，这样一共会取出55枚硬币。

接下来，将这些硬币一起放到秤上称重。如果装着假硬币的是①号袋子，那么总重量应该比550克重1克。如果是②号袋子则超出2克，③号袋子则超出3克……诸如此类，根据超出的克数就可以找到“哪一袋是假硬币”。

哪个是假硬币？

Q　这里有8枚硬币，其中混入了1枚假硬币。假硬币从外观看来与真硬币完全相同，但是稍微轻一点儿。如何用天平称两次就能找出这枚假硬币呢？
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按照以下方法用天平称量就能够找到假硬币。
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找到假硬币的方法



首先，将硬币分为三组，两组3枚的和1组2枚的。然后将3枚的两组放到天平两端（第一次）。

若天平保持平衡，就说明假硬币在没有拿到天平上的那组2枚的硬币里，接下来把那2枚硬币放到天平上称量，比较轻的那个就是假硬币（第二次）。

如果天平不平衡，说明假硬币在较轻的那一组里，从较轻的这一组里拿出2枚硬币放到天平上（第二次）。如果天平保持平衡，那么“没有放到天平上的那枚是假硬币”。如果天平不平衡，我们就可以得知“比较轻的是假硬币”。

如何只用4个秤砣测量？

Q　想用天平称药的重量，但只有1克、3克、9克和27克四个秤砣。只用这四个秤砣如何称出以下重量？

①7克②16克③22克④35克
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用以下方法使用秤砣来称量（托盘左右颠倒也没关系）。

①在左侧的托盘里放上1克和9克的秤砣，右侧的托盘里放上3克的秤砣和药。

②在左侧的托盘里放上1克和27克的秤砣，右侧的托盘里放上3克、9克的秤砣和药。

③在左侧的托盘里放上1克、3克和27克的秤砣，右侧的托盘里放上9克的秤砣和药。

④在左侧的托盘里放上9克和27克的秤砣，右侧的托盘里放上1克的秤砣和药。

用这些秤砣可以称出从1克到40克之间所有的重量。只用区区4个数字就可以创造出40个数字，真是令人震惊。

[image: ]
只用4个秤砣来称重
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巡回推销员之谜

以推销员为主角的难题

数学世界中存在着一个有关“巡回推销员”的有趣难题。就像题目里说的这样，这个问题的主角就是“推销员”。

[image: ]
巡回推销员问题



所谓“巡回推销员问题”就是“一个推销员每次造访一个城市，经过所有的城市后再回到出发点，怎样做才能让他移动的距离是最短路径”。今天去大阪，明天去广岛……将这个推销员想象成在日本全国范围内进行推销的工作人员就容易理解了。

别看题目好像很贴近生活又很简单，这可是“排列组合最适化问题”中有名的难题，就算用上超级计算机，想要求得最适合的解答也相当困难。

将城市数设为n，那么可能的路径总数就有n！/2n条。

当n是一个小数字时，我们可以尝试所有组合的可能，然后从中找到最短路径。可是，当n是一个很大的数字时，这种组合的数量会呈爆发式增长，想要尝试所有路线事实上是不可行的。

比如说，要经过10个城市时，路径排列的总数就达到了181440条；经过30个城市时，可能的路径就有4.42×1030
 条。

这个数字到底有多么令人绝望，我们用计算速度为10太Flops的计算机（1秒钟能演算1013
 次小数点浮动的计算机。顺便告诉大家，playstation 4的运算速度是1.84太Flops，地球模拟程序的运算速度是35.86太Flops），想要运算出所有的组合需要25万兆年以上。宇宙诞生已经经过了137亿年，却无法跟这项运算所需的时间相比。

隐藏在生活中的“排列组合最适化问题”

就像“费马大定理”一样，正因为这是个绝对性的难题，所以关于它的解法才得以进化。以“巡回推销员”为例的“排列组合最适化问题”是一个非常现实的问题。

超市的商品配送；

快递等的配送计划问题；

汽车导航系统的路径检索；

手机的频率分配；

铁路、航空乘务员的分配；

制作体育比赛日程表等的调度……

以上都是与我们日常生活息息相关的活动，而这些都是“排列组合最适化”的问题。“巡回推销员问题”自身已经被应用到了配送计划制订和电子线路板上安装零件时挖洞的顺序决定问题上。

十进制算法会遗传吗？

在“巡回推销员”的问题中，如果城市数很多的话，想求得最适答案简直难如登天。高效又严谨的求解方法还没有确立，因此求得近似解的方法就显得尤为重要了。其中有一种有效的近似值解法被称为“遗传算法”（Genetic Algorithm）。

“十进制算法”是一种决定计算顺序、旨在解决问题的阶段式方法。用特定的编程语言（C、Basic、Java等）来记述算法就叫作程序。

遗传算法是1975年由密歇根大学的约翰·霍兰德（1929～）提出的。生物的进化依赖于遗传因子的重组，他从生物的“进化过程”中得到启示，得出了“最适化算法”，即从遗传因子中选择复数的个体（解的候补）组成集团，再利用这个集团将解的候补一个个重组，以探索最合适的答案的计算方法。

[image: ]
遗传算法



将问题当作物种遗传因子序列的进化来谋求最适解。遗传算法中会用到“选择”（适应环境的后代个体会增加，不适应的物种则会减少）、“交叉”（按一定的概率将两个物种的遗传因子序列组合起来形成其他物种）、“突变”（遗传因子序列的特定存储单位发生了反转）等遗传学范畴内的概念来进行操作。

如果在网上搜索“巡回推销员问题Java”，我们会找到很多程序。

实际上，在网上能看到很多关于“巡回推销员”问题的解法。

DNA计算机的诞生

遗传因子本属于生物学，但是却出现在了数学和计算机的世界，真是有趣极了。而且，它还有更深的妙趣，那就是利用遗传因子而诞生的超高速计算机——DNA计算机。

令人震惊的是，信息学家杰拉尔德·埃德尔曼（1929～）研读了DNA双螺旋结构的发现者——美国生物学家詹姆斯·沃森（1928～）的《遗传因子的分子生物学》后，产生了将DNA应用到计算机中的灵感。1994年他制作出DNA计算机，并为大家演示了其对“巡回推销员”问题的解答。

运用DNA算法解答巡回推销员的问题时，首先将各个城市及连接的路径用DNA的四个碱基A（腺嘌呤）、T（胸腺嘧啶）、G（鸟嘌呤）、C（胞嘧啶）表示出来。

东京=｛CGCATT｝、大阪=｛CTAGAT｝，像这样将DNA人工合成，然后放到试管中混在一起让它们发生反应。这样一来，由于DNA的特性是只有“A和T”“C和G”这两种组合，从东京和大阪的碱基序列中就可以创造出｛TAAGAT｝这样的新DNA。这也就成了东京和大阪之间路径的一个候补项。

像这样可以表示解的候补项的DNA会因为PCR（聚合酶连锁反应）被大量制造出来，再根据去哪个城市比较顺路为条件将这些解分离开来，最后将表示解的DNA抽出来。

因为DNA是极小的分子，可以大量制造。仅1立方厘米就可以容纳6×1016
 个DNA分子。如果每个DNA都能当作计算单位来运作，那么超并列运算就可能实现，这对于像“巡回推销员”这种复杂、无法可解又很耗费时间的问题来说是非常有效的方法。

我们可以认为DNA计算机就是由DNA组成的生命体，就是计算机本身。很不可思议吧！

生物的进化已经持续了137亿年，以与我们生活息息相关的“巡回推销员”问题为契机，计算机也开始跟生物一样迈上了进化之路。

计算机的世界现在正在实现着令人惊奇的“进化”。

也许某一天，会有一个超越人类智慧的算法横空出世，可以解决所有的数学难题和日常问题。
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为什么富士山给人以美的享受？

指数函数会“爆炸”吗？

“黄金比例”和“白银比例”都是人类觉得美和协调的比例。黄金比例是1：约1.6。比如，国旗和名片的横竖都是这个比例。而白银比例是1：2（约1.4），A版和B版复印纸横竖都是这个比例。

有时翻看富士山的写真集，我的目光就会被钉在某张照片上无法移开。因为富士山和倒映在湖面的倒过来的富士山，上下左右都完美地对称着。那山脊的弧线似乎在对我深情地倾诉——

仔细观察，就会觉得那弧线似乎跟指数函数“y=ex
 ”的图像有一部分是重合的。

指数函数可以用来说明各种各样的自然现象。其图像特征是从与x轴无限接近平行的状态开始，之后发生急剧变化，最后无限接近与x轴垂直的形状。

指数函数的缩写是“exp”，是取了“exponentia（指数）”的前三个字母。看到这个缩写，我不由得想起以同样三个字母开头的一个单词“explosion”（爆炸）。因为“从某一个点开始数值发生爆炸性的变化”正是指数函数的特征。

详细内容会在第109页介绍，现在请大家思考一下发生在我们身边关于洗澡水变冷的现象。热茶和肉包子也是如此，接触到外面空气的瞬间，温度开始急剧下降，可当接近室温时，这种变化就放缓了。如果将温度变化的样子画成图表，就会画出先前指数函数的曲线（见第028页）。

发现富士山山脊和指数函数的曲线相重合后，我又将目光投向了葛饰北斋画的《富岳三十六景》。其中的《神奈川冲浪里》是人们谈起黄金比例时屡屡言及的作品，北斋画中描绘的波浪形状跟“斐波那契数列（黄金分割数列）”（1、1、2、3、5、8、13、……像这样相邻两项的和等于下一项的数列）中衍生出来的“螺旋”非常接近，因此画面整体呈现出黄金比例。

我并不认为北斋懂得数学知识，只是这位艺术家能画出从数学角度欣赏也很美的画作，那么在这个画着富士山的系列作品中，出现指数函数的曲线也就不是什么奇怪的事了。
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北斋笔下的富士山中潜藏着数学问题



仔细一看，还真有了发现。《凯风快晴》这幅作品中描绘的山脊就跟“y=ex
 ”的图像展现出完美的一致。

想必有人会认为，既然山脊本身就是指数函数的曲线，描绘它的画呈现出同样的曲线可不就是理所当然嘛。

但是北斋不可能拍下照片去临摹。归根结底，他还是根据自己的感性这面滤镜去把握富士山的美，然后再亲手一点点描绘出来。

画作居然与数学意义上的曲线完全一致，这真让人惊叹不已。

联结富士山与数学的神秘数字“e”

那么，创造出如此美妙曲线的“e”究竟是个什么样的数字？“e”被称作“纳皮尔常数”，源自微积分。

简单来说，微分表示“瞬间的变化”，积分表示“最终的结果”。比如说，汽车的速度就是微分，而累计距离数值则用积分表示。想要表示时刻发生变化的样子就不得不用到“e”这个数字。

这个“e”等于2.71828182845904523538……是一个无限不循环小数。这样的数字称为“无理数”。

顺便告诉大家，无理数的伙伴中还有一位很著名的朋友，那就是圆周率“π”。“π”和“e”是数学和物理学领域里非常重要的基本定数。有这两个数字登场的最有名的算式要数欧拉等式——“eiπ
 =-1”。

算式中的“i”（虚数单位）也是一个不可思议的数字，它的平方等于-1。两个无限的无理数和虚数组合，得到的却是“-1”这样一个简单的答案。

诺贝尔奖得主、美国物理学家理查德·费曼（1918～1988）称赞这个算式为“人类的至宝”。

为什么富士山的山脊呈现出这个算式的样子？

让我们将话题转回富士山。

几乎在日本列岛中心位置的火山，为什么有着可以用包含神奇的纳皮尔常数的算式“y=ex
 ”来表示的山脊？

这意味着，富士山从某种意义上讲，是在比较理想的环境下诞生的。

如果第一次喷发是在一个完全水平的地面上，同时岩浆垂直向上喷出，会变成什么样？

我们单纯考虑的话，离喷火口越近的地方就会沉积越多的岩浆，离得越远的地方沉积的量会越少。如果火山喷发能始终保持相同的态势，岩石也均一地分散到四面八方，那么岩浆体积和距喷火口的距离之间的关系就可以用微分方程式来考量。解开微分方程式后，得到的富士山山脊的曲线正是指数函数的图像。

虽说指数函数跟温度变化等自然现象有着很深的关系，但现实中的火山喷发不可能完全按照设定的理想状况进行，想要得到科学实验中那样的形状更是不可想象。

但是，富士山正是在这种与理想状态极其接近的情况下形成的，所以富士山山脊能与纯粹的数学曲线相吻合。像这样的火山，就算纵观全世界也找不出第二个。这样的山存在于我的祖国，这令我非常高兴。

不过，富士山山脊的弧线只是指数函数的一部分。如果无法准确地想象出“y=ex
 ”图像所描绘的曲线，无论怎么盯着富士山不放，也不会知道它们是一致的。数学老师经常会徒手在黑板上画出指数函数的图像，但看着这种大略画出的曲线是不会产生正确的想象的。

就我自身而言，以前就对“y=ex
 ”正确的曲线形状怎么也看不够。那个图像已经深深沁入了我的身体，正因如此，当我看到富士山的照片时，一下就发现了它们在数学范畴内的一致。

另外，像北斋这种感觉敏锐的人可能在下意识中就融合了数学的感觉。虽然他没有专门学习过数学，不过正因为对数学有着一种感觉，所以能感受到数学图形的美和协调，才能在其作品中再现《神奈川冲浪里》中的黄金比例和《凯风快晴》中的指数函数曲线。

如此说来，我们人类可能天生就有一种本能，可以感受到数学的美和协调等带来的快乐。学校里强行灌输的数学知识可能是很多人的心头之痛，但其实数学本来是一种游戏。实际上从很久以前就有一大批数学家，他们不受谁的命令，自己想出数学问题，然后专心解答。他们就是在这个过程中寻找乐趣的。

而这种感觉并不是数学家的特权。

日本人也好，外国人也罢，不管谁看见富士山都会感受到它秀美的姿态吧。

每个人对美的感受各不相同，让成千上万人都觉得美的东西并不多见。但是，拥有“y=ex
 ”形山脊的富士山大体是个例外，它似乎拥有让人神魂颠倒的魅力。我认为这是因为我们生下来就有着一颗感受数学之美的心。

这座讲述数学之美的山正屹立在日本。我希望越来越多的日本人能够仰望富士山，唤醒自己那颗沉睡的“数学之心”。

南丁格尔是位统计学家

我们身边的统计图表

多加注意观察，我们会发现身边有很多“图表”。

对我们来说，最常见的“图表”就是“统计图表”，用来表示在整体中所占的比例或数量多少的比较。例如：

表示政党支持率的“圆形图表”。

表示各月降水量的“柱形图”。

表示人口世代构成比例的“带状图”。

表示股票走向的“折线图”和“蜡烛图”【将股票的四个基本值（初始值、最终值、高价、低价）以蜡烛的形状表现出来】。

表示营养平衡的“雷达图（蛛网图）”。
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各种各样的统计图表
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五线谱也是图表



像图中所示，人们根据不同的目的想出了大量的图表。你应该也在很多地方亲眼见过。

而且在音乐中也有图表。

记载着音符和休止符等的五线谱，不过是横轴代表“时间”，纵轴代表“音程”的图表。

数学世界中的图表

在数学世界，各种函数都由图表来表示。

请大家回忆一下数学课。用x轴和y轴来表示点的位置，如（1，2），画出直线或抛物线的图表。

比如，用抛物线来表示函数y=x2
 的算式。我们来列举出满足这个算式的点。

（-2，4）（-1，1）（0，0）（1，1）（2，4）……

将这些点在坐标平面中画出来就会形成抛物线的图表。

课上教给我们的函数图表一般只有横轴x和纵轴y，未免感觉有些单调。

但是，若将横轴设定为“时间”、纵轴设定为“金额”“雨量”等具体数值时会怎样？

这时图表突然被赋予了现实感，图表马上摇身一变，给人以不同的印象。

[image: ]
函数y=x2
 的图表



另外，函数可以根据“算式”和“坐标”变身成一种叫作“图表”的全新姿态。通过观看图表，我们会对算式的真面目有一个视觉上的感受。

随着社会发展，我们被各种各样的数量包围了起来，想要从视觉上表现这些数量之间的关系，必不可少的工具就是“图表”。熟练使用图表，可以将我们的意图精确地传达给对方。我们每天的生活都沐浴在图表的恩惠之下，而支撑图表发展的正是数学。

克里米亚战争和南丁格尔

说起弗洛伦斯·南丁格尔（1820～1910），大家都知道她是一位有名的白衣天使（护士）。那么，大家知道这位对近代护理事业做出卓越贡献的姑娘的另一面吗？其实她是一位“统计学家”。

[image: ]


历史舞台是克里米亚战争时期（1853～1856）。在报纸上看到前线伤员护理情况的严酷，南丁格尔率领着38位护士毅然从军。

她以一种献身精神为负伤的士兵做护理，不过正如报纸上说的那样，在战争现场，对伤兵的护理非常粗糙，而且因此造成死伤者数量的增加。可是政府和军队却不予以理解。因此，前线的护理救护体制可以说非常不完备。

南丁格尔用图表改变了世界

面对这样的状况，南丁格尔是如何应对的呢？

她并没有被现实打败，而是首先明确了英国士兵死亡是医院卫生管理不善所致，并且思索着如何让国会议员明白这个事实。

这时她想到了“图表”。

如果有了图表，就算对数字不太了解的人也能明确地了解实际状况。

如此一来，南丁格尔开始考虑设计一种叫作蝙蝠之翼（Bat’s Wings）的彩色图表。

通过“蝙蝠之翼”，国会议员终于认识到了改善战场卫生环境的必要性，而其结果就是伤兵的死亡率急剧下滑。她甚至还新建了陆军医学院，改善了整个英国医院的卫生环境。

统计学家南丁格尔

为什么身为护士的南丁格尔能够想出如此具有独创性的图表呢？

这与她年轻时对“数学”和“统计学”有着很深的涉猎是分不开的。对南丁格尔影响最深的是比利时统计学家凯特莱（1796～1874）。他提倡将概率论应用于社会现象中的“社会物理学”，被称为近代统计学之父。

南丁格尔在与凯特莱的交流中得到了无法撼动的数学力量，并与他携手在国际统计会议中共同选择了卫生统计的统一标准。这样一来，南丁格尔在身为护士的同时，还是一位统计学家。

与数学为伍的南丁格尔护士为了救人，将数学的力量发挥到了极致。现在我们除了尊白衣天使南丁格尔为“近代护理教育之母”，也不要忘了她同时还是一位“统计学的先驱”。

可以说，南丁格尔用图表改变了世界，拯救了无数人的生命。

正因为有了图表，一些容易被忽视的数字才能引起人们的注意，从视觉上正确地传递信息。

无论是统计图表还是函数图表，其发展都与我们人类的生活息息相关。想必以后“图表”也会跟着社会共同进化吧。

神奇的绝招计算法

接近100的数字乘法马上就能算出结果有一个秘密的绝招。比如，能够马上算出“93×95”“98×99”这种“接近100的数字”的乘法。这种算法的要点是将100当作基准。这样就可以通过很简单的计算得到解答了。

下面以“97×96”的计算为例，对这种方法进行说明。

STEP1求出每个数字与100的差。97与100的差是3，96与100的差是4。

STEP2用100减去STEP1中求得的数字之和。这就是答案中百位之前的数字。

100-（3+4）=93，所以答案中百位之前的数字是93。

STEP3求STEP1中得出数字的积。这就是答案十位以下的数字。

3×4=12，所以答案十位以下的数字是12。

因此，97×96的答案就是9312。

如果有人对这种计算方法能得出正确答案感到半信半疑，可以用计算器确认一下。

接下来我们来看一看其他运算是不是也同样可以使用这个方法。

（92×93）

STEP1　92→8，93→7。

STEP2　100-（8+7）=85，得出百位以上的数字是85。

STEP3　8×7=56，得出十位以下的数字是56。

得出92×93的答案是8556。


◆93×95的秘密绝招计算法


STEP1分别求出与100的差。

93→7　95→5

STEP2用100减去STEP1中求得数字之和。

这就是答案中百位之前的数字。
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STEP3求STEP1中得出数字的积。

这就是答案十位以下的数字。
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（98×99）

STEP1　98→2，99→1。

STEP2　100-（2+1）=97，得出百位以上的数字是97。

STEP3　2×1=2，得出十位以下的数字是02（答案是一位数时十位数为0）。

得出98×99的答案是9702。

怎么样？用这个算法算出来的每个答案都与计算器相同。有了这个计算方法，即使不用复杂的计算也能瞬间求出正确的解，叫作“秘密绝招”简直再贴切不过了。

秘密在于“四边形的面积”

为什么接近100的数字乘法可以这样计算呢？让我们以开头的“97×96”为例来解明其中的奥秘吧。

首先，将乘法想象成“四边形面积计算”。四边形的面积为“高×长”。

边长为100的正方形面积为“100×100”。
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边长为100的正方形面积



接下来，我们来思考高为97，长为96的长方形的面积。

也可以直接计算97×96（这是一般通常的做法），但是秘密绝招算法就会利用边长为100的正方形。所谓算法要点“将100作为基准”就是根据这个正方形得来的。

[image: ]
计算方法的秘密在于“四边形”的面积



请看上面的图。想要求得的长方形面积可以从“边长为100的正方形”中剔除一个“高为3宽为100的长方形”和一个“高为100长为4的长方形”。

用算式来表示就是100×100-3×100-100×4。

但是，仔细看这幅图，剔除的两个长方形有一处重合的部分。这一块被除去了两次，因此要归还一次。也就是说，必须在刚才的算式上加上。

也就变成了100×100-3×100-100×4+3×4。

将这个算式重新整理一下。

97×96=100×100-3×100-100×4+3×4

=100×（100-3-4）+3×4

=100×[100-（3+4）]+3×4

STEP2的部分是100×[100-（3+4）]，STEP3的部分是3×4。

因此，乘法（97×96）的答案，百位以上的数字就是100-（3+4）=93，十位以下的数字是3×4=12，最后答案为9312。

100以上的数字也适用！

这个计算方法也可以应用在“比100稍大一点的数字”乘法中。

（102×107）

STEP1求出各个数字与100的差。

102得到“2”，107得到“7”。

STEP2求出100和STEP1中得到的数字之和。（这里和前面不一样！）这就是答案中百位以上的数字。

100+（2+7）=109，所以答案百位以上的数字是109。

STEP3求STEP1中得到的数字的积。得到答案十位以下的数字。

2×7=14，所以十位以下的数字是14。

得出102×107的答案是10914。

将乘法看作“四边形面积”，相同的运算也有不同的看法。如果眼睛里只看到一条路，是无法找到隐藏在运算深处的“秘密绝招”的。

对同一个算式不停地东想西想，可能就会有新发现。

与数学相关的电影

到现在为止，以数学为主题的电影已经拍摄了好多部。

由马特·达蒙主演，剧本为《心灵捕手》（原题为Good Will Hunting，1997年，美国），还有根据小说《博士的爱情算式》（小川洋子著）改编的同名电影（2006年）都获得了巨大成功，令我记忆犹新。

在这些作品的影响下，对数学抱有亲切感的人也有所增加了，这对我来说真是天大的喜讯。除此之外，还有很多以数学为中心的优秀影片，在此为大家做一个介绍。

《美丽心灵》

（原著为A Beautiful Mind，2001年，美国）

奥斯卡奖：最佳作品奖、最佳女配角奖、最佳导演奖、最佳编剧奖

导演：朗·霍华德

本片是以一位真实存在的数学家约翰·纳什（1928～2015）为主人公的故事。

纳什（罗素·克劳饰）有着“想要找到支配时间一切的真理”的野心，无意中构建了将集团中个人意志决定结构公式化的“博弈理论”。但是，在精神分裂症的折磨之下，他的身心都趋于崩溃，是他的妻子艾丽西亚（詹妮弗·康纳利饰）将已经看到地狱的纳什拯救了出来。纳什的理论对从经济学到现实社会的影响都非常大，最终赢得了诺贝尔经济学奖的无上荣光。

这部电影完美地刻画出了冷战时期美国数学与数学家的使命以及数学家的苦恼等现实世界的问题。

顺便值得一提的是，以他的名字命名的“纳什平衡”是在把所有参与者都当作对手的战略下，以争取自己利益的最大化为目的时成立的一种“平衡状态”。

观影时请大家务必先了解一下约翰·纳什和他的理论，这样对电影能有一个更为深刻的了解。

《求证》

（原著为Proof，2005年，美国）

导演：约翰·麦登

凯瑟琳小姐（格温妮丝·帕特洛饰）从天才数学家的父亲（安东尼·霍普金斯饰）身上继承了数学才能与不稳定的神经。她在照顾患有精神疾病的父亲的同时，写完了父亲未完成的“证明”（proof）。电影的后半部分就是围绕着这本笔记进行的。

这部电影在数学方面的妙处在于其并没有详细记述“证明了数学的哪个问题”。

作品中只用“关于质数的证明”“数学家们多年的梦想”等含糊的表述一语带过，听完之后也无法明确其含义。

不过影片中出现了“狄利克雷L函数”“西格尔零点”等台词，可以知道作品是关于“黎曼猜想”的（对于了解的人来说）。而让我内心感到雀跃的是下面的场景。

有一个镜头是凯瑟琳在冰箱前突然想到了什么，然后在笔记本上写下了“*is true！”。那正是（关于“黎曼猜想”的问题）“证明”完成的瞬间。

原来如此，我们应该把这部电影当作是一部描述未来的影片。

想必很多人不知道“黎曼猜想”是一个怎样的难题。但如果能在对“黎曼猜想”有某种程度的了解基础上再去鉴赏影片，相信会对姑娘完成的“证明”价值有更明确的理解。如果读过收录在拙作《有趣得让人睡不着的数学.2》中的“超级入门·黎曼猜想”再去欣赏电影也不失为一种乐趣。

《剑岳：点之记》

（2009年，日本）

日本电影金像奖：最佳男配角奖、最佳导演奖、最佳音乐奖、最佳摄影奖、最佳照明奖、最佳录音奖。

这部电影不像《美丽心灵》和《求证》那样，从一开始就把“数学”摆上舞台。但是影片的关键词是“三角测量”。

这部影片是以真实人物测量师柴崎芳太郎（1876～1938）为主人公。日本陆军因为军事需要，必须完成一张精确度很高的日本地图。为此主人公要去挑战之前从未有人踏足过的剑岳之巅。

绘制地图需要一项必不可少的操作，那就是“三角测量”。进行测量工作的柴崎（浅野忠信饰）在山顶上宣布：“现在开始选定三角点。”这次三角测量的记录就是题目中的“点之记”。

本片的看点之一在于庄严的大自然和与其对峙的人物描写。

拍摄没有依赖CG等技术，而是以实拍为基础，展现出立山连峰的庄严与美丽，以及压倒性的冬山美景。

为了绘制地图鞠躬尽瘁的柴崎，为了拍摄电影死而后已的剧组，两拨人互相碰撞激发，给观众提供了一部感情浓烈的好作品。

在实际的地图绘制过程中，是以“点之记”中记录的数值为基础开始三角函数的计算工作。但是，影片虽然描述了“三角测量”，却不见“三角函数”等计算工作。在这部影片中，数学最终还是一位幕后英雄。

在地图绘制的过程中，数学始终在背后默默无闻地工作着——从将地图纸拿到手里的那一刻起，我就发现了这个事实。绘制过程中使用的三角函数、对数、微积分等一切跟数学相关的内容都没有在地图上留下半个影子，尽管绘制地图需要的计算量非常庞大。可是将地图拿到手中时，我们只能感受到纸张和油墨的重量——也就是说，数学既没有留下重量，也没有留下颜色，是“眼睛看不见的存在”。

这部影片静静地讲述了数学这位一直躲在背后的无名英雄。

《π》

（1998年，美国）

圣丹斯电影节最佳导演奖、独立精神奖剧本奖

导演：达伦·阿罗诺夫斯基

“我的假设。第一，数学可以讲述世间万物的故事。第二，所有事物和现象都可以用数字置换和理解。第三，将事物算式化后会出现一定的法则，因为所有的事物和现象都有法则。”

这是影片主人公马克西·科恩（肖恩·格莱特饰）多次挂在嘴边的金句。故事的展开以埋头于自己电脑中的主人公公寓里的一间屋子为主要场景。

这台他自己组装的名叫“欧几里得”的电脑，有一天在算出股市中股票价格的216位数字的同时坏了，但其结果跟真实的股价完全一致。

更离奇的是，马克西的老师索尔在机缘巧合下知道了一个犹太人的秘密组织，他们也得到了完全相同的216位数字。整部电影都围绕着这把掌握世界秘密的钥匙的216位数字，描绘了一个欲望与仇恨交织的世界，是一部经典的科幻悬疑电影。

看到主人公马克西，我想到了楚德诺夫斯基兄弟的故事。这一对数学家兄弟在20世纪80年代为了计算π，历经艰辛，险些丧命。从俄罗斯移居到美国后，这对兄弟就像马克西一样，也躲在公寓的房间里自己组装了一台计算机，并在圆周率π的计算上创造了世界纪录。

这部作品通过黑白影像，将数学与人和社会的关系真实地呈现了出来。

以上几部作品无论是纪实影片（根据真实存在的人物和故事拍摄的电影）还是虚构影片，每部都真实展现了“人与数学共存”的主题，这一点让我深受感动。

数学与音乐

大家去过天文馆吗？天文馆给人的印象大概是一个“观看四季星空和天体现象等影像的地方”，而实际上并不只是这样的。现在数码天文馆已经成为一处叫人叹为观止的所在。

在天文馆上映的3D全息影像作品是在全世界拍摄的，无须佩戴眼镜也可以享受裸眼3D影像，给人以音乐和影像在身体中贯穿的畅快体验。

《MUSICA：宇宙因何而美丽？》

（英文版Congratulations！MUSICA：WHY IS THE UNIVERSE BEAUTIFUL?2013年）

出品人：高桥真理子；导演：上坂浩光；音乐：酒井义久；监制：佐治晴夫、樱井进

JAPP国际短电影奖2014（社交部）部门优秀奖

在数学与影像结合的3D全息影像《MUSICA：宇宙因何而美丽？》中，我也以监制的身份参与了制作。这是一部通过音乐和数学来解读宇宙的科幻电影。

人们为什么会研究“数学”和“音乐”呢？

在数学这个宏大的故事中，我们是从寻找内心的“数”与“形”开始的。果然，在数与形的世界里，我们找到了令人惊诧的协调（定理）。人们在音乐与数学中探索的只有“美”。能对天体、人体、数和形的世界中一切协调背后隐藏的美产生共鸣的正是我们的心灵。

数学、电影与音乐

最有乐趣的电影和音乐都是与最有智慧及趣味的“数学”相辅相成的，我认为这是一种必然。

这里提到的“数学的世界”与教科书中学到的别具一格，通过电影和音乐可以体味到数学深奥的妙趣。请大家也务必通过优秀的影视作品来品味“数学的世界”。

楼梯照明背后的谜团

一处照明两个开关？

在家里、学校、公司、道路等地，我们有很多照明设施。照明使用的灯泡、荧光灯、LED灯等都需要有电流通过才能发光。

照明设施都有控制电流流通和切断的“开关”，由照明装置、电线、电源和开关共同组成电路。

一般的电灯和房屋内的照明只要有一个开关来控制“打开/关闭”就可以了，可是有时候一处照明需要安装两个开关。

比如说“楼梯的照明”。

当照明设施在楼梯正中央时，想在上楼梯前打开开关，上完楼梯后关闭开关，就需要在一楼和二楼都装上开关才能更加便利。大家不觉得这个装置非常不可思议吗？

这种情况下开关是如何连接的呢？

照明背后隐藏的“组合问题”

请大家看电路图。
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照明结构图



并不是在一根电线上连两个开关，而是按照下页图中所示的那样排布电线来制作电路。

在这个照明设施中电流的流通路径一共有多少条？这属于“组合”问题。

[image: ]
两个开关组合来点亮电灯



一楼的开关可以“向上推”和“向下推”，二楼的开关也可以“向上推”和“向下推”，因此每个开关都有两种流通方式，那么组合在一起，2×2就产生了4条可能的路径。

接下来，我们来考虑什么情况下照明设备会被点亮。

当两个开关都向上推时就是A中的情况。这种状态下将二楼的开关向下推电路就不再连通了，因此照明设备就会熄灭，也就是B中的状态。

在A状态下，将一楼的开关向下推会变成C中的状态，这时电路也会被切断，照明设施就会熄灭。跟A中相反，若将一、二楼的开关都向下推，电路就会连通起来点亮照明设备。

总的来说，开关的方向组合起来可以有四条电路，组合起来后照明设备点亮和熄灭的情况各有两种。将神秘的照明之谜理解为“组合问题”就容易多了。

数学常会隐藏在日常生活中——同时为你的生活提供帮助。

偏差值的圈套

偏差值是日本发明的

想要了解考试和测验，大家比较在意的是“统计值”。这就是“偏差值”。这是每个学生都耳熟能详的一个词。

据说“偏差值”最早是在旧日本陆军炮兵训练中开始使用的。

而将“偏差值”应用到学习能力的评测指标上时，称为“学习能力偏差值”。这也是在日本发明的——如果平均分的偏差值为50，学生就可以知道自己的得分跟平均分有多大的差距了。

报志愿时决定志愿院校和报考院校时也会利用到“偏差值”。但“偏差值”的数值真的那么值得信赖吗？

让我们站在数学的角度来考虑吧。

求得偏差值的方法

大家知道如何求得偏差值吗？想来很多人都饱受它的折磨，但是很多人对它却并不了解。那么让我们使用计算器来实际操作，导出偏差值。

有五个学生参加了数学考试，成绩为以下所列。请试着求出他们的偏差值。

＜得分＞

A：100分

B：80分

C：55分

D：40分

E：0分

偏差值可以通过下面的公式来求得。
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求偏差值的方法
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偏差和标准偏差的求法



公式中的“标准偏差”的说法并不常见，它是用来表示“波动”的指标。标准偏差值很小时说明学生的得分都集中分布在平均分上下（几乎没什么波动），数值很大时得分分布得很广泛（有波动）。

将数值代入计算。

五个人的平均分可以通过他们得分的总和除以人数来求得。

五个人的平均分=（100+80+55+40+0）÷5

=275÷5

=55（分）

从平均值求得偏差，再由偏差求出标准偏差，得出34.4分。接下来用偏差和标准偏差来计算出每个学生的偏差值，得出以下结果。

＜偏差值＞

A：63.1

B：57.3

C：50

D：45.6

E：34.0


◆根据五个人的测试结果求出标准偏差


（A的偏差）2=（100-55）2=2025

（B的偏差）2=（80-55）2=625

（C的偏差）2=（55-55）2=0

（D的偏差）2=（40-55）2=225

（E的偏差）2=（0-55）2=3025
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◆根据五个人的测试结果求出偏差值


A的偏差值=（100-55）/34.4×10+50≈63.1

B的偏差值=（80-55）/34.4×10+50≈57.3

C的偏差值=（55-55）/34.4×10+50=50

D的偏差值=（40-55）/34.4×10+50≈45.6

E的偏差值=（0-55）/34.4×10+50≈34.0

偏差值高于A和B为优秀，距离平均值有相当大的差距的E就要加油了，情况就是这样。

大家要当心偏差值的圈套！

在第一次考试中得了0分的E通过努力学习，在第二次考试中得到了80分的高分。

“跟上一次相比，偏差值应该有大幅提升……”E在期待中昂头挺胸地领回成绩单……没想到偏差值居然比上次还要低，真是岂有此理。E的惊讶程度可想而知。

听起来像是个玩笑，但这却是真实发生的。让我们来揭穿这个圈套吧。

分数明明比上次提高了，可是偏差值居然下降了……

＜第二次考试的成绩＞

A：100分

B：95分

C：95分

D：90分

E：80分

（五个人的平均分是92分）

＜第二次考试的偏差值＞

A：61.8分

B：54.4分

C：54.4分

D：47.1分

E：32.3分

（标准偏差是6.78分）
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正态分布图



这是因为偏差值会根据平均分的不同而变化，“就算取得比0分高的分数却得到更低的偏差值”。在第二次考试中，五个人的成绩都很好，平均分高达92分。

平均分不同一眼就可以看出来，其实“偏差值的圈套”就是“得分的分布是否为正态分布”。考试结果的偏差值是否可信在很大程度上取决于这一点。

所谓正态分布，就是大多数的分数都集中在平均分上下，100分和0分都很少，画成图表就会呈左右对称的吊钟形。

参看偏差值时，重要的是“这是由几个人的集体中算出来的”。

成绩的分布一般呈正态分布。在全国几万人参加的大规模考试中，成绩的分布接近正态分布，这时得出的偏差值就比较可信。但是，只有几十人参加的考试无法形成正态分布，偏差值基本没有意义。

我们在看考试结果时，很容易被“偏差值”这项“数值”俘获，但此时我们必须了解清楚“这场考试有多少人参加”“分数是如何分布的”。

学生们不要因为偏差值而忽喜忽忧，要理解它的原理来当作前进的目标。
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超级难题“哥德巴赫猜想”

大于2的偶数隐藏的秘密

在数学的世界中，困扰着数学家的未解之谜有很多。下面就为大家介绍其中的一个——“哥德巴赫猜想”。

大于2的偶数4、6、8、10、12、14、16、……其中的秘密隐藏了起来。请大家看下面的算式。

4=2+2

6=3+3

8=3+5

10=3+7=5+5

12=5+7

14=3+11=7+7

16=3+13=5+11
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用质数表示大于2的偶数……



大家看懂算式中隐藏的秘密了吗？那就是每一个都是“大于2的偶数=质数+质数”。接下来我们用后续的数字继续确认这一规律。

18=5+13=7+11

20=3+17=7+13

22=3+19=5+17=11+11

18、20、22也可以用两个质数的和来表示。那么这条“大于2的偶数=质数+质数”的规则是否会一直延续下去呢？

欧拉和哥德巴赫——两个天才发现的数字秘密

18世纪，德国数学家克里斯蒂安·哥德巴赫（1690～1764）给莱昂哈德·欧拉（1707～1783）的信中写道：“大于5的自然数都可以用3个质数的和来表示。”
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针对这个发现，欧拉回信写道：“大于2的偶数都可以用两个质数的和来表示。”

这是什么意思呢？

请将自然数分为奇数和偶数来思考。

3个质数组合在一起时，得到的和有奇数和偶数两种组合方式。

而在质数中只有2这一个偶数。
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哥德巴赫信中的内容



我发现欧拉将哥德巴赫在信中的内容改为“大于6的偶数=质数+质数+2”“大于7的奇数=质数+质数+质数”，得出了“大于2的偶数可以用两个质数的和来表示”的结论。
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欧拉将哥德巴赫信中的内容换了说法



数学界的难题——“哥德巴赫猜想”

为什么欧拉要改变哥德巴赫的说法呢？他留下了一个巨大的谜团。

自那以后，很多数学家都尝试证明“‘所有'大于2的偶数都可以用两个质数的和来表示”这条猜想。

看上去似乎很简单，可是直到现在数学家们都没有证明出来。这正是“哥德巴赫猜想”这个未解之谜。

现代计算机的计算能力可以发挥“哥德巴赫猜想”的威力，很大的数字也可以验证。可是计算机终究能力有限，想要验证“所有”2以上的偶数是不可能的。可能最终还是要靠我们人类的头脑才能迎来难题解开的那一天。

到现在为止，人类花费了很长时间在谜题遍布的质数世界中冒险。即使拥有现代的智慧，这个冒险也不会停止。

质数的世界简直可以称为秘境。当思想在质数的世界里驰骋时，我总是怀着一颗冒险的心。


第2部分　欢迎来到日本的数学世界

大原卖花

“适合小孩子”的棘手问题

从江户时代到明治时代，日本人独自研究并发展起来的数学即“日本数学”。

在江户时代，日本出版了吉田光由的《尘劫记》、关孝和的《发微算法》等很多优秀的日本数学书籍。日本数学书不只在私塾里作为教科书使用，在普通百姓中也广为流传，掀起了一股日本数学的热潮。

这次我们选取的是京都数学家村井中渐的《算法童子问》这本日本数学书。

下面我们就来挑战一下书中介绍的“大原卖花”的问题。虽说是“面向儿童”的问题，却相当棘手。

多少天以后才能购买同样一组花？

Q　在京都大原的村子里，每天都会有一个女子来卖花。有一天，一个人问她卖的什么花，她说有“桃花、梅花、山茶花”，于是这人将这三种花都买了下来。本以为第二天她还会卖同样的花，可是没想到这次她带来了“桃花、梅花、柳枝”。似乎女子家里有“桃花、梅花、山茶花和柳枝”四种花，她每天会从里面选择三种拿来卖。

假设每种花被选到的概率都是均等的，而且顺序都是固定的，那么，从买到“桃花、梅花、山茶花”的组合之后过几天才能再买到相同的一组花？
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A.四天后

在数学中，将“几个不同的物体不按顺序取出的选择方法”称为“组合”。所以，“大原卖花”的问题其实是组合问题。

我们先来想一想，从四种花“桃花、梅花、山茶花、柳枝”中选出三种，一共有多少种组合。

如果一个一个来选“被选中的花”，势必会非常辛苦。因此，我们要转换思想，来关注“被留在家里的花”。“从四种花中选出三种”跟“把某一种留在家里”是同样的意思。这样，我们应该思考的是“把哪种花留在家里”。

请参看下页图中画了“×”的框。花共有四种，由此得知留在家里的花共有四种选择。

所以从四种花中选出三种的方法也是同样的数量——也就是四种方法。因此，花的组合每四天就会重复一次，答案即“四天后”。

向这样的问题发起挑战时，我们常常会下意识地从“被选出的花”下手，这样一来，我们需要花很长的时间才能找到答案，同时还要担心自己有没有“漏选项”。但如果将目光转向“留在家里的花”，我们就可以快速轻松地解决问题了。
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选择的方法



这种“逆向思维”就是数学的妙趣所在。

算乌鸦

乌鸦一共叫了多少声？

再让我们来挑战一道江户时期日本数学书《尘劫记》中介绍的组合问题。读者朋友们不用计算器可否解开这道题？又能否将答案流畅地读出来呢？

Q　某个岛上有999片沙滩，每片沙滩上有999只乌鸦，每只乌鸦叫了999声。那么，所有的乌鸦一共叫了多少声？

A.9亿9700万2999次

因为999片沙滩上各有999只乌鸦，所以乌鸦的总数为999（片沙滩）×999（只）=998001（只）。每只乌鸦叫999次，所以乌鸦叫声合计用998001（只）×999（次）来计算。

999×999×999=998001×999=997002999

因此答案是9亿9700万2999次。

这个问题被称为“算乌鸦”。江户时代的人们很喜欢以现实中不存在的问题为主题来提出问题，只享受计算本身的乐趣。将所有复杂麻烦的计算都推给用计算器和电脑的现代人，不妨也来体验一下手算的乐趣。
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乌鸦一共叫了多少声



最后我来给大家出一道“现代算乌鸦”的问题。

Q　一个人有99顶帽子，99件上衣，99条裤子，99双袜子，99双鞋。这个人一共可以搭配出多少套服装。

A.95亿990万499套

这个问题的思考方法与“算乌鸦”一样。所求的组合数为99×99×99×99×99。

所以答案是95亿990万499套。

如果有这么多衣服，每天想要穿出不同的搭配可以穿几年？

用9509900499÷365，得到的答案是，大约2600万年每天都可以穿不同的服装。

如果你一个月的时间里每天都穿不同的服装……那么每样服饰只需要两件就足够了。
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服装的组合有多少种



骑马运算

如何在路上公平地骑马？

江户时代的武士们会骑马赶路。在日本数学中，有一些问题是为了那个时代而独创的，其中就有“骑马运算”。

请大家看一看《尘劫记》中提出的问题。

Q　甲、乙、丙、丁四人要旅行6里地。马只有三匹，所以有三个人骑马，剩下一个人徒步。在路上几个人轮换着徒步前进，让四个人骑马的距离相等，那么每个人骑马的距离能有多长？
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徒步的人怎么交换？



A.4.5里

首先想一想骑马的距离一共能有多长。三匹马要走6里的距离，3×6=18，可以得出骑马的距离总计18里。这个距离由四个人平分，18÷4=4.5，我们可以得知每个人可以骑马的距离为4.5里。也就是说，每前进1.5里就应该更换一次徒步的人。

现代也存在骑马运算

这个问题能够成立的条件是马前进的速度与人类相同。现代人和车不可能以同样的速度在同一条路上行进，因此想必大家会觉得这个问题没有什么现实意义。

但是“骑马运算”的思考方式对于现代社会的“行程问题”也很有用。比如，制定勤务表时，这种运算方法是谋求高效作业的一种有效手法。

Q　A、B、C在一家超市里打工。平时需要两人同时出勤，如果要三人出勤的天数相同，那么一个月每人要出勤多少天？设定每个月30天，没有休息日。

A. 20天

我们先来思考三人出勤的总数。一般每天需要两人出勤，即2×30=60，出勤总天数为60天。由于有三人工作，每个人出勤的天数为60÷3=20，得出每人工作20天。
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出勤表（每三天休息一次）



这个出勤表中30天的时间里每人有20天上班，剩下的10天休息。

棋子猜数游戏①

根据喊声能知道棋子的数量？

这道问题记录在江户时代中期1743年出版的日本数学书《勘者陪伴书籍》中，是一道用到了棋子的问题。

Q　给朋友30个棋子，让他放到自己看不见的地方，按照以下规则摆放。

一次只能摆1个或2个，摆放时要喊一声“嘿”。

于是这位朋友边“嘿、嘿”地喊着，边摆放棋子。到30颗棋子都摆好为止，他共喊了18声。请问，他一共有几次摆了一个棋子，有几次摆了两个棋子？
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喊的同时摆放一个或两个棋子



这就是“喊出嘿！嘿！”的问题，这个名字正是从“嘿！嘿！”这种有趣的叫声中得来的。这是多么有趣的一个名字啊。

知道的只有“棋子数”和“喊声数”。

一开始感觉获得的信息太少了，可是只凭这些信息还是可以解开这个问题。

这个问题有日本数学的解法和方程式解法，不管哪种方法都可以解开。

但是日本数学解法可以让没学过方程式的小学生也能回答这个问题。
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如果每次都摆两个棋子……



A.6次摆了一个棋子，12次摆了两个棋子

假设每次都摆两个棋子，思考一下棋子的总数。一共听到了18次“嘿”，2×18=36，可以得出一共摆了36个棋子，可是一共只有30个棋子，用36-30=6，得出超出了6个棋子。

于是我们减少“摆两个棋子的次数”，用“摆一个棋子的次数”来置换。每置换一次，棋子的数量就减少一个。也就是说，这样的置换总共需要进行6次。

于是得出摆一个棋子的次数是6次，摆两个棋子的次数为18-6=12，共12次。

也可以用一次方程式来解这个问题。

“听到18次喊声”也就是说一共“摆放了18次棋子”，将摆放一个棋子的次数设为x，则摆放两个棋子的次数为18-x。

用x来表示摆放的棋子数，如下所示。

x×1+（18-x）×2=30

x-2x=30-36

x=6

另外还可以用并列方程式来解答。

将摆放一个棋子的次数设为x，将摆放两个棋子的次数设为y，组成一个并列方程式。

x+y=18——①※听到“嘿”的次数

x+2y=30——②※棋子的总数

②-①得出y=12——③

将③代入①，得出x=18-12=6

通过日本数学，数字的世界变得更加开阔了。请大家务必跟家人和朋友试试看这个“喊出嘿！嘿！”的数字猜谜游戏。用硬币和糖果来代替棋子一样非常有趣。

日本数学中的问题就像游戏一样。

将数学当作一种娱乐，日本数学的真谛就在于此吧。

“日本数学风潮”曾在江户时代引起轩然大波，相信现在也一定可以俘获很多人的心。

日本数学是传递数学魅力的一种优秀手段不是吗？
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“药师算”棋子猜数游戏②

一共有多少棋子？

这次我们来挑战江户时代初期1627年出版的日本数学书《尘劫记》中记载的“药师算”问题。

Q　将棋子摆成正方形。只摆边，里面不用摆。接下来只留下右侧一条边的棋子，剩下的棋子都沿着右侧这条边来摆放。

如果摆完后左侧还剩下3个棋子，那么一共有多少个棋子？
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一共有多少个棋子？



首先用现代的一次方程来试着解解看，然后再用江户时代的公式来解答。这样就可以知道为什么这个问题叫作“药师算”。

A.24个

将一边的棋子数设为x，棋子的总数为4x-4个。“-4”是因为四个角的棋子不能数两遍。

“沿着右侧的边摆放”是指“跟右侧的边同样数量（x个）一排排摆放”，所以摆放后棋子的总数是3+3x个。
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将一边的棋子数设为x个，组成一个一次方程



棋子的总数与重新排列前没有变化，所以可以用一个一次方程式来表示。

4x-4=3+3x

x=7

得出棋子的数量为4×7-4=24个。

从这个解法中我们可以知道，因为棋子的总数是4x-4个，所以重新排列后不可能超过4列。

也就是说，重新排列后的形状一定是“左侧的个数+3列”。

这里再让我们思考一下左侧的个数。从刚才的算式中可以推出：
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请注意左侧剩下的个数



4x-4=左侧的个数+3x

左侧的个数=x-4

可以得出左侧的个数为x-4个，也就是比一列中的个数（x个）少4个。让我们用这样的思考方法来挑战下一个问题。

Q　改变棋子的数量来用同样的方式重新排列，这次左侧剩下了6个棋子，此时一共有多少个棋子？

[image: ]
求出棋子总数的方法



A.36个

请像上图所示的那样，将重新摆放的棋子分为上下部分来思考。

上部分棋子的数量为（左侧的个数×4）个，下部分棋子的数量为3×4=12个。

也就是说，棋子的总数正常来讲按照左侧的个数×4+12，即可计算出答案。

在这道问题中，左侧的棋子是6个，所以6×4+12=36，棋子的总数为36个。

说起来最开始的问题也能用这个方法轻松求解（3×4+12=24）。

“药师算”的由来

为什么这个问题被称为“药师算”呢？

这与数字“12”有关。

药师如来在修行中成就“十二大愿”，与此对应设置了“十二神将”。所以，提起数字“12”就会想到药师如来。

因为重新排列后下半部分的棋子数必然是12个，所以给它取名叫“药师算”。

这样一想，解开“药师算”似乎也算有了某种功德。

运费计算

用米来支付运米的钱？！

在江户时代，米作为粮食的同时还是金钱。

《尘劫记》中有一道“用米来支付运米的钱”的“运费计算”问题。这个问题总有一个隐藏的骗局，需要引起大家注意。

Q　用船运送250石的米。用米来支付运费，运送100石米需要支付7石的米。如果先行从这250石中支付运费的话，需要支付多少？
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米的重量单位



A.16石3斗5升5合1勺4抄

1石米需要支付0.07石的运费，所以250石米需要250石的0.07倍作为运费……如果你是这样想的，那么就中了这个问题的“圈套”了。

因为作为运费的米从一开始就要先支付几石，所以实际运送的米要比250石少。也就是说，所要支付运费的是“支付运费后剩下的米”，这就是本题的骗局。

将运费设为x石。实际需要运送的米量为250-x石，产生的运费为（250-x）×0.07石，与x相等，所以可以用一次方程式来解答。

x=（250-x）×0.07

1.07　x=17.5

x=16.355140……

得出答案为16石3斗5升5合1勺4抄。

挑战现代运费运算

说起现代的运费，最先想到的当属出租车了。

那么让我给大家出一道现代运费计算问题。

Q　A、B、C三人共乘一辆出租车回家。开到4公里处，A下了车，再开3公里后B也下了车，再接着开5公里后，C也下车了，并支付了11960日元。

如果根据各自乘坐的距离支付出租车费用的话，每个人需要支付多少钱？

A.A支付2080日元，B支付3640日元，C支付6240日元

每个人乘坐了多远的出租车用图来表示就清晰多了。

A乘坐了4公里，B乘坐了7公里，C乘坐了12公里。

三人乘坐的距离共计为4+7+12=23，得出23公里。

所以在出租车费中，A应该负担4/23，B应该负担7/23，C应该负担12/23。得出——

A：4/23×11960=2080（日元）

B：7/23×11960=3640（日元）

C：12/23×11960=6240（日元）
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每个人根据自己乘坐的距离支付车费
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旅行者运算

江户时代人人都喜欢旅行

浮世绘画师歌川广重的《东海道五十三次》、十返舍一九的幽默小说《东海岛中膝栗毛》等都博得了人气，江户时代的人们似乎非常喜欢旅行。

日本数学的问题中也有以旅行为主题的《旅行者运算》。下面从《算法联系古图会大成》中出一道题。

Q　有一个人（甲）从京都到江户，每天走7里半。还有一个人从江户去京都（乙），每天走12里半。

两人同一天出发，各自走了多少里之后能够相遇？京都与江户之间的路有120里。
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两人何时相遇？



A.甲走出45里，乙走出75里时相遇

甲和乙每天靠近的距离为“7.5+12.5=20”，即20里。京都和江户间相距120里，所以“120÷20=6”，得出两人是在6天后相遇的。

两人在6天中所走的距离：甲为“7.5×6=45”，即45里；乙为“12.5×6=75”，即75里。

请大家注意本题中使用的单位。移动距离为“里”（日本古代长度单位，1里约为3.93千米），移动时间为“日”。

现在东京—京都间的新干线不过2个半小时就到了，可是当时的旅行者每天约前进10里（约40千米），走完这段路程他们得花上几天的时间。从题目中使用的单位就能大致窥视到当时旅行者的旅行状态。

接下来是我的问题。

Q　X在A地，Y在B地。A地至B地X需要20分钟，Y需要30分钟。两人朝着对方的所在地同时出发，多少分钟后相遇？

这个问题和前面的问题不同，并没有给出总距离（两地之间的距离），所以重点是将总距离想象为“1”。
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两人在1分钟内接近多少？



A.12分钟后

将A地与B地之间的距离设为1，X一分钟内前进的距离为整体的1/20，Y为1/30。

1/20+1/30=3/60+2/60=5/60=1/12

两人间的距离每分钟会缩短整体的1/12，所以两人相遇的时间为1÷1/12=12，即在12分钟后相遇。


第3部分　生活中有趣的数学知识

咖啡变凉的温度也能算

我们身边的指数函数y=ex


在学习和工作当中，休息时喝上一杯热咖啡或热茶，感觉心灵都得到了治愈。我们对温度的变化非常敏感，可以说一边喝一边就能感受到咖啡温度的变化。

让我们看看刚泡好的咖啡（90℃）的温度变化。非常温热的咖啡温度会随着时间的推移逐渐下降到接近室温。

用算式来表现这种变化就是下面这样。

1分钟后的温度（T）=室温+（咖啡的温度-室温）×e-0.5t


当室温为25℃时，T=25+（90-25）×e-0.5t


=25+65×e-0.5t
 。
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90℃咖啡的温度变化（室温25℃）



这里希望大家注意的是，在温度和时间的关系式中有e这个定数。

这是自然对数（log）的底数，又叫作自然常数，是数学中很重要的一个基本定数。e（e=2.718281828459045……）是一个无理数。

这个使用了e的函数“y=ex
 ”称为指数函数。在表达咖啡温度变化的算式中，将y换成T，量ex
 换成65×e-0.5t
 就得到了另一个指数函数。

像这样用指数函数来表达自然现象和社会现象等的关系可谓非常常见，如细菌的增殖、细胞的分裂、复利的本金与利息合计等。

为什么咖啡温度的变化会以这样的函数呈现呢？将这个理由简单地解释一下。

算式让我们知道的是温度下降的瞬间，咖啡的温度和室温（外面的空气）的温度差的比例。

比如，我们可以分为冬季（气温10℃）环境和夏季（气温35℃）环境。

冬季：10+（90-10）×e-0.5t
 =10+80×e-0.5t


夏季：35+（90-35）×e-0.5t
 =35+55×e-0.5t


五分钟后（t=5）将数值加以比较，冬天约为16.6℃，夏天约为39.5℃。

也就是说，即使是同样温度的咖啡，当其与气温的温度差很大时，温度就会渐渐下降，温度差较小时，咖啡“不会很快变冷，还可以尽情享受美味”。

欧拉将自然现象算式化

“水要变凉了，快去洗澡。”

我小时候常听妈妈这么说，其实这就是前面叙述的问题。煮沸的洗澡水转眼就会变凉，这是妈妈从经验中得知的。

我不知道刚才出现的定数e的符号是怎样来的，不过这跟发现它的数学家莱昂哈德·欧拉（Euler）名字的首字母相同。将自然现象背后隐藏的数学理论进行完美解读，并将它们转化为眼前的数字，欧拉一定感觉到特别惊讶。

怀着对自然最大的敬意及对完成工作的荣誉感，欧拉可能为其冠上了自己名字的首字母“e”。

有点不可思议的拓扑几何学

从拓扑几何学拓展开来的一门学问

拓扑学是研究图形和空间性质的几何学，其中也包括“注重物体之间联系方法”的新领域“拓扑几何学”。

所谓“注重物体之间的联系方法”，就是说看待一个图形时，其连接的线可以伸缩，也可以弯折。

如果这样想的话，那么下图中的三角形、正方形和圆形都可以看作同样的东西，多么不可思议啊。
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全部相同？！



拓扑几何学的思维方式并不是要将图形的形状和位置作为“固定的条件”抓住不放，另外，它现在已然成为某些新领域孕育的根基。这里为大家介绍几个理论。

一个是“扭结理论”。“扭结理论”是研究如何用数学手段来表达一根绳子结成一个圈后的绳结的学问。

近年来，这种思维方式在物理学和生物学中都得到了应用，用以研究DNA结成的“扭结”等。

请看下面的图，用绳子系出的图形跟DNA这一生命的秘密有着关联。大家觉不觉得这既神奇，又神秘呢？
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扭结有几个？——扭结理论



另一个是“图表理论”。“图表理论”研究的是由点的集合和线的集合构成的“图表的性质”。

由点和线构成的图形叫作图表，但现在的图表理论被用于电路、电脑网络、道路交通网等。
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铁道路线图也属于图表理论



运用数学模型来进行研究。

现代社会中，没有这些技术的生活简直难以想象。可以说，“拓扑几何学”和我们的生活密切相关。

宇宙是什么形状？

将话题转移到数学世界。德国数学家波恩哈德·黎曼（1826～1866）提出了“流形”的概念。所谓流形就是无论哪个点，只要限定在它的周围，它就会变成跟普通空间一样的图形。
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地球的表面是一个平面，所以是一个二维流形。用同样的思维来思考，就可以把宇宙空间（不能考虑时间）当作三维流形。

作为三维流形的宇宙是什么形状呢？

这个巨大的疑问被抛出来后，法国数学家亨利·庞加莱（1854～1912）对此做出了猜想。
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庞加莱猜想



1904年他提出了“任何一个单连通的、闭的三维流形一定同胚于一个三维的球面（如果一个封闭空间中所有的封闭曲线都可以收缩成一点，那么这个空间一定是三维圆球）”的猜想。也就是说，“没有环面洞穴的宇宙应该是圆球形的吧”。这就是著名的难题“庞加莱猜想”。

关于拓扑几何学的“庞加莱猜想”中有一种叫作“闭曲面”的思考方式。“闭曲面”就是指“闭合的、内部被空间的一部分完全包裹起来的曲面”。比如，麦比乌斯之环等环形的圆形曲面就叫作“闭曲面”。
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闭曲面



这个难题在大约一百年后的2002年，由俄罗斯数学家格里高利·佩雷尔曼（1966～）用“一切三维流形都可以用数学分类”的形式解决了。

像这样，“拓扑几何学（拓扑学）”以数学为起点，在各种领域内都得到了发展和应用。

拓扑几何学是一门神奇的学问，可以说是人类对于新的可能性而进行秘密研究的全新领域。

圆周率π的神奇探索

圆周率π=2？

检修孔、轮胎、球、钱，我们将“圆”这种形状的便利与美应用到了日常生活中。我们每天都会看到“圆”。

而圆周率π就是直径与圆周长的比。

圆周率是一个神秘的谜一般的数字。从古希腊的阿基米德开始，中国的祖冲之、意大利的斐波那契、日本的关孝和、印度的拉玛努金等，古往今来国内外的数学家和科学家们都为圆周率而着迷，不断地对这个数字进行探索。
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那么就让我们用求圆周长的公式“圆周=2π×半径”，来挑战圆周率π不可思议的问答题吧。

有一对父子，爸爸给儿子出了一道数学问答题。
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圆周率π和直径2相等吗？



爸爸：“给我画一个半径为1的半圆吧。这个半圆的周长是多少呢？”

儿子：“半径为1的圆形圆周是2π×1。半圆是它的一半……是π！”

爸爸：“正确。那么，两个半径为一半（1/2）的半圆周长的长度，接着取四个半径再分一半（1/4）的半圆的周长……以此类推，像这样半径越来越小，最后会变成什么样子？”

儿子：“半径越来越小，那么圆周长会渐渐接近直线……最后圆的周长会变得跟直径相等吗？”

爸爸：“错误！直径的值为2，π约等于3.14。它们不会相等的。”

儿子：“嗯……看图以为我没有错呢……”

大家知道儿子的想法在哪里出错了吗？

其实他在“半径越来越小，圆周长会渐渐接近直线”的地方想错了。不管半径变得多小，圆周用来描述“弧”的性质没有变化。不管半径变得多小，与作为“直线”的半径都有着不同的性质。

所以，“圆周长和直径的长相等”是绝对不可能的。

另外告诉大家，这道问题中半径越来越小后，圆周长的总和一般会接近于π。

“图形”都有着各自的性质，但往往“画出图形”后，其性质会变得不那么容易看出来了。

如果在地球上绕一圈绳子……

刚才那位爸爸又给儿子出了一道题。

爸爸：“你知道地球的半径吗？”

儿子：“老师在课上讲过！是大约6400千米！”

爸爸：“对，正确。那么如果想要在地球上绕一圈绳子，需要多长的绳子呢？”

儿子：“2π×6400，大约需要4万千米的绳子。”

爸爸：“那么现在要让绳子离开地表1米高，这时需要多长的绳子？”

儿子：“也就是说，圆的周长变大了。我觉得少说也得再多上几千米，搞不好要多上几十千米！”

大家觉得需要多长呢？

大家一起算算看。

“让绳子离开地表1米”，也就是说，“半径增加了1米”。求得此时绳子的周长和地球周长的差，就能知道需要的绳子长多少了。用算式表示如下：

2π×（6400+0.001）-2π×6400

=2π×6400+2π×0.001-2π×6400

=2π×0.001

=0.006283186（千米）

=6.283168（米）

绳子居然只要再长约6.3米就足够了。从地球的硕大来考量，很多人都会觉得“比想象中要短得太多了”。

那么再让我们看看前面的算式。

这个运算和地球的半径其实没有关系。现在把地球半径设为R米来思考。

2π×（R+1）-2πR=2πR+2π-2πR=2π

含有地球半径R的项在计算的过程中就被消去了。这意味着什么呢？

其实就意味着“将绕着球形的绳子向上抬高1米，与球形的半径无关，只需要再多加6.3米左右的绳子”。

也就是说，不管是绕着太阳，还是绕着地球，再或是绕着棒球，如果将绳子向上抬高一米，都需要再多6.3米的绳子。

用算式表示出来后，居然得到这么令人意外的事实。我们终于明白人类的想象力是多么靠不住啊。这也是数学的妙处。
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数字起源的故事

“数数”的真面目

大家是在几岁时开始“数数”的？

1、2、3、……是不是都从指着身边的东西开始，边指边数着记住的？

小孩子会数着积木的数量玩耍。如果只有5个左右，那只要看一眼大概就能数出来。但是，如果有100个以上，该怎么办？

孩子一般会一边指着这种叫作“积木”的东西，一边出声念着数词，按顺序数下去，1个、2个……

这正是数学中“一对一”，也就是“数数”的真面目。在小学一年级的算术课上，就是要教给孩子们如何一一对应，并理解数字的写法等，以便他们能对数字加以应用。

“数数”是什么？

大人们总是觉得这是件理所当然的事，不会抱有任何疑问。也许幼小的孩子会更加贴近“数的真理”。

人类文明与数字的诞生

“数词”出现以前，人类会在树枝、骨头和岩壁上刻下痕迹来描述数量。人类最古老的数字记录在约35000年前，从非洲斯威士兰洞穴里发现的刻在狒狒骨头上的印记。人们认为这是当时的人们对狩猎猎物数量的记录。

在那之后，文明诞生于世界各地，每个文明都创造出其独有的数字标记法。

令人震惊的是，在公元前19世纪到公元前17世纪左右的美索不达米亚文明中，巴比伦人在黏土板上留下了楔形文字，其中记载了六十进制2的值。

人们在身边发现了越来越多“可以数的东西”，“数数”在不断进化。

这可以认为是“数字”和“文明”的起源。

其中的关联可以在“数字”中得到答案。
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数与数字



除了1、2、3……这些用于计算的数字（阿拉伯数字）以外，还有罗马数字（Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ……）和汉语数字（一、二、三……）等各种数字。

每个文明都有“数”的概念，并创造出它的象征——“数字”。

接触各种不同的数字，想象它们是如何形成的，令人感慨颇深。

那股冲动的必要性对于大人和孩子，以及古代的人们来说都是一样的。
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理解完全数

将约数相加……

6的约数有1、2、3、6。

28的约数有1、2、4、7、14、28。

大家能发现“6”和“28”的共同点吗？

提示是“约数之和”。

在6的约数中，除去6之外，其他约数的和为1+2+3=6。

同样地，在28的约数中，除28之外的约数之和为1+2+4+7+14=28。

也就是说，6和28是“除自身以外的约数之和等于自身的数字”，这种数字称为“完全数”。

“完全”这个词让人不由得产生完全数很高贵的印象，有种只可远观的美。现在就让我们对完全数的调查发起挑战，这会让我们印象更加深刻。
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6和28是完全数



怎样才能找到完全数？

想要找到完全数，可以按顺序依次查询每个数的约数，可是大多数人马上就会选择放弃吧。

因为完全数不是简简单单就能找到的，它是“特别的数”。

那么，究竟怎样才能找到完全数呢？

事实上，我们知道完全数和“梅森素数”有关。对于自然数n来说，“梅森素数”就是2的n次方减去1的素数。

也就是说，找到“梅森素数”就自然找到了“完全数”。

请按照下页的算式来导出完全数。
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梅森素数和完全数



最小的“梅森素数”是3（当n=2时），所以n=2时会得到最小的完全数。

（2n
 -1）×2n-1
 =3×2=6

即可知道最小的完全数是6。

接下来试试当n=3时会得到什么。

“梅森素数”为23
 -1=7。

第二个完全数是28。

第三个完全数应该是n=4的时候……我们一般会这样想，这时先让我们来确认一下此时“梅森素数”是否仍是素数。

24
 -1得到值为15，15并不是素数。因此，这次不能求出完全数。

第三个素数是n=5时得到的数。由此可以导出第三个完全数是496。

你能用这个算式得出多少个完全数呢？把算式中求得的完全数的约数相加，来验证一下它是否真的是完全数。

不过大家要知道，将这项计算继续下去来寻找“梅森素数”和“完全数”是非常困难的。开始的时候只需要很简单的计算就能解决，可是渐渐会变成很庞大的数字计算。
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前十个完全数



另外值得一提的是，欧拉已经证明231
 -1是素数，从而发现了完全数2305843008139952128这个数字是第八个完全数。

现在已经发现的“梅森素数”有48个，完全数也同样是48个。

在无限的自然数中只找到了这几十个完全数。

完全数是否存在无限个？

有没有奇数的完全数？

怀着这些未解的疑问，对未知“完全数”的探索至今仍在继续。等到人类将这些疑问全部解决时，我们才能说真的理解了“完全数”。
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特殊的数学家贝塞尔——为地球形状着迷的男人

地球是圆的？

研究地球形状和大小的学问叫作“测地学”。公元前3世纪，埃及的埃拉托色尼（前275～前194）测定了地球的大小。

现在要给大家介绍的是一个为地球形状着迷的数学家的故事。

大家知道地球是什么形状的吗？

“正像它名字里所说的那样，是一个‘球形’”，相信很多人都是这样认为的。准确地说，这个答案是错误的。地球由于“自转和离心力”的作用，赤道附近要比南北方向稍微膨胀一些，其形状近似于“旋转的椭圆体”。

明确地球是一个旋转的椭圆体是人类的巨大进步。“子午线”（连接南极和北极的大圆）的长度可以通过数学来计算，其结果就是可以利用三角测量的方式来绘制地图了。

1841年，德国天文学家、数学家贝塞尔（1784～1846）在当时世界上已有的测量结果的基础上，算出了地球是什么样的形状以及它的大小。
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结果证明，“地球是赤道半径为6377397.155米、两极半径为6356078.963米、扁平率为299.152813分之一的旋转椭圆体”。
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地球的形状是旋转的椭圆体



“扁平率”是表示“旋转椭圆体跟球形相比变形的程度”的数值。完美的球形的扁平率为0，变形得越厉害，这个数值越接近1。从这个数值我们可以得知，地球并不是一个完美的球形。

这个结果被称为“贝塞尔椭圆体”。之后，贝塞尔椭圆体在全世界都加以应用，日本的测量法中直到2002年都在采用贝塞尔椭圆体，现在利用人造卫星，得出了“GRS80椭圆体”。GRS80的意思是Geodetic Reference System 1980。

贝塞尔的丰功伟绩

明确了地球形状与大小的贝塞尔是一个什么样的人物呢？

他是数学家、天文学家，同时也是一位有着传奇经历的人。

贝塞尔从14岁开始在贸易公司工作，为了处理一些航海上的问题开始学习数学。

之后他又对决定海上经度的方法——天文学产生了兴趣，最终研究出了哈雷彗星的轨道计算方法。

最后他从贸易公司辞职，转而到天文台工作了。作为一个天文学家，他留下了许多业绩。

他吸引我的是，虽然没有受过高等教育，却留下这么多优秀的业绩。他用自己的努力和热忱掌握了大量的知识。

另外在数学领域，贝塞尔也是名垂青史。他创建了求子午线弧长的贝塞尔公式和计算行星轨道的“贝塞尔函数”。
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贝塞尔函数



“贝塞尔函数”是瑞士数学家、物理学家丹尼尔·伯努利（1700～1782）发现的（他是数学家雅各布·伯努利（1654～1705）的外甥）。贝塞尔为了解开开普勒方程，用到了“贝塞尔函数”来计算行星的运行轨道。
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根据贝塞尔函数的图表设计的邮票

1984年在西德发行，纪念贝塞尔200周年诞辰。



上页的邮票中，在贝塞尔的肖像旁，还清晰地画上了“贝塞尔函数”的图表。

在研究天文学的基础上，也需要借助数学的力量。

贝塞尔亲眼、亲手去测量与地球相距很远的星星，从数学的视角出发，将真相公之于世。

他还是一位被星星之光引导的数学家。
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为“数”着迷的伟人说过的话

数学是一个宏伟的“故事”

数学——是人类不停编织的“故事”，一边写入新的发现与证明，一边传扬过去宏伟的故事，让读者一直为之着迷。数学可以说是一个never ending story（没有结局的故事）。

编织数学故事的不只有数学家，为“数”着迷的伟人们也吐露了不少金玉良言，为故事增光添彩。
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数字不会支配世界，而是告诉我们该如何支配世界。

歌德（作家，1749～1832）
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一旦知道数学理论的创造力，无论是对于自然，还是艺术，都能感受到它的影响。

维尔纳·海森伯（物理学家，1901～1976）
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数学是人类为了捕捉宇宙而筑起的巨大建筑。在那里我们会遇到绝对的东西、无限的东西、牵动人心的东西和难以捕捉的东西。

勒·柯布西耶（建筑家，1887～1965）
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算术是计算的智慧。如果没有这种智慧，则不会有任何一个哲学家或博士。

L.马格尼茨基（数学家，1669～1739）
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数学是一种超越语言的思维方式，它既是语言，同时又是一种理论。数学是思考的武器，那里集中着很多人正确的思考结果。

理查德·费曼（物理学家，1918～1988）
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真正的数学家一定是一位热情的人。没有热情就没有数学。

诺瓦利斯（诗人、小说家，1772～1801）
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数学的本质在于自由，数学是在自由意志的驱使下构成了概念和公理。

格奥尔格·康托尔（数学家，1845～1918）
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数学的本质是永远年轻。

埃里克·坦普尔·贝尔（数学家，1883～1960）
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从事数学教育的人都像路标一样。一个箭头指向走过的过去，还要有另一个箭头指向还未经历的未来。

雨果·施泰因豪斯（数学家、教育家，1887～1972）

超越时代、超越体裁，数学永远大放异彩。为下一代编织“故事”是生于现代的我们的使命。当你讲述“数”的时候，你会说出一个怎样的故事呢？

三角法和苏格兰数学家

高中生和三角函数

sin、cos、tan……

这些有节奏感的词汇奇妙地留在我的记忆中挥之不去。但是与它们留下的印象相反，想要把它们运用自如可不是件容易的事。

我从2000年开始作为科学带头人展开活动。那时身为研究生的我会到补习班里兼职教高中生数学，虽然对教授“应试”数学感到很不自在，不过还是在讲台上度过了一天又一天。

高中三年的时间都要跟sin、cos、tan打交道。高一时，学生们就在“三角比”的研究中遇到了sin、cos、tan，到了高二，三角比突然变成了“三角函数”，于是数不清的公式开始在眼前团团转。选择了理科的高三学生会在微积分中与三角函数有更深的接触。

高中生高喊：“为什么我们非学三角函数不可呢？三角函数将来有什么用？”

对于现场的老师来说，很难确保有时间来一个一个地回答学生们的提问，往往还没有讲过sin、cos、tan的故事，高中数学就结束了。

学数学显然不只是为了考试。可是在日本，很多孩子都被考试愚弄着，处在一个很严峻的现实中。

正是出于对被置于此种状况下的高中生的强烈关注，科学带头人才应运而生。我开始讲一些和课堂无关的话题，只为大家讲述“什么是数学”。

人类创造的数学，在过去、现在、将来都是非常宏大的“故事”。一本超越数千年、只呈现出世间的真实的卓越的厚书——这正是“数学”。人类编织的数学故事不能“教授”，只能“讲述”，这一发现对我来讲非常重要。

函数藏在盒子里

这一部分的主人公是苏格兰数学家科林·麦克劳林（1698～1746）。他的优秀才华甚至得到了微积分奠基人艾萨克·牛顿（1643～1727）的认同。
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我能邂逅活跃在18世纪的麦克劳林的功绩，是以一个身边的用具为契机。

那就是“科学计算器”。科学计算器是一个可以应用于科学、工学、数学等不同领域的特殊计算器，可以计算平方根（）、对数（log）和三角函数等。

其实我之所以对数学怀有如此深厚的兴趣，契机之一就是计算器的存在。虽然一言不发，但是只要你按下按键，它就一定会以数字回应你。现在想想，其实这就是“函数”本身啊。

函数定义的关键是“一一对应”。x的值一旦设定了，一定会有一个y与它对应，这时候我们就可以说“y是x的函数”。科学计算器正是这样一种能让你切实感受到一一对应的机器。

函数原本在日语里也写作“函数”。科学计算器就像它看上去那样，可以说是一个塑料“盒子”。向塑料盒子里输入数字，然后液晶屏上立刻显示出数字。

计算器根据复杂的三角比来计算

若直角三角形的斜边（c）与底边（b）之间的锐角为θ，则底边与斜边的比（b/c）为cosθ，高（a）与斜边的比（a/c）为sinθ，高与底边的比（a/b）为tanθ。
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三角比



古希腊天文学家喜帕恰斯（约前190～约前120）总结出了最初的三角法数表，因此他被称为“三角法之父”。
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接下来，让我们实际操作一下科学计算器。

查询sin30°的值时，科学计算器返回了如下答案。
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想必有很多人记得sin30°的值为0.5，用分数表示为1/2，也就是先前定义的2：1：√3的三角定律中两边之比。

接下来，我们来查一查sin31°的值。这个数值无法立刻想出来。但是你看，科学计算器不是一下子就给出了答案嘛。
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为什么科学计算器能够马上知道这个麻烦的sin31°的值呢？

这对当时11岁的我来讲可是个很大的震撼，完全无法推断出来。这个记忆直到现在都十分鲜明。

电子计算器的计算原理不过是基本的加法和乘法。也就是说，计算器只能用加法和乘法来算出sin31°的值。当时我已经知道“三角比是由三角形的边长定义的”，但是“sin31°=0.515038074”这一结果已经超出了我能理解的事实范围。

我一直抱着这样的疑问，直到几年后——在我高二的时候，才见到了光明。那时我遇见了和sin无关，而是某个统计问题的开端——“麦克劳林展开式”运算。

麦克劳林展开式到底是一种什么样的运算呢？
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sin31°的值是怎么求出来的？



用“长”来表示“角度”？！

我在看到下页的公式时，立刻直观地发现这个公式“应该可以计算sin31°”。计算方法如下：

首先把角度单位由“度”变为“rad”。

[image: ]
三角函数的麦克劳林展开式



为什么要特意把表示角度的“°”换成“rad”呢？这里为大家讲一讲弧度法（radian）。

比如，大家可以想一想，在二次方程y=x2
 中，x是一个什么样的量？x表示的是x轴和原点的距离（长）。

同样，“角度”不也能用“长”来表示吗——也就是说，不管是函数y=x2
 ，还是三角函数y=sinx，都应该把x当作同一个量来处理。

定义极其简单。1rad表示“与圆的半径（英语中叫作radius）等长的弧所对应的中心角的角度”。以半径为1的圆（单位圆）为例就容易理解了。圆的周长为2π，360°=2πrad。于是，

180°=πrad

90°=π/2 rad

这样一来就清楚多了。一眼看上去似乎很难的rad居然把“三角比”一举变成了强有力的“三角函数”。

顺便告诉大家，“1度”是将一周分为360份的量，即将旋转一周定义为360度。
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弧度法（radian）



360这个数值来源于地球绕太阳一周所需要的时间——公转周期（1年=365天）。

由此对“角度”的描述，一开始是从地球和太阳的领域（天文学）中得到的“°”，最后过渡到了通过超越天体范畴的普遍的量（长）就能测定的弧度法“rad”。

用rad表示sin31°

那么让我们用弧度法来表示31度吧。2πrad=360°，由此可以得到下面的算式。
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因此，可以推导出下面的算式
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接下来只要把这个值代入到麦克劳林展开式中就可以了。大家可以用计算器实际计算看看，亲自确认一下得到的是一个什么数值。
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代入麦克劳林展开式



从约算的结果看来，这个算式可以很好地说明科学计算器的结果sin31°=0.515038074。

在弧度法的帮助下，三角比畅快地变身为三角函数，这也是微积分给予我们的恩惠——在这道问题中是可以用麦克劳林展开式的资格。

这样我便通过计算器学习了三角比的历史。
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欢迎来到虚数的世界

扩大的数的世界

1、2、3、4、5、6、7、……

一切从“自然数”开始。数的世界历史都是从这里开始编织的。

文明的进化与数和计算的关系是切也切不断的。数的世界在自然数的基础上，出现了有理数（整数、分数）、无理数等实数，甚至还扩张到了复数。这一系列中最大的金字塔就是“欧拉公式”。想要一睹“虚数”世界的风景，还是要先看看欧拉公式。

为什么数的世界在不断扩张呢？这是“数”与“计算”之间的关系所致，从中我们看出了其存在的必然性。

整数（正整数、0、负整数）

“0”这个数字意味着在数量上是空的。“重量为0”表示没有重量，“两人的体重差为0”表示两人的体重相等。

“0”的概念是在古埃及、古希腊以及古印度的数学中确立起来的。这个概念一被确立起来，在它前面的“负数”也就浮出了水面。

要满足“3+□=0”，□中的数字应该是-3这个负整数（用□表示的算式是方程式）。

古代的人们原本只认同正整数和0的“数的世界”，但是在加法的“演算”中，他们发现还需要有“负整数”。

“正整数”“0”和“负整数”统称为“整数”。

有理数（分数）

同样地，想到“整数”和“乘法”，人们又发现必须要有“有理数（分数）”的存在。

能满足“3×□=-5”的□中的数字，在整数的世界里可是找不到的。这个“□=-5/3”是一个分数。

顺便告诉大家，“有理数”这种说法是由英文rational number翻译而来的，但它似乎是翻译上的一个失误。ratio是“比”的意思，所以直译过来应该是“比数”的意思。

无理数

接着想到了“相同的数字相乘”，发现又需要有新的数了。

“□×□=2”，满足这个算式的□在整数和分数中都找不到。□是1.41421356……用2表示。这种数称为“无理数”，小数点以后的部分无限不循环。

实数

有理数（包括整数和分数）和无理数共同构成的数的世界称为“实数”。

想要对我们身边的事物和现象加以说明，有了实数的世界就足够了。黄金比例（1.618……）、白银比例（1.414……）、圆周率（3.141……）、纳皮尔常数e（2.718……）等著名的无理数都存在于实数的世界。

不真实存在的“虚数”

方程式“□×□=2”可以在实数中找到□的数值，可是问题在于“□×□=-2”的方程式。满足这个方程式中□的数，在实数的世界里是不存在的。

这种新的“虚数”从发现到被认同经历了很长的一段时间。16世纪时，意大利数学家卡尔达诺（1501～1576）在解一个三次方程式时，初次导入了虚数的概念。

另外，法国哲学家、数学家笛卡儿（1596～1650）将虚数命名为“超越想象的数”，成为英语imaginary number的词源。
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笛卡儿的这个命名，对新的数似乎持否定态度，认为它是看不见、摸不着的。在那个时代，0和负数姑且都被认为是架空的数，何况是满足“□×□=-2”的数呢，更是得不到人们的承认。

有趣的是，日本很多理工科的学生都认为“虚数并不存在”。原因是很多实数的现实性（如尺子刻度上的数字）对虚数来说并不存在，更不用说“虚数”“imaginary number”带有否定意味的词语一直在给这种思想以支持。

笛卡儿对于虚数的否定想法直到现在依然存在。

欧拉的出场

但是虚数确实存在。这与实数存在的理由完全相同。因此，无论实数，还是虚数，都在“数的世界”里真实存在着。

给虚数赋予现实意义的正是巨人欧拉。


◆数的世界
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◆所谓复数


复数a+bi（a、b是实数，i是虚数单位）

·b=0→实数

·a=b=0→0

·b≠0→虚数


◆虚数单位


i=√（-1）

i×i=-1


◆欧拉公式
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最大的象征就是“欧拉公式”。这个算式对于“三角函数”来说具有一个划时代的意义。

欧拉对纳皮尔常数e的探索以纳皮尔对数为开端。

纳皮尔对数是天文学家为了能轻松计算三角函数而想出来的。

欧拉敏锐地看出e真正的广阔天地在微积分的世界。

这个算式中的x是实数，而虚数i是从代数中发现的，其前途不可限量。


◆请注意欧拉公式里的虚数


让我们再来看看这个算式。

eix
 =cosx+isinx

黑色的虚数仿佛被灰色的实数包围了。这与虚数单独的算式截然不同，我们可以一目了然地发现虚数是由具有真实性的实数支撑起来的。


◆欧拉公式表达的内容
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欧拉决定性地赋予了虚数真实性。

x可以代入所有的实数。

因此，欧拉把一个珍藏的实数代入了x，那就是π。

cosπ=-1，sinπ=0，于是欧拉公式一举变身，变为eiπ
 =-1。

由于π这位大明星的特别出演，欧拉公式散发出璀璨的光芒。

三角函数sin和cos马上被消除，呈现的只有数之间的关系。被三个实数“e”“π”“-1”包围的虚数i终于可以自信满满地展现自己的实在性了。

另外，这三个实数真实性的根源与“虚数”的关系也被发现了。

就像声音和颜色需要协调一样，这个公式告诉我们数也有协调一说。

我们通过五感去感知声音和颜色的协调，并借此创造出音乐和美术。欧拉也恰恰向我们证明了，人类也拥有感知数的协调的另一种感觉——数觉。

正是基于这种感觉，我们才能创造出“数学”这种艺术。

你现在身处何方？

人类掌握的“坐标”

我们生活在地球上。

每当想到“坐标”时，我的这种感受就会更加强烈。

如果有人问你：“现在你在地球的哪个位置？”你会怎么回答？就算报上国名、地名也谈不上是“正确答案”。

对地球上位置最清晰的表述是“经度”和“纬度”。现在这个时代，人们很容易就能获取世界上的任何地图，但是人类为了获取这些地图曾经历经了很多苦难。

大家知道经度和纬度是如何规定的吗？

“纬度”可以通过北极星的位置很容易地查询出来。北极星在地球自转轴的延长线上，即北极点正北的方向，因此，能看得见北极星的角度（仰角）就是纬度。

可是与此相对，想要获得“经度”却是极困难的。在大航海时代的英国，因为无法测定经度，导致海难事故频发。因此，那时人们愿意付出高额的赏金来求得正确的经度测定法。

当时有很多方法被提案，有利用木星卫星的测量法（预测在木星上看得到和看不到木星卫星的时间，然后求出与实际观测时间的差）、月距法（利用月球运行的方法）等，最后随着精确的手表被开发出来，问题终于得到了解决。在那之后，人们将格林尼治子午线规定为经度0度，以此为基准的测定法在世界范围内被广泛应用。

经度、纬度表示地球在这个天梯上的位置“坐标”——经线和纬线这两条垂直相交的直线上分布的“两种数值”。

因此，你所在的地点（点）可以用经度、纬度（坐标）来表示出其在地球上的正确位置。
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纬度



map和实像

请想象一个地球仪。

地球仪上画着的经线、纬线都画成了圈，因此可以说是“曲线”。

那么请只看地球仪上的一小部分。在有限的一部分中——一块小地图上，经线、纬线都是画成“直线”，也就是“局部坐标”。

这些画着小块平面地图的“局部坐标”拼接起来，表现的就是整个球形的地球。

对于地球整体来说，这些小块小块的“过渡”的地图在数学中被称为“实像”。英语中的“map”除了被翻译为“地图”，还有“实像”的意思。

通过map这个单词，我们似乎看见人类勘测地球进而绘制地图的轨迹。我们应用数学来“勘测”，不断重复脚踏实地的工作，充分实现自己的存在。

我们生活在地球上。

这个事实未免太过显而易见，因此常常会被我们忘记。希望大家偶尔可以看看地球仪或者地图，认真思考地球与人类的关系。这或许是当代的我们必须要体会的。

三角函数与天文学

人类测量的历史“球面三角法”

回顾数学史，我不免生出疑问。

为什么现在的学生在学校里学不到“球面三角法”？“三角函数”和“球面三角法”明明有着不可割舍的羁绊。

我们在前面已经对三角函数有了一定的叙述，现在让我们把目光转向三角函数的起源。等到大家知道了它的故事，想必就会对我抱持的疑问怀有同感了。

“球面三角法”究竟是什么？

在地球这种球面上，两点间最短的曲线就是直线。探索包含这条直线的三角形（球面三角形）的“边长”和“角度”之间关系的方法就叫作“球面三角法”。
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“米”是测量地球时诞生的



经测量，巴塞罗那到敦刻尔克的距离约为1000千米。

测量大地的“球面三角法”在测量史上也曾真实存在过。

当代社会科学和发明创造之所以如此发达的理由之一，就是因为长度单位“米”几乎在世界范围内都统一使用着。

据说在18世纪的法国大革命时代，欧洲有着40万种长度单位。法国政府实在忍无可忍，于是以国家的威信展开了一项工程，那就是“子午线测量”。怀着打造“世界统一单位”的梦想，法国将这项艰难的工程攻克，取得了成功，“米”随之诞生了。

“米”成为经济、贸易、科学等所有领域的基础，支撑起了当代社会。

但是现在仍有地方使用“寸”“英尺”“码”“英里”等单位，因此它还称不上是完全意义上的“世界统一单位”。

诞生于古巴比伦尼亚的神奇单位“角度”

其中，有些领域在数千年前就得到了发展，那就是天文学。

天文学的特征是，它并不是卖弄“长度”单位的学问，而是靠“角度”支撑起来的。令人震惊的是，大约公元前2000年在古巴比伦尼亚诞生的六十进制法直到现在仍在使用。

对于“角度”单位诞生的背景有以下两种说法。

一种说法是，古巴比伦尼亚规定一年有365天，于是决定一周为360度——也因此规定了直角为90度的单位（角度）。

另一种说法是，古巴比伦尼亚使用六十进制法，把圆分解为6个正三角形，根据六十进制法，正三角形的角被设定为60度。

古希腊的三角法

人类在观测天体运动时一般都在关注它们的旋转运动。天体观测的数据用旋转角来表示。“长度”对测量地上的东西十分奏效，但对于触不可及的遥远的天体测量，还是“角度”更为适合。

创造出第一个理论的是古希腊天文学家喜帕恰斯。

他在天文学上有着诸多功绩，如决定了现代星座起源的四十六星座，按光照亮度将恒星分为一等星到六等星，根据地球的岁差运动（擂槌运动）发现了春分点的移动。另外，根据喜帕恰斯周期的发现，一太阳年被规定为365.24671天。

优秀的天文学家喜帕恰斯想要在天体上导入经度和纬度，以便在天文学中也使用球面三角法。因此，他先确立了平面三角法，制定了精密的三角函数表，并对三角函数做出定义。这个三角函数与现在有着细微的差别，但本质上是相同的。并且，他还根据导出的加法定理，制作出了一个从7.5度到180度、以7.5度为单位刻度的数表。

托勒密的登场

将喜帕恰斯的成果发扬光大的是古罗马天文学家、数学家克罗狄斯·托勒密（约90～168）。
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他做出了以0.5度为单位刻度的180度三角函数表。以精度高著称，即使跟现在相比，小数点第四到第五位也基本一致。这个三角函数表收录在数学和天文学专业著作《天文学大成》中。

另外，托勒密还著有《地理学指南》，该书是世界上第一本用经纬线绘制地图的著作。

以上两本著作将天文学、地理学与数学结合，汇集成当时最前端的知识体系，在几个世纪都被当作天文学的教科书来使用。有趣的是，托勒密的天文学主张（地球是宇宙中心的天动说）是错误的，但是在数学上却非常精密。
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《天文学大成》（1515年印刷，拉丁语版）的三角函数表



三角函数联结了天、地、人

现在学校里能学到的“三角函数”属于“平面三角法”，但在距今两千年以前，在天体测量中，“三角函数”主要用于“球面三角法”。在托勒密之后很长一段时间里，球面三角法都有着显著发展，可是与此相反，三角函数在“平面三角法”的车辆和建筑领域中发挥的机会并不多。

现在的数学教育已经不再教给大家“球面三角法”了，我想这就是“三角函数”让很多人感到枯燥乏味的原因。

“球面三角法”确实要比“平面三角法”复杂。但是我们生活的舞台，无论地球还是天体，都是“球”。“球面三角法”才是永恒的主题。

三角函数是为什么而存在的？

在教学目标中，微积分所占的比重实在太大了，导致出现了其他领域存在的意义越渐渺小的不利趋势，结果导致学习数学的整体动机遭到了破坏。

三角函数的原点在于“星星”。我常常在想，现在的教育计划就不能让孩子们认识到这一点吗？

现在通过卫星已经实现了对地球规模的测量，于是更加确定了三角函数存在的意义具有绝对的现实性。这对三角函数的初学者来说可谓最好的教材。

人类在星光的指引下获得的语言——三角函数。

人类一心一意地将重点集中在球面三角法上，它与三角函数相伴共生。只要我们人类在天与地之间生存，这一点就不会改变。
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讲述“运动的世界”的数学

运动与数学的关联

什么是“微积分方程式”？

微积分出现在方程式中是以“运动”为开端的。人类为了理解“运动”，做了不懈的努力。

有时是为了研究大炮的运动。

有时是为了理解我们赖以生存的地球和宇宙。

本部分我们将主要讲述对“运动与数学”关系着迷的数学家的故事。

亚里士多德的运动论

产生运动的原因是什么？

再运动会导致什么样的未来？

为了讲述“运动的过去和将来”，对运动本质的研究从古希腊时期就开始了。

古希腊哲学家亚里士多德（前384～前322）通过对“身边运动”的深度注意和观察，想到了力和运动的关系，得出了“物体的本性是静止，运动的物体是因为有源源不断的力在起作用”的结论，并将运动分为两种：一种是“力存在于物体内部自然生成的运动”（自然运动），另一种是“施加外力时产生的运动”（强制运动）。

自然运动最有代表性的例子就是“自由落体运动”。亚里士多德对物体下落的理由阐释如下：

“物体向着‘自然’的地点——地球中心下落的运动被称为自由落体运动。就像一个人往家里走，离家越近他的步伐就越快。物体也是一样，越接近‘自然的’地点，下落的速度越快。这就是加速的理由。”

与此相对，将东西抛出的“抛物运动”可以称之为手对物体施加外力的强制运动。

那么当手放开后，物体是在怎样的力的作用下运动的就是个问题了。

亚里士多德认为“和物体接触的只有空气”，于是他做出了以下说明：“自然不能忍受真空，物体离开手后产生的真空部分是被自然所排斥的，所以会向那个部分注入空气，于是注入的空气会继续推动物体。”

从现今的角度来看，这个想法实在有些荒唐。但是，他的伟大在其精神中有了体现。这种无论如何都要给运动的本质赋予合理的解释的精神，对科学世界来说是跨时代的。

这种精神得到了后世的传承。天文学家喜帕恰斯创立了三角函数表，用以说明天体的运动。

惯性登场

14世纪的欧洲会用大炮来当作武器，因此，人们开始探索炮弹和弹丸如何运动的“弹道理论”。当时人们并不认同亚里士多德主张的“被打出的炮弹是由空气托起的”，而认为这是一种“与空气对抗的运动”。当时的科学家建立了一个假说，认为施加给炮弹的力是为了推进炮弹才持续运动的（抛物运动）。

另外，人们认为对于自由落体运动，物体的重量成为它本身的作用力，下落过程中力量不断蓄积，所以对物体的作用力会不断增大——产生加速。

由此，“惯性”（不受力物体也能保持匀速运动状态）的秘密也渐渐被解开了。

哥白尼的地动说和伽利略的惯性法则

这一段登场的是天文学家尼古拉·哥白尼（1473～1543）。他在著作《天体运行论》中提到地球是不断运转的“地动说”是在1514年。但是，对于地球在不断运转的说法人们一时之间很难接受，所以他当时受到了强烈的批判。

意大利天文学家、物理学家伽利略·伽利雷（1564～1642）明确了惯性运动不需要“外力”（从外部施加的力），“地球以太阳为中心做的圆周运动，正是不需要外力的惯性运动”，证实了哥白尼的正确想法。

另外，法国哲学家、数学家勒内·笛卡儿从几何学的角度考量，明确了“惯性运动必须是匀速直线运动，所以圆周运动必须要有外力”。

伽利略和笛卡儿都认为自由落体运动的理论适用于“惯性”，并考察了“下落距离”“下落速度”“下落时间”之间的关系。
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universo é scritto in lingua matematica

——宇宙是用数学的语言书写的。（伽利略）

什么是运动（科学家系谱）



他们认为自由落体运动的原因是“引力”，即地球总是吸引着物体。伽利略通过实验，发现了“下落距离和下落时间的二次方成比例”，笛卡儿通过几何学上的考察证明了“下落速度和下落时间成比例”。

开普勒的大发现

如此一来，与“运动”相关的议论都可以汇集到“行星运动”中。

在哥白尼活跃的时代后大约100年的1619年，庞大而精确的天体观测数据汇聚成了重要的“法则”。

德国天文学家约翰尼斯·开普勒（1571～1630）发现了行星的运动法则——第一法则（椭圆轨道法则）、第二法则（面积速度一定法则）、第三法则（行星光转周期的二次方和椭圆轨道的长半径的三次方成正比）这三大法则。
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正如伽利略所说，“宇宙是用数学的语言书写的”。因此，行星的运动也可以说是用数学的语言来记述的。这既决定了地动说的优势地位，同时又脱离了哥白尼、伽利略等关于行星圆周运动的诸多理论，使行星运动可能被更加正确地记述下来。
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开普勒方程



用时间的函数来表示围绕太阳运转的行星位置！

以开普勒的名字命名的还有一个算式，那就是表示椭圆运动的“开普勒方程”。

开普勒根据这个方程式，通过行星的观测位置推算其轨道，即解答“用时间的函数来表示围绕太阳运转的行星位置”的问题。努力的结果就是，开普勒得到了之前的三个法则，可是仍没能解开方程式。

1770年，法国天文学家、数学家拉格朗日（1736～1813）成功导出了“开普勒方程”。解题时他用到了牛顿的运动方程式（为微积分方程式）。

而成功解开“开普勒方程”这道难题的人是贝塞尔。以他名字命名的“贝塞尔函数”正是他解答开普勒方程时用到的函数。

从古希腊的亚里士多德开始，经过哥白尼、伽利略、笛卡儿，再到17世纪的开普勒和牛顿，人类对“运动”的研究逐渐到达顶峰。

运动的身边有数学相伴

一开始对“运动”的研究仅限于自由落体、抛物运动等我们身边的现象，后来这个范围不断扩大，最后甚至涉及行星运动等规模宏大的现象。这一切都源于人类对“运动”现象理解上的不断努力。而“数学”总是伴其左右。

大家觉不觉得，靠近数学似乎就是靠近了自然的真理。

17世纪伽利略曾留下这样一句话：“宇宙是用数学的语言书写的。”这句话完全传递了数学的精髓。

“4”的故事

科学世界中神奇的“4”

提到“4”大家会想到什么？

在日本将“4”与“死”联系到了一起，所以是个有些忌讳的数字，但是在科学的世界里可就不同了。神奇的“奇”说不定指的就是“4”。

宇宙是什么？

数是什么？

生命是什么？

物理学、数学及生物学一直在挑战这些终极之谜。在那里，“4”的故事正悄声发生着。

“4个力”的统一是物理学的梦想，那个“统一理论”与宇宙的“四维空间”之谜有着紧密的关系。

只要“四种颜色”就能把地图区分涂色。“四色问题”已经被翻译成图表理论，最后以“四色定理”的形式得到了解决。

“四碱基配对”支配着生命的设计图——DNA。完成解读自身所有碱基配对这个不可能任务的正是我们人类。

以追根溯源为使命的科学发现了神奇的“4”。下面就让我们看看在物理学、数学、生物学中关于“4”的故事吧。

物理学中的“4”，将4个力统一！

物理学成功说明了宇宙是由“物体”和“力”构成的原理。“物体”由原子构成，“力”则被分为了“重力”“电磁力”“弱力”“强力”四种。

结果到了20世纪，人们开始提倡比原子还小的“基本粒子”的存在，于是“力”也可以用“基本粒子”来进行说明，“场的理论”也逐渐被构筑起来。

“重力”是牛顿提出的“万有引力”的一个分力。牛顿认为作用于月亮和苹果的力没有本质上的区别。将天界和地界从数学理论范畴内达成统一的就是天才牛顿。

英国化学家、物理学家法拉第（1791～1867）发现了“电力”和“磁力”，同为英国物理学家的麦克斯韦（1831～1879）从数学理论的角度完美地将这两者之间的关系用方程式表现了出来，并统一成一种叫作“电磁力”的全新的力。
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我们所处的时空，既有传播电力的“电场”的性质，又有传播磁力的“磁场”的性质。而电场和磁场相互作用产生了“电磁场”，那就存在着“电磁波”（也就是电波）。

从麦克斯韦方程式中我们可以得知，电磁波是以一定的速度传播的，而令人震惊的是，那个速度其实是“光速”。由此得出了假设光速不变的爱因斯坦“狭义相对论”。

在那以后，人们发明出基本粒子加速器这种强力助手，粒子物理学也得到了更显著的发展，原子内部隐藏的令人震惊的构造正一个一个被人们认识。那就是被称为“弱力”和“强力”的“核力”。

物理学家在其掌握的思想和数学知识的驱使下，持续探索着粒子世界中的“协调”。

比如，“超弦理论”的起源“弦理论”（string theory）就是物理学家南部阳一郎（1921～2015）构思出来的，使用“string”（弦、线）这个词也是由他开始的。

“弦理论”的诞生是这么一回事儿：“展示强力的实验数据需要用由伽马函数构成的‘贝塔函数’来说明”这一奇妙的事实首先被发现，然后在1968年，南部想到了将强电和贝塔函数结合。

那就是不把基本粒子当作“点”，而是当作“线”的“弦理论”。

最具戏剧性的是电磁力和弱力统一后的“电磁理论”。电弱理论又叫作标准理论，粒子加速器和电子计算机一次次算出庞大的数据，并以此理论做出高精度的说明。理论和实验的竞演一次次在世界范围内循环开展。人们进而开始对“强力”和“重力”的统一满怀期待，发展了各项研究。

现在人们正在研究将“电磁力”“弱力”“强力”三者统一的“大统一理论”，以及再加上“重力”后将四者完全统一的“超大统一理论”。

超大统一理论最强的候补是“超弦理论”。有意思的是，超弦理论不是“一个理论”，而是由五种形态构成的。

真正意义上的“一个理论”的理念是美国物理学家爱德华·威滕（1951～）提出的“M理论”。超弦理论认为我们的时空是十维的，与此相对，M理论则认为其是十一维的。如此高的维度已经远远超出了我们的想象。

在英语中表示宇宙的单词为universe，其中uni表示“一个”，verse表示“旋转”。

作为我们宇宙中一个隐藏的谜题——也许我们很快就会迎来这样一个未来，“4个力”完全统一为一个理论。
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4个力和将其统一的理论



数学中“4”的故事­——­四色问题

无论什么地图，只要用4种颜色涂色，就能将所有地区完全区分开来。

这就是著名的“四色问题”。这个问题在1976年由美国数学家凯尼斯·阿佩尔（1932～2013）和沃尔夫冈·哈肯（1928～）证明出来，正式成为“四色定理”。

引导四色问题得到解决的是“图表理论”。由“点”和“线”组成的称作“图表”。地图涂色问题正是被当作了“图表”问题，在“图表理论”的驱使下得到了解决。特别值得一提的是，在定理证明的过程中使用了“电子计算机”。这是20世纪才有的证明方法。
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挑战四色问题！用四种颜色区分涂色



数学中“4”的故事——­四维

在数学中提到“4”，很重要的一个概念就是“四维”。爱因斯坦在其提出的“狭义相对论”中认识到“我们的宇宙是四维时空”。四维时空指的就是三维空间加上一维时间。爱因斯坦的另一个学说“广义相对论”认为这个四维时空是扭曲的，也由此对重力加以说明。

我们能够感知的空间只有横、竖、高三个维度，四维以上的空间是超出我们感知范围的。

但是拜拓扑学（拓扑几何学）理论所赐，我们也能够理解四维以上形态的世界了。著名的“庞加莱猜想”就是拓扑学的定理。

庞加莱本来是针对三维空间做出猜想，但是随着研究的发展，他发现这个猜想在“n次元”中都是成立的。

1960年，美国数学家史蒂文·斯梅尔（1930～）证明了庞加莱猜想适用于五维以上空间。1981年，同为美国数学家的迈克尔·弗里德曼（1951～）证明了这个猜想对四维空间同样成立。

弗里德曼关于“四维多样体拓扑学”的研究与英国数学家西蒙·唐纳森（1957～）对“异种四维空间”的发现有一定的联系。

唐纳森作为一个数学家，却在这项研究中用到了“杨-米尔斯理论”这一粒子物理学理论，这一点着实令人惊讶。在2002年解决庞加莱猜想时，他也同样用到了这一理论。

俄罗斯数学家格里高利·佩雷尔曼（1966～）也是靠着物理学上的研究巧妙地解决了“三维庞加莱猜想”。

于是在数学和物理的世界中剩下的问题就是“四维”了。为什么我们的宇宙是四维的？让我们继续挑战这一数学和物理学中的谜团吧。

生物学中“4”的故事——­DNA

科学的根源不正是宇宙的不可思议吗？而科学之眼在我们人类自身也找到了神奇的“4”的故事。

生命体是由细胞构成的。细胞中有个被称作细胞核的部分，里面有染色体。从有“遗传学鼻祖”之称的孟德尔（1822～1884）进行豌豆杂交实验以来，人们就认为有“遗传传递物质”的存在。那就是染色体。染色体是DNA（脱氧核糖核酸）的集群。1953年，美国生物学家詹姆斯·沃森（1928～）和英国生物学家弗朗西斯·克里克（1916～2004）共同提出了DNA的双螺旋模型。

构成DNA的有腺嘌呤（A）、胸腺嘧啶（T）、鸟嘌呤（G）、胞嘧啶（C）这“四个碱基”。DNA上承载着对生命来说至关重要的蛋白质设计图，以四个碱基配对（genome sequences，在数学里sequence是数列的意思）的形式呈现。DNA四个碱基的配对也被称为“遗传暗号”。
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双螺旋模型



我们人类的染色体中，常染色体有22对，共44条，性染色体有2条（女性为XX，男性为XY），加在一起一共有46条。其中所有的DNA都称为“人类基因组”。

发现了双螺旋结构后，分子生物学倚仗电子计算机这个得力助手，逐渐解读出碱基配对。基因组配对也在DNA测序仪（遗传因子配对决定装置）的帮助下被解读出来。

1990年，旨在将人类DNA所有约30亿碱基配对全部解读出来的“人类基因组计划”在美国展开。

13年后，在2003年，这项人类的伟业终于达成了。人类基因组所有的碱基配对都被成功解读了出来。从沃森和克里克发现双螺旋模型以来，时间已经过去了50年。

人们对遗传因子信息解读的研究形成了一门新的科学领域，被称为bioinformatics（生命信息学）。构成四个碱基的遗传因子信息完全是数码信息。可以说，生命科学必须要有计算机的辅助。

以大规模计算来挑战生命之谜的时代已经开始了。

握着宇宙神秘之匙的“4”。

物理学、数学、生物学，无论哪个学科中都有关于“4”的故事，而且无论哪个故事，其中都隐含着宇宙和生命起源的谜题。

为什么偏偏是“4”？

虽然这依然是个谜，不过有一点是可以确定的。那就是“我们的宇宙在‘4’的故事中成立，并且一路走了过来”。

如此看来，“4”这个数字非但不是不吉利的，反而是一个与万物法则相连的神秘的数字。
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本书是“有趣得让人睡不着的数学”系列“最终篇”。深深感谢广大读者的支持。

现在我每年大约在日本进行80余次演讲。

演讲途中的新干线和酒店都成了我的书房，这一系列图书也是在日本各地执笔写就的。

计算是一场旅行

在等号这条铁轨上飞驰着算式的列车。

本书前言中的诗正是我在全国旅行时的内心写照。

最近铁路风潮掀起了一股热浪，不过日本从很久以前就是铁路大国。而且我们国家在世界上都是很少见的数学大国。

就像铁路的轨道一样，数学世界里的这条叫作“等号”的铁路也是很多先人花上大把的时间，使出浑身解数，为我们开辟出一条明路的成果。

江户时代，一些人发现了数学的乐趣，于是开始创造日本独有的数学。数学在日本得到了发展，并成为明治维新后日本向前跃进的动力。

就这样，现在在日本，“创造数学的数学家”“传授数学的老师”“使用数学的企业”都不在少数。这样的数学大国就是日本。

我国既是铁道王国，可以享受列车之旅，又是数学大国，可以感知数学之喜。我在这两个领域里都能看到“轨道”，每条轨道都运载着人们的所思所想。

而我这个科学带头人今后还是会在轨道大国继续我的旅行。

最后，PHP编辑组的田畑博文老师以及协助编辑的神保幸惠老师为本系列的五册书竭尽全力，能跟他们一起创作出这一系列真的非常开心，在此表达我深深的谢意。

樱井进

2015年2月


作者简介

樱井进

1968年出生于山形县。从日本东京工业大学理学部数学专业毕业后，又攻读同校研究生，顺利毕业。是一位科学带头人。

任东京理科大学研究生院、日本大学艺术学院、日本电影大学客座讲师。

sakurai Science Factory股份公司董事长。从学生时代起就以讲师的身份站上讲台，在大型培训机构教授数学和物理，讲课风格极为风趣又通俗易懂。2000年成为日本最早一批科学带头人，开始了演讲活动，旨在通过介绍数学的历史和数学家的生平来传递数学带给人的震撼与感动。人人都能体验的Exciting Live Show（激动人心的现场表演）博得了从小学生到老年人的好评，有人甚至称赞这场活动能改变自己的世界观。作为世界第一个“数学娱乐节目”，它在日本产生了巨大反响，在电视演出、报纸、杂志上都广为刊载，一时之间成为热门话题。

主要著作有《有趣得让人睡不着的数学》《超有趣的让人睡不着的数学》《超有趣的让人睡不着的数学.2》《有趣得让人睡不着的数学.2》（以上为PHP编辑组出版），《感动！数学》（PHP研究所），《激动人心的数之世界大冒险》（日本图书中心）等。





[1]
 日本小说家，擅长微型小说等多种文学体裁，著有《人工美人》《祖父小金井良精记》等。
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