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学习导言

高考是中国学生通往大学的必经之路．有人形容高考是一座独木桥，只有胆大心细的人才能闯过去，更多的人，因为慌张或者技术技巧问题而落水．但是，当那些成功闯过独木桥的人回头看的时候，会惊讶地发现，原本桥身并没有想象中的那样狭窄，究其原因，不过是人在高中时期所掌握的知识面不够广，技术技巧不够娴熟，心理机制不够完善，凭空放大了困难的模样．

实际上，高考确实是一种能力与技能的考试，它考察的并非是你是否掌握了某种知识，而是你是否拥有掌握这种知识的能力，以及你运用这种知识的技能有多么娴熟．这个考试思想在数学学科里的体现尤为明显．

中国的高考数学题目，向来在世界范围内颇受好评，因为它梯度明显，解答弹性好，涉及的知识面广而精炼，可以直接测试出一个学生在数学方面的知识接受能力和逻辑思维程度．对于高中学生来说，高考数学从集合、函数开始，至解析、立体几何为止，理科学生比文科学生要多接受算法、极限等方面的训练，因此，一张高考数学答卷里，几乎每道题都考到了一个知识点，而这些通常被称为“考点”的知识点，普遍是高中数学学习过程中的重点，而并非难点．高考的难度体现在个别（约1～3道）题目上，仅针对挑战高分、满分和能力有余的学生，对于绝大多数学生来说，高考数学题目并不难做，即使完全放弃以上所说的难度题，仍然能有可观的分数——这也是高考命题委员会的出题原则——基础题占据了试卷的70％甚至更多．

但是，为什么绝大多数学生头疼的科目，偏偏就是数学？

在很多学生心目中，数学是一个靠海量练习累积而成的学科，同样的题目，条件和结论换位，算法立刻产生了翻天覆地的变化，即使几个数字略加更改，也可能导致完全不一样的解答，好像除了“做遍天下数学题”以外，并没有其他良好的解决办法．然而，不容忽视的是，在长期“不假思索”的解题过程中，学生对题目产生了熟悉感，却离知识和基础的数学思想越来越远，以至于只会解传统题，一旦题目发生法则以外的变化，学生就只能陷入痛苦重复的错误演算中，自信心受挫，完全找不到解决办法．

有个很典型的例子．某题说，某小区有一个面积为A的池塘，种植了面积为单位1的一片荷叶，每一天，这片荷叶都会长大，面积是前一天的2倍，20天后，这片荷叶铺满了整个池塘，求问，当荷叶面积等于A/2的时候，是生长期的第几天？

很多学生在拿到题目的时候，瞬间会想到，这是一个等比数列——你是否知道相关的公式和解法——绝大多数学生都知道，但是这道题的答题正确率并不算高，甚至有人写出带分数线、根号的答案．对于一道填空题来说，花去这样的精力列算式是非常吃亏的，题目本身的巧妙点就在于，它从另一个角度考察了你对“等比数列”这个概念的理解，那就是，后一个数字和前一个数字的比，与前一个数字和再前一个数字的比，是一样的．这个最基础最浅显的概念才是解题的关键，答案非常简单，第20天时，荷叶面积是A，那么鉴于“2倍”的公比，第19天的时候，面积就是A/2．不需要算式，甚至，不需要动笔．

这道题目道破了高考数学的天机，对于数学学科来说，掌握基础知识，并且在实践中总结、运用基础知识才是制胜的关键点，高超的解题技巧固然可以带来事半功倍的效果，然而对基础知识的理解，永远是最关键的一部分．

因此，我们编写了一本相对于其他教辅图书来说、题量非常少的数学教辅图书．本书精选了在高考过程中出现的50道基础类真题，帮助你进一步复习、理解最基础的数学知识．在选题的时候，每一道题都经过了数学老师们的衡量，普遍具有以下5个特点：

（1）每年必考的知识点；

（2）重复考查的高频率知识点；

（3）易错、易混淆的相似知识点；

（4）令人“不理解”的中等难度知识点；

（5）贯穿小、初、高，甚至大学还要用到的解题思想．

符合这5个条件的50道真题，按照类型划分为了若干知识模块，方便考生选择性阅读、练习．同时，这50道真题量虽少，内容却十分精巧，合适考生反复琢磨体会．

本套图书针对不同层次考生的需求，分为“基础题”和“压轴题”两本，本书为“基础题”，考生可以根据自己的学习进度、考分目标，分别加以选择．

希望本书可以从知识、技能的角度，带给广大考生关于数学高考的新思路，愿本书读者金榜题名．

最后，特别感谢戴秋馨、范澄、龚雪蓉、张韧、赵雪凤，以及覃子洋、刘欣然、王珊珊、张筱玫、朱成蹊、薛嫄、黄李慧、谢楠、金秀芳、霍连杰等在本书编写过程中提供的帮助和做出的贡献．
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本书使用说明

（1）章节前的考点、知识提示不可跳过，应仔细回想相关公式、定理、公理，为做题热身．

（2）本书精选了50道考前复习必做的基础类题目，均来自全国高考考卷．

（3）每章后，针对本章节的5道例题的相关解法、知识点，设计有匹配的5道练习题．

（4）请仔细研读例题，反复思考解法，做练习时，不要继续翻阅答案，解不开的步骤可以倒回例题部分，查看相关解答．

（5）数学复习讲究适量、精炼，完全掌握50道题，领会50道题的思路和方法，胜过500张模拟卷．


第1章　函数、导数

1.1　高考重点内容

（1）函数：函数的概念与表示，映射，单调性与最大（小）值，奇偶性，周期性及其图象变换．

（2）指数函数：有理指数幂的含义，实数指数幂的意义，幂的运算，指数函数概念、图象及其性质．

（3）对数函数：对数的概念及其运算性质，换底公式，对数函数的概念、图象及其性质，指数函数y＝ax
 与对数函数y＝loga
 x互为反函数（a＞0且a≠1）．

（4）幂函数：幂函数的概念，幂函数y＝xa
 的图象及其性质．

（5）函数的零点．

（6）函数模型的应用．

（7）导数及其应用：导数的几何意义，根据导数定义求函数的导数，导数的四则运算，简单的复合函数的导数，导数公式表，利用导数研究函数的单调性（其中多项式函数不超过三次），函数的极值、最值，利用导数解决某些实际问题，定积分与微积分基本定理．

1.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012全国课标理）
 　已知函数f（x）满足[image: alt]


（Ⅰ）求f（x）的解析式及单调区间；

（Ⅱ）若f（x）≥[image: alt]
 ＋ax＋b，求（a＋1）b的最大值．

解题思路分析

求函数f（x）的解析式，就是要求f′（1）和f（0）．先求f′（x），再令x＝1，即得f（0）．在f（x）中，令x＝0可得f′（1），于是解析式即得．

第二问应将不等式变形，作成一个新函数，对该函数求导，再求其最值．

真题详解

（Ⅰ）f（x）＝f′（1）ex－1
 －f（0）x＋[image: alt]
 x2
 [image: alt]
 f′（x）＝f′（1）ex－1
 －f（0）＋x

令x＝1得：f（0）＝1

[image: alt]


得：f（x）＝ex
 －x＋[image: alt]
 x2
 [image: alt]
 g（x）＝f′（x）＝ex
 －1＋x

g′（x）＝ex
 ＋1＞0[image: alt]
 y＝g（x）在x∈R上单调递增

[image: alt]


得：f（x）的解析式为f（x）＝ex
 －x＋[image: alt]
 x2


且单调递增区间为（0，＋∞），单调递减区间为（-∞，0）

（Ⅱ）f（x）≥[image: alt]
 x2
 ＋ax＋b[image: alt]
 h（x）＝ex
 －（a＋1）x－b≥0

得h′（x）＝ex
 －（a＋1）

①当a＋1＜0时，h′（x）＞0[image: alt]
 y＝h（x）在x∈R上单调递增，x→-∞时，h（x）→-∞与h（x）≥0矛盾；

②当a＋1＝0时，b≤ex
 [image: alt]
 b≤0；

③当a＋1＞0时，h′（x）＞0[image: alt]
 x＞ln（a＋1），h′（x）＜0[image: alt]
 x＜ln（a＋1），

∴当x＝ln（a＋1）时，h（x）min
 ＝（a＋1）－（a＋1）ln（a＋1）－b≥0

∴（a＋1）b≤（a＋1）2
 －（a＋1）2
 ln（a＋1）（a＋1＞0）

令F（x）＝x2
 －x2
 lnx（x＞0），则F′（x）＝x（1－2lnx）

∵F′（x）＞0[image: alt]
 0＜x＜[image: alt]
 ，F′（x）＜0[image: alt]
 x＞[image: alt]


∴当x＝[image: alt]
 时，F（x）max
 ＝[image: alt]


故当a＝[image: alt]
 －1，b＝[image: alt]
 时，（a＋1）b的最大值为[image: alt]
 ．





[image: alt]
 例2．（2012江苏）
 　若函数y＝f（x）在x＝x0
 处取得极大值或极小值，则称x0
 为函数y＝f（x）的极值点．

已知a，b是实数，1和-1是函数f（x）＝x3
 ＋ax2
 ＋bx的两个极值点．

（Ⅰ）求a和b的值；

（Ⅱ）设函数g（x）的导函数g′（x）＝f（x）＋2，求g（x）的极值点；

（Ⅲ）设h（x）＝f（f（x））-c，其中c∈［-2，2］，求函数y＝h（x）的零点个数．

解题思路分析

（Ⅰ）求出y＝f（x）的导数，根据1和-1是函数y＝f（x）的两个极值点，列方程组求解即可；

（Ⅱ）由（Ⅰ）可求得y＝f（x）的解析式，可得g′（x）．

令g′（x）＝0，求解讨论即可．

（Ⅲ）就其形式来看，求解有一定的难度．应先在区间［-2，2］上讨论关于x的方程f（x）＝d根的情况，再考虑方程f（f（x））＝0的根．

真题详解

（Ⅰ）由f（x）＝x3
 ＋ax2
 ＋bx，得f′（x）＝3x2
 ＋2ax＋b．

∵1和-1是函数f（x）＝x3
 ＋ax2
 ＋bx的两个极值点，

∴f′（1）＝3＋2a＋b＝0，f′（-1）＝3－2a＋b＝0，解得a＝0，b＝-3．

（Ⅱ）∵由（Ⅰ）得，f（x）＝x3
 －3x，

∴g′（x）＝f（x）＋2＝x3
 －3x＋2＝（x－1）2
 （x＋2），解得x1
 ＝x2
 ＝1，x3
 ＝-2．

∵当x＜-2时，g′（x）＜0；当-2＜x＜1时，g′（x）＞0，

∴x＝-2是g（x）的极值点．

∵当-2＜x＜1或x＞1时，g′（x）＞0，∴　x＝1不是g（x）的极值点．

∴g（x）的极值点是-2．

（Ⅲ）令f（x）＝t，则h（x）＝f（t）－c．

先讨论关于x的方程f（x）＝d根的情况：d∈［-2，2］．

当|d|＝2时，由（Ⅱ）可知，f（x）＝-2的两个不同的根为1和-2．注意到f（x）是奇函数，故f（x）＝2的两个不同的根为-1和2．

当|d|＜2时，∵f（-1）－d＝f（2）－d＝2－d＞0，f（1）－d＝f（-2）－d＝-2－d＜0，

∴-2，-1，1，2都不是f（x）＝d的根．

由（Ⅰ）知f′（x）＝3（x＋1）（x－1）．

①当x∈（2，＋∞）时，f′（x）＞0，于是f（x）是单调增函数，从而f（x）＞f（2）＝2．

此时f（x）＝d在（2，+∞）无实根；

②当x∈（1，2）时．f′（x）＞0，于是f（x）是单调增函数．

又∵f（1）－d＜0，f（2）－d＞0，y＝f（x）－d的图象不间断，

∴f（x）＝d在（1，2）内有唯一实根．

同理，f（x）＝d在（-2，-1）内有唯一实根．

③当x∈（-1，1）时，f′（x）＜0，于是f（x）是单调减函数．

又∵f（-1）－d＞0，f（1）－d＜0，y＝f（x）－d的图象不间断，

∴f（x）＝d在（-1，1）内有唯一实根．

因此，当|d|＝2时，f（x）＝d有两个不同的根x1
 ，x2
 ，满足|x1
 |＝1，|x2
 |＝2；

当|d|＜2时，f（x）＝d有三个不同的根x3
 ，x1
 ，x5
 ，满足|xi
 |＜2，i＝3，4，5．

现考虑函数y＝h（x）的零点：

（ⅰ）当|c|＝2时，f（t）＝c有两个根t1
 ，t2
 ，满足|t1
 |＝1，|t2
 |＝2，而f（x）＝t1
 有三个不同的根，f（x）＝t2
 有两个不同的根，故y＝h（x）有5个零点．

（ⅱ）当|c|＜2时，f（t）＝c有三个不同的根t3
 ，t4
 ，t5
 ，满足|ti
 |＜2，i＝3，4，5．而f（x）＝ti
 （i＝3，4，5）有三个不同的根，故y＝h（x）有9个零点．

综上所述，当|c|＝2时，函数y＝h（x）有5个零点；当|c|＜2时，函数y＝h（x）有9个零点．

1.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（浙江文）
 　设函数f（x）＝a2
 lnx－x2
 ＋ax，a＞0．

（Ⅰ）求f（x）的单调区间；

（Ⅱ）求所有实数a，使e－1≤f（x）≤e2
 对x∈［1，e］恒成立．

注：e为自然对数的底数．


解：
 （Ⅰ）因为f（x）＝a2
 lnx－x2
 ＋ax．其中x＞0，所以

[image: alt]


由于a＞0，所以f（x）的增区间为（0，a），减区间为（a，＋∞）．

（Ⅱ）证明：由题意得，f（1）＝a－1≥e－1，即a≥e，由（Ⅰ）知f（x）在［1，e］内单调递增，

要使e－1≤f（x）≤e2
 对x∈［1，e］恒成立，只要[image: alt]
 解得a＝e．

（本题主要考查函数的单调性、导数运算法则、导数应用等基础知识，同时考查抽象概括、推理论证能力．）





[image: alt]
 例2．（北京理）
 　已知函数f（x）＝（x－k）2
 [image: alt]
 ．

（Ⅰ）求f（x）的单调区间；

（Ⅱ）若对∀x∈（0，＋∞），都有f（x）≤[image: alt]
 ，求k的取值范围．


解：
 （Ⅰ）f′（x）＝[image: alt]
 ，令f′（x）＝0得x＝±k．

当k＞0时，f（x）在（-∞，-k）和（k，＋∞）上递增，在（-k，k）上递减；

当k＜0时，f（x）在（-∞，k）和（-k，＋∞）上递减，在（k，-k）上递增．

（Ⅱ）当k＞0时，f（k＋1）＝[image: alt]
 ，所以不可能对∀x∈（0，＋∞）都有f（x）≤[image: alt]
 ；

当k＜0时由（Ⅰ）知f（x）在（0，＋∞）上的最大值为f（-k）＝[image: alt]
 ，所以要对∀x∈（0，＋∞）都有f（x）≤[image: alt]
 ．

只需[image: alt]
 ，故对∀x∈（0，＋∞）都有f（x）≤[image: alt]
 时，k的取值范围为[image: alt]
 ．





[image: alt]
 例3．（陕西文）
 　设f（x）＝lnx，g（x）＝f（x）＋f′（x）．

（Ⅰ）求g（x）的单调区间和最小值；

（Ⅱ）讨论g（x）与[image: alt]
 的大小关系；

（Ⅲ）求a的取值范围，使得g（a）-g（x）＜[image: alt]
 对任意x＞0成立．



分析

第一问先求出原函数f（x），再求得g（x），然后利用导数判断函数的单调性（单调区间），并求出最小值；第二问作差法比较，构造一个新的函数，利用导数判断函数的单调性，并由单调性判断函数的正负；第三问对任意x＞0成立的恒成立问题转化为函数g（x）的最小值问题．




解：
 （Ⅰ）由题设知f（x）＝lnx，g（x）＝lnx＋[image: alt]
 ，∴g′（x）＝[image: alt]
 ，令g′（x）＝0得x＝1．

当x∈（0，1）时，g′（x）＜0，g（x）是减函数，故（0，1）是g（x）的单调递减区间；

当x∈（1，＋∞）时，g′（x）＞0，g（x）是增函数，故（1，＋∞）是g（x）的单调递增区间．

因此，x＝1是g（x）的唯一极值点，且为极小值点，从而是最小值点，所以g（x）的最小值为g（1）＝1．

（Ⅱ）[image: alt]
 ＝-lnx＋x，设h（x）＝g（x）－[image: alt]
 ＝2lnx－x＋[image: alt]
 ，则

[image: alt]


当x＝1时，h（1）＝0，即g（x）＝[image: alt]
 ；

当x∈（0，1）∪（1，＋∞）时，h′（x）＜0，因此，h（x）在（0，＋∞）内单调递减；

当0＜x＜1时，h（x）＞h（1）＝0，即g（x）＞[image: alt]
 ；

当x＞1时，因为x＞[image: alt]
 ，所以g（x）＜[image: alt]
 ．

（Ⅲ）由（Ⅰ）知g（x）的最小值为1，所以，g（a）－g（x）＜[image: alt]
 ，对任意x＞0成立[image: alt]
 g（a）－1＜[image: alt]
 ，即lna＜1，从而得0＜a＜e．





[image: alt]
 例4．（湖南文）
 　设函数f（x）＝x－[image: alt]
 -alnx（a∈R）．

（Ⅰ）讨论f（x）的单调性；

（Ⅱ）若f（x）有两个极值点x1
 和x2
 ，记过点A（x1
 ，f（x1
 ）），B（x2
 ，f（x2
 ））的直线的斜率为k，问：是否存在a，使得k＝2－a？若存在，求出a的值；若不存在，请说明理由．


解：
 （Ⅰ）f（x）的定义域为（0，+∞）．

[image: alt]


令g（x）＝x2
 －ax＋1，其判别式Δ＝a2
 －4．

（1）当|a|≤2时，Δ≤0，f′（x）≥0，故f（x）在（0，＋∞）上单调递增．

（2）当a＜-2时，Δ＞0，g（x）＝0的两根都小于0，在（0，＋∞）上，f′（x）＞0，故f（x）在（0，＋∞）上单调递增．

（3）当a＞2时，Δ＞0，g（x）＝0的两根为

[image: alt]


当0＜x＜x1
 时，f′（x）＞0；当x1
 ＜x＜x2
 时，f′（x）＜0；当x＞x2
 时，f′（x）＞0，

故f（x）分别在（0，x1
 ），（x2
 ，＋∞）上单调递增，在（x1
 ，x2
 ）上单调递减．

（Ⅱ）由（Ⅰ）知，a＞2．

因为f（x1
 ）－f（x2
 ）＝（x1
 －x2
 ）＋[image: alt]
 －a（lnx1
 －lnx2
 ），所以

[image: alt]


又由（Ⅰ）知，x1
 x2
 ＝1．于是k＝2－[image: alt]


若存在a，使得k＝2－a，则[image: alt]
 ＝1．即lnx1
 －lnx2
 ＝x1
 －x2
 ．亦即

[image: alt]


再由（Ⅰ）知，函数h（t）＝t－[image: alt]
 －2lnt在（0，＋∞）上单调递增，而x2
 ＞1，所以x2
 －[image: alt]
 －2lnx2
 ＞1－[image: alt]
 －2ln1＝0这与①式矛盾．故不存在a，使得k＝2－a．





[image: alt]
 例5．（江苏）
 　已知a，b是实数，函数f（x）＝x3
 ＋ax，g（x）＝x2
 ＋bx，f′（x）和g′（x）是f（x），g（x）的导函数，若f′（x）g′（x）≥0在区间I上恒成立，则称f（x）和g（x）在区间I上单调性一致

（Ⅰ）设a＞0，若函数f（x）和g（x）在区间［-1，＋∞）上单调性一致，求实数b的取值范围；

（Ⅱ）设a＜0，且a≠b，若函数f（x）和g（x）在以a，b为端点的开区间上单调性一致，求|a－b|的最大值．



分析

第一问考察单调性概念、导数运算及应用、含参不等式恒成立问题，属于中档题；第二问综合考察分类讨论、线性规划、解二次不等式、二次函数、含参不等式恒成立问题、导数及其应用、化归及数形结合的思想，属于难题．




解：
 （Ⅰ）因为函数f（x）和g（x）在区间［-1，＋∞）上单调性一致，所以，∀x∈［-1，＋∞），f′（x）g′（x）≥0，

即

∀x∈［-1，＋∞），（3x2
 ＋a）（2x＋b）≥0，

∵a＞0，∴∀x∈［-1，＋∞），2x＋b≥0，

即∵a＞0，∴∀x∈［-1，＋∞），b≥-2x，∴b≥2．

（Ⅱ）当b＜a时，因为，函数f（x）和g（x）在区间（b，a）上单调性一致，所以，∀x∈（b，a），f′（x）g′（x）≥0，

即∀x∈（b，a），（3x2
 ＋a）（2x＋b）≥0，

∵b＜a＜0，∴∀x∈（b，a），2x＋b＜0，

∴∀x∈（b，a），a≤-3x2
 ，

∴b＜a＜-3b2
 ，设z＝a-b，考虑点（b，a）的可行域，函数y＝-3x2
 的斜率为1的切线的切点设为（x0
 ，y0
 ）

则-6x0
 ＝1，x0
 ＝[image: alt]
 ，y0
 ＝[image: alt]
 ，

∴Zmax
 ＝[image: alt]
 －（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ；

当a＜b＜0时，因为，函数f（x）和g（x）在区间（a，b）上单调性一致，所以，∀x∈（a，b），f′（x）g′（x）≥0，

即∀x∈（a，b），（3x2
 ＋a）（2x＋b）≥0，

∵b＜0，∴∀x∈（a，b），2x＋b＜0，

∴∀x∈（a，b），a≤-3x2
 ，

∴a≤-3a2
 ，

∴-[image: alt]
 ≤a≤0，

∴（b－a）max
 ＝[image: alt]
 ；

当a＜0＜b时，因为函数f（x）和g（x）在区间（a，b）上单调性一致，所以，∀x∈（a，b），f′（x）g′（x）≥0，

即∀x∈（a，b），（2x＋b）（3x2
 ＋a）≥0，

∵b＞0，而x＝0时，（3x2
 ＋a）（2x＋b）＝ab＜0，不符合题意；

当a＜0＝b时，由题意：

∀x∈（a，0），2x（3x2
 ＋a）≥0，

∴∀x∈（a，0），3x2
 ＋a≤0，

∴3a2
 ＋a＜0，

∴-[image: alt]
 ＜a＜0，

∴b－a＜[image: alt]


综上可知，|a－b|max
 ＝[image: alt]
 ．

1.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（江苏）
 　在平面直角坐标系xOy中，已知点P是函数f（x）＝ex
 （x＞0）的图象上的动点，该图象在P处的切线l交y轴于点M，过点P作l的垂线交y轴于点N，设线段MN的中点的纵坐标为t，则t的最大值是_________．









[image: alt]
 习题2．（江西理）
 　设f（x）＝-[image: alt]
 x3
 ＋[image: alt]
 x2
 ＋2ax．

（Ⅰ）若f（x）在（[image: alt]
 ，＋∞）上存在单调递增区间，求a的取值范围；

（Ⅱ）当0＜a＜2时，f（x）在［1，4］上的最小值为[image: alt]
 ，求f（x）在该区间上的最大值．









[image: alt]
 习题3．（广东文）
 　设a＞0，讨论函数f（x）＝lnx＋a（1－a）x2
 －2（1－a）x的单调性．









[image: alt]
 习题4．（湖北文）
 　设函数f（x）＝x3
 ＋2ax2
 ＋bx＋a，g（x）＝x2
 －3x＋2，其中x∈R，a、b为常数，已知曲线y＝f（x）与y＝g（x）在点（2，0）处有相同的切线l．

（Ⅰ）求a、b的值，并写出切线l的方程；

（Ⅱ）若方程f（x）＋g（x）＝mx有三个互不相同的实根0、x1
 、x2
 ，其中x1
 ＜x2
 ，且对任意的x∈［x1
 ，x2
 ］，f（x）＋g（x）＜m（x－1）恒成立，求实数m的取值范围．









[image: alt]
 习题5．（北京海淀区期末练习题）
 　已知函数f（x）＝x2
 ＋[image: alt]
 ＋1，其中a＞0．

（Ⅰ）若曲线y＝f（x）在（1，f（1））处的切线与直线y＝1平行，求a的值；

（Ⅱ）求函数f（x）在区间［1，2］上的最小值．









1.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 设P（x0
 ，ex0

 ），则l：y－ex0

 ＝ex0

 （x－x0
 ），∴M（0，（1－x0
 ）ex0

 ），过点P作l的垂线

y－ex0

 ＝-e－x0

 （x－x0
 ），∴N（0，ex0

 ＋x0
 e－x0

 ），

∴t＝[image: alt]
 ［（1－x0
 ）ex0

 ＋ex0

 ＋x0
 e－x0

 ］＝ex0

 ＋[image: alt]
 x0
 （e－x0

 －ex0

 ）

t′＝[image: alt]
 （ex0

 ＋e－x0

 ）（1－x0
 ），所以，t在（0，1）上单调增，在（1，＋∞）单调减，∴x0
 ＝1，tmax
 ＝[image: alt]
 （e＋[image: alt]
 ）．

本题主要考查指数运算，指数函数图象，导数的概念，导数公式，导数的运算与几何意义、利用导数研究函数，导数的应用，直线方程及其斜率，直线的位置关系，运算求解能力，综合应用有关知识的能力，属难题．





[image: alt]
 习题2



解：
 （Ⅰ）f（x）在（[image: alt]
 ，＋∞）上存在单调递增区间，即存在某个子区间（m，n）⊆（[image: alt]
 ，＋∞）使得f′（x）＞0．由f′（x）＝-x2
 ＋x＋2a＝-（x－[image: alt]
 ）2
 ＋[image: alt]
 ＋2a，f′（x）在区间［[image: alt]
 ，＋∞）上单调递减，则只需f′（[image: alt]
 ）＞0即可．

由f′（[image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ＋2a＞0解得a＞[image: alt]
 ，所以，当a＞[image: alt]
 时，f（x）在（[image: alt]
 ，＋∞）上存在单调递增区间．

（Ⅱ）令f′（x）＝0，得两根x1
 ＝[image: alt]
 ，x2
 ＝[image: alt]
 ．

所以f（x）在（-∞，x1
 ），（x2
 ，＋∞）上单调递减，在（x1
 ，x2
 ）上单调递增．

当0＜a＜2时，有x1
 ＜1＜x2
 ＜4，所以f（x）在［1，4］上的最大值为f（x2
 ）．

又f（4）－f（1）＝[image: alt]
 ＋6a＜0，即f（4）＜f（1）．所以f（x）在［1，4］上的最小值为f（4）＝8a－[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，得a＝1，x2
 ＝2，从而f（x）在［1，4］上的最大值为f（2）＝[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题3



解：
 函数y＝f（x）的定义域为（0，＋∞）

[image: alt]


当a≠1时，方程2a（1－a）x2
 －2（1－a）x＋1＝0的判别式

[image: alt]


（1）当0＜a＜[image: alt]
 时，Δ＞0，f′（x）有两个零点，

[image: alt]


且当0＜x＜x1
 或x＞x2
 时，f′（x）＞0，f（x）在（0，x1
 ）与（x2
 ，＋∞）内为增函数；

当x1
 ＜x＜x2
 时，f′（x）＜0，f（x）在（x1
 ，x2
 ）内为减函数；

（2）当[image: alt]
 ≤a＜1时，Δ≤0，f′（x）≥0，所以f（x）在（0，＋∞）内为增函数；

（3）当a＝1时，f′（x）＝[image: alt]
 ＞0（x＞0），f（x）在（0，＋∞）内为增函数；

（4）当a＞1时，Δ＞0，x1
 ＝[image: alt]
 ，

x2
 ＝[image: alt]
 ＜0，所以f′（x）在定义域内有唯一零点x1
 ，且当0＜x＜x1
 时，f′（x）＞0，f（x）在（0，x1
 ）内为增函数；当x＞x1
 时，f′（x）＜0，f（x）在（x1
 ，＋∞）内为减函数．

f（x）的单调区间如下表：

[image: alt]


[image: alt]






[image: alt]
 习题4



解：
 （Ⅰ）f′（x）＝3x2
 ＋4ax＋b，g′（x）＝2x－3，由于曲线y＝f（x）与曲线y＝g（x）在点（2，0）处有相同的切线，故有f（2）＝g（2）＝0，f′（2）＝g′（2）＝1，由此解得：a＝-2，b＝5；

切线l的方程：x－y－2＝0．

（Ⅱ）由（Ⅰ）得f（x）＋g（x）＝x3
 －3x2
 ＋2x，由题意得：方程x（x2
 －3x＋2－m）＝0有三个互不相等的根0，x1
 ，x2
 ，故x1
 ，x2
 是方程x2
 －3x＋2－m＝0的两个相异实根，所以Δ＝9－4（2－m）＞0[image: alt]
 m＞-[image: alt]
 ；

又对任意的x∈［x1
 ，x2
 ］，f（x）＋g（x）＜m（x－1）恒成立，特别地，取x＝x1
 时，

f（x1
 ）＋g（x1
 ）－mx1
 ＜-m成立，即0＜-m[image: alt]
 m＜0，由根与系数的关系知：x1
 ＋x2
 ＝3＞0，x1
 x2
 ＝2－m＞0，故0＜x1
 ＜x2
 ，对任意的x∈［x1
 ，x2
 ］，有x－x2
 ≤0，x－x1
 ≥0，x＞0，则：

f（x）＋g（x）－mx＝x（x－x1
 ）（x－x2
 ）≤0；又f（x1
 ）＋g（x1
 ）－mx1
 ＝0

所以函数在x∈［x1
 ，x2
 ］上的最大值为0，于是当m＜0时对任意的x∈［x1
 ，x2
 ］，f（x）＋g（x）＜m（x－1）恒成立；

综上：m的取值范围是（-[image: alt]
 ，0）．





[image: alt]
 习题5



解：
 f′（x）＝[image: alt]
 ，x≠0．

（Ⅰ）由题意得f′（1）＝2（1－a3
 ）＝0，解得a＝1，

此时f（1）＝4，在点（1，f（1））处的切线为y＝4，与直线y＝1平行．

故所求a值为1．

（Ⅱ）由f′（x）＝0可得x＝a，a＞0，

（1）当0＜a≤1时，f′（x）＞0在（1，2］上恒成立，

所以y＝f（x）在［1，2］上递增，

所以f（x）在［1，2］上的最小值为f（1）＝2a3
 ＋2 ．

（2）当1＜a＜2时，

[image: alt]


由上表可得y＝f（x）在［1，2］上的最小值为f（a）＝3a2
 ＋1．

（3）当a≥2时，f′（x）＜0在［1，2）上恒成立，

所以y＝f（x）在［1，2］上递减．

所以f（x）在［1，2］上的最小值为f（2）＝a3
 ＋5．

综上讨论，可知：

当0＜a≤1时，y＝f（x）在［1，2］上的最小值为f（1）＝2a3
 ＋2；

当1＜a＜2时，y＝f（x）在［1，2］上的最小值为f（a）＝3a2
 ＋1；

当a≥2时，y＝f（x）在［1，2］上的最小值为f（2）＝a3
 ＋5．


第2章　三角函数

2.1　高考重点内容

（1）三角函数：任意角的概念和弧度制，弧度与角度的互化，任意角的正弦、余弦、正切的定义，用单位圆中的三角函数线表示正弦、余弦和正切，诱导公式，同角三角函数的基本关系式，周期函数的定义、三角函数的周期性，函数y＝sinx，y＝cosx，y＝tanx的图象和性质，解三角形函数y＝Asin（ωx＋φ）的图象，用三角函数解决一些简单的实际问题．

（2）三角恒等变换：两角和与差的正弦、余弦、正切公式，二倍角的正弦、余弦、正切公式，简单的恒等变换．

（3）解三角形：正弦定理、余弦定理．

2.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012天津理）
 　已知函数f（x）＝[image: alt]
 ＋2cos2
 x－1，x∈R．

（Ⅰ）求函数f（x）的最小正周期；

（Ⅱ）求函数f（x）在区间[image: alt]
 上的最大值与最小值．

解题思路分析

三角函数题在高考的解答题里属于较容易的，一般是利用三角公式把f（x）化为一个角的一个函数，然后求其周期、最大最小值、单调区间等；或利用正弦定理、余弦定理解三角形．本题显然是先把f（x）化为正弦型函数，利用两角和与两角差的正弦函数公式展开前两项，后两项就是cos2x，于是立得其结果．

真题详解

[image: alt]


（Ⅰ）：f（x）最小正周期T＝[image: alt]
 ＝π．

（Ⅱ）：由x∈[image: alt]
 得2x＋[image: alt]
 ∈[image: alt]


∴[image: alt]
 ≤sin（2x＋[image: alt]
 ）≤1．

则-1≤[image: alt]
 sin（2x＋[image: alt]
 ）≤[image: alt]
 ．

故f（x）在区间[image: alt]
 上的最大值为[image: alt]
 ，最小值为-1．





[image: alt]
 例2．（2012四川理）
 　函数f（x）＝[image: alt]
 －3（ω＞0）在一个周期内的图象如图所示，A为图象的最高点，B、C为图象与x轴的交点，且△ABC为正三角形．

[image: alt]


（Ⅰ）求ω的值及函数f（x）的值域；

（Ⅱ）若f（x0
 ）＝[image: alt]
 ，且x0
 ∈[image: alt]
 ，求f（x0
 ＋1）的值．

解题思路分析

将函数f（x）化为Asin（ωx＋φ）的形式，则得A，从而知|BC|＝[image: alt]
 ，即得T．

欲求f（x0
 ＋1）的值，需利用f（x0
 ）＝[image: alt]
 ，先求出sin（ωx＋φ）来，再求cos（ωx＋φ），然后就不难求得f（x0
 ＋1）的值．

真题详解

（Ⅰ）由已知可得，f（x）＝3cosωx＋[image: alt]


又正三角形ABC的高为[image: alt]
 ，从而BC＝4

所以函数f（x）的周期T＝4×2＝8，即[image: alt]
 ＝8，ω＝[image: alt]


函数f（x）的值域为［-[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］．

（Ⅱ）因为f（x0
 ）＝[image: alt]
 ，由（Ⅰ）有

f（x0
 ）＝[image: alt]
 [image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ＝[image: alt]


由x0
 ∈（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ），知[image: alt]


所以[image: alt]


故

[image: alt]


2.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（四川理）
 　已知函数f（x）＝[image: alt]
 ，x∈R．

（Ⅰ）求f（x）的最小正周期和最小值；

（Ⅱ）已知cos（β－α）＝[image: alt]
 ，cos（β＋α）＝-[image: alt]
 ，0＜α＜β≤[image: alt]
 ，求证：［f（β）］2
 －2＝0．



分析

本题考查三角函数的性质，同角三角函数的关系，两角和的正、余弦公式、诱导公式等基础知识和基本运算能力，函数与方程、化归与转化等数学思想．



（Ⅰ）解：


[image: alt]


∴f（x）的最小正周期T＝2π，最小值f（x）min
 ＝-2．

（Ⅱ）证明：由已知得cosαcosβ＋sinαsinβ＝[image: alt]
 ，cosαcosβ－sinαsinβ＝-[image: alt]


两式相加得2cosαcosβ＝0，∵0＜α＜β≤[image: alt]
 ，∴cosβ＝0，则β＝[image: alt]
 ．

∴［f（β）］2
 －2＝4sin2
 [image: alt]
 －2＝0．





[image: alt]
 例2．（江苏）
 　函数f（x）＝Asin（ωx＋φ），（A，ω，φ是常数，A＞0，ω＞0）的部分图象如下图所示，则f（0）＝_____．

[image: alt]



解：
 由图可知：A＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，则ω＝2，

由[image: alt]
 ，得φ＝[image: alt]
 ，

∴　[image: alt]
 ．



分析

本题主要考查正弦余弦正切函数的图象与性质，y＝Asin（ωx＋φ）的图象与性质以及诱导公式，数形结合思想，属于中档题．







[image: alt]
 例3．（安徽理）
 　已知函数f（x）＝sin（2x＋φ），其中φ为实数，若f（x）≤[image: alt]
 对x∈R恒成立，且[image: alt]
 ＞f（π），则f（x）的单调递增区间是（　　）．

（A）[image: alt]


（B）[image: alt]


（C）[image: alt]


（D）[image: alt]



解：
 若f（x）≤[image: alt]
 对x∈R恒成立，则[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝1，所以[image: alt]
 ，k∈Z，[image: alt]
 ，k∈Z．由f（[image: alt]
 ）＞f（π），（k∈Z），可知sin（π＋φ）＞sin（2π＋φ），即sinφ＜0，所以[image: alt]
 ．

代入f（x）＝sin（2x＋φ），得f（x）＝sin（2x＋2kπ＋[image: alt]
 ）＝sin（2x＋[image: alt]
 ）＝-sin（2x＋[image: alt]
 ）．

令2kπ＋[image: alt]
 ≤2x＋[image: alt]
 ≤2kπ＋[image: alt]
 ，得kπ＋[image: alt]
 ≤x≤kπ＋[image: alt]
 ，故选C．



分析

本题考查正弦函数的有界性及正弦函数的单调性，属中等偏难题．







[image: alt]
 例4．（江西文）
 　在△ABC中，A，B，C的对边分别是a，b，c，已知3acosA＝ccosB＋bcosC．

（Ⅰ）求cosA的值；

（Ⅱ）若a＝1，cosB＋cosC＝[image: alt]
 ，求边c的值．


解：
 （Ⅰ）由3acosA＝ccosB＋bcosC及正弦定理得：

3sinAcosA＝sinCcosB＋sinBcosC＝sin（B＋C），即3sinAcosA＝sinA

所以cosA＝[image: alt]
 ．

（Ⅱ）由cosB＋cosC＝[image: alt]
 ，即cos（π－A－C）＋cosC＝[image: alt]
 ，展开易得：

cosC＋[image: alt]
 sinC＝[image: alt]
 [image: alt]
 sinC＝[image: alt]
 ，由正弦定理：[image: alt]
 ．



分析

本题考查的主要知识是三角函数及解三角形问题，题目偏难．第一问主要涉及正弦定理、诱导公式及三角形内角和为180°这三个知识点的考查，属于一般难度；第二问同样也是对正弦定理和诱导公式的考查，还对同角三角函数关系进行了考查，比第一问更难．







[image: alt]
 例5．（全国Ⅱ文）
 　△ABC的内角A、B、C的对边分别为a、b、c，已知asinA＋csinC－[image: alt]
 asinC＝bsinB．

（Ⅰ）求B；

（Ⅱ）若A＝75°，b＝2，求a，c．


解：
 （Ⅰ）由正弦定理，asinA＋csinC－[image: alt]
 asinC＝bsinB可变形为

a2
 ＋c2
 －[image: alt]
 ac＝b2
 ，即a2
 ＋c2
 －b2
 ＝[image: alt]
 ac，

由余弦定理，

[image: alt]


又B∈（0，π），所以B＝[image: alt]
 ．

（Ⅱ）sinA＝sin75°＝sin（45°＋30°）＝[image: alt]
 .sinC＝sin60°＝[image: alt]
 ．

由正弦定理，[image: alt]
 ．同理得c＝[image: alt]
 [image: alt]
 ．

2.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（天津理）
 　在△ABC中，内角A，B，C的对边分别是a，b，c，若a2
 －b2
 ＝[image: alt]
 bc，sinC＝[image: alt]
 sinB，则A＝（　　）．

A．30°

B．60°

C．120°

D．150°









[image: alt]
 习题2．（天津文）
 　下图是函数y＝Asin（ωx＋φ）（x∈R）在区间[image: alt]
 上的图象，为了得到这个函数的图象，只要将y＝sinx（x∈R）的图象上的所有的点（　　）．

[image: alt]


A．向左平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标缩短到原来的[image: alt]
 倍，纵坐标不变

B．向左平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标伸长到原来的2倍，纵坐标不变

C．向左平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标缩短到原来的[image: alt]
 倍，纵坐标不变

D．向左平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标伸长到原来的2倍，纵坐标不变









[image: alt]
 习题3．（浙江理）
 　已知函数f（x）＝2sin2
 （[image: alt]
 ＋x）－[image: alt]
 cos2x，x∈[image: alt]
 ．

（Ⅰ）求f（x）的最大值和最小值；

（Ⅱ）若不等式[image: alt]
 ＜2在x∈[image: alt]
 上恒成立，求实数m的取值范围．









[image: alt]
 习题4．（湖南文）
 　在△ABC中，角A，B，C所对的边分别为a，b，c，且满足csinA＝acosC．

（Ⅰ）求角C的大小；

（Ⅱ）求[image: alt]
 sinA－cos（B＋[image: alt]
 ）的最大值，并求取得最大值时角A，B的大小．









[image: alt]
 习题5．（山东文）
 　在△ABC中，内角A，B，C的对边分别为a，b，c，已知[image: alt]
 ．

（Ⅰ）求[image: alt]
 的值；

（Ⅱ）若cosB＝[image: alt]
 ，△ABC的周长为5，求b的长．









2.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 由sinC＝[image: alt]
 sinB及正弦定理得c＝[image: alt]
 b，代入a2
 －b2
 ＝[image: alt]
 bc得

a2
 －b2
 ＝[image: alt]
 b·[image: alt]
 b＝6b2
 ，即a2
 ＝7b2
 ，又c2
 ＝12b2
 ，

由余弦定理，[image: alt]
 ，所以A＝30°．

故选A．





[image: alt]
 习题2



解法一：
 如图，平移需满足[image: alt]
 ＝-[image: alt]
 ，解得φ＝[image: alt]
 ．因此首先将y＝sinx（x∈R）的图象上的所有的点向左平移[image: alt]
 个单位长度，

又因为该函数的周期为T＝2[image: alt]
 ＝π，于是再需把y＝sinx（x∈R）的图象上的所有的点横坐标缩短到原来的[image: alt]
 倍．

故选A．


解法二：
 由已知图象得[image: alt]
 解得ω＝2，φ＝[image: alt]
 ，又A＝1，

所以图中函数的解析式是y＝sin（2x＋[image: alt]
 ），

因此该函数的图象是将y＝sinx（x∈R）的图象上的所有的点向左平移[image: alt]
 个单位长度，再把所得各点的横坐标缩短到原来的[image: alt]
 倍，纵坐标不变得到的．

故选A．





[image: alt]
 习题3



解：
 （Ⅰ）

[image: alt]


又∵x∈[image: alt]
 ，∴[image: alt]
 ≤2x－[image: alt]
 ≤[image: alt]
 ，即2≤1＋2sin（2x－[image: alt]
 ）≤3，

∴f（x）max
 ＝3，f（x）min
 ＝2．

（Ⅱ）∵|f（x）－m|＜2[image: alt]
 f（x）－2＜m＜f（x）＋2，x∈[image: alt]
 ，

∴m＞f（x）max
 －2且m＜f（x）min
 ＋2，

∴1＜m＜4，即m的取值范围是（1，4）．





[image: alt]
 习题4



解：
 （Ⅰ）由正弦定理得sinCsinA＝sinAcosC．

因为0＜A＜π，所以sinA＞0．从而sinC＝cosC．又cosC≠0，所以tanC＝1，则C＝[image: alt]
 ．

（Ⅱ）由（Ⅰ）知B＝[image: alt]
 －A．于是

[image: alt]


∴0＜A＜[image: alt]
 ，∴[image: alt]
 ＜A＋[image: alt]
 ＜[image: alt]
 ，从而当A＋[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即A＝[image: alt]
 时，2sin（A＋[image: alt]
 ）取最大值2．

综上所述，[image: alt]
 sinA－cos（B＋[image: alt]
 ）的最大值为2，此时A＝[image: alt]
 ，B＝[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题5



解：
 （Ⅰ）由正弦定理得a＝2RsinA，b＝2RsinB，c＝2RsinC，所以[image: alt]
 ，

即sinBcosA－2sinBcosC＝2sinCcosB－sinAcosB，

即有sin（A＋B）＝2sin（B＋C），

即sinC＝2sinA，所以[image: alt]
 ＝2．

（Ⅱ）由[image: alt]
 ＝2得c＝2a，∵cosB＝[image: alt]
 ，∴b2
 ＝a2
 ＋c2
 －2accosB＝4a2


∴b＝2a，又a＋b＋c＝5得a＝1，b＝2．


第3章　数列

3.1　高考重点内容

（1）数列的概念：数列的概念和表示法．

（2）等差数列、等比数列：等差数列的概念，等比数列的概念，等差数列，等比数列的通项公式与前n项和公式．

（3）递推数列．

（4）数列求和及综合应用．

3.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012湖北A文）
 　已知等差数列｛an
 ｝前三项的和为-3，前三项的积为8．

（Ⅰ）求等差数列｛an
 ｝的通项公式；

（Ⅱ）若a2
 ，a3
 ，a1
 成等比数列，求数列{|an
 |}的前n项和．

解题思路分析

第一问，设出公差，写出前三项，解方程组即可．

第二问，应先考虑第一问所求得的数列是否满足前三项成等比数列，再进一步求数列{|an
 |}的前n项的和．因为每项是|an
 |，故an
 应有正有负．可分别求所有正项的和与所有负项的和，即得前n项的和．

真题详解

（Ⅰ）设等差数列{an
 }的公差为d，则a2
 ＝a1
 ＋d，a3
 ＝a1
 ＋2d，

由题意得[image: alt]


所以由等差数列通项公式可得

an
 ＝2－3（n－1）＝-3n＋5，或an
 ＝-4＋3（n－1）＝3n－7．

故an
 ＝-3n＋5，或an
 ＝3n－7．

（Ⅱ）当an
 ＝-3n＋5时，a2
 、a3
 、a1
 分别为-1、-4、2，不成等比数列；

当an
 ＝3n－7时，a2
 、a3
 、a1
 分别为-1、2、-4，成等比数列，满足条件．

故|an
 |＝|3n－7|＝[image: alt]


记数列{|an
 |}的前n项和为Sn
 ．

当n＝1时，S1
 ＝|a1
 |＝4；当n＝2时，S2
 ＝|a1
 |＋|a2
 |＝5；

当n≥3时，

Sn
 ＝S2
 ＋|a3
 |＋|a4
 |＋…＋|an
 |＝5＋（3×3－7）＋（3×4－7）＋…＋（3n－7）＝5＋[image: alt]
 ．当n＝2时，满足此式．

综上，Sn
 ＝[image: alt]






[image: alt]
 例2．（2012天津理）
 　已知｛an
 ｝是等差数列，其前n项和为Sn
 ，｛bn
 ｝是等比数列，且a1
 ＝b1
 ＝2，a4
 ＋b4
 ＝27，S4
 －b4
 ＝10．

（Ⅰ）求数列{an
 }与{bn
 }的通项公式；

（Ⅱ）记Tn
 ＝an
 b1
 ＋an－1
 b2
 ＋…＋an
 b1
 ，n∈N＋
 ，证明Tn
 ＋12＝-2an
 ＋10bn
 （n∈N＋
 ）．

解题思路分析

本题考查等差数列、等比数列的概念，通项公式，前n项和及求和的基础知识．

第一问首先设出公差和公比，解二元方程组可得之．故其通项公式便可以写出．

第二问Tn
 的各项是等差数列每一项与等比数列每一项之积，显然需错位相减求和．

因为要证明的等式与正整数n有关，故也可以运用数学归纳法加以证明．

真题详解

（Ⅰ）设等差数列的公差为d，等比数列的公比为q，由a1
 ＝b1
 ＝2，得a4
 ＝2＋3d，b4
 ＝2q3
 ，S4
 ＝8＋6d．

依题意，得[image: alt]


解得[image: alt]


∴an
 ＝2＋3（n－1）＝3n－1，bn
 ＝2·2n－1
 ＝2n
 ．（n∈N＋
 ）

（Ⅱ）解法一：


[image: alt]


②－①得：

[image: alt]


而-2an
 ＋10bn
 -12＝-2（3n－1）＋10·2n
 －12＝10·2n
 －6n－10．

∴Tn
 ＋12＝-2an
 ＋10bn
 （n∈N＋
 ）．


解法二：
 （数学归纳法）

（1）当n＝1时，T1
 ＋12＝a1
 b1
 ＋12＝4＋12＝16，

-2a1
 ＋10b1
 ＝-2×2＋10×2＝16．

等式成立；

（2）假设n＝k时等式成立，即Tk
 ＋12＝-2ak
 ＋10bk
 ，则当n＝k＋1时：

[image: alt]


即当n＝k＋1时，有Tk＋1
 ＋12＝-2ak＋1
 ＋10bk＋1


由（1）、（2）可知，∀n∈N＋
 ，Tn
 ＋12＝-2an
 ＋10bn
 都成立．

得证．

3.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（江西理）
 　已知两个等比数列{an
 }，{bn
 }，满足a1
 ＝a（a＞0），b1
 －a1
 ＝1，b2
 －a2
 ＝2，b3
 －a3
 ＝3．

（Ⅰ）若a＝1，求数列{an
 }的通项公式；

（Ⅱ）若数列{an
 }唯一，求a的值．


解：
 （Ⅰ）设{an
 }的公比为q，则b1
 ＝1＋a＝2，b2
 ＝2＋aq＝2＋q，

b3
 ＝3＋aq2
 ＝3＋q2
 ，由b1
 ，b2
 ，b3
 成等比数列得（2＋q）2
 ＝2（3＋q2
 ），

即q2
 －4q＋2＝0，解得q1
 ＝2＋[image: alt]
 ，q2
 ＝2－[image: alt]


所以{an
 }的通项公式an
 ＝（2＋[image: alt]
 ）n－1
 或an
 ＝（2－[image: alt]
 ）n－1
 ．

（Ⅱ）设{an
 }的公比为q，则由（2＋aq）2
 ＝（1＋q）（3＋aq2
 ），得aq2
 －4aq＋3a－1＝0①．

由a＞0得Δ＝4a2
 ＋4a＞0，故方程①有两个不同的实根．

由{an
 }唯一，知方程①必有一根为0，代入①得a＝[image: alt]
 ．





[image: alt]
 例2．（全国Ⅰ理）
 　等比数列｛an
 ｝的各项均为正数，且2a1
 ＋3a2
 ＝1，[image: alt]
 ＝9a2
 a6
 ．

（Ⅰ）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（Ⅱ）设bn
 ＝log3
 a1
 ＋log3
 a2
 ＋…＋log3
 an
 ，求数列｛[image: alt]
 ｝的前n项和．


解：
 （Ⅰ）设数列{an
 }的公比为q，由[image: alt]
 ＝9a2
 a6
 ，

所以q2
 ＝[image: alt]
 ．

由条件可知q＞0，故q＝[image: alt]
 ．

由2a1
 ＋3a2
 ＝1得2a1
 ＋3a1
 q＝1，所以a1
 ＝[image: alt]
 ．

故数列{an
 }的通项公式为an
 ＝[image: alt]
 ．

（Ⅱ）[image: alt]


[image: alt]


所以数列{[image: alt]
 }的前n项和为[image: alt]
 ．





[image: alt]
 例3．（海淀二模）
 　记等差数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，已知a2
 ＋a4
 ＝6，S4
 ＝10．

（Ⅰ）求数列{an
 }的通项公式；

（Ⅱ）令bn
 ＝an
 ·2n
 （n∈N*
 ），求数列{bn
 }的前n项和Tn
 ．


解：
 （Ⅰ）设等差数列｛an
 ｝的公差为d，由a2
 ＋a4
 ＝6，S4
 ＝10，可得[image: alt]


∴　an
 ＝a1
 ＋（n－1）d＝1＋（n－1）＝n，

故所求等差数列｛an
 ｝的通项公式为an
 ＝n．

（Ⅱ）由题意得，bn
 ＝an
 ·2n
 ＝n·2n
 ，

[image: alt]


∴　Tn
 ＝（n－1）·2n＋1
 ＋2．





[image: alt]
 例4．（北京市东城区一模）
 　已知数列{xn
 }满足x1
 ＝4，xn＋1
 ＝[image: alt]
 ．

（Ⅰ）求证：xn
 ＞3；

（Ⅱ）求证：xn＋1
 ＜xn
 ；

（Ⅲ）求数列{xn
 }的通项公式．


解：
 （Ⅰ）证明：用数学归纳法证明．

（1）当n＝1时，x1
 ＝4＞3．所以结论成立．

（2）假设n＝k（n≥1）时结论成立，即xn
 ＞3，则

[image: alt]


所以xn＋1
 ＞3．

即n＝k＋1时，结论成立．

由（1）、（2）可知对任意的正整数n，都有xn
 ＞3．

（Ⅱ）证明：

[image: alt]


因为xn
 ＞3，所以[image: alt]
 ＜0，即xn＋1
 －xn
 ＜0．

所以xn＋1
 ＜xn
 ．

（Ⅲ）xn＋1
 －1＝[image: alt]
 ，

则xn＋1
 －3＝[image: alt]
 ，

所以[image: alt]
 ．

又　[image: alt]
 ，

所以[image: alt]
 ．

又　[image: alt]
 ，

令[image: alt]
 ，则数列{an
 }是首项为1，公比为2的等比数列．

所以an
 ＝2n－1
 ．

由　an
 ＝[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．





[image: alt]
 例5．（北京市朝阳区二模）
 　已知{an
 }是递增数列，其前n项和为Sn
 ，an
 ＞1，且10Sn
 ＝（2an
 ＋1）（an
 ＋2），n∈［N*
 ］．

（Ⅰ）求数列｛an
 ｝的通项an
 ；

（Ⅱ）是否存在m，n，k∈［N*
 ］，使得2（am
 ＋an
 ）＝ak
 成立？若存在，写出一组符合条件的m，n，k的值；若不存在，请说明理由；

（Ⅲ）设bn
 ＝an
 －[image: alt]
 ，cn
 ＝[image: alt]
 ，若对于任意的n∈［N*
 ］，不等式[image: alt]
 恒成立，求正整数m的最大值．


解：
 （Ⅰ）10a1
 ＝（2a1
 ＋1）（a1
 ＋2），得2a1
 2
 －5a1
 ＋2＝0，解得a1
 ＝2，或a1
 ＝[image: alt]
 ．

由于a1
 ＞1，所以a1
 ＝2．

因为10Sn
 ＝（2an
 ＋1）（an
 ＋2），所以10Sn
 ＝2an
 2
 ＋5an
 ＋2．

故　10an＋1
 ＝10Sn＋1
 －10Sn
 ＝2an＋1
 2
 ＋5an＋1
 ＋2－2an
 2
 －5an
 －2，

整理得2（an＋1
 2
 －an
 2
 ）－5（an＋1
 ＋an
 ）＝0，即（an＋1
 ＋an
 ）［2（an＋1
 －an
 ）－5］＝0．

因为｛an
 ｝是递增数列，且a1
 ＝2，故an＋1
 ＋an
 ≠0，因此an＋1
 －an
 ＝[image: alt]
 ．

则数列｛an
 ｝是以2为首项，[image: alt]
 为公差的等差数列．

所以

an
 ＝2＋[image: alt]
 （n－1）＝[image: alt]
 （5n－1）．

（Ⅱ）满足条件的正整数m，n，k不存在，证明如下：

假设存在m，n，k∈［N*
 ］，使得2（am
 ＋an
 ）＝ak
 ，

则5m－1＋5n－1＝[image: alt]
 （5k－1）．

整理，得2m＋2n－k＝[image: alt]
 　①

显然，左边为整数，所以式①不成立．

故满足条件的正整数m，n，k不存在．

（Ⅲ）

[image: alt]


不等式[image: alt]
 可转化为

[image: alt]


[image: alt]


所以f（n＋1）＞f（n），即当n增大时，f（n）也增大．

要使不等式[image: alt]
 对于任意的n∈［N*
 ］恒成立，只需[image: alt]
 ≤f（n）min
 即可．

[image: alt]


所以，正整数m的最大值为8．

3.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（湖北理）
 　《九章算术》“竹九节”问题：现有一根9节的竹子，自上而下各节的容积成等差数列，上面4节的容积共3升，下面3节的容积共4升，则第5节的容积为___________升．









[image: alt]
 习题2．（安徽理）
 　在数1和100之间插入n个实数，使得这n＋2个数构成递增的等比数列，将这n＋2个数的乘积记作Tn
 ，再令an
 ＝lgTn
 ，n≥1．

（Ⅰ）求数列{an
 }的通项公式；

（Ⅱ）设bn
 ＝tanan
 ·tanan＋1
 ，求数列{bn
 }的前n项和Sn
 ．









[image: alt]
 习题3．（北京市西城区期末）
 　已知曲线C：xy＝1，过C上一点A1
 （x1
 ，y1
 ）作斜率k1
 的直线，交曲线C于另一点A2
 （x2
 ，y2
 ），再过A2
 （x2
 ，y2
 ）作斜率为k2
 的直线，交曲线C于另一点A3
 （x3
 ，y3
 ），…，过An
 （xn
 ，yn
 ）作斜率为kn
 的直线，交曲线C于另一点An＋1
 （xn＋1
 ，yn＋1
 ）…，其中x1
 ＝1，kn
 ＝[image: alt]
 （x∈N*
 ）．

（Ⅰ）求xn＋1
 与xn
 的关系式；

（Ⅱ）判断xn
 与2的大小关系，并证明你的结论；

（Ⅲ）求证：|x1
 －2|＋|x2
 －2|＋…＋|xn
 －2|＜2．









[image: alt]
 习题4．（陕西理）
 　如图，从点P1
 （0，0）作x轴的垂线交于曲线y＝ex
 于点Q1
 （0，1），曲线在Q1
 点处的切线与x轴交与点P2
 ．再从P2
 作x轴的垂线交曲线于点Q2
 ，依次重复上述过程得到一系列点：（P1
 ，Q1
 ）；（P2
 ，Q2
 ）；…，（Pn
 ，Qn
 ），记Pk
 点的坐标为（xk
 ，0）（k＝1，2，…，n）．

[image: alt]


（Ⅰ）试求xk
 与xk－1
 的关系（2≤k≤n）；

（Ⅱ）求|P1
 Q1
 |＋|P2
 Q2
 |＋|P3
 Q3
 |＋…＋|Pn
 Qn
 |．









[image: alt]
 习题5．（北京市海淀区二模）
 　对于数列A：a1
 ，a2
 ，…，an
 ，若满足ai
 ∈｛0，1｝（i＝1，2，3，…，n），则称数列A为“0－1数列”．定义变换T，T将“0－1数列”A中原有的每个1都变成0，1，原有的每个0都变成1，0．例如A∶1，0，1，则T（A）∶0，1，1，0，0，1．设A0
 是“0－1数列”，令Ak
 ＝T（Ak－1
 ），k＝1，2，3，…．

（Ⅰ）若数列A2
 ：1，0，0，1，0，1，1，0，1，0，0，1．求数列A1
 ，A0
 ；

（Ⅱ）若数列A0
 共有10项，则数列A2
 中连续两项相等的数对至少有多少对？请说明理由；

（Ⅲ）若A0
 为0，1，记数列Ak
 中连续两项都是0的数对个数为lk
 ，k＝1，2，3，…．求lk
 关于k的表达式．









3.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 设该数列｛an
 ｝的首项为a1
 ，公差为d，由题意得

[image: alt]


则a5
 ＝a1
 ＋4d＝a1
 ＋7d－3d＝[image: alt]
 ，所以答案应该为[image: alt]
 升．





[image: alt]
 习题2




分析

本题考查等比和等差数列、指数和对数的运算、两角差的正切公式等基本知识，考查灵活运用知识解决问题的能力以及综合运算能力和创新思维能力．




解：
 （Ⅰ）设l1
 ，l2
 ，…，ln＋2
 构成等比数列，其中t1
 ＝1，tn＋2
 ＝100，则

Tn
 ＝t1
 ·t2
 ·…·tn＋1
 ·tn＋2
 ，①，Tn
 ＝tn＋2
 ·tn＋1
 ·…·t2
 ·t1
 ②

①×②，并利用ti
 tn＋3－i
 ＝t1
 tn＋2
 ＝102
 （1≤i≤n＋2），得

[image: alt]
 ＝（t1
 tn＋2
 ）·（t2
 tn＋1
 ）·…·（tn＋1
 t2
 ）·（tn＋2
 t1
 ）＝102（n＋2）
 ，

∴an
 ＝lgTn
 ＝n＋2，n≥1．

（Ⅱ）由题意和（Ⅰ）中的计算结果知bn
 ＝tan（n＋2）·tan（n＋3），n≥1．

另一方面，利用tan1＝tan［（k＋1）－k］＝[image: alt]
 ，

得tan（k＋1）·tank＝[image: alt]
 －1．所以

[image: alt]






[image: alt]
 习题3



解：
 （Ⅰ）由已知，过An
 （xn
 ，yn
 ）斜率为[image: alt]
 的直线的方程为

[image: alt]


直线交曲线C于另一点An＋1
 （xn＋1
 ，yn＋1
 ）

所以yn＋1
 －yn
 ＝[image: alt]
 （xn＋1
 －xn
 ）

即[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （xn＋1
 －xn
 ），xn＋1
 －xn
 ≠0，

所以xn＋1
 ＝[image: alt]
 （n∈N*
 ）．

（Ⅱ）当n为奇数时，xn
 ＜2；当n为偶数时，xn
 ＞2

因为xn
 －2＝[image: alt]
 ，

注意到xn
 ＞0，所以xn
 －2与xn－1
 －2异号

由于x1
 ＝1＜2，所以x2
 ＞2，以此类推，

当n＝2k－1（k∈N*
 ）时，xn
 ＜2；

当n＝2k（k∈N*
 ）时，xn
 ＞2

（Ⅲ）由于xn
 ＞0，xn＋1
 ＝[image: alt]
 ，

所以xn
 ≥1（n＝1，2，3，…）

所以|xn＋1
 －2|＝[image: alt]


所以|xn
 －2|≤[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 习题4



解：
 （Ⅰ）设Pk－1
 （xk－1
 ，0），由y′＝ex
 得Qk－1
 （xk－1
 ，[image: alt]
 ）点处切线方程为

y－[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （x－xk－1
 ）

由y＝0得xk
 ＝xk－1
 －1　（2≤k≤n）．

[image: alt]


（Ⅱ）x1
 ＝0，xk
 －xk－1
 ＝-1，得

xk
 ＝-（k－1），

|Pk
 Qk
 |＝[image: alt]
 ＝e－（k－1）


[image: alt]


[image: alt]
 习题5




分析

（Ⅰ）变换即定义了一种对应关系，理解变换：1→0，1；0→1，0，可利用逆对应易得A1
 ，A0
 ．

（Ⅱ）考察1在两次变换后为1，0，0，1；0在两次变换后为0，1，1，0．由此可得，不论A0
 中有几个1，几个0，在两次变换后获得的A2
 中，连续两项相等的数对个数不少于10个．由于A0
 ：1，0，1，0，1，0，1，0，1，0，在两次变换后获得的A2
 中1，0，0，1与0，1，1，0交替出现，所以恰好有10个连续两项相等的数对．

（Ⅲ）在直接寻找通项困难时，可先寻找递推关系，这也是数列所特有的一种刻画方式．








解：
 （Ⅰ）由变换T的定义可得A1
 ：0，1，1，0，0，1．　A0
 ：1，0，1．

（Ⅱ）数列A0
 中连续两项相等的数对至少有10对　

证明：对于任意一个“0－1数列”A0
 ，A0
 中每一个1在A2
 中对应连续四项1，0，0，1，在A0
 中每一个0在A2
 中对应的连续四项为0，1，1，0，

因此，共有10项的“0－1数列”A0
 中的每一个项在A2
 中都会对应一个连续相等的数对，所以A2
 中至少有10对连续相等的数对．

（Ⅲ）设Ak
 中有bk
 个01数对，

Ak＋1
 中的00数对只能由Ak
 中的01数对得到，所以lk＋1
 ＝bk
 ，

Ak＋1
 中的01数对有两个产生途径：①由Ak
 中的1得到；②由Ak
 中00得到，

由变换T的定义及A0
 ：0，1可得Ak
 中0和1的个数总相等，且共有2k＋1
 个，

所以bk＋1
 ＝lk
 ＋2k
 ，

所以lk＋2
 ＝lk
 ＋2k
 ，

由A0
 ：0，1可得A1
 ：1，0，0，1，A2
 ：0，1，1，0，1，0，0，1

所以l1
 ＝1，l2
 ＝1，

当k≥3时，

若k为偶数，

[image: alt]


上述各式相加可得　lk
 ＝1＋22
 ＋24
 ＋…＋2k－2
 ＝[image: alt]
 ，

经检验，k＝2时，也满足lk
 ＝[image: alt]
 （2k
 －1）

若k为奇数，

[image: alt]


上述各式相加可得　lk
 ＝1＋2＋23
 ＋…＋2k－2
 ＝[image: alt]
 ，

经检验，k＝1时，也满足lk
 ＝[image: alt]
 （2k
 ＋1）

所以[image: alt]



第4章　不等式

4.1　高考重点内容

（1）解一元二次不等式．

（2）用二元一次不等式组表示平面区域．

（3）简单的线性规划问题．

（4）用基本不等式[image: alt]
 （a，b≥0）解决简单的最大（小）值问题．

4.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012福建理）
 　已知函数f（x）＝m－|x－2|，m∈R且f（x＋2）≥0的解集为［-1，1］．

（Ⅰ）求m的值；

（Ⅱ）若a、b、c∈R＋
 且[image: alt]
 ＝m，求证：a＋2b＋3c≥9．

解题思路分析

第一问由f（x）写出f（x＋2），解f（x＋2）≥0得出的解集与已知的解集［-1，1］比较，即得m的值．

第二问由条件[image: alt]
 ＝m与所证结论a＋2b＋3c≥9，不难联想到柯西不等式：

[image: alt]
 ≥（a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn
 ）2
 ，立即得证．

真题详解

（Ⅰ）∵f（x）＝m－|x－2|，m∈R

∴f（x＋2）＝m－|x|，

由f（x＋2）＝m－|x|≥0得|x|≤m．

由于该不等式有解，故m≥0，

从而得-m≤x≤m，即x∈［-m，m］．

而已知f（x＋2）≥0的解集为［-1，1］，

∴m＝1．

（Ⅱ）由（Ⅰ）知[image: alt]
 ＝1

又a、b、c∈R＋


由柯西不等式，得

[image: alt]






[image: alt]
 例2．（2012辽宁理）
 　已知f（x）＝|ax＋1|（x∈R），不等式f（x）≤3的解集为{x|-2≤x≤1}．

（Ⅰ）求a的值；

（Ⅱ）若[image: alt]
 ≤k恒成立，求k的取值范围．

解题思路分析

第一问只需解绝对值不等式即可．求出解后，与已知的解集比较即得．

第二问看起来不易做．因为f（x）含有绝对值符号，故不等式的左边是绝对值符号里含有两个绝对值的差，因此会使不少同学无从入手．其实，只需求左边的最大值，即求f（x）－2[image: alt]
 的值域即可．令h（x）＝f（x）－2[image: alt]
 ，将h（x）写为分段函数，从而易得h（x）的值域．

真题详解

（Ⅰ）由|ax＋1|≤3得-3≤ax＋1≤3，即-4≤ax≤2，

显然a≤0不合题意；

当a＞0时，由-4≤ax≤2得[image: alt]


即f（x）≤3的解集为[image: alt]
 ．

而已知f（x）≤3的解集为{x|-2≤x≤1}

∴a＝2．

（Ⅱ）由（Ⅰ）知f（x）＝|2x－1|，

[image: alt]


∴|h（x）|≤1，即k≥1．

4.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（湖北理）
 　已知向量a
 ＝（x＋z，3），b
 ＝（2，y－z），且a
 ⊥b
 ．若x，y满足不等式|x|＋|y|≤1，则z的取值范围为（　　）

A．［-2，2］

B．［-2，3］

C．［-3，2］

D．［-3，3］


解：
 因为a
 ⊥b
 ，2（x＋z）＋3（y－z）＝0，则z＝2x＋3y，x，y满足不等式|x|＋|y|≤1，则点（x，y）的可行域如图所示．

[image: alt]


当z＝2x＋3y经过点A（0，1）时，z＝2x＋3y取得最大值3；

当z＝2x＋3y经过点C（0，-1）时，z＝2x＋3y取得最小值-3，所以选D．

[image: alt]
 例2．（广东理）
 　已知平面直角坐标系xOy上的区域D由不等式组[image: alt]
 给定．若M（x，y）为D上动点，点A的坐标为（[image: alt]
 ，1）．则z＝[image: alt]
 的最大值为

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．4

D．3


解：
 如图，区域D为四边形OABC及其内部区域，z＝（x，y）·（[image: alt]
 ，1）＝[image: alt]
 x＋y，即z为直线y＝-[image: alt]
 x＋z的纵截距，显然当直线y＝-[image: alt]
 x＋z经过点B（[image: alt]
 ，2）时，z取到最大值，从而zmax
 ＝（[image: alt]
 ）2
 ＋2＝4，故选C．

[image: alt]


[image: alt]
 例3．（天津理）
 　设函数[image: alt]
 ，若f（a）＞f（-a），则实数a的取值范围是（　　）．

A．（-1，0）∪（0，1）

B．（-∞，-1）∪（1，＋∞）

C．（-1，0）∪（1，＋∞）

D．（-∞，-1）∪（0，1）


解：
 若a＞0，则log2
 a＞[image: alt]
 ，即2log2
 a＞0，所以a＞1；

若a＜0，则[image: alt]
 ＞log2
 （-a），即2log2
 （-a）＜0，所以0＜-a＜1，-1＜a＜0．

所以实数a的取值范围是a＞1或-1＜a＜0，即a∈（-1，0）∪（1，＋∞）．故选C．





[image: alt]
 例4．（全国Ⅰ理）
 　设函数f（x）＝|x－a|＋3x，其中a＞0．

（Ⅰ）当a＝1时，求不等式f（x）≥3x＋2的解集；

（Ⅱ）若不等式f（x）≤0的解集为｛x|x≤-1｝，求a的值．


解：
 （Ⅰ）当a＝1时，f（x）≥3x＋2可化为：|x－1|≥2．

由此可得　x≥3或x≤-1．

故不等式f（x）≥3x＋2的解集为：{x|x≥3或x≤-1}．

（Ⅱ）由f（x）≤0得

[image: alt]


此不等式化为不等式组

[image: alt]


因为a＞0，所以不等式组的解集为[image: alt]


由题设可得[image: alt]
 ＝-1，故a＝2．





[image: alt]
 例5．（四川文）
 　已知函数f（x）＝[image: alt]
 x＋[image: alt]
 ，h（x）＝[image: alt]
 ．

（Ⅰ）设函数F（x）＝18f（x）－x2
 ［h（x）］2
 ，求F（x）的单调区间与极值；

（Ⅱ）设a∈R，解关于x的方程[image: alt]
 ＝2lg［h（a－x）］－2lg［h（4－x）］；

（Ⅲ）设n∈N*
 ，证明：f（n）h（n）－［h（1）＋h（2）＋…＋h（n）］≥[image: alt]
 ．



分析

本题考查函数导数的应用、不等式的证明、解方程等基础知识，考查数形结合、函数与方程、分类与整合等数学思想方法及推理运算、分析问题、解决问题的能力．




解：
 （Ⅰ）F（x）＝18f（x）－x2
 ［h（x）］2
 ＝-x3
 ＋12x＋9（x≥0），

∴

F′（x）＝-3x2
 ＋12．

令F′（x）＝0，得x＝2（x＝-2舍去）．

当x∈（0，2）时．F′（x）＞0；当x∈（2，＋∞）时，F′（x）＜0，

故当x∈［0，2）时，F（x）为增函数；当x∈［2，＋∞）时，F（x）为减函数．

x＝2为F（x）的极大值点，且F（2）＝-8＋24＋9＝25．

（Ⅱ）解法一：原方程可化为[image: alt]
 ＝log2
 h（a－x）－log2
 h（4－x），

即为log4
 （x－1）＝[image: alt]
 ，

（1）当1＜a≤4时，1＜x＜a，则x－1＝[image: alt]
 ，即x2
 －6x＋a＋4＝0，

Δ＝36－4（a＋4）＝20－4a＞0，此时[image: alt]
 ，

∵1＜x＜a，

此时方程仅有一解x＝3－[image: alt]
 ．

（2）当a＞4时，1＜x＜4，由x－1＝[image: alt]
 ，得x2
 －6x＋a＋4＝0，Δ＝36－4（a＋4）＝20－4a，

若4＜a＜5，则Δ＞0，方程有两解x＝3±[image: alt]
 ；

若a＝5时，则Δ＝0，方程有一解x＝3；

若a≤1或a＞5，原方程无解．

解法二：原方程可化为log4
 （x－1）＋log2
 ［h（4－x）］＝log2
 ［h（a－x）］，

即[image: alt]
 ，

[image: alt]


[image: alt]


（1）当1＜a≤4时，原方程有一解x＝3－[image: alt]
 ；

（2）当4＜a＜5时，原方程有二解x＝3±[image: alt]
 ；

（3）当a＝5时，原方程有一解x＝3；

（4）当a≤1或a＞5时，原方程无解．

（Ⅲ）由已知得h（1）＋h（2）＋…＋h（n）＝[image: alt]
 ，

[image: alt]


设数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，且Sn
 ＝f（n）h（n）－[image: alt]
 （n∈N*
 ）

从而有a1
 ＝S1
 ＝1，当2≤k≤100时，

[image: alt]


即对任意k≥2时，有ak
 ＞[image: alt]
 ，又因为a1
 ＝1＝[image: alt]
 ，所以a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ≥[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋…＋[image: alt]
 ．

则Sn
 ≥h（1）＋h（2）＋…＋h（n），故原不等式成立．

4.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（安徽理）
 　设变量x，y满足|x|＋|y|≤1，则x＋2y的最大值和最小值分别为（　　）

A．1，-1

B．2，-2

C．1，-2

D．2，-1









[image: alt]
 习题2．（福建理）
 　设不等式|2x－1|＜1的解集为M．

（Ⅰ）求集合M；

（Ⅱ）若a，b∈M，试比较ab＋1与a＋b的大小．









[image: alt]
 习题3．（湖南理）
 　设m＞1，在约束条件[image: alt]
 下，目标函数z＝x＋my的最大值小于2，则m的取值范围为（　　）．

A．（1，1＋[image: alt]
 ）

B．（1＋[image: alt]
 ，＋∞）

C．（1，3）

D．（3，＋∞）









[image: alt]
 习题4．（江西文）
 　对于x∈R，不等式|x＋10|－|x－2|≥8的解集为_____．









[image: alt]
 习题5．（四川理）
 　某运输公司有12名驾驶员和19名工人，有8辆载重量为10吨的甲型卡车和7辆载重量为6吨的乙型卡车．某天需运往A地至少72吨的货物，派用的每辆车需满载且只运送一次．派用的每辆甲型卡车需配2名工人，运送一次可得利润450元；派用的每辆乙型卡车需配1名工人，运送一次可得利润350元，该公司合理计划当天派用两类卡车的车辆数，可得最大利润为（　　）．

A．4650元

B．4700元

C．4900元

D．5000元









4.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 不等式|x|＋|y|≤1对应的区域如图所示，当目标函数过点（0，-1），（0，1）时，分别取最小或最大值，所以a，b∈R的最大值和最小值分别为2，-2．故选B．

[image: alt]


[image: alt]
 习题2



解：
 （Ⅰ）由|2x－1|＜1[image: alt]
 -1＜2x－1＜1[image: alt]
 0＜x＜1，所以M＝（0，1）

（Ⅱ）由（Ⅰ）及a，b∈M知0＜a＜1，0＜b＜1，

所以（ab＋1）－（a＋b）＝（a－1）（b－1）＞0，

故ab＋1＞a＋b．





[image: alt]
 习题3



解：
 画出可行域，可知z＝x＋my，在点[image: alt]
 取最大值，由[image: alt]
 ＜2解得1＜m＜[image: alt]
 ＋1．选A．





[image: alt]
 习题4


答案：{x|x≥0}


解法一：
 分段，

当x＜-10时，-x－10＋x－2≥8，x∈∅；

当-10≤x≤2时，x＋10＋x－2≥8，得0≤x≤2；

当x＞2时，x＋10－x＋2≥8恒成立，故x＞2．

综上：x≥0


解法二：
 用绝对值的几何意义，可以看成到两点-10和2的距离差大于等于8的所有点的集合，画出数轴，可以明显看出，当x＝0时，式中等号成立；当x往右移动时，两距离差大于8，所以满足条件的x的范围是x≥0．





[image: alt]
 习题5



解：
 设派用甲型卡车x（辆），乙型卡车y（辆），获得的利润为u（元），u＝450x＋350y，

由题意得，x、y满足关系式[image: alt]
 ，

作出相应的平面区域，

u＝450x＋350y＝50（9x＋7y）在由[image: alt]
 ，确定的交点（7，5）处取得最大值4900元．故选C．


第5章　解析几何

5.1　高考重点内容


1．
 直线的倾斜角和斜率

过两点的直线斜率的计算公式

两条直线平行或垂直的判定

直线方程的点斜式、两点式及一般式

两条相交直线的交点坐标

两点间的距离公式、点到直线的距离公式

两条平行线间的距离


2．
 圆与方程

圆的标准方程与一般方程

直线与圆的位置关系

两圆的位置关系


3．
 圆锥曲线与方程

椭圆的定义及标准方程

椭圆的简单几何性质

抛物线的定义及标准方程

抛物线的简单几何性质

双曲线的定义及标准方程

双曲线的简单几何性质

直线与圆锥曲线的位置关系

曲线与方程的对应关系

5.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012重庆文）
 　已知椭圆的中心为原点O，长轴在x轴上，上顶点为A，左、右焦点分别为F1
 、F2
 ，线段OF1
 、OF2
 的中点分别为B1
 、B2
 ，且△AB1
 B2
 是面积为4的直角三角形．

（Ⅰ）求该椭圆的离心率和标准方程；

（Ⅱ）过B1
 作直线交椭圆于P、Q，PB2
 ⊥QB2
 ，求△PB2
 Q的面积．

解题思路分析

求离心率即由条件求出a、b、c的关系，Rt△AB1
 B2
 与b、c有直接关系，且它的面积又为4，故第一问便得以解决．

第二问应先写出直线PQ的方程，与椭圆联立，由根和系数的关系及[image: alt]
 [image: alt]
 ＝0，确定所设参数，就可以求得三角形的面积．

真题详解

（Ⅰ）设所求椭圆的标准方程为[image: alt]
 （a＞b＞0），右焦点为F2
 （c，0）．

已知△AB1
 B2
 是直角三角形，且|AB1
 |＝|AB2
 |，∠B1
 AB2
 为直角，

故|OA|＝|OB2
 |，即b＝[image: alt]
 ．

由c2
 ＝a2
 －b2
 得4b2
 ＝a2
 －b2
 ．故a2
 ＝5b2
 ，c2
 ＝4b2
 ．

∴离心率[image: alt]
 ．

在Rt△AB1
 B2
 中，OA⊥B1
 B2


∴△AB1
 B2
 的面积＝[image: alt]
 |B1
 B2
 |·|OA|＝|OB2
 |·|OA|＝[image: alt]
 c·b＝b2
 ．

由题设知△AB1
 B2
 的面积＝4，即b2
 ＝4，从而a2
 ＝5b2
 ＝20，

∴所求椭圆的方程为[image: alt]
 ．

（Ⅱ）由（Ⅰ）知B1
 （-2，0），B2
 （2，0）．由题意得，直线PQ的倾斜角不为0，故可设直线PQ的方程为x＝my－2，代入椭圆方程，得

[image: alt]


设P（x1
 ，y1
 ），Q（x2
 ，y2
 ），则y1
 ，y2
 是方程①的两根，因此

[image: alt]


又[image: alt]
 ＝（x1
 －2，y1
 ），[image: alt]
 ＝（x2
 －2，y2
 ），

[image: alt]


由PB2
 ⊥QB2
 ，知[image: alt]
 ，即16m2
 －64＝0，解得m＝±2．

当m＝2时，方程①化为：9y2
 －8y－16＝0，

故[image: alt]


△PB2
 Q的面积[image: alt]


当m＝-2时，同理可得（或由对称性可得）△PB2
 Q的面积S＝[image: alt]
 ．

综上所述，△PB2
 Q的面积为[image: alt]
 ．





[image: alt]
 例2．（2012北京理）
 　已知曲线C：（5－m）x2
 ＋（m－2）y2
 ＝8（m∈R）．

（Ⅰ）若曲线C是焦点在x轴上的椭圆，求m的取值范围；

（Ⅱ）设m＝4，曲线C与y轴的交点为A、B（点A位于点B的上方），直线y＝kx＋4与曲线C交于不同的两点M、N，直线y＝1与直线BM交于点G，求证：A、G、N三点共线．

解题思路分析

第一问只需由a＞b＞0便得m的取值范围．

第二问首先要联立直线与椭圆的方程，写出根与系数的关系．由直线BM的方程求得点G的坐标，从而可得直线AN和AG的斜率．以下只需考查直线AN和AG的斜率是否相等．

真题详解

（Ⅰ）已知曲线方程可化为：[image: alt]


由题意得：[image: alt]
 ，解得：[image: alt]


（Ⅱ）当m＝4时，曲线C的方程为x2
 ＋2y2
 ＝8，代入直线方程并化简得：（2k2
 ＋1）x2
 ＋16kx＋24＝0，

Δ＝32（2k2
 －3）＞0，解得k2
 ＞[image: alt]


由根和系数的关系得：

[image: alt]


设N（xN
 ，kxN
 ＋4），M（xM
 ，kxM
 ＋4），G（xG
 ，1）

MB方程为：[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，

[image: alt]


欲证A、G、N三点共线，只需证kAG
 ＝kAN
 ．

[image: alt]


故A、G、N三点共线．

［另外，也可以证[image: alt]
 ＝-xN
 成立，

化简得：（3k＋k）xM
 xN
 ＝-6（xM
 ＋xN
 ）

将①②代入已知等式成立，则A、G、N三点共线得证．］

5.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（安徽理）
 　设λ＞0，点A的坐标为（1，1），点B在抛物线y＝x2
 上运动，点Q满足[image: alt]
 ，经过Q点与x轴垂直的直线交抛物线于点M，点P满足[image: alt]
 ，求点P的轨迹方程．

[image: alt]



解：
 由[image: alt]
 知Q，M，P三点在同一条垂直于x轴的直线上，故可设

P（x，y），Q（x，y0
 ），M（x，x2
 ），则x2
 －y0
 ＝λ（y－x2
 ），则y0
 ＝（1＋λ）x2
 －λy．　①

再设B（x1
 ，y1
 ），由[image: alt]
 ，即（x－x1
 ，y0
 －y1
 ）＝λ（1－x，1－y0
 ），

解得　[image: alt]


将①式代入②式，消去y0
 ，得

[image: alt]


又点B在抛物线y＝x2
 上，所以y1
 ＝[image: alt]
 ，

再将③式代入y1
 ＝[image: alt]
 ，得（1＋λ）2
 x2
 －λ（1＋λ）y－λ＝［（1＋λ）x－λ］2
 ，（1＋λ）2
 x2
 －λ（1＋λ）y－λ＝（1＋λ）2
 x2
 －2λ（1＋λ）x＋λ2
 ，2λ（1＋λ）x－λ（1＋λ）y－λ（1＋λ）＝0．因λ＞0，同除以λ（1＋λ），得2x－y－1＝0．

故所求点P的轨迹方程为y＝2x－1．



分析

本题考查直线和抛物线的方程，平面向量的概念、性质与运算，动点的轨迹方程等基本知识，考查灵活运用知识探究问题和解决问题的能力，全面考核综合数学素养．







[image: alt]
 例2．（北京理）
 　已知椭圆G：[image: alt]
 过点（m，0）作圆C：x2
 ＋y2
 ＝1的切线l交椭圆G于A，B两点．

（Ⅰ）求椭圆G的焦点坐标和离心率；

（Ⅱ）将|AB|表示为m的函数，并求|AB|的最大值．


解：
 （Ⅰ）由已知得a＝2，b＝1，所以[image: alt]
 ，

所以椭圆G的焦点坐标为（-[image: alt]
 ，0），（[image: alt]
 ，0），离心率为[image: alt]
 ．

（Ⅱ）由题意得，|m|≥1．当m＝1时，切线l的方程x＝1，

点A、B的坐标分别为（1，[image: alt]
 ），（1，-[image: alt]
 ），此时|AB|＝[image: alt]


当m＝-1时，同理可得|AB|＝[image: alt]


当|m|＞1时，设切线l的方程为y＝k（x－m），

由[image: alt]
 ，得（1＋4k2
 ）x2
 －8k2
 mx＋4k2
 m2
 －4＝0；设A、B两点的坐标分别为（x1
 ，y1
 ）（x2
 ，y2
 ），则x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ，x1
 x2
 ＝[image: alt]
 ；

又由l与圆x2
 ＋y2
 ＝1相切，得[image: alt]
 ＝1，即m2
 k2
 ＝k2
 ＋1．

所以[image: alt]


因为|AB|＝[image: alt]
 ≤2，

且当m＝±[image: alt]
 时，|AB|＝2，所以|AB|的最大值为2．





[image: alt]
 例3．（广东文）
 　在平面直角坐标系xOy中，直线l：x＝-2交x轴于点A，设P是l上一点，M是线段OP的垂直平分线上一点，且满足∠MPO＝∠AOP

（Ⅰ）当点P在l上运动时，求点M的轨迹E的方程；

（Ⅱ）已知T（1，-1），设H是E上动点，求|HO|＋|HT|的最小值，并给出此时点H的坐标；

（Ⅲ）过点T（1，-1）且不平行于y轴的直线l1
 与轨迹E有且只有两个不同的交点，求直线l1
 的斜率k的取值范围．


解：
 （Ⅰ）如图1，设MQ为线段OP的垂直平分线，交OP于点Q，

[image: alt]


图1

∵∠MPQ＝∠AOP，∴MP⊥l，且|MO|＝|MP|．

因此[image: alt]
 ＝|x＋2|，即y2
 ＝4（x＋1）（x≥-1）．　　①

另一种情况，见图2（即点M和A位于直线OP的同侧）．

[image: alt]


图2

∵MQ为线段OP的垂直平分线，

∴∠MPQ＝∠MOQ．

又∵∠MPQ＝∠AOP，

∴∠MOQ＝∠AOP．

因此M在x轴上，此时，记M的坐标为（x，0）．

为分析M（x，0）中x的变化范围，设P（-2，a）为l上任意点（a∈R）．

由|MO|＝|MP|（即|x|＝[image: alt]
 得，x＝-1－[image: alt]
 a2
 ≤-1．

故M（x，0）的轨迹方程为

[image: alt]


综合①和②得，点M轨迹E的方程为y2
 ＝[image: alt]


（Ⅱ）由（Ⅰ）知，轨迹E的方程由下面E1
 和E2
 两部分组成（见图3）：

[image: alt]


图3

E1
 ：y2
 ＝4（x＋1）（x≥-1）；

E2
 ：y＝0，x＜-1．

当H∈E1
 时，过T作垂直于l的直线，垂足为T′，交E1
 于D（[image: alt]
 ，-1）．

再过H作垂直于l的直线，交l于H′．

因此，|HO|＝|HH′|（抛物线的性质）．

∴|HO|＋|HT|＝|HH′|＋|HT|≥|TT′|＝3［该等号仅当H′与T′重合（或H与D重合）时取得］．

当H∈E2
 时，则|HO|＋|HT|＞|BO|＋|BT|＞1＋[image: alt]
 ＞3．

综合可得，|HO|＋|HT|的最小值为3，且此时点H的坐标为（[image: alt]
 ，-1）．

（Ⅲ）由图3知，直线l1
 的斜率k不可能为零．

设l1
 ：y＋1＝k（x－1）（k≠0）．

故x＝[image: alt]
 （y＋1）＋1，代入E1
 的方程得：[image: alt]
 ．

因判别式[image: alt]
 ．

所以l1
 与E中的E1
 有且仅有两个不同的交点．

又由E2
 和l1
 的方程可知，若l1
 与E2
 有交点，

则此交点的坐标为（[image: alt]
 ，0），且[image: alt]
 ＜-1．即当-[image: alt]
 ＜k＜0时，l1
 与E2
 有唯一交点（[image: alt]
 ，0），从而l1
 有三个不同的交点．

因此，直线l1
 斜率k的取值范围是[image: alt]
 ∪（0，＋∞）．





[image: alt]
 例4．（江苏）
 　如图，在平面直角坐标系xOy中，M、N分别是椭圆[image: alt]
 的顶点，过坐标原点的直线交椭圆于P、A两点，其中P在第一象限，过P作x轴的垂线，垂足为C，连接AC，并延长交椭圆于点B，设直线PA的斜率为k．

[image: alt]


（Ⅰ）当直线PA平分线段MN时，求k的值；

（Ⅱ）当k＝2时，求点P到直线AB的距离d；

（Ⅲ）对任意k＞0，求证：PA⊥PB．


解：
 （Ⅰ）由题意得M（-2，0），N（0，-[image: alt]
 ），M、N的中点坐标为（-1，[image: alt]
 ），

直线PA平分线段MN时，即直线PA经过M、N的中点，又直线PA经过原点，所以k＝[image: alt]
 ．

（Ⅱ）直线PA的方程为：y＝2x，由[image: alt]
 得[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，

故直线AC的方程为：[image: alt]
 即：[image: alt]


所以点P到直线AB的距离[image: alt]


（Ⅲ）解法一：
 由题意设P（x0
 ，y0
 ），A（-x0
 ，-y0
 ），B（x1
 ，y1
 ），则C（x0
 ，0），

∵A、C、B三点共线，∴kAC
 ＝kAB
 ，即[image: alt]
 ，

又因为点P、B在椭圆上，∴[image: alt]
 ，两式相减得：[image: alt]


[image: alt]


∴PA⊥PB．


解法二：
 设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），A，B中点N（x0
 ，y0
 ），则P（-x1
 ，-y1
 ），C（-x1
 ，0），

∵三点共线，∴[image: alt]
 ，又因为点A、B在椭圆上，

∴[image: alt]
 ，两式相减得：[image: alt]
 ，

[image: alt]


∵ON//PB，∴PA⊥PB



分析

本题主要考查椭圆的标准方程与几何性质、直线的斜率及其方程、点到直线距离公式，直线的垂直关系的判断．另外，还考查了解方程组、共线问题、点在曲线上、字母运算的运算求解能力，考查推理论证能力．（Ⅰ）、（Ⅱ）是容易题；（Ⅲ）考查学生灵活运用知识的综合能力，是难题．







[image: alt]
 例5．（山东文）
 　直线在平面直角坐标系xOy中，已知椭圆C：[image: alt]
 ．如图所示，斜率为k（k＜0）且不过原点的直线l交椭圆C于A，B两点，线段AB的中点为E，射线OE交椭圆C于点G，交直线x＝-3于点D（-3，m）．

[image: alt]


（Ⅰ）求m2
 ＋k2
 的最小值；

（Ⅱ）若|OG|2
 ＝|OD|·|OE|，

（ⅰ）求证：直线l过定点；

（ⅱ）试问点B，G能否关于x轴对称？若能，求出此时△ABG的外接圆方程；若不能，请说明理由．


解：
 （Ⅰ）设直线l的方程为y＝kx＋t（k＞0），

由题意得，t＞0．

由方程组[image: alt]


得（3k2
 ＋1）x2
 ＋6ktx＋3t2
 －3＝0，

由题意得Δ＞0，所以3k2
 ＋1＞t2
 ．

设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），

由根与系数的关系得x1
 ＋x2
 ＝[image: alt]
 ，所以y1
 ＋y2
 ＝[image: alt]
 ．由于E为线段AB的中点，因此xE
 ＝[image: alt]
 ，yE
 ＝[image: alt]
 ，此时kOE
 ＝[image: alt]
 ．

所以OE所在直线方程为[image: alt]
 ，

又由题设知D（-3，m），令x＝-3，得m＝[image: alt]
 ，即mk＝1，所以m2
 ＋k2
 ≥2mk＝2，

当且仅当m＝k＝1时上式等号成立，此时　由Δ＞0得0＜t＜2，

因此　当m＝k＝1且0＜t＜2时，m2
 ＋k2
 取最小值2．

（Ⅱ）（i）由（Ⅰ）知OD所在直线的方程为[image: alt]
 ，将其代入椭圆C的方程，并由k＞0，

解得[image: alt]
 ，

由距离公式及t＞0得

[image: alt]


由|OG|2
 ＝|OD|·|OE|得t＝k，因此，直线l的方程为　y＝k（x＋1）．所以，直线l恒过定点（-1，0）．

（ⅱ）由（ⅰ）得[image: alt]
 ，若B，G关于x轴对称，则

[image: alt]


代入y＝k（x＋1）整理得3k2
 －1＝k[image: alt]
 ，即6k4
 －7k2
 ＋1＝0，

解得k2
 ＝[image: alt]
 （由3k2
 －1＞0舍去）或k2
 ＝1，

所以k＝1，此时[image: alt]
 关于x轴对称。又由（Ⅰ）得x1
 ＝0，y1
 ＝1，所以A（0，1）．

由于∠ABG的外接圆的圆心在x轴上，可设∠ABG的外接圆的圆心为（d，0），因此d2
 ＋1＝[image: alt]
 ，解得d＝-[image: alt]
 ，故∠ABG的外接圆的半径为r＝[image: alt]
 ，所以∠ABG的外接圆方程为[image: alt]
 ．

5.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（福建理）
 　已知直线l：y＝x＋m，m∈R．

（Ⅰ）若以点M（2，0）为圆心的圆与直线l相切与点P，且点P在y轴上，求该圆的方程；

（Ⅱ）若直线l关于x轴对称的直线为l′，问直线l′与抛物线C：x2
 ＝4y是否相切？说明理由．









[image: alt]
 习题2．（辽宁理）
 　如图，已知椭圆C1
 的中心在原点O，长轴左、右端点M，N在x轴上，椭圆C2
 的短轴为MN，且C1
 ，C2
 的离心率都为e，直线l⊥MN，l与C1
 交于两点，与C2
 交于两点，这四点按纵坐标从大到小依次为A，B，C，D．

[image: alt]


（Ⅰ）设e＝[image: alt]
 ，求|BC|与|AD|的比值；

（Ⅱ）当e变化时，是否存在直线l，使得BO∥AN，并说明理由．









[image: alt]
 习题3．（四川文）
 　过点C（0，1）的椭圆[image: alt]
 （a＞b＞0）的离心率为[image: alt]
 ，椭圆与x轴交于两点A（a，0）、B（-a，0），过点C的直线l与椭圆交于另一点D，并与x轴交于点P，直线AC与直线BD交于点Q．

[image: alt]


（Ⅰ）当直线l过椭圆右焦点时，求线段CD的长；

（Ⅱ）当点P异于点B时，求证：[image: alt]
 为定值．









[image: alt]
 习题4．（湖北理）
 　平面内与两定点A1
 （-a，0），A2
 （a，0）（a＞0）连续的斜率之积等于非零常数m的点的轨迹，加上A1
 、A2
 两点所成的曲线C可以是圆、椭圆或双曲线．

（Ⅰ）求曲线C的方程，并讨论C的形状与m值的关系；

（Ⅱ）当m＝-1时，对应的曲线为C1
 ；对给定的m∈（-1，0）U（0，∞），对应的曲线为C2
 ，设F1
 、F2
 是C2
 的两个焦点。试问：在C1
 上，是否存在点N，使得△F1
 NF2
 的面积S＝|m|a2
 。若存在，求tanF1
 NF2
 的值；若不存在，请说明理由．









[image: alt]
 习题5．（山东理）
 　已知动直线l与椭圆C：[image: alt]
 交于P（x1
 ，y1
 ）、Q（x2
 ，y2
 ）两不同点，且△OPQ的面积S△OPQ
 ＝[image: alt]
 ，其中O为坐标原点．

（Ⅰ）证明[image: alt]
 和[image: alt]
 均为定值；

（Ⅱ）设线段PQ的中点为M，求|OM|·|PQ|的最大值；

（Ⅲ）椭圆C上是否存在点D，E，G，使得S△ODE
 ＝S△ODG
 ＝S△OEG
 ＝[image: alt]
 ？若存在，判断△DEG的形状；若不存在，请说明理由．









5.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1




分析

本题主要考查直线、圆、抛物线等基础知识，考查运算求解能力，考查函数与方程思想、数形结合思想、化归与转化思想、分类与整合思想。



[image: alt]



解法一：


（Ⅰ）由题意得，点P的坐标为（0，m）

因为MP⊥l，所以[image: alt]
 ＝-1，

解得m＝2，即点P的坐标为（0，2）

从而圆的半径

[image: alt]


故所求圆的方程为（x－2）2
 ＋y2
 ＝8．

（Ⅱ）因为直线l的方程为y＝x＋m，所以直线l′的方程为y＝-x－m．

由[image: alt]
 　得x2
 ＋4x＋4m＝0，Δ＝42
 －4×4m＝16（1－m）

（1）当m＝1，即Δ＝0时，直线l′与抛物线C相切；

（2）当m≠1，即Δ≠0时，直线l′与抛物线C不相切．

综上，当m＝1时，直线l′与抛物线C相切；当m≠1时，直线l′与抛物线C不相切．


解法二：
 （Ⅰ）设所求圆的半径为r，则圆的方程可设为（x－2）2
 ＋y2
 ＝r2
 ．

由题意得，所求圆与直线l：x－y＋m＝0相切于点P（0，m），

则[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以所求圆的方程为（x－2）2
 ＋y2
 ＝8．

（Ⅱ）同解法一．





[image: alt]
 习题2



解：
 （Ⅰ）因为C1
 ，C2
 的离心率相同，故由题意可设

[image: alt]


设直线l：x＝t（|t|＜a），分别与C1
 ，C2
 的方程联立，求得

[image: alt]


当e＝[image: alt]
 时，b＝[image: alt]
 a，分别用yA
 ，yB
 表示A，B的纵坐标，可知

[image: alt]


（Ⅱ）t＝0时的l不符合题意．t≠0时，BO//AN当且仅当BO的斜率kBO
 与AN的斜率kAN
 相等，即

[image: alt]


因为|t|＜a，又0＜e＜1，所以[image: alt]
 ＜1，解得[image: alt]
 ＜e＜1．

所以当0＜e≤[image: alt]
 时，不存在直线l，使得BO//AN；

当[image: alt]
 ＜e＜1时，存在直线l使得BO//AN．





[image: alt]
 习题3




分析

本题主要考查直线、椭圆的标准方程及基本性质等基本知识，考查平面解析几何的思想方法及推理运算能力．




解：
 （Ⅰ）由已知得b＝1，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，解得a＝2，所以椭圆方程为[image: alt]
 ．

椭圆的右焦点为（[image: alt]
 ，0），此时直线l的方程为y＝[image: alt]
 x＋1，代入椭圆方程得7x2
 －[image: alt]
 x＝0，解得x1
 ＝0，x2
 ＝[image: alt]
 ，代入直线l的方程得y1
 ＝1，y2
 ＝[image: alt]
 （x1
 已舍去），所以D（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ），

故|CD|＝[image: alt]
 ．

（Ⅱ）当直线l与x轴垂直时与题意不符．

由题意得，设直线l的方程为y＝kx＋1（k≠0且k≠[image: alt]
 ），代入椭圆方程得（4k2
 ＋1）x2
 ＋8kx＝0．

解得x1
 ＝0，x2
 ＝[image: alt]
 ，代入直线l的方程得y1
 ＝1，y2
 ＝[image: alt]
 ，

所以D点的坐标为　（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）．

又直线AC的方程为[image: alt]
 ＋y＝1，又直线BD的方程为y＝[image: alt]
 ，联立得[image: alt]
 ，

因此Q（-4k，2k＋1），又P（-[image: alt]
 ，0）．

所以[image: alt]
 ＝（-[image: alt]
 ，0）（-4k，2k＋1）＝4．

故[image: alt]
 为定值．





[image: alt]
 习题4




分析

本题主要考查曲线与方程、圆锥曲线等基础知识，同时考查推理运算的能力，以及分类与整合和数形结合的思想。




解：
 （Ⅰ）设动点为M，其坐标为（x，y），

当x≠±a时，由条件可得[image: alt]
 ，

即mx2
 －y2
 ＝ma2
 （x≠±a），

又A1
 （-a，0），A2
 （a，0）的坐标满足mx2
 －y2
 ＝ma2
 ，

故由题意得，曲线C的方程为mx2
 －y2
 ＝ma2
 ．

当m＜-1时，曲线C的方程为[image: alt]
 ，C是焦点在y轴上的椭圆；

当m＝-1时，曲线C的方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ，C是圆心在原点的圆；

当-1＜m＜0时，曲线C的方程为[image: alt]
 ，C是焦点在x轴上的椭圆；

当m＞0时，曲线C的方程为[image: alt]
 ，C是焦点在x轴上的双曲线．

（Ⅱ）由（Ⅰ）知，当m＝-1时，C1
 的方程为x2
 ＋y2
 ＝a2
 ；

当m∈（-1，0）∪（0，＋∞）时，

C2
 的两个焦点分别为[image: alt]
 ．

对于给定的m∈（-1，0）∪（0，＋∞），

C1
 上存在点N（x0
 ，y0
 ）（y0
 ≠0）使得S＝|m|a2
 的充要条件是

[image: alt]


由①得0＜|y0
 |≤a，由②得|y0
 |＝[image: alt]
 ．

当0＜[image: alt]
 ≤a，即[image: alt]
 ≤m＜0，

或0＜m≤[image: alt]
 时，

存在点N，使S＝|m|a2
 ；

当[image: alt]
 ＞a，即-1＜m＜[image: alt]
 ，

或m＞[image: alt]
 时，

不存在满足条件的点N，

当m∈［[image: alt]
 ，0）∪（0，[image: alt]
 ］时，

由[image: alt]
 ＝（-[image: alt]
 －x0
 ，-y0
 ），[image: alt]
 ＝（[image: alt]
 －x0
 ，-y0
 ），

可得[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝[image: alt]
 －（1＋m）a2
 ＋[image: alt]
 ＝-ma2
 ，

令|[image: alt]
 |＝r1
 ，|[image: alt]
 |＝r2
 ，∠F1
 NF2
 ＝θ，

则由[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝r1
 r2
 cosθ＝-ma2
 ，可得r1
 r2
 ＝[image: alt]
 ，

从而S＝[image: alt]
 r1
 r2
 sinθ＝[image: alt]
 ＝-[image: alt]
 ma2
 tanθ，

于是由S＝|m|a2
 ，

可得-[image: alt]
 ma2
 tanθ＝|m|a2
 ，即tanθ＝[image: alt]
 ．

综上可得：

当m∈［[image: alt]
 ，0）时，在C1
 上，存在点N，使得S＝|m|a2
 ，且tanF1
 NF2
 ＝2；

当m∈（0，[image: alt]
 ］时，在C1
 上，存在点N，使得S＝|m|a2
 ，且tanF1
 NF2
 ＝-2；

当m（-1，[image: alt]
 ）∪（[image: alt]
 ，＋∞）时，在C1
 上，不存在满足条件的点N．





[image: alt]
 习题5



解：
 （Ⅰ）（1）当直线l的斜率不存在时，P，Q两点关于x轴对称，

所以x2
 ＝x1
 ，y2
 ＝-y1
 ．因为P（x1
 ，y1
 ）在椭圆上，因此[image: alt]
 　①

又因为S△OPQ
 ＝[image: alt]
 ，所以|x1
 |·|y1
 |＝[image: alt]
 ．②；

由①、②得|x1
 |＝[image: alt]
 ，|y1
 |＝1．

此时[image: alt]
 ．

（2）当直线l的斜率存在时，设直线l的方程为y＝kx＋m，

由题意得m≠0，将其代入[image: alt]
 ，得（2＋3k2
 ）x2
 ＋6kmx＋3（m2
 －2）＝0，

其中Δ＝36k2
 m2
 －12（2＋3k2
 ）（m2
 －2）＞0，即3k2
 ＋2＞m2
 　*

[image: alt]


因为点O到直线l的距离为d＝[image: alt]
 所以

[image: alt]


又S△OPQ＝[image: alt]
 ，

整理得3k2
 ＋2＝2m2
 ，且符合*式，

此时[image: alt]
 ＝（x1
 ＋x2
 ）2
 －2x1
 x2
 ＝[image: alt]
 ＝3，

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （3－[image: alt]
 ）＋[image: alt]
 （3－[image: alt]
 ）＝4－[image: alt]
 （[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ）＝2．

综上所述，[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝3；[image: alt]
 ＝2，结论成立．

（Ⅱ）解法一：


（1）当直线l的斜率不存在时，由（Ⅰ）知|OM|＝|x1
 |＝[image: alt]
 ，|PQ|＝2|y1
 |＝2，

因此|OM|·|PQ|＝[image: alt]
 ×2＝[image: alt]
 ．

（2）当直线l的斜率存在时，由（Ⅰ）知[image: alt]
 ，

[image: alt]


所以|OM|·|PQ|≤[image: alt]
 ，当且仅当[image: alt]
 ，即m＝±[image: alt]
 时，等号成立．

综合（1）、（2）得|OM|·|PQ|的最大值为[image: alt]
 ．


解法二：


[image: alt]


所以2|OM|·|PQ|≤[image: alt]
 ，

即|OM|·|PQ|≤[image: alt]
 ，当且仅当2|OM|＝|PQ|＝[image: alt]
 时等号成立．

因此|OM|·|PQ|的最大值为[image: alt]
 ．

（Ⅲ）椭圆C上不存在三点D，E，G，使得S△ODE
 ＝S△ODG
 ＝S△OEG
 ＝[image: alt]
 ．

证明：假设存在D（u，v），E（x1
 ，y1
 ），G（x2
 ，y2
 ）满足

S△ODE
 ＝S△ODG
 ＝S△OEG
 ＝[image: alt]
 ，

由（Ⅰ）得

u2
 ＋[image: alt]
 ＝3，u2
 ＋[image: alt]
 ＝3，[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝3，v2
 ＋[image: alt]
 ＝2，v2
 ＋[image: alt]
 ＝2，[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＝2

解得u2
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ；v2
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝1

因此u，x1
 ，x2
 只能从±[image: alt]
 中选取，v，y1
 ，y2
 只能从±1中选取．

因此D，E，G只能在（±[image: alt]
 ，±1）这四点中选取三个不同点，而这三点的两两连线中必有一条过原点，与S△ODE
 ＝S△ODG
 ＝S△OEG
 ＝[image: alt]
 矛盾，

所以椭圆C上不存在满足条件的三点D，E，G．


第6章　立体几何

6.1　高考重点内容


1．
 空间几何体

柱、锥、台、球及其简单组合体

三视图

斜二测法画简单空间图形的直观图

球、棱柱、棱锥的表面积和体积


2．
 点、直线、平面间的位置关系

空间线、面的位置关系


公理1：
 如果一条直线上的两点在一个平面内，那么这条直线在此平面内．


公理2：
 过不在一条直线上的三点，有且只有一个平面．


公理3：
 如果两个不重合的平面有一个公共点，那么它们有且只有一条过该点的公共直线．


公理4：
 平行于同一条直线的两条直线平行．


定理5：
 空间中如果两个角的两条边分别对应平行，那么这两个角相等或互补．

线、面平行或垂直的判定及性质


3．
 空间向量与立体几何

空间直角坐标系

空间两点间的距离公式

空间向量及其运算

空间向量的概念

空间向量基本定理

空间向量的正交分解及其坐标表示

空间向量的线性运算及其坐标表示

空间向量的数量积及其坐标表示


4．
 空间向量的应用

直线的方向向量

平面的法向量

线、面位置关系

线线、线面、面面的夹角

6.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012北京文）
 　如下面左图，在Rt△ABC中，∠C＝90°，D、E分别是AC、AB上的中点，点F为线段CD上的一点．将△ADE沿DE折起到△A1
 DE的位置，使A1
 F⊥CD，如下面右图．

[image: alt]


（Ⅰ）求证：DE∥平面A1
 CB；

（Ⅱ）求证：A1
 F⊥BE；

（Ⅲ）线段A1
 B上是否存在点Q，使A1
 C⊥平面DEQ？说明理由．

解题思路分析

本题第一、二问是对基本功的考查，也是文科立体几何的主要内容，相对较易．

第三问属探索型问法，有一定的难度．给出一个中点，若再找出一个中点，就有三角形的中位线，于是就有平行关系，可传递到其他直线或线段．

真题详解

（Ⅰ）因为D、E分别为AC、AB的中点，所以DE∥BC．又因为DE⊄平面A1
 CB，所以DE∥平面A1
 CB．

（Ⅱ）由已知得AC⊥BC且DE∥BC，所以DE⊥AC．所以DE⊥A1
 D，DE⊥CD．所以DE⊥平面A1
 DC．而A1
 F⊂平面A1
 DC，

所以DE⊥A1
 F．又因为A1
 F⊥CD，所以A1
 F⊥平面BCDE．所以A1
 F⊥BE．

（Ⅲ）线段A1
 B上存在点Q，使A1
 C⊥平面DEQ．理由如下：

如图，

[image: alt]


分别取A1
 C，A1
 B的中点P、Q，则PQ∥BC．

又因为DE∥BC，所以DE∥PQ．所以平面DEQ即为平面DEP．

由（Ⅱ）知DE⊥平面A1
 DC，所以DE⊥A1
 C．

又因为P是等腰三角形DA1
 C底边A1
 C的中点，

所以A1
 C⊥DP，所以A1
 C⊥平面DEP，从而A1
 C⊥平面DEQ．

故线段A1
 B上存在点Q，使得A1
 C⊥平面DEQ．





[image: alt]
 例2．（2012山东理）
 　在如图所示的几何体中，四边形ABCD是等腰梯形，AB//CD，∠DAB＝60°，FC⊥平面ABCD，AE⊥BD，CB＝CD＝CF．

[image: alt]


（Ⅰ）求证BD⊥平面AED；

（Ⅱ）求二面角F-BD-C的余弦值．

解题思路分析

很明显，第一问证BD与该平面内两交线都垂直即可．第二问可以做出二面角的平面角，转化为求三角形的内角；也可以建立空间直角坐标系，求两平面的法向量的夹角．

真题详解

（Ⅰ）因为四边形ABCD为等腰梯形，AB∥CD，∠DAB＝60°，

所以∠ADC＝∠BCD＝120°．

又CB＝CD，

所以∠CDB＝30°

因此∠ADB＝90°，AD⊥BD，

又AE⊥BD，且AE∩AD＝A，AE，AD⊂平面AED，

所以BD⊥平面AED．

（Ⅱ）解法一：


由（Ⅰ）知AD⊥BD，所以AC⊥BC，又FC⊥平面ABCD，因此CA、CB、CF两两垂直．

以C为坐标原点，分别以CA，CB，CF所在的直线为x轴，y轴，z轴建立空间直角坐标系，不妨设CB＝1，则，

C（0，0，0），B（0，1，0），D（[image: alt]
 ，-[image: alt]
 ，0），F（0，0，1），

因此[image: alt]
 ＝（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，0），[image: alt]
 ＝（0，-1，1）．

设平面BDF的一个法向量为m
 ＝（x，y，z），

则m
 ·[image: alt]
 ＝0，m
 ·[image: alt]
 ＝0，

所以x＝[image: alt]
 y＝[image: alt]
 z，取z＝1，

则m
 ＝（[image: alt]
 ，1，1）．

又平面BDC的法向量可以取为n
 ＝（0，0，1），

所以[image: alt]
 ，

所以二面角F-BD-C的余弦值为[image: alt]
 ．


解法二：


取BD的中点G，连结CG、FG，由于CB＝CD，

所以CG⊥BD．

又FC⊥平面ABCD，BD⊂平面ABCD，

所以FC⊥BD．

由于FC∩CG＝C，FC、CG⊂平面FCG，

所以BD⊥平面FCG，故BD⊥FG．

所以∠FGC为二面角F-BD-C的平面角．

在等腰三角形BCD中，由于∠BCD＝120°，

因此CG＝[image: alt]
 CB，又CB＝CF，

所以，[image: alt]


故cos∠FGC＝[image: alt]
 ，

因此二面角F-BD-C的余弦值为[image: alt]
 ．

6.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（江苏）
 　如图，在四棱锥P-ABCD中，平面PAD⊥平面ABCD，AB＝AD，∠BAD＝60°，E、F分别是AP、AD的中点．

[image: alt]


求证：（Ⅰ）直线EF//平面PCD；

（Ⅱ）平面BEF⊥平面PAD．


解：
 （Ⅰ）因为E、F分别是AP、AD的中点，

∴EF‖PD，又∵PD⊂面PCD，EF⊄面PCD

∴直线EF//平面PCD

（Ⅱ）连接BD∵AB＝AD，∠BAD＝60°，ΔABD为正三角形，F是AD的中点，∴BF⊥AD，又平面PAD⊥平面ABCD，面PAD∩面ABCD＝AD，∴BF⊥面PAD，BF⊂面BEF．

所以，平面BEF⊥平面PAD．



分析

本题主要考查空间想象能力和推理论证能力，考查平面的表示，直线与平面、平面与平面平行和垂直的判定及性质，属容易题．







[image: alt]
 例2．（北京市海淀区二模）
 在一个正方体ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，P为正方形A1
 B1
 C1
 D1
 四边上的动点，O为底面正方形ABCD的中心，M，N分别为AB，BC中点，点Q为平面ABCD内一点，线段D1
 Q与OP互相平分，则满足[image: alt]
 ＝λ[image: alt]
 的实数λ的值有（　　）

[image: alt]


A．0个

B.1个

C．2个

D．3个


解法一：
 线段D1
 Q与OP互相平分，则两线段共面，经分析可得只有OP在以O为顶点，A1
 B1
 C1
 D1
 为底面的四棱锥的侧面上，D1
 M，D1
 N才可以在四棱锥的侧面上．

符合题意的两种状态如图所示：

[image: alt]



解法二：
 以点D为原点，DA，DC，DD′分别为x，y，z轴建立空间直角坐标系

设|AB|＝2，则D1
 （0，0，2），M（2，1，0），N（1，2，0），O（1，1，0），则Q（2－λ，1＋λ，0）

D1
 Q中点为[image: alt]
 ，则P（1－λ，λ，2）

由点P为A1
 D1
 上的动点时，0≤1－λ≤2，λ＝0，解得λ＝0；

由点P为A1
 B1
 上的动点时，1－λ＝2，0≤λ≤2，无解；

由点P为B1
 C1
 上的动点时，0≤1－λ≤2，λ＝2，无解；

由点P为D1
 C1
 上的动点时，1－λ＝0，0≤λ≤2，解得λ＝1．


解法三：
 如图，QD1
 、OP的中点E，F的轨迹分别为直线C1
 与正方形C2
 ，显然C1
 与C2
 有且仅有两个交点，可知λ的值有两个．

[image: alt]






[image: alt]
 例3．（山东理）
 　在如图所示的几何体中，四边形ABCD为平行四边形，∠ACB＝90°，EA⊥平面ABCD，EF∥AB，FG∥BC，EG∥AC，AB＝2EF．

[image: alt]


（Ⅰ）若M是线段AD的中点，求证：GM∥平面ABFE；

（Ⅱ）若AC＝BC＝2AE，求二面角A-BF-C的大小．


解：
 （Ⅰ）连结AF，因为EF∥AB，FG∥BC，

EF∩FG＝F，所以平面EFG∥平面ABCD，又易证ΔEFG∽ΔABC，

所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，即FG＝[image: alt]
 BC，即FG＝[image: alt]
 AD，又M为AD的中点，所以AM＝[image: alt]
 AD，又因为FG∥BC∥AD，所以FG∥AM，所以四边形AMGF是平行四边形，故GM∥FA，又因为GM⊄平面ABFE，FA⊂平面ABFE，所以GM∥平面ABFE．

（Ⅱ）取AB的中点O，连结CO，因为AC＝BC，所以CO⊥AB，

设AB＝2EF＝2a，因为∠ACB＝90°，AC＝BC＝[image: alt]
 a，CO＝a，AE＝[image: alt]
 a，连结FO，容易证得FO∥EA且FO＝[image: alt]
 ，所以BF＝[image: alt]
 a，所以OH＝[image: alt]
 ，所以在RtΔCOH中，tan∠CHO＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，故∠CHO＝60°，所以二面角A-BF-C的大小为60°．

[image: alt]
 例4．（全国卷Ⅱ）
 　如图，四棱锥S-ABCD中，AB∥CD，BC⊥CD，侧面SAB为等边三角形．AB＝BC＝2，CD＝SD＝1．

[image: alt]


（Ⅰ）证明：SD⊥平面SAB；

（Ⅱ）求AB与平面SBC所成角的大小．


证明：
 （Ⅰ）取AB中点E，连接DE，则四边形BCDE为矩形，DE＝CB＝2．

[image: alt]


连接SE，则SE⊥AB，SE＝[image: alt]


又SD＝1，故ED2
 ＝SE2
 ＋SD2


所以∠DSE为直角．

由AB⊥DE，AB⊥SE，DE∩SE＝E，得

AB⊥平面SDE，所以AB⊥SD．

SD与两条相交直线AB、SE都垂直．

所以SD⊥平面SAB

（Ⅱ）解法一：
 由AB⊥平面SDE知，平面ABCD⊥平面SDE

作SF⊥DE，垂足为F，则SF⊥平面ABCD，[image: alt]


作FG⊥BC，垂足为G，则FG＝DC＝1．

连接SG，则SG⊥BC

又FG⊥BC，SG∩FG＝G，故BC⊥平面SFG，平面SBC⊥平面SFG，

作FH⊥SG，H为垂足，则FH⊥平面SBC．

[image: alt]


即F到平面SBC的距离为[image: alt]
 ．

由于ED//BC，所以ED//平面SBC，E到平面SBC的距离d也为[image: alt]
 ．

设AB与平面SBC所成的角为α，则

[image: alt]



解法二：


以C为坐标原点，射线CD为x轴正半轴，建立如图所示的直角坐标系C-xyz，设D（1，0，0），则A（2，2，0），B（0，2，0）．

[image: alt]


又设S（x，y，z），则x＞0，y＞0，z＞0．

（Ⅰ）[image: alt]
 ＝（x－2，y－2，z），[image: alt]
 ＝（x，y－2，z），[image: alt]
 ＝（x－1，y，z）

由|[image: alt]
 |＝|[image: alt]
 |即[image: alt]
 得

x＝1．

由|[image: alt]
 |＝1得y2
 ＋z2
 ＝1，

又由|[image: alt]
 |＝2得，x2
 ＋（y－2）2
 ＋z2
 ＝4

即y2
 ＋z2
 －4y＋1＝0，故[image: alt]
 ．

于是

[image: alt]


[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0

故DS⊥AS，DS⊥BS，又AS∩BS＝S

所以SD⊥平面SAB．

（Ⅱ）设平面SBC的法向量[image: alt]
 ＝（m，n，p），

则[image: alt]
 ⊥[image: alt]
 ，[image: alt]
 ⊥[image: alt]
 ，[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，

又[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＝（0，2，0）

故[image: alt]


取p＝2得[image: alt]
 ＝（-[image: alt]
 ，0，2），又[image: alt]
 ＝（-2，0，0）

∴cos＜[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＞＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

故AB与平面SBC所成的角为arcsin[image: alt]
 ．





[image: alt]
 例5．（四川文）
 　如图，在直三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，∠BAC＝90°，AB＝AC＝AA1
 ＝1，延长A1
 C1
 至点P，使C1
 P＝A1
 C1
 ，连接AP交棱CC1
 于D．

[image: alt]


（Ⅰ）求证：PB1
 ∥平面BDA1
 ；

（Ⅱ）求二面角A-A1
 D-B的平面角的余弦值；



分析

本题主要考查直三棱柱的性质、线面关系、二面角等基本知识，并考查空间想象能力和逻辑推理能力，考查应用向量知识解决问题的能力．




解法一：


（Ⅰ）连接AB1
 与BA1
 交于点O，连接OD，

∵C1
 D∥AA1
 ，A1
 C1
 ＝C1
 P，∴D是AP的中点．

又O是AB1
 的中点，∴OD∥PB1
 ，

又OD⊂面BDA1
 ，PB1
 ⊄面BDA1
 ，

∴PB1
 ∥平面BDA1
 ．

（Ⅱ）过A作AE⊥DA1
 于点E，连接BE．∵BA⊥CA，BA⊥AA1
 ，且AA1
 ∩AC＝A，

∴BA⊥平面AA1
 C1
 C．由三垂线定理可知BE⊥DA1
 ．

[image: alt]


在Rt△A1
 C1
 D中，A1
 D＝[image: alt]
 ，

又SΔAA1
 D
 ＝[image: alt]
 ，

∴AE＝[image: alt]
 ．

在Rt△BAE中，BE＝[image: alt]
 ，∴cos∠AHB＝[image: alt]
 ．

故二面角A－A1
 D－B的平面角的余弦值为[image: alt]
 ．


解法二：


如图，以A1
 为原点，A1
 B1
 ，A1
 C1
 ，A1
 A所在直线分别为x轴，y轴，z轴建立空间直角坐标系A1
 -B1
 C1
 A，则A1
 （0，0，0），B1
 （1，0，0），C1
 （0，1，0），B（1，0，1），P（0，2，0）．

[image: alt]


（Ⅰ）在△PAA1
 中有C1
 D＝[image: alt]
 AA1
 ，即D（0，1，[image: alt]
 ）．

∴[image: alt]
 ＝（1，0，1），[image: alt]
 ＝（0，1，x），[image: alt]
 ＝（-1，2，0）．

设平面BA1
 D的一个法向量为n1
 ＝（a，b，c），

则[image: alt]
 令c＝-1，则n1
 ＝（1，[image: alt]
 ，-1）．

∵n1

 ·[image: alt]
 ＝1×（-1）＋[image: alt]
 ×2＋（-1）×0＝0，

∴PB1
 ∥平面BA1
 D，

（Ⅱ）由（Ⅰ）知，平面BA1
 D的一个法向量n1

 ＝（1，[image: alt]
 ，-1）．

又n2

 ＝（1，0，0）为平面AA1
 D的一个法向量．

[image: alt]


故二面角A-A1
 D-B的平面角的余弦值为[image: alt]
 ．

6.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1
 ．如图，在矩形ABCD中，AB＝2，AD＝1，E是CD的中点，以AE为折痕将ΔDAE向上折起，使D为D′，且平面D′AE⊥平面ABCE．

[image: alt]


（Ⅰ）求证：AD′⊥EB；

（Ⅱ）求直线AC与平面ABD′所成角的正弦值．









[image: alt]
 习题2．（北京市西城区二模）
 　如图，菱形ABCD的边长为6，∠BAD＝60°，AC∩BD＝O．将菱形ABCD沿对角线AC折起，得到三棱锥B-ACD，点M是棱BC的中点，DM＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


（Ⅰ）求证：OM//平面ABD；

（Ⅱ）求证：平面ABC⊥平面MDO；

（Ⅲ）求三棱锥M-ABD的体积．









[image: alt]
 习题3．在如图所示的三棱锥P—ABC中，PA⊥平面ABC，PA＝AC＝1，PC＝BC，PB和平面ABC所成的角为30°．

[image: alt]


（Ⅰ）求证：平面PBC⊥平面PAC；

（Ⅱ）比较三个侧面的面积的算术平均数与底面积数值的大小；

（Ⅲ）求AB的中点M到直线PC的距离．









[image: alt]
 习题4．（北京市崇文区一模）
 　在直四棱柱ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，已知AB//CD，AB＝AD＝1，D1
 D＝CD＝2，AB⊥AD．

[image: alt]


（Ⅰ）求证：BC⊥面D1
 DB；

（Ⅱ）求D1
 B与平面D1
 DCC1
 所成角的大小；

（Ⅲ）在BB1
 上是否存在一点F，使F到平面D1
 BC的距离为[image: alt]
 ，若存在，则指出该点的位置；若不存在，请说明理由．









[image: alt]
 习题5．（全国卷）
 　已知平面α截一球面得圆M，过圆心M且与α成60°二面角的平面β截该球面得圆N．若该球面的半径为4，圆M的面积为4π，则圆N的面积为（　　）．

A．7π

B．9π

C．11π

D．13π









6.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 （Ⅰ）在RtΔBCE中，

[image: alt]


在RtΔAD′E中，AE＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

∵AB2
 ＝22
 ＝BE2
 ＋AE2
 ，

∴AE⊥BE．

∵平面AED′⊥平面ABCE，且交线为AE，

∴BE⊥平面AED′．

∵AD′⊂平面AED′，∴AD′⊥BE．

（Ⅱ）设AC与BE相交于点F，由（Ⅰ）知AD′⊥BE，

∵AD′⊥ED′，∴AD′⊥平面EBD′，

∵AD′⊂平面AED′，∴平面ABD′⊥平面EBD′，且交线为BD′，

作FG⊥BD′，垂足为G，则FG⊥平面ABD′，

连接AG，则∠FAG是直线AC与平面ABD′所成的角．

由平面几何的知识可知[image: alt]
 ，∴EF＝[image: alt]
 ．

在RtΔAEF中，AF＝[image: alt]
 ，

在RtΔEBD′中，[image: alt]
 ，可求得FG＝[image: alt]
 ．

∴sin∠FAG＝[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题2



解：
 （Ⅰ）证明：因为点O是菱形ABCD的对角线的交点，

所以O是AC的中点．又点M是棱BC的中点，

所以OM是ΔABC的中位线，OM//AB．

因为OM⊄平面ABD，AB⊂平面ABD，

所以OM//平面ABD．

（Ⅱ）证明：由题意得，OM＝OD＝3，

因为DM＝[image: alt]
 ，所以∠DOM＝90°，OD⊥OM．

[image: alt]


又因为菱形ABCD，所以OD⊥AC．因为OM∩AC＝0，

所以OD⊥平面ABC，

因为OD⊂平面MDO，

所以平面ABC⊥平面MDO．

（Ⅲ）三棱锥M-ABD的体积等于三棱锥D-ABM的体积．

由（Ⅱ）知，OD⊥平面ABC，

所以OD＝3为三棱锥D-ABM的高．

ΔABM的面积为[image: alt]
 BA×BM×sin120°＝[image: alt]
 ×6×3×[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

所求体积等于[image: alt]
 ×SΔABM
 ×OD＝[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题3



解：
 （Ⅰ）由已知PA⊥平面ABC，PA＝AC＝1，

得△PAC为等腰直角三角形，PC＝CB＝[image: alt]
 ．

在Rt△PAB中，∠PBA＝30°，

∴PB＝2，

∴△PCB为等腰直角三角形，即BC⊥PC．

∵PA⊥平面ABC，∴PA⊥BC，

又PA∩PC＝P，

∴BC⊥平面PAC，

∵BC平面PBC，

∴平面PBC⊥平面PAC．

（Ⅱ）三个侧面及底面都是直角三角形，易求得侧面PAC的面积为[image: alt]
 ，侧面PAB面积值为[image: alt]
 ，侧面PCB面积值为1，底面积值为[image: alt]
 ．

三个侧面面积的算术平均数为[image: alt]
 ．

[image: alt]


其中[image: alt]
 ＞0，

∴三个侧面面积的算术平均数大于底面积的数值．

（Ⅲ）如图，过M作MD⊥AC，垂足为D．

[image: alt]


∵平面PAC⊥平面ABC且相交于AC，

∴MD⊥平面PAC．

过D作DE⊥PC，垂足为E，连接ME，则DE是ME在平面PBC上的射影，

∵DE⊥PC，∴ME⊥PC，ME的长度即是M到PC的距离．

在Rt△ABC中，∵MD∥BC，∴MD＝[image: alt]
 BC＝[image: alt]
 ．

在等腰Rt△PAC中，DE＝DCsin45°＝[image: alt]
 ，

∴ME＝[image: alt]
 ，即点M到PC的距离为[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题4


（I）证明：∵ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 为直四棱柱，

∴D1
 D⊥平面ABCD，

∴BC⊥D1
 D．

∵AB//CD，AB⊥AD．

∴四边形ABCD为直角梯形，

又∵AB＝AD＝1，CD＝2，

可知BC⊥DB．

∵D1
 D∩DB＝D，

∴BC⊥平面D1
 DB．

[image: alt]


（Ⅱ）取DC中点E，连接BE，D1
 E．

∵DB＝BC，

∴BE⊥CD．

∵ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 为直四棱柱，

∴ABCD⊥D1
 DCC1
 ．

∴BE⊥D1
 DCC1
 ．

∴D1
 E为D1
 B在平面D1
 DCC1
 上的射影，

∴∠BD1
 E为所求角．

在RtΔD1
 BE中，BE＝1，D1
 E＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


∴所求角为[image: alt]
 ．

（Ⅲ）假设B1
 B上存在点F，设BF＝x，

∵VF-D1
 BC
 ＝VC-D1
 BF
 ，BC⊥平面D1
 BF，

∴[image: alt]
 SΔD1
 BC
 ·[image: alt]
 ＝[image: alt]
 SΔD1
 BF
 ·BC．

∵在ΔD1
 BC中，BC⊥D1
 B，D1
 B＝[image: alt]
 ，BC＝[image: alt]
 ．

∴SΔD1
 BC
 ＝[image: alt]
 D1
 B·BC＝[image: alt]
 ×[image: alt]
 ×[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

又[image: alt]


∴[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ·[image: alt]
 x·[image: alt]
 [image: alt]
 x＝1．

即存在点F为B1
 B的中点．


解法二：


（I）证明：如图建立坐标系D-xyz，

D（0，0，0），B（1，1，0），C（0，2，0），D1
 （0，0，2）．

[image: alt]


∴[image: alt]
 ＝（-1，1，0），[image: alt]
 ＝（0，0，2），[image: alt]
 ＝（1，1，0）．

∵[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，[image: alt]
 ·[image: alt]
 ＝0，

∴BC⊥DD1
 ，BC⊥DB．

∵D1
 D∩DB＝D，

∴BC⊥平面D1
 DB．

（Ⅱ）[image: alt]
 ＝（1，1，-2），A（1，0，0），[image: alt]
 ＝（1，0，0）．

∵AD⊥平面D1
 DCC1
 ，

∴平面D1
 DCC1
 的法向量[image: alt]
 ＝（1，0，0），

[image: alt]


∴D1
 B与平面D1
 DCC1
 所成角的大小为[image: alt]
 ．

（Ⅲ）假设B1
 B上存在点F，设BF＝a，则F（1，1，a），

设平面D1
 BC的法向量为[image: alt]
 ＝（x，y，z），

由[image: alt]
 令x＝1，则y＝z＝1．令x＝1，则y＝z＝1．

∴[image: alt]
 ＝（1，1，1），又[image: alt]
 ＝（0，0，a），

[image: alt]


∵F到平面D1
 BC的距离为[image: alt]
 ，

|[image: alt]
 |·|cos＜[image: alt]
 ，　[image: alt]
 ＞|＝[image: alt]
 [image: alt]
 a×[image: alt]
 ＝[image: alt]
 [image: alt]
 a＝1．

即存在点F为B1
 B的中点．





[image: alt]
 习题5




分析

本题需要很好的空间想象能力，图象不容易画出，尤其是怎样将三维图象抽象成一个二维图象，如何得到两个圆心和球心构成一角为30°的直角三角形，还是很有难度的．




解：
 做示意图，由圆M的面积为4π，易得MA＝2，OM＝[image: alt]
 ，

RtΔOMN中，∠OMN＝30°．

[image: alt]


故MN＝OM×cos30°＝3，S＝π×32
 ＝9π．


第7章　统计与概率

7.1　高考重点内容


1．
 统计

简单随机抽样

分层抽样和系统抽样

频率分布表、直方图、折线图、茎叶图

样本数据的基本数字特征（如平均数、标准差）

用样本的频率分布表估计总体分布，用样本的基本数字特征估计总体的基本数字特征

线性回归方程


2．
 概率

随机事件的概率

随机事件的运算

两个互斥事件的概率加法公式

古典概型

几何概型

超几何分步

条件概率

事件的独立性

n次独立重复试验与二项分布

求离散型随机变量的期望、方差

正态分布

7.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012北京文）
 　近年来，某市为了促进生活垃圾的分类处理，将生活垃圾分为厨余垃圾、可回收物和其他垃圾三类，并分别设置了相应的垃圾箱．为调查居民生活垃圾分类投放情况，现随机抽取了该市三类垃圾箱中总计1000吨生活垃圾，数据统计如下（单位：吨）：

[image: alt]


（Ⅰ）试估计厨余垃圾投放正确的概率；

（Ⅱ）试估计生活垃圾投放错误的概率；

（Ⅲ）假设厨余垃圾在“厨余垃圾”箱、“可回收物”箱、“其他垃圾”箱的投放量分别为a、b、c，其中a＞0，a＋b＋c＝600．当数据a、b、c的方差s2
 最大时，写出a、b、c的值（结论不要求证明），并求此时s2
 的值．

（注：方差s2
 ＝[image: alt]
 ，其中[image: alt]
 为x1
 ，x2
 ，…，xn
 的平均数）

解题思路分析

此题的前两问由表中的数据可直接得之，难度集中在第三问．第三问是对能力的考查，不要求证明，即不要求说明理由，但是考生必须理解什么是方差．

真题详解

（Ⅰ）厨余垃圾投放正确的概率约为

[image: alt]


（Ⅱ）设生活垃圾投放错误为事件A，则事件[image: alt]
 表示生活垃圾投放正确．

事件[image: alt]
 的概率约为“厨余垃圾”箱里厨余垃圾量、“可回收物”箱里可回收物量与“其他垃圾”箱里其他垃圾量的总和除以生活垃圾总量，即P（[image: alt]
 ），约为[image: alt]
 ＝0.7．

所以P（A）约为1－0.7＝0.3．

（Ⅲ）当a＝600，b＝c＝0时，s2
 取得最大值．因为[image: alt]
 ＝200，

∴s2
 ＝[image: alt]
 ［（600－200）2
 ＋（0－200）2
 ＋（0－200）2
 ］＝8000．





[image: alt]
 例2．（2012天津理）
 　现有4个人去参加某娱乐活动，该活动有甲、乙两个游戏可供参加者选择．为增加趣味性，约定：每个人通过掷一枚质地均匀的骰子决定自己去参加哪个游戏，掷出点数为1或2的人去参加甲游戏，掷出点数大于2的人去参加乙游戏．

（Ⅰ）求这4个人中恰有2人去参加甲游戏的概率：

（Ⅱ）求这4个人中去参加甲游戏的人数大于去参加乙游戏的人数的概率：

（Ⅲ）用X、Y分别表示这4个人中去参加甲、乙游戏的人数，记ξ＝|X－Y|，求随机变量ξ的分布列与数学期望Eξ．

解题思路分析

本题属应用性问题，要认真审题，主要考查将问题转化为古典概型，独立事件、互斥事件等概率模型求解的能力．对概率应用题来说，理解是基础，转化是关键．

第一、二问属独立重复试验，第三问主要是确定ξ的取值．

真题详解

（Ⅰ）每个人参加甲游戏的概率为p＝[image: alt]
 ，参加乙游戏的概率为1－p＝[image: alt]
 ，这4个人中恰有2人去参加甲游戏的概率为[image: alt]
 ．

（Ⅱ）X～B（4，p）[image: alt]
 P（X＝k）＝[image: alt]
 （k＝0，1，2，3，4）

这4个人中去参加甲游戏的人数大于去参加乙游戏的人数的概率为P（X＝3）＋P（X＝4）＝[image: alt]
 ．

（Ⅲ）ξ可取0，2，4

P（ξ＝0）＝P（X＝2）＝[image: alt]


P（ξ＝2）＝P（X＝1）＋P（X＝3）＝[image: alt]


P（ξ＝4）＝P（X＝0）＋P（X＝4）＝[image: alt]


随机变量ξ的分布列为：

[image: alt]


∴Eξ＝0×[image: alt]
 ＋2×[image: alt]
 ＋4×[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．

7.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（北京理）
 　以下茎叶图记录了甲、乙两组四名同学的植树棵数．乙组记录中有一个数据模糊，无法确认，在图中以X表示．

[image: alt]


（Ⅰ）如果X＝8，求乙组同学植树棵树的平均数和方差；

（Ⅱ）如果X＝9，分别从甲、乙两组中随机选取一名同学，求这两名同学的植树总棵树Y的分布列和数学期望．

（注：方差s2
 ＝[image: alt]
 ，其中[image: alt]
 为x1
 ，x2
 ，…，xn
 的平均数．）


解：
 （Ⅰ）当X＝8时，由茎叶图可知，乙组同学的植树棵数是：8，8，9，10，

所以平均数为

[image: alt]


方差为

[image: alt]


（Ⅱ）当X＝9时，由茎叶图可知，甲组同学的植树棵树是：9，9，11，11；乙组同学的植树棵数是：9，8，9，10．分别从甲、乙两组中随机选取一名同学，共有4×4＝16种可能的结果，这两名同学植树总棵数Y的可能取值为17，18，19，20，21．事件“Y＝17”等价于“甲组选出的同学植树9棵，乙组选出的同学植树8棵”所以该事件有2种可能的结果，因此P（Y＝17）＝[image: alt]
 ．

同理可得

[image: alt]


所以随机变量Y的分布列为：

[image: alt]


[image: alt]






[image: alt]
 例2．（辽宁理）
 　某农场计划种植某种新作物，为此对这种作物的两个品种（分别称为品种甲和品种乙）进行田间试验．选取两大块地，每大块地分成n小块地，在总共2n小块地中，随机选n小块地种植品种甲，另外n小块地种植品种乙．

（Ⅰ）假设n＝4，在第一大块地中，种植品种甲的小块地的数目记为X，求X的分布列和数学期望；

（Ⅱ）试验时每大块地分成8小块，即n＝8，试验结束后得到品种甲和品种乙在各小块地上的每公顷产量（单位：kg/hm2
 ）如下表：

[image: alt]


分别求品种甲和品种乙的每公顷产量的样本平均数和样本方差；根据试验结果，你认为应该种植哪一品种？

附：样本数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的样本方差s2
 ＝[image: alt]
 ［（x1
 -[image: alt]
 ）2
 ＋（x2
 -[image: alt]
 ）2
 ＋…＋（xn
 -[image: alt]
 ）2
 ］，其中[image: alt]
 为样本平均数．


解：
 （Ⅰ）X可能的取值为0，1，2，3，4，且

[image: alt]


[image: alt]


即X的分布列为

[image: alt]


X的数学期望为E（X）＝[image: alt]
 ＝2．

（Ⅱ）品种甲的每公顷产量的样本平均数和样本方差分别为：

[image: alt]


品种乙的每公顷产量的样本平均数和样本方差分别为：

[image: alt]


由以上结果可以看出，品种乙的样本平均数大于品种甲的样本平均数，且两品种的样本方差差异不大，故应该选择种植品种乙．





[image: alt]
 例3．（福建文）
 　某日用品按行业质量标准分成五个等级，等级系数X依次为1，2，3，4，5．现从一批该日用品中随机抽取20件，对其等级系数进行统计分析，得到频率分布表如下：

[image: alt]


（Ⅰ）若所抽取的20件日用品中，等级系数为4的恰有3件，等级系数为5的恰有2件，求a、b、c的值；

（Ⅱ）在（Ⅰ）的条件下，将等级系数为4的3件日用品记为x1
 ，x2
 ，x3
 ，等级系数为5的2件日用品记为y1
 ，y2
 ，现从x1
 ，x2
 ，x3
 ，y1
 ，y2
 这5件日用品中任取两件（假定每件日用品被取出的可能性相同），写出所有可能的结果，并求这两件日用品的等级系数恰好相等的概率。



分析

本题主要考查概率、统计等基础知识，考查数据处理能力、运算求解能力、应用意识，考查函数与方程思想、分类与整合思想、必然与或然思想．




解：
 （Ⅰ）由频率分布表得a＋0.2＋0.45＋b＋c＝1，即a＋b＋c＝0.35，因为抽取的20件日用品中，等级系数为4的恰有3件，所以b＝[image: alt]
 ＝0.15，等级系数为5的恰有2件，所以c＝[image: alt]
 ＝0.1，从而a＝0.35－b－c＝0.1，所以a＝0.1，b＝0.15，c＝0.1．

（Ⅱ）从日用品x1
 ，x2
 ，x3
 ，y1
 ，y2
 中任取两件，所有可能的结果为：

{x1
 ，x2
 }，{x1
 ，x3
 }，{x1
 ，y1
 }，{x1
 ，y2
 }，{x2
 ，x3
 }，{x2
 ，y1
 }，{x2
 ，y2
 }，{x3
 ，y1
 }，{x3
 ，y2
 }，{y1
 ，y2
 }，

设事件A表示“从日用品x1
 ，x2
 ，x3
 ，y1
 ，y2
 中任取两件，其等级系数相等”，则A包含的基本事件为：

{x1
 ，x2
 }，{x1
 ，x3
 }，{x2
 ，x3
 }，{y1
 ，y2
 }共4个，

又基本事件的总数为10，故所求的概率P（A）＝[image: alt]
 ＝0.4．





[image: alt]
 例4．（全国课标文）
 　某种产品的质量以其质量指标值衡量，质量指标越大表明质量越好，且质量指标值大于或等于102的产品为优质品．现用两种新配方（分别称为A配方和B配方）做试验，各生产了100件这种产品，并测量了产品的质量指标值，得到下面的试验结果：

A配方的频数分布表

[image: alt]


B配方的频数分布表

[image: alt]


（Ⅰ）分别估计用A配方、B配方生产的产品的优质品率；

（Ⅱ）已知用B配方生产的一种产品利润y（单位：元）与其质量指标值t的关系式为

[image: alt]


估计用B配方生产的一件产品的利润大于0的概率，并求用B配方生产的上述100件产品平均一件的利润．


解：
 （Ⅰ）由试验结果知，用A配方生产的产品中优质的频率为[image: alt]
 ＝0.3，所以用A配方生产的产品的优质品率的估计值为0.3．

由试验结果知，用B配方生产的产品中优质品的频率为[image: alt]
 ＝0.42，所以用B配方生产的产品的优质品率的估计值为0.42．

（Ⅱ）由条件知用B配方生产的一件产品的利润大于0当且仅当其质量指标值t≥94，由试验结果知，质量指标值t≥94的频率为0.96，所以用B配方生产的一件产品的利润大于0的概率估计值为0.96．

用B配方生产的产品平均一件的利润为

[image: alt]






[image: alt]
 例5．（安徽理）
 　工作人员需进入核电站完成某项具有高辐射危险的任务，每次只派一个人进去，且每个人只派一次，工作时间不超过10分钟，如果有一个人10分钟内不能完成任务则撤出，再派下一个人．现在一共只有甲、乙、丙三个人可派，他们各自能完成任务的概率分别p1
 ，p2
 ，p3
 ，假设p1
 ，p2
 ，p3
 互不相等，且假定各人能否完成任务的事件相互独立．

（Ⅰ）如果按甲最先，乙次之，丙最后的顺序派人，求任务能被完成的概率．若改变三个人被派出的先后顺序，任务能被完成的概率是否发生变化？

（Ⅱ）若按某指定顺序派人，这三个人各自能完成任务的概率依次为q1
 ，q2
 ，q3
 ，其中q1
 ，q2
 ，q3
 是p1
 ，p2
 ，p3
 的一个排列，求所需派出人员数目X的分布列和均值（数学期望）EX；

（Ⅲ）假定1＞p1
 ＞p2
 ＞p3
 ，试分析以怎样的先后顺序派出人员，可使所需派出的人员数目的均值（数学期望）达到最小．



分析

本题考查相互独立事件的概率计算，考查离散型随机变量及其分布列、均值等基本知识，考查在复杂情境下处理问题的能力以及抽象概括能力、合情推理与演绎推理，分类讨论思想，应用意识与创新意识．




解：
 （Ⅰ）无论以怎样的顺序派出人员，任务不能被完成的概率都是（1－p1
 ）（1－p2
 ）（1－p3
 ），所以任务能被完成的概率与三个被派出的先后顺序无关，并等于1－（1－p1
 ）（1－p2
 ）（1－p3
 ）＝p1
 ＋p2
 ＋p3
 －p1
 p2
 －p2
 p3
 －p3
 p1
 ＋p1
 p2
 p3
 ．

（Ⅱ）当依次派出的三个人各自完成任务的概率分别为q1
 ，q2
 ，q3
 时，随机变量X的分布列为

[image: alt]


所需派出的人员数目的均值（数学期望）EX是

EX＝q1
 ＋2（1－q1
 ）q2
 ＋3（1－q1
 ）（1－q2
 ）＝3－2q1
 －q2
 ＋q1
 q2
 ．

（Ⅲ）解法一：
 由（Ⅱ）的结论知，当以甲最先、乙次之、丙最后的顺序派人时，EX＝3－2p1
 －p2
 ＋p1
 p2
 ．

根据常理，优先派出完成任务概率大的人，可减少所需派出的人员数目的均值．下面证明：对于p1
 ，p2
 ，p3
 的任意排列q1
 ，q2
 ，q3
 ，都有

[image: alt]


即①成立．


解法二：
 （i）可将（Ⅱ）中所求的EX改写为3－（q1
 ＋q2
 ）＋q1
 q2
 －q1
 ，若交换前两人的派出顺序，则变为3－（q1
 ＋q2
 ）＋q1
 q2
 －q2
 ．由此可见，当q2
 ＞q1
 时，交换前两人的派出顺序可减小均值．

（ii）也可将（Ⅱ）中所求的EX改写为3－2q1
 －q2
 ＋q1
 q2
 ，或交换后两人的派出顺序，则变为3－2q1
 －q3
 ＋q1
 q3
 ．由此可见，若保持第一个派出的人选不变，当q3
 ＞q2
 时，交换后两人的派出顺序也可减小均值．

综合（i）（ii）可知，当（q1
 ，q2
 ，q3
 ）＝（p1
 ，p2
 ，p3
 ）时，EX达到最小．即完成任务概率大的人优先派出，可减小所需派出人员数目的均值，这一结论是合乎常理的．

7.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（湖南文）
 　某河流上的一座水力发电站，每年六月份的发电量Y（单位：万千瓦时）与该河上游在六月份的降雨量X（单位：毫米）有关．据统计，当X＝70时，Y＝460；X每增加10，Y增加5．已知近20年X的值为：140，110，160，70，200，160，140，160，220，200，110，160，160，200，140，110，160，220，140，160．

（Ⅰ）完成如下的频率分布表

近20年六月份降雨量频率分布表

[image: alt]


（Ⅱ）假定今年六月份的降雨量与近20年六月份降雨量的分布规律相同，并将频率设为概率，求今年六月份该水力发电站的发电量低于490（万千瓦时）或超过530（万千瓦时）的概率．









[image: alt]
 习题2．（山东文）
 　甲、乙两校各有3名教师报名支教，其中甲校2男1女，乙校1男2女．

（Ⅰ）若从甲校和乙校报名的教师中各任选1名，写出所有可能的结果，并求选出的2名教师性别相同的概率；

（Ⅱ）若从报名的6名教师中任选2名，写出所有可能的结果，并求选出的2名教师来自同一学校的概率．









[image: alt]
 习题3．（广东理）
 　为了解甲、乙两厂的产品质量，采用分层抽样的方法从甲、乙两厂生产的产品中分别抽取14件和5件，测量产品中的微量元素x，y的含量（单位：毫克）．下表是乙厂的5件产品的测量数据：

[image: alt]


（Ⅰ）已知甲厂生产的产品共有98件，求乙厂生产的产品数量；

（Ⅱ）当产品中的微量元素x，y满足x≥175，且y≥75时，该产品为优等品．用上述样本数据估计乙厂生产的优等品的数量；

（Ⅲ）从乙厂抽出的上述5件产品中，随机抽取2件，求抽取的2件产品中优等品数ξ的分布列及其均值（即数学期望）．









[image: alt]
 习题4．（江西理）
 　某饮料公司招聘了一名员工，现对其进行一项测试，以使确定工资级别．公司准备了两种不同的饮料共8杯，其颜色完全相同，并且其中4杯为A饮料，另外4杯为B饮料，公司要求此员工一一品尝后，从8杯饮料中选出4杯A饮料，若4杯都选对，则月工资定为3500元，若4杯选对3杯，则月工资定为2800元，否则月工资定为2100元．令X表示此人选对A饮料的杯数，假设此人对A和B两种饮料没有鉴别能力．

（Ⅰ）求X的分布列；

（Ⅱ）求此员工月工资的期望．









[image: alt]
 习题5．（福建理）
 　某产品按行业生产标准分成8个等级，等级系数X依次为1，2，…，8，其中X≥5为标准A，X≥3为标准B，已知甲厂执行标准A生产该产品，产品的零售价为6元/件；乙厂执行标准B生产该产品，产品的零售价为4元/件，假定甲、乙两厂的产品都符合相应的执行标准．

（Ⅰ）已知甲厂产品的等级系数X1
 的概率分布列如下所示：

[image: alt]


且X1
 的数字期望EX1
 ＝6，求a，b的值；

（Ⅱ）为分析乙厂产品的等级系数X2
 ，从该厂生产的产品中随机抽取30件，相应的等级系数组成一个样本，数据如下：

[image: alt]


用这个样本的频率分布估计总体分布，将频率视为概率，求等级系数X2
 的数学期望；

（Ⅲ）在（Ⅰ）、（Ⅱ）的条件下，若以“性价比”为判断标准，则哪个工厂的产品更具可购买性？说明理由．

注：（1）产品的“性价比”＝[image: alt]
 ；

（2）“性价比”大的产品更具可购买性．









7.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 （Ⅰ）在所给数据中，降雨量为110mm的有3个，为160mm的有7个，为200mm的有3个，故近20年六月份降雨量频率分布表为

[image: alt]


（Ⅱ）P（“发电量低于490万千瓦时或超过530万千瓦时”）

[image: alt]


故今年六月份该水力发电站的发电量低于490（万千瓦时）或超过530（万千瓦时）的概率为[image: alt]






[image: alt]
 习题2



解：
 （Ⅰ）甲校两男教师分别用A、B表示，女教师用C表示；乙校男教师用D表示，两女教师分别用E、F表示．

从甲校和乙校报名的教师中各任选1名的所有可能的结果为：

（A，D）（A，E），（A，F），（B，D），（B，E），（B，F），（C，D），（C，E），（C，F）共9种．

从中选出两名教师性别相同的结果有：（A，D），（B，D），（C，E），（C，F）共4种．

选出的两名教师性别相同的概率为P＝[image: alt]
 ．

（Ⅱ）从甲校和乙校报名的教师中任选2名的所有可能的结果为：

（A，B），（A，C），（A，D），（A，E），（A，F），（B，C），（B，D），（B，E），（B，F），（C，D），（C，E），（C，F），（D，E），（D，F），（E，F）共15种．

从中选出两名教师来自同一学校的结果有：

（A，B），（A，C），（B，C），（D，E），（D，F），（E，F）共6种．

选出的两名教师来自同一学校的概率为P＝[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题3



解：
 （Ⅰ）[image: alt]
 ＝7，5×7＝35，即乙厂生产的产品数量为35件．

（Ⅱ）易见只有编号为2，5的产品为优等品，所以乙厂生产的产品中的优等品[image: alt]
 ，故乙厂生产有大约35×[image: alt]
 ＝14（件）优等品．

（Ⅲ）ξ的取值为0，1，2．

[image: alt]


所以ξ的分布列为

[image: alt]


故ξ的均值为Eξ＝[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题4



解：
 （Ⅰ）X的所有可能取值为：0，1，2，3，4

[image: alt]


即

[image: alt]


（Ⅱ）令Y表示新录用员工的月工资，则Y的所有可能取值为2100，2800，3500，

[image: alt]


所以新录用员工月工资的期望为2280元．





[image: alt]
 习题5



解：
 （Ⅰ）因为EX1
 ＝6，所以5×0.4＋6a＋7b＋8×0.1＝6，即6a＋7b＝3.2．又由X1
 的概率分布列得0.4＋a＋b＋0.1＝1，即a＋b＝0.5．

[image: alt]


（Ⅱ）由已知得，样本的频率分布表如下：

[image: alt]


用这个样本的频率分布估计总体分布，将频率视为概率，可得等级系数X2
 的概率分布列如下：

[image: alt]


所以

[image: alt]


即乙厂产品的等级系数的数学期望等于4.8．

（Ⅲ）乙厂的产品更具可购买性，理由如下：

因为甲厂产品的等级系数的数学期望等于6，价格为6元/件，所以其性价比为[image: alt]
 ＝1．

因为乙厂产品的等级系数的数学期望等于4.8，价格为4元/件，所以其性价比为[image: alt]
 ＝1.2．

据此，乙厂的产品更具可购买性．


第8章　极坐标与参数方程

8.1　高考重点内容


1．
 极坐标系

用极坐标表示点的位置

极坐标和直角坐标的互化


2．
 参数方程

直线的参数方程

圆的参数方程

椭圆的参数方程

8.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012福建理）
 　在平面直角坐标系中，以坐标原点O为极点，x轴正半轴为极轴建立极坐标系．已知直线l上两点M、N的极坐标分别为（2，0）、[image: alt]
 ，圆C的参数方程为

[image: alt]


（Ⅰ）设P为线段MN的中点，求直线OP的平面直角坐标方程；

（Ⅱ）判断直线l与圆C的位置关系．

解题思路分析

第一问求的是直线的直角坐标方程，故应首先将题中给出的M（2，0）、N（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）化为直角坐标M（2，0）、N（0，[image: alt]
 ），易得其中点P（1，[image: alt]
 ），于是过该点且过原点的直线方程即得．

做第二问时，由第一问易得直线l的直角坐标方程，故将圆C的参数方程化为普通方程（x－2）2
 ＋（y＋[image: alt]
 ）2
 ＝4，由点（圆心）到直线的距离与圆的半径r比较，可确定直线与圆的位置关系．

真题详解

（Ⅰ）M（2，0）、N（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）的平面直角坐标为M（2，0），N（0，[image: alt]
 ），由中点坐标公式可得点P（1，[image: alt]
 ），而kop
 ＝[image: alt]
 ，故直线OP的平面直角坐标方程为y＝[image: alt]
 x．

（Ⅱ）由M（2，0）、N（0，[image: alt]
 ），可得直线l的方程：[image: alt]
 x＋3y－[image: alt]
 ＝0，而圆C：[image: alt]
 （θ为参数）的普通方程为

（x－2）2
 ＋（y＋[image: alt]
 ）2
 ＝4，其圆心坐标为（2，-[image: alt]
 ），半径r＝2．

∴圆心（2，-[image: alt]
 ）到直线l的距离d＝[image: alt]
 ＜2，故直线l与圆C相交．

［对参数方程的概念掌握得比较熟悉的同学而言，可以明显地看出圆心为（2，-[image: alt]
 ），半径为2，故不一定非把参数方程化为普通方程．］





[image: alt]
 例2．（2012辽宁理）
 　在直角坐标系xoy中，圆C1
 ：x2
 ＋y2
 ＝4，圆C2
 ：（x－2）2
 ＋y2
 ＝4．

（Ⅰ）在以原点为极点，x轴为极轴的极坐标系中，分别写出圆C1
 ，C2
 的极坐标方程，并求出C1
 和C2
 的交点的极坐标．

（Ⅱ）求圆C1
 和圆C2
 的公共弦的参数方程．

解题思路分析

第一问可直接由直角坐标与极坐标的互化公式得出圆C1
 ，C2
 的极坐标方程，然后联立C1
 ，C2
 的极坐标方程，即得交点．而对于不善于解极坐标方程组的同学，可先解题中给出的C1
 和C2
 的直角坐标方程组，再化为极坐标亦可．

第二问一般可先求两交点的直角坐标，写出直线方程，再由直线方程的普通形式化为直线的参数方程．也可以把极坐标系里的θ作为参数，写成关于以θ为参数的直线的参数方程．


真解详解


（Ⅰ）解法一：

由[image: alt]
 可得C1
 ：ρ＝2，C2
 ：ρ＝4cosθ

联立C1
 ，C2
 ，解之，得ρ＝2，θ＝±[image: alt]
 ．

∴C1
 与C2
 交点的极坐标为（2，[image: alt]
 ），（2，-[image: alt]
 ）．


解法二：


由[image: alt]
 解得C1
 与C2
 的两交点为（1，[image: alt]
 ），（1，-[image: alt]
 ）．

再由[image: alt]
 可得C1
 与C2
 两交点的极坐标为（2，[image: alt]
 ），（2，-[image: alt]
 ）

（Ⅱ）解法一：

由（Ⅰ）知C1
 与C2
 的两交点的直角坐标为（1，[image: alt]
 ），（1，-[image: alt]
 ），　其直线方程为x＝1，故C1
 与C2
 公共弦的参数方程可写为[image: alt]



解法二：


将x＝1代入[image: alt]
 得ρcosθ＝1，即[image: alt]
 ．

∴y＝xtanθ＝tanθ．

故C1
 与C2
 公共弦的参数方程可写为[image: alt]
 ．

8.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．
 已知曲线C的极坐标方程为ρ2
 ＝[image: alt]
 ．

（Ⅰ）若以极点为原点，极轴所在的直线为x轴，求曲线C的直角坐标方程；

（Ⅱ）若P（x，y）是曲线C上的一个动点，求3x＋4y的最大值．


解：
 （Ⅰ）[image: alt]
 ；

（Ⅱ）设P（3cosθ，2sinθ），则3x＋4y＝9cosθ＋8sinθ＝[image: alt]
 sin（θ＋φ）．

∵θ∈R，∴当sin（θ＋φ）＝1时，3x＋4y的最大值为[image: alt]
 ．





[image: alt]
 例2．
 坐标系与参数方程以直角坐标系的原点O为极点，x轴的正半轴为极轴，且两个坐标系取相等的单位长度．已知直线l经过点P（1，1），倾斜角α＝[image: alt]
 ．

（Ⅰ）写出直线l的参数方程；

（Ⅱ）设l与圆ρ＝2相交与两点A、B，求点P到A、B两点的距离之积．


解：
 （Ⅰ）直线的参数方程是[image: alt]
 （t是参数）．

（Ⅱ）因为点A，B都在直线l上，所以可设它们对应的参数为t1
 和t2
 ，则点A，B的坐标分别为A（1＋[image: alt]
 t1
 ，1＋[image: alt]
 t1
 ），B（1＋[image: alt]
 t2
 ，1＋[image: alt]
 t2
 ）．

圆ρ＝2化为直角坐标系的方程为x2
 ＋y2
 ＝4．以直线l的参数方程代入圆的方程x2
 ＋y2
 ＝4整理得到

[image: alt]


因为t1
 和t2
 是方程①的解，从而t1
 t2
 ＝-2．

所以|PA|·|PB|＝|t1
 t2
 |＝|-2|＝2．





[image: alt]
 例3．
 已知直线l的参数方程为：[image: alt]
 （t为参数），曲线C的极坐标方程为：ρ2
 cos2θ＝1．

（Ⅰ）求曲线C的普通方程；

（Ⅱ）求直线l被曲线C截得的弦长．


解：
 （Ⅰ）由曲线C：ρ2
 cos2θ＝ρ2
 （cos2
 θ－sin2
 θ）＝1，

[image: alt]


（Ⅱ）解法一：
 把直线参数方程化为标准参数方程

[image: alt]


把②代入①得：

[image: alt]


[image: alt]


设其两根为t1
 ，t2
 ，则t1
 ＋t2
 ＝4，t1
 ·t2
 ＝-6

从而弦长为|t1
 －t2
 |＝[image: alt]
 ．


解法二：
 把直线l的参数方程化为普通方程为

[image: alt]


设l与C交于A（x1
 ，x2
 ），B（x2
 ，y2
 ），则x1
 ＋x2
 ＝6，x1
 ·x2
 ＝[image: alt]
 ，

[image: alt]






[image: alt]
 例4．
 （Ⅰ）已知点C的极坐标为（2，[image: alt]
 ），画图并求出以C为圆心，半径r＝2的圆的极坐标方程（写出解题过程）；

（Ⅱ）P是以原点为圆心，r＝2的圆上的任意一点，Q（6，0），M是PQ中点．

（ⅰ）画图并写出⊙O的参数方程；

（ⅱ）当点P在圆上运动时，求点M的轨迹的参数方程．


解：
 （Ⅰ）如图，设M（ρ，θ）

[image: alt]


则∠MOC＝θ－[image: alt]
 或[image: alt]
 －θ

由余弦定理得4＋ρ2
 －4cos（θ－[image: alt]
 ）＝4

∴圆C的极坐标方程为ρ＝4cos（θ－[image: alt]
 ）

（Ⅱ）如图，

[image: alt]


（ⅰ）⊙O的参数方程[image: alt]
 （θ为参数）

（ⅱ）设M（x，y），P（2cosθ，2sinθ），

因Q（6，0）

∴M的参数方程为

[image: alt]


即[image: alt]
 （θ为参数）

[image: alt]
 例5．
 A、B是椭圆[image: alt]
 上两点，且OA⊥OB．

（Ⅰ）求证[image: alt]
 为定值；

（Ⅱ）求证直线AB恒切于一定圆；

（Ⅲ）试求[image: alt]
 的最值．


解：
 （Ⅰ）将椭圆b2
 x2
 ＋a2
 y2
 ＝a2
 b2
 化为极坐标方程得：

[image: alt]


[image: alt]


（Ⅱ）∵OA⊥OB，∴△AOB是直角三角形．

[image: alt]


过O作OH⊥AB．则OH为点O到AB的距离．

[image: alt]


∴直线AB恒切于一定圆：圆心为O（0，0），半径r＝[image: alt]
 ，圆方程为x2
 ＋y2
 ＝[image: alt]
 ．

（Ⅲ）由ρ2
 ＝[image: alt]
 得

[image: alt]


∴当sin2
 2θ＝1，sin2θ＝±1时，也就是θ＝[image: alt]
 或[image: alt]
 时，[image: alt]
 的最大值为

[image: alt]


当sin2
 2θ＝0，即sin2θ＝0，θ＝0或π时，[image: alt]
 的最小值为[image: alt]
 ．

8.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（辽宁理）
 　在平面直角坐标系xOy中，曲线C1
 的参数方程为[image: alt]
 （φ为参数），曲线C2
 的参数方程为[image: alt]
 （a＞b＞0，φ为参数），在以O为极点，x轴的正半轴为极轴的极坐标系中，射线l：θ＝α与C1
 ，C2
 各有一个交点．当α＝0时，这两个交点间的距离为2，当α＝[image: alt]
 时，这两个交点重合．

（Ⅰ）分别说明C1
 ，C2
 是什么曲线，并求出a与b的值；

（Ⅱ）设当α＝[image: alt]
 时，l与C1
 ，C2
 的交点分别为A1
 ，B1
 ，当α＝-[image: alt]
 时，l与C1
 ，C2
 的交点为A2
 ，B2
 ，求四边形A1
 A2
 B2
 B1
 的面积．









[image: alt]
 习题2．（海南）
 　已知曲线C1
 ：[image: alt]
 （t为参数），C2
 ：[image: alt]
 （θ为参数）．

（Ⅰ）化C1
 ，C2
 的方程为普通方程，并说明它们分别表示什么曲线；

（Ⅱ）若C1
 上的点P对应的参数为t＝[image: alt]
 ，Q为C2
 上的动点，求PQ中点M到直线C3：[image: alt]
 （t为参数）距离的最小值．









[image: alt]
 习题3
 　已知圆C的参数方程为[image: alt]
 （θ为参数），若P是圆C与x轴正半轴的交点，以原点O为极点，x轴的正半轴为极轴建立极坐标系，设过点P的圆C的切线为l，求直线l的极坐标方程．









[image: alt]
 习题4　（辽宁）
 　已知P为半圆C：[image: alt]
 （θ为参数，0≤θ≤π）上的点，点A的坐标为（1，0）．O为坐标原点，点M在射线OP上，线段OM与C的弧的长度均为[image: alt]
 ．

（Ⅰ）以O为极点，x轴的正半轴为极轴建立极坐标系，求点M的极坐标；

（Ⅱ）求直线AM的参数方程．









[image: alt]
 习题5
 　已知抛物线C1
 ∶y2
 ＝x＋7与圆C2
 ∶x2
 ＋y2
 ＝5．

（Ⅰ）求证：C1
 与C2
 无交点；

（Ⅱ）过点P（a，0）作与x轴不垂直的直线l交C1
 于A、D两点，交C2
 于B、C两点，且|AB|＝|CD|，求a的取值范围．

[image: alt]










8.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 （Ⅰ）C1
 是圆，C2
 是椭圆．

当α＝0时，射线l与C1
 ，C2
 交点的直角坐标分别为（1，0），（a，0），因为这两点间的距离为2，所以a＝3．

当α＝[image: alt]
 时，射线l与C1
 ，C2
 交点的直角坐标分别为（0，1），（0，b），因为这两点重合，所以b＝1．

（Ⅱ）C1
 ，C2
 的普通方程分别为x2
 ＋y2
 ＝1和[image: alt]
 ．

当α＝[image: alt]
 时，射线l与C1
 交点a1
 的横坐标为x＝[image: alt]
 ，与C2
 交点b1
 的横坐标为x′＝[image: alt]
 ．

当α＝-[image: alt]
 时，射线l与C1
 ，C2
 的两个交点A2
 ，B2
 分别与A1
 ，B1
 关于x轴对称，因此，四边形A1
 A2
 B2
 B1
 为梯形．

故四边形A1
 A2
 B2
 B1
 的面积为[image: alt]
 ．



[image: alt]
 习题2



解：
 （Ⅰ）C1
 ∶（x＋4）2
 ＋（y－3）2
 ＝1，C2
 ∶[image: alt]
 ＝1

C1
 为圆心是（-4，3），半径是1的圆．

C2
 为中心是坐标原点，焦点在x轴上，长半轴长是8，短半轴长是3的椭圆．

（Ⅱ）当t＝[image: alt]
 时，P（-4，4），Q（8cosθ，3sinθ），故M（-2＋4cosθ，2＋[image: alt]
 ）．

C3为直线x－2y－7＝0，M到C3的距离d＝[image: alt]
 ．

从而当cosθ＝[image: alt]
 ，sinθ＝[image: alt]
 时，4cosθ－3sinθ＝5，d取得最小值[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题3



解：
 由题设知，圆心C（1，[image: alt]
 ），P（2，0）

∠CPO＝60°，故过P点的切线倾斜角为30°．

设M（ρ，θ）是过P点的圆C的切线上的任一点，则在△PMO中，

∠MOP＝θ，∠OMP＝30°－θ，∠OPM＝150°

由正弦定理得[image: alt]


∴ρcos（θ＋60°）＝1或ρsin（30°－θ）＝1，即为所求切线的极坐标方程．





[image: alt]
 习题4



解：
 （Ⅰ）由已知，M点的极角为[image: alt]
 ，且M点的极径等于[image: alt]
 ，故点M的极坐标为（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）．

（Ⅱ）M点的直角坐标为（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ），A（0，1），故直线AM的参数方程为

[image: alt]






[image: alt]
 习题5



解：
 （Ⅰ）两方程联立，消去y，得x2
 ＋x＋2＝0，∵Δ＝1－4×2＝-7＜0，∴两曲线无交点．

（Ⅱ）设直线l∶[image: alt]
 （t为参数）代入y2
 ＝x＋7得t2
 sin2
 α－tcosα－a－7＝0．

则Δ1
 ＝cos2
 α＋4（a＋7）sin2
 α＞0　①

且t1
 ＋t2
 ＝[image: alt]


将l的方程代入x2
 ＋y2
 ＝5，得

t2
 ＋2atcosα＋a2
 －5＝0．Δ2
 ＝4a2
 cos2
 α－4（a2
 －5）＞0　②

且[image: alt]
 ＝-2acosα

由|AB|＝|CD|

∴AD与BC的中点必重合，

∴t1
 ＋t2
 ＝[image: alt]
 ．即[image: alt]
 （∵cosα≠0）　③

将③分别代入①和②，得：[image: alt]


又由③知　[image: alt]
 ，

∴-10＜a＜-[image: alt]
 ．


第9章　复数、算法

9.1　高考重点内容

（1）复数的基本概念

复数相等的条件

复数的代数表示法及几何意义

复数代数形式的四则运算

复数代数形式加减法的几何意义

（2）算法的含义

程序框图的三种基本逻辑结构

基本算法语句

9.2　最新高考真题

[image: alt]
 例1．（2012上海文）
 　若1＋[image: alt]
 i是关于x实系数方程x2
 ＋bx＋c＝0的一个复数根，则（　　）．

A．b＝2，c＝3

B．b＝2，c＝-1

C．b＝-2，c＝-1

D．b＝-2，c＝3

解题思路分析

复数这一概念在高考中考查的是最基本的知识与简单的运算，属容易题．本题主要考查实系数一元二次方程的虚根成对（两根互为共轭复数），再由根与系数的关系即可得出结果．

真题详解

∵1＋[image: alt]
 i是方程x2
 ＋bx＋c＝0的根

∴1－[image: alt]
 i也是方程x2
 ＋bx＋c＝0的根．

而（1＋[image: alt]
 i）＋（1－[image: alt]
 i）＝-b，即b＝-2，

（1＋[image: alt]
 i）（1－[image: alt]
 i）＝c，即c＝3．

故选D．





[image: alt]
 例2．（2012全国课标卷文）
 　如果执行下图的程序框图，输入正整数N（N≥2）和实数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，输出A、B，则（　　）．

[image: alt]


A．A＋B为a1
 ，a2
 ，…，an
 的和

B．[image: alt]
 为a1
 ，a2
 ，…，an
 的算术平均数

C．A和B分别是a1
 ，a2
 ，…，an
 的最大数和最小数

D．A和B分别是a1
 ，a2
 ，…，an
 的最小数和最大数

解题思路分析

本题程序框图中，主要理解处理框x＝ak
 及判断框x＞A与x＜B，而判断框k≥N是控制变量k是否达到了给定的N值．依程序的顺序逐步看，不难选出正确选项．

真题详解

从输出结果来看，不需考虑选项A或B，故只需判断输出的两数的大小．x表示a1
 ，a2
 ，…，an
 中的任意一个数．若x＞A不成立，则x≤A；又若x＜B不成立，则x≥B．当k取遍1到N时，即对于任何一个k值，ak
 都满足B≤ak
 ≤A，则A为最大值，B为最小值．故选C．

9.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（湖北理）
 　i为虚数单位，则[image: alt]
 ＝（　　）．

A．-i

B．-1

C．i

D．1


解：
 因为[image: alt]
 ＝i，所以[image: alt]
 ＝i2011
 ＝i4×502＋3
 ＝i3
 ＝-i，故选A．





[image: alt]
 例2．（上海理）
 　已知复数z1
 满足（z1
 －2）（1＋i）＝1－i（i为虚数单位），复数z2
 的虚部为2，且z1
 ·z2
 是实数，求z2
 ．


解：
 （z1
 －2）（1＋i）＝1－i[image: alt]
 z1
 ＝2－i

设z2
 ＝a＋2i，a∈R，则z1
 z2
 ＝（2－i）（a＋2i）＝（2a＋2）＋（4－a）i，

∵z1
 z2
 ∈R，∴a＝4z2
 ＝4＋2i





[image: alt]
 例3．（江西理）
 　下图是某算法的程序框图，则程序运行后输出的结果是_________．

[image: alt]



解：
 列表分析

[image: alt]


应填10．





[image: alt]
 例4．（陕西文）
 　如框图，当x1
 ＝6，x2
 ＝9，p＝8.5时，x3
 等于（　　）．

[image: alt]


A．7

B．8

C．10

D．11



分析

严格按照程序框图的逻辑顺序进行计算．




解：
 ∵x1
 ＝6，x2
 ＝9，∴|9－x3
 |＞3；

又p＝8.5，[image: alt]
 ＝7.5，显然|9－x3
 |＞3不成立，即为“否”，

∴有|9－x3
 |≤3，即6≤x3
 ≤12，此时有[image: alt]
 ＝8.5，解得x3
 ＝8，符合题意，故选B．





[image: alt]
 例5．（天津理）
 　阅读框图，若输出s的值为-7，则判断框内可填写（　　）．

A．i＜3？

B．i＜4？

C．i＜5？

D．i＜6？


解：
 由框图，第一步为s＝1，i＝3，第二步为s＝-2，i＝5，第三步为s＝-7，i＝7，由于输出s的值为-7，则需“否”i＝7，因此判断框内为i＜6？故选D．

[image: alt]


9.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（天津理）
 　i是虚数单位，复数[image: alt]
 ＝（　　）．

A．1＋i

B．5＋5i

C．-5－5i

D．-1－i









[image: alt]
 习题2．（全国Ⅱ理）
 　复数z＝1＋i，[image: alt]
 为z的共轭复数，则[image: alt]
 －z－1＝（　　）．

A．-2i

B．-i

C．i

D．2i









[image: alt]
 习题3．（陕西理）
 　框图中，x1
 ，x2
 ，x3
 为某次考试三个评阅人对同一道题的独立评分，p为该题的最终得分，当x1
 ＝6，x2
 ＝9，p＝8.5时，x3
 等于（　　）．

[image: alt]


A．11

B．10

C．8

D．7









[image: alt]
 习题4．（湖南理）
 　若执行框图，输入x1
 ＝1，x2
 ＝2，x3
 ＝3，[image: alt]
 ＝2，则输出的数等于_________．

[image: alt]










[image: alt]
 习题5．（天津文）
 　阅读框图，运行相应的程序，则输出s的值为（　　）．

[image: alt]


A．-1

B．0

C．1

D．3









9.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 [image: alt]
 ．故选A．





[image: alt]
 习题2




分析

本题主要考查复数的运算及共轭复数的概念．




解：
 z＝1＋i，则[image: alt]
 -z－1＝2－（1＋i）－1＝-i．





[image: alt]
 习题3




分析

先读懂右图的逻辑顺序，然后进行计算判断，其中判断条件|x3
 －x1
 |＜|x3
 －x2
 |是否成立是解答本题的关键．




解：
 x1
 ＝6，x2
 ＝9，|x1
 －x2
 |＝3≤2不成立，即为“否”，所以再输入x3
 ；由绝对值的意义（一个点到另一个点的距离）和不等式|x3
 －x1
 |＜|x3
 －x2
 |知，点x3
 到点x1
 的距离小于点x3
 到x2
 的距离，所以当x3
 ＜7.5时，|x3
 －x1
 |＜|x3
 －x2
 |成立，即为“是”，此时x2
 ＝x3
 ，所以p＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ＝8.5，解得x3
 ＝11＞7.5，不合题意；当x3
 ＞7.5时，|x3
 －x1
 |＜|x3
 －x2
 |不成立，即为“否”，此时x1
 ＝x3
 ，所以p＝[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ＝8.5，解得x3
 ＝8＞7.5，符合题意，故选C．





[image: alt]
 习题4



解：
 应填[image: alt]
 ．由框图的算法功能可知，输出的数为三个数的方差，

[image: alt]






[image: alt]
 习题5



解：
 第一步得s＝1×（3－1）＋1＝3，i＝2＜4；

第二步得s＝3×（3－2）＋1＝4，i＝3＜4；

第三步得s＝4×（3－3）＋1＝1，i＝3＜4；

第四步得s＝1×（3－4）＋1＝0，i＝4；

到第四步，i＝4不是小于4，因此输出，所以输出的s＝0．

故选B．


第10章　创新探索型

10.1　高考重点内容


（1）
 能阅读、理解对问题进行陈述的材料．


（2）
 灵活运用空间想象能力、抽象概括能力、推理论证能力、运算求解能力、数据处理能力以及分析问题的能力，系统地把握知识的内在联系．


（3）
 能运用相关知识分析、解决比较综合的问题，并能用数学语言正确地加以表述．


（4）
 选择有效的方法和手段对新颖的信息、情境和设问进行独立的思考和探究，创造性地解决问题．

此类题目在高考中属于难题．

10.2　最新高考真题





[image: alt]
 例1．（2012北京）
 　已知f（x）＝m（x－2m）（x＋m＋3），g（x）＝2x
 －2，若同时满足条件：

①∀x∈R，f（x）＜0或g（x）＜0；

②∀x∈（-∞，-4），f（x）g（x）＜0．

则m的取值范围是___________．

解题思路分析

本题考查学生的综合能力，涉及二次函数的图象，根的大小的比较，指数函数，还有简易逻辑中的“或”，并注意对m进行讨论．解题时，宜画出函数图象（草图）．

对于条件①，要理解f（x）＜0或g（x）＜0．由g（x）＜0得x＜1，故x≥1时，f（x）＜0．于是可得满足条件①的m的范围．

对于条件②，因为已知g（x）＜0，故只需考虑当x∈（-∞，-4）时，满足使f（x）＞0的m的取值范围．

真题详解

由g（x）＝2x
 －2＜0，得x＜1．

∴当x≥1时，必有f（x）＜0．

f（x）＝m（x－2m）（x＋m＋3）

　　　＝m［x2
 ＋（3－m）x－2m（m＋3）］

Δ＝［m（3－m）］2
 ＋4m·2m2
 （m＋3）

　＝9m2
 （m＋1）2
 ≥0．

当m≥0时，Δ≥0，此时f（x）不能满足当x≥1时f（x）＜0．故m＜0，f（x）的图象是开口向下的抛物线，其两根为x1
 ＝2m＜0，x2
 ＝-m－3．因此只需x2
 ＝-m－3＜1，

得m＞-4．并注意到m＜0，

∴-4＜m＜0．

又由条件②：当x∈（-∞，-4）时，f（x）g（x）＜0．因为x＜1时，g（x）＜0．故此时f（x）＞0．必有min{x1
 ，x2
 }＜-4．

当2m＝-m－3即m＝-1时，x1
 ＝x2
 ＝-2＞-4．舍去；

当-1＜m＜0时，2m＞-2，-m－3＜-2．

令-m－3＜-4得m＞1，矛盾，舍去；

当m＜-1时，2m＜-2，-m－3＞-2，

令2m＜-4得m＜-2，m∈（-4，-2）

综上知：m∈（-4，-2）．

注：文科试题仅满足条件①即可，应填（-4，0）．以上为理科试题解答的全过程．





[image: alt]
 例2．（2012北京）
 　设A是由m×n个实数组成的m行n列的数表，满足：每个数的绝对值不大于1，且所有数的和为零，记S（m，n）为所有这样的数表构成的集合．

对于A∈S（m，n），记ri（A）为A的第i行各数之和（1≤i≤m），cj（A）为A的第j列各数之和（1≤j≤n）：

记K（A）为|r1
 （A）|，|r2
 （A）|，…，|rm（A）|，|c1
 （A）|，|c2
 （A）|，…，|cn
 （A）|中的最小值．

（Ⅰ）对如下数表A，求K（A）的值；

[image: alt]


（Ⅱ）设数表A∈S（2，3）形如

[image: alt]


求K（A）的最大值；

（Ⅲ）给定正整数t，对于所有的A∈S（2，2t＋1），求K（A）的最大值．

解题思路分析

第一问，只需按定义分别求出每行每列的和即可．

第二问，由2行3列数表中所有数的和为0，可知a＋b＋c＝-1．欲求K（A）的最大值，仅由此式及题设条件很难直接求得，故考虑用反证法．

第三问，要首先构造满足k（A）＝[image: alt]
 的数列，A＝{ai，j
 }（i＝1，2，j＝1，2，…，2t＋1），再证明最大值是[image: alt]
 即可．

真题详解

（Ⅰ）由题意得r1
 （A）＝1.2，r2
 （A）＝-1.2，c1
 （A）＝1.1，c2
 （A）＝0.7，c3
 （A）＝-1.8

∴k（A）＝0.7

（Ⅱ）先用反证法证明k（A）≤1：

若k（A）＞1

则|c1
 （A）|＝|a＋1|＝a＋1＞1，∴a＞0

同理可知b＞0，∴a＋b＞0

由题目所有数和为0

即a＋b＋c＝-1

∴c＝-1－a－b＜-1

与题目条件矛盾

∴k（A）≤1．

易知当a＝b＝0时，k（A）＝1存在

∴k（A）的最大值为1

（Ⅲ）k（A）的最大值为[image: alt]
 ．

首先构造满足k（A）＝[image: alt]
 的A＝{ai，j
 }（i＝1，2，j＝1，2，…，2t＋1）：

a1，1
 ＝a1，2
 ＝…＝a1，t
 ＝1，a1，t＋1
 ＝a1，t＋2
 ＝…＝a1，2t＋1
 ＝[image: alt]
 ，

a2，1
 ＝a2，2
 ＝…＝a2，t
 ＝[image: alt]
 ，a2，t＋1
 ＝a2，t＋2
 ＝…＝a2，2t＋1
 ＝-1．

经计算知，A中每个元素的绝对值都小于1，所有元素之和为0，且

[image: alt]


下面证明[image: alt]
 是最大值，若不然，则存在一个数表A∈S（2，2t＋1），使得k（A）＝x＞[image: alt]
 ．

由k（A）的定义知，A的每一列两个数之和的绝对值都不小于x，而两个绝对值不超过1的数的和，其绝对值不超过2，故A的每一列两个数之和的绝对值都在区间［x，2］中．由于x＞1，故A的每一列两个数符号均与列和的符号相同，且绝对值均不小于x－1．

设A中有g列的列和为正，有h列的列和为负，由对称性不妨设g＜h，则g≤t，h≥t＋1．另外，由对称性不妨设A的第一行行和为正，第二行行和为负．

考虑A的第一行，由前面结论知A的第一行有不超过t个正数和不少于t＋1个负数，每个正数的绝对值不超过1（即每个正数均不超过1），每个负数的绝对值不小于x－1（即每个负数均不超过1－x）．因此

|r1
 （A）|＝r1
 （A）≤t·1＋（t＋1）（1－x）＝2t＋1－（t＋1）x＝x＋［2t＋1－（t＋2）x］＜x，故A的第一行行和的绝对值小于x，与假设矛盾．因此k（A）的最大值为[image: alt]
 ．

10.3　高考实战解析

[image: alt]
 例1．（北京理）
 　点P在直线l∶y＝x－1上，若存在过P的直线交抛物线y＝x2
 于A，B两点，|PA＝|AB|，则称点P为“[image: alt]
 点”，那么下列结论中正确的是（　　）

A．直线l上的所有点都是“[image: alt]
 点”

B．直线l上仅有有限个点是“[image: alt]
 点”

C．直线l上的所有点都不是“[image: alt]
 点”

D．直线l上有无穷多个点（不是所有的点）是“[image: alt]
 点”



分析

本题主要考查阅读与理解、信息迁移以及学生的学习潜力，考查学生分析问题和解决问题的能力．




解：
 采用数形结合法易于求解，如图，

[image: alt]


设A（m，n），P（x，x－1），

则B（2m－x，2n－x－2），

∵A，B在y＝x2
 上，

∴[image: alt]


消去n，整理得关于x的方程x2
 －（4m－1）x＋2m2
 －1＝0　①

∵Δ＝（4m－1）2
 －4（2m2
 －1）＝8m2
 －8m＋5＞0恒成立，

∴方程①恒有实数解，∴应选A．





[image: alt]
 例2．（北京）
 　如图放置的边长为1的正方形PABC沿x轴滚动．

设顶点p（x，y）的轨迹方程是y＝f（x），则f（x）的最小正周期为_________；y＝f（x）在其两个相邻零点间的图象与x轴所围区域的面积为_________．



分析

“正方形PABC沿x轴滚动”包括沿x轴正方向和沿x轴负方向滚动．沿x轴正方向滚动指的是先以顶点A为中心顺时针旋转，当顶点B落在x轴上时，再以顶点B为中心顺时针旋转，如此继续．类似地，正方形PABC可以沿x轴负方向滚动．




解：
 简单画出图象：

[image: alt]


不难看出f（x）的最小正周期是4，其实正方形PABC的周长为4，而“正方形PABC沿x轴滚动”一周，其长度正好是4，y＝f（x）在其两个相邻零点间的图象与x轴所围区域的面积是由两个半径为1的[image: alt]
 圆，一个半径为[image: alt]
 的[image: alt]
 圆，再加上两块直角边为1的等腰直角三角形，所以总面积是2×[image: alt]
 ＋[image: alt]
 （2π）＋2×（[image: alt]
 ）＝1＋π．
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 例3．（北京文）
 　若数列An
 ∶a1
 ，a2
 ，…，an
 （n≥2）满足|ak＋1
 －ak
 |＝1（k＝1，2，…，n－1），则称An
 为E数列，记S（An
 ）＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ．

（Ⅰ）写出一个E数列A5
 满足a1
 ＝a3
 ＝0；

（Ⅱ）若a1
 ＝12，n＝2000，证明：E数列An
 是递增数列的充要条件是an
 ＝2011；

（Ⅲ）在a1
 ＝4的E数列An
 中，求使得S（An
 ）＝0成立的n的最小值．


解：
 （Ⅰ）0，1，0，1，0是满足条件的E数列A5
 ．

（答案不唯一，0，-1，0，1，0；0，±1，0，1，2；0，±1，0，-1，-2；0，±1，0，-1，-2，0，±1，0，-1，0都是满足条件的E的数列A5
 ）

（Ⅱ）必要性：因为E数列A5
 是递增数列，

所以ak
 ＋1－ak
 ＝1（k＝1，2，…，1999）．

所以A5
 是首项为12，公差为1的等差数列．

所以a2000
 ＝12＋（2000－1）×1＝2011．

下面论证充分性，

由于a2000
 －a1999
 ≤1，

a1999
 －a1998
 ≤1

…

a2
 －a1
 ≤1

所以a2000
 －a1
 ≤1999，即a2000
 ≤a1
 ＋1999．

又因为a1
 ＝12，a2000
 ＝2011，

所以a2000
 ＝a1
 ＋1999．

故an＋1
 －an
 ＝1＞0（k＝1，2，…，1999），即An
 是递增数列．

综上，结论得证．

（Ⅲ）对首项为4的E数列Ak
 ，由于

[image: alt]


所以a1
 ＋a2
 ＋…＋ak
 ＞0（k＝2，3，…，8）

所以对任意的首项为4的E数列Am
 ，若S（Am
 ）＝0，

则必有n≥9．

又a1
 ＝4的E数列A1
 ：4，3，2，1，0，-1，-2，-3，-4满足S（A1
 ）＝0，

所以n的最小值是9．





[image: alt]
 例4．（上海）
 　已知平面上的线段l及点P，在l上任取一点Q，线段PQ长度的最小值称为点P到线段l的距离，记作d（P，l）．

（Ⅰ）求点P（1，1）到线段l∶x－y－3＝0（3≤x≤5）的距离d（P，l）；

（Ⅱ）设l是长为2的线段，求点集D＝{P|d（P，l）≤1}所表示图形的面积；

（Ⅲ）写出到两条线段l1
 ，l2
 距离相等的点的集合Ω＝{P|d（P，l1
 ）＝d（P，l2
 ）}，其中l1
 ＝AB，l2
 ＝CD，

A，B，C，D是下列三组点中的一组．对于下列三组点只需选做一种，满分分别是①2分，②6分，③8分；若选择了多于一种的情形，则按照序号较小的解答计分．

①A（1，3），B（1，0），C（-1，3），D（-1，0）

②A（1，3），B（1，0），C（-1，3），D（-1，-2）

③A（0，1），B（0，0），C（0，0），D（2，0）


解：
 （Ⅰ）设Q（x，x－3）是线段l：x－y－3＝0（3≤x≤5）上一点，则

[image: alt]


当x＝3时，d（P，l）＝|PQ|min
 ＝[image: alt]
 ．

（Ⅱ）设线段l的端点分别为A，B，以直线AB为x轴，AB的中点为原点建立直角坐标系，则A（-1，0），B（1，0），点集D由如下曲线围成

l1
 ∶y＝1（|x|≤1），l2
 ∶y＝-1（|x|≤1），

C1
 ∶（x＋1）2
 ＋y2
 ＝1（x≤-1），C2
 ∶（x－1）2
 ＋y2
 ＝1（x≥1）

其面积为S＝4＋π．

（Ⅲ）①选择A（1，3），B（1，0），C（-1，3），D（-1，0），Ω＝{（x，y）|x＝0}

②选择A（1，3），B（1，0），C（-1，3），D（-1，-2）．

Ω＝{（x，y）|x＝0，y≥0}∪{（x，y）|y2
 ＝4x，-2≤y＜0}∪{（x，y）|x＋y＋1＝0，x＞1}

③选择A（0，1），B（0，0），C（0，0），D（2，0）．

Ω＝｛（x，y）|x≤0，y≤0｝∪{（x，y）|y＝x，0＜x≤1}

∪{（x，y）|x2
 ＝2y－1，1＜x≤2}∪{（x，y）|4x－2y－3＝0，x＞2}

[image: alt]
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 例5．（2011北京西城一模文）
 　将1，2，3，…，n这n个数随机排成一列，得到的一列数a1
 ，a2
 ，…，an
 称为1，2，3，…，n的一个排列．

定义　τ（a1
 ，a2
 ，…an
 ）＝|a1
 －a2
 |＋|a2
 －a3
 |＋…＋|an－1
 －an
 |为排列a1
 ，a2
 ，…，an
 的波动强度．

（Ⅰ）当n＝3时，写出排列a1
 ，a2
 ，a3
 的所有可能情况及所对应的波动强度；

（Ⅱ）当n＝10时，求τ（a1
 ，a2
 ，…，a10
 ）的最大值，并指出所对应的一个排列；

（Ⅲ）当n＝10时，在一个排列中交换相邻两数的位置称为一次调整，若要求每次调整时波动强度不增加，问对任意排列a1
 ，a2
 ，…，a10
 ，是否一定可以经过有限次调整使其波动强度降为9；若可以，给出调整方案，若不可以，请给出反例并加以说明．


解：
 （Ⅰ）n＝3时，排列a1
 ，a2
 ，a3
 的所有可能为1，2，3；1，3，2；2，1，3；2，3，1；3，1，2；3，2，1．

[image: alt]


（Ⅱ）τ（a1
 ，a2
 ，…，a1
 0）＝|a1
 －a2
 |＋|a2
 －a3
 |＋…＋|a9
 －a10
 |

上式转化为a1
 ±a2
 ±a2
 ±a3
 ±…±a9
 ±a10
 ，

在上述18个±中，有9个选正号，9个选负号，其中a1
 ，a10
 出现一次，a2
 ，a3
 ，…，a9
 各出现两次．所以τ（a1
 ，a2
 ，…，a10
 ）可以表示为9个数的和减去9个数的和的形式．

若使τ（a1
 ，a2
 ，…，a10
 ）最大，应使第一个和最大，第二个和最小．

所以τ（a1
 ，a2
 ，…，a10
 ）最大为：

（10＋10＋9＋9＋8＋8＋7＋7＋6）－（1＋1＋2＋2＋3＋3＋4＋4＋5）＝49．

所对应的一个排列为：5，7，1，8，2，9，3，10，4，6．（其他正确的排列同等给分）

（Ⅲ）不可以．

例如，排列10，9，8，7，1，2，3，4，5，6，除调整1，2外，其他调整都将使波动强度增加，调整1，2波动强度不变．所以只能将排列10，9，8，7，1，2，3，4，5，6，调整为排列10，9，8，7，2，1，3，4，5，6．

对于排列10，9，8，7，2，1，3，4，5，6，仍然是除调整2，1外，其他调整都将使波动强度增加，所以仍只能调整1，2两个数字．

如此不断循环下去，不可能经过有限次调整使其波动强度降为9．

10.4　必做题精练

[image: alt]
 习题1．（湖北）
 　记实数X1
 ，X2
 ，…，Xn
 中的最大数为max{X1
 ，X2
 ，…，Xn
 }，最小数为min{X1
 ，X2
 ，…，Xn
 }．已知△ABC三边的边长为a，b，c（a≤b≤c），定义它的倾斜度为[image: alt]
 ，则“l＝1”是“△ABC为等边三角形”的（　　）．

A．充分而不必要的条件

B．必要而不充分的条件

C．充要条件

D．既不充分也不必要的条件









[image: alt]
 习题2．（北京市东城区一模文）
 　对于n∈N*
 （n≥2），定义一个如下数阵：

[image: alt]


其中对任意的1≤i≤n，1≤j≤n，当i能整除j时，aij
 ＝1；当i不能整除j时，aij
 ＝0．

（Ⅰ）当n＝4时，试写出数阵A44
 ；

（Ⅱ）设t（j）＝[image: alt]
 ．若［x］表示不超过x的最大整数，求证：[image: alt]
 ．









[image: alt]
 习题3．（2011北京丰台文）
 　已知Sn
 ＝{A|A＝（a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ），ai
 ＝0或1，i＝1，2，…，n}（n≥2），对于U，V∈Sn
 ，d（U，V）表示U和V中相对应的元素不同的个数．

（Ⅰ）如果U＝（0，0，0，0），存在m个V∈S4
 ，使得d（U，V）＝2，写出m的值；

（Ⅱ）[image: alt]










[image: alt]
 习题4．（2011北京市东城区二模）
 　已知a，b为两个正数，且a＞b，设a1
 ＝[image: alt]
 ，当n≥2，n∈N*
 时，[image: alt]
 ．

（Ⅰ）求证：数列{an
 }是递减数列，数列{bn
 }是递增数列；

（Ⅱ）求证：an＋1
 －bn＋1
 ＜[image: alt]
 （an
 －bn
 ）；

（Ⅲ）是否存在常数C＞0使得对任意n∈N*
 ，有|an
 －bn
 |＞C，若存在，求出C的取值范围；若不存在，试说明理由．
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 习题5．（北京市崇文区二模）
 　设集合M＝{1，2，3，4，5，6}，对于ai
 ，bi
 ∈M，记ei
 ＝[image: alt]
 且ai
 ＜bi
 ，由所有ei
 组成的集合设为A＝{e1
 ，e2
 ，…，ek
 }．

（Ⅰ）求k的值；

（Ⅱ）设集合B＝[image: alt]
 ，对任意ei
 ∈A，[image: alt]
 ∈B，试求[image: alt]
 ；

（Ⅲ）设ei
 ∈A，[image: alt]
 ∈B，试求ej
 ＋[image: alt]
 ∈Z的概率．









10.5　必做题精解

[image: alt]
 习题1



解：
 若△ABC为等边三角形时，即a＝b＝c，则[image: alt]
 ＝1＝[image: alt]
 ，则l＝1；若△ABC为等腰三角形，如a＝2，b＝2，c＝3时，则[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，此时l＝1仍成立，但△ABC不为等边三角形，所以B项正确．





[image: alt]
 习题2



解：
 （Ⅰ）依题意可得，A44
 ＝[image: alt]


（Ⅱ）由题意可知，t（j）是数阵Ann
 的第j列的和，因此[image: alt]
 是数阵Ann
 所有数的和．

而数阵Ann
 所有数的和也可以考虑按行相加．

对任意的1≤i≤n，不超过n的倍数有1i，2i，…，[image: alt]
 ．

因此数阵Ann
 的第i行中有[image: alt]
 个1，其余是0，即第i行的和为[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．





[image: alt]
 习题3



解：
 （Ⅰ）6．

（Ⅱ）解法一：

证明：令U＝（a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ），V＝（b1
 ，b2
 ，b3
 ，…，bn
 ）．

∵ai
 ＝0或1，bi
 ＝0或1；

当ai
 ＝0，bi
 ＝0时，|ai
 |＋|bi
 |＝0＝|ai
 －bi
 |；

当ai
 ＝0，bi
 ＝1时，|ai
 |＋|bi
 |＝1＝|ai
 －bi
 |；

当ai
 ＝1，bi
 ＝0时，|ai
 |＋|bi
 |＝0＝|ai
 －bi
 |；

当ai
 ＝1，bi
 ＝1时，|ai
 |＋|bi
 |＝2≥|ai
 －bi
 |＝0．

故|ai
 |＋|bi
 |≥|ai
 －bi
 |．

[image: alt]


解法二：记U、V中对应项同时为0的项的个数为p，对应项同时为1的项的个数为q，

则对应项一个为1，一个为0的项的个数为n－p－q；（p、q∈N，p＋q≤n）．

d（U，W）即是U中1的个数，即是d（V，W）中1的个数，

d（U，V）是U、V中对应项一个为1，一个为0的项的个数．

于是有d（U，V）＝n－p－q．

U、V中1一共有2q＋（n－p－q）个，即d（U，W）＋d（V，W）＝n－p＋q．

所以有d（U，W）＋d（V，W）－d（U，V）＝2q≥0，

于是d（U，W）＋d（V，W）≥d（U，V）．





[image: alt]
 习题4


（Ⅰ）证明：
 易知对任意n∈N*
 ，an
 ＞0，bn
 ＞0．

由a≠b可知[image: alt]
 即a1
 ＞b1
 ．

同理，[image: alt]
 ，即a2
 ＞b2
 ．

可知对任意n∈N*
 ，an
 ＞bn
 ．

[image: alt]


所以数列{an
 }是递减数列．

[image: alt]


所以数列{bn
 }是递增数列．

（Ⅱ）证明：


[image: alt]


（Ⅲ）解：
 由an＋1
 －bn＋1
 ＜[image: alt]
 （an
 －bn
 ），可得an
 －bn
 ＜（a－b）·（[image: alt]
 ）n－1
 ．

若存在常数C＞0使得对任意n∈N*
 ，有|an
 －bn
 |＞C，

则对任意n∈N*
 ，（a－b）·（[image: alt]
 ）n－1
 ＞C．

即2n
 ＜[image: alt]
 对任意n∈N*
 成立．

即n＜log2
 [image: alt]
 对任意n∈N*
 成立．

设［x］表示不超过x的最大整数，则有［log2
 [image: alt]
 ］＋1＞[image: alt]
 ．

即当n＝［log2
 [image: alt]
 ］＋1时，n＞log2
 [image: alt]
 ．

与n＜log2
 [image: alt]
 对任意n∈N*
 成立矛盾．

所以，不存在常数C＞0使得对任意n∈N*
 ，有|an
 －bn
 |＞C．





[image: alt]
 习题5



解：
 （Ⅰ）由题意得，ai
 ，bi
 ∈M，ai
 ＜bi
 ，首先考虑M中的二元子集有{1，2}，{1，3}，…，{5，6}，共15个，即[image: alt]
 ＝15个．

又ai
 ＜bi
 ，满足[image: alt]
 ＝[image: alt]
 的二元子集有：

{1，2}，{2，4}，{3，6}，此时[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

{1，3}，{2，6}，此时[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，

{2，3}，{4，6}，此时[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，共7个二元子集．

故集合A中的元素个数k＝15－7＋3＝11．

（Ⅱ）列举：

[image: alt]


（Ⅲ）由（Ⅱ）列举符合题意的有：

[image: alt]
 共6对，而所有ej
 ＋[image: alt]
 的个数为11×11＝121．

所求概率为：[image: alt]
 ．
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