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前言


本书取名“算法笔记”，主要源自作者在中国科学院读书期间学习算法时的体会，可以作为现有算法教科书的补充。本书讨论了计算机算法相关的若干话题，在介绍算法的同时结合了作者自己对数学背景、应用场景的理解，便于读者把握算法的核心思想。阅读本书需要有一定的数学基础和算法基础。

许多经典的算法教科书都详尽地介绍了算法的各个知识点，但在覆盖面广的同时难免会忽略许多细节问题。例如，哪些算法真正值得运用到实际问题中，算法有哪些变种值得我们了解，算法背后有哪些数学理论支撑，等等。

本书共包括8章。各章中除了讲解基本知识，还回答了许多相关的有趣问题。

• 排序：排序算法有很多种，在比较流行的编程语言中都有提供排序算法的库函数，直接调用这些库函数会非常简单。但它们所使用的算法为何有效，这些算法与一些经典的排序算法又有什么区别？

• 哈希：在讲解哈希算法时一般主要介绍哈希函数的作用及哈希表的不同实现方法。但将哈希函数运用于不同的问题时，最为巧妙的地方在于哈希函数的设计。对于不同领域的问题，哈希函数都有哪些有趣的形式？

• 动态规划与近似算法：通常这两类算法并不会放在一起去探讨。在面对不同复杂性的问题时，它们会有怎样的互补作用？

• 高斯消去法：算法的基本过程是很简单的，但在实际使用中远远没有那么简单。如何保持计算的稳定性？如何解决稀疏矩阵的计算效率问题？

• 图论与线性规划：图论中的许多问题都可以用线性规划去解决。图论中的一些经典结论实质上也可以用线性规划的相关定理去解释。线性规划作为一个更一般的工具，如何用于处理图论问题？

• 无约束优化：无约束优化主要用于求解函数的最大值或最小值的问题。常用的这些方法为何有效？它们之间的差别在哪里？

• 迭代法：常见的迭代算法都有哪些？它们为什么有效？

• 插值与拟合：插值与拟合的思想是什么？有什么异同？如何运用于图像处理？

读者可以发现，本书不仅指出了哪些算法可以解决问题，还指出了哪些算法可以更好地解决问题。这有助于我们对算法的深入理解。

由于作者水平有限，书中难免有错误和不足之处，欢迎读者批评和指正。

刁瑞、谢妍

2016年7月
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第1章 排序


将一堆杂乱无章的元素按照某种规则有序排列的过程叫作“排序”。排序是非常基础和重要的一类算法，有着广泛的理论基础和实践需求。比如，英文字典中的单词是按照字母序排列的，我们可以方便、快速地查找到某个单词的中文翻译；再比如，将我们中学期间可怕的成绩排行榜按照考分倒序排列后，班主任会挑出前几名优秀生进行表扬，然后挑出排在最后几名的同学着重辅导。本章我们将介绍和讨论一些实用的排序算法，按照是否基于“比较”操作，将这些算法分为比较排序和非比较排序两大类。


1.1 比较排序


大多数排序算法都属于比较排序。在比较排序中，待排序对象可以是任意数据类型，我们只需知道如何比较两个对象的大小。我们要研究的核心问题可以描述如下。


定义1.1（基于比较的排序）
 给定一个包含n个对象的待排序序列a1
 ，a2
 ，…，an
 。假设我们知道如何比较其中任意两个对象的大小关系，以及如何对这一序列排序。

基于比较的排序需要明确比较两个对象的大小关系的规则。如果是对整数、实数等对象进行排序，则大小关系的定义非常明确。对于自定义对象，其比较规则应当满足两个性质。

• 传递性：如果a≤b，b≤c，则一定有a≤c。

• 全序性：对任意a和b，或者a≤b，或者b≤a。

有可能存在a≤b和b≤a同时成立的情况，这时任何一个都可以排在前面。但有时我们也会要求排序是稳定的，即在a≤b和b≤a同时成立时，它们需要保持初始序列中的前后顺序。

有一种很巧妙的得到比较排序的算法复杂度下界的办法。n个对象的排列一共有n！种，在最坏的情况下只有其中某一个排列是排序结果。一个排序算法需要足够多的信息才能确定这个结果。如果对任何待排序序列都能经过至多f（n）次比较后结束，那么它至多可以区分2f（n）
 种情况，因为每进行一次比较，只可能有两种结论，所以2f（n）
 ≥ n！，即f（n）≥log2
 （n！）。根据斯特灵公式（Stirling’s formula），log2
 （n！）实际上就是Ω（n log2
 n）。许多知名的排序算法都达到了这个下界。

本节将主要介绍一些在实际测试中表现较好且得到广泛使用的排序算法。另外，除了基本的排序问题，我们也会考虑一些特殊的排序问题，其中主要包括两个问题：合并多个有序列，以及前k小数。


定义1.2（合并多个有序列）
 将n个有序列合并成一个有序列，这n个有序列的长度分别为m1
 ，m2
 ，…，mn
 。

合并多个有序列的问题有许多应用。例如我们需要检索一个数据库，而检索结果只需满足多个条件中的某一个。这时我们可以先进行单一条件检索，然后将这些检索结果进行合并。而单一条件检索往往是可以借助索引快速完成的，因此合并检索结果的效率更为重要。一个简单的解法是直接使用排序算法对这n个有序列整体做一次排序，时间复杂度为[image: ]
 。


定义1.3（前k小数）
 给定一个包含n个对象的序列，找出前k个最小的数。

前k小数的问题也有许多应用。例如，当检索结果太多时，我们可以根据某个评价标准只列出最值得展示的k个结果作为参考，这样可以避免对浏览造成负担。


1.1.1 梳排序


冒泡排序是许多人接触的第1个排序算法，虽然并不实用，却最为简单。本节我们要介绍的梳排序（Comb Sort）可以作为冒泡排序的一种改进，虽然它并没有很好的理论结果，但实际效果非常好。冒泡排序的算法流程如下。


算法1
 冒泡排序







如果对冒泡排序的理解不正确，则很容易弄错循环顺序。冒泡排序的特点是调整相邻两个对象的位置，每进行一次内循环，就可以将最大值调整到最后，这样以后就不必再考虑它了。在进行n−1次内循环后，就得到了完整的有序列。冒泡排序的时间复杂度是O（n2
 ），虽然在时间上并不占优势，但代码非常简洁，实现难度很低。

与冒泡排序相比，更加实用的梳排序反而知名度低一些。梳排序同样具有代码简洁的特点。梳排序的算法流程如下。


算法2
 梳排序




我们来解释一下这个算法。注意到在算法中包含一个变量j，当j=1的时候，我们可以验证梳排序算法的行为和冒泡排序是完全一致的，即调整相邻两个对象的位置。梳排序是从很大的j开始的，逐渐缩小j直到1。在j变成1之前，它都和冒泡排序不一样。也就是说，梳排序相当于在冒泡排序之前添加了一些排序工作。

为了简单起见，我们讨论n=8，j =3的情况。在算法内层循环中，我们只会比较ai
 和ai+3
 ，所以相当于我们将8个数划分为3个不同的组。分组方式如表1.1所示。我们只对同组的数进行一轮冒泡，对不同组的数不会进行比较。这个分组的思想和归并排序有些类似。整个梳排序就是在通过不断减小j来减少分组数量，而对于固定的j，我们只对同组的数进行一轮冒泡。可以想象，当j很大的时候，组很多，每组的数很少，工作量也就很少。因此在退化成冒泡排序之前，时间复杂度不会太高。我们可以大致估计，在j >1时，即退化成冒泡排序之前，梳排序进行了多少次比较。对于一个固定的j，我们将n个数分为j组，每组中的数不超过n/j个，因此总的比较次数明显不会达到n次。而j每次除以1.3，从n一直降到1，因此我们对j的不同选择不会超过log1.3
 n，所以总的比较次数的上界是n log1.3
 n，这是低于冒泡排序的复杂度的。也就是说梳排序在退化之前的计算量要低于冒泡排序。在实际计算时，通常在j=1之前，梳排序就已经完成了大部分排序工作，使得它的表现要远远好于冒泡排序。


表1.1 梳排序的分组示例

[image: ]


当需要快速编写一个效率较高的排序算法时，梳排序不失为一个明智的选择。


1.1.2 堆排序


堆排序（Heapsort），顾名思义就是借助堆（Heap）这个数据结构来排序。堆的实现有很多种，但它们都支持常见的几种操作。

• 建堆（即初始化堆）。

• 查找最大值或查找最小值，一般只支持其中一种。用于查找最大值的堆叫作最大堆，用于查找最小值的堆叫作最小堆。

• 删除最大值或删除最小值。

• 插入（即插入一个新的元素到堆）。

这里我们可以只考虑最小堆。堆的最简单的一个实现就是二叉堆。假设堆中有n个对象，则二叉堆的几个操作的复杂度分别如下。

• 建堆：O（n）。

• 查找最小值：O（1）。

• 删除最小值：O（log n）。

• 插入：O（log n）。

堆排序的流程非常简单，就是直接利用堆的这几种操作。我们只需对全部待排序对象建堆，然后反复查找并删除最小值即可。这样我们就可以得到一个从小到大排序后的结果。

堆排序的思想可以用于解决多个有序列的合并问题。多个有序列的合并问题已经在前面的定义1.2中给出。很显然，合并后的最小值应当是这n个有序列的最小值中的某一个，因此我们可以将每个有序列中的第1个对象即最小值放入堆中，进行建堆。之后，我们从中查找并删除最小值。如果删除的最小值来自第j个有序列，则我们需要将第j个有序列的下一个尚未处理的对象放入堆中，始终保持在堆中包含每个有序列的第1个尚未处理的对象。建堆的时间复杂度为O（n），每一次查找并删除最小值的复杂度是O（log n），总共需要查找并删除最小值的次数是[image: ]
 ，每一次插入的复杂度是O（log n），总共需要插入的次数是[image: ]
 。因此，总的时间复杂度是[image: ]
 。

堆排序的思想还可以用于查找前k个小数。我们直接使用堆排序就可以解决这个问题。唯一区别是，在堆排序找出前k个最小的数之后，就可以提前退出了。建堆的时间复杂度为O（n），每一次查找并删除最小值的复杂度是O（log n），总共需要查找并删除最小值的次数是k，因此总的时间复杂度是O（n+k log n）。


1.1.3 归并排序


归并排序使用了分治算法的思想，每次将序列分为两半并分别处理，最终合并成一个序列。


算法3
 归并排序（递归版）




归并排序的过程可以看作一棵二叉树。树的每个叶子节点对应序列中的一个对象，其他每个节点都对应由两个子节点合并得到的序列，根节点对应最终的排序结果。例如，我们要对6，5，3，1，7，2，4从小到大排序，则归并排序的过程如图1.1所示。

我们现在还需要解释的是如何合并两个有序列。很显然，我们可以比较这两个有序列的第1个数，然后将其中最小的数作为合并后的序列的第1个数，因为这个数一定是最小的数。对于两个有序列的其余的数，我们可以继续这样处理，选择下一个最小的数。


图1.1 归并排序示例




算法4
 合并两个有序列




归并排序还可以写成非递归的形式。非递归的好处是节约了多次函数调用的资源消耗，但同时代码的可读性通常会比递归差。


算法5
 归并排序（非递归版）







算法5可以结合图1.1来理解。它相当于在递归树上自底向上地进行处理。在递归树的同一层中，除了最后一个子序列，其余所有子序列的长度都是相同的，均为j。因此，仅仅根据下标，我们就可以确定每个子序列的起始位置，从而判断出应该对哪些子序列进行两两合并。

在讲解堆排序时，我们讨论了如何合并多个有序列。归并排序的核心是合并两个有序列，其思想同样可以用于合并多个有序列。合并多个有序列看上去与合并两个有序列不同，但实际上归并排序也可以解决，其思路就是将有序列两两归并，这一过程仍然可以看作一棵树。但不同的是，树的平衡性可能会发生变化，从而影响计算效率。

先考虑一种简单的情况，使用类似归并排序的规则进行合并。图1.2为n=7时的示意图，其中的每个节点处标注的是有序列的长度，算法结束时得到的有序列的长度就是根节点所标注的m1
 +m2
 +…+m7
 。


图1.2 合并多个有序列的示例



很明显，这棵树的高度是O（log n），而同一层上的合并操作的复杂度总和是[image: ]
 ，所以总的时间复杂度应当是[image: ]
 。这一复杂度与前面在使用堆时的复杂度是相同的。实际上，归并排序本身可以看作合并n个长度均为1的有序列，如果令m=1，则刚好得到归并排序的时间复杂度是O（n log n）。

当这些有序列的长度m1
 ，m2
 ，…，mn
 之间的差异很大时，合并的次序可能会对计算时间有很大的影响。来看一个极端的例子，假设待合并的n个有序列的长度分别为1，1，2，4，8，16，32，…，2n−2
 。如果我们按照一般的合并方式，则时间复杂度是O（2n−1
 log n）。如果每次选择当前最短的两个有序列进行合并，则第1次合并两个长度为1的有序列，第2次合并两个长度为2的有序列，第3次合并两个长度为4的有序列……第n−1次合并两个长度为2n−2
 的有序列。总的时间复杂度仅为O（2n
 ），明显低于一般的合并方式。

我们来看一下二叉树的形状是如何影响计算时间的。无论合并的次序如何，我们仍然可以将归并操作对应到二叉树，但是对这棵二叉树的具体形状可以进行调整。每个叶子节点总是可以对应一个初始的有序列，我们记第i个有序列所在叶子节点的深度为hi
 。如果我们仅考虑合并有序列这个操作，则结合二叉树，其计算量应当等于[image: ]
 。让计算量达到最小，实际上和霍夫曼编码（Huffman Coding）的目标函数是完全一致的，因此我们可以借助霍夫曼编码的构造方法来选择序列的合并顺序，即每次选择当前最短的两个有序列进行合并。根据霍夫曼编码的理论可以证明，这样的策略使得所有合并操作达到最小的计算量。这样的思路很有意义但并不实用，因为合并两个在内存上并不相邻的有序列比较难于处理，我们不得不频繁开辟新的内存空间来存储合并结果。所以我们可以制定一个相对简单的策略，每次选择两个相邻的且总长度最小的子序列进行合并，这样也能达到较好的效果。我们可以使用堆来维护和查找总长度最小的两个相邻子序列。在后面将要介绍的Timsort中也面临类似的问题，其解决方案也非常巧妙。


1.1.4 快速排序


快速排序（Quicksort）虽然名字中有“快速”二字，但在最坏情况下的时间复杂度是O（n2
 ）。与前面的堆排序和归并排序相比，快速排序有明显的劣势，但在平均意义下，快速排序的时间复杂度仍然是O（n log n）。

同归并排序一样，快速排序也是一种分治算法。我们在待排序序列中选择一个对象作为阈值，将小于它和大于它的分别放入两个子序列中，将相等的放入任意一个序列，然后分别对这两个子序列排序。这一流程很容易写成递归的形式。


算法6
 快速排序（递归版）




快速排序实质上也对应一棵二叉树，这一点从算法描述中就有所体现。每选定一个阈值就可以将当前节点划分成两个子节点，左子树处理所有比阈值小的对象，右子树处理所有比阈值大的对象。

快速排序还有非递归版本。在非递归版本中就需要自己维护尚未完全处理好的子序列。我们记集合S中的每一个元素（l，r）代表al
 ，al+1
 ，...，ar
 ，是一个待排序子序列。


算法7
 快速排序（非递归版）




快速排序的阈值选择是很重要的。我们一般将阈值选择为待排序序列中的某个对象。可以想象，如果很不幸地总是将阈值选择为最小的一个对象或者最大的一个对象，则快速排序将退化，效率大大降低。在理想情况下，阈值应当选为待排序序列的中位数，但精确地找到中位数的代价太大。因此，我们可以随机选择一个对象作为阈值，这样就很难退化到极端情况，但是这样做有以下两个缺点。

• 随机数本身会带来一些问题。一方面，生成随机数会有一定的开销；另一方面，会导致计算结果的不一致性。所谓不一致性是指每次排序可能会产生不同的结果。

• 虽然很难退化到极端情况，但也很难达到最优情况。

有一种很有趣的解决方案是，采用待排序序列中的第1个对象、中间一个对象及最后一个对象的中位数作为阈值。这种解决方案完全避开了随机数，也不会退化到极端情况，而达到最优情况的概率有所增加。我们可以具体计算一下阈值刚好是中位数的概率。为了方便起见，我们假设n=2k+1且有唯一的中位数，待排序序列的初始顺序是随机的，则三个对象的中位数刚好是整个待排序序列的中位数的概率是




而随机选择阈值刚好是中位数的概率是




可以看到，前者大约是后者的1.5倍。

我们之前用堆排序的思想给出了前k小数的求解思路。快速排序的思想同样可以用于求解前k小数。在快速排序中，我们每一次选定阈值并划分对象为两个子序列。这时很容易判断第k个小数在哪个子序列中。此后只需要对这个子序列进行排序，而不必再关心另一个子序列的顺序，这就减少了今后的工作量。在平均意义下，这样做的复杂度是多少呢？再次观察快速排序所对应的二叉树，我们相当于只处理了这棵树中的一条链。对一条链上的所有序列长度求和可知，其在平均意义下的时间复杂度为O（n）。与堆排序中所介绍的方法相比，使用快速排序的思想计算前k小数会更快。与堆排序不同的是，快速排序并未对前k个最小的数进行排序。如果需要，则可以在找到前k小数后，再单独对它们进行一次排序。


1.1.5 内省排序


前面我们已经介绍了若干常用的比较排序算法。许多编程语言的函数库中都提供了排序算法的接口，它们所使用的算法一般不是单一的排序算法，而是对多种排序算法进行结合。这种算法结合不会改进算法的理论性质，但更适合实际使用。

内省排序（Introspective Sort，Introsort）就是一种快速排序、插入排序和堆排序的混合排序算法，这一算法最早由[Mus97]提出。它的主体框架是快速排序，并使用递归实现，在两种情况下会切换到其他排序算法。

• 当递归达到一定层数的时候，改为堆排序，以避免递归层数太深而影响效率。

• 当待排序的子序列长度非常小时，采用插入排序。因为此时应用高级的排序算法反而会产生多余的开销。

这样一个简单的算法结合策略就使得内省排序超越了所有的经典排序算法。目前在SGI C++、GNU C++、Microso☼.NET的标准库中都采用内省排序来实现排序算法。


1.1.6 Timsort


Timsort是由Tim Peters在2002年提出的排序算法，目前已经成为Python 2.3以后的版本内置的排序算法。Java SE 7、Android平台、GNU Octave也引入了这一排序算法。能够被多种编译器、解释器、工具采用，足以说明Timsort的实用性。

Timsort是结合了归并排序和插入排序的混合排序算法。虽然插入排序的时间复杂度要高于归并排序，但当待排序序列非常短的时候，比较时间复杂度的意义是不大的。Timsort的大致思想就是先采用插入排序将非常短的小段扩充为较长的小段，再采用归并排序来合并多个较长的小段。具体来说，我们需要定义一个参数minrun，当小段长度小于minrun时，我们认为它是非常短的小段，否则认为它是较长的小段。下面我们分别描述Timsort是如何完成扩充和归并这两个步骤的。

我们从左至右处理待排序序列，将其划分成若干个小段。我们从第1个尚未处理的对象开始，找到一个尽可能长的连续严格递减或连续非递减序列，如果是连续严格递减序列，则可以通过一个简单的“翻转操作”在线性时间内将其变为严格递增序列。如果这样得到的序列长度不小于minrun，则我们将其作为一个完整的小段，继续生成下一个小段；否则我们用插入排序将后面的元素添加进来，直至其长度达到minrun为止。我们考虑两个简单的例子。

• 待排序序列的前4个数是3，6，7，5，minrun = 4，则尽可能长的连续非递减序列是3，6，7，其长度没有达到4。我们将5插入进来，得到长度为4的小段3，5，6，7。

• 待排序序列前4个数是9，1，2，7，minrun=4，则尽可能长的连续递减序列是9，1，翻转后为1，9，其长度没有达到4。我们依次将2和7插入进来，得到长度为4的小段1，2，7，9。

我们再来考虑如何将小段合并。在理想情况下，我们应当尽量合并长度相近的小段，这样可以节约计算时间。使用霍夫曼树的归并策略虽然可行，但我们不应该花费太多时间在选择优先合并的小段上。Timsort选择了一种折中的方案，它要求最右边的三个小段的长度尽量满足两个条件。我们记最右边的三个小段的长度从左至右分别是A、B、C，则Timsort要求：

• A>B+C；

• B>C。

这样做的目的是让合并后的小段的长度从右至左以指数量级递增，这样我们只需从右至左依次进行合并就可以使每次合并的两个小段的长度大致相同。在具体实现上，如果A≤B+C，则我们合并A、B或者B、C，这取决于哪一种合并方式生成的新小段更短。如果A>B+C但B≤C，则我们合并B、C。这一合并策略可以写为算法8。


算法8
 合并小段




我们可以每生成一个新的小段都试图进行合并。在算法结束后，有可能会出现有剩余小段没有合并的情况。这时我们采用算法9进行强制合并，直到最终仅剩余一个小段，即排序结果。


算法9
 强制合并小段




我们来看一个具体的例子，考虑待排序序列

3，6，7，5，3，5，6，2，9，1，2，7，0，9，3，6，0，6，2，6，1，8

及minrun=4，则排序步骤如图1.3所示。其中每一行代表Timsort的一个步骤。方块下的弯虚线表示在最初生成小段时首先找到的尽可能长的连续严格递减或连续非递减序列，弯实线表示小段。


图1.3 Timsort示例



最后，我们还要讨论一下minrun的选取方式，虽然并不存在一个绝对正确的做法。我们假设待排序序列的初始顺序是比较随机的，则最初生成的小段长度基本上会是minrun。因此，如果待排序序列的长度是n，则我们总共会生成[image: ]
 个初始小段。如果[image: ]
 刚好是2的整数次幂，则归并过程将会非常“完美”，可以表述为一个满二叉树。如果[image: ]
 比2的某个整数次幂稍大一点点，则到算法最后的阶段会出现一个超长小段与一个超短小段的合并，这是一种非常不好的情况。因此，我们会选取minrun，使得[image: ]
 刚好是2的整数次幂或比某个2的整数次幂稍小一点的数。


1.2 非比较排序


前面介绍的都是基于比较的排序，它们具有普适性但无法达到低于O（n log n）的时间复杂度。本节我们介绍一些非比较排序，它们的应用范围会小一些，但通常具有线性时间复杂度。


1.2.1 桶排序


桶排序（Bucket Sort）可以认为是计数排序（Counting Sort）的推广。

计数排序，顾名思义就是要统计出现次数，适用于对数值范围很小的整数序列排序。在统计每个数的出现次数后，我们可以直接构造出排序结果。


算法10
 计数排序




计数排序虽然简单，但应用面相对较窄，排序对象只能是整数，而且数值范围必须非常小。这些限制导致了计数排序的用途不是太大。但值得注意的是，这种把相同数字放到一起的思想和其他几种非比较排序在本质上是很类似的。

与计数排序相比，桶排序可以对更一般的对象进行排序。桶排序首先建立若干个按顺序排好的“桶”，然后将待排序的对象放入各自对应的桶中。由于不同桶之间的顺序已经确定，因此，当将所有对象都放入桶中之后就基本确定了排序结果。一般来说，同一桶中的对象是大小相同或相近的。如果大小相同则排序结束；如果大小相近则每个桶内可以再进一步排序。

注意到，桶的定义是很宽泛的。桶排序的效果也很依赖于桶的定义。如果待排序对象是整数，且每个整数都各自拥有一个独立的桶，则桶排序退化为计数排序。


1.2.2 基数排序


基数排序可以看作多次使用桶排序，特别适合按照字典序排序。基数排序将待排序对象划分为多个片段，逐一考虑各个片段，并针对每一片段进行一次桶排序。对于字符串而言，就是先根据第1个字母对各个字符串进行桶排序，把第1个字母相同的字符串全部放入同一桶中。由于同一桶中的字符串可能不同，因此，还需要进一步排序。这时就可以根据第2个字母对同一桶中的字符串进行第2轮桶排序，把第2个字母也相同的字符串全部放入同一桶中。以此类推，经过多次桶排序，最终可以使得同一桶中的字符串是完全相同的，从而排序结束。这也称为最高位优先（Most Signi☀cant Digit☀rst）的实现方法，简称MSD法。与之对应的最低位优先（Least Signi☀cant Digit☀rst）的实现方法，简称LSD法。举个整数排序的例子来说，若给定一个待排数组

60，30，92，18，16，37，55，44，24，98，72

则首先我们按照个位数划分桶：




连成一串就是：

60，30，92，72，44，24，55，16，37，18，98

然后保持这个先后次序按照十位数划分桶：




这样我们得到排序后的数组为：

16，18，24，30，37，44，55，60，72，92，98.

由于最多只到十位数，所以排序终止，否则可以再按照百位甚至更高位进行类似的操作。


1.3 总结


排序算法的种类繁多。通常我们不必知道排序算法的细节而只需直接调用库函数。即便如此，仍然有一些问题值得我们注意。

• 如果待排序对象是某种自定义数据结构，则我们通常不直接对这些数据进行排序，而是对它们的编号或索引进行排序。这是因为直接排序会导致数据结构的整体交换。如果数据结构较大，则会在交换上花费很多时间。但也有例外的情况存在，比如当内存占用更为关键的时候，直接排序会更好，这样不会占用很多额外的存储空间。

• 当遇到多个有序列合并、前k小数等特殊的排序问题时，有一种“万能”的方法是仍然直接调用库函数进行排序。但如果对计算时间要求较高，就需要我们针对特殊问题设计特殊的算法，这也就要求我们对排序算法必须有深入的理解。



第2章 哈希



2.1 基本概念与实现


哈希（Hash），也叫作散列、数据摘要等，是一类非常基础也非常实用的算法。哈希的核心概念主要包括哈希函数和哈希表。


2.1.1 哈希函数


哈希函数的作用就是把某一类不定长的对象映射为另一类固定长度的对象。能够做到这一点的函数可能有很多，是不是它们都适合作为哈希函数？如何比较哪种哈希函数才是好的哈希函数？这就是本节要讨论的问题。

如果两个不同的对象经过哈希函数计算后得到相同的哈希值，则这就是所谓的冲突（Collision）。冲突会导致许多问题，我们考虑一种极端情况：如果一个哈希函数的计算结果经常是0，那么它根本无法帮助我们区分不同的对象，也就不可能帮助我们快速查找了。因此，一个好的哈希函数应当尽量将不同的对象对应到不同的哈希值。此外，如果哈希函数比较简单，则有利于快速计算哈希值。

在设计哈希函数或者选择哈希函数的时候，我们主要考虑以下两个方面。

• 冲突少。即很少出现不同对象对应到相同哈希值的情况。

• 计算快。即计算哈希值能够快速完成。

对于一个具体的场景来说，哈希函数的设计可能需要我们非常精心和巧妙地运用先验知识。

从简单情况出发，我们首先考虑字符串哈希函数。这里的字符串特指ASCII编码的字符串，其字符集包括英文大小写字母、数字、标点符号等。一个很常用又很有效的算法是djb2，其算法流程如下所示。


算法11
 djb2算法




这里乘以26
 在许多编程语言中都可以通过位运算来实现，因此速度很快。h是一个无符号整型数，通常为32位或64位。我们不用关心h的溢出问题，因为溢出也可以视为一种取模。

与djb2算法很类似的还有sdbm算法。


算法12
 sdbm算法




虽然计算速度都很快，但对于哈希函数的冲突少这个特点，djb2算法与sdbm算法都没有理论上的保证，而主要依赖于实验效果。在构造一个哈希函数后，往往需要采用大量的样本进行测试，根据冲突数量进行评估。

还有一类特殊的哈希函数，叫作密码学哈希函数（Cryptographic Hash Function）。这类哈希函数对冲突少的要求更高，它还要求很难构造冲突的例子。例如，f（x）=x mod 264
 可能是一个不错的哈希函数，却不是一个好的密码学哈希函数，因为我们很容易构造冲突的例子，例如f（0）=f（264
 ）=0。后面我们还会具体介绍密码学哈希函数与信息安全的联系。


2.1.2 哈希表


哈希表是一种数据结构，它需要配合哈希函数使用，用于建立索引，便于快速查找。

哈希表的实现一般来说就是一个定长的存储空间，每个位置存储一个对象。如果我们假设定长为N，则可以将这N个存储位置分别编号为0，1，···，N−1。那么现在的问题就是，如何决定一个元素应该放到哪个位置？如何查找一个元素在哪个位置？最常采用的策略如下。

• 插入：使用哈希函数计算待插入对象的哈希值，如果哈希值是H，则插入编号为H mod N的位置。

• 查找：使用哈希函数计算待查找对象的哈希值，如果哈希值是H，则检查编号为H mod N的位置。

我们通过一个例子来说明如何使用哈希表。假设我们有4个字符串需要建立索引，这4个字符串及其对应的哈希值如表2.1所示。


表2.1 字符串及其哈希值示例

[image: ]


如果哈希表的长度为10，那么我们通常将其描述为图2.1。其中，mathematics和book两个字符串的哈希值模10的余数相同，因此放入同一位置。图中所采用的实际上是所谓的链地址法，即用链表将冲突的多个对象存储在同一位置，这也是在哈希表中解决冲突时最常用的方法。


图2.1 哈希表示例



当我们需要查找某个字符串是否在哈希表中时，只需计算其哈希值，然后到哈希表的对应位置检查，从而达到快速查找的目的。很容易看出，如果每个字符串都放在哈希表中的不同位置，则查找速度会更快。哈希函数冲突少的特点使得不同的字符串通常具有不同的哈希值，所以，一般来说，只要增大哈希表的长度，就可以避免将两个字符串放入同一位置的情况。

确定哈希表的长度是一个重要的难题。一方面，长度太小可能会导致冲突多，查询速度慢；另一方面，长度太长可能会白白浪费存储空间。如果事先知道需要索引的对象数目，则可以设定比较合适的哈希表大小，但许多时候并不能事先得到这个信息。一个实用的技巧是动态调整哈希表的长度：在开始时，首先选用一个较小的哈希表，当发现其使用率，即存储的对象数目与哈希表大小的比值达到某个阈值时，就建立一个更大的哈希表并将之前的哈希表中的对象迁移过来。迁移哈希表的过程往往是非常费时的，因此，可以同时保留新旧两个哈希表，逐步迁移，分散计算量。在进行查找和删除操作时，同时检查新旧两个哈希表。在进行插入操作时，只针对新的哈希表。每进行一次插入操作时，我们同时将r个对象从旧哈希表迁移到新哈希表，其中，r是一个任意指定的常数。这个策略相当于每次从旧哈希表中删除r个对象，就同时在新哈希表中增加r+1个对象。因此，只要新哈希表的长度不小于旧哈希表长度的[image: ]
 倍，我们就可以在完全删除旧哈希表的时候，保证新哈希表的使用率没有超过旧哈希表。


2.2 哈希的应用



2.2.1 相似性搜索


哈希主要用于快速查找，而查找的对象需要是完全相同的。也就是说，一般只要求当两个对象完全相同时有相同的哈希值，而两个相似的对象的哈希值不需要有任何关系。但如果哈希函数设计得足够巧妙，也可以让相似的对象有相同或相似的哈希值，这样我们就可以借助哈希来进行相似性搜索。

局部敏感哈希（Local-Sensitive Hashing，LSH）就定义了一类可以衡量相似性的哈希函数，它要求相似对象的哈希值在某种意义下相似，并且有概率保证。用数学语言来描述，局部敏感哈希的定义为满足以下两个特性的哈希函数。

• 如果d（x，y）≤d1
 ，则P（hash（x）=hash（y））≥p1
 。也就是说，当两个对象的距离不大于d1
 时，它们的哈希值相同的概率要不小于p1
 。

• 如果d（x，y）≥d2
 ，则P（hash（x）=hash（y））≤p2
 。也就是说，当两个对象的距离不小于d2
 时，它们的哈希值相同的概率要不大于p2
 。

其中，d（x，y）表示两个对象x和y之间的距离，hash（·）是哈希函数，P（·）是概率，d1
 、d2
 、p1
 、p2
 都是常数。对于不同的场景，对距离的定义可能是不同的，因此，哈希函数的设计也会很不一样。

我们来看一个局部敏感哈希的具体例子，在这个例子中考虑两个集合之间的距离。


定义2.1（Jaccard距离）
 两个集合A，B之间的距离定义为[image: ]
 。

根据定义，我们可以验证：

• 如果两个集合完全相同，则它们的Jaccard距离应当等于0；

• 如果两个集合完全不同，则它们的Jaccard距离应当等于1；

• 两个集合的Jaccard距离就是它们的不同元素占所有元素的比例。

针对这样的距离定义，最小哈希（Minhash）就是一种局部敏感哈希。计算最小哈希需要事先对元素的总集合随机排序，得到一个排列[image: ]
 。对于任意给定的集合，其哈希值就是它的各个元素在[image: ]
 中排名最靠前的一个。例如元素总集合为{a,b,c,d,e,f}，我们对其进行随机排序，得到e,f,b,c,a,d，则集合a,b,c的哈希值为b，集合c,d的哈希值为c，集合b,e,f的哈希值为e，集合a,e,f的哈希值为e。很容易计算出两个集合A、B的哈希值相同的概率为[image: ]
 ，这是因为，它们的并集中的各个元素在[image: ]
 中排名最靠前的一个需要是它们交集中的元素。与Jaccard距离的定义对比可以发现，最小哈希满足局部敏感哈希的定义，即：

• 如果d（A，B）≤d1
 ，则P（hash（A）=hash（B））≥1−d1
 ；

• 如果d（A，B）≥d2
 ，则P（hash（A）=hash（B））≤1−d2
 。

其中，d1
 和d2
 可以在[0，1]范围内任意选取。由于不同的排列可以定义不同的最小哈希，所以在实际使用最小哈希的时候，还可以定义多个哈希函数。当两个集合的多个哈希值都相同的时候，才认为它们的哈希值是相同的，这样冲突会更小一些。

下面再来看一个用于文档相似性搜索的哈希函数：Simhash。Simhash可以将文档哈希到一个64位二进制数，使得相似的文档具有相似的二进制数。对于一个文档，我们可以把文中的每个词（也可以是词组等）作为一个特征，统计各个特征的出现频率。例如，我们考虑文档“To be or not to be is a tough question”，其特征与相应的频率为：（to，0.2）、（be， 0.2）、（or，0.1）、（not，0.1）、（is，0.1）、（a，0.1）、（tough，0.1）、（question，0.1）。然后，我们可以利用某种传统的哈希函数将特征映射到64位二进制数。这里为了描述方便，我们只映射到6位二进制数，并假设映射结果是to：001100，be：100100，or：001010，not：101000，is：011100，a：100101，tough：100111，question：011011。根据二进制数的各个二进制位，我们对每个特征构造一个向量。如果一个特征映射到的二进制数的某一位是1，则其向量对应位置上的分量为该特征的频率，否则为频率的相反数。于是，各个特征对应的向量为




将这些向量相加，就得到（0，−0.6，0.2，0.6，−0.2，−0.4）。对于这一向量的每个分量，如果大于0就取1，否则就取0，这样得到的二进制数就是Simhash的最终哈希值，即001100。可以想象，出现频率高的特征，其对应的向量分量的绝对值更大，对最终向量相加的结果的影响也更大。因此，如果两个文档相似，那么它们出现频率高的特征应该比较接近，最终得到的哈希值也就会有很多二进制位都是相同的。在查找相似文档的时候，我们只需要找到哈希值的各个二进制位区别很小的文档。一般来说，我们要求至多有3个二进制位不同。

还有一类主要用于图片相似性搜索的哈希函数是感知哈希（Perceptual Hashing）。它是一类广泛使用的图片搜索算法，可以做到以图搜图。其思想主要是通过调整大小、灰度化和二值化三个步骤，将图片映射到一个二进制数，使得相似图片具有相近的二进制数。我们以图像处理中的经典图片Lenna为例进行说明。

Lenna原图如图2.2所示。假设我们希望哈希值是64位二进制数，则我们首先将图片大小通过简单的缩放调整为8像素× 8像素，这样我们就刚好有64个像素了。在调整图片大小得到的新图中，每个像素上的RGB值实质上是原图相应位置上的RGB平均值。然后，我们将原图灰度化。灰度化最常见的方式就是将每个像素上的灰度值取为RGB三个分量的平均值。

这时我们得到图2.3。尽管已经完全看不出原图，但在色彩明暗上，它仍然保留了原图的一些特征。


图2.2 Lenna原图




图2.3 调整大小及灰度化后的Lenna图



图2.3中各个像素点的灰度值可以写为矩阵




最后一步是二值化。我们首先计算出64个像素点的灰度平均值为63.406，然后将小于平均值的像素点都取为0，其余像素点都取为1。将所有64个0或1连在一起，就得到了一个64位二进制串，也就是最终的哈希值：

1011011010011100001111011000100100001001000010110000111110001100

这是我们只需对两个图片的哈希值进行逐位比较，就可以判定它们是否相似了。


2.2.2 信息安全


哈希在信息安全中主要用于数据校验：通过比对哈希值来验证数据的正确性和完整性。我们在现实生活中就经常遇到这样的例子，包括身份证号码和信用卡号码。

我们以18位身份证号码为例，这样读者也可以根据自己的身份证号码验证。我们将身份证号码中的数字从右至左记为a1
 ，a2
 ，…，a18
 。其中最右边一位a1
 是校验位，满足




式（2.3）就可以认为是一个简单的哈希函数。哈希值a1
 有可能是0−10中的任意一个数字。当a1
 =10时，在身份证号码中用X来表示。例如，身份证号码的前17位是11010519491231002，根据式（2.3），我们可以得到a1
 =10，所以最后一位必须是X，也就是10。这样的设计使得我们可以方便地利用程序检测身份证号码是否输入正确。可能有人会好奇，为什么我们要模11？如果选择模10，就不必出现X了。因为这样的选择使得我们在写错身份证号码中任何一个数字的时候，都导致公式不成立。假设我们把某个ak
 （k ∈{2，3，…，18}）误写为ak
 +t，其中−9≤t≤9，则根据式（2.3），a1
 会变为（a1
 +2k−1
 t）mod 11。如果我们希望a1
 保持不变，则必须有（2k−1
 t）mod 11=0，但这个等式在当且仅当t=0时成立。也就是说只要写错一位，就必然导致校验码a1
 发生变化。换句话说，任何两个合法的身份证号码至少会有两位数字是不同的。读者可以验证，模10没有类似的性质。

信用卡号码也有类似的校验规则，我们经常使用的是Luhn算法。Luhn算法是以IBM科学家Hans Peter Luhn的名字命名的。这一算法与身份证校验的算法类似。由于信用卡号码的长度不统一，所以我们记n为信用卡号码的长度，号码中的数字从右至左记为a1
 ，a2
 ，…，an
 。其中a1
 是校验位。我们定义




则




例如，信用卡号除最右边一位外是4992739871，则按照公式计算，我们可以得到最后一位应当是6。与身份证号码类似，任何一位信用卡号码的变化，也会导致校验位的变化。我们可以根据发生变化的一位是奇数位还是偶数位分别给出证明。具体过程留给感兴趣的读者。

另一个常见的校验是文件完整性校验，也就是说检查文件是否完整。什么时候文件会不完整？我们举两个例子来说明。

• 文件被篡改。比如我们需要在某个软件官方网站下载应用，但是文件很大，官方网站传输速度不理想。于是我们更换到了另外一个网站下载该应用，但不能确定是否同官方网站的文件一致。官方网站通常会给出一个校验码，即哈希值。我们可以验证该校验码是否与所下载的文件一致，如果不一致则说明我们下载到的文件不是原版，有可能被篡改过。

• 文件下载不完整。在下载文件过程中，由于传输错误有可能导致文件不完整，我们同样可以对比官方网站给出的校验码，检查文件是否完整。

身份证号码和信用卡号码的校验主要是为了避免输入错误，但文件完整性的校验必须有防止伪造的功能。专门用于防止伪造这类特殊需求的哈希函数就是密码学哈希函数。理想的密码学哈希函数具有以下特殊性质。

• 很难生成一个数据，使其具有给定的哈希值。

• 很难找到两个具有相同哈希值的不同数据。

这两点特殊性质也可以用于衡量密码学哈希函数的安全性。在理想情况下，除枚举外我们没有更好的办法生成一个数据，使其具有给定的哈希值。所谓的破解某个密码学哈希函数，就是指找到比枚举更快的方法。常见的密码学哈希函数包括MD5、SHA-0、SHA-1、SHA-2、SHA-3等。为了有足够高的安全性，这些密码学哈希函数的加密过程都比较复杂。然而所谓安全性，一般来说都不会有数学证明，也就难免会被人破解。即使没有被破解，随着计算机硬件的飞速发展，曾经安全的密码学哈希函数也会逐渐变得不安全。一般来说，较早提出的算法的安全性更差，会逐渐被时代淘汰，因此在安全性要求较高的情况下，需要选用业界认可尚未过时的密码学哈希函数。

密码学哈希函数在密码存储方面也有很大的作用。早期的网站存储密码的方式都是明文存储的。一旦发生数据泄漏，其他人就可以直接看到密码。而现在一般是使用某个密码学哈希函数加密，只存储其哈希值。在验证密码正确性的时候，我们只需要计算哈希值是否与记录一致。目前几乎所有大型网站在保存用户密码的时候都采用了密码学哈希函数。一方面，在验证用户密码的时候只需要计算密码的哈希值再进行比对，过程非常简单；另一方面，即使网站因此有数据泄漏，除了枚举也没有更好的方式可以知道密码。


2.2.3 比特币


可能大部分人对比特币的了解只停留在它是一种电子货币。如果对算法设计很感兴趣，那么很有必要了解一下比特币的原理，因为其中包含了很多颇具技巧性的算法设计。这里只涉及比特币的挖矿部分。

获得比特币的主要途径有两种，一种是交易，另一种就是挖矿。比特币的设计者采用了挖矿机制来产生新的比特币，以这种方式模拟货币的增发。挖矿是一个很形象的描述，实际上是要计算一类问题。粗略地来说，这类问题可以这样描述。


定义2.2（比特币的挖矿问题的简化版）
 给定一个字符串S，需要找出一个字符串N，使得S+N即两个字符串连接后得到的新字符串在两轮SHA-256哈希后得到的数小于一个目标值T。

由于SHA-256是密码学哈希函数，我们可以认为得到的哈希值是非常随机的，因此要解决挖矿问题，只能枚举字符串N。对于随机尝试的一个N，挖矿成功的概率约为T/2256
 ，仅与目标值T 有关，而与字符串S和N无关。如果源源不断地尝试N，则期望是在2256
 /T次尝试后挖矿成功。因此比特币的设计者通过调整T来控制挖矿的难度，T越大挖矿难度越小。在不知道全世界有多少计算机在挖矿的情况下，比特币的设计者采用了动态调整T 的机制，使得平均每600秒会有人挖矿成功一次。假设前一次挖矿的目标值是Tprev
 ，挖矿成功花费的时间是M秒，那么我们可以推算出全世界每秒尝试N的次数大约是2256
 /（Tprev
 M）。如果后面依然保持这个计算速度，为了在大约花费600秒时刚好解决下一个挖矿问题，则可以算出下一个目标值T 应当设定为Tprev
 M/600。这种调整策略可以维持比特币每600秒增发一次，这样就控制了增发的速度。回顾整个过程可以发现，这个设计的正确性强烈依赖于密码学哈希函数的特点。一旦有人破解了SHA-256，即发现比枚举更快的算法解决挖矿问题，那么比特币的整个设计都会出现问题。


2.2.4 负载均衡


我们在使用多台服务器处理请求时，一个很基本的问题是如何分配请求。假设我们有N 台服务器，编号分别为0，1，2，···，N−1，那么我们可以计算请求的哈希值，然后对N取模。如果得到的结果是i，那么我们就把这个请求发到编号为i的服务器。一个好的哈希函数可以使请求均匀地分配到各台服务器上，保证负载均衡。

但在实际操作中，服务器的数量可能是变化的。例如，任务多的时候我们可能会增加服务器的数量，任务少的时候我们可能会减少服务器的数量。即使不主动调整服务器的数量，在有服务器出现故障时，我们也不得不被动地减少服务器的数量。如果我们使用上述哈希方法，则由于服务器数量N 的变化，大多数请求都会更换服务器。这可能会引起大量的数据迁移，容易给后端数据库和硬盘带来压力。而在理想情况下，将服务器的数量从N变为N−1只会导致1/N的请求更换服务器，将服务器数量从N变为N+1只会导致1/（N+1）的请求更换服务器。

一致性哈希（Consistent Hashing）可以用于解决上述难题。在服务器数量发生改变时，它可以使得数据迁移尽量小。其算法思路非常巧妙。我们选择两个合适的哈希函数，将请求和服务器分别映射到一个区间上的整数，例如[0，232
 −1]。这时我们可以把请求和服务器都标记在一个环上。每个请求都由其顺时针方向的第1个服务器来处理。

图2.4给出了一致性哈希的示例。我们将服务器和请求的哈希值标记在环上。其中S1、S2、S3代表服务器，Q1、Q2……Q6代表请求。根据我们的规则，Q1、Q2、Q6由S1来处理，Q3、Q4由S2来处理，Q5由S3来处理。


图2.4 一致性哈希示例



如果增加一台服务器，则我们只需将一小部分请求给新的服务器处理；如果减少一个服务器，则我们只需将它本应处理的请求转移至下一个服务器。其余大部分请求都可以保持原来的逻辑不变。

但是这样做依然有一些弊端。

• 在服务器数量较少的时候，它们在环上的分布有可能非常不均匀，会有一些服务器承担很多的请求量，也会有一些服务器承担很少的请求量。

• 在增加一台服务器的时候，只能减轻某一台服务器的请求量，而其他服务器都不会有改善。

• 在减少一台服务器的时候，会有某一台服务器突然承受大约两倍的请求量。

这些弊端也是可以解决的。我们可以为服务器定义多个哈希函数，并将它们全部标记在环上。如图2.5所示，三台服务器均被标记了三次。仍然按照之前的规则，每个请求都由其顺时针方向的第1个服务器来处理。


图2.5 一致性哈希的改进



这时之前的弊端就全部迎刃而解了。

• 即使在服务器数量较少的时候，分布也会比较均匀。

• 在增加一台服务器的时候，新服务器会出现在环上的多个位置，因此能够减轻多台服务器的请求量。

• 在减少一台服务器的时候，请求量会比较均匀地分担给多台服务器。



第3章 动态规划与近似算法


动态规划是一类非常有趣且有广泛实际应用的算法。在本章中我们通过三个问题来帮助大家理解动态规划的基本思想。这三个问题虽然都能应用动态规划求解，但在计算复杂性上有本质的区别。这表明无论问题复杂性如何，我们都有可能运用动态规划求解，只是实际效果会受到问题规模的限制。当动态规划的计算时间不能满足要求时，我们可以考虑近似算法，这样就可以很好地平衡计算效率和计算精度。在设计近似算法时，我们也常常需要借鉴动态规划算法的思想。两类算法的结合，可以很好地处理不同规模的同一问题：动态规划直接处理小规模问题，再结合近似算法处理大规模问题。


3.1 基本概念



3.1.1 动态规划


在20世纪50年代初，美国数学家Richard E.Bellman等人在研究多阶段决策过程（Multistep Decision Process）的优化问题时，提出了著名的最优化原理（Principle of Optimality），把多阶段过程转化为一系列单阶段子问题，利用各阶段之间的关系逐个求解，创立了解决这类过程优化问题的新方法——动态规划，并于1957年出版了该领域的第1本著作。

动态规划适用的问题都具有最优子结构的性质，即原问题最优可以归结为子问题最优，通常我们需要执行以下三个步骤。

（1）定义子问题，即定义状态。

（2）定义状态转移规则，可以理解为状态之间的递推关系。

（3）定义初始状态。

按照这三个步骤，我们就可以使用动态规划求解原问题了。


3.1.2 计算复杂性


本章会提到P-问题、NP-难问题、强NP-难问题，这些概念都与近似算法密切相关。

所谓P-问题，是指确定性图灵机可以在多项式时间内求解的问题，简单来说，就是可以在多项式时间内找到解。

所谓NP-问题，是指非确定性图灵机可以在多项式时间内求解的问题，就是可以在多项式时间内验证一个解是否正确。验证一个解是否正确当然要比找到解更容易，因此P ⊆ NP。而P = NP是否成立，至今仍是未解难题，但一般认为P = NP，也就是说NP-问题包含一些不能在多项式时间内找到解的问题。NP-难问题则是比NP-问题更难的一类问题，所有NP-问题可以在多项式时间内归约成NP-难问题。在NP-难问题中有一些存在伪多项式算法。所谓伪多项式算法就是指计算时间关于输入数值的大小是多项式，但关于输入数据的长度并不是多项式。强NP-难问题则不存在伪多项式算法。本章将要讨论的子集和问题属于NP-难问题，旅行商问题则属于强NP-难问题。

对于P-问题，我们主要研究多项式时间算法。而对于NP-难问题和强NP-难问题，则主要研究近似算法。假设问题的最优值是z∗
 ，近似算法求得的结果一般是非常接近z∗
 的。如果近似算法求得的结果总是在αz∗
 和z∗
 之间，则我们称近似比为α。很明显，近似比α越接近1，说明近似效果越好。


3.2 字符串的编辑距离


编辑距离，是指将一个对象编辑为另外一个对象的操作次数或代价。这里的对象很宽泛，对于每一类具体的对象需要更完善的定义。编辑距离可以用于衡量相似度，例如适当地定义图编辑距离后，我们就可以计算图像的相似度。本节我们考虑的是字符串编辑距离，因为字符串相对简单、易于理解，用途也很广泛。如无特殊说明，本节所讨论的编辑距离都特指字符串的编辑距离。


3.2.1 问题引入


首先，我们给出编辑距离的定义。


定义3.1（编辑距离，Edit Distance）
 我们要对一个字符串进行若干编辑操作，编辑操作包括插入一个字符、删除一个字符及替换一个字符。给定一个原始字符串S1
 和一个目标字符串S2
 ，我们将S1
 到S2
 的编辑距离定义为S1
 修改成S2
 所需的最小编辑次数。

举例来说，hat到what的编辑距离是1，因为将hat修改为what需要至少一次操作（插入w）；view到new的编辑距离是2，因为将view修改为new需要至少两次操作（删除v，将i替换为n）。编辑方式可能不唯一，例如将see修改为tree可以先将s替换为t，再插入r，也可以先将s替换为r，再插入t。

事实上编辑距离还有多种不同的定义方式，在本节中我们考虑的仅仅是其中一种形式：Levenshtein距离，它是以科学家Vladimir Levenshtein的名字命名的。我们通常所说的字符串编辑距离，一般特指Levenshtein距离，这也是最常见的字符串编辑距离。其他常见的字符串编辑距离还包括如下几种。

• DamerauLevenshtein距离。除了插入、删除、修改这三种操作，它还考虑了交换两个相邻字母的操作。例如dairy到diary的DamerauLevenshtein距离是1，而Levenshtein距离是2。

• 最长公共子序列距离（Longest Common Subsequence Distance）。仅考虑插入、删除两种操作。

• 汉明距离（Hamming Distance）。仅考虑修改操作，因此两个字符串的长度需要一致。

此外我们还可以对不同的操作赋予不同的权重，甚至根据所操作的字母来确定权重，从而定义新的编辑距离。本节我们将要讨论的许多算法思想都可以类似地应用于其他编辑距离的变种，有兴趣的读者可以查阅资料或自行尝试。

编辑距离具有以下几个性质。

• 编辑距离是对称的，即S1
 到S2
 的编辑距离等于S2
 到S1
 的编辑距离。这本质上是因为插入和删除是互逆操作，替换的逆操作还是替换。因此，我们也可以称S1
 到S2
 的编辑距离为S1
 和S2
 的编辑距离。

• 两个字符串的编辑距离不会大于长字符串的长度。这一点很容易理解，比如将长字符串S1
 修改为短字符串S2
 ，我们可以对S1
 开头的若干位置执行替换操作得到S2
 ，再删除结尾的多余字符。此时操作次数为长字符串的长度，编辑距离一定不会大于这个值。

• 两个字符串的编辑距离不会小于字符串长度之差。因为将长字符串S1
 修改为短字符串S2
 ，至少要执行删除多余字符的操作。

• 当且仅当完全相同时，两个字符串的编辑距离为0。

• 如果两个字符串的长度相同，则它们的编辑距离不会大于汉明距离。因为这时只执行替换操作的话，编辑次数刚好等于汉明距离。

• 编辑距离满足三角不等式，即S1
 和S2
 的编辑距离一定不大于S1
 和S3
 的编辑距离与S3
 和S2
 的编辑距离之和。这是因为我们至少可以把S1
 先修改为S3
 ，再进一步修改为S2
 。

以上这些性质除了帮助我们理解编辑距离，还可以用于算法优化。

编辑距离常常用来衡量两个字符串的相似程度。编辑距离越小则越相似，这是非常直观的一种相似度衡量方式。编辑距离有以下两个重要应用。

• 拼写矫正：当用户在字典中搜索一个词的时候，很可能由于拼写错误导致没有查询结果。此时，如果我们可以为用户提供编辑距离最相近的一些词作为建议查询词，就可以很好地提升字典服务的用户体验。例如在某文字编辑软件中输入ative后，由于字典中不存在这一单词，该软件提示了5个修改建议，如图3.1所示。我们可以看到前4个修改建议与输入词ative的编辑距离都是1，最后一个修改建议与输入词的编辑距离是2。尽管我们不清楚该软件实际所用的算法，但编辑距离排序看上去是非常合理的。对于键盘输入这种最普遍的输入方式，我们如果考虑两个相邻字母交换、字母连续敲击两次和键盘上字母的位置等因素，给予这些操作不同的权重，则纠错效果可能会更好。


图3.1 对输入词ative的拼写矫正



• DNA分析：DNA序列可以看作由ATCG组成的字符串，因此我们可以根据编辑距离去评估DNA的相似程度。与拼写矫正不同的是，我们有时还需要知道具体的编辑过程。有一个非常重要的概念叫作序列比对或序列对齐（Sequence Alignment），它实际上就是要将两个DNA序列并排列出，尽可能地标出相同的部分。例如




这个示例中的横线表示对齐S1
 与S2
 后产生的间隔。将这个例子对应到字符串编辑，可以理解为通过一次删除（字母G）、一次替换（字母C变为字母T）和一次插入（字母A）可以将S1
 变为S2
 。

这里包含了两个重要问题：一个是如何计算编辑距离，另一个是如何计算编辑过程。前者可以用于判定序列的相似程度，后者可以用于序列对齐。我们在下面几节中详细地回答了这两个问题。


3.2.2 动态规划算法


我们记S1
 的字符串长度为n1
 ，S2
 的字符串长度为n2
 ，记S（i）表示字符串S的第i个字符，记d[i，j]表示S1
 的前i个字符所构成的前缀与S2
 的前j个字符所构成的前缀之间的编辑距离。显然d[n1
 ，n2
 ]就是我们最终要求的编辑距离。d[i，j]的定义是使用动态规划求解编辑距离问题时非常重要的一环，它将一个大问题转化成了若干个彼此接近的小问题。我们可以对末尾字符进行分类讨论，得出d[i，j]的递推式。

首先，如果在两个前缀中有一个是空串，则编辑距离等于另一字符串的长度。




这是因为原始字符串包含i个字符，而目标字符串为空，我们需要删除i个字符。根据编辑距离的对称性，我们得到




这是因为原始字符串为空，而目标字符串包含j个字符。我们需要插入j个字符。

如果两个前缀都不是空串，则有以下递推式。




这个式子包含了几种情况：如果S1
 （i）=S2
 （j），那么只需要考虑S1
 的前i−1个字符与S2
 的前j−1个字符；如果S1
 （i）=S2
 （j），那么需要考虑对S1
 的末尾进行插入、删除和替换三种情况。

下面我们来计算S1
 =“math”和S2
 =“mouth”的编辑距离。由于这两个单词很简单，所以我们可以直接看出它们的编辑距离是2，具体编辑过程可以是：

（1）math→moth（将a替换为o）；

（2）moth→mouth（插入u）。

所有的d[i，j]实质上构成了一个矩阵，如表3.1所示。右下角的数字就代表d[4，5]=2，也就是我们最终要求的编辑距离。实际上动态规划的过程就是填满这个表格的过程。


表3.1 动态规划求编辑距离的具体过程

[image: ]


根据以上分析，我们可以实现一个时间复杂度和空间复杂度均为O（n1
 n2
 ）的算法。具体过程如算法13所示。


算法13
 编辑距离的动态规划算法







算法13也被称为WagnerFischer算法。这一算法在20世纪六七十年代被包括[WF74]在内的许多文章独立提出。


3.2.3 滚动数组优化


滚动数组优化是动态规划中的常见技巧。在编辑距离的动态规划算法中，在计算d[i，·]时，我们仅仅用到了d[i−1，·]，这就说明我们已经没有必要存储d[0，·]，d[1，·]，···，d[i−2，·]。因此我们可以开辟两个长度为n2
 的存储空间，分别用于存储d[i，·]和d[i−1，·]。在计算完d[i，·]之后，我们就可以丢弃d[i−1，·]，将那一部分空间用于存储d[i+1，·]，这就是所谓的滚动数组技巧。这一技巧不影响时间复杂度，但是空间复杂度可以降低至O（n2
 ）。若n1
 <n2
 ，则可以通过交换两个字符串使得空间复杂度变为O（n1
 ），因此空间复杂度可以降低至O（min{n1
 ，n2
 }）。


算法14
 编辑距离的动态规划算法（滚动数组优化）







注意算法14的第13行在程序实现时，并不必真的交换存储的数据，而只需交换存储空间的地址。例如在C++中只需交换二者的指针。


3.2.4 上界限制


在实际问题中，编辑距离主要用于衡量字符串的相似度。通常只有在两个字符串比较相近的时候，我们才需要精确地计算它们的相似度，它们的编辑距离才有意义。如果编辑距离很大，就意味着两个字符串的差距很大，这时也就没有必要精确计算。针对这样一种情况，我们可以设定一个常数D，仅当编辑距离小于D时才精确计算。一般来说D远小于n1
 和n2
 。

我们曾经提到编辑距离具有这一性质：两个字符串的编辑距离不会小于字符串长度之差，即




由此可知，当|i−j|≥D时，d[i，j]≥|i−j|≥D，这时也就没有必要精确计算d[i，j]的值，而只需知道它们至少是D。类似地，当|n1
 −n2
 |≥D的时候，我们也没有必要计算S1
 和S2
 的编辑距离。而当|n1
 −n2
 |<D时，我们给出算法15。


算法15
 编辑距离的动态规划算法（带上界限制）







注意到在算法15中，当d[i，j]≥D时，意味着编辑距离至少是D，具体值并不一定准确。该算法将时间复杂度和空间复杂度均降为O（n1
 D）。考虑到两个字符串的顺序可以交换，因此时间复杂度和空间复杂度均降为O（min{n1
 ，n2
 }D）。这里我们同样可以使用滚动数组技巧，进一步将空间复杂度降至O（D）。方法类似，读者可以自行尝试。


3.2.5 解的回溯


在前面几节中，我们主要关注如何计算S1
 和S2
 的编辑距离。在本节中我们进一步探讨如何获得相应的编辑过程。这实际上就是前面已经提到过的序列对齐。我们所要介绍的算法叫作NeedlemanWunsch算法[NW70]
 。

假设我们已经通过算法13得到了所有的d[i，j]，则通过比较d[i，j]和d[i−1，j−1]、d[i−1，j]、d[i，j−1]，我们能够知道d[i，j]是如何从“前一步”编辑得到的。




根据算法13的过程可知，d[i，j]的取值仅有这4种可能，也正好涵盖了4种可能的编辑方式。我们可以从d[n1
 ，n2
 ]出发，反复使用式（3.6），判断它在上一步的基础上使用的是哪种编辑操作，以得到完整的编辑过程。


算法16
 编辑距离的回溯







在算法16开始时，i+j =n1
 +n2
 。在每一次循环后i和j中至少有一个减小1，也就意味着i+j至少减小1。因此至多n1
 +n2
 次循环后，i+j =0，即i和j都为0，这也意味着算法16的时间复杂度为O（n1
 +n2
 ）。


3.2.6 分治算法


3.2.5节所介绍的NeedlemanWunsch算法需要事先保存完整的d[i，j]，这也就意味着O（n1
 n2
 ）的空间复杂度。回忆我们前面提到过的滚动数组技巧，可以将动态规划降至线性空间复杂度，但代价是无法保存完整的d[i，j]。那么是否存在一个算法仅有线性空间复杂度，却仍然能够求得完整的编辑过程？结论是肯定的。如果两个字符串中的某一个长度不超过1，则直接用前面介绍过的方法即可。如果两个字符串的长度都超过1，则我们可以设法拆分字符串，最终让其长度不超过1。这种思想就是分治。

下面我们介绍Hirschberg算法[Hir75]
 ，该算法使用了一个分治的框架。所谓分治就是要将大问题拆分成小问题分别处理。在编辑距离问题上，我们首先要考虑的就是如何将其拆分为小问题。一个很自然的拆分方法自然就是考虑子串的编辑距离。这也就涉及字符串的拆分。在此之前，我们先来定义几个与字符串拆分相关的符号。对于一个字符串S，我们用SL
 来表示S的某一个前缀，用SR
 来表示S的某一个后缀，用S−1
 来表示S的逆序串，用S−R
 来表示S的某一个后缀的逆序串，或者说是S−1
 的某一个前缀。例如当S =“abcde”时，SL
 可以是“a”“ab”“abc”等，SR
 可以是“e”“de”“cde”等。S−1
 =“edcba”，如果SR
 =“cde”，那么S−R
 =“edc”。两个字符串的编辑距离等于它们的逆序串的编辑距离，即[image: ]
 。

我们有这样一个定理。


定理3.1
 （分治的最优性）任意将字符串S1
 拆成前后两部分[image: ]
 ，[image: ]
 ，对于字符串S2
 都存在一种拆分[image: ]
 ，[image: ]
 ，使得[image: ]
 。

这个定理就为编辑距离的分治算法找到了一个依据。我们可以先将S1
 拆分成[image: ]
 和[image: ]
 ，然后考虑如何拆分S2
 。一个很直观的观察是，将S1
 编辑为S2
 的过程实际上隐含了将[image: ]
 编辑为S2
 的前半部分，以及将[image: ]
 编辑为S2
 的后半部分。这也就是定理3.1成立的一个解释。如果我们使用动态规划去计算[image: ]
 ，则根据动态规划的算法流程可知，这实际上也就计算了[image: ]
 和S2
 的每一个前缀的编辑距离。类似地，如果我们使用动态规划去计算[image: ]
 ，这实际上也就计算了[image: ]
 和S2
 的每一个后缀的编辑距离。如果我们把两个计算结果合并起来看，则通过遍历S2
 的拆分方式，就可以找到[image: ]
 和[image: ]
 ，使得[image: ]
 达到最小。这时，我们也就知道了拆分S2
 的最优方式。注意，这里[image: ]
 和[image: ]
 都可以是空串。

虽然拆分S1
 的方式可以任意指定，但为了平衡分治算法的工作量，我们一般将S1
 拆分成长度至多相差1的两个子串。下面我们给出算法核心，即函数Hirschberg的流程。注意到这个函数涉及递归，因此在每次递归调用时，输入参数不一定是原始字符串S1
 和S2
 ，所以我们用[image: ]
 、[image: ]
 来代表输入参数。


算法17
 函数Hirschberg（[image: ]
 ，[image: ]
 ）







算法17实际上生成了一个递归树。例如我们要计算math和mouth的编辑距离，则对应的递归树如图3.2所示。首先我们将math拆分为ma和th，可以算出mouth应当对应拆分为mo和uth；然后进一步将ma拆分为m和a，将th拆分为t和h；在其中某一个字符串仅包含不超过一个字母时，递归终止。


图3.2 编辑距离的分治算法递归树示意图



在采用滚动数组优化后，算法17的空间复杂度不会超过O（min{n1
 ，n2
 }）。下面我们来分析一下算法17的时间复杂度。时间复杂度主要集中在编辑距离的计算上。我们按照递归树的分层来考虑，记根节点为第1层，根节点的子节点为第2层，以此类推，在第k层的时候，S1
 已经被拆分过k−1次，因此其长度应当是初始长度的1/2k−1
 倍，而同一层的所有S2
 的长度总和应当是固定值保持不变，所以在第k层中计算编辑距离的时间复杂度为O（n1
 n2
 /2k−1
 ）。将各层累加可知，算法17的时间复杂度是O（n1
 n2
 ），与单纯计算一次编辑距离的时间复杂度在同一量级。


3.2.7 多个字符串的编辑距离


除了两个字符串的编辑距离，在实际问题中可能还会涉及多个字符串的编辑距离。比如在拼写矫正中，当遇到一个字典中不存在的单词时，我们需要在字典中检查所有与其编辑距离接近的单词，并提示给用户。这时就需要知道输入的字符串与字典中所有字符串的编辑距离，或者说至少需要知道所有相近字符串的编辑距离。除了直接应用前面所介绍的方法，还有一些针对这类问题的特殊算法。这里我们简要介绍一下BK-Tree和Levenshtein自动机。

BK-Tree是[BK73]提出的一个数据结构，以作者Burkhard和Keller的首字母命名。使用BK-Tree做拼写矫正，我们首先要将字典中的单词全部放入BK-Tree中。BK-Tree初始为空，我们可以按照任意顺序插入字典中的单词。BK-Tree中的每一个节点代表一个单词，每个节点可能有多个子节点。各个单词根据与当前节点的编辑距离，放入不同的子树中。这实际上类似于桶排序和哈希的思想。在查找的时候，查询词可以根据与当前节点的编辑距离来决定递归查找哪些子树，这样我们就快速排除了许多编辑距离过大的单词。

图3.3就是BK-Tree的一个示例。每一个方框代表字典中的一个字符串，每一条边标注了编辑距离。


图3.3 BK-Tree示例



我们先来看如何找到字典中已有的字符串。以单词beat为例，beat与cat的编辑距离为2，于是我们找到meat所在的节点；beat与meat的编辑距离为1，于是我们找到seat所在的节点；beat与seat的编辑距离为1，于是沿着对应的边，我们找到了beat。在实际使用中，我们需要找一个字符串的所有相似字符串。例如我们要找与字符串now的编辑距离不超过1的所有字符串。now与cat的编辑距离为3，不满足要求。根据三角不等式，meat、new、news这三个分支都有可能包含与now的编辑距离不超过1的字符串。

• now与meat的编辑距离为4，不满足要求。根据三角不等式，这个分支不包含与now的编辑距离不超过1的字符串。

• now与new的编辑距离为1，因此我们找到了一个满足要求的字符串new。根据三角不等式，no这个分支也有可能包含与now的编辑距离不超过1的字符串。now与no的编辑距离为1，因此我们找到了第2个满足要求的字符串no。

• now与news的编辑距离为2，不满足要求。

我们总共只计算了5次编辑距离就找到了全部满足要求的两个字符串，而在整个字典中包含11个字符串。这得益于BK-Tree帮我们快速排除了一些分支。

另外一种解决方案是[SM02]提出的Levenshtein自动机。与BK-Tree不同的是，Levenshtein自动机并不是对字典建树，而是对查询词建树。对于任何一个查询词和一个给定的最大编辑距离，我们都可以建立一个Levenshtein自动机。对于字典中的词，如果能够在自动机中走到一个终止状态，就能知道它和查询词的编辑距离。如果无法走到终止状态，就说明它们的编辑距离过大，一般我们也就不关心了。

我们忽略建立自动机的过程，直接来看一下效果。图3.4就是Levenshtein自动机的一个示例，它是对查询词see及最大编辑距离1而建立的。其中0号位置是初始位置，圆角方形的10号位置代表编辑距离为0的终止状态，圆形的6号和9号位置代表编辑距离为1的终止状态。任何一个词只需从0号位置出发，沿着图中相应的边前进，即可验证与see的编辑距离是否不超过1。


图3.4 Levenshtein自动机示例（查询词：see，最大编辑距离：1）



我们分别以we、sea、see、seen这4个词为例进行查询。

• we对应的路径为：0→1→4，没有达到终止状态，因此编辑距离超过1。

• sea对应的路径为：0→3→8→6，达到终止状态，因此编辑距离为1。

• see对应的路径为：0→3→8→10，达到终止状态，因此编辑距离为0。

• seen对应的路径为：0→3→8→10→9，达到终止状态，因此编辑距离为1。

可以看到，在建立好Levenshtein自动机后，检查一个单词的编辑距离可以在线性时间复杂度内完成。因此当需要计算许多词与同一个查询词的编辑距离时，这样做可以有效降低时间复杂度。如果事先将字典中的词都放入字典树（Trie），则在对查询词建立Levenshtein自动机后，只需计算字典树和Levenshtein自动机的交，就可以得到字典中所有与查询词接近的词，以及相应的编辑距离。


3.3 子集和问题



3.3.1 问题引入


在本节中我们考虑一个非常经典的问题：子集和问题。首先，我们来看这一问题的定义。


定义3.2（子集和问题，Subset Sum Problem）
 给定一个正整数集合{w1
 ，w2
 ，...，wn
 }，判断是否存在一个子集，其和刚好等于给定值W。

子集和问题是N P-难问题。最早的公开密钥加密算法之一——Merkle-Hellman背包算法[MH78]
 就是基于子集和问题而设计的。这也从侧面反映了子集和问题难于求解。


3.3.2 子集和问题的动态规划算法


我们定义s[i，j]表示集合{w1
 ，w2
 ，...，wi
 }是否存在一个子集，其和刚好等于j。若存在则s[i，j]为真，否则s[i，j]为假。


算法18
 子集和问题的动态规划算法







算法18的时间复杂度和空间复杂度都是O（nW）。注意到这里W 是输入数值的大小。因此算法18是一个伪多项式算法，并不是多项式算法。


3.3.3 最优化问题



定义3.3（子集和问题对应的最优化问题）
 给定一个正整数集合{w1
 ，w2
 ，...，wn
 }，求一个它的子集，其和不超过W 且尽量大。可以归结为这样一个数学形式：




显然，求解子集和问题对应的最优化问题比求解子集和问题本身更难。因为它不仅能回答“是”与“否”，在“否”的时候还能给出一个近似解。同样，子集和问题对应的最优化问题也存在动态规划解法。


算法19
 子集和问题对应的最优化问题的动态规划算法







由于子集和问题对应的优化问题含义更广泛，也更为实用，因此我们经常不加区分地将这一问题直接称为子集和问题。


3.3.4 滚动数组的技巧


类似编辑距离的问题，在这里使用滚动数组的技巧，我们可以将空间复杂度降到O（W）。


算法20
 子集和问题的动态规划算法（使用滚动数组技巧优化）





3.3.5 贪婪算法


一类简单而有效的近似算法就是贪婪算法（Greedy Algorithm）。对于子集和问题而言，一个很直接的想法就是尽量先挑大的数放入子集，这样能尽快靠近目标值W，直到无法放入新的物品为止。由于逻辑十分简单，所以这样的算法在计算速度上一定是非常有优势的。


算法21
 子集和问题的贪婪算法（大数优先）




由于需要排序，算法的时间复杂度为O（n log n），空间复杂度为O（1）。


定理3.2
 算法21的近似比为0.5。


证
 当第1次遇到s+wi
 >W时，由于排序的原因，我们有s≥wi
 ，因此2s≥s+wi
 >W，故s>W/2。s在程序执行的过程中只可能增加，不可能减少，所以在程序结束时必然也有s>W/2。得证。

值得一提的是，在最坏的情况下，贪婪算法的计算结果确实可能会非常接近0.5这一近似比。例如对于仅包含3个元素的集合{W/2+1，W/2，W/2}，贪婪算法得到的子集和是W/2+1，而最优值显然是W，近似比为（W+2）/（2W）。由于[image: ]
 。所以当W 很大时，这一近似比将会非常接近0.5。

反过来，我们优先选择较小的数会如何呢？


算法22
 子集和问题的贪婪算法（小数优先）







这样一个非常类似的算法却会差很多。例如对于{1，W}这样一个简单的集合，算法得到的子集和是1，而最优值是W，近似比为1/W。当W 很大时，这一近似比会接近0。也就是说这一算法的效果完全无法保证。


3.3.6 松弛动态规划


一个完美的算法应该具备的优势有：计算速度快、占用内存小、计算结果精确。对于大规模问题，我们很难让一个算法同时满足以上三点。前面提到近似算法的优势是计算速度快、占用内存小；动态规划算法的优势是计算结果精确。因此如果能取这二者之长，就有可能得到一个更好的算法。

下面我们考虑一种近似的动态规划算法——松弛动态规划，它是“近似的”动态规划方法。对于大规模问题，它可以有效地避免状态空间爆炸。其思想是将状态空间进行划分，对于相似的状态，我们仅记录其中的一部分。这样做的好处是：我们依然维护了一些状态，因此计算结果近似正确；对于相似的状态，我们只记录了其中一些“代表”，有效降低了内存的占用和计算量。

本节介绍的算法来自于[KMPS03]。

我们将左开右闭区间（0，W]等分为[image: ]
 个左开右闭的小区间：I1
 =（0，ϵW]， I2
 =（ϵW，2ϵW]，…，Im
 =（W −ϵW，W]，每个区间的长度都是ϵW。如果有多个值落在同一个小区间中，则我们仅记录其中两个值：最小值和最大值。原本子集和有W 个可能性1，2，···，W，现在我们考虑了[image: ]
 个小区间之后，只需要记录其中[image: ]
 个可能性。这里要额外说明一点，对于一个数v∈（0，W]，我们只需要计算[image: ]
 就能知道它属于哪一个小区间，这一点在算法过程中非常有用。

下面我们就用s−
 [j]和s+
 [j]来表示第j个小区间的最小值和最大值。


算法23
 子集和问题的松弛动态规划算法（计算近似最优值）







直观的感觉是，每一次循环都丢掉了许多信息，很可能会得到一个比较差的结果。但令人意外的是，这个算法可以达到1−ϵ的近似比，甚至在某些情况下还能精确求解。具体来说，我们有如下定理成立。


定理3.3
 算法23的输出结果[image: ]
 与子集和问题的最优解W∗
 至少满足下面一种情况。

• [image: ]
 =W∗
 。

• [image: ]
 ∈[W −ϵW，W]。

在定理3.3给出的两种情况中，第1种情况是说我们求得了最优值，第2种情况是说我们不一定求得最优值，但距离最优值的上界W 至多相差ϵW，算法的近似比是1−ϵ，非常接近1。这两种情况都说明我们找到了非常好的最优值。

算法23的时间复杂度为O（n/ϵ），空间复杂度为O（n+1/ϵ）。我们可以自由地调整ϵ的大小，在时间空间和近似比之间找到合适的平衡点。

同动态规划算法一样，松弛动态规划算法也可以利用分治策略来回溯最优解，只是稍显复杂。


3.3.7 相关问题


子集和问题也有一个特殊情况：当[image: ]
 的时候，它变为划分问题。


定义3.4（划分问题，Partition Problem）
 将集合{w1
 ，w2
 ，...，wn
 }划分为两个部分，使得两部分的和相等。

划分问题只是子集和问题的一个特例，因此子集和问题的算法可以直接用来解划分问题。反过来划分问题的算法也可以直接解子集和问题。对于任意给定的W，我们构造集合{w1
 ，w2
 ，...，wn
 ，[image: ]
 }，并求解划分问题。在最终结果中应当有一个子集不包含[image: ]
 ，且子集和为W。

与划分问题类似的还有3-划分问题（3-Partition Problem）。


定义3.5（3-划分问题，3-Partition Problem）
 在给定集合中包含3m个元素，将集合划分为m个部分，每个部分刚好包含3个元素，且和相等。

3-划分问题经常被错误地认为是将集合划分为3个部分，使得它们的和相等。而事实上3-划分问题要比这难得多，是强NP-难问题。

子集和问题可以视作背包问题的特例。背包问题实际上包含非常多的变种，在这里我们仅考虑0-1背包问题。


定义3.6（0-1背包问题）
 假设一个人有n个物品可以放入背包，其中第i个物品的重量为wi
 ，价值为vi
 。背包的最大承重是W。目标是在背包的承重范围内，装入总价值尽可能大的物品。

0-1背包问题可以写成这样一个最优化问题：




0-1背包问题有一个特殊情况：在不考虑物品价值，或者说物品的价值和重量相同时，它变为子集和问题。

0-1背包问题有经典的动态规划算法。我们定义s[i，k]表示仅从前i个物品中选择一些放入背包，在装入总重不超过k的物品时所能达到的最大总价值。我们最终要的答案就是s[n，W]。我们有如下初始状态：




这是因为我们不考虑任何一个物品，因此背包为空，所能达到的最大总价值是0。




在这个递推式中，我们考虑处理第i个物品的可能性。如果我们不将第i个物品放入背包，则状态转移为s[i−1，k]，否则状态转移为s[i−1，k−wi
 ]。这一动态规划算法的时间复杂度为O（nW），空间复杂度为O（nW）。与子集和问题类似，0-1背包问题也有许多优化技巧及近似算法，这里就不一一介绍了。


3.4 旅行商问题



3.4.1 问题引入


旅行商问题是图论中的一个经典问题。其问题背景是：有一个商人，他要从某一个城市出发，走访若干个指定城市刚好各一次，最终回到原来所在的城市。我们需要为其设计一条路线，使得总费用最少。这里的费用可以认为是金钱，也可以认为是时间或者距离等。由于最终要回到出发点，因此具体从哪里出发并不重要，不影响最优路线的选择。我们将旅行商问题描述如下。


定义3.7（旅行商问题，Travelling Salesman Problem，TSP）
 给定一些城市及每两个城市之间的距离，求一条回路经过每个城市刚好各一次，并且其长度最短。

为了简单起见，我们假设任意两个城市之间都是可达的。即任意选定两个城市，都可以找到一个从一个城市到达另一个城市的方式。这是一个合理的假设，如果某两个城市之间不可达，也就没有必要把它们放在一起讨论。

旅行商问题的判定形式是，给定一个距离L，是否存在一个回路，使其长度小于L。这一判定问题是NP-难问题。旅行商问题比前面的子集和问题要更难，子集和问题是NP-难问题，而旅行商问题是强NP-难问题。

我们记城市的数量为n，n个城市分别记为c1
 ，c2
 ，…，cn
 ，城市ci
 到cj
 的距离为d（ci
 ，cj
 ）。不失一般性，我们假设出发点为c1
 。

常见的旅行商问题还包括以下几种类型。

• 满足三角不等式的旅行商问题（Metric TSP）：如果对于任意三个城市ci
 、cj
 、ck
 ，则总有d（ci
 ，cj
 ）≤d（ci
 ，ck
 ）+d（ck
 ，cj
 ）。

• 欧几里得旅行商问题（Euclidean TSP）：任意两个城市间的距离就是欧几里得距离。欧几里得旅行商问题也是满足三角不等式的旅行商问题。

• 对称旅行商问题（Symmetric TSP）：对于任意两个城市ci
 ，cj
 ，我们有d（ci
 ，cj
 ）=d（cj
 ，ci
 ）。相应地，也有非对称旅行商问题（Asymmetric TSP）。

这几类问题在原本的旅行商问题的基础上增加了一些限制，使得问题看起来更简单。虽然这些问题也是难于求解的，但相对来说更容易设计算法。

旅行商问题有许多推广，使其更接近实际问题。其中一个推广就是多旅行商问题（Multiple TSP）。在多旅行商问题中，多个旅行商从同一个指定城市出发，各个旅行商都经过一些城市并回到出发点，使得每个城市都刚好被经过了一次，要求给出路线使得总费用最小。这在物流管理中是很重要的一个问题。因为安排车辆派送货物给若干指定客户，所以与多旅行商问题非常类似。如果我们再进一步考虑每一辆车的运输能力，则可以进一步得到车辆路径问题（Vehicle Routing Problem）。

求解旅行商问题最直接的方式就是穷举法，即枚举n个城市的所有排列方式，计算依次访问的总距离，找到最短距离。但排列方式总共有n！个，这就意味着即使只有20个城市，排列方式就有20！≈2.4 × 1018
 。因此穷举法的运行时间是无法接受的。

这里还要顺便提及一些与旅行商问题相关的几个重要概念，这几个概念在后面会被用到。


定义3.8（哈密顿路，Hamiltonian Path）
 经过每个顶点刚好一次的路。


定义3.9（哈密顿回路，Hamiltonian Cycle）
 经过每个顶点刚好一次的回路。

旅行商问题实际上就是求最短的哈密顿回路。类似地，求最短的哈密顿路同样是非常难的问题。


3.4.2 动态规划算法


本节我们介绍Held-Karp算法，又称BellmanHeldKarp算法，是由两篇文章[Bel62，HK62]独立提出的。

首先我们给出一些记号。记集合S⊆{c2
 ，c3
 ，…，cn
 }，d[S，ci
 ]表示从c1
 出发经过S中的所有城市且只经过这些城市，最后抵达ci
 的最短路径长度，其中ci
 ∈S，则我们得到以下几个性质。

• d[{ci
 }，ci
 ]=d（c1
 ，ci
 ）。这个简单的性质可以用于初始化集合S仅包含1个元素的情况。

• [image: ]
 {d[{c2
 ，c3
 ，…，cn
 }，ci
 ]+d（ci
 ，c1
 ）}是最终要求的旅行商问题的最短路径长度。

•[image: ]
 {d[S−{ci
 }，cj
 ]+d（cj
 ，ci
 ）}。这个式子给出了状态转移规则。这个状态转移过程就是在枚举ci
 的前一个城市cj
 。

根据以上分析，我们可以得到旅行商问题的动态规划算法。


算法24
 旅行商问题的动态规划算法




算法24的时间复杂度是O（n2
 2n
 ），空间复杂度是O（n2n
 ）。虽然这一算法仍旧只能解决非常小规模的问题，但与穷举法相比有所改进。


3.4.3 一笔画问题


一笔画问题是与旅行商问题非常相关的一个问题。本节我们介绍与一笔画问题相关的概念和算法，用来启发我们得到旅行商问题的一些新思路。

在旅行商问题中，我们要求经过每个顶点刚好一次。如果不是经过每个顶点，而是改为经过每条边，则我们也有相应的概念。


定义3.10（欧拉路，Eulerian Path）
 经过每条边刚好一次的路。


定义3.11（欧拉回路，Eulerian Cycle）
 经过每条边刚好一次的回路。

注意欧拉路和欧拉回路都是经过每条边刚好一次，所以欧拉路的长度和欧拉回路的长度都是所有边长的和，也就不存在最短欧拉路和最短欧拉回路的问题。我们一般关心的问题是，对于任意一个给定的图是否存在欧拉路和欧拉回路，这也就是所谓的一笔画问题。与旅行商问题类似，对于一笔画问题我们同样假设在任意两个城市之间是可达的。

一笔画问题有这样几个很有趣的结论。

• 一个无向图有欧拉回路当且仅当每个顶点的度数都是偶数。

• 一个无向图有欧拉路当且仅当有至多2个顶点的度数是奇数。

• 一个有向图有欧拉回路当且仅当每个顶点的入度和出度相等。

• 一个有向图有欧拉路当且仅当有至多一个顶点的入度比出度大1，至多一个顶点的出度比入度大1，且其余顶点的入度和出度相等。

Hierholzer算法[HW73]
 可以在线性时间内求得一个欧拉路或欧拉回路。算法思路非常简单，我们以欧拉回路为例给出说明。假设我们的图满足前面所描述的条件，存在欧拉回路。我们以任意顶点u作为出发点，沿着尚未经过的路一直走，直到走回u，得到一个回路。这一过程不会卡在其他顶点，因为顶点的度数决定了一旦走到这一顶点，则必然有尚未走过的边可以出来。但这一过程可能有顶点和边没有走过。此时一定能在当前的回路上找到一个顶点v，使得v有边没有走过。这时再从v出发，类似前面的过程再得到一个新的回路，并与之前的回路合并为同一条回路。最终，我们可以得到一个欧拉回路。

对于满足三角不等式的旅行商问题，欧拉回路可以用来构造哈密顿回路，这个思路有助于我们设计旅行商问题的近似算法。对于已知的一个欧拉回路，我们可以将其按照经过顶点的先后顺序，去除重复出现的顶点（终点除外），得到相应的哈密顿回路。例如欧拉回路经过的顶点顺序为1，2，3，2，4，5，3，1，我们去除重复出现的顶点后，得到1，2，3，4，5，1。这样构造得到的哈密顿回路由于跳过了一些顶点，根据三角不等式，其总长度会小于欧拉回路。这一结论告诉我们，如果能够构造出总长度很短的欧拉回路，我们就能够得到总长度更短的哈密顿回路。而欧拉回路的构造算法是非常简单的，因此我们可以得到一个简单的方法来构造哈密顿回路。


3.4.4 Christofides算法


本节我们考虑满足三角不等式的对称旅行商问题。在对称旅行商问题中所考虑的图是无向图。注意到旅行商问题要求的是最短回路，如果我们放松要求，则不要求形成回路而仅仅要求连接图中的所有点，那就和生成树非常类似了。我们先来看生成树和最小生成树的定义。


定义3.12（生成树，Spanning Tree）
 对于一个包含n个顶点的连通无向图，如果仅选取其中n−1条边，使得任意两点可达，则称所选边是该图的生成树。


定义3.13（最小生成树，Minimum Spanning Tree）
 对于一个连通无向图，其总边长最小的生成树叫作最小生成树。

对于对称旅行商问题来说，我们只考虑连通无向图。对于给定的图G，我们记其最小生成树的长度为[image: ]
 （MST），其旅行商问题的最优值为[image: ]
 （TSP）。对于旅行商问题的最优解来说，任意删除一条边都会得到一个生成树，因此最小生成树的长度应当严格小于旅行商问题的最优值。这两者之间的关系应当满足




反之，对于最小生成树来说，我们可以复制它的每一条边，再根据前面一笔画问题的性质，我们就可以构造一条长度为[image: ]
 （MST）的欧拉回路，从而进一步构造哈密顿回路。这条哈密顿回路不一定是最短的，因此长度不小于[image: ]
 （TSP）。所以我们有




图3.5给出了一个双最小生成树的示例，图的左边是一个最小生成树。我们在复制了它的每条边后就可以构造出欧拉回路。我们可以利用这个特点构造一个近似算法：双最小生成树算法（Double Minimum Spanning Tree Algorithm）。


算法25
 双最小生成树算法





图3.5 双最小生成树示例



双最小生成树算法得到的哈密顿回路长度应当不超过哈密顿回路最优值的两倍，因此近似比是2。

我们可以看到，在双最小生成树算法中，最影响近似比的一步是将每条无向边变成两个方向相反的有向边。如果要改进这一近似比，则我们可以尝试用其他方式得到更短的欧拉回路。根据欧拉回路存在的条件，我们其实只要将度数为奇数的边都变成偶数即可。这一目标可以看作最小完美匹配问题，使用带花树算法（Blossom Algorithm）在多项式时间内求解。这样我们就可以得到Christo☀des算法。


算法26
 Christo☀des算法




因为由哈密顿回路中一半的边就可以构成一个匹配，但不一定是最小匹配，所以最小完美匹配的长度应当不超过旅行商问题最优值的一半。因此Christo☀des算法的近似比是3/2。


3.4.5 Lin-Kernighan算法


前面介绍的都属于构造算法，即根据某种方式直接构造回路。本节将要介绍一个迭代算法，我们可以从任意一个初始回路出发，通过修改部分路径使得回路总长度变小。迭代算法可以用于改进任何一个已有的回路，自然包括所有构造算法得到的回路。因此一个常见的方案是先利用某种构造算法求得一个近似回路，再利用迭代算法对其进行改进。

一个最简单的改进思路就是删除现有回路中不相交的两条边，再更换方式重新连接，如图3.6所示。请注意，重新连接后可能还需要将某些边的方向逆转才能形成回路。如果这种修改可以使得回路长度变短，我们就应用这种修改，我们可以反复尝试这种策略直到无法继续改进为止。这个算法叫作2-opt，它的特点是计算代价低，通常能大大改进现有的回路，但很难保证最终得到的回路有多理想。


图3.6 2-opt示意图



类似2-opt，我们还有3-opt。3-opt思想与2-opt非常类似，区别是即使选定了删除的边，我们也可以有多种方式添加边。如图3.7所示，我们给出了两种添加边的方式。因此在3-opt中，我们需要尝试的选择要比2-opt多很多。


图3.7 3-opt示意图



类似地，我们还可以有4-opt、5-opt等，但是这样继续推广会导致添加边的方式呈指数级增加（请思考原因）。这样得到的算法会因为计算量过大而不再实用。如果我们希望使用4-opt、5-opt，甚至任意的r-opt，却不希望让添加边的方式呈指数级爆炸，则一种简单的思路就是设计某种规则来限制添加边的方式。

Lin-Kernighan算法[LK73]
 就采用了一种新的方式进行推广，在计算量合理的情况下，有更大的可能性得到最优解。我们记集合X ={x1
 ，x2
 ，...，xr
 }，Y ={y1
 ，y2
 ，...，yr
 }，假设从当前回路中删掉集合X中的边，替换为集合Y 中的边，则可以得到更短的回路。这实际上就是r-opt算法。在Lin-Kernighan算法中，我们定义若干准则，限制X和Y 的选取，合理控制运算量。

• 顺序交换准则。xi
 和yi+1
 要有公共端点，yi
 和xi+1
 也要有公共端点。如果记p1
 是x1
 的其中一个端点，则有xi
 =（p2i−1
 ，p2i
 ），yi
 =（p2i
 ，p2i+1
 ）。

r-opt不一定满足这个性质。图3.8就是一个不满足顺序交换准则的示例。


图3.8 不满足顺序交换准则的示例



• 可行性准则。如果我们将yi
 选为（p2i
 ，p1
 ），则可以得到一个回路。这样的性质可以保证我们每选择一个新的xi
 之后，就可以尝试将yi
 选为（p2i
 ，p1
 ），如果在这种选择下用Y 替换X能够改进回路长度，就可以类似r-opt那样改进回路。

• 改进准则。每次选择yi
 时，都保证y1
 ，y2
 ，…，yi
 的总长度要小于x1
 ，x2
 ，…，xi
 的总长度。

算法27给出了Lin-Kernighan算法的核心部分。每调用一次算法27，都会尝试对给定图及给定回路进行一次改进。如果改进回路成功，则可以重复调用并继续改进。


算法27
 Lin-Kernighan算法核心部分




在算法27中，我们实际上遍历了x1
 ，y1
 的所有选择，但没有遍历其他边的所有选择。如果实际计算时间允许，则也可以适当修改，遍历更多选择。更多的遍历意味着更长的计算时间和更好的计算结果。关于Lin-Kernighan的高效实现，可以进一步参考[Hel00]。


3.5 总结


我们通过编辑距离问题、子集和问题及旅行商问题介绍了动态规划与近似算法的基本思想和应用。这三个问题的计算复杂性各不相同，编辑距离问题是P-问题，子集和问题是NP-难问题，旅行商问题是强NP-难问题。这三个问题虽然都能够利用动态规划求解，但对于越难的问题，动态规划能解决的问题规模越小。相反，近似算法对于越难的问题则意义越大。尤其是旅行商问题，动态规划通常仅能计算20个城市左右，而近似算法使得我们可以处理数万个城市的问题。我们在处理其他复杂的大规模问题时，也应当充分考虑动态规划和近似算法的结合，使我们所设计的算法在满足计算精度要求的前提下也能满足计算效率和内存占用的要求。



第4章 高斯消去法



4.1 问题引入


线性方程组是最简单也是最重要的一类代数方程组。大量的科学技术问题最终往往归结为解线性方程组，因此线性方程组的数值解法在计算数学中占有重要的地位。在本章中我们将介绍求解线性方程组的方法之一——高斯消去法。我们将线性方程组写成矩阵的形式，例如Ax=b，其中A叫作系数矩阵，b叫作右端项，x叫作未知向量。

我们在求解方程组前，必须先了解方程组是否有解及是否存在唯一解。线性方程组有时会存在多解或者无解的情况，这主要来源于冗余方程和冗余变量。例如方程2x1
 +3x2
 =1和方程4x1
 +6x2
 =2实际上是一回事，其中一个方程就可以被认为是冗余的。稍微复杂一点，如果有两个方程分别是x1
 +x2
 +x3
 =1及x2
 +2x3
 =2，第3个方程是x1
 +2x2
 +3x3
 =3，那么第3个方程就是冗余的，因为只要前两个方程成立，将它们相加就可以得到第3个方程。如果将第3个方程改为x1
 +2x2
 +3x3
 =4，就会与前两个方程矛盾，必然导致无解。这种方程冗余反映在数学概念上就是矩阵A不是行满秩的。冗余变量也是类似的情况，例如仅包含一个方程的方程组x1
 +x2
 =1，这两个变量的取值都是不定的，它们之中有一个变量是冗余的，如果能固定住其中一个变量，则另一个变量也就可以随之确定下来。这种变量冗余反映在数学概念上就是矩阵A不是列满秩的。如果方程冗余，则方程组可能无解。如果变量冗余，则方程组可能多解。

矩阵A的行数和列数的关系也能反映解的情况，尽管并不精确。

• 如果A的行数小于列数，也就是说方程的个数小于变量的个数，那么这时我们称方程组是欠定的。对于欠定方程组，或者无解，或者有无穷多个解。

• 如果A的行数大于列数，也就是说方程的个数大于变量的个数，那么这时我们称方程组是超定的。超定方程组很可能是无解的。

• 如果A的行数等于列数，也就是说方程的个数等于变量的个数，那么这时方程组常常有唯一解。

在本章中，我们为了表述方便，仅考虑A的行数和列数相等且有唯一解的情况，但介绍的算法仍然可以推广到其他情况。

从纯数学的角度来看，线性方程组的解就是x=A−1
 b。看上去非常简单，只要计算A−1
 就可以了。确实是这样，但又不仅仅是这样。在实际问题中遇到的线性方程组往往A的规模超大，连存储都是问题，更不要说求解。如何灵活地利用问题特性及自己能够支配的计算资源更快、更准地求解，才是问题的关键。在面对线性方程组时，一个常见的误区就是去研究矩阵求逆，认为提高了矩阵求逆的速度就可以提高线性方程组的求解速度。可惜这通常不是一个正确的方向。目前流行的求解线性方程组的方法包括两大类：迭代法和直接法。迭代法是指从某个初始向量出发，逐步对其进行调整，最终得到方程的解；直接法则不使用迭代的方式，通过对问题的一些操作，直接得到解。这两类方法各有千秋。最常见的直接法就是本章将要介绍的高斯消去法。一般来说，迭代法对于大规模的线性方程组更为有效，也比直接法更容易处理精度问题。既然如此，为什么我们还要关注直接法？有一类需求是要求解一系列右端项不同，但系数矩阵相同的线性方程组。这时对于直接法而言，在求解第1个线性方程组后，其余的都可以借助之前的计算结果很快地得到解。而对于迭代法而言，每一个线性方程组都要重新来过。这时直接法相比迭代法更有优势。


4.2 矩阵编程基础


一维数组对应数学中的向量，二维数组对应数学中的矩阵，这是非常自然的想法。使用二维数组存储矩阵会有一些比较细节的问题。比如不同的编程语言对二维数组的实际存储方式会有所不同。在C/C++中，二维数组采用行优先（Row-Major）存储，而Fortran语言则是列优先（Column-Major）存储。也就是说，矩阵




在C语言中的存储顺序是a1，1
 ，a1，2
 ，a1，3
 ，a2，1
 ，a2，2
 ，a2，3
 ，而在Fortran语言中的存储顺序是a1，1
 ，a2，1
 ，a1，2
 ，a2，2
 ，a1，3
 ，a2，3
 。无论是行优先存储还是列优先存储，在某些情况下可能会对计算效率产生影响。

在实际编程中，我们往往选用一维数组存储矩阵，自己定义存储顺序。这样做有以下几个好处。

• 可以自由决定行优先或列优先。在不同的情况下，指定行优先或列优先可以为算法加速。

• 仅需一次动态分配内存。二维数组动态分配较为麻烦，也会稍微影响效率。

• 一维数组更便于作为参数传递。

对于一个m行n列的矩阵，在行优先时，ai，j
 的存储位置是i × n+j；在列优先时， ai，j
 的存储位置是j × m+i。

在编写矩阵计算的程序时，应当尽量避免跳跃访问矩阵中的元素，而尽可能地按照元素在内存中的顺序访问，利用高速缓存达到加速的目的。因此，在选择行优先和列优先时，应当充分考虑可能的操作。例如，矩阵与向量的乘积至少可以有如下两种实现方式。


算法28
 矩阵与向量的乘积（方式1）





算法29
 矩阵与向量的乘积（方式2）




算法28和算法29给出的这两种实现方式在本质上是相同的，主要是循环顺序的差别。如果矩阵是按照行优先顺序存储的，那么通常算法28的速度更快。相反，如果矩阵是按照列优先顺序存储的，那么通常算法29的速度更快。这是因为矩阵向量乘积恰好访问矩阵中的每个元素各一次，如果能按照矩阵元素在内存中的顺序来访问，那么计算速度会更快。对于矩阵乘积也有类似的问题，但会更为复杂。因为矩阵乘积会涉及两个矩阵，并且会多次访问矩阵中的每个元素。在设计算法之前，选择行优先还是列优先存储是非常重要的一步。

如果不愿意自己考虑具体实现上的差别，则可以考虑借助BLAS（Basic Linear Algebra Subprograms）。BLAS是矩阵向量运算最常用的接口规范，目前已经有许多流行的函数库支持这个接口规范，例如Intel MKL、ATLAS、OpenBLAS等。自己编写一个非常基本的矩阵运算程序通常很难超越这些函数库，这是因为函数库在编写时已经充分考虑了计算机缓存等非常细节的效率问题。BLAS将矩阵向量运算分为三个级别，划分的依据主要是时间复杂度。第1级的时间复杂度是线性，第2级的时间复杂度是二次，第3级的时间复杂度是三次。由于第1级的运算非常简单，可优化的空间不大，所以通常自己编写也能达到类似的计算效率。相对而言，第2级和第3级，尤其是第3级的优化空间较大，使用函数库的优势会更为明显。许多语言都有工具包为BLAS包装了更为高级的接口，例如Python语言中的NumPy包。


4.3 三角方程组


求解三角方程组实质上是高斯消去法中的重要一步。因此在研究一般方程组之前，我们先来介绍三角方程组。


4.3.1 三角矩阵


三角矩阵（Triangular Matrix）是方阵中的一类，是下三角矩阵和上三角矩阵的统称。一个方阵，如果其对角线上方的元素全是0，则叫作下三角矩阵；如果其对角线下方的元素全是0，则叫作上三角矩阵。对角矩阵既是下三角矩阵又是上三角矩阵。

• 单位三角矩阵（Unitriangular Matrix）：对角线上的元素全等于1的三角矩阵。例如




• 严格三角矩阵（Strictly Triangular Matrix）：对角线上的元素全等于0的三角矩阵。例如0 00




• 高斯变换矩阵（Gaussian Transformation Matrix），或称Frobenius矩阵：除了某一列的对角线下方，非对角线上全是0的单位三角矩阵。




三角矩阵有很多非常好的性质。以上三角矩阵为例，我们有：

• 两个上三角矩阵的和是上三角矩阵；

• 两个上三角矩阵的乘积是上三角矩阵；

• 上三角矩阵的逆是上三角矩阵。

这样的性质对于下三角矩阵也相应成立。


4.3.2 三角矩阵的存储


三角矩阵可以按照普通矩阵存储，比如前面所介绍的行优先或列优先方式。这样做的优点是编程逻辑简单，缺点是会浪费一半左右的空间去存储0。一种解决方式就是仅存储对角线及其一侧的数。例如




可以存储为1，3，6，-2，0，5（行优先）或1，3，-2，6，0，5（列优先）。这样都可以节约大致一半的存储空间。但在查找指定位置的元素时，在逻辑上会稍显复杂。可以验证，对于一个n × n的下三角矩阵，ai，j
 的存储位置在行优先时是i（i−1）/2+j，在列优先时是（2n−j+2）（j−1）/2+i。因此这个存储方式在节约空间的同时带来了一些多余的计算。

如果需要同时存储多个三角矩阵，那么还有一种有意思的方式是，将两个三角矩阵拼在一起存成一个完整的一般矩阵。唯一的问题是对角线位置仅能存储其中一个三角矩阵的对角线，而另外一个三角矩阵的对角线需要额外的存储空间。如果其中一个三角矩阵是单位三角矩阵或者严格三角矩阵，则其对角线不必单独存储，在和其他三角矩阵拼起来存储时会更为方便。类似地，我们也可以将多个高斯变换矩阵拼在一起存储。


4.3.3 三角方程组求解


Lx = b和U x = b都是非常容易求解的。我们一般使用向前消去法（Forward Substitution）求解Lx=b。

我们将Lx=b展开如下。




向前消去法的思路就是按顺序求出x1
 ，x2
 ，...，xn
 。可以将已求出的变量值代入其他方程，从而消去这个变量。具体来说，在第1个方程中仅包含一个变量x1
 ，因此我们可以直接求出x1
 。将x1
 的值代入到第2个方程后，在第2个方程中就仅剩一个变量x2
 了，因此我们可以直接求出x2
 。再将x1
 ，x2
 的值代入第3个方程，在第3个方程中就仅剩一个变量x3
 了，因此我们可以直接求出x3
 。以此类推。

最终我们可以将计算结果写成如下形式。




在这个过程中，我们总共需要计算的加减法次数为[image: ]
 ，乘法次数为[image: ]
 ，除法次数为n。因此，这一算法的时间复杂度为O（n2
 ）。注意到，即使遍历一次下三角矩阵中的所有元素，也需要O（n2
 ）的时间，所以我们可以看到向前消去法的计算速度是非常快的。

类似地，我们可以用向后消去法（Backward Substitution）求解U x=b。

我们将Ux=b展开如下。




与向前消去法的区别是，我们要从最后一个方程出发，依次向前求出xn
 ，xn−1
 ，…，x1
 。计算结果如下。




同向前消去法一样，向后消去法的时间复杂度也是O（n2
 ）。


4.4 高斯消去法



4.4.1 算法概述


高斯消去法是一种直接法，它直接在方程上进行操作。过程大致是：反复将某一行减去“另一行的某个倍数”，最终将原方程组变为上三角方程组。因为两个等式相减仍然是等式，所以整个算法过程始终是等价变换。我们来看这样一个具体的方程组：




为了书写方便，我们将其写为如下增广矩阵的形式。




在使用高斯消去法时，我们的目的是将原方程组变为上三角方程组。因此在第1列中，第2行和第3行都应当是0。为了将它们变为0，我们让第2行减去第1行的2倍，让第3行减去第1行的1倍。




现在距离上三角方程组已经很近了，只剩下第2列中第3行应当是0。我们让第3行减去第2行的−1倍。




因此，原方程组等价于




这时，我们得到了一个上三角方程组。于是我们可以使用前面介绍过的方法求解这一三角方程组的解。因此高斯消去法的大致流程可以写成算法30。


算法30
 高斯消去法




高斯消去法有一个特点。在第1轮消去后，第1行和第1列就不需要再考虑了。在第2轮消去后，第2行和第2列也不需要再考虑了。因此，在第i轮消去后，我们称第i+1行至第n行及第i+1列至第n列所构成的子矩阵为活跃子矩阵（Active Sub-matrix）。在每一轮消去的时候，我们不需要考虑整个矩阵，只需考虑活跃子矩阵。

然而算法30还存在很多细节问题。其中最大的问题是，如果在某一步无法将第j行第i列变为0，则该如何处理。这种情况一定是因为第i行第i列为0导致的，因为我们实际上是在利用第i行第i列将对角线下方的元素变为0，这个重要的元素也被称为主元（Pivot Element）。如果主元为0，我们就需要更换其他元素来做主元。这时我们可以调整行的顺序，把第i+1，i+2，...，n行中的某一行变为第i行。调整方程顺序并不影响方程组的解，因此这样做是可行的。这样的一个调整顺序的过程叫作选主元。在后面我们还会详细地介绍选主元的方法。

另外一个极端情况是第i，i+1，i+2，...，n行的第i列都是0，这种情况说明第i个变量是冗余的，可以随意取值。这种情况会同时伴随行冗余，可能导致方程组无解。


4.4.2 高斯变换


高斯消去法的每一步可以看成做一次高斯变换。我们仍然通过举例来说明高斯消去法和高斯变换的关系。考虑使用高斯消去法求解如下方程。




我们可以使用矩阵乘法来描述高斯消去的过程。同之前一样，我们首先让第2行减去第1行的2倍，让第3行减去第1行的1倍。这一步可以看成做一次高斯变换。




然后，我们让第3行减去第2行的−1倍。这一步同样可以看成做一次高斯变换。




最后我们再来了解高斯变换矩阵的一个有趣性质。我们知道下三角矩阵的逆矩阵是下三角矩阵，而高斯变换矩阵也是下三角矩阵，所以高斯变换矩阵的逆矩阵是下三角矩阵。实际上还有更强的结论：高斯变换矩阵的逆矩阵是高斯变换矩阵。我们以之前的两个高斯变换矩阵为例：







可能读者已经看出高斯变换矩阵与其逆矩阵的规律。我们有如下定理。


定理4.1
 高斯变换矩阵L的逆矩阵是2I−L，仍然是一个高斯变换矩阵。其中I是单位矩阵。


4.4.3 LU分解


提到高斯消去法，就必须提到LU分解。实际上LU分解基本上是和高斯消去法在做同样一件事情。LU分解的L表示Lower Triangular Matrix，即下三角矩阵；U表示Upper Triangular Matrix，即上三角矩阵。这个分解不是唯一的，但通常我们会让L成为单位下三角矩阵。我们先来看之前的矩阵做LU分解后是个什么结果，然后得到其中的联系。




其中




联系之前的高斯消去法可以发现，这里的U 就是在高斯消去法中得到的上三角矩阵，而这里的L也与前面提到的高斯变换矩阵非常接近。

通过进一步观察可以发现，如果矩阵A在高斯消去法后得到




那么我们就可以得到矩阵A的一个分解：




下三角矩阵的逆是下三角矩阵，下三角矩阵的乘积是下三角矩阵。所以可以记[image: ]
 ，这样就有A=LU。这正好就是LU分解。前面已经提到，我们可以直接写出高斯变换的逆矩阵，所以有




高斯变换的逆矩阵仍然是高斯变换矩阵，也就是说2I−L1
 、2I−L2
 ……2I−Ln
 都是高斯变换矩阵。更有意思的是，这n个矩阵的乘积是不需要计算的，可以直接写出。可以验证，L的对角线元素全是1，对角线上方全是0，对角线下方的第1列与2I−L1
 相同，对角线下方的第2列与2I−L2
 相同……对角线下方的第n列与2I−Ln
 相同。因此在高斯消去法后，我们只需简单处理就可以得到LU分解。

虽然计算过程基本是一致的，但高斯消去法主要是指求解线性方程组，而LU分解则有更广泛的用途。

• LU分解可以用于求逆矩阵。我们记ei
 为第i行是1且其余行都是0的列向量。因为逆矩阵A−1
 满足AA−1
 =I，所以A−1
 的第i列就是方程组Ax=ei
 的解。我们只需对A计算一次LU分解，再求解n次下三角方程组、n次上三角方程组，就可以得到A的逆矩阵了。

• LU分解还可以用于求行列式。因为det（A）=det（LU）=det（L）det（U），而三角矩阵的行列式就是对角线元素的乘积，所以det（A）就等于U 的对角线元素的乘积。这样在LU分解后，我们就可以很快得到行列式了。


4.4.4 Cholesky分解


如果L是一个下三角矩阵，那么LT
 就是上三角矩阵，所以一个非常特殊的LU分解就是U =LT
 ，即将矩阵分解为LLT
 。这种分解也叫作Cholesky分解。并不是所有矩阵都存在这样的分解，但如果矩阵是半正定矩阵，我们就可以这样分解。事实上，一个矩阵当且仅当它可以分解为LLT
 时是半正定矩阵，其中L是下三角矩阵。

我们记半正定矩阵A=LLT
 ，则直接根据矩阵乘法的规则，有[image: ]
 ，因此可以直接算出[image: ]
 。类似地，有A1，2
 =L1，1
 L2，1
 ，因此可以直接算出[image: ]
 。以此类推，我们可以得到Cholesky分解的算法流程如下。


算法31
 Cholesky分解







有一点值得注意的是，在算法中需要避免分母为0的情况。因此在算法31的第4行中，只有在Lj，j
 =0的时候我们才会进行相应的计算，而在Lj，j
 =0的时候，我们可以利用半正定矩阵的性质证明Li，j
 =0。在实际计算中，如果Lj，j
 非常小，则我们也认为它是0。

我们可以看到，Cholesky分解虽然实质上也是在做高斯消去法，但由于半正定矩阵的特殊性，其过程要简洁很多。


4.5 主元选择



4.5.1 列选主元


我们考虑这样一个线性方程组




其中，ϵ是一个非常小的正实数。我们可以手算得到这个方程的解：




在计算机中，由于精度原因，计算结果会出现同手算不一致的情况。此时高斯消去法的过程可能是这样的：




使用向后消去法，我们得到




这个表达式乍一看没有什么问题，但在实际计算时可能会有意外发生。在笔者的计算机上，5个不同的ϵ取值就会产生不一致的计算结果。我们将结果整理为表4.1。可以看到，在ϵ非常小的时候，甚至出现了x1
 =0，x2
 =1的情况，而这个解完全不满足方程组。


表4.1 式（4.27）不同ϵ对应的计算结果

[image: ]


如果我们交换两个方程的顺序，再应用高斯消去法，则结果会有很大的不同。




使用向后消去法，我们得到




这时再次采用不同的ϵ进行测试，计算结果如表4.2所示。


表4.2 式（4.29）中不同ϵ对应的计算结果

[image: ]


这就说明，调整行的顺序虽然在逻辑上不影响解，但在实际计算中会影响误差。不谨慎地进行顺序调整，可能会把误差放大成很严重的错误。本节所用的调整方法就是列选主元。所谓列选主元也就是通过调整行顺序，使得当前列上的主元的绝对值尽量大，这样通常可以减小误差。

列选主元主要适用于一般的LU分解，而对于Cholesky分解是不可以使用列选主元的。这是因为单纯调整行的顺序会影响矩阵的对称性，从而影响了半正定的性质。


4.5.2 全选主元


全选主元不但考虑调整行的顺序，还考虑调整列的顺序，使得主元的绝对值尽量大。下面一个例子说明仅仅调整行可能是不够的。在这个例子中，第1列的两个元素相同，因此不需要调整行顺序。




使用向后消去法，我们得到




与之前类似，我们采用不同的ϵ进行测试，结果如表4.3所示。


表4.3 式（4.31）中不同ϵ对应的计算结果

[image: ]


这次我们又看到了明显错误的解，而列选主元并不能解决这次的问题。如果采用全选主元，则由于1/ϵ是最大的元素，我们将它作为主元重新计算。注意到这时我们调整了列的顺序，也就是交换了x1
 和x2
 的顺序。在最终的计算结果中，应当注意不要搞混x1
 和x2
 的取值，它们应当与原始方程组的顺序一致。




使用向后消去法，我们得到




再次采用不同的ϵ进行测试，结果如表4.4所示。


表4.4 式（4.33）不同ϵ对应的计算结果

[image: ]


这说明，在某些情况下，全选主元确实可以弥补列选主元的不足。但使用全选主元的代价太大，每次选主元的时候都要对活跃子矩阵进行遍历，时间成本太高。因此除了列选主元和全选主元，还有一种折中的选主元方法：部分选主元。部分选主元选择性地考虑一部分行和列来调整主元。

另外，选主元在用于Cholesky分解的时候，为了保持矩阵的对称性，我们只能选择对角线元素作为主元。


4.5.3 主元与计算量


主元除了影响数值的稳定性，还会影响计算量。我们再次以前面的方程组为例。在不选主元的情况下，消去过程是这样的：




注意到这两轮消去分别改变了矩阵中的6个元素和两个元素。但如果我们将方程的顺序进行交换，则高斯消去会变为另外一个过程：




其中的第1步，我们仅仅改变了行顺序，后两步为高斯消去。与之前不同，这两轮消去分别改变了矩阵中的4个元素和2个元素，也就是说我们节约了一些计算量。这个节约就来自于矩阵中的零元素，因为零元素实质上并不影响计算结果，所以也就不用参与计算。对于大规模问题，矩阵通常是稀疏的，也就是说有很多个零元素。这时与数值稳定性相比，选主元的更大作用是减少计算量，其影响可能是巨大的。我们考虑这样一类特殊的矩阵，其对角线上全是3，第1行及第1列上除对角线外全是1，其余位置全是0。以5阶方阵为例，可以写成




如果在高斯消去法的第1轮消去中选择第1行第1列作为主元，则该矩阵的每个位置都需要参与消去的计算。但如果高斯消去法依次选择第5行第5列、第4行第4列……第2行第2列作为主元，则可以验证，在全部计算结束后，该矩阵也仅有非零元素参与消去的计算。而非零元素与全部元素相比完全不在一个量级。

在后面的几节中，我们将着重考虑稀疏矩阵，探讨如何在高斯消去法或者LU分解中节约计算量。


4.6 稀疏矩阵的编程基础


稀疏矩阵是指大部分元素是0的一类矩阵。反之，如果大部分元素不是0，则叫作稠密矩阵。非零元素的个数与矩阵元素总个数的比值叫作稀疏度。在大规模问题中，我们遇到的矩阵通常都是稀疏矩阵，虽然矩阵本应很大，但是其中的非零元素并不多。如果仍然按照稠密矩阵的策略去进行处理，就会非常吃亏。因为零元素常常不影响计算结果，所以没有必要每次都对它们进行处理。

稀疏矩阵的存储相对于稠密矩阵的存储更有技巧性。由于零元素非常多，所以我们仅需记录非零元素的信息，这时就很难同时使常见操作都很快速。一些数据结构适合矩阵修改操作，我们称其为适合动态存储的数据结构。而另外一些数据结构适合矩阵遍历操作，我们称其为适合静态存储的数据结构。对于一个具体的问题，应当根据需求来选择最为合适的数据结构。对于一些复杂的情况，一个数据结构往往不足以解决问题。例如在某些场景下，我们刚开始需要对矩阵进行添加元素等修改，而之后则主要用其参与运算，基本不再修改。这时就需要先构建一个适合动态存储的数据结构，待矩阵不再需要修改时，将其转化为适合静态存储的数据结构。


4.6.1 稀疏向量


稀疏向量是稀疏矩阵的基础，因此我们先从稀疏向量下手。不同于稠密向量，稀疏向量的基本运算是非常有技巧性的。既然我们认为稀疏向量中的元素几乎以零为主，我们就应当只存储非零元素。例如一个10维的向量（2，0，0，0，5，1，0，0，0，0）仅包含3个非零元素，则我们可以存储这样一些信息。

• 维数，n：10

• 非零元个数，length：3

• 非零元位置，index：1，5，6

• 非零元数值，value：2，5，1

以上这些信息足以唯一确定我们所需要的系数向量，并且存储空间要小于稠密向量。请注意这里非零元位置和非零元数值的存储位置需要有正确的对应关系。这里还有一个细节，就是非零元的存储顺序问题。在上述例子中，非零元是按照位置排序的，但即使不排序，只要非零元位置和数值是对应的，则同样可以唯一确定一个稀疏向量，例如

• 维数，n：10

• 非零元个数，length：3

• 非零元位置，index：5，6，1

• 非零元数值，value：5，1，2

也表述了完全相同的一个稀疏向量。

是否按顺序存储非零元各有利弊，需要根据实际情况确定。我们以稀疏向量加法为例，考虑稀疏向量u和稀疏向量v，我们要计算u←u+v。

如果非零元的位置是按顺序存储的，则我们可以同时顺序扫描u和v，这一点确实非常方便。但是如果存在某个位置i使得vi
 =0，但ui
 =0，那么就需要在u中插入一个新的非零元。这时如果要继续维护u中元素的顺序，就必须在其中插入新的元素。因此，非零元位置和非零元数值需要以链表形式存储来降低插入操作的时间复杂度。完整的算法流程如下。


算法32
 稀疏向量加法（非零元有序）




如果非零元的位置不必按顺序存储，则我们可以将其中一个稀疏向量临时转换为稠密向量，再进行计算。我们假设有一个长为n的辅助存储空间w，且已事先赋值为0，则算法流程如下。


算法33
 稀疏向量加法（非零元无序）




注意这里我们最后将向量w恢复为零向量，这样可以便于下次使用。如果在每次需要计算稀疏向量加法时都先将稠密向量w赋值为0，那么由于w是稠密存储，则时间复杂度将大大增加。与此相比，如果我们每次在使用零向量w后，将其恢复为零向量，则这样在下次使用时就不必初始化了。而将w恢复为零向量的代价是非常低的。可能有读者好奇为什么不将非零元排序后再处理，这是因为排序会导致时间复杂度更高。

另外一个常见的计算就是稀疏向量内积。稀疏向量内积比求和稍简单一些，但思路非常接近。如果非零元有序，则只需顺序扫描。


算法34
 稀疏向量内积（非零元有序）







如果非零元无序，则我们也是先将稀疏向量v转化为稠密存储的向量w，再进行计算。


算法35
 稀疏向量内积（非零元无序）




这里需要注意的是我们同样要在最后将w恢复为零向量。

在稀疏向量加法中，非零元有序的版本会导致大量插入操作，容易得不偿失。在稀疏向量乘法中，非零元有序的版本会简洁很多。因此，如果稀疏向量需要经常修改，则非零元无序可能会更好，而如果稀疏向量不需要修改，则非零元有序可能会更好。


4.6.2 稀疏矩阵


与稠密矩阵相比，稀疏矩阵的存储方式更为多样化。这一方面使得我们有更多的机会提高程序的效率，另一方面也使得数据结构的选择更为困难，程序的逻辑更为复杂。在编写程序前，我们应当汇总所需要的矩阵操作，分析每一个数据结构对于这些操作的效率，再做出最为合适的选择。

本节我们使用多种不同的方式来存储这样一个示例矩阵：




1.COO（Coordinate List）

COO格式也称为三元组格式。它是指存储（行标，列标，值）这样一个三元组的列表，如表4.5所示。三元组可以按照某种顺序排序以便于今后处理，这样的数据结构非常直观，增加一个元素及遍历矩阵元素都非常简单，但查找元素和修改元素则非常困难。


表4.5 COO数据结构示例

[image: ]


2.DOK（Dictionary Of Keys）

DOK格式就是将行标和列标的组合映射到元素值。如表4.6所示。这样的数据结构也非常直观。与COO相比，DOK可以在更短的时间内查找和修改元素。但遍历元素的效率很低。


表4.6 DOK数据结构示例

[image: ]


3.LIL（List of List）

LIL格式对每一行存储一个列表，其中包含列标和元素值。我们也可以理解成每一行都存储为一个稀疏向量。这里的稀疏向量可以采用之前提到过的方式存储，如表4.7所示。与稀疏向量类似，这里的每一行也可以选择是否要求列标按顺序存储。


表4.7 LIL数据结构示例（按行）
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相对应地，也可以是每一列存储一个列表，其中包含行标和元素值。如表4.8所示。


表4.8 LIL数据结构示例（按列）

[image: ]


LIL格式的速度通常会比DOK格式更快，这是因为字典格式本身容易产生效率瓶颈。因此在许多软件中，LIL格式都被选为主要数据结构之一。

4.CSR（Compressed Sparse Row）

CSR格式是指行压缩格式。我们连续存储同一行的元素，并把每一行按顺序接在一起。表4.9给出了CSR数据结构的一个示例。其中行起止位置表示的是每一行的列标和元素的起始位置。例如0，1，3，5代表第1行的起止位置是0，1，第2行的起止位置是1，3，第3行的起止位置是3，5。也就是说，第1个列标和元素是第1行的，第2、3个列标和元素是第2行的，第4、5个列标和元素是第3行的。m×n的矩阵，行起止位置需要存储m+1个数，但其中第1个数总是0。我们存储0作为第1个数的目的是写程序更方便。


表4.9 CSR数据结构示例

[image: ]


5.CSC（compressed sparse column）

CSC格式是指列压缩格式，同CSR格式类似。如表4.10所示。

对于稀疏矩阵，我们这里已经介绍了许多常见的数据结构。其中LIL、CSR和CSC格式在实际情况中使用得较多。而CSR和CSC相对于LIL而言，存储更为紧密。因此，在矩阵需要修改的时候选择LIL格式的优势更大，在矩阵不需要修改的时候选择CSR和CSC的优势更大。实际场景往往非常复杂，最终数据结构的选择可能还需要综合考虑许多其他方面。


表4.10 CSC数据结构示例
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在LU分解的计算过程中，由于涉及修改操作，所以我们常常使用按列的LIL格式存储L，使用按行的LIL格式存储U。


4.7 稀疏LU分解


在本节中，我们考虑在LU分解中尽量少引入新的非零元素，也就是说在LU分解中尽量维持稀疏度。为了描述方便，当我们主要关注稀疏度而不是数值稳定性的时候，常常简单地将矩阵中的非零元素标记为星号，去研究如何在LU分解时尽量不增加星号数量。由于在实际计算过程中会出现抵消，所以星号并不一定始终是非零元素。但这种情况毕竟属于少数，对稀疏度的影响非常小，可以直接忽略。


4.7.1 Markowitz算法


Markowitz算法是由美国经济学家Harry Max Markowitz教授提出的[Mar57]
 。Markowitz教授曾在1989年获得冯诺依曼理论奖，在1990年获得诺贝尔经济学奖。

Markowitz算法基于这样一个观察：假设在活跃子矩阵中，主元所在行上的非零元共有r个，主元所在列上的非零元共有c个，则在最坏情况下会增加（r−1）（c−1）个非零元素。我们来看一个具体的例子。假设我们有一个7阶方阵，第2行第2列是活跃子矩阵的左上角，如果我们选择第2行第2列为主元，则引入非零元素的情况如下画线标注所示。




注意这里下画线所标注的元素也有一些原本就是非零元素。精确计算引入非零元素的数量是得不偿失的，所以Markowitz算法使用了（r−1）（c−1）这个上界来粗略估计。在这个例子中，r = 3，c = 4（注意第1行和第1列不属于活跃子矩阵），因此方框个数是（r−1）（c−1）=6个，真实引入的非零元素不超过6个。

Markowitz算法的核心思想就是选择一个主元，使得评价函数m（i，j）=（r−1）（c−1）达到最小。一个特殊情形是r=1或者c=1时m（i，j）=0，即不会产生任何新的非零元素。这里r=1意味着主元是活跃子矩阵中其所在行上的唯一非零元素，c=1意味着主元是活跃子矩阵中其所在列上的唯一非零元素。

在实际使用Markowitz方法时，我们还需要考虑数值稳定性和计算效率，因此我们还需要注意两点。

• 主元不能太小。我们可以通过一个参数来控制主元的下界，避免出现精度问题。

• 求主元的计算量不能太大。对活跃子矩阵中的每个非零元素计算（r−1）（c−1）仍然是非常费时的。我们可以限制主元仅能在元素较少的行或列中选取，这样就可以直接跳过元素较多的行或列。


4.7.2 最小度算法


我们之前曾针对半正定矩阵介绍了Cholesky分解。本节要介绍的最小度算法也是针对半正定矩阵的特殊性而设计的，主要用于选择主元。它实际上就是Markowitz算法的对称版本，但由于对称这一特殊性，可以与图论结合起来理解。对称版本的Markowitz算法最早是由[TW67]提出的，而后被[Ros72]以图论的角度描述为最小度算法。

对称矩阵都可以与无向图一一对应。例如矩阵




可以与图4.1对应。我们可以认为矩阵对角线上都是非零元素，这些位置对应于图的顶点。在非对角线上，矩阵第i行第j列是非零元素，就意味着图中第i个顶点和第j个顶点之间有边相连，是零元素就意味着图中第i个顶点和第j个顶点之间无边相连。因此每一条边都代表了一个非零元。


图4.1 对称矩阵对应的无向图示例



建立了一一对应关系之后，我们就可以用图来描述活跃子矩阵，用顶点和边的改变来描述消去过程。注意在选择主元的时候，为了保证矩阵的对称性，我们只能选择对角线上的元素，而对角线上的元素对应图的顶点。每次选中一个主元后，我们从图中删除相应的顶点和与其相关的所有边，同时对其所有相邻的点两两连边。高斯消去法就相当于反复进行这样的操作，直到删完所有顶点。每次连新边就相当于引入了新的非零元，因此为了减少引入非零元的数量，我们可以每次挑选图中度数最小的顶点。这样的图操作与高斯消去法是对应的，因此我们称之为消去图（Elimination Graph）。虽然算法描述非常简单，但不幸的是，它并不适合直接使用。这主要是由于图中的边不断增加，对存储空间和计算时间都带来了巨大的压力。

下面我们引入商图（Quotient Graph）来代替消去图。在消去图中，我们显式地表示边。为了降低空间复杂度，商图改为隐式表示边。在删除顶点的时候，我们不真的删除顶点，只是把其标记为已删顶点。如果两个已删除的顶点相邻，那么我们可以把它们合并成一个新的已删除的顶点，它们的邻居也合并成为新点的邻居。在计算给定顶点的度数时，我们要计算它的邻居的数量，如果某个邻居是已删除的顶点，则我们也要再计算已删除的顶点的邻居，注意这里要避免重复计数。举个例子，考虑矩阵




所对应的无向图如图4.2左侧所示。假设我们以第1行第1列为主元进行消去，也就是说删除图4.2中编号为1的顶点，则对应的消去图是5个顶点的完全图，如图4.2右上方所示。而对应的商图则几乎没有任何变化，只是把编号为1的顶点进行标记，如图4.2右下方所示。这样的技巧并不影响算法结果，但可以大大减少计算量。


图4.2 消去图与商图对比示例



如果在图4.2中有两个邻居顶点，它们的其他邻居是完全一样的，那么这两个顶点本质上是相同的。因为无论删除图中其他任何一个顶点，这两个顶点还是等价的。如果删除这两个点中的其中一个，那么下一步就一定可以删除另外一个顶点。因此最简单、快速的办法就是合并这两个顶点。同理我们也可以合并多个顶点。这样在消去的过程中，我们就可以一步同时消去这些顶点了。我们还需要给每个顶点记录一个权重，初始时每个顶点的权重都是1。当合并顶点之后，新的顶点的权重就是被合并点的权重之和，这样可以方便我们正确计算顶点的度数。

在实际应用中，原始的最小度算法并不会被经常使用，而Multiple Minimum Degree （MMD）算法和Approximate Minimum Degree（AMD）算法被经常使用。这两种算法都改进了更新度数的方法，提高了运行效率。在MMD算法中对于一组有相同度数但并不是邻居的顶点，仍然合并在一起一步消除。这样要进行的消去步数减少，整体运行时间降低。在AMD算法中不再精确计算度数，而是使用估算的上界：一个顶点的度数比它所有邻居（普通顶点和已删顶点）的权重之和小。在测试中发现，AMD算法一般会得到更少的非零元，以及花费更少的时间得到一个较优解。



第5章 图论与线性规划


图论与线性规划看似是两个完全不同的领域。二者的研究内容的确有很大的差别，但如果仅从算法的角度看，它们的关系非常密切。图论中的许多问题都可以作为线性规划问题或更为一般的最优化问题。尽管图论中的一些经典问题已经有非常成熟的特定算法，但线性规划作为一个更具有一般性的工具，可以用来理解图论中的已有算法和发现图论中的新算法。

在本章中我们首先介绍线性规划的基本概念和算法，然后通过关联矩阵、全单模矩阵将图论与线性规划联系起来，最后介绍若干图论中的经典问题，并结合线性规划进行理解。


5.1 线性规划基础


线性规划是指在一些线性约束的条件下，求解线性目标函数的最优值。线性约束、线性目标函数的具体写法可能包含多种形式，在不同的书和论文中可能会根据具体情况选择便于分析的某一种形式。之所以可以选择某一种形式进行分析，是因为这些不同形式的线性规划是等价的。我们这里列举出其中最为常见的几种形式，并说明这些形式的等价性。

首先是线性规划的形式（I）。




在这个形式中，我们对变量x本身没有限制，约束条件全部为不等式。如果不考虑退化的情形，则一般来说，我们都假设矩阵A的行数大于列数，否则约束数量太少，无法限制变量x的范围，常常会导致最优值无穷。

其次是线性规划的形式（II），在许多书中也叫作线性规划的标准形式，这也是介绍单纯形方法时最常用的形式。




在这个形式中，我们要求变量x都是非负的，约束条件全部为等式。如果不考虑退化的情形，则一般来说，我们都假设矩阵A的行数小于列数，否则线性方程组Ax=b就足以限制变量x，没有寻找最优的必要了。

最后是线性规划的形式（III）。形式（III）是最为一般的线性规划，编写程序时实际存储所采用的也是这种形式，虽然非常适合编写程序，但这种形式会让问题分析复杂化。




其中[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 都是输入常数并且可以是无穷。

容易看出，形式（III）涵盖了线性规划的所有表述方式。例如，线性规划的形式（I）和形式（II）都可以直接看作形式（III）的特例。

• 若[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，则形式（III）变为形式（I）。

• 若[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，则形式（III）变为形式（II）。

另外，如果目标函数是max cT
 x，则我们可以定义c′=−c，于是目标函数等价于min c′Tx，与形式（III）一致。

形式（I）和形式（II）看上去比形式（III）要简单很多，但它们同样是等价的。我们首先给出形式（III）转换为形式（I）的步骤。形式（III）可以等价地改写为




所以，如果我们记




那么形式（III）变为




我们再给出形式（I）转换为形式（II）的步骤。很显然，任意实数x都可以写为两个非负数的差，即x+
 −x−
 ，其中x+
 ≥0，x−
 ≥0。因此，形式（I）可以改写为




我们可以再引入一个新的变量xr
 ，满足xr
 =Ax−b=Ax+
 −Ax−
 −b≥0。这样形式（I）进一步改写为




所以，如果我们记




那么形式（I）就变为




因此这三种线性规划的形式是互相等价的，对于任意一个线性规划问题，也可以根据需要改写为其中一种形式。为了方便，我们在后面常常会选一种形式进行推导，对于其余形式，感兴趣的读者可以根据等价性做类似的推导。


5.1.1 FourierMotzkin消去法


FourierMotzkin消去法实际上是用于求解线性不等式组的一种方法，但也可以用来求解线性规划，因为二者其实非常相似。例如在线性规划的形式（I）中，如果不考虑目标函数，则实际上就是求解线性不等式组。从简单性出发，我们可以先考虑求解x满足Ax≥b的这样一个线性不等式组。

我们先考虑消去变量x1
 ，可以根据x1
 在每一个不等式[image: ]
 中的系数将不等式分为3类。

• 若x1
 前系数为正，则可以改写为[image: ]
 。

• 若x1
 前系数为负，则可以改写为[image: ]
 。

• 若x1
 前系数为零，则不等式和x1
 无关，无须改写。

我们记这3类不等式的行号分别属于集合I+
 、I−
 、I0
 ，则对于任意i+
 ∈I+
 ，i−
 ∈I−
 ，根据改写的形式，我们直接得到




这样我们就可以消去x1
 ，直接写为




我们可以使用这种方法得到|I+
 |×|I−
 |个新的线性不等式。只要这些不等式都满足，则x1
 是一定存在的。因此我们将I+
 和I−
 中的不等式替换为这|I+
 |×|I−
 |个新的不等式，并保留I0
 中的不等式。若原本共有m个不等式，则在消去x1
 后，我们会得到至多m2
 /4个不等式。

在这一过程中可能会出现两种特殊情况。

• I+
 或者I−
 为空。这时我们可以丢弃所有包含x1
 的不等式。若I+
 为空，则说明x1
 可以非常小，使得所有含x1
 的不等式成立。

• 出现某个不等式不包含任何变量。这时如果不等式成立则可以删去，否则说明问题无解。

类似地，我们可以依次消去x2
 ,x3
 ,···,xn−1
 ，最终得到仅包含xn
 的线性不等式组。不等式的数量至多会有[image: ]
 个。这时我们容易得到xn
 的一个取值，并根据消去过程反推出前面的各个变量。

即使对于包含目标函数的线性规划，我们也可以应用FourierMotzkin消去法。我们考虑线性规划的形式（I），如果引入一个新的变量，则可以将其改写为




我们可以对不等式组




应用FourierMotzkin消去法，依次消去x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，最终得到仅包含xn+1
 的不等式组。此时容易求得xn+1
 的最小值，即目标函数的最优值。虽然FourierMotzkin消去法可以用于求解任意的线性规划问题，但即使对于规模并不大的问题，其计算量也可能是巨大的。在实际问题中虽然很少使用，但这种方法给了我们一种很有意义的思路：可以保留一部分变量，消去另一部分。这和高斯消元法很相似，同时有助于我们在后面理解线性规划的基变量。

后面将要介绍的单纯形方法，其思想与FourierMotzkin消去法也有一些相似之处。


5.1.2 基


我们考虑线性规划的形式（II），即标准形式




其中A是m行n列的矩阵。不考虑退化情况，我们一般假设m<n。

基的引入将线性规划同线性方程组紧密联系在一起。基实质上就是将变量分为两类，一类是取到上界或下界，另一类是没有取到上界或下界。具体反映在线性规划的形式（II）中，也就是以变量是否取到0为标准。如果我们选出n−m个变量都强制设为0，那么Ax=b这m个等式实质上就只剩下m个变量了。也就是说很可能Ax=b有唯一解。我们甚至可以用之前介绍过的高斯消去法来求解这m个变量。

我们定义集合B ⊆ {1,2,···,n}且|B| = m是没有取到0的变量的下标集合，[image: ]
 ={1,2,···,n}−B是取到0的变量的下标集合。我们称B是基，[image: ]
 是非基。相应地，我们还可以做如下定义。

• xB
 表示B中下标所对应的行拼成的列向量，[image: ]
 表示[image: ]
 中下标所对应的行拼成的列向量，我们称xB
 为基变量，称[image: ]
 为非基变量。

• AB
 表示B中下标所对应的列拼成的子矩阵，[image: ]
 表示[image: ]
 中下标所对应的列拼成的子矩阵。

那么我们就有[image: ]
 ，约束Ax=b就变为[image: ]
 。因此如果AB
 可逆，则我们就有[image: ]
 。请注意这时xB
 并不一定满足xB
 ≥0的约束条件，如果满足xB
 ≥0，那么我们称这样的一个可行解x为基本可行解。

对于基，有这样的一个重要的定理。


定理5.1
 对于任意标准形式的线性规划，以下三种情况必有一种成立。

• 无可行解。

• 最优值是无穷。

• 有一个最优解是基本可行解。

我们略去其证明。单从结论上看，无可行解和最优值是无穷都是非常特殊的情况，而对于一般情况而言，求解线性规划只需从基本可行解中寻求最优。

我们在前面定义的基是针对线性规划的形式（II）。对于其他形式的线性规划，我们需要先将线性不等式约束（不包括变量上下界约束）都变为线性等式约束。例如，对于线性规划的形式（I），我们可以引入新的变量r，并令r=Ax。这时线性规划的形式（I）就等价于




根据前面的定义，非基变量要取到上界或下界，因此这里只有r中的变量可以成为非基变量，而x中的变量则一定为基变量。如果A是m行n列的矩阵，则由于有m个等式，基变量的数目也应当是m个，相应的非基变量的数目就应当是n个。而对于线性规划的形式（III），我们同样引入新的变量r，并令r=Ax。这时线性规划的形式（III）就等价于




这里，只要上界或下界不是无穷，则对应的变量就都有可能成为非基变量。特别是，当上界和下界都不是无穷时，非基变量既有可能取上界，也有可能取下界。如果A是m行n列的矩阵，则由于有m个等式，基变量的数目也应当是m个，相应的非基变量的数目就应当是n个。


5.1.3 单纯形方法


单纯形方法是1947年由美国数学家George Bernard Dantzig提出的。Dantzig教授曾在1989年获得冯诺依曼理论奖。关于Dantzig教授，有一段很有意思的故事。Dantzig师从著名的统计学家Jerzy Neyman，有一次Dantzig上课迟到了，把黑板上的两道题目误以为是作业而记了下来，后来他花了好几天才做好，当他交给Neyman教授之后才知道这原来是著名的未解决的问题。

单纯形方法的思想非常简单：不断调整基本可行解，最终得到最优解。我们仍然以线性规划的形式（II）为例，假设已经有了一个初始基B及相应的非基[image: ]
 ，则[image: ]
 ，于是目标函数满足




注意到第1部分[image: ]
 不包含变量，第2部分变量[image: ]
 的系数是[image: ]
 。由于在约束中包含[image: ]
 ，如果系数满足[image: ]
 ，那么显然[image: ]
 取0时目标函数最小；相反，如果[image: ]
 中有某个分量为负，则说明对应的[image: ]
 中的分量如果比0稍大一点，就会导致目标函数有改进。因此我们有如下定理。


定理5.2（基的最优性）
 若基的选取满足[image: ]
 ，则基本可行解是最优解，反之则不是最优解。

如果基本可行解不是最优解，则根据上述分析，我们可以找到一个[image: ]
 ，当xj
 增大时，目标函数会有改进。这时我们应当把j从[image: ]
 中取出并放入B中，相应地，也必须从B中取出一个下标放入[image: ]
 中来维持基的定义。假设xj
 从0变为α，则其余非基变量保持为0。约束条件Ax=b等价于[image: ]
 ，因此xj
 从0变为α后，应当有[image: ]
 。为了保持可行性，即xB
 ≥ 0，应当有[image: ]
 ，因此[image: ]
 B。当α取到这个上界的时候，会有至少一个i∈B满足xi
 =0，于是可以将其从B中取出。如果α无上界，则说明xj
 可以无限增大，目标函数可以无限改进，也就是说最优值为无穷。


算法36
 线性规划的单纯形方法




在线性规划的单纯形法中有一定的自由度，具体选择i和选择j的方法可以有很多，一般都是依靠某种贪婪策略。可惜的是，目前仍然没有任何一个单纯形方法的变种可以被证明在多项式时间内达到最优解。而线性规划的另外一个经典算法——内点法已经被证明是多项式算法。尽管如此，单纯形方法仍然占据着非常重要的地位，这主要有两方面的原因。

• 从实际表现上看，单纯形方法在某些问题上比内点法的计算速度更快，尤其是对于一些与图论相关的线性规划。而单纯形方法中的可行基在图论问题中往往具有实际意义。

• 如果两个线性规划问题的结构完全相同，则可以将其中一个线性规划的最优基作为另外一个线性规划的初始基，这时常常可以大幅度加速求解。这对于整数规划中的分支定界法至关重要。

以上我们都是假设已经有初始基，我们还需要一个算法去寻找初始可行基。事实上，我们可以构造一个辅助问题，其初始可行基是显然的，并且其最优基可以作为原问题的初始可行基。这样的话，我们就可以先求解辅助问题，然后用于求解原问题，这也就是所谓的两阶段法。我们在线性规划的形式（II）中引入新的变量r，构造辅助问题。为了描述方便，我们不妨假设在线性规划的形式（II）中有b≥0，可以通过在某些约束两边同时乘以−1来达到这一目的。辅助问题的构造如下。




我们只需选择r为基变量及x为非基变量即可得到初始可行基，此时x=0，r=0。因目标函数b−r≥0，所以辅助问题达到最优解时，应当有r=b，辅助问题的最优值为0，这时也就刚好得到了原问题的一组可行基。如果辅助问题的最优值不是0，则说明原问题无解。


5.1.4 对偶


对偶在线性规划中是非常重要的概念。每一个线性规划问题都有一个对偶问题，并且二者具有密切的联系。我们考虑线性规划的形式（I），并称其为原始问题（5.18）。




为了便于理解，我们将矩阵展开，写成问题（5.19）。




我们知道在不等式的两边同时乘以一个非负数，不等式仍然成立。因此，对于问题（5.19）的任何一个可行解，以及任何yj
 ≥0，不等式组（5.20）成立。




将其所有不等式相加，可得




可以看到不等式（5.21）的左边和目标函数[image: ]
 在形式上非常相似。如果它们的对应系数满足[image: ]
 ，那么有




因此，我们我们可以考虑这样一个线性规划问题：




按照之前的推导，线性规划问题（5.23）的最优值应当不超过问题（5.19）的最优值。

我们可以重新将问题（5.23）写成矩阵形式。




我们称式（5.18）为线性规划原始问题，称式（5.24）为线性规划对偶问题。我们在推导过程中已经证明对偶问题的最优值不超过原始问题的最优值，这也就是所谓的弱对偶定理（Weak Duality■eorem）。事实上，我们还有强对偶定理（Strong Duality■eorem），即对偶问题的最优值等于原始问题的最优值。强对偶定理的意义在于，它告诉我们原始问题和对偶问题实质上是同一个问题。因此，我们常常对比原始问题和对偶问题，选择其中较为简单的一个求解。

如果给对偶问题求对偶会是什么结果？利用类似的推导，我们可以发现对偶问题的对偶问题就是原始问题。

如果x∗
 是原始问题的最优解，y∗
 是对偶问题的最优解，那么根据原始问题的最优值等于对偶问题的最优值，我们有cT
 x∗
 =bT
 y∗
 。于是将它们代入式（5.22），会刚好取到等号，即cT
 x∗
 =y∗T
 Ax∗
 =bT
 y∗
 。这个等式意味着




式（5.25）被称为线性规划的互补条件。其中第1个式子体现了原始问题的变量和对偶问题的约束互补，第2个式子体现了对偶问题的变量和原始问题的约束互补。

利用上述推导过程，我们可以得到任意形式的线性规划的对偶问题及互补条件。线性规划的形式（I）




的对偶问题是




互补条件是




线性规划的形式（III）




的对偶问题是




互补条件是




有兴趣的读者可以自行推导得到以上结论。


5.2 全单模矩阵



5.2.1 关联矩阵



定义5.1（关联矩阵，Incidence Matrix）
 关联矩阵是用来描述两个集合间关系的矩阵。集合X和集合Y 的关联矩阵是|X|行|Y|列的矩阵。如果X的第i个元素和Y 的第j个元素相关，则关联矩阵第i行第j列为1，否则为0。

我们再具体描述一下无向图的关联矩阵和有向图的关联矩阵。无论是无向图还是有向图，其关联矩阵都描述了点集合和边集合的关系。


定义5.2（无向图的关联矩阵）
 无向图G（V，E）的关联矩阵是|V|行|E|列的矩阵，第i行第j列的元素ai，j
 满足




无向图示例如图5.1所示。


图5.1 无向图示例



图5.1所表示的无向图对应的关联矩阵为




在无向图的关联矩阵中，每一列恰好包括两个1，其余为0。


定义5.3（有向图的关联矩阵）
 有向图G（V，E）的关联矩阵是|V|行|E|列的矩阵，第i行第j列的元素ai，j
 满足




有向图示例如图5.2所示。


图5.2 有向图示例

图5.2所表示的有向图对应的关联矩阵为






在有向图的关联矩阵中，每一列恰好包括一个1和一个−1，其余为0。


5.2.2 全单模矩阵



定义5.4（单模矩阵，Unimodular Matrix）
 单模矩阵是指行列式等于+1或−1的整数方阵。

• 单位矩阵是单模矩阵。

• 排列矩阵是单模矩阵。

• 单模矩阵的逆矩阵是单模矩阵。

• 单模矩阵的乘积是单模矩阵。

和单模矩阵类似的概念还有全单模矩阵。


定义5.5（全单模矩阵，Totally Unimodular Matrix）
 如果一个整数矩阵的所有子方阵的行列式都等于0、+1或−1，则称其为全单模矩阵。

注意全单模矩阵不再需要是方阵。全单模矩阵中的任何一个元素也可以算作子方阵，因此，根据全单模矩阵的定义，它应当只包含0、+1或−1这三种元素。另外，这里再给出几个需要避免的误区。

• 单模矩阵可以包含不是0、+1、−1的元素。例如




是整数方阵，且行列式等于1，因此是单模矩阵。

• 只包含0、+1或−1的方阵不一定是单模矩阵。例如




是整数方阵，但行列式等于2，因此不是单模矩阵。

• 只包含0、+1或−1的矩阵不一定是全单模矩阵。前面的矩阵可以再次用作这里的反例。


5.2.3 全单模矩阵与图论


在本节中我们主要研究两个问题。

• 无向图的关联矩阵何时是全单模矩阵。

• 有向图的关联矩阵何时是全单模矩阵。

通过回答这两个问题，我们可以建立起全单模矩阵与图论之间的关系，为进一步建立线性规划与图论之间的关系做准备。

要证明一个矩阵是全单模矩阵，则需要证明任取子方阵，其行列式都是0，1，−1。这里我们为了从简单入手，先来讨论一类特殊的行列式为0的子方阵。


引理5.1
 任取二分图的关联矩阵的子方阵，如果每列都刚好有两个1，则其行列式为0。


证
 记A为二分图的关联矩阵的子方阵，且A每列刚好有两个1。A的每一行对应一个顶点，因此可以根据二分图的特点将A的行分为两部分。定义向量x满足




可以验证，AT
 x=0。根据克莱姆法则，如果AT
 的行列式不是0，那么满足AT
 x=0的x只能是零向量。由于我们找到了非零向量满足AT
 x=0，所以AT
 的行列式为0，也就是说A的行列式为0。


引理5.2
 如果一个矩阵的每一列都刚好有一个1和一个−1，则其行列式为0。


证
 记A为有向图的关联矩阵的子方阵，且A每列刚好有一个1和一个−1。可以验证， AT
 e=0，其中e为元素全是1的向量。根据克莱姆法则，如果AT
 的行列式不是0，那么满足AT
 x=0的x只能是零向量。由于我们找到了非零向量满足AT
 x=0，所以AT
 的行列式为0，也就是说A的行列式为0。

在回答无向图的关联矩阵何时是全单模矩阵这一问题之前，我们先证明一个和二分图密切相关的引理。


引理5.3
 无向图当且仅当它不存在奇环（总边数为奇数的环）时是二分图。


证
 二分图不存在奇环是显然的。我们知道在二分图中有两个顶点集合，从任一点出发经过奇数条边所到达的顶点与出发点必然不在同一顶点集合中，因此就不可能形成环。

如果在一个图中不存在奇环，则我们来证明它一定是二分图。我们不妨假设图是连通的，如果不连通则可以对每个连通分量分别做类似的推导。任选一个顶点v，再假设每条边的长度都是1，我们可以根据各个顶点到v的最短距离是奇数还是偶数将其划分至两个集合。如果两个顶点到v的最短距离都是奇数，那么这两个顶点之间不可能有边，否则就会形成奇环。同理，如果两个顶点到v的最短距离都是偶数，那么这两个顶点之间也不可能有边。因此同一集合中的顶点之间不存在边，也就证明了这是一个二分图。

现在我们可以给出定理，阐明无向图的关联矩阵是全单模矩阵的充分必要条件。


定理5.3
 无向图的关联矩阵当且仅当是二分图时是全单模矩阵。


证
 我们首先证明：如果无向图不是二分图，则其关联矩阵不是全单模矩阵。根据引理5.3，如果无向图不是二分图，那么它就有奇环。因此，通过调整行列顺序，可以选出奇环对应的子方阵为：




这个子方阵是奇数阶方阵，根据第1列进行展开，容易算得其行列式为2。因此关联矩阵不是全单模矩阵。

下面我们证明：如果无向图是二分图，则其关联矩阵是全单模矩阵。我们使用数学归纳法，如果选择关联矩阵的1阶子方阵，也就是一个数，则只能是0、1或−1，所以行列式也只能等于0、1或−1。假设关联矩阵的k阶子方阵的行列式只能是0、1或−1，则我们来证明k+1阶子方阵有同样的性质。我们根据k+1阶子方阵各列包含的非零的个数分类讨论。

• 如果k+1阶子方阵的所有列都有两个1，则根据引理5.1，其行列式为0。

• 如果k+1阶子方阵存在一列全是0，则其行列式为0。

• 如果k+1阶子方阵存在一列刚好包含一个1，则利用这个1进行行列式展开，可知k+1阶子方阵的行列式等于k阶子方阵的行列式或其相反数。由归纳假设知k+1阶子方阵的行列式只能是0、1或−1。

综上所述，无向图的关联矩阵是全单模矩阵当且仅当是二分图。

对于有向图，我们的结论比无向图更优美。


定理5.4
 有向图的关联矩阵是全单模矩阵。


证
 我们使用数学归纳法，如果选择关联矩阵的1阶子方阵，也就是一个数，则只能是0、1或−1，所以行列式也只能等于0、1或−1。假设关联矩阵的k阶子方阵的行列式只能是0、1或−1，则我们来证明k+1阶子方阵有同样的性质。我们根据k+1阶子方阵各列包含的非零的个数分类讨论。

• 如果k+1阶子方阵的所有列都有一个1、一个−1，则根据引理5.2，其行列式为0。

• 如果k+1阶子方阵存在一列全是0，则其行列式为0。

• 如果k+1阶子方阵存在一列仅包含一个非零元素，则利用这个非零元素进行行列式展开，可知k+1阶子方阵的行列式等于k阶子方阵的行列式或其相反数。由归纳假设知k+1阶子方阵的行列式只能是0、1或−1。

综上所述，有向图的关联矩阵是全单模矩阵。


5.2.4 全单模矩阵与线性规划


如果在线性规划中包含全单模矩阵，则会有非常有意思的结果。我们考虑线性规划




则对于任意一个可行基B，我们有AB
 xB
 =b。如果A是全单模矩阵，且b中的元素都是整数，则det（AB
 ）为0，1或者−1。根据克莱姆法则，方程AB
 xB
 =b的解一定是整数，因此线性规划存在整数最优解。这就说明对于整数规划问题




我们可以去掉x必须是整数的限制。因为即使没有这个限制，问题同样存在整数最优解。

我们还要说明，即使约束不是等式，这一结论也是成立的。考虑线性规划




我们记




则线性规划问题等价于




如果矩阵A是全单模矩阵，则我们可以证明A′ =（A，I）也是全单模矩阵。这是因为任取A′的子矩阵，如果其中包含I中的列，则该列至多只有一个1，其余全是0。如果不包含1，则行列式为0，否则我们可以对这种列进行行列式展开。不断重复这样的操作直到剩下的子矩阵仅包含A中的列。这时因为A是全单模矩阵，所以最终行列式只能是0，1，−1。因此这一问题也存在整数最优解。

全单模矩阵的性质告诉了我们一些很有用的信息。涉及二分图和有向图的许多图论问题，都是容易求解的，这是因为二分图与有向图的关联矩阵都是全单模矩阵。这时整数规划中的整数约束可以去掉，变为普通的线性规划，也就是多项式时间可解的。相反，涉及一般无向图的许多图论问题，都是难于求解的，这是因为一般无向图的关联矩阵不是全单模矩阵。如果整数规划没有其他特殊的性质，则通常是NP-难问题。虽然这个结论并不绝对，但确实具有一定的普遍意义。


5.3 图论中的经典问题


在本节中，我们将列举一些图论中的经典问题，并用线性规划去描述，这说明线性规划可以用于求解图论中的问题。另外，我们也将使用全单模矩阵、对偶等理论去证明图论中的一些重要结论。


5.3.1 单源最短路问题


单源最短路是指从图中的某一指定点出发，到达其他所有点的最短路径。记图G=（V，E）中，边（i，j）的长度为wi，j
 。我们将从两个角度将单源最短路问题写成最优化问题：对每一条边设一个变量，或对每一个点设一个变量。

我们先来考虑第1个角度。对每一条边（u，v），我们记变量xu，v
 满足




对每一个点i，我们考虑所有关联的边的对应变量和，即[image: ]
 。根据i的不同，它有三种不同的取值。




这是因为i=s时只会有一条出边，i=t时只会有一条入边，而其他情况或者出边、入边各有一条，或者无任何边。

因此我们可以得到这样一个最优化问题。




其中A是图的关联矩阵，et
 表示第t行等于1、其余行都等于0的列向量。类似地，es
 表示第s行等于1、其余行都等于0的列向量。

我们可以证明，问题（5.47）中的x∈{0，1}可以改为x≥0，即等价于





定理5.5
 问题（5.47）与问题（5.48）等价。

因为有向图的关联矩阵是全单模矩阵，且增广矩阵（A，et
 −es
 ）也是全单模矩阵，所以根据克莱姆法则，无论如何选取基，最终x的各个分量都只会等于0或1。

另外一种将单源最短路问题写成最优化问题的思路，是对每一个点设一个变量。我们记yi
 表示从s出发到i的最短距离。对于每一条边（u，v），我们有yv
 ≤yu
 +wu，v
 。这是因为我们可以先从s到u，然后继续沿着边（u，v）走到v。这样的总距离至少是yu
 +wu，v
 ，应当大于或等于s到v的最短距离。我们的目标是要yt
 −ys
 达到最大。可以写成如下最优化问题。




我们可以验证问题（5.48）和问题（5.49）互为对偶问题。


5.3.2 二分图的最大匹配与最小覆盖问题


二分图的最大匹配与最小覆盖是图论中的经典问题。本节我们利用线性规划的对偶来理解这两个问题。


定义5.6（匹配）
 给定一个无向图G=（V，E），G的匹配是指其若干不相邻边的集合，也就是说如果M ⊆E是G的匹配，则M中的任意两条边都没有公共顶点。


定义5.7（最大匹配）
 给定一个无向图G=（V，E），如果匹配M 在G的所有匹配中边数最多，则称其为最大匹配。

下面我们考虑将二分图的最大匹配写为线性规划。对每一条边e，我们定义一个变量xe
 ∈{0，1}，当且仅当xe
 =1时我们将e加入匹配。根据匹配的定义，每一个顶点关联的所有边中，应当至多只有一条边加入匹配。这也就是说，对于任意的顶点v，我们有[image: ]
 。我们要求最大匹配，也就是希望[image: ]
 达到最大。综上所述，二分图的最大匹配可以写成如下最优化问题。




其中xe
 ∈{0，1}这个条件可以放宽为xe
 ≥0。由于二分图的关联矩阵是全单模矩阵，所以即使只要求xe
 ≥0，也存在整数最优解。而xe
 非负，所以[image: ]
 实际上已经潜在要求了xe
 ≤1。因此最优化问题（5.50）可以改为





定义5.8（顶点覆盖）
 给定一个无向图G=（V，E），我们称子集C⊆V 是G的顶点覆盖，当且仅当每一条边都至少有一个端点属于C。


定义5.9（最小顶点覆盖）
 给定一个无向图G=（V，E），如果顶点覆盖C在G的所有顶点覆盖当中顶点数最少，则称其为最小顶点覆盖。

类似地，我们也可以定义图的边覆盖、最小边覆盖。在本节中我们只考虑顶点覆盖和最小顶点覆盖，因此简称为覆盖和最小覆盖。下面我们考虑将二分图的最小覆盖写为线性规划。对每一个顶点v，我们定义一个变量xv
 ∈{0，1}。当且仅当xv
 =1时我们将v加入覆盖。根据覆盖的定义，每一条边都至少有一个端点属于覆盖。这也就是说，对于任意边e，我们有[image: ]
 。我们要求最小覆盖，也就是希望[image: ]
 达到最小。综上所述，二分图的最小覆盖可以写成如下最优化问题。




类似前面对最大匹配的分析，我们同样可以将xv
 ∈{0，1}这个条件放宽为xv
 ≥0。因此最优化问题（5.52）可以改为




通过简单的验证可以发现，问题（5.51）和问题（5.53）互为对偶。于是我们得到了König定理，即定理5.6。


定理5.6
 二分图的最大匹配数等于最小覆盖数。


5.3.3 最大流与最小割问题


最大流与最小割也是图论中的重要问题。


定义5.10（最大流问题，Max Flow Problem）
 给定一个有向图G=（V，E），图中包含一个源点s∈V 和一个汇点t∈V。图中的每条有向边都有一定的流量限制。最大流问题就是要求在流量限制下，由s通过若干中间节点向t发送总量尽可能大的流。

为了表述方便，我们可以认为添加一条由t指向s的有向边，流量限制为无穷大，并定义E′=E∪{（t，s）}。这样流就可以从t回到s，于是最大流问题变为寻找尽可能大的环流。我们记ci，j
 表示边（i，j）上的流量限制，其中ct，s
 =+∞，再记变量fi，j
 表示边（i，j）上的流量，则最大流问题可以表述如下。




我们可以写出的最大流问题的对偶问题如下。




我们试图直接去理解式（5.55）的含义，可以根据z将顶点划分为两个集合。




如果边（i,j）∈E，且i∈U、[image: ]
 ，则




所以




我们可以构造一个可行解




这容易验证[image: ]
 的可行性，并且[image: ]
 可以使得式（5.59）取到等号，也就说明它是一个最优解。所以式（5.55）可以看作求解




而式（5.61）正是最小割问题，这也就证明了最大流-最小割定理。


定理5.7（最大流-最小割定理）
 最大流问题与最小割问题互为对偶，且最大流等于最小割。


5.4 延伸阅读


在实际问题中，图论相关的问题往往更为复杂，无法写成线性规划。但其中有一些问题仍然与线性规划有相似之处，值得借鉴。


5.4.1 逐步线性规划


逐步线性规划（Successive Linear Programming）是一种求解非线性规划的方法。它的基本思想就是通过多次求解与原问题相似的线性规划，最终得到原问题的解。逐步线性规划在混合物流问题上有很好的应用。

混合物流问题（Pooling Problem）是石油化工生产中的一类问题。在石油化工生产中，经常遇到混合物流问题，例如不同性质的原油混炼、产品调和等。在混合物流的计划模型中，人们关注如何正确计算混合物流的性质。其中的某些性质如辛烷值、硫化物含量等对于不同的产品均有不同的要求。

混合物流问题的基本模型与最大流问题非常相似，但在化工生产当中，我们还需要考虑流的多种化学性质。这个问题的数学模型最早是由[Hav78]提出的。如图5.3所示，原油A、B、C经过一系列混合，最终得到两种产品X、Y。表5.1给出了与其对应的数据。


图5.3 混合物流问题示例




表5.1 混合物流问题的数据示例

[image: ]


类似最大流问题，我们可以建立最优化模型。但与最大流问题不同的是，这里还需要考虑硫化物的含量，这就使得我们需要考虑一类非线性的约束条件。也就是说，除了传统的流量守恒约束，我们还需要满足硫化物含量的质量守恒定律。我们用fi，j
 表示点i到点j的流量，用wi
 表示点i处的硫化物含量。图5.3与表5.1所对应的最优化问题可以写成如下形式。




其中目标函数是最小化支出与收入之差，仍然是线性函数，但约束已不再是简单的线性函数。[AH13]利用最大独立集问题证明了混合物流问题是强N P-难的，这也说明了混合物流问题同线性规划的本质区别。但由于它们之间在形式上非常相似，所以在设计算法时还是可以借鉴线性规划的思想的。例如[BL85，LWSP79]都使用了逐步线性规划方法进行求解。


5.4.2 半正定规划


半正定规划（Semide☀nite Programming）可以认为是线性规划的一种推广。半正定规划中的变量不再是向量，而是半正定矩阵。半正定规划由于在最大割问题上的成功应用[GW95]
 而获得更多关注。


定义5.11（最大割问题，Maximum Cut Problem）
 将无向图中的顶点划分为两个集合，使得不同集合之间的边权和最大。

假设我们有n个顶点，则对每一个顶点i，我们定义一个变量xi
 来表示它属于哪个集合。其中一个集合中的顶点满足xi
 =1，另一个集合中的顶点满足xi
 =−1。因此对于两个顶点i和j，当且仅当边（i，j）在不同集合之间时xi
 xj
 =−1，当且仅当边（i，j）在同一集合之中时xi
 xj
 =1。我们记矩阵W 是图的边权矩阵，即当存在边（i，j）时，Wi，j
 为该边的权重，当不存在边（i，j）时，Wi，j
 =0。从而最大割问题可以写为




下面我们定义一个矩阵X =xxT
 ，则X有这样几个特点。

• X是半正定矩阵。

• Xi，j
 =xi
 xj
 。

• [image: ]
 。

最大割问题可以等价地改写为




其中<W，X >代表矩阵内积，即两个矩阵对应位置的元素的乘积之和。




下面我们做一个不等价的变换。我们只要求X是半正定矩阵，对角线元素全都是1，不再要求X =xxT
 。于是问题变为




其中，约束[image: ]
 指X是半正定矩阵。在这个问题中，变量X是半正定矩阵，因此被称为半正定规划。通过求解半正定规划并进行一些后处理，得到的近似解可以达到0.878的近似比。



第6章 无约束优化


有一类非常广泛的研究领域叫作最优化方法，本章要研究的内容属于其中一部分。我们在本章研究的问题在整个最优化方法当中相对简单，仅限制在无约束最优化方法这一个方面。用数学的语言来说，就是对于一个目标函数f（x），我们如何尽可能地找到它的最优值（最大值或最小值）。这是在统计、物理、金融、计算机等领域中都会涉及的一类非常基本的问题。针对这样一个问题，我们需要抓住f（x）的特点进行具体分析，选用最为合适的算法。

最优值通常是不容易找的，所以有的时候我们会降低要求，这就会涉及最值点、极值点和稳定点。因此在介绍具体算法之前，我们先来认识一下这三者之间的区别。最值点是指让函数在整个定义域上取得最小值的点，也就是我们在理想情况下要找到的那个点；极值点是指让函数在某个邻域内取得最小值的点，也就是说它虽然不一定是最值点，但从小范围来看也算是最优的了；稳定点是指让函数梯度为零的点，它有可能是极值点，但也不一定。这几个概念很容易混淆。我们的目标是希望得到最值点，即可以使f（x）达到最小的x。这样通常比较困难，所以很多时候能够求得极值点也算非常不错了。但许多算法实际上也不能保证求得极值点，而只是保证求得稳定点，这是因为验证一个点比它附近的所有点都好并不是一件容易的事情。事实上本章的许多方法都只能保证求得稳定点，而不能求得极值点。一个可以经常用到的反例是f（x）=x3
 ，它在x=0的时候梯度为0，因此如果从这个点开始迭代，则许多使用梯度的算法都是直接终止的。然而x=0明显不是极值点，更不是最值点。

在本章中我们首先介绍单峰函数这样一类特殊函数的优化方法；然后根据是否需要用到导数，分别介绍几种无导数优化方法和导数优化方法；最后针对最小二乘这样一个非常经典的无约束优化问题介绍一些算法。


6.1 单峰函数的最值



定义6.1（单峰函数，Unimodal Function）
 对于函数f（x），若存在一个值m，当x≤m时函数严格单调递增，x≥m时函数严格单调递减，则f（x）叫作单峰函数。

我们列举一些简单的单峰函数。

• f（x）=ax2
 +bx+c（a<0）是单峰函数，分界点[image: ]
 。

• [image: ]
 是单峰函数，分界点m=0。

• f（x）=−|x−m|是单峰函数。

• f（x）=cos x在[−π，π]上是单峰函数，分界点m=0。

在其中第3个例子中考虑的是一个区间上的单峰函数。在实际问题中，通常只考虑一个区间[L，U]上的单峰函数，求解f（x）的分界点，即m。这是因为在计算上我们关心的x的取值范围总是有限的，如果有必要，则我们只需将区间范围选到足够大。而实际问题中的单峰函数f（x）不会像我们列举的几个函数这样简单，只是特定领域的先验知识能够让我们确信它是一个单峰函数。因此单纯靠具体的f（x）的表达式是不足以推导出m的，只能通过某种计算方法来找。

在本节中将要介绍的方法都基于类似的思路：逐渐缩小所需考虑的区间。刚开始我们需要考虑的区间长度是U−L，逐渐排除不包含最优解的部分，最终得到一个长度小于ϵ的区间。排除的方法则主要依靠定理6.1。定
 理6.1 假设有两个点l，u，满足L≤l<u≤U，记单峰函数的最优解是m，则我们有：

• 如果f（l）<f（u），则m∈[l，U]；

• 如果f（l）>f（u），则m∈[L，u]；

• 如果f（l）=f（u），则m∈（l，u）。

定理6.1可以用反证法来证明：如果m在其余范围内，则都会导致矛盾。这一定理的意义在于，我们可以通过计算两个点的函数值来缩小区间范围，逐渐找到m。那进一步的问题就是：如何选择l和u。下面我们讨论几种具体的方法，并对比它们的优劣。


6.1.1 三分法


三分法（Ternary Search）是解决单峰函数最值问题的最常见的方法之一。三分法的思想很简单：直接将l和u选取为三等分点。虽然不一定是最好的选择方法，但确实是足够简单的选择方法。


算
 法37 三分法




我们可以估计一下最坏情形下的计算量。实际上对于三分法，不存在最坏情况，我们总是只有一种情况。每一次循环，我们都会计算2次函数值，使区间长度变为原来的2/3。因此计算n次函数值后，我们可以使区间长度变为原来的（2/3）n/2
 。如果需要区间长度小于ϵ，则函数值计算次数应当满足（2/3）n/2
 <ϵ，即n>2 log2/3
 ϵ。也就是说，函数值的计算次数超过2 log2/3
 ϵ次以后，我们可以使区间长度缩小至ϵ以下。后面我们可以通过比较这个值来对比算法的优劣。


6.1.2 对分法


在三分法中，我们选取的是两个三等分点。如果尝试让这两个点靠近中点，则会发现计算速度有所提高。在极限情况下就是让它们都非常靠近中点，也就是对分法。


算法38
 对分法







我们每计算两次函数值，都可以使区间长度大约变为原来的1/2。因此计算n次函数值后，我们可以使区间长度变为原来的（1/2）n/2
 。如果需要区间长度小于ϵ，则函数值计算次数应当满足（1/2）n/2
 <ϵ，即n>2 log1/2
 ϵ。由于log1/2
 ϵ<log2/3
 ϵ，所以对分法比三分法的速度更快。更进一步，我们可以算出对分法所需的时间是三分法的[image: ]
 倍。


6.1.3 黄金分割法


在之前的两个方法中，每次迭代都要计算两次函数值。但实际上前一次迭代时计算函数值的两个点之中，会有一个点仍然在当前的搜索区间内。因此，我们可以再次使用上一次迭代时计算的函数值，再另外计算一次函数值，这样就足以用于缩小搜索区间了。

假设当前搜索区间是[l，u]，我们计算两个关于[image: ]
 对称的点pl
 = ϕl+（1−ϕ）u和pu
 =（1−ϕ）l+ϕu的函数值，其中ϕ是待定参数。为了让l<pl
 <pu
 <u，应当有[image: ]
 。不妨假设f（pl
 ）<f（pu
 ），则搜索区间缩小为[pl
 ，u]。在下一步的迭代中，我们要计算的两个关于[image: ]
 对称的点应当是ϕpl
 +（1−ϕ）u和（1−ϕ）pl
 +ϕu。为了能够再次利用到之前计算过的函数值pu
 ，我们希望这两个点中有一个等于pu
 ，所以ϕpl
 +（1−ϕ）u=pu
 或者（1−ϕ）pl
 +ϕu=pu
 。

• 如果ϕpl
 +（1−ϕ）u=pu
 ，则我们将pl
 和pu
 的表达式代入，化简后得到（ 1）（u−l）=0，因此只能是ϕ2
 +ϕ−1=0。由于[image: ]
 ，所以解得[image: ]
 。ϕ2
 +ϕ−

• 如果（1−ϕ）pl
 +ϕu=pu
 ，则我们将pl
 和pu
 的表达式代入，化简后得到（1−ϕ）2
 （u−l）=0。由于ϕ∈（1，1），所以无解。

为了满足所期望的要求，我们应当选择[image: ]
 ，而这刚好就是黄金分割比。所以这种方法叫作黄金分割法。


算法39
 黄金分割法




除了前两次的函数值计算，每计算1次函数值就可以将区间长度变为原来的 [image: ]
 ≈0.618倍。如果我们忽略最初的两次函数值计算，则n次函数值计算可以使区间长度变为原来的0.618n
 倍。如果需要区间长度小于ϵ，则函数值计算次数应当满足0.618n
 <ϵ，即n>log0.618
 ϵ。因此，黄金分割法所需的时间是对分法的 [image: ]
 倍，是三分法的[image: ]
 即约0.421倍。


6.1.4 小结


如果直接把本节的几种方法应用到一元多峰函数效果会如何？实际问题往往无法保证是严格单峰函数，对于一些问题，如果不是单峰函数，则其实也可以尝试用上述方法去解。如果函数是双峰、三峰等，则我们仍然会找到其中的一个极值。这是因为算法的每次迭代都会缩小区间的长度，并且保证区间内始终包含至少一个极值点。因此如果求得的极值点也能满足需求，则这种方法还是适用的。

对于二维甚至更高维的函数，本节的方法就不再适用了。后面会讨论其他一些方法以供参考。


6.2 无导数优化方法


无导数优化方法针对的是黑盒函数（Black-Box Function）。也就是说这类方法完全不关心函数的具体形式和特点。黑盒函数在实际问题中比较常见。这是因为目标函数往往太过复杂或者根本无法写出表达式。我们来看这样两个例子。

• 开采、排污等都会对环境造成危害，因此不能过度，但如何才算过度是很难计算的。一种方法就是提出若干种实施计划，然后通过计算机模拟，预测未来几年的经济效益与环境变化，检验是否达到经济发展与环境保护的最佳平衡点。因此目标函数过于复杂，计算函数值就相当于要做一系列复杂的计算机模拟。

• 人脸识别、文字识别等机器学习问题都是通过观察得到的特征来对结果进行推测的，而事实上观察到的特征与真实结果时间并没有一个确定性的关系。我们无法写出一个绝对正确的从特征到结果之间的关系式，也就无法写出目标函数。虽然目标函数写不出来，但目的是非常明确的，也就是推测出的结果应当同真实结果尽量一致。

本节的几种方法主要用于处理这两种情况。其中模式搜索法和坐标下降法主要针对第1种情况，代理模型法则同时适用于这两种情况。这里按照多数论文的习惯，我们考虑求最小值，即




由于我们主要采用迭代法，所以一般记xk
 是第k个迭代点，而迭代初始点就是x1
 。


6.2.1 模式搜索法


模式搜索（Pattern Search）是一种很简单的搜索算法。既然不知道搜索方向，那么我们就事先随机选择几个方向，或者凭经验选好几个可能的方向。之后我们尝试朝这几个方向迭代一步，如果有改进，则更新迭代点，如果没有改进，则将迭代步变短，也就是去搜索更局部的点。


算法40
 模式搜索法




模式搜索的实现非常简单，如果没有更好的思路，则可以尝试这样一种方法。模式搜索也可以与模拟退火、遗传算法等所谓的智能算法结合。


6.2.2 坐标下降法


坐标下降法（Coordinate Descent Method），也可以称为交替方向法（Alternating Direction Method），同模式搜索有些类似，但应用更为广泛。在每一次迭代的时候，我们只允许一个维度改变，其余维度均固定不动。这里我们记ei
 为第i个分量为1、其余分量均为0的列向量，也就是第i个坐标轴方向。我们每次迭代就是沿ei
 进行搜索。


算法41
 坐标下降法







其中的第5行求迭代步长，对于黑盒函数来说可能是无法精确做到的。这时可以考虑尝试几个步长并选择最优的一个。因为这里只改变了一个维度，所以也有可能利用到一些特殊性质。比如目标函数的相反数在这个维度上是单峰函数，这时就可以运用我们之前讨论过的算法。另外一个可能性就是，虽然目标函数原本非常复杂，只能作为黑盒函数来处理，但如果仅考虑一个维度，也许目标函数就变得非常简单。这时我们就有可能很容易地找到最优迭代步长。坐标下降法的这个思想也可以进一步推广，我们可以把某几个关系密切的维度放到一起考虑，只要这时目标函数仍然比较简单，求解速度就可能会更快。


6.2.3 代理模型法


对于目标函数过于复杂或者不存在表达式的问题，我们都可以通过代理模型（Surrogate Model）来解决。代理模型是指对真实函数的一个近似。虽然真实目标函数很复杂，但我们可以想办法找到一个相对简单的代理模型去近似。如果能够找到这样一个近似，我们就可以通过找代理模型的最优解，来得到真实目标函数的近似最优解。因此代理模型法的两个关键点就是：找到好的代理模型，找到代理模型的最优解。这两个关键点也就是我们通常说的模型和算法。关于模型和算法谁更重要，也有很多争论。

在某些物理问题中，算法比模型重要。这是因为对于许多真实问题，我们已经有具体的物理公式去描述了，只是描述方式有可能是基于一些理想情况。因此可以认为真实目标函数是存在的，只是其表达式有可能过于复杂，计算目标函数有时意味着求解一个或多个偏微分方程组。我们要做的是尽可能找到真实目标函数的最优解。这时通常并不需要花费心思来找到好的代理模型，而是需要一个好的算法，在找到最优解或者近似解的过程中，尽量减少计算真实目标函数的次数，因为每计算一次真实目标函数都意味着巨大的计算量。

在某些机器学习问题中，模型比算法重要。构造代理模型常常需要考虑如何更好地反映真实情况、更多地利用先验知识等。好的模型通常在背后有一个好的故事，能够解释这样构造模型的合理性。相反，由于真实的目标函数是不存在的，所以只能去求代理模型的最优解。而使用好的算法求得代理模型的全局最优解通常也并不意味着“最优”。使用一些并不高效或者并不收敛的算法去求解，也能经常得到很不错的解。如果算法本身便于直观理解，则更容易受到工程师的欢迎。

什么是好的代理模型其实也很难判定。一类代理模型是具有普适性的，对几乎任何问题都可以尝试。另一类代理模型是具有特定性的，它往往隐含了许多先验知识。我们列举一些常见的代理模型。

• 线性模型。目标函数f（x）与变量x是线性关系，即f（x）=aT
 x+b。

• 多项式模型。其中最常用的是二次模型，即[image: ]
 。

• 径向基函数模型。即[image: ]
 ，所谓的径向基函数就是[image: ]
 仅与变量x到中心点ci
 的距离有关。

除此之外，还有神经网络模型等更为复杂的模型。这里就不一一介绍了。

大多数代理模型都有明确的表达式，形式相对简单。这时我们一般使用导数优化方法来求解。具体如何使用导数优化方法及选用哪种导数优化方法，都与模型的特点密切相关。在6.3节中我们将简要介绍一些常用的导数优化方法以供参考。


6.3 导数优化方法


如果我们面对的是一个相对简单的函数，而不再是黑盒函数，那么这时要搜索最小值，我们可以利用的信息就更多。最直接的信息是梯度，梯度是一个函数局部最快的上升方向，相反，负梯度就是一个函数局部最快的下降方向。但除了沿着负梯度方向外，也还有很多其他选择。在本节中我们主要考虑这样一个一般性的问题：




其中，f（x）的梯度是∇f（x）。

导数优化方法一般都是迭代法，即从一个初始选定的x1
 开始进行改进。在第k次迭代时，我们首先根据某种方法选定一个迭代方向dk
 ，再确定一个实数步长αk
 ，然后使用




得到新的迭代点。这里式（6.3）一般被称为迭代格式。具体如何选择迭代方向dk
 及步长αk
 都是本节将要讨论的问题。


6.3.1 线搜索


我们首先研究在迭代法中如何选择步长。

在理想情况下，我们选择一个步长使得目标函数值达到最小，即αk
 =arg minα
 f（xk
 +αdk
 ）。如果f（x）的表达式比较简单，则这样确实是一个很不错的选择。但如果f（x）的表达式稍微复杂一些，则求得αk
 的难度就太大了。这样选取的αk
 可以使f（xk
 +αdk
 ）关于α的偏导数为0，即[image: ]
 或者写为[image: ]
 。也就是说，当前点xk
 处的迭代方向dk
 和下一点xk+1
 处的梯度方向∇f（xk+1
 ）是垂直的。这种线搜索被称为精确线搜索，因为它使得目标函数在搜索方向上精确地达到最小。相反，其他线搜索都属于非精确线搜索。

最简单的步长选取方式是固定步长，例如选定αk
 =1。另一种很简单的方式是以固定速率逐渐缩小步长，例如αk
 =0.001 × 0.995k
 ，这种步长选取方式在工业界很常见。这种步长一般来说不会有理论上的收敛性质，需要工程师根据经验选取一个好用的步长公式。

还有一类方法，就是通过搜索得到满足某个条件的步长。前面给出的步长都不能保证xk+1
 处的目标函数值比xk
 处的目标函数值有所改进。实际上这个要求基本上只有通过搜索步长才能满足。常用的步长条件有如下三种。










式（6.4）成立时我们称之为满足Armijo条件。式（6.4）和式（6.5）同时成立时我们称之为满足Wolfe条件。式（6.4）和式（6.6）同时成立时我们称之为满足强Wolfe条件。我们可以看到，满足式（6.6）就一定满足式（6.5），所以满足强Wolfe条件就一定满足Wolfe条件，而满足Wolfe条件也一定满足Armijo条件。

其中最简单也最常用的就是Armijo线搜索，Armijo线搜索的算法流程如下。


算法42
 Armijo线搜索




Wolfe线搜索和强Wolfe线搜索在理论分析中非常重要，但实际计算效率并不一定会有所提高。


6.3.2 梯度下降法


梯度下降法（Gradient Descent Method）也叫作最速下降法（Steepest Descent Method），这是因为负梯度是一个函数局部最快的下降方向。

梯度下降法的迭代格式为




梯度下降法非常简单，只需要知道如何计算目标函数的梯度就可以写出迭代格式。因此，尽管在不少情况下梯度下降法的收敛速度都很慢，也依然不影响它在工业界的广泛应用。梯度下降法应用到一些具体模型上有时也会被视作一类特定的算法，例如神经网络中的后向传导算法（Back Propagation Algorithm）。

在机器学习中经常有[image: ]
 ，其中li
 （x）是第i个训练样本的损失函数。这时我们可以使用随机梯度下降法（Stochastic Gradient Descent Method）。其迭代格式为




其中r∈{1，2，···，m}为随机数。这种做法可以理解为随机选择一个训练样本，进行一次梯度下降法的迭代。在机器学习的问题中，我们通常不需要真的求得最优值。这样不精确的迭代，使得算法不容易过拟合。由于随机梯度下降法的普及，与此相对的普通梯度下降法有时被称为批量梯度下降法（Batch Gradient Descent Method），因为它同时考虑所有训练样本。介于批量梯度下降法和随机梯度下降法之间，还有小批量梯度下降法（Mini-Batch Gradient Descent Method），也就是每次迭代选择若干个训练样本。

除了之前介绍的一般性的步长选取方法，对于梯度法我们再介绍一种特殊的步长计算公式。该方法是由[BB88]提出的，现在一般被称为Barzilai-Borwein步长或BB步长。BB步长有两个公式，选择其一即可。




BB步长适合我们在对步长选择缺乏经验的时候尝试，这经常会有不错的效果。在后面我们还会提到BB步长，大致解释这两个公式是如何得到的。


6.3.3 共轭梯度法


共轭梯度法（Conjugate Gradient Method）有许多种推导方式，有的书中从Krylov子空间出发进行推导，有的书中从共轭的定义出发进行推导。不同的推导方式源于不同的理解。这里我们选择一个相对简单的出发点，便于读者自行推导共轭梯度法的迭代格式。

共轭梯度法最早用于求解正定线性方程组，或者说求解严格凸二次函数的最小值，后来推广到一般目标函数。这里我们也先考虑求解严格凸二次函数的最小值。记我们要求解的目标函数是其中矩阵A是正定矩阵。很容易知道，求解这一最优化问题等价于求解∇f（x）= 0，即Ax=b。因此也可以认为是求解正定线性方程组。我们假设在迭代算法中始终采用精确线搜索，那么对于固定的xk
 和dk
 ，步长αk
 应当使得f（xk
 +αk
 dk
 ）达到最小。







这是一个关于αk
 的一元二次函数，二次项系数 [image: ]
 ，因此在对称轴处达到最小。所以我们有




如果我们使用的是梯度下降法，则应当选取dk
 =−∇f（xk
 ）=b−Axk
 。在共轭梯度法中，我们考虑对dk
 进行一个修正，使得下降速度更快。一种简单的修正方式就是借助上一次的迭代方向dk−1
 。也就是说，我们令dk
 =−∇f（xk
 ）+βk
 dk−1
 。与求αk
 采用同样的思路，我们也可以求得βk
 。




这是一个关于βk
 的一元二次函数，二次项系数[image: ]
 ，因此在对称轴处达到最小。所以我们有




后面我们还会对βk
 的这个表达式进一步化简。

考虑到dk−1
 是上一次的迭代方向，如果现在还在朝这个方向迭代，则应当不会有任何改进。也就是说f（xk
 +αdk−1
 ）应当在α=0时取得最小值。而




是关于α的二次函数，在[image: ]
 时取得最小值。我们知道α=0时应当取得最小值，因此




将其代回到βk
 的表达式，可以进一步化简得到




为什么叫共轭梯度法呢？这主要是因为




直接代入βk
 的表达式即可验证最后一步成立。前后两个迭代方向满足[image: ]
 ，这时我们就称dk−1
 和dk
 关于A是共轭的。

如果目标函数不是严格凸二次函数，那么前面所给出的βk
 的表达式就不再适用。但是我们可以等价地改写其表达式，使其能够推广到一般目标函数。具体思路是设法通过等价变换，使得在βk
 的表达式中仅包含∇f（xk
 ）、dk−1
 等，这样βk
 就不拘泥于f（xk
 ）的具体形式了。对比αk−1
 和βk
 的表达式，它们的分母相同，因此我们可以得到二者之间的关系：




我们知道Axk−1
 −b=∇f（xk−1
 ），所以有




从而




得到了一个和f（xk
 ）的具体形式无关的βk
 的表达式，因此可以直接推广到一般函数。式（6.20）也被称为共轭下降公式[Fle13]
 。

常用的βk
 的表达式不止式（6.20）一种，我们还有

• Fletcher-Reeves公式[FR64]
 ：[image: ]
 。

• Polak-Ribière-Polyak公式[Pol69]
 ：[image: ]
 。

• Hestenes-Stiefel公式[HS52]
 ：[image: ]
 。

• Dai-Yuan公式[DY99]
 ：[image: ]
 。

有意思的是，当f（x）是凸二次目标函数时，无论选用哪一个βk
 的表达式都是等价的。

我们将共轭梯度法的算法流程整理如下。


算法43
 共轭梯度法




当f（x）是严格凸二次函数时，共轭梯度法还有很多有趣的性质，我们简单列举如下。

• 任意两个迭代方向都是共轭的，即[image: ]
 ，∀i=j。

• 任意两个梯度方向都是正交的，即（∇f（xi
 ））T
 ∇f（xj
 ）=0，∀i=j。

• 迭代至多n次，就会得到最优解。然而梯度下降法并没有这个性质。

虽然f（x）是一般函数时不再具有这些性质，但共轭梯度法常常有不错的表现。


6.3.4 牛顿法


牛顿方向和梯度方向最大的差别是考虑了Hessian矩阵。我们记xk
 处的Hessian矩阵为∇2
 f（xk
 ）。

我们求f（x）的最值点比较困难，因此考虑求稳定点，即∇f（x）= 0的解。如果记xk+1
 = xk
 +dk
 ，则根据泰勒展开，有∇f（xk+1
 ）≈ ∇f（xk
 ）+∇2
 f（xk
 ）dk
 。我们希望∇f（xk+1
 ）=0，也就可以近似地认为∇f（xk
 ）+∇2
 f（xk
 ）dk
 =0。如果∇2
 f（xk
 ）可逆，则我们可以得到dk
 =−（∇2
 f（xk
 ））−1
 ∇f（xk
 ）。因此牛顿法的搜索方向是−（∇2
 f（xk
 ））−1
 f（xk
 ），其迭代格式为




这里的步长αk
 也有多种取法。但与梯度下降法不同的是，这里步长取1的效果通常不错。值得注意的是，虽然我们写作dk
 =−（∇2
 f（xk
 ））−1
 ∇f（xk
 ），但在计算dk
 时，并不真正求逆，而是去求解线性方程组（∇2
 f（xk
 ））dk
 =−∇f（xk
 ）。

在解方程的过程中也有一个牛顿法，实际上和这里说的牛顿法是一回事。我们这里的目标虽然是求解f（x）的最小值，但事实上我们的方法是用于求解∇f（x）=0的，也可以认为是在求解方程组。假设我们要求解一元方程f（x）=0，则我们可以将式（6.21）中的∇f（x）替换为f（x），将∇2
 f（x）替换为f′（x），牛顿法的迭代格式变为




其中f′（xk
 ）是xk
 处的导数。

牛顿法在计算上有以下局限性。

• 计算矩阵∇2
 f（xk
 ）可能要花费很长时间。

• 可能没有足够的内存去存储矩阵∇2
 f（xk
 ）。

• ∇2
 f（xk
 ）不一定可逆，（∇2
 f（xk
 ））−1
 也就不一定存在。

因此一般只有当问题规模较小，而且f（x）是严格凸函数的时候，我们才会考虑牛顿法。在其他情形下使用牛顿法时，都需要设法进行一些修正。


6.3.5 拟牛顿法


牛顿法的局限性基本上源于∇2
 f（xk
 ）。在拟牛顿法中，我们不再直接使用∇2
 f（xk
 ），而是采用其他方式替代。

下面我们用Bk
 近似取代∇2
 f（xk
 ），用Hk
 近似取代（∇2
 f（xk
 ））−1
 ，然后研究如何选取Bk
 和Hk
 。在第1次迭代的时候，我们没有任何有效信息可以用于选取B0
 和H0
 ，因此一般直接取B0
 =H0
 =I，即单位矩阵。在之后的每一次迭代中，我们可以根据当前信息设法找到合适的Bk
 和Hk
 。

根据泰勒展开，我们知道∇f（xk+1
 ）≈ ∇f（xk
 ）+∇2
 f（xk
 ）（xk+1
 −xk
 ），所以我们可以假设







式（6.23）和式（6.24）可以进一步写为







式（6.25）和式（6.26）被称为拟牛顿公式（Quasi-Newton Formula）。凡是满足拟牛顿公式的方法都可以被称为拟牛顿方法。为了后面书写方便，我们定义sk
 = xk+1
 −xk
 ， yk
 =∇f（xk+1
 ）−∇f（xk
 ）。这样，两个拟牛顿公式可以简化为







满足拟牛顿公式的矩阵非常多，我们先来考虑其中尽可能简单的矩阵。这里我们直接给出两个，很容易验证它们满足第1个拟牛顿公式。







我们一般选择式（6.30），这是因为它是对称矩阵。同样，我们可以给出两个类似的矩阵来满足第2个拟牛顿公式。







注意到这两个矩阵和之前介绍过的Barzilai-Borwein步长公式非常相似。可以验证， [image: ]
 的唯一非零特征值是[image: ]
 ，[image: ]
 的唯一非零特征值是[image: ]
 。对比式（6.9）可以发现，这两个非零特征值就是BB步长。事实上，BB步长就是这样构造的。

上面给出的矩阵虽然满足拟牛顿公式，却与Bk
 和Hk
 毫无关系。假设在前面的迭代中，我们已经找到了比较准确的Bk
 和Hk
 ，那么将它们微调成为Bk+1
 、Hk+1
 是比较好的策略。这是因为两次迭代点一般比较近，它们的Hessian矩阵差别不会太大。

我们先来考虑修正Bk
 为Bk+1
 ，修正方式是不唯一的，我们这里只考虑一种思路。刚才我们已经指出Bk+1
 可以选为[image: ]
 ，而我们又希望它接近Bk
 ，所以我们从它们二者出发进行修正。令[image: ]
 ，我们只需要选择一个M，让Bk+1
 满足拟牛顿公式（6.27）。从而我们有（[image: ]
 。化简后，我们得到M sk
 =Bk
 sk
 。这里M的选择不是唯一的，如果取M =Bk
 ，那么又回到了之前的公式，Bk+1
 与Bk
 无关。我们如果把Bk
 sk
 看成一个整体，则可以把M选成类似式（6.30）的形式，即




于是我们有




在实际迭代中，我们需要用的是Hk
 而不是Bk
 。考虑[image: ]
 ，我们可以通过ShermanMorrison公式求出[image: ]
 作为Hk+1
 。


定理6.2（Sherman Morrison公式）
 如果矩阵A可逆，u，v都是列向量，并假设1+vT
 A−1
 u=0，则我们有




读者可以参考上述定理，对式（6.34）两边同时求逆，得到Hk+1
 的递推式。这里我们直接给出结果。




式（6.35）就是著名的BFGS（Broyden-FletcherGoldfarbShanno）公式[Bro70，Fle70，Gol70，Sha70]
 。

类似地，我们还可以考虑直接修正Hk
 为Hk+1
 ，令[image: ]
 。与前面推导类似，我们可以选




于是我们有




式（6.37）就是著名的DFP（DavidonFletcherPowell）公式[Dav59，FP63]
 。

我们将拟牛顿法的一般流程总结如下。
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拟牛顿法很好地解决了Hessian矩阵的计算问题，但是仍然没有解决存储问题。尽管H1
 =I是稀疏矩阵，可以节约存储，但H2
 已经不能保证是稀疏矩阵了。我们在下面介绍的有限内存BFGS算法[Noc80]
 在BFGS算法的基础上进行了修改，解决了存储问题。为了描述方便，我们先定义一些记号。




于是BFGS公式（6.35）可以写为




我们可以利用式（6.39）反复代入，从Hk
 一直推至Hk−m
 。




这样看起来非常复杂，但好处是我们只需要存储sk−1
 ，sk−2
 ，…，sk−m
 ，yk−1
 ，yk−2
 ，…， yk−m
 及Hk−m
 ，就可以得到Hk
 。如果Hk−m
 是对角矩阵，那么原先存储Hk
 所需的n2
 的空间可以降至（2m+1）n。

尽管在理论上不如BFGS方法和DFP方法，但由于计算技巧上的改进，有限内存BFGS方法仍然是目前实际效果最好的拟牛顿法之一。


6.4 最小二乘


最小二乘是指形如




的问题。在实际问题中，最小二乘常常被作为一类模型来使用，也就是前面所讲过的代理模型法。在理想情况下，我们可能会要求所有的fi
 （x）等于0，但实际上我们做不到这一点。一种解决方式就是求解问题（6.41）。

本节中我们总是假设m≥n，这是因为在m<n时，[image: ]
 常常是有解的，也就没有必要去求最小二乘。


6.4.1 线性最小二乘


线性最小二乘是指fi
 （x）全都是线性函数。这时问题也可以写为




目标函数的梯度是2AT
 （Ax−b）。因此我们可以令梯度等于零，得到方程组




下面我们就来介绍如何求解式（6.43）。

这时的一个选择是直接求解方程组AT
 Ax=AT
 b。但这样的缺点是需要计算AT
 A，而矩阵乘法的计算量是比较大的。实际上常用的方法是对A进行QR分解，即A=QR，其中Q是正交矩阵（即QT
 Q为单位矩阵），R是上三角矩阵。假设我们已经有了这样一个分解，则代入式（6.43）后，我们可以得到




我们可以用前面介绍过的求解三角方程组的方法解出x，因此问题就集中在如何对A进行QR分解。

QR分解的方法主要有三种：Householder变换、Givens变换和Gram-Schmidt正交化方法。矩阵分解并不是本章的重点，而介绍这三个方法会占用较大篇幅，有兴趣的读者请参考[GVL12]。


6.4.2 非线性最小二乘


如果在最小二乘问题（6.41）中有某个fi
 （x）是非线性的，那么问题就变得困难很多。但是我们仍然可以使用导数优化方法来求解。

下面，我们介绍GaussNewton法，这是一种迭代算法。我们记第k次迭代的迭代点为xk
 ，再定义Jacobian矩阵




于是，目标函数[image: ]
 的梯度是




Hessian矩阵是




我们近似地认为Hessian矩阵是2J T
 （x）J（x），则使用牛顿法可以得到迭代式




这就是Gauss-Newton法的迭代格式。

如果用梯度下降法求解非线性最小二乘，则迭代格式是




其中λ是某个步长。Levenberg[Lev44]
 将梯度下降法和Gauss-Newton法融合，得到了一个新的迭代格式是




其中λ是一个参数。λ为0时就是Gauss-Newton法，λ很大时就会很接近梯度下降法。我们可以使用动态调整λ的策略。Marquardt[Mar63]
 将式（6.50）中的单位矩阵替换为Hessian矩阵的对角线，将迭代格式变为




迭代格式（6.51）被称为Levenberg-Marquardt法。



第7章 迭代法


之前我们介绍了如何利用高斯消去法来求解线性方程组，这类方法属于直接法。本章我们要介绍如何利用迭代法求解线性方程组。当然，迭代法不仅可以用于求解线性方程组，也可以用于求解非线性方程组。与直接法相比，迭代法得到的解通常不够精确，但误差是可控的。使用迭代法可以得到误差容忍范围内的近似解，并且通过调整误差容忍值可以让迭代尽早终止，从而提高计算效率。本章我们除了介绍几种流行的迭代法的算法流程，还会仔细分析这些方法的收敛条件和有效性。


7.1 线性方程组的迭代法



7.1.1 一阶定常格式迭代法


迭代法是指通过近似解序列x（0）
 ，x（1）
 ，···，x（k）
 ，··· 不断逼近准确解x∗
 。如果相邻的两个近似解满足一个固定的函数关系，则称其为固定格式迭代法。在求解线性方程组时，这种固定的迭代格式可以写为




这里的x（k+1）
 、x（k）
 和g都是向量，G为方阵，我们也把它叫作一阶定常格式迭代法。“一阶”是指迭代格式只用到了上一步的近似解；“定常”是指矩阵G是固定的，不随迭代次数改变。精确解x∗
 应当满足x∗
 = Gx∗
 +g，即（I−G）x∗
 = g。所以我们一般要求I−G非奇异，以保证存在精确解。迭代收敛是指当k→+∞时，x（k）
 →x∗
 ，也就是误差e（k）
 =x（k）
 −x∗
 →0。不难推导出误差e（k）
 关于初始误差的递推关系为





定理7.1
 当且仅当G的谱半径（Spectral Norm）小于1，即矩阵G的最大奇异值小于1时，迭代法才会收敛。


证
 根据谱半径的定义，可以得到[image: ]
 。于是我们有




当ρ（G）<1且k→+∞时，ρ（G）k
 →0。所以∥e（k）
 ∥2
 →0。

因为谱半径和诱导范数（Induced Norm）之间都满足ρ（G）≤∥G∥，所以如果能够找到矩阵的某一诱导范数小于1，则也能证明迭代法收敛。接下来我们要介绍三种常见的一阶定常迭代：Jacobi迭代、Gauss-Seidel迭代和超松弛迭代（SOR）。

1.Jacobi迭代

我们把线性方程组展开来写：




假设∀i=1，2，…，n，满足ai，i
 =0，则我们可以有如下变换：




如果将等号右边都用上一次迭代的近似解，等号左边都用新的迭代近似解，那么可以得到如下迭代格式：




下面我们将把上式简写成矩阵形式。设D、L、U分别为对角阵、下三角及上三角阵。










如果满足A=D−L−U，其中A为原问题稀疏矩阵，则迭代格式可以改写为




它的收敛条件是D−1
 （L+U）的谱半径小于1，这个条件显然是不容易验证的。在实际应用时，我们经常使用一个容易验证的充分条件来代替谱半径小于1：原问题系数矩阵A满足行对角占优，即每一个对角线元素都大于同行所有其他元素之和；或者列对角占优，即每一个对角线元素都大于同列所有其他元素之和。

2.Gauss-Seidel迭代

从Jacobi迭代格式的推导过程中，我们会产生一个很自然的想法，在计算x（k+1）
 i 时，既然∀j<i，已经得到了第k+1次更新的结果，那么就可以在迭代式中使用了。具体形式是




写成方程的形式是




整理后得到如下形式：




收敛条件是（D−L）−1
 U 的谱半径小于1，一个充分条件也是原问题系数矩阵是行或列对角占优的。

Jacobi和Gauss-Seidel迭代的收敛性的充要条件是对应迭代格式的定常矩阵的谱半径小于1，但它们的迭代矩阵是不同的。原问题系数矩阵A对角占优是这两种方法收敛的充分条件。除此之外，我们关心的问题如下。

• Gauss-Seidel迭代收敛是Jacobi迭代收敛的充分条件吗？

• Jacobi迭代收敛是Gauss-Seidel迭代收敛的充分条件吗？

• 当两种迭代都收敛时，哪种迭代的收敛速度更快？

事实上，当Gauss-Seidel迭代收敛时，Jacobi迭代可能会发散；当Jacobi迭代收敛时， Gauss-Seidel迭代可能会发散。也就是说，它们的收敛关系互相都不是充分条件。比如考虑如下问题：




我们很容易验证线性方程组（7.14）的唯一解是x∗
 =（1，1，1）T
 。表7.1是使用Jacobi迭代和Gauss-Seidel迭代的近似解序列，初始解x0
 设为（0.8，0.8，0.8）T
 。Jacobi迭代经过短短四五步便已经收敛到准确解。在Gauss-Seidel迭代中虽然我们只列出了6步的结果，但我们可以发现这种发散的趋势。事实上当我们采用Gauss-Seidel迭代更多步后甚至还会出现越界。可以发现，Gauss-Seidel迭代发散，而Jacobi迭代收敛。


表7.1 方程组（7.14）的Jacobi迭代和Gauss-Seidel迭代近似解序列

[image: ]


我们再来考虑另一个问题：




同样，我们也很容易验证线性方程组（7.15）的唯一解是x∗
 =（1，1，1）T
 。表7.2是分别使用Jacobi迭代和Gauss-Seidel迭代的近似解序列，初始解x0
 设为（0.8，0.8，0.8）T
 。可以发现， Jacobi迭代发散，而Gauss-Seidel迭代收敛。

通过举反例的方法，我们可以很容易地验证两种迭代法互相没有充分性。


表7.2 方程组（7.15）的Jacobi迭代和Gauss-Seidel迭代的近似解序列

[image: ]


当原问题系数矩阵A是严格对角占优时，两种迭代法都收敛，此时Gauss-Seidel迭代的收敛速度要比Jacobi迭代的收敛速度更快。对于这方面的证明，感兴趣的读者可以查找更多的文献。我们通过一个例子来验证这个结论，考虑如下问题：




那么无论a取何值，只要原问题存在唯一解，则解为（1，1，1）T
 。很明显，当−0.5<a<0.5时，系数矩阵是严格对角占优的。我们取a=±0.4，±0.3，±0.2，±0.1，得到它们的迭代步数对比如表7.3所示。当然，这些例子只能用于观察特定问题的收敛速度比较，要得出确定的结论还要有更严谨的数学证明。


表7.3 方程组（7.16）的迭代法收敛比较

[image: ]



续表

[image: ]


3.超松弛迭代

超松弛迭代在Gauss-Seidel迭代的基础上引入了松弛因子ω。用Gauss-Seidel法更新[image: ]
 后，我们把它与[image: ]
 取线性组合作为修正，得到SOR的基本形式：




将具体递推形式代入后得到的最终形式是：




如果ω=1，那么它就是Gauss-Seidel迭代；如果ω=0，那么迭代是没有意义的，因为它并不会更新解序列。当ω>1时，我们称之为超松弛迭代法（SOR）。如果SOR方法的收敛等价于迭代格式中的定常矩阵的谱半径小于1，那么这个定常矩阵的行列式的绝对值必须小于1，因为行列式等于所有特征值的积。再根据三角矩阵的行列式等于其对角线上元素的乘积，得出




所以SOR方法收敛的一个必要条件就是|（1−ω）n
 |<1，即0<ω<2。


7.1.2 Krylov子空间算法


在之前介绍的定常迭代算法中，我们提到这些方法并不非常实用，因为它们的收敛条件较为苛刻，而很多实际问题并不满足。目前求解大规模稀疏线性方程组问题的最普遍的方法是Krylov子空间算法，其基本思想是在一个较小的子空间[image: ]
 中找出原问题的近似解，而我们知道这个近似解就是准确解在子空间[image: ]
 上的投影，因此这类方法也是投影算法。投影算法的一般形式是：找到近似解[image: ]
 ，使




其中[image: ]
 是另外一个m维的线性空间。设{v1
 ，v2
 ，…，vm
 }和{w1
 ，w2
 ，…，wm
 }分别是[image: ]
 和[image: ]
 的标准正交基。令矩阵V =（v1
 ，v2
 ，…，vm
 ），矩阵W =（w1
 ，w2
 ，…，wm
 ），由于[image: ]
 ，因此存在[image: ]
 ，使得[image: ]
 。由正交性条件（7.20）可得




即




为了表述方便，对于任意i，我们称b−Ax（i）
 为残差，并记作r（i）
 。如果矩阵W T
 AV 可逆，则[image: ]
 有最佳近似解的解析形式：




下面我们通过若干概念逐步介绍Krylov子空间算法的思想及其变种。

1.投影算子

投影算子首先是一个线性算子，设L是空间X到空间Y 的线性算子，则它满足：

• L（αx）=αL（x），∀x∈X，[image: ]


• L（x1
 +x2
 ）=L（x1
 ）+L（x2
 ），∀x1
 ，x2
 ∈X

L的值域空间定义为：




L的零空间又称为核，其定义为：




[image: ]
 （L）是Y 空间的子空间，而[image: ]
 （L）是X空间的子空间。如果P 是一个线性算子，且满足




则我们称P为投影算子或者投影变换，也可以简称为投影。如果这时还满足[image: ]
 （P）⊥[image: ]
 （P），即[image: ]
 ，[image: ]
 ，都有（x，y）=0，则我们把P 叫作正交投影，其他投影算子就对应为斜投影算子。图7.1给出了二维空间中点x在向量A上的正交投影，以及三维空间中点x在平面A上的正交投影。


图7.1 二维和三维实数空间中的正交投影图示



正交投影算子P 可以表示成一个n×n的矩阵，但表示形式并不唯一。

2.Krylov子空间

设[image: ]
 ，[image: ]
 ，则我们称




为由A和r生成的Krylov子空间，简记为[image: ]
 ，它具有的性质如下。

• Krylov子空间的嵌套性：[image: ]
 。

• [image: ]
 的维数不超过m。

• [image: ]
 （A，r）={x=p（A）r：p为次数小于m的多项式}。

Krylov子空间方法就是在Krylov子空间中寻找近似解。一个首先要问的问题就是：线性方程组Ax = b的解与Krylov子空间的关系。显然存在某个m使得[image: ]
 （A，r）=[image: ]
 （A，r），也就是存在c0
 ，c1
 ，...，cm−1
 ，使得




假设m是满足式（7.28）的最小的一个，这样一定有c0
 =0，否则有




成立，与假设矛盾。既然c0
 =0，则我们可以将式（7.28）改写为




如果取r=b，则




就是方程组Ax=b的解。如果取r=b−Ax0
 ，其中x0
 为任意向量，则




就是方程组Ax=b的解，因此求出式（7.28）就意味着找到了方程组的解。

3.Arnoldi算法

Arnoldi算法是1951年由[Arn51]在Krylov子空间的思想基础上提出的。理论上，直接计算Krylov子空间就可以得到方程组的解了，但实际上计算中的数值的稳定性会很差，一个解决方案就是计算Krylov子空间的单位正交基底，我们可以使用Gram-Schmidt正交化来完成。假设[image: ]
 （A,r）的一组单位正交基底是{q1
 ,q2
 ,···,qj
 }，要计算[image: ]
 （A,r）的基底，则只需处理新增的向量Aj
 r，扣除它在正交基底上的投影，即




新的正交基底即[image: ]
 。

我们可以使用数学归纳法证明




因此，Aqj
 可以用于替代Aj
 v，即




下面我们用矩阵表示Arnoldi算法，便于后面进一步讨论。式（7.35）可以改写为




因此我们有




4.广义极小化残差方法

广义极小化残差方法（GMRES）[SS86]
 就是要求解优化问题：




由于[image: ]
 （A,r0
 ）=span（q1
 ,q2
 ,···,qj
 ），所以上述问题等价于




根据前面的Arnoldi算法，我们可以将目标函数改写为




其中e1
 是第1个分量为1、其余分量都为0的向量。要极小化[image: ]
 就是要求[image: ]
 的最小二乘解，当然，我们可以采用前面介绍过的方法。这里Hj
 实际上非常接近上三角矩阵，所以可以采用Givens变换将其变为上三角矩阵，然后直接通过代入法得到解。


7.1.3 无约束优化方法


除了使用之前介绍的固定格式迭代法和Krylov子空间方法，如果系数矩阵A是对称正定的，则我们考虑以下函数的最小值：




由于A是对称正定的，函数f（x）实际上是严格凸函数，那么它的最值出现在∇f（x）=0处，即Ax=b处。对于这样的无约束优化问题，可以参考本书前面章节中介绍过的方法，比如共轭梯度法，它在求解稀疏矩阵时有很广泛的应用。这类迭代法的迭代格式为：




其中α（k）
 是第k+1次迭代的搜索步长，d（k）
 是第k+1次迭代的搜索方向。但是我们知道共轭梯度法适用的是系数矩阵对称正定的情况，如果只是正定，则当然还可以使用双共轭梯度法，但对于更一般的情形，这些方法不能保证收敛。


7.2 非线性方程组的迭代法


非线性方程组的一般形式为




设x=（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 ，F（x）=（f1
 （x），f2
 （x），…，fn
 （x））T
 ，则方程可以改写为F（x）=0。当问题只有一个未知量时，问题会退化为非线性方程。我们将介绍用于求解非线性方程组的不动点迭代法和Newton-Raphson迭代法。


7.2.1 不动点迭代


不动点迭代的基本思想是通过构造与原问题F（x）=0等价的新问题x=Φ（x），利用迭代格式x（k+1）
 =Φ（x（k）
 ）来得到近似解。我们不妨举例来说明这个过程。

引入以下非线性方程组作为要求解的问题：




非线性方程组的解可能并不唯一，所以对于这个问题，我们把问题限定于只需要找到从x0
 =（0.75，1.75）T
 开始能找到的最近的近似解，误差精度为10−8
 。不难推导，我们可以得到以下不动点迭代：




如果每次迭代时右端都是用上一次迭代的值，则也可称之为Jacobi迭代：




如果我们在更新[image: ]
 时使用的是[image: ]
 而不是[image: ]
 ，则我们也可称之为Gauss-Seidel迭代：




我们以（0.75，1.75）T
 为初始值，发现Jacobi迭代到131步时收敛，而Gauss-Seidel迭代到62步时收敛。我们这里举例的非线性方程组比较特殊和简单，由于方程组中的第1个方程是线性的，则更方便的做法是将x2
 =3−x1
 代入第2个方程中，那么就退化为求解一个一元二次方程。不动点迭代法在很多实际例子中是发散的，所以应用并不太广泛。由于非线性问题的多解性，迭代收敛一般与所取的闭区域有关，也就是我们所说的收敛域。感兴趣的读者可以查阅关于压缩映射原理和局部收敛原理的资料。如果x∗
 是不动点，且迭代格式的Jacobi矩阵在x∗
 处的值的谱半径小于1，则能够找到一个x∗
 的邻域，在邻域内取任何初值都可以收敛到不动点。


7.2.2 Newton-Raphson迭代


Newton-Raphson迭代其实就是牛顿法，在前面的章节中有所介绍。和本章不同的是，之前要解决的问题是∇F =0，而本章要解决的问题是F =0，本质上都是一样的。不过我们这里不妨针对非线性方程组的求解把牛顿法讲得具体一些，除了方法推导，我们还会讨论它的收敛性质。

分别将方程f1
 （x1
 ,···,xn
 ）,f2
 （x1
 ,···,xn
 ）,···,fn
 （x1
 ,···,xn
 ）在第k次近似解x（k）
 =[image: ]
 处以泰勒级数展开，只保留到一次项：




写成矩阵的形式是




即∇F（x（k）
 ）（x（k+1）
 −x（k）
 ）=−F（x（k）
 ），于是有如下迭代格式：




还是以7.2.1节的非线性方程组为例，牛顿迭代的系数矩阵为




它的逆为




求解的迭代收敛过程如表7.4所示。


表7.4 牛顿迭代解非线性方程组的迭代过程

[image: ]


求平方根x2
 =n是非常经典的一个问题。如果设定误差范围ϵ，那么它的二分法可以写为算法45的形式，迭代次数是[image: ]
 ，每次迭代中都有乘法操作，复杂度为F（d），d为要计算的数字有效位数，所以采用二分法求平方根的复杂度为[image: ]
 。F（d）依赖于计算两个d位有效数字乘法所选取的具体方法，比如用Karatsuba算法时，[image: ]
 ；用k-way ToomCook算法时，[image: ]
 ，当k很大时，log（2k−1）/log k接近于1。那么我们现在关心的是，如果使用牛顿法，则它的时间复杂度比二分法又快多少呢？

采用二分法求平方根问题，如算法45所示。


算法45
 采用二分法求平方根问题




采用牛顿法求解平方根问题，如算法46所示。


算法46
 采用牛顿法求平方根问题




设[image: ]
 ，那么我们可以得到：




所以




我们考虑n很大的情况，当ϵ（k）
 远小于√n时，我们可以近似地得到[image: ]
 ，也就是说当迭代进行到很多步误差比较小后，牛顿法是平方收敛的。设最后需要保留的有效数字位数为d，则迭代次数为[image: ]
 ，因为每次迭代都需要进行除法操作，而除法操作的复杂度和乘法是一样的，于是采用牛顿法求平方根的复杂度为F（d）log d。不难证明d≈log n−logϵ，则[image: ]
 ，所以牛顿法优于二分法。


7.2.3 无约束优化方法


我们在讨论线性方程组的解法时讲到，我们可以把问题转换为一个严格凸函数的无约束优化问题，对于非线性方程组，我们仍然可以采用这种方法。构造目标函数




则




在解决这个无约束优化问题时，可以参考前面章节中提到的拟牛顿法和最速下降法等。需要注意的是，新的问题并不一定而且往往不是严格凸函数，所以不容易获得全局最优解。



第8章 插值与拟合


插值与拟合都属于建模方法，根据已知数据确定函数的具体表达式。假设已知数据的n组为（X0
 ，Y0
 ），（X1
 ，Y1
 ），…，（Xn−1
 ，Yn−1
 ），则插值就是要确定函数f，使得f（X0
 ）=Y0
 ， f（X1
 ）=Y1
 ，…，f（Xn−1
 ）=Yn−1
 。而拟合则更为灵活，只需f（X0
 ）≈Y0
 ，f（X1
 ）≈Y1
 ，…， f（Xn−1
 ）≈Yn−1
 。请注意这里的“约等于”并不是严格的表述方式，一般会根据实际情况定义估价函数，使得函数f大致符合这种近似关系。

通过概念上的阐述，我们可以推断插值与拟合的不同应用场景。应当选择插值还是拟合，这需要根据实际问题来确定。例如数据量的大小（即n的大小）经常起到决定性的作用：当数据量很小时，每一组数据都至关重要，所以一般采用插值；当数据量很大时，每一组数据的重要性不大，而更重要的是这些数据总体所表现出来的趋势，所以一般采用拟合。无论是采用插值还是拟合，其根本目的都是一致的：根据已知数据推断未知数据。而计算插值或者拟合的过程就相当于让函数f学习已知数据，掌握其中的规律，用于预测。

在本章中我们将介绍几种插值与拟合的常用方法，并使用图像处理中的一些实际问题举例说明。


8.1 插值


假定区间[a，b]上的实值函数f（x）在该区间上的n个互不相同点x0
 ，x1
 ，…，xn−1
 处的值是f（x0
 ），f（x1
 ），…，f（xn−1
 ），要求估算f（x）在[a，b]中某点x∗
 的值，这时可以采用插值法。它的基本思想是找到一个插值函数P（x），在以上给定的离散点上与f（x）的值相等，于是我们可以把P（x∗
 ）的值作为对f（x∗
 ）的预测。如果x∗
 在给定点的区间内，则为内插法；反之为外插法。插值函数P（x）的不同选取办法对应不同的插值算法，本节我们会介绍最近邻插值、线性插值、多项式插值、牛顿插值和埃尔米特插值。在实际应用中，还有很多其他广泛应用的插值算法，例如样条插值及三角插值，这里我们不做介绍，感兴趣的读者可以查阅文献来了解更多的这类算法。


8.1.1 常见的插值算法


1.最近邻插值

最近邻插值可以说是最简单的插值方法。它的思想就是，对未知的数据从已知数据中找到距离最近的一个点来代替，即




式（8.1）看着复杂，实际上非常简单。这个算法也非常容易推广到二维和三维的情况，以二维为例，当我们知道矩形中4个点的值时，那么矩形内任意一点的值可以拿离它最近的顶点的值近似，也就是把矩形分成“田”字形，每一小矩形内所有点的值都近似为包含它的大矩形顶点的值。这种方法操作简单，无须复杂计算，但插值函数不平滑，没有连续性。可以想象如果拿它作为图像插值算法，则很容易出现锯齿形物体边界。

2.线性插值

如果知道f（x）在两个点x0
 、x1
 上的值，那么对于∀x∈（x0
 ，x1
 ），我们可以采用线性函数来近似。这个线性函数表示为：




它的计算也非常简单，而且具有连续性，不足之处是误差在一般情况下随着插值点的距离的增大，插值的近似效果会变差很多。例如，原函数是f（x）=x2
 −100，如果我们取插值点为x0
 =−10，x1
 =10，那么原函数在两点都取值为0，采用线性插值时可以得到P（x）在区间内的所有点都近似为0。当插值空间是二维时，将每个方向单独考虑，分别使用线性插值，则对应的方法叫作双线性插值，这也是非常自然的一种高维推广方式。

3.多项式插值

多项式插值可以用于估计非常复杂的曲线。当已知n个数据点的时候，我们可以确定带有n个变量的多项式。记f（x）=a0
 +a1
 x+…+an−1
 xn−1
 ，则有




请注意在这里只有a0
 ，a1
 ，…，an−1
 是变量。因此上式又可以写为




这是一个n阶线性方程组。当插值点各不相同时，可以证明该方程总是有唯一解的。

由于解方程的计算量比较大，因此我们可以采用一些特殊技巧直接构造满足要求的插值函数。例如，如果我们能构造函数l0
 （x）,l1
 （x）,···,ln−1
 （x），使得它们满足li
 （xi
 ）=1且li
 （xj
 ）=0（i=j），则可以验证[image: ]
 刚好满足插值条件。这里li
 （x）就是拉格朗日基，其具体表达式为




我们也把这种采用拉格朗日基的多项式插值算法叫作拉格朗日插值算法。它的计算比直接矩阵求解方程组要方便很多，但有一个问题是当插值节点增减时，全部的插值基函数均要随之变化，整个公式也将发生变化，这在实际计算中是很不方便的。

另一种常见的插值方法是牛顿插值。我们记n个插值点的牛顿插值多项式为Nn−1
 （x）。牛顿插值试图找到Nn
 （x）与Nn−1
 （x）的区别，以便在增加插值点的时候，从已有的插值函数出发进行修正。我们先观察Nn
 （x）−Nn−1
 （x），很显然Nn
 （x）−Nn−1
 （x）在x0
 ，x1
 ，...， xn−1
 处都等于0，因此我们可以构造




其中bn
 是一个常数，于是有




我们以3个插值点的牛顿插值多项式为例，计算b0
 、b1
 、b2
 的表达式。我们知道N2
 （x）和f（x）在插值点x0
 、x1
 、x2
 处都相同，即










由式（8.8）直接得到




由式（8.9）减去式（8.8）得到




由式（8.10）减去式（8.9）得到




从而




式（8.12）和式（8.14）称作差商。其定义可以使用新的符号表示为




差商表示例如表8.1所示。


表8.1 差商表示例

[image: ]


线性插值其实就是多项式插值的一种特例。多项式插值虽然比线性插值计算更复杂，但是在一般情况下它的精度也更高。但是提到多项式插值，又不得不提到高阶多项式插值带来的Runge现象，这种现象的出现使得我们不能一味地靠加密插值点和使用更高阶多项式来得到更好的近似。在图8.1中显示了不同数量的插值点对于[image: ]
 的近似。其中“F”代表原函数，“F4”代表使用4个插值点，“F6”代表使用6个插值点，“F8”代表使用8个插值点。可以发现随着插值点个数的增加，震荡现象更加明显。


图8.1 多项式插值的Runge现象图示



以上介绍的是由n个点确定1个n−1次多项式的插值方法，它只能保证插值函数在指定点与原函数相等，在实际应用中我们可能还需要保证插值函数在指定点的一阶或者直到k阶的导数都是相等的，这时可以采用埃尔米特（Hermite）插值方法。Hermite插值在不同节点满足的插值条件的个数可以不等，若在某节点xi
 要求插值函数多项式的函数值，以及从一阶导数值直到k−1阶导数值均与原函数相等，则我们称xi
 为k重插值节点。所以， Hermite插值除了给出插值点[image: ]
 ，还会给出对应的重数[image: ]
 。当重数之和为n−1时，说明插值条件有n个，此时Hermite插值多项式对应的是一个n次多项式。常用的二次埃尔米特插值法要求在各个插值点的值及一阶导数的值都等于原函数，此时如果有n个点，那么埃尔米特插值多项式为2n−1次。其基本思想也是先确定函数形式，然后根据插值条件确定系数。


8.1.2 插值的应用


1.“逻辑测试”问题

有一些“逻辑测试”的题目，就是列出几个已知数字，让我们来推测后面的数字。例如有这样两个问题：

（A）2，4，6，8，______

（B）1，2，3，5，______

由于这里的“逻辑”并没有一个明确的定义，所以这类题目不存在一个严格正确的答案。例如对于问题A，很多人会认为下一个数字是10，因为这些都是偶数。对于问题B，很多人会认为下一个数字是8，因为从第3个数字起，它们都等于前两个数字的和。实质上，答案取决于我们所采用的模型。令f（x）表示第x个数字，那么f（x）=2x显然是符合问题A观测数据的一个模型，但并不是唯一模型。只要我们的模型满足f（1）=2，f（2）=4， f（3）=6，f（4）=8，则都可以用来预测下一个数字。也就是说对于给定的四组数据（1，2）， （2，4），（3，6），（4，8），我们要求插值函数。

如果使用最近邻插值，则结果会非常有趣。我们只需重复最后一个数字，因为距离最近的一个已知数据就是最后一个数据，所以答案是：

（A）2，4，6，8，8
 。

（B）1，2，3，5，5
 。

使用多项式插值后，前面的两个问题就会分别变为求解线性方程组




和




这两个方程组只有右端项是不同的。我们可以解出问题A的插值多项式为




问题B的插值多项式为




根据这个插值多项式，我们应当这样回答这个问题：

（A）2，4，6，8，10
 。

（B）1，2，3，5，9
 。

虽然和“标准答案”会不一致，但我们也是遵照某种规律填写的。实质上无论填写任何数字，都可以构造一个插值多项式来表明其合理性。

2.图像拉伸算法

图像拉伸是很常见的需求，例如电脑桌面壁纸。当照片比我们期望的尺寸小时，我们就需要某种算法将其拉伸到我们想要的尺寸。如何确定拉伸后的图片中每个像素点的颜色就是一个有趣的问题。当然，我们很难做到让拉伸后的图片非常清晰，否则就没有必要追求高像素的数码相机了。但恰当地使用插值技巧可以让拉伸后的图片比较清晰。

为了表述方便，我们将图像的像素对应到坐标系中，将每一个像素都对应到一个整点，即横纵坐标都是整数的点。我们记拉伸前的图像坐标范围是[0，w]×[0，h]，记拉伸后的图像坐标范围是[0，w′]×[0，h′]，我们需要确定拉伸后的每个像素（x′，y′）的颜色，记（x′，y′）在拉伸前的图像中对应的坐标是（x，y）。很显然，它们之间的对应关系是




当且仅当（x，y）是整点时，我们才明确地知道该位置的颜色。而当（x′，y′）是整点时，它所对应的[image: ]
 并不一定是整点。

如果采用最近邻插值算法，则我们可以找到与其最近的整点，使用该位置的颜色代替，因此得到




另一种常用的方案是双线性插值算法。双线性插值允许选择4组已知数据，因此我们可以选择与[image: ]
 最近的4个整点，即




可以把这4个点分成两组，每组的两个点仅有一维是不同的，分别对这两组进行线性插值。（x0
 ，y0
 ）和（x0
 ，y1
 ）之间的线性插值是




同理，（x1
 ，y0
 ）和（x1
 ，y1
 ）之间的线性插值是




再对这两个插值函数计算线性插值，并代入前面的插值结果，得到




另外一种得到双线性插值表达式的途径是解方程。可以令




这里有4个未知系数，将已知的4组数据代入，得到




我们可以解出系数，从而得到双线性插值的表达式。虽然形式不同，但它与式（8.25）是一致的。

除了双线性插值算法，还有使用更多的已知数据的双三次插值算法。令




这里有16个未知系数。我们采用类似Hermite插值的思想，对4个位置的函数值及导数值进行限制。对于4个位置处的函数值，有




对于4个位置在x方向上的偏导数，有




同理，对于4个位置在y方向上的偏导数，有




最后，对于4个位置的二阶混合偏导数，有




这样，我们总共得到了16个方程，刚好可以用来求解16个系数。但是以上各个方程中的左端项其实只有4个函数值f（x0
 ，y0
 ）、f（x0
 ，y1
 ）、f（x1
 ，y0
 ）、f（x1
 ，y1
 ）是已知的，而所有导数的值都不是已知的。在实际计算中，我们可以简单地根据周边的像素近似地估计导数的值，这就是所谓的有限差分法（Finite Di◆erence）。例如x方向上的偏导数可以近似为




y方向上的偏导数可以近似为




二阶混合偏导数可以近似为




请注意有限差分法得到的公式并不是唯一的，这里所给出的公式只是作为举例。


8.2 拟合


拟合与插值非常类似。拟合方法并不需要保证拟合函数在指定点的值等于原函数的值，只需要使得在所有给定点的误差值很小。对于某些问题，拟合比插值有明显的优势。

• 当数据非常多的时候，插值的计算量巨大。例如n组数组对应的插值多项式是n−1次的，包括n个待定系数，需要求解n阶线性方程组。拟合则没有必要使用n−1次多项式。

• 高次多项式插值容易出现Runge现象，预测效果反而不好。拟合一般不会选用高次多项式，得到的结果通常不会有剧烈波动，更符合实际。

• 某些问题的数据本身不保证精确性，甚至可能存在少量数据完全错误的现象。这类数据会严重影响插值的结果，但拟合对轻微扰动及少量错误并不敏感，更能体现整体趋势。

本节我们将介绍线性拟合和非线性拟合方法，其中在非线性拟合中我们会介绍拟合函数是多项式和Logistic函数的情况。更多的关于其他非线性函数做拟合的情况，感兴趣的读者可以查阅其他资料，我们在本节中就不一一介绍了。


8.2.1 常见的拟合算法


1.线性拟合

如果我们要拿常数来拟合n个给定点，使得误差平方和最小，则不难证明P（x）=[image: ]
 ，即取均值时最优。除去常数拟合的情况，最简单的拟合函数就是线性函数了，假设P（x）=ax+b，则它的最小二乘问题可以写为：




将P（x）= ax+b代入，得到要求解的最小二乘问题展开后是求F（a，b）=（ax0
 +b−f（x0
 ））2
 +…+（axn−1
 +b−f（xn−1
 ））2
 最小。




即




可以得到




其实这个问题等价于求解以下关于a，b变量的方程组的最小二乘解：




其中系数矩阵[image: ]
 ，变量x=（a，b）T
 ，右端项f =（f（x0
 ），f（x1
 ），…，f（xn−1
 ））T
 。那么它的最小二乘解是x=（AT
 A）−1
 AT
 f。感兴趣的读者可以验证这与之前按照偏导得0算出来的结果是一致的。

2.非线性拟合

最基本的非线性拟合就是多项式拟合。多项式拟合要求解的问题和多项式插值类似，同样是求解线性方程组。不同的是，方程的数量通常远远大于变量的数量，这时问题一般无解，需要求近似解。最常用的方法之一就是前面多次提到过的最小二乘法，在这里就不重复介绍了。

另外，神经网络（Neural Network）也可以看作一类特殊的非线性拟合。实际上，它是多层简单的线性或非线性拟合的叠加。在数学上，m层神经网络可以写成




其中每一个函数都代表神经网络中的一层。既然神经网络也是非线性拟合，则自然可以和一般非线性拟合一样，使用最小二乘法求解。但更为常用的算法是Backpropagation算法（BP算法）。BP算法其实就是梯度下降法，只是在计算梯度时巧妙地根据多层的特点，采用了链式法则求解梯度，即





8.2.2 拟合的应用


相机拍摄出照片，实质上就是将三维世界投影到二维平面，所得到的图像会根据拍摄角度的不同而产生变形，这就是所谓的透视变换（Perspective Transformation）。图像校正就是要消除拍摄角度对照片的影响，得到拍摄对象的正面照片。图像校正有许多实际应用，例如当我们需要识别照片上所显示的文字时，如果事先对图片进行校正处理，则可以提高整个系统的准确率。

图8.2的左边是实际拍摄的一个平板电脑的照片，右边是算法处理后得到的平板电脑的正面照片。要做到这样的一个校正，我们需要先根据某些特定算法选取若干组对应点，即实拍照片中的点与其在校正照片中的点。我们通常寻找一些容易识别的点作为对应点，例如平板电脑的4个角及按钮等，然后在校正照片中标出它们应当对应的位置。利用若干组这样的对应点，我们通过算法拟合算出透视变换，从而进一步得到完整的校正照片。


图8.2 图像校正



假设拍摄所得的照片的某像素坐标为（x，y），其所对应的校正后的像素坐标为（x′，y′），那么它们之间的关系满足透视变换，具体表达式为




因此




我们可以发现当a0
 ，a1
 ，…，a8
 全都等于0时方程永远成立。为了避免这种情况，我们可以固定其中一个变量，不妨取a8
 =1。读者可以验证，固定任何一个变量都不会影响最终结果。

每一组对应的（x,y）和（x′,y′）都能得到这样的两个方程，因此我们需要至少4组相互对应的像素坐标就可以根据8个方程求得透视变换。记 n 组像素坐标为（x0
 ,y0
 ）,（x1
 ,y1
 ）,···,（xn−1
 ,yn−1
 ），以及校正后的像素坐标为[image: ]
 ，则有




其中




当n≥4时，我们可以使用线性最小二乘法求得透视变换。另外，当n刚好等于4时，只要使用普通的解方程就可以了。对于一个给定的图像校正问题，只要对应点足够多，并且大多数都比较准确，那么最终求得的结果就会比较准确。
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