
目录


正文

1. 问题的重要性：费马猜想



2.大师的典范：欧拉



3.年轻人的榜样：伽罗华





附录

主讲人介绍：



现场视频精选：





正文

[image: P5]






谢谢大家。非常高兴今天有机会同大家做一个交流。我是一个很普通的老师，没有什么特别的本事，当初还不如大家，因为我回来念研究生的时候，已经是33岁了，在座的恐怕没有那么大年纪的研究生了。还要声明一点就是我是个不会做演讲的人，甚至有点害怕做演讲。

原因大概跟我做数学有点关系，因为数学是一个非常严密的科学，所以影响到平时讲话，也追求严密、精炼——说多了就不严密了，言多必失，所以我现在就是有这个问题。说的好听一点叫做言简意赅，说的不好听就是讲话干巴巴，缺少情趣，可能不能满足大家的要求。另外可能讲的时间也不会那么长，因为讲到一定的时候就没什么好讲了。

好在我们有一个问答的环节，大家互动的问答我是比较愿意做的。现在这种讲法就是单向的，单向的交流不叫交流，互动才是真的叫交流。我们互动的时间可能会延长一点，讲的时间会稍微的短一点。


对于“才斋讲堂”我原来不是很了解，刚才听了王校长的介绍，我初步了解后觉得这是一个很好的活动，可以活跃大家的思想，开阔大家的视野，培养创新的意识。才斋讲堂的宗旨就是促进创新型人才的培养和创新成果的产出，所以我就选了这么一个题目叫《数学的发展与创新》。正好我在2007年的时候开过一门数学学院本科生的选修课《现代数学选讲》，
 里面的内容也是讲数学的一些历史的发展和创新的事例，当时我写了一个
 引言，主要是要表达课程的目的，今天我把这个引言作为本次演讲的开场白。


现在我们的教学方式以教科书的形式，强调了数学的系统性，逻辑性和技巧性，这些对于同学们学好数学的基本功是非常必要的。但是另一方面比较少的涉及数学发展的历史过程，特别是数学思想从个别到一般的发展过程。


数学概念和方法的发展总是从个别到一般，比如从一匹马三头牛到自然数的发明就是这样的，以后又逐步发现了整数，也就是把零和负整数加到自然数里面，就形成了整数、有理数、无理数、复数，这个过程就经历了几千年，最后才总结归纳出“数域”的抽象概念，到现在也有100多年的历史。所以，数学理论的发展往往要经过几代数学家的不断努力，“去粗取精，去伪存真”，最后才形成成熟的精确理论。例如大家下了很大工夫学习的数学分析，一开始是牛顿和莱布尼兹在前人工作的基础上总结出微积分的原理，这大概是在350年以前。在很长的时间内它被广泛应用于物理和天文，取得了很大成绩，可是它并没有建立在严密的分析基础上。到了19世纪初，柯西才开始建立严格的数学分析，给出“连续函数”的定义。现在我们教科书采用的“
 ϵ
 −
 δ
 ”
 定义是魏尔斯特拉斯在19世纪中叶给出的。


我们的学习是一个相反的过程，是从一般到个别，从概念到问题，从公理到定理，从理论到应用，大体上可以叫做“演绎”的过程。至于这些概念和理论是如何产生的以及它们的发现过程，书上基本不讲，给人的印象是很神秘的。实际而言，数学的真实发展是从问题到概念、从个别发现到一般的定理，最终才形成一个系统理论。大体上是一个长期的“归纳”过程，所以从某种意义上说我们的学习是不完整的，只注重“演绎”，而不是“归纳”。我们希望今天这个课程对被忽视的部分补上一点，至少能引起大家的重视。


这里面讲归纳的历史过程，实际上就是讲数学家长期探索和发现、发明和创造的过程，或者简单地讲就是创新的过程。现在的教学实际上没有讲当初数学是怎么发展的、人们是怎么发现数学科学真理的？这实际上是一种缺陷。但是目前我们的教学形式是几百年一以贯之过来的，很难在短时间内改变。所以我希望同学们能够主动去追寻这些发展过程，从教科书
 里面多提一些问题，为什么这么做，为什么那么做，来弥补这种空白的缺
 陷。


杨振宁先生曾经讲过他的经历，他说他从1938年到1942年在西南联大学习的时候，学习的是一种“演绎法”：先有许多定理，然后再进行推演。到了美国芝加哥大学才发现，那里是倒过来的，是从现象出发归纳出来物理定理是“归纳法”。他认为要做好学问必须要把两者很好地结合起来。其实这个道理不仅是对物理学，而且对其他的自然科学也是正确的，对数学也是对的。


但是数学和自然科学有一个根本的不同，所有的自然科学，比如说物理、化学、天文、地理、生命等学科，
 都可以归类为“经验科
 学”，它们的知识和理论必须建立于可以观测的现
 象之上，而且必须经得起科学实验和实践的检验，
 即所谓“实践是检验真理的惟一标准”
 。纯粹的数学则不然，它是从大家公认的一些概念和原则出发，这些原则数学里就称之为公理，这些原则经过时间的检验，一旦确立了以后，就从这些原则出发，按照严密的逻辑法则去推演出各种定理。数学命题，它实际上是不能用实验的办法去验证的，而只能通过逻辑推理来证明。



大家比较熟知的例子就是哥德巴赫猜想，因为陈景润很有名，到现在为止他做哥德巴赫猜想还是做得最好的，当然没有完全证明。这个猜想，就是说任何大于2的偶
 数是两个素数的和。这个东西是很简单的，很容易懂的。因为素数大家知
 道，只能被1和它本身整除的数，比如说2、5、7、11、13这样的一些数字。那比如说8就是3加5，3和5都是素数，那这个命题你可以去拿出无数的例子来去辩证它都是对的，你用计算机输入去验证它也是对的，但是它仍然不能成为数学家认可的定理，原因就是它没有被严格的证明。用数学推理的方法来证明，这是数学跟其他自然科学不同的地方。但是数学这种方法其实是一种分析，是思维的一种方法，也就是说你会发现通过数学的分析论证，很多复杂的现象最后可以归结为一些基本的原理。这一件事情如果做得好的话，就可以使你对复杂事物的本质比较容易地看清楚。就这个问题举一个例子，就是大家中学都学到的平面几何，基本的概念很简单，就是点线面这些东西，然后有一些公理，比如说过两点可以有一条而且只有一条直线通过。平面几何的定理有一些很难证明的事实、非常难的题目，最终它们都是建立在几条非常基本的公理上面的。


既然数学只能用严格的模具推理来证明，所以“严密性”对于数学就非常重要，因为它是检验数学真理的惟一方法。这种数学的“演绎法”在其他自然科学中也是很有用的。一个经典的例子就是牛顿，他在建立牛顿力学的时候，实际上是把牛顿三定律作为公理来处理的，牛顿力学一系列的理论都是从公理出发推演出来的。所以“演绎法”还是非常有用的。

但是只有“演绎法”的数学是死的数学，我们现在的授课当中教的差不多都是这样的数学，先有公理、证明定理，再给你很多的习题去做。为什么讲“演绎法”的数学是死的数学呢？因为虽然它可以用来证明定理，但是它不能告诉你一个定理是怎么发现的，更不能告诉你应该提出哪些数学问题、发展哪些数学的方向？所以说在数学中发现和发展过程中虽然“演绎法”功不可没，但是“归纳法”起了不可或缺的主要作用。实际上归纳法就是一种探索的过程，一种发现发明创造的过程。

而这些东西在我们的课程中其实是没有讲的，为什么不讲这些东西？有一个原因就是不好讲，你可以说应该怎么去思考，而给你一个具体问题你怎么去想，实际上是不好说的。这个本质的原因，我认为在于你讲不清什么是“归纳法”，讲不清什么时候去发明创造。人的思维过程，人的活动思想，这是一个非常复杂的过程。到现在为止，科学还没有办法解释清楚人是怎么思考问题的，比如说我们现在也有一些心理学、脑科学等等，可是你把它用来指导大家做发明创造是没有希望的。我们当然需要去研究它，但是实际上你会发现这件事情非常困难，因为有人的活动牵扯进来以后这个事情就变得的极其复杂。即便是两个同样非常有成就的数学大师，或者说是其他科学的大师，他们发明创造的东西都会有非常大的不同，所以说只可意会不可言传。我总结出来，就是你要懂得这个事情的一个办法，是向历史去学习、向数学大师或者是其他的科学大师去学习；当然文科里面也有很厉害的人物，马克思、恩格斯、凯恩斯，你要向他们学习。


每个人有不同的理解和体会，但是你至少要有一个愿望，如果连这个愿望都没有的话，很难想象你会真正做出好的发明创造。所以，当初这个课程的用意就是在这儿，希望大家能够动脑筋去想一想，我们怎么样才能够真正作出对我们国家非常需要、对我们民族非常需要、对我们人类也非常需要的创新成果。这件事情虽然我们讲了很多，但是过程还是非常困难，我想在讲座的最后还会回到这个问题，除了每个人要向大师们学习、向历史学习以外，我们整个的科研环境、文化环境也非常重要。如果没有一个良好
 的适合于创新的环境，创新人才很难涌现，这个是后话了，现在先不展开
 讲。


既然要向历史学习、向大师学习，我们就看一些数学发展过程中的一些比较经典的例子。








1.
 问题的重要性：费马猜想



第一个例子就是费马猜想或者叫费马大定理。这个例子就是先要提出问题来，才可以做研究。问题的好坏其实影响蛮大的，费马猜想碰巧就是一个非常重要的问题，它对于数学发展的推动非常之大。它是数论里面的一个问题，讲出来也是很简单的，数论是数学很简单的一个学科之一，公元三世纪的时候，一个希腊的数学家
 丢番图
 写了一本书，专门讲数论里面各种各样的问题，其中特别讲到整系数的代数方程有没有整数解的问题，这种方程就是大家在中学很熟悉的二次代数方程，假如说它的系数都是整数，比如说x
 2
 +2x+2=0，这种方程有没有整数解？通过计算可以发现很多这样的方程式是没有整数解的,这种问题现在叫做“丢番图问题”。


那费马（1601-1665）是什么人呢？他是17世纪重要的数学家，可是他又不是一个专职的数学家，他本职工作是律师，数学只是他的业余爱好。结果他这个业余爱好倒成了使他扬名的事情，他提出费马猜想一直流传至今300多年，非常有名。那他的猜想是什么呢？写出来大家都能明白，就算你学文科也不要紧，因为你学过中学的代数。他的猜想就是：当n是大于2的整数时, 方程
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没有x, y, z全不等于0的整解。


如果你允许x等于0，这个问题就没有意思了，那就变成了
 [image: 10]
 那随便填一个什么整数都对了。所以x、y、z不能有一个等于0，那这种解到底有没有？费马在丢番图一本书的页边上写：我已经找到了一个极其美妙的证明，只不过这个页边太窄我没办法写出来。后世当然没有人相信，这个题目太难了，他怎么可能在那个时候就能找到这么复杂的证明过程，不可想象。


许多著名数学家都研究过这个问题，一开始他们只能一个一个地对个别的指数n来讨论这个问题。比如说费马本人就对于n=4的情况给出了证明，欧拉研究了n=3的情况，n=4是比较简单的情况，n=3就比较复杂。后面我们会专门讲欧拉是一个非常了不得的数学家，他在研究这个问题的时候有创新，他发明了一种新的“整数”，这种新的“整数”就是我写在上面的[image: Image]
 ，它是一个复数，而不是一个实数了。如果a和b都是普通的整数，就把这种类型的数叫做新的“整数”，那我们现在知道这个实际上是一种扩张意义上的“整数”。但是当时根本没有这些概念，甚至连虚数[image: Image]
 都不被很多人接受的，但是他就用了这个东西，这是一个比较大胆的创造。他认为这个新的“整数”可以跟原来老的整数有类似的性质，就是叫“分解”的一种性质。比如说任何一个整数你会把它分解为素数的乘积，而且这种分解的方法是惟一的。比如说6=2*3，2跟3都是素数，10=2*5，2和5都是素数，这种分解是惟一的。后来他认为这种新的整数，[image: Image]
 把它分解为素数的乘积，也应当是惟一的，但是实际上并不惟一。

欧拉怎么会犯错误？因为虚数是一个很新的事情。这个错误非常具有启发性，不是平凡的错误。就是因为这个分解不惟一的问题，引起了后面一系列的数学的发展。在19世纪，比欧拉晚一两百年的时间里，德国数学家为了解决这个惟一性的问题，发明了理想数理论。在理想数理论的基础上又发展出了一整套代数数论，这些新理论使得费马猜想中60%以上的指数都可以证明是正确的，但是还是不能完整地证明。此后数学家为了研究丢番图问题，就把代数几何这个学科的观点和方法引进到数论的研究当中去，逐步形成了现在被称为算术代数几何的新学科，这是一个很复杂的东西，我现在也搞不懂。


总之，在不断的发明创新的过程中，到1994年，英国数学家怀尔斯（
 Wiles
 ）接了最后的一棒，冲破了终点线。这不是一个人的工作，虽然怀尔斯很运气地闯了终点，但是前面的数以百计的数学家的努力不是可以忽视的。他解决这个猜想的时候离当初费马猜想提出的时候已经有300多年了。好多数学问题对于数学的发展非常重要，这个例子就是一个证明。


有一个故事是讲在19世纪末20世纪初的一个大数学家希尔伯特。在他事业顶峰的时候，大家对他非常推崇，认为他什么问题都能解决，所以就建议他为什么不把费马猜想给解决了，省得别人操这份心。结果他给了一个很巧妙的回答：为什么要把一个会下金蛋的鹅杀了呢？实际上这是很对的，因为由于数学家研究费马的问题而发明了很多新的数学，产生了很多重要的成果，它确实是一个不断在下金蛋的鹅。另一方面我们也可以看出，希尔伯特是蛮狡猾的，他不说这是他不能解决的问题，他说它太重要了，我得留着它，这也是一个蛮有意思的故事。

费马最主要的成就就是他提出的问题，这对数论发展起了非常大的影响，他的问题来源于他的好奇心以及他对数学现象的深入观察和实验。当然他的运气也挺好的，因为在他之后欧拉也提了一个类似的猜想：三个未知数的四次方之和等于一个未知数的四次方
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他也猜这个方程没有整数解，没想到这个事情猜错了，虽然是二百多年之后1998年才发现。并且给了个例子，这个例子相当复杂

[image: Image]


这个例子没有计算机绝对是得不到的，所以至少在这个问题上，欧拉的运气就没那么好。

当然光是好的问题还是远远不够的，就像刚才我讲的，这些历代的数学家是在接力一样，一代接着一代地把这个接力棒传下去。其中的一些杰出的数学家，通过大胆的想象和创造力在推动数学进步上起了关键的作用。当然仅有问题不够，还要不懈地努力去试图解决这些问题，而在解决这些问题的过程中发现新的数学，创造新的数学。这是我想讲的第一个例子。







2.大师的典范：欧拉


第二个例子就是刚才我提到的欧拉，欧拉（
 Leonhard Euler,
 1707-1783
 ）是一个非常了不起的人，他是17世纪瑞士数学家，现代数学的奠基人之一，他把毕生的精力都献给了数学和科学。他的著作之多是很难以让人相信的，瑞士科学院为了整理出版他的著作，专门成立了一个欧拉委员会。欧拉委员会没有别的任务，就只负责出版他的著作，从1911年开始整理一直到现在都还没完成任务，计划要出84卷，到现在还只完成了80卷。据说原因是在欧拉
 长期工作的彼得堡，也就是现在叫圣彼得堡的地方，又发现了他的新的手
 稿。据说这些手稿的重量就超过300磅，我们平时说著作等身，这是著作的倍身还不止，一个人有这么多的产值几乎是不可想象的一件事情。但是这件事情可以说明，他必然是非同一般的勤奋。他工作的时间一共是56年，76岁去世，而且最后的13年双目失明，有很长一段时间是一只眼睛工作，有人把他叫独眼巨人。最后他双目失明，完全是靠着他的记忆力和心算能力以及两个助手，继续写作，又完成了大量的工作。这应该说是科学史上一个了不起的奇迹，他对数学的贡献和影响也是非常巨大的。美国数学史家克莱因有一本名著叫做《古今数学思想史》，书中评价欧拉是“18世纪数学界的中心人物、占统治地位的理论物理学家”，可以与“阿基米德、牛顿、高斯”并列。又说“没有一个人像他那样多产，像他那么能巧妙地把握数学，没有一个人像他那样能够收集和利用代数几何分析的手段去产生那么多令人钦佩的结果”。人们可以在数学所有的分支中找到他的名字，
 例如欧拉公式，欧拉多项
 式，欧拉常数，欧拉积分和欧拉线等等。事实上我觉得欧拉是历史上做出最多发现的数学家。限于当时的条件，他不能够把这些发现整理成为理论，因为那个时候还属于基础数学时期，可是后人在他的启发之下完成了这些理论。所以从这个角度讲，他很可能是对现代数学作出最大贡献的、影响最大的一个数学家。


（2）复变函数

关于他的贡献我们可以举一些例子，比如在复变函数中最常用的欧拉公式

[image: Image]


这个大家在中学代数里面讲到复数的时候应该学过。它有一个特例当θ
 =∏
 时，sin ∏
 =0，cos∏
 =-1，移项后就变成了下面一个等式：

[image: Image]


这个等式非常的不寻常，因为什么呢？因为这里包含了数学里最基本的要素。比如说它含有重要的参数：1、0，还有i，i就是虚数单位，π圆周率，还有相等符号，以及基本运算：加法，乘法，幂次，它被物理学家费曼称为数学中“最不寻常的公式”。

（2）变分学

欧拉还发现了数学分析中一个非常重要的分支“变分学”的基本原理，发现了以他命名的变分学基本方程。变分学实际上是研究微分方程的一个重要方法，方程有没有解这类问题，就可以用变分方法来做。他的发现后来被拉格朗日严格证明了，他自己也给了一个证明，但是这个证明比较复杂。这个方程被称为“欧拉-拉格朗日方程”。

（3）解析数论

在解析数论上，欧拉发现了所谓的“欧拉乘积公式”
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如果ζ(s)先不看，实际上是一个等式，左边是一个无穷级数的和，右边是一个无穷乘积的积。它的重要性在于左边属于数学分析研究的对象，而右边的每一个p都是一个素数，素数是数论的研究对象。所以欧拉乘积公式把数学分析和数论，两个原来完全不同的东西给联系在一起了。这个公式 中的函数ζ(s)现在称为“黎曼zeta函数”，因为黎曼是第一个把它当作复变函数来研究的数学家，黎曼也是一个非常伟大的数学家，通过研究zeta复变函数，他提出了著名的“黎曼猜想”，黎曼猜想就是zeta函数的零点，它的虚部全都等于1/2。至今没有人能证明这个猜想。它是数学中著名的“三大猜想”中唯一尚未证明一个。另外两个是费马猜想和庞加莱猜想。庞加莱前几年被俄罗斯一个年轻数学家证明。

所以在欧拉乘积公式的基础上，发展起来了解析数论这样一个新型学科，当然到现在已经算古老的学科了。但是在欧拉的时代是完全没有的，他第一个发现了这件事情，使一个学科能够得以产生。

（4）拓扑学

还有拓扑学。欧拉发现了多面体的“欧拉公式”：


V
 −
 E
 +
 F
 =
 2



其
 中
 V
 (vertex)
 为
 顶
 点
 数
 ,
 E
 (edge)
 为
 棱
 的
 数
 目
 ，
 F
 (face)
 是面的数目。


这个是什么意思呢？我们看这个粉笔盒，它的表面就是一个六面体，数一数就知道它有8个点，12个楞和6个面，所以把这些数带进去你就知道，它恰好相等。当然你说我换一个东西，不是六面体行不行？当然也一样。比如说这个，每个面都是三角形的四面体，算一算这个公式仍然成立。


现在欧拉公式就成为拓扑学里一个基本的公式，叫做欧拉示性数。如果我们用现在的方式来表达的话，把x(
 s
 2
 )=2记作一个球面，因为在拓扑学上看多面形和球面是一样的东西，就是说任何一个球面或者说多面体，比如说地球表面，其欧拉示性数等于2。在欧拉做出这个发现的时候，他完全没有拓扑学的概念，
 但是后来到庞加莱的时候拓扑学慢慢地成型了，人们就发现原来跟欧拉的发现是有关系
 的。


（5）图论

欧拉还被尊崇为图论的创始人，因为他解决了世界上第一个图论的问题，“哥尼斯堡七桥问题”。哥尼斯堡是18世纪普鲁士的一个城市，现在是俄罗斯的阿加里宁格勒，有一条河普莱格尔河穿过这个城市，把这个城市分为两半了。而这个河中间还有两个河口岛，人们建了七座桥，把这个城市和河口岛连起来，这个问题就是，问我可不可以从城市里面的某一点出发转一圈回来，每一个桥只经过一次，就是这么一个问题。没有人能够回答这个问题，因为虽然没有人能够走出这条路来，但是也没有人能够证明到底为什么没有这条路。欧拉给出了一个很简单的证明，说明它是不可能存在的，他还把这个证明推广为一个定理，研究图论的人就认为欧拉是他们的祖先、祖师爷。

所以我总结一下欧拉这样一个伟大的数学家，他能够做出这么多的数学发现，我觉得是因为他非常地努力，非常地勤奋，他对数学的热爱程度也是无以复加的。所以他进行了大量的数学的计算、数学的实验，而且对各种数学现象做了仔细的观察，从中归纳分析和总结出数学的命题。这些数学命题都是他的发现，他的发现很多，我们现在没有办法一一列举。


有一些发现，比如说刚才我们讲的粉笔盒的发现还是比较直观的，但是更多的是不可以这样简单地发现的，是不够直观的。比如说他提出了一个很复杂的数论的“二次互反映率”，我现在不试图去把这个东西讲给大家听，讲了可能大家也觉得太复杂了听不懂。简言之，是欧拉把大量的相关的数
 学公式发明出来的，后来大约比他晚一百多年的时候，是另一个伟大的数
 学家高斯，把他这些独立的发现联系起来并且给出了证明。高斯这个人做了不知道多少计算，最后给出了严格的证明，而且不止一个，他给了8个严格证明，他把它叫做数论里面的“黄金定理”，所以我们要学习的就是这样的人。








3.年轻人的榜样：伽罗华

下面讲的是伽罗华，他是年轻人的榜样，是数学奇才，他才活了20岁。不到21年，可是他却创立了非常有用、非常著名的伽罗华理论，现在在代数和数论等学科中地位还是非常重要的。它奠定了代数学中群论的基础，为什么他这么短的一生可以做出这么伟大的工作，这个事情也是值得大家深思的。但实际上他的一生是非常悲惨的一生，非常坎坷，具有浓厚的悲剧色彩。

伽罗华12岁才进入学校学习，之前在家里接受母亲的教育。14岁他接触到数学，对数学产生了非常浓厚的兴趣，到17岁他已经可以发表论文了，前后一共就三年多的时间。他遇到了一位好老师，发现了他的数学天赋，帮他发表了他的第一篇数学论文。可是他想去当时最做数学研究的巴黎高工学习的愿望始终不能达成，因为他16岁和18岁参加入学考试两次都被淘汰掉了。这么厉害的年轻人，我估计他可能是没有那么多精力去学习其他方面的知识了，要考北大估计也是不行。

不但如此，这之后不久他的父亲又自杀身亡，他受到了非常沉重的打击。这时他刚刚18岁，可是他的数学研究已取得了非常重要的成就，他的伽罗华在18岁开始到19岁的时候就已经基本成型了，可是他把他的工作写成论文递交给巴黎科学院，却迟迟没有被接受发表。19岁和20岁他两次因为卷入政治活动被捕入狱，在第二次入狱的时候，他得知他的论文被巴黎科学院拒绝，总之没有一件好事。第二次入狱出狱以后，仅仅一个月的时间他在与他人决斗当中身负重伤，不幸身亡。就这么短短的一生却对数学作出了巨大贡献。

当他死后大概14年，法国一个数学家刘维尔认识到他工作的重要性，在1846年把他的论文整理发表，在这以前大家对伽罗华的工作是不了解和不理解的。举一个例子来说，法国数学家泊松，他在科学院的一次报告里面说，伽罗华的论文是不可理解的。

那伽罗华到底做了一些什么研究呢？他的研究也是从一个很具体的数学问题开始的，就是代数方程的根式求解问题。我们刚刚提到二次代数方程有一个求解公式，这个求解公式除了四则运算以外，还要有一个根式，这种情况叫做根式可解的。其实不仅是二次方程，三次方程、四次方程也都可以根式求解，只不过公式比较复杂一点，要分各种情况。但是到了五次和五次以上的时候，一般的代数方程就不再可以用这样的方法来求解，这个发现是挪威数学家阿贝尔的工作。阿贝尔在很多方面跟伽罗华相似，因为他26岁就去世了，死于肺结核，因为他非常穷困。可是伽罗华的工作更加深入和深刻，他完全地解决了一个代数方程究竟是不是可以根式求解的问题，他把这个问题归结为根的代数结构的问题。他用一个群来表示这个代数结构，叫做“伽罗华群”。如果这个群是所谓的“可解群”，这个方程就可以根式求解；如果不是所谓的“可解群”，就不能用根式求解，这个我们只能简单地讲一下。

实际上伽罗华这套理论的研究方法比这个结果更重要，所以一直流传至今。在解决这个问题的过程中，他提出来一系列全新的数学概念和思想方法，这就使他的工作不仅在代数学里面，而且对此后现代数学的发展产生重大的影响。这样的一个人显然是一个旷世天才，从14岁开始学数学，才活了20年多一点，一般人是无法想象他能做出这样的工作，在当时的数学家都不能够理解的先进的理论。他一定是一个天才，这是毫无疑问的。所以在这件事情上我们实在是没有办法向他学的，在座的已经都超过20岁了，不可能再退回去了。


但是他在如此的逆境中，能够如此专注，以如此的勇气来从事科学研究，他的思想又如此的深刻、如此具有开创性，这些是我们可以去学习的。我觉得他给在座各位最大的启示，就是说年轻人是可以超过权威前辈的。首先你要解放思想，不要觉得我这么年轻我肯定超不过前辈，那你就肯定不可能做到，因为你连想都不敢想。所以你首先得解放思想，你得有我可以超过最厉害的数学家这种信心和信念那才行，当
 然你还必须要有点科学的精神去进行科学研究。我想介绍的就是这三个例
 子。


今天演讲的内容很多是取自我当时的选修课《现代数学选讲》的内容，当时我曾经用了两个小时的时间，请当时的同学提一些问题由我来做解答，当时同学提了很多比较有意义的问题，其中有一些跟我们今天讲座的内容有一些关系，所以在这儿再回顾一下。

其中第一个问题是数学大师的精神境界是怎样的、数学的最高境界是和艺术和文学相通吗？这个问题有点奇怪，为什么要把数学和文学艺术联系起来呢？实际上这个问题在当时有历史背景，就是说有一个可以算是大师级的华人数学家，他写了一篇文章就是讲“数学与中国文学之比较”，显然是提这个问题的同学受了这位先生的影响，那这位先生恰好是跟北大很不友好，当初不断地攻击北大，很多是没有根据的攻击，颇有点有失大师风范。所以我回答问题有这么一个历史背景在那儿，我的回答有一些地方是不大客气的，实际上是有点针对这个老先生——其实他不算太老，比我还小四岁。


我当初的回答就是，在我看来数学和艺术是非常不同的。艺术和文学在很大程度上是创造性的表现人对现实世界的感受和观点，当其表现的好就能够引起人们的共鸣和感动；而数学更像是哲学，是一种客观真理，不以人的意志为转移，你只能去发现它而不能改造它。当然，数学家和艺术家和文学家之间也有共同点，那就是他们都必须有高度的创造性，虽然创造的目标不同，创造的过程是有相似之处的。比如说同样夜不能寐，数学家在想我怎么解这个问题，文学家在想我怎么写这个小说，都会有一
 种痛苦的过程，通过痛苦来达到成功的喜悦，这些过程是类似的，除此以外我觉得是很不相像的。说到研究的对象，数学家有时也赞叹数学工作如
 何优美，遗憾的是究竟有多美只有极少的人可以欣赏，不懂数学的人就被排除在外，即便是同样搞数学的人若研究领域不同也会隔行如隔山，很难互相欣赏。既然数学的终极目标是追求数学真理，对于美的追求就是次要的。对于有些数学家喜欢舞文弄墨，不必太认真，其往往是在表达一种个人观点，未必全对或者是在自我陶醉。总之我是不太客气，但是我没指名道姓，也是无所谓的。


我想，数学大师首先是一个普通的人，要尊敬他但不要神化他；要学习他但不要被他的思想观点束缚住你的思想。这一点在中国特别重要，原因是中国的文化中有一种崇拜权威的倾向，这是创造性的大忌。我们几千年以来的孔孟之道、尊师重道、师道尊严等等，都是教育我们的学生不要超过老师，老师的话就是圣旨，你不能轻易地改变。这种崇拜权威的思想流传至今，对于权威的崇拜还是很严重的。所以这个事情实际上是我们创新的一个大忌，还要破除一点，对书本的崇拜可能对我们的同学影响也比较大，书是必须读的，但是不能读的太多，太多就会挤压我们头脑中自由想象的空间。那现在我们同学自由想象有没有空间，也是一个问题。就算没人挤压，你的功课压力可能也会很强。课程的负担有点太重了，所以这件事情我们学校老师呀，学校的教学部门呀，其实应该考虑的，课程没必要那么重，你要给人家留一点自己想象的空间。

在此我讲一点我自己的经历。我1962年入学，在当时的数学力学系念了三年，之后就开始政治运动，四年级是搞“四清”，“四清”搞完了就开始“文化大革命”，所以一共只念了三年书。但是，我发现其实我只要两年就可以，为什么呢？因为只要学会自学的本领，再多的东西自己去钻研不就完了吗？最基础的东西不能够完全靠自己学，像数学分析、解析几何、线性代数这些基础的课程，所以前两年是至关重要的。我把这两年学了，后面我不学是没有关系的。

后来1978年我考研究生的时候，也就是靠着这几门课程，就进入了中国科学院念研究生。底子就是那一点东西，主要是把精神实质、思想方法学到了，然后你就有了很大自由发挥的余地。如果你把所有的课程全都一一学会，那结果是什么呢？离开学校以后，忘了一大半，因为什么？因为你不用。实践告诉我，只有用了的东西你这一辈子才忘不了，不用的东西你可能半年或者几年就忘了，就还给老师、还给学校了。

那为什么现在一定要给学生这么多的课程让他们学，明明知道他学完了也不用？因为真正学东西的时候实际上是在你做科研的时候，在这个时候，重新反省我当时学的东西，再进一步加深理解这些东西，然后就变成了自己的东西。当然如果成为大师的时候，你还会创造自己的东西，创造这个事情不能靠大量的课程。

数学大师们最执着，我们仰慕的最高精神境界就是他们思想的大胆和自由，这是他们能够发现新的数学理论和新的方法的根本。那这件事情早就有人总结过，我想在这儿提一下，我们一个著名的历史学家叫陈寅恪，他说过一句话流传至今，就是叫做“独立之精神，自由之思想”。这两句话我觉得是他在总结做学问的境界。这就是他给他的同事王国维写的碑文中的一句话，我觉得讲的非常好，所以我把原文念一念。

惟此独立之精神，自由之思想，历千万祀，与天壤而同久，共三光而永光。

这个碑文目前就在清华的校园里，我专门去拜访过，非常值得去参观一下。这种精神境界实际上是各位大师们共同的精神境界，不只是外国，中国也一样的。但是独立之精神谈何容易，即使不容易我们还是要以大师们为榜样来尽量做到。

然而大师在成为大师之前的精神更值得我们学习。我认为最要紧的第一大概是对数学强烈的兴趣与好奇心；第二对数学问题深入细致地观察以及独立思考和分析的习惯；第三坚持不懈的努力。在这一基础上才有可能达到创造性思维的最高境界。

另外一个同学提出的问题涉及到当代数学的新特点。我认为当今的数学主要有两个重要的特点。

第一个特点，就是不同的数学分支发生了综合与交叉。回顾历史，现在的基础数学或者说纯数学从17世纪开始发展，经过了18到19世纪的大发展和20世纪的完善，现代数学的基础部分包括代数与数论、几何与拓扑以及分析学的所有分支，我们叫这些为经典分支，都进入了成熟期。所谓成熟，是指理论已经十分完善，而内在的发展动力就减弱了。因此，基础数学的单独分支的自身发展不再是主流。取而代之的是综合与交叉，集多个分支的方法来解决以前无法解决的重要问题。这是当今数学的一种新的潮流，本来是彼此独立，互不相干的数学分支现在逐步地结合起来，那么这种结合会产生新的动力、新的思想、新的方法。

我举两个例子，第一个例子就是刚才我们提到的算术代数几何，实际上是包含了数论、代数、代数几何、复分析等等内容，非常地综合。由于有了这样的新学科，我们才能够解决费马猜想。

另外一个例子就是把微分几何、拓扑学、偏微分方程、非线性分析等等综合起来，形成了新的学科叫做几何分析。我主要是在这个方向工作。庞加莱猜想的证明就主要是用了几何分析的方法。这些重大的猜想历经几百年不能够解决，而到了现在它们相继被解决，不是偶然的，原因就是不同的学科分支融合起来，交叉综合起来，产生了非常强大的能量，使得这些问题能够得到解决。我认为这是现代数学的一个重要的特点。

当然这个特点对于我们数学家的要求就更加提高了，原因在于你本来只要懂自己这个分支里面的东西，现在因为学科要交叉，你就多少要了解一些别人的东西、本来你不需要学的东西，才能使这个交叉有可能发生；另外一方面就是说一个人确实不可能样样精通，所以合作就变得非常重要。不同分支的数学家彼此的合作现在非常的普遍。这种合作使得我们数学的进步速度大大加快。在座有学数学的学生有点害怕了，因为这跟以前学数学的要求很不一样。但是这个也是没有办法的，新时代新潮流就是这样子的。

第二个特点就是应用数学的迅速崛起。这个事情也是顺应社会潮流。随着现代科学技术的迅速发展，各方面对数学的需求越来越大，自然就要推动应用数学的发展，使得应用数学正在成长为数学中一个不可忽视的主流。过去都觉得应用数学是支流，搞纯粹数学的人就看不起搞应用数学的，为什么？因为搞不了纯粹数学的才去搞应用数学，这种陈旧的想法已经是不合乎潮流了。应用数学也不是说随便搞的，搞得好不容易，也是有它不同的困难。

数学家在计算机的原理和设计、计算机科学的基础、信息论的基础等方面都做过重要的贡献。我们知道有一个数学家叫图灵，他对计算机的发展有非常大的功劳，他奠定了计算机科学的基础，所以现在计算机科学有一个奖叫图灵奖，能够拿这个奖的很厉害。这就说明数学家很厉害，可是做出这些贡献的数学家，他们不能够预见到他们的贡献最终导致了最近30多年以来的信息革命的产生。新的信息社会对于数学的要求是在空前增长，这个事情说实话当初谁也没有想到。

我头一次碰到计算机是大概1987年，当然计算机早就有了，但是以前我在科学院的时候是电子管的计算机，要放两个房间那么大，而且速度是非常非常慢的，完全没想到那个东西能起多大的作用。现在高速计算机极大地提高了人们的计算能力，利用数学方法建立实际问题的数学模型，再通过计算机的计算和模拟寻求解答，这已经成为当前科学技术、工业工程、网络信息以及经济金融诸多领域的一种常规研究方式。

当然，数学在其中起了核心作用，因为你要计算必须要有一个模型，那数学家就是提供这些模型的人，当然他必须跟应用领域的科学家一起来建立这个模型，然后用各种数学的方法来使得计算高效。我们数学学院有计算科学系，由于这样的发展，我们发现在其他的自然科学里面产生了一系列新的学科，比如说计算物理、计算化学，甚至于计算材料学、计算地学，还有生物数学、统计医学等等，这些都是跟数学跟计算机联在一起的，所以数学的作用越来越大。

美国有一位总统的科学顾问曾经说，很少有人认识到当今被如此称颂的高技术本质上是数学技术，这个话一方面讲的比较深刻，但是另一方面也比较大胆。在这些科学技术的发展里面数学确实起了比较重要的作用，但是它并不能够取代科学技术。摆在应用数学家面前的任务是如何更好地把数学和各种应用科学融合交叉，刚刚我们讲在数学内部要充分交叉，现在数学和外部的各种科学技术也要充分交叉。要和各个领域的科学家和工程技术人员更好地结合。这个结合是不容易的，因为大家的语言不通，思维方式也很不通，怎么才能结合在一起呢？但是如果结合得不好是要有问题的。

最后我用一点时间来讲一讲创新环境，创新环境没有包括在我的讲稿里面，是非正式的一种意见和想法。我们政府开始大规模地推动创新是在1998年或者再早一点，我在科学院的时候科学院搞知识创新工程，然后经过不久，教育部的一些重点高校开始搞“985工程”。什么叫“985工程”？就是江泽民总书记亲临北京大学百年校庆，提出了“知识创新”这样一个口号。然后教育界的同仁们趁这个机会就开始大干快干，就开始了“985工程”，一直延续到今天。

那这个创新我们已经讲了十多年了，回过头来看效果不是太令人满意。最近我在报纸上看到了一个新闻，就是说国家自然科学一等奖已经连续空缺四年，原因当然是缺少重大的创新成果。如果有重大的创新成果，那当仁不让地应该拿一等奖，但是我们没有这样的成果。如果限制到数学这个学科来讲我们就更加尴尬，原因是从1997年以后我们就没有一个数学家拿过自然科学一等奖了。1997年拿到一等奖的是冯康教授，他是著名的计算数学家，在这之后就一直没有数学家能够拿一等奖了。我们空缺的更厉害了，空缺了15年。

从这方面来看这个创新确实是没有什么太大的成果，还有一个跟这个问题有关系的就是钱学森先生有一个钱学森之问，他问我们的学校为什么总是培养不出杰出人才。按照我的理解，杰出人才就是创新的领袖，能够用他的创新的思想和工作去推动各个领域向前进步的这样一种具有强大创新能力的人才。

那这样的人才我们非常缺乏，我们的学校为什么培养不出，这个问题本身还是有点纰漏的，原因就是学校的任务主要还是传授知识，培养创新人才这件事情对学校来说是困难的。刚才我已经讲过为什么我们不能总说创新能力这件事，因为很难。那有什么办法呢？我觉得如果一个老师创造能力非常强，他身边的学生自然就是比较强，这有言传身教这样一个原因在里面。

那反过来说，如果老师的创新能力不够强的话，怎么能期待学生能强呢？所以我们就回过头来把这个问题引回到老师的创新能力上去，老师为什么创新能力没有那么强，这个问题又不好说了。我们现在想了一个招，就是引进创新人才计划。什么千人计划、万人计划，万人计划是国内的，千人计划是国外引进的。这个用意自然是很好的，引进了创新人才，就可以慢慢培养出创新人才。但我总觉得这不是根本的方法，根本方法还是要营造一个创新环境。

我想起当年鲁迅有过一个演讲，是在1924年的时候。他的讲话题目是《未有天才之前》，可能很多同学也念过。他的一个主要的观点就是说在产生天才之前，先要有适合天才生长的民众，他把民众比喻为培养天才的土壤。我理解民众实际上就是一种文化环境，如果这些民众都非常鼓励创新，不是要求自己的孩子刻苦读书、考试考好，而是要他创新做得好，那这个当然就是一种很好的文化氛围。

我们缺少的就是这种创新的环境，这有历史的原因，我们的文化传统不利于创新，另一方面我们采取的一些方法，比如说鼓励大家写SCI文章，其实不是创新的一个正招，而是歪招。因为SCI完全不能判断你工作的好坏，只能说拿了这个SCI文章数可以去跟别的学校比，我比你强。还有我们鼓励这种多出成果、快出成果，然后把这个成果和待遇、奖励挂钩，都不是一种利于创新的方法。一种创新成果可能要憋七八年、八九年才出得来，这个过程中不吃饭么，你至少没法提职，因为你没文章。所以我觉得我们应该仔细思考一下怎么样才能营造一个良好的创新环境，有一些措施还是不错的，比如说才斋讲堂我觉得搞得很好，实际上是营造一种创新环境的很好的尝试。

但是另一方面我说出来可能研究生院不太高兴，为什么一定要有SCI文章才有学位呢？这一条能不能改掉呢？这有点不客气，但是建议考虑修改。还有这种SCI文章要给奖励也不好。实际上这跟我们北大的这种特立独行的历史传统是不一样的，有点落了俗套了。我也不讲太多了，我想表达的意思就是创新是要全社会来营造一个环境，光是学校还不够，全社会都要营造一个好的创新环境，然后创新人才就自然出来了。我们中国这么大，不缺天才，不缺能做大事的人，关键要给他创造一个良好的环境。谢谢大家！







附录

主讲人介绍：
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