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前言


高考数学压轴题，也称作能力型试题、难题、把关题，没有一个统一的称谓和特别固定的内涵．一般认为，压轴题就是一份高考试卷中体现“选拔性”的试题，分值大约占全卷的20%，位置主要分布在选择题和填空题的最后一题、解答题的最后两题．考查的考点和模块主要是：选择题和填空题——高考《考试说明》要求的任何内容都可以涉及；解答题——主要集中于函数、导数与不等式、数列型不等式、解析几何这四大块．



本书通过对90余道高考数学压轴题进行题意挖掘、结构分析、背景揭示、方法提炼、思想总结等，为同学们提供了攻克高考数学压轴题的必胜15招，相信同学们掌握了这些数学解题方法、技巧与策略，一定能“征服”高考数学压轴题．



俗话说：“熟读唐诗三百首，不会作诗也会吟．”做题亦复如此．希望同学们在使用本书的过程中，要先读题，认真思考，尽量不要去翻看解答过程．遇到实在解决不了的问题，解答过程可以作为参考，但之后务必再去独立写一遍，只有这样不断地举一反三，把一道题做“深”做“透”，才能达到事半功倍的效果．



希望使用本书的同学，能够抓住数学学习的特点，做题时需要进行严格的逻辑推理并用符号语言与图形语言准确地表达出来，这样有助于培养严密的数学思维；进而需要注意每道题的特点，这样有助于锻炼思路的针对性和灵活性．



解题多少固然重要，但更重要的在于“多思”，解题质量的高低、解题方法的优劣，则完全取决于“善思”的程度．希望使用本书的同学能从中学会“多思”，并达到“善思”，从而掌握解题思想、方法和技巧，熟练地解答高考数学压轴题．



特别感谢陈余、谢正国、罗德建、李海燕、吴宏宇、吴奇琰、张移、王江波、吴玲玲、郭伟、李丹、王健、朱萍萍、李堃、孔怡、李秀琴、彭光进等老师为本书编写提供的帮助和做出的贡献．



好运留给有准备的人——祝你好运．
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第一招　特例引路


特例思想是通过考查数学对象的特殊情况来获得一般性结论．举出特例或者研究特殊情况要比研究一般情况容易得多．研究清楚了特殊情况，对于解决一般情况可以提供解题思路．当题目十分复杂或解题目标不明确时，往往需要考查题设条件中的某些特殊情况，从中找出能反映问题本质属性的隐含信息，这样做，常常能够打开我们的思路，发现解决问题的方法．

特例思想有时也可用来直接判断结论的对错，关键是能否找到一个最佳的特殊化问题，即关键在于选取“一针见血”的特例．
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例1图



[image: ]
 
例1
 　如图，在△ABC
 中，点O
 是BC
 的中点，连接AO
 ，过点O
 的直线分别交直线AB
 ，AC
 于不同的两点M
 ，N
 ，若[image: ]
 ，[image: ]
 ，则m
 +n
 的值为_____.


[image: ]
 
解析

 　解法1：因为O
 是BC
 的中点，

所以[image: ]
 .

因为M
 ，O
 ，N
 三点共线，所以[image: ]
 ，所以m
 +n
 =2.

解法2：利用特殊位置可以迅速得解．

取M
 与B
 重合，N
 与C
 重合，此时m
 =n
 =1，得m
 +n
 =2.

[image: ]
 
例2
 　已知函数[image: ]
 在R上单调递增，则a
 的取值范围是（　）.



A．[-1，1]

B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
 
解析

 　本题在二次函数、三角函数及其单调性等知识点交汇处命题，结论是参数的取值范围，涉及三角变换、导数、恒成立等知识点的应用，解题方向自然会转化为函数的最值、恒成立问题，若使用数形结合或借助特值法，会给解题带来意想不到的简捷．

解法1（特殊值法）：对函数f
 （x
 ）求导，得[image: ]
 ．根据题意，f＇
 （x
 ）≥0恒成立，因为函数f＇
 （x
 ）为偶函数，从而f＇
 （x
 ）=0的两根一定互为相反数，即可知a
 的值关于原点对称，排除选项B、D；当a
 =-1时，[image: ]
 ，说明函数f
 （x
 ）不是恒单调递增的，排除选项A．故选C.

解法2（特殊值法）：观察本题的四个选项，发现选项A、B、D中都有数-1，故取a
 =-1，[image: ]
 ，[image: ]
 ，但[image: ]
 ，不符合f
 （x
 ）在R
 上单调递增，排除选项A、B、D．故选C.

解法3（数形结合）：根据题意，可知[image: ]
 在R
 上恒成立，化简可得[image: ]
 成立．又因为|cosx
 |≤1，令cosx
 =t
 ，则[image: ]
 在t
 ∈[-1，1]恒成立．

设[image: ]
 ，则函数g
 （t
 ）在t
 ∈[-1，1]上，使得不等式g
 （t
 ）≥0恒成立，此时

[image: ]


所以[image: ]
 ．故选C.

解法4（分类讨论）：由解法3可知，函数[image: ]
 ，其中t
 ∈[-1，1]．对参数t
 分类讨论：

当t
 =0时，函数[image: ]
 ，此时参数a
 ∈R，
 函数f
 （x
 ）在R
 上单调递增；

当t
 ＞0时，分离参数得[image: ]
 恒成立．设函数[image: ]
 ，即有a
 ≥h
 （t
 ）max
 成立，由于[image: ]
 ，从而可知函数h
 （t
 ）在（0，1]上单调递增，所以[image: ]
 .

当t
 ＜0时，分离参数得[image: ]
 恒成立．易得[image: ]
 .

综上所述，a
 的取值范围是[image: ]
 ．故选C.

本题的四种解法中，解法1是从函数的整体性质（单调性、奇偶性）出发，排除不符合题意的选项，是优化解题方法的最好策略；解法2是从题目的选项特征出发，采取特值法解题，方法简单；解法3就是将函数f
 （x
 ）求导后，再构造函数转化为不等式g
 （t
 ）≥0恒成立，结合函数g
 （t
 ）的结构特征与图形特征解题；解法4中，令cosx
 =t
 ，对参数t
 进行分类讨论后，再利用导数知识研究单调性、最值，这就是有关单调性问题的解题套路．

[image: ]
 
例3
 　函数f
 （x
 ）的定义域为R，若f
 （x
 +1）
 与f
 （x
 -1）都是奇函数，则（　）.



A．f
 （x
 ）是偶函数

B．f
 （x
 ）是奇函数

C．f
 （x
 ）=f
 （x
 +2）


D．f
 （x
 +3）
 是奇函数


[image: ]
 
解析

 　令f
 （x
 ）=sinπx
 ，

则f
 （x
 +1）=sinπ（x
 +1）=-sinπx
 ，f
 （x
 -1）=sinπ（x
 -1）=-sinπx
 .

所以，当f
 （x
 +1），f
 （x
 -1）都是奇函数时，f
 （x
 ）不是偶函数，排除A.

令[image: ]
 ，则

[image: ]


且[image: ]
 ，

所以，当f
 （x
 +1），f
 （x
 -1）都是奇函数时，f
 （x
 ）不是奇函数，且f
 （x
 ）≠f
 （x
 +2），排除B、C.

故选D.

上述解法中，是用两个使f
 （x
 +1），f
 （x
 -1）都是奇函数的特殊函数，排除选项A、B、C的．

事实上，f
 （x
 +1）是奇函数，则


f
 （x
 ）=f
 （x
 -1+1）=-f
 [-（x
 -1）+1]=-f
 （-x
 +2），


f
 （x
 -1）是奇函数，则-f
 （-x
 +2）=-f
 [（-x
 +3）-1]=f
 [x
 -3-1]=f
 （x
 -4），

所以f
 （x
 ）=f
 （x
 -4）.

那么f
 （x
 +3）=f
 （x
 +3-4）=f
 （x
 -1）是奇函数，因而选D.

[image: ]
 
例4
 　已知函数f
 （x
 ）（x
 ∈R）满足f
 （-x
 ）=2-f
 （x
 ），若函数[image: ]
 的图像的交点分别为（x
 1
 ，y
 1
 ），（x
 2
 ，y
 2
 ），…，（x
 
m

 ，y
 
m

 ），则[image: ]
 等于（　）.



A．0

B．m


C．2m


D．4m



[image: ]
 
解析

 　条件中f
 （x
 ）（x
 ∈R
 ）为抽象函数，题中仅给出了它满足的性质f
 （-x
 ）=2-f
 （x
 ），显然不可能求出这些交点的坐标，这说明交点坐标应该满足某种“规律”，这种“规律”必须和这两个函数的性质有关系，而与坐标有关的性质让我们容易想到对称性，易知函数[image: ]
 关于点（0，1）成中心对称，那么f
 （x
 ）（x
 ∈R
 ）是否也关于点（0，1）成中心对称？基于选择题的特点，解题方向不外乎两个：一是判断f
 （x
 ）的对称性，利用两个函数的对称性求解；二是构造一个具体的函数f
 （x
 ）来求解．

解法1（利用函数的对称性）：由f
 （-x
 ）=2-f
 （x
 ），即f
 （-x
 ）+f
 （x
 ）=2，可知点（x
 ，f
 （x
 ））与点（-x
 ，f
 （-x
 ））连线段的中点是（0，1），故函数f
 （x
 ）的图像关于点（0，1）成中心对称，而[image: ]
 也关于点（0，1）对称，所以两者图像的交点也关于点（0，1）对称．对于每一组对称点x
 
i

 +x＇
 
i

 =0，y
 
i

 +y＇
 
i

 =2，则[image: ]
 ．故选B.

解法2（构造特殊函数）：根据f
 （-x
 ）=2-f
 （x
 ），构造一个符合条件的具体函数，f
 （x
 ）=x
 +1显然满足此条件．此时[image: ]
 的交点分别为（1，2）和（-1，0），所以[image: ]
 ．所以选B.

本题的两种解法，体现了解决抽象函数问题的两个重要解题策略．

（1）函数性质法：先研究清楚函数的奇偶性、对称性和周期性等性质，这样函数就由抽象变得具体了，我们就可以画出符合性质的草图来解题．

（2）特殊值法：根据对题目给出的抽象的函数性质的理解，找到一个符合题意的具体函数或给变量赋值，把抽象函数问题化为具体的数学问题，从而使问题得解．

[image: ]
 
例5
 　设△ABC
 中，BC
 =a
 ，AC
 =b
 ，AB
 =c
 ．若∠A
 +∠C
 =2∠B
 ，求最大的正整数n
 ，使a
 
n

 +c
 
n

 ≤2b
 
n

 对任何这样的三角形都成立．


[image: ]
 
解析

 　在△ABC
 中，由已知条件∠A
 +∠C
 =2∠B
 及内角和∠A
 +∠B
 +∠C
 =π可知[image: ]
 .由正弦定理，可知不等式a
 
n

 +c
 
n

 ≤2b
 
n

 等价于sin
n

 A
 +sin
n

 C
 ≤2 sin
n

 B
 .

此时题目转化为“求最大的整数n
 ，使sin
n

 A
 +sin
n

 C
 ≤2 sin
n

 B
 对任何有一个角等于[image: ]
 的三角形都成立．”

考虑特殊的△ABC
 ，其中[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，

则sinA
 =1，[image: ]
 ，[image: ]
 ，

则不等式sin
n

 A
 +sin
n

 C
 ≤2 sin
n

 B
 等价于[image: ]
 .

这时我们可以对正整数n
 从1开始依次取值，验证上述不等式是否成立．

当n
 =1时，[image: ]
 ，不等式成立；

当n
 =2时，[image: ]
 ，即[image: ]
 ，不等式成立；

当n
 =3时，[image: ]
 ，即[image: ]
 ，即[image: ]
 ，不等式成立；

当n
 =4时，[image: ]
 ，即[image: ]
 ，不等式成立；

当n
 =5时，[image: ]
 ，

而[image: ]
 ，故不等式不成立；

由指数函数的性质可知，当n
 ≥5时，[image: ]
 ，

而[image: ]
 ，故不等式不成立．

由上述特例的情况可知，满足题意的n
 应该不超过4.

接下来只要证明当n
 =4时，“不等式a
 
n

 +c
 
n

 ≤2b
 
n

 对任何这样的三角形都成立”即可，即证“不等式a
 4
 +c
 4
 ≤2b
 4
 对任何这样的三角形都成立”.

在△ABC
 中，[image: ]
 .

由余弦定理得


b
 2
 =a
 2
 +c
 2
 -2ac
 cos B
 =a
 2
 +c
 2
 -ac
 .

2b
 4
 -a
 4
 -c
 4
 =2（a
 2
 +c
 2
 -ac
 ）2
 -a
 4
 -c
 4


=2（a
 2
 +c
 2
 ）2
 -4ac
 （a
 2
 +c
 2
 ）+2a
 2
 c
 2
 -a
 4
 -c
 4


=2（a
 4
 +c
 4
 +2a
 2
 c
 2
 ）-4ac
 （a
 2
 +c
 2
 ）+2a
 2
 c
 2
 -a
 4
 -c
 4


=（a
 4
 +c
 4
 +2a
 2
 c
 2
 ）-4ac
 （a
 2
 +c
 2
 ）+4a
 2
 c
 2


=（a
 2
 +c
 2
 ）2
 -4ac
 （a
 2
 +c
 2
 ）+（2ac
 ）2


=（a
 2
 +c
 2
 -2ac
 ）2
 ≥0

所以，满足题意的最大整数n
 为4.

[image: ]
例6图



[image: ]
 
例6
 　如图，椭圆[image: ]
 的左、右焦点分别为F
 1
 ，F
 2
 ，离心率[image: ]
 .过点F
 1
 的直线交椭圆于A
 ，B
 两点，且△ABF
 2
 的周长为8.



（1）求椭圆E
 的方程．



（2）设动直线l
 ：y
 =kx
 +m
 与椭圆E
 有且仅有一个公共点P
 ，且与直线x
 =4相交于点Q
 ．试探究：在坐标平面内是否存在定点M
 ，使得以PQ
 为直径的圆恒过点M
 ？若存在，求出点M
 的坐标；若不存在，说明理由．


[image: ]
 
解析

 　（1）由椭圆的定义易得椭圆E
 的方程为[image: ]
 .

（2）联立[image: ]
 得（4k
 2
 +3）x
 2
 +8kmx
 +4m
 2
 -12=0.

由于动直线l
 与椭圆E
 有且只有一个公共点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），故m
 ≠0且Δ=0，

即64k
 2
 m
 2
 -4（4k
 2
 +3）（4m
 2
 -12）=0，化简得

4k
 2
 -m
 2
 +3=0，①


此时[image: ]
 ，[image: ]
 ，故[image: ]
 .

由[image: ]
 得Q
 （4，4k
 +m
 ）.

接下去探求M
 的存在性，看以下两种解法：

解法1：假设平面内存在点M
 满足条件，由图形的对称性知，点M
 必在x
 轴上．

设M
 （x
 1
 ，0），则[image: ]
 对于满足式①的m
 ，k
 恒成立．

而[image: ]
 ，[image: ]
 ，

由[image: ]
 ，得[image: ]
 .②


由于式②对满足式①的m
 ，k
 恒成立，所以4x
 1
 -4=0且[image: ]
 ，

解得x
 1
 =1．故存在定点M
 （1，0），使得以PQ
 为直径的圆恒过点M
 .

解法2：假设平面内存在点M
 满足条件，由图形的对称性知，点M
 必在x
 轴上．

取k
 =0，[image: ]
 ，此时[image: ]
 ，[image: ]
 .

以PQ
 为直径的圆为[image: ]
 ，交x
 轴于点M
 1
 （1，0），M
 2
 （3，0）.

取[image: ]
 ，m
 =2，此时P
 （1，[image: ]
 ），Q
 （4，0）.

以PQ为直径的圆为[image: ]
 ，交x
 轴于点M
 1
 （1，0），M
 2
 （4，0）.

所以若符合条件的点M
 存在，则点M
 的坐标必为（1，0）.

以下只需证明点（1，0）就是满足条件的点．

由[image: ]
 ，[image: ]
 ，得[image: ]
 ，

即恒有[image: ]
 ，故存在定点M
 （1，0），使得以PQ
 为直径的圆恒过点M
 .

上面的解法1是直接假设点M
 存在，依据条件得出点M
 的坐标．但在动直线有两个参变量的前提下进行推理运算，需要较强的技巧；而解法2通过取两组特殊数值探路，猜测一般问题的结果，再给予证明，显得自然、合理、简洁！

[image: ]
例7图（1）



[image: ]
 
例7
 　在平面直角坐标系xOy
 中，如图（1），已知椭圆[image: ]
 的左、右顶点为A
 ，B
 ，右焦点为F
 ，设过点T
 （t
 ，m
 ）的直线TA
 ，TB
 与椭圆分别交于点M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），N
 （x
 2
 ，y
 2
 ），其中m
 ＞0，y
 1
 ＞0，y
 2
 ＜0.



（1）设动点P
 满足PF
 2
 -PB
 2
 =4，求点P
 的轨迹；



（2）设x
 1
 =2，[image: ]
 ，求点T
 的坐标；



（3）设t
 =9，求证：直线MN
 必过x
 轴上的一定点．（其坐标与m
 无关）


[image: ]
 
解析

 　（1）由题设，得A
 （-3，0），B
 （3，0），F
 （2，0）.

设P
 （x
 ，y
 ），则PF
 2
 =（x
 -2）2
 +y
 2
 ，PB
 2
 =（x
 -3）2
 +y
 2
 .

因为PF
 2
 -PB
 2
 =4，

所以（x
 -2）2
 +y
 2
 -[（x
 -3）2
 +y
 2
 ]=4，化简得[image: ]
 .

即点P
 的轨迹为直线[image: ]
 .

[image: ]
例7图（2）



（2）将x
 1
 =2，[image: ]
 分别代入椭圆方程，得[image: ]
 ，[image: ]
 ，如图（2），直线TA
 的方程为[image: ]
 ，

直线TB
 的方程为[image: ]
 .

联立，解得x
 =7，[image: ]
 .

所以点T
 的坐标为[image: ]
 .

（3）根据题设，以m
 为参数，分别写出直线AT
 和BT
 的方程，再让它们分别与椭圆方程联立，求得点M
 与N
 的坐标．证明直线MN
 必过x
 轴上的定点，其思路是比较容易获得的，即写出直线MN
 的方程，检验它与x
 轴的交点坐标与m
 无关即可．但是考虑到点M
 与N
 的坐标的复杂性，不妨先求出特殊情形，即：直线MN
 垂直于x
 轴时，它与x
 轴的交点D
 的坐标，再验证一般情形时，有k
 
MD

 =k
 
ND

 ，即点D
 在直线MN
 上．

由题设知，直线AT
 的方程为[image: ]
 ，直线BT
 的方程为[image: ]
 .

由[image: ]
 消去y
 得（80+m
 2
 ）x
 2
 +6m
 2
 x
 +9m
 2
 -720=0.

则由根与系数的关系，得[image: ]
 ，

即[image: ]
 ，从而[image: ]
 ，即[image: ]
 ，[image: ]
 .

同理可得[image: ]
 ，则[image: ]
 .

若x
 1
 =x
 2
 ，则由[image: ]
 及m
 ＞0，得[image: ]
 ，

此时直线MN
 的方程为x
 =x
 1
 =1，过点D
 （1，0）.

若x
 1
 ≠x
 2
 ，则[image: ]
 ，

[image: ]


显然k
 
MD

 =k
 
ND

 ，所以直线过点D
 .

综上，直线MN
 必过x
 轴上的定点（1，0）.

第（3）问与前两问相比，“异峰突起”．直线过定点的问题并不鲜见，但这里的条件十分繁杂，没有相当的功力很难完成有效的证明．

第一，涉及了大量字母，M
 ，N
 两点的坐标都不是具体的数字，而是用字母表示的比较复杂的式子。

第二，通常是求出直线MN
 的方程，再判断其过定点，且还要分两种情况进行讨论：当x
 1
 =x
 2
 时，虽然比较好证，但必须有这种意识；当x
 1
 ≠x
 2
 时，通过k
 
MD

 =k
 
ND

 证得结论，属于不常见的技能．

第三，运算的繁冗定会阻挡前进的道路．正因为这些因素，许多考生在解答完第（1）（2）问后，只能选择了“止步”，因为下面还有两道“关隘”.

求出直线MN
 的方程能否奏效呢？

请看：当x
 1
 ≠x
 2
 时，得直线MN
 的方程

[image: ]


化得[image: ]
 .

令y
 =0，得[image: ]
 ，解得x
 =1.（下略）

上述过程看似很顺，但实际操作起来，并非如此，其中的“得”“化得”“解得”等似乎很简单，但运算起来，却非常耗时、费力，一不小心，则前功尽弃．别的不论，就说在x
 1
 ≠x
 2
 的条件下，求直线MN
 的斜率，请你试试，如何将[image: ]
 这个繁分式化成简单的分式[image: ]
 ，如何由[image: ]
 解得x
 =1，都不是易事．

本题再次启发我们：在实施“动”与“定”的转换时，不妨从一般中考虑特殊情形，如通过取特殊值、特殊位置等，探寻出定点、定直线、定曲线、定值等是什么，然后证明这个确定的元素满足一般情形，这种解题策略有利于问题得到解决．

所以相比之下，通过直线MN
 的特殊情形确定点D
 的可能位置，再通过证明k
 
MD

 =k
 
ND

 ，说明直线MN
 必过x
 轴上的定点是明智的选择．本例又一次体现“算”是表象，“想”为本质．

[image: ]
 
例8
 　已知集合X
 ={1，2，3}，Y
 
n

 ={1，2，3，…，n
 }（n
 ∈N*
 ），{S
 
n

 =（a
 ，b
 ）|a
 能整除b
 或b
 能整除a
 ，a
 ∈X
 ，b
 ∈Y
 
n

 }，令f
 （n
 ）表示集合S
 
n

 所含元素的个数．



（1）写出f
 （6）的值；



（2）当n
 ≥6时，写出f
 （n
 ）的表达式，并用数学归纳法证明．


[image: ]
 
解析

 　解题的关键是按照题目设计的问题步步深入，第（1）问通过特例分析，悟出由特殊到一般的思维方法，探索出分类归纳的规律．

（1）根据a
 进行分类：当a
 =1时，b
 =1，2，3，4，5，6；当a
 =2时，b
 =1，2，4，6；当a
 =3时，b
 =1，3，6．共13个．

（2）由第（1）问分析知：当a
 =1时，b
 =1，2，3，…，n
 ；

当a
 =2时，b
 =1，2，4，…，2k
 ；

当a
 =3时，b
 =1，3，…3k
 （n
 ∈N
 *
 ）.

所以，当n
 ≥6时，f
 （n
 ）的表达式要按n
 除以2×3=6的余数进行分类．

[image: ]


下面用数学归纳法证明：

（1）当n
 =6时，[image: ]
 ，结论成立；

（2）假设n
 =k
 （k
 ≥6）时结论成立，那么n
 =k
 +1时，S
 
k
 +
 1
 在S
 
k

 的基础上新增加的元素在（1，k
 +1），（2，k
 +1），（3，k
 +1）中产生，分以下情形讨论．

① 若k
 +1=6t
 ，则k
 =6（t
 -1）+5，此时有

[image: ]


结论成立；

② 若k
 +1=6t
 +1，则k
 =6t
 ，此时有

[image: ]


结论成立；

③ 若k
 +1=6t
 +2，则k
 =6t
 +1，此时有

[image: ]


结论成立；

④ 若k
 +1=6t
 +3，则k
 =6t
 +2，此时有

[image: ]


结论成立；

⑤ 若k
 +1=6t
 +4，则k
 =6t
 +3，此时有

[image: ]


结论成立；

⑥ 若k
 +1=6t
 +5，则k
 =6t
 +4，此时有

[image: ]


结论成立．

综上所述，结论对满足n
 ≥6的自然数n
 均成立．

分段求出函数解析式是基于对特殊情况的分析，由特殊到一般，发现求解的规律．解这样的问题，千万不要轻视第（1）问特值情况的分析，它往往渗透有思维的方法和解决问题的途径．





第二招　极限分析


极限思想就是考虑相关问题的极端情况，极端情形往往都是相关命题的极限情况，或是某个变量所在区间端点的取值．例如线段是三角形高为零的极端情况，切线是割线的极端情形（即极限）等．有些高考数学压轴题的求解，常常要从它的极端情形来寻找突破口．一般来说，运用极限思想分析问题，往往能够减少运算量，尤其是选择题和填空题，运用极限思想分析解题可以快速准确地解决问题，从而避免小题大做，节省考场上的答题时间．



[image: ]
 
例1
 　在△ABC
 中，M
 是BC
 的中点，AM
 =3，BC
 =10，则[image: ]
 .


[image: ]
例1图（1）



[image: ]
 
解析

 　解法1（特例法）：将△ABC
 视作特殊的三角形：边AB
 =AC
 的等腰三角形，如图（1），

则AM
 =3，BC
 =10，[image: ]
 .

由余弦定理得[image: ]
 ，

所以[image: ]
 .

解法2（极限法）：将△ABC
 退化为一条线段，如图（2），

[image: ]
例1图（2）



则AM
 =3，BM
 =CM
 =5，所以AB
 =2，AC
 =8，

所以[image: ]
 .

[image: ]
 
例2
 　过x
 轴上一点P
 向圆C
 ：x
 2
 +（y
 -2）2
 =1作圆的切线，切点为A
 ，B
 ，则△PAB
 的面积的最小值是（　）.



A．[image: ]



B．[image: ]



C．[image: ]



D．[image: ]



[image: ]
 
解析

 　解法1：由图可知，当点P
 趋向于无穷远处时，显然△ABP
 的面积趋向于无穷大；当点P
 趋近于原点时，△ABP
 的面积越来越小；当与原点重合时有[image: ]
 ，且此时的△PAB
 为正三角形．

其面积为[image: ]
 ．故选A.

[image: ]
例2图



解法2：设P
 （x
 ，0），则|PC
 |2
 =x
 2
 +4，|PA
 |2
 =|PB
 |2
 =x
 2
 +3，

设∠CPA
 =θ
 ，则有[image: ]
 ，

于是[image: ]
 .

显然上式是x
 2
 的单调递增函数，当x
 =0时，S
 △
 
PAB

 取最小值[image: ]
 .故选A.

解法1采用取极限的方法来处理，过程显得简洁、自然，体现了“小题小解”的策略．实际上，在图中，若点P
 离原点越远时，|CP
 |越长，则切点弦AB
 越长，此时圆心C
 到弦AB
 的距离越小，从而|DP
 |越长，故△APB
 面积越大．因此，当点P
 与原点重合时，△PAB
 的面积最小．解法2采用的是函数法，并注重了分子常数化的转换，也是常见的一种直接解法．

[image: ]
 
例3
 　已知点A
 （-1，0），B
 （1，0），C
 （0，1），直线l
 ：y
 =ax
 +b
 （a
 ＞0）将△ABC
 分割为面积相等的两部分，则b
 的取值范围是（　）.



A．（0，1）

B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
例3图（1）



[image: ]
 
解析

 　解法1：将y
 =ax
 +b
 与BC
 的方程x
 +y
 =1联立，得[image: ]
 ，如图（1）所示．

又易知直线l
 .y
 =ax
 +b
 与x
 轴的交点为[image: ]
 ，

由[image: ]
 得[image: ]
 ，

由此可得[image: ]
 .①


又a
 =0为l
 的极限位置，即y
 
G

 =b
 ，如图（1）所示．

由[image: ]
 ，得[image: ]
 ，

又a
 ＞0，故b
 不可能为[image: ]
 ，②


综合①②知，选B.

[image: ]
例3图（2）



解法2：当a
 →0时，直线y
 =ax
 +b
 近似平行于x
 轴，当a
 =0时，得直线方程y
 =b
 ，如图（2）所示，由直线y
 =b
 将△ABC
 分割为面积相等的两部分得

[image: ]


故[image: ]
 .

不难得知，将直线绕点[image: ]
 转动时，直线上方图形的面积增大，而下方图形的面积减小，再将直线y
 =ax
 +b
 向上平移一点，上下两部分才有可能相等，故[image: ]
 .

[image: ]
例3图（3）



当a
 →+∞时，l
 与y
 轴趋向平行，如图（3）所示．不难发现，[image: ]
 是四个备选项的关键点．将直线y
 =ax
 +b
 绕点[image: ]
 旋转时，S
 1
 ，S
 2
 无限小，但转动的过程中，S
 2
 永远大于S
 1
 .

若将直线y
 =ax
 +b
 再向下平移一些，上下两部分才可能相等，故[image: ]
 .

综上可得[image: ]
 .

故选B.

本题解法较多．解法1侧重于图形思维，采用极端情形分析问题．解法2注重了从“动”的角度出发研究，考查直线y
 =ax
 +b
 的转动与平移，避开了大量的计算，是本题的最佳解法．

[image: ]
 
例4
 　设△A
 
n

 B
 
n

 C
 
n

 的三边长分别为a
 
n

 ，b
 
n

 ，c
 
n

 ，△A
 
n

 B
 
n

 C
 
n

 的面积为S
 
n

 ，n
 =1，2，3，…若b
 1
 ＞c
 1
 ，b
 1
 +c
 1
 =2a
 1
 ，a
 
n
 +
 1
 =a
 
n

 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，则（　）.



A．{S
 
n

 }为递减数列

B．{S
 
n

 }为递增数列

C．{S
 2
 
n

 -1
 }为递增数列，{S
 2
 
n

 }为递减数列

D．{S
 2
 
n

 -1
 }为递减数列，{S
 2
 
n

 }为递增数列


[image: ]
 
解析

 　因为a
 
n
 +
 1
 =a
 
n

 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，a
 
n

 =a
 1
 ，

所以[image: ]
 ，

所以[image: ]
 .

又b
 1
 +c
 1
 =2a
 1
 ，所以b
 
n

 +c
 
n

 =2a
 1
 .

于是，在△A
 
n

 B
 
n

 C
 
n

 中，边长B
 
n

 C
 
n

 =a
 1
 为定值，另两边A
 
n

 C
 
n

 、A
 
n

 B
 
n

 的长度之和b
 
n

 +c
 
n

 =2a
 1
 为定值．

因为[image: ]
 ，

所以[image: ]
 ，

当n
 →+∞时，有b
 
n

 -c
 
n

 →0，即b
 
n

 →c
 
n

 ，

于是△A
 
n

 B
 
n

 C
 
n

 的边B
 
n

 C
 
n

 的高h
 
n

 随着n
 的增大而增大．

所以其面积[image: ]
 为递增数列，故选B.

[image: ]
 
例5
 　在平面四边形ABCD
 中，∠A
 =∠B
 =∠C
 =75°，BC
 =2，则AB
 的取值范围是________.


[image: ]
 
解析

 　从条件和问题来看，此题考查的知识点应是解三角形，而题目背景却是平面四边形，一个自然的思路就是将四边形分割成三角形，各个击破，其间必然会用到正、余弦定理等，涉及三角函数运算；此外我们应该思考：为什么AB
 会有“取值范围”？既然是范围那就涉及动态变化过程，若能挖掘出这个动态变化的特点，就可以用平面几何知识求解，应当会比较直观、快速．

[image: ]
例5图（1）



解法1（分割法）：易知∠ADC
 =135°.如图（1），连接BD
 ，设∠BDC
 =α
 ，∠ADB
 =β
 ，则α
 +β
 =135°.

在△ABD
 和△BCD
 中，由正弦定理得[image: ]
 ，则[image: ]
 ，

由[image: ]
 得30°＜α
 ＜105°，所以[image: ]
 .

则[image: ]
 .

[image: ]
例5图（2）



解法2（分割法）：如图（2），连接AC
 ，同解法1可以得到[image: ]
 ，其中30°＜α
 ＜75°，亦可得[image: ]
 .

解法3（极限法）：如图（3），动态地审视平面四边形ABCD
 ：边BC
 =2固定，∠B
 =∠C
 =75°固定，延长BA
 ，CD
 交于点P
 ．虽然∠BAD
 =75°，但AB
 边并不固定，平行移动AD
 边，则容易看出BQ
 ＜AB
 ＜BP
 ．在△BCQ
 中，易求得[image: ]
 ；在△BCP中，易求得[image: ]
 ，则AB的取值范围是[image: ]
 .

[image: ]
例5图（3）



[image: ]
例5图（4）



解法4（极限法）：如图（4），根据题意，我们可以这样看四边形ABCD
 ：有两个底角为75°的等腰△ABE
 和△FBC
 ，把它们的一个底角重合放置，两个三角形重叠的部分就是四边形ABCD
 ，其中BC
 =2固定，∠BAD
 =∠B
 =∠C
 =75°，由于BC
 固定不变，则△BCF
 不变，从而另一个三角形的边AE
 属于动直线，容易知道AB
 的最大值是BF
 ，最小值是BA
 1
 ．在△A
 1
 CB
 中，由余弦定理可知[image: ]
 ，在△E
 1
 FB
 中，由余弦定理可知[image: ]
 ，则AB
 的取值范围是[image: ]
 .

解法1，2的共同点都是将四边形分割为三角形，运用正弦定理来解，属于通性通法．

解法3，4的共同点是注意到图形的特殊性：四边形中的三个内角固定，一个边为定长，在图（4）中，与定长边BC
 相对的边AD
 可以平移，这样就得到了无数个符合题意的四边形，确定了两个极限位置，从而AB
 的长度范围就求出来了．解法4的视角比解法3更为宏观，将问题放在了两个相关的三角形中．两种解法都体现了“几何问题几何方法解”的思维流向，将动态思维发挥到了极致．

本题充分说明解三角形问题的两个思维起点：一是关注边角关系，设法化为熟悉的情境（三角形），用正、余弦定理求解；二是认真分析图形结构，找到隐含的动态关系，尤其是最值（范围）类问题．

[image: ]
 
例6
 　已知函数[image: ]
 为常数，a
 ＞0）.



（1）若[image: ]
 是函数f
 （x
 ）的一个极值点，求a
 的值；



（2）求证：当0＜a
 ≤2时，f
 （x
 ）在[image: ]
 上是增函数；



（3）若对任意的a
 ∈（1，2），总存在[image: ]
 ，使不等式f
 （x
 0
 ）＞m
 （1-a
 2
 ）成立，求实数m
 的取值范围．


[image: ]
 
解析

 　（1）因为f
 （x
 ）=ln（1+ax
 ）-ln2+x
 2
 -ax
 ，

所以[image: ]
 .

由[image: ]
 是函数f
 （x
 ）的一个极值点，得[image: ]
 ，

即a
 2
 -a
 -2=0，而a
 ＞0，所以a
 =2.

（2）当0＜a
 ＜2时，要使f
 （x
 ）在[image: ]
 上递增，

则要[image: ]
 ，

令[image: ]
 ，g
 （a
 ）在（0，2）上递增，所以[image: ]
 ，

所以当[image: ]
 时，[image: ]
 成立，所以[image: ]
 .

当a
 =2时，[image: ]
 亦成立．

故当0＜a
 ≤2时，[image: ]
 上是增函数．

（3）解法1：因为a
 ∈（1，2）时，由（2）知，在[image: ]
 上，

[image: ]


故问题等价于：对任意的a
 ∈（1，2），不等式[image: ]
 恒成立．

记[image: ]
 ，

则[image: ]
 .

当m
 =0时，[image: ]
 ，故g
 （a
 ）在区间（1，2）上递减，此时g
 （a
 ）＜g
 （1）=0.

由于a
 2
 -1＞0，故m
 ≤0时，不可能有g
 （a
 ）＞0的情形，故必有m
 ＞0.

由此可得[image: ]
 .

若[image: ]
 ，可知g
 （a
 ）在区间[image: ]
 上递减．

则在此区间上，有g
 （a
 ）＜g
 （1），这与g
 （a
 ）＞0恒成立矛盾．

由此可得[image: ]
 ，此时g＇
 （a
 ）＞0.

故g
 （a
 ）在（1，2）上递增，且恒有g
 （a
 ）＞g
 （1）=0，满足题设要求，

所以[image: ]
 由此可得[image: ]
 .

综上知，m
 的取值范围为[image: ]
 .

解法2：因为a
 ∈（1，2）时，由（2）知在[image: ]
 上f
 （x
 ）的最大值为[image: ]
 .

故问题等价于：对任意的a
 ∈（1，2），不等式[image: ]
 恒成立．

由此只需[image: ]
 即可．

记[image: ]
 ，则[image: ]
 .

因为a
 ＞1时，恒有[image: ]
 成立，所以在（1，2）上，h＇
 （a
 ）＜0.

故h
 （a
 ）是递减的函数，且当a
 →1时，h
 （a
 ）取得最大值．

所以[image: ]
 ，当a
 =1时取等号．

由此可得，在（1，2）上恒有h
 （a
 ）＞0成立时，m
 的取值范围是[image: ]
 .

第（3）问的解法1先将问题转化为恒成立问题，再利用函数研究不等式左边的最小值是否符合要求，从而求得实数m
 的取值范围，这是常规思路．解法2注重分离变量，考查其极端情形，避开了繁重的分类讨论．此做法有创意，易激发创新思维，提升解题能力，是求解本例的最佳思路．

[image: ]
 
例7
 　已知函数f
 （x
 ）=x
 -1-a
 lnx
 （a
 ∈R）.



（1）若曲线y
 =f
 （x
 ）在x
 =1处的切线方程为3x
 -y
 -3=0，求实数a
 的值；



（2）求证：f
 （x
 ）≥0恒成立的充要条件是a
 =1；



（3）若a
 ＜0，且对任意的x
 1
 ，x
 2
 ∈（0，1]，都有[image: ]
 ，求实数a
 的取值范围．


[image: ]
 
解析

 　（1）因为f
 （x
 ）=x
 -1-a
 lnx
 （a
 ∈R），所以[image: ]
 ，则f＇
 （1）=1-a
 ，

故曲线y
 =f
 （x
 ）在x
 =1处的切线方程为y
 =（1-a
 ）（x
 -1）.

由3x
 -3=（1-a
 ）（x
 -1），得a
 =-2.

（2）必要性：若f
 （x
 ）≥0恒成立，

当a
 =0时，f
 （x
 ）=x
 -1，f
 （x
 ）≥0不能恒成立；

当a
 ＜0时，因为[image: ]
 ，f
 （x
 ）恒为增函数，且f
 （x
 ）∈（-∞，+∞），①


显然f
 （x
 ）≥0不能恒成立，故a
 ＜0不可取，由此可得a
 ＞0.

又易知，当x
 =a
 时，f＇
 （x
 ）=0；x
 ＞a
 时，f＇
 （x
 ）＞0；当x
 ＜a
 时，f＇
 （x
 ）＜0.

所以f
 （x
 ）min
 =f
 （a
 ）=a
 -1-a
 lna
 ．记g
 （a
 ）=a
 -1-a
 lna
 ，

要使f
 （x
 ）≥0恒成立，则需要求g
 （a
 ）≥0的解集．

由于g＇
 （a
 ）=-lna
 ，

当a
 =1时，g＇
 （a
 ）=0，当0＜a
 ＜1时g＇
 （a
 ）＞0，当a
 ＞1时g＇
 （a
 ）＜0，

故g
 （a
 ）max
 =g
 （1）=0．所以g
 （a
 ）≥0的解集是a
 =1.

充分性：当a
 =1时，f
 （x
 ）=x
 -1-lnx
 ，[image: ]
 .

当x
 =1时，f＇
 （x
 ）=0；x
 ＞1时，f＇
 （x
 ）＞0；当x
 ＜1时，f＇
 （x
 ）＜0.

所以f
 （x
 ）min
 =f
 （1）=0，所以f
 （x
 ）≥0恒成立．

综上，f
 （x
 ）≥0恒成立的充要条件是a
 =1.

（3）解法1：依题意，不妨设0＜x
 1
 ≤x
 2
 ≤1，

当a
 ＜0时，由①知y
 =f
 （x
 ）恒为增函数．

故|[image: ]
 可化为[image: ]
 .

从而有[image: ]
 对任意的x
 1
 ，x
 2
 ∈（0，1]恒成立．

于是，问题等价于：

当[image: ]
 在（0，1]上为减函数时，求实数a
 的取值范围．

易知[image: ]
 时，可得[image: ]
 .

故只需求：[image: ]
 在（0，1]上恒成立时，实数a
 的取值范围．而[image: ]
 ，从而可得a
 ≥-3.

综上知，所求a
 的取值范围是a
 ∈[-3，0）.

解法2：因为a
 ＜0，由①知y
 =f
 （x
 ）恒为增函数，

不妨设0＜x
 1
 ≤x
 2
 ≤1，且x
 2
 =x
 1
 +Δx
 ，Δx
 ≥0，

则[image: ]
 可化为[image: ]
 ，

即[image: ]
 （*）


∀x
 1
 ，x
 2
 ∈（0，1]，上式均成立，则当Δx
 →0亦成立．于是，对式（*）两边取极限得

[image: ]
 ，即[image: ]
 ，

从而有[image: ]
 .

又[image: ]
 ，故可得a
 ≥-3.

综上可知，所求a
 的取值范围是a
 ∈[-3，0）.

第（3）问的解法1，关键在于通过等价转化分离变量，构建模型，探究h
 （x
 ）为减函数，转为研究h＇
 （x
 ）＜0，从而获得a
 的范围，此做法技巧性大，需要有丰富的形象思维能力；解法2中，注重用导数定义的模型，构思新颖，颇有创意，体现了极限思想在解题中的作用．





第三招　数形结合


数形结合是数学解题中常用的思想方法，使用数形结合的方法，很多问题能迎刃而解，且解法简捷．其实，高中数学中许多知识本身就是数形结合的化身，比如函数中的图像、解析几何中研究的曲线、不等式中的线性规划，特别是向量，本身就是数与形结合的产物．

数形结合，可以从两个角度看，第一个是由形知数，就是根据已知的图形或者图像，或者把已知的数量关系用图形、图像关系表达出来，然后根据这个图形、图像间要满足的一些图形条件，判断它所对应的数量关系是什么，最后求出所要求的数量关系；第二个是由数见形，指的是数量关系、数学表达式，它反映了图形什么样的特点，根据这些特点，再判断正确结论应该是什么．

由形知数和由数见形是一个问题的两个方面，我们在具体应用时常常是综合使用，更多的是统一想法，把“数”的关系和“形”联系起来，“形”的样子要能够反映出“数”的关系，这就是数形结合最基本的思想方法．



[image: ]
 
例1
 　已知向量[image: ]
 ，对任意t
 ∈R，恒有[image: ]
 ，则（　）.



A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
例1图



[image: ]
 
解析

 　如图，设[image: ]
 ，则[image: ]
 ，[image: ]
 表示连接点A与直线OE上的点的线段的长度d，由题意，[image: ]
 为d的最小值，此时[image: ]
 ，即[image: ]
 ，故选C.

[image: ]
 
例2
 　已知曲线[image: ]
 ，直线l
 ：x
 =6．若对于点M
 （m
 ，0），存在曲线C
 上的点P
 和直线l
 上的点Q
 使得[image: ]
 ，则m
 的取值范围为________.


[image: ]
例2图



[image: ]
 
解析

 　曲线C
 是以原点O
 为圆心，2为半径的半圆．根据题意，由[image: ]
 得M
 是线段PQ
 的中点，考虑当P
 ，Q
 运动时，其中点M
 构成的平面区域：先固定P
 点为（x
 
P

 ，y
 
P

 ），让Q
 点在直线l
 上运动，这样就得到对应的M
 点的轨迹是一条竖直的直线[image: ]
 .然后让P
 点在半圆上运动，则M
 点的轨迹随之运动形成的区域即所有满足条件的M
 点的集合，如图所示．因此m
 的取值范围是[image: ]
 ，即[2，3].

[image: ]
例3图



[image: ]
 
例3
 　如图，设△ABC
 中，P
 0
 是边AB
 上一定点，满足[image: ]
 ，且对于边AB
 上任一点P
 ，恒有[image: ]
 ，则（　）.



A．∠ABC
 =90°

B．∠BAC
 =90°

C．AB
 =AC


D．AC
 =BC



[image: ]
 
解析

 　设D
 ，E
 分别为AB
 ，BC
 的中点，因为[image: ]
 ，而[image: ]
 的最小值即是定点E
 到直线AB
 的距离，于是有P
 0
 E
 ⊥AB
 ．又[image: ]
 ，[image: ]
 ，则P
 0
 E
 ∥CD
 ，所以CD
 ⊥AB
 ，于是有AC
 =BC
 .

[image: ]
 
例4
 　已知[image: ]
 ，[image: ]
 是空间单位向量，[image: ]
 .若空间向量[image: ]
 满足[image: ]
 ，[image: ]
 ，且对于任意x
 ，y
 ∈R，|[image: ]
 ，其中x
 0
 ，y
 0
 ∈R，则x
 0
 =_____，y
 0
 =_____，[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　对于任意x
 ，y
 ∈R
 ，[image: ]
 在x
 =x
 0
 ，y
 =y
 0
 时取到最小值1.

[image: ]
例4图



由[image: ]
 ，[image: ]
 是空间单位向量，[image: ]
 ，可知向量[image: ]
 ，[image: ]
 的夹角为60°．根据平面向量分解定理，可知[image: ]
 表示与[image: ]
 ，[image: ]
 共面的任意一个向量，把向量[image: ]
 和向量[image: ]
 平移到同一起点，根据向量减法的法则，可知向量[image: ]
 的终点到[image: ]
 ，[image: ]
 所在平面的距离为1，此时，我们可以构造如图所示的平行六面体来表示三个向量的关系，其中单位向量[image: ]
 与[image: ]
 ，[image: ]
 所在平面垂直，所以[image: ]
 .

已知[image: ]
 ，[image: ]
 ，

[image: ]


此时[image: ]
 ，

所以[image: ]
 ，

所以[image: ]
 .

[image: ]
 
例5
 　设函数f
 （x
 ）=A
 sin（ωx
 +φ
 ）（A
 ，ω
 ，φ
 是常数，A
 ＞0，ω
 ＞0）．若f
 （x
 ）在区间[image: ]
 上具有单调性，且[image: ]
 ，则f
 （x
 ）的最小正周期为_____.


[image: ]
 
解析

 　如图所示，函数f
 （x
 ）的图像经过三个实心点（或空心点），结合f
 （x
 ）在区间[image: ]
 上单调，因此[image: ]
 是函数f
 （x
 ）的零点．又[image: ]
 ，因此[image: ]
 是函数f
 （x
 ）的对称轴．

[image: ]
例5图



于是[image: ]
 ，从而T
 =π.

[image: ]
 
例6
 　设x
 3
 +ax
 +b
 =0，其中a
 ，b
 均为实数，下列条件中，使得该三次方程仅有一个实根的是________.（写出所有正确条件的编号）



①a
 =-3，b
 =-3；



②a
 =-3，b
 =2；



③a
 =-3，b
 ＞2；



④a
 =0，b
 =2；



⑤a
 =1，b
 =2.


[image: ]
 
解析

 　将三次方程的实根看成是函数f
 （x
 ）=x
 3
 +ax
 的图像与直线y
 =-b
 的公共点的横坐标．

当a
 ≥0时，f
 （x
 ）为单调递增函数，且值域为R
 ，因此无论b
 为何值，直线y
 =-b
 与函数f
 （x
 ）=x
 3
 +ax
 的图像均有唯一公共点，这样④和⑤显然正确．

注意到其他条件中a
 的取值均为-3，因此研究函数f
 （x
 ）=x
 3
 -3x
 .

函数f
 （x
 ）的导函数为


f＇
 （x
 ）=3（x
 +1）（x
 -1）.

[image: ]
例6图



于是函数f
 （x
 ）有极大值点x
 =-1以及极小值点x
 =1，对应的极大值为2，极小值为-2，如图．

因此①和③正确，而②错误．

故填①③④⑤.

[image: ]
 
例7
 　已知函数[image: ]
 且g
 （x
 ）=f
 （x
 ）-mx
 -m
 在（-1，1]上有且仅有两个不同的零点，则实数m
 的取值范围是（　）.



A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
例7图



[image: ]
 
解析

 　g
 （x
 ）=f
 （x
 ）-mx
 -m
 在（-1，1]上有且仅有两个不同的零点即恒过点A
 （-1，0）、且斜率为m
 的直线y
 =m
 （x
 +1）与函数f
 （x
 ）的图像在（-1，1]上有且仅有两个不同的公共点．直线y
 =m
 （x
 +1）与f
 （x
 ）的图像如图所示．

容易计算得直线AB
 的斜率为[image: ]
 ，直线AC
 的斜率为-2，设切线AT
 的斜率为k
 ，则联立直线y
 =k
 （x
 +1）与双曲线[image: ]
 的方程，

得k
 （x
 +1）2
 +3（x
 +1）-1=0，

视其为关于x
 +1的二次方程，则判别式Δ=9+4k
 =0，

解得[image: ]
 .

综上，直线y
 =m
 （x
 +1）的斜率m
 的取值范围是[image: ]
 .

故选A.

[image: ]
 
例8
 　已知函数f
 （x
 ）=|x
 2
 +3x
 |，x
 ∈R．若方程f
 （x
 ）-a
 |x
 -1|=0恰有4个互异的实数根，则实数a
 的取值范围为________.


[image: ]
 
解析

 　显然x
 =1不是方程的根，所以此题中方程可化为

[image: ]


令x
 -1=t
 ，则上述方程可化为[image: ]
 ，

也即[image: ]
 或[image: ]
 ，其中a
 ≥0.

[image: ]
例8图



于是方程f
 （x
 ）-a
 |x
 -1|=0恰有4个互异的实数根即函数[image: ]
 的图像与直线y
 =a
 -5和直线y
 =-a
 -5均有两个公共点（这里利用了函数[image: ]
 图像的特点），如图所示．

因此有

[image: ]


解得0＜a
 ＜1或a
 ＞9，因此实数a
 的取值范围是（0，1）∪（9，+∞）.

[image: ]
 
例9
 　已知函数f
 （x
 ）是定义在R上的奇函数，当x
 ≥0时，[image: ]
 ，若∀x
 ∈R，f
 （x
 -1）≤f
 （x
 ），则实数a
 的取值范围为（　）.



A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
 
解析

 　对分界点x
 =a
 2
 和x
 =2a
 2
 进行讨论，并结合函数的奇偶性，不难画出函数的草图，如图所示．

[image: ]
例9图



题中条件“∀x
 ∈R
 ，f
 （x
 -1）≤f
 （x
 ）”的含义是将函数图像向右平移1个单位，设法将图像中的“山”（阴影部分）移动到原图像的下方（可以与边界重合）．因此有6a
 2
 ≤1，解得实数a
 的取值范围是[image: ]
 .

故选B.

[image: ]
 
例10
 　已知函数[image: ]
 则方程|f
 （x
 ）+g
 （x
 ）|=1实根的个数为_____.


[image: ]
 
解析

 　根据题意，有

[image: ]


显然，该函数在（0，1]上单调递减，在（2，+∞）上单调递增，而在（1，2]上，导函数为[image: ]
 ，

[image: ]
例10图



因此该函数在（1，2]上单调递减，函数图像如图所示．

因此方程|f
 （x
 ）+g
 （x
 ）|=1的实根个数为4.

[image: ]
 
例11
 　已知函数[image: ]
 函数g
 （x
 ）=b
 -f
 （2-x
 ），其中b
 ∈R
 ．若函数y
 =f
 （x
 ）-g
 （x
 ）恰有4个零点，则b
 的取值范围是（　）.



A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
 
解析

 　函数y
 =f
 （x
 ）-g
 （x
 ）的零点，即为函数h
 （x
 ）=f
 （x
 ）+f
 （2-x
 ）的图像与直线y
 =b
 图像的公共点的横坐标．接下来研究函数h
 （x
 ）.

显然h
 （x
 ）关于直线x
 =1对称［因为h
 （2-x
 ）=h
 （x
 ）］，因此可以考查其在区间[1，+∞）上的图像，然后再通过对称变换即可得到函数h
 （x
 ）在[-∞，1]上的图像．

事实上，按x
 与1，2的大小讨论可得当x
 ≥1时，有

[image: ]


即

[image: ]


因此函数h
 （x
 ）的图像如图所示．

[image: ]
例11图



从而若函数h
 （x
 ）的图像与直线y
 =b
 有4个不同的公共点，那么b
 的取值范围是[image: ]
 .

故选D.

[image: ]
 
例12
 　已知函数y
 =f
 （x
 ）（x
 ∈R）．对函数y
 =g
 （x
 ）（x
 ∈I
 ），定义g
 （x
 ）关于f
 （x
 ）的“对称函数”为函数y
 =h
 （x
 ）（x
 ∈I
 ），y
 =h
 （x
 ）满足：对任意x
 ∈I
 ，两个点（x
 ，h
 （x
 ）），（x
 ，g
 （x
 ））关于点（x
 ，f
 （x
 ））对称．若h
 （x
 ）是[image: ]
 的“对称函数”，且h
 （x
 ）＞g
 （x
 ）恒成立，则实数b
 的取值范围是_____.


[image: ]
例12图



[image: ]
 
解析

 　根据“对称函数”的定义，函数h
 （x
 ）与g
 （x
 ）的图像分别在f
 （x
 ）的图像的两侧．由于[image: ]
 ，即x
 2
 +y
 2
 =4（y
 ≥0），因此g
 （x
 ）的图像是一个半圆，而f
 （x
 ）的图像是一条直线，所以当直线y
 =3x
 +b
 在半圆[image: ]
 上方时符合题意，如图所示．

此时有

[image: ]
 且b
 ＞0，

解得[image: ]
 .

所以，实数b
 的取值范围是[image: ]
 .

[image: ]
 
例13
 　若函数f
 （x
 ）满足：①在定义域D
 内是单调函数；②存在[a
 ，b
 ]⊆D
 （a
 ＜b
 ），使f
 （x
 ）在[a
 ，b
 ]上的值域为[-b
 ，-a
 ]，那么y
 =f
 （x
 ）叫作对称函数．现有[image: ]
 是对称函数，则实数k
 的取值范围是_____.


[image: ]
 
解析

 　这是一道函数新定义的题目，给出了“对称函数”这样一个概念．我们要解出这道题，只能从定义出发，按照定义所要求的两个方面来考虑函数[image: ]
 .

①函数定义域是{x
 |x
 ≤1}，由复合函数单调性可以判断f
 （x
 ）在定义域内是单调减函数；②存在[a
 ，b
 ]⊆D
 （a
 ＜b
 ），使f
 （x
 ）在[a
 ，b
 ]上的值域为[-b
 ，-a
 ]，由减函数的性质可知，[image: ]
 也就是方程f
 （x
 ）=-x
 有两个不等实根，即方程[image: ]
 有两个不等实根．

此时，这道新定义的题目转化为一道求方程根的个数的问题．这一类问题的常见思路就是利用函数与方程的关系，通过数形结合将方程根的个数问题与函数图像交点的个数问题联系起来．方程[image: ]
 通过移项把两个变量x
 和k
 进行分离，变形为[image: ]
 ．现在把这个方程左边看作一个函数[image: ]
 ，右边看作一个常数函数y
 =k
 ．方程[image: ]
 有两个不等实根就说明函数[image: ]
 的图像有两个交点，其中函数y
 =k
 的图像是与x
 轴平行的直线．接下来我们只需要得到函数[image: ]
 的大致图像．这是高中导数知识的一个基本问题，可以按以下步骤进行．

令[image: ]
 ，再令g＇
 （x
 ）=0，可得[image: ]
 .

当[image: ]
 时，g＇
 （x
 ）＞0，函数g
 （x
 ）单调递增；

当[image: ]
 时，g＇
 （x
 ）＜0，函数g
 （x
 ）单调递减．

所以当[image: ]
 时，函数g
 （x
 ）取得最大值[image: ]
 .

这时我们可以得到函数g
 （x
 ）的大致图像，如图所示．

[image: ]
例13图



结合图像我们还要再细致分析几个特殊位置：g
 （1）=1，g
 （0）=1，结合上述函数g
 （x
 ）的单调性可知：当x
 ＜0时，g
 （x
 ）＜1；当[image: ]
 时，[image: ]
 ；当[image: ]
 时，[image: ]
 ．所以当[image: ]
 时，函数[image: ]
 的图像有两个交点，从而实数k
 的取值范围是[image: ]
 .

[image: ]
 
例14
 　椭圆[image: ]
 的右焦点F
 （c
 ，0）关于直线[image: ]
 的对称点Q
 在椭圆上，则椭圆的离心率是_____.


[image: ]
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[image: ]
 
解析

 　如图，设直线QF
 与直线[image: ]
 的交点为M
 ，过点Q
 作直线[image: ]
 的平行线，交x
 轴于点F＇
 .

因为点M
 平分线段QF
 ，于是点O
 平分线段F＇F
 ，因此F＇
 为椭圆的左焦点，进而由F＇Q
 的斜率为[image: ]
 可知Q
 为椭圆的上顶点，因此△F＇QF
 为等腰直角三角形，进而不难得到[image: ]
 .

[image: ]
 
例15
 　已知O
 为坐标原点，F
 是椭圆[image: ]
 的左焦点，A
 ，B
 分别为椭圆C
 的左、右顶点．P
 为椭圆C
 上一点，且PF
 ⊥x
 轴．过点A
 的直线l
 与线段PF
 交于点M
 ，与y
 轴交于点E
 ，若直线BM
 经过OE
 的中点，则椭圆C
 的离心率为（　）.



A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
 
解析

 　本题以椭圆内点与线的交错关系为条件，而结论是椭圆的离心率，思考目标自然是要得到a
 ，b
 ，c
 满足的等量关系．那么思考方向不外乎两个：坐标关系或几何关系，之后就要抓住条件“直线BM
 经过OE
 的中点”作为突破口适当转化，获得所需等式．

[image: ]
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解法1（数形结合）：如图，设点N
 的坐标为（0，m
 ），根据题意，点N
 是OE
 的中点，则E
 （0，2m
 ），从而直线AE
 的方程为[image: ]
 ，因此点M
 的坐标为[image: ]
 .又△OBN
 与△FBM
 相似，可得[image: ]
 ，即[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以椭圆C
 的离心率为[image: ]
 ，故选A.

解法2（交轨法）：同解法1得直线AE
 的方程为[image: ]
 ，直线BN
 的方程为[image: ]
 ．设M
 （-c
 ，y
 ）．又因为直线AE
 与直线BN
 交于点M
 ，且PF
 ⊥x
 轴，易得[image: ]
 消去y
 ，解得[image: ]
 ，所以椭圆C
 的离心率为[image: ]
 ，故选A.

解法3（共点线）：设直线AE
 的方程为y
 =k
 （x
 +a
 ），则M
 （-c
 ，k
 （a
 -c
 ）），E
 （0，ka
 ）．由|OE
 |=2|ON
 |知点N
 的坐标为[image: ]
 ，所以直线BN
 的方程为[image: ]
 ．又点M
 在直线BN
 上，则[image: ]
 ，化简得a
 +c
 =2（a
 -c
 ），解得[image: ]
 ，所以椭圆C
 的离心率为[image: ]
 ，故选A.

解法4（三点共线法）：同解法1得直线AE
 的方程为[image: ]
 ，由题意可知[image: ]
 ．又M
 ，N
 （0，m
 ），B
 （a
 ，0）三点共线，则[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以椭圆C
 的离心率为[image: ]
 ，故选A.

解法5（向量法）：同解法1得直线AE
 的方程为[image: ]
 ，由题意可知[image: ]
 ．又M
 ，N
 （0，m
 ），B
 （a
 ，0）三点共线，则[image: ]
 ，则[image: ]
 解得[image: ]
 ，所以椭圆C
 的离心率为[image: ]
 ，故选A.

解法6（方程法）：设M
 （-c
 ，m
 ），则直线AM
 的方程为[image: ]
 ，所以[image: ]
 ．直线BM
 的方程为[image: ]
 ，与y
 轴交于点[image: ]
 ，由题意知，[image: ]
 ，即a
 +c
 =2（a
 -c
 ），解得[image: ]
 ，所以椭圆C
 的离心率为[image: ]
 ，故选A.

解法7（纯几何法）：在△AOE
 中，MF
 ∥OE
 ，所以[image: ]
 .

在△BFM
 中，ON
 ∥MF
 ，所以[image: ]
 ，即[image: ]
 ；

所以[image: ]
 ，即a
 +c
 =2（a
 -c
 ），解得[image: ]
 ，所以椭圆C
 的离心率为[image: ]
 ，故选A.

不难发现上述解法1～解法6都是采用解析法解题，只是构造等式的角度不同，用到了图形的不同特征（三角形的相似、三点共线、两条直线交于一点、线段的中点等）和三点共线的不同表示（斜率相等、向量关系式等）；解法7是采用平面几何知识（三角形的相似性质、平行线截得线段成比例定理）进行求解，最终都是借用椭圆方程中的元素a
 ，b
 ，c
 的齐次关系式来求椭圆离心率的大小．

本题的七种方法，体现出三个重要的数学解题策略．

（1）找到关键词确定解题的突破口：“直线AE
 与直线BM
 相交于点M
 ”“线段OE
 的中点N
 ”“点A
 ，M
 ，E
 三点共线”“点B
 ，M
 ，N
 三点共线”．适当设置参数：直线AE
 的斜率为k
 （解法3），或设点N
 的坐标为（0，m
 ）（解法1、解法2、解法4、解法5），或设点M
 （-c
 ，m
 ）（解法6），根据解析几何的知识解题．

（2）几何观念：几何性质是解析几何的灵魂，从平面几何知识入手，寻找图形中的平行、垂直共线，以及三角形的相似，然后转化为椭圆方程中的元素a
 ，b
 ，c
 的齐次关系式解题．

（3）方程思想：椭圆（双曲线）离心率的问题，关键是寻找a
 ，b
 ，c
 的齐次关系式，进而求得离心率．由于椭圆（双曲线）方程中的元素a
 ，b
 ，c
 在图形、方程中具有一定的几何意义，所以通常可借助坐标关系或几何关系来解决离心率的问题．

[image: ]
 
例16
 　已知椭圆[image: ]
 的左焦点为F
 （-c
 ，0），离心率为[image: ]
 ，点M
 在椭圆上且位于第一象限，直线FM
 被圆[image: ]
 截得的线段的长为[image: ]
 .



（1）求直线FM
 的斜率；



（2）求椭圆的方程；



（3）设动点P
 在椭圆上，若直线FP
 的斜率大于[image: ]
 ，求直线OP
 （O
 为原点）的斜率的取值范围．


[image: ]
 
解析

 　（1）设直线FM
 的斜率为k
 （k
 ＞0），则直线FM
 的方程为y
 =k
 （x
 +c
 ），因此原点O
 到直线FM
 的距离为[image: ]
 .

另一方面，由于直线FM
 被圆[image: ]
 2截得的弦长为c
 ，于是圆心O
 到直线FM
 的距离为[image: ]
 .

因此由方程[image: ]
 ，

得[image: ]
 .

又由椭圆的离心率为[image: ]
 ，因此解得[image: ]
 .

[image: ]
例16图（1）



（2）设椭圆的另一个焦点为F＇
 （c
 ，0），连接MF＇
 ，如图（1）所示．

那么在△MFF＇
 中应用余弦定理得

|MF＇
 |2
 =|MF
 |2
 +|FF＇
 |2
 -2|MF
 ||FF＇
 |cos∠MFF＇
 .

将[image: ]
 ，[image: ]
 ，|FF＇
 |=2c
 ，以及[image: ]
 （第（1）小题的结论）代入，展开整理即可解得c
 =1.

从而椭圆的方程为[image: ]
 .

（3）需要将直线FP
 的斜率大于[image: ]
 这一代数条件转化为几何图形上的点的范围，然后借助图形简化问题后通过代数手段得到临界位置，进而求解问题．

[image: ]
例16图（2）



如图（2），当FP
 的斜率大于[image: ]
 时，P
 在曲线段P
 1
 P
 2
 和P
 3
 P
 4
 上（不包含端点）运动，其中P
 1
 ，P
 3
 是过点F
 且斜率为[image: ]
 的直线与椭圆的两个交点（P
 1
 在x
 轴上方，P
 3
 在x
 轴下方），P
 2
 ，P
 4
 是过点F
 且与x
 轴垂直的直线与椭圆的两个交点（P
 2
 在x
 轴上方，P
 4
 在x
 轴下方）.

分别将直线[image: ]
 和直线x
 =-1与椭圆方程[image: ]
 联立，可得[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 .

于是直线OP
 斜率的取值范围是[image: ]
 ，即[image: ]
 .

[image: ]
 
例17
 　在平面直角坐标系xOy
 中，点P
 到点F
 （3，0）的距离的4倍与它到直线x
 =2的距离的3倍之和记为d
 ，当点P
 运动时，d
 恒等于点P
 横坐标与18之和．



（1）求点P
 的轨迹C
 ；



（2）设过点F
 的直线l
 与轨迹C
 相交于M
 ，N
 两点，求线段MN
 长度的最大值．


[image: ]
 
解析

 　（1）令点P
 的坐标为（x
 ，y
 ），

由题意得[image: ]
 .①


当x
 ＞2时，由式①得[image: ]
 ，②


化简得[image: ]
 .③


当x
 ≤2时，由式①得[image: ]
 ，④


化简得y
 2
 =12x
 .⑤


[image: ]
例17图（1）



故点P
 的轨迹C
 是椭圆[image: ]
 在直线x
 =2的右侧部分与抛物线C
 2
 ：y
 2
 =12x
 在直线x
 =2的左侧部分（包括它与直线x
 =2的交点）所组成的曲线［参见图（1）］.

（2）弦|MN
 |的值随过点F
 的直线l
 斜率的变化而变化．

如果不画草图，M
 ，N
 在曲线C
 上的位置状态能了解吗？

[image: ]
例17图（2）



如图（2）所示，易知直线x
 =2与C
 1
 ，C
 2
 的交点是[image: ]
 ，[image: ]
 ，直线AF
 ，BF
 的斜率分别为[image: ]
 ，[image: ]
 .

当k
 ≤k
 
AF

 或k
 ≥k
 
BF

 时，l
 与曲线C
 的两个交点M
 ，N
 都在椭圆上；

当k
 
AF

 ＜k
 ＜k
 
BF

 时，l
 与曲线C
 的两个交点分别在椭圆和抛物线上．

显然，没有图形支持，无法得到上述分类的思路．

对k
 
AF

 ，k
 
BF

 的确定是具体进入对MN
 长度表达和讨论的切入口．

若点P
 在椭圆上，由式③知[image: ]
 ；若点P
 在抛物线上，由式④知|PF
 |=x
 +3.

若直线l
 的斜率k
 存在，则直线l
 的方程为y
 =k
 （x
 -3）.

① 当k
 ≤k
 
AF

 或k
 ≥k
 
BF

 ，即[image: ]
 或[image: ]
 时，直线l
 与曲线C
 的两个交点M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），N
 （x
 2
 ，y
 2
 ）都在曲线C
 1
 上，此时由式②知[image: ]
 ，[image: ]
 .

从而[image: ]
 .

由[image: ]
 得（3+4k
 2
 ）x
 2
 -24k
 2
 x
 +36k
 2
 -108=0，则x
 1
 ，x
 2
 是这个方程的两根，所以[image: ]
 ，即[image: ]
 .当且仅当[image: ]
 时，等号成立．

② 当k
 
AF

 ＜k
 ＜k
 
BF

 ，即[image: ]
 时，直线l
 与曲线C
 的两个交点M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），N
 （x
 2
 ，y
 2
 ）分别在曲线C
 1
 和C
 2
 上，则由式②、式④知[image: ]
 ，|NF
 |=3+x
 2
 .

设直线AF
 与椭圆的另一交点为E
 （x
 0
 ，y
 0
 ），则x
 0
 ＜x
 1
 ，x
 2
 ＜2.

（由图形直观感知|NF
 |＜|AF
 |，|MF
 |＜|EF
 |，所以|MN
 |＜|AE
 |）.

[image: ]
 ，|NF
 |=3+x
 2
 ＜3+2=|AF
 |.

所以，|MN
 |=|MF
 |+|NF
 |＜|EF
 |+|AF
 |=|AE
 |．而点A
 ，E
 都在椭圆上，且[image: ]
 ，由①知[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

若直线l
 的斜率不存在，则x
 1
 =x
 2
 =3，此时[image: ]
 .

综上所述，线段MN
 的长度的最大值为[image: ]
 .

在上述解法中，不画图求|MN
 |的最大值是相当抽象的．

|MN
 |由|FM
 |，|FN
 |确定，求|FM
 |，|FN
 |与直线斜率范围有关，合理的分类是：①k
 ≤k
 
AF

 或k
 ≥k
 
BF

 ；②k
 
AF

 ＜k
 ＜k
 
BF

 ．那么涉及具体计算没有图形支撑，能顺利把讨论归结为[image: ]
 和[image: ]
 吗？

在这里可以仔细体会一下曲线图形所起的作用．

再有，当[image: ]
 时，M
 ，N
 同时在椭圆上，计算弦长可直接联立方程，并用关于k
 的函数单调性讨论|MN
 |的范围，方法比较常规．

当[image: ]
 时，M
 ，N
 分别在椭圆和抛物线上，求|MN
 |范围的思路的产生显然就难离图像支持，否则思路易受阻．所以在具体问题中我们常常用形的特点来支撑数的推理．

解析几何的基本方法最主要的就是数形结合，这里应该注意两个问题．一是要把识别与数形结合结合起来，即要识别“图”，从图中看出可以用数形结合来解决的问题；要识别“定义”，能够从代数的表述中识别出可以用解析几何的定义来解决问题；要识别“方程”，给定一个曲线方程，可以发现它是可以用数形结合来解决问题的；要识别“关系”，这个关系主要指的是直线、圆、圆锥曲线等之间的关系．二是要特别注意运动的观点和数形结合这两个方法综合使用．





第四招　分类讨论


一提到分类讨论，同学们是不是感觉很麻烦？为什么要分类讨论？怎么分类讨论？其实分类讨论是不得已而为之．解题的时候遇到有情况不确定，有多种可能，就需要我们进行分类讨论来加以确定．分类讨论要全面了解题目涉及的知识点，还要注意观察变量的取值范围，来确定分类讨论的分界点，例如二次函数根据二次项系数a
 的正负讨论．

分类讨论一般先讨论简单的、特殊的情况，再讨论复杂的情况，例如解析几何中先讨论直线的斜率不存在的特殊情况，再讨论直线的斜率存在的一般情况，这样易于考场得分．



[image: ]
 
例1
 　设函数[image: ]



（1）若a
 =1，则f
 （x
 ）的最小值为________；

（2）若f
 （x
 ）恰有2个零点，则实数a
 的取值范围是________.

[image: ]
 
解析

 　本题考查分段函数，第一段是指数函数，另一段是二次函数．我们每一段分开研究即可．

（1）当a
 =1时，[image: ]
 要求函数最值，我们先研究其单调性．

第一段：当x
 ＜1时，函数f
 （x
 ）=2
x

 -1在（-∞，1）上为增函数，函数值始终大于-1；

第二段：当x
 ≥1时，二次函数f
 （x
 ）=4（x
 -1）（x
 -2）在[image: ]
 为减函数，在[image: ]
 为增函数，所以当[image: ]
 时，f
 （x
 ）取得最小值为-1.

综上，f
 （x
 ）的最小值为-1.

（2）对于含参数a
 的函数[image: ]
 我们仍然通过分段来研究它的零点．

第一段：当x
 ＜1时，函数f
 （x
 ）=2
x

 -a
 在（-∞，1）上为增函数，f
 （x
 ）的取值范围为（-a
 ，2-a
 ）．只有当0＜a
 ＜2时，函数f
 （x
 ）在（-∞，1）上有一个零点．当a
 ≤0或a
 ≥2时，函数f
 （x
 ）在（-∞，1）上没有零点．

第二段：当x
 ≥1时，二次函数f
 （x
 ）=4（x
 -a
 ）（x
 -2a
 ）的两个零点x
 1
 =a
 ，x
 2
 =2a
 要和自变量范围x
 ≥1进行分类讨论，从而确定零点的个数．

当a
 ≥1时，x
 1
 =a
 ≥1，x
 2
 =2a
 ＞1，函数f
 （x
 ）在[1，+∞）上有两个零点；

当2a
 ≥1＞a
 即[image: ]
 时，x
 1
 =a
 ＜1，x
 2
 =2a
 ≥1，函数f
 （x
 ）在[1，+∞）上只有一个零点x
 2
 =2a
 ；

当2a
 ＜1即[image: ]
 时，x
 1
 =a
 ＜1，x
 2
 =2a
 ＜1，函数f
 （x
 ）在[1，+∞）上没有零点．

综合考虑两段零点情况，a
 的取值被0，[image: ]
 ，1，2分为五个部分，只有当[image: ]
 时，分段函数f
 （x
 ）在每一段上各有一个零点，共两个零点；当a
 ≥2时，分段函数f
 （x
 ）在第一段上没有零点，在第二段上有两个零点．

所以，若f
 （x
 ）恰有2个零点，则实数a
 的取值范围是[image: ]
 或a
 ≥2.

[image: ]
 
例2
 　已知a
 ∈R
 ，函数f
 （x
 ）=x
 3
 -3x
 2
 +3ax
 -3a
 +3.



（1）求曲线y
 =f
 （x
 ）在点（1，f
 （1））处的切线方程；



（2）当x
 ∈[0，2]时，求|f
 （x
 ）|的最大值．


[image: ]
 
解析

 　（1）f＇
 （x
 ）=3x
 2
 -6x
 +3a
 ，所以f＇
 （1）=3a
 -3，且f
 （1）=1-3+3a
 +3-3a
 =1，所以所求切线方程为y
 -1=（3a
 -3）（x
 -1），即3（a
 -1）x
 -y
 +4-3a
 =0.

（2）解题时，有时会遇到多种情况，需要对各种情况加以区分，并逐类求解，然后综合得解，这就是分类讨论法．

怎样分类讨论？怎样划分？简单来说，注意两点：不重复、不遗漏．至于讨论的先后顺序，也有一个原则，那就是：先写简单的，后写复杂的，追求效益的最大化．特别是考试时，要有紧迫感．由简单到复杂，由容易到繁难，逐步“蚕食”，直至全部攻克．这样，任何一个时间打铃交卷，你都最大限度地得到了分数．

由已知得到f＇
 （x
 ）=3x
 2
 -6x
 +3a
 =3[x
 （x
 -2）+a
 ]，其中Δ=4-4a
 .

当x
 ∈[0，2]时，x
 （x
 -2）≤0.

（Ⅰ）当a
 ≤0时，f＇
 （x
 ）≤0，所以f
 （x
 ）在x
 ∈[0，2]上递减．

此时f
 （x
 ）max
 =f
 （0），f
 （x
 ）min
 =f
 （2）.

而f
 （0）=3（1-a
 ），f
 （2）=3a
 -1，所以f
 （2）＜0＜f
 （0）.

所以|f
 （x
 ）|max
 =max{f
 （0），|f
 （2）|}.

又f
 （0）-|f
 （2）|=3（1-a
 ）-|3a
 -1|=3（1-a
 ）+（3a
 -1）=2＞0，从而f
 （0）＞|f
 （2）|.

所以|f
 （x
 ）|max
 =max{f
 （0），|f
 （2）|}=f
 （0）=3（1-a
 ）.

（Ⅱ）当Δ=4-4a
 ≤0，即a
 ≥1时，f＇
 （x
 ）≥0恒成立，所以f
 （x
 ）在x
 ∈[0，2]上递增．

此时f
 （x
 ）max
 =f
 （2），f
 （x
 ）min
 =f
 （0）.

而f
 （0）=3（1-a
 ），f
 （2）=3a
 -1，所以f
 （0）＜0＜f
 （2）.

所以|f
 （x
 ）|max
 =max{|f
 （0）|，f
 （2）}.

又|f
 （0）|-f
 （2）=|3（1-a
 ）|-（3a
 -1）=3（a
 -1）-（3a
 -1）=-2＜0，从而|f
 （0）|＜f
 （2）.

故|f
 （x
 ）|max
 =max{|f
 （0）|，f
 （2）}=f
 （2）=3a
 -1.

（Ⅲ）当a
 ＞0，Δ=4-4a
 ＞0，即0＜a
 ＜1时，f＇
 （x
 ）=3x
 2
 -6x
 +3a
 =0，所以[image: ]
 ，[image: ]
 ，且0＜x
 1
 ＜x
 2
 ＜2.

当x
 变化时，f＇
 （x
 ），f
 （x
 ）变化情况列表如下：

[image: ]


所以[image: ]
 ，[image: ]
 ，

且f
 （x
 1
 ）+f
 （x
 2
 ）=2＞0，[image: ]
 .

所以f
 （x
 1
 ）＞|f
 （x
 2
 ）|，f
 （0）=3（1-a
 ）＞0，f
 （2）=3a
 -1，其中f
 （2）的符号暂时无法确定．

所以|f
 （x
 ）|max
 =max{f
 （0），|f
 （2）|，f
 （x
 1
 ）}.

注意到f
 （x
 1
 ）＞f
 （0）＞0，即

[image: ]


① 当[image: ]
 时，3-4a
 ＞0，所以f
 （x
 1
 ）＞f
 （2）.

此时[image: ]
 .

② 当[image: ]
 时，3-4a
 ＜0，所以f
 （x
 1
 ）＜f
 （2）.

此时|f
 （x
 ）|max
 =f
 （2）=3a
 -1.

综上所述，

[image: ]


本题不可谓不繁了．但这个解法有条不紊，层次清楚．讨论都是不得已而为之．但如果做题时真的碰到了，就义无反顾，坦然接受．像解本题一样，循序渐进，见招拆招．

[image: ]
 
例3
 　已知f
 （x
 ）=x
 3
 +bx
 2
 +cx
 +2.



（1）若f
 （x
 ）在x
 =1时有极值-1，求b
 ，c
 的值；



（2）当b
 为非零实数时，证明f
 （x
 ）的图像上不存在与直线（b
 2
 -c
 ）x
 +y
 +1=0平行的切线；



（3）记函数|f＇
 （x
 ）|（-1≤x
 ≤1）的最大值为M
 ，求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）因为f＇
 （x
 ）=3x
 2
 +2bx
 +c
 ，由f
 （x
 ）在x
 =1时有极值-1，可得

[image: ]


此时，f＇
 （x
 ）=（3x
 +5）（x
 -1），当x
 ＞1时，f＇
 （x
 ）＞0；当[image: ]
 时，f＇
 （x
 ）＜0，从而符合在x
 =1时f
 （x
 ）有极值，故b
 =1，c
 =-5.

（2）假设f
 （x
 ）的图像在x
 =t
 处的切线与直线（b
 2
 -c
 ）x
 +y
 +1=0平行，因为f＇
 （t
 ）=3t
 2
 +2bt
 +c
 ，直线（b
 2
 -c
 ）x
 +y
 +1=0的斜率为c
 -b
 2
 ，

所以3t
 2
 +2bt
 +c
 =c
 -b
 2
 ⇒3t
 2
 +2bt
 +b
 2
 =0.

因为Δ=4（b
 2
 -3b
 2
 ）=-8b
 2
 ，又因为b
 ≠0，所以Δ＜0.

从而方程3t
 2
 +2bt
 +b
 2
 =0无解，因此f
 （x
 ）的图像上不存在与直线（b
 2
 -c
 ）x
 +y
 +1=0平行的切线．

（3）证法[image: ]
 .

① 当[image: ]
 或[image: ]
 ，即b
 ＜-3或b
 ＞3时，M
 应是|f＇
 （-1）|和|f＇
 （1）|中最大的一个，所以

2M
 ≥|f＇
 （-1）|+|f＇
 （1）|=|3-2b
 +c
 |+|3+2b
 +c
 |≥|4b
 |＞12，

所以M
 ＞6，从而[image: ]
 .

② 当[image: ]
 ，即-3≤b
 ≤0时，M
 应是|f＇
 （-1）|和[image: ]
 中最大的一个，所以

[image: ]


即2M
 ≥3，所以[image: ]
 .

③ 当[image: ]
 ，即0＜b
 ≤3时，同理可得2M
 ≥3，所以[image: ]
 .

前面也说过，要不要讨论以及怎样讨论，都是迫不得已的．比如本题，想求|f＇
 （x
 ）|在[-1，1]上的最大值M
 ，就得考虑二次函数f＇
 （x
 ）=3x
 2
 +2bx
 +c
 图像的对称轴[image: ]
 与区间[-1，1]的关系．这里的讨论不是一件很自然的事么？但是，这种解法并不是一味消极地讨论下去，中间有一些跳跃．因为我们要证明一个不等式，而不是要把M
 求出来．证明不等式当然可以放缩．比如这一步：2M
 ≥|f＇
 （-1）|+|f＇
 （1）|，这本是一个必要条件．有了它，目的就达到了．

证法2：因为f＇
 （x
 ）=3x
 2
 +2bx
 +c
 ，注意到


f＇
 （1）=3+2b
 +c
 ，f＇
 （-1）=3-2b
 +c
 ，f＇
 （0）=c
 .

所以f＇
 （1）+f＇
 （-1）-2f＇
 （0）=6.

所以6=|f＇
 （1）+f＇
 （-1）-2f＇
 （0）|≤|f＇
 （1）|+|f＇
 （-1）|+2|f＇
 （0）|≤M
 +M
 +2M
 =4M
 .

于是[image: ]
 ，即[image: ]
 .

此证法之所以能够出奇制胜，在于抓住了式子结构的特点，赋值、凑项，从而使一个本来比较繁杂的问题轻松化解．

[image: ]
 
例4
 　已知函数[image: ]
 .



（1）若[image: ]
 是函数f
 （x
 ）的一个极值点，求a
 的值；



（2）求证：当0＜a
 ≤2时，f
 （x
 ）在[image: ]
 上是增函数；



（3）若对任意的a
 ∈（1，2），总存在x
 0
 ∈[1，2]，使不等式f
 （x
 0
 ）＞m
 （1-a
 2
 ）成立，求实数m
 的取值范围．


[image: ]
 
解析

 　看到导数题，我们先求导．[image: ]
 .前两问都是导数的常规题型，按照步骤规范作答即可．

（1）由已知得[image: ]
 ，且[image: ]
 ，

所以a
 2
 -a
 -2=0，因为a
 ＞0，所以a
 =2.

（2）当0＜a
 ≤2时，因为[image: ]
 ，

所以[image: ]
 ，故当[image: ]
 时，[image: ]
 .

又[image: ]
 ，所以f＇
 （x
 ）≥0，故f
 （x
 ）在[image: ]
 上是增函数．

（3）这是一个关于变量x
 的“存在”成立的问题，首先求f
 （x
 ）在[1，2]上的最小值问题．

当a
 ∈（1，2）时，由（2）知，f
 （x
 ）在[1，2]上的最小值为[image: ]
 .

故问题等价于：

对任意的a
 ∈（1，2），不等式[image: ]
 恒成立．

记[image: ]
 ），其中1＜a
 ＜2，只需要函数g
 （a
 ）在区间（1，2）上的值大于零即可．

求导得[image: ]
 .

因为a
 ∈（1，2），所以[image: ]
 ．下面分类讨论来确定2ma
 -（1-2m
 ）的值的正负情况．

当m
 ≤0时，2ma
 -1+2m
 ＜0，所以g＇
 （a
 ）＜0，所以g
 （a
 ）在区间（1，2）上递减，g
 （a
 ）＜g
 （1）=0，

所以m
 ≤0时不可能使g
 （a
 ）＞0恒成立，故必有m
 ＞0.

确定了m
 的正负，在2ma
 -（1-2m
 ）中提出2m
 ，对导数变形为[image: ]
 .

下面继续讨论来确定[image: ]
 的值的正负情况，注意到a
 ∈（1，2），所以按照a
 =1和a
 =2来分类讨论．

根据上面讨论可知，只要g
 （a
 ）在1的右侧单调递减，就会有g
 （a
 ）＜g
 （1）=0，与g
 （a
 ）＞0恒成立矛盾．

所以当[image: ]
 时，g＇
 （a
 ）＜0，g
 （a
 ）在区间（1，2）上递减，g
 （a
 ）＜g
 （1）=0，与g
 （a
 ）＞0恒成立矛盾；

当[image: ]
 时，g＇
 （a
 ）在区间[image: ]
 上递减，在此区间上，有g
 （a
 ）＜g
 （1）=0，与g
 （a
 ）＞0恒成立矛盾，

所以[image: ]
 ，此时[image: ]
 ，从而g＇
 （a
 ）＞0，g
 （a
 ）在（1，2）上递增，恒有g
 （a
 ）＞g
 （1）=0，满足题目要求．

所以由[image: ]
 解得[image: ]
 ，所以实数m
 的取值范围为[image: ]
 .





第五招　分离变量


分类讨论很麻烦，能不能不讨论呢？分离变量在很多情况下就可以避开分类讨论．分离变量一般解决含参不等式或方程的问题，通过分离变量，不等式或方程的一边是要求的变量，另一边看作一个新的函数，通过函数的最值来解决要求解变量的取值范围问题．分离变量时要注意不等式或方程的恒等变形，尤其不等式两边同时除以一个式子要先确定式子的正负号．另外要体会“任意”和“存在”对分离变量后求解函数最值选择的影响．



[image: ]
 
例1
 　设函数[image: ]
 ．若存在f
 （x
 ）的极值点x
 0
 满足[image: ]
 ，则m
 的取值范围是（　）.



A．（-∞，-6）∪（6，+∞）

B．（-∞，-4）∪（4，+∞）

C．（-∞，-2）∪（2，+∞）

D．（-∞，-1）∪（1，+∞）


[image: ]
 
解析

 　函数[image: ]
 是正弦型函数，取得极值的x
 0
 就是函数取得最值的x
 0
 .

所以[image: ]
 ，k
 ∈Z
 ，即[image: ]
 ，此时[image: ]
 .

从而可得存在整数k
 ，使得[image: ]
 ，即[image: ]
 .

我们的目标是求m
 的取值范围，接下来对m
 和k
 分离变量．

但是[image: ]
 值的正负情况不确定，所以我们分离变量时不能直接在不等式两边同时除以[image: ]
 ，但是可以两边同时除以m
 2
 ，所以存在整数k
 ，使得[image: ]
 .

注意是“存在整数k
 ”，所以只需右边[image: ]
 大于左边[image: ]
 的最小值．

由二次函数的知识可知，当k
 =0或-1时，[image: ]
 的最小值是[image: ]
 ，

所以[image: ]
 ，即m
 2
 ＞4，所以m
 ＞2或m
 ＜-2，故选C.

[image: ]
 
例2
 　当x
 ∈[-2，1]时，不等式ax
 3
 -x
 2
 +4x
 +3≥0恒成立，则实数a
 的取值范围是（　）.



A．[-5，-3]

B．[image: ]


C．[-6，-2]

D．[-4，-3]


[image: ]
 
解析

 　题意即∀x
 ∈[-2，1]，不等式ax
 3
 ≥x
 2
 -4x
 -3恒成立，令

[image: ]


则上述命题等价于

∀x
 ∈[-2，0），a
 ≤f
 （x
 ），且∀x
 ∈（0，1]，a
 ≥f
 （x
 ）.

换元，令[image: ]
 ，且h
 （t
 ）=3t
 3
 +4t
 2
 -t
 ，则命题可以得到进一步的简化：

[image: ]
 ，-a
 ≥h
 （t
 ），且∀t
 ≥1，-a
 ≤h
 （t
 ）.

函数h
 （t
 ）的导函数为


h＇
 （t
 ）=9t
 2
 +8t
 -1=（t
 +1）（9t
 -1），

因此函数h
 （t
 ）在（-∞，-1）上单调递增，在[image: ]
 上单调递减，在[image: ]
 上单调递增．因此h
 （t
 ）在[image: ]
 上的最大值为h
 （-1）=2，在[1，+∞）上的最小值为h
 （1）=6，从而-a
 ≥2且-a
 ≤6，进而可得a
 的取值范围是[-6，-2]．故选C.

[image: ]
 
例3
 　已知函数f
 （x
 ）=ax
 3
 -3x
 2
 +1，若f
 （x
 ）存在唯一的零点x
 0
 ，且x
 0
 ＞0，则a
 的取值范围为（　）.



A．（2，+∞）

B．（-∞，-2）

C．（1，+∞）

D．（-∞，-1）


[image: ]
 
解析

 　解答本题既可以将其代数特征转化为方程的解来构思解析，又可以从零点本身的几何特征转化为曲线的交点问题来突破，还可利用选项的唯一性取特例巧解．

解法1（分类讨论）：由题意可知a
 ≠0．对f
 （x
 ）求导，得f＇
 （x
 ）=3ax
 2
 -6x
 ．令f＇
 （x
 ）=0，得x
 =0或[image: ]
 .

当a
 ＞0时，x
 ∈（-∞，0），f＇
 （x
 ）＞0；[image: ]
 ，f＇
 （x
 ）＜0；[image: ]
 ，f＇
 （x
 ）＞0．所以函数f
 （x
 ）在（-∞，0）和[image: ]
 上单调递增，在[image: ]
 上单调递减，且f
 （0）=1＞0，f
 （x
 ）有小于零的零点，不符合题意．

当a
 ＜0时，[image: ]
 ，f＇
 （x
 ）＜0；[image: ]
 ，f＇
 （x
 ）＞0；x
 ∈（0，+∞），f＇
 （x
 ）＜0．所以函数f
 （x
 ）在[image: ]
 和（0，+∞）上单调递减，在[image: ]
 上单调递增，要使f
 （x
 ）有唯一的零点x
 0
 且x
 0
 ＞0，只需[image: ]
 ，即a
 2
 ＞4，a
 ＜-2．故选B.

解法2（数形结合）：由ax
 3
 -3x
 2
 +1=0可知x
 ≠0，可得[image: ]
 ，作出[image: ]
 的图像，如图（1）所示，转动直线y
 =ax
 ，显然a
 ＞0时不成立，当a
 ＜0时，当直线y
 =ax
 与左边的曲线相切时，设切点为[image: ]
 ，其中t
 ＜0，则切线方程为[image: ]
 ．又切线过原点，则有[image: ]
 ，解得t
 =-1（t
 =1舍去），此时切线的斜率为-2，由图像可知a
 ＜-2符合题意．故选B.

[image: ]
例3图（1）



解法3（数形结合）：函数f
 （x
 ）的零点，亦即函数f
 （x
 ）的图像与x
 轴的交点的横坐标，是数形结合思想应用的联结点，因此用图像来揭开函数零点的神秘面纱成为我们解决函数零点问题常用而最有效的策略．

令f
 （x
 ）=0，得ax
 3
 =3x
 2
 -1．问题转化为f
 1
 （x
 ）=ax
 3
 的图像与f
 2
 （x
 ）=3x
 2
 -1的图像存在唯一的交点，且交点横坐标大于零．

当a
 =0时，函数f
 1
 （x
 ）的图像与f
 2
 （x
 ）的图像存在两个的交点，不合题意．

当a
 ＞0时，如图（2）所示，不合题意．

[image: ]
例3图（2）



当a
 ＜0时，由图（3）知，可先求出函数f
 1
 （x
 ）=ax
 3
 与f
 2
 （x
 ）=3x
 2
 -1的图像有公切线时a
 的值．由f＇
 1
 （x
 ）=f＇
 2
 （x
 ），f
 1
 （x
 ）=f
 2
 （x
 ）得a
 =-2．由图形得当a
 ＜-2时，满足题意．故选B.

[image: ]
例3图（3）



解法4（参变分离）：参变分离法，亦即将原函数中的参变量进行分离后变形为g
 （x
 ）=l
 （a
 ），将原函数的零点问题化归为与x
 轴平行的直线y
 =l
 （a
 ）和函数g
 （x
 ）的图像的交点问题，巧用参数分离求解零点问题，既可以回避对参数取值的分类讨论，又形象直观，一目了然．

令f
 （x
 ）=0，易知x
 ≠0，则[image: ]
 ．记[image: ]
 ，对g
 （x
 ）求导，得[image: ]
 ，可知g
 （x
 ）在（-∞，-1）和（1，+∞）上单调递减，在（-1，0）和（0，1）上单调递增，示意图如图（4）所示，再移动直线y
 =a
 ，结合图像，可知a
 ＜-2．故选B.

[image: ]
例3图（4）



解法5（参变分离）：由题意可知a
 ≠0，f
 （x
 ）=ax
 3
 -3x
 2
 +1有唯一的正零点，等价于[image: ]
 有唯一的正零根.令[image: ]
 ，则问题又等价于a
 =-t
 3
 +3t
 有唯一的正零根，即y
 =a
 与y
 =-t
 3
 +3t
 有唯一的交点且交点在y
 轴右侧．记f
 （t
 ）=-t
 3
 +3t
 ，f＇
 （t
 ）=-3t
 2
 +3，由f＇
 （t
 ）=0，得t
 =±1．当t
 ∈（-∞，-1）时，f＇
 （t
 ）＜0；当t
 ∈（-1，1）时，f＇
 （t
 ）＞0；当t
 ∈（1，+∞）时，f＇
 （t
 ）＜0，要使a
 =-t
 3
 +3t
 有唯一的正零根，只需a
 ＜f
 （-1）=-2．故选B.

解法6（巧取特例）：取a
 =3，则f
 （x
 ）=3x
 3
 -3x
 2
 +1．由于f
 （0）=1，f
 （-1）＜0，从而f
 （x
 ）在（-∞，0）上存在零点，故排除A，C.

取[image: ]
 ，则[image: ]
 ．由于f
 （0）=1，[image: ]
 ，从而f
 （x
 ）在（-∞，0）上存在零点，故排除D．故选B.

对于某些一般性的选择题，往往可以选取满足题设条件的特殊数值，进行验算筛选，辨明真伪，进而找到正确的答案．

函数的含参零点问题是高考热门题型，既能很好地考查函数、导数、方程与不等式等基础知识，又能考查分类讨论、数形结合、转化与化归等思维能力，所以此类题往往能较好地体现试卷的区分度．

由本题六种解法可以看出，解答含参零点问题常用方法如下．

（1）带参讨论：我们无法通过等价转化的思想将原问题化归为相对容易的问题，此时根据题设要求合理地对参数的取值进行分类，并逐一求解．利用该策略求解时一般要求我们明确讨论的标准，必须做到不重不漏．如解法1中就要考虑到a
 的正负对根“0”与“[image: ]
 ”的大小的影响．

（2）数形结合：由两个基本初等函数组合而得的超越函数f
 （x
 ）=g
 （x
 ）-h
 （x
 ）的零点个数，等价于方程g
 （x
 ）-h
 （x
 ）=0的解的个数，亦即g
 （x
 ）=h
 （x
 ）的解的个数，进而转化为基本初等函数y
 =g
 （x
 ）与y
 =h
 （x
 ）的图像的交点个数．

（3）参变分离：通过将原函数中的参变量进行分离后变形成g
 （x
 ）=l
 （a
 ），则原函数的零点问题化归为与x
 轴平行的直线y
 =l
 （a
 ）和函数g
 （x
 ）的图像的交点问题．

[image: ]
 
例4
 　设函数f
 （x
 ）=e
x

 （2x
 -1）-ax
 +a
 ，其中a
 ＜1，若存在唯一的整数x
 0
 ，使得f
 （x
 0
 ）＜0，则a
 的取值范围是（　）.



A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
 
解析

 　解法1：考虑将含参不等式e
x

 （2x
 -1）-ax
 +a
 ＜0，分离为e
x

 （2x
 -1）＜a
 （x
 -1）.

这样题意即为曲线g
 （x
 ）=e
x

 （2x
 -1）在过定点（1，0）且斜率为a
 的直线y
 =a
 （x
 -1）下方的部分在x
 轴上的投影只包含唯一整数．

由于g
 （x
 ）的导函数为g＇
 （x
 ）=e
x

 （2x
 +1），

于是g
 （x
 ）在[image: ]
 处取得极小值[image: ]
 ，如图（1）所示．结合图像可知，符合题意的唯一整数为0.

[image: ]
例4图（1）



设B
 （-1，g
 （-1）），C
 （0，g
 （0）），则a
 的取值范围为从直线AB
 的斜率到直线AC
 的斜率的左闭右开区间，即[image: ]
 ．故选D.

解法2（分离参数法）：f
 （x
 ）＜0⇔（x
 -1）a
 ＞e
x

 （2x
 -1）.

当x
 ＞1时，有[image: ]
 ，这与题设矛盾，舍去；

当x
 ＜1时，有[image: ]
 .

记[image: ]
 ，

则[image: ]
 ．当x
 ＜0时，g＇
 （x
 ）＞0；当0＜x
 ＜1时，g＇
 （x
 ）＜0，故g
 （x
 ）在（-∞，0）上单调递增，在（0，1）上单调递减，作出其大致图像如图（2）所示．

[image: ]
例4图（2）



由题意知，存在唯一的整数x
 0
 使得f
 （x
 0
 ）＜0，即a
 ＜g
 （x
 0
 ），由图易知a
 的取值范围是[image: ]
 ，故选D.

解法3（充要条件法）：若a
 ≤0，则对任意负整数m
 ，有f
 （m
 ）=e
m

 （2m
 -1）-a
 （m
 -1）＜0，不符合题中唯一要求，故必有0＜a
 ＜1．由于f＇
 （x
 ）=e
x

 （2x
 +1）-a
 ，易知当x
 ≤-1时f＇
 （x
 ）≤-e-1
 -a
 ＜0，当x
 ≥1时f＇
 （x
 ）≥3e-a
 ＞0，故f
 （x
 ）在（-∞，-1）上单调递减，在（1，+∞）上单调递增．

注意到f
 （1）=e＞0，所以在（1，+∞）内不存在正整数x
 0
 使得f
 （x
 0
 ）＜0.

又f
 （0）=-1+a
 ＜0，这样我们就找到了，那个唯一的整数x
 0
 就是0．则满足题意的充要条件是f
 （-1）≥0，即[image: ]
 ，故a
 的取值范围是[image: ]
 .

解法4（洛必达法则）：由洛必达法则可知[image: ]
 .

若a
 ≤0，则当x
 →-∞时，f
 （x
 ）→-∞，这与题设“存在唯一的整数x
 0
 使得f
 （x
 0
 ）＜0”不符，故应有a
 ＞0.

求导得f＇
 （x
 ）=e
x

 （2x
 +1）-a
 ．当x
 ≥1时，f＇
 （x
 ）≥3e-a
 ＞0，所以f
 （x
 ）在[1，+∞）上单调递增．又f
 （1）=e＞0，故f
 （x
 ）≥0（x
 ≥1）；f
 （0）=a
 -1＜0，故存在x
 0
 =0使得f
 （x
 0
 ）＜0；当x
 ≤-1时，有f＇
 （x
 ）＜0，所以f
 （x
 ）在（-∞，-1]上单调递减．又当x
 →-∞时，f
 （x
 ）→+∞，故为了确保x
 0
 的唯一性，只需f
 （-1）≥0即可，得[image: ]
 .

综上，a
 的取值范围是[image: ]
 ，故选D.

解法5（特殊值探路）：注意到f
 （0）=a
 -1＜0，故x
 0
 =0．又x
 0
 唯一，故[image: ]
 解得[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，这是a
 需满足的必要条件．

求导得f＇
 （x
 ）=e
x

 （2x
 +1）-a
 ．当x
 ≤-1时，f＇
 （x
 ）＜-a
 ＜0，f
 （x
 ）在（-∞，-1]上单调递减，有f
 （x
 ）≥f
 （-1）≥0；当x
 ≥1时，f＇
 （x
 ）≥3e-a
 ，f
 （x
 ）在[1，+∞）上单调递增，有f
 （x
 ）≥f
 （1）≥0．可见式（*）也是充分的．

于是，a
 的取值范围就是[image: ]
 ．故选D.

解法6（排除法）：取a
 =0，则f
 （x
 ）=e
x

 （2x
 -1），由于f
 （0）=-1，[image: ]
 ，从而存在两个整数x
 0
 使得f
 （x
 0
 ）＜0，故排除A，B.

取[image: ]
 ，则[image: ]
 ，[image: ]
 ，所以当x
 ≤-1时f＇
 （x
 ）＜0，当x
 ≥1时f＇
 （x
 ）＞0，故f
 （x
 ）在（-∞，-1]上单调递减，在[1，+∞）上单调递增．

因为f
 （1）=e＞0，[image: ]
 ，所以在（-∞，-1]和[1，+∞）内不存在非零整数x
 0
 使得f
 （x
 0
 ）＜0.

又因为[image: ]
 ，故存在唯一的整数x
 0
 =0使得f
 （x
 0
 ）＜0，从而排除C．故选D.

本题的解法1采用参变量部分分离，参变量部分分离可以灵活分配左右两端的式子结构，达到以简驭繁的解题功效；解法2是参变量完全分离，避免了参数的过度干扰，显得直截了当；解法5是对解法3的改进，先由必要条件（一些特殊值）得[image: ]
 ，缩小了考查范围，再在必要范围里寻找充分条件，所得即为充要条件；解法4是含参直接处理，难度颇大，利用极限（趋势）分析，需要敏锐的直觉（发现a
 ≤0不合题意）；解法6采用排除法，也是选择题常用的好方法，如何快速地选取特殊值排除错误选项也是一种能力．

[image: ]
 
例5
 　设函数[image: ]
 为常数，e=2.71828…是自然对数的底数）.



（1）当k
 ≤0时，求函数f
 （x
 ）的单调区间；



（2）若函数f
 （x
 ）在（0，2）内存在两个极值点，求k
 的取值范围．


[image: ]
 
解析

 　（1）函数f
 （x
 ）的导函数为

[image: ]
 ，其中x
 ＞0，

当x
 ＞0，k
 ≤0时，e
x

 -kx
 ＞0，因此在区间（0，2）上，f＇
 （x
 ）＜0；在区间（2，+∞）上，f＇
 （x
 ）＞0.

于是函数f
 （x
 ）的单调递减区间是（0，2），单调递增区间是（2，+∞）.

（2）根据题意，考虑方程e
x

 -kx
 =0在（0，2）上的解的个数，将方程变形为[image: ]
 .

令[image: ]
 ，则其导函数为[image: ]
 ，

[image: ]
例5图



因此函数h
 （x
 ）在（0，1）上单调递减，在（1，2）上单调递增，在x
 =1处取得极小值e，如图所示．

根据题意，结合[image: ]
 ，因此直线y
 =k
 与函数h
 （x
 ）的图像有两个公共点时，[image: ]
 .经验证，当k
 在此范围内时，函数f
 （x
 ）在（0，2）上有两个极值点．因此所求k
 的取值范围是[image: ]
 .

[image: ]
 
例6
 　已知函数f
 （x
 ）=x
 3
 -3x
 2
 +ax
 +2，曲线y
 =f
 （x
 ）在点（0，2）处的切线与x
 轴交点的横坐标为-2.



（1）求a
 的值；



（2）证明：当k
 ＜1时，曲线y
 =f
 （x
 ）与直线y
 =kx
 -2只有一个交点．


[image: ]
 
解析

 　（1）f
 （x
 ）的导函数f＇
 （x
 ）=3x
 2
 -6x
 +a
 .

于是曲线y
 =f
 （x
 ）在点（0，2）处的切线方程为y
 =ax
 +2.

该直线与x
 轴交于点（-2，0），因此a
 =1.

（2）考虑方程f
 （x
 ）=kx
 -2，即x
 3
 -3x
 2
 +x
 +2=kx
 -2.

由于x
 =0不是该方程的解，因此只需要考虑x
 ≠0的情形，此时方程等价于

[image: ]


令[image: ]
 ，则g
 （x
 ）的导函数为

[image: ]


因此当g
 （x
 ）在（-∞，0）和（0，2）上单调递减，在（2，+∞）上单调递增，在x
 =2处取得极小值g
 （2）=0，

当x
 ＜0时，g
 （x
 ）单调递减，由于g
 （-1）=0，而当-1＜x
 ＜0时，[image: ]
 ，

因此[image: ]
 ．于是当x
 ＜0时，直线y
 =k
 -1与函数g
 （x
 ）的图像有唯一公共点，且交点横坐标在区间[image: ]
 上．

当x
 ＞0时，g
 （x
 ）≥0，此时直线y
 =k
 -1与函数g
 （x
 ）的图像没有公共点．

因此直线y
 =k
 -1与函数g
 （x
 ）的图像有且只有一个公共点，原命题得证．

[image: ]
 
例7
 　已知公差d
 为正数的等差数列{a
 
n

 }和公比为q
 （q
 ＞1）的等比数列{b
 
n

 }.



（1）若a
 1
 ＞0，且[image: ]
 对一切n
 ∈N*
 恒成立，求证：d
 ≤a
 1
 q
 -a
 1
 ；



（2）若d
 ＞1，集合{a
 3
 ，a
 4
 ，a
 5
 }∪{b
 3
 ，b
 4
 ，b
 5
 }={1，2，3，4，5}，求使不等式[image: ]
 成立的自然数n
 恰有4个的正整数p
 的值．


[image: ]
 
解析

 　（1）已知{a
 
n

 }是等差数列和{b
 
n

 }是等比数列，我们使用其通项公式来处理．

因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

因为a
 1
 ＞0且公差d
 为正数，所以a
 
n

 ＞0，所以去分母得a
 
n

 +d
 ≤a
 
n

 q
 .

所以d
 ≤a
 
n

 （q
 -1）对一切n
 ∈N*
 恒成立．“恒成立”问题的一般思路是转化为最值问题．

接下来我们只要求出不等式右边即数列{a
 
n

 （q
 -1）}的最小值．

已知a
 1
 ＞0且公差d
 为正数，所以a
 
n

 ＞0且{a
 
n

 }递增．又q
 ＞1，所以{a
 
n

 （q
 -1）}递增，其最小值是a
 1
 （q
 -1），所以d
 ≤a
 1
 q
 -a
 1
 .

（2）已知{a
 3
 ，a
 4
 ，a
 5
 }∪{b
 3
 ，b
 4
 ，b
 5
 }={1，2，3，4，5}，六项共5个数，其中三个数成等差，三个数成等比．1，2，3，4，5中成等比且公比q
 ＞1的只能是1，2，4，所以b
 3
 =1，b
 4
 =2，b
 5
 =4，公比q
 =2．这样的话3和5一定是等差中的两项．那么只能是a
 3
 =1，a
 4
 =3，a
 5
 =5，公差d
 =2．所以a
 
n

 =a
 3
 +（n
 -3）d
 =2n
 -5，b
 
n

 =b
 3
 q
 
n-

 3
 =2
n-

 3
 .

这时候我们可以把不等式[image: ]
 化简，

得[image: ]
 .

题目最终要求的是p
 的值，所以接下来我们分离变量，把p
 和n
 分开．

所以[image: ]
 ，

即[image: ]
 .

此时注意到2n
 -5可正可负，而p
 ＞0，所以需要分类讨论．

当n
 =1，2时，不等式左边为负，右边为正，成立．

当n
 ≥3时，2n
 -5＞0，不等式继续变形得[image: ]
 ，

所以[image: ]
 .

我们已经找到了2个自然数n
 ，还差两个．现在只要找一个正整数p
 ，使得恰好有两个大于等于3的自然数n
 满足上述不等式．怎么才能恰好有两个呢？分离变量到这一步，我们要研究一下不等式右边[image: ]
 的取值情况．不妨先一个一个算一下．

当n
 =3时，[image: ]
 ，

当n
 =4时，[image: ]
 ，

当n
 =5时，[image: ]
 ，

当n
 =6时，[image: ]
 ，

当n
 =7时，[image: ]
 ，

通过计算可以感觉到：如果n
 继续增大，[image: ]
 的值会减小．怎么把这种“感觉”科学严谨地表述出来呢？这种增大或减小问题不就是单调性的问题吗？

为了减少变量n
 出现的次数，把不等式右边变形得[image: ]
 .记[image: ]
 ，我们接下来研究数列{c
 
n

 }的单调性即可，其中n
 ≥3.

由[image: ]
 得n
 ＞3.5，所以当n
 ≥4时{c
 
n

 }单调递增，所以[image: ]
 取值单调递减．所以要使恰好有两个大于等于3的自然数n
 满足不等式[image: ]
 ，只能是p
 =3.

所以使不等式[image: ]
 成立的自然数n
 恰有4个的正整数p
 的值是3.





第六招　变量代换


在一个命题中，如果其中的某个部分可视为一个变量，此时应将它用一个新的未知量来替换，以便简化所求式，优化思考对象，让原来不明显的条件或隐含的信息显露出来，促使问题的实质明朗化，从而便于我们将问题化繁为简、化难为易、化陌生为熟悉，从中找出解题的思路．这种用新变元来简化思考对象的做法就是变量代换（整体换元）的基本思想．



[image: ]
 
例1
 　在等比数列{
 a
n

 }中，a
 1
 =2，a
 8
 =4，函数f
 （x
 ）=x
 （x
 -a
 1
 ）（x
 -a
 2
 ）…（x
 -a
 8
 ），则f＇
 （0）=（　）.



A．1

B．29


C．212


D．215



[image: ]
 
解析

 　设公比为q
 ，则由a
 8
 =4=2q
 7
 ，得q
 7
 =2．于是，可得如下解法．

[image: ]


故选C.

解法2（降幂排列法）：因为f
 （x
 ）=x
 （x
 -a
 1
 ）（x
 -a
 2
 ）…（x
 -a
 8
 ）=b
 0
 x
 9
 +b
 1
 x
 8
 +b
 2
 x
 7
 +…+b
 8
 x
 ，

由此可得f＇
 （x
 ）=9b
 0
 x
 8
 +8b
 1
 x
 7
 +7b
 2
 x
 6
 +…+2b
 7
 x
 +b
 8
 ，

则有f＇
 （0）=b
 8
 =a
 1
 a
 2
 …a
 8
 =212
 ．所以选C.

解法3（发现法）：依题意不难发现，f＇
 （0）的取值，只与原多项式中x
 的一次项的系数有关，而与高于一次的系数、常数项无关．

故f＇
 （0）=a
 1
 a
 2
 …a
 8
 =212
 ．所以选C.

解法4（基本法）：易知


f＇
 （x
 ）=（x
 -a
 1
 ）（x
 -a
 2
 ）…（x
 -a
 8
 ）+x
 （x
 -a
 2
 ）…（x
 -a
 8
 ）+…+x
 （x
 -a
 1
 ）（x
 -a
 2
 ）…（x
 -a
 7
 ），所以f＇
 （0）=a
 1
 a
 2
 …a
 8
 =212
 ．故选C.

解法5（变量代换）：设g
 （x
 ）=（x
 -a
 1
 ）（x
 -a
 2
 ）…（x
 -a
 8
 ），则f
 （x
 ）=x
 ·g
 （x
 ），

故f＇
 （x
 ）=g
 （x
 ）+x
 ·g＇
 （x
 ），

所以f＇
 （0）=g
 （0）+0×g＇
 （0）=g
 （0）=a
 1
 a
 2
 …a
 8
 =212
 ．故选C.

灵活运用基本知识分析问题、解决问题可促进创新思维的发展，激发学习兴趣．本题的5种解法，即定义法、降幂排列法、发现法、基本法、变量代换法都是常见的基本思路，但在解题过程中如何迅速、准确、恰当地予以运用是值得我们深思的．

[image: ]
 
例2
 　设函数f
 （x
 ）=（x
 -3）3
 +x
 -1，数列{a
 
n

 }是公差不为0的等差数列，f
 （a
 1
 ）+f
 （a
 2
 ）+…+f
 （a
 7
 ）=14，则a
 1
 +a
 2
 +…+a
 7
 =（　）.



A．0

B．7

C．14

D．21


[image: ]
 
解析

 　解法1：因为f
 （a
 1
 ）+f
 （a
 2
 ）+…+f
 （a
 7
 ）=14，

所以f
 （a
 1
 ）-2+f
 （a
 2
 ）-2+…+f
 （a
 7
 ）-2=0.

因为函数f
 （x
 ）-2=（x
 -3）3
 +（x
 -3）的图像关于点（3，0）对称，且单调递增．

又由于这7个点的纵坐标的和为0，且其横坐标为等差数列{a
 
n

 }（d
 ≠0），

所以这7个点组成的图形关于点（3，0）成中心对称．

由此可得，数列中项的横坐标a
 4
 =3.

从而可得a
 1
 +a
 2
 +…+a
 7
 =7a
 4
 =21．故选D.

解法2：因为

（a
 1
 -3）3
 +（a
 7
 -3）3
 =（a
 1
 -3+a
 7
 -3）[（a
 1
 -3）2
 +（a
 7
 -3）2
 -（a
 1
 -3）（a
 7
 -3）]

=2（a
 4
 -3）[（a
 1
 -3+a
 7
 -3）2
 -3（a
 4
 -3-3d
 ）（a
 4
 -3+3d
 ）]

=2（a
 4
 -3）[4（a
 4
 -3）2
 -3（a
 4
 -3）2
 +27d
 2
 ]

=2（a
 4
 -3）[（a
 4
 -3）2
 +27d
 2
 ]，

又依题意得

[（a
 1
 -3）3
 +a
 1
 -3]+[（a
 2
 -3）3
 +a
 2
 -3]+…+[（a
 7
 -3）3
 +a
 7
 -3]=0，

[（a
 1
 -3）3
 +（a
 7
 -3）3
 ]+[（a
 2
 -3）3
 +（a
 6
 -3）3
 ]+[（a
 3
 -3）3
 +（a
 5
 -3）3
 ]+（a
 4
 -3）3
 +7（a
 4
 -3）=0，故

2（a
 4
 -3）[（a
 4
 -3）2
 +27d
 2
 +（a
 4
 -3）2
 +12d
 2
 +（a
 4
 -3）2
 +3d
 2
 ]+（a
 4
 -3）3
 +7（a
 4
 -3）=0，即7（a
 4
 -3）[（a
 4
 -3）2
 +12d
 2
 +1]=0.

又d
 ≠0，故有a
 4
 =3．从而a
 1
 +a
 2
 +…+a
 7
 =7a
 4
 =21，故选D.

解题的关键是要从7个函数值的和式中将自变量分离出来．解法1注重整体换元，改变探索方向，借助函数g
 （x
 ）=（x
 -3）3
 +（x
 -3）的图像关于点（3，0）对称且单调递增，来论述函数f
 （x
 ）-2的特征，并由函数f
 （x
 ）-2的对称性推得a
 4
 =3．这是一种创新性的思维．解法2直接从（a
 1
 -3）3
 +（a
 7
 -3）3
 =2（a
 4
 -3）·[（a
 4
 -3）2
 +27d
 2
 ]的方向探究，由此获得7（a
 4
 -3）[（a
 4
 -3）3
 +12d
 2
 +1]=0，是解题的基本思想．

[image: ]
例3图



[image: ]
 
例3
 　如图所示，△ABP
 的三个顶点都在抛物线C
 ：x
 2
 =4y
 上，F
 为抛物线C
 的焦点，点M
 为AB
 的中点，[image: ]
 .



（1）若|PF
 |=3，求点M
 的坐标；



（2）求△ABP
 面积的最大值．


[image: ]
 
解析

 　（1）由题意知焦点F
 （0，1），准线方程为y
 =-1．由|PF
 |=3，知P
 点的纵坐标为2，因此P
 点的横坐标为[image: ]
 ，即[image: ]
 或[image: ]
 .因此由[image: ]
 可得[image: ]
 或[image: ]
 .

（2）考查面积问题，利用抛物线上的点很容易用单一参数表达的特点，引入点P
 的坐标为参数．

设点P
 （4t
 ，4t
 2
 ），[image: ]
 ，[image: ]
 .

由[image: ]
 以及F
 （0，1）可得[image: ]
 ，因此

[image: ]


直线AB
 的斜率为

[image: ]


因此直线AB
 的方程为

[image: ]


由于[image: ]
 ，因此△PAB
 的面积是△FAB
 面积的4倍，于是△PAB
 的面积是

[image: ]


[image: ]


令[image: ]
 ，则

[image: ]


等号当且仅当10m
 2
 =12-5m
 2
 ，即[image: ]
 ，也即[image: ]
 时取得．因此所求△PAB
 面积的最大值为[image: ]
 .

在上述解法中，引入点P
 的坐标为参数后，对点A
 和点B
 的坐标采取设而不求的策略，并将面积作适当转化，得到面积关于参数的表达式后，换元配合三元均值即可得到最大值．

[image: ]
 
例4
 　函数[image: ]
 ，f＇
 （1）=0.



（1）①试用含有a
 的式子表示b
 ；②求f
 （x
 ）的单调区间．



（2）对于函数图像上的不同两点A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），如果在函数图像上存在点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ）（其中x
 0
 在x
 1
 与x
 2
 之间），使得点P
 处的切线l
 ∥AB
 ，则称AB
 存在“伴随切线”，当[image: ]
 时，又称AB
 存在“中值伴随切线”．试问：在函数f
 （x
 ）的图像上是否存在两点A
 ，B
 ，使得AB
 存在“中值伴随切线”？若存在，求出A
 ，B
 的坐标；若不存在，说明理由．


[image: ]
 
解析

 　（1）①f
 （x
 ）的定义域是{x
 |x
 ＞0}，[image: ]
 .

因为f＇
 （1）=0，所以b
 =a
 -1.

② 由①可知[image: ]
 .

因为x
 ＞0，a
 ＞0，

所以当x
 ＞1时f＇
 （x
 ）＞0，当0＜x
 ＜1时，f＇
 （x
 ）＜0，

所以f
 （x
 ）的增区间为（1，+∞），减区间为（0，1）.

（2）这一问给了一个新概念“中值伴随切线”，我们按照定义把文字表述写成数学式子．

对于存在性的问题，我们一般先假设存在，从“此”出发，进行推理或计算．如果有解，那就存在；如果没有解或出现矛盾，那就不存在．

反证法：若存在两点A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），不妨设0＜x
 1
 ＜x
 2
 ，则曲线y
 =f
 （x
 ）在[image: ]
 的切线斜率[image: ]
 ，

又[image: ]
 ，

所以由k
 =k
 
AB

 得[image: ]
 .①


现在出现两个变量，怎么办呢？

这种情况一般转化为函数来处理，但是我们高中学习的函数都是一个变量的，所以要仔细观察式子的结构特点，结合变量的取值范围进行变形，最后换元化为一个变量的式子．

式①中有对数和分式，由对数运算法则，有[image: ]
 ，出现了[image: ]
 .

由于0＜x
 1
 ＜x
 2
 ，式①中的分式的分子、分母同时除以x
 1
 ，有[image: ]
 .

令[image: ]
 ，则有[image: ]
 ，即[image: ]
 .

下面用函数来研究这个关于t
 的方程是否成立．

令[image: ]
 ，

则[image: ]
 .

所以g
 （t
 ）在（1，+∞）为增函数．

又t
 ＞1，所以g
 （t
 ）＞g
 （1）=2，这与[image: ]
 矛盾，

所以，在函数f
 （x
 ）的图像上不存在两点A
 ，B
 ，使得AB
 存在“中值伴随切线”.





第七招　引参搭桥


在一个命题的条件与结论之间引入一些中间变量，即参数（可以是角度、线段、斜率以及点的坐标等），来沟通条件与结论之间的联系，这是一种非常重要的解题思想方法，尤其在解析几何中，应用较为广泛．



[image: ]
 
例1
 　在平面上，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 .若[image: ]
 ，则[image: ]
 的取值范围是（　）.



A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
 
解析

 　平面向量一般转化为坐标形式会比较容易进行计算．

[image: ]
例1图



因为[image: ]
 ，所以我们以A
 点为坐标原点，以AB
 1
 ，AB
 2
 所在直线分别为x
 轴、y
 轴建立如图所示的平面直角坐标系．接下来我们引入四个字母给出相关点的坐标．设B
 1
 （a
 ，0），B
 2
 （0，b
 ），O
 （x
 ，y
 ），则[image: ]
 ，[image: ]
 ，所以点P
 （a
 ，b
 ）．这时我们得到了题目中所有点的坐标，接下来把题目给出的条件用坐标表示出来．

由[image: ]
 ，得（x
 -a
 ）2
 +y
 2
 =1，①


由[image: ]
 ，得x
 2
 +（y
 -b
 ）2
 =1，②


由[image: ]
 ，得[image: ]
 .③


我们的目标是[image: ]
 .

我们得到了四个字母a
 ，b
 ，x
 ，y
 的三个式子，最后的目标和x
 ，y
 有关，那我们把a
 ，b
 当作参变量，通过三个式子消去a
 ，b
 .

由式①得（x
 -a
 ）2
 =1-y
 2
 ，由式②得（y
 -b
 ）2
 =1-x
 2
 ，

代入式③可得[image: ]
 ，

所以[image: ]
 ，即[image: ]
 ，

所以[image: ]
 的取值范围是[image: ]
 ，故选D.

[image: ]
 
例2
 　设函数f
 （x
 ）=e2
 
x

 -a
 lnx
 .



（1）讨论f
 （x
 ）的导函数f＇
 （x
 ）的零点个数；



（2）证明：当a
 ＞0时，[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）f
 （x
 ）的导函数为[image: ]
 ，x
 ＞0，

记函数g
 （x
 ）=2x
 e2
 
x

 -a
 ，则g
 （x
 ）在（0，+∞）上单调递增，其值域为（-a
 ，+∞）.

当a
 ≤0时，g
 （x
 ）＞0，因此，f＇
 （x
 ）的零点个数为0.

当a
 ＞0时，g
 （x
 ）的值域包含0，且g
 （x
 ）单调递增，因此g
 （x
 ）有唯一零点，进而f＇
 （x
 ）的零点个数为1.

（2）由第（1）问中得到的结论可知，f
 （x
 ）有极小值点，同时也有最小值点，为方程2x
 e2
 
x

 -a
 =0的实根，记为m
 ．该实根无法直接用a
 表示，因此将a
 用m
 进行消元，即a
 =2m
 e2
 
m

 .

由于函数f
 （x
 ）的最小值为f
 （m
 ）=e2
 
m

 -a
 lnm
 ，

因此，只需要证明[image: ]
 ，

即[image: ]
 ，

即e2
 
m

 -2m
 e2
 
m

 lnm
 ≥4m
 e2
 
m

 +2m
 e2
 
m

 （-lnm
 -lne2
 
m

 ），

e2
 
m

 -2m
 e2
 
m

 lnm
 ≥4m
 e2
 
m

 +2m
 e2
 
m

 （-lnm
 -2m
 ），

e2
 
m

 -2m
 e2
 
m

 lnm
 ≥4m
 e2
 
m

 -2m
 e2
 
m

 lnm
 -4m
 2
 e2
 
m

 ，

e2
 
m

 -4m
 e2
 
m

 +4m
 2
 e2
 
m

 ≥0，

也即e2
 
m

 ·（2m
 -1）2
 ≥0，

这显然成立．因此，原不等式得证．

[image: ]
例3图



[image: ]
 
例3
 　如图，椭圆有两顶点A
 （-1，0），B
 （1，0），过其焦点F
 （0，1）的直线l
 与椭圆交与C
 ，D
 两点，并与x
 轴交于点P
 ．直线AC
 与直线BD
 交于点Q
 .



（1）当[image: ]
 时，求直线l
 的方程；



（2）当点P
 异于A
 ，B
 两点时，求证：[image: ]
 为定值．


[image: ]
 
解析

 　（1）因为椭圆焦点在y
 轴上，设椭圆的标准方程为[image: ]
 .

由已知得b
 =1，c
 =1，所以[image: ]
 ，则椭圆方程为[image: ]
 .

直线l
 垂直于x
 轴时与题意不符．设直线l
 的方程为y
 -1=k
 （x
 -0），k
 为l
 的斜率．

联立直线l
 与椭圆的方程[image: ]
 化简得（2+k
 2
 ）x
 2
 +2kx
 -1=0.

设C
 （x
 1
 ，y
 1
 ），D
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则[image: ]


所以[image: ]
 .

由已知得[image: ]
 ，解得[image: ]
 .

所以直线l
 的方程为[image: ]
 或[image: ]
 .

（2）这一问是变中求定问题，思路是选设引起直线l
 变化的某参数，在推算过程中把该参数消去，得到[image: ]
 为定值，显然此处首选直线l
 的斜率为参数．

直线l
 垂直于x
 轴时与题意不符．设l
 的方程为y
 -1=k
 （x
 -0）（k
 ≠0且k
 ≠±1），

所以P
 点坐标为[image: ]
 .

联立直线l
 与椭圆的方程[image: ]


化简得（2+k
 2
 ）x
 2
 +2kx
 -1=0.

设C
 （x
 1
 ，y
 1
 ），D
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则[image: ]


所以[image: ]


[image: ]


直线AC
 的方程为[image: ]
 ，

直线BD
 的方程为[image: ]
 ，

将两直线方程联立解得[image: ]
 .

又y
 1
 =kx
 1
 +1，y
 2
 =kx
 2
 +1，

[image: ]


所以点Q
 的坐标为（-k
 ，y
 
Q

 ）.

而点P
 的坐标为[image: ]
 ，

所以[image: ]
 .

[image: ]
 
例4
 　已知椭圆C
 :9x
 2
 +y
 2
 =m
 2
 （m
 ＞0），直线l
 不过原点O
 且不平行于坐标轴，直线l
 与椭圆C
 有两个交点A
 ，B
 ，线段AB
 的中点为M
 .



（1）证明：直线OM
 的斜率与l
 的斜率的乘积为定值；



（2）若直线l
 过点[image: ]
 ，延长线段OM
 与椭圆C
 交于点P
 ，四边形OAPB
 能否为平行四边形？若能，求此时l
 的斜率；若不能，说明理由．


[image: ]
 
解析

 　有关弦的中点的问题，以中点坐标为参数驱动图形，利用点差法进行消参往往可以简化运算．

（1）设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则线段AB
 的中点M
 为[image: ]
 ，则

[image: ]


两式相减得

9（x
 1
 +x
 2
 ）（x
 1
 -x
 2
 ）+（y
 1
 +y
 2
 ）（y
 1
 -y
 2
 ）=0，

即[image: ]
 .

事实上，等式左边即直线OM
 的斜率与直线l
 的斜率之积．因此原命题得证，且定值为-9.

[image: ]
例4图



（2）根据题意，如图所示．

假设存在符合题意的平行四边形OAPB
 ，设M
 （x
 0
 ，y
 0
 ），则P
 （2x
 0
 ，2y
 0
 ），于是

[image: ]


此时根据第（1）问的结论，有

[image: ]


整理得

[image: ]


即

[image: ]


由关于x
 0
 ，y
 0
 的两个方程解得

[image: ]


于是直线l
 的斜率为

[image: ]
 ，即斜率为[image: ]
 .

[image: ]
 
例5
 　已知椭圆C
 ：x
 2
 +3y
 2
 =3，过点D
 （1，0）且不过点E
 （2，1）的直线与椭圆C
 交于A
 ，B
 两点，直线AE
 与直线x
 =3交于点M
 .



（1）求椭圆C
 的离心率；



（2）若AB
 垂直于x
 轴，求直线BM
 的斜率；



（3）试判断直线BM
 与直线DE
 的位置关系，并说明理由．


[image: ]
 
解析

 　（1）椭圆C
 的离心率[image: ]
 .

（2）根据题意，设A
 （1，t
 ），B
 （1，-t
 ），M
 （3，m
 ），则由A
 ，E
 ，M
 三点共线有

[image: ]


即m
 +t
 =2.

从而直线BM
 的斜率为

[image: ]


（3）从第（2）问给出的特殊情形可以猜测这一问中BM
 与DE
 平行，合理引入参数证明运动中的不变量即可．

直线BM
 与DE
 平行，证明如下．

如图，设[image: ]
 ，A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则

[image: ]
例5图



[image: ]


于是x
 1
 +λx
 2
 =1+λ
 ，y
 1
 +λy
 2
 =0.

由已知，有[image: ]
 ，

两式相减得

（x
 1
 +λx
 2
 ）（x
 1
 -λx
 2
 ）+3（y
 1
 +λy
 2
 ）（y
 1
 -λy
 2
 ）=3（1+λ
 ）（1-λ
 ），

应用D
 点坐标，可得x
 1
 -λx
 2
 =3-3λ
 ，

进而x
 1
 =2-λ
 .

于是[image: ]
 ，

根据平行线截割定理的逆定理可知，直线DE
 与直线BM
 平行．

从以上几例可以看出，合理引入参数在解答解析几何综合题时至关重要，常用的引参方法有斜率、截距、点坐标，而很多解析几何综合题可能需要引入多个参数，那么关键就是如何理顺多个参数的关系，将多个参数的问题转化为一个参数的问题，这就需要有一个总体的考虑．

[image: ]
 
例6
 　已知数列{a
 
n

 }满足[image: ]
 ，a
 1
 =1.



（1）若a
 2
 =2，a
 3
 =x
 ，a
 4
 =9，求x
 的取值范围．



（2）若{a
 
n

 }是公比为q
 的等比数列，S
 
n

 =a
 1
 +a
 2
 +…+a
 
n

 ，[image: ]
 ，求q
 的取值范围．



（3）若a
 1
 ，a
 2
 ，…，a
 
k

 成等差数列，且a
 1
 +a
 2
 +…+a
 
k

 =1000，求正整数k
 的最大值，以及k
 取最大值时相应数列a
 1
 ，a
 2
 ，…，a
 
k

 的公差．


[image: ]
 
解析

 　（1）根据题意，有

[image: ]


解得x
 的取值范围是[3，6].

（2）根据题意，有

[image: ]


从而[image: ]
 .

① 当q
 =1时，S
 
n

 =n
 （n
 ∈N
 *
 ），显然有[image: ]
 ，符合题意．

② 当[image: ]
 时，[image: ]
 ，根据题意，有

[image: ]


即对任意正整数n
 ，均有

[image: ]


也即

[image: ]


解得[image: ]
 .

③ 当1＜q
 ≤3时，[image: ]
 ，根据题意，有

[image: ]


即对任意正整数n
 ，均有

[image: ]


也即

[image: ]


解得1＜q
 ≤2.

综上所述，q
 的取值范围是[image: ]
 .

（3）这一问引入了两个参数（k
 和d
 ），利用等差数列的求和公式得到方程，然后消参求解即可．

根据题意，当n
 =1，2，…，k
 -1时，均有

[image: ]


即对n
 =1，2，…，k
 -1，均有

[image: ]


从而[image: ]
 .

又由等差数列的前n
 项和公式，有

[image: ]


解得[image: ]
 .

综上所述，有

[image: ]


解得32≤k
 ≤1999，因此k
 的最大值为1999，此时公差[image: ]
 .





第八招　选取主元


在一些问题中含有多个变元，我们可以把某个变元作为主要变元（通常称为主元），其他的变元为辅元（或当作常量）进行处理，从而把多元问题转化为一元问题，这种解决问题的方法叫作主元法．



[image: ]
 
例1
 　对于c
 ＞0，当非零实数a
 ，b
 满足4a
 2
 -2ab
 +4b
 2
 -c
 =0且使|2a
 +b
 |最大时，[image: ]
 的最小值为_____.


[image: ]
 解析
 　我们希望通过将4a
 2
 -2ab
 +4b
 2
 =c
 配方成λ
 （2a
 +b
 ）2
 +（…）2
 =c
 的形式来探索|2a
 +b
 |的值何时最大．为此，只需要c
 -λ
 （2a
 +b
 ）2
 即（4-4λ
 ）a
 2
 +（-2-4λ
 ）ab
 +（4-λ
 ）b
 2
 的判别式（视a
 为主元）Δ=12b
 2
 （8λ
 -5）=0，即[image: ]
 .

因此有

[image: ]


因此当[image: ]
 时|2a
 +b
 |取得最大值，此时可得c
 =10b
 2
 .

将[image: ]
 和c
 =10b
 2
 代入，可得

[image: ]


当且仅当[image: ]
 时取得等号．

故[image: ]
 的最小值为-2.

[image: ]
例2图



[image: ]
 
例2
 　如图，在平面直角坐标系xOy
 中，已知圆C
 1
 :（x
 +3）2
 +（y
 -1）2
 =4和圆C
 2
 :（x
 -4）2
 +（y
 -5）2
 =4.



（1）若直线l
 过点A
 （4，0），且被圆C
 1
 截得的弦长为[image: ]
 ，求直线l
 的方程；



（2）设P
 为平面上的点，满足：存在过点P
 的无穷多对互相垂直的直线l
 1
 和l
 2
 ，它们分别与圆C
 1
 和圆C
 2
 相交，且直线l
 1
 被圆C
 1
 截得的弦长与直线l
 2
 被圆C
 2
 截得的弦长相等，试求所有满足条件的点P
 的坐标．


[image: ]
 
解析

 　（1）设直线l
 的方程为y
 =k
 （x
 -4），即kx
 -y
 -4k
 =0.

由垂径定理，得圆心C
 1
 到直线l
 的距离[image: ]
 ，

结合点到直线的距离公式，得[image: ]
 .

化简得24k
 2
 +7k
 =0，解得k
 =0或[image: ]
 .

则直线l
 的方程为y
 =0或[image: ]
 ，

即y
 =0或7x
 +24y
 -28=0.

（2）设点P
 的坐标为（m
 ，n
 ），则直线l
 1
 ，l
 2
 的方程分别为y
 -n
 =k
 （x
 -m
 ），[image: ]
 ，

即kx
 -y
 +n
 -km
 =0，[image: ]
 .

因为直线l
 1
 被圆C
 1
 截得的弦长与直线l
 2
 被圆C
 2
 截得的弦长相等，两圆半径相等，由垂径定理，得圆心C
 1
 到直线l
 1
 与圆心C
 2
 到直线l
 2
 的距离相等．

故有[image: ]
 ，

即有[image: ]
 ，

即|-3k
 -1+n
 -km
 |=|-4+（n
 -5）k
 +m
 |，

化简得（2-m
 -n
 ）k
 =m
 -n
 -3或（m
 -n
 +8）k
 =m
 +n
 -5，

关于k
 的方程有无穷多解，有

[image: ]


解之得，点P
 的坐标为[image: ]
 或[image: ]
 .

[image: ]
 
例3
 　已知函数f
 （x
 ）=e2
 
x

 -2t
 （e
x

 +x
 ）+x
 2
 +2t
 2
 +1，[image: ]
 .



（1）证明：当[image: ]
 时，g
 （x
 ）在R上是增函数；



（2）对于给定的闭区间[a
 ，b
 ]，试说明存在实数k
 ，当t
 ＞k
 时，g
 （x
 ）在闭区间[a
 ，b
 ]上是减函数；



（3）证明：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）由题意得g
 （x
 ）=e2
 
x

 -t
 （e
x

 +1）+x
 ，则


g＇
 （x
 ）=2e2
 
x

 -t
 e
x

 +1=e
x

 （2e
x

 +e-
 
x

 -t
 ）.

因为[image: ]
 ，所以g＇
 （x
 ）＞0，所以g
 （x
 ）在R
 上是增函数．

（2）因为g＇
 （x
 ）＜0是g
 （x
 ）为减函数的充分条件，所以只要找到实数k
 ，使得t
 ＞k
 时g＇
 （x
 ）=2e2
 
x

 -t
 e
x

 +1＜0在闭区间[a
 ，b
 ]上成立即可．

令m
 =e
x

 ，则g＇
 （x
 ）＜0（x
 ∈[a
 ，b
 ]），当且仅当2m
 2
 -tm
 +1＜0（m
 ∈[e
a

 ，e
b

 ]）.

而上式成立只需[image: ]
 即[image: ]
 成立．

取2e
a

 +e-
 
a

 与2e
b

 +e-
 
b

 中较大者记为k
 ，易知当t
 ＞k
 时，g＇
 （x
 ）＜0在闭区间[a
 ，b
 ]上成立，即g
 （x
 ）在闭区间[a
 ，b
 ]上为减函数．

（3）这一问并不是求f
 （x
 ）的单调区间，那就意味着以x
 为自变量，现在是要证明f
 （x
 ）的值始终大于等于[image: ]
 ，我们可以把它看作关于t
 的函数，因为x
 ，t
 都是任意的，这样函数的类型就发生了改变．

设F
 （t
 ）=2t
 2
 -2（e
x

 +x
 ）t
 +e2
 
x

 +x
 2
 +1，即

[image: ]


易得[image: ]
 ，当[image: ]
 时取到等号．

令H
 （x
 ）=e
x

 -x
 ，则H＇
 （x
 ）=e
x

 -1，易知H＇
 （0）=0.

当x
 ＞0时，H＇
 （0）＞0；当x
 ＜0时，H＇
 （0）＜0.

故当x
 =0时，H
 （x
 ）取最小值，H
 （0）=1.

所以[image: ]
 .

于是对任意的x
 ，t
 ，都有[image: ]
 ，即[image: ]
 .





第九招　归纳猜想


与整数n
 有关的数学命题的求解常用到数学归纳法．数学归纳法的最高形式就是“归纳、猜想、证明”．这一完整的思维过程就是我们发现新问题、找出新规律、提高新认识的基本途径，也是培养创新思维能力的有效办法．无探索不能获得发现，无猜想不能获得创新，无论证不能获得公认．探索、分析，归纳、猜想，推理、论证是数学进步的阶梯，是思维发展的动力．因而，数学归纳法在高考数学中占有重要地位．



[image: ]
 
例1
 　已知数列{a
 
n

 }的各项均为正数，[image: ]
 ，e为自然对数的底数．



（1）求函数f
 （x
 ）=1+x
 -e
x

 的单调区间，并比较[image: ]
 与e的大小；



（2）计算[image: ]
 ，由此推测计算[image: ]
 的公式，并给出证明；



（3）令[image: ]
 ，数列{a
 
n

 }，{c
 
n

 }的前n
 项和分别记为S
 
n

 ，T
 
n

 ，证明：T
 
n

 ＜eS
 
n

 .


[image: ]
 
解析

 　（1）这一问给出函数不等式的提示，要求比较两个数的大小，只需要稍加转化即可．

根据f＇
 （x
 ）=1-e
x

 ，于是函数f
 （x
 ）的单调递增区间是（-∞，0），单调递减区间是（0，+∞）．因此由[image: ]
 得[image: ]
 ，

整理得[image: ]
 .

（2）这一问给出归纳通项的提示，要求证明通项，只需要整理成累乘法的代数结构即可．

根据已知，可得[image: ]
 ，

于是[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，

因此[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 .

进而推测[image: ]
 ，

事实上，通过累乘法即有[image: ]
 .

（3）在第（2）问的提示下，第（3）问在计算和式T
 
n

 时可以利用数列{b
 
n

 }进行中转，求和结束后再利用b
 
n

 和a
 
n

 之间的关系得到T
 
n

 与S
 
n

 之间的欲证不等式．

根据已知

[image: ]


于是

[image: ]


[image: ]
 
例2
 　在数列{a
 
n

 }，{b
 
n

 }中，n
 ∈N*
 ，a
 1
 =2，b
 1
 =4，且a
 
n

 ，b
 
n

 ，a
 
n
 +
 1
 成等差数列，b
 
n

 ，a
 
n
 +
 1
 ，b
 
n
 +
 1
 成等比数列．



（1）求a
 2
 ，a
 3
 ，a
 4
 及b
 2
 ，b
 3
 ，b
 4
 ，由此猜测{a
 
n

 }，{b
 
n

 }的通项公式，并证明你的结论；



（2）证明：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）由已知，可知

[image: ]


则a
 2
 =2b
 1
 -a
 1
 =8-2=6=2×3，[image: ]
 ，

[image: ]


由此形式可归纳猜测：


a
 
n

 =n
 （n
 +1），n
 ∈N*
 .①



b
 
n

 =（n
 +1）2
 ，n
 ∈N*
 .②


用数学归纳法证式①、式②.

当n
 =1时，a
 1
 =2=1×2，b
 1
 =4=（1+1）2
 ，n
 =1时式①、式②正确．

假设n
 =k
 ≥1时，式①、式②正确，即a
 
k

 =k
 （k
 +1），b
 
k

 =（k
 +1）2
 ，

当n
 =k
 +1时，


a
 
k
 +
 1
 =2b
 
k

 -a
 
k

 =2（k
 +1）2
 -k
 （k
 +1）=（k
 +1）[（k
 +1）+1]，

[image: ]


所以，当n
 =k
 +1时，式①、式②也正确．

由上述知，对n
 ∈N*
 ，式①、式②正确，即a
 
n

 =n
 （n
 +1），b
 
n

 =（n
 +1）2
 ，n
 ∈N*
 .

（2）由第（1）问知：

[image: ]


则[image: ]
 .

又

[image: ]


当n
 =1时，[image: ]
 ；

当n
 ≥2时，

[image: ]


[image: ]


所以对n
 ∈N*
 ，[image: ]
 .

本题给出的是两个数列的联立递推关系，计算特殊前4项时，必用联立递推关系，虽猜测通项是独立得到结果，但证明时必用联立递推关系[image: ]
 ，否则难于证明．

第（2）问中的数值“[image: ]
 ”，不是题中必然存在的，而是人为“打造”的．我们来探索这个“[image: ]
 ”是怎样“打造”出来的．因为

[image: ]


令k
 =1（从第1项开始放大），就是[image: ]
 ；

令k
 =2（从第2项开始放大），就是[image: ]
 ；

那么，证明[image: ]
 时，就必须从第2项以后开始放大，这是考生难于想到的，是拉分的“门槛”.

还可以“打造”出比“[image: ]
 ”更小的数“[image: ]
 ”.

令k
 =3，就是[image: ]
 ，要证[image: ]
 ，就要先证明[image: ]
 ，[image: ]
 ，从第3项开始放大．

还可以“打造”比[image: ]
 更小的数，但难于找到必然的T
 ，使T
 
n

 ＜T
 （n
 ∈N*
 ）.

[image: ]
 
例3
 　已知数列{a
 
n

 }满足：a
 1
 ∈N*
 ，a
 1
 ≤36，且[image: ]
 n
 =1，2，…记集合M
 ={a
 
n

 |n
 ∈N*
 }.



（1）若a
 1
 =6，写出集合M
 的所有元素；



（2）若集合存在一个元素是3的倍数，证明M
 的所有元素都是3的倍数；



（3）求集合M
 的元素个数的最大值．


[image: ]
 
解析

 　（1）按照题目所给的递推公式计算即可，容易得到M
 ={6，12，24}.

（2）因为集合M
 存在一个元素是3的倍数，所以不妨设a
 
k

 是3的倍数，k
 是某个给定的正整数．

下面使用数学归纳法来证明．

由于当n
 =k
 时，a
 
k

 是3的倍数，那么当n
 =k
 +1时，无论a
 
k
 +
 1
 =2a
 
k

 或2a
 
k

 -36，都还是3的倍数．

这就意味着如果上面提到的k
 =1，那么由数学归纳法可以证明，M
 的所有元素都是3的倍数．

如果k
 ＞1，因为a
 
k

 =2a
 
k-

 1
 或a
 
k

 =2a
 
k-

 1
 -36，所以2a
 
k-

 1
 是3的倍数，或2a
 
k-

 1
 -36是3的倍数，于是a
 
k-

 1
 是3的倍数．同理递推可得，a
 
k-

 2
 ，…，a
 1
 都是3的倍数．从而对任意正整数n
 ≥1，a
 
n

 是3的倍数，因此M
 的所有元素都是3的倍数．

综上，若集合M
 存在一个元素是3的倍数，则M
 的所有元素都是3的倍数．

（3）已知a
 1
 ≤36，a
 1
 ∈N
 *
 ，[image: ]
 n
 =1，2，…

假设当n
 =k
 时，a
 
k

 ≤36，那么当n
 =k
 +1时，要么a
 
k

 ≤18，使得a
 
k
 +
 1
 =2a
 
k

 ≤36；要么18＜a
 
k

 ≤36，使得a
 
k
 +
 1
 =2a
 
k

 -36≤72-36=36.

那么由数学归纳法可知，a
 
n

 ≤36，n
 ∈N*
 .

又因为a
 1
 是正整数，[image: ]
 所以a
 2
 是2的倍数．

同理可知，当n
 ≥3时，a
 
n

 是4的倍数．

如果a
 1
 是3的倍数，由第（2）问知对所有正整数n
 ，a
 
n

 都是3的倍数，因此当n
 ≥3时，a
 
n

 既是4的倍数，又是3的倍数，故此时a
 
n

 ∈{12，24，36}，这时，M
 中的元素的个数不超过5；

如果a
 1
 不是3的倍数，仍由第（2）问知，对所有的正整数n
 ，a
 
n

 不是3的倍数，因此当n
 ≥3时，a
 
n

 只能是4的倍数，故此时a
 
n

 ∈{4，8，16，20，28，32}，这时M
 的元素的个数不超过8.

事实上当a
 1
 =1时，M
 ={1，2，4，8，16，20，28，32}有8个元素，已达到最大元素个数．

综上可知，集合M
 的元素个数的最大值为8.

[image: ]
 
例4
 　已知集合[image: ]
 ，k
 ∈N*
 }．若存在非空集合S
 1
 ，S
 2
 ，…，S
 
n

 ，使得S
 =S
 1
 ∪S
 2
 ∪…∪S
 
n

 ，且S
 
i

 ∩S
 
j

 =∅（1≤i
 ，j
 ≤n
 ，i
 ≠j
 ），并对任意x
 ，y
 ∈S
 
i

 （i
 =1，2，…，n
 ），x
 ＞y
 ，都有x
 -y
 ∉S
 
i

 ，则称集合S
 具有性质P
 ，S
 
i

 （i
 =1，2，…，n
 ）称为集合S
 的P
 子集．



（1）当n
 =2时，试说明集合S
 具有性质P
 ，并写出相应的P
 子集S
 1
 ，S
 2
 ；



（2）若集合S
 具有性质P
 ，集合T
 是集合S
 的一个P
 子集，设T＇
 ={s
 +3
n

 |s
 ∈T
 }，求证：∀x
 ，y
 ∈T
 ∪T＇
 ，x
 ＞y
 ，都有x
 -y
 ∉T
 ∪T＇
 ；



（3）求证：对任意正整数n
 ≥2，集合S
 具有性质P
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）由条件知，集合S
 中有1，2，3，4四个元素，尝试一下分配就可以得到S
 1
 ={1，4}，S
 2
 ={2，3}时，即为满足题意的P
 子集．

（2）由于在题目交代的P
 子集T
 之外又引入了一个集合T＇
 ，那么我们在利用定义进行证明的时候，就必须考虑到从T
 ∪T＇
 中选取的元素来自T
 还是T＇
 .

情形a：若x
 ，y
 ∈T
 ，不妨设[image: ]
 ，由于T
 就是P
 子集，那么x
 -y
 ∉T
 ；另一方面，由于[image: ]
 ，因此x
 -y
 ∉T＇
 ，也就是x
 -y
 ∉T
 ∪T＇
 .

情形b：x
 ，y
 ∈T＇
 ，不妨设x
 =s
 +3
n

 ，y
 =r
 +3
n

 ，s
 ，r
 ∈T
 ，[image: ]
 ，那么x
 -y
 =s
 -r
 ，同情形a，s
 -r
 ∉T
 ∪T＇
 ，即x
 -y
 ∉T
 ∪T＇
 .

情形c：若y
 ∈T
 ，x
 =s
 +3
n

 ∈T＇
 ，s
 ∈T
 ，

则[image: ]
 ，因此x
 -y
 ∉T
 .

另一方面，由于s
 -y
 ∉T
 ，因此x
 -y
 =（s
 -y
 ）+3
n

 ∉T＇
 ，因此x
 -y
 ∉T＇
 ．即x
 -y
 ∉T
 ∪T＇
 .

综上，∀x
 ，y
 ∈T
 ∪T＇
 ，x
 ＞y
 ，都有x
 -y
 ∉T
 ∪T＇
 .

（3）此问涉及关于正整数n
 的命题，可以考虑利用数学归纳法，寻找n
 和n
 +1时集合中元素的关系，进行构造集合与证明。

由第（1）问可知，当n
 =2时，命题成立．

假设当n
 =k
 （k
 ≥2）时，命题成立，即S
 =S
 1
 ∪S
 2
 ∪…∪S
 
n

 ，且S
 
i

 ∩S
 
j

 =∅（1≤i
 ，j
 ≤n
 ，i
 ≠j
 ），并对任意x
 ，y
 ∈S
 
i

 （i
 =1，2，…，n
 ），x
 ＞y
 ，都有x
 -y
 ∉S
 
i

 .

那么当n
 =k
 +1时，此时集合[image: ]
 ，结合第（2）问所给的集合形式，记S
 
i

 ＇
 ={s
 +3
n

 |s
 ∈S
 
i

 }，i
 =1，2，…，k
 ，并构造新集合T
 
i

 =S
 
i

 ∪S
 
i

 ＇
 ，i
 =1，2，…，k
 ．但是在这种构造下，集合S
 的元素中还有一部分没有分配。因此最后还需要构造一个集合[image: ]
 ，在这种构造下，容易知道S
 =T
 1
 ∪T
 2
 ∪…∪T
 
k
 +
 1
 ，并且


T
 
i

 ∩T
 
j

 =∅（1≤i
 ，j
 ≤k
 +1，i
 ≠j
 ）.

最后只要证明对任意x
 ，y
 ∈T
 
i

 （i
 =1，2，…，k
 +1），x
 ＞y
 ，都有x
 -y
 ∉T
 
i

 即可．

情形a：若[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，

则[image: ]
 .

情形b：若∀x
 ，y
 ∈T
 
i

 ，i
 =1，2，…，k
 ，x
 ＞y
 ，由第（2）问的证明可以知道x
 -y
 ∉T
 
i

 ，

从而n
 =k
 +1时，命题也成立．

综上，对任意正整数n
 ≥2，集合S
 具有性质P
 .

[image: ]
 
例5
 　对于数集X
 ={-1，x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
n

 }，其中0＜x
 1
 ＜x
 2
 ＜…＜x
 
n

 ，n
 ≥2，定义向量集[image: ]
 ，t
 ），s
 ∈X
 ，t
 ∈X
 }．若对于任意[image: ]
 ，存在[image: ]
 ，使得[image: ]
 ，则称X
 具有性质P
 ．例如X
 ={-1，1，2}具有性质P
 .



（1）若x
 ＞2，且X
 ={-1，1，2，x
 }具有性质P
 ，求x
 的值；



（2）若X
 具有性质P
 ，求证：1∈X
 ，且当x
 
n

 ＞1时，x
 1
 =1；



（3）若X
 具有性质P
 ，且x
 1
 =1，x
 2
 =q
 （q
 为常数），求有限数列x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
n

 的通项公式．


[image: ]
 
解析

 　（1）由于X
 具有性质P
 ，选取[image: ]
 ，且根据题意x
 ＞2，那么向量集Y
 中与[image: ]
 垂直的元素[image: ]
 必有形式（-1，b
 ），b
 ≥1．否则，若两分量均正或均负，则不可能满足[image: ]
 的条件，若[image: ]
 ，b
 ≥1，那么[image: ]
 ，也不符合题意．因此只能是[image: ]
 ，即x
 =2b
 ．再由x
 ＞2知b
 ＞1，那么b
 只能取2，因此x
 =4.

（2）由于X
 具有性质P
 ，取[image: ]
 ．设[image: ]
 满足[image: ]
 ．由（s
 +t
 ）x
 1
 =0，得s
 +t
 =0，所以s
 ，t
 异号．

因为-1是X
 中唯一的负数，所以s
 ，t
 中之一为-1，另一为1，故1∈X
 .

另一个问题用反证法证明：

假设x
 1
 ≠1，而由前面的证明我们知道1∈X
 ，那么这就意味着x
 
k

 =1，其中∃k
 ∈Z
 ，1＜k
 ＜n
 ，使得x
 
k

 =1，也就是0＜x
 1
 ＜x
 
k

 =1＜x
 
n

 .

选取[image: ]
 ，并设[image: ]
 满足[image: ]
 ，即sx
 1
 +tx
 
n

 =0，所以s
 ，t
 异号，从而s
 ，t
 之中恰有一个值为-1.

若s
 =-1，则x
 1
 =tx
 
n

 ＞t
 ≥x
 1
 （t
 为正数且不会小于x
 1
 ），矛盾；

若t
 =-1，则x
 
n

 =sx
 1
 ＜s
 ≤x
 
n

 （s
 为正数且不会大于x
 
n

 ），矛盾．

所以只能是x
 1
 =1.

（3）根据题目条件给的例子以及第（1）问的结果，会发现若x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
n

 构成等比数列的话，X
 都是具有性质P
 的．因此大胆猜测x
 
i

 =q
 
i-

 1
 ，i
 =1，2，3，…，n
 ，再进行证明．

记A
 
k

 ={-1，1，x
 2
 ，…，x
 
k

 }，k
 =2，3，…，n
 .

先证明：若A
 
k
 +
 1
 具有性质P
 ，则A
 
k

 也具有性质P
 .

任取[image: ]
 ，s
 ，t
 ∈A
 
k

 ．当s
 ，t
 中出现-1时，显然有[image: ]
 满足[image: ]
 ；

当s
 ≠-1且t
 ≠-1时，s
 ，t
 ≥1.

因为A
 
k
 +
 1
 具有性质P
 ，所以有[image: ]
 ，s
 1
 ，t
 1
 ∈A
 
k
 +
 1
 ，使得[image: ]
 ，从而s
 1
 和t
 1
 中有一个值是-1，不妨设s
 1
 =-1.

假设t
 1
 ∈A
 
k
 +
 1
 且t
 1
 ∈/A
 
k

 ，则t
 1
 =x
 
k
 +
 1
 ．由（s
 ，t
 ）·（-1，x
 
k
 +
 1
 ）=0，得s
 =tx
 
k
 +
 1
 ≥x
 
k
 +
 1
 ，与s
 ∈A
 
k

 矛盾．所以t
 1
 ∈A
 
k

 ．从而A
 
k

 也具有性质P
 .

现用数学归纳法证明：x
 
i

 =q
 
i-

 1
 ，i
 =1，2，3，…，n
 .

当n
 =2时，由题目条件知A
 2
 有性质P
 ；

假设n
 =k
 时，A
 
k

 ={-1，1，x
 2
 ，…，x
 
k

 }有性质P
 ，其中，x
 
i

 =q
 
i-

 1
 ，i
 =1，2，3，…，k
 .

当n
 =k
 +1时，若A
 
k
 +
 1
 ={-1，1，x
 2
 ，…，x
 
k

 ，x
 
k
 +
 1
 }具有性质P
 ，那么根据前面的证明A
 
k

 ={-1，1，x
 2
 ，…，x
 
k

 }也有性质P
 ，所以A
 
k
 +
 1
 ={-1，1，q
 ，…，q
 
k-

 1
 ，x
 
k
 +
 1
 }.

取[image: ]
 ，并设[image: ]
 满足[image: ]
 ，即x
 
k
 +
 1
 s
 +qt
 =0．由此可得s
 与t
 中有且只有一个值为-1.

若t
 =-1，则s
 ≥1，所以[image: ]
 ，这不可能．

所以s
 =-1，x
 
k
 +
 1
 =qt
 ≤q
 ·q
 
k-

 1
 =q
 
k

 ，又x
 
k
 +
 1
 =qt
 ＞q
 
k-

 1
 ，即t
 ＞q
 
k-

 2
 ，由于t
 ∈A
 
k
 +
 1
 ，所以只能有t
 =q
 
k-

 1
 ，因此x
 
k
 +
 1
 =q
 
k

 .

综上所述，x
 
i

 =q
 
i-

 1
 ，i
 =1，2，3，…，n
 .





第十招　以退求进


以退求进，就是从一般退到特殊，从整体退到局部，从抽象退到具体，这样将复杂的问题退到简单而熟悉的问题，能使我们从中找出反映问题本质属性的东西，或产生解题灵感，以达到认识上的飞跃，使问题化难为易而获解．



[image: ]
 
例1
 　已知数列{a
 
n

 }满足a
 1
 =2，[image: ]
 .



（1）求数列{a
 
n

 }的通项公式；



（2）设[image: ]
 ，求数列{b
 
n

 }的前n
 项和；



（3）设[image: ]
 ，求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）由已知得[image: ]
 .

所以[image: ]
 是公比为2、首项为2的等比数列，故a
 
n

 =n
 2
 ·2
n

 .

（2）由（1）可知[image: ]
 .

记[image: ]
 ，

所以[image: ]
 ，

即S
 
n

 =（n
 -1）·2
n
 +
 1
 +2.

（3）证法1：易知[image: ]
 ，当n
 ≥2时，希望能将[image: ]
 裂成递归相消的两项．

为此，现以相继两项的差[image: ]
 来作如下试探．

显然[image: ]


由此可得[image: ]
 ，且当n
 =1时，[image: ]
 .

于是，当n
 ≥2时，有

[image: ]
 ，显然，这并不能推出小于[image: ]
 的结果．

由此不妨再退后几步看看，即

[image: ]
 ①


证法2：易知[image: ]
 ②


[image: ]


证法3：因为[image: ]
 ，

所以[image: ]
 ，故

[image: ]
 ③


[image: ]


本题第（3）问难度大．把不易求和的数列问题通过放缩变形达到易求和的情形．退一步海阔天空，在解题困难的时刻，采用以退求进的战术进行试探、思考尤为重要，如证法2在式②处，将“2
n

 ”退缩为“[image: ]
 ”．证法1在式①处就退了4步，证法3在式③处就退了6步．这3种证法都体现了“以退为进”与“放缩变形”的解题策略．

[image: ]
 
例2
 　已知曲线C
 
n

 的方程为|x
 |
n

 +|y
 |
n

 =1（n
 ∈N*
 ）.



（1）分别求出n
 =1，n
 =2时，曲线C
 
n

 所围成的图形的面积；



（2）若S
 
n

 （n
 ∈N*
 ）表示曲线C
 
n

 所围成的图形的面积，求证：S
 
n

 （n
 ∈N*
 ）是关于n
 递增的；



（3）若已知方程x
 
n

 +y
 
n

 =z
 
n

 （n
 ＞2，n
 ∈N），xyz
 ≠0，没有正整数解，求证：曲线C
 
n

 （n
 ＞2，n
 ∈N）上除了与坐标轴交点之外，任一点对应的坐标（x
 ，y
 ），x
 ，y
 不能全是有理数．


[image: ]
 
解析

 　（1）此问很基础，n
 =1，n
 =2时曲线的形状都是高中阶段常见的图形难度不大．计算面积S
 1
 =2，S
 2
 =π.

（2）这一问难度似乎提升很大，一下子变成了关于任意的自然数n
 的命题．也许就会有人觉得题目给的方程既带有绝对值又有高次幂，对应的曲线根本不知道形状，更不用说计算面积，证明递增了．

然而它未必很麻烦．事实上，第（1）问看似平淡无奇的问法已经给了大家“退路”，先看看当n
 比较小的时候图形是如何描绘出来的，慢慢就会对n
 增大时的图形有一定的感知了．

图（1）、图（2）就是n
 =1，n
 =2时对应的曲线图形．除了看到分别是正方形和圆形，易于计算面积之外，它们还有什么共同点呢？这些共同点在n
 增大时会不会继续保持呢？

[image: ]
例2图（1）



[image: ]
例2图（2）



通过观察不难发现，这两个图形都经过（±1，0），（0，±1），并且从题目的方程形式来看，n
 增大时仍然经过（±1，0），（0，±1）．此外，这两个图形都具有良好的对称性（关于坐标轴和原点都是对称图形），并且从方程形式来看，n
 增大时这一性质依然保持．还有图形在第一象限是递减的等特点．

换句话说，我们已经猜测到了n
 增大时图形的一些性质．比如根据对称性，n
 =3时研究图形也只需要在第一象限研究图形即可，只要第一象限内的面积递增，那么整体的面积一定也是递增的．当然，在第一象限内的图形应该就是连接（0，1），（1，0）两点的一段“递减”的函数图像．而为了证明面积递增，也就是要证明在相同的横坐标x
 =x
 0
 处，C
 
n
 +
 1
 上的纵坐标大于C
 
n

 上的纵坐标．

下面进行证明．

考虑在第一象限中C
 
n
 +
 1
 和C
 
n

 的方程，方程中绝对值符号均可以去掉．在C
 
n

 ：x
 
n

 +y
 
n

 =1（n
 ∈N*
 ）和C
 
n
 +
 1
 :x
 
n
 +
 1
 +y
 
n
 +
 1
 =1（n
 ∈N*
 ）中令x
 =x
 0
 ，则存在y
 1
 ，y
 2
 ∈（0，1）使得[image: ]
 ，[image: ]
 .

当x
 0
 ∈（0，1）时，[image: ]
 ，因此[image: ]
 ，不等式两侧同时开n
 次方，再根据指数函数单调性可得[image: ]
 ．这也就证明了第一象限中相同的横坐标x
 =x
 0
 处，C
 
n
 +
 1
 上的纵坐标大于C
 
n

 上的纵坐标．因此对应图形的面积也是S
 
n
 +
 1
 ＞S
 
n

 ，即S
 
n

 （n
 ∈N*
 ）是关于n
 递增的．

[image: ]
例2图（3）



最后附上图（3），也就是n
 =1，2，3，4时在第一象限的图形，能从图中直观看到随着n
 的增大，图形面积也增大的趋势．

（3）此问用反证法证明．

假设曲线C
 
n

 （n
 ＞2，n
 ∈N
 ）上除了与坐标轴交点之外，存在一点对应的坐标（x
 ，y
 ），x
 ，y
 全是有理数．不妨设[image: ]
 ，p
 ，q
 ，s
 ，t
 ∈N*
 ，且p
 ，q
 互质，s
 ，t
 互质．

那么由于（x
 ，y
 ）在曲线C
 
n

 上，因此[image: ]
 .

即|qs
 |
n

 +|pt
 |
n

 =|ps
 |
n

 ，这时qs
 ，pt
 ，ps
 就是方程x
 
n

 +y
 
n

 =z
 
n

 的一组正整数解，这与已知方程x
 
n

 +y
 
n

 =z
 
n

 （n
 ＞2，n
 ∈N
 ），xyz
 ≠0没有正整数解矛盾，假设错误．因此曲线C
 
n

 （n
 ＞2，n
 ∈N
 ）上除了与坐标轴交点之外，任一点对应的坐标（x
 ，y
 ），x
 ，y
 不能全是有理数．

[image: ]
 
例3
 　已知S
 
n

 ={A
 |A
 =（a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，…，a
 
n

 ），a
 
i

 =0或1，i
 =1，2，…，n
 }（n
 ≥2），对于U
 ，V
 ∈S
 
n

 ，d
 （U
 ，V
 ）表示U
 ，V
 中相对应的不同元素的个数．



（1）令U
 =（0，0，0，0，0），存在m
 个V
 ∈S
 5
 ，使得d
 （U
 ，V
 ）=2，写出m
 的值；



（2）令W
 =（0，0，0，…，0）∈S
 
n

 ，若U
 ，V
 ∈S
 
n

 ，求证：d
 （U
 ，W
 ）+d
 （V
 ，W
 ）≥d
 （U
 ，V
 ）；



（3）令U
 =（a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，…，a
 
n

 ）∈S
 
n

 ，若V
 ∈S
 
n

 ，求所有d
 （U
 ，V
 ）之和．


[image: ]
 
解析

 　（1）由已知容易得到符合题意的V
 中有且只有两个位置是1，其余是0，因此这样的V
 应有[image: ]
 .

（2）设U
 =（a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，…，a
 
n

 ），V
 =（b
 1
 ，b
 2
 ，b
 3
 ，…，b
 
n

 ），其中a
 
i

 =0，1，b
 
i

 =0，1.

当a
 
i

 =0，b
 
i

 =0时，|a
 
i

 |+|b
 
i

 |=0=|a
 
i

 -b
 
i

 |；

当a
 
i

 =0，b
 
i

 =1时，|a
 
i

 |+|b
 
i

 |=1=|a
 
i

 -b
 
i

 |；

当a
 
i

 =1，b
 
i

 =0时，|a
 
i

 |+|b
 
i

 |=1=|a
 
i

 -b
 
i

 |；

当a
 
i

 =1，b
 
i

 =1时，|a
 
i

 |+|b
 
i

 |=0=|a
 
i

 -b
 
i

 |；

综上所述，|a
 
i

 |+|b
 
i

 |≥|a
 
i

 -b
 
i

 |.

因此，[image: ]
 .

（3）若感觉到一开始就考虑U
 ，V
 之间n
 个位置的元素异同有些不易入手的话，不妨退一步，先考虑第一个位置的元素．

首先，容易得到S
 
n

 中有2
n

 个元素，分别记为W
 
k

 ，k
 ∈N*
 ，1≤k
 ≤2
n

 ．题中所给的U
 =（a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，…，a
 
n

 ）自然也是W
 
k

 中的一个．而任取的V
 ∈S
 
n

 也得将W
 
k

 全部选取一次，设W
 
k

 =（b
 1
 ，b
 2
 ，b
 3
 ，…，b
 
n

 ），考虑这两个序列的第一个位置，由于在所有W
 
k

 中，b
 1
 =0的有2
n-

 1
 个，b
 1
 =1的也有2
n-

 1
 个，那么无论a
 1
 的取值，第一个位置元素取值不同的个数必然就是2
n-

 1
 .

有了这个具体情形的帮助，我们很容易得到第二个位置元素取值不同的个数必然还是2
n-

 1
 ，依此类推，所有位置元素取值不同的个数就应该是n
 ·2
n-

 1
 ，即所求所有d
 （U
 ，V
 ）之和就是n
 ·2
n-

 1
 .

[image: ]
 
例4
 　设A
 是由m
 ·n
 个实数组成的m
 行n
 列的数表，满足：每个数的绝对值不大于1，且所有数的和为零．记S
 （m
 ，n
 ）为所有这样的数表组成的集合．对于A
 ∈S
 （m
 ，n
 ），记r
 
i

 （A
 ）为A
 的第i
 行各数之和（1≤i
 ≤m
 ），c
 
j

 （A
 ）为A
 的第j
 列各数之和（1≤j
 ≤n
 ）；记k
 （A
 ）为|r
 1
 （A
 ）|，|r
 2
 （A
 ）|，…，|r
 
m

 （A
 ）|，|c
 1
 （A
 ）|，|c
 2
 （A
 ）|，…，|c
 
n

 （A
 ）|中的最小值．



（1）对如下数表A
 ，求k
 （A
 ）的值；






	
1

	
1

	
-0.8




	
0.1

	
-0.3

	
-1






（2）设数表A
 ∈S
 （2，3）形如：






	
1

	
1

	

c





	

a


	

b


	
-1






求k
 （A
 ）的最大值；



（3）给定正整数t
 ，对于所有的A
 ∈S
 （2，2t
 +1），求k
 （A
 ）的最大值．


[image: ]
 
解析

 　本题乍看之下字母、记号众多，尤其在第（3）问中表格更是变成了m
 行n
 列的形式，要考虑的变量似乎有mn
 个，很难一下子把这么多变量的关系搞清楚．那么在这个情况下，借助前两问的帮助，慢慢往简单的方向“后退”，找到规律以后再尝试着前进．

（1）按照题目的要求计算相应的r
 
i

 （A
 ），c
 
j

 （A
 ）的数值，最后取绝对值最小的即为k
 （A
 ）=0.7.

（2）表格中有三个数值与前一问一样，剩下三个数成为未知的变量．当然，由已知条件可得a
 +b
 +c
 =-1．但是这里依然有三个变量，还是没什么办法快速地找到答案．因此，不妨利用题目所给的限制，即数表中每个数字的绝对值都不大于1，进行取值尝试，也就是把变量个数减少．

尝试的时候可以对照第（1）问，不妨先从c
 =-1入手，考虑c
 从-1变化到-0.8，再到0，0.5，1的过程中，数表的k
 （A
 ）的变化．





	1
	1
	-1



	
a

	
b

	-1




如上面数表显示的，此时a
 +b
 =0，r
 1
 （A
 ）=1，r
 2
 （A
 ）=-1，c
 3
 （A
 ）=-2.

而由于a
 ，b
 互为相反数，我们可以发现c
 1
 （A
 ），c
 2
 （A
 ）都会在[0，2]中变化，而从绝对值的角度考虑，|r
 1
 （A
 ）|，|r
 2
 （A
 ）|，|c
 1
 （A
 ）|，|c
 2
 （A
 ）|，|c
 3
 （A
 ）|中最小的数（即k
 （A
 ））就会在[0，1]之间变化，只有a
 =b
 =0的时候k
 （A
 ）=1．通过这样的尝试，至少对k
 （A
 ）的大概取值能有一个估计．

当然，只凭着c
 =-1时对k
 （A
 ）的估计可能不够，那么不妨试试c
 =-0.8的情形．





	1
	1
	-0.8



	
a

	
b

	-1




过程与前一种情形类似，而这一次|r
 1
 （A
 ）|，|r
 2
 （A
 ）|，|c
 1
 （A
 ）|，|c
 2
 （A
 ）|，|c
 3
 （A
 ）|中最小的数（即k
 （A
 ））就会在[0，0.9]之间变化，也就是说k
 （A
 ）的最大值是0.9，比前一种情形变小了．

更有趣的是不妨尝试一下c
 =1的情况，此时a
 +b
 =-2．由于每个数的绝对值有限制，只能是a
 =b
 =-1．此时k
 （A
 ）只有一个取值，即0.

其实到这里基本上能做出猜测了，k
 （A
 ）的最大值应该就是1.我们通过将一个变量“退”到定值，就得到了一个答案的猜测，达到了“进”的目的．

考虑用反证法进行证明．

若k
 （A
 ）＞1，

则由k
 （A
 ）的定义可知|c
 1
 （A
 ）|=|a
 +1|=a
 +1＞1，即a
 ＞0.

同理可知b
 ＞0，故a
 +b
 ＞0.

由已知条件所得的a
 +b
 +c
 =-1.

故c
 =-1-a
 -b
 ＜-1，

与题目条件矛盾，

因此k
 （A
 ）≤1.

而由前面的分析易知只有a
 =b
 =0的时候k
 （A
 ）=1.

因此k
 （A
 ）的最大值为1.

（3）k
 （A
 ）的最大值为[image: ]
 .

首先构造满足[image: ]
 的数表A
 ={a
 
i，

 j
 }（i
 =1，2，j
 =1，2，…，2t
 +1）：

[image: ]


经计算知，A
 中每个元素的绝对值都不大于1，所有元素之和为0，且

[image: ]


下面证明[image: ]
 是最大值．

若不然，则存在一个数表A
 ∈S
 （2，2t
 +1），使得[image: ]
 .

由k
 （A
 ）的定义知A
 的每一列两个数之和的绝对值都不小于x
 ，而两个绝对值不超过1的数的和，其绝对值不超过2，故A
 的每一列两个数之和的绝对值都在区间[x
 ，2]中．由于x
 ＞1，故A
 的每一列两个数符号均与列和的符号相同，且绝对值均不小于x
 -1.

设A
 中有g
 列的列和为正，有h
 列的列和为负，由对称性不妨设g
 ＜h
 ，则g
 ≤t
 ，h
 ≥t
 +1．另外，由对称性不妨设A
 的第一行行和为正，第二行行和为负．





第十一招　整体处理


解数学题时，我们常常习惯将某一题分成若干个简单问题，再各个击破，分而解之．但有时也需要用整体观点认识和处理问题，通过研究题目的整体形式、整体结构，并注意已知条件及待求结论在这个“整体”中的地位和作用，找出解决问题的途径和方法．



[image: ]
 
例1
 　已知数列{a
 
n

 }的前n
 项和为S
 
n

 ，且满足a
 1
 =a
 （a
 ≠3），a
 
n
 +
 1
 =S
 
n

 +3
n

 ，设b
 
n

 =S
 
n

 -3
n

 ，n
 ∈N*
 .



（1）求证：数列{b
 
n

 }是等比数列；



（2）若a
 
n
 +
 1
 ≥a
 
n

 ，n
 ∈N*
 ，求实数a
 的最小值；



（3）当a
 =4时，给出一个新数列{e
 
n

 }，其中[image: ]
 设这个新数列的前n
 项和为C
 
n

 ，若C
 
n

 可以写成t
 
p

 （t
 ，p
 ∈N*
 ，t
 ＞1，p
 ＞1）的形式，则称C
 
n

 为“指数型和”．数列{C
 
n

 }中的项是否存在“指数型和”？若存在，求出所有“指数型和”；若不存在，请说明理由．


[image: ]
 
解析

 　（1）根据条件，得


b
 
n
 +
 1
 =S
 
n
 +
 1
 -3
n
 +
 1
 =S
 
n

 +a
 
n
 +
 1
 -3
n
 +
 1
 =2S
 
n

 +3
n

 -3
n
 +
 1
 =2b
 
n

 ，

并且b
 1
 =S
 1
 -3=a
 -3≠0，

因此{b
 
n

 }是以a
 -3为首项．2为公比的等比数列．

（2）由第（1）问的结论可知b
 
n

 =S
 
n

 -3
n

 =（a
 -3）·2
n-

 1
 ，即S
 
n

 =（a
 -3）·2
n-

 1
 +3
n

 .

再根据a
 
n

 =S
 
n

 -S
 
n-

 1
 ，n
 ≥2，可知

[image: ]


由于条件要求a
 
n
 +
 1
 ≥a
 
n

 ，根据上述通项公式可以列出不等式，

整理可得[image: ]
 .

当n
 =2时右式取得最小值[image: ]
 ，只要让[image: ]
 即可．解之得a
 ≥-10.

再检验a
 =-10时也满足a
 2
 ＞a
 1
 ，因此可以确定a
 的最小值就是-10.

（3）当a
 =4时，b
 
n

 =2
n-

 1
 .

根据所给的{e
 
n

 }通项公式容易得到C
 
n

 =2
n

 +1（n
 ∈N*
 ）.

如果C
 
n

 =2
n

 +1可以写成t
 
p

 （t
 ，p
 ∈N*
 ，t
 ＞1，p
 ＞1）的形式，即t
 
p

 -1=2
n

 .

这个等式中有两个变量，直接求解不太可能，那么可以考虑先从等式整体的结构出发，利用奇偶性先进行一些基本的判断，帮助我们缩小求解的范围．从等式右侧是偶数来看，t
 一定是大于2的奇数．下面再考虑指数p
 可能的取值．

情形1：当p
 是偶数时，[image: ]
 .

这仍然是一个不定方程，还是先从整体来看，由于[image: ]
 ，[image: ]
 都是大于1的整数，

所以存在正整数g
 ，h
 （g
 ＞h
 ）使得[image: ]
 ，[image: ]
 ，

也就是说2
g

 -2
h

 =2
h

 （2
g-

 
h

 -1）=2，

从而有2
h

 =2，2
g-

 
h

 -1=1，即h
 =1，g
 =2．此时p
 =2，t
 =3，n
 =3.

因此C
 3
 =32
 是“指数型和”.

情形2：当p
 是奇数时，t
 
p

 -1=（t
 -1）（1+t
 +t
 2
 +…+t
 
p-

 1
 ）=2
n

 ，

从等式总体结构来看，其中t
 -1是偶数，1+t
 +t
 2
 +…+t
 
p-

 1
 是p
 个奇数的和，仍然是奇数．

因此（t
 -1）（1+t
 +t
 2
 +…+t
 
p-

 1
 ）=2
n

 不可能成立，即此时没有“指数型和”.

[image: ]
 
例2
 　如果数列A
 ：a
 1
 ，a
 2
 ，…，a
 
m

 （m
 ∈Z，m
 ≥3），满足①a
 
i

 ∈Z，[image: ]
 ；②[image: ]
 .那么称数列A
 为Ω数列．



（1）已知数列M
 ：-2，1，3，-1；数列N
 ：0，1，0，-1，1．试判断它们是不是Ω数列．



（2）是否存在一个等差数列是Ω数列？证明你的结论．



（3）如果数列A
 是Ω数列，求证：数列A
 中必存在若干项之和为0.


[image: ]
 
解析

 　（1）根据定义容易判断，数列M
 不是Ω数列；数列N
 是Ω数列．

（2）利用反证法考虑，假设有某个等差数列是Ω数列，由于[image: ]
 ，根据等差数列性质可以得到[image: ]
 ，这与a
 
i

 ∈Z
 矛盾，即不存在等差数列是Ω数列．

（3）我们不知道数列A
 的项数，如果直接考虑数列中的每一项的取值可能比较麻烦，而且问题中并没有限制哪几项数是连续的，因此，分散来考虑每一项并不太合适．这里我们想办法将这几项的和作为一个整体来处理．

我们要将数列A
 重新排列，很显然，这种重新排列不会影响它是Ω数列，重排方法如下．

设S
 
n

 是重新排列后所得数列的前n
 项和（n
 ∈Z
 ，1≤n
 ≤m
 ），任取大于0的一项作为第一项，由于m
 ≥3，显然有[image: ]
 ，下面考虑对重新排序使用数学归纳法．

假设2≤n
 ≤m
 ，n
 ∈Z
 时，[image: ]
 .

若S
 
n-

 1
 =0，则任取大于0的一项作为第n
 项，可以保证[image: ]
 ；

若S
 
n-

 1
 ≠0，则剩下的项必有0或者与S
 
n-

 1
 异号的项，否则总和不可能是1，因此选取0或者与S
 
n-

 1
 异号的项作为第n
 项，可以保证[image: ]
 .

如果经过上述调整存在某一个S
 
n

 =0，那么命题得证；若不然，考虑S
 1
 ，S
 2
 ，…，S
 
m

 这m
 个整数只能取[[image: ]
 ]内的非零整数，而这个区间内非零整数至多有m
 -1个，因此必存在S
 
i

 =S
 
j

 （1≤i
 ＜j
 ≤m
 ），也就是从第i
 +1项到第j
 项的和就是S
 
j

 -S
 
i

 =0.

综上，数列A
 中必存在若干项之和为0.





第十二招　正难则反


有些数学问题若从正面直接推证会一筹莫展，这时可改变一下思考的角度，避开正面进攻，从问题的反面进行思考、逆向追溯，就会“柳暗花明”．这种没有办法的办法就是数学解题中常用的一种逆向思考法．

由于逆向思考法是把结论的反面作为条件，因而相当于给命题添加了条件，从而给解题带来了活力．尤其是在解题感到困难的时候，采用逆向思维，探求解题途径显得更为重要．它不仅能使我们找到解题的通道，有时还能获得奇妙的解法．



[image: ]
 
例1
 　已知函数[image: ]
 若f
 （x
 ）无最大值，则实数a
 的取值范围是_____.


[image: ]
 
解析

 　本题是含参数的分段函数，参数在定义域中，结论是参数的取值范围与最值．分段函数的取值范围问题有两种基本思路：一是分类讨论，分段处理最值问题；二是整体考虑，正难则反．同时，也可以动态平移直线，直观凸显最值．

解法1（分类讨论）：记g
 （x
 ）=x
 3
 -3x
 ，h
 （x
 ）=-2x
 ，同时作出函数g
 （x
 ）与h
 （x
 ）的图像，如图（1）所示，则h
 （x
 ）在（-∞，+∞）上单调递减，下面分析g
 （x
 ）的单调性．因为g＇
 （x
 ）=3x
 2
 -3=3（x
 +1）（x
 -1），当x
 变化时，g＇
 （x
 ）和g
 （x
 ）变化如下：

[image: ]
例1图（1）



[image: ]


下面分析f
 （x
 ）的单调性，注意到[image: ]


根据前面g
 （x
 ）与h
 （x
 ）的单调性，我们结合图（2）来对下面三种情况进行讨论：

[image: ]
例1图（2）



（1）若a
 ＜-1，则f
 （x
 ）在（-∞，a
 ]上的最大值为f
 （a
 ），由g
 （x
 ）在（-∞，-1）上单调递增，f
 （a
 ）=g
 （a
 ）＜g
 （-1）=2，而f
 （x
 ）在（a
 ，+∞）上无最大值，取值范围是（-∞，-2a
 ），由于-2a
 ＞2，此时函数f
 （x
 ）无最大值，符合题意．

（2）若-1≤a
 ＜1，则f
 （x
 ）在（-∞，a
 ]上的最大值为f
 （-1）=2，且当x
 ＞a
 时，f
 （x
 ）=h
 （x
 ）＜h
 （a
 ）≤h
 （-1）=2，则当x
 =-1时，f
 （x
 ）取得最大值，不符合题意．

（3）若a
 ≥1，由g
 （x
 ）的单调性可得，f
 （x
 ）在（-∞，a
 ]上的最大值为f
 （-1）或f
 （a
 ），令M
 =max{f
 （-1），f
 （a
 ）}，则有M
 ≥f
 （-1）=2，而当x
 ＞a
 时，f
 （x
 ）=h
 （x
 ）＜h
 （a
 ）≤h
 （1）=-2，则f
 （x
 ）有最大值M
 ，不符合题意．

综上，若f
 （x
 ）无最大值，则实数a
 的取值范围是（-∞，-1）.

解法2：整体考虑，正难则反．

仍记g
 （x
 ）=x
 3
 -3x
 ，h
 （x
 ）=-2x
 ，由解法1知h
 （x
 ）在（-∞，+∞）上单调递减，且当x
 变化时，g＇
 （x
 ）和g
 （x
 ）变化如下：

[image: ]


[image: ]
例1图（3）



由于h
 （x
 ）在（a
 ，+∞）上单调递减，无最大值，若f
 （x
 ）有最大值，也只可能在x
 =-1或x
 =a
 处取得．同时作出函数g
 （x
 ）与h
 （x
 ）的图像，如图（3）所示，容易求得它们的交点分别是（-1，2），（0，0）和（1，-2）．注意到g
 （-1）=g
 （2）=2，由图像可见，若f
 （x
 ）在x
 =-1处取得最大值，实数a
 的取值范围是[-1，2]，若f
 （x
 ）在x
 =a
 处取得最大值，实数a
 的取值范围是[2，+∞）．综上，若f
 （x
 ）有最大值，则实数a
 的取值范围是[-1，+∞），从而，若f
 （x
 ）无最大值，则实数a
 的取值范围是（-∞，-1）.

[image: ]
例1图（4）



解法3（数形结合）：根据题意，将函数[image: ]
 采用分离的方式，标记为g
 （x
 ）=x
 3
 -3x
 ，h
 （x
 ）=-2x
 ，同时在同一平面直角坐标系中作出函数g
 （x
 ）与h
 （x
 ）的图像，将直线x
 =a
 在图像中沿着x
 轴左右平移，观察直线x
 =a
 与函数g
 （x
 ），h
 （x
 ）的图像的交点（曲线点实，直线点虚）变化，如图（4）所示，当直线x
 =a
 在直线x
 =-1左边时满足条件“f
 （x
 ）无最大值”，容易得到实数a
 的取值范围是（-∞，-1）.

处理研究分段函数的最值问题，通常要考虑函数在各段的变化方式和取值范围．解法1分段处理，解法2整体考虑，解法3却巧用垂直于x
 轴的直线平移直接秒杀．

本题的三种解法体现了三种重要的解题策略．

（1）分类讨论：研究分段函数f
 （x
 ）的单调性，大多借助分类讨论f
 （x
 ）在各个分段上的最值．如解法1是根据g
 （x
 ）的单调性，对a
 进行分类讨论．

（2）整体思想：从函数的整体性质（单调性、奇偶性和周期性）出发，研究函数的最值问题．当一个问题从正面不好入手时，也可从反面思考．如解法2就采取正难则反的想法解题．

（3）数形结合：解法3是利用数形结合的思想直观地得到结果．这就是分段函数的最值问题的解题套路．

[image: ]
 
例2
 　证明：[image: ]



[image: ]
 
解析

 　本题直接证明比较困难，因为与正整数有关，可以想到运用数学归纳法证明．但是，很快会发现若n
 =k
 时，[image: ]
 ，

那么n
 =k
 +1时，

[image: ]


并不能推出n
 =k
 +1时成立．

容易发现上述证明不能实现主要是因为要证不等式右边是一个常数，而左边的值随着n
 的增大而增大．这种时候如果能找到一个值为正的关于n
 的表达式f
 （n
 ），使得[image: ]
 成立，则原不等式得证．如果觉得这样的表达式f
 （n
 ）不好找，可以采取逆向思考如下：

[image: ]


则n
 =k
 +1时，

[image: ]


此时需要[image: ]
 成立，

即[image: ]
 .

因为[image: ]
 ，

则可取[image: ]
 .

则用数学归纳法易证：

[image: ]
 当n
 ∈N
 *
 ，n
 ≥4时成立，

再对原不等式单独验证n
 =1，2，3，从而得证．

当用数学归纳法证明遇到困难时，考虑能否将要证的结论加强，寻找加强后能够证明的结论是关键，其寻找过程可以采用本题的逆向思考逐步探索．数学有时就是这么奇妙，证明一个加强了的结论反而比原来更容易．

[image: ]
 
例3
 　数列{a
 
n

 }中，给定正整数m
 ＞1，[image: ]
 .定义：数列{a
 
n

 }满足a
 
i
 +
 1
 ≤a
 
i

 （i
 =1，2，…，m
 -1），称数列{a
 
n

 }的前m
 项单调不增．



（1）若数列{a
 
n

 }的通项公式为a
 
n

 =（-1）
n

 ，n
 ∈N*
 ，求V
 （5）；



（2）若数列{a
 
n

 }满足a
 1
 =a
 ，a
 
m

 =b
 ，m
 ＞1，a
 ＞b
 ，m
 ∈N*
 ，求证V
 （m
 ）=a
 -b
 的充要条件是数列{a
 
n

 }的前m
 项单调不增；



（3）给定正整数m
 ＞1，若数列{a
 
n

 }的前m
 项均非负，且和为m
 2
 ，求V
 （m
 ）的最大值与最小值（写出答案即可）.


[image: ]
 
解析

 　（1）由已知可得，数列的前5项分别是-1，1，-1，1，-1，按照定义计算容易得到V
 （5）=8.

（2）要证明充要条件，那么就要考虑分别证明充分性和必要性．

充分性：若数列{a
 
n

 }的前m
 项单调不增，即a
 
i
 +
 1
 ≤a
 
i

 （i
 =1，2，…，m
 -1），

因此[image: ]
 .

必要性：此时我们只知道V
 （m
 ）=a
 -b
 ，直接考虑证明数列的单调性比较困难，那么不妨考虑从反面入手，利用反证法加以证明．

假设此时数列{a
 
n

 }的前m
 项不是单调不增的，即存在1≤i
 ≤m
 -1使得a
 
i
 +
 1
 ＞a
 
i

 ，那么根据题意

[image: ]


[image: ]


这与已知矛盾，故假设错误，即数列{a
 
n

 }的前m
 项必单调不增．

（3）由于[image: ]
 ，并且很容易可以知道取等条件是数列各项均相等，即数列前m
 项均等于m
 ，此时V
 （m
 ）取得最小值0.

再考虑最大值，当m
 =2时，即a
 1
 +a
 2
 =4且各项非负，此时V
 （m
 ）=|a
 2
 -a
 1
 |=|4-a
 1
 -a
 1
 |=|4-2a
 1
 |≤4，当a
 1
 =0时取到最大值4.

当m
 ≥2时，考虑绝对值不等式|x
 -y
 |≤|x
 |+|y
 |，取等条件是x
 ，y
 异号或x
 ，y
 至少有一个为0，并且本题中数列各项均非负，那么

[image: ]


考虑上述不等式两处不等号的取等条件，不难发现只要取a
 2
 =m
 2
 ，其余各项均取0时，就可以取到最大值2m
 2
 .

综上，V
 （m
 ）的最大值为[image: ]


[image: ]
 
例4
 　已知数列{a
 
n

 }和{b
 
n

 }满足：[image: ]
 ，b
 
n

 =（-1）
n

 （a
 
n

 -3n
 +21），其中λ
 为实数，n
 为正整数．



（1）证明：对任意的实数λ
 ，数列{a
 
n

 }不是等比数列．



（2）证明：当λ
 ≠-18时，实数{b
 
n

 }是等比数列．



（3）设0＜a
 ＜b
 ，S
 
n

 为数列{b
 
n

 }的前n
 项和．是否存在实数λ
 ，使得对任意正整数n
 ，都有a
 ＜S
 
n

 ＜b
 ？若存在，求λ
 的取值范围；若不存在，说明理由．


[image: ]
 
解析

 　（1）证法1：由[image: ]
 [image: ]
 ，

由此可得[image: ]
 ，

[image: ]


故[image: ]
 ，

即数列{a
 
n

 -3（n
 -1）+18}是以[image: ]
 为公比、以λ
 +18为首项的等比数列．

故有[image: ]
 ，

从而[image: ]
 .（*）


由等比数列通项公式的定义知，a
 
n

 =a
 1
 q
 
n-

 1
 ，

而式（*）对任意的n
 ∈Z
 +
 ，不可能有3n
 -21=0，

故对任意实数λ
 ，数列{a
 
n

 }不是等比数列．

证法2：因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，

于是有[image: ]
 ，即[image: ]
 ，

所以数列{a
 
n-

 1
 -a
 
n

 -3}是以[image: ]
 为公比，以[image: ]
 为首项的等比数列．

由此可得[image: ]
 ，又[image: ]
 ，

从而可得[image: ]
 .

以下同证法1.

证法3：假设存在一个实数λ
 ，使{a
 
n

 }是等比数列，

则有[image: ]
 ，

即[image: ]
 ，矛盾．

所以{a
 
n

 }不是等比数列．

（2）证法1：由（1）中的式（*）知

[image: ]


由等比数列的定义知，{b
 
n

 }是以-（λ
 +18）为首项、[image: ]
 为公比的等比数列．

[image: ]


又b
 1
 =-（λ
 +18），所以当λ
 =-18，b
 
n

 =0（n
 ∈Z
 +
 ）时，{b
 
n

 }不是等比数列．

当λ
 ≠-18时，b
 1
 （λ
 +18）≠0.

由上可知b
 
n

 ≠0，所以[image: ]
 .

故当λ
 ≠-18时，数列{b
 
n

 }是以-（λ
 +18）为首项、[image: ]
 为公比的等比数列．

（3）由第（2）问知，当λ
 =-18时，b
 
n

 =0，S
 
n

 =0，不满足题目要求．

所以λ
 ≠-18，从而可得[image: ]
 .

于是[image: ]
 .

故要使a
 ＜S
 
n

 ＜b
 对n
 ∈Z
 +
 成立，只要[image: ]
 成立．

从而可得[image: ]
 .①


于是，可构建函数：[image: ]
 .

则当n
 为正奇数时，[image: ]
 ；当n
 为正偶数时，[image: ]
 .

所以f
 （n
 ）的最大值为f
 （1）=53，f
 （n
 ）的最小值为[image: ]
 ，

于是，由式①得[image: ]
 ，则-b-18＜λ＜-3a
 -18.

当a
 ＜b
 ≤3a
 时，由-b
 -18≥-3a
 -18，不存在实数满足题目要求；

当b
 ＞3a
 时，存在实数λ
 ，使得对任意正整数n
 ，都有a
 ＜S
 
n

 ＜b
 .

本例第（1）问证法1运用的是待定系数法思想，证法2运用的是阶差法思想，这两种解法都注重了逆向思考，即先找出数列{a
 
n

 }的通项公式，再来回答问题；证法3采用的是反证法，注重抓住数列的前三项分析是一种常规思路．第（2）问，由数列{b
 
n

 }的递归式直接推算是解题的基本出发点．第（3）问综合性很强，对答题者的探究意识的要求较高，如式①的推得，对[image: ]
 最值的讨论分n
 为奇数或偶数来处理，这都值得我们深思的．

[image: ]
 
例5
 　已知函数f
 （x
 ）=lnx
 -x
 +1，x
 ∈（0，+∞），g
 （x
 ）=x
 3
 -ax
 .



（1）求f
 （x
 ）的最大值；



（2）若∀x
 1
 ∈（0，+∞），总存在x
 2
 ∈[1，2]使得f
 （x
 1
 ）≤g
 （x
 2
 ）成立，求a
 的取值范围；



（3）证明不等式：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）因为f
 （x
 ）=lnx
 -x
 +1（x
 ＞0），所以[image: ]
 .

易知，当0＜x
 ＜1时，f＇
 （x
 ）＞0；当x
 ＞1时，f＇
 （x
 ）＜0.

由此可得f
 （x
 ）≤f
 （1）=0.

故f
 （x
 ）的最大值为0.

（2）∀x
 1
 ∈（0，+∞），∃x
 2
 ∈[1，2]使得f
 （x
 1
 ）≤g
 （x
 2
 ）成立，等价于：


f
 （x
 ）max
 ≤g
 （x
 ）max
 .

由（1）知f
 （x
 ）max
 =0，

又当a
 ≤0时，g
 （x
 ）=x
 3
 -ax
 在x
 ∈[1，2]时恒正，满足题意．

当a
 ＞0时，g＇
 （x
 ）=3x
 2
 -a
 ，令g＇
 （x
 ）=0，得[image: ]
 .

易知，g
 （x
 ）在区间[image: ]
 上分别单调递增，在区间[image: ]
 上单调递减．

若[image: ]
 ，即0＜a≤3时，[image: ]
 ，则g
 （x
 ）max
 =g
 （2）=8-2a
 ，

所以8-2a
 ≥0，故a
 ≤4，从而0＜a
 ≤3.①


若[image: ]
 ，即3＜a
 ≤12时，g
 （x
 ）在[image: ]
 上递减，在[image: ]
 上递增．

易知，g
 （1）=1-a
 ＜0，而g
 （2）=8-2a
 在（3，4]上为正，在（4，12]上为负，

由此可得3＜a
 ≤4.②


当[image: ]
 ，即a
 ＞12时，g
 （1）＜0，g
 （2）＜0，不合题意．③


综上式①、式②、式③，知a
 的取值范围为a
 ≤4.

（3）依不等式左右两端的差异可想到，将右边变为n
 项的和，即

[image: ]


所以证得[image: ]
 这一更强的命题成立即可．

易知，上式左端是从小到大排列的，而右端是从大到小排列的，

故应反序考查左右两端的通项．

由此希望有[image: ]
 ，即希望有[image: ]
 成立．

从而，只要有x
 ≤e
x-

 1
 成立即可．

显然，对此式两边取对数得lnx
 ≤x
 -1，这正好是（1）的结论．

由（1）知f
 （x
 ）≤0，即lnx
 ≤x
 -1（x
 ＞0）.

令[image: ]
 ，得[image: ]
 ，从而[image: ]
 ，即[image: ]
 .

所以[image: ]
 .

即[image: ]
 .

第（3）问从表面上看，它与前面两问没有牵连，也不宜用数学归纳法，但通过加强命题，透过现象看本质，由所证不等式两端的差异想到将右端表示为含e的级数和，即可发现[image: ]
 ，从而找到解题的突破口．这是一种创造性的思维，充分体现了加强命题的思想在探求解题的过程中所起的重要作用．

[image: ]
 
例6
 　已知函数[image: ]
 .



（1）求函数f
 （x
 ）的单调区间；



（2）设m
 ∈R，对任意的a
 ∈（-1，1），总存在x
 0
 ∈[1，e]使得不等式ma
 -f
 （x
 0
 ）＜0成立，求实数m
 的取值范围．



（3）证明：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

由此易知x
 =1时，f＇
 （x
 ）=0，0＜x
 ＜1时，f＇
 （x
 ）＜0；x
 ＞1时，f＇
 （x
 ）＞0.

故f
 （x
 ）的单调递增区间是（1，+∞），单调递减区是（0，1）.

（2）依题意可知ma
 ＜f
 （x
 ）max
 .

于是，由（1）知，函数f
 （x
 ）在x
 ∈[1，e]上是增函数，且[image: ]
 .

由此可得[image: ]
 ，即[image: ]
 对于任意的a
 ∈（-1，1）恒成立．

故[image: ]
 解之得[image: ]
 ，故m
 的取值范围是[image: ]
 .

（3）证法1（数学归纳法）：当n
 =2时，左边等于ln2
 2，右边等于[image: ]
 .

而[image: ]
 ，所以不等式成立．

假设当n
 =k
 时，不等式成立，即[image: ]
 .

那么，当n
 =k
 +1时，

左边=ln2
 1+ln2
 2+…+ln2
 k
 +ln2
 （k
 +1）

[image: ]
 ①


为了证明[image: ]
 ，现作如下探究：

由于上式中的无理式“ln2
 （k
 +1）”在推算时不易把握，因此必须将它转化为有理式．

回头看（1），知[image: ]
 .

由此，不难得到引理：[image: ]
 ，（*）


由引理可得[image: ]
 ，②


结合式①、式②与结论可知，希望有

[image: ]
 成立．③


由于[image: ]
 ，

易知，对于任意的k
 ＞1，上式恒为正数，

由此可得式③成立．故当n
 =k
 +1时，不等式成立，

综上知，原不等式成立．

证法2：取n
 =1，2，…代入证法1中的引理（*）并相加，得

[image: ]


由柯西不等式得

（ln2
 1+ln2
 2+…+ln2
 n
 ）（12
 +12
 +…+12
 ）≥（ln1+ln2+…+lnn
 ）2
 ，

故[image: ]
 .

而[image: ]
 ，④


所以[image: ]
 成立．

证法3：由证法1中的引理（*）可知，当x
 ＞1时，有[image: ]
 .

故[image: ]
 .

由于[image: ]


故[image: ]


[image: ]


故[image: ]
 ，⑤


又因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 .⑥


由式⑤、式⑥得[image: ]
 成立．

本题第（3）问，由于问题与正整数n
 有关，故用数学归纳法证明是首选方法．但在n
 =k
 +1的一步中，利用第（1）问的结论作为引理，并看准结论进行反推是关键．证法2是直接运用引理来探究的．由于结论中有平方，具有柯西不等式的模型，故考虑柯西不等式是必然的．对于式④的发现，也是为了达到目标进行反推探究而得出的．证法3避开了利用柯西不等式，是证法1与证法2的整合，巧用迭代累加来完成证明的，过程简洁明了，并且式⑥的获得颇有逼上梁山之意．

[image: ]
 
例7
 　已知{a
 
n

 }是由非负整数组成的无穷数列．该数列前n
 项的最大值记为A
 
n

 ，第n
 项之后各项a
 
n
 +
 1
 ，a
 
n
 +
 2
 ，…的最小值记为B
 
n

 ，d
 
n

 =A
 
n

 -B
 
n

 .



（1）若{a
 
n

 }为2，1，4，3，2，1，4，3，…是一个周期为4的数列，写出d
 1
 ，d
 2
 ，d
 3
 ，d
 4
 的值；



（2）设d
 是非负整数，证明d
 
n

 =-d
 （n
 =1，2，3，…）的充要条件为{a
 
n

 }是公差为d
 的等差数列；



（3）证明：若a
 1
 =2，d
 
n

 =1（n
 =1，2，3，…），则{a
 
n

 }的项只能是1或2，且有无穷多项是1.


[image: ]
 
解析

 　（1）由题意可知，A
 1
 =A
 2
 =2，A
 3
 =A
 4
 =4，B
 1
 =B
 2
 =B
 3
 =B
 4
 =1，故d
 1
 =d
 2
 =1，d
 3
 =d
 4
 =3.

（2）要证明充要条件，那么就要考虑分别证明充分性和必要性．

充分性：若{a
 
n

 }是公差为d
 的等差数列，且公差非负，即有a
 1
 ≤a
 2
 ≤a
 3
 ≤…≤a
 
n

 ≤….

由题目中的定义可知，A
 
n

 =a
 
n

 ，B
 
n

 =a
 
n
 +
 1
 ，此时d
 
n

 =A
 
n

 -B
 
n

 =-d
 .

必要性：若d
 
n

 =-d
 ≤0（n
 =1，2，3，…），按照定义有A
 
n

 =B
 
n

 +d
 
n

 ≤B
 
n

 .

另一方面，由于A
 
n

 ≥a
 
n

 ，B
 
n

 ≤a
 
n
 +
 1
 ，因此a
 
n

 ≤A
 
n

 ≤B
 
n

 ≤a
 
n
 +
 1
 ，即可以认为数列{a
 
n

 }是单调“不减”的．也就是说前n
 项的最大值就是a
 
n

 ，第n
 项之后各项a
 
n
 +
 1
 ，a
 
n
 +
 2
 ，…的最小值就是a
 
n
 +
 1
 ，因此A
 
n

 =a
 
n

 ，B
 
n

 =a
 
n
 +
 1
 ．因此a
 
n
 +
 1
 -a
 
n

 =B
 
n

 -A
 
n

 =-d
 
n

 =d
 ，即数列{a
 
n

 }是公差为d
 的等差数列．

（3）从正面考虑{a
 
n

 }中的项比较困难，那么就选择反证法．

首先注意到a
 1
 =2，d
 
n

 =1（n
 =1，2，3，…），所以A
 1
 =2，B
 1
 =A
 1
 -d
 1
 =1．那么对数列中的每一项，它们均是非负整数，并且∀n
 ∈N*
 ，a
 
n

 ≥1．否则，第1项之后就会有小于1的项，按照定义有B
 1
 ＜1，矛盾．

假设{a
 
n

 }中存在大于2的项，设m
 是满足a
 
m

 ＞2的最小正整数，则m
 ≥2且∀k
 （1≤k
 ＜m
 ），a
 
k

 ≤2．因为已知a
 1
 =2，所以A
 
m-

 1
 =2，A
 
m

 =a
 
m

 ＞2.

此时B
 
m

 =A
 
m

 -d
 
m

 ＞2-1=1，B
 
m-

 1
 =min{a
 
m

 ，B
 
m

 }≥2.

这就意味着d
 
m-

 1
 =A
 
m-

 1
 -B
 
m-

 1
 ≤2-2=0，与已知矛盾．

因此{a
 
n

 }中不存在大于2的项．综上可知{a
 
n

 }的项只能是1或2.

另一方面，由a
 
n

 ≤2，可知A
 
n

 =2．因此B
 
n

 =A
 
n

 -d
 
n

 =2-1=1.

即∀n
 ∈N*
 ，∃m
 ＞n
 ，使得a
 
m

 =1，即{a
 
n

 }中有无穷多项是1．否则若从某一项开始各项都是2，必与B
 
n

 =1矛盾．

[image: ]
 
例8
 　已知数列{a
 
n

 }的通项公式为a
 
n

 =3
n-

 1
 ，设集合[image: ]
 或0或1}，1≤k
 ≤n
 .



（1）求集合A
 2
 ；



（2）若[image: ]
 ，证明：[image: ]
 [image: ]
 ；



（3）求集合A
 
n

 .


[image: ]
 
解析

 　（1）要求集合A
 2
 ，实际上就是将[image: ]
 的所有可能取值计算出来，按照题目所给的信息不难得到A
 2
 ={-4，-3，-2，-1，0，1，2，3，4}.

（2）正面考虑不太容易说清楚题中所给的一系列系数相等的原因，那么不妨考虑用反证法．

假设存在对应系数不相等的情况，即有某一些[image: ]
 ，1≤i
 ≤k
 ，设其中下标最大的为r
 ，不妨设[image: ]
 ，也就是说当下标i
 取值为r
 +1，r
 +2，…，k
 时，[image: ]
 ；当下标i
 取值为1，2，…，r
 -1时，[image: ]
 ；当下标i
 取值为r
 时，[image: ]
 .

下面考虑

[image: ]


这与已知矛盾，也就是当[image: ]
 时，必有对应项的系数全部相等，即[image: ]
 .

（3）如果一开始不太容易研究A
 
n

 中的元素，那么不妨循着第（1）问的思路，继续写一写n
 =3，4时的情形，会比较容易地能发现一些规律，先猜测出结果，再利用数学归纳法就很容易证明A
 
n

 中有哪些元素．在此不多赘述．

这里要介绍的是利用第（2）问的结论解决问题的办法．首先，我们要明确，A
 
n

 中的元素是由于改变了相应的一组λ
 
i

 的取值才被计算出来的，每个λ
 
i

 有三种可能的取值，那么A
 
n

 中最多只能有3
n

 个元素，并且根据第（2）问我们知道当一组λ
 
i

 的取值发生改变的时候，最后计算得到的元素必然不同，也就是说前文提到的3
n

 个元素都是不同的，它们都是A
 
n

 中的元素．接下来我们很容易知道当一组λ
 
i

 全部取1或全部取-1时，得到的必定是A
 
n

 中的最大元和最小元．利用等比数列求和的知识，很显然，最大元是[image: ]
 ，最小元是[image: ]
 ，这两个数所确定的区间[image: ]
 里的整数恰好就是3
n

 个．因此本题所求的

[image: ]


[image: ]
 
例9
 　已知曲线C
 ：y
 =x
 2
 （x
 ＞0），过点A
 1
 （1，1）作曲线C
 的切线l
 1
 交x
 轴于点B
 1
 ，再过B
 1
 作y
 轴的平行线交曲线C
 于点A
 2
 ，再过A
 2
 作曲线C
 的切线l
 2
 交x
 轴于点B
 2
 ，再过B
 2
 作y
 轴的平行线交曲线C
 于点A
 3
 ……依此作下去，记点A
 
n

 的横坐标为a
 
n

 （n
 ∈Z+
 ）.



（1）求数列{a
 
n

 }的通项公式；



（2）设数列{a
 
n

 }的前n
 项和为S
 
n

 ，求证：a
 
n

 ·S
 
n

 ≤1.



（3）求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）依题意知，曲线C
 上的点A
 
n

 的坐标为（a
 
n

 ，[image: ]
 ）.

因为y
 =x
 2
 ，所以y＇
 =2x
 （x
 ＞0）.

故曲线C
 在点A
 
n

 （a
 
n

 ，[image: ]
 ）处的切线l
 
n

 的斜率为k
 
n

 =2a
 
n

 .

从而可得，切线l
 
n

 的方程为[image: ]
 .

令y
 =0，得[image: ]
 ，由此可得点[image: ]
 .

依题意，点A
 
n
 +
 1
 在直线[image: ]
 上，所以[image: ]
 ，①

又因为A
 1
 的横坐标为a
 1
 ，故有a
 1
 =1，

所以数列{a
 
n

 }是以1为首项、[image: ]
 为公比的等比数列，故[image: ]
 .

（2）由（1）知，[image: ]
 ，由此可得[image: ]
 .

从而[image: ]
 .

（3）证法1：当n
 ≥2时，

[image: ]


[image: ]


又当n
 ≥2时，要[image: ]
 成立，

则要[image: ]
 且[image: ]
 且[image: ]
 .

显然当n
 ≥2时，上式成立．

又[image: ]
 ，即n
 =1时取等号，

所以[image: ]
 成立．

证法2（数学归纳法）：当n
 =1时，[image: ]
 ，命题成立．

假设当n
 =k
 时，命题成立，即[image: ]
 .

那么，当n
 =k
 +1时，

[image: ]


故只要证[image: ]
 ，即要证[image: ]
 .③


从而，只要证1＜2
k
 +
 1
 -1.

当k
 ≥1时，上式显然恒成立，从而可得式③成立．

所以当n
 =k
 +1时，命题亦成立．

综上知，对一切n
 ∈Z
 +
 ，命题成立．

证法3：从所证不等式右端，不难发现[image: ]
 ，

而不等式左端的一般项为[image: ]
 .

由此可知，须证引理：[image: ]
 ，④


引理证明：易知，对于任意的n
 ∈Z
 +
 ，均有2
n

 -1≥1.

故对一切正整数n
 ，式④均成立，即引理成立．

于是，取n
 =1，2，…，代入式④，并相加得

[image: ]
 .

故结论成立．

本例第（1）问，注重构建递归式①是关键．第（2）问，注重变形、配方是解题的基本思想．第（3）问运用反推的解题策略，如证法1、证法2中的式②、式③两处都是通过与结论比较进行反推来完成证明的．证法3也是从结论出发进行反推探究的，因为观察不等式右端“[image: ]
 ”，发现它是以1为首项、4为公比的数列的前n
 项和，注意列左、右两边通项的差异，从而可获得引理（式④），这是一种创新性的思维．





第十三招　构造函数


函数思想方法是高中数学中的一种重要的数学思想方法，对于一些高考数学压轴题，运用数学语言将问题中的条件转化，使之变为函数的模型，从而利用函数的图像和性质来进行分析、探究，从而使问题得到解决，这就是构造函数法．



[image: ]
 
例1
 　设n
 为自然数，a
 ，b
 为正实数，且a
 +b
 =2，则[image: ]
 的最小值是_____.


[image: ]
 
解析

 　构造一个特殊函数[image: ]
 ，易知它在（0，+∞）上为减函数．由a
 +b
 =2得0＜ab
 ≤1，即0＜a
 
n

 b
 
n

 ≤1，从而[image: ]
 ，故[image: ]
 ，由此可得[image: ]
 的最小值为1.

从题意来看，很难让条件与结论找到一定的关系，如果直接运算极易陷入困境，所以在此构造一个函数[image: ]
 ，则让解题更加自然，有眼前一亮的感觉。

[image: ]
 
例2
 　设函数f＇
 （x
 ）是奇函数f
 （x
 ）（x
 ∈R）的导函数，f
 （-1）=0，当x
 ＞0时，xf＇
 （x
 ）-f
 （x
 ）＜0，则使得f
 （x
 ）＞0成立的x
 的取值范围是（　）.



A．（-∞，-1）∪（0，1）

B．（-1，0）∪（1，+∞）

C．（-∞，-1）∪（-1，0）

D．（0，1）∪（1，+∞）


[image: ]
 
解析

 　解法1：注意到核心条件：当x
 ＞0时，xf＇
 （x
 ）-f
 （x
 ）＜0，即


x
 2
 ·（x
 -1
 ·f
 （x
 ））＇
 ＜0，

于是可构造辅助函数g
 （x
 ）=x
 -1
 ·f
 （x
 ），x
 ≠0.

根据题意，该函数为偶函数，g
 （-1）=0，且在（0，+∞）上单调递减，如图所示．

[image: ]
例2图



不等式f
 （x
 ）＞0，即


x
 ·g
 （x
 ）＞0，

因此，解集为（-∞，-1）∪（0，1）.

故选A.

解法2（构造抽象函数）：观察xf＇
 （x
 ）-f
 （x
 ）＜0这个式子的特征，不难想到商的求导公式，尝试设[image: ]
 .因为f
 （x
 ）是奇函数，故F
 （x
 ）是偶函数．对F
 （x
 ）求导得[image: ]
 ，易知当x
 ＞0时，F＇
 （x
 ）＜0，所以函数F
 （x
 ）在（0，+∞）上单调递减．又f
 （-1）=0，则f
 （1）=0，于是F
 （-1）=F
 （1）=0．又f
 （x
 ）=xF
 （x
 ），解不等式f
 （x
 ）＞0，即找到x
 与F
 （x
 ）的符号相同的区间，易知当x
 ∈（-∞，-1）∪（0，1）时，f
 （x
 ）＞0．故选A.

解法3（构造具体函数）：题目中没有给出具体的函数，但可以根据已知条件构造一个具体函数，越简单越好，因此考虑简单的多项式函数．设f
 （x
 ）是多项式函数，因为f
 （x
 ）是奇函数，所以它只含x
 的奇次项．又f
 （1）=-f
 （-1）=0，所以f
 （x
 ）能被x
 2
 -1整除．因此可取f
 （x
 ）=x
 -x
 3
 ，检验知f
 （x
 ）满足题设条件，解不等式f
 （x
 ）＞0，得x
 ∈（-∞，-1）∪（0，1）．选A.

常见的构造函数方法有以下几种：

1．利用和差函数求导法则构造函数．

（1）对于不等式f＇
 （x
 ）+g＇
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=f
 （x
 ）+g
 （x
 ）.

（2）对于不等式f＇
 （x
 ）-g＇
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=f
 （x
 ）-g
 （x
 ）；

特别地，对于不等式f＇
 （x
 ）＞k
 （或＜k
 ）（k
 ≠0），构造函数F
 （x
 ）=f
 （x
 ）-kx
 .

2．利用积商函数求导法则构造函数．

（1）对于不等式f＇
 （x
 ）g
 （x
 ）+f
 （x
 ）g＇
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=f
 （x
 ）g
 （x
 ）；

（2）对于不等式f＇
 （x
 ）g
 （x
 ）-f
 （x
 ）g＇
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数[image: ]
 .

上述（1）（2）都是利用积商函数求导法则的一般情况，但在考试中，g
 （x
 ）往往是具体函数，所以还有一些常见的利用积商函数求导法则的特殊情况，如下所示．

（1）对于不等式xf＇
 （x
 ）+f
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=xf
 （x
 ）；

（2）对于不等式xf＇
 （x
 ）-f
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数[image: ]
 ；

（3）对于不等式xf＇
 （x
 ）+nf
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=x
 
n

 f
 （x
 ）；

（4）对于不等式xf＇
 （x
 ）-nf
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数[image: ]
 ；

（5）对于不等式f＇
 （x
 ）+f
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=e
x

 f
 （x
 ）；

（6）对于不等式f＇
 （x
 ）-f
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数[image: ]
 ；

（7）对于不等式f＇
 （x
 ）+kf
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=e
kx

 f
 （x
 ）；

（8）对于不等式f＇
 （x
 ）-kf
 （x
 ）＞0（或＜0），构造函数[image: ]
 ；

（9）对于不等式f
 （x
 ）+f＇
 （x
 ）tanx
 ＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=sinxf
 （x
 ）；

（10）对于不等式f
 （x
 ）-f＇
 （x
 ）tanx
 ＞0（或＜0），构造函数[image: ]
 ；

（11）对于不等式f＇
 （x
 ）-f
 （x
 ）tanx
 ＞0（或＜0），构造函数F
 （x
 ）=cosxf
 （x
 ）；

（12）对于不等式f＇
 （x
 ）+f
 （x
 ）tanx
 ＞0（或＜0），构造函数[image: ]
 .

[image: ]
 
例3
 　若定义在R上的函数f
 （x
 ）满足f
 （0）=-1，其导函数f＇
 （x
 ）满足f＇
 （x
 ）＞k
 ＞1，则下列结论中一定错误的是（　）.



A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



[image: ]
 
解析

 　导函数f＇
 （x
 ）满足f＇
 （x
 ）＞k
 ，这提示我们构造函数g
 （x
 ）=f
 （x
 ）-kx
 ，该函数满足g
 （0）=-1，且g
 （x
 ）在R
 上单调递增．

由于[image: ]
 ，于是有

[image: ]


即

[image: ]


因此有

[image: ]


故选项C的结论一定错误．

故选C.

[image: ]
 
例4
 　设函数f
 （x
 ）=ln（1+x
 ），g
 （x
 ）=xf＇
 （x
 ），x
 ≥0，其中f＇
 （x
 ）是f
 （x
 ）的导函数．



（1）g
 1
 （x
 ）=g
 （x
 ），g
 
n
 +
 1
 （x
 ）=g
 （g
 
n

 （x
 ）），n
 ∈N+
 ，求g
 
n

 （x
 ）的表达式；



（2）若f
 （x
 ）≥ag
 （x
 ）恒成立，求实数a
 的取值范围；



（3）设n
 ∈N+
 ，比较g
 （1）+g
 （2）+…+g
 （n
 ）与n
 -f
 （n
 ）的大小，并加以证明．


[image: ]
 
解析

 　（1）由已知，得[image: ]
 ，

[image: ]


本问是与n
 有关的问题，不妨考虑使用数学归纳法，结合前面的规律进行解答．

当n
 =1时，[image: ]
 .

假设n
 =k时，[image: ]
 ，

那么当n
 =k
 +1时，[image: ]
 ，

综上，[image: ]
 .

（2）记[image: ]
 ，x
 ≥0时恒有h
 （x
 ）≥0，即为不等式恒成立问题．

考虑求导，令[image: ]
 ，可得x
 =a
 -1.

若a
 -1≤0，即a
 ≤1时，h＇
 （x
 ）在[0，+∞）上恒正，因此h
 （x
 ）在[0，+∞）单调递增，也就是h
 （x
 ）≥h
 （0）=0，符合题意；

若a
 -1＞0，即a
 ＞1时，h＇
 （x
 ）在[0，a
 -1）上恒负，在[a
 -1，+∞）上恒正，因此h
 （x
 ）在[0，a
 -1）单调递减，在[a
 -1，+∞）单调递增，也就是h
 （a
 -1）＜h
 （0）=0，这不符合题意，舍去此类情况．

综上，a
 ∈（-∞，1].

（3）比较大小的问题，通常可以借助作差法解决．根据前面得到的结论，可以得到[image: ]
 ，f
 （n
 ）=ln（1+n
 ）.

因此g
 （1）+g
 （2）+…+g
 （n
 ）-[n
 -f
 （n
 ）]

[image: ]


[image: ]


下面调整一下各项的顺序，把结构相似的项合并在一起，便于下面构造函数解决问题．

则[image: ]
 .（*）


考虑第（2）问中研究的函数[image: ]
 ，x
 ≥0.

令a
 =1，我们已经证明过[image: ]
 ，

那么上述式（*）中每一个中括号里的项恰是h
 （1），[image: ]
 ，[image: ]
 ，…，[image: ]
 的值，

因此最后的和必定为正，也就是


g
 （1）+g
 （2）+…+g
 （n
 ）-[n
 -f
 （n
 ）]＞0，

即g
 （1）+g
 （2）+…+g
 （n
 ）＞n
 -f
 （n
 ）.

[image: ]
 
例5
 　设函数f
 （x
 ）=e
mx

 +x
 2
 -mx
 .



（1）证明：f
 （x
 ）在（-∞，0）上单调递减，在（0，+∞）上单调递增；



（2）若对于任意x
 1
 ，x
 2
 ∈[-1，1]，都有|f
 （x
 1
 ）-f
 （x
 2
 ）|≤e-1，求m
 的取值范围．


[image: ]
 
解析

 　（1）证明单调性，考虑用导数解决．


f＇
 （x
 ）=m
 e
mx

 +2x
 -m
 =m
 （e
mx

 -1）+2x
 .

若m
 ≥0，则当x
 ∈（-∞，0）时，e
mx

 -1≤1-1=0，因此f＇
 （x
 ）＜0，

当x
 ∈（0，+∞）时，e
mx

 -1≥1-1=0，因此f＇
 （x
 ）＞0；

若m
 ＜0，则当x
 ∈（-∞，0）时，e
mx

 -1＞1-1=0，因此f＇
 （x
 ）＜0，

当x
 ∈（0，+∞）时，e
mx

 -1＜1-1=0，因此f＇
 （x
 ）＞0；

综上可得f
 （x
 ）在（-∞，0）上单调递减，在（0，+∞）上单调递增．

（2）由题意可知，只需要考虑函数f
 （x
 ）在[-1，1]上的最大值和最小值，并且让它们的差小于等于e-1即可．

根据第（1）问的结果，显然f
 （x
 ）在[-1，0）单调递减，在（0，1]单调递增；那么最小值必为f
 （0），而最大值是f
 （1），f
 （-1）中的一个．

事实上，为满足题意，只需要让[image: ]
 即可．

也就是m
 要满足不等式组[image: ]
 （*）


但是直接求解这个不等式组是困难的，故考虑构造函数，利用单调性求解．

设g
 （x
 ）=e
x

 -x
 -e+1，则g＇
 （x
 ）=e
x

 -1，由此不难得到当x
 ＜0时g＇
 （x
 ）＜0，当x
 ＞0时g＇
 （x
 ）＞0，也就是g
 （x
 ）在（-∞，0）上单调递减，在（0，+∞）上单调递增．

注意到g
 （1）=0，g
 （-1）=e-1
 +2-e＜0，由上述单调性可知x
 ∈[-1，1]时g
 （x
 ）≤0；

也就是当m
 ∈[-1，1]时，上述式（*）成立．

而当m
 ＞1时，有g
 （m
 ）＞g
 （1）=0，不符合式（*）；当m
 ＜-1时，则-m
 ＞1，所以有g
 （-m
 ）＞g
 （1）=0，也不符合式（*），均舍去．

综上所述，m
 ∈[-1，1].

[image: ]
 
例6
 　已知a
 ＞0，函数f
 （x
 ）=lnx
 -ax
 2
 （x
 ＞0，f
 （x
 ）的图像连续不断）.



（1）求f
 （x
 ）的单调区间；



（2）当[image: ]
 时，证明：存在x
 0
 ∈（2，+∞），使[image: ]
 ；



（3）若存在均属于区间[1，3]的α
 ，β
 ，且β
 -α
 ≥1，使得f
 （α
 ）=f
 （β
 ）成立．



证明：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）因为f
 （x
 ）=lnx
 -ax
 2
 ，所以[image: ]
 ，当[image: ]
 时，f＇
 （x
 ）=0.

由此易知，当[image: ]
 时，f＇
 （x
 ）＞0；当[image: ]
 时，f＇
 （x
 ）＜0．所以f
 （x
 ）的单调增区间为[image: ]
 ，单调减区间为[image: ]
 .

（2）因为[image: ]
 时，[image: ]
 .

由（1）的结论知，f
 （x
 ）在（0，2）上递增，在（2，+∞）上递减．

令[image: ]
 ，由于f
 （x
 ）在（0，2）上递增，故[image: ]
 ，从而g
 （2）＞0.

于是，取[image: ]
 ，则有

[image: ]


所以由根的存在性定理得，存在x
 0
 ∈（2，x
 1
 ），使得g
 （x
 0
 ）=0.

从而可得，存在x
 0
 ∈（2，+∞），使[image: ]
 .

（3）由α
 ，β
 ∈[1，3]，β
 -α
 ≥1，f
 （α
 ）=f
 （β
 ）及（1）的结论，知[image: ]
 ，且函数f
 （x
 ）在[image: ]
 上递增，在[image: ]
 上递减．

从而f
 （x
 ）在（α
 ，β
 ）上的最小值为f
 （α
 ）（或f
 （β
 ））.①


又由β
 -α
 ≥1及a
 ，β
 ∈[1，3]，知1≤α
 ≤2≤β
 ≤3，②


所以f
 （2）≥f
 （α
 ），f
 （2）≥f
 （β
 ），且f
 （x
 ）在[1，α
 ]上递增，在[β
 ，3]上递减．③


由①②③得[image: ]
 即[image: ]


从而可得[image: ]
 .

第（2）问难度较大，解题关键在于：①要能想到构建函数[image: ]
 ，并借用函数f
 （x
 ）在（0，2）上的递增关系，探究出[image: ]
 ，由此推理g
 （2）＞0；②要探究出g
 （x
 ）在子区间[image: ]
 上存在零点，由此推得在（2，+∞）上存在零点，这里x
 1
 的取值不唯一，只要满足x
 1
 ＞2，且g
 （x
 1
 ）＜0即可．取[image: ]
 是为了消除对数式[image: ]
 ，方便对g
 （x
 1
 ）的估算．第（3）问，先确定[image: ]
 ，再确定x
 =2是一个分界点，并以f
 （α
 ）、f
 （β
 ）作为敲门砖构建不等式组是解题的必由之路．

[image: ]
 
例7
 　已知函数f
 （x
 ）=x
 -a
 e
x

 （a
 ∈R），x
 ∈R，且函数y
 =f
 （x
 ）有两个零点x
 1
 ，x
 2
 ，x
 1
 ＜x
 2
 .



（1）求a
 的取值范围；



（2）证明：[image: ]
 随着a
 的减小而增大；



（3）证明：x
 1
 +x
 2
 随着a
 的减小而增大．


[image: ]
 
解析

 　（1）根据题意，方程x
 -a
 e
x

 =0有两个实根，也即方程[image: ]
 有两个实根．设[image: ]
 ，则其导函数[image: ]
 ，

[image: ]
例7图



因此函数g
 （x
 ）在（-∞，1）上单调递增，在（1，+∞）上单调递减，在x
 =1处取得极大值，同时也是最大值[image: ]
 ，如图所示．

由于当x
 ＞1时，g
 （x
 ）＞0，因此若a
 ≤0时，直线y
 =a
 与函数g
 （x
 ）的图像不可能有两个公共点，不符合题意；由于g
 （x
 ）的最大值为[image: ]
 ，当且仅当x
 =1时取得，因此当[image: ]
 时，也不符合题意．

当[image: ]
 时，由于g
 （0）=0＜a
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，因此直线y
 =a
 与函数g
 （x
 ）的图像有两个公共点，横坐标分别为x
 1
 ，x
 2
 ，符合题意．

综上所述，a
 的取值范围是[image: ]
 .

（2）根据第（1）问的结果，有[image: ]
 .由于函数g
 （x
 ）在（0，1）上单调递增，在（1，+∞）上单调递减，于是x
 1
 随着a
 的减小而减小，x
 2
 随着a
 的减小而增大，从而[image: ]
 随着a
 的减小而增大，原命题得证．

（3）x
 1
 +x
 2
 无法用a
 直接表示，因此需要根据第（2）问的提示，取[image: ]
 作为中间变量构造函数来研究其单调性．

根据题意，有lnx
 1
 =lna
 +x
 1
 ，lnx
 2
 =lna
 +x
 2
 ，

两式相减得[image: ]
 .

令[image: ]
 ，不难解得[image: ]
 ，[image: ]
 ，

于是[image: ]
 .

令[image: ]
 ，则其导函数[image: ]
 ，

再令[image: ]
 ，则其导函数[image: ]
 ，

因此函数μ
 （t
 ）单调递增，于是当t
 ＞1时，μ
 （t
 ）＞μ
 （1）=0，进而在t
 ＞1时，φ＇
 （t
 ）＞0，因此函数φ
 （t
 ）在t
 ＞1时单调递增，也即x
 1
 +x
 2
 随着t
 的增大而增大．

又根据第（2）小题的结果，t
 随着a
 的减小而增大，因此x
 1
 +x
 2
 随着a
 的减小而增大，原命题得证．

[image: ]
 
例8
 　已知函数f
 （x
 ）=e
x

 +e-
 
x

 ，其中e是自然对数的底数．



（1）证明：f
 （x
 ）是R上的偶函数；



（2）若关于x
 的不等式mf
 （x
 ）≤e-
 
x

 +m
 -1在（0，+∞）上恒成立，求实数m
 的取值范围；



（3）已知正数a
 满足：存在x
 0
 ∈[1，+∞），使得[image: ]
 成立．试比较e
a-

 1
 与a
 e-1
 的大小，并证明你的结论．


[image: ]
 
解析

 　（1）函数f
 （x
 ）的定义域为R
 ，又因为f
 （-x
 ）=e-
 
x

 +e
x

 =f
 （x
 ），所以函数f
 （x
 ）是R
 上的偶函数．

（2）mf
 （x
 ）≤e-
 
x

 +m
 -1⇔m
 （e
x

 +e-
 
x

 -1）≤e-
 
x

 -1

[image: ]


令t
 =e
x

 （t
 ＞0），上式等价于[image: ]
 .

令[image: ]
 ，则[image: ]
 .

当t
 ＞2时，h＇
 （t
 ）＞0；当0＜t
 ＜2时，h＇
 （t
 ）＜0.

所以当t
 =2时，[image: ]
 .

所以实数m
 的取值范围是[image: ]
 .

（3）这一问实际上有两部分：即先求参数a
 的取值范围，再比较e
a-

 1
 与a
 e-1
 的大小．比较e
a-

 1
 与a
 e-1
 的大小，有点像比较a
 
b

 和b
 
a

 的大小，也即比较b
 lna
 与a
 lnb
 ，进而比较[image: ]
 与[image: ]
 ，于是构造函数[image: ]
 ，你试试．

求参数a
 的取值范围有2种解法．

解法1（求函数的最值）：令g
 （x
 ）=f
 （x
 ）-a
 （-x
 3
 +3x
 ），只要x
 在区间[1，+∞）上，g
 （x
 ）min
 ＜0即可．

[image: ]
 ，令g
 ＇（x
 ）=0，得x
 =1.

当x
 ＞1时，x
 2
 -1＞0，（e
x

 ）2
 -1＞0，则g＇
 （x
 ）＞0.

故在区间[1，+∞）上函数g
 （x
 ）为增函数，则g
 min
 （x
 ）=g
 （1）=e+e-1
 -2a
 ＜0，解得[image: ]
 .

解法2（分离变量）：注意到f
 （x
 0
 ）＞0恒成立，要使不等式[image: ]
 有解，必须[image: ]
 ，即[image: ]
 .

于是必须有[image: ]
 ，构造函数[image: ]
 ，问题转化为求函数g
 （x
 ）在[image: ]
 上的最小值．

[image: ]


因为[image: ]
 ，e
x

 -e-
 
x

 ＞0，-x
 3
 +3x
 ＞0，e
x

 +e-
 
x

 ＞0，-3x
 2
 +3＜0，

则g＇
 （x
 ）＞0在[image: ]
 上恒成立，故[image: ]
 ，故[image: ]
 .

下面比较e
a-

 1
 与a
 e-1
 的大小．

构造函数[image: ]
 ，则[image: ]
 .

设[image: ]
 ，则[image: ]
 ，从而m
 （x
 ）在（1，+∞）上单调递减，此时m
 （x
 ）＜m
 （1）=0，故h＇
 （x
 ）＜0在（1，+∞）上恒成立，则[image: ]
 在（1，+∞）上单调递减．

综上所述，当[image: ]
 时，a
 e-1
 ＞e
a-

 1
 ，当a
 =e时，e
a-

 1
 =a
 e-1
 ；当a
 ＞e时，a
 e-1
 ＜e
a-

 1
 .

第（3）问中欲比较e
a-

 1
 与a
 e-1
 的大小，因为e
a-

 1
 与a
 e-1
 都是正数，故只需比较（a
 -1）lne与（e-1）lna
 的大小，即比较[image: ]
 与[image: ]
 的大小，故构造函数[image: ]
 .

[image: ]
 
例9
 　设a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，a
 4
 是各项为正数且公差为d
 （d
 ≠0）的等差数列．



（1）证明：[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 依次构成等比数列．



（2）是否存在a
 1
 ，d
 ，使得a
 1
 [image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 依次构成等比数列？并说明理由．



（3）是否存在a
 1
 ，d
 及正整数n
 ，k
 ，使得[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 依次构成等比数列？并说明理由．


[image: ]
 
解析

 　（1）注意到[image: ]
 ，于是命题得证

（2）若a
 1
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 依次构成等比数列，记a
 0
 =a
 1
 -d
 ，那么

ln（a
 0
 +d
 ），2ln（a
 0
 +2d
 ），3ln（a
 0
 +3d
 ），4ln（a
 0
 +4d
 ）构成等差数列，设该等差数列为b
 0
 +d
 0
 ，b
 0
 +2d
 0
 ，b
 0
 +3d
 0
 ，b
 0
 +4d
 0
 ，则关于x
 的方程x
 ln（a
 0
 +dx
 ）=b
 0
 +d
 0
 x
 ．至少有4个实数根x
 =1，2，3，4.

设函数[image: ]
 ，则其导函数为[image: ]
 ，

由于φ＇
 （x
 ）至多有2个零点，因此函数φ
 （x
 ）的单调性至多发生2次变化，所以不可能有多于3个零点（因为连续函数在两个相邻零点之间都至少发生一次单调性变化），从而不存在a
 1
 ，d
 使得a
 1
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 依次构成等比数列．

（3）若[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 依次构成等比数列，那么


n
 lna
 1
 ，（n
 +k
 ）ln（a
 1
 +d
 ），（n
 +2k
 ）ln（a
 1
 +2d
 ），（n
 +3k
 ）ln（a
 1
 +3d
 ）构成等差数列，设该等差数列为b
 1
 ，b
 1
 +d
 1
 ，b
 1
 +2d
 1
 ，b
 1
 +3d
 1
 ，则关于x
 的方程

（n
 +kx
 ）ln（a
 1
 +dx
 ）=b
 1
 +d
 1
 x
 至少有4个实数根x
 =0，1，2，3.

设函数[image: ]
 ，则其导函数为

[image: ]


由于μ＇
 （x
 ）至多有2个零点，因此函数μ
 （x
 ）的单调性至多发生2次变化，所以不可能有多于3个零点，从而不存在a
 1
 ，d
 及正整数n
 ，k
 ，使得[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 依次构成等比数列．

第（2）问和第（3）问均可通过提炼通项构造函数，利用导函数研究函数的单调性变化从零点的个数角度完成说理．

构造思想是数学解题中一种富有创造性的思维方法，它的实质是通过对条件和结论的分析，构造辅助元素，它可以是一个函数，也可以是一个图形、一个方程（组）、一个等式、一个数列、一个等价命题等，架起一座连接条件和结论的桥梁，从而使问题得以解决．

[image: ]
 
例10
 　数列{a
 
n

 }中，定义：d
 
n

 =a
 
n
 +
 2
 +a
 
n

 -2a
 
n
 +
 1
 （n
 ≥1），a
 1
 =1.



（1）若a
 
n

 =d
 
n

 ，a
 2
 =2，求a
 
n

 ；



（2）若a
 2
 =-2，d
 
n

 ≥1，求证此数列满足a
 
n

 ≥-5（n
 ∈N*
 ）；



（3）若|d
 
n

 |=1，a
 2
 =1且数列{a
 
n

 }的周期为4，即a
 
n
 +
 4
 =a
 
n

 （n
 ≥1），写出所有符合条件的{d
 
n

 }.


[image: ]
 
解析

 　本题是一个数列的综合性问题．新引入了一个记号d
 
n

 ，三个问题都和这个d
 
n

 有关系．我们先来看（1）问．

由于我们并不熟悉新引入的记号是什么意思，所以不妨按照解决数列问题的一般方法，先写出这个数列的前几项来，看看是否可以观察到什么规律．

具体来说，由于d
 1
 =a
 3
 +a
 1
 -2a
 2
 =a
 1
 =1，可以求得a
 3
 =a
 1
 -a
 1
 +2a
 2
 =4.

进一步，由于d
 2
 =a
 4
 +a
 2
 -2a
 3
 =a
 2
 =2，可以求得a
 4
 =a
 2
 -a
 2
 +2a
 3
 =8.

此时已经可以找到一定的规律，即{a
 
n

 }这个数列的前几项构成一个首项是1、公比是2的等比数列．当然，接下来还需要用数学归纳法进行证明．

如果对已知条件直接进行处理，也就是根据d
 
n

 =a
 
n
 +
 2
 +a
 
n

 -2a
 
n
 +
 1
 （n
 ≥1）和a
 
n

 =d
 
n

 这两个条件，我们可以知道d
 
n

 =a
 
n
 +
 2
 +a
 
n

 -2a
 
n
 +
 1
 =a
 
n

 .

经整理可得a
 
n
 +
 2
 =2a
 
n
 +
 1
 ，n
 ≥1.

也就是数列{a
 
n

 }从第二项起为等比数列．此时再验证一下加入第一项后，{a
 
n

 }依然是等比数列．最后得到通项公式a
 
n

 =2
n-

 1
 .

继续考虑第（2）问．从第（1）问的想法可以看出，研究数列问题时，如果发现前后两项之间相差一个常数，或是存在倍数关系，那么这个数列就有可能是等差数列或等比数列．根据这个基本想法，我们就可以尝试对条件中的d
 
n

 =a
 
n
 +
 2
 +a
 
n

 -2a
 
n
 +
 1
 进行构造处理．


d
 
n

 =a
 
n
 +
 2
 +a
 
n

 -2a
 
n
 +
 1
 =（a
 
n
 +
 2
 -a
 
n
 +
 1
 ）-（a
 
n
 +
 1
 -a
 
n

 ）≥1，这个式子中出现了前后项差的关系，因此可以构造数列b
 
n

 =a
 
n
 +
 1
 -a
 
n

 ，n
 ≥1.

因此d
 
n

 =b
 
n
 +
 1
 -b
 
n

 ≥1，n
 ≥1，利用这个前后项的差的关系，可以得到一系列不等式


b
 
n
 +
 1
 -b
 
n

 ≥1，


b
 
n

 -b
 
n-

 1
 ≥1，

…


b
 2
 -b
 1
 ≥1.

利用累加法可以得到b
 
n

 -b
 1
 =b
 
n

 -（-3）≥n
 -1，

即b
 
n

 ≥n
 -4，n
 ≥1.

因此a
 
n
 +
 1
 -a
 
n

 ≥n
 -4，n
 ≥1.

再次用累加法得

[image: ]


即[image: ]
 ，n
 ≥1.

由二次函数的知识可以得到a
 
n

 ≥-5.

最后考虑第（3）问．

这一问给的条件是|d
 
n

 |=1，a
 2
 =1，那么不妨对d
 
n

 =±1的情形分类讨论，尝试将这个数列{a
 
n

 }的每一项计算出来，再考虑是否符合题目中的周期性．

若d
 1
 =1，则计算可得a
 3
 =2；若d
 1
 =-1，则计算可得a
 3
 =0；

依此继续，可以将数列前5项的可能情形一一计算出来，如下所示：

1，1，2，4，7，…　1，1，2，4，5，…　1，1，2，2，3，…　1，1，2，2，1，…

1，1，0，0，1，…　1，1，0，0，-1，…　1，1，0，-2，-3，…　1，1，0，-2，-5，…

计算前5项的目的是由于条件要求数列{a
 
n

 }以4为周期，容易观察得到只有1，1，2，2，1，…和1，1，0，0，1，…这两种情形有可能满足以4为周期这个条件，因此实际上满足题意的数列{a
 
n

 }要么是1，1，2，2，1，1，2，2，1，1，…要么是1，1，0，0，1，1，0，0，1，1，…

此时相应的{d
 
n

 }为1，-1，-1，1，1，-1，-1，1，…或者是-1，1，1，-1，-1，1，1，-1，…

[image: ]
 
例11
 　数列{a
 
n

 }的前n
 项和为S
 
n

 ．若对任意正整数n
 ，总存在正整数m
 ，使得S
 
n

 =a
 
m

 ，则称{a
 
n

 }是“H
 数列”.



（1）若数列{a
 
n

 }的前n
 项和S
 
n

 =2
n

 （n
 ∈N*
 ），证明：{a
 
n

 }是“H
 数列”.



（2）设{a
 
n

 }是等差数列，其首项a
 1
 =1，公差d
 ＜0．若{a
 
n

 }是“H
 数列”，求d
 的值．



（3）证明：对任意的等差数列{a
 
n

 }，总存在两个“H
 数列”{b
 
n

 }和{c
 
n

 }，使得a
 
n

 =b
 
n

 +c
 
n

 （n
 ∈N*
 ）成立．


[image: ]
 
解析

 　（1）容易得到a
 1
 =S
 1
 =2，

当n
 ≥2时，a
 
n

 =S
 
n

 -S
 
n-

 1
 =2
n

 -2
n-

 1
 =2
n-

 1
 ，

所以[image: ]


因此根据题中定义，对任意的n
 ∈N
 *
 ，取m
 =n
 +1都可以使得S
 
n

 =a
 
m

 .

因此{a
 
n

 }是“H
 数列”.

（2）由题意知a
 
n

 =1+（n
 -1）d
 ，那么前n
 项和[image: ]
 .

由于{a
 
n

 }是“H
 数列”，

所以，∃k
 ∈N
 *
 ，使得[image: ]
 .

即[image: ]
 .

实际上只需要[image: ]
 ∈Z
 对一切正整数n
 都成立，且d
 为负数，因此只能d
 =-1.

（3）解决此问的关键在于如何找到我们所需要的“H
 数列”.这里可以借助前面解决的问题．例如第（2）问中，当一个数列是等差数列时，它就有可能是“H
 数列”．那么先考虑形如b
 
n

 =tn
 的等差数列，这里t
 是常数．

容易知道，此时{b
 
n

 }的前n
 项和是[image: ]
 ，也就是取[image: ]
 即可保证T
 
n

 =b
 
m

 .

那么对于一个等差数列{a
 
n

 }，设首项为a
 1
 ，公差为d
 ，通项公式是a
 
n

 =a
 1
 +（n
 -1）d
 .

根据上述结论，我们构造数列b
 
n

 =a
 1
 n
 和c
 
n

 =（d
 -a
 1
 ）（n
 -1），它们的和恰好是a
 
n

 ，并且我们已经证明了b
 
n

 =a
 1
 n
 一定是“H
 数列”.

对于{c
 
n

 }，前n
 项和[image: ]
 ，此时只要取[image: ]
 就可以保证R
 
n

 =c
 
m

 ．也就是说这样的{c
 
n

 }也是“H
 数列”.

构造函数需要以足够的知识经验为基础，较强的观察能力、综合能力和创造能力为前提，根据题目的特征，对问题进行深入分析，找出“已知”和“所求（所证）”之间的联系纽带，使解题另辟蹊径、水到渠成．构造法的实现是非常灵活的，没有固定的程序和模式，不可生搬硬套，但可以尝试从中总结规律：在运用构造法时，一要明确构造的目的，即为什么目的而构造；二要弄清楚问题的特点，以便依据特点确定方案，实现构造．





第十四招　放缩变形


为了证明不等式A
 ≤B
 ，可找一个（或多个）中间变量C
 作比较，即若能断定A
 ≤C
 与C
 ≤B
 同时成立，那么A
 ≤B
 显然正确．所谓“放”即把A
 放大到C
 ，再把C
 放大到B
 ；反之，由B
 缩小经过C
 而到A
 ，则称为“缩”，这两种过程统称为放缩法．放缩是一种技巧性较强的不等式变形，必须时刻注意放缩的跨度，“放”不能过头，“缩”不能不及．

放缩变形通常采用的手段是：利用重要不等式放缩，部分放缩，添、减项放缩，单调性放缩等．



[image: ]
 
例1
 　求证：



（1）[image: ]
 ；



（2）[image: ]
 ；



（3）[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　为什么要放缩？因为左边不能求和．放缩的目标是什么？一是希望放大（缩小）之后可以求和；二是希望新的和能够小于等于（或大于等于）右边那个常数．

（1）若将不等式加强到[image: ]
 ，反而可以用归纳法证明了．即使放缩有了方向：从右边入手，将[image: ]
 看成是某个数列{a
 
n

 }的前n
 项和，可以求出

[image: ]
 现在，只需证明[image: ]
 就可以了．显然[image: ]
 成立．

所以[image: ]
 .

（2）证法1：参照（1）中的放缩，保留前两项不动，从第三项开始：n
 ≥3时，

[image: ]


证法2：寻求更精细的放缩．注意到[image: ]
 ，于是

[image: ]


（3）解答此小题时可以考虑让它更精细一点．

注意到n
 ≥3时，

[image: ]


所以

[image: ]


其实，只看分母，幅度越小，结果越精细．比如：

[image: ]


[image: ]
 
例2
 　已知q
 与n
 均为给定的大于1的自然数．设集合M
 ={0，1，2，…，q
 -1}，集合A
 ={x
 |x
 =x
 1
 +x
 2
 q
 +…+x
 
n

 q
 
n-

 1
 ，x
 
i

 ∈M
 ，i
 =1，2，…，n
 }.



（1）当q
 =2，n
 =3时，用列举法表示集合A
 ；



（2）设s
 ，t
 ∈A
 ，s
 =a
 1
 +a
 2
 q
 +…+a
 
n

 q
 
n-

 1
 ，t
 =b
 1
 +b
 2
 q
 +…+b
 
n

 q
 
n-

 1
 ，其中a
 
i

 ，b
 
i

 ∈M
 ，i
 =1，2，…，n
 ．证明：若a
 
n

 ＜b
 
n

 ，则s
 ＜t
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）直接应用定义可得，枚举如下：

[image: ]


因此A
 ={0，1，2，3，4，5，6，7}.

（2）此问用作差法比较再稍加放缩即可，本题本质为q
 进制数．

因为a
 
n

 ＜b
 
n

 ，则a
 
n

 -b
 
n

 ≤-1，又a
 
i

 -b
 
i

 ≤q
 -1，i
 =1，2，…，n
 -1，因此


s
 -t
 =（a
 1
 -b
 1
 ）+（a
 2
 -b
 2
 ）q
 +…+（a
 
n

 -b
 
n

 ）q
 
n-

 1


≤（q
 -1）+（q
 -1）q
 +…+（q
 -1）q
 
n-

 2
 -q
 
n-

 1


=q
 -1+q
 2
 -q
 +…+q
 
n-

 1
 -q
 
n-

 2
 -q
 
n-

 1


=-1＜0，

因此，s
 ＜t
 .

[image: ]
 
例3
 　已知数列{a
 
n

 }的各项均为正数，且满足a
 1
 =1，a
 
k
 +
 1
 -a
 
k

 =a
 
i

 （∃i
 ≤k
 ，k
 =1，2，3，…，n
 -1）.



（1）求证：a
 
k
 +
 1
 -a
 
k

 ≥1（k
 =1，2，3，…，n
 -1）；



（2）若{a
 
n

 }是等比数列，求{a
 
n

 }的通项公式；



（3）设{a
 
n

 }的前n
 项和为S
 
n

 ，求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）由于数列各项均为正数，

且a
 
k
 +
 1
 -a
 
k

 =a
 
i

 ＞0（∃i
 ≤k
 ，k
 =1，2，3，…，n
 -1），那么数列{a
 
n

 }是递增数列，

因此1=a
 1
 ＜a
 2
 ＜a
 3
 ＜…＜a
 
n

 ．所以a
 
k
 +
 1
 -a
 
k

 =a
 
i

 ≥1（k
 =1，2，3，…，n
 -1）.

（2）由题意可知a
 2
 -a
 1
 =a
 1
 =1，并且{a
 
n

 }是等比数列，那么很明显公比就是2．另外在这种情况下a
 
k
 +
 1
 -a
 
k

 =a
 
i

 （∃i
 ≤k
 ，k
 =1，2，3，…，n
 -1），当且仅当i
 =k
 时成立．

因此所求的{a
 
n

 }的通项公式是a
 
n

 =2
n-

 1
 .

（3）解决此问需要结合前面得到的一些结论，以及一些不等式进行放缩．

第（1）问证明了{a
 
n

 }是递增数列，因此a
 
k
 +
 1
 -a
 
k

 =a
 
i

 ≥1（k
 =1，2，3，…，n
 -1）.

另一方面，a
 
k
 +
 1
 -a
 
k

 =a
 
i

 ≤a
 
k

 （k
 =1，2，3，…，n
 -1），即a
 
k
 +
 1
 ≤2a
 
k

 （k
 =1，2，3，…，n
 -1）.

根据以上两个性质，我们可以得到一系列式子：

1=a
 1
 =1

2=a
 2
 =2

3≤a
 3
 ≤22


4≤a
 4
 ≤23


…


n
 ≤a
 
n

 ≤2
n-

 1


将上述n
 个式子进行累加，就可以得到

1+2+3+…+n
 ≤S
 
n

 ≤1+2+22
 +…+2
n-

 1


即[image: ]
 .

[image: ]
 
例4
 　已知数列{a
 
n

 }满足a
 1
 =1，a
 
n
 +
 1
 =2a
 
n

 +1（n
 ∈N*
 ）.



（1）求数列{a
 
n

 }的通项公式；



（2）若数列{b
 
n

 }满足[image: ]
 ，证明：数列{b
 
n

 }是等差数列；


（3）证明：[image: ]
 .

[image: ]
 
解析

 　（1）因为a
 
n
 +
 1
 =2a
 
n

 +1（n
 ∈N*
 ），所以a
 
n
 +
 1
 +1=2（a
 
n

 +1），

所以{a
 
n

 +1}是以a
 1
 +1=2为首项．2为公比的等比数列．

所以a
 1
 +1=2
n

 ，即a
 
n

 =2
n

 -1（n
 ∈N
 *
 ）.

对于形如a
 
n
 +
 1
 =pa
 
n

 +q
 （p
 ，q
 为常数，p
 ≠1）的递推数列，欲求通项，可以利用待定系数法，设有常数λ
 ，使得a
 
n
 +
 1
 +λ
 =p
 （a
 
n

 +λ
 ），则数列{a
 
n

 +λ
 }为等比数列，这样原数列{a
 
n

 }的通项公式就可以求出．

本题要求{a
 
n

 }的通项公式，还可以这样求解：a
 
n
 +
 1
 =2a
 
n

 +1，a
 
n

 =2a
 
n-

 1
 +1两式相减，得到一个新的等比数列{a
 
n
 +
 1
 -a
 
n

 }，进而求出通项公式．

还可以反复利用递推公式（迭代）求出通项：


a
 
n

 =2a
 
n-

 1
 +1=2（2a
 
n-

 2
 +1）+1=22
 a
 
n-

 2
 +2+1=…

也可以先求出前几项，猜想一般式，再证．

解决这一问的关键不在于技巧而在于思想——构造“新数列”解决问题的思想．

（2）证法1：因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，所以

2[（b
 1
 +b
 2
 +…+b
 
n

 ）-n
 ]=nb
 
n

 ，①


2[（b
 1
 +b
 2
 +…+b
 
n

 +b
 
n
 +
 1
 ）-（n
 +1）]=（n
 +1）b
 
n
 +
 1
 .②


②-①，得2（b
 
n
 +
 1
 -1）=（n
 +1）b
 
n
 +
 1
 -nb
 
n

 ，即

（n
 -1）b
 
n
 +
 1
 -nb
 
n

 +2=0，③



nb
 
n
 +
 2
 -（n
 +1）b
 
n
 +
 1
 +2=0，④


④-③，得nb
 
n
 +
 2
 -2nb
 
n
 +
 1
 +nb
 
n

 =0，

即b
 
n
 +
 2
 -2b
 
n
 +
 1
 +b
 
n

 =0，所以b
 
n
 +
 2
 -b
 
n
 +
 1
 =b
 
n
 +
 1
 -b
 
n

 （n
 ∈N*
 ），

所以{b
 
n

 }是等差数列．

证法2：同证法1，得（n
 -1）b
 
n
 +
 1
 -nb
 
n

 +2=0，令n
 =1，得b
 1
 =2．那么，数列{b
 
n

 }的公差应为b
 2
 -2，所以它的通项公式应为b
 
n

 =2+（n
 -1）（b
 2
 -2）．到此，问题已经转变了，如果能用数学归纳法证明这一点就好办了．

同证法1，得（n
 -1）b
 
n
 +
 1
 -nb
 
n

 +2=0，令n
 =1，得b
 1
 =2.

设b
 2
 =2+d
 （d
 ∈R
 ），下面用数学归纳法证明b
 
n

 =2+（n
 -1）d
 .

① 当n
 =1，2时，等式成立．

② 假设当n
 =k
 （k
 ≥2）时，b
 
k

 =2+（k
 -1）d
 ，那么

[image: ]


因此当n
 =k
 +1时，等式也成立．

由①②，可知b
 
n

 =2+（n
 -1）d
 对任何n
 ∈N*
 都成立．

因为b
 
n
 +
 1
 -b
 
n

 =d
 ，所以{b
 
n

 }是等差数列．

（3）[image: ]
 是n个[image: ]
 的和，而[image: ]
 ，这样一来，问题就简化（转变）为：只需证[image: ]
 ，或只需证[image: ]
 ．注意到[image: ]
 ，我们能否试着去证明[image: ]
 呢？具体证法如下．

因为[image: ]
 ，k
 =1，2，…，n
 ，

所以[image: ]
 .

因为[image: ]
 ，

所以[image: ]
 .

所以[image: ]
 .

[image: ]
 
例5
 　已知数列{a
 
n

 }的前n
 项和S
 
n

 满足：S
 
n

 =a
 （S
 
n

 -a
 
n

 +1）（a
 为常数，且a
 ≠0，a
 ≠1）.



（1）求{a
 
n

 }的通项公式；



（2）设b
 
n

 =a
 2
 
n

 +S
 
n

 ·a
 
n

 ，若数列{b
 
n

 }为等比数列，求a
 的值；



（3）在满足条件（2）的情况下，设[image: ]
 ，数列{c
 
n

 }的前n
 项和为T
 
n

 ，求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）当n
 =1时，S
 1
 =a
 （S
 1
 -a
 1
 +1），由此可得a
 1
 =a
 .

当n
 ≥2时，S
 
n

 =a
 （S
 
n

 -a
 
n

 +1），S
 
n-

 1
 =a
 （S
 
n-

 1
 -a
 
n-

 1
 +1），

两式相减，得a
 
n

 =a
 ·a
 
n-

 1
 .

即数列{a
 
n

 }是首项为a
 、公比为a
 的等比数列．

所以a
 
n

 =a
 ·a
 
n-

 1
 =a
 
n

 .

（2）由第（1）问知a
 
n

 =a
 
n

 ，则[image: ]
 ，故[image: ]
 .

若{b
 
n

 }为等比数列，则[image: ]
 ，

而b
 1
 =2a
 2
 ，b
 2
 =a
 3
 （2a
 +1），b
 3
 =a
 4
 （2a
 2
 +a
 +1）.

故[a
 3
 （2a
 +1）]2
 =2a
 2
 ·a
 4
 （2a
 2
 +a
 +1），解得[image: ]
 .

再将[image: ]
 代入b
 
n

 ，得[image: ]
 ，则数列{b
 
n

 }为等比数列，即结论成立．

由此可得，所求a
 的值为[image: ]
 .

（3）证法1：由（2）可知[image: ]
 ，

所以[image: ]
 ，

由此可得[image: ]
 .（放缩变形）

所以

[image: ]


证法2：由（2）得[image: ]
 ，

所以

[image: ]


所以

[image: ]


证法3：先证引理：[image: ]
 ，

即[image: ]


⇔22
 
n

 +2
 -2
n

 +2
n
 +
 2
 -1＞22
 
n

 +2
 -2
n
 +
 1


⇔2
n
 +
 1
 ×3-1＞2
n

 .

此式显然成立．

由引理得

[image: ]


由此可得

[image: ]


即原不等式成立．

第（3）问，求解的关键在于瞄准所求结论巧作放缩．证法1是将两分式同时放缩；证法2是局部放缩；证法3是通过构建引理进行放缩的．这三种不同证法主要区别在于放缩的角度与技巧不同，有些技巧十分巧妙，不是一朝一夕能够掌握的，它需要不断积累，细心品味，逐步提高．

[image: ]
 
例6
 　已知函数[image: ]
 为常数，e=2.71828…是自然对数的底数），曲线y
 =f
 （x
 ）在点（1，f
 （1））处的切线与x
 轴平行．



（1）求k
 的值；



（2）求f
 （x
 ）的单调区间；



（3）设g
 （x
 ）=（x
 2
 +x
 ）f＇
 （x
 ），其中f＇
 （x
 ）是f
 （x
 ）的导函数．证明：对任意x
 ＞0，g
 （x
 ）＜1+e-2
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）与曲线切线相关的问题，常用导数处理．f
 （x
 ）的导数[image: ]
 ，由题意知，[image: ]
 ，解得k
 =1.

（2）f
 （x
 ）的导数[image: ]
 ，定义域为{x
 |x
 ＞0}．直接考虑令f＇
 （x
 ）=0，求解方程有困难，因此转而只考虑分子对应的函数的零点．记[image: ]
 ，[image: ]
 ，所以h
 （x
 ）在（0，+∞）上单调递减，又注意到h
 （1）=0，所以，当0＜x
 ＜1时，h
 （x
 ）＞h
 （1）=0，因此f＇
 （x
 ）＞0，f
 （x
 ）单调递增；当x
 ＞1时，h
 （x
 ）＜h
 （1）=0，因此f＇
 （x
 ）＜0，f
 （x
 ）单调递减．所以，f
 （x
 ）的增区间为（0，1），减区间为（1，+∞）.

（3）[image: ]
 ，很显然，如果直接考虑证明[image: ]
 ，通常需要求导利用单调性解决，但g
 （x
 ）这个函数形式过于复杂，求导难度比较大．

因此我们考虑把函数g
 （x
 ）拆分成两个简单一些的函数，分别求取值范围，再利用不等式的放缩进行证明．

记p
 （x
 ）=1-x
 lnx
 -x
 ，x
 ＞0，p＇
 （x
 ）=-lnx
 -2，令p＇
 （x
 ）=0，得x
 =e-2
 ，

当x
 ∈（0，e-2
 ）时，p＇
 （x
 ）＞0，p
 （x
 ）单调递增；当x
 ∈（e-2
 ，+∞）时，p＇
 （x
 ）＜0，p
 （x
 ）单调递减．

所以p
 （x
 ）在x
 =e-2
 处取得最大值．

所以，p
 （x
 ）≤p
 （e-2
 ）=1+e-2
 ，即1-x
 lnx
 -x
 ≤1+e-2
 .

记[image: ]
 ，所以q
 （x
 ）在（0，+∞）单调递减，

所以，q
 （x
 ）＜q
 （0）=1，即[image: ]
 .

因此[image: ]
 .

[image: ]
 
例7
 　已知函数f
 （x
 ）=nx
 -x
 
n

 ，x
 ∈R，其中n
 ∈N*
 ，n
 ≥2.



（1）讨论f
 （x
 ）的单调性；



（2）设曲线y
 =f
 （x
 ）与x
 轴正半轴的交点为P
 ，曲线在点P
 处的切线方程为y
 =g
 （x
 ），求证：对于任意的正实数x
 ，都有f
 （x
 ）≤g
 （x
 ）；



（3）若关于x
 的方程f
 （x
 ）=a
 （a
 是实数）有两个正实根x
 1
 ，x
 2
 ，求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）由f
 （x
 ）=nx
 -x
 
n

 ，可得f＇
 （x
 ）=n
 -nx
 
n-

 1
 ，其中n
 ∈N
 *
 且n
 ≥2，

下面分两种情况讨论：

① 当n
 为奇数时，令f＇
 （x
 ）=0，解得x
 =1或x
 =-1.

当x
 变化时，f＇
 （x
 ），f
 （x
 ）的变化情况如下表：






	
x

	（-∞，-1）
	（-1，1）
	（1，+∞）



	
f
 ＇（x
 ）
	-
	+
	-



	
f
 （x
 ）
	↘
	↗
	↘




所以，f
 （x
 ）在（-∞，-1）和（1，+∞）上单调递减，在（-1，1）上单调递增．

② 当n
 为偶数时，

令f＇
 （x
 ）=0，解得x
 =1，同理可由单调性表格得到．

当f＇
 （x
 ）＞0，即x
 ＜1时，函数f
 （x
 ）单调递增；

当f＇
 （x
 ）＜0，即x
 ＞1时，函数f
 （x
 ）单调递减．

所以，f
 （x
 ）在（-∞，-1）上单调递增，f
 （x
 ）在（1，+∞）上单调递减．

（2）由于涉及切线的问题，那么应该先确定切点，再结合切线斜率写出切线方程．

设点P
 的坐标为（x
 0
 ，0），由题意知x
 0
 应为正数，故[image: ]
 .

又切线斜率f＇
 （x
 0
 ）=n
 -n
 2
 ，所以曲线y
 =f
 （x
 ）在点P
 处的切线方程为y
 =f＇
 （x
 0
 ）（x
 -x
 0
 ），即g
 （x
 ）=f＇
 （x
 0
 ）（x
 -x
 0
 ）.

令F
 （x
 ）=f
 （x
 ）-g
 （x
 ），即F
 （x
 ）=f
 （x
 ）-f＇
 （x
 0
 ）（x
 -x
 0
 ）.需要证明的是F
 （x
 ）≤0，可以考虑研究F
 （x
 ）在x
 ＞0时的单调性．

由于F＇
 （x
 ）=f＇
 （x
 ）-f＇
 （x
 0
 ），注意到f＇
 （x
 ）=-nx
 
n-

 1
 +n
 在（0，+∞）上单调递减，故F＇
 （x
 ）在（0，+∞）上单调递减，又因为F＇
 （x
 0
 ）=0，所以当x
 ∈（0，x
 0
 ）时，F＇
 （x
 0
 ）＞0，当x
 ∈（x
 0
 ，+∞）时，F＇
 （x
 0
 ）＜0，所以F
 （x
 ）在（0，x
 0
 ）内单调递增，在（x
 0
 ，+∞）内单调递减，所以F
 （x
 ）在x
 =x
 0
 处取得极大值，也是最大值．也就是对任意的正实数x
 都有F
 （x
 ）≤F
 （x
 0
 ）=0，即对任意的正实数x
 ，都有f
 （x
 ）≤g
 （x
 ）.

（3）此问需要证明的是关于f
 （x
 ）=a
 的两根的不等式．由于f
 （x
 ）的图像是曲线，直接求根x
 1
 ，x
 2
 并估计其差值的取值范围不好处理，因此考虑借助放缩，通过一个中间量辅助，来证明题中的不等式．

不妨设x
 1
 ≤x
 2
 ，由第（2）问知g
 （x
 ）=（n
 -n
 2
 ）（x
 -x
 0
 ），设g
 （x
 ）=a
 的根为[image: ]
 （这里解的是一次方程），可得

[image: ]


当n
 ≥2时，g
 （x
 ）在（-∞，+∞）上单调递减，

又由第（2）问知[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

类似地，设曲线y
 =f
 （x
 ）在原点处的切线方程为y
 =h
 （x
 ），可得h
 （x
 ）=nx
 ，

当x
 ∈（0，+∞）时，f
 （x
 ）-h
 （x
 ）=-x
 
n

 ＜0，即对任意x
 ∈（0，+∞），f
 （x
 ）＜h
 （x
 ）.

设方程h
 （x
 ）=a
 的根为[image: ]
 ，可得[image: ]
 ，

因为h
 （x
 ）=nx
 在（-∞，+∞）上单调递增，且h
 （x
 1
 ＇
 ）=a
 =f
 （x
 1
 ）＜h
 （x
 1
 ），因此x
 1
 ＇
 ＜x
 1
 .

由此可得[image: ]
 ，

由于n≥2，故[image: ]
 .

综上所述，[image: ]
 .

所以[image: ]
 .

放缩，不能天马行空，而应张弛有度，要根据式子的结构展开合理的联想．另外，放缩法证明不等式寻求的都只是一种充分条件，一旦不成功，并不表示原题的结论有错，而应心平气和，另辟蹊径，继续探索．





第十五招　裂项并项


常见的裂项恒等式：

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）a
 
n

 =（a
 
n

 -a
 
n-

 1
 ）+（a
 
n-

 1
 -a
 
n-

 2
 ）+…+（a
 2
 -a
 1
 ）+a
 1
 ；

（4）[image: ]
 （其中a
 
k

 ≠0，k
 ∈N*
 ）；

（5）n
 ·n
 !=（n
 +1）!-n
 !；

（6）[image: ]
 ；

（7）[image: ]
 ；

（8）[image: ]
 .



[image: ]
 
例1
 　已知数列{a
 
n

 }满足[image: ]
 ，[image: ]
 ，求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　易知a
 
n

 ＞a
 
n-

 1
 ＞0，由[image: ]
 ，

得[image: ]
 ，

[image: ]


故a
 
n

 ＜n
 .

又a
 
n-1

 ＜n
 -1，因此[image: ]
 ，

整理得[image: ]
 ，因此[image: ]
 .

即[image: ]
 .

故[image: ]


[image: ]


而[image: ]
 ，故[image: ]
 .

即[image: ]
 .

所以[image: ]
 .

以上解法用到了恒等式（1）与（3）.

[image: ]
 
例2
 　数列{a
 
n

 }定义如下：[image: ]
 ．求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　由已知条件得a
 
n
 +
 1
 -1=a
 
n

 （a
 
n

 -1），对此进行分拆变形，得[image: ]
 .因此

[image: ]


注意到[image: ]
 ，因此a
 2019
 ＞1.

故有[image: ]
 .

[image: ]
 
例3
 　设[image: ]
 ，求证：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　由均值不等式得，当n
 ＞2时，有

[image: ]


[image: ]


所以[image: ]
 ，

[image: ]


所以[image: ]
 .

以上解法的巧妙之处在于将n
 分拆成n
 个1相加，从而为均值不等式的顺利运用创造了条件．

[image: ]
 
例4
 　已知数列{a
 
n

 }满足[image: ]
 且[image: ]
 .



（1）证明：[image: ]
 ；



（2）设数列{[image: ]
 }的前n
 项和为S
 
n

 ，证明[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）根据条件所给的递推公式，得[image: ]
 ，也就是说a
 
n
 +
 1
 ≤a
 
n

 （n
 ∈N
 *
 ），数列{a
 
n

 }的后一项均不大于前一项，

那么，{a
 
n

 }中的项都不会超过首项的值[image: ]
 ，

即[image: ]
 .

另一方面，[image: ]
 ，

将式子中a
 
n-

 1
 这一项再次应用这一性质，并反复进行此操作，得到

[image: ]


综上可得，∀n
 ∈N*
 ，[image: ]
 .

因此，[image: ]
 ，

即[image: ]
 .

（2）由题意得[image: ]
 ，下面根据这个条件进行裂项，即

[image: ]


注意到[image: ]
 ，因此再次裂项

[image: ]


由此可得[image: ]
 .

结合上面得到的[image: ]
 ，就可以得到

[image: ]


整理可得[image: ]
 .

[image: ]
 
例5
 　已知函数f
 （x
 ）=x
 -ln（x
 +a
 ）的最小值为0，其中a
 ＞0.



（1）求a
 的值；



（2）若对任意的x
 ∈[0，+∞），有f
 （x
 ）≤kx
 2
 成立，求实数k
 的最小值；



（3）证明：[image: ]
 .


[image: ]
 
解析

 　（1）注意到函数f
 （x
 ）的定义域为（-a
 ，-∞）.

对f
 （x
 ）求导可得[image: ]
 ，令f＇
 （x
 ）=0解得x
 =1-a
 ＞-a
 .

当x
 ∈（-a
 ，1-a
 ）时，f＇
 （x
 ）＜0，f
 （x
 ）单调递减；

当x
 ∈（1-a
 ，+∞）时，f＇
 （x
 ）＞0，f
 （x
 ）单调递增．

因此f
 （x
 ）在x
 =1-a
 处取得最小值f
 （1-a
 ）=1-a
 =0，于是a
 =1.

（2）设g
 （x
 ）=kx
 2
 -f
 （x
 ）=kx
 2
 -x
 +ln（x
 +1）（x
 ＞0），

则g
 （x
 ）≥0在x
 ∈[0，+∞上恒成立等价于g
 （x
 ）的最小值大于等于0.

对g
 （x
 ）求导，得[image: ]
 ，

由上式可知，当k
 ≤0时g＇
 （x
 ）＜0，因此g
 （x
 ）单调递减，即g
 （x
 ）≤g
 （0）=0，不符题意；

当k
 ＞0且2k
 -1＜0，即[image: ]
 时，令g＇
 （x
 ）＜0解得x
 ∈[image: ]
 ，即g
 （x
 ）在此区间上递减，即[image: ]
 ，仍然不符题意；

当2k
 -1≥0，即[image: ]
 时，g＇
 （x
 ）≥0，因此g
 （x
 ）单调递增，即g
 （x
 ）≥g
 （0）=0，符合题意，也就是说实数k
 的最小值为[image: ]
 .

（3）由第（2）问结论得[image: ]
 对任意的x
 ＞0恒成立．

特别地，取[image: ]
 ，i
 =1，2，3，…，n
 ，上面的不等式变为

[image: ]


整理得[image: ]
 ，

即[image: ]
 ，

当i
 =1时，上式即为2-ln3＜2，满足[image: ]
 .

当i
 ≥2时，作裂项处理[image: ]
 ，

由上述结论可知

[image: ]


[image: ]
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