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前言

《九章算术》是传统中国乃至古代东方极其重要的数学著作，在西学东渐之前一直是中国与东亚国家的数学教科书，历千年而不衰。此书不明作者姓氏，而其中某些内容可上溯至先秦时期，据此或可认为此书为历代不断补充、更新、修订的“集体作品”。全书问题共分九类，故名《九章算术》。今传《九章算术》为西汉初年重编。成书后，历经刘徽、祖冲之父子、李淳风等大数学家的注释，以至于研读这些注释成为我们读懂该书的不二法门。

《九章算术》全书内容可简单概括如下：

第一章方田：论述不同形状田地面积的计算方法，并详细介绍了分数的加法、减法、乘法和除法法则。

第二章粟米：论述在商品交易过程中的折算方法，重点介绍了在折算过程中广泛应用的今有法则。

第三章衰分：介绍了在手工业和农业领域按比例分配的处理方法，详细讲解了衰分和返衰法则，涉及基础的数列知识。

第四章少广：论述方和圆的面积和体积的计算方法，并介绍了开平方和开立方法则的使用和演算，并涉及开圆和开立圆（球）的计算和应用。

第五章商功：论述土方工程中的体积计算，详细介绍了各种形状的土方的处理方法。

第六章均输：介绍了在赋税、服役等情况下合理负担的处理方法，并涉及一些相遇问题的解决方法。

第七章盈不足：介绍了盈亏问题的处理方法，详细讲解了双假设法的应用。

第八章方程：介绍了利用方程组解决实际问题的方法，详细讲解了线性方程组的解法，并提出了正负数的概念。

第九章勾股：介绍了利用勾股定理求解高度、长度等实际问题的方法。

在很长时间内，西方主流学术界一直认为东方（主要是中国）并没有真正意义上的数学，即没有一个严格的、成系统的公理化演绎体系，正如他们认为古代中国的哲思只是一些道德训诫，至多有一些思辨概念的萌芽。近代西风东渐以来，中国的知识分子因大的政经局势与民族富强动力使然，无暇深入探究中西致思方式内在、深刻的差异，就接受了西方学界的主流观念，认为研究中学的终南捷径在于掌握一整套来自于西方哲学与科学的概念范畴体系，以便把中学的某一学科（如数学、哲学、中医等）套入其间，以能入其窠臼为能事。这种研究、思考方式当然有其不可忽视的现实原因，但由于它完全不考虑，更不立足于中西方思维方式的内在差异，一味以中学向西学比附、看齐，最后只能是缘木求鱼，不得结果，或以己之短比人之长，以西学的思维模式湮没中学的致思方式。

这种研究中学的思考方式自近代以来发轫，至近些年为止仍未有根本的扭转。为今之计在于认真研读原典，努力接近和体会古人的致思方式。对于中国古代数学（算学），我们尤应研读其本源之作《九章算术》。《九章算术》向我们昭示，中国古代的数学是一个完全不同于西方数学公理化演绎体系的自成系统的体系。在饱受西方数学训练的学人看来，中国古代数学似乎缺失一个严格、完整的从公理开始渐次推演、下降的逻辑体系。但这并不意味着古人缺乏创立这样体系的智能水平，而是他们并不追求这样的体系。西方科学继承了自古希腊而来的追根究底的形而上学冲动，其彻底的、反思的特质自有其庄严、动人之处，但其理论前提不断被质疑、冲击，又从反面说明了其试图以公理化的逻辑体系统摄一学科中全部现象的冲动，是一个“不可完成的任务”。而以《九章算术》为代表的中国古代数学，以西学的思维方式来看，似乎不太像科学意义上的“数学”，而有些近似于算术“游戏”。它的着力点完全不在于建立能够完全涵盖某一确定领域的抽象程度甚高的公理、定理、公式，而是在于具体情境中的“涵泳”“玩味”。正如尤为体现中国式致思方式的围棋，其对于人类智能的要求与开掘，实不逊于哲学、数学、物理学等基础理论学科，但的确很难为其推导或总结出具有严格适用范围的公式、定理。其所谓“定式”不过只是在某一具体局部形势中目前发现的较为合理、有效的下法。一切有关围棋的智慧都发生在对当下具体形势的直观中。有时，它在某一范围内的贯通性，并非凭借抽象的公理、定理和公式，而是对具体情境或形势的直觉能力。这种直觉力恰恰是在境域式的算术“游戏”中涵养濡育而成的。这种发生于境域中的直觉力直面一切具体而微的数学活动，在某种意义上比西方数学更能够进入到数学活动的本质深处。我们如果仔细研究《九章算术》，会看到它在数学上的创见当不止于发现了可与西方相比拟的勾股定理之类，而沿着这一中国独特的致思方式继续“玩味”下去，我们会在数学以及人类思想活动的诸基本领域内不断贡献出真正有价值的智慧成果。

本书为全本全译，以郭书春的《九章算术译注》（上海古籍出版社，“中国古代科技名著译注丛书”）为底本。由于个人水平有限，其中不免有讹误之处，还请方家批评指正。

曹纯

2014年8月



《九章算术注》序


刘徽
 
[1]



昔在庖牺氏始画八卦
[2]

 ，以通神明之德，以类万物之情，作九九之术
[3]

 ，以合六爻之变
[4]

 。暨于黄帝神而化之
[5]

 ，引而伸之，于是建历纪
[6]

 ，协律吕
[7]

 ，用稽道原
[8]

 ，然后两仪四象精微之气可得而效焉
[9]

 。记称“隶首作数”
[10]

 ，其详未之闻也。按：周公制礼而有九数
[11]

 ，九数之流，则《九章》是矣。往者暴秦焚书
[12]

 ，经术散坏。自时厥后，汉北平侯张苍、大司农中丞耿寿昌皆以善算命世
[13]

 。苍等因旧文之遗残，各称删补。故校其目则与古或异，而所论者多近语也。


注释



[1]
 　刘徽：魏晋期间伟大的数学家，中国古典数学理论的奠基者之一，著有《九章算术注》和《海岛算经》。


[2]
 　庖牺氏：又称伏羲，为“三皇”之首。他与女娲婚配而产生人类。他们同被尊为人类始祖。始：开始，最初。八卦：我国古代的八种有象征意义的符号，组成《易》的基本图像。由阳爻和阴爻排列而成，每三根爻组成一卦，其名称为：☰（乾），☷（坤），☳（震），☴（巽），☵（坎），☲（离），☶（艮），☱（兑）。


[3]
 　九九之术：即九九乘法法则。古时由“九九”自上而下，而至“一一”，故称“九九乘法”。


[4]
 　六爻：为了表示更多的事物或现象，将八卦中的两卦按照一上一下的方式组合，构成“复卦”。复卦共有六个爻位，因此又称“六爻”。


[5]
 　暨：至，到。黄帝：五帝之首，号轩辕氏。传说为中国远古时期华夏部落联盟的首领，华夏民族的始祖。


[6]
 　历纪：历数纲纪。


[7]
 　律吕：中国古代律制“十二律”，又名“正律”，简称“律吕”。


[8]
 　稽：考核，计数。


[9]
 　两仪：即阴、阳。四象：即太阴（水）、少阳（木）、少阴（金）、太阳（火）。


[10]
 　隶首：黄帝史官，始作算数。后世以“隶首之学”指算学。


[11]
 　周公：姓姬名旦，因封地在周，故称周公。西周初期杰出的政治家、军事家和思想家。礼：《周礼》，儒家经典。九数：指古代数学功课的九个细目。东汉的郑玄在他的《周礼注疏·地官司徒·保氏》中引郑司农（郑众）所言：“九数：方田、粟米、差分、少广、商功、均输、方程、赢不足、旁要；今有重差、夕桀、勾股也。”


[12]
 　暴秦焚书：公元前213年，秦始皇接受丞相李斯的建议，下令除《秦纪》、医药、卜筮、种树之书外，其他如百家语、《诗》、《书》等书限期交官府烧毁。焚书事件对中华文化造成了极大的破坏。


[13]
 　张苍：西汉丞相，曾校正《九章算术》，制定历法。大司农：汉代官名，负责掌管赋税、盐、铁、酒的制作专卖，漕运、调拨物资和国家财政。耿寿昌：西汉天文学家，理财家。汉宣帝时任大司农中丞，精通数学，修订《九章算术》。用铜铸造浑天仪观天象。著有《月行帛图》232卷，《月行度》2卷，今已佚。[image: 0001-01]



译文


以前庖牺氏最先画出八卦，用来通达并获得天地神明的美好品质，模仿世间万物的情状。后来又作九九之术，来配合六爻的变化。直到黄帝神妙地将其变化引申，于是建立历法纲纪、调正音律，用来考察道的本原，而后两仪四象的精髓可以被获得并且效法。曾有记载说“隶首创立了算学”，但我没有听说过其中的详细情节。按：周公制定礼乐制度，其中有九数，九数后来发展成《九章算术》。过去残暴的秦始皇焚书，造成经术散坏。后来，汉代的北平侯张苍、大司农中丞耿寿昌都以擅长算学闻名于世。张苍等根据旧时的残缺遗文，进行删减补充。所以，它的目录与古代版本有些许不同，论述则多采用近代语言。

徽幼习《九章》，长再详览。观阴阳之割裂
[1]

 ，总算术之根源，探赜之暇
[2]

 ，遂悟其意。是以敢竭顽鲁，采其所见，为之作注。事类相推，各有攸归
[3]

 ，故枝条虽分而同本干知，发其一端而已。又所析理以辞，解体用图，庶亦约而能周
[4]

 ，通而不黩
[5]

 ，览之者思过半矣。且算在六艺
[6]

 ，古者以宾兴贤能
[7]

 ，教习国子
[8]

 。虽曰九数，其能穷纤入微，探测无方。至于以法相传，亦犹规矩度量可得而共，非特难为也。当今好之者寡，故世虽多通才达学，而未必能综于此耳。


注释



[1]
 　阴阳：古人为了解释自然界中各种对立又相关联的大自然现象，如天地、日月、昼夜、寒暑、男女、上下等，归纳出“阴阳”的概念。割裂：区别。


[2]
 　赜：幽深，玄妙。


[3]
 　攸：所。归：归属。


[4]
 　周：周密。


[5]
 　黩：过多。


[6]
 　六艺：古代儒家要求学生掌握的六种基本才能，即礼、乐、射、御、书、数。


[7]
 　宾兴：周代举贤之法。谓乡大夫自乡小学荐举贤能而宾礼之，以升入国学。兴，兴举。


[8]
 　国子：公卿大夫的子弟。[image: 0001-01]



译文


我幼年时学习《九章算术》，年长后又详细钻研。观察事物的正反区别，总结了算数的根源，在探索这些幽深玄妙的道理之余，逐渐领悟到其中的思想。于是冒昧地竭尽愚钝，收集我见到的资料，为它作注释。事物之间可以相互类推，分别有各自的归属。所以枝条虽然分离却具有同一个主干，原因是它们发于同一开端。再加上用文辞分析数理，用图形解释立体，就会使它简明且周密，通顺且不烦琐，阅读的人可以懂得一半以上的内容。算学属于六艺之一，古代用来兴举贤能之人和教育贵族子弟。虽然称为九数，却可以尽到极小极微，探索到无穷无尽。至于流传下来的方法，就像规矩度量一样存在而有共性，所以学习它并非很困难的事情。目前喜爱算学的人很少，所以世上虽然有很多学识渊博的人，却未必对它精通。

《周官·大司徒》职
[1]

 ，夏至日中立八尺之表
[2]

 。其景尺有五寸
[3]

 ，谓之地中。说云，南戴日下万五千里
[4]

 。夫云尔者，以术推之。按：《九章》立四表望远及因木望山之术，皆端旁互见，无有超邈若斯之类。然则苍等为术犹未足以博尽群数也。徽寻九数有重差之名，原其指趣乃所以施于此也
[5]

 。凡望极高，测绝深而兼知其远者必用重差、勾股，则必以重差为率，故曰重差也。立两表于洛阳之城，令高八尺。南北各尽平地，同日度其正中之时。以景差为法
[6]

 ，表高乘表间为实
[7]

 ，实如法而一，所得加表高，即日去地也
[8]

 。以南表之景乘表间为实，实如法而一，即为从南表至南戴日下也。以南戴日下及日去地为勾、股，为之求弦，即日去人也。以径寸之筒南望日，日满筒空，则定筒之长短以为股率，以筒径为勾率，日去人之数为大股，大股之勾即日径也。虽夫圆穹之象犹曰可度，又况泰山之高与江海之广哉。徽以为今之史籍且略举天地之物，考论厥数，载之于志，以阐世术之美。辄造《重差》，并为注解，以究古人之意，缀于《勾股》之下。度高者重表，测深者累矩，孤离者三望，离而又旁求者四望。触类而长之，则虽幽遐诡伏
[9]

 ，靡所不入
[10]

 。博物君子
[11]

 ，详而览焉。


注释



[1]
 　《周官》：即《周礼》，儒家经典。大司徒：六官之一，管理土地及户口。职：掌管。


[2]
 　表：测量日影的标杆。


[3]
 　景yǐng：影。


[4]
 　“说云”两句：郑玄《周礼注》中的文字。


[5]
 　指趣：宗旨，意义。


[6]
 　法：除数。


[7]
 　实：被除数。


[8]
 　去：距离。


[9]
 　幽遐：僻远；深幽。诡伏：隐藏不露。


[10]
 　靡：无。


[11]
 　博物：通晓众物。[image: 0001-01]



译文


《周礼》中规定大司徒的职责之一，就是在夏至日的正午立一根8尺长的标杆，将影长是1尺5寸的地方，定为大地的中心。《周礼注》中说，此刻太阳在南方15000里处。这个结论可以由术推算出来。按：《九章算术》中有立四根标杆求距离和根据树木求山高的方法，都是在近处设参照物相对应，还没有距离这么遥远的。如此看来，张苍等人的计算方法不足以涵盖所有的数学方法。我发现九数中有“重差”这一项目，它原本的宗旨是为了解答这类问题。凡是测量极高、极深又求它们的远近距离的情况，必须用重差、勾股。由于要以两次直角边相当边的差数作为率，所以称为“重差”。在洛阳城立两根标杆，高8尺，使它们处于南北方向的同一水平面上。同一天正午的时候测量它们的影长。以它们的影长之差作为除数，标杆的高度乘标杆间的距离作为被除数，被除数除以除数，所得之数加上标杆的高度，即为太阳到地面的距离。以南标杆的影长乘标杆间的距离为被除数，除数不变，所得即为南标杆到太阳直射处的距离。分别以南标杆到太阳直射处的距离和太阳到地面的距离作为勾、股，求得的弦即为太阳到人的距离。以直径1寸的竹筒向南观望太阳，阳光充满竹筒内的空间。以筒的长度为股率，筒的直径为勾率，太阳到人的距离为大股，与大股相对应的勾即为太阳的直径。即使是天象都可以测量，更何况是泰山的高度和江海的宽度呢。我认为当今的史籍已经有了一些对天地间事物的记录，并且考论它们的数量，记载在志书中，展示了世间算学的美妙。于是我写《重差》，并为之作注解，以探究古人的本意，附于《勾股》之后。测量高度用两根标杆，测量深度用多次矩尺，对孤立的测量点需要观测三次，对孤立且要求解决其他问题的需要观测四次。如果触类旁通，即使问题深远隐秘，也没有不能解决的。博学的君子们，请仔细阅读这本书吧。



卷第一　方田

魏　刘徽　注

唐朝议大夫行太史令上轻车都尉臣李淳风等奉敕注释
[1]




方田
 
[2]

 以御田畴界域
 
[3]



今有田广十五步，纵十六步。问：为田几何？

答曰：一亩。

又有田广十二步，纵十四步。问：为田几何？

答曰：一百六十八步。图：纵十四，广十二。


方田术曰：广纵步数相乘得积步。此积谓田幂。凡广纵相乘谓之幂。臣淳风等谨按：经云“广纵相乘得积步”，注云“广纵相乘谓之幂”，观斯注意，积幂义同。以理推之，固当不尔。何则？幂是方面单布之名，积乃众数聚居之称。循名责实，二者全殊。虽欲同之，窃恐不可。今以凡言幂者据广纵之一方；其言积者举众步之都数。经云相乘得积步，即是都数之明文。注云谓之为幂，全乖积步之本意。此注前云积为田幂，于理得通。复云谓之为幂，繁而不当。今者注释存善去非，略为料简
[4]

 ，遗诸后学。
 以亩法二百四十步除之，即亩数。百亩为一顷。臣淳风等谨按：此为篇端，故特举顷、亩二法。余术不复一言者，从此可知。一亩田，广十五步，纵而疏之，令为十五行，即每行广一步而纵十六步。又横而截之，令为十六行，即每行广一步而纵十五步。此即纵疏横截之步，各自为方。凡有二百四十步。为一亩之地，步数正同。以此言之，即广纵相乘得积步，验矣。二百四十步者，亩法也。百亩者，顷法也。故以除之，即得。



注释



[1]
 　李淳风：唐代天文学家、数学家，曾注释《九章算术》及刘徽注。在注释《九章算术》少广章开立圆术时，引用了祖暅提出的球体积的正确计算公式，介绍了球体积公式的理论基础，即“祖暅原理”。


[2]
 　方田：长方形的田。


[3]
 　御：治理。


[4]
 　料简：选择；拣择。[image: 0001-01]



译文


方田（刘徽注：用来确定农田的边界范围。）

现有田宽15步，长16步。问：田的面积是多少？

答：1亩。

又有田宽12步，长14步。问：田的面积是多少？

答：168步2
 。［刘徽注：图（此图已佚。图1－1为李潢《九章算术细草图说》中的补图）：长14，宽12。］

长方形田面积法则：宽与长的步数相乘得积步。（刘徽注：这个积称为田的幂。凡是长宽相乘就称为幂。李淳风注：《九章算术》说“宽与长的步数相乘得积步”，刘徽注说“长宽相乘就称为幂”。观察注的意思，积与幂意义相同。但是按理推导，应该不是这样的。为什么呢？幂是长方形朝单一方向移动所得图形，积却是数累积的结果。根据名称考虑，两者完全不同。若把它们看成相同的，我认为是不可以。现在说到幂都是指具有宽、长边的长方形，说到积都是指步的总数。《九章算术》说“相乘得积步”，就是明确地说明了是数的积累。刘徽注说“相乘就称为幂”，违背了步数乘积的本意。注的前半段说“这个积称为田的幂”基本合理，后半段说“凡是长宽相乘就称为幂”，却是又烦琐又不恰当。如今作注释应该保留正确的，去掉错误的，稍作选择，供后世学子参考。）以亩的换算法则240步2
 除积步，即为亩数。100亩为一顷。（李淳风注：这里是本书的开端，所以特意举出亩和顷的换算法则。后文就不再重复列举了。1亩田，宽15步，纵向分为15行，每行宽1步长16步。再把它横截，分为16行，每行宽1步长15步。这样纵分和横截后，各自形成正方形，共240步2
 。1亩田地，步2
 数和正方形数相同。于是，宽、长的步数相乘得积步，得到验证。240步2
 是亩的换算法则，100亩是顷的换算法则。用它们来除积步，便可得到结果。）

[image: 0020-01]
图1－1



今有田广一里
[1]

 ，纵一里。问：为田几何？

答曰：三顷七十五亩。

又有田广二里，纵三里。问：为田几何？

答曰：二十二顷五十亩。

里田术曰：广纵里数相乘得积里。以三百七十五乘之，即亩数。按：此术广纵里数相乘得积里。方里之中有三顷七十五亩，故以乘之，即得亩数也
[2]

 。



注释



[1]
 　里：我国长度单位。秦汉时期，1里为300步。


[2]
 　“方里之中有三顷七十五亩”三句：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有田地宽1里，长1里。问：田的面积是多少？

答：3顷75亩。

又有田地宽2里，长3里。问：田的面积是多少？

答：22顷50亩。

长方形田（方里为面积单位）法则：宽和长的里数相乘得积里。以375与它相乘，即为亩数。（刘徽注：宽、长的里数相乘得积里。1方里有3顷75亩，以它与积里相乘，得到亩数。）

今有十八分之十二。问：约之得几何？

答曰：三分之二。

又有九十一分之四十九。问：约之得几何？

答曰：十三分之七。

约分按：约分者，物之数量，不可悉全，必以分言之。分之为数，繁则难用。设有四分之二者，繁而言之，亦可为八分之四；约而言之，则二分之一也。虽则异辞，至于为数，亦同归尔。法实相推，动有参差
[1]

 ，故为术者先治诸分。
 术曰：可半者半之；不可半者，副置分母、子之数，以少减多，更相减损
[2]

 ，求其等也。以等数约之。等数约之，即除也。其所以相减者，皆等数之重叠，故以等数约之。



注释



[1]
 　参差：不齐的样子。


[2]
 　更相减损：更相减损法则。更相，相互。[image: 0001-01]



译文


现有分数[image: ]
 。问：将它约简，得多少？

答：[image: ]
 。

又有分数[image: ]
 。问：将它约简，得多少？

答：[image: ]
 。

约分（刘徽注：约分的原因是物品的数量不可能全部是整数，这时必须用分数表示。分数作为一个数来说，如果太烦琐就难用。例如[image: ]
 ，烦琐的表示形式有[image: ]
 ，简约的表示形式有[image: ]
 。虽然表示形式不同，但数值上是相同的。分母分子互相推算，经常有不同的情况，所以计算前要先进行约分。）法则：分母分子如果可约简为一半的，就约简为一半。不能约简为一半的，在旁边计算分母分子，大数减小数，反复相减，直到求出它们的等数。用等数约简这个分数。（刘徽注：用等数约简，就是除。它们反复相减的原因是它们都是等数的重叠。所以需要用等数约简它们。）

今有三分之一，五分之二。问：合之得几何？

答曰：十五分之十一。

又有三分之二，七分之四，九分之五。问：合之得几何？

答曰：得一、六十三分之五十。

又有二分之一，三分之二，四分之三，五分之四。问：合之得几何？

答曰：得二、六十分之四十三。

合分臣淳风等谨按：合分知，数非一端，分无定准，诸分子杂互，群母参差。粗细既殊
[1]

 ，理难从一。故齐其众分
[2]

 ，同其群母，令可相并，故曰合分。
 术曰：母互乘子，并以为实，母相乘为法
[3]

 。母互乘子，约而言之者，其分粗；繁而言之者，其分细。虽则粗细有殊，然其实一也。众分错难，非细不会。乘而散之，所以通之。通之则可并也。凡母互乘子谓之齐，群母相乘谓之同。同者，相与通同共一母也。齐者，子与母齐，势不可失本数也。方以类聚，物以群分。数同类者无远，数异类者无近。远而通体知，虽异位而相从也；近而殊形知，虽同列而相违也。然则齐同之术要矣。错综度数，动之斯谐
[4]

 ，其犹佩觿解结
[5]

 ，无往而不理焉。乘以散之，约以聚之，齐同以通之，此其算之纲纪乎。其一术者，可令母除为率，率乘子为齐。
 实如法而一。不满法者，以法命之。今欲求其实，故齐其子，又同其母，令如母而一。其余以等数约之，即得知。所谓同法为母，实余为子，皆从此例。
 其母同者，直相从之。


注释



[1]
 　粗细：数值大小。


[2]
 　齐：调整。


[3]
 　母互乘子，并以为实，母相乘为法：假设两个分数[image: ]
 ，[image: ]
 。分数加法法则：[image: ]
 。


[4]
 　谐：商量好，办妥。


[5]
 　觿xī：古代一种解结的锥子。用骨、玉等制成。也用作佩饰。[image: 0001-01]



译文


现有[image: ]
 ，[image: ]
 。问：它们的和是多少？

答：[image: ]
 。

又有[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 。问：它们的和是多少？

答：[image: ]
 。

又有[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 。问：它们的和是多少？

答：[image: ]
 。

分数加法（李淳风注：分数的加法，数不同，分法也不同，分子、分母参差错杂。数值大小既然不一样，理论上讲很难统一。所以调整所有分数，使它们分母相同，再将它们相加，称为合分。）法则：分母互乘分子，相加的和作为被除数，分母相乘作为除数。（刘徽注：分母互乘分子，简约地表示，分数单位大；烦琐地表示，分数单位小。虽然分数单位大小不同，但就数值来说是一样的。分数的表示错杂且难处理，不将数值化小很难计算。相乘使分数单位散开，分母相通。相通就可以作加法。凡是分母互乘分子称为齐，各分母互乘称为同。同，是使分数相通，拥有共同的分母。齐，是分子根据分母作调整，同时保证数值不变。各种方法根据类别会合在一起，事物根据共性相聚成群。同类的数不会相差很远，异类的数不会特别相近。相差远但相通的数，虽然位置不同却可以合并；相近但形态不一致的数，即使处于同一行列也相互违背。可见齐同法则是很重要的。数学运算虽然错综复杂，但只要使用法则就可以处理好，就像用觿解结，没有不能理清的。乘使数散开，约使数相聚，齐同使数相通，这就是算法的纲领啊！另一个法则：以分母除以各分母之积作为率，用率分别乘对应的分子作为齐。）被除数除以除数。如果被除数不满除数，就用除数为分母，余数为分子组成一个分数。（刘徽注：现在为了得到被除数，要先齐分子、同分母，然后用分母分别相除，其余的数用等数约简，得到结果。通常按照规定：相同的除数作为分母，被除数的余数作为分子。）其中分母相同的情况，就直接把它们相加。

今有九分之八，减其五分之一。问：余几何？

答曰：四十五分之三十一。

又有四分之三，减其三分之一。问：余几何？

答曰：十二分之五。

减分臣淳风等谨按：诸分子、母数各不同，以少减多
[1]

 ，欲知余几，减余为实，故曰减分。
 术曰：母互乘子，以少减多，余为实
[2]

 。母相乘为法。实如法而一。“母互乘子”知，以齐其子也，“以少减多”知，齐故可相减也。“母相乘为法”者，同其母。母同子齐，故如母而一，即得。



注释



[1]
 　以少减多：以小减大，即从较大的数中减去较小的数。


[2]
 　母互乘子，以少减多，余为实：假设两个分数[image: ]
 ，[image: ]
 。分数减法法则：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有[image: ]
 ，减去[image: ]
 。问：剩余多少？

答：[image: ]
 。

又有[image: ]
 ，减去[image: ]
 。问：剩余多少？

答：[image: ]
 。

分数减法（李淳风注：各分数的分子、分母皆不同，从大数中减去小数，要想知道剩余多少，将相减的余数作为被除数，这就是分数的减法。）法则：分母互乘分子，从大数中减去小数，余数作为被除数。分母相乘作为除数。被除数除以除数。（刘徽注：“分母互乘分子”的目的，是使分子相齐，“以小减大”，是因为分子相齐才可以相减。“分母相乘作为除数”的目的，是使它们的分母相同。分母相同、分子相齐后，余数除以分母，得到结果。）

今有八分之五，二十五分之十六。问：孰多？多几何？

答曰：二十五分之十六多，多二百分之三。

又有九分之八，七分之六。问：孰多？多几何？

答曰：九分之八多，多六十三分之二。

又有二十一分之八，五十分之十七。问：孰多？多几何？

答曰：二十一分之八多，多一千五十分之四十三。

课分
[1]

 臣淳风等谨按：分各异名，理不齐一，校其相多之数，故曰课分也。
 术曰：母互乘子，以少减多，余为实，母相乘为法，实如法而一，即相多也。臣淳风等谨按：此术母互乘子，以少分减多分。按：此术多与减分义同。唯相多之数，意共减分有异：减分知，求其余数有几；课分知，以其余数相多也。



注释



[1]
 　课：按一定规程检验、考核。[image: 0001-01]



译文


现有[image: ]
 ，[image: ]
 。问：哪个大？大多少？

答：[image: ]
 大，大[image: ]
 。

又有[image: ]
 ，[image: ]
 。问：哪个大？大多少？

答：[image: ]
 大，大[image: ]
 。

又有[image: ]
 ，[image: ]
 。问：哪个大？大多少？

答：[image: ]
 大，大[image: ]
 。

分数比较（李淳风注：分数数值各不相同，理论上也不整齐。比较它们间相差多少，这就是分数的比较。）法则：分母互乘分子，从大数中减去小数，余数作为被除数，分母相乘作为除数，被除数除以除数，得到相差的数。（李淳风注：本法则分母互乘分子后，从较大的分数中减去较小的分数。刘徽注：本法则与分数减法法则的意义大部分相同，只有相差的数，意义与减法法则不同：减法法则求出余数是多少，分数比较法则将余数作为相差的数。）

今有三分之一，三分之二，四分之三。问：减多益少，各几何而平？

答曰：减四分之三者二，三分之二者一，并，以益三分之一，而各平于十二分之七。

又有二分之一，三分之二，四分之三。问：减多益少，各几何而平？

答曰：减三分之二者一，四分之三者四，并，以益二分之一，而各平于三十六分之二十三。

平分臣淳风等谨按：平分者，诸分参差，欲令齐等，减彼之多，增此之少，故曰平分也。
 术曰：母互乘子
[1]

 ，齐其子也。
 副并为平实
[2]

 。臣淳风等谨按：母互乘子，副并为平实知，定此平实主限，众子所当损益知，限为平。
 母相乘为法
[3]

 。“母相乘为法”知，亦齐其子，又同其母。
 以列数乘未并者各自为列实
[4]

 。亦以列数乘法。此当副置列数除平实。若然则重有分，故反以列数乘同齐。臣淳风等谨又按：问云所平之分多少不定，或三或二，列位无常。平三知，置位三重；平二知，置位二重。凡此之例，一准平分不可预定多少，故直云列数而已。
 以平实减列实，余，约之为所减。并所减以益于少。以法命平实，各得其平。


注释



[1]
 　母互乘子：假设三个分数[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，分子化为bce
 ，dae
 ，fac
 。


[2]
 　副并为平实：平实为bce
 ＋dae
 ＋fac
 。


[3]
 　母相乘为法：除数为ace
 。


[4]
 　列数：问题中的分数的个数，假设为3。列实为3bce
 ＋3dae
 ＋3fac
 。[image: 0001-01]



译文


现有[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 。问：减大的数，加到小的数上，各加减多少得到平均数？

答：[image: ]
 减去[image: ]
 ，[image: ]
 减去[image: ]
 ，把它们相加，加到[image: ]
 上，各得平均数[image: ]
 。

又有[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 。问：减大的数，加到小的数上，各加减多少得到平均数？

答：[image: ]
 减去[image: ]
 ，[image: ]
 减去[image: ]
 ，把它们相加，加到[image: ]
 上，各得平均数[image: ]
 。

分数平均（李淳风注：分数平均法则，各分数参差不一，要想使它们齐等，减去大数的一部分，加到小数上，这就是分数平均。）法则：分母互乘分子，（刘徽注：使分子相齐。）相加之和作为平实。（李淳风注：分母互乘分子，相加之和作为平实，是确定这个平实为主要界限，各分子根据这个界限判断应当减少或增加，从而达到平均数。）分母相乘作为除数。（刘徽注：“分母相乘作为除数”，是使分子相齐，分母相同。）未相加的分子乘以列数各自作为列实。同时除数乘以列数。（刘徽注：应当在旁边布置列数除平实。这样的话可能会产生繁分数，所以反而以列数乘同齐。李淳风注：问题中所要取平均数的分数个数不固定，有时三个有时两个，列数不固定。求平均数的分数有三个，就布置三个；求平均数的分数有两个，就布置两个。凡是这样的问题，求平均数的分数不能预定，所以法则中就直接说是列数了。）列实减去平实，余数，与除数约简作为各分数应当减去的数。减去的数相加之和加到小的分数上。平实除以除数，得到各自的平均数。


解析


如[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 。分子乘分母，得12，24，27。平实是63。分母相乘作为除数，除数为36。列数为3。列实为36，72，81。除数乘以列数得108。有36＜63，72＞63，81＞63，列实减去平实，分别得9，18。则应减去的分数为[image: ]
 ，[image: ]
 。应加上的分数[image: ]
 ，平均数[image: ]
 。

今有七人，分八钱三分钱之一。问：人得几何？

答曰：人得一钱二十一分钱之四。

又有三人三分人之一，分六钱三分钱之一、四分钱之三。问：人得几何？

答曰：人得二钱八分钱之一。

经分
[1]

 臣淳风等谨按：经分者，自合分已下，皆与诸分相齐，此乃直求一人之分。以人数分所分，故曰经分也。
 术曰：以人数为法，钱数为实，实如法而一。有分者通之；母互乘子知，齐其子；母相乘者，同其母；以母通之者，分母乘全纳子
[2]

 。乘，散全则为积分，积分则与分子相通之，故可令相从。凡数相与者谓之率。率知，自相与通。有分则可散，分重叠则约也。等除法实，相与率也。故散分者，必令两分母相乘法实也。
 重有分者同而通之。又以法分母乘实，实分母乘法
[3]

 。此谓法，实俱有分，故令分母各乘全分纳子，又令分母互乘上下
 。


注释



[1]
 　经：分割。


[2]
 　全：整数。纳：纳入。


[3]
 　以法分母乘实，实分母乘法：假设两个分数[image: ]
 ，[image: ]
 。分数除法法则：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有7人，分[image: ]
 钱。问：每人分得多少？

答：每人分得[image: ]
 钱。

现有[image: ]
 人，分[image: ]
 钱、[image: ]
 钱。问：每人分得多少？

答：每人分得[image: ]
 钱。

分数除法（李淳风注：分数除法，从分数加法以下，全使分数相齐，这里只求每人分得多少。以人数分割所要分的数，这就是分数除法。）法则：以人数作为除数，钱数作为被除数，被除数除以除数。如果被除数或除数中含有分数，应先通分；（刘徽注：分母互乘分子使分子相齐，分母互乘使分母相同。用分母通分，分母乘以整数部分再并入分子部分。乘，使整数部分散开成为积分，积分与分子相通，因此才可以相加。凡是一组有关系的数称之为率。已知率相互之间应该相通。如果有分数就可以散开，分数有重叠可以约简。除数、被除数除以等数，得到相与率。所以散分，必然使两分母相乘除数和被除数。）如果被除数和除数都含有分数，使分母相同后再通分。（刘徽注：又以除数的分母乘被除数，被除数的分母乘除数。这就是除数、被除数都含有分数，所以使分母各自乘整数部分，并入分子后，再用分母互乘对方分子。）

今有田广七分步之四，纵五分步之三。问：为田几何？

答曰：三十五分步之十二。

又有田广九分步之七，纵十一分步之九。问：为田几何？

答曰：十一分步之七。

又有田广五分步之四，纵九分步之五。问：为田几何？

答曰：九分步之四。

乘分臣淳风等谨按：乘分者，分母相乘为法，子相乘为实，故曰乘分。
 术曰：母相乘为法，子相乘为实，实如法而一。凡实不满法者而有母、子之名。若有分，以乘其实而长之。则亦满法，乃为全耳。又以子有所乘，故母当报除。报除者，实如法而一也。今子相乘则母各当报除，因令分母相乘而连除也。此田有广纵，难以广谕。设有问者曰：马二十匹，直金十二斤
[1]

 。今卖马二十匹，三十五人分之，人得几何？答曰：三十五分斤之十二。其为之也，当如经分术，以十二斤金为实，三十五人为法。设更言马五匹，直金三斤。今卖四匹，七人分之，人得几何？答曰：人得三十五分斤之十二。其为之也，当齐其金、人之数，皆合初问入于经分矣。然则“分子相乘为实”者，犹齐其金也。“母相乘为法”者，犹齐其人也。同其母为二十，马无事于同，但欲求齐而已。又，马五匹，直金三斤，完全之率；分而言之，则为一匹直金五分斤之三。七人卖四马，一人卖七分马之四。金与人交互相生，所从言之异，而计数则三术同归也。



注释



[1]
 　直：值。[image: 0001-01]



译文


现有田宽[image: ]
 步，长[image: ]
 步。问：田的面积是多少？

答：[image: ]
 步2
 。

又有田宽[image: ]
 步，长[image: ]
 步。问：田的面积是多少？

答：[image: ]
 步2
 。

又有田宽[image: ]
 步，长[image: ]
 步。问：田的面积是多少？

答：[image: ]
 步2
 。

分数乘法（李淳风注：分数乘法，分母相乘作为除数，分子相乘作为被除数，这就是分数乘法。）法则：分母相乘作为除数，分子相乘作为被除数。被除数除以除数。（刘徽注：凡是被除数不能整除除数的情况，就有分母、分子。如果有分数，乘它的被除数以使其扩大。如果被除数大于除数，就有整数部分。分子有所乘，所以分母应当报除。报除，也就是被除数除以除数。现在分子相乘，所以分母应当报除。所以将分母相乘连在一起除。田有宽和长，难以更详尽地比喻。假设有人问：马20匹，值金12斤。现卖马20匹，35人分金，每人得多少？答：[image: ]
 斤。会这样计算，是运用分数除法法则，用12斤金作为被除数，35人作为除数。又假设有马5匹，值金3斤。现卖马4匹，7人分金。每人得多少？答：[image: ]
 斤。会这样计算，是使金数与人数相齐，与最初问相同而合并入分数除法法则。然而“分子相乘作为被除数”是使金数相齐，“分母相乘作为除数”是使人数相齐，分母相同为20。马数除了使分母相同外没有别的作用，只是求相齐而已。又假设马5匹，值金3斤。是两个整数的率。用分数来表示，则1匹马值[image: ]
 斤。7人卖4匹马，每人卖[image: ]
 匹马。金数与人数相互联系，表达的方式不同，计算出的数值却是相同的。）

今有田广三步三分步之一，纵五步五分步之二。问：为田几何？

答曰：十八步。

又有田广七步四分步之三，纵十五步九分步之五。问：为田几何？

答曰：一百二十步九分步之五。

又有田广十八步七分步之五，纵二十三步十一分步之六。问：为田几何？

答曰：一亩二百步十一分步之七。

大广田臣淳风等谨按：大广田知，初术直有全步而无余分，次术空有余分而无全步；此术先见全步复有余分，可以广兼三术，故曰大广。
 术曰：分母各乘其全，分子从之
[1]

 ，“分母各乘其全，分子从之”者，通全步纳分子，如此则母、子皆为实矣。
 相乘为实。分母相乘为法。犹乘分也。
 实如法而一。今为术广纵俱有分，当各自通其分。命母入者，还须出之。故令“分母相乘为法”而连除之。



注释



[1]
 　分母各乘其全，分子从之：假设两个分数[image: ]
 。大广田法则：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有田宽[image: ]
 步，长[image: ]
 步。问：田的面积是多少？

答：18步2
 。

又有田宽[image: ]
 步，长[image: ]
 步。问：田的面积是多少？

答：[image: ]
 步2
 。

又有田宽[image: ]
 步，长[image: ]
 步。问：田的面积是多少？

答：1亩[image: ]
 步2
 。

大广田（李淳风注：大广田，前面的法则只有整数而没有分数，第二个法则只有分数而没有整数。本法则先有整数后有分数，兼有三种法则，这就是大广田。）法则：分母分别乘自己的整数部分，并入分子，（刘徽注：“分母分别乘自己的整数部分，并入分子”，是使整数部分通分，再加入分子，这样分母、分子都化为被除数了。）所得的数相乘作为被除数。分母相乘作为除数。（刘徽注：就像分数乘法法则一样。）被除数除以除数。（刘徽注：本法则宽和长都有分数，应当先各自通分，分母并入分子的部分，还需要去除。所以“分母相乘作为除数”连在一起去除。）

今有圭田，广十二步
[1]

 ，正纵二十一步
[2]

 。问：为田几何？

答曰：一百二十六步。

又有圭田，广五步二分步之一，纵八步三分步之二。问：为田几何？

答曰：二十三步六分步之五。

术曰：半广以乘正纵
[3]

 。半广知，以盈补虚为直田也。亦可半正纵以乘广
[4]

 。按半广乘纵，以取中平之数。故广纵相乘为积步。亩法除之，即得也。



注释



[1]
 　圭田：三角形田。圭，古代帝王、诸侯举行隆重仪式时所用的玉质礼器，上尖下方。


[2]
 　正纵：即三角形的高。


[3]
 　半广以乘正纵：如图1－2，假设三角形底宽为ae
 ，高为fc
 。由于ab
 ＝bc
 ，cd
 ＝de
 ，所以有[image: ]
 ，则三角形面积[image: ]
 。

[image: 0040-03]
图1－2




[4]
 　半正纵以乘广：如图1－3，假设三角形高为eb
 ，底宽为ac
 。由于ed
 ＝db
 ，所以有[image: ]
 ，则三角形面积[image: ]
 。

[image: 0040-06]
图1－3[image: 0001-01]





译文


现有三角形田，底宽12步，高21步。问：田的面积是多少？

答：126步2
 。

又有三角形田，底宽[image: ]
 步，高[image: ]
 步。问：田的面积是多少？

答：[image: ]
 步2
 。

三角形田法则：半底宽乘高。（刘徽注：取半底宽，是为了用多余的部分填补不足的部分，将三角形田化为长方形田。也可以用半高乘底宽。按照半底宽乘高，取的是底宽的平均数。所以底宽和高相乘得到积步。以亩的换算方法去除，得到亩数。）

今有斜田
[1]

 ，一头广三十步，一头广四十二步，正纵六十四步。问：为田几何？

答曰：九亩一百四十四步。

又有斜田，正广六十五步，一畔纵一百步
[2]

 ，一畔纵七十二步。问：为田几何？

答曰：二十三亩七十步。

术曰：并两斜而半之，以乘正纵若广。又可半正纵若广，以乘并
[3]

 。亩法而一。并而半之者，以盈补虚也。



注释



[1]
 　斜田：直角梯形田。


[2]
 　畔：田界。


[3]
 　“并两斜而半之”四句：如图1－4（ɑ），假设直角梯形上底ab
 ，下底ce
 ，高ac
 。由于bf
 ＝de
 ，af
 ＝cd
 ，所以直角梯形面积[image: ]
 。

如图1－4（b），假设直角梯形上底ab
 ，下底cd
 ，高ac
 。由于af
 ＝fc
 ，ab
 ＝de
 ，所以直角梯形面积[image: ]
 。



	[image: 0042-03]

	[image: 0042-04]




	图1－4（ɑ）　　　　　　　　
	图1－4（b）[image: 0001-01]
 　　　　　　　　





译文


现有直角梯形田，上底30步，下底42步，高64步。问：田的面积是多少？

答：9亩144步2
 。

又有直角梯形田，宽65步，一个纵边100步，另一纵边72步（如图1－5）。问：田的面积是多少？

答：23亩70步2
 。

直角梯形田法则：上下两底相加，取半，乘高。也可以用半高，乘上下两底的和。用亩法换算。（刘徽注：取上下底和的一半，是为了用多余的部分填补不足的部分。）

[image: 0043-01]
图1－5



今有箕田
[1]

 ，舌广二十步，踵广五步
[2]

 ，正纵三十步。问：为田几何？

答曰：一亩一百三十五步。

又有箕田，舌广一百一十七步，踵广五十步，正纵一百三十五步。问：为田几何？

答曰：四十六亩二百三十二步半。

术曰：并踵、舌而半之，以乘正纵。亩法而一。中分箕田则为两斜田
[3]

 ，故其术相似。又可并踵、舌，半正纵以乘之。



注释



[1]
 　箕田：梯形田。箕，簸箕，一种家用器物。


[2]
 　踵：脚后跟。


[3]
 　中分箕田则为两斜田：如图1－6。梯形acdf
 可分成直角梯形abde
 和直角梯形bcef
 。

[image: 0044-01]
图1－6[image: 0001-01]





译文


现有梯形田，下底20步，上底5步，高30步。问：田的面积是多少？

答：1亩135步2
 。

又有梯形田，下底117步，上底50步，高135步。问：田的面积是多少？

答：46亩[image: ]
 步2
 。

梯形田法则：上、下底相加之和取半，乘高，用亩法换算。（刘徽注：将梯形田从中间分成两个直角梯形田，所以法则与上面相似。也可以上、下底相加之和，乘半高。）

今有圆田，周三十步
[1]

 ，径十步。臣淳风等谨按：术意以周三径一为率，周三十步，合径十步。今依密率
[2]

 ，合径九步十一分步之六。
 问：为田几何？

答曰：七十五步。此于徽术
[3]

 ，当为田七十一步一百五十七分步之一百三。臣淳风等谨依密率，为田七十一步二十二分步之一十三。


又有圆田，周一百八十一步，径六十步三分步之一。臣淳风等谨按：周三径一，周一百八十一步，径六十步三分步之一。依密率，径五十七步二十二分步之十三。
 问：为田几何？

答曰：十一亩九十步十二分步之一。此于徽术，当为田十亩二百八步三百一十四分步之一百一十三。臣淳风等谨依密率，为田十亩二百五步八十八分步之八十七。


术曰：半周半径相乘得积步
[4]

 。按：半周为纵，半径为广，故广纵相乘为积步也。假令圆径二尺，圆中容六觚之一面
[5]

 ，与圆径之半，其数均等，合径率一而弧周率三也。



注释



[1]
 　周：周长。


[2]
 　密率：精密的圆周率。隋唐时圆周率取[image: ]
 。


[3]
 　徽术：徽率。刘徽计算出圆周率为[image: ]
 。


[4]
 　半周半径相乘得积步：假设圆周为C
 ，圆的半径为r
 。圆面积[image: ]
 。


[5]
 　觚：器物的边角。[image: 0001-01]



译文


现有圆形田，周长30步，直径10步。（李淳风注：意思是以周3径1为率，周长30步，直径10步。现在依照密率，直径应该是[image: ]
 步。）问：田的面积是多少？

答：75步2
 。（刘徽注：运用徽率，应当为[image: ]
 步2
 。李淳风注：按照密率，结果为[image: ]
 步2
 。）

又有圆形田，周长181步，直径[image: ]
 步。（李淳风注：意思是以周3径1为率，周长181步，直径[image: ]
 步。依照密率，直径是[image: ]
 步）。问：田的面积是多少？

答：11亩[image: ]
 步2
 。（刘徽注：运用徽率，应当为10亩[image: ]
 步2
 。李淳风注：按照密率，结果为10亩[image: ]
 步2
 。）

圆形田法则：半周半径相乘得到积步。（刘徽注：半周作为长，半径作为宽，所以宽和长相乘得到积步。假设圆的直径为2尺，圆内接一个正六边形，它的六个边与圆半径长度相等，符合周3径1率。）


又按：为图，以六觚之一面乘一弧半径，三之，得十二觚之幂。若又割之，次以十二觚之一面乘一弧之半径，六之，则得二十四觚之幂。割之弥细，所失弥少。割之又割，以至于不可割，则与圆周合体而无所失矣。觚面之外，犹有余径，以面乘余径，则幂出弧表。若夫觚之细者，与圆合体，则表无余径。表无余径，则幂不外出矣。觚而裁之。以一面乘半径，每辄自倍。故以半周乘半径而为圆幂。



译文


刘徽注：如图（此图已佚。图1－7为李潢在《九章算术细草图说》中的补图），以圆内接正六边形的一边乘半径，乘以3，得到正十二边形的面积。如果把它分割，然后以十二边形的一边乘半径，乘以6，得到正二十四边形的面积。分割得越细，正多边形的面积与圆面积的差就越小。继续分割，直到不可分割为止，这时正多边形与圆重合，面积也没有差距。正多边形边的外面，还有多余的半径，以多边形的边长乘余径，再加到多边形面积上，所得结果就超出了圆面积。如果正多边形的边分割得足够多，使它与圆重合，那么就不存在余径。没有余径，多边形的面积也不会超出圆面积。将正多边形从角开始沿半径裁开，形成多个等腰三角形。以一边乘半径，所得面积总是每个等腰三角形面积的2倍。所以，以半个周长乘半径即为圆面积。

[image: 0048-01]
图1－7




此以周、径，谓至然之数，非周三径一之率也。周三者，从其六觚之环耳。以推圆规多少之觉，乃弓之与弦也。然世传此法，莫肯精核。学者踵古，习其谬失。不有明据，辩之斯难。凡物类形象，不圆则方。方圆之率，诚著于近
[1]

 ，则虽远可知也。由此言之，其用博矣。谨按图验，更造密率。恐空设法，数昧而难譬
[2]

 。故置诸检括，谨详其记注焉。



注释



[1]
 　诚：实在，的确。


[2]
 　譬：领悟。[image: 0001-01]



译文


所以，周长、半径是具体、准确的数，不是周3径1率。周3，只适用于正六边形的周长。推算正六边形的周长与圆周长的差距，就像弓和弦一样。然而世代流传的这个说法，没人去精确地核算。学习者按照古人的说法，学到了这个错误。如果没有明确的证据，很难辩证。凡是事物的形象，非圆即方。方率和圆率，目前来说作用显著，以后也是深远的。这么看来，它的应用很广。我按照图形验证，计算出精密的圆周率。由于担心空讲方法，数据模糊难以领悟，所以写出计算过程，详细记录在注释里。


割六觚以为十二觚术曰：置圆径二尺，半之为一尺，即圆里觚之面也。令半径一尺为弦，半面五寸为勾
[1]

 ，为之求股。以勾幂二十五寸减弦幂，余七十五寸。开方除之，下至秒、忽
[2]

 。又一退法，求其微数。微数无名知以为分子，以十为分母，约作五分忽之二。故得股八寸六分六厘二秒五忽五分忽之二。以减半径，余一寸三分三厘九毫七秒四忽五分忽之三，谓之小勾。觚之半面又谓之小股。为之求弦。其幂二千六百七十九亿四千九百一十九万三千四百四十五忽，余分弃之。开方除之，即十二觚之一面也。



注释



[1]
 　寸：长度单位。10寸为1尺，10尺为1丈。


[2]
 　秒：古代长度单位。1寸的万分之一。忽：古代长度单位。10忽为1秒，10秒为1毫，10毫为1厘，10厘为1分，10分为1寸。[image: 0001-01]



译文


将圆内接正六边形分割为圆内接正十二边形法则：假设圆直径2尺，半径就是1尺，同时也是正六边形的一边。使半径1尺作为直角边的弦，半个边长5寸作为勾，求股。弦的平方减去勾的平方25寸2
 ，剩余75寸2
 。开方，精确到秒、忽。又一退法，求它的微数。微数作为分子，10作为分母，约简为[image: ]
 忽。所以算得股长8寸6分6厘2秒[image: ]
 忽。以它减半径，余1寸3分3厘9毫7秒[image: ]
 忽，称为小勾。正六边形的半个边长又称为小股。可以求小弦。它的平方是267949193445忽2
 ，剩余分数舍弃。对它开方，所得即为正十二边形的一边的长度。


割十二觚以为二十四觚术曰：亦令半径为弦，半面为勾，为之求股。置上小弦幂，四而一，得六百六十九亿八千七百二十九万八千三百六十一忽，余分弃之，即勾幂也。以减弦幂，其余，开方除之，得股九寸六分五厘九毫二秒五忽五分忽之四。以减半径，余三分四厘七秒四忽五分忽之一，谓之小勾。觚之半面又谓之小股。为之求小弦。其幂六百八十一亿四千八百三十四万九千四百六十六忽，余分弃之。开方除之，即二十四觚之一面也。



译文


将圆内接正十二边形分割为圆内接正二十四边形法则：使半径作为弦，半个边长作为勾，求股。将上面求得小弦的平方值除以4，得66987298361忽2
 ，剩余分数舍弃，即为勾的平方。以它减弦的平方，余数作开方除法，得股9寸6分5厘9毫2秒[image: ]
 忽。以它减半径，余3分4厘7秒[image: ]
 忽，称为小勾。正十二边形的半个边长又称为小股。可以求小弦。它的平方是68148349466忽2
 ，剩余分数舍弃。对它开方，所得即为正二十四边形的一边的长度。


割二十四觚以为四十八觚术曰：亦令半径为弦，半面为勾，为之求股。置上小弦幂，四而一，得一百七十亿三千七百八万七千三百六十六
 忽，余分弃之，即勾幂也。以减弦幂，其余，开方除之，得股九寸九分一厘四毫四秒四忽五分忽之四。以减半径，余八厘五毫五秒五忽五分忽之一，谓之小勾。觚之半面又谓之小股。为之求小弦。其幂一百七十一亿一千二十七万八千八百一十三忽，余分弃之。开方除之，得小弦一寸三分八毫六忽，余分弃之，即四十八觚之一面。以半径一尺乘之，又以二十四乘之，得幂三万一千三百九十三亿四千四百万忽。以百亿除之，得幂三百一十三寸六百二十五分寸之五百八十四，即九十六觚之幂也。



译文


将圆内接正二十四边形分割为圆内接正四十八边形法则：同样使半径作为弦，半个边长作为勾，求股。将上面求得小弦的平方值除以4，得17037087366忽2
 ，剩余分数舍弃，即为勾的平方。以它减弦的平方，余数开方，得股9寸9分1厘4毫4秒[image: ]
 忽。以它减半径，余8厘5毫5秒[image: ]
 忽，称为小勾。正二十四边形的半个边长又称为小股。可以求小弦。它的平方是17110278813忽2
 ，剩余分数舍弃。对它作开方除法，得小弦1寸3分8毫6忽，剩余分数舍弃，即为正四十八边形的一边的长度。用半径1尺乘之，再乘24，得平方值3139344000000忽2
 ，除以10000000000，得平方值[image: ]
 寸2
 ，即为正九十六边形的面积。


割四十八觚以为九十六觚术曰：亦令半径为弦，半面为勾，为之求股。置次上弦幂，四而一，得四十二亿七千七百五十六万九千七百三忽，余分弃之，则勾幂也。以减弦幂，其余，开方除之，得股九寸九分七厘八毫五秒八忽十分忽之九。以减半径，余二厘一毫四秒一忽十分忽之一，谓之小勾。觚之半面又谓之小股。为之求小弦。其幂四十二亿八千二百一十五万四千一十二忽，余分弃之。开方除之，得小弦六分五厘四毫三秒八忽，余分弃之，即九十六觚之一面。以半径一尺乘之，又以四十八乘之，得幂三万一千四百一十亿二千四百万忽。以百亿除之，得幂三百一十四寸六百二十五分寸之六十四，即一百九十二觚之幂也。以九十六觚之幂减之，余六百二十五分寸之一百五，谓之差幂。倍之，为分寸之二百一十，即九十六觚之外弧田九十六，所谓以弦乘矢之凡幂也。加此幂于九十六觚之幂，得三百一十四寸六百二十五分寸之一百六十九，则出于圆之表矣。故还就一百九十二觚之全幂三百一十四寸，以为圆幂之定率而弃其余分。



译文


将圆内接正四十八边形分割为圆内接正九十六边形法则：同样使半径作为弦，半个边长作为勾，求股。将上面求得小弦的平方值除以4，得4277569703忽2
 ，剩余分数舍弃，即为勾的平方。以它减弦的平方，余数作开方除法，得股9寸9分7厘8毫5秒[image: ]
 忽。以它减半径，余2厘1毫4秒[image: ]
 忽，称为小勾。正四十八边形的半个边长又称为小股。可以求小弦。它的平方是4282154012忽2
 ，剩余分数舍弃。对它作开方除法，得小弦6分5厘4毫3秒8忽，剩余分数舍弃，即为正九十六边形一边的长度。用半径1尺乘之，再乘48，得平方值3141024000000忽2
 ，除以10000000000，得平方值[image: ]
 寸2
 ，即为正一百九十二边形的面积。以正九十六边形面积减之，余[image: ]
 寸2
 ，称为差幂。将其加倍，为[image: ]
 寸2
 ，是正九十六边形之外的96块弧上的田的面积，即以弦乘余径的总面积。把这个面积加到正九十六边形的面积上，得[image: ]
 寸2
 ，超出了圆的面积。所以还是舍弃剩余的分数，以正一百九十二边形的面积314寸2
 作为圆面积定率。


以半径一尺除圆幂，倍所得，六尺二寸八分，即周数。令径自乘为方幂四百寸，与圆幂相折，圆幂得一百五十七为率，方幂得二百为率。方幂二百，其中容圆幂一百五十七也。圆率犹为微少。按：弧田图令方中容圆，圆中容方，内方合外方之半。然则圆幂一百五十七，其中容方幂一百也。又令径二尺与周六尺二寸八分相约，周得一百五十七，径得五十，则其相与之率也。周率犹为微少也。



译文


圆面积除以半径1尺，所得数加倍，得6尺2寸8分，即周长。将直径自乘，得圆外切正方形面积400寸2
 ，与圆面积相比，得圆面积率为157，方面积率为200。方面积率200，其中包含圆面积率157。圆面积率稍微小。按：弧田图中，在正方形中做内切圆，圆中有内接正方形，内接正方形的面积是外切正方形面积的一半。所以圆面积为157，内接正方形面积为100。又将直径2尺与周长6尺2寸8分相约，圆周得157，直径得50，这是它们的最简之比。周率也稍微小一点。


晋武库中汉时王莽作铜斛
[1]

 ，其铭曰：律嘉量斛
[2]

 ，内方尺而圆其外，庣旁九厘五毫
[3]

 ，幂一百六十二寸，深一尺，积一千六百二十寸，容十斗。以此术求之，得幂一百六十一寸有奇
[4]

 ，其数相近矣。此术微少。而觚差幂六百二十五分寸之一百五。以一百九十二觚之幂为率消息，当取此分寸之三十六，以增于一百九十二觚之幂，以为圆幂，三百一十四寸二十五分寸之四。置径自乘之方幂四百寸，令与圆幂通相约，圆幂三千九百二十七，方幂得五千，是为率。方幂五千中容圆幂三千九百二十七；圆幂三千九百二十七中容方幂二千五百也。以半径一尺除圆幂三百一十四寸二十五分寸之四，倍所得，六尺二寸八分二十五分分之八，即周数也。全径二尺与周数通相约，径得一千二百五十，周得三千九百二十七，即其相与之率。若此者，盖尽其纤微矣。举而用之，上法为约耳。当求一千五百三十六觚之一面，得三千七十二觚之幂，而裁其微分，数亦宜然，重其验耳。



注释



[1]
 　斛hú：量器名，亦量名。古代十斗为一斛，南宋末年改为五斗为一斛，两斛为一石。


[2]
 　律：法令，法律。嘉量：古代标准量器。有鬴、豆、升三量。汉王莽改制，始建国元年颁新嘉量，合斛、斗、升、合、龠为一器。器上部为斛，下部为斗，左耳为升，右耳为合、龠。


[3]
 　庣tiāo：凹下或不满的地方。


[4]
 　奇：奇零。不满整数的数。[image: 0001-01]



译文


晋代武库中有汉朝王莽所制铜斛，上有铭文：法定标准量器斛。内部方形外部圆形，庣旁9厘5毫，面积162寸2
 ，深1尺，容积1620寸3
 ，容量10斗。用刚才推算出的数据计算，得面积161寸2
 ，有奇零。与上面得数相近。这样算出的数值稍微小一点，圆内接正一百九十二边形与正九十六边形面积差是[image: ]
 寸2
 。以正一百九十二边形的面积作为求率时增减的基础，取[image: ]
 寸2
 ，加到正一百九十二边形的面积上，作为圆面积，为[image: ]
 寸2
 。将直径自乘得正方形面积400寸2
 ，使之与圆面积相约，圆面积3927，正方形面积5000，这是方圆率。正方形面积5000中含有内接圆面积3927，内接圆面积3927中含有内接正方形面积2500。圆面积[image: ]
 寸2
 除以半径1尺，再使之加倍，6尺2寸[image: ]
 分，就是周长。直径2尺与周长相约，直径得1250，周长得3927，是它们的最简之比。这样算的话，已经相当精确细微。如果应用，上一个方法相对简约。求正一千五百三十六边形的边长，得到正三千零七十二边形的面积，裁掉微小分数，数值也应该这样，又一次得到验证。


臣淳风等谨按：旧术求圆，皆以周三径一为率。若用之求圆周之数，则周少径多。用之求其六觚之田，乃与此率合会耳。何则？假令六觚之田，觚间各一尺为面，自然从角至角，其径二尺可知。此则周六径二与周三径一已合。恐此犹以难晓，今更引物为喻。设令刻物作圭形者六枚，枚别三面，皆长一尺。攒此六物，悉使锐头向里，则成六觚之周，角径亦皆一尺。更从觚角外畔，围绕为规，则六觚之径尽达规矣。当面径短，不至外规。若以径言之，则为规六尺，径二尺，面径皆一尺。面径股不至外畔，定无二尺可知。故周三径一之率于圆周乃是径多周少。径一周三，理非精密。盖术从简要，举大纲略而言之。刘徽将以为疏，遂乃改张其率。但周、径相乘，数难契合。徽虽出斯二法，终不能究其纤毫也。祖冲之以其不精，就中更推其数。今者修撰，攈摭诸家
[1]

 ，考其是非，冲之为密。故显之于徽术之下，冀学者之所裁焉。



注释



[1]
 　攈摭jùn zhí：亦作“攟摭”，摘取，搜集。[image: 0001-01]



译文


李淳风注：用旧法求圆，都以周3径1为率。如果用它求圆周的值，得数圆周少，直径多。用它求正六边形的田却能符合。这是为什么呢？假设正六边形田，各角之间边长1尺，自然可以得出两角之间的直径是2尺。于是周6径2，与周3径1相合。担心这样讲仍难以理解，现在引用事物做比喻。假设刻三角形物品6枚，每枚有三条边，边长皆1尺。将这6枚物品集中，全部使一角向里，于是形成一个正六边形，两角间长度1尺。再沿着角的外侧，围绕成圆弧，经过六个角的直径全部达到圆弧上。正六边形对面两条边之间的距离短，达不到圆弧。以直径而言，为圆弧长6尺，直径2尺，边长1尺。对面两条边之间的距离达不到圆弧，可以知道肯定不足2尺。所以周3径1率用来计算圆周则是直径多圆周少。径1周3，理论上讲不是很精密。应该是计算法则为遵从简要原则，根据纲领简略地表示的缘故。刘徽认为太粗略，于是改变率。但周长、直径相乘，数值难以契合。刘徽虽然提出两个方法，但最终没能做到细微的精确。祖冲之因为其值不精密，进一步推导计算。现在修撰，收集各家学说，考察正误，祖冲之的计算最精密。所以将它附在刘徽的方法之后，希望学习者有所判断。

又术曰：周、径相乘，四而一
[1]

 。此周与上弧同耳。周、径相乘各当以半，而今周、径两全，故两母相乘为四，以报除之。于徽术，以五十乘周，一百五十七而一，即径也。以一百五十七乘径，五十而一，即周也。新术径率犹当微少。据周以求径，则失之长；据径以求周，则失之短。诸据见径以求幂者，皆失之于微少；据周以求幂者，皆失之于微多。臣淳风等谨按：依密率，以七乘周，二十二而一，即径；以二十二乘径，七而一，即周。依术求之，即得。



注释



[1]
 　周、径相乘，四而一：假设圆周为C
 ，圆的直径为d
 。另一法则中，圆面积[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


法则：圆周、直径相乘，除以4。（刘徽注：该周长与上面提到的圆内接多边形意义相同。周长、直径相乘应当各取一半，但是现在周长、直径都是完整的，所以它们的分母相乘应该为4，以作报除。如果用徽率，周长乘以50，除以157，所得即为直径。直径乘以157，除以50，即为圆周。新方法得出的直径的率应该小一点。根据圆周求直径，所得的不精密之处在于数值大了点；根据直径求周长，所得的不精密之处在于数值小了点。根据直径求面积，所得的不精密之处在于微小；根据周长求面积，所得的不精密之处在于微大。李淳风注：依照密率，周长乘以7，除以22，即为直径；直径乘以22，除以7，即为周长。按照这个法则，即可得到答案。）

又术曰：径自相乘，三之，四而一
[1]

 。按：圆径自乘为外方。“三之，四而一”者，是为圆居外方四分之三也。若令六觚之一面乘半径，其幂即外方四分之一也。因而三之，即亦居外方四分之三也，是为圆里十二觚之幂耳。取以为圆，失之于微少。于徽新术，当径自乘，又以一百五十七乘之，二百而一。臣淳风等谨按：密率，令径自乘，以十一乘之，十四而一，即圆幂也。



注释



[1]
 　径自相乘，三之，四而一：假设圆周为C
 ，圆的直径为d
 。另一法则中，圆面积[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


法则：直径自乘，乘以3，除以4。（刘徽注：圆的直径自乘得到圆外切正方形的面积。“乘以3，除以4”，是因为圆面积是外切正方形面积的[image: ]
 。如果使圆内接正六边形的一边乘以半径，所得面积为外切正方形面积的[image: ]
 。所以乘以3，即外切正方形面积的[image: ]
 ，也是圆内接正十二边形的面积。取这个值作为圆面积，不精密之处在于稍微小了一点。运用徽率，应当是直径自乘，乘以157，除以200。李淳风注：依照密率，使直径自乘，乘以11，除以14，即为圆面积。）

又术曰：周自相乘，十二而一
[1]

 。六觚之周，其于圆径，三与一也。故六觚之周自相乘为幂，若圆径自乘者九方，九方凡为十二觚者十有二，故曰十二而一，即十二觚之幂也。今此令周自乘，非但若为圆径自乘者九方而已。然则十二而一，所得又非十二觚之类也。若欲以为圆幂，失之于多矣。以六觚之周自乘，十二而一可也。于徽新术，直令圆周自乘，又以二十五乘之，三百一十四而一，得圆幂。其率：二十五者，圆幂也；三百一十四者，周自乘之幂也。置周数六尺二寸八分，令自乘，得幂三十九万四千三百八十四分，又置圆幂三万一千四百分，皆以一千二百五十六约之，得此率。臣淳风等谨按：方面自乘即得其积。圆周求其幂，假率乃通。但此术所求用三、一为率。圆田正法，半周及半径以相乘。今乃用全周自乘，故须以十二为母。何者？据全周而求半周，则须以二为法；就全周而求半径，复假六以除之。是二、六相乘，除周自乘之数。依密率，以七乘之，八十八而一。



注释



[1]
 　周自相乘，十二而一：假设圆周为C
 。另一法则中，圆面积[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


法则：圆周自乘，除以12。（刘徽注：圆内接正六边形的周长与圆的直径相比，是3：1。所以圆内接正六边形的周长自乘所得面积，是圆的直径自乘所得面积的9倍，相当于12个正十二边形，所以除以12，得到一个正十二边形的面积。现在使周长自乘，不但不是直径自乘的9倍。那么，除以12，也不是正十二边形的面积。如果将它作为圆面积，不精密之处在于数值多了些。用正六边形的周长自乘，除以12是可以的。运用徽率，直接使圆周自乘，乘以25，除以314，得到圆面积。它们的率：圆面积25，周长自乘面积314。假设周长6尺2寸8分，将它自乘，得到面积394384分2
 ，又设圆面积31400分2
 ，以1256约简，得到这个率。李淳风注：用正方形边长自乘，得到正方形面积。用圆周求圆面积，借助圆周率就可以。但是本法则中使用周3径1率。圆形田法则，用半个周长与半径相乘。现在用的是整个周长自乘，所以应该除以12。为什么呢？根据全周长求半周长，需要除以2；根据全周长求半径，需要除以6。所以2与6自乘后，去除周长自乘得数。依照密率，乘以7，除以88。）

今有宛田
[1]

 ，下周三十步
[2]

 ，径十六步
[3]

 。问：为田几何？

答曰：一百二十步。

又有宛田，下周九十九步，径五十一步。问：为田几何？

答曰：五亩六十二步四分步之一。

术曰：以径乘周，四而一。此术不验。故推方锥以见其形。假令方锥下方六尺，高四尺。四尺为股，下方之半三尺为勾，正面斜为弦，弦五尺也。令勾、弦相乘，四因之，得六十尺，即方锥四面见者之幂。若令其中容圆锥，圆锥见幂与方锥见幂，其率犹圆幂之与方幂也。按：方锥下方六尺，则方周二十四尺，以五尺乘而半之，则亦方锥之见幂。故求圆锥之数，折径以乘下周之半，即圆锥之幂也。今宛田上径圆穹，而与圆锥同术，则幂失之于少矣。然其术难用，故略举大较，施之大广田也。求圆锥之幂，犹求圆田之幂也。今用两全相乘，故以为法，除之，亦如圆田矣。开立圆术说圆方诸率甚备，可以验此。



注释



[1]
 　宛田：中央隆起的田，类似于球冠。宛，屈曲。


[2]
 　下周：下底的周长。


[3]
 　径：宛田的径指的是穿过球冠下底直径的两端点和顶心的弧。如图1－8。下周为l
 2
 ，径为穿过点a
 、点O
 ′、点b
 的弧l
 1
 。

[image: 0064-01]
图1－8[image: 0001-01]





译文


现有宛田，下周长30步，穹径16步。问：田的面积是多少？

答：120步2
 。

又有宛田，下周长99步，穹径51步。问：田的面积是多少？

答：5亩[image: ]
 步2
 。

宛田法则：下周长乘以穹径，除以4。（刘徽注：本法则不正确。所以现在推算方锥用以证明。假设方锥下底长6尺，高4尺。以4尺作为股，下底长的一半3尺作为勾，斜面上的高为弦，则弦5尺。将勾、弦相乘，乘以4，得60尺2
 ，即为方锥四个面的面积。如果内部有内切圆锥，那么圆锥的侧面积与方锥的侧面积，它们的率就像内切圆的面积与正方形的面积。按：方锥下底长6尺，所以周长为24尺，乘以5尺，取半，即方锥的侧面积。所以求圆锥的侧面积，取一半穹径，乘一半下周长，就是圆锥的面积。现宛田的径是球冠上的一段圆弧，却和圆锥用同样的法则，得出的面积数值会小。然而这一方法使用较复杂，所以只是略举大概，适用于面积较广的田地。求圆锥的侧面积，如同求圆的面积。现在由于用全周长、直径，所以需要除以4，道理同圆形田。开立圆法则中关于圆率、方率等表述很详细，可以验证这里说的方法。

今有弧田
[1]

 ，弦三十步，矢十五步。问：为田几何？

答曰：一亩九十七步半。

又有弧田，弦七十八步二分步之一，矢十三步九分步之七。问：为田几何？

答曰：二亩一百五十五步八十一分步之五十六。

术曰：以弦乘矢，矢又自乘，并之，二而一
[2]

 。方中之圆，圆里十二觚之幂，合外方之幂四分之三也。中方合外方之半，则朱青合外方四分之一也
[3]

 。弧田，半圆之幂也，故依半圆之体而为之术。以弦乘矢而半之则为黄幂，矢自乘而半之为二青幂。青、黄相连为弧体。弧体法当应规。今觚面不至外畔，失之于少矣。圆田旧术以周三径一为率，俱得十二觚之幂，亦失之于少也。与此相似，指验半圆之弧耳。若不满半圆者，益复疏阔。



注释



[1]
 　弧田：弓形田。


[2]
 　以弦乘矢，矢又自乘，并之，二而一：假设弓形弦为d
 1
 ，矢为d
 2
 ，弓形面积[image: ]
 。


[3]
 　图已佚。图1－9为戴震补图。

[image: 0066-02]
图1－9[image: 0001-01]





译文


现有弓形田，弦30步，矢15步。问：田的面积是多少？

答：1亩[image: ]
 步2
 。

又有弓形田，弦[image: ]
 步，矢[image: ]
 步。问：田的面积是多少？

答：2亩[image: ]
 步2
 。

弓形田法则：以弦乘矢，矢自乘，相加求和，除以2。（刘徽注：正方形中有内切圆，圆内接正十二边形的面积，是外切正方形的[image: ]
 。圆内接正方形面积是外切正方形面积的一半，则朱青图形的面积是外切正方形面积的[image: ]
 。弓形田，半圆的面积，所以依照半圆计算面积。弦乘矢取半是黄色图形的面积，矢自乘取半是两块青色图形的面积之和。青色、黄色图形相连是弧体。弧体应当和圆弧同理。现在多边形的边不能达到外侧边界，所以所得数值偏小。圆形田法则用周3径1率，都求得内接正十二边形的面积，所得数值也偏小。与本法则相似，只检验了半圆形弧田。如果图形不足半圆，就更有疏漏了。）


宜依勾股锯圆材之术，以弧弦为锯道长，以矢为锯深，而求其径
[1]

 。既知圆径，则弧可割分也。割之者，半弧田之弦以为股，其矢为勾，为之求弦，即小弧之弦也。以半小弧之弦为勾，半圆径为弦，为之求股，以减半径，其余即小弧之矢也。割之又割，使至极细。但举弦、矢相乘之数，则必近密率矣。然于算数差繁，必欲有所寻究也。若但度田，取其大数，旧术为约耳。



注释



[1]
 　如图1－10，假设弧的弦为ab
 ，矢为OO
 ′，弦所在圆的半径为aO
 ″。由弧的弦aO
 为股，O
 ′O
 为勾，利用勾股定理可求出aO
 ′。[image: ]
 ，由ad
 为勾，aO
 ″为弦，利用勾股定理可求出dO
 ″。cd
 为小弓形的矢。

[image: 0068-02]
图1－10[image: 0001-01]





译文


应依照勾股章里锯圆材问题的解法处理，将弧的弦作为锯道长，矢作为锯道深，求弧所在圆的直径。已知圆的直径，弧就可以分割求解。将半个弓形的弦作为股，矢作为勾，求弦，即为小弓形的弦。以半个小弓形的弦作为勾，圆的半径作为弦，求股。半径减去所得的股，余数是小弓形的矢。反复分割，直到极其细微。这时列出弦、矢相乘所得数值，必定十分接近密率。然而算法复杂，想要有所研究才会采取这种算法。如果只是测算田地，取大约的数值，按照旧方法就比较简便了。

今有环田，中周九十二步，外周一百二十二步，径五步
[1]

 。此欲令与周三径一之率相应，故言径五步也。据中、外周，以徽术言之，当径四步一百五十七分步之一百二十二也。臣淳风等谨按：依密率，合径四步二十二分步之十七。
 问：为田几何？

答曰：二亩五十五步。于徽术，当为田二亩三十一步一百五十七分步之二十三。臣淳风等依密率，为田二亩三十步二十二分步之十五。


又有环田，中周六十二步四分步之三，外周一百一十三步二分步之一，径十二步三分步之二。此田环而不通匝
[2]

 ，故径十二步三分步之二。若据上周求径者，此径失之于多，过周三径一之率，盖为疏矣。于徽术，当径八步六百二十八分步之五十一。臣淳风等谨按：依周三径一考之，合径八步二十四分步之一十一。依密率，合径八步一百七十六分步之一十三。
 问：为田几何？

答曰：四亩一百五十六步四分步之一。于徽术，当为田二亩二百三十二步五千二十四分步之七百八十七也。依周三径一，为田三亩二十五步六十四分步之二十五。臣淳风等谨按密率，为田二亩二百三十一步一千四百八分步之七百一十七也。


术曰：并中、外周而半之，以径乘之，为积步
[3]

 。此田截而中之周则为长。并而半之知，亦以盈补虚也。此可令中、外周各自为圆田，以中圆减外圆，余则环实也。



注释



[1]
 　径：环形田的径为中、外周之间的宽。


[2]
 　匝：环绕一周叫一匝。


[3]
 　如图1－11。假设环形中周C
 1
 ，外周C
 2
 ，环径d
 。环形面积[image: ]
 。

[image: 0070-02]
图1－11[image: 0001-01]





译文


现有环形田，中周92步，外周122步，环径5步。（刘徽注：题目想要与周3径1率相对应，所以说环径5步。根据中、外周，运用徽率，环径应当是[image: ]
 步。李淳风注：依照密率，环径应当是[image: ]
 步。）问：田的面积是多少？

答：2亩55步2
 。（刘徽注：用徽率，田的面积应当是2亩[image: ]
 步2
 。李淳风注：依照密率，田的面积应当是2亩[image: ]
 步2
 。）

又有环形田，中周[image: ]
 步，外周[image: ]
 步，环径[image: ]
 步。（刘徽注：这个环不足一周，所以环径为[image: ]
 步。如果根据上面的周长求环径，那么得出的数值偏大，超过了周3径1率，太粗糙了。用徽率，环径应是[image: ]
 步。李淳风注：依照周3径1率计算，环径应当是[image: ]
 步。依照密率，环径应当是[image: ]
 步。）问：田的面积是多少？

答：4亩[image: ]
 步2
 。（刘徽注：用徽率，田的面积应当是2亩[image: ]
 步2
 。依照周3径1率，田的面积应当是2亩[image: ]
 步2
 。李淳风注：依照密率，田的面积应当是2亩[image: ]
 步2
 。）

环形田法则：中、外周之和取半，乘以环径，得到积步。（刘徽注：田地截中、外周得到平均周长，作为长。相加取半的目的是以盈补虚。也可以将中、外周各自看成是圆形田，外周面积减去中周面积，余数就是环形田的面积。）

密率术曰：置中、外周步数，分母、子各居其下。母互乘子，通全步，纳分子。以中周减外周，余半之，以益中周。径亦通分纳子，以乘周为密实。分母相乘为法。除之为积步，余，积步之分。以亩法除之，即亩数也。按：此术，并中、外周步数于上，分母、子于下。母互乘子者，为中、外周俱有分，故以互乘齐其子，母相乘同其母。子齐母同，故通全步，纳分子。“半之”知，以盈补虚，得中平之周。周则为纵，径则为广，故广、纵相乘而得其积。既合分母，还须分母出之，故令周、径分母相乘而连除之，即得积步。不尽，以等数除之而命分。以亩法除积步，得亩数也。



译文


密率法则：设置中、外周的步数，分母、分子居下。分母互乘分子，整数步数通分，并入分子。外周减去中周，余数取半，加到中周上。环径也通分并入分子，乘周长作为被除数。分母相乘作为除数。被除数除以除数，得到积步。余数是积步的分数。用亩法换算，得到亩数。（刘徽注：本法则，将中、外周的步数相加记在上方，分母、分子记在下方。分母互乘分子，是因为中、外周皆含有分数，所以互乘使分子相齐，分母相乘相同。分子相齐分母相同后，整数部分可以通分，并入分子。“取半”是为了以盈补虚，得到平均周长。周长作为长，环径作为宽，所以宽、长相乘得到积步。既然分子中融合了分母，还需要把分母分离出去，所以使周、径分母相乘，合起来除，就得到积步。如果除不尽，以等数除，取分数。得到的积步用亩法换算，得到亩数。）



卷第二　粟米

粟米
[1]

 以御交质变易


粟米之法凡此诸率相与大通，其特相求，各如本率。可约者约之。别术然也。


粟率五十　　　　粝米三十
[2]



粺米二十七
[3]

 　　糳米二十四
[4]



御米二十一
[5]

 　　小[image: ]
 十三半
[6]



大[image: ]
 五十四　　　粝饭七十五

粺饭五十四　　　糳饭四十八

御饭四十二　　　菽
[7]

 、荅
[8]

 、麻、麦各四十五

稻六十　　　　　豉六十三
[9]



飧九十
[10]

 　　　　熟菽一百三半

糵一百七十五
[11]




注释



[1]
 　粟：古指禾、黍的籽粒。加工后其皮称糠，可食的仁称米。这里泛指粮食。


[2]
 　粝lì米：粗米，糙米。


[3]
 　粺bài米：一种介于精米、粗米之间的米。


[4]
 　糳zuò米：舂过的精米。


[5]
 　御米：供宫廷食用的米。


[6]
 　[image: ]
 zhí：麦屑。小[image: ]
 ：细麦屑。大[image: ]
 ：粗麦屑。


[7]
 　菽：豆类的总称。


[8]
 　荅dá：小豆。


[9]
 　豉chǐ：用豆类发酵制成的副食品。


[10]
 　飧sūn：熟食。


[11]
 　糵niè：麦、豆等长出的芽。[image: 0001-01]



译文


粟米（刘徽注：用来处理交易折算。）

粮食换算率（刘徽注：下面这些率相互关联相通，如果特意折算，就要依照相应的率。可以约简的要约简。别的换算也是这样。）

粟率50　　　糙米30

粺米27　　　精米24

贡米21　　　面粉[image: ]


麦麸54　　　糙米饭75

粺米饭54　　精米饭48

贡米饭42　　大豆、小豆、芝麻、麦各45

稻谷60　　　豆豉63

飧90　　　　熟大豆[image: ]


麦芽175

今有此都术也。凡九数以为篇名，可以广施诸率，所谓告往而知来，举一隅而三隅反者也。诚能分诡数之纷杂，通彼此之否塞
[1]

 ，因物成率，审辨名分，平其偏颇，齐其参差，则终无不归于此术也。
 术曰：以所有数乘所求率为实，以所有率为法
[2]

 。少者多之始，一者数之母，故为率者必等之于一。据粟率五、粝率三，是粟五而为一也，粝米三而为一也。欲化粟为米者，粟当先本是一。一者，谓以五约之，令五而为一也。讫
[3]

 ，乃以三乘之，令一而为三。如是，则率至于一，以五为三矣。然先除后乘，或有余分，故术反之。又完言之知
[4]

 ，粟五升为粝米三升；分言之知，粟一斗为粝米五分斗之三。以五为母，三为子。以粟求粝米者，以子乘，其母报除也。然则所求之率常为母也。臣淳风等谨按：宜云“所求之率常为子，所有之率常为母。”今乃云“所求之率常为母”知，脱错也。
 实如法而一。


注释



[1]
 　否塞：闭塞不通。


[2]
 　假设所有数为a
 ，所有率为a
 ′，所求数为b
 ，所求率为b
 ′，那么按照法则，有b
 ＝ab
 ′÷a
 ′。


[3]
 　讫：完结，终了。


[4]
 　完：完整，完好，完全。这里指整数。[image: 0001-01]



译文


今有法则（刘徽注：这是普遍运用的法则。凡是《九章算术》里各篇的问题，都可以运用率。这就是所谓根据过去可以推测未来，举一反三的道理。如果能分析复杂的数学问题，疏通彼此的闭塞，根据物品确定各自的率，辨别它们的关系，平衡偏颇，齐平参差，那么总能归结到这一法则。）法则：所有数乘以所求率，作为被除数，所有率作为除数。（刘徽注：少是多的开始，1是数字的基础，所以率都应该可以折算成1。根据粟率5、糙米率3，就是粟5可以折成1，糙米3可以折成1。想要将粟化成糙米，先将粟化成1。使5化成1，需要用5约简。完毕，再用之乘以3，使1化成3。就这样，率折算成1，使5化成了3。然而先作除法后作乘法，余数可能会有分数，所以法则中将运算顺序反过来。用整数表示，粟5升可折算成糙米3升，用分数表示，粟1斗可折算成糙米[image: ]
 斗。5是分母，3是分子。粟折算成糙米，以分子乘，再用分母报除。然而所求率常取作分母。李淳风注：应当是“所求率常取作分子，所有率常取作分母”。这里说的“所求率常取作分母”是错误的。）被除数除以除数。

今有粟一斗，欲为粝米。问：得几何？

答曰：为粝米六升。

术曰：以粟求粝米，三之，五而一。臣淳风等谨按：都术，以所求率乘所有数，以所有率为法。此术以粟求米，故粟为所有数。三是米率，故三为所求率。五为粟率，故五为所有率。粟率五十，米率三十，退位求之，故唯云三、五也。


今有粟二斗一升，欲为粺米。问：得几何？

答曰：为粺米一斗一升五十分升之十七。

术曰：以粟求粺米，二十七之，五十而一。臣淳风等谨按：粺米之率二十有七，故直以二十七之，五十而一也。


今有粟四斗五升，欲为糳米。问：得几何？

答曰：为糳米二斗一升五分升之三。

术曰：以粟求糳米，十二之，二十五而一。臣淳风等谨按：糳米之率二十有四，以为率太繁，故因而半之，故半所求之率，以乘所有之数。所求之率既减半，所有之率亦减半。是故十二乘之，二十五而一也。


今有粟七斗九升，欲为御米。问：得几何？

答曰：为御米三斗三升五十分升之九。

术曰：以粟求御米，二十一之，五十而一。

今有粟一斗，欲为小[image: ]
 。问：得几何？

答曰：为小[image: ]
 二升一十分升之七。

术曰：以粟求小[image: ]
 ，二十七之，百而一。臣淳风等谨按：小[image: ]
 之率十三有半。半者二为母，以二通之，得二十七，为所求率。又以母二通其粟率，得一百，为所有率。凡本率有分者，须即乘除也。他皆放此。


今有粟九斗八升，欲为大[image: ]
 。问：得几何？

答曰：为大[image: ]
 一十斗五升二十五分升之二十一。

术曰：以粟求大[image: ]
 ，二十七之，二十五而一。臣淳风等谨按：大[image: ]
 之率五十有四，其可半，故二十七之，亦如粟求糳米，半其二率。


今有粟二斗三升，欲为粝饭。问：得几何？

答曰：为粝饭三斗四升半。

术曰：以粟求粝饭，三之，二而一。臣淳风等谨按：粝饭之率七十有五。粟求粝饭，合以此数乘之。今以等数二十有五约其二率，所求之率得三，所有之率得二，故以三乘二除。


今有粟三斗六升，欲为粺饭。问：得几何？

答曰：为粺饭三斗八升二十五分升之二十二。

术曰：以粟求粺饭，二十七之，二十五而一。臣淳风等谨按：此术与大[image: ]
 多同。


今有粟八斗六升，欲为糳饭。问：得几何？

答曰：为糳饭八斗二升二十五分升之一十四。

术曰：以粟求糳饭，二十四之，二十五而一。臣淳风等谨按：糳饭率四十八。此亦半二率而乘除。


今有粟九斗八升，欲为御饭。问：得几何？

答曰：为御饭八斗二升二十五分升之八。

术曰：以粟求御饭，二十一之，二十五一而一。臣淳风等谨按：此术半率，亦与糳饭多同。


今有粟三斗少半升
[1]

 ，欲为菽。问：得几何？

答曰：为菽二斗七升一十分升之三。

今有粟四斗一升太半升
[2]

 ，欲为荅。问：得几何？

答曰：为荅三斗七升半。

今有粟五斗太半升，欲为麻。问：得几何？

答曰：为麻四斗五升五分升之三。

今有粟一十斗八升五分升之二，欲为麦。问：得几何？

答曰：为麦九斗七升二十五分升之一十四。

术曰：以粟求菽、荅、麻、麦，皆九之，十而一。臣淳风等谨按：四术率并四十五，皆是为粟所求，俱合以此率乘其本粟。术欲从省，先以等数五约之，所求之率得九，所有之率得十。故九乘十除，义由于此。


今有粟七斗五升七分升之四，欲为稻。问：得几何？

答曰：为稻九斗三十五分升之二十四。

术曰：以粟求稻，六之，五而一。臣淳风等谨按：稻率六十，亦约二率而乘除。


今有粟七斗八升，欲为豉。问：得几何？

答曰：为豉九斗八升二十五分升之七。

术曰：以粟求豉，六十三之，五十而一。

今有粟五斗五升，欲为飧。问：得几何？

答曰：为飧九斗九升。

术曰：以粟求飧，九之，五而一。臣淳风等谨按：飧率九十，退位，与求稻多同。


今有粟四斗，欲为熟菽。问：得几何？

答曰：为熟菽八斗二升五分升之四。

术曰：以粟求熟菽，二百七之，百而一。臣淳风等谨按：熟菽之率一百三半。半者其母二，故以母二通之。所求之率既被二乘，所有之率随而俱长，故以二百七之，百而一。


今有粟二斗，欲为糵。问：得几何？

答曰：为糵七斗。

术曰：以粟求糵，七之，二而一。臣淳风等谨按：糵率一百七十有五，合以此数乘其本粟。术欲从省，先以等数二十五约之，所求之率得七，所有之率得二，故七乘二除。


今有粝米十五斗五升五分升之二，欲为粟。问：得几何？

答曰：为粟二十五斗九升。

术曰：以粝米求粟，五之，三而一。臣淳风等谨按：上术以粟求米，故粟为所有数，三为所求率，五为所有率。今此以米求粟，故米为所有数，五为所求率，三为所有率。准都术求之，各合其数。以下所有反求多问，皆准此。


今有粺米二斗，欲为粟。问：得几何？

答曰：为粟三斗七升二十七分升之一。

术曰：以粺米求粟，五十之，二十七而一。

今有糳米三斗少半升，欲为粟。问：得几何？

答曰：为粟六斗三升三十六分升之七。

术曰：以糳米求粟，二十五之，十二而一。

今有御米十四斗，欲为粟。问：得几何？

答曰：为粟三十三斗三升少半升。

术曰：以御米求粟，五十之，二十一而一。

今有稻一十二斗六升一十五分升之一十四，欲为粟。问：得几何？

答曰：为粟一十斗五升九分升之七。

术曰：以稻求粟，五之，六而一。

今有粝米一十九斗二升七分升之一，欲为粺米。问：得几何？

答曰：为粺米一十七斗二升一十四分升之一十三。

术曰：以粝米求粺米，九之，十而一。臣淳风等谨按：粺率二十七，合以此数乘粝米。术欲从省，先以等数三约之，所求之率得九，所有之率得十，故九乘而十除。


今有粝米六斗四升五分升之三，欲为粝饭。问：得几何？

答曰：为粝饭一十六斗一升半。

术曰：以粝米求粝饭，五之，二而一。臣淳风等谨按：粝饭之率七十有五，宜以本粝米乘此率数。术欲从省，先以等数十五约之，所求之率得五，所有之率得二。故五乘二除，义由于此。


今有粝饭七斗六升七分升之四，欲为飧。问：得几何？

答曰：为飧九斗一升三十五分升之三十一。

术曰：以粝饭求飧，六之，五而一。臣淳风等谨按：飧率九十，为粝饭所求，宜以粝饭乘此率。术欲从省，先以等数十五约之，所求之率得六，所有之率得五。以此故六乘五除也。


今有菽一斗，欲为熟菽。问：得几何？

答曰：为熟菽二斗三升。

术曰：以菽求熟菽，二十三之，十而一。臣淳风等谨按：熟菽之率一百三半。因其有半，各以母二通之，宜以菽数乘此率。术欲从省，先以等数九约之，所求之率得一十一半，所有之率得五也。


今有菽二斗，欲为豉。问：得几何？

答曰：为豉二斗八升。

术曰：以菽求豉，七之，五而一。臣淳风等谨按：豉率六十三，为菽所求，宜以菽乘此率。术欲从省，先以等数九约之，所求之率得七，而所有之率得五也。


今有麦八斗六升七分升之三，欲为小[image: ]
 。问：得几何？

答曰：为小[image: ]
 二斗五升一十四分升之一十三。

术曰：以麦求小[image: ]
 ，三之，十而一。臣淳风等谨按：小[image: ]
 之率十三半，宜以母二通之，以乘本麦之数。术欲从省，先以等数九约之，所求之率得三，所有之率得十也。


今有麦一斗，欲为大[image: ]
 。问：得几何？

答曰：为大[image: ]
 一斗二升。

术曰：以麦求大[image: ]
 ，六之，五而一。臣淳风等谨按：大[image: ]
 之率五十有四，合以麦数乘此率。术欲从省，先以等数九约之，所求之率得六，所有之率得五也。



注释



[1]
 　少半：古指三分之一。后指不到一半。这里为[image: ]
 。


[2]
 　太半：大半，多半。这里为[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有粟1斗，想换成糙米。问：可换成多少？

答：换糙米6升。

折算方法：以粟换糙米，乘以3，除以5。（李淳风注：普遍折算方法，所有数乘以所求率作为被除数，所有率作为除数。本题目要求以粟换糙米，所以粟为所有数。3是糙米率，所以3为所求率。5为粟率，所以5为所有率。粟率50，糙米率30，退一位约简，所以说是3、5。）

现有粟2斗1升，想换成粺米。问：可换成多少？

答：换粺米1斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换粺米，乘以27，除以50。（李淳风注：粺米率27，所以直接乘以27，除以50。）

现有粟4斗5升，想换成精米。问：可换成多少？

答：换精米2斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换精米，乘以12，除以25。（李淳风注：精米率24，因为用它作率计算烦琐，所以取半。以所求率取半，乘所有数。所求率取半，所有率也应当取半。所以乘以12，除以25。）

现有粟7斗9升，想换成贡米。问：可换成多少？

答：换贡米3斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换贡米，乘以21，除以50。

现有粟1斗，想换面粉。问：可换成多少？

答：换面粉[image: ]
 升。

折算方法：以粟换面粉，乘以27，除以100。（李淳风注：面粉率[image: ]
 。[image: ]
 以2作为分母，以2通分，得27，作所求率。以分母2通分粟率，得100，作所有率。凡是率中含有分数，必须先乘除通分，其他情况都仿照这个方法折算。）

现有粟9斗8升，想换麦麸。问：可换成多少？

答：换麦麸10斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换麦麸，乘以27，除以25。（李淳风注：麦麸率54，因为可以取半，所以乘以27。就像以粟求精米那样，所求率和所有率都取半。）

现有粟2斗3升，想换糙米饭。问：可换成多少？

答：换糙米饭3斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换糙米饭，乘以3，除以2。（李淳风注：糙米饭率75，以粟换糙米饭，应当用这个数乘。现用等数25约简两个率，所求率得3，所有率得2。所以乘以3，除以2。）

现有粟3斗6升，想换粺米饭。问：可换成多少？

答：换粺米饭3斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换粺米饭，乘以27，除以25。（李淳风注：本题目的折算方法和换麦麸的方法大致相同。）

现有粟8斗6升，想换精米饭。问：可换成多少？

答：换精米饭8斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换精米饭，乘以24，除以25。（李淳风注：精米饭率48，本题目也是两个率取半，作乘除。）

现有粟9斗8升，想换贡米饭。问：可换成多少？

答：换贡米饭8斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换贡米饭，乘以21，除以25。（李淳风注：本题目中两个率取半，折算方法和换精米饭的方法大致相同。）

现有粟3斗[image: ]
 升，想换大豆。问：可换成多少？

答：换大豆2斗[image: ]
 升。

现有粟4斗[image: ]
 升，想换小豆。问：可换成多少？

答：换小豆3斗[image: ]
 升。

现有粟5斗[image: ]
 升，想换芝麻。问：可换成多少？

答：换芝麻4斗[image: ]
 升。

现有粟10斗[image: ]
 升，想换麦。问：可换成多少？

答：换麦9斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换大豆、小豆、芝麻、麦，都是乘以9，除以10。（李淳风注：以上四个题目中的率都是45，都是以粟换算，所以都应当用粟数乘以这个率。为了计算简便，用等数5约简，所求率得9，所有率得10。所以乘以9，除以10，这就是折算道理。）

现有粟7斗[image: ]
 升，想换稻谷。问：可换成多少？

答：换稻谷9斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换稻谷，乘以6，除以5。（李淳风注：稻谷率60，本题目也是两个率取半，作乘除。）

现有粟7斗8升，想换豆豉。问：可换成多少？

答：换豆豉9斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换豆豉，乘以63，除以50。

现有粟5斗5升，想换飧。问：可换成多少？

答：换飧9斗9升。

折算方法：以粟换飧，乘以9，除以5。（李淳风注：飧率是90，退一位，折算方法和换稻谷的方法大致相同。）

现有粟4斗，想换熟大豆。问：可换成多少？

答：换熟大豆8斗[image: ]
 升。

折算方法：以粟换熟大豆，乘以207，除以100。（李淳风注：熟大豆率[image: ]
 ，[image: ]
 的分母是2，所以以分母2通分。所求率乘以2，所有率也应该随之增加。所以乘以207，除以100。）

现有粟2斗，想换麦芽。问：可换成多少？

答：换麦芽7斗。

折算方法：以粟换麦芽，乘以7，除以2。（李淳风注：麦芽率175，应当用粟数乘以这个率。想要计算简便，先用等数25约简。所求率得7，所有率得2。所以乘以7，除以2。）

现有糙米15斗[image: ]
 升，想换粟。问：可换成多少？

答：换粟25斗9升。

折算方法：以糙米换粟，乘以5，除以3。（李淳风注：上面的题目以粟换糙米，所以粟为所有数，3为所求率，5为所有率。现在本题目以糙米换粟，所以糙米为所有数，5为所求率，3为所有率。按照普遍折算方法计算，各个数和率应在各自的位置上。下面所有反折算题目大多同理，都照本题目的方法。）

现有粺米2斗，想换粟。问：可换成多少？

答：换粟3斗[image: ]
 升。

折算方法：以粺米换粟，乘以50，除以27。

现有精米3斗[image: ]
 升，想换粟。问：可换成多少？

答：换粟6斗[image: ]
 升。

折算方法：以精米换粟，乘以25，除以12。

现有贡米14斗，想换粟。问：可换成多少？

答：换粟33斗[image: ]
 升。

折算方法：以贡米换粟，乘以50，除以21。

现有稻谷12斗[image: ]
 升，想换粟。问：可换成多少？

答：换粟10斗[image: ]
 升。

折算方法：以稻谷换粟，乘以5，除以6。

现有糙米19斗[image: ]
 升，想换粺米。问：可换成多少？

答：换粺米17斗[image: ]
 升。

折算方法：以糙米换粺米，乘以9，除以10。（李淳风注：粺米率27，应当用粝米数乘以这个率。想要计算简便，先用等数3约简，所求率得9，所有率得10。所以乘以9，除以10。）

现有糙米6斗[image: ]
 升，想换糙米饭。问：可换成多少？

答：换糙米饭16斗[image: ]
 升。

折算方法：以糙米换糙米饭，乘以5，除以2。（李淳风注：糙米饭率75，应当用这个率乘以糙米数。想要计算简便，先用等数15约简，所求率得5，所有率得2。所以乘以5，除以2。）

现有糙米饭7斗[image: ]
 升，想换飧。问：可换成多少？

答：换飧9斗[image: ]
 升。

折算方法：以糙米饭换飧，乘以6，除以5。（李淳风注：飧率90，以糙米饭换飧，应当用这个率乘以糙米数。想要计算简便，先用等数15约简，所求率得6，所有率得5。所以乘以6，除以5。）

现有大豆1斗，想换熟大豆。问：可换成多少？

答：换熟大豆2斗3升。

折算方法：以大豆换熟大豆，乘以23，除以10。（李淳风注：熟大豆率[image: ]
 。因为有[image: ]
 ，所以各用分母2通分，应当用这个率乘以大豆数。想要计算简便，先用等数9约简，所求率得[image: ]
 ，所有率得5。）

现有大豆2斗，想换豆豉。问：可换多少？

答：换豆豉2斗8升。

折算方法：以大豆换豆豉，乘以7，除以5。（李淳风注：豆豉率是63，以大豆换豆豉，应当用大豆率与之相乘。想要计算简便，先用等数9约简，所求率得7，而所有率得5。）

现有麦8斗[image: ]
 升，想换面粉。问：可换成多少？

答：换面粉2斗[image: ]
 升。

折算方法：以麦换面粉，乘以3，除以10。（李淳风注：面粉率[image: ]
 ，最好用分母2通分后，用这个率乘麦数。想要计算简便，先用等数9约简，所求率得3，所有率得10。）

现有麦1斗，想换麦麸。问：可换成多少？

答：换麦麸1斗2升。

折算方法：以麦换麦麸，乘以6，除以5。（李淳风注：麦麸率54，应当用这个率乘以麦数。想要计算简便，先用等数9约简，所求率得6，所有率得5。）

今有出钱一百六十，买瓴甓十八枚
[1]

 。瓴甓，砖也。
 问：枚几何？

答曰：一枚，八钱九分钱之八。

今有出钱一万三千五百，买竹二千三百五十个。问：个几何？

答曰：一个，五钱四十七分钱之三十五。

经率此今有之义，以所求率乘所有数，合以瓴甓一枚乘钱一百六十为实。但以一乘不长，故不复为乘，是以径将所买之率与所出之钱为法、实也。臣淳风等谨按：今有之义，出钱为所有数，一枚为所求率，所买为所有率，而今有之，即得所求数。一乘不长，故不复乘，是以径将所买之率为法，以所出之钱为实。故实如法得一枚钱。不尽者，等数约之而命分。
 术曰：以所买率为法，所出钱数为实，实如法得一钱。


注释



[1]
 　瓴甓língpì：方砖。[image: 0001-01]



译文


现出160钱，买砖18枚。（刘徽注：瓴甓，是砖的意思。）问：每枚砖值多少？

答：每枚[image: ]
 钱。

现出13500钱，买竹2350棵。问：每棵竹值多少？

答：每棵[image: ]
 钱。

经率（刘徽注：按照今有法则，用所求率乘以所有数，所以将方砖1枚乘以160钱作为被除数。但是用1乘数值没有增加，所以不再作乘法，直接将所买率和所出钱分别作为除数、被除数。李淳风注：按照今有法则，所出钱为所有数，1枚为所求率，所买作为所有率，计算即得所求数。用1乘数值不增长，所以不再作乘法，所以直接将所买率作为除数，所出钱作为被除数。被除数除以除数得到1枚砖的钱数。如果不能整除，就用等数约简后用分数表示。）法则：以所买率作为除数，所出钱数作为被除数，被除数除以除数得到单个物品的钱数。

今有出钱五千七百八十五，买漆一斛六斗七升太半升。欲斗率之，问：斗几何？

答曰：一斗，三百四十五钱五百三分钱之一十五。

今有出钱七百二十，买缣一匹二丈一尺
[1]

 。欲丈率之，问：丈几何？

答曰：一丈，一百一十八钱六十一分钱之二。

今有出钱二千三百七十，买布九匹二丈七尺。欲匹率之，问：匹几何？

答曰：一匹，二百四十四钱一百二十九分钱之一百二十四。

今有出钱一万三千六百七十，买丝一石二钧一十七斤
[2]

 。欲石率之，问：石几何？

答曰：一石，八千三百二十六钱一百九十七分钱之百七十八。

经率此术犹经分。臣淳风等谨按：今有之义，钱为所求率，物为所有数，故以乘钱，又以分母乘之为实。实如法而一。有分者通之。所买通分纳子为所有率，故以为法。得钱数。不尽而命分者，因法为母，实余为子。实见不满，故以命之。
 术曰：以所求率乘钱数为实，以所买率为法，实如法得一。


注释



[1]
 　缣jiān：双丝织成的细绢，常用于赏赐、酬谢、馈赠等，亦用作货币。又为书写、绘画的材料。匹：量词。布帛4丈为1匹。


[2]
 　石dàn：重量单位。120斤为1石。钧：重量单位。30斤为1钧。[image: 0001-01]



译文


现出5785钱，买漆1斛6斗[image: ]
 升。以斗为单位，问：每斗漆值多少？

答：每斗[image: ]
 钱。

现出720钱，买细绢1匹2丈1尺。以丈为单位，问：每丈细绢值多少？

答：每丈[image: ]
 钱。

现出2370钱，买布9匹2丈7尺。以匹为单位，问：每匹布值多少？

答：每匹[image: ]
 钱。

现出13670钱，买丝1石2钧17斤。以石为单位，问：每石丝值多少？

答：每石[image: ]
 钱。

经率（刘徽注：本法则如同分数除法法则。李淳风注：按照今有法则，出钱数作为所求率，物品单位作为所有数，所以用物品数乘以钱数，又以分母相乘作为被除数。被除数除以除数。有分数应通分。所买物品数通分加入分子，为所有率，作为除数。计算得到单位商品价格。如果不能整除含有分数，使除数作为分母，余数作为分子。不足整数用分数表示。）法则：以所求率乘以钱数作为被除数，所买率作为除数，被除数除以除数。

今有出钱五百七十六，买竹七十八个。欲其大小率之，问：各几何？

答曰：其四十八个，个七钱；其三十个，个八钱。

今有出钱一千一百二十，买丝一石二钧十八斤。欲其贵贱斤率之，问：各几何？

答曰：其二钧八斤，斤五钱；其一石一十斤，斤六钱。

今有出钱一万三千九百七十，买丝一石二钧二十八斤三两五铢
[1]

 。欲其贵贱石率之，问：各几何？

答曰：其一钧九两一十二铢，石八千五十一钱；其一石一钧二十七斤九两一十七铢，石八千五十二钱。

今有出钱一万三千九百七十，买丝一石二钧二十八斤三两五铢。欲其贵贱钧率之，问：各几何？

答曰：其七斤一十两九铢，钧二千一十二钱；其一石二钧二十斤八两二十铢，钧二千一十三钱。

今有出钱一万三千九百七十，买丝一石二钧二十八斤三两五铢。欲其贵贱斤率之，问：各几何？

答曰：其一石二钧七斤十两四铢，斤六十七钱；其二十斤九两一铢，斤六十八钱。

今有出钱一万三千九百七十，买丝一石二钧二十八斤三两五铢。欲其贵贱两率之，问：各几何？

答曰：其一石一钧一十七斤一十四两一铢，两四钱；其一钧一十斤五两四铢，两五钱。

其率“其率”知，欲令无分。按：“出钱五百七十六，买竹七十八个”，以除钱，得七，实余三十，是为三十个复可增一钱。然则实余之数则是贵者之数。故曰“实贵”也。本以七十八个为法，今以贵者减之，则其余悉是贱者之数。故曰“法贱”也。“其求石、钧、斤、两，以积铢各除法、实，各得其积数，余各为铢”知，谓石、钧、斤、两积铢除实，又以石、钧、斤、两积铢除法，余各为铢。即合所问。
 术曰：各置所买石、钧、斤、两以为法，以所率乘钱数为实，实如法而一。不满法者，反以实减法，法贱实贵。其求石、钧、斤、两，以积铢各除法、实，各得其积数，余各为铢。


注释



[1]
 　两：重量单位。古代16两为1斤。铢：古代衡制单位。24铢为1两。[image: 0001-01]



译文


现出576钱，买竹78棵。想按大小论价，问：各多少钱？

答：其中48棵，每棵7钱；其余30棵，每棵8钱。

现出1120钱，买丝1石2钧18斤。想按贵贱以斤论价，问：各多少钱？

答：其中2钧8斤，每斤5钱；其余1石10斤，每斤6钱。

现出13970钱，买丝1石2钧28斤3两5铢。想按贵贱以石论价，问：各多少钱？

答：其中1钧9两12铢，每石8051钱；其余1石1钧27斤9两17铢，每石8052钱。

现出13970钱，买丝1石2钧28斤3两5铢。想按贵贱以钧论价，问：各多少钱？

答：其中7斤10两9铢，每钧2012钱；其余1石2钧20斤8两20铢，每钧2013钱。

现出13970钱，买丝1石2钧28斤3两5铢。想按贵贱以斤论价，问：各多少钱？

答：其中1石2钧7斤10两4铢，每斤67钱；其余20斤9两1铢，每斤68钱。

现出13970钱，买丝1石2钧28斤3两5铢。想按贵贱以两论价，问：各多少钱？

答：其中1石1钧17斤14两1铢，每两4钱；其余1钧10斤5两4铢，每两5钱。

其率（刘徽注：“其率”是要令得数没有分数。按：“出576钱，买竹78棵”，以竹数除出钱数，得7，余30。这个30可以使30棵竹的价格每棵增加1钱。所以法则说余数即贵的物品数量。所以，“余数就是贵的物品数”。本来以78作为除数，现在减去贵的物品数量，剩余是贱的物品数量。所以法则说“剩余的除数是贱的物品数”。“如果用石、钧、斤、两为单位，用铢数除剩余的除数和被除数，除得到石、钧、斤、两外，余数是铢数”，指用石、钧、斤、两所含的铢数除贵、贱物品铢数，余数的单位也是铢，符合问题要求。）法则：所买物品的石、钧、斤、两作为除数，出钱数乘以物品单位作为被除数，被除数除以除数。如果有余数，余数就是贵的物品数量，用除数减去余数，剩余的除数就是贱的物品数量。如果用石、钧、斤、两为单位，用铢数除剩余的除数和被除数，除得到石、钧、斤、两外，余数是铢数。

今有出钱一万三千九百七十，买丝一石二钧二十八斤三两五铢。欲其贵贱铢率之，问：各几何？

答曰：其一钧二十斤六两十一铢，五铢一钱；其一石一钧七斤一十二两一十八铢，六铢一钱。

今有出钱六百二十，买羽二千一百翭
[1]

 。翭，羽本也。数羽称其本，犹数草本称其根株。
 欲其贵贱率之，问：各几何？

答曰：其一千一百四十翭，三翭一钱；其九百六十翭，四翭一钱。

今有出钱九百八十，买矢簳五千八百二十枚
[2]

 。欲其贵贱率之，问：各几何？

答曰：其三百枚，五枚一钱；其五千五百二十枚，六枚一钱。

反其率臣淳风等谨按：“其率”者，钱多物少；“反其率”知，钱少物多。多少相反，故曰反其率也。其率者，以物数为法，钱数为实；反之知，以钱数为法，物数为实。不满法知，实余也。当以余数化为钱矣。法为凡钱，而今以化钱减之，故以实减法。“法少”知，经分之所得，故曰“法少”；“实多”者，余分之所益，故曰“实多”。乘实宜以多，乘法宜以少。故曰“各以其所得多少之数乘法、实，即物数”。“其求石、钧、斤、两，以积铢各除法、实，各得其数，余各为铢”者，谓之石、钧、斤、两积铢除实，石、钧、斤、两积铢除法，余各为铢，即合所问。
 术曰：以钱数为法，所率为实，实如法而一。不满法者，反以实减法。法少实多。二物各以所得多少之数乘法、实，即物数。其率，按：出钱六百二十，买羽二千一百翭。反之，当二百四十钱，一钱四翭；其三百八十钱，一钱三翭。是钱有二价，物有贵贱。故以羽乘钱，反其率也。



注释



[1]
 　翭hóu：羽根。


[2]
 　簳gǎn：箭杆。[image: 0001-01]



译文


现出13970钱，买丝1石2钧28斤3两5铢。想按贵贱以铢论价，问：各值多少钱？

答：其中1钧27斤6两11铢，5铢值1钱；其余1石1钧7斤12两18铢，6铢值1钱。

现出620钱，买箭羽2100翭。（刘徽注：翭，就是羽的本。数羽称本，如同数草称根、数木称株。）想按贵贱论价，问：各值多少钱？

答：其中1140翭，3翭值1钱；其余960翭，4翭值1钱。

现出980钱，买箭杆5820枚。想按贵贱论价，问：各值多少钱？

答：其中300枚，5枚值1钱；其余5520枚，6枚值1钱。

反其率（李淳风注：“其率法则”应用于出钱数多，买物品数少；“反其率法则”应用于出钱数少，买物品数多；多少正相反，所以称为反其率法则。其率法则，以买物品数作为除数，出钱数作为被除数；反过来以出钱数作为除数，买物品数作为被除数。余数应是贱的物品的钱数。除数是总钱数，用它减去余数，得到贵的物品的钱数。以每钱能买的较多的物品数乘以贱的物品的钱数，再以每钱能买的较少的物品数乘以贵的物品的钱数。所以法则说“用余数和除数，乘以买的多、少的物品数，得到贵贱物品的数”。“如果用石、钧、斤、两为单位，用铢数除剩余的除数和被除数，除得到石、钧、斤、两外，余数是铢数”，指用石、钧、斤、两所含的铢数除贵、贱物品铢数，余数的单位也是铢，符合问题要求。）法则：以出钱数作为除数，买物品数作为被除数，被除数除以除数。如果有余数，余数是买的多的物品的数，用除数减去余数。所得是买的少的物品的数，用余数和剩余的除数，乘以买得多、少的物品数，得到贵贱物品的数。（刘徽注：按照其率法则，出620钱，买羽2100翭。反过来，其中240钱，1钱值4翭，其余380钱，1钱值3翭。价钱有不同，物品有贵贱。所以用1钱能买羽的翭数乘以钱数，这是反其率法则。）



卷第三　衰分


衰分
 
[1]

 以御贵贱禀税
 
[2]



衰分衰分，差分也。
 术曰：各置列衰；列衰，相与率也。重叠，则可约。
 副并为法，以所分乘未并者各自为实。法集而衰别。数本一也。今以所分乘上别，以下集除之。一乘一除适足相消。故所分犹存，且各应率而别也。于今有术，列衰各为所求率，副并为所有率，所分为所有数。又以经分言之，假令甲家三人，乙家二人，丙家一人。并六人，共分十二，为人得二也。欲复作逐家者，则当列置人数，以一人所得乘之。今此术先乘而后除也。
 实如法而一。不满法者，以法命之。


注释



[1]
 　衰cuī分：差分。衰，依次递减。


[2]
 　禀lǐn：同“廩”，赐谷。[image: 0001-01]



译文


衰分（刘徽注：用来处理物品价格贵贱、分配及纳税。）

衰分（刘徽注：衰分就是有差异地分配。）法则：分别列出分配率；（分配率就是相与率。如果有重叠，可以约简。）相加作为除数。用所要分配的数乘对应的分配率分别作为被除数。（除数是分配率的集合，分配率是分别的。所分数本来是一个整体。现在用所要分配的数乘它们对应的分配率，再用分配率的集合除，一乘一除正好相消，所以要分配的数依然存在，且因为分配率的不同而有所差别。根据今有法则，分配率为所求率，分配率之和为所有率，所要分配的数为所有数。如果按照分数除法法则，假设甲家3人，乙家2人，丙家1人。相加共6人，一起分12，每人得2。想要得到具体每家的数，应当列出每家人数，用每人所得的数乘。现在此法则是先乘后除。）被除数除以除数。如果有余数用分数表示。

今有大夫
[1]

 、不更
[2]

 、簪褭
[3]

 、上造
[4]

 、公士
[5]

 ，凡五人，共猎得五鹿。欲以爵次分之，问：各得几何？

答曰：大夫得一鹿三分鹿之二；不更得一鹿三分鹿之一；簪褭得一鹿；上造得三分鹿之二；公士得三分鹿之一。

术曰：列置爵数，各自为衰；爵数者，谓大夫五，不更四，簪褭三，上造二，公士一也。《墨子·号令篇》以爵级为赐，然则战国之初有此名也。今有术，列衰各为所求率，副并为所有率，今有鹿数为所有数，而今有之，即得。
 副并为法；以五鹿乘未并者各自为实。实如法得一鹿。

今有牛、马、羊食人苗。苗主责之粟五斗。羊主曰：“我羊食半马。”马主曰：“我马食半牛。”今欲衰偿之，问：各出几何？

答曰：牛主出二斗八升七分升之四；马主出一斗四升七分升之二；羊主出七升七分升之一。

术曰：置牛四、马二、羊一，各自为列衰；副并为法；以五斗乘未并者各自为实。实如法得一斗。臣淳风等谨按：此术问意，羊食半马，马食半牛，是谓四羊当一牛，二羊当一马。今术置羊一、马二、牛四者，通其率以为列衰。


今有甲持钱五百六十，乙持钱三百五十，丙持钱一百八十，凡三人俱出关。关税百钱。欲以钱数多少衰出之，问：各几何？

答曰：甲出五十一钱一百九分钱之四十一；乙出三十二钱一百九分钱之一十二；丙出一十六钱一百九分钱之五十六。

术曰：各置钱数为列衰，副并为法，以百钱乘末并者，各自为实，实如法得一钱。臣淳风等谨按：此术甲、乙、丙持钱数以为列衰，副并为所有率，未并者各为所求率，百钱为所有数，而今有之，即得。


今有女子善织，日自倍。五日织五尺，问：日织几何？

答曰：初日织一寸三十一分寸之一十九；次日织三寸三十一分寸之七；次日织六寸三十一分寸之十四；次日织一尺二寸三十一分寸之二十八；次日织二尺五寸三十一分寸之二十五。

术曰：置一、二、四、八、十六为列衰；副并为法；以五尺乘未并者，各自为实。实如法得一尺。

今有北乡算八千七百五十八
[6]

 ，西乡算七千二百三十六，南乡算八千三百五十六。凡三乡发徭三百七十八人。欲以算数多少衰出之，问：各几何？

答曰：北乡遣一百三十五人一万二千一百七十五分人之一万一千六百三十七；西乡遣一百一十二人一万二千一百七十五分人之四千四；南乡遣一百二十九人一万二千一百七十五分人之八千七百九。

术曰：各置算数为列衰；臣淳风等谨按：三乡算数，约、可半者，为列衰。
 副并为法；以所发徭人数乘未并者，各自为实。实如法得一人。按：此术，今有之义也。


今有禀粟，大夫、不更、簪褭、上造、公士，凡五人，一十五斗。今有大夫一人后来，亦当禀五斗。仓无粟，欲以衰出之，问：各几何？

答曰：大夫出一斗四分斗之一；不更出一斗；簪褭出四分斗之三；上造出四分斗之二；公士出四分斗之一。

术曰：各置所禀粟斛斗数，爵次均之，以为列衰；副并，加后来大夫亦五斗，得二十以为法；以五斗乘未并者，各自为实。实如法得一斗。禀前“五人十五斗”者，大夫得五斗，不更得四斗，簪褭得三斗，上造得二斗，公士得一斗。欲令五人各依所得粟多少减与后来大夫，即与前来大夫同。据前来大夫已得五斗，故言“亦”也。各以所得斗数为衰，并得十五，而加后来大夫亦五斗，凡二十，为法也。是为六人共出五斗，后来大夫亦俱损折。今有术，副并为所有率，未并者各为所求率，五斗为所有数，而今有之，即得。


今有禀粟五斛，五人分之。欲令三人得三，二人得二，问：各几何？

答曰：三人，人得一斛一斗五升十三分升之五；二人，人得七斗六升十三分升之十二。

术曰：置三人，人三；二人，人二，为列衰；副并为法；以五斛乘未并者各自为实。实如法得一斛。


注释



[1]
 　大夫：爵位名。秦、汉分爵位为公士、上造等二十级，其中大夫居第五级。


[2]
 　不更：爵位名。秦、汉二十等爵的第四级。


[3]
 　簪褭zān niǎo：亦作“簪袅”。秦汉时爵位名。列为第三级。


[4]
 　上造：爵位名。秦、汉二十等爵的第二级，只高于公士。


[5]
 　公士：爵位名。秦、汉二十等爵的第一级，即最低一级。有此爵之民，仍须服役，仅身份略优于无爵之人。


[6]
 　算：这里指算赋，即汉代对成年人所征的丁口税。[image: 0001-01]



译文


现有大夫、不更、簪褭、上造、公士5人，共猎得鹿5只。想按爵位的高低分配，问：各分到多少？

答：大夫得鹿[image: ]
 只，不更得鹿[image: ]
 只，簪褭得鹿1只，上造得鹿[image: ]
 只，公士得鹿[image: ]
 只。

解法：列出爵位等级数，各自取作分配率，（刘徽注：关于爵位等级数，大夫取5，不更取4，簪褭取3，上造取2，公士取1。《墨子·号令篇》中曾说按爵位的等级进行赏赐，可见早在战国初期已经有这种分配制度。按照今有法则，分配率分别作为各自的所求率，分配率之和作为所有率，总鹿数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）分配率相加作为除数，以鹿5只乘各自的分配率作为被除数。被除数除以除数，得到每人分到的鹿数。

现有牛、马、羊吃了人家的庄稼。庄稼的主人索要粟5斗作为赔偿。羊的主人说：“我的羊所吃的量是马的一半。”马的主人说：“我的马所吃的量是牛的一半。”想要按照这个分配率赔偿，问：各出多少？

答：牛的主人出2斗[image: ]
 升，马的主人出1斗[image: ]
 升，羊的主人出[image: ]
 升。

解法：列出分配率，令牛取4，马取2，羊取1，相加作为除数，用5斗乘各自对应的分配率作为被除数。被除数除以除数，得到各自的斗数。（李淳风注：题目的意思是羊吃的量为马的一半，马吃的量为牛的一半，也就是4只羊吃1头牛的量，2只羊吃1匹马的量。解法中令它们的比例为羊1，马2，牛4，将它们通分并作为分配率。）

现甲有560钱，乙有350钱，丙有180钱，三人一起出关。关税100钱。想要按照所持钱数分配，问：各出多少？

答：甲出[image: ]
 钱，乙出[image: ]
 钱，丙出[image: ]
 钱。

解法：分别使所持钱数作为分配率，并相加作为除数，用100钱乘各自对应的分配率，作为被除数。被除数除以除数，得到每人的钱数。（李淳风注：本题目中以甲、乙、丙所持钱数作为分配率，使它们相加作为所有率，各自对应的分配率作为所求率，100钱作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有一女子擅长织布，每日织布量加一倍。5天织布5尺，问：每日织布多少？

答：第一天织布[image: ]
 寸，第二天织布[image: ]
 寸，第三天织布[image: ]
 寸，第四天织布1尺[image: ]
 寸，第五天织布2尺[image: ]
 寸。

解法：取1、2、4、8、16作为分配率，相加作为除数，用5尺乘各自对应的分配率，作为被除数。被除数除以除数，得到每天织布数量。

现北乡有成年人8758，西乡有成年人7236，南乡有成年人8356。三乡共派徭役378人。想要按各乡人数分配，问：三乡各派多少人？

答：北乡派[image: ]
 人，西乡派[image: ]
 人，南乡派[image: ]
 人。

解法：取各乡成年人数分别作为分配率，（李淳风注：三乡的成年人数，应约简，取半，作为分配率。）相加作为除数。用三乡共派徭役数乘各自对应的分配率，作为被除数。被除数除以除数，得到各乡派徭役的人数。

现发放粟，大夫、不更、簪褭、上造、公士共5人，粟15斗。现在另外有一个大夫后到，也应当领粟5斗。但是仓廪中已经没有米了，想要每人按爵位各拿出一些给他，问：各出多少？

答：大夫出[image: ]
 斗，不更出1斗，簪褭出[image: ]
 斗，上造出[image: ]
 斗，公士出[image: ]
 斗。

解法：列出所要发送的粟斗数，按爵位分配，所分斗数分别作为分配率，相加，再加上后到的大夫的分配率，也是5，总和是20，作为除数。以5斗乘各自对应的分配率，作为被除数。被除数除以除数，得到每人应出的斗数。（刘徽注：未发放粟时“5人15斗”，大夫5斗，不更4斗，簪褭3斗，上造2斗，公士1斗。想要依据各人所得粟多少拿给后到的大夫，后到的大夫应与前面的大夫相同。根据前面的大夫得5斗，所以说后到的大夫“也是”5斗。根据所得斗数为分配率，相加得15，加上后到大夫的5，是20，作为除数。所以6人共出5斗，后到的大夫同样也有减损。按照今有法则，分配率相加之和为所有率，各自对应的分配率为所求率，5斗为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有待发放粟5斛，5人分配。想要3人每人得3份，2人每人得2份，问：各得多少？

答：3人，每人得1斛1斗[image: ]
 升；2人，每人得7斗[image: ]
 升。

解法：列3人每人3，2人每人2，作为分配率。相加之和作为除数。用5斛乘各自对应的分配率，作为被除数。被除数除以除数，得到每人得到的斛数。

返衰以爵次言之，大夫五、不更四……欲令高爵得多者，当使大夫一人受五分，不更一人受四分……人数为母，分数为子。母同则子齐，齐即衰也。故上衰分宜以五、四为列焉。今此令高爵出少，则当使大夫五人共出一人分，不更四人共出一人分，故谓之返衰
[1]

 。人数不同，则分数不齐。当令母互乘子。母互乘子，则动者为不动者衰也。亦可先同其母，各以分母约，其子为返衰。副并为法。以所分乘未并者，各自为实。实如法而一。
 术曰：列置衰而令相乘，动者为不动者衰。


注释



[1]
 　衰分法则中，大夫、不更、簪褭、上造、公士的分配率为5、4、3、2、1。在返衰法则中，大夫、不更、簪褭、上造、公士的分配率为[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 、[image: ]
 、1。[image: 0001-01]



译文


返衰（刘徽注：按照爵位等级，大夫5、不更4……想要爵位高的人多得到，就使大夫一人得5份，不更一人得4份……人数作为分母，份数作为分子。分母相同分子相齐，相齐可以作为分配率。所以上面的分配率应该列为5、4。现在如果令爵位高的人出得少，那么大夫5个人出一份，不更4个人出1份，这就是返衰。人数不同，则份数不相齐。应当使分母互乘分子。分母互乘分子，则变动代替不变动作为分配率。也可以先是分母先通过，各自以分母相约，分子作为返衰的分配率。相加作为除数。以所分配的数量乘对应的分配率，分别为被除数。被除数除以除数。）法则：列出分配率使它们相乘，变动的代替不变动的作为分配率。

今有大夫、不更、簪褭、上造、公士凡五人，共出百钱。欲令高爵出少，以次渐多，问：各几何？

答曰：大夫出八钱一百三十七分钱之一百四，不更出一十钱一百三十七分钱之一百三十，簪褭出一十四钱一百三十七分钱之八十二，上造出二十一钱一百三十七分钱之一百二十三，公士出四十三钱一百三十七分钱之一百九。

术曰：置爵数，各自为衰，而返衰之。副并为法；以百钱乘未并者，各自为实。实如法得一钱。

今有甲持粟三升，乙持粝米三升，丙持粝饭三升。欲令合而分之，问各几何？

答曰：甲二升一十分升之七，乙四升一十分升之五，丙一升一十分升之八。

术曰：以粟率五十、粝米率三十、粝饭率七十五为衰，而返衰之。副并为法。以九升乘未并者，各自为实。实如法得一升。按：此术，三人所持升数虽等，论其本率，精粗不同。米率虽少，令最得多；饭率虽多，返使得少。故令返之，使精得多而粗得少。于今有术，副并为所有率，未并者各为所求率，九升为所有数，而今有之，即得。



译文


现有大夫、不更、簪褭、上造、公士5人，共出100钱。想要使爵位高的人少出，爵位低的人多出，问：各出多少？

答：大夫出[image: ]
 钱，不更出[image: ]
 钱，簪褭出[image: ]
 钱，上造出[image: ]
 钱，公士出[image: ]
 钱。

解法：列出爵位等级，运用返衰法则进行计算，得出分配率。分配率相加，用100钱乘对应的分配率，分别作为被除数。被除数除以除数，得到每人出的钱数。

现甲有粟3升，乙有糙米3升，丙有糙米饭3升。想要把它们合起来重新分，问：各分到多少？

答：甲分到[image: ]
 升，乙分到[image: ]
 升，丙分到[image: ]
 升。

解法：列出粟率50，糙米率30，糙米饭率75，运用返衰法则。将得到的分配率相加作为除数，用9升乘对应的分配率，作为被除数。被除数除以除数，得到每人分到的粮食数量。（刘徽注：本题目中，三人所持粮食升数虽然相等，但是它们的率和精粗不同。糙米率虽然小，但应分得的份数多；糙米饭率虽然大，但应分得的份数少。所以，精粮应该分得多，粗粮应该分得少。按照今有法则，分配率相加之和作为所有率，各自对应的分配率作为所求率，9升作为所有数，按今有法则计算即可解答。）

今有丝一斤，价直二百四十。今有钱一千三百二十八，问：得丝几何？

答曰：五斤八两一十二铢五分铢之四。

术曰：以一斤价数为法，以一斤乘今有钱数为实。实如法得丝数。按：此术今有之义，以一斤价为所有率，一斤为所求率，今有钱为所有数，而今有之，即得。


今有丝一斤，价直三百四十五。今有丝七两一十二铢，问得钱几何？

答曰：一百六十一钱三十二分钱之二十三。

术曰：以一斤铢数为法，以一斤价数乘七两一十二铢为实。实如法得钱数。臣淳风等谨按：此术亦今有之义。以丝一斤铢数为所有率，价钱为所求率，今有丝为所有数，而今有之，即得。


今有缣一丈，价直一百二十八。今有缣一匹九尺五寸，问：得钱几何？

答曰：六百三十三钱五分钱之三。

术曰：以一丈寸数为法，以价钱数乘今有缣寸数为实。实如法得钱数。臣淳风等谨按：此术亦今有之义。以缣一丈寸数为所有率，价钱为所求率，今有缣寸数为所有数，而今有之，即得。


今有布一匹，价直一百二十五。今有布二丈七尺，问：得钱几何？

答曰：八十四钱八分钱之三。

术曰：以一匹尺数为法，今有布尺数乘价钱为实。实如法得钱数。臣淳风等谨按：此术亦今有之义。以一匹尺数为所有率，价钱为所求率，今有布为所有数，今有之，即得。


今有素一匹一丈，价直六百二十五。今有钱五百，问：得素几何？

答曰：得素一匹。

术曰：以价直为法，以一匹一丈尺数乘今有钱数为实。实如法得素数。臣淳风等谨按：此术亦今有之义。以价钱为所有率，五丈尺数为所求率，今有钱为所有数，今有之，即得。


今有与人丝一十四斤，约得缣一十斤。今与人丝四十五斤八两，问：得缣几何？

答曰：三十二斤八两。

术曰：以一十四斤两数为法，以一十斤乘今有丝两数为实。实如法得缣数。臣淳风等谨按：此术亦今有之义。以一十四斤两数为所有率，一十斤为所求率，今有丝为所有数，而今有之，即得。


今有丝一斤，耗七两。今有丝二十三斤五两，问：耗几何？

答曰：一百六十三两四铢半。

术曰：以一斤展十六两为法，以七两乘今有丝两数为实。实如法得耗数。臣淳风等谨按：此术亦今有之义。以一斤为十六两为所有率，七两为所求率，今有丝为所有数，而今有之，即得。


今有生丝三十斤，干之，耗三斤十二两。今有干丝一十二斤，问：生丝几何？

答曰：一十三斤一十一两十铢七分铢之二。

术曰：置生丝两数，除耗数，余，以为法。余四百二十两，即干丝率。
 三十斤乘干丝两数为实。实如法得生丝数。凡所得率知，细则俱细，粗则俱粗，两数相抱而已。故品物不同，如上缣、丝之比，相与率焉。三十斤凡四百八十两，令生丝率四百八十两，令干丝率四百二十两，则其数相通。可俱为铢，可俱为两，可俱为斤，无所归滞也。若然，宜以所有干丝斤数乘生丝两数为实。今以斤、两错互，而亦同归者，使干丝以两数为率，生丝以斤数为率，譬之异类，亦各有一定之势。臣淳风等谨按：此术，置生丝两数，除耗数，余即干丝之率，于今有术为所有率；三十斤为所求率，干丝两数为所有数。凡所为率者，细则俱细，粗则俱粗。今以斤乘两知，干丝即以两数为率，生丝即以斤数为率，譬之异物，各有一定之率也。


今有田一亩，收粟六升太半升。今有田一顷二十六亩一百五十九步，问：收粟几何？

答曰：八斛四斗四升一十二分升之五。

术曰：以亩二百四十步为法，以六升太半升乘今有田积步为实。实如法得粟数。臣淳风等谨按：此术亦今有之义。以一亩步数为所有率，六升太半升为所求率，今有田积步为所有数，而今有之，即得。


今有取保一岁
[1]

 ，价钱二千五百。今先取一千二百，问：当作日几何？

答曰：一百六十九日二十五分日之二十三。

术曰：以价钱为法；以一岁三百五十四日乘先取钱数为实。实如法得日数。臣淳风等谨按：此术亦今有之义。以价为所有率，一岁日数为所求率，取钱为所有数，而今有之，即得。


今有贷人千钱，月息三十。今有贷人七百五十钱，九日归之，问：息几何？

答曰：六钱四分钱之三。

术曰：以月三十日乘千钱为法；以三十日乘千钱为法者，得三万，是为贷人钱三万，一日息三十也。
 以息三十乘今所贷钱数，又以九日乘之，为实。实如法得一钱。以九日乘今所贷钱为今一日所有钱，于今有术为所有数；息三十为所求率；三万钱为所有率。此又可以一月三十日约息三十钱，为十分一日，以乘今一日所有钱为实；千钱为法。为率者，当等之于一也。故三十日或可乘本，或可约息，皆所以等之也。



注释



[1]
 　保：佣工。[image: 0001-01]



译文


现有丝1斤，值240钱。现有1328钱，问：可以得到多少丝？

答：得5斤8两[image: ]
 铢。

解法：用1斤丝价钱作为除数，用1斤乘现有钱数作为被除数，被除数除以除数，得到丝数。（刘徽注：本题和今有法则同义。以1斤价格作为所有率，1斤作为所求率，现有钱数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有丝1斤，值345钱。现有丝7两12铢，问：可以得到多少钱？

答：得[image: ]
 钱。

解法：用1斤所含的铢数作为除数，用1斤丝的价格乘7两12铢作为被除数。被除数除以除数，得到钱数。（李淳风注：本题也和今有法则同义。以1斤的铢数作为所有率，1斤的价格作为所求率，现有丝数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有细绢1丈，值128钱。现有细绢1匹9尺5寸，问：可以得到多少钱？

答：得[image: ]
 钱。

解法：用1丈所含的寸数作为除数，用1丈细绢的价格乘现有细绢的寸数作为被除数。被除数除以除数，得到钱数。（李淳风注：本题也和今有法则同义。以1丈所含的寸数作为所有率，1丈细绢的价格作为所求率，现有细绢的寸数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有布1匹，值125钱。现有布2丈7尺，问：可以得到多少钱？

答：得[image: ]
 钱。

解法：用1匹所含的尺数作为除数，用现有布的尺数乘布的价格作为被除数。被除数除以除数，得到钱数。（李淳风注：本题也和今有法则同义。以1匹所含的尺数作为所有率，1匹布的价格作为所求率，现有布的尺数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有素帛1匹1丈，值625钱。现有500钱，问：可以得到多少素帛？

答：得1匹。

解法：用素帛的价格作为除数，用1匹1丈的尺数乘现有钱数作为被除数。被除数除以除数，得到素帛数。（李淳风注：本题也和今有法则同义。以素帛的价格作为所有率，5丈素帛的价格作为所求率，现有钱数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有丝14斤，换细绢10斤。现拿出丝45斤8两，问：换细绢多少？

答：换32斤8两。

解法：用14斤所含的两数作为除数，用10斤乘现有丝的两数作为被除数。被除数除以除数，得到细绢数。（李淳风注：本题也和今有法则同义。以14斤的两数作为所有率，10斤作为所求率，现有丝数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有丝1斤，损耗7两。现有丝23斤5两，问：损耗多少？

答：损耗163两[image: ]
 铢。

解法：用1斤化为16两作为除数，用7两乘现有丝的两数作为被除数。被除数除以除数，得到损耗数。（李淳风注：本题也和今有法则同义。以1斤化成的16两作为所有率，7两作为所求率，现有丝数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现有生丝30斤，晒干后损耗3斤12两。现有干丝12斤，问：原先生丝有多少？

答：13斤11两[image: ]
 铢。

解法：用生丝的两数减去损耗数，余数作为除数。（刘徽注：余数420两，即干丝率。）用30斤干丝的两数作为被除数。被除数除以除数，得到生丝数。（刘徽注：组成率的两个数，即可细分也可粗分。它们互相关联。所以物品不同，比如上面提到的细绢和丝的比例，就是相与率。30斤为480两。使生丝率480两，干丝率420两，两个率相通。单位可以用铢，可以用两，可以用斤，计算就没有阻碍。如果这样，应该用所有干丝斤数乘生丝两数作为被除数。现在将斤、两错互，干丝用两作率的单位，生丝用斤数作率的单位，不同单位混合使用，结果却一样。原因是虽然单位不同，但其中的比值是恒定的。李淳风注：本题中，生丝的两数减去损耗数，余数就是干丝率。按照今有法则，它作为所有率，30斤作为所求率，干丝的两数作为所有数。凡是组成率的两个数，即可细分也可粗分。现在以斤乘两，干丝的率以两数作为单位，生丝的率以斤数作为单位，虽然是不同的单位，但也有恒定的比例关系。）

现有田1亩，收获粟[image: ]
 升。现有田1顷26亩159步，问：收粟多少？

答：8斛4斗[image: ]
 升。

解法：用1亩包含的步数240作为除数，用[image: ]
 升乘现有田的积步数作为被除数。被除数除以除数，得到粟数。（李淳风注：本题也和今有法则同义。以1亩包含的步数作为所有率，[image: ]
 升作为所求率，现有田的积步数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现雇佣工1年，价格2500钱。现先领取1200钱，问：工作多少天？

答：[image: ]
 天。

解法：用价钱作为除数，用1年包含的354天乘先领取的钱数作为被除数。被除数除以除数，得到工作天数。（李淳风注：本题也和今有法则同义。以价钱作为所有率，1年包含的天数作为所求率，先领取的钱数作为所有数，运用今有法则，即可解答。）

现向别人借1000钱，月利息30钱。现借750钱，9天归还，问：利息有多少？

答：[image: ]
 钱。

解法：用1月包含的30天乘1000钱作为除数，（刘徽注：用30天乘1000钱作为除数，得30000，等于借30000钱，1天的利息是30钱。）用利息30钱乘现借的钱数，再乘9天，作为被除数。被除数除以除数，得到利息钱数。（刘徽注：用9天乘现借钱数作为1天借的钱数，按照今有法则，作为所有数。利息30钱作为所求率，30000钱作为所有率。也可以用1月30天约利息30钱，得1天1钱。乘这样计算下的1天借钱数作为被除数。1000钱作为除数。率等于1。所以30天可以乘本来借的钱，也可以除利息，结果都一样。）



卷第四　少广


少广
 以御积幂方圆


少广臣淳风等谨按：一亩之田，广一步，长二百四十步。今欲截取其纵少，以益其广，故曰少广。
 术曰：置全步及分母子，以最下分母遍乘诸分子及全步，臣淳风等谨按：以分母乘全者，通其分也；以母乘子者，齐其子也。
 各以其母除其子，置之于左；命通分者，又以分母遍乘诸分子及已通者，皆通而同之。并之为法。臣淳风等谨按：诸子悉通，故可并之为法。亦宜用合分术，列数尤多。若用乘则算数至繁，故别制此术，从省约。
 置所求步数，以全步积分乘之为实。此以田广为法，以亩积步为实。法有分者，当同其母，齐其子，以同乘法实，而并齐于法。今以分母乘全步及子，子如母而一，并以并全法，则法实俱长，意亦等也。故如法而一，得纵步数。
 实如法而一，得纵步。


译文


少广（刘徽注：用来处理方形和圆形的面积和体积问题。）

少广（李淳风注：1亩田，宽1步，长240步。现在想要截取长度，增加到宽度上，这就是少广。）法则：列出步数的整数部分及分母分子，用最大的分母乘每个分子及整数部分，（李淳风注：用分母乘整数部分是为了通分；用分母乘分子是为了使分子相齐。）各分子除以其分母，置于左边；通分，又用其次的分母乘每个分子和已经通分的数，使分母通过通分而相同。并将它们相加之和作为除数。（李淳风注：各分子相通，可以相加作为除数。也可以用分数加法法则，只是数的个数太多。如果用乘法算法就比较复杂，所以为了计算简便，特意制定本法则。）列出所求步数，乘以整数部分的积分作为被除数。（刘徽注：本法则以田的宽作为除数，以亩的积步作为被除数。如果除数有分数，应该使分母相同，分子相齐，以同乘除数和被除数，相加齐作为除数。现用分母乘步数的整数部分和分子，分子除以分母，加入全部除数中，所以除数和被除数共同增长，数值相等。所以除以除数，得到长的步数。）被除数除以除数，得到长的步数。

今有田广一步半。求田一亩，问：纵几何？

答曰：一百六十步。

术曰：下有半，是二分之一。以一为二，半为一，并之得三，为法。置田二百四十步，亦以一为二乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：一百三十步一十一分步之一十。

术曰：下有三分，以一为六，半为三，三分之一为二，并之得一十一，以为法。置田二百四十步，亦以一为六乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：一百一十五步五分步之一。

术曰：下有四分，以一为一十二，半为六，三分之一为四，四分之一为三，并之得二十五，以为法。置田二百四十步，亦以一为一十二乘之，为实。实如法而一，得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分步之一、五分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：一百五步一百三十七分步之一十五。

术曰：下有五分，以一为六十，半为三十，三分之一为二十，四分之一为一十五，五分之一为一十二，并之得一百三十七，以为法。置田二百四十步，亦以一为六十乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分步之一、五分步之一、六分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：九十七步四十九分步之四十七。

术曰：下有六分，以一为一百二十，半为六十，三分之一为四十，四分之一为三十，五分之一为二十四，六分之一为二十，并之得二百九十四，以为法。置田二百四十步，亦以一为一百二十乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分步之一、五分步之一、六分步之一、七分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：九十二步一百二十一分步之六十八。

术曰：下有七分，以一为四百二十，半为二百一十，三分之一为一百四十，四分之一为一百五，五分之一为八十四，六分之一为七十，七分之一为六十，并之得一千八十九，以为法。置田二百四十步，亦以一为四百二十乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分步之一、五分步之一、六分步之一、七分步之一、八分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：八十八步七百六十一分步之二百三十二。

术曰：下有八分，以一为八百四十，半为四百二十，三分之一为二百八十，四分之一为二百一十，五分之一为一百六十八，六分之一为一百四十，七分之一为一百二十，八分之一为一百五，并之得二千二百八十三，以为法。置田二百四十步，亦以一为八百四十乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分步之一、五分步之一、六分步之一、七分步之一、八分步之一、九分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：八十四步七千一百二十九分步之五千九百六十四。

术曰：下有九分，以一为二千五百二十，半为一千二百六十，三分之一为八百四十，四分之一为六百三十，五分之一为五百四，六分之一为四百二十，七分之一为三百六十，八分之一为三百一十五，九分之一为二百八十，并之得七千一百二十九，以为法。置田二百四十步，亦以一为二千五百二十乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分步之一、五分步之一、六分步之一、七分步之一、八分步之一、九分步之一、十分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：八十一步七千三百八十一分步之六千九百三十九。

术曰：下有一十分，以一为二千五百二十，半为一千二百六十，三分之一为八百四十，四分之一为六百三十，五分之一为五百四，六分之一为四百二十，七分之一为三百六十，八分之一为三百一十五，九分之一为二百八十，十分之一为二百五十二，并之得七千三百八十一，以为法。置田二百四十步，亦以一为二千五百二十乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分之步一、五分步之一、六分步之一、七分步之一、八分步之一、九分步之一、十分步之一、十一分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：七十九步八万三千七百一十一分步之三万九千六百三十一。

术曰：下有一十一分，以一为二万七千七百二十，半为一万三千八百六十，三分之一为九千二百四十，四分之一为六千九百三十，五分之一为五千五百四十四，六分之一为四千六百二十，七分之一为三千九百六十，八分之一为三千四百六十五，九分之一为三千八十，一十分之一为二千七百七十二，一十一分之一为二千五百二十，并之得八万三千七百一十一，以为法。置田二百四十步，亦以一为二万七千七百二十乘之，为实。实如法得纵步。

今有田广一步半、三分步之一、四分步之一，五分步之一、六分步之一、七分步之一、八分步之一、九分步之一、十分步之一、十一分步之一、十二分步之一。求田一亩，问：纵几何？

答曰：七十七步八万六千二十一分步之二万九千一百八十三。

术曰：下有一十二分，以一为八万三千一百六十，半为四万一千五百八十，三分之一为二万七千七百二十，四分之一为二万七百九十，五分之一为一万六千六百三十二，六分之一为一万三千八百六十，七分之一为一万一千八百八十，八分之一为一万三百九十五，九分之一为九千二百四十，一十分之一为八千三百一十六，十一分之一为七千五百六十，十二分之一为六千九百三十，并之得二十五万八千六十三，以为法。置田二百四十步，亦以一为八万三千一百六十乘之，为实。实如法得纵步。臣淳风等谨按：凡为术之意，约省为善。宜云“下有一十二分，以一为二万七千七百二十，半为一万三千八百六十，三分之一为九千二百四十，四分之一为六千九百三十，五分之一为五千五百四十四，六分之一为四千六百二十，七分之一为三千九百六十，八分之一为三千四百六十五，九分之一为三千八十，十分之一为二千七百七十二，十一分之一为二千五百二十，十二分之一为二千三百一十，并之得八万六千二十一，以为法。置田二百四十步，亦以一为二万七千七百二十乘之，以为实。实如法得纵步。”其术亦得知，不繁也。



译文


现有田宽[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：160步。

解法：下有半，即[image: ]
 。将1化成2，[image: ]
 化成1，相加得3，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成2相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母3。将1化成6，[image: ]
 化成3，[image: ]
 化成2。相加得11，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成6相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母4。将1化成12，[image: ]
 化成6，[image: ]
 化成4，[image: ]
 化成3。相加得25，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成12相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母5。将1化成60，[image: ]
 化成30，[image: ]
 化成20，[image: ]
 化成15，[image: ]
 化成12。相加得137，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成60相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母6。将1化成120，[image: ]
 化成60，[image: ]
 化成40，[image: ]
 化成30，[image: ]
 化成24，[image: ]
 化成20。相加得294，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成120相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母7。将1化成420，[image: ]
 化成210，[image: ]
 化成140，[image: ]
 化成105，[image: ]
 化成84，[image: ]
 化成70，[image: ]
 化成60。相加得1089，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成420相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母8。将1化成840，[image: ]
 化成420，[image: ]
 化成280，[image: ]
 化成210，[image: ]
 化成168，[image: ]
 化成140，[image: ]
 化成120，[image: ]
 化成105。相加得2283，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成840相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母9。将1化成2520，[image: ]
 化成1260，[image: ]
 化成840，[image: ]
 化成630，[image: ]
 化成504，[image: ]
 化成420，[image: ]
 化成360，[image: ]
 化成315，[image: ]
 化成280。相加得7129，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成2520相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母10。将1化成2520，[image: ]
 化成1260，[image: ]
 化成840，[image: ]
 化成630，[image: ]
 化成504，[image: ]
 化成420，[image: ]
 化成360，[image: ]
 化成315，[image: ]
 化成280，[image: ]
 化成252。相加得7381，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成2520相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母11。将1化成27720，[image: ]
 化成13860，[image: ]
 化成9240，[image: ]
 化成6930，[image: ]
 化成5544，[image: ]
 化成4620，[image: ]
 化成3960，[image: ]
 化成3465，[image: ]
 化成3080，[image: ]
 化成2772，[image: ]
 化成2520。相加得83711，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成27720相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。

现有田宽[image: ]
 步、加[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步、[image: ]
 步。已知田的面积是1亩，问：田的长是多少？

答：[image: ]
 步。

解法：下有分母12。将1化成83160，[image: ]
 化成41580，[image: ]
 化成27720，[image: ]
 化成20790，[image: ]
 化成16632，[image: ]
 化成13860，[image: ]
 化成11880，[image: ]
 化成10395，[image: ]
 化成9240，[image: ]
 化成8316，[image: ]
 化成7560，[image: ]
 化成6930。相加得258063，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成83160相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。（李淳风注：算术的本意是，简便最好。解法最好为“下有分母12。将1化成27720，[image: ]
 化成13860，[image: ]
 化成9240，[image: ]
 化成6930，[image: ]
 化成5544，[image: ]
 化成4620，[image: ]
 化成3960，[image: ]
 化成3465，[image: ]
 化成3080，[image: ]
 化成2772，[image: ]
 化成2520，[image: ]
 化成2310。相加得86021，作为除数。将田的面积240步2
 ，也按照1化成27720相乘，作为被除数。被除数除以除数，得到田的长的步数。”这种方法也可以解答，而且不烦琐。）

今有积五万五千二百二十五步。问：为方几何？

答曰：二百三十五步。

又有积二万五千二百八十一步。问：为方几何？

答曰：一百五十九步。

又有积七万一千八百二十四步。问：为方几何？

答曰：二百六十八步。

又有积五十六万四千七百五十二步四分步之一。问：为方几何？

答曰：七百五十一步半。

又有积三十九亿七千二百一十五万六百二十五步。问：为方几何？

答曰：六万三千二十五步。

开方求方幂之一面也
 
[1]

 。术曰：置积为实。借一算
[2]

 ，步之，超一等。言百之面十也，言万之面百也。
 议所得，以一乘所借一算为法，而以除。先得黄甲之面
[3]

 ，上下相命，是自乘而除也。
 除已，倍法为定法。倍之者，豫张两面朱幂定袤
[4]

 ，以待复除，故曰定法。
 其复除，折法而下。欲除朱幂者，本当副置所得成方，倍之为定法，以折、议、乘，而以除。如是当复步之而止，乃得相命。故使就上折下。
 复置借算，步之如初。以复议一乘之，欲除朱幂之角黄乙之幂，其意如初之所得也。
 所得副以加定法，以除。以所得副从定法。再以黄乙之面加定法者，是则张两青幂之袤。
 复除，折下如前。若开之不尽者，为不可开，当以面命之。术或有以借算加定法而命分者，虽粗相近，不可用也。凡开积为方，方之自乘当还复有积分。令不加借算而命分，则常微少；其加借算而命分，则又微多。其数不可得而定。故惟以面命之，为不失耳。譬犹以三除十，以其余为三分之一，而复其数可以举。不以面命之，加定法如前，求其微数。微数无名者以为分子，其一退以十为母，其再退以百为母。退之弥下，其分弥细，则朱幂虽有所弃之数，不足言之也。
 若实有分者，通分纳子为定实，乃开之。讫，开其母，报除。臣淳风等谨按：分母可开者，并通之积先合二母。既开之后，一母尚存，故开分母，求一母为法，以报除也。
 若母不可开者，又以母乘定实，乃开之。讫，令如母而一。臣淳风等谨按：分母不可开者，本一母也。又以母乘之，乃合二母。既开之后，亦一母存焉，故令一母而一，得全面也。



注释



[1]
 　面：边长。


[2]
 　算：这里指算筹。算筹是多根同样长短和粗细的小棍子，多用竹子制成，放在布袋里随身携带，记数和计算时使用。


[3]
 　黄甲、朱幂、黄乙、青幂，如图4－1。

[image: 0138-01]
图4－1




[4]
 　袤：长度。[image: 0001-01]



译文


现有面积55225步2
 。问：如果为正方形，边长是多少？

答：235步。

现有面积25281步2
 。问：如果为正方形，边长是多少？

答：159步。

现有面积71824步2
 。问：如果为正方形，边长是多少？

答：268步。

现有面积[image: ]
 步2
 。问：如果为正方形，边长是多少？

答：[image: ]
 步。

现有面积3972150625步2
 。问：如果为正方形，边长是多少？

答：63025步。

开方（刘徽注：用来求正方形的边长。）法则：用面积作为被法。借一个算筹，令它向左移动，每步移动两位。（刘徽注：意思是，面积是百位数，边长就是十位数；面积是万位数，边长就是百位数。）讨论所得的数值，用这个数的一次方乘借筹作为法，作除法。（刘徽注：先得出黄甲的边长，用得出的数乘借筹，等于边长自乘再与法相减。）作完除法，使法加倍，作为定法。（刘徽注：使法加倍，是要确定二朱幂的长度，准备再次作除法，所以称为定法。）作第二次除法，使法折损退一位。（刘徽注：想要减去朱幂面积，原本应该列出正方形边长，加倍作为定法，折损得到数值，再乘除。这样计算，应该重设借算，并尽可能向左移动才能计算，所以使借算自上而下退位。）重新像开始那样置借算，向左移动，令所得的数值的一次方乘借筹，（刘徽注：想要减去朱幂两个角的黄乙的面积，意义和上面相同。）第二位的数值加入定法，作除法。所得数值加入定法。（刘徽注：将黄乙的边长加入定法，是为了伸展二青幂是长边。）如果再次作除法，像前面那样退一位。如果开方不尽，称为不可开。以这个数为面积的正方形边长来命名。（刘徽注：也有以借算加定法命名分数的，虽然相近，但并不可取。凡是积分开方，得数自乘还应该恢复积分。如果不加借算命名分数，数值稍微小；加上借算，稍微大，都不能准确确定值。所以用边长表示，不会有失误。比如10除以3，余数[image: ]
 ，可以恢复原本的数。如果不以边长命名，可以像前面一样加定法，求微数。微数中没有名数的，作为分子，退一位分母是10，退二位分母使100。退的位数越多，数值分得越小，这时朱幂中有微小的数被舍弃，也可以忽略。）如果实中有分数，就通分加入分子作为定实，然后开方。开方后再对分母开方，作报除。（李淳风注：如果分母可以开方，可当作两个分母相乘之积。开方后，还存有一个分母。所以对分母开方，取一个分母作为法，作报除。）如果分母不可开，就用分母乘定实，再开方。开方后，除以分母。（李淳风注：如果分母不可开，本来只有一个分母。再乘以分母，就存在两个分母。开方后，还存有一个分母。所以除以一个分母，得到边长。）


又按：此术“开方”者，求方幂之面也。“借一算”者，假借一算，空有列位之名，而无除积之实。方隅得面，是故借算列之于下。“步之，超一等”者，方十自乘，其积有百，方百自乘，其积有万，故超位至百而言十，至万而言百。“议所得，以一乘所借算为法，而以除”者，先得黄甲之面，以方为积者两相乘，故开方除之。还令两面上下相命，是自乘而除之。“除已，倍法为定法”者，实积未尽，当复更除，故豫张两面朱幂袤，以待复除，故曰定法。“其复除，折法而下”者，欲除朱幂，本当副置所得成方，倍之为定法，以折、议、乘之，而以除。如是当复步之而止，乃得相命，故使就上折之而下。“复置借算，步之如初，以复议一乘之，所得副以加定法，以定法除”者，欲除朱幂之角黄乙之幂。“以所得副从定法”者，再以黄乙之面加定法，是则张两青幂之袤，故如前开之，即合所问。



译文


李淳风注：这就是开方法则，用来求正方形的边长。“借一个算筹”，是假借，只有列位的作用，实际并没有参与除积。从正方形的面积得出边长，所以把借算放在积下面。“每步移动两位”，正方形边长是十位数，自乘后面积是百位数，边长是百位数，自乘后面积是万位数。所以移动两位，面积是百位数，边长就是十位数，面积是万位数，边长就是百位数。“讨论所得的数值，用这个数的一次方乘借筹作为法，作除法”，先求得黄甲的边长，正方形面积是边长自乘，所以开方求边长。还令两边长相乘，自乘后减实。“作完除法，使法加倍，作为定法”，因为作为实的面积没有除尽，应当再除。所以展开朱幂，准备第二次除法，所以称定法。“作第二次除法，使法折损退一位”，想要减去朱幂，本应当列出已知道的正方形边长，加倍作为定法，折损得到数值，再乘除。如果这样应该重新置借算，尽可能向左移动，再相乘，所以借算变小而退位。“重新像开始那样置借算，向左移动，令所得数值的一次方乘借筹。第二位的数值加入定法，作除法”，为了想要减去两朱幂形成的角上黄乙的面积。“第二位的数值加入定法”，为了把黄乙的边长加上定法，也是为了伸展青幂的边长，所以按照之前的做法，就可以解答问题。

今有积一千五百一十八步四分步之三。问：为圆周几何？

答曰：一百三十五步。于徽术，当周一百三十八步一十分步之一。臣淳风等谨按：此依密率，为周一百三十八步五十分步之九。


又有积三百步。问：为圆周几何？

答曰：六十步。于徽术，当周六十一步五十分步之十九。臣淳风等谨依密率，为周六十一步一百分步之四十一。


开圆术曰：置积步数，以十二乘之，以开方除之，即得周。此术以周三径一为率，与旧圆田术相返覆也。于徽术，以三百一十四乘积，如二十五而一，所得，开方除之，即周也。（开方除之，即径。）是为据见幂以求周，犹失之于微少。其以二百乘积，一百五十七而一，开方除之，即径，犹失之于微多。臣淳风等谨按：此注于徽术求周之法，其中不用“开方除之，即径”六字，今本有者，衍剩也。依密率，八十八乘之，七而一。按周三径一之率，假令周六径二，半周半径相乘得幂三，周六自乘得三十六。俱以等数除，幂得一，周之数十二也。其积：本周自乘，合以一乘之，十二而一，得积三也。术为一乘不长，故以十二而一，得此积。今还原，置此积三，以十二乘之者，复其本周自乘之数。凡物自乘，开方除之，复其本数。故开方除之，即周。



译文


现有面积[image: ]
 步2
 。问：如果是圆，它的周长是多少？

答：135步。（刘徽注：用徽率，周长应为[image: ]
 步。李淳风注：依照密率，周长应为[image: ]
 步。）

又有面积300步2
 。问：如果是圆，它的周长是多少？

答：60步。（刘徽注：用徽率，周长应为[image: ]
 步。李淳风注：依照密率，周长应为[image: ]
 步。）

开圆法则：列出已知面积的积步数，乘以12，得数开方，为圆周长。（刘徽注：本法则用周3径1率，与旧圆田法则互为逆运算。用徽率，面积乘以314，除以25，得数开方，即为圆周长。开方作除法，得到直径。所以根据面积求周长，有微小的损失。如果面积乘以200，除以157，开方除法，得到直径，又微多了一点。李淳风注：刘徽求周长的这个注，其中没有“开方作除法，得到直径”这几字。现在版本上的这几字是衍剩。依照密率，面积乘以88，除以7。周3径1率，假设周6径2，半周和半径相乘得面积3。周6自乘，得36，都除以等数，面积得1，周长的数12。周6自乘，乘以1，除以12，得面积3。本法则中，乘以1不使得数增加，所以除以12，得到面积。现在还原，列出面积3，乘以12，得周长自乘数。凡是数自乘，作开方除法，又回到原本的数值，所以开方除法，即为周长。）

今有积一百八十六万八百六十七尺。此尺谓立方尺也。凡物有高、深而言积者，曰立方。
 问：为立方几何？

答曰：一百二十三尺。

又有积一千九百五十三尺八分尺之一。问：为立方几何？

答曰：一十二尺半。

又有积六万三千四百一尺五百一十二分尺之四百四十七。问：为立方几何？

答曰：三十九尺八分尺之七。

又有积一百九十三万七千五百四十一尺二十七分尺之一十七。问：为立方几何？

答曰：一百二十四尺太半尺。

开立方立方适等，求其一面也。
 术曰：置积为实。借一算，步之，超二等。言千之面十，言百万之面百。
 议所得，以再乘所借一算为法，而除之。再乘者，亦求为方幂。以上议命而除之，则立方等也。
 除已，三之为定法。为当复除，故豫张三面，以定方幂为定法也。
 复除，折而下。复除者，三面方幂以皆自乘之数，须得折、议，定其厚薄尔。开平幂者，方百之面十；开立幂者，方千之面十。据定法已有成方之幂，故复除当以千为百，折下一等也。
 以三乘所得数，置中行。设三廉之定长。
 复借一算，置下行。欲以为隅方。立方等未有定数，且置一算定其位。
 步之，中超一，下超二等。上方法，长自乘，而一折；中廉法，但有长，故降一等；下隅法，无面长，故又降一等也。
 复置议，以一乘中，为三廉备幂也。
 再乘下，令隅自乘，为方幂也。
 皆副以加定法。以定除。三面、三廉、一隅皆已有幂，以上议命之而除去三幂之厚也。
 除已，倍下，并中，从定法。凡再以中、三以下，加定法者，三廉各当以两面之幂连于两方之面，一隅连于三廉之端，以待复除也。言不尽意，解此要当以棋，乃得明耳。
 复除，折下如前。开之不尽者，亦为不可开。术亦有以定法命分者，不如故幂开方，以微数为分也。
 若积有分者，通分纳子为定实。定实乃开之。讫，开其母以报除。臣淳风等谨按：分母可开者，并通之积先合三母。既开之后一母尚存，故开分母，求一母，为法，以报除也。
 若母不可开者，又以母再乘定实，乃开之。讫，令如母而一。臣淳风等谨按：分母不可开者，本一母也。又以母再乘之，令合三母。既开之后，一母犹存，故令一母而一，得全面也。



译文


现有体积1860867尺3
 。（刘徽注：这里的尺是立方尺。凡是事物有高、深，它的体积量数就是立方。）问：如果是正方体，边长是多少？

答：123尺。

又有体积[image: ]
 尺3
 。问：如果是正方体，边长是多少？

答：[image: ]
 尺。

又有体积[image: ]
 尺3
 。问：如果是正方体，边长是多少？

答：[image: ]
 尺。

又有体积[image: ]
 尺3
 。问：如果是正方体，边长是多少？

答：[image: ]
 尺。

开立方（刘徽注：正方体边长正好相等，求其中一边长。）法则：已给体积作为实。借1个算筹，向左移动，每步移动三位。（刘徽注：体积是千位数，边长为十位数；体积为百万位数，边长为百位数。）讨论所得数值，它的二次方乘借算，作为法。实除以法。（刘徽注：二次方为正方形面积。上面的数值乘面积为实，因为正方体边长相等。）作完除法，法乘以3作为定法。（刘徽注：为了再次作除法，展开正方体的三面，以正方形除法。）再次作除法，法缩小退位。（刘徽注：再次作除法，正方体的面积和体积是自乘数，所以需要经过折损、讨论确定它们的厚度。开平方，面积是百位数，边长十位数；开立方，体积是千位数，边长十位数。根据定法得知正方形面积，作除法使1000化为100，退一位。）所得数值乘以3，放中行。（刘徽注：设三廉的定长。）再借算，放在下行。（刘徽注：想要表示角上的正方体体积。大小不定，借算为了确定位置。）向左移动，中行一步移二位，下行一步移三位。（刘徽注：上行，边长自乘，退一位；中行，只有长，退一位；下行，没有面和长，退一位。）第二个讨论所得数值，用一次方乘中行，（刘徽注：为三廉的总体积。）用数值的二次方乘下行，（刘徽注：使角上边长自乘，是正方形面积。）加定法。定实除以定法。（刘徽注：三面、三廉、一角都已有面积，上面讨论的数值乘这些面积，减余实，是减去三个面积的厚。）除法后，下行加倍，加上中行，加入定法。（刘徽注：凡是以2倍中行、3倍下行加定法，三个廉都应当作为两个侧面面积连接在两个方的侧面，一个角连接三个廉的顶端。准备再次作除法。语言不能表达出全部意思，应该用棋，才能解释清楚。）再次作除法，像前面那样折损、退位。如果开方开不尽，也称为不可开。（刘徽注：有用定法命名分数，不如用体积开方，用微数作为分数。）如果已知体积包含分数，先通分，加入分子作为定实，开立方，然后对分母开立方，再作除法。（李淳风注：分母可以开立方，通分后的积等于三个分母相乘，开立方后还存有一个分母。所以对分母开立方，一个分母作为法，作除法。）如果分母不可开，用分母二次方乘定实，再开立方。然后用分母除。（李淳风注：分母不可开，本来存在一个分母。再用分母的二次方乘，就存在三个分母。开立方后，还存在一个分母，所以除以分母，得到整个边长。）


按：开立方知，立方适等，求其一面之数。“借一算，步之，超二等”者，但立方求积，方再自乘，就积开之，故超二等，言千之面十，言百万之面百。“议所得，以再乘所借算为法，而以除”知，求为方幂，以议命之而除，则立方等也。“除已，三之为定法”，为积未尽，当复更除，故豫张三面已定方幂为定法。“复除，折而下”知，三面方幂皆已有自乘之数，须得折、议定其厚薄。据开平方，百之面十，其开立方，即千之面十，而定法已有成方之幂，故复除之者，当以千为百，折下一等。“以三乘所得数，置中行”者，设三廉之定长。“复借一算，置下行”者，欲以为隅方，立方等未有数，且置一算定其位也。“步之，中超一，下超二”者，上方法长自乘而一折，中廉法但有长，故降一等，下隅法无面长，故又降一等。“复置议，以一乘中”者，为三廉备幂。“再乘下”，当令隅自乘为方幂。“皆副以加定法，以定法除”者，三面、三廉、一隅皆已有幂，以上议命之而除去三幂之厚。“除已，倍下、并中，从定法”者，三廉各当以两面之幂连于两方之面，一隅连于三廉之端，以待复除。其开之不尽者，折下如前，开方，即合所问。“有分者，通分纳子”开之，“讫，开其母以报除”，可开者，并通之积，先合三母，既开之后，一母尚存。故开分母者，求一母为法，以报除。“若母不可开者，又以母再乘定实，乃开之。讫，令如母而一”，分母不可开者，本一母，又以母再乘，令合三母，既开之后，亦一母尚存。故令如母而一，得全面也。



译文


李淳风注：“开立方”是一个正方体边长都相等，求边长。“借1个算筹，向左移动，每步移动三位”是因为，正方体的体积是边长自乘两次。这个积开立方，所以要移三位，所以体积是千位数，边长是十位数，体积是百万位数，边长是百位数。“讨论所得数值，它的二次方乘借算，作为法，实除以法”是因为，求出正方形的面积，用上面求得的数值乘，减实，得到正方体体积。“作完除法，法乘以3作为定法”，作为体积还没有除尽，需要再次作除法，所以展开三个面，将正方形面积作为定法。“再次作除法，法缩小退位”是因为，三个面的面积都是平方数，必须折损、讨论它们的厚度。根据开平方，面积是百位数，边长是十位数，如果开立方，体积是千位数，边长是十位数。定法已经是平方数，所以再次作除法，应该将千位改为百位，即退一位。“所得数值乘以3，放中行”是确定三廉的长度。“再借算，放在下行”是想要表示还未确定的、角上的正方体的体积，借算只是起定位作用。“向左移动，中行一步移二位，下行一步移三位”是因为，上行的正方形的法是边长自乘，所以退一位；中行廉的法只有边长，所以再退一位；下行的正方体没有边长，所以再退一位。“第二个讨论所得数值，用一次方乘中行”是三廉的总体积。“用数值的二次方乘下行”，是使角上正方体的边长自乘，即正方体的体积。“使他们加定法，定实除以定法”是因为，三个侧面、三个廉、一个角都是平方数，上面讨论的数值乘平方数，减剩余的实，就是去掉了它们的厚度。“除法后，下行加倍、加上中行，加入定法”是因为，三个廉作为两个侧面面积连接在两个方的侧面，一个角连接三个廉的顶端，准备再次作除法。如果开方开不尽，像前面步骤那样折损、退位，开方，就可以解答问题。“如果已知体积包含分数，先通分，加入分子”，再开方，“然后对分母开立方，再作除法”，分母可以开立方，通分后的积等于三个分母相乘，开立方后还存有一个分母。所以对分母开立方，一个分母作为法，作除法。“如果分母不可开，用分母二次方乘定实，再开立方。然后用分母除”，分母不可开，本来存在一个分母，用分母的二次方乘，就存在三个分母，开立方后，还存在一个分母。所以除以分母，得到边长。

今有积四千五百尺。亦谓立方之尺也。
 问：为立圆径几何
[1]

 ？

答曰：二十尺。依密率，立圆径二十尺，计积四千一百九十尺二十一分尺之一十。


又有积一万六千四百四十八亿六千六百四十三万七千五百尺。问：为立圆径几何？

答曰：一万四千三百尺。依密率，为径一万四千六百四十三尺四分尺之三。


开立圆术曰：置积尺数，以十六乘之，九而一，所得，开立方除之，即立圆径。立圆，即丸也。为术者，盖依周三径一之率。令圆幂居方幂四分之三。圆囷居立方亦四分之三
[2]

 。更令圆囷为方率十二，为丸率九，丸居圆囷又四分之三也。置四分自乘得十六，三分自乘得九，故丸居立方十六分之九也。故以十六乘积，九而一，得立方之积。丸径与立方等，故开立方而除，得径也。然此意非也。何以验之？取立方棋八枚，皆令立方一寸，积之为立方二寸。规之为圆囷，径二寸，高二寸。又复横因之，则其形有似牟合方盖矣
[3]

 。八棋皆似阳马，圆然也。按：合盖者，方率也，丸居其中，即圆率也。推此言之，谓夫圆囷为方率，岂不阙哉
[4]

 ？以周三径一为圆率，则圆幂伤少，令圆囷为方率，则丸积伤多，互相通补，是以九与十六之率偶与实相近，而丸犹伤多耳。观立方之内，合盖之外，虽衰杀有渐，而多少不掩。判合总结，方圆相缠，浓纤诡互，不可等正。欲陋形措意，惧失正理。敢不阙疑，以俟能言者。



注释



[1]
 　立圆：球。


[2]
 　圆囷qūn：圆柱体。囷，古代一种圆形谷仓。


[3]
 　“规之为圆囷”五句：如图4－2。

[image: 0152-01]
图4－2




[4]
 　阙：过错。[image: 0001-01]



译文


现有体积4500尺3
 。（刘徽注：就是立方尺。）问：如果是球，直径是多少？

答：20尺。（刘徽注：运用密率，立圆直径20尺。计算得体积[image: ]
 尺3
 。）

又有体积1644866437500尺3
 。问：如果是球，直径是多少？

答：14300尺。（刘徽注：运用密率，立圆直径[image: ]
 尺。）

开立圆法则：将球体积的尺数，乘以16，除以9，所得数值开立方，即为球的直径。（刘徽注：立圆，就是球。本法则皆依照周3径1率。令圆面积为其外切正方形面积的[image: ]
 。圆柱体体积也为正方体体积的[image: ]
 。令圆柱体的方率12，圆率9，所以球的体积为圆柱体的[image: ]
 。4自乘得16，3自乘得9，所以球的体积是正方体体积的[image: ]
 。所以用球的体积乘以16，除以9，得到正方体的体积。球的直径与正方体边长相等，所以开立方，得到球的直径。然而这种解法是错误的。如何验证呢？取正方体棋8枚，每枚棋的边长都是1寸。堆积起来成为边长2寸的正方体。沿水平方向做内切圆柱体，直径2寸，高2寸。再横着沿垂直方向做内切圆柱体，两个圆柱体重合的部分就像牟合方盖。8个棋子都像阳马，不过棱都是圆的。合盖的率就是方率，球为内切球，是圆率。由此推论，圆柱体就是方率。这不是错误的吗？以周3径1作为圆率，圆面积稍微少了一点。如果以圆柱体为方率，球的体积就多了一点。互相补偿，以9比16为率与真值偶然相近，球的体积稍多了一点。观察正方体内部，合盖外部的部分，虽然渐渐地衰减下来，但具体是多少不清楚。总的来看，该正方体方圆混合，截面不规则，不是一个规整的形状。如果歪曲了形状错误理解，恐怕违背正确的道理。我还是把疑问留给能解惑的人来解答吧。）


黄金方寸，重十六两；金丸径寸，重九两，率生于此，未曾验也。《周官·考工记》：“栗氏为量，改煎金锡则不耗。不耗然后权之，权之然后准之，准之然后量之。”言炼金使极精，而后分之则可以为率也。令丸径自乘，三而一，开方除之，即丸中之立方也。假令丸中立方五尺，五尺为勾，勾自乘幂二十五尺。倍之得五十尺，以为弦幂，谓平面方五尺之弦也。以此弦为股，亦以五尺为勾，并勾股幂得七十五尺，是为大弦幂。开方除之，则大弦可知也。大弦则中立方之长斜，斜即丸径也。故中立方自乘之幂于丸径自乘之幂三分之一也。令大弦还乘其幂，即丸外立方之积也。大弦幂开之不尽，令其幂七十五再自乘之，为面，命得外立方积，四十二万一千八百七十五尺之面。又令中立方五尺自乘，又以方乘之，得积一百二十五尺。一百二十五尺自乘，为面，命得积，一万五千六百二十五尺之面。皆以六百二十五约之，外立方积，六百七十五尺之面，中立方积，二十五尺之面也。张衡算又谓立方为质，立圆为浑。衡言质之与中外之浑：六百七十五尺之面，开方除之，不足一，谓外浑积二十六也。内浑二十五之面，谓积五尺也。今徽令质言中浑，浑又言质，则二质相与之率犹衡二浑相与之率也。衡盖亦先二质之率推以言浑之率也。衡又言质，六十四之面，浑二十五之面。质复言浑，谓居质八分之五也。又云：方八之面，圆五之面。圆浑相推，知其复以圆囷为方率，浑为圆率也，失之远矣。衡说之自然，欲协其阴阳奇耦之说而不顾疏密矣。虽有文辞，斯乱道破义，病也。置外质积二十六，以九乘之，十六而一，得积十四尺八分尺之五，即质中之浑也。以分母乘全纳子，得一百一十七。又置内质积五，以分母乘之，得四十，是为质居浑一百一十七分之四十，而浑率犹为伤多也。假令方二尺，方四面，并得八尺也，谓之方周。其中令圆径与方等，亦二尺也。圆半径以乘圆周之半，即圆幂也。半方以乘方周之半，即方幂也。然则方周知，方幂之率也；圆周知，圆幂之率也。按：如衡术，方周率八之面，圆周率五之面也。令方周六十四尺之面，圆周四十尺之面也。又令径二尺自乘，得径四尺之面，是为圆周率十之面，而径率一之面也。衡亦以周三径一之率为非，是故更著此法，然增周太多，过其实矣。



译文


1方寸的黄金，重16两；直径1寸的金球，重9两。法则中的率由此而来，但是未被检验过。《周礼·考工记》中说：“栗氏制作量器时，炼金锡并且没有损耗。没有损耗就可以称量，然后将它作为标准，进而度量其他物品。”这里面说，炼金并使它的精度极高，然后分割它们为正方体和球体，就可以确定率是多少。使球的直径自乘，除以3，再开方，即为球内接正方体的边长。假设球内接正方体的边长为5尺，5尺作为勾，勾自乘得到25尺2
 。翻倍得到50尺2
 ，作为弦的平方，就是平面上5尺对应的对角线。以这个弦作为股，还是以5尺作为勾，勾、股的平方相加是75尺2
 ，是大弦的平方。对它开方，就可以知道大弦的数值。大弦是正方体的对角线，即球的直径。所以，正方体边长自乘之幂是球直径自乘之幂的[image: ]
 。令大弦的平方乘以大弦，就是球的外切正方体的体积。大弦的平方开方开不尽，使它的幂即面积75尺2
 自乘，得到外切正方体的体积，即421875尺6
 之面。再使正方体边长5尺自乘，再乘以5尺，得到125尺3
 。令它自乘，得到其平方数，即15625尺6
 之面。都用625约简，外切正方体体积的二次幂是675尺6
 之面，内接正方体体积的二次幂为25尺6
 之面。张衡计算时将正方体称为质，球称为浑。张衡讨论了质与内切浑、外接浑的关系：外接浑的体积为675尺6
 之面，将其开方，不足1，外接浑的体积是26尺3
 。内切浑的体积的二次幂为25尺6
 之面，它的体积是5尺3
 。现在我讨论质的内切浑，浑的内接质，那么两质的最简之比相当于两浑的最简之比。张衡应该是先推算出两质的最简之比，再推算出两浑的最简之比。张衡又举例说质的体积率为64之面，浑的体积率为25之面。内切浑的体积是质的体积的[image: ]
 。另外，正方形的率是面积为8之面，圆的面积率为5之面。圆与浑互相推算，又得知他以圆柱作为方率，浑作为圆率，与真值相差太远。张衡想要协调阴阳奇偶的学说而没有顾及数据的疏密。虽然引用论据，但与真理相违背，是错误的。假设质的体积为26尺3
 ，乘以9，除以16，得[image: ]
 尺3
 ，为质的内切浑的体积。分母乘整数部分加入分子，得117。又假设内接质的体积为5尺3
 ，乘以分母，得40，所以内接质的体积是浑的体积的[image: ]
 ，则浑的率稍微多了些。假设正方形边长2尺，有4条边，相加得8尺，称为正方形的周长。其中假设圆的直径与正方形边长相等，也是2尺。圆半径乘圆周的一半，即为圆面积。正方形半个边长乘周长的一半，即为正方形面积。所以，从正方形周长可以推算出正方形面积的率；从圆的周长可以推算出圆的面积的率。按照张衡的计算方法，方形的比率为8，圆周长的率为5之面。令正方形周长为64之面，圆周长为40尺之面。令直径2尺自乘，得到直径4尺之面，圆周率为10之面，圆直径率的乘积为1的正方形。张衡也认为周3径1率不对，所以著了这种算法。但是周长增加太多，超过了真值。


臣淳风等谨按：祖暅之谓刘徽
[1]

 、张衡二人皆以圆囷为方率，丸为圆率，乃设新法。祖暅之开立圆术曰：“以二乘积，开立方除之，即立圆径。其意何也？取立方棋一枚，令立枢于左后之下隅，从规去其右上之廉；又合而横规之，去其前上之廉。于是立方之棋分而为四。规内棋一，谓之内棋。规外棋三，谓之外棋。规更合四棋，复横断之。以勾股言之，令余高为勾，内棋断上方为股，本方之数，其弦也。勾股之法：以勾幂减弦幂，则余为股幂。若令余高自乘，减本方之幂，余即内棋断上方之幂也。本方之幂即此四棋之断上幂。然则余高自乘，即外三棋之断上幂矣。不问高卑，势皆然也。然固有所归同而途殊者尔，而乃控远以演类，借况以析微。按：阳马方高数参等者，倒而立之，横截去上，则高自乘与断上幂数亦等焉。夫叠棋成立积，缘幂势既同，则积不容异。由此观之，规之外三棋旁蹙为一，即一阳马也。三分立方，则阳马居一，内棋居二可知矣。合八小方成一大方，合八内棋成一合盖。内棋居小方三分之二，则合盖居立方亦三分之二，较然验矣。置三分之二，以圆幂率三乘之，如方幂率四而一，约而定之，以为丸率。故曰丸居立方二分之一也。”等数既密，心亦昭晰
[2]

 。张衡放旧，贻哂于后
[3]

 ；刘徽循故，未暇校新。夫岂难哉？抑未之思也。依密率，此立圆积，本以圆径再自乘，十一乘之，二十一而一，得此积。今欲求其本积，故以二十一乘之，十一而一。凡物再自乘，开立方除之，复其本数。故立方除之，即丸径也。



注释



[1]
 　祖暅gèng之：祖暅，我国南北朝时期南朝数学家、祖冲之之子。“祖暅原理”是关于球体体积的计算方法，这是祖暅一生最有代表性的发现。


[2]
 　晰：明白，清楚。


[3]
 　哂：讥笑。[image: 0001-01]



译文


李淳风注：祖暅说刘徽、张衡二人都以圆柱体为方率，球为圆率，于是他创立新的方法。祖暅的开立圆法则：“以2乘体积，再开立方，即为球的直径。这是什么原理呢？取正方形棋一枚，以左下棱为轴，棱长为半径作圆柱面，截去它的右上廉，再合在一起，横向沿圆柱面截去它的上廉。就这样正方棋被截成了4个棋。内侧1个棋，称为内棋；外侧3个棋，称为外棋。再把这4个棋合起来，沿横向截断。按照勾股定理，令截面的高为勾，内棋截面正方形边长为股，正方体的棱长作为弦。勾股定理：弦的面积减去勾的面积，那么余数为股的面积。如果令余高自乘，减去正方形的面积，余数是内棋的横截面面积。正方形的面积是这4个棋的横截面之和。剩余的高自乘，就是3个外棋的横截面面积。无论横截面位置的高低，规律都是如此。所以说是殊途同归，我们可以利用近似的道理演算同类问题，借用情况作细微分析。例如：一个长、宽、高都相等的阳马，将其倒立，截去上半部，所以它的高自乘，即为3个外棋横截面积之和。堆积这3个棋为立方体，由于横截面面积相同，所以体积也不能不同。由此可见，3个外棋可以凝聚成1，就是1个阳马。将立方体分成3等份，阳马占1份，就可以知道内棋占2份。将8个小正方体合成1个大正方体，8个内棋合成1个合盖。内棋占小正方体的[image: ]
 ，合盖也占大正方体的[image: ]
 ，很容易被验证。设[image: ]
 乘以圆面积率3，除以方面积率4，约简，就可以确定球率。所以说球占外切正方形的[image: ]
 。”计算所得数值已经很精密，思路也清晰了。张衡墨守旧的方法，被后人讥笑；刘徽遵循过去的思路，没有创新。这是因为太难吗？或者是没有经过深思熟虑。依照密率，求球的体积应该是直径自乘两次，乘以11，除以21，得到答案。现在想要求它的体积，所以乘以21，除以11。凡是数两次自乘，再开立方，就可以恢复到原本的数值。因此开立方，即得球的直径。



卷第五　商功


商功
 
[1]

 以御功程积实


今有穿地
[2]

 ，积一万尺。问：为坚、壤各几何？

答曰：为坚七千五百尺；为壤一万二千五百尺。

术曰：穿地四为壤五，壤谓息土
[3]

 。
 为坚三，坚谓筑土。
 为墟四。墟谓穿坑。此皆其常率。
 以穿地求壤，五之；求坚，三之；皆四而一。今有术也。
 以壤求穿，四之；求坚，三之；皆五而一。以坚求穿，四之；求壤，五之；皆三而一。臣淳风等谨按：此术并今有之义也。重张穿地积一万尺，为所有数，坚率三、壤率五各为所求率，穿率四为所有率，而今有之，即得。



注释



[1]
 　商功：测量体积、计算工程用工的方法。


[2]
 　穿：穿孔，打洞。引申为开凿，挖掘。


[3]
 　息土：古代传说的一种能自生长、永不减耗的土壤。后泛指沃土。[image: 0001-01]



译文


商功（刘徽注：用来处理土方工程的体积问题。）

现有挖出的土，体积10000尺3
 。问：如果折算成坚土、壤土，各是多少？

答：折算成坚土7500尺3
 ；折算成壤土12500尺3
 。

折算法则：挖土为4，折算成壤土为5，（壤土就是沃土。）折算成坚土为3，（坚土就是建筑用土，夯土。）折算成墟为4。（墟就是挖土留下的坑穴。这些是它们的常率。）以挖土折算壤土，乘以5；折算坚土，乘以3；都除以4。（这是运用今有法则。）以壤土折算挖土，乘以4；折算坚土，乘以3；都除以5。以坚土折算挖土，乘以4；折算壤土，乘以5；都除以3。（李淳风注：本法则运用今有法则。挖土体积10000尺3
 ，作为所有数，坚土率3、壤土率5各作为所求率，挖土率4作为所有率，运用今有法则，即可解答。）

城、垣
[1]

 、堤、沟、堑
[2]

 、渠皆同术。

术曰：并上下广而半之，损广补狭。
 以高若深乘之，又以袤乘之，即积尺
[3]

 。按：此术“并上下广而半之”者，以盈补虚，得中平之广。“以高若深乘之”，得一头之立幂。“又以袤乘之”者，得立实之积，故为积尺。



注释



[1]
 　垣：围墙。


[2]
 　堑：坑。


[3]
 　“以高若深乘之”三句：上下宽度相加再取半，乘以高度或者深度，再乘以长度，即为体积尺数，如图5－1。假设梯形上底宽a
 ，下底宽b
 ，高h
 ，长l
 。所以梯形体积[image: ]
 。

[image: 0163-02]
图5－1[image: 0001-01]





译文


城、墙、堤、沟、堑、渠都使用同一法则。

法则：上下宽度相加再取半，（刘徽注：折损宽的增补狭窄的。）乘以高度或者深度，再乘以长度，即为体积尺数。（刘徽注：本法则“上下宽度相加再取半”是为了以盈补虚，得到宽度的平均值。“乘以高度或者深度”，得到横截面的面积。“再乘以长度”，得到立方体的体积，所以称为体积的尺数。）

今有城，下广四丈，上广二丈，高五丈，袤一百二十六丈五尺。问：积几何？

答曰：一百八十九万七千五百尺。

今有垣，下广三尺，上广二尺，高一丈二尺，袤二十二丈五尺八寸。问：积几何？

答曰：六千七百七十四尺。

今有堤，下广二丈，上广八尺，高四尺，袤一十二丈七尺。问：积几何？

答曰：七千一百一十二尺。

冬程人功四百四十四尺
[1]

 ，问：用徒几何？

答曰：一十六人一百一十一分人之二。

术曰：以积尺为实，程功尺数为法。实如法而一，即用徒人数。


注释



[1]
 　功：劳绩，成绩。[image: 0001-01]



译文


现有城，下底宽4丈，上顶宽2丈，高5丈，长126丈5尺。问：体积是多少？

答：1897500尺3
 。

现有墙，下底宽3尺，上顶宽2尺，高1丈2尺，长22丈5尺8寸。问：体积是多少？

答：6774尺3
 。

现有堤，下底宽2丈，上顶宽8尺，高4尺，长12丈7尺。问：体积是多少？

答：7112尺3
 。

冬季每人的日工作量为444尺3
 ，问：用工多少人？

答：[image: ]
 人。

解法：体积的尺数作为被除数，每人的工作量尺数作为除数。被除数除以除数，即为工作人数。

今有沟，上广一丈五尺，下广一丈，深五尺，袤七丈。问：积几何？

答曰：四千三百七十五尺。

春程人功七百六十六尺，并出土功五分之一，定功六百一十二尺五分尺之四。问：用徒几何？

答曰：七人三千六十四分人之四百二十七。

术曰：置本人功，去其五分之一，余为法。“去其五分之一”者，谓以四乘五除也。
 以沟积尺为实。实如法而一，得用徒人数。按：此术置本人功，“去其五分之一”者，谓以四乘之，五而一，除去出土之功，取其定功。乃通分纳子以为法。以分母乘沟积尺为实者，法里有分，实里通之，故实如法而一，即用徒人数。此以一人之积尺除其众尺，故用徒人数不尽者，等数约之而命分也。



译文


现有沟，上底宽1丈5尺，下底宽1丈，深5尺，长7丈。问：容积是多少？

答：4375尺3
 。

春季每人的日工作量766尺3
 ，其中出土的工作量占[image: ]
 ，所以实际的工作量是[image: ]
 尺3
 。问：用工多少人？

答：[image: ]
 人。

解法：列出每人的总工作量，减去其中的[image: ]
 ，余数作为除数。（刘徽注：“减去其中的[image: ]
 ”，就是乘以4除以5。）以沟的容积作为被除数。被除数除以除数，得到工作人数。（刘徽注：本方法中“列出每人的总工作量，减去其中的[image: ]
 ”，指的是乘以4，除以5，就是减去出土的工作量，取实际的工作量。于是通分加入分子作为除数。分母乘沟的容积尺数作为被除数，除数里包含分数，被除数通分，所以被除数除以除数，得到工作人数。这里用1人工作的容积尺数除众人工作的容积尺数，所以如果除不尽，就用等数约简后用分数表示。）

今有堑，上广一丈六尺三寸，下广一丈，深六尺三寸，袤一十三丈二尺一寸。问：积几何？

答曰：一万九百四十三尺八寸
[1]

 。八寸者，谓穿地方尺，深八寸。此积余有方尺中二分四厘五毫，弃之。贵欲从易，非其常定也。


夏程人功八百七十一尺，并出土功五分之一，沙砾水石之功作太半，定功二百三十二尺一十五分尺之四。问：用徒几何？

答曰：四十七人三千四百八十四分人之四百九。

术曰：置本人功，去其出土功五分之一，又去沙砾水石之功太半，余为法。以堑积尺为实。实如法而一，即用徒人数。按：此术“置本人功，去其出土功五分之一”者，谓以四乘五除。“又去沙砾水石作太半”者，一乘三除，存其少半，取其定功。乃通分纳子以为法。以分母乘积尺为实者，为法里有分，实里通之，故实如法而一，即用徒人数。不尽者，等数约之而命分也。



注释



[1]
 　八寸：容积V
 ＝Sh
 ＝1尺2
 ×8寸＝10寸×10寸×8寸＝800寸3
 。[image: 0001-01]



译文


现有堑，上底宽1丈6尺3寸，下底宽1丈，深6尺3寸，长13丈2尺1寸。问：容积是多少？

答：10943尺3
 800寸3
 。（刘徽注：8寸，是挖土1尺2
 ，深8寸的坑。容积有余数为1尺2
 ，深2分4厘5毫，舍弃。解答问题贵在简便，不能墨守成规。）

夏季每人的日工作量871尺3
 ，其中出土的工作量占[image: ]
 ，处理沙砾水石的工作量占[image: ]
 ，所以实际的工作量是[image: ]
 尺3
 。问：用工多少人？

答：[image: ]
 人。

解法：列出每人的总工作量，减去出土的工作量[image: ]
 ，再减去处理沙砾水石的工作量[image: ]
 ，余数作为除数。以堑的容积作为被除数，被除数除以除数，得到工作人数。（刘徽注：本方法中“列出每人的总工作量，减去出土的工作量[image: ]
 ”，指的是乘以4除以5。“再减去处理沙砾水石的工作量[image: ]
 ”，指的是乘以1除以3，保留[image: ]
 ，取实际的工作量。于是通分加入分子作为除数。分母乘堑的容积尺数作为被除数，除数里包含分数，被除数通分，所以被除数除以除数，得到工作人数。如果除不尽，就用等数约简后用分数表示。）

今有穿渠，上广一丈八尺，下广三尺六寸，深一丈八尺，袤五万一千八百二十四尺。问：积几何？

答曰：一千七万四千五百八十五尺六寸。

秋程人功三百尺。问：用徒几何？

答曰：三万三千五百八十二人，功内少一十四尺四寸。

一千人先到，问：当受袤几何？

答曰：一百五十四丈三尺二寸八十一分寸之八。

术曰：以一人功尺数乘先到人数为实。以一千人一日功为实。
 并渠上下广而半之，以深乘之为法。以渠广深之立实为法。
 实如法得袤尺。


译文


现有挖渠，上底宽1丈8尺，下底宽3尺6寸，深1丈8尺，长51824尺。问：容积是多少？

答：10074585尺3
 600寸3
 。

秋季每人的日工作量300尺3
 。问：用工多少人？

答：33582人，内不足14尺3
 400寸3
 。

1000人先到，问：可以先挖多长的渠？

答：154丈3尺[image: ]
 寸。

解法：以1人的工作量尺数乘先到的人数作为被除数。（刘徽注：以1000人1天的工作量作为被除数。）将渠的上下宽度相加之和取半，乘以深度，所得数值作为除数。（刘徽注：以渠的宽度与深度的乘积作为除数。）被除数除以除数得到长度尺数。

今有方堢壔
[1]

 ，堢者，堢城也；壔，音丁老切，又音纛，谓以土拥木也。
 方一丈六尺，高一丈五尺。问：积几何？

答曰：三千八百四十尺。

术曰：方自乘，以高乘之，即积尺。

今有圆堢壔，周四丈八尺，高一丈一尺。问：积几何？

答曰：二千一百一十二尺。于徽术，当积二千一十七尺一百五十七分尺之一百三十一。臣淳风等谨按：依密率，积二千一十六尺。


术曰：周自相乘，以高乘之，十二而一。此章诸术亦以周三径一为率，皆非也。于徽术，当以周自乘，以高乘之，又以二十五乘之，三百一十四而一。此之圆幂亦如圆田之幂也。求幂亦如圆田，而以高乘幂也。臣淳风等按：依密率，以七乘之，八十八而一。



注释



[1]
 　堢bǎo：土堆。壔dǎo：土堡。[image: 0001-01]



译文


现有方形土城堡，（刘徽注：堢，就是土城；壔，音丁老切，又音纛，就是土簇拥着木桩。）底面为正方形，边长1丈6尺，高1丈5尺。问：体积是多少？

答：3840尺3
 。

解法：底边长自乘，乘以高，即为体积尺数。

现有圆形土城堡，底面周长4丈8尺，高1丈1尺。问：体积是多少？

答：2112尺3
 。（刘徽注：运用徽率，体积应当为[image: ]
 尺3
 。李淳风注：依照密率，体积为2016尺3
 。）

解法：底面周长自乘，乘以高，除以12。（刘徽注：本章法则皆以周3径1为率，全是错误的。按照徽率，底面周长自乘，乘以高，再乘以25，除以314。这里底面圆面积如同圆田面积。求底面面积如同求圆田面积。再用面积乘以高。李淳风注：依照密率，乘以7，除以88。）

今有方亭
[1]

 ，下方五丈，上方四丈，高五丈。问：积几何？

答曰：一十万一千六百六十六尺太半尺。

术曰：上下方相乘，又各自乘，并之，以高乘之，三而一
[2]

 。此章有堑堵
[3]

 、阳马
[4]

 ，皆合而成立方。盖说算者乃立棋三品，以效高深之积。假令方亭，上方一尺，下方三尺，高一尺。其用棋也，中央立方一，四面堑堵四，四角阳马四。上下方相乘为三尺，以高乘之，约积三尺，是为得中央立方一，四面堑堵各一。下方自乘为九，以高乘之，得积九尺，是为中央立方一，四面堑堵各二，四角阳马各三也。上方自乘，以高乘之，得积一尺，又为中央立方一。凡三品棋皆一而为三。故三而一，得积尺。用棋之数：立方三，堑堵、阳马各十二，凡二十七，棋十三。更差次之，而成方亭者三，验矣。为术又可令方差自乘，以高乘之，三而一，即四阳马也。上下方相乘，以高乘之，即中央立方及四面堑堵也。并之，以为方亭积数也。



注释



[1]
 　方亭：方台。


[2]
 　“上下方相乘”五句：假设方台上底边长为a
 ，下底边长为b
 ，高为h
 ，则方台的体积[image: ]
 。


[3]
 　堑堵：两底面为直角三角形的正柱体，亦即长方体的斜截平分体。如图5－2。


[4]
 　阳马：四角锥体。底面为正方形。如图5－2。

[image: 0172-02]
图5－2[image: 0001-01]





译文


现有方台，下底边长5丈，上底边长4丈，高5丈。问：体积是多少？

答：[image: ]
 尺3
 。

法则：上下底边边长相乘，又各自乘，相加，乘以高，除以3。（刘徽注：本章有堑堵、阳马等立体，都可以合成立方体。所以算者设计了三种棋，用来推算它们的体积。假设方台上底边长1尺，下底边长3尺，高1尺。它用的棋，中央立方体1个，四面堑堵4个，四角阳马4个。上下底边边长相乘，为3尺2
 ，乘以高，体积为3尺3
 ，所以是中央立方体1个，四面堑堵各1个。下底边长自乘为9尺2
 ，乘以高，体积为9尺3
 ，所以是中央立方体1个，四面堑堵各2个，四角阳马各3个。上底边长自乘，乘以高，体积为1尺3
 ，所以是中央立方体1个。凡是三种棋都是方台棋数的3倍。所以除以3，得到体积尺数。使用棋数：正方体3个，堑堵、阳马各12个，共27个，合成棋13个。如果改变次序，可以合成方台3个。体积公式得到验证。本法则也可以令上下底边长之差自乘，乘以高，除以3，即为4个阳马的体积。上下底边长相乘，乘以高，即为中央立方和四面堑堵的体积。将它们相加，得到方台的体积。）

今有圆亭，下周三丈，上周二丈，高一丈。问：积几何？

答曰：五百二十七尺九分尺之七。于徽术，当积五百四尺四百七十一分尺之一百一十六也。臣淳风等谨按：按密率，为积五百三尺三十三分尺之二十六。


术曰：上、下周相乘，又各自乘，并之，以高乘之，三十六而一
[1]

 。此术周三径一之义，合以三除上下周，各为上下径，以相乘；又各自乘，并，以高乘之，三而一，为方亭之积。假令三约上下周，俱不尽，还通之，即各为上下径。令上下径相乘，又各自乘，并，以高乘之，为三方亭之积分。此合分母三相乘得九，为法，除之。又三而一，得方亭之积。从方亭求圆亭之积，亦犹方幂中求圆幂。乃令圆率三乘之，方率四而一，得圆亭之积。前求方亭之积，乃以三而一；今求圆亭之积，亦合三乘之。二母既同，故相准折，惟以方幂四乘分母九，得三十六，而连除之。



注释



[1]
 　“上下周相乘”五句：如图5－3，假设圆台上底周长C
 1
 ，下底周长C
 2
 ，高h
 。则圆台体积[image: ]
 。

[image: 0174-02]
图5－3[image: 0001-01]





译文


现有圆台，下底周长3丈，上底周长2丈，高1丈。问：体积是多少？

答：[image: ]
 尺3
 。（刘徽注：用徽率，体积应当为[image: ]
 尺3
 。李淳风注：按照密率，体积为[image: ]
 尺3
 。）

法则：上下底周长相乘，再各自乘，相加，乘以高，除以36。（刘徽注：本法则按照周3径1率，应该上下底周长各除以3，为上下底的直径。令它们相乘，再各自乘，相加，乘以高，除以3，即为方台的体积。假设令上下底周长除以3，除不尽，就应同分，上下底的直径分别作为分子。上下底直径相乘，再各自乘，相加，乘以高，即为3个方台体积的积分。这里应该用分母3相乘得9，作为除数，作除法。再除以3，得到方台的体积。从方台求圆台的体积，如同从正方形求内切圆的面积。乘以圆率3，除以方率4，得到圆台的体积。前面求方台的体积，除以3；现在求圆台的体积，应该乘以3。乘除为同一数，所以相互抵消，只用正方形面积4乘分母9，得36，作为除数。）


于徽术，当上下周相乘，又各自乘，并，以高乘之，又二十五乘之，九百四十二而一。此圆亭四角圆杀，比于方亭，二百分之一百五十七。为术之意，先作方亭，三而一。则此据上下径为之者，当又以一百五十七乘之，六百而一也。今据周为之，若于圆堢壔，又以二十五乘之，三百一十四而一，则先得三圆亭矣。故以三百一十四为九百四十二而一，并除之。臣淳风等谨按：依密率，以七乘之，二百六十四而一。



译文


刘徽注：用徽率，应当上下周长相乘，再各自乘，相加，乘以高，乘以25，除以942。这里圆台四角为圆，是方台体积的[image: ]
 。本法则的本意，先求方台体积，除以3。方台根据上下底的直径做出，应当再乘以157，除以600。现在根据周长做出，应参照圆形土城堡的算法，乘以25，除以314，则得到3个圆台的体积。所以用314代替942去除，就是用3与314一并除。李淳风注：依照密率，乘以7，除以264。

今有方锥，下方二丈七尺，高二丈九尺。问：积几何？

答曰：七千四十七尺。

术曰：下方自乘，以高乘之，三而一
[1]

 。按：此术假令方锥下方二尺，高一尺，即四阳马。如术为之，用十二阳马成三方锥，故三而一，得方锥也。



注释



[1]
 　“下方自乘”三句：如图5－4，假设方锥下底边长a
 ，高h
 ，则方锥体积[image: ]
 。

[image: 0177-01]
图5－4[image: 0001-01]





译文


现有方锥，下底为正方形，边长2丈7尺，高2丈9尺。问：体积是多少？

答：7047尺3
 。

法则：下底边长自乘，乘以高，除以3。（刘徽注：本法则假设方锥下底边长2尺，高1尺，即为4个阳马。如前面法则，用12个阳马可以合成3个方锥，所以除以3，得1个方锥的体积。）

今有圆锥，下周三丈五尺，高五丈一尺。问：积几何？

答曰：一千七百三十五尺一十二分尺之五。于徽术，当积一千六百五十八尺三百一十四分尺之十三。臣淳风等谨按：依密率，为积一千六百五十六尺八十八分尺之四十七。


术曰：下周自乘，以高乘之，三十六而一
[1]

 。按：此术圆锥下周以为方锥下方。方锥下方令自乘，以高乘之，令三而一，得大方锥之积。大锥方之积合十二圆矣。今求一圆，复合十二除之，故令三乘十二，得三十六，而连除。



注释



[1]
 　“下周自乘”三句：如图5－5，假设圆锥下底周长C
 ，高h
 ，则圆锥体积[image: ]
 。

[image: 0178-02]
图5－5[image: 0001-01]





译文


现有圆锥，下底周长3丈5尺，高5丈1尺。问：体积是多少？

答：[image: ]
 尺3
 。（刘徽注：用徽率，体积应当为[image: ]
 尺3
 。李淳风注：依照密率，体积为[image: ]
 尺3
 。）

法则：下底周长自乘，乘以高，除以36。（刘徽注：本法则圆锥下底周长作为方锥下底边长。方锥下底边长自乘，除以3，得大方锥的体积。大方锥的底面积等于12个圆面积。现在求1个圆面积，应当除以12，所以令3乘12，得36，作为除数。）


于徽术，当下周自乘，以高乘之，又以二十五乘之，九百四十二而一。圆锥比于方锥，亦二百分之一百五十七。命径自乘者，亦当以一百五十七乘之，六百而一。其说如圆亭也。臣淳风等谨按：依密率，以七乘之，二百六十四而一。



译文


刘徽注：用徽率，应当下底周长自乘，乘以高，再乘以25，除以942。圆锥是方锥体积的[image: ]
 。如果直径自乘，也应当乘以157，除以600。道理如同求圆台。李淳风按：依照密率，乘以7，除以264。

今有堑堵，下广二丈，袤一十八丈六尺，高二丈五尺。问：积几何？

答曰：四万六千五百尺。

术曰：广袤相乘，以高乘之，二而一
[1]

 。斜解立方得两堑堵。虽复橢方
[2]

 ，亦为堑堵，故二而一。此则合所规棋。推其物体，盖为堑上叠也。其形如城，而无上广，与所规棋形异而同实。未闻所以名之为堑堵之说也。



注释



[1]
 　“广袤相乘”三句：如图5－6，假设堑堵宽a
 ，长b
 ，高h
 ，则堑堵的体积[image: ]
 。


[2]
 　橢方：长方体。

[image: 0180-02]
图5－6[image: 0001-01]





译文


现有堑堵，下底宽2丈，长18丈6尺，高2丈5尺。问：体积是多少？

答：46500尺3
 。

法则：宽和长相乘，乘以高，除以2。（刘徽注：斜着剖开正方体得到2个堑堵。即使是长方体，剖开也是2个堑堵，所以除以2。这符合所规定的棋。推测它的形状，应该是在堑上叠放。形状像城墙，但是没有上面的宽度，与所规定的棋形状不同而体积相同。没有听说过堑堵名称的由来。）

今有阳马，广五尺，袤七尺，高八尺。问：积几何？

答曰：九十三尺少半尺。

术曰：广袤相乘，以高乘之，三而一。按：此术阳马之形，方锥一隅也。今谓四柱屋隅为阳马。假令广袤各一尺，高一尺，相乘之，得立方积一尺。斜解立方得两堑堵；斜解堑堵，其一为阳马，一为鳖臑
[1]

 。阳马居二，鳖臑居一，不易之率也。合两鳖臑成一阳马，合三阳马而成一立方，故三而一。验之以棋，其形露矣。悉割阳马，凡为六鳖臑。观其割分，则体势互通，盖易了也。



注释



[1]
 　鳖臑nào：鳖的前肢。臑，人的上肢或牲畜的前肢。[image: 0001-01]



译文


现有阳马，宽5尺，长7尺，高8尺。问：体积是多少？

答：[image: ]
 尺3
 。

法则：宽和长相乘，乘以高，除以3。（刘徽注：本法则阳马的形状，是方锥的一角。现在所谓四柱屋的一角也是阳马。假设宽、长各1尺，高1尺，相乘，得到正方体的体积1尺3
 。斜着剖开正方体得到2个堑堵；斜着剖开堑堵，其中一个是阳马，另一个是鳖臑。阳马占2份，鳖臑占1份，这个比例不变。2个鳖臑可以合成1个阳马，3个阳马可以合成1个正方体，所以除以3。如果用棋来验证，就很明显了。将阳马全部剖开，共得6个鳖臑。观察分割得到的各个部分，它们的形状互通，体积也容易推算。）


其棋或修短
[1]

 ，或广狭，立方不等者，亦割分以为六鳖臑。其形不悉相似。然见数同，积实均也。鳖臑殊形，阳马异体。然阳马异体，则不纯合，不纯合，则难为之矣。何则？按：斜解方棋以为堑堵者，必当以半为分，斜解堑堵以为阳马者，亦必当以半为分，一纵一横耳。设为阳马为分内，鳖臑为分外。棋虽或随修短广狭，犹有此分常率知，殊形异体，亦同也者，以此而已。其使鳖臑广、袤、高各二尺，用堑堵、鳖臑之棋各二，皆用赤棋。又使阳马之广、袤、高各二尺，用立方之棋一，堑堵、阳马之棋各二，皆用黑棋。棋之赤、黑，接为堑堵，广、袤、高各二尺。于是中攽其广、袤，又中分其高。令赤、黑堑堵各自适当一方，高一尺，方一尺，每二分鳖臑，则一阳马也。其余两端各积本体，合成一方焉。是为别种而方者率居三，通其体而方者率居一。虽方随棋改，而固有常然之势也。按：余数具而可知者有一、二分之别，则一、二之为率定矣。其于理也岂虚矣？若为数而穷之，置余广、袤、高之数各半之，则四分之三又可知也。半之弥少，其余弥细，至细曰微，微则无形。由是言之，安取余哉？数而求穷之者，谓以情推，不用筹算。鳖臑之物，不同器用；阳马之形，或随修短广狭。然不有鳖臑，无以审阳马之数，不有阳马，无以知锥亭之类，功实之主也。



注释



[1]
 　修短：长短。修，高，长。[image: 0001-01]



译文


这些棋是有的长、有的短，有的宽、有的窄，宽、长、高不等的立方体，也分割成6个鳖臑。它们的形状不完全相同。然而它们的宽、长和高相同，所以体积也相等。鳖臑形状不同，阳马的结构有变化。阳马的结构有了变化，就不能完全重合。不完全重合，就难以处理。为什么呢？斜着剖开方棋，分为堑堵，必定是每份一半；斜着剖开堑堵，分为阳马，必定是每份一半，一纵一横。假设阳马作为内棋，堑堵作为外棋。棋虽然有长有短、有宽有狭，但是有这个不变的率，所以即便形状不同，结构有变，道理也是一样的。使鳖臑宽、长、高各为2尺，由堑堵、鳖臑各2个合成，都用红棋。使阳马的宽、长、高各为2尺，由立方体棋1个，堑堵、阳马各2个合成，都用黑棋。红棋、黑棋拼接成堑堵，宽、长、高各2尺。中分堑堵的宽、长、高，令红、黑堑堵各自合成1个立方体，高1尺，边长1尺，每2份鳖臑相当于1份阳马。其余的两端各自拼接相同的形状，合成1个立方体。所以，别种形状的立方体的率占3份，与堑堵形状相似的立方体的率占1份。即使正方形改变了，其余扔保持恒定的率。刘徽注：余下的体积可知的有1、2之别，所以1、2作为鳖臑和阳马的率已经确定。道理上讲这是虚假的吗？如果以数来研究，列出余下的宽、长、高的数值，取半，其中[image: ]
 的体积可以知道。中分的部分越少，其余的地方越细，称为微数。微数的形态不固定。这样看来，为什么要取分数？数学里求无穷，按数理推算，不用算筹。鳖臑与常见的器具不同；阳马的形状，有长有短、有宽有狭。然而，没有鳖臑，就无法推算阳马的体积，没有阳马，就无法推算锥、台的情况，这是程功积实问题的基础。

今有鳖臑，下广五尺，无袤；上袤四尺，无广；高七尺。问：积几何？

答曰：二十三尺少半尺。

术曰：广袤相乘，以高乘之，六而一。按：此术臑者，臂骨也。或曰半阳马，其形有似鳖肘，故以名云。中破阳马得两鳖臑
[1]

 。之见数即阳马之半数。数同而实据半，故云六而一，即得。



注释



[1]
 　中破阳马得两鳖臑：从中间剖开阳马得到2个鳖臑，如图5－7。假设鳖臑的长为a
 ，宽为b
 ，高为c
 ，则鳖臑的体积为[image: ]
 。

[image: 0185-01]
图5－7[image: 0001-01]





译文


现有鳖臑，下底宽5尺，没有长；上底长4尺，没有宽；高7尺。问：体积是多少？

答：[image: ]
 尺3
 。

法则：下底宽与上底长相乘，乘以高，除以6。（刘徽注：本法则中，臑指的是臂骨。有人说半个阳马的形状类似鳖的肘，所以得名。从中间剖开阳马得到两个鳖臑。所以鳖臑的体积是阳马体积的一半。宽、长、高和阳马相同但是体积是阳马的一半，所以除以6，即可求得。）

今有羡除，下广六尺，上广一丈，深三尺；末广八尺，无深；袤七尺。问：积几何？

答曰：八十四尺。

术曰：并三广，以深乘之，又以袤乘之，六而一。按：此术羡除，实隧道也。其所穿地，上平下斜，似两鳖臑夹一堑堵，即羡除之形
[1]

 。假令用此棋：上广三尺，深一尺，下广一尺；末广一尺，无深；袤一尺。下广、末广皆堑堵；上广者，两鳖臑与一堑堵相连之广也。以深、袤乘，得积五尺。鳖臑居二，堑堵居三，其于本棋，皆一为六，故六而一。合四阳马以为方锥。斜画方锥之底，亦令为中方。就中方削而上合，全为中方锥之半
[2]

 。于是阳马之棋悉中解矣。中锥离而为四鳖臑焉。故外锥之半亦为四鳖臑。虽背正异形，与常所谓鳖臑参不相似，实则同也。所云夹堑堵者，中锥之鳖臑也。凡堑堵上袤短者，连阳马也。下袤短者，与鳖臑连也。上、下两袤相等知，亦与鳖臑连也。并三广，以高、袤乘，六而一，皆其积也。今此羡除之广，即堑堵之袤也。



注释



[1]
 　似两鳖臑夹一堑堵，即羡除之形：好像2个鳖臑夹着1个堑堵，这就是羡除的形状。如图5－8，假设羡除的上底宽为a
 ，下底宽为b
 ，末宽为c
 ，深度为h
 ，长为l
 。则羡除的体积为[image: ]
 。

[image: 0186-02]
图5－8




[2]
 　半pàn：大片。[image: 0001-01]



译文


现有隧道，下底宽6尺，上底宽1丈，深3尺；末宽8尺，没有深度；长7尺。问：体积是多少？

答：84尺3
 。

法则：三个宽度相加，乘以深度，再乘以长，除以6。（刘徽注：本法则中，羡除实际上指的是隧道。它挖土的形状，上面平下面斜，好像2个鳖臑夹着1个堑堵，这就是羡除的形状。假设棋：上底宽3尺，深1尺，下底宽1尺；末宽1尺，没有深度；长1尺。下底宽度、末宽都是堑堵的宽。上底宽度，是2个鳖臑与1个堑堵相连的宽度。三个宽度之和乘以深度和长度，得到体积5尺3
 。这其中鳖臑占2份，堑堵占3份，相比原本的棋，棋数全部由1个变成了6个，所以除以6。4个阳马合成1个方锥。斜着画方锥的底，中间也是一个正方体。沿着正方体向上剖开，为中方锥的一部分。于是阳马全部从中间分解了。中锥分离后为4个鳖臑。所以外锥的一部分为4个鳖臑。虽然它们的形状不同往常，就是长宽、长、高都不相同，但体积相同。上面提到的夹着堑堵的鳖臑，就是中锥包含的鳖臑。凡是堑堵的上底长短的情况，就连接阳马。下底短的情况，就连接鳖臑。上下底的长相等的情况，也是连接鳖臑。三个宽度相加，乘以高和长，除以6，都可以得到体积。现在说的羡除的宽，就是堑堵的长。）


按：此本是三广不等，即与鳖臑连者。别而言之：中央堑堵广六尺，高三尺，袤七尺。末广之两旁，各一小鳖臑，皆与堑堵等。令小鳖臑居里，大鳖臑居表，则大鳖臑皆出橢方锥：下广二尺，袤六尺，高七尺。分取其半，则为袤三尺。以高、广乘之，三而一，即半锥之积也。斜解半锥得此两大鳖臑。求其积，亦当六而一，合于常率矣。按：阳马之棋两斜，棋底方。当其方也，不问旁、角而割之，相半可知也。推此上连无成不方，故方锥与阳马同实。角而割之者，相半之势。此大小鳖臑可知更相表里，但体有背正也。



译文


刘徽注：本题目中三个宽度不相等，即堑堵连接鳖臑的情况。换句话说：中间的堑堵宽6尺，高3尺，长7尺。末宽的两端，各连接1个小鳖臑，长和高都与堑堵相等。令小鳖臑占据内侧，大鳖臑占据外侧，则由长方锥分离出，长方锥下底宽2尺，长6尺，高7尺。取它的一半，则为长3尺。乘以高和宽，除以3，即为半个方锥的体积。斜着分解半个方锥得到两个大鳖臑。求它们的体积，也应当除以6，这是符合常率的。阳马的棋有1个斜面，底面是正方形。不论沿着旁侧，还是对角线分割它，都是等分。推测出向上连接每层都是正方形，所以方锥和阳马的体积相等。沿着对角线分割，属于平分。这里大小鳖臑可以互换内外位置，但是形状有反正的区别。

今有刍甍，下广三丈，袤四丈；上袤二丈，无广；高一丈。问：积几何？

答曰：五千尺。

术曰：倍下袤，上袤从之，以广乘之，又以高乘之，六而一。推明义理者：旧说云，凡积刍有上下广曰童，甍谓其屋盖之茨也
[1]

 。是故甍之下广、袤与童之上广、袤等。正斩方亭两边，合之即刍甍之形也
[2]

 。假令下广二尺，袤三尺；上袤一尺，无广；高一尺。其用棋也，中央堑堵二，两端阳马各二。倍下袤，上袤从之，为七尺，以广乘之，得幂十四尺。阳马之幂各居二，堑堵之幂各居三。以高乘之，得积十四尺。其于本棋也，皆一而为六。故六而一，即得。



注释



[1]
 　茨cí：用芦苇、茅草盖屋。又为茅草等盖的屋顶。


[2]
 　正斩方亭两边，合之即刍甍之形也：从正面切割方台的两边，合成就是刍甍的形状。假设刍甍的下底长为b
 ，上底长为a
 ，宽度为c
 ，高为h
 ，则刍甍的体积为[image: ]
 。

[image: 0189-02]
图5－9[image: 0001-01]





译文


现有刍甍，下底宽3丈，长4长；上底长2丈，没有宽；高1丈。问：体积是多少？

答：5000尺3
 。

法则：下底长度加倍，加上底长度，乘以宽度，再乘以高，除以6。（刘徽注：推导它的含义和理论：以前的说法是，凡是有上下底宽度的稻草堆成为童，甍就是屋脊。所以甍的下底宽、长与童的上底宽、长相等。从正面切割方台的两边，合成就是刍甍的形状。假设刍甍下底宽2尺，长3尺；上底长1尺，没有宽；高1尺。它的棋：中间2个堑堵，两端2个阳马。下底长度加倍，加上底长度，得7尺，乘以宽度，得面积14尺2
 。其中阳马的面积各占据2份，堑堵的面积各占据3份。乘以高，得到体积14尺3
 。相对于原本的棋，棋数全部由1个变成了6个。所以除以6，即可求得。）

亦可令上下袤差乘广，以高乘之，三而一，即四阳马也；下广乘上袤而半之，高乘之，即二堑堵；并之，以为甍积也。


译文


也可以使上下底长的差乘宽，乘以高，除以3，即为4个阳马的体积；下底宽乘上底长，取半，乘以高，即为2个堑堵的体积；相加，得到刍甍的体积。

刍童、曲池、盘池、冥谷皆同术
[1]

 。

术曰：倍上袤，下袤从之；亦倍下袤，上袤从之；各以其广乘之；并，以高若深乘之，皆六而一。按：此术假令刍童上广一尺，袤二尺；下广三尺，袤四尺；高一尺。其用棋也，中央立方二，四面堑堵六，四角阳马四。倍下袤为八，上袤从之，为十。以高、广乘之，得积三十尺。是为得中央立方各三，两端堑堵各四，两旁堑堵各六，四角阳马亦各六。后倍上袤，下袤从之，为八。以高、广乘之，得积八尺。是为得中央立方亦各三，两端堑堵各二。并两旁，三品棋皆一而为六，故六而一，即得。



注释



[1]
 　刍童、曲池、盘池、冥谷皆同术：刍童、曲池、盘池、冥谷都用同一法则。如图5－10（a
 ）为刍童。假设刍童上底的宽和长分别为a
 1
 、b
 1
 ，下底的宽和长分别为a
 2
 、b
 2
 ，高为h
 ，则刍童的体积为[image: ]
 。如图5－10（b）为曲池。假设曲池上中周长C
 1
 ，上外周长C
 2
 ，下中周长C
 1
 ′，下外周长C
 2
 ′，则曲池的体积为[image: ]
 。

[image: 0192-01]
图5－10[image: 0001-01]





译文


刍童、曲池、盘池、冥谷都用同一法则。

法则：上底长加倍，加下底长；也使下底长加倍，加上底长；各自乘以它们的宽；相加，乘以高度或深度，都除以6。（刘徽注：本法则假设刍童上底宽1尺，长2尺；下底宽3尺，长4尺；高1尺。它的棋：中间两个正方体，四面6个堑堵，四角4个阳马。下底长为8，加上底长，为10。乘以高和宽，得30尺3
 。其中中间正方体各占3份，两端堑堵各占4份，两旁堑堵各占6份，四角阳马也各占6份。再使上底长加倍，加下底长，为8，乘高和宽，得体积8尺3
 。其中中间正方体各占3份，两端堑堵各占2份。两个长方体相加，三种棋棋数全部由1变为6。所以除以6，即可求得。）


为术又可令上下广袤差相乘，以高乘之，三而一，亦四阳马；上下广袤互相乘，并而半之，以高乘之，即四面六堑堵与二立方；并之，为刍童积。又可令上下广袤互相乘而半之，上下广袤又各自乘，并，以高乘之，三而一，即得也。



译文


本法则也可以使上下底的宽的差和上下底的长的差相乘，再乘以高，除以3，也是4个阳马的体积；上下底的宽和上下底的长相乘，相加之和取半，乘以高，即为四面的6个堑堵和2个正方体的体积之和；相加，就是刍童的体积。也可以使上底的宽乘下底的长，下底的宽乘上底的长，分别取半，上底宽乘上底长，下底宽乘下底长，相加，乘以高，除以3，即可求得。

其曲池者，并上中、外周而半之，以为上袤；亦并下中、外周而半之，以为下袤。此池环而不通匝，形如盘蛇而曲之。亦云周者，谓如委谷依垣之周耳。引而伸之，周为袤。求袤之意，环田也。



译文


如果是曲池，使上中、外周长相加取半，作为上底长；也使下中、外周长相加取半，作为下底长。（刘徽注：本池是环形但是不足一周，形状如同盘起的蛇那样弯曲。周是指依靠墙壁堆放粮食的那种周长。将它拉伸，周就变成长。求长道理用环田法则。）

今有刍童，下广二丈，袤三丈；上广三丈，袤四丈；高三丈。问：积几何？

答曰：二万六千五百尺。

今有曲池，上中周二丈，外周四丈，广一丈；下中周一丈四尺，外周二丈四尺，广五尺；深一丈。问：积几何？

答曰：一千八百八十三尺三寸少半寸。

今有盘池
[1]

 ，上广六丈，袤八丈；下广四丈，袤六丈；深二丈。问：积几何？

答曰：七万六百六十六尺太半尺。

负土往来七十步；其二十步上下棚除
[2]

 ，棚除二当平道五；踟蹰之间十加一；载输之间三十步，定一返一百四十步。土笼积一尺六寸
[3]

 ；秋程人功行五十九里半。问：人到积尺及用徒各几何？

答曰：人到二百四尺。用徒三百四十六人一百五十三分人之六十二。

术曰：以一笼积尺乘程行步数，为实。往来上下棚、除二当平道五。棚，阁；除，斜道；有上下之难，故使二当五也。
 置定往来步数，十加一，及载输之间三十步以为法。除之，所得即一人所到尺。按：此术棚，阁；除，斜道；有上下之难，故使二当五。置定往来步数，十加一，及载输之间三十步，是为往来一返凡用一百四十步。于今有术为所有行率，笼积一尺六寸为所求到土率，程行五十九里半为所有数，而今有之，即人到尺数。“以所到约积尺，即用徒人数”者，此一人之积除其众积尺，故得用徒人数。为术又可令往来一返所用之步约程行为返数，乘笼积为一人所到。以此术与今有术相返覆，则乘除之或先后，意各有所在而同归耳。
 以所到约积尺，即用徒人数。


注释



[1]
 　盘池：盘状的水池。计算方法同刍童。


[2]
 　除：台阶。


[3]
 　笼：竹制的圆形器物，种类很多，有盛土的，盛物的，蓄养鸟兽的，等等。这里指土筐。[image: 0001-01]



译文


现有刍童，下底宽2丈，长3丈；上底宽3丈，长4丈；高3丈。问：体积是多少？

答：26500尺3
 。

现有曲池，上中周长2丈，外周长4丈，宽1丈；下中周1丈4尺，外周2丈4尺，宽5尺；深1丈。问：体积是多少？

答：1883尺3
 [image: ]
 寸3
 。

现有盘池，上底宽6丈，长8丈；下底宽4丈，长6丈；深2丈。问：体积是多少？

答：[image: ]
 尺3
 。

背土往返需要70步；其中20步是上下楼阁和阶梯，在楼阁和阶梯2步相当于平道5步，徘徊的时间10步加1步，装卸时间30步，往返一次140步。土筐容积1尺3
 600寸3
 ；秋季每人每天工作量[image: ]
 里。问：每人每天运输的土的体积和工作人数是多少？

答：每人运输土的体积204尺3
 ，工作人数[image: ]
 人。

法则：用1筐土的容积乘每人每天的步数，作为被除数。上下楼阁行2步折合平道5步。（刘徽注：棚，就是阁的意思；除，指台阶；上下困难，所以行2步折合平道5步。）列出往返步数，满10加1，再加上装卸时间30步作为除数。作除法，所得值为每人每天运输土的体积。（刘徽注：本题中棚，就是阁的意思；除，指的是台阶；上下困难，所以行2步折合平道5步。列出往返步数，满10加1，再加上装卸时间30步，所以往返一次用140步。运用今有法则，140步为所有行率，筐的容积1尺3
 600寸3
 作为所求到土率，每人每天行[image: ]
 里作为所有数，根据今有法则，即可求得每人每天运输土的体积。“用盘池的容积除以每人每天运输土的体积，即可得到工作人数”，是因为用众人的做工体积除以1人的做工体积，所以得到工作人数。本题也可以用每人每天的步数除以往返一次的步数，乘土筐的容积得到每人每天运输的土的体积。用本解法和今有法则相比，乘除的顺序有先后不同，虽然意思不同但结果一致。）用盘池的容积除以每人每天运输土的体积，即可得到工作人数。

今有冥谷
[1]

 ，上广二丈，袤七丈；下广八尺，袤四丈；深六丈五尺。问：积几何？

答曰：五万二千尺。

载土往来二百步，载输之间一里，程行五十八里；六人共车，车载三十四尺七寸。问：人到积尺及用徒各几何？

答曰：人到二百一尺五十分尺之十三。用徒二百五十八人一万六十三分人之三千七百四十六。

术曰：以一车积尺乘程行步数，为实。置今往来步数，加载输之间一里，以车六人乘之，为法。除之，所得即一人所到尺。按：此术今有之义。以载输及往来并得五百步，为所有行率；车载三十四尺七寸为所求率；程行五十八里，通之为步，为所有数，而今有之，所得则一车所到。欲得人到者，当以六人除之，即得。术有分，故亦更令乘法而并除者，亦用以车尺数以为一人到土率，六人乘五百步为行率也。又亦可五百步为行率，令六人约车积尺数为一人到土率，以载土术入之。入之者，亦可求返数也。要取其会通而已。术恐有分，故令乘法而并除。“以所到约积尺，即用徒人数”者，以一人所到积尺除其众积，故得用徒人数也。
 以所到约积尺，即用徒人数。


注释



[1]
 　冥谷：墓穴，形为长方台。计算方法同刍童。[image: 0001-01]



译文


现有冥谷，上底宽2丈，长7丈；下底宽8尺，长4丈；深6丈5尺。问：体积是多少？

答：52000尺3
 。

运输土石每次200步，装卸折合步行1里，每日每人行58里；6人用1辆车，每车载34尺3
 700寸3
 。问：每人每天运输土的体积和工作人数各是多少？

答：每人每天运输土[image: ]
 尺3
 。工作人数[image: ]
 人。

解法：用车的容积乘每人每天的步数，作为被除数。列出往返步数，加装卸折合的1里，乘以每车的6人，所得作为除数。作除法，得到每人每天运输土的体积。（刘徽注：本题运用今有法则。将装卸和往返步数相加得500步，作为所有行率；每车装载34尺3
 700寸3
 作为所求到土率；每日每人行58里，折算成步数作为所有数。运用今有法则，可得到每车每天运输土的体积。想求每人每天运输土的体积，就应当用所得数值除以6。题中会出现分数，所以使除数乘以分母再一并作除法，用车的容积作为每人到土率，6人乘500步作为行率。也可以使500步作为行率，车的容积除以6人所得数值作为每人的到土率，使用运输土法则。运输土法则也可以求出往返次数。要做到融会贯通。本题可能出现分数，所以使除数乘以分母再一并作除法。“用冥谷的容积除以每人每天运输土的体积，即可得到工作人数”是因为用众人的做工体积除以1人的做工体积，所以得到工作人数。）用冥谷的容积除以每人每天运输土的体积，即可得到工作人数。

今有委粟平地
[1]

 ，下周一十二丈，高二丈。问：积及为粟几何？

答曰：积八千尺。于徽术，当积七千六百四十三尺一百五十七分尺之四十九。臣淳风等谨依密率，为积七千六百三十六尺十一分尺之四。


为粟二千九百六十二斛二十七分斛之二十六。于徽术，当粟二千八百三十斛一千四百一十三分斛之一千二百一十。臣淳风等谨依密率，为粟二千八百二十八斛九十九分斛之二十八。


今有委菽依垣，下周三丈，高七尺。问：积及为菽各几何？

答曰：积三百五十尺。依徽术，当积三百三十四尺四百七十一分尺之一百八十六也。臣淳风等谨依密率，为积三百三十四尺十一分尺之一。


为菽一百四十四斛二百四十三分斛之八。依徽术，当菽一百三十七斛一万二千七百一十七分斛之七千七百七十一。臣淳风等谨依密率，为菽一百三十七斛八百九十一分斛之四百三十三。


今有委米依垣内角，下周八尺，高五尺。问：积及为米各几何？

答曰：积三十五尺九分尺之五。于徽术，当积三十三尺四百七十一分尺之四百五十七。臣淳风等谨依密率，当积三十三尺三十三分尺之三十一。


为米二十一斛七百二十九分斛之六百九十一。于徽术，当米二十斛三万八千一百五十一分斛之三万六千九百八十。臣淳风等谨依密率，为米二十斛二千六百七十三分斛之二千五百四十。


委粟术曰：下周自乘，以高乘之，三十六而一。此犹圆锥也。于徽术，亦当下周自乘，以高乘之，又以二十五乘之，九百四十二而一也。
 其依垣者，居圆锥之半也。
 十八而一。于徽术，当令此下周自乘，以高乘之，又以二十五乘之，四百七十一而一。依垣之周，半于全周。其自乘之幂居全周自乘之幂四分之一，故半全周之法以为法也。
 其依垣内角者，角，隅也，居圆锥四分之一也。
 九而一。于徽术，当令此下周自乘而倍之，以高乘之，又以二十五乘之，四百七十一而一。依隅之周半于依垣。其自乘之幂居依垣自乘之幂四分之一，当半依垣之法以为法。法不可半，故倍其实。又此术亦用周三径一之率。假令以三除周，得径。若不尽，通分纳子，即为径之积分。令自乘，以高乘之，为三方锥之积分。母自相乘，得九，为法，又当三而一，约方锥之积。从方锥中求圆锥之积，亦犹方幂求圆幂。乃当三乘之，四而一，得圆锥之积。前求方锥积，乃合三而一；今求圆锥之积，复合三乘之。二母既同，故相准折。惟以四乘分母九，得三十六而连除，圆锥之积。其圆锥之积与平地聚粟同，故三十六而一。臣淳风等谨依密率，以七乘之，其平地者，二百六十四而一；依垣者，一百三十二而一；依隅者，六十六而一也。



注释



[1]
 　委：堆积。[image: 0001-01]



译文


现在平地堆积粟米，下底周长12丈，高2丈。问：体积和粟米量各是多少？

答：体积8000尺3
 。（刘徽注：用徽率，体积应当是[image: ]
 尺3
 。李淳风注：依照密率，体积应当是[image: ]
 尺3
 。）

粟米有[image: ]
 斛。（刘徽注：用徽率，粟米应当是[image: ]
 斛。李淳风注：依照密率，粟米应当是[image: ]
 斛。）

现挨墙堆积大豆，下底周长3丈，高7尺。问：体积和大豆量各是多少？

答：体积350尺3
 。（刘徽注：用徽率，体积应当是[image: ]
 尺3
 。李淳风注：依照密率，体积应当是[image: ]
 尺3
 。）

大豆有[image: ]
 斛。（刘徽注：用徽率，大豆应当是[image: ]
 斛。李淳风注：依照密率，粟米应当是[image: ]
 斛。）

现挨墙角堆积米，下底周长8尺，高5尺。问：体积和米量各是多少？

答：体积[image: ]
 尺3
 。（刘徽注：用徽率，体积应当是[image: ]
 尺3
 。李淳风注：依照密率，体积应当是[image: ]
 尺3
 。）

米有[image: ]
 斛。（刘徽注：用徽率，米应当是[image: ]
 斛。李淳风注：依照密率，米应当是[image: ]
 斛。）

堆积粮食法则：下底周长自乘，乘以高，除以36。（刘徽注：如同圆锥法则。用徽率，也应当先使下底周长自乘，乘以高，再乘以25，除以942。）挨着墙堆积，（刘徽注：占圆锥体积的一半。）除以18。（刘徽注：用徽率，应当使下底周长自乘，乘以高，再乘以25，除以471。挨墙堆积的情况，周长是全周长的一半。自乘的幂也是全周长自乘幂的[image: ]
 ，所以取全周长的除数的一半作为除数。）挨着墙角堆积，（刘徽注：角，就是隅，占圆锥体积的[image: ]
 。）除以9。（刘徽注：用徽率，应当使下周长自乘加倍，乘以高，再乘以25，除以471。挨墙角的情况，周长是半周长的一半。自乘的幂也是挨墙自乘幂的[image: ]
 ，所以应当取半周长的除数的一半作为除数。除数不可以取半，所以将被除数增为2倍。本法则也使用周3径1率。假设用周长除以3，得直径。如果除不尽，就通分加入分子，即为直径的积分。直径自乘，乘以高，即为外切方锥体积3倍的积分。分母自乘，得9，作为除数，又除以3，得1个方锥的体积。从方锥的体积求圆锥的体积，如同从正方形面积求内切圆的面积。应当乘以3，除以4，得圆锥的体积。前面求方锥的体积，用3除以1；现在求圆锥的体积，应乘以3。两者分母相同，所以相抵消。所以分母9乘以4，得36连在一起除，得到圆锥的体积。圆锥的体积与在平地上堆积粮食的体积求法相同，所以除以36。李淳风注：依照密率，乘以7，平地堆积，除以264；挨墙堆积，除以132；挨墙角堆积，除以66。）

程粟一斛积二尺七寸；二尺七寸者，谓方一尺，深二尺七寸，凡积二千七百寸。
 其米一斛积一尺六寸五分寸之一；谓积一千六百二十寸。
 其菽、荅、麻、麦一斛皆二尺四寸十分寸之三。谓积二千四百三十寸。此为以粗精为率，而不等其概也。粟率五，米率三，故米一斛于粟一斛，五分之三；菽、荅、麻、麦亦如本率云。故谓此三量器为概，而皆不合于今斛。当今大司农斛圆径一尺三寸五分五厘，正深一尺。于徽术，为积一千四百四十一寸，排成余分，又有十分寸之三。王莽铜斛于今尺为深九寸五分五厘，径一尺三寸六分八厘七毫。以徽术计之，于今斛为容九斗七升四合有奇
[1]

 。《周官·考工记》：“栗氏为量，深一尺，内方一尺，而圆外，其实一鬴
[2]

 。”于徽术，此圆积一千五百七十寸。《左氏传》曰：“齐旧四量：豆、区、釜、钟。四升曰豆，各自其四，以登于釜。釜十则钟。”钟六斛四斗。釜六斗四升，方一尺，深一尺，其积一千寸。若此方积容六斗四升，则通外圆积成旁，容十斗四合一龠五分龠之三也
[3]

 。以数相乘之，则斛之制：方一尺而圆其外，庣旁一厘七毫
[4]

 ，幂一百五十六寸四分寸之一，深一尺，积一千五百六十二寸半，容十斗。王莽铜斛与《汉书·律历志》所论斛同。



注释



[1]
 　合gě：量词。10合为1升，10升为1斗。


[2]
 　鬴fǔ：同“釜”，古代量器。


[3]
 　龠yuè：容量单位，等于半合。


[4]
 　庣tiāo：凹下或不满的地方。[image: 0001-01]



译文


一斛粟米的容积是2尺3
 700寸3
 ；（刘徽注：2尺3
 700寸3
 就是指正方形面积1尺2
 ，深2尺7寸，它的容积是2700寸3
 。）一斛米的容积是1尺3
 [image: ]
 寸3
 ；（刘徽注：就是指容积是1620寸3
 。）一斛大豆、小豆、芝麻、麦的容积是2尺3
 [image: ]
 寸3
 。（刘徽注：就是指容积是2430寸3
 。这里以粮食的粗精为率，而不粗略地使它们相等。粟率5，米率3，所以1斛米的容积折算成1斛粟的[image: ]
 ；大豆、小豆、芝麻、麦也分别按它们的率计算。所以用它们的三种量器称量，和现今的斛不同。当今大司农斛的直径1尺3寸5分5厘，深1尺。用徽率计算，容积是1441寸3
 ，还有剩余分数[image: ]
 寸。王莽铜斛按现今的尺寸量得深9寸5分5厘，直径1尺3寸6分8厘7毫。用徽率，按现今的尺寸容积为9斗7升4合，还有奇零。《周礼·考工记》中说：“栗氏制作量器，深1尺，内方边长1尺，外圆，容积1鬴。”用徽率，圆面积是1570寸3
 。《左氏传》中说：“齐国旧时的4个量器：豆、区、釜、钟。4升为1豆，豆、区分别近4，得到釜，10釜为1钟。”钟的容积6斛4斗，釜的容积6豆4升。底面边长1尺，深1尺，容积1000寸3
 。如果这个这个方斛的容积是6斗4升，那么它外接圆柱容积10斗4合[image: ]
 龠。用这些数值计算，斛的底面是边长1尺的正方形内切圆。庣旁1厘7毫，圆面积[image: ]
 寸2
 ，深1尺，容积[image: ]
 寸3
 ，容量10斗。王莽铜斛与《汉书·律历志》中所谈到的斛相同。）

今有穿地，袤一丈六尺，深一丈，上广六尺，为垣积五百七十六尺。问：穿地下广几何？

答曰：三尺五分尺之三。

术曰：置垣积尺，四之为实。穿地四为坚三。垣，坚也。以坚求穿地，当四之，三而一也。
 以深、袤相乘，为深袤之立实也。
 又以三之为法。以深、袤乘之立实除垣积，则坑广。又“三之”者，与坚率并除之。
 所得，倍之。坑有两广。先并而半之，即为广狭之中平。今先得其中平，故又倍之知，两广全也。
 减上广，余即下广。按：此术穿地四，为坚三。垣，即坚也。今以坚求穿地，当四乘之，三而一。“深袤相乘”者，为深袤立幂。以深袤立幂除积，即坑广。又“三之为法”，与坚率并除。“所得倍之”者，为坑有两广，先并而半之，为中平之广。今此得中平之广，故倍之还为两广并。故“减上广，余即下广”也。



译文


现有挖土，长1丈6尺，深1丈，上底宽6尺，筑成墙体积是576尺3
 。问：挖的土坑下底宽多少？

答：[image: ]
 尺3
 。

解法：列出墙体积，乘以4作为被除数。（刘徽注：挖土4为坚土3。墙，用坚土。用坚土求挖土，乘以4，除以3。）将深和长相乘，（刘徽注：为深和长的纵截面面积。）再乘以3作为除数。（刘徽注：用墙的体积除以深和长的纵截面面积，就是坑的宽。再“乘以3”的原因是，和坚土率一起除。）所得数值加倍。（刘徽注：坑有2个宽，先将它们相加，取半，即为宽窄的平均值。现在先求得平均值，所以加倍，两个宽就完整了。）减去上底的宽，余数就是下底的宽。（刘徽注：本题中，挖土4相当于坚土3。墙，用坚土。现用坚土求挖土，乘以4，除以3。“深和长相乘”的原因，是求深和长的纵截面面积。墙体积除以深和长的纵截面面积，即为坑的宽。再“乘以3作为除数”的原因是，和坚土率一起除。“所得数值加倍”的原因是，坑有2个宽，先相加取半，得宽的平均值。先得到平均值，所以加倍得到2个宽的和。所以“减去上底的宽，余数就是下底的宽”。）

今有仓，广三丈，袤四丈五尺，容粟一万斛。问：高几何？

答曰：二丈。

术曰：置粟一万斛积尺为实。广袤相乘为法。实如法而一，得高尺。以广袤之幂除积，故得高。按：此术本以广袤相乘，以高乘之，得此积。今还元，置此广袤相乘为法，除之，故得高也。



译文


现有粮仓，宽3丈，长4丈5尺，容积装粟10000斛。问：高是多少？

答：2丈。

解法：列出10000斛粟的体积作为被除数。宽长相乘作为除数。被除数除以除数，得到高。（刘徽注：粮仓的体积除以深和长的截面面积，得到高。本题目本来用宽和长相乘，乘以高，得到体积。现在还原，列出宽和长相乘作为除数，作除法，得到高。）

今有圆囷，圆囷，廪也，亦云圆囤也。
 高一丈三尺三寸少半寸，容米二千斛。问：周几何？

答曰：五丈四尺。于徽术，当周五丈五尺二寸二十分寸之九。臣淳风等谨按：依密率，为周五丈五尺一百分尺之二十七。


术曰：置米积尺，此积犹圆堢壔之积。
 以十二乘之，令高而一。所得，开方除之，即周。于徽术，当置米积尺，以三百一十四乘之，为实。二十五乘囷高，为法。所得，开方除之，即周也。此亦据见幂以求周，失之于微少也。



译文


现有圆囷，（刘徽注：圆囷，就是圆形粮仓，也叫圆囤。）高1丈3尺[image: ]
 寸，容积装米2000斛。问：周长是多少？

答：5丈4尺。（刘徽注：用徽率，周长应当是5丈5尺[image: ]
 寸。李淳风注：依照密率，周长为5丈[image: ]
 尺。）

解法：列出米的体积，（刘徽注：米的体积相当于圆形土城堡的体积。）乘以12，除以高。所得数值开方，即为周长。（刘徽注：用徽率，应当列出米的体积，乘以314，作为被除数。25乘高，作为除数。所得数值开方，即为周长。这是根据面积求周长，误差在于稍微少了点。）


晋武库中有汉时王莽所作铜斛，其篆书字题斛旁云：律嘉量斛，方一尺而圆其外，庣旁九厘五毫，幂一百六十二寸，深一尺，积一千六百二十寸，容十斗。及斛底云：律嘉量斗，方尺而圜其外，庣旁九厘五毫，幂一尺六寸二分，深一寸，积一百六十二寸，容一斗。合、龠皆有文字。升居斛旁，合、龠在斛耳上。后有赞文，与今《律历志》同，亦魏晋所常用。今粗疏王莽铜斛文字尺寸分数，然不尽得升、合、勺之文字。



译文


晋代武库中有汉朝王莽所制铜斛，斛的侧面有篆书铭文：法定标准量器斛，内部是边长1尺的方形外部是圆形，庣旁9厘5毫，面积162寸2
 ，深1尺，容积1620寸3
 ，容量10斗。斛底铭文：法定标准量器斗，内部是边长1尺的方形外部是圆形，庣旁9厘5毫，面积162寸2
 ，深1寸，容积162寸3
 ，容量1斗。合、龠的量器上都有文字。升的量器位于斛的量器旁边，合、龠在斛的耳上。量器的背面有赞文，与现今《律历志》上所记相同，魏晋时期常用。现在粗疏地记录了王莽铜斛上的文字、尺寸、分数，但没得到升、合、勺的文字。


按：此术本周自相乘，以高乘之，十二而一，得此积。今还元，置此积，以十二乘之，令高而一，即复本周自乘之数。凡物自乘，开方除之，复其本数。故开方除之，即得也。臣淳风等谨依密率，以八十八乘之，为实。七乘囷高为法。实如法而一。开方除之，即周也。



译文


本题原本使周长自乘，乘以高，除以12，得到体积。现在还原，列出体积，乘以12，除以高，即为原本周长自乘所得的值。凡是数自乘，开方后，又恢复原本的数。所以开方，即可求得。李淳风注：依照密率，乘以88，作为被除数。7乘粮仓的高作为除数。被除数除以除数。开方，即为周长。



卷第六　均输


均输
 以御远近劳费


今有均输粟：甲县一万户，行道八日；乙县九千五百户，行道十日；丙县一万二千三百五十户，行道十三日；丁县一万二千二百户，行道二十日，各到输所。凡四县赋当输二十五万斛，用车一万乘。欲以道里远近、户数多少衰出之，问：粟、车各几何？

答曰：甲县粟八万三千一百斛，车三千三百二十四乘。乙县粟六万三千一百七十五斛，车二千五百二十七乘。丙县粟六万三千一百七十五斛，车二千五百二十七乘。丁县粟四万五百五十斛，车一千六百二十二乘。

术曰：令县户数各如其本行道日数而一，以为衰。按：此均输，犹均运也。令户率出车，以行道日数为均，发粟为输。据甲行道八日，因使八户共出一车；乙行道十日，因使十户共出一车；……计其在道，则皆户一日出一车，故可为均平之率也。臣淳风等谨按：县户有多少之差，行道有远近之异。欲其均等，故各令行道日数约户为衰。行道多者少其户，行道少者多其户。故各令约户为衰。以八日约除甲县，得一百二十五，乙、丙各九十五，丁六十一。于今有术，副并为所有率，未并者各为所求率，以赋粟车数为所有数，而今有之，各得车数。一旬除乙，十三除丙，各得九十五；二旬除丁，得六十一也。
 甲衰一百二十五，乙、丙衰各九十五，丁衰六十一，副并为法。以赋粟车数乘未并者，各自为实。衰分，科率。
 实如法得一车。各置所当出车，以其行道日数乘之，如户数而一，得率：户用车二日四十七分日之三十一，故谓之均。求此户以率，当各计车之衰分也。
 有分者，上下辈之。辈，配也。车、牛、人之数不可分裂，推少就多，均赋之宜。今按：甲分既少，宜从于乙。满法除之，有余从丙。丁分又少，亦宜就丙。除之适尽。加乙、丙各一，上下辈益，以少从多也。
 以二十五斛乘车数，即粟数。


译文


均输（刘徽注：用来处理距离远近的劳费问题。）

现有平均分担运输粟米的任务：甲县10000户，有8日行程；乙县9500户，有10日行程；丙县12350户，有13日行程；丁县12200户，有20日行程；它们分别到达输所。4个县应当共运输粟米250000斛，用车10000乘。想要按照距离远近、户数多少分配。问：粟米、车各应该多少？

答：甲县运输粟米83100斛，出车3324乘。乙县运输粟米63175斛，出车2527乘。丙县运输粟米63175斛，出车2527乘。丁县运输粟米40550斛，出车1622乘。

法则：使各县户数除以行程日数，作为分配率。（刘徽注：这里的均输，就是平均分配运输。按照户率出车，以行程日数为均等，发粟作为输。根据甲县行程8日，使8户出1车；乙县行程10日，使10户出1车；……计算在路上的日数，则1户1日出1车，所以这是平均分配的率。李淳风注：各县户数不同，行程有远近区别。想要平均分配，令各自的行程日数除户数作为分配率。行程多的减少户数，行程少的增加户数。所以令各自的行程日数除户数作为分配率。甲县户数除以8日，得125，乙、丙各95，丁61。用今有法则，将它们相加作为所有率，未相加的率各自作为所求率，以输送粟的总车数作为所有数，运用今有法则，得各自的车数。乙县户数除以10，丙县户数除以13，各得95；丁除以20，得61。）甲分配率125，乙、丙分配率各95，丁分配率61，相加之和作为除数。分别用运输粟的车数乘各自的率，作为被除数。（刘徽注：衰分，即分配缴纳的赋税的率。）被除数除以除数，得各县出的车数。（刘徽注：分别列出应当出的车数，乘以它们的行程日数，除以户数，得率：每户[image: ]
 日出1车，所以使平均分配。求每户的率，应当各自用车的衰分计算。）如果有分数，就上下凑整。（刘徽注：辈，就是凑整。车、牛、人的数不可成分数，就将小的数加到大的数上，这是平均赋税的权宜之计。本题中既然甲县的分数少，最好加到乙县的数上。作除法，余数加到丙县的数上。丁县的分数少，加到丙县的数上。正好可以除尽。加到乙、丙县各有1，上下凑整，以少的加到多的上。）分别用25斛乘各自出车数，即为各县出的粟数。

今有均输卒：甲县一千二百人，薄塞；乙县一千五百五十人，行道一日；丙县一千二百八十人，行道二日；丁县九百九十人，行道三日；戊县一千七百五十人，行道五日。凡五县，赋输卒一月一千二百人。欲以远近、人数多少衰出之。问：县各几何？

答曰：甲县二百二十九人。乙县二百八十六人。丙县二百二十八人。丁县一百七十一人。戊县二百八十六人。

术曰：令县卒各如其居所及行道日数而一，以为衰。按：此亦以日数为均，发卒为输。甲无行道日，但以居所三十日为率。言欲为均平之率者，当使甲三十人而出一人，乙三十一人而出一人。“出一人”者，计役则皆一人一日，是以可为均平之率。
 甲衰四，乙衰五，丙衰四，丁衰三，戊衰五，副并为法。以人数乘未并者各自为实。实如法而一。为衰，于今有术，副并为所有率，未并者各为所求率，以赋卒人数为所有数。此术以别，考则意同。以广异闻，故存之也。各置所当出人数，以其居所及行道日数乘之，如县人数而一。得率：人役五日七分日之五。
 有分者，上下辈之。辈，配也。今按：丁分最少，宜就戊除。不从乙者，丁近戊故也。满法除之，有余从乙。丙分又少，亦就乙除。有余从甲。除之适尽。从甲、丙二分，其数正等，二者于乙远近皆同，不以甲从乙者，方以下从上也。



译文


现平均分配征兵卒：甲县1200人，贴近边塞；乙县1550人，距离有1日行程；丙县1280人，距离有2日行程；丁县990人，距离有3日行程；戊县1750人，距离有5日行程。5县1个月共征兵卒1200人。想要以远近、人数平均分配。问：5县各出多少人？

答：甲县229人。乙县286人。丙县228人。丁县171人。戊县286人。

解法：使各县人数除以各县行程，作为分配率。（刘徽注：本题以行程日数为均等，征兵卒数作为输。甲县没有行程，所以以居住在这里30日作为率。想要平均分配，应使甲县30人出1人，乙县31人出1人。“出1人”的原因是，计算按1人服兵役1日，作为平均之率。）甲县分配率4，乙县分配率5，丙县分配率4，丁县分配率3，戊县分配率5，相加作为除数。用总征兵人数分别乘未相加的分配率作为被除数。被除数除以除数。（刘徽注：计算出分配率，用今有法则，相加作为所有率，未相加的分别作为所求率，用服兵役的总人数作为所有数。本题与法则稍有区别，仔细考察意义还是相同的。为了开阔见闻，所有保存下来。列出各县应当出的人数，乘以居住在甲县和行程日数之和，除以各县人数。得率：每人服兵役[image: ]
 日。）如果有分数，就上下凑整。（刘徽注：辈，就是凑整。这里丁县的分数最小，应当并入戊县。不并入乙县的原因，是丁县距离戊近。满法就作除法，余数加入乙县。丙县的分数较小，也加入乙县作除法。余数加入甲县。正好除尽。甲、丙两县的分数正好相等，距离乙县又正好相同，不将甲县分数加入乙县的原因，是应当将下位数并入上位数。）

今有均赋粟：甲县二万五百二十户，粟一斛二十钱，自输其县；乙县一万二千三百一十二户，粟一斛一十钱，至输所二百里；丙县七千一百八十二户，粟一斛一十二钱，至输所一百五十里；丁县一万三千三百三十八户，粟一斛一十七钱，至输所二百五十里；戊县五千一百三十户，粟一斛一十三钱，至输所一百五十里。凡五县赋输粟一万斛。一车载二十五斛，与僦一里一钱
[1]

 。欲以县户赋粟，令费劳等，问：县各粟几何？

答曰：甲县三千五百七十一斛二千八百七十三分斛之五百一十七。乙县二千三百八十斛二千八百七十三分斛之二千二百六十。丙县一千三百八十八斛二千八百七十三分斛之二千二百七十六。丁县一千七百一十九斛二千八百七十三分斛之一千三百一十三。戊县九百三十九斛二千八百七十三分斛之二千二百五十三。

术曰：以一里僦价乘至输所里，此以出钱为均也。问者曰：“一车载二十五斛，与僦一里一钱。”一钱，即一里僦价也。以乘里数者，欲知僦一车到输所所用钱也。甲自输其县，则无取僦价也。
 以一车二十五斛除之，欲知僦一斛所用钱。
 加以斛粟价，则致一斛之费。加以斛之价于一斛僦直，即凡输粟取僦钱也：甲一斛之费二十，乙、丙各十八，丁二十七，戊十九也。
 各以约其户数，为衰。言使甲二十户共出一斛，乙、丙十八户共出一斛。……计其所费，则皆户一钱，故可为均赋之率也。计经赋之率，既有户算之率，亦有远近、贵贱之率。此二率者，各自相与通。通则甲二十，乙十二，丙七，丁十三，戊五。一斛之费谓之钱率。钱率约户率者，则钱为母，户为子。子不齐，令母互乘为齐，则衰也。若其不然。以一斛之费约户数，取衰。并有分，当通分纳子，约之，于算甚繁。此一章皆相与通功共率，略相依似。以上二率、下一率亦可放此，从其简易而已。又以分言之，使甲一户出二十分斛之一，乙一户出十八分斛之一，各以户数乘之，亦可得一县凡所当输，俱为衰也。乘之者，乘其子，母报除之。以此观之，则以一斛之费约户数者，其意不异矣。然则可置一斛之费而返衰之。约户，以乘户率为衰也。合分注曰：“母除为率，率乘子为齐。”返衰注曰：“先同其母，各以分母约，其子为返衰。”以施其率，为算既约，且不妨处下也。
 甲衰一千二十六，乙衰六百八十四，丙衰三百九十九，丁衰四百九十四，戊衰二百七十，副并为法。所赋粟乘未并者，各自为实。实如法得一。各置所当出粟，以其一斛之费乘之，如户数而一，得率：户出三钱二千八百七十三分钱之一千三百八十一。按：此以出钱为均。问者曰：“一车载二十五斛，与僦一里一钱。”一钱即一里僦价也。以乘里数者，欲知僦一车到输所用钱。甲自输其县，则无取僦之价。“以一车二十五斛除之”者，欲知僦一斛所用钱。加一斛之价于一斛僦直，即凡输粟取僦钱：甲一斛之费二十，乙、丙各十八，丁二十七，戊一十九。“各以约其户，为衰”：甲衰一千二十六，乙衰六百八十四，丙衰三百九十九，丁衰四百九十四，戊衰二百七十。言使甲二十户共出一斛，乙、丙十八户共出一斛。计其所费，则皆户一钱，故可为均赋之率也。于今有术，副并为所有率，未并者各为所求率，赋粟一万斛为所有数。此今有、衰分之义也。



注释



[1]
 　僦jiù：租赁。[image: 0001-01]



译文


现平均缴纳税粟：甲县20520户，1斛粟20钱，自己运输到本县；乙县13312户，1斛粟10钱，运输到税所200里；丙县7182户，1斛粟12钱，运输到税所150里；丁县13338户，1斛粟17钱，运输到税所250里；戊县5130户，1斛粟13钱，运输到税所150里。五县共需缴纳税粟10000斛粟。1车可以载粟25斛，租赁车的价格是1里1钱。想要根据各县户数平均分配税粟，使费劳都平均，问：各县交纳粟多少？

答：甲县[image: ]
 斛。乙县[image: ]
 斛。丙县[image: ]
 斛。丁县[image: ]
 斛。戊县[image: ]
 斛。

解法：用1里的租车价乘各县输送到税所的里数，（刘徽注：本题以每户出钱相等为均。已知：“1车载25斛，租赁价1里1钱。”1钱，是车1里的租赁价。用它乘里数，就是1车输送粮食到税所用的钱。甲县自己输送到税所，所以没有租赁车的费用。）除以1车载25斛，（刘徽注：想要知道车载25斛的租赁价。）加上1斛粟的价格，则为输送1斛粟的费用。（刘徽注：租赁车输送1斛粟的价钱加上1斛粟的价格，就是缴纳1斛粟的总价钱。甲县1斛粟20钱，乙、丙县各18钱，丁县27钱，戊县19钱。）用它们分别除各县户数，作为分配率。（刘徽注：就是甲县20户共出1斛，乙、丙县18户共出1斛。……计算它们所负担费用，都是每户1钱，所以可以作为分配税粟平均的率。计算分配率，既有户率［每户缴税的率］，也有钱率［行程远近、粟贵贱的率］。两个率要相通。户率为：甲县20，乙县12，丙县7，丁县13，戊县5。1斛粟的费用就是钱率。钱率除户率，则钱率作为分母，户率作为分子。如果分子不齐，就互乘分母使分子齐，作为分配率。如果不这样计算，用1斛的费用除户数，作为分配率。有分数，应当通分并入分子再约简，计算很烦琐。本章相通的率，略为相似。上面2题，下面1题都可以按照此题，简便计算。如果按分数表示，甲县每户出[image: ]
 斛，乙县每户出[image: ]
 斛。分别乘以户数，也可以得到各县缴纳的粟的率，全部作为分配率。乘就是乘分子，分母作报除。由此看来，用1斛的费用除户数，意义也没有区别。所以可以列出1斛的费用而利用返衰法则，除户数，乘户率作为分配率。分数加法法则注：“分母除分母之积作为率，率乘分子作为齐。”返衰法则注：“先使分母相同，分母分别除相同的分母，分子作为返衰法则的分配率。”主要计算分配率，计算简约，也不妨碍下面的计算。）甲县分配率1026，乙县分配率684，丙县分配率399，丁县分配率494，戊县分配率270，将它们相加作为除数。缴纳税粟总数乘各自的未相加的分配率作为被除数。被除数除以除数。（刘徽注：分别列出各县应缴纳的粟数，乘以1斛的费用。除以户数，得率：每户出[image: ]
 钱。本题以出钱数为均。已知“1车载25斛，租赁价1里1钱。”1钱是车行1里的租赁价。用它乘里数，就是1车输送粮食到税所用的钱。甲县自己输送到税所，所以没有租赁车的费用。“除以1车载25斛”的原因，是想知道车载25斛的租赁价。加上1斛粟的价格，则为输送1斛粟的费用：甲县1斛粟20钱，乙、丙县各18钱，丁县27钱，戊县19钱。“用它们分别除各县户数，作为分配率”：甲县分配率1026，乙县分配率684，丙县分配率399，丁县分配率494，戊县分配率270，就是甲县20户共出1斛，乙、丙县18户共出1斛，计算它们所负担费用，都是每户1钱，所以可以作为分配税粟平均的率。运用今有法则，分配率相加作为所有率，未相加的分配率分别作为所求率，税粟10000斛作为所有数。本题具有今有、衰分法则的意义。）

今有均赋粟：甲县四万二千算，粟一斛二十，自输其县；乙县三万四千二百七十二算，粟一斛一十八，佣价一日一十钱，到输所七十里；丙县一万九千三百二十八算，粟一斛一十六，佣价一日五钱，到输所一百四十里；丁县一万七千七百算，粟一斛一十四，佣价一日五钱，到输所一百七十五里；戊县二万三千四十算，粟一斛一十二，佣价一日五钱，到输所二百一十里；己县一万九千一百三十六算，粟一斛一十，佣价一日五钱，到输所二百八十里。凡六县赋粟六万斛，皆输甲县。六人共车，车载二十五斛，重车日行五十里，空车日行七十里，载输之间各一日。粟有贵贱，佣各别价，以算出钱，令费劳等，问：县各粟几何？

答曰：甲县一万八千九百四十七斛一百三十三分斛之四十九。乙县一万八百二十七斛一百三十三分斛之九。丙县七千二百一十八斛一百三十三分斛之六。丁县六千七百六十六斛一百三十三分斛之一百二十二。戊县九千二十二斛一百三十三分斛之七十四。己县七千二百一十八斛一百三十三分斛之六。

术曰：以车程行空、重相乘为法，并空、重，以乘道里，各自为实，实如法得一日。按：此术重往空还，一输再行道也。置空行一里，用七十分日之一；重行一里，用五十分日之一。齐而同之，空、重行一里之路，往返用一百七十五分日之六。完言之者，一百七十五里之路，往返用六日也。故并空、重者，齐其子也；空、重相乘者，同其母也。于今有术，至输所里为所有数，六为所求率，一百七十五为所有率，而今有之，即各得输所用日也。
 加载输各一日，故得凡日也。
 而以六人乘之，欲知致一车用人也。
 又以佣价乘之，欲知致车人佣直几钱。
 以二十五斛除之，欲知致一斛之佣直也。
 加一斛粟价，则致一斛之费。加一斛之价于致一斛之佣直，即凡输一斛粟取佣所用钱。
 各以约其算数为衰，今按：甲衰四十二，乙衰二十四，丙衰十六，丁衰十五，戊衰二十，己衰十六。于今有术，副并为所有率，未并者各自为所求率，所赋粟为所有数。此今有衰分之义也。
 副并为法。以所赋粟乘未并者，各自为实。实如法得一斛。各置所当出粟，以其一斛之费乘之，如算数而一，得率：算出九钱一百三十三分钱之三。又载输之间各一日者，即二日也。



译文


现平均分配税粟：甲县42000算，粟1斛值20钱，自行输送到本县；乙县34272算，粟1斛值18钱，雇工1日10钱，到税所70里；丙县19328算，粟1斛值16钱，雇工1日5钱，到税所140里；丁县17700算，粟1斛值14钱，雇工1日5钱，到税所175里；戊县23040算，粟1斛值12钱，雇工1日5钱，到税所210里；己县19136算，粟1斛值10钱，雇工1日5钱，到税所280里。6县共缴纳税粟60000斛，全输送到甲县。6人共用1车，每车载25斛粟，满载的车日行50里，空车日行70里，装卸时间各1日。粟有贵贱的分别，雇工价格不同，按算出钱，使费劳均等。问：各县缴纳粟多少？

答：甲县[image: ]
 斛。乙县[image: ]
 斛。丙县[image: ]
 斛。丁县[image: ]
 斛。戊县[image: ]
 斛。己县[image: ]
 斛。

解法：用空车每日行程、满载车每日行程的里数相乘，作为除数，两者相加，分别乘到税所的里数，作为被除数，被除数除以除数，得到各县到税所的日数。（刘徽注：本题中车满载去，空车回，1次输送需在道上行2次。空车行1里用[image: ]
 日，满载车行1里用[image: ]
 日。将它们齐同，空车、满载车行1里，往返用[image: ]
 日。用整数表示，175里路，往返用6日。所以将空车、满载车每日行程相加，是使分子相齐；相乘，是使分母相同。运用今有法则，各县到税所的里数作为所有数，6作为所求率，175作为所有率，用今有法则计算，即求得各县到税所的日数。）加装卸时间各1日，（刘徽注：所以得到各县所用总日数。）乘以6人，（刘徽注：是想知道1车所用人数。又乘以雇工价，刘徽注：是想知道1车雇工的价格。）除以25斛，（刘徽注：是想知道输送1斛粟的雇工价格。）加1斛粟的价格，则得到输送1斛粟的总费用。（刘徽注：加1斛粟的价格到输送1斛粟的雇工价格上，得到缴纳1斛粟的总钱数。）分别除各县的算数作为分配率，（刘徽注：甲县分配率42，乙县分配率24，丙县分配率16，丁县分配率15，戊县分配率20，己县分配率16。运用今有法则，将它们相加作为所有率，未相加的分配率作为所求率，应缴纳的总税粟数作为所有数。本题具有今有、衰分法则的意义。）相加作为除数，用总税粟数乘未相加的分配率，各自作为被除数。被除数除以除数得到各县缴纳的粟的斛数。（刘徽注：分别列出各县缴纳的粟数，乘以1斛的费用，除以算数，得率：每算出[image: ]
 钱。又有装卸的时间各1日，即2日。）

今有粟七斗，三人分舂之，一人为粝米，一人为粺米，一人为糳米，令米数等。问：取粟、为米各几何？

答曰：粝米取粟二斗一百二十一分斗之一十。粺米取粟二斗一百二十一分斗之三十八。糳米取粟二斗一百二十一分斗之七十三。为米各一斗六百五分斗之一百五十一。

术曰：列置粝米三十，粺米二十七，糳米二十四，而返衰之。此先约三率：粝为十，粺为九，糳为八。欲令米等者，其取粟：粝率十分之一，粺率九分之一，糳率八分之一。当齐其子，故曰返衰也。臣淳风等谨按：米有精粗之异，粟有多少之差。据率，粺、糳少而粝多；用粟，则粺、糳多而粝少。米若依本率之分，粟当倍率故今返衰之
[1]

 ，使精取多而粗得少。
 副并为法。以七斗乘未并者，各自为取粟实。实如法得一斗。于今有术，副并为所有率，未并者各为所求率，粟七斗为所有数，而今有之，故各得取粟也。
 若求米等者，以本率各乘定所取粟为实，以粟率五十为法，实如法得一斗。若径求为米等数者，置粝米三，用粟五；粺米二十七，用粟五十；糳米十二，用粟二十五。齐其粟，同其米，并齐为法。以七斗乘同为实。所得，即为米斗数。



注释



[1]
 　倍：背，违背。[image: 0001-01]



译文


现有粟7斗，分3人舂，1人舂成糙米，1人舂成粺米，1人舂成精米，令所冲出的米数相等。问：各人取的粟、舂成的米是多少？

答：舂成糙米取粟[image: ]
 斗。舂成粺米取粟[image: ]
 斗。舂成精米取粟[image: ]
 斗。最终每人舂出米[image: ]
 斗。

解法：换算率糙米30，粺米27，精米24，用返衰法则。（刘徽注：先约简3率：糙米10，粺米9，精米8。想要使米数相等，取粟：糙米率[image: ]
 ，粺米率[image: ]
 ，精米率[image: ]
 。应当使分子相齐，所以称返衰。李淳风注：米有精粗的区别，粟有多少的差别。根据率，粺米、精米少而糙米多；用的粟，粺米、精米取得多而糙米取得少。如果依照这个率取粟，粟就违背了它们的率。所以现在用返衰法则，使舂成精细米的取得多，而舂成粗米的取得少。）分配率相加作为除数。用7斗分别乘未相加的分配率作为所取粟的被除数。被除数除以除数，得到各人取粟的斗数。如果求相等的米数，用各自的本率分别乘以已确定的所取的粟数，作为被除数，用粟率50作为除数，被除数除以除数，得到各人取粟的斗数。（刘徽注：如果直接求舂成的米相等的数量，列出糙米3，用粟5；粺米27，用粟50；精米12，用粟25。使粟数相齐，米数相同，3个齐相加作为被除数。用7斗乘米数同作为被除数。计算所得即为舂成的米的斗数。）

今有人当禀粟二斛。仓无粟，欲与米一、菽二，以当所禀粟。问：各几何？

答曰：米五斗一升七分升之三。菽一斛二升七分升之六。

术曰：置米一、菽二，求为粟之数。并之，得三、九分之八，以为法。亦置米一、菽二，而以粟二斛乘之，各自为实。实如法得一斛。臣淳风等谨按：置粟率五，乘米一，米率三除之，得一、三分之二，即是米一之粟也；粟率十，以乘菽二，菽率九除之，得二、九分之二，即是菽二之粟也。并全，得三。齐子，并之，得二十四；同母，得二十七；约之，得九分之八。故云“并之，得三、九分之八”。米一、菽二当粟三、九分之八，此其粟率也。于今有术，米一、菽二皆为所求率，当粟三、九分之八，为所有率，粟二斛为所有数。凡言率者，当相与。通之，则为米九、菽十八，当粟三十五也。亦有置米一、菽二，求其为粟之率，以为列衰。副并为法，以粟乘列衰为实。所得即米一、菽二所求粟也。以米、菽本率而今有之，即合所问。



译文


现有人应当领粟2斛。但仓库没有粟了，想要用1份米、2份大豆，当作粟给该人。问：米、大豆各应给多少？

答：米5斗[image: ]
 升。大豆1斛[image: ]
 升。

解法：列出米1、大豆2，折算成粟。相加，得[image: ]
 ，作为除数。再列出米1、大豆2，乘以粟2斛，分别作为被除数。被除数除以除数，得到米、大豆的斛数。（李淳风注：使粟率5乘米1，除以米率3，得[image: ]
 ，这是与米1相当的粟；粟率10，乘以大豆2，大豆率除以9，得[image: ]
 ，即为与大豆2相当的数。两者相加得3。使分子相齐，相加，得24；分母相同，得27；约简，得[image: ]
 。所以说“相加，得[image: ]
 ”。米1、大豆2折算成粟[image: ]
 ，这是粟的率，运用今有法则，米1、大豆2都为所求率，粟[image: ]
 为所有率，粟2斛为所有数。凡是说到率，都互相通达。所以米9、大豆18，折合粟35。也可以用米1、大豆2，求折算成粟的率，作为分配率。相加作为除数，用粟数乘分配率作为被除数。所得即为米1、大豆2的应取的粟数。按米、大豆的折算率，用今有法则折算成米、大豆，即为所求。）

今有取佣，负盐二斛，行一百里，与钱四十。今负盐一斛七斗三升少半升，行八十里。问：与钱几何？

答曰：二十七钱一十五分钱之一十一。

术曰：置盐二斛升数，以一百里乘之为法。按：此术以负盐二斛升数乘所行一百里，得二万里。是为负盐一升行二万里，得钱四十。于今有术，为所有率。
 以四十钱乘今负盐升数，又以八十里乘之，为实。实如法得一钱。以今负盐升数乘所行里，今负盐一升凡所行里也。于今有术以所有数，四十钱为所求率也。衰分章“贷人千钱”与此同。



译文


现雇工，背盐2斛，行100里，付钱40。现背盐1斛7斗[image: ]
 升，行80里。问：付多少钱？

答：[image: ]
 钱。

解法：列出盐2斛的升数，乘100里作为除数。（刘徽注：本题用背盐2斛的升数乘行100里，得20000里。也就是背盐1升行20000里，付钱40。运用今有法则，这作为所有率。）用40钱乘现背盐的升数，再乘80里，作为被除数。被除数除以除数得付钱数。（刘徽注：用现背盐的升数乘行的里数，即现背盐1升行的里数。运用今有法则，这为所有数，40钱为所求率。衰分章的“贷人千钱”与本题意义相同。）

今有负笼，重一石行百步，五十返。今负笼重一石一十七斤，行七十六步，问：返几何？

答曰：五十七返二千六百三分返之一千六百二十九。

术曰：以今所行步数乘今笼重斤数为法。此法谓负一斤一返所行之积步也。
 故笼重斤数乘故步，又以返数乘之，为实。实如法得一返。按：此法，负一斤一返所行之积步；此实者，一斤一日所行之积步。故以一返之课除终日之程，即是返数也。臣淳风等谨按：此术，所行步多者，得返少；所行步少者，得返多。然则故所行者，今返率也。故令所得返乘今返之率，为实，而以故返之率为法，今有术也。按：此负笼又有轻重，于是为术者因令重者得返少，轻者得返多。故又因其率以乘法、实者，重今有之义也。然此意非也。按：此笼虽轻而行有限，笼过重则人力遗。力有遗而术无穷，人行有限而笼轻重不等。使其有限之力随彼无穷之变，故知此术率乖理也。若故所行有空行返数，设以问者，当因其所负以为返率，则今返之数可得而知也。假令空行一日六十里，负重一斛，行四十里。减重一斗进二里半，负重二斗以下与空行同。今负笼重六斗，往返行一百步，问：返几何？答曰：一百五十返。术曰：置重行率，加十里，以里法通之，为实。以一返之步为法。实如法而一，即得也。



译文


现背竹筐，重1石，行100步，50次往返。现背竹筐重1石17斤，行76步，问：往返多少次？

答：[image: ]
 次。

解法：用现行的步数乘现背竹筐重的斤数作为除数。（刘徽注：这里除数是指背1斤1次往返所行的步数。）原先竹筐重的斤数乘原先的步数，乘以原先往返数，作为被除数。被除数除以除数得现往返的次数。（刘徽注：这里除数是指背1斤1次往返所行的步数，背1斤1次往返的所行步数；这里被除数是指背1斤1日往返所行的步数。所以用1次往返的步数除1日的步数，即为往返的次数。李淳风注：本题，全程步数多，往返的次数就少；全程步数少，往返的次数就多。原先每次行的步数，就是现在往返次数的率。所以使原先往返次数乘现在往返次数的率，作为被除数。原先往返次数的率作为除数，运用今有法则。本题背的竹筐有轻有重，所以解题者应使竹筐重者往返次数少，轻者往返次数多。所以根据它们的率乘除数、被除数，这是重今有法则的意义。但是这种解法是错误的。竹筐轻者行路也是有限的，竹筐过重人就不能背起。人力有限度而解法却认为是无穷的，人行路有限而竹筐的轻重不等。使有限的人力随轻重作无穷的变化，所以得知解法中的率是有违常理的。如果用原先空行往返次数，假设以此作问题，应当根据负重建立往返的率，则现在往返的次数可知。假设令空行1日60里，负重1斛行40里。减重1斗增加[image: ]
 里，负重2斗以下与空行相同。现负重6斗，往返行100步，问：1日往返多少次？答：150次。解法：列出负重行走的率，加10里，相通化为步数，作为被除数。用1次往返的步数作为除数。被除数除以除数，即可解答。）

今有乘传委输
[1]

 ，空车日行七十里，重车日行五十里。今载太仓粟输上林
[2]

 ，五日三返。问：太仓去上林几何？

答曰：四十八里一十八分里之一十一。

术曰：并空、重里数，以三返乘之，为法。令空、重相乘，又以五日乘之，为实。实如法得一里。此亦如上术。率：一百七十五里之路，往返用六日也。于今有术，则五日为所有数，一百七十五里为所求率，六日为所有率。以此所得，则三返之路。今求一返，当以三约之，因令乘法而并除也。为术亦可各置空、重行一里用日之率，以为列衰，副并为法。以五日乘列衰为实。实如法，所得即各空、重行日数也。各以一日所行以乘，为凡日所行。三返约之，为上林去太仓之数。按：此术重往空还，一输再还道。置空行一里用七十分日之一，重行一里用五十分日之一。齐而同之，空、重行一里之路，往返用一百七十五分日之六。完言之者，一百七十五里之路，往返用六日。故“并空、重”者，并齐也；“空、重相乘”者，同其母也。于今有术，五日为所有数，一百七十五为所求率，六为所有率。以此所得，则三返之路。今求一返者，当以三约之。故令乘法而并除，亦当约之也。



注释



[1]
 　传zhuàn：驿车。


[2]
 　太仓：古代京师储谷的大仓。上林：古宫苑名。秦旧苑，汉初荒废，至汉武帝时重新扩建。[image: 0001-01]



译文


现乘驿车输送粮食，空车日行70里，负重车日行50里。现装载太仓的粟输送到上林苑，5日有3次往返。问：太仓到上林苑距离有多少？

答：[image: ]
 里。

解法：将空车、负重车日行里数相加，乘以3次往返，作为除数。将空车、负重车日行里数相乘，乘以5，作为被除数。被除数除以除数得到距离的里数。（刘徽注：本题如上题。率：175里路，往返6日。运用今有法则，则5日为所有数，175里为所求率，6日为所有率。所求得的里数则为3次往返的里数。现求1次往返，应当用3约简，所以用3乘以除数一并除去。本题也可以列出空车、负重车行1里所用日数的率，作为分配率，相加作为除数。5日分别乘以分配率作为被除数。被除数除以除数，所得分别为空车、负重车行的日数。各乘以1日行的里数，为1日的总行程数。除以3次往返，即为上林苑到太仓的距离。本题负重车去，空车回，1次输送在道上行2遍。列出空车行1里用[image: ]
 ，负重车1里用[image: ]
 。使它们齐同，空车、负重车行1里路，往返共用[image: ]
 日。用整数表示，175里路，往返用6日。所以“将空车、负重车日行里数相加”的原因，是将所齐的分子相加；“将空车、负重车日行里数相乘”的原因，是使分母相同。运用今有法则，5日作为所有数，175作为所求率，6作为所有率。所得为3次往返的里数。现求1次往返，应当用3约简。所以用3乘除数然后一并连除，也相当于用3约简。）

今有络丝一斤为练丝一十二两
[1]

 ，练丝一斤为青丝一斤一十二铢
[2]

 。今有青丝一斤，问：本络丝几何？

答曰：一斤四两一十六铢三十三分铢之一十六。

术曰：以练丝十二两乘青丝一斤一十二铢为法。以青丝一斤铢数乘练丝一斤两数，又以络丝一斤乘，为实。实如法得一斤。按：练丝一斤为青丝一斤十二铢，此练率三百八十四，青率三百九十六也。又络丝一斤为练丝十二两，此络率十六，练率十二也。置今有青丝一斤，以练率三百八十四乘之，为实。实如青丝率三百九十六而一。所得，青丝一斤，练丝之数也。又以络率十六乘之，所得为实，以练率十二为法，所得，即练丝用络丝之数也。是谓重今有也。虽各有率，不问中间。故令后实乘前实，后法乘前法而并除也。故以练丝两数为实，青丝铢数为法。一曰：又置络丝一斤两数与练丝十二两，约之，络得四，练得三。此其相与之率。又置练丝一斤铢数与青丝一斤一十二铢，约之，练得三十二，青得三十三。亦其相与之率。齐其青丝、络丝，同其二练，络得一百二十八，青得九十九，练得九十六，即三率悉通矣。今有青丝一斤为所有数，络丝一百二十八为所求率，青丝九十九为所有率。为率之意犹此，但不先约诸率耳。凡率错互不通者，皆积齐同用之。放此，虽四五转不异也。言“同其二练”者，以明三率之相与通耳，于术无以异也。又一术：今有青丝一斤铢数乘练丝一斤两数，为实；以青丝一斤一十二铢为法。所得，即用练丝两数。以络丝一斤乘所得为实，以练丝十二两为法，所得，即用络丝斤数也。



注释



[1]
 　络丝：生丝。练丝：未染色的熟丝。


[2]
 　青丝：青色的丝线或绳缆。[image: 0001-01]



译文


现有络丝1斤可练得练丝12两，练丝1斤可练得青丝1斤12铢。现有青丝1斤，问：原本是络丝多少？

答：1斤4两[image: ]
 铢。

解法：用练丝12两乘青丝1斤12铢作为除数。用青丝1斤的铢数乘练丝1斤的两数，再乘以络丝1斤，作为被除数。被除数除以除数得络丝的斤数。（刘徽注：练丝1斤练得青丝1斤12铢，这里练丝率384，青丝率396。络丝1斤练成练丝12两，这里络丝率16，练丝率12。列出现有青丝1斤，乘以络丝率384，作为被除数。除以青丝率396。所得为青丝1斤所需的练丝数。再乘以络丝率16，所得作为被除数，以练丝率12作为除数，所得即为练丝所需的络丝数。这是重今有法则。虽然各有率，可以不问中间的率。使后面的被除数乘前面的被除数，后面的除数乘前面的除数，一并连除。所以用练丝的两数作为被除数，青丝的铢数作为除数。另一种解法：列出络丝1斤的两数与练丝12两，约简，络丝得4，练丝得3。这是它们的最简之比。再列出练丝1斤的铢数与青丝1斤12铢，约简，练丝得32，青丝得33。这也是它们的最简之比。使青丝、络丝率相齐，使练丝的两个率相同，络丝得128，青丝得99，练丝得96，即3率相互通达。现有青丝1斤作为所有数，络丝128作为所求率，青丝99作为所有率。建立率的意义也是这样，只是不先约简率罢了。凡是率互不相通，都先用齐同法则。仿照本题，即使转换4、5次，也不会有差错。“使练丝的两个率相同”的原因，是明确三种丝的率相互通达，与本题解法没有不同。再一种解法：现有青丝1斤的铢数乘练丝1斤的两数，作为被除数；用青丝1斤12铢作为除数。所得即为练丝的两数。乘以络丝1斤作为被除数，用练丝12两作为除数，所得即为络丝的斤数。）

今有恶粟二十斗
[1]

 ，舂之，得粝米九斗。今欲求粺米一十斗，问：恶粟几何？

答曰：二十四斗六升八十一分升之七十四。

术曰：置粝米九斗，以九乘之，为法。亦置粺米十斗，以十乘之，又以恶粟二十斗乘之，为实。实如法得一斗。按：此术置今有求粺米十斗，以粝米率十乘之，如粺率九而一，即粺化为粝，又以恶粟率二十乘之，如粝率九而一，即粝亦化为恶粟矣。此亦重今有之义。为术之意，犹络丝也。虽各有率，不问中间。故令后实乘前实，后法乘前法，而并除之也。



注释



[1]
 　恶粟：劣粟。[image: 0001-01]



译文


现有劣粟20斗，舂得糙米9斗。现想要粺米10斗，问：需劣粟多少？

答：24斗[image: ]
 升。

解法：列出糙米9斗，乘以9，作为除数。再列出粺米10斗，乘以10，又乘以劣粟20斗，作为被除数。被除数除以除数得所需劣粟的斗数。（刘徽注：本题列出现想要的粺米10斗，乘以糙米率10，除以粺米率9，即为粺米折算为糙米，又乘以劣粟率20，除以糙米率9，即为糙米折算为劣粟。本题也含有重今有法则的意义。本题的意义，如同上面络丝题。虽然各有率，但可以不问中间的率。所以使后面的被除数乘前面的被除数，后面的除数乘前面的除数，一并连除。）

今有善行者行一百步，不善行者行六十步。今不善行者先行一百步，善行者追之。问：几何步及之？

答曰：二百五十步。

术曰：置善行者一百步，减不善行者六十步，余四十步，以为法。以善行者之一百步乘不善行者先行一百步，为实。实如法得一步。按：此术以六十步减一百步，余四十步，即不善行者先行率也；善行者行一百步，追及率。约之，追及率得五，先行率得二。于今有术，不善行者先行一百步为所有数，五为所求率，二为所有率，而今有之，得追及步也。


今有不善行者先行一十里，善行者追之一百里，先至不善行者二十里。问：善行者几何里及之？

答曰：三十三里少半里。

术曰：置不善行者先行一十里，以善行者先至二十里增之，以为法。以不善行者先行一十里乘善行者一百里，为实。实如法得一里。按：此术不善行者既先行一十里，后不及二十里，并之，得三十里也，谓之先行率。善行者一百里为追及率。约之，先行率得三，三为所有率，而今有之，即得也。其意如上术也。


今有兔先走一百步，犬追之二百五十步，不及三十步而止。问：犬不止，复行几何步及之？

答曰：一百七步七分步之一。

术曰：置兔先走一百步，以犬走不及三十步减之，余为法。以不及三十步乘犬追步数为实。实如法得一步。按：此术以不及三十步减先走一百步，余七十步，为兔先走率。犬行二百五十步为追及率。约之，先走率得七，追及率得二十五。于今有术，不及三十步为所有数，二十五为所求率，七为所有率，而今有之，即得也。



译文


现行走快的人行100步，行走慢的人行60步。现行走慢的人先行100步，行走快的人追。问：多少步能追上？

答：250步。

解法：列出行走快的人100步，减去行走慢的人60步，剩余40步，作为除数。用行走快的人的100步乘行走慢的人先行100步，作为被除数。被除数除以除数得追及的步数。（刘徽注：本题用100步减去60步，剩余40步，即为行走慢的人的先行率；行走快的人行100步，为追及率。约简，追及率得5，先行率得2。运用今有法则，行走慢的人先行100步作为所有数，5为所求率，2为所有率，用今有法则，得到追及的步数。）

现行走慢的人先行10里，行走快的人追100里，比行走慢的人先到20里。问：行走快的人走了多少里追上的？

答：[image: ]
 里。

解法：列出行走慢的人先行10里，加上行走快的人先到的20里，作为除数。用行走慢的人的先行10里乘行走快的人行100里，作为被除数。被除数除以除数得追上的里数。（刘徽注：本题行走慢的人先行10里，加上落后的20里，得30里，就是先行率。行走快的人行100里，为追及率。约简，先行率得3，3为所有率。运用今有法则，即可求得追上的里数。本题的意义如同上题。）

现有兔先跑100步，狗追250步，还差30步没追上所以停止。问：如果狗不停止，再追多少步能够追上？

答：[image: ]
 步。

解法：列出兔先跑100步，减去狗没追上的30步，余数作为除数。用没追上的30步乘狗追的步数作为被除数。被除数除以除数得追上还应再跑的步数。（刘徽注：本题用先跑的100步减去没追上的30步，余数70步，作为兔的先走率。狗跑250步作为追及率。约简，先走率得7，追及率得25。运用今有法则，没追上的30步作为所有数，25作为所求率，7作为所有率，用今有法则计算，即可求得再追的步数。）

今有人持金十二斤出关，关税之，十分而取一。今关取金二斤，偿钱五千。问：金一斤直钱几何？

答曰：六千二百五十。

术曰：以一十乘二斤，以十二斤减之，余为法。以一十乘五千，为实。实如法得一钱。按：此术置十二斤，以一乘之，十而一，得一斤五分斤之一，即所当税者也。减二斤，余即关取盈金。以盈除所偿钱，即金直也。今术既以十二斤为所税，则是以十为母，故以十乘二斤及所偿钱，通其率。于今有术，五千钱为所有数，十为所求率，八为所有率，而今有之，即得也。



译文


现有人持金12斤出关，关税是[image: ]
 。现关卡收金2斤，偿还5000钱。问：金1斤值多少钱？

答：6250钱。

解法：用10乘2斤，减去12斤，余数作为除数。用10乘5000，作为被除数。被除数除以除数得到1斤金值的钱。（刘徽注：本题列出12斤，乘以1，除以10，得[image: ]
 斤，即为应缴纳的税数。减2斤，余数即为关卡多取的金。以多取的金除偿还的钱，即1斤金值的钱。本题以12斤作为缴纳的税，是以10作为分母，所以用10乘2斤及偿还的钱，使率相通。运用今有法则，5000钱作为所有数，10作为所求率，8作为所有率，用今有法则计算，即得1斤金值的钱。）

今有客马，日行三百里。客去忘持衣。日已三分之一，主人乃觉。持衣追及，与之而还，至家视日四分之三。问：主人马不休，日行几何？

答曰：七百八十里。

术曰：置四分日之三，除三分日之一，按：此术“置四分日之三，除三分日之一”者，除，其减也。减之余，有十二分之五，即是主人追客还用日率也。
 半其余，以为法。去其还，存其往。率之者，子不可半，故倍母，二十四分之五。是为主人与客均行用日之率也。
 副置法，增三分日之一。法二十四分之五者，主人往追用日之分也。三分之一者，客去主人未觉之前独行用日之分也。并连此数，得二十四分日之十三，则主人追及前用日之分也。是为客用日率也。然则主人用日率者，客马行率也；客用日率者，主人马行率也。母同则子齐，是为客马行率五，主人马行率十三。于今有术，三百里为所有数，十三为所求率，五为所有率，而今有之，即得也。
 以三百里乘之，为实。实如法，得主人马一日行。欲知主人追客所行里者，以三百里乘客用日分子十三，以母二十四而一，得一百六十二里半。以此乘客马与主人均行日分母二十四，如客马与主人均行用日分子五而一，亦得主人马一日行七百八十里也。



译文


现有客人的马日行300里。客人离去时忘记带衣服。可是已经过了[image: ]
 ，主人才发现。带上衣服追上，还衣服后返回，到家是[image: ]
 日。问：主人的马不休息，日行多少？

答：780里。

解法：[image: ]
 日，除去[image: ]
 日，（刘徽注：本题中“[image: ]
 日，除去[image: ]
 日”，除，这里是减的意思。减得的余数，是[image: ]
 ，即为主人追客人和返回用的日率。）余数取半，作为除数。（刘徽注：去掉返回的时间，保留追赶的时间。率，分子不可取半，所以分母加倍，得[image: ]
 。这是主人和客人的马同方向行走用的日率。）列出除数，加[image: ]
 日。（刘徽注：除数[image: ]
 ，主人追到客人所用的日数的分数。[image: ]
 ，是客人离去主人未发觉之前独行的日数的分数。两数相加，得[image: ]
 ，是主人追上之前用的日数的分数。是追上之前客人用的日数的率。主人用的日率，是客人马的行率；客人用的日率，是主人马的行率。分母同分子齐，所以客人马的行率5，主人马的行率13。运用今有法则，300里作为所有数，13作为所求率，5作为所有率，用今有法则计算，即可求得主人的马日行里数。）乘以300里，作为被除数，被除数除以除数，得主人的马日行里数。（刘徽注：想要知道主人追客人所行的里数，用300里乘客人用的分子13，除以分母24，得[image: ]
 里。乘客人马与主人马同时行走日数的分母24，除以客人马与主人马同时行走日数的分子5，也求得主人马日行780里。）

今有金箠
[1]

 ，长五尺，斩本一尺，重四斤；斩末一尺，重二斤。问：次一尺各重几何？

答曰：末一尺重二斤；次一尺重二斤八两；次一尺重三斤；次一尺重三斤八两；次一尺重四斤。

术曰：令末重减本重，余，即差率也。又置本重，以四间乘之，为下第一衰。副置，以差率减之，每尺各自为衰。按：此术五尺有四间者，有四差也。今本末相减，余即四差之凡数也。以四约之，即得每尺之差。以差数减本重，余即次尺之重也。为术所置，如是而已。今此率以四为母，故令母乘本为衰，通其率也。亦可置末重，以四间乘之，为上第一衰。以差重率加之，为次下衰也。
 副置下第一衰，以为法。以本重四斤遍乘列衰，各自为实。实如法得一斤。以下第一衰为法，以本重乘其分母之数，而又反此率乘本重，为实。一乘一除，势无损益，故惟本存焉。众衰相推为率，则其余可知也。亦可副置末衰为法，而以末重二斤乘列衰为实。此虽迂回，然是其旧。故就新而言之也。



注释



[1]
 　箠：鞭子。[image: 0001-01]



译文


现有金鞭，长5尺，斩根部1尺，重4斤；斩顶部1尺，重2斤。问：每尺各重多少？

答：顶部1尺重2斤；下1尺重2斤8两；再下1尺重3斤；再下1尺重3斤8两；根部1尺重4斤。

解法：使根部1尺的重量减去顶部1尺的重量，余数即为差率。又列出根部的重量，用间隔4相乘，作为最下一段的分配率。再逐渐减去差率，各自作为每尺的分配率。（刘徽注：本题5尺有4个间隔，所以有4个等差。用4约简，即为每尺差。用根部重量减去差，就是下面第2尺重。本题的意思就是如此。这里，率以4为分母，所以令分母乘根部重量作为分配率，使率相通。也可以列出顶部重量，用4间隔相乘，为最上段的分配率。逐渐增加差率作为下面每段的分配率。）列出最下段的分配率，作为除数。用根部重4斤分别乘每尺的分配率，作为被除数。被除数除以除数得每尺的斤数。（刘徽注：以最下一段作为除数，以根部重量乘它的分母，再反过来以这个率乘根部的重量作为被除数。一乘一除，数值无减少无增加，只保存了根部的重量。由以上的分配率可以推导出率，可知其余各尺重量。也可以列出最上段的分配率，作为除数，以顶部重2斤乘分配率作为被除数。这种解法虽然迂回，原理却是原先的。所以也可以说是新的方法。）

今有五人分五钱，令上二人所得与下三人等。问：各得几何？

答曰：甲得一钱六分钱之二，乙得一钱六分钱之一，丙得一钱，丁得六分钱之五，戊得六分钱之四。

术曰：置钱，锥行衰。按：此术“锥行”者，谓如立锥：初一、次二、次三、次四、次五，各均，为一列者也。
 并上二人为九，并下三人为六。六少于九，三。数不得等，但以五、四、三、二、一为率也。
 以三均加焉，副并为法。以所分钱乘未并者，各自为实。实如法得一钱。此问者，令上二人与下三人等，上、下部差一人，其差三。均加上部，则得二三；均加下部，则得三三。上、下部犹差一人，差得三。以通于本率，即上、下部等也。于今有术，副并为所有率，未并者各为所求率，五钱为所有数，而今有之，即得等耳。假令七人分七钱，欲令上二人与下五人等，则上、下部差三人。并上部为十三，下部为十五。下多上少，下不足减上。当以上、下部列差而后均减，乃合所问耳。此可仿下术：令上二人分二钱半为上率，令下三人分二钱半为下率。上、下二率以少减多，余为实。置二人、三人，各半之，减五人，余为法。实如法得一钱，即衰相去也。下衰率六分之五者，丁所得钱数也。



译文


现5人分5钱，使上2人得钱与下3人得钱相等。问：各分得多少钱？

答：甲[image: ]
 钱，乙[image: ]
 钱，丙1钱，丁[image: ]
 钱，戊[image: ]
 钱。

解法：列出钱数，按锥形分配率。（刘徽注：本题“锥形分配率”，形状如同立锥：由上至下分别为1、2、3、4、5，都均匀排成1列。）上2人的分配率相加为9，下3人的分配率相加为6。6比9少3。（刘徽注：各分配率不能相等。以5、4、3、2、1建立率。）分配率均等地加3，相加作为除数。以所分的钱数乘未相加的分配率，分别作为被除数。被除数除以除数得到每人分到的钱。（刘徽注：本题令上2人与下3人分得钱相等。上下差1人，分配率差3。将3均等地加到上2人的分配率上，即加了两个3；将3均等地加到下3人的分配率上，即加了三个3，上下还差1人，分配率差3。使它和原本的率相通，即上下分配率之和相等。运用今有法则，相加作为所有率，未相加的分配率作为所求率，5钱作为所有数，根据今有法则计算，即可解答。假设7人分7钱，想要令上2人与下5人相等，则上下差3人。上2人分配率13，下5人分配率15。下部多上部少，下部不足减上部。应当用上、下的均差均匀相减，这才符合问题。也可以仿照下题：令上2人分[image: ]
 为上率，下3人分[image: ]
 为下率。上下2率以少减多，余数作为被除数。列出2人、3人，各取半，减5人，余数作为除数。被除数除以除数得钱数，即是公差。下部的分配率平均[image: ]
 ，就是丁所得的钱数。）

今有竹九节，下三节容四升，上四节容三升。问：中间二节欲均容，各多少？

答曰：下初一升六十六分升之二十九，次一升六十六分升之二十二，次一升六十六分升之一十五，次一升六十六分升之八，次一升六十六分升之一，次六十六分升之六十，次六十六分升之五十三，次六十六分升之四十六，次六十六分升之三十九。

术曰：以下三节分四升为下率，以上四节分三升为上率。此二率者，各其平率也。
 上、下率以少减多，余为实。按：此上、下节各分所容为率者，各其平率。“上、下以少减多”者，余为中间五节半之凡差，故以为实也。
 置四节、三节，各半之，以减九节，余为法。实如法得一升，即衰相去也。按：此术法者，上、下节所容已定之节，中间相去节数也；实者，中间五节半之凡差也。故实如法而一，则每节之差也。
 下率一升少半升者，下第二节容也。一升少半升者，下三节通分四升之平率。平率即为中分节之容也。



译文


现有竹9节，下3节容积4升，上4节容积3升。问：要想中间2节均匀递减，每节容积各是多少？

答：最下一节[image: ]
 ，其次是[image: ]
 ，其次是[image: ]
 ，其次是[image: ]
 ，其次是[image: ]
 ，其次是[image: ]
 ，其次是[image: ]
 ，其次是[image: ]
 ，其次是[image: ]
 。

解法：以下3节共分4升，作为下率，以上4节共分3升，作为上率。（刘徽注：这两个率分别是平均值。）上、下率多的减去少的，余数作为被除数。（刘徽注：本题上、下节容积的率，分别是它们的平均率。“上、下率多的减去少的”，余数是中间[image: ]
 节首尾的总差，所以作为被除数。）列出4节、3节，分别取半，以它们减9节，余数作为除数。被除数除以除数得到的升数，即为每节容积的公差。（刘徽注：本题中，除数就是容积确定的上、下节相距的节数，被除数就是中间[image: ]
 节首尾的总差。所以被除数除以除数，就是每节的差。）下率[image: ]
 升，就是下数第2节的容积。（刘徽注：[image: ]
 升是下3节共分4升的平均率。平率就是中间节的容积。）

今有凫起南海
[1]

 ，七日至北海；雁起北海，九日至南海。今凫、雁俱起，问：何日相逢？

答曰：三日十六分日之十五。

术曰：并日数为法，日数相乘为实，实如法得一日。按：此术置凫七日一至，雁九日一至。齐其至，同其日，定六十三日凫九至，雁七至。今凫、雁俱起而问相逢者，是为共至。并齐以除同，即得相逢日。故“并日数为法”者，并齐之意；“日数相乘为实”者，犹以同为实也。一曰：凫飞日行七分至之一，雁飞日行九分至之一，齐而同之，凫飞定日行六十三分至之九，雁飞定日行六十三分至之七。是为南北海相去六十三分，凫日行九分，雁日行七分也。并凫、雁一日所行，以除南北相去，而得相逢日也。



注释



[1]
 　凫：野鸭子。[image: 0001-01]



译文


现有野鸭从南海起飞，7日飞到北海；大雁从北海起飞，9日飞到南海。现在野鸭、大雁同时起飞，问：几日可相遇？

答：[image: ]
 日。

解法：将日数相加作为除数，日数相乘作为被除数，被除数除以除数得到相遇日数。（刘徽注：本题列出野鸭飞到需要7日，大雁飞到需要9日。要使它们飞行次数相齐，飞行日数相同，则到63日内野鸭飞行9次，大雁飞行7次。现在野鸭、大雁同时起飞，求相遇时间，也就是同时飞到。齐相加，除同，得到相遇日数。所以“将日数相加作为除数”，就是齐相加的意思；“日数相乘作为被除数”，就是以同作为被除数。另一种解法：野鸭日行全程的[image: ]
 ，大雁日行全程的[image: ]
 ，将它们齐同，野鸭日行全程的[image: ]
 ，大雁日行全程的[image: ]
 。也就是，南、北海相距63份，野鸭日行9份，大雁日行7份。野鸭、大雁日行相加，除南、北海距离，得到相遇的日数。）

今有甲发长安，五日至齐；乙发齐，七日至长安。今乙发已先二日，甲乃发长安，问：几何日相逢？

答曰：二日十二分日之一。

术曰：并五日、七日，以为法。按：此术“并五日、七日为法”者，犹并齐为法。置甲五日一至，乙七日一至。齐而同之，定三十五日甲七至，乙五至。并之为十二至者，用三十五日也。谓甲、乙与发之率耳。然则日化为至，当除日，故以为法也。
 以乙先发二日减七日，“减七日”者，言甲、乙俱发，今以发为始发之端，于本道里则余分也。
 余，以乘甲日数为实。七者，长安去齐之率也；五者，后发相去之率也。今问后发，故舍七用五。以乘甲五日，为二十五日。言甲七至，乙五至，更相去，用此二十五日也。
 实如法得一日。一日甲行五分至之一，乙行七分至之一。齐而同之，甲定日行三十五分至之七，乙定日行三十五分至之五。是为齐去长安三十五分，甲日行七分，乙日行五分也。今乙先行发二日，已行十分，余，相去二十五分。故减乙二日，余，令相乘，为二十五分。



译文


现有甲从长安出发，5日到齐；乙从齐出发，7日到长安。现乙先出发2日，甲才从长安出发，问：几日可相遇？

答：[image: ]
 日。

解法：5日、7日相加，作为除数。（刘徽注：本题“5日、7日相加，作为除数”，仍然是齐相加作为除数的意思。甲5日可到，乙7日可到。将它们齐同，35日甲可行7次，乙可行5次。相加为12次，用35日。这是甲、乙同时出发的率。但是日数化为到达的次数，应当除以日数，所以这个率作为除数。）7日减去乙先出发的2日，（刘徽注：“减7日”，意思是甲、乙同时出发，现在用同时出发作为路程的开端，两人所行的路程就是乙已经行的路程的剩余路程。）余数乘甲行的日数作为被除数。（刘徽注：7日是长安到齐的率，5日是甲后出发时甲乙相距的率。已知甲后出发，所以舍7用5。5乘以甲行的5日，得25日。甲可行7次，乙可行5次，甲乙相遇，用25日。）被除数除以除数得到相遇日数。（刘徽注：甲日行全程的[image: ]
 ，乙日行全程的[image: ]
 。将它们齐同，甲日行全程的[image: ]
 ，乙日行全程的[image: ]
 。也就是，齐距离长安35份，甲日行7份，乙日行5份。现在乙先行2日，已经行10份，余数，相距25份。所以减去乙先行的2日，余数相乘，为25份。）

今有一人一日为牝瓦三十八枚
[1]

 ，一人一日为牡瓦七十六枚
[2]

 。今令一人一日作瓦，牝、牡相半，问：成瓦几何？

答曰：二十五枚少半枚。

术曰：并牝、牡为法，牝、牡相乘为实，实如法得一枚。此意亦与凫雁同术。牝、牡瓦相并，犹如凫、雁日飞相并也。按：此术“并牝、牡为法”者，并齐之意；“牝、牡相乘为实”者，犹以同为实也。故实如法即得也。



注释



[1]
 　牝pìn瓦：俯瓦，即筒瓦。


[2]
 　牡瓦：仰瓦，即板瓦。[image: 0001-01]



译文


现有1人1日可制作牝瓦38枚，1人1日可制作牡瓦76枚。现令1人1日制作瓦，牝瓦、牡瓦各半，问：制作了多少瓦？

答：[image: ]
 枚。

解法：牝瓦、牡瓦相加作为除数，牝瓦、牡瓦相乘作为被除数，被除数除以除数得到瓦的枚数。（刘徽注：本题意义如同野鸭大雁题。牝瓦、牡瓦相加如同野鸭、大雁相加。本题“牝瓦、牡瓦相加作为除数”，是齐相加的意思；“牝瓦、牡瓦相乘作为被除数”，是以同作为被除数的意思。所以被除数除以除数即得瓦数。）

今有一人一日矫矢五十
[1]

 ，一人一日羽矢三十，一人一日筈矢十五
[2]

 。今令一人一日自矫、羽、筈，问：成矢几何？

答曰：八矢少半矢。

术曰：矫矢五十，用徒一人；羽矢五十，用徒一人太半人；筈矢五十，用徒三人少半人。并之，得六人，以为法。以五十矢为实。实如法得一矢。按：此术言成矢五十，用徒六人，一日工也。此同工其作，犹凫、雁共至之类，亦以同为实，并齐为法。可令矢互乘一人为齐，矢相乘为同。今先令同于五十矢。矢同则徒齐，其归一也。以此术为凫雁者，当雁飞九日而一至，凫飞九日而一至七分至之二，并之，得二至七分至之二，以为法。以九日为实。实如法而一，得一人日成矢之数也。



注释



[1]
 　矢：箭。


[2]
 　筈：箭的末端，射箭时搭在弓弦上的部分。[image: 0001-01]



译文


现有1人1日矫正箭杆50枝，1人1日装箭翎30枝，1人1日装箭尾15枝。现令1人1日自己完成矫正箭杆、装箭翎和装箭尾，问：可以制成箭多少枝？

答：[image: ]
 枝。

解法：矫正箭杆50枝，用1人；装箭翎50枝，用[image: ]
 人；装箭尾50枝，用[image: ]
 人。将它们相加，得6人，作为除数。以50枝箭作为被除数。被除数除以除数得到箭数。（刘徽注：本题制成箭50枝，用6人，1日的工作量。这是同工协作类的问题，如同野鸭、大雁相遇问题，也是以同作为被除数，齐相加作为除数。可以使枝数乘1人作为齐，枝数相乘作为同。现先令同于50枝箭，箭的枝数相同，人数应与它相齐，这是归一方法。将本方法应用于野鸭大雁题，大雁飞9日到达1次，野鸭飞9日到达[image: ]
 次，相加，得[image: ]
 次，作为除数。以9日作为被除数。被除数除以除数得到1人1日制成箭数。）

今有假田
[1]

 ，初假之岁三亩一钱，明年四亩一钱，后年五亩一钱。凡三岁得一百。问：田几何？

答曰：一顷二十七亩四十七分亩之三十一。

术曰：置亩数及钱数。令亩数互乘钱数，并以为法。亩数相乘，又以百钱乘之，为实。实如法得一亩。按：此术令亩互乘钱者，齐其钱；亩数相乘者，同其亩。同于六十，则初假之岁得钱二十，明年得钱十五，后年得钱十二也。凡三岁得钱一百为所有数，同亩为所求率，四十七钱为所有率，今有之，即得也。齐其钱，同其亩，亦如凫雁术也。于今有术，百钱为所有数，同亩为所求率，并齐为所有率。臣淳风等谨按：假田六十亩，初岁得钱二十，明年得钱十五，后年得钱十二。并之得钱四十七，是为得田六十亩，三岁所假。于今有术，百钱为所有数，六十亩为所求率，四十七为所有率，而今有之，即合问也。



注释



[1]
 　假：借。[image: 0001-01]



译文


现租田，第一年3亩1钱，第二年4亩1钱，第三年5亩1钱。三年共交租100钱。问：田有多少？

答：1顷[image: ]
 亩。

解法：列出田的亩数和钱数。使亩数互乘钱数，相加作为除数。亩数相乘，又乘以100钱，作为被除数。被除数除以除数得到田的亩数。（刘徽注：本题使亩数互乘钱数，是为了使钱数相齐；亩数相乘，是为了使亩数相同。同于60，则第1年交钱20，第2年交钱15，第3年交钱12。3年共交钱100，作为所有数，同亩数作为所求率，47钱作为所有率，用今有法则即可解答。使钱数相齐，亩数相同，也如同野鸭大雁题。运用今有法则，100钱作为所有数，同亩数作为所求率，齐相加作为所有率。李淳风注：租田60亩，第1年交钱20，第2年交钱15，第3年交钱12。相加，得钱47。也就是田60亩，租3年的租金。用今有法则计算，100钱作为所有数，60亩作为所求率，47作为所有率，用今有法则，即可得到答案。）

今有程耕，一人一日发七亩，一人一日耕三亩，一人一日耰种五亩
[1]

 。今令一人一日自发、耕、耰种之，问：治田几何？

答曰：一亩一百一十四步七十一分步之六十六。

术曰：置发、耕、耰亩数，令互乘人数，并，以为法。亩数相乘为实。实如法得一亩。此犹凫雁术也。臣淳风等谨按：此术亦发、耕、耰种亩数互乘人者，齐其人；亩数相乘者，同其亩。故并齐为法，以同为实。计田一百五亩，发用十五人，耕用三十五人，种用二十一人，并之，得七十一工。治得一百五亩，故以为实。而一人一日所治，故以人数为法除之，即得也。



注释



[1]
 　耰yōu：粉碎土块的农具。也指用耰进行耕作。[image: 0001-01]



译文


现按标准量耕作，1人1日开垦7亩，1人1日耕地3亩，1人1日播种5亩。现令1人1题自己开垦、耕地、播种，问：完成田地多少？

答：1亩[image: ]
 步。

解法：列出开垦、耕地、播种的亩数，使它互乘人数，相加作为除数。亩数相乘作为被除数。被除数除以除数得到田的亩数。（刘徽注：本题如同野鸭大雁题。李淳风注：本题令开垦、耕地、播种的亩数互乘人数，是为了使人数相齐；亩数相乘，是为了使亩数相同。所以齐相加作为除数，为了使被除数相同。也就是，田105亩，开垦用15人，耕地用35人，播种用21人，相加共有71人。整治105亩，作为被除数。求1人1日所整治亩数，所以以人数作为除数，即可解答。）

今有池，五渠注之。其一渠开之，少半日一满；次，一日一满；次，二日半一满；次，三日一满；次，五日一满。今皆决之，问：几何日满池？

答曰：七十四分日之十五。

术曰：各置渠一日满池之数，并，以为法。按：此术其一渠少半日满者，是一日三满也；次，一日一满；次，二日半满者，是一日五分满之二也；次，三日满者，是一日三分满之一也；次，五日满者，是一日五分满之一也。并之，得四满十五分满之十四也。
 以一日为实，实如法得一日。此犹矫矢之术也。先令同于一日，日同则满齐。自凫雁至此，其为同齐有二术焉，可随率宜也。


其一术：各置日数及满数。令日互相乘满，并，以为法。日数相乘为实。实如法得一日。亦如凫雁术也。按：此其一渠少半日满池者，是一日三满池也；次，一日一满；次，二日半满者，是五日再满；次，三日一满；次，五日一满。此谓列置日数于右行，及满数于左行。以日互乘满者，齐其满；日数相乘者，同其日。满齐而日同，故并齐以除同，即得也。



译文


现有水池，5条水渠注水。只开第1条渠，[image: ]
 日可装满；开第2条渠，1日可装满；开第3条渠，[image: ]
 日可装满；开第4条渠，3日可装满；开第5条渠，5日可装满。现同时用5渠注水，问：多少日装满水池？

答：[image: ]
 日。

解法：分别列出水渠1日装满的水池数，相加作为除数。（刘徽注：本题第1条渠[image: ]
 日注满，也就是1日可以注满3次；第2条渠1日注满；第3条渠[image: ]
 日注满，也就是1日注满[image: ]
 池；第4条渠3日注满，也就是1日可以注满[image: ]
 池；第5条渠5日注满，也就是1日可以注满[image: ]
 池。相加，得[image: ]
 池。）以1日作为被除数，被除数除以除数得到所求日数。（刘徽注：这就像矫正箭矢的方法。先让它们都在同1日，日数相同则满池之数相平齐。从野鸭大雁问题到此，它们用齐同的方法有两种，可随时根据需要，用适宜方法来解。）

另一种解法：分别列出日数和注满水池数。令日数互乘注满水池数，相加作为除数。日数相乘作为被除数。被除数除以除数得到所求日数。（刘徽注：也如同野鸭大雁题。第1条渠[image: ]
 日注满，也就是1日可以注满3次；第2条渠1日注满；第3条渠[image: ]
 日注满，也就是5日注满2池；第4条渠3日注满；第5条渠5日注满。在右行列出日数，在左行列出注满水池数。用日数互乘注满水池数，使注满水池数相齐；日数相乘，使日数相同。注满水池数相齐，日数相同，所以齐相加除同，即可解答。）

今有人持米出三关，外关三而取一，中关五而取一，内关七而取一，余米五斗。问：本持米几何？

答曰：十斗九升八分升之三。

术曰：置米五斗，以所税者三之，五之，七之，为实。以余不税者二、四、六相互乘为法。实如法得一斗。此亦重今有也。所税者，谓今所当税之。定三、五、七皆为所求率，二、四、六皆为所有率。置今有余米五斗，以七乘之，六而一，即内关未税之本米也。又以五乘之，四而一，即中关未税之本米也。又以三乘之，二而一，即外关未税之本米也。今从末求本，不问中间，故令中率转相乘而同之，亦如络丝术。


又一术：外关三而取一，则其余本米三分之二也。求外关所税之余，则当置一，二分乘之，三而一。欲知中关，以四乘之，五而一。欲知内关，以六乘之，七而一。凡余分者，乘其母、子，以三、五、七相乘，得一百五，为分母；二、四、六相乘，得四十八，为分子。约而言之，则是余米于本所持三十五分之十六也。于今有术，余米五斗为所有数，分母三十五为所求率，分子十六为所有率也。



译文


现有人带米出3个关卡，外关征税3取1，中关征税5取1，内关征税7取1，剩余米5斗。问：原本带米多少？

答：10斗[image: ]
 升。

解法：米5斗，分别乘以征税数3、5、7，作为被除数。以剩余不征税数2、4、6互乘作为除数。被除数除以除数得到米的斗数。（刘徽注：本题具有重今有法则的意义。征税数就是现在应当征税的部分。定3、5、7都为所求率，2、4、6都为所有率。列出现有剩余米5斗，乘以7，除以6，即为内关未征税时原本的米数。再乘以5，除以4，即为中关未征税时原本的米数。再乘以3，除以2，即为外关未征税时原本的米数。现在从最终米数求原本的米数，不用问中间的率，所以中间的率辗转相乘而连除，如同络丝题。）

另一种解法：外关3取1，则其余的米是原本米数的[image: ]
 。（刘徽注：求外关征税后的剩余，应当取1，乘以2，除以3。想知道中关征税后的剩余，乘以4，除以5。想知道内关征税后的剩余，乘以6，除以7。求剩余的分数，就使分母、分子分别相乘，用3、5、7相乘，得105，作为分母；用2、4、6相乘，得48，作为分子。简约地表示，剩余的米数是原本的米数的[image: ]
 。运用今有法则，剩余米5斗作为所有数，分母35作为所求率，分子16作为所有率。）

今有人持金出五关，前关二而税一，次关三而税一，次关四而税一，次关五而税一，次关六而税一。并五关所税，适重一斤。问：本持金几何？

答曰：一斤三两四铢五分铢之四。

术曰：置一斤，通所税者以乘之，为实。亦通其不税者，以减所通，余为法。实如法得一斤。此意犹上术也。“置一斤，通所税者”，谓令二、三、四、五、六相乘，为分母，七百二十也。“通其所不税者”，谓令所税之余一、二、三、四、五相乘，为分子，一百二十也。约而言之，是为余金于本所持六分之一也。以子减母，凡五关所税六分之五也。于今有术，所税一斤为所有数，分母六为所求率，分子五为所有率。此亦重今有之义。又虽各有率，不问中间，故令中率转相乘而连除之，即得也。置一以为持金之本率，以税率乘之、除之，则其率亦成积分也。



译文


现有人带金出5个关卡，第1关征税2取1，第2关征税3取1，第3关征税4取1，第4关征税5取1，第5关征税6取1。5个关卡征税总和正好1斤。问：原本带金多少？

答：1斤3两[image: ]
 铢。

解法：列出1斤，通征税数连乘，作为被除数。也通不征税数，减通征税数，余数作为除数。被除数除以除数得到所求斤数。（刘徽注：本题意义如同上题。“列出1斤，通征税数连乘”的意思，是令2、3、4、5、6相乘，作为分母，得720。“通不征税数”的意思，是令征税的剩余1、2、3、4、5相乘，作为分子，得120。简约地表示，剩余的金是原本所带金的[image: ]
 。分母减去分子，5个关卡征税总共占原本金的[image: ]
 。运用今有法则，征税1斤作为所有数，分母6作为所求率，分子5作为所有率。本题具有重今有法则的意义。虽然有各自的率，但不问中间的率，所以令中间的率辗转相乘而连除，即可解答。列出1作为原本金的本率，用税率乘、除，这个率成为分数的积累。）



卷第七　盈不足


盈不足
 以御隐杂互见


今有共买物，人出八，盈三；人出七，不足四。问：人数、物价各几何？

答曰：七人，物价五十三。

今有共买鸡，人出九，盈一十一；人出六，不足十六。问：人数、鸡价各几何？

答曰：九人，鸡价七十。

今有共买琎
[1]

 ，人出半，盈四；人出少半，不足三。问：人数、琎价各几何？

答曰：四十二人，琎价十七。


注云：“若两设有分者，齐其子，同其母。”此问两设俱见零分，故齐其子，同其母。又云：“令下维乘上。讫，以同约之。”不可约，故以乘，同之。


今有共买牛，七家共出一百九十，不足三百三十；九家共出二百七十，盈三十。问：家数、牛价各几何？

答曰：一百二十六家，牛价三千七百五十。


按：此术并盈不足者，为众家之差，故以为实。置所出率各以家数除之，各得一家所出率，以少减多者，得一家之差。以除，即家数。以出率乘之，减盈，故得牛价也。



注释



[1]
 　琎jìn：同“瑨”，美石。[image: 0001-01]



译文


盈不足（刘徽注：用来处理含蓄错杂的问题。）

现共同买东西，每人出8钱，盈余3钱；每人出7钱，不足4钱。问：人数、物价各是多少？

答：7人，物价53钱。

现共同买鸡，每人出9钱，盈余11钱；每人出6钱，不足16钱。问：人数、鸡价各是多少？

答：9人，物价70钱。

现共同买琎，每人出一半，盈余4钱；每人出[image: ]
 ，不足3钱。问：人数、琎价各是多少？

答：42人，物价17钱。

（刘徽注：“如果2个假设中含有分数，就使分子相齐，分母相同。”本题2个假设都含有分数，所以使它们分子相齐，分母相同。又说：“使下行与上行交叉相乘。之后，用同约简。”如果不能约简，就用分母乘，使它们相同。）

现共同买牛，7家共出190钱，不足330钱；9家共出270钱，盈余30钱。问：家数、牛价各是多少？

答：126家，牛价3750钱。

（刘徽注：本题盈和不足相加，作为众家出钱的差异，所以作为被除数。列出所出率，分别除以家数，得1家所出率。多数减去少数，得到1家的出钱差异。以它除，即为家数。用所出率乘，减去盈，便得到牛价。）

盈不足术曰：置所出率，盈、不足各居其下。按：盈者，谓朓
[1]

 ；不足者，谓之朒
[2]

 ；所出率谓之假令。
 令维乘所出率
[3]

 ，并以为实。并盈、不足，为法。实如法而一。盈、朒维乘两设者，欲为同齐之意。据“共买物，人出八，盈三；人出七，不足四”，齐其假令，同其盈、朒，盈、朒俱十二。通计齐则不盈不朒之正数，故可并之为实，并盈、不足为法。齐之三十二者，是四假令，有盈十二；齐之二十一者，是三假令，亦朒十二；并七假令合为一实，故并三、四为法。
 有分者，通之。若两设有分者，齐其子，同其母。令下维乘上，讫，以同约之。
 盈不足相与同其买物者，置所出率，以少减多，余，以约法、实。实为物价，法为人数。所出率以少减多者，余谓之设差，以为少设。则并盈、朒，是为定实。故以少设约定实，则法，为人数；适足之实故为物价。盈、朒当与少设相通。不可遍约，亦当分母乘，设差为约法实。


其一术曰：并盈、不足为实。以所出率以少减多，余为法。实如法得一人。以所出率乘之，减盈、增不足，即物价。此术意谓盈不足为众人之差。以所出率以少减多，余为一人之差。以一人之差约众人之差，故得人数也。



注释



[1]
 　朓tiǎo：盈余。


[2]
 　朒nǜ：亏缺，不足。


[3]
 　维乘：交叉相乘。[image: 0001-01]



译文


盈不足法则：列出所出率，分别在下面列出盈、不足之数。（刘徽注：盈，称为朓。不足，称为朒。所出率称为假令。）使它们与所出率交叉相乘，得数相加，作为被除数。再将盈、不足相加，作为除数。被除数除以除数。（刘徽注：盈、不足与2个假令交叉相乘，是为了实现同齐。已知“共同买东西，每人出8钱，盈余3钱；每人出7钱，不足4钱”，使假令相齐，盈、不足相同。盈、不足都是12。相通后计算齐，为不盈不亏的正确数值，所以可以相加作为被除数，而盈、不足相加作为除数。齐为32，是4个假令，盈余12；齐为21，是3个假令，亏缺12；将7个假令相加作为被除数，3、4相加作为除数。）如果有分数，应该通分。（刘徽注：如果两个假令有分数，就使分子相齐，分母相同。使下行的盈、不足与上行的假令交叉相乘，乘完后用同约简。）共同买物，如果出现盈、不足，就列出所出率，多的减去少的，用余数约简除数和被除数。被除数是物价，除数是购买的人数。（刘徽注：所出率以小减大，余数称为设差，作为少设的数。将盈、不足相加，作为定实。所以用少设约简定实，作为除数，得人数；去除适足的实，得物价。盈、不足应当与少设的数相通。如果不能约尽，应当用分母相乘，用设差约简除数和被除数。）

另一法则：盈、不足相加作为被除数。所出率，以少减多，余数作为除数。被除数除以除数得到人数。乘以所出率，减去盈或增补上不足，即为物价。（刘徽注：本题的意思是，盈、不足的和是众人出钱数的差。所出率以小减大，余数是1人出钱数的差。用1人出钱数的差约简众人出钱数的差，得到出钱人数。）

今有共买金，人出四百，盈三千四百；人出三百，盈一百。问：人数、金价各几何？

答曰：三十三人，金价九千八百。

今有共买羊，人出五，不足四十五；人出七，不足三。问：人数、羊价各几何？

答曰：二十一人，羊价一百五十。

两盈、两不足术曰：置所出率，盈、不足各居其下。令维乘所出率，以少减多，余为实。两盈、两不足以少减多，余为法。实如法而一。有分者，通之。两盈两不足相与同其买物者，置所出率，以少减多，余，以约法、实。实为物价，法为人数。按：此术两不足者，两设皆不足于正数。其所以变化，犹两盈。而或有势同而情违者。当其为实，俱令不足维乘相减，则遗其所不足焉。故其余所以为实者，无朒数以损焉。盖出而有余，两盈。两设皆逾于正数。假令与共买物，人出八，盈三；人出九，盈十。齐其假令，同其两盈。两盈俱三十。举齐则兼去。其余所以为实者，无盈数。两盈以少减多，余为法。齐之八十者，是十假令；而凡盈三十者，是十，以三之；齐之二十七者，是三假令；而凡盈三十者，是三，以十之。今假令两盈共十、三，以三减十，余七，为一实。故令以三减十，余七为法。所出率以少减多，余谓之设差。因设差为少设，则两盈之差是为定实。故以少设约法得人数，约实即得金数。


其一术曰：置所出率，以少减多，余为法。两盈、两不足以少减多，余为实。实如法而一，得人数。以所出率乘之，减盈、增不足，即物价。“置所出率，以少减多”，得一人之差。两盈、两不足相减，为众人之差。故以一人之差除之，得人数。以所出率乘之，减盈、增不足，即物价。



译文


现共同买金，每人出400钱，盈余3400钱；每人出300钱，盈余100钱。问：人数、金价各是多少？

答：33人，金价9800钱。

现共同买羊，每人出5钱，不足45钱；每人出7钱，不足3钱。问：人数、羊价各是多少？

答：21人，羊价150钱。

两盈、两不足法则：列出所出率，分别在下面列出盈、不足。使它们与所出率交叉相乘，以小减大，余数作为被除数。2个盈、2个不足以小减大，余数作为除数。被除数除以除数。如果有分数，就通分。共同出钱买物，列出所出率，以小减大，余数用来约简除数和被除数。被除数是物价，除数是人数。（刘徽注：本题2个不足，就是2个假令都小于正确的数。它的变化，如同2个盈。有时有形势相同、情理相反的情况出现。2个假令作为被除数，使2个不足与它们交叉相乘，再相减，留下的是它们的不足。余数作为被除数的原因是，没有不足之数可以减损。如果出现2个盈，就是2个假令都大于正确的数。假令共同买物，每人出8钱，盈余3钱；每人出9钱，盈余10钱。使假令相齐，2个盈相同。2个盈都是30。齐后盈可以消去。2个齐相减的余数可以作为被除数，无盈余。2个盈以小减大，余数作为除数。假令8通过齐化为80，相当于10个假令；总共盈是30，是用3乘10得到；假令9通过齐化为27，相当于3个假令；总共盈是30，是用10乘3得到；现在假令2个盈是10、3，用10减去3，余数7，作为被除数。所以令10减去3，余数7作为除数。所出率以小减大，余数称为设差。因为设差是少设，则2个盈的差作为定实。所以用少设约简除数得到人数，约简被除数即得金数。）

另一法则：列出所出率，以小减大，余数作为除数。2个盈、2个不足以小减大，余数作为被除数。被除数除以除数，得到人数。人数乘以所出率，减去盈余或增补不足，即为物价。（刘徽注：“列出所出率，以小减大”，得到1人出钱数的差。2个盈、2个不足相减，是众人出钱数的差。所以用众人出钱数的差除以1人出钱数的差，得到出钱人数。分别乘以所出率，减去盈余或增补不足，即为物价。）

今有共买犬，人出五，不足九十；人出五十，适足。问：人数、犬价各几何？

答曰：二人，犬价一百。

今有共买豕，人出一百，盈一百；人出九十，适足。问：人数、豕价各几何？

答曰：一十人，豕价九百。

盈适足、不足术曰：以盈及不足之数为实。置所出率，以少减多，余为法。实如法得一人。其求物价者，以适足乘人数，得物价。此术意谓以所出率，“以少减多”者，余是一人不足之差。不足数为众人之差。以一人差约之，故得人之数也。“以盈及不足数为实”者，数单见，即众人差，故以为实。所出率以少减多，即一人差，故以为法。以除众人差，得人数。以适足乘人数，即得物价也。



译文


现共同买狗，每人出5钱，不足90钱；每人出50钱，钱数刚好。问：人数、狗价各是多少？

答：2人，狗价100钱。

现共同买猪，每人出100钱，盈余100钱；每人出90钱，钱数刚好。问：人数、猪价各是多少？

答：10人，猪价900钱。

盈适足、不足法则：用盈或者不足之数作为被除数。列出所出率，以小减大，余数作为除数。被除数除以除数得到人数。求物价，用钱数刚好对应的所出率乘人数，得到物价。（刘徽注：本题意思是，所出率“以小减大”，余数是1人的不足之差。不足数是众人的所出之差。用1人之差约简，得到人数。“用盈或者不足之数作为被除数”，因为这个数值本来就是众人的所出之差，所以直接作为被除数。所出率以小减大，即为1人所出差，作为除数。用它来除众人的所出之差，得到人数。人数乘以钱数刚好对应的所出率，即为物价。）

今有米在十斗桶中，不知其数。满中添粟而舂之，得米七斗。问：故米几何？

答曰：二斗五升。

术曰：以盈不足术求之。假令故米二斗，不足二升；令之三斗，有余二升。按：桶受一斛，若使故米二斗，须添粟八斗以满之。八斗得粝米四斗八升，课于七斗，是为不足二升。若使故米三斗，须添粟七斗以满之。七斗得粝米四斗二升，课于七斗，是为有余二升。以盈不足维乘假令之数者，欲为齐同之意。为齐同者，齐其假令，同其盈朒。通计齐即不盈不朒之正数，故可以并之为实，并盈、不足为法。实如法，即得故米斗数，乃不盈不朒之正数也。


今有垣高九尺。瓜生其上，蔓日长七寸；瓠生其下
[1]

 ，蔓日长一尺。问：几何日相逢？瓜、瓠各长几何？

答曰：五日十七分日之五，瓜长三尺七寸一十七分寸之一，瓠长五尺二寸一十七分寸之一十六。

术曰：假令五日，不足五寸；令之六日，有余一尺二寸。按：“假令五日，不足五寸”者，瓜生五日，下垂蔓三尺五寸；瓠生五日，上延蔓五尺。课于九尺之垣，是为不足五寸。“令之六日，有余一尺二寸”者，若使瓜生六日，下垂蔓四尺二寸；瓠生六日，上延蔓六尺；课于九尺之垣，是为有余一尺二寸。以盈、不足维乘假令之数者，欲为齐同之意。齐其假令，同其盈朒。通计齐即不盈不朒之正数，故可并以为实，并盈、不足为法。实如法而一，即设差不盈不朒之正数，即得日数。以瓜、瓠一日之长乘之，故各得其长之数也。



注释



[1]
 　瓠hù：草本植物，果实叫葫芦。[image: 0001-01]



译文


现10斗桶中有米，不知道数量。添满粟舂成米得7斗。问：原本有多少米？

答：2斗5升。

解法：用盈不足法则求解。假令原本有米2斗，不足2升；假令有3斗，盈余2升。（刘徽注：桶的容积是1斛米，如果原本有米2斗，需要添粟8斗填满。8斗粟舂成糙米4斗8升，与7斗相比，不足2升。如果原本有米3斗，需要添粟7斗填满。7斗粟舂成糙米4斗2升，与7斗相比，盈余2升。用盈、不足与假令交叉相乘，是为了齐同。齐同就是，使假令相齐，盈、不足相同。计算齐为不盈余也不亏缺的正确数值，所以可以将它们相加作为被除数，再将盈、不足相加作为除数。被除数除以除数，即为原本米的斗数，乃是不盈余也不亏缺的正确数值。）

现墙高9尺，瓜生于墙上，蔓每日长7寸；瓠生于墙根，蔓日长1尺。问：多少日可以相遇？那时瓜、瓠各有多长？

答：[image: ]
 日相遇。那时瓜长3尺[image: ]
 寸，瓠长5尺[image: ]
 寸。

解法：假令5日相遇，不足5寸；假令6日相遇，盈余1尺2寸。（刘徽注：“假令5日相遇，不足5寸”的原因是，瓜生长5日，向下垂蔓3尺5寸；瓠生长5日，向上延蔓5尺；与9尺墙相比，不足5寸。“假令6日相遇，盈余1尺2寸”的原因是，如果瓜生长6日，向下垂蔓4尺2寸；瓠生长6日，向上延蔓6尺；与9尺墙相比，盈余1尺2寸。用盈、不足与假令交叉相乘，是为了齐同。使假令相齐，盈、不足相同。计算齐为不盈余不亏缺的正确数值，所以可以相加作为被除数，盈、不足相加作为除数。被除数除以除数，得到不盈余不亏缺的正确数值，即为日数。用日数乘以瓜、瓠一日生长的长度，分别得到它们已经达到的长度。）

今有蒲生一日
[1]

 ，长三尺；莞生一日
[2]

 ，长一尺。蒲生日自半；莞生日自倍。问：几何日而长等？

答曰：二日十三分日之六，各长四尺八寸一十三分寸之六。

术曰：假令二日，不足一尺五寸；令之三日，有余一尺七寸半。按：“假令二日，不足一尺五寸”者，蒲生二日，长四尺五寸；莞生二日，长三尺；是为未相及一尺五寸，故曰不足。“令之三日，有余一尺七寸半”者，蒲增前七寸半，莞增前四尺，是为过一尺七寸半，故曰有余。以盈不足乘除之。又以后一日所长各乘日分子，如日分母而一者，各得日分子之长也。故各增二日定长，即得其数。



注释



[1]
 　蒲：蒲草。


[2]
 　莞guān：草名，指水葱一类的植物。[image: 0001-01]



译文


现有蒲第1日，长3尺；莞第1日，长1尺。蒲的生长每日是前1日的一半，莞的生长每日是前1日的2倍。问：多少日它们的长度可以相等？

答：[image: ]
 日，各长4尺[image: ]
 寸。

解法：假令2日，不足1尺5寸；假令3日，盈余1尺[image: ]
 寸。（刘徽注：“假令2日，不足1尺5寸”的原因，蒲生长2日，长4尺5寸；莞生长2日，长3尺；它们相差1尺5寸，所以说是不足。“假令3日，盈余1尺[image: ]
 寸”的原因，蒲比前1日增加[image: ]
 寸，莞比前1日增加4寸，超过了蒲1尺[image: ]
 寸，所以说有盈余。用盈不足法则作乘除，得到日数。再用后1日它们的长度分别乘日数的分子，除以日数的分母，分别得到日数分子的长度。所以各增加前2日生长的长度，即得它们的长度。）

今有醇酒一斗
[1]

 ，直钱五十；行酒一斗
[2]

 ，直钱一十。今将钱三十，得酒二斗。问：醇、行酒各得几何？

答曰：醇酒二升半，行酒一斗七升半。

术曰：假令醇酒五升，行酒一斗五升，有余一十；令之醇酒二升，行酒一斗八升，不足二。据醇酒五升，直钱二十五；行酒一斗五升，直钱一十五。课于三十，是为有余十。据醇酒二升，直钱一十；行酒一斗八升，直钱一十八；课于三十，是为不足二。以盈不足术求之。此问已有重设及其齐同之意也。


今有大器五，小器一，容三斛；大器一，小器五，容二斛。问：大、小器各容几何？

答曰：大器容二十四分斛之十三，小器容二十四分斛之七。

术曰：假令大器五斗，小器亦五斗，盈一十斗；令之大器五斗五升，小器二斗五升，不足二斗。按：大器容五斗，大器五容二斛五斗。以减三斛，余五斗，即小器一所容。故曰“小器亦五斗”。小器五容二斛五斗，大器一，合为三斛。课于两斛，乃多十斗。令之大器五斗五升，大器五合容二斛七斗五升。以减三斛，余二斗五升，即小器一所容。故曰“小器二斗五升”。大器一容五斗五升，小器五合容一斛二斗五升，合为一斛八斗。课于二斛，少二斗。故曰“不足二斗”。以盈、不足维乘，除之。



注释



[1]
 　醇酒：味浓香郁的纯正美酒。


[2]
 　行酒：质量差的酒。[image: 0001-01]



译文


现有醇酒1斗，值50钱；行酒1斗，值10钱。现付钱30，得酒2斗。问：醇、行酒各得多少？

答：醇酒[image: ]
 升，行酒1斗[image: ]
 升。

解法：假令醇酒5升，行酒1斗5升，盈余10钱；假令醇酒2升，行酒1斗8升，不足2钱。（刘徽注：根据醇酒5升，值25钱；行酒1斗5升，值15钱。与30钱相比，盈余10钱。根据醇酒2升，值10钱；行酒1斗8升，值18钱；与30钱相比，不足2钱。用盈不足法则求解。本题具有双重假设和齐同法则的意义。）

现有大容器5个，小容器1个，容积总共是3斛；大容器1个，小容器5个，容积总共是2斛。问：大、小容器的容积各是多少？

答：大容器[image: ]
 斛，小容器[image: ]
 斛。

解法：假令大容器的容积是5斗，小容器的容积也是5斗，盈余10斗；假令大容器的容积是5斗5升，小容器的容积是2斗5升，不足2斗。（刘徽注：大容器的容积是5斗，5个大容器的容积就是2斛5斗。减3斛，剩余5斗，即为小容器的容积。所以说“小容器的容积也是5斗”。5个小容器的容积是2斛5斗，加上1个大容器，合起来是3斛。与2斛相比，多余10斗。假令大容器的容积5斗5升，5个大容器的容积就是2斛7斗5升。减3斛，剩余2斗5升，即为1个小容器的容积。所以说“小容器的容积是2斗5升”。1个大容器的容积是5斗5升，5个小容器的容积是1斛2斗5升，合起来是1斛8斗。与2斛相比，少2斗。所以说“不足2斗”。以盈、不足交叉相乘，再作除法。）

今有漆三得油四，油四和漆五。今有漆三斗，欲令分以易油，还自和余漆。问：出漆、得油、和漆各几何？

答曰：出漆一斗一升四分升之一，得油一斗五升，和漆一斗八升四分升之三。

术曰：假令出漆九升，不足六升；令之出漆一斗二升，有余二升。按：此术三斗之漆，出九升，得油一斗二升，可和漆一斗五升，余有二斗一升，则六升无油可和，故曰不足六升。令之出漆一斗二升，则易得油一斗六升，可和漆二斗。于三斗之中已出一斗二升，余有一斗八升。见在油合和得漆二斗，则是有余二升。以盈、不足维乘之，为实。并盈、不足为法。实如法而一，得出漆升数。求油及和漆者，四、五各为所求率，三、四各为所有率，而今有之，即得也。



译文


现有3份漆可换4份油，4份油可以调和成5份漆。现有漆3斗，想要分出一部分换油，换来的油可以调和剩余的漆。问：分出的漆、换得的油、调和的漆各是多少？

答：分出的漆是1斗[image: ]
 升，换得的油是1斗5升，和的漆是1斗[image: ]
 升。

解法：假令分出漆9升，不足6升；分出漆1斗2升，盈余2升。（刘徽注：本题从3斗漆里分出9升，换得油1斗2升，可调和漆1斗5升，剩余有2斗1升，其中6升无油可调，所以说是不足6升。假令分出漆1斗2升，则换得油1斗6升，可和漆2斗。3斗中已经分出1斗2升，剩余有1斗8升。现在油和漆2斗，则是有剩余2斗。以盈、不足交叉相乘，作为被除数。盈、不足相加作为除数。被除数除以除数，得到分出的漆的升数。求油及调和的漆，4、5分别作为所求率，3、4分别作为所有率，运用今有法则，即可解答。）

今有玉方一寸，重七两；石方一寸，重六两。今有石立方三寸，中有玉，并重十一斤。问：玉、石重各几何？

答曰：玉一十四寸，重六斤二两。石一十三寸，重四斤一十四两。

术曰：假令皆玉，多十三两；令之皆石，不足一十四两。不足为玉，多为石。各以一寸之重乘之，得玉、石之积重。立方三寸是一面之方，计积二十七寸。玉方一寸重七两，石方一寸重六两，是为玉、石重差一两。假令皆玉，合有一百八十九两。课于一十一斤，有余一十三两。玉重而石轻，故有此多。即二十七寸之中有十三寸，寸损一两，则以为石重，故言多为石。言多之数出于石以为玉。假令皆石，合有一百六十二两。课于十一斤，少十四两，故曰不足。此不足即以重为轻。故令减少数于并重，即二十七寸之中有十四寸，寸增一两也。



译文


现有方形玉边长1寸，重7两；方形石头边长1寸，重6两。现有立方体石头边长3寸，中间含有玉，总重量11斤。问：玉、石头各重多少？

答：玉14寸，重6斤2两。石13寸，重4斤14两。

解法：假令石中都是玉，超重13两；假令全是石，不足14两。不足之数是玉的体积，盈余之数是石的体积。分别乘以1寸3
 之重，得到玉、石的重量。（刘徽注：立方体边长3寸是指每个边长，计算得体积27寸3
 。方形玉边长1寸，重7两；方形石头边长1寸，重6两，也就是玉、石的重量差1两。假令都是玉，应该有189两。与11斤相比，剩余13两。玉重石轻，所以有盈余。即27寸3
 中有13寸3
 ，每寸减损1两，则为石的重量，所以说多的数为石的重量。多出数是因为将石当成了玉。假令都是石，应该有162两。与11斤相比，少14两，所以说是不足。这里不足是以重作为轻的结果。所以使石的总重量减去不足之数，即为27寸3
 中有14寸3
 ，每寸增加1两。）

今有善田一亩，价三百；恶田七亩，价五百。今并买一顷，价钱一万。问：善、恶田各几何？

答曰：善田一十二亩半，恶田八十七亩半。

术曰：假令善田二十亩，恶田八十亩，多一千七百一十四钱七分钱之二；令之善田一十亩，恶田九十亩，不足五百七十一钱七分钱之三。按：善田二十亩，直钱六千；恶田八十亩，直钱五千七百一十四、七分钱之二。课于一万，是多一千七百一十四、七分钱之二。令之善田十亩，直钱三千；恶田九十亩，直钱六千四百二十八、七分钱之四。课于一万，是为不足五百七十一、七分钱之三。以盈不足术求之也。



译文


现有良田1亩，价值300钱；薄田7亩，价值500钱。现在共买1顷，价值10000钱。问：良田、薄田各多少？

答：良田[image: ]
 亩，薄田[image: ]
 亩。

解法：假令良田20亩，薄田80亩，盈余[image: ]
 钱；假令良田10亩，薄田90亩，不足[image: ]
 钱。（刘徽注：良田20亩，值6000钱；薄田80亩，值[image: ]
 钱。与10000钱相比，盈余[image: ]
 钱。假令良田10亩，值3000钱；薄田90亩，值[image: ]
 钱。与10000钱相比，不足[image: ]
 钱。用盈不足法则求解。）

今有黄金九枚，白银一十一枚，称之重，适等。交易其一，金轻十三两。问：金、银一枚各重几何？

答曰：金重二斤三两一十八铢，银重一斤一十三两六铢。

术曰：假令黄金三斤，白银二斤一十一分斤之五，不足四十九，于右行。令之黄金二斤，白银一斤一十一分斤之七，多一十五，于左行。以分母各乘其行内之数。以盈、不足维乘所出率，并，以为实。并盈、不足为法。实如法，得黄金重。分母乘法以除，得银重。约之得分也。按：此术假令黄金九，白银一十一，俱重二十七斤。金，九约之，得三斤；银，一十一约之，得二斤一十一分斤之五；各为金、银一枚重数。就金重二十七斤之中减一金之重，以益银，银重二十七斤之中减一银之重，以益金，则金重二十六斤一十一分斤之五，银重二十七斤一十一分斤之六。以少减多，则金轻一十七两一十一分两之五。课于一十三两，多四两一十一分两之五。通分纳子言之，是为不足四十九。又令之黄金九，一枚重二斤，九枚重一十八斤；白银一十一，亦合重一十八斤也。乃以一十一除之，得一斤一十一分斤之七，为银一枚之重数。今就金重一十八斤之中减一枚金，以益银；复减一枚银，以益金，则金重一十七斤一十一分斤之七，银重一十八斤一十一分斤之四。以少减多，即金轻一十一分斤之八。课于一十三两，少一两一十一分两之四。通分纳子言之，是为多一十五。以盈不足为之，如法，得金重。“分母乘法以除”者，为银两分母，故同之。须通法而后乃除，得银重。余皆约之者，术省故也。



译文


现有黄金9枚，白银11枚，将它们称重，重量相等。交换1枚，黄金轻了13两。问：黄金、白银1枚各重多少？

答：黄金2斤3两18铢，白银1斤13两6铢。

解法：假令黄金1枚3斤，白银1枚[image: ]
 斤，不足49，列在右行。假令黄金1枚2斤，白银1枚[image: ]
 斤，盈余15，列在左行。分别用分母乘各自行内之数。用盈、不足与所出率交叉相乘，再相加作为被除数。将盈、不足相加作为除数。被除数除以除数，得黄金1枚的重量。用分母乘除数，再除相对应的被除数，得到白银1枚的重量。将它们约简得到分数。（刘徽注：本题假令黄金9枚，白银11枚，都是重量27斤。金，用9约简，得3斤；银，用11约简，得[image: ]
 斤。这分别是金、银1枚的重量。金27斤中减去1枚金的重量，补上1枚银的重量，银27斤中减去1枚银的重量，补上1枚金的重量，则金重[image: ]
 斤，银重[image: ]
 斤。以小减大，则金轻[image: ]
 两。与13两相比，多[image: ]
 两。通分纳入分子，也就是不足49。又假令黄金9枚，1枚重2斤，9枚重18斤；白银11枚，也重18斤。于是除以11，得到[image: ]
 斤，是银1枚的重量。现在从金重18斤中减去1枚金，补上1枚银；再从银重中减去1枚银的重量，补上1枚金，则金重[image: ]
 斤，银重[image: ]
 斤。以小减大，即金轻[image: ]
 斤。与13两相比，少[image: ]
 两。通分纳入分子，也就是盈余15。用盈不足法则，得到金的重量。“用分母乘除数，再除相对应的被除数”的原因是白银的两分母相同，必须与除数相通后作除法，得到1枚银的重量。余数都约简，是为了方法可以简便。）

今有良马与驽马发长安
[1]

 ，至齐。齐去长安三千里。良马初日行一百九十三里，日增一十三里，驽马初日行九十七里，日减半里。良马先至齐，复还迎驽马。问：几何日相逢及各行几何？

答曰：一十五日一百九十一分日之一百三十五而相逢；良马行四千五百三十四里一百九十一分里之四十六，驽马行一千四百六十五里一百九十一分里之一百四十五。

术曰：假令十五日，不足三百三十七里半。令之十六日，多一百四十里。以盈、不足维乘假令之数，并而为实。并盈、不足为法。实如法而一，得日数。不尽者，以等数除之而命分。求良马行者：十四乘益疾里数而半之，加良马初日之行里数，以乘十五日，得十五日之凡行。又以十五日乘益疾里数，加良马初日之行。以乘日分子，如日分母而一。所得，加前良马凡行里数，即得。其不尽而命分。求驽马行者：以十四乘半里，又半之，以减驽马初日之行里数，以乘十五日，得驽马十五日之凡行。又以十五日乘半里，以减驽马初日之行，余，以乘日分子，如日分母而一。所得，加前里，即驽马定行里数。其奇半里者，为半法。以半法增残分，即得。其不尽者而命分。按：“令十五日，不足三百三十七里半”者，据良马十五日凡行四千二百六十里，除先去齐三千里，定还迎驽马一千二百六十里。驽马十五日凡行一千四百二里半，并良、驽二马所行，得二千六百六十二里半。课于三千里，少三百三十七里半，故曰不足。“令之十六日，多一百四十里”者，据良马十六日凡行四千六百四十八里，除先去齐三千里，定还迎驽马一千六百四十八里，驽马十五日凡行一千四百九十二里。并良、驽二马所行，得三千一百四十里。课于三千里，余有一百四十里，故谓之多也。以盈不足之，“实如法而一，得日数”者，即设差不盈不朒之正数。以二马初日所行里乘十五日，为一十五日平行数。求初末益疾减迟之数者，并一与十四，以十四乘而半之，为中平之积。又令益疾减迟里数乘之，各为减益之中平里。故各减益平行数，得一十五日定行里。若求后一日，以十六日之定行里数乘日分子，如日分母而一，各得日分子之定行里数。故各并十五日定行里，即得。其驽马奇半里者，法为全里之分，故破半里为半法，以增残分，即合所问也。



注释



[1]
 　驽马：劣马。[image: 0001-01]



译文


现有良马和劣马从长安出发，到齐。齐距离长安3000里。良马第1日日行193里，每日增加13里，劣马日行97里，每日减少[image: ]
 里。良马先到达齐，再返回迎劣马。问：几日可相遇，相遇时各行了多少里？

答：[image: ]
 日相遇；良马行了[image: ]
 里，劣马行了[image: ]
 里。

解法：假令行了15日相遇，不足[image: ]
 里。假令16日相遇，盈余140里。以盈、不足之数与假令之数交叉相乘，再相加作为被除数。盈、不足相加作为除数。被除数除以除数，得到相遇的日数。如果除不尽，就用等数约简而用分数表示。求良马的行程里数：用14乘每日增加的里数再取半，加上良马第1日行程的里数，乘15日，得15日行程的总里数。又用15日乘每日增加的里数，加上良马第1日行程的里数。再乘第16日的分子，除以第16日的分母。所得之数加上前面行程的里数，即得良马共走的里数。如果除不尽就用分数表示。求劣马的行程里数：用14乘[image: ]
 里，又取半，减劣马第1日行程的里数，再乘15日，得到劣马15日行程的总里数。又用15乘[image: ]
 里，减劣马第1日行程的里数，余数乘第16日的分子，除以第16日的分母，所得之数加上劣马前面行程的总里数，即得劣马共走的里数。如果奇零是[image: ]
 里，就以2作为除数，将所得之数增加到剩余的分数上，即可求得。如果除不尽就用分数表示。（刘徽注：“假令15日，不足[image: ]
 里”的原因，是根据良马15日共行4260里，减去先到达齐的3000里，返回迎劣马确定是1260里。劣马15日共行[image: ]
 里，良、劣马的行程相加，得[image: ]
 里。与3000里相比，少[image: ]
 里，所以称为不足。“假令16日相遇，盈余140里”的原因，是根据良马16日共行4648里，减去先到达齐的3000里，返回迎劣马确定是1648里；劣马16日共行1492里，良、劣马的行程相加，得3140里。与3000里相比，盈余140里，所以称为盈。用盈不足法则，“被除数除以除数，得到相遇的日数”，即设差化为不盈余也不亏缺的正确数值。用良、劣马第1日行程的里数乘15日，得15日匀速行走的里数。求第1日到最后1日增加或减少的里数，将1和14相加，乘以14再取半，即为平均值。又乘以每日增加或减少的里数，分别为增加或减少的平均里数。所以分别加或减匀速行的里数，得到15日行的总里数。如果求最后1日某确定时刻的里数，用第16日的里数乘第16日的分子，除以第16日的分母，得到该日的里数。所以分别加上15日行的里数，即得良、劣马的行程。劣马行程有奇零[image: ]
 里，除数为全1里的分数，所以破[image: ]
 里以2作为除数，增加到剩余的分数上，即可解答题目。）

今有人持钱之蜀贾，利：十，三。初返，归一万四千；次返，归一万三千；次返，归一万二千；次返，归一万一千；后返，归一万。凡五返归钱，本利俱尽。问：本持钱及利各几何？

答曰：本三万四百六十八钱三十七万一千二百九十三分钱之八万四千八百七十六，利二万九千五百三十一钱三十七万一千二百九十三分钱之二十八万六千四百一十七。

术曰：假令本钱三万，不足一千七百三十八钱半；令之四万，多三万五千三百九十钱八分。按：假令本钱三万，并利为三万九千；除初返归留，余，加利为三万二千五百；除二返归留，余，又加利为二万五千三百五十；除第三返归留，余，又加利为一万七千三百五十五；除第四返归留，余，又加利为八千二百六十一钱半；除第五返归留，合一万钱，不足一千七百三十八钱半。若使本钱四万，并利为五万二千；除初返归留，余，加利为四万九千四百；除第二返归留，余，又加利为四万七千三百二十；除第三返归留，余，又加利为四万五千九百一十六；除第四返归留，余，又加利为四万五千三百九十钱八分；除第五返归留，合一万，余三万五千三百九十钱八分，故曰多。又术：置后返归一万，以十乘之，十三而一，即后所持之本。加一万一千，又以十乘之，十三而一，即第四返之本。加一万二千，又以十乘之，十三而一，即第三返之本。加一万三千，又以十乘之，十三而一，即第二返之本。加一万四千，又以十乘之，十三而一，即初持之本。并五返之钱以减之，即利也。



译文


现有人带钱去蜀地经商，利润是[image: ]
 。第1次返家，带回14000钱；第2次返家，带回13000钱；第3次返家，带回12000钱；第4次返家，带回11000钱；最后1次返家，带回10000钱。第5次后，成本和利润正好全部返回。问：原本带钱和利润各是多少？

答：成本[image: ]
 钱，利润[image: ]
 钱。

解法：假令成本30000钱，不足[image: ]
 钱；假令成本40000钱，盈余[image: ]
 钱。（刘徽注：假令成本是30000钱，加上利润为39000钱；减去第1次返家带回的钱，余数加上利润为32500钱；减去第2次返家带回的钱，余数加上利润为25350钱；减去第3次返家带回的钱，余数加上利润为17355钱；减去第4次返家带回的钱，余数加上利润为[image: ]
 钱；减去第5次返家带回的钱，即10000钱，不足[image: ]
 钱。若成本是40000钱，加上利润为52000钱；减去第1次返家带回的钱，余数加上利润为49400钱；减去第2次返家带回的钱，余数加上利润为47320钱；减去第3次返家带回的钱，余数加上利润为45916钱；减去第4次返家带回的钱，余数加上利润为[image: ]
 钱；减去第5次返家带回的钱，即10000钱，盈余[image: ]
 钱。所以称为盈。另一种解法：列出最后1次返家带回的10000钱，乘以10，除以13即为最后1次带的成本。加11000钱，又乘以10，除以13，即为第4次带的成本。加12000钱，乘以10，除以13，即为第3次带的成本。加13000钱，又乘以10，除以13，即为第2次带的成本。加14000钱，又乘以10，除以13，即为第1次带的成本。将5次返家带回的钱相加，减去成本，就是利润。）

今有垣厚五尺，两鼠对穿。大鼠日一尺，小鼠亦日一尺。大鼠日自倍，小鼠日自半。问：几何日相逢？各穿几何？

答曰：二日一十七分日之二。大鼠穿三尺四寸十七分寸之一十二，小鼠穿一尺五寸十七分寸之五。

术曰：假令二日，不足五寸；令之三日，有余三尺七寸半。大鼠日倍，二日合穿三尺；小鼠日自半，合穿一尺五寸；并大鼠所穿，合四尺五寸。课于垣厚五尺，是为不足五寸。令之三日，大鼠穿得七尺，小鼠穿得一尺七寸半。并之，以减垣厚五尺，有余三尺七寸半。以盈不足术求之，即得。以后一日所穿乘日分子，如日分母而一，即各得日分子之中所穿。故各增二日定穿，即合所问也。



译文


现有墙厚5尺，两只老鼠相对穿洞。大鼠第1日穿1尺，小鼠第1日也是穿1尺。大鼠每日加倍，小鼠每日减半。问：几日相遇？相遇时各穿了多少？

答：[image: ]
 日相遇。相遇时大鼠穿了3尺[image: ]
 寸，小鼠穿了1尺[image: ]
 寸。

解法：假令2日相遇，不足5寸；假令3日相遇，盈余3尺[image: ]
 寸。（刘徽注：大鼠每日加倍，2日应当穿3尺；小鼠每日减半，应当穿1尺5寸；加大鼠穿的墙，为4尺5寸。与墙厚5尺相比，不足5寸。假令3日相遇，大鼠穿7尺，小鼠穿1尺[image: ]
 寸。将它们相加，减墙厚5尺，盈余3尺[image: ]
 寸。用盈不足法则求解，即可得到相遇日数。用最后1日所穿的长度乘该日的分子，除以分母，分别得到该日的分子中各自所穿的长度。所以分别增加2日所穿的长度，即可解答问题。）



卷第八　方程


方程
 以御错糅正负
 
[1]



今有上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗；上禾二秉，中禾三秉，下禾一秉，实三十四斗；上禾一秉，中禾二秉，下禾三秉，实二十六斗。问：上、中、下禾实一秉各几何？

答曰：上禾一秉九斗四分斗之一。中禾一秉四斗四分斗之一，下禾一秉二斗四分斗之三。

方程程，课程也。群物总杂，各列有数，总言其实。令每行为率，二物者再程，三物者三程，皆如物数程之。并列为行，故谓之方程。行之左右无所同存，且为有所据而言耳。此都术也，以空言难晓，故特系之禾以决之。又列中、左行如右行也。
 术曰
[2]

 ：置上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗于右方。中、左禾列如右方。以右行上禾遍乘中行，而以直除。为术之意，令少行减多行，返覆相减，则头位必先尽。上无一位，则此行亦阙一物矣。然而举率以相减，不害余数之课也。若消去头位，则下去一物之实。如是叠令左右行相减，审其正负，则可得而知。先令右行上禾乘中行，为齐同之意。为齐同者，谓中行直减右行也。从简易虽不言齐同，以齐同之意观之，其义然矣。
 又乘其次，亦以直除。复去左行首。
 然以中行中禾不尽者遍乘左行，而以直除。亦令两行相去行之中禾也。
 左方下禾不尽者，上为法，下为实。实即下禾之实
[3]

 。上、中禾皆去，故余数是下禾实，非但一秉。欲约众秉之实，当以禾秉数为法。列此，以下禾之秉数乘两行，以直除，则下禾之位皆决矣。各以其余一位之秉除其下实。即计数矣用算繁而不省。所以别为法，约也。然犹不如自用其旧。广异法也。
 求中禾，以法乘中行下实，而除下禾之实。此谓中两禾实，下禾一秉实数先见，将中秉求中禾，其列实以减下实。而左方下禾虽去一，以法为母，于率不通。故先以法乘，其通而同之。俱令法为母，而除下禾实。以下禾先见之实令乘下禾秉数，即得下禾一位之列实。减于下实，则其数是中禾之实也。
 余，如中禾秉数而一，即中禾之实
[4]

 。余，中禾一位之实也。故以一位秉数约之，乃得一秉之实也。
 求上禾，亦以法乘右行下实，而除下禾、中禾之实。此右行三禾共实，合三位之实。故以二位秉数约之，乃得一秉之实。今中、下禾之实其数并见，令乘右行之禾秉以减之。故亦如前各求列实，以减下实也。
 余，如上禾秉数而一，即上禾之实
[5]

 。实皆如法，各得一斗
[6]

 。三实同用，不满法者，以法命之。母、实皆当约之。



注释



[1]
 　糅：混杂。


[2]
 　计算过程按照线性方程中的矩阵运算，过程如下：[image: ]
 。


[3]
 　下等禾的实：99。


[4]
 　中等禾的实：[image: ]
 。


[5]
 　上等禾的实：[image: ]
 。


[6]
 　实皆如法，各得一斗：分别除以除数，得到每等禾1捆的斗数。下等禾的斗数：[image: ]
 ，中等禾的斗数：[image: ]
 ，下等禾的斗数：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


方程（刘徽注：用来处理错杂的正负数问题。）

现有上等禾3捆，中等禾2捆，下等禾1捆，共有实39斗；上等禾2捆，中等禾3捆，下等禾1捆，共有实34斗；上等禾1捆，中等禾2捆，下等禾3捆，共有实26斗。问：上、中、下等禾每捆的实各是多少？

答：上等禾每捆[image: ]
 斗，中等禾每捆[image: ]
 斗，下等禾每捆[image: ]
 斗。

方程（刘徽注：程，就是比较。众多物品混杂，各列都有数，总体表示为实。令每行作为1组率，2种物品作2次比较，3种物品作3次比较，有几种物品就作几次比较。将各列并排成行，称为方程。每行的左右行不能有同存关系，并且都是根据已知列出。这是普遍运用的法则，因避免空谈难以使人理解，所以特意举禾的例子来解决。又按照右行列出的方法，列出中、左行。）法则：列出上等禾3捆，中等禾2捆，下等禾1捆，共有实39斗在右行。按照右行的列出方式继续列出中、左行。用右行的上等禾捆数遍乘中行，再依次减去右行相对应的各数。（刘徽注：本法则的意思是，令数值大的行减去数值小的行，反复相减，首项必定先被减尽。这行缺少了1位，也就等于缺少了1种物品。但都是使率在互相减，不影响余数的比较。如果消去首项，那么接下来也要消去这种物品的实。就这样反复使左右行相减，考察实的正负情况，则可判断是否继续相减。先令右行上等禾的捆数乘中行，具有齐同的意义。齐同，这里是指中行减去右行对应的各数。为了简易即使不说是齐同，也是用齐同的意义思考，就可以明白了。）又用右行的上等禾捆数乘下一行，也依次减去右行相对应的各数。（刘徽注：也消去首项。）然后用中行的未减尽的中等禾捆数遍乘左行，依次减去中行对应的各数。（刘徽注：也令两行相减消去中等禾。）左行未减尽的下等禾，上面的捆数作为除数，下面的实作为被除数。被除数就是下等禾的实。（刘徽注：左行的上、中等禾都已被消去，所以余数就是下等禾的实，但不是1捆的实。想要约多捆的实，应当用禾的捆数作为除数。列出这行，用下等禾的捆数乘另两行，依次减去左行，则这两行下等禾位置上的数被消去。用每行其余的一种禾的捆数除下面的实。统计计算次数，运算烦琐不节省。所以为了简约，使用别的方法。但还是不如用旧法好。不过可以广泛扩充解题方法。）求中等禾的实，用上面的除数乘中行下面的实，再减去下等禾的实。（刘徽注：也就是，中、下等两种禾的实的总和，下等禾1捆的实为已知，从中等禾的捆数求中等禾的实，就要从列实中减去下等禾的实。虽然可减去左行下等禾1捆的实，以捆数作为分母，但是率不相通。所以先用捆数乘中行，使它们相通而相同。都令捆数作为分母，减去下等禾的实。以左行下等禾1捆的实乘中行下等禾的捆数，即得下等禾一种物品的列实。减中行下面的实，余数是中等禾的实。）余数，除以中等禾的捆数，即为中等禾的实。（刘徽注：余数，为中等禾一种物品的实。所以用它的捆数约简，得到1捆的实。）求上等禾的实，也是用除数乘右行下面的实，再减去下等禾、中等禾的实。（刘徽注：这里右行三种禾的总实，是三种物品的实的总和。所以消去两种物品的捆数，得到1捆的实。现中、下等禾的实都已得出，使它们乘右行相对应的捆数，减下面的实。所以如同前面分别求列实，减下面的实一样。）余数，除以上等禾的捆数，即为上等禾的实。分别除以除数，得到每等禾1捆的斗数。（刘徽注：三个实同时使用，除不尽就用除数作为分母用分数表示。分母、分子都应当约简。）

今有上禾七秉，损实一斗，益之下禾二秉，而实一十斗；下禾八秉，益实一斗，与上禾二秉，而实一十斗。问：上、下禾实一秉各几何？

答曰：上禾一秉实一斗五十二分斗之一十八，下禾一秉实五十二分斗之四十一。

术曰：如方程
[1]

 。损之曰益，益之曰损。问者之辞虽
[2]

 ？今按：实云上禾七秉，下禾二秉，实一十一斗；上禾二秉，下禾八秉，实九斗也。“损之曰益”，言损一斗，余当一十斗。今欲全其实，当加所损也。“益之曰损”，言益实以一斗，乃满一十斗。今欲知本实，当减所加，即得也。
 损实一斗者，其实过一十斗也；益实一斗者，其实不满一十斗也。重谕损益数者，各以损益之数损益之也。



注释



[1]
 　列出方程为：[image: ]
 。


[2]
 　虽：通“谁”，意为“何”。[image: 0001-01]



译文


现有上等禾7捆，它的实减损1斗，增益到下等禾2捆上，得到总实10斗；下等禾8捆，它的实增益1斗，加上等禾2捆，得到总实10斗。问：上、下等禾1捆的实各是多少？

答：上等禾1捆的实是[image: ]
 斗，下等禾1捆的实是[image: ]
 斗。

解法：参照方程法则。减损的量需要在别处增益，增益的量需要在别处减损。（刘徽注：问题是什么意思？实际是说上等禾7捆，下等禾2捆，总实是11斗；上等禾2捆，下等禾8捆，总实是9斗。“减损的量需要在别处增益”，是说减损1斗，余数是10斗。现在想要求原先的实，应当加上所减损的。“增益的量需要在别处减损”，是说实增益1斗，才满10斗。现在想要求原先的实，应当减去增益的，即可得到。）减损实1斗的，它原本的实超过10斗；增益1斗的，它原本的实不满10斗。（刘徽注：再次说明减损增益的数量，是强调分别减损增益对应的数。）

今有上禾二秉，中禾三秉，下禾四秉，实皆不满斗。上取中、中取下、下取上各一秉而实满斗。问：上、中、下禾实一秉各几何？

答曰：上禾一秉实二十五分斗之九，中禾一秉实二十五分斗之七，下禾一秉实二十五分斗之四。

术曰：如方程
[1]

 。各置所取。置上禾二秉为右行之上，中禾三秉为中行之中，下禾四秉为左行之下，所取一秉及实一斗各从其位。诸行相借取之物皆依此例。
 以正负术入之。

正负术曰：今两算得失相反，要令正负以名之。正算赤，负算黑，否则以斜正为异。方程自有赤、黑相取，法、实数相推求之术，而其并减之势不得广通，故使赤、黑相消夺之，于算或减或益。同行异位殊为二品，各有并、减之差见于下焉。著此二条，特系之禾以成此二条之意。故赤、黑相杂足以定上下之程，减、益虽殊足以通左右之数，差、实虽分足以应同异之率。然则其正无入以负之，负无入以正之，其率不妄也。
 同名相除，此谓以赤除赤，以黑除黑，行求相减者，为去头位也。然则头位同名者，当用此条，头位异名者，当用下条。
 异名相益，益行减行，当各以其类矣。其异名者，非其类也。非其类者，犹无对也，非所得减也。故赤用黑对则除，黑；无对则除，黑；黑用赤对则除，赤；无对则除，赤；赤黑并于本数。此为相益之，皆所以为消夺。消夺之与减益成一实也。术本取要，必除行首。至于他位，不嫌多少，故或令相减，或令相并，理无同异而一也。
 正无入负之，负无入正之。无入，为无对也。无所得减，则使消夺者居位也。其当以列实或减下实，而行中正负杂者亦用此条。此条者，同名减实，异名益实，正无入负之，负无入正之也。
 其异名相除，同名相益，正无入正之，负无入负之。此条“异名相除”为例，故亦与上条互取。凡正负所以记其同异，使二品互相取而已矣。言负者未必负于少，言正者未必正于多。故每一行之中虽复赤黑异算无伤。然则可得使头位常相与异名。此条之实兼通矣，遂以二条返覆一率。观其每与上下互相取位，则随算而言耳，犹一术也。又，本设诸行，欲因成数以相去耳。故其多少无限，令上下相命而已。若以正负相减，如数有旧增法者，每行可均之，不但数物左右之也。



注释



[1]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有上等禾2捆，中等禾3捆，下等禾4捆，它们的实都不满1斗。如果上等禾取中等禾1捆，中等禾取下等禾1捆，下等禾取上等禾1捆，它们的实都可以满1斗。问：上、中、下等禾1捆的实各是多少？

答：上等禾1捆的实是[image: ]
 斗，中等禾1捆的实是[image: ]
 斗，下等禾1捆的实是[image: ]
 斗。

解法：如同方程法则。分别列出所取的数。（刘徽注：列出上等禾2捆在右行首位，中等禾3捆在中行中位，下等禾4捆在左行末位，所取数1捆和实1斗各在其位。各行如果有借取的数都按照此例。）按正负法则求解。

正负法则：（刘徽注：现两个算筹得失相反，用正负来表示。正算筹为红，负算筹为黑，另外也可以用斜正来区别。方程有红、黑算筹相取，除数、被除数相推求的法则。而相加减的态势不能相通，所以使红、黑算筹相消转化，计算中有时是减法，有时是加法。它们在同一行不同的位置，即为不同种的物品，分别有加、减，计算结果列于下方。著这二条法则，特意用禾为例来阐述法则的意义。所以红、黑算筹相混杂却足以确定上下的比较，减、加方法虽然不同却足以使左右之数相通，差、实虽然有分别却足以应对正负不同的率。那么空减去正数结果为负数，空减去负数结果为正数，计算方法不会错。）同号的两数相减，则算筹相减，（刘徽注：这就是红算筹减去红算筹，黑算筹减去黑算筹，两行相减的原因，是为了消去首项。那么首项同号的情况，应当用这条，首项异号的情况，应当用下条。）异号的两数相减，则算筹相加，（刘徽注：两行相加或相减，应当分别根据它们的情况。两个数异号，就不是同类。不是同类，犹如没有对应的数，就不可以相减。所以红算筹用黑算筹作对应的数，余数取黑算筹；没有对应的数，余数也取黑算筹；黑算筹用红算筹作对应的数，余数取红算筹；没有对应的数，余数也取红算筹；红黑算筹相加用原本算筹的颜色表示。这就是相加，都是为了相消转化。相消转化与加减运算成为实。法则的根本是取要点，先消去行首项。至于其他位，不论多少，所以有时相减，有时相加，道理皆相同。）空减去正数结果为负数，空减去负数结果为正数。（刘徽注：无入，就是没有对应的数。没有所被减的数，就令减数处于这个位置。应当以下方的实减去列实，而一行中正负号混杂的情况也用这条处理。这条，就是同号减实，异号加实，空减去正数得负数，空减去负数得正数。）异号的两数相加，则算筹相减，同号的两数相加，则算筹相加，空加上正数结果为正数，空加上负数结果为负数。（刘徽注：这条以“异号的两数相加，则算筹相减”为例，所以也与上条可以互相转化。凡是正负记它们同号异号，为了使它们互相转化。负数的算筹未必少，正数的算筹未必多。所以每行中即使红、黑算筹反复变化符号也不会有影响。那么可以令首项取不同的符号。这条就可以与另一条相通，于是二条为反复是一种算法。观察它们每与上下互相取的符号，是根据运算得出的，犹如法则。又设各行，想要根据已知的数相消。所以无论行数有多少，令上下位相除。如果用正负数相减，如数中有原先的除数的叠加，则每行可以自行消减，不仅仅是左右行的数相消。）

今有上禾五秉，损实一斗一升，当下禾七秉；上禾七秉，损实二斗五升，当下禾五秉。问：上、下禾实一秉各几何？

答曰：上禾一秉五升，下禾一秉二升。

术曰：如方程
[1]

 。置上禾五秉正，下禾七秉负，损实一斗一升正。言上禾五秉之实多，减其一斗一升，余，是与下禾七秉相当数也。故互其算，令相折除，以一斗一升为差。为差者，上禾之余实也。
 次置上禾七秉正，下禾五秉负，损实二斗五升正。以正负术入之。按：正负之术，本设列行，物程之数不限多少，必令与实上、下相次，而以每行各自为率。然而或减或益，同行异位，殊为二品，各自并、减，之差见于下也。


今有上禾六秉，损实一斗八升，当下禾一十秉；下禾一十五秉，损实五升，当上禾五秉。问：上、下禾实一秉各几何？

答曰：上禾一秉实八升，下禾一秉实三升。

术曰：如方程
[2]

 。置上禾六秉正，下禾一十秉负，损实一斗八升正。次，上禾五秉负，下禾一十五秉正，损实五升正。以正负术入之。言上禾六秉之实多，减损其一斗八升，余，是与下禾十秉相当之数。故亦互其算，而以一斗八升为差实。差实者，上禾之余实。


今有上禾三秉，益实六斗，当下禾一十秉；下禾五秉，益实一斗，当上禾二秉。问：上、下禾实一秉各几何？

答曰：上禾一秉实八斗，下禾一秉实三斗。

术曰：如方程
[3]

 。置上禾三秉正，下禾一十秉负，益实六斗负。次置上禾二秉负，下禾五秉正，益实一斗负。以正负术入之。言上禾三秉之实少，益其六斗，然后于下禾十秉相当也。故亦互其算，而以六斗为差实。差实者，下禾之余实。



注释



[1]
 　列出方程为：[image: ]
 。


[2]
 　列出方程为：[image: ]
 。


[3]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有上等禾5捆，它的实减损1斗1升，相当于下等禾7捆；上等禾7捆，它的实减损2斗5升，相当于下等禾5捆。问：上、下等禾1捆的实各是多少？

答：上等禾1捆的实是5升，下等禾1捆的实是2升。

解法：如同方程法则。列出上等禾5捆，正数，下等禾7捆，负数，减损的实是1斗1升，正数。（刘徽注：这里说上等禾5捆的实多，减去1斗1升，余数，是与下等禾7捆相当的数。所以互换算数，使它们可以相消，以1斗1升作为差。这里的差，就是上等禾的剩余的实。）再列出上等禾7捆，正数，下等禾5捆，负数，减损的实是2斗5升，正数。用正负法则解答。（刘徽注：正负法则，本来设置了列和行，物品数不限数量，但必须与实上下排列，每行各自为率。然而有时相减有时相加，同行不同位置表示不同的物品，各自加、减，它们的差列于下方。）

现有上等禾6捆，它的实减损1斗8升，相当于下等禾10捆；下等禾15捆，它的实减损5升，相当于上等禾5捆。问：上、下等禾1捆的实各是多少？

答：上等禾1捆的实是8升，下等禾1捆的实是3升。

解法：如同方程法则。列出上等禾6捆，正数，下等禾10捆，负数，减损的实是1斗8升，正数。再列出上等禾5捆，负数，下等禾15捆，正数，减损的实是5升，正数。用正负法则解答。（刘徽注：这里说上等禾6捆的实多，减损1斗8升，余数，是与下等禾10捆相当的数。所以互换算数，而以1斗8升作为差实。差实就是上等禾的剩余的实。）

现有上等禾3捆，它的实增益6斗，相当于下等禾10捆；下等禾5捆，它的实增益1斗，相当于上等禾2捆。问：上、下等禾1捆的实各是多少？

答：上等禾1捆的实是8斗，下等禾1捆的实是3斗。

解法：如同方程法则。列出上等禾3捆，正数，下等禾10捆，负数，增益的实是6斗，负数。再列出上等禾2捆，负数，下等禾5捆，正数，增益的实是1斗，负数。用正负法则解答。（刘徽注：这里说上等禾3捆的实少，增加6斗，得到与下等禾10捆相当的数。所以互换算数，而以6斗作为差实。差实就是下等禾的剩余的实。）

今有牛五，羊二，直金十两；牛二，羊五，直金八两。问：牛、羊各直金几何？

答曰：牛一直金一两二十一分两之一十三，羊一直金二十一分两之二十。

术曰：如方程
[1]

 。假令为同齐，头位为牛，当相乘。右行定，更置牛十，羊四，直金二十两；左行牛十，羊二十五，直金四十两。牛数等同，金多二十两者，羊差二十一使之然也。以少行减多行，则牛数尽，惟羊与直金之数见，可得而知也。以小推大，虽四、五行不异也。



注释



[1]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有牛5头，羊2只，价值金10两；牛2头，羊5只，价值金8两。问：牛、羊各价值金多少两？

答：牛1头价值金[image: ]
 两，羊1只价值金[image: ]
 两。

解法：如同方程法则。（刘徽注：假令运用齐同法则，两行的首项为牛，应当互乘。于是右行确定，又列出牛10，羊4，值金20两；左行牛10，羊25，值金40两。牛数相等，金多20两的原因，是羊多了21只。用数值多的行减去数值少的行，则牛数被减尽，只剩下羊数和金数，由此可以得知羊值的金数。以少推多，即使是四、行也不会有什么差异。）

今有卖牛二、羊五，以买一十三豕，有余钱一千；卖牛三、豕三，以买九羊，钱适足；卖六羊，八豕，以买五牛，钱不足六百。问：牛、羊、豕价各几何？

答曰：牛价一千二百，羊价五百，豕价三百。

术曰：如方程
[1]

 。置牛二、羊五正，豕一十三负，余钱数正；次，牛三正，羊九负，豕三正；次，五牛负，六羊正，八豕正，不足钱负。以正负术入之。此中行买、卖相折，钱适足，故但互买卖算而已。故下无钱直也。设欲以此行如方程法，先令二牛遍乘中行，而以右行直除之。是故终于下实虚缺矣。故注曰“正无实负，负无实正”，方为类也。方将以别实加适足之数与实物作实。盈不足章黄金白银与此相当。“假令黄金九，白银一十一，称之重适等。交易其一，金轻十三两。问：金、银一枚各重几何？”与此同。



注释



[1]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现卖牛2头、羊5只，买猪13头，余下1000钱；卖牛3头、猪3头，买羊9只，钱正好足够；卖羊6只、猪8头，买牛5头，不足600钱。问：牛、羊、猪各多少钱？

答：牛价格1200，羊价格500，猪价格300。

解法：如同方程法则。列出牛2、羊5，正数，猪13，负数，余钱正数；再列出牛3，正数，羊9，负数，猪3，正数；再列出牛5，负数，羊6，正数，猪8，正数，不足钱负数。用正负法则。（刘徽注：这里中行的买、卖相抵，钱正好足够，所以只互换买卖钱数就可。则下方没有钱数。要想设这行如同法则，先令牛2遍乘中行，再减去右行。这时下方出现虚缺。所以注说“空减去正数得负数，空减去负数得正数”，解决了这类问题。用别行的实加适足的数，用实物作实。盈不足章里黄金白银的问题与此题相似。“假令黄金9枚，白银11枚，称它们的重量相等。交换1枚，金的重量轻13两。问：金、银1枚各重多少？”与此题同理。）

今有五雀六燕，集称之衡，雀俱重，燕俱轻。一雀一燕交而处，衡适平。并雀、燕重一斤。问：雀、燕一枚各重几何？

答曰：雀重一两一十九分两之一十三，燕重一两一十九分两之五。

术曰：如方程
[1]

 。交易质之，各重八两。此四雀一燕与一雀五燕衡适平，并重一斤，故各八两。列两行程数。左行头位其数有一者，令右行遍除。亦可令于左行而取其法、实于左。左行数多，以右行取其数。左头位减尽，中、下位算当燕与实。右行不动，左上空。中法，下实，即每枚当重宜可知也。按：此四雀一燕与一雀五燕其重等，是三雀四燕重相当。雀率重四，燕率重三也。诸再程之率皆可异术求也，即其数也。



注释



[1]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有5只麻雀，6只燕子，集合起来用衡称量，麻雀总体较重，燕子总体较轻。1只麻雀和1只燕子交换，衡正好平。麻雀和燕子的重量相加正好1斤。问：麻雀、燕子1只各重多少？

答：麻雀重[image: ]
 两，燕子[image: ]
 两。

解法：如同方程法则。交换后称量，麻雀、燕子各重8两。（刘徽注：这里4只麻雀、1只燕子与1只麻雀、5只燕子重量相等，共重1斤，所以各8两。列出两行方程数。左行首项数为1，使右行减去左行。也可以令左行与右行对减后，取法、实在左行。左行数值大，就以左行减去右行。左行首项减尽，中、下位应当是燕子数和实。右行不动，左行上位空。中位作为除数，下位作为被除数，即每只燕子的重量可知。4只麻雀、1只燕子与1只麻雀、5只燕子重量相等，即3只麻雀、4只燕子重量相当。麻雀重率4，燕子重率3。求多种率都可以用特定方法求解，得到数值。）

今有甲、乙二人持钱不知其数。甲得乙半而钱五十，乙得甲太半而亦钱五十。问：甲、乙持钱各几何？

答曰：甲持三十七钱半，乙持二十五钱。

术曰：如方程
[1]

 。损益之。此问者言一甲、半乙而五十，太半甲、一乙亦五十也。各以分母乘其全，纳子。行定：二甲，一乙而钱一百；二甲，三乙而钱一百五十。于是乃如方程。诸物有分者放此。


今有二马、一牛价过一万，如半马之价；一马、二牛价不满一万，如半牛之价。问：牛、马价各几何？

答曰：马价五千四百五十四钱一十一分钱之六，牛价一千八百一十八钱一十一分钱之二。

术曰：如方程
[2]

 。损益之。此一马半与一牛价直一万也，二牛半与一马亦直一万也。“一马半与一牛直钱一万”，通分纳子，右行为三马、二牛，直钱二万。“二牛半与一马直钱一万”，通分纳子，左行为二马、五牛，直钱二万也。



注释



[1]
 　列出方程为：[image: ]
 。


[2]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现甲、乙二人带钱但不知道具体是多少。如果甲得到乙的[image: ]
 ，则总共50钱，如果乙得到甲的[image: ]
 ，也总共50钱。问：甲、乙各带钱多少？

答：甲带[image: ]
 钱，乙带25钱。

解法：如同方程法则。做减损增益处理。（刘徽注：题目说甲钱加[image: ]
 乙钱得50钱；[image: ]
 甲钱加乙钱也得50钱。分别用分母乘整数部分，并入分子。确定行内数值：2甲，1乙共有100钱；2甲、3乙共有150钱。于是用方程法则求解。物品有分数的情况都仿照此题。）

现有2匹马、1头牛价值超过10000，超出的部分如马价值的[image: ]
 ；1匹马、2头牛价值不满10000，不满的部分如牛价值的[image: ]
 。问：牛、马价值各是多少？

答：马价值[image: ]
 钱，牛价值[image: ]
 钱。

解法：如同方程法则。做减损增益处理。（刘徽注：这里[image: ]
 匹马和1头牛的总共价值10000钱。[image: ]
 头牛和1匹马的总共价值也是10000钱。“[image: ]
 匹马和1头牛的总共价值10000钱”，通分纳入分子，右行是：3马、2牛、值20000钱。“[image: ]
 头牛和1匹马的总共价值是10000钱”，通分纳入分子，左行是：2马、5牛、值20000钱。）

今有武马一匹
[1]

 ，中马二匹，下马三匹，皆载四十石至坂
[2]

 ，皆不能上。武马借中马一匹，中马借下马一匹，下马借武马一匹，乃皆上。问：武、中、下马一匹各力引几何？

答曰：武马一匹力引二十二石七分石之六，中马一匹力引一十七石七分石之一，下马一匹力引五石七分石之五。

术曰：如方程
[3]

 。各置所借，以正负术入之。


注释



[1]
 　武马：上等马。


[2]
 　坂：山坡。


[3]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有上等马1匹，中等马2匹，下等马3匹，都载物40石至山坡，都不能上。上等马借中等马1匹，中等马借下等马1匹，下等马借上等马1匹，都能上。问：上、中、下等马1匹的力量各能拉多重的物品？

答：上等马1匹能拉[image: ]
 石，中等马1匹能拉[image: ]
 石，下等马1匹能拉[image: ]
 石。

解法：如同方程法则。分别列出所借的马，用正负法则计算。

今有五家共井，甲二绠不足
[1]

 ，如乙一绠；乙三绠不足，以丙一绠；丙四绠不足，以丁一绠；丁五绠不足，以戊一绠；戊六绠不足，以甲一绠。如各得所不足一绠，皆逮
[2]

 。问：井深、绠长各几何？

答曰：井深七丈二尺一寸，甲绠长二丈六尺五寸，乙绠长一丈九尺一寸，丙绠长一丈四尺八寸，丁绠长一丈二尺九寸，戊绠长七尺六寸。

术曰：如方程
[3]

 。以正负术入之。此率初如方程为之，名各一逮井。其后，法得七百二十一，实七十六，是为七百二十一绠而七十六逮井，并用逮之数。以法除实者，而戊一绠逮井之数定，逮七百二十一分之七十六。是故七百二十一为井深，七十六为戊绠之长，举率以言之。



注释



[1]
 　绠：汲水用的绳子。


[2]
 　逮dài：到，及。


[3]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现五家共用一口井，甲家的2根汲水绳连起来不足井的深度，但和乙家的汲水绳一样长；乙家的3根汲水绳连起来不足井的深度，但和丙家的汲水绳一样长；丙家的4根汲水绳连起来不足井的深度，但和丁家的汲水绳一样长；丁家的5根汲水绳连起来不足井的深度，但和戊家的汲水绳一样长；戊家的6根汲水绳连起来不足井的深度，但和甲家的汲水绳一样长。如果每家取得各自不足的那部分汲水绳，连起来都可达到井的深度。问：井深和各家的汲水绳长度是多少？

答：井深7丈2尺1寸，甲家绳长2丈6尺5寸，乙家绳长1丈9尺1寸，丙家绳长1丈4尺8寸，丁家绳长1丈2尺9寸，戊家绳长7尺6寸。

解法：如同方程法则。运用正负法则。（刘徽注：首先按照分别达到井的深度列出方程。然后得出除数721，被除数76，即721根戊家的汲水绳达到76口井的深度，这是使76口井的深度相加。用被除数除以除数，得到戊家汲水绳的长度，达到了井深度的[image: ]
 。所以721为井深，76为戊家的汲水绳长度，这是用率来表示。）

今有白禾二步，青禾三步，黄禾四步，黑禾五步，实各不满斗。白取青、黄，青取黄、黑，黄取黑、白，黑取白、青，各一步，而实满斗。问：白、青、黄、黑禾实一步各几何？

答曰：白禾一步实一百一十一分斗之三十三，青禾一步实一百一十一分斗之二十八，黄禾一步实一百一十一分斗之一十七，黑禾一步实一百一十一分斗之一十。

术曰：如方程
[1]

 。各置所取，以正负术入之。

今有甲禾二秉，乙禾三秉，丙禾四秉，重皆过于石。甲二重如乙一，乙三重如丙一，丙四重如甲一。问：甲、乙、丙禾一秉各重几何？

答曰：甲禾一秉重二十三分石之一十七，乙禾一秉重二十三分石之一十一，丙禾一秉重二十三分石之一十。

术曰：如方程
[2]

 。置重过于石之物为负。此问者言甲禾二秉之重过于一石也。其过者何云？如乙一秉重矣。互其算，令相折除，而一以石为之差实。差实者，如甲禾余实。故置算相与同也。
 以正负术入之。此入，头位异名相除者，正无入正之，负无入负之也。


今有令一人
[3]

 ，吏五人，从者一十人，食鸡一十；令一十人，吏一人，从者五人，食鸡八；令五人，吏一十人，从者一人，食鸡六。问：令、吏、从者食鸡各几何？

答曰：令一人食一百二十二分鸡之四十五，吏一人食一百二十二分鸡之四十一，从者一人食一百二十二分鸡之九十七。

术曰：如方程
[4]

 。以正负术入之。

今有五羊，四犬，三鸡，二兔，直钱一千四百九十六；四羊，二犬，六鸡，三兔，直钱一千一百七十五；三羊，一犬，七鸡，五兔，直钱九百五十八；二羊，三犬，五鸡，一兔，直钱八百六十一。问：羊、犬、鸡、兔价各几何？

答曰：羊价一百七十七，犬价一百二十一，鸡价二十三，兔价二十九。

术曰：如方程
[5]

 。以正负术入之。


注释



[1]
 　列出方程为：[image: ]
 。


[2]
 　列出方程为：[image: ]
 。


[3]
 　令：县令。


[4]
 　列出方程为：[image: ]
 。


[5]
 　列出方程为：[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现有白禾2步，青禾3步，黄禾4步，黑禾5步，它们的实都不满1斗。白禾取青禾、黄禾各1步，青禾取黄禾、黑禾各1步，黄禾取黑禾、白禾各1步，黑禾取白禾、青禾各1步，它们的实都满1斗。问：白、青、黄、黑禾1步的实各是多少？

答：白禾[image: ]
 斗，青禾[image: ]
 斗，黄禾[image: ]
 斗，黑禾[image: ]
 斗。

解法：如同方程法则。分别列出所取的数。用正负法则求解。

现有甲等禾2捆，乙等禾3捆，丙等禾4捆，它们的重量都超过1石。2捆甲等禾超过1石的重量和1捆乙等禾的重量相等，3捆乙等禾超过1石的重量和1捆丙等禾的重量相等，4捆丙等禾超过1石的重量和1捆甲等禾的重量相等。问：甲、乙、丙等禾1捆各重多少？

答：甲等禾1捆重[image: ]
 石，乙等禾1捆重[image: ]
 石，丙等禾1捆重[image: ]
 石。

解法：如同方程法则。列出重量超过1石的物品为负数。（刘徽注：本题说2捆甲等禾超过1石。超过了多少？和1捆乙等禾的重量相等。互换算数，互相抵消，以1石作为差实。差实，同甲等禾余下的实。所以列出的算数相同。）运用正负法则。（刘徽注：在这里纳入，首项异号数值相减，正数加空得到正数，负数加空得到负数。）

现有县令1人，官吏5人，随从10人，共吃鸡10只；县令10人，官吏1人，随从5人，共吃鸡8只；县令5人，官吏10人，随从1人，共吃鸡6只。问：县令、官吏、随从各吃鸡多少？

答：县令1人吃鸡[image: ]
 只，官吏1人吃鸡[image: ]
 只，随从1人吃鸡[image: ]
 只。

解法：如同方程法则。运用正负法则解答。

现有羊5只，狗4条，鸡3只，兔2只，价值1496钱；羊4只，狗2条，鸡6只，兔3只，价值1175钱；羊3只，狗1条，鸡7只，兔5只，价值958钱；羊2只，狗3条，鸡5只，兔1只，价值861钱。问：羊、狗、鸡、兔各价值多少钱？

答：羊1只价值177钱，狗1条价值121钱，鸡1只价值23钱，兔1只价值29钱。

解法：如同方程法则。运用正负法则解答。

今有麻九斗、麦七斗、菽三斗、荅二斗、黍五斗
[1]

 ，直钱一百四十；麻七斗、麦六斗、菽四斗、荅五斗、黍三斗，直钱一百二十八；麻三斗、麦五斗、菽七斗、荅六斗、黍四斗，直钱一百一十六；麻二斗、麦五斗、菽三斗、荅九斗、黍四斗，直钱一百一十二；麻一斗、麦三斗、菽二斗、荅八斗、黍五斗，直钱九十五。问：一斗直几何？

答曰：麻一斗七钱，麦一斗四钱，菽一斗三钱，荅一斗五钱，黍一斗六钱。

术曰：如方程。以正负术入之。此麻麦与均输、少广之章重衰、积分皆为大事。其拙于精理徒按本术者，或用算而布毡，方好烦而喜误，曾不知其非，反欲以多为贵。故其算也，莫不暗于设通而专于一端。至于此类，苟务其成，然或失之，不可谓要约。更有异术者，庖丁解牛，游刃理间，故能历久其刃如新。夫数，犹刃也，易简用之则动中庖丁之理。故能和神爱刃，速而寡尤。凡《九章》为大事，按法皆不尽一百算也。虽布算不多，然足以算多。世人多以方程为难，或尽布算之象在缀正负而已，未暇以论其设动无方，斯胶柱调瑟之类
[2]

 。聊复恢演，为作新术，著之于此，将亦启导疑意。网罗道精，岂传之空言？记其施用之例，著策之数，每举一隅焉。



注释



[1]
 　黍：一年生草本植物，叶线形，子实淡黄色，去皮后称黄米，比小米稍大，煮熟后有黏性。


[2]
 　瑟：古代一种弹拨乐器。用胶粘住瑟上用以调音的短木，就不能再调整音的高低缓急。比喻拘泥死板，缺少变通。[image: 0001-01]



译文


现有芝麻9斗、麦7斗、大豆3斗、小豆2斗、黄米5斗，价值140钱；芝麻7斗、麦6斗、大豆4斗、小豆5斗、黄米3斗，价值128钱；芝麻3斗、麦5斗、大豆7斗、小豆6斗、黄米4斗，价值116钱；芝麻2斗、麦5斗、大豆3斗、小豆9斗、黄米4斗，价值112钱；芝麻1斗、麦3斗、大豆2斗、小豆8斗、黄米5斗，价值95钱。问：它们1斗各值多少？

答：芝麻1斗值7钱，麦1斗值4钱，大豆1斗值3钱，小豆1斗值5钱，黄米1斗值6钱。

解法：如同方程法则。运用正负法则解答。（刘徽注：本题与均输、少广章的重衰法则、积分法则都是重要问题。那些对数理不精通只会按法则解题的人，有时布置毡毯来列算筹，计算烦琐容易出现失误，却不知这样不好，反而以作复杂计算为珍贵。所以，算法无不是暗中通达却专于某一类型的。对于一些问题，想要成功解答却造成失误，就是没有得到要领。如果有另一种解法，如庖丁解牛，刀刃在肌理间穿过，刀刃历久弥新。解决数学问题，犹如使用刀刃，本着简用原则符合庖丁解牛的道理。所以能正确自如地使用刀刃，则速度快且失误少。凡是《九章算术》中的重要问题，按照方法计算不会超过100个步骤。计算步骤不多，但足以计算复杂问题。世人普遍认为解方程很难，有人认为这只是在布列缀有正负号的算筹，没有时间去考察它的无限变换。这些都是拘泥呆板，缺少变通的表现。我稍作演算，建立新的法则，将它们记录下来，为了启发疑惑。寻求数理的精华，怎么可以只是空言？记录法则施用的例子，运算的数值，这些仅是实际运用中的一种情况而已。）


方程新术曰：以正负术入之。令左、右相减，先去下实，又转去物位，则其求一行二物正负相借者，是其相当之率。又令二物与他行互相去取，转其二物相借之数，即皆相当之率也。各据二物相当之率，对易其数，即各当之率也。更置成行及其下实，各以其物本率今有之，求其所同。并，以为法。其当相并而行中正负杂者，同名相从，异名相消，余，以为法。以下置为实。实如法，即合所问也。一物各以本率今有之，即皆合所问也。率不通者，齐之。



译文


方程新法则：运用正负法则解答。令左、右行相减，先消去下方的实，再消去一些位上的物品，则取得一行中2种物品为正负号不同的数，求得相当的率。又令2种物品与其他行互相取值，求得其他行的相当的率。分别根据2种物品的相当的率，交换位置，即为各自分别对应的率。重新列出行及下方的实，分别以它们各自的率用今有法则，求出它们同为某一种物品时的数。相加，作为除数。其中应当相加而行中正负数混杂的情况，同号相加，异号相减，余数作为除数。以下方列出的数作为被除数，被除数除以除数，所得即为一种物品的价格。每种物品分别用各自的率和今有法则计算，可以得到它们的价格。如果率中间不通达，就使它们相齐。


其一术曰：置群物通率为列衰。更置成行群物之数，各以其率乘之，并以为法。其当相并而行中正负杂者，同名相从，异名相消，余为法。以成行下实乘列衰，各自为实。实如法而一，即得。



译文


另一法则：列出每种物品的率作为列衰，再列出成行的每种物品数，分别乘以它们各自的率，所得数值相加，作为除数。其中应当相加而行中正负数混杂的情况，同号相加，异号相减，余数作为除数。以行下方的实分别乘列衰，作为被除数。被除数除以除数，即可解答。


以旧术为之
[1]

 ，凡应置五行。今欲要约。先置第三行，减以第四行，又减第五行；次置第二行，以第二行减第一行，又减第四行，去其头位；余，可半；次置右行及第二行，去其头位；次以右行去第四行头位，次以左行去第二行头位，次以第五行去第一行头位；次以第二行去第四行头位；余，可半；以右行去第二行头位，以第二行去第四行头位。余，约之为法、实。实如法而一，得六，即有黍价。以法治第二行，得荅价，右行得菽价，左行得麦价，第三行麻价。如此凡用七十七算。



注释



[1]
 　按照原先的方程法则，计算过程如下：

[image: 0330-01]


[image: 0331-01]


[image: 0332-01]


[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


用原先的方程法则求解，应该列出5行。想要运算简便，先列出第3行，减去第4行，又减第5行；再列出第2行，以第2行减第1行，又减第4行，消去首项；余下的整行，全部取半；再列出右行和第2行，消去首项；以右行消去第4行首项，再以左行消去第2行首项，再以第5行消去第1行首项；再以第2行消去第4行首项；余下的整行，全部取半；以右行消去第2行首项，以第2行消去第4行首项。余下的整行，约简后分别作为除数、被除数。被除数除以除数，得6，即为黄米的价格。用除数处理第2行，得到小豆的价格；处理右行，得到大豆的价格；处理左行，得到麦的价格；处理第3行，得到芝麻的价格。这样计算下来，共用了77步。


以新术为此
[1]

 ：先以第四行减第三行。次以第三行去右行及第二行、第四行下位。又以减左行下位，不足减乃止。次以左行减第三行下位，次以第三行去左行下位。讫，废去第三行。次以第四行去左行下位，又以减右行下位。次以右行去第二行及第四行下位。次以第二行减第四行及左行头位。次以第四行减左行菽位，不足减乃止。次以左行减第二行头位，余，可再半。次以第四行去左行及第二行头位，次以第二行去左行头位。余，约之，上得五，下得三，是菽五当荅三。次以左行去第二行菽位，又以减第四行及右行菽位，不足减乃止。次以右行减第二行头位，不足减乃止。次以第二行去右行头位，次以左行去右行头位。余，上得六，下得五，是为荅六当黍五。次以左行去右行荅位，余，约之，上为二，下为一。次以右行去第二行下位，以第二行去第四行下位，又以减左行下位。次，左行去第二行下位，余，上得三，下得四，是为麦三当菽四。次以第二行减第四行下位。次以第四行去第二行下位。余，上得四，下得七，是为麻四当麦七。是为相当之率举矣。据麻四当麦七，即麻价率七而麦价率四；又麦三当菽四，即为麦价率四而菽价率三；又菽五当荅三，即为菽价率三而荅价率五；又荅六当黍五，即为荅价率五而黍价率六；而率通矣。更置第三行，以第四行减之，余有麻一斗，菽四斗正，荅三斗负，下实四正。求其同为麻之数，以菽率三、荅率五各乘其斗数，如麻率七而一，菽得一斗七分斗之五正，荅得二斗七分斗之一负。则菽、荅化为麻。以并之，令同名相从，异名相消，余得定麻七分斗之四，以为法。置四为实，而分母乘之，实得二十八，而分子化为法矣以法除得七，即麻一斗之价。置麦率四、菽率三、荅率五、黍率六，皆以麻乘之，各自为实。以麻率七为法。所得即各为价。亦可使置本行实与物同通之，各以本率今有之，求其本率所得。并，以为法。如此，即无正负之异矣，择异同而已。



注释



[1]
 　按照新的方程法则，计算过程如下：

[image: 0335-01]


[image: 0336-01]


[image: 0337-01]
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[image: ]
 。[image: 0001-01]



译文


现用新法则计算：先以第4行减第3行。再以第3行消去右行及第2行、第4行的末项。又以第3行减左行末项，直到不足以减才停止。再以左行减第3行末项，以第3行消去左行末项。之后，废去第3行。再以第4行消去左行末项，又以第4行减右行末项。再以右行消去第2行和第4行末项。再以第2行减第4行及左行首项。再以第4行减左行大豆位置，直到不足以减才停止。再以左行减第2行首项，余下整行取半。再以第4行消去左行和第2行首项，再以第2行消去左行首项。余数约简，上方得5，下方得3，也就是大豆5相当于小豆3。再以左行消去第2行大豆位置，又以左行减第4行和右行大豆位置，直到不足以减才停止。再以右行减第2行首项，直到不足以减才停止。再以第2行消去右行首项，再以左行消去右行首项。余数，上方得6，下方得5，也就是小豆6相当于黄米5。再以左行消去右行小豆位置，余数约简，上方得2，下方得1。再以右行消去第2行末项，以第2行消去第4行末项，又以第2行减左行末项。再以左行消去第2行末项，余数，上方得3，下方得4，也就是麦3相当于大豆4。再以第2行减第4行末项。再以第4行消去第2行末项。余数，上方得4，下方得7，也就是芝麻4相当于麦7。到这里，它们的相当的率都列出了。根据芝麻4相当于麦7，即芝麻价率7而麦价率4；又麦3相当于大豆4，即麦价率4而大豆价率3；又大豆5相当于小豆3，即大豆价率3而小豆价率5；又小豆6相当于黄米5，即小豆价率5而黄米价率6；现在它们之间的率相通了。再列出第3行，以第4行减第3行，余下芝麻1斗，大豆4斗，正数；小豆3斗，负数，下方实4，正数。求它们都折算成芝麻的数，以大豆率3、小豆率5分别乘它们的斗数，除以芝麻率7，得大豆[image: ]
 斗，正数；小豆[image: ]
 斗，负数。则大豆、小豆已经化成芝麻。把它们相加，令同号相加，异号相减，余下确定芝麻[image: ]
 斗，作为除数。列出4作为被除数，以分母乘，得28，分子化为除数。被除数除以除数，得7，即芝麻1斗的价格。列出麦率4、大豆率3、小豆率5、黄米率6，都以芝麻的价格乘，分别作为被除数。以芝麻率7作为除数。计算所得为各自的价格。也可以列出本行的实和物品斗数并使它们相通，分别以本率使用今有法则，求本率对应的数。得数相加，作为除数。这样计算，没有正负数的差异，只是选择它们所化成的物品罢了。


又可以一术为之：置五行通率，为麻七、麦四、菽三、荅五、黍六，以为列衰。成行麻一斗，菽四斗正，荅三斗负，各以其率乘之，讫，令同名相从，异名相消，余为法。又置下实乘列衰，所得各为实。此可以置约法，则不复乘列衰，各以列衰为价。如此则凡用一百二十四算也。



译文


又可以用另一种解法：列出5行的通率，为芝麻7、麦4、大豆3、黄米6，作为列衰。以芝麻1斗成行，大豆4斗，正数；小豆3斗，负数，分别以它们的率乘，之后令同号相加，异号相减，余数作为除数。又列出下方的实乘列衰，所得分别作为被除数。这里被除数约简除数，不再乘列衰，分别以列衰作为价格。这样计算下来，共用了124步。



卷第九　勾股


勾股
 
[1]

 以御高深广远


今有勾三尺，股四尺，问：为弦几何？

答曰：五尺。

今有弦五尺，勾三尺，问：为股几何？

答曰：四尺。

今有股四尺，弦五尺，问：为勾几何？

答曰：三尺。

勾股短面曰勾，长面曰股，相与结角曰弦。勾短其股，股短其弦。将以施于诸率，故先具此术以见其源也。
 术曰：勾、股各自乘，并，而开方除之，即弦。勾自乘为朱方，股自乘为青方
[2]

 。令出入相补，各从其类，因就其余不移动也，合成弦方之幂。开方除之，即弦也。
 又，股自乘，以减弦自乘。其余，开方除之，即勾。臣淳风等谨按：此术以勾、股幂合成弦幂。勾方于内，则勾短于股。令股自乘，以减弦自乘，余者即勾幂也。故开方除之，即勾也。
 又，勾自乘，以减弦自乘。其余，开方除之，即股。勾、股幂合以成弦幂，令去其一，则余在者皆可得而知之。



注释



[1]
 　勾股：假设直角三角形的勾边为a
 ，股边为b
 ，弦边为c
 ，则有：a
 2
 ＋b
 2
 ＝c
 2
 。此为勾股定理。


[2]
 　勾自乘为朱方，股自乘为青方：李潢在《九章算术细草图说》中证明了出入相补原理，如图9－1。直角三角形abc
 ，勾边形成的正方形dbce
 与股边形成的正方形fgba
 出入相补，合成弦边形成的正方形ahic
 。

[image: 0345-01]
图9－1[image: 0001-01]





译文


勾股（刘徽注：用来处理高度、深度和距离的问题。）

现有直角三角形，勾3尺，股4尺，问：对应的弦是多少？

答：5尺。

现有直角三角形，弦5尺，勾3尺，问：对应的股是多少？

答：4尺。

现有直角三角形，股4尺，弦5尺，问：对应的勾是多少？

答：3尺。

勾股（刘徽注：在直角三角形中，短边为勾，长边为股，与它们分别形成角的边为弦。勾比股短，股比弦短。要将定理用于各率的问题中，因此先提出该定理以阐明来源。）定理：勾、股各自相乘，相加，作开方，即得弦。（刘徽注：勾自乘为红色方形，股自乘为青色方形。令它们按照各自的情况，盈虚出入相补，其余部分不移动，合成了以弦为边的正方形。它的面积数作开方，即为弦。）又，股自乘，以它减弦自乘，余数作开方，即为勾。（李淳风注：本定理以勾、股的幂合成弦幂。勾形成的方形在内，所以勾比股短。令股自乘，以它减弦自乘，余数即为勾幂。所以作开方，即为勾。）又，勾自乘，以它减弦自乘，余数作开方，即为股。（刘徽注：勾、股幂合成弦幂，如果去掉其中之一，就可以得知余下的那个。）

今有圆材，径二尺五寸。欲为方版
[1]

 ，令厚七寸，问：广几何？

答曰：二尺四寸。

术曰：令径二尺五寸自乘，以七寸自乘，减之。其余，开方除之，即广。此以圆径二尺五寸为弦，版厚七寸为勾，所求广为股也。


今有木长二丈，围之三尺。葛生其下
[2]

 ，缠木七周，上与木齐。问：葛长几何？

答曰：二丈九尺。

术曰：以七周乘围为股，木长为勾，为之求弦。弦者，葛之长。据围广，求纵为木长者其形葛卷裹袤。以笔管，青线宛转，有似葛之缠木。解而观之，则每周之间自有相间成勾股弦。则其间葛长，弦。七周乘围，并合众勾以为一勾；木长而股，短，术云木长谓之股，言之倒。勾与股求弦，亦无围，弦之自乘幂出上第一图
[3]

 。勾、股幂合为弦幂，明矣。然二幂之数谓倒在于弦幂之中而已，可更相表里
[4]

 ，居里者则成方幂，其居表者则成矩幂
[5]

 。二表里形讹而数均。又按：此图勾幂之矩青，卷白表，是其幂以股弦差为广，股弦并为袤，而股幂方其里。股幂之矩青，卷白表，是其幂以勾弦差为广，勾弦并为袤，而勾幂方其里。是故差之与并用除之，短、长互相乘也。



注释



[1]
 　版：同“板”。


[2]
 　葛：多年生草本植物，茎可编篮做绳，纤维可织布，块根肥大，称“葛根”。


[3]
 　图已佚。


[4]
 　表：外。里：内。


[5]
 　居里者则成方幂，其居表者则成矩幂：居于内侧的可成为正方形的幂，居于外侧的可成为曲矩形的幂。如图9－2。

[image: 0348-01]
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译文


现有圆形木材，横截面直径2尺5寸。想要制成方板，厚度7寸，问：宽是多少？

答：2尺4寸。

解法：令直径2尺5寸自乘，减去7寸自乘，余数作开方，即为宽。（刘徽注：这里以圆的直径2尺5寸为弦，板厚7寸为勾，所求宽为股。）

现有树高2丈，周长3尺。葛生长在它的根部，绕树7周，顶端与树相齐。问：葛长多少？

答：2丈9尺。

解法：以7周乘周长作为股，树高作为勾，求弦。弦，就是葛的长。（刘徽注：根据围广，求纵为树高，形为各卷裹的长。葛缠绕木，就像笔管上用青线宛转缠绕。解开观察，每周之间都分别形成勾股弦。其间葛长就是弦。7周乘周长，将众勾合成1个勾；树高作为股，但比勾短，题目说树高为股，实际上是说颠倒了。已知勾、股求弦，是不存在围的情况，弦的自乘幂出于上面第一图。勾、股幂合成弦幂，很明显。然而二幂颠倒于弦幂之中，它们可互为内外，居于内侧的可成为正方形的幂，居于外侧的可成为曲矩形的幂。两种内外情况形状不同但数值相同。此图中勾幂是青色曲矩形，卷曲在白色股幂外面，它的幂以股弦差作为宽，股弦和作为长，而股幂是居于内侧的正方形。如果股幂是青色曲矩形，卷曲在白色勾幂外面，它的幂以勾弦差作为宽，勾弦和作为长，而勾幂是居于内侧的正方形。所以，勾弦或股弦的差与和，是用其除短、长互相乘。）

今有池方一丈，葭生其中央
[1]

 ，出水一尺。引葭赴岸，适与岸齐。问：水深、葭长各几何？

答曰：水深一丈二尺，葭长一丈三尺。

术曰：半池方自乘，此以池方半之，得五尺为勾，水深为股，葭长为弦。以勾、弦见股，故令勾自乘，先见矩幂也。
 以出水一尺自乘，减之。出水者，股弦差。减此差幂于矩幂则除之。
 余，倍出水除之，即得水深。差为矩幂之广，水深是股。令此幂得出水一尺为长，故为矩而得葭长也。
 加出水数，得葭长。臣淳风等谨按：此葭本出水一尺，既见水深，故加出水尺数而得葭长也。


今有立木，系索其末，委地三尺。引索却行，去本八尺而索尽。问：索长几何？

答曰：一丈二尺六分尺之一。

术曰：以去本自乘，此以去本八尺为勾，所求索者，弦也。引而索尽、开门去阃者
[2]

 ，勾及股弦差，同一术。去本自乘者，先张矩幂。
 令如委数而一。委地者，股弦差也。以除矩幂，即是股弦并也。
 所得，加委地数而半之，即索长。子不可半者，倍其母。加差者并，则两长。故又半之。其减差者并，而半之，得木长也。


今有垣高一丈，倚木于垣，上与垣齐。引木却行一尺，其木至地。问：木长几何？

答曰：五丈五寸。

术曰：以垣高一十尺自乘，如却行尺数而一。所得，以加却行尺数而半之，即木长数。此以垣高一丈为勾，所求倚木者为弦，引却行一尺为股弦差。为术之意与系索问同也。


今有圆材埋在壁中，不知大小。以锯锯之，深一寸，锯道长一尺。问：径几何？

答曰：材径二尺六寸。

术曰：半锯道自乘，此术以锯道一尺为勾，材径为弦，锯深一寸为股弦差之一半，锯道长是半也。臣淳风等谨按：下锯深得一寸为半股弦差。注云为股弦差者，锯道也。
 如深寸而一，以深寸增之，即材径。亦以半增之。如上术，本当半之，今此皆同半，故不复半也。


今有开门去阃一尺，不合二寸。问：门广几何？

答曰：一丈一寸。

术曰：以去阃一尺自乘。所得，以不合二寸半之而一。所得，增不合之半，即得门广。此去阃一尺为勾，半门广为弦，不合二寸以半之，得一寸为股弦差。求弦，故当半之。今次以两弦为广数，故不复半之也。



注释



[1]
 　葭：初生的芦苇。


[2]
 　阃kǔn：门槛，门限。[image: 0001-01]



译文


现有池，边长1丈。芦苇生长在池中央。露出水面1尺。把芦苇拉向岸边，正好与岸相齐。问：水深、芦苇长各是多少？

答：水深1丈2尺，芦苇长1丈3尺。

解法：池的边长取半自乘，（刘徽注：这里以池的边长取半，得到5尺作为勾，水深作为股，芦苇长度作为弦。以勾、弦求股，所以令勾自乘，先求它的矩幂。）减去露出水面的1尺自乘。（刘徽注：露出水面的长度是股弦差。勾的矩幂减去股弦差的幂，再除。）余数，除以露出水面长度的2倍，即得水深。（刘徽注：股弦差为矩幂的宽，水深是股。使这个幂得出水1尺作为长，所以它作为矩而得到芦苇的长。）加上露出水面的长度，得到芦苇的长度。（李淳风注：这里芦苇露出水面1尺，已经求出水深，所以加上露出水面的长度就是芦苇的长度。）

现有直立的木柱，在顶端系一根绳索，拖到地上3尺。拉着绳索后退，离开木柱8尺绳索正好用完。问：绳索长多少？

答：1丈[image: ]
 尺。

解法：离开木柱的距离自乘，（刘徽注：这里以距离木柱的8尺作为勾，所求绳索的长度为弦。引而索尽、开门去阃的题目，都是已知勾和股弦差，使用同一解法。离开木柱的距离自乘，先求勾的矩幂。）除以拖到地上的绳索长度。（刘徽注：拖到地上的长度，就是股弦差。除勾的矩幂，即为股弦和。）所得数加拖到地上的绳索长度，取半，即为绳索的长度。（刘徽注：如果分子不能取半，就将分母加倍。股弦和加股弦差，是两个绳索长。所以取半。股弦和减去股弦差，取半，得到木柱的高。）

现有墙高1丈，一根木柱倚靠墙，顶端与墙相齐。拉着木柱后退1尺，木柱沿着墙倒地。问：木柱长多少？

答：5丈5寸。

解法：以墙高10尺自乘，除以后退的尺数。所得数加后退的尺数，取半，即为木柱长度。（刘徽注：这里以墙高1丈作为勾，所求倚靠在墙上的木柱长度作为弦，后退1尺为股弦差。题目的意义与木柱顶端系绳索问题一样。）

现有圆形木材埋在墙壁中，不知道木材的大小。用锯锯开一口，深1寸，锯道长1尺。问：木材直径是多少？

答：直径2尺6寸。

解法：锯道取半自乘，（刘徽注：此题以锯道1尺作为勾，木材直径作为弦，锯深1寸是股弦差的一半，锯道长也是一半。李淳风注：锯深1寸为股弦差的一半。注说股弦差就是锯道。）除以锯道深，加锯道深，即为木材直径。（刘徽注：也加股弦差的一半。如同上题，本应取半，现数都已经取半，所以不再重复取半了。）

现开门两扇，距离门槛1尺，没合上的宽度2寸。问：门的外宽是多少？

答：1丈1寸。

解法：以距离门槛1尺自乘，所得数除以没合上宽度的[image: ]
 ，所得数加没合上的[image: ]
 宽度，即得门槛。（刘徽注：这里以距离门槛1尺作为勾，[image: ]
 门宽作为弦，没合上2寸取半，得1寸作为股弦差。求弦，所以应取半。现在以两弦作为宽度，所以不再重复取半。）

今有户高多于广六尺八寸，两隅相去适一丈
[1]

 。问：户高、广各几何？

答曰：广二尺八寸，高九尺六寸。

术曰：令一丈自乘为实。半相多，令自乘，倍之，减实。半其余，以开方除之。所得，减相多之半，即户广；加相多之半，即户高。令户广为勾，高为股，两隅相去一丈为弦，高多于广六尺八寸为勾股差。按图为位
[2]

 ，弦幂适满万寸。倍之，减勾股差幂，开方除之。其所得即高广并数。以差减并而半之，即户广；加相多之数，即户高也。今此术先求其半。一丈自乘为朱幂四、黄幂一。半差自乘，又倍之，为黄幂四分之二，减实，半其余，有朱幂二、黄幂四分之一。其于大方者四分之一。故开方除之，得高广并数半。减差半，得广；加，得户高。



注释



[1]
 　隅：角落。


[2]
 　如图9－3。

[image: 0354-01]
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译文


现有门，高比宽多6尺8寸，两对角相距1丈。问：门的高、宽各是多少？

答：宽2尺8寸，高9尺6寸。

解法：令1丈自乘作为实。高比宽多的长度取半，自乘，加倍，减实。余数取半，作开方。所得数减去[image: ]
 高宽差，即为门的宽；加[image: ]
 高宽差，即为门的高。（刘徽注：令门的宽作为勾，高作为股，两对角的距离1丈作为弦，高比宽多的6尺8寸作为勾股差。按照图形对比它们的位置，弦幂正好满10000寸2
 。加倍，减去勾股差幂，作开方。所得即为高和宽之和。以勾股差减高宽和，取半，即为门的宽。以勾股差减高宽和，即为门的高度。解法是先求它的[image: ]
 。1丈自乘为4个朱幂、1个黄幂。勾股差的[image: ]
 自乘，又加倍，为黄幂的[image: ]
 。减实，余数取半，有2个朱幂、黄幂的[image: ]
 。所以作开方，得到高宽和的[image: ]
 ，[image: ]
 高宽和减去[image: ]
 高宽差，得到门的宽；[image: ]
 高宽和加[image: ]
 高宽差，得到门的高。）


又按：此图幂：勾股相并幂而加其差幂，亦减弦幂，为积。盖先见其弦，然后知其勾与股。今适等，自乘，亦各为方，合为弦幂。令半相多而自乘，倍之，又半并自乘，倍之，亦合为弦幂。而差数无者，此各自乘之，而与相乘数，各为门实。及股长勾短，同源而分流焉。假令勾、股各五，弦幂五十，开方除之，得七尺，有余一，不尽。假令弦十，其幂有百，半之为勾、股二幂，各得五十，当亦不可开。故曰：圆三、径一，方五、斜七，虽不正得尽理，亦可言相近耳。



译文


刘徽又注：此图中的幂：勾股和的幂加勾股差的幂，减去弦幂作为积。所以先求出弦，才得知勾与股。现勾、股相等，自乘，也各自成方形，合成弦幂。令勾股差的[image: ]
 自乘，加倍，又令勾股和的[image: ]
 自乘，加倍，也合成弦幂。如果勾股没有差，使它们分别自乘，或相乘，作为门的面积。与股长勾短题，同源分流。假令勾、股各5，弦幂50，作开方，得7尺，有余数1，开不尽。假令弦10，幂有100，取半作为勾、股二幂，各得50，应当不可开。所以说：周3、径1、方5、斜7，虽然没正好得到全部数理，也可以说是相近的。


其勾股合而自相乘之幂者，令弦自乘，倍之，为两弦幂，以减之。其余，开方除之，为勾股差。加于合而半，为股；减差于合而半之，为勾。勾、股、弦即高、广、斜。其出此图也，其倍弦为袤。令矩勾即为幂，得广即勾股差。其矩勾之幂，倍勾为从法，开之亦勾股差。以勾股差幂减弦幂，半其余，差为从法，开方除之，即勾也。



译文


如果是勾股和自相乘之幂，就令弦自乘，加倍，为2个弦幂，以勾股和自相乘之幂减。余数作开方，为勾股差。加于勾股和，取半，为股；减勾股和，取半，为勾。勾、股、弦即为门的高、宽、斜。画出图，它的弦的2倍为长。令矩勾为幂，求宽即为勾股差。如果是矩勾之幂，使勾加倍为从法，开方也得勾股差。以勾股差幂减弦幂，余数取半，勾股差为从法，作开方，即得勾。

今有竹高一丈，末折抵地，去本三尺。问：折者高几何？

答曰：四尺二十分尺之一十一。

术曰：以去本自乘，此去本三尺为勾，折之余高为股，以先令勾自乘之幂。
 令如高而一。凡为高一丈为股弦并之，以除此幂得差。
 所得，以减竹高而半余，即折者之高也。此术与系索之类更相返覆也。亦可如上术，令高自乘为股弦并幂，去本自乘为矩幂，减之，余为实。倍高为法，则得折之高数也。



译文


现有竹高1丈，末端折断，抵达地面距离根部3尺。问：折断后竹高多少？

答：[image: ]
 尺。

解法：以抵达地面到根部的距离自乘，（刘徽注：这里距离竹根部3尺作为勾，折断后剩余的高作为股，先得到勾自乘之幂。）除以高，（刘徽注：高1丈作为股弦和，以它除勾幂得到股弦差。）所得数减竹高，余数取半，即为折断后竹的高。（刘徽注：本题与木柱顶端系绳索的题互为反覆。也可以像上题一样，令高自乘作为股弦和之幂，抵达地面到根部的距离自乘作为矩幂，以它减股弦和之幂，余数作为被除数，将竹高的2倍作为除数，计算则得到折断后的竹高。）

今有二人同所立，甲行率七，乙行率三。乙东行，甲南行十步而斜东北与乙会。问：甲、乙行各几何？

答曰：乙东行一十步半，甲斜行一十四步半及之。

术曰：令七自乘，三亦自乘，并而半之，以为甲斜行率。斜行率减于七自乘，余为南行率。以三乘七为乙东行率。此以南行为勾，东行为股，斜行为弦，并勾弦率七。欲引者，当以股率自乘为幂，如并而一，所得为勾弦差率。加并之半为弦率，以差率减，余为勾率。如是或有分，当通而约之乃定。术以同使无分母，故令勾弦并自乘为朱、黄相连之方。股自乘为青幂之矩，以勾弦并为袤，差为广。今有相引之直，加损同上。其图大体以两弦为袤，勾弦并为广。引横断其半为弦率。列用率七自乘者，勾弦并之率。故弦减之，余为勾率。同立处是中停也，皆勾弦并为率，故亦以勾率同其袤也。
 置南行十步，以甲斜行率乘之，副置十步，以乙东行率乘之；各自为实。实如南行率而一，各得行数。南行十步者，所有见勾求见弦、股，故以弦、股率乘，如勾率而一。



译文


现有二人站在同一地点，甲的行率为7，乙的行率为3。乙向东行，甲向南行10步后斜向东北与乙会合。问：甲、乙各行多少步？

答：乙向东行[image: ]
 步，甲斜行[image: ]
 步与乙会合。

解法：令7自乘，3也自乘，所得两数相加取半，作为甲斜行的率。7自乘减去甲斜行率，余数作为甲向南行的率。以3乘7作为乙向东行走的率。（刘徽注：这里以南行的距离作为勾，向东行的距离作为股，斜行的距离作为弦，勾弦和率为7。进一步讲，应当以股率自乘作为幂，除以勾弦和，所得为勾弦差率。加勾弦和，取半作为弦率，减去勾弦差率，余数作为勾率。如果有分数，应当通分、约分才能确定。本解法为了使不出现分母，令勾弦和自乘作为朱、黄相连的正方形。股自乘为青幂之矩，以勾弦和作为长，勾弦差作为宽。现将它们引申为长方形，增加、减损如上。图形大体以两弦作为长，勾弦作为宽。印横线在它的一半切断，作为弦率。列出率7自乘，是由于它是勾弦和率。所以用它减去弦率，余数为勾率。甲乙共同站立的地方是中间位置，都以勾弦和建立率，所以也使勾率和它等长。）列出南行的10步，乘以甲斜行的率，再列出10步，乘以乙东行的率，分别作为实。除以南行的率，得到行走的步数。（刘徽注：南行10步，是已知的勾，求弦、股，所以分别乘以弦率、股率，除以勾率。）

今有勾五步，股十二步。问：勾中容方几何？

答曰：方三步十七分步之九。

术曰：并勾、股为法，勾、股相乘为实。实如法而一，得方一步。勾、股相乘为朱、青、黄幂各二。令黄幂袤于隅中，朱、青各以其类，令从其两径，共成修之幂：中方黄为广，并勾、股为袤。故并勾、股为法。幂图
[1]

 ：方在勾中，则方之两廉各自成小勾股，而其相与之势不失本率也。勾面之小勾、股，股面之小勾、股各并为中率，令股为中率，并勾、股为率，据见勾五步而今有之，得中方也。复令勾为中率，以并勾、股为率，据见股十二步而今有之，则中方又可知。此则虽不效而法，实有法由生矣。下容圆率而似今有、衰分言之，可以见之也。



注释



[1]
 　如图9－4。

[image: 0361-01]
图9－4[image: 0001-01]





译文


现有勾5步，股12步。问：直角三角形中容正方形的边长是多少？

答：边长[image: ]
 步。

解法：勾、股相加作为除数，勾、股相乘作为被除数。被除数除以除数，得到边长步数。（刘徽注：勾、股相乘之幂中含朱、青、黄幂各2个。令黄幂位于角，朱、青分别按照类别，它们的勾、股边与黄幂相拼，共同形成一个长方形：三角形中的正方形即黄幂作为宽，勾、股相加作为长。所以使勾、股相加作为除数。幂图形：正方形在直角三角形中，正方形的两边各自称为小三角形，相与的态势没有改变原本各边之间的率。勾边上的小勾、股，股边上的小勾、股分别相加作为中率，令股作为中率，勾、股相加作为率，根据已知的勾5步运用今有法则，得到中间正方形的边长。再令勾作为中率，勾、股相加作为率，根据已知的股12步运用今有法则，也得到中间正方形的边长。这里虽然没有效仿上面的方法，但被除数和除数却已经得出。下面的容圆的各率用今有法则和衰分法则求解，也可以证明。）

今有勾八步，股一十五步。问：勾中容圆径几何？

答曰：六步。

术曰：八步为勾，十五步为股，为之求弦。三位并之为法。以勾乘股，倍之为实。实如法，得径一步。勾、股相乘为图本体，朱、青、黄幂各二。倍之，则为各四。可用画于小纸，分裁斜正之会，令颠倒相补，各以类合，成修幂
[1]

 ：圆径为广，并勾、股、弦为袤。故并勾、股、弦以为法。又以圆大体言之，股中青必令立规于横广，勾、股又斜三径均。而复连规，纵横量度勾、股，必合而成小方矣。又画中弦以规除会，则勾、股之面中央小勾股弦：勾之小股、股之小勾皆小方之面，皆圆径之半。其数故可衰。以勾、股、弦为列衰，副并为法。以勾乘未并者，各自为实。实如法而一，得勾面之小股可知也。以股乘列衰为实，则得股面之小勾可知。言虽异矣，及其所以成法之实，则同归矣。则圆径又可以表之差并：勾弦差减股为圆径；又，弦减勾股并，余为圆径；以勾弦差乘股弦差而倍之，开方除之，亦圆径也。



注释



[1]
 　如图9－5。

[image: 0363-01]
图9－5[image: 0001-01]





译文


现有勾8步，股15步。问：直角三角形中容圆的直径是多少？

答：6步。

解法：8步作为勾，15步作为股，求对应的弦。三者相加作为除数，以勾乘股，加倍作为被除数。被除数除以除数，得到直径的步数。（刘徽注：勾、股相乘作为图形的本体，含朱、青、黄幂各2个。加倍，则为各4个。可将它们画在小纸上，分别沿着斜线和正线裁切，使它们颠倒相补，按类型共同合成一个长方形：圆的直径作为宽，勾、股、弦相加作为长。所以使勾、股、弦相加作为除数。以圆的整体来讲，股上的青幂必使圆规立于横宽上，过勾、股、弦三个半径相等的点。再连成圆，纵横量度勾、股，必定合成小的正方形。又画过圆心的中弦以观察交会情况，则勾、股的边上都有小勾股弦：勾上的小股、股上的小勾都是小正方形的边长，圆直径的一半。数值可以用衰分法则。以勾、股、弦作为列衰，在旁边相加作为除数。以勾分别乘未相加的勾、股、弦，作为被除数。被除数除以除数，得到勾边上的小股。以股乘列衰作为被除数，则得到股边上的小勾。说法虽然不同，但形成的被除数和除数，却是一样的。则圆的直径又可以用勾股弦的和差表示：勾弦差减股为圆的直径；又，弦减勾股和，余数为圆的直径；以勾弦差乘股弦差，再加倍，作开方，也是圆的直径。）

今有邑方二百步，各中开门。出东门一十五步有木。问：出南门几何步而见木？

答曰：六百六十六步大半步。

术曰：出东门步数为法，以勾率为法也。
 半邑方自乘为实，实如法得一步。此以出东门十五步为勾率，东门南至隅一百步为股率，南门东至隅一百步为见勾步。欲以见勾求股，以为出南门数。正合“半邑方自乘”者，股率当乘见勾，此二者数同也。


今有邑东西七里，南北九里，各中开门。出东门一十五里有木。问：出南门几何步而见木？

答曰：三百一十五步。

术曰：东门南至隅步数，以乘南门东至隅步数为实。以木去门步数为法。实如法而一。此以东门南至隅四里半为勾率，出东门一十五里为股率，南门东至隅三里半为见股。所问出南门即见股之勾。为术之意，与上同也。


今有邑方不知大小，各中开门。出北门三十步有木，出西门七百五十步见木。问：邑方几何？

答曰：一里。

术曰：令两出门步数相乘，因而四之，为实。开方除之，即得邑方。按：半邑方，令半方自乘，出门除之，即步。令二出门相乘，故为半方邑自乘，居一隅之积分。因而四之，即得四隅之积分。故为实，开方除，即邑方也。



译文


现有正方形城，边长200步，各在城墙的中间开门。出东门15步有树。问：出南门多少步能见到这棵树？

答：[image: ]
 步。

解法：出东门的步数作为除数，（刘徽注：以勾率作为除数。）城墙的半个边长自乘作为被除数，被除数除以除数得到所求步数。（刘徽注：这里以出东门15步作为勾率，东门向南至城墙角100步为已知的勾的步数。想要已知勾求股，作为出南门的步数。正是“城墙的半个边长自乘”，是因为应当用股率乘已知的勾，这两者数值相同。）

现有长方形城，东西7里，南北9里，各在城墙的中间开门。出东门15里有树。问：出南门多少步能见到这棵树？

答：315步。

解法：东门向南至城墙角的步数，乘南门向东至城墙角的步数作为被除数。以树距离东门的步数作为除数。被除数除以除数。（刘徽注：这里以东门向南至城墙角[image: ]
 里作为勾率，出东门15里作为股率，南门向东至城墙角[image: ]
 作为已知的股。所问的出南门见树的步数即已知股相应的勾。题目的意义，与上题相同。）

现有正方形城，不知道大小，各在城墙的中间开门。出北门30步有树，出西门750步见到这棵树。问：城的边长是多少？

答：1里。

解法：令出北门的步数与出西门的步数相乘，乘以4，作为被除数。作开方，即得城的边长。（刘徽注：城的边长取半，自乘，除以出东门的步数，得到出南门的步数。令两个出门的步数相乘，为[image: ]
 边长自乘，是城墙面积的[image: ]
 。所以乘以4，即得全城面积。因此作为实，作开方，即得城的边长。）

今有邑方不知大小，各中开门。出北门二十步有木，出南门一十四步，折而西行一千七百七十五步见木。问：邑方几何？

答曰：二百五十步。

术曰：以出北门步数乘西行步数，倍之，为实。此以折而西行为股，自木至邑南一十四步为勾，以出北门二十步为勾率，北门至西隅为股率，半广数。故以出北门乘折西行股，以股率乘勾之幂。然此幂居半，以西行。故又倍之，合东，尽之也。
 并出南、北门步数，为从法，开方除之，即邑方。此术之幂，东西如邑方，南北自木尽邑南十四步之幂，各南北步为广，邑方为袤，故连两广为从法，并以为隅外之幂也。



译文


现有正方形城，不知道大小，各在城墙的中间开门。出北门20步有树，出南门14步，折向西行1775步见到树。问：城的边长是多少？

答：250步。

解法：以出北门步数乘向西行步数，加倍，作为实。（刘徽注：这里以折向西行的步数作为股，从树到城南14步作为勾，以出北门20步作为勾率，北门至西北角的步数作为股率，为城的[image: ]
 边长。因此以出北门的步数乘折向西的步数，即股率乘勾的幂。然而这个幂只有一半，因为是向西行。所以加倍，与东边的一半合在一起，就是整个幂。）出南门、北门的步数相加，作为从法，作开方，即为城的边长。（刘徽注：本题中的幂，城东西和城的边长相等，南北从树到城南14步。分别以出南、北门步数作为宽，城的边长作为长，所以以两个宽的和作为从法，相加，作为城外的幂。）

今有邑方一十里，各中开门。甲、乙俱从邑中央而出：乙东出；甲南出，出门不知步数，斜向东北，磨邑隅，适与乙会。率：甲行五，乙行三。问：甲、乙行各几何？

答曰：甲出南门八百步，斜东北行四千八百八十七步半，及乙。乙东行四千三百一十二步半。

术曰：令五自乘，三亦自乘，并而半之，为斜行率；斜行率减于五自乘者，余为南行率；以三乘五为乙东行率。求三率之意与上甲乙同。
 置邑方，半之，以南行率乘之，如东行率而一，即得出南门步数。今半方，南门东至隅五里。半邑者，谓为小股也。求以为出南门步数。故置邑方，半之，以南行勾率乘之，如股率而一。
 以增邑方半，即南行。“半邑”者，谓从邑心中停也。
 置南行步，求弦者，以斜行率乘之；求东行者，以东行率乘之，各自为实。实如法，南行率，得一步。此术与上甲乙同。



译文


现有正方形城，边长10里，各在城墙的中间开门。甲、乙都从城的中心出发：乙向东出；甲向南出，出门不知走了多少步，斜向东北，擦着城的东南角，正好与乙相会。行率：甲5，乙3。问：甲、乙各行了多少步？

答：甲出南门800步，斜向东北行[image: ]
 步，与乙相会。乙向东行[image: ]
 步。

解法：令5自乘，3也自乘，相加取半，作为甲的斜行率；5自乘后减去甲的斜行率，余数为甲向南行的率；以3乘5作为乙向东的行率。（刘徽注：求三率的意义与上面甲乙同立题相同。）列出城的边长，取半，乘以甲向南的行率，除以乙向东的行率，即得甲出南门的步数。（刘徽注：现城边长的[image: ]
 ，是南门向东至城的东南角，即5里。边长的[image: ]
 ，称为小股。求出南门的步数。所以列出城的边长，取半，乘以甲向南行的勾率，除以股率。）加城的[image: ]
 边长，即甲向南行的步数。（刘徽注：“边长的[image: ]
 ”，是因为从城中心出发的。）列出甲向南行的步数，求弦，就乘以甲的斜行率；求乙向东行的步数，就乘以乙向东的行率，分别作为被除数。被除数除以除数，即甲向南行的率，就得到走的步数。（刘徽注：本题与上面甲乙同立的问题意义相同。）

今有木去人不知远近。立四表，相去各一丈，令左两表与所望参相直。从后右表望之，入前右表三寸
[1]

 。问：木去人几何？

答曰：三十三丈三尺三寸少半寸。

术曰：令一丈自乘为实，以三寸为法，实如法而一。此以入前右表三寸为勾率，右两表相去一丈为股率，左右两表相去一丈为见勾。所问木去人者，见勾之股。股率当乘见勾，此二率俱一丈，故曰自乘之。以三寸为法。实如法得一寸。


今有山居木西，不知其高。山去木五十三里，木高九丈五尺。人立木东三里，望木末适与山峰斜平
[2]

 。人目高七尺。问：山高几何？

答曰：一百六十四丈九尺六寸太半寸。

术曰：置木高，减人目高七尺，此以木高减人目高七尺，余有八丈八尺，为勾率。去人目三里为股率，山去木五十三里为见股，以求勾。加木之高，故为山高也。
 余，以乘五十三里为实。以人去木三里为法。实如法而一。所得，加木高，即山高。此术勾股之义。


今有井，径五尺，不知其深。立五尺木于井上，从木末望水岸，入径四寸
[3]

 。问：井深几何？

答曰：五丈七尺五寸。

术曰：置井径五尺，以入径四寸减之，余，以乘立木五尺为实。以入径四寸为法。实如法得一寸。此以入径四寸为勾率，立木五尺为股率，井径之余四尺六寸为见勾。问井深者，见勾之股也。



注释



[1]
 　如图9－6。

[image: 0371-01]
图9－6




[2]
 　如图9－7。

[image: 0372-01]
图9－7




[3]
 　如图9－8。

[image: 0372-02]
图9－8[image: 0001-01]





译文


现有树，与人的距离不知道是多少。立4根杆，分别相距1丈，令左边2根杆与所望的树三者在一条直线上。从后面右侧的杆望树，视线在前面右侧的杆偏左3寸。问：树与人的距离是多少？

答：33丈3尺[image: ]
 寸。

解法：令1丈自乘作为被除数，以3寸作为除数，被除数除以除数。（刘徽注：这里以前面右侧的杆偏左3寸作为勾率，右侧两杆相距1丈作为股率，左右两杆相距1丈为已知的勾。所求树与人的距离，是已知勾求股。应当用股率乘已知的勾，两者都是1丈，所以说是自乘。以3寸作为除数。被除数除以除数，得到树与人的距离的寸数。）

现有山位于树的西方，不知道高度。山距离树53里，树高9丈5尺。人站在树东边3里，望树梢与山峰斜平。人眼的高度7尺。问：山的高度是多少？

答：164丈9尺[image: ]
 寸。

解法：令列出树高，减去人眼的高度7尺，（刘徽注：这里以树高减去人眼高度7尺，余数8丈8尺，作为勾率；树距离人眼3里作为股率；山距离树53里为已知的股，求勾。加上树高，即为山高。）余数，乘53里作为被除数。以人距离树3里作为除数。被除数除以除数。所得数加上树高，即为山高。（刘徽注：本题具有勾股定理的意义。）

现有井，直径5尺，不知道深度。在井上立一根5尺木杆，从木杆顶端望水岸，视线截入直径4寸。问：井的深度是多少？

答：5丈7尺5寸。

解法：列出井的直径5尺，减去截入直径的4寸，余数，乘以木杆5尺作为被除数。以截入直径的4寸作为除数。被除数除以除数得井深的寸数。（刘徽注：这里以截入直径4寸作为勾率，立木杆5尺作为股率，井的直径的余数4尺6寸为已知的勾。问井的深度，是已知勾求股。）

今有户不知高、广，竿不知长短。横之不出四尺，纵之不出二尺，斜之适出。问：户高、广、斜各几何？

答曰：广六尺，高八尺，斜一丈。

术曰：纵、横不出相乘，倍，而开方除之。所得，加纵不出，即户广；此以户广为勾，户高为股，户斜为弦。凡勾之在股，或矩于表，或方于里。连之者举表矩而端之。又从勾方里令为青矩之表，未满黄方。满此方则两端之斜重于隅中，各以股弦差为广，勾弦差为袤。故两端差相乘，又倍之，则成黄方之幂。开方除之，得黄方之面。其外之青知，亦以股弦差为广。故以股弦差加，则为勾也。
 加横不出，即户高；两不出加之，得户斜。


译文


现有门不知道高和宽，竿不知道长短。横着持竿，多4尺不能出门，纵着持竿，多2尺不能出门，斜着正好可以出门。问：门高、宽、对角线各是多少？

答：宽6尺，高8尺，对角线1丈。

解法：纵、横多于门的尺数相乘，加倍，作开方。所得数，加上纵向多于门的尺数，即为门宽；（刘徽注：这里以门宽作为勾，门高作为股，门对角线作为弦。勾对于股，有时在股的外侧形成曲矩形，有时在内侧形成正方形。将它们连起来考察曲矩形两端的情况。又把内侧的正方形变为外侧的青色曲矩形，未能填满黄色方形。填满黄色正方形即曲矩形两端的余数在弦方的两角与股矩相重合，分别以股弦差作为宽，勾弦差作为长。所以两端差相乘，加倍，成为黄色正方形的幂。作开方，得到黄色正方形的边长。它外侧的青色曲矩形，也以股弦差作为宽。所以加上股弦差，则为勾。）加上横向多于门的尺数，即为门高；加上横、纵两向多于门的尺数，得到门的对角线长。
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