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著名数学家、中国科学院院士、原中国数学奥林匹克委员会主席王元先生致青少年数学爱好者


致读者

《奥数教程》的出版已有十个年头了．在这个过程中，包含了作者和编辑的辛勤劳作，更多的是让我们感到欣慰．这套书，曾荣获了第十届全国教育图书展的优秀畅销书奖；香港现代教育研究社出版了她的繁体字版和网络版，成为香港的畅销图书之一，并因此获得了版权输出奖；据北京开卷图书市场研究所的监控销售数据，近几年《奥数教程》的销量名列同类书前茅，尤其是初一和高一分册分别获得数学竞赛图书初中段和高中段的第一．这些成绩的取得与作者们精到的创作，广大读者的支持、呵护是分不开的．

为了使《奥数教程》更健康、更成熟地发展，为了使学生的学习生活更主动、更有效，不断提高图书的质量，我们差不多每两年修订一次，现在已经是第五版了．应广大读者的要求，方便读者自学，我们为本书配了“学习手册”和“能力测试”．把本书习题的详细解答放入“学习手册”，并加入竞赛热点精讲．全新的“能力测试”针对本书每讲，精选了一小时的习题量，帮助读者轻松巩固所学知识．

七八年前，我们开展了“有奖订正”和“巧解共享”两项活动，得到了读者的支持与配合，不少读者纷纷来信、来电提出订正意见和更好的解法．这是对我们的鼓励，更是对我们的鞭策．我们计划继续开展下列活动，希望有更多的读者朋友乐于参与．

一、有奖订正

2010年8月到2011年8月期间，欢迎读者朋友对《奥数教程》（第五版，共12册），提出改正意见，我们将对“纠错能手”给予奖励．

二、巧解共享

欢迎读者朋友对《奥数教程》中例题与习题，提供更巧妙的解法．我们将选择有新意的、合适的解法在网上公布，以与其他读者朋友共享．凡在修订时被采用者，我们将署上提供者的姓名，并支付相应的稿酬．

我们衷心祝愿《奥数教程》永远成为您的好朋友．





华东师范大学出版社


前　言

据说在很多国家，特别是美国，孩子们害怕数学，把数学作为“不受欢迎的学科”．但在中国，情况很不相同，很多少年儿童喜爱数学，数学成绩也都很好．的确，数学是中国人擅长的学科，如果在美国的中小学，你见到几个中国学生，那么全班数学的前几名就非他们莫属．

在数（shǔ）数（shù）阶段，中国儿童就显出优势．

中国人能用一只手表示1～10，而很多国家非用两只手不可．

中国人早就有位数的概念，而且采用最方便的十进制（不少国家至今还有12进制，60进制的残余）．

中国文字都是单音节，易于背诵，例如乘法表，学生很快就能掌握，再“傻”的人也都知道“不管三七二十一”．但外国人，一学乘法，头就大了．不信，请你用英语背一下乘法表，真是佶屈聱牙，难以成诵．

圆周率π＝3.14159…．背到小数后五位，中国人花一两分钟就够了．可是俄国人为了背这几个数字，专门写了一首诗，第一句三个单词，第二句一个……要背π先背诗，这在我们看来简直是自找麻烦，可他们还作为记忆的妙法．

四则运算应用题及其算术解法，也是中国数学的一大特色．从很古的时候开始，中国人就编了很多应用题，或联系实际，或饶有兴趣，解法简洁优雅，机敏而又多种多样，有助于提高学生的学习兴趣，启迪学生智慧．例如：

“一百个和尚一百个馒头，大和尚一个人吃三个，小和尚三个人吃一个，问有几个大和尚，几个小和尚？”

外国人多半只会列方程解．中国却有多种算术解法，如将每个大和尚“变”成9个小和尚，100个馒头表明小和尚是300个，多出200个和尚，是由于每个大和尚变小和尚，多变出8个，从而200÷8＝25即是大和尚人数．小和尚自然是75人，或将一个大和尚与3个小和尚编成一组，平均每人吃一个馒头．恰好与总体的平均数相等．所以大和尚与小和尚这样编组后不多不少，即大和尚是100÷（3＋1）＝25人．

中国人善于计算，尤其善于心算．古代还有人会用手指计算（所谓“掐指一算”）．同时，中国很早就有计算的器械，如算筹、算盘．后者可以说是计算机的雏形．

在数学的入门阶段——算术的学习中，我国的优势显然，所以数学往往是我国聪明的孩子喜爱的学科．

几何推理，在我国古代并不发达（但关于几何图形的计算，我国有不少论著），比希腊人稍逊一筹．但是，中国人善于向别人学习．目前我国中学生的几何水平，在世界上遥遥领先．曾有一个外国教育代表团来到我国一个初中班，他们认为所教的几何内容太深，学生不可能接受，但听课之后，不得不承认这些内容中国的学生不但能够理解，而且掌握得很好．

我国数学教育成绩显著．在国际数学竞赛中，我国选手获得众多奖牌，就是最有力的证明．从1986年我国正式派队参加国际数学奥林匹克以来，中国队已经获得了14次团体冠军，可谓是成绩骄人．当代著名数学家陈省身先生曾对此特别赞赏．他说：“今年一件值得庆祝的事，是中国在国际数学竞赛中获得第一……去年也是第一名．”（陈省身1990年10月在台湾成功大学的讲演“怎样把中国建为数学大国”）

陈省身先生还预言：“中国将在21世纪成为数学大国．”

成为数学大国，当然不是一件容易的事，不可能一蹴而就，它需要坚持不懈的努力．我们编写这套丛书，目的就是：（1）进一步普及数学知识，使数学为更多的青少年喜爱，帮助他们取得好的成绩；（2）使喜爱数学的同学得到更好的发展，通过这套丛书，学到更多的知识和方法．

“天下大事，必作于细．”我们希望，而且相信，这套丛书的出版，在使我国成为数学大国的努力中，能起到一点作用．本丛书初版于2000年，现根据课程改革的要求对各册再作不同程度的修订．

著名数学家、中国科学院院士、原中国数学奥林匹克委员会主席王元先生担任本丛书顾问，并为青少年数学爱好者题词，我们表示衷心的感谢．还要感谢华东师大出版社及倪明、孔令志先生，没有他们，这套丛书不会是现在这个样子．





单　墫　熊　斌　　

2010年5月　　　


基础篇



第1讲

集合的概念与运算

一、知识要点和基本方法

集合是数学中最重要的概念之一，是现代数学的基础．集合是一个不加定义的原始概念．一般地，某些指定的对象集在一起就成为一个集合．集合中的每一个对象叫做这个集合的元素．对于一个给定的集合，集合中的元素是确定的、互异的、无序的．

正确地表达一个集合是学好数学的基础．描述法是表示集合的重要方法，它基于下面的概括原则：

概括原则　任给一个性质p，那么存在一个集合S，它的元素恰好是具有性质p的所有对象，即

[image: alt]


其中p（x）是“x具有性质p”的缩写．

两个集合之间的关系可以通过子集、交集、并集来反映．处理问题时，往往需要从元素出发来讨论，这里蕴含了“从局部到整体”的数学思想．

在集合的运算中，除了交与并两种运算外，经常出现的还有补运算与差运算．

由所有属于A但不属于B的元素构成的集合称为A关于B的差集，记作A∖B（也记作A－B），即

[image: alt]


集合的各种运算之间成立如下一些关系式．

分配律：[image: alt]


De Morgen法则：

[image: alt]


二、例题精讲

例1　已知A＝｛1，3，x｝，B＝｛x2
 ，1｝，并且A∪B＝｛1，3，x｝．求x的可能取值情况数．

解　由条件可知x≠1、3，且x2
 ＝3或x2
 ＝x，x2
 ≠1．于是，所求x只能为[image: alt]
 或0．故x的可能取值情况数为3．

例2　对任意x，y∈S，若x＋y∈S，x－y∈S，则称S对加减封闭，S为R的真子集．

（1）试举一例S；

（2）证明：若S1
 ，S2
 为R的两个真子集，且对加减封闭，则必存在c∈R，使得c∉S1
 ∪S2
 ．

解　（1）S＝｛2k｜k∈Z｝等．

（2）因为S1
 为R的真子集，故存在a∈R，a∉S1
 ，若a∉S2
 ，则问题得证；否则a∈S2
 ．同理，存在b∈R，b∉S2
 ，若b∉S1
 ，则问题得证．否则b∈S1
 ，令c＝a＋b，下证，c∉（S1
 ∪S2
 ）．反证，若c∈（S1
 ∪S2
 ），则不妨设c∈S1
 ，即a＋b∈S1
 ，而b∈S1
 ，所以a＋b－b＝a∈S1
 ，矛盾！

说明　本题的c的选取方法也不是唯一的，也可令c＝a－b或b－a．

例3　设函数f（x）＝x2
 ＋ax＋b（a，b∈R），集合[image: alt]
 [image: alt]


（1）证明：A⊆B；

（2）当A＝｛－1，3｝时，求集合B．

解　（1）对任意的x0
 ∈A，知x0
 ＝f（x0
 ），x0
 ∈R，于是

[image: alt]


故x0
 ∈B，从而A⊆B．

（2）因为A＝｛－1，3｝，所以－1＝f（－1），3＝f（3），即

[image: alt]


解得a＝－1，b＝－3．

所以，f（x）＝x2
 －x－3．由x＝f（f（x）），得

[image: alt]


即　　[image: alt]


由（1）知，A⊆B，故－1，3∈B，从而－1和3是上述方程的根，即方程左端含有因式（x＋1）（x－3）＝x2
 －2x－3，于是因式分解可将上述方程化为

[image: alt]


解得[image: alt]
 所以，[image: alt]


例4　集合A、B、C（不必相异）的并集

[image: alt]


求满足条件的集合的有序三元组（A，B，C）的个数．

解　由文氏图，可知在求A∪B∪C时，A、B、C之间可交出7个区域（如图1-1所示）．从而1，2，…，10中每个数有7种选择，故所求有序三元组的个数为710
 ．

说明　这里每个数1，2，…，10均有7种选择，用到了“A、B、C不必相异”，以及“（A，B，C）为有序三元组”两个条件．当然，从解法上来看，我们体会了文氏图的一个妙用．

[image: alt]


图1-1

例5　设n∈N*
 ，n≥15，集合A、B都是I＝｛1，2，…，n｝的真子集，A∩B＝∅，A∪B＝I．证明：集合A或者B中，必有两个不同的数，它们的和为完全平方数．

证明　由A∩B＝∅，A∪B＝I，我们不妨设1∈A，并采用反证法来处理．

设集合A与B中，都没有两个数，它们的和为完全平方数．则3∈B，于是6∈A，10∈B．这时，如果15∈B，则10＋15＝25为完全平方数，若15∈A，则1＋15又是一个完全平方数，从而15没有归属，由n≥15，这是一个矛盾．

所以，命题成立．

说明　这里“我们不妨设1∈A”是应该把握的一种技巧，人为地作合理的假设在处理具有对称性的问题时，可使问题简化．

例6　已知集合S＝｛x｜1＜x＜10，x∈N*
 ｝，对它的任一非空子集A，可以将A中的每一个元素k，都乘以（－1）k
 再求和（例如，A＝｛2，3，8｝，则可求得和为（－1）2
 ·2＋（－1）3
 ·3＋（－1）8
 ·8＝7），对S的所有非空子集，这些和的总和为____．

解　因为S＝｛2，3，…，9｝，对于每一个k（k＝2，3，…，9），在总和中出现27
 次，故总和为

[image: alt]


例7　设A是两个整数平方和的集合，即

[image: alt]


（1）证明：若s，t∈A，则st∈A；

（2）证明：若s，t∈A，t≠0，则[image: alt]
 其中p，q是有理数．

分析　欲证st∈A，只需证明st具有集合的性质即可，即证st可以表示为两个整数的平方和．

证明　（1）由s，t∈A，可设

[image: alt]


其中m1
 、m2
 、n1
 、n2
 都是整数，于是

[image: alt]


即st是两个整数的平方和，从而st∈A．

（2）由于s，t∈A，由（1）知，st∈A，于是可设st＝m2
 ＋n2
 ，其中m、n都是整数．

对于t≠0，有

[image: alt]


而[image: alt]
 均为有理数，从而命题得证．

例8　设集合A的元素都是正整数，满足如下条件：

（1）A的元素个数不小于3；

（2）若a∈A，则a的所有因数都属于A；

（3）若a∈A，b∈A，1＜a＜b，则1＋ab∈A．

请解答下面的问题：

（1）证明：1、2、3、4、5都是集合A的元素；

（2）问：2005是否是集合A的元素？

解　（1）首先，易知1∈A．

设a∈A，b∈A，1＜a＜b．若a、b中至少有一个偶数，则2∈A；若a、b都为奇数，则1＋ab∈A，而1＋ab是偶数，故2∈A．

设1，2，a∈A（a＞2），则

[image: alt]


若a是偶数，则4｜（4＋10a＋8a2
 ），于是4∈A；若a是奇数，则把4＋10a＋8a2
 作为a，重复上面的过程可得4∈A．

又1＋2×4＝9∈A，所以3∈A，1＋2×3＝7∈A，1＋2×7＝15∈A，所以5∈A．

所以，1、2、3、4、5都是集合A的元素．

（2）2005是集合A的元素．因为1＋3×5＝16，故8∈A，进而

[image: alt]
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都是集合A的元素．

说明　其实，可以证明：A＝N*
 ．

由（1）知，1、2、3、4、5都是集合A的元素．假设1，2，…，n∈A（n≥5），下证n＋1∈A．

如果n＋1＝2k＋1为奇数，那么3≤k＜n，于是n＋1＝1＋2k∈A；

如果n＋1＝2k是偶数，那么3≤k＜n，于是n＝2k－1∈A，1＋2k∈A，所以1＋（2k－1）（2k＋1）＝4k2
 ∈A，从而2k∈A，即n＋1∈A．

综上所述，我们证明了A＝N*
 ．

例9　设T是由60100
 的所有正因数组成的集合．S是T的一个子集，其中没有一个数是另一个数的倍数．求｜S｜的最大值（这里｜S｜表示S的元素个数，后同）．

解　假设下文中的a、b、c都是非负整数．因为60＝22
 ·3·5，

[image: alt]


令　　[image: alt]


对任意0≤b，c≤100，0≤200－b－c≤200，所以S是T的一个子集且含1012
 个元素．下面我们证明S中没有一个数是另一个数的倍数，并且其他元素个数超过1012
 的子集都不满足这个条件．

假设2200－b－c
 3b
 5c
 是2200－i－j
 3i
 5j
 的倍数，则

[image: alt]


第一个不等式表明b＋c≤i＋j，与后两个不等式联立得b＝i，c＝j．所以S中没有一个元素是另一个的倍数．

设U是T的一个超过1012
 个元素的子集．因为只有1012
 对互异的（b，c），由抽屉原理，U中必有两个元素[image: alt]
 [image: alt]
 其中b1
 ＝b2
 ，c1
 ＝c2
 ，而a1
 ≠a2
 ．若a1
 ＞a2
 ，则u1
 是u2
 的倍数；若a1
 ＜a2
 ，则u2
 是u1
 的倍数．因此U不满足题设条件．

所以，S最多可以含有1012
 ＝10201个元素．

练　习　题

A　组

1　设x、y、z都是非零实数，试用列举法将[image: alt]
 的所有可能值构成的集合表示出来．

2　设集合A＝｛2，4，a3
 －2a2
 －a＋7｝，[image: alt]
 问：是否存在a∈R，使A∩B＝｛2，5｝？证明你的结论．

3　已知X是方程x2
 ＋px＋q＝0的实数解集，A＝｛1，3，5，7，9｝，B＝｛1，4，7，10｝，且X∩A＝∅，X∩B＝X．求p、q的值．

4　已知集合A＝｛（x，y）｜y＝ax＋2｝，B＝｛（x，y）｜y＝｜x＋1｜｝，且A∩B是一个单元集，求实数a的取值范围．

5　已知集合A＝｛x｜x＝a2
 ＋1，a∈N*
 ｝，B＝｛y｜y＝b2
 －6b＋10，b∈N*
 ｝．问：集合A和B之间的关系是怎样的？

6　已知集合M＝｛x，xy，lg（xy）｝，N＝｛0，｜x｜，y｝，并且M＝N．求

[image: alt]


的值．

7　已知I＝｛（x，y）｜x，y∈R｝，A＝｛（x，y）｜y＝3x－2｝，[image: alt]
 求A∩B及∁I
 A∪B．

8　在集合｛1，2，…，50｝的子集S中，任意两个元素的平方和不是7的倍数．求｜S｜的最大值．

9　M是正整数集的子集，满足：1∈M，2006∈M，2007∉M，并且有如下性质：若a，b∈M，则[image: alt]
 问：M有多少个非空子集？

10　设S1
 、S2
 、S3
 是三个由整数组成的非空集，已知对于1、2、3的任意一个排列i、j、k，如果x∈Si
 ，y∈Sj
 ，则x－y∈Sk
 ．证明：S1
 、S2
 、S3
 中必有两个集合相等．

11　已知集合[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 则

（1）当a取何值时，（A∪B）∩C是一个2元集；

（2）当a取何值时，（A∪B）∩C是一个3元集．

12　设集合A＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ，a5
 ｝，[image: alt]
 其中ai
 （1≤i≤5）都是正整数，且a1
 ＜a2
 ＜a3
 ＜a4
 ＜a5
 ，a1
 ＋a4
 ＝10，并满足A∩B＝｛a1
 ，a4
 ｝，A∪B中所有数之和为224．求集合A．

B　组

13　考虑集合｛1，2，…，2000｝的满足下述条件的子集A，A中没有一个数是另一个数的5倍．求｜A｜的最大值．

14　已知一族集合A1
 ，A2
 ，…，An
 具有性质：

（1）每个Ai
 含有30个元素；

（2）对每一对i、j：1≤i＜j≤n，Ai
 ∩Aj
 都是单元集；

（3）A1
 ∩A2
 ∩…∩An
 ＝∅．

求使这样的集合族存在的最大的正整数n．

15　已知A⊆｛1，2，…，2000｝，且A中任意两个数之差的绝对值不等于4或7．求｜A｜的最大值．

16　A＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ｝，T是A的子集族，包含∅及A，且任意两个元素的交及并也属于T，求这样的T的个数．
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有限集元素的数目

一、知识要点和基本方法

按照集合的元素个数是否为有限数，集合可分为有限集和无限集．若集合A是有限集，用｜A｜表示它的元素个数．

1．映射

对任意的两个集合A、B，依对应法则f，如果对A中任意一个元素x，在B中都有唯一的元素f（x）与之对应，则称f：A→B是一个映射．这里f（x）称为x的象，而x称为f（x）的原象．

若f：A→B是一个映射，且对任意x，y∈A，x≠y，都有f（x）≠f（y），则称f是A到B的一个单射．显然，若A、B都是有限集，而且能建立A到B的一个单射，则｜A｜≤｜B｜．

若f：A→B是一个映射，且对任意y∈B，都有一个x∈A，使得y＝f（x），则称f是A到B上的一个满射．若A、B都是有限集，且能建立A到B上的一个满射，则｜A｜≥｜B｜．

若f：A→B是一个映射，并且f既是单射，又是满射，则称f是A到B的一个一一对应．当A、B都是有限集时，如能建立A到B上的一个一一对应，则｜A｜＝｜B｜．

2．容斥原理

定理1　设A、B都是有限集，则

[image: alt]


定理2　设A、B、C都是有限集，则

[image: alt]


二、例题精讲

例1　在1，2，…，1000中，有多少个正整数既不是2的倍数，又不是5的倍数？

解　设[image: alt]
 [image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 于是[image: alt]
 [image: alt]
 ＝－1000（500＋200）＋100＝400

例2　集合A的元素都是正整数，其中最小的是1，最大的是100，除1以外，每一个元素都等于集合A中的两个数（可以相同）的和．求集合A的元素个数的最小值．

解　设A＝｛1，a1
 ，a2
 ，…，an
 ，100｝，其中1＜a1
 ＜a2
 ＜…＜an
 ＜100．则a1
 ＝1＋1＝2．

若n＝6，则[image: alt]
 [image: alt]
 96＜100，所以100＝2a6
 ，a6
 ＝50．又a4
 ＋a5
 ≤16＋32＝48＜50，所以[image: alt]
 而[image: alt]
 所以25＝2a4
 ，矛盾．

若n≤5，则由上可知，an
 ≤32，2an
 ≤64＜100，不可能．

综上可知，｜A｜≥9．

又当A＝｛1，2，3，5，10，20，25，50，100｝时，集A满足题述性质，且｜A｜＝9．故集A的元素个数的最小值为9．

例3　设[image: alt]
 n项的数列：[image: alt]
 有下列性质：对于S的任一非空子集B（B的元素个数记为｜B｜），在该数列中有相邻的｜B｜项恰好组成集合B．求n的最小值．

解　首先，S中的每个数在数列a1
 ，a2
 ，…，an
 中至少出现2次．事实上，若S中的某个数在这个数列中只出现1次，由于含这个数的二元子集共有3个，但在数列中含这个数的相邻两项至多只有两种取法，因而不可能3个含这个数的二元子集都在数列相邻两项中出现．

由于S中的每个数在数列[image: alt]
 中至少出现2次，所以，[image: alt]


下面，我们构造一个n＝8且满足题设条件的例子，8项数列：

[image: alt]


就是满足条件的一个数列．

综上所述，n的最小值为8．

例4　设[image: alt]
 B是A的一个子集，且B中的任意三个不同元素x、y、z，都有x＋y≠z．求｜B｜的最大值．

解　设[image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]
 设[image: alt]
 其中[image: alt]
 [image: alt]
 且[image: alt]
 由题设知

[image: alt]


其中i＝1，2，…，s－1，j＝1，2，…，t（否则集B中就有三个元素bi
 、cj
 、bs
 ，使得bi
 ＋cj
 ＝bs
 ），且

[image: alt]


即　　[image: alt]


所以[image: alt]
 是E中互不相同的元素，故

[image: alt]


又当[image: alt]
 时，B中任意两个不同元素x、y，都有[image: alt]


从而B满足题意．

综上所述，｜B｜的最大值为n＋1．

说明　例2、例3和例4，我们都是先求出一个上界或下界（例2是[image: alt]
 例4是[image: alt]
 ），然后再构造一个具体的例子来说明这个上界是可以达到的，这是处理这种最值问题的常用手法．在实际解题时，我们往往先通过具体的例子猜出这个上界，然后再设法证明．

例5　设[image: alt]
 对X的任一非空子集M，M中的最大数与最小数的和称为M的特征，记为m（M）．求X的所有非空子集的特征的平均数．

解　设[image: alt]


[image: alt]


于是[image: alt]
 是X的非空子集的全体（子集组成的集）Y到Y自身的满射，记X的非空子集为[image: alt]
 则特征的平均数为

[image: alt]


由于A中的最大数与A′中的最小数的和为101，A中最小数与A′中的最大数的和也为101，故m（Ai
 ）＋m（A′i
 ）＝202，从而特征的平均数为

[image: alt]


例6　某班语文、数学、外语三门课程期中考试成绩统计结果：至少有一门课程得满分的学生只有18人，语文得满分的有9人，数学得满分的有11人，外语得满分的有8人，语文、数学都得满分的有5人，数学、外语都得满分的有3人，语文、外语都得满分的有4人．问：

（1）语文、数学两门课程至少有一门得满分的学生有多少人？

（2）语文、数学、外语三门课程都得满分的学生有多少人？

解　设该班期中考试语文、数学、外语得满分的学生的集合分别为A、B、C，由题意知

[image: alt]


[image: alt]


（1）语文、数学两门课程至少有一门得满分的学生有

[image: alt]


（2）语文、数学、外语都得满分的学生有

[image: alt]


例7　考虑集合[image: alt]
 的所有非空子集，若一个非空子集中的偶数的数目不少于奇数的数目，称这个子集是“好子集”，则求“好子集”的数目．

解　方法一：

设一个“好子集”中有i（i＝1，2，3，4，5）个偶数，则奇数的数目可以有[image: alt]
 个，因此“好子集”的数目为[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]


方法二：

S的非空子集共有210
 －1＝1023（个），根据子集中偶数与奇数个数的多少可分为三类：

（1）偶数多于奇数；（2）奇数多于偶数；（3）奇数与偶数个数相等．由于S中的10个元素偶数与奇数的个数相等，所以（1）、（2）的子集数相等．现考虑第三类，分别考虑含有2、4、6、8、10个元素子集的数目，则共有子集数为

[image: alt]


所以，第一类子集数为[image: alt]


因此，“好子集”的数目为386＋251＝637（个）．

例8　将集合[image: alt]
 分拆为k个互不相交的非空子集A1
 ，A2
 ，…，Ak
 的并，并且对于每一个[image: alt]
 [image: alt]
 其中任意两个不同的元素的和都不是完全平方数，求k的最小值．

解　首先，考虑数6、19、30，因为6＋19＝52
 ，6＋30＝62
 ，19＋30＝72
 ，所以，这3个数必须属于3个不同的子集，于是k≥3．

另一方面，集合S＝｛1，2，…，36｝可以分拆为3个互不相交的非空子集A1
 、A2
 、A3
 的并，使得它们满足题设条件．令

[image: alt]


由于完全平方数除以4的余数只能是0或者1，所以，容易验证A1
 、A2
 、A3
 满足题设条件．

综上所述，k的最小值为3．

例9　将与105互质的所有正整数从小到大排成数列，求这个数列的第1000项．

解　设[image: alt]
 [image: alt]
 则

[image: alt]


在1到105中，与105互质的数有

[image: alt]


设与105互质的正整数按从小到大的顺序排列为a1
 ，a2
 ，…，an
 ，…，则

[image: alt]


因为1000＝48×20＋40，所以

[image: alt]


由于[image: alt]
 [image: alt]
 所以

[image: alt]


说明　本题利用了逐步淘汰原理，即

（1）设A、B是S的子集，[image: alt]
 分别是A、B对S的补集，则

[image: alt]


（2）设A、B、C是S的子集，[image: alt]
 分别是它们对S的补集，则

[image: alt]


（1）和（2）与定理1、定理2一起称为容斥原理．有兴趣的读者可以把它们推广到n个集合的情形．

练　习　题

A　组

1　设A＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ｝，B＝｛b1
 ，b2
 ，b3
 ，b4
 ｝．

（1）写出一个f：A→B，使得f是单射，并求A到B的单射的个数；

（2）写出一个f：A→B，使得f不是单射，并求所有这种映射的个数；

（3）A到B的映射能否是满射？

2　集合A与B的并集A∪B＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ｝，当A≠B时，（A，B）与（B，A）视为不同的对，则这样的（A，B）有多少对？

3　已知集合

[image: alt]


若A∩B是平面上正八边形的顶点所构成的集合，求a的值．

4　设[image: alt]
 且[image: alt]
 求｜A｜的最大值．

5　在1到100这100个正整数中，最多可以选出多少个数，使得其中没有一个数是另一个数的3倍．

6　对于集合｛1，2，…，n｝和它的每个非空子集，我们定义“交替和”如下：把集合中的数按从大到小的顺序排列，然后从最大的数开始交替地加减各数（例如｛1，2，4，6，9｝的交替和是9－6＋4－2＋1＝6，而｛5｝的交替和就是5）．对于n＝7，求所有这些交替和的总和．

7　设S为｛1，2，…，9｝的子集，且S中任意两个不同的数之和所得的数两两不同，问：S中最多有多少个元素？

8　设集合[image: alt]
 集合[image: alt]
 [image: alt]


9　求集合[image: alt]
 的所有子集的元素和．

10　设[image: alt]
 A是M的子集且满足条件：当x∈A时，15x∉A．求｜A｜的最大值．

11　某中学共有教师120名，教语文、数学、外语的分别有40、50、45名，其中有15名能教数学、外语，有10名能教数学、语文，有8名能教外语、语文，还有4名语文、数学、外语都能教．问：该校这三门课都不能教的教师有多少名？

B　组

12　设[image: alt]
 且G具有下列两条性质：

（1）对任何[image: alt]
 恒有[image: alt]


（2）[image: alt]


试证：G中的奇数的个数是4的倍数，且G中所有数字的平方和为一定数．

13　对于有限集合A，存在函数f：N*
 →A，具有下述性质：若[image: alt]
 [image: alt]
 且[image: alt]
 是质数，则[image: alt]
 求｜A｜的最小值．

14　集合[image: alt]
 为A的非空子集．对于任何[image: alt]
 至多有两个元素．求k的最大值．

15　设[image: alt]
 求最小的正整数n，使得S的每一个n元子集都含有4个两两互质的数．

16　已知n个4元集合A1
 ，A2
 ，…，An
 满足：

[image: alt]


求n的最大值．
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二次函数

一、知识要点和基本方法

1．[image: alt]
 称为二次函数．也常常写成：[image: alt]
 （顶点式），或[image: alt]
 [image: alt]
 （零点式）．

2．[image: alt]
 的性质．

（1）对称性．对任意实数x，有

[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）若[image: alt]
 则[image: alt]


（4）当a＞0时，f（x）在区间[image: alt]
 上递减，在区间[image: alt]
 上递增；当a＜0时，f（x）在区间[image: alt]
 上递增，在区间[image: alt]
 上递减．

（5）当[image: alt]
 时，f（x）有最小值[image: alt]
 [image: alt]
 当a＜0时，f（x）有最大值[image: alt]
 [image: alt]


3．[image: alt]
 的图像．

（1）对称轴：f（x）关于直线[image: alt]
 对称．

（2）顶点：对称轴与抛物线的交点[image: alt]
 称为顶点．当a＞0时，顶点是抛物线的最低点；当a＜0时，顶点是抛物线的最高点．

（3）开口：当a＞0时，开口向上；当a＜0时，开口向下，开口大小由｜a｜决定．

（4）二次函数图像与x轴的位置关系：当∆＞0时，二次函数图像与x轴有两个不同的交点；当∆＝0时，二次函数图像与x轴相切；当∆＜0时，二次函数与x轴无交点．

二、例题精讲

例1　已知[image: alt]
 [image: alt]
 当[image: alt]
 时，[image: alt]
 求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）a＞0，当x∈［－1，1］时，g（x）的最大值为2，求f（x）．

证明　（1）[image: alt]


（2）由于g（x）是一个一次函数，也是单调函数，只证[image: alt]
 [image: alt]
 即可．

[image: alt]


（3）[image: alt]


而[image: alt]
 且[image: alt]


所以[image: alt]
 又当[image: alt]
 时，[image: alt]
 所以在[image: alt]
 时，[image: alt]
 即f（0）为f（x）的最小值，x＝0必为y＝f（x）的图像的对称轴，b＝0，a＝2．

故[image: alt]


例2　（1）已知抛物线y＝2x2
 ，把它向右平移p个单位，或向下平移q个单位，都能使得抛物线与直线y＝x－4恰好有一个交点．求p、q的值．

（2）把抛物线y＝2x2
 向左平移p个单位，向上平移q个单位，则得到的抛物线经过点（1，3）与（4，9），求p、q的值．

（3）把抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c向左平移三个单位，向下平移两个单位后，所得的图像是经过点[image: alt]
 的抛物线y＝ax2
 ，求原二次函数的解析式．

解　（1）抛物线[image: alt]
 向右平移p个单位后，得到的抛物线为[image: alt]
 于是方程

[image: alt]


即　　[image: alt]


有两个相同的实数根，所以

[image: alt]


解得[image: alt]
 这时的交点为[image: alt]


抛物线y＝2x2
 向下平移q个单位，得到的抛物线为[image: alt]
 [image: alt]
 于是方程

[image: alt]


即　　[image: alt]


有两个相同的实根，所以

[image: alt]


解得[image: alt]
 这时的交点为[image: alt]


（2）把y＝2x2
 向左平移p个单位，向上平移q个单位，得到的抛物线为[image: alt]
 由题设得

[image: alt]


解得p＝－2，q＝1．

（3）由于y＝ax2
 经过点[image: alt]
 所以

[image: alt]


因此[image: alt]


于是原来的二次函数可由[image: alt]
 向右平移三个单位，向上平移两个单位后得到，即为

[image: alt]


说明　将抛物线[image: alt]
 向右平移p个单位，得到的抛物线是[image: alt]
 向左平移p个单位，得到的抛物线是[image: alt]
 向上平移q个单位，得到的抛物线是[image: alt]
 向下平移q个单位，得到的抛物线是[image: alt]


例3　如果抛物线[image: alt]
 与x轴的交点为A、B，顶点为C，求△ABC的面积的最小值．

解　首先，由

[image: alt]


知，对任意的k值，抛物线与x轴总有两个交点．

设抛物线与x轴的两个交点的横坐标分别为x1
 、x2
 ，那么

[image: alt]


[image: alt]


又抛物线的顶点坐标是[image: alt]
 所以，

[image: alt]


因为[image: alt]
 当且仅当k＝－1时等号成立，所以

[image: alt]


故△ABC的面积的最小值为1．

例4　已知[image: alt]
 的图像与x轴有两个不同的交点（x1
 ，0）、（x2
 ，0），且[image: alt]
 [image: alt]
 求a的值．

解　首先，由[image: alt]
 得[image: alt]
 或[image: alt]
 由题意，可设

[image: alt]


则　　[image: alt]


所以[image: alt]


解得[image: alt]
 或a＝0（舍去），故[image: alt]


说明　如果二次函数[image: alt]
 与x轴相交于点[image: alt]
 那么可设[image: alt]
 在有些时候，这样的形式能使问题简化．

例5　已知a是正整数，抛物线[image: alt]
 过点[image: alt]
 并且与x轴有两个不同的交点．求

（1）a的最小值；

（2）b＋c的最大值．

解　（1）因为抛物线过点A（－1，4）、B（2，1），所以

[image: alt]


且

[image: alt]


由①、②可得[image: alt]
 代入③，得

[image: alt]


由于a≥1，故9a－1＞0，所以a＞1，从而a≥2．又当a＝2，b＝－3，c＝－1时，满足题意．

所以，a的最小值为2．

（2）由上题知，

[image: alt]


当[image: alt]
 时等号成立，所以，b＋c的最大值为－4．

例6　若抛物线[image: alt]
 与连接两点M（0，1）、N（2，3）的线段（包括M、N两点）有两个相异的交点，求a的取值范围．

解　易知，过点M（0，1）、N（2，3）的直线方程为y＝x＋1．抛物线y＝x2
 ＋ax＋2与线段MN有两个交点就是方程

[image: alt]


在区间［0，2］上有两个不等实根．

令[image: alt]
 其对称轴为[image: alt]
 于是

[image: alt]


解得a的取值范围是[image: alt]


说明　利用二次函数的图像来研究一元二次方程的根的分布是非常有效的手段．

例7　设[image: alt]
 方程f（x）＝x的两个根是x1
 和x2
 ，且[image: alt]
 又若0＜t＜x1
 ，试比较f（t）与x1
 的大小．

解　因为x1
 、x2
 是方程

[image: alt]


的两个根，所以

[image: alt]


因此　　[image: alt]


由[image: alt]
 x2
 ＜0，及a＞0，t－x1
 ＜0得

[image: alt]


所以，当0＜t＜x1
 时，有f（t）＞x1
 ．

例8　设实数a、b、c、m满足条件：[image: alt]
 且a≥0，m＞0．求证：方程ax2
 ＋bx＋c＝0有一根x0
 满足0＜x0
 ＜1．

证明　当a＝0时，若b≠0，则[image: alt]
 此时0＜x0
 ＜1；若b＝0，则c＝0，这时一切实数x都满足方程，当然也有0＜x0
 ＜1．故当a＝0时，结论成立．

当a＞0时，令[image: alt]
 则

[image: alt]


若c＞0，因f（0）＝c＞0，故必有一根x0
 满足[image: alt]
 [image: alt]


若c≤0，因为

[image: alt]


故必有一根x0
 满足[image: alt]


综上所述，命题得证．

例9　已知二次函数[image: alt]
 的图像恒不在x轴下方，且[image: alt]
 恒成立，求实数m的取值范围．

解　由题设知，[image: alt]
 恒成立，所以，a＞0，且b2
 －4ac≤0．

记[image: alt]
 则

[image: alt]


当且仅当t＝4，即b＝4a，b2
 ＝4ac时，等号成立，从而[image: alt]
 的最小值为3，于是，m的取值范围是m＜3．

练　习　题

A　组

1　填空

（1）将二次函数y＝2x2
 进行平移，使得它的顶点在一次函数y＝－4x的图像上，且抛物线在x轴上截得的线段长为2，则平移后二次函数的解析式为____．

（2）当a取遍0到5的所有实数时，满足3b＝a（3a－8）的整数b的个数是____．

（3）设f（x）＝ax2
 ＋bx，且[image: alt]
 则f（－2）的取值范围是____．

（4）设二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，当x＝3时取得最大值10，并且它的图像在x轴上截得的线段长为4，则f（1）＝____．

（5）已知点P1
 （x1
 ，1994）和P2
 （x2
 ，1994）在二次函数[image: alt]
 [image: alt]
 的图像上，则[image: alt]


2　设二次函数[image: alt]
 满足条件：f（0）＝2，f（1）＝－1，且图像在x轴上所截得的线段长为2[image: alt]
 ．求这个二次函数的表达式．

3　设二次函数[image: alt]
 a与b都是整数，且x＝15时，y＜0，x＝16时，y＞0．

（1）求证：a∤b，b是负整数；

（2）当x取整数n所得的所有函数值f（n）中，当n为何值时，f（n）最小？

4　若对任何实数p，抛物线[image: alt]
 都通过一定点，求此定点的坐标．

5　已知定义在闭区间［0，a］上的函数[image: alt]
 问：当a在什么范围内取值时，y的最大值是3且最小值是2？

6　设a、b是两个正数，且a＜b，当x∈［a，b］时，[image: alt]
 4x＋6的最小值为a，最大值为b．求a、b的值．

7　若函数[image: alt]
 在区间［a，b］上的最小值为2a，最大值为2b，求［a，b］．

8　（1）对于任意实数x，不等式[image: alt]
 恒成立．求实数a的取值范围；

（2）对于在区间［－1，1］上的任意实数x，不等式（a－1）x2
 ＋2x＋2＞0恒成立．求实数a的取值范围．

9　已知实数b、c满足b＜2＜c，且函数[image: alt]
 当[image: alt]
 时有最大值4c，最小值b，求b＋c的值．

10　若关于x的二次方程[image: alt]
 的两根α、β满足[image: alt]
 求实数p的取值范围．

B　组

11　已知二次函数f（x）满足

（1）[image: alt]


（2）对一切x的值有[image: alt]
 成立．

求f（x）的解析式．

12　设二次函数[image: alt]
 方程f（x）＝x的两个根x1
 、x2
 满足[image: alt]


（1）当x∈（0，x1
 ）时，证明：x＜f（x）＜x1
 ；

（2）设函数f（x）的图像关于直线x＝x0
 对称．证明：[image: alt]


13　设a、b是实数，二次方程[image: alt]
 的一个根属于区间［－1，1］，另一个根属于区间［1，2］．求a－2b的取值范围．

14　已知方程[image: alt]
 有两个相异实根，求证：方程[image: alt]
 至少有一个根，在前一方程的两根之间．

15　已知抛物线[image: alt]
 过（0，－1）、（1，2）、（－3，2）三点．

（1）在这条抛物线上求出到两个坐标轴距离相等的点；

（2）求出以（1）中的点为顶点的多边形的面积．

16　若抛物线[image: alt]
 的顶点在直线mx－y－2m＋1＝0上移动，且与抛物线y＝x2
 有公共点．求m的取值范围．



第4讲

函数的图像和性质

一、知识要点和基本方法

1．映射与函数

设f：X→Y是一个映射，当X和Y都是非空数集时，我们称f是X到Y的一个函数，记为

[image: alt]


其中数集X称为函数f的定义域．对于X中的每一个x，对应法则f所对应的Y中的数y，称为f在点x的函数值，记为f（x），全体函数值的集合

[image: alt]


称为函数f的值域．

2．函数的图像

坐标为（x，f（x））的点的集合｛（x，y）｜y＝f（x），x∈D｝称为函数y＝f（x）的图像，其中D是函数y＝f（x）的定义域．

（1）函数y＝f（x＋k）（k≠0）的图像是函数y＝f（x）的图像沿x轴方向向左（k＞0）或向右（k＜0）平移｜k｜个单位得到的．

（2）函数y＝f（x）＋h（h≠0）的图像是函数y＝f（x）的图像沿y轴方向向上（h＞0）或向下（h＜0）平移｜h｜个单位得到的．

（3）函数y＝f（x＋k）＋h是经过两次平移得到的．可以先沿x轴平移｜k｜个单位，再沿y轴平移｜h｜个单位；也可以先沿y轴平移｜h｜个单位，再沿x轴平移｜k｜个单位．

（4）函数y＝-f（x）的图像与函数y＝f（x）的图像关于x轴对称．

（5）函数y＝f（-x）的图像与函数y＝f（x）的图像关于y轴对称．

（6）函数y＝-f（-x）的图像与函数y＝f（x）的图像关于原点成中心对称．

（7）函数y＝f－1
 （x）的图像与函数y＝f（x）的图像关于直线y＝x对称．

（8）函数y＝｜f（x）｜的图像是函数y＝f（x）的图像保留x轴上方的部分不变，将x轴下方的部分沿x轴对称翻折上来得到的．

3．函数的性质

（1）奇偶性．设函数f（x）的定义域为D，且D是关于原点对称的数集．若对任意的x∈D，都有f（-x）＝-f（x），则称f（x）是奇函数；若对任意的x∈D，都有f（-x）＝f（x），则称f（x）是偶函数．

（2）函数的增减性．设函数f（x）在区间I上满足：对任意x1
 ，x2
 ∈I，并且当x1
 ＜x2
 时，总有f（x1
 ）＜f（x2
 ）（f（x1
 ）＞f（x2
 ）），则称f（x）在区间I上是增函数（减函数），区间I称为f（x）的一个单调增（减）区间．

（3）函数的周期性．对于函数f（x），如果存在一个不为零的正数T，使得当x取定义域中的每一个数时，f（x＋T）＝f（x）总成立，那么称f（x）是周期函数，T称做这个周期函数的周期．如果函数f（x）的所有周期中存在最小值T0
 ，称T0
 为周期函数f（x）的最小正周期．

二、例题精讲

1．函数的图像

例1　作出下列函数的图像：

[image: alt]


解　（1）先作出y＝x2
 ＋x－2的图像，然后将此图像在x轴下方的部分对称翻折到x轴的上方即可，如图4-1所示的实线部分即为[image: alt]
 的图像．

（2）由于[image: alt]
 是偶函数，它的图像关于y轴对称，于是先作出[image: alt]
 在x≥0时的图像，再作出它关于y轴对称的图形即可，如图4-2所示．

[image: alt]


图4-1

[image: alt]


图4-2

例2　设函数[image: alt]
 [image: alt]
 求函数y＝f2
 （x）的图像与x轴所围封闭区域的面积．

解　先把函数f2
 （x）的图像画出来．

如图4-3所示，函数f0
 （x）＝｜x｜的图像是两条射线（图中的实线），而函数f1
 （x）＝｜f0
 （x）－1｜的图像是把函数f0
 （x）的图像先沿y轴方向向下平移1个单位，然后再保留x轴上方的部分，把x轴下方的部分对称地翻折到x轴上方得到的，如图4-3中的虚线所表示的部分．

[image: alt]


图4-3

[image: alt]


图4-4

函数[image: alt]
 的图像是把函数f1
 （x）的图像先沿y轴方向向下平移2个单位，再保留x轴上方的部分，把x轴下方的部分对称地翻折到x轴上方得到的，如图4-4中实线部分所示．

所求的封闭部分的面积为

[image: alt]


例3　k为什么实数时，方程[image: alt]
 有四个互不相等的实数根．

解　将原方程变形为

[image: alt]


设[image: alt]
 [image: alt]
 用例1的方法作出y＝f（x）的图像，如图4-5所示．而y＝k－2是一条与x轴平行的直线，原方程有四个互不相等的实根，即直线y＝k－2应与曲线有四个不同的交点．由图像可知，当0＜k－2＜1，即2＜k＜3时，直线与曲线有四个不同的交点．所以，当2＜k＜3时，方程x2
 －2｜x｜＋3＝k有四个互不相等的实数根．

[image: alt]


图4-5

说明　在本题中，我们用图形来研究方程的根，这是一种非常重要的方法——数形结合法．

2．函数的定义域与值域

例4　已知函数f（x）的定义域为［－1，1］，求函数[image: alt]
 [image: alt]
 的定义域，其中a＞0．

解　函数g（x）的定义域是下列两个集合的交集：

[image: alt]


[image: alt]


当a≥1时，[image: alt]
 所以[image: alt]


当0＜a＜1时，[image: alt]
 所以[image: alt]


因此，函数g（x）的定义域为[image: alt]
 或[image: alt]


例5　已知函数[image: alt]
 且存在a、b（a＜b）使f（x）在［a，b］上的值域为［a，b］，求实数k的取值范围．

解　由题设知f（x）的定义域为x≥－2，由f（x）的单调性，知f（x）在［a，b］上的值域为［a，b］等价于方程[image: alt]
 [image: alt]
 有两个不等实根，即

[image: alt]


有两个不等实根．故

[image: alt]


解得[image: alt]
 由[image: alt]
 知x≥k，即

[image: alt]


解得k≤－2，且当[image: alt]


[image: alt]


恒成立．

所以[image: alt]


例6　设[image: alt]
 且

[image: alt]


求满足条件的所有实数a、b的值．

解　设[image: alt]
 则

[image: alt]


于是[image: alt]


故　[image: alt]


显然a＝0满足题意．

若a≠0，由于x2
 ＋ax＋a＝0的根不可能是0或者－a，故[image: alt]
 没有实数根，于是

[image: alt]


所以，0＜a＜4．

综上所述，满足题设条件的a、b分别为：0≤a＜4，b＝0．

例7　已知函数f（x）＝asin2
 x＋bsinx＋c，其中a、b、c是非零实数．甲、乙两人做一游戏：他们轮流确定系数a、b、c（如甲令b＝1，乙令a＝－2，甲再令c＝3）后，如果对于任意实数x，f（x）≠0，那么甲得胜；如果存在实数x，使f（x）＝0，那么乙得胜．甲先选数，他是否有必胜的策略？为什么？如果a、b、c是任意实数，结论如何？为什么？

解　若a、b、c是非零实数，那么甲有必胜策略：甲先选b＝1，不论乙选a或c，甲总可再选c或a，使1－4ac＜0，从而方程f（x）＝0无解．

若a、b、c是任意实数，那么乙有必胜策略：当甲先选a或b，则乙可选c＝0，这时x＝0是方程f（x）＝0的根；当甲选c≠0，则乙选a＝-c，这时有[image: alt]
 [image: alt]
 故f（x）＝0必有实根在[image: alt]
 内．

3．函数的性质

例8　证明：任何定义域关于原点对称的函数都可以表示为一个奇函数和一个偶函数的和．

证明　设函数f（x）的定义域D是关于原点对称的，则f（x）与f（-x）同时有意义．易知有如下恒等式

[image: alt]


令[image: alt]
 则f1
 （x）是偶函数，而f2
 （x）是奇函数．事实上，有

[image: alt]


从而命题得证．

说明　函数f1
 （x）和f2
 （x）是如何“构造”出来的呢？其实，f1
 （x）和f2
 （x）是可以“解”出来的．设f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x），其中f1
 （x）是偶函数，f2
 （x）是奇函数．则

[image: alt]


所以[image: alt]


例9　已知[image: alt]
 （其中a、b、c是实常数），且f（－2）＝10．求f（2）的值．

分析　由f（－2）＝10是不能确定a、b、c的，所以必须考虑f（－2）与f（2）的关系，若f（x）是奇函数或偶函数就好了，现在都不是，但f（x）－8是奇函数．这提供了一条解题途径．

解　令g（x）＝f（x）－8，则g（x）是奇函数，且

[image: alt]


所以　　[image: alt]


因此　　[image: alt]


说明　本题还可以这样解：

因为　　[image: alt]


[image: alt]


所以f（x）＋f（-x）＝16对任意实数x都成立，因此

[image: alt]


所以f（2）＝6．

例10　已知实数a使得只有一个实数x满足不等式[image: alt]
 [image: alt]
 则满足条件的所有实数a的个数是多少？

解　令f（x）＝x2
 ＋2ax＋3a，由[image: alt]
 知，函数f（x）的图像经过点[image: alt]


欲使不等式[image: alt]
 只有一个解，则抛物线[image: alt]
 必须与直线y＝2相切，即

[image: alt]
 的判别式等于0，即

[image: alt]


解得a＝1、2．故满足条件的a有两个．

例11　设x、y是实数，且满足

[image: alt]


求x＋y的值．

解　把原方程组化为

[image: alt]


设f（t）＝t3
 ＋2008t，易证f（t）在（-∞，+∞）上是单调增加的．题设方程组告诉我们

[image: alt]


所以　　[image: alt]


即　　[image: alt]


例12　设设函数f（x）对任一实数x满足

[image: alt]


且f（0）＝0．求证：f（x）＝0在区间［－30，30］上至少有13个根，且f（x）是以10为周期的周期函数．

证明　由题设知，函数f（x）的图像关于直线x＝2和x＝7对称，所以

[image: alt]


于是f（x）＝0在（0，10］上至少有两个根．

另一方面，有

[image: alt]


所以，f（x）是以10为周期的周期函数，因此，f（x）＝0在［－30，30］上至少有6×2＋1＝13个根．

说明　设函数的定义域为D，若对任意的x∈D，都有

[image: alt]


则函数f（x）的图像关于直线x＝a对称．

例13　已知函数[image: alt]


（1）是否存在实数a、b（a＜b），使得函数f（x）的定义域和值域都是［a，b］？

（2）若存在实数a、b（a＜b），使得函数f（x）的定义域是［a，b］，值域是［ma，mb］（m≠0），求实数m的取值范围．

解　（1）答案是否定的．

事实上，若存在实数a、b（a＜b）使得函数f（x）的定义域和值域都是［a，b］，则由f（x）≥0知a≥0，而f（x）的定义域中不包含x＝0，从而a＞0．于是

[image: alt]


当a，b∈（0，1）时，[image: alt]
 在（0，1）上为减函数，所以

[image: alt]


即　　[image: alt]


由此可得a＝b，矛盾！

当a，b∈［1，+∞）时，[image: alt]
 在［1，+∞）上为增函数，所以

[image: alt]


即　　[image: alt]


于是，a、b是一元二次方程x2
 －x＋1＝0的实根，而此方程的∆＝1－4＜0，矛盾．

当a∈（0，1），b∈［1，+∞）时，则1∈［a，b］，而f（1）＝0，故0∈［a，b］，矛盾．

综上可知，不存在实数a、b满足题设条件．

（2）若存在实数a、b（a＜b），使得函数f（x）的定义域是［a，b］，值域是［ma，mb］（m≠0）．则由f（x）≥0及x≠0知ma＞0，结合mb＞ma及b＞a知，m＞0，从而a＞0．于是

[image: alt]


当a，b∈（0，1）时，同（1）知

[image: alt]


消去m可得a＝b，矛盾！

若a，b∈［1，+∞），则

[image: alt]


于是a、b是如下一元二次方程mx2
 －x＋1＝0的两个大于1的实根（因为若a＝1，则m＝0，不可能），所以

[image: alt]


解得[image: alt]


当a∈（0，1），b∈［1，+∞）时，1∈［a，b］,从而f（1）＝0∈［ma，mb］，矛盾！

综上可知，m的取值范围是[image: alt]


练　习　题

A　组

1　填空题

（1）定义域为R的函数y＝f（x）满足f（x－1）＝f（2－x），这个函数图像的一条对称轴是____．

（2）函数[image: alt]
 可以表示成一个偶函数f（x）与一个奇函数g（x）的和，则f（x）＝____．

（3）设有三个函数，第一个是y＝φ（x），它的反函数就是第二个函数，而第三个函数的图像与第二个函数的图像关于直线x＋y＝0对称，那么第三个函数是____．

（4）已知[image: alt]
 则函数y＝f（1－x2
 ）的定义域为____．

2　函数f（x）＝6x2
 －mx＋5在区间［－2，+∞）上是增函数，求f（1）的取值范围．

3　设[image: alt]
 计算

[image: alt]


4　已知奇函数f（x）在定义域（－1，1）内单调递减，当m为何值时，[image: alt]
 成立？

5　函数f（x）具有如下性质：对每个实数x，都有

[image: alt]


如果f（19）＝94，那么f（94）除以1000的余数是多少？

6　当x∈［－1，1］时，求

[image: alt]


的值域．

7　设函数f（x）满足等式[image: alt]
 求函数f（x）的值域．

8　已知f（x）是定义在（0，+∞）上的减函数，若f（2a2
 ＋a＋1）＜f（3a2
 －4a＋1）成立，求a的取值范围．

9　设函数y＝f（x）对一切实数x都满足：f（3＋x）＝f（3－x），且方程f（x）＝0恰有六个不同的实数根，求这六个实数根的和．

10　f（x）和g（x）的定义域都是非零实数，f（x）是偶函数，g（x）是奇函数，且[image: alt]
 求[image: alt]
 的取值范围．

11　设函数f（x）是定义在（-∞，+∞）上的增函数，如果不等式[image: alt]
 对任意x∈［0，1］都成立，求k的取值范围．

B　组

12　已知f（x）是定义在实数集R上的函数，且[image: alt]
 [image: alt]


（1）求证：f（x）是周期函数；

（2）若[image: alt]
 求f（1997）、f（2001）的值．

13　若函数[image: alt]
 的图像与它的反函数的图像完全重合，其中a、b、c、d满足关系：[image: alt]
 则此函数应具有怎样的形式？

14　证明：函数f（x）＝3x2
 可以表示为两个单调递增的多项式函数之差．

15　求函数[image: alt]
 的值域．

16　已知

[image: alt]


定义[image: alt]


（1）求[image: alt]


（2）设[image: alt]
 求证：B中至少含有9个元素．



第5讲

幂函数、指数函数、对数函数

一、知识要点和基本方法

1．幂函数　形如y＝xa
 （a∈R）的函数叫做幂函数．在中学阶段，我们只研究a∈Q的情况．

2．指数函数　形如y＝ax
 （a＞0，a≠1）的函数叫做指数函数．其定义域是R，值域是（0，+∞）．当0＜a＜1时，y＝ax
 是单调减少的；当a＞1时，y＝ax
 是单调增加的．

3．对数函数　形如y＝loga
 x（a＞0，a≠1）的函数叫做对数函数．其定义域是（0，+∞），值域为R．当0＜a＜1时，y＝loga
 x是单调减少的；当a＞1时，y＝loga
 x是单调增加的．

对数函数y＝loga
 x与指数函数y＝ax
 互为反函数．

二、例题精讲

1．化简与求值

例1　（1）设[image: alt]
 求5a
 的值；

（2）设[image: alt]
 求5b
 的值．

解　（1）因为

[image: alt]


所以　　[image: alt]


（2）由（1）的求解过程知，上述结果是不依赖于对数的底，所以[image: alt]


例2　若函数[image: alt]
 的值域为R，则求实数a的取值范围．

解　要使得f（x）的值域为R，需要ax2
 －4x＋a－3可取到一切正数．

（1）若a＝0，显然满足要求．

（2）若a≠0，则二次函数g（x）＝ax2
 －4x＋a－3的图像必须开口向上且与x轴至少有一个交点．

即　　[image: alt]


解得0＜a≤4．

综上所述，实数a的取值范围为［0，4］．

例3　已知[image: alt]
 （其中a是大于0的常数），求

[image: alt]


的值．

解　因为

[image: alt]


所以　　[image: alt]


例4　已知函数[image: alt]
 试判断[image: alt]
 的符号，其中a、b为任意的实数且a＋b≠0．

解　因为

[image: alt]


所以[image: alt]
 即f（x）为奇函数，

又因为　　[image: alt]


在（0，+∞）上单调递增，所以，f（x）在R上是增函数．

注意到f（a）－f（-b）与a－（-b）同号，所以[image: alt]
 又因为a3
 ＋b3
 与a＋b同号，故原式大于零．

2．图像和性质

例5　设a、b分别是方程[image: alt]
 和[image: alt]
 的根，求a＋b及log2
 a＋2b
 的值．

解　在直角坐标系内分别作出函数y＝2x
 和y＝log2
 x的图像，再作直线y＝x和＝-x＋3，如图5-1所示．由于y＝2x
 和y＝log2
 x互为反函数，故它们的图像关于直线y＝x对称．方程[image: alt]
 的根a就是直线y＝-x＋3与对数曲线[image: alt]
 的交点A的横坐标，方程2x
 ＋x－3＝0的根b就是直线y＝-x＋3与指数曲线y＝2x
 的交点B的横坐标．

[image: alt]


图5-1

设y＝-x＋3与y＝x的交点为M，则点M的坐标为[image: alt]


所以

[image: alt]


例6　设[image: alt]
 其中[image: alt]
 表示p、q中的较小者．求f（x）的最大值．

解　易知f（x）的定义域是（0，+∞）．

[image: alt]


图5-2

因为[image: alt]
 在（0，+∞）上是减函数，y2
 ＝log2
 x在（0，+∞）上是增函数，而当y1
 ＝y2
 ，即3＋[image: alt]
 ＝log2
 x时，x＝4，所以由y1
 ＝3＋[image: alt]
 和y2
 ＝log2
 x的图像（图5-2）可知

[image: alt]


故当x＝4时，得f（x）的最大值2．

说明　本题先求出f（x）的表达式，这是一个分段函数，从图像上易知f（x）的最大值为2．下面我们再用另一种方法求解．

因为　　[image: alt]


①×2＋②消去log2
 x，得3f（x）≤6，

所以f（x）≤2．





又f（4）＝2，故f（x）的最大值为2．

这里我们先估计f（x）的上界，再构造例子说明f（x）可以取到这个上界2．从而求得了f（x）的最大值，这是求这类“复合”最值问题的常用手法．

例7　设f（x）是定义在R上的函数，若f（0）＝2008，且对任意x∈R，满足

[image: alt]


求f（2008）．

解　方法一：由题设条件知

[image: alt]


因此有

[image: alt]


故　　[image: alt]


方法二：

令　[image: alt]


[image: alt]


即[image: alt]
 故

[image: alt]


得g（x）是周期为2的周期函数，所以

[image: alt]


3．方程和不等式

例8　解方程：[image: alt]


解　原方程等价于[image: alt]


即　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


因式分解，得　　[image: alt]


因为2x
 ＋1＞0，所以2x
 －32＝0，故x＝5．

例9　设a＞0且a≠1，求证：方程ax
 ＋a-x
 ＝2a的根不在区间［－1，1］内．

解　设t＝ax
 ，则原方程化为

[image: alt]


由[image: alt]
 得｜a｜≥1，即a＞1．

所以当a＞1时，①的两实根为

[image: alt]


即　　[image: alt]


由a＞1及[image: alt]
 知

[image: alt]


所以，当a＞1时，方程有实根，且实根不在区间［－1，1］内．

例10　解不等式

[image: alt]


解　方法一：

由[image: alt]
 且log2
 y在（0，+∞）上为增函数，故原不等式等价于

[image: alt]


即　　[image: alt]


分组分解

[image: alt]


可得

[image: alt]


所以[image: alt]
 即

[image: alt]


所以　　[image: alt]


即[image: alt]
 故原不等式的解集为[image: alt]


方法二：

由[image: alt]
 且[image: alt]
 上为增函数，故原不等式等价于

[image: alt]


即　　[image: alt]


则　　[image: alt]


令[image: alt]
 则不等式转化为

[image: alt]


显然g（t）＝t3
 ＋2t在R上为增函数，由此原不等式等价于[image: alt]


即　　[image: alt]


解得[image: alt]
 故原不等式解集为[image: alt]


练　习　题

A　组

1　填空题

（1）[image: alt]


（2）函数[image: alt]
 [image: alt]


（3）方程[image: alt]


（4）集合[image: alt]
 的真子集的个数是____．

（5）若[image: alt]
 则[image: alt]


（6）若函数[image: alt]
 的图像与x轴有交点，则实数m的取值范围是____．

2　函数[image: alt]
 的值域是一切实数，求a的取值范围．

3　已知不等式[image: alt]
 的解集是实数集R，求a的取值范围．

4　已知[image: alt]
 求[image: alt]
 [image: alt]
 的值．

5　设[image: alt]
 比较[image: alt]
 与[image: alt]
 的大小，并证明你的结论．

6　已知[image: alt]
 求函数[image: alt]
 的最小值．

7　设[image: alt]
 解不等式[image: alt]


8　关于x的方程[image: alt]
 有正实根，求m的取值范围．

9　若函数[image: alt]
 的定义域是不等式[image: alt]
 的解集，求f（x）的最大值和最小值．

10　设函数f（x）满足[image: alt]
 且[image: alt]
 [image: alt]
 上的值域为［－1，0］，求实数a的取值范围．

B　组

11　已知[image: alt]
 求使方程[image: alt]
 有解的k的取值范围．

12　已知n为正整数，实数a＞1，解关于x的不等式

[image: alt]


13　当a为何值时，不等式

[image: alt]


有且只有一个解？

14　设[image: alt]
 [image: alt]
 记a、b、c中的最大数为M，求M的最小值．

15　设0＜a＜1，x＜0，求证：

[image: alt]




第6讲

含绝对值的函数

一、知识要点和基本方法

让函数y＝f（x）的图像在x轴上方的部分不变，下方的部分翻转到x轴上方得到函数y＝｜f（x）｜的图像．

让函数y＝f（x）的图像在y轴右方的部分不变，左方的部分由右方的图像沿y轴翻转，得到函数y＝f（｜x｜）的图像．

二、例题精讲

例1　作出函数[image: alt]
 的图像．

解

[image: alt]


于是可作出图像如图6-1．

[image: alt]


图6-1

说明　函数的表达式中含有绝对值，故我们可以想办法去掉绝对值，而知道绝对值符号里的符号时，当然可以去掉绝对值．

例2　求函数[image: alt]
 的单调递增区间．

解　由函数的定义域为（0，+∞），则

[image: alt]


[image: alt]


所以函数f（x）的单调递增区间为（0，+∞）．

例3　设a1
 、a2
 、a3
 、a4
 是实常数，且[image: alt]
 求下列函数的最小值．

[image: alt]


分析　为了求第（1）小题中的函数最小值，可先设法脱去绝对号，化成自变量x取值有一定限制的一次函数，再求最小值．第（2）、（3）小题可应用（1）的结论．

解　（1）按实数绝对值的意义

[image: alt]


对[image: alt]
 而言，g（x）的最小值为[image: alt]
 [image: alt]
 对[image: alt]
 而言，h（x）的最小值为[image: alt]
 由此可见，当a1
 ≤x≤a2
 时，f（x）取最小值a2
 －a1
 ．

（2）根据上一小题的结论，函数[image: alt]
 在a1
 ≤x≤a3
 时取最小值a3
 －a1
 ；又函数[image: alt]
 显然在x＝a2
 时取小值0．故[image: alt]
 在x＝a2
 时取最小值a3
 －a1
 ．

（3）根据第（1）小题的结论，函数[image: alt]
 在[image: alt]
 [image: alt]
 时取最小值a4
 －a1
 ；函数[image: alt]
 在[image: alt]
 a3
 时取最小值a3
 －a2
 ．注意到[image: alt]
 就知当[image: alt]
 [image: alt]
 时，[image: alt]
 取最小值[image: alt]


说明　在第（1）小题中，为了应用一次函数求最大（小）值的方法，把f（x）变成分段函数．如果把｜x－a1
 ｜理解为数轴上点x到点a1
 的距离，那么不脱去绝对值号，也能分析得出，只有当点x在点a1
 与a2
 之间（包括a1
 、a2
 ）时，才能使点x到点a1
 和a2
 的距离和（即f（x））最小，其最小值为点a1
 与点a2
 间的距离a2
 －a1
 ．

通过第（2）、（3）小题的解答，我们容易把本例的结果推广到一般情况，即对n个实常数[image: alt]
 求[image: alt]
 [image: alt]
 的最小值．

由于a1
 ，a2
 ，…，an
 中有些允许相等，因此，我们应该会求函数[image: alt]
 的最小值，这里k1
 ，k2
 ，…，kn
 都是正整数．

例4　已知[image: alt]
 试确定关于x的方程

[image: alt]


的解的个数．

分析　我们考察函数y＝｜1－x2
 ｜的图像与直线y＝kx＋k（0＜k＜1）的公共点个数．

[image: alt]


图6-2

解　先画出函数y＝｜1－x2
 ｜，即y＝｜x2
 －1｜的图像，再画直线y＝kx＋k（0＜k＜1）（图6-2）．注意到该直线经过定点（－1，0），且在y轴上的截距k满足0＜k＜1．

易见，直线[image: alt]
 与函数[image: alt]
 图像的公共点有3个，故原方程有3个解．

例5　求函数[image: alt]
 的最小值．

解　如图6-3，用A、B、C、D四点分别表示实数1、3、5、7在数轴上所对应的点，用P表示实数x，

[image: alt]


图6-3

则　　[image: alt]


显然　　[image: alt]


等号成立当且仅当P在线段AD之间（含端点）；

[image: alt]


等号成立当且仅当P在线段BC之间（含端点）．

所以f（x）≥8，等号成立当且仅当P在线段BC之间（含端点）．

即当3≤x≤5时，f（x）有最小值8．

例6　设a为实数，函数[image: alt]


（1）讨论f（x）的奇偶性；

（2）求f（x）的最小值．

解　（1）当a＝0时，函数[image: alt]
 [image: alt]
 此时f（x）为偶函数．

当a≠0时，[image: alt]
 [image: alt]


此时函数f（x）既不是奇函数，也不是偶函数．

（2）（i）当x≤a时，函数[image: alt]
 [image: alt]


若[image: alt]
 则函数f（x）在（-∞，a］上单调递减，从而函数f（x）在（-∞，a］上的最小值为f（a）＝a2
 ＋1；

若[image: alt]
 则函数f（x）在（-∞，a］上的最小值为[image: alt]
 [image: alt]


（ii）当x≥a时，函数[image: alt]


若[image: alt]
 则函数f（x）在［a，+∞）上的最小值为[image: alt]
 [image: alt]


若[image: alt]
 则函数f（x）在［a，+∞）上单调递增，从而函数f（x）在［a，+∞）上的最小值为f（a）＝a2
 ＋1．

综上，当[image: alt]
 时，函数f（x）的最小值是[image: alt]


当[image: alt]
 时，函数f（x）的最小值是a2
 ＋1；

当[image: alt]
 时，函数f（x）的最小值是[image: alt]


例7　规定max｛a，b｝表示取a、b中的较大者，例如[image: alt]
 [image: alt]


求函数[image: alt]
 的最小值，并求当f（x）取最小值时自变量x的值．

分析　f（x）的含义是，对每一个实数x，f（x）等于[image: alt]
 与[image: alt]
 中的较大者．因为[image: alt]
 与[image: alt]
 的图像都能很容易作出，而y＝f（x）的图像由y＝f1
 （x）的图像及y＝f2
 （x）的图像中的上方部分组成．因此y＝f（x）的图像也可画出．由此可看出f（x）的最小值．

解　在同一直角坐标系中分别画出[image: alt]
 [image: alt]
 的图像（图6-4）．两图像有四个交点A、B、C、D，它们的横坐标可由方程

[image: alt]


图6-4

[image: alt]


解得．脱去绝对值号，得

[image: alt]


解得[image: alt]
 由图易见A、B、C、D的横坐标顺次是[image: alt]


按f（x）的定义，它的图像为图6-4中的实线部分所示．点B的纵坐标为函数f（x）的最小值，此最小值为f（－2）＝1．

练　习　题

A　组

1　作出函数[image: alt]
 图像．

2　设f（x）是定义在R上的周期为2的周期函数，且是偶函数．已知当x∈［2，3］时，f（x）＝x，则当x∈［－2，0］时，f（x）的解析式为（　　）．

[image: alt]


3　作函数[image: alt]
 的图像．

4　求方程[image: alt]
 的实根的个数．

5　已知定义域为［0，1］的函数[image: alt]
 和[image: alt]
 [image: alt]
 记[image: alt]


求：（1）F（x）的表达式；

（2）F（x）的最大值；

（3）解方程[image: alt]


6　（1）作出函数[image: alt]
 的大致图像；

（2）讨论方程[image: alt]
 的解的情况．

B　组

7　求函数[image: alt]
 的最值．

8　如果满足[image: alt]
 的实数x恰有6个，求实数a的值．

9　设[image: alt]
 为实数．若｜f（x）｜在[image: alt]
 时的最大值为M，求M的最小值．
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函数的最大值和最小值

一、知识要点和基本方法

1．基本概念．设函数f（x）的定义域为D．如果存在x0
 ∈D，使得对任意x∈D，都有f（x）≤f（x0
 ），则称f（x0
 ）为函数f（x）在D上的最大值，可简记为fmax
 ．如果存在y0
 ∈D，使得对任意x∈D，都有f（x）≥f（y0
 ），则称f（y0
 ）为函数f（x）在D上的最小值，简记为fmin
 ．

2．单调函数在闭区间上的最值．如果函数f（x）在区间［a，b］上递增，那么f（x）在［a，b］上的最小值为f（a），最大值为f（b）；如果函数f（x）在区间［a，b］上递减，那么f（x）在［a，b］上的最小值为f（b），最大值为f（a）．

3．一次函数f（x）＝ax＋b在闭区间［α，β］上的最值．当a＞0时，[image: alt]
 当a＜0时，[image: alt]
 fmax
 （x）＝f（a）．

4．二次函数的最值．设[image: alt]
 当a＞0时，f（x）有最小值，[image: alt]
 当a＜0时，f（x）有最大值，[image: alt]


5．二次函数在闭区间上的最值．设[image: alt]
 [image: alt]


（1）当a＞0时，f（x）的最大值总在区间端点处取到，即

[image: alt]


f（x）的最小值有如下两种情形：

i）若[image: alt]
 则

[image: alt]


ii）若[image: alt]
 则

[image: alt]


（2）当a＜0时，f（x）的最小值总在区间端点处取到，即

[image: alt]


f（x）的最大值有如下两种情形：

i）若[image: alt]
 则

[image: alt]


ii）若[image: alt]
 则

[image: alt]


6．求函数的最大值与最小值的常用方法．

（1）配方法：把函数写成若干个非负代数式及一个常数的和，从而估计出f（x）的下界，进而求出最小值．

（2）判别式法：把所求最值的函数放到某个一元二次方程的系数上，利用判别式求出这个函数的上界或下界，进而求得最值．

（3）单调性法：利用函数的单调性求最值．

（4）不等式法：利用基本不等式来求最值．

（5）换元法：利用换元法将不易求最值的函数解析式化为易求最值的解析式．

二、例题精讲

例1　设x是正实数，求函数[image: alt]
 的最小值．

解　先估计y的下界．

[image: alt]


又当x＝1时，y＝5，所以，y的最小值为5．

说明　本题是利用“配方法”先求出y的下界，然后再“举例”说明这个下界是可以取到的．“举例”是必不可少的，否则就不一定对了．例如，本题我们也可以这样估计：

[image: alt]


但y是取不到－7的，即－7不能作为y的最小值．

例2　设函数f（x）定义为：对于每个x∈R，f（x）的值为三数x＋2、4x＋1、－2x＋4中的最小值，求f（x）的最大值．

解　在直角坐标系中将如下三条直线画出y＝x＋2，y＝4x＋1，y＝－2x＋4．

[image: alt]


图7-1

则由f（x）的图像可知．

于是P点即为所求．

由[image: alt]
 解得P点坐标为[image: alt]
 则f（x）的最大值为[image: alt]


例3　已知函数f（x）＝log2
 （x＋1），并且当点（x，y）在y＝f（x）的图像上运动时，点[image: alt]
 在y＝g（x）的图像上运动，求函数[image: alt]
 的最大值．

解　因为点（x，y）在y＝f（x）的图像上，所以[image: alt]
 [image: alt]
 点[image: alt]
 在y＝g（x）的图像上，所以[image: alt]
 故

[image: alt]


[image: alt]


令[image: alt]
 则

[image: alt]


当[image: alt]


从而　　[image: alt]


例4　求函数[image: alt]
 的最大值和最小值．

解　去分母，整理得

[image: alt]


当[image: alt]
 时，这是一个关于x的一元二次方程，因为x、y均为实数，所以

[image: alt]


所以　　[image: alt]


又当[image: alt]
 时，[image: alt]
 当[image: alt]
 时，

[image: alt]


所以，[image: alt]


说明　本题求最值的方法叫做判别式法．

例5　已知函数[image: alt]
 的最小值是2，最大值是6，求实数a、b的值．

解　将原函数去分母，并整理得

[image: alt]


若y≡a，即y是常数，则不可能有最小值2和最大值6了，所以y≢a．于是

[image: alt]


所以　　[image: alt]


由题设，y的最小值为2，最大值为6，所以

（y－2）（y－6）≤0，

即　　[image: alt]


由①、②得

[image: alt]


解得　　[image: alt]


例6　求函数

[image: alt]


的最小值和最大值．

解　先求定义域．由

[image: alt]


得　　[image: alt]


[image: alt]


当x∈［6，8］，且x增加时，[image: alt]
 增大，而[image: alt]
 减小，于是f（x）是随着x的增加而减小，即f（x）在区间［6，8］上是减函数．所以

[image: alt]


例7　求函数[image: alt]
 的最小值和最大值．

解　因为x≠1，所以

[image: alt]


令[image: alt]
 当[image: alt]
 时，有

[image: alt]


所以，[image: alt]
 上是减函数，因此

[image: alt]


所以　　[image: alt]


说明　例6和例7都是利用函数的单调性来求最值的．例6的“分子有理化”是一种常用的求最值的方法．例7不能用判别式法．因为：

[image: alt]


y＝0时，x＝1，而x＝1不在定义域内，故y≠0．

y≠0时，有

[image: alt]


所以　　[image: alt]


又当x＝－1时，[image: alt]
 当x＝3时，[image: alt]
 而－1、3均不在区间[image: alt]
 内，所以此题不能直接用判别式法．

例8　设x∈R，则函数[image: alt]
 的最小值为____．

[image: alt]


图7-2

解　如图7-2，取A为数轴原点，AB＝12，再作AB的垂线AC、BD，使AC＝1，BD＝4，在数轴上取点P，使AP＝x，则

[image: alt]


当C、P、D共线时，f值最小，此时

[image: alt]


例9　已知实数x、y满足[image: alt]
 求

[image: alt]


的最小值和最大值．

解　因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


又当[image: alt]
 时，f（x，y）＝6，故[image: alt]


又因为

[image: alt]


所以　　[image: alt]


又当[image: alt]
 [image: alt]


说明　1．本例所用的方法是不等式法．先用不等式估计出f（x，y）的上、下界，再举例说明所得的上、下界是可以达到的，从而这就是所要求的最大值和最小值．

2．式①这个不等式大家经常忽略，其实我们可以利用不等式

[image: alt]


来解决xy与x2
 ＋y2
 之间的上、下界关系．

练　习　题

A　组

1　填空题

（1）已知函数[image: alt]
 其中a为常数，且满足19＜a＜96．当自变量x的取值范围为a≤x≤96时，y的最大值是____．

（2）函数y＝x2
 －4x＋7在区间［0，3］上的最大值与最小值的和等于____．

（3）函数[image: alt]
 的最大值为____．

（4）当[image: alt]
 时，函数[image: alt]
 的最大值是____．

（5）函数[image: alt]
 的最大值是____．

（6）若3x2
 ＋2y2
 ＝2x，则x2
 ＋y2
 的最大值为____．

2　设x是正实数，求函数[image: alt]
 的最小值．

3　x、y是正实数，求

[image: alt]


的最小值．

4　求函数y＝（x＋1）（x＋2）（x＋3）（x＋4）＋5在区间［－6，6］上的最大值和最小值．

5　求函数[image: alt]
 的最大值和最小值．

6　设x、y是实数，且[image: alt]
 求u＝x＋y的最小值．

7　已知x1
 、x2
 是方程x2
 －（k－2）x＋（k2
 ＋3k＋5）＝0（k是实数）的两个实数根，求[image: alt]
 的最大值和最小值．

8　设a是实数，求二次函数y＝x2
 －4ax＋5a2
 －3a的最小值m．当a在0≤a2
 －4a－2≤10中变动时，求m的最大值．

9　若x≠0，求[image: alt]
 的最大值．

10　设x、y是实数，求[image: alt]
 的最小值．

11　设函数[image: alt]
 的最大值为4，最小值为－1，求a、b的值．

12　设x、y、z是3个不全为零的实数，求[image: alt]
 的最大值．

B　组

13　求函数[image: alt]
 的最小值．

14　已知函数[image: alt]
 有最大值－3，求实数a的值．

15　求函数[image: alt]
 的最大值．其中［a］表示不超过a的最大整数．

16　求函数[image: alt]
 的最大值．

17　设x、y、z、w是非零实数，求[image: alt]
 的最大值．

18　设函数[image: alt]
 对于给定的负数a，有一个最大的正数l（a），使得在整个区间［0，l（a）］上，不等式[image: alt]
 都成立．问a为何值时，l（a）最大？求出这个最大的l（a）．

19　设a，b∈［0，1］，求[image: alt]
 的最大值和最小值．

20　关于x的一元二次方程2x2
 －tx－2＝0的两个实根为α、β（α＜β）．

（1）若x1
 、x2
 为区间［α，β］上的两个不同的点，求证：

[image: alt]


（2）设[image: alt]
 f（x）在区间［α，β］上的最大值和最小值分别记为fmax
 和fmin
 ，g（t）＝fmax
 －fmin
 ，求g（t）的最小值．
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等差数列与等比数列

一、知识要点和基本方法

数列是定义在正整数集（或整数集）上的函数，等差数列与等比数列是数列家族中最基本的两个成员．与数列有关的大多数问题都需要转化为等差数列或等比数列来处理．

1．等差数列｛an
 ｝的一些基本性质

（1）对于任意正整数p、q、r、s，若p＋s＝q＋r，则ap
 ＋as
 ＝aq
 ＋ar
 ；

（2）对于任意实数b，数列｛ban
 ｝是等差数列；

（3）若｛bn
 ｝也是等差数列，则｛an
 ＋bn
 ｝为等差数列．

2．在等差数列｛an
 ｝中，Sn
 是其前n项之和，可以证明

（1）S3m
 ＝3（S2m
 －Sm
 ）；

（2）若Sm
 ＝Sn
 （m≠n），则Sm＋n
 ＝0；

（3）若Sp
 ＝q，Sq
 ＝p，p≠q，则Sp＋q
 ＝-（p＋q）．

3．等比数列｛an
 ｝的一些基本性质

（1）对于任意正整数p、q、r、s，若p＋s＝q＋r，则ap
 as
 ＝aq
 ar
 ；

（2）对于任意非零实数b，｛ban
 ｝是等比数列；

（3）若｛bn
 ｝也是等比数列，则｛an
 bn
 ｝为等比数列．

4．处理数列问题的思想方法

（1）方程的思想．

数列的有关问题通常围绕an
 与Sn
 展开，在等差数列和等比数列问题中，主要涉及五个量a1
 、d（或q）、n、an
 、Sn
 ，其中前两个量确定后，即可确定欲求的数列，为此需要通过列方程求解来处理．

（2）函数的思想．

对于等差数列，当它不是常数列时，an
 可视为n的一次函数，Sn
 可视为n的二次函数．因此可以利用函数思想来处理．

二、例题精讲

例1　七个正数组成等比数列a1
 ，a2
 ，…，a7
 ，其前五项之和为[image: alt]
 后五项之和为[image: alt]
 求这七项之积a1
 a2
 …a7
 的值．

解　设公比为q，则由

[image: alt]


得：[image: alt]
 由

[image: alt]


得：[image: alt]
 故各项为[image: alt]


所以　　[image: alt]


例2　设｛an
 ｝是一个等差数列，a1
 ＝19，a26
 ＝－1．设A＝an
 ＋

an＋1
 ＋…＋an＋6
 ，其中n是正整数，求｜A｜的最小值．

解　由a26
 ＝a1
 ＋25d，得公差[image: alt]


[image: alt]


因为n是正整数，所以｜87－4n｜≠0，故｜87－4n｜≥1，于是[image: alt]


当n＝22时，[image: alt]
 所以，｜A｜的最小值是[image: alt]


例3　数列｛an
 ｝的各项为正数，其前n项和Sn
 满足[image: alt]
 [image: alt]
 求数列｛an
 ｝的通项．

解　因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 而a1
 ＞0故a1
 ＝1，S1
 ＝1．

当n＞1时，由

[image: alt]


得　　[image: alt]


即　　[image: alt]


①＋②得

[image: alt]


又有　　[image: alt]


③×④得

[image: alt]


故[image: alt]
 成等差数列，其首项和公差都是1，所以[image: alt]


从而[image: alt]
 故当n＞1时，[image: alt]
 当n＝1时，也满足上式，所以[image: alt]


例4　各项均为实数的等比数列｛an
 ｝的前n项之和为Sn
 ，若S10
 ＝10，S30
 ＝70．求S40
 ．

解　记[image: alt]
 设q是｛an
 ｝的公比，则b1
 、b2
 、b3
 、b4
 构成以r＝q10
 为公比的等比数列．于是

[image: alt]


即　　[image: alt]


解得　　[image: alt]


由于r＝q10
 ＞0，所以r＝2，

故　　[image: alt]


例5　给定正整数n和正数M．对于满足条件[image: alt]
 的所有等差数列a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，试求S＝an＋1
 ＋an＋2
 ＋…＋a2n＋1
 的最大值．

解　设公差为d，an＋1
 ＝a，则

[image: alt]


故　　[image: alt]


又　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


且当[image: alt]
 时，

[image: alt]


[image: alt]


由于此时4a＝3nd，所以

[image: alt]


所以S的最大值为[image: alt]


例6　已知正数列[image: alt]
 满足[image: alt]
 其中m为实参数，若[image: alt]
 求m的值．

解　因为[image: alt]


所以数列｛an
 ｝是周期为6的周期数列，因此[image: alt]
 [image: alt]
 于是m＝1．

例7　设｛an
 ｝是由正数组成的等比数列，Sn
 是其前n项之和．

（1）证明：[image: alt]


（2）是否存在常数c＞0，使得[image: alt]
 [image: alt]
 成立？并证明你的结论．

证明　（1）设｛an
 ｝的公比为q，由已知得a1
 ＞0，q＞0．

（i）当q＝1时，Sn
 ＝na1
 ，从而

[image: alt]


（ii）当q≠1时，

[image: alt]


所以　[image: alt]


由（i）与（ii）均有[image: alt]
 两边同时取对数即得证．

（2）不存在．

要使[image: alt]
 成立，则有

[image: alt]


分两种情况讨论：

（i）当q＝1时，

[image: alt]


即不存在常数c＞0，使结论成立．

（ii）当q≠1时，若条件[image: alt]
 成立，

则

[image: alt]


而a1
 qn
 ≠0，故只能是

[image: alt]


即[image: alt]


此时，由于c＞0，a1
 ＞0，必须有0＜q＜1，但当0＜q＜1时，

[image: alt]


不满足Sn
 －c＞0，即不存在常数c＞0满足条件．

综合（i）与（ii）可得，不存在常数c＞0满足题意．

例8　设｛an
 ｝是各项均为正数的等比数列，且

[image: alt]


求｛an
 ｝的前n项之积．

解　设等比数列｛an
 ｝的公比为q，则由题设知

当q＝1时，[image: alt]
 所以[image: alt]
 从而[image: alt]
 [image: alt]


当q≠1时，[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]


因为等比数列中到首末两项距离相等的两项之积等于首末两项的积，即

[image: alt]


把上面这n个等式相乘，得

[image: alt]


于是　　[image: alt]


综上所述，[image: alt]


练　习　题

A　组

一、选择题

1　给定公比为q的等比数列｛an
 ｝，设b1
 ＝a1
 ＋a2
 ＋a3
 ，b2
 ＝a4
 ＋a5
 ＋a6
 ，…，bn
 ＝a3n－2
 ＋a3n－1
 ＋a3n
 ，…，则｛bn
 ｝（　　）．

（A）是等差数列

（B）是公比为q的等比数列

（C）是公比为q3
 的等比数列

（D）既非等差数列又非等比数列

2　等比数列｛an
 ｝的首项a1
 ＝1536，公比[image: alt]
 用∏n
 表示它的前n项之积，则∏n
 中最大的是（　　）．

（A）∏9


（B）∏11


（C）∏12


（D）∏13


3　等差数列｛an
 ｝满足3a8
 ＝5a13
 ，且a1
 ＞0，Sn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ，则Sn
 中最大的是（　　）．

（A）S10


（B）S11


（C）S20


（D）S21


4　已知数列｛an
 ｝满足3an＋1
 ＋an
 ＝4，且a1
 ＝9，其前n项之和为Sn
 ，则满足不等式[image: alt]
 的最小正整数n是（　　）．

（A）8

（B）7

（C）6

（D）5

二、填空题

5　一等差数列共3n项，前n项和为A，中间n项和为B，后n项和为[image: alt]
 比较M与N的大小____．

6　已知正整数n≤2000，且能表示成不少于60个连续正整数之和，这样的n共有____个．

7　在数列｛an
 ｝与｛bn
 ｝中，a1
 ＝2，且对于任意正整数n，3an＋1
 －an
 ＝0，bn
 是an
 与an＋1
 的等差中项，则｛bn
 ｝的各项和是____．

8　设Sn
 是等差数列｛an
 ｝的前n项之和，已知[image: alt]
 的等比中项为[image: alt]
 的等差中项为1，则｛an
 ｝的通项公式an
 ＝____．

三、解答题

9　设｛an
 ｝是等比数列，首项a1
 ＞1，公比q＞1．求证：数列[image: alt]
 是递减数列．

10　一个公比为q的等比数列｛an
 ｝中任二项之积仍是这个数列中的项的充要条件是：存在非负整数m，使a1
 ＝qm
 ．

11　设｛an
 ｝与｛bn
 ｝分别是等差数列和等比数列，且a1
 ＝b1
 ＞0，a2
 ＝b2
 ＞0，试比较an
 与bn
 的大小．

B　组

12　在一个不减数列a1
 ，a2
 ，…中，每一项都是正整数，且对任意正整数k，该数列中恰有k项等于k．求所有由a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 （n＝1，2，…）形成的质数．

13　设数列a1
 ，a2
 ，…满足：a1
 ＝1，

[image: alt]


证明：对任意正整数k＞1，存在正整数n，使得an
 ＝an－1
 ＋3＝k2
 ．

14　若｛an
 ｝是正项递增的等差数列，[image: alt]
 求证：

[image: alt]


15　设S＝｛1，2，3，…，n｝，A为至少含有两项的，公差为正的等差数列，其每一项均在S中，且添加S中的其他元素于A以后，均不能构成与A有相同公差的等差数列．求这种数列A的个数（只有两项的数列也看成等差数列）．

16　两个正整数数列满足：一个是以r（＞0）为公差的等差数列，一个是以q（＞1）为公比的等比数列，这里r、q是互质的正整数．证明：如果这两个数列中有一项相同，则存在无穷多项相同．
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高阶等差数列

一、知识要点和基本方法

1．对于一个给定的数列｛an
 ｝，把它的连续两项an＋1
 与an
 的差an＋1
 －an
 记为bn
 ，得到一个新数列｛bn
 ｝，把数列｛bn
 ｝称为原数列｛an
 ｝的一阶差数列；如果cn
 ＝bn＋1
 －bn
 ，n＝1，2，…，则数列｛cn
 ｝是｛bn
 ｝的一阶差数列，｛cn
 ｝是｛an
 ｝的二阶差数列；依次类推，可以得出数列｛an
 ｝的p阶差数列，其中p∈N*
 ．

2．如果某一数列的p阶差数列是一个非零常数数列，那么称此数列为p阶等差数列．

3．一阶等差数列就是我们通常所述的（非常数列的）等差数列．

4．高阶等差数列是二阶或二阶以上的等差数列的统称．

5．高阶等差数列的性质：

（1）如果数列｛an
 ｝是p阶等差数列，那么它的一阶差数列是p－1阶等差数列；

（2）数列｛an
 ｝是p阶等差数列的充要条件是：数列｛an
 ｝的通项是关于n的p次多项式；

（3）如果数列｛an
 ｝是p阶等差数列，那么其前n项之和Sn
 是关于n的p＋1次多项式．

性质（1）是显然的，性质（2）与（3）可用数学归纳法证明．

6．高阶等差数列中最重要也最常见的问题是求通项与前n项和，更深层的问题是差分方程的求解．解决问题的基本方法有：

（1）逐差法：其出发点是[image: alt]


（2）待定系数法：在已知阶数的等差数列中，其通项an
 与前n项和Sn
 就是确定次数的多项式（关于n的），先设出多项式的系数，再用代入已知条件解方程组即得．

（3）裂项相消法：其出发点是an
 能写成

[image: alt]


的形式．

二、例题精讲

例1　数列｛an
 ｝的二阶差数列的各项均为16，且[image: alt]
 10，求a51
 ．

解法1　显然，｛an
 ｝的一阶差数列｛bn
 ｝是公差为16的等差数列，设其首项为a，则bn
 ＝a＋（n－1）·16，于是

[image: alt]


这是一个关于n的二次多项式，其中n2
 的系数为8，由于a63
 ＝a89
 ＝10，所以

[image: alt]


从而　　[image: alt]


解法2　由题意，数列｛an
 ｝是二阶等差数列，故其通项是n的二次多项式，又a63
 ＝a89
 ＝10，故可设

[image: alt]


由于｛an
 ｝的二阶等差数列每项均为16，所以

[image: alt]


即　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


解得　　[image: alt]


故　　[image: alt]


从而　　[image: alt]


说明　解法1是用的逐差法，而解法2用的是待定系数法．

例2　一个三阶等差数列｛an
 ｝的前4项依次为30、72、140、240．求其通项公式．

解　由性质（2），an
 是n的三次多项式，可设an
 ＝An3
 ＋Bn2
 ＋Cn＋D，其中A、B、C、D待定．由于a1
 ＝30，a2
 ＝72，a3
 ＝140，a4
 ＝240，列方程组

[image: alt]


解得　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


例3　求和：[image: alt]


解　由于[image: alt]
 [image: alt]
 故求Sn
 可转化为求[image: alt]
 （k＋3）和求[image: alt]


因为[image: alt]
 [image: alt]
 所以

[image: alt]


类似地，可得

[image: alt]


从而[image: alt]


说明　求Kn
 与Tn
 用的是常见的裂项相消法．

例4　已知整数列｛an
 ｝适合条件

[image: alt]


求数列｛an
 ｝的前n项之和Sn
 ．

解　设[image: alt]
 由条件（1）得

[image: alt]


所以，｛cn
 ｝是常数列．

由（2）得，c2
 ＝a3
 －2a2
 ＋a1
 ＝2，因此cn
 ＝2，

注意到　　[image: alt]


由条件（3）知b4
 ＝9，而b4
 ＝b1
 ＋3×2，故b1
 ＝3．于是

[image: alt]


所以　　[image: alt]


例5　数列｛an
 ｝的二阶等差数列是等比数列，且a1
 ＝5，a2
 ＝6，a3
 ＝9，a4
 ＝16．求｛an
 ｝的通项公式．

解　易算出｛an
 ｝的二阶差数列｛Cn
 ｝是以2为首项，2为公比的等比数列，且Cn
 ＝2n
 ．｛an
 ｝的一阶差数列设为｛bn
 ｝，则b1
 ＝a2
 －a1
 ＝1，且

[image: alt]


从而　　[image: alt]


即　　[image: alt]


例6　设a1
 ＜a2
 ＜…＜am
 为实数，数列a1
 ，a2
 ，…，am
 构成一个长为m的弱等差数列，即：存在实数x0
 ，x1
 ，…，xm
 和d，使得x0
 ≤a1
 ＜x1
 ≤a2
 ＜x2
 ≤…≤am
 ＜xm
 ，且对任意0≤i≤m－1，均有xi＋1
 －xi
 ＝d（即x0
 ，x1
 ，…，xm
 是一个公差为d的等差数列）．

（1）证明：若a1
 ＜a2
 ＜a3
 ，则数列a1
 、a2
 、a3
 为弱等差数列；

（2）设A是集合｛0，1，2，…，999｝的一个有至少730个元素的子集．证明：A包含一个长为10的弱等差数列．

证明　（1）考虑数列a1
 、a2
 、a3
 的一阶差数列d1
 、d2
 ．如果d1
 ＝d2
 ，取x0
 ＝a1
 ，x1
 ＝a2
 ，x2
 ＝a3
 ，x3
 ＝a3
 ＋d1
 ，即可知a1
 、a2
 、a3
 为弱等差数列；如果d1
 ＞d2
 ，令[image: alt]
 x0
 ＝x1
 －d，x2
 ＝x1
 ＋d，x3
 ＝x1
 ＋2d，就有x0
 ＜a1
 ＜x1
 ＜a2
 ＜x2
 ＜a3
 ＜x3
 ，命题成立；如果d1
 ＜d2
 ，令[image: alt]
 [image: alt]
 x0
 ＝x1
 －d，x2
 ＝x1
 ＋d，x3
 ＝x1
 ＋2d，可知命题成立．所以a1
 、a2
 、a3
 是弱等差数列．

（2）若A中没有一个长为10的弱等差数列，考虑下面的集合

[image: alt]


注意到，数列0，100，200，…，1000是一个长为11的等差数列，故存在一个k，使得Ak
 中没有一个元素属于A．

对其余的k，考虑下面的集合

[image: alt]


由于100k＋10j，100k＋10j＋10，…，100k＋10j＋100是一个长为11的等差数列，故存在一个j，使得Ak，j
 中没有一个元素属于A．又Ak，j
 中的10个成等差，故每个Ak，j
 中至少有一个元素不属于A．

上述讨论表明，｛0，1，2，…，999｝中至少有100＋9（10＋9）＝271个元素不属于A，这与A的元素个数不小于730矛盾．

综上所述，命题成立．

练　习　题

A　组

一、选择题

1　已知数列｛an
 ｝的通项为an
 ＝（－1）n－1
 n2
 ，则其前n项之和Sn
 是关于n的（　　）．

（A）一次多项式

（B）二次多项式

（C）三次多项式

（D）非多项式函数

2　已知数列｛an
 ｝，条件“an
 ＝f（n）是n的5次多项式”是条件“｛an
 ｝是5阶等差数列”的（　　）．

（A）充分非必要条件

（B）必要非充分条件

（C）充要条件

（D）既不充分也不必要的条件

二、填空题

3　数列｛n3
 ｝的前n项和为____．

4　数列｛n（n＋1）（n＋2）（n＋3）｝的前n项和为____．

5　一个三阶等差数列的前n项为1，2，8，22，47，86，…，则其通项为____．

6　｛an
 ｝的一阶差数列为｛n（n＋2）｝，则｛an
 ｝的通项为____（其中a1
 ＝2）．

三、解答题

7　已知数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 求其前n项之和Sn
 ．

8　数列｛an
 ｝的首项为a1
 ＝1，｛an
 ｝的一阶差数列的首项为7，二阶差数列为｛6n＋6｝，求通项an
 ．

B　组

9　若数列｛an
 ｝的一阶差数列是公比为q（≠1）的等比数列．求证：｛an
 ｝的通项为[image: alt]


10　求和Sn
 ＝a＋4a2
 ＋9a3
 ＋…＋n2
 an
 （a≠1）．

11　把正奇数按下表排列

[image: alt]


并把从上至下数第m行，从左至右数第n列的数记为amn
 ，求数列｛am1
 ｝与数列｛a1n
 ｝的通项．

12　已知｛an
 ｝的首项为a1
 ＝4，一阶差数列为｛n2
 ｝，求｛an
 ｝的通项．

13　对于任一实数序列A＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ，…｝，定义∆A为序列｛a2
 －a1
 ，a3
 －a2
 ，a4
 －a3
 ，…｝，它的第n项为an＋1
 －an
 ．假定序列∆（∆A）的所有项均为1，且a19
 ＝a92
 ＝0，求a1
 ．
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数列求和

一、知识要点和基本方法

数列求和是数列研究的一个重要方面．数列前n项和通常用Sn
 表示，即

[image: alt]


1．重要公式

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）等差数列中Sm＋n
 ＝Sm
 ＋Sn
 ＋mnd，其中m，n∈N*
 ，d为公差．

（5）等比数列中Sm＋n
 ＝Sn
 ＋qn
 Sm
 ＝Sm
 ＋qm
 Sn
 ，其中m，n∈N*
 ，q为公比．

2．基本方法

（1）化归思想．

“当解决问题时，我们总要利用以前解决过的问题，用其结果或用其方法，或利用解决它们时所得到的经验（波利亚语）．”中学课本中仅推导了等差、等比数列求和公式，因而将数列求和转化为等差、等比求和是我们解题的重要想法．

（2）裂项求和．

将数列的通项分成两个式子的差，即an
 ＝f（n＋1）－f（n），然后在累加时抵消掉中间项，这种先裂后消的求和法叫裂项求和，这是数列求和中使用最频繁的方法．

（3）并项求和

把数列的某些项放在一起先求和，然后再求Sn
 ．

数列求和的方法多种多样，要视具体情形选用合适方法．

二、例题精讲

例1　求和[image: alt]


解　对于n∈N*
 ，有

[image: alt]


所以　[image: alt]


故　　[image: alt]


例2　设[image: alt]
 分别为数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝的前n项和．记Cn
 ＝an
 Bn
 ＋bn
 An
 －an
 bn
 ，则数列｛Cn
 ｝的前10项和为（　　）．

（A）210
 ＋53

（B）211
 ＋53

（C）110×（29
 －1）

（D）110×（210
 －1）

解　D．[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]
 所以[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 故｛Cn
 ｝的前n项和为[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]


例3　已知数列｛an
 ｝的通项[image: alt]
 求所有可能的乘积ai
 aj
 （1≤i≤j≤n）的和．

解　因为[image: alt]
 [image: alt]
 而

[image: alt]


所以　　[image: alt]


例4　数列｛xn
 ｝定义为：[image: alt]
 n=2，3，…．证明：对任意正整数n，均有x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＜1．

证明　由条件可知对任意n∈N*
 ，均有xn
 ＞0，并且

[image: alt]


所以，我们有

[image: alt]


从而命题成立．

例5　设数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ＝2an
 －1，数列｛bn
 ｝满足[image: alt]
 求数列｛bn
 ｝的前n项和．

解　因为[image: alt]


又　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


因此，｛an
 ｝是首项为1，公比为2的等比数列．

对于bk＋1
 ＝ak
 ＋bk
 ，取k＝1，2，…，n－1，得

[image: alt]


将上列等式两端相加，得

[image: alt]


所以数列｛bn
 ｝的前n项和

[image: alt]


例6　已知[image: alt]
 求下述和式的值

[image: alt]


解　记[image: alt]
 注意到[image: alt]
 [image: alt]
 于是

[image: alt]


所以，我们有

[image: alt]


从而，S＝51．

例7　数列1，1，3，3，32
 ，32
 ，…，32002
 ，32002
 的各项之和记为S．对于给定的正整数n，若能从数列中选取一些不同位置的项使得这些项之和恰为n，便称为一种选项方案．和数为n的所有选项方案的种数记为an
 ，求a1
 ＋a2
 ＋…＋as
 ．

解　注意到[image: alt]
 设[image: alt]
 其中n∈N*
 ．

对于2（n＋1）项数列

[image: alt]


用前面2n项表示1至3n
 －1的自然数的方法数之和为Pn
 ．若自然数m∈［1，3n
 －1］，m用数列①中前2n项表示，有am
 种方法，则自然数m＋3n
 用数列①表示就有2am
 种方法．自然数m＋2×3n
 用数列①表示有am
 种方法，此外，易得[image: alt]


于是推出[image: alt]
 再算出

[image: alt]


这样[image: alt]
 [image: alt]


本题中n＝2003，所以[image: alt]


说明　本题可推广到一般情形：设有数列

[image: alt]


其各项之和仍记为S，对于给定的自然数m∈［1，kn
 －1］．用数列②的不同位置的某些项之和来表示的方法数记为am
 ，则a1
 ＋a2
 ＋…＋as
 ＝2n（k－1）
 －1．本题给出的是一种递归解法．

例8　用g（n）表示正整数n的最大奇因子，例如g（3）＝3，g（14）＝7等等．求g（1）＋g（2）＋g（3）＋…＋g（2n
 ）的值．

解　令[image: alt]
 [image: alt]


由题意知，当k是正整数时，g（2k）＝g（k）；当k是正奇数时，g（k）＝k．于是对于正整数n≥2，有

[image: alt]


即　　[image: alt]


故　　[image: alt]


例9　设f（n）为定义在正整数集上的函数，并且f（1）＝2，

[image: alt]


求证：对任意整数n＞1，均有

[image: alt]


证明　注意到，对任意n∈N*
 ，均有f（n）＞1，于是

[image: alt]


从而　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


另一方面，由递推式可知[image: alt]
 [image: alt]
 所以，[image: alt]
 [image: alt]
 故由①式可知[image: alt]


再由递推式，可知f（n）∈N*
 ，从而[image: alt]
 [image: alt]
 依此递推，得[image: alt]
 从而

[image: alt]


于是　　[image: alt]


综上可知，命题成立．

练　习　题

A　组

一、选择题

1　[image: alt]
 的值为（　　）．

（A）无理数

（B）区间（10，11）的一个有理数

（C）10

（D）11

2　数列｛an
 ｝中，[image: alt]


[image: alt]


3　对于每个正整数n，抛物线[image: alt]
 与x轴交于An
 、Bn
 两点，以∣An
 Bn
 ∣表示该两点的距离，则[image: alt]
 [image: alt]
 的值是（　　）．

[image: alt]


4　[image: alt]


[image: alt]


5　[image: alt]
 的值为（　　）．

[image: alt]


二、填空题

6　[image: alt]


7　n∈N*
 ，则[image: alt]
 ____．

8　已知a∈R，a≠－1，则a－2a2
 ＋3a3
 －…＋（－1）n－1
 nan
 ＝____．

9[image: alt]


10　数列｛an
 ｝的相邻两项an
 ，an＋1
 是方程[image: alt]
 的两个根，且a1
 ＝2，则无穷数列｛cn
 ｝的和为c1
 ＋c2
 ＋…＋cn
 ＋…＝____．

三、解答题

11　数列x1
 ，x2
 ，…，x100
 满足如下条件：对于k＝1，2，…，100，xk
 比其余99个数的和小k，已知[image: alt]
 m、n是互质的正整数，求m＋n的值．

12　计算：[image: alt]
 [image: alt]


13　求数列[image: alt]
 的前n项和．

B　组

14　若[image: alt]
 确定［x］的值，这里［x］表示不大于x的最大整数．

15　设f（n）是与[image: alt]
 最接近的整数，求[image: alt]


16　给定正整数[image: alt]
 令S是集合｛2，3，…，n｝的所有非空子集组成的集合．对每一个[image: alt]
 令pi
 是Si
 中全部元素的乘积．求p1
 ＋p2
 ＋…＋p（2n－1
 －1）
 ．

17　设x1
 ，x2
 ，…，xn
 为正整数，且没有一个数是另一个数的最左边的若干位构成的数（例如12是12、125、12405的最左边的若干位构成的数）．证明：

[image: alt]


18　设a∈R+
 ，数列｛xn
 ｝满足如下条件：[image: alt]
 [image: alt]
 证明：存在正整数n，使得xn
 ＞2008！．



第11讲

数列综合题

数列常常与其他的知识结合在一起，例如函数、三角、不等式、解析几何等等．

一、例题精讲

例1　已知单调递增的等比数列｛an
 ｝满足a2
 ＋a3
 ＋a4
 ＝28，且a3
 ＋2是a2
 、a4
 的等差中项．

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）若[image: alt]
 求使[image: alt]
 [image: alt]
 成立的正整数n的最小值．

解　（1）设该等比数列的公比为q（≠0），则由题设知

[image: alt]


从①、②消去常数，得

[image: alt]


即　　[image: alt]


解得q＝2或[image: alt]
 代入①得a1
 ＝2或a1
 ＝32．而｛an
 ｝是单调递增的，所以，a1
 ＝2，q＝2．于是，数列｛an
 ｝的通项为an
 ＝2n
 ．

（2）由（1）得，[image: alt]
 于是

[image: alt]


记　[image: alt]
 则

[image: alt]


把这两式相减得

[image: alt]


即　　[image: alt]


要使[image: alt]
 成立，即

[image: alt]


而　　[image: alt]


函数y＝2x
 是单调递增函数，所以，满足条件的正整数n的最小值为5．

例2　已知有穷数列｛an
 ｝共有2k项（整数k≥2），首项a1
 ＝2．设该数列的前n项和为Sn
 ，且an＋1
 ＝（a－1）Sn
 ＋2（n＝1，2，…，2k－1），其中常数a＞1．

（1）求证：数列｛an
 ｝是等比数列；

（2）若[image: alt]
 数列｛bn
 ｝满足[image: alt]
 [image: alt]
 求数列｛bn
 ｝的通项公式；

（3）若（2）中的数列｛bn
 ｝满足不等式[image: alt]
 [image: alt]
 求k的值．

解　（1）当n＝1时，a2
 ＝2a，则[image: alt]


当2≤n≤2k－1时，

[image: alt]


所以[image: alt]
 即数列｛an
 ｝是等比数列．

（2）由（1）得an
 ＝2an－1
 ，所以

[image: alt]


[image: alt]


（3）设[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 又n是正整数，于是当n≤k时，[image: alt]


[image: alt]


由[image: alt]
 得k2
 －8k＋4≤0，

即[image: alt]


又k≥2，所以当k＝2、3、4、5、6、7时，原不等式成立．

例3　已知数列[image: alt]
 满足x1
 ＝x2
 ＝1，y1
 ＝y2
 ＝2，并且[image: alt]


（1）若x1
 、x3
 、x5
 成等比数列，求参数λ的值；

（2）当λ＞0时，证明：[image: alt]


（3）当λ＞1时，证明：[image: alt]
 [image: alt]


解　（1）由已知x1
 ＝x2
 ＝1，且[image: alt]
 [image: alt]


若x1
 、x3
 、x5
 成等比数列，则[image: alt]
 即λ2
 ＝λ6
 ，而λ≠0，解得λ＝±1．

（2）由已知，λ＞0，x1
 ＝x2
 ＝1及y1
 ＝y2
 ＝2，可得xn
 ＞0，yn
 ＞0．由不等式的性质，有

[image: alt]


另一方面，

[image: alt]


因此　　[image: alt]


故　　[image: alt]


（3）当λ＞1时，由（2）可知yn
 ＞xn
 ≥1（n∈N*
 ）．又由（2）[image: alt]


[image: alt]


从而　　[image: alt]


因此　　[image: alt]


例4　在m（m≥2）个不同数的排列P1
 P2
 …Pn
 中，若1≤i＜j≤m时，Pi
 ＞Pj
 （即前面某数大于后面某数），则称Pi
 与Pj
 构成一个逆序．一个排列的全部逆序的总数称为该排列的逆序数．记排列（n＋1）n（n－1）…321的逆序数为an
 ，如排列21的逆序数a1
 ＝1，排列4321的逆序数a3
 ＝6．

（1）求a4
 、a5
 ，并写出an
 的表达式；

（2）令[image: alt]
 证明：[image: alt]
 n＝1，2，…．

解　（1）由已知得a4
 ＝10，a5
 ＝15，且

[image: alt]


（2）因为

[image: alt]


所以　　[image: alt]


又因为

[image: alt]


所以　　[image: alt]


综上可得　[image: alt]


例5　数列｛an
 ｝定义如下：a1
 ＝1，且当n≥2时，

[image: alt]


已知[image: alt]
 求正整数n．

解　由题设易知，an
 ＞0，n＝1，2，…．又由a1
 ＝1，可得，当n为偶数时，an
 ＞1；当n（＞1）是奇数时，[image: alt]


由[image: alt]
 所以n为偶数，于是[image: alt]
 所以，[image: alt]
 是奇数．于是依次可得：

[image: alt]


[image: alt]


所以，[image: alt]
 解得，n＝238．

说明　本题我们是从“反面”入手，倒推至a1
 ，从而顺利地解决了问题．

例6　设数列｛an
 ｝（an
 ≥0）满足a1
 ＝0，a2
 ＝1，a3
 ＝9，且[image: alt]
 其中Sn
 为数列｛an
 ｝的前n项和，求an
 （n≥3）的表达式．

解　因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


令[image: alt]
 则[image: alt]
 因此

[image: alt]


那么Sn
 ＝10Sn－1
 ，且

[image: alt]


而a3
 ＝9，所以，an
 ＝9×10n－3
 （n≥3）．

例7　已知数列｛an
 ｝中[image: alt]
 N*
 ），

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）求数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ．

解　（1）因为[image: alt]


所以　　[image: alt]


令bn
 ＝2n
 an
 ，则b1
 ＝1，且bn＋1
 ＝bn
 ＋2n＋3

所以　[image: alt]


（2）[image: alt]


令[image: alt]
 则

[image: alt]


所以　　[image: alt]


因此　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


用错项相消法可得

[image: alt]


而[image: alt]
 因此

[image: alt]


例8　无穷正整数序列｛an
 ｝按如下方式构成：a0
 为某个正整数，如果an
 可以被5整除，则[image: alt]
 如果an
 不能被5整除，则[image: alt]
 其中［x］表示不超过x的最大整数．证明：数列｛an
 ｝自某一项起开始递增．

分析　只要证明数列｛an
 ｝自某项起都不是5的倍数，但要注意：an
 不能被5整除时，[image: alt]
 仍可能被5整除．

证明　假设｛an
 ｝的任意相邻两项必有一项能被5整除，则｛a2k－1
 ｝（k＝1，2，…）严格单调递减，与｛an
 ｝是无穷正整数序列矛盾．

因为5整除an＋1
 时，[image: alt]
 5不能整除an＋1
 时，5整除an
 ，[image: alt]


所以，数列｛an
 ｝中必有相邻两项am
 和am＋1
 ，它们都不是5的倍数，于是有

[image: alt]


[image: alt]


而[image: alt]
 所以，5不能整除am＋2
 ．

因此，当n≥m时，5不能整除an
 ，数列｛an
 ｝开始递增．

练　习　题

A　组

1　在等差数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，前n项和Sn
 满足条件[image: alt]
 [image: alt]


（1）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）记bn
 ＝an
 [image: alt]
 （p＞0），求数列｛bn
 ｝的前n项和Tn
 ．

2　设等差数列｛an
 ｝的首项a1
 及公差d都为整数，前n项和为Sn
 ．

（1）若a11
 ＝0，S14
 ＝98，求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）若a1
 ≥6，a11
 ＞0，S14
 ≤77，求所有可能的数列｛an
 ｝的通项公式．

3　已知数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，an＋1
 ＝2an
 ＋1（n∈N*
 ）．

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）证明：[image: alt]


4　设数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，点[image: alt]
 均在函数y＝3x－2的图像上．

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）设[image: alt]
 Tn
 是数列｛bn
 ｝的前n项和，求使得[image: alt]
 对所有n∈N*
 都成立的最小正整数m．

5　数列｛an
 ｝中，a1
 ＝8，a4
 ＝2且满足an＋2
 ＝2an＋1
 －an
 ，n∈N*
 ．

（1）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（2）设[image: alt]
 （n∈N*
 ），是否存在最大的整数m，使得对任意n∈N*
 ，均有[image: alt]
 成立？若存在，求出m的值；若不存在，请说明理由．

6　数列｛an
 ｝满足[image: alt]


[image: alt]


试求2Pn
 ＋Sn
 的值．

7　已知a1
 ＝2，点（an
 ，an＋1
 ）在函数f（x）＝x2
 ＋2x的图像上，其中n＝1，2，3，…．

（1）证明数列｛lg（1＋an
 ）｝是等比数列；

（2）设Tn
 ＝（1＋a1
 ）（1＋a2
 ）…（1＋an
 ），求Tn
 及数列｛an
 ｝的通项；

（3）记[image: alt]
 求数列｛bn
 ｝的前n项和Sn
 ，并证明[image: alt]


B　组

8　设数列｛an
 ｝、｛bn
 ｝、｛cn
 ｝满足：bn
 ＝an
 －an＋2
 ，cn
 ＝an
 ＋2an＋1
 ＋3an＋2
 （n＝1，2，3，…），证明：数列｛an
 ｝为等差数列的充分必要条件是数列｛cn
 ｝为等差数列且bn
 ≤bn＋1
 （n＝1，2，3，…）．

9　正数数列｛xn
 ｝、｛yn
 ｝满足条件：对一切正整数n，有

[image: alt]


且x1
 、x2
 、y1
 、y2
 都大于1．证明：存在正整数n，使得xn
 ＞yn
 ．

10　设a1
 ，a2
 ，…是一个整数数列，其中既有无穷多项是正整数，又有无穷多项是负整数．如果对每一个正整数n，整数a1
 ，a2
 ，…，an
 被n除后所得到的n个余数互不相同．证明：每个整数恰好在数列a1
 ，a2
 ，…中出现一次．
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三角函数的概念与性质

一、知识要点和基本方法

考虑角α的终边上的点P（x，y），当P在终边上移动时，P的两个坐标x、y和r（这里[image: alt]
 之间的一些比值保持不变．从此特性出发，我们引入了三角函数．其中

[image: alt]


从上述定义出发，我们不难把握三角函数的对应法则和定义域．除此以外，还能得到三角函数如下的一些重要性质：

1．正、余弦函数的有界性

对任意角α，都有∣sinα∣≤1，∣cosα∣≤1．这一性质表明正、余弦函数都是有界函数．解题中还经常用到[image: alt]
 [image: alt]
 等性质．

2．奇偶性与图像的对称性

利用函数奇偶性的定义，结合三角函数的概念与诱导公式可知：正弦函数、正切函数和余切函数都是奇函数，它们的图像都关于原点对称；余弦函数是偶函数，其图像关于y轴对称．此外，函数f（x）＝sinx的图像还关于直线[image: alt]
 对称，函数f（x）＝cosx的图像关于直线x＝kπ（k∈Z）对称．

3．单调性

由三角函数的定义及图像可以写出三角函数的单调区间，例如：函数[image: alt]
 上单调递增，在[image: alt]
 [image: alt]
 上单调递减，这里k∈Z．

4．周期性

周期性是三角函数具有而前面所学的二次函数、幂函数、指数函数和对数函数不具有的一个特殊性质．

一般地，对于函数y＝f（x），如果存在一个正常数T，使得对定义域内的任意实数x、x＋T也是定义域内的实数，且f（x＋T）＝f（x），那么称f（x）是一个周期函数，T称为f（x）的一个周期．

显然，若y＝f（x）是一个以T为周期的函数，则kT（k∈N*
 ）都是f（x）的周期．如果在周期函数f（x）的所有周期中存在一个最小的正实数，那么我们称该数为f（x）的最小正周期（注意，并非每个周期函数都有最小正周期，例如常数函数f（x）＝c，x∈R是一个以任意正实数为周期的函数，它没有最小正周期）．

三角函数y＝sinx、y＝cosx、y＝tanx、y＝cotx都是周期函数，并且它们都有最小正周期．

二、例题精讲

例1　设a（a＞0）和b是常数，函数y＝asinx＋b的最大值为4，最小值为2，求a、b的值．

解　由sinx的最大值和最小值分别为1和－1，结合a＞0（此时函数f（t）＝at＋b单调递增），可知函数y＝asinx＋b的最大值和最小值分别为a＋b和－a＋b，于是

[image: alt]


解得a＝1，b＝3．

例2　求函数[image: alt]
 的值域．

解　注意到，[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


结合[image: alt]


所求函数的值域为[image: alt]


例3　设a、x、y都是实数，[image: alt]
 满足：[image: alt]
 [image: alt]


求cos（x＋2y）的值．

解　题中的条件变形为

[image: alt]


记f（t）＝t3
 ＋sint，则f（x）＝2a，f（2y）＝－2a．注意到，函数f（t）是一个奇函数，所以，f（x）＝-f（2y）＝f（－2y）．

另一方面，由于函数y＝t3
 和y＝sint都是区间[image: alt]
 上的增函数，所以，f（t）是[image: alt]
 上的增函数．由[image: alt]
 知x，[image: alt]
 而f（x）＝f（－2y），所以，x＝－2y，即x＋2y＝0，从而，cos（x＋2y）＝1．

例4　已知圆x2
 ＋y2
 ＝k2
 至少覆盖函数[image: alt]
 的一个最大值点和一个最小值点．求实数k的取值范围．

解　因为[image: alt]
 是一个奇函数，其图像关于原点对称，而圆x2
 ＋y2
 ＝k2
 也关于原点对称，所以，只需圆x2
 ＋y2
 ＝k2
 盖住函数f（x）的一个离原点最近的最值点．

取x使得[image: alt]
 可解得函数f（x）的图像上离原点最近的一个最大值点[image: alt]
 圆x2
 ＋y2
 ＝k2
 盖住点P的充要条件是P到原点的距离不超过∣k∣，即

[image: alt]


所以，∣k∣≥2．

综上可知，k的取值范围是[image: alt]


例5　设函数f（x）和g（x）满足：对任意实数x，都有

[image: alt]


证明：对任意实数x，都有

[image: alt]


证明　由条件，知对任意实数x，都有

[image: alt]


情形一：[image: alt]
 由第一个条件，得

[image: alt]


这样，利用函数y＝sinx在[image: alt]
 上是单调递增的，可知

[image: alt]


情形二：[image: alt]
 由第二个条件，得

[image: alt]


同上可得

[image: alt]


命题获证．

说明　这里视f（x）、g（x）为两个角，在理解上要容易些，作分段处理是为了恰当地运用三角函数的单调性．此题的结论非常有用，例如：

由于对任意实数x，都有[image: alt]
 利用本题结论就有

[image: alt]


进一步，结合正、余弦函数的单调性，还可得到

[image: alt]


等一系列的不等式．

例6　正实数α、β、a、b满足：[image: alt]
 且[image: alt]
 证明：a＜b．

证明　问题的关键在于下述结论：设x、y为正实数，满足x＋y＜π，则sinx＜siny的充要条件是x＜y．

事实上，若[image: alt]
 则由正弦函数在区间[image: alt]
 上是递增的，得sinx＜siny；若[image: alt]
 由正弦函数在区间[image: alt]
 上是递减的，得sinx＝sin（π－x）＜siny．这表明：当x＜y时，sinx＜siny．

反过来，设sinx＜siny，若[image: alt]
 则在[image: alt]
 时，当然有[image: alt]
 时，由正弦函数在区间[image: alt]
 上是递增的，得x＜y；若[image: alt]
 则由x＋y＜π，知[image: alt]
 由正弦函数在区间[image: alt]
 上是递减的，得sinx＞siny，这是一个矛盾．

所以，上述结论成立．

回到原题，由0＜α＜β，α＋β＜π，知sinα＜sinβ，利用条件[image: alt]
 得sina＜sinb，从而结合a＋b＜π及a、b为正实数，可得a＜b．

例7　证明：函数y＝sin（cosx）是周期函数．

讨论此函数是否存在最小正周期，证明你的结论．

证明　注意到对任意实数x，都有sin（cos（x＋2π））＝sin（cosx），所以，函数y＝sin（cosx）是周期函数，2π是它的一个周期．

下证：2π是题给函数的最小正周期．

事实上，设存在实数T∈（0，2π），使得T为y＝sin（cosx）的一个周期，则对任意实数x，都有

[image: alt]


上式中，令x＝0，得sin（cosT）＝sin1，注意到，当0＜T＜2π时，有[image: alt]
 利用正弦函数在[image: alt]
 上递增，可得sin（cosT）＜sin1．矛盾．

所以，2π是函数y＝sin（cosx）的最小正周期．

说明　周期性是三角函数的一个重要性质，对一个周期函数而言，如果把握了它在一个周期内的函数性态就能在整体上了解该函数．

例8　证明：函数f（x）＝x＋cosx不是一个周期函数．

证明　用反证法，若函数f（x）是一个周期函数，T（＞0）是f（x）的一个周期．则对任意实数x，都有f（x＋T）＝f（x），即

[image: alt]


令[image: alt]
 则有sinT＝T．

但是，根据正弦函数线可知：对任意x＞0，都有sinx＜x，因此，sinT＝T不能成立．

从而，f（x）＝x＋cosx不是一个周期函数．

练　习　题

A　组

1　设锐角α，β满足：[image: alt]
 求实数k的取值范围．

2　设α∈（0，π），关于x的方程

[image: alt]


恰有一个实数根．求α的所有可能值．

3　已知对任意[image: alt]
 都有sin2
 x＋3mcosx－6m－4＜0．求实数m的取值范围．

4　设α1
 ，α2
 ，…，αn
 为任意实数，证明：[image: alt]
 [image: alt]


5　证明：对所有实数x、y，都有[image: alt]


6　已知函数[image: alt]
 的定义域为R．求实数a的取值范围．

7　（1）证明：关于x的方程sin（cosx）＝x和cos（sinx）＝x在区间[image: alt]
 内都存在唯一的实数解．

（2）设[image: alt]
 且[image: alt]
 [image: alt]
 试比较a、b、c的大小．

8　实数a，b，c，d∈（0，π），满足：[image: alt]


证明：a＝b且c＝d．

9　证明：函数f（x）＝∣sinx∣＋∣cosx∣是一个有最小正周期的函数．

10　已知对任意x∈［0，1］，不等式

[image: alt]


都成立．求实数θ的取值范围．

B　组

11　设[image: alt]
 f是A到平面点集的一个映射，对应法则为[image: alt]
 记[image: alt]
 [image: alt]
 求满足[image: alt]
 的实数r的最小值．

12　对任意实数b，设f（b）为函数[image: alt]
 的最大值．求函数f（b）的最小值，并求f（b）取最小值时b的值．

13　设函数[image: alt]
 这里［x］表示不超过x的最大整数．证明：f（x）是一个周期函数．又问：它有最小正周期吗？

14　证明：函数f（x）＝sin（x2
 ）不是一个周期函数．

15　设a、b为实数，满足：对任意实数x，都有[image: alt]
 [image: alt]




第13讲

三角恒等变形

一、知识要点和基本方法

三角恒等变形是重要的代数式变形，变形过程中，不仅需要熟练掌握各种三角公式及它们之间的内在联系，还需要有一种驾驭和处理复杂代数式的能力，更需要有化归的意识和统一的思想．

三角恒等变形涉及到化简与求值、恒等式证明等内容，如何恰当地利用各三角公式显得尤为重要．经常用到的三角公式包括：同角三角函数关系式、两角和与差的三角函数关系式、和差化积与积化和差公式等．

二、例题精讲

例1　化简下列各式：

1．[image: alt]


2．[image: alt]


3．[image: alt]


解　1．直接通分，可得

[image: alt]


2．利用[image: alt]
 可知

[image: alt]


3．考虑倍角公式的运用．

[image: alt]


说明　在三角化简中恰当地选择三角公式对求解过程是非常重要的，选择恰当与否直接关系到求解过程的繁简．在选择公式之前宜先观察所求三角式的结构，把握式子的对称性、传递性、齐次性等特征后再处理．

第3小题的结论经常用到，例如：求[image: alt]
 的值时，令[image: alt]
 就可得[image: alt]


例2　设α∈R，满足：sinα＋sin2
 α＝1．求下面各式的值：

[image: alt]


解　在某个条件下，求三角式的值时，往往采用化归的思想，将所求三角式往条件上去靠，这里我们用降次的手段来处理．

1．由条件，知cos2
 α＝1－sin2
 α＝sinα，故

[image: alt]


2．由sinα＋sin2
 α＝1，可解得[image: alt]
 注意到，[image: alt]
 故只能是[image: alt]
 于是，

[image: alt]


3．不要直接利用2的结论，先试试降次处理．

[image: alt]


例3　已知[image: alt]
 求cosαsinβ的值．

解　这个貌似简单的问题，在变形的处理上却需要一定的技巧，由条件解出sinα、cosα、sinβ、cosβ的值来计算是不可取的．

为方便起见，将条件表述为

[image: alt]


①2
 ＋②2
 ，得2＋2（sinαcosβ＋cosαsinβ）＝1，

即　　[image: alt]


[image: alt]


将上式左边前两项和差化积，得

[image: alt]


结合[image: alt]
 可得

[image: alt]


所以　　[image: alt]


例4　求下述乘积的值：

[image: alt]


解　由诱导公式

[image: alt]


说明　解决此题的关键在于计算tan5°·tan55°·tan65°的值，事实上，仿照上述方法，可以得到关于正切函数的一个三倍角公式tan3θ＝tanθ·tan（60°－θ）·tan（60°＋θ）．

例5　求证下述恒等式：

[image: alt]


其中n∈N*
 ．

证明　式①左边三角函数内各角度成等差数列，抓住这一特点，可得出如下证法．

令[image: alt]
 则用2sinα乘以式①左边，可得

[image: alt]


由于sinα≠0，上式两边同除以2sinα，就可得要证明的等式．

说明　这里我们采用了数列求和中常见的“裂项求和”的处理方法，我们是从所求和式中各角成等差数列这个特点出发得到的思路．特别地，n＝3时，[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 这是常见的求值问题．

例6　在△ABC中，证明下述恒等式：

[image: alt]


证明　在一个三角形中出现的恒等式是一类特殊的三角恒等式，它们都蕴含条件：A＋B＋C＝π．

（1）利用倍角公式及和差化积公式来处理．

[image: alt]


（2）与（1）类似

[image: alt]


（3）利用C＝π－（A＋B），知tanC＝-tan（A＋B），于是

[image: alt]


上式两边乘以1－tanAtanB，可得

[image: alt]


所以　　[image: alt]


说明　涉及一个三角形的三个内角的恒等式往往都有一定的几何背景，因此，它们经常被用来处理平面几何的问题．

练　习　题

A　组

1　化简下列各式：

[image: alt]


2　计算下列各式的值：

[image: alt]


3　已知[image: alt]
 求sin3
 θ－cos3
 θ的值．

4　锐角α满足：[image: alt]
 的值．

5　设α、β都是锐角，且[image: alt]
 的值．

6　实数α、β、γ满足[image: alt]
 求tanαtanβ＋tanβtanγ＋tanγtanα的值．

7　设α为锐角，且tanα＝tan（α＋10°）tan（α＋20°）tan（α＋30°）．求α的所有可能值．

8　在△ABC中，分别求解下述问题：

（1）已知sinA、sinB、sinC成等差数列．证明：[image: alt]


（2）已知[image: alt]
 证明：△ABC为直角三角形；

（3）已知[image: alt]
 证明：△ABC中有一个内角等于[image: alt]


9　在△ABC中，证明下述恒等式：

[image: alt]


B　组

10　设α∈R．证明：对任意n∈N*
 ，都有

[image: alt]


11　设α∈R．证明：

（1）[image: alt]


（2）对任意正偶数n，都有

[image: alt]


12　记△ABC的三边长分别为a、b、c，p为其半周长．证明：

[image: alt]


13　设A、B、C是一个三角形的三个内角，实数x满足：

[image: alt]


求证：[image: alt]


14　设n∈N*
 ，求乘积[image: alt]
 的值．
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三角不等式

一、知识要点和基本方法

在处理与三角函数有关的不等式问题过程中，经常需要将三角函数的性质恰当地融合到证明不等式的一般方法中去．

在求解三角不等式问题时，我们要善于利用三角公式进行变形，善于利用三角函数的有界性和单调性．在处理与三角形有关的三角不等式时，还需用到正弦定理、余弦定理以及边和角对应的不等量关系．

另外，下面的不等式也是与三角函数有关的一个重要不等式，经常在解题中用到．

当[image: alt]
 时，有sinx＜x＜tanx，此不等式可利用三角函数线予以证明．

二、例题精讲

例1　已知△ABC是一个锐角三角形．证明：

[image: alt]


证明　利用正切函数在区间[image: alt]
 上单调递增来处理．

由条件，可知[image: alt]
 从而，[image: alt]
 于是[image: alt]
 所以，

[image: alt]


即tanA＞cotB．

同理可证：tanB＞cotC，tanC＞cotA．

将所得三个不等式相加，就可知命题成立．

例2　设θ为锐角，试比较[image: alt]
 与tanθ的大小．

解　作差进行比较．

[image: alt]


由于θ为锐角，故cosθ（1－cosθ）＞0．又当[image: alt]
 时，[image: alt]
 [image: alt]
 当[image: alt]
 时，[image: alt]
 cosθ＝sinθ．所以，本题的结论是：

当[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]


说明　此题所比较的两个数都是正数，因此，也可采取作商的方法处理．

例3　实数α、β满足[image: alt]
 γ、δ为满足如下条件的实数：

[image: alt]


求证：γ＜δ．

证明　将条件（1）中的式子两边平方，得

[image: alt]


利用同角三角函数关系式，可知

[image: alt]


上述不等式用到了[image: alt]
 而这三个式子由条件易得．

上述讨论表明[image: alt]
 于是[image: alt]
 [image: alt]
 结合余弦函数在[image: alt]
 上是单调递减的，所以γ＜δ．

例4　已知x，y都是锐角，且[image: alt]
 证明：[image: alt]
 [image: alt]


证明　由x，y都是锐角，可知tanx＝3tany＞tany，从而x－y＞0．进一步有

[image: alt]


所以，[image: alt]


说明　其中[image: alt]
 是由均值不等式得到，在处理三角不等式问题时，常常会用到一些著名的不等式，例如：均值不等式、柯西不等式等．

例5　设A、B、C是△ABC的三个内角．求证：

[image: alt]


证明　注意到[image: alt]
 所以

[image: alt]


从而，原不等式成立．

说明　上述证明中，用到了如下两个基本事实：（1）[image: alt]
 1；（2）当0≤x≤1时，有[image: alt]
 前者是利用了三角函数的有界性，后者是一个基本的代数不等式．

例6　设A、B、C是一个三角形的三个内角．证明：[image: alt]


证明　此不等式是例5中不等式的加强，解题的思路有所不同．

注意到，[image: alt]
 [image: alt]
 所以

[image: alt]


因此　　[image: alt]


同理可得　[image: alt]


上述三式相乘即可得要证的结论．

说明　利用此例中的不等式①显然可以推出例5的结论，因此，这也是例5结论的另一种证明．对比例5与例6的处理方法，可发现证明代数不等式的一些思路在证明三角不等式时也大有用武之地．例5重在消元思想，而例6是一种典型的“局部到整体”的思想．

例7　设[image: alt]
 证明：

[image: alt]


证明　此不等式要用到：当[image: alt]
 时，有sinx＜x＜tanx．

事实上，[image: alt]


注意到，[image: alt]
 所以

[image: alt]


说明　利用高等数学的方法易知当[image: alt]
 时，有[image: alt]
 [image: alt]
 比例7中的结论强．如果将此例中的结论运用到第13讲的练习题第10题，我们有

[image: alt]


上式中令n→+∞，即可得[image: alt]
 这里还用到了当x∈[image: alt]
 时，sinx＜x．它是一个用初等方法处理高等数学问题的特殊技巧．

例8　设[image: alt]
 证明：

[image: alt]


证明　（1）[image: alt]
 那么

[image: alt]


注意到，n≥2时，有[image: alt]
 所以，[image: alt]
 成立，从而（1）获证．

（2）与（1）类似，仍记[image: alt]
 则

[image: alt]


为证上式成立，只需证明：nsin2
 α＜1（因为sinα＜tanα），这等价于[image: alt]
 显然成立．从而（2）获证．

说明　利用递推思想结合本题的结论，我们可得

[image: alt]


特别地，当n＝2006时，有

[image: alt]


如果让你直接证明上式，是不是会觉得束手无策？其实很多竞赛题都是从一些简单结论着手来解决的．

例9　已知实数x、y、z满足[image: alt]
 证明：[image: alt]


证明　利用三角公式，可将不等式转为证明

[image: alt]


即证明

[image: alt]


注意到式①右边是图14-1所示单位圆中三个阴影部分矩形的面积之和，而[image: alt]
 为此单位圆在第一象限这部分的面积，所以式①成立．

综上所述，原不等式成立．

[image: alt]


图14-1

说明　三角问题一般都有其几何背景，许多平几问题可以用三角方法处理，反过来，利用几何性质来解三角问题也是正常的思路，这里通过构造几何图形来处理三角不等式问题的方法值得关注．

练　习　题

A　组

1　设[image: alt]
 函数[image: alt]
 试比较[image: alt]
 与[image: alt]
 的大小．

2　设α、β是△ABC的内角中的两个锐角，函数[image: alt]
 [image: alt]
 满足：对任意x＞0，都有f（x）＜2．证明：△ABC的第三个内角也是锐角．

3　设α、β都是锐角，且sin2
 α＝cos（α－β）．比较α与β的大小．

4　证明：对任意x∈R，都有

[image: alt]


5　在△ABC中，证明如下不等式成立：

[image: alt]


6　在锐角△ABC中，证明：

（1）[image: alt]


（2）对任意n∈N*
 ，都有

[image: alt]


7　已知对任意实数x，都有

[image: alt]


证明：[image: alt]


8　设A、B、C都是锐角，证明：

[image: alt]


B　组

9　在△ABC中，a、b、c分别表示角A、B、C所对边的长度，已知∠C≥60°．证明：

[image: alt]


10　已知x、y、z为实数，A、B、C是△ABC的三个内角．证明：

[image: alt]


11　求所有实数α的值，使得数列

[image: alt]


中每一项都为负数．

12　两个实数数列x1
 ，x2
 ，…和y1
 ，y2
 ，…满足[image: alt]
 [image: alt]
 证明：当n＞1时，均有2＜xn
 yn
 ＜3．

13　设[image: alt]
 证明：

[image: alt]


14　设n∈N*
 ，θ∈R．证明：

[image: alt]
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三角函数的最大值和最小值问题

一、知识要点和基本方法

相对于第7讲中涉及的一些函数最值问题而言，三角函数的最值问题有其特殊性，这是由三角函数的单调性、周期性和有界性所决定的．

函数最值往往需要包含两个方面：一方面是一个不等式证明，另一方面要说明所证明的上界或下界是可以取到的．三角函数的最值也不例外，并且在求等号成立的条件时，还需结合周期性来处理．

从众多的三角关系中，寻找到恰当的变形，将问题化归至最简单、本质的式子是处理三角最值问题中的基本方法．

二、例题精讲

例1　设[image: alt]
 求f（x）＝sin2
 xcosx的最大值．

解　对乘积式求最大值的一个思路是设法让所求的乘积中各项之和为常数，然后，去利用均值不等式．

注意到

[image: alt]


故[image: alt]
 等号当sin2
 x＝2cos2
 x，即tanx＝[image: alt]
 时可以取到．

所以，f（x）的最大值为[image: alt]


例2　设A、B、C是一个三角形的三个内角．求[image: alt]
 [image: alt]
 的最小值．

解　注意到，若A不是钝角，则cosA（sinB＋sinC）≥0，因此，为求该式的最小值，我们可设A为钝角．这时cosA＜0，于是

[image: alt]


等号在[image: alt]
 且A为钝角时取到，即B＝C，A为满足[image: alt]
 的钝角时取到．

所以，cosA（sinB＋sinC）的最小值为[image: alt]


说明　式子[image: alt]
 [image: alt]
 但等号不能成立（因为等号在[image: alt]
 时才能取到）．所以，cosA（sinB＋sinC）虽然有上界，但没有最大值．

例3　设[image: alt]
 求函数sin（α－β）＋2sin（α＋β）的最大值．

解　利用两角和与差的三角函数关系式知

[image: alt]


视α为常数，利用[image: alt]
 可知

[image: alt]


结合[image: alt]
 知[image: alt]
 所以

[image: alt]


等号可以在[image: alt]
 时取到，因此，所求的最大值为[image: alt]


说明　如果视β为常数，可得[image: alt]
 [image: alt]
 这时得到的上界要求β＝0，sinα＝1才能取到，当[image: alt]
 时是取不到的．因此，在处理最值问题时，所求出的界能否达到是非常关键的，这要求在作不等式估计时有一定的前瞻性．

例4　设α、β都是锐角，求代数式

[image: alt]


的最大值．

解　令[image: alt]
 则由α、β都是锐角可知0＜t＜1．

注意到，

[image: alt]


所以

[image: alt]


下面先求[image: alt]
 在0＜t＜1上的最大值，作如下变形：

[image: alt]


等号在[image: alt]
 时取到，故[image: alt]
 时，f（t）可取最大值[image: alt]


回到原题，可知[image: alt]
 等号在α＝β，且[image: alt]
 1时可以取到．所以，代数式A的最大值为[image: alt]


说明　此题的最大值不容易猜到，但在恰当变形后却容易变为有理式去处理，最后变为求单变量函数的最值．这种化归思想在涉及多个变量时经常被用到．

例5　已知关于实数x的函数

[image: alt]


的最小值为g（θ）．求实数θ变化时，g（θ）的最大值．

解　记u＝5cosθ，v＝－4（1＋sinθ），则

[image: alt]


这里用到，[image: alt]
 等号在[image: alt]
 时取到（注意，若u＝0，则取[image: alt]
 使得vsinx＝∣v∣）．所以，f（x）的最小值为[image: alt]
 即

[image: alt]


为求g（θ）的最大值，我们先求

h（θ）＝25cos2
 θ＋16（1＋sinθ）2


的取值范围．

因为

[image: alt]


结合[image: alt]
 及二次函数－9t2
 ＋32t＋41在对称轴[image: alt]
 左侧时单调递增，所以

[image: alt]


即[image: alt]


于是，g（θ）的最大值为（8－1）2
 ＝49．

说明　问题有解析几何的背景，f（x）实质上是某两点之间距离的平方．利用几何性质亦可处理本题．

例6　设实数a、b、c满足abc＋a＋c＝b．求代数式[image: alt]
 [image: alt]
 的最大值．

解　依题意，可知ac≠1（否则，由条件得a＋c＝0，ac＝1，导致a、c都不是实数），于是

[image: alt]


作三角代换[image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]
 从而有

[image: alt]


等号在[image: alt]
 或－1时可以取到．

因此，所求的最大值为[image: alt]


说明　有些代数式的最值问题在本质上是三角函数的最值问题，其转化的纽带是作三角代换．

练　习　题

A　组

1　设α为锐角，求[image: alt]
 的最小值．

2　设α、β都是锐角，求[image: alt]
 的最小值．

3　已知[image: alt]
 求[image: alt]
 的最小值．

4　实数x、y满足：sinx＋siny＝1．求cosx＋cosy的最大值和最小值．

5　设a，b∈R，满足：对任意x∈R，都有acosx＋bcos3x≤1．求b的最大值．

6　实数m满足：对任意△ABC的三个内角A、B、C，都有[image: alt]
 求m的最大值．

7　已知△ABC的三个内角满足：

[image: alt]


且△ABC的面积等于4．求△ABC的周长的最小值．

8　实数x、y满足：4x2
 －5xy＋4y2
 ＝19．求x2
 ＋y2
 的最大值和最小值．

9　求函数[image: alt]
 的最大值和最小值．

B　组

10　设n为给定正整数，实数A1
 ，A2
 ，…，An
 满足：tanA1
 tanA2
 ·…·tanAn
 ＝1．求sinA1
 sinA2
 ·…·sinAn
 的最大值．

11　设A、B为实数，记M（A，B）为函数[image: alt]
 在[image: alt]
 上的最大值．求A、B变化时，M（A，B）所能取到的最小值，并求取最小值时，A、B的值．

12　在△ABC中，[image: alt]
 另一个三角形DEF中，[image: alt]
 求边DE长度的取值范围．

13　正实数a、b、c满足：a＋b＋c＝abc．求代数式[image: alt]
 [image: alt]
 的最大值．

14　设n是一个给定的不小于2的正整数，[image: alt]
 求[image: alt]
 的最小值．
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反三角函数

一、知识要点和基本方法

三角函数是周期函数，它不是一一对应，因此，在其定义域上并不存在反函数．所谓反三角函数只是三角函数在其定义域内的某个单调区间上的反函数（这里实质上是对三角函数限制在某个区间后得到的函数求反函数得到的），所以，在处理反三角函数的问题时，我们要对其值域进行足够的重视．

具体而言，反三角函数的基本概念与性质可以列表如下：

[image: alt]


此外，反正弦函数和反正切函数还是奇函数．

各反三角函数之间还成立如下的一些等式：

[image: alt]


[image: alt]


对其余三个反三角函数请读者给出类似于（3）、（4）的式子．

注意到反三角函数的值域是某个角的范围，因此解题中我们经常将反三角函数的值看作一个角来处理．

二、例题精讲

例1　用反三角函数表示函数y＝cot x，x∈（π，2π）的反函数．

解　记t＝x－π，则t∈（0，π），且cot t＝cot x＝y，于是，视y为t的函数，其反函数为t＝arccot y，即x－π＝arccot y，交换字母x、y，即可求得函数y＝cot x，x∈（π，2π）的反函数为

[image: alt]


说明　三角函数限制在其每一个单调区间上都有反函数，而反三角函数是三角函数限制在特定区间上的反函数，这两类反函数之间可以互相表出，常见的解决方法是利用诱导公式对自变量的范围作一个变换后处理．

例2　已知[image: alt]
 求实数x的取值范围．

解　由反三角函数的定义知x∈［－1，1］，而在此定义域内y＝arcsinx单调增，y＝arccosx单调减．所以，arcsin x＜arccos x的解集为[image: alt]
 这里用到arcsin x＝arccos x的解为[image: alt]
 （事实上，它可以这样得到：两边取正弦，得[image: alt]
 [image: alt]
 从而x≥0，两边平方移项后即可得[image: alt]


对另一个不等式：arccos x＜arccot x，注意到，它们的值都属于（0，π），而余切函数在（0，π）上单调递减，因此，两边取余切，得

[image: alt]


即[image: alt]
 于是

[image: alt]


解得x∈（0，1）．

综上可知，所求实数x的取值范围是[image: alt]


说明　不等式arcsinx＜arccosx亦可通过两边取正弦来处理，但应先将x分为两个区间后再取正弦．事实上，当x∈［－1，0］时，[image: alt]
 故此时，arcsinx＜arccosx成立；当x∈［0，1］时，[image: alt]
 正弦函数在此区间上单调增，因此，arcsinx＜arccosx等价于sin（arcsinx）＜sin（arccosx），进而解得[image: alt]


对涉及反三角函数的不等式两边取三角函数时，应讨论单调性，以保持不等式之间的等价性．

例3　求函数[image: alt]
 的值域．

解　由反正弦函数与反余弦函数的定义域都为［－1，1］，知

[image: alt]


得[image: alt]


结合它们的单调性，可知y＝arcsin（1－x）在[image: alt]
 上单调递减，[image: alt]
 上也是单调递减的．所以，[image: alt]
 从而，所求函数的值域为[image: alt]


例4　求所有的常数c，使得函数

[image: alt]


在区间[image: alt]
 上为奇函数．

解　设f（x）在[image: alt]
 上为奇函数，则

[image: alt]


于是，c＝－arctan2．

上述结果只表明，若满足条件的c存在，则c只能等于－arctan2，并不表明c＝－arctan2时，f（x）为[image: alt]
 上的奇函数，这一点还需给出证明．

注意到，[image: alt]
 时，函数[image: alt]
 [image: alt]
 故[image: alt]
 于是[image: alt]
 [image: alt]


上述讨论表明，当[image: alt]
 时，[image: alt]
 当然，[image: alt]


为证明，对任意[image: alt]
 均有[image: alt]
 [image: alt]
 我们只需证明

[image: alt]


注意到，

[image: alt]


故①成立．

所以，当且仅当c＝－arctan2时，函数f（x）为[image: alt]
 上的奇函数．

例5　求下述反三角式子的和：

[image: alt]


这里n为给定的正整数．

解　记所求和式为S（n），在处理和式中各项时，我们经常需要将每一项拆为两项之差，然后进行前后项抵消．这是数列求和中裂项求和的思想．

事实上，设1≤k≤n，k为正整数，我们先证明

[image: alt]


容易证明，上述式子两边都是锐角（这里，我们把反三角函数作为一个角度来处理），所以，只需证明上式两边的正弦值相同．

对式①两边分别取正弦，有

[image: alt]


所以，式①成立．

利用式①的结果，可得

[image: alt]


从而，所求和式的值为[image: alt]


说明　此题化简和式的思想是裂项后进行前后项抵消，从而达到简化的目的．但是，它套上了反三角的帽子，要猜出①式并不容易，需要对三角函数关系式和一般代数式变形非常熟悉．这些是数学基本功的重要组成部分．

例6　求下述方程的实数解：

[image: alt]


解　方程中所给关于x的式子使我们容易联想到万能公式，因而，作三角变换就成为一件很自然的事情．

令[image: alt]
 则方程变形为

[image: alt]


如果[image: alt]
 则[image: alt]
 若[image: alt]
 则方程①化为π＋2α＋π＋2α＋π＋2α＝π，即[image: alt]
 类似地，若[image: alt]
 [image: alt]


如果∣tanα∣＜1，即[image: alt]
 α＜0，则方程①化为[image: alt]
 [image: alt]
 类似地，若[image: alt]


于是，原方程的解为[image: alt]


练　习　题

A　组

1　求函数[image: alt]
 的值域．

2　已知函数f（x）＝2arcsin（x－2）的值域是[image: alt]
 求此函数的定义域．

3　设x1
 、x2
 是方程[image: alt]
 的两个实数根，求arctanx1
 ＋arctanx2
 的值．

4　已知[image: alt]
 求sin2
 α＋sin2
 β的值．

5　二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c满足：对任意x∈R，都有[image: alt]
 [image: alt]
 试判断a、b的符号．

6　函数f（x）满足：对任意x∈R，都有

[image: alt]


求f（x）的表达式．

7　求函数f（x）＝arcsin2
 x－2arcsinx－2的最大值和最小值，并求f（x）取最值时x的值．

B　组

8　证明：函数[image: alt]
 是R上的增函数，并求其反函数．

9　设n∈N*
 ．证明：

[image: alt]
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三角方程

一、知识要点和基本方法

方程是代数的一个重要部分，三角方程是一类特殊的方程，基于正弦、余弦函数的有界性及三角函数的周期性，三角方程的解的情况往往比较复杂，许多时候三角方程有无穷多个解．

处理三角方程的基本思想是“化归”，想方设法将方程转化为最基本的三角方程去求解．

下面列出最基本的三角方程的解的情况：

设a为给定的实数，

（1）方程sinx＝a在a∉［－1，1］时无解；在a∈［－1，1］时，方程的解为x＝kπ＋（－1）k
 arcsina，k∈Z；

（2）方程cosx＝a也仅当a∈［－1，1］时有解，解为x＝2kπ±arccosa，k∈Z；

（3）方程tanx＝a和cotx＝a在a∈R时都有解，解分别为x＝kπ＋arctana，x＝kπ＋arccota，k∈Z．

二、例题精讲

例1　解方程

[image: alt]


解　原方程的解等价

[image: alt]


由③可得

[image: alt]


即有[image: alt]
 于是

[image: alt]


结合①知cosx≠0，故2sinx＝1，即[image: alt]
 得解为[image: alt]
 [image: alt]


例2　求所有的实数α，使得

[image: alt]


解　由条件，可得

[image: alt]


于是　　[image: alt]


对方程sin2α－cos2α＝0两边除以cos2α（注意，这时cos2α≠0，否则，sin2α＝±1与方程不符），得tan2α＝1，解为[image: alt]
 k∈Z．

如果1＋2cosα＝0，那么[image: alt]
 这时[image: alt]
 与条件①不符．

最后，分别就k≡0、1、2、3（mod4），将[image: alt]
 代入①直接验证，可知①都成立．

所以，满足条件的[image: alt]


说明　此题从一个必要条件出发得到一个三角方程，求解后所得结果是必要的，其充分性需回代验证．这里整体处理的思想应细细体会（考虑两个集合中各元素之和相等）．

例3　求方程

[image: alt]


的所有实数解．

解　注意到，

[image: alt]


于是，sin3
 x＋cos5
 x≤sin2
 x＋cos2
 x＝1，结合①式，可知sin3
 x＝sin2
 x且cos5
 x＝cos2
 x．

前者要求sinx∈｛0，1｝，后者要求cosx∈｛0，1｝．结合sin2
 x＋cos2
 x＝1，得（sinx，cosx）＝（1，0）或（0，1），解为x＝2kπ或[image: alt]
 [image: alt]


说明　利用不等式处理解方程问题是很常见的，这中间蕴含有最值问题，往往与最值取等号的条件有关．事实上，当m，n≥2，m，n∈N*
 时，方程sinm
 x＋cosn
 x＝1都可用上述方法求解．

例4　已知m、n为正奇数，求方程

[image: alt]


的实数解．

解　首先，若sinx＝cosx，则方程①显然成立，得解集[image: alt]


其次，若sinx≠cosx，我们改写式①为

[image: alt]


如果sinx与cosx异号（注意，sinx与cosx都不等于0），利用m、n为正奇数可知，若[image: alt]
 [image: alt]
 这时，式②左边＞0，右边＜0，不能成立；类似地，若cosx＜0，sinx＞0，将导致式②左边＜0，右边＞0，也不能成立．

如果sinx与cosx同号，这时，由对称性，不妨设sinx＜cosx，有两种情形．

情形1：0＜sinx＜cosx，则[image: alt]
 这说明式①左边＜右边．

情形2：sinx＜cosx＜0，亦有[image: alt]
 也与①矛盾．注意，这里用到m、n都为正奇数．

综上所述，原方程的解为[image: alt]


说明　这里sinx＝cosx是①成立的一个明显的充分条件，后面用不等式方法分析出这个条件也是必要的，从而大大简化了求解的方程．请将此例的解法与例2对比，可知解题中最需要的是“活”．

例5　设n是给定的不小于3的正整数，求关于x的方程的所有实数解

[image: alt]


解　对①式两边都乘以sinx，注意到，对2≤k≤n，都有

[image: alt]


于是，①变为

[image: alt]


即可得：

[image: alt]


其解为[image: alt]


注意，这里应排除使得cosx，…，cosnx中有一个为零的解，并且还要排除由sinx＝0引起的增根．由于sinx＝0，导致cos（k－1）xcoskx＝1，2≤k≤n或者cos（k－1）xcoskx＝－1，2≤k≤n，这时都不是①的解，所以，①的所有解为

[image: alt]


具体表述如下：

[image: alt]
 m∈Z，并且不存在l∈Z及1≤k≤n，使得x＝[image: alt]


说明　这里对①两边乘以sinx后进行裂项求和的处理对三角函数求和是一种特殊的技巧，它已经在前面几讲中多次用到．

例6　求方程

[image: alt]


的所有实数解．

解　如果令t＝cosx，我们很容易就把①变为一个关于t的次方程，这时求出所有的t是非常困难的．不要把这样的转化作为首选，应先试着从三角本身的一些公式去寻找方法．

从①式左边第三项出发，我们对①两边乘以4sinx，得

[image: alt]


上式两边同时减去4sin3
 x，利用三倍角公式，得

[image: alt]


得sin5x＝sin8x，这个方程的解为

[image: alt]


即[image: alt]


注意到，上述解中应去掉使得sinx＝0的增根（sinx＝0时，①左边每一项都为整数，不能等于[image: alt]
 依此可知，原方程的实数解为[image: alt]
 [image: alt]
 这里[image: alt]
 [image: alt]


例7　求方程的所有实数解

[image: alt]


解　这是一个需经三角代换后处理的方程，它属于三角函数应用的一个范畴．

由①知x≥－2，现在若x＞2，则

[image: alt]


因此，[image: alt]


上述讨论表明：－2≤x≤2，故可设x＝2cosθ，0≤θ≤π．方程①变为

[image: alt]


上面的变形中用到[image: alt]
 因此开根号后不需加绝对值．

结合[image: alt]
 变为

[image: alt]


解得：　　[image: alt]


利用0≤θ≤π，可知[image: alt]
 得[image: alt]
 或[image: alt]
 所以，①的所有实数解为[image: alt]


练　习　题

A　组

1　关于x的三角方程[image: alt]
 有实数解．求实数a的取值范围．

2　已知关于x的方程3sinx＋4cosx＝a在区间（0，2π）内恰有两个相异实根α、β．求α＋β的值．

3　求方程[image: alt]
 在区间（0，2π）内的不同实根的个数．

4　设α为锐角，满足：[image: alt]
 求α的值．

5　求方程[image: alt]
 的实数解．

6　将正实数x，分别视为角度和弧度，计算其正弦值，所得的答案相同，求满足条件的最小的x．

7　已知关于x的方程

[image: alt]


的非负实数解从小到大构成一个无穷等差数列．求实数a的取值范围．

8　实数α满足：cosα－cos2α－cos4α＝0，求sinα＋sin2α－sin4α的所有可能值．

9　设x∈（0，2π），且cos12x＝5sin3x＋9tan2
 x＋cot2
 x．求x的值．

10　实数x、y满足：tan2
 （x＋y）＋cot2
 （x＋y）＝1－2x－x2
 ．求∣x－y∣的最小值．

11　求满足方程[image: alt]
 并且满足x∈（0，π）的实数x．

12　求满足方程tan4
 x＋tan4
 y＋2cot2
 xcot2
 y＝3＋sin2
 （x＋y）的所有实数对（x，y）．

B　组

13　设[image: alt]
 且

[image: alt]


求满足条件的数对（α，β）的对数．

14　设a为正整数，关于x的方程

[image: alt]


有实数解，求a的最小值．

15　已知α1
 ，α2
 ，…，αn
 是n个给定的实数，函数[image: alt]
 [image: alt]
 证明：若实数x1
 、x2
 满足：f（x1
 ）＝f（x2
 ）＝0，则存在整数m，使得x2
 －x1
 ＝mπ．

16　实数数列｛an
 ｝定义如下：

[image: alt]


问：对给定的正整数n（≥2），有多少个不同的实数值t，使得an
 ＝0？



第18讲

正弦定理与余弦定理

一、知识要点和基本方法

三角是数学中的一个重要工具，被广泛应用在数学的各个分支．中学阶段，三角主要在平面几何、复数和解析几何等内容中用到．

这一讲主要讨论三角在平面几何中的一些应用，常见思路是利用正弦定理和余弦定理将平面几何一些涉及长度、面积等问题转为三角问题去求解．这里正弦定理和余弦定理起到过渡与桥梁的作用．

二、例题精讲

例1　△ABC是一个锐角三角形，∠A＜45°，D为△ABC内一点，满足：∠D＝4∠A，且BD＝CD．点E、F分别是C关于AB和B关于AC的对称点．证明：AD⊥EF．

证明　利用勾股定理的逆定理可知，要证AD⊥EF，只需证明：AE2
 －AF2
 ＝DE2
 －DF2
 ．

由条件，E、C关于AB对称，可知AE＝AC；同理AF＝AB．所以，我们只需证明：

[image: alt]


[image: alt]


图18-1

下面来计算①式左边的值．

由E、C关于AB对称，知BE＝BC，∠EBC＝2B，而BD＝DC，∠D＝4A，知∠DBC＝90°－2A，故∠EBD＝2A＋2B－90°（如图18-1所示）．利用余弦定理，得

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


于是，结合BD＝CD，知

[image: alt]


进一步，为方便起见，设△ABC的外接圆半径等于1，则由正弦定理，知BC＝2sinA，又BD＝[image: alt]
 从而，由②得

[image: alt]


所以，①成立．

命题获证．

说明　将几何问题代数化是处理几何问题的一个重要方法，过程中恰当地凸现出题中的几何性质是关键的．注意：三角方法介入几何解题时，应恰当地与几何定理结合，否则繁杂的计算可能难以忍受．

例2　设ω是以△ABC的内心I为圆心的一个圆，点D、E、F分别是从I出发垂直于边BC、CA和AB的射线与ω的交点．证明：AD、BE和CF三线共点．

证明　如图18-2所示，记∠BAD＝α1
 ，∠CAD＝α2
 ，∠CBE＝β1
 ，∠ABE＝β2
 ，∠ACF＝γ1
 ，∠BCF＝γ2
 ．

[image: alt]


图18-2

由塞瓦定理（角元形式）的逆定理可知，要证：AD、BE、CF三线共点，只需证明：

[image: alt]


利用正弦定理，可知

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


在△BID和△BIF中，

[image: alt]


所以，[image: alt]
 从而，有

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


上述关系式结合②与③可知①成立．

所以，AD、BE、CF三线共点．

例3　已知点P是锐角三角形ABC内一点，使得[image: alt]
 [image: alt]


求证：[image: alt]


证明　满足题给条件的点称为布洛卡点，这样的点P在△ABC为锐角三角形时是存在的，且在三角形内部，在△ABC为钝角三角形时，点P在三角形外，而在△ABC为直角三角形时，这样的点P不存在．此题描述的是布洛卡点的性质，给出了点P是布洛卡点的一个必要条件．

[image: alt]


图18-3

如图18-3所示，记∠PAB＝α，过P作三边的垂线PD、PE、PF，点D、E、F为垂足，并记PA＝x，PB＝y，PC＝z．

利用余弦定理，可知

[image: alt]


上述三式相加，就有

[image: alt]


注意到，

[image: alt]


于是　　[image: alt]


即　　[image: alt]


结合[image: alt]
 以及正弦定理，可得

[image: alt]


利用sinA＝sin（B＋C）＝sinBcosC＋cosBsinC等式子，上式可变形为

[image: alt]


所以，原命题成立．

例4　魏琴伯克（Weitzenberk）不等式：

设△ABC的边长和面积分别为a、b、c和S，则[image: alt]
 [image: alt]
 当且仅当△ABC为正三角形时等号成立．

证明　由余弦定理及三角形面积公式有

[image: alt]


等号当且仅当a＝b且c＝60°时成立，即当且仅当△ABC为正三角形时等号成立．

例5　考虑平面上的点O、A1
 、A2
 、A3
 、A4
 ．已知对任意1≤i＜j≤4，均有[image: alt]


求证：存在下标i0
 、j0
 ，使得[image: alt]


证明　设OA1
 ＝a，OA2
 ＝b，OA3
 ＝c，OA4
 ＝d，并设∠A1
 OA2
 ＝α，∠A2
 OA3
 ＝β，∠A3
 OA4
 ＝γ．这里α、β、γ为有向角（即当OA1
 绕点O逆时针旋转至与直线OA2
 重合时α为正角，否则α为负角）．

于是，我们有

[image: alt]


[image: alt]


注意到，我们有如下等式

[image: alt]


结合下述式子

[image: alt]


我们可以适当选择“＋”号或“－”号，使得

[image: alt]


当然，上式中不能同时取“＋”号，于是，总成立类似于下面的式子

[image: alt]


从而，若记S＝max｛S1
 ，S2
 ，…，S6
 ｝，则有

[image: alt]


故[image: alt]
 这就是要证明的结论．

例6　设P为△ABC内或边界上一点，点P到三边的距离为PD、PE、PF．

求证：PA＋PB＋PC≥2（PD＋PE＋PF），当且仅当△ABC为正三角形且P为其中心时等号成立．

[image: alt]


图18-4

证明　这是平面几何里著名的爱尔多斯—莫德尔不等式，请细细体会其证明过程中的方法与技巧．

如图18-4所示，为方便起见，记PD＝p，PE＝q，PF＝r．

注意到PD⊥BC，PE⊥CA，所以P、E、C、D四点共圆，且PC为该圆的一条直径．所以

[image: alt]


另一方面，由余弦定理，以及[image: alt]
 [image: alt]
 可知

[image: alt]


于是，我们有

[image: alt]


类似地，还有

[image: alt]


于是

[image: alt]


所以，原不等式成立，进一步，等号当且仅当sinA＝sinB＝sinC且p∶q∶r＝cosA∶cosB∶cosC时才能成立．这等价于△ABC为正三角形，且P为△ABC的中心，所以命题成立．

例7　在△ABC中，A、B、C表示其三个内角，它们所对的边长分别为a、b、c，用r、R分别表示△ABC的内切圆和外接圆半径，p和S分别表其半周长和面积．证明下述结论：

[image: alt]


证明　这是一个涉及△ABC的边角之间的不等式，尝试利用几何性质去处理（三角可用于解几何问题，反过来许多三角问题也有其几何背景，因此有时将三角问题还原到几何问题去解要容易得多）．

[image: alt]


图18-5

（1）如图18-5所示，取△ABC的内心I，记AI＝x，BI＝y，CI＝z，∠BIC＝α，∠CIA＝β，∠AIB＝γ．则（下式中∑表示循环和）

[image: alt]


注意到，I为△ABC的内心，故

[image: alt]


所以　　[image: alt]


由余弦定理及三角形面积公式，知

[image: alt]


于是

[image: alt]


由于[image: alt]
 所以，上式显然成立，从而，（1）成立．

（2）由正弦定理，知[image: alt]
 而

[image: alt]


故　　[image: alt]


（这里用到的一些三角恒等式都在第13讲中出现过）．

利用上面的结论，可知

[image: alt]


上述和式中每一项都≥0，依此可知②式成立．

从而，结论（2）成立．

例8　平面上的4个点，它们每两点之间的距离都是整数．求证：其中至少有一个距离为3的倍数．

证明　我们恰当地标记所给的4个点为A、B、C、D，使得∠BAD＝∠BAC＋∠CAD，并记∠BAC＝α，∠CAD＝β，∠BAD＝γ．则由余弦定理可得

[image: alt]


若命题不成立，则AB2
 ≡AC2
 ≡AD2
 ≡BC2
 ≡BD2
 ≡CD2
 ≡1（mod3），进而，2AB·ACcosα＝2AD·ACcosβ≡2AB·ADcosγ≡1（mod3），于是

[image: alt]


利用①可知，cosα、cosβ、cosγ都是有理数，进一步，设cosα＝[image: alt]
 这里p、q和r、s是两对互质的整数，则由①可知p、q、r、s都不是3的倍数，故p2
 ≡q2
 ≡r2
 ≡s2
 ≡1（mod3）．

注意到，cosγ＝cos（α＋β）＝cosαcosβ－sinαsinβ．结合①可知2AC2
 ·AB·ADsinαsinβ∈Z．进一步，

[image: alt]


这里用到p2
 －q2
 ≡r2
 －s2
 ≡0（mod3）．而

[image: alt]


将式③与式④相加，结合cosγ＝cosαcosβ－sinαsinβ，可知

[image: alt]


这与式②矛盾．

所以，命题成立．

练　习　题

A　组

1　一幅画挂在墙上，它的下缘在观察者眼睛上方a米处，而上缘在b米处．问观察者站在离墙多远的地方，才能使看画的视角最大？

2　面积为32的凸四边形的一组对边与一条对角线的长度之和为16，求另一条对角线的所有可能的长度．

3　点H和O分别是锐角三角形ABC的垂心和外心，并且AH＝AO，求∠A的所有可能的值．

4　设AD、BE和CF为△ABC的三条内角平分线，D、E、F分别在BC、CA、AB上．已知∠EDF＝90°，求∠BAC的大小．

5　在△ABC中，∠A＋∠C＝2∠B，并且c－a等于AC边上的高h．求[image: alt]
 的值．

6　在△ABC中，若c－a等于AC边上的高h，求[image: alt]
 [image: alt]
 的值．

7　设K、L、M分别是△ABC的边BC、CA、AB的中点．点A、B、C分△ABC的外接圆为三段弧[image: alt]
 设X是[image: alt]
 的中点，Y是[image: alt]
 的中点，Z是[image: alt]
 的中点．设R、r分别为△ABC的外接圆与内切圆的半径．证明：r＋KX＋LY＋MZ＝2R．

8　在正方形ABCD的边AB和AD上分别取点K和N，使得AK·AN＝2BK·DN，线段CK和CN分别与对角线BD交于点L、M．求证：点K、L、M、N和A这五点共圆．

9　一个有内切圆的凸四边形的四边长分别为a、b、c、d，并且此四边形的面积[image: alt]
 证明：这个四边形有外接圆．

10　凸四边形ABCD中，∠ABC＋∠BCD＜180°，BA和CD的延长线交于E．证明：∠ABC＝∠ADC的充要条件是：AC2
 ＝CD·CE－AB·AE．

B　组

11　设锐角△ABC的三边长为a、b、c，r和R分别为△ABC的内切圆和外接圆半径．证明：[image: alt]


12　已知圆O为△ABC的内切圆，D是圆O与边BC的切点，DF是圆O的一条直径，连AF交边BC于点E．求证：BE＝CD．

13　点P为△ABC内一点，求证：∠PAB、∠PBC、∠PCA中至少有一个不超过30°．

14　△ABC的角A、B、C的内角平分线，分别与△ABC的外接圆交于另一点A′、B′、C′．求证：

[image: alt]


15　△ABC的三条中线分别与其外接圆交于点A′、B′、C′．证明：

[image: alt]


16　设[image: alt]
 均为正七边形，面积分别为SA
 、SB
 、SC
 ．若[image: alt]
 [image: alt]
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向量的概念与运算

一、知识要点和基本方法

1．向量的概念与基本属性

（1）向量．

既有大小，又有方向的量叫做向量．始点为A，终点为B的向量记作[image: alt]
 在不计始点终点的情况下，也可记作[image: alt]
 或用小写的黑体字母a来表示．规定了起点的向量称为位置向量，否则称之为自由向量．

（2）向量的模．

向量[image: alt]
 的大小亦即线段AB的长度叫做向量的模，记作[image: alt]
 [image: alt]


（3）相等的向量．

若两个向量有相同的模和方向（始点与终点不必相同），则它们相等（模和方向是向量的基本量）．

（4）特殊向量．

模为1的向量叫做单位向量；模为0的向量叫做零向量，零向量记为[image: alt]
 零向量是唯一的方向不确定的向量．

2．向量的运算

（1）向量的加法和减法．

向量的加法按平行四边形法则进行，即以[image: alt]
 为邻边作一个平行四边形，过共同始点的对角线对应的向量就是两个向量[image: alt]
 的和向量，记作[image: alt]
 向量的减法规定为加法的逆运算：若[image: alt]
 则向量[image: alt]
 叫做向量[image: alt]
 的差，记作[image: alt]
 向量的减法也适用三角形法则：将向量[image: alt]
 置于同一始点，由向量[image: alt]
 的终点指向向量[image: alt]
 的终点的向量就是差向量[image: alt]


（2）向量的数乘．

实数m与向量[image: alt]
 的乘积m[image: alt]
 是一个向量，它的模为[image: alt]
 [image: alt]
 它的方向为：当m＞0时，[image: alt]
 同向；当m＝0时，[image: alt]
 [image: alt]
 的方向不确定；当m＜0时，m[image: alt]
 与[image: alt]
 反向．特别地，如果[image: alt]
 [image: alt]
 就是和[image: alt]
 同方向的单位向量．

（3）向量的内积．

两个向量[image: alt]
 的内积（亦称点积或数量积）定义为[image: alt]
 的长度以及它们之间正方向（将[image: alt]
 移至同一起点后，从一个向量沿逆时针方向转向另一个向量）的夹角的余弦的乘积．记作[image: alt]
 [image: alt]
 其中[image: alt]
 表示向量[image: alt]
 之间正方向的夹角．特别地，我们有[image: alt]


3．向量的坐标表示

在平面内建立直角坐标系xOy，对任意始点为坐标原点的向量[image: alt]
 ，[image: alt]
 由其终点坐标唯一确定，因此，也可以用坐标的形式来表示向量．针对向量的一些运算就可以用坐标来表示．例如：设[image: alt]
 [image: alt]
 则利用两点间的距离公式结合余弦定理，可知

[image: alt]


4．向量运算的基本性质

（1）加法满足交换律、结合律：

[image: alt]


（2）数乘满足分配律：

[image: alt]


其中λ、μ为任意实数．

（3）内积满足交换律和分配律：

[image: alt]


5．向量在几何中的运用

通过引入向量可以将一些几何问题转化为向量计算，将几何问题代数化．在运用向量方法解决几何问题时经常用到如下结论：

（1）不共线的四点A、B、C、D组成平行四边形的充要条件是[image: alt]


（2）两个向量[image: alt]
 共线（或称线性相关）的充要条件是存在不全为0的实数m、n，使[image: alt]
 此结论常用于证三点共线．

（3）两个向量[image: alt]
 垂直的充要条件是[image: alt]


二、例题精讲

例1　设[image: alt]
 是A、B两点的位置向量（起点相同），P是有向线段AB上一点，它分AB所成的比为λ．求P点的位置向量[image: alt]


解　由已知可得[image: alt]


所以　　[image: alt]


又[image: alt]
 所以

[image: alt]


即　　[image: alt]


从而　　[image: alt]


说明　这是向量形式的定比分点公式，特别地，若λ＝1，则可得中点公式．

例2　设O为△ABC内一点，证明：存在正实数α、β、γ，使得α＋β＋γ＝1，且

[image: alt]


[image: alt]


图19-1

证明　如图19-1所示，连AO延长交BC于点D，设O分AD所成的比为λ，D分BC所成的比为μ．则λ、μ为正实数，利用上题的结论知：[image: alt]
 [image: alt]
 结合[image: alt]
 得[image: alt]
 [image: alt]
 于是，

[image: alt]


因此，将上式两边除以[image: alt]
 得

[image: alt]


令[image: alt]
 可知命题成立．

说明　利用此结论，可以用A、B、C对应的位置向量表示△ABC内任意一点的位置向量，特别地，如果[image: alt]
 那么就能得到△ABC的重心对应的位置向量．

例3　在四边形ABCD中，E是AB中点，K是CD中点．试证：以线段AK、CE、BK和DE中点为顶点的四边形为平行四边形．

证明　分别以Y、Y1
 、X1
 和X表示线段AK、CE、BK和DE的中点．则

[image: alt]


因此　[image: alt]


类似可得　　[image: alt]


从而[image: alt]
 所以四边形XYY1
 X1
 为平行四边形．

例4　在△ABC中，已知对任意实数t，都有

[image: alt]


证明：△ABC是一个直角三角形．

证明　记∠ABC＝β，由条件知，对任意t∈R，都有

[image: alt]


[image: alt]


即[image: alt]
 于是，对任意t∈R，有

[image: alt]


记[image: alt]
 则条件等价于：对任意t∈R，都有（t－1）（t＋1－2u）≥0，即t2
 －2ut＋2u－1≥0．此式恒成立的充要条件是

[image: alt]


即4u2
 －8u＋4≤0，4（u－1）2
 ≤0．所以，u＝1．

综上可知，[image: alt]
 这表明△ABC中，[image: alt]
 命题获证．

例5　给定8个非零实数a1
 ，a2
 ，…，a8
 ．证明：下面的6个数

[image: alt]


中，至少有一个数为非负实数．

证明　定义向量[image: alt]
 [image: alt]
 这里O为坐标原点．

由抽屉原则可知[image: alt]
 中必有两个向量（不妨设为[image: alt]
 的夹角不超过90°，于是[image: alt]
 [image: alt]
 即

[image: alt]


所以，命题成立．

例6　设A1
 、B1
 、C1
 分别是△ABC的边BC、CA、AB上的点，G为△ABC的重心，Ga
 、Gb
 、Gc
 分别是△AB1
 C1
 ，△BA1
 C1
 和△CA1
 B1
 的重心，并设△A1
 B1
 C1
 和△Ga
 Gb
 Gc
 的重心分别为G1
 和G2
 ．证明：G、G1
 、G2
 三点共线．

证明　任取平面上一点O作为坐标原点，利用例1的结论，可设

[image: alt]


这里α，β，γ∈（0，1）．

于是，

[image: alt]


依此可知

[image: alt]


进而，

[image: alt]


从而，有[image: alt]
 故G、G1
 、G2
 三点共线．

例7　证明：从任意4个不同实数中可以取出两个数a、b，使得[image: alt]


[image: alt]


图19-2

证明　设所给的4个实数为y1
 ＜y2
 ＜y3
 ＜y4
 ，如图19-2所示，设点Pi
 的坐标为（1，yi
 ），i＝1、2、3、4．考察向量[image: alt]
 之间的夹角，记∠P1
 OP2
 ＝α，∠P2
 OP3
 ＝β，∠P3
 OP4
 ＝γ，则α＋β＋γ＜π，从而，α、β、γ中有一个小于[image: alt]
 不妨设[image: alt]
 那么令a＝y1
 ，b＝y2
 ，就有

[image: alt]


即[image: alt]


命题获证．

例8　设A1
 ，A2
 ，…，An
 和B1
 ，B2
 ，…，Bn
 是同一平面上的2n个不同的点．证明：可以将点B1
 ，B2
 ，…，Bn
 重新排序为[image: alt]
 [image: alt]
 使得对任意1≤i＜j≤n，向量[image: alt]
 的夹角都为锐角或者直角．

证明　任取平面上一点O作为原点，考虑下面的目标函数：

[image: alt]


这里A1
 ，…，An
 固定，B1
 ，…，Bn
 可以任意排列．

由于B1
 ，…，Bn
 的排列只有有限种，故存在B1
 ，B2
 ，…，Bn
 的一个排列[image: alt]
 使得S取最大值S′．

下证：B1
 ，…，Bn
 的这个排列[image: alt]
 符合题中的要求．

事实上，若存在1≤i＜j≤n，使得[image: alt]
 的夹角为钝角，则[image: alt]
 现在将[image: alt]
 的位置交换，设这时S对应的值为S″，那么

[image: alt]


与S′是最大值矛盾．

所以，命题成立．

练　习　题

A　组

1　设[image: alt]
 是两个单位向量，它们的夹角为60°．求向量[image: alt]
 和[image: alt]
 的夹角．

2　两个非零向量[image: alt]
 满足：[image: alt]
 垂直，而且[image: alt]
 与[image: alt]
 垂直．求[image: alt]
 的夹角．

3　△ABC中AB＝7，BC＝5，CA＝6．求[image: alt]
 的值．

4　空间中的四个点A、B、C、D满足：[image: alt]
 [image: alt]
 的值．

5　设O为△ABC内一点，记[image: alt]
 证明：[image: alt]


6　凸四边形ABCD的顶点对应的向量分别为[image: alt]
 已知[image: alt]
 试刻画四边形ABCD的形状．

7　设O为△ABC内一点，已知[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．

8　设F为平行四边形ABCD的边CD的中点，AF交BD于点E．证明：E为BD的一个三等分点．

9　在△ABC中，AB＝AC，D为底边BC的中点，E为AC上一点，使得DE⊥AC，设F为DE的中点．求证：AF⊥BE．

B　组

10　设P为给定的凸n边形A1
 A2
 …An
 的内部或边界上的点，记[image: alt]
 证明：f（P）的最大值可以在P为某个顶点Ai
 时取到．

11　将整数1，2，…，n2
 填入一个n×n的表格，每格填一个数，且任意两格中所填入的数不同．现在将任意两个方格的中心连出一个向量，方向都是依所填的数从小到大．证明：如果表格中每行、每列所填各数之和相等，那么所连出的全部向量之和等于零．

12　一个n×n的方格表的每个方格内填入1或－1，已知该方格表中任意两行对应的向量的内积都等于0（例如第i行与第j行对应向量为（x1
 ，…，xn
 ），（y1
 ，…，yn
 ），则[image: alt]
 且它有一个a×b的子表格（即一个a行，b列交出的方格组成的表格）内所填的数都是1．证明：ab≤n．


提高篇
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集合的分划

一、知识要点和基本方法

这一讲主要讨论与集合的分划有关的问题，涉及的方法主要有映射方法、构造法、数学归纳法、递推方法等．

设A1
 ，A2
 ，…，An
 是集合X的一族非空子集，并且满足

（1）对1≤i＜j≤n，均有Ai
 ∩Aj
 ＝φ；

（2）[image: alt]






则称A1
 ，A2
 ，…，An
 为集合X的一个n－分划．特别地，如果A1
 ，A2
 ，…，An
 仅满足条件（2），则称A1
 ，A2
 ，…，An
 为集合X的一个覆盖．

二、例题精讲

例1　求最小的和次小的正整数n，使集合｛1，2，…，3n－1，3n｝可以分为n个互不相交的三元组｛x，y，z｝，其中x＋y＝3z．

解　这n个三元组｛xi
 ，yi
 ，zi
 ｝（i＝1，2，…，n）的元素之和为

[image: alt]


若n为偶数，则必须8｜n；

若n为奇数，则必须8｜3n＋1，从而n＝5，13，…；

当n＝5时，可分为5组：｛4，1，11｝，｛5，2，13｝，｛6，3，15｝，｛7，9，12｝，｛8，10，14｝；

当n＝8时，可分为8组：｛5，1，14｝，｛7，2，19｝，｛8，3，21｝，｛9，4，23｝，｛10，6，24｝，｛11，15，18｝，｛12，16，20｝，｛13，17，22｝．

例2　试确定所有的正整数n，使得集合｛1，2，…，n｝可以分成5个互不相交的子集，且每个子集中元素之和相等．

解　我们先找一个必要条件，若｛1，2，…，n｝能分成5个互不相交的子集，且每个子集的元素和相等，则

[image: alt]


能被5整除，所以n＝5k或n＝5k－1．

显然，当k＝1时，上述条件不是充分的．下面用数学归纳法证明，当k≥2时，条件是充分的．

当k＝2，即n＝9、10时，我们作如下分拆：

[image: alt]


当k＝3，即n＝14，15时，我们有

[image: alt]


若集合｛1，2，…，n｝能分成5个互不相交的子集，且它们各自的元素和相等，则｛1，2，…，n，n＋1，…，n＋10｝（或｛1，2，…，n，n＋1，…，n＋9｝）也能分成5个互不相交的子集，且它们的元素和相等．事实上，若

[image: alt]


其中Ai
 、Aj
 （i≠j）互不相交，Ai
 的元素和与Aj
 的元素和相等，则令B1
 ＝A1
 ∪｛n＋1，n＋10｝，B2
 ＝A2
 ∪｛n＋2，n＋9｝，B3
 ＝A3
 ∪｛n＋3，n＋8｝，B4
 ＝A4
 ∪｛n＋4，n＋7｝，B5
 ＝A5
 ∪｛n＋5，n＋6｝，于是

[image: alt]


且Bi
 与Bj
 （i≠j）互不相交，每个子集Bi
 的元素和相等．

假设对于n＝5k－1、5k，命题正确，由上面的讨论知，对于n＝5（k＋2）－1、5（k＋2）命题也成立，从而证得了当k≥2，n＝5k－1或n＝5k时，集合｛1，2，…，n｝可以分成5个互不相交的子集，且它们各自元素的和相等．

例3　（1）证明：正整数集N*
 可以表示为三个彼此不相交的集合的并，且使得：若m，n∈N*
 ，且∣m－n∣＝2或5，则m、n属于不同的集合．

（2）证明：正整数集N*
 可以表示为4个彼此不相交的集合的并，且使得：若m，n∈N*
 ，且∣m－n∣＝2、3或5，则m、n属于不同的集合．并说明：此时将N*
 拆分为三个彼此不相交的集合的并集时，命题不成立．

证明　（1）令A＝｛3k∣k∈N*
 ｝，B＝｛3k－2∣k∈N*
 ｝，C＝｛3k－1∣k∈N*
 ｝，则A、B、C彼此的交为空集，且A∪B∪C＝N*
 ，并且此时属于同一集合的两个元素之差为3的倍数，不等于2或5．这是一种满足题设条件的取法．

（2）令[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 同上讨论，可知命题成立．

假设可以将N*
 表示为三个集合A、B、C（彼此不相交）的并集，使得：对任意的m，n∈N*
 ，当∣m－n∣＝2、3或5时，m、n属于不同的集合．不妨设1∈A，则3[image: alt]
 A，从而3∈B或3∈C．不妨设3∈B，则6[image: alt]
 A且6[image: alt]
 B，故6∈C．依此类推，可知4∈B，8∈A，5∈C，7∈A．这时，9属于A、B、C中任何一个集合均导致矛盾．

例4　设S为n个正实数组成的集合，对S的每个非空子集A，记A中各元素之和为f（A）．证明：集合｛f（A）∣A[image: alt]
 S，A≠φ｝可以分为n个不交的非空子集的并集，并且每个子集中，最大数与最小数的比小于2．

证明　设S中的n个元素为（0＜）u1
 ＜u2
 ＜…＜un
 ，我们令

[image: alt]


则对[image: alt]
 且[image: alt]
 即T1
 ，T2
 ，…，Tn
 为[image: alt]
 的一个n－分划．

在T1
 中，最大数与最小数相等（都为u1
 ），故其比值为1（＜2）．

当k≥2，Tk
 中的最大数为u1
 ＋u2
 ＋…＋uk
 ，现分两种情况证明Tk
 中的最大数与最小数之比小于2．

如果uk
 ≤u1
 ＋u2
 ＋…＋uk－1
 ，则Tk
 中的最大数与最小数之比Mk
 满足

[image: alt]


如果uk
 ＞u1
 ＋u2
 ＋…＋uk－1
 ，这时，由于Tk
 中的元素f（A）＞u1
 ＋u2
 ＋…＋uk－1
 ，故A中必含有某个ui
 ，i≥k，所以uk
 是Tk
 中的最小元，于是

[image: alt]


综上所述，T1
 ，T2
 ，…，Tn
 为满足条件的分划．

说明　构造法是处理存在性问题的常见手法．此题中通过比较uk
 与u1
 ＋…＋uk－1
 的大小关系，恰当地处理了Tk
 中最大元与最小元的关系，从而顺利完成了证明．这里通过不等式方法定义集合Tk
 的方法也是巧妙的．

例5　求出所有的正实数a，使得存在正整数n及n个互不相交的无限集合A1
 ，A2
 ，…，An
 满足A1
 ∪A2
 ∪…∪An
 ＝N*
 ，而且对于每个Ai
 中的任意两数b＞c，都有b－c≥ai
 ．

解　若0＜a＜2，n充分大时，2n－1
 ＞an
 ，令





　　Ai
 ＝｛2i－1
 m∣m为奇数｝，i＝1，2，…，n－1，

　　An
 ＝｛2n－1
 的倍数｝，则该分拆满足要求．





若a≥2，设A1
 ，A2
 ，…，An
 满足要求，令M＝｛1，2，…，2n
 ｝，下证∣Ai
 ∩M∣≤2n－i
 ．设Ai
 ∩M＝｛x1
 ，x2
 ，…，xm
 ｝，x1
 ＜x2
 ＜…＜xm
 ，则

[image: alt]


所以，[image: alt]


[image: alt]
 n为M的一个分拆，故

[image: alt]


矛盾．

所以，所求的a为所有小于2的正实数．

例6　求所有的正整数n，使得存在一个集合S，满足如下条件：

（1）S由都小于2n－1
 的n个正整数组成；

（2）对S的任意两个不同的非空子集A、B，集合A中所有元素之和不等于B中所有元素之和．

解　首先，易知，当n＝2、3时，满足条件的S不存在；当n＝4时，取S＝｛3，5，6，7｝，则S满足条件．

其次，当n≥5，令

[image: alt]


我们证明这样定义的S满足条件．

事实上，设A、B为S的两个不同子集，由于要证的目标是f（A）≠f（B），这里f（x）表示x中所有元素之和，所以，不妨设[image: alt]


注意到，对任何正整数m，均有[image: alt]
 所以，当a、b、c都不属于A∪B时，均有f（A）≠f（B）．这里[image: alt]


进一步，由于[image: alt]
 所以，当a、b、c中恰有一个属于A∪B时，例如a∈A，将有f（A）＞f（B），此时，总有f（A）≠f（B）；类似地，讨论a、b、c中恰有2、3个同时属于A∪B时，均可得出f（A）≠f（B）．

所以，当n≥4时，满足条件的S都存在．

例7　设集合A1
 ，A2
 ，…，An
 和B1
 ，B2
 ，…，Bn
 是集合M的两个n－分划，已知对任意两个不交的集合Ai
 、Bj
 （1≤i，j≤n），均有[image: alt]


证明　设[image: alt]
 不失一般性设[image: alt]


如果[image: alt]
 那么由

[image: alt]


如果[image: alt]
 由于B1
 ，B2
 ，…，Bn
 两两不交，故B1
 ，B2
 ，…，Bn
 中至多有k个集合与A1
 的交集不空，从而另外的n－k个集合均与A1
 的交为空集，故这些集合的元素个数不小于n－k，结合n＞2k，故n－k＞k，我们有

[image: alt]


所以命题成立．

说明　这里从Ai
 、Bj
 中元素个数最少的集合出发，很好地把握了其他集合的元素个数，从而求出∣M∣的一个下界，完成证明．

例8　对实数集A，定义[image: alt]
 [image: alt]
 是否存在正整数集N*
 的一个由有限个集合组成的分划A1
 ，…，[image: alt]
 使得每个[image: alt]
 且对任意[image: alt]
 都有[image: alt]


解　不存在满足条件的分划．

事实上，若存在符合条件的A1
 ，…，Am
 ，则其中必有一个是无限集，不妨设A1
 是一个无限集．在d（A2
 ）中取一个元素n，对A1
 中的m个不同元素a1
 ，…，am
 ，考查下面的数：

[image: alt]


由[image: alt]
 可知n∉d（A1
 ），所以，①中的每个数都不在A1
 中，它们都属于A2
 ∪…∪Am
 ．因此，由抽屉原则可知①中必有两个数同时属于某个Ak
 （2≤k≤m）．现设ai
 ＋n，aj
 ＋n∈Ak
 ，则[image: alt]
 同属于A1
 ，从而[image: alt]
 [image: alt]
 这与[image: alt]
 矛盾．

所以，不存在符合要求的分划．

说明　集合分划本质上属于组合数学的范畴，最小数原理与抽屉原则等组合中经常用到的结论和方法，在处理集合分划问题时也经常用到．

练　习　题

A　组

1　设p是一个奇质数，n为正整数，T＝｛1，2，…，n｝．称数n为“p－可分的”，如果存在p个T的非空子集T1
 ，T2
 ，…，Tp
 使得：

（1）[image: alt]


（2）T1
 ，T2
 ，…，Tp
 两两的交集为空集；

（3）Ti
 （1≤i≤p）中各元素之和相同．

证明下述结论：

（1）设n是“p－可分的”，则p是n或n＋1的约数．

（2）设2p是n的约数，则n是“p－可分的”．

2　证明：正整数集N*
 可以分划为无穷多个无穷集A1
 ，A2
 ，…，使得“若x、y、z、w同属于某个Ai
 ，则数x－y和z－w同属于某个Ak
 （i、k不必不同）的充要条件是[image: alt]


3　对任意正整数n，求（并予以证明）具有下述性质的最小正整数h（n）：对集合｛1，2，…，h（n）｝的任意一个n分划，均存在非负整数a，及满足1≤x≤y≤h（n）的整数x、y，使得a＋x、a＋y和a＋x＋y同时属于该分划的某个部分．

4　求具有下述性质的最小正整数n：将集合｛1，2，…，n｝任意分划为两个不交的子集的并时，有一个子集中含有3个不同的数，其中两个数的乘积等于第3个数．

5　能否将正整数集N*
 分划为两个集合A和B？使得

（1）A中任何三个数不成等差数列；

（2）不能由B中的元素组成一个非常数的无穷等差数列．

6　任给整数a、b．定义集合Sa，b
 ＝｛n2
 ＋an＋b∣n∈Z｝．问：从这样的集合组中，最多可以取出多少个集合，使得它们两两不交？

7　将正整数集N*
 分为两个集合使得

（1）1∈A；

（2）A中任意两个不同元素之和都不具有2k
 ＋2（k＝0，1，…）的形式；

（3）B也具有性质（2）．

证明：这样的分划是唯一的．

B　组

8　设r、s、n都是正整数，r＞1，s＞1，r＋s＝n．集合A、B定义如下：

[image: alt]


证明：A、B为｛1，2，…，n－2｝的2－分划的充要条件是：（r，n）＝1．

9　设n为给定的正整数，考虑｛1，2，…，n｝的具有下述性质的3－分划A、B、C（允许出现空集）：

（1）将每个子集的元素从小到大排列，则相邻两个数的奇偶性不同；

（2）若A、B、C都不是空集，则其中恰有一个集合的最小元是偶数．

求这样的分划的个数．

10　已知一个长方形R可以分割为n个（n为给定的正整数）两两不重叠的长方形R1
 ，R2
 ，…，Rn
 的并．这里R1
 ，R2
 ，…，Rn
 中每一个的边都与R的边平行，且R1
 ，R2
 ，…，Rn
 中每一个都有一条边的长度为整数．证明：R有一条边的长度为整数．
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二次函数综合题

一、例题精讲

例1　已知[image: alt]
 是偶函数，求函数图像与y轴交点的纵坐标的最大值．

解　由已知条件可知

[image: alt]


函数图像与y轴交点的纵坐标为[image: alt]


令[image: alt]
 则

[image: alt]


故函数图像与y轴交点的纵坐标的最大值为[image: alt]


例2　设a、b是实常数，当k取任意实数时，函数[image: alt]
 [image: alt]
 的图像都与x轴交于点A（1，0）．

（1）求a、b的值；

（2）若函数图像与x轴的另一交点为B，当k变化时，求∣AB∣的最大值．

解　（1）由题设，抛物线经过点A（1，0），所以

[image: alt]


即　　[image: alt]


对任意实数k恒成立，所以

[image: alt]


解得a＝1，b＝1，函数为

[image: alt]


（2）设B（x2
 ，0），则｜AB｜＝｜x2
 －1｜．由于1、x2
 是一元二次方程

[image: alt]


的两个根，由根与系数的关系得

[image: alt]


所以　　[image: alt]


于是　　[image: alt]


因此　　[image: alt]


故｜AB｜＝｜x2
 －1｜≤2．当k＝－1时等号成立，所以｜AB｜的最大值为2．

例3　已知函数[image: alt]
 当[image: alt]
 时，[image: alt]
 求证：当x∈［－1，1］时，有

[image: alt]


证明　由　[image: alt]


可得　[image: alt]


所以　[image: alt]
 且

[image: alt]


从而　　[image: alt]


说明　对于条件：“当[image: alt]
 时，[image: alt]
 我们常常用[image: alt]
 来表示a、b、c，再利用[image: alt]
 [image: alt]
 来解题．对于条件“当x∈［0，1］时，｜f（x）｜≤1”，我们常常用[image: alt]
 来表示a、b、c，再利用[image: alt]
 来解题．

例4　设[image: alt]
 已知[image: alt]
 时，[image: alt]


证明　因为

[image: alt]


所以　　[image: alt]


于是　[image: alt]


例5　对于函数f（x），若f（x）＝x，则称x为f（x）的“不动点”；若f（f（x））＝x，则称x为f（x）的“稳定点”．函数f（x）的“不动点”和“稳定点”的集合分别记为A和B，即[image: alt]
 B＝｛x｜f（f（x））＝x｝．

（1）求证：A⊆B；

（2）若f（x）＝ax2
 －1（a∈R，x∈R），且A＝B≠∅，求实数a的取值范围．

解　（1）若A＝∅，显然成立．若A≠∅，则对任意x0
 ∈A，[image: alt]


所以x0
 ∈B，故A⊆B．

（2）[image: alt]


由[image: alt]
 [image: alt]
 可得[image: alt]


又因A＝B，故方程

[image: alt]


要么没有实根，要么实根是方程

[image: alt]


的根．

由①无实根，则

[image: alt]


若①有实根，且①的实根是②的根，则由②知

[image: alt]


代入①中有

[image: alt]


再代入②中，

[image: alt]


综上，[image: alt]


例6　对于函数f（x），若存在x0
 ∈R，使得f（x0
 ）＝x0
 成立，则称x0
 为f（x）的不动点．已知函数[image: alt]
 [image: alt]


（1）当a＝1，b＝－2时，求函数f（x）的不动点；

（2）若对任意实数b，函数f（x）恒有两个相异的不动点，求a的取值范围；

（3）在（2）的条件下，若y＝f（x）图像上A、B两点的横坐标是函数f（x）的不动点，且A、B两点关于直线[image: alt]
 对称，求b的最小值．

解　（1）当a＝1，b＝－2时，f（x）＝x2
 －x－3，由x2
 －x－3＝x，解得x1
 ＝－1，x2
 ＝3．故此时f（x）的两个不动点为－1、3．

（2）对任意实数b，函数f（x）恒有两个相异的不动点，即关于x的方程ax2
 ＋（b＋1）x＋（b－1）＝x恒有两个不相等的实根，故关于x的一元二次方程

[image: alt]


的判别式

[image: alt]


对任意实数b恒成立，即关于b的一元二次不等式

[image: alt]


恒成立，所以

[image: alt]


解得0＜a＜1．

所以，a的取值范围为0＜a＜1．

（3）由题设知，A、B两点应在直线y＝x上，设A（x1
 ，x1
 ），B（x2
 ，x2
 ），因为点A、B关于直线[image: alt]
 对称，所以k＝－1．

设AB的中点为M（x′，y′），因为x1
 、x2
 是方程[image: alt]
 [image: alt]
 的两个根，所以

[image: alt]


由于点M在直线[image: alt]
 上，

所以　　[image: alt]


由　　[image: alt]


解得　　[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]
 所以，b的最小值为[image: alt]
 [image: alt]


例7　已知[image: alt]
 在［0，1］上的函数值的绝对值不超过1，求｜a｜＋｜b｜＋｜c｜的最大值．

分析　首先利用[image: alt]
 来表示a、b、c，然后利用[image: alt]
 来估计[image: alt]
 的上界，进而构造例子说明能达到这个上界．

解　因为

[image: alt]


所以　　[image: alt]


因此　　[image: alt]


对于二次函数f（x）＝8x2
 －8x＋1，当x∈［0，1］时，｜f（x）｜≤1，且｜a｜＋｜b｜＋｜c｜＝17，所以，｜a｜＋｜b｜＋｜c｜的最大值为17．

例8　求函数f（x）＝｜x2
 －a｜在区间［－1，1］上的最大值M（a）的最小值．

解法1　由于f（x）＝｜x2
 －a｜在区间［－1，1］上是偶函数，故只需考虑f（x）在［0，1］上的最大值M（a）即可．

若a≤0，则f（x）＝x2
 －a，它在［0，1］上是增函数，故[image: alt]


若a＞0，如图21-1所示，当[image: alt]
 时，M（a）＝a；当[image: alt]
 即[image: alt]
 时，[image: alt]
 [image: alt]
 表示u、v中的大的一个）．所以

[image: alt]


由于当[image: alt]
 时，M（a）是递减的，当[image: alt]
 时，M（a）是递增的，故当[image: alt]
 ，M（a）最小，最小值为[image: alt]


[image: alt]


图21-1

解法2　考虑f（x）在［0，1］上的最大值M（a）．

[image: alt]


所以　　[image: alt]


又当[image: alt]
 时，[image: alt]
 所以M（a）的最小值为[image: alt]


例9　是否存在一个二次函数f（x），使得对任意的正整数k，当[image: alt]
 时，都有[image: alt]
 成立？请给出结论，并加以证明．

解　设[image: alt]
 则当k＝1、2、3时有

[image: alt]


联立①、②、③，解得[image: alt]
 于是，

[image: alt]


下面证明：二次函数[image: alt]
 符合条件．因为

[image: alt]


同理

[image: alt]


所以所求的二次函数[image: alt]
 符合条件．

例10　已知函数[image: alt]
 的图像上有两点A（m1
 ，f（m1
 ））、B（m2
 ，f（m2
 ））满足

[image: alt]


（1）求证：b≥0；

（2）求证：f（x）的图像被x轴截得线段长的取值范围是［2，3）；

（3）问能否得出f（m1
 ＋3）、f（m2
 ＋3）中至少有一个数为正数？证明你的结论．

解　（1）因为f（m1
 ）、f（m2
 ）满足

[image: alt]


即

[image: alt]


所以f（m1
 ）＝－a或f（m2
 ）＝－a，即m1
 或m2
 是方程f（x）＝－a的一个实根．

故△≥0，即b2
 ≥4a（a＋c），而由f（1）＝0知，b＝-（a＋c），则

[image: alt]


即

[image: alt]


又因为f（1）＝0，所以a＋b＋c＝0．

而a＞b＞c，可知a＞0，c＜0，3a－c＞0，因此a＋c≤0，即b≥0．

（2）设f（x）＝ax2
 ＋bx＋c＝0两根为x1
 、x2
 ，因为

[image: alt]


所以方程f（x）＝0的一个根为1，另一个根为[image: alt]


又因为a＞0，c＜0，所以[image: alt]
 由于a＞b＞c且b＝－a－c≥0，则a＞－a－c≥0，可知[image: alt]
 因此

[image: alt]


（3）设[image: alt]


由f（m1
 ）＝－a或f（m2
 ）＝－a，不妨设f（m1
 ）＝－a，则

[image: alt]


因此[image: alt]


因为f（x）＝ax2
 ＋bx＋c的对称轴为[image: alt]
 所以[image: alt]
 则f（x）在［1，+∞）上为增函数，f（m1
 ＋3）＞f（1）＝0，因此f（m1
 ＋3）＞0．同理当f（m2
 ）＝－a时，有f（m2
 ＋3）＞0．

因此f（m1
 ＋3）、f（m2
 ＋3）中至少有一个为正数．

练　习　题

A　组

1　如图所示，抛物线[image: alt]
 ＋c和x轴交于两点A和B，AB＝4，P为该抛物线上一点，PC⊥x轴于C点，C点的横坐标为－1，[image: alt]
 求抛物线的解析式．

[image: alt]


（第1题）

2　已知函数y＝x2
 －｜x｜－12的图像与x轴交于相异两点A、B，另一抛物线y＝a2
 ＋bx＋c过点A、B，顶点为P，且△APB是等腰直角三角形，求a、b、c的值．

3　证明：无论p取什么实数值时，抛物线[image: alt]
 [image: alt]
 恒通过一个定点，而且这些抛物线的顶点都在一条确定的抛物线上．

4　设x1
 、x2
 分别是关于x的二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0和－ax2
 ＋bx＋c＝0的一个非零实根，且x1
 ≠x2
 ．求证：方程[image: alt]
 必有一根在x1
 与x2
 之间．

5　方程[image: alt]
 有两个不等的实数解，求实数a的取值范围．

6　设实数a、b、c满足

[image: alt]


求a的取值范围．

7　a、b是实常数，f（x）＝x2
 ＋2bx＋1，g（x）＝2a（x＋b）．对每一对实数（a，b），把它看成是a－b平面上的一点，令S是使得y＝f（x）和y＝g（x）不相交的（a，b）的集合，求S的面积．

8　已知方程x2
 ＋（2m－1）x＋（m－6）＝0有一根不大于－1，另一根不小于1．

（1）求m的取值范围；

（2）求方程两根平方和的最大值与最小值．

9　已知二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，当x∈［－1，1］，总有f（x）∈［－1，1］．求证：当x∈［－2，2］时，有f（x）∈［－7，7］．

B　组

10　已知抛物线[image: alt]
 与x轴交于两点A、B，与y轴交于点C．若△ABC是等腰三角形，求抛物线的解析式．

11　在坐标平面上，纵、横坐标都是整数的点称为整点．在二次函数[image: alt]
 的图像上找出满足y≤｜x｜的所有整点（x，y），并说明理由．

12　设f（x）是定义在区间（-∞，+∞）上以2为周期的函数．对k∈Z，用Ik
 表示区间（2k－1，2k＋1］．已知当x∈I0
 时，f（x）＝x2
 ．

（1）求f（x）在Ik
 上的解析式；

（2）对正整数k，求集合Mk
 ＝｛a｜方程f（x）＝ax在Ik
 上有两个不相等实根｝．

13　已知a、b、c都是正整数，且抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c与x轴有两个不同的交点A、B，若A、B到原点的距离都小于1，求a＋b＋c的最小值．

14　二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c的系数a、b、c都是整数，f（0）＞0，并且f（x）在（0，1）中有两个不同的根．求a的最小值．

15　设f（x）＝ax2
 ＋bx＋c．当｜x｜≤1时，｜f（x）｜≤1．求证：当｜x｜≤1时，｜2ax＋b｜≤4．

16　设x∈［－1，1］时，恒有｜ax2
 ＋bx＋c｜≤1．求证：对一切x∈［－1，1］，有｜cx2
 ±bx＋a｜≤2．
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离散量的最大值和最小值

一、知识要点和基本方法

最值问题是数学竞赛中的热门话题，前面，已经讨论了与函数有关的最值问题，研究了函数在自变量取遍定义域内的所有实数时，函数值所能取到的最大值和最小值等问题．

有一类最值问题，涉及的自变量是正整数、整数、集合与子集等离散量，要求对自变量在某些限制条件下变化时，求出目标函数的最大值或最小值．这类问题称为离散最值问题．

解决离散最值问题，往往包含“论证”与“构造”两个方面：一方面需要论证（或求出）目标函数在离散量的变化过程中的精确上界或下界；另一方面，还需构造出一个实例，用以说明在所给限制条件下，目标函数可以达到这个上界或下界．正是由于这种在处理一个问题时需要两方面考虑，或者需要从一个思路跳跃到另一个思路（注意，论证和构造的处理手法和出发点可能相距甚远），因而，更能反映出解题者驾驭全局、周密思考的能力．

二、例题精讲

例1　平面上整点集[image: alt]
 T为平面上一整点集，对S中任一点P，总存在T中不同于P的一点Q，使得线段PQ上除点P、Q外无其他的整点．问T的元素个数最少要多少？

解　答案：最少个数为2．

先证T不可能只包含一个点．

若不然，设T＝｛Q（x0
 ，y0
 ）｝．在S中可以取出一点P（x1
 ，y1
 ）满足（x1
 ，y1
 ）≠（x0
 ，y0
 ）且x1
 与x0
 同奇偶，y1
 与y0
 同奇偶，则线段PQ的中点为一整点，矛盾．

T含两个点的情形如下图所示：

[image: alt]


图22-1

综上所述，｜T｜的最小值为2．

例2　设n为给定的正整数，集合A是｛1，2，…，2n－1｝的一个子集，满足：A中任意两个不同的正整数之和都不等于2n－1和2n．求｜A｜的最大值．

解　注意到，当A＝｛n，n＋1，…，2n－1｝时，A中最小的两个数之和都不小于2n＋1，故A中任意两个不同正整数之和不等于2n－1或2n．因此，｜A｜的最大值不小于n．

另一方面，考察下面的数列（它是1，2，…，2n－1的一个排列）

[image: alt]


其中任意两个相邻数之和都为2n－1或2n．而由抽屉原则可知：当[image: alt]


时，A中必有两个数在上述数列中相邻，所以，符合条件的A的元素个数不大于n．

综上可知，｜A｜的最大值为n．

说明　上述推导过程中实质上还说明了当｜A｜＝n时，A必为[image: alt]


例3　设n为正整数，求最小的正整数k，使得存在k个长度为2n＋2的0，1数列满足：对任意一个长度为2n＋2的0、1数列A，在上述k个数列中，都有一个数列B，使得数列A、B在至少n＋2个相应位置上的数码相同．

解　所求最小正整数k＝4（找到这个答案是解决本题的关键，当然也是此题的难点）．

一方面，考察下面的四个数列：

[image: alt]


对每一个长度为2n＋2的0、1数列X而言，如果X中0（或1的个数≥n＋2），那么X与A（或B）在至少n＋2个相应位置上的数码相同．在X中0的个数与1的个数都为n＋1时，看数列X的第一项，当X的第一项为0（或1）时，X与D（或C）在至少n＋2个相应位置上的数码相同．所以，k≤4．

另一方面，对任意三个数列

[image: alt]


当m＝1，2，…，n＋1时，存在数对（d2m－1
 ，d2m
 ）不同于（a2m－1
 ，a2m
 ），（b2m－1
 ，b2m
 ）和（C2m－1
 ，C2m
 ）中的任何一个（因为0，1的两元数对共有4个），因此，取D＝（d1
 ，d2
 ；d3
 ，d4
 ；…；d2n＋1
 ，d2n＋2
 ），则D与A，B，C中任何一个都至少在n＋1个相应位置上不同．这表明只有三个数列作为“模板”是不够的．

综上可知，所求最小正整数k＝4．

例4　设M是平面直角坐标系中100个点组成的集合．求满足下述条件的长方形的个数的最大可能值：该长方形的顶点都是M中的点，且其边都与坐标轴平行．

解　当M＝｛（x，y）｜1≤x，y≤10，x，y∈N*
 ｝时，以M中的点为顶点的长方形个数为（[image: alt]
 ）2
 ＝452
 ＝2025（这时M中的点恰构成一个10×10的正方形点阵，从这个正方形中取两条横线与两条竖线围出的长方形即为所有以M中的点为顶点的长方形），因此，所求长方形个数的最大可能值不小于2025．

另一方面，对M中的任意一点O，平移坐标系，使O为原点，并设新的坐标系中x轴上有M中x个点，y轴上有M中y个点（这里计算坐标轴上的点时不计入点O），则以O为一个顶点的长方形（该长方形的顶点都在M中）的个数T满足：

（1）T≤xy，这是因为该长方形必有一个点在x轴上，也必有一个点在y轴上，第四个点的位置由x轴上的点所作x轴的垂线与y轴上的点所作y轴的垂线交出（它不一定在M中）．

（2）T≤100－（x＋y＋1），这是因为该长方形与O相对的顶点不在坐标轴上，此点与O决定该长方形．

所以，[image: alt]
 若[image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]
 若x＋y＞18，则T≤99－x－y＜81．因此，总有T≤81，即M中的每个点都至多是81个长方形的顶点，这表明符合条件的长方形的个数不超过[image: alt]
 （除以4是因为每个长方形都有4个顶点，被计算过4次）．

综上可知，所求长方形个数的最大值为2025．

说明　这个问题的论证过程中采用了“局部到整体”的思想，在每个局部具有一定的对称性和协调性时经常采用此思想．

例5　16名学生参加一次数学竞赛，考题全是选择题．每个选择题有4个选择支，考生从每个题中选择一个选择支作为答案．考后发现任何两名学生的答案至多有一道题相同．问这次竞赛最多有多少道考题？说明理由．

解　先估计考题数的上界．

设共有k道题，四个选择支是1、2、3、4，有ai
 个学生对问题S的答案为i，i＝1、2、3、4．则a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＋a4
 ＝16．

如果某两个人对某道题的答案相同，就称这两个人为一个“两人对”．

下面考虑对问题S答案相同的“两人对”的个数A，则

[image: alt]


所以，k个问题至少产生24k个不同的“两人对”．但是，由题意，任意两个人至多产生一个“两人对”，所以，[image: alt]
 故k≤5．

下面给出一张具体的答题表，说明k＝5是可能的．

[image: alt]


其中P1
 ，P2
 ，…，P16
 表示这16名学生．

综上，最多有5道考题．

例6　在一次由n个是非题构成的竞赛中，有8名选手参加，已知对任意两个是非题（A，B）而言（视（A，B）为有序对），恰有两个人的答案为（对，对）；恰有两个人的答案是（对，错）；恰有两个人的答案是（错，对）；恰有两个人的答案是（错，错）．求n的最大值，并说明理由．

解　考虑一个由8行、n列组成的表格．在此表格的第i行、第j列处的格子上写上数0（1），如果第i个人对第j个题的答案是对（错）．

由条件，在表格的任意两列中，与各行相交形成的8个有序对恰好是两个00，两个01，两个10和两个11．

如果n≥8，我们只考虑表格的前8列组成的8×8的子表格，注意到，将任何一列中的0全部换为1；而将1全部换为0，此表格中的各数仍具有题中的性质．所以，我们不妨设此8×8的子表格的第一行全部为0．记这个8×8的子表格中第i行中0的个数为ai
 ，通过对每两列予以考虑，可知[image: alt]
 而由各行形成的00对的个数为[image: alt]


一方面，由于a1
 ＝8，从而[image: alt]
 故

[image: alt]


所以，由各行形成的00对的个数不小于58．

另一方面，依每两列进行计算，由各行形成的00对的个数应为[image: alt]
 对．

这表明，应有56≥58，矛盾．所以n≤7．

下面的例子表明n可以为7．

[image: alt]


综上可知，所求的最大值为7．

说明　例5与例6在处理上有许多相似之处，论证过程中都用到了“算两次”的思想，通过对某一个特殊量从两个方面计算估计出要求的离散最值，最后，通过实例说明此最值是可以达到的．希望同学们细细体会这一处理方法．

例7　10个学生参加n个课外小组，每一个小组至多5个人，每两个学生至少参加某一个小组，而任意两个课外小组，至少可以找到两个学生，他们都不在这两个课外小组中．证明：n的最小值为6．

证明　设10个学生为S1
 ，S2
 ，…，S10
 ，n个课外小组为G1
 ，G2
 ，…，Gn
 ．

首先，每个学生至少参加两个课外小组．否则，若有一个学生只参加一个课外小组，设这个学生为S1
 ，由于每两个学生都至少在某一小组内出现过，所以其他9个学生都与他在同一组出现，于是这一组就有10个人了，矛盾．

若有一学生恰好参加两个课外小组，不妨设S1
 恰好参加G1
 ，G2
 ，由题设，对于这两组，至少有两个学生，他们没有参加这两组，于是他们与S1
 没有同过组，矛盾．

所以，每一个学生至少参加三个课外小组．于是n个课外小组G1
 ，G2
 ，…，Gn
 的人数之和不小于3×10＝30．

另一方面，每一课外小组的人数不超过5，所以n个课外小组G1
 ，G2
 ，…，Gn
 的人数不超过5n，故

[image: alt]


所以n≥6．

下面构造一个例子说明n＝6是可以的．

[image: alt]


容易验证，这样的6个课外小组满足题设条件．所以，n的最小值为6．

例8　在一个跨国公司中，有250名职员，他们每个人都可说好几国语言，已知对任意一对职员（A，B）而言，存在一门语言A能讲，而B不会；也存在一门语言B能讲，而A不会．问：这家跨国公司中，至少有多少种语言（指有职员会讲的语言的总数）？

解　设该公司中，有职员会讲的语言构成的集合为S＝｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝，并用A1
 ，A2
 ，…，A250
 表示每个职员会讲的语言构成的集合，则[image: alt]
 且对任意1≤i＜j≤250，集合Ai
 与Aj
 互不包含．

我们首先证明：[image: alt]


事实上，考虑S中所有元素的排列的个数T，则T＝n！．

另一方面，设以Ai
 中的元素开头的S的全排列的个数为Ti
 ，则[image: alt]
 这里｜X｜表示X的元素个数．

我们说以Ai
 中元素开头的S的全排列与以Aj
 （i≠j）中元素开头的S的全排列是不同的．因为，如果｜Ai
 ｜≤｜Aj
 ｜，且所言的两个S的全排列相同，则Ai
 ⊆Aj
 ，反之若｜Ai
 ｜＞｜Aj
 ｜，则Aj
 [image: alt]
 Ai
 ，这与Ai
 、Aj
 互不包含矛盾．

综合上述讨论，可知

[image: alt]


即[image: alt]
 所以，有

[image: alt]


结合组合数的性质，可知[image: alt]
 从而，

[image: alt]


于是，[image: alt]


注意到，满足[image: alt]
 的最小正整数n＝10，并且，当n＝10时，S的所有5元子集（共[image: alt]
 ＝252个）是互不包含的，这表明，该公司中至少有10种语言．

说明　一般地，设A1
 ，A2
 ，…，Am
 是集合S＝｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝的子集，且对任意1≤i＜j≤m，均有Ai
 与Aj
 互不包含，则m的最大值为[image: alt]
 这一结论是组合数学中著名的斯潘那定理．

练　习　题

A　组

1　从1，2，…，100中任取k个数，其中一定有两个数互质，求k的最小值．

2　若干个互不相同的正整数的和为200，则它们乘积的最大值是多少？

3　对任意集合X，用｜X｜表示X中的元素个数，n（X）表示X的子集的个数（包括空集与X本身）．已知集合A、B、C满足

[image: alt]


求[image: alt]
 的最小可能值．

4　将9个1，9个2，…，9个2000共18000个数填入一个9行、2000列的表格（每格一个数），使得任何一列中的任意两数之差的绝对值不超过3．求这个表格的每列中各数之和（共2000个列和）的最小值的最大值．

5　设M＝｛1，2，…，19｝，集合A＝｛a1
 ，…，ak
 ｝为M的子集．求最小的k，使得对任意b∈M，都存在ai
 ，aj
 ∈A，使得b∈｛ai
 ，ai
 ＋aj
 ，ai
 －aj
 ｝（这里ai
 和aj
 可以相同）．

6　在一个由有限项构成的实数数列中，任何连续7项之和都为负数，而任何连续11项之和都是正数．试问：该数列至多有多少项？

7　某市有n所中学，第i所中学派出Ci
 名学生（1≤Ci
 ≤40，1≤i≤n）到体育馆观看球赛，全部学生总数为[image: alt]
 ＝2000．每一横排有200个座位，要求同一学校的学生必须坐在同一横排．问：体育馆最少要安排多少横排才能保证全部学生都能坐下？

8　设M为｛1，2，3，…，15｝的子集，且M中任意3个元素之积不是完全平方数．求M的元素个数的最大值．

B　组

9　我从1，2，…，144中任取一个数，你每次取一个｛1，2，…，144｝的子集，问我取的数是否在该子集中，最终确定我取的数．若每次回答，答案是Yes，则你需付出2元，答案是No，则你需付出1元．为保证能找出我取的数，你需要付出的钱的最小值为多少？

10　黑板上写着128个1，进行如下操作：每次擦去黑板上的任意两数a和b．并写上数ab＋1，这样，经127步操作后，黑板上剩下一个数．设最后剩下的那个数的最大值为A，求A的末位数字．

11　设n≥5，且a1
 ，a2
 ，…，an
 是n个正整数，对任意1≤i≤n，均有ai
 ≤2n．证明：

[image: alt]


这里［x，y］表示x、y的最小公倍数，而［x］表示实数x的整数部分．

12　正整数集的子集M＝｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝具有如下性质：M中任意两个不相交的非空子集中的元素之和不相等．求[image: alt]
 [image: alt]
 的最大值，这里n为给定的正整数．

13　设n是给定的正整数（n≥2），四个正整数a、b、c、d满足[image: alt]
 的最大值．

14　设n为给定的正整数，a1
 ，a2
 ，…，an
 是n个正整数，且[image: alt]
 求[image: alt]
 的最大值．



第23讲

简单的函数迭代和函数方程

一、知识要点和基本方法

设f：D→D是一个函数，对任意x∈D，记f（0）
 （x）＝x，f（1）
 （x）＝f（x），f（2）
 （x）＝f（f（x）），…，f（n＋1）
 （x）＝f（f（n）
 （x）），n∈N．我们称由此定义的函数f（n）
 （x）为f（x）的n次迭代．

函数迭代的理论与方法在计算数学等领域有着很重要的应用，然而，由于它的一些方法和结果是初等的，因而在中学数学竞赛中也屡有出现．

含有未知函数的方程称为函数方程，例如

[image: alt]


和　　[image: alt]


等等都是函数方程，其中f（x）为未知函数．

如果一个函数f（x）对其定义域内自变量的一切值都满足所给的方程，则称f（x）为这个函数方程的一个解．寻求函数方程的解或证明函数方程无解的过程就是解函数方程．

对一般的函数迭代与函数方程的问题没有统一的方法来处理，只能具体问题具体分析．常见的一些方法有：不动点方法（称满足f（x）＝x的点为函数f（x）的不动点）、桥函数相似法、特殊值方法、换元法、递推方法、Cauchy方法、不等式估计、先猜后证等．

二、例题精讲

例1　设f（x）的定义域是所有非零实数组成的集合，且满足对任意x，都有

[image: alt]


求f（x）．

解　用[image: alt]
 代换①中的x，得

[image: alt]


从①、②中消去[image: alt]
 得

[image: alt]


经检验，[image: alt]
 满足题设．

说明　利用方程组消元的思想是处理简单函数方程问题的常见方法，此题中“检验”是解函数方程问题的一个重要组成部分，它体现出思维的完备性．一般而言，我们总是从题给条件出发得到所求函数f（x）应具有的必要条件，然后代入检验（尽管这可能是容易的，但不可或缺）去得到f（x）的充分性．

例2　求所有的函数f：N*
 →N*
 ，使得对任意x，y∈N*
 ，都有

[image: alt]


解　记f（1）＝a，由①中x＝y＝1的情形，可得f（1＋a）＝1＋a，再在①中令（x，y）＝（1，1＋a），得f（2＋a）＝2a＋1．又f（2＋a）＝f（2＋f（1））＝f（2）＋1，故f（2）＝2a．

现在，我们有f（1＋2a）＝f（1＋f（2））＝f（1）＋2＝a＋2，又

[image: alt]


所以，f（a）＝1，进而，f（2a）＝f（a ＋f（1））＝f（a）＋1＝2．于是

[image: alt]


结合a，f（2a－1）∈N*
 ，可知a＝1，即f（1）＝1．

利用上述结论及①可知，对任意x∈N*
 ，都有f（x＋1）＝f（x＋f（1））＝f（x）＋1，结合f（1）＝1，由数学归纳法可得f（x）＝x．而f（x）＝x显然满足条件，故所求函数f（x）＝x．

说明　此题通过确定f（1）的值来寻求突破口，使问题迎刃而解，是处理函数方程问题时的又一个常见方法．

例3　求所有的函数f：R→R，使得：对任意x，y∈R，都有

[image: alt]


解　我们从计算f（0）的值来寻求突破口．

设f（0）＝a，在①中，令x＝y＝0，就有

[image: alt]


进一步，在①中，令x＝y＝a2
 ，利用②式，有

[image: alt]


换一角度来看f（4a2
 ），在①中，令x＝4a2
 ，y＝0，就有

[image: alt]


于是f（0）＝0，这时，在①中令y＝0，就有

[image: alt]


从而，对任意x∈R，都有f（x）＝0．

直接验证可知该函数符合，故f（x）＝0（x∈R）．

例4　设n（≥2）是一个给定的正整数．函数f：R→R满足对任意x，y∈R，都有

[image: alt]


证明：对任意x∈R，都有f（x2
 ）＝f（1）n－2
 f（x）2
 ．

证明　在①中令x＝y＝0，得f（0）＝0．于是，对任意y∈R，有f（yn
 ）＝f（y）n
 ．因此，若z＞0，取y＝[image: alt]
 ，则[image: alt]
 此式中取x＝-z，得f（-z）＝-f（z），故f是一个奇函数．进而，对x，y∈R，都有

[image: alt]


满足②的函数方程称为Cauchy方程，利用数学归纳法易证：对任意k∈N*
 ，有f（kx）＝kf（x）；再由f（-x）＝-f（x），可知对任意k∈Z，有f（kx）＝kf（x）；进一步，对k∈Q，设[image: alt]
 [image: alt]
 则f（q（kx））＝qf（kx），而q（kx）＝px，故f（q（kx））＝f（px）＝px，于是，[image: alt]
 因此，对任意x∈R及k∈Q，都有f（kx）＝kf（x）．

现在，对任意给定的x∈R，可知对任意k∈Q，都有

[image: alt]


由②结合[image: alt]
 可得

[image: alt]


另一方面，有

[image: alt]


对比上述两式可知

[image: alt]


视x为常数，上式两边都是关于k的多项式，由于此式对所有k∈Q都成立，因此上式两边恒等，进而关于k的相同幂次对应的系数相同，对比两边kn－2
 项系数，就有

[image: alt]


故f（x2
 ）＝f（1）n－2
 f（x）2
 ．命题获证．

说明　对于②的处理所采用的方法是著名的Cauchy方法，它体现的是从正整数到整数再到有理数逐步推进的思想．

例5　求所有的实数a，使得存在函数f：R→R，满足对任意x，y∈R，都有

[image: alt]


解　当a≤0时，取f（x）＝x2
 ，利用[image: alt]
 可知存在符合要求的函数．

下证：当a＞0时，不存在符合要求的函数．

事实上，若对某个a＞0，存在符合条件的函数f，则对任意n∈N*
 及i∈N，由①可得

[image: alt]


进而，

[image: alt]


将②对i＝0，1，2，…，n－1求和，可得

[image: alt]


将②对i＝1，2，…，n求和，可得

[image: alt]


……

将②对i＝n－1，n，…，2n－2求和，可得

[image: alt]


对所得到的n个不等式求和，就有

[image: alt]


在a＞0时，令n→+∞，上式不能成立．

所以，当且仅当a≤0时，存在符合要求的函数．

下面我们来讨论一些与函数迭代有关的问题．

例6　设n∈N*
 ，分别求下述函数的n次迭代函数f（n）
 （x）．

（1）f（x）＝ax＋b，这里a、b为实常数．

（2）f（x）＝2x2
 －1，｜x｜≤1．

解　（1）如果a＝1，易得f（n）
 （x）＝x＋nb．

如果a≠1，我们写[image: alt]
 这里[image: alt]
 是满足f（x）＝x，即ax＋b＝x的根，也就是f（x）的不动点．现在可得[image: alt]
 [image: alt]
 依次递推可得[image: alt]
 [image: alt]


综上可知，[image: alt]


（2）为求f（n）
 （x），我们引入“桥函数”的概念．若存在一个函数φ（x）及它的反函数φ－1
 （x），使得f（x）＝φ－1
 （gφ（x））），则称函数f（x）与g（x）相似，其中φ（x）为f（x）与g（x）的桥函数．如果f（x）与g（x）相似，即存在φ（x），使得f（x）＝φ－1
 （g（φ（x））），则f（2）
 （x）＝φ－1
 （g（φ（f（x））））＝φ－1
 （g（φ（φ－1
 （g（φ（x））））））＝φ－1
 （g（2）
 （φ（x）））．依次递推，就有f（n）
 （x）＝φ－1
 （g（n）
 （φ（x）））．

回到原题，取g（x）＝2x，φ（x）＝arccosx，则φ－1
 （x）＝cosx．于是f（x）＝2x2
 －1＝2cos2
 （arccosx）－1＝cos（2arccosx）＝φ－1
 （g（φ（x））），所以f（x）与g（x）通过“桥函数”φ（x）＝arccosx相似．从而结合g（n）
 （x）＝2n
 x（这利用（1）的结果可得），知f（n）
 （x）＝φ－1
 （g（n）
 （φ（x）））＝cos（2n
 arccosx）．

说明　这两个函数迭代分别利用了不动点方法和桥函数相似法，它们是处理函数迭代问题的常见方法．

对比（2）的结果，利用三角函数的性质可知f（x）＝cos（narccosx）是关于x的一个n次多项式，这个多项式是著名的切比雪夫多项式，它有很多应用．

例7　设[image: alt]
 对任意n∈N*
 ，定义[image: alt]
 [image: alt]
 证明：

（1）对任意x＞y＞0，都有gn
 （x）＞gn
 （y）；

（2）[image: alt]
 其中[image: alt]
 [image: alt]
 （这是著名的Fibonaccia数列）．

证明　熟知函数[image: alt]
 在x＞1时单调递增，所以x＋[image: alt]
 单调递增（因为x＞0，故x＋1＞1）．注意到f（x）在x＞0时单调递减，故f（2）
 （x）在x＞0时单调递增，进而f（2）
 （x）＋f（3）
 （x）单调递增（在x＋f（x）中，用f（2）
 （x）代替x）．依此类推可知f（2m）
 （x）在x＞0时单调递增，而且f（2m）
 （x）＋f（2m＋1）
 （x）在x＞0时也单调递增．所以当n＝2m时，[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 单调递增；当n＝2m＋1时，[image: alt]
 [image: alt]
 单调递增，所以（1）成立．

对于（2），由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


故　　[image: alt]


故（2）成立．

例8　函数f：R→R满足下述条件：

（1）对任意x，y∈R，都有｜f（x）－f（y）｜≤｜x－y｜；

（2）存在k∈N*
 ，使得f（k）
 （0）＝0，这里f（1）
 （x）＝f（x），f（n＋1）
 （x）＝f（f（n）
 （x））．

求证：f（0）＝0或者f（f（0））＝0．

证明　由条件（2），我们设k是最小的满足f（k）
 （0）＝0的正整数．如果k≥3，那么

[image: alt]


所以，｜f（k－1）
 （0）｜＝｜f（0）｜．

若f（k－1）
 （0）＝f（0），则f（f（0））＝f（k）
 （0）＝0，矛盾．

若f（k－1）
 （0）＝-f（0），则

[image: alt]


因此，上述不等式全部取等号．从而，对2≤j≤k－1，都有

[image: alt]


即　　[image: alt]


由k的最小性，可知f（0），f（2）
 （0），…，f（k－1）
 （0）都不等于零，结合上式，可得f（2）
 （0）＝2f（0），f（3）
 （0）∈｛f（0），3f（0）｝，f（4）
 （0）∈｛2f（0），4f（0）｝，依次递推，可知f（k－1）
 （0）是f（0）的正整数倍，与f（k－1）
 （0）＝-f（0）矛盾．

综上可知，命题成立．

练　习　题

A　组

1　设f（x）＝x2
 ＋ax＋bcosx，求所有的实数对（a，b），使得方程f（x）＝0与f（f（x））＝0的实数解构成的集合相同（都是非空集合）．

2　设f（x）＝3x＋2．证明：存在m∈N*
 ，使得f（100）
 （m）能被2000整除．

3　已知[image: alt]
 求f（n）
 （x）的表达式．

4　求一个函数g（x），使得g（8）
 （x）＝x2
 ＋2x．

5　n（≥3）是一个正整数，用f（n）表示不是n的约数的最小正整数（例如f（12）＝5）．若f（n）≥3，再求f（f（n）），若f（f（n））≥3，又可求f（3）
 （n）等等．如果f（k－1）
 （n）≥3，而f（k）
 （n）＝2，则称k为n的“长度”，记作ln
 ．求由ln
 构成的集合．

6　多项式Pn
 （x）递归定义如下：

[image: alt]


[image: alt]


对任意正整数n，求方程Pn
 （x）＝0的根．

7　多项式Pn
 （x，y），n＝1，2，…定义如下：

[image: alt]


[image: alt]


证明：对任意x、y及正整数n，均有Pn
 （x，y）＝Pn
 （y，x）．

8　设对实数x（≠0，1），都有[image: alt]
 求函数f（x）．

9　求所有的非零函数f：R→R，使得对任意x、y，均有

[image: alt]


10　求所有定义在非零实数上的函数f（x），使得：

（1）对所有[image: alt]


（2）对任意x≠-y，x，y∈R．均有

[image: alt]


B　组

11　设S＝｛1，2，3，4，5｝．问：有多少个函数f：S→S，使得对任意x∈S，都有f（50）
 （x）＝x？

12　求所有的函数f：Z→Z，使得对任意x∈Z，都有

[image: alt]


13　求所有的函数f：R→R，使得对任意x，y∈R，都有

[image: alt]


14　求所有的函数f：［1，+∞）→［1，+∞），使得

（1）[image: alt]


（2）函数[image: alt]
 是一个有界函数．

15　证明：不存在函数f：R+
 →R+
 ，使得对x，y∈R+
 ，都有

[image: alt]




第24讲

构造函数解题

一、知识要点和基本方法

在处理某些方程、不等式等问题时，我们常常构造一个函数，利用函数的图像和性质来解决问题．“构造”体现你的创造能力．

二、例题精讲

1．构造一次函数

例1　设a、b、c是绝对值小于1的实数，证明：

[image: alt]


证明　构造一次函数

[image: alt]


它的图像是一条线段，但不包括两个端点（－1，f（－1）），（1，f（1）），若能证明其两个端点的函数值f（－1）和f（1）均大于0，则对定义域内的每一点x，f（x）恒大于0．

因为　f（－1）＝－（b＋c）＋bc＋1＝（b－1）（c－1）＞0，

　　　　f（1）＝（b＋c）＋bc＋1＝（b＋1）（c＋1）＞0，

所以，当－1＜x＜1时，f（x）恒大于0，故

[image: alt]


例2　设x，y，z∈（0，1），求证：

[image: alt]


证明　设

f（x）＝（1－y－z）x＋y＋z－yz－1，0＜x＜1，

把y、z看作常数，则f（x）是关于x的一次函数．

因为　[image: alt]


所以，对于0＜x＜1，都有f（x）＜0，即

[image: alt]


所以　　[image: alt]


说明　利用一次函数的单调性来证明不等式是一种常用的方法．关键是如何“构造”好这个一次函数．

例3　若不等式[image: alt]
 对－1≤a≤1恒成立，求x的取值范围．

解　由题意知，不等式ax2
 ＋7x－1＞2x＋5对－1≤a≤1恒成立．即关于a的不等式x2
 a＋5x－6＞0对－1≤a≤1恒成立．令

[image: alt]


则　　[image: alt]


所以，2＜x＜3．

2．构造二次函数

例4　已知当x∈［0，1］时，不等式

[image: alt]


恒成立，其中0≤θ≤2π．求θ的取值范围．

解　设

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以[image: alt]


由于f（x）的对称轴[image: alt]
 且[image: alt]
 所以f（x）在［0，1］上的最小值就是f（x）在R上的最小值，它大于0．故

[image: alt]


即　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


θ的取值范围是[image: alt]


例5　设a1
 ，a2
 ，…，an
 ，b1
 ，b2
 ，…，bn
 是实数，证明：

[image: alt]


证明　若[image: alt]
 则[image: alt]
 此时命题显然成立．

若[image: alt]
 构造一个二次函数

[image: alt]


这是一条开口向上的抛物线，而且f（x）≥0恒成立，所以

[image: alt]


即　　[image: alt]


其中等号当且仅当ai
 ＝kbi
 ，i＝1，2，…，n，k是某个常数时成立．

说明　上面的这个不等式就是著名的柯西不等式．从柯西不等式的证明过程来看，对于要证明

[image: alt]


这类不等式，我们先把不等式变形为

[image: alt]


然后构造一个二次函数

[image: alt]


再设法证明其判别式≥0（或≤0）．

例6　设a、b、c、d是实数，且满足

[image: alt]


求证：ab＋bc＋ca≥3d．

分析　若能证明ab≥d，则同理可证bc≥d，ca≥d，从而命题得证．题设不等式可变形为

[image: alt]


于是可构造函数[image: alt]


证明　构造函数

[image: alt]


f（x）是开口向上的抛物线，且f（c）≤0，从而抛物线与x轴有交点，于是

[image: alt]


所以　　[image: alt]


同理可证bc≥d，ca≥d．所以

[image: alt]


3．构造其他函数

例7　已知[image: alt]
 且

[image: alt]


求cos（x＋2y）的值．

解　原方程组可化为

[image: alt]


设f（t）＝t3
 ＋sint，则f（t）在[image: alt]
 上是单调增加的，又[image: alt]
 且[image: alt]
 所以

[image: alt]


所以　　[image: alt]


例8　设f（x）是一个98次的多项式，使得

[image: alt]


求f（100）的值．

解　构造一个函数

[image: alt]


则　　g（1）＝g（2）＝…＝g（99）＝0，

并且g（x）是99次多项式，所以

[image: alt]


其中g（x）的首项系数a是一个待定常数．由于

[image: alt]


是一个98次多项式，故a（x－1）（x－2）…（x－99）＋1的常数项必须为0，即

[image: alt]


所以　　[image: alt]


因此　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


说明　对于二次三项式f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，若f（x）＝0有两个根x1
 、x2
 ，则f（x）＝a（x－x1
 ）（x－x2
 ）．一般地，一个n（≥2）次多项式f（x）＝an
 xn
 ＋an－1
 xn－1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 ，若它的n个根为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，则f（x）＝an
 （x－x1
 ）（x－x2
 ）…（x－xn
 ）．

例9　△ABC的三边长a、b、c满足a＋b＋c＝1，求证：

[image: alt]


证明　由题设得

[image: alt]


所以原不等式等价于

[image: alt]


构造一个三次函数

[image: alt]


由于a＋b＋c＝1，且a、b、c是三角形的三条边长，故0＜a，b，c＜[image: alt]
 ，从而[image: alt]


一方面，[image: alt]


另一方面，

[image: alt]


故　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


从而命题得证．

练　习　题

A　组

1．已知方程ax2
 ＋bx＋c＝0有两个相异实根，求证：方程[image: alt]
 （此处k是不等于0的常数）至少有一个根在前一方程的两根之间．

2　已知｜a｜＜1，｜b｜＜1，求证：

[image: alt]


3　设a、b是实数，二次方程x2
 －ax＋b＝0的一个根属于区间［－1，1］，另一个根属于区间［1，2］．求a－2b的取值范围．

4　已知a、b、c为实数，满足关系式：

[image: alt]


证明：a、b、c中必有一个为2．

5　设a、b、c是三个实数，且a＜b＜c，求证方程

[image: alt]


有两个实根，并且一根介于[image: alt]
 之间，另一根介于[image: alt]
 之间．

6　已知实数x、y满足

[image: alt]


求4x＋y的值．

7　已知关于x的方程

[image: alt]


证明：方程的正根比1小，负根比－1大．

8　求证：在区间[image: alt]
 内只存在的两个数c＜d，使得

[image: alt]


9　设x1
 、x2
 、x3
 、y1
 、y2
 、y3
 是实数，且满足[image: alt]
 求证：

[image: alt]


10　△ABC的三边长为a、b、c，周长为2，求证：

[image: alt]


B　组

11　是否存在一个R到R上的函数f，使得f（x）≢x，且f（f（f（x）））＝x．

12　已知a、b、c为实数，且a＋b＋c＞0，ab＋bc＋ca＞0，abc＞0．求证：a＞0，b＞0，c＞0．

13　已知a1
 ，a2
 ，…，an
 为正实数，满足

[image: alt]


又λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 为实数，并且

[image: alt]


求证：　　[image: alt]


14　设x1
 ≥x2
 ≥x3
 ≥x4
 ≥2，且x2
 ＋x3
 ＋x4
 ≥x1
 ．求证：

[image: alt]


15　已知

[image: alt]


其中a、b、c、d、k都是实数，且｜k｜＜2．求证：

[image: alt]




第25讲

向量与几何

一、知识要点和基本方法

向量既反映数量关系、又体现位置关系，从而能数形相辅地用代数方法研究几何问题，即把几何问题恰当地代数化，从而用代数运算解几何问题．作为处理几何问题的一种工具，向量方法兼有几何的直观性、表述的简洁性和方法的一般性．

1．使用向量的第一步，是要在图中指定基础向量，这些基础向量一般选线性无关的．一旦确定了基础向量，在整个问题的解决过程中都将以此为依据而进行计算．

2．在确定点的位置时，经常用向量的线性关系（这是向量的重要性质，贯穿在整个向量法中）来解决．

3．在处理垂直关系、长度关系及交角等问题时，一般用向量的内积来解决．

4．几何中的旋转变换问题在向量法中对应的是向量的外积表示，由向量的外积可以表示平面上一个向量旋转以后的向量．

二、例题精讲

例1　O为△ABC的外心，H为垂心．求证：[image: alt]


[image: alt]


图25-1

证明　如图25-1，作直径BD，连结DA、DC，有

[image: alt]


故　CH∥DA，AH∥DC，得AHCD是平行四边形，进而有[image: alt]
 得

[image: alt]


例2　求证：△ABC的外心O、重心G、垂心H三点共线，且OG∶GH＝1∶2．

证明　由例1知[image: alt]
 由第19讲例2的说明知[image: alt]
 所以[image: alt]
 得[image: alt]
 这表明O、G、H共线，且[image: alt]


说明　点O、G、H是著名的Euler线，本题的结论在用向量处理时显得简洁、明了．

例3　四边形A1
 A2
 A3
 A4
 为⊙O的内接四边形，H1
 、H2
 、H3
 、H4
 依次为△A2
 A3
 A4
 、△A3
 A4
 A1
 、△A4
 A1
 A2
 、△A1
 A2
 A3
 的垂心．求证：H1
 、H2
 、H3
 、H4
 四点共圆，并定出该圆的圆心．

证明　设[image: alt]
 [image: alt]
 由于H1
 是△A2
 A3
 A4
 的垂心，则[image: alt]
 [image: alt]
 得[image: alt]
 [image: alt]


同理　　[image: alt]


这表明H1
 、H2
 、H3
 、H4
 在以C为圆心、R为半径的圆周上．

例4　如图25-2，△ABC与△AD0
 E0
 都是等腰直角三角形，[image: alt]
 E0
 在AC上，且AE0
 ≠AC．将△AD0
 E0
 绕A点旋转任一角度θ，得△ADE．

求证：EC上存在点M，使△BMD也是等腰直角三角形．

[image: alt]


图25-2

证明　取基础向量[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 是由[image: alt]
 旋转[image: alt]
 角得到的．所以

[image: alt]


同理　　[image: alt]


在CE上取点M，把[image: alt]
 表示成

[image: alt]


且0≤m≤1．如果能找到这样的m适合①，则点M存在．此时

[image: alt]


而[image: alt]
 欲使△BMD适合条件，则[image: alt]
 所以

[image: alt]


其中应用关系[image: alt]
 表示[image: alt]
 连续逆时针转两个90°，则得[image: alt]
 整理得

[image: alt]


但在[image: alt]
 的情况下，[image: alt]
 而[image: alt]
 与[image: alt]
 垂直，所以只有[image: alt]
 这表明M是EC的中点，故M点存在．

例5　在四面体ABCD中，AB＝AC＝AD，点O为其外接球球心，G为△ACD的重心，E为BG的中点，F为AE的中点．证明：OF⊥BG的充要条件是OD⊥AC．

证明　尽管此题中出现一些立体几何的知识，但它也是向量运用的重要阵地，通过本例可以看出向量在处理垂直关系中的力量．

以O为原点，利用位置向量来处理．由条件，可知

[image: alt]


结合[image: alt]
 等式子，对①平方后，利用②可知

[image: alt]


现在，我们有

[image: alt]


利用②、③的结论，可得

[image: alt]


依此可知，[image: alt]


命题获证．

例6　如图25-3，△ABC中，O为外心，三条高AD、BE、CF交于点H，直线ED和AB交于点M，FD与AC交于N．

求证：（1）OB⊥OF，OC⊥DE；（2）OH⊥MN．

[image: alt]


图25-3

证明　（1）由题意，A、F、C、D共圆，所以∠BDF＝∠BAC．又因为O为外心，

∠BOC＝2∠BAC，∠OBC＝∠OCB，

故　　[image: alt]


所以，OB⊥DF．

同理OC⊥DE．

（2）因为MF⊥CH，FN⊥OB，MD⊥OC，AN⊥BH，DF⊥OB，FA⊥CH，DA⊥BC，所以

[image: alt]


于是

[image: alt]


所以MN⊥OH．

例7　在△ABC中，∠A＝60°，点P为△ABC所在平面上一点，使得PA＝6，PB＝7，PC＝10．求△ABC的面积的最大值．

[image: alt]


图25-4

解　如图25-4所示，作平行四边形APEC和平行四边形ABDC，则BPED为平行四边形．

由于

[image: alt]


注意到，[image: alt]
 所以，

[image: alt]


于是，我们有

PD2
 －100＋36－49＝CD·PE．

利用托勒密定理知CD·PE≤PD·CE＋PC·ED＝PD·PA＋PC·PB＝6PD＋70，从而，PD2
 －113≤6PD＋70，解得[image: alt]
 （等号成立当且仅当P、C、E、D四点共圆）．所以，

[image: alt]


等号在P、C、E、D共圆时取到，这等价于∠CPE＝∠CDE，即∠ACP＝∠ABP时取等号，因此，△ABC的面积的最大值为36＋[image: alt]


练　习　题

A　组

1　设G为△ABC的重心．证明：

[image: alt]


2　设凸n边形A1
 A2
 …An
 有外接圆，其重心为G，直线GAi
 交该n边形的外接圆于另一点Gi
 （1≤i≤n）．证明：

[image: alt]


3　设A1
 、B1
 、C1
 分别是△ABC的边BC、CA、AB上的点，G为△ABC的重心，Ga
 、Gb
 、Gc
 分别是△AB1
 C1
 、△BC1
 A1
 和△CA1
 B1
 的重心．现设G1
 ，G2
 分别是△A1
 B1
 C1
 和△Ga
 Gb
 Gc
 的重心．证明：G、G1
 、G2
 三点共线．

4　用R表示△ABC的外接圆半径，设P为△ABC内部或边界上一点．证明：｜PA｜＋｜PB｜＋｜PC｜≤4R．

5　设A1
 A2
 …An
 是一个内接于单位圆Γ的正n边形，P为平面上任意一点．证明：

[image: alt]


6　设O、G分别为△ABC的外心和重心，R、r分别为△ABC的外接圆和内切圆半径．证明：[image: alt]


7　证明：任意一个凸五边形的边长的平方和的3倍大于该五边形的对角线的平方和．

B　组

8　平面上是否存在4个两两不共线的向量，使得其中任意两个向量之和都与另两个向量之和垂直？

9设M、N、P、Q、R分别是凸五边形ABCDE的边AB、BC、CD、DE、EA的中点．证明：若AP，BQ，CR，DM共点，则EN也过该点．

10　设O为正n边形A1
 A2
 …An
 的外心，实数α1
 ＞α2
 ＞…＞αn
 ＞0．证明：[image: alt]
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常系数线性递推数列

一、知识要点和基本方法

由初始值和下述形式的方程

[image: alt]


确定的数列｛an
 ｝称为k阶递推数列．

特别地，当①的形式为

[image: alt]


时，数列｛an
 ｝称为k阶常系数线性递推数列．这里c1
 ，c2
 ，…，ck
 为常数，且ck
 ≠0．若函数f（n）＝0，则称由②确定的数列｛an
 ｝为k阶常系数齐次线性递推数列．

等差数列满足递推式an＋2
 ＝2an＋1
 －an
 ；等比数列满足an＋1
 ＝qan
 （其中q为非零常数）．它们是最简单的递推数列．

下面我们给出常系数齐次线性递推数列的一些结论．

定义1　方程

[image: alt]


称为②的特征方程，该方程的根称为数列｛an
 ｝的特征根，记它们为λ1
 ，λ2
 ，…，λk
 ．

定理1　在②中，若f（n）＝0，且λ1
 ，λ2
 ，…，λk
 两两不同，则数列｛an
 ｝的通项公式为

[image: alt]


其中A1
 ，A2
 ，…，Ak
 为常数，它们由初始值由a1
 ，…，ak
 确定．

定理2　条件同定理1，但λ1
 ，λ2
 ，…，λk
 中有重根，设特征根中不同的根为λ1
 ，λ2
 ，…，λs
 （s＜k），且λi
 的重数为ti
 ，1≤i≤s．则数列｛an
 ｝的通项为

[image: alt]


其中[image: alt]
 这里[image: alt]
 都是常数，它们由初始值可以确定．

处理递推数列问题除上述特征根方法外，常见的还有：不动点方法、换元法、先猜后证（结合数学归纳法）等．这些方法的运用将在例题中予以阐述．

二、例题精讲

例1　假定一对大兔子每隔一个月生一对一雌一雄的小兔子，而每对小兔在两个月以后也开始生一对一雌一雄的小兔子，隔月一次．年初时兔房里放一对小兔，问一年以后，兔房里有多少对兔子？

解　用fn
 记第n个月初时兔房里兔子的对数，易知f1
 ＝1，f2
 ＝1，f3
 ＝2．第n＋2个月初时，兔房里的兔子可以分为两部分：一部分是第n＋1个月初时已经在兔房中的兔子，共有fn＋1
 对，另一部分是第n＋2个月初时新出生的小兔子，共有fn
 对（因为第n＋1个月初出生的小兔子还不生新兔子），于是

[image: alt]


对应的特征方程为x2
 ＝x＋1，特征根为[image: alt]


所以

[image: alt]


利用初始条件f1
 ＝1，f（2）＝1，得

[image: alt]


解得[image: alt]
 所以

[image: alt]


说明　上述的这个数列便称为斐波那契（Fibonaccia）数列．斐波那契数列有许多重要而有趣的性质．它在数论、运筹学和组合优化理论中有着许多应用．美国数学协会从1963年起，每三个月出版一期《斐波那契季刊》，每期刊出该数列的新性质或应用．

例2　设数列｛an
 ｝满足a1
 ＝a2
 ＝1，a3
 ＝2，

[image: alt]


求数列｛an
 ｝的通项．

解　其特征方程为3x3
 －4x2
 －x＋2＝0，特征根为x1
 ＝1，[image: alt]
 所以[image: alt]
 由初始条件得

[image: alt]


解得[image: alt]
 因此

[image: alt]


说明　这里的x＝1是二重根．请注意，要利用定理2．

例3　已知数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 求通项公式．

解　由已知条件可得a3
 ＝3及

[image: alt]


将上面两式相减，消去常数2，得[image: alt]
 即

[image: alt]


所以[image: alt]
 于是

[image: alt]


把上面这些式子相乘，便得[image: alt]
 即

[image: alt]


①的特征方程为x2
 －4x－1＝0，特征根为[image: alt]
 [image: alt]
 于是

[image: alt]


用初始条件a1
 ＝a2
 ＝1代入，得

[image: alt]


解得[image: alt]
 所以，数列｛an
 ｝的通项为

[image: alt]


说明　有些递推数列在形式上是非线性的，而本质上是线性递推，这要求我们先“去伪存真”，常用的方法是将常数消去．

例4　数列｛xn
 ｝满足x0
 ＝0且[image: alt]
 求通项公式．

解　由[image: alt]
 得

[image: alt]


即　　[image: alt]


用n－1代替①中的下标n得

[image: alt]


即　　[image: alt]


由①、②知xn＋1
 、xn－1
 （xn＋1
 ＞xn－1
 ）是二次方程

[image: alt]


的两个不同的根，由韦达定理得

[image: alt]


这是一个二阶线性递推数列，其特征方程为λ2
 －6λ＋1＝0，特征根为[image: alt]
 故可设其通项为

[image: alt]


由x0
 ＝0及[image: alt]
 可得x1
 ＝1，于是c1
 与c2
 满足方程组

[image: alt]


解得[image: alt]


所以　　[image: alt]


说明　一般地，若｛xn
 ｝中x0
 已知，且[image: alt]
 [image: alt]
 均可用上述方法求出通项xn
 ．

例5　整数数列｛an
 ｝定义如下：a1
 ＝2，a2
 ＝7，

[image: alt]


求该数列的通项an
 ．

解　题设递推式难以确定an
 ，能否由条件得出我们熟悉的常系数线性递推式呢？大胆猜测：an＋1
 ＝pan
 ＋qan－1
 ，p、q为待定的常数．

试算该数列的前面几项，可知a1
 ＝2，a2
 ＝7，a3
 ＝25，a4
 ＝89，…．确定猜测中的p、q的值，猜想：an＋1
 ＝3an
 ＋2an－1
 ，n≥2．

下面用数学归纳法证明上述猜想．

当n＝2，3时，上述猜想成立．

设对k≤n时，均有ak＋1
 ＝3ak
 ＋2ak－1
 成立．则对k＝n＋1的情形，我们有

[image: alt]


注意到

[image: alt]


由前面的归纳假设，易知an
 ＞2an－1
 ．所以

[image: alt]


利用an＋2
 为整数，且[image: alt]
 可知

[image: alt]


所以an＋2
 ＝3an＋1
 ＋2an
 ．于是猜想对k＝n＋1的情形成立．

综上可知，数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝2，a2
 ＝7，an
 ＝3an－1
 ＋2an－2
 ，n＝3，4，…．利用特征方程求解这个常系数齐次线性递推式，可得

[image: alt]


说明　数学问题在有结论后，往往会容易很多，而得到结论经常需要猜测，与数列有关的问题更是如此，在积累一定经验后，经常能一猜就中，这也是一种数学直感．

例6　证明：数列[image: alt]
 的每一项都是整数，并求所有使an
 能被3整除的正整数n．

证明　a1
 ＝1，a2
 ＝4．令[image: alt]
 [image: alt]
 则

[image: alt]


易知x1
 、x2
 是方程x2
 ＝4x－1的根，从而知

[image: alt]


因为a1
 、a2
 是整数，从而由递推关系①式及数学归纳法易知an
 （n∈N*
 ）是整数．由①式得

[image: alt]


而数列｛an
 ｝的前几项模3依次为1，1，0，2，2，0，1，1，…，所以

[image: alt]


于是当n≡0（mod3）时，an
 能被3整除．

说明　在本例中，已知｛an
 ｝的通项公式，我们反过来去导出｛an
 ｝应满足的递推关系．直接利用递推式来推导数列的性质，这在很多时候反而方便些．

例7　设数列｛an
 ｝和｛bn
 ｝满足a0
 ＝1，b0
 ＝0，且

[image: alt]


证明：an
 （n＝0，1，2，…）是完全平方数．

证明　由题设可得

[image: alt]


从上面三个等式中消去bn
 ，bn－1
 ，得

[image: alt]


所以an
 ＝14an－1
 －an－2
 －6．再从上面两式中消去常数项（－6），得

[image: alt]


其特征方程为q3
 ＝15q2
 －15q＋1，特征根为[image: alt]
 [image: alt]
 所以

[image: alt]


又初始条件a0
 ＝1，a1
 ＝7－3＝4，由①式，a2
 ＝14×4－1－6＝49，于是

[image: alt]


解得[image: alt]
 故

[image: alt]


是完全平方数．

说明　其实，令[image: alt]
 则c0
 ＝1，c1
 ＝2，cn＋2
 ＝4cn＋1
 －cn
 ．故cn
 是正整数，从而[image: alt]
 是完全平方数．

例8　一个整数数列定义如下：

[image: alt]


证明：对任意k∈N*
 ，2k
 ｜an
 的充要条件是2k
 ｜n．

证明　由①的特征方程x2
 ＝2x＋1的两个根为[image: alt]
 可设[image: alt]
 结合初始条件，可知[image: alt]
 [image: alt]


设[image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]
 由前面的结论，可知an
 ＝Bn
 ．注意到

[image: alt]


所以An
 恒为奇数．从而n为奇数时，[image: alt]
 ，故此时Bn
 为奇数．

现在设n＝2k
 （2m＋1），k，m∈N，为证命题成立，我们只需证明2k
 ‖Bn
 （这里2α
 ｜x，表示2α
 ∣x，但2α＋1
 ∤x）．对k归纳，运用数学归纳法证明：

当k＝0时（n为奇数），这时Bn
 为奇数，此时2k
 ‖Bn


设结论对k成立，则由

[image: alt]


可知B2n
 ＝2An
 Bn
 ，结合An
 为奇数，2k
 ‖Bn
 ，可知2k＋1
 ‖B2n
 所以，结论成立．

综上可知，命题成立．

说明　这里先求出an
 的通项公式，再转为另一种形式Bn
 ，转用数学归纳法处理．实质上是解出了递推式（求出了an
 的通项），又运用了递推方法（建立了递推式B2n
 ＝2An
 Bn
 ）．从而使问题简化，并获得解决．

练　习　题

A　组

1　已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝3，a2
 ＝93，an
 ＝10an－1
 －21an－2
 ．求此数列的通项an
 ．

2　已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝3，a2
 ＝0，an
 ＝6an－1
 －9an－2
 ．求此数列的通项an
 ．

3　已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝0，a2
 ＝1，an
 ＝2an－1
 －2an－2
 ．求此数列的通项an
 ．

4　设a0
 ＝2，a1
 ＝3，a2
 ＝6，且对n≥3，有an
 （n＋4）an－1
 －4nan－2
 ＋（4n－8）an－3
 ．求通项an
 ．

5　已知数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝1，an＋1
 an
 －2n2
 （an＋1
 －an
 ）＋1＝0．求此数列的通项an
 ．

6　求最小的正整数k，使得至少存在两个由正整数组成的数列｛an
 ｝满足下述条件：

（1）对任意正整数n，均有an
 ≤an＋1
 ；

（2）对任意正整数n，均有an＋2
 ＝an＋1
 ＋an
 ；

（3）a9
 ＝k．

7　给定一个正整数数列a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，使得每个正整数在此数列中恰好各出现一次．证明：存在整数n、m，使得1＜n＜m，且a1
 ＋am
 ＝2an
 ．

8　整数数列a1
 ，a2
 ，…定义如下：a1
 ＝1，a2
 ＝2，且对n≥1，

[image: alt]


证明：对任意正整数n，均有an
 ≠0．

9　数列｛xn
 ｝定义如下：x1
 ＝2，nxn
 ＝2（2n－1）xn－1
 ，n＝2，3，…．证明：对每个正整数n，xn
 为整数．

10　已知数列｛an
 ｝满足：a0
 ＝0，[image: alt]
 求此数列的通项an
 ．

B　组

11　求所有的由正整数组成的无穷有界数列｛an
 ｝，使得对任意n＞2，均有[image: alt]
 这里（x，y）表示整数x、y的最大公约数．

12　数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝a2
 ＝1，[image: alt]
 证明：对任意n∈N*
 ，都有an
 ∈N*
 ．

13　数列｛an
 ｝满足：a0
 ＝0，2an－1
 ≤an－2
 ＋an
 ，n＝2，3，…．证明：对任意n∈N*
 及整数k，只要0≤k≤n，就有nak
 ≤kan
 ．

14　数列a0
 ，a1
 ，…是一个由实数组成的无穷项数列，其中a0
 、a1
 是两个不同的正实数，并且an
 ＝｜an＋1
 －an＋2
 ｜，n＝0，1，2，…．问：该数列是否可能为有界数列？证明你的结论．
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递推数列与递推方法

一、知识要点和基本方法

除常系数线性递推数列问题经常出现外，一些特殊的非线性递推数列问题在数学竞赛中也屡见不鲜．对一般的非线性递推方程确定的数列没有通用的求解方法，涉及的问题可能不是求通项（有时难以用显式表达出通项），而是确定通项的某些性质．

常见的处理递推数列问题的方法在前一讲中已经提及，然而递推作为一种思想在处理数学问题时有其特殊应用，在计数问题中就经常需要用到递推方法．

二、例题精讲

例1　对一个边长互不相等的凸n（n≥3）边形的边染色，每条边可以染红、黄、蓝三种颜色中的一种，但是不允许相邻的边有相同的颜色．问：共有多少种不同的染色方法？

[image: alt]


图27-1

解　设不同的染色法有pn
 种．易知

[image: alt]


当n≥4时，首先，对于边a1
 ，有3种不同的染法，由于边a2
 的颜色与边a1
 的颜色不同，所以，对边a2
 有2种不同的染法，类似地，对边a3
 ，…，边an－1
 均有2种染法．对于边an
 ，用与边an－1
 不同的2种颜色染色，但是，这样也包括了它与边a1
 颜色相同的情况，而边a1
 与边an
 颜色相同的不同染色方法数就是凸n－1边形的不同染色方法数的种数pn－1
 ，于是可得

[image: alt]


于是　　[image: alt]


综上所述，不同的染色方法数为pn
 ＝2n
 ＋（－1）n
 ·2．

例2　设n是大于1的正整数，求1，2，…，n的满足下列性质的排列（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）的个数：存在唯一一个i∈｛1，2，…，n－1｝，使得ai
 ＞ai＋1
 ．

解　用pn
 表示具有题设性质的排列的个数．易知，p1
 ＝0，p2
 ＝1．对于n≥2，若an
 ＝n，则这样的排列个数有pn－1
 个；若ai
 ＝n，1≤i≤n－1，考虑所有这样的排列，可以从n－1个数1，2，…，n－1中选i－1数按从小到大的顺序排列成a1
 ，a2
 ，…，ai－1
 ，其余的按从小到大的顺序排列在剩下的位置，于是有[image: alt]
 种排法，所以

[image: alt]


即　　[image: alt]


把上面这些式子相加，得

[image: alt]


说明　上面的两个例子展示了利用递推方法处理计数问题的常用思路，通过题给条件建立递推关系式后再处理的过程也同时展现了数学应用的思想方法．

例3　数列｛an
 ｝满足：a0
 ＝1，[image: alt]
 n∈N．

证明：（1）对任意n∈N，an
 为正整数；

（2）对任意n∈N，an
 an＋1
 －1为完全平方数．

证明　（1）由题设得a1
 ＝5，且｛an
 ｝严格单调递增．将条件式变形得

[image: alt]


两边平方整理得　[image: alt]


所以　　[image: alt]


①－②得　　[image: alt]


因为an＋1
 ＞an
 ，所以an＋1
 ＋an－1
 －7an
 ＝0，故

[image: alt]


由③式及a0
 ＝1，a1
 ＝5可知，对任意n∈N，an
 为正整数．

（2）将①两边配方，得（an＋1
 ＋an
 ）2
 ＝9（an
 an＋1
 －1），所以

[image: alt]


由③得

[image: alt]


所以　　[image: alt]


因此，[image: alt]
 为整数，所以an
 an＋1
 －1是完全平方数．

例4　数列｛an
 ｝按如下法则定义：[image: alt]
 证明：对[image: alt]
 都是正整数．

分析　因为结论中涉及到根号及[image: alt]
 项，因而令[image: alt]
 并对已给递推关系两边平方就容易找到解题思路．

证明　令[image: alt]
 则[image: alt]
 因为[image: alt]
 于是

[image: alt]


即　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


因为[image: alt]
 由①式及b2
 ，b3
 ∈N*
 知，当n＞1时，bn
 ∈N*
 ．

说明　通过换元，将关于an
 的问题转化为关于bn
 的问题，可使问题得到顺利解决．

例5　设n为给定的正整数，数列a0
 ，a1
 ，…，an
 定义为：a0
 ＝[image: alt]
 ，ak
 ＝ak－1
 ＋[image: alt]
 ，k＝1，2，…，n．证明：[image: alt]


证明　由递推式可知

[image: alt]


于是，我们有

[image: alt]


对k＝1，2，…，n求和，得

[image: alt]


所以，我们有an
 ＜1（这里用到对k＝1，2，…，n，ak－1
 ＞0，而这一点由递推式易知）．

另一方面，由递推式易知ak
 ＞ak－1
 ，k＝1，2，…，n．从而，对任意k∈｛1，2，…，n｝，都有ak－1
 ＜an
 ＜1．这样，我们得到

[image: alt]


故　　[image: alt]


综上可知，命题成立．

说明　许多递推数列问题不需要确定通项，只要求证明通项的一些性质．这时应根据递推式的特点，具体问题具体分析．此题考虑取倒数，然后裂项求和就是从递推式的特点出发的．

例6　实数数列a1
 ，a2
 …满足：a1
 ＝2，a2
 ＝500，a3
 ＝2000，[image: alt]
 证明：数列的每一项都是正整数，且22000
 ｜a2000
 ．

证明　对递推式变形，可知[image: alt]
 由此易知｛an
 ｝的每一项都不为零，从而

[image: alt]


这表明数列[image: alt]
 是一个常数数列，而[image: alt]
 故对任意n∈N*
 ，有an＋2
 ＝2an
 an＋1
 ，利用这个递推式结合数学归纳法，可知[image: alt]
 为正整数，并且[image: alt]


利用上面的结果，结合

[image: alt]


中右边每一项都是偶数可知命题成立．

例7　设a为大于1的无理数，n为大于1的整数，证明：（a＋[image: alt]
 为无理数．

证明　记[image: alt]
 则[image: alt]
 并设[image: alt]
 k＝0，1，2，…．那么数列｛ak
 ｝满足下述递推式

[image: alt]


如果[image: alt]
 为有理数，则结合a0
 ＝2，[image: alt]
 可知对任意正整数k，数ak
 均为有理数，特别地，应有[image: alt]
 为有理数，这与a为无理数矛盾，所以[image: alt]
 为无理数，命题获证．

说明　这里我们所采用的方法就是基于递推思想的处理方法，其应用非常广泛．

例8　正整数数列c1
 ，c2
 ，…满足：对任意正整数m、n，若[image: alt]
 [image: alt]
 则存在正整数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，使得[image: alt]
 对每一个正整数i，求ci
 的最大值．

解　由条件，可知c1
 ≤2（因为若c1
 ＞2，则不存在正整数a1
 ，使[image: alt]
 下面证明：对任意正整数n，均有

[image: alt]


事实上，对n＋1的情形，我们取m＝cn＋1
 ，则依题意可知，存在a1
 ，…，an＋1
 ∈N*
 ，使得

[image: alt]


上式中显然有an＋1
 ≥2，从而[image: alt]
 [image: alt]
 故式①成立．

由式①结合c1
 ＝2及数学归纳法可知：对任意正整数i≥2，均有ci
 ≤4×3i－1
 ，而c1
 ≤2．

下面用数学归纳法证明：当c1
 ＝2，ci
 ＝4×3i－1
 ，i＝2，3，…时，对任意正整数m、n，只要[image: alt]
 就存在a1
 ，…，an
 ∈N*
 ，使得[image: alt]


当n＝1时，m∈｛1，2｝，分别有[image: alt]
 及[image: alt]
 故n＝1时命题成立．

设n＝k时，上述命题成立，考虑n＝k＋1的情形，对m的取值分情况讨论．

情形1：[image: alt]
 由归纳假设知存在a1
 ，a2
 ，…，ak
 ∈N*
 ，使得

[image: alt]


从而令ak＋1
 ＝1，就有[image: alt]


情形2：[image: alt]
 利用归纳假设可知命题对k＋1成立．

情形3：[image: alt]
 令ak＋1
 ＝ck＋1
 ，我们有[image: alt]
 [image: alt]
 从而对[image: alt]
 利用归纳假设可知命题对k＋1成立．

情形4：m＝1，此时取ai
 ＝（k＋1）ci
 ，i＝1，2，…，k＋1，就有[image: alt]
 命题也成立．

综上可知，对每个正整数i≥2，ci
 的最大值为4×3i－1
 ，而c1
 的最大值为2．

说明　式①是估算出ci
 最大值的出发点，它是由不等式刻画的一个递推关系．

练　习　题

A　组

1　数列｛an
 ｝中，[image: alt]
 问：n为何值时，an
 取最大值？

2　已知对任意n∈N*
 ，数an
 都为正实数，并且[image: alt]
 证明：对任意n∈N*
 ，都有an
 ＝n．

3　已知数列｛an
 ｝满足：

[image: alt]


求此数列的通项an
 ．

4　数列｛xn
 ｝定义如下：[image: alt]
 证明：对n＞1，均有[image: alt]


5　设a0
 ，a1
 ，…为满足下述条件的实数数列：[image: alt]
 [image: alt]
 证明：存在正整数k，使得[image: alt]


6　数列｛an
 ｝定义如下：[image: alt]
 而数列｛cn
 ｝满足：c0
 ＝4，[image: alt]
 证明：对n≥1，均有[image: alt]


7　k为给定的正整数，数列｛an
 ｝满足：

[image: alt]


证明：对任意不同的正整数m、n，am
 与an
 互质．

8　设a为给定的大于1的实数，数列｛an
 ｝的前n项之和Sn
 满足1oga
 （Sn
 ＋a）＝n＋1．求[image: alt]
 的值．

B　组

9　证明：存在唯一一个由正整数组成的无穷项数列｛an
 ｝，使得a1
 ＝1，a2
 ＞1，并且[image: alt]
 ＋1＝an
 an＋2
 ，n＝1，2，…．

10　设整数k，a1
 ，a2
 ，…，an
 满足：0＜an
 ＜an－1
 ＜…＜a1
 ＜k，并且对1≤i＜j≤k，都有［ai
 ，aj
 ］≤k．证明：对1≤i≤n，都有iai
 ≤k．

11　设a、b为大于2的整数．证明：存在正整数k，及一个由正整数组成的有限数列n1
 ，n2
 ，…，nk
 ，使得n1
 ＝a，nk
 ＝b，且对任意1≤i＜k，数ni
 ni＋1
 是ni
 ＋ni＋1
 的倍数．

12　数列｛an
 ｝定义如下：[image: alt]
 证明：当n≥4时，[image: alt]
 这里［x］表示不超过x的最大整数．



第28讲

周期数列

一、知识要点和基本方法

1．周期数列的概念

（1）对于数列｛an
 ｝，如果存在确定的正整数T及n0
 ，使对一切n≥n0
 ，恒有an＋T
 ＝an
 成立，则称｛an
 ｝是从第n0
 项起的周期为T的周期数列．当n0
 ＝1时，称｛an
 ｝为纯周期数列；当n0
 ≥2时，称｛an
 ｝为混周期数列．

（2）设｛an
 ｝是整数数列，m是某个取定的大于1的正整数，若bn
 是an
 除以m后的余数，即bn
 ≡an
 （modm），且bn
 ∈｛0，1，2，…，m－1｝，则称数列｛bn
 ｝是｛an
 ｝关于m的模数列，记作｛an
 （modm）｝．

若模数列｛an
 （modm）｝是周期的，则称｛an
 ｝是关于模m的周期数列．

2．关于周期数列的重要性质与结论

（1）周期数列的值域是有限集．

（2）若T是｛an
 ｝的周期，则对任何k∈N*
 ，kT也是｛an
 ｝的周期．

（3）周期数列必有最小正周期．

（4）若T是周期数列｛an
 ｝的最小正周期，T′是｛an
 ｝的任一周期，则T｜T′．

（5）任一满足线性递归关系

[image: alt]


的k阶线性递归数列是模周期数列．

3．数学竞赛中的周期数列题型及方法

（1）给出通项表达式，求数列的前n项和：先计算其若干项，观察其周期，把问题转化成求一个周期上的若干项之和；或根据通项公式作代数变换导出其周期，再根据周期性解决问题．

（2）给出递推式，求某个特定的项，求某些项之和，或者确定项的某些特性（如整除性、有理性等）：由递推式作适当变换导出周期或通过计算若干项，经观察、猜想、归纳证明其周期性，然后用周期性解决问题．

（3）模周期数列涉及的问题通常是判断项的整除性，确定项的某位数字，判断某一项是合数还是质数等等．模周期数列中“模”是解题的关键，找到了模，问题就得到了简化，解决问题就较为容易．找模没有统一的方法，需根据题意进行分析、尝试，有时需要多次尝试才能成功．

二、例题精讲

例1　已知数列｛xn
 ｝满足xn＋1
 ＝xn
 －xn－1
 （n≥2），x1
 ＝a，x2
 ＝b，记Sn
 ＝x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ．求x100
 及S100
 ．

解　经过计算得数列的前几项为：

[image: alt]


由此及xn＋1
 ＝xn
 －xn－1
 直接计算，可知此数列是周期为6的周期数列．所以

[image: alt]


所以　　[image: alt]


例2　数列｛an
 ｝是实数列，满足an＋2
 ＝｜an＋1
 ｜－an
 ．求证：存在N0
 ∈N*
 ，使当n≥N0
 时，恒有an＋9
 ＝an
 成立．

证明　当an
 恒为0时，结论显然成立．下设an
 不恒为0，那么必存在N0
 ∈N*
 ，当n≥N0
 时，an
 不恒为正，也不恒为负．否则，若an
 恒正，则an＋3
 ＝－an
 ＜0，矛盾；若an
 恒负，则an＋2
 ＝｜an＋1
 ｜－an
 ＞0，矛盾．因此可以假设aN0

 ＝－a，[image: alt]
 ＝b（a，b≥0，a、b不全为0），从而有

[image: alt]


（1）若b≥a，则有

[image: alt]


（2）若b＜a，同样可计算

[image: alt]


因此总有[image: alt]
 接下来可用递归式[image: alt]
 [image: alt]
 及数学归纳法证明：对一切n∈N*
 ，n≥N0
 ，恒有[image: alt]
 [image: alt]


例3　定义数列[image: alt]
 且[image: alt]
 判断数列｛an
 ｝的周期性．

解　作三角代换，令a1
 ＝tanθ1
 ，an
 ＝tanθn
 ，（n＝1，2，3，…）．则

[image: alt]


所以　　[image: alt]


所以　　[image: alt]


而tanx是以π为周期的周期函数，所以数列｛an
 ｝是周期为4的纯周期数列．

例4　对非负整数m、n，我们用am
 ，n表示多项式（1＋x＋x2
 ）m
 的展开式中xn
 项的系数．证明：对任意非负整数k，都有

[image: alt]


证明　注意到

[image: alt]


故am＋1，n
 ＝am，n
 ＋am，n-1
 ＋am，n-2
 ．

现在，记[image: alt]
 则由上述递推式可知

[image: alt]


上述计算中，规定：当j＜0时，am
 ，j＝0，而j＞2（m＋1）时，亦有am
 ，j＝0．

于是，我们有

[image: alt]


即数列｛Sk
 ｝是一个以4为周期的纯周期数列．

直接计算数｛Sk
 ｝的初始值，可知S0
 ＝S1
 ＝1，S2
 ＝S3
 ＝0．依此结合｛Sk
 ｝的周期性，可知命题成立．

例5　设a1
 ＝1，a2
 ＝2，且

[image: alt]


求证：对任意n∈N*
 ，都有an
 ≠0．

证明　数列的开始几项为1，2，7，29，22，23，49，26，－17，…，模4后得1，2，3，1，2，3，1，2，3，…．

设an＋3
 ≡an
 （mod4），对n＝1，2，…，k（≥3）都成立，则ak＋2
 ≡ak－1
 （mod4）．所以ak＋2
 ak＋3
 与ak－1
 ak
 的奇偶性相同，于是

[image: alt]


因此数列｛an
 ｝模4后，余数构成周期为3的周期数列．结合初始条件，知an
 ≢0（mod4），所以an
 ≠0．

例6　设数列｛an
 ｝满足a0
 ＝1，a1
 ＝3，an＋2
 ＝4an＋1
 －an
 ．试对非负整数n，确定2[image: alt]
 －an
 末两位数字．

解　因为an＋2
 ＝－an
 （mod4），a0
 ＝1，a1
 ＝3，从而

[image: alt]


所以2[image: alt]
 －an
 ≡1或3（mod4）．

另外，an
 除以25后的余数构成周期为15的数列：1，3，11，16，3，21，6，3，6，21，3，16，11，3，1；1，3，11，16，3，…，所以[image: alt]
 直接计算，可知[image: alt]
 1（mod25），由此可得

[image: alt]


因此，在n＝4k或4k＋3时，[image: alt]
 的末两位数字为01；在n＝4k＋1或4k＋2时，[image: alt]
 的末两位数字为51．

例7　设m为给定的正整数，数列｛xn
 ｝满足：[image: alt]
 证明：｛xn
 ｝中存在连续的m项，它们都是m＋1的倍数．

证明　考察数列[image: alt]
 这里xn
 （mod（m＋1））是指xn
 除以m＋1所得的余数，记它为yn
 ．则由于y1
 ，y2
 ，…中每一个数都只有有限种不同取值（至多m＋1个不同值），可知，存在k＜n，k，n∈N*
 ，使得

[image: alt]


上述结论由抽屉原则得到．

由递推式，可知yk－1
 ＝yk＋m
 －yk＋m－1
 ，yn－1
 ＝yn＋m
 －yn＋m－1
 ，结合①就有yk－1
 ＝yn－1
 ．依次倒推，可知对任意l∈｛1，2，…，m｝，都有yl
 ＝yl＋（n－k）
 ，进－步，将数列依递推式倒推至负整数，可知，对任意l≤m，l∈Z，亦有yl
 ＝yl＋（n－k）
 ．

利用｛xl
 ｝的递推式及初始条件倒推，可知x0
 ＝x－1
 ＝…＝x-（m－1）
 ＝1，xm
 ＝x-（m＋1）
 ＝…＝x-（2m－1）
 ＝0．于是，我们有（yn－k－（2m－1）
 ，…，yn－k－m
 ）＝（y-（2m－1）
 ，…，y-m
 ）＝（0，0，…，0），又y-（m－1）
 ＝…＝y0
 ＝1，所以，下标n－k－（2m－1）≥1．

综上可知，数列｛xn
 ｝中有连续m项都是m＋1的倍数．

例8　设m为给定的正整数，对正整数n，用Sm
 （n）为n的十进制表示中各数码的m次方之和，例如S3
 （172）＝13
 ＋73
 ＋23
 ＝352．定义数列[image: alt]
 如下：n0
 ∈N*
 ，nk
 ＝Sm
 （nk－1
 ），k＝1，2，…．

（1）证明：对任意n0
 ∈N*
 ，数列[image: alt]
 都是周期数列．

（2）证明：当n0
 变化时，（1）中数列的最小正周期构成的集合是一个有限集．

证明　如果n≥10m＋1
 ，那么存在正整数p≥m＋1，使得10p
 n＜10p＋1
 ，此时，

[image: alt]


因此，当nk
 ≥10m＋1
 时，有nk＋1
 ＜nk
 ．

如果n＜10m＋1
 ，那么

[image: alt]


上述讨论表明：对任意n0
 ∈N*
 ，当k充分大时，都有nk
 ＜10m＋1
 ，所以，从某一项开始，数列的每一项都属于｛1，2，3，10m＋1
 －1｝．

结合｛nk
 ｝的定义可知，对任意n0
 ∈N*
 ，数列[image: alt]
 是周期数列，故（1）成立．

进一步可知，当n0
 变化时，在nk
 缩至集合｛1，2，…，10m＋1
 －1｝后，由抽屉原则知其后的10m＋1
 个数中必有两个相同，因而，数列｛nk
 ｝的最小正周期都小于10m＋1
 ，故（2）亦成立．

练　习　题

A　组

1　数列｛an
 ｝满足：[image: alt]
 的值．

2　数列｛xn
 ｝的任意连续三项之和为20，且x4
 ＝9，x11
 ＝7．求x2010
 的值．

3　数列｛xn
 ｝满足：x1
 ＝1，x2
 ＝－2，[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．

4　判断数列[image: alt]
 的周期性．

5　数列｛an
 ｝以下列方式给出：当n≥1时a2n
 ＝an
 ；当n≥0时a4n＋1
 ＝1，a4n＋3
 ＝0．求证：该数列不是周期数列．

6　设有4个周期数列｛an
 ｝、｛bn
 ｝、｛cn
 ｝、｛dn
 ｝满足：an＋1
 ＝an
 ＋bn
 bn＋1
 ＝bn
 ＋cn
 ，cn＋1
 ＝cn
 ＋dn
 ，dn＋1
 ＝dn
 ＋an
 ，n＝1，2，…．　　求证：a2
 ＝b2
 ＝c2
 ＝d2
 ＝0．

7　对任意正整数k，令f1
 （k）为k的各位数字的和的平方．对于n≥2，令fn
 （k）＝f1
 （fn－1
 （k））．求f100
 （11）．

8　圆周上依逆时针方向顺次写了4个整数a、b、c、d，每次允许将此4个数变为a－b，b－c，c－d，d－a．问：是否存在a、b、c、d，使经过2010次操作后，所得4个数x、y、z、w满足：｜xy－z｜，｜yz－wx｜，｜xz－yw｜都为质数？

B　组

9　数列｛an
 ｝定义如下：a1
 ＝8，a2
 ＝20，an＋2
 ＝[image: alt]
 ＋12an＋1
 an
 ＋an＋1
 ＋11an
 ，n∈N*
 ．求证：这个数列中的任一项都不能表示成3个整数的7次方之和．

10　设E为全体偶数的集合，对任意实数x，定义d（x，E）为x到最近一个偶数的距离，如d（1.2，E）＝2－1.2＝0.8，d（0.7，E）＝0.7．现有数列｛xn
 ｝满足xn＋1
 ＝d（2xn
 ，E），[image: alt]
 其中p为奇素数．求数列｛xn
 ｝的一个周期T．

11　已知U0
 ＝0，U1
 ＝1，Un＋1
 ＝8Un
 －Un－1
 ，n＝1，2，…．求证：在数列｛Un
 ｝中没有形如3α
 ·5β
 的项，这里α∈N*
 ，β∈N*
 ．

12　设S0
 是一个由有限个正整数组成的集合，定义集合列S0
 ，S1
 ，S2
 ，…如下：当且仅当a－1∈Sn
 与a∈Sn
 恰有一个成立时，a∈Sn＋1
 ，n＝0，1，2，…．证明：存在无穷多个正整数N，使得SN
 ＝S0
 ∪｛N＋a｜a∈S0
 ｝．

13　设X为整数集Z的一个子集，记X＋a＝｛x＋a｜x∈X｝．证明：若存在整数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，使得X＋a1
 ，X＋a2
 ，…，X＋an
 构成Z的一个分划，则存在一个整数N，使得X＋N＝X．
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抽屉原理

一、知识要点和基本方法

抽屉原理亦称鸽巢原理或狄利克莱原理．它是组合数学中的最基本的原理，它的简单形式可以叙述如下：

抽屉原理1　如果把n＋1件东西任意放入n个抽屉，那么必定有一个抽屉里至少有两件东西．

抽屉原理2　如果把m件东西任意放入n个抽屉，那么必定有一个抽屉里至少有k件东西，这里

[image: alt]


其中［x］表示不超过x的最大整数．

抽屉原理3　如果把无穷多个东西放入n个抽屉，那么至少有一个抽屉里有无穷多个东西．

其实，抽屉原理1是抽屉原理2的特殊情况．用抽屉原理解题，关键是构造“抽屉”，抽屉构造得好，题目就容易解决，构造得不好，可能导致问题非常复杂，甚至无法解决．究竟如何构造，没有统一的套路，需对具体问题作具体分析．

二、例题精讲

例1　从1，2，…，2n这2n个正整数中任取n＋1个数，证明：其中一定存在两个数是互质的．

证明　注意到：任何两个相邻的正整数是互质的．

把1，2，…，2n这2n个正整数分成如下n组：

[image: alt]


从这n组中任取n＋1个数，由抽屉原理1知，其中一定有两个数取自同一组，而同一组中的两个数是相邻的正整数，从而它们是互质的．

例2　证明在任意的52个正整数中，一定可以找到两个数a，b，使得a＋b或a－b能被100整除．

证明　把这52个正整数都除以100，考虑52个余数．

若其中有两个相同，则它们的差能被100整除．

若其中任意两个都不相同，把0，1，…，99分成如下51组：

[image: alt]


从中任取52个数，由抽屉原理知，其中一定有两个数取自同一组，这两个数的和能被100整除．

从而命题得证．

说明　我们经常用“余数”来构造“抽屉”．

例3　在不超过100的正整数中任取55个不同的数，在这55个数中：

（1）是否一定有两个数的差为11？

（2）是否一定有两个数的差为9？

解　（1）将不超过100的正整数分成如下55组：

[image: alt]


从以上55组数中各取1个数，使得任意两个数的差不等于11．

如：1，2，3，…，11，23，24，…，33，45，46，…，55，67，68，…，77，89，90，91，…，99．

所以，不一定有两个数的差等于11．

（2）将不超过100的正整数分为如下54组：

[image: alt]


所以，从不超过100的正整数中任取55个数，即从上述54组数中任取55个数．

所以由抽屉原理1，其中一定有2个数取自同一组．

所以，一定有两个数的差等于9．

例4　把1，2，…，10按任意次序排成一个圆圈．

（1）证明：一定可以找到三个相邻的数，它们的和不小于18；

（2）证明：一定可以找到三个相邻的数，它们的和不大于15．

证明　（1）设这10个数在圆周上排列为1，a1
 ，a2
 ，…，a9
 （图29-1（1））由于
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所以a1
 ＋a2
 ＋a3
 、a4
 ＋a5
 ＋a6
 、a7
 ＋a8
 ＋a9
 这三个数中一定有一个数不小于[image: alt]
 ＝18
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图29-1（1）
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图29-1（2）

（2）设这10个数在圆周上排列为10，b1
 ，b2
 ，…，b9
 （图29-1（2））．由于

[image: alt]


所以，b1
 ＋b2
 ＋b3
 、b4
 ＋b5
 ＋b6
 、b7
 ＋b8
 ＋b9
 这三个数中一定有一个数不大于[image: alt]


例5　一书架有五层，从下到上依次称为第1层，第2层，…，第5层．今把15册图书分放到书架的各层上，有些层上可以不放．证明：无论怎样放，书架每层上的图书册数，以及相邻两层上图书册数之和，这些数中至少有两个是相等的．

证明　用ai
 表示第i层上的图书册数，i＝1、2、3、4、5．如果有某个ai
 ＝0或aj
 ＝ak
 ，那么结论已经成立．因此下设ai
 ≥1，aj
 ≠ak
 ，i＝1、2、3、4、5，1≤j≤k≤5．

由于a1
 ，a2
 ，…，a5
 互不相等，并且
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所以，这5个数必定各取1、2、3、4、5之一，再考虑，
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这4个数，那么容易知道这4个数不能同时包含7、8、9这三个数．

事实上，如果7、8、9都出现，那么只能是下面两种情形：

9＝4＋5，8＝3＋5，7＝2＋5；9＝4＋5，8＝3＋5，7＝3＋4．前者表示放5册书的那一层与放2、3、4册书的各层都相邻，这不可能，后者表示放3、4、5册书的3层要两两相邻，这也是不可能的．

这样，下面9个数

[image: alt]


至多取1，2，…，9中的8个不同的值，由定理1，其中必定有两个数相等．

说明　利用抽屉原理解题，关键是构造“抽屉”．怎样构造抽屉，应视具体问题而定，切忌生搬硬套．

例6　从1，2，3，…，16这16个数中，最多能选出多少个数，使得被选出的数中，任意三个数都不是两两互质的．

解　首先，取出1，2，…，16中所有2或3的倍数：
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这11个数要么是2的倍数，要么是3的倍数．由抽屉原理1知，这11个数中的任意三个数，都必有两个数同为2或3的倍数，它们的最大公约数大于1，也就是说这三个数是不两两互质的．所以，从1，2，…，16中可以选出11个数满足要求．

下面证明从1，2，…，16中任取12（或12以上）个数，其中一定有3个数两两互质．

事实上，令数组

[image: alt]


数组A中有7个数，而且这7个数是两两互质的．从1，2，…，16中任取12个数，由于A以外只有9个数，故A中至少有3个数被选出，这三个数是两两互质的．

综上可知，最多可以选出11个满足题设要求的数．

例7　设整数a1
 ，a2
 ，…，a8
 满足1≤a1
 ＜a2
 ＜…＜a8
 ≤21．求证：存在ai
 、aj
 、ak
 、am
 （i＜j＜k＜m），满足ai
 ＋am
 ＝aj
 ＋ak
 ．

证明　首先，考虑差aj
 －ai
 （1≤i＜j≤8），共有[image: alt]
 个．这28个差是大于等于1且小于等于20的整数，所以，由抽屉原理知，其中至少有8对差是分别相等的．

（1）若这8对相等的差中，存在1对，其中的4个数互不相同，即aj
 －ai
 ＝am
 －ak
 （1≤i＜j＜k＜m≤8），则ai
 ＋am
 ＝aj
 ＋ak
 ，从而命题得证．

（2）若这8对相等的差中，每1对的4个数中至少有2个相同，则这4个数中恰有2个数相同（在aj
 －ai
 ＝am
 －ak
 中，只有aj
 ＝ak
 或ai
 ＝am
 之一成立）．于是，每1对相等的差对应于一个三元数组（ai
 ，aj
 ，ak
 ），且满足ai
 ＋ak
 ＝2aj
 ．设这8对相等的差对应的8个不同的三元数组为
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其中[image: alt]


由于a1
 与a8
 不能作为三元数组的中间项，故中间项至多有6种不同的取法．由抽屉原理知，上述8个不同的三元数组中必有2个三元数组的中间项相等，不妨设[image: alt]
 则
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其中[image: alt]
 两两不同（否则它们为同一个三元数组），从而命题得证．

例8　一位象棋大师为参加一次比赛将进行77天的练习，他准备每天至少下一局棋，而每周至多下12局棋．证明：存在一个正整数n，使得他在这77天里有连续的n天共下了21局棋．如果将21改为22，结论是否成立？

证明　设ai
 是这位大师从第1天到第i天下棋的总局数，i＝1，2，…，77．因为他每天至少下一局棋，所以
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又因为每周至多下12局棋，所以77天中下棋的总局数a77
 ，不超过[image: alt]
 即a77
 ≤132．

考虑数列a1
 ＋21，a2
 ＋21，…，a77
 ＋21，有

[image: alt]


考察数列a1
 ，a2
 ，…，a77
 ，a1
 ＋21，a2
 ＋21，…，a77
 ＋21．该数列有154个项，每个数都是小于等于153的正整数．由抽屉原理（定理1），必定存在i、j，使得
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令n＝i－j，那么该大师在第j＋1，j＋2，…，j＋n（＝i）的连续n天中共下了21局棋．

如果将21改为22，结论仍然成立．证明如下：

如果大师并不是每周都下满12局，那么a77
 ＋22＜154，即a77
 ＋22≤153，从而命题得证．

如果大师每周都下满12局，那么

[image: alt]


这154个数恰好取遍1，2，…，154．并且a1
 ＝1，a2
 ＝2，…，a22
 ＝22．于是大师在第一周里将只下了7局棋，未满12局，矛盾．

练　习　题

A　组

1　从2，4，6，…，30这15个偶数，任取9个数，证明：其中一定有两个数之和是34．

2　在1，2，3，…，100这100个正整数中任取11个数，证明：其中一定有两个数的比值不超过[image: alt]


3　把1，2，…，36这36个数字按任意次序排成一个圆圈，证明：一定存在相邻的三个数，它们的和至少是56．

4　设正整数n有如下性质：1，2，…，n中任意取出50个不同的数，这50个数中必有两个数的差等于7，求n的最大值．

5　在边长为1的正三角形中，任取7个点，其中任意三点不共线．证明：其中必有三点构成的三角形的面积不超过[image: alt]


6　在3×4的长方形中，任意放置6个点，证明：一定可以找到两个点，它们的距离不大于[image: alt]
 ．

7　3行9列共27个小方格，将每个小方格涂上红色或蓝色．试证：无论如何涂法，其中至少有两列，它们的涂色方式完全一样．

B　组

8　在正2008边形A1
 A2
 …A2008
 的每个顶点上任意填上1，2，…，502中的一个数，证明：一定存在一个矩形，其相对两顶点所填数之和相等．

9　已知圆S和121条弦p1
 ，p2
 ，…，p121
 ，在每条弦pi
 的内部各有一点Ai
 ，证明：在圆周上存在一点X，使得至少有29个不同的下标i，满足Ai
 X与pi
 的夹角小于21°．

10　给定一个n2
 ＋1项两两不同的实数列

[image: alt]


证明：该数列中一定存在一个由n＋1项组成的子数列，这个子数列是递增的或递减的．

11　在平面直角坐标系中，横坐标和纵坐标都是整数的点称为格点，任取6个格点Pi
 （xi
 ，yi
 ）（i＝1，2，3，4，5，6）满足

（1）[image: alt]


（2）任何三点不在同一条直线上．

试证：在Pi
 （i＝1，2，3，4，5，6）为顶点的所有三角形中，必有一个三角形，它的面积不大于2．
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极端原理

一、知识要点和基本方法

极端原理就是一种从特殊对象看问题的方法，它以对象数量上的极端情况，比如最大值、最小值、最长、最短等为出发点，寻找解题的突破口和答案．极端原理作为一种解题的思想在几何、数论、组合、图论等方面都有着广泛的应用，利用这个简单而又通俗的原理可以解决不少与存在性有关的数学问题和其他问题．

在应用极端原理时，我们要利用如下的事实：

1．有限个实数中一定有最大数和最小数；

2．无限个正整数中有最小数；

3．无限个实数不一定有最大数或最小数．

二、例题精讲

例1　在一次乒乓球循环赛中，n（n≥3）名选手中没有全胜的．证明：一定可以从中找出三名选手A、B、C，有A胜B，B胜C，C胜A．

证明　取n个选手中所赢局数最多的一位选手作A（取极端！），由于A未全胜，所以存在选手C胜A．考虑A击败的选手全体，知其中必有选手B胜C（否则，A的败将也都是C的败将，从而C赢的局数超过了A）．于是所述的A、B、C即为所求．

例2　在圆周上任取21个点．证明：以这些点为端点的所有弧中，不超过120°的弧不少于100条．

分析　本题的出发点在于：圆上任意3点分圆而得的3段弧中至少有一段不超过120°．为了便于识别，我们将不超过120°的弧的端点连接成弦．只要证明这样的弦不少于100条．

证明　在所有的点中，不妨设以A1
 为端点的弦数最少，且记以A1
 为端点的弦为A1
 A2
 ，A1
 A3
 ，…，A1
 An
 ，共n－1条，而以A2
 ，A3
 ，…，An
 为端点的弦都不少于n－1条．故这n个点至少有弦[image: alt]


在其余的21－n个点中任取2个点Ai
 ，Aj
 （i≠j，i，j＝n＋1，n＋2，…，21）．在｛A1
 ，Ai
 ，Aj
 ｝这个三点组中一定有一条弦所对的弧不超过120°．根据我们对A1
 的取法，这条弦不会是A1
 Ai
 、A1
 Aj
 而只能是弦Ai
 Aj
 ．所以在这21－n个点任意两点之间连有弦，共[image: alt]


综上，总共有弦至少为

[image: alt]


所以当n＝10或11时，y取到最小值100．这就证明了不超过120°的弧不少于100条．

例3　给定平面上不全在一条直线上的n个点，则必有一条直线恰好通过这n个点中的两个点．

证明　因为平面的n个点不全在同一条直线上，于是这n个点中任意两点所确定的直线外，都有这n点中的其他点．对于每条直线，求出不在这条直线上的点到这条直线的距离，这些距离的个数可能很多，但是总是有限个．因此，根据事实1，其中一定有一个最小的，不妨设为d0
 ．

不妨设点P到点A和点B所确定的直线的距离是最小距离d0
 ．我们证明直线AB是通过n个点中的恰好两个点的直线．下面我们用反证法．

[image: alt]


图30-1

设PH＝d0
 ．如果在直线AB上还有n点中的点C，则A、B、C至少有两个点落在垂足H的同侧，不妨设这两个点是B和C，它们在直线AB上点H的同侧，如图．作直线PB，则直线PB也是通过n点中两个点的一条直线．我们过点C作直线PB的垂线CD，垂足为D，则有

[image: alt]


这与PH的最小性矛盾，所以直线AB上不能有n点组中的其他点．直线AB就是我们要找的只通过两点的直线．

说明　这个问题是英国数学家西尔维斯特提出的，看来简单，但他生前却没能解决它，尔后有不少数学家也曾试图给以证明，但也没有成功．这种状况持续了50年之久．当你在欣赏这个巧妙证法之余，不难看到打开思路的关键就是考察极端．

例4　空间中给出了8个点，其中任意4个点都不在同一平面上，在它们之间连有17条线段．证明：这些线段至少形成了一个三角形．

证明　不妨设连出线段数目最多的点为A，且设它共连出n条线段．如果所有17条线段都没有形成三角形，那么与A相连的n个点之间彼此都没有线段相连，而其余的7－n个点中，每一点所连出的线段条数不多于n条，因此，线段的总数目不超过
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这与已知的有17条线段矛盾．从而命题成立．

说明　其实本题的结论可加强为“三角形的数目不少于4个”，这个问题较难，留给有兴趣的读者思考．

例5　平面上有n（n≥5）个点．将他们用红、蓝两色染色．设任何3个同色点不共线．求证：存在一个三角形使得

（1）它的三个顶点涂有相同颜色；

（2）这三角形至少有一条边上不包含另一种颜色的点．

证明　由于点数n≥5，且所有点只染两种颜色，所以至少有三点同色．因此同色三角形的集合不是空集．

我们在同色三角形集合中可以找到一个面积最小的三角形．如果这个三角形的每一条边上都有一个另一种颜色的点，那么我们就找到了另一个同色三角形，而且具有更小的面积．这是不可能的．因此题设的三角形一定存在．

例6　某个岛国上它的每条道路都是单行道，每两个城市之间恰有一条路．证明：存在一个这样的城市，从另外每个城市或者可以直接到达该城市，或者可经过至多一个城市到达该城市．

[image: alt]


图30-2

解　对每个城市，计算通到这个城市的单行线的条数，其中最大的记为m，设M是达到这个数的城市．

记D为有直路通到M的城市的全体，设R是除了M和D城市外的其他城市的全体．

如果R中没有任何城市，则结论当然成立；否则，不妨设X为R中的城市，则D中有某个城市E使得道路X→E→M是通的．事实上，如若不然，则D中所有城市都有直路通到X，而且M也直接通到X．这样通到X的直路至少有m＋1条，这与我们对M的假设矛盾．

这样，所有进入的道路数达到最大的城市都满足题中的条件．

说明　对于存在性有关的问题，极端原理解题时，有时实际是构造性的，并且常常与反证法结合着使用．

例7　在2×n方格表的每个方格中都写有一个正数，使得每一列中的两个数的和都等于1．证明：可以在每一列中删去一个数，使得每一行中剩下的数的和都不超过[image: alt]


证明　假设第一行中所放的数为a1
 ，a2
 ，…，an
 ，必要时通过交换列的位置，可以使得a1
 ≤a2
 ≤…≤an
 ．此时第二行中所写的数就依次分别为b1
 ＝1－a1
 ，b2
 ＝1－a2
 ，…，bn
 ＝1－an
 ．显然b1
 ≥b2
 ≥…≥bn
 ．如果[image: alt]
 那么就删去第二行中的所有的数即可达到目的．否则，我们可以找到使得[image: alt]
 [image: alt]
 成立的最小的k．此时我们在第一行中删去ak
 ，ak＋1
 ，…，an
 ，在第二行中删去b1
 ，b2
 ，…，bk－1
 ．由k的取法，立即知[image: alt]
 [image: alt]
 下面只需证明[image: alt]


由于

[image: alt]


所以

[image: alt]


练　习　题

A　组

1　平面上给定100个点，已知其中任意两点的距离不超过1，且任意三点所成的三角形是钝角三角形．证明：这100个点可以被一个半径为[image: alt]
 的圆覆盖．

2　草场上有15个男孩在玩球，每人手上有一个球．任何两人的距离皆不相等．每个男孩把自己手里的球抛向距离自己最近的那个男孩．

（1）证明：最后有一个男孩没有球．

（2）证明：没有一个男孩手上的球超过5个．

3　证明：不定方程x3
 ＋2y3
 ＝4z3
 没有正整数解（x、y、z）．

4　设n是大于2的正整数，a1
 ＜a2
 ＜…＜ak
 是小于n且与n互质的全部正整数．证明：这k个数中必定有一个是质数．

5　有若干个人的全体记为S．任何两人如果在S中的朋友个数相同，则他们在S中没有共同的朋友．证明：S中有一个人恰好在S中只有一个朋友．（我们假设S中确实有人是朋友．）

B　组

6　有23个人，他们想进行一场足球比赛，每队11人，剩下的人为裁判．为了公平起见，两个队队员体重之和要求相等．事实上，他们发现不论选谁做裁判，他们都能做到这一点（这里假定每个人的体重都是正整数）．证明：这23个人的体重都相同．

7　设有n（n≥7）个圆，其中任意3个圆都不两两相交（包括相切），求证：一定可以找到一个圆，它至多能与5个圆相交．

8　若干个人聚会，其中某些人彼此认识，已知如果某两人在聚会者中有相同数目的熟人，那么他俩便没有共同的熟人．证明：若聚会者中有人至少有2008个熟人，则必然也有人恰好有2008个熟人．

9　某地区网球俱乐部有20名成员，举行14场单打比赛，每人至少上场一次．证明：必有六场，其12个参赛者各不相同．

10　n（n＞3）名乒乓球选手单打比赛若干场后，任意两个选手已赛过的对手恰好都不完全相同．试证明：总可以从中去掉一名选手，而使在余下的选手中，任意两个选手已赛过的对手仍然都不完全相同．

11　设X是一个有限集合，对映法则f使得X的每一个偶子集E（偶数个元素组成的子集）都对应一个实数f（E），且满足条件：

（1）存在一个偶子集D，使f（D）＞1990；

（2）对于X的任意两个不相交的偶子集A、B，有

f（A∪B）＝f（A）＋f（B）－1990．

求证：存在X的子集P和Q，满足

（1）P∩Q＝∅，P∪Q＝X；

（2）对P的任何非空偶子集S，有f（S）＞1990；

（3）对Q的任何偶子集T，有f（T）≤1990．


参考答案

第1讲　集合的概念与运算

1　｛－3，－1，1，5｝　2　不存在　3　（p，q）＝（－8，16）、（－20，100）、（－14，40）或（p，q）为满足p2
 ＜4q的实数对　4　（-∞，－1］∪［1，+∞）　5　A[image: alt]
 B　6　0　7　A∩B＝B，CI
 A∪B＝｛（x，y）｜x，y∈R，且（x，y）≠（2，4）｝　8　44　9　22006
 －1　10　证明略　11　（1）a＝0或1（2）a＝－1±[image: alt]
 　12　｛1，3，4，9，10｝　13　1667　14　871　15　910　16　按照T中元素的个数进行如下讨论：｜T｜＝2时，这样的T只有1个；｜T｜＝3时，这样的T有6个；｜T｜＝4时，这样的T有9个；｜T｜＝5时，这样的T有6个；｜T｜＝6时，这样的T有6个；｜T｜＝7时，不存在；｜T｜＝8时，只有1个．

第2讲　有限集元素的数目

1（1）f：a1
 →b1
 ，a2
 →b2
 ，a3
 →b3
 ，个数为4×3×2＝24　（2）f：a1
 →b1
 ，a2
 →b1
 ，a3
 →b1
 ，个数为43
 －4×3×2＝40　（3）不存在A到B上的满射　2　33
 ＝27　3　a＝[image: alt]
 或2＋[image: alt]
 　4　1895　5　76　6　448　7　5　8　｜A∩B｜＝167　9　5050·299
 　10　1870　11　14　12　略　13　4　14　175　15　75　16　13

第3讲　二次函数

1（1）[image: alt]
 　（2）13　（3）［5，10］　（4）0　（5）7　2　y＝x2
 －4x＋2或[image: alt]
 3　（1）略　（2）8　4　（4，33）　5　1≤a≤2　6　a＝2，b＝3　7　［1，3］或[image: alt]
 8　（1）[image: alt]
 　（2）（1，+∞）　9　[image: alt]
 　10　（－2，－1）∪（3，4）　11　[image: alt]
 　12　（1）略　（2）略　13　－1≤a－2b≤5　14　略　15　（1）[image: alt]
 [image: alt]
 　（2）[image: alt]
 　16　[image: alt]


第4讲　函数的图像和性质

1　[image: alt]
 　（3）y＝-φ（-x）　[image: alt]
 　2　［35，+∞）　3　[image: alt]
 　4　0＜m＜1　5　561　6　[image: alt]
 　7　[image: alt]
 　8　[image: alt]
 　9　18　10　（-∞，－2］∪［2，+∞）　11　k＜1　12　（1）证明略　（2）[image: alt]
 　13　y＝±x，[image: alt]
 　14　证明略　15　（-∞，－9］∪［4[image: alt]
 －3，+∞）　16　（1）[image: alt]
 　（2）证明略

第5讲　幂函数、指数函数、对数函数

1　（1）10　（2）2　（3）x＝2　（4）290
 －1　（5）3　（6）－3≤m＜0　2　［0，1］　3　0＜a＜1　4　1－a　5　[image: alt]
 时，[image: alt]
 当t≠1时，[image: alt]
 若0＜a＜1，则[image: alt]
 [image: alt]
 　6　210
 　7　[image: alt]
 [image: alt]
 　8　[image: alt]
 　9　最大值为2，最小值为[image: alt]
 　10　[image: alt]
 　11　（-∞，－1）∪（0，1）　12　当n是奇数时，[image: alt]
 　当n是偶数时，　[image: alt]
 　13　a＝2　14　lg2　15　证明略

第6讲　含绝对值的函数

1　图像如图所示　2　C　3　函数的图象如图所示　4　两个

[image: alt]


（第1题）

[image: alt]


（第3题）

5　[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


（第6题）

6　（1）图像如图所示　（2）当a＜0时，方程无解；当a＝0或1＜a＜3时，方程有四个解；当0＜a＜1时，方程有八个解；当a＝1时，方程有六个解；当a＝3时，方程有三个解；当a3时，方程有两个解　7　f（x）的最小值为0．当a∈（－2，0］时，f（x）的最大值为[image: alt]
 当a∈（0，2）时，f（x）的最大值为[image: alt]
 　8　a＝10　9　M的最小值是[image: alt]


第7讲　函数的最大值和最小值

1　（1）211　（2）10　（3）[image: alt]
 　（4）16　（5）[image: alt]
 　2　ymin＝1　3　2　4　ymin＝4，ymax＝5045　5　当x＝±3时，y取最小值[image: alt]
 当x＝0时，y取最大值5　6　[image: alt]
 　7　最小值为[image: alt]
 最大值为18　8　18　9　[image: alt]
 　10　2　11　a＝±4，b＝3[image: alt]
 　13　2　14　[image: alt]
 　15　[image: alt]
 　16　[image: alt]
 　17　[image: alt]
 　18　a＝－8时，l（a）取到最大值[image: alt]
 　19　S的最大值为1；S的最小值为[image: alt]
 　20　（1）证明略　（2）g（t）的最小值为4

第8讲　等差数列与等比数列

1　C　2　C　3　C　4　B　5　M＝N　6　6　7　2　8　an
 ＝1或[image: alt]
 　9　证明略　10　证明略　11　an
 ≤bn
 　12　由a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 形成的质数为3、5、11、61、67、73、79共7个　13　证明略　14证明略　15　[image: alt]
 　16　证明略

第9讲　高阶等差数列

1　D　2　C[image: alt]
 　4　[image: alt]
 n（n＋1）（n＋2）（n＋3）（n＋4）　5　[image: alt]
 　6　[image: alt]
 [image: alt]
 　7　[image: alt]
 　8　an
 ＝n3
 　9　证明略　10[image: alt]
 [image: alt]
 　11　a1m
 ＝m2
 ＋m－1，a1n
 ＝n2
 －n＋1　12　[image: alt]
 　13　[image: alt]


第10讲　数列求和

1　C　2　D　3　B　4　B　5　D　6　（n＋1）！－1　7　[image: alt]
 　8　[image: alt]
 　9　[image: alt]
 　10　[image: alt]
 　11　173　12　[image: alt]
 　13　[image: alt]
 [image: alt]
 　14　［x］＝1998　15　401　16　[image: alt]
 　17　证明略　18　证明略

第11讲　数列综合题

1　[image: alt]
 2　（1）an
 ＝22－2n，n＝1，2，3，…　（2）an
 ＝12－n和an
 ＝13－n，n＝1，2，3，…　3　（1）an
 ＝2n
 －1（n∈N*
 ）　（2）证明略　4　（1）an
 ＝6n－5（n∈N*
 ）（2）10　5　（1）an
 ＝8－2（n－1）＝10－2n　（2）m的最大整数值是7　6　2　7　（1）略　（2）[image: alt]
 　（3）[image: alt]
 　8　证明略　9　证明略　10　证明略

第12讲　三角函数的概念与性质

1　[image: alt]
 　2　[image: alt]
 　3　[image: alt]
 　4　证明略　5　证明略　6　[image: alt]
 　7　（1）证明略（2）c＞a＞b　8　证明略　9　证明略　10　[image: alt]
 　11　r的最小值为[image: alt]
 　12　最小值为[image: alt]
 在[image: alt]
 时取到　13　f（x）是一个以2为最小正周期的函数　14　证明略　15　证明略

第13讲　三角恒等变形

1　（1）1　（2）0　（3）0　2　（1）1　（2）[image: alt]
 　（4）222
 　3　[image: alt]
 　4　[image: alt]
 　5　[image: alt]
 　6　－3　7　α＝5°或者10°8　证明略　9　证明略　10　证明略　11　证明略　12　证明略　13　证明略　14　记[image: alt]


第14讲　三角不等式

1　[image: alt]
 　2　证明略　3　α＞β　4　证明略　5　证明略　6　证明略　7　证明略　8　证明略　9　证明略　10　证明略　11　[image: alt]
 　12　证明略　13　证明略　14　证明略

第15讲　三角函数的最大值和最小值问题

1　[image: alt]
 　2　9　3　1　4　cosx＋cosy的最大值和最小值分别为[image: alt]
 和－[image: alt]
 　5　1　6　[image: alt]
 　7　[image: alt]
 　8　最大值和最小值分[image: alt]
 　9　f（x）的最大值为[image: alt]
 最小值为[image: alt]
 　10　[image: alt]
 　11　当且仅当A＝B＝0时，F（x）的最大值M取得最小值[image: alt]
 　12　[image: alt]
 　13　[image: alt]
 　14　[image: alt]
 [image: alt]


第16讲　反三角函数

1　[image: alt]
 　2　[image: alt]
 　3　[image: alt]
 　4　[image: alt]
 　5　a的符号是负号，而b的符号为正号　6　[image: alt]
 　7　x＝sin1时，ymin＝－3；x＝－1时，[image: alt]
 　8　反函数为[image: alt]
 　9　证明略

第17讲　三角方程

1　[image: alt]
 　2　[image: alt]
 　3　2　4　[image: alt]
 　5　[image: alt]
 　6　[image: alt]
 　7　实数a的取值范围是｛a｜a＝0或｜a1≥2，a∈R｝　8　sinα＋sin2α－sin4α∈｛0，±1｝　9　[image: alt]
 　10　[image: alt]
 　11　[image: alt]
 　12　[image: alt]
 或[image: alt]
 其中k1
 、k2
 、k3
 、k4
 为任意整数　13　2对　14　6　15　证明略　16　2n－2
 ＋1

第18讲　正弦定理与余弦定理

1　观察者在离墙距离为[image: alt]
 米时，视角最大　2　[image: alt]
 　3　A＝60°　4　A＝120°　5　[image: alt]
 　6　1　7　略　8　略　9　略　10　略　11　略　12　略　13　略　14　略　15　略　16　略

第19讲　向量的概念与运算

1　120°2　60°3　19　4　0　5　证明略　6　ABCD为矩形　7　[image: alt]
 　8　证明略　9　证明略　10　证明略　11　证明略　12　证明略

第20讲　集合的分划

1　略　2　略　3　所求最小正整数h（n）＝2n　4　n＝96　5　存在　6　最多可以选出两个集合　7　略　8　略　9　所有符合要求的分划数为2n－1
 种　10　略

第21讲　二次函数综合题

1　[image: alt]
 　2[image: alt]
 b＝0，c＝－4　3　证明略　4　证明略　5　0＜a＜1　6　1≤a≤9　7　π　8　（1）－4≤m≤2　（2）最小值是[image: alt]
 最大值为101　9　证明略　10　若AC＝BC，则[image: alt]
 若AC＝AB，则y＝[image: alt]
 若AB＝BC，则[image: alt]
 ＋4　11　整点为（－6，6）、（－3，3）、（2，2）、（4，3）、（7，6）、（9，9）　12　（1）f（x）＝（x－2k）2
 　（2）[image: alt]
 　13　11　14　amin
 ＝5　15　证明略　16　证明略

第22讲　离散量的最大值与最小值

1　k的最小值为51　2　（2×3×…×8）×（10×11×…×20）　3　97　4　24　5　最小的k＝5　6　16　7　体育馆最少要安排12个横排　8　M最多有10个元素　9　11　10　2　11　略　12　[image: alt]
 　13　[image: alt]
 其中[image: alt]
 　14　[image: alt]
 　[image: alt]
 这里r1
 ＝2，r2
 ＝3，ri
 ＝r1
 r2
 …ri－1
 ＋1，i＝2，3，…，n

第23讲　简单的函数迭代和函数方程

1　符合要求的（a，b）对构成的集合为｛（a，b）｜0≤a≤4，b＝0｝　2　证明略　3　[image: alt]
 　4　[image: alt]
 [image: alt]
 　5　｛1，2，3｝　6　当n∈N*
 时，Pn
 （x）＝0的根为[image: alt]
 　7　证明略　8　[image: alt]
 　9　f（x）＝1，x∈R　10　f（x）＝x＋1　11　50　12　f（x）＝x　13　[image: alt]
 　14　f（x）＝x＋1　15　证明略

第24讲　构造函数解题

1　略　2　略　3［－1，5］　4　略　5　略　6　0　7　略　8　略　9　略　10　略　11　存在　12　略　13　略14　略　15　略

第25讲　向量与几何

1　略　2　略　3　略　4　略　5　略　6　略　7　略　8　存在　9　略　10　略

第26讲　常系数线性递推数列

1　an
 ＝－2×3n＋1
 ＋3×7n
 　2　an
 ＝（2－n）×3n
 　3　[image: alt]
 [image: alt]
 　4　an
 ＝2n
 ＋n！　5　an
 ＝2n－1　6　748　7　略　8　略　9　略　10　[image: alt]
 　11　a1
 ＝a2
 ＝…＝2　12　略　13　略　14　该数列不能是有界数列

第27讲　递推数列与递推方法

1　当n＝2009或2010时，an
 取最大值　2　证明略　3　[image: alt]
 　4　证明略　5　证明略　6　证明略　7　证明略　8　－1　9　略　10　略　11　略　12　略

第28讲　周期数列

1　1005　2　4　3　－1　4　以3为周期的数列　5　不是周期数列　6　略　7　169　8　不存在　9　略　10　p－1　11　略　12　略　13　略

第29讲　抽屉原理

1　略　2　略　3　略　4　n的最大值是98　5　略　6　略　7　略　8　略　9　略　10　略　11　略

第30讲　极端原理

1　证明略　2　证明略　3　证明略　4　证明略　5　证明略　6　证明略　7　证明略　8　证明略　9　证明略　10　证明略　11　证明略


[image: alt]


熊　斌　第46届、49届和51届国际数学奥林匹克中国队领队、主教练，中国数学会普及工作委员会副主任，中国数学奥林匹克委员会委员．华东师范大学数学系教授，国际数学奥林匹克研究中心主任．多次参与中国数学奥林匹克、全国高中数学联赛、全国初中数学竞赛、西部数学奥林匹克、女子数学奥林匹克、国际城市青少年数学邀请赛等竞赛的命题工作．在国内外发表了100余篇论文，主编和编著的著作150多本．

[image: alt]


冯志刚　上海市上海中学特级教师，中国数学奥林匹克高级教练员．三次出任IMO中国国家队副领队．所教学生中有5人入选IMO中国国家队，并都获得了国际数学奥林匹克金牌．在各级别的数学竞赛中，指导的学生有近300人次获得一等奖（上海市级以上），有50余人次获得参加中国数学奥林匹克（冬令营）的资格，20多人次进入国家集训队．发表论文10多篇，出版专著数本，此外还参与了多套丛书的编写工作．
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