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  第五版前言


  本书自从2008年发行第四版以来，随着信息技术飞速发展和社会对高层次信息人才的迫切需求，根据教育部计算机科学与技术专业教学指导委员会提出的《计算机科学与技术专业规范》和《高等学校计算机科学与技术专业核心课程教学实施方案》的建议，结合信息管理与信息系统专业的教学要求，本书第五版在保持原有写作风格的基础上，除了对文字做了进一步加工，纠正了某些疏漏以外，并对部分内容进行了调整，主要表现如下.


  （1）将代数结构部分的内容进行了整合，并调整到教材的最后.


  （2）图论部分（第5～第7章）的叙述有较大的改动.


  （3）增添了一些内容，主要是与离散数学应用相关的内容，它们是组合电路（第1章），欧拉函数（第3章），着色问题（第5章），地图着色与四色定理、格雷码（第6章）等.


  （4）对部分习题做了补充和调整.


  在此次修订中，也对配套出版的《离散数学题解》进行了同步更新和调整，PPT电子教案的修订版随后推出.各章修订都由原作者完成.


  本书适合作为计算机应用和信息技术等相关专业的教学用书，教师可以根据不同教学要求进行适当剪裁，大约用54～72学时完成教学计划.此外，本书也可以作为从事信息系统开发的科技人员的参考书.


  作者


  2013年2月


  第四版前言


  本书从1991年发行第一版，到2004年推出第三版并被评为北京市精品教材以来，信息技术飞速发展，新成果层出不穷，一个崭新的信息时代正在到来.为了应对高层次信息人才需求的巨大挑战，近年来，教育部计算机科学与技术专业教学指导委员会组织有关专家对国内外计算机专业教育进行了深入的调研，提出了《计算机科学与技术专业规范》（CCC2004—2005）.在这个规范中，计算机科学与技术专业被细化成计算机科学、计算机工程、软件工程、信息技术4个专业方向，并提出了相关专业方向的教学计划和课程设计.


  根据这个意见的指导思想，并结合信息管理与信息系统专业的教学要求，本书第四版在保持原有写作风格的基础上，除了对文字做了进一步加工，纠正了某些疏漏以外，并对部分内容进行了调整，主要表现如下.


  （1）在组合分析中补充了递推方程的求解及其在计算机递归算法分析中的应用.


  （2）形式系统通常包含形式语言以及用形式语言表述的公理和推理规则.在形式系统中，符号串本身是没有语义的，只能通过解释赋予它们一定的语义，但在讨论系统的公理或推理规则时应该与语义无关.本书在以前几个版本关于一阶逻辑推理的叙述中没有采用公理化的方法.为了兼顾逻辑体系的严谨性及本书的定位与写作风格，决定删掉这部分内容.


  （3）面向计算机科学技术的新发展，补充了一些离散数学在相关领域的应用实例.


  在此次修订中，也对配套出版的《离散数学题解》进行了相应的更新和调整，PPT电子教案的修订版随后推出.各章修订都由原作者完成.


  本书适合作为计算机应用和信息技术等相关专业的教学用书，教师可以根据不同教学要求进行适当剪裁，大约用54～72学时完成教学计划.此外，本书也可以作为从事信息系统开发的科技人员的参考书.


  作者


  2007年10月


  第三版前言


  本书已出版发行12个年头.当初是为了适应全国计算机软件专业技术资格和水平考试的需要而编写的.现在，全国计算机软件专业技术资格和水平考试的内容有了很大的变化，仅在系统分析员级中还有离散数学.但是，出乎我们意料的是，本书的发行量一直在逐年上升，被很多学校选作教材.为了更好地适应这种形势的需要，应清华大学出版社的要求，出版本书的第三版.


  第三版在内容上没有做大的改动.除订正第二版中的错误和修改了少量的表述外，主要是对每章的最后一节“题例分析”进行了修改和补充.原来“题例分析”中的例题全部是选择题（这是因为当初全国计算机软件专业技术资格和水平考试中的离散数学只有这种题型），尽管每一题都加了“分析”，对相关知识和技巧做了尽可能全面的讲解，但由于这种题型的限制，还是很难充分发挥这一节的应有作用.第三版保留了部分选择题，根据内容的需要添加或改写了其他形式的例题，使得这一节更好地起到它应有的作用，即帮助读者理解和掌握本章的内容，强调学习中应注意的事项（如容易犯的错误），进一步讲解做题的技巧等.


  各部分的修改由原作者完成.


  作者


  2003年9月


  第二版前言


  计算机的出现和蓬勃发展彻底改变了人类的生活，它必将作为20世纪最灿烂辉煌的成就之一载入史册.从科学计算到大型的信息管理系统，从人工智能直至进入家庭，计算机已成为人们生活中密不可分的一个组成部分.当前，人类社会经过农业经济、工业经济，正在进入到知识经济的时代.经济的增长将更多地依赖于知识和信息的生产、扩散和应用，人类社会正在成为名副其实的信息化社会.这既为计算机科学技术的发展提供了前所未有的机遇和动力，也提出了更多的问题和更高的要求.解决这些问题的关键就是知识和技术的创新.因此，作为计算机科学技术的支撑学科之一的离散数学正变得日益重要.离散数学是现代数学的重要分支，是研究离散量的结构及相互关系的学科，它在计算机理论研究及软、硬件开发的各个领域都有着广泛的应用.作为一门重要的专业基础课，通过离散数学的教学，不仅能为学生的专业课学习及将来从事的软、硬件开发和应用研究打下坚实的基础，同时也有助于培养他们的抽象思维、严格的逻辑推理和创新能力.


  《离散数学》一书自从1992年2月由清华大学出版社作为“全国计算机软件专业技术资格（水平）考试系列教材”出版以来，已历经7年.由于它取材适度、概念清楚、讲解翔实、通俗易读、既适合教学也便于自学的特点，也由于它“着重于基本概念的论述和应用，而不重于定理证明”的风格而受到读者的欢迎和好评.这本书不仅被广大参加软件水平考试培训的人员使用，同时也被许多高校选作计算机或相关专业本科生的教材.


  作为第二版，本书保留了原书的体系、风格和6个部分的基本内容，即①数理逻辑；②集合论；③代数结构；④图论；⑤组合分析初步；⑥形式语言与自动机初步.同时，为了适应专科教育的要求，与第一版相比，除了对原书中的错误和疏漏之处进行订正以外，还在以下几个方面进行了修订.


  （1）对原书的习题进行了调整和充实.个别章节更新了某些习题，而对大部分章节补充了难度适当、风格多样、覆盖面较广的习题.


  （2）删去了原书中关于习题的提示或解答的内容.为了更好地帮助初学者、特别是自学者掌握离散数学的主要概念及解题方法与技巧，与本书配套出版了《离散数学题解》.在题解中按章给出内容提要、解题要求、习题和解答，并结合习题针对一些普遍性的分析方法、解题技巧、求解步骤和规范，以及应该避免的错误进行了详尽的论述.


  在以上的修订工作中，数理逻辑与图论（第1、2、7、8、9章）由耿素云完成；集合论、代数结构与组合分析初步（第3、4、5、6、10章）由屈婉玲完成；形式语言与自动机初步（第11章）由张立昂完成.


  本书既可以作为计算机及相关专业本科生的教材，也可以作为计算机软件专业水平考试的参考教材，同时适合于从事计算机软、硬件开发和应用的科学技术人员使用.根据多年的教学经验，作为本科生教材，本书可在120学时内讲授完毕.


  最后，我们诚恳欢迎广大读者对本书批评和指正.


  作者


  1999年2月


  第一版前言


  本书是根据“计算机专业技术资格和水平考试大纲”的要求编写的，是“全国计算机软件专业技术资格和水平考试系列教材”之一，它是高级程序员级和系统分析员级的离散数学教材.离散数学是现代数学的重要分支，是计算机科学理论的基础.本书共含6个方面的内容：①数理逻辑；②集合论；③代数结构；④图论；⑤组合分析初步；⑥形式语言与自动机初步.


  数理逻辑与图论（第1、2、7、8、9章）由耿素云编写；集合论、代数结构、组合分析初步（第3、4、5、6、10章）由屈婉玲编写；形式语言与自动机初步（第11章）由张立昂编写.


  根据资格和水平考试的特点，本书着重于基本概念的论述和应用，而不着重于定理的证明.每章均给出了典型的题例分析，并配置了相当数量的习题，书后给出了大部分习题的提示或解答.本书不仅是函授的教材，便于考生复习与自学，而且也可供计算机软件人员学习与参考.


  由于作者水平所限，书中难免有不妥或错误之处，恳请读者指正.


  编者


  1991年4月于北京大学计算机系


  第一章命题逻辑


  数理逻辑是用数学方法来研究推理的形式结构和推理规律的数学学科.它与数学的其他分支、计算机科学、人工智能、语言学等学科均有密切的联系，并且日益显示出它的重要作用和更加广泛的应用前景.数理逻辑的内容相当丰富.本书只介绍命题逻辑和一阶逻辑（谓词逻辑）的逻辑演算.对数理逻辑感兴趣的读者，可参阅有关专著.


  1.1 命题符号化及联结词


  数理逻辑研究的中心问题是推理，而推理的前提和结论都是表达判断的陈述句.因而，表达判断的陈述句构成了推理的基本单位.于是，称能判断真假的陈述句为命题.这种陈述句的判断只有两种可能，一种是正确的判断，一种是错误的判断.称判断为正确的命题的真值（或值）为真，称判断为错误的命题的真值为假，因而又可以称命题是具有唯一真值的陈述句.


  例1.1 判断下列句子中哪些是命题.


  （1） 2是素数.


  （2）雪是黑色的.


  （3） 2 + 3 = 5.


  （4）明年10月1日是晴天.


  （5） 3能被2整除.


  （6）这朵花多好看呀！


  （7）明天下午有会吗？


  （8）请关上门！


  （9）x+y＞5.


  （10）存在地球外的星球上也有生命.


  解在这10个句子中，（6）是感叹句，（7）是疑问句，（8）是祈使句，这3句话都不是陈述句，当然它们都不是命题.其余的7个句子都是陈述句，但（9）不是命题，因为它没有确定的真值.当x=6，y=7时，6+7＞5正确，而当x=l，y=2时，1+2＞5不正确.其余的陈述句都是命题.其中（1）、（3）是真命题；（2）、（5）为假命题；（4）的真值虽然现在还不知道，但到明年10月1日就知道了，因而是命题，它的真值是唯一的.句子（10）的真值也是唯一的，只是人们还不知道而已，随着科学技术的发展，其真值会知道的，因而它也是命题.


  从以上的分析可以看出，判断一个句子是否为命题，首先要看它是否为陈述句，然后再看它的真值是否是唯一的.当然真值是否唯一与人们是否知道它的真值是两回事.


  在例1.1中给出的6个命题都是简单的陈述句，都不能分解成更简单的句子了，称这样的命题为简单命题或原子命题.本书中用小写的英文字母p，q，r，…，pi，qi，ri，…表示简单命题，称为命题符号化.例如，


  P：2是素数.


  q：雪是黑色的.


  此时，p是真命题，q是假命题.


  对于简单命题来说，它的真值是确定的，因而又称为命题常项或命题常元.上面的p、q都是命题常项.


  在例1.1中，（9）不是命题，但当给定x与y的值后，它的真值也就定下来了，这种真值可以变化的简单陈述句称为命题变项或命题变元，命题变项是取值“真”或“假”的变量，也用，r，…pi，qi，ri，…表示.一个符号，例如p，它表示的是命题常项还是命题变项，一般由上下文来确定.注意，命题变项不是命题.


  在数理逻辑中，将命题的真值也符号化.一般用1（或T）表示“真”（本书中用1表示真）；用0（或F）表示“假”（本书中用0表示假）.有时也用1表示真命题；用0表示假命题.


  以上讨论的是简单命题.在命题逻辑中，主要是研究由简单命题用联结词联结而成的命题，这样的命题称为复合命题.下例给出的命题均是复合命题.


  例1.2 将下列命题符号化.


  （1） 3不是偶数.


  （2） 2是素数和偶数.


  （3）林芳学过英语或日语.


  （4）如果角A和角B是对顶角，则角A等于角B.


  解上面4个句子都是具有唯一真值的陈述句，因而它们都是命题，且都是由简单命题经过联结词的联结而形成的复合命题.（1）中命题也可说成“3并非是偶数”，使用了联结词“非”.（2）中命题也可说成“2是素数并且也是偶数”，使用了联结词“并且”.（3）中使用了联结词“或”.（4）中使用了联结词“如果，则”.除了以上4个联结词外，常用的，特别是在数学中常用的联结词还有“当且仅当”.以上5种联结词也是自然语言中常用的联结词，不过在自然语言中有的联结词具有不精确性.例如，联结词“或”，有时具有相容性，有时具有排斥性.可是在数理逻辑中不允许这种二义性的存在，因而对联结词必须给出精确的定义.另外，为了书写和推演的方便，必须将联结词符号化.下面给出5种常用联结词的符号表示及相应复合命题的严格定义.


  定义1.1设p为任一命题.复合命题“非p”（或“p的否定”）称为p的否定式，记作﹁p.﹁为否定联结词.﹁p为真当且仅当p为假.


  在例1. 2（1）中，设p表示“3是偶数”，则﹁p表示“3不是偶数”.显然，p的真值为0，﹁p的真值为1.


  定义1.2设p、q为两命题.复合命题“p并且q”（或“p和q”）称作p与q的合取式，记作p∧q.∧为合取联结词.p∧q为真当且仅当p与q同时为真.


  在例1.2（2）中，用p表示“2是素数”，q表示“2是偶数”，则p∧q表示“2是素数和偶数”，由于p、q的真值均为1，所以p∧q的真值也为1.


  p与q的合取表达的逻辑关系是p与q两个命题同时成立，因而自然语言中常用的联结词“既……又……”，“不仅……而且……”，“虽然……但是……”等，都可以符号化为∧，请看下例.


  例1.3 将下列命题符号化.


  （1）李平既聪明又用功.


  （2）李平虽然聪明，但不用功.


  （3）李平不但聪明，而且用功.


  （4）李平不是不聪明，而是不用功.


  解用p表示“李平聪明”，q表示“李平用功”，则（1）、（2）、（3）、（4）分别符号化为p∧q、p∧﹁q、p∧q和﹁（﹁q）∧﹁q.以上4个复合命题全用了联结词∧.但不能见到“和”、“与”就用“∧”.例如，“李文与李武是兄弟”，“王芳和陈兰是好朋友”，这两个命题中分别有“和”及“与”字，可是它们都是简单命题而不是复合命题，因而，分别符号化为p、q即可.


  定义1.3设p、q为两命题.复合命题“p或q”称作p与q的析取式，记作p∨q.∨为析取联结词.p∨q为真当且仅当p与g中至少一个为真.


  由定义不难看出，析取式p∨q表示的是一种相容性或，即允许p与q同时为真.例如，“王燕学过英语或法语”，可符号化为p∨q，其中p为“王燕学过英语”，q为“王燕学过法语”，当p为真q为假，p为假q为真，以及p与q同时为真时，p∨q均为真.


  可是在自然语言中的“或”具有二义性，有时有相容性（称作相容或），有时是不相容的（称作排斥或）.例如，设p表示“派小王去开会”，q表示“派小李去开会”，那么“派小王或小李去开会”不能符号化为p∨q，因为这里的意思是派他们两人中的一人去开会，这个“或”表达的是排斥或.可以借助于联结词﹁、∧、∨来表达这种排斥或，即符号化为（p∧﹁q）∨（﹁p∧q），或（p∨q）∧﹁（p∧q）.


  定义1.4 设p、q为两命题.复合命题“如果p，则q”称作p与q的蕴涵式，记作p→q，称p为蕴涵式的前件，q为蕴涵式的后件.→称作蕴涵联结词.p→q为假当且仅当p为真且q为假.


  p→q表示的基本逻辑关系是，q是p的必要条件，或p是q的充分条件.因此，复合命题“只要p就q”，“p仅当q”，“只有q才p”等，都可以符号化为p→q的形式.


  在使用蕴涵联结词时，除了注意其表示的基本逻辑关系外，还应注意两点：其一，在自然语言中，“如果p，则q”中的p与q往往有某种内在的联系，但在数理逻辑中p→q中的p与q不一定有什么内在联系.其二，在数学中，“如果p，则q”往往表示前件p为真，后件q为真的推理关系，但在数理逻辑中，当前件p为假时，p→q为真.其实，在日常生活中也会用到这一点.例如，小张发誓说：“如果太阳从西边升起，我就不姓张.”这句话永远是对的，因为前件为假，小张不会有改姓的担忧.


  为了掌握蕴涵联结词的逻辑关系及应用中应注意的事项，请看下例.


  例1.4 将下列命题符号化.


  （1）只要天不下雨，我就骑自行车上班.


  （2）只有天不下雨，我才骑自行车上班.


  （3）若2+ 2 = 4，则太阳从东方升起.


  （4）若2+ 2≠4，则太阳从东方升起.


  （5）若2+ 2 = 4，则太阳从西方升起.


  （6）若2+2≠4，则太阳从西方升起.


  解先分析（1）、（2）.令p：天下雨我骑自行车上班.


  （1）中，﹁p是q的充分条件，因而符号化为﹁p→q.在（2）中，﹁p是q的必要条件，因而应符号化为q→﹁p.在使用蕴涵联结词时，一定要认真分析蕴涵式的前件与后件，然后组成蕴涵式.另外还应注意同一命题的各种等价说法.例如，“除非天下雨，否则我就骑自行车上班”与（1）是等价的.“如果天下雨，我就不骑自行车上班”与（2）是等价的.


  再分析（3）～（6）.设p：2 + 2 = 4.q：太阳从东方升起.r：太阳从西方升起.则（3）、（4）、（5）、（6）分别符号化为p→q、﹁p→q、p→r、﹁p→r.在这些蕴涵式中，前件与后件之间无内在联系.由于p、q、r的真值均知道，由定义可知，上面4个蕴涵式的真值分别为1、1、0、1.


  定义1.5设p、q为两命题.复合命题“p当且仅当q”称作p与q的等价式，记作[image: ][image: ]称作等价联结词.[image: ]真当且仅当p、q真值相同.


  等价式[image: ]所表达的逻辑关系是，p与q互为充分必要条件.只要p与q的真值同为真或同为假，[image: ]的真值就为真，否则[image: ]的真值为假，请看下例.


  例1.5分析下列各命题的真值.


  （1） 2 + 2 = 4当且仅当3是奇数.


  （2） 2 + 2 = 4当且仅当3不是奇数.


  （3） 2 + 2≠4当且仅当3是奇数.


  （4） 2 + 2≠4当且仅当3不是奇数.


  （5）两圆的面积相等当且仅当它们的半径相等.


  解设p：2 + 2 = 4，q：3是奇数，则p、q都是真命题.（1）、（2）、（3）、（4）分别符号化为[image: ]的真值为1，而[image: ]和[image: ]的真值为0.


  在（5）中，由于两圆的面积相等与它们的半径相等同为真或同为假，所以该命题为真.


  以上介绍了 5种常用联结词，在命题逻辑中也称作真值联结词或逻辑联结词.可用这些联结词将各种各样的复合命题符号化.基本步骤如下.


  （1）分析出各简单命题，将它们符号化.


  （2）使用合适的联结词，把简单命题逐个联结起来，组成复合命题的符号化表示.必要时，可以添加圆括号，圆括号一定要成对出现.


  例1.6将下列命题符号化.


  （1）小王是游泳冠军或百米赛跑冠军.


  （2）小王现在在宿舍或在图书馆里.


  （3）选小王或小李中的一人当班长.


  （4）如果我上街，我就去书店看看，除非我很累.


  （5）王一乐是计算机系的学生，他生于1968年或1969年，他是三好学生.


  解各命题符号化如下.


  （1）p∨q，其中p：小王是游泳冠军，q：小王是百米赛跑冠军.


  （2）这里的“或”是排斥或，但因小王在宿舍与在图书馆不能同时发生，因而也可符号化为p∨q其中，p：小王在宿舍.q：小王在图书馆.


  （3）这里的“或”也为排斥或.设p：选小王当班长.q：选小李当班长.因为p与q可同时为真，所以应符号化为（p∧﹁q）∨（﹁p∧q）；而不应符号化为p∨q.


  在使用析取联结词时，首先应分析表达的是相容或还是排斥或.若是相容或，以及p、q不能同时为真的排斥或，均可直接符号化为p∨q的形式.如果是排斥或，并且p与q可同时为真，就应符号化为（p∧﹁q）∨（﹁p∧q）的形式.


  （4）﹁r→（p→q）.其中，p：我上街.q：我去书店看看.r：我很累.


  此句中的联结词“除非”相当于“如果不……”的意思，因而﹁r可看成p→q的前件.其实，此命题也可以叙述为“如果我不累并且我上街，则我就去书店看看”，因而也可以符号化为（﹁r∧p）→q.后面将会看到这两个形式是等值的.


  （5）p∧（q∨r）∧s.其中，p：王一乐是计算机系的学生.q：他生于1968年.r：他生于1969年他是三好学生.


  联结词符也称为逻辑运算符.它们与普通数的运算符一样，在运算时有优先级.规定优先级的顺序为﹁，∧，∨，→，[image: ].若有括号，先进行括号中的运算.对相同的联结词按从左到右顺序运算.


  1.2 命题公式及分类


  在1. 1节中，介绍了 5种常用的联结词及由它们组成的基本复合命题：﹁p、p∧q、p∨q、p→q、pq，其中p、q为简单命题，即命题常项.当然由这5种联结词和多个命题常项可以组成更复杂的复合命题.若在复合命题中，p、q、r等不仅可以代表命题常项，还可以代表命题变项，这样组成的复合命题形式称为命题公式.抽象地说，命题公式是由命题常项、命题变项、联结词、括号等组成的符号串.但并不是由这些符号任意组成的符号串都是命题公式，因而，必须给出命题公式的严格定义.


  定义1.6 （1）单个命题常项或变项p，q，r，…，pi，qi，ri，…及0，1是合式公式.


  （2）如果A是合式公式，则（﹁A）也是合式公式.


  （3）如果A、B是合式公式，则（A∧B）、（A∨B）、（A→B）、（A[image: ]B）也是合式公式.


  （4）只有有限次地应用（1）～（3）组成的符号串才是合式公式.


  在命题逻辑中合式公式又称为命题公式，简称为公式.


  为方便起见，规定（﹁A）、（A∧B）等的外层括号可以省去.在公式的定义中，A、B等符号代表任意的命题公式，在以下的定义中均有类似的用法.


  根据定义，﹁（p∨g）、p→（q→r）、（p∧q）[image: ]r等都是命题公式，而pq→r、﹁p∨→r等都不是命题公式.


  下面给出命题公式层次的定义.


  定义1.7 （1）若A是单个命题（常项或变项），则称A是0层公式.


  （2）称A是n+l（n≥0）层公式是指A符合下列情况之一.


  ①A=﹁B，B是n层公式.


  ②A=B∧C，其中B、C分别为i层和j层公式，且n=max（i，j）.


  ③A=B∨C，其中B、C的层次同②.


  ④A=B→C，其中B、C的层次同②.


  ⑤ A = B C，其中B、C的层次同②.定义中的符号“=”为通常意义下的等号，以下再出现时意义相同.


  由定义可看出，﹁p∨q、p∧q∧r、﹁（﹁p∧q）→（r∨s）分别为2层、2层、4层命题公式.


  一个含有命题变项的命题公式的真值是不确定的，只有对它的每个命题变项用指定的命题常项代替后，命题公式才变成命题，其真值也就唯一确定了.例如，命题公式（p∧q）→r中，若指定p为“2是素数”，q为“3是奇数”，r为“4能被2整除”，则（p∧q）→r变成真命题.若p、q的指定同前，而r为“3能被2整除”，则（p∧q）→r就变成假命题了.给命题变项指定一个代替的命题常项，实际上就是给命题变项指定一个真值，1或0.


  一般地，对一个命题公式的解释或赋值定义如下.


  定义1.8设A为一命题公式，p1，p2，…，pn为出现在A中的所有的命题变项.给p1， p2，…，pn指定一组真值，称为对A的一个赋值或解释.若指定的一组值使A的值为真，则称这组值为A的成真赋值；若使A的值为假，则称这组值为A的成假赋值.


  若命题公式A中含命题变项p1，p2，…，pn，将赋值p1=α1，p2=α2，…，pn=αn，记作α1α2…αn，其中αi（1≤i≤n）为0或1.若命题变项为p，q，r，…，则赋值α1α2…是按字典顺序给它们赋值，即p=α1，q=α2，r=α3，….例如，公式 A=（p∧q）→r，110（p=1，q=1，r=0）为A的成假赋值，111、011、010等是A的成真赋值.


  含n个命题变项的命题公式共有2n组赋值.将命题公式A在所有赋值之下取值的情况列成表，称为A的真值表.构造真值表的具体步骤如下.


  （1）找出命题公式中所含的所有命题变项p1，p2，…，pn（若无下角标就按字典顺序给出）.


  （2）按从低到高的顺序写出各层次.


  （3）列出所有可能的赋值.从00…0（n位）开始，每次加1，直到11…1为止.


  （4）对应每个赋值，计算命题公式各层次的值，直到最后计算出命题公式的值.


  例1.7求下列命题公式的真值表.


  [image: ]


  解表1-1、表1-2、表1-3分别为（1）、（2）、（3）的真值表.由表1-1可知，100、110、111是（1）的成真赋值，其余的都是成假赋值.由表1-2可知，（2）无成假赋值.由表1-3可知，（3）无成真赋值.


  根据在各种赋值下的取值情况，可将命题公式分为3类，定义如下.


  定义1.9设A为一个命题公式.


  （1）若A在所有赋值下取值均为真，则称A为重言式或永真式.


  （2）若A在所有赋值下取值均为假，则称A为矛盾式或永假式.


  （3）若A至少存在一组成真赋值，则称A是可满足式.


  由定义可知，重言式一定是可满足式，但反之不真.


  
  表 1-1
[image: ]


  
  表 1-2
[image: ]


  
  表 1-3
[image: ]


  给定一个命题公式，判断其类型的一种方法是利用命题公式的真值表.若真值表最后一列全为1，则这个命题公式为重言式；若最后一列全为0，则这个命题公式为矛盾式；若最后一列既有0又有1，则这个命题公式为非重言式的可满足式.在例1.7中，由真值表可知，（1）为可满足式；（2）为重言式；（3）为矛盾式.下两节还将给出判断命题公式类型的其他方法.


  n个命题变项的真值表实际上是给出{0，1}n到{0，1}的一个对应关系，这就是真值函数.


  定义1.10 一个n（n≥1）阶笛卡儿积{0，1}n到{0，1}的函数称为一个n元真值函数. n元真值函数F记为F：{0，1}n→{0，1}[1].


  n个命题变项，共有2n个可能的赋值.对于每个赋值，真值函数的函数值非0即1.于是


  n个命题变元共可以形成22n个不同的真值函数.每个真值函数对应一个真值表（只看最后一列，不计中间的计算过程），也对应无穷多个命题公式，这些公式彼此都是等值的，它们中的每一个都是这个真值函数的一个表达形式.


  含两个命题变项p，q的真值函数共有16个.表1-4中给出了这16个真值函数，其中F1对应的命题公式都是矛盾式，F16对应的命题公式都是重言式，F2对应p∧q或与它等值的命题公式，F3对应[image: ]或与其等值的命题公式……


  
  表 1-4
[image: ]

  


  [1].关于笛卡儿积和函数的记法，请见第4章二元关系和函数部分.


  1.3 等值演算


  给定n（n≥1）个命题变项，按合式公式的形成规则可以形成无穷多个命题公式，而在这无穷多个命题公式中，有些具有相同的真值表.例如，n=2时，[image: ]这些表面看来不同的命题形式，在所有4个赋值00、01、10、11下均有相同的真值，也就是说它们的真值表最后一列是相同的.事实上个命题变项只能生成22n个真值不同的命题公式.在n=2时，只能生成[image: ]个真值不同的命题公式.这就存在着如何判断哪些命题公式具有相同真值的问题.设A、B是均含n个命题变项[image: ]的命题公式，由定义可知，若A、B具有相同的真值，则[image: ]恒真，即[image: ]是重言式.


  定义1.11设A、B为两命题公式，若等价式[image: ]是重言式，则称A与B是等值的，记作[image: ]


  注意，定义中引进的符号[image: ]不是联结词符，它只是当A与B等值时的一种简便记法.千万不能将[image: ]与[image: ]和“=”混为一谈.


  根据定义判断两命题公式是否等值可用真值表法.设A、B为两命题公式，由定义判断A与B是否等值，应判断[image: ]是否为重言式，若[image: ]的真值表最后一列全为1，则A[image: ]为重言式，因而[image: ]而最后一列全为1当且仅当在所有赋值之下，A与B的真值相同，因而判断A与B是否等值等价于判断A、B的真值表是否相同.


  例1.8 判断下列命题公式是否等值.


  [image: ]


  解（1）由表1-5可知，，与[image: ]不等值.（2）由表1-6可知，与[image: ]是等值的.


  
  表 1-5
[image: ]


  
  表 1-6
[image: ]


  下面给出24个重要的等值式，希望读者牢记住它们，它们在后面要经常用到.在下面的公式中，A、B、C仍代表任意的命题公式.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  归谬论


  [image: ]


  以上等值式都不难用真值表证明.由于A、B、C代表的是任意的命题公式，因而每个公式都是一个模式，它可以代表无数多个同类型的命题公式.例如，[image: ][image: ]等都是排中律的具体形式.每个具体的命题形式称为对应模式的一个实例.可以用上述基本等值式推演出更多的等值式.根据已知的等值式，推演出与给定公式等值的公式的过程称为等值演算.在进行等值演算时，还要使用置换规则.例如，设命题公式为[image: ]，根据德·摩根律，可用[image: ]置换公式中的[image: ]，使其变成[image: ][image: ]这样做的根据是下述的置换定理.


  定理1.1 设Φ（A）是含命题公式A的命题公式，Φ（B）是用命题公式B置换了Φ（A）中的A之后得到的命题公式.如果[image: ]，则[image: ]


  证明由于A与B等值，对任意的赋值，A与B的值都相等，把它们分别代入Φ（·），其结果当然也一样，从而[image: ]


  利用等值演算可以验证两个命题公式是否等值，也可以判别命题公式的类型，还可以用来解决许多实际问题.下面举一些等值演算的例子.


  例1.9验证下列等值式.


  [image: ]


  解验证两个命题公式等值可以从其中任一个开始演算.


  [image: ]


  在演算的每一步中，都用了置换规则，因此在注释中略去置换规则.下面都如此，不再一一说明.


  [image: ]


  在上述演算中，都是从左边公式开始进行的，读者可从右边公式开始演算.


  例1.10 判别下列公式的类型.


  [image: ]


  [image: ]


  由此可知，（1）为重言式.


  [image: ]


  由此可知，（2）为矛盾式.


  [image: ]


  由演算结果可知，（3）是非重言式的可满足式，10、11是它的成假赋值，00、01是它的成真赋值.


  例1.11 用等值演算法解决下面问题.


  A、B、C、D 4人参加百米竞赛.观众甲、乙、丙预测比赛的名次如下.


  甲：C第一，B第二.


  乙：C第二，D第三.


  丙：A第二，D第四.


  比赛结束后发现甲、乙、丙每人预测的情况都是各对一半，试问实际名次如何（假设无并列名次）？


  解设pi，qi，ri，si分别表示A第i名，B第i名，C第i名，D第i名，i=l，2，3，4，显然， pi，qi，ri，si中均各有一个真命题.由题意可知，要寻找使下列3式成立的真命题：
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  由①和②得


  [image: ]


  由于C不能既第一又第二，又B和C不能都第二，故上式中第一和第三对括号为0，于是根据同一律可得
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  又由③、④得到，
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  由于A、B不能同时第二，D不能第三又第四，所以有
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  由上式可知r1、p2、s3是真命题，即C第一，A第二，D第三，B只能是第四了.


  1.4 范式


  本节介绍命题公式的标准型——主析取范式和主合取范式.同一真值函数所对应的所有命题公式具有相同的标准型，这为判断两命题公式是否等值以及判断公式的类型又提供了一种方法.


  定义1.12仅由有限个命题变项或其否定构成的析取式称为简单析取式.仅由有限个命题变项或其否定构成的合取式称为简单合取式.


  例如，[image: ]等都是简单析取式，[image: ][image: ]等都是简单合取式.


  从定义不难看出以下两点：


  （1）一个简单析取式是重言式，当且仅当它同时含一个命题变项及其否定；


  （2）一个简单合取式是矛盾式，当且仅当它同时含一个命题变项及其否定.


  例如，简单析取式[image: ]是重言式.简单合取式[image: ]是矛盾式.


  定义1.13仅由有限个简单合取式构成的析取式称为析取范式，仅由有限个简单析取式构成的合取式称为合取范式.


  例如，[image: ]是析取范式，[image: ]是合取范式.其中，[image: ]既是含3个简单合取式的析取范式，又是含1个简单析取式的合取范式；类似地，[image: ]既是含1个简单合取式的析取范式，又是含3个简单析取式的合取范式.
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  析取范式与合取范式有下列性质：


  （1）一个析取范式是矛盾式，当且仅当它的每个简单合取式都是矛盾式；


  （2）一个合取范式是重言式，当且仅当它的每个简单析取式都是重言式.


  给定任意的命题公式，都能通过等值演算求出与之等值的析取范式与合取范式，具体步骤如下.


  （1）消去→和.[image: ]
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  （2）否定号的消去或内移.
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  （3）使用分配律.求析取范式应该使用“∧”对“∨”的分配律，求合取范式使用“∨”对“∧”的分配律.


  任给一个命题公式，经过以上三步演算，都可得到与它等值的析取范式或合取范式.于是，得到下述定理.


  定理1.2 （范式存在定理）任一命题公式都存在与之等值的析取范式和合取范式.


  不过，命题公式的析取范式和合取范式不是唯一的.


  例1.12 求下面命题公式的合取范式和析取范式.


  [image: ]


  解（1）求合取范式.
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  （2）求析取范式.


  前5步是相同的，在第6步用∧对∨的分配律就可得到析取范式.
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  最后两式都是原公式的析取范式.


  由于与某一命题公式等值的析取范式与合取范式的不唯一性，因而析取范式与合取范式不能作为同一真值函数所对应的命题公式的标准形式.为此，进一步给出主析取范式和主合取范式的概念.


  定义1.14设有n个命题变项，若在简单合取式中每个命题变项与其否定有且仅有一个出现一次，则这样的简单合取式称为极小项.在极小项中，命题变项与其否定通常按下角标或字典顺序排列.


  3个命题变项p、q、r可形成8个极小项.如果将命题变项看成1，命题变项的否定看成0，则每个极小项对应一个二进制数.这个二进制数正好是该极小项的成真赋值.用这个二进制数对应的十进制数作为该极小项符号的角码.


  8个极小项对应情况如下：


  [image: ]
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  一般情况下，n个命题变项共产生2n个极小项，分别记为[image: ]


  定义1.15如果公式A的析取范式中的简单合取式全是极小项，则称该析取范式为A的主析取范式.


  定理1.3 任何命题公式都有唯一的主析取范式.


  下面给出求主析取范式的步骤，这也就证明了主析取范式的存在性，唯一性的证明从略.求给定命题公式A的主析取范式的步骤如下.


  （1）求A的析取范式A′.


  （2）若A′的某简单合取式B中不含命题变项pi，也不含否定﹁pi，则将B展成如下形式：
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  若B中不含多个这样的pi，则同时合取所有这样的pi与﹁pi的析取.


  （3）消去重复出现的命题变项和极小项以及矛盾式，如p∧p用p取代，p∧﹁p用0取代，mi∨mi用mi取代.


  （4）将极小项按下角标由小到大的顺序排列.


  例1.13求例1.12中给出的命题公式的主析取范式.


  解在例1.12中已求得原公式的析取范式[image: ]，它含两个简单合取式p和[image: ].在p中无q也无﹁q，无r也无﹁r出现，因而应该用[image: ]取代p.在[image: ]中无p也无﹁p，因而应该用[image: ]取代[image: ]然后展开得极小项.
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  由极小项的定义可知，上式中，2、4、5、6、7的二进制表示010、100、101、110、111为原公式的成真赋值，而此公式的主析取范式中没出现的极小项m0、m1、m3的角码0、1、3的二进制表示000、001、011为原公式的成假赋值.因而，只要知道了一个命题公式A的主析取范式，可立即写出A的真值表.


  反之，若知道了A的真值表，找出所有的成真赋值，以对应的十进制数作为角码的极小项即为A的主析取范式中所含的全部极小项，从而可立即写出A的主析取范式.


  例1.14 试由p∧q∨r的真值表（见表1-7）求它的主析取范式.


  
  表 1-7
[image: ]


  由表1-7可知，001、011、101、110、111是原公式的成真赋值，因而以对应的十进制数1、3、5、6、7为角码的极小项m1、m3、m5、m6、m7在p∧q∨r的主析取范式中，即
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  类似地，每一个真值函数都给出它所对应的命题公式的成真赋值，即使得函数值等于1的所有自变量的取值，以这些成真赋值对应的十进制数为脚码的极小项的析取正好表示这个真值函数，它也是这个真值函数所对应的所有公式的主析取范式.


  由以上分析可知，主析取范式有以下用途.


  1.判断两命题公式是否等值


  由于任何命题公式的主析取范式都是唯一的，因而若[image: ]，说明A与B有相同的主析取范式.反之，若A、B有相同的主析取范式，必有[image: ]例如
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  所以
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  2.判断命题公式的类型


  设A是含n个命题变项的命题公式，A为重言式，当且仅当A的主析取范式中含全部2n个极小项.A为矛盾式，当且仅当A的主析取范式中不含任何极小项，此时记A的主析取范式为0.当然，若A的主析取范式中至少含一个极小项，则A是可满足式.


  例1.15 判断下列命题公式的类型.
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  由以上推演可知，（1）为矛盾式，（2）为重言式，（3）为非重言式的可满足式.


  3.求命题公式的成真和成假赋值


  在上例（3）中，01、11是成真赋值，00、10是成假赋值.


  除了主析取范式外，还有其对偶形式，即主合取范式.为此先给出极大项的定义.


  定义1.16设有n个命题变项，若在简单析取式中每个命题变项与其否定有且仅有一个出现一次，则这样的简单析取式称为极大项.


  同极小项类似，在极大项中，命题变项与其否定通常按下角标或字典顺序排列.n个命题变项可产生2n个极大项，每个极大项对应一个二进制数.这个二进制数正好是该极大项的成假赋值，以它对应的十进制数作为该极大项符号的角码.


  例如，n=3时，有8个极大项，对应的二进制数（成假赋值）、角码及名称如下：
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  定义1.17如果公式A的合取范式中的简单析取式全是极大项，则称该合取范式为主合取范式.


  定理1.4 任一命题公式都有唯一的主合取范式.


  求命题公式A的主合取范式与求主析取范式的步骤类似，也是先求出合取范式A′.若A′的某简单析取式B中不含命题变项pi，也不含其否定﹁pi，则将B展成如下形式：


  [image: ]


  例1.16求[image: ]的主合取范式.
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  其实，只要求出了命题公式A的主析取范式，就可以立即得到主合取范式，反之亦然.首先注意到极小项与极大项之间的关系：
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  设命题公式A中含n个命题变项，且设A的主析取范式中含k个极小项[image: ][image: ]则﹁A的主析取范式中必含其余的2n-k个极小项，设为即[image: ]
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  由此可得出由A的主析取范式求主合取范式的步骤如下.


  （1）求出A的主析取范式.


  （2）写出以A的主析取范式中没出现的极小项的角码为角码的极大项.


  （3）由这些极大项构成的合取式即为A的主合取范式.


  例如，A中含3个命题变项，主析取范式为
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  则主合取范式为
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  反之，也可以通过主合取范式立即得到主析取范式.通过主合取范式也可以判断公式之间是否等值，判断公式的类型（注意重言式的主合取范式中不含任何极大项，用1表示），求成假赋值（所含极大项角码的二进制表示）等.


  1.5 联结词全功能集


  在一个形式系统中，多少个联结词最“合适”呢？一般说来，在自然推理系统中，联结词集中的联结词可以多些，而公理系统中联结词集中的联结词越少越好.但联结词集中的联结词无论是多些还是少些，它必须能够具备表示所有真值函数的能力.具有这样性质的联结词集叫全功能集.


  定义1.18设S是一个联结词集合，如果任一真值函数都可以用仅含S中的联结词的命题公式表示，则称S为全功能集.


  定理1.5[image: ]都是联结词全功能集•


  证明正如前面已经指出的那样，每一个真值函数都可以用一个主析取范式表示，而主析取范式中只使用联结词﹁，∧和∨，故{﹁，∧，∨}是联结词全功能集.


  为了证明{﹁，∨}是全功能集，只需证明可以用﹁和∧代替∨.事实上，故得证{﹁，∧}是全功能集.
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  类似地，[image: ]故{﹁，∨}是全功能集.


  又[image: ]因为{﹁，∨}是全功能集，故{﹁，→}也是全功能集.


  除上面介绍的5种基本联结词外，下面再给出在逻辑设计中常用的2种联结词.


  定义1.19设p、q为两命题，复合命题“p与q的否定”称为p与q的与非式，记作p↑q，即[image: ]↑称作与非联结词.


  复合命题“p或q的否定”称作p与q的或非式，记作p↓q，即[image: ]↓称作或非联结词.


  根据定义，p↑q为真当且仅当p、q不同时为真；p↓q为真当且仅当p、q同时为假.


  ↑和↓与﹁，∧，∨有下述关系：
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  类似地，
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  由上述关系与定理1.5，可得定理1.6.


  定理1.6 {↑}，{↓}是联结词全功能集.


  显然，任何包含全功能集的联结词集合都是全功能集，如{﹁，∧，∨，→，}、{﹁，∧→}、{﹁，↑}等都是全功能集.可以证明{∧，∨}不是全功能集，进而{∨}、{∧}等不是全功能集.


  例1.17将公式p∧﹁q化成只含下列各联结词集中的联结词的等值的公式.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  1.6 组合电路


  可以用电子元件物理实现逻辑运算，用这些元件组合成的电路物理实现命题公式，这就是组合电路.实现∧、∨、﹁的元件分别叫做与门、或门、非门.与门有2个（或2个以上）输入，每个输入是1个真值，有1个输出，输出它的所有输入的合取.或门也有2个（或2个以上）输入，每个输入是一个真值，有1个输出，输出它的所有输入的析取.非门只有1个输入，输入是1个真值，有1个输出，输出它的输入的否定.它们的图形符号如图1-1所示.


  
    [image: ]

    图 1-1

  


  例如，产生输出[image: ]的电路如图l-2（a）所示，也可以画成图l-2（b）的样子，避免了线的交叉.


  
    [image: ]

    图 1-2

  


  例1.18 楼梯有一盏灯由上下2个开关控制，要求按动任何一个开关都能打开或关闭灯.试设计一个这样的线路.


  解用x、y分别表示这2个开关的状态，开关的2个状态分别用1和0表示.用F表示灯的状态，打开为1，关闭为0.不妨设当2个开关都为0时灯是打开的.根据题目的要求，开关的状态与灯的状态的关系如表1-8所示.表1-8是一张真值表，也是一个真值函数.根据它可以写出F的主析取范式：


  [image: ]


  根据这个公式，控制楼梯电灯的组合电路如图1-3所示.


  设计组合电路时，首先像例1.19那样构造一个输入输出表，给出所有可能的输入与对应的输出，这实际上是一个真值函数.根据这个表可以写出表示这个真值函数的主析取范式，从而设计出需要的组合电路.但是在主析取范式中可能包含许多不必要的运算，使得组合电路中使用许多不必要的元件.例如，考虑一个组合电路，当且仅当x=y=z=1或x=y=1且z=0时输出1.这个输出的主析取范式为[image: ]如果直接按照这个公式设计电路，需要用4个与门，1个或门和1个非门.实际上，[image: ][image: ]只需要一个与门就行了.因此，需要对主析取范式进行化简，以使得公式中包含尽可能少的运算.这种包含最少运算的公式称作最简展开式.化简的方法如下.


  
  表 1-8
[image: ]


  
    [image: ]

    图 1-3

  


  奎因-莫可拉斯基方法


  （1）合并简单合取式生成所有可能出现在最简展开式中的项.合并的方法如下：首先列出主析取范式中所有极小项的角码的二进制表示.2个极小项可以合并当且仅当它们的角码的二进制表示恰好有一位不同.如，101与001，对应地[image: ][image: ]把合并后的结果记作-01.合并每一对可以合并的极小项，这只需要考虑角码二进制表示中1的个数相差1的一对极小项.接下去合并刚才合并得到的结果.同样地，2项可以合并当且仅当恰好有一位一个是1、另一个是0，其余各位都相同，包含“-”在内.如，-01与-00可以合并成-0-，即[image: ]如此继续，直到不再能合并为止.最后得到的不能再合并的项就是所有可能在最简展开式中出现的项.


  例1.19 求下述公式的最简展开式：
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  解表1-9中列出了F中的7个极小项.表中的标记*表示该项已被合并，合并过程见表1-9（续），其中（3，5）与（6，7），（3，6）与（5，7）都合并成（3，5，6，7）.最后得到没有被合并过的4项（1，4），（2，4），（2，6）和（3，5，6，7），要从它们中选择构成最简展开式的项.


  
  表 1-9
[image: ]


  
  表 1-9（续）
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  （2）确定最简展开式中的项.经过上述步骤得到的项都是由原公式中的极小项合并而成的，称一个项覆盖合并成它的极小项.显然，最简展开式中的项必须覆盖原公式中所有的极小项.在这个前提下，还要使包含的运算符尽可能地少.


  继续例1.19的解，展开式中运算符的个数等于所选项中运算符数之和加项数减1.根据表1-10列出的被选项的情况，可以选择（1，4），（2，4）和（3，5，6，7），也可以选择（1，4），（2，6）和（3，5，6，7）.即最简展开式为或
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  表 1-10
[image: ]


  此外，除常用的与门、或门和非门外，还有实现↑的与非门和实现↓的或非门.由于{↑}和{↓}是全功能集，在组合电路中可以只使用与非门，也可以只使用或非门.当然’还可以根据需要设计各种功能的用于电路的元件.


  1.7 推理理论


  推理是从前提推出结论的思维过程，前提是指已知的命题公式，结论是指从前提出发应用推理规则推出的命题公式‘前提可多个，由前提[image: ]推出结论B的严格定义如下.


  定义1.20若[image: ]为重言式，则称[image: ]推出结论B的推理正确，B是[image: ]的逻辑结论或有效结论.称[image: ]为由前提[image: ]推出结论B的推理的形式结构.


  同用[image: ]表示[image: ]是重言式类似，用[image: ]表示A→B是重言式.因而，若由前提[image: ]推出结论B的推理正确，也记作
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  于是，判断推理是否正确就是判断一个蕴涵式是否是重言式，可以用真值表法、等值演算法、主析取范式法等方法.


  需要强调指出，推理正确不能保证结论一定正确，因为前提可能是错误的.当[image: ][image: ]中有为假的时[image: ]恒为真.只有在推理正确且前提也正确时，才能保证结论正确.在通常的数学证明中，前提总是正确的，因而得出的结论也正确.这是通常的数学证明与这里介绍的形式推理的区别.为了建立更严格的数学证明的推理理论，需要引入公理，这已超出本书的范围.


  例1.20 判断下面各推理是否正确.


  （1）如果天气凉快，小王就不去游泳.天气凉快.所以小王没去游泳.


  （2）如果我上街，我一定去新华书店.我没上街.所以我没去新华书店.


  解解上述类型的推理问题，应先将命题符号化，然后写出前提、结论和推理的形式结构，最后进行判断.


  （1）设p：天气凉快；q：小王去游泳.


  前提：p→﹁q，p.


  结论：﹁q.


  推理的形式结构为


  [image: ]


  判断（*）是否为重言式.用真值表法，如表1-11所示.


  
  表 1-11
[image: ]


  真值表的最后一列全为1，因而（*）是重言式.所以推理正确.


  （2）设p：我上街；q：我去新华书店.


  前提：p→q，﹁p.


  结论：﹁q.


  推理的形式结构为


  [image: ]


  用等值演算法


  [image: ]


  可见（**）不是重言式，所以推理不正确.


  下面介绍一种新的证明推理正确的证明方法——构造证明法.这种方法是按照给定的规则进行，其中有些规则建立在推理定律（即重言蕴涵式）的基础之上.


  重要的推理定律有以下8条：


  [image: ]


  证明是一个描述推理过程的命题公式序列，其中每个命题公式或者是已知的前提，或者是由前面的命题公式应用推理规则得到的结论.


  下面给出证明中常用的推理规则.


  （1）前提引入规则：在证明的任何一步，都可以引入前提.


  （2）结论引入规则：在证明的任何一步，前面已经证明的结论都可作为后续证明的前提.


  （3）置换规则：在证明的任何步骤上，命题公式中的任何子命题公式都可以用与之等值的命题公式置换.例如，可用[image: ]置换p→q等.


  在以下推理规则中，用[image: ]表示B是[image: ]的逻辑结论，在证明的序列中，若已有A1，A2，…，Ak，则可以引入B.根据上述8条推理定律可得下面推理规则.


  （4）假言推理规则：[image: ]


  （5）附加规则：[image: ]


  （6）化简规则：[image: ]


  （7）拒取式规则：[image: ]


  （8）假言三段论规则：[image: ]


  （9）析取三段论规则：[image: ]


  （10）构造性二难规则：[image: ]


  （11）合取引入规则：[image: ]


  下面通过例题说明如何利用以上规则构造证明.


  例1.21构造下列推理的证明.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  例1.22 写出下面推理的证明.


  如果今天是星期一，则要进行英语或离散数学考试.如果英语老师有会，则不考英语.今天是星期一，英语老师有会.所以进行离散数学考试.


  解设p：今天是星期一.q：进行英语考试.r：进行离散数学考试.s：英语老师有会.


  [image: ]


  下面介绍在使用构造证明法时，常用的两种技巧.


  1.附加前提证明法


  有时要证明的结论以蕴涵式的形式出现，即推理的形式结构为


  [image: ]


  对（*）进行等值演算得


  [image: ]


  在（**）中，原来结论中的前件A已经变成前提了，称A为附加前提.如果能证明（**）为重言式，则（*）也为重言式.称这种将结论中的前件作为前提证明后件是有效结论的证明法为附加前提证明法.


  例1.23 用附加前提证明法证明下面推理.


  [image: ]


  由附加前提证明法可知，推理正确.


  2.归谬法


  设A，，A2，...，Ak是k个命题公式.若[image: ]是可满足式，则称[image: ]是相容的.否则（即[image: ]是矛盾式）称A1，A2，…，Ak是不相容的.


  由于


  [image: ]


  因而，若[image: ]与﹁B不相容，则说明B是公式A1，A2，…，An的逻辑结论.这种将﹁B作为附加前提推出矛盾的证明方法称为归谬法.请见例1. 24.


  例1.24 构造下面推理的证明.


  [image: ]


  由⑨得出了矛盾，根据归谬法说明推理正确.


  1.8 题例分析


  例1.25～例1.29为选择题.


  例1.25 给定语句如下.


  （1） 15是素数.


  （2） 10能被2整除，3是偶数.


  （3）你下午有会吗？若无会，请到我这儿来！


  （4） 2x+3＞0.


  （5） 2是素数或是合数.


  （6）这个男孩真勇敢呀！


  （7）如果2+2= 6，则5是奇数.


  （8）只有4是偶数，3才能被2整除.


  （9）明年5月1日是晴天.


  （10）圆的面积等于半径的平方与π的乘积.


  以上10个语句中，是简单命题的为[image: ]，是复合命题的为[image: ]，是真命题的为[image: ]，假命题的为[image: ]，真值待定（真值客观存在，只是现在不知道）的命题是[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  分析（3）、（4）、（6）不是命题.（1）、（2）为假命题.（5）、（7）、（8）、（10）为真命题.（9）真值待定.


  （5）设p： 2是素数.p为真命题.q：2是合数.q是假命题.p∨q为真命题.


  （7）由于蕴涵式的前件为假，所以蕴涵式的真值为真.


  （8）设p：4是偶数.q：3能被2整除.命题符号化为[image: ]或q→p，因为q为假，所以q→p为真.


  例1.26 给定命题公式如下：


  [image: ]


  [image: ]


  在以上10个命题公式中，重言式的为[image: ]，矛盾式的为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  分析可用真值表法、等值演算法、主析取（主合取）范式等方法判断公式的类型.有时用直接观察的方法更方便些.例如，对于（1），p与q都为真必蕴涵p与q中至少有一个为真，故它是重言式.对于（10），一看即知111是成真赋值，其余的赋值均是成假赋值，因而它不是重言式，也不是矛盾式.


  例1.27给定命题公式如下：


  [image: ]


  该命题公式的主析取范式中含极小项的个数为[image: ]，主合取范式中含极大项的个数为[image: ]，成真赋值个数为[image: ]，成假赋值个数为[image: ].


  供选择的答案
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  分析先求主析取范式：


  [image: ]


  易知，主合取范式为，即


  [image: ]


  主析取范式中含3个极小项，极小项角码的二进制表示00、10、11为成真赋值.剩下的一个（即主合取范式中唯一的极大项的角码的二进制表示）01为成假赋值.


  例1.28公安人员审查一件盗窃案，已知的事实如下：


  （1）甲或乙盗窃了录音机；


  （2）若甲盗窃了录音机，则作案时间不能发生在午夜前；


  （3）若乙的证词正确，则午夜时屋里灯光未灭；


  （4）若乙的证词不正确，则作案时间发生在午夜之前；


  （5）午夜时屋里灯光灭了.


  盗窃录音机的是[image: ].


  供选择的答案


  A：①甲；②乙.


  答案 A：②.


  分析一首先将已查明的事实符号化.


  设p：甲盗窃录音机；


  q：乙盗窃录音机；


  r：作案时间发生在午夜前；


  s：乙的证词正确；


  t：午夜时灯光未灭.


  前提：[image: ]


  在本题中，结论没有确定，可是只有两种可能，不是p就是q，因而可根据已知前提进行推演，结论由推演结果来决定.


  [image: ]


  至此说明乙盗窃了录音机.


  分析二[image: ]值均为真，据此确定p和的值均为真，据此确定p和q的值，即求上述各式的合取式的成真赋值.


  [image: ]


  它的成真赋值是p=0，q=l，s=0，r=l，t=0.因此，结论是乙盗窃录音机.此外，还有下述结论：甲没有盗窃录音机，作案时间不是在午夜之前，乙在说谎，午夜时灯光已灭.


  例1.29给定命题公式[image: ]，该公式在全功能集{﹁，→}中的形式为[image: ]，在{﹁，∧}中的形式为[image: ]，在{﹁，∨}中的形式为[image: ]，在{↑}中的形式为[image: ]，在{↓}中的形式为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  [image: ]


  分析利用等值演算法消去指定联结词集中没有的联结词，其结果的形式可能不唯一，但在供选择的答案中均只有唯一的一式与[image: ]等值，所以容易找到正确答案.


  （1）在{﹁，→}中，


  [image: ]


  （2）在{﹁，A}中，


  [image: ]


  （3）在{﹁，∨}中，


  [image: ]


  （4）在{↑}中，由（2）


  [image: ]


  （5）在{↓}中，


  [image: ]


  例1.30设p：自然对数的底e是无理数.


  q：纽约是美国的首都.


  r：指南针是中国的四大发明之一.


  s：18有4个素因子.


  求下列各复合命题的真值：


  [image: ]


  [image: ]


  答案（1）、（2）的真值为1，（3）的真值为0.


  分析首先确定命题p、q、r、s的真值：p、r是真命题，美国的首都是华盛顿，而不是纽约，所以q是假命题，18有6个因子，其中只有2与3是素因子，所以s也是假命题.这样，p、q、r、s的真值分别为1、0、1、0，将其代入（1）、（2）、（3），得出（1）、（2）、（3）的真值分别为1、1、0，即（1）、（2）为真命题，（3）为假命题.


  例1.31 设p：4＜3，q：3＞2.将下面命题符号化，并讨论命题的真值.


  （1）只要4＜3，就有3＞2.


  （2）只要4＜3，就有3≤2.


  （3）只有4＜3，才有3＞2.


  （4）只有4＜3，才有3≤2.


  （5）除非4＜3，否则3＞2.


  （6）4≥3仅当 3≤2.


  （7） 4＜3当且仅当3＞2.


  [image: ]


  分析本题考查对蕴涵联结词以及“如果p，则q”（符号化为p→q）的不同表述的理解. p→q的逻辑关系为q是p的必要条件，p是q的充分条件，可以有多种不同的叙述形式.如


  [image: ]


  等，它们的符号化形式都为p→q.遇到具体问题要具体分析，找出准确的符号化形式.


  在本题中，p是假命题，q是真命题.


  （1）q是p的必要条件，符号化为p→q，真值为1（因为前件为假）.


  （2）﹁q是p的必要条件，符号化为[image: ]真值当然也是1.


  （3）在此句中，p成了q的必要条件，所以，符号化为q→p，因为前件真，后件假，真值为0.


  （4） p成了﹁q的必要条件，因而符[image: ]为假命题，故[image: ]的真值为1.


  [image: ]”，这说明p为﹁q的必要条件，所以符号化为[image: ]


  （5）此句为“除非p，否则这句话又可说成“如果﹁p，则q.”，故又可符号化为[image: ]两者等值，真值为1.


  （6）﹁q是﹁p的必要条件，符号化为[image: ]或q→p）.因为前件为真，后件为假，所以真值为0.


  （7）p与q互为充要条件，所以符号化为p q，真值显然为0.


  例1.32 设A是含n个命题变项的公式，下面4个结论中，哪个（些）是错误的？


  C1）若A的主析取范式中含2n个极小项，则A是重言式.


  （2）若A的主合取范式中含2n个极大项，则A是矛盾式.


  （3）若A的主析取范式中不含任何极小项，则A的主析取范式为0.


  （4）若A的主合取范式中不含任何极大项，则A的主合取范式为0.


  答案（4）的结论是错误的，其余均正确.


  分析（1）与（2）的结论显然是正确的.下面说明（3）正确，而（4）不正确.


  若A的主析取范式中不含任何极小项，说明A无成真赋值，所以A为矛盾式，因而规定矛盾式的主析取范式为0是合理的，保证任何命题公式都存在并且是唯一的与之等值的主析取范式.所以（3）正确.


  若A的主合取范式中不含任何极大项，说明A无成假赋值，因而A为重言式，重言式怎能与0等值呢？它只能与1等值，因而规定重言式的主合取范式为1，这也保证了任何命题公式都存在唯一的主合取范式与之等值.所以（4）是错误结论.犯此错误的人不在少数.


  例1.33 已知命题公式A含3个命题变项，其成真赋值为000、010、100、110，求A的主析取范式与主合取范式.


  答案主析取范式为[image: ]


  主合取范式为[image: ]


  分析公式的每个成真赋值对应主析取范式中的唯一的一个极小项，该极小项的名称的下角标为该成真赋值的十进制表示，A的成真赋值的十进制表示，分别为0、2、4、6，所以，[image: ]的主析取范式.


  剩下的001、011、101、111为A的成假赋值，它们对应的极大项的下角标分别为1、3、5、7，所以[image: ]的主合取范式.


  习题


  1.1判断下列语句是否为命题，若是命题请指出是简单命题还是复合命题.


  （1）[image: ]是无理数.


  （2） 5能被2整除.


  （3）现在开会吗？


  （4） x+5＞0.


  （5）这朵花真好看呀！


  （6） 2是素数当且仅当三角形有3条边.


  （7）雪是黑色的当且仅当太阳从东方升起.


  （8） 2080年10月1日天气晴好.


  （9）太阳系以外的星球上有生物.


  （10）小李在宿舍里.


  （11）全体起立！


  （12） 4是2的倍数或是3的倍数.


  （13） 4是偶数且是奇数.


  （14）李明与王华是同学.


  （15）蓝色和黄色可以调配成绿色.


  1.2将上题中的命题符号化，并讨论它们的真值.


  1.3判断下列各命题的真值.


  （1）若 2 + 2 = 4，则 3 + 3 = 6.


  （2）若 2 + 2 = 4，则 3 + 3≠6.


  （3）若 2 + 2≠4，则 3 + 3 = 6.


  （4）若 2+2≠4，则 3 + 3≠6.


  （5） 2 + 2 = 4 当且仅当 3 + 3 = 6.


  （6） 2 + 2 = 4当且仅当3 + 3≠6.


  （7） 2 + 2乒4当且仅当3 + 3 = 6.


  （8） 2 + 2≠4当且仅当3 + 3≠6.


  1.4将下列命题符号化，并讨论其真值.


  （1）如果今天是1号，则明天是2号.


  （2）如果今天是1号，则明天是3号.


  1.5将下列命题符号化.


  （1） 2是偶数又是素数.


  （2）小王不但聪明而且用功.


  （3）虽然天气很冷，老王还是来了.


  （4）他一边吃饭，一边看电视.


  （5）如果天下大雨，他就乘公共汽车上班.


  （6）只有天下大雨，他才乘公共汽车上班.


  （7）除非天下大雨，否则他不乘公共汽车上班.


  （8）不经一事，不长一智.


  1. 6设p、q的真值为0、r、s的真值为1，求下列各命题公式的真值.
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  1.7判断下列命题公式的类型，方法不限.


  [image: ]


  1.8 用等值演算法证明下列等值式.


  [image: ]


  1.9 用等值演算法判断下列公式的类型.


  [image: ]


  1.10已知真值函数F、G、H、R的真值表如表1-12所示.分别给出用下列联结词集合中的联结词表示的与F、G、H、R等值的一个命题公式.


  [image: ]


  
  表 1-12
[image: ]


  1.11设A、B、C为任意的命题公式.


  （1）已知问[image: ]吗？


  （2）已知问[image: ]吗？


  （3）已知问[image: ]吗？


  1. 12求下列命题公式的主析取范式、主合取范式、成真赋值、成假赋值.


  [image: ]


  1.13通过求主析取范式判断下列各组命题公式是否等值.


  [image: ]
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  1.14 一个排队线路，输入为A、B、C，其输出分别为FA、FE、FC.在同一时间内只能有—个信号通过.如果同时有两个或两个以上信号通过时，则按A、B、C的顺序输出.例如，A、B、C同时输入时，只能有输出.写出FA、FB、FC的逻辑表达式，并化成全功能集{↓}中的表达式.


  1.15某勘探队有3名队员.有一天取得一块矿样，3人的判断如下：


  甲说：这不是铁，也不是铜；


  乙说：这不是铁，是锡；


  丙说：这不是锡，是铁.


  经实验室鉴定后发现，其中一人两个判断都正确，一个人判对一半，另一个人全错了.根据以上情况判断矿样的种类，并指出谁的判断全对？谁的判断对一半？谁的判断全错？


  1.16有一盏灯由3个开关控制，要求按任何一个开关都能使灯由亮变黑或由黑变亮.试设计一个这样的组合电路.


  1.17输入输出的关系如表1-13和表1-14所示，试写出实现它们的组合电路的合式公式，并用奎因-莫可拉斯基方法化简.(1)


  
  表 1-13
[image: ]


  
  表 1-14
[image: ]


  1.18 判断下列推理是否正确.先将命题符号化，再写出前提和结论，然后进行判断.


  （1）如果今天是1号，则明天是5号.今天是1号.所以明天是5号.


  （2）如果今天是1号，则明天是5号.明天是5号.所以今天是1号.


  （3）如果今天是1号，则明天是5号.明天不是5号.所以今天不是1号.


  （4）如果今天是1号，则明天是5号.今天不是1号.所以明天不是5号.


  1.19构造下面推理的证明.


  [image: ]


  1.20判断下述推理是否正确，并证明你的结论.如果他是理科学生，他必学好数学.如果他不是文科学生，他必是理科学生.他没学好数学.所以他是文科学生.


  以下各题是选择题.题目要求是从供选择的答案中选出填入叙述中的方框[image: ]内的正确答案.


  1.21 给定命题公式如下：


  [image: ]


  上述公式的成真赋值为[image: ]，成假赋值为[image: ]，公式的类型为[image: ].


  供选择的答案


  A：①无；②全体赋值；③010，100，101，111；④010，100，101，110，111.


  B：①无；②全体赋值；③000，001，011；④000，010，110.


  C：①重言式；②矛盾式；③可满足式.


  1.22给定命题公式如下：


  [image: ]


  上述公式的主析取范式中含极小项的个数为[image: ]，主合取范式中含极大项的个数为[image: ]，成真赋值为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  1.23 给定下列3组前提.


  [image: ]


  [image: ]


  上述各前提中，（1）的逻辑结论（有效结论）为[image: ]，（2）的逻辑结论为[image: ]，（）的逻辑结论为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  第二章一阶逻辑


  在命题逻辑中，命题是命题演算的基本单位.命题只是一种比较简单的陈述，常常不足以表现人们想要表达的内容，因而甚至无法处理一些简单而又常见的推理.例如，在命题逻辑中，对著名的“苏格拉底三段论”就无法证明其正确性.这个三段论说：


  凡是人都要死的.


  苏格拉底是人.


  所以苏格拉底是要死的.


  在命题逻辑中，只能用p、q、r表示以上3个命题，上述推理可表成[image: ]这个命题公式不是重言式，可是凭人们的直觉上述论断是正确的.原因是在命题逻辑中，只能把“凡是人都要死的”作为一个简单命题，而失去了它的内在含义.这就是命题逻辑的局限性.为了表达出这句话的内在含义，还需要进一步区分“凡是”、“人”、“是要死的”，这就是一阶逻辑所研究的内容，一阶逻辑也称谓词逻辑.


  2.1 一阶逻辑基本概念


  先来仔细分析一下“凡是人都要死的”这句话，它由3部分组成，“凡是”是所有的、每一个的意思.所有的什么呢？这里说的是“人”这个特殊的对象.而“是要死的”是一种性质.这句话的意思是所有的这种对象都有这种性质.为了能够形式化地描述这些，在一阶逻辑中引入了量词、个体词和谓词3个新的概念.首先介绍个体词和谓词.个体词是指可以独立存在的客体，它可以是一个具体的事物，也可以是一个抽象的概念.例如，李明、人、玫瑰花、黑板、自然数、[image: ]、思想、定理等都可以作为个体词.而谓词是用来刻画个体词的性质或个体词之间关系的词.在下面3个简单命题中：


  [image: ]是无理数.


  王宏是程序员.


  小李比小赵高2厘米.


  [image: ]”、“王宏”、“小李”、“小赵”都是个体词.而“……是无理数”、“……是程序员”、“……比……高2厘米”都是谓词.前两个谓词是表示个体词性质的，而后一个谓词表示个体词之间的关系.


  表示具体的或特定的个体的词称为个体常项，一般用小写的英文字母a，b，c，…表示.表示抽象的，或泛指的个体的词称为个体变项，常用小写英文字母x，y，z，…表示.个体变项的取值范围称为个体域（或论域）.个体域可以是有限的集合，例如，{l，2，3，4}、{a，b，c}、{计算机，2，狮子}，也可以是无限的集合，例如，自然数集合、实数集合等.特别是，当无特殊声明时，个体域由宇宙间的一切事物组成，称为全总个体域.


  称表示具体性质或关系的谓词为谓词常项，用大写英文字母F，G，H，…表示，例如，用F表示“……是无理数”.表示抽象的或泛指的谓词称为谓词变项，也用F，G，H…表示.F、G、H等表示的是谓词常项还是变项可以根据上、下文确定.个体变项x具有性质F，记作F（x）.个体变项x、y具有关系L，记作L（x，y）.也把这种个体变项和谓词的联合体F（x）、L（x，y）等称为谓词.这与数学中称函数f和函数f（x）一样.若F（x）表示“x是无理数”， L（x，y）表示“x比y高2厘米”，a表示[image: ]，b表示小李，c表示小赵，则F（a）表示“[image: ]是无理数”，L（b，c）表示“小李比小赵高2厘米”.


  谓词中包含的个体词数称为元数.含个个体词的谓词称为n元谓词.一元谓词是表示个体词性质的.当n≥2时，n元谓词表示个体词之间的关系.一般说来，用P（x1， x2，…，xn）表示n元谓词，它是以个体变项的个体域为定义域，以{0，1}为值域的n元函数，在这里n个个体变项的顺序不能随意改动.一般说来，谓词[image: ]不是命题，它的真值无法确定，要想使它成为命题，必须指定某一谓词常项代替P，同时还要用n个个体常项代替n个个体变项.例如，L（x，y）是一个2元谓词，它不是命题.当令L（x，y）表示“x小于y”之后，该谓词中的谓词部分已为常项，但它还不是命题.当取a为2，b为3时， L（a，b）才是命题，并且是真命题.当取c为2，d为1时，L（c，d）为假命题.不带个体变项的谓词称为0元谓词，例如，上述的L（a，b）、L（c，d）等都是0元谓词.0元谓词常项都是命题.简单命题都可以用0元谓词常项表示，因而可将命题看成谓词的特殊情况.命题逻辑中的联结词在一阶逻辑中均可应用.


  例2.1将下列命题用0元谓词符号化.


  （1） 2是素数且是偶数.


  （2）如果2大于3，则2大于4.


  （3）如果张明比李民高，李民比赵亮高，则张明比赵亮高.


  解（1）设F（x）：x是素数.


  G（x）：x是偶数.


  a：2.


  则命题符号化为


  [image: ]


  （2）设L（x，y）：x大于y.


  [image: ]


  则命题符号化为


  [image: ]


  （3）设H（x，y）：x比y高.


  [image: ]


  则命题符号化为


  [image: ]


  除了个体词和谓词外，还需要表示数量的词，称表示数量的词为量词.量词有全称量词和存在量词两种.


  1.全称量词


  对应日常语言中的“一切”，“所有的”，“任意的”等词，用符号表示.[image: ]表示对个体域[image: ]表示个体域里的所有个体都有性质F.里的所有个体.


  2.存在量词


  对应日常语言中的“存在着”，“有一个”，“至少有一个”等词，用符号表示.在个体域里的个体.[image: ]表示存[image: ]表示存在着个体域中的个体具有性质F.


  考虑下述两个命题的符号化.


  （1）所有的人都要死的.


  （2）有的人活百岁以上.


  在考虑符号化时必须先明确个体域.


  第一种情况，考虑个体域D为人类集合.


  （1）符号化为


  [image: ]


  这个命题是真命题.


  （2）符号化为


  [image: ]


  这个命题也是真命题.


  第二种情况，考虑个体域D为全总个体域.在这种情况下，（1）不能符号化为（2）也不能符号化为与原命题不符.[image: ]原因是，此时[image: ]，[image: ]表示宇宙间的一切事物都是要死的，这[image: ]表示在宇宙间的一切事物中存在百岁以上的，显然也没表达出原命题的意义.因而必须引入一个新的谓词，将人分离出来.在全总个体域的情况下，以上两命题可叙述如下.


  （1）对所有个体而言，如果它是人，则它是要死的.


  （2）存在着个体，它是人并且活百岁以上.


  于是，引入一个新的谓词M（x）：x是人.称这个谓词为特性谓词.有了特性谓词后，


  （1）可符号化为


  [image: ]


  （2）符号化为


  [image: ]


  在使用量词时，应注意以下6点.


  （1）在不同的个体域中，命题符号化的形式可能不一样.


  （2）如果事先没有给出个体域，都应以全总个体域为个体域.


  （3）在引入特性谓词后，使用全称量词与存在量词符号化的形式是不同的，请注意上面（*）、（**）两种形式.


  （4）个体域和谓词的含义确定之后，n元谓词要转化为命题至少需要n个量词（关于这一点以后进一步讨论）.


  （5）当个体域为有限集时，如D={a1，a2，…，an}，由量词的意义可以看出，对于任意的谓词A（x），都有


  [image: ]


  这实际上是将一阶逻辑中命题公式转化为命题逻辑中的命题公式了.


  （6）多个量词同时出现时，不能随意颠倒它们的顺序.颠倒后可能与原来的含义完全不同.


  考虑命题：“对任意的x，存在y，使得x+y=5.”取个体域为实数集，这个命题符号化为


  其中，H（x，y）：x+y=5，这是个真命题.


  [image: ]


  但如果将量词的顺序颠倒，得


  [image: ]


  此式的含义为“存在y，使得对任意的x，都有x+y=5”，这与原来的意思完全不同了，并且它是假命题.可见量词的顺序不能随意颠倒.


  例2.2在一阶逻辑中将下面命题符号化.


  （1）凡有理数均可表成分数.


  （2）有的有理数是整数.


  要求：（a）个体域为有理数集合.


  （b）个体域为实数集合.


  （c）个体域为全总个体域.


  解（a）不用引入特性谓词.


  （1）[image: ]其中F（x）：x可表成分数.


  （2）[image: ]其中 G（x）：x是整数.


  （b）引入特性谓词：R（x）：x是有理数.


  （1）[image: ]其中F（x）：x可表成分数.


  （2）[image: ]，其中G（x）：x是整数.


  （c）同（b）.


  在各个体域中，以上命题均为真命题.


  例2.3将下列命题符号化.


  （1）对所有的x，均有x2-l=（x+1）（x-l）.


  （2）存在x，使得x+5= 2.


  要求：（a）个体域为自然数集合.


  （b）个体域为实数集合.


  解（a）不需引入特性谓词.
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  （1）为真命题，（2）为假命题.


  （b）（1）、（2）符号化形式同上，但此时（1）、（2）均为真命题.


  例2.4在一阶逻辑中将下面命题符号化.


  （1）凡偶数均能被2整除.


  （2）存在着偶素数.


  （3）没有不吃饭的人.


  （4）素数不全是奇数.


  解在本题中，没指定个体域，因而取个体域为全总个体域.
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  其中F（x）：x是偶数，G（x）：x能被2整除.


  [image: ]


  其中F（x）：x是偶数，G（x）：x是素数.


  [image: ]


  其中 M（x）：x是人，F（x）：x吃饭.


  本命题还可以如下叙述：所有的人都吃饭，因而又可符号化为


  [image: ]


  以后将证明①与②是等值的.


  其中F（x）：x是素数，G（x）：x是奇数.
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  本命题还可以如下叙述：有的素数不是奇数，因而又可符号化为


  [image: ]


  以后将证明③、④是等值的.


  本例中的几个命题的符号化很具有典型性，希望注意分析.


  以上各例中，涉及的谓词都是一元谓词，下面给出多元谓词的例子.


  例2.5在一阶逻辑中将下列命题符号化.


  （1）所有的人都不一样高.


  （2）每个自然数都有后继数.


  （3）有的自然数无先驱数.


  自然数n的后继数为n+ 1，n= 0，1，2，….自然数n的先驱数为n-1，n=1，2，….


  解因为题目中没指明个体域，因而使用全总个体域.


  （1）符号化为


  [image: ]


  或者


  [image: ]


  其中M（x）：x是人，H（x，y）：x≠y（x与y不是同一个人），L（x，y）：x与y一样高.


  [image: ]


  其中F（x）：x是自然数，H（x，y）：y是x的后继数.


  [image: ]


  其中F（x）：x是自然数，L（x，y）：y是x的先驱数.


  （2）、（3）也可不使用2元谓词，请读者考虑.


  2.2 一阶逻辑合式公式及解释


  2.1节初步介绍了一阶逻辑命题符号化的有关概念及方法.为了使符号化能更准确和规范以及正确进行谓词演算和推理，必须给出一阶逻辑中合式公式严格的形式定义.为此先给出本书中使用的字母表.


  定义2.1字母表如下：


  （1）个体常项：[image: ]


  （2）个体变项：[image: ]


  （3）函数符号：[image: ]


  （4）谓词符号：[image: ]


  （5）量词符号：[image: ]


  （6）联结词符：[image: ]


  （7）括号和逗号：[image: ]


  定义2.2项的递归定义如下：


  （1）个体常项和变项是项；


  （2）若[image: ]是任意n元函数，[image: ]是项，则[image: ]也是项；


  （3）只有有限次地使用（1）、（2）生成的符号串才是项.


  [image: ]等都是项，[image: ][image: ]等也都是项.


  定义2.3 设[image: ]是任意的n元谓词[image: ]是项，则称[image: ][image: ]为原子公式.


  定义2.2和定义2.3中φ和R都不是字母表中的符号，它们分别代表任意的函数和任意的谓词，这与在第1章中用A、B等表示任意的命题公式一样.


  定义2.4合式公式的定义如下：


  （1）原子公式是合式公式；


  （2）若A是合式公式，则（﹁A）也是合式公式；


  （3）若A、B是合式公式，则（A∧B）、（A∨B）、（A→B）、[image: ]也是合式公式；


  （4）若A是合式公式，则[image: ]也是合式公式；


  （5）只有有限次地应用（1）～（4）构成的符号串才是合式公式.


  在一阶逻辑中合式公式又称为谓词公式，简称为公式.为简单起见，合式公式的最外层括号可以省去.


  例2.1～例1.5中，各命题符号化结果都是合式公式.


  定义2.5 在合式公[image: ]中，称x为指导变项，称A为相应量词的辖域.在辖域中，x的所有出现称为约束出现（即x受相应量词指导变项的约束），A中不是约束出现的其他变项的出现称为自由出现.


  例2.6指出下列各合式公式中的指导变项、量词的辖域、个体变项的自由出现和约束出现.


  [image: ]


  解（1）在整个公式中，x是指导变项，V的辖域为[image: ]，x的2次出现都是约束出现.在[image: ]中，y为指导变项，的辖域为H（x，：y），y是约束出现. H（x，y）中的x也是约束出现，但它受前面[image: ]的约束.


  （2）在[image: ]中，x是指导变项，的辖域为F（x），x是约束出现.G（x，y）中，x、y都是自由出现.在整个公式中，x的第一次出现是约束出现，第二次出现是自由出现，y是自由出现.


  （3）在整个公式中，x是指导变项，第一个[image: ].在[image: ]中，y是指导变项，量词的辖域为H（x，y，z）.x的2次出现都是约束出现， y的第一次出现是自由出现，第二次出现是约束出现，z的2次出现都是自由出现.


  今后，用A（x）表示x是自由出现的任意的公式，例如，A（x）可以表示F（x）→G（x）、[image: ]等.若在A（x）前加上[image: ]就成为约束出现的个体变项了.类似地，用A（x，y）表示x、y是自由出现的公式，如[image: ]等.而[image: ]中，x成为约束出现的变项，y仍为自由出现的变项.而在[image: ]中，x、y都成为约束出现的变项了.反之，去掉[image: ]中的量词，所得A（x）、A（x，y），中的x、y成为自由出现的变项了.


  定义2.6 若公式A中无自由出现的个体变项，则称A是封闭的合式公式，简称闭式.


  例如[image: ]都是闭式.而[image: ][image: ]都不是闭式.


  在例2.6的（2）和（3）中看到，在一个合式公式中，可能有既约束出现又自由出现的个体变项，如例2. 6（2）中的x.其实，在这里x的2次出现实际上是2个不同的变项，只是用了同一个名字，如同2个人都叫张三一样.例2.6（3）中的y也一样.这就容易产生混淆.为了避免出现这种情况，很简单，给其中的一个改个名字，所有不同的变项都用不同的名字，名字相同的变项都是同一变项的不同出现.这样一来公式中就不会有既约束出现又自由出现的变项了.这就是下面的规则.


  换名规则将一个指导变项及其在辖域中所有约束出现替换成公式中没有出现的个体变项符号.


  例如，在例2. 6（2）中，利用换名规则，将指导变项x及它的第一次出现替换成z，得到


  [image: ]


  在例2.6（3）中，利用换名规则得到


  [image: ]


  在这两个公式中都不存在既是约束出现又是自由出现的个体变项.


  在命题逻辑中，讨论公式的恒真、恒假及可满足性只需考虑公式在所有可能的赋值下的取值.但是，在一阶逻辑中，由于引入了函数和谓词，情况变得十分复杂.为了进行类似的讨论，要给公式中出现的每一个个体常项符号、函数变项符号和谓词变项符号“赋值”，这就是解释.


  定义2.7 一个解释I由下面4部分组成.


  （1）非空个体域D；


  （2）给论及的每一个个体常项符号指定一个D中的元素；


  （3）给论及的每一个函数变项符号指定一个D上的函数；


  （4）给论及的每一个谓词变项符号指定一个D上的谓词.


  在使用解释I解释公式A时，采用指定的个体域D，并将A中的所有个体常项符号、函数变项符号及谓词变项符号分别替换成I中指定的元素、函数及谓词.


  例2.7 给定解释I如下：


  [image: ]


  在解释I下，求下列各式的真值.


  [image: ]


  解设（1）、（2）、（3）中公式分别为A、B、C.在解释I下：


  [image: ]


  例2.8给定解释N如下：


  （1）个体域DN为自然数集合；


  （2）a=0；


  （3）函数f（x，y）=x+y，g（x，y）=x·y；


  （4）谓词F（x，y）为 x=y.


  在解释N下，下面哪些公式为真？哪些公式为假？


  [image: ]


  [image: ]


  解在解释N下，公式分别化为：


  [image: ]


  从例2.7和例2.8中看出，在给定的解释下，有的公式真值确定，是一个命题；有的公式真值不确定，不是命题.然而对闭式来说，由于每个个体变项都受量词的约束，因而在任何解释下总表达一个意义确定的语句，即是一个命题.例2.8中，（1）～（4）都是闭式，它们在所给的解释下都是命题.对于非闭式的公式，如果进一步给每个自由出现的个体变项指定个体域中的一个元素，那么它也成为命题.


  给定解释I，对公式中每个自由出现的个体变项指定个体域中的一个元素称作在解释I下的赋值.


  例如，对例2.8（5）中的公式，取解释N下的赋值σ：σ（x）= 1，σ（y）=2，σ（z）=3，则在解释N和赋值σ下，该公式为1+ 2 = 2 + 3，这是假命题.若取赋值σ′：σ′（x）=1，σ′（y）=2，′（z）=l，则在解释N和赋值σ′下，该公式为1 + 2 = 2 + 1，这是真命题.


  在给定的解释和赋值下，任何公式都是命题.闭公式与赋值无关，只需要给定解释.


  定义2.8设A为一谓词公式，如果A在任何解释和该解释下的任何赋值下都为真，则称A为逻辑有效式（或称永真式）；如果A在任何解释和该解释下的任何赋值下都为假，则称A是矛盾式（或称永假式）；若至少存在一个解释和该解释下的一个赋值使A为真，则称A是可满足式.


  从定义可知，逻辑有效式是可满足式，但反之不真.


  与命题公式不同，由于公式的复杂性和解释的多样性，谓词公式的可满足性是不可判定的，即不存在一个可行的算法能够判断任一公式是否是可满足的.但对某些特殊情况可以判断其可满足性.


  定义2. 9 设A0是含命题变项[image: ]的命题公式[image: ]是n个谓词公式，用Ai处处代换pi（l≤i≤n），所得公式A称为A0的代换实例.


  [image: 例如，等都是p→q的代换实例.]


  可以证明：命题公式中的重言式的代换实例都是永真式，命题公式中的矛盾式的代换实例都是矛盾式.


  例2.9判断下列公式中哪些是逻辑有效式？哪些是矛盾式？


  [image: ]


  [image: ]


  解（1）这是闭式，只需要考虑解释.设I为任意的解释，其个体域为D.若后件[image: ]为假，即存在[image: ]使得F（x0）为假，则[image: ]为假，所以[image: ]为真.由I的任意性，得证原式是逻辑有效的.


  （2）易知p→（q→p）为重言式，而这个公式是该重言式的代换实例，因而是逻辑有效式.


  [image: （3）这个公式是的代换实例.而是矛盾式，所以它是矛盾式.]


  [image: （4）注意，中的y和中的x是自由出现.取解释I：个体域为自然数集N，F（x，y）：x≤y.取赋值在解释I和赋值σ1下，公式为，其值为真.再取赋值σ2：σ2（x）=1，σ1（y）=0.在解释I和赋值σ2下，公式为，其值为假.故这个公式是非逻辑有效式的可满足式.]


  （5）这是闭式，只需要考虑解释.取解释I如下：个体域为自然数集合N，F（x，y）为x=y.在这个解释I下，前件化为[image: ]，其值为真；而后件为[image: ]，其值为假.因而在此解释下，蕴涵式为假.这说明这个公式不是逻辑有效式.


  在上面的解释I中，将F（x，y）改为x≤y，得到一个新的解释I′.在I′下，蕴涵式的前件和后件都是真的，所以蕴涵式为真，说明这个公式也不是矛盾式.综上所述，这个公式是非逻辑有效式的可满足式.


  例2.8（5）也是非逻辑有效式的可满足式.在前面已经给出使其为假的解释N和赋值σ，使其为真的解释N和赋值σ′.


  2.3 一阶逻辑等值式与前束范式


  定义2.10设A、B是一阶逻辑中的两公[image: ]逻等辑有效式，则称A与B是


  [image: 值的，记作称为等值式.]


  由于重言式都是逻辑有效式，因而1.3节中给出的24个等值式及其代换实例都是一阶逻辑中的等值式.例如，


  [image: ]


  等都是等值的，即


  [image: ]


  还应该指出，使用换名规则所得公式与原来的公式是等值的.


  下面以定理的形式给出一阶逻辑中其他一些重要的等值式，它们的证明都略去.


  定理2.1量词否定等值式：


  [image: ]


  其中，A（x）是任意的公式.


  当个体域D是有限集时，定理2.1中的两个等值式是容易验证的.设[image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  定理2.2 量词辖域收缩与扩张等值式：


  [image: ]


  在以上各公式中，A（x）是含x自由出现的任意的公式，而B中不含有x的自由出现.


  当个体域D={a1，a2，…，an}时，以上各公式的验证也是容易的.下面验证（1）中的①.


  [image: ]


  类似可验证其余公式.另外注意，（1）、（2）中的③、④都可由①、②及定理2. 1推出.下面证明（1）中的③.


  [image: ]


  定理2.3 量词分配等值式：


  [image: ]


  人们称（1）为[image: ]对[image: ]的分配；称（2）为[image: ]对[image: ]的分配.注意[image: ]对[image: ]及[image: ]对[image: ]都不存在分配等值式.


  例2.10 证明：


  [image: ]


  证明取谓词公式F（x）、G（x）分别代替A（x）和B（x）只要证明下面两公式：


  [image: ]


  都不是逻辑有效式即可.


  取解释I为：个体域D为自然数集，F（x）为x是奇数，G（x）为x是偶数.此时，[image: ]为真，但[image: ]为假，于是①为假.因而①不是逻辑有效式.在同样解释下②也为假，从而②也不是逻辑有效式.


  定理2.4 下面两等值式成立：


  [image: ]


  其中A（x，y）是任意的含x、y自由出现的谓词公式.


  同命题逻辑类似，在一阶逻辑中也希望研究谓同公式的规范形式，这就是前束范式.


  定义2.11设A为一谓词公式，如果A具有如下形式：


  [image: ]


  则称A是前束范式.其中每个Qi（l≤i≤k）为[image: ]或[image: ]B为不含量词的谓词公式.


  例如，[image: ]等都是前束范式，而[image: ]等都不是前束范式.


  在一阶逻辑中，任何合式公式A都存在与其等值的前束范式，称这样的前束范式为公式A的前束范式.可利用2.2节中给出的换名规则以及定理2.1～定理2.3求A的前束范式.


  例2.11 求下列公式的前束范式.


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  公式的前束范式是不唯一的.例如[image: ]等也是（3）的前束范式.


  另外还应注意，一个公式的前束范式的各指导变项应是各不相同的，原公式中自由出现的个体变项在前束范式中还应是自由出现的.若发现前束范式中有相同的指导变项，或原来自由出现的个体变项变成约束出现的了，说明换名规则用得有错误或用得次数不够，应仔细进行检查，加以纠正.


  最后，回到本章开头提到的苏格拉底三段论“凡是人都要死的.苏格拉底是人.所以苏格拉底是要死的.“证明这个三段论是正确的.


  设F（x）：x是人.G（x）： x是要死的.a：苏格拉底.苏格拉底三段论可形式化为


  [image: ]


  要证这个蕴涵式为逻辑有效式.为此，只需证明在任何解释下当前件为真时，后件也为真.证明如下：


  设前件为真，即[image: ]与F（a）都为真.由于[image: ]为真，有F（a）→G（a）为真.由F（a）→G（a）与F（a）为真，根据假言推理得证G（a）为真.


  一阶逻辑的推理理论远比命题逻辑的推理理论复杂，这已超出本教材的范围•


  2.4 题例分析


  例2. 12～例2. 14为选择题.


  例2.12 （1）每列火车都比某些汽车快.


  （2）某些汽车比所有的火车慢.


  令 F（x）：x是火车.G（y）：y是汽车.


  H（x，y）：x比y快.


  （1）的符号化公式[image: ]（2）的符号化公式[image: ]


  供选择的答案


  [image: ]


  [image: ]


  在答案中，要求A、C的编号分别小于B、D的编号.


  [image: ]


  分析由定理2.2（2）中的④可知A、B的供选答案中[image: ]由定理2.2（1）中的②可知，C、D的供选答案中[image: ]


  例2.13 给定解释I如下：


  （1）个体域DI为整数集合；


  [image: ]


  [image: ]


  给定下面各公式：


  [image: ]


  在解释I和赋值σ下，上面7个公式中为真的为[image: ]，为假的为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  [image: ]


  分析在解释I下，上面7个公式分别化为从解释后的公式容易看出，（1）、（3）、（4）为真，而（2）、（5）、（6）、（7）为假.


  [image: ]


  [image: ]


  例2.14给定下面谓词公式：


  [image: ]


  上面11个公式中，逻辑有效式的为[image: ]，矛盾式的为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  分析（3）、（11）是命题逻辑中矛盾式的代换实例.易知（1）、（2）是逻辑有效式.（5）是量词否定等值式的代换实例.（6）是量词分配等值式中的一个逻辑有效蕴涵式.不难证明，（9）、（10）也是逻辑有效的.（4）、（7）、（8）既不是逻辑有效式，又不是矛盾式.它们都有使其为真的解释，又有使其为假的解释.


  例2.15 设F（x）：x是人.G（x）：x爱吃辣椒.有人给出命题“不是所有人都爱吃辣椒”的4种符号化形式：


  [image: ]


  哪个（些）是正确的？为什么？


  答案（2）与（4）是正确的.


  分析设该命题为A，﹁A的意思是“所有人都爱吃辣椒”.﹁A的符号化形式应为


  [image: ]


  因而A的符号化形式应为


  [image: ]


  A的另一种表述应为“有的人不爱吃辣椒”，符号化为


  [image: ]


  （2）与（4）是等值的：


  [image: ]


  将（1）翻译成自然语言为“不是所有事物都是爱吃辣椒的人”，（3）翻译成自然语言为“没有人爱吃辣椒”，这显然都与原意不符.


  例2.16有人说无法求公式[image: ]的前束范式，理由是两个量词的指导变元相同.他的理由正确吗？给出该公式的一个前束范式.


  答案他的理由不正确.[image: ]是该公式的一个前束范式.


  分析此人忘掉了“换名规则”.演算过程如下：


  [image: ]


  例2.17设个体域D={a，b}，在D中消去公式[image: ]中的量词时，甲、乙给出了不同的演算过程：


  [image: ]


  甲、乙的结果是等值的，显然乙的简单些，为什么会简单些？


  答案乙使用了量词辖域收缩等值式，缩小了[image: ]的辖域.


  分析在有限个体域内消去量词时，如果能将量词的辖域尽量缩小，能简化演算过程.


  习题


  2.1 在一阶逻辑中将下列命题符号化.


  （1）鸟都会飞翔.


  （2）并不是所有的人都爱吃糖.


  （3）有人爱看小说.


  （4）没有不爱看电影的人.


  2. 2在一阶逻辑中将下列命题符号化，并指出各命题的真值.个体域分别为


  （a）自然数集合N（N中含0）.


  （b）整数集合Z.


  （c）实数集合R.


  （1）对于任意的x，均有（x+l）2=x2+2x+l.


  （2）存在x，使得x+2=0.


  （3）存在x，使得5x=l.


  2.3在一阶逻辑中将下列命题符号化.


  （1）每个大学生不是文科生就是理科生.


  （2）有些人喜欢所有的花.


  （3）没有不犯错误的人.


  （4）在北京工作的人未必都是北京人.


  （5）任何金属都可以溶解在某种液体中.


  （6）凡对顶角都相等.


  2.4 将下列各式翻译成自然语言，然后在不同个体域中确定它们的真值.


  [image: ]


  个体域分别为


  （a）实数集合R.


  （b）整数集合Z.


  （c）正整数集合Z+.


  （d）R-{0}（非零实数集合）.


  2.5 （1）试给出解释I1，使得


  [image: ]


  在I1下具有不同的真值.


  （2）试给出解释I2，使得


  [image: ]


  在I2下具有不同的真值.


  2.6设解释R和赋值σ如下：DR是实数集，a=0，函数f（x，y）=x-y，谓词F（x，y）为[image: ]在解释R和赋值σ下，下列哪些公式为真？哪些为假？


  [image: ]


  [image: ]


  2.7给出解释I，使下面两个公式在解释I下均为假，从而说明这两个公式都不是逻辑有效式.


  [image: ]


  2.8试寻找一个闭式A，使A在某些解释下为真，而在另外一些解释下A为假.


  2.9 试给出一个非封闭的公式A，使得存在解释I，在I下，A的真值不确定，即A仍不是命题.


  2.10 设个体域D={a，b，c}，在D下验证量词否定等值式.


  [image: ]


  2.11在一阶逻辑中将下面命题符号化，并且要求只使用全称量词.


  （1）没有人长着绿色头发.


  （2）有的北京人没去过香山.


  2.12 设个体域D={a，b，c}，消去下列各公式中的量词.


  [image: ]


  2.13 设解释I为：个体域 D I={-2，3，6}，a=3，一元谓词 F（x）：x≤3，G（x）：x＞5，R（x）：x≤7.在I下求下列各式的真值.


  [image: ]


  2.14求下列各式的前束范式.


  [image: ]


  2.15求下列各式的前束范式.


  [image: ]


  题2. 16和题2. 17为选择题.题目要求是从供选择的答案中选出应填入叙述中的方框[image: ]的正确答案.


  2.16取个体域为整数集，给定下列各公式.


  [image: ]


  [image: ]


  在上面公式中，真命题的为[image: ]，假命题的为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  2.17 给定下列各公式.


  [image: ]


  [image: ]是（1）的前束范式，[image: ]是（2）的前束范式，[image: ]是（3）的前束范式.


  答案不止一个的，请全部给出来.


  供选择的答案


  [image: ]


  第三章集合的基本概念和运算


  3.1 集合的基本概念


  集合是不能精确定义的基本的数学概念.一般认为一个集合指的是一些可确定的、可分辨的事物构成的整体.对于给定的集合和事物'，应该可以断定这个特定的事物是否属于这个集合.如果属于，就称它为这个集合的元素.集合可以由各种类型的事物构成.例如，


  26个英文字母的集合；


  PASCAL语言中保留字的集合；


  坐标平面上所有点的集合；


  全体中国人的集合；……


  ……


  集合通常用大写的英文字母来标记.例如，N代表自然数集合（包括0），Z代表整数集合代表有理数集合，R代表实数集合，C代表复数集合.


  给出一个集合的方法有两种，一种是列出集合的所有元素，元素之间用逗号隔开，并把它们用花括号括起来.例如，


  [image: ]


  其中a是A的元素，记作a∈A.同样有b∈A，c∈A和d∈A，但e不是A的元素，可记作.另一种方法是用谓词概括该集合中元素的属性.集合


  [image: ]


  表示B由使P（x）为真的全体x构成.例如，


  [image: ]


  则 B={4，5，6}.


  一般来说，集合的元素可以是任何类型的事物，一个集合也可以作为另一个集合的元素.例如，集合


  [image: ]


  [image: ] b是A的元素{b，c}的元素，不是A的元素.可以用一种树形结构把集合和它的元素之间的关系表示出来.在每个层次上，都把集合作为一个结点，它的元素则作为它的儿子.这样，A集合的结构如图3-1所示.不难看出，A有4个儿子，所以A只有4个元素，而b、c和{d}都是A的元素的元素，但不是A的元素.


  在集合论中，人们还规定元素之间是彼此相异的，并且是没有次序关系的.例如，集合{3，4，5}、{3，4，4，4，5}和{5，3，4}都是同一个集合.


  
    [image: ]

    图 3-1

  


  下面考虑两个集合之间的关系.


  定义3.1设A、B为集合，如果B中的每个元素都是A中的元素，则称B为A的子集合，简称子集.这时也称B被A包含，或A包含B，记作[image: ]如果B不被A包含，则记作[image: ]包含的符号化表示为


  [image: ]


  [image: 例如，A={0，1，2}，B={0，1}，C={1，2}，则有但类似地有因为存在0，0∈B但]


  根据定义不难得到：对任何集合S，都有[image: ]


  定义3.2设A、B为集合，如果[image: ]，则称A与B相等，记作A=B.符号化


  表示为


  [image: ]


  如果A和B不相等，则记作A≠B.


  由以上定义可知，两个集合相等的充分必要条件是它们具有相同的元素.例如，


  [image: ]


  则 A=B.


  定义3.3设A、B为集合，如果[image: ]且B≠A，则称B是A的真子集，记作[image: ]


  如果B不是A的真子集，则记作[image: ]这时，或者[image: ]或者B=A.


  例如，{0，1}是{0，1，2}的真子集，但{1，3}和{0，1，2}都不是{0，1，2}的真子集.


  定义3.4不含任何元素的集合称作空集，记作0.空集可以符号化表示为


  [image: ]


  空集是客观存在的，例如，


  [image: ]


  是方程x2+l=0的实数解集.因为该方程没有实数解，所以[image: ]


  定理3.1空集是一切集合的子集.


  证明任给集合A，由子集定义有


  [image: ]


  右边的蕴涵式中因前件[image: ]为假，所以整个蕴涵式对一.切x为真，因此[image: ]为真.


  推论空集是唯一的.


  证明假设存在空集[image: ]，根据集合相等的定义得[image: ]


  例3.1 确定下列命题是否为真.


  [image: ]


  解（1），（3），（4）为真，（2）为假.


  由这个例题不难看出[image: ]的区别[image: ]中不含有任何元素，而[image: ]中有一个元素[image: ]所以[image: ]


  含有n个元素的集合简称n元集，它的含有m个（m≤n）元素的子集称作它的m元子集.任给一个n元集，怎样求出它的全部子集呢？举例说明如下.


  例3.2 A={a，b，c}，求A的全部子集.


  解将A的子集从小到大分类：


  0元子集，即空集，只有1个：∅.


  1元子集，即单元集，有[image: ]个：{a}，{b}＞，{c}.


  2元子集，有[image: ]个：{a，b），{a，c），{b，c）.


  3元子集，有[image: ]个：{a，b，c}.


  一般说来，对于n元集A，它的m（0≤m＜n）元子集有[image: ]个，所以不同的子集总数是


  [image: ]


  由二项式定理不难证明这个和是2n.所以，n元集有2n个子集.


  定义3.5 设A为集合，把A的全体子集构成的集合称作A的幂集，记作P（A）（或[image: ]符号化表示为


  [image: ]


  设 A={a，b，c}，由例3.2可知


  [image: ]


  不难看出，若A是n元集，则有P（A）有2n个元素.


  例3.3 计算以下幂集：


  [image: ]


  定义3.6在一个具体问题中，如果所涉及的集合都是某个集合的子集，则称这个集合为全集，记作E（或U）.


  全集是个有相对性的概念.由于所研究的问题不同，所取的全集也不同.例如，在研究平面解析几何的问题时可以把整个坐标平面取作全集；在研究整数的问题时，可以把整数集Z取作全集.


  3.2 集合的基本运算


  给定集合A和B，可以通过集合的并（∪）、交（∩）、相对补（一）、绝对补（～）和对称差[image: ]等运算产生新的集合.


  定义3.7设A、B为集合，A与B的并集A∪B、交集A∩B、B对A的相对补集A-B分别定义如下：


  [image: ]


  显然，A∪B由A或B中的元素构成，A∩B由A和B中的公共元素构成，A-B由属于A但不属于B的元素构成.例如，


  [image: ]


  则有


  [image: ]


  当两个集合的交集是空集时，称它们是不交的.上面例子中的B和C是不交的.


  把以上定义加以推广，可以得到n个集合的并集和交集，即


  [image: ]


  例如，


  [image: ]


  可以把n个集合的并和交简记为[image: ]


  [image: ]


  当n无限增大时，可以记为


  [image: ]


  定义3.8 设E为全集[image: ]A对E的相对补集为A的绝对补集，记作～A，即


  [image: ]


  因为E为全集，在所研究的问题中，任何集合的元素x都是E的元素，也就是说，x∈E是真命题.所以～A可以定义为


  [image: ]


  例如，


  [image: ]


  则


  [image: ]


  定义3.9设A、B为集合，则A与B的对称差是


  [image: ]


  例如，则有


  [image: ]


  [image: ]


  A与B的对称差还有一个等价的定义，即在上面的例子中用这种定义也可以得到同样的结果，即


  [image: ]
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  集合之间的相互关系和有关的运算可以用文氏图（John Venn）给予形象描述，文氏图的构造方法如下.


  首先画一个大矩形表示全集E，其次在矩形内画一些圆（或任何其他的适当的闭曲线），用圆的内部表示集合.在一般情况下，如果不特殊说明，这些表示集合的圆应该是彼此相交的.如果已知某两个集合是不交的，则表示它们的圆彼此相离.通常在图中画有阴影的区域表示新组成的集合.图3-2是一些文氏图的实例.


  
    [image: ]

    图 3-2

  


  任何代数运算都遵从一定的算律，集合运算也不例外.下面列出的是集合运算的主要算律，其中的A、B、C表示任意的集合.


  [image: ]
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  以上恒等式的证明主要用到命题演算的等值式.证明的基本思想是：欲证P=Q，即证


  [image: ]


  也就是要证对任意的x有


  [image: ]


  成立，把这两个式子合到一起就是


  [image: ]


  例3.4 证明式（3.17），即


  [image: ]


  证明对任意的x，


  [image: ]


  故


  [image: ]


  除了以上的算律以外，还有一些关于集合运算性质的重要结果.由于篇幅所限，有关的证明略去，仅把结论列在下面，供读者参考.


  [image: ]
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  式（3.27）建立了相对补运算和交运算之间的联系.可以利用它把相对补转变成交.请看例3. 5.


  例3.5 证明（A-B）∪B=A∪B.


  [image: ]


  式（3.28）给出了[image: ]的3种等价的定义，这不仅提供了证明两个集合之间包含关系的新方法，同时也可以用于集合公式的化简.


  [image: ]


  所以，原式是


  [image: ]


  例3.7设[image: ]证明[image: ]


  证明已知[image: ]由式（3.28）得B∩A=A.所以
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  再利用式（3.28）有


  [image: ]


  式（3.29）～式（3.33）是关于对称差运算的算律，前4条可通过对称差的定义加以证明，最后一条叫消去律，它的证明在例3.8中.


  [image: ]


  3.3 集合中元素的计数


  集合A={1，2，…，n}，它含有n个元素，可以说这个集合的基数是n，记作


  [image: ]


  所谓基数，是表示集合中所含元素多少的量.如果A的基数是n，也可以记为|A|=n，显然空集的基数是0[image: ]


  定义3.10 设A为集合，若存在自然数n（0也是自然数），使得|A|=card A=n，则称A为有穷集，否则称A为无穷集.


  例如，{a，b，c}是有穷集，而N、Z、Q、R都是无穷集.


  有穷集的基数很容易确定，而无穷集的基数就比较复杂了，这里不讨论这个问题.本节所涉及的计数问题是针对有穷集而言.让我们先看一个简单的例子.


  例3.9 有100名程序员，其中47名熟悉FORTRAN语言，35名熟悉PASCAL语言， 23名熟悉这两种语言.问有多少人对这两种语言都不熟悉？


  解设A、B分别表示熟悉FORTRAN和PASCAL语言的程序员的集合，则该问题可以用图3-3来表示.将熟悉两种语言的对应人数23填到A∩B的区域内，不难得到A-B和B-A的人数分别为


  [image: ]


  从而得到


  [image: ]


  所以，两种语言都不熟悉的有41人.


  使用文氏图可以很方便地解决有穷集的计数问题.首先根据已知条件把对应的文氏图画出来.一般来说，每一条性质决定一个集合，有多少条性质，就有多少个集合.如果没有特殊的说明，任何两个集合都是相交的.然后将已知集合的基数填入表示该集合的区域内.通常是从几个集合的交集填起，接着根据计算的结果将数字逐步填入其他空白区域内，直到所有区域都填好为止.


  例3.10求在1和1000之间不能被5或6，也不能被8整除的数的个数.


  解设1到1000之间的整数构成全集E，A、B、C分别表示其中可被5、6或8整除的数的集合.文氏图如图3-4所示.


  
    [image: ]

    图 3-3

  


  
    [image: ]

    图 3-4

  


  在A∩B∩C中的数一定可以被5、6和8的最小公倍数[5，6，8]= 120整除，即


  [image: ]


  其中[image: ]表示小于等于x的最大整数.然后将8填入A∩B∩C的区域内.


  同样可得


  [image: ]


  然后将33-8=25，25-8=17，41-8=33分别填入邻近的3块区域.


  最后计算


  [image: ]


  根据这些结果，剩下的区域就不难填出来了，从而得到


  [image: ]


  所以，不能被5、6和8整除的数有600个.


  除了使用文氏图的方法外，对于集合的计数还有一条重要的定理——包含排斥原理.下面介绍这个定理.


  设S是有穷集，P1和P2分别表示两种性质，对于S中的任何一个元素x，只能处于以下4种情况之一：只具有性质P1；只具有性质P2；具有P1和P2两种性质；两种性质都没有.令A1和A2分别表示S中具有性质P1和P2的元素的集合.为使表达式简洁，对任何集合B，用B代替～B.由文氏图不难得到以下公式：


  [image: ]


  这就是包含排斥原理的一种简单形式.


  如果涉及3条性质，包含排斥原理的公式则变成：


  [image: ]


  —般来说，设S为有穷集，P1，P2，…，Pm是m条性质.S中的任何一个元素x对于性质[image: ]具有或者不具有，两种情况必居其一.令Ai表示S中具有性质Pi的元素构成的集合，那么包含排斥原理可以叙述为定理3.2.


  定理3.2 S中不具有性质P1，P2，…，Pm的元素数是


  [image: ]


  证明等式左边是S中不具有性质P1，P2，…，Pm的元素数.我们将要证明：对S中的任何元素x，如果它不具有这m条性质，则对等式右边的贡献是1；如果x至少具有其中的一条性质，则对等式右边的贡献是0.


  设x不具有性质P1，P2，…，Pm，那么[image: ]，i= 1，2，…，m.对任何整数i和j，l≤i＜j≤m，都有[image: ][image: ]但是x∈S，所以在等式右边的计数中它的贡献是


  [image: ]


  设x具有n条性质，l≤n≤m，则x对|S|的贡献是1，即[image: ]项的贡献是[image: ]项的贡献是[image: ]对|A1∩A2∩…∩Am|项的贡献是[image: ].所以，x对等式右边计数的总贡献是


  [image: ]


  根据二项式定理不难得到上面式子的结果是0.


  推论在S中至少具有一条性质的元素数是


  [image: ]


  [image: ]


  将定理3. 2的结果代入即可得证.


  考虑例3.10，由包含排斥原理可得


  [image: ]


  这恰好与用文氏图所求得的结果是一致的.


  例3.11 某班有25个学生，其中14人会打篮球，12人会打排球，6人会打篮球和排球，5人会打篮球和网球，还有2人会打这3种球.而6个会打网球的人都会打另外一种球（指篮球或排球），求不会打这3种球的人数.


  解设会打排球、网球、篮球的学生集合分别为A、B和C，则有


  [image: ]


  现在求|A∩B|.因为会打网球的人都会打另外一种球，即篮球或排球.而其中会打篮球的有5人，那么另一个人肯定会打排球但不会打篮球.再加上会打3种球的2人，共有3人会打排球和网球.即|A∩B|=3.根据定理3.2有


  [image: ]


  例3.12 一个班里有50个学生，在第一次考试中有26人得5分，在第二次考试中有21人得5分.如果两次考试中都没得5分的有17人，那么两次考试都得5分的有多少人？


  解1 设A、B分别表示在第一次和第二次考试中得5分的学生的集合，那么有


  [image: ]


  由包含排斥原理有


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  有14人两次考试都得5分.


  解2画出文氏图，如图3-5所示.因为首先要填入A∩B中的人数正是题目所要求的，所以设它为x，然后填入其他区域中的数字，并列出方程如下：解得x=14.


  
    [image: ]

    图 3-5
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  例3.13求欧拉函数的值.


  欧拉函数φ是数论中的一个重要函数，在密码学中有着重要的应用.设n是正整数，φ（n）表示{0，l，…，n-1}中与”互素的数的个数.例如，φ（12）=4，因为与12互素的数有1， 5，7，11.这里认为φ（1）= 1.下面利用包含排斥原理给出欧拉函数的计算公式.


  给定正整数n，[image: ]为n的素因子分解式，令


  [image: ]


  那么


  [image: ]


  下面计算等式右边的各项.
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  根据包含排斥原理


  [image: ]


  例如，60=22×3×5，根据上述公式得


  [image: ]


  与6 0互素的正整数有 16 个，它们是 1，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，49，53，59.


  3.4 题例分析


  例3.14～例3.17为选择题.


  例3.14设F表示一年级大学生的集合，S表示二年级大学生的集合，R表示计算机科学系学生的集合，M表示数学系学生的集合，T表示选修离散数学的学生的集合，L表示爱好文学的学生的集合，P表示爱好体育运动的学生的集合，则下列各句子所对应的集合表达式分别是什么？


  （1）所有计算机科学系二年级的学生都选修离散数学.A[image: ]


  （2）数学系的学生或者爱好文学或者爱好体育运动.B[image: ]


  （3）数学系一年级的学生都没有选修离散数学.C[image: ]


  （4）只有一、二年级的学生才爱好体育运动.D[image: ]


  （5）除去数学系和计算机科学系二年级的学生外都不选修离散数学.E[image: ]


  供选择的答案


  [image: ]


  分析（1）计算机系二年级学生的集合为R∩S，选修离散数学的学生的集合为T，前者为后者的子集.


  （2）数学系学生的集合为M，爱好文学或爱好体育运动的学生的集合为L∪P，前者为后者的子集.


  （3）数学系一年级学生的集合为M∩F，选修离散数学学生的集合为T，这两个集合不交.


  （4）只有p才q，这种句型的逻辑含义是如果q则p.所以，这句话可解释为：爱好体育运动的学生一定是一、二年级的学生.爱好体育运动的学生构成集合P，一、二年级的学生构成集合F∪S，前者是后者的子集.


  （5）除去p都不q，这种句型的逻辑含义可解释为如果q则p.原来的句子就变成：选修离散数学的学生都是数学系和计算机科学系二年级的学生.所以[image: ]


  例3.15 设S1={1，2，…8，9}，S2={2，4，6，8}，S3={1，3，5，7，9}，S4={3，4，5}， S5={3，5}.确定在以下条件下X可能与S1，…，S5中哪个集合相等.


  [image: ]


  [image: ]


  供选择的答案


  A、B、C、D、E：①X=S2或S5；②X=S4或S5；③X=S1，S2或S4；④X与其中任何集合都不等；⑤X=S2；⑥X=S5；⑦X=S3或S5；⑧X=S2或S4.


  答案 A：⑤；B：⑥；C：③；D：⑦；E：④.


  分析（1）和S5不交的集合不含3和5，只能是S2.


  （2）只有S4和S5是S4的子集，但S4∩S2≠φ，所以，S5满足要求.


  （3）[image: ]意味着X中必含有偶数，S1、S2和S4中含有偶数并且都是S1的子集.


  （4）由X-S3=φ知[image: ]那么X可能是S3或S5.


  （5）由于[image: ]所以[image: ]矛盾.X与这5个集合中的任何一个都不相等.


  例3.16对24名科技人员进行掌握外语情况的调查.其统计资料如下：会英、日、德和法语的人数分别为13、5、10和9人.其中同时会英语和日语的有2人.同时会英语和法语，或者同时会英语和德语，或者同时会德语和法语两种语言的各有4人.会日语的人既不懂法语也不懂德语.由上述资料，知道在这24名人员中只掌握一门外语的人数：会英语的有[image: ]人，会法语的有[image: ]人，会德语的有[image: ]人和会日语的有[image: ]人.同时会英、德和法语3种语言的有[image: ]人.


  供选择的答案


  [image: ]


  分析解 1 文氏图法.


  令A、B、C、D分别表示会英、法、德、日语的人的集合.根据题意画出文氏图如图3-6所示.设同时会3种语言的有x人，只会英、法或德语一种语言的分别为y1、y2、y3人.将x、y1、y2和y3填入图中相应的区域中，然后依次填入其他区域的人数.


  
    [image: ]

    图 3-6

  


  请看图3-6.由图列出方程组如下：


  [image: ]


  将式①、式②和式③相加得


  [image: ]


  解得


  [image: ]


  再代入式①、式②和式③，解得


  [image: ]


  解2包含排斥原理法.


  由题意，只会日语的有5-2=3人.因此会英、法或德语的有24-3=21人.先不考虑会日语的人.设A、B、C分别表示会英、法、德语的人的集合，由已知条件有


  [image: ]


  令|A∩B∩C|=x.由包含排斥原理有


  [image: ]


  代入相应的数字解得|A∩B∩C|=1.从而得到


  [image: ]


  因为这6人中还有2人会日语，所以只会英语的人数应该是6-2 = 4.同理求得


  [image: ]


  例3.17设S、T、M是集合，图3-7给出5个文氏图.那么（a）、（b）、（c）、（d）和（e）图的阴影部分的区域所代表的集合表达式分别是[image: ]、[image: ]、[image: ]、[image: ]、[image: ].


  
    [image: ]

    图 3-7

  


  供选择的答案


  [image: ]


  分析可使用排除法.①是S∩M的子集，不是任何阴影区域的集合表达式.同理可知②、⑥、⑧和⑨也不符合题意.剩下的5个集合表达式显然分别对应于5个文氏图.根据每个表达式就不难找到相应的图了.


  例3.18设A、B、C为任意集合，判断下述命题是否恒真，如果恒真给出证明，否则举出反例.


  [image: ]


  答案


  （1）不是恒真.反例A={1，2}，B={1}，C={2}.


  （2）恒真.证明如下：


  [image: 假设B≠φ，则存在x∈B.若x∈A，则与矛盾.若则也与矛盾.]


  （3）恒真.证明如下：


  [image: ]


  （4）恒真.证明如下：


  [image: ]


  分析


  （1）在集合等式两边进行相同的集合运算，得到的结果仍旧是等式.例如，由B=C可以得到A∪B=A∪C、A∩B=A∩C、A-B=A-C等.但是逆过程不成立，即A∪B=A∪C不能推出B=C.同样地，A∩B=A∩C或者A-B=A-C也不能推出B=C.这说明集合的并、交和补运算不满足消去律.


  （2）这个命题的逆命题显然为真.因此该命题可以强化成：[image: ]这说明[image: ]算的单位元.关于单位元的概念将在第9章叙述.


  （2）、（3）和（4）涉及集合恒等式的证明.证明集合恒等式P=Q的主要方法有以下3种.


  方法1 命题演算法，相当于证明两个方向的包含，具体书写规范是


  任取x，然后证明


  [image: ]


  有时某个方向的包含是显然的结果，那么只需证明其中的一个方向.而当以上两个方向的推理互为逆过程时，可以将这两个过程合写成一个过程，即


  [image: ]


  在这种情况下，必须保证推理的每一步都是可逆的，即由左边可推出右边，同时由右边也可以推出左边.


  方法2 恒等变形法.本题（3）与（4）的证明使用了这种方法.使用恒等变形法必须熟悉集合恒等式和一些常用的结果，如A-B=A∩～B等.


  方法3 反证法.（2）的证明使用了这种方法.


  例3.19设A、B为集合，试确定下列各式成立的充分必要条件.


  [image: ]


  分析求解这类问题可能用到集合恒等式、不同集合之间的包含关系，以及文氏图等.具体求解过程可以说明如下.


  [image: ]


  化简得B=∅.再将这个结果代入已知等式得A=∅.从而得到必要条件A=B=∅.


  下面验证充分性.如果A=B=∅成立，则A-B=∅=B也成立.


  （2）充分性是显然的，下面验证必要性.由A-B=B-A得


  [image: ]


  从而有A=A∪B，即[image: ]同理可证[image: ]


  （3）充分性是显然的，下面验证必要性.由A∩B=A∪B得化简得A=A∪B，从而有[image: ]类似可以证明[image: ]


  [image: ]


  习题


  题3.1～题3.7是选择题，题目要求是从供选择的答案中选出应填入叙述中的•内的正确答案.


  3.1设F表示一年级大学生的集合，S表示二年级大学生的集合，M表示数学专业学生的集合，R表示计算机专业学生的集合，T表示听离散数学课学生的集合，G表示星期一晚上听音乐会的学生的集合，H表示星期一晚上很迟才睡觉的学生的集合，则下列各句子所对应的集合表达式分别是什么？


  （1）所有计算机专业二年级的学生在学离散数学课.A


  （2）这些且只有这些学离散数学课的学生或者星期一晚上去听音乐会的学生在星期一晚上很迟才睡觉.B


  （3）听离散数学课的学生都没听星期一晚上的音乐会.C


  （4）听音乐会的只是大学一、二年级的学生.D（5）除去数学专业和计算机专业以外的二年级学生都去听音乐会.E


  供选择的答案


  [image: ]


  [image: ]


  3.2设S表示某人拥有的所有的树的集合，M，N，T，P，，且M是珍贵的树的集合， N是果树的集合，T是去年刚栽的树的集合，P是在果园中的树的集合.下面是3个前提条件和2条结论.


  前提（1）所有的珍贵的树都是去年栽的.


  （2）所有的果树都在果园里.


  （3）果园里没有去年栽的树.


  结论（1）所有的果树都是去年栽的.


  （2）没有一棵珍贵的树是果树.


  则前提（1）、（2）、（3）和结论（1）的集合表达式[image: ]D.根据前提条件，两个结论中正确的是[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  3.3 设S={∅{1}，{1，2}}，则有


  [image: ]


  供选择的答案


  [image: ]


  3.4设S、T、M为任意的集合，且S∩M=φ.下面是一些集合表达式，每一个表达式与图3-8的某一个文氏图的阴影区域相对应.请指明这种对应关系.


  [image: ]


  
    [image: ]

    图 3-8

  


  供选择的答案


  [image: ]


  3.5对60个人的调查表明有25人阅读《每周新闻》杂志，26人阅读《时代》杂志，26人阅读《幸运》杂志，9人阅读《每周新闻》和《幸运》杂志，11人阅读《每周新闻》和《时代》杂志，8人阅读《时代》和《幸运》杂志，还有8人什么杂志也不阅读.那么阅读全部3种杂志的有A人，只阅读《每周新闻》的有B人，只阅读《时代》杂志的有C人，只阅读《幸运》杂志的有回D人，只阅读一种杂志的有E人.


  供选择的答案


  [image: ]


  3.6从1到300的整数中


  （1）同时能被3、5和7这3个数整除的数有A个.


  （2）不能被3、5，也不能被7整除的数有B个.


  （3）可以被3整除，但不能被5和7整除的数有C个.


  （4）可被3或5整除，但不能被7整除的数有D个.


  （5）只能被3、5和7之中的一个数整除的数有E个.


  供选择的答案


  [image: ]


  3.7 75个学生去书店买语文、数学、英语课外书，每种书每个学生至多买1本.已知有20个学生每人买3本书，55个学生每人至少买2本书.设每本书的价格都是1元，所有的学生总共花费140元.那么恰好买2本书的有A个学生.至少买2本书的学生花费B元.买1本书的有C个学生.至少买1本书的有D个学生.没买书的有E个学生.


  供选择的答案


  [image: ]


  3.8设S、T、M为任意集合，判断下列命题的真假.


  （1）∅是∅的子集.


  [image: ]


  3.9 S1=∅，S2={∅}，S3=P（{∅}），S4=P（∅），判断以下命题的真假.


  [image: ]


  3.10 用列元素法表示以下集合.


  [image: ]


  3.11求使得以下集合等式成立时，a、b、c、d应该满足的条件.


  [image: ]


  3.12设a、b、c、d代表不同的元素.说明以下集合A和B之间成立哪一种关系（指[image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  3.14计算幂集P（A）.


  [image: ]


  [image: ]


  3.15请用文氏图表示以下集合.


  [image: ]


  3.16设A、B、C代表任意集合，判断以下等式是否恒真.如果不为恒真请举一反例.


  [image: ]


  3.17设A、B、C、D代表任意集合，判断以下命题是否恒真.如果不是，请举一反例.


  [image: ]


  3.18 设|A|=3，|P（B）|=64，|P（A∪B）|=256.求|B|、|A∩B|、|A-B|、[image: ]


  3.19 求在1到1000000之间（包括1和1000000在内）有多少个整数既不是完全平方数，也不是完全立方数？


  3.20错位排列的计数问题.设i1i2…in是1，2，…，n这n个数的排列.如果排在第i位的数都不等于i，其中i=l，2，…，n，则称这个排列为错位排列.比如1，2，3，4的错位排列有 2143，2341，2413，3142，3412，3421，4123，4312，4321，一共9个错位排列，记作D4=9.将n个数的错位排列个数记作Dn，证明[image: ]


  3.21 求不超过120的素数个数.


  第四章二元关系和函数


  4.1 集合的笛卡儿积与二元关系


  定义4.1由两个元素x和y（允许x=y）按一定的顺序排列成的二元组称作一个有序对（也称序偶），记作＜x，y＞（也可记作（x，y））.其中x是它的第一元素，y是它的第二兀素.


  平面直角坐标系中点的坐标就是有序对.例如，＜1，-1＞，＜2，0＞，＜1，1＞，＜-1，1＞，…都代表坐标系中不同的点.


  一般说来有序对具有以下特点.


  [image: ]


  （2）两个有序对相等，即＜x，y＞=＜u，v＞的充分必要条件是x=u且y=v.


  这些特点是集合{x，y}所不具备的，例如，当x≠y时，有{x，y}={y，x}.原因在于有序对＜x，y＞中强调了x与y的顺序性，而集合{x，y}中的x和y是无序的.


  在实际问题中有时会用到有序3元组，有序4元组，……，有序n元组.可以用有序对来定义有序n元组.


  定义4.2 一个有序n元组（n≥3）是一个有序对，其中第一个元素是一个有序n-1元组，一个有序n元组记作＜x1，x2，…，xn＞，即


  [image: ]


  例如，空间直角坐标系中点的坐标＜1，-1，3＞、＜2，4.5，0＞等都是有序3元组.n维空间中点的坐标或n维向量都是有序n元组.


  在关系数据库中，数据是按照表来组织的.一个表由许多记录构成.比如＜书号，书名，作者，出版社，出版日期，所属学科领域＞就是由6个字段构成的书的记录，可以把它看成一个6元组.所有书的记录就构成了 6元组的集合.


  形式上也可以把＜x＞看成有序1元组，只不过这里的顺序性没有什么实际意义.以后提到有序n元组，其中的n可以看成任何的正整数.


  下面定义一种新的集合运算——积运算.


  定义4.3设A、B为集合，用A中元素为第一元素，B中元素为第二元素，构成有序对.所有这样的有序对组成的集合称作A和B的笛卡儿积，记作A×B.符号化表示为


  [image: ]


  例如，A={a，b}，B={0，1，2}，则


  [image: ]


  由排列组合的知识不难证明，如果A中有m个元素，B中有n个元素，则A×B和B×A中都有mn个元素.


  从笛卡儿积的定义和逻辑演算的知识可以看出，若＜x，y＞∈A×B，则有x∈A和y∈B.[image: ]在证明有关积运算的集合恒等式中经常会用到这些结论.


  笛卡儿积运算具有以下性质.


  （1）若A、B中有一个空集，则它们的笛卡儿积是空集，即


  [image: ]


  （2）当A≠B且A、B都不是空集时，有上面的例子已经说明了这条性质，笛卡儿积运算不适合交换律.


  [image: ]


  （3）当A、B、C都不是空集时，有


  [image: ]


  设x∈A，y∈B，z∈C，那么＜＜x，y＞，z＞∈（A×B）×C，而＜x，＜y，z＞＞∈A×（B×C）.根据有序对相等的充分必要条件，显然＜＜x，y＞，z＞一般不会等于＜x，＜y，z＞＞.如果A、B、C中有一个是空集，那么上面式子的左右两边都是空集.这条性质说明笛卡儿积运算不适合结合律.


  （4）笛卡儿积运算对∪或∩运算满足分配律，即


  [image: ]


  我们只证明其中的第一个等式，其余的留给读者完成.等式的两边都是集合，我们仍然使用第3章的命题演算的方法来证明它们相等，只不过集合中的元素都用有序对来标记就是了.


  证明对于任意的＜x，y＞，所以


  [image: ]


  [image: ]


  例 4.1 设A={1，2}，求 P（A）×A.


  解 P（A）×A


  [image: ]


  例4.2设A、B、C、D为任意集合，判断以下等式是否成立，说明为什么.


  [image: ]


  [image: ]


  解（1）成立.因为对任意的＜x，y＞，（2）不成立.举一反例如下：若A=D=∅，B=C={1}，则有（3）和（4）都不成立.请读者给出反例.


  [image: ]


  [image: ]


  例4.3设A、BVC、D为任意集合，判断以下命题的真假.


  （1）若[image: ]且[image: ]则有[image: ]


  [image: （2）则有且]


  解（1）命题为真.请读者给出证明.


  （2）命题为假.当A=B=φ时，或者A≠φ且B≠φ时，该命题的结论是成立的.但是当A和B之中仅有一个为φ时，结论不一定成立.例如，令A=C=D=φ，B={1}，这时[image: ]


  可以将两个集合的笛卡儿积推广成n个（n≥2）集合的笛卡儿积.


  定义4.4 设A1，A2，…，An是集合（n≥2），它们的n阶笛卡儿积记作A1×A2×…× An，其中


  当A1=A2=…An=A时，可将它们的n阶笛卡儿积简记为An.


  [image: ]


  例如，A={a，b}，则


  [image: ]


  在以后的各章中，如果不加特别说明，所涉及的笛卡儿积都指2阶笛卡儿积.下面研究与笛卡儿积密切相关的一个重要概念——二元关系.


  二元关系就是在集合中两个元素之间的某种相关性.例如，甲、乙、丙3个人进行乒乓球比赛，如果任何两个人之间都要赛一场，那么共要赛三场.假设三场比赛的结果是乙胜甲、甲胜丙、乙胜丙，这个结果可以记作{＜乙，甲＞，＜甲，丙＞，＜乙，丙＞}，其中＜x，y＞表示x胜y.它表示了集合{甲，乙，丙}中元素之间的一种胜负关系.再看一个例子.有A、B、C3个人和4项工作α、β、γ、δ.已知A可以从事工作α和δ，B可以从事工作γ，C可以从事工作α和β.那么人和工作之间的对应关系可以记作


  [image: ]


  这是人的集合{A，B，C}到工作的集合{α、β、γ、δ}之间的关系.


  除了二元关系以外，还有多元关系.限于篇幅，本书只讨论二元关系.以后凡是出现关系的地方均指二元关系.下面给出二元关系的一般定义.


  定义4.5如果一个集合为空集或者它的元素都是有序对，则称这个集合是一个二元关系，一般记作R.对于二元关系R，如果＜x，y＞∈R，则记作xRy[image: ]则记作[image: ]


  定义4.6设A、B为集合，A×B的任何子集所定义的二元关系称作从A到B的二元关系，特别当A=B时，则称作A上的二元关系.


  通常集合A上不同关系的数目依赖于A的基数.如果|A|=n，那么|A×A|=n2. A×A的子集有[image: ]个，每一个子集代表一个A上的关系，所以A上有[image: ]个不同的二元关系.例如，A={0，1，2}，则A上可以定义[image: ]个不同的关系.当然，大部分的关系没有什么实际意义.但是，对于任何集合A都有3种特殊的关系.其中之一就是空集φ，它是A×A的子集，也是A上的关系，称作空关系.另外两种就是全域关系EA和恒等关系IA.


  定义4.7 对任何集合A，
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  例如，A={0，1，2}，则


  [image: ]


  除了以上3种特殊的关系之外，某些实数集上的小于等于关系和正整数集上的整除关系也都是常用的关系.设A为实数集R的某个子集，则A上的小于等于关系定义为


  [image: ]


  设B为正整数集Z+的某个子集，则B上的整除关系定义为


  [image: ]


  例如，A={4，0.5，-1}，B={1，2，3，6}，则


  [image: ]


  例4.4设A={a，b}，R是P（A）上的包含关系，


  [image: ]


  则有


  [image: ]


  以上给出的关系都是用集合表达式来定义的.对于有穷集A上的关系R，还可以用关系矩阵和关系图来给出.先看一个简单的例子.


  设A={1，2，3，4}，R={＜1，1＞，＜1，2＞，＜2，3＞，＜2，4＞，＜4，2＞}是 A 上的关系.R的关系矩阵和关系图如图4-1所示.


  下面给出关系矩阵和关系图的一般定义.


  设 A={x1，x2，…，xn}，R是A上的关系，令


  [image: ]


  [image: ]


  
    [image: ]

    图 4-1

  


  是R的关系矩阵.


  设V是顶点的集合，E是有向边的集合，令V=A={x1，x2，…，xn}.如果xiRxj，则xi到xj的有向边＜xi，xj＞∈E，那么G=＜V，E＞就是R的关系图.


  在上面的例子中，图的顶点集是{1，2，3，4}，由＜1，1＞、＜1，2＞∈R可知在图中有一条从1到1的边（过1的环），还有一条从1到2的边.类似地可以作出对应于其余3个有序对的边，请参看图4-1.


  关系矩阵也可以用来表示从A到B的关系R，这里的A和B是有穷集合.若A={a1， a2，…，am}，B={b1，b2，…，bn}.R的关系矩阵（rij）定义如下：


  [image: ]


  4.2 关系的运算


  设S是从A到B的关系，通常并非是A和B中所有的元素都出现在S的有序对中.例如，A和B是实数集R，S={＜x，y＞|x，y∈R∧x2+y2=l}，S中的所有元素构成了坐标平面上的单位圆.当然S是R上的关系.但是，对于任何＜x，y＞∈S，一定有|x|≤l且|y|≤1.在研究关系的时候，一般只需关心那些参与这个关系的A或B中的元素，而它们分别构成了A或B的子集.这就是关系的定义域和值域.


  定义4.8 关系R的定义域domR，值域ranR和域fldR分别是


  [image: ]


  不难看出，domR就是R的所有有序对的第一个元素构成的集合，ranR就是R的所有有序对的第二个元素构成的集合.在以上关于单位圆的例子中，domS和ranS都是实数集R上的一个闭区间[-1，1].


  例4.5下列关系都是整数集Z上的关系，分别求出它们的定义域和值域.


  [image: ]
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  对于从A到B的某些关系R，有时使用图解的方法（不是R的关系图）来表示是很方便的.首先用两个封闭的曲线表示R的定义域（或集合A）和值域（或集合B）.如果＜x，y＞∈R，则从x到y画一个箭头.图4-2分别给出了例4. 5中关系R2和R3的图示.


  
    [image: ]

    图 4-2

  


  求关系的定义域、值域和域，也可以看成是对关系的运算.除此之外，和关系有密切联系的运算还有逆、合成、限制和像.


  定义4. 9设F、G为任意的关系，A为集合，则


  （1） F的逆记作F - 1


  [image: ]


  （2）F与G的合成记作[image: ]


  [image: ]


  （3） F在A上的限制记作[image: ]


  [image: ]


  （4） A在F下的像记作F[A]，


  [image: ]


  关系R是有序对的集合.也可以把关系看成一种作用.＜x，y＞∈R表示x通过R的作用变到y比如，例4.5中的R3就是一种把任何整数变到它的2倍数的加倍作用.在这个意义下，F的逆就是F的逆作用.而＜x，则意味着存在某个“中间变量”z，x通过G变到z，z再通过F变到y，也就是x通过[image: ]的作用最终变到y.类似地，[image: ]仅描述了F对A中元素的作用，它是F的一个子关系.而F[A]则反映了集合A在F作用下的结果.换句话说，F[A]表示了A在F作用下所变成的那个新的集合.对任何关系F、G和集合A，通过逆、合成、限制等运算得到的是一个新的关系（可以是空关系），只有像运算的结果不一定是关系，只是一个集合.


  需要说明的是，这里的合成[image: ]是左复合，即G先作用，然后将F复合到G上，与后面函数的复合运算次序是一致的.有的《离散数学》书中定义的合成运算是右复合，即


  [image: ]


  这两种定义所计算的合成结果是不相等的，但是两个定义都是合理的，只要在体系内部采用同样的定义就可以了.


  例4. 6设F、G是N上的关系，其定义为


  [image: ]


  解 G-1={＜y，x＞|y，x∈N∧y=x+1}，列出G-1中的元素就是


  [image: ]


  对任何的x∈N有


  [image: ]


  则 y=z2=（x+l）2，所以
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  同理有


  [image: ]


  由这个例子不难看出，合成运算不是可交换的，即对任何关系F、G，一般说来[image: ]


  [image: ]


  求关系的逆是比较简单的，只需把其中的有序对颠倒顺序就行了.对于有些关系，在求合成、限制和像的时候使用图示的方法也是很方便的.


  [image: ]


  解先画出F的图示，为简洁起见可略去表示集合的闭曲线.为求[image: ]可将两个F的图示连接起来.在相接的部分，同一个元素只能用一个圆点表示.请看图4-3（a）.


  显然只有a通过中间元素{a}变到{a，{a}}，所以[image: ]再看[image: ]先在图中标记出集合A={a}，只有起点落入A的箭头所标记的有序对才属于[image: ][image: ]看图4-3（b）.


  使用图示法求[image: ]时，如果在G的右边连接F以后，发现G中所有箭头的终点与F中所有箭头的起点都没有公共点，那么[image: ]


  以上定义的运算是关系的基本运算，下面简单列出这些运算的主要性质.


  
    [image: ]

    图 4-3

  


  定理4.1 设F、G、H是任意的关系，则有


  [image: ]


  证明这些等式主要用到关系和有关运算的定义，我们仅给出（4）的证明，其他的留给读者思考.


  证明（4）任取＜x，y＞，
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  定理4.2设F、G、H为任意的关系，则有


  [image: ]


  我们只证（1），其他的类似可证.


  证明（1）任取＜x，y＞，


  [image: ]


  [image: 所以，]


  定理4.2 说明合成运算对于并运算是可分配的，但对交运算分配以后得到的不是等式，而是一个包含关系.关于交运算包含式的证明与并运算的证明类似，但是不能成立等式，下面给出一个反例.


  考虑以下关系：


  [image: ]


  那么
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  这时有[image: ]


  这个定理可以推广到有穷多个集合的并和交的情况.


  正如前边所说明的，这里定义的复合运算是左复合.而有些书上的合成[image: ]指的是右复合.这两种定义方法的性质一样，但在性质的证明和具体计算合成运算结果时不同.本书的所有合成运算均指左复合.


  最后讨论关系的幂运算.


  设R为A上的关系.[image: ]可以简记为R2，称为R的2次幂.一般地可以定义R的n次幂Rn.


  定义4.10设R为A上的关系，n为自然数，则R的n次幂规定如下：


  [image: ]


  由定义可以知道R0就是A上的恒等关系IA，不难证明下面的等式
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  由这个等式立即可以得到
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  例 4.8设A={a，b，c，d}，R={＜a，b＞，＜b，a＞，＜b，c＞，＜c，d＞}，求R0、R1、R2、R3、R4和R5.


  解图4-4给出了R的各次幂.


  
    [image: ]

    图 4-4

  


  在有穷集A上给定了关系R和自然数n，如何求Rn？可以用3种方法，即集合运算、关系矩阵和关系图法.在例4. 8中求R3，用集合运算法就是先计算[image: ]然后再求[image: ]如果使用关系矩阵的方法，首先要找到R的关系矩阵M，然后计算M·M·M.在两个矩阵相乘时，第i行j列的元素rij（i，j=1，2，3，4）满足下式


  [image: ]


  这里的加法+是逻辑加，即
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  从而保证rij是0或1，结果矩阵仍为0-1矩阵.根据这个规则，例4.8的R3用矩阵法运算就是


  所以，有R3={＜a，b＞，＜a，d＞，＜b，a＞，＜b，c＞}.如果用关系图的方法，则需要对R的关系图G中的任何一个结点x，考虑从x出发的长为3的路径.如果路径的终点是y，则在R3的关系图中有一条从x到y的有向边.例如，在图4-4关系R的图中，从a出发的长为3的路径有a→b→a→b和a→b→c→d；从b出发的长为3的路径有b→a→b→a和b→a→b→c.而从c和d出发的路径长度都小于3.所以，在R3的关系图中只有4条边，即a→b、a→d、b→a、b→c.正如图4-4所示.
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  在例4.8 中，如果对n＞3继续求Rn，就会发现有


  [image: ]


  可以证明对于有穷集A和A上的关系R，R的不同的幂只有有限个.


  关于幂运算有以下定理.


  定理4.3设R为A上的关系，m、n是自然数，则下面的等式成立.
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  证明任意给定m，对n进行归纳.
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  由归纳法知（1）和（2）都成立.


  4.3 关系的性质


  前面已经看到，在一个很小的集合上就可以定义很多个不同的关系.但是真正有实际意义的只是其中很少的一部分，它们一般都是有着某些性质的关系.


  设R是A上的关系，R的性质主要有以下5种：自反性、反自反性、对称性、反对称性和传递性.它们的定义及其在关系矩阵、关系图中的特征如表4-1所示.


  
  表 4-1
[image: ]


  根据表4-1所列的特点不难判断关系的性质.例如，集合A上的全域关系和恒等关系是自反的、对称的和传递的.整除关系、小于等于关系和幂集上的包含关系是自反的、反对称的和传递的.


  设A为非空的集合，A上的关系可以是自反的、反自反的，或者既不是自反的，也不是反自反的.例如，A={1，2，3}，令


  [image: ]


  那么R1是自反的，R2是反自反的，R3既不是自反的，也不是反自反的.类似地，A上的关系可以是对称的，反对称的，既是对称的又是反对称的，既不是对称的又不是反对称的.例如， A={1， 2，3}，令


  [image: ]


  则R4是对称的，R5是反对称的，R6既是对称的又是反对称的，R7既不是对称的又不是反对称的.


  一般说来，任何A上的自反关系R一定包含了A上的恒等关系，即[image: ]而A上的反自反关系R一定与IA不交，即IA∩R=φ.如果IA∩R≠φ且[image: ]那么R既不是自反的，也不是反自反的.同样地，A上的对称关系R一定满足等式R-1=R，而反对称关系R则满足等式[image: ]由此可以知道，如果R既是对称的，又是反对称的，则[image: ]关于传递关系R，它满足的条件是[image: ]


  例4.9 试判断图4-5中关系的性质.


  解图4-5（a）的关系在{1，2，3}上是对称的，因为顶点1与2、1与3之间的边都是一对方向相反的边.它既不是自反的，也不是反自反的，因为有的顶点有环，有的顶点没环.它也不是传递的，因为＜2，1＞∈R且＜l，2＞∈R，如果是传递的就应有＜2，2＞∈R，但
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  图 4-5顶点2没有环.图4-5（b）的关系是反自反的，因为每个顶点都没有环.它也是反对称的，因为两条边都是单向边.它又是传递的，因为不存在顶点x，y，z∈{1，2，3}，使得x到y有边， y到z有边，但x到z没有边.图4-5（c）的关系是自反的，反对称的，但不是传递的.因为2到1有边，1到3有边，但2到3没有边.


  设R1、R2是A上的关系，它们具有某些性质.在经过并、交、相对补、求逆、合成等运算后所得到的新的关系是否还具有原来的性质呢？这与原来的性质与运算的种类有关.可以证明以下的结论.


  （1） R1、R2为A上的自反关系，则经过并、交、逆、合成运算以后，仍能保持自反性.


  （2）R1、R2为A上的反自反关系，则经过并、交、相对补、逆运算后，仍能保持反自反性.


  （3） R1、R2为A上的对称关系，则经过并、交、相对补、逆运算后，仍能保持其对称性.


  （4） R1、R2为A上的反对称关系，则经过交、相对补、逆运算后，仍能保持其反对称性.


  （5）R1、R2为A上的传递关系，则经过交和逆运算后仍能保持其传递性.


  将以上的结果总结成表4-2.设R1、R2是A上的关系，如果经过某种运算后仍保持原来的性质，则在相对应的格内划[image: ]如果不一定则划[image: ]


  
  表 4-2
[image: ]


  对于保持性质的运算都可以经过命题演算的方法给出一般的证明，对于不一定保持性质的运算都可以举出反例.下面仅给出两证明的实例，其余留给读者思考.


  设R1、R2为A上的对称关系，证明R1∩R2也是A上的对称关系.


  证明对任意的＜x，y＞，
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  所以，R1∩R2在A上是对称的.


  设R1、R2是A上的反对称关系，则R1∪R2不一定是A上的反对称关系.例如，A={x1，x2}，R1={＜x1，x2＞}、R2={＜x2，x1＞}都是A上的反对称关系，但R1∪R2={＜x1， x2＞，＜x2，x1＞}不是A上反对称关系.


  4.4 关系的闭包


  本节只研究关系的自反、对称和传递的闭包.设R是非空集合A上的关系，有时候人们希望R具有一些有用的性质，例如，自反性（对称性或传递性）.为此，需要在R中添加一些有序对而构成新的关系R′，使得R′具有所需要的性质，但又不希望R′变得“太大”.换句话说，希望添加的有序对尽可能少.满足这些要求的R′就是R的自反（对称或传递）闭包.


  定义4.11设R是非空集合A上的关系，R的自反闭包（对称闭包或传递闭包）是A上的关系R′，且R′满足以下条件：


  （1） R′是自反的（对称的或传递的）；


  （2）[image: ]


  （3）对A上的任何包含R的自反关系（对称或传递关系）R″都有[image: ]


  一般将R的自反闭包记作r（R），对称闭包记作s（R），传递闭包记作t（R）.


  例4.10 设A={a，b，c，d}，R={＜a，b＞，＜b，a＞，＜b，c＞，＜c，d＞}，则R和r（R）、s（R）、t（R）的关系图如图4-6所示.


  
    [image: ]

    图 4-6

  


  如何求A上关系R的闭包？下面的定理给出了构造的方法.


  定理4.4设R为非空集合A上的关系，则有


  [image: ]


  限于篇幅，不再证明这个定理，仅就它的应用做一点说明.


  可以直接使用这3个公式来计算R的闭包，对有穷集A来说，R的不同的幂只有有限种，所以（3）式的右边一定是有限项.但对无穷集A就不一定是有限项了.根据这些公式，在例4.10中有
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  将定理4.4中的公式转换成矩阵表示就得到求闭包的矩阵方法.R的关系矩阵为M，相应的自反、对称、传递闭包的矩阵为Mr、MS、Mt，则有


  [image: ]


  其中E表示同阶的单位矩阵（主对角线元素为1，其他元素都是0），M′表示M的转置，而+均表示矩阵中对应元素的逻辑加.在例4.10中3个结果矩阵如下.
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  利用这个定理的结果，对例4.10来说，直接从关系图求闭包是最方便的.检查R的关系图，哪一个结点没有环就加上一个环，从而得到r（R）的关系图.如果将R的关系图中的单向边全部改成双向边，其他都不变，就得到s（R）的关系图.至于传递闭包，只要依次检查R的关系图的每个结点x，把从x出发的长度不超过n（n是图中结点的个数）的所有路径的终点找到.如果x到这样的终点没有边，就加上一条边.比如，从a出发的路径可以达到a、b、c、d.而原图中没有a→a、a→c和a→d的边，在t（R）的关系图中要加上a→a、a→c和a→d边.对其他3个结点b、c和d也同样做，就可以得到t（R）的关系图了.


  4.5 等价关系和偏序关系


  本节将讨论两种最重要的关系，它们都具有良好的性质和广泛的应用.


  定义4.12设R为非空集合A上的关系，如果R是自反的、对称的和传递的，则称R为A上的等价关系.对任何x，y∈A，如果＜x，y∈等价关系R，则记作x～y.


  例 4.11 A={l，2，…，8}，R={＜x，y＞|x，y∈A∧x≡y（mod 3）}，其中x≡y（mod 3）的含义就是x-y可以被3整除.不难验证R为A上的等价关系，它的关系图如图4-7所示，其中1～4～7，2～5～8，3～6.


  把模3的等价关系推广，对任何正整数n可以定义整数集合Z上模n的等价关系.


  
    [image: ]

    图 4-7
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  例如，当n=5时，可以证明整数之间的等价性满足：


  [image: ]


  再看一些等价关系的例子.


  例4.12 （1）在一群人的集合上年龄相等的关系是等价关系，而朋友关系不一定是等价关系，因为它可能不是传递的.一般称这种自反的对称的关系为相容关系.显然等价关系都是相容关系，但相容关系不一定是等价关系.


  （2）动物是按种属分类的，“具有相同种属”的关系是动物集合上的等价关系.


  （3）集合上的恒等关系和全域关系都是等价关系.


  （4）在同一平面上三角形之间的相似关系是等价关系，但直线间的平行关系不是等价关系，因为它不是自反的.


  设R是非空集合A上的等价关系，则A上互相等价的元素构成了A的若干个子集，称作等价类.下面给出等价类的一般定义.


  定义4.13 设R是非空集合A上的等价关系，对任意的x∈A，令
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  则称[x]R为x关于R的等价类，简称为x的等价类，简记为[x].


  在例4.11中有


  [image: ]


  等价类具有下面的性质.


  定理4.5 设R是非空集合A上的等价关系，对任意的x，y∈A，下面的结论成立.


  [image: ]


  我们不准备证明这个定理，只解释一下它的含义.（1）表明任何等价类都是集合A的非空子集.比如，在例4.11中3个等价类都是A的子集.（2）和（3）说的是在A中任取两个元素，它们的等价类或是相等，或是不交.比如，在例4. 11中，1、4和7的等价类彼此相等，都是{1，4， 7}.但1和2的等价类彼此不交.（4）表示所有等价类的并集就是A.在例4.11中就是
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  定义4.14 设R为非空集合A上的等价关系，以R的不交的等价类为元素的集合称作A在R下的商集，记作A/R，即


  [image: ]


  在例4. 11中，A在R下的商集是


  [image: ]


  例4.13 （1）非空集合A上的全域关系E A是A上的等价关系，对任意x∈A有[x]=A，商集 A/EA={A}.


  （2）非空集合A上的恒等关系IA是A上的等价关系，对任意x∈A有[x]={x}，商集A/IA={{x}|x∈A}.


  （3）在整数集合Z上模n的等价关系，其等价类是
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  商集为


  [image: ]


  定义4.15设A是非空集合，如果存在一个A的子集族[image: ]满足以下条件：


  （1）[image: ]


  （2）π中任意两个元素不交；


  （3）π中所有元素的并集等于A，则称π为A的一个划分，且称π中的元素为划分块.


  例4.14 考虑集合A={a，b，c，d}的下列子集族：
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  则（1）、（2）都是A的划分.但（3）不是A的划分，因为其中的子集{a，b}与{a，d}有交.（4）不是A的划分，因为φ在其中.（5）也不是A的划分，因为所有子集的并集不等于A.


  由商集和划分的定义不难看出，非空集合A上定义等价关系R，由它产生的等价类都是A的非空子集，不同的等价类之间不交，并且所有等价类的并集就是A.因此，所有等价类的集合，即商集A/R，就是A的一个划分，称为由R所诱导的划分.反之，在非空集合A上给定一个划分π，则A被分割成若干个划分块.如下定义A上的二元关系R，对任何元素x，y∈A，如果x和y在同一划分块中，则xRy.那么，可以证明R是A上的等价关系，称为由划分π所诱导的等价关系，且该等价关系的商集就等于π.所以集合A上的等价关系与集合A的划分是一一对应的.


  例4.15设A={1，2，3}，求出A上所有的等价关系.


  解先求A的各种划分：只有1个划分块的划分π1，具有两个划分块的划分π2、π3和π4，具有3个划分块的划分π5，请看图4-8.


  
    [image: ]

    图 4-8

  


  设对应于划分πi的等价关系为Ri，i=l，2，…，5，则有
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  除了等价关系之外，另一种重要的关系就是偏序关系.


  定义4.16设R为非空集合A上的关系，如果R是自反的、反对称的和传递的，则称R为A上的偏序关系.简称偏序，记作[image: ]


  任何集合A上的恒等关系，集合的幂集P（A）上的包含关系，实数集上的小于等于关系，正整数集上的整除关系都是偏序关系.


  设[image: ]为A上的偏序关系，如果有序对＜x，y＞属于偏序[image: ]，可记作[image: ]读作“x小于等于y”.这里的小于等于不是指数的大小，而是指它们在偏序中位置的先后.例如，集合{1，2，3}，偏序[image: ]是A上的大于等于关系，则


  [image: ]那么有[image: ]等.它们分别表示＜3，2＞、＜2，2＞和＜3，1＞属于偏序[image: ]是{1，2，3}上的大于等于关系，在[image: ]前边的数恰好是比较大的数.


  定义4.17 一个集合A与A上的偏序关系R一起称作偏序集，记作＜A，R＞.


  [image: ]都是偏序集，其中[image: ]表示通常的数的小于等于关系，而[image: ]表示集合的包含关系.


  定义4.18设[image: ]为偏序集，对于任意的x，y∈A，如果[image: ]或者[image: ]成立，则称x与y是可比的，如果[image: ]住x.


  [image: ]是偏序集，其中A={1，2，3，4，5}，[image: ]是整除关系.那么，对任意x∈A都有[image: ]所以，1和1，2，3，4，5都是可比的，但是2不能整除3，3也不能整除2，所以，2和3是不可比的.对于1和2来说，[image: ]并且不存在z∈A使得1整除z并且z整除2，所以，2盖住1.同样，有4盖住2，但4不盖住1，因为有[image: ]成立.显然，如果x与y不可比，则一定不会有x盖住y或y盖住x.


  定义4.19设[image: ]为偏序集，若对任意的x，y∈A，x和y都可比，则称[image: ]为A上的全序关系，且称[image: ]为全序集.


  例如，{1，2，3，4，5}上的小于等于关系是全序关系，而整除关系就不是全序关系.对于有穷的偏序集＜A，[image: ]可以用哈斯图来描述，实际上哈斯图就是简化的关系图.在哈斯图中每个结点表示A中的一个元素，结点位置按它们在偏序中的次序从底向上排列.如果y盖住x，则在x和y之间连一条线.下边给出两个哈斯图的例子.


  例 4.16 画出＜{1，2，…，12}，R整除＞和＜P（{a，b，c}），[image: ]的哈斯图.


  解哈斯图如图4-9所示.


  
    [image: ]

    图 4-9

  


  
    [image: ]

    图 4-10

  


  例4. 17设偏序集[image: ]的哈斯图如图4-10所示，求出集合A的偏序[image: ]


  [image: ]


  由哈斯图的定义不难看出全序集的哈斯图是一条直线，所以，全序集也可称为线序集.


  定义4.20设[image: ]为偏序集，[image: ]


  （1）若[image: ]使得[image: ]成立，则称y是B的最小元.


  （2）若[image: ]使得[image: ]成立，则称y是B的最大元.


  （3）若[image: ]使得[image: ]则称是B的极小元.


  （4）若[image: ]使得[image: ]则称y是B的极大元.


  由定义可知，如果y是B的最小元，则它“小于”B中所有其他的元；如果y是B的最大元，则它“大于”B中所有其他的元.最大元或最小元可能存在，也可能不存在.如果存在，则是唯一的.图4-9的两个偏序集都有最小元，分别是1和∅.整除关系的偏序集没有最大元，包含关系的偏序集有最大元{a，b，c}.图4-10的偏序集没有最小元，也没有最大元.


  极大元与最大元不同，如果在B中没有比y大的其他元存在，y就是B的一个极大元.对于非空有穷偏序集来说，一定存在着极大元，有时甚至于存在多个极大元.凡是在哈斯图中向上路径的每一个终点都是一个极大元.图4-9中整除关系的偏序集有极大元7、8、9、10、11和12，包含关系的偏序集有唯一的极大元{a，b，c}.对于极小元也有类似的特征.图4-9中两个偏序集都有极小元，分别是1和φ.图4-10的偏序集中极大元是e、g和h，极小元是a、b、f和h.h为孤立结点，它与任何别的元都不可比，所以，它既是极大元，也是极小元.


  定义4.21设[image: ]为偏序集，[image: ]


  （1）若[image: ]使得[image: ]成立，则称y为B的上界.


  （2）若[image: ]使得[image: ]成立，则称y为B的下界.


  （3）令C={y|y为B的上界}，则称C的最小元为B的最小上界或上确界.


  （4）令D={y|y为B的下界}，则称D的最大元为B的最大下界或下确界.


  在图4-9中整除关系的偏序集里，如果B={2，3，6}，那么B的上界是6和12，最小上界是6.B的下界是1，最大下界也是1.而在图4-10中，令B={c，d，e}，则B的上界和最小上界都是e，B的下界为a、b，但B没有最大下界.易证，如果最小上界或最大下界存在，一定是唯一的.


  4.6 函数的定义和性质


  函数也可以称作映射，它是一种特殊的二元关系，以前所讨论的有关集合或关系的运算和性质对于函数完全适用.


  定义4.22设F为二元关系，若对任意的x∈domF都存在唯一的y∈ranF使得xFy成立，则称F为函数.


  例如，关系


  [image: ]


  是函数，而关系


  不是函数，因为对于x1∈domF有x1Fy1和x1Fy2同时成立.


  [image: ]


  函数一般用大写或小写英文字母来表示，如果＜x，y＞∈函数F，则记作F（x）=y，称y是F在x的函数值.


  因为函数是集合，所以，两个函数f和g相等就是它们的集合表达式相等，即


  [image: ]


  换句话说就是domf=domg，且对任意的x∈domf=domg有f（x）=g（x）.


  定义4.23 设A、B是集合，如果函数f满足以下条件：


  [image: ]


  则称f是从A到B的函数，记作f：A→B.


  定义4.24设A、B为集合，所有从A到B的函数构成集合BA，读作“B上A”.即


  [image: ]


  例如，A={0，1，2}，B={a，b}，则


  [image: ]


  其中


  [image: ]


  [image: ]


  一般来说，如果|A|=m，|B|=n，m、n不全是0，则|BA|=nm.


  定义4.25设f：A→B，


  [image: ]则在A′在f下的像是


  [image: ]


  当A′=A时，称f（A′）=f（A）=ranf是函数的像.


  对任何x∈A，f（x）与f（A）是不一样的，f（x）是函数在x的值，也可以看成x在f下的像，它是像集f（A）中的一个元素，即f（x）∈f（A）.


  例如，f：R→R，f（x）=ex，那么有


  [image: ]


  f（R）=R+，R+为正实数集.


  下面分析函数的性质.


  定义4.26 设函数f：A→B.


  （1）若ranf=B，则称f是满射的（或到上的）.


  （2）若对于任何的x1，x2∈A，x1≠x2，都有f（x1）≠f（x2），则称f是单射的（或一对一的）.


  （3）若f既是满射的，又是单射的，则称f是双射的（或——到上的）.


  例如，函数f：{1，2}→{0}，f（1）=f（2）=0，那么f是满射的，但不是单射的.函数f：N→N，f（x）=2x是单射的，但不是满射的，因为ranf不含有奇数，即[image: ]f：Z→Z，f（x）=x+l 是双射的.


  例4.18分别确定以下各题中的f是否为从A到B的函数，并对其中的f：A→B指出它是否为单射、满射或双射.如果不是，请说明理由.


  [image: ]


  [image: ]


  （2） A、B 同⑴，


  [image: ]


  （3） A、B 同⑴，


  [image: ]


  （4） A、B为实数集，


  [image: ]


  （5） A、B 同⑷，


  [image: ]


  （6） A、B 同⑷，


  [image: ]


  （7） A、B 同⑷，


  [image: ]


  （8） A、B为正整数集，


  [image: ]


  （9） A、B 同（8），


  [image: ]


  （10） A、B为正实数集，


  [image: ]


  解（1） f是从A到B的函数，但不是单射的，因为f（3）=f（5）=9.也不是满射的，因为[image: ]


  （2）f不是从A到B的函数，因为domf={l，2，3，4}≠A.


  （3） f不是从A到B的函数，因为对于l∈domf有7和9两个值与它对应.


  （4） f是从A到B的函数.但它不是单射的，因为f（0）=f（1）=0.也不是满射的，因为该.函数的最小值是-1/4，所以ranf是区间[-l/4，+∞]，不是整个实数集.


  （5） f是从A到B的双射函数.


  （6）f不是从A到B的函数，因为domf是[0，+∞]，不是实数集.


  （7） f不是从A到B的函数，因为[image: ]


  （8） f是从A到B的函数，且f是单射的，但它不是满射的，因为[image: ]


  （9） f是从A到B的函数，且f是满射的，但它不是单射的，因为f（1）=f（2）=1.


  （10） f是从A到B的函数，但它不是单射的，因为当x→0时f（x）→0，而当x→+∞时，也有f（x）→0，只有当x=l时，f（1）=1/2是极大值.所以，必存在x1≠x2，0＜x1＜1 x2，且f（x1）=f（x2）. f也不是满射的，ranf是（0，1/2]，不是整个正实数集.


  例4.19 判断以下函数的单射、满射和双射性.


  （1）f：R×R→R×R，R为实数集，


  [image: ]


  （2） f：N×N→N，N为自然数集（0∈N），


  [image: ]


  解（1）任取＜x，y＞，＜u，v＞∈R×R，＜x，y＞≠＜u，v＞只要证明了＜x+y，x-y＞≠＜u+v，u-v＞，就可以说f是单射的.用反证法.


  假设＜x+y，x-y＞=＜u+v，u-v＞，则有


  [image: ]


  由这两个式子解得


  [image: ]


  所以，有


  [image: ]


  与已知矛盾.


  为证明f是满射的，只要对任意的＜u，v＞∈R×R找到＜x，y＞∈R×R，使得f（＜x，y＞）=＜u，v＞就可以了.


  由f的定义有


  [image: ]


  从而解得


  [image: ]


  综上所述，f是双射的.


  （2）f不是单射的，因为


  [image: ]


  但＜2，2＞≠＜1，1＞.


  f也不是满射的，因为找不到自然数x和y满足


  [image: ]


  [image: 所以，]


  由以上分析可知f不是双射的.


  下面的例子给出几个常用的函数.


  例4.20 （1）设f：A→B，如果存在c∈B使得对所有的x∈A都有f（x）=c，则称f：A→B是常函数.


  （2） A上的恒等关系IA就是A上的恒等函数，对于所有的x∈A都有IA（x）=x


  （3）设f：R→R，对于任意的x1，x2∈R，如果x1＜x2则有f（x1）≤f（x2），就称f为单调递增的.如果x1＜x2则有f（x1）＜f（x2），就称f为严格单调递增的.类似地也可以定义单调递减和严格单调递减的函数.它们统称为单调函数.


  [image: （4）设A为集合，对于任意的，A′的特征函数：A→{0，1}定义为]


  [image: ]


  例如，A={a，b，c}，A′={a}，则有


  [image: ]


  （5）设R是A上的等价关系，定义一个从A到A/R的函数g：A→A/R且g（a）=[a]，它把A中的元素a映到a的等价类[a].人们称g是从A到商集A/R的自然映射.


  例如，


  [image: ]


  则有


  [image: ]


  4.7 函数的复合和反函数


  函数是特殊的二元关系，两个函数的复合本质上就是两个关系的合成，以前给出的有关关系合成的所有定理都适合于函数的复合.


  定理4.6设F、G为函数，则[image: ]也是函数，且满足以下条件：


  [image: ]


  限于篇幅，不再给出定理的证明，下面讨论它的应用.


  该定理首先说明两个函数F和G复合以后仍旧是一个函数，其定义域可能比G的定义域要小，而函数值[image: ]等于F（G（x））.例如，


  [image: ]


  则有


  [image: ]


  [image: ]是函数，但它的定义域不是整个实数集，只能是实数区间（-1，+∞），且有


  [image: ]


  为什么复合函数[image: ]的定义域会小于G的定义域呢？这是由于[image: ]如果[image: ]那么对任意的x∈domG都有G（x）∈domF，即[image: ]这就是说G的定义域与[image: ]的定义域是相等的.根据这个分析不难得出下面的推论.


  推论设f：B→C，g：A→B，则[image: ]且对任意的x∈A 有[image: ]


  在4.6节讨论了函数的单射、满射和双射的性质.这些性质经过复合运算后还能保持吗？答案是肯定的.请看定理4.7.


  定理 4.7 设 f：B→C，g：A→B.


  （1）如果f、g是满射的，则[image: ]：A→C也是满射的.


  （2）如果f、g是单射的，则[image: ]：A→C也是单射的.


  （3）如果f、g是双射的，则[image: ]：A→C也是双射的.


  证明（3）是（1）和（2）的直接结果，只需证明（1）和（2）.


  （1）对任意的z∈C，因为f是满射的，必存在y∈B使f（y）=z.对于这个y，又由于g是满射的，必存在x∈A使得g（x）=y.因此，有x∈A使得


  [image: ]


  成立.[image: ]：A→C是满射的.


  （2）对任意的x1，x2∈A，x1≠x2，由g的单射性可知g（x1）≠g（x2），且g（x1），g（x2）∈B=domf.再由f的单射性有f（g（x1））≠f（g（x2）），即


  [image: ]


  所以，：A→C是单射的.


  下面讨论函数的逆.


  任意给定一个函数，它的逆不一定是函数，例如，函数


  [image: ]


  易见f-1是关系但不是函数，因为对于y1∈domf-1有两个值x1和x2与之对应，破坏了函数的单值性.在什么情况下函数的逆也是一个函数呢？我们仅对函数f：A→B加以讨论.


  定理4.8设f：A→B是双射的，则f - 1是函数，并且是从B到A的双射函数.


  证明因为f是函数，所以f - 1是关系，且由定理4.1有


  [image: ]


  对任意的y∈B，假设有x1和x2∈A使得


  [image: ]


  成立，则由逆的定义有


  [image: ]


  成立，由f的单射性可得x1=x2.这说明对任意的y∈B只有唯一的值与之对应.即f - 1是


  函数，且是从B到A的函数.又ranf - 1=A，所以f - 1：B→A是满射的.


  对任意的y1，y2∈B，y1≠y2，假设存在x∈A使得


  [image: ]


  成立，那么必有


  [image: ]


  与f是函数矛盾.所以f-1（y1）≠f-1（y2）.即f-1：B→A是单射的.


  对于双射函数f：A→B，我们称f - 1：B→A是f的反函数.例如，函数f：R→R， f（x）=sinx，取，A=[-π/2，π/2]，则f：A→B是双射的，其中B=[-l，l].可以定义它的反函数arcsiny，y∈[-l，l].


  可以证明对任何双射函数f：A→B和它的反函数f-1：B→A，它们的复合函数都是恒等函数，且满足


  [image: ]


  例 4.21 设f，g，h∈RR，且有


  [image: ]


  [image: ]


  解所求的复合函数都是R到R的函数，且满足


  [image: ]


  [image: ]


  例4.22 图4-11中定义了函数f、g和h.


  
    [image: ]

    图 4-11

  


  （1）求f、g和h的像.


  [image: （2）求和]


  （3）指出f、g、h中哪些函数是单射的，哪些函数是满射的.


  （4）f、g、h中哪些函数存在反函数？给出其反函数的表达式.


  [image: ]


  （2）[image: ]且其对应关系满足：


  [image: ]


  （3）只有g是单射的、满射的.


  （4）g有反函数g-1：A→A，且满足


  [image: ]


  为求解一个实际问题，首先需要对这个问题进行建模，集合、关系、函数等在描述实际的离散系统中是非常有用的概念.请看下面一些例子.


  例4.23多机调度.


  有n项任务需要分配到m台相同的机器上加工，对于每项任务i有一个加工时间l（i）， i=l，2，…，n.已知在某些任务之间有着加工顺序的约束，比如规定任务）必须在任务i加工完成之后才能进行加工.我们的假定是：所有机器都可以从0时刻开始工作；在同一时刻，每台机器只能加工一项任务；在任何一台机器上，一项任务一旦加工完毕，只要有待加工的任务，就可以立即把它安排到这台机器上.换句话说，在同一台机器上两个连续安排的任务之间没有等待时间.整个任务的截止时间就是最后一台机器的停机时间.问如何安排这些任务的加工次序，使得截止时间D达到最小？称这样的调度方案是最优调度.


  请看下面的实例.有2台机器c1、c2；6项任务t1，t2，…，t6.每项任务的加工时间分别为


  [image: ]


  任务之间的顺序约束是：任务t3只有在t6和t5完成之后才能开始加工；任务t2只有在t6、t5和t4都完成后才能开始加工；任务t1只有在t3和t2完成之后才能开始加工，这些限制恰好构成集合{t1，t2，t3，t4，t5，t6}上的序关系.上述实例的序关系可以用有向图表示，如图4-12所示.图中位置较低的结点是需要先加工的任务结点，如果ti在tj之前加工，则从ti到tj有一条有向边.


  图4-13给出了两种不同的调度方案，其中第一种方案的截止时间D=6，第二种方案的截止时间D=5.显然第二种方案是比较好的方案.可以证明第二种方案是最优的调度，因为按照任务之间的顺序约束：t4完成后才能加工t2，t2完成后才能加工t1.任何调度的截止时间至少等于这三项任务的加工时间之和，即D≥l（t4）+l（t2）+l（t1）=2+2+1=5.而第二种调度的截止时间D=5，达到了这个最小值.


  
    [image: ]

    图 4-12

  


  
    [image: ]

    图 4-13

  


  下面尝试使用集合、关系、函数的概念来描述这个问题.


  设有下述集合：任务集T={t1，t2，…，tn}，n∈Z+；机器集M={c1，c2，…，cm}，m∈Z+；时间集=N；加工时间l：T→Z+.顺序约束R是T上的偏序关系，定义为


  [image: ]


  不难验证这个关系具有自反性、反对称性和传递性.一个可行调度是T的划分{T1，T2，…， Tm}，划分块Tj是T的非空子集，由安排在机器cj上加工的所有任务组成.对于任务集Tj，j=2，…，m，存在调度函数σj：Tj→N，且满足下述条件：


  [image: ]


  条件（1）表示在截止时间D之前的每个时刻i，每台机器cj上至多只有1个任务正在加工条件（2）表示如果任务tk与tl有偏序约束，那么tk完成以后tl才能开始加工.机器j的停止时间


  [image: ]


  所有任务的截止时间


  [image: ]


  我们的问题就是确定使得D达到最小的可行调度.


  给出问题的清晰描述只是求解问题的第一步，寻找高效的算法才是解决问题的关键.为了表示算法的效率，通常选择某些基本运算.输入规模越大，算法所做的基本运算次数越多，一般把算法对于规模为n的输入所做的基本运算的次数称作该算法的时间复杂度函数.例如用插入排序算法对n个不同数的数组进行排序，数组的元素数是输入规模，插入排序的基本运算是比较运算.如果输入的数组恰好是从小到大排好序的，那么该算法只需要进行n-l次比较就结束了；如果输入的数组恰好是从大到小按照逆序排列，那么该算法需要进行


  [image: ]


  次比较运算.这个例子说明对于同样规模的不同输入，算法做的基本运算次数差别很大.对于规模为n的输入，算法做的最多的运算次数称为算法最坏情况下的时间复杂度.而针对所有规模为n的输入，算法所做的平均运算次数称为算法的平均时间复杂度.一般认为，多项式时间的算法（最坏情况下时间复杂度函数的增长以某个多项式函数为上界，例如n2、nlogn等）是有效的算法，而指数时间（如2n）的算法不是有效的算法.对于上面的调度问题，迄今为止，没有找到有效算法，但是否不存在有效算法，也没有得到证明.这是个悬而未决的问题.但是当把问题输入限制到某些子集，针对这些特殊输入可以存在有效算法.


  例4.24资源共享协议.有两个进程p1、p2，它们需要共享某种资源s，例如访问同一个缓冲区，使用同一台打印机等.每个进程有3种状态：闲置状态i（不需要访问资源s）、请求状态r（提出访问资源s的请求并正在等待资源分配）和访问状态w（占用资源s）.系统的状态是一个二元组，表示为＜x1，y2＞，其中x1表示进程p1所处的状态，y2表示进程p2所处的状态.系统的所有状态构成集合S，由于不允许p1和p2同时使用该资源，于是有
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  系统从初始状态s0=＜i1，i2＞开始，随时间在S中状态之间进行转换.


  为了保证协议的正确性，需要对系统的状态进行某些限制.例如：


  （1）任何时刻至多一个进程访问资源；


  （2）任何进程对资源的需求总会被满足.换句话说，不会有进程永远处于“请求”状态；


  （3）进程会不断地提出需求，即没有进程永远处于“闲置”状态；


  （4）进程的需求没有严格的次序.


  系统之间的状态转换可以看成S上的二元关系R，即


  [image: ]


  可以把关系R用关系图来表示.图中有8个顶点，如果系统能够从状态si变到sj，那么就在图中画一条从si到sj的有向边.例如从初始状态s0=＜i1，i2＞开始，如果进程p1对资源提出请求，那么系统就变到状态s1=＜r1，i2＞.这个图就构成了系统的状态空间，见图4-14.


  
    [image: ]

    图 4-14

  


  为了验证协议的性质，可以在每个状态旁边用逻辑公式表示这个状态所满足的性质.例如，所有的状态都应该满足[image: ]这就保证了任何时刻至多一个进程访问资源.为了表示其他与时间相关的性质，如“任何进程对资源的需求总会满足”，这需要刻画如果r1为真，那么在将来的某个时刻一定有w1为真.可以简单表示为[image: ]这里的[image: ]就是时态算子[image: ]表示将来总有一个时刻使得w1为真.还有其他时态算子，限于篇幅，此处不再赘述.这就构成了一个时态逻辑系统，使用时态逻辑推理可以验证协议是否正确.


  例4.25工作流系统的网模型.


  工作流是为业务流程建模而引人的技术，目前已经广泛应用于办公自动化、工业流程控制等众多领域.Aalst用工作流网WF_net对工作流进行建模，它的基础就是Petri网.下面给出WF_net的定义.


  WF_net是三元组（P，T，F），其中P是库所（place）集合，T是变迁（transition）集合，F称为流关系.它们之间满足以下条件：


  [image: ]


  （5）存在起始库所i∈P，使得[image: ]称为i的前集；


  （6）存在终止库所o∈P，使得[image: ]称为o的后集；


  （7）每个结点x∈P∪T，都处在从i到o的一条路径上.


  前面4个条件是一般Petri网所满足的条件.条件（1）表明库所和变迁是两类不同的元素.条件（2）说明网中至少含有1个元素.条件（3）是关于流关系的基本性质，流关系反映的是资源的流动.资源可以从库所到变迁，也可以从变迁到库所，同一类元素之间没有流动.不属于domF∪ranF的库所或变迁是孤立结点，不参与资源流动.条件（4）表示网中没有孤立结体变迁的集合，p的后集指的是从p出发的边所指向的全体变迁的集合.图4-15[1]给出了点.最后3个条件是工作流网所特有的.对于任意库所p，p的前集[image: ]指的是有边通向p的全一个投诉处理的工作流网模型.这个网里有9个库所，分别记作i，p1，p2，…，P7，o；还有8个变迁T1，T2，…，T8.这些变迁的具体含义如下：


  [image: ]


  其中p5的前集和后集分别是：


  [image: ]


  条件（5）～条件（7）说明起始库所i没有进入边，终止库所o没有出发边，并且网中没有冗余的结点.与实际业务流程对应，变迁代表流程中的活动.活动之间通过库所连接，库所起到流程控制的作用.活动之间的逻辑关系可以是顺序、分支等多种结构.起始库所i中的托肯


  （token，也称作“令牌”，用小黑点表示）代表一个投诉案例.


  
    [image: ]

    图 4-15

  


  在WF_net中变迁分成4类：“与分支（and-split）”、“或分支（or-split）”、“与连接（and-join）”和“或连接（or-join）”，分别用图4-16中的4种符号表示.
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    图 4-16

  


  “与分支”变迁发生后，其后集中的所有库所都有托肯；“或分支”变迁发生后，根据发生的结果，其后集中只有一个库所有托肯；“与连接”变迁发生的前提条件是：其前集的所有库所都有托肯；“或连接”变迁发生的前提条件是：其前集中的某一个库所有托肯.


  依照流程，首先发生变迁T1（登记）.这是一个“与分支”变迁，其后集中的库所p1和p2都有托肯.它们分别触发变迁T2（寄出调查表）和T5（投诉评估）.先看T2的分支.这个活动结束后，库所p3就会产生1个托肯.托肯代表资源的数量，1个托肯只能触发1个变迁.这意味着变迁T3（调查表处理）和T4（过期处理）只能发生其一，这也符合常理.活动结束后在p5产生1个托肯.再看下面的T5（投诉评估）分支.变迁T5是“或分支”，该活动结束时只能产生1个托肯，根据评估结果来决定把这个托肯送入p4还是p6.下面分两种情况考虑.第一种情况：若p4有托肯而p6没有托肯，由于变迁T6（处理投诉）是“与连接”，那么p4与p5的托肯将使T6发生的前提成真，从而处理投诉.此外，变迁T6也是“与分支”，T6发生后，在p5与p7都产生托肯，这时触发变迁T7（检查处理结果）发生.注意变迁T7是“或分支”.如果处理结果合理，在p6产生托肯，这个托肯与p5中的托肯将触发变迁T8（归档保存）.T8发生后，终止库所o有1个托肯，流程结束.如果处理结果不合理，那么在p4产生托肯，与p5的托肯一起触发变迁T6，重新进行投诉处理，这就形成了循环，直到处理结果合理为止.第二种情况，如果p6有托肯而p4没有托肯，这时T6不会发生，流程不进行投诉处理，而p6与p5的托肯将触发变迁T8，进入归档保存.与前面一样，这将导致流程结束.


  建立了基于Petri网的工作流模型，就可以对流程进行化简，并利用Petri网的描述能力和分析方法对流程的某些性质进行分析，还可以进行计算机模拟.


  例4.26网络带宽分配问题.随着互联网上语音视频业务的飞速增长，带宽成了影响服务质量的主要因素.一般来说，用户使用的带宽分成两部分：静态带宽和动态带宽.静态带宽是运营商承诺的最小带宽，已经预留给每个用户；动态带宽被所有的用户共享，根据需求进行分配.语音视频业务服务过程一般分成三步：建立连接、进行语音视频传输、结束服务.对于已经建立连接且正在进行传输的服务，运营商应该保证其所需要的带宽.而在连接阶段，如果所有客户申请的带宽总量超过运营商能提供的带宽时，则进行带宽分配，即挑选一部分用户来建立连接，而其他用户需要等待.为了保证公平性，对用户计算优先级，优先级髙的先分配.用户的优先级=他可使用的最大带宽与已占有带宽之比，需求量越大，被满足的带宽越小，则优先级越高.假设已知每一项业务所申请的带宽大小，在保证分配的带宽之和不超过网络总带宽的条件下，如何选择一部分业务，以使得这些业务的优先级收益（即所有业务的优先级之和）达到最大？


  可以用集合与函数对这个问题进行建模.设用户集合是{1，2，…，n}，用户i提出了ti个带宽申请，其第j个申请的带宽是r（i，j），这里i=1，2，…，n，j=l，2，…，ti.假设此刻运营商能提供的动态带宽总量是B，用户i已使用的带宽为Cij，可使用的最大带宽是Mij，那么Ci j≤Mij.用户i的优先级函数记作P（i，j），其中
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  用函数X（i，j）表示对用户i的第j个申请的分配结果：X（i，j）=l表示分配，X（i，j）=0表示不分配，那么问题的优化目标是使得下述函数，即优先级收益
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  达到最大，同时满足不超过总带宽的约束条件，即
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  这是一个典型的组合优化问题，n个用户总计有t1+t2+…+tn=m个带宽请求，分别标号为1，2，…，m.在考虑前k项带宽请求（k=l，2，…，m）、总带宽限制为l（l=1，2，…，B）的情况下，设最佳分配的优先级收益为v（k，l）.如果此时把带宽分配给第k项业务（可能是第i个用户的第j项申请），该业务所需带宽是r（k）（在r（k）=r（i，j）≤l的情况下），优先级收益是P（k）=P（i，j）.那么，剩下的带宽是l-r（k）.这些带宽将在1，2，…，k-1项业务中分配，所得到的优先级收益将是v（k-l，l-r（k）），因此总的优先级收益是v（k-1，l-r（k））+P（k）.相反，如果不把带宽分配给第k项业务，那么全部带宽l将在1，2，…，k-1项业务中分配，总收益为v（k-1，l）.为了使得优先级的总收益最大，只要在上述两个收益中选择较大的即可.上述分析可以总结成下面的递推公式，即[image: ][image: ]有
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  根据这个公式，第一步先计算k=l，l=l，2，…，B的v（l，l）值，并把它们存到一个表中.第二步计算k=2，l=1，2，…，B的v（2，l）值，再把得到的值存到这个表中.每步计算若用到较小的v（k，l）值，就到表中去取.照此做下去，直到计算出k=m，l=1，2，…，B的v（m，l）值为止，其中的v（m，B）就是最佳分配的优化函数值，即最大的优先级收益.上述计算完成后，再根据v（m，B）的值逐步向前追溯，就可以找出最佳的分配方案是什么.先看v（m，B）是等于v（m-1，B），还是等于v（m-l，B-r（m））+P（m）？如果等于前者，那么没有选择第m项业务；如果等于后者，则意味着选择了第m项业务.然后根据剩下的部分是v（m-1，B）还是v（m-l，B-r（m））来追溯第m-l项业务是否被选到.照此下去，直到m项业务都考察到，就得到问题的解.如果在计算每一项v（k，l）的时刻就把是否选择第k项业务记录下来，那么追溯过程就可以省掉了.只要查一下全部记录，就得到了问题的解.

  


  [1].此图选自范玉顺编著的《工作流管理技术基础》，清华大学出版社，2001.


  4.8 题例分析


  例4. 27～例4.34为选择题.


  例4. 27 R是X上的二元关系，对于x∈X定义集合
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  显然[image: ]如果X={-4，-3，-2，-1，0，1，2，3，4}，且令
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  则下列集合满足：


  [image: ]


  供选择的答案


  [image: ]


  分析根据R1、R2和R3的定义可得
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  （1）R1（0）中是X里边比0大的数，即
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  （2）R2（0）中的元素y满足
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  解上述不等式可得
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  所以，y只能是-1或0.


  （3）R3（3）中的数必须大于等于9，X中没有这样的数，所以，R3（3）=∅.
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  由上式解得
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  例4.28 设R和S定义在P上，P是所有人的集合.
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  （1[image: ]示的是关系[image: ]


  （2）[image: ]表示的是关系[image: ]


  （3）[image: ]表示的是关系[image: ]


  （4）关系
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  （5）关系供选择的答案
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  A、B、C：①{＜x，y＞|x，y∈P∧x是y的丈夫}；②{＜x，y＞|x，y∈P∧x是y的孙子或孙女}；③∅；④{＜x，y＞|x，y∈P∧x是y的祖父}；⑤{＜x，y＞|x，y∈P∧x是y的祖母}.
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  分析（1）[image: ]中的＜x，y＞满足：x是y的父亲的父亲，即x是y的祖父.（2）[image: ]中的＜x，y＞满足：存在z∈P，使x是z的父亲且y是z的母亲，即x是y的丈夫.


  （3）[image: ]中的＜x，y＞满足：存在z∈P，使z是x的父亲，且z是y的母亲.这是不可能的，所以[image: ]


  （4）由y是x的外祖母知y是x的母亲的母亲，即＜y，[image: ]所以，＜x，[image: ]


  [image: .]


  （5）由x是y的祖母知x是y的父亲的母亲，即＜x，[image: ]


  例4.29用一台微机完成6项任务，每项任务可以用FORTRAN或PASCAL语言编制程序，且有4个子程序S1，、S2、S3和S4供它们选择调用.表4-3列出了它们所使用的语言、调用的子程序、运行时间和上机安排的情况.在集合{T1，…，T6}中定义二元关系R1、R2，R3和R4如下：


  [image: 和Tj使用同一种语言，和Tj调用过同一个子程序，的运行时间不多于Tj的运行时间，安排在Tj前上机.]


  
  表 4-3
[image: ]


  那么R1、R2、R3和R4中有[image: ]个是自反的，[image: ]个是反自反的，[image: ]个是对称的，[image: ]个是反对称的，[image: ]个是传递的.


  供选择的答案
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  R1是自反的、对称的、传递的.


  R2是自反的、对称的，但不是传递的.


  R3是自反的、传递的.


  R4是反自反的、反对称的、传递的.


  所以，有3个自反关系、1个反自反关系、2个对称关系、1个反对称关系、3个传递关系.


  例4.30设S={1，2，3}，定义S×S上的等价关系R，[image: ]，b＞，＜c，d＞∈S×S有
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  则由R产生了 S×S的一个划分.在该划分中共有[image: ]个划分块，其中最大的块有[image: ]个元素，并且含有元素[image: ].最小的划分块有[image: ]块，每块含有[image: ]个元素.


  供选择的答案
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  根据题意有
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  这就是说，只有那些第一元素与第二元素之差相等的有序对互相等价.将S×S中的元素按差分类.
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  共有5个划分块，其中最大的块是{＜1，1＞，＜2，2＞，＜3，3＞}，含3个元素；最小的块有2块，即{＜1，3＞}和{＜3，1＞}，每块只含1个元素.


  例4.31设S={0，1}，F是S中的字符构成的长度不超过4的串的集合.即


  [image: ]


  [image: 其中λ表示空串.在F上定义偏序关系R：y∈F，]


  例如，00是001的前缀，但01不是001的前缀.
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  供选择的答案


  A：①链；②树；③既不是链，也不是树.
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  分析画出＜F，R＞的哈斯图，如图4-17所示.


  
    [image: ]

    图 4-17

  


  不难看出这是一棵树，极小元为λ，没有最大元.101和1001的最长的公共前缀是10，所以，10为G的最大下界.但在F中没有一个串使得101和1001都是它的前缀，所以，G没有上界，也没有最小上界.


  例4.32设S={1，2}，则S上可以定义[image: ]个不同的二元关系，其中有[image: ]个等价关系，[image: ]个偏序关系，Is是[image: ]，φ是[image: ].


  供选择的答案


  A、B、C：① 1；②2；③3；④4；⑤8；⑥ 16.


  D、E：⑦等价关系但不是偏序关系；⑧偏序关系但不是等价关系；⑨等价关系和偏序关系；⑩既不是等价关系也不是偏序关系.
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  分析设|S|=n，则S上可定义[image: ]个二元关系.所以，{1，2}上可定义24= 16个二元关系.S上的等价关系数等于S的划分个数，而2元集只有两种划分方案（划成一块或两块），所以，有2种等价关系.2元集的哈斯图只有2个结点，边至多有1条.不同的哈斯图只有3种（没有边的1种，有1条边的2种），所以，{1，2}上有3种不同的偏序关系.


  Is是S上的恒等关系，它是自反的、对称的、反对称的和传递的，既是等价关系，也是偏序关系.空关系φ在S上不自反，既不是等价的，也不是偏序.


  例4.33下面给定5个函数，其中单射而非满射的有[image: ]，满射而非单射的有[image: ]，双射的有[image: ]，既不单射，又不满射的有[image: ]、[image: ].


  设R为实数集，Z为整数集，R+、Z+分别表示正实数与正整数集.


  供选择的答案
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  分析函数①是开口向下的抛物线，不是单调函数，有极大值，所以，不是单射，也不是满射.


  函数②是单调上升的，其函数值依次为lnl，ln2， ln3，….是单射的，但不满射.


  函数③是满射的，但f（1.5）=f（1）= 1，不单射.


  函数④是线性函数，单调上升，是双射.


  函数⑤，当x→0时，f（x）→+∞而当x→+∞时，f（x）→+∞，在x=1函数取得极小值f（1）=2，所以，它既不单射，也不满射.


  例4.34设f1，f2∈RR，R为实数集且


  [image: ]


  定义R上的等价关系T1和T2，使得


  [image: ]


  则（1）T1和T2对应的划分分别是[image: ]和[image: ].


  ⑵设g1、g2为自然映射，gi：R→R/Ti，gi（x）=[x]，i=l，2.则g1是[image: ]，g2是[image: ]，且g1（0）=[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  分析（1）由f 1和T 1的定义可知， x2∈Z有f1（x1）=f1（x2），则x1～x2.同理[image: ]x2∈R-Z，有x1～x2，即T1将R中的元素分成两个等价类Z和R-Z，所对应的划分即是{Z，R-Z}.由f2和T2的定义可知，f2是R上的恒等函数，[image: ]有x～x.所以，T2中的等价类都具有形式{x}，x∈R，而对应的划分为{{x}|x∈R}.


  （2）由定义可知有


  [image: ]


  易见g1和g2都是满射的，对于g1，因g1（1）=g1（2）=Z，所以g1不是单射的.而当x1≠x2时，有{x1}≠{x2}，所以g2是单射的.


  由于0∈Z，g1（0）


  例4.35设N是自然数集，确定下列函数中哪一个是满射？哪一个是单射？哪一个是双射？并说明理由.


  [image: ]


  答案（1）因为对于不等的自然数x，y有x2+l≠y2+l，因而f是单射的.[image: ]因此不是满射的.


  （2） f（1）=f（4），因此f不是单射的.因此f不是满射的.（3） f（1）=f（3），因此f不是单射的.因此f不是满射的.


  （4） f（1）=f（3），因此f不是单射的.ranf={0，1}，f是满射的.


  分析本题涉及了函数性质——单射和满射的判断问题.判断函数f：A→B是否具有单射和满射的性质，主要依据下述方法：


  [image: ]


  对于任意x、y，都有[image: ]成立，f就是单射的.


  例4.36 对于给定集合A和B构造从A到B的双射函数.


  （1） A=Z，B = N，其中Z、N分别表示整数集和自然数集.


  （2） A=[π，2π]，B =[-1，1]是实数区间.


  [image: ]


  分析关于双射函数的构造，根据给定集合的不同，构造双射函数的方法也不同.即使是同样的集合，也可以构造出不同的双射函数.如果给定的集合有自然数集合N，那么通常采用对另一个集合“数元素”的方法来构造双射函数，也就是说，按照某种规则依次指定该集合中的第0个元素，第1个元素，第2个元素，…….如果给定的集合是实数区间，通常采用适当的初等函数，如一次函数、三角函数、对数函数、指数函数等.不管采用哪种函数，必须保证所构造的函数在给定的实数区间是严格单调的（上升或下降）.


  下面讨论本题的两个双射函数的构造方法.


  （1）首先将所有的整数按照“数元素”的次序排列，比如0，-1，1，-2，2，-3，3，…规则是绝对值较小的整数排在绝对值较大的整数之前，绝对值相等的整数中负数排在正数之前.根据这个排列，整数集合到自然数集合的对应就是


  [image: ]


  针对这个对应不难写出相应的函数表达式为


  [image: ]


  当然这个构造不是唯一的，也可以采用其他的排列方法.不管采用哪种方法，都要保证函数的单射性.


  （2）从实数区间[π，2π]到[-1，1]的双射函数，可以采用一次函数，即经过平面直角坐标系上的点（π，-1）到点（2π，1）的直线方程


  [image: ]


  也可以采用三角函数


  [image: ]


  习题


  题4.1～题4.10为选择题.题目要求是从供选择的答案中选出应填入叙述中的[image: ]内的正确答案.


  4.1 （1）设S={l，2}，R是S上的二元关系，且xRy如果R=Is，则[image: ]；如果R是数的小于等于关系，则[image: ]，如果R=Es，则[image: ].


  （2）设有序对＜x+2，4＞与有序对＜5，2x+y＞相等，则x[image: ]D，y=[image: ].


  供选择的答案


  A、B、C：①x、y可任意选择 1 或 2；②x=l，y=l；③x=1，y=1或2；x=y=2；④x=2，y=2；⑤：x=y=l或x=y=2；⑥x=1，y=2；⑦x=2，y=1.


  D、E：⑧3；⑨2；⑩-2.


  4.2设S={1，2，3，4}，R为S上的关系，其关系矩阵是


  [image: ]


  则（1）R的关系表达式是[image: ].


  （2）domR=[image: ]，ranR=[image: ].


  （3）[image: ]中有[image: ]个有序对.


  （4）R-1的关系图中有[image: ]个环.


  供选择的答案


  [image: ]


  4.3设R是由方程x+3y=12定义的正整数集Z +上的关系，即


  [image: ]


  则（1）R中有[image: ]个有序对.


  （2）domR=[B[image: ].


  （3） R {2，3，4，6}=[image: ].


  （4）{3}在R下的像是[image: ].


  （5）的集合表达式是E.[image: ]


  供选择的答案


  [image: ]


  4.4设S={1，2，3}，图4-18给出了S上的5个关系，则它们只具有以下性质：R1是


  [image: A，R2是B，R3是C，R4是D，R5是E.]


  供选择的答案


  A、B、C、D、E：①自反的，对称的，传递的；②反自反的，反对称的；③反自反的，反对称的，传递的；④自反的；⑤反对称的，传递的；⑥什么性质也没有；⑦对称的；⑧反对称的；⑨反自反的，对称的；⑩自反的，对称的，反对称的，传递的.


  
    [image: ]

    图 4-18

  


  4.5 设Z+={x|x∈Z∧x＞0}，π1、π2、π3是Z+的3个划分.
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  则（1）3个划分中划分块最多的是[image: ]，最少的是[image: ].


  （2）划分π1对应的是Z+上的[image: ]，π2对应的是Z+上的[image: ]，π3对应的是Z+上的[image: ].


  供选择的答案


  A、B：①π1；②π2；③π3.


  C、D、E：④整除关系；⑤全域关系；⑥包含关系；⑦小于等于关系；⑧恒等关系；⑨含有两个等价类的等价关系；⑩以上关系都不是.


  [image: 4.6设S={1，2，…，10}，是S上的整除关系，则＜S，的哈斯图是A，其中最大元是B，最小元是C，最小上界是D，最大下界是E.]


  供选择的答案


  A：①一棵树；②一条链；③以上都不对.
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  4.7设f： N→N，N为自然数集，且


  [image: ]


  供选择的答案


  [image: ]


  4.8设R、Z、N分别表示实数、整数和自然数集，下面定义函数f1、f2，f3，f4.试确定它们的性质.


  [image: ]


  [image: ]


  供选择的答案


  A、B、C、D：①满射不单射；②单射不满射；③双射；④不单射也不满射；⑤以上性质都不对.


  [image: ]


  [image: ]


  供选择的答案


  [image: ]


  C：⑤单射不满射；⑥满射不单射；⑦不单射也不满射；⑧双射.


  D、E：⑨不是反函数；⑩是反函数.


  4.10 （1）设S={a，b，c}，则集合T={a，b}的特征函数是A，属于SS的函数是B.


  （2）在S上定义等价关系R=IS∪{＜a，b＞，＜b，a＞}，那么该等价关系对应的划分中有C个划分块.作自然映射g：S→S/R，g（x）=[x]R，那么g的表达式是D，g（b）=E.


  供选择的答案


  [image: ]


  4.11设S={1，2，…，6}，下面各式定义的R都是S上的关系，分别列出R的元素.


  [image: ]


  4.12设S={1，2，…，10}，定义S上的关系


  [image: ]


  R具有哪些性质？


  4.13 S={a，b，c，d}，R1、R2为 S上的关系，


  [image: ]


  [image: 求和]


  4.14 设R的关系图如图4-19所示，试给出r（R）、s（R）、t（R）的关系图.


  
    [image: ]

    图 4-19

  


  4.15对任意非空集合S，P（S）-{∅}是S的非空子集族，那么P（S）-{∅}能否构成S的划分？


  4.16画出下列集合关于整除关系的哈斯图.


  [image: ]


  并指出它的极小元、最小元、极大元、最大元.


  4.17在下列的关系中哪些能构成函数？


  [image: ]


  4.18设R是S上的等价关系，在什么条件下自然映射g：S→S/R是双射的？


  4.19 设f，g，h∈NN，且有


  [image: ]


  4.20 设f：R×R→R×R，f（＜x，y＞）=＜x+y，x-y＞，求f的反函数.


  4.21设f，g∈NN，N为自然数集，且
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  （1）求[image: ]并讨论它的性质（是否为单射或满射）.


  （2）设 A={0，1，2}，求[image: ]


  4.22 设 A={a，b}，B={0，l}，


  （1）求P（A）和BA.


  （2）构造一个从P（A）到BA的双射函数.


  4.23 对下面给定的集合A和B，构造从A到B的双射函数.


  [image: ]


  4.24 设f：A→A，由f导出的A上的等价关系定义如下：


  [image: ]


  已知f1，f2，f3∈NN，且


  [image: ]


  令Ri为fi导出的等价关系，求商集N/Ri，其中i = l，2，3


  4.25 对下述函数f，g及集合A、B，计算和[image: ]，并说明[image: ]是否为单射或满射.


  [image: ]


  第五章图的基本概念


  图论的内容十分丰富，应用相当广泛.许多学科，诸如运筹学、信息论、控制论、网络理论、博弈论、化学、生物学、物理学、社会科学、语言学、计算机科学等，都以图作为工具来解决实际问题和理论问题.随着计算机科学的发展，图论在以上各学科中的作用越来越大，同时图论本身也得到了充分的发展.本书在第5、6、7章中介绍与计算机科学关系密切的图论内容.


  5.1 无向图及有向图


  在集合论中已给出了集合与卡氏积的概念，这里还需要给出多重集与无序积的概念.集合中的元素不重复出现，当允许元素重复出现时称作多重集.如，{a， a， b， c， c， c}与{a， b， c}作为集合是相同的，而作为多重集是不相同的.


  设A、B为两集合，称


  [image: ]


  为A与B的无序积，记作A&B.为方便起见，将无序对{a，b}记作（a，b）.无论a、b是否相同，显然有（a，b）=（b，a）.例如，设 A={a1，a2}，B={b1，b2}，则


  [image: ]


  定义5.1 一个无向图G是一个二元组﹤V，E﹥，其中


  （1） V是一个非空的有穷集合，称为G的顶点集，V中元素称为顶点或结点；


  （2） E是无序积V&V的一个多重子集，称为G的边集，E中元素称为无向边或简称边.


  图G的顶点集记作V（G），边集记作E（G）.在图的运算中，有时会产生顶点集为φ的结果，因而规定顶点集为0的图为空图.


  以上给出的是一个无向图的数学定义，还可以用图形表示无向图，这样更直观.用小圆圈或实心点表示顶点，用连接两个顶点的线段表示边，其中顶点的位置、线段的曲直及是否相交都无关紧要.例如，G=﹤V，E﹥，V={v1，v2，v3，v4，v5}，E={（v1，v2），（v2，v2），（v2，v3）（v1，v3），（v1，v3），（v1，v4）}，G的图形如图5-l（a）所示.


  定义5.2 一个有向图D是一个二元组﹤V，E﹥，其中


  （1） V是一个非空的有穷集合，称为D的顶点集，V中元素称为顶点或结点；


  （2）E是卡氏积V×V的多重子图，称为D的边集，其元素称为有向边，也简称边.


  也用V（D）、E（D）分别表示有向图D的顶点集和边集.有向图D也可以用图形表示，与无向图不同的是，用带箭头的连线表示有向边.例如，D=﹤V，E﹥，其中[image: ]图形为图5-l（b）所示.为方便起见，也可以给边起个名字.例如，在图5-l（a）中，用e1表示边（v2，v2），e2表示边（v1，v2）等.在图5-l（b）中，用e1表示边﹤v1，v1﹥，e2表示边﹤v1，v2﹥等.


  [image: ]


  
    [image: ]

    图 5-1

  


  无向图和有向图通称为图，但有时也把无向图简称为图.常用G表示无向图，用D表示有向图.有时又用G泛指无向图或有向图.


  有n个顶点的图（无向图或有向图）称为n阶图.没有一条边的图称为零图.一阶零图，即只有一个顶点、没有边的图，称为平凡图.


  定义5.3 在无向图G=﹤V，E﹥中，设e=（u，v）是的一条边，则称u、v为e的端点，e与u（和v）关联.无边关联的顶点称为孤立点.若一条边所关联的两个顶点重合，则称此边为环.若u≠v，则称e与u（和v）的关联次数为1；若u=v，称e与u的关联次数为2；若w不是e的端点，则称e与w的关联次数为0.


  若存在一条边e以顶点u、v为端点，则称u、v是相邻的.若两条边e、e′至少有一个公共端点，则称e、e′是相邻的.


  在图5-l（a）中，e2（v1，v2），v1、v2为e2的端点，e2与v1、v2的关联次数均为1. v 5是孤立点.e1是环，e1与v2的关联次数为2.v1与v2是相邻的，而v2与v4不相邻.e1与e2是相邻的，e2与e3也是相邻的，而e1与e4不相邻.


  定义5.4 在有向图D=﹤V，E﹥中，设e=﹤u，v﹥是的一条有向边，则称u为e的始点，v为e的终点，也称u、v为e的端点，e与u（和v）关联.无边关联的顶点称为孤立点.若一条有向边的始点与终点重合，则称此边为环.


  若存在一条边e以顶点u为始点、以v为终点，则称u邻接到v.若边e的终点与边e′的始点重合，则称e、e′是相邻的.


  在图5-1（b）中，边e2=﹤v1，v2﹥，v1是e2的始点，v2是e2的终点，v1邻接到v2.e1是环，无孤立点.边e1与e2是相邻的，e2与e5也是相邻的，而e2与e3不是相邻的.


  定义5.5在无向图中，顶点v作为边的端点的次数之和为v的度数，简称度，记作d（v）.


  在有向图中，称顶点v作为边的始点的次数之和为v的出度，记作d+（v）；称v作为边的终点的次数之和为v的入度，记作d-（v）；称v作为边的端点的次数之和为v的度数，简称度，记作d（v）.显然，d（v）=d+（v）+d-（v）.


  在图5-l（a）中，d（v1）=4，d（v2）=4，d（v5）=0，在图5-l（b）中，d+（v1）=2，d-（v1）=l，d（v1）=3，d+（v2）=l，d-（v2）=3，d（v2）=4.注意，在图5-l（a）中，v2作为环e1的端点是2次.在图5-l（b）中，v1作为环e1的一次始点、一次终点和2次端点.


  称度数为1的顶点为悬挂顶点，它所关联的边为悬挂边.在图5-l（a）中，v4为悬挂顶点，e6为悬挂边.


  对于无向图G=﹤V，E﹥，记
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  分别称为G的最大度和最小度.


  对于有向图D=﹤V，E﹥，除了最大度Δ（D）、最小度δ（D）外，还有最大出度Δ+（D）、最大入度Δ-（D）、最小出度δ+（D）、最小入度δ-（D），分别定义如下：


  [image: ]


  在图 5-l（a）中，Δ=4，δ=0.图 5-l（b）中，Δ=4，δ=2，Δ+=3，Δ-=3，δ+=1，δ-=0.


  下面定理给出图中顶点度数与边数之间的关系.


  定理5.1（握手定理）设图G=﹤V，E﹥为无向图或有向图，V={v1，v2，…，vn}，边数|E|=m，则


  [image: ]


  证明每一条边有2个端点，所有顶点的度数之和等于它们作为端点的次数之和，因此恰好等于边数的2倍.


  握手定理是图论中的基本定理，它有一个重要推论.


  推论任何图（无向的或有向的）中，度数为奇数的顶点个数是偶数.


  对有向图来说，还有下面的定理.


  定理5.2设有向图 D=G=﹤V，E﹥，V={v1，v2，…，vn}，|E|=m，则


  [image: ]


  可类似定理5.1证明.


  以上两定理及其推论都是非常重要的，希望记住它们并能灵活运用.


  设V={v1，v2，…，vn}为图G的顶点集，称（d（v1），d（v2），…，d（vn））为G的度数序列.有向图还有入度序列和出度序列.图5-l（a）的度数序列为（4，4，3，1，0），（6）的度数序列为（3，4，3，4，2），入度序列为（1，3，0，3，1），出度序列为（2，1，3，1，1）.


  例5.1 （1）（3，3，2，3）、（5，2，3，1，4）能成为图的度数序列吗?为什么?


  （2）已知图G中有10条边，4个度数为3的顶点，其余顶点的度数均小于等于2，问G中至少有多少个顶点？为什么？


  解（1）由于这两个序列中，奇数个数均为奇数，由握手定理的推论可知，它们都不能成为图的度数序列.


  （2）图中边数m=10，由握手定理可知，G中各顶点度数之和为20，4个3度顶点占去12度，还剩8度.若其余全是2度顶点，还需要4个顶点来占用这8度，所以G至少有8个顶点.


  定义5.6在无向图中，关联一对顶点的无向边如果多于1条，称这些边为平行边.平行边的条数称为重数.


  在有向图中，如果有多于1条的边的始点与终点相同，则称这些边为有向平行边，简称平行边.


  含平行边的图称为多重图.既不含平行边也不含环的图称为简单图.


  在图5-l（a）中，e4与e5是平行边.图5-l（b）中e3与e4是平行边，而e7与e8不是平行边.这2个图都不是简单图.图5-2中所示的3个图都是简单图.


  定义5.7设G=﹤V，E﹥是n阶无向简单图，若G中任何顶点都与其余的n-1个顶点相邻，则称G为n阶无向完全图，记作Kn.
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    图 5-2

  


  设D=﹤V，E﹥为n阶有向简单图，若对于任意的顶点u，v∈V（u≠v），既有有向边﹤u，v﹥，又有﹤v，u﹥，则称D是n阶有向完全图.


  在图5-2中（a）为K4，（b）为K5，（c）为3阶有向完全图.


  定义5.8设G=﹤V，E﹥，G′=﹤V′，E′﹥是两个图.若[image: ]子图，G是G′的母图，记作[image: ]


  [image: 若且G′≠G（即或），则称G′是G的真子图.若且V′=V，则称G′是G的生成子图.]


  [image: 设且V ≠φ，以V 为顶点集，以所有两端点均在V 中的边为边集的G的子图，称为V 导出的导出子图，记作G[V ].]


  设


  [image: ]且E1≠φ，以E1为边集，以E1中边关联的所有顶点为顶点集的G的子图，称为E1导出的导出子图，记作G[E1].


  在图5-3中，图5-3（b）、图5-3（c）均为图5-3（a）的子图，图5-3（c）是生成子图.图5-3（b）是顶点子集{v1，v2}的导出子图，也是边子集{e4，e5}的导出子图.图5-3（c）又是边子集{e1，e3， e}的导出子图.图5-3（e）、图5-3（f）是图5-3（d）的子图，图5-3（e）是生成子图，也是边子集{e1，e3}的导出子图.图5-3（f）是边子集{e1}的导出子图.
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    图 5-3

  


  注意，每个图都是本身的子图.


  定义5.9设G=﹤V，E﹥是n阶无向简单图.G的补图G[image: ]


  E={（u，v）|u，v∈V 且（u，v）∉E}.


  有向简单图的补图可类似定义.


  在图5-4中，图5-4（a）是图5-4（b）的补图，当然图5-4（b）也是图5-4（a）的补图，就是说，图5-4（a）和图5-4（b）互为补图.图5-4（c）和图5-4（d）互为补图.
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    图 5-4

  


  图是表达事物之间关系的工具.在画图时，由于顶点位置的不同，边的直、曲不同，同一个事物之间的关系可能画出不同形状的图来，因而引出了图同构的概念.


  定义5.10设两个无向图G1=﹤V1，E1﹥，G2=﹤V2，E2﹥，如果存在双射函数f：V1→V2，使得对于任意的e=（u，v）∈E1当且仅当e′=（f（u），f（v））∈E2，并且e与e′的重数相同，则称G1与G2是同构的，记作[image: ]


  可类似定义两个有向图同构，只是还要考虑有向边的方向.


  在图5-5中，图5-5（a）与图5-5（b）同构，顶点之间的对应关系为[image: ][image: ]不难验证，图5-5（c）与图5-5（d）同构.图5-5（c）称为彼德森图.
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    图 5-5

  


  显然，顶点数相同，边数相同，度数序列相同（不计顺序）等都是两个图同构的必要条件，还可以找到更多的必要条件.只要不满足某个必要条件，就说明这两个图不同构.例如，在图5-5中，在图5-5（f）中存在3个彼此不相邻的顶点，而在图5-5（e）中却找不到3个彼此不相邻的顶点，因此图5-5（e）与图5-5（f）不同构.注意这两个图的顶点个数相同，边的条数相同，每个顶点都是3度顶点，但这些都是图同构的必要条件，不是充分条件.至今还没有找到便于判断的图同构的充分必要条件.要证明两个图同构，只能根据定义，找到顶点之间满足条件的双射，至今还不知道更好的方法.


  例5. 2 （1）画出4个顶点3条边的所有非同构的无向简单图.


  （2）画出3个顶点2条边的所有非同构的有向简单图.


  解（1）直观上容易看出，4个顶点3条边的所有非同构的无向简单图只有图5-6（a）、图5-6（b）、图5-6（c）所示的3个图.


  （2） 3个顶点2条边的所有非同构的有向简单图只有图5-6（d）、图5-6（e）、图5-6（f）、图5-6（g）所示的4个图.3个顶点2条边的非同构的无向简单图只有1个，由它可派生出3个非同构的有向简单图为图5-6（d）、图5-6（e）、图5-6（f）.
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    图 5-6

  


  5.2 通路、回路和图的连通性


  通路与回路是图论中两个重要而又基本的概念.本节所述定义一般来说既适合无向图，也适合有向图；否则，将加以说明或分开定义.


  定义5.11 设图G中顶点和边的交替序列Γ=v0e1v1e2…elvl，若vi-1和vi是ei的端点（当G是有向图时，要求vi-1是ei的始点，vi是ei的终点），i=l，2，…，l，则称Γ为顶点v0到vl的通路.v0和vl分别称为此通路的起点和终点，Γ中边的数目l称为Γ的长度.当v0=vl时，此通路称为回路.


  若Γ中的所有边互不相同，则称Γ为简单通路.当v0 =vl时，称此简单通路为简单回路.


  若Γ中除v0，vl外所有顶点互不相同，所有边也互不相同，则称此通路为初级通路或路径.当v0=vl时，称此初级通路为初级回路或圈.


  有边重复出现的通路称为复杂通路，有边重复出现的回路称为复杂回路.


  在上述定义中，回路是通路的特殊情况.但通常都是当起点与终点不同时才说是通路.在一般情况下，如果顶点互不相同，必有边也互不相同.在初级通路（回路）的定义中既要求顶点互不相同，又要求边互不相同，这只是为了排除一种特殊情况：沿着边（u，v）从u到v，再沿着这条边回到v.它不是初级回路.根据定义，初级通路（回路）都是简单通路（回路），但反之不真.


  通路和回路是图的子图.图5-7给出了通路、回路的示意图.图5-7（a）为v0到v4的长为4的初级通路（路径）.图5-7（c）为v0到v7的长为8的简单通路.图5-7（e）是v0到v0的长为5的初级回路.图5-7（g）为v0到v0长为8的简单回路.图5-7（b）、图5-7（d）、图5-7（f）、图5-7（h）分别为有向图中的初级通路、简单通路、初级回路、简单回路的示意图.在有向图的通路或回路中，注意箭头方向的一致性.


  在无向图中，环和两条平行边构成的回路分别为长度为1和2的初级回路（圈）.在有向图中，环和两条方向相反边构成的回路分别为长度为1和2的初级回路（圈）.


  图中的通路和回路有下述性质.


  定理5. 3在一个n阶图中，若从顶点u到v（u≠v）存在通路，则从u到v存在长度小于等于n-1的通路.


  证明设v0e1v1e2v2…elvl是从u=v0到v=vl的一个通路，如果l＞n-1，由于图中只有n个顶点，在v0，v1，…，vl中一定有2个是相同的.设vi=vj，i＜j，那么viei+1vi+1…ej vj是一条回路，删去这条回路，得到v0e1v1…viej + 1…elvl仍是从u=v0到v=vl的一个通路，其长度减少j-i.如果它的长度仍大于n-l，则可以重复上述做法，直到得到长
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    图 5-7

  


  度不超过n-l的通路为止.


  推论在一个n阶图中，若从顶点u到v（u≠v）存在通路，则从u到v存在长度小于等于n-1的初级通路.


  下述定理和推论可类似证明.


  定理5.4在一个n阶图中，如果存在v到自身的回路，则存在v到自身长度小于等于n的回路.


  推论在一个n阶图中，如果存在v到自身的简单回路，则存在v到自身长度小于等于n的初级回路.


  定义5.12在一个无向图G中，若从顶点u到v存在通路（当然从v到u也存在通路），则称u与v是连通的.规定任何顶点与自身总是连通的.


  在一个有向图D中，若从顶点u到v存在通路，则称u可达v.规定任何顶点到自身总是可达的.


  定义5.13若无向图G是平凡图或G中任意两顶点都是连通的，则称G是连通图；否则，称G是非连通图.


  易知，在无向图中，顶点之间的连通关系是等价关系.设G为一个无向图，R是G中顶点之间的连通关系.按照R可将V（G）划分成若干个等价类，设为V1，V2，…，Vk.由它们导出的导出子图G[V1]，G[V2]，…，G[Vk]称为G的连通分支，G的连通分支个数记为p（G）.


  例如，图5-8中的图有3个连通分支.


  定义5.14设D是一个有向图，如果略去D中各有向边的方向后所得无向图是连通图，则称D是弱连通图，简称连通图.若D中任意两顶点至少一个可达另一个，则称D是单向连通图.若D中任何一对顶点都是相互可达的，则称D是强连通图.


  在图5-9中，图5-9（a）为强连通图，图5-9（b）为单向连通图，图5-9（c）是（弱）连通图.
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    图 5-8
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    图 5-9

  


  显然，强连通图一定是单向连通图，单向连通图一定是弱连通图，但反之不真.


  设无向图D=﹤V，E﹥[image: ]从G中删除V′中的所有顶点及其关联的边，称作删除V′，把删除V′后的图记作G—V′.又设[image: ]从G中删除E′中的所有边，称作删除E′，把删除E′后的图记作G-E′.


  定义5.15设无向图D=﹤V，E﹥，，若p（G-V′）＞p（G），且对V′的任何真子集V″，p（G-V″）=p（G），则称V′为G的点割集.若点割集中只有一个顶点v，则称v为割点.


  又[image: ]若p（G-E′）＞p（G），且对E′的任何真子集E″， p（G-E″）=p（G），则称E′是G的边割集，简称割集.若边割集中只有一条边e，则称e为割边或桥.


  在图5-10中，{v3，v5}、{v2}、{v6}为点割集，v2、v6都是割点.{v4，v2}不是点割集，因为它的真子集{v2}已经是点割集了.类似地，{v1，v6}也不是点割集.
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    图 5-10

  


  {e3，e4}、{e4，e5}、{e1，e2，e3}、{e1，e2，e5}、{e6，e7}、{e6，e8}、{e9}等都是边割集，其中e9是桥.{e6，e7，e8}、{e6，e8，e1，e2，e5}都不是边割集.


  5.3 图的矩阵表示


  前面介绍了图的集合描述和图形表示，本节介绍图的矩阵表示.用矩阵表示图便于用代数方法研究图，同时也便于计算机的存储和处理.由于矩阵的行列有固定的顺序，因此在用矩阵表示图之前，必须规定图的顶点和边的顺序.本节讨论图的关联矩阵、邻接矩阵和可达矩阵.


  1.无向图的关联矩阵


  设无向图D=﹤V，E﹥，V={v1，v2，…，vn}，E={e1，e2，…，em}，令mij为顶点vi与边ej的关联次数，称（mij）n×m的关联矩阵，记为M（G）.


  显然mij的可能取值为0（vi与ej不关联）、1（vi与ej关联1次）、2（vi与ej关联2次，即ej是以vi为端点的环）.例如，图5-11的关联矩阵为
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    图 5-11

  


  [image: ]


  无向图的关联矩阵具有下述性质.


  （1）每一列恰好有两个1或一个2，这是因为每条边关联两个顶点（环关联的两个顶点重合）.


  （2）第i行元素之和为vi的度数，


  [image: ]


  （3）所有元素之和等于2m，


  [image: ]


  这正是握手定理的内容.


  （4） vi为孤立点当且仅当第i行全为0.如上面的第4行.


  5） ej与ek为平行边当且仅当第j列与第k列相同.如上面的第2列和第3列.


  给定图G的关联矩阵，不难画出G的图形（在同构的意义下）.


  2.有向图的关联矩阵


  这里要求有向图D中没有环.设无环有向图D=﹤V，E﹥，V={v1，v2，…，vn}，E=（e e2，…，em），令


  [image: ]


  则称（mij）n×m为D的关联矩阵，记作M（D）.


  例如，图5-12的关联矩阵为


  [image: ]


  有向图的关联矩阵具有下述性质：


  （1）每一列恰好有一个1和一个-1.


  （2）第i行1的个数等于d+（vi），-1的个数等于d-（vi）.M（D）中所有1的个数等于所有-1的个数，都等于m.


  3.有向图的邻接矩阵


  设有向图D=﹤V，E﹥，V={v1，v2，…，vn}.|E|=m.令[image: ]为vi邻接到vj的边的条数称[image: ]为D的邻接矩阵，记作A（D）.


  例如，图5-13的邻接矩阵为
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    图 5-12

  


  
    [image: ]

    图 5-13

  


  [image: ]


  有向图的邻接矩阵具有下述性质.


  （1）第i行元素之和等于[image: ]


  （2）第j列元素之和等于[image: ]


  （3）所有元素之和等于边数[image: ]


  每一条边是一条长度为1的通路，而环是长度为1的回路，因而[image: ]是D中长度为1的通路（含回路）数，而[image: ]中长度为1的回路总数.一般地，记A=A（D），[image: ]可以证明下述定理和推论.


  定理5.5设A为有向图D的邻接矩阵，V={v1，v2，…，vn}，则Al（l≥1）中元[image: ]vi到vj长度为l的通路数，[image: ]D中长度为l的通路（含回路）总数，其中[image: ]D中长度为l的回路数.


  [image: 推论设B r=A+A 2+…+Ar（r≥1），则Br中元素为D中vi到vj长度小于等于r的通路数，为D中长度小于等于r的通路（含回路）总数，其中为D中长度小于等于r的回路总数.]


  注意：在这里通路和回路可以是初级的、简单的，也可以是复杂的，并且把回路看成通路的特殊情况，即在计算通路数时把回路包括在内.在计算通路数和回路数时是在定义的意义下，而不是在同构的意义下.也就是说，当表示通路或回路的顶点边序列不同时认为它们是不同的通路或回路.例如，在图5-12中，v1e1v2e3v4e2v1，v2 e3 v4 e2 v1 e1 v2和v4e2v1e1v2e3v4实际上是同一条回路，而在定义意义下它们是3条回路.


  在图5-13中，计算得到


  [image: ]


  由于[image: ]故D中v1到v3长度为2的通路有3条，长度为3的通路有4条，长度为4的通路有6条.由[image: ]可知D中v1到自身长度为2、3、4的回路各有1条.而[image: ]故D中长度为2的通路总数为10，其中有3条回路.


  4.有向图的可达矩阵


  设D=﹤V，E﹥为一有向图，V={v1，v2，…，vn}，令


  [image: ]


  称（pij）n×n为D的可达矩阵，记作P（D）.


  图5-13所示有向图D的可达矩阵为


  [image: ]


  由于任何顶点到自身都是可达的，故可达矩阵对角线上的元素恒为1，即pii=1，i=1， 2，…，n.由定理5.3，vi可达vj，即vi到vj有通路，当且仅当[image: ]于是P（D）中非对角线元素可如下确定：当[image: ]时，pij=1；否则pij=0，i≠j，i，j=1，2，…，n.也就是说，可以由D的邻接矩阵求可达矩阵.


  可以类似地定义无向图的邻接矩阵和可达矩阵.实际上，可以把无向图看作有向图的特殊情况，即把每一条无向边看作一对方向相反的有向边.显然，无向图的邻接矩阵和可达矩阵都是对称的.


  5.4 最短路径、关键路径和着色


  给有向图或无向图G的每条边附加一个实数，G连同附加在边上的实数称为带权图，记作G=﹤V，E，W﹥，其中W={w（e）|e∈E}，w（e）是附加在边e上的实数，称作边e的权.设G1是带权图G的子图，称[image: ]为G1的权，记作W（G1）.当无向边e=（vi，vj）或有向边e=G=﹤vi，vj﹥时，w（e）常记为wij


  1.最短路径问题


  设带权图G=﹤V，E，W﹥，直观上把一条边的权看成这条边的长度，通路的长度等于它上面所有边的长度之和，即这条通路的权.设u、v为G中的两个顶点，从u到v的所有通路中权最小的通路称为u到v的最短路径，u到v的最短路径的权称作u到v的距离，记作d（u，v）.


  最短路径问题：任给一个简单带权图G=﹤V，E，W﹥及u，v∈V，求u，v之间的最短路径及距离.


  下面介绍最短路径问题的一个有效算法，它是E.W.Dijkstra于1959年给出的. Dijkstra算法适用于所有边的权大于等于0的情况，它可以求从给定的一个顶点到其余所有顶点的最短路径及距离.设G=﹤V，E，W﹥，V={v1，v2，…，vn}，求从v1到其余各顶点的最短路径和距离.Dijkstra算法是一种标号法，每一个顶点有一个标号，标号分永久标号和临时标号两种，在顶点vi的标号记作（li，pi）.若vi在第t步获得永久标号，则此后它的标号不再改变，其中li是v1到vi的距离，pi是v1到vi的最短路径上vi的前一个顶点.若是临时标号，则li是v1经过具有永久标号的顶点到vi的最短长度，pi是这条路径上vi的前一个顶点.记P为已获得永久标号的顶点集，T=V-P为仍为临时标号的顶点集.


  Dijkstra 算法


  [image: ]


  （2）对所有的vj∈T且（uk，uj）∈E


  [image: ]


  对于有向图，只需在算法中把无向边改成有向边.


  算法在第1步，令v1的标号为永久标号（0，λ），其余顶点的标号均为临时标号（+∞，λ）.设在第t步vk获得永久标号.步骤（2），第t+1步对每一个临时标号的顶点vj，若（vk，vj）∈E，则比较lj与从v1经v1到vk的最短路径、再经边（vk，vj）到vj的长度lk+wkj.如果lk+wkj＜lj，则修改vj的标号.步骤（3），设vi是所有临时标号中lj最小的顶点，则把vi的标号改为永久标号.每一步有一个顶点获得永久标号，n个顶点共要进行n步.计算结束后，li就是v1到vi的距离，而利用pj通过回溯可以得到v1到vi的最短路径.


  例5.3求图5-14所示图中顶点v0与v5的最短路径.
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    图 5-14

  


  解用Dijkstra算法，计算过程如表5-1所示.


  
  表 5-1
[image: ]


  表中*表示该顶点在这一步取得永久标号.由v5的永久标号（9，v3），得到v0到v5的距离d（v0，v5）=9，在v0到v5的最短路径上v5的前一个顶点是v3.再查v3的永久标号是（7，v4），知道v3的前面是v4.v4的永久标号是（4，v2），知道v4的前面是v2.v2的永久标号是（3，v1），知道v2的前面是v1.v1的永久标号是（1，v0），知道v1的前面是v0.至此，得到v0到v5的最短路径v0v1v2v4v3v5.实际上，根据表5-1可以得到v0到其余每一个顶点的距离和最短路径.


  2.关键路径问题


  实施一个项目（工程项目、科研项目、社会活动项目等），特别是大型项目，需要把它划分成若干个活动（子项目或工序）.有些活动可以同时进行，有些活动之间有先后顺序，一个活动必须在另外一些活动完成之后才能开始.每项活动都需要一定的完成时间，问整个项目的完成时间（即工期）是多少？


  例5.4 某项目由12个活动组成，活动之间的先后关系和完成时间如表5-2所示.


  
  表 5-2
[image: ]


  一个项目可以用带权的有向图描述，称作项目网络图.在项目网络图中，边表示活动，边的权是该活动的完成时间，边之间的邻接关系与活动之间的前后顺序一致.项目的开始和结束、活动的开始和结束称作事项.用顶点表示事项.


  例5，4 中项目的项目网络图如图5-15所示.顶点1是始点，表示这个项目的开始.顶点8是终点，表示整个项目结束.边旁标的字母是这条边代表的活动，数字是它的完成时间.顶点2既表示活动A完成，又表示活动D和E的开始……


  项目网络图应满足下述条件.


  （1）有一个始点和一个终点.始点的入度为0，表示项目开始；终点的出度为0，表示项目结束.


  （2）任意两点之间只能有一条边.例如，活动C的紧前活动是A和B，不能画成图5-16（a）的样子，而必须引入一个虚活动（图中的虚线箭头）画成图5-16（b）的样子，虚活动的完成时间是0.在图5-15中顶点2到3的箭头是虚活动.


  
    [image: ]

    图 5-15

  


  
    [image: ]

    图 5-16

  


  （3）没有回路.


  （4）每一条边的始点的编号小于终点的编号.


  显然，整个项目的完成时间是项目网络图中从始点到终点的最长路径的长度.项目网络图中从始点到终点的最长路径称作关键路径.关键路径上的活动称作关键活动.现在的问题是如何求关键路径？


  设项目网络图D=＜V，E，W＞，其中V={1，2，…，n}，1是始点，n是终点.对每个事项（顶点）和活动（边）定义下述时间.


  （1）事项i的最早开始时间ES（i）：事项i最早可能开始的时间，即从始点到i的最长路径的长度.


  [image: ]


  整个项目的完成时间等于终点的最早开始时间ES（n）.


  （2）事项i的最晚完成时间LF（i）：在不影响项目工期的条件下，事项i最晚必须完成的时间.


  [image: ]


  （3）活动＜i，j＞的最早开始时间ES（i，j）：活动＜i，j＞最早可能开始的时间.


  （4）活动＜i，j＞的最早完成时间EF（i，j）：活动＜i，j＞最早可能完成的时间.


  （5）活动＜i，j＞的最晚开始时间LS（i，j）：在不影响项目工期的条件下，活动＜i，j＞最晚必须开始的时间.


  （6）活动＜i，j＞的最晚完成时间LF（i，j）：在不影响项目工期的条件下，活动＜i，j＞最晚必须完成的时间.


  （7）活动＜i，j＞的缓冲时间SL（i，j）：活动＜i，j＞的最晚开始时间与最早开始时间的差，也等于活动＜i，j＞的最晚完成时间与最早完成时间的差.


  [image: ]


  根据上述公式，只要求得事项的最早开始时间和最晚完成时间，就可以得到活动的最早开始时间、最早完成时间、最晚开始时间和最晚完成时间以及缓冲时间.事项的最早开始时间可以从始点开始按照编号的顺序逐个求得，而最晚完成时间要从终点开始按照相反的顺序进行计算.对例5. 4中的项目，计算如下：


  事项的最早开始时间


  [image: ]


  [image: ]


  事项的最晚完成时间


  [image: ]


  项目的总工期为12天，活动的相关时间列于表5-3中.关键活动是B、F和J，关键路径是 1 — 3 — 7 — 8.


  
  表 5-3
[image: ]


  3.着色问题


  定义5.16设无向图G无环，对G的每个顶点涂一种颜色，使相邻的顶点涂不同的颜色，称为图G的一种点着色，简称着色.若能用k种颜色给G的顶点着色，则称G是k-可着色的.


  图的着色问题就是要用尽可能少的颜色给图着色.图5-17中给出各图的着色，不难验证所用的颜色数是最少的.图5-17（a）和图5-17（b）是圈，长度为偶数的圈要用2种颜色，长度为奇数的圈要用3种颜色.图5-17（c）和图5-17（d）是轮图，奇阶轮图要用3种颜色，偶阶轮图要用4种颜色.
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    图 5-17

  


  例5.5 给出图5-18所示各图颜色尽可能少的着色.


  解图5-18（a）可以用两种颜色着色，显然它也至少要用两种颜色，如图5-19（a）所示.图5-18（b）是彼德森图，里面的5个顶点是一个圈，要用3种颜色.给它们着色后，不难仍用这3种颜色给外面的5个顶点着色，如图5-19（b）所示.对于图5-18（c），先用3种颜色给最外面的3个顶点着色，然后仍用这3种颜色给中层的3个顶点着色.由于每个顶点都与最外面的2个顶点相邻，故着色的方法是唯一的.最后，最里面的顶点由于与中层的3个顶点相邻，必须用第4种颜色着色，如图5-19（c）所示.


  
    [image: ]

    图 5-18
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    图 5-19

  


  图着色问题有着广泛的应用.当人们试图在有冲突的情况下分配资源时，就会自然地产生这个问题.例如，有n项工作，每项工作需要一天的时间完成.有些工作由于需要相同的人员或设备不能同时进行，问至少需要几天才能完成所有的工作？用图描述如下：用顶点表示工作，如果两项工作不能同时进行就用一条边连接对应的顶点.工作的时间安排对应于这个图的点着色：着同一种颜色的顶点对应的工作可以安排在同一天，所需的最少天数正好是这个图着色所需要的最少颜色数.


  又如，计算机有k个寄存器，现正在编译一个程序，要给每一个变量分配一个寄存器.如果两个变量要在同一时刻使用，则不能把它们分配给同一个寄存器.我们构造一个图，每一个变量是一个顶点，如果两个变量要在同一时刻使用，则用一条边连接这两个变量.于是，这个图的k-着色对应给变量分配寄存器的一种安全方式：给着同一种颜色的变量分配同一个寄存器.


  还有一个应用是无线交换设备的波长分配.有n台设备和k个发射波长，要给每一台设备分配一个波长.如果两台设备靠得太近，则不能给它们分配相同的波长，以防止干扰.以设备为顶点构造一个图，如果两台设备靠得太近，则用一条边连接它们.于是，这个图的k-着色给出一个波长分配方案：给着同一种颜色的设备分配同一个波长.


  例5.6学校的学生会下设6个委员会，委员会的成员如下：第一委员会={张，李，王}，第二委员会={李，赵，刘}，第三委员会={张，刘，王}，第四委员会={赵，刘，孙}，第五委员会={张，王}，第六委员会={李，刘，王}.每个月每个委员会都要开一次会，为了确保每个人都能参加他所在的委员会会议，这6个会议至少需要安排在几个不同的时间段？


  解用顶点v1，v2，…，v6分别代表第一委员会，第二委员会，…，第六委员会，2个顶点之间有一条边当且仅当它们代表的委员会成员中有共同的人，如图5-20所示.该图可以用4种颜色着色，如图所示，顶点圆圈内的数字代表颜色.也不难看出至少要用4种颜色，v1，v2，v3构成一个三角形，必须用3种颜色，v6与这3个顶点都关联，必须再用一种新的颜色.着同一种颜色的顶点代表的委员会会议可以安排在同一时间段’而不同颜色的顶点代表的委员会会议必须安排在不同的时间段.故这6个会议至少要安排在4个不同的时间段，其中第一委员会和第四委员会，第二委员会和第五委员会的会议可以安排在同一时间段.


  
    [image: ]

    图 5-20

  


  5.5 题例分析


  例5. 7～例5. 9为选择题.


  例5.7给定下列各图：


  [image: ]


  在以上6个图中，[image: ]为简单图，[image: ]为多重图.


  供选择的答案


  [image: ]


  分析先画出6个图的图形，如图5-21所示，再根据简单图与多重图的定义即可解答.注意，图 5-21 中，G2（图 5-21（b））中（b，e）和（e，b）是平行边，D5（图 5-21（e））中的﹤a，b﹥和﹤a，b﹥是平行边，而D4（图5-21（d））中的﹤a，d﹥和﹤d，a﹥不是平行边.
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    图 5-21

  


  例5.8给定下列各序列：


  [image: ]


  以上5个序列中，[image: ]可以构成无向简单图的度数序列.


  供选择的答案


  [image: ]


  答案 A：③.


  分析（2）、（5）中各有3个奇数，根据握手定理的推论，（2）、（5）不能构成图的度数序列，更构不成简单图的度数序列.其余的序列中都有偶数个奇数，都可以构成图的度数序列.但（4）不能构成简单图的度数序列.假设不然，存在简单图G的5个顶点v1，v2，…，v5的度数分别为0、1、3、3、3.由于d（v1）=0，所以v2、v3、v4、v5都不与v1相邻.又由于d（v2）=1，所以v3、v4、v5中只能有1个顶点与v2相邻，不妨设v3是与v2相邻.于是v4、v5都不与v1、v2相邻，也就是说，v4只能与v3及v5相邻，v5只能与v3及v4相邻.由于G为简单图，无平行边与环，故v4、v5的度数至多为2，这与它们的度均为3矛盾.所以，（4）不能构成简单图的度数序列.（1）、（3）可以成为简单图的度数序列，不难给出以（1）、（3）为度数序列的简单图.


  例5.9完全图K4的所有非同构的生成子图中，0条边的有[image: ]个，1条边的有[image: ]个，2条边的有[image: ]个，3条边的有[image: ]个，4条边的有[image: ]个，5条边的有[image: ]个，6条边的有[image: ]个.


  供选择的答案


  [image: ]


  分析画出K4的所有非同构的生成子图，如图5-22所示.
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    图 5-22

  


  图5-22（a）～图5-22（g）分别有0，1，…，6条边.


  例5.10设G为9阶无向图，每个顶点的度数不是5就是6，证明G中至少有5个6度顶点或至少有6个5度顶点.


  证方法1：穷举法.


  由握手定理的推论可知，5度顶点的个数必为偶数.设（i，9-i）表示i个5度顶点，9-i个6度顶点，i只能取值0、2、4、6、8这5种情况，（i，9-i）的5种取值情况为①（0，9）；②（2，7）；③（4，5）；④（6，3）；⑤（8，1）.①、②、③中至少有5个6度，而④、⑤中至少有6个5度顶点.


  方法2：反证法.


  假设G至多有4个6度顶点，并且至多有5个5度顶点，由握手定理推论可知，不可能有5个5度顶点，于是又至多有4个5度顶点，这样一来G至多有8个顶点，这与G为9阶图矛盾.


  无论是方法1，还是方法2，证明的关键是握手定理的推论.


  例5.11 设G 1与G 2均为无向简单图，证明：[image: ]别为G1与G2的补图.


  [image: 证证明本题主要使用图同构的定义和补图的定义.设Gi=＜Vi，Ei＞，则Gi=＜Vi，Ei＞，其中Ei={（u，v）|u，v∈Vi且（u，v） Ei}，i=1，2.]


  先证必要性（由[image: ]


  [image: 因为所以存在双射函数f： V1→V2，使得，v∈V1，]


  [image: ]


  由于G与G互为补图，即G=G.根据上面的证明，由[image: ]，可推出[image: ]，得证充分性.


  例5.12 画出5阶7条边的所有非同构的无向简单图.


  解直接画出5阶7条边的所有非同构的无向简单图不是一件容易的事情.5阶7条边的无向简单图都是K5的子图，它们的补图是5阶3条边的K5的子图，而K5的3条边的所有非同构的子图是比较容易画出的.由例5.11可知，K5的7条边的非同构的子图与3条边的非同构的子图一一对应.只要画出K5的3条边的非同构子图，它们各自的补图就是所有非同构的7条边的子图.


  由握手定理及简单图的定义可知，3条边的图的总度数为6，把6度分配给5个顶点且顶点度数都不超过4，有且仅有8种可能.


  [image: ]


  可以证明后4个不是简单图的度数序列，前4个中每一个对应一个非同构的图.于是， K5的3条边非同构子图共有4个，如图5-23所示.它们的补图就是K5的7条边的所有非同构的子图，如图5-24所示.


  例5.13 e=（u，v）为无向简单连通图G中的一条边，证明：e为G中的桥（割边）当且仅当e不在G的任何圈中.


  证证明本题主要使用桥的定义及圈的下述性质：删除圈上的任意一条边，都不破坏图的连通性.


  
    [image: ]

    图 5-23

  


  
    [image: ]

    图 5-24

  


  先证必要性.采用反证法.假设桥e=（u，v）在某个圈上，删除e后，u到v仍有通路，因而G-e仍连通，这与e为G中的桥矛盾.


  再证充分性.仍使用反证法.假设e不是桥，则G-e仍连通，因而e的端点u到v在G-e中有通路.此通路与e构成G中的一个圈，这与e不在任何圈中相矛盾.


  其实，将简单与连通的条件去掉，命题仍然成立.


  习题


  5.1 下列各组数中，哪些能构成无向图的度数列？哪些能构成无向简单图的度数列？


  [image: ]


  5.2设有向简单图D的度数列为2，2，3，3，入度列为0，0，2，3，试求D的出度列.


  5.3设D是4阶有向简单图，度数列为3，3，3，3，它的入度列（或出度列）能为1，1，1， 1吗？


  5.4设（d1，d2，…，dn）为一正整数序列，d1，d2，…，dn互不相同，问此序列能构成n阶无向简单图的度数序列吗？为什么？


  5.5下面各无向图中有几个顶点？


  （1） 16条边，每个顶点都是2度顶点.


  （2） 21条边，3个4度顶点，其余的都是3度顶点.


  （3） 24条边，各顶点的度数是相同的.


  5.6 35条边，每个顶点的度数至少为3的图最多有几个顶点？


  5.7设n阶无向简单图G中，δ（G）=n-1，问Δ（G）应为多少？


  5.8 一个n（n≥2）阶无向简单图G中，n为奇数，已知G中有r个奇度数顶点，问G的补图G中有几个奇度顶点？


  5.9设D是n阶有向简单图，D′是D的子图，已知D′的边数m′=n（n-1），问D的边数m为多少？


  5.10画出K4的所有非同构的子图，其中有几个是生成子图？生成子图中有几个连通图？


  5.11设G为n阶简单图（无向图或有向图），G为G的补图.若[image: ]则称G为自补图.K4的生成子图中有几个非同构的自补图？


  5.12画出3阶有向完全图所有非同构的子图，问其中有几个是生成子图？生成子图中有几个是自补图？


  5.13设G1、G2、G3均为4阶无向简单图，它们均有两条边，它们能彼此均非同构吗？为什么？


  5. 14 已知n阶无向图G中有m条边，各顶点的度数均为3.又已知2 n-3=m，问在同构的意义下，G是唯一的吗？若G为简单图，是否唯一？


  5.15在K6的边上涂上红色或蓝色.证明对于任意一种随意的涂法，总存在红色K3或蓝色K3.


  5.16试寻找3个4阶有向简单图D1、D2、D3，使得D1为强连通图；D2为单向连通图，但不是强连通图；而D3是弱连通图，但不是单向连通图，更不是强连通图.


  5.17设V′和E′分别为无向连通图G的点割集和边割集.G-E′的连通分支个数一定为几？G-V′的连通分支数也是定数吗？


  5.18有向图D如图5-25所示.求D中在定义意义下长度为4的通路总数，并指出其中有多少条是回路？又有几条是v3到v4的通路？


  5.19求图5-26中从b到其余各顶点的最短路径和距离.


  
    [image: ]

    图 5-25

  


  
    [image: ]

    图 5-26

  


  5.20 某工程项目有13个工序，工序之间的关系和完成时间如表5-4所示.


  
  表5-4
[image: ]


  （1）画出项目网络图.


  （2）求各工序的最早开始时间、最早完成时间、最晚开始时间、最晚完成时间及缓冲时间.


  （3）求关键路径、关键工序及项目的工期.


  5.21计算机系期末要安排7门公共课的考试，课程编号为1到7.下列每一对课程有学生同时选修：1和2，1和3，1和4，1和7，2和3，2和4， 2和5，2和7，3和4，3和6，3和7，4和5， 4和6，.5和6，5和7，6和7.这7门课的考试至少要安排在几个不同的时间段？给出一个安排方案.


  5.22 假设两家电视台相距不超过150千米就不能使用相同的频率，表5-5列出6家电视台之间的距离，它们至少需要使用多少不同的频率？如何分配？


  
  表 5-5
[image: ]


  题5.23～题5.25的要求是从供选择的答案中选出应填入叙述中的方[image: ][image: ]内的正确答案.


  5.23设n阶图G中有m条边，每个顶点的度不是k就是k+l，若G中有Nk个k度顶点，Nk+1个（k+1）度顶点，则Nk为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  5.24在图5-27的5个图中[image: ]是自补图.关于自补图的定义见5.11题.


  
    [image: ]

    图 5-27

  


  供选择的答案


  [image: ]


  5.25在图5-28所示的6个图中，强连通图为[image: ]，单向连通图为[image: ].


  
    [image: ]

    图 5-28

  


  供选择的答案


  [image: ]


  第六章特殊的图


  6.1 二部图


  本节讨论的图均为无向图.


  定义6.1 若能将无向图G=﹤V，E﹥的顶点集V划分成两个不相交的非空子集V1和V2，使得G中任何一条边的两个端点一个属于V1，另一个属于V2，则称G为二部图（也称为偶图）.V1、V2称为互补顶点子集，此时可将G记成G=﹤V1，V2，E﹥.


  若V1中每一个顶点与V2中每一个顶点均有且仅有一条边相关联，则称二部图G为完全二部图（或完全偶图）.当|V1|=n，|V 2|=m时，完全二部图G记为K n，m.


  在图6-1中，图6-l（a）是二部图，可以把它画成图6-l（b）的样子.图6-l（a）和图6-l（b）同构.通常都把二部图画成图6-l（b）的样子，把互补顶点子集分列两行.图6-l（c）和图6-l（d）是K2，3,图6-l（e）和图6-l（f）是K3，3.


  给定一个图，判断它是否为二部图，有下面的定理.


  定理6.1 一个无向图G=﹤V，E﹥是二部图当且仅当G中没有长度为奇数的回路.


  例如，图6-2不是二部图，因为它含有三角形，即长度为3的回路.


  
    [image: ]

    图 6-1

  


  
    [image: ]

    图 6-2

  


  定义6.2设G=﹤V，E﹥为无向图[image: ]若M中任意两条边均不相邻，则称M为G中的匹配.若在M中再加入任何1条边就都不是匹配了，则称M为极大匹配.边数最多的匹配称为最大匹配，最大匹配中边的条数称为G的匹配数，记为β1（G），简记为β1.


  设M为G中一个匹配，v∈V（G），若存在M中的边与v关联，则称v为M饱和点，否则称v为M非饱和点.若G中每个顶点都是M饱和点，则称M为完美匹配.配数β1=2.图中有奇数个顶点，显然不存在完美匹配.在图6-3（b）中，{e2，e5}、{e3，e6}、{e1，e7，e4}、{e2，e4，e6}都是极大匹配，其中{e1，e7，e4}、{e2，e4，e6}是最大匹配，同时也是完美匹配，匹配数为3.


  [image: 显然，最大匹配是极大匹配，但反之不真.在图 6 - 3（a）中，{ e1 }、{ e等都是图中的匹配，其中{e5}、{e1，e7}、{e4，e6}是极大匹配，{e1，e7}、{e4，e6}是最大匹配，匹]


  定义6.3设G=﹤V1，V2，E﹥为一个二部图，|V1|≤|V2|，M为G中一个最大匹配，若|M|=|V1|，则称M为G中V1到V2的完备匹配.


  当|V1|=|V2|时，完备匹配是完美匹配.
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    图 6-3
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    图 6-4

  


  在图6-4中，{e1，e2}为G1中的最大匹配，G1中不存在完备匹配，更无完美匹配.G2中，{e1，e2，e3}为完备匹配，但G2中无完美匹配.在G3中，{e1，e2，e3}为完备匹配，同时是完美匹配.


  下述定理给出存在完备匹配的充分必要条件.


  定理6.2（Hall定理）设二部图G=﹤V1，V2，E﹥，|V1|≤|V2|，G中存在从V1到V2的完备匹配当且仅当V1中任意k个顶点至少邻接V2中的k个顶点.


  由Hall定理容易证明下面的定理.


  定理6.3设二部图G=﹤V1，V2，E﹥，如果存在t＞0使得：


  （1） V1中每个顶点至少关联t条边；


  （2） V2中每个顶点至多关联t条边则G中存在V1到V2的完备匹配.


  证明由条件（1）可知，V1中任意k个顶点至少关联kt条边.由条件（2），这kt条边至少关联V2中的k个顶点，即V1中任意k个顶点至少邻接V2中的k个顶点.由Hall定理， G中存在V1到V2的完备匹配.


  Hall定理中的条件称为相异性条件，定理6.3中的条件称为t条件.满足t条件的二部图一定满足相异性条件，但满足相异性条件不一定满足t条件.相异性条件是二部图的充分必要条件，而t条件只是充分条件，不是必要条件.


  例6.1 某中学有3个课外小组：物理组、化学组、生物组.今有张、王、李、赵、陈5名同学.若已知：


  （1）张、王为物理组成员，张、李、赵为化学组成员，李、赵、陈为生物组成员；


  （2）张为物理组成员，王、李、赵为化学组成员，王、李、赵、陈为生物组成员；


  （3）张为物理组和化学组成员，王、李、赵、陈为生物组成员.问在以上3种情况下能否各选出3名不兼任的组长？


  解设v1、v2、v3、v4、v5分别表示张、王、李、赵、陈.u1、u2、u3分别表示物理组、化学组、生物组.在3种情况下作二部图分别记为G1、G2、G3，如图6-5所示.


  G1满足t=2的t条件，所以存在从V1={u1、u2、u3}到V2={v1、v2、v3、v4、v5}的完备匹配，图6-5中粗边所示的匹配就是其中的一个，即选张为物理组组长、李为化学组组长、赵为生物组组长.


  G2满足相异性条件，也存在完备匹配，图6-5中粗边所示匹配就是其中的一个完备匹配.注意，G2不满足t条件.


  G3不满足相异性条件，因而不存在完备匹配，故选不出3名不兼任的组长.
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    图 6-5

  


  6.2 欧拉图


  18世纪中叶在欧洲普鲁士的哥尼斯堡城内有一条贯穿全市的普雷格尔河，河中有两个小岛，由七座桥相连接（如图6-6（a）所示）.当时该城市中的人们热衷于一个难题：一个人怎样不重复地走完七座桥，最后回到出发地点？这就是所谓的哥尼斯堡七桥问题.很长时间没有人能解决这个难题.1736年，瑞士数学家欧拉（Euler）发表论文，用4个点分别表示两个小岛和两岸，用连接两点的线段表示桥，如图6-6（b）所示.于是，哥尼斯堡七桥问题就是问这个图是否有一条回路经过每一条边且每一条边只经过一次？这样的回路现在叫做欧拉回路.欧拉在这篇论文中证明了下面的定理6.4，从而解决了这个难题.这篇论文现在被公认为是第一篇关于图论的论文.
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    图 6-6

  


  定义6.4经过图（无向图或有向图）中每条边一次且仅一次并且行遍图中每个顶点的回路（通路），称为欧拉回路（欧拉通路）.存在欧拉回路的图，称为欧拉图.


  下面给出是否存在欧拉通路和回路的判别法.


  定理6.4无向图G有欧拉回路，当且仅当G是连通图且无奇度顶点.无向图G有欧拉通路、但无欧拉回路，当且仅当G是连通图且恰好有两个奇度顶点.这两个奇度顶点是欧拉通路的端点.


  定理6.5有向图D有欧拉回路，当且仅当D是连通的且每个顶点的入度等于出度.有向图D有欧拉通路、但无欧拉回路，当且仅当D是连通的，且除了两个顶点外，其余顶点的入度均等于出度.这两个特殊的顶点中，一个顶点的入度比出度大1，另一个顶点的入度比出度小1.任何欧拉通路以前一个顶点为终点，以后一个顶点为始点.


  上述两个定理中的必要条件是显然的.若无向图中有一条欧拉回路，对任意一个顶点，沿着这条欧拉回路每次经过这个顶点是都是一进一出，正好2度，故这个顶点的度数必为偶数.其余与此类似.充分性证明略去.


  图6-6（b）中的4个顶点的度数都是奇数，故不存在欧拉回路，哥尼斯堡七桥问题无解，任何人都不可能不重复地走完七座桥，最后回到出发地点.


  例6.2 判断图6-7中的各图是否有欧拉回路和欧拉通路.
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    图 6-7

  


  解根据定理6.4，图6-7（a）的4个顶点都是奇度顶点，无欧拉通路，更无欧拉回路.图6-7（b）有2个奇度顶点和2个偶度顶点，存在欧拉通路，但不存在欧拉回路.图6-7（c）中没有奇度顶点，存在欧拉回路，当然更有欧拉通路.图6-7（c）是欧拉图，图6-7（a）和图6-7（b）都不是欧拉图.


  同样，由定理6. 5不难看到，图6-7（d）既无欧拉回路，也无欧拉通路.图6-7（e）中存在欧拉通路，但无欧拉回路.图6-7（f）中存在欧拉回路，当然也存在欧拉通路.图6-7（f）是欧拉图，图6-7（d）和图6-7（e）都不是欧拉图.


  例6.3设旋转磁鼓分成8个扇区，每个扇区标记一个0或1，有3个探测器能够读出连续的3个扇区的标记.现在的问题是：如何赋给扇区的标记，使得能够根据探测器的读数确定磁鼓的位置.例如，对图6-8（a）中给出的标记，现在的读数是110，旋转一次后读数为101，再旋转度数为011，再旋转读数又回到110.这样2个不同位置的读数相同，无法根据读数来区分.为了能够根据读数确定磁鼓的位置，必须构造一个由8个0和1组成的圆环，使得圆环上.连续3个数字的序列都不相同.
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    图 6-8

  


  为此，构造一个4阶有向图，4个顶点分别叫做00，01，10和11.从ab到bc有一条有向边，并在这条边上标记abc.即删去ab中第一个数字，剩下b，再加上0或1，得到2个顶点，从到这2个顶点各引一条边，分别标记ab0和ab1例如，从01到10和11各有一条边，分别标记010和011.如图6-8（b）所示.8条边的标记是不同的.图是连通的且每个顶点的入度等于出度，都等于2.由定理6.5，图中存在一条欧拉回路.从00开始，构造一条欧拉回路000， 001，011，111，110， 101， 0 1 0，1 0 0.注意到两条相邻的边的标记中前一个的后2位与后一个的前2位相同，因此在这条回路上连续3条边的标记的第一位恰好与第一条边的标记相同.于是，顺着这条回路取每一条边标记的第一位得到00011101，按照这个顺序标记磁鼓的扇区，所有连续3个扇区的标记正好是8条边的标记，各不相同.


  6.3 哈密顿图


  定义6.5经过图中每个顶点一次且仅一次的回路（通路）称为哈密顿回路（通路）.存在哈密顿回路的图称为哈密顿图.


  在图6-9所示的各图中，图6-9（a）中存在哈密顿通路，但不存在哈密顿回路.图6-9（b）中存在哈密顿回路，当然也存在哈密顿通路.图6-9（c）中既无哈密顿通路，更无哈密顿回路.图6-9（b）为哈密顿图，图6-9（a）和图6-9（c）都不是哈密顿图.
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    图 6-9

  


  从定义不难看出，一个n阶简单图是哈密顿图，要求边数m≥n.另外，哈密顿图还有一个必要条件，如下面的定理所述.


  定理6. 6设无向图G=﹤V，E﹥是哈密顿图，V1是V的任意的非空子集，则


  [image: ]


  证明设C为G中的一条哈密顿回路.设V1中的顶点把C分成r段，则又因为C是G的生成子图，故


  [image: ]


  [image: ]


  推论设无向图G=﹤V，E﹥中有哈密顿通路，V1是V的任意的非空子集，则


  [image: ]


  利用定理6. 6及推论可以判断某些图不是哈密顿图和不存在哈密顿通路.


  例如，对图6-9（c），取V1为2个3度顶点，有p（G-V1）=4＞2+1，故不存在哈密顿通路，更无哈密顿回路.又如在图6-10（a）中V1={a，b，c， d，e，f，g}，G-V1如图 6-10（b）所示，p（G-V1）=9＞|V1|+1=8，所以也不存在哈密顿通路.


  下面是图中有哈密顿回路和有哈密顿通路的充分条件.


  定理6. 7设G是n（n≥3）阶无向简单图，如果G中任何一对不相邻的顶点的度数之和都大于等于n-1，则G中存在哈密顿通路.如果G中任何一对不相邻的顶点的度数之和都大于等于n，则G是哈密顿图.
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    图 6-10

  


  需注意的是，定理6. 6及其推论中的条件是存在哈密顿回路和存在哈密顿通路的必要条件，但不是充分条件.例如，彼得森图（图5-5（c））满足定理6. 6中的条件，但它不是哈密顿图.而定理6.7给出的是充分条件，但不是必要条件.例如，在六边形图中，任何两顶点度数之和均为4＜6-1，但六边形图是哈密顿图，当然也有哈密顿通路.到目前为止，人们还没有找到比定义更好的便于判断一个图是否存在哈密顿回路或哈密顿通路的充分必要条件.


  关于有向图中的哈密顿通路有下面的定理.


  定理6.8 在n（n≥2）阶有向图D=﹤V，E﹥中，如果所有有向边均用无向边代替，所得无向图中含生成子图Kn，则有向图D中存在哈密顿通路.


  对一般的有向图中是否存在哈密顿回路或哈密顿通路，也还没有好的判别法.


  例6.4在循环赛中，n个参赛队中的任意两个队比赛一次，假设没有平局，可以用有向图描述比赛的结果：用顶点表示参赛队，A到B有一条边当且仅当A队胜B队.例如，有4个队参赛，A队胜B队和D队，B队胜D队，C队全胜.比赛结果如图6-11所示.在这种图中，任意两个顶点之间恰好有一条有向边，这种有向图称作竞赛图.根据定理6.8，竞赛图中一定有哈密顿通路，当然也可能有哈密顿回路.当没有哈密顿回路时，通常只有一条哈密顿通路，这条通路给出参赛队的唯一名次.在图6-11中，CABD是一条哈密顿通路，它没有哈密顿回路，比赛结果是C第一，A第二，B第三，D第四.
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    图 6-11
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    图 6-12

  


  例6.5 格雷码（Gray Code）。


  为了确定圆盘停止旋转后的位置，把圆盘划分成2n个扇区，每个扇区分配一个n位0-1串.例如，图6-12（a）中把圆盘划分成8个扇区，每个扇区分配一个3位0-1串.要用某种电子装置读取扇区的赋值.譬如，再把每个扇区分成n个块，每块的材料是透明或不透明的，可以用光电管检测出是什么材料.规定不透明的表示1，透明的表示0.图6-12（b）对应图6-12（a）中的赋值.当圆盘停止旋转后，如果电子装置处于一个扇区的内部，它将能够正确地读出这个扇区的赋值，如图6-12（c）所示.如果电子装置恰好处于两个扇区的边界上，就可能出问题.如图6-12（d）所示，每一位都可能读成0或1.


  为了解决上面的问题，将误差减少到最小，就要使相邻扇区的两个n位0-1串不相同的位数尽可能少，最好是只有一位不同.把所有n位0-1串排成一个序列，相邻的两个以及最后一个和第一个之间只有一位不同，这样的序列称作格雷码.当n=3时，000，100， 101，111，110，010，011， 001是一个格雷码，而图6-12（a）中的排列不是格雷码.如果按照格雷码给扇区赋值，即使电子装置恰好处于两个扇区的边界上，读出的值也是这两个扇区中的一个.


  为了寻找格雷码，构造一个n维立方体图，它有2n个顶点，每个顶点表示一个n位串，两个顶点之间有一条边当且仅当它们的n位串仅相差一位.当n=2和n=3时，分别如图6-13（a）和图6-13（b）所示.可以证明，当n≥2时图中一定存在哈密顿回路.当n=2时，图本身就是一条回路.当n=3时，在图6-13（b）中哈密顿回路用粗黑线画出.得到n=2的格雷码是00，01， 11，10. n=3 的格雷码是000，001，011，010，110， 111， 101， 100.
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    图 6-13

  


  6.4 平面图


  定义6. 6如果图G能画在平面上使得除顶点处外没有边交叉出现，则称G为平面图.画出的这种不出现边交叉的图称为G的一个平面嵌入.明K5和K3，3都不是平面图.


  在图6-14中，图6-14（a）是K4，图6-14，（b）是它的一个平面嵌入.K4是平面图.图6-14（c）是K5，无论怎样画法，也不能将边的交叉全去掉.图6-14（d）是K5边的交叉最少的一种画法.图6-14（e）是K3，3，图6-14（f）是它的边交叉最少的一种画法.后面将要证
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    图 6-14

  


  今后称一个图是平面图，可以是指定义中的平面图，也可以是指它的平面嵌入.在当时的讨论与图的画法有关时，通常是指平面嵌入，这不难从上下文中看出.


  定义6.7设G是一个平面嵌入，G的边将整个平面划分成若干个区域，每个区域称为G的一个面，其中面积无限的区域称为无限面或外部面，常记成R0，面积有限的区域称为有限面或内部面.包围面R的所有边构成的回路[1]称为该面的边界，边界的长度称为面R的次数，记为deg（R）.


  在图6-15中，图6-15（a）为连通的平面图，共有3个面R0、R1、R2.R1的边界为初级回路v1v3v4v1，deg（R1）=3.R2的边界为初级回路v1v2v3v1，deg（R2）=3.R0的边界为复杂回路v1v4v5v6v5v4v3v2v1，deg（R0）=8.图6-15（b）为非连通的平面图，有两个连通分支.deg（R1）=3，deg（R2）=4，R0的边界由两个初级回路v1v2v3v1和v4v5v6v7v4围成， deg（R0）=7.


  定理6.9 平面图的所有面的次数之和等于边数的2倍.


  证明每条边可能在两个面的公共边界上，也可能只在一个面的边界上.当在两个面的公共边界上时，在每个面的边界上这条边只出现一次，在计算总的次数时计算两次.而当只在一个面的边界上时，它出现2次，在计算总的次数时也计算两次.所以所有面的次数之和等于边数的2倍.


  
    [image: ]

    图 6-15

  


  同一个平面图可以有不同形状的平面嵌入，但它们都是同构的.另外，还可以将一个平面嵌入中的某个有限面变换成无限面，无限面变换成有限面，得到不同形状的另一个平面嵌人.在图6-16中，图6-16（b）与图6-16（c）都是图6-16（a）的平面嵌入，但形状不同.在图 6-16（b）中，deg（R0）=3；在图 6-16（c）中，deg（R0）=4.


  
    [image: ]

    图 6-16

  


  定义6.8设G为一个简单平面图，如果在G中任意不相邻的两个顶点之间再加一条边，所得图为非平面图，则称G为极大平面图.


  若在非平面图G中任意删除一条边，所得图为平面图，则称G为极小非平面图.


  K3、K4都是极大平面图.将K5和K3，3任意删除一条边后所得图也是极大平面图.K5和K3，3都是极小非平面图.


  1阶和2阶极大平面图分别是平凡图和由2个顶点及其之间的一条边构成的图.对于3阶和3阶以上的极大平面图有下述性质.


  定理6.10 n（n≥3）阶简单平面图是极大平面图当且仅当它是连通的且每个面的次数都为3.


  根据这个定理，图6-14（b）是极大平面图，当然图6-14（a）也是.图6-16（c）、（图6-16（a）、图6-16（b））不是极大平面图.要使它成为极大平面图只需在对角的两个顶点之间加一条边.


  下面是平面图的一个重要性质.


  定理6.11（欧拉公式）设G为任意的连通平面图，则有


  [image: ]


  其中n为G中顶点数，m为边数，r为面数.


  证明对边数m作归纳法.


  （1） m=0时，G为孤立点，此时n=1，r=1，结论自然成立.


  （2）设m=k-1（k≥1）时结论成立，要证明m=k时结论成立.


  若G中至少有一个1度顶点.设v是1度顶点，删除v，得G′=G-v，则G′是连通的， G′中有n′=n-1个顶点，m′=m-1条边，r′=r，由归纳假设，


  [image: ]


  即


  [image: ]


  整理后得


  [image: ]


  若G中所有顶点的度数大于等于2，则必有初级回路.设C为一初级回路，在C上任取一条边e.令G′=G-e，由于e在C上，所以G′仍连通.在G′中，n′=n，m′= m-l，r′=r-l.由归纳假设得到


  [image: ]


  欧拉公式可推广到非连通的平面图.这时，n、m、r之间的关系还与连通分支数p有关.


  推论（欧拉公式的推广）对于任意的p（p≥2）个连通分支的平面图，有


  [image: ]


  证明设平面图G有p个於连通分支G1，G2，…，Gp，Gi有ni个顶点，mi条边，ri个面，由欧拉公式，
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  显然[image: ]注意到每个Gi有一个外部面，而G也是一个外部面，故r=[image: ]从而


  [image: ]


  利用欧拉公式及其推广可以证明下述定理.


  定理6.12设G是连通的平面图，且每个面的次数至少为l（l≥3），则


  [image: ]


  设G是p（p≥2）个连通分支的平面图，每个面的次数至少为l（l≥3），则


  [image: ]


  证明设G是连通平面图，且每个面的次数至少为l，由定理6.9


  [image: ]


  把欧拉公式代入上式，得


  [image: ]


  整理后得到


  [image: ]


  对非连通的平面图，可利用欧拉公式的推广类似证明.


  推论K5和K3，3都不是平面图.


  证明 K5有5个顶点，10条边，假若是平面图，则每个面的次数至少为3，由定理6. 12可得


  [image: ]


  矛盾，因而K5不是平面图.


  K3，3有6个顶点，9条边，假若是平面图，则每个面的次数至少为4，因而有


  [image: ]


  矛盾，因而K3，3也不是平面图.


  下面给出平面图的充分必要条件，为此先引入下述运算和概念.


  在图6-17（a）中，从左到右的变换称为消去2度顶点w.图6-17（b）中从左到右的变换称为插入2度顶点w.


  
    [image: ]

    图 6-17

  


  定义6.9如果两个图G1和G2同构，或经过反复插入或消去2度顶点后同构，则称G1与G2同胚.


  图6-17中，图6-17（d）是图6-17（c）经过消去2度顶点a、e，插入2度顶点h、i而得到的，因而图6-17（c）和图6-17（d）同胚.


  删除边（u、v），用新的顶点可以用u或v充当w）取代u、v，并使w和除（u，v）外所有与u、v关联的边关联，称这个变换为收缩边（u、v）.


  定义6.10如果G1可以通过若干次收缩边得到G2，则称G1可收缩到G2.


  图6-17中，图6-17（e）收缩边（v2，v3）的结果是图6-17（f）.


  定理6.13 一个图是平面图当且仅当它不含与K5同胚的子图，也不含与K3，3同胚的子图.


  定理6. 14 一个图是平面图当且仅当它没有可收缩到K 5的子图，也没有可收缩到K3，3的子图.


  以上两个定理称为库拉图斯基定理.


  例6.6 证明图6-18中的4个图都不是平面图.
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    图 6-18

  


  解图6-18（a）消去5个2度顶点后变成K5，故与K5同胚.或者对每一个2度顶点取一条关联的边，收缩这5条边也可得到K5，故它又可收缩到K5.图6-18（b）是彼德森图，收缩5条连接内外5对顶点的边，可收缩到K5.还可以取子图如图6-19（a）所示，消去4个2度顶点（小圆圈）得到K3，3.图6-18（c）含有子图K3，3，如图6-19（b）所示.图6-18（d删去2条边后的子图见图6-19（c），收缩两条虚线边得到K5.还可以删去4条边，取子图如图6-19（d）所示，收缩虚线边得到K3，3.根据库拉图斯基定理，得证它们都不是平面图.
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    图 6-19

  


  在历史上，着色问题起源于地图着色.地图是连通无桥平面图的平面嵌入，每一个面是一个国家（或省、市、区等）.若两个国家有公共的边界，则称这两个国家是相邻的.对地图的每个国家涂上一种颜色，使相邻的国家涂不同的颜色，称为对地图的面着色，简称地图着色.地图着色问题就是要用尽可能少的颜色给地图着色.地图着色可以转化成平面图的点着色.


  定义6.11设G是一个平面图的平面嵌入，构造图G *如下：在G的每一个面Ri中放置一个顶点[image: ]对G的每一条边e，若e在G的面Ri与Ri（i≠j）的公共边界上，则作边[image: ]与e相交，且不与其他任何边相交.若e为G中的桥且在面Ri的边界上，则作以[image: ]为端点的环[image: ]与e相交，且不与其他任何边相交，称G *为G的对偶图.
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    图 6-20

  


  在图6-20中，实心点、虚线边图是空心点、实线边图的对偶图.


  从定义不难看出，任何平面图的对偶图都是连通的.但要注意，两个同构的平面图的对偶图不一定是同构的，G的对偶图G*的对偶图G **不一定与G同构.


  根据定义，当G中无桥时，G *中无环.G的面与G *的顶点一一对应，且G的两个面相邻当且仅当G*对应的两个顶点相邻，从而G的面着色等同于G*的点着色.


  例如，图6-21（a）给出一个平面图和它的对偶图，图6-21（b）是这个平面图的一个4着色，图6-21（c）是对偶图对应的着色.


  100多年前就有人发现任何地图都可以用4种颜色着色，这就是著名的四色猜想.由于地图着色可以转变成平面图的点着色，四色猜想的提法后来变成：任何平面图都是4-可着色的.1890年希伍德证明任何平面图都是5—可着色的，称作五色定理.此后一直没有什么进展，直到1976年两位美国数学家阿佩尔和黑肯终于证明了它，从而使得四色猜想成为四色定理.阿佩尔和黑肯的证明是根据前人的证明思路，用计算机完成的.他们证明，如果四色猜想不成立，则存在一个反例，这个反例大约有2000种可能（后来有人简化到600多种），分析这么多种可能是人力不可能胜任的.他们用计算机分析了所有这些可能，都没有导致反例，从而证明四色猜想成立.但是，对四色定理的研究并没有到此结束，他们的证明毕竟是用计算机完成的.寻找相对短的、能被人阅读和检查的证明仍是数学家追求的目标.
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    图 6-21

  


  定理6.15（四色定理）任何平面图都是4-可着色的.

  


  [1].①这里所说的回路，可以是初级回路或简单回路，也可以是复杂回路，还可以是由几个不连通的回路组成的.


  6.5 题例分析


  例6. 7～题6. 10是选择题.


  例6.7在图6-22所示的各图中，[image: ]为欧拉图，[image: ]为哈密顿图.
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    图 6-22

  


  供选择的答案


  [image: ]


  分析除（c）、（e）之外，其余各图均有奇度顶点，所以只有（c）、（e）为欧拉图.


  在（a）中，删除{b，d，f，h}，得5个连通分支的图，由定理6. 6可知图（a）不是哈密顿图.其余各图都是哈密顿图.事实上，在（b）中，abdefca为图中哈密顿回路.在（c）中，abcgedfa为哈密顿回路.在（f）中，ibajdcefghi为一哈密顿回路.（d）、（e）中的哈密顿回路很容易画出.


  例6.8在图6-23所示的各图中，是二部图的为[image: ].在二部图中存在完美匹配的是[image: ]，它的匹配数是[image: ].
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    图 6-23

  


  供选择的答案
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  分析（c）、（d）、（e）无奇数长回路，它们都是二部图，可以把它们画成图6-24中的样子，其余的都不是.事实上，（d）是K3，3，（e）是K2，3.一个图存在完美匹配的必要条件是具有偶数个顶点，在（c）、（d）、（e）中只有（d）具有偶数个顶点，不难给出它的完美匹配.
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    图 6-24

  


  例6.9 图6-25所示平面图的平面嵌入中，面数为[image: ]，次数最高的面的次数为[image: ]，次数最低的面的次数为[image: ]，总次数为[image: ].


  供选择的答案


  [image: ]


  分析首先画出它的平面嵌入，如图6-26所示.外部面R0的边界是aefghhgfa，长度为8.次数最小的面是R 6，次数为1.平面图共有1 3条边，根据定理6. 9，总次数是26.
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    图 6-25

  


  [image: ]


  图 6-26


  例6.10在彼德森图中至少添加[image: ]条边才能构成欧拉图.至少加[image: ]条边才能构成哈密顿图.


  供选择的答案
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  答案 A：⑤；B：①.


  分析彼德森图（见图5-5（c））中，10个顶点的度数均为3.至少加5条边，才能使所有顶点的度数都变成偶数成为欧拉图.在彼德森图中存在哈密顿通路，因而再增加一条边就可得到哈密顿回路.


  例6.11判断下面两个命题的真伪.


  （1）设G=﹤V，E﹥为无向图，若对V的任意非空子集V1均有则G为哈密顿图.
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  （2）设G=＜V，E＞为n（n≥3）阶无向简单哈密顿图，则对于任意的u，v∈V，均有


  [image: ]


  解两个命题均为假.


  分析本题的目的是说明必须分清必要条件与充分条件.


  （1）中的条件p（G-V1）≤|V1|是哈密顿图的必要条件（见定理6.6），破坏这个条件的图（例如有割点的图）一定不是哈密顿图.但它不是充分条件，满足这个条件的图不一定是哈密顿图.例如2阶无向完全图K2满足这个必要条件，但它显然不是哈密顿图.


  相反，（2）中的条件d（u）+d（v）≥n是简单哈密顿图的充分条件（见定理6.7），满足这个条件的图一定是哈密顿图.但这个条件不是必要条件，不满足这个条件的图不一定不是哈密顿图.例如n阶圈（长度为n的初级回路）都是哈密顿图，但当n≥5时，不满足这个条件.


  例6.12 （1）无向完全图Kn（n≠2）都是哈密顿图，给定顶点的标记，在定义意义下Kn中有多少条不同的哈密顿回路？


  （2）在无向完全带权图Kn（n≠2）中，按权计算最多有多少条不同的哈密顿回路？


  （3）某县城4个村庄a、b、c、d之间的距离（km）如图6-27所示.一邮递员从城市a出发要到b、c、d送信，然后返回到a，他如何走才能使走的路程最短？
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    图 6-27

  


  解（1） n个顶点的每一种排列都是一条哈密顿回路，在定义意义下它们都是不同的，故共有n！条不同的哈密顿回路.当然，同构意义下只有一种哈密顿回路.


  （2）任何一条哈密顿回路，把任何一个顶点作为起点，其权都是一样的.又按正反两个方向走权也是一样的，故按权计算最多有[image: ]条不同的哈密顿回路.


  （3）根据（2），只需考虑下述3条哈密顿回路：


  [image: ]


  可见，他走abcda或反方向走adcba，路程最短.


  习题


  6.1 画出完全二部图K1，3、K2，3和K2，2.


  6.2设G为n（n≥2）阶无环图，证明：G是二部图当且仅当它是2-可着色的.


  6.3完全二部图Kr，s中，边数m为多少？


  6. 4完全二部图Kr，s的匹配数β1为多少？


  6.5今有工人甲、乙、丙去完成三项任务a、b、c.已知甲能胜任a、b、c三项任务；乙能胜任a，b两项任务；丙能胜任b、c两项任务.你能给出一种安排方案，使每个工人各去完成一项他们能胜任的任务吗？


  6.6有n台计算机和n个磁盘驱动器，每台计算机可以与k（k＞0）个磁盘驱动器兼容，并且每个磁盘驱动器可以与k台计算机兼容.能够给每一台计算机配置一个兼容的磁盘驱动器吗？


  6.7 图6-28所示各图中哪些是欧拉图？
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    图 6-28

  


  6.8 画一个无向欧拉图，使它具有：


  （1）偶数个顶点，偶数条边；


  （2）奇数个顶点，奇数条边；


  （3）偶数个顶点，奇数条边；


  （4）奇数个顶点，偶数条边.


  6.9 画一个有向的欧拉图，要求同题6.8.


  6.10 画一个无向图，使它：


  （1）既是欧拉图，又是哈密顿图；


  （2）是欧拉图，而不是哈密顿图；


  （3）是哈密顿图，而不是欧拉图；


  （4）既不是欧拉图，也不是哈密顿图.


  6.11 画一个有向图，要求同题6. 10.


  6.12若D为有向欧拉图，则D一定为强连通图.其逆命题成立吗？


  6.13在什么条件下无向完全图Kn（n≥2）为哈密顿图？又在什么条件下为欧拉图？


  6.14有割点的无向图G不可能为哈密顿图.G也一定不是欧拉图吗？


  6.15 今有a、b、c、d、e、f、g 7个人，已知下列事实：


  a会讲英语；


  b会讲英语和汉语；


  c会讲英语、意大利语和俄语；


  d会讲日语和汉语；


  e会讲德语和意大利语；


  f会讲法语、日语和俄语；


  g会讲法语和德语.试问这7个人要围成一圈，应如何排座位，才能使每个人都能和他身边的人交谈？


  6.16某工厂生产由6种不同颜色的纱织成的双色布.已知在品种中，每种颜色至少分别和其他5种颜色中的3种颜色搭配，证明可以挑出3种双色布，它们恰有6种不同的颜色.


  6.17 一副骨牌有49张，每张骨牌上有一对数字[a，b]，a，b=0，1，…，6，证明可以把骨牌排成一个圆圈使得相邻两张骨牌连接处的数字相同.


  6.18 一座楼房底层的建筑平面图如图6-2 9所示.问：能否从南门进入，北门离开，走遍所有的房间且每个房门恰好经过一次？
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    图 6-29
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    图 6-30

  


  6.19指出图6-30所示平面图各面的次数，并验证各面次数之和等于边数的两倍.


  6. 20求图6-30所示平面图G的对偶图G *.


  6.21设G为连通平面图，它的顶点数、边数和面数分别为n、m和r，G的对偶图G*的顶点数、边数和面数分别为n *、m *和r *.证明n *=r，m*=m，r*=n.


  6.22求图6-31所示平面图G的对偶图G *，再求G *的对偶图G **. G **与G同构吗？
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    图 6-31
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    图 6-32

  


  6.23用4种颜色给图6-32中的地图着色.


  6.24证明彼德森图（见图5-5（c））不是二部图，也不是欧拉图.


  6.25 证明图6-33是哈密顿图，但不是平面图.
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    图 6-33
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    图 6-34

  


  6.26 图6-34是一个平面图，试给出它的一个平面嵌入.它是极大平面图吗？


  题6. 27～题6.29的要求是从供选择的答案中选出应填入叙述中的方框[image: ]内的正确答案.


  6.27 （1）完全图Kn（n≥l）都是欧拉图.这个命题为A.


  （2）完全图Kn（n≥l）都是哈密顿图.这个命题为B.


  （3）完全二部图Kn，m（n≥l，m≥l）都是欧拉图.这个命题为C.


  （4）完全二部图Kn，m（n≥l，m≥l）都是哈密顿图.这个命题为D.


  供选择的答案


  A、B、C、D：①真；②假.


  6.28 （1）设G1与G2是两个平面图，[image: ]它们的对偶图[image: ]这个命题为A.


  （2）任何平面图G的对偶图G *的对偶图G **与G同构.这个命题为B.


  （3）任何平面图G的对偶图G *的面数r *都等于G的顶点数n.这个命题为C.


  供选择的答案


  A、B、C：①真；②假.


  6.29 6个顶点1 1条边的所有非同构的连通的简单非平面图有A个，其中有B个含子图K3，3，有C个含与K5同胚的子图.


  供选择的答案


  A、B、C：①1；②2；③3；④4；⑤5；⑥6；⑦7；⑧8.


  第七章树


  7.1 无向树及生成树


  定义7.1不含回路的连通无向图称为无向树，简称树.每个连通分支均是树的非连通无向图称为森林.平凡图称为平凡树.树中度数为1的顶点称为树叶，度数大于等于2的顶点称为分支点.


  定义中所说的回路是指简单回路和初级回路，本章今后均如此.


  英国数学家凯莱（Arthur Cayley）于19世纪中叶研究饱和碳氢化合物的同分异构体时提出树的概念.饱和碳氢化合物CnH2n+2由n个碳原子和2n+2个氢原子组成，碳原子是4价键，氢原子是1价键，可以用4度顶点代表碳原子，1度顶点代表氢原子，顶点的度数列由n个4和2n+2个1组成.当n=1，2，3时，都只有一棵非同构的树；当n=4时，有2棵不同构的树，如图7-1所示.这说明含有1个、2个和3个碳原子的饱和碳氢化合物都只有一个，而含有4个碳原子的饱和碳氢化合物有2个.事实上，含有1个、2个和3个碳原子的饱和碳氢化合物分别是甲烷、乙烷和丙烷，而含有4个碳原子的饱和碳氢化合物有2个同分异构体，分别叫做丁烷和异丁烷.


  
    [image: ]

    图 7-1

  


  树有许多等价的定义（即充分必要条件），下面用定理给出.


  定理7.1 设G=﹤V，E﹥，|V|=n，|E|=m，则下面各命题是等价的：


  （1） G连通且不含回路；


  （2） G的每对顶点之间有唯一的一条路径；


  （3） G是连通的且m=n-1；


  （4） G中无回路且m=n-1；


  （5） G中无回路，但在任两个不相邻的顶点之间增加一条边，就形成唯一的一条初级回路；


  （6） G是连通的且每条边都是桥.


  定理的证明略.


  定理7. 2 n阶非平凡的树中至少有2片树叶.


  证明非平凡的树的每个顶点的度数都大于等于1，设有k片树叶，则有n-k个顶点度数大于等于2.由握手定理，
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  由定理7.1 ，m=n-1，代入上式得


  [image: ]


  整理得


  [image: ]


  定义7.2设G=﹤V，E﹥是无向连通图，T是G的生成子图并且是树，则称T是G的生成树.G在T中的边称为T的树枝，不在T中的边称为T的弦.T的所有弦的集合的导出子图称为T的余树.


  设n阶连通无向图有m条边，则它的生成树有n-1条边，余树有m-n+1条边.


  图7-2中，图7-2（b）为图7-2（a）的一棵生成树T，图7-2（c）为T的余树，注意余树不一定是树，也不一定连通.
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    图 7-2
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    图 7-3

  


  定理7.3任何无向连通图都有生成树.


  证明设G是一个无向连通图，如果G中无回路，则G本身就是树，当然也是G的生成树.如果G中存在回路C，删除C上任意一条边，这不影响图的连通性.如果还有回路，就再删除此回路上的一条边，直到图中无回路为止，最后得到一个连通无回路的生成子图，它是G的生成树.


  推论设n阶无向连通图G有m条边，则m≥n-1.


  证明根据定理7.3，G有生成树，生成树中有n-1条边，从而m≥n-1.


  在图7-3中，实边所示的子图是图G的一棵生成树T，d、e、f为T的树枝，a、b、c为T的弦.在T上加弦a，产生G的一个初级回路aed.在T上加弦b，产生G的一个初级回路bdf.在：T上加弦c，产生G的一个初级回路cef.这3条回路中的每条回路都只含一条弦，其余的边都是树枝，这样的回路称为基本回路.


  定义7.3设T是连通图G=﹤V，E﹥的一棵生成树，对每一条弦e，存在唯一的由弦e和T的树枝构成的初级回路Ce，称Ce为对应于弦e的基本回路.称所有基本回路的集合为对应生成树T的基本回路系统.


  在图7-3中，Ca=aed，Cb=bdf，Cc=cef为对应生成树T的基本回路，{Ca，Cb，Cc}为T的基本回路系统.


  连通图的生成树不是唯一的，对应不同生成树的基本回路及基本回路系统可能不同，但基本回路的个数都等于m-n+1，其中n是连通图的顶点数，m是边数.


  再来观察图7-3中T的树枝d对应G的一个割集{d，b，a}，e对应一个割集{e，a，c}，树枝f对应一个割集{f，c，b}. 3条树枝对应的G的割集的特点是，每个割集中只含一条树枝，其余的边都是弦.这样的割集称为基本割集.


  定义7.4设T是连通图G=﹤V，E﹥的一棵生成树，对T的每一条树枝a，存在唯一的由树枝a，其余的边都是弦的割集Sa，称Sa为对应树枝a的基本割集，称所有基本割集的集合为对应生成树T的基本割集系统.


  G的对应不同生成树的基本割集也可能不一样，但基本割集的个数都是n-1.


  例7.1在图7-4所示的图G中，实线边所构成的子图是G的一棵生成树T，虚线是弦.求对应T的基本回路系统和基本割集系统.


  解T有4条弦f、g、h、i，对应每条弦的基本回路是


  [image: ]


  基本回路系统为{Cf，Cg，Ch，Ci}.


  T有5条树枝a、b、c、d、e，对应每条树枝的基本割集是


  [image: ]


  基本割集系统为{Sa，Sb，Sc，Sd，Se}.


  设C1和C2是两条回路，如果C1和C2有一条或几条共同的边，那么删去共同的边，每一条回路变成若干条通路，这些通路可以连接成一条或几条回路，称作合C1和C2.把合并的结果，记作[image: ]这里用对称差[image: ]作为回路合并的运算符，是因为合并C1和C2得到的回路中的边恰好是C1和C2中的边的对称差.例如，图7-5（a）中C1=ab…e…cd…f…a，C2=ab…g…cd…h…a，合并后得到 2 条回路D1=a…f…d…h…a，D 2=b…e…c…g…b.图 7-5（b）中C1=ab…e…cd…f…a，C2=ab…g…dc…h…a，合并后得到一条回路D=a…f…d…g…b…e…c…h…a.如果C1和C2没有共同的边，那么合并后仍是原来的C1和C2.当C1和C2有共同的顶点时，合并后也可以把C1和C2看成在共同顶点处连接在一起的一条简单回路.
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    图 7-4
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    图 7-5

  


  对例7-1中的基本回路，有


  [image: ]
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  可以证明：连通图中的任一条回路都可以表示成基本回路的合并.实际上，任一条回路必含有弦，它等于对应所含弦的基本回路的合并.


  例如，对例7.1中的图，
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  对于割集有类似结论.首先要推广割集的概念.设连通图G=＜V，E＞，把V划分成2个不相交的非空子集V1和V2，称S={（u，v）|（u，v）∈E且u∈V1，v∈V2}为G的广义割集.割集一定是广义割集，但广义割集不一定是割集.2个割集广义S1和S2的合并等于它们的对称差[image: ]它仍然是一个广义割集.例如’对于例7.1中的基本割集，有
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  也可以证明：连通图中任一广义割集都可以表示成基本割集的合并.与回路类似，任一广义割集必含有树枝，它等于对应它所含树枝的基本割集的合并.


  例如，对于例7.1中的图，


  [image: ]


  下面介绍最小生成树问题.设T是无向连通带权图G=＜V，E，W＞的生成树，T中所有边的权之和称为T的权，记作W（T）.G的所有生成树中权最小的生成树称为最小生成树.


  最小生成树问题是求任给的无向连通带权图的最小生成树.


  下面介绍一个常用的求最小生成树的算法，算法的思想是每次取权尽可能小的边，只要它与已取的边不构成回路，直到取得一棵生成树为止.这就是避圈法.


  避圈法（Kruskal算法）


  输入：n阶无向连通带权图G=﹤V，E，W﹥，其中E={e1，e2，…，em}.


  输出：G的最小生成树T.


  （1）按权从小到大排列边，不妨设W（e1）≤W（e2）≤…≤W（em）.


  [image: ]


  （3）若a与T中的边不构成回路，则令T←T∪{ei}，k←k+l./若条件成立，则取ei，否则弃去ei


  （4）若k＜n-1，则令i←i+1，转（3）.


  例7.2 求图7-6中两个图的最小生成树.


  解用避圈法.


  图7-6（a）的计算过程如下.首先按权从小到大排列边：（a，f），（d，e），（b，c），（d，f），（a，e），（e，f），（a，b），（b，f），（c，d），（c，f）.然后依次取（a，f），（d，e），（b，c），（d，f），弃去（a，e），（e，f），取（a，b），计算结束.所求得的最小生成树如图7-7（a）中实边所示， W（T）=15.


  注意：最小生成树不是唯一的.在排列边时，权相同的边的顺序是任意的.例如，把（a，b）与（b，f）的次序颠倒，则求得的最小生成树中不是含（a，b），而是含（b，f）.当然，树的权仍为15.


  图7-6（b）的计算过程略去，求得的最小生成树如图7-7（b）实边所示，W（T）=23.
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    图 7-6
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    图 7-7

  


  7.2 根树及其应用


  定义7.5 一个有向图D，如果略去有向边的方向所得无向图为一棵无向树，则称D为有向树.


  一棵非平凡的有向树，如果有一个顶点的入度为0，其余顶点的入度均为1，则称此有向树为根树.入度为0的顶点称为树根，入度为1、出度为0的顶点称为树叶，入度为1、出度大于0的顶点称为内点，内点和树根统称为分支点.


  在画根树时，通常把树根放在最上方，边的方向都向下或斜下方，并省掉箭头，如图7-8所示.在图中，v0为树根，v1、v3、v4、v6、v7为树叶，v2、v5为内点，v0、v2、v5为分支点.


  在根树T中，从树根到顶点v的通路长度称为v的层数，记为l（v）.称层数相同的顶点在同一层上.顶点的最大层数称为T的树高，记为h（T）.图7-8所示的根树中，v0在第0层上，v1、v2、v3在第1层上，v4、v5在第2层上，v6、v7在第3层上，树高为3，在树叶v6、v7上达到这个高度（注：有的书上规定v0在第一层，它的儿子们在第二层，……）.
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    图 7-8

  


  一棵根树可以看成一棵家族树：


  （1）若顶点a邻接到顶点b，则称b为a的儿子，a为b的父亲；


  （2）若b、c有同一个父亲，则称b、c为兄弟；


  （3）若a≠d，而a可达d，则称a为d的祖先d为a的后代.


  定义7.6设T为一棵根树，a为T中一个顶点且不是树根，称a及其后代导出的子图T′为T的以a为根的子树，简称根子树.


  定义7.7如果对根树每一层上的顶点规定次序，称这样的根树为有序树.


  次序可标在顶点处，也可以标在边上，通常是从左向右由小到大地排列，但不一定是连续的.


  根据每个分支点的儿子数以及是否有序，可对根树分类如下.


  定义7.8设T为一棵根树，


  （1）若T的每个分支点至多有r个儿子，则称T为r叉树；


  （2）若T的每个分支点都恰好有r个儿子，则称T为r叉正则树；


  （3）若T是r叉正则树，且所有树叶的层数都等于树高，则称T为r叉完全正则树；


  （4）若r叉树T是有序的，则称T是r叉有序树；


  （5）若r叉正则树T是有序的，则称T是r叉正则有序树；


  （6）若r叉完全正则树T是有序的，则称T是r叉完全正则有序树.


  图7-9（a）为2叉树，图7-9（b）为2叉正则树，图7-9（c）为2叉完全正则树.如果再规定每一层上顶点的次序，则它们分别为2叉有序树、2叉正则有序树、2叉完全正则有序树.


  在所有的r叉正则有序树中，2叉正则有序树最重要.
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    图 7-9
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    图 7-10

  


  定义7.9 设2叉树T有t片树叶v1，v2，…，vt，权分别为w1，w2，…，wt，称[image: ][image: ]为T的权，其中l（vi）是树叶vi的层数.在所有t片树叶，其权为w1，w2，…，wt的2叉树中，权最小的2叉树称作权为w1，w2，…，wt的最优2叉树.


  图7-10中所示的3棵2叉树都有5片树叶，且树叶的权都是1、3、4、5、6，而树的权分别为 W（T1）=47，W（T2）=54，W（T3）=42.


  下面介绍求最优2叉树的算法.


  Huffman 算法：


  给定实数w1，w2，…，wt.


  （1）作t片树叶，分别以w1，w2，…，wt为权.


  （2）在所有入度为0的顶点（不一定是树叶）中选出两个权最小的顶点，添加一个新分支点，它以这2个顶点为儿子，其权等于这2个儿子的权之和.


  （3）重复（2），直到只有1个入度为0的顶点为止.


  W（T）等于所有分支点的权之和.


  例7.3求权为1、3、4、5、6的最优2叉树.


  解图7-11给出用Huffman算法求最优2叉树的计算过程.图7-ll（e）是最优2叉树T，W（T）=42.根据这个计算结果，图7-10（c）所示的树T3也是权为1、3、4、5、6的最优2叉树，因为W（T3）也为42.可见，最优2叉树不是唯一的.
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    图 7-11

  


  下面介绍树在计算机科学技术中的2个应用.


  1.最佳前缀码


  在无线电通信和计算机存储中必须把数字、字母和符号编码成二进制串，通常编码使用等长的二进制串，如国际通用的字符编码ASCⅡ码（美国信息交换标准码）使用7位二进制串表示一个字符.在某些特殊情况下，为了提高效率需要使用不等长的编码.这时编码必须满足一定的条件.例如，假设用0、1和10作为0、1和2的编码，那么102、210和22的编码都是1010.这样一来，当你收到1010时就不知道译成这3个中的哪一个了.这当然是不行的.


  定义7.10设是长度为n的符号串，称其子串α1α2…αj（1≤j≤n）为β的前缀.


  设B=（β1，β2，…，βm}是一个符号串集合，若对于任意的i≠j，βi与βj互不为前缀，则称B为前缀码.只有2个符号（如0，1）的前缀码称为2元前缀码.


  例如，{0，10，110，1111}、{1，01，001，000}等是前缀码，而{1，11，101，001，0011}不是前缀码.


  前面用的{0，1，10}不是前缀码，它不能用做编码.编码必须是前缀码，等长的编码自然是前缀码，只要不用同一个串表示2个不同的符号.稍微修改一下，{0，10，11}是2元前缀码，用0、10和11分别表示0、1和2.这次不会出现上面的多对一的情况.如102、210和22 的编码分别是 10011，11100 和 1111.反过来，10100011101100 应译成 110021200.


  可以用一棵2叉树产生2元前缀码，具体做法如下：设T为一棵2叉树，有t片树叶.将T的每个分支点关联的2条边，左边标0，右边标1.若分支点只有一个儿子，这一条边可以标0、也可以标1.从树根到树叶的通路上标注的数字组成一个符号串，把它记在这片树叶处.这样得到的t个二进制串构成一个2元前缀码（证明留做习题7. 13）.


  图7-12（a）中的2元树产生的前缀码为{00，11，011，0100，0101}.由于这棵树不是正则的，树根的右儿子只引出一条边.在这条边上也可以标0，如图7-12（b）所示.这样产生的2元前缀码为{00，10，011，0100，0101}. 2叉正则树只能产生唯一的2元前缀码.
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    图 7-12

  


  当要传输按着一定比例出现的符号时，需要寻找使用二进制数字尽可能少的前缀码.设要传输的电文中含有t个字符，字符ai出现的频率为Pi，它的编码的长度为li，那么100个字符的电文的编码的期望长度是[image: ]称编码期望长度最小的2元前缀码为最佳2元前缀码.


  在用2叉树产生2元前缀码时，每个二进制串的长度等于它所在树叶的深度，因而权为100p1，100p2，…，100pt的最优2叉树产生的2元前缀码是最佳2元前缀码.于是，给定字符出现的频率，可以用Huffman算法产生最佳2元前缀码.


  例7.4设在通信中，八进制数字出现的频率如下：
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  求它们的最佳前缀码.


  解 w1= 5， w2= 5， w 3= 5，w4=10，w5=10，w6=15，w7=20，w8=30，用Huffman算法求最优2叉树，计算结果如图7-13所示.
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    图 7-13

  


  每片树叶的权等于它对应的数字的频率乘100.八进制数字与它的编码对应如下：


  [image: ]
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  当然，这种对应不是唯一的，等长的码子可以互换（如0和1，2、3和4，6和7），频率相同的字符的码子也可以互换（如5和7）.其余的就不能随便换了.


  用上述最佳2元前缀码传输按上述频率出现的10000个八进制数字，需要使用二进制数字的期望个数为


  （3000 + 2000）×2 +（1500 + 1000 + 1000）×3 + 500 ×4 + 1000× 5 = 27500.作为比较，如果用长为3的码子（如000—0，001—1，…，111—7）传输10 0 0 0个八进制数字，要用30000个二进制数字.用最佳前缀码节省2500个二进制数字，约为8.3%.


  2.前缀符号法与后缀符号法


  访问根树的每个顶点一次且仅一次称为行遍或周游这棵树.对于2叉有序树有以下3种行遍方法.


  （1）中序行遍法.其访问次序为左子树、树根、右子树.


  （2）前序行遍法.其访问次序为树根、左子树、右子树.


  （3）后序行遍法.其访问次序为左子树、右子树、树根.


  当2叉有序树不是正则树时，可以缺省左子树或右子树.


  例如，对于图7-14所示的根树，中序行遍法的访问次序是


  [image: ]


  前序行遍法的访问次序是


  [image: ]


  后序行遍法的访问次序是


  [image: ]


  可以用二叉有序树表示算式，根据不同的行遍方法产生算式的不同表达式.用2叉有序树表示算式的方法如下：每一个分支点上放一个运算符.对二元运算符，它所在的分支点有2个儿子，运算对象是以这2个儿子为根的根子树表示的子表达式，并规定被减数和被除数放在左子树上；对一元运算符，它所在的分支点只有一个儿子，运算对象是以这个儿子为根的根子树表示的子表达式.数字和变量放在树叶上.


  例如，表示算式（（a+（6*c））*d+e）÷（f*g）的2叉有序树如图7-15所示.


  
    [image: ]

    图 7-14

  


  
    [image: ]

    图 7-15

  


  中序行遍法的访问结果是


  [image: ]


  前序行遍法的访问结果是


  [image: ]


  后序行遍法的访问结果是


  [image: ]


  由此可见，中序行遍法的访问结果是还原算式.需要说明的是，当算式中含有一元运算符时，为了使一元运算符与它的运算对象的位置和原式中的一致，若原式中运算对象位于一元运算符的后面（如﹁p），则应把一元运算符所在分支点的儿子画成右儿子；若原式中运算对象位于一元运算符的前面（如矩阵转置A′），则应把一元运算符所在分支点的儿子画成左儿子.


  舍去前序行遍法访问结果中的所有括号，得到


  [image: ]


  算式的这种表达式称作前缀符号法或波兰符号法.采用前缀符号法时，如下计算算式：从右到左，每个运算符对它后面紧邻的两数（可能是前面运算的结果）进行运算.


  例如，设a=b=c= 2， d=l， e=f=g=3，上式的计算过程如下：


  [image: ]


  舍去后序行遍法访问结果中的所有括号，得到


  [image: ]


  算式的这种表达式称作后缀符号法或逆波兰符号法.采用后缀符号法时，如下计算算式：从左到右，每个运算符对它前面紧邻的两数（可能是前面运算的结果）进行运算.


  例如，对上面的数据，该式的计算过程如下：


  [image: ]


  7.3 题例分析


  例7. 5～例7.10是选择题.


  例7.5计算非同构无向树的个数.


  （1） 2个顶点非同构的无向树有A棵；


  （2） 4个顶点非同构的无向树有B棵；


  （3） 6个顶点非同构的无向树有C棵.


  供选择的答案


  A、B、C：①1；②2；③3；④4；⑤5；⑥6；⑦7；⑧8；⑨9；⑩1 0； 11； 12.答案 A：①；B：②；C：⑥.


  分析以（3）为例分析顶点个数较小的情况下画非同构树的方法.顶点数n=6，m=6-1=5，总度数为2×5=10，每个顶点的度数都大于等于1且小于等于5，因而顶点度数分配情况如下：


  [image: ]


  根据每种度数分配情况，将非同构的树都画出来：（a）、（b）、（c）、（e）各有1棵，而（d）有2棵非同构的，共6棵非同构的树，如图7-16所示.


  
    [image: ]

    图 7-16

  


  例7.6 （1）在一棵树中有7片树叶，3个3度顶点，其余都是4度顶点，则该树有A个4度顶点；


  （2）一棵树有2个4度顶点，3个3度顶点，其余的都是树叶，则该树有B片树叶；


  （3）一棵树中有ni个顶点的度数为i，i=2，3，…，k，而其余的顶点都是树叶，则该树中有C片树叶.


  本题中的树均指无向树.


  供选择的答案


  [image: ]
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  分析（1）设有x个4度顶点，则顶点数n为7+3+x=10+x，边数m=n-1=9+x.由握手定理可知


  [image: ]


  解得x=1，有1个4度顶点.


  （2）类似（1）.


  （3）该树的阶数[image: ]为树叶数，则边数[image: ]由握手定


  理得，


  [image: ]


  解得[image: ]


  例7.7在图7-17所示的连通图中，实边是一棵生成树，记作T.


  （1）对应于T的基本回路有A个；


  （2）对应于T的基本割集有B个；


  （3）对应于弦h的基本C路为C.


  （4）对应于树枝b的基本割集为D.


  供选择的答案


  
    [image: ]

    图 7-17

  


  [image: ]


  分析图7-17中顶点数n=5，边数m=8.生成树T中的树枝数为n-1=4，弦数为m -n+1=4，所以对应于T的基本回路数和基本割集数都应为4.在基本回路中有而且仅有一条弦，其余的边均为树枝，因而h对应的基本回路应为hgdab.在基本割集中有且仅有一条树枝，其余的边均是弦，因而b对应的基本割集应为{b，c，e，h}.


  例7.8 图7-18给出两个带权图.


  （1）图（a）中最小生成树的权为A；


  （2）图（b）中最小生成树的权为B.


  供选择的答案


  [image: ]


  
    [image: ]

    图 7-18

  


  提示用避圈法各求一棵最小生成树，然后计算它们的权.


  例 7.9用Huffman算法求权为2、3、5、7、8的最优2叉树T.


  （1） T的权为A；


  （2） T中有B片树叶，C个2度顶点，D个3度顶点，E个4度顶点；（3） T的高度为F.


  供选择的答案


  [image: ]


  分析用Huffman算法画一棵最优2叉树，如图7-19所示，根据树回答以上各问题.


  例7.10 （1）求一棵权为1、2、3、4、5、5.5、7. 5的最优3叉树，其权为 A；


  
    [image: ]

    图 7-19

  


  （2）求一棵权为1. 5、2. 5、3、4、5、6的最优3叉树，其权为B.


  供选择的答案


  [image: ]


  分析解本题要用到Huffman算法的推广算法.r元正则树的分支点数s与树叶数t之间满足


  [image: ]


  因而，求最优r叉树时应分两种情况讨论.


  第一种情况：[image: ]为整数时，说明所求树T为r元正则树，可仿Huffman算法求最优r元树.每次引入一个新顶点作为r个权最小入度为0的顶点的父亲，其权等于这r个顶点的权之和.


  第二种情况：[image: ]余数为i，l≤i≤r-2.这说明所求树是非正则的.此时首先将i+1个权最小的树叶作为兄弟，引入一个新顶点作为它们的父亲，然后仿Huffman算法即可.


  [image: ]说明所求最优树是3元正则树.求出的树如图7-20（a）所示，权为48.5.


  [image: ]余数i=l，说明所求树不是正则的，首先合并2个最小的权1. 5、2. 5对应的树叶，所求树如图7-20（b）所示，权为37.


  例7.11设T是n（n≥2）阶无向树，T *为T的对偶图，证明：


  
    [image: ]

    图 7-20

  


  （1） T是简单图；


  （2） T是二部图；


  （3） T是平面图；


  （4） T不是欧拉图；


  （5） T不是哈密顿图.


  （6） T*是平面图；


  （7）T*是欧拉图；


  （8）T*是哈密顿图；


  （9） T*不是简单图；


  （10） T*不是二部图.


  证通过本题加深对二部图、平面图、树、欧拉图、哈密顿图等基本概念及相互之间的关系的理解.


  （1）树是连通无回路（初级或简单回路）的无向图，因而T不可能有环（环是长度为1的回路），也不可能有平行边（关联两个顶点的平行边构成长度为2的回路），根据简单图的定义，T是简单图.


  （2）由于T中无回路，当然也没有长度为奇数的回路，由定理6.1可知，T是二部图.


  （3）注意到K5和K3，3都有回路，而消去和插入2度顶点以及收缩边都不会删去图中的回路.由于T中无回路，因而T中没有可以收缩到K5的子图，也没有可以收缩到K3，3的子图（没有与K5同胚的子图，也没有与K3，3同胚的子图）.根据库拉图斯基定理，T是平面图.


  （4） T中无回路，当然也没有欧拉回路，故不是欧拉图.


  （5）同样地，T中无回路，当然也没有哈密顿回路，故不是哈密顿图.


  （6）平面图的对偶图都是平面图，树T是平面图，它的对偶图T*是平面图.


  （7）树T作为平面图，只有一个外部面R0，没有内部面，因而T的对偶图T*只有一个顶点[image: ]T的所有边均为桥，所以T*的所有边均为过[image: ]的环.也就是说，T*由一个顶点[image: ]及过[image: ]的若干个环组成.显然，T*连通且无奇度顶点.由定理6.4可知，T*是欧拉图.


  8）因为n≥2，T中至少有一条边，从而T*中至少有一个环.而T*中任何一个环就是一条哈密顿回路，所以T*是哈密顿图.


  （9）因为T*有环，所以不是简单图.


  （10）环是奇数长度的回路，由定理6.1知，T*不是二部图.


  习题


  7.1设无向树T有3个3度、2个2度顶点，其余顶点都是树叶，问T有几片树叶？


  7.2设无向树T有7片树叶，其余顶点的度数均为3，求T中3度顶点数，能画出几棵具有此种度数的非同构的无向树？


  7.3对于具有k（k≥2）个连通分支的森林，恰好加多少条新边能使所得图为无向树？


  7.4 已知n（n≥2）阶无向简单图G有n-1条边，G一定为树吗？


  7.5试画出度数列为1，1，1，1，2，2，4的所有非同构的7阶无向树.


  7.6画出图7-21所示无向图的所有非同构的生成树.


  
    [image: ]

    图 7-21

  


  
    [image: ]

    图 7-22

  


  7.7在图7-22所示的无向图G中，实线边所示的子图为G的一棵生成树T，求G对应于T的基本回路系统和基本割集系统.


  7.8求图7-23所示两个带权图的最小生成树，并计算它们的权.


  
    [image: ]

    图 7-23

  


  7.9 8421码用4位二进制串的前10个作为十进制数字的代码，即0—0000， 1—0001，…，9—1001.


  （1）写出7201和1509的编码.


  （2）写出 0101000110000111 和 0011010100100100 代表的十进制数.


  7.10下面给出的符号串集合中，哪些是前缀码？


  [image: ]


  [image: ]


  7.11 利用图7-2 4中给出的2叉树和3叉树，分别产生一个2元前缀码和一个3元前缀码.
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    图 7-24

  


  [image: ]


  图 7-25


  7.12利用图7-25中的2叉树产生一个2元前缀码，用它作为八进制数字的代码’对应关系标在图中的树叶处.


  （1）写出八进制数字的代码.


  （2）写出八进制数6014和1725的编码.


  （3）写出11001010100和01111100100代表的八进制数.


  7.1 3证明定义7. 11下面叙述的用2叉树产生2元前缀码的做法是正确的.


  7.14 图7-2 6给出的2叉树表达一个算式.


  （1）给出这个算式的表达式；


  （2）给出算式的波兰符号法表达式；


  （3）给出算式的逆波兰符号法表达式.


  （4）设a=4，b=3，c=l， d = 3， e=3， f=1， g=2， h = 3， i = 2， j = l，分别用波兰符号法表达式和逆波兰符号法表达式计算这个算式.


  
    [image: ]

    图 7-26

  


  7.15 用一棵2叉树表示下述命题公式，并写出它的前缀符号法表达式和后缀符号法表达式，
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  题7.16～题7. 18的要求是从供选择的答案中选出填入叙述中的方框[image: ]内的正确答案.


  7.16计算非同构的根树的个数.


  （1） 2个顶点非同构的根树有A个；


  （2） 3个顶点非同构的根树有B个；


  （3） 4个顶点非同构的根树有C个；


  （4） 5个顶点非同构的根树有D个.


  供选择的答案


  [image: ]


  7.17设7个字母在通信中出现的频率如下：


  [image: ]


  编一个最佳2元前缀码.在这个前缀码中，a、b、c、d、e、f、g的码长分别是A、B、C、D、E、F、G.


  传输104个按上述比例出现的字母需要H个二进制数字.


  供选择的答案


  [image: ]


  7.18 给定算式


  [image: ]


  此算式的波兰符号法表达式为A，逆波兰符号法表达式为B.


  供选择的答案


  [image: ]


  第八章组合分析初步


  组合数学主要是研究事物在给定条件下的配置问题.该配置是否存在？所有可能配置的计数和分类以及在某种限制下的最佳配置等.组合分析的方法不仅应用于物理学、化学、生物科学等领域，而且对计算机科学的发展也起了重要的作用.图论曾经是组合数学的一个组成部分，目前已独立出去.但组合数学仍含有极其丰富的内容.限于篇幅，本章只能就组合分析中有关排列组合以及递推的计数方法作一点介绍-


  8.1 加法法则和乘法法则


  加法法则和乘法法则是组合计数的两个基本原则.


  加法法则如果事件A有p种产生的方式，事件B有q种产生的方式，则事件“A或B”有p+q种产生的方式.


  例如，某学生从2门数学课程和4门计算机课程中任意选择一门课程的方法是2 + 4 =6种.


  使用加法法则的时候要特别注意事件A和事件B产生的方式不能重叠，即一种产生的方式只能属于其中的一个事件，而不能同时属于两个事件.


  例如，有5个学生选学英语或德语，其中有4人学英语，3人学德语.那么选出一名学英语或德语学生的方法数不是4 + 3 = 7，而是5，这是因为选英语和德语的学生可能是同一名学生.


  加法法则的使用可以由两个事件推广到n个事件（n是大于等于2的整数）.这就是说，事件A1有p1种产生的方式，事件A2有p2种产生的方式，…，事件An有pn种产生的方式，且其中任何两个事件产生的方式都不重叠，那么事件“A1或A2或…An”产生的方式为p1+p2+…+pn种.


  乘法法则如果事件A有p种产生的方式，事件B有q种产生的方式，则事件“A与B”有pq种产生的方式.


  例如，某学生从2门数学课程和4门计算机课程中选出1门数学课和1门计算机课的方法有2×4 = 8种.


  使用乘法法则的时候也要注意一个条件，即事件A与事件B要互相独立.就是说，对事件A产生方式的选择不影响对事件B产生方式的选择，反之也对.


  例如，从集合{1，2，3}中选取数字构成不同数字的两位数.这些两位数的十位和个位数字都可以从1、2、3中选取.但当十位数字选定以后，由于数字不能重复，个位数字的选法就不是3种而是2种了.这说明十位与个位数字的3种选法不互相独立.所以，不同的两位数的个数不是3 × 3 = 9，而是3×2 = 6.


  类似于加法法则，乘法法则的使用也可以推广到n个事件.


  例8.1由数字1、2、3、4、5构成3位数.


  （1）如果3位数的各位数字都不相同，那么有多少种方法？


  （2）如果这些3位数必须是偶数，则有多少种方法？


  （3）这些3位数中可以被5整除的有多少个？


  （4）这些3位数中比300大的有多少个？


  解由乘法法则可得


  [image: ]


  （2）个位数字只能取2和4.十位和百位各有5种方法，总方法数是


  [image: ]


  （3）个位数字只能取5，十位和百位数字的取法同（2）.总方法数是


  [image: ]


  （4）百位数字可取3、4或5，十位和个位数字各有5种取法，总方法数是


  [image: ]


  例8.2设甲、乙、丙是3个城市，从甲城到乙城往返可以乘飞机、火车，也可以乘船.从乙城到丙城往返可以乘飞机和火车.从甲城不经过乙城到丙城往返可以乘飞机和火车.问


  （1）从甲城到丙城可以有多少种不同的方法？


  （2）从甲城到丙城，最后又回到甲城有多少种方法？其中经过乙城的有多少种？


  解（1）从甲城经过乙城到丙城有3×2种方法.从甲城直接到丙城有2种方法.由加法法则，共有


  [image: ]


  种方法.


  （2）走法有以下4种：


  [image: ]


  由加法法则，总方法数是


  [image: ]


  其中经过乙城的有6 4-4= 60


  8.2 基本排列组合的计数方法


  先看下面的例子.


  例8.3 （1）从{1，2，…，9}中选取数字构成4位数.如果要求每个数字都不相同，问有多少种方法？


  （2）从{1，2，…，9}中选取数字构成4位数，问有多少种方法？


  具体的做法是先选取千位的数字，然后依次选百位、十位和个位的数字.对于同样的4个数字，如果选择的顺序不同就会得到不同的4位数.比如说，4357和5734是不同的4位数.这两个问题都是从某个集合中有序地选取若干个元素的问题，称之为排列问题.它们的不同之处仅在于问题（1）中不允许出现相同的数字，即不允许重复选取，而在问题（2）中允许重复选取.


  例8.4 （1）从5种不同的球中每次取3个不同的球，问有多少种方法？


  （2）从5种不同的球中（每种球至少有3个），每次取3个球，问有多少种方法？


  这两个问题的取法数仅与选取的是哪几个球有关而与取球的次序无关.它们都是从某个集合中无序地选取若干个元素的问题，称之为组合问题.它们的区别仅在于问题（1）的选取不允许重复，而问题（2）的选取允许重复.


  由这两个例题可以看出，这类选取问题可以根据是否有序、是否允许重复，而划分成4种：


  不允许重复的有序选取——集合的排列；


  允许重复的有序选取——多重集的排列；


  不允许重复的无序选取——集合的组合；


  允许重复的无序选取——多重集的组合.


  下面分别讨论有关的计数方法.


  定义8.1从n个元素的集合S中有序选取的r个元素叫做S的一个r排列，不同的排列总数记作（[image: ][image: ]或P（n，r））.如果r=n，则称这个排列为S的全排列，简称为S的排列.


  显然当r＞n时，[image: ]


  定理8.1 对满足r≤n的正整数n和r有


  [image: ]


  证明从n个不同的元素中选取第1个元素的方法有n种.当第1个元素选好后，只能从剩下的n-1个元素中选取第2个元素，有n-1种方法，…，最后1个元素只能从剩下的n-（r-1）个元素中选取.由乘法法则，不同的选法数是n（n-1）…（n-r+1）.


  如果令n!=n（n-1）…2×1，且规定0!=1，则有


  [image: ]


  当n≥0时，定义[image: ]，这恰好与上式计算的结果相符.当r=n时，有[image: ]


  例8.5 在5天内安排3门课程的考试，


  （1）若每天只允许考1门，有多少种方法？


  （2）若不限制每天考试的门数，有多少种方法？


  解（1）从5天中有序选取3天，不允许重复，其选法数为


  [image: ]


  （2）每门考试都有5种独立的选法.由乘法法则总选法数为


  [image: ]


  例8.6排列26个字母，使得在a和b之间正好有7个字母，问有多少种排法？


  解以a排头、b排尾、中间恰含7个字母的排列有[image: ]种.同理以b排头、a排尾、中间恰含7个字母的排列也有[image: ]种.由加法法则，以a和b为两端的9个字母的排列有[image: ]种.把一个这样的排列看成一个整体，再与剩下的17个字母进行全排列就得到所求的排列.全排列的方法有18!种.根据乘法法则，所求的排列数是


  [image: ]


  以上讨论的排列确切地说应该叫做线形排列.如果把集合的元素排成一个环，那么排列数将会减少.例如，排列15267与排列52671是不同的排列，但首尾相接成环时就是同一个环排列了.


  定理8.2 一个n元集S的环形r排列数是


  [image: ]


  如果r=n，则S的环排列数是（n-1）!.


  证明把S的所有线形r排列分成组，使得同组的每个线形排列可以连接成同一个环排列.因为每组中恰含有r个线形排列，所以，S的环形r排列数[image: ]当r=n时，S的环排列数为[image: ]


  例8.7 （1） 10个男孩与5个女孩站成一排，如果没有两个女孩相邻，问有多少种方法？


  （2） 10个男孩与5个女孩站成一个圆圈，如果没有两个女孩相邻，问有多少种方法？


  解把男孩看成格子分界，每两个男孩之间看成一个空格.


  （1）男孩组成格子的方法数是[image: ]对于每一种组法有11个空格可以放女孩，[image: ]放法.根据乘法法则所求的排列数是


  [image: ]


  （2）男孩组成格子的方法数是10个元素的环排列数[image: ]，而女孩放人10个格子的方法数是[image: ]由乘法法则总排列数是


  [image: ]


  定义8.2从n元集S中无序选取的r个元素叫做S的一个r组合，不同组合的总数记作[image: ]当n≥0时，规定[image: ]


  显然，当r＞n时，有[image: ]


  定理8.3对一切r≤n，有[image: ]即


  [image: ]


  证明先从n个元素中选出r个元素，有[image: ]种选法.对于每一种选法，再把选出的r个元素排列起来，有r！种排法.每一种排法就对应于n元集的一个r排列.由乘法法则，n个元素的r排列数是


  [image: ]


  即


  [image: ]


  例8.8在平面上给定25个点，其中任意3点都不共线.过2点可以作一条直线，以3个点为顶点可以作一个三角形.问这样的直线和三角形有多少个？


  解直线数


  [image: ]


  三角形数


  [image: ]


  例8.9从1，2，…，300之中任取3个数，使得它们的和能被3整除，问有多少种方法？


  解把1，2，…，300分成A、B、C3个组.


  [image: ]


  设任取3个数为i、j、k，那么选取是无序的且满足i+j+k≡0（mod3）.将选法分成两类：


  i、j、k都取自同一组，方法数[image: ]


  i、j、k分别取自A、B、C，方法数[image: ]由加法法则，总取法数


  [image: ]


  定理8.4 设S为n元集，则S的子集总数是


  [image: ]


  证明对于r=0，1，…，n，S的每个r子集就是S的一个r组合，而[image: ]就是S的r子集数.由加法法则，S的子集数是


  [image: ]


  另一方面，在构成S的某个子集时可以对每个元素有两种选择，属于该子集或不属于该子集.根据乘法法则，n个元素的选法数是2n，即S的子集数为2n.


  在第3章曾经说过这个定理可以由二项式定理得到，而这里使用的是组合分析的证明方法.这种方法在证明组合恒等式中有着广泛的应用.


  为了解决可重复选取的计数问题，我们先引入多重集的概念.多重集是元素可以多次出现的集合.通常把某个元素ai出现的次数ni（ni=0，1，…，∞）叫做该元素的重复度.如果多重集S中含有k种不同的元素a1…，a2，…，ak，那么可以把S记为
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  例如，多重集S={3·a， 2·b，1·c}表示S中有3个a、2个b和1个c.所对应的选取问题就是：从a、b、c 3种元素中进行满足某些条件的选取（有序或无序），其中a至多取3次，b至多取2次，c至多取1次.而多重集S={∞·a，2·b}则表示在进行某种选取时a可以选任意多次，而b至多可以选2次.


  定义8.3设多重集S={n1·a1，n2·a2，…，nk·ak}，从S中有序选取的r个元素叫做S的一个r排列，当r=n（n=n1+n2+…+nk）时，也叫做S的一个排列.


  例如，S={2·a，1·b，3·c}，那么a cab、abcc都是S 的4 排列，而abccca和aaccbc都是S的排列.


  定理8.5设多重集S={∞·a1，∞·a2，…，∞·ak}，则S的r排列数是kr.


  证明在构造S的一个r排列时，第1位有k种选法，第2位也有k种选法，…，第r位仍然有k种选法.这是因为S中的每种元素都可以无限重复，排列中每一位的选择都不依赖于以前各位的选择.由乘法法则，不同的选法数是kr.


  推论设多重集S={n1·a1，n2·a2，…，nk·ak}，并且对一切i=1，2，…，k有ni≥r，则S的r排列数是kr.


  例8.10有10种画册，每种数量不限.现在要取3本送给3位朋友，问有多少种方法？


  解将10种画册分别记为a1，a2，…，a10.所求的方法数就是多重集{∞·a1，∞·a2，…，∞·a10}的3排列数.由定理8.5得N=103= 1000.


  定理8.6 设多重集S={n1·a1，n2·a2，…，nk·ak}且n=n1+n2+…+nk，则S的排列数等于
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  简记为[image: ]


  证明S的一个排列就是n个元素的全排列，因为S中有n1个a1，在排列中要占据n1个位置，这些位置的选法是[image: ]种.接下去，在剩下的n-n1个位置中选择n2个放a2，选法数是[image: ]类似地，有[image: ]种方法放a3，…，有[image: ]种方法放ak.由乘法法则，S的排列数


  [image: ]


  例8. 11 用2面红旗、3面黄旗依次悬挂在一根旗杆上，问可以组成多少种不同的标志？


  解所求的计数相当于多重集{2·红旗，3·黄旗}的排列数N，由定理8.6有


  [image: ]


  关于多重集的排列问题可以小结如下：


  设S={n1·a1，n2·a2，…，nk·ak}，n=n1+n2+…+nk，则S的r排列数N满足


  （1）若 r＞n，则 N=0.
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  （3）若r＜n且对一切i=1，2，…，k有ni≥r，则 N=kr.


  （4）若r＜n且存在着某个ni＜r，则对N没有一般的求解公式，可以使用其他的组合数学方法解决.这里不再介绍.


  定义8.4 设多重集S={n1·a1，n2·a2，…，nk·ak}，S的含有r个元素的子多重集就叫做S的r组合.


  例如，S={2 ·a，1·b，3·0，那么{a，a}、{a，b}、{a，c}、{b，c}和{c，c}都是S的2组合.


  不难看出，如果多重集S={n1·a1，n2·a2，…，nk·ak}满足n=n1+n2+…+nk，那么S的n组合只有一个，就是S自己.而S的1组合恰好有k个.


  定理8.7 设多重集S={∞·a1，∞·a2，…，∞·ak}，则S的r组合数是[image: ]


  证明 S的任何一个r组合都具有如下形式：


  [image: ]


  其中x1，x2，…，xk是非负整数且满足方程


  [image: ]


  反之，对于每一组满足上述方程的非负整数解x1，x2，…，xk，{x1·a1，x2·a2，…，xk·ak}就是S的一个r组合.所以，多重集S的r组合数就等于上述方程的非负整数解的个数.下面将证明这种解的个数就等于多重集T={（k-1）·0，r·1}的排列数.


  给定T的一个排列，在这个排列中个0把r个1分成A组.从左边数，第1组1的个数记作x1，第2组1的个数记作x2，…，第k组1的个数记作xk，则所得到的x1，x2，…，xk都是非负整数，并且其和等于r.反之，给定方程x1+x2+…+xk=r的一组非负整数解x1， x2，…，xk，可以如下构造排列：


  [image: ]


  它就是多重集T的一个排列.根据定理8. 6，T的排列数
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  推论1设多重集S={n1·a1，n2·a2，…，nk·ak}，且对一切i=1，2，…，k有ni≥r，则S的r组合数是[image: ]


  推论2设多重集S={∞·a1，∞·a2，…，∞·ak}，r≥k，则S中每个元素至少取一个的r组合数是[image: ]


  证明任取一个所求的r组合.从中拿走元素a1，a2，…，ak，就得到S的一个（r-k）组合.反之，任取一个S的（r-k）组合，加入元素a1，a2，…，ak，就得到所求的组合.所以，S中每个元素至少取一个的r组合数就是S的（r-k）组合数.由定理8.7有
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  例8.12 一个学生要在相继的5天内安排15个小时的学习时间，问有多少种方法？如果要求每天至少学习1小时，又有多少种方法？


  解将这相继的5天记为a1、a2、a3、a4、a5，则第一种安排相当于多重集S={∞·a1，·a2，…，∞·a5}的15组合问题.由定理8.7得
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  而第二种安排相当于S的每种元素至少取1个的15组合问题，由定理8. 7的推论2得.
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  关于多重集的组合问题可以小结如下：


  设多重集 S={n1·a1，n2·a2，…，nk·ak}，n=a1+a2+…+nk，则 S的r 组合数N满足：


  （1）若r＞n，则 N=0.


  （2）若r=n，则 N=l.


  （3）若r＜n，且对一切i=1，2，…，k有ni≥r，则[image: ]


  （4）若r＜n，且存在某个ni＜r，则对N没有一般的求解公式，可以用包含排斥原理或其他的组合数学方法求解.


  8.3 递推方程的求解与应用


  递推方程的求解与组合计数有着密切的关系，在计算机科学技术的领域有着重要的应用.众所周知，递归算法是计算机中经常使用的算法，比如二分检索、二分归并排序、快速排序、Hanoi塔的移动算法等.分析递归算法的主要技术就是求解递推方程.先看下面的例子.


  例8.13 Hanoi塔.


  图8-1中有A、B、C 3根柱子，在A柱上放着n个大小不同的圆盘（图中的n=3），其中小圆盘放在大圆盘的上边.从A柱将这些圆盘移到C柱上去.这里把一个圆盘从一个柱子移到另一个柱子称作1次移动，在移动和放置时允许使用B柱，但不允许大圆盘放到小圆盘的上面.问把所有的圆盘从A移到C总计需要多少次移动？


  下面给出一种递归算法，这个算法可以分成3个步骤：


  
    [image: ]

    图 8-1

  


  （1）用同样的算法把上面的n-1个盘子从A柱移到B柱；


  （2）用1次移动把下面最大的盘子直接移到C柱；


  （3）用同样的算法把B柱上的n-1个盘子移到C柱.


  设该算法移动n个盘子的总次数为T（n）.步（1）和步（3）是递归调用，将n-1个盘子从一个柱子移到另一个柱子，移动次数为2倍的T（n-1）；步（2）利用1次移动将最下面的大盘子从A柱移到C柱；因此得到方程
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  这个方程的初值是T（l）= l.


  这个算法的基本运算是移动，T（n）就是它的时间复杂度函数.为了确定算法的效率，需要确定T（n）的值.下面尝试使用迭代法求出T（n）.因为这个方程对所有的n都成立，可以不断地用方程右部的部分替换T（n）的表达式中形如T（n-l），T（n-2），…，T（2）的成分，直到出现初值T（l）为止.然后将初值代入，并计算这些项的和.具体迭代过程如下：


  [image: ]


  [image: ]


  为了确认上述结果的正确性，可以代入原递推方程进行验证.验证过程如下：


  当n=1时，T（1）=21-1=2-1=1，结果正确.


  假设对于n结果正确，则


  [image: ]


  根据归纳法，T（n）=2n-1是原方程的解.


  不难看出，Hanoi塔算法是指数时间的算法.如果每秒钟移动1次，移动64个盘子需要
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  秒，大约是5000亿年.这个例子恰好说明了把多项式时间的算法看作是有效算法的理由.因为随着n的增长，指数时间算法的效率飞速下降，这就是计算中经常提到的“指数爆炸”问题.


  方程T（n）=2T（n-l）+l就是关于Hanoi塔算法时间复杂度的递推方程.这里的T（1），T（2），…，T（n），…可以看作算法的时间复杂度函数随n增长的值所构成的数列，其中T（n）是数列的通项公式.这种递推方程实际上表达了数列的项与其前面的某些项之间的依赖关系.一般地有下述定义.


  定义8.5设序列a0，a1，…，an，…，简记为{an}，一个把an与某些个ai（i＜n）联系起来的等式称作关于序列{an}的递推方程.


  求解递推方程的迭代法就是从原始递推方程开始，利用方程所表达的数列中后项对前项的依赖关系，把表达式中的后项用相等的前项的表达式代入，直到表达式中没有函数项为止.这时等式右边可能是一系列迭代后的项之和.然后，将右边的项求和并将结果进行化简.为了保证结果的正确性，往往需要代入原来的递推方程进行验证.下面考虑归并排序的例子.


  例8.14 二分归并排序算法.


  这个算法的主要思想是：将被排序的数组划分成相等的两个子数组，然后递归使用同样的算法分别对两个子数组排序，最后将两个排好序的子数组归并成一个数组.归并的过程如下：假设两个子数组是A和B，它们的元素都按照从小到大的顺序排列.将A与B归并后的数组记作C.设定两个指针p1、p2，初始分别指向A和B的最小元素.归并时只需比较p1和p2指向的元素，哪个元素小，就把它从原来的数组移到C，原来指向它的指针向后移动一个位置.如果A或B中有一个数组（比如说A）的元素已经被全部移走，那么比较过程结束，剩下的工作就是将B中剩下的元素顺序移到C的后面.


  考虑10个数的数组：1，5，7，8，2，4，6，9，10，3.使用归并排序算法，首先划分成两个子数组，即A =[1，5，7，8，2]，B =[4，6，9，10，3].然后对于A和B分别调用同样的算法进行排序.假设A与B已经完成排序，即A=[1，2，5，7，8]，B=[3，4，6，9，10]，下面进行归并.首先1与3比较，拿走1；接着2与3比较，拿走2；再接着5和3比较，拿走3，……继续下去，依次拿走4、5、6、7、8.这时数组A已经空了，比较结束，把B中剩下的9和10顺序放到归并后的数组中.


  假设n=2k，下面计算归并排序算法的比较次数.尽管被归并的子数组都同样大，对于不同的输入，归并的比较次数是不一样的.比如归并数组[1，2，4]和[5，8，9]，只需要比较3次；而归并数组[1，4，8]和[2，5，9]，则需要比较5次.设表示该算法在最坏情况下所做的比较次数，即对所有规模为n的输入算法所需要的最多的比较次数.根据上面的分析，分别排序A和B的工作量为2W（n/2）.在归并A和B时，每比较1次，就可以移走1个元素.因为A和B总共有n个元素，至多需要n-1次比较，就可以完成归并工作.因此，对n个数进行二分归并排序在最坏情况下的比较次数满足如下递归方程：


  [image: ]


  迭代求解过程如下：


  [image: ]


  需要说明的是，上述结果中的logn是log2n的简写形式，在算法设计与分析中经常使用这种写法.


  为了对结果进行验证.使用数学归纳法.把n=1代入上述公式得


  [image: ]


  符合初始条件.假设对于任何小于n的正整数t，W（t）都是正确的，将结果代入原递推方程的右边得
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  迭代方法一般适用于依赖关系比较简单的递推方程，对于某些比较复杂的递推方程需要先进行化简.请看下面的例子.


  例8.15快速排序算法.


  快速排序是实践中广泛应用的排序算法.这种算法的基本思想是：设要排序的数组是A[p..r]，不妨假设A中的元素彼此不等.以A的首元素A[p]作为标准，对A进行划分，使得所有小于A[p]的元素构成子数组，所有大于A[p]的元素构成子数组A2.需要说明的是，这个划分过程Partition并不对子数组A1和A2进行排序，只是把原来规模为n的问题归约为两个小规模的子问题.然后算法分别递归地对A1和A2进行排序.这个递归调用过程一直进行下去，直到子问题的数组只含有1个元素为止.


  下面介绍划分过程.考虑下述数组A[1..13]
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  A的首元素是27，它就是划分数组的标准.算法首先从后向前扫描数组，寻找第一个比27小的数，是25，记下这个位置j=12然后算法从前向后扫描数组，寻找第一个比27大的数，是99，记下这个位置i=2.把刚才找到的两个数99和25交换.交换后的数组变成
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  接着，算法从位置j和i继续向中间扫描，寻找下一对需要交换的数的位置.不难看到，下一对需要交换的数是64和10，交换后的数组是
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  继续这个过程，第三次交换86和7，得到


  [image: ]


  下面的搜索将导致i大于j，划分过程结束，返回划分的边界位置q=8.然后算法把首元素27和位置q的元素16交换，得到下面的数组：


  [image: ]


  该数组以27为界，划分成两个子数组：[16，25，0，8，13，10，7]与[86，64，88，99，90].算法接着递归地对这两个子数组继续排序.


  考虑算法在平均情况下的时间复杂度.如果首元素恰好是最小元素，用它做划分标准，得到的子数组分别是空数组和具有n-1个元素的数组；如果首元素恰好是第二小元素，划分后得到的子数组分别是1个元素和n-2个元素的数组，……；一般来说，如果首元素排序后恰好处在第k个位置，那么划分后的两个子问题的规模分别为k-1和n-k其中k=1， 2，…，n.假定这n种情况出现的可能性相等，为计算平均时间复杂度，只需要对这n种情况分别计算各自的比较次数，然后取平均值即可.


  设算法对于规模为n的输入的平均比较次数是T（n）.若首元素处在第k个位置，划分后的子问题规模分别为k-1和n-k，平均比较次数分别是T（k-1）和T（n-k）而划分过程需要的比较次数是O（n）①[1]，因此总的比较次数为T（k-1）+T（n-k）+O（n）.对k=1，2，…，n求和，去掉T（0）=0的项，就得到
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  把上式除以n就得到平均比较次数T（n），因而得到下述递推方程：
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  从这个方程不难看出，T（n）依赖于T（n-1），T（n-2），…，T（l）所有的项，这种递推方程称为全部历史递推方程.直接使用迭代法没办法处理，可以先用差消法对原方程进行化简.具体过程如下.


  去分母得到
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  将n用n-1替换得到


  [image: ]


  将两个方程相减得到
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  化简得到
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  变形并迭代得到


  [image: ]


  上面公式中的c′是某个常数，求和使用了积分作为近似结果，如图8-2所示.根据积分有


  [image: ]


  因此得到原递推方程的解T（n）=O（nlogn）.


  如上面的例子所示，许多递推方程不能求出精确的解，但是可以估计出函数的阶，这对于算法分析工作是有意义的.


  用递归树的模型可以说明上述迭代的思想.下面以二分归并排序算法的递推方程


  
    [image: ]

    图 8-2

  


  [image: ]


  为例来构造递归树.递归树是一棵带权的二叉树，每个结点都有权.初始的递归树只有一个结点，它的权标记为W（n）.然后不断进行迭代，直到树中不再含有权为函数的结点为止.迭代规则就是把递归树中权为函数的结点，如W（n）、W（n/2）、W（n/4）、…，用和这个函数相等的递推方程右部的子树来代替.这种子树只有2层，树根标记为方程右部除了函数项之外的剩余表达式，每一片树叶则代表方程右部的一个函数项.例如，第一步迭代，树中唯一的结点（第0层）W（n）可以用根是n-1、2片树叶都是W（n/2）的子树来代替.代替以后递归树由1层变成了2层.第二步迭代，应该用根为n/2-1、2片树叶都是W（n/4）的子树来代替树中权为W（n/2）的叶结点（第1层），代替后递归树就变成了3层.照这样进行下去，每迭代一次，递归树就增加一层，直到树叶都变成初值1为止.整个迭代过程与递归树的生成过程完全对应起来，如图8-3所示.不难看出，在整个迭代过程中，递归树中全部结点的权之和不变，总是等于函数W（n）.


  
    [image: ]

    图 8-3

  


  为了计算最终的递归树中所有结点的权之和，可以采用分层计算的方法.递归树有k层，各层结点的值之和分别为
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  因此总和为
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  这个结果与前面用迭代法计算的结果完全一致.


  递归算法是一种常用的算法，它的特点就是在算法中要递归调用自己.递归算法的分析中经常用到递推方程.分治策略是算法设计中的一种重要的技术，它的主要思想是将原问题归约成规模更小的子问题，用同样的算法递归地求解每个子问题，然后将子问题的解进行综合，从而得到原问题的解.二分查找算法就是一个分治算法.用一个简单的例子看看这个算法的设计思想.假设含7个元素的数组为L，L已经按照从小到大的顺序排序，被查找的元素是x.首先将x与元素L[4]比较.如果x=L[4]，则算法结束，输出x的位置4；如果x＜L[4]，那么x至多可能出现在L[l..3]的范围内，于是用原来的算法继续查找x是否在L[1..3]中出现.如果x＞L[4]，那么x至多可能出现在L[5..7]范围内，仍旧用原来的算法继续查找x是否在L[5..7]中出现.不管哪种情况发生，经过1次比较，原问题就归约成1个规模减半的子向题.这样递归做下去，直到问题规模减小到1为止.而对于含1个元素的数组，只需比较1次就可以确定x是否在这个数组里.前面谈到的二分归并排序算法也是分治算法.原问题划分成两个规模减半的子问题，用同样的算法分别对两个子问题进行排序，然后将排好序的子数组归并.与二分查找不同的是，在这个算法的划分过程中不需要比较，但是在归并子问题解的过程中需要n-1次比较.


  可以总结一下分治算法的共同特点.设a、b为正整数，n为问题的输入规模，n/b为子问题的输入规模，a为子何题个数，d（n）为将原问题分解成子问题以及将子问题的解综合得到原问题解的代价.例如对n个正整数进行二分归并排序，那么b=2，a=2，d（n）=n-l.一般情况下有
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  这里不妨设T（l）=l，若T（l）为其他常数可类似处理.对这个递推方程进行迭代得到
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  其中
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  当d（n）=c时，这里的c代表某个常数，代入上式得到
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  当d（n）=cn时，这里的c代表某个常数，代入上式得到
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  这些结果可以直接用于求解递推方程，例如二分归并排序的递推方程是
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  其中a=2，b=2，d（n）=O（n）.根据上面的结果有W（n）=O（nlogn）.类似地，二分查找算法的递推方程是


  [image: ]


  其中a=l，b=2，d（n）=l，根据上面的公式直接可以得到W（n）=O（nlogn）.


  关于递推方程还有一些其他的求解方法，如公式法、换元法、尝试法、主定理等，限于篇幅，就不一一列举了.有兴趣的读者可以参看其他的书籍.

  


  [1].f（n）=O（n）表示函数f（n）的增长以n的某个线性函数为界.


  8.4 题例分析


  例8. 16～例8. 18为选择题.


  例8.16某一考试共出了20道题.


  （1）如果前10道题是必答题，后10道题要求选5道题，此时选题的方法有A种.


  （2）如果20道题中选择15道题，此时选题的方法有B种.


  （3）如果前10道题中至少要选8道题，总共要选15道题，此时选题的方法有C种.


  供选择的答案


  [image: ]
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  例8.17 （1）有8个人在底层（第0层）进入自动电梯，电梯从底层上升，最高可至第5层，在每一层上都总有人离开电梯，到第5层，当人离去后电梯为空.那么这8个人离开电梯的方式共有A种（假定对应各层离去的人数相同的方案是同一种方案）.


  （2） S是具有3个元素的集合，在S上可定义B种不同的二元关系种不同的对称并且反对称的二元关系，D种不同的等价关系.


  （3）在6位二进制序列中，使得数字0不相邻的序列有E种.


  供选择的答案
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  答案 A：③；B：①； C：⑤；D：⑤；E：①.


  分析（1）设x1，x2，…，x5分别表示第1层，第2层，…，第5层离去的人数.由题意，所求方法数就是方程
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  的正整数解的个数，即多重集{∞·a1，…，∞·a5}的每个元素至少取1个的8组合数.根据定理8. 7的推论有
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  （2）根据第4章n元集上可定义个不同的二元关系，所以3元集上有[image: ]个不同的二元关系.每个对称并且反对称的关系都是恒等关系的子集.恒等关系中含3个有序对，有23=8个不同的子集.三元集上的等价关系数就是三元集的划分个数.由例4.15知有5种划分，所以，也只有5种等价关系.


  （3）分以下情况讨论：


  只含1个0的序列数：[image: ]


  只含2个0的序列数：[image: ]


  只含3个0的序列数：[image: ]


  不含0的序列数：1.
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  例8.18 （1）设有5种明信片，每种张数不限，现在分别寄给2个朋友，若给每个朋友只寄1张明信片，则有A种方法.若给每个朋友寄1张明信片，但每个朋友得到的明信片都不相同，则有B种方法.若给每个朋友寄2张不同的明信片（不同的人可以得到相同的明信片），则有C种方法.


  （2）如果是5张不同的明信片全部寄给2个朋友，若每个朋友得到的张数不限（包括0），有D种方法.若每个朋友至少得到1张，则有E种方法.


  供选择的答案
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  分析（1）设5种明信片为a1，a2，…，a5，则多重集S是{∞·a1，∞·a2，…，∞·a5}.若给每个朋友1张明信片，相当于从S中允许重复的选2个元素.由定理N1=52=25.若每个人得到1张不同的明信片，则相当于集合{a1，a2，…，a5}的2排列问题，所求方法数N2=P25=5×4=20.如果是给每个人2张不同的明信片，从5种明信片每次取2种配成套，共有C25=10套不同的配法.然后分给每个人1套，由乘法法则有10×10=100种分法.


  （2）考虑明信片的集合为S={a1，a2，…，a5}.全部寄给2个人，a1可以有2种寄法，…， a5也有2种寄法，由乘法法则不同的寄法有25=32种.如果每个人至少得到1张.假设a1寄给甲，则剩下的4张，每张可以有2种寄法，或寄给甲，或寄给乙.共有24= 16种寄法，但将这4张全部寄给甲的方法不符合题意.所以，合乎题意的有24-1 = 15种方法.同理，如果a1先寄给乙，也有15种方法.由加法法则，总共有30种方法.另一种考虑就是25=32种方法中减去有1个人得0张的方法，即得3 2-2= 30.


  例8. 19设A为n元集，A上可定义[image: ]个不同的二元关系，其中有


  （1）多少个自反的二元关系？


  （2）多少个对称的二元关系？


  （3）多少个反对称的二元关系？


  答案（1）自反关系有[image: ]个；


  （2）对称关系有[image: ]个；


  （3）反对称关系有[image: ]个.


  分析考虑关系矩阵.


  （1）自反关系矩阵的主对角线元素全是1，其他元素可以是1，也可以是0.由于主对角线元素有n个，其他元素有n2-n个，每个元素有2种选择，根据乘法法则，有[image: ]个自反的关系.


  （2）对称关系的矩阵是对称矩阵.为此仅需考虑上三角或下三角矩阵（含主对角线元素在内）.以上三角矩阵为例，含[image: ]个元素，每个元素可以有1和0两种选择，因此这种矩阵的个数是[image: ]，从而对称关系有[image: ]个.


  （3）反对称关系的矩阵中主对角线元素可以有1和0两种选择，共有2n种方式.其他元素以主对角线为界其位置成对称分布.位置对称的元素rij和rji的选择可以是0和0、0和1、1和0这3种可能.这样的元素有[image: ]对，根据乘法法则有[image: ]个反对称关系.


  例8.20设A、B分别为m元集和n元集，m和n为正整数，则从A到B有多少个函数？其中有


  （1）当m与n满足什么条件时存在单射函数？有多少个单射的函数？


  （2）当m与n满足什么条件时存在双射函数？有多少个双射的函数？


  答案有nm个从A到B的函数，其中


  （1）当m≤n时存在单射函数，单射函数有[image: ]个；


  （2）当m=n时存在双射函数，双射函数有n!个.


  分析从A到B的函数构成集合BA，|BA|=nm.


  （1）对单射函数f：A→B，设x1和x2是A中不同的元素，则f（x1）与f（x2）也不同.需要从n个元素中选取m个不同的元素作为函数值，选法有[image: ]种，因此单射函数有[image: ]个.


  （2）当m=n时每个单射函数都是满射的，因而也是双射的，[image: ]


  例8.21考虑一个多项式求值的问题.设有多项式
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  要计算A（x）在所有的1的2n次方根上的值.换句话说，需要计算所有的A（wj），其中
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  例如n=4，l的8次方根有8个，分别是：


  [image: ]


  如图8-4所示，这8个点正好均匀地分布在复平面的单位圆上.我们的问题是：对x=


  w0，w1，…，w7，计算下述多项式
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  的值，其中a0，a1，a2，a3为给定常数.


  考虑下面几个不同的算法.


  算法1对于给定的wj，依次计算每个项[image: ]，其中i=0， 1，…，n-1，然后对i求和，得到A（wj）.如果以乘法作为基本运算，要得到项[image: ]需要做i次乘法，所有的项就需要
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    图 8-4
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  次乘法.这里仅完成了对一个给定的wj的计算.为得到所有的值，需要对j=0，1，…，2n-1求和，那么总的乘法次数将是n3级的函数，即T1（n）=O（n3）.


  这就是中学生计算一个多项式值的基本方法.这里面含有太多的重复计算，比如后面的每个项都需要重新计算[image: ]直到[image: ]能不能减少这样的重复计算，以提高计算效率呢？回答是肯定的.请看第二个算法.


  算法2先定义以下一系列多项式：


  [image: ]
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  不难验证An（x）就是多项式A（x）.对于给定的wj，如果从A2（wj）开始，顺序计算A2（wj）A3（wj），…，An（wj），就得到A（wj）的值.在这个计算过程中，比如从Ak（wj）计算Ak + 1（wj），只需要做1次乘法，即与相乘，然后是1次加法.因此，在完成整个（wj）的计算中，只需要n-1次乘法.为得到所有的值，需要对j=0，l，…，2n-1求和，那么总的乘法次数将是n2级的函数，即T2（n）=O（n2）.显然算法2比算法1减少了大量的重复计算，效率要高得多.


  因为需要计算2n个n次多项式的值，O（n2）的时间似乎已经达到了算法效率的极限，但是实际上还存在更好的算法.


  算法3分治算法.


  设计分治算法的关键在于把原始问题求解归约为规模更小的子问题的求解，但这个归约不一定是简单的划分.回顾上面n=4的简单实例.为计算多项式
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  在[image: ]的值.考虑下述两个分别由奇数项和偶数项系数构成的多项式：


  [image: ]


  它们的次数恰好等于原始多项式的一半（或者少1次）.如果能够计算这两个多项式的求值，就可以通过如下公式得到A（x）的值：


  [image: ]


  若x是1的8次方根，那么上式中的x2恰好是1的4次方根.


  根据这个思路，具体计算过程就是：先求出所有的8次方根w0，w1，w2，w3，w4，w5，w6， w07，其中w0，w2，w4，w6恰好就是4次方根.这是预处理过程.接着算法进入递归调用.对于所有的[image: ]的计算是两个规模减半的子问题，通过递归调用同一个算法来求解.最后通过8次乘法和8次加法对所有的wj归并函数Aeven和Aold在[image: ]的值，以求得最终结果.


  考虑一般情况.不妨设n为偶数，令
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  算法计算所有的方根wj（j=0，1，…，2n-1）需要D1（n）=O（n）次运算.假设递归阶段的工作量是D2（n），那么两个子问题Aeven和Aold函数计算的工作量是2D2（n/2）.归并这两个函数的计算结果，对于所有的wj总共需要O（n）的工作量.于是得到算法的时间复杂度是
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  根据前面的公式，相当于a = 2，b=2，d（n）=O（n）的情况，于是D2（n）=O（nlogn）.由于D1（n）是线性函数，阶低于 O（nlogn），因而 T 3（n）=O（nlogn）.


  这个结果从直觉上看似乎有点不可思议：对所有的2n次方根，计算n次多项式的值，居然只用O（nlogn）次运算！算法3比起算法2在时间复杂度方面确实有明显的改善.对于很大的n，算法3比起算法2的运行要快得多.这个结果已经用到快速傅里叶变换FFT中，而FFT在信号处理中有着广泛的应用.


  习题


  题8.1～题8.5的要求是从供选择的答案中选出应填入叙述中的[image: ]内的正确答案.


  8.1某产品加工需要1、2、3、4、5道工序.那么安排这些加工工序共有A种方法.若工序1必须先加工，则有B种方法.若工序4不能放在最后加工，则有C种方法.若工序3必须紧跟在工序2的后边，则有D种方法.若工序3必须在工序5的前边，则有E种方法.


  供选择的答案


  A、B、C、D、E：①6；② 12；③24；④30；⑤48；⑥60；⑦80；⑧96；⑨ 100；⑩ 120.


  8.2 100件产品，从其中任意抽出3件共有A种方法.如果100件产品中有2件次品，则抽出的产品中恰好有2件次品的有B种方法，至少有1件次品的有C种方法，恰好有1件次品的有D种方法，没有次品的有E种方法.


  供选择的答案
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  8.3从整数1，2，…，50中选出2个数，共有A种方法.若这两个数之和是偶数，则有B种方法.若其和为奇数，则有C种方法.若其差等于7，则有D种方法.若其差小于等于7，则有E种方法.


  供选择的答案


  [image: ]


  8.4书架上有9本不同的书，其中4本是红皮的，5本是白皮的，则


  （1） 9本书的排列有A种方法.


  （2）若白皮书必须排在一起，则有B种方法.


  （3）若白皮书排在一起，红皮书也排在一起，则有C种方法.


  （4）若所有的白皮书必须排在红皮书的前边，则有D种方法.


  （5）若红皮书与白皮书必须相间，则有E种方法.


  供选择的答案


  A、B、C、D、E：① 576；②1152；③ 1440；④ 2880；⑤ 5760；⑥7200；⑦14400；⑧28800；⑨362880；⑩以上答案都不对.


  8.5从去掉大小王的52张扑克牌中任意选出5张牌，则有A种方法.


  （1）如果其中含有4张K，则有B种方法.


  （2）如果这5张牌的点数恰好是连续分布的，例如，9、8、7、6、5，那么有种方法.


  （3）如果这5张牌是同种花色的，则有D种方法.


  （4）如果这5张牌的点数都不相同，则有E种方法.


  供选择的答案


  A：①[image: ]②[image: ]


  B、C、D、E：③48；④ 196；⑤ 1024；⑥ 1287；⑦5148；⑧ 10 240；⑨ 1 317 888；⑩以上数字都不对.


  8.6 （1） 15名篮球队员被分到A、B、C 3个组，使得每个组有5名运动员，那么有多少种方法？


  （2） 15名篮球队员被分成3个组，使得每个组有5名运动员，那么有多少种方法？


  8.7从整数1，2，…，100中选出3个数，使得它们的和正好能被4整除，有多少种方法？


  8.8有相同的红球4个，黄球3个，白球3个，如果把它们排成一条直线，则有多少种方法？


  8.9从0、1、2这3个数字中可重复地选择n个数字排列，有多少种排法？若不允许相邻位置的数字相同，又有多少种排法？


  8.10从集合{a1，…，a9}中无序选取4个元素，求


  （1）a1、a2、a3中至多选取其一的方法数.


  （2）a1、a2、a3中不能同时选取2个但可以同时选取3个的方法数.


  （3）a1、a2、a3中不能同时选取3个且a4和alt@span sub=1>5


  8.11 多重集合[image: ]中的全体元素构成字母序列，求其中


  （1）任何2个a都不相邻的序列数.


  （2） b、c、d、e中任何2个字母不相邻的序列数.


  8.12求满足不等式[image: ]的正整数解的个数.


  8.13求多重集S={3·a，4·6，2·c}中的所有元素构成的且同类字母的全体不能相邻的排列数.例如，排列aabbbacbc符合要求，而排列abbbbcaac不符合要求.


  8.14（1）设有一排n个座位，顺序标记为1，2，…，n，若从其中选出k个座位并使得没有两个座位是相邻的，问有多少种选法？


  （2）和（1）类似，如果这n个座位围成一个圆圈，若从其中选出k个座位并使得没有两个座位是相邻的，问有多少种选法？


  8.15 一个商店出售2 0种冰激凌.一个顾客买4盒冰激凌，问有多少种选法？如果4盒中只有3种冰激凌.问有多少种选法？


  8.16有3类明信片，分别是3、4、5张.把它们全部送给5个朋友（允许有的人得到0张），问有多少种不同的方式？


  8.17有多少种方法把2n+1个苹果分给3个孩子而使得任两个孩子的苹果数加在一起比剩下那个孩子的苹果多？


  8.18有3只蓝球、2只红球、2只黄球，排成一排，若要求黄球不相邻，问有多少种排法？


  8.19 由2个1、3个2、2个3组成7位数，要求在这些数中不出现连续的2个1、连续的3个2和连续的2个3，问这样的7位数有多少个？


  8.20在空间直角坐标系中，如果一个点的x、y、z坐标都是整数就称这个点为整点.求由平面x+y+z=n和x=0、y=0、z=0的平面所围成区域（包括围成区域的平面在内）的整点个数，这里的n是给定的正整数.


  8.21求以凸n边形的顶点作为顶点，以n边形内部的对角线作为边的三角形有多少个？


  8.22 设[image: ]


  （1）如果f是单调递增的，问不同的f有多少个？


  （2）如果f是严格单调函数，问不同的f有多少个？


  8.23从{1，2，…，9}中选取不同的数字构成7位数.如果5和6不相邻，则有多少个不同的7位数.


  8.24在1到1000之间（包括1和1000在内）有多少个整数，其各位数字之和小于7?


  8.25设A为n元集，A上可定义多少个不同的二元关系？其中有


  （1）多少个二元关系是自反并且对称的？


  （2）多少个二元关系既不是对称的，也不是反对称的？


  8.26求解下列递推方程.


  [image: ]


  8.27设a为实数，n为正整数且恰好是2的幂.用下述算法计算an.算法的思路是：如果已经计算出了an/2，那么将这个数与自己相乘，就可以得到an.


  （1）设算法对给定n所做的乘法次数是T（n），列出T（n）满足的递推方程和初值.


  （2）估计T（n）的阶.


  （3）下面的数列{Fn}称作Fibonacci数列：


  其中Fn满足[image: ].在该数列的前面加上一个0，用数学归纳法


  [image: ]


  证明


  [image: ]


  （4）对于n=2k、k为正整数，如何利用上述公式和算法计算Fn？把这个算法与直接利


  用递推公式[image: ]用加法计算Fn的算法进行比较，哪个效率更高？为什么？


  8.28双Hanoi塔问题是Hanoi塔问题的一种推广，与Hanoi塔的不同点在于：2n个圆盘分成大小不同的n对，每对圆盘完全相同.初始，这些圆盘按照从大到小的次序从下到上放在A柱上，最终要把它们全部移到C柱，移动的规则与Hanoi塔相同.


  （1）设计一个移动的算法.


  （2）计算你的算法所需要的移动次数.


  8.29设A是n（n＞l）个不等的正整数构成的集合，其中n=2k，k为正整数.考虑下述在A中找最大和最小的算法MaxMin：如果A中只有2个数，那么比较1次就可以确定最大数与最小数，否则，将A划分成相等的两个子集A1与A2.用算法MaxMin递归地在A1与A2中找最大与最小.令a1、a2分别表示A1与A2中的最大数，b1与b2分别表示A1与A2中的最小数，那么max{a1，a2}与min{b1、b2}就是所需要的结果.对于规模为n的输入，计算算法MaxMin最坏情况下所做的比较次数.


  8.30 利用递推方程求解1，2，…，n的错位排列个数Dn.


  8.31设[image: ]是最高次项的系数为1的n次多项式使得P（x）=0的实数x称为该多项式的根.假设存在算法A和B，其中A可以在O（k）时间内计算一个k次多项式与一个1次多项式的乘积；B可以在O（ilogi）时间内计算两个i次多项式的乘积.利用算法A和B设计一个算法确定以给定整数d1，d2…，dn为根的n次多项式P（x）的表达式，并估计算法最坏情况下的运行时间.


  8.32在Internet上的搜索引擎经常需要对信息进行比较，比如可以通过某个人对一些事物的排名来估计他（或她）对各种不同信息的兴趣，从而实现个性化的服务.对于不同的排名结果可以用逆序来评价它们之间的差异.考虑1，2，…，n的排列i1i2…in，如果其中存在ij，ik，使得j＜k但是ij＞ik，那么就称（ij，ik）是这个排列的一个逆序.一个排列含有逆序的个数称为这个排列的逆序数.例如，排列263451含有8个逆序（2，1），（6，3），（6，4），（6，5），（6，1），（3，1），（4，1），（5，1），它的逆序数就是 8.显然，由 1，2，…，n构成的所有n！个排列中，最小的逆序数是0，对应的排列就是12…n；最大的逆序数是n（n-1）/2，对应的排列就是n（n-1）…21.逆序数越大的排列与原始排列的差异度就越大.利用二分归并的排序算法可以计数一个排列的逆序.它的主要思想是：在递归调用算法分别对子数组L1与L2排序时，计数每个子数组内部的逆序；在归并排好序的子数组L1与L2的过程中，计数L1的元素与L2的元素之间产生的逆序.在算法运行中每次得到的逆序数都加到逆序总数上.下面是一个归并过程的例子.


  假如两个排好序的子数组是1，4，5和2，3，6，在归并时，先比较1和2，1＜2，没有逆序，移走1，第一个数组剩下2个数；接着比较4和2，4＞2，第一个数组的4，5都与2构成逆序，即（4，2），（5，2），与2有关的逆序数恰好等于第一个数组剩下的元素个数.移走2，逆序总数加2.接着比较4和3，移走3，再增加2个逆序；接着比较4和6，移走4，不增加逆序；比较5和6，移走5，不增加逆序.在这个过程中逆序数共增加了4，恰好等于1，4，5与序列2’ 3，6的数之间构成的逆序总数.如果n是2的幂，计算上述求逆序的算法在最坏情况下使用的比较次数.


  第九章代数系统简介


  实践中存在大量的代数系统，如中学学过的实数及其加法与乘法运算构成的实数域、实数矩阵的加法和乘法构成的矩阵环，布尔变量及其与、或、非运算构成的布尔代数，还有集合代数、向量代数等.它们都是由集合及运算构成，这些运算都遵从某些规律——算律.在第3章和第4章已经讨论了集合和函数，使用这些概念可以给出代数系统的一般定义和分类.本章首先简要给出代数系统的一般概念，然后对某些典型的代数系统加以讨论.


  9.1 二元运算及其性质


  二元运算是最常见的代数运算.


  定义9.1设S为集合，函数f：S×S→S称为S上的一个二元运算，简称为二元运算.


  例如[image: ]就是自然数集合上的一个二元运算，即普通的加法运算.但是普通的减法不是自然数集合上的二元运算，因为两个自然数相减可能得负数，而负数不属于N，这时也称集合N对减法运算不封闭.验证一个运算是否为集合S上的二元运算，首先要保证参加运算的可以是S中的任意两个元素（包含相等的两个元素），而运算的结果也是S中的一个元素，即S对该运算是封闭的.下面是一些二元运算的例子.


  例9.1 （1）自然数集合N上的加法和乘法是N上的二元运算，但减法和除法不是.


  （2）整数集合Z上的加法、减法和乘法是Z上的二元运算，而除法不是.


  （3）非零实数集R*上的乘法和除法都是R*上的二元运算，而加法、减法不是.


  （4）设Mn（R）表示所有n阶实矩阵的集合（n≥2），即


  [image: ]


  则矩阵加法和乘法都是Mn（R）上的二元运算.


  （5）S为任意集合，则∪、∩、-、⊕为S的幂集P（S）上的二元运算.


  （6）S为集合，SS是S上的所有函数的集合，则合成运算[image: ]是SS上的二元运算.


  通常用[image: ]、*、·等符号表示二元运算，称为算符.设f：S×S→S是S上的二元运算，对任意的x，y∈S，如x与y的运算结果是z，即


  [image: ]


  可利用算符[image: ]简记为


  [image: ]


  类似于二元运算，对于任意的正整数n可定义集合S上的n元运算.


  定义9.2 设S为集合，n为正整数，则函数


  [image: ]


  称为S上的一个n元运算，简称为n元运算.


  例如，求一个数的相反数是实数集R上的一元运算，求一个数的倒数是非零实数集R*上的一元运算.在幂集合P（S）上，如果规定全集为S，那么求集合的绝对补运算可以看作是P（S）上的一元运算.在空间直角坐标系中求某一点（x，y，z）的坐标在x轴上的投影可以看作是实数集R上的三元运算f（＜x，y，z＞）=x，因为参加运算的是有序的3个实数，而结果也是实数.


  和二元运算一样，也可以使用算符来表示n元运算.若[image: ]，则可


  记为


  [image: ]


  例如，


  [image: ]


  这些相当于前缀表示法，但对二元运算用得较多的还是[image: ].根据本书的要求，今后所涉及的代数运算仅限于一元和二元运算.


  如果集合S是有穷集，S上的一元和二元运算也可以用运算表给出.表9-1和表9-2是一元和二元运算表的一般形式.


  
  表 9-1
[image: ]


  
  表 9-2
[image: ]


  例9.2设S={1，2}，给出P（S）上的运算～和⊕的运算表，其中全集为S.


  解所求的运算表如表9-3和表9-4所示.


  
  表 9-3
[image: ]


  
  表 9-4
[image: ]


  例9.3设S={1，2，3，4}，定义S上的二元运算如下：


  [image: ]


  求。的运算表.


  解（xy）mod 5是xy除以5的余数，其运算表如表9-5所示.


  
  表 9-5
[image: ]


  对于给定的集合S，S上可以存在许多二元运算.但是，其中只有一小部分具有良好性质的才有实际意义.下面定义一些重要的运算性质.


  定义9.3设[image: ]为S上的二元运算.


  （1）如果对任意的x，y∈S都有


  [image: ]


  则称运算在S上是可交换的，或者说[image: ]在S上适合交换律.


  （2）如果对任意的x，y，z∈S都有


  [image: ]


  则称运算在S上是可结合的，或者说[image: ]在S上适合结合律.


  （3）如果对任意的x∈S都有


  [image: ]


  则称该运算[image: ]适合幂等律，也可以说S中的全体元素都是幂等元.


  例如，普通加法和乘法在N、Z、Q、R上都是可交换与可结合的，但减法不是可交换与可结合的.∪、∩[image: ]在幂集P（S）上是可交换与可结合的，相对补一在P（S）上不是可交换与可结合的.矩阵加法和乘法在Mn（R）上是可结合的，其中矩阵加法是可交换的，但矩阵乘法不是可交换的.普通加法与乘法一般不适合幂等律，但0是加法的幂等元，1是乘法的幂等元.幂集P（S）上的∪和∩运算适合幂等律，但对称差运算不适合幂等律（除非[image: ][image: ]），因为对任意集合A，如果[image: ]，则[image: ]


  对于适合结合律的二元运算，在一个只具有该种算符的表达式中，可以去掉标记运算顺序的括号.例如，加法在实数集上是可结合的，那么可以写
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  如果每一次参与运算的元素都是同一个元素，还可以用该元素的幂来表示，例如，
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  关于x的幂运算，使用数学归纳法不难证明以下公式：
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  例如，初等代数的幂运算、关系合成的幂运算以及矩阵乘法的幂运算的公式都是这两个公式的具体实例.


  定义9.4设[image: ]和*是S上的两个二元运算，如果对任意的x，y，z∈S有
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  则称运算*对[image: ]是可分配的，也称*对[image: ]适合分配律.


  例如，在实数集上普通乘法对加法是可分配的，在n阶实矩阵的集合Mn（R）上矩阵乘法对矩阵加法是可分配的.而在幂集P（S）上∪和∩是互相可分配的.


  定义9.5设[image: ]和*是S上的两个可交换的二元运算，如果对任意的x，y∈S都有


  [image: ]


  则称[image: ]和*满足吸收律.


  例如，在幂集P（S）上∪和∩是满足吸收律的.


  定义9.6 设[image: ]为S上的二元运算.


  （1）若存在元素el（或er）∈S使得对任何x∈S都有


  [image: ]


  则称el（或er）是S中关于运算[image: ]的一个左幺元（或右幺元）.若e∈S关于[image: ]既是左幺元，又是右幺元，则称e为S上关于运算[image: ]的幺元.


  （2）若存在元素θl（或θr）∈S使得对任意的x∈S有


  [image: ]


  则称θi（或θr）是S上关于运算[image: ]的左零元（或右零元）.若θ∈S关于运算[image: ]既是左零元，又是右零元，则称θ为S上关于运算[image: ]的零元.


  （3）e∈S为运算[image: ]的幺元.对于任意的x∈S，如果存在yl∈S（或yr∈S）使得
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  则称yl（或yr）是x的左（或右）逆元.若y∈S既是x的左逆元，又是x的右逆元，则称y是X的逆元.


  在自然数集N上加法的幺元是0，不存在零元；乘法的幺元是1，零元是0.在Mn（R）上，全0的n阶矩阵是关于矩阵加法的幺元和矩阵乘法的零元，而n阶单位矩阵（主对角线元素为1，其余元素为0）是关于矩阵乘法的幺元.在幂集P（S）上，∅是∪运算的幺元和∩运算的零元，S是∩运算的幺元和∪运算的零元.


  自然数集N关于加法运算只有0∈N有逆元0，其他的自然数都没有加法逆元.在整数集Z中，加法幺元为0，对任何整数x，其加法逆元是-x.因为
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  在Mn（R）上，对于矩阵乘法只有可逆矩阵M∈Mn（R）存在逆元M-1，使得
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  成立，其中E为n阶单位矩阵.而在幂集P（S）上，对于∪运算只有∅有逆元，就是它自己，其他的元素都没有逆元.


  对于给定的集合和运算，有的存在幺元，有的不存在幺元.例如，R*是非零实数集[image: ]是R*上的二元运算，任取a，b∈R*有[image: ]存在el，使得对所有的都有b∈R*都[image: ]以，运算。没有左幺元.类似地，运算。也没有右零元.任意R *的元素a都是运算。的右幺元和左零元.R*中有无数多个右幺元和左零元，但是既没有幺元也没有零元.


  对于集合S和给定的二元运算，如果幺元或零元存在，则是唯一的.请看下面的定理.


  定理9.1设为S上的二元运算，el、er分别为运算。的左幺元和右幺元，则有


  [image: ]


  且e为S上关于运算。的唯一的幺元.
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  所以，el=er.


  把el=er记作e.假设S中存在幺元e′，则有


  [image: ]


  所以，e是S中关于运算。的唯一的幺元.


  定理9.2设为S上的二元运算，θl和θr分别为运算的左零元和右零元，则有
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  且θ是S上关于运算。的唯一的零元.


  该定理与定理9. 1的证明类似，此处不再重复.


  定理9.3设。为S上可结合的二元运算，e为该运算的幺元.对于x∈S如果存在左逆元yl和右逆元yr，则有


  [image: ]


  且y是x的唯一的逆元.


  [image: ]


  令yl=yr=y，假设y′∈S是x的逆元，则有


  [image: ]


  由这个定理可知，对于可结合的二元运算来说，元素x的逆元如果存在则是唯一的.通常把这个唯一的逆元记作x-1.


  上述定理表明，逆元和幺元、零元不同.如果幺元或零元存在，一定是唯一的，而逆元是与集合中的某个元素相联系的，有的元素有逆元，有的元素没有逆元，不同的元素则对应着不同的逆元.如果运算是可结合的，那么对集合中给定的元素来说，逆元若存在，则是唯一的.


  定义9.7设。为S上的二元运算，如果对任意的x，y，z∈S满足以下条件：


  （1）若[image: ]且x不是零元，则y=z；


  就称运算。满足消去律.


  （2）若[image: ]是零元，则y=z.


  例如，在整数集合上加法是满足消去律的.对任意的整数x、y、z由


  [image: ]


  消去了x.类似地，对乘法也有消去律.但在幂集P（S）上，取A，B，C∈P（S），由A∪B=A∪C不一定能得到B=C.所以，∪运算不满足消去律，但是对称差运算⊕满足消去律.


  在使用消去律时要注意，消去的元素不能是该运算的零元.例如，普通乘法适合消去律.但是，不能由0×5=0×6得到5=6.因为0是乘法的零元.


  例9.4设∑是字母的有穷集，称为字母表，∑中的有限个字母组成的序列称为∑上的串.对任何串w，串中字母的个数称作串的长度，记作|w|.长度是0的串称作空串，记作λ对任给的自然数k，令


  [image: ]


  显然∑k是∑上所有长度为k的串的集合.特别地有


  [image: ]


  其中∑+是∑上长度大于等于1的所有有限串的集合，而∑*是∑上所有有限串（包括空串）的集合.


  [image: 下面规定∑*上的二元运算.对任意]


  运算。把串φ接在串w的后面，称之为连接运算.它是∑*上的二元运算.下面研究它的性质.


  对任意w，φ，ψ∈∑*有


  [image: ]


  即连接运算满足结合律，但不满足交换律.它的幺元是空串λ.


  在∑*上还可以定义一个一元运算——求一个串的反串，记作′.对任意w∈∑*，w=a1a2…an，有


  [image: ]


  对任意串w∈∑*，如果w=w′，则称该串是一个回文.例如，1、100001、10101都是{0，1}*上的回文.


  对给定的∑，∑*的任何子集都称为∑上的一个语言，记作L，[image: ].因为P（∑*）是∑*的所有子集的集合，它恰好表示了∑上所有语言的集合.例如，∑={0，1}，那么
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  都是∑上的语言，其中L3是回文语言.


  [image: 在P（∑*）上可以定义二元运算∪、∩和。，其中∪和∩为集合的并和交运算，而运算。定义为：对任意的，有]


  [image: ]表示由L1中的串连接L2中的串构成的所有新串的集合.显然，运算。在P（∑*）上是可结合的，但不是可交换的，且幺元为{λ}.


  即


  在P（∑*）上也可以定义一元运算，记作′.对任意L∈P（∑*）有


  [image: ]


  [image: 例如，，则]


  如果对于某个L∈P（∑*）有L′= L，则称L为∑上的镜像语言.易见回文语言一定，镜像语言，但镜像语言不一定是回文语言.例如，语言（01，10}是镜像语言，但不是回文语言.


  9.2 代数系统


  定义9.8非空集合S和S上的k个运[image: ]组成的系统称为一个代数系统，简称代数，记作[image: ]


  [image: ]都是代数系统，其中+为普通加法，·为普通乘法.[image: ]是代数系统.其中+和·分别表示矩阵加法和矩阵乘法. S），∪，∩，～＞也是代数系统，它包含两个二元运算和一个一元运算.


  在某些代数系统中对于给定的二元运算存在幺元或零元，并且它们对该系统的性质起着重要作用，称之为该系统的特异元素或代数常数.为了强调这些特异元素的存在’有时把它们列到有关的代数系统的表达式中.例如，＜Z，+＞的幺元是0，也可记为＜Z，+，0＞.＜P（S），∪，∩，～＞中∪和∩的幺元分别为φ和S，同样也可记为＜P（S），∪，∩，～，φ，S＞.具体采用哪一种记法要看所研究的问题是否与这些代数常数有关.


  定义9.9设[image: ]是代数系统，[image: ]且B≠φ，如果B对[image: ][image: ]都是封闭的，且B和S含有相同的代数常数，则称＜S，f1，f2，…，fk＞是V的子代数系统，简称子代数.


  例如，＜N，+＞是＜Z，+＞的子代数.因为N对+是封闭的，且它们都没有代数常数.[image: ]的子代数，因为N对加法封闭，且它们都具有相同的代数常数0.[image: ]的子代数，但不是＜Z，+，0＞的子代数.因为代数常数0不出现在N-{0}中.


  通常考虑一个代数系统，除了它的集合和集合上的运算外，还要规定这些运算的，质一代数系统的公理.而代数常数往往与某些公理联系在一起’比如有的代数常数表示了该系统的二元运算存在幺元.由子代数的定义不难看出，V的子代数与V本身不仅具有相同的代数运算，并且这些运算也具有相同的性质，它们是非常相似的代数系统，只是子代数比原来的代数系统小一些就是了.


  对任何代数系统[image: ]，其子代数一定存在.最大的子代数就是V本身.如果令V中所有的代数常数构成的集合是B，且B对V中所有的运算都是封闭的，那么，B就构成了V的最小的子代数.这种最大与最小的子代数称为V的平凡的子代数.如果V的子代数[image: ]满足[image: ]，则称V′是V的真子代数.


  例9.5 设 V=＜Z，+，0＞，令


  [image: ]


  那么，nZ是V的子代数.


  证明任取nZ中的两个元素nz1和nz2，z1，z2∈Z，则有


  [image: ]


  即nZ对+运算是封闭的，并且[image: ].所以，nZ是＜Z，+，0＞的子代数.


  当n=1时，nZ就是V本身，当n=0时，0Z={0}是V的最小的子代数，而其他的子代数都是V的非平凡的真子代数.


  由两个代数系统V1和V2可以产生一个新的代数系统V1×V2这就是V1与V2的积代数.限于篇幅，下面仅对含一个二元运算的代数系统给出积代数的定义.


  定义9.10设[image: ]是代数系统，和*为二元运算.V1和V2的积代数V1×V2是含有一个二元运算的代数系统，即[image: ]其中S=S1×S2，且对任意的＜x1，y1＞，＜x2，y2＞∈S1×S2有


  [image: ]


  设[image: ]，其中+和·分别表示整数加法和矩阵乘法，那么V1×V2是


  [image: ]


  对任意的[image: ]都有


  [image: ]


  例如，


  [image: ]


  可以推广定义9.10.如果原来的两个代数系统分别含有代数常数，比如说V1的代数常数为a1，V2的代数常数为a2，那么，＜a1，a2＞就是积代数V1×V2中的代数常数.例如，


  [image: ]


  积代数V1×V2的代数常数是


  [image: ]


  [image: ]


  类似地，可以定义3个代数系统的积代数.例如，V=＜Z，+，0＞，那么有


  [image: ]


  并且对任意的＜x1，y1，z1＞，＜x2，y2，z2＞∈Z×Z×Z有


  [image: ]


  不难证明，如果V1和V2中的二元运算都是可交换的（可结合的或幂等的），则积代数中相应的二元运算也是可交换的（可结合的或幂等的）.如果e1、e2分别为V1和V2的幺元，那么＜e1，e2＞就是积代数V1×V2的幺元.如果x1在V1中的逆元为[image: ]，x2在V2中的逆元为[image: ]就是＜x1，x2＞的逆元.


  代数系统的同态与同构就是在两个代数系统之间存在着一种特殊的映射——保持运算的映射，它是研究两个代数系统之间关系的强有力的工具.下面先对只具有一个二元运算的代数系统给出同态映射的定义.


  定义9.11设[image: ]是代数系统，和*是二元运算.如果存在映射φ：S1→S2满足对任意的x，y∈S1有


  [image: ]


  则φ是V1到V2的同态.因为对任意x，y∈Z有


  [image: ]


  所以φa是V到自身的同态，这时也称φa为V的自同态.


  [image: ]


  如说a，那么[image: ].这时φ是双射的，就是V1到V2的同构了.


  定义9.11的同态概念可以推广到一般的代数系统中去.先考虑具有两个二元运算的代数系统.


  设[image: ]是代数系统，其中。、*、、*′都是二元运算.如果φ：S1→S2满足以下条件：[image: ]，y∈S1有


  [image: ]


  则称φ是V1到V2的同态映射，简称同态.


  例如，V1=＜Z，+，·＞，V2=＜Zn，⊕，⊙，其中+、·为普通的加法和乘法.⊕为模n加法，⊙为模n乘法.即对任意x，y∈Zn有


  [image: ]


  所以φ是V1到V2的同态，且是满同态.


  类似地，还可以把同态的概念推广到两个具有k个运算的代数系统中去.


  下面考虑除了二元运算以外还具有一元运算的代数系统.设[image: ][image: ]是代数系统，其中、*是二元运算，Δ和Δ′是一元运算.如果映射φ：S1→S2满足以下条件


  [image: ]


  则称φ是V1到V2的同态.


  例如，V1=＜R，+，-＞，V2=＜R+，·，-1＞，其中+、·为普通加法和乘法，-x表示


  求x的相反数，x-1表示求x的倒数.令φ：R→R+，φ（x）=ex，那么，y∈R有


  所以，φ是V1到V2的同态.


  [image: ]


  最后考虑具有代数常数的代数系统之间的同态.设[image: ]是代数系统，其中、*为二元运算[image: ]是代数常数.如果条件：[image: ]满足以下


  [image: ]


  则称φ是V1到V2的同态.


  例如[image: ]是模n加法，令


  [image: ]


  [image: 则，y∈Z有]


  所以φ是V1到V2的同态.


  设[image: ]是具有两个二元运算的代数系统，φ是V1到V2的同态，不难证明φ具有以下性质.


  （1）若。（或*）是可交换的（可结合的或幂等的），则。′（或*′）在φ（S1）中也是可交换的（可结合的或幂等的）.


  （2）若。对*是可分配的，则。′对*′在φ（S1）中也是可分配的.


  （3）若。和*是可吸收的，则。′和*′在φ（S1）中也是可吸收的.


  （4）若e是S 1中关于运算的幺元，θ是S1中关于。运算的零元，那么φ（e）和φ（θ）分别是φ（S1）中关于运算的幺元和零元.对于x∈S 1，如果x - 1是x的关于运算的逆元，则φ（x-1）是φ（x）关于。′运算的逆元.对于*和*′运算也有类似的性质.


  9.3 几个典型的代数系统


  本节主要介绍半群与群、环与域、格与布尔代数等典型的代数系统.


  定义9.13设V=＜S，[image: ]是代数系统，为二元运算.


  （1）如果。是可结合的，则称V=＜S，。＞为半群.


  （2）如果半群V=＜S，。＞中的二元运算含有幺元，则称V为含幺半群，也可称作独异点.为了强调幺元e的存在，有时将独异点记为＜S，。，e＞.


  （3）如果半群V=＜S，。＞（独异点V=＜S，。，e＞）中的二元运算。是可交换的，则称V为可交换半群（可交换独异点）.


  例 9.7 （1）＜Z+，+＞、＜N，+＞、＜Z，+＞、＜Q，+＞、＜R，+＞都是可交换半群，其中+表示普通加法.其中除了＜Z+，+＞外都是可交换独异点，这里普通加法+的幺元是0.


  （2）＜Mn（R），·＞是半群和独异点，其中·表示矩阵乘法，幺元是n阶单位矩阵E.


  （3）＜∑*，。＞是半群和独异点，其中∑是有穷字母表，。表示连接运算，幺元是空串λ.


  （4）＜P（B），⊕是可交换半群和独异点，其中⊕表示集合的对称差运算，幺元是∅.


  （5）＜Zn，⊕是可交换半群和独异点，其中Zn={0，1，…，n-1}，⊕表示模n加法，幺元是0.


  可以把上述独异点分别记作＜N，+，0＞、＜Z，+，0＞、＜Q，+，0＞、＜R，+，0＞、＜Mn（R），·E＞、＜∑*，，λ＞和＜Zn，⊕，0＞.


  由于半群与独异点S中的运算是可结合的，可以定义运算的幂.对任意的x∈S，在半群V=＜S，。＞中规定，对于任意正整数n，xn是


  [image: ]


  在独异点V=＜S，。，e＞中，对于任意自然数n，xn的定义是：


  [image: ]


  易证x的幂遵从以下规律：


  [image: ]


  这里的m和n在半群中代表正整数，而在独异点中代表自然数（可以等于0）.


  下面讨论群，群是一种特殊的独异点，也是一种特殊的半群.


  定义9.14设＜G，。＞是代数系统，。为二元运算.如果。是可结合的，存在幺元e∈G，并且G中的任意元素x都有x - 1∈G，则称G是群.


  在例9.7（1）中，＜Q，+＞、＜Z，+＞、＜R，+＞是群，因为任何实数x的加法逆元是-x.而＜Z+，+＞和＜N，+＞都不是群，因为在＜Z+，+＞中没有加法幺元，而在＜N，+＞中，除0以外的其他自然数都没有加法逆元.在例9.7（2）中的代数系统也不是群.只有可逆矩阵M∈Mn（R）才有逆阵M-1，而Mn（R）中并不是所有的矩阵都是可逆矩阵.在例9. 7（3）中，除了空串λ以外，其他的符号串都没有逆元，所以＜∑*，也不是群.例9. 7（4）和例9. 7（5）中的代数系统都是群.对任意x∈P（B），x-1就是x自己，因为[image: ]Zn，都有


  [image: ]


  例9.8设G={e，a，b，c}，。为G上的二元运算，它由运算表9-6给出.不难证明G是一个群.由表中可以看出G的运算具有下面的特点：


  e为G中的幺元.


  是可交换的.


  任何G中的元素与自己运算的结果都等于e.


  在a、b、c三个元素中，任何两个元素运算的结果都等于另一个元素.一般称这个群为Klein四元群.


  
  表 9-6
[image: ]


  下面介绍和群有关的一些术语.


  若群G中的二元运算是可交换的，则称群G为交换群，也称作阿贝尔（Abel）群.例9.7中所有的群都是阿贝尔群.Klein四元群也是阿贝尔群.


  若群G中有无限多个元素，则称G为无限群，否则称为有限群.对于有限群G，G中的元素个数也称作G的阶，记作|G|.例如，＜Z，+＞、＜R，+＞都是无限群.＜Zn，⊕是有限群，其阶是n.Klein四元群也是有限群，其阶是4.


  设G为群，由于G中每个元素都有逆元，所以能定义负的幂.对于任意x∈G，n∈Z+，定义


  [image: ]


  那么就可以把独异点中关于xn的定义扩充为


  [image: ]


  有关幂运算的两个公式不变，但其中的m和n可以是任意整数.


  设G是群，x∈G，使得xk=e成立的最小的正整数k称作x的阶（或周期）.如果不存在正整数k使xk=e，则称x是无限阶的.对有限阶的元素x，通常将它的阶记为|x|.例如，在群＜Z，+＞中，只有0的阶是1，其他的元素都是无限阶的.而在Klein四元群中，a、b和c的阶都是2，e的阶是1.在模6的加群＜Z6，中，因为[image: ]，所以|2|=3.同样有|4|=3，|3|=2.而|1|=|5|=6，|0|=1.不难看出，在任何群G中幺元e的阶都是1.


  群是一个重要的代数系统，它具有许多有用的性质.限于篇幅，略去有关定理的证明’仅将定理本身列在下面，供读者参考.


  定理9.4 设G为群，则G中的幂运算满足


  [image: ]


  定理9. 4（2）式可以推广到有限个元素，即[image: ]有


  [image: ]


  定理9.5 G为群[image: ]方程ax=b和ya=b在G中有解，且有唯一解.


  易证方程ax=b的唯一解是x=a - 1b，而方程ya=b的唯一解是y=ba - 1.例如，S={1，2，3}，在群＜P（S），⊕中有方程


  [image: ]


  它是ax=b的形式，其中a={1，2}，b={1，3}，而ax中省略的算符应该是对称差⊕.由定理9.5有


  [image: ]


  不难验证这就是原方程的解.同理方程


  [image: ]


  的解是y={l，2，3}.


  定理9.6 G为群，则G中适合消去律，即对任意a，b，c∈G有


  [image: ]


  因为在G中没有零元θ，所以对G中的任何元素都可以消去.在集合代数中有关对称差运算的消去律就是这个定理的一个实例.


  定理9.7 G为有限群，则G的运算表中的每一行（每一列）都是G中元素的一个置换，且不同的行（或列）的置换都不相同.


  这就是说，在G的运算表的每一行里，G的每个元素都出现一次，且只出现一次.在不同的行里元素的排列顺序也不同.使用这个定理可以通过运算表很快地判断出哪些代数系


  统[image: ]不是群.


  半群、独异点和群都有子代数，分别叫做子半群、子独异点和子群.这里仅对子群给予简要介绍.


  定义9.15 设群＜G，*＞，H是G的非空子集.如果H关于G中的运算*构成群，则称H为G的子群，记作H≤G.


  例如，在群＜Z，+＞中，取


  [image: ]


  则2Z关于加法构成＜Z，+＞的子群.同样，{0}也是＜Z，+＞的子群.在Klein四元群G={e，a，b，c}中，有5个子群：


  [image: ]


  其中{e}和G是G的平凡子群.除了G自身外，其他子群都是G的真子群.


  怎样判定G的子集H能够构成G的子群呢？主要使用以下判定定理.


  定理9.8 设G为群，H是G的非空子集.如对任意x，y∈H都有xy - 1∈H，则H是G的子群.


  例9.9 设G为群，


  （1）对任何x∈G，令


  [image: ]


  即x的所有幂的集合.不难判定H是G的子群.因为任取H中的元素xm、xl，都有


  [image: ]


  称这个子群是由元素x生成的子群，记作＜x＞.


  例如，群＜Z6[image: ]中由2生成的子群包含2的各次幂.2的1次幂就是2，2的2次幂即[image: ]，2的3次幂即[image: ]，其他的幂也与0，2，4中的某一个相等，所以
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  而且有＜4＞与＜2＞相等.同理有


  [image: ]


  （2）设G为群，令C是与G中所有的元素都可交换的元素构成的集合，即


  [image: ]


  称C为群G的中心.可以证明C是G的子群.任取a，b∈C，只要证明ab - 1与G中所有的元素都可交换就行了.[image: ]有


  [image: ]


  由定理9.8有C≤G.


  对于阿贝尔群G，因为G中所有的元素互相都可交换，所以G的中心C就等于G.


  群的积代数也称作群的直积.只要把积代数的一般定义应用到群上就可以了.这里不再做进一步的讨论.下面介绍两种常用的群.


  定义9.16 在群G中如果存在a ∈G使得


  [image: ]


  则称G为循环群，记作G=＜a＞，称a为G的生成元.


  例如，＜Z，+＞是循环群，其生成元是1或-1，因为任何整数都可以由若干个1或者若干个-1相加而得到.＜Z6,⊕也是循环群，其生成元是1或5.这是由于0，1，…，5中的每个数都可以由1或者5做若干次模6的加法得到.比如，
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  循环群都是阿贝尔群，但阿贝尔群不一定都是循环群.例如，Klein四元群是阿贝尔群，但不是循环群.


  在循环群G=＜a＞中，生成元a的阶与群G的阶是一样的.如果a是有限阶元|a|=n，则称G为n阶循环群.如果a是无限阶元，则称G为无限循环群.＜Z，+＞是无限循环群，＜Zn，⊕＞是n阶循环群.对无限循环群G=＜a＞，G的生成元就是a和a - 1.而对n阶循环群G=＜a＞={e，a，a2…an - 1}，G的生成元是at当且仅当t与n是互质的.例如，＜Z，+＞是无限循环群，其生成元是1和-1，-1是1的加法逆元.而在12阶循环群G={e，a，…，a11}中，与12互质的数有1、5、7、11.那么G的生成元就是a1=a、a5、a7和a11.在上面的例子里，＜Z6，⊕＞是6阶循环群，1和5都与6互质，所以1和5是生成元.


  循环群G=＜a＞的子群仍是循环群.若G是无限循环群，则G的子群除了{e}以外都是无限循环群，n阶循环群G=＜a＞的子群的阶都是n的因子.对于n的每个正因子d，在G中只有一个d阶子群，就是由an/d生成的子群.例如，G=＜Z，+＞是无限循环群，则G的子群除了{0}以外都是无限循环群，如2Z，3Z，…，nZ，…，其中
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  但对12阶群G={e，a，a2，…，a11}，12的正因子是1、2、3、4、6、12，则G的子群是：


  [image: ]


  除了循环群外，另一种重要的群就是置换群.


  定义9.17 设S={l，2，…，n}，S上的任何双射函数σ：S→S构成了 S上n个元素的置换，称为n元置换.


  例如，S={1，2，3}，令σ： S→S，且有


  [image: ]


  则σ将1、2、3分别置换成2、3、1，此置换常被记为


  [image: ]


  采用这种记法，一般的n元置换σ可记为


  [image: ]


  由排列组合的知识可以知道，n个不同元素有n!种排列的方法.所以，S上有n!个置换.例如，{1，2，3}上有3!（= 6）种不同的置换，即
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  对于n元置换也可以用不交的轮换之积来表示.设n元置换


  [image: ]


  那么τ的映射关系是


  [image: ]


  而其他的元素a都有[image: ].称τ为m阶轮换.任何n元置换都可表成不交的轮换之积.例如，σ是{1，2，…，6}上的置换，且
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  那么σ的映射关系是
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  去掉3和4这两个保持不变的元素，可得
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  所以
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  又如，τ也是{1，2，…，6}上的置换，且


  [image: ]


  则有


  [image: ]


  为了使表达式简洁，可去掉1阶轮换.那么有
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  根据这种表法，{1，2，3}上的置换可记为
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  设S={1，2，…，n}，S上的n！个置换构成集合Sn，其中恒等置换Is=（1）∈Sn.在Sn上规定二元运算，对任意n元置换σ，τ∈Sn，表示σ与τ的复合.显然[image: ]也是S上的n元置换.所以，Sn对运算。是封闭的，且是可结合的.任取S n中的置换σ，有


  [image: ]


  所以，恒等置换Is=（1）是Sn中的幺元且σ的逆置换


  [image: ]


  就是σ的逆元.这就证明了Sn关于置换的复合构成一个群，称之为S上的n元对称群，Sn的任何子群则称为S上的n元置换群.


  例如，S3={（1），（12），（13），（23），（123），（132）}，S3的运算表如表 9-7 所示.


  
  表 9-7
[image: ]


  从表9-7可以看到


  [image: ]


  所以，S3不是阿贝尔群.在S3中，（12）、（13）和（23）都是2阶元，而（123）和（132）是3阶元.


  S3有6个子群，即
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  其中{（1）}和S3是平凡的，除S3自己以外，都是S3的真子群.


  下面考虑另外一类代数系统——环与域.域是特殊的环，它们都是具有两个二元运算的代数系统.通常把这两个运算分别称作“加法”和“乘法”，记作+和·.域在密码学中有着重要的应用.


  定义9.18设＜R，+，·＞是代数系统，R为集合，+、·为二元运算，如果


  （1）＜R，+＞为阿贝尔群，


  （2）＜R，·＞为半群，


  （3）乘法·对加法+适合分配律，


  则称＜R，+，·＞是环.


  例如，＜Z，+，·＞、＜Q，+，·＞和＜R，+，·＞都是环，其中Z、Q、R分别表示整数、有理数和实数集，+和·表示普通加法和乘法.＜Mn（R），+，·＞是环，其中Mn（R）是n实矩阵的集合，+、·分别是矩阵加法和乘法.＜Zn，是模n的整数环，其中Zn={0， 1，…，n-1}，和分别表示模n的加法和乘法.即[image: ]，y∈Zn有


  [image: ]
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  在环＜R，+，·＞中，如果乘法·适合交换律，则称R是交换环.如果对于乘法有幺元，则称R是含幺环.为了区别含幺环中加法幺元和乘法幺元，通常把加法幺元记作0，乘法幺元记作1.可以证明加法幺元0恰好是乘法的零元.


  在环＜R，+，·＞中，如果存在a，b∈R，a≠0，b≠0，但ab=0，则称a为R中的左零因子，b为R中的右零因子.如果环R中既不含左零因子，也不含右零因子，即[image: ]，b∈R，
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  则称R为无零因子环.


  例如[image: ]都是交换环，但＜Mn（R），+，·不是交换环.它们都是含幺环.因为1是普通乘法的幺元，也是模n乘法[image: ]的幺元.而n阶单位矩阵E是环Mn（R）的乘法幺元.＜Z，+，·＞、＜Q，+，·＞和＜R，+，·＞都是无零因子环，但＜Zn[image: ]不一定是无零因子环.例如，＜Z6[image: ]有[image: ]，但2和3都不是0.Z6[image: ]不是无零因子环，而＜Z5[image: ]是无零因子环.


  定义9.19 （1）若环＜R，+，·＞是交换、含幺和无零因子的，则称R为整环.


  （2）若环＜R，+，·＞至少含有2个元素且是含幺和无零因子的，并且[image: ]有a-1∈R，则称R为除环.


  （3）若环＜R，+，·＞既是整环，又是除环，则称R是域.


  例如，＜Z，+，·＞是整环不是域.因为乘法可交换，1是幺元，且不含零因子，但是任何整数除了±1之外没有乘法的逆元.而＜R，+，·＞是域，即实数域，因为[image: ]，x≠0，有[image: ]


  例9.10 设S为下列集合，+和·为普通加法和乘法.


  [image: ]


  问S和+、·能否构成整环？能否构成域？为什么？


  解（1）不是整环也不是域，因为乘法幺元是1，.[image: ]


  （2）不是整环也不是域，因为S不是环，普通加法在S上不封闭且幺元是0，.


  （3） S不是环，因为除0以外任何正整数x的加法逆元是-x，而是整环和域.[image: ].S当然也不


  （4） S是域.对任意x1，x2∈S有
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  S对+和·是封闭的.又乘法幺元1∈S，易证＜S，+，∈＞是整环.，x≠0，x=a+有
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  所以＜S，+，·＞是域.


  定理9.9　设＜R，+，·＞是环，则


  [image: ]


  由加法消去律得
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  同理可证


  [image: ]


  [image: ]


  类似地有
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  所以（-a）b是ab的加法逆元，即-（ab）.


  同理可证


  [image: ]
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  为简洁起见，定理9. 9的（2）、（3）和（4）中省略了字母之间的乘法算符.在环中做加法和乘法只能遵从加法的交换律和结合律、乘法的结合律、乘法对加法的分配律及定理9. 9中所给出的算律.由定理9. 9（1）可以看出加法的幺元0恰好是乘法的零元.


  例9.11 设＜R，+，·＞是环[image: ]，b∈R计算（a-b）2和（a+b）3.
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  在上面两个式子中许多项不能合并.例如，ba2与aba、a2b等都不能合并.如果合并一定会用到乘法的交换律，而在一般的环（不是整环）中乘法可能是不可交换的.在初等代数中的加法和乘法运算都是在实数域中进行的，乘法是可以交换的.所以，有
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  最后，介绍另一类重要的代数系统——格和布尔代数.布尔代数是一种特殊的格，它在计算机科学中有广泛的应用.首先说明，本节里的∨和∧不再代表逻辑符号，而是偏序集中的两个运算符.


  定义9.20设＜S，[image: ]是偏序集，如果[image: ]，y∈S，{x，y}都有最小上界和最大下界，则称S关于[image: ]构成一个格.


  由于最小上界与最大下界的唯一性，可以把求{x，y}的最小上界和最大下界看成x与y的二元运算∨和∧，即x∨y和x∧y分别表示x和y的最小上界和最大下界.


  例9.12设n为正整数，Sn为n的正因子的集合，D为整除关系，则＜Sn，D＞构成格.[image: ]y∈Sn，x∨y是x与y的最小公倍数[x，y]，x∧y是x与y的最大公约数（x，y）.


  图 9-1 给出了格＜S8，D＞、＜S6，D＞和＜S30，D＞.


  
    [image: ]

    图 9-1

  


  
    [image: ]

    图 9-2

  


  例9.13判断图9-2中偏序集是否构成格，说明为什么.


  解都不是格.图9-2（a）中的{e，f}没有上界，图9-2（b）中的{b，d}有上界c和e，但没有最小上界.图9-2（c）中的{d，e}有下界a、b、c，但没有最大下界.


  格有一条重要的性质，即格的对偶原理.


  设f是含有格中的元素以及符号=[image: ]、、∨、∧的命题，令f*是将f中的[image: ]改写成[image: ]，∨改写成∧，∧改写成∨所得到的命题，称为f的对偶命题.根据格的对偶原理，若f对一切格为真，则f*也对一切格为真.


  例如，在格中有
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  成立，则有
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  成立.


  定理9.10设＜[image: ]则运算∨和∧适合交换律、结合律、幂等律和吸收律，即


  [image: ]


  证明（1）a∨b是{a，b}的最小上界，b∨a是{b，a}的最小上界.因为{a，b}={b，a}，所以，有a∨b=b∨a.同理可证a∧b=b∧a.


  （2）由最小上界的定义有
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  由式（9. 2）和式（9. 3）得
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  再由式（9.1）和式（9.4）得


  [image: ]


  同理可证
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  根据偏序的反对称性有


  [image: ]


  类似地可以证明


  [image: ]


  （3）显然[image: ]根据偏序的反对称性有同理可证a∧a=a.
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  （4）显然[image: ]所以有
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  由这两个式子可得
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  同理可证
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  定理9. 10说明格L可以看成具有两个二元运算的代数系统＜L，∧，∨＞，并且运算∧和∨满足交换律、结合律、幂等律和吸收律.利用这些性质也可以从一般代数系统的角度给出格的另一个等价的定义.


  设＜S，*，[image: ]是具有两个二元运算的代数系统，且对于*和。运算适合交换律、结合律、吸收律，则可以适当定义S中的偏序。使得＜S，[image: ]构成一个格，且[image: ]


  [image: ]


  和定理9. 10相比，这里没有提到幂等律，这是因为只要吸收律成立，则幂等律就一定成立.证明如下：[image: ]有
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  同理可证a*a=a.


  下面介绍一些特殊的格.


  定义9.21设＜L，∧，∨＞是格.若[image: ]L有


  [image: ]


  成立，则称L为分配格.


  可以证明，这两个等式中只要有一条成立，另一条一定成立.


  例如，图9-3（a）和图9-3（b）是分配格，但图9-3（c）和图9-3（d）不是分配格.


  
    [image: ]

    图 9-3

  


  因为在图9-3（c）中有
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  而在图9-3（d）中有


  [image: ]


  定义9.22若在格＜L，∧，∨＞中存在一[image: ]（或[image: ]）则称a为格L的全下界（或全上界）.


  对于一个格L，全下界如果存在，则是唯一的，记为0.同样地，若全上界存在也是唯一的，记为1.具有全上界和全下界的格称为有界格.记作＜L，∧，∨，0，1＞.


  所有的有限元的格都是有界格，而＜Z，≤＞不是有界格，其中≤为小于等于关系.


  定义9.23设＜L，∧，∨，0，1＞是有界格，[image: ]若存在b∈L使得a∧b=0，a∨b=1，则称b为a的补元.


  在图9-4中，图9-4（a）的a、b、c都不存在补元，0与1互为补元.图9-4（b）的a、b、c中任意两个都互为补元，0与1互为补元.图9-4（c）中a和b的补元都是c，而c的补元是a和b，0与1互为补元.


  在格中有的元素无补元，有的元素有补元，有的元素有多个补元.如果格中每个元素都至少有一个补元，则称这个格为有补格.图9-4（b）和图9-4（c）是有补格，而图9-4（a）不是.


  
    [image: ]

    图 9-4

  


  可以证明，对分配格L来说，如果a∈L有补元，则一定有唯一的补元，记为a′.


  定义9.24 如果格＜L，∧，∨，0，1＞是有补分配格，则称L为布尔格，也称作布尔代数.


  由于布尔代数L中的每个元都有唯一的补元，求补运算也可以看成是L中的一元运算.因此，布尔代数L可记为＜L，∧，∨，′， 0，1＞，其中′表示求补运算.


  例9.14 （1）集合代数＜P（S），∩，∪，～，∅， S＞是布尔代数.


  （2）开关代数＜{0，1}，∧，∨，﹁， 0，1＞是布尔代数，其中∧为与运算，∨为或运算，﹁为非运算.


  布尔代数有以下性质.


  定理9.11 设＜L，∧，∨，0，1＞是布尔代数，则有：
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  （1）的证明留给读者，下面证明（2）.
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  所以a′∧b′是a∨b的补元，即（a∨b）′= a′∧b′.


  同理可证


  [image: ]


  定理9.12 （有限布尔代数的表示定理）


  若L是有限布尔代数，则L含有2n个元（n∈N），并且L与＜P（S），∩，∪，～，∅，S＞同构，其中S是一个n元集合.


  限于篇幅，略去这个定理的证明.从定理可以知道，元素个数相同的有限布尔代数都是同构的.换句话说，含有2n个元素的布尔代数在同构的意义下只有一个，就是集合代数.


  9.4 题例分析


  例9.15～例9.22为选择题.


  例9.15设[image: ]，*表示求两个数的最小公倍数的运算.则
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  供选择的答案


  [image: ]


  B：③只满足交换律；④只满足结合律；⑤满足交换律、幂等律和结合律.
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  E：⑨不存在逆元；⑩只有唯一的逆元.


  [image: ]


  分析易知4与6的最小公倍数是12.x与y的最小公倍数就是y与x的最小公倍数.x与x的最小公倍数就是x自己.所以*适合交换律、幂等律，同样也适合结合律.对任何x∈Z+，x与1的最小公倍数就是x，所以1是幺元，不存在零元，在Z+中只有1有逆元1，其他元素都没有逆元.


  例9.16在有理数集Q上定义二元运算*[image: ]，y∈Q有


  [image: ]


  [image: ]


  （2）*在Q上是C.


  （3）关于*的幺元是D.


  （4） Q中满足E.


  供选择的答案


  [image: ]


  C：④可结合的；⑤不可结合的.
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  E：⑧所有的元素都有逆元；⑨只有唯一的逆元；⑩[image: ]


  [image: ]


  分析代入*的定义得
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  对任意的x，y，z∈Q有


  [image: ]


  所以，*适合结合律.


  对任意的x∈Q有
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  所以，0是幺元.


  对任意的x∈Q，假设x-1是x的逆元，则有
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  供选择的答案


  A、B、C、D、E：①在普通乘法下封闭，在普通加法下不封闭；②在普通加法下封闭，在普通乘法下不封闭；③在普通加法和乘法下都封闭；④在普通加法和乘法下都不封闭.


  答案 A：①；B：④；C：③；D：①；E：①.


  分析（1） 1 + 1 = 2，，2∉S1,S1在加法下不封闭.0×1=0，1×1=1，1×0=0，0×0=0，S1在乘法下封闭.


  （2） 2 + 2 = 4，2×2 = 4，4∉2所以，S2在加法和乘法下都不封闭.


  （3）偶数+偶数=偶数，偶数×偶数=偶数.所以，S3在加法和乘法下都封闭.


  （4）奇数×奇数=奇数，奇数+奇数=偶数.所以，S4在乘法下封闭，在加法下不封闭.


  （5）2r·2s=2r+s∈S5，所以S5在乘法下封闭.但2和4∈S5，而[image: ]，所以S5在加法下不封闭.


  例 9.18 设V 1=＜S 1，，V2=＜S2，*＞，其中S1={a，b，c，d}，S2={0，1，2，3}.。和*由运算表9-8和表9-9给出.


  
  表 9-8
[image: ]


  
  表 9-9
[image: ]


  定义同态φ：S1→S2，且


  [image: ]


  则（1）V1中的运算


  [image: ]，其幺元是B，V2中的运算*C.


  （2）φ是D，V1在φ下的同态像是E.


  供选择的答案


  A、C：①满足交换律，不满足结合律；②满足结合律，不满足交换律；③满足交换律与结合律.


  B：④a；⑤d.


  D：⑥单同态；⑦满同态；⑧以上两者都不是.


  [image: ]


  [image: ]


  分析两个运算表都关于主对角线成对称分布，所以和*都是可交换的.由V1的运算表可知，a为幺元，d为零元.从S1中任取3个元素，如果其中含有a或d，则结合律显然成立；如果3个全是b（或全是c），则结合律也成立；如果含有b和c，则不管如何排列运算顺序，其结果都是d.所以，。是可结合的.但运算*不适合结合律，举一个反例如下：


  [image: ]


  这说明


  [image: ]


  因为[image: ]所以φ不是单射的.又[image: ]所以φ也不是满射的.V1的同态像是＜{0，1}，*＞，这个结果说明，若V1中的运算。是可结合的，可以证明V2中的运算*在同态像φ（V1）中是可结合的，但不能保证在V2中是可结合的.这里[image: ]


  例9.19 设V1=＜{1，2，3}，。，1＞，其中表示取x和y之中较大的数.V 2=＜{5，6}，*，6＞，其中x*y表示取x和y之中较小的数.


  （1）V1含有A个子代数，其中非平凡的真子代数有B个.V2含有C个平凡的子代数.


  （2）积代数V1×V2中有D个元素，其幺元是E.


  供选择的答案


  [image: ]


  [image: ]


  分析 V1的子代数是＜{1}，，1＞、＜{1，2}，。，1＞、＜{1，3}，。，1＞和＜{1，2，3}，。，1＞共4个.其中{1}和{1，2，3}是平凡的子代数，{1}、{1，2}和{1，3}是真子代数.所以，非平凡的真子代数有2个.V2有2个子代数，{6}和{5，6}都是平凡的.


  积代数的元素数就是V1与V2中的元素数之积，3×2 = 6，即有6个元素.幺元是＜1，6＞.


  例9. 20 某二进制通信编码由4个数据位x1，x2、x3、x4和3个校验位x5、x6、x7构成.它们的关系如下：


  [image: ]


  其中⊕为异或运算.


  （1）设S为所有满足上述关系的码字的集合，如下定义S上的运算.[image: ]x1x2…x7，y=y1y2…y7，有


  [image: ]


  这里的[image: ]为异或运算.那么，＜S，是一个A.


  （2）设x，y∈S，定义[image: ]，那么当x≠y时H（x，y）≥B.


  （3）使用该种码可查出接收码中包含的所有k≤C错误.


  （4）使用该种码可纠正接收码中包含的所有k≤D位错误.


  （5）如果接收到1000011，且知有一位出错，那么出错位是第E位.


  供选择的答案


  A：①半群，但不是群；②群；③环，但不是域；④域；⑤前4种都不对.


  [image: ]


  答案 A：②；B：③；C：②；D：①；E：⑤.


  分析（1）不难验证S在运算下是封闭的，是可结合的，0000000是幺元，[image: ]x的逆元就是x.所以＜S，构成群.


  （2） H（x，y）为码字x和y不同的位数，称为海明距离.由于校验位完全由数据位决定，只要分别考查数据位的不同情况就可以得到最小海明距离是3.例如，码字x=x1x2…x7，y=y1y2…y7，假设x1≠y1，x2=y2，x3=y3，x4=y4，则必有x5≠y5，x6≠y6，x7≠y7.这时 H（x，y）=4.


  （3）如果码S的最小海明距离是k+1，则该码至多可查出接收码中包含的所有k位错.由于k+1=3，所以k=2.


  （4）如果码S的最小海明距离是2k+1，则该码至多可纠正接收码中包含的所有k位错.由于2k+1=3，所以k=1.


  （5）因为数据位中的任何一位出错，都会引起校验位出错.所以，总的出错位数必然大于1.这说明出错位一定是校验位.考查1000011，它的第2、3、4位都一样，那么第5、6、7位也应该一样.所以，第5位应该是1.


  例9.21对以下定义的集合和运算判断它们是不是代数系统.如果是，是哪一种？


  [image: ]


  供选择的答案


  A、B、C、D、E：①半群，但不是独异点；②是独异点，但不是群；③群；④环，但不是域；⑤域；⑥格，但不是布尔代数；⑦布尔代数；⑧代数系统，但不是以上7种；⑨不是代数系统.


  答案 A：⑨；B：①；C：②；D：⑦；E：⑤.


  分析（1）因为S1对乘法不封闭，所以S1和*不构成代数系统.


  （2）＜S2，。＞是代数系统，运算。适合结合律，但无幺元，只构成半群.


  （3） S3在乘法下封闭，结合律成立，幺元是1，是独异点.但0没有逆元，不能构成群.


  （4）＜S4[image: ]是格，又与22的集合代数同构，所以是布尔代数.


  （5）易证＜S5，+，*＞是代数系统，并且就是＜Z2，⊕,⊙＞，所以是整环.除0以外只有元素1，1的模2乘法的逆元就是1.所以＜S5，+，*＞是域.


  例9.22 图9-5给出一个格L，则


  （1） L是A元格.


  （2） L是B.


  
    [image: ]

    图 9-5

  


  （3） b的补元是C，a的补元是D，1的补元是E.


  供选择的答案


  A：①5；②6.


  B：③分配格；④有补格；⑤布尔格；⑥以上都不对.


  C、D、E：⑦不存在；⑧c和d；⑨0；⑩c.


  答案 A：②；B：⑥；C：⑦；D：⑦；E：⑨.


  分析（1） L中含有6个元素，所以是6元格.


  （2） L不是分配格，因为它含有图9-3（c）的格作为子格，而该子格不是分配格，所以在L中也不成立分配律.L中的a、b、c、d都没有补元，只有1与0互为补元.所以，L不是有补格，当然更不是布尔格了.


  （3） b和a没有补元，1的补元是0.


  例9.23设＜B，∧，∨，′，0，1＞是布尔代数，


  （1）a，b∈B，公式f为b∧（a∨（a′∧（b∨b′））），在B 中化简f.


  （2）在B中等式（a∧b′）∨（a′∧b）=0成立的条件是什么？


  [image: ]


  分析（1）根据布尔代数的运算规则化简即可.


  （2）两个元素的最小上界是0，则它们必都为0.从而得到a∧b′= 0和a′∧b=0.而对第一个等式求补得到a′∨b=l.由这个结果和a′∧b=0，根据补元定义知道b是a′的补元，又a是a′的补元.由补元唯一性得a=b.


  习题


  题9.1～题9. 9是选择题.题目要求是从供选择的答案中选出应填入叙述中的[image: ]内的正确答案.


  9.1设S={a，b}，则S上可以定义A个二元运算.其中有4个运算f1、f2、f3、f4，其运算表如下：


  [image: ]


  则只有B满足交换律，C满足幂等律，D有幺元，E有零元.


  供选择的答案


  [image: ]


  9.2设S=Q×Q，其中Q为有理数集合.定义S上的二元运算*，[image: ]，b＞，＜x，y＞∈S有


  [image: ]


  [image: ]


  供选择的答案


  [image: ]


  C：④可交换的；⑤可结合的；⑥不是可交换，也不是可结合的.


  [image: ]


  E：⑨只有唯一的逆元；⑩当a≠0时，元素＜a，b＞有逆元.


  9.3 R为实数集，定义以下6个函数f1，f2，…，f6[image: ]


  [image: ]


  那么，其中有A个是R上的二元运算，有B个是可交换的，C个是可结合的，D个是有幺元的，E个是有零元的.


  供选择的答案


  [image: ]


  9.4 （1）设V=＜Z，+，·＞，其中+和·分别表示普通加法和乘法，则V有A个不同的子代数，且这些子代数B.


  （2）令T1={2n|n∈Z}，则T1是V的C.


  （3）令T2={2n+l|n∈Z}，则T2不是V的子代数，其原因是T2D.


  （4）令T 3={-1，0，1}，则T3不是V的子代数，其原因是T3E.


  供选择的答案


  A：①有限；②无限.


  B：③含有有限个元素；④含有无限个元素；⑤有的含有有限个元素，有的含有无限个元素.


  C：⑥平凡的子代数；⑦非平凡的子代数.


  D、E：⑧对加法不封闭；⑨对乘法不封闭；⑩对加法和乘法都不封闭.


  9.5设V=＜R+，·＞，其中•为普通乘法.对任意x∈R+令φ1（x）=|x|，φ2（x）[image: ]，则其中有A个是V的自同态.它们是B，有C是单自同态，而不是满自同态；D个是满自同态，而不是单自同态；E个是自同构.


  供选择的答案


  [image: ]


  9.6 设V=＜Z，+＞，其中+为普通加法.[image: ]令φ1（x）=x，φ2（x）=0，φ3（x）=x+5，φ4（x）=2x，φ5（x）=x2，φ6（x）=-x，则φ1，…，φ6中有A个是V的自同态，其中B个不是V的自同构，C个只是单自同态，不是满自同态；D个是满自同态，不是单自同态.零同态的同态像是E.


  供选择的答案


  [image: ]


  9.7对以下定义的集合和运算判别它们能否构成代数系统？如果能，请说明是构成哪一种代数系统？


  （1） S1={0，±1，±2，…，±n}，+为普通加法，则S1是A.


  [image: ]*为普通乘法，则S2是B.


  （3） S3={0，1，…，n-1}，n为任意给定的正整数且n≥2，*为模n乘法，。为模n加法则S3是C.


  （4） S 4={0，1，2，3}，≤为小于等于关系，则S4是D


  （5） S5=Mn（R），+为矩阵加法，则S5是E.


  供选择的答案


  A、B、C、D、E：①半群，不是独异点；②独异点，不是群；③群；④环，不一定是域；⑤域；⑥格，不是布尔代数；⑦布尔代数；⑧代数系统，但不是以上7种；⑨不是代数系统.


  9.8 （1）设G={0，1，2，3}，若⊙为模4乘法，则＜G，⊙＞构成A.


  （2）若⊕为模4加法，则＜G，⊕＞是B阶群，且是C.G中的2阶元是D，4阶元是E.


  供选择的答案


  A：①群；②半群，不是群.


  B：③有限；④无限.


  C：⑤Klein四元群；⑥置换群；⑦循环群.


  D、E：⑧0；⑨1和3；⑩2.


  9.9 （1）设＜L，∧，∨，′，0，1＞是布尔代数，则L中的运算∧和∨A，运算V的幺元是B，零元是C，最小的子布尔代数是由集合D构成.


  （2）在布尔代数L中表达式


  [image: ]


  的等值式是E.


  供选择的答案


  A：①适合德·摩根律、幂等律、消去律和结合律；②适合德·摩根律、结合律、幂等律、分配律；③适合结合律、交换律、消去律、分配律.


  [image: ]


  9.1 0设S={1， 2，…，10}，问下面定义的二元运算*是否为S上的二元运算？


  （1） x*y=gcd（x，y），x与y的最大公约数.


  （2） x*y=lcm（x，y），x与y的最小公倍数.


  （3） x*y=大于等于xy的最小整数.


  [image: ]


  （5） x*y=质数p的个数，其中x≤p≤y.


  9.11下面各集合都是N的子集，它们在普通加法运算下是否封闭？


  （1）{x|x的某次幂可以被16整除}.


  （2）{x|x与 5互质}.


  （3）{x|x是30的因子}.


  （4）{x|x是30的倍数}.


  9.12设V=＜S，*＞，其中S={a，b，c}，*的运算表分别给定如下：


  [image: ]


  分别对以上每种情况讨论*运算的可交换性、幂等性，是否含有幺元以及S中的元素是否含有逆元.


  9.13 设V1=＜{0，1，2}，，V2=＜{0，1}，*＞，其中表示模 3 加法，*表示模 2 乘法.试构造积代数V1×V2的运算表，并指出积代数的幺元.


  9.14 设代数系统V=＜A，，*，Δ＞，其中A={1，2，5，10}[image: ]的最大公约数，x*y=x与y的最小公倍数，[image: ]给出关于、*和Δ运算的运算表.


  9.15设V=＜R *，＞是代数系统，其中R*为非零实数的集合.分别对下述小题讨论。运算是否可交换、可结合，并求幺元和所有可逆元素的逆元.


  [image: ]


  9.16 设 V=＜A，*＞为代数系统，其中 A={0，1，2，3，4}.[image: ]


  （1）列出*的运算表.


  （2）*是否有零元和幺元？若有幺元，请求出所有可逆元素的逆元.


  9.17设A={1，2}，V=＜AA，。＞，其中。表示函数的合成.试给出V的运算表，并求出V的幺元和所有可逆元素的逆元.


  9.18 设[image: ].在A上定义6个函数如下：


  [image: ]


  V=＜S，。＞，其中S={f1，f2，…f6}，为函数的合成.


  （1）给出V的运算表.


  （2）说明V的幺元和所有可逆元素的逆元.


  9.19设A为n元集，A上可定义多少个不同的一元运算和二元运算？其中有


  （1）多少个二元运算是可交换的？


  （2）多少个二元运算是幂等的？


  （3）多少个二元运算既不是可交换的，也不是幂等的？


  9.20设Z为整数集合，在Z上定义二元运算


  [image: ] y∈Z有


  [image: ]


  那么Z与运算。能否构成群？为什么？


  9.21 设 G={a，b，c，d}，其中


  [image: ]


  G上的运算是矩阵乘法.


  （1）找出G的全部子群.


  （2）在同构的意义下G是4阶循环群还是Klein四元群？


  （3）令S是G的所有子群的集合，定义S上的包含关系[image: ]构成偏序集，画出这个偏序集的哈斯图.


  9.22 令Z[i]={a+bi|a，b∈Z}，其中i为虚数单位，即i2=-l，那么Z[i]对于普通加法和乘法能否构成环？为什么？


  9.23 下列各集合对于整除关系都构成偏序集，判断哪些偏序集是格？


  [image: ]


  [image: ]


  9.24设＜S，∧，∨，′，0，1＞是布尔代数，在S上定义二元运算[image: ]有


  [image: ]


  那么[image: ]能否构成代数系统？如果能，指出是哪种代数系统.


  9.25设A={1，2，3，4，5}，＜P（A），⊕＞构成群，其中⊕为集合的对称差.


  （1）求解群方程{1，3}⊕X={3，4，5}.


  （2）令B={1，4，5}，求由B生成的循环子群＜B＞.


  9.26以下两个置换是S6中的置换，其中


  [image: ]


  （1）试把σ和τ表成不交的轮换之积.


  （2）求στ、τσ、στσ-1.


  9.27判断以下映射是否为同态映射.如果是，说明它是否为单同态和满同态.


  （1）[image: ]其中e是G的幺元.


  （2）G=＜Z，+＞为整数加群[image: ]


  （3） G1=＜R，+＞，G2=＜R+，·＞，其中R为实数集，R+为正实数集，+和·分别为普通加法和乘法.[image: ]


  9.28设A={1，2，5，10，11，22，55，110}是110的正因子集，＜A，[image: ]构成偏序集，其中[image: ]为整除关系.


  （1）画出偏序集＜A，[image: ]的哈斯图.


  （2）说明该偏序集是否构成布尔代数，为什么？


  9.29 图9-6中给出了一些偏序集的哈斯图.


  
    [image: ]

    图 9-6

  


  （1）指出哪些不是格并说明理由.


  （2）对那些是格的说明它们是否为分配格、有补格和布尔格.


  9.30在图9-7所示的3个有界格中哪些元素有补元？如果有，请指出该元素所有的补元.


  
    [image: ]

    图 9-7

  


  第十章形式语言和自动机初步


  自动机是描述计算的数学模型，用来识别语言或计算函数.形式文法也是一种数学模型，用来产生形式语言.计算机使用的程序设计语言就是一种形式语言.形式语言和自动机理论密切相关，对计算机科学的实践和理论有深刻的影响和广泛的应用.它们是计算机科学和技术的重要理论基础.


  本章扼要地介绍形式文法的基本概念、有穷自动机和图灵机以及它们识别的语言类.


  10.1 形式语言和形式文法


  著名的语言学家乔姆斯基（N.Chomsky）于1956年建立了形式语言的描述.他把形式文法分成4类：0型文法、1型文法、2型文法和3型文法.现已证明它们分别与图灵机、非确定型线性界限自动机、非确定型下推自动机和有穷自动机等价.形式文法，特别是上下文无关文法和正则文法在程序设计语言和编译理论中起着重要的作用.


  10.1.1 字符串和形式语言


  抽象地说，语言是按照一定规则排列的符号的集合.例如，汉语是由汉字和标点符号排列成的符号串的集合.程序设计语言是由字母、数字和一些专用符号组成的符号串的集合.


  字母表是一个非空的有穷集合.设∑是一个字母表.由∑的符号组成的有穷序列称作字母表∑上的字符串.如a，aa，ab，abab，…都是字母表∑={a，b}上的字符串.字符串w中所含符号的个数称作w的长度，记作|w|.如|aba|=3.长度为0的字符串称作空串，记作ε.ε是没有任何符号的字符串.设a∈∑，把n个a组成的字符串aa…a记作an，这里n是一个自然数.特别地，a0=ε.


  ∑上的字符串的全体记作∑*.∑*的任何子集称作字母表∑上的形式语言，简称为语言.例如，A={a，b}，B={an|n∈N，C={anbm|n，m≥1}都是字母表∑={a，b}上的语言.对于任何字母表∑，∅、{ε}和∑*都是∑上的语言.要注意，∅不含任何元素，而{ε}有一个元素.


  设w是一个字符串.由w左边若干个连续符号组成的字符串称作w的前缀.由w右边若干个连续符号组成的字符串称作w的后缀.由w的任何部位的若干个连续符号组成的字符串称作w的子字符串，简称子串.前缀和后缀是两种特殊的子串.如w=aabb，aab是w；的前缀，bb是w的后缀，ab是w的子串，且不是w的前缀、也不是w的后缀.对于任何字符串来说，空串ε既是前缀又是后缀.


  设α=a1a2…an、β=b1b2…bm是两个字符串，把β接在α的右边得到的新字符串记作αβ，即αβ=a1a2…anb1b2…bm.αβ称作α和β的连接.显然，连接运算是可结合的，即对任意的字符串α、β、γ，有


  [image: ]


  空串ε是连接的单位元，即对任意的字符串α，有


  [image: ]


  把n个α的连接记作αn，即


  [image: ]


  这里n是一个自然数.例如，（ab）3=ababab.特别地，当n=0时，a0=ε.


  10.1.2 形式文法


  语言是由一定的规则产生出来的，这种规则就是文法.为了说明如何从文法产生出语言，我们先分析一个大家熟悉的句子：王平和李玲是大学生.它由王平、和、李玲、是、大学生5个词组成.整个句子可分成两部分：主语和谓语.主语是一个名词词组，由名词加连词加名词组成.谓语是一个动宾词组，由动词加宾语组成.宾语是一个名词.而名词是王平、李玲和大学生，动词是“是”，连词是“和”.


  句子由主语和谓语组成，写成


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  这是一组文法规则，把它们称作产生式.王平等5个词是不能再分解的基本单位，叫作终极符.其余都是非终极符.在产生式中用尖括号<和>把非终极符括起来.


  由产生式①，得到


  [image: ]


  这里[image: ]表示用一个产生式能从左边得到右边.再由②和③，得到


  [image: ]


  接下去可以逐步得到


  [image: ]


  [image: ]


  这样用上述一组规则得到这个句子.这个推导过程可以表示成一棵根树.根树的叶子都是终极符，从左到右排列恰好是我们的句子，如图10-1所示.


  
    [image: ]

    图 10-1

  


  当然，从这组规则还可以产生出其他的句子.如


  王平是大学生；


  李玲和王平是大学生；


  大学生是王平；


  王平和大学生是王平；


  王平和李玲和大学生是李玲；


  王平和王平是王平；


  [image: ]


  虽然有些句子的语义不正确，但在形式上它们都是合法的（指都有主语和谓语，主语是名词词组，谓语是动宾词组等）.


  下面给出形式文法的定义.


  定义10.1 一个形式文法是一个有序四元组G=<V，T，S，P>，其中


  （1） V是一个非空有穷集合，它的元素称作变元或非终极符；


  （2） T是一个非空有穷集合且V∩T=∅，T的元素称作终极符；


  （3）S∈V称作起始符；


  （4）P是一个非空有穷集合，它的元素称作产生式或改写规则，形如


  [image: ]


  这里α，β∈（V∪T）*且α≠ε.


  给定文法G=<V，T，S，P>，设[image: ]如果存在φ，ψ∈（V∪T）*和P中的产生式α→β，使得w=φαψ，λ=φβψ，即把w中的α改写成β后得到λ，则称λ是w直接派生出来的，记作[image: ]


  如果[image: ]是V∪T上的字符串，n≥1且[image: ]则称wn是由w1派生出来的，记作[image: ]注意，对V∪T上的所有字符串w，有[image: ]是[image: ]的自反传递闭包.


  定义10.2设G=<V，T，S，P>是一个文法，称


  [image: ]


  是文法G生成的语言.


  根据定义10.2，L（G）中的字符串满足下述两个条件：


  （1）由终极符组成；


  （2）可以由起始符派生出来.


  定义10.3 如果L（G1）=L（G2），则称文法G1和G2等价.


  [image: ]


  显然’有[image: ]等.对于任意的n＞0，连续使用n-1次S→aS6，最后再用一次S→ab，得到[image: ]


  不难看出，


  [image: ]


  [image: ]


  [image: ]


  即L（G2）是所有可以被4整除的正整数的二进制表示.


  例 10.3 文法G3=<V，T，S，P>，其中 V 和T与例 10.2 的相同，P={S→A 0，A→B 0，[image: ]有 L（G3）=L（G2），故G2和G3等价.


  例 10.4 设文法G4=<V，T，S，P>，其中V={S，A，B，C，D，E}，T={a}，P中的产生式如下：


  [image: ]


  试证明：对任意的i≥l，[image: ]


  证先给出a2和a4的派生过程：


  [image: ]


  若在第3步不用（4），而改用（3），可以得到下述派生过程：


  [image: ]


  如果在得到AaaaaCB之后不用（4），而再次用（3），就可以得到a8.关键是连续使用（2）可使a的个数增加一倍.在上述派生过程的启发下，我们先证明：对任意的i≥l，


  [image: ]


  用归纳法.当i=l时，前面已经证明结论成立.假设[image: ]接下去有


  [image: ]


  得证对i+1结论也成立.故对任意的i，结论成立.于是，对任意的i≥1，有


  [image: ]


  实际上，还可以证明由S也只能派生出形如[image: ]的终极符串，从而


  [image: ]


  10.1.3 形式文法的分类


  乔姆斯基把形式文法分成4类，它们的区别在于对产生式附加了不同的限制.


  0型文法就是一般的形式文法，对定义10. 1不再附加任何条件.0型文法又称作短语结构文法或无限制文法.0型文法生成的语言称作0型语言.


  如果文法G中每一个产生式α→β有|α|≤|β|，则称G是一个1型文法.1型文法又称作上下文有关文法.后一名词来源于下述事实：每一个1型文法都等价于一个这样的文法，它的产生式形如


  [image: ]


  这里A∈V，φ，ψ，α∈（V∪T）*且α≠ε.也就是说，在这种文法中，在替换变元时必须考虑这个变元的上下文.产生式φAψ→φαψ表示只有当A的上下文分别为φ和ψ时，才能把A替换成α.如果L-{ε}可由1型文法生成，则L称作1型语言或上下文有关语言.


  如果文法G中的每一个产生式都形如


  [image: ]


  其中A∈V，α∈（V∪T）*，则称G是一个2型文法.2型文法又称作上下文无关文法.2型文法生成的语言称作2型语言或上下文无关语言.在上下文无关文法中，用产生式A→α把A替换成α时，不需要考虑A的上下文.


  如果文法G的产生式形如


  [image: ]


  其中A，B∈V，α∈T*，则称G是一个右线性文法.


  如果文法G的产生式形如


  [image: ]


  其中A、B和α同上，则称G是一个左线性文法.


  右线性文法和左线性文法统称作3型文法或正则文法.3型文法生成的语言称作3型语言或正则语言.


  例10.1中G1是上下文无关文法.例10.2中的G2是右线性文法，例10.3中的G3是左线性文法，G2和G3都是正则文法.例10. 4中的G 4是0型文法.


  这4个语言类之间存在着包含关系：正则语言是上下文无关语言，上下文无关语言是上下文有关语言，上下文有关语言是0型语言.而且这些包含关系都是真包含关系.


  在上面的定义中，1型语言的定义有点特别，这是因为1型文法不可能生成ε，而其余3种文法都可以生成ε.如果不这样定义的话，在讨论1型语言与2型语言的包含关系时，遇到ε会有点麻烦.


  上下文无关文法和正则文法在程序语言的设计和编译理论中起着重要的作用.词法分析可以用正则文法解决，而语法分析使用上下文无关文法.


  当有若干个产生式的左端是同一个变元时可采用下述缩写形式.如A→XY，A→a， A→ε可缩写成A→XY|a|ε，用“|”表示“或”.


  例10.5 描述算术表达式的文法.


  G=<{E，T，F }，{a，+，-，*，/，（，）}，E，P>，这里符号的含义是E：算术表达式，T：项，F：因子，a：数或变量.


  [image: ]


  这是一个上下文无关文法.用这个文法可以派生出所有合法的算术表达式.


  例10.6 描述数的文法.


  在程序设计语言中，一个数是一个无符号数或无符号数前面加一个加号或减号.无符号数由整数、小数、指数3部分组成，其中小数部分和指数部分是可选择的，即可有可无的.


  们用num表示数，fig表示无符号数.用r1表示无符号数中第一个数字之后的部分，包可选择的小数部分和指数部分在内.用r2表示小数点以后的部分，包括可选择的指数部在内.用r3表示小数点后面第一个数字以后的部分，也包括指数部分在内.用r4表示E后的部分，r5表示E后面的无符号整数部分，r6表示E后面第一个数字以后的部分.文如下：


  [image: ]


  这里a表示一个数字，应该把A→aB看成A→OB，A→1B，…，A→9B的缩写.这是一个右线性文法.


  下面给出右线性文法和左线性文法的等价性.


  定理10.1 设G是一个右线性文法，则存在左线性文法G′使得L（G′）=L（G）；设G′是一个左线性文法，则存在右线性文法G使得L （G）=L（G′）.


  证设右线性文法G=<V，T，S，P>.要构造一个左线性文法G′使得L（G′）=L（G）.


  G′的终极符集合与G的相同，增添一个新的变元[image: ]作为起始符.G′的产生式如下：对G的每一个产生式A→αB，P′中有B→Aα；对G的每一个产生式A→α，P′中有S′→Aα.除此之外，P′中还包括S→ε.即


  [image: ]


  设w∈L（G）.有两种可能：


  （1）S→w是G的产生式，则G′有产生式S′→Sw.另外，S→ε也是G′的产生式.于是，在 G′中有[image: ]故w∈L（G′）.


  （2）对于某个n≥1，在G中有派生：


  [image: ]这里[image: ][image: ]和An→αn是G的产生式.根据P′的定义[image: ][image: ]是G′的产生式.于是，在G'中有


  [image: ]故w∈L（G′）.


  得证[image: ]


  反之，设w′∈L（G′）.注意到S→ε是G′中唯一的右端不含变元的产生式，故有G′中的派生：


  [image: ]


  这里[image: ]和[image: ]都是G′的产生式，其中Bn=S，βn=ε.根据P′的定义，在G中有产生式[image: ]于是，在G中有


  [image: ][image: ]所以，有 L（G）=L（G′）.


  类似可证，每一个左线性文法都存在与之等价的右线性文法.


  根据上述定理，每一个正则语言都可以用右线性文法生成，也可以用左线性文法生成.


  10.2 有穷自动机


  有穷自动机是具有离散输入和输出系统的一种数学模型.它有有穷个内部状态，随着信号的输入，内部状态不断地转移.在计算机科学中，可以找到许多这种有穷状态系统的例子.开关线路是一个重要的例子.n个门的开关线路有2n个状态.在文本编辑程序和编译程序中，用有穷自动机理论来设计各种识别有效字符串（如标识符、数等）的处理器.


  我们从识别语言的角度介绍有穷自动机，并证明有穷自动机等价于正则文法.也就是说有穷自动机接受的语言都是正则语言；反之，每一个正则语言都可以用一个有穷自动机接受.


  10.2.1 基本概念


  定义10.4 有穷自动机（简记作FA）是一有序五元组M=<Q，∑，δ，q0，F>，其中


  （1） Q是非空有穷的状态集合；


  （2）∑是非空有穷的输入字母表；


  （3）δ：Q×∑→Q是状态转移函数；


  （4）q0∈ Q是初始状态；


  （5）[image: ]是终结状态集合.


  例 10.7 有穷自动机[image: ]其中[image: ]


  有穷自动机可以用状态转移图表示.状态转移图是一个有向图，每一个结点代表一个状态.初始状态用一个指向该结点的箭头标明，终结状态用双圈标明.如果δ（q，a）=q′，则从结点q到q′有一条弧，并在这条弧旁标上符号a.例10.7中的有穷自动机的状态转移图如图10-2所示.


  我们把有穷自动机看成一个具有有穷个状态的控制器，它有一个只读头.控制器对给定的输入字符串w是这样工作的：开始时，控制器处于初始状态q0，只读头扫视w的第一个符号.在每一步，控制器根据当时的状态q和只读头扫视的符号a，把它的状态转移到δ（q，a），同时只读头向右移动一步.如此一步一步地进行，直到扫视完w的所有符号为止，如图10-3所示.


  为了精确地描述有穷自动机在输入字符串上的动作，我们推广状态转移函数δ.定义函数[image: ]


  
    [image: ]

    图 10-2

  


  
    [image: ]

    图 10-3

  


  [image: ]


  [image: ]的含义是清楚的：对任意的q∈Q和w∈∑*，有穷自动机从状态q开始，依次扫视w的符号，有穷自动机的状态也随之不断转移.[image: ]恰好是自动机扫视完w的全部符号后所处的状态.


  例如，对例10.7的[image: ]


  定义10.5设有穷自动机[image: ]则称M接受字符串w.M接受的字符串的全体称作M接受的语言，记作L（M）.即


  [image: ]


  10.2.2 非确定型有穷自动机


  在定义10.4中，对每一个q∈Q和a∈∑，δ（q，a）有唯一的值，因而FA在输入字符串上的动作是完全确定的，故称这种自动机是确定型的.当需要强调这方面时，我们把定义10.4定义的有穷自动机称作确定型有穷自动机，简记作DFA.如果δ（q，a）不是一个状态，而是Q的一个子集，表示自动机可以转移到这个子集中的任一个状态，那么δ不再是Q×∑到Q的函数，而是Q×∑到Q的幂集P（Q）的函数.这样一来，自动机的动作是不确定的了.这种自动机称作非确定型的.下面给出非确定型有穷自动机的定义.


  定义10.6 非确定型有穷自动机（记作NFA）是一个有序五元组M=<Q，∑，δ，q0，F>，其中Q、∑、q0、F的含义与DFA中的相同，而δ：Q×∑→P（Q）.


  根据定义，对于NFA[image: ]M=<{qi|0≤i≤4}.{0，1}，δ，q0，{q2，q4}>可以含有1个或多个状态，也可以是空集.


  例 10.8[image: ]其中δ如表 10-1 所示.


  
  表 10-1
[image: ]


  NFA的状态转移图和DFA的区别是：对于每一个q∈Q和a∈∑，DFA恰好有一条从结点q出发标有a的弧，而NFA可以有1条或多条这样的弧，也可以没有这样的弧.例10. 8的NFA的状态转移图如图10-4所示.


  给定一个输入字符串w，DFA有唯一的从初始状态q0开始的状态转移序列.而NFA由于在每一步可能有若干转移，所以可能有若干个从q0开始的状态转移序列.如果在这些序列中存在一个在读完w后以某个终结状态结束的序列，则说这个NFA接受w.


  例10.8的NFA在输入10110上的工作情况如图10-5所示.从树根到每一个树叶给出一个状态转移序列.这里共有6条，其中有3条没有读完输入就中断了.这是因为遇到δ的值为∅.在3条读完输入串的状态转移序列中，有一条最后进入状态q2.而q2是终结状态，故M接受10110.


  
    [image: ]

    图 10-4

  


  
    [image: ]

    图 10-5

  


  和DFA类似，把NFA从状态q开始，读完字符串w后所处的状态集合记作[image: ]，其定义为


  [image: ]


  对于刚才的例子有[image: ][image: ]


  定义10.7 设N F A[image: ]如果[image: ]则称M接受w.M接受的字符串的全体称作M接受的语言，记作L（M）.即


  [image: ]


  根据刚才的计算，例10.8中的NFAM接受字符串10110.不难看出，L（M）由所有含有连续2个1或连续2个0的0、1串组成.


  每一个DFA都是一个NFA，这只需要把δ（q，a）=q′看成δ（q，a）={q′}即可.因此， NFA接受的语言类包含DFA接受的语言类.实际上，非确定性并没有增加NFA的能力，有下述定理.


  定理10.2 对每一个NFA M都存在DFA M′使得L（M）=L（M′）.


  因而，DFA和NFA接受的语言类相同.这里不叙述定理10.2的严格证明，仅用下面的例子说明如何构造这样的M′.实际上，这已经给出了定理10. 2证明的基本思想.


  例 10.9 设NFA M=<{q0，q1}，{0，1}，δ，q0，{q1}>，其中δ如表10-2 所示.


  
  表 10-2
[image: ]


  要构造一个DFAM′使得L（M′）=L（M）. M′的输入字母表和M的相同，M′的状态集合是M的状态集合的幂集P（Q），初始状态[image: ]，终结状态集合F′由所有含有M的终结状态的子集组成.而对于每一个[image: ]和a∈∑，M′的状态转移函数[image: ]


  [image: ]


  在这里[image: ][image: ]如表10-3所示.M和M′的状态转移图分别为图10-6（a）和图10-6（b）.从图上明显看到在M′中{q1}是多余的.从{q0}出发不可能到达{q1}，可以把它从M′中删去.它们接受的语言是所有以0开始、又以0结束的并且不含2个和2个以上连续1的0、1字符串.


  
  表 10-3
[image: ]


  
    [image: ]

    图 10-6

  


  10.2.3 带ε转移的非确定型有穷自动机


  对NFA稍加推广，不仅对∑中的每一个符号可以有状态转移，而且在不读入任何符号（或者说读入空串ε）的情况下，自动机在某些状态下也可以自动转移到另一状态.这样的NFA称作带ε转移的NFA.


  定义10.8 带ε转移的非确定型有穷自动机是一个有序五元组M=<Q，∑，δ，q0，F>，其中Q、∑、q0、F的含义和NFA的相同，而δ：Q×（∑U{ε}）→P（Q），这里P（Q）是Q的幂集.


  NFA可以看成带ε转移的NFA的特殊情况，因而带ε转移的NFA接受的语言类包含NFA接受的语言类.同样，带ε转移也没有增加NFA的能力，有下述定理.


  定理10.3 对每一个带ε转移的NFA M都存在一个不带ε转移的NFA M′使得L（M）=L（M′）.


  因而，带ε转移的NFA和不带ε转移的NFA接受的语言类相同.进而DFA、NFA和带ε转移的NFA接受的语言类相同，或者说这3种自动机模型是等价的.


  下面的例子说明了构造M′的方法，也给出了证明定理10.3的基本思路.


  例 10.10 设带ε转移的 N F A M=<{q0，q1，q2}，{0，1}，δ，q0，{q2}>，其中δ如表10-4所示.M的状态转移图如图1 0-7（a）所示.它接受语言L（M）={（01）n|n∈N}.


  
  表 10-4
[image: ]


  
    [image: ]

    图 10-7

  


  由于允许ε转移，当M进入状态q后就能够不读任何输入字符而自动进入所有从q经过ε转移可以到达的状态.为此，我们先对每一个q∈Q，定义ε-closure（q）为由q及从q经过若干次ε移可以到达的状态组成的集合.只要M进入状态q，就能自动到达ε-closure（q）中的每一个状态，而不消耗任何输入字符.在这里，ε-closure（q0）={q0，q2），ε-closure（q1）={q1}，ε-closure（q2）={q0，q2}.


  要构造一个与M等价的不带ε转移的NFA M′.M′的状态集合、输入字母表和初始状态不变，与M相同.设M′=<Q，∑，δ′，q0，F′>.


  M读a∈∑能从状态q转移到状态p，当且仅当从q经过若干次（含0次）ε转移到达q′，在q′读a转移到p′，再从p′经过若干次（含0次）ε转移到达p.这里，q′∈ε-closure（q）， p′∈δ（q′，a），p∈ε-closure（p′）.因此，为了模拟δ，对每一个q∈Q和a∈∑，令


  δ′（q，a）={p| q′，p′，q′∈ε-closure（q），p′∈δ（q′，a），p∈ε-closure（p′）}.


  在这里，δ′如表10-5所示.


  
  表 10-5
[image: ]


  根据δ′的定义，对任意的w∈∑*且w≠ε，M读完w从q0能到达p（可能要经过ε转移）当且仅当M′从q0读完w能到达p，从而应该有p∈F当且仅当p∈F′.剩下的问题是当w=ε时，如果ε-closure（q0）∩F≠∅，则M接受ε.因而，此时应把q0添加到F′中.而且，这样做的结果是M′除接受ε外，不会增加接受任何别的字符串，故取


  [image: ]


  在这里，由于ε-closure（q0）∩F={q2}，故F′={q0，q2）.M′的状态转移图如图10-7（b）所示.不难直接看出，M′也接受语言[image: ]


  10.3 有穷自动机和正则文法的等价性


  本节给出有穷自动机和正则文法的等价性，即有穷自动机识别的语言类恰好是正则语言.模拟是证明两个计算模型等价的主要方法.用模型A模拟模型B，就是用模型A实现模型B的计算.如果两个模型可以相互模拟，也就是说在一个模型中可以进行的计算在另一个模型中也可以实现，从而它们有相同的计算能力.定理10.1的证明和例10. 9、例10. 10都是模拟的例子.


  已知右线性文法和左线性文法等价，DFA、NFA和带ε转移的NFA等价，因此只需证右线性文法和带ε转移的NFA等价，就能得到这5个计算模型的等价性.右线性文法从左向右逐步生成字符串，而有穷自动机是从左到右逐个读输入字符串，两者十分相似.关键在于要求右线性文法能生成字符串w当且仅当有穷自动机读完w能进入终结状态.


  定理10.4对每一个正则语言L都存在一个带ε转移的NFAM使得L（M）=L.


  证明由于每一个正则语言都可以用右线性文法生成，故可设右线性文法G=<V，T，1 S，P>生成正则语言L.如下构造所需要的NFA M =< Q，∑，δ，q ω0，F >：


  [image: ]


  即∑是在G的产生式中出现的所有终极符号串，其中[image: ]是新增添的终结状态.


  δ的定义如下：若P中有产生式A→αB，则B∈δ（A，α）；若P中有产生式A→α，则qf∈δ（A，α）.即


  [image: ]


  特别地，对任意的α∈∑∪{ε}，δ（qf，α）=∅，这里α可以是ε，M是一个带ε转移的NFA.要证L（M）=L（G）.


  首先，设w∈L（G），那么存在G中的派生过程：


  [image: ]其中[image: ][image: ]是G的产生式.根据δ的定义，有[image: ][image: ]于是，对于输入[image: ]，M存在状态转移序列
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  故w∈L（M）.


  其次，设W′∈L（M），则存在M的状态转移序列


  [image: ]


  其中在G中有派生：[image: ]，根据δ的定义，P中有产生式[image: ]和Bn→βn.于是，故W′∈L（G）.得证L（M）=L（G）.


  [image: ]


  定理10.5 对每一个带ε转移的NFA M都存在一个右线性文法G和左线性文法G′使得L（G）=L（G′）=L（M）.


  证明设带ε转移的NFAM=<Q，∑，δ，q0，F>.根据定理10.1，只需证明存在右线性文法G使得L（G）=L（M）.


  先假设[image: ].取G=<Q，∑，q0，P>，其中P的定义如下：如果对于A，B∈Q和a∈∑∪{ε}，有B∈δ（A，a），则当[image: ]时，P中有产生式A→aB；当B∈F时，P中有A→aB和A→a.即


  [image: ]


  要证L（G）=L（M）.设w∈L（M），则存在M的状态转移序列


  [image: ]


  其中[image: ]i≤m以及Am∈F.根据P的定义，G有产生式Ai-1→aiAi，l≤i≤m—1和Am-1→am.于是，在G中有派生过程：
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  得w∈L（G）.


  反之，设w′∈L（G），则存在G的派生过程：


  [image: ]


  这里bi∈∑∪{ε}，1≤i≤n且Bi-1→biBi，1≤i≤n-1和Bn-1→bn都是G的产生式.根据P的定义，必有Bi∈δ（Bi-1，bi），l≤i≤n-1，并且存在Bn∈F使得Bn∈δ（Bn-1，bn）.于是，M对输入w′=b1b2…bn有状态转移序列
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  得w′∈L（M）.得证L（G）=L（M）.


  如果q0∈F，则在这种情况下，刚才构造的文法G可能不能派生出ε.L（G）和L（M）至多相差一个ε.为此，添加一个新变元S作起始符.取G=<Q∪{S}，∑，S，P>，并在P中添加产生式S→q0和S→ε，则有L（G）=L（M）.


  上述两个定理不仅证明了有穷自动机和正则文法的等价性，而且定理的证明给出了构造与给定有穷自动机等价的右线性文法和与给定右线性文法等价的有穷自动机的方法.结合定理10.1的证明，对于左线性文法也不难实现这种模拟.


  例10.11构造一个与例10. 10中M等价的右线性文法和左线性文法.


  解取右线性文法 G=<{q0，q1，q2}，{0，1}，q0，P>.由δ（q0，0）={q l}，有q 0→0 q 1.由


  [image: δ（q0，ε）=q2，并注意到q2是终结状态，有q0→q2和q0→ε.由δ（q1，1）={q2}，有由δ（q2，ε）={q0}，有]


  综合起来，P：
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  可以根据定理10.1，由G构造等价的左线性文法G′，也可以直接由M构造G′.下面直接由M构造G′，注意与前面的区别.


  取左线性文法G′=<{q0，q1，q2，S}，{0，1}S，P′>，这里S是新添加的变元，作为起始符.


  构造P′的一般做法是：若B∈δ（A，a），则当B∈F时，有产生式B→Aa和S→Aa；否则，有产生式B→Aa.最后加一个产生式q0→ε。这里q0是M的初始状态.


  在这里，由δ（q0，0）={q1}，有q1→q00.由δ（q0，ε）={q2}，注意到q2是终结状态，有q2→q0和S→q0.由δ（q1，1）={q2}，有q2→q1l和S→q1l由δ（q2，ε）={q0}，有q0→q2.


  最后加一个q0→ε.


  综合起来，P′：
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  例10.12构造与例10.2中文法G2等价的有穷自动机.


  解有穷自动机M的有穷状态集Q=V∪{qf}={S，A，B，qf}，其中G2的起始符S是M的初始状态，qf是新增添的终结状态，F={qf}注意到G2的所有产生式都形如X→aY，其中a是一个输入符号，故取∑=T={0，1}.由产生式S→1A，有δ（S，1）={A}；由A→OA和A→0B，有δ（A，0）={A， B}；由 A→1A，有δ（A，1）={A}；由B→0，有δ（B，0）={qf}.综合起来，有


  其中δ如表10-6所示.这是一个NFA，它的状态转移图如图10-8所示.


  M =<{S，A，B，qf}，{0，l}，δ，S，{qf}>，
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    图 10-8

  


  
  表 10-6
[image: ]


  10.4 图灵机


  图灵（A.Turing）于1936年提出一种数学模型，现在称之为图灵机.这个模型很好地描述了计算过程.无数的事实表明，任何算法都可以用一个图灵机来描述.这就是著名的丘奇（A. Church）论题.图灵机在可计算性理论中起着重要作用.可以证明图灵机识别的语言是0型语言.


  10.4.1 图灵机的基本模型


  设想图灵机是由一个控制器和一条无穷长的带组成，如图10-9所示.带被分成许多小方格，两头是无限的.每个方格内可以存放字母表Г中的一个符号.控制器具有有穷个内部状态和一个读写头.在计算的每一步，控制器处于某个内部状态，读写头扫描带的某一个方格，并且根据它当前的状态和扫描的方格内的内容决定下一步动作：把正在扫描的方格内的内容改写成Г中的某一个符号，读写头向左或者向右移动一格，控制器转移到某一个状态.计算开始时，输入字符串存放在带上，带的其余部分均为空白.控制器处于初始状态q0，读写头扫描输入串左端的第一个符号.如果对于当前的状态和扫视的符号没有下一个动作，则停机.为了刻画一个图灵机，只要指明带字母表、输入字母表、状态集、决定下一步动作的动作函数以及几个特殊的符号即可.
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    图 10-9

  


  定义10.9图灵机（记作TM）是一个有序组M=<Q，∑，Г，δ，q0，B，A>，其中


  （1） Q是非空有穷的状态集合；


  （2）∑是非空有穷的输入字母表；


  （3）Г是非空有穷的带字母表且


  （4）q0∈Q是初始状态；


  （5）B∈Г-∑是空白符；


  （6）[image: ]是接受状态集合；


  （7）δ是动作函数.它定义在Q×Г的一个子集上，取值于Г×{L，R}×Q，即[image: ][image: ]表示在当前状态是q、读写头扫视的符号为s时，下一步把这个s改写成s′，读写头向右移一格，控制器的状态转移到q′；δ（q，s）=（s′L，q′）与此相同，唯一的区别是读写头向左移一格.


  例10.13图灵机M=<{q0，q1，q2，q3}，{0，1}，{0，1，B}，δ，q0，B{q3}>，其中δ如表10-7所示.


  
  表 10-7
[image: ]


  和有穷自动机类似，也可以用状态转移图来表示图灵机.在每一条弧旁标上s/s′，R或s/s′，L，以表明图灵机的动作.例10.13的状态转移图如图10-10所示.


  在计算的每一步，带上只有有穷个方格的内容是非空白符.因此，带的内容总可以表示成
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    图 10-10

  


  [image: ]


  两端的其余部分全都是空白符.当然，这里允许某些ai是空白符.为了描述计算中的一步，还需要指明当前控制器所处的状态和读写头扫视的带方格，可把它表成


  [image: ]


  带上的内容、控制器的状态和读写头扫视的带方格称作M的一个格局.一般地，一个格局总可以表示成


  [image: ]


  其中α1，α2∈Г*，q∈Q.它表示带的内容为α1α2，当前状态为q，读写头正在扫视α2的第一个符号.如果α2是空串，则读写头扫视紧挨在右边的空白符.M的初始格局为
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  这里w∈∑*是输入字符串.


  设σ1、σ2是两个格局.如果从σ1经过一步到达σ2，则记作
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  如果从σ1能够经过有限步（可以是零步）到达σ2，则记作


  [image: ]


  如果格局σ=α1qα2中的q是接受状态，即q∈A，则称σ是接受格局；如果σ之后没有任何动作，即设α2的第一个符号是s，δ（q，s）没有定义，则称σ是停机格局.


  设σ1，σ2，…，σn，…是一个格局序列，它可以是有穷的，也可以是无穷的.如果每一个σi+1都由σi经过一步得到，则称这个序列是一个计算.任给一个输入字符串w∈∑*，从初始格局σ0=q0w开始，M在w上的计算有3种可能.


  （1）停机在接受状态，即计算是以接受格局结束的有穷序列σ0，σ1，…，σn，其中σn是接受的停机格局.


  （2）停机在非接受状态，即计算是以非接受格局结束的有穷序列σ0，σ1，…，σn，其中σn是停机格局，但不是接受格局.


  （3）永不停机，即计算是一个无穷序列σ0，σ1，….


  如果是第一种情况，我们称图灵机M接受字符串w；如果是第二种或第三种情况，都说图灵机M不接受字符串w，或拒绝w.当M不接受w时，有两种可能：M停机在非接受状态或者永不停机.


  定义10.10 图灵机M=〈Q，∑，Г，δ，q0，B，A>接受的语言L（M）是M接受的字符串的全体，即


  [image: ]


  例10. 13的图灵机M在输入w=10100上的计算为


  [image: ]


  由于q3是接受状态且最后的格局是停机格局，故M接受w=10100.


  这个M计算的一般过程大致是：在状态q0下，读写头不断右移，扫视整个输入w，直至找到w右边的第一个空白符B，然后转移到状态q1.若w右端的两个符号是0，则M把这两个0改写成B后，停机在接受状态q3.如果w右端第一个符号是0，第二个符号是1或者w=0，则M停机在非接受状态q2.如果w右端第一个符号是1或者w=ε，则M永不停机，不断地从q0到q1，再回到q0，读写头也在一左一右的来回移动.可见，M接受所有以00为后缀的0、1 字符串，即 L（M）={x00|x∈∑*}.


  例10.14构造一个接受语言L={0n1n|n≥1}的图灵机.


  解基本思想是读写头来回移动，每次删去左端的一个0和右端的一个1.如果这样恰好把输入串w删去，则w∈L；否则[image: ]


  计算开始时，如果初始状态q0读到0，则把0改写成B（删去这个0）后转到状态q1；否则停机并拒绝w.δ（q0，0）=（B，R，q1）不给出δ（q0，l）和δ（q0，B），表示它们没有定义）.在状态q1下读写头右移，直至找到右边第一个B后，往回左移一格并且转到状态q2.δ（q1，0）=（0，R，q1），δ（q1，1），=（1，R，q1），δ（q1，B）=（B，L，q2）.如果q2读到1，则这个 1与左端刚删去的0对应，故删去这个1、左移并且转到状态q3；否则表明[image: ]停机并拒绝w.δ（q2，l）=（B，L，q3）.如果q3读到B，则表明恰好把输入串w全部删去，w∈L，故停机并且接受w，q3是接受状态.否则返回到左端和状态q0，重复上述过程.δ（q3，0）=（0，L，q4）， q3，l）=（1，L，q4），δ（q4，0）=（0，L，q4），δ（q4，1）=（1，L，q4），δ（q4，B）=（B，R，q0）.


  综上所述，M=〈Q，{0，1}，{0，1，B}，δ，q0，B，{q3}），其中Q={qi|i= 0，l，2，3，4}，δ如表10-8所示.


  
  表 10-8
[image: ]


  定义10.11 设L是一个语言.如果存在一个图灵机M接受语言L，即L（M）=L，则称L是递归可枚举的，记作r.e.


  可以证明下述定理：


  定理10.6 语言L是r.e，当且仅当L是0型语言.


  这个定理告诉我们，图灵机和0型文法等价.


  10.4.2 用图灵机计算函数


  图灵机不仅可以作为语言的接收器，还可以用来计算函数.一般地，图灵机计算一个字符串函数，这个函数的自变量和函数的值都是字符串.当图灵机M对输入x的计算停机时（不管是否停机在接受状态），带上留有Г上的字符串，删去∑以外的符号后，得到一个∑上的字符串y，记作y=f（x）.如果M对输入x永不停机，则f（x）没有定义.称M计算函数f.f是∑*到∑*的函数，但对∑*中的某些点没有定义.对于例10.13，输入x∈{0，1}*.当x的右端是2个0时，f（x）等于x删去这2个0后的剩余部分；当x的右端只有1个0时， f（x）等于x删去这1个0后的剩余部分；当x最右端是1或x=ε时，f（x）没有定义.如果把{0，1}上的字符串看作自然数的二进制表示（字符串左端的0忽略不计），那么f是一个整数函数，有
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  设N是自然数集合，m是一个正整数.考虑函数[image: ]在这里，对于Nm中的某些点f可以没有定义.如果f（x1，…，xm）没有定义，则记作f（x1，…，xm）↑.我们称f是N上的m元部分函数.如果对Nm中的每一点f都有定义，则f称作m元全函数.


  例如，x+y是一个全函数，而x-y是部分函数.当x＜y时，x-y没有定义，因为要求函数值是一个自然数.


  取∑={1}.用字符串1x即连续的x个1表示自然数x，称作自然数的一进制表示.


  设f是N上的m元部分函数.对任意给定的x1，…，xm∈N，用它们的一进制表示作为M的输入，即带的初始内容为


  [image: ]


  这里取∑={1}，空白符B作为分隔符.如果当f（x1，…，xm）=k时，M最终停机且停机时带上的字符串（不计∑以外的符号）是1k；当f（x1，…，xm）↑时，M永不停机，则称M计算函数f.图灵机计算的函数称作部分可计算函数或部分递归函数.部分可计算的全函数称作可计算函数或递归函数.


  用图灵机计算函数时，不需要区分停机在接受状态和非接受状态.因此，不必指明接受状态集合.


  虽然图灵机的动作非常简单，但其计算能力极强.它能够实现任何算法，计算任何人们认为可计算的函数.不过设计图灵机需要很强的技巧，而且通常是很麻烦的.


  例10.15构造一台计算x-y的图灵机.


  解前面已经说过，x-y是一个部分函数.当x≥y时，它和普通减法一样；当x＜y时，没有定义.


  以一进制方式表示数.带的初始内容为1xB1y.为了叙述方便，记w1=1x，w2=ly分别为输入中的第一个值和第二个值.设计的基本思想是读写头左右来回运动，每一次先删去w2中的一个1（最右边的1），然后删去w1中的一个1（最左边的1）.如果在该删w2时w2已被删完，则表明x≥y，停机，此时w1中剩下的1即为所需的结果.如果在该删w1时w1已被删完，则表明x＜y，机器进入永不停机的计算.


  一开始，读写头右移，直至找到w2右边第一个B后转移到状态q2，并且往回左移一格：（q0，l）=（1，R，q0），δ（q0，B）=（B，R，q1），δ（q1，l）=（1，R，q1），δ（q1，B）=（B，L读到B，则表明w2已被删完，x≥y，停机；若读到1，则删去这个1后继续左移直至找到w2左端第一个B（即分隔w1与w2的B）后，转移到状态q4并且继续左移一格：δ（q2，1）=（B，L，q3），δ（q3，1）=（l，L，q3），δ（q3，B）=（B，L，q4）.若q4读到B则表明w1已被删完， x＜y，读写头一直左移下去，永不停机；若q4读到1，则读写头继续左移找到w1左端的第一个B后往回右移一格，这是w1的左端，删去这个1后右移一格并且回到初始状态q0，重复上述过程：δ（q4，B）=（B，L，q4），δ（q4，l）=（l，L，q5），δ（q5，l）=（l，L，q5），δ（q5，B）=（B， R，q6），δ（q6，l）=（B，R，q0）.


  综上所述，M=〈Q，{1}，{1，B}，δ，q0，B>＞，其中Q={qi|i=0，1，…，6}，δ如表10-9所示.


  
  表 10-9
[image: ]


  例10.16构造计算xy的图灵机.


  解xy是一个全函数，采用一进制表示，带的初始内容为1xB1y.计算结束时为1xy.和上题一样，把输入中的第一个值1x称作w1，第二个值1y称作w2.算法的基本思想是删去w1中的一个1，然后在右端生成y个1，直到w1被全部删去为止.最后删去w2，带上恰好有xy个1.在右端生成y个1，即复制一个w2.为此，引入一个工作符号C，每次把w2中的一个1改写成C，然后在右端写一个1，直到把w2全部改成C为止.最后，再把每一个C恢复成1.


  把复制一个w2=1y的子过程记作COPY.进入COPY时的格局为[image: ]退出COPY时的格局为[image: ]其中0≤t＜x，COPY中使用状态pj，j=0，l，…，5.


  从删去w1中的一个1到完成复制一个w2称作一个阶段.每个阶段从状态q0、读写头位于最左端开始，最后又恢复到q0，读写头移回到最左端，为开始下一个阶段做好准备.


  如果q0读到B，这表明w1已被全部删去或x=0，则转移到状态q2.用状态q2删去w2后停机，计算结束.如果q0读到1，则删去这个1后转入状态q1.在状态q1下，将读写头右移到分隔w1和w2的B的右边，转移到状态p0，进入COPY.


  退出COPY时，p5在读w2左边的B，左移一格转到状态q3，用状态q3找到w1左端的B，然后往回右移一格并且返回到初始状态q0.这部分的动作函数如表10-10所示.


  
  表 10-10
[image: ]


  子过程COPY.如果状态p0读到B，这表明复制1y已经完成，则转移到状态p5.在状态p5下，读写头左移，把所有C恢复成1后读到w2左边的B，左移转移到状态q3，退出COPY.如果p0读到1，这是w2中尚未被改写的最左端的1，则把这个1改写成C后转移到状态p1.在状态p1下右移读完w2，越过B转移到状态p2.在p2下继续右移，越过前面生成的1，找到右端的B.把这个B改写成1（又生成一个1）后转移到p3.在p3下左移，越过w2右边的B时转移到p4.p4继续左移读完w2中尚存的1，最后读到C.读写头往回向右移一格并且返回到p0.COPY的动作函数如表10-11所示.


  
  表 10-11
[image: ]


  整个图灵机M=〈Q，{1}，{1，C，B}，δ，q0，，B>，其中 Q={q i|i= 0，l，2，3}∪{pj|j=0，l，…，5}.在表10-10和表10-11中，×和-均表示δ没有定义.但是，×是实际上不会出现的情况.


  10.5 题例分析


  例 10.17 设文法 G=<{S，C，A}，{0，l}，S，P>，其中


  [image: ]


  （1） G是几型文法？


  （2）下列命题是真是假？


  [image: ]


  （3）给出L（G）的集合表示.


  答案（1）G是2型文法，即上下文无关文法.（2）①假.②真.③假.④真.⑤真.⑥假.
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  即L（G）由所有长度大于等于2且不左右对称的0、1串组成.


  分析（2）由于G不含产生式C→010，故①为假.


  派生通常是不唯一的，如②[image: ]的派生可以是
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  等.


  注意到G中以A为左端变元的产生式只有A→0和A→1，故AAA只能派生出长度为


  3的0、1串，故③[image: ]为假.


  S要派生出长度为3的[image: ]串，就不能使用第一个产生式，而只能使用后两个产生式S→0C1或S→1C0，从而派生出的0、1串的首尾不可能同时为0或同时为1，故⑥[image: ]为假.


  （3）基于上面关于（2）②的观察，可以看到L（G）中的0、1串至少有一对左右对称位置上的0、1不相同.详细分析如下.


  首先容易看出，C可以派生出任意的0、1串.其次，重复使用S→ASA可得到[image: ][image: ]其中i是任意的非负整数.而Ai可以派生出长度为i的任意0、1串.最后，为了消去S，必须使用S→0C1或S→1C0，故
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  例10.18试构造一台DFA接受所有可被5整除的自然数的二进制表示，如0、101、1010 等.


  解被5整除的余数是0、1、2、3、4.设w=a1a2…aj,aj∈{0，l}.把w的长度为k的前缀记作wk，即wk=a1a2…ak，l≤k≤n.用状态qi表示w已读完的前缀除以5的余数为i， 0≤i≤4.由于
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  δ关于qi的值如表10-12所示.q0是终结状态.


  
  表 10-12
[image: ]


  最后，除0外，二进制表示应以1开头，故再添加3个状态s、p和r，其中s是初始状态， p是一个终结状态，专门用于接受字符串0，相关的δ值也在表10-12中列出.状态转移图如图10-11所示.


  
    [image: ]

    图 10-11

  


  作为识别语言的工具，只有DFA才真正是识别语言的算法.但是直接设计DFA有时比较困难，可以先设计NFA，再把它转化成等价的DFA.利用NFA的非确定性往往可以简化设计，设计NFA的技巧在于使用“猜想”，如下例所示.


  例 10.19 设 L={xaba|x∈{a，b}*}，构造识别 L 的 D F A.


  解w∈{a，b}*是否属于L取决于它的最后3个字符，因此不必关心开始时读到的字符，而只需检查最后3个字符是否是aba.问题在于不知道现在读到哪里了（在设计自动机时总是设想自己就是这台自动机）.如果是设计DFA，在每一步都要考虑各种可能的情况.如果是设计NFA，就可以巧妙地使用“猜想”.当读到a时就要猜想这个a是否是后缀aba的第一个a.如果猜想“是”，则转入检查后缀aba的计算.这个NFAM如图10-12所示.


  按照例10.9的方法可以构造出与M等价的DFAM′，M′的状态集合Q是M的状态集合Q的幂集.实际上，Q的某些子集在M的计算中不可能出现，从而没有必要把它们引人Q′. Q′只需包含在M的计算中可能出现的Q的子集.具体做法如下.


  为方便起见，用p0表示{q0}，p1表示{q1}，p01表示{q0，q1}，其余类推.


  M′的初始状态是p0，计算δ′（p0，a）=δ（q0，a）={q0，q1}=p01，δ′（p0，b）=δ（q0，b）={q0}=p0.新出现p01，对p01计算δ′：δ′（p01，a）=δ（q0，a）∪δ′（q1，a）=p01，δ′（p01，b）=δ（q0，b）∪δ（q1，b）=P02.又新出现p02，再对p02计算δ′，如此继续，直至不再有出现过、但还没有计算δ′值的状态（Q的子集）为止.如表10-13所示.M′的状态转移图如图10-13所示.M′只有4个状态，而不是24= 16个状态.
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    图 10-12
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    图 10-13

  


  
  表 10-13
[image: ]


  例10. 20构造识别数的DFA.


  解例10.16给出了程序设计语言中数的描述和生成数的文法G.设计DFA，可以直接构造，也可以先构造NFA，再把它转换成等价的DFA，还可以先设计等价的正则文法，再转换成有穷自动机.


  在程序设计语言中用巴科斯范式（BNF）描述语法.一般地，BNF是上下文无关文法.例10. 6中给出的生成数的右线性文法G实际上就是描述数的BNF.


  根据定理10.4的证明，很容易把G转换成带ε转移的NFAM，如图10-14（a）所示.这里仍沿用例10.6中的记号，其中num是初始状态，新添加了一个终结状态qf，a是数字0， 1，…，9的缩写.注意，到qf的3个转移都是ε转移，故可以删去qf，把这3个ε转移到qf的状态r1、r3和r6改成终结状态.这仍是一个带ε转移的NFA，记作M1，如图10-14（b）所示.再用例10.10的方法把转换成等价的不带ε转移的NFA M2，见图10-14（c）.最后用例1 0.9的方法把M 2转换成D F A M3，如图10-14（d）所示.这里用num，fig，…，r6表示{mum}，{fig}，…，{r6}.用r7表示{r4，r5}.为了简明起见，图中没有画出状态∅及其有关的转移.也就是说，图中δ所有没有定义的地方都是转移到∅，包括对任意字符∅转移到自身.
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    图 10-14

  


  习题


  10.1 给出在例1 0.5中文法G派生出下述表达式的过程：
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  10.2 设文法G=<{S}，{a，b}，S，P>，其中P：S→aS，S→Sb，S→ε.求L（G）.


  10.3 设文法G=<{S，A，B}，{a，b，c}，S，P>，
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  求证：对任意的n≥l，anbncn∈L（G）.


  10.4在程序设计语言中，一串以字母开头的字母和数字称作标识符.试给出生成所有标识符的右线性文法和左线性文法.


  10.5试给出生成下述语言的右线性文法和左线性文法：
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  10.6给出生成语言L={wwT|w∈{0，1}*}的文法，这里wT是w的反转，定义如下：若w=a1a2…an，则wT=an…a2a1.


  10.7 设右线性文法G=<{S，A，B，C}，{0，1}，S，P>，


  [image: ]


  试构造一个与G等价的左线性文法.


  10.8 设 F A M=<{q0，q1，q2，q3}，{0，1}，δ，q0，{q1}>，δ如表10-14 所示.


  （1）给出M的状态转移图；


  （2）M是否接受下述字符串：01010，00101，01001；


  （3）求L（M）.


  
  表 10-14
[image: ]


  10.9 设 N F A M=<{q0，q1，q2，q3}，{a，b，c}，δ，q0，{q3}>，其中δ如表10-15 所示.


  （1）画出M的状态转移图；


  （2）用根树形式给出M对下述w的计算过程中的状态转移，并问M是否接受w？
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  表 10-15
[image: ]


  10.10设带ε转移的NFA M的状态转移图如图10-15所示，求L（M）.


  10.11 给出接受下述语言的D F A：


  （1） L={0n1m|n，m≥l}；


  （2）含有偶数个0的0、1字符串的全体（偶数包括0）.


  10.12给出接受下述语言的NFA：
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    图 10-15

  


  （1）以01为后缀的0、1字符串的全体；


  （2）不含子串011的0、1字符串的全体.


  10.13 给出与题10. 9 NFA等价的DFA.


  10.14给出与题10.10带ε转移的NFA等价的不带ε转移的NFA.


  10.15给出与题10.8 FA等价的右线性文法和左线性文法.


  10.16给出与题10.10带ε转移的NFA等价的右线性文法和左线性文法.


  10.17 给出与题1 0.7右线性文法G等价的N F A.


  10.18 给出例1 0. 1 3图灵机M对下述输入串的计算：


  （1） 11010；（2） 01100；（3） 01011.


  10.19试构造出接受下述语言的图灵机：


  （1）所有0和1的个数相同的0、1字符串；


  （2）{wwT|w∈{0，1}*}，wT见题10.6.


  10.20试构造出计算下述函数的图灵机，采取一进制表示数.
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  10.21图灵机的状态转移函数δ可以表示成有穷的五元组集合，每个五元组（q，s，s′，X，q′）代表δ（q，s）=（s′，X，q′），其中X=L或R，故称这种图灵机为五元图灵机.四元图灵机的δ：Q×Г→（Г∪{L，R}）×Q，可表示成有穷的四元组集合，每个四元组形如（q，s，s′，q′）、（q，s，L，q′）或（q，s，R，q′）.在四元组中符号的含义和五元组的相同.四元图灵机的每一个动作除转移状态外，或者改写一个符号，或者向左、向右移动一格.试证明：语言L被一个四元图灵机接受当且仅当L被一个五元图灵机接受.


  以下各题从供选择的答案中选出正确的答案填入方框[image: ]内.


  10.22下述文法G的终极符集合均为{0，1}，起始符均为S，大写字母均是变元.
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  G是A文法.由SB派生出00010，C派生出01001，D派生出10000.
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  G是A文法.由SB派生出00101110，C派生出00010，D派生出01010.
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  G是A文法.由SB派生出0101110，C派生出00010，D派生出01010.
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  G是A文法.由SB派生出00010，C派生出01001，D派生出10000.


  供选择的答案


  A：①0型；②1型；③2型；④右线性；⑤左线性.


  B、C、D：①能；②不能.


  10.23 图10-16给出4个有穷自动机的状态转移图.记Mi的状态转移函数为δi（1≤


  i≤4）.
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    图 10-16

  


  （a）δ1（q0，1）=A，δ1（q1，1）=B，M1读完输入01101后的状态为C，M1接受D和E.


  （b）δ2（q1，1）=A，δ2（q2，1）=B，M2读完输入01010后的状态为C，M2接受D和E.


  （c）δ3（q0，1）=A，δ3（q3，1）=B，，M3读完输入11001后的状态为C，M3接受D和E.


  （d）δ4（q1，1）=A，δ4（q2，0）=B，M4读完输入01010后的状态为C，M4接受D和E.


  供选择的答案


  [image: ]


  注：这里不区别qi和{qi}.
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  10.24 设图灵机 M=<{qi|0≤i≤5}，{0，l}，{0，l，B}，δ，q0，B，{q5}>，其中δ如表10-16所示.


  
  表 10-16
[image: ]


  给定输入w，MA、Bw.当M停机时，输出有后缀C.


  [image: ]


  供选择的答案


  A：①停机在q0；②停机在q1；③停机在q2；④停机在q3；⑤停机在q4；⑥停机在q5；⑦永不停机.


  B：①接受；②拒绝.


  C：①00；②01；③10；④11；⑤0；⑥1.


  注：当A的答案是⑦时，不回答C.
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