
在数字计算机出现之前，阿兰图灵就预想了它们的功能和通用性也证明了哪些事是计算机永远做不了的。

由Windows编程大师Charles Petzold耗时多年编写的这本书剖析了现代计算机原理开山之作、 阿兰图灵流芳百世的论文 On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungs problem。 图灵在其中描述了一种假想的计算机器，探索了其功能和内在的局限性，由此建立了现代程序设计和可计算性的基础。这本书也像是一本小说，行文间穿插讲述了图灵的成长经历和教育背景， 以及他跌宕起伏的一生，包括破解德国恩尼格密码的传奇经历，他对人工智能的探索，他的性取向，以及最终因同性恋的罪名而在41岁时自杀的悲惨结局。全书完整揭示了阿兰图灵非凡、传奇而悲剧的一生，是了解图灵的思想和生平的极好著作。







阿兰图灵（1912-1954)

英国数学家、逻辑学家，被称为计算机科学之父、人工智能之父，是计算机逻辑的奠基者，提出了图灵机和图灵测试等重要概念。为纪念他在计算机领域的卓越贡献，美国计算机协会于1966年设立图灵奖，此奖项被誉为计算机科学界的诺贝尔奖。



Charles Petzold

Windows编程大师、世界顶级技术作家、微软资深MVP，拥有25年的Windows编程经验。1994年5月，Petzold作为唯一的作家，获得由微软公司和Window Magazine
 授予的Windows先锋奖（仅7人获奖），知道今天，他依然是Windows GDI程序设计首席技术作家。他出版过十几本著作，其中包括Win32 API编程经典《Windows程序设计》、《编码》等。



历届图灵奖得主名单

◆ 1966 A. J. Perlis

高级编程技术和编译器架构

◆ 1967 Maurice V. Wilkes

设计出第一台具有内置存储程序的计算机EDSAC

◆ 1968 Richard W. Hamming

数值方法、自动编码系统、错误检测及错误校验码

◆ 1969 Marvin Minsky

创造、推进和提升人工智能

◆ 1970 J. H. Wilkinson

利用数值分析方法来促进高速数字计算机的应用

◆ 1971 John McCarthy

人工智能

◆ 1972 Edsger W. Dijkstra

编程语言

◆ 1973 Charles W. Bachman

数据库

◆ 1974 Donald E. Knuth

算法分析和程序设计语言，计算机程序设计艺术丛书

◆ 1975 Allen Newell和Herbert A. Simon

人工智能、人类认知心理学和表处理

◆ 1976 Michael O. Rabin和Dana S. Scott

非确定性机器

◆ 1977 John Backus

可用的高级编程系统设计

◆ 1978 Robert W. Floyd

软件编程的算法，语法分析理论、编程语言的语义和算法分析等多项计算机子学科的创立

◆ 1979 Kenneth E. Iverson

程序设计语言理论、交互系统及APL

◆ 1980 C. Antony R. Hoare

编程语言的定义和设计

◆ 1981 Edgar F. Codd

数据库管理系统的理论和实践

◆ 1982 Stephen A. Cook

奠定了NP完全性理论的基础

◆ 1983 Dennis M. Ritchie和Kenneth L. Thompson

一般操作系统理论，对UNIX操作系统的推广

◆ 1984 Niklaus E. Wirth

开发了EULER、ALGOL-W、MODULA和PASCAL等一系列崭新的计算机语言

◆ 1985 Richard M. Karp

算法理论

◆ 1986 John E. Hopcroft和Robert E. Tarjan

在算法及数据结构的设计和分析中取得了决定性成果

◆ 1987 John Cocke

编译器的理论和设计，大系统体系结构，精简指令集计算机的开发

◆ 1988 Ivan E. Sutherland

计算机图形学

◆ 1989 William V. Kahan

数值分析

◆ 1990 Fernando J. Corbato

组织通用、大规模、分时和资源共享的兼容分时系统和Multics的开发

◆ 1991 Robin Milner

可计算函数逻辑（LCF)、ML和并行理论（CCS)

◆ 1992 Butler W. Lampson

分布式个人计算机系统

◆ 1993 Jurlis Hartmanis和Richard E. Stearns

奠定了计算复杂性理论的基础

◆ 1994 Raj Reddy和Edward Feigenbaum

对大型人工智能系统的开拓性研究

◆ 1995 Manuel Blum

奠定了计算复杂性理论的基础，密码术及程序校验

◆ 1996 Amir Pnueli

在计算中引入时序逻辑、程序及系统检验

◆ 1997 Douglas Engelbart

提出交互计算概念并创造出实现这一概念的重要技术

◆; 1998 James Gray

数据库和事务处理

◆ 1999 Frederick P. Brooks, Jr.

计算机体系结构、操作系统、软件工程

◆ 2000 姚期智（Andrew Chi-Chih Yao)

计算理论方面的基础性工作

◆ 2001 Ole-Johan Dahl和Kristen Nygaard

面向对象程序设计思想

◆ 2002 Ronald L. Rivest、Adi Shamir和Leonard M. Adelman

公共密钥算法（RSA)

◆ 2003 Alan Kay

发明第一个完全面向对象的动态计算机程序设计语言Smalltalk

◆ 2004 Vinton G. Cerf和Robert E. Kahn

在互联网方面的开创性工作

◆ 2005 Peter Naur

Algol 60语言

◆ 2006 Frances E. Allen

编译器优化理论和实践（她是图灵奖第一位女性得主)

◆ 2007 Edmund M. Clarke、Allen Emerson和Joseph Sifakis

将模型校验推广成软硬件工业中广泛采用的高效校验技术

◆ 2008 Barbara Liskov

编程语言和系统设计的实践与理论基础

◆ 2009 Charles P. Thacker

第一台现代个人计算机Alto之父

◆ 2010 Leslie L. Valiant

人工智能、自然语言处理和手写识别等大量革新技术

◆ 2011 Judea Pearl

通过或然性积分和随机推理对人工智能做出贡献
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图灵机（Tring Machine）：1936年，阿兰图灵写了一篇关于计算机器的设计和局限性的论文，由此，它们被冠以了图灵的名字。这个变音其实是不必要的，这只是大家推测，这么难以理解的东西一定是德国人写的。





摘自 Faster Than Thought: A Symposium on

Digital Computing Machines
 （1953）






引 言


研究过计算机的历史、技术或理论的人，都会接触到图灵机这个概念。在1936年，为帮助解决数理逻辑中的一个问题，英国数学家阿兰图灵（19121954）提出了图灵机。它是一种纯属虚构的计算机，连计算机假设也算不上。而由此得到的意外收获是，图灵创立了一个新的研究领域计算理论（或可计算性），它主要研究数字计算机的功能和局限性。

尽管图灵机是一种并不太合理的计算机，但由于其自身极其简单而大放异彩。最基本的图灵机只能进行一些简单的操作。如果连这些操作都不能做，那么这台机器干脆什么都别做了。然而，只要将这些简单的操作组合起来，图灵机就能够进行现代数字计算机可以执行的任何计算。

拨开云雾见天日，通过考查计算机的原始基础，我们就能够更好地理解数字计算机的能力和局限性，这二者同样重要。尽管有人早就论证过计算机可以做什么，但在这种论证出现多年之前，图灵就证明了计算机永远都做不到的事。

图灵机仍然是被阐述和探讨的热门话题，你可以试试用喜爱的网络搜索引擎搜索图灵机。然而，我猜很少有人会阅读阿兰图灵描述他这项创造的原始论文。或许，这与论文的标题On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem（论可计算数及其在判定性问题上的应用）有关。即使你会读最后那个单词（试试看，将重音放在第二个音节上，把这个音节发成类似shy的音，这就差不多了），并且知道它的意思（即判定性问题），你可能也会担心，图灵一定指望他的读者对繁冗的德国数学问题有基本的了解。快速浏览这篇论文（其中还用到了德国哥特式字体来表示机器状态）也无法让人消除这种担心。今天的读者还能手捧70年前伦敦数学学会集刊中的文章，并坚持看到有所收获，甚至十分满意吗？

这本书要讲的正是这篇论文。它包含了图灵原版36页的论文
［1］

 On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem 和增补的3页修订
［2］

 ，并辅以背景材料和大量注解。阅读图灵的原版论文就是在探索他构建图灵机的思维过程，就像在他充满想象、内容丰富的思想中进行一次奇特的旅行。图灵机不仅对计算产生了深远的影响，还深深影响了我们对数学局限性、人类思维方式，甚至宇宙本质的理解。（当然，图灵的论文中并没有出现图灵机这个术语，他称之为计算机器。不过，早在1937年
［3］

 人们就开始使用图灵机这种说法，并且至今仍是标准术语。）

我在对图灵论文进行注释的过程中，发现用解释和阐述频繁打断他的叙述还是很有用的。我努力做到（但并没有完全做到）不打断他的某一整句话。大部分情况下，我会在讨论中保留图灵自己的术语和符号，不过有时，虽然图灵没有采用某个术语，如果我觉得这个术语在解释其工作时很有用，也会引入这些术语。

图灵论文的内容会像下面这样表示。


We shall avoid confusion by speaking more often of computable sequences than of computable numbers.




为了避免混淆，我们会更多地提及可计算序列，而非可计算数。



我们（指出版商和我）努力保留图灵原始论文的字体和版式，
［4］

 除非有一些奇怪的表示方法（比如冒号前加空格）在现代文字处理软件中总报错。原稿中所有的行间距也得以保留。图灵的论文中存在一些印刷错误、技术性错误和理论上的疏漏，尽管我没有在原文中加以修正，但会在评注中一一指出。图灵对他自己论文内容的引用，仍沿用原发表期刊中的页码，我没有修改这些引用，不过在评注中指出了被引用部分在本书中的页码。偶尔，你会在图灵的论文中发现一个括起来的数字，例如：


When the letters are replaced by figures, as in  5, we shall have a numerical

[243]

description of the complete configuration, which may be called its description number.




如果用数字代替这些字母，如在5中，那么我们可以得到这个完全格局的数字表示，也可以称作它的描述数。



这是原论文的分页处以及标注的页码。我这本书的脚注采用的是圆圈编号，而图灵论文的脚注使用符号标注，并写在阴影部分。

如果只保留本书阴影部分的英文内容，再组合起来，得到的就是完整的图灵论文，而我这个劳而无功的作者只能欲哭无泪了。更有趣的阅读方式是，先读本书，再读没有被我打断的图灵论文。

图灵的论文分散在本书的第4~15章，其修订内容在第16章。他的论文分为11个部分和一个附录，对应到本书的页码是：



	1. 计算机器
	58



	2. 定义
	63



	3. 计算机器示例
	69



	4. 缩略表
	99



	5. 可计算序列的枚举
	118



	6. 通用计算机器
	130



	7. 通用机的详细描述
	136



	8. 对角线法的应用
	158



	9. 可计算数的范畴
	175



	10. 大量可计算数的示例
	219



	11. 在判定性问题中的应用
	244



	附录
	274




图灵写这篇论文的最初动机是想解决德国数学家大卫希尔伯特（18621943）构想的一个问题。希尔伯特想寻找一种通用的方法来判定数理逻辑中的任意命题是否可证。寻找这种通用的方法被称为判定性问题。尽管判定性问题确实是图灵写这篇论文的动机，但是这篇长篇大论本身讲的却是可计算数。在图灵的定义中，可计算数就是可以使用机器计算的数。论文前面60%的内容都是图灵对可计算数的探索，就算完全不了解希尔伯特在数理逻辑或判定性问题方面的研究，也能够阅读并理解这些内容。

了解可计算数与实数的区别对于理解图灵的观点很重要。因此，本书利用前几章介绍了数字分类的背景知识，数字包括整数、有理数、无理数、代数数和超越数，它们都可归为实数。我尽可能不涉及比高中数学更复杂的知识。我知道，有些读者离开快乐的高中生活已经几十年了，我要努力唤醒这些记忆。如果由于我本着这种教育热情而做出一些冒犯读者的解释，我表示歉意。

尽管我觉得本书的读者大多会是计算机科学专业的学生、程序员或其他技术人员，但是我还是尽量让非程序员的读者也愿意读，因此我定义了一些便于理解的术语。图灵的论文被誉为 20世纪的一座知识地标
［5］

 ，我希望本书可以让更多的读者领略到这篇论文的风采。

为了满足不同读者的需要，本书分成了四个部分。

第一部分 基础 介绍阅读图灵论文所必须掌握的一些历史和数学背景知识。

第二部分 可计算数 包含了图灵论文的大部分内容，也是关心图灵机和可计算性相关问题的读者最感兴趣的部分。

第三部分 判定性问题 先简要介绍了数理逻辑的背景知识，然后讨论图灵论文的剩余部分。

第四部分 题外话 讨论了图灵机为何成为人们理解计算机、人类意识和宇宙本身的必要工具。

第三部分的数学内容肯定是比前几章的难，并且讲得比较快。对图灵论文在数理逻辑方面的影响不感兴趣的读者甚至可以跳过第三部分，直接阅读第四部分。

本书涉及数学中几个大的研究领域，包括可计算性和数理逻辑。我仅仅把与理解图灵论文最相关的那些主题和概念挑出来加以解释，省去了很多细节，因此本书从深度和严格性上都无法取代那些可计算性和逻辑方面的专业书籍。想深入研究这些领域的读者可以查阅参考文献。

阿兰图灵一生发表过近30篇论文和文章
［6］

 ，却从未写过书。其中的两篇论文造就了他流芳百世的声望。On Computable Numbers（论可计算数）当然是第一篇。第二篇名为Computing Machinery and Intelligence（计算机器和智能，发表于1950年），这一篇的技术性不是很强，图灵在文中首次提出了一种判断人工智能的标准，在今天被称为图灵测试。总的来说，一台机器如果可以骗得我们相信它是一个人，那么就可以说它是智能的。

图灵机和图灵测试是阿兰图灵声名不朽的两大基石。初看上去，它们像是两个完全不同的概念，但事实并非如此。图灵机是以一种非常机械的方式展现人类如何进行数学运算的，图灵测试则是对计算机能力的人为评估。在整个数学研究期间，图灵都在探索人类思维和计算机器之间的关系，他所采用的研究方法至今仍很吸引人。

很多关于可计算性的教科书只讨论图灵的研究而不涉及图灵这个人，它们可没有劳神讲述有关个人传记的细节。不过，本书不会这么做。图灵在二战期间所做的密码分析方面的秘密工作，他参与的影响力巨大的计算机工程，他对于人工智能的思索，他的性取向，他由于严重猥亵罪而被逮捕和起诉的经历，以及他在41岁时自杀身亡，所有这些事情都需要关注。

得益于英国数学家安德鲁霍奇斯（1949）撰写的精彩传记 Alan Turing: The Enigma
 （《艾伦图灵传：如谜的解谜者》，Simon & Schuster，1983年出版），我没费多大力气就总结出了图灵一生中的重要事件。霍奇斯对图灵感兴趣的部分原因，在于他参与了20世纪70年代的同性恋解放运动。霍奇斯的传记还给休怀特摩尔的剧本Breaking the Code
 （《破解密码》，1986）带来了灵感，在舞台上和在1996年改编的电视片中，阿兰图灵的角色都是由德里克雅克比扮演的。

如同早期的英国数学家、计算机先驱查尔斯巴贝奇（17911871）和艾达拉夫拉斯（18151852），图灵也成为计算机时代的一个标志。美国计算机协会每年都会为在计算机行业做出杰出贡献的人颁发图灵奖，奖金为10万美元。现在还有一些用来组装图灵机的工具，比如图灵编程语言（从Pascal衍生而来）和图灵的世界软件。

图灵的名字几乎成为计算机编程的通用代名词。杜特尼把他的计算机科学探索一书命名为The Turing Omnibus
 （《图灵选集》，计算机科学出版社，1989）。戴维德波尔特把他编写的一本关于计算机时代的西方文化的书命名为Turings Man
 （《图灵时代的人类》，北卡罗来纳州大学出版社，1984）。布莱恩罗特曼对传统数学极限概念的评论文章Ad Infinitum
 （斯坦福大学出版社，1993）被幽默地加上了副标题The Ghost in Turings Machine
 （《图灵机里的幽灵》）。

数学和计算机科学领域以外的学者也对阿兰图灵感兴趣。研究文集Novel Gazing: Queer Readings in Fiction
 （《凝神注视：论小说的另类解读》）中最有特色的一篇文章就是由泰勒科坦撰写的 The Sinister Fruitiness of Machines: Neuromancer, Internet Sexuality, and the Turing Test
 （《智能机器带来的阴暗苦果：神经漫游者、网络性爱和图灵测试》）。科坦博士所说的Neuromancer
 指的是威廉吉布森著名的赛博朋克小说Neuromancer
 （《神经漫游者》）。在这部科幻小说里，有一个叫做图灵警察局的组织，他们负责确保人工智能体不会试图增强它们自身的智能。

图灵还出现在很多小说的书名中。马文明斯基（麻省理工学院人工智能方向著名的研究者）与科幻小说家哈里哈里森合写了The Turing Option
 （《图灵选择》，华纳图书公司，1992）。伯克利计算机科学教授克里斯托斯帕帕迪米特里欧参与创作了Turing
 （《图灵》，一部关于计算的小说，麻省理工学院出版社，2003）。

玻利维亚小说家埃德蒙多苏丹写了一本名为Turings Delirium
 （《图灵的狂热》，英文版由丽莎卡特翻译，霍顿米夫林出版公司，2006）的小说，在其中，一个外号叫图灵的密码专家发现了用他的技能为腐败政府服务带来的危险。在珍娜列文的小说A Madman Dreams of Turing Machines
 （《图灵机狂人梦》，Knopf出版社，2006）中，阿兰图灵和库尔特哥德尔的生活被虚构在了一起，他们穿越时空，产生了奇特的交织。

阿兰图灵这个角色还出现在其他很多小说中，如尼尔斯蒂芬森的Cryptonomicon
 （《编码宝典》，Avon，1999），罗伯特哈里斯的Enigma
 （《密码迷情》，Hutchinson，1995），约翰卡斯蒂的The Cambridge Quintet: A Work of Scientific Speculation
 （《剑桥五重奏：一部科学思考的著作》，Perseus图书公司，1998），以及道格拉斯侯世达的Gdel, Escher, Bach
 
［7］

 （Basic图书公司，1979）。阿兰图灵甚至为The Turing Test
 （《图灵测试》，BBC，2000）的一部分做了解说，这本书是保罗伦纳德写的Doctor Who系列小说中的一本。

人们以各种方式来表达对阿兰图灵的尊敬当然是好事，不过这样一来，图灵的实际研究可能会被遗忘。我希望，就算那些正式研究过计算理论，并认为自己完全了解图灵机的人，也能在面对这个真正由大师自己构建的图灵机时发现不少令人惊奇的事物。

*　*　*

我在1999年就开始构思这本书，当时只写了一点，然后在接下来的五年里时不时又写上一些。2004～2005年基本完成了前11章。后面7章是在2007～2008年完成的，在此期间的写作几乎未中断，唯一的中断就是与我一生中最好的朋友，也是我的至爱迪尔德丽辛诺特结婚（终于结婚啦）！

非常感谢伦敦数学协会许可完整地再版阿兰图灵的论文On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem。

沃尔特威廉姆斯和拉里史密斯审阅了本书的初稿，发现了一些错误，并且提出了一些很有益的改进建议。

非常感谢Wiley出版公司的同仁，正是他们的工作将我所钟爱的想法真正出版成书。克里斯 韦伯负责督促这本书的出版，策划编辑克里斯多夫 里韦拉和制作编辑安吉拉史密斯克服了很多版式和印刷方面的困难，技术编辑彼得伯凡蒂帮助我认真完成了技术相关的内容。Wiley出版公司的很多幕后工作人员也都努力把这本书做得至臻至善。所有未被发现而遗留在书中的缺陷、瑕疵或隐藏的错误，都只能归咎于作者。

每位作者都是站在前人肩上的。选出的参考书目只列出了我所参考的众多书籍中的一小部分。我还要感谢纽约公共图书馆，特别是科学、工业和商业图书馆的工作人员。为参考原始论文，我多次使用JSTOR，同时我发现维基百科、谷歌书籍搜索和Wolfram MathWorld也都很有用。

*　*　*

登录网站www.TheAnnotatedTuring.com可以找到与本书相关的信息和资源。





查里斯佩措尔德

纽约州纽约市和罗斯科

2008年5月








［1］

 阿兰·图灵，On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem，Proceedings of the London Mathematical Society
 ，2nd series，Vol.42（1936），pp.230-265。



［2］

 阿兰·图灵，On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem A Correction，Proceedings of the London Mathematical Society
 ，2nd series，Vol.43，(1937)，pp.544-546。



［3］

 阿隆佐·邱奇对 On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem，一文的评论，The Journal of Symbolic Logic
 ，Vol. 2，No. 1，1937年3月，42-43。



［4］

 中文版依然保留图灵原始论文的印刷体和排版，其下是中译文，译文不再保留页码和版式。——编者注



［5］

 这一说法是John P. Burgess在George S. Boolos、John P. Burgess和Richard C. Jeffrey所著的 Computability and Logic
 , fourth edition（Cambridge University Press，2002）一书的前言中提到的。



［6］

 这些和其他文档可以从The Collected Works of A.M. Turing
 （Amsterdam: Elsevier，1992，2001）的4卷中获得。其中大部分重要资料由B. Jack Copeland收集到 The Essential Turing
 （Oxford University Press，2004）和 Alan Turing’s Automatic Computing Engine
 （Oxford University Press，2005）中。前者包含了与图灵机相关的文章和论文，后者是关于20世纪40年代中后期ACE计算机工程的。



［7］

 中文版《哥德尔、埃舍尔、巴赫——集异璧之大成》由商务印书馆1996年8月出版。

——译者注
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第一部分

基 础







第1章

这个墓穴埋葬着丢番图


在很多个世纪以前的古亚历山大，一位老人埋葬了自己的儿子。这位心碎的老人为了转移自己的悲伤，开始整理大量的代数问题，并将这些问题及其解法汇编成书，取名《算术》（Arithmetica
 ）。这些就是人们对亚历山大的丢番图几乎所有的了解，而这些了解绝大多数来自其好友在他去世后不久所写的一个谜题：
［1］




行人啊，请稍驻足，这里埋葬着丢番图。上帝赋予他一生的六分之一，享受童年的幸福；再过十二分之一，两颊长胡；又过了七分之一，燃起结婚的蜡烛。爱子的降生盼了五年之久，可怜那迟来的儿郞啊，只活到父亲岁数的一半，便进入冰冷的坟墓。悲伤只有通过数学来消除，四年后，他自己也走完了人生旅途。
［2］





这篇墓志铭对丢番图儿子的死亡说得不是很清楚。其中提到，他只活到了父亲岁数的一半，但这是指儿子死时父亲年龄的一半，还是指他父亲寿命的一半？不论怎样理解，都可以解答。但如果是后一种理解只活到他父亲寿命的一半，我们得出的岁数会是一个漂亮而又简洁的整数。

我们假设丢番图的寿命为x
 。丢番图生命中每个时期的年数要么是他寿命的几分之几（例如，x
 除以6是他的童年时光），要么是一个整数（例如，从他结婚到儿子出生有5年的时光）。丢番图生命中所有时期的年份之和为x
 ，所以这个谜题可以用下面这个简单的代数式来表示：


[image: img1]




所有分母的最小公倍数是84，将等号两边同时乘以84得到：

14x
 +7x
 +12x
 +420+42x
 +336=84x


分别整理带有x
 的项和常数项，得到：

84x
 -14x
 -7x
 -12x
 -42x
 =420+336

即：

9x
 =756

方程的解是：


x
 =84

所以，丢番图的童年时光是14年，7年后他长大成人。又过了12年，在33岁的时候，他结了婚，5年后有了儿子。儿子死于42岁，丢番图当时80岁，4年后丢番图去世。

事实上，有一个更快捷的方法来解这个谜题：如果深入探索出题人的内心想法，你就会发现他并不想用分数来增加麻烦。丢番图寿命的十二分之一和七分之一必然是整数，所以他的寿命年数一定可以被7和12整除（自然也会被2和6整除）。只需将12乘以7就能得到84。这个看起来也像是合适的高龄岁数，所以它极有可能是对的。

丢番图去世时也许是84岁，但是对于历史来说，更重要的问题是找到具体时间。人们曾经猜测，丢番图的时代是在公元前150年到公元280年之间
［3］

 ，那是一个令人向往的时期。这样的话，丢番图就活在欧几里得（活跃在约公元前295年
［4］

 ）和埃拉托色尼（约公元前276前195年）等早期亚历山大数学家们之后，这也说明他与亚历山大的海伦（活跃在公元62年）处于同一时期。海伦的著作涉及了力学、气体力学以及自动控制，他似乎还发明了一种原始蒸汽机。丢番图也许还认识那位凭著作《天文学大成》而被世人铭记的亚历山大天文学家托勒密（约公元100170）。那本书包含了世界上第一个三角函数表，并且建立了直到十六七世纪哥白尼革命时才被推翻的描述天体运动的数学。

不幸的是，丢番图也许从未见过这些亚历山大的数学家和科学家们。过去一百多年来，古典学者们之间的共识是，丢番图大约活跃在公元250年，他现存的主要著作《算术》很可能也追溯到那个时期。这样的话，丢番图的出生时间大概是在托勒密去世时间的前后。曾经编辑了权威的希腊版《算术》（1893~1895年出版）的保罗塔纳里注意到，这本书写着献给尊敬的狄奥尼修。虽然这是一个常用名，但塔纳里猜测，这个狄奥尼修就是那个曾在公元232~247年担任亚历山大传道学校校长，以及之后在公元248~265年担任亚历山大主教的狄奥尼修。因此，丢番图可能是个基督徒。
［5］

 如果是这样，下面这一事实就有点讽刺意味了：对《算术》的一个早期但遗失了的评注是由塞翁的女儿希帕蒂亚（约公元370415）所写的，她是亚历山大最后一位伟大的数学家，后来被一帮反对她异教徒哲学思想的基督教暴徒杀害。

古希腊数学家在几何学和天文学领域一直是最强的。丢番图在种族上是希腊人，但与众不同的是，他用数字的科学，即我们所知的代数，来缓解儿子去世的悲痛。他似乎是代数上很多创新的源头，包括他在问题中使用的符号和缩写，这标志着数学问题从文字描述到现代代数表示法的转变。

《算术》的6本书（原来是13本）中罗列的问题一道比一道难，大部分都难于求解丢番图年龄的问题。丢番图的问题常常含有多个未知量。他的一些问题是不定的，也就是说这些问题通常有多个解。《算术》中只有一个问题不是抽象的，也就是说其他问题都是绝对数字化、不指代现实事物的。

丢番图提及的另一个抽象元素是幂。那个时候，数学家们已经熟悉了平方和立方。平方用来计算一个平面图形的面积，立方用来计算一个实体的体积。但是丢番图将高次方引入了他的问题：4次方（他称为 平方-平方）、5次方（他称为 平方-立方）和6次方（他称为 立方-立方）。丢番图知道，这些幂与现实没有关联性，并且他也不在乎这种数学的实用性。这是纯粹的娱乐性数学，仅仅用来强化思维，没有别的目的。

这里列举第4本书中的第一个问题。
［6］

 丢番图先是概括地阐述了：


将一个已知数拆分成为两个立方体的体积，并且这两个立方体的边之和等于另一个已知数。



接着给出了例子：


已知数为370，边长之和是10。



将这个问题用图表示后可见，他需要处理两个不同边长的立方体。现代代数学家可以将这两个立方体的边标记为x
 和y
 ：


[image: img2]




这两条边加起来为10。这两个立方体的体积之和（x
 3
 和y
 3
 ）是370。我们现在写下两个等式：


x
 +y
 =10


x
 3
 +y
 3
 =370

由第一个等式得出，y
 等于(10-x
 )，将其代入第二个等式：


x
 3
 +(10-x
 }3
 =370

展开(10-x
 )3
 ，我们希望立方项最终可以消失：


x
 3
 +(1000+30x
 2
 -300x
 -x
 )3
 =370

很幸运，立方项消失了，经过整理后可以得到：

30x
 2
 -300x
 +630=0

等式左边的3个数有一个公因数，所以可以同时除以30：


x
 2
 -10x
 +21=0

现在，这个问题基本解决了。你有两个选择。如果记得二次方程的求根公式
［7］

 就可以直接使用它；或者，如果你曾经练习过求解类似的方程，就可以一直盯着它思索，直到它自己神奇地分解成

(x
 -7)(x
 -3)=0

因此两个边的长度分别为7和3。的确，这两个边加起来等于10，它们的立方（343和27）和等于370。

丢番图并不像你我这样解决这个问题，他确实不会。尽管丢番图的问题经常涉及多个未知数，但是他的记号只允许他表达一个未知数。他用了一个巧妙的方法弥补了这一点。他没有将两个立方体的边长标记为x
 和y
 ，而是标记为(5+x
 )和(5-x
 )。这两个边长可以用一个未知数x
 表示，并且加起来确实等于10。接下来，他就可以将这两条边进行立方运算，相加后等于370：

(5+x
 )3
 +(5-x
 )3
 =370

这个式子看起来比我们的糟，但是如果展开这些立方，一些项便会迅速消去，只留下：

30x
 2
 +250=370

合并同类项，方程两边再同除以30，进一步化简为：


x
 2
 =4

即x
 =2。因为两条边是(5+x
 )和(5-x
 )，所以这两条边是7和3。

丢番图用来解决这个问题的方法比现在学生用的方法轻松，他神奇并正确地将两个边长用一个未知数表示。这个方法会适用于下一个问题吗？也许可以，也许不可以。建立解决代数方程的通用方法确实不是丢番图所要考虑的。正如一位数学家论述的：每一个问题都需要一个十分具体的方法，这个方法通常连最类似的问题都不适用。这使得现代数学家即使在研究了100道丢番图问题的解答后，还是很难找到解决第101道题的方法。
［8］



当然，丢番图在展示这个立方之和为370、边长之和为10的问题时，显然并不是随意选取某些数字，他知道这些假设条件将会导出一个整数解。实际上，丢番图方程就是指只允许整数解的代数方程。丢番图方程可以有很多未知量，这些未知量可以带有整数幂，但是它的解（如果有）总是整数。尽管丢番图经常使用减法来命题，但是他的解从不涉及负数。对于一个没有用任何正整数相减就得到的负整数本身，丢番图显然没有任何概念。
［9］

 任何一道问题也不会包含有0的解，古希腊人不将0考虑在内。

现代读者们，特别是那些已经默认了丢番图问题只有整数解的人，在遇到丢番图问题中的有理数时也许会有点吃惊。有理数之所以这样命名，不是因为它们在某种程度上符合逻辑，而是因为它们可以表示为两个整数的比。例如：


[image: img4]




就是一个有理数。

在《算术》中，有理数只出现在涉及现实物体的问题中，特别是那些一直被大家津津乐道的问题：饮料和德拉克马（古希腊货币）。虽然从这个问题的描述里看不出来，但是有理数在这个解中是必需的：


一个人买了若干份酒，有些单价是8德拉克马，有些是5德拉克马。他为这些酒支付的德拉克马是个平方数，如果这个数再加上60，结果还是一个平方数，该平方数的根是这些酒的份数。求两类酒他各买了多少。
［10］





这里的平方数是指一个数与它自身的积。例如，25是一个平方数，因为它等于5乘以5。

在进行了一整页的计算后，
［11］

 它揭示了单价5德拉马克的数量是一个有理数：


[image: img5]




单价8德拉马克的数量也是一个有理数：


[image: img6]




我们检验一下这个结果。（检验这个结果要比推导它容易得多。）如果你用5德拉马克乘以79/12，然后加上8德拉马克乘以59/12的积，就会发现这个人总共支付了72[image: img7]
 德拉马克。丢番图说这个人支付了平方数的钱。支付的钱数必须是某个数的平方。令人好奇的是，丢番图认为72[image: img8]
 是个平方数，因为它可以表示为：


[image: img9]




分母和分子都是平方数：分别是17和2的平方。因此，72[image: img10]
 是[image: img11]
 （即8[image: img12]
 ）的平方。丢番图进一步说：如果这个数再加上60，结果还是一个平方数，该平方数的根是整个酒的数量。 这里的整个不是指整数。丢番图（或者说是《算术》英文版的译者托马斯哈斯爵士）的意思是指度量的总份数。60加72[image: img13]
 是132[image: img14]
 ，也就是有理数：


[image: img15]




丢番图再一次认为这个数是平方数，因为它的分子和分母都是平方数：分别是23和2的平方。因此，总的度量数是23/2（即11[image: img16]
 ），这同样可以通过将79/12和59/12相加得到。

《算术》中最著名的问题也许要算第2本书的第8个问题：将给出的平方数分解为两个平方数的和，也就是说，求x
 、y
 、z
 ，使它们满足：


x
 2
 +y
 2
 =z
 2


这个问题的几何解释是毕达哥拉斯定理所描述的直角三角形三条边之间的关系。


[image: img17]




这个问题有许多整数解，例如x
 、y
 、z
 分别等于3、4、5（两个平方数9和16的和等于25）。这个简单的结果显然不是丢番图所希望的。他设定了一个给出的平方数（也就是z
 2
 ）等于16，于是其他两边分别等于144/25和256/25。对于丢番图来说，这些数当然都是平方数，其中第一个数是12/5的平方，第二个数是16/5的平方，并且它们的和是4的平方：


[image: img18]




丢番图允许有理数解并不重要，因为这个解等价于一个整数解。简单地将等式两边同乘以52
 （即25），即可得到：

122
 +162
 =202


即144加256等于400。事实上，这是同一组解，它们的不同仅在于度量边的方式不同。丢番图的问题阐述中，斜边是4。这可能是4英尺。现在用一个单位长度不同的尺子去测量，比如单位长度等于五分之一英尺。用这个尺子测量，这条斜边就等于20，其他两条边分别为12和16。

整数是在人们开始计数之时出现的，有理数也许是在人们开始测量时出现的。如果一根胡萝卜的长度等于3根手指的宽度，另一根胡萝卜的长度等于4根手指的宽度，这时第一根胡萝卜的长度就是第二根的[image: img19]
 。

有理数有时也称为可通约数字，因为长度被表示成有理数的两个物体总可以重新度量为整数长度，你只需要将新的度量单位变得足够地小。

丢番图的《算术》是用希腊语写的，至少有部分文稿被翻译成了阿拉伯文。当它开始在欧洲数学界产生影响的时候，在1575年首次被翻译成拉丁语，之后在1621年有了更好的版本。费马（16011665）曾拥有一本1621年的拉丁语版《算术》，并在其空白处写满了笔记。1670年，费马的儿子公布了这些笔记以及拉丁文版的《算术》。在这道问题旁有这样一段笔记，费马写道：


另一方面，将一个立方数分解为2个立方数，或者将一个4次方数分解为两个4次方数，亦或将除平方之外的任何乘方分解为两个有同幂的乘方，这些都是不可能的。对此，我已经发现了一个非常漂亮的证明，但是这儿的空白之处不够写下它。
［12］





费马宣称，例如：


x
 3
 +y
 3
 =z
 3


是没有整数解的，并且幂为4、5、6及之后的类似方程都没有解。这并不明显。等式：


x
 3
 +y
 3
 +1=z
 3


非常接近于


x
 3
 +y
 3
 =z
 3


而且它有许多整数解，例如x
 、y
 、z
 分别等于6、8、9。等式


x
 3
 +y
 3
 -1=z
 3


同样相似，也有许多整数解，例如9、10、12。为什么这两个相似的等式有解，但是


x
 3
 +y
 3
 =z
 3


没解呢？

丢番图在《算术》中介绍的问题都有解，但是许多丢番图方程，例如费马描述的方程，看起来并没有解。对于数学家来说，确定一个丢番图方程是否有整数解比求解特定的丢番图方程更加有趣。

费马没有写出的证明就是大家熟知的费马最后定理（有时也称费马大定理）。多年来，人们普遍相信，不管费马当时想到了怎样的证明，这个证明也许都是错的。英国数学家安德鲁怀尔斯（1953）从10岁开始就对这个问题产生了兴趣，到了1995年，费马最后定理才最终被他证明。（人们很早就证明了，对于一些特殊情况，例如指数为3时，方程是无解的。）

很显然，证明某些丢番图方程没有解要比找到一个解（如果有）更具挑战性。如果你知道某个特定的丢番图方程存在解，可以简单地验证所有的可能性。由于允许的解只能是整数，因而你可以首先尝试1，然后是2、3及之后的数。如果你不想做这些繁重的工作，可以写一个计算机程序测试所有的可能性，程序迟早会帮你找到答案的。

但是，如果并不知道是否存在解，那么这个用计算机蛮力解决的方案就不合适了。你可以不断尝试，但怎样知道何时该放弃呢？你怎么知道下一步将要测试的一组数字不是所要搜寻的那组数字呢？

麻烦来自这些可恶的数字：它们有无穷多个。








［1］

 托马斯·希恩，Diophantus of Alexandria: A Study in the History of Greek Algebra
 ，second edition（Cambridge University Press，1910，Dover Publications，1964），3。



［2］

 Greek Mathematical Works II: Aristarchus to Pappus of Alexandria
 （Loeb Classical Library No. 362），由Ivor Thomas翻译（Harvard University Press，1941），512–3。



［3］

 这些日期来自Simon Hornblower and Antony Sprawforth，eds.，Oxford Classical Dictionary
 ，revised third edition（Oxford University Press，2003），483。



［4］

 这些亚历山大数学家们的生活年代来自Charles Coulston Gillispie，ed.，Dictionary of Scientific Biography
 （Scribners，1970）。



［5］

 希恩，Diophantus of Alexandria
 ，2，note 2。希恩本人好像也对此持怀疑态度。



［6］

 希恩，Diophantus of Alexandria
 ，168。



［7］

 对于ax
 2
 + bx
 + c
 = 0，解为x
 =[image: img3]
 。



［8］

 Hermann Hankel (1874) 引用希恩的 Diophantus of Alexandria
 ，54–55。其他数学家就丢番图的方法找到了更清晰的方式。参见Isabella Grigoryevna Bashmakova，Diophantus and Diophantine Equations
 （Mathematical Association of America，1997），ch. 4。



［9］

 希恩，Diophantus of Alexandria
 ，52–53。



［10］

 希恩，Diophantus of Alexandria
 ，224。



［11］

 希恩，Diophantus of Alexandria
 ，225。



［12］

 希恩，Diophantus of Alexandria
 ，144，note 3。






第2章

无理数和超越数


从1，2，3开始数起，只要我们愿意就可以一直数下去。这些数就是我们熟知的基数、整数，或者说自然数
 。它们看起来确实相当自然，因为宇宙中有很多我们可以计数的物体。自然数也许是早期人类想象出的第一个数学对象。一些动物似乎也有数的概念，只要这些数不是太大。

几百年来，零一直不算作自然数，甚至至今也没有共识。（在教科书的数论部分，作者通常会在第一页标明是否将零归入自然数。）负整数位于零的另一侧，正整数、负整数及零共同构成了整数
 集合。整数在正负两个方向趋向无穷大：

 -3 -2 -1 0 1 2 3 

我们将从1开始的所有正的整数称为正整数
 。对于那些从零开始的正整数集合（即0，1，2，3，），可以称为非负整数
 ，既明确，也不会太冗长。

有理数是可以表示为两个整数之比的数，但是分母不能为零。例如，


[image: img20]




是一个有理数，它也可以写成小数形式：

0.6

有理数包含所有整数，因为任何整数（例如47）都可以写成分母为1的分数形式：


[image: img21]




任何有限小数也是有理数。例如，

-23.45678

可以写成比的形式：


[image: img22]




有些有理数，例如：


[image: img23]




的小数形式会写成无限循环小数：

0.3333333333

因为它能写成比的形式，所以仍然是个有理数。实际上，任何无限循环小数都是有理数，下面这个数，

0.234562345623456

如果23456会重复出现，那么它就是个有理数。为了证明这个数是有理数，我们用x
 表示这个数


x
 =0.234562345623456

然后等式两边同时乘以100000：

100000x
 =23456.23456234562346

我们知道，等式两边同时减去相同数值，等式仍然成立。也就是说，在第二个等式中，可以让等式两边的数同时减去第一个等式的数：令10000x
 和23456.23456分别减去x
 和0.23456，这样分数部分就消失了：

99999x
 =23456

所以：


[image: img24]




这是一个整数比，所以它是有理数。

大致看来，有理数集似乎是完备的。如果把两个有理数相加，结果还是有理数；同样，将有理数相减、相乘或相除，结果仍然是有理数。

也许有人会想（就像以前人们那样），所有的数都是有理数，但是如果考虑这个直角三角形的斜边：


[image: img25]




根据勾股定理，


x
 2
 =12
 +12


即：


x
 2
 =2

也即：


x
 =[image: img26]


是否存在某个整数与整数的比值，当它乘以自身时等于2？当然，人们可以找到许多非常接近的有理数。下面就是个例子：


[image: img27]




这个有理数很接近，只差一点点了。当它乘以自身时得到1.999 95。如果我们继续寻找，也许可以找到一个完美的答案。

但也许我们这样做只是在浪费时间？

证明一些东西不存在是很困难的，但是数学家们发明了一种在类似情况下巧妙解决问题的证明方法。这个方法叫做间接证法
 ，又称归谬法、背理法。先提出一个假设，然后根据这个假设进行符合逻辑的推理，直到推出一个矛盾的结论。这个矛盾的结论说明我们最初的假设是错误的。

归谬法看起来拐弯抹角，但是它在现实生活中的应用也许比我们想象的更普遍，不在场证明就是一种归谬法。如果被告人被怀疑在犯罪现场，而案件发生时他在自己母亲的家里，那么就意味着他在同一时间出现在了两个地方，这是荒谬的。

我们假设2的平方根是有理数。因为它是有理数，所以存在整数a
 和b
 ，使得：


[image: img28]





a
 和b
 是否都是偶数？如果是，同时除以2并且用得到的数来代替a
 和b
 。如果得到的数仍然是偶数，再除以2，一直持续做，直到a
 和b
 至少有一个是奇数。

等式两边同时平方：


[image: img29]




即：


a
 2
 =2b
 2


注意，a
 的平方是b
 的平方的2倍，这就说明a
 的平方是个偶数，而要想a
 的平方为偶数，a
 必须为偶数。先前我们推导出a
 和b
 不可能都是偶数，所以我们知道b
 是奇数。

如果a
 是偶数，它应该等于某个数的2倍，我们称这个数为c
 ：

(2c
 )2
 =2b
 2


即：

4c
 2
 =2b
 2


也即：

2c
 2
 =b
 2


这说明b
 的平方是偶数，也就是说b
 是偶数，这与我们先前的假设a
 和b
 不能都为偶数相悖。

因此，原来的假设2的平方根是有理数是错误的。毫无疑义，2的平方根是无理数。当它以小数形式呈现时，这些数字将无序地排列下去

1.4142135623730950488016887242097

这个数只能在有无限的纸张、无数的笔和无限的时间下才能准确地表达。我们只可能把它写成近似值，并用一个省略号来承认我们的失败。要想用有限的方式表达这个数，最贴切的方法是提供计算这个数的算法。（这正是我要在第6章详细阐述的。）

我们用有理和无理来形容一个数，仿佛数字真的会疯掉一样。其实，这是有历史原因的。有时无理数也称为不尽根（surds），这个词和荒谬（absurd）有关。古希腊人对无理数并不陌生，但不怎么喜欢它们。据说（无可靠历史依据），毕达哥拉斯的学生希帕索斯在公元前6世纪发现2的平方根是无理数。故事里还说，此发现引起了轩然大波，毕达哥拉斯及其追随者试图掩盖这一发现，甚至把希帕索斯扔进了地中海。他们相当肯定，无理数不存在。丢番图拒绝承认无理数是其问题的解，延续了无理数不合他口味的这一传统。

在有了小数点（古希腊人没有）后，我们就能轻易创造一个数，它显然是一个无理数，只要写下一些无重复片段的无序数字就行了。这样一个小数，它的小数部分出奇地怪异，但显然不会重复：

.0010110111011110111110111111

在小数点之后，有两个0和一个1，然后一个0和两个1，再后一个0和三个1，等等。这不是一个有理数！它不能表示成两个整数的比，因此它是无理数。

2的平方根是方程：


x
 2
 -2=0

的解。这个等式和先前展示的一样，只是我们将2移到了等号的另一边。17的立方根（同样也是个无理数）是方程：


x
 3
 -17=0

的解。上面两个方程都叫做代数方程。下面是另一个代数方程：

-12x
 5
 +27x
 4
 -2x
 2
 +8x
 -4=0

代数方程有一个变元，通常表示为x
 。（代数方程和丢番图方程不同，丢番图方程可以有多个变元。）代数方程有相加为零的多个项，上述最后一个例子里有五项。每一项包含一个变元的幂，幂为整数或零。（因为任何数的零次方都是1，第五项可以表示为-4乘以x
 的零次方。）任何带幂的变元都乘以一个整数系数，在这个例子中，系数依次是-12、27、-2、8和-4。这些系数可以是零，就像这个例子里丢失的x
 的立方项。

代数方程在现实问题中频繁出现，所以它们很受重视。代数方程的一般形式是：


aN
 xN

 +aN-1
 xN-1

 ++a
 2
 x
 2
 +a
 1
 x
 +a
 0
 =0

其中，N
 是正整数，ai

 是整数。它可以更简明地写成：


[image: img30]




在我们先前的例子：

-12x
 5
 + 27x
 4
 - 2x
 2
 + 8x
 - 4 = 0

中，N
 （最高的指数，也叫多项式的次数）是5，a
 5
 是-12，a
 4
 是27，a
 3
 是0，等等。

代数方程的解（也叫方程的根）称为代数数
 。一个N
 次多项式最多可以有N
 个不同的解。在第1章，代数方程


x
 2
 - 10x
 + 21 = 0

有3和7两个解。

2的平方根是代数方程：


x
 2
 - 2 = 0

的一个解，2的负平方根是另一个解。

代数数的范畴还包括所有整数和所有有理数。例如，整数5是代数方程：


x
 - 5 = 0

的解，而3/7是代数方程：

7x
 - 3 = 0

的解。有些代数方程的解只有负数的平方根：


x
 2
 + 5 = 0

这个方程看起来是无解的，因为任何数乘以它本身都是正的量，加上5不可能得0。负数的平方根称作虚数
 。（为了方便，-1的平方根记作字母 i。）尽管名字如此，但虚数是一类非常有用的数，它在现实生活中有着广泛的应用。不过，图灵论文和本书并不涉及虚数。

在18世纪的某个时间，数学家们开始使用实数这一名称，以便同虚数区分开。根据定义，实数包括了除负数平方根以外的一切数。

实数也称为连续统，因为实数可以看成一条连续直线上全体点的集合：


[image: img31]




这条线上标记了一些整数，但是单靠这些整数点显然无法形成一条连续的线。

同样，有理数全体也不是连续的。显然，有理数在实数轴上看上去是非常稠密的。对于任意两个有理数，例如a
 和b
 ，你都可以在它们之间插入另一个有理数，如a
 和b
 的平均数：


[image: img32]




但是，在有理数之间仍存在无理数占据的间隙。例如，其中的一个间隙对应了2的平方根。

现在，我们从两个角度对数进行分类。我们已经将代数方程的解定义为了一类，称作代数数
 ，这一类包括整数、有理数和许多如平方根和立方根的无理数。我们还定义了一类数，称作实数
 ，它是除负数平方根外的其他数。现在的问题是：

所有的实数都是代数数吗？是否有些实数不是代数方程的解？

1740年，莱昂哈德欧拉（17071783，一位瑞士出生的孜孜不倦的数学家，其名字的谐音是油壶
［1］

 ）猜想，非代数数确实存在，他称它们为超越数，因为它们超越了代数。证明超越数存在是艰难的，你如何证明一个特定的数不是一些极其冗长并且无比繁杂的代数方程的解？

超越数的存在一直是一个未解决的问题，直到1844年，法国数学家约瑟夫刘维尔（18091882）想出了一个容易研究的数，并且成功证明了它不是代数数。刘维尔所选数的小数点后30位是：

.110001000000000000000001000000

但是这个片段并不能完全揭示它的完整形式，刘维尔利用阶乘构造了这个奇特的数。一个数的阶乘是小于等于这个数的所有正整数的乘积，用感叹符号来表示：

1!=1

2!=1x2=2

3!=1x2x3=6

4!=1x2x3x4=24

5!=1x2x3x4x5=120

等等。刘维尔数（通常这样称呼它）在小数点后第1，2，6，24，120，位为1，其余位置为0。刘维尔设计了这样一个数，来证明它不是任何代数方程的解。越来越稀疏的非零数字是这个证明
［2］

 的关键。

1882年，德国数学家费迪南德林德曼（18521939）证明了长久以来最著名的一个无理数也是超越数，这个数就是，即圆的周长与直径的比：

=3.1415926535897932384626433832795

林德曼证明了不是代数方程的解，这个事实为一个古老的难题提供了新的视角：在过去的两千多年来，数学家和非数学家都在尝试解决的化圆为方问题。这个问题可以简单叙述为：给出一个圆，用直尺和圆规构建一个与圆面积相等的正方形。（一个类似的难题称为圆的矫正，它需要构建一条与圆的周长相等的直线。）人们是如此疯狂地尝试解决这个问题，以至于古希腊语中都有了专门表示这一活动的词[image:  ]
 ，从字面上看，它的意思是四角化。
［3］



用直尺和圆规构建一个几何图形与求解某些特定形式的代数方程是等价的。因为不是任何一个代数方程的解，所以你不能在一个几何构造中表示这个数。这就意味着，用直尺和圆规构建一个与圆面积相等的正方形是不可实现的。

另一个著名的超越数用符号e表示（代表欧拉）。如果计算


[image: img34]




那么在N
 趋于无穷大的情况下，结果会趋近e：

e=2.7182818284590452353602874713527

你也可以用下面这个包含阶乘的无限数列计算e：


[image: img35]




你可以计算它，但它不是任何一个代数方程的解。

在过去的这个世纪中，许多数已经被证明是超越数了，但是仍然没有一种通用方法来证明一个数是不是超越数。例如，对于下面这个数仍然没有结论：

=


图灵论文（以及本书）将数限定在了实数（非虚数）。下面的图汇总了实数领域内几个最重要的类别。


[image: img36]




这个图没有按比例来画。

等等，这么说是什么意思？

这些类别中的数都有无穷多个，不是吗？无穷多个整数，无穷多个有理数，无穷个无理数，不是吗？无穷是无穷的，不是吗？没有不同大小的无穷，不是吗？不存在一个无穷大于另一个无穷，不是吗？

对吗？

不论我们是从哲学、神学还是数学哪个方面谈及无穷，它永远都不是一个简单的话题。然而在数学中，无穷几乎不可回避，我们不得不鼓起所有勇气去研究无穷这个概念。

自然数的无限增大似乎是无穷大这个概念的根源。无论我们数到哪个数，总能再多数一个。实数当然也是可以无限增大的，但那只是因为它们会跟着自然数一起增加。当我们一次又一次地细分连续统时，我们便开始思考实数的无穷小了。

这两个无穷无穷无尽的自然数和无穷稠密的连续统在某些方面有相似之处吗？或者说它们完全不同？

如果我们掌握了集合论的一些基本知识，接下来的讨论就会简单些了。集合是由一些称作集合元素的对象组成的。集合通常用大括号表示，例如，

{1,2,3,4}

是前四个自然数的集合。集合里的元素是唯一的，比如不允许出现两个4。集合里元素的排列顺序无关紧要，集合

{4,1,3,2}

与前一个集合是一样的。集合中元素的个数称作基数
 ，也叫势
 。上面的有限集合的基数是4。具有相同基数的集合称作等势的集合
 。

有些集合的势是有限的，有些集合的势是无限的。正整数集合：

{1,2,3,}

的势显然是无限的。正偶数集合的势也是无限的：

{2,4,6,}

这两个集合的势之间有什么关系呢？

我们也许会脱口而出，第一个集合的元素个数是第二个集合的两倍，因为第二个集合少了所有的奇数。这当然只是片面的看法。如果这两个集合都是有限的，那么这种看法确定是对的。但是，这两个集合都是无限的，我们怎么能说一个集合是另一个集合的两倍呢？

我们来数一下第二个集合的元素。什么叫做数？它的意思是将这些元素与我们数数时心中默念的自然数1，2，3，一一对应起来。

我们可以通过与自然数做一一对应，来数无限集合里的正偶数：


[image: img37]




对于每一个正整数，都有一个偶数与之对应。对于任何一个偶数，都有一个正整数与之对应。这么一看，这两个集合现在似乎变得一样大了，也就是说它们是等势的。这是怎么回事？（事实上，无限集合的这种独有特征是伽利略在1683年
[4]

 提出的，因此有时也称作伽利略悖论。）

似乎没有人过多关注过这个悖论，直到格奥尔格 康托尔（18451918）跟它较起劲来。康托尔，伟大的数学家，出生于圣彼得堡，以建立集合论而闻名。他的父亲是一名商人，在各方面引导儿子出类拔萃，他的母亲出身于博姆音乐世家。康托尔崭露了自己在艺术和音乐上的天赋，但是他在17岁时决定献身于数学。
[5]

 他去了苏黎世理工学院和柏林大学。1869年，康托尔在哈雷大学获得了一份教学工作，并在那里度过了余生。

在1873年寄给数学家理查德戴德金（18311916）的一封信中，康托尔探索了类似自然数与偶数之间的对应，并且考虑是否可以在自然数和实数之间建立类似的对应。他怀疑这不可能，但是无法解释这是为什么。我找不到我要寻找的答案，也许它很简单。康托尔写道，
[6]

 这是他著名的遗言。

如果集合中的元素能与自然数一一对应，那么我们称这个集合为可数的。如果我们能将集合中的元素按照某种方式排序或列举出来，那么这个集合就是可数的，因为任何一个列表都是可以标号的，也就是将各项与自然数1，2，3，一一配对。所有有限集合当然都是可数的。真正的难题来自于无限集合。

例如考虑由全体整数构成的集合，其中包含正数、负数和零。这个集合是可数的吗？是的。因为我们可以从零开始列举所有这些整数：

0

1

-1

2

-2

3

-3



这不是列举整数的通常方法，但是它向我们展示了，单个列表能包含所有的整数。

有趣的是，有理数也是可数的。我们从正有理数开始，而且不要担心数列里有一些重复的数：

1/1

1/2

2/1

1/3

2/2

3/1

1/4

2/3

3/2

4/1



看出规律了吗？数列中第一项的分子分母之和是2，接下来两项的分子分母之和是3，之后三项的分子分母之和是4，以此类推。这个列表就包含了所有的正有理数。只需一正一负地交替列举，我们便能把负有理数也加进来。因此，有理数是可数的。

在1874年发表的一篇论文关于实代数数集合的性质
[7]

 中，康托尔指出甚至代数数都是可数的。正如我们知道的，代数数是代数方程的解，代数方程的一般式是


aN
 xN

 +aN-1
 xN-1

 ++a
 2
 x
 2
 +a
 1
 x
 +a
 0
 =0

其中N
 是正整数，ai

 是整数。对于任何一个代数方程，将所有的系数（ai

 的值）和N
 相加，我们称所得的值为方程的高
 。对于某个特定的高（例如5），存在有限个数的方程，每个方程至多有N
 个解。所以，所有的代数数都可以根据它的高和解来排列。因此，代数数是可数的。

那么超越数呢？超越数是否可以按照某种方式列成一张表？这看上去极不可能！我们甚至没有检测一个特定的数是否是超越数的一般步骤！

那么包含了代数数和超越数的实数呢？实数可数吗？

在1874年康托尔证明代数数可数的同一篇论文中，他也证明了实数是不可数的。

康托尔首先假设实数是可数的。他假设存在一种枚举实数的方法，并且这些实数已经按照这种方式排列好了，我们用带下标的希腊字母
 来标记：



 1
 
 2
 
 3
 
 4
 
 5
 
 6
 

康托尔打算证明这个列表是不完整的无论怎样构造这个列表，它都不可能包含所有的实数。

随便选择一个数
 和一个稍大的数
 。你可以像这样在数轴上表示这两个数：


[image: img38]




现在，从左至右依次查看那个列表里的数，找出两个大小在
 和
 之间的实数，这两个数均大于
 并且小于
 。我们称这两个数中小的那个为
 '，大一些的为：
 '


[image: img39]




从刚才停下来的地方开始，继续往下搜索列表，直到碰上两个新的大小介于
 '和
 '之间的数，称这两个数为[image: img40]
 和[image: img41]



[image: img42]




继续：


[image: img43]




这个过程显然可以无限进行下去。你总能在刚才的两个数之间再找到两个新的数。

你怎么知道的？很简单。假设你被卡在了这一步


[image: img44]




上标(v
 )表明有v
 个小撇，也许是一亿亿亿个，但仍是个有限的数。现在，无论如何继续在枚举好的实数列表中搜索，都不能在
 (v)
 和
 (v)
 之间找到另一组数。很显然，你的实数列表是不全的。这个列表缺少了
 (v)
 和
 (v)
 之间的每一个数。例如，夹在
 (v)
 和
 (v)
 正中间的数是这两个数的平均数，也即：


[image: img45]




这还只是个开始。你的数列漏掉了许多数。

这就是你知道这个过程必定会无限进行下去的原因。所有的
 会持续增大，而
 会持续减小，但是最大的
 不能大于最小的
 。（当你在最后一组
 和
 之间找到两个新数的时候，那个小的数总是
 ，大的数总是
 。）
 和
 都有一个界线（极限），康托尔用无穷符号作为上标来标记：[image: img46]
 和[image: img47]
 。

[image: img48]
 是否可能小于[image: img49]
 ？我们来看一下：


[image: img50]




不，这不可能。如果
 永远不会大于[image: img51]
 并且
 永远不会小于[image: img52]
 ，那么这个实数数列就会丢失每一个在[image: img53]
 和[image: img54]
 之间的数，第一个能想到的就是：


[image: img55]




[image: img56]
 一定等于[image: img57]
 。康托尔称这个极限为[image: img58]
 （希腊字母beta）：


[image: img59]




因为这是一个永远持续的过程（我们已经说明了它不可能在某一点停下来），
 永远无法达到[image: img60]
 ，
 也如此。现在，你知道这是什么意思了，对吗？这意味着，[image: img61]
 不在最初的那个实数列表里！

如果[image: img62]
 真的在这个实数数列里，那么它本该在某一次搜索下一个
 和
 的时候出现，但考虑数列中搜索到[image: img63]
 之前的那一对
 和
 ：


[image: img64]




现在这个实数列表里漏掉了在
 (v)
 与
 (v)
 之间除了[image: img65]
 以外的每一个数。

我们考虑完了所有情形。没有一个成立，没有一个符合逻辑，这都怪我们最原始假设是错的我们假设了实数是可枚举的，这一切一定都是因为我们根本做不到这一点。

整数是可数的，有理数是可数的，甚至代数数都是可数的。然而，实数都是不可数的。

康托尔考虑将实数不可数的性质作为超越数存在的新证据。（如果超越数不存在，那么实数就等同于代数数，从而可数。）康托尔最终意识到至少有两种无穷：可数的无穷和不可数的无穷，即自然数的无穷和连续统的无穷。自然数、有理数，甚至代数数的无限集合都是可数的。当我们将超越数放进来的时候，我们突然间就置身在一个完全不同的世界中了。我们眼前有两种不同的无穷的势：一种势适用于自然数、有理数与代数数；另一种势适用于实数和连续统。

康托尔的成果在当时饱受争议，他自己也一直没能摆脱这种争议。自康托尔后，没有哪个数学家再像他那样思考无穷了。可数的无穷和不可数的无穷之间的区别已被证明是极其有用的，即使想象一种简单的无穷就足以震撼人心。

有一种流行的说法是，对无穷的冥思苦想让康托尔本人最后疯掉了。康托尔确实在他生命的最后20年中经常出入精神病院，但这也许是一种跟职业无关的躁郁症。
[8]

 然而，最糟糕的是，疲劳和压力经常使他的精神疾病发作，而且这种压力与其非传统的数学理论是否被接受息息相关。在休养期间，他的兴趣已不在数学上了。他研究过哲学、神学、形而上学，以及培根是莎士比亚戏剧的真正作者这一假说。

有限集合与无限集合有很多不同，其中一个很大的不同就是真子集
 ，也就是那些与集合自身不相同的子集。有限集合的真子集总是有较小的基数，这一点显而易见。无限集合的真子集也可以有较小的基数。（例如，自然数集就是实数集的真子集，它们的基数是不同的。）然而在有些情况下，有些集合的真子集有着与集合本身一样的基数。这只对无限集合成立。自然数集是整数集的真子集，整数集是有理数的真子集，有理数又是代数数集的真子集。所有这些无限集合都有相同的基数，它们是等势的。

实数的各种真子集也有可能是相互等势的。想想1与0之间的实数。这些数可以与大于1的实数一一对应，只要把每个数都用1除一下就好了。例如，0.5对应2，0.25对应4，0.1对应10，0.0001对应10000。这一事实非常有用，意味着我们可以考察0和1之间的实数的某些性质，其结论将适用于所有的实数。（图灵在他的论文中运用到了这一概念，康托尔也用到了它。）

康托尔在探索无限集合时还有其他惊人发现。他发现我们可以在连续统（直线上的实数）和平面上的点，乃至N
 维空间中的点之间建立一一对应关系。

下面我们只看x
 和y
 坐标都在0和1之间的那部分平面区域。平面上的任何一点都可以表示为数字对(x
 ，y
 )，并且这两个数中的任何一个数小数点后都有无穷位。在下面的表示中，x
 的小数点后每一位都用带有下标的a
 来表示：


x
 =.a
 1
 a
 2
 a
 3
 a
 4
 


y
 同样如此：


y
 =.b
 1
 b
 2
 b
 3
 b
 4
 

现在，把这些数插在一起，形成一个新的数：

.a
 1
 b
 1
 a
 2
 ba
 2
 a
 3
 b
 3
 a
 4
 b
 4
 

这是由两个实数压在一起形成的一个实数。每一个二维的点都对应着连续统上的一个实数。因此，平面上的所有点和直线上的实数有着一样的基数。康托尔被这个发现震撼得说不出话来。他在给戴德金
[9]

 的信中写道：Je le vois, mais je ne le crois pas.（我了解它，但我不相信它。）

1891年，康托尔发表了另一个实数不可数的证明，
[10]

 从那以后，这个证明至今令人拍案叫绝。康托尔的证明涉及了集合而非数字，并且比我即将展示的例子更具一般性，二者思路是一样的。这种思路被称作对角线证明法（diagonal proof）、对角线过程（diagonal process）、对角线论证（diagonal argument）或者对角化（diagonalization），原因大家马上就知道了。无论怎么称呼它，总少不了对角线
 一词。

来看0和1之间的实数。假设我们设计了一种列出所有实数的方法。（正如你所料，这是另一个反证法。）假设这个排列像下面这样：

.1234567890

.2500000000

.3333333333

.3141592653

.0101101110

.4857290283

.0000000000

.9999999999

.7788778812

.2718281828



我们似乎有了一个良好的开端。这个数列包括0、1/4、1/3、/10、e/10，还有之前那个连续数字1越来越多的无理数，以及一些不大能辨认出来的数。每个数都有无限的十进制小数位（即使它们都是0），并且这个列表有无限多个数。

即便这个列表是无限的，我们仍然可以说服自己这里面漏掉了一些东西。我们从左上角到右下角看这个列表中的数字，这些数字用粗体显示：

.1234567890

.2500000000

.3333333333

.3141592653

.0101101110

.4857290283

.0000000000

.9999999999

.7788778812

.2718281828



现在用这些粗体数字构建一个数：

.1531190918

因为实数列表是无限的，每个数的位数也是无限的，所以上面这个数有无限位。现在将这个数的每一位都增加1。如果这一位是9，就把它变成0：

.2642201029

这个新数是否在原来的列表里？让我们一步一步来看：这个新数是否是列表中的第一个数？不是，因为列表里第一个数的第一个位是1，而这个新数的第一位是2。

这个数是列表中的第二个数吗？也不是，因为数列中第二个数的第二位是5，而新数的第二位是6。

这个数是数列中的第三个数吗？不是，因为数列中第三个数的第三位是3，而新数的第三位是4。

等等等等。这个新数不是列表里的第N
 个数，因为第N
 个数的第N
 位与这个新数的第N
 位不相等。

因此，这个列表是不全的，我们先前的假设有问题。枚举0和1之间的所有实数是不可能的，我们再次看到实数是不可数的。

当我们对代数数进行同样的操作会发生什么？我们已经知道如何枚举代数数，这不是问题。当构建一条对角线并且改变所有位上的数字时，所生成的数并不在这个列表中。这就意味着生成的数不是代数数，而是超越数。

你可以将代数数按照多种不同的方式排列，你可以制定不同的规则让对角线和原数列中的每一个数都不同。每次这么做，你都将得到一个新的超越数。

1895年，康托尔选择用希伯来文字母表中的第一个字母加上下标0（[image: img66]
 0
 ，读作阿列夫零）来表示可数的自然数集合（因此也是任何可数的无限集合）的基数。康托尔称这是第一超限数
 。他将它与其他超限数（[image: img67]
 1
 、[image: img68]
 2
 、[image: img69]
 3
 等）结合起来建立了超限数的整个数学体系。

如果可数集合的基数是[image: img70]
 0
 ，那么实数的不可数集合的基数是什么？我们能否表示这个基数？

也许吧。我们先来看一个有限的集合，它仅有3个元素：

{a
 , b
 , c
 }

这个集合有很多子集，你能构造出多少个来？（一个集合的所有子集的集合叫做幂集
 。）你可以动手尝试一下，但是不要忘了空集和包含所有3个元素的集合：


[image: img71]




含3个元素的集合共有8个子集，而且这并非巧合：

23
 =8

其中指数是原集合元素的个数，结果是子集的个数。一个含4个元素的集合有16（2的4次方）个子集，含5个元素的集合有32个子集。

为了更好地揭示这种联系，我们还有一个更具条理的方法来枚举这些子集。画一个表格原集合中的每个元素各占一列，用0和1来表示这些元素是否在各个子集中：


[image: img72]




这些三位的0和1组合依次与二进制数的0到7相对应。3位得到8个二进制数。一般的规则是：

幂集的势 = 2原集合的势


一个含10个元素的集合，其幂集含有1024个元素，一个含100个元素的集合，其幂集含有1267650600228229401496703205376个元素。

再来关注自然数（因为需要，把0也算进来了）：

{0, 1, 2, 3, 4, 5, }

这个集合的基数是[image: img73]
 0
 。它有多少个子集呢？或者说，它的幂集的基数是多少？它的基数是：


[image: img74]




我们有必要进行进一步的确认。我们来构建一个与类似有限集合的表格（显然设法画全）。各列的第一行依次是自然数集合里的所有元素。每一列的0和1表示该元素在哪些子集中，所得的子集写在每行最右边：



	
0

	
1

	
2

	
3

	
4

	
5

	
	子集



	0
	0
	0
	0
	0
	0
	
	{ }



	1
	0
	0
	0
	0
	0
	
	{0}



	0
	1
	0
	0
	0
	0
	
	{1}



	1
	1
	0
	0
	0
	0
	
	{0，1}



	0
	0
	1
	0
	0
	0
	
	{2}



	1
	0
	1
	0
	0
	0
	
	{0, 2}



	0
	1
	1
	0
	0
	0
	
	{1, 2}



	1
	1
	1
	0
	0
	0
	
	{0, 1, 2}



	
	
	
	
	
	
	
	




在这里，我们其实是在尝试枚举所有无限多种可能的0和1的组合。我们在该列表的每串数字前加一个小数点：

.000000

.100000

.010000

.110000

.001000

.101000

.011000

.111000



它们都是0和1之间的二进制数，并且也是0和1之间的所有二进制数，因此也就是0和1之间所有的实数。
［11］

 我在之前展示了如何将0和1之间的实数与整个实数一一对应，这就是说实数可以与自然数的幂集中的成员建立一一对应关系。这个幂集因此有和连续统一样的基数。

因此，连续统的基数是：


[image: img75]




其中[image: img76]
 0
 是自然数的基数。

康托尔证明了将任何一个非空集合的元素与其幂集的元素一一对应是不可能的，这个事实对于有限集合很明显，但对于无限集合就不明显了。这个结论现在称为康托尔定理，它也是1891年那篇介绍对角化技巧的论文的主要成果。正如一个集合有幂集一样，一个幂集同样可以有自己的幂集，等等。所有这些集合都有不同的基数。

康托尔推测，连续统的基数是[image: img77]
 0
 之后的下一个超限数，他称这个基数是[image: img78]
 1
 。这个推测称为康托尔的连续统假设
 ，用数学语言表示为：


[image: img79]




康托尔不懈地证明他的假设，但是始终没有成功。问题在于，在[image: img80]
 0
 和连续统的基数之间可能存在一些超限数。

尽管如此，这一切的深刻涵义在于可数集合的基数不仅仅是比连续统的基数小，


[image: img81]




而且是非常，非常，非常，非常，非常小：


[image: img82]




事实上，连续统与可数集的唯一区别在于，是否包含超越数。我们不得不承认，超越数，那些1844年之前甚至还不能证明其存在性的数，其实占了实数的绝大部分。事实上，它们几乎占满了所有的实数。

千百年来，我们对于数的概念完全是偏颇和扭曲的。我们总是重视整洁、秩序、模式，然而我们又生活在一个折中与近似的世界中。我们只关注那些对我们有意义的数字。为了数农场里的动物，我们发明了自然数；为了测量，我们发明了有理数；而在高等数学中，我们又发明了代数数。我们从连续统中挖出了所有这些数，却完全无视了实数海洋中其他有如微生物一般繁多的数。我们活在一种很安逸的幻觉中：有理数比无理数多得多，代数数比超越数多得多，当然这仅仅是我们的一厢情愿。然而事实上，在连续统的世界中几乎每一个数都是超越数。

这些超越数到底是什么？它们中的大多数仅仅就是随机的数字序列，完全没有模式、规则和意义可言。实际上，任何一个随机的数字序列几乎都是超越数。

我们向标靶投掷一个飞镖，然后使用一个带渐进高倍镜的无比精确的尺子测量飞镖和靶心的距离。我们首先量出整的英寸数，然后量十分之一英寸，再后是百分之一英寸，如此可以一直量下去，永无止息。所得结果是有理数（比如正好1.437英寸）的概率基本可以忽略不计。

当然，真正测量飞镖的时候我们不得不面对真实世界的情况。飞镖总不可能正好把一个原子劈开吧！显然，飞镖会插进标靶软木离散的分子之间，而且当我们真的放大到了分子世界时，会发现分子震荡得太快难以精确测量，而且光的波长有限会引起失真，海森堡不确定性原理又会在某个时候横插一脚，所以我们什么都不能真正确定下来。

在这样的微观世界中，连续统的概念是如此地离奇而让人绝望。而当我们把目光从分子转移到宏观宇宙中，同样也会产生疑问，无穷在现实世界中到底存在不存在。尤其是考虑到，宇宙大爆炸很可能发生在有限的时间以前，只释放了有限的物质和能量，因而宇宙似乎应该由离散而并非连续的结构来刻画。

我们还想知道：康托尔对于可数集合和不可数集合的探索仅仅是高度抽象（甚至还值得怀疑）的理论数学呢？还是可以在现实生活中有其用武之地呢？

尽管在现实世界中很难找到无限的事物，但是无限的概念在数学上还是有用的。后来发现，某些有现实意义的数学证明，包括图灵论文里的证明，核心问题就在于可数集合与不可数集合的区别上，如下图所示。


[image: img83]




看到问题所在了吗？








［1］

 油壶 的英文是 oiler，与欧拉名字 Euler 发音相似。——编者注



［2］

 这个证明在Edward B. Burger和Robert Tubbs的著作Making Transcendence Transparent: An Intuitive Approach to Classical Transcendental Number Theory
 （Springer，2004），9-26中涉及。



［3］

 出自E.W. Hobson的Squaring the Circle: A History of the Problem
 （Cambridge University Press，1913），3。



［4］

 伽利略·伽利莱，Two New Sciences
 （《两种新科学》），2E，Stillman Drake译（Wall & Emerson，2000），40-41。翻译基于 Opere di Galileo Galilei
 （Florence，1898），VIII，78-79。显然，伽利略不是第一个发现这个悖论的人。至于其他人，见斯蒂芬·科尔·克莱尼的《数学的逻辑》（Mathematical Logic
 ，Wiley，1967，Dover，2002），pg.176，脚注121。



［5］

 约瑟夫·沃伦·道本，Georg Cantor：His Mathematics and Philosophy of the Infinite
 （Harvard University press，1979，Princeton University Press，1990），277。



［6］

 奥尔格·康托尔写于1873年11月29日的书信，来自 From Kant to Hilbert:A Sonrce Book in the Foundations of Mathematics
 （Oxford University Press，1996），Vol. II，844。



［7］

 可从 From Kant to Hilbert
 ，Vol. Ⅱ，839-843查到。



［8］

 道本，Georg Cantor
 ，285。



［9］

 1877年6月29日的信，From Kant to Hilbert
 ，Vol. Ⅱ，860。



［10］

 格奥尔格·康托尔，“关于流体理论的一个基本问题”，From Kant to Hilbert
 ，Vol. Ⅱ，920-922。



［11］

 看起来，我们似乎无意中发现了一种枚举0和1之间所有实数的方法。这种方法很明显：小数点后的第一位在0和1之间交替变化，同时第二位以一半的速度交替变化，以此类推。我们可以轻易地延续这个列表。然而，问题在于这个数列永远不会包含超越数。这个列表中的所有数小数点后都只有有限个非零数。






第3章

几个世纪以来的发展


随着1999年12月31日午夜倒计时几秒的来临，伴随新年而来的庆典也沉浸在焦虑和担忧之中。在午夜的钟声里，我们有可能见证一场波及全世界互连计算机系统的重大技术事故及宕机，有些人甚至认为这是无法避免的。这场危机不是全球恐怖主义行为，而是由计算机程序员使用了近半个世纪的小捷径造成的。在众多系统的各种应用程序中，人们使用年份的后两位数字表示年份，例如用75代替1975，以此来节省宝贵的计算机存储空间。在那个午夜，这个两位数字的年份将会从99变成00，突然变得很小，而不是更大了。一个曾经无害的捷径竟然变成了一个危险的错误，这个故障有个高科技别名，叫作Y2K（千年虫）。

当然，程序员们早在几十年前就知道这个即将发生的问题。从1998年起，众多耸人听闻的书名开始进入公众的视野，例如Y2K: The Day the World Shut Down
 、Deadline Y2K
 、Y2K: Its Already Too Late
 、Y2K: An Action Plan to Protect Yourself, Your Family, Your Assets, and Your Community on January 1, 2000
 、101 Ways to Survive the Y2K Crisis、Y2K for Women: How to Protect Your Home and Family in the Coming Crisis、Crisis Investing for the Year 2000: How to Profit from the Coming Y2K computer Crash
 、Y2K: A Reasoned Response to Mass Hysteria
 、Spiritual Survival During the Y2K Crisis
 、Y2K: The Millennium Bug  A Balanced Christian Response
 、Awakening: The Upside of Y2K
 ，以及针对儿童阅读的Y2K-9: The Dog Who Saved the World
 。不久，电视专题节目和杂志也加入这一行列。1999年4月的《连线》杂志刊出一个不祥的黑色封面，上面用大字写着Lights Out（熄灯），用小字写着Learning to Love Y2K（学会去爱千年虫）。
［1］



我们被告之，计算机已经装进了几乎所有的电子产品中，因而届时会有大到大面积停水停电、飞机坠落、汽车失控，小到微波炉罢工、录像机出错等种种事故发生。

20世纪是一个众多科学和技术都在发展进步的时代，但是现在，这个技术却要给我们的洋洋自得一个狠狠的教训。

之前的世纪之交从未有过这样的恐惧。19世纪也是一个科技飞速进步的时代，但没有什么会在午夜时分毁掉，新的世纪充满光明。科学家们似乎已接近了解了所有的知识，当时很多著名的物理学家，比如开尔文勋爵(18241907），成功预言了物理世界中最后几个谜题也会很快被解决，这其中包括了以太能填充整个空间并为光线及其他电磁辐射的传播提供介质的本质原因。

数学，也许是19世纪中最接近计算机科学的学科，也有很大进展，而且远超预期。漂亮地逃过了一场危机之后，数学似乎变得前所未有的强大。

19世纪的这个数学危机涉及的领域可以追溯到约公元前300年，即欧几里得几何。（欧拉名字的发音是oiler，欧几里得的发音是yoo-clid。）

欧几里得的《几何原本》以一系列定义开始，随后是五个公设和一些常用概念（也称为公理）。通过这几个基本假定，欧几里得推导出了数百个定理。

欧几里得的前四个公设如此显然，看上去几乎没有写下来的必要。前三个公设说的是可以用直尺和圆规画直线和圆，第四个同样简单。

1. 从一点到另一点可以画一条线。

2. 直线可以向两边不断延伸。

3. 给定圆心和半径可以确定一个圆。

4. 所有的直角都相等。

这四条公设简洁，明了，不言自明。相比之下，第五个公设可谓是出了名的冗长与晦涩。

5. 如果一条直线与另两条直线相交，且在同一侧形成的两个内角之和小于两直角，那么无限延长这两条直线，它们会在这一侧相交。
［2］



这个公设定义了直线不平行的条件。

从最早对《几何原本》的评论开始，第五个公设就颇有争议。一些数学家认为，第五公设是多余的，是不必要的，其实是可以从前四个公设推导出来的。但是，所有企图推导出第五公设的人都失败了。那些成功了的人，全都不知情地暗中用到了与第五公设等价的假设。

在19世纪初，一些数学家开始探索另一种方法：假定做出了一些违背第五公设的假设。也许无论它们与其他直线相交的角度是多少，两条直线总是相交的。也许两条直线永不相交。如果欧几里得的第五公设真的是多余的，那么矛盾总会在某个地方出现，我们就相当于用反证法
 证明了第五公设。

然而，事情并没有那样发展下去。在德国、匈牙利和俄罗斯，卡尔弗里德里希高斯（17771855）、约翰波尔约（18021860）和尼古拉伊万诺维奇罗巴切夫斯基（17921856）都独立地发现，修改第五公设并不会导致矛盾，而是创造了一个虽然奇怪但前后完全一致的新几何世界产物。

在一个不太成熟的时代，数学家可能会摒弃这些令人厌恶的非欧几何，或者因基本几何被这些荒谬的构造弄得站不住脚而绝望。但是他们没有那样，数学家接受了这些欧氏几何的替代物，学到了有关数学本质的重要一课。

欧几里得一直是对的，第五公设应该纳入他的基本假设当中。作为平面的几何学，欧氏几何的第五公设是必需的，但它并不是唯一的可能。用一些其他公设替换它，会产生与欧氏几何一样合理和有趣（甚至更有趣）的几何学。这些非欧几何与我们称之的现实世界有什么关系吗？当然有时候会有。一种非欧几何描述的是球体的表面，从某些角度来看，球面比平面更贴近现实世界。

19世纪的数学家对欧几里得在《几何原本》中使用过的公理化方法
 ，也有了更加新颖深刻的理解。（虽然欧几里得和亚里士多德区分了公设和公理
［3］

 ，但是这种差别在近代很大程度上已经消失了。）一个数学系统首先要从一些特定的公理开始，然后不断证明这些公理的推论并一直继续下去。根据我们的感受，这些公理可能与我们对现实世界的直觉看法相符，也可能不相符。两千年来，模仿真实世界的想法事实上束缚了几何学的发展。如果公理可以摆脱现实世界，变得足够抽象，那么数学自身就解放了，能够探索一番新的前景。我们必须抽象地看待数学公理和由此产生的数学体系，心里不能带有任何假设。

或者如同一位年轻的数学讲师曾经深思的：我们必定可以用桌子、椅子和啤酒杯来代替点、线和面。
［4］



这位年轻的数学讲师就是大卫希尔伯特（18621943），未来最杰出的数学家之一。希尔伯特的出生地很靠近哥尼斯堡，一个波罗的海港口城市，当时是东普鲁士的首都。在希尔伯特出生前，哥尼斯堡就是一个数学胜地，城市中交错在普莱格尔河上的七座桥就是欧拉解决了的拓扑谜题的原型。

哥尼斯堡还是哥尼斯堡大学的所在地，哲学家伊曼努尔康德（17241804）曾在那里研究和授课。希尔伯特也进过这所大学，并在那里短暂地教课。1895年，希尔伯特接受了哥廷根大学的一个职位。他第一次访问哥廷根是在9年前：他发现自己被这个小镇和美丽多山的乡村吸引了，这座小镇与喧闹的哥尼斯堡城和城外那平坦的草原都是如此的不同。
［5］



在希尔伯特到来之前，哥廷根大学就已闻名于世。1833年，高斯和物理学家威廉韦伯（18041891）在那里合作发明了电磁电报。随着希尔伯特和菲利克斯克莱因（18491925）对数学系的管理，哥廷根即将成为全世界数学家的圣地。

早些年，希尔伯特解决了代数不变量和数域领域的未解问题，并借此赢得了声誉，但是在1898～1899学年中，他的兴趣有了不寻常的改变。希尔伯特教授几何课，而这门课通常不在大学教授，学生们已经在基础教育阶段完成了欧几里得基础课程。

希尔伯特的几何课教授模式与欧几里得几何相似，从几个公理（事实上是几组公理）出发，然后从这些公理中推导出许多定理。不同的是，希尔伯特的推导无比严谨。希尔伯特重新思考了几何学，并且重新进行了公理化。这是将非欧几何知识融入其自身概念的新时代欧氏几何。1899年，希尔伯特出版了他的几何学讲义《几何基础》（Grundlagen der Geometrie
 ），这本书立即成为了一部数学经典。（英文第2版翻译自德文第10版，由Open Court出版社于1971年出版，目前仍在重印）。

希尔伯特没有像欧几里得那样将他的几何书称为《几何原本》，而是叫做《几何基础》。对于希尔伯特来说，将几何学建立在稳固的公理体系根基上，比解决或证明定理重要得多。建立几何根基的关键工作是证明公理体系的一致性，也就是这些公理不会引起任何矛盾。为此，希尔伯特把他的几何类比到了实数平面上。这基本上就是笛卡儿坐标系上的解析几何。于是希尔伯特几何学的一致性问题就转化成了实数算术的一致性问题。

在那个年代，希尔伯特并不是唯一对构建数学基础感兴趣的数学家。1889年，朱塞佩皮亚诺（18581932）将公理化方法应用在了一个大多数普通人都认为没有必要的地方自然数算术的公式化上。那时并不太有名（不过现在评价很高）的戈特洛布 弗雷格（18481925），使用一种全新的记号重新构造了数理逻辑，并在其1879年出版的名为《概念文字》（Begriffschrift
 ）
［6］

 的小册子中做了描述。后来，弗雷格出版了《算术基础》（Grundlagen der Arithmetik
 ，1884），试图通过数理逻辑来建立实数算术的基础。之后，弗雷格又在篇幅更大的著作中详细阐述了他的系统。他在1893年出版的《算术的基本法则》（Grundgesetze der Arithmetik
 ）第一卷中，将集合论和数理逻辑结合起来用以建立实数的合理性。

世纪之交到来之前，这些数学的根基在很短时间内先后各归其位，数学看似处在顺利的轨道上。1900年8月，希尔伯特受邀在巴黎召开的第二届国际数学家大会上进行重要的演讲。考虑到这次演讲将为数学开辟一个崭新的世纪，希尔伯特不太确定要说些什么。

希尔伯特求助于他在哥尼斯堡大学的好友，出生于立陶宛的数学家赫尔曼闵可夫斯基（18641909）。闵可夫斯基建议他在演讲中尽量展望数学而不是进行回顾：


最吸引人的莫过于展望未来，你可以列举出一系列有意义的、值得数学家们在即将到来的新世纪为之研究奋斗的数学难题。如果你选择了这样的主题，人们在数十年后还会对你的演讲津津乐道。
［7］





因此，在1900年8月8日，希尔伯特按照闵可夫斯基的建议，开始了他的演讲：


我们当中有谁不想揭开未来的帷幕，看一看在今后的世纪里我们这门学科发展的前景和奥秘呢？下一代的主要数学思潮将追求什么样的特殊目标？在广阔而丰富的数学思想领域里，新世纪将会揭示什么样的新方法和新成就？
［8］





然后，希尔伯特大概地讨论了一些需要新世纪数学家们解决的问题。他向听众保证，这些问题终有一天会被全部解决。


无论这些问题看起来多么难以解决，无论我们在它们面前显得多么无助，然而我们可以肯定的是，解答它们必然要经过有限步骤的纯逻辑过程对每个数学问题必然可解的坚定信念，恰恰强烈地激励了我们每个数学工作者。我们会听到内心深处那永恒的呼喊：这里有一个数学问题，去找出它的答案吧！你能通过纯思维找到它，因为在数学中没有不可知
 （ignorabimus）。
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尽管ignorabimus是一个生僻的拉丁词，但是希尔伯特的听众、这些数学家们还是可以很容易解析它的含义，即我们不知道。一些人还将这次演讲与1876年物理学家埃米尔杜布瓦雷蒙（18181896）所做的演讲关联起来。杜布瓦雷蒙在那次演讲中悲观地总结道：考虑到物质和力的谜一样的本质科学家们不得不接受这个残酷的定论：它是不可知的。
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对于杜布瓦雷蒙来说，物质和能量的本质是永远无法揭开的，而乐观的希尔伯特显然不能容忍这样的态度。尤其对于数学，他很明确地说，没有什么是我们不知道的。

然后，希尔伯特提出23个来自于多个数学领域的未解决问题，向他的同僚们提出了挑战。（当时因为演讲时间有限，只提及了10个问题。发表出来的演讲全文中包含了所有23个问题。）在这些问题中，有些十分深奥，而有些则是其领域里的基础问题。

第一个被提到的问题就是康托尔的连续统基数问题，即连续统的势是不是紧挨着自然数集的势之后的第一个超限数，或者说，这两个超限数之间是否有其他的超限数。在当时，对格奥尔格康托尔的工作的争议已经少了很多，而希尔伯特就是康托尔最有力的拥护者之一。

第二个问题关注于算术公理系统的相容性。希尔伯特将自己的几何学的一致性建立在实数系统和算术的一致性之上。由此，实数也需要被公理化，并且需要证明它们是无矛盾的，也就是说，经过有限步的逻辑运算之后不会产生任何的矛盾结果。
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对于第十问题，希尔伯特用德语说道：


Entscheidung der Lsbarkeit einer diophantischen Gleichung.



注意单词Entscheidung，它是本书中一个非常重要的词，意思是决定、判定、判断。希尔伯特第十问题的完整叙述如下所示。


10. 丢番图方程可解性的判定

给定一个包含任意个未知数的有理整系数不定方程，试推导一个过程，通过有限步运算判定该方程是否存在有理整数解。
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是的，自丢番图撰写《算术》起已经过了1650年，而数学家们仍然热衷于研究丢番图方程。有些数学家在研究特定形式的丢番图方程，而希尔伯特询问的却是通用判定过程。要注意的是，这个问题并不是要寻求一个解决所有丢番图方程的通用方法，它寻找的是可解性的判定。考虑任意一个丢番图方程，它是可解的吗？它有有理数解吗？希尔伯特要的是一个判定过程，而且他丝毫不怀疑这样的过程是存在的，唯一的问题是要找到它。

希尔伯特定义这个问题时所使用的词，为这个特殊的判定性问题和今后一些年的其他判定性问题定了基调。希尔伯特想要一个由有限步操作构成的过程。简言之，希尔伯特想找一种算法
 ，但是这个词（无论是英语的Algorithm，还是德语的Algorithmus）在当时还未使用，最起码没有现在的含义。现在的算法一词，还是在20世纪60年代通过计算机相关著作推广开来的。
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在1900年的那次演讲中，希尔伯特邀请他的听众揭开20世纪的帷幕。但是无论是他自己还是其他任何人都没有想到其后所发生的事情。如果当时的物理学家们坚信，他们已经接近了解所有的知识，那么他们的希望在1905年将被彻底摧毁。那一年，如今称为物理学家阿尔伯特爱因斯坦（18791955）的奇迹之年（annus mirabilis）。在短短的一年中，爱因斯坦发表了一篇博士论文和其他四篇论文，建立了相对论和量子力学的基本原理。

宇宙再也不是线性的、欧氏的和确定性的了。空间与时间在相对论的宇宙中失去了依靠。在1907年著名的相对论论文中，希尔伯特的朋友赫尔曼 闵可夫斯基杜撰了时空
 （Zaumreit）
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 这个词。（闵可夫斯基在1902年来到哥廷根大学，但在1909年因阑尾炎猝死。）最终，在整个世纪里，量子力学中最知名的成果应该是不确定性原理（1927）。

或许正是回应了这种新的转变和不确定性，现代艺术和音乐走向了惊人的、令人振奋的方向。可视的形状和物体被肢解，然后重新组装成立体画和雕刻。随着真实世界中客观宇宙变得越来越不可靠，超现实主义者们转向在其潜意识生活和非理性梦想中寻求自我。

在音乐上，浪漫的时代似乎终结了。在后期，瓦格纳和德彪西等浪漫主义音乐家大量采用半音化和声的作品，不得不为伊戈尔斯特拉文斯基充满了不和谐音及不对称节奏的《春之祭》让路。事实上，《春之祭》于1913年在巴黎首演时，听众就群情激愤，差点酿成暴动。在20世纪20年代早期，奥地利作曲家阿诺德勋伯格提出的十二音列理论，就是对音乐和弦的根基进行重新公理化，从而创造出非欧音乐。

20世纪的数学家们也不可避免地卷入了这股颠覆性的风潮。第一个不和谐的音符在1902年被弹奏出来。

戈特洛布弗雷格，1848年出生于德国维斯马。在希尔伯特到达哥廷根前20年，他从哥廷根大学获得了博士学位，此后任教于耶拿大学，并在那儿待了44年。其毕生之作《算术基础》的第一卷出版于1893年，他在书中尝试对所有的数学理论进行系统性的开发，第一个被选中的就是数理逻辑，现在称之为逻辑学
 。谁知第一卷销量太差，以至于出版商都不愿意出版第二卷了，所以1902年弗雷格试图自费出版第二卷。

与此同时，《算术基础》的第一卷引起一位重要读者的注意。

这个读者就是伯特兰罗素（18721970），一个非同寻常的人物。他的第一篇数学论文发表在维多利亚执政期，而他一直活到了越南战争时期，并参加了反战运动。罗素出生于名门望族，他的祖父约翰罗素（17921878）曾是英国首相，他的教父是功利主义
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 哲学家约翰斯图亚特密尔（18061873）。罗素很早就对数学产生了兴趣：


11岁时，我的哥哥开始教我学习欧氏几何。这是我一生中的一个大事件，就如同初恋一样使我神魂颠倒。我从来没有想到，世界上还有如此令人愉悦的东西存在。待我学完第五命题的时候，我的哥哥告诉我大家普遍都认为这个很难，但我一点也不觉得。这是我第一次意识到我可能智力非常。
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1902年，罗素正在忙于撰写自己的《数学的原理》（计划第二年出版），他发现了皮亚诺和弗雷格的集合论中都存在一个同样的问题。

一个集合的成员可以是其他的集合，一个集合甚至可以包含其自身。罗素于是考虑：那么由所有不包含自身的集合所组成的集合呢？它包含其自身吗？如果答案是否定的，它是一个不包含自身的集合，那么根据定义它应该包含自身；而如果它包含自身，那么它就不再是不包含自身的集合了。

这就是众所周知的罗素悖论，一个新的困扰了数学家至少两个千年的悖论。罗素后来用小镇上的理发师来类比这个问题。如果一个理发师只给所有不给自己刮胡子的人刮胡子，那么谁为他刮胡子呢？

罗素给弗雷格写了一封信，询问关于集合以所有不包含自身的集合作为成员的问题，
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 弗雷格完全被挫败了。他很快为《算术基础》的第二卷写了一个附录，不过这个问题还是没法得到解决。这个悖论成为弗雷格理论的一个基本缺陷，波及他毕生的主要成果。

伯特兰罗素发现的这个悖论是由集合包含自身所导致的。如果去掉这种自我指涉，集合论就有可能没有悖论了。罗素开始探讨类型论，他先在《数学的原理》中谈了一些，然后在1908年的一篇论文里进行了详细的讨论。
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 罗素建立了一组具有层次结构的集合。处于结构最低层的集合称为1类型集合，它只包含个体（比如数字）。从下往上，1类型的集合只能是2类型集合的成员，2类型的集合只能是3类型集合的成员，以此类推。

罗素在1908年发表这篇论文的时候，所包含的内容远不止这点。罗素正在着手准备《数学的原理》第二卷，而他先前的导师及良师益友阿尔弗雷德诺尔司怀特海（18611947），也正在准备写他的著作《泛代数论》（A Treatise on Universal Algebra，
 1898）的第二卷。罗素和怀特海认识到他们的目标有所重合了，因此，在1906年开始合作，完成了继亚里士多德以来最重要的逻辑学著作。

由阿尔弗雷德诺尔司怀特海和伯特兰罗素撰写的近两千页的《数学原理》（Principia Mathematica
 ）一共三卷，分别出版于1910年、1912年和1913年。与之前的《数学原理》[艾萨克牛顿1687年的著作《自然哲学的数学原理》（Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
 ），有时称为《数学原理》]不同的是，怀特海和罗素的著作只有书名是拉丁文。他们选用此书名也有可能受到了他们剑桥的同事乔治爱德华摩尔（18731958）的著作《伦理学原理》（Principia Ethica
 ，1903）的影响。
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 怀特海、罗素和摩尔在当时都是剑桥使徒社的成员，这个秘密精英社团致力于研究学习哲学论文和吃光讨论会上的沙丁鱼面包。

尽管《数学原理》并不是用拉丁文写的，但它也不是完全用英文写的。书中的很多页都是密密麻麻的公式，就像冬天早上畜棚场里母鸡在雪上留下的脚印。一个早期读者这么说。
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《数学原理》综合了类型理论和数理逻辑，其中后者大都基于皮亚诺和弗雷格的理论，但使用了皮亚诺的符号表示法而不是弗雷格的图形法。《数学原理》在逻辑学上继续了弗雷格的研究，其中一个高潮部分就是怀特海和罗素证明了

1 + 1 = 2

这个式子比它看上去难多了！
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直到此时，大卫希尔伯特对逻辑学还没有特别的兴趣。1904年，希尔伯特在海德堡召开的第三届国际数学家大会上做了论逻辑和算术基础的演讲。他在其中提及了一些可能的方法，不过直到《数学原理》出版，逻辑学的问题才走到了舞台中央。

在《数学原理》出版之后，希尔伯特和罗素本可以在数理逻辑方向进行合作，谁知国际形势如风云变幻。1914年8月4日，英国向德国宣战，德国则在几天前已向俄国和法国宣战。第一次世界大战一直持续到1918年。

罗素和希尔伯特都不是军事家。在1914年，德国政府要求主流科学家和艺术家们签署一份反驳敌人的谎言和诽谤的声明。希尔伯特根本不能判断德国政府所作的这些声明是否真实（政治上的判定性问题），所以他拒绝签字。
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 罗素，一位毕生反战的运动家，参加了更多的公开抗议，并因此在1916年被剑桥三一学院解聘，之后又被监禁了五个月。
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事实上，希尔伯特曾经在1917年邀请罗素前往哥廷根大学做讲座。即使罗素的护照没有被英国政府扣留，也很难想象这样的访问在战争期间能够成行。
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1917年9月11日，希尔伯特受瑞士数学家学会之邀，在苏黎世做了一次题为公理化思考的演讲，从而再一次公开踏入了数学基础理论领域。（尽管战争仍在进行，但因为瑞士是中立国，所以希尔伯特仍然能够在苏黎世与来自其他国家的数学家们见面。）在这次演讲中，希尔伯特第一次提出了在20世纪20年代早期开始为大家所知的希尔伯特计划
 ，该计划偏离了逻辑主义，试图为所有的数学体系寻求严格的公理系统。为了分析公理系统，希尔伯特构思出了元数学和 证明论，能够使用数理逻辑推导其他数学体系结构中的结论。

现在，这种方法在数学中称为形式化
 。在希尔伯特的概念里，要构建一个形式化的数学系统，首先要构建定义、公理和从公理推导至定理的法则。理想状态下，生成的系统应该拥有以下四种互相关联的特性：

 独立性

 一致性

 完备性

 可判定性


独立性
 是指不存在任何冗余的公理，即没有一个公理可以由其他公理推导出来。事实上，对于独立性的思考正是数学家怀疑欧几里得五个公设的起因。他们试图利用其他四个公设推导出第五公设，由此证明欧几里得公设不符合独立性。不过后来证明，这几条公设实际上都是相互独立的。


一致性
 是现如今任何公理系统中最重要的特性。推导出来的任何两个定理绝不能相互矛盾！

例如，假设你设计了一个新的数学系统。这个系统包含符号、公理以及利用公理推导出定理的各种法则。事实上，这正是你主要要做的事情：利用公理推导定理，这就是所谓的证明。同时，这些法则也给出了系统内所有可能的合式公式（well-formed formula，往往简称为wff，读作woof）的语法。你可以不去推导，自己组合一个合式公式，然后再试着用公理和法则给出一个证明，说明这个公式是公理的必然推论。

我将展示一个假想数学系统中的两个合式公式。下面是第一个，我们称之为A：

gobbledygook = yaddayaddayadda

等号表明等式两边的表达式在某种意义下是等价的。下面是公式B：

gobbledygook  yaddayaddayadda

除了等号替换成了不等号，这个公式和A一样。可以说，公式B是公式A的否定，或者矛盾体。

公式A和公式B是相反的，因此二者中只有一个可能为真。现在，数理逻辑中真的概念往往和真实生活中的一样难以捉摸。在这里，我并不想进行任何形而上学的讨论，所以仅仅粗略地将真的概念定义为与公理所做的假设一致。

如果你能够从已知的公理同时推导出公式A和公式B，那么该公理系统必然是不一致的，而且不仅仅是不一致它毫无意义。这是因为，不一致性会波及整个系统，使得所有的东西同时既为真又为假，这是一个传统上称为ex falso quodlibet（从矛盾可以推出任意命题）的逻辑灾难。

这就是所谓的一致性。


完备性
 是指能够从已有公理推导出所有为真的公式。利用证明可以推导出为真的公式。如果通过公理既不能推导出公式A，也不能推导出公式B（即A和B都不可证明），那么该公理系统则是不完备的。事实上究竟哪一个为真？或许你根本不知道，又或者你有一些思路，但是无论如何你不能提供一个证明。

公式为真与公式可证明之间的区别可能会令人迷惑：如果一个东西不可证明，那么我们往往无法百分之百地确定它的真假，但这并不能阻止我们在缺乏证明的情况下断言它的真假。例如，几乎所有人都相信哥德巴赫猜想为真：所有大于2的偶数都可表示成两个质数之和。然而，它仍然被称为猜想，因为它依然是有史以来最伟大的未被证明的数学问题之一。

（在以上讨论中，我实际上已经简化了可证明性和正确性之间的区别。可证明性是句法上的概念，它基于系统的公理以及用来推导定理的法则。而正确性则是语义上的概念，它取决于我们为系统中的符号赋予的实际含义。在本书的第三部分，我将针对这些问题进行更多的讨论。）

对希尔伯特来说，同样重要的还有可判定性
 。他追寻一个判定过程
 用以确定任一给定合式公式的可证明性的通用方法。

如果一个数学系统被认为是不完备的，是不是也说明判定过程不存在？不一定。假设公式A和公式B都不可证明，因而系统是不完备的，但是仍然可能存在一个判定过程，通过分析公式A和B可以得出和刚才相同的结论它们都不可证明。判定过程的存在与系统是否完备无关。

当然，更好、更强大的判定过程是那种能够确定正确性而不是可证明性的过程。即使我们不能从公理推导出来，这样的判定过程也能够直接识别出到底是A为真还是B为真。

希尔伯特在1900年的巴黎演讲中谈及丢番图方程问题时，第一次提出了判定过程的想法。在1917年关于公理化思考的苏黎世演讲中，希尔伯特也谈及了有限步运算以内的数学问题的判定性问题。在公理系统的整个数学体系中，他说，判定性问题是流传久远的，也是讨论最多的，因为它是数学思考的本质。
［25］

 （当然，希尔伯特说一个东西流传久远的，也是讨论最多的，指的是他自己所在的数学世界的核心，也就是他自己以及他在哥廷根大学的同事和学生。在《数学原理》中，怀特海和罗素根本就不关心完备性或判定性。）

希尔伯特或许是第一个将德文单词Entscheidung（判定性）和Problem（问题）连接在一起的人，但根据记载，首次使用这个五音节合成词的是希尔伯特的一个助手海因里希贝曼（18911970），那是在1921年5月10日，哥廷根数学协会的一次题为Entscheidungsproblem und Algebra der Logik的座谈会上。现在回顾起来，贝曼对于假想判定过程的描述真是让人瞠目结舌（黑体字原文是德文，取自贝曼文集中一篇未发表的文档）：


这个问题的一个特性至关重要，就是证明过程只允许根据给定指令进行的纯机械式的计算
 ，不允许掺杂任何严格意义上的思考活动。如果愿意，我们可以说是机械的
 或像机器一样
 的思考（说不定以后我们可以用机器来运行这种过程）。
［26］





如果贝曼能寻求这种思想的逻辑性结论，那么我们今天谈论的可能就是贝曼机，而不是图灵机了！

在1922～1923学年，希尔伯特教授了一门课，叫做数学的逻辑学基础，也开始使用了单词Entscheidungsproblem，
［27］

 但是直到1928年，它才开始从哥廷根扩展到数学界。同一年，希尔伯特的助手威廉阿克曼（18961962）帮助希尔伯特将其课堂讲义（有些内容一直追溯到1917～1918学年）汇编成了一本小薄册子出版，名为Grundzge der theoretischen Logik
 
［28］

 （《数理逻辑原理》），这本书现在称为《希尔伯特与阿克曼》。

《希尔伯特与阿克曼》完全没有《数学原理》如此广阔的视野和宏伟的目标。书中只包含了除集合论和逻辑学之外的数理逻辑基础知识。但是《希尔伯特与阿克曼》以自己的方式证明了，薄薄的120页书所带来的影响实在是极其深远。书的核心部分是对于有限函数演算法（engere Funktionenkalkl）的解释，即我们今天所说的一阶谓词逻辑，其中涉及了对完备性和判定性的讨论。

《希尔伯特与阿克曼》的一位早斯读者是居住在维也纳的奥地利数学系学生库尔特哥德尔（19061978）。关于一阶谓词逻辑，他读道：


在所有论域内都正确的逻辑公式是否都可以从公理推导出来，即便从这个意义上讲，公理系统是否完备还是个未解决的问题。
［29］





这一段指的是这样的一阶逻辑公式，无论命题函数（现在称之为谓词）处于哪个论域，也无论对之如何解释，公式总是为真。这些所谓的永真公式，能不能从公理推导出来？哥德尔接受了这一挑战，并在1929年的博士论文中证明了一阶谓词逻辑在该意义下是完备的。这个定理就是哥德尔完备性定理。如果哥德尔的贡献只是止步于此，那么他或许没有今天的声望。不过对于哥德尔来说，他的探索只是刚刚开始。

一阶谓词逻辑的完备性虽在意料之中，但也是一个重要的结果。它展示了，用公理和证明机制足以推导出所有普遍成立的命题。然而，数理逻辑显然不是无中生有。谓词逻辑的一个主要目的，就是为数字和算术建立坚实的框架和基础。为了达到这个目的，就必须将公理加入逻辑系统中，以便建立数字理论，这正是《算术原理》所追求的首要目标。那么，加入这些公理之后，是不是所有的命题或者其否定式都是可证明的呢？一阶谓词逻辑在这个更强的意义上是否也是完备的呢？这有时被称为否定的完备性，而证明它要难得多。这正是哥德尔紧接着要解决的一个问题。

1930年春，大卫希尔伯特从执教工作退了下来，时年68岁。同年晚些时候，他被授予哥尼斯堡荣誉市民的称号。在自然的逻辑和知识会议的演讲上，希尔伯特一如既往地乐观。
［30］

 30年前，他告诉巴黎的听众，对于数学家来说没有我们不知道，现在他又重申道：对于数学家来说，不存在ignorabimus，并且据我看来，实际上自然科学中的任何分支都是这样。希尔伯特还引用了哲学家奥古斯特孔德的例子。孔德曾经为了说明人类的认识有局限性而声称，人类永远都不可能了解遥远的恒星是由什么物质组成的，结果几年之后这个问题就被解答了：


在我看来，孔德不能找出不可解问题的根本原因，在于根本就没有不可解的问题。针对愚蠢的ignorabimus，我们的答案恰恰相反：

我们必须知道。

我们必将知道。

Wir mssen wissen. Wir werden wissen.



在希尔伯特被授予哥尼斯堡荣誉市民的前一天，哥德尔也到访了哥尼斯堡，出席一个数学会议。1930年9月7日，哥德尔宣称，他证明了，为了让一阶谓词逻辑能指出算术运算规则（包括加法和乘法）而必须加入的公理，将会使整个系统变得不完备。他在系统内部构造出了一个公式和它的否定式。如果算术是一致的，那么这两个公式之一必为真，但是，它们两个中的任何一个都不能被证明。

通过后来称为哥德尔配数法的方法，哥德尔使用系统中得到的算术将每一个公式和每个证明都与一个数关联起来，从而得到一个断定自己不可证明的公式。这听起来有点像说谎者悖论（我说的每一句话都是谎话，包括这句话在内）的数学形式，但它其实不是悖论。这个公式所断言的并不是自己为真或为假，而是自己不能被证明。如果代数系统是一致的，那么这个公式不能为假，否则会引出矛盾。因此，这个公式必须为真（但是这个真仅仅是元数学中的真，因为真假不是这个逻辑系统本身的概念），也就是说该公式是不可证明的。

哥德尔的论文在次年发表，题为论《数学原理》及有关系统的形式不可判定命题I。
［31］

 罗马数字 I 表明，哥德尔本想在这篇论文之后再接着写下去，给出更多的例子，但是该论文很快就引起了极大的反响，第二部也就没必要再写了。

不完备性定理的一个关键前提是算术的一致性。作为一个推论，哥德尔还证明了，在系统内部对算术的一致性进行证明是不可能的。因为有些公式是既不能证明又不能推翻的，所以它们有可能是不一致的。（这是不是说明了算术和初等数论是不一致的？极不可能，并且也没人这么认为。问题在于，一致性不能在系统本身中被证明。）

听说了哥德尔的不完备性定理，作为一个数学家，大卫希尔伯特的反应有些出人意料。他有些愤怒，
［32］

 但最终开始将哥德尔的发现引入自己的体系之中。

另一位数学家直接就丧失了自己对于数理逻辑的兴趣。伯特兰罗素似乎在撰写《数学原理》中耗尽了热情：


最终，工作结束了，而我的智力再也没能从紧张中恢复过来。自此之后，我不能像以前那样处理困难的抽象问题了。这是我转变自己工作性质的部分原因，尽管绝不是全部原因。
［33］





罗素开始追求其他爱好，比如关于哲学、政治以及社会事务的写作。1950年，他因为在各种重要的作品中拥护人道主义理想和思想自由
［34］

 而获得了诺贝尔文学奖。那个时候，许多人已经忘记了他一开始是个数学家。

另一位在20世纪20年代中期居住在哥廷根的匈牙利数学家约翰冯诺依曼（19031957），也在哥德尔之后放弃了逻辑学的研究（按照他自己的说法）。不过，后来他将数理逻辑中的法则应用于对电子计算机的开发中。

哥德尔的不完备性定理并不是哥廷根所面临的最大麻烦。1933年，纳粹党禁止犹太人在德国大学中任教。对于哥廷根大学，这个几十年来以智力成就为单一评判标准的研究圣地，这个法令带来的打击是毁灭性的。理查德柯朗（18881972）离开那儿去了美国，在纽约大学找到了一个职位。（今天，柯朗数学科学研究所占据了曼哈顿西第4街的一整幢大楼。）赫尔曼韦尔（18851955）自己虽然不是犹太人，但是他的夫人是犹太人。像爱因斯坦一样，韦尔去了新泽西州普林斯顿高等研究院。保罗伯尔内斯（18881977）被剥夺了授课的权利，但是他保住了作为希尔伯特最忠实助手的职位，一直到他离开前往苏黎世。伯尔内斯对两卷《几何基础》（1934，1939）做出了主要贡献，尽管这两本书是以希尔伯特和伯尔内斯两个人的名字出版的。

在一次宴会上，希尔伯特发现自己坐在了教育部部长的旁边。部长问希尔伯特：没有犹太人的影响，哥廷根的数学现在怎么样了？他回答道：哥廷根的数学？已经不存在了。
［35］



对于那些继续研究数理逻辑（哥廷根对此的影响日趋减弱）的数学家来说，那些数学问题仍然亟待解决。1928年版的《希尔伯特与阿克曼》中用斜体恰如其分地做了表述：判定性问题应该作为数理逻辑中的主要问题来看待。（Entscheidungsproblem mu als das Hauptproblem der mathematischen Logik bezeichnet werden.
 ）
［36］

 哥德尔的不完备性定理并没有指出判定过程是不存在的，它只是证明了这样的判定过程不能确定任意公式是否为真。充其量，它只能确定一个公式的可证明性。

《希尔伯特与阿克曼》这本书用了9页篇幅讨论一阶谓词逻辑中的判定性问题，并且其中一半的篇幅讨论的是关于特定情况下的判定性问题的解。对于那些标准的（并且常见的）数理逻辑的公式来讲，判定过程已经开发出来了。所以看起来，通用的判定过程也应该是存在的。

但事实并非如此。1936年，美国数学家阿隆佐邱奇（19031995）总结道（原文同样刻意使用了斜体）：一般情况下的一阶谓词逻辑的判定性问题是不可解的。（The general case of the Entscheidungsproblem of the engere Funktionenkalkl
 [first-order predicate logic] is unsolvable
 .）
［37］



阿兰图灵独立于邱奇，应用了完全不同的方法，得到了同样的结论：希尔伯特的判定性问题是无解的。
［38］

 这是他在论文开始就提出来的，最终也作为了论文的结论：因此判定性问题不可解。
［39］



在邱奇和图灵发表他们的研究成果时，希尔伯特已经74岁了。那时，就连希尔伯特自己也被纳粹怀疑，仅仅因为他的名字是大卫。
［40］

 希尔伯特生命中的最后一年在孤独和老迈中度过。他于1943年去世。在哥廷根大学希尔伯特的墓碑上刻着这样的文字：

Wir mssen wissen.

Wir werden wissen.

我们必须知道。我们必将知道。只是现在当人们读到希尔伯特的这段话时，他们能想到的仅仅是哥德尔、邱奇和图灵，以及不完备性和不可判定性。

希尔伯特的家乡哥尼斯堡在战争中被英国人的炸弹严重毁坏了。1945年并入前苏联，改名为加里宁格勒。由于坐落在波罗的海的海边，这座城市成为一个理想的海军基地，因此几十年来未曾对外开放。前苏联解体之后，加里宁格勒归属俄罗斯，但是它被其他国家隔开，夹在了立陶宛和波兰之间，犯罪率出了名的高。

千年虫问题有些人预测它会为20世纪带来终极的大灾难，并没有产生多大的影响。《纽约时报》在2000年第一个早晨的报纸头版上写着：

1/1/00：

技术和2000



巨大的安慰

计算机在00年首个小时获胜

计算机程序员并没有真的在大量的关键系统中埋入时间炸弹。程序员们通常聪明得多！此外，他们还花费了很长时间努力搜索并解决了许多隐藏的问题。实际上，修改计算机程序通常来讲是很简单的，这就是为什么称之为软件
 。

计算机程序是以文本文件的形式编写和维护的，它们称为源代码
 。这些文本文件本身能够被其他程序读取和解析。程序员还可以编写特殊的程序，用来检查已有的源代码并找出可能存在问题的地方。比如，这样的程序可以搜索包含字符year或者yr的变量名，然后，程序员可以人工进行检查，看看相关程序是如何处理日历年的。

随着这些潜在的千年虫故障被找到并消除，一定有人开始思考一个更有野心的计划：能不能写出一个程序用来分析其他程序并且找到其他程序的问题？当然，这样的程序会非常复杂，编写起来非常困难，然而一旦能写出，就可以用来修正任意其他的程序，而这是非常有价值的。

是的，这会很困难，但是它在理论上可行吗？

答案是否定的。开发一个通用的故障发现算法是不可能的，这也是阿兰图灵关于可计算数和判定性问题的论文所带来的一个令人不安的推断。
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第二部分

可计算数







第4章

图灵的学业


阿兰图灵10岁时得到一本埃德温坦尼布鲁斯特所著的《每个儿童应该知道的自然奇观》。图灵后来说
［1］

 ，这本书开启了他的科学视野，并对他理解人与机器之间的关系产生了更深刻的影响。显然，人体也是一台机器。那本书对此解释道：


它是一台极其复杂的机器。虽然比任何手工制作的机器都要复杂千万倍，但其本质上仍然是一台机器。有人曾将人体比作一台蒸汽机，但那时我们还不太了解它的工作原理。现在，我们会把它比喻为一台内燃机，就像是汽车、轮船和飞机的内燃机一样。
［2］





20世纪初，人体是机器的想法被看成是非常无知的，就像现在儿童读物里很幼稚的想法一样。但事实并非如此。在阿兰图灵出生前200年，法国医生兼哲学家朱利安奥佛雷拉美特利（17091751）在其1747年的争议性作品LHomme Machine
 （《机械人》）
［3］

 中，毫不掩饰地描述了人体甚至思维的机械般的工作机制。阿兰图灵从小就觉得自己的身体也是一台机器，后来也因探索机器和人类间的联系而被世人铭记。

阿兰麦席森图灵于1912年6月23日出生在伦敦帕丁顿的疗养院里。他的父亲曾在印度公务署为英帝国效力，母亲出生在马德拉斯，外祖父是一位在印度修建桥梁和铁路而赚了大钱的工程师。1907年，图灵的父母在一艘从印度到英国的船上相遇，同年他们在都柏林结婚。1908年年初，他们回到印度。阿兰是他们的第二个男孩，他母亲1911年在印度怀上了他，但他出生在英国。

在幼年，阿兰和他的哥哥约翰被留在英国，由一对退休夫妇照顾，而他们的父母住在印度，这在当时很常见。1922年，阿兰进入肯特的哈兹勒赫斯特预备学校学习。他最初的兴趣是地图、国际象棋和化学。
［4］

 1926年，他被一所最古老的英国公立学校舍伯恩录取。图灵在舍伯恩第一学期的第一天被大罢工所阻，不能乘火车去学校。于是，阿兰决定骑车60英里上学，这一壮举被当地的报纸所报道。
［5］



在舍伯恩，阿兰没能与其他男孩打成一片。他害羞、孤独，似乎总是衣衫不整、墨迹斑斑。他的所有特征都容易成为笑柄，尤其是他那害羞、犹豫、尖细的声音不完全是口吃，而是吞吞吐吐，就像在等待一个复杂的程序将他的想法转化成人类语言一样。
［6］

 他本可以在学习上表现优异而弥补自己的不足，但事实并非如此。只有在数学上，他才表现出一些智力天赋的端倪。

到了1929年，阿兰开始着迷于《物理世界的自然》（1928）一书。这是一本广为流行并极具影响力的书，由剑桥大学天文学家亚瑟埃丁顿爵士所著，书中探讨了相对论和量子理论的新科学所带来的影响。阿兰同时和一个名为克里斯托弗莫科姆的同学交往密切，他和阿兰在科学和数学上有着共同的兴趣，而且出生在一个比阿兰家更有意思并兼具科学气氛的家庭。克里斯托弗的外祖父是约瑟夫斯万爵士，他在1879年发明了白炽灯泡，独立于爱迪生的发明。

回想起来，阿兰图灵很可能在那时发现了他的同性恋倾向，克里斯托弗是他的初恋。但是没有任何迹象表明，这两名青年之间发生了身体接触，他们一起做化学实验，交流数学公式，并探讨埃丁顿和剑桥大学另一位天文学教授詹姆斯简爵士所著书中的新天文学和新物理学。

剑桥大学是有抱负的英国科学家追逐向往之地，其在科学和数学上最享有盛名的学院就是三一学院。1929年12月，阿兰和克里斯托弗花了一周的时间到剑桥大学参加奖学金考试，一起沐浴在弗朗西斯培根、艾萨克牛顿、詹姆斯克拉克麦克斯韦母校的氛围中。他们回到舍伯恩一周后，考试结果公布在了《泰晤士报》上。阿兰没被录取，而克里斯托弗被录取了。克里斯托弗将前往三一学院，而阿兰最大的希望是能争取在下一年入学三一学院或者剑桥的其他学院。

两个月后，克里斯托弗突然生病并在一周内去世，病因是他小时候所感染的牛结核病。他们舍伯恩的一位旧日同窗在信中写道：可怜的图灵因为这个打击几乎崩溃，他们一定是极其要好的朋友。
［7］

 虽然阿兰图灵也与其他男人有着更亲密的性关系，但显然他对克里斯托弗的爱与崇拜是其他人所不能比的。

1930年12月，图灵再次参加了三一学院的考试，但仍然未被录取。他的第二选择是剑桥大学国王学院。这一次，他决定专攻数学，全心钻研G. H. 哈代的经典著作《纯数学教程》
［8］

 （A Course of Pure Mathematics
 ）备考，这本书在当时已经是第15版了。1931年秋，阿兰开始了他在剑桥大学国王学院的学习。

接下来的一年，图灵研究起一本叫做《量子力学的数学基础》（Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik
 ）的新书，这本书由年轻的匈牙利数学家约翰冯诺依曼所著。20世纪20年代中期，冯诺依曼曾与大卫希尔伯特在哥廷根大学一起共事。绝大多数早期量子力学的数学研究工作都是在哥根廷大学进行的。20世纪30年代，冯诺依曼移民美国并在普林斯顿大学任教，1933年成为普林斯顿高等研究院聘任的首批数学家之一。现在，在几个有趣的地方，约翰冯诺依曼和阿兰图灵的生活有了交集。

图灵与冯诺依曼的第一次见面很可能是在1935年夏天，当时冯诺依曼利用在普林斯顿大学的工作假期来到剑桥大学做关于殆周期函数的演讲。图灵已经熟知演讲的主题以及冯诺依曼在这方面的研究工作。就在那年春天，图灵已经发表了他的第一篇论文，共两页，讨论了左右殆周期性的等价性（Equivalence of Left and Right Almost Periodicity，伦敦数学学会，1935），推广了冯诺依曼在前一年发表的一篇论文。

他们都没想到，两人会在次年于新泽西州的普林斯顿再次相遇。

图灵对于数理逻辑这一精妙深奥领域的兴趣可能开始于1933年，当时他阅读了伯特兰罗素1919年的作品《数学哲学导论》。书的末尾写道：


如果有学生因为这本书而迈入数理逻辑的大门，并进行认真的研究，那么这本书就达到当时写作的初衷了。
［9］





1935年的春季学期，图灵修读了数学基础课程，授课人是麦克斯韦赫尔曼亚历山大纽曼（18971984），其姓名缩写M. H. A.。纽曼更为人熟知，人们常亲切地称他麦克斯。麦克斯纽曼名声在外的是他在组合拓扑方面的工作，不过他也可能是剑桥大学在数理逻辑方面最有见识的人。纽曼整个课程的高潮是对哥德尔不完备性定理的证明。（研究生水平的数理逻辑导论课程至今仍然采用类似的结构。）

此外，纽曼的课程也涵盖了尚未解决的判定性问题。是否有一种确定的方法，或者纽曼所说的机械过程，它可以应用于一个数学命题，并得出该命题能否被证明的结论？
［10］

 当然，对于机械过程，纽曼指的不是一台机器。机器也许能够进行简单的算术，但几乎不能解决实际意义上的数学问题。纽曼暗指的是后人称为算法的一类过程用于解决某个问题的一组明确（但无意识的、非智能的）指令集。图灵开始研究判定性问题很可能是在1935年初夏。
［11］

 那时，他已经获得了剑桥大学奖学金，每年300英镑。图灵后来说，想到判定性问题的解决思路时，他正躺在格兰切斯特草坪上，这是剑桥学生很喜欢的一个休闲场所，距国王学院大约两英里。

到1936年4月，图灵把论文论可计算数及其在判定性问题上的应用
［12］

 的草稿交给了纽曼。

图灵的论文采用了一种不同寻常的数学证明方法。一开始，他描述了一个虚构的可以做一些简单操作的计算机器。尽管这个机器很简单，但是图灵断言它在功能上等价于一个进行数学运算的人。他设置好这些机器来计算数字。作为示例，图灵给出的第一台机器可以计算1/3的二进制形式（.010101），第二台机器可以计算一个无理并很可能也是超越数的数（.001011011101111）。他说服我们，还可以定义出机器来计算、e及其他有名的数学常量。图灵甚至创造了一个通用机器，它能模拟其他任何一台计算机器的操作。

然而，图灵机这些假想装备的后来叫法无法计算每个实数。他设计的机器只能进行有限数量的操作，通过用数字表示这些操作，他指出每一台机器唯一地用一个整数来描述，我们把这个整数称为描述数
 （Description Number）。因此，图灵机是可数的，可计算数图灵机可以计算的数也一定是可数的，但实数是不可数的（从康托尔的证明中可知）。可计算数当然包括代数数，而且还包括和e等超越数，但由于可计算数是可数的，因而它们根本无法涵盖所有的实数。

图灵机也是会出错的，我们完全可以定义一个根本不会正确工作或者不会做任何有意义工作的图灵机。图灵将他定义的机器分为符合要求的和不符合要求的两种。

由于图灵机完全由描述数定义，我们也许有可能创造一台这样的图灵机，它能够分析这些描述数，以确定某一特定的机器是否是符合要求的。图灵证明了这是不可能的：没有一种判定图灵机是否符合要求的通用过程。一台图灵机可以分析另一台图灵机的唯一方式，是一步一步地跟踪机器的操作。总之，你必须实际运行一台机器，以确定它接下来会干什么。

图灵机的这些性质也适用于计算机程序。一般情况下，一个计算机程序不可能分析另一个计算机程序，除非一步一步地模拟它的运行。

图灵还证明了，我们甚至无法定义图灵机去做一些看似简单的事，例如确定另一台机器是否会打印数字0。在其论文的最后一节（将在本书第三部分讨论），图灵构造了一个数理逻辑上的命题，它等价于判定一个特定的图灵机是否将会打印数字0。由于他已经得出这样的判定是不可能的，所以这个命题在逻辑上是不可证明的，因此判定性问题不可解（图灵论文第262页，本书263页）。

大约在麦克斯纽曼阅读图灵论文手稿的同一时间，他又收到美国数学家阿隆索邱奇寄来的短论文判定性问题的笔记
［13］

 的单行本。基于已刊出的另一篇论文
［14］

 ，邱奇的文章同样做出了判定性问题不可解的结论。

别人比图灵捷足先登了。这通常意味着他的论文不能发表，注定要被遗忘。但麦克斯纽曼意识到，图灵的方法更具创新性，并且与邱奇的方法有着很大的差异。他仍然建议图灵向伦敦数学学会提交论文发表。（从发表的论文看，该学会于1936年5月28日收到它。）图灵在5月29日给他母亲的信上对此做出了解释：


现在，有一篇论文同时在美国发表，作者是阿隆索邱奇，他和我做的事相同，只是方法不同。尽管如此，纽曼先生和我觉得，截然不同的方法完全能够让我的论文得以发表。阿隆索邱奇住在普林斯顿，所以我已经相当确定，我将去那里。
［15］





5月31日，麦克斯纽曼同时写信给阿隆索邱奇和伦敦数学学会的秘书长。在给邱奇的信中，他写道：


在你送给我的论文单行本中，你定义了可计算数（Calculable Numbers），并指出了希尔伯特逻辑上的判定性问题是无法解决的，这一问题也是另一位年轻人所苦苦思索的。这个年轻人就是阿兰图灵，他正想发表一篇论文，其中出于同样的目的定义了可计算数（Computable Numbers）。在他的处理方法中，涉及一种能产生任何一个可计算序列的机器，这与你的方法很不同，但看上去优点很多。我觉得如果可能，明年他应该和你在一起研究。
［16］





在给伦敦数学学会秘书长F. P. 怀特的信中，纽曼写道：


我想你已经知道了图灵关于可计算数的论文。正当这篇论文完成并准备发表时，我收到了来自普林斯顿的阿隆索邱奇的单行本，这篇文章在很大程度上率先给出了图灵论文的结果。

尽管如此，我仍然希望你们能发表图灵的论文，因为他们的方法极其不同。而且，由于这个结果非常之重要，因而我们应该关注不同的处理方法。邱奇和图灵的论文的主要结果就是希尔伯特的追随者们研究了多年的判定性问题，即找到一种机械的方法以判定一行给定的符号所表述的是否是一条可由希尔伯特公理证明的定理，它的一般形式是不可解的。
［17］





图灵增加了一个附录，主要阐述他的计算性（Computability）理念和邱奇的有效计算性是等价的。伦敦数学学会于1936年8月28日收到这个附录。

图灵的论文发表在伦敦数学学会1936年11月和12月的论文集里
［18］

 ，1937年12月发表了
［19］

 一份三页纸的修订稿。阿隆索邱奇在1937年5月的《符号逻辑杂志》（Journal of Symbolic Logic
 ）中针对这篇论文写了一篇只有四段的评论，其中写道：一位持有铅笔、纸和一串明确指令的人类计算者，可以被看做是一种图灵机。
［20］

 这是已知的图灵机一词最早见诸文字的地方。

图灵的论文分为11章及一个附录。论文开头的引言直接开始描述图灵构想的这一类新的数。
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ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM
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The computable" numbers may be described briefly as the real numbers whose expressions as a decimal are calculable by finite means.





论可计算数及其在判定性问题上的应用


A. M. Turing

[1936年5月28日收到。1936年11月12日审完。]

可计算数可以被简单描述为其小数表达式可在有限步骤内计算出来的实数。



图灵只考虑实数集，他指出，可计算数是实数集的一个子集，这也意味着存在一些不可计算的实数。当然，这一点并不显然。

对于小数表达式，图灵意指1/3应该表示为0.33333，应该计算成3.14159，这乍看起来与他的有限步骤这一理念相冲突。显然，我们永远不能真正算完1/3或的小数。然而，在图灵的论文中，步骤并不是指确定数位的实际过程，而是指确定数位的方法。用诸如下一位是4，下一位是7，下一位是0的方法，显然可以计算任何实数，但这不是一个有限的方法。1/3和都可以用一套算法计算出来（其中一个的算法更简单一些），我们计算它们所采用的步骤（长除法或更复杂的方法）只用到有限数量的规则。


Although the subject of this paper is ostensibly the computable numbers
 , it is almost equally easy to define and investigate computabl functions of an integral variable or a real or computable variable, computable predicates, and so forth. The fundamental problems involved are, however, the same in each case, and I have chosen the computable numbers for explicit treatment as involving the least cumbrous technique. I hope shortly to give an account of the relations of the computable numbers, functions, and so forth to one another. This will include a development of the theory of functions of a real variable expressed in terms of computable numbers.




尽管从表面上看本论文的主题是可计算数，但是我们很容易用几乎相同的方法定义和研究关于整数变量，或者实数、可计算数变量的可计算函数，可计算谓词等，每种情况下涉及的基本问题都一样。我选择可计算数进行具体的研究，是因为它所涉及的技术细节最简单。我希望可以很快就给出可计算数、可计算函数等之间的关系，这将包括一套用可计算数表示实变函数的理论。



图灵并未按其论文说的继续写下去。哥德尔也打算续写自己关于不完备性的著名论文，甚至预先在标题里加了罗马数字Ⅰ，但他从未写过续篇，因为他的论文很快就被接受了，超出了他的预想。图灵则是因为后来开始关注其他事情了。

图灵用下面这句陈述总结了论文的第一段。


According to my definition, a number is computable if its decimal can be written down by a machine.




根据我的定义，如果一个数的小数形式可以被机器写下来，那么它就是可计算的。



在1936年，这样的说法非常奇怪，因为当时并不存在一般意义上图灵所要求的那种机器。

图灵很可能知道英国数学家查尔斯巴贝奇（17911871）的一些研究。巴贝奇曾设计了一个差分机（Difference Engine）用来计算对数表，然后大约在1833年放弃了这个项目，转而研究一种更像通用计算机的分析机（Analytical Engine）。巴贝奇也曾在剑桥工作，其未完成的机器上的零件在肯辛顿的科学博物馆展出过。不过，图灵似乎一点都未受到巴贝奇的概念或术语的影响。

图灵可能知道微分分析仪（Differential Analyzer），也可能不知道。自1927年起，万尼瓦尔布什（18901974）和他在MIT的学生开始研制这台机器。但是，这个模拟的（非数字式的）计算机主要用来解决工程应用中的微分方程。从数学或工程角度来讲，图灵或许会对这台机器感兴趣，不过这台机器并不能为这一特定问题提供很大帮助。

很难想象在20世纪30年代中期，图灵如何能知道其他的早期计算机项目。图灵肯定不知道工程专业学生康拉德楚泽（19101995）自1935年起开始在其父母位于柏林的公寓里建造计算机。乔治斯蒂比兹（19041995）曾利用他从贝尔实验室拿回家的一些电话继电器搭接二进制加法器，不过这已经是1937年图灵论文发表之后的事情了。也是在1937年，哈佛大学研究生霍华德艾肯（19001973）开始探索自动计算，从而促使哈佛大学与IBM合作，创造了哈佛马克一型计算机（Harvard Mark I）。
［21］



这个时期，在解决可计算性问题和希尔伯特的判定性问题的先驱中，图灵是其中之一，其余人包括阿隆索邱奇、埃米尔波斯特（18971954）、斯蒂芬克莱尼（19091994）。
［22］

 在20世纪30年代中期研究自动计算的那些人里，图灵也算其一。

图灵总结了出现在论文后面章节中的部分结论，他写道：


In 9, 10 I give some arguments with the intention of showing that the computable numbers include all numbers which could naturally be regarded as computable. In particular, I show that certain large classes of numbers are computable. They include, for instance, the real parts of all algebraic numbers, the real parts of the zeros of the Bessel functions, the numbers 
 , e
 , etc.




在9、10中，我会给出一些论证，说明可计算数也包括那些理当被认为是可计算的数。特别地，我会指出有几大类的数都是可计算的，例如所有代数数的实部、贝塞尔函数零点的实部、数和e，等等。



理当被认为是可计算的数就是人们实际生活中计算的，并且存在相应算法的数。图灵根本不屑提及所有的有理数都是可计算的，因为这是显而易见的。他很快便把代数数也加进了可计算数的行列（他认为只有代数数的实部符合要求，因为代数方程的解有可能有实部和虚部两部分，而他已经限制了可计算数为实数）。

图灵断言了代数数是可计算数，随后开始在超越数领域讨论这一问题。不过，他说只有某些超越数是可计算的。贝塞尔函数是特定形式的微分方程的解。零点就是函数取值为0的点。它们曾被刊印成表，因此被认为是可计算的。（现在，需要用这些数时，一般可以用计算机程序来计算。）虽然图灵没有提到，但三角函数和对数函数的一般取值都是超越数，这些数也是可计算数。同样，、e等常数也如此。

图灵并没有声称所有的超越数都是可计算的，否则可计算数就会和实数一样了。


The computable numbers do not, however, include all definable numbers, and an example is given of a definable number which is not computable.




尽管如此，可计算数并不完全包括所有可定义的数，我们将给出一个可定义的却不可计算的数。



我们就先在这儿留下一个悬念吧。到时候图灵将定义一个他（以及他的机器）不能计算的数。

现在，图灵谈及了实数与可计算数之间差异的关键。


Although the class of computable numbers is so great, and in many ways similar to the class of real numbers, it is nevertheless enumerable.




尽管可计算数如此之多，并且在很多方面与实数相似，但它是可数的。



可计算数是可数的。可计算数的可数性显示了它们与实数的不同，因为实数是不可数的。


In 8 I examine certain arguments which would seem to prove the contrary. By the correct application of one of these arguments, conclusions are reached which are superficially similar to those of Gdel
 .



 Gdel, ber formal unentscheidbare Stze der Principia Mathematica und verwandter Systeme, I Monatshefte Math. Phys.
 , 38 (1931), 173-198.




在8中，我将仔细考察几个论证，它们似乎能证明出与此相反的结论。正确地应用其中的某个论证，可以得到与哥德尔的结论
 大致相似的结论。



 参见Gdel，ber formal unentscheidbare Stze der Principia Mathematica und verwandter Systeme, I，Monatshefte Math. Phys.
 ，38（1931），173-198。



这就是著名的哥德尔不完备性定理。注意，图灵的脚注引用的是哥德尔论文的德文标题，英文译本直到1962年才出版。


These results

[231]

have valuable applications. In particular, it is shown (11) that the Hilbertian Entscheidungsproblem can have no solution.




这些结果的应用价值很大。特别地，它表明希尔伯特的判定性问题是无解的（11）。



这是接下来的18页论文中最后一次提到希尔伯特。

图灵在了解了阿隆索邱奇的证明，并断定两种方法是等价的之后，觉得需要为他的论文增加一个附录。引言的最后一段也是在那时加进来的。


In a recent paper Alonzo Church
 has introduced an idea of effective calculability", which is equivalent to my computability, but is very differently defined. Church also reaches similar conclusions about the Entscheidungsrproblem
 . The proof of equivalence between computability and effective calculability is outlined in an appendix to the present paper.



 Alonzo Church, An unsolvable problem of elementary number theory, American J. of Math.
 , 58 (1936), 345-363.



 Alonzo Church, A note on the Entscheidungsproblem, J. of Symbolic Logic
 , 1 (1936), 40-41.




阿隆索邱奇在其近期的论文中
 引入了有效可计算性（effective calculability）的概念，这和我的可计算性（computability）是等价的，但定义方式十分不同。邱奇也就判定性问题得出了相同的结论
 。关于可计算性和有效可计算性的等价性证明将在本文的附录中给出。



 参见Alonzo Church，An unsolvable problem of elementary number theory，American J. of Math.
 ，58（1936），345-363。



 参见Alonzo Church，A note on the Entscheidungsproblem，J. of Symbolic Logic
 ，1（1936），40-41。



这是图灵的论文，接下来的28页中最后一次提到判定性问题。《牛津英语字典（第2版）》指出，除了1889年的一本字典，上述文字首次使用了可计算性一词。自那之后，30多本书的书名中使用了可计算性，第一本书是马丁戴维斯的《可计算性和不可解性》，由McGraw-Hill出版社于1958年出版。

图灵的论文有11节，第1节现在开始。


1. Computing machines.


We have said that the computable numbers are those whose decimals are calculable by finite means. This requires rather more explicit definition. No real attempt will be made to justify the definitions given until we reach 9. For the present I shall only say that the justification lies in the fact that the human memory is necessarily limited.




1.计算机器


我们已经提到，可计算数是那些小数表达式可以通过有限步骤计算出来的数。这一概念需要更加明确的定义。在9之前，我们不会真正尝试证明这个定义的合理性。就目前而言，我只能说，合理性的证明依赖于人类记忆的有限性。



图灵曾说可计算数就是那些可以被机器写下来的数，而现在又用人类记忆的有限性来解释定义中的有限步骤。将人与机器随意地关联起来，这种做法是图灵研究的一大特点。

图灵最初说，可计算数是可以通过有限步骤计算出来的，当时听着确实很有道理。但是，现在他要通过人类思维的有限性来解读它，这就提出了关于数学真实性的本质问题。我们称实数为实数，尽管事实上绝大多数的数从没有人见过。此外，图灵还将在论文中指出，大部分实数都不能通过有限的算法计算出来。实数究竟在什么意义上存在呢？这是个哲学问题，对此，图灵也只是在其论文的修订版中模糊地提及（见本书第16章）。

人类思维的状态是离散的。据此，图灵将人与机器关联了起来。


We may compare a man in the process of computing a real number to a machine which is only capable of a finite number of conditions q
 1
 , q
 2
 , , q
 R
 which will be called m
 -configurations.




我们可以将一个正在进行实数计算的人比作一台只能处理有限种情况q
 1
 , q
 2
 , q
 3
 ,, qR

 的机器，这些情况称为m-格局。



这里，m代表机器
 （machine），一台机器有有限个格局，并根据当前格局做不同的事情。更现代的术语则是状态
 （state），后来图灵引用思维状态来类比这些机器状态。举个例子，一台简单的洗衣机有注水、洗涤、漂洗、甩干四个状态。作长除法同样也涉及一系列不同的大脑格局或者思维状态：现在要作乘法、现在要作减法、现在要借位机器的运转实际上就是在不同的格局间来回切换，通常以一种重复的方式进行。


The machine is supplied with a tape (the analogue of paper) running through it, and divided into sections (called squares) each capable of bearing a symbol.




该机器配有纸带（可以与纸类比）。纸带穿过机器运转，同时被分成一个个区段（称作方格），每个方格中都可以放置一个符号。



图灵说这种纸带可以与纸类比，因为人就是在纸上计算数字的。图灵机中的纸带往往被想象成真的纸带，但如果真要构建一台图灵机，那么这张纸带或许会是上了磁的，或者仅仅是计算机内存中的一块。

人类通常使用二维的纸张，而图灵限制他的机器只能用分成一格一格的一维纸带。方格中的字符可以是十进制的0到9，或者可以包括字母表中所有的英文字母，抑或键盘上的所有95个字符。（正如你将看到的，图灵甚至允许一个符号包含多个字符。）

为了在这一节论文中表示这些符号，图灵使用了大写的德文哥特式字体S（意指symbol），它看起来是这样的：[image: img751]
 。你将不止一次看到这个符号。


At any moment there is just one square, say the r
 -th, bearing the symbol [image: img752]
 (r
 ) which is in the machine.




任何时刻，只有一个方格，比如说第r
 个，它里边的符号[image: img753]
 (r
 )是在机器里的。



这里，图灵假设纸带的方格可以通过编号来识别。例如[image: img754]
 (3451) 代表纸带第3451个方格上的符号。如果那个方格中包含字符A，那么[image: img755]
 (3451) 就是A。但是严格地说，纸带的方格并没有被编号，机器也并不通过编号来找到特定的方格。（换言之，方格没有一个具体的地址。）

图灵说，在任何时候，纸带上只有一个方格在机器里，并可以被机器检测。


We may call this square the scanned square. The symbol on the scanned square may be called the scanned symbol. The scanned symbol is the only one of which the machine is, so to speak, directly aware.




我们可以称这个方格为扫描格，扫描格中的符号可以称为扫描符。可以这么说，扫描符是机器当前唯一可以直接感知的符号。



机器不能一次看到整个纸带，它每次只能看纸带中的一个方格。


However, by altering its m
 -configuration the machine can effectively remember some of the symbols which it has seen (scanned) previously.




尽管如此，通过调节m-格局，机器可以有效地记住之前看到（扫描）的字符。



一台机器可以从一种m-格局转换到另一种m-格局，这是由当前的扫描符决定的。例如，在特定的m-格局q
 34
 下，如果扫描符是A，它可能转换到m-格局q
 17
 ；如果扫描符是B，它可能转换到m-格局q
 123
 。因此，m-格局q
 17
 就知道前一个扫描符为A，m-格局q
 123
 就知道前一个扫描符为B。（这并不完全正确，其他格局也可能转换到q
 17
 和q
 123
 ，但是从机器的设计意图来看，q
 17
 和q
 123
 应该对之前的情况了解足够多，从而可以继续工作下去。）


The possible behaviour of the machine at any moment is determined by the m
 -configuration qn

 and the scanned symbol [image: img761]
 (r
 ). This pair qn

 , [image: img762]
 (r
 ) will be called the configuration thus the configuration determines the possible behaviour of the machine.




机器在任何时候可能的行为都是由当前的m-格局qn

 和扫描符[image: img763]
 (r
 )决定的。这对qn

 与[image: img764]
 (r
 )的组合称为格局。因此，格局决定了机器可能的行为。



m-格局可以是q
 1
 、q
 2
 等，当m-格局与一个扫描符配对时，图灵简单地称之为格局
 （configuration）。

图灵已经暗示，机器会根据扫描符在m-格局之间的切换。这个机器还能做些其他什么呢？能做的并不多。


In some of the configurations in which the scanned square is blank (i.e.
 bears no symbol) the machine writes down a new symbol on the scanned square: in other configurations it erases the scanned symbol. The machine may also change the square which is being scanned, but only by shifting it one place to right or left.




在某些格局里，扫描格为空（即里边没有符号），机器会在这个扫描格写下一个新的符号，在其他格局中则会擦除这个扫描符。机器也可以改变正被扫描的方格，但只能移到左边或右边一格。



如果我把这个读写符号的机制叫做机器的读写头
 ，我想我并没有违背图灵的意思。就好像录音机或录像机，读写头与纸带只在一个点相接触。图灵的读写头可以从纸带读取一个符号或者擦除一个符号，或者在其上写一个新的符号。它也可以向左或向右移动一格。（尽管读写头很可能是固定的，移动的是穿过机器的纸带，最好还是将读写头想象成是相对纸带移动的。）


In addition to any of these operations the m
 -configuration may be changed. Some of the symbols written down

[232]

will form the sequence of figures which is the decimal of the real number which is being computed. The others are just rough notes to assist the memory. It will only be these rough notes which will be liable to erasure.




除了这些操作外，m-格局也可能会变化。有一部分写下的符号将组成一串数字序列，即被计算实数的小数表达；另一部分则是用来协助记忆的草稿。只有这些草稿才可以被擦除。



因为图灵希望他的机器能计算数，因此机器需要打印出数字，并且一般情况下，要打印一个无限长的数字序列。为了帮助这个过程本身顺利进行下去，机器可能需要把纸带的一部分作为某种便笺来使用。

图灵机是什么样子的呢？你可以想象一些模样古怪的机器
[23]

 ，不过更好的方法则是去照照镜子。正如一部著名科幻影片的高潮
[24]

 所说，图灵机就是人以一种非常受限却又十分精确的方式进行算法运算的人。


It is my contention that these operations include all those which are used in the computation of a number.




我的观点是：这些操作包括了在计算数字中用到的所有操作。



也就是说，人在计算数字中用到的所有操作。如果你觉得这台机器缺少一些基本的算术运算，比如加法或减法，那你说得一点没错。加法运算和减法运算没有内建在图灵机里。不过，只要有了正确的格局，图灵机便可以执行相应的算术运算。


The defence of this contention will be easier when the theory of the machines is familiar to the reader. In the next section I therefore proceed with the development of the theory and assume that it is understood what is meant by machine, tape, scanned, etc.




读者熟悉这一机器理论后，将会更容易理解我的这一观点。因此，下一节我将开始探讨这一理论，假设你已经知道了机器、纸带、扫描等词的含义。



大家或许已经准备好要看一些真正的机器了，但图灵还不想让我们如愿，他想先抛出一些定义。


2. Definitions.



Automatic machines.


If at each stage the motion of a machine (in the sense of 1) is completely
 determined by the configuration, we shall call the machine an automatic machine (or a
 -machine.)

For some purposes we might use machines (choice machines or c
 -machines) whose motion is only partially determined by the configuration (hence the use of the word possible in 1).




2. 定义


自动机

如果机器在每一阶段的动作（在1的意义下）完全由格局所决定，我们称这样的机器为自动机（或a
 -机器）。

我们也可能出于某些目的，使用那些格局只能部分决定动作的机器（选择机或c
 -机器）。（因此，我们在1里用了可能一词。）



当描述格局如何决定一台机器的行为时（本书第61页），图灵的表述是机器可能的行为。行为的描述可以是不完整的，因为在一些机器中，行为会因人的交互动作（机器之外的操作者）而改变。


When such a machine reaches one of these ambiguous configurations, it cannot go on until some arbitrary choice has been made by an external operator. This would be the case if we were using machines to deal with axiomatic systems. In this paper I deal only with automatic machines, and will therefore often omit the prefix a
 -.




当这样的一台机器达到某种模糊的格局时，除非有机器之外操作者给出选择，否则它不会继续工作。我们用机器来处理公理系统时就会出现这种情况。在本文中，我只讨论自动机，因此会经常省略前缀a
 -。



图灵对自动机和选择机的划分，某种程度上使我们联想到划分程序的一个传统方法：将程序分为批处理的和交互式的。现在，我们进行交互计算的经历如此之多，以至于可能会忘记仍然有许多不需要等待用户的键盘输入和鼠标点击就能运行的计算机程序。

选择机虽然可能很有趣，但是它们在图灵的论文中无足轻重。图灵论文中自动机的行为完全由其自身的格局决定。



Computing machines.


If an a
 -machine prints two kinds of symbols, of which the first kind (called figures) consists entirely of 0 and 1 (the others being called symbols of the second kind), then the machine will be called a computing machine.




计算机器

如果一台自动机（a
 -机器）打印两种符号，第一类符号（称为数字）完全由0和1组成（其他符号称为第二类符号），那么这样的机器就称为计算机器。



在展示样机之前，图灵就已经把机器限制为只打印数字0和1，这也是用来表示二进制数
[25]

 的两个数字。使用二进制数是明智之举，但这一点对于1937年的大多数读者来说远没有我们今天所想的那么显而易见。克劳德E. 香农（19162001）在其1937年麻省理工学院的硕士论文《继电器与开关电路的符号分析》中描述了电路与布尔代数的等价性，他一定很推崇选择二进制。但在早期的计算机中使用二进制并不普遍，尽管康拉德楚泽使用了二进制，但艾肯和斯蒂比兹的机器都是基于十进制的，ENIAC（19431945）也是一台十进制机器。直到香农1948年的一篇论文
[26]

 里，bit（比特，binary digit的缩写）一词才首次出现。

图灵并不打算论证在其机器中使用二进制数的合理性，使用它的好处直到论文的第245页（本书第146页）才显现出来。但为了让大家尽快放下这些疑问，我将在下一章比较一些简单的二进制机器和十进制机器。


If the machine is supplied with a blank tape and set in motion, starting from the correct initial m
 -configuration, the subsequence of the symbols printed by it which are of the first kind will be called the sequence computed by the machine.





如果给机器装上空白纸带，并且从正确的初始m-格局开始运转，那么机器打印出的第一类符号组成的子序列就叫做机器计算出的序列。



一台装有空白纸带的机器开始运作，打印出0和1（第一类符号）以及其他的符号（第二类符号）。这些0和1组成了计算出的序列。图灵将计算出的序列与计算出的数区分开来了。


The real number whose expression as a binary decimal is obtained by prefacing this sequence by a decimal point is called the number computed by the machine
 .




在这个序列的最前面加上一个十进制小数点（decimal point），并把它当作一个二进制小数（binary decimal），所得的实数就称为机器计算出的数。



某种程度上，这句话读起来有点费力，因为里面的术语并不完全正确。但是，我们需要原谅图灵用词的混淆，因为那时的人们根本不习惯讨论二进制数。即便在今天，那些熟悉二进制的人一般也不善于面对二进制小数。即使把Windows的计算器设为科学模式也没有用：把一个数转成二进制时，它会直接去掉小数部分。

十进制的英文decimal是从拉丁文的ten演变而来的，这个单词的使用仅限于十进制数。下面是十进制小数：

.25

.5

.75

十进制小数点（decimal point）把整数部分（如果有的话）和小数部分分开。

上面三个数的二进制表示为：

.01

.1

.11

那个点不是十进制的小数点，实际上应该称为二进制小数点（binary point）。

正如二进制整数部分的每一位上的数字代表2的幂，小数部分的每一位二进制数字代表2的负幂。

.1相当于2-1
 的二进制形式或者十进制分数的1/2

.01相当于2-2
 或者1/4

.001是2-3
 或者1/8

.0001是2-4
 或者1/16

.00001是2-5
 或者1/32

等等，因此二进制数.10101就是：

12-1
 +02-2
 +12-3
 +02-4
 +12-5


这么写或许看着更清楚：


[image: img811]




等价于十进制的21/32或者.65625。和十进制中一样，许多二进制的小数部分也是循环的。下面是1/3的二进制表示：

.01010101

2/3是：

.10101010

类似地：

1/5 是 .001100110011

2/5 是 .011001100110

3/5是 .100110011001

4/5 是 .110011001100

图灵的措词更加准确：在这个序列的最前面加上一个十进制小数点（decimal point），并把它当作一个二进制小数（binary decimal），所得的实数就称为机器计算出的数。

趁现在还在解释这块，我们来进一步审视这句话：用机器计算出来的数是一个以二进制小数点开头的序列表达出来的二进制小数。

例如，如果有一台图灵计算机器只打印出一个0和一个1，没有其他字符，那么机器计算出的序列就是

0 1

而机器计算出的数就是一个以二进制小数点开头的序列

.01

这就是1/4的二进制形式。

因为二进制小数点总是位于计算出的序列之前，所以图灵的机器将只会计算介于0与1之间的二进制数，不过这么小的范围已经足够用来研究可数性了。


At any stage of the motion of the machine, the number of the scanned square, the complete sequence of all symbols on the tape, and the m
 -configuration will be said to describe the complete configuration
 at that stage.




在机器运转中的任何阶段，被扫描方格的标号、纸带上所有符号构成的序列以及m-格局，共同描述了这个阶段的完全格局。



这是图灵从不同角度讨论这些机器时出现的格局一词的第三种用法，将它们理清楚是很重要的：

 m-格局是机器的一种状态；

 格局由一个m-格局和一个扫描符组成；

 完全格局是整个纸带在某一时刻的快照，加上当前的m-格局及读写头的位置。


The changes of the machine and tape between successive complete configurations will be called the moves
 of the machine.




在相邻的两个完全格局之间机器和纸带发生的变化，称为机器的移动。



下面两个定义在论文的后面才用到。
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Circular and circle-free machines.


If a computing machine never writes down more than a finite number of symbols of the first kind, it will be called circular.
 Otherwise it is said to be circle-free.


A machine will be circular if it reaches a configuration from which there is no possible move, or if it goes on moving, and possibly printing symbols of the second kind, but cannot print any more symbols of the first kind. The significance of the term circular will be explained in 8




循环机和非循环机

如果一台计算机器只能写下有限个第一类符号，它就被称为是循环的（circular），否则称为非循环的（circle-free）。

如果一台机器运行到了某个不能移动的格局上，或者它能继续移动并有可能打印出第二类符号但永远不能打印出第一类符号了，那么它就是循环的。我们将在8中解释循环这个概念的重要意义。



我之前提到一台仅打印了0和1、不再打印其他字符的机器。它只打印了有限个数字，根据图灵的定义，它属于循环机。这台机器会在某处卡住并且不能再打印数字，这不是件好事。图灵希望这台机器能永不停息地打印数字。

非循环机是好的机器。一台只打印一个0和1、不再打印其他东西的机器不是非循环机。如果机器真的想要计算1/4的二进制形式，它就必须在打印完0和1后继续不停地打印0。

尽管图灵没有提到这个问题，但是他好像在暗示他的计算机器是从左至右打印数字的，正如我们从二进制小数点后读数字一样。



Computable sequences and numbers.


A sequence is said to be computable if it can be computed by a circle-free machine. A number is computable if it differs by an integer from the number computed by a circle-free machine.




可计算序列和可计算数

如果一个序列可以被非循环机计算出来，那么它就是可计算序列。如果一个数与非循环机计算出来的数只相差一个整数，那么它就是可计算数。



图灵在这里区分了序列和数。一个可计算的序列是：

010000

对应的可计算数是：

.010000

数

1.010000

也可以认为是可计算的，因为它与机器计算出来的数只相差一个整数。数

10.01000

也是如此。同样，负数也是可计算的。


We shall avoid confusion by speaking more often of computable sequences than of computable numbers.




为了避免混淆，我们会更多地提及可计算序列，而非可计算数。
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第5章

运作的机器


毫无疑问，图灵意识到了，在一篇数学论文中介绍一台想象中的计算机器，这种做法既新颖又大胆。就像一位优秀的数学家所做的那样，他给出了这些机器的定义和形式化的描述。他并不需要给出什么例子，但我猜测，他也知道读者们必定不会仅仅满足于抽象的内容，他们需要实实在在的东西。他现在就来满足大家的这一期望。


3. Examples of computing machines.


I. A machine can be constructed to compute the sequence 010101.




3. 计算机器示例

Ⅰ. 可以构造一台计算序列010101的机器。



这台机器打印出来的纸带会是这样：


[image: img841]




但也不完全是这样。就像图灵后面要解释的，他更希望他的机器只使用相间的方格来打印数字序列。第一台样机实际上打在纸带上的是这样：


[image: img842]




图灵使用了德国哥特式字体的小写字母表示机器的m-格局。这些字母需要花点时间来适应，因此我会注意指出一些可能会带来麻烦的字母。图灵在他的第一台样机中使用的字母是b、c、k和e。（注意：德文的k看起来像f。）


The machine is to have the four m
 -configurations [image: img843]
 and is capable of printing 0 and 1. The behaviour of the machine is described in the following table in which R
  means the machine moves so that it scans the square immediately on the right of the one it was scanning previously. Similarly for L
 . E
  means the scanned symbol is erased and P
  stands for prints.




这台机器有四种m-格局：[image: img851]
 并且可以打印0和1。下表描述了机器的行为，其中R
 指移动机器使其扫描紧跟在刚才扫描的方格右边的那个方格。类似的，L
 就指移动到左边一格，E
 表示擦除扫描符，P
 指打印。



在表中，P
 后面总是跟着要打印的字符。例如，P
 0指打印一个0，P
 1指打印一个1，而Px
 则表示打印一个x
 。


This table (and all succeeding tables of the same kind) is to be understood to mean that for a configuration described in the first two columns the operations in the third column are carried out successively, and the machine then goes over into the m
 -configuration described in the last column.




可以这样理解这个表（以及接下来所有这类表）：对于前两列中描述的格局，第三列的操作会被陆续执行。然后机器会转到最后一列的m-格局。



表有四列，分为两对


[image: img852]




机器的行为取决格局，也就是m-格局和被扫描方格中的符号。第三列包含了各项操作（只能是P
 、E
 、L
 和R
 ）。第四列则是下一个m-格局。

通常，第二列明确表示了一个特定的扫描符，如0或1，但是图灵也使用了Any这个词表示任何符号，也使用了None一词表示没有符号，也就是一个空白的方格。（对现在的程序员来说，这可能有点让人困惑，因为现在程序员已经习惯于将空格视为与其他字符一样的符号了。而当图灵使用Any时，他通常意指任何非空格的符号。）对于任何符号包括空格在内的情况，我们这样处理：


When the second column is left blank, it is understood that the behaviour of the third and fourth columns applies for any symbol and for no symbol.




如果第二列留空，则理解为第三列和第四列的行为适用于任何符号以及没有符号的情形。



幸运的是，引发歧义的可能性非常小。


The machine starts in the m
 -configuration [image: img861]
 with a blank tape.

机器装上一条空白纸带后，从m-格局[image: img862]
 开始运行。



图灵的机器总是以m-格局[image: img863]
 （意为begin，或者更恰当地，[image: img864]
 ）开始。下面便是我们期待已久的机器。

[image: img865]


[image: img866]


可以像这样读这些行：对于m-格局[image: img867]
 ，当扫描格为空（符号None）时，打印0，将读写头向右移动一格，然后转换到m-格局[image: img868]
 。

让我们启动这台机器，观察一下它是如何工作的。我们以m-格局[image: img869]
 和一条空白纸带开始。尽管理论上纸带两头都是无限延伸的，但是图灵这篇论文中描述的机器只需要纸带无限向右延伸即可，可计算序列中的数字就打在这些地方。


[image: img8610]




读写头可以用很多种记号来表示。我这里选择了一个围绕当前被扫描方格的粗边框。初始时可以把读写头放置在纸带的任意位置：


[image: img871]




扫描格里面没有符号。上表告诉我们，对于m-格局[image: img872]
 ，如果没有符号，则机器打印0，然后右移一格。


[image: img873]




新的m-格局是[image: img874]
 。如果方格为空，右移一格，转到m-格局[image: img875]
 ：


[image: img876]




对于m-格局[image: img877]
 ，如果方格里没有符号，打印1，然后右移：


[image: img878]




现在我们来到了m-格局[image: img879]
 。右移：


[image: img8710]




机器现在到达了m-格局[image: img8711]
 ，回到了初始状态，并重新开始这样的循环。机器将以这样的方式打印一个由0和1组成的无限序列。

把表中四行的每一行都视为一个指令
 ，这听上去很诱人，而且事实上，图灵后来也采用了这个术语。但是，我们要认识到这些行并不是给机器的指令，它们只是对机器的描述。这就是为什么采用状态这一术语更好的原因。如果我们认为这些行是指令，那也就是在暗示我们可以用其他指令来代替它们，从而让同一台机器表现出不同的行为，但那就意味着机器是在解释那些指令，而事实并不是这样（至少现在还不是）。这个机器只执行一个特定的任务。机器真正的工作原理并不重要，重要的是我们可以使用基于格局、符号和操作这些术语的标准方式来表示机器的工作情况。

这台机器能选出来吗？这种特定的机器可以用多种不同的方式制造出来。它可能有一个转轮，转轮的圆周上是一个能交替打印0和1的自动回墨型橡皮印章。创造一台完全按上述方式工作的图灵机一台真的要去扫描并解读字符的机器需要的内部逻辑结构恐怕比其外部所展示出来的要复杂得多。图灵机最常见的制造方式，则是用计算机来模拟。

图灵机根据扫描符在m-格局之间跳转。这种条件分支（计算机科学中很常见）并不是这个时代中的早期计算机所擅长的。康拉德·楚泽利用在35毫米胶片上打孔的方式来编码他的机器指令。在他的第一台机器Z1中，所有的指令必须按顺序执行；Z3可以实现跳转，但是条件分支显得非常笨拙。直到计算机开始在内存中存储程序（储存程序型计算机），条件分支才变得简单而常规。

在前面那个表中，符号一列总是None，意思是只有方格为空时格局才起作用。如果这台机器碰巧扫描到一个有符号的方格，机器将不知所措。它可能会停住，可能会崩溃，也可能会烧掉，还可能会重新格式化硬盘驱动器。我们不知道会发生什么。不过，无论发生什么，这样的机器将不再被认为是非循环的。然而，只要这台机器以一条空白纸带开始，那就不是问题。

图灵通过定义一台可以打印序列

01010101

的机器，来说明这是一个可计算序列。在这个序列前加一个点可将其转换成一个可计算数：

.01010101

现在我们就知道了，机器正在计算的是有理数1/3的二进制等价形式。如果你把它们的顺序调换一下（先是1再是0），那么机器将计算下面的二进制数

.10101010

这实际上是2/3。

下面我所展示的机器将计算1/4，其二进制形式为：

.01000000

这台机器遵循图灵的约定，使用德文字体b、c、d、e和f来表示m-格局：


[image: img881]




特别注意最后两个m-格局[image: img882]
 和[image: img883]
 。它们反复交替，便能让机器打印无限的0。机器必须要不断地打印0，才能符合图灵对于非循环的定义。

现在应该非常非常明显，我们可以定义类似的计算机器来计算任何有理数。此处，有理数完全不用考虑。

图灵在之前（第1节的第二段）说：机器也可以改变正被扫描的方格，但只能移到左边或右边一格。现在，他想要把这条规定变得稍微灵活点。
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If (contrary to the description in 1) we allow the letters L
 , R
 to appear more than once in the operations column we can simplify the table considerably.


[image: img891]







如果（与1中描述的不同）我们允许字母L
 、R
 在操作列中多次出现，那么我们可以大大地简化表格。


[image: img892]






（很快，图灵也将允许在一个格局中出现多个P
 操作。）现在，表中只有一个m-格局，所有的操作都依赖于扫描符。如果扫描符为None（只有当机器开始运行时出现），那么机器仅仅打印一个0。


[image: img893]




读写头不移动。机器的m-格局仍保持不变，但现在扫描符为0，于是机器就向右移动两格然后打印1：


[image: img894]




现在扫描符为1，那么机器向右移动两格然后打印0：


[image: img895]




又一次，机器在相间的方格中打印0和1了。

这里，我们有一个重要的收获：任何一个特定的序列都可以由各种不同的机器计算出来。不过，某个以空白纸带开始的自动机总是计算出相同的序列。（当然，我这里指的是自动机，因为选择机允许人为操作干涉，这样就可以创造出不同的序列。图灵在论文中几乎没有考虑选择机。）向图灵的自动机中插入任何不确定的或者随机的因素，或者获得来自外部世界的信息（比如时间和日期、经度和纬度、或者一个网页），都是不可能的。

在一个格局中使用多个L
 、R
 和P
 操作可以大大简化机器，但要牢记的是，这些简化的表总是可以转化到之前那个严格的每个状态只允许有一个操作的表。现在看来这仅仅是一个不足为谈差别，但之后它就会变得非常重要。


II. As a slightly more difficult example we can construct a machine to compute the sequence 001011011101111011111




Ⅱ. 再举个稍微困难点的例子：构造一台机器来计算序列001011011101111011111



稍微困难点？注意图灵现在想要做的是什么。这个序列里包含了越来越长的连续的1，它们之间由0相隔。开始时是一个1，之后是两个1，然后三个1，等等。图灵明显已经厌倦计算有理数了，现在他想处理的是一个无理数，很可能还是一个超越数。

当这台新机器打印连续的1时，它必须用某种办法记住之前一轮中打印了多少个1，然后在这一轮多打印一个。通过来回扫描，这台机器总能访问前一轮的内容，从而能够利用这一信息打印下一轮。图灵究竟是如何做到这一点的，研究起来会非常有意思。

图灵又一次使用德文字体中的小写字母来表示m-格局，这次的字母是o、q、p、f和b。


The machine is to be capable of five m
 -configurations, viz. [image: img901]
 and of printing ә, x
  0 1. The first three symbols on the tape will be әә0; the other figures follow on alternate squares.




这台机器具备5个m-格局，即[image: img902]
 和[image: img903]
 , 并能打印ә，x
 ，0，1。纸带上的最前面三个符号会是әә0，其他数字在后面相间的方格中出现。



这是图灵首次提到在相间的方格中打印数字（0、1，或者其他第一类符号）。假设最左边的符号出现在纸带的左端，则他想要纸带最后变成：


[image: img904]




当然，纸带永远不会在最后变成什么，因为机器会永远运转下去。要使它符合非循环的要求，它必须永远不停地打印。

在语音学和语言学领域中，字符ә是大家熟悉的中央元音
 。图灵使用这个中央元音代表程序员们所说的哨兵
 （sentinel）。在这个例子中，它是一个指明数字边界的特殊字符。只要方格中的扫描符不是中央元音，读写头就一直向左移动，这样机器可以把读写头移到纸带的最开始处。（为什么这里有两个中央元音？这个例子中只需要一个就够了，但是图灵之后构造的机器需要两个中央元音作为哨兵。他在这个例子中加入第二个中央元音可能是为了保证前后一致。）

在第一台样机中，0和1之间的空格是没有用的，而在这个例子里，空格会扮演着非常重要的角色。


On the intermediate squares we never print anything but x
 . These letters serve to keep the place for us and are erased when we have finished with them.




在中间的方格中，我们只打印x
 ，不打印别的东西。它们用来帮我们记位置，用完之后就被擦除。



图灵将纸带上的方格分为两类。机器在每隔一格的地方打印0和1。除了哨兵字符，这些方格中没有其他的符号。图灵把中间夹着的方格作为某种临时便笺使用。因此，我们现在可以将其分别称为数字格（包含0和1）和非数字格（包含其他的字符）。（图灵后来把他们称为F格和E格，分别代表figures和erasable。）


We also arrange that in the sequence of figures on alternate squares there shall be no blanks.




我们还要求，相间方格里的数字序列中没有空格。



机器逐步算出0和1的同时，也把它们从左到右顺次打印出来。机器计算出来的每个新数字都被打印到下一个可用的空的数字格中，不会跳过任何数字格。这些限制构成了一整套规则（有些明显表述出来了，有些则是暗示出来的），后来被埃米尔·波斯特称作图灵规范机器。
［1］

 这比一般的图灵机约束更多。图灵规范机器从不擦除数字格，也不在一个已有数字的数字格上覆盖一个不同的数字。在后文中，这些隐含的规则将变得非常重要。

下面是图灵的格局表，用来计算他定义的无理数。



[image: img921]








[image: img922]






和前面一样，机器以m-格局[image: img923]
 开始。它首先打印两个中央元音和两个0。纸带将变成：


[image: img924]




m-格局[image: img925]
 执行的是程序员称为初始化的任务，此后机器再也不会进入m-格局[image: img926]
 。

在我们翻看机器内部弄得满手是油之前，先来大致体会一下其他m-格局是干什么的。在一些格局（特别是[image: img927]
 和[image: img928]
 ）中，操作列展示了一次移动两格的情况：R
 ，R
 或者L
 ，L
 。在这些情况下，机器能够有效地沿着数字格（[image: img931]
 和[image: img932]
 的情况）或非数字格（[image: img933]
 的情况）移动。

除了[image: img934]
 之外，其他m-格局还会在遇到特定的扫描符时转回到自身。程序员通常称这样的操作为循环。循环可以实现重复性的工作，甚至包括寻找某个特定的符号这样简单的操作。

m-格局[image: img935]
 在数字格上穿过一连串的1自右向左移动，机器在这个过程中每发现一个1，就会在这个1的右边打印一个x
 ，然后向左移动检查下一个数字格。结束时，它将转换到m-格局[image: img936]
 。

m-格局[image: img937]
 从左至右沿着数字格移动，直到它遇到一个空格。这是当前序列结束的地方。然后它打印一个1，向左移动（至一个非数字格），转到m-格局[image: img938]
 。

类似地，m-格局[image: img939]
 也沿着数字格向右移动，直到遇到一个空格，然后打印一个0，向左移动两格，再转换到m-格局[image: img9310]
 。

m-格局[image: img9311]
 相当于一个调度员。绝大多数时间里，它都是在非数字格上向左移动寻找x
 符号。当发现一个x
 ，它就将其擦除，向右移动，并转到m-格局[image: img9312]
 。如果它遇到一个中央元音便向右移动，并且转换到m-格局[image: img9313]
 。

图灵使用符号x
 的方式很聪明。当构造一串新的连续数字1时，机器先在前一串连续数字1中的每一个1后打印一个x
 ，随后在已有序列的最后打印一个1，然后每有一个x
 就再打印一个1，从而让串的长度增加了1。

尽管我们可以在每一个操作之后说明纸带的情况，但是对于这个例子，最好还是在每一个格局结束时查看一下纸带。

机器从m-格局[image: img9314]
 至[image: img9315]
 。但是，对于扫描符0，[image: img9316]
 不做任何事，而是直接转到m-格局[image: img9317]
 。对于m-格局[image: img9318]
 ，如果扫描符是0或1，读写头向右移动两格并仍处于相同的m-格局。但若碰到一个空格，它将在打印一个1后向左移动。总而言之，m-格局[image: img9319]
 沿着数字格向右移动，直到它遇到一个空格，然后打印一个1，再向左移动。


[image: img9320]




下一个m-格局[image: img9321]
 一般沿着非数字格移动。它向左移动两格，直到遇到一个包含x
 或中央元音的非数字格。在这个例子中，它遇到的是中央元音，于是向右移动：


[image: img9322]




m-格局是[image: img9323]
 时，读写头沿着数字格移动。它保持每次向右移动两格，直到扫描到空格。这时候它就会打印一个0，然后向左移动两格：


[image: img9324]




这就是在连续数字1之间打印0的方法。

现在我们来到了m-格局[image: img941]
 。这个m-格局总是开始于一连串数字1中最右边的那个1。它的任务是在每一个1的后面打印一个x
 ，在这串连续数字1的左侧的0处停止。


[image: img942]




回到m-格局[image: img943]
 。这个m-格局沿着数字格向右移动直到遇到空格，在打印一个1后向左移动。


[image: img944]




m-格局[image: img945]
 沿着非数字格向左移动，直到遇到一个x
 或者中央元音。当它遇到一个x
 ，就擦除这个x
 ，并向右移动。


[image: img946]




又一次回到m-格局[image: img947]
 。沿着数字格向右移动，直到碰到一个空格，在打印完一个1后向左移动。


[image: img948]




现在我们处于了m-格局[image: img949]
 中。沿着非数字格向左移动，直到扫描到中央元音，之后向右移动。


[image: img9410]




m-格局[image: img9411]
 在数字格上向右移动，直到它遇到一个空格，它打印完一个0后向左移动两格。


[image: img9412]




这样看起来确实奏效。我们现在有了连续的一个1和连续的两个1，我们来看一下它能否继续按我们的期望工作下去。

m-格局[image: img9413]
 的工作是在最后那串连续数字1的每一个1后打印一个x
 。


[image: img9414]




m-格局[image: img9415]
 沿着数字格向右移动，直到遇到一个空格。然后，它打印一个1，向左移动。


[image: img9416]




注意，现在这里有两个x
 ，并且现在这串连续数字1还差两个1。对于每一个要被擦除的x
 ，都会有一个1打印出来。m-格局[image: img9417]
 沿着非数字格向左移动，直到遇到一个x
 ，然后擦除x
 并向右移动。


[image: img9418]




m-格局[image: img951]
 沿着数字格向右移动，直到遇到一个空格，打印一个1后向左移动。


[image: img952]




回到m-格局[image: img953]
 ，继续向左移动，直到遇到x
 ，擦除x
 后向右移动。


[image: img954]




m-格局[image: img955]
 在结尾处再打印一个1。


[image: img956]




现在是m-格局[image: img957]
 ，读写头向左移动，直到遇到一个中央元音。


[image: img958]




m-格局[image: img959]
 沿着数字格向右移动，直到序列的末端，打印一个0。


[image: img9510]




现在机器已经成功地打印了包含三个1的连续数字串和一个0。

图灵是如何想到这台机器所使用的技巧的呢？我猜他抵住了直接去数的诱惑，而是尝试手动计算这个序列。他可能发现了，可以通过在数字上标注小标记来追踪连续的数字串。这些小标记变成了机器打印在非数字格中的字符x
 。

纸带的示意图并没有出现在图灵的论文中，他没有兴趣为机器或其操作提供这种赤裸的写实图示。相反，他有一种别的方法来表示机器的工作状态。

在其论文的第二部分（本书第67页），图灵说：在机器运转中的任何阶段，被扫描方格的标号、纸带上所有符号构成的序列以及m-格局，共同描述了这个阶段的完全格局。 尽管图灵提到的被扫描方格的标号有点怪，因为方格并没有明确的编号，不过对于只在一个方向无限延伸的纸带，方格有隐含的编号。

图灵将要展示一种用完全格局即纸带的快照加上当前m-格局和扫描格来表示机器工作状态的方法。


To illustrate the working of this machine a table is given below of the first few complete configurations. These complete configurations are described by writing down the sequence of symbols which are on the tape,

[235]

with the m
 -configuration written below the scanned symbol. The successive complete configurations are separated by colons.




为了说明机器的运作，我们给出下表，表中包括了最初的几个完全格局。我们写下纸带上的符号序列，并把m-格局写在扫描符下面，以此来描述这些完全格局。后续的完全格局用冒号隔开。



在论文中，接下来是一个表的四个条目。每个条目各有两行，初看起来非常令人费解。下面是第一个条目。





[image: img961]








[image: img962]






注意这些冒号！每一对冒号之间的是纸带的连续快照。一些0和0以及（后面）0和1之间的空隙比正常的空格要大一点。这种偏大的空隙代表一个空格。与显示在纸带下的m-格局一起，它们构成了机器的前六个完全格局，显示了目前已经打印在纸带上的所有符号。

第一个[image: img963]
 表明起始格局。开始时，纸带是空白的。这个格局打印出了最初两个冒号间的序列，和前面显示的一样：


[image: img964]




之前使用黑框来表示读写头的位置在下一个扫描符处，现在图灵在下一个扫描符的下面给出了下一个m-格局：


[image: img965]




因为当扫描符是0时，m-格局[image: img966]
 不做任何操作，所以下一个纸带的快照和之前的一样，但是m-格局已经转换成了[image: img967]
 ：


[image: img968]




当m-格局[image: img969]
 扫描到一个0时，读写头向右移动两格，下一个m-格局仍然是[image: img9610]
 ：


[image: img9611]




这次的扫描符又是0。读写头向右移动两格， m-格局仍然是[image: img9612]
 ：


[image: img9613]




注意，当读写头超过上次打印的字符后，纸带是如何变得更宽点的。现在，扫描符是空格，因此机器打印一个1，向左移动一格，转换到格局[image: img9614]
 ：


[image: img9615]




虽然这样做的视觉满足感不及真实的纸带，但是图灵的方法提供了更多的信息，特别是在读写头的当前位置下面指明了下一个m-格局。这些连续的完全格局展现了机器操作的全部历史记录。我们很容易查看其中任何一个完全格局，将m-格局和扫描符与机器的状态匹配起来，最终得到下一个完全格局。

图灵给出的下一个序列展示了m-格局[image: img971]
 往回搜索，直到找到中央元音，然后转换到格局[image: img972]
 ，转而向右寻找空格。



[image: img973]








[image: img974]






下一个条目：仍然是m-格局[image: img975]
 ，机器找到一个空的数字格（注意冒号之间的空间是如何再次加宽的），打印一个0，向左移动两格后转换到格局[image: img976]
 。



[image: img977]








[image: img978]






m-格局[image: img979]
 再遇到扫描字符1后向右移动，打印一个x
 后向左移动三格。



[image: img9710]








[image: img9711]






图灵就展示了这么多。如果你觉得这种纸带操作的表示法并不简洁明了，图灵也给出了另外一种方法。


This table could also be written in the form


[image: img9712]




in which a space has been made on the left of the scanned symbol and the m
 -configuration written in this space.




这个表也可以写成


[image: img981]




在这里，扫描符的左侧留出了一块空隙，m-格局被写在这个空隙里。



图灵使用字母C（代表Configuration，格局）来标识这种格式，他将在第6节中提到。之前展示的完全格局：


[image: img982]




现在可以表示为：


[image: img983]




现在，我们可以看出图灵使用德文字体表示m-格局至少有一个原因：以这种格式，m-格局可能没那么容易与机器打印出的符号区别开了。在每一对冒号之间的字符序列将不再同纸带上一模一样，因为需要为下一个m-格局预留一个空格。图灵也承认它有点奇怪。


This form is less easy to follow, but we shall make use of it later for theoretical purposes.




这个形式比较难明白，但出于理论目的，我们后面会用到它。



事实上，使用这种形式是必需的，不过我们还会对此形式再做一下修改。图灵已经着手组装，开始准备后面的一个主要成果展示了：他将展示一个通用计算机器现在通常称图灵机或者UTM（Universal Turing Machine）功能上（抛开商业意义不算）等价于现代计算机。

注意最后这个格式的优点：机器的整个操作都被排成一个字符流，这是程序员非常喜爱的形式。当读写文件或者进行数字通信时，理想的方法是读或写字符流，从头到尾一个接着一个，从不向前或向后跳跃。

我们同样注意到，图灵将下一个m-格局移到了下一个扫描符的前面。图灵将这两项合起来定义为格局，并且这两项在完全格局中出现的顺序，与它们在机器表前两列中出现的顺序一致。你可以把这个m-格局和符号配成一对，并通过扫描机器表的m-格局和符号列来寻找匹配项。（很明显，当机器表中的符号列包含的是实际的字符，而不是Any、None或空白时，这样的查找更简单。）实际上，图灵会在构造他的通用机时让这个搜索过程实现自动化。

图灵接下来讨论了他选择在相间的方格打印数字序列的理由。


The convention of writing the figures only on alternate squares is very useful: I shall always make use of it. I shall call the one sequence of alternate squares F
 -squares and the other sequence E
 -squares. The symbols on E
 -squares will be liable to erasure. The symbols on F
 -squares form a continuous sequence. There are no blanks until the end is reached.




将数字只写在相间的方格中，这个约定会非常有用，我会一直用到它。我会将其中一个由相间的方格组成的序列称为F-格，另一个这样的序列称为E-格。E-格中的符号可以擦除。F-格中的符号形成一个连续的序列。在到达纸带末端之前，将不会出现空格。



之前我提及这些格时，称它们是数字格和非数字格。只需要记住figures（数字，即0和1）和erasable（可擦除的）这两个单词，你就能分清它们分别是哪个了。在到达纸带末端之前，将不会出现空格，这句话只针对F-格。一个可计算序列的数字总是从左至右按次序打印的，从不跳过一个F-格，也不改写F-格中的数字。这些是图灵的通用机所必须遵守的规则。

E-格是一种便笺式存储器，某种程度上可能等价于人类的记忆。


There is no deed to have more than one E
 -square between each pair of F
 -squares: an apparent need of more E
 -squares can be satisfied by having a sufficiently rich variety of symbols capable of being printed of E
 -squares.




在每对F-格的中间只需要一个E-格：明显需要多个E-格时，可以允许在E-格中打印足够多样的字符。



图灵的第二台机器采用了一种技巧，即通过在E-格中打印x
 符号来实现字符识别。这是他经常采用的一般性技巧，因而给这一技巧命了名。


If a symbol 
 is on an F
 -square S
 and a symbol 
 is on the E
 -square next on the right of S
 , then S
 and 
 will be said to be marked
 with 
 . The process of printing this 
 will be called marking 
 (or S
 ) with 
 .




如果符号
 在F-格S
 中，符号
 在紧邻S
 右侧的E-格中，那么S
 和
 就叫做是用
 标记的。打印这个
 的过程称为用
 来标记
 （或S
 ）。



下图中的0（在F-格上）称为用x
 标记的：


[image: img1001]




事实说明，这些标记非常方便，这也是图灵最棒的发明之一。

尽管如此，标记并不是强求的。定义一台只使用两个字符的机器，或者只区分空格和被标记格的机器，都是可能的。数学家埃米尔·波斯特在一篇有意思的论文
［2］

 中探讨过这个方法，这篇论文独立地给出了一种设置，它与图灵定义的类似。波斯特设想有一个工人和一些盒子，这些盒子被排成了一个序列。这个工人能够完成以下工作：

(a) 标记他所在的盒子（假设盒子为空）；

(b) 擦除他所在盒子的标记（假设盒子已标记）；

(c) 移动到他右侧的盒子里；

(d) 移动到他左侧的盒子里；

(e) 判断他所在的盒子是否被标记。

波斯特其实并没有展示他的工人是如何完成实际应用的。如果方格或者盒子只有被标记和不被标记两种状态，工作起来明显比图灵的捷径费力得多。






［1］

 在埃米尔·波斯特的论文 Recursive Unsolvability of a Problem of Thue，The Journal of Symbolic Logic
 ，Vol. 12，No. 1（Mar 1947），1-11的附录中。整篇文章转载于Martin Davis，ed.，The Undecidable
 （Raven Press，1965），293-303。附录转载于B. Jack Copeland，ed.，The Essential Turing
 （Oxford University Press，2004），97-101。



［2］

 埃米尔·波斯特，Finite Combinatory Processes Formulation I，The Journal of Symbolic Logic
 ，Vol. 1，No. 3（Sep. 1936），103-105。重印于Martin Davis，ed.，The Undecidable
 ，289-291。尽管波斯特的论文比图灵的论文发表得早，但是波斯特的论文是 The Journal of Symbolic Logic
 杂志在1936年10月7日收到的，而 the Proceedings of the London Mathematical Society
 在1936年5月28日就收到了图灵的论文。






第6章

加　与　乘


早在1935年5月，阿兰图灵就考虑去普林斯顿大学，也申请了普林斯顿大学的访问奖学金
［1］

 。一年后，他发现普林斯顿大学数学系教授邱奇也发表了一篇关于判定性问题的论文，于是图灵相当肯定地决定
［2］

 要去普林斯顿大学。

麦克斯纽曼为此提供了帮助。纽曼向邱奇介绍了图灵的工作（本书第52页），并在同一封信中，请他帮助图灵获得奖学金：


我应该指出，图灵的工作是完全独立进行的，一直没有得到任何人的指导或者评判。因而，让他尽早接触本领域的顶尖人员变得更加重要，这样他才不致于孤独成性。
［3］





倾向于独立工作，不受外界影响，这实际上是图灵的一个大问题。早在他年轻的时候，图灵就重新创立了二项式理论，并发明了自己的微积分记号。在尝试解决判定性问题时，他不熟悉邱奇及其同事们的早期成果，这也许是件好事，否则他可能就不会找到这样有趣的解决方法了。然而，一般说来，还是有必要知道在世界其他地方发生了什么事情，而对于数理逻辑领域，普林斯顿就是这样的地方。图灵没能获得他申请的普罗科特奖学金，但得到了国王学院的奖学金。

新泽西州普林斯顿的知识光环由于高等研究院的成立而变得更加熠熠生辉。高等研究院的成立得到路易斯班伯格5百万美元的捐赠。班伯格创建了班伯格百货连锁店，并在1929年经济大萧条之前将其出售给了梅西百货公司。

高级研究院一开始成立的目的是为了促进科学和历史研究。在最初的几年中，高级研究院的数学学院与普林斯顿大学的数学系在同一座楼，这促成了两个机构之间的许多交流。高级研究院迅速成为了优秀科学家和数学家的家园，他们中的一些人是逃离了危险的欧洲来到这里的，其中最有名的是爱因斯坦。他于1933年来到这里，并在此度过了余生。

图灵于1936年9月到达普林斯顿大学时，非常想见到库尔特哥德尔。一年前，哥德尔还身在高级研究院，之后也回来过，可惜的是一直未能与图灵谋面。

图灵在剑桥大学时见过的约翰冯诺依曼此时在高级研究院，还有同样来自剑桥大学的G. H. 哈代。理查德柯郎和赫尔曼外尔也在高级研究院，他们几年前逃离了哥廷根。

图灵在普林斯顿大学待了两年，并获得了第二年的普罗科特奖学金（总共2000美元），邱奇成为了图灵的论文指导教授。在邱奇的指导下，图灵写了一篇论文
［4］

 ，并在1938年6月21日获得了博士学位。图灵拒绝了约翰冯诺依曼提出的一份1500元年薪、担任其助理的工作，并于一个月后回到了英国。

1939年春，阿兰图灵回到了剑桥大学，教授数学基础这一课程。四年前，图灵上过麦克斯纽曼教授的数学基础，并了解了判定性问题。现在，他可以基于自己在可计算数方面的工作，在期末考试中提出关于判定性问题不可解的问题了。
［5］



在论文中，图灵试图让读者相信，他的机器确实可以计算非平凡的数字序列。到目前为止，我们还没有真正见过可以称为计算的东西。在图灵的第一个例子中，表面上看，机器能打印出1/3的二进制表示，但它只是通过笨拙地进行0和1的交替来做到这一点的。当然，这不是用1除以3，机器也没有实现用分子除以分母来计算任意有理数的通用过程。

即使是一个从事处理底层机器代码工作的程序员，也会习惯于可以执行加法和减法等基本数学运算的计算机硬件。出于这个原因，我们可能会怀疑（甚至有点担心）一台甚至连加法都要通过自定义格局和操作来完成的机器。

让我们来构造一个非平凡的机器，当面对峙这种担忧。让我们说服自己，图灵机确实可以作加法和乘法运算（当然还有减法、除法和乘方，甚至是写一首诗）。

第一个例子是一个能够依次算出所有正整数的小图灵机。这个图灵机并不符合图灵的约定，因为它写下的每一个新数字都会覆盖掉之前的数字。在打印结果时，它不跳过任何方格，并用下一个数代替每一个结果。此外，考虑到这些数都是整数，我把机器打印数字的方式设计得跟我们平时写数一样更高的数位往纸带左边打，而不是右边。尽管没有遵守图灵的约定，但这台机器确实展示了如何通过不断加1让数字递增，这至少是我们对现代计算机的一个基本要求。

在我的例子中，我没有用德文字母，而是用粗体写的描述性单词，（在后面的例子中）有时会用短横线来连接多个单词。和图灵一样，我用none来指一个空格。和图灵不一样的是，我用else来表明该格局适用于所有其他未明确列出的字符。这个机器从格局begin
 开始，而且只有三个m-格局。


[image: img1031]




m-格局begin
 只是打印一个0，然后切换到格局increment
 。m-格局increment
 会读取一位数字。如果读到的是0，那么格局increment
 将它变成1，此时便完成了整个整数的一次递增。如果读到的是1，那么格局increment
 将其更改为0，然后向左移动一位。现在它必须对更高一位的数字做增量操作。m-格局rewind
 将读写头向右移至数字的最低位，准备下一次递增。

一旦你开始编写做算术的图灵机，就会立即明白为什么二进制数字这么方便。下面是一个等价的机器，不过它产生的是所有十进制而非二进制的正整数。


[image: img1032]




你们看出问题在哪了吧。这台机器需要逐一处理十进制中的每一种数字。二进制系统则更简单，因为它的可能性更少。二进制的加法表和乘法表非常非常小：


[image: img1041]




我要将这些加法和乘法的运算规则应用在本章的第二个例子中。这是一个遵守了图灵约定的机器，它将会用二进制计算2的平方根。其实，如果假定二进制小数点在所有数位之前，那么机器计算的是


[image: img1042]




也就是十进制的0.70710678。为了让讲解清晰易懂，在描述机器时，我将假设它计算的是[image: img1043]
 。

这个机器执行的算法每次计算一个二进制位。假设机器已经运行了一段时间，并已确定了前四位。二进制[image: img1044]
 的前四位是1.011，相当于十进制的[image: img1045]
 或者1.375。下一位是什么？这个机器的策略就是，总是假定下一位是1。要检验这样做是否正确，把1.0111和它自身相乘：

1.0111

x1.0111



10111

10111

10111

00000

10111



10.00010001

这个结果超过了2，所以假设不正确。第五位应该是0，因此得到的前五位变成了1.0110。我们用同样的方法确定第六位。假设第六位是1，让1.01101乘以自身：

1.01101

x1.01101



101101

101101

101101

000000

101101



1.1111101001

得到的结果小于2，所以假设是正确的。我们得到了前六位：1.01101，用十进制表示就是[image: img1051]
 或者1.40625。

显然，图灵机需要用乘法来计算2的平方根。一般来说，两个多位数相乘需要其中一个数的每一位和另一个数字的每一位相乘。假设一个数有n
 位，另一个数有m
 位，那么数字乘数字的总次数是(n
  m
 )。

手算乘法时，我们一般用一个数的其中一位乘以整个另一个数，产生n
 个或m
 个局部乘积，然后再将它们加在一起。我将展示的机器以一种稍有不同的方法进行乘法计算在乘法过程中始终维护一个过程和。每个位与位相乘的结果都将加进这个过程和中。这种特殊的加法有一个很微妙的地方就是，每个位与位相乘的结果一般来说并不是加到过程和的最低位上，而是中间的某个位置。

例如考虑1.01101乘以它自身。其六位数的每一位都必须与自身以及其他5位相乘，所以肯定需要36次位与位的乘法。乘法本身很简单：当1乘以1时，结果是1；其他情况下，结果是0。这个结果要加到过程和的哪一位取决于相乘的两位在数中的位置。如果将右起第三位乘以右起第四位，其结果会加在过程和的右起第六位。（将开始位记作第0位时，这样会更说得通一些：右起第三位变成了第2位，右起第四位变成了第3位，加起来是5，乘积就该加到这个位置上。）

计算2的平方根的二进制表示时，我们总是需要让一个n
 位数与自身相乘。如果结果有(2n
 -1)位，就意味着该结果小于2，那么最后一位是1就是正确的；如果结果是2n
 位，那么结果将超过2，所以新的最后一位将是0。 这台机器将利用这个结论来确定每一个新的数位是0还是1。

我即将展示的机器符合图灵的约定，这意味着在计算过程中，打印在F-格上的只能是2的平方根中一个接一个的数字。其他的一切包括维护乘法的过程和都是在E-格完成的。

这个图灵机还是从m-格局begin
 开始。它采用@符号而不是中央元音来表示哨兵（在如今的计算机上，这是一个更加简单的符号）。这个图灵机以打印哨兵和数字1开始。



	m-格局
	符号
	操作
	最终 m-格局



	
begin

	none
	
P
 @, R
 , P
 1
	
new





这样，机器开始时所做的唯一假设，就是2的平方根大于1但小于2。

这个图灵机一旦准备好计算新的一位，就会回到m-格局new
 。这个格局将读写头移动到最左边的数字上。


[image: img1061]




假设机器已经计算出了前几位，让我们来看看机器此后的行为，这样会更容易理解机器的其余部分。下面是一条已经计算出前三位的纸带，这是1.25的二进制表示。机器接着将在标有问号的格子中打印第四位（我将它称为未知位）：


[image: img1062]




这个问号标记是为了方便理解，它并没有真正出现在纸带上，也没有被机器所使用。

准备做乘法时，机器会标记各个数位。（回想一下，图灵定义的标记指的是在一个数字的右边打印一个符号。）这些x
 标记在这台机器中的用法有点类似图灵的范例II（本书第75页）中的机器。m-格局mark-digits
 将用x
 标记所有已知的位，z
 标记未知的位（我将在稍后解释为什么这么做），并在过程和的最低位上打印一个r
 ：


[image: img1063]




现在，纸带是这样的：


[image: img1064]





r
 是过程和的最低位，我们应该把它看作一个0。下面这一段会为每个x
 打印两个r
 ，并在此过程中擦去x
 标记。


[image: img1065]




这个纸带现在有一个七位的过程和，代表初始值0000000：


[image: img1066]




在过程和中，数位的顺序总是和计算出的数字相反。过程和的最低位在左边。如果未知位是1这个假设是正确的，那么在过程和中初始设定七位就足够了。如果还需要第八位，那么未知的位就是0。

机器中需要自乘的数由已经算好的数（本例中是101）和一个假定为1的新数位组成，所以实际的数是1011。为了记住是哪一位正在乘以其他每一位，机器将用字符x
 、y
 和z
 给数字做标记。在做乘法运算的任何时刻，只有一位标记为x
 ，一位标记为y
 并且被x
 标记的数字应当和被y
 标记的数字相乘。如果标记为x
 和y
 的数字正好是同一个，那么我们就使用字符z
 ，所以任何标记为z
 的数字都将和自身相乘。

这就是为什么未知位（假设为1）有一个初始标记z
 。第一次的乘法涉及未知位乘以自身。在对后面的格局进行分析时，记住下面这一点将会很有帮助：在乘法运算中，每一位都可能被标记为x
 ，每一位都可能被标记为y
 ，或者仅有一位标记为z
 。

现在，我们准备开始首次的位与位相乘了。这个机器要么将两个分别标有x
 和y
 的位相乘，要么将标有z
 的位进行自乘。m-格局find-digits
 先追溯到哨兵，然后转到find-1st-digit
 寻找最左边那个标记着x
 、y
 或z
 的数字。


[image: img1071]




如果find-1st-digit
 检测到了x
 、y
 或者z
 ，它会将读写头置于这一位上。根据不同的标记字母，图灵机将转换到found-1st-digit
 或者found-2nd-digit
 。

如果第一个被标记的数字是0，那么我们就不需要第二个数字了，因为无论如何结果都将是0。所以我们可以通过add-zero
 将0加到当前累积和中。


[image: img1072]




如果第一个数字是1，那么我们必须找到第二位数字。机器会搜索第二个标有x
 或者y
 的位。


[image: img1073]




第二位决定了加入过程和的是什么。


[image: img1074]




需要注意的是，空的F-格是那个未知位，我们已经假定了它是1。在我们的例子中，标记为z
 的位是未知位，所以add-one
 会给过程和加1。

给过程和加0通常不会对它有什么影响，但是，不管你向过程和加了什么，机器都需要对其做一些维护。

在我描述怎样初始化右边E-格上的过程和时，我曾指出字母r
 表示的是0。字母s
 和t
 表示的也是0，而u
 、v
 、w
 表示的都是1。当位与位相乘的结果加入过程和时，我们需要多个字母来记录这一结果加到了哪一位上。

m-格局add-zero
 会将它第一个找到的r
 变成s
 ，或者第一个u
 变成v
 ：


[image: img1081]




将r
 （代表0）变成s
 （代表0）以及将u
 （代表1）变成v
 （代表1），可以保证在下次有数字加进过程和时，它会被加到下一位上。

将1加到过程和中需要做的更多。第一个r
 （代表0）变为v
 （代表1），或者第一个u
 （代表1）变为s
 （代表0）。对于后者，还需要进行进位的操作。


[image: img1082]




如果进位导致有数字写入了空格中，那么过程和将超过2，这样格局就变为了new-digit-is-zero
 ：


[image: img1083]




在进行了第一次位与位相乘，并将结果加入过程和中后，纸带变成了：


[image: img1084]




注意第一个r
 已经变成了v
 （代表1）。

现在，必须移动x
 、y
 和z
 标记来表示下一对要相乘的位。一般来说，x
 标记会左移一个字符。（回想一下，z
 标记表示x
 和y
 标记在此重合，所以这时候标记z
 会变为y
 标记，并且x
 标记印在左边一位）。但是，当标记x
 到达最后（超过最高位）时，y
 标记会左移一个字符，x
 标记移回最右边的数字。当y
 标记到达最后时，乘法就完成了。

开始时，读写头会移到哨兵点：


[image: img1085]




如果erase-old-x
 找到一个x
 ，那么会把它擦去。如果找到一个z
 ，就会用y
 取代它。不管是哪种情况，读写头都会移动到左边下一个E-格：


[image: img1091]




现在可以打印下一个x
 标记了：


[image: img1092]




我们例子中的纸带现在可以回到find-digits
 步骤，为下一次的位与位相乘做准备了：


[image: img1093]




这次位与位相乘后会将另一个1加入过程和，只不过这一次将加在后面一位上，因为它总是会加到最左边的r
 或者u
 上：


[image: img1094]




机器接着将标记x
 向左移动一个位置：


[image: img1095]




这次位与位相乘的结果是0，过程和的值并不改变，但是最左边的r
 会变为s
 ：


[image: img1096]




标记x
 再次左移：


[image: img1097]




新的位与位相乘的结果使得最左边的r
 变成v
 ：


[image: img1098]




现在，x
 马上就要移进哨兵的位置了。这种情况就由erase-old-y
 和print-new-y
 处理：


[image: img1099]




值得注意的是，如果标记y
 也要移进哨兵的位置了，整个乘法就结束了，并且过程和没有溢出分配给它的空间。这样我们就知道了，未知位是1。

否则，标记x
 必须重置到数的最低位，也就是未知位：


[image: img1101]




例子中，纸带的标记x
 和y
 现在如下所示：


[image: img1102]




我们还需要做许多事情。下一个位与位相乘的结果需要加到过程和的第二位上。为此，当前累各和的第一个s
 或者v
 要（对应地）变为t
 或者w
 ：


[image: img1103]




剩下的s
 和v
 则（对应地）变为r
 和u
 ：


[image: img1104]




这个过程确保下一个位与位相乘的结果会加到过程和的正确位置。

现在纸带真正做好了进行下次位与位相乘的准备，这个位与位相乘的结果会加到过程和中第一个r
 或者u
 的地方。


[image: img1105]




整个乘法将会以两种方式中的一种结束，这两种方式你都已经看到过了。如果机器试图将过程和进位到一个空格中，那么我们知道结果肯定会超过2，未知位一定是0，格局就会变成new-digit-is-zero
 。或者，如果y
 标记下一步该到哨兵的位置，那么整个乘法就完成了，并且过程和没超过2，格局变为new-digit-is-one
 。

这两块基本上是一样的。首先，机器会回到哨兵点：


[image: img1106]




现在，机器可以找到空格，并在那里打印0。在移过所有数字的时候，它可以擦除所有还留着的标记。


[image: img1107]




类似地，m-格局new-digit-is-one
 会打印一个1，作为新的数位，然后也进入cleanup
 模式：


[image: img1111]




在打印出新的数位后，m-格局cleanup
 移除过程和，然后为计算下一个数位跳转到new
 格局。


[image: img1112]




这样，例子中纸带的第四位就计算出来了，现在可以准备计算第五位了。


[image: img1113]




很明显，图灵机并不是一个对程序员友好的环境。大部分编程语言都会有一个叫做sqrt（或类似）的函数，它可以计算2甚至任何其他数的平方根。

然而，这些平方根函数往往都有精度限制。现在的大部分计算机语言都采用美国电气和电子工程师协会（IEEE）的标准来存储浮点数。一个双精度的浮点数只能存储精确到52位的二进制小数，或者大约15到16位左右的十进制小数。如果你需要一个更加精准的数字，很可能就要自己想办法了（直到最近，才出现了很多更高精度的数学函数）。要想像图灵机那样能执行任意多位数的运算，你会发现你要做的会和我刚刚描述的过程差不了多少。

在一台真实的计算机上，你至少可以很方便地进行加法和乘法运算。如果你眼前的任务在一台图灵机上实现几种不同类型的函数，你可能需要考虑组建一个常用表集，作为积木来搭建一些更为复杂的表。

这正是图灵下一步所做的，虽然他的真正目标是建立一个可以模拟任何其他机器的通用机。








［1］

 安德鲁·霍奇斯，Alan Turing: The Enigma
 （Simon & Schuster，1983）,95。



［2］

 霍奇斯，Alan Turing
 ，113。



［3］

 同上。



［4］

 阿兰·图灵，Systems of Logic Based on Ordinals，Proceedings of the London Mathematical Society
 ，2nd Series，Volume 45（1939），161-228。重印于阿兰·图灵，Collected Works of A.M.Turing: Mathematical Logic
 （Elsevier，2001），161-228，以及B.Jack Copeland，ed.，The Essential Turing
 （Oxford University Press，2004），146-204。



［5］

 霍奇斯，Alan Turing
 ，152。






第7章

子 程 序


每个程序员都在几乎所有的编程工作中频繁遇到某些类型的任务。有时候，这些任务是完全相同的；更多情况下，它们是有些许区别的。甚至在我们前面提到的计算2的平方根的机器中，若干m-格局都是相当相似的。例如下面三种m-格局：


[image: img1121]




在一次循环中，这些m-格局都把读写头向左移动，直到遇到一个哨兵。然后，把读写头向右移动一个位置（在最左边的数字上），接着机器转换到另一个m-格局。

预先确定机器中需要的某些相似的m-格局，并且为那些困难的工作预定义特殊的m-格局，是很有好处的。它可以帮助阐明设定图灵机时用到的策略，从而简化最终的工作。

我们把将读写头移回哨兵的m-格局称为goto-sentinel
 。于是，当写入某个特定机器的状态，并且想要把读写头置于哨兵右侧的数字上时，只需要给出m-格局goto-sentinel
 ，而不用重复地阐明如何去做。这样不仅简化了机器描述，而且（从理论上）可以帮助任何查看该机器的人理解它。

我们可以就其自身来定义goto-sentinel
 ：


[image: img1122]




而且马上就会发现了那一连串问号指出的问题。机器在找到哨兵之后，必须转向另一个m-格局，但事实上，只有我们真的使用了goto-sentinel
 ，机器才能知道要转向哪一个m-格局。我们需要某种指明最终m-格局的方法，以保持goto-sentinel
 的灵活性。

解决方法是将goto-sentinel
 定义成非常类似数学函数的形式，其中最终m-格局就是这一函数的参数：


[image: img1131]




现在，我们可以不再使用new
 、new-digit-is-zero
 和new-digit-is-one
 这些m-格局了。在进行平方根运算的机器运行的最开始，我们不用把begin
 转向new
 ，再把new
 转向mark-digits
 ，可以指定：


begin
 none P
 @, R
 , P
 1 goto - sentinel(mark - digits)
 也不用像下面这样把carry
 定义成转向new-digit-is-zero
 ：


[image: img1132]




而是使之指向goto-sentinel
 ，然后再转到print-zero-digit
 ：


[image: img1133]




说到print-zero-digit
 ，你是否发现它与print-one-digit
 相比，除了打印的数位不同，功能上是完全相同的？更好的做法是定义一般的print-digit
 函数，其参数就是要打印的字符：


[image: img1134]




注意，最后一行的Pa
 操作表明，被打印的字符是print-digit
 的参数。此时，m-格局carry
 变成了：


[image: img1135]




m-格局print-new-y
 （用来检测什么时候应该转向格局new-digit-is-one
 ）变为：


[image: img1136]




现在的程序员很快就会了解这个概念。不同的编程语言对此有着不同的说法，如程序
 、函数
 或方法
 ，最一般性的说法是子程序
 。近几十年来，子程序已成为计算机程序中最通用的结构单元。

阅读本书的程序员在把他们对子程序的理解应用到这些带参数的格局上时，需要谨慎些。这些格局最初主要用来阐明图灵机的结构，并且写起来更容易。这里没有调用某一格局或者从一个格局中返回概念。

图灵在选定m-函数这个相对更好的术语前，把这些带参数的格局称为骨架表，并把使用骨架表的机器表叫做缩略表。


4. Abbreviated tables.


There are certain types of process used by nearly all machines, and these, in some machines, are used in many connections. These processes include copying down sequences of symbols, comparing sequences, erasing all symbols of a given form, etc. Where such processes are concerned we can abbreviate the tables for the m
 -configurations considerably by the use of skeleton tables. In skeleton tables there appear capital German letters and small Greek letters.




4. 缩略表


有些过程几乎所有的机器都使用，并且在一些机器中，这些过程会在很多情况下使用。这些过程包括复制符号序列、比较序列、删除某一形式的所有符号等。在使用这些过程的地方，我们可以使用骨架表来大大简化表中的m-格局。骨架表里通常使用大写德文字母和小写希腊字母。



令人惊讶的是，大写德文字母比它们相应的小写字母更难读。所幸，图灵只使用了A到E之间的字母，不过借助大号字体来熟悉这些大写字母还是会有帮助的：


[image: img1141]




要特别注意，字母A看上去更像U，也要留意C和E之间的细微差别。图灵在本节中使用的希腊字母是斜体的
 、
 和
 。


These are of the nature of variables. By replacing each capital German letter throughout by an m
 -configuration
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and each small Greek letter by a symbol, we obtain the table for an m
 -configuration.




这些是变量的性质。把每一个大写德文字母用一个m-格局代替，每一个小写希腊字母用一个符号代替，我们就可以得到一个关于m-格局的表。



我在例子中使用大写拉丁字母表示m-格局，而图灵使用了大写的德文字母。我使用小写拉丁字母表示一个符号，而图灵使用的都是小写希腊字母。他的例子中通常包含多个参数。

现在的子程序（比如sqrt）保存在称为库
 的文件中，程序员通过指定名字来使用它们。甚至可以说，整个操作系统，比如Unix、Windows或者Mac操作系统，都主要由可供运行在该操作系统上的应用程序使用的子程序组成。

然而，对图灵来说，骨架表的存在仅仅是为了让其更大的机器更易于构建（从他的角度），并且更易于阅读和理解（从我们的角度）。


The skeleton tables are to be regarded as nothing but abbreviations: they are not essential. So long as the reader understands how to obtain the complete tables from the skeleton tables, there is no need to give any exact definitions in this connection.




骨架表仅仅是个缩略表，它们并不是必不可少的。只要读者明白了如何从骨架表中得到完整的表，这里就没有必要给出任何明确的定义了。



图灵说，骨架表不是必不可少的，的确如此。如果骨架表只是作为一个有趣的概念而提出，并且只限于论文的这一节，那么很容易被略过。然而，图灵正在为他的通用机创造条件，而通用机广泛采用了本节阐述的骨架表。如果没有这些表，对通用机的说明可能更冗长也更复杂。

因此，了解图灵的最终意图，就更容易理解这些表。正如他会在第7节要论述的，通用机解释了一条包含编码成一系列字母的计算机器的纸带。最左端是中央元音的哨兵。纸带在F-格和E-格间交替变化。E-格依然是可擦除的。在通用机中，F-格包含更多的是字母而不是数字。尽管如此，机器总是顺序地从左往右地打印F-格，且不擦除之前的符号。因此，一行中若出现两个空格，则表明那个点的右边没有F-格。


Let us consider an example:


[image: img1151]





[image: img1161]







我们来看个例子：


[image: img1162]






他本可从更简单的例子开始，但是这个例子的优点在于，它可以展示出所有的特性。图灵在表的右边给出了解释。（图灵在定义通用机的时候也把解释放在了表的右边。）

尽管图灵真正定义的是一个名为[image: img1163]
 的函数，但是这个函数要求了其他两个函数[image: img1164]
 1
 和[image: img1165]
 2
 。它们都有三个相同的参数：两个m-格局和一个符号。[image: img1166]
 把读写头向左移动，直到遇到一个中央元音，此时m-格局转向[image: img1167]
 1
 。只要方格内不是
 ，读写头就向右移。（注意，
 是[image: img1168]
 的第三个参数。）如果遇到一个
 ，它转到m-格局[image: img1169]
 ――[image: img11610]
 的第一个参数。m-格局[image: img11611]
 1
 和[image: img11612]
 2
 很相似。它们一起可以有效地找到一行里连续的两个空格。当[image: img11613]
 1
 遇到一个空格的时候，它转换成[image: img11614]
 2
 。如果接下来的字符不是空格，它又转换回[image: img11615]
 1
 。只有当[image: img11616]
 2
 再遇到一个空格（这个空格一定是一行中连续的第二个空格）时，则停止，并且转向m-格局[image: img11617]
 ，[image: img11618]
 是[image: img11619]
 的第二个参数。在这种情况下是没有
 的。

因此，[image: img11620]
 代表了find。如果它找到了
 ，则转向m-格局[image: img11621]
 ，读写头将设置在第一个（最左边的）
 处。如果它找不到
 ，就会转向m-格局[image: img11622]
 。

事实上，这个表里有令人困惑的地方。在两个m-格局[image: img11623]
 1
 和[image: img11624]
 2
 中，not 
 的意思看上去像是任何不是
 的非空格，因为另一个格局考虑到了None即空格的情况。然而，第一个m-格局不包含None情况，为一致起见，它应该包含这一情况。None应该和not ә
［1］

 的情况是一样的。

在一个完整机器的表里，应该采用类似下面最终m-格局列中的条目来指示骨架表：



	m-格局
	符号
	操作
	最终m-格局





[image: img1171]




其中，m-格局[image: img1172]
 和[image: img1173]
 应该在机器的其他地方定义，x
 应该是机器使用的一个符号。


If we were to replace [image: img1174]
 throughout by [image: img1175]
 (say), [image: img1176]
 by [image: img1177]
 , and 
 by x
 , we should have a complete table for the m
 -configuration [image: img1178]
 .




假设把所有的[image: img1179]
 用[image: img11710]
 代替，[image: img11711]
 用[image: img11712]
 代替，
 用x
 代替，那么我们会得到m-格局[image: img11713]
 的一个完整表。



在完整机器的上下文中，这个骨架表可以有效地扩展为下表：


[image: img11714]




由于同一个机器可能多次使用函数[image: img11715]
 ，因此，m-格局[image: img11716]
 、[image: img11717]
 1
 和[image: img11718]
 2
 的扩展版在每次使用时都需要不同的名字。


[image: img11719]
 is called an m
 -configuration function or m
 -function.




[image: img11720]
 被称作 m-格局函数或m-函数。



这是一个比骨架表更好的名字。一般情况下，我会把它们简称为函数
 ，希望不会引起读者的困惑。


The only expressions which are admissible for substitution in an m
 -function are the m
 -configurations and symbols of the machine. These have to be enumerated more or less explicitly: they may include expressions such as [image: img1181]
 ; indeed they must if there are any m
 -functions used at all.




m-函数中允许被替换的表达式只有机器的m-格局和符号。或多或少地还是有必要明确地把它们列举出来，它们可能包括[image: img1182]
 这样的表达式。事实上，如果使用了任何m-函数，则一定会包含这样的表达式。



如果已经定义了一个名为[image: img1183]
 的m-函数，并且一台机器在它的最终m-格局列中引用到该函数，那么必须将[image: img1184]
 作为这台机器的m-格局来考虑。

令图灵焦虑的是，一个m-函数的参数可以是其他m-函数。换句话说，m-函数可以嵌套。（不要担心，你会看到很多这样的例子。）问题来自隐含地允许无限递归。无限递归是指一个函数可以指向本身，或者指向第二个函数，而第二个函数又反过来指向第一个函数。如果允许无限递归，那么一个机器最后会包含无穷个m-格局，而这违背了图灵对计算机器的最初定义。


If we did not insist on this explicit enumeration, but simply stated that the machine had certain m
 -configurations (enumerated) and all m
 -configurations obtainable by substitution of m
 -configurations in certain m
 -functions, we should usually get an infinity of m
 -configurations; e.g.
 , we might say that the machine was to have the m
 -configuration [image: img1185]
 and all m
 -configurations obtainable by substituting an m
 -configuration for [image: img1186]
 in [image: img1187]
 . Then it would have [image: img1188]
  as m
 -configurations.




如果我们不坚持这样明确地列举，而只是简单地声称这个机器有某些特定的m-格局（并列举出来），以及所有可以通过代换某些特定m-函数中的m-格局得到的m-格局，那么通常情况下，我们会得到无穷个m-格局。例如，假设机器拥有m-格局[image: img1189]
 ，以及所有可以通过代换[image: img11810]
 里的m-格局[image: img11811]
 得到的m-格局，则我们会得到如下无穷个m-格局：[image: img11812]
 , [image: img11813]
 。



我们必须保证，在机器中代换所有的m-格局之后，得到的仍然是有限数量的m-格局。


Our interpretation rule then is this. We are given the names of the m
 -configurations of the machine, mostly expressed in terms of m
 -functions.




这便是我们的解释规则。已知的机器m-格局的名字大多数以m-函数的形式给出。



图灵又提前考虑到了他的通用机，后面可以看到，大部分通用机的确是按照本节定义的m-函数来表达的。


We are also given skeleton tables. All we want is the complete table for the m
 -configurations of the machine. This is obtained by repeated substitution in the skeleton tables.




骨架表也给出了。我们需要的是一张机器的m-格局的完整表，它可以通过对骨架表的重复代换操作得到。



或许在这一点上，图灵稍微有点偏执了。通常情况下，我们不需要显式地列举出机器的所有m-格局，而只需要知道有限个m-格局即可。
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Further examples.


(In the explanations the symbol rarr; is used to signify the machine goes into the m
 -configuration)




更多例子

（解释中的符号用来表示机器转向某个m-格局）



图灵把出现在骨架表右边，看上去常常很隐秘的描述称为解释。这些表的列都杂乱地排列在一起，而且没有列标题。有些表只包含m-格局和最终m-格局，而其他的表包含扫描字符列和操作列，它们必须根据内容的不同而有所区分。

图灵在下一个例子中，给出了一个m-函数作为另一个m-函数的参数出现的情况。



[image: img1191]








[image: img1192]






[image: img1193]
 表示擦除。这个函数首先使用[image: img1194]
 寻找（最左边）第一次出现的
 ，如果找到了，那么将读写头将置于这个字符上。注意，[image: img1201]
 的第一个参数是函数[image: img1202]
 。这意味着如果[image: img1203]
 找到了字符
 ，它将转向[image: img1204]
 ，[image: img1205]
 只是简单地擦除这个字符，然后转向m-格局[image: img1206]
 。如果[image: img1207]
 没有找到
 ，那么它将转向m-格局[image: img1208]
 。

如果你确实仔细检查了这些情况，而不仅仅是接受图灵关于它们可以运行的说法，那么你可能会质疑为什么[image: img1209]
 需要这么多的参数。它确实不需要这么多，它可以被更简单地定义为[image: img12010]
 。

提醒程序员们：你们可能因为知道太多而不能准确地理解m-函数的嵌套。尽管难以抵制[image: img12011]
 在传递给[image: img12012]
 前必须以某种方式被执行的想法，但是我们还是要抵制这样的倾向，要把[image: img12013]
 的第一个参数看作是给出了[image: img12014]
 在找到
 后最终转向的目的地。

图灵定义了[image: img12015]
 函数的第二版本，它包含两个参数，而不是三个：



[image: img12016]








[image: img12017]






定义两个拥有相同的名字但根据不同数目的参数进行了区分的不同函数，是一种非常高级的编程技术，称为函数过载，这在很多老式程序设计语言中是不允许的。

两参数版本的[image: img12018]
 函数调用三参数版本的[image: img12019]
 函数来擦除第一个
 ，但是注意，前者也可以作为后者的第一个参数。后者成功地找到并且擦除了第一个
 ，然后转向前者，前者继续调用后者来擦除下一个
 。这个过程一直持续进行，直到所有的字符
 被擦除。

现在，图灵有效地利用嵌套和递归表示了重复任务的执行，这种做法是很明智的。

然而，使用两参数[image: img12020]
 作为三参数[image: img12021]
 的一个参数来执行两参数[image: img12022]
 ，这样的做法看上去会让我们最担心出现m-格局无限嵌套的情形。


The last example seems somewhat more difficult to interpret than most. Let us suppose that in the list of m
 -configurations of some machine there appears [image: img12023]
 say).




最后的例子看上去比其他例子更难解释。假设某个机器的m-格局列表中出现 [image: img12024]
 ([image: img12025]
 , x
 )（或许会＝[image: img12026]
 ）。



m-函数[image: img12027]
 只有出现在机器的最终m-格局列中时才能在机器运行过程中发挥作用。如 [image: img12028]
 ([image: img12029]
 , x
 )，其中[image: img12030]
 是机器中使用的m-格局。现在我们可以说[image: img1211]
 ，([image: img1212]
 , x
 )是机器的另一个m-格局，并且只要我们不使用[image: img1213]
 代表机器中任何其他的m-格局，我们就还可以用[image: img1214]
 来表示这个新的m-格局。

实质上，通过在机器的最终m-格局列中使用[image: img1215]
 ([image: img1216]
 , x
 )，我们已经给机器增加了另一个状态。图灵用两种不同的形式给出它的定义。


The table is


[image: img1217]




or


[image: img1218]







这个表是：


[image: img1219]




或者


[image: img12110]






（最后一行末尾的句号是以这个表是开头的句子的一部分。）这个表暗示 [image: img12111]
 ([image: img12112]
 x
 )是机器的另一个m-格局。从下面的推广可以看出，[image: img12113]
 ([image: img12114]
 x
 )同样也是机器的另一个m-格局。


Or, in greater detail:


[image: img12115]







或者，更详细地表示为：


[image: img12116]






（同样，最后一行[image: img12117]
 之后的句号表示这个表被当成了句子的一部分。）注意，擦除字符后，[image: img12118]
 转向 [image: img12119]
 已经是这台机器的一个m-格局了，因此，不会导致m-格局的无限产生。


In this we could replace [image: img12120]
 x
 ) by [image: img12121]
 and then give the table for [image: img12122]
 (with the right substitutions) ad eventually reach a table in which no m
 -functions appeared.




这里，我们使用 [image: img12123]
 代替 [image: img12124]
 x
 )，然后给出[image: img12125]
 的表（进行适当地代换），最终可以得到一个不包含任何m-函数的表。



正如图灵使用[image: img12126]
 来代表格局[image: img12127]
 ([image: img12128]
 , x
 )一样，他还可以使用[image: img12129]
 表示[image: img1221]
 ，x
 ), 使用其他的格局来表示[image: img1222]
 和[image: img1223]
 。

现在，我们已经掌握了这些函数（才怪！），图灵不断地积累这些函数。我知道，现在我们很难看出这些函数是如何恰当地搭配在一起的。为了构造通用机，图灵需要一些操作单个字符或字符串的通用类型的函数。读者已经看到了查找和擦除函数。他还需要剪切、复制、粘贴和一些标准打印函数。

函数[image: img1224]
 表示在结尾打印。它在第一个空的F-格处打印
 表示的符号。



[image: img1225]








[image: img1226]






这个函数隐藏着一些假设。通常情况下，[image: img1227]
 寻找其第三个参数在最左边的第一次出现，但是这里的[image: img1228]
 第三个参数是一个中央元音，它也是[image: img1229]
 为到达序列最左边所要寻找的符号。于是，正如图灵在第85页给出的第二个机器的例子，函数[image: img12210]
 也假设每行中存在两个中央元音。这个m-函数[image: img12211]
 首先找到这两个中央元音中最右边的一个（出现在E-格的那个），然后把读写头左移置于左边F-格的中央元音处。随后，函数[image: img12212]
 沿着F-格向右移动，直到找到一个空格，并在此打印一个
 字符，对于大多数计算机器来说，这个
 将是0或1。

接下来的例子都很有技巧。图灵首先定义了两个名字分别为 [image: img12213]
 （指左边的）和 [image: img12214]
 （指右边的）的函数，然后分别用它们与[image: img12215]
 结合得到另外两个函数[image: img12216]
 和[image: img12217]
 。这两个新的函数在找到所需字符后会将读写头向左或者向右移动。



[image: img12218]








[image: img1231]






我本应该把它们称为[image: img1232]
 和[image: img1233]
 ，而非[image: img1234]
 和[image: img1235]
 ，但那只是我的想法。

通用机会要求把字符从纸带的一个位置移动到另一个位置上。函数[image: img1236]
 的功能是复制。字符
 更可能是一个标记。[image: img1237]
 首先找到这个标记左边的F-格里的字符，然后使用[image: img1238]
 将该字符复制到尾部第一个空的F-格中。



[image: img1239]








[image: img12310]






注意上面的函数使用[image: img12311]
 来寻找字符
 ，因此操作结束的时候读写头位于标记的左边，正好是这个标记指示的字符处。

[image: img12312]
 函数的语法比较独特：扫描到的字符成为了[image: img12313]
 的第二个参数。图灵说：
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The last line stands for the totality of lines obtainable from it by replacing 
 by any symbol which may occur on the tape of the machine concerned.




最后一行代表了用机器纸带上可能出现的任意符号代替
 后得到的所有的行。



例如，如果函数[image: img12314]
 只用来复制0或1，那么事实上，[image: img12315]
 会被定义成：


[image: img12316]




函数[image: img12317]
 代表了复制并擦除。它也有分别包含两参数和三参数的版本。



[image: img12318]








[image: img1241]






带三个参数的[image: img1242]
 首先使用[image: img1243]
 复制最左边被
 标记的数字，然后使用[image: img1244]
 擦除这个标记。带两个参数的[image: img1245]
 则使用三参数版本的函数来复制第一个数字并擦除标记，然后再转向两参数版本的函数。实际上，所有标记为
 的符号都被复制到纸带尾部第一批可用的F-格里。（在第77页图灵的第二个例子中，本可以使用这个函数把一连串的1复制到纸带的尾部。）

是时候提出效率这个令人生畏的问题了。图灵定义的函数看上去很精密紧凑，但事实上里面隐藏着巨大的工作量。为了执行一次复制和擦除，函数[image: img1246]
 要使用[image: img1247]
 来寻找标记（并记住[image: img1248]
 要一路回溯到哨兵），然后再使用[image: img1249]
 ，而[image: img12410]
 又要调用[image: img12411]
 来找到相同的标记后才能将其擦除。一种更高效的方法是使用[image: img12412]
 在第一次找到某个标记，并在复制字符之前就将其擦除。（为了纪念图灵机臭名昭著的低性能，我们使用图灵沥青坑
［2］

 一词来描述过度一般化的计算机例程，准备这些例程比运行它们花费的时间更多。）

但是，图灵并不关心效率问题，毕竟，机器都是想象出来的。如果他愿意，可以以106
 ZHz
［3］

 的频率来运行机器，没有人会考虑做了多少无用工。

函数[image: img12413]
 是指替换。假设参数
 和
 都是标记。函数找到最左边的
 ，并用
 替换它。（因为图灵不允许替换已经在F-格中标记的字符，因此我们可知
 和
 是标记。）



[image: img12414]








[image: img12415]






三参数版本的函数用
 替换所有的
 标记。



[image: img1251]








[image: img1252]






为了保持一致，右边的解释部分的第一行应该缩进两个字符。

如果你已经熟悉了图灵的方法和命名规则，就会知道下面这个函数[image: img1253]
 是用来完成复制和替换的。



[image: img1254]








[image: img1255]






图灵论文的其他地方没有使用到这些函数。

通用机要求有搜索并替换功能，于是图灵接着用了半页的篇幅展示了[image: img1256]
 （比较）和 [image: img1257]
 （比较并擦除）函数。由于这些函数里的最终m-格局太长，因而图灵的解释没有放在每个表的右边，而是放在了下面。（第一行有个错误：最终m-格局列中[image: img1258]
 的下标1应该是逗号。在该列出现的一些句号也没有任何意义。）



[image: img1259]




The first symbol marked alpha;
 and the first marked 
 are compared. If there is neither 
 nor 
 ,  [image: img12510]
 If there are both and the symbols are alike, [image: img12511]
 Otherwise [image: img12512]



[image: img1261]




[image: img1262]
 differs from [image: img1263]
 
 , 
 ) in that in the case when there is similarity the first 
 and 
 are erased.


[image: img1264]




[image: img1265]
 
 , 
 ). The sequence of symbols marked 
 is compared with the sequence marked 
  [image: img1266]
 if they are similar. Otherwise  [image: img1267]
 Some of the symbols 
 and 
 are erased.





[image: img1268]




比较第一个
 标记的字符和第一个
 标记的字符。如果即没有标记
 也没有标记
 ，则[image: img1269]
 。如果标记
 和
 都存在，并且所标记的字符一样，那么[image: img12610]
 ；否则[image: img12611]
 。


[image: img12612]




[image: img12613]
 与[image: img12614]
 
 , 
 )的不同之处在于，如果存在一对相同的字符，那么第一个
 和
 将被擦除。


[image: img12615]




[image: img12616]
 
 , 
 )，比较
 标记的符号序列和
 标记的符号序列。如果它们是相似的，则→[image: img12617]
 ；否则→[image: img12618]
 。一些
 和
 将被擦除。



图灵在这里所说的相似是指完全相同。

现在，图灵已经用完了他能想到的容易记忆的所有函数名称，因为他把接下来的函数仅简单命名为[image: img12619]
 。不幸的是，这也是一般情况下他用来表示m-格局的字母；更糟糕的是，后文中他使用[image: img12620]
 来指代这个函数。

我相信，图灵本意是想用[image: img12621]
 来命名这个函数，而不是用[image: img12622]
 。类似函数[image: img12623]
 用来寻找某个符号（最左边）的第一次出现，这个函数是用来寻找某个符号（最右边）的最后一次出现的。用两个连续的字母来表示有关联的两个[image: img12624]
 和[image: img12625]
 函数是有意义的，因此，尽管接下来的表里描述的是函数[image: img12626]
 ，我将使用[image: img12627]
 来指代该函数。

只有一个参数的函数[image: img12628]
 将读写头右移，直到它在一行中找到两个空格。我们假设那里处于纸带的最右端。带两个参数的函数[image: img12629]
 首先使用只有一个参数的[image: img1271]
 ，然后再向左移动寻找字符
 。
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[image: img1272]








[image: img1273]






在本节的最后，图灵给出了一些名字很熟悉的辅助函数。

回想一下，函数[image: img1274]
 用来在最后一个F-格中打印一个字符。函数[image: img1275]
 2在最后两个F-格中打印两个字符。



[image: img1276]








[image: img1277]






类似地，函数[image: img1278]
 用来将
 标记的字符复制到尾部。函数[image: img1279]
 2则复制
 和
 标记的字符，函数[image: img12710]
 3复制
 、
 和
 标记的字符。



[image: img1281]








[image: img1282]






这些复制是顺序执行的：首先复制所有
 标记的字符，其次复制所有
 标记的字符，以此类推。图灵使用了带6个参数的函数[image: img1283]
 ，这个函数虽然之前没有描述过，但是它的操作是显而易见的。

最后，只有一个参数的函数[image: img1284]
 擦除所有的标记。



[image: img1285]








[image: img1286]






年长点的程序员可能知道一本由Pascal语言的创始人尼克劳斯威茨（1934）编著的书，书名非常美妙，叫作《算法+数据结构＝程序》（Prentice-Hall，1975年出版）。顾名思义，一段计算机程序包括代码（算法）和代码处理的数据。至此，图灵已经展示了他的通用机所需的诸多算法，但是还没有描述如何让一台计算机器来成功地处理数据。这就是接下来要讲的内容。








［1］

 这是埃米尔·波斯特论文的附录中标识在脚注中的订正之一，详见 Recursive Unsolvability of a Problem of Thue，The Journal of Symbolic Logic
 ，Vol. 12，No. 1（Mar. 1947），1-11。整篇文章转载于Martin Davis，ed.，The Undecidable
 （Raven Press，1965），293-303。附录（包括添加的脚注）转载于B. Jack Copeland，ed.，The Essential Turing
 （Oxford University Press，2004），97-101。



［2］

 tar-pit这本是地质学术语，此处用来指运行冗长缓慢的计算机例程。——编者注



［3］

 频率单位，相当于1021
 Hz。——编者注






第8章

万物皆数字


在如今这个数字化时代，我们已经习惯于将各种形式的信息都表示成数字。文本、图画、照片、声音、音乐、电影，万物都可以进入数字化工厂，以0和1构成的更为复杂的形式保存在计算机和其他设备上。

但是，在20世纪30年代，只有数才算是数字，如果某个人把文本转换成数字，其目的是欺骗和耍阴谋。

1937年秋，阿兰图灵开始了他在普林斯顿第二年的生活，当时英国和德国之间很快就要爆发一场战争，普林斯顿处于高度恐慌中。当然，他那时正忙于博士论文，也已经对密码学有了兴趣。密码学是涉及科学和数学领域的学科，它创建保密码（密码学）并破解他人代码（密码分析学）。
［1］

 图灵坚信，战争期间，加密信息的最好方式是将单词转换成二进制数字，然后再乘上很大的数字。在不知道那个大数字的情况下，解密信息会涉及很困难的因式分解问题。图灵的这种想法很有先见之明，因为如今大多数这种计算机加密的工作就是这样的。

与大多数数学家不同的是，图灵喜欢亲自动手做事情。为了实现自动的编码机器，他用电磁式继电器制作了一个二进制乘法器。在人们证实电子管足够可靠之前，电磁式继电器是计算机的基本构件。图灵甚至到机械工厂亲自制造继电器，亲手缠绕电磁铁。

当时，德国的陆军和海军已经在使用一种完全不同的加密设备了。一位名叫亚瑟谢尔比乌斯（18781929）的德国电气工程师发明了恩尼格玛密码机（Enigma）。1918年，谢尔比乌斯试图说服德国海军使用这个机器，但是失败了。1923年，恩尼格玛密码机用于商业用途并出售。之后，德国海军很快对它产生了兴趣，最终其他军队也相继开始使用它了。
［2］



恩尼格玛密码机有一个类似打字机的26个按键的基本键盘，但没有数字、标点和移位键。键盘上方是以同样形式排列的26个灯泡。信息通过键盘输入时就会被加密。每按下一个字母，另一个不同字母的灯泡会亮起来。这些亮起的字母被手工抄下来，然后发送到收件人那里。（加密的信息可以由人亲自传送，或者通过邮件发送。再后来，人们使用摩尔斯电码通过无线电传输加密信息。）接收信息的人也拥有一台恩尼格玛密码机，他会在键盘上输入加密信息，闪光的灯即可显示出原始的文本。

键盘按键通过一系列转子与灯泡实现电气连接。每个转子都是每边有26个触头的小圆盘，这些触头代表了字母表里的26个字母。在转子里面，这些触头是对称连接的。比如，如果左边的触头A与右边的触头T连接，那么左边的触头T就将和右边的触头A连接。正是这种对称的连接关系，使得机器既用来加密，也用来解密。

标准的恩尼格玛密码机有三个连接的转子，它们的布线都不一样，每一个都可以设置到26个位置中的一个。加密机器和解密机器上的这三个转子的布线必须完全一样。依照只有恩尼格玛密码机操作员知道的键列表，这些由三个字母组成的设置转子的键可以每天改变。

至此，我对恩尼格玛密码机的所有描述都只能是让它简单地替换字母，这种加密方式即便是最业余的密码破译者也可以轻易破解。它甚至比大部分其他通过字母替换来加密的方式都更简单，因为它内部的连接是完全对称的。也就是说，如果D被加密成S，那么S也相应地被加密成D。

但事实并非如此。每当恩尼格玛密码机的用户在键盘上按下键，转子都会移动。每按下一个键，第一个转子都会向前移动一个位置。比如，如果键入一个包含26个字母A的字符串，那么随着转子在26个位置上的移动，每个A都会被编码成不同的字母。当第一个转子完成了一圈完整的变化后，第二个转子就会向前移动一个位置。接下来，另一个包含26个A的字符串又会被编码成另一串不同的字母。同样地，当第二个转子完成一个循环后，第三个转子又会向前移动一个位置。第四个固定的转子会使电信号按相反方向再次经过这三个转子。只有进行了17576次按键（26的三次方）后，加密模式才会重复。

问题不仅在于此，这些转子是可替换的。机器配备了五个不同的转子，每个转子都可以随意放置在三个转子空位中的任何一个。另一个加强方法是加上一个插接板，这又增加了一层字母混杂。

1932年，三位波兰数学家开始寻找破解恩尼格玛信息的方法。
［3］

 他们认定需要构造可以自动模拟恩尼格玛编码的设备。第一台设备bomb（他们这样称呼）在1938年开始运行，其工作方式就是搜索所有可能的转子设置。其中一名数学家是马里安雷耶夫斯基（19051980），毕业后他在哥廷根度过了一年。他写道，由于找不到更好的名字
［4］

 ，他们把那些机器叫做bomb，不过也有可能是因为机器发出的嘀哒声而得此名，也或许是用这些数学家们喜欢的某种冰淇淋圣代命名的呢。
［5］



英国政府传统上是雇用一些古典文学学者来从事解码工作，因为他们认为这些人在解读困难语言方面受过最好的训练。随着战争的临近，为了分析类似恩尼格玛的复杂编码设备，政府编码与密码学院（GS&CS）显然也需要数学家。

1938年夏天，阿兰图灵从普林斯顿返回到英国后被邀请到GC&CC总部做讲座。英国政府可能早在1936年就和他有了联系。1939年，GC&CC购买了一处地产，其处有一座坐落在伦敦东北50英里叫做布莱切利庄园的维多利亚时期官邸。
［6］

 在某种意义上，布莱切利庄园是整个英格兰智慧的焦点，牛津大学和剑桥大学间的铁路线和向南通向伦敦南部的铁路线在这里交汇。

1939年9月1日，德国入侵波兰。两天后，英国向德国宣战。9月4日，阿兰图灵到布莱切利庄园报到。最后，大约有一万人在那里进行拦截和破译秘密通信的工作。为了容纳每一个人，官邸周边建造了临时营房。图灵负责管理8号营房，致力于破译德国海军的密码。德军使用这些编码与潜水艇进行通信，这些潜水艇对驻扎在美国和英国间的大西洋护航舰队极具威胁。

早在1939年，英国政府就会见了一些波兰数学家，向他们了解恩尼格玛密码和bomb。图灵来到布莱切利庄园后不久，便开始重新设计并改进这些设备，也就是现在的bombe（法文）。1940年，第一台图灵Bombe（他们有时候这么叫）开始运行。它有一吨重，可以模拟30台并行运行的恩尼格玛密码机。
［7］



在使用图灵Bombe攻击加密信息之前，有必要降低可能性范围。破译人员寻找crib，即那些在加密信息中经常出现的词汇或词组。它们可以确定第一个转子的位置。相同的信息被编码成两种形式进行传输的情况更有价值，它们被称作kisses。另一种技术是在各种宽度的厚白纸上打印多行字母，这与后来计算机里使用的打孔卡片很相像。分析员根据加密信息的字母在纸上打孔。通过把纸张重叠在一起可以比较同一天内获取的不同信息（它们都基于恩尼格玛的同一套格局）。因为这里使用的纸张来自附近名为班伯里（Banbury）的镇，因此这个过程称作banburismus技术。

到1941年中期，这些多样的技术经过改进，最终成功破译了恩尼格玛加密的通信，并大大降低了海军的损失。
［8］

 阿兰图灵在其中起到了至关重要的作用，当然在布莱切利庄园工作的很多人也理应为此受到称颂。

甚至在布莱切利庄园这样由数学家和古典文学学者构成的不寻常人群中，图灵依然因性格怪异而博得了一定的名声。


每年六月的第一周，图灵都会得一场严重的枯草热病，他会戴着军用防毒面具来遮蔽花粉，然后骑自行车去办公室。他的自行车有个毛病，车链每隔一定时间就会脱落。图灵不去修理它，而是数脚踏板转的圈数，然后赶在车链掉下之前下车，用手调整车链。
［9］





1941年春，阿兰图灵向琼克拉克求婚，她是布莱切利庄园里为数不多的从事那种需动脑筋的文书工作的一位女性。琼克拉克在被聘来做解码工作前在剑桥大学研究数学。求婚几天后，图灵向她坦白自己有同性恋倾向，
［10］

 但是婚约还是维持了几个月，直到最后他觉得不得不取消它。

1942年11月，图灵前往华盛顿帮助协调英国和美国之间的密码破译工作。那次任务之后，他在贝尔实验室度过了第二年的前两个月，当时贝尔实验室设在纽约市西街。他在那里遇到了开辟数位采样理论的哈利奈奎斯特（18891976）和克劳德埃尔伍德香农。香农的论文通信的数学理论（1948年）开创了信息论这一领域，他还引入了比特的概念。

图灵在贝尔实验室关注的是一台语音置乱设备，它主要用来保证大西洋上的电话通信安全。声波被分解至不同的频率范围，然后被数字化，最后通过模数加法来加密，这是一种不超过某一个特定值的加法（比如分钟值和秒值相加时，这个值是60）。在接收端，这些数字被解码，然后重新构成语音。

在奈奎斯特的研究、香农的论文以及语音加密设备中，我们可以看到后来引发将图片数字化为JPEG文件和将声音数字化为MP3文件等技术想法的最初由来。但是这些创新需要几十年才能变得成熟。另一方面，最早的数字计算机基本上只能处理数字，甚至连巴贝奇最初发明的差分机都只能用来打印无差错的对数表。在这个背景下，图灵机只能生成数字，而不能做其他的事情，比如不能执行普通函数，就一点也不令人惊讶了。

图灵即将通过使用数字加密其他形式的信息来把他的论文引向更不寻常的方向。他在论文的下一节论证了数字如何来表示机器本身，而非照片或歌曲。

的确，万物皆数字，甚至连图灵机本身都是数字的。


5. Enumeration of computable sequences.


A computable sequence 
 is determined by a description of a machine which computes 
 . Thus the sequence 001011011101111is determined by the table on p. 234, and, in fact, any computable sequence is capable of being described in terms of such a table.




5. 可计算序列的枚举

一个可计算序列
 是由计算
 的机器所描述。因此，序列001011011101111是由第234页的表决定的。事实上，任何可计算序列都可以通过这样的表来描述。



那是本书第75页的例子II中的机器。


It will be useful to put these tables into a kind of standard form.




把这些表转换成一种标准形式是很用的。



事实上，图灵就是从第1节（本书第58页）描述的标准形式出发的。他指出，某种操作可以让机器打印或擦除符号，也可以把一个格移到左边或右边。在展示了一台这种形式的机器（本书第69页的例子I，也是图灵马上要提到的例子）后，图灵很快放弃了自己的规则。他允许一次操作打印多个字符，或者移动多个格。这些操作可以单独执行，因此机器表不会有几页长。现在他回到了他最初的约定上。


In the first place let us suppose that the table is given in the same form as the first table, for example, I on p. 233. That is to say, that the entry in the operations column is always of one of the forms E
 : E
 , R
 : E
 , L
 : P
 : P
 , R
 : P
 , L
 : R
 : L
 : or no entry at all.




首先，我们假设表仍以第233页例I中的形式给出。也就是说，操作列的条目总是下列形式之一：E
 : E
 、R
 : E
 、L
 : P
 : P
 、R
 : P
 、L
 : R
 : L
 ，或者没有任何条目。



图灵使用冒号来分隔九种不同的可能性，这些可能性来自于三种类型的打印（擦除、打印字符，或者两者都不是）和三种移动（向左、向右或者不移动）的结合。


The table can always be put into this form by introducing more m
 -configurations.




通过引入更多的m-格局，总是可以把表表示成这种形式。



例如，例II（本书第77页）以格局[image: img1341]
 开始：


[image: img1342]




要想遵循图灵最初的（和恢复后的）约定，这一格局必须分成六个简单的格局。对于其他格局，我将使用德语小写字母c、d、e、g和h（f在原始表中已经使用过）表示。


[image: img1343]




现在，每个操作都只包含一个打印操作（或没有）和紧跟着的一个可能左移一格或右移一格的操作。


Now let us give numbers to the m
 -configurations, calling them q
 1
 , , q
 R
 , as in 1. The initial m
 -configuration is always to be called q
 1
 .




现在我们给这些m-格局编号，正如1中分别把它们称作q
 1
 ，q
 2
 ，，q
 R
 。初始m-格局总是q
 1
 。



如果一台机器刚好有237种不同的m-格局，则将它们标记为q
 1
 到q
 237
 。

修改例II的开头，前六个m-格局分别重命名为q
 1
 到q
 6
 。图灵常用的初始m-格局的符号[image: img1344]
 变成了q
 1
 。现在的表如下所示。



	格局
	行为



	m-格局
	符号
	操作
	最终m-格局



	
q
 1

	
	
P
 ә, R

	
q
 2




	
q
 2

	
	
P
 ә, R

	
q
 3




	
q
 3

	
	
P
 0, R

	
q
 4




	
q
 4

	
	
R

	
q
 5




	
q
 5

	
	
P
 0, L

	
q
 6




	
q
 6

	
	
L

	
q
 7






We also give numbers to the symbols S
 1
 , , S
 m


[240]

and, in particular, blank=S
 0
 , 0=S
 1
 , 1=S
 2
 .




我们也为符号S
 1
 ，，S
 m
 编号，特别是，空＝S
 0
 ，0＝S
 1
 ，1＝S
 2
 。



符号下标为1表示的是0，符号下标为2表示的是1，这种方法虽然有点令人困惑，但是我们必须适应它。例II中的机器也需要打印ә和x
 ，因此需要为这台机器定义下面的等价关系。


S
 0
 代表空，


S
 1
 代表0，


S
 2
 代表1，


S
 3
 代表ә，


S
 4
 代表x
 。

计算2的平方根的机器需要从S
 0
 到S
 14
 的符号。

例II中机器的前六个格局现在如下所示。



	格局
	行为



	m-格局
	符号
	操作
	最终m-格局



	
q
 1

	
	
PS
 3
 , R

	
q
 2




	
q
 2

	
	
PS
 3
 , R

	
q
 3




	
q
 3

	
	
PS
 1
 , R

	
q
 4




	
q
 4

	
	
R

	
q
 5




	
q
 5

	
	
PS
 1
 , L

	
q
 6




	
q
 6

	
	
L

	
q
 7






The lines of the table are now of form



	
m-config.

	
Symbol

	
Operations

	
Final m-config.




	
q
 i

	
Sj


	
PSk
 , L

	
qm


	(N
 1
 )



	
q
 i

	
Sj


	
PSk
 , R

	
qm


	(N
 2
 )



	
q
 i

	
Sj


	
PS
 k

	
qm


	(N
 3
 )






现在表中各行的形式如下：



	m-格局
	符号
	操作
	最终m-格局



	
qi


	
Sj


	
PSk
 , L

	
qm


	(N
 1
 )



	
qi


	
Sj


	
PSk
 , R

	
qm


	(N
 2
 )



	
qi


	
Sj


	
PSk


	
qm


	(N
 3
 )






规定使用统一的命名系统使得这些行都拥有非常相似的模式。图灵区分了一般情形下的三种不同的标准形式。

在最右端，图灵把这三种标准形式记作N
 1
 、N
 2
 和N
 3
 。这三种形式都会打印一些字符，不同之处在于读写头是移至左边、右边或是不动。

擦除操作呢？因为图灵使用S
 0
 来表示一个空的符号，所以擦除操作可以只通过简单地打印S
 0
 来完成。


Lines such as



	
qi


	
Sj


	
E, R

	
qm






are to be written as



	
qi


	
Sj


	
PS
 0
 , R

	
qm









如下这样的行：



	
qi


	
Sj


	
E, R

	
qm






可以写成：



	
qi


	
Sj


	
PS
 0
 , R

	
qm








不打印任何符号的右移或者左移操作，可以写成重新打印扫描符：


and lines such as



	
qi


	
Sj


	
R

	
qm






to be written as



	
qi


	
Sj


	
PSj
 , R

	
qm






In this way we reduce each line of the table to a line of one of the forms (N
 1
 ), (N
 2
 ), (N
 3
 ).




而如下这样的行：



	
qi


	
Sj


	
R

	
qm






可以写成：



	
qi


	
Sj


	
PSj
 , R

	
qm






通过采用这种方法，我们可以把表的每一行都简化为（N
 1
 ）、（N
 2
 ）或（N
 3
 ）三种形式中的一种。



我一直用例II表中的第一个格局来阐明标准化表的过程，但是这个格局的符号列什么都没有，因为这个格局所做的操作与符号无关。由于一台机器以一个空白纸带开始，因此它读取的符号是一个空白。将例II中的第一个格局转换成标准形式后，结果如下：



	格局
	行为



	m-格局
	符号
	操作
	最终m-格局



	
q
 1

	
S
 0

	
PS
 3
 , R

	
q
 2




	
q
 2

	
S
 0

	
PS
 3
 , R

	
q
 3




	
q
 3

	
S
 0

	
PS
 1
 , R

	
q
 4




	
q
 4

	
S
 0

	
PS
 0
 , R

	
q
 5




	
q
 5

	
S
 0

	
PS
 1
 , L

	
q
 6




	
q
 6

	
S
 0

	
PS
 0
 , L

	
q
 7





这个相当简单。我们来看看例II机器中的第二个m-格局：


[image: img1371]




这个m-格局[image: img1372]
 编号后表示成q
 7
 。当扫描到的字符是1时，读写头向右移动一次，然后向左移动三次。这样的三次左移需要另外三个m-格局q
 8
 、q
 9
 和q
 10
 。m-格局将[image: img1373]
 变成q
 11
 。m-格局q
 7
 如下：



	格局
	行为



	m-格局
	符号
	操作
	最终m-格局



	
q
 7

	
S
 2

	
PS
 2
 , R

	
q
 8




	
q
 7

	
S
 1

	
PS
 1

	
q
 11





在这两种情况下，机器都打印扫描到的字符。m-格局q
 8
 、q
 9
 和q
 10
 如下：



	
q
 8

	
S
 0

	
PS
 4
 , L

	
q
 9




	
q
 9

	
S
 2

	
PS
 2
 , L

	
q
 10




	
q
 10

	
S
 0

	
PS
 0
 , L

	
q
 7





问题出自符号列。你需要知道机器接下来会遇到哪个字符，才能保证正确填写该列。对于q
 8
 ，机器扫描到一个空格，然后打印一个x
 。一旦它向左移动，接下来被扫描到的是哪个字符呢？它应该是刚才在q
 7
 里扫描的那个1，但是在其他情况下，结果可能不会如此明显。任一、否或者其他在这个模式下都不起作用，在某些情况下，你可能不得不为机器使用的每一个单独的字符添加特定的格局。

这样的确有点乱，但是我们总是只涉及有限个字符，因此这些操作一定可以完成。假设我们已经将某台机器的所有格局都转换成了图灵记作（N
 1
 ）、（N
 2
 ）和（N
 3
 ）的标准形式。当完成转换时，我们会丢掉原始的表，这样会丢失任何信息吗？是的，确实丢失了一点信息。我们知道S
 0
 是空，S
 1
 是0，S
 2
 是1，但是我们不再知道S
 3
 、S
 4
 等代表的准确字符是什么。这个应该没有关系。机器在内部使用这些字符。要紧的是它们必须是唯一的。我们真正关心的只是机器打印的0和1的数字串，而不关心它使用什么作为缓存记号。

我们可以不使用表，而用m-格局、符号、L
 和R
 的组合来表示每个格局。


From each line of form (N
 1
 ) let us form an expression qi
 Sj
 Sk
 Lqm

 ;




对于形式为（N
 1
 ）的每行，我们使用表达式qi
 Sj
 Sk
 Lqm

 。



这种形式有时被称作五元组，因为它是由五个元素组成的。尽管这样表达让人感觉很神秘，但它仍然是可读的：在m-格局qi

 中，当扫描到字符Sj

 时，打印字符Sk

 ，然后向左移，最后转向m-格局qm

 。对于N
 2
 和N
 3
 形式的写法是相似的。


from each line of form (N
 2
 ) we form an expression q
 i
 Sj
 Sk
 Rqm
 ; and from each line of form (N
 3
 ) we form an expression q
 i
 Sj
 Sk
 Nqm
 .




形式为N
 2
 的每行都可以表示为qi
 Sj
 Sk
 Rqm

 ，N
 3
 则表示为qi
 Sj
 Sk
 Nqm

 。



注意，如果读写头不移动，那么对应的字母将是N
 （意思是不移动）。


Let us write down all expressions so formed from the table for the machine and separate them by semi-colons. In this way we obtain a complete description of the machine.




我们把机器表中这样形成的表达式写下来，并且用分号分隔开来。如此一来，我们就得到机器的完整描述。



图灵很快会给出一个例子。每个格局都是一个五元组，一个完整的机器就被表示成一连串的五元组。（有趣的是，这些五元组不必按照某个特定的顺序排列。就像在程序语言中，每个语句以标签开始，以goto语句结束。）

下面进行的替换是彻底的替换。它去掉了所有下标，把机器转换成了一连串的大写字母。


In this description we shall replace qi

 by the letter D
  followed by the letter A
  repeated i
 times, and Sj

 by D
  followed by C
  repeated j
 times.




在下面的描述里，我们将用D
 和后面i
 个字母A
 来代替qi

 ，用D
 和后面j
 个字母C
 表示Sj

 。



比如，q
 1
 可以由DA
 代替，q
 5
 由DAAAAA
 代替（记住，第一个格局是q
 1
 ，没有q
 0
 ）。对于符号，S
 0
 （空）表示成D
 ，S
 1
 （符号0）表示成DC
 ，S
 2
 （符号1）表示成DCC
 ，S
 3
 表示成DCCC
 ，以此类推。


This new description of the machine may be called the standard description
 (S.D). It is made up entirely from the letters A, C, D, L, R, N,
 and from ;.




这种新的机器描述方法称为标准描述（S.D）。它完全是由字母A
 、C
 、D
 、L
 、R
 、N
 和分号；组成的。



其中，L
 、R
 和N
 表示读写头的移动。分号用来分隔每个格局。


If finally we replace A
 by 1, C
 by 2, D
 by 3, L
 by 4, R
 by 5, N
 by 6, and ; by 7 we shall have a description of the machine in the form of an arabic numeral.




如果最后用1代替A
 ，2代替C
 ，3代替D
 ，4代替L
 ，5代替R
 ，6代替N
 ，7代替；，我们将得到阿拉伯数字形式的机器描述。



这是很重要的一步。图灵已经把他的机器标准化到了可以用一个整数来唯一确定一台机器，这一整数将机器的所有状态进行了编码。哥德尔曾在他的不完备性定理中将每个数学表达式转化成唯一的数字，图灵无疑在此受到了哥德尔方法的启发。


The integer represented by this numeral may be called a description number
 (D.N) of the machine. The D.N determine the S.D and the structure of the

[241]

machine uniquely. The machine whose D.N is n
 may be described as [image: img1391]
 (n).




由这些数字表示的整数可以称作机器的描述数（D.N）。D.N唯一决定了S.D以及机器的结构。

D.N为n
 的机器可以描述为[image: img1401]
 (n
 )。



图灵又引入了另一种字体。他将使用这种手写字体来表示整台机器。


To each computable sequence there corresponds at least one description number, while to no description number does there correspond more than one computable sequence.




每个可计算序列至少对应一个描述数，但不存在一个描述数对应多个可计算序列。



由于五元组的序列无关紧要，因而打乱这些五元组的顺序，不会影响机器计算出的序列。很明显，可以有多个描述数与一个可计算序列相关，但是每个描述数都定义了一台只能产生一个可计算序列（至少在以一个空白纸带开始的情况下）的机器。

不知不觉地，图灵就得到了他在论文开始提到的一个结果：


The computable sequences and numbers are therefore enumerable.




因此，可计算序列和可计算数是可数的。



你可以通过列出所有可能的描述数来枚举可计算序列，因为描述数其实就是整数。图灵没有陈述的一点是，可计算数只是实数一个可数的子集。因为可计算数是可数的，而实数是不可数的，所以存在很多不可计算的实数。这一主题将在后面更多地探讨。


Let us find a description number for the machine I of 3.




我们来寻找3中机器I的描述数。



最初，那台机器是由如下表定义：


[image: img1402]





When we rename the m
 -configurations its table becomes:



	
q
 1

	
S
 0

	
PS
 1
 ,R

	
q
 2




	
q
 2

	
S
 0

	
PS
 0
 ,R

	
q
 3




	
q
 3

	
S
 0

	
PS
 2
 ,R

	
q
 4




	
q
 4

	
S
 0

	
PS
 0
 ,R

	
q
 1








重命名这些m-格局之后，表变成：



	
q
 1

	
S
 0

	
PS
 1
 ,R

	
q
 2




	
q
 2

	
S
 0

	
PS
 0
 ,R

	
q
 3




	
q
 3

	
S
 0

	
PS
 2
 ,R

	
q
 4




	
q
 4

	
S
 0

	
PS
 0
 ,R

	
q
 1







这是一种很直接的转换。


Other tables could be obtained by adding irrelevant lines such as



	
q
 1

	
S
 1

	
PS
 1
 ,R

	
q
 2








通过增加如下的无关行可以得到其他表：



	
q
 1

	
S
 1

	
PS
 1
 ,R

	
q
 2







也就是说，增加一些不起作用的行可以得到生成相同可计算序列的其他表。如果机器开始时纸带是空白的，并且每当打印一格后它总是向右移动，那么机器将永远扫描不到数字0。


Our first standard form would be


q
 1
 S
 0
 S
 1
 R q
 2
 ; q
 2
 S
 0
 S
 0
 R q
 3
 ; q
 3
 S
 0
 S
 2
 R q
 4
 ; q
 4
 S
 0
 S
 0
 R q
 1
 ;.




我们得到的第一个标准形式如下：


q
 1
 S
 0
 S
 1
 Rq
 2
 ; q
 2
 S
 0
 S
 0
 Rq
 3
 ; q
 3
 S
 0
 S
 2
 Rq
 4
 ; q
 4
 S
 0
 S
 0
 Rq
 1
 ;.



这一标准形式是通过取表中的四行，并用分号将这四行代表的格局分开得到的。把它转化成标准描述，要求将qi

 替换成D
 与i
 （1个或更多）个A
 相连的序列，将Sj

 替换成D
 与j
 （0个或更多）个C
 相连的序列。


The standard description is


DADDCRDAA;DAADDRDAAA;



DAAADDCCRDAAAA;DAAAADDRDA;





标准描述为：


DADDCRDAA;DAADDRDAAA;



DAAADDCCRDAAAA;DAAAADDRDA;




标准描述很难阅读，但是经常使用，因此你应该努力去熟悉它。为了把它解码成其原来的组成部分，我们先来关注每一个D
 。每个D
 都代表了一个格局或者一个符号。

 如果这个D
 后紧跟若干个A
 ，那么它代表了一个格局。这个格局编号是A
 的数目。

 如果D
 后不是A
 ，那么它是一个符号。这种情况下，D
 后跟随的是0个或更多个C
 。如果只是D
 本身，那么它表示一个空格；否则，DC
 表示0，DCC
 表示1，与更多的C
 相连表示其他符号。

图灵更多使用的是标准描述，而不是描述数。描述数更多地存在于抽象意义上，图灵不对这些数字进行任何计算。在他所展示的例子中，你可以用1代替A
 ，用2代替C
 ，用3代替D
 ，用5代替R
 ，用7代替分号，来得到一个描述数。


A description number is

31332531173113353111731113322531111731111335317

and so is

3133253117311335311173111332253111173111133531731323253117




一个描述数是：31332531173113353111731113322531111731111335317， 而3133253117311335311173111332253111173111133531731323253117也是一个描述数。



第二个数除了尾部增加了一些数字（31323253117）之外，和第一个数是一样的，这些增加的数字对应了图灵定义的不相关的格局q
 1
 S
 1
 S
 1
 Rq
 2
 。问题在于：这两个数定义了两台不同的机器，而这两台机器又计算得到两个完全相同的数。回想一下，这个数是1/3的二进制形式。也就是说，一台机器的格局重组后仍然可以计算产生相同的数，但是它们的描述数是不同的。

这个数太大了！显然，图灵并不在意这些数有多大。例如，为了表示出q
 35
 ，他或许能想出一种办法把35放进描述数中，但是他没有这么做。为表示q
 35
 ，标准描述要使用如下序列：


DAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA


描述数包括如下数位：

311111111111111111111111111111111111

并且这些数位不止被包含一次，而是至少两次。

这种方法带来的好处很有意思。想想一台计算的图灵机。正常情况下，我们用一个无穷序列来表示的数位：

=3.1415926535897932384626433832795

现在，我们可以使用一个有限的整数来表示，这个整数就是计算的数位的图灵机的描述数。哪种的表示更好呢？是前32个数位再跟上省略号？还是有多长耐心就能生成多少位数字的图灵机描述数？在某种意义上，描述数是的一种更基本的数字表示方式，因为它描述了计算这个数的算法。

事实上，把每台机器归纳为一个数，图灵已经使仅通过枚举正整数便产生机器变为可能了。不是每一个正整数都是一个有效的图灵机描述数，而且很多有效的描述数也不能描述非循环机，但这种枚举必然包含了所有的非循环图灵机，其中每台这样的机器都对应着一个可计算数。因此，可计算数是可枚举的。

这是一个很重要的发现，尽管它也可能是令人不安的，因为它意味着，大部分的或者根据我们已有的关于实数范围的知识，几乎全部的实数都不是可计算的。

这个出乎意料的发现，连同一些数学悖论和量子引力的研究，促使数学家格雷戈里蔡廷提出疑问：实数究竟有多真实？
［11］

 能证明实数确实存在的证据的确很少。

现在的程序员很自然地就能想到可以表示成数的计算机程序，因为一个程序的可执行文件只是一些连续的字节。通常我们不会把这些字节当作简单的数，但其实是可以的。例如，MS Word 2003的可执行文件是WinWord.exe，其大小为12 047 560字节。它大约包含9600万位，或者2900万十进制位，因此表示WinWord.exe的数接近1029 000 000
 。这的确是一个很大的数。如果在一本每页有50行的书里，按每行打印50位写下这个数，那么它要占用11 000多页。这是一个比著名的googol（即10的100次方）更加巨大的数，但是它仍然是一个有限数。WinWord.exe只是在枚举整数的过程中出现的众多可执行程序（好比所有可能的图灵机）之一，同时我们还会枚举出其他所有的文字处理软件，甚至是那些还没编写好的。

以备将来使用，图灵在本节末给出一个定义。


A number which is a description number of a circle-free machine will be called a satisfactory
 number. In 8 it is shown that there can be no general process for determining whether a given number is satisfactory or not.




非循环机的描述数称作可接受数。在8中，我们会指出，不存在一个通用程序来判定某个给定数是否是可接受数。



很容易判断某个特定的整数是否是一个明确定义的描述数，但是图灵坚持认为，不存在一个通用过程来判断某个特定的描述数是否可以表示一个非循环机，并且可以按要求打印一连串的0和1。没有一个通用过程可以用来确定一个机器是否可能扫描到它不希望遇到的字符，或者在打印空格时陷入无限循环中，以及判断机器是否崩溃、发热、垮掉或者数位丢失得无影无踪。






［1］

 安德鲁·霍奇斯，Alan Turing: The Enigma
 （Simon & Schuster，1983），138。



［2］

 David Kahn，Seizing the Enigma: The Race to Break the German U-Boat Codes，1939-1943
 （Houghton-Mifflin，1991），ch. 3。



［3］

 马里安·雷耶夫斯基，How Polish Mathematicians Deciphered the Enigma，Annals of the History of Computing
 ，Vol. 3，No. 3（July 1981），213-234。也可参见 Elisabeth Rakus-Andersson，The Polish Brains Behind the Breaking of the Enigma Code Before and During the Second World War 见于Christof Teuscher，ed.，Alan Turing: Life and Legacy of a Great Thinker
 （Springer，2004），419-439。



［4］

 雷耶夫斯基，How Polish Mathematicians Deciphered the Enigma，226。



［5］

 Kahn，Seizing the Enigma
 ，73。



［6］

 霍奇斯，Alan Turing
 ，148。



［7］

 Stephen Budiansky，Battle of Wits: The Complete Story of Codebreaking in World War II
 （Free Press，2000），155 。同样可见于Jack Gray and Keith Thrower，How the Turing Bombe Smashed the Enigma Code
 （Speedwell，2001）。



［8］

 霍奇斯，Alan Turing
 ，218-9。



［9］

 I. J. Good，Early Work on Computers at Bletchley，Annals of the History of Computing
 ，Vol. 1，No. 1（July 1979），41。



［10］

 霍奇斯，Alan Turing
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［11］

 格雷戈里·蔡廷，“How Real are Real Numbers?”，International Journal of Bifurcation Chaos
 ，Vol. 16（2006），1841-1848。重印于Gregory J Chaitin，Thinking About Gödel Turing: Essays on Complexity，1970-2007（World Scientific，2007），267-280。






第9章

通　用　机


图灵在论文下一节所描述的机器就是我们今天熟知的通用图灵机，之所以称为通用机，是因为我们只要有了这种机器就足够了。之前介绍的特殊计算机器既不能保证按类似的方式执行，甚至也没有通用的零件。而通用机在获得其他机器的标准描述后就可以模拟它们。如今我们可以说，通用机是可编程的
 。


6. The universal computing machine.


It is possible to invent a single machine which can be used to compute any computable sequence. If this machine [image: img1451]
 is supplied with a tape on the beginning of which is written the S.D of some computing machine [image: img1452]
 ,

[242]

then [image: img1453]
 will compute the same sequence as [image: img1454]
 . In this section I explain in outline the behaviour of the machine. The next section is devoted to giving the complete table for [image: img1455]
 .




6. 通用计算机器

发明一台可以计算任何可计算序列的机器是可能的。如果为机器[image: img1456]
 提供一条纸带，纸带开头写入的是某台计算机器[image: img1457]
 的标准描述，那么[image: img1458]
 可以计算出与[image: img1459]
 相同的序列。在这一节中，我将概括地介绍这种机器的行为。下一节着重给出[image: img14510]
 的完整表。



这里再次使用了手写字体。图灵使用[image: img14511]
 表示任意一台机器，而使用[image: img14512]
 表示通用机。

当我们说到计算机程序的时候，通常会涉及输入和输出。一段程序读取输入，写出输出。但是到目前为止，我们描述的机器基本上都没有输入，因为它们是以空白纸带开始的。这些机器产生0和1序列形式的输出，输出序列中可能会临时散布一些其他用作标记或便笺的字符。

相反，通用机[image: img1461]
 要求实际输入，特别地，要求纸带上包含[image: img1462]
 的标准描述&md;&md;字母A
 、C
 、D
 、L
 、N
 、R
 构成的描述了[image: img1463]
 所有格局的序列。机器[image: img1464]
 读入并解释这个标准描述，然后打印出和[image: img1465]
 一样的输出。

但是这并不完全正确：[image: img1466]
 的输出和[image: img1467]
 的输出可能不完全相同。通常情况下，[image: img1468]
 不能完全模仿[image: img1469]
 。机器[image: img14610]
 可能以一个空白的纸带开始，但[image: img14611]
 不是这样，提供给它的纸带已经包含了[image: img14612]
 的标准描述。如果[image: img14613]
 违反了图灵的约束，向两个方向输出，会出现什么情况呢？准确地模仿[image: img14614]
 将导致重写[image: img14615]
 的标准描述。

图灵说，[image: img14616]
 会配有一条以机器[image: img14617]
 的标准描述开头的纸带。如果纸带的两个方向都是无限延伸的，就没有开头一说了。图灵暗含的意思是，将[image: img14618]
 的输出写到纸带上的标准描述之后。

如果考虑机器只向一个方向打印（正是图灵的约束），那么我们能写出一个通用机，让它读取纸带开头处某台机器的标准描述，然后在标准描述后面无限的空白区域里精确地复制出该机器的输出吗？

这似乎不太可能。无疑，通用机需要自己的便笺空间，因此它的输出和它尝试模仿的机器的输出是不同的。即使我们仅仅要求通用机复制机器[image: img14619]
 的F-格，这台通用机也明显会比图灵之前描述的机器复杂得多。

图灵不能保证他的通用机能够如实地复制它正在模仿的机器的输出。他只说：[image: img14620]
 会计算出与[image: img14621]
 相同的序列。事实上，[image: img14622]
 会在序列之外打印很多额外的输出。

图灵从一个很奇怪的角度着手通用机的设计。


Let us first suppose that we have a machine [image: img14623]
 
 which will write down on the F
 -squares the successive complete configurations of [image: img14624]
 .




首先假设我们有一台机器[image: img14625]
 
 ，它会在纸带的F-格处写下[image: img14626]
 的连续完全格局。



如前所述，完全格局是完成一个操作后纸带的快照，连同读写头的位置和下一个m-格局。这些连续的完全格局提供了机器完整的历史操作记录。


These might be expressed in the same form as on p. 235, using the second description, (C), with all symbols on one line.




这些可以使用同第235页一样的形式表达，使用第二种描述(C)，并且所有的符号都在同一行。



本书第82页用了如下的序列展示信息：


[image: img1471]




在该记法中，连续的完全格局间使用冒号隔开。在每一个完全格局中，表示下一个m-格局的德文字母放在下一个扫描符前面。


Or, better, we could transform this description (as in 5) by replacing each m
 -configuration by D
 followed by A
 repeated the appropriate number of times, and by replacing each symbol by D
 followed by C
 repeated the appropriate number of times. The numbers of letters A
 and C
 are to agree with the numbers chosen in 5, so that, in particular, 0 is replaced by DC
 , 1 by DCC
 , and the blanks by D.





或者，更好的方法是，用D
 后跟适当数目的A
 所构成的字符串代替每个m-格局，用D
 后跟适当数目的C
 所构成的字符串代替每个符号，以此来转换当前的描述（如5）。字母A
 和C
 的数目和5中的数目是一致的，因此，0使用DC
 代替，1用DCC
 代替，空则由D
 代替。



图灵提出这种标准描述（他这么称）来编码机器的状态。现在，他提出再使用它来表示完全格局。


These substitutions are to be made after th complete configurations have been put together, as in (C). Difficulties arise if we do the substitution first.




只有在完全格局组合在一起后，才能进行这些替换，比如在(C)中。如果先进行替换会出现问题。



我猜想，图灵这里想要表达的意思是，由于m-格局和符号要被多个符号代替（比如，1变成DCC
 ），因此在查找下一个格局的时候必须注意滑动一些格，以防破坏某个符号的编码。


In each complete configuration the blans would all have to be replaced by D
 , so that the complete configuration would not be expressed as a finite sequence of symbols.




每个完全格局中的空白都必须用D
 替换，因此，完全格局不能表示成一个有限的符号序列。



字母D
 代表一个空格。图灵不想在一个完全格局中出现任何中断。他想使每个完全格局都是一个没有中断、连续的字符串。他的原话是这样的：因此，完全格局不能表示成一个有限的字母序列。这样的表达不是很明确。我觉得不能应该是现在。很明显，他不想用一个由符号D
 构成的无限序列来表示一个空白的纸带，每一个完全格局都是有限的。


If in the description of the machine II of 3 we replace [image: img1481]
  by DAA
 , [image: img1482]
  by DCCC
 , [image: img1483]
  by DAAA
 , then the sequence (C) becomes:


DA
 : DCCCDCCCDAADCDDC
 : DCCCDCCCDAAADCDDC
 :(C1
 )

(This is the sequence of symbols of F
 -squares.)




如果在3机器II的描述中，把[image: img1484]
 替换成DAA
 ，把[image: img1485]
 替换成DCCC
 ，把[image: img1486]
 替换成DAAA
 ，则序列(C)变成：


DA
 ：DCCCDCCCDAADCDDC
 ：DCCCDCCCDAAADCDDC
 ：( C1
 )

（这是F-格处的符号序列。）



图灵并没有提到他所做的所有替换。他还把[image: img1487]
 替换成了DA
 ，空白替换成了D
 ，0替换成了DC
 。

括号里的说明指的是图灵提出的机器[image: img1488]
 
 的输出方式。正常的机器[image: img1489]
 在F-格处打印0和1，并且用E-格处的其他符号来辅助计算0和1。机器[image: img14810]
 
 在F-格处打印机器[image: img14811]
 的连续的完全格局，并且使用E-格辅助构造这些连续的完全格局。

用这种方式表示的完全格局是很难阅读的。正如前面所说的，需要注意的是D
 ，它可以表示一个格局或者一个符号。

 如果D
 后接的是一个或多个A
 ,那么它是一个格局。格局编号是A的数目。

 如果D
 后接的不是A
 ，则它是一个符号。在这种情况下，D
 后接的可能是0个或多个C
 。如果D
 单独出现，则它代表一个空白；否则，DC
 代表0，DCC
 代表1，后接多个C
 则指示其他符号。


It is not difficult to see that if [image: img14812]
 can be constructed, then so can [image: img14813]
 
 . The manner of operation of [image: img14814]
 
 could be made to depend on having the rules of operation (i.e.
 , the S.D) of [image: img14815]
 written somewhere within itself (i.e.
 within [image: img14816]
 
 ); each step could be carried out by referring to these rules.




不难看出，如果我们能构造出[image: img14817]
 ，那么我们也能构造出[image: img14818]
 
 。[image: img14819]
 的操作规则（即标准描述）可以写进自身（即[image: img14820]
 
 ）的某个地方由它来决定[image: img14821]
 
 的操作方式，每一步都可以由这些规则算出来。它的每一步操作都可以参考这些规则来执行。



把[image: img14822]
 的标准描述写进[image: img14823]
 
 的某个地方，这是一个全新的概念。它是如何写的呢？如何访问它呢？图灵追求机器[image: img1491]
 
 的方式有点偏离他的目标，虽然看上去[image: img1492]
 
 确定是可以构造出来的。


We have only to regard the rules as being capable of being taken out and exchanged for others and we have something very akin to the universal machine.




我们只需要认为这些规则是可以取出并替换的，那么我们便得到了某种本质上非常类似通用机的东西。



现在问题变得清晰点儿了。图灵在本节开头说过，要为[image: img1493]
 提供一个包含[image: img1494]
 的标准描述的纸带。这正是这些规则可以取出并替换的要表达的意思。我们可以为[image: img1495]
 提供一个包含任何想要[image: img1496]
 模仿的机器的标准描述的纸带。

抽象地来看，[image: img1497]
 现在变得几乎是，嗯，也不完全是显然的，但仍然已经简单了很多。[image: img1498]
 以一个打印着[image: img1499]
 的标准描述的纸带开始。这个标准描述负责打印[image: img14910]
 的连续完全格局。标准描述和完全格局使用相同的编码方式：每个完全格局包含一个字母序列，这些序列大多指示纸带上打印的符号。每个完全格局还包含了一个以D
 开头、后接若干个A
 的字符串，用来表示位于扫描符前面的下一个格局。例如：


DAAADCC


完全格局中的这个字母序列表示下一个m-格局是q
 3
 ，下一个扫描符是1。[image: img14911]
 的标准描述的某个位置会出现与之完全匹配的字母序列。（如果没有，一定是有地方出错了，从而[image: img14912]
 不是非循环的。）[image: img14913]
 要确定下一个格局，所需要做的就是寻找一个匹配。一旦[image: img14914]
 找到了匹配的格局，它可以直接访问这个格局的操作要打印的符号、指示如何移动读写头的编码以及下一个m-格局。[image: img14915]
 必须基于最后的完全格局创建一个新的完全格局，并且把要打印的字符和下一个m-格局合并进来。

一旦考虑到机器操作的第一个完全格局是平凡的，并且从一个完全格局转向下一个完全格局的步骤只有很小的变化，那么通用机可能就简单多了。事实上，这只是一个比较和复制符号的问题，图灵已经定义了一组执行这些常用操作的m-函数。

至此，图灵仍然在谈论[image: img14916]
 
 ，而不是[image: img14917]
 ，而且[image: img14918]
 
 只打印[image: img14919]
 的完全格局。


One thing is lacking: at present the machine [image: img14920]
 
 prints no figures.




我们忽略了一个问题：现在的机器[image: img14921]
 
 没有打印数字。



是的。激动之余，我们忘记了[image: img14922]
 
 （或者[image: img14923]
 ）都只在F-格处打印了[image: img14924]
 的连续完全格局，这些格局由字母A
 、C
 、D
 和冒号分隔符构成，它也可能使用E-格作为一个便笺。我们的实际目的是打印0和1。


We may correct this by printing between each successive pair of complete configurations the figures which appear in the new configuration but not in the old. Then (C1
 ) becomes


DDA
 : 0 : 0 : DCCCDCCCDAADCDDC
 : DCCC
  (C2
 )

It is not altogether obvious that the E
 -squares leave enough room for the necessary rough work, but this is, in fact, the case.




我们可以在每个连续的完全格局对间打印数字，这些数字在新格局里出现而未在旧格局里出现，以此来修正这个问题。(C1
 )变成：


DDA
 : 0 : 0 : DCCCDCCCDAADCDDC
 : DCCC
  (C2
 )

总体而言，E-格可以为这些必要的粗重工作留下足够的空间，这一点虽然不明显，但事实上确实是这样的。



(C2
 )开头多了一个D
 ，这是印刷错误。(C2
 )和(C1
 )开头的区别仅在于两个0以及之间的冒号。它们是第一步操作的结果，因此打印在了第一个完全格局的后面。

图灵想要[image: img1501]
 
 （和[image: img1502]
 ）打印和[image: img1503]
 一样的0和1，如此就可以说[image: img1504]
 
 和[image: img1505]
 计算出相同的序列。区别仅是，这些数位被埋藏在输出里，夹在了机器的一个又一个完全格局之间。

这就是为什么图灵要求他的机器连续打印计算得到的数，并且数一旦被打印就不能再改变。如果没有这个要求，[image: img1506]
 
 （和[image: img1507]
 ）打印出的数可能会相当混乱。

图灵说[image: img1508]
 
 应该打印在新格局里出现，而没有在旧格局里出现的全部的数字（0或1）。当把机器简化到标准形式（也就是，每次操作只包含一个要打印的符号，且读写头移动一次）时，机器在去其他地方的路上会经常扫描到一个符号0或1。在这些情况下，机器必须重新打印0或1。[image: img1509]
 
 应该忽略[image: img15010]
 在其自身上打印0或1的次数。[image: img15011]
 
 （也暗指通用机）应该只在扫描符为空时打印0或1。

图灵总结本节时，提议完全格局应该表示成数字形式，尽管他从来没有使用过这种方式。


The sequences of letters between the colons in expressions such as (C1
 ) may be used as standard descriptions of the complete configurations. When the letters are replaced by figures, as in 5, we shall have a numerical
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description of the complete configuration, which may be called its description number.




可以把表达式（如C1
 ）中冒号之间的字母序列作为完全格局的标准描述。如果用数字代替这些字母，就像在5中那样，那么我们可以得到这个完全格局的数字表示，也可以称作它的描述数。



现在，让我们暂时忘记[image: img1511]
 
 ，开始考虑[image: img1512]
 。

现在大家已经知道，图灵对于通用机的描述中有少量错误。（令人吃惊的是，里面包含的错误如此之少，尤其是考虑到图灵不能在真实的计算机上模拟它。）在分析通用机的过程中，我很感激埃米尔波斯特的纠正 
[1]

 和唐纳德戴维斯所做的分析。 
[2]



通用机对图灵论文其余部分的论点很重要，事实上，他完整地构造了这样一台机器，证明这样的机器是存在的，整个过程极其详细。然而，一旦你理解了它的基本机制，就会发现这些细节太过冗余。因而即便你没有消化图灵描述中的每一个符号和函数，也没有关系。


7. Detailed description of the universal machine.


A table is given below of the behaviour of this universal machine. The m
 -configurations of which the machine is capable are all those occurring in the first and last columns of the table, together with all those which occur when we write out the unabbreviated tables of those which appear in the table in the form of m
 -functions. E.g.
 , [image: img1513]
 ([image: img1514]
 ) appears in the table and is an m
 -function.




7. 通用机的详细描述

下表给出了通用机的行为。机器能执行的m-格局就是表中第一列和最后一列中的全部格局，以及把表中的m-函数展开成未缩略表后将会出现的所有格局。比如，表中出现的[image: img1515]
 ([image: img1516]
 )就是一个m-函数。



m-格局[image: img1521]
 是图灵通用机的一部分。在机器的描述即将结束时，某个格局在其最终m-格局中包含了[image: img1522]
 ([image: img1523]
 ) 。[image: img1524]
 的骨架表在图灵论文的第239页（本书第113页）。


[image: img1525]




在使用[image: img1526]
 代替[image: img1527]
 后，图灵展示了未经缩写的表。


Its unabbreviated table is (see p. 239)


[image: img1528]




Consequently [image: img1529]
 1
 ([image: img15210]
 ) is an m
 -configuration of [image: img15211]
 .




其未缩略表如下（见第239页）：


[image: img15212]




因此，[image: img15213]
 1
 ([image: img15214]
 )是[image: img15215]
 的一个m-格局。



图灵从描述一个包含某台机器的标准描述的纸带开始谈起。这就是通用机将要读取并解释的纸带。


When [image: img15216]
 is ready to start work the tape running through it bears on it the symbol [image: img15217]
 on an F
 -square and again [image: img15218]
 on the next E
 -square; after this, on F
 -squares only, comes the S.D of the machine followed by a double colon :: (a single symbol, on an F
 -square). The S.D consists of a number of instructions, separated by semi-colons.




当[image: img1531]
 准备开始工作的时候，穿过它的纸带会在某个F-格上印有符号[image: img1532]
 ，下一个E-格上又是一个[image: img1533]
 。在此之后是只打在F-格上的机器标准描述，然后是一个双冒号：：（单个符号，出现在F-格处）。标准描述由若干指令构成，中间用分号隔开。



顺便指出，这是图灵第一次在论文中使用指令这个词。它用在这里很恰当，因为机器的格局在这里起了不同的作用，它们变成了通用机的指令。

在此之前（本书第127页的论文第5节中），图灵展示了每个格局后跟一个分号，然而，通用机要求每个指令以一个分号开始。这只是通用机描述里极少几个错误中的一个。

为了描述[image: img1534]
 的运行过程，我们为它提供一个简单的机器[image: img1535]
 。它是交替打印0和1的机器的一种简化形式：



	m-格局
	符号
	操作
	最终m-格局



	
q
 1

	
S
 0

	
PS
 1
 , R

	
q
 2




	
q
 2

	
S
 0

	
PS
 2
 , R

	
q
 1





这个简化的机器只包含两种格局，而不是四种，并且不跳过任何一个格。下面准备的纸带与图灵的说明相符，不过每个指令前都有一个分号。因为整个纸带很长，我在这里把它们写成两行：


[image: img1536]




双冒号把[image: img1537]
 的指令与[image: img1538]
 打印出的[image: img1539]
 的连续完全格局分隔开。图灵提醒了我们这些指令是如何被编码的。


Each instruction consists of five consecutive parts

(i) D
 followed by a sequence of letters A.
 This describes the relevant m
 -configuration.




每条指令由五个连续的部分组成：

(i) D
 后接若干个A
 构成的序列，描述了相关的m-格局；




D
 后必须至少有一个A
 ，来表示一个m-格局。也就是说，第一个格局是q
 1
 ，而不是q
 0
 。


(ii) D
 followed by a sequence of letters C.
 This describes the scanned symbol.




(ii) D
 后接若干个C
 构成的序列，描述了扫描符；



对于符号，单独一个D
 表示一个空白；一个D
 后接一个C
 表示0；一个D
 后接两个C
 表示1。


(iii) D
 followed by another sequence of letters C.
 This describes the symbol into which the scanned symbol is to be changed.

(iv) L
 , R
 , or N
 , describing whether the machine is to move to left, right, or not at all.

(v) D
 followed by a sequence of letters A.
 This describes the final m
 -configuration.




(iii) D
 后接另一若干个C
 构成的序列，描述了扫描符将要转变成的符号；

(iv) L
 、R
 或N
 ，描述了读写头左移、右移还是不移动；

(v) 另一个D
 后接若干个A
 构成的序列，描述了最终m-格局。



通用机需要打印完全格局，而完全格局是由字母A
 、C
 和D
 构成的，同时它还需要打印由0和1组成的可计算序列。通用机使用小写字母作为E-格中的标记。


The machine [image: img1541]
 is to be capable of printing A
 , C
 , D
 , 0
 , 1, u
 , v
 , w
 , x
 , y
 , z.





现在的机器[image: img1542]
 可打印A
 、C
 、D
 、0、1、u
 、v
 、w
 、x
 、y
 、z
 。



图灵忘了分号;（用来分隔连续的完全格局）。


The S.D is formed from ;, A
 , C
 , D
 , L
 , R
 , N.





S.D由;、A
 、C
 、D
 、L
 、R
 、N
 构成。



接下来，图灵展示了通用机要求的最后一个函数。
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Subsidiary skeleton table.



[image: img1543]





[image: img1551]






辅助的骨架表如下：



[image: img1552]






m-函数[image: img1553]
 代表了configuration（格局），这里漏了一行 
[3]

 ：


[image: img1554]




不久，我们可以看到漏掉的这一行所起的作用。

[image: img1555]
 函数的功能是用第二个参数给出的符号标记一个格局。假设读写头处在一条指令前端的分号位置上。


[image: img1556]




[image: img1557]
 函数每次向右移动两个格，直到遇到一个字母A
 。然后在A
 的左边打印一个字符
 。函数[image: img1558]
 1
 继续在每个A
 的右边打印标记，直到遇到一个字母D
 。然后在这个D
 的右边打印一个标记，再转向[image: img1559]
 2
 。函数[image: img15510]
 2
 在每个C
 （如果C
 存在）的右侧打印标记。在本例中，格局中没有C
 ，因为扫描格是一个空格，因此结果如下：


[image: img15511]




骨架表中对[image: img15512]
 的解释部分有一点令人迷惑，因为图灵使用字母C
 代表定义一个格局的整个符号序列，然后又在标准描述中使用相同的字母。第二段（以最终格局中开头）的第一句表明读写头最后将留在格局中最后一格（也就是，扫描字符的最后一个格）右边的四个格处。C
 未被标记意思是这个格局未被标记，仅当[image: img1561]
 的第二个参数为空时才适用。

对通用机的描述仅占图灵论文中的两页。图灵前面定义的m-函数很有技巧，使得在很多情况下，[image: img1562]
 的m-格局只是简单地表示一个特定的函数。照例，机器仍以m-格局[image: img1563]
 开始。



[image: img1564]








[image: img1565]






m-函数[image: img1566]
 寻找把指令和完全格局隔开的双冒号。正如前面看到的，每一个完全格局展示了纸带上的所有符号，并且m-格局位于被扫描格前。当机器启动时，第一个m-格局是q
 1
 ，它的标准描述是DA
 。这正是[image: img1567]
 1
 要打印的东西，它以一个冒号开头来划定每一个完全格局：


[image: img1568]




[image: img1569]
 的下一个m-格局是[image: img15610]
 ，唐纳德戴维斯建议用此代表[image: img15611]
 是德语表示开头的单词。第一行中的函数[image: img15612]
 在函数表中被误写作[image: img15613]
 。它用来搜索第二个参数的最后一次出现。



[image: img15614]








[image: img15615]






[image: img1571]
 找到冒号（当前的完全格局之前）之后， [image: img1572]
 用字母y
 标记这个m-格局。前面为[image: img1573]
 1
 添加的一行在这里发挥了作用：它打印一个D
 （表示一个空格），同时标记这个格，如下：


[image: img1574]




在完全格局中标记m-格局的过程中，每当[image: img1575]
 本该找到一个代表扫描符的D
 却遇到一个空格时，[image: img1576]
 1
 就打印一个D
 。在需要的方格越来越多时，纸带就是这样逐渐增长的。

现在机器必须找到这样的指令，其格局和刚才的完全格局中标记为y
 的符号相匹配。当然，有很多指令，但是它们很容易被定位，因为每一条指令前都有分号。从最后一条指令开始向前测试这些指令。m-格局[image: img1577]
 看上去与fom很像，但其实是kom，可能是几个表示比较的单词缩写形式中的一个。



[image: img1578]








[image: img1579]






在第一趟里，[image: img15710]
 找到最后一个（最右边）指令后，在分号后打印一个z，然后用[image: img15711]
 标记紧跟着的格局。


[image: img15712]




标记z
 表明这条指令已经检查过。在后面寻找匹配的尝试中，[image: img15713]
 会跳过之前已经标记为z
 的那些分号。

m-格局[image: img1581]
 （另外一个表示比较的缩写？）使用[image: img1582]
 比较标记为x
 （表示一条指令中的m-格局和扫描符）和标记为y
 的格局（表示完全格局中的当前m-格局和扫描符）。



[image: img1583]








[image: img1584]






函数[image: img1585]
 在比较那些标记所标识的字母时顺便擦除了这些标记。如果找到一次匹配，那么所有的x
 和y
 都被擦除，然后转向[image: img1586]
 （表示相似）。

如果标记为x
 和y
 的格局不匹配（就像我们例子中的这样），则转向[image: img1587]
 的第一个参数，它是个函数[image: img1588]
 （擦除），用来擦除其余的x
 和y
 标记，最后退回到[image: img1589]
 来处理下一条指令。

函数[image: img15810]
 中有个小问题，图灵从来没有定义过包含一个m-格局参数和两个符号参数的函数[image: img15811]
 。而且，由于部分甚至全部的y
 标记都已经被[image: img15812]
 擦除，他不能回退到[image: img15813]
 。事实上，他需要返回到用[image: img15814]
 再次标记这个格局。唐纳德戴维斯提议，指令应该读取：


[image: img15815]




在我们的例子中，[image: img15816]
 1
 将重新标记完全格局中的m-格局和扫描符，[image: img15817]
 将标记下一条指令（按指令从后往前的顺序）。


[image: img15818]




这一次，由[image: img15819]
 调用的函数[image: img15820]
 将检测匹配，然后转向[image: img15821]
 。所有的标记x
 和y
 都没有了，只剩下了标记z
 。最左边的标记z
 位于[image: img15822]
 必须执行的指令之前。图灵如下总结了至此的进展。


[image: img15823]
 . Taking the long view, the last instruction relevant to the last configuration is found. It can be recognised afterwards as the instruction following the last semi-colon marked z.
  [image: img15824]





[image: img1591]
 ，从长远角度考虑，与最后一个格局相关的最后一条指令找到了。因为这条指令跟在用z
 标记的最后一个分号后，所以今后能被识别出来。然后[image: img1592]
 。



事实上，这是第一个（最左边）被标记为z
 的分号，但是，是最后一条被检测的指令。m-格局[image: img1593]
 开始使用[image: img1594]
 在指令前的分号处寻找该标记及其位置。正如前面提到的，指令包含五个部分：m-格局，扫描符，要打印的符号，L
 、N
 或R
 ，以及最终m-格局。



[image: img1595]








[image: img1596]






m-格局[image: img1597]
 1
 指向的是缺少第二个参数的函数[image: img1598]
 。实质上，它跳过m-格局和扫描符，把读写头定位在打印操作的第二个字符。


[image: img1599]




m-格局[image: img15910]
 2
 的第二行有误：埃米尔波斯特指出，它应该在打印u
 之前把读写头向左移。m-格局[image: img15911]
 2
 和[image: img15912]
 3
 标记这个操作（要打印的符号和读写头移动的字母）和下一个m-格局。函数[image: img15913]
 在转向[image: img15914]
 之前擦除标识记z
 。


[image: img15915]




m-格局m[image: img1601]
 （看起来像mf
 ，实际上是mk
 ，可能代表标记）现在标记最后一个完全格局。函数[image: img1602]
 （函数表里误记作[image: img1603]
 ）的第一个参数应该是[image: img1604]
 1
 ，而不是[image: img1605]
 。



[image: img1606]








[image: img1607]






m-格局[image: img1608]
 使用[image: img1609]
 寻找最右边的冒号。这个冒号出现在最后一个完全格局之前。完全格局出现在F-格处，通常情况下，由D
 后接0个或若干个C
 构成，每一个都表示纸带上的一个符号。这些符号里的某个地方埋藏了一个m-格局，它是表示成一个D
 后接若干个A
 的序列。

m-格局[image: img16010]
 1
 用来寻找埋藏在完全格局中的m-格局。当找到一个A
 时，它把读写头向左移至这个m-格局之前的格的最后一个符号处。那个格标记为x
 。接着，[image: img16011]
 3
 把所有前面的字符都标记为v
 。

[image: img1611]
 3
 遇到一个冒号时，[image: img1612]
 4
 就接替它开始工作。[image: img1613]
 4
 使用[image: img1614]
 跳过m-格局和扫描字符。当它找到非C
 的字符时就停下来。除了扫描字符，其他符号均标记为w
 。最后，[image: img1615]
 5
 打印一个冒号。

下面是一个比所分析的简单例子稍微复杂一点的完全格局：


[image: img1616]




这个完全格局表示一个以0（DC
 ）和一个空白（D
 ）开头的纸带。接下来的格是一个扫描格，是用格局q
 1
 （DA
 ）表示的。扫描格是一个0（DC
 ），后跟一个空白（D
 ）和一个0（DC
 ）。[image: img1617]
 结束时，纸带如下：


[image: img1618]




唯一未标记的是格局（它由m-格局DA
 和扫描符DC
 组成）。

在前面的简单例子里，m-格局的左边和扫描格的右边都没有符号，因此，v
 、x
 和w
 标记都没有发挥任何作用：


[image: img1619]




所有的部分都已标记了。指令的操作和最终m-格局分别标记为u
 和y
 ，完全格局的一部分标记为v
 、x
 和w
 。

除了因为机器扫描到一个0或1，需要再打印一遍0或1的情况，如果指令打印了一个0或1，那么通用机也需要打印一个0或1。通用机只有在扫描到空格时才打印一个0或1。这就是[image: img16110]
 （可能代表展示）的功能。



[image: img16111]








[image: img1621]






首先，[image: img1622]
 定位到最左边的标记u
 ，[image: img1623]
 1
 将读写头向左移动三个位置，置于代表扫描格的最后一个符号处。如果扫描的格是一个空格，那么那个符号可以是一个D
 。如果不是D
 ，那么将跳过其余的m-格局转向[image: img1624]
 。

如果扫描的字符是一个空格，则[image: img1625]
 2
 转向[image: img1626]
 3
 （不是表中指示的[image: img1627]
 2
 ），接着检查[image: img1628]
 3
 、[image: img1629]
 4
 和[image: img16210]
 5
 ，看打印的指令是否为DC
 （表示打印0）或者DCC
 （表示打印1）。如果是，那么[image: img16211]
 2
 在纸带的尾部打印出相应的数字和一个冒号。现在的示例纸带如下：


[image: img16212]




显然，表的[image: img16213]
 部分因为使用了二进制数而非十进制数而得以简化。十进制数要求另外8个m-格局（[image: img16214]
 6
 到[image: img16215]
 13
 ）来打印2～9位。

无论打印了0或1，或者什么都没打印，通用机都转向[image: img16216]
 [可能表示instruction（指令），不过表示为instigate（鼓动），更生动]。最后剩下的工作就是实现[image: img16217]
 的下一个完全格局。它包括当前格局里标记为x
 、v
 和w
 的所有符号，因为这些符号保持不变。然而，m-格局和扫描的格会被替换。它们将被标记为y
 的m-格局和标记为u
 的符号替代。

[image: img16218]
 的表中又一次引用了最初被定义为[image: img16219]
 的函数[image: img16220]
 。同样，第五行的函数[image: img16221]
 同第三行和第四行中的[image: img16222]
 一样。
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[image: img1631]








[image: img1632]






事实上，函数[image: img1633]
 4
 和[image: img1634]
 5
 都没有定义。基于[image: img1635]
 3
 ，我们可以很容易地构造它们：


[image: img1636]




函数[image: img1637]
 5
 把标记为
 的符号顺序地复制到纸带的尾部，然后再复制标记为
 的字符，如此等等，在复制的过程中擦除这些标记。

m-格局[image: img1638]
 引用[image: img1639]
 。[image: img16310]
 寻找最右边的标记为u
 的符号，该符号可以为L
 、R
 或者N
 。m-格局[image: img16311]
 1
 扫描并擦除那个符号，然后根据此符号分别转向[image: img16312]
 1
 (L
 )、[image: img16313]
 1
 (R
 )或者[image: img16314]
 1
 (N
 )。图灵的用意很明显，不过事实上，我必须阻止在机器的这个点上引入新的语法，更何况这是没有必要的。我们把整个的[image: img16315]
 1
 格局替换成如下的表达式：


[image: img16316]




在这三种情况下，标记为v
 的格首先被复制到纸带的尾部，最后复制标记为w
 的格。由v
 标记的这些符号都处于完全格局左边，直到（但不包括）被扫描的格的左边。那个格标记为x
 。标记为w
 的符号都处于被扫描的格右侧。

[image: img16317]
 中间的这三次复制取决于读写头是左移、右移或不移动。顺序如下。

左移：下一个m-格局/读写头左边的符号/被打印的符号

右移：读写头左边的符号/被打印的符号/下一个m-格局

不移动：读写头左边的符号/下一个m-格局/被打印的符号

例如，如果读写头向左移动，那么下一个m-格局插入到上一次读写头左边格的前面。如果读写头向右移动，则下一个m-格局放置于被打印符号的右边。

[image: img1641]
 的每一个函数都要转向[image: img1642]
 [可能代表over（结束）]。函数[image: img1643]
 擦除所有E-格，然后在下一次移动之前转向[image: img1644]
 。纸带现在的情况如下：


[image: img1645]




第二个完全格局包含了符号DC
 （代表0），后跟DAA
 ，它表示一个新的m-格局q
 2
 。

图灵在定义通用机时是有一些限制的，它不能模仿任意的普通图灵机，因为它不能在完全格局的左边插入空白，因此模仿任意一个读写头移向初始位置左边的机器，它都不能正确的工作。（确实，图灵在函数[image: img1646]
 中省略了向右边插入空白的过程。）这样的通用机也只能在模仿用0或1代替空白，且这种代替按从左向右的统一方式进行的机器时正确运行。如果机器不是这样操作的，那么通用机也可以模仿它，只是不能打印出0和1的正确序列。

尽管存在这些限制，还有一些小的打印问题和错误，但是图灵还是做出了杰出的贡献。他通过展示这样一台可以适当地编程来执行任意计算机器操作的通用机，论证了计算的一般性。一本受到称赞的关于可计算性的书中这样写道：图灵关于通用图灵机存在性的理论是上世纪的一个思想路标。 
[4]



所有这些都引发了一个问题：

阿兰图灵发明过计算机吗？








[1]

 出现在埃米尔·波斯特论文Recursive Unsolvability of a Problem of Thue，The Journal of Symbolic Logic
 ，Vol. 12，No. 1（Mar. 1947），1-11的附录中。整篇文章转载于Martin Davis，ed.，The Undecidable
 （Raven Press，1965），293-303。附录转载于B. Jack Copeland，ed.，The Essential Turing
 （Oxford University Press，2004），97-101。



[2]

 唐纳德·戴维斯的Corrections to Turing’s Universal Computing Machine，in C. Jack Copeland，ed.，The Essential Turing
 ，103-124。任何想要编写仿真通用机程序的人都想专研戴维斯的文章。



[3]

 由波斯特建议，Recursive Unsolvability of a Problem of Thue，7。



[4]

 John P. Burgess在George S. Boolos、John P. Burgess和Richard C. Jeffrey所著的Computability and Logic, fourth edition（Cambridge University Press，2002）一书的前言中提到的。






第10章

计算机与可计算性


想像一台计算机器，它几乎什么也做不了，图灵事实上是构想了一种用于通用目的的多功能计算机，这是一个革命性的观念。在当时，计算机被普遍认为是为某些特定工作特殊设计的。早期类似于计算机的设备，如微分分析仪（由麻省理工学院的万尼瓦尔布什及其学生设计并构建），就是这一设计方式的例证。微分分析仪具有重要的功能求解常微分方程，但它所能做的也仅限于此。

即使是那些深入探索构建数字计算机的人们，也很难抓住数字逻辑的普遍规律。如霍华德艾肯，他从1937年就开始研究数字计算机，是计算机行业一位真正的先驱。然而在1956年，他说道：


如果事实证明，一台用来求微分方程数值解的机器的基础逻辑，与一台为百货店制作账单的机器的逻辑相同，那么这将是我遇到的最令人惊讶的巧合。
［1］





作为一个将计算机视为逻辑机器的人，图灵显然知道的更清楚。当大部分早期的计算机制造者在考虑硬件问题的时候，图灵从1936年起就开始编写软件了。对于图灵来说，即使是加法这样的基本算术运算也可以通过软件来实现。与艾肯在1956年的言论不同，图灵在1950年这样说道：


数字计算机的特殊性在于它们能够模拟任何离散状态的机器。为描述这一点，我们称之为通用机。有了具备这一特性的机器，我们就能得到一个重要的结果：如果不考虑速度，那么就不需要对不同的计算过程设计不同的机器。通过对每个事件恰当编程，所有的工作可以在一台机器上完成。在这种意义下，所有的数字计算机都是等价的。
［2］





图灵引入了一个重要的限制如果不考虑速度。有些人也许会说，对于计算机而言，速度不是全部，却不可或缺。当人们需要某种特殊的计算机时，例如为数百万的好莱坞大片做电脑成像，速度通常是主要的考虑因素，而强大的存储能力反而不重要。然而，在实际的数字运算能力上，所有的数字计算机都是通用的。

在关于计算的发展史上，阿兰图灵的地位从来都不十分明确。在一部权威发展史著作
［3］

 中，图灵的贡献几乎没有提到；而在另一位著名数学家写的历史中，计算机被看成是数学概念的物理体现
［4］

 ，图灵就被视为一个最重要的人物。图灵在计算历史著作中的地位取决于到底是从工程和商业的角度，还是从数学和学术的角度来看待计算机。

图灵一个令人感兴趣的角色涉及图灵和约翰冯诺依曼的关系。他们的第一次见面是在1935年4月，当时冯诺依曼从普林斯顿大学来到剑桥大学讲授关于殆周期函数的课程。在此之后，图灵决定加入普林斯顿大学。
［5］

 1936年秋，图灵到达普林斯顿大学后，他们又取得了联系。
［6］

 冯诺依曼一度声称，在哥德尔的不完备性定理之后便不再读数理逻辑方面的论文了，
［7］

 所以我们并不知道他到底什么时候读了可计算数那篇论文。这两位数学家也有其他共同的数学兴趣（殆周期函数和群论），这些是冯诺依曼在1937年6月1日为图灵写的关于普罗科特奖学金的推荐信中提及的。

1938年7月，图灵离开普林斯顿之前，冯诺依曼为他提供了一份年薪1500美元的工作，是在高级研究院担任自己的助手，但是图灵没有接受。当时，冯诺依曼必然已经读过了图灵的论文。在图灵传记中，安德鲁霍奇斯向物理学家斯坦尼斯罗乌拉姆（当时也在高级研究院）询问冯诺依曼对图灵的评价（冯诺依曼逝于1957年，时年53岁）。乌拉姆回忆起1938年夏天同冯诺依曼一起旅行时，当时冯诺依曼建议玩一个游戏。


在一张纸上写下一个尽可能大的数，用一种与图灵模式有关的方法来定义它冯诺依曼对他十分赏识，早在1939年就和我提到他的名字，并且说这是一个聪明的主意1939年，冯诺依曼在考虑用机械方法来研究形式化数学系统时，曾数次向我提到图灵的名字。
［8］





早年和图灵之间的这些接触，在1944年9月冯诺依曼到达宾夕法尼亚大学的穆尔电气工程学院时突然变得非常重要。当时正在建造的计算机叫作ENIAC（电子数字积分计算机）。这个由约翰埃克特（19191995年）和约翰威廉莫奇利（19071980）设计的30吨的庞然大物，虽然建造出来了，但是它的局限性越来越明显。于是一个叫EDVAC（电子离散变量自动计算机）的替代品列入了后续计划之中。


从一开始，冯诺依曼就不单单从潜在用户，也从科学家和技术人员的角度来考虑问题。在1944年剩下的时间以及整个1945年，他并不在洛斯阿拉莫斯国家实验室，他参加了EDVAC方面的技术会议，做出了很多技术贡献，并且在逻辑设计方面提出了很多建议。
［9］





然而，1945年6月30日，当一篇以约翰冯诺依曼为唯一作者的EDVAC的第一份草案报告
［10］

 出现时，争议的火焰被点燃了，即使在今天仍然余烟未尽。这篇报告强调了一些概念，比如计算机应该是电子的，必须使用二进制数，以及程序应该存储在内存中。但是也许再也无法完全确定，这些概念是冯诺依曼自己提出的，还是他只不过是将在穆尔学院构建ENIAC时的想法组合了一下。数十年来，当人们描述数字计算机的时候总是会提到冯诺依曼体系结构，现在这个词渐渐地不再使用，很大程度是因为这样称呼缺乏对在计算机体系结构上有所贡献的其他人的尊重。

EDVAC的第一份草案报告只引用了一篇出版文献，它是发表在期刊《数学生物物理学公报》上题为神经活动内在概念的逻辑演算
［11］

 的论文。这篇引用文献表明了冯诺依曼在计算机和人脑关系上的兴趣，同样有趣的是，这篇论文的作者所提出的大脑的生理学概念正是基于图灵机的方法。麦卡洛克和匹茨的论文同样被诺伯特维纳（18941964）的经典著作《控制论：关于在动物和机器中控制和通信的科学》（1948）所引用。我会在第17章详细讨论麦卡洛克、匹茨、维纳和冯诺依曼。

物理学家斯坦利弗兰克尔曾在洛斯阿拉莫斯与冯诺依曼一起工作，他还记得冯诺依曼对于图灵1943年（或1944年）发表的那篇论文是如此地充满兴趣：


冯诺依曼向我介绍了那篇论文，在他的催促下我认真地阅读了论文。很多人都称冯诺依曼是计算机之父（以现在对这个词的理解），但是我保证他自己从未犯过这样的错误。他一直和我（肯定还有别人）强调，这些基础概念都是属于图灵的（图灵达到了巴贝奇、埃达和其他人都预想不到的高度），而他只是起了助推的作用。在我看来，冯诺依曼的本质角色就是，让世界知道图灵的这些基础概念，并在穆尔学院和其他地方进行了研究工作。
［12］





20世纪40年代末，冯诺依曼似乎已经向一些人提到图灵工作的重要性。例如，1946年，他在给诺伯特维纳的信中写道：图灵的一个伟大贡献，明确了一种机制可以是普遍的。
［13］



虽然阿兰图灵多数情况下是因为他的论文而被人们铭记的，但是他的名字同样与三个大型计算机项目相联系。

第一个项目是巨人（Colossus），1943年制造于布莱切利庄园的破译密码的计算机。它是由托马斯弗劳尔斯（19051998）设计的，20世纪30年代他在英国邮政电话分部的研究实验室工作，熟悉开关电路和电子学。虽然一些人认为图灵也参加了巨人项目
［14］

 ，但是很显然，他并没有。他当然知道这个项目，但是拒绝受邀负责其中一个主要部分
［15］

 。尽管如此，图灵论文对巨人的逻辑设计的影响是公认的。
［16］



图灵更多参与的是位于伦敦西南部特丁顿的国家物理实验室（NPL）的计算机项目。1944年，NPL的领导者是查尔斯达尔文爵士（18871962）
［17］

 ，他的祖父曾撰写了在生物学上颇具影响的著作。达尔文创建了一个数学部，其工作就是研制自动计算机器。

数学部的负责人J. R. 沃默斯利在1945年6月招图灵来NPL面试。
［18］

 沃默斯利读过那篇可计算数，并且希望图灵设计一台自动计算引擎（ACE）的计算机，而引擎这个词有意无意中唤起了他对查尔斯巴贝奇的回忆。

图灵那时已经读过了冯诺依曼那篇关于EDVAC的报告，对他自己的计算机有了一些想法，并在1945年结束之前完成了报告在数学部中开发自动计算引擎的方案。图灵的报告虽然说对提出的计算器有了十分全面的考虑，但还是建议与冯诺依曼关于EDVAC的报告一起阅读。
［19］



图灵提出的机器是电子的，使用二进制数字（虽然位和位需要连续传输），具有1MHz的时钟速率。它使用水银延迟线存储器，通过水银管中的声波脉冲来存储比特信息。一个五英尺长的水银管可以存储1024比特的数据。每一比特从水银管的一端传送到另一端大约需要1毫秒，这样它可以被存取并返回水银管的开始再利用。图灵预计，一个32比特的数的加法需要32微秒（每一比特一微秒），而32比特的数的乘法需要超过2毫秒的时间。
［20］



图灵的设计只用了很少的原始指令，大部分可以在寄存器和内存之间传输。这种情况下，它类似现代的精简指令集计算机（RISC）采用较快的硬件，更复杂的工作由软件完成。图灵似乎还发明了栈最终成为了计算机存储的常用类型，类似于自助餐厅里用弹簧托架摞得很高的一堆盘子。最后一个盘子推进栈里，成为下一个要被弹出的盘子。图灵将这两个方法分别叫盖住（BURY）和掀开（UNBURY）。
［21］



图灵在1947年2月20日给伦敦数学协会写的讲稿中，对计算给出了更具个人观点的说法：类似ACE这样的计算机器实际上是更加实际的通用机器。这个机器必须做的工作的复杂性就是要专注于纸带（其实就是软件），而且不应该以任何方式出现在通用机器中。
［22］

 图灵认识到了计算机速度的重要性，当然，他还强调了大存储的好处：


我相信提供适当的存储器是解决数字计算机问题的关键。如果想让计算机可以拥有人工智能这一说法更具有说服力，必须提供比现在多得多的存储能力。在我看来，制造大的内存要比用更快的速度计算诸如乘法的运算重要得多。
［23］





正如所料，图灵清楚地认识到了二进制相比于十进制而言所拥有的优势：


对于大规模计算机而言，使用二进制是很自然的事情。在二进制范围内，计算更简单，因为制定只有两个固定位置的机制很容易。
［24］





在讲稿的最后，图灵特别提到了可以修改自己指令集的机器：


就像一个小学生，他从老师那里学到了很多东西，同时通过自己的学习也增长了很多知识。我觉得，当理应把这台机器看作是在展示智能的时候，就会是这种情况。
［25］





到了1947年9月，ACE缺乏进展开始令图灵感到沮丧。他请了一年的半薪休假，离开了剑桥。NPL期望图灵至少能再回来工作两年，但是他没有回来。（实验版的ACE一直到1950年才就绪，而且已经和图灵当初的设计偏离了许多。）

而图灵加入了从1945年就在曼彻斯特大学的麦克斯纽曼的队伍里。纽曼获得批准，建立了一个新的计算机器实验室，并制造了一台叫做Mark I的机器。在1948年6月，Mark I成为了第一台完工的EDVAC类型的电子程序存储计算机。
［26］



图灵在9月加入了曼彻斯特大学的数学系，参与纽曼的新项目。两个月后，他们和曼彻斯特的一个电子制造商费伦蒂有限公司达成协议，为后者制造商业化的机器。

图灵基本上是负责Mark I的编程工作。大约1951年，图灵接受的任务是为这个机器产品编写第一本程序员手册。在手册中，图灵将编程定义为：一种使数字计算机按照人的意愿工作，并将其正确表达在穿孔纸带上的活动。
［27］



除了使用水银延迟线，Mark I还使用了阴极射线管（CRT）来做存储器。这种存储器一般称为威廉姆斯管，是1946年12月来到曼彻斯特的F. C. 威廉姆斯率先研究出来的。需要存储的数据以电脉冲形式发送到CRT，然后用一组点阵显示在屏幕上，每个点代表一个比特。用不同密度或大小的点来区分0和1。电子管前的金属盘用来接收这些点，并且允许电子管进行刷新或者读取。另一个CRT允许人们来查看这些点并且检查数据。到了1947年，每个CRT都可以存储2048比特的数据。

Mark I用40比特的字来存储数据，这样可以存储两条20比特的指令。这些字以5比特一组显示在CRT上，其中每个5比特码由对应这个码的电传打印机字符表示，由此开发了一种32进制的记法。为了读一个数字，需要知道每个字符对应的码。这些字符码并不是以字母顺序排列的，按照图灵的做法，每个想要在Mark I上开发程序的人都需要记住这个32字符的序列：


[image: img1711]




图灵参加这些实际的计算机项目可能会让我们忽略一个简单的事实：图灵可计算数论文的目的并不是设计一个通用的计算机器。这篇论文的全部目的是希望用这个假定的计算机来帮助解决判定性问题。这里还有几个步骤要做。一个关键的步骤就是要证明，图灵机本质上会被限定在它能做的事情中。

图灵在论文的引言中提到：尽管可计算数如此之多，并且在很多方面与实数相似，但它是可数的。（论文第230页，本书第57页。）在第5节中，他证明了每个可计算序列至少对应一个描述数，但不存在一个描述数对应多个可计算序列。因此，可计算序列和可计算数是可数的。（论文第241页，本书第125页。）

仍有一些疑问。很显然，可计算数很多，至少包含一些超越数。用图灵机计算、e或者刘维尔常数是完全可能的。确实，数位之间符合某种次序的超越数是图灵机可计算的，这就是乌拉姆和冯诺依曼在一起旅行时玩的游戏。

然而，大部分不不不，我们现实点，就说事实上全部吧。事实上，全部的超越数都貌似其数位是随机的。在实数领域，数位序列的顺序性或者可计算性并不怎么提及，常提到的是完全性和总体随机性。

你如何制造一台可以计算一个没有规律的数的机器呢？你只是随机地生成数位吗？

随机性不是计算机能处理好的事情，但是计算机经常要求一些随机的行为。一些统计程序需要随机数，一些电脑游戏需要随机数来改变行为。没有随机数，纸牌游戏的每手牌都会完全一样。

程序语言总是为程序员提供一些标准方法来生成随机数。例如，用C语言写的计算机程序可以使用叫做rand的函数来获得一个0到32767之间的随机数。rand函数从一个叫做种子的数开始，种子初始化默认为1。不同的rand函数可能以不同的方式来实现算法。例如，下面是rand函数的微软C语言
［28］

 实现：


[image: img1721]




这个rand函数将种子乘以214 013，然后加上2 531 011，再后用这个结果替换种子，供rand函数下次调用。然而，种子被定义为32位有符号整数，可能会出现向上溢出或者向下溢出。计算的结果会截位至32位，如果最高位是1，那么结果实际上是负的。
［29］

 计算过程接着将结果移动16位，相当于将它除以65 536，然后截掉多出来的。最后在结果和32 767的位之间进行AND布尔运算。这样会去掉除低15位外的所有位，确保结果在0到32 767之间的。

即使你不理解上述费解的计算，也能看出rand函数其实不会真的生成随机数！这个函数是完全确定的。从种子值为1开始，重复地调用函数总是产生一系列相同的计算结果：

41

18 467

6 334

26 500

19 169



程序第一次调用rand，函数会返回41，而第30 546次调用rand，函数还是会返回41，然后一直重复。

这样的结果序列完全取决于种子和算法，它并不是真正随机的，它被称为伪随机序列
 。如果在rand函数生成的数字上进行统计实验，它们会表现出随机性。在一些应用程序中，伪随机序列可能比真正的随机数更好，因为它可以重新产生结果来测试程序是否正常运行。

然而，在游戏中并不希望看到总是产生相同的一串随机数。鉴于此，每次处理纸牌游戏中的一手新牌时，程序可能会获得当前的时间，并精确到秒和毫秒，然后用此来设定新的种子。假设你不会在一天里的同一个时间（精确到毫秒）同时处理两手牌，那么你得到的牌看起来就是随机的。

约翰冯诺依曼曾经说：任何想用算术方法来产生随机数的人都是有罪过的。
［30］

 （这在他描述了用算术方法来产生随机数之前是正确的。）因为计算机是没有能力产生随机数的，如果应用程序真的需要一个随机数，那么就必须抛开计算机用特定的硬件来做这件事。硬件随机数产生器（RNG）可以使用环境噪声或者量子过程来产生随机数。

令人好奇的是，阿兰图灵似乎想到了在硬件上生成随机数的方法。图灵提出，在曼彻斯特大学研制的Mark I的生产模型中要有一条特别的指令：从噪声源生产随机数。结果，随机数并没有预想的那么随机，不过已经足够让你不必像通常那样去调试它了。
［31］



我们假设有一个硬件RNG，用它来产生一个0和1的序列，就像图灵机那样。在序列前放一个二进制小数点，你会看到一个实数（毫无疑问是超越数）在你面前被正确构造了出来。（如果你使用软件来生成伪随机序列，种子最终会被重新计算，序列会重新开始。得到的数字会由一些重复的数位序列组成，这意味着它是一个有理数。）

现在定义一个图灵机，它生成的实数与硬件RNG生成的实数完全相同。但是你做不到。复制RNG的唯一方法是图灵机显式地打印每个你想要的数位，但这不是一个拥有有限个格局的图灵机。

也许大多数实数的随机性只是一个幻想。毕竟，的数位看起来是随机的，但肯定是可计算的。也许表现出随机性的实数确实有一些我们不知道的底层结构。我们换一个思路考虑这个问题，也许可以证明可计算数是不可数的。然后，我们可以睡个好觉，因为知道了每个实数都是可计算的，我们很欣慰。

图灵需要直面这些挑战。


8. Application of the diagonal process.


It may be thought that arguments which prove that the real numbers are not enumerable would also prove that the computable numbers and sequences cannot be enumerable*
 . It might, for instance, be thought that the limit of a sequence of computable numbers must be computable.


*
 Cf.
 Hobson, Theory of functions of a real variable
 (2nd ed., 1921), 87, 88.




8. 对角线法的应用


人们可能认为，证明实数是不可数的论据同样可以用于证明可计算数及可计算序列是不可数的*
 。例如，可以认为一个可计算数序列的极限一定是可计算的。


*
 Cf
 . Hobson， Theory of functions of a real variable
 （2nd ed.，1921），87，88。



图灵暗指了格奥尔格康托尔的第一个关于实数是不可数的证明（1874年），我在本书第20页描述过这个证明。似乎图灵当时并未读过康托尔最初的著作，于是他参考了一本由剑桥大学出版社出版
［32］

 的E. W. 霍布森的书。霍布森的表述与康托尔的十分相似，甚至使用的记号都大部分相同。

图灵认为，使用一系列可计算数而非实数，康托尔的工作是可以重复的。在这两种情况下，数都趋于一个极限。在康托尔的证明中，该极限必然是一个实数（还有其他可能吗？），但是康托尔证明了该极限不在可数的实数集中，并由此证明了实数是不可数的。

当同样的方法用于可计算数时，可计算数列同样趋于一个极限，这个极限仍然是可计算数吗？图灵回答道：


This is clearly only true if the sequence of computable numbers is defined by some rule.




显然，只对在某种规则下定义的可计算数序列成立。



图灵所指的序列是趋于极限的阿尔法或贝塔序列。仅当我们可以对其进行计算时，该序列的极限是一个可计算数，即我们设计一个算法来得到这些阿尔法和贝塔序列接近的数值极限。这看起来不太可能。如果我们没有办法计算这个极限，那么它便不是一个可计算数，只是另一个不可计算的实数，于是我们便无法证明可计算数是可数的。


Or we might apply the diagonal process.




或者我们可以尝试对角线法。



图灵把余下的段落用引号括了起来，看起来像是一位反对者试图在他的论文里说服读者可计算数是不可数的。比起我在第23页提及的，图灵的这个反对者试图找寻一种充斥着大量记号的对角线法来解决问题。


If the computable sequences are enumerable let n

 be the n
 -th computable sequence, and let n

 (m
 ) be the m
 -th figure in n

 .




假设可计算序列是可数的，令n

 为第n
 个可计算序列，n

 (m
 )为n

 中的第m
 个数。



这些只是记号。每一个可计算序列都是0和1的组合，而且这样的二进制位的每一个都可以用希腊字母
 表示。可计算序列可用下标表示成


[image: img1751]





Let 
 be the sequence with 1 - n

 (n
 ) as its n
 -th figure.




令
 是以1-n

 (n
 )为其第n
 个数的序列。



换句话说，
 是翻转0和1后得到的对角线。


[image: img1752]





Since 
 is computable, there exists a number K
 such that 1 - n

 (n
 ) = K

 (n
 ) all n.





由于
 是可数的，则存在数K
 ，使得1 - n

 (n
 ) = K

 (n
 )对任意n
 成立。



即对于某个K
 ，在所列举的可计算数中存在K

 ，使得
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一般地， 对于n
 , 有[image: img1754]
 。

图灵的反对者使用这一算术论据来证明
 不可能存在：


Putting n
 =K
 ,




令，n
 =K
 ,



即[image: img1755]
 。


we have 1 = 2K

 (K
 ), i.e.
 1 is even. This is impossible. The computable sequences are therefore not enumerable."




我们有1=2K

 (K
 )，即1是偶数。而这是不可能的，因此可计算序列是不可数的。



这相当有趣，这位神秘的反对者描述了如何基于所枚举的可计算序列计算一个称为
 的数，而这个可计算数并不在所枚举的序列中。因此，反对者声称，可计算序列是不可数的。

但是图灵很冷静，他说：


The fallacy in this argument lies in the assumption that 
 is computable.




这个证明的谬误在于假设
 是可计算的。



谬误？什么谬误，
 怎能是不可计算的？
 是由可计算序列的枚举计算得到的，那么它必然是可计算的，不是吗？

好吧，其实不是的。

让我们退一步看，图灵最初将可计算数定义为那些可以用有限方法计算的数。他建造了虚构的机器来计算这些数，并说明每台机器都可被一个称为描述数的正整数唯一标识。因为整数是可数的，图灵机是可数的，所以可计算序列是可数的。

在某种意义上，可以像枚举正整数一样简单地枚举图灵机：

1

2

3

4

5



所有的图灵机都将出现在描述数的列表中，并且可以从描述数中得到标准描述，这样我们可将其提供给通用机来取得可计算序列。

当然，我们还是遗漏了一些东西：我们没有方法来精确地确定列表里的哪些正整数是非循环机的描述数。

想想第2节中的定义，非循环机是指永远不停地打印0和1的机器。虽然一个永不停歇的机器看起来像是失去了控制或疯狂的，但是非循环机对于计算无理数或者有理循环数是非常必要的，甚至对于像1这样的有理数（在二进制看来是与1/2等价的），人们更加偏向于非循环机打印1及一串连续的0，

.10000000

另一方面，循环机指的是陷入了不期望循环的机器。例如，循环机可能在不移动读写头的情况下持续打印0，也可能持续地打印除0和1之外的符号。

术语非循环和循环并非最佳的描述用语，非循环机可能无止境地处于打印0或1的小循环中，这是没问题的。而循环机可能由于转向一个不存在的m-格局而阻塞，这只是循环机会发生的诸多问题中的一种。

我们需要确定非循环机的描述数，因为它们是唯一能被通用机解释的。我们可能已经成功枚举了所有的图灵机（在正整数的区间中），但是还未确认它们是非循环的，因此不能用它们来生成可计算序列。

显然，许多整数不是机器的描述数。无论如何，我们可以很容易地确定（通过人工观测或图灵机）某个整数是不是一个结构良好的描述数，即它可以分割成结构良好的指令集，任一指令都以m-格局作为开始。我们甚至可以确定一个机器是否引用了不存在的m-格局，同时容易地检查某个m-格局是否包含了打印0或1的指令。通过这样的过程，我们可以知道最小的结构良好的描述数为31 334 317，并且这是一个循环机（只打印空格）。第一个非循环机在313 324 317处出现，而到了313 325 317才出现了第一个从左往右打印的非循环机。

前两个非循环的、从左往右打印的图灵机在正整数枚举最开始时就确认了。

1

2

3

4

5



313 325 317 从左往右打印0的机器



3 133 225 317从左往右打印1的机器



当然，这些是最最简单的机器，标识它们的方法也非常简单。更有难度的（实际上像图灵将要说明的，几乎不可能的）是，通过实现了某个通用过程的机器，来判断特定的整数是否是非循环机的描述数。

这个通用过程正是对角线方法的过程。
 的每一位都基于不同的可计算数，因此计算
 需要标识所有的非循环图灵机。图灵将证明，这些非循环机不能被有限方法标识，即不能明确地枚举可计算数序列，因此
 便不是一个可计算序列。


It would be true if we could enumerate the computable sequnces by finite means, but the problem of enumerating computable sequences is equivalent to the problem of finding out whether a given numer is the D.N of a circle-free machine, and we have no general process for doing this in a finite number of steps.




如果我们能够用有限步骤枚举可计算序列，那它便是成立的。然而，枚举可计算序列的问题和找出给定的数是否是非循环机的标准描述的问题是等价的，而我们没有任何通用过程能够在有限步内处理这一问题。



图灵微妙地转移了焦点。他试图从将康托尔的对角证明法应用到可计算序列开始，然而现在，他只是想要讨论在试图标识所有非循环机的描述数时会发生什么。


In fact, by applying the diagnoal process argument correctly, we can show that there cannot be any such general process.




实际上，通过正确地使用对角线法，我们能够证明不存在任何这样的通用过程。



如果像图灵断言的那样，没有任何通用过程用于确定某个整数是否是非循环机的描述数，那么
 是不可计算的。这就使得反对者所谓的可计算序列不可数的证明无效了。没有什么可以削弱我们对于可计算序列实际上是可数的信心，这也就表明了可计算数无法包含所有实数。

遗憾的是，图灵在下一段的开始说得非常含糊：


The simplest and most direct proof of this is by showing that, if this general process exists, then there is a machine which computes 
 .




关于这个命题最简单、最直接的证明是，说明如果存在这样的通用过程，那么就存在一台可以计算
 的机器。



我认为他的意思是，不可能存在通用过程来确定某台机器是非循环机，因为如果存在，我们就能够计算
 。而现在我们知道不可能计算
 ，否则对角证明法就有效了，于是可计算序列将是不可数的。


This proof, although perfectly sound, has the disadvantage that it may leave the reader with a feeling that there must be something wrong.




这个证明虽然看起来很完美，但有个缺点，它很可能使读者产生一定有什么地方出了问题的想法。



这个悖论始终与我们的直觉格格不入，因此，图灵将要用更直接的方法来证明，并不存在一个机器能够确定某个正整数是非循环机的描述数。


The proof which I shall give has not this disadvantage, and gives a certain insight into the significance of the idea circle-free.




我将要给出的证明没有这方面的问题，同时会给出非循环这一概念更为明确的见解。



他可能在这个数论的小小练习中引入了更为深远的东西。

现在图灵想要的是一台能从可计算序列中得到一个数位的机器，他不需要考虑减去这一数位。实际上，图灵试图计算一些比
 简单得多的东西。


It depends not on constructing 
 , but on constructing 
 , whose n
 -th figure is n

 (n
 ).




它并不依赖于
 的构造，而是依赖
 的构造，这里
 的第n
 个量是n

 (n
 )。



在图灵论文的开始（本书第57页），他说：尽管如此，可计算数并不完全包括所有可定义的数，我们将给出一个可定义的不可计算的数。
 和
 都是可定义的数。
 可定义，是由于我们可以给出如何计算它的指令：从1开始枚举所有的数。对每一个数，判断它是否是一个结构良好的图灵机的描述数；如果是，判断这个机器是否是非循环的；如果是，计算这个数直到它的第n
 位（这里n
 是在当前所计的非循环机的标识加上1），这一位就是
 的第n
 位。

可以看到，
 是完全可定义的，但是它是否可计算呢？

图灵没有给出任何终止机器的指令，他所面对的问题在现在称为终止问题（halting problem，最早在马丁戴维斯1958年的书《可计算性和不可解性》中提及
［33］

 ）。我们是否能够定义一个图灵机，使其能够确定另一个图灵机会停止还是永久运行下去？如果用循环的想法代替终止，仍存在同样的问题。一台图灵机能否分析另一台图灵机，并确定它最终的命运？

图灵一开始假设存在一台可以判断任意机器是否是非循环机器。在下面的讨论中，他使用机器的标准描述代替了描述数，这并不重要，二者总是可以转换的。


[247]

Let us suppose that there is such a process; that is to say, that we can invent a machine [image: img1801]
 which, when supplied with the S.D of any computing machine [image: img1802]
 will test this S.D and if [image: img1803]
 is circular will mark the S.D with the symbol u
 and if it is circle-free will mark it with s





我们假设存在这样一个过程，就是说，我们可以发明一台机器[image: img1804]
 ，当提供了任一机器[image: img1805]
 的标准描述，它能够检测这个标准描述。如果[image: img1806]
 是循环机，则用符号u
 标记这个标准描述；如果[image: img1807]
 是非循环机，则用符号s
 标记这个标准描述。



机器[image: img1808]
 是决策机，符号u
 表示不符合要求（即循环机），s
 表示符合要求（非循环机）。图灵在第5节的结尾定义了这些术语（图灵论文第241页，本书第129页）。


By combining the machines [image: img1809]
 and [image: img18010]
 we could construct a machine [image: img18011]
 to compute the sequence .





结合机器[image: img18012]
 和[image: img18013]
 ，我们可以构造机器[image: img18014]
 来计算序列
 。



实际上，机器[image: img18015]
 仍需要生成正整数，并将其转化成标准描述，而这些工作都很琐碎。对于机器[image: img18016]
 生成的每一个正整数，[image: img18017]
 用[image: img18018]
 来决定这个数是否定义了一个符合要求的机器。如果是，则[image: img18019]
 将标准描述传输给通用机[image: img18020]
 来计算该序列。对第n
 个可计算序列，[image: img18021]
 只需要运行机器至第n
 位。该位稍后将变成
 的第n
 位。因为机器[image: img18022]
 受机器[image: img18023]
 控制，当[image: img18024]
 获得所需的特殊数位后便可终止[image: img18025]
 。

对[image: img18026]
 来说，有必要事先检查机器[image: img18027]
 的标准描述，因为我们不希望[image: img18028]
 由于运行了不符合要求机器而卡住。如果[image: img18029]
 传递给[image: img18030]
 一个不符合要求机器的标准描述，则不符合要求机器将无法打印任何数字位，整个进程将卡在这里而无法继续。

图灵实际上没有真正描述这个具有魔力的决策机[image: img18031]
 会是什么样子，因此这可能存在一个巨大的暗示：不存在这种机器。下意识地想想，它至少是非常困难的。除了模拟目标机器并追踪它的每一步，机器[image: img18032]
 如何能够确定一个机器是非循环的呢？

无论如何，机器[image: img1811]
 和[image: img1812]
 在处理标准描述（与描述数等价）上是相似的，都是在纸带上编码。


The machine [image: img1813]
 may require a tape. We may suppose that it uses the E
 -squares beyond all symbols on F
 -squares, and that when it has reached its verdict all the rough work done by [image: img1814]
 is erased.




机器[image: img1815]
 需要一条纸带。我们假设它使用了F-格上所有符号之外的E-格，并在最后得出结论时，抹去[image: img1816]
 机器所做的中间工作。



只有符号s
 或u
 作为最终判断结果留了下来。


The machine [image: img1817]
 has its motion divided into sections. In the first N
 - 1 sections, among other things, the integers 1, 2,,N
 - 1 have been written down and tested by the machine[image: img1818]
 .




机器[image: img1819]
 的操作分成几个部分。在前N
 -1部分中，处理其他事情的同时，机器[image: img18110]
 写下整数1，2，，N
 -1并加以检测。



这里分成几个部分并不意味着机器[image: img18111]
 存在不同的部分来处理不同的数。对应于每个数的不同的格局，都要求[image: img18112]
 是无限的。在一段时间内，图灵考虑了顺序性的操作。实际的过程必须对所有整数都是通用的：机器[image: img18113]
 一个接一个地产生正整数，并将其按顺序传递给[image: img18114]
 以决定它是否是符合要求的集合，如果是，用机器[image: img18115]
 来计算可计算序列中的某一些数位。


A certain number, say R
 (N
 - 1), of them have been found to be the D.N's of circle-free machines.




其中已发现有R
 (N
 -1)个数是非循环机的描述数。




R
 只表示已经被计数的非循环机。机器需要R
 来确定对于将要出现的非循环机需要计算多少位。


In the N
 -the section the machine [image: img18116]
 tests the number N.
 If N
 is satisfactory, i.e.
 , if it is the D.N of a circle-free machine, then R
 (N
 ) = 1 + R(N
 - 1) and the first R
 (N
 ) figures of the sequence of which a D.N is N
 are calculated.




在第N
 部分中，机器[image: img18117]
 检测数N
 。如果数N
 是可接受的，即它是非循环机的描述数，则R
 (N
 )=1+R
 (N
 -1)，并且将计算描述数为N
 的序列的前R
 (N
 )个数字。



举例来说，如果N
 是3 133 225 317，则R
 (N
 )为1（参见之前列出的关于前两个符合要求机器所对应的正整数）。到目前为止，只发现了一个符合要求机器。机器[image: img1821]
 将确定N
 确实是非循环机的描述数，因此R
 (N
 )设为2，机器[image: img1822]
 计算由3 133 225 317定义的机器的前两位，这两位都是1。[image: img1823]
 用这些数位的第二个作为
 的第二位，依此类推即可！


The R
 (N
 )-th figure of this sequence is written down as one of the figures of the sequence beta;
 computed by [image: img1824]





通过H
 的计算，这个序列的第R
 (N
 )个数字将被写为序列
 的一位。



当然，一般情况是，数N
 根本不是机器或循环机的描述数。


If N
 is not satisfactory, then R
 (N
 ) = R
 (N
 - 1) and the machine goes on to the (N
 + 1)-th section of its motion.




如果N
 是不可接受的，则R
 (N
 )=R
 (N
 -1)，机器转向第N
 +1个部分继续运行。



要点在于，机器[image: img1825]
 必须一个接一个地检测可能的描述数，并且对于每一个可接受的描述数，机器[image: img1826]
 都必须运行至第R
 (N
 )位。

图灵花费了很大力气来证明[image: img1827]
 是非循环的。由初始假设，[image: img1828]
 是非循环的，而[image: img1829]
 只是简单地对每个可能的描述数运行[image: img18210]
 。


From the construction of [image: img18211]
 we can see that [image: img18212]
 is circle-free. Each section of the motion of [image: img18213]
 comes to an end after a finite number of steps. For, by our assumption about [image: img18214]
 , the decision as to whether N
 is satisfactory is reached in a finite number of steps. If N
 is not satisfactory, then the N
 -th section is finished. If N
 is satisfactory, this means that the machine [image: img18215]
 (N
 ) whose D.N is N
 is circle-free, and therefore its R
 (N
 )-th figure can be calculated in a finite number of steps. When this figure has been calculated and written down as the R
 (N
 )-th figure of 
 , the N
 -th section is finished. Hence [image: img18216]
 is circle-free.




从[image: img18217]
 的构成可以看出，[image: img18218]
 是非循环的。[image: img18219]
 的每一部分操作都在有限步内终止。由我们关于[image: img18220]
 的假设，可在有限步内判定N
 是否是可接受的。如果N
 是不可接受的，那么第N
 部分终止；如果N
 是可接受的，意味着描述数是N
 的机器[image: img18221]
 是非循环的，因此第R
 (N
 )个数字可在有限步内计算得到。当这个数字被计算出并写为
 的第R
 (N
 )个数字时，第N
 部分终止，所以[image: img18222]
 是非循环的。



[image: img1831]
 是一个图灵机，所以[image: img1832]
 有一个描述数（图灵称之为K
 ）。从某种程度讲，[image: img1833]
 必须处理它自己的描述数，即[image: img1834]
 需要确定它本身是否是非循环的。


Now let K
 be the D.N of [image: img1835]
 . What does [image: img1836]
 do in the K
 -th section of its motion? It must test whether K
 is satisfactory, giving a verdict s
 or u.
 Since K
 is the D.N of [image: img1837]
 and since [image: img1838]
 is circle-free, the verdict cannot be u





令K
 为[image: img1839]
 的描述数，[image: img18310]
 在第K
 部分的操作会是怎样的呢？它必须检测K
 是否可接受，给出一个判定符号s
 或u
 。因为K
 是[image: img18311]
 的描述数，而[image: img18312]
 是非循环机，所以判定结果不可能是u
 。



图灵又说：


On the other hand the verdict cannot be s.





另一方面，判定结果也不可能是s
 。



根本的问题在于，[image: img18313]
 陷入了无限循环中。在[image: img18314]
 计数到数字K
 （它自身的描述数）之前，[image: img18315]
 已经分析了1到K
 -1的所有正整数。非循环机的数目在此时为R
 (K
 -1)，并且
 的前R
 (K
 -1)位已经计算出来了。



 的第R
 (K
 )位是什么呢？为了得到这一位，[image: img18316]
 必须追踪它自己的操作，这意味着它不得不复制它计数到K
 之前的所有操作，然后再重新开始这个过程。这就是[image: img18317]
 不可能是非循环的原因。


For if it were, then in the K
 -th section of its motion [image: img18318]
 would be bound to compute the first R
 (K
 - 1) + 1 = R
 (K
 ) figures of the sequence computed by the machine with K
 as its D.N and to write down the R
 (K
 )-th as a figure of the sequence computed by [image: img18319]
 . The computation of the first R
 (K
 ) - 1 figures would be carried out all right, but the instructions for calculating the R
 (K
 )-th would amount to calculate the first R
 (K
 ) figures computed by H
 and write down the R
 (K
 )-th. This R
 (K
 )-th figure would never be found.




因为如果是s
 ，那么机器[image: img18320]
 的第K
 部分操作将一定要计算以K
 为描述数的机器所产生序列的前R
 (K
 -1)+1=R
 (K
 )个数字，并将第R
 (K
 )个数写下来作为[image: img18321]
 计算的序列的数字。前R
 (K
 -1)个数字的计算不会有问题，但是计算第R
 (K
 )个数字的指令相当于计算由H
 计算的前R
 (K
 )个数字，并写下第R
 (K
 )个数字，这样的第R
 (K
 )个数字永远不会找到。



（倒数第二行的H
 应该是[image: img18322]
 。）

基于其他机器产生的序列，[image: img1841]
 生成了一列数位。这很直接，我们可以想象成这是一个正在产生1/3、、2的平方根的二进制序列的机器，但是[image: img1842]
 如何获得这个生成的序列里的第K
 位呢？这需要它从自身获得这一位，但是这不可能，因为[image: img1843]
 只能从其他机器获得数位。

所以，当[image: img1844]
 遇到它的描述数时有了点麻烦。就不能忽略它吗？可以，但是我们会发现，每个可计算序列都可以用不同的机器来计算。这些机器用不同的方式计算相同的序列，或者它们还有一些不必要的指令。[image: img1845]
 可能也需要跳过这些类似的机器。不能计算
 但能计算接近
 的数，比如交换了
 的第27位和第54位，这样的机器又如何？这样的机器有无数个，必须防止它们给[image: img1846]
 带来负担一个无法完成的负担。



I.e.
 , [image: img1847]
 is circular, contrary both to what we have found in the last paragraph and to the verdict s.
 Thus both verdicts are impossible and we conclude that there can be no machine [image: img1848]
 .




换言之，[image: img1849]
 是循环的，这和我们在上一段的结论以及断言s
 都是相反的。因此这些断言都是不可能的，我们可以总结出没有机器[image: img18410]
 。



没有通用过程来判断一台机器是否是非循环的。这就是说，没有这样的计算机程序，可以决定其他计算机程序的最终命运。

图灵也解决了对角线法的矛盾。他首先指出可计算数是可数的，而对角线法似乎表明你可以创造一个不在列表中的可计算数。图灵证明了对角线法是无法通过有限步计算的，因此它不可计算。可计算数可能是可数的，但它们实际上不能在有限步内被枚举出来。

图灵没有这样结束这一节。他假设了一个机器[image: img18411]
 ，可能表示过去的输出。
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We can show further that there can be no machine [image: img18412]
 which, when supplied with the S.D of an aribtrary machine [image: img18413]
 , will determine whether [image: img18414]
 ever prints a given symbol
 (0 say
 ).




我们可以进一步证明，没有这样的机器[image: img18415]
 ，当给它提供了任意一台机器[image: img18416]
 的标准描述时，它可以判断[image: img18417]
 是否曾经打印过给定的符号（比如0）。



在论文的最后一节，图灵需要机器[image: img18418]
 来证明判定性问题是无解的。这里，他将证明机器[image: img18419]
 是不存在的：首先如果机器[image: img18420]
 存在，那么就存在一个过程来判断机器是否经常无限次打印0，但这又意味着存在一个类似的过程来判断机器是否经常无限次打印1。如果你有能力来判断机器是经常无限次打印0还是经常无限次打印1（或者都打印），那么你就有能力判断机器是否是非循环的。这样的过程已经被证明是不存在的，所以机器[image: img1851]
 也一定不存在。


We will first show that, if there is a machine [image: img1852]
 , then there is a general process for determining whether a given machine [image: img1853]
 prints 0 infinitely often.




我们首先证明，如果存在这样的机器[image: img1854]
 ，就会有一个通用过程来判定机器[image: img1855]
 是否经常无限次打印0。



图灵通过定义任意机器[image: img1856]
 的变体这一古怪的方法，来对此进行判断。


Let [image: img1857]
 1
 be a machine which prints the same sequence as [image: img1858]
 , except that in the position where the first 0 printed by [image: img1859]
 stands, [image: img18510]
 1
 prints [image: img18511]
 . [image: img18512]
 2
 is to have the first two symbols 0 replaced by [image: img18513]
 , and so on. Thus, if [image: img18514]
 were to print


ABA
 01AAB
 0010AB
 ,

then [image: img18515]
 1
 would print


[image: img18516]




and [image: img18517]
 2
 would print


[image: img18518]







假设机器[image: img18519]
 1
 打印的序列与机器[image: img18520]
 打印的序列相同，所不同的只是，在[image: img18521]
 打印第一个0的地方，[image: img18522]
 1
 打印[image: img18523]
 ；[image: img18524]
 2
 将头两个符号0替换成[image: img18525]
 ，以此类推。这样，如果[image: img18526]
 打印


ABA
 01AAB
 0010AB
 ，

那么[image: img18527]
 1
 会打印


[image: img18528]




[image: img18529]
 2
 会打印


[image: img18530]






如果你有一台机器[image: img18531]
 ，就能定义一台机器读取[image: img18532]
 的标准描述，然后计算[image: img18533]
 1
 、[image: img18534]
 2
 等的标准描述吗？图灵说可以，他称这样的机器为[image: img18535]
 。


Now let [image: img18536]
 be a machine which, when supplied with the S.D of [image: img18537]
 , will write down successively the S.D of [image: img18538]
 , of [image: img18539]
 1
 , of [image: img18540]
 2
  (there is such a machine).




假设有一台机器[image: img1861]
 ，当给它提供了[image: img1862]
 的标准描述后，它就可以连续写出[image: img1863]
 的标准描述，[image: img1864]
 1
 的标准描述，[image: img1865]
 2
 的标准描述（这样的机器是存在的。）



为了让我们自己相信[image: img1866]
 似乎是可信的，我们考虑一台非常简单的机器，它选择性地打印0和1，即1/3的二进制格式但不跳过任何空间：



	
q
 1

	None
	
P
 0, R

	
q
 2




	
q
 2

	None
	
P
 1, R

	
q
 1





这是机器[image: img1867]
 。下面是机器[image: img1868]
 1
 ：


[image: img1869]




所有的初始格局（包括[image: img18610]
 和[image: img18611]
 1
 ）都只是简单的重复，然后给出不同的m-格局。在第一组格局中，所有应该打印0的地方现在打印[image: img18612]
 ，然后它会跳到第二组合适的格局中。[image: img18613]
 2
 有三组：


[image: img18614]




你可能注意到，这些修改过的机器永远不会遇到格局q
 2
 ，但是对于这台机器，这是偶然的。

因此，[image: img18615]
 存在是完全可信的。注意这些[image: img18616]
 机器之间的关系：如果[image: img18617]
 从来不打印0，那么[image: img18618]
 1
 、[image: img18619]
 2
 等也不会。如果[image: img18620]
 只打印一次0，那么[image: img18621]
 1
 、[image: img18622]
 2
 等永远不会打印0。如果[image: img18623]
 打印了0两次，那么[image: img18624]
 1
 打印0一次，而[image: img18625]
 2
 等永远不会打印0。如果[image: img18626]
 经常无限次打印0，那么[image: img18627]
 1
 、[image: img18628]
 2
 等也会如此。

现在回忆一下机器[image: img18629]
 ，它被假设可以判断一个机器是否打印过0。


We combine [image: img18630]
 with [image: img18631]
 and obtain a new machine, [image: img18632]
 . In the motion of [image: img18633]
 first [image: img18634]
 is used to write down the S.D of [image: img18635]
 , and then [image: img18636]
 tests its, :0: is written if it is found that [image: img18637]
 never prints 0; then [image: img18638]
 writes the S.D of [image: img18639]
 1
 , and this is tested, :0: being printed if and only if [image: img18640]
 1
 never prints 0, and so on.




我们将机器[image: img1871]
 和机器[image: img1872]
 合并为一个新的机器[image: img1873]
 。[image: img1874]
 的第一个动作就是使用[image: img1875]
 写下[image: img1876]
 的标准描述，然后让[image: img1877]
 来测试它。如果[image: img1878]
 从未打印0，那么写下:0:。然后[image: img1879]
 写下[image: img18710]
 1
 的标准描述，再进行测试。仅当[image: img18711]
 1
 从未打印0时才写下:0:。如此一直继续下去。



[image: img18712]
 使用[image: img18713]
 来生成[image: img18714]
 、[image: img18715]
 1
 、[image: img18716]
 2
 等的描述数，然后[image: img18717]
 来判断产生结果的机器是否打印过0。如果它从未打印过0，那么[image: img18718]
 打印0。

结果是这样的：如果[image: img18719]
 从未打印过0或仅有限次打印0，那么[image: img18720]
 经常无限次打印0。如果[image: img18721]
 经常无限次打印0，则[image: img18722]
 不打印0。


Now let us test [image: img18723]
 with [image: img18724]
 . If it is found that [image: img18725]
 never prints 0, then [image: img18726]
 prints 0 infinitely often; if [image: img18727]
 prints 0 sometimes, then [image: img18728]
 does not print 0 infinitely often.




现在，我们用[image: img18729]
 来测试[image: img18730]
 。如果发现[image: img18731]
 从未打印过0，那么[image: img18732]
 经常无限次打印0；如果[image: img18733]
 有时打印0，那么[image: img18734]
 不经常无限次打印0。



这意味着，[image: img18735]
 可以告诉我们[image: img18736]
 是否经常无限次打印0。这是通过它自己不打印0来告诉我们的。


Similarly there is a general process for determining whether [image: img18737]
 prints 1 infinitely often. By a combination of these processes we have a process for determining whether [image: img18738]
 prints an infinity of figures, i.e.
 we have a process for determining whether [image: img18739]
 is circle-free. There can therefore be no machine [image: img18740]
 .




类似地，也有一个方法来判断[image: img18741]
 是否经常无限次打印1。通过将这些过程结合起来，我们有了一个过程来判断[image: img18742]
 是否无限次打印一个数字。也就是，我们可以有一个过程来判断[image: img18743]
 是否是非循环的。所以不会存在这样的机器[image: img18744]
 。



图灵也给出了另一个反证法来证明[image: img18745]
 并不存在。因为它最终会导致[image: img18746]
 存在机器[image: img18747]
 可以判断其他机器是否是非循环的，而事实上，这种机器不存在。

图灵在结束这一节时提醒道，我们真的需要检查人类计算者和图灵机是等价的这一假设，因为我们在很大程度上依赖于此。


The expression there is a general process for determining  has been used throughout this section as equivalent to there is a machine which will determine . This usage can be justified if and only if we can justify our definition of computable.




本节中使用的有一个通用过程来判断的表述。等价于有这样一台机器能判断。这种用法可以证明是对的，当且仅当我们可以证明可计算的定义。



这个证明将在下一节讨论。

图灵然后略微提及了这个证明的另一个方面，这些内容将在本书第三部分介绍。图灵将图灵机的输出释义为可计算数，而图灵机在这方面具有更多的灵活性。例如输出如下序列的机器：

0011010100010100010100010000010

这看起来像是一个数，实际上，这是一个素数机器的输出，我们将这样的数记为IsPrime(n
 )。对于该序列的第n
 个数字（n
 从0开始），如果n
 是素数，则IsPrime(n
 )的值为1，否则IsPrime(n
 )的值为0。这台机器输出的序列表明了2、3、5、7、11、13、17、19、23和29都是素数。这样的机器似乎完全可信，但是它并不是真正对某个数字进行计算，而是告诉我们一些自然数的信息。


For each of these general process problems can be expressed as a problem concerning a general process for determining whether a given integer n
 has a property G
 (n
 ) [e.g. G
 (n
 ) might mean n
 is satisfactory or n
 is the Gdel representation of a provable formula], and this is equivalent to computing a number whose n
 -th figure is 1 if G
 (n
 ) is true and 0 if it is false.




每一个这样的通用过程问题都能表示成，判定给定整数n
 是否具有性质G
 (n
 )（如G
 (n
 )表示n
 是可接受的或者n
 是可证明公式的哥德尔表示）的通用过程，并且等价于计算一个数，如果G
 (n
 )成立，则这个数的第n
 个数字为1，否则为0。



现在，图灵似乎将他的计算机器和数理逻辑联系在了一起，这种联系本书在第三部分提及。符号0和1不仅仅可以是二进制位，同时还可用来表示真或假，就像乔治布尔多年前认识到的那样。

考虑一组关于自然数的函数，它们会返回真或假（1或0）。

IsPrime(n
 )

IsEven(n
 )

IsOdd(n
 )

IsLessThanTen(n
 )

IsMultipleOfTwentyTwo(n
 )

它们有时称为布尔函数，可以通过由图灵机对n
 =0, 1, 2, 3输出0和1的序列来实现，其中判定奇数的函数IsOdd输出的序列与图灵第一台样机输出的序列交替相同。

图灵已经说明了这些可计算序列是可数的，因此和它们的名字一样，它们可以按字母排序，例如在康托尔关于超限数的记号中，自然数的所有可计算、可按字母排序的布尔函数集的势为[image: img1891]
 ，和可数集的势相同。

每个布尔函数都会针对自然数的子集返回真或者1。例如，IsPrime针对下列的自然数集合返回1：

{2, 3, 5, 7,11,13,}

每个这样的布尔函数都和不同的自然数集合相关联。可以回想一下第2章，所有子集的集合叫做超集，如果原始集合的势是[image: img1892]
 ，那么这个超集的势就是[image: img1893]
 。

所有可想到的布尔函数的集合的势是[image: img1894]
 ，而所有可计算布尔函数（其实就是所有可以用英语名字描述的布尔函数的集合）的势是[image: img1895]
 。这是可想到的和可计算的之间的另一个重大鸿沟。
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第11章

机器与人


阿兰图灵在其论文第1节的开头（本书第59页）定义可计算数时写道：在9之前，我们不会真正尝试证明这个定义的合理性。现在，我们讲到第9节了，图灵传记作者安德鲁霍奇斯将论文的剩余部分誉为有史以来数学类论文中最不寻常的部分。
［1］



图灵试图论证，图灵机的计算能力等同于一部执行明确定义了数学过程的人类计算者。因此，如果算法过程是图灵机不可解的，那么它对于人类而言也是不可解的。这个想法后来得名图灵论题，也称为邱奇-图灵论题。称其为论题是因为它是个过于模糊的概念，不能接受严格的数学证明。这个论题还被扩展到了其他数字计算机上，这些计算机的计算能力都没有图灵机强。

本章只会讨论第9节的第一部分，阅读第9节的其余内容需要数学逻辑知识，本书的第三部分再对其进行阐述。对于大多数内容，我不会打断图灵本人的分析。以下是马丁戴维斯的总结。


图灵的分析过程是应用哲学的一个精彩展现。在这个分析过程里，图灵以人类如何进行计算开始，摒弃了无关的细节，简明扼要地得到分析结果，这个结果就是大家熟悉的运行在单向无限长线性纸带上的有限状态机模型。
［2］
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9. The extent of the computable numbers.


No attempt has yet been made to show that the computable numbers include all numbers which would naturally be regarded as computable. All arguments which can be given are bound to be, fundamentally, appeals to intuition, and for this reason rather unsatisfactory mathematically. The real question at issue is What are the possible processes which can be carried out in computing a number?

The arguments which I shall use are of three kinds.

(a
 ) A direct appeal to intuition.

(b
 ) A proof of the equivalence of two definitions (in case the new definition has a greater intuitive appeal).

(c
 ) Giving examples of large classes of numbers which are computable.




9. 可计算数的范畴

现在还未证明，可计算数包括所有被自然当做可以计算的数字。所有能给出的论据本质上都局限在直觉上，没有令人满意的数学说服力。真正有争议的问题是：对数进行计算的可能的过程有哪些？

我能给出的论据有三类：

(a) 直觉的引导；

(b) 关于两种定义等价的证明（新的定义有更多的直觉成分）；

(c) 给出大量可计算数的示例；



(b) 论据将在本书第三部分讨论，(c)论据在图灵论文的第10节有进一步阐述。


Once it is granted that computable numbers are all computable, several other propositions of the same character follow. In particular, it follows that, if there is a general process for determining whether a formula of the Hilbert function calculus is provable, then the determination can be carried out by a machine.




一旦承认所有的可计算数都是可以计算的，便会产生具有相同特征的另外一些命题。特别是可以得出，如果存在可以判定希尔伯特函数演算的方程是否可证明的通用过程，那么这个判定就可以用机器进行计算。



希尔伯特函数演算就是今天数学逻辑体系里的一阶谓词逻辑。希尔伯特在这种逻辑下定义判定性问题。图灵不太可能知道用机器进行计算的过程就是海因里希贝曼之前谈及判定性问题时提到的观点（第40页）。贝曼的论述直到最近才发表。


I. [Type (a
 )]. This argument is only an elaboration of the ideas of  1.

Computing is normally done by writing certain symbols on paper. We may suppose this paper is divided into squares like a child's arithmetic book. In elementary arithmetic the two-dimensional character of the paper is sometimes used. But such a use is always avoidable, and I think that it will be agreed that the two-dimensional character of paper is no essential of computation. I assume then that the computation is carried out on one-dimensional paper, i.e.
 on a tape divided into squares. I shall also suppose that the number of symbols which may be printed is finite. If we were to allow an infinity of symbols, then there would be symbols differing to an arbitrarily small extent
 . The effect of this restriction of the number of symbols is not very serious. It is always possible to use sequences of symbols in the place of single symbols. Thus an Arabic numeral such as
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17 or 999999999999999 is normally treated as a single symbol. Similarly in any European language words are treated as single symbols (Chinese, however, attempts to have an enumerable infinity of symbols). The differences from our point of view between the single and compound symbols is that the compound symbols, if they are too lengthy, cannot be observed at one glance. This is in accordance with experience. We cannot tell at a glance whether 9999999999999999 and 999999999999999 are the same.





 If we regard a symbol as literally printed on a square we may suppose that the square is 0  x
  1, 0  y
  1. The symbol is defined as a set of points in this square, viz. the set occupied by printer's ink. If these sets are restricted to be measurable, we can define the distance between two symbols as the cost of transforming one symbol into the other if the cost of moving unit area of printer's ink unit distance is unity, and there is an infinite supply of ink at x
 = 2, y
 = 0. With this topology the symbols form a conditionally compact space.




I. [类型(a)]。这个论据只是对1观点的详细阐述。

计算通常可以通过在纸上书写某些符号来完成。我们可以假设这张纸就像小孩子的算术书，分成一个个方格。在初等算术中，有时会利用纸的二维性。但是，这种做法总是可回避的，并且我认为，大家应该认同纸的二维特性对于计算并不重要。我假定计算是在一张一维的纸上完成的，例如在一条分成方格的纸带上。另外，假设可打印符号的数目是有限的。如果我们允许数目是无限的，那么将会存在一些差异程度任意小的符号。
 限制符号数目并不会有严重的影响，因为总是可以使用符号序列代替单个符号。通过这种方法，像17或999999999999999这样的阿拉伯数字将被认为是单个符号。类似地，任何欧洲语言里的单词都被当做单个符号（但是，汉语倾向于拥有可枚举的无限的符号）。在我们的观点里，单一符号和组合符号的区别在于，太长的组合符号不能一眼就识别出来。这是与我们的经验相一致的。我们不能一下子辨别出9999999999999999与999999999999999是否是同一个数。





 如果我们认为一个符号是打印在一个0x
 1，0y
 1的方格内，那么可以将这个符号定义为这个方格内一系列点组成的集，即被打印点墨占据的点集。如果这些点集是可测量的，且将单位面积的打印点墨移动单位长度的开销是统一的，我们可以将两个符号的距离定义为将一个符号变换为另一个符号的开销，而在x
 = 2，y
 = 0的地方有无限量的点墨。在这种拓扑结构下，符号有条件地组成了一个紧凑的区域。



下一句话里，图灵谈到了计算机，当然，他指的是人类计算者。


The behaviour of the computer at any moment is determined by the symbols which he is observing, and his state of mind at that moment. We may suppose that there is a bound B
 to the number of symbols or squares which the computer can observe at one moment. If he wishes to observe more, he must use successive observations. We will also suppose that the number of states of mind which need be taken into account is finite. The reasons for this are of the same character as those which restrict the number of symbols. If we admitted an infinity of states of mind, some of them will be arbitrarily close and will be confused. Again, the restriction is not one which seriously affects computation, since the use of more complicated states of mind can be avoided by writing more symbols on the tape.




计算者任一时刻的行为都由彼时他观察到的符号和彼时他的思维状态决定。我们可以假设，对于符号的数目或者计算者在某一个时刻所能观察到的方格，存在一个上限B
 。如果他想观察到更多，就必须继续观察。我们也假定，需要考虑的思维状态的数量是有限的。这样做的理由和限制符号数目的理由是相同的。如果我们允许思维状态是无限的，那么它们之中有些状态将会因无限地接近而造成混淆。同样地，这种限制不会对计算造成很大的影响，因为避免使用更复杂的思维状态时可以通过在纸带上写上更多的符号来实现。



1972年，库尔特哥德尔针对这节中图灵的分析写了短评，称其为这是图灵分析中的一个哲学错误。
［3］

 哥德尔认为，图灵分析里所指的思维并不是静止的，而是持续变化的，而且精神上的思维状态可能会更加趋于无穷。这种分歧代表了对思维最终是来自于大脑的机械过程持正反观点的两派之间的基本冲突。


Let us imagine the operations performed by the computer to be split up into simple operations which are so elementary that it is not easy to imagine them further divided. Every such operation consists of some change of the physical system consisting of the computer and his tape. We know the state of the system if we know the sequence of symbols on the tape, which of these are observed by the computer (possibly with a special order), and the state of mind of the computer. We may suppose that in a simple operation not more than one symbol is altered. Any other changes can be split up into simple changes of this kind. The situation in regard to the squares whose symbols may be altered in this way is the same as in regard to the observed squares. We may, therefore, without loss of generality, assume that the squares whose symbols are changed are always observed squares.

Besides these changes of symbols, the simple operations must include changes of distribution of observed squares. The new observed squares must be immediately recognisable by the computer. I think it is reasonable to suppose that they can only be squares whose distance from the closest of the immediately previously observed squares does not exceed a certain fixed amount. Let us say that each of the new observed squares is within L
 squares of an immediately previously observed square.

In connection with immediate recognisability, it may be thought that there are other kinds of square which are immediately recognisable. In particular, squares marked by special symbols might be taken as imme-
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diately recognisable. Now if these squares are marked only by single symbols there can be only a finite number of them, and we should not upset our theory by adjoining these marked squares to the observed squares. If, on the other hand, they are marked by a sequence of symbols, we cannot regard the process of recognition as a simple process. This is a fundamental point and should be illustrated. In most mathematical papers the equations and theorems are numbered. Normally the numbers do not go beyond (say) 1000. It is, therefore, possible to recognise a theorem at a glance by its number. But if the paper was very long, we might reach Theorem 157767733443477; then, further on in the paper, we might find  hence (applying Theorem 157767733443477) we have . In order to make sure which was the relevant theorem we should have to compare the two numbers figure by figure, possibly ticking the figures off in pencil to make sure of their not being counted twice. If in spite of this it is still thought that there are other immediately recognisable squares, it does not upset my contention so long as these squares can be found by some process of which my type of machine is capable. This idea is developed in III below.




我们想象一下，把机器的操作分解成简单操作，即最基本的操作，以至于不能想象它们能够再分解。每个这样的操作都是由计算者及其纸带组成的物理系统的变化构成的。如果我们知道纸带上的符号序列，就知道了系统的状态，这些都是由计算者（通过特定次序）和计算者的思维状态观察到的。我们假设在一个简单操作里最多有一个符号会改变。所有其他的变化都可以分解成这种简单的变化，其中，符号会被改变的那些方格的情况与被观察到的方格相同。因此，我们可以不失一般性地假设，符号变化的方格总是那些被观察的方格。

除了这些符号上的改变，简单操作还必须包含被观察方格分布的变化。新的被观察方格必须可以立即被计算者识别。我想可以合理地假设这些方格满足它们与最近的前一个立即被观察方格的距离不超过某个特定值。我们假设每个新的被观察方格距离前一个立即被观察方格的距离不超过L
 个方格。

谈到立即识别，也许存在其他类型的被立即识别方格。特别地，用特殊符号标记的方格可能被认为是立即识别的。若这些方格是由单个符号标记的，那么这样的方格数目就是有限的，可以遵循我们的理论将这些被标记的方格毗连到被观察的方格边。另一方面，如果标记方格的是序列符号，我们就不能将识别过程当做是一个简单过程。这是一个应该强调的基本出发点。在绝大多数数学论文里，方程和定理都是附上标号的。通常，这些标号不会超过1000，因此扫一眼标号就能迅速识别一个定理。但是如果论文很长，标记的定理可能到157767733443477号，接着我们可能要表述为因此通过应用157767733443477号定理，我们得到。为了确定相关定理，我们需要一位一位地比较两个数，可能需要用铅笔将比较过的数字划掉以免重复算两次。如果除了这些还存在其他立即识别的方格，只要这些方格可以在我的机器的运行过程中找到，也不会与我的论点相违背。这个观点会在第III部分进一步阐述。



当图灵说用铅笔将比较过的数字划掉时，他很可能指的是用非数字符号标记方格这样类似的机器操作。


The simple operations must therefore include:

(a
 ) Changes of the symbol on one of the observed squares.

(b
 ) Changes of one of the squares observed to another square within L
 squares of one of the previously observed squares.

It may be that some of these changes necessarily involve a change of state of mind. The most general single operation must therefore be taken to be one of the following:

(A
 ) A possible change (a
 ) of symbol together with a possible change of state of mind.

(B
 ) A possible change (b
 ) of observed squares, together with a possible change of state of mind.

The operation actually performed is determined, as has been suggested on p. 250, by the state of mind of the computer and the observed symbols. In particular, they determine the state of mind of the computer after the operation is carried out.




因此，简单操作必须包括：

(a) 改变一个被观察方格的符号。

(b) 将一个被观察方格移动到与前一个被观察方格距离L
 以内的位置上。

这些改变有可能涉及一系列思维状态的转变。因此，最普遍意义上的单个操作必须是下列情况之一：

(A) 一个可能的(a)型的符号改变以及一个潜在的思维状态转变。

(B) 一个可能的(b)型的被观察方格的改变以及一个潜在的思维状态转变。

第250页已经说过，操作实际上是由计算者的思维状态和被观察的符号所决定的。特别是，操作执行后，计算者的思维状态就确定了。



这些只是他对论文前一页的引用。


We may now construct a machine to do the work of this computer. To each state of mind of the computer corresponds an m
 -configuration of the machine. The machine scans B
 squares corresponding to the B
 squares observed by the computer. In any move the machine can change a symbol on a scanned square or can change any one of the scanned squares to another square distant not more than L
 squares from one of the other scanned

[252]

squares. The move which is done, and the succeeding configuration, are determined by the scanned symbol and the m
 -configuration. The machines just described do not differ very essentially from computing machines as defined in  2, and corresponding to any machine of this type a computing machine can be constructed to compute the same sequence, that is to say the sequence computed by the computer.




我们现在可以构造一台做这种计算者工作的机器了。对于计算者的任意一个思维状态，机器都有相应的一个m-格局。对应计算者观察B
 个方格，机器扫描B
 个方格。对于任意一次移动，机器要么改变被扫描方格上的符号，要么将任意一个被扫描方格移动到距离其他被扫描方格距离不超过L
 的位置。当完成移动后，后续的格局都由扫描符和m-格局决定。这里描述的机器与2定义的计算机器并没有本质的区别，对应于任意这一类机器，都可以构造一个计算机器去计算相同的序列，也就是由计算者计算的序列。



这就是，人类计算者。

我们暂且在这里打住。图灵在本节的第二个论据从对受限希尔伯特函数演算的引用开始，接着对这个演算进行了陈述，为开始阅读本书第三部分提供一些背景知识。

图灵对人脑和机器之间联系的着迷，在1936年发表可计算数论文之后仍延续了很久。图灵的另一篇著名论文计算机械与人工智能发表在1950年10月的哲学期刊Mind
 上。

机器能思考吗?图灵问。他发明了一个测试，这个测试需要一个人坐在电传打字机前（在现代，类似于短消息，或者其他允许人们在看不见也听不见对方的情况下相互通信的手段）。这个人问问题，接受答案。如果另一端是计算机，而这个人无法判断它是否是一台计算机，那么就说计算机是具备人类智能的。

这就是著名的图灵测试，它至今依旧存在争议。任何对图灵测试有适当反对意见的人都应该读一读图灵的论文，里面有对很多合情合理的反对意见的解答。

图灵喜欢用术语智能而不是思考来处理这个问题，因为思考暗含在计算机内部进行的特定活动。


机器能思考吗?我认为，这个原始问题过于无意义，不值得讨论。不过，我认为到这个世纪末，这样的说法以及一般的教育观点都会有很大改观，那时候再谈及机器思考将不会受到抵触和反对。
［4］





上个世纪末已经过了，若说有什么改观，那就是比以往任何时候都多的人知道了计算机能够干什么，但那不是思考。我们还未到可以期待计算机媲美人类智能的地步，并且在通常情况下，当我们认为计算机应用能以一种完全确定的形式运行时才能很好地运用它进行工作。一个尝试做任何智能工作的计算机程序通常就像个2岁的孩子，盯着一幅新画的蜡笔壁画，然后诉求我想你会喜欢它的。

在科幻小说的世界里，图灵预言成真，就像下面描述的一台有史以来最著名的虚构计算机：


哈尔能否思考的问题已经被英国数学家阿兰图灵在20世纪40年代解决了。图灵指出，如果一个人能够与一台机器进行一次足够长的对话，无论是通过电传打字机还是麦克风都不重要，假如不能分辨回答是来自一台机器或者一个人，那么从感性的定义上，这台机器就是能思考的。哈尔能够轻易通过图灵测试。
［5］





如果图灵能够活到56岁，也就是1968年《2001：太空漫游》的小说和电影发行的时候，他也许会感到十分有趣，因为计算机已经相当智能，能够体验到精神崩溃。

1950年夏天，图灵搬到了位于曼彻斯特以南10英里的威姆斯洛。他对形态形成学产生了兴趣，这是一门研究组织细胞如何发展和分化，形成各种各样模式和形态的物种学科。这个研究涉及在曼彻斯特的计算机上运行仿真程序。

1951年3月15日，阿兰图灵因其在可计算数方面所做的工作，成为英国皇家学会的会士，举荐他的是麦克斯纽曼和伯特兰罗素。那天晚上，BBC播放了图灵题为数字计算机能够思考吗？的录音谈话（这个广播的录音和其他图灵所有讲话的录音都已不知所踪了）。

1951年12月，接连发生的一系列事件对日后产生了很大的影响。图灵在曼彻斯特的街上遇见了一个年轻人阿诺德穆雷。工人出身的穆雷正处于偷窃罪缓刑期，也没有工作。图灵和穆雷共进了午餐，一起回到了图灵的家里。在接下来的一个月，他们还相会了几次。

1952年1月底，图灵发现住所遭窃。他报了警，警察检查了现场的指纹。图灵指控阿诺德穆雷行窃，而穆雷声称自己是无辜的，并指认真正的罪犯是自己的一个旧相识哈里。警方也在图灵的住所找到了哈里的指纹。哈里彼时因为其他一些事情正在坐牢，在被问到图灵一案时，哈里告诉了警方图灵和其朋友间一些很私密的情况。

1952年2月7日，就在乔治六世驾崩，他的长女伊丽莎白继位的隔日，警方传讯了阿兰图灵。在几轮审讯后，图灵承认了与穆雷之间的关系。这个供认让图灵遭受了牢狱之灾，因为根据1885年的刑法修正案第11节：


任何男性，公开或私下，组织或参与组织，引诱或试图引诱其他男性进行严重猥亵的行为，都应该视为不法行为，并理应被法庭判处不超过2年、可带劳役或不带劳役的监禁。
［6］





法律并没有定义严重猥亵的概念，但通常指的是诸如手淫和口交之类的行为。其他法律还就更严重的肛交行为（即鸡奸，英国司法系统里用了这个术语）制定了刑律。

恶名昭著的刑法修正案第11节从一开始就颇受非议。1885年的刑法修正案自称是一部进一步保护妇女和未成年少女，抑制妓院和其他恶习的法律。这部法律将少女法律上达到可以自主的年龄从13岁提高到了16岁，包含了一系列措施保护妇女免受利用，诸如在色情场所被下迷药、被拐为娼等犯罪行为的侵害。

这个法律提案最初在下议院多年未获准，后来因为自由主义新闻记者威廉托马斯斯特德（18491912）关于儿童卖淫的一系列报道文章而变得引人注目。斯特德以从一对父母手中购买他们13岁的女儿为代价，让他这个大胆的揭发报道名噪一时。

在斯特德报道引发的强烈公众舆论下，该提案死灰复燃。第11节是由下议院议员Henry Labouchere在1885年8月6日提出的，而第二天就被加进了该提案中，一星期后，该议案最终通过。当时有一些疑问，质疑第11节是否适合加进这样一部核心是用来保护年轻女子和妇女的法律中。
［7］



第11节特别针对男性，而在此之前，法律指的严重猥亵行为在英国并不是违法的，至少成年人私下进行是没问题的。甚至在那时，私下这样的条款似乎容易造成利用法律进行敲诈勒索。
［8］



对于第11节，最著名的受害者是奥斯卡王尔德（18541900），他于1895年被告发。王尔德因此被迫服劳役，这可能加速了他的离世。

到了20世纪50年代，刑罚方法变得多样了。图灵为自己的罪名辩护，法庭最后判处图灵1年缓刑，在此期间图灵必须接受荷尔蒙治疗。

使用荷尔蒙治疗同性恋的实验始于20世纪40年代。起初，同性恋行为被认为是因为缺少足够的男性荷尔蒙激素，但睾丸激素的实际效果却与预期的相反。接着，雌性荷尔蒙激素被用于男性同性恋，结果似乎更能达到预期的目的。
［9］

 在图灵被定罪的那个年代，这种疗法被称为器官疗法，也称为化学阉割，这似乎比任何其他行为更让人觉得羞辱。雌激素治疗让图灵失去了性能力，让他的乳房畸形生长。

在20世纪50年代初被认定为是同性恋可就糟了。在美国，50年代初麦卡锡主义下的赤色恐惧很快转变为另一种形式上的政治迫害。在美国国务院工作的共产主义者其实并不多，反倒是政府部门私下里有同性恋倾向的人较多。20世纪50年代到60年代间，大约有1000名国务院的工作人员因所谓的同性恋行为而被开除。
［10］



理论上，危险分子是用来形容有泄漏国家机密倾向的人。但实际上，这个词是同性恋者的委婉说法。
［11］

 这种臆断是假定同性恋者容易遭到敲诈而泄漏国家机密。然而，现实中能找到这种假定的最好例子，还得追溯到第一次世界大战之前奥地利情报机构的一位头目，而且这个故事的真实性还一直存疑。
［12］



美国政府对同性恋的做法影响到了英国政府。1951年，美国国务院开始建议英国外交部注意政府里面的同性恋问题，后来施压英国政府更多地关注可能由同性恋引起的安全问题。
［13］



阿兰图灵的择业自由因此变得很狭窄。政府最高机密的工作，例如战时图灵从事的工作，是绝不可能了，图灵也不可能再一次去美国。1952年的一部美国法律禁止患有精神错乱人格的外国人入境，暗指的就是同性恋。
［14］



所有的这些足以导致图灵自杀吗？我们不清楚。

在英国的大街小巷以及政府部门，同性恋者的生活变得愈发艰难。当约翰诺特-鲍尔爵士1953年被任命为伦敦大都市警察局局长时，他发誓要铲除伦敦所有肮脏的场所。同年，英国内政部指示要加大对男性堕落行为的打击力度。至少，伦敦的当地治安官已经厌倦了对犯罪的纵容态度，打算让罪犯像过去一样直接被送回监狱里。1953年年末到1954年年初，报纸的头条都是在宣传某些男性被告发的消息。
［15］



是不是图灵与某位男性发生了新的关系，那人反过来威胁敲诈图灵？

或者如他母亲所说，图灵的自杀纯属意外？

关于图灵这一时期的精神状态，一个有说服力的解释竟来自于小说而不是历史文献或者自传资料，这说明我们对这段史实的无知。小说家珍娜列文（也是巴纳德大学的天文和物理教授）描绘了这个受到难言羞辱的人：


他并不知道该如何表达甚至感受他受到的屈辱。这种屈辱像一个损坏的部件在他的身体里震荡着，喋喋不休，瓦解摧残着他的骨架。这种屈辱感不能得到平息，也不能在内心深处沉淀，那样的话，即使痛苦会化脓，但至少这种屈辱感会被隔离在内心深处，甚至可能治愈。他的心理分析医生即便能帮他减轻这种痛苦，但若没有一段长久的时间持续为他轻抚打磨伤口，这种痛苦的感觉可能会激烈地爆发。这种屈辱就是不能深埋下来。
［16］





我们不知道1954年6月7日的晚上发生了什么不一样的故事。我们也不知道是什么驱使图灵在睡觉前，将每晚都要吃的苹果蘸上了氰化物。

第二天早晨，图灵被发现已经过世，年仅41岁。
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第三部分

判定性问题







第12章

逻辑与可计算性


1958年夏天，中国出生的逻辑学家王浩利用他在牛津大学教学工作的休假时间，来到坐落于纽约州波基普西市的IBM研究实验室，操作当时最先进的IBM 704计算机。他在IBM的打孔卡片上编码了几乎半个世纪前由阿尔弗雷德诺斯怀特海和伯特兰罗素合著的巨著《数学原理》中的定理。例如，定理*11.26在《数学原理》中的符号表示是：


[image: img2031]




王浩在打孔卡片上，将它写成：

11*26/EXAYGXY-AYEXGXY

他还写了三个程序来读取这些卡片的内容，并且通过应用各种等式和将这些陈述转换成公理的推理规则来证明被编码的定理。这些程序的大部分时间都用在读取卡片内容和打印证明步骤的机械过程上。据他估计，证明《数学原理》第*1章到第*5章的220条定理的实际处理时间不超过三分钟。他后来提出的第三个程序改进版本能在大约四分钟内证明第*9章到第*13章的158条定理。
［1］



王浩的程序并不是使用计算机进行定理证明的首次尝试。
［2］

 1954年，马丁戴维斯就使用普林斯顿高等研究院建造的计算机，编写了一个简单的、只包含加法的Presburger算术程序。这是目前已知的第一个由计算机给出的数学证明。戴维斯的这个程序证明了，两个偶数的和仍然是一个偶数。
［3］



1957年，艾伦纽厄尔、约翰肖和赫伯特西蒙发表了由他们编写的称为逻辑理论机器的程序运行结果，它是为兰德公司制造的JOHNNIAC计算机编写的，这台计算机的命名是为了纪念约翰冯诺依曼。
［4］

 他们也使用《数学原理》作为定理的来源。相对于数学逻辑，他们对人工智能更感兴趣，因此编写程序来模拟人证明定理时采用的方法（他们称之为启发式的方法）。王浩后来探索的是一种更加算法化的方法，它的效率更高，成功率也更高。

逻辑理论机器的结果是以信件形式通知伯特兰罗素的，据说他回复道：得知《数学原理》现在可以采取机械方式来完成，我很高兴。要是我和怀特海早知道能这么做，就不用浪费十年的时间来手工完成了。
［5］



《数学原理》有三卷，约2000页，在数学和逻辑领域都是了不起的成就。在现代文库列举的20世纪一百部最佳非小说类著作中，《数学原理》名列第23。
［6］

 然而，极少有人真的能够下决心阅读这本书。斯蒂芬克莱尼是阿隆佐邱奇的学生，后来撰写了《数学概论》（1952）和《数理逻辑》（1967），他坦言自己从来没有读过《数学原理》。
［7］

 在那些自1913年来在数理逻辑领域做出贡献的人中，像他这样的人可能占大多数。

《数学原理》的引言只陈述了一个目标，那就是完整地列举出数学推理的所有方法和步骤，这就是我们所熟悉的称为逻辑主义
 的纲领（也是一种数学哲学），逻辑主义是指把逻辑作为数学其他部分的基础。为了实现这个目标，怀特海和罗素采用了一整套的集合理论和逻辑工具，他们有意限定数学技巧的做法在当时看起来是很荒诞的。

大卫希尔伯特却不这么认为，他将称为形式主义
 的数学哲学更紧密地联系在一起。形式主义着重公理化理论，特别是在希尔伯特的纲领中，它更多地强调了诸如一致性、稳定性、完备性和可判定性的概念。

大卫希尔伯特把《数学原理》的逻辑分解成一个个扩展的子集，并且每个子集都可以单独拿来研究。他这样做一方面是为了教学，另一方面也是为了便于分析。1917年冬天至1918年，他在哥廷根以这种方法为基础教授了一门课程。1928年，大卫希尔伯特和威廉阿克曼基于该方法，合著了一本120页的书《数理逻辑原理》，这本书通常称为《希尔伯特和阿克曼》，它也是图灵论文的重点判定性问题的来源。

图灵在论文中明确指出，他参考了《数理逻辑原理》和《数学基础》。后者是大卫希尔伯特与保罗贝奈斯合著的，该书的第一卷于1934年在柏林出版，以《希尔伯特和贝奈斯》著称。（该书的第二卷在1939年图灵的论文发表之后才出版）。

阅读图灵论文的下一部分需要对希尔伯特和阿克曼发展的数理逻辑理论有一定的了解。在接下来对该逻辑的概述中，我将采用图灵使用的记号，这与《希尔伯特和阿克曼》中所使用的记号很相似。我还将模仿把这个逻辑作为特征的扩展子集的方法，这种方法已经成为了一个标准方法，在阿隆佐邱奇、斯蒂芬克莱尼、伊里奥特门德尔森、赫伯特恩德滕和许多其他数学家关于数理逻辑的教科书中都可以看到。

首先，我要介绍《希尔伯特和阿克曼》中称作Ausssagenkalkul的概念，它后来翻译成句子演算
 ，不过现在更多地称之为命题演算
 或命题逻辑
 。

然后，我会把这一逻辑推广到《希尔伯特和阿克曼》中所称的engere Funktionenkalkul（受限的函数演算）。在那本书的第二版（出版于1938年）中，它更名为engere Pradilatenkalkul（受限的谓词演算），现在更多地称之为一阶逻辑
 、一阶谓词逻辑
 或一阶谓词演算
 。介绍完一些概念后，我就可以介绍一阶逻辑和二阶逻辑的区别了。《希尔伯特和阿克曼》最初把二阶逻辑叫做erweiterte Funktionenkalkl，后来称之为erweiterte Prdikatenkalkl（扩展的谓词演算）。

命题（句子）逻辑处理所有具有真值的陈述命题，也就是说，我们可以判定这些命题的真假。例如下面的命题：

今天是星期三。

7是一个素数。

天正在下雨。

我妈妈的名字叫做芭芭拉。

10是完全平方数。

其中，一些为真，一些为假，还有一些可能对于我而言是真，对于你而言则是假的。（不要争论！）在命题逻辑中，每个命题都有一致的真值，没有模棱两可。并且，如果我们不那么自称自己很擅长分析除了数学命题之外的任意其他命题，困惑就会越少。

在命题逻辑中，通常使用斜体大写字母表示语句。字母表中前面的字母，如A
 、B
 、C
 等，通常代表有固定真值的特定命题；而后面的字母，如X
 、Y
 、Z
 等，用来表示变量命题。

我们可以使用某些连接词把单个命题组合成更复杂的命题。

第一个这样的连接词用一个小写字母v表示，它出自拉丁语单词vel，意思是或。特别地，或又可分为与或和与之相对的异或（拉丁语aut）。当X
 或Y
 中的任意一个为真，或两个均为真时，命题：


X
 v Y


为真。如下的真值表可以帮助展示X
 和Y
 真值的不同组合情况。



	

X


	

Y


	

X

 v 
Y





	假
	假
	假



	假
	真
	真



	真
	假
	真



	真
	真
	真




在不会产生混淆的情况下，允许省略符号v。公式XY
 等价于X
 v Y
 。

注意，我没有使用把两个公式写在同一行并用等号连接的方法来表示这种等价关系。命题演算语言不包含等号，至少在《希尔伯特和阿克曼》制定的命题演算中是不包含的。

我们说一个命题等价于另一个命题，指的是当组成它们的命题有相同的对应真值时这两个命题也有相同的真值。我们使用人类语言或者称为元语言来表达这种等价关系，准确地区分逻辑语言和元语言可以避免混淆。

《希尔伯特和阿克曼》使用元语言缩写aq.（表示德语中的quivalent）或eq.（表示英语的equivalent）表示等价：


X
 v Y
 eq. XY


记住，这个缩写不是命题逻辑语言的一部分，严格意义上只是为了方便才使用它。

与的概念用符号&表示。公式


X
 & Y


为真当且仅当X
 和Y
 同时为真，其真值表如下。



	

X


	

Y


	

X

 & 
Y





	假
	假
	假



	假
	真
	假



	真
	假
	假



	真
	真
	真




与运算常称为合取
 （conjuction），这一称呼源于and一词的语法作用。据此，或运算常称为析取
 （disjuncton），这是人们不太熟悉的词。

很明显，从真值表可以得到如下的结论：


X
 v X
 eq. X



X
 & X
 eq. X


你还可以在一个复合命题中同时使用这两个连接符。在这种情况下，先计算v的值，再计算&的值。你可以使用括号来改变运算顺序，也可以只是为了清晰起见而使用括号。


X
 & Y
 v Z
 eq. X
 & (Y
 v Z
 )

这两个命题都不等价于：

(X
 & Y
 ) v Z


例如，当X
 为假，Y
 为真，Z
 为真时，前两个命题都为假，而最后的命题却为真。

我就不喋喋不休地介绍那些确保括号总是正确配对，以及连接词应出现在正确位置的各种各样的规则了。这些规则有助于合式公式（well-formed formula，或称为wff，发音是woofs）这一概念的形成。true、false、T和F都不是命题逻辑词汇表中的单词，但是为了方便，你可以使用它们来代替命题字母。可以用T表示一个恒为真的命题，使用F表示一个恒为假的命题。从现在开始，我也会在真值表里使用T和F。

从真值表很容易得到下面的等价关系：


X
 v T eq. T


X
 v F eq. X



X
 & T eq. X



X
 & F eq. F

很明显，从真值表中也可以看出下面两种运算满足交换律：


X
 v Y
 eq. Y
 v X



X
 & Y
 eq. Y
 & X


下面两种运算满足结合律：


X
 v (Y
 v Z
 ) eq. (X
 v Y
 ) v Z



X
 & (Y
 & Z
 ) eq. (X
 & Y
 ) & Z


下面两种运算满足分配律：


X
 v (Y
 & Z
 ) eq. (X
 v Y
 ) & (X
 v Z
 )


X
 & (Y
 v Z
 ) eq. (X
 & Y
 ) v (X
 & Z
 )

如果把真值表中的F替换为0，把T替换成1，可以看出，合取运算其实等价于两个一位二进制数的乘积；相应地，析取与加法相似。因此，有时把合取称为逻辑乘，把析取称为逻辑加。然而，使用这些术语会导致不一致，因此不建议使用它们。

合取和析取都是二元运算。唯一的一元运算称为非或否，使用类似减号的一划来表示它：



	

X


	-
X





	F
	T



	T
	F




《希尔伯特和阿克曼》通过在字母或表达式的上方加一个横线表示非运算，图灵的标注与他们的不同。否定总是被最先计算，并且否定的符号只作用于紧随其后的符号。两个否定会抵销：

--X
 eq. X


下面是两个非常基本的等价关系：


X
 v -X
 eq. T


X
 & -X
 eq. F

两个最基本的、同样也是最有趣的逻辑关系把合取、析取与否定结合了起来。它们以19世纪的数学家奥古斯都德摩根（18061871）的名字命名，叫做德摩根定律，尽管这个基本概念在很早之前已经为亚里士多德所了解。

- (X
 v Y
 ) eq. -X
 & -Y


- (X
 & Y
 ) eq. -X
 v -Y


用通俗的语言来表达这些等式，其含义是显而易见的。例如，现在没有下雨或下雪可以表示成可(X
 v Y
 )，它的意思是现在没有下雨，也没有下雪，后者可以表示成-X
 & -Y
 。如果有人告诉我：你当然不是既富又帅的人。也就是- (X
 & Y
 )，我可以得出如下的结论：我想，我要么贫穷或者丑陋，要么既贫穷又丑陋吧这也就是-X
 v -Y
 。

注意，可以把德摩根定律里的否定符号都写在一边，于是它们可以转换成：


X
 v Y
 eq. - (-X
 & -Y
 )


X
 & Y
 eq. - (-X
 v -Y
 )

在与和或运算的真值表中，将真都变成假，假都变成真，可以得到相反运算的真值表。我们把它称为对偶原理，这同样也适用于复杂的命题。例如，


X
 & -Y
 v Z


对所有的符号都变成其相应的否定形式，然后交换&和v（原有隐含需要加括号的地方要记得加括号），得到的新命题就是原来命题的否定形式：

-X
 v (Y
 & -Z
 )

如果你想证明这两个命题确实是彼此否定的，那么可以构造下面的真值表来测试所有的值。



	

X


	

Y


	

Z


	

X

 &-
Y

 v 
Z


	-
X

 v (
Y
 &
 -
Z

 )



	F
	F
	F
	F
	T



	F
	F
	T
	F
	T



	F
	T
	F
	F
	T



	F
	T
	T
	F
	T



	T
	F
	F
	T
	F



	T
	F
	T
	T
	F



	T
	T
	F
	F
	T



	T
	T
	T
	T
	F




最后两列的值完全相反，因此，


X
 & -Y
 v Z
 eq. -（-X
 v (Y
 & -Z
 )）

没有专门的异或运算符，但是可以采用下面的公式实现这个运算：

(X
 v Y
 ) & - (X
 & Y
 )

从下面的真值表可以看出这个命题的工作原理。



	

X


	

Y


	

X

 v 
Y


	

X

 & 
Y


	(
X

 v 
Y

 )& - (
X

 & 
Y

 )



	F
	F
	F
	F
	F



	F
	T
	T
	F
	T



	T
	F
	T
	F
	T



	T
	T
	T
	T
	F




除了X
 和Y
 均为真的情况，异或与一般的析取运算类似。

如果把德摩根定律应用到异或的后半个表达式上，可以得到

(X
 v Y
 ) & (-X
 v -Y
 )

你可能更喜欢这种对称的表达形式。

计算机电路使用异或运算计算两个二进制数位的加法，并使用合取运算计算进位。
［8］



第三个二元运算有点棘手，它称为蕴涵
 ，你可以把X
 Y
 读作X
 蕴涵Y
 或若X
 为真，则Y
 为真。预先警告一下，很多人在看到蕴涵运算的真值表时，会产生这里有点儿错的反应。



	

X


	

Y


	

X

  
Y





	F
	F
	T



	F
	T
	T



	T
	F
	F



	T
	T
	T




前两条看上去很奇怪。如果X
 为假，为什么无论Y
 的值是真是假，X
 Y
 的值都为真呢？一种理解的方法是，首先假设X
 Y
 为真。如果X
 Y
 为真，并且X
 为真，那么Y
 一定为真。然而，如果X
 的值不为真，那么讨论Y
 的值有什么意义呢？一点意义都没有。Y
 可以是任意值。这就是为什么X
 为假的时候，无论Y
 的值为何，X
 Y
 都为真的原因。

看看这个命题：如果天下雨，那么水汽凝结。如果天在下雨，那么这个命题为真；如果天没有下雨，这个命题也为真。该命题只有在天下雨，而水汽又没有凝结的时候才为假。

数理逻辑中经常用到蕴涵式。通常情况下，蕴涵符号的左边是我们已知为真的一个公式。因此，如果我们接下来能够证明命题本身为真，就可以推断蕴涵符号右边的公式为真。

蕴涵不满足交换律和结合律。然而，


X
  Y
 eq. -Y
  -X


我们称第二个命题为反命题。如果天在下雨，那么我会打伞。如果我没有打伞，那么肯定没有下雨。蕴涵和析取之间有一个简单的关系：


X
  Y
 eq. -X
 v Y

换句话说，如果X为假，或者Y为真，那么X
  Y
 为真。同样，也可以使用合取运算来表示蕴涵：


X
  Y
 eq. - (X
 & -Y)

如果蕴涵符号的左边是任意多个命题的合取式，那么这些命题中的任何一个都可以放在蕴涵符号的右边：


X
 & Y
  X



X
 & Y
  Y


《希尔伯特和阿克曼》描述了一个双条件（即当且仅当）运算，并且用一个波浪号表示：



	

X


	

Y


	

X ~ Y





	F
	F
	T



	F
	T
	F



	T
	F
	F



	T
	T
	T





X
 ~ Y
 为真，当且仅当X
 和Y
 的真值相同。图灵在其论文中没有使用这个双条件运算。然而，它等价于两个方向相反的蕴涵式的合取式，这一结论是有意义的。


X
 ~ Y
 eq. (X Y
 )&(Y
  X
 )

如果你认可这样的等价关系是有意义的，那么只有当TT为真（我们都认可）并且FF也为真（这个未确定）时它才能起作用。同样，TF和FT的真值必须相反。我们都同意TF必然为假，这也意味着FT必须为真。这证实了蕴涵运算的真值表的正确性。

假设我给出如下的命题：


X
 v Y
 v (-X
 &-Y
 )

你能告诉我什么？为真还是为假？你可能会拒绝说，除非你知道X
 和Y
 的值，否则判定不了这个命题的真假。接着，我会建议你建立一个真值表来检测所有X
 和Y
 的值的组合。这个表如下：



	

X


	

Y


	

X
 v Y
 v (-X
 & -Y
 )




	F
	F
	T



	F
	T
	T



	T
	F
	T



	T
	T
	T




无论X
 和Y
 各自什么取值，这个命题总为真。我们把这样的命题叫做重言式
 ，或者说它是永真的
 。永真命题在数理逻辑中很受欢迎，因为无论单个命题的真值为何，它们的值总为真。

我们来看看另一类命题：



	

X


	

Y


	

X
 & Y
 & -X





	F
	F
	F



	F
	T
	F



	T
	F
	F



	T
	T
	F




这个命题永不为真，这类命题叫做矛盾式
 。重言式的否定就是矛盾式，而矛盾式的否定就是重言式。

下面是第三个例子：



	

X


	

Y


	

X
 v (Y
 & -Y
 )




	F
	F
	F



	F
	T
	F



	T
	F
	T



	T
	T
	T




这个命题的值随着X
 和Y
 真值的变化，有时为真，有时为假。我们称这类命题为可满足式
 ，指在原子命题真值的某种组合情况下，这类命题的真值可以为真。

永真命题（重言式）也被认为是可满足的。一个命题永真当且仅当这个命题的否定是不可满足的。

对任意一个命题，我们都可以使用真值表来判断它是重言式、矛盾式或者只是可满足式。求真值表的过程是机械的，它不需要任何特别的灵感、洞察力或直觉。如果你是一个计算机程序员，很容易就可以想到编写一段程序，读取命题逻辑中的一个命题，计算它，然后输出词语重言式、矛盾式或可满足式。

基于这一原因，我们说命题演算中的命题是可判定的
 。存在这样的一个判定步骤，来判定命题逻辑的任一命题的正确性或可满足性。

换句话说，命题演算的判定性问题已经解决了，今天我们都可以早点结束工作回家休息了。

但这并不能说明，真值表总是可行的。假设一个命题中包含100个命题变量，真值表的行数就长达2100
 ，也就是1267650600228229401496703205376，约1030
 ，这是一个非常大的数。即使使用未来处理一行仅需一纳秒（一秒的十亿分之一，也即光传播约一英尺所需的时间）的计算机，处理整个真值表的时间也将长达38万亿年，大约相当于宇宙当前年龄的3000倍。

有一个好消息：如果你把命题限制到55个命题变量，仍然做到一纳秒处理一行，那么整个处理过程只需一年的时间。每增加一个新的变量都会让处理时间加倍。在可计算性和复杂性理论中，处理真值表的计算时间是指数级的，因为它与问题大小成指数相关。

由于这些原因，在判定命题逻辑中命题真假时，解法比真值表更有价值。这些技术通常包括把命题表示成范式，这些范式可以是若干个变元构成的析取项的合取，或者是若干个变元构成的合取项的析取。

这就结束了我对于命题逻辑的匆匆的概述。我们必须继续讨论下去，因为命题逻辑对于许多目的而言还不够充分。它的最大问题就是，我们一直在处理整句的陈述命题，而不能把不同命题的本质联系起来。命题逻辑不能成功地分析亚里士多德的三段论（所有的人都是凡人；苏格拉底是一个人；因此）和刘易斯卡罗尔设想的简单的连锁推理（爱吃鱼的猫都是可驯的；没有尾巴的猫都不和大猩猩一起玩；有胡须的猫都爱吃鱼；不可训的猫都是绿眼睛的；有胡须的猫才有尾巴；因此
［9］

 ）。

通过引入命题函数
 或谓词
 （图灵喜欢使用前者，如今后者更流行，我将交替使用这两个术语），可以使逻辑的力量更加强大。谓词这个术语出自于语法，从语法的角度看，可以把一个句子分成主语和谓语。例如，在警察说出了大实话这句话中，主语是警察，谓语是说出了大实话。

引入谓词是将命题逻辑转化为一阶谓词逻辑的第一步。无论我们何时使用谓词，都是想把自己限制在一个特定的域或总体中。在现实生活中，这个域通常是指自然数，把其中的个体作为谓词的参数。

在《希尔伯特和阿克曼》中（图灵论文中也是），谓词看起来很像函数，但它的取值只有真和假。我喜欢用整个单词或多个单词来命名谓词，比如IsPrime。谓词IsPrime的域是由自然数组成的，因此IsPrime(7)的值为真，IsPrime(9)的值为假。可以用小写字母表示这个域中的个体，作为变量使用，如IsPrime(x
 )。

谓词可以包含多个参数。假设现在的域是由你的朋友组成的，他们每个人都有独一无二的名字。当某x
 爱上某y
 ，谓词Loves(x
 , y
 )为真。例如，Loves(Pat, Terry)与命题Pat爱上Terry相同。有些谓词中的参数是可以交换的，不过这个命题的谓词不能交换，因此Loves(Pat, Terry)和Loves(Terry, Pat)不同。

我们可以使用与命题逻辑中相同的连接词来连接谓词。如果他们彼此相爱，则下面的命题：

Loves(Pat, Terry) & Loves(Terry, Pat)

为真。如果他们的感情（无论是什么样的感情）是相互的，则命题

Loves(Pat, Terry) ~ Loves(Terry, Pat)

为真。

下面这个命题又是什么意思呢？

Loves(x,
 Pat)

表达的意思不是完全清楚。如果这个命题确实有某种含义，我们可以猜测，它表示每个人都爱Pat，也有可能是至少有某个人爱Pat。

为了避免这样的二义性，我们必须同时引入两个量词（quantifier，图灵称之为quantors）。第一个是全称量词
 ，它由置于谓词前、括在括号里的变量组成，形式如下：

(x
 )Loves(x
 , Pat)

括号中的x
 表示对于所有的x
 。如果对于所有的x
 ，x
 都爱Pat，那么上式为真，也就是每个人都爱Pat时，命题为真。如果Pat爱每一个人，那么公式

(x
 )Loves(Pat, x
 )

为真。我们经常使用符号符表示全称量词，不过《希尔伯特和阿克曼》以及图灵的论文中都没有采用这种记号。

第二种量词是存在量词
 ，可以翻译为存在。《希尔伯特和阿克曼》中使用一个正规的字母E来表示存在量词，不过图灵更喜欢使用较为常见的表示方式[image: img2131]
 。例如，

([image: img2141]
 x
 )Loves(x,
 Terry)

表示存在这样的一个x
 ，x
 爱Terry，或者说某个人爱Terry，至少有一个这样的人，哪怕这个人就是Terry。

在一阶逻辑（《希尔伯特和阿克曼》中称作狭义演算）中，量词只用来修饰表示域中个体的变量。在二阶逻辑（即广义演算）中，量词可以修饰代表命题函数的变量。图灵的论文只涉及一阶逻辑。

如果我们处理的是一个有限总体，那么可以把全称量词表示成一个合取式，而把存在量词表示成一个析取式。例如，假设我们的总体由Pat、Terry和Kim组成，则下式

(x
 )Loves(Kim, x
 )

等价于如下的合取式：

Loves(Kim, Pat) & Loves(Kim, Terry) & Loves(Kim, Kim)

所有的个体谓词必须都为真时，整个命题的值才为真。公式

([image: img2142]
 x
 )Loves(Kim, x
 )

等价于：

Loves(Kim, Pat) v Loves(Kim, Terry) v Loves(Kim, Kim)

只要其中的一个谓词为真，就可以使得整个命题的值为真。

回想一下德摩根定律的对偶性，并把它应用到这两个公式中，你就会发现，当引入否定命题时，全称量词和存在量词彼此可以相互转换，你不必对此过分惊讶。例如，如果不是每个人都爱Terry，那么下面两个等价的公式均为真：

- (x
 )Loves(x,
 Terry) eq. ([image: img2143]
 x
 )-Loves(x,
 Terry)

如果没有人爱Terry，则下面的两个公式均为真：

(x
 ) -Loves(x,
 Terry) eq. - ([image: img2144]
 x
 ) Loves(x,
 Terry)

类似地，

(x
 ) Loves(x,
 Terry) eq. - ([image: img2145]
 x
 ) -Loves(x,
 Terry)

右边的公式可以解释成：不存在有人不爱Terry的情况。与此类似，

([image: img2146]
 x
 ) Loves(x,
 Terry) eq. - (x
 ) -Loves(x,
 Terry)

意思是，不存在没有人爱Terry的情况。

美国数学家查尔斯桑德斯皮尔斯（18391914）在研究逻辑量词理论的时候，使用符号（通常与求和相关）表示存在量词，使用（通常与求乘积相关）符号表示全称量词。这些表示方法进一步强调了逻辑和二进制运算之间的联系。

由于这些公式中使用到的x
 都被某个量词修饰，因此称之为约束变量
 ，其作用相当于可变的函数参数。任何不是全称量词或存在量词一部分的变量都是自由变量
 。在下面的公式中，x
 是约束变量，y
 是自由变量：

([image: img2151]
 x
 )Loves(x, y
 )

只要不与其他的变量相冲突，自由变量和约束变量都是可以改变的。例如，我们可以把先前公式中的x
 改成z
 ：

([image: img2152]
 z
 )Loves(z, y
 )

这个公式与之前的公式表达完全相同的意思，但是，我们不能把这个约束变量变成y
 ，因为y
 会与自由变量的y
 冲突，改变后它将变得完全不同。

同一个公式中不能包含两个命名相同的约束变量和自由变量。我们把一阶逻辑中不包含任何自由变量的公式称作命题
 。使用命题一词来描述包含自由变量的公式是不恰当的。

约束变量是有作用范围的，通常用括号来指示。在下面的命题中，x
 受约束于括号中的整个表达式范围：

(x
 )[Loves(x,
 Kim) & Loves(x,
 Pat)]

注意，这里使用的是方括号而不是圆括号，只是为了使得整个语句可读性更强。这个命题的意思是：每个人都爱Kim和Pat。它和

(x
 )Loves(x,
 Kim) & (x
 ) Loves(x,
 Pat)

意思相同。现在，这两个约束变量相互独立，可以改变其中一个的名字：

(y
 ) Loves(y,
 Kim) & (x
 ) Loves(x,
 Pat)

如果某个人既爱Kim又爱Pat，那么命题

([image: img2153]
 x
 )[ Loves(x,
 Kim) & Loves(x,
 Pat)]

的值为真。然而，如果把这两个谓词分开，意思就会改变。

([image: img2154]
 x
 ) Loves(x,
 Kim) & ([image: img2155]
 x
 ) Loves(x,
 Pat)

现在，如果有某个人爱Kim，并且有某个人爱Pat，则命题为真，这两个人未必是同一个人。

现在把前面几个公式中的合取替换成析取：

(x
 )[ Loves(x,
 Kim) v Loves(x,
 Pat)]

如果每个人或者爱Kim，或者爱Pat（或者既爱Kim也爱Pat），则该命题的值为真。如果Terry爱Kim但不爱Pat，或者Terry爱Pat但不爱Kim，命题也均为真。把两个谓词分开以后，命题的意思会发生变化：

(x
 ) Loves(x,
 Kim) v (x
 ) Loves(x,
 Pat)

只有当每个人都爱Kim，或者每个人都爱Pat，或者每个人都爱这两个人的时候，命题才为真。

下面是一个把存在量词应用到析取式中的例子：

([image: img2156]
 x
 )[ Loves(x,
 Kim) v Loves(x,
 Pat)]

它表示存在某个人爱Kim，或爱Pat，或者同时爱这两个人。把这两个谓词分开后，命题的意思保持不变：

([image: img2161]
 x
 )Loves(x,
 Kim) v ([image: img2162]
 x
 ) Loves(x,
 Pat)

下面两个基本的关系适用于所有的命题函数。在这两个例子中，A
 是谓词，a
 是定义域中的一个元素。第一个关系是：

(x
 )A
 (x
 )  A
 (a
 )

如果这个谓词对定义域中的所有元素都为真，那么它对任意个体的值均为真。第二个关系如下：


A
 (a
 )  ([image: img2163]
 x
 )A
 (x
 )

几个量词可以一起使用。例如，

([image: img2164]
 x
 )(y
 )Loves(x, y
 )

它表达的意思与把量词按如下方法组织在一起所表达的意思相同：

([image: img2165]
 x
 )[(y
 )Loves(x
 , y
 )]

如果存在某个人爱所有的人，则该命题为真。改变量词的顺序，表达的意思就不大一样了：

(y
 ) ([image: img2166]
 x
 ) Loves(x
 , y
 )

如果每个人都被某个人爱，则命题为真，但某个人未必是同一个人。例如，如果Kim爱Kim，Terry爱Terry，但是他们彼此不相爱，则，

(y
 ) ([image: img2167]
 x
 ) Loves(x
 , y
 )

为真，但是，

([image: img2168]
 x
 )(y
 )Loves(x
 , y
 )

为假。然而，如果以存在量词开头的命题为真，那么另一个以全称量词开头的命题也为真。你在本章开头看到的《数学原理》中的定理*11.26里就包含了这个关系：


[image: img2169]




其中
 (x
 , y
 )是谓词。图灵采用的记号为：


[image: img21610]




当公式中出现一连串全称量词时，可以任意改变它们的顺序，而不会影响公式的含义。对于存在量词也是如此。（可以把命题转换成复合合取或析取形式来证明这个结论。）然而，一般来说，改变一连串交替出现的全称量词和存在量词的顺序会导致公式含义的变化。

正如命题逻辑中一样，在不考虑域和谓词的含义的情况下，可以计算公式。公式

(x
 )[F
 (x
 ) v -F
 (x
 )]

是永真的，因为无论域和命题函数F
 的定义为何，该公式的值永远为真。然而，下面这个公式不可能为真：

([image: img21611]
 x
 )(F
 (x
 ) & -F
 (x
 ))

我们称这样的公式是可驳的
 。还有其他介于两者之间的公式。下面是个简单的例子：

(x
 )F
 (x
 )

很容易为x
 想到一个定义域和函数F
 ，使式子为真。例如，假设这个域由自然数组成，F
 表示大于或等于零。定义一个域和函数使得式子为假同样很容易。例如，假设参数是素数时F
 返回真。这样的公式可以称是可满足的，因为在某些解释下它的值为真。

正确性和可满足性是同一个问题的两个相对面，因为它们的概念是相关的：一个命题或者是可满足的，或者是可驳的。如果一个命题[image: img2171]
 正确，则它是可满足的（但是反之不一定）。如果[image: img2172]
 是可满足的但并不正确，则-[image: img2173]
 同样也是可满足的但不是可驳的。[image: img2174]
 是有效的当且仅当-[image: img2175]
 不是可满足的。


正确性
 和可满足性
 这两个词有时会同数理逻辑的语义
 方法相结合，之所以这样称呼这些方法，因为它们给出了所涉及命题的真实含义。

数理逻辑的另一种研究方法从本质上说是句法
 方法。从公理开始推导定理，称这些定理是可证
 的，因为它们是公理的结果。采用这种句法方法处理逻辑问题，我们就不必牵扯那些麻烦的（可能是形而上学的）什么是真的概念。

《希尔伯特和阿克曼》为命题逻辑陈述了四条显而易见的公理，它们出自《数学原理》：

(a) X
 v X
  X


(b) X
  X
 v Y


(c) X
 v Y
  Y
 v X


(d) (X
  Y
 )  (Z
 v X
  Z
 v Y
 )

尽管这些公理仅涉及析取和蕴涵，但如果我们把X
 & Y
 定义成 - (-X
 v -Y
 )的缩写形式，则还可以把它们应用到合取中。

对于一阶逻辑，《希尔伯特和阿克曼》中为其增加了两条公理。对于任意谓词F
 ，下面的命题都可以看成是公理：

(e) (x
 )F
 (x
 )  F
 (y
 )

(f) F
 (y
 )  ([image: img2176]
 x
 ) F
 (x
 )

除了公理，还有下面这些从原始命题得到复杂命题的规则。

1. 替换：在避免约束变量和自由变量相冲突的情况下，可以用一个公式来替换一个命题变量；如果可以避免冲突，则约束变量和自由变量都可以改变；可以使用公式来代替谓词。

2. 蕴涵：如果公式[image: img2177]
 为真，并且公式[image: img2178]
  [image: img2179]
 为真，则[image: img21710]
 为真。

第二个规则称为演绎推理
 （modus ponens），它看上去是显而易见的，但是事实上，它必须是公理。你不能推导出它。如果你非得认为你能做到，那么可以看看刘易斯卡罗尔的短文《龟对阿基里斯说了什么》。
［11］



我们可以把任何从这六条公理和两条规则中推导出来的公式都称作定理。推导过程本身称为证明
 。证明得出的公式称为是可证明的
 。一条定理即为一个可证明的公式。

例如，如果[image: img2181]
 和[image: img2182]
 都是定理，则根据公理(c)和规则(1)，我们可以说


[image: img2183]




是可证明的，因此它是一个定理。

这些规则的应用方式有两种：从公理开始，然后使用规则推导定理；或者从一个公式开始，使用规则把它转化成一个公理，这种情况下就可以证明这个公式是一个定理。本章开头讨论的自动证明程序就是从《数学原理》的定理出发，然后通过应用公理和替换规则，最后把它们划归为公理的。

可以看到，希尔伯特将数学形式化，就像是把它归纳为符号操作的机械过程。这对亨利庞加莱（18541912）来说是很显然的。庞加莱写道：想象这样一台机器，我们从一边输入公理，然后从另一边得到定理，就像芝加哥的传奇机器，猪活着进去，出来时就变成火腿和香肠了。
［12］



你甚至可以用系统化的方式机械地列举出所有的定理。从公理出发，可以把它扩展为任意数目的命题变量和谓词，然后在每一种可能的组合情况下应用替换和蕴涵规则。

根据定义，定理就是可以从公理推导出来的公式，因此这种定理的枚举方法可以产生所有可能的定理。这里就出现了一个问题：这些定理和永真的公式相同吗？或者，可能存在不能从公理推导出的永真公式吗？

以《希尔伯特和阿克曼》一书作为出发点，库尔特哥德尔于1929年在其博士论文《关于逻辑演算的完备性》中，首次建立了一阶逻辑的语法方法和语义方法之间的等价关系，随后在1930年的《逻辑函数演算中公理的完备性》论文中再次提出该关系。

在哥德尔之前，人们已经知道每个可证明的公式也是永真的。这一性质称为可靠性
 ，对逻辑系统来说是很重要的。哥德尔证明的是，每一个永真的公式也是可证明的。这可以作为逻辑系统完备性的一个定义，的确，哥德尔论文的题目提到了完备性。哥德尔的完备性定理证明公理系统是完备的《希尔伯特和阿克曼》一书为单纯的谓词逻辑提出的公理系统，对于枚举出该逻辑中的每一个永真命题来说是足够的。

可以设想，定理的枚举和哥德尔的完备性定理为一阶逻辑的判定过程提供了依据。例如，假设你想判定公式[image: img2191]
 是否是可证明的，可以先列举所有的定理，并且把它们与[image: img2192]
 相比较。然而，如果[image: img2193]
 是不可证明的，你就无法得到匹配，也不知道何时该停下来。

你一定想到了更聪明的做法：列举所有的定理，然后把每个定理及其否定式和[image: img2194]
 进行比较（或者把每个定理同时与[image: img2195]
 和它的否定式进行比较）。但是，这样做你仍然不能保证可以找到匹配，因为[image: img2196]
 可能仅仅是可满足的，而不是永真的或可驳的。因此，基于枚举的判定过程称为半可判定的。只有当你预先知道[image: img2197]
 或[image: img2198]
 是永真的时候，这类过程才能成功地得到结论。甚至在哥德尔发表了1930年的论文之后，一阶逻辑的判定性问题仍然是个未解决的问题。

1931年，哥德尔发表了更著名的论文，涉及一阶逻辑在基本算术中的应用加和乘。使用这种算术，哥德尔能够把一个数与每个公式和每个证明都联系起来。他还为可证明构造了一个名为Bew
［13］

 的谓词，并把这个谓词应用到其否定式的哥德尔数中，得到断定自身不可证明的公式。

因此，在支持基本算术的逻辑系统中，构造出既不是可证明的又不是不可证明的命题是可能的。尽管这一理论后来称为哥德尔不完备性定理，但那篇论文的题目其实是《论数学原理及其相关系统的形式不可判定命题I》
［14］

 。标题指的不是完备性或不完备性，而是不可判定命题。

哥德尔的不完备性理论对通用判定过程是毁灭性的打击吗？也不一定，尽管与1930年相比，在1931年，这个通用判定过程确实看上去更加不可能存在了。哥德尔的不完备性定理是关于不可判定命题的，而判定性问题关心的是，是否存在通用过程来判定某个给定公式的可证明性。如果存在通用判定过程，那么它可以把一个不可判定的命题归为不可证明的。

证明《数学原理》中定理的早期计算机程序肯定没有采取这种方法，而是从公理出发，系统地推导出所有可证明的公式。纽厄尔西蒙肖的论文将这种方法称为大英博物馆算法，如此称呼是因为该方法类似于在大英博物馆中检验每一个物品，希望发现你确实想要的那一件。在这种暴力方法刚一提出时，这些早期的研究学者们就反对它，正如马丁戴维斯所说的：


显然，从某个逻辑系统的公理出发，在所有可能的方向上尝试系统地应用推导规则来证明某些非平凡事物，肯定会带来巨大的组合爆炸。
［15］





只有一位编程者不担心组合爆炸，他就是阿兰图灵。图灵的虚拟计算机拥有无限的存储空间和充裕的时间，因此他可以尝试其他更多担心受机器限制的程序员们所不敢触及的问题。

在前一章中，我在第9节可计算数的范畴的中间部分停了下来。图灵在第9节开始就要我们相信通过他的机器进行计算的数包括了所有被自然当做可以计算的数字（图灵论文第249页，本书第176页）。

然后，图灵以罗马数字I（表示几个论点中的第一个）和类型(a)（直觉的引导）为标题开始了第一小节。下一小节以罗马数字II和类型(b)开头，这是图灵的第二个论点。类型(b)是指两种定义等价的证明（新的定义有更多的直觉成分）。

标题后的一句话有三个脚注。第一个只是阐明他要论述的是受限的谓词演算，也就是我们所说的一阶谓词逻辑。暂时忽略第二个脚注，我们会尽快讨论它。


II. [Type (b
 )].

If the notation of the Hilbert functional calculus
 is modified so as to be systematic, and so as to involve only a finite number of symbols, it becomes possible to construct an automatic
 machine, [image: img2201]
 , which will find all the provable formulae of the calculus
 .





 The expression the functional calculus is used throughout to mean the restricted
 Hilbert functional calculus.



 It is most natural to construct first a choice machine ( 2) to do this. But it is then easy to construct the required automatic machine. We can suppose that the choices are always choices between two possibilities 0 and 1. Each proof will then be determined by a sequence of choices i
 1
 , i
 2
 , , in

 (i
 1
 = 0 or 1, i
 2
 = 0 or 1, , in

 = 0 or 1), and hence the number 2
n

 + i
 1
 2
n
 -1
 + i
 2
 2
n
 -2
 +  + in

 completely determines the proof. The automatic machine carries out successively proof 1, proof 2, proof 3, 



 The author has found a description of such a machine.




II. [类型(b)]

如果修改希尔伯特的谓词演算
 中的记号，使它们系统化并且只涉及有限的符号，那么就有可能构造一台自动
 机器[image: img2202]
 ，用来寻找演算过程中所有可证明的公式
 。





 谓词演算表示受限的希尔伯特谓词演算。



 最自然的事情就是首先构造一台选择机器（2）来完成这个工作，然后就可以很容易构造想要的自动机器了。我们假设总是在两个可能性0和1之间进行选择。这样，每个证明都由一个选择序列i
 1
 , i
 2
 ,, in

 （i
 1
 = 0或1, i
 2
 =0或1,, in

 =0或1）决定，因此，数2
n

 + i
 1
 2
n
 -1
 + i
 2
 2
n
 -2
 +  + in

 就完全决定了证明。自动机器依次执行证明1、证明2、证明3



 作者发现了对这样一台机器的描述。



我相信，图灵把机器称作[image: img2211]
 是用来代表德语单词Kalki。尽管这一点在这句话中不是很明显，但是最后你会发现图灵描述的是一个大英博物馆算法。机器[image: img2212]
 可以从已经编码在磁带上的公理开始，也可以一开始就在磁带上写下公理。这些公理包括一阶逻辑中的基本公理以及谓词需要的其他公理。机器逐步地执行推导规则来产生演算中所有可证明的命题。

图灵要求修改一阶逻辑的记号来使它们系统化。毫无疑问，我们不想困扰于仅仅是变量名称或不必要的括号使用所造成的不同命题间的等价性。例如，下面的三个命题是完全相同的：


[image: img2213]




使记号系统化的一个方法是要求变量总是以xi

 的形式出现，并且它们在某个特定公式中出现时必须遵循下标的数字顺序。另外，括号只有在需要调整运算顺序时才能使用。另一种方法（它与实际机器中采用的方法更类似）是把公式编码成前缀形式，这样就没有必要使用括号，比如卢卡西维茨（18781956）专门为命题逻辑发明的所谓的波兰表示法。命题

(A
 v B
 ) & (C
 v D
 )

就可以编码成：

&vAB
 vCD


这里重要的是，这台机器要产生所有可证明的公式。从哥德尔的完备性定理中，我们知道这些所有可证明的公式集合和所有永真的公式集合是相同的。

我相信，图灵在试图吸引那些其论文的早期读者，他们可能对图灵的机器可以计算任意复杂度的实数的能力表示怀疑。1936年，人们对一阶逻辑效力的信任超过了计算机器。从实施的角度看，机器[image: img2214]
 看上去很可行，它确实比计算实数（如10的7次方根）的机器要简单很多。机器[image: img2215]
 仅采用字符串工作，并根据替换规则以各种方式将这些符号组织在一起。对于很多字符串比较和替换逻辑，图灵在其通用机中所使用的函数里已经有所体现了。

这一句中的第二个脚注以最自然的开头的脚注，其实看上去是要描述另一种不同的方法，与一阶逻辑相比，这种方法更适合于命题逻辑。给出固定数目的n
 个命题变量，你可以构造一个系统来产生所有由这些变量和逻辑连接词交替构成的合式公式。对其中的每个公式，都可以使用真值表方法来判断其是否是一个重言式。

如果这个合式公式包含n
 个命题变量，则需要2
n

 次测试来决定它是否是正确的。如果把真和假分别看作二进制数字0和1，则每次测试都与一个n
 位的二进制数对应，该二进制数中的每一位都表示一个变量的真值。图灵脚注里的二进制数有点错误，应该去掉开头的2
n

 项。这些试验可以从0开始编码一直到n
 -1，对应n
 位二进制数的值。

尽管图灵需要使用这台机器[image: img2221]
 来产生一阶逻辑而不是命题逻辑中的命题，但是我们可以发现，无论何时需要整数，他都只要求一个由非负整数构成的有限的域。他从来不要求一个无限的域，因此不难想象，我们可以把他的一阶公式转换成命题公式，然后就能使用真值表的方法了。

把自然数引入一阶逻辑系统总是有点杂乱，但是如果要把这个逻辑应用到数值概念中，那就非常有必要了。把数字合并进逻辑通常从皮亚诺公理出发。这五个公理来自1889年，朱塞佩皮亚诺在他的一本小册子《算术原理：一种新的方法》
［15］

 中提出了最初的九条公理，皮亚诺公理就是从这些公理中提取出来的，它的提出也基于了理查德戴德金1888年出版的一本小册子《什么是数字，什么应该是数字》
［16］

 。

皮亚诺公理是围绕后继概念建立的。后继就是直觉上一个数后面紧跟的下一个数。例如，12的后继是13。皮亚诺公理保证每一个数都有一个后继，并且该后继是唯一的。在皮亚诺的构造中，只有一个数不是其他任何一个数的后继，这个数是1。不过现在，一般情况下我们定义自然数是从0开始的。

下面是皮亚诺公理的一种通俗易懂的版本：

1. 零是一个数；

2. 每个数都有一个后继，它也是数；

3. 零不是任意数的后继；

4. 后继数相同的两个数是相等的；

5. 任意关于自然数的命题，如果它对零为真，并且它对某个数为真就意味着它对该数的后继也为真，则该命题对所有的数均为真。

第5条公理通常称为数学归纳原理，它是很多涉及自然数的数学证明的基础。（在后两章中，图灵会在证明中两次使用到它。）然而，用一阶逻辑语言表达归纳法是有问题的。归纳法是二阶逻辑固有的概念，因为它必须适用于所有包含自然数参数的谓词。相等也是二阶逻辑的概念，这正是逻辑学家（及图灵在其论文中）不愿意引入在两个参数相等时值为真的谓词的原因。

即使在一阶逻辑语言中表达前四条皮亚诺公理也不是一件容易的事，而且（正如你将看到的）图灵的表示也是不充分的。这个问题对他的证明或结论没有什么实际影响，不过它确实令人不安。

另一个问题涉及自然数本身的表示。传统上使用0, 1, 2, 3,的奇特表示方法不会产生这个问题。几个世纪的惯例以及小学课程的强行灌输告诉我们，12的后继就是13。特别地，如果我们构思符号操作的机械形式，更好的做法是让符号本身传达后继关系的概念。

在《数学基础》（1934）的第一卷中（图灵在论文中引用的一本书），保罗贝奈斯使用
 来表示一个数是另一个数的后继。例如，如果a
 是一个数，则a
 表示该数的后继，a
 表示下一个后继。贝奈斯还使用符号0来表示零，此时，0
 是0的后继，0
 是再下一个后继。
［17］

 它究竟是哪个数字呢？只需要数一下0上
 的个数就可以知道。在希尔伯特及其追随者的著作中，我最早看到这种标注方式的是大卫希尔伯特1927年发表的《数学基础》。
［18］



图灵没有完全使用这种方式。显然，他甚至不太愿意使用符号0，而是使用符号u
 表示第一个自然数。（他并没有交代u
 究竟是0还是1，即使这很重要。在我的例子中，我都假设u
 表示0。）u
 的后继则为u
 、u
 、u
 等。在表示大数时，这种记号就不太灵活了，并且它不能表示如n
 或x
 的任意数。受到《希尔伯特和贝奈斯》的启发，图灵使用u
 (r
 )
 表示u
 的右上方有r
 个
 。例如，u
 可以表示成u
 (5)
 ，我们知道这就是一只手的手指个数。

图灵定义了一个命题函数N
 (x
 )，当x
 为非负整数时，该函数的值为真。如果我们总是把自己限制在非负整数的范围内，那么这个函数对我们没有任何意义，然而，图灵发现可以使用它表示皮亚诺公理。

图灵还定义了一个命题函数F
 (x
 , y
 )，当y
 是x
 的后继，或者用普通算术描述为y
 = x
 + 1时，该函数的值为真。记住，F
 并没有提供或计算出这个后继。它是程序员们所谓的布尔函数，只有在y
 确实是x
 后继的情况下，才为真。

一旦定义了一个好的后继谓词（例如命名为Succ，这样命名仅仅是为了和图灵定义的谓词区分开来），并且为数学归纳法的使用建立了一个公理，那么就可以定义一个名为Sum(x
 , y
 , z
 )的谓词，当z
 的值与x
 + y
 的值相等时，这个谓词的值为真。这个谓词Sum基于以下三条公理：

(x
 )Sum(x
 , u
 , x
 )

(x
 )Sum(u
 , x
 , x
 )

(x
 )(y
 )(z
 )(r
 )(s
 )(Sum(x
 , y
 , z
 )&Succ(y
 , r
 )&Succ(z
 , s
 )Sum(x
 , r
 , s
 ))

前两条公理定义了零和任意一个数的加法运算。第三条的含义是：如果x
 + y
 = z
 ，r
 = y
 + 1，s
 = z
 + 1，那么x
 + r
 = s
 。

类似地，可以定义谓词Product(x
 , y
 , z
 )如下：

(x
 ) Product (x
 , u
 , u
 )

(x
 ) Product (u
 , x
 , u
 )

(x
 )(y
 )(z
 )(r
 )(s
 )( Product (x
 , y
 , z
 ) & Succ(y
 , r
 ) & Sum(z
 , x
 , s
 )  Product (x
 , r
 , s
 ))

前两条公理定义与零的乘法运算，第三条的含义是：如果x
  y
 = z，r
 = y
 + 1，z
 + x
 = s
 ，那么x
  r
 = s
 。

我们再做进一步的分析。定义如下的谓词IsEven(x
 )：

([image: img2241]


如果存在这样的y
 满足x
 = y
  2，那么IsEven(x
 )为真。IsOdd(x
 )与-IsEven(x
 )相同。我们已经有了足够多的谓词，因此这里不再继续定义了。


Now let 
 be a sequence, and let us denote by G

 (x
 ) the proposition The x
 -th figure of 
 is 1, so that[image: img2242]

  G

 (x
 ) means The x
 -th figure of 
 is 0.




[image: img2243]

 The negation sign is written before an expression and not over it.




令
 是一个序列，我们用G

 (x
 )表示命题
 的第x
 个数字是1，于是，-G

 (x
 )[image: img2244]

 表示
 的第x
 个数字是0。




[image: img2245]

 否定符号写在表达式的前面，而不是上面。



上面的脚注表明，图灵采用的否定记号和希尔伯特的不同。
 是一个序列，这个序列可以通过设计一个专用机器按常规计算得到。这里，图灵建议我们根据数字1或0来对应建立值为真或假的谓词。例如，第6节中得到的对应于2的平方根的序列以

1011011010

开头。

如果从0开始对每一位上的数进行编号，那么G

 (0)的值为真，G

 (1)的值为假，G

 (2)的值为真，G

 (3)的值为真，G

 (4)的值为假，等等。这个谓词好像很复杂。图灵例I中机器对应的序列要简单得多：

0101010101

你可以回想起这个序列正是1/3的二进制等价形式。如果将G

 (x
 )定义为IsOdd(x
 )，则描述这个序列的命题函数是很简单的。


Suppose further that we can find a set of properties which define the sequence 
 and which can be expressed in terms of G

 (x
 ) and of the propositional functions N
 (x
 ) meaning x
 is a non-negative integer and F
 (x
 , y
 ) meaning y
 = x
 + 1.




进一步假设我们可以找到一组性质来定义序列
 ，并且可以用G

 (x
 )和命题函数N
 (x
 )、F
 (x
 , y
 )来表达这些性质，其中，N
 (x
 )表示x
 是一个非负整数，F
 (x
 , y
 )表示y
 = x
 + 1。



图灵在这里引入的两个谓词将在论文的剩余部分中经常用到。F
 是一个后继函数，它对于自然数的定义很重要。如果定义域明确限制为自然数，我认为不需要定义函数N
 。

我不确定图灵所说的一组性质指的是什么。我们这里需要的是能为构成G

 (x
 )的命题函数提供支持的公理。在我给出的简单例子中，这些公理包括支持谓词Sum和Product的公理。


When we join all these formulae together conjunctively, we shall have a formula, [image: img2251]
 say, which defines .





用合取符号把这些公式连接起来，我们可以得到一个定义
 的公式，将其命名为[image: img2252]
 。



公理的合取式不一定真正地定义了
 ，因为它无法为定义
 提供基础。


The terms of [image: img2253]
 must include the necessary parts of the Peano axioms, viz.,

([image: img2254]
 u
 ) N
 (u
 ) & (x
 ) (N
 (x
 )  ([image: img2255]
 y
 ) F
 (x
 , y
 )) & (F
 (x
 , y
 )  N
 (y
 )),

which we will abbreviate to P.





[image: img2256]
 的项中必须包含皮亚诺公理的必要条件，也就是：

([image: img2257]
 u
 )N
 (u
 )&(x
 )(N
 (x
 )([image: img2258]
 y
 )F
 (x
 ,y
 ))&(F
 (x
 ,y
 )N
 (y
 ))

后文中我们将其简写作P
 。



当然，P
 指的是皮亚诺，它是三个项的合取式。第一项表示u
 存在，第二项的含义是对每一个x
 都存在一个y
 是它的后继，第三项指的是一个数的后继也是一个自然数。这个公式不能说明零和后继的唯一性，这是个问题。《希尔伯特和贝奈斯》中为后继函数（他们称之为S
 
[19]

 ）给出了以下三个公理：

(x
 )([image: img2261]
 y
 )S
 (x
 , y
 )

([image: img2262]
 x
 )(y
 ) - S
 (y
 , x
 )

(x
 )(y
 )(r
 )(s
 )(S
 (x
 , r
 ) & S
 (y
 , r
 ) & S
 (s
 , x
 )  S
 (s
 , y
 )

第一条公理声明每个数都有一个后继；第二条的含义是存在一个没有后继的数；第三条是说，如果r
 是x
 和y
 的后继，x
 是s
 的后继，那么y
 也是s
 的后继。第三条公理实质上确立了后继的唯一性。


When we say [image: img2263]
 defines 
 , we mean that  [image: img2264]
 is not a provable formula, and also that, for each n
 , one of the following formulae (A
n

 ) or

(B
n

 ) is provable.

[image: img2265]


(A
n

 )


[image: img2266]




where F
 (n
 )
 stands for F
 (u
 , u
 ) & F
 (u
 , u
 ) &  F
 (u
 (n
 -1)
 , u
 (n
 )
 ).



 A sequence of r
 primes is denoted by (r
 )
 .




当我们说[image: img2267]
 定义了
 时，意思是-[image: img2268]
 不是一个可证明的公式，并且对每一个n
 ，下面公式(A
n

 )或(B
n

 )中的一个是可证明的。

[image: img2269]


(A
n

 )


[image: img22610]




其中F
 (n
 )
 代表F
 (u
 ,u
 )&F
 (u,u
 )&F
 (u
 (n
 -1)
 ,u
 (n
 )
 )。



 包含r
 个
 的序列记为(r
 )
 。



公式(A
n

 )上的脚注是指，按照惯例采用括号中含数作为上标，来表示包含相应数目的
 。图灵在其后继函数F
 中也使用上标来表示后继函数的合取，后继函数实际上是说，1是0的后继，2是1的后继，等等。

图灵采用的后继函数的合取是不充分的，因为它不能保证这些后继的唯一性。例如，F
 (u, u
 )的真值是多少？我们无法得知它是假的。一种简单的修正方式是通过包含所有不为真的后继谓词的否定式，如-F
 (u, u
 )和-F
 (u, u
 )，并在u
 (n
 )
 处停止来扩展F
 (n
 )
 （尽管仍是有限的）。

这里的n
 指的是位数，它从0开始逐个变大。从0位，1位，2位，逐位生成序列。每一位的计算都只需要有限数目的非负整数，因此公式F
 (n
 )
 是有限个项的合取。然而，在某些情况下，公式可能需要更多的整数。例如，对于第0位，公式只需要u
 。但是在我的例子中，函数IsOdd的定义还需要u
 ，因此事实上，F
 的上标应该是2和n
 中较大的那个数。

进行这个小小的修正后，下面的公式都将是可证明的：


[image: img2271]




依次类推。回想一下，[image: img2272]
 包括支持IsOdd函数所需要的所有公理。这些结果对应了序列的前六位：0，1，0，1，0，1。注意，数字1对应可证明的A
n

 ，0对应B
n

 的可证明性。
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I say that 
 is then a computable sequence: a machine [image: img2273]
 


 to compute 
 can be obtained by a fairly simple modification of [image: img2274]
 .




我认为此时的
 是一个可计算序列：稍微修改[image: img2275]
 ，便得到一个可以计算
 的机器[image: img2276]
 


 。



大家会想起，机器[image: img2277]
 可以从公理推导产生所有的可证明的公式。


We divide the motion of [image: img2278]
 


 into sections. The n
 -th section is devoted to finding the n
 -th figure of .
 After the (n
 - 1)-th section is finished a double colon :: is printed after all the symbols, and the succeeding work is done wholly on the squares to the right of this double colon. The first step is to write the letter A
  followed by the formula (A
n

 ) and then B
  followed by (B
n

 ).




我们把[image: img2279]
 


 的操作分成几个部分。第n
 个部分用来寻找序列
 的第n
 位数字。第(n
 -1)个部分完成以后，在所有符号的末尾打印一个双冒号::，后续的工作全都在这个双冒号右边的格中进行。第一步是写入字母A，后面跟着写公式A
n

 ；然后写入B，再紧跟着写B
n

 。



在这个例子中，n
 的值为5，机器首先写A和B，紧跟着分别写入两种可能的情况，如下：


[image: img2281]




不过，上面的写法也不完全正确：字母A和B不应该为粗体，项[image: img2282]
 应该是所有公理的显式合取式，F
 (5)
 是更多个公理的显式合取式，IsOdd可能是之前定义的Product函数的否定式，所有函数的名字可能变得更加神秘了。

然而，真正的意义在于，这两个命题中的其中一个是可证明的。在这两个打印的公式右边的全部有一整条纸带可以供机器工作。很可能是机器首先把这些公理写在纸带上，然后开始推导可证明的公式。


The machine [image: img2283]
 


 then starts to do the work of [image: img2284]
 , but whenever a provable formula is found, this formula is compared with (A
n

 ) and with (B
n

 ). If it is the same formula as (A
n

 ), then the figure 1 is printed, and the n
 -th section is finished. If it is (B
n

 ), then 0 is printed and the section is finished. If it is different from both, then the work of [image: img2285]
 is continued from the point at which it had been abandoned. Sooner or later one of the formulae (A
n

 ) or (B
n

 ) is reached; this follows from our hypotheses about 
 and [image: img2286]
 , and the known nature of [image: img2287]
 . Hence the n
 -th section will eventually be finished. [image: img2288]
 


 is circle-free; 
 is computable.




随后，机器[image: img2289]
 


 开始从事[image: img22810]
 的工作，但是无论何时找到一个可证明的公式，这个公式都会与A
n

 和B
n

 进行比较。如果它和A
n

 相同，就打印数字1，这样第n
 个部分就完成了。如果它和B
n

 相同，则打印0，这个部分也就结束了。如果它和A
n

 、B
n

 都不相同，那么[image: img22811]
 就从它停止的点继续工作，迟早会遇到A
n

 或B
n

 中的一个。这可以从我们对
 和[image: img22812]
 所作的假设，以及[image: img22813]
 的性质中推断得到。因此，第n
 个部分最终会结束。[image: img22814]
 


 是非循环的，
 是可计算的。



可以想象，机器[image: img22815]
 


 可以一般化为与图灵的通用机极其类似的机器。它可以以一条已经编码了公理的纸带开始工作，仅仅通过在纸带上写入一些不同的公理和一个不同的函数，机器就能计算通过一阶逻辑定义的任意序列。


It can also be shown that the numbers 
 definable in this way by the use of axioms include all the computable numbers. This is done by describing computing machines in terms of the function calculus.




还可以证明，通过这种使用公理的方式得到的可定义的数字
 包含了所有的可计算数，借助函数演算描述计算机器就可以做到。



事实上，在图灵论文的最后一节，即本书的下一章中，图灵将采用一阶逻辑描述计算机器。现在，他想提醒读者，不是每一个数字都可以通过机器计算得到，特别是那些以0和1构成的序列，它们可以告诉我们哪些是符合要求的机器的描述数。


It must be remembered that we have attached rather a special meaning to the phrase [image: img2291]
 defines 
 . The computable numbers do not include all (in the ordinary sense) definable numbers. Let 
 be a sequence whose n
 -th figure is 1 or 0 according as n
 is or is not satisfactory. It is an immediate consequence of the theorem of  8 that 
 is not computable. It is (so far as we know at present) possible that any assigned number of figures of 
 can be calculated, but not by a uniform process. When sufficiently many figures of 
 have been calculated, an essentially new method is necessary in order to obtain more figures.




必须牢记，我们为[image: img2292]
 定义
 这句话赋予了一个特别的含义。可计算数不包括所有（一般意义上）的可定义数。假设
 是一个序列，根据n
 是否可接受，它的第n
 位数字可以为1或0。由8中的定理可以直接得到
 是不可计算的。（就我们现在所知）给定数目的
 中的数字是可计算的，但是无法采用统一的过程。一旦已经计算了足够多的
 的数字后，有必要采用一个本质上更新颖的方法来得到更多的数字。



至此，图灵完成了他的第二个论证，来证明他的机器可以计算通常所谓的可计算数。接下来将要讲述的是他的第三个论证。你或许能回忆起图灵对于一台人类计算者的思维状态的依赖。一些读者可能认为，人类思维状态是太过虚幻的概念而不能封装在一台机器中。

图灵简单地描述了如何将思维状态这一概念构造成为机器结构的一部分，我们将以此结束本章。


III. This may be regarded as a modification of I or as a corollary of II.

We suppose, as in I, that the computation is carried out on a tape; but we avoid introducing the state of mind by considering a more physical and definite counterpart of it. It is always possible for the computer to break off from his work, to go away and forget all about it, and later to come back and go on with it. If he does this he must leave a note of instructions (written in some standard form) explaining how the work is to be continued. This note is the counterpart of the state of mind. We will suppose that the computer works in such a desultory manner that he never does more than one step at a sitting. The note of instructions must enable him to carry out one step and write the next note. Thus the state of progress of the computation at any stage is completely determined by the note of

[254]

instructions and the symbols on the tape. That is, the state of the system may be described by a single expression (sequence of symbols), consisting of the symbols on the tape followed by  (which we suppose not to appear elsewhere) and then by the note of instructions. This expression may be called the state formula. We know that the state formula at any given stage is determined by the state formula before the last step was made, and we assume that the relation of these two formulae is expressible in the functional calculus. In other words, we assume that there is an axiom [image: img2301]
 which expresses the rules governing the behaviour of the computer, in terms of the relation of the state formula at any stage to the state formula at the preceding stage. If this is so, we can construct a machine to write down the successive state formulae, and hence to compute the required number.




III. 这一部分可以看成是对I的修正或II的推论。

与I中类似，我们假设计算在一个纸带上进行，但是通过考虑更加机械而确定的类似过程，我们可以避免引入思维状态这一概念。计算机总是能在某个时刻暂停，转向其他的操作，然后过一段时间后还可以再返回到之前停止的点继续运行。如果机器这样运行，那么它必须记录一些指令（以某种标准形式写入纸带），以便阐明如何继续当前已经停止的工作。这个记录即与思维状态类似。我们假设计算机将以这种不连贯的方式运行，它每次不能执行超过一个步骤。记录的指令必须使得计算机可以执行一个步骤，并且写入下一条记录。因此，计算过程中任意阶段的状态都是由记录的指令和纸带上的符号完全决定的。也就是说，可以采用单一的表达式（符号序列）来描述系统的状态，这个表达式是由符号、之后的（假设不会在其他地方出现）和指令记录组成的，可以称这个表达式为状态公式。我们知道，每个给定阶段的状态公式都是由上一个步骤进行之前的状态公式决定的，我们假定这两个公式之间的关系可以采用函项演算来表示。换句话说，假定存在一个公理[image: img2302]
 ，它给出了任意阶段的状态公式和前一阶段的状态公式之间的关系，从而管理计算机的行为。如果真是这样，我们可以构造一台机器记下连续的状态公式来计算得到所需的数。
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第13章

可计算函数


你上一次使用个人计算机计算无理数的无穷数位是在什么时候？除非你是通过运行程序计算你的数百万位数字来消遣，否则你采用的任何程序计算出的数位都不可能超出你喜爱的计算器的计算范围。

很显然，图灵在他的论文中建立了很多计算机编程的原理和概念，但是无论是在以前、现在或是将来，计算实数的无穷数位都必然不是计算机的典型活动。

实际上，计算机执行的是已经被程序员分割成若干组块的任务，这些块称作函数、例程、子程序或方法（称呼取决于特定的编程语言）。一般来说，这些函数在有限的时间段内执行某个特定的任务，它们从接收输入开始，然后对这些输入进行数学运算以产生输出，最后把控制转移给其他函数。

函数的概念起源于数学。概括地说，函数是把输入转换成输出的数学实体。输入称作函数的参数
 或自变量
 ；输出称作函数的值
 或因变量
 。函数通常被限制在特定类型的数字或其他对象上。合法的输入称作函数的定义域
 ，所有可能的结果输出值称作值域
 。

图灵在其论文的第一段提到了可计算函数的概念，并把它作为未来探索的主题：


尽管本论文的主题是可计算数，但是我们同样可以容易地定义和研究可计算函数，其变量可以是整数、实数、可计算数、可计算谓词等。我希望可以很快就给出可计算数、函数等之间的关系，这将包括对用可计算数表示的实变函数理论的研究。



图灵并没有严格按这种方法深入研究这些主题。你在第17章会看到，当斯蒂芬克莱尼（在他于1952年出版的《数学引论》中）和马丁戴维斯（在他于1958年出版的《可计算性与不可解性》中）重新设计了图灵机并用它们来计算整数函数而不是实数时，可计算函数的概念就变得十分重要了。

在某种意义上，我们已经看到了执行函数的机器。通用机就是这样的，因为它把机器的标准描述作为输入，输出中包括该机器的完全格局以及机器本应计算的序列。

更传统的函数呢？它们是什么样子的？想想三角正弦函数。输入是一个表示角度的数值，通常以度或弧度为单位。假定这个角是直角三角形中的一个角，则正弦函数计算该角的对边与斜边的比。更一般地说（定义大于90的角的正弦函数），从笛卡儿坐标系的原点出发到任意一点画一条线。这条线与X轴的夹角（按逆时针方向测量）的正弦函数值，就是这条线的端点到X轴的距离与该直线长度的比值。

尽管正弦函数是以360或2个弧度为周期循环的，但是该函数的定义域由所有实数组成，它的值域（函数的值）由从-1到1之间的实数（包括-1和1）组成。

实际计算正弦函数是要用到如下的无穷级数，其中x
 以弧度为单位：




[image: img2321]




这就是如今的计算机计算正弦函数时所用的公式，尽管一般情况下，这种计算是在计算机的处理芯片而非软件中进行的。

因为实数拥有无穷数目的十进制位，因此计算机不能存储任意的实数，而是用有理数来近似实数。1985年，美国电气和电子工程师协会（IEEE）公布了二进制浮点运算的IEEE标准，很多计算机系统都使用该标准，以一种适合于科学计数法表示的形式存储数字。例如，常用的双精度格式使用64位存储一个数：1位用来存储符号（正或负），11位用来存储指数，52位用来存储尾数，提供大致相当于16位十进制数的精度。
［1］

 实质上，我们是用两个整数来存储实数123.456的，它们分别是8 687 443 681 197 687（尾数）和46（指数），因为8 687 443 681 197 687除以246
 近似等于123.456。这个比值是一个有理数，而不是实数。

当计算机计算一个正弦值时，这一近似是很重要的，因为它可以保证函数在有限时间内完成。尽管正弦函数是作为一个无穷级数来计算的，但是这个级数项的绝对值越来越小。当项对结果的精度不再产生影响时，函数就终止了。

然而，图灵机追求无限的精度。计算实数时，它会一直不停地运算。由于计算正弦函数的无限级数中的每个项都包含无限的位数，因此在计算正弦函数时，追求无限的精度是个大问题。例如，当角度是1弧度时，第二项是1/6，无论表示成十进制还是二进制，它都需要无限位数。如果机器需要计算第二项的无限个数位，它怎么样才能运行到对第三项的计算呢？

一种可行的方法是，依次计算每一项的第一位，直到某一项的第一位数字为0，然后，再依次计算每一项的第二位，直到某一项的前两位数字均为0，依此类推。这显然是一个很复杂的过程，特别是你不想机器在计算得到结果后再擦除结果的任意位时。

执行正弦函数只是一个问题，输入从哪里来呢？

或许我们的直觉是让机器的使用者以某种方式键入机器需要计算的角。这显然是受现在的交互式计算机和屏幕计算器的启发，但是为了接受这种形式的输入，需要重新设计图灵机。这比目前我们所做的工作量更大。

第二种观点是将函数的输入硬编码在机器内部。例如，我们可以设计一台专门计算37.85的正弦值的机器。尽管这样会把机器限制为只能求解某一个角度的正弦值，但是我们还是希望设计出的这种机器易于修改，从而可以计算其他角度的正弦值。

第三种方法是把角度编码到纸带上。机器读取这个输入，计算正弦值，然后再把结果打印到纸带上。（我猜你喜欢这么做！我也是。）

第四种方法是让机器自己产生输入。例如，机器首先计算角度为0的正弦值，然后计算角度为1的正弦值，再计算角度为2的正弦值，等等，并把每个结果都打印在纸带上，最后会得到一张包含很多角度正弦值的表。这种方法要求机器计算得到的每个结果都只包含有限个数位。

第五种方法需要两台不同的机器。第一台机器计算实数，第二台计算该数的正弦值。我说两台机器的时候，实际上是指可以实现两台机器逻辑的一台机器。我们已经遇到过以这种方式结合的机器。在第8节中（本书第166～167页），图灵把一台判定机器[image: img2331]
 和通用机[image: img2332]
 结合起来，构造成机器[image: img2333]
 来分析标准描述。这种做法的好处是，我们可以插入不同的第一台机器来计算不同角度的正弦值。

这些做法都是有问题的。一个大问题是正弦函数的输入和输出都是实数（至少理论上是这样的），而实数包含无限位。键入一个有无限位的数或将这样的数编码在纸带上都是不可能的。

事实上，即使你将角度限制在简单的、可以表示成有限的十进制数的范围内，正弦函数需要的也是弧度制的角度。180对应对个弧度，因此看上去很简单的10其实是其/18个弧度一个包含无限个十进制位数的超越数。

现在我们面临的是一台需要计算现/18弧度的机器和另一台计算该弧度的正弦值的机器，事实上这两台机器是在同一个元机器中运行的。第二台机器不可能等到第一台机器计算完成后再开始计算！这两台机器需要以串联模式工作，也就是有时称作燕尾连接的一种编程技术。计算角的机器得到一个新的数位时，计算该角度正弦值的机器必须接收这个数位，并计算出结果的一个新的数位。这两台机器间会永远进行这一相互作用的来回。

现在，你可能就不会对斯蒂芬克莱尼和马丁戴维斯重新改造的图灵机只能计算数论函数，也就是域和值域都限制在非负整数的函数，感到惊讶了。他们都把函数输入编码成笔画。例如，在8个连续的格中画简单的竖线来表示数字7（数字0只需要1画）。

通常情况下，当计算一个函数时，你不会想让这个计算永久进行下去。你希望函数会结束，这样便可以检测结果。因此，经克莱尼和戴维斯改造的图灵机在计算结束的时候会停止运行。显然，用于计算非负整数的加法和乘法的机器不需要永久地运行。在克莱尼和戴维斯的设计中，不能停止运行的机器被看作是故障机器。戴维斯把判定一台图灵机是否能够正确地完成计算并停机的过程称为停机问题。后来，停机问题被等同于图灵机，但是这个概念与图灵最初的论文无关。

既然我们已经考虑了构造处理实数函数的图灵机时遇到的一些与生俱来的问题，接下来我们准备学习图灵在他论文的第10节中提出的解决方法。

第10节其实是第9节的延续。前一节的开头，图灵对于其机器的计算能力问题给出了三个论据。第三个是第10节的主题，即给出一大类可计算数的示例。同时，图灵讨论的重点稍有改变，从原来的可计算数转移到了可计算函数的范围。

第10节可能是图灵论文中最少被分析的部分，通常也是最难理解的一节。他写得很简洁，有时还有点模糊。我没有信心总是能够完全准确地揭示他的论点。

也许这并不令人惊讶，图灵一开始就讨论了带有整数变量的可计算函数，并且定义这样函数的最简单的方式需要非负整数的定义域和值域。


10. Examples of large classes of numbers which are computable.


It will be useful to begin with definitions of a computable function of an integral variable and of a computable variable, etc. There are many equivalent ways of defining a computable function of an integral variable. The simplest is, possibly, as follows. If 
 is a computable sequence in which 0 appears infinitely
 often, and n
 is an integer, then let us define 
 (
 ,n
 ) to be the number of figures 1 between the n
 -th and the (n
 + 1)-th figure 0 in 
 . Then 
 (n
 ) is computable if, for all n
 and come 
 , 
 (n
 ) = 
 (
 ,n
 ).



 If [image: img2341]
 computes 
 , then the problem whether [image: img2342]
 prints 0 infinitely often is of the same character as the problem whether [image: img2343]
 is circle-free.




10. 大量可计算数的示例

以定义整数变量和可计算变量的可计算函数开始，会非常有用。有很多等价的方法用来定义整数变量的可计算函数。下面的定义可能是最简单的。如果
 是一个可计算序列，其中0出现无穷次
 ，n
 是一个整数，我们定义
 (
 , n
 )为
 中第n
 个0和第(n
 +1)个0之间数字1的个数。如果对于所有的n
 ，存在某个
 ，使得
 (n
 ) = 
 (
 , n
 )，则
 (n
 )是可计算的。



 如果[image: img2351]
 计算
 ，则[image: img2352]
 是否无限打印0的问题与[image: img2353]
 是否是非循环的问题是同一性质。



我需要举例子说明。假设函数
 （希腊字母phi）简单定义为：



 (n
 ) = 2n
 + 1，

其中n
 为非负整数。则，



 (0) = 1



 (1) = 3



 (2) = 5



 (3) = 7



对应于该函数的序列
 （希腊字母gamma）为：

010111011111011111110

注意，两个相邻的0之间分别是一个1、三个1、五个1、七个1等，1的数目与每个连续的非负整数n
 的函数
 (n
 )的值相对应。



 是可计算序列吗？对我而言，它的确看上去是可计算的。这意味着
 (n
 )是一个可计算函数，计算
 的机器永远不停地运行，计算出函数所有的值。

图灵从与我的例子完全相反的角度处理这个可计算函数的问题：他假定
 序列总是包含无穷个0，函数 
 (
 , n
 )（希腊字母xi）表示每对相邻的0之间数字1的个数，并且 
 (n
 )=
 (
 , n
 )。

从这点看，计算包含无穷个0的序列的任何机器也是在计算一个正整数值的函数，尽管一般情况下，我们不能判定机器是否确实满足这个标准。

现在，图灵假定一个与函数
 相对应的谓词，使得该函数的计算类似于数字的基于逻辑的演算，也就是图灵在论文第9节、本书前一章中论述的内容。


An equivalent definition is this. Let H
 (x
 , y
 ) mean 
 (x
 )=y
 .




如此，我们得到一种等价的定义。定义H
 (x
 , y
 )，其中
 (x
 ) = y
 。



我们使用相同的例子。改变函数的自变量，现在的定义如下：


[image: img2361]




使用前一章中描述的谓词I来定义H
 (x
 , y
 )：


[image: img2362]




如果存在某个z
 ，使得2乘以x
 等于z
 ，且z
 加1等于y
 均为真，则该公式为真。


Then, if we can find a contradiction-free axio[image: img2363]
 , such that [image: img2364]
 
 P
 ,




然后，如果我们能找到一个非矛盾的公理[image: img2365]
 


 ，使得[image: img2366]
 


  P
 ，



则[image: img2367]
 
 一定是定义H
 所需谓词的公理（这个例子中的Product和Sum）与P
 的合取式，因此这个蕴涵式很容易就成立。


and if for each integer n
 there exists an integer N
 , such that


[image: img2368]







并且如果对每个整数n
 都存在一个整数N
 ，使得


[image: img2369]






你会想起，F
 (n
 )
 是后继函数的合取式的缩写形式。N
 必须至少等于n
 和
 (n
 )中较大的一个。在我们的例子中，当n
 = 10时，
 (n
 )=21。函数H
 内部需要数字1和2，并且z
 的值为20。因此，N
 必须至少等于21才能定义足够多的数字，而在某些情况下，它可以比n
 和
 (n
 )的值都大。


and such that, if m
 
 (n
 ), then, for some N
 ,


[image: img23610]







且使得如果m
 
 (n
 )，则对某个N
 ，


[image: img23611]






公式末尾漏掉了右半括号。总之，当第一个参数为n
 ，第二个参数为
 (n
 )时，谓词H
 为真，否则为假。对于第二个公式，N
 的值也至少要等于m
 ，但是稍后你将看到，我们在演示中不会涉及比n
 大的m
 值。


then 
 may be said to be a computable function.




则可以说
 是一个可计算函数。



到这儿，图灵结束了他的讨论，但并没有真正描述它应该如何发挥作用。机器[image: img2371]
 的另一种修正，是枚举出所有可证明的公式。图灵在第9节描述的机器针对n
 的连续取值依次枚举出这些可证明的公式，根据谓词G
 的真值，为n
 的每个值打印一个0或1。

这里的新问题需要一台机器[image: img2372]
 
 来计算前面描述的序列
 ：

010111011111011111110

其中，每个1串中数字1的数目为对应于n
 的连续值的函数
 (n
 )的值。最大的不同是，这台机器不仅对连续的n
 值，还对变化的n
 和m
 的值，枚举出所有可证明的公式。

对于n
 和m
 的每个新值，机器首先打印公式A和B（仍使用为之前的机器设置的术语）：


[image: img2373]




然后通过产生所有的可证明的公式，尝试与二者中的一个进行匹配。

机器从n
 等于0开始计算。n
 是函数
 (n
 )的参数，也是谓词H
 (n
 , m
 )的第一个参数。对n
 的每个新的值，机器打印一个0，然后把m
 设置为0。m
 可能是函数
 (n
 )的结果，它是谓词H
 (n
 , m
 )的第二个参数。

对m
 的每个新的取值，机器开始产生所有可证明的公式。如果与公式B匹配，则机器打印一个1，因为m
 的值不是函数
 (n
 )的结果。机器增大m
 ，打印新的A和B，然后再次开始产生可证明的公式。如果与公式A匹配，则该m
 值是函数
 (n
 )的结果，机器继续对n
 的下一个值进行处理。对于n
 的下一个值，机器开始打印一个0，并且将m
 设置回0。

以这种方式，机器打印出序列
 ，其中的每个1串中数字1的数目都表示依次增大的整数参数对应的函数值。


We cannot define general computable functions of a real variable, since there is no general method of describing a real number,




由于没有描述实数的一般方法，因而我们无法定义一般的实数变量的可计算函数。



这就是我之前考虑将实数编码在纸带上供函数处理时遇到的问题。


but we can define a computable function of a computable variable.




但是，我们可以定义一个以可计算数为变量的可计算函数。



这需要可计算数的计算和可计算函数的计算串联工作。在或许是最简单的情况下，每次计算得到变量的一个新数位后，可计算函数就会接收它，并打印出结果的新的数位。可计算变量和可计算函数始终保持相同的有效数位，从而保持相同的精度。

图灵所采用的例子是三角正切函数。他想对各种各样的，其实是所有的可计算数计算它们的正切值，但是他没有为一个计算的终止和另一个计算的启动指定任何标准。


If n
 is satisfactory, let n

 be the number computed by [image: img2381]
 (n
 ), and let


[image: img2382]




[255]

unless n

 = 0 or n

 = 1, in either of which cases n

 = 0.




如果n
 是可接受的，假定n

 为机器[image: img2383]
 (n
 )计算得到的数字，并且


[image: img2384]




除非n

 ＝0或者n

 ＝1。在这两种情况下，n

 ＝0。



后面的脚注表明这不是唯一可能的函数，不过图灵特地挑选了一个简单的例子。因为图灵机计算0和1之间的实数，所以无论机器如何定义，n

 的值都介于0和1之间。正切函数的参数范围介于之1/2和1/2之间，这是用弧度制表示的角，等价的角度范围是之-90到90。


Then, as n
 runs through the satisfactory numbers, n

 runs through the computable numbers
 .



 A function n

 may be defined in many other ways so as to run through the computable numbers.




接着，随着n
 遍历可接受数，n

 遍历可计算数
 。



 函数n

 也可以用许多其他方式来定义，从而能够遍历可计算数。



-90到90之间角度的正切值的变化范围是（, ），因此它覆盖了整个实数集。（严格地说，）-90和90角的正切值没有定义，这也正是为什么图灵单独处理这两种情况的原因。）除去极少数例外，正切函数的结果都是超越数。

图灵后来才建议，我们事实上可以定义计算一个角的正切值的图灵机。跟正弦函数相似，正切函数也可以通过一个无穷级数来计算：


[image: img2385]





x
 的变化范围从围1/2到1/2。


Now let 
 (n
 ) be a computable function which can be shown to be such that for any satisfactory argument its value is satisfactory
 . Then the function f
 , defined by f
 (n

 )=
 

 (n
 )
 , is a computable function and all computable functions of a computable variable are expressible in this form.



 Although it is not possible to find a general process for determining whether a given number is satisfactory, it is often possible to show that certain classes of numbers are satisfactory.




令
 (n
 )为一个可计算函数，对任意的可接受参数，它的值都是可接受的
 。则定义为f
 (n

 )=

 (n
 )的函数f
 是一个可计算函数，并且所有可计算变量的可计算函数都可以表示成这种形式。



 尽管不可能找到可以判定某个给定的数字是否是可接受的通用过程，但是通常情况下，表明某一特定类的数字是可接受的还是有可能的。



函数
 (n
 )的定义域和值域都是符合要求的机器的描述数。或许我们只考虑某种特定格式的机器，很容易就可以将其构造成是符合要求的。函数
 (n
 )修改描述数，其实是重新编程机器，使得它可以计算出其他东西。例如，
 (n
 )可以重新编程机器，使它不再求解x
 ，而是x
 的两倍再加1，即执行函数2x
 + 1。


Similar definitions may be given of computable functions of several variables, computable-valued functions of an integral variable, etc.

I shall enunciate a number of theorems about computability, but I shall prove only (ii) and a theorem similar to (iii).




类似地，也可以定义包含几个变量的可计算函数、包含整数变量且值为可计算数的函数，等等。

我将给出一些关于可计算性的定理，但是只证明(ii)及与(iii)相似的定理。



随后的十个定理用小写罗马数字编号。图灵论文第10节的最后两页给出了对(ii)和(iii)的证明。


(i) A computable function of a computable function of an integral or computable variable is computable.




(i) 以整数或可计算数为变量的可计算函数的可计算函数是可计算的。



换句话说，我们可以把这些东西堆积起来。从计算一个数的机器出发，使用另一台机器执行这个数的函数，然后再使用一台机器执行第一个函数的结果的函数。与之前基于三角正切函数的机器类似，这些机器不会等待前一阶段完成以后再运行。它们必须以串联方式工作，或许是随着每一个数位的计算，从一个阶段向另一个阶段传递信息。


(ii) Any function of an integral variable defined recursively in terms of computable functions is cpmputable. I.e.
 if 
 (m
 ,n
 ) is computable, and r
 is some integer, then 
 (n
 ) is computable, where

[image: img2401]


(ii)以可计算函数递归定义的任何包含整数变量的函数是可计算的。例如，如果
 (m
 , n
 )是可计算的，r
 是整数，则
 (n
 )是可计算的，其中，


[image: img2402]






注意，希腊字母
 （读为eta）与斜体的n
 有点相像。包含整数变量的函数是
 ，可计算函数指的是
 (m
 , n
 )。作为例子，我们假设r
 = 1，函数
 (m
 , n
 )简单定义为：


[image: img2403]




我确定
 (m
 , n
 )是可计算的。我们计算
 的几个值：



 (0) = r
 = 1



 (1) = 
 (1, 
 (0)) =
 (1, 1) = 11 = 1



 (2) = 
 (2, 
 (1)) =
 (2, 1) = 21 = 2



 (3) = 
 (3, 
 (2)) =
 (3, 2) = 32 = 6



 (4) = 
 (4, 
 (3)) =
 (4, 6) = 46 = 24



 (5) = 
 (5, 
 (4)) =
 (5, 24) = 524 = 120



函数
 (n
 )是阶乘函数的递归定义。到本节最后，图灵将证明使用可计算函数
 (m
 , n
 )定义的整数函数（如 
 (n
 ）本身也是可计算的。


(iii) If 
 (m
 , n
 ) is a computable function of two integral variables, then 
 (n
 , n
 ) is a computable function of n
 .




(iii) 如果 
 (m
 , n
 )是一个包含两个整数变量的可计算函数，则
 (n
 , n
 )是关于的可计算函数。



这个定理听起来很平凡，但图灵利用这个机会做了一些有趣的事。本章以对它的证明结束。


(iv) If 
 (n
 ) is a computable function whose value is always 0 or 1, then the sequence whose n
 -th figure is 
 (n
 ) is computable.




(iv) 如果
 (n
 )是一个其值总为0或1的可计算函数，那么第n
 位数字为
 (n
 )的序列是可计算的。



例如，假设函数IsPrime(n
 )当n
 是素数时返回1，否则返回0。图灵断定下面的序列是可计算的：

0011010100010100010100010000010

我只展示了n
 从0开始的前31位数字。与素数2、3、5、7、11、13、17、19、23和29对应的数位都设置成1。

图灵接着引用了戴德金定理。这里给出了G. H. 哈代的《纯数学教程》第1章中对该定理的陈述。1931年，图灵为准备剑桥大学的秋季入学考试开始阅读这本书，那也可能是他第一次遇到这个定理。



戴德金定理
 如果按照以下的方法把实数集合分割成两类L和R：

(i) 每个数只属于两个类中的一类；

(ii) 每个类至少包含一个数；

(iii) L中的任意一个数都小于R中的任意一个数。

则存在一个数
 ，满足小于它的所有数都属于L类，大于它的所有数都属于R类。数
 本身可能属于L或R中的任意一类。
［2］





第一次看到这个定理时容易感到迷惑，但是它描述了有理数和实数之间最基本的区别，特别是，实数是如何组成了连续统，而有理数不能。

想象从左边的负无穷到右边的正无穷有一条数轴，也可以只考虑这个数轴的一段。把它分割成两个部分（这称为戴德金分割）。一些数在左边的线上（定理中的L），另一些数在右边的线上（R）。

例如，你可以在1.5处分割这条直线，因此L中的所有数都小于1.5，R中的所有数都大于1.5。那1.5自身呢？你可以把它放在L中，也可以放在R中。把1.5放在L中，它是L中的最大数，R中没有最小数。换句话说，R中没有一个比其余的数字都小的数。另一方面，把1.5放在R中，它是R中的最小数，L中没有最大数。

在2的平方根处分割这条直线。如果这条数轴仅由有理数组成，那么L中的所有数都小于2的平方根，R中的所有数都大于2的平方根。因为2的平方根不是有理数，它既不属于L，也不属于R。此外，L中没有最大数，R中也没有最小数。这条直线在2的平方根处出现间断。

然而，如果这条数轴是由实数组成的，则2的平方根必须属于L或者R。你无法定义一个实数的分割，使得这个分割点既不属于L也不属于R。这就是为什么实数可以组成连续统，而有理数不能的原因。


Dedekind's theorem does not hold in the ordinary form if we replace real throughout by computable.




如果我们用可计算数替换实数，那么一般形式表示的戴德金定理就不成立了。



可计算数不能组成连续统，因为你可以在一个非可计算数处做戴德金分割。这个数也许太复杂（也就是太随机）而难以用算法定义，或者你也可以定义这个数，例如，由每个可计算数中的一个数位构成的数，但无法计算它。这个分割把可计算数分成两个部分，使得L中没有最大数，R中也没有最小数。


But it holds in the following form:




但是用下面的形式表示，戴德金定理仍然成立：



注意下面的罗马数字，这是在图灵定理(v)提出的。当参数（一个可计算数）小于（或者小于等于）某个固定数（希腊字母xi）时，图灵在这里引入的命题函数G
 (
 )为真。

函数G
 (
 )把可计算数分成两类：L，使G
 (
 )返回真的可计算数；R，使G
 (
 )返回假的可计算数。哈代关于戴德金定理的描述满足条件(i)，因为对于每个可计算数，G
 (
 )的值或为真或为假。


(v) If G
 (
 ) is a propositional function of the computable numbers and


[image: img2431]







(v) 如果G
 (
 )是可计算数的命题函数，并且


[image: img2432]






图灵的公式(a)与哈代的条件(ii)等价，也就是每一类至少包含一个元素。



[image: img2433]






[image: img2434]






图灵的公式(b)与哈代的条件(iii)等价。如果G
 (
 )为真，那么
 在L中；如果G
 (
 )为假，则
 在R中，且
 小于
 。


and there is a geral process for determining the truth value of G
 (
 ), then [256] there is a computable number  such that

[256]

there is a computable number [image: img2435]
 such that


[image: img2436]







并且存在判定G
 (
 )真值的通用过程，那么存在一个可计算数 [image: img2437]
 满足：


[image: img2438]






判定G
 (
 )真值的通用过程的条件很重要。因为是一个可计算数，一般情况下，它不能显式地存储在G
 (
 )的定义中。然而，通过不断缩小这个值的范围，机器是有可能计算得到该数的。事实上，可以不断地检测G
 (
 )的更加准确的值，计算的机器就是这么做的。


In other words, the theorem holds for any section of the computables such that there is a general process for determining to which class a given number belongs.




换句话说，对于任意的可计算数，只要存在判定某个给定的数属于哪一类的通用过程，戴德金定理都是成立的。



在下一句话中，可计算数序列这个表达可能有点模糊，因为几乎从论文的开始，图灵都是使用可计算序列来指代机器产生的数位。他这里所说的序列指的是可计算数的有序集合。


Owing to this restriction of Dedekind's theorem, we cannot say that a computable bounded increasing sequence of computable numbers has a computable limit. This may possibly be understood by considering a sequence such as


[image: img2441]







由于戴德金定理的这个局限性，我们不能声称一个可计算的有界递增可计算数序列是有可计算的极限的。看看下面的序列或许有助理解：


[image: img2442]






几年前，sci.logic新闻组的讨论主题就是这一小段文字，http://sci.techarchive. net/Archive/sci.logic/2004-08/2244.html上记录了这一进程。一种见解是，最后的1/2是错误的，事实上应该是是1/32。修正后，这个序列好看多了，但是它不可能是图灵所想的，因为如果是这样，这个序列显然越来越接近于0，而0当然是一个可计算的极限。

一种貌似更加合理的推测是，图灵正在展示的序列看上去是趋向一个可计算的极限，但事实上并非如此。这个序列或许约束在一1和1之间，但是它并没有告诉我们这个极限是否真的可计算。


On the other hand, (v)enables us to prove



(vi) If 
 and 
 are computable and 
 < 
 and 
 (
 ) < 0 < 
 (
 ), where 
 (
 ) is a computable increasing continuous function, then there is a unique computable number 
 , satisfying 
 < 
 < 
 and 
 (
 ) = 0.




另一方面，(v)使得我们可以证明：



(vi)如果
 和是可计算的，且
 <
 ，
 (
 )<0<
 (
 )，其中，
 (
 )是一个可计算的递增连续函数，那么存在唯一的可计算数
 满足
 <
 <
 ，且
 (
 )=0。



图灵暗指一个可计算函数，它可能是一个多项式：


[image: img2443]




众所周知，任何奇数次（最大的指数）的实多项式都至少有一个实根，也就是说，有一个值x
 使得这个多项式的值为0。

对于多项式
 (x
 )，通过观察
 (1)=-5， 
 (2)=21，可以缩小根的范围。这个根必须介于1和2之间。

数字1和2就是图灵描述中的
 和
 ，你可以发现
 < 
 且
 (
 )<0<(
 )。因为这个函数是连续的（即没有中断），所以存在一个值
 ，它介于
 和
 之间，且
 (
 )的值为0。我们目标就是计算这个
 。我们可以在
 和
 的中间选择一个数，如1.5，计算
 (1.5)，结果为3.125。因为3.125大于0，所以可以把1.5作为新的
 值。现在我们知道根是1和1.5之间的某个数。再尝试1.25。
 (1.25) = (1.921875，结果小于0，因此把1.25作为新的
 值。现在我们知道这个根介于1.25和1.5之间。每一步都可以把这个根约束在一个更小的范围内，事实上就是在计算这个根。

粗略地说，如果一个数列中两个连续数的差的绝对值越来越小，那么我们称这个数列是收敛的。（我说粗略地是因为在序列的前面部分，这些差值的绝对值可能不会变小。）任何实数都可以表示成一个有理数的收敛序列。最简单地，可以使用如下的有理数序列来描述一个实数：



 0
 = 3



 1
 = 3.1



 2
 = 3.14



 3
 = 3,141



 4
 = 3,1415



 5
 = 3/14159



这些全是有理数，它们都越来越接近于无理数这。这个序列是收敛的，因为连续的两个数的差值越来越小，如a
 3
 和a
 4
 的差为0.0005，而a
 4
 和a
 5
 的差为0.00009。

数学上，常把这个差用一个小写的
 （读为epsilon）表示。你可以选择任意小的
 值，如0.0001。对于这个
 值，如果存在某个数N
 ，使得对所有的n
 > N
 和m
 > N
 ，对应项an

 和am

 的差的绝对值都小于我们所选的任意小的数，即[image: img2451]
 ，则该序列是收敛的。在上面的例子中，
 的值为0.0001，N
 为3，因为[image: img2452]
 ，当n
 和m
 大于3时，an

 和am

 的差也同样会小于0.0001。

图灵以类似的方式定义了可计算收敛。



Computable convergence
 .



We shall say that a sequence n

 of computable numbers converges computably
 if there is a computable integral valued function N
 (
 ) of the computable variable 
 , such that we can show that, if 
 > 0 and n
 > N
 (
 ) and m
 > N
 (
 ), then [image: img2461]





可计算收敛

如果对于可计算变量
 存在一个可计算整数函数N
 (
 )，使得对于任意 [image: img2462]
 那么我们称这个由可计算数组成的序列n

 为可计算收敛的。



在这里，序列中的数必须是可计算的，图灵还要求
 是可计算的，且N
 (
 )是可计算函数。


We can then show that

(vii) A power series whose coefficients form a computable sequence of computable numbers is computably convergent at all computable points in the interior of its interval of convergence.




我们可以证明：

(vii) 如果一个幂级数的系数构成了一个可计算数的可计算序列，那么这个幂级数在其收敛域内的可计算点处是可计算收敛的。



一个幂级数是形如：


[image: img2463]




的无限和。正如我之前介绍的，你可以把三角正弦函数用幂级数形式表示出来：


[image: img2464]




这些系数（即ai

 的值）是1、0、-1/3!、0、1/5!、0、1/7!，等等。这些系数当然是一个可计算序列。某些幂级数只有在x
 等于0时才收敛。另一些则在x
 的某个值域范围收敛，这个范围称为收敛域
 。众所周知，正弦函数对于任何x
 都是收敛的。因为这些系数都是可计算的，所以用机器来判定它们是否收敛是可能的。


(viii) The limit of a computably convergent sequencee is computable.




(viii) 可计算收敛序列的极限是可计算的。



也可能存在一组函数，收敛到某个特定的函数。如果这个收敛是在函数的某个特定值处出现的，称作逐点收敛。更强的函数收敛又称为一致收敛，这种收敛并不依赖于函数的取值。


And with the obvious definition of uniformly computably convergent:

(ix) The limit of a uniformly computably convergent computable sequence of computable functions is a computable function. Hence

(x) The sum of a power series whose coefficients form a computable sequence is a computable function in the interior of its interval of convergence.




根据一致可计算收敛的定义，显然有：

(ix) 由可计算函数组成的一致可计算收敛的可计算序列的极限是一个可计算函数，因此

(x) 一个其系数形成可计算序列的幂级数的和是在其收敛域内的可计算函数。



根据这些定理，图灵总结出所有的代数数和一些常见的超越数都是可计算的。


From (vii) and [image: img2471]
 we deduce that  iscomputable.

From [image: img2472]
 We deduce that e
 is computable.

[257]

From (vi) we deduce that all real algebraic numbers are computable.




从(viii)和[image: img2473]
 , 我们可推出是可计算的。

从[image: img2474]
 可以推出e是可计算的。

从(vi)中，可以推出所有的实代数数都是可计算的。



回想一下，代数数是多项式方程的根。


From (vi) and (x) we deduce that the real zeros of the Bessel functions are computable.




从(vi)和(x)中，我们推断出贝塞尔函数的实零点是可计算的。



贝塞尔函数是微分方程的一种常见形式的解。零点就是这些函数取0值的点。最后的结论也包括了三角函数、对数函数、指数函数和一些不太知名的函数。

图灵之前说要证明定理(ii)，该定理断言任何整数变量的以可计算函数递归定义的函数是可计算的。



Proof
 of (ii).




(ii)的证明。



在第10节的开始，图灵定义了一个谓词H
 (x
 , y
 )，如果
 (x
 ) = y
 ，则H
 (x
 , y
 )为真。而且介绍了当m
 
 (n
 )时，机器如何证明包含[image: img2481]
 和[image: img2482]
 的公式。那个证明建立了函数
 (x
 )的可计算性。

当前的证明基于早先的证明，但是这里他用
 (x
 )替换了
 (x
 )，其中：


[image: img2483]





Let H
 (x
 , y
 ) mean (x
 )=y
 , and let K
 (x
 , y
 , z
 ) mean 
 (x
 , y
 )=z
 .




令H
 (x
 , y
 )表示
 (x
 ) = y
 ，并且令K
 (x
 , y
 , z
 )表示
 (x
 , y
 ) = z
 。



对于阶乘的例子：


[image: img2484]




因此K
 (x
 , y
 , z
 )就是Product(x
 , y
 , z
 )。


[image: img2485]
 


 is the axiom for 
 (x
 , y
 ).




[image: img2486]
 


 是
 (x
 , y
 )的公理。



这个[image: img2487]
 


 公理需要提供对谓词K
 (x
 , y
 , z
 )的支持。对于阶乘的例子，这个公理包括对后继、谓词Sum与Product的公理。下面
 (x
 )的公理更加详尽。


We that [image: img2488]
 


 to be


[image: img2489]




我们将[image: img24810]
 


 定义为：


[image: img24811]






这是图灵第三次使用名为G
 的谓词，它们有着不同的定义。然而，这一次的含义最基础：它就是大于函数。奇怪的是，图灵并没有澄清这个函数的功能，直到《伦敦数学学会集刊》（Proceedings of the London Mathematical Society
 ）发表了图灵这篇论文的修订稿
［3］

 时才予以说明。（这篇修订稿在本书的第16章）。在修订的论文中，图灵声称G
 (x
 , y
 )可以阐述为x
 在y
 之前或y
 > x
 。像往常一样，F
 谓词就是后继函数。

[image: img2491]
 


 是7个表达式的合取，以[image: img2492]
 


 和P
 开始。第三个表达式表明，如果y
 是x
 的后继，那么y
 大于x
 。第一行的最后一个表达式阐述了G
 函数的传递性（如果y
 大于x
 ，z
 大于y
 ，那么z
 大于x
 ）。

第二行的第一个表达式表明 H
 (u
 , u
 (r
 )
 为真，这意味着
 (0) = r
 。第二个表达式是：


[image: img2493]




翻译为非谓语的函数就是，如果w
 = v
 + 1，且
 (v
 ) = x
 ，
 (w
 , x
 ) = z
 ，那么 
 (w
 ) = z
 , 或者:


[image: img2494]




这是另一种阐述n
 大于0时
 (n
 )的一般公式的方法。

[image: img2485]
 


 的最后一个表达式是：


[image: img2496]




注意这里的一对G
 谓词，它们的参数互换了。这是将G
 函数并入到此公理的唯一原因。当z
 不等于t
 时，G
 会有一个表达式为真。整个表达式断言，如果H
 (w
 , z
 )为真，那么对所有不等于z
 的t
 ，H
 (w
 , t
 )为假，换言之，
 (w
 )  t
 。

如果[image: img2497]
 


 的公式中能够包含许多全称量词，而不是暗示它们的不存在，那么读起来会更加舒服。


I shall not give the proof of consistenc of [image: img2498]
 


 . Such a proof may be constructed by the methods used in Hilbert and Bernays, Grundlagen der Mathematik
 (Berlin, 1934), p. 209 et seq
 . The consistency is also clear from the meaning.




我不会给出[image: img2499]
 


 一致性的证明。这些证明可以由希尔伯特和贝奈斯所著《数学基础》（Berlin，1934）一书第209页中所用的方法构造。从这个含义来看，一致性也非常清楚。



这是指大部分内容由瑞士数学家保罗贝奈斯撰写的第1卷，他在哥廷根时开始写这本书。因为是犹太人，贝奈斯在1933年失去了教授的职称，并于1934年移居到苏黎世。《数学基础》的第2卷在1939年出版。这本书当时备受推崇，但从未翻译为英文版。贝奈斯在图灵的论文中发挥了另一个重要作用。在图灵发表的论文修订稿中，图灵指出他感激贝奈斯先生指出这些错误。阿隆佐邱奇关于判定性问题无解
［4］

 的短论文也受到相同待遇，他同样附上了修订版
［5］

 ，并在脚注上说明作者感激保罗贝奈斯先生指出了这个错误。

尽管贝奈斯从1935~1936年都在高等研究院，但他在图灵抵达普林斯顿前就回到了苏黎世，很显然他们从没见过面。

图灵所引用的页数是在数论那一节的开始处。就是在那一页，贝奈斯引入了R
 谓词，这与图灵的G
 谓词相同。贝奈斯为他的大于谓词（这里我将其转换为图灵的记号）列举出了公理，可以看出图灵在多大程度上忽略了这些细节：


[image: img2501]




第三个公理提醒我们，存在一个不大于任何数的数。这个数通常是0或1，依赖于人们对于自然数的定义。在《数学基础》的同一页列出了贝奈斯后继函数（称为S
 ）的公理：


[image: img2502]




这非常奇怪，因为图灵所引用页定义的谓词正是他在论文中使用的，而他却忽略了这一页上的公理。

图灵在这里用到了归纳法证明，这种证明方法特别适合数论和其他一些只涉及自然数运算的应用。在归纳法证明中，一个公式（或其他的东西）首先被证明在0时满足。这通常很简单。然后，可以假设当数为n
 时公式为真。再基于此假设，证明在n
 + 1时公式也为真。没必要对每一个n
 证明公式，只要对n
 为真就能够蕴涵对n
 + 1也为真。因为公式一开始证明对于0为真，那么对于0 + 1（即1）也为真，而又因为对于1为真，所以对于1+1（即2）也同样成立，依此类推。

图灵的归纳证明有点不同，他把在0点的证明放在了后面，而以归纳的过程作为开始，并指明如果公式对于n
 -1为真，那么对于n
 也为真。他先做了假设。


Suppose that, for some n
 , N
 , we have shown


[image: img2511]







假设对于某个n
 和N
 ，我们有：


[image: img2512]






下面这个公式就是[image: img2513]
 


 公理的直接结果，这个公理支持命题函数K
 。


then, for some M
 ,


[image: img2514]







则对于某个M
 ，


[image: img2515]






同样，因为[image: img2516]
 很显然，


[image: img2517]




如果将我们已知为真的表达式在右侧形成合取式，则上式仍为真。一个是用F
 (M
 )
 表示的平凡的后继函数，另一个则是原始的H
 谓词假设：



[image: img2518]





[image: img2519]






这里开始采取[image: img25110]
 


 公理中的形式，图灵将其抽取了出来：


and


[image: img25111]







并且，


[image: img2521]






在第一个蕴涵符的右侧是[image: img2522]
 


 公理的倒数第二个表达式，用 u
 (n
 )
 、 u
 (n
 -1)
 、u
 (
 (n
 ))
 和u
 (
 (n
 -1))
 的值分别替换w
 、v
 、z
 和x
 。将这两个公式合并


Hence [image: img2523]





因此，[image: img2524]
 。



这就完成了证明的归纳部分。图灵还未证明公式在0处为真，下面就开始证明。


Also [image: img2525]





同样，[image: img2526]
 。



这仅仅是将公理的项
 (0)替换成了r
 。现在我们知道，对于任何n
 公式为真。


Hence for each n
 some formula of the form


[image: img2527]




is provable.




因此，对于每一个n
 ，符合下列形式的公式


[image: img2528]




是可证明的。



现在有必要证明，对于（不是图灵在下一句话中说的
 (u
 )），公理蕴涵着H
 的否定。


Also, if M
  m
 and M
  m
 and m
  
 (u
 ), then


[image: img2529]







同样，如果 M
 ，那么


[image: img25210]






也就是说，如果 m
 
 (n
 )，那么m
 或者大于或者小于
 (n
 )。
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and


[image: img2531]







并且


[image: img2532]






第一个蕴涵符的右边是对[image: img2533]
 


 公理的最后一个表达式的重新描述，只是稍做了调整，以u
 (n
 )
 , u
 (m
 )
 和u
 (
 (n
 ))
 分别代替了w
 、t
 和z
 。将这两个公式合并，


Hence [image: img2534]


The conditions of our second definition of a computable function are therefore satisfied.




因此 [image: img2535]


对于可计算函数的第二个定义的条件也满足了。



这里的第二个定义是指本书第220页以一种等价的定义是这样的开始的等价定义。他已经表明，可以创建以下形式的两个命题：


[image: img2536]




对于每一个n
 和m
 ，其中一个是可证明的。


Consequently 
 is a computable function.




因此，
 是一个可计算函数。



下一个证明包含了论文（及本书）中关于图灵机最后出现的那个表。这台机器将用来证明图灵的定理(iii)。该定理声称，如果
 (m
 , n
 )是一个两个整数变量的可计算函数，那么
 (n
 , n
 )是n
 的可计算函数。

这个证明展示了计算一个定义域为自然数而值域为实数的函数的技巧。对相继的参数（n
 等于0、1、2等）开始计算这个函数，而当计算完n
 个数位后，这个函数的计算就停止了。



Proof of a modified form of
 (iii).

Suppose that we are given a machine [image: img2541]
 which, starting with a tape bearing on it әә followed by a sequence of any number of letters F
  on F
 -squares and in the m
 -configuration b
 , will compute a sequence n
 depending on the number n
 of letters F
 .




对于(iii)变式的证明

假设给定一个机器[image: img2542]
 ，该机器初始时的m-格局为b，配备一条以әә开始且在后面的F-格中有任意个字母F的纸带，将会根据F的个数n
 来计算序列n

 。



纸带看起来如下：


[image: img2543]




这台机器最有趣的地方在于，它是图灵在这篇文章中提到的与克莱尼和戴维斯描述的重构图灵机的工作方式最接近的一次。这台机器读入纸带上以一类字母F编码的非负整数，然后计算此整数的函数。克莱尼和戴维斯的机器执行的是数论函数，但在图灵永远运行机器的精髓里，他隐含地假定
 m
 序列更加复杂可能是n
 的立方根。如果机器以读取5个F字符开始（像上面展示的纸带中那样），它将会计算5的立方根。


If n
 (n
 ) is the m
 -th figure of n
 then the sequence 
 whose n
 -th figure is n
 (n
 ) is computable.




如果n

 (m
 )是n

 第m
 个数字，那么第n
 个数字为n

 的
 序列是可计算的。



例如，函数
 5
 返回5的立方根的第12个二进制数字。图灵给出了一个新的可计算序列
 ，对每一个n
 包含了n

 的一个数字。在我举的例子中，
 序列的第一个数字是1的立方根的第一个数字，第二个数字是2的立方根的第二个数字，以此类推。

图灵一开始已经假设了这台机器（无论是一个立方根机还是其他不同的东西）是存在的。接下来他将改造这台机器，通过改变一些现有的指令并增加一些新的指令，来创造一台稍微不同的机器。

新的机器必须能够以可变数目的F字符运作：一开始没有字符，然后是一个F，两个F字符，等等。在计算了n
 个（n
 是字符F的个数加1）数位后，它必须停止计算，然后以一个额外的管理其行为的F字符重新开始。新的机器不会在连续的F-格中打印数字0和1。虽然它们将从左至右按顺序打印，但会淹没在机器的其他输出中。

图灵希望他的原始机器是一个标准形式，这样修改起来就容易了。


We suppose that the table fir [image: img2551]
 has been written out in such a way that in each line only one operation appears in the operations column.




同样假设[image: img2552]
 的格局表写成了如下的形式：每一行的操作列中只有一个操作。



对于这些改动，图灵需要引入一些新的字符，包括希腊大写字母（读为xi）和（读为theta）。他同时需要替换表中出现的三个字母。


We also suppose that , , [image: img2553]
 , and [image: img2554]
 do not occur in the table, and we replace ә throughout by , 0 by [image: img2555]
 , and 1 by [image: img2556]
 .




同样假设、、[image: img2557]
 和[image: img2558]
 都没有出现在表中，并将ə替换为，0替换为[image: img2559]
 ，1替换为[image: img25510]
 。



当图灵说将ə替换为，并不是指在纸带上替换。纸带上仍然需要以两个中央元音哨兵开始。他意指在格局表中，读到ə时就将其改为。

图灵在这里并没有交代，但机器的修改还要求在机器中并没有用到h
 和k
 ，且格局 [image: img25511]
 对新的定义是适用的。


Further substitutions are then made. Any line of form


[image: img25512]




we replace by


[image: img25513]







然后，做进一步的替换。对于以下形式的任何一行


[image: img25514]




我们将其替换为


[image: img25515]






被替换的行原来打印0，而不是[image: img25516]
 。格局[image: img25517]
 和[image: img25518]
 ，以及扫描符
 在此处仅仅是占位符。你可能想到[image: img25519]
 是一个替换函数，这里[image: img25520]
 用k
 替换了纸带上的第一个h
 ，然后转向格局[image: img2561]
 。如果它不能找到一个h
 ，那么转向格局[image: img2562]
 。

正如第4节的定义，[image: img2563]
 函数使用了依赖于中央元音哨兵的[image: img2564]
 函数。这个函数不能调整为用来寻找哨兵的函数。

这就是新机器对原始机器打印每一个数位时的操作方式。当新机器以新数目的F字符开始运作时，纸带上h
 字符的个数会比F字符的个数多一。因此，机器在转入格局u
 前会打印h
 次的[image: img2566]
 ，而不是0。


and any line of the form


[image: img2567]




by [image: img2568]





并将以下形式的任何一行


[image: img2569]




替换为


[image: img25610]






格局u和[image: img25611]
 需要打印没有上划线的真正的0和1字符，然后为下一数目的F字符准备纸带，并重启机器。图灵将揭示格局[image: img25612]
 和[image: img25613]
 其实是非常相似的。


and we add to the table the following lines:


[image: img25614]







并且我们在表中增加以下几行：


[image: img25615]






在格局[image: img25616]
 打印了一个真正的0后，[image: img25617]
 1
 打印一个k
 和两个，对于机器来说这是一个新的哨兵。格局[image: img25618]
 2
 和[image: img25619]
 3
 用h
 替换每个k
 。（在前一轮的调整中，h
 字符被替换为k
 。）对于每一个转换为h
 的k
 ，在其末尾同样会打印一个F。在图灵的表中，存在一个无限的循环，因为[image: img2571]
 2
 总是跳转到[image: img2572]
 3
 ，而[image: img2573]
 3
 又总是跳转到[image: img2574]
 2
 。替换函数的形式是：


[image: img2575]




如果没有了可以转换为h
 的字符k
 ，机器就需要从格局[image: img2576]
 重新开始，格局[image: img2577]
 是原机器的初始格局。格局[image: img2578]
 与之非常相似，除了[image: img2589]
 打印的是1而不是0。


and similar lines with [image: img25710]
 for u and 1 for 0 together with the following line


[image: img25711]







同样用[image: img25712]
 替代u，1替代0，并加上下面一行：


[image: img25713]






遗憾的是，这里还存在另一个错误。不应该打印h
 ，应该打印新式的哨兵符：


[image: img25714]





We then have the table for the machine [image: img25715]
  which computes 
 . The initial m
 -configuration is [image: img25716]
 , and the initial scanned symbol is the second ә.




这样我们就为计算
 的机器[image: img25717]
 制定了格局表。初始的m-格局是[image: img25718]
 ，初始扫描符是第二个ә。



我们来看看它是否能运作。机器[image: img25719]
 是[image: img25720]
 的修改版，[image: img25721]
 主要计算它从纸带上读到的F字符数目的立方根。机器[image: img25722]
 以有两个中央元音开头的纸带，从格局[image: img25723]
 开始：


[image: img25724]




格局[image: img25725]
 打印一个[image: img25726]
 和两个。


[image: img25727]




[image: img25728]
 并没有在任何地方用到。现在机器跳到格局[image: img25729]
 上，两个代替之前的中央元音作为哨兵。这里没有读到F字符，因此计算的是0的立方根。当它需要打印第一个[image: img25730]
 时，它也尝试着将第一个h
 替换为k
 。因为没有h
 字符，所以机器转到格局[image: img25731]
 。这个格局在纸带上打印一个真正的0，后跟一个k
 和两个：


[image: img25732]




格局[image: img2581]
 2
 和[image: img2582]
 3
 组成了一个小循环来将每个k
 替换为h
 ，并打印一个F：


[image: img2583]




这里没有可转换为h
 的k
 了，因此机器转向格局[image: img2584]
 ，并且彻底重新开始计算1的立方根。第一个数字是1，因此机器打印一个[image: img2585]
 ，并且把h
 变为k
 ，就这样持续下去。下一个数字是0，因此它打印一个[image: img2586]
 。这时没有h
 字符了，因此机器又一次转向格局[image: img2587]
 打印真正的0及一个k
 和两个。


[image: img2588]




现在对于每一个k
 ，k
 都转换为了h
 ，并且紧接着打印一个F：


[image: img2589]




这里还有一个错误，但我之前并没有修改。F字符需要位于F-格中，因此它们之间需要有空格。不管怎样，已经没有可以转换为h
 的k
 字符了，因此机器将会转到格局[image: img25810]
 计算2的立方根。

有了第10节的总结，图灵很满意于他所定义的计算模型，这个模型形式化地包含了所有算法可能需要的东西。现在他已经准备好，要阐述判定性问题无解了。








［1］

 本书作者，Code：The Hidden Language of Computer Hardware and Software
 （Microsoft Press，1999），第23章。



［2］

 G. H. 哈代，《纯数学教程》（A Course of Pure Mathematics
 ，10th
 edition，Cambridge University Press，1952，中文版已由人民邮电出版社出版），30。戴德金定理并没有包含在哈代的第1版（1908）中，但出现在第6版（1933）。我并没有仔细检查不同版本的差别。图灵在1931年去剑桥大学之前读了哈代的书，那时他可能得到的是第5版（1928）。哈代的书并不是图灵得知戴德金定理的唯一来源。罗素所著《数学的原理》（The Principles of Mathematics
 ，Cambridge University Press，1903）的第34章、Introduction to Mathematical Philosophy
 （George Allen & Unwin，1919，1920）的第7章、E. W. Hobson所著The Theory of Functions of a Real Variable and the Theory of Fourier’s Series
 的第1章（图灵在其论文的第8节所引用）都谈到了戴德金定理。1872年，戴德金写的一本小册子Stetigkeit und Irrationale Zahlen
 也谈到了这个定理。第一个谈及这个定理的英文译本翻译自戴德金的文集on the Theory of Numbers，译者是Wooster W. Beman（Open Court Press，1901，Dover，1963），翻译后的标题改为Continuity and Irrational Numbers。这篇译文后来被William Ewald在From Kant to Hilbert: A Source Book in the Foundations of Mathematics
 （Oxford University Press）中重新修订。可参见该书的Vol. II，765-779。



［3］

 阿兰·图灵，“On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem. A Correction”，Proceedings of the London Mathematical Society，2nd Series，Vol. 43（1937），544-546。



［4］

 阿隆佐·邱奇，“A Note on the Entscheidungsproblem”，The Journal of Symbolic Logic，Vol. 1，No. 1（ Mar. 1936），40-41。



［5］

 阿隆佐·邱奇，“Correction to A Note on the Entscheidungsproblem”，The Journal of Symbolic Logic，Vol. 1，No. 3（Sept. 1936），101-102。






第14章

主要证明


有些数学证明直截了当，有些则需要一些拐弯抹角的方法。后一种当然包含了归谬法，先假设所要证明结论的反论题成立，然后证明依据初始假设推导会导致矛盾。

还有一些方法既不从正面证明，也不从反面证明，它构建出显得有些神秘而放任的详尽结构，看起来似乎完全回避了证明的对象。正当推导的整个中心变得完全模糊，你准备放弃看到结果的希望时，突然灵光浮现，聪明的数学家就完成了证明。

在某种意义上，图灵论文的最后一节最重要，因为图灵正是在这里阐述了判定性问题不可解。这在当时是一个非常重要的结论，图灵构建的结构支撑了这一结论（现在称为图灵机的虚构设备），最终比现在吸引我们注意力的实际证明更显得有趣，也更硕果累累。

图灵在论文的第8节为这个证明做了铺垫。虽然这在当时还显得并不重要，但他还是很仔细地证明了，不能设计一台执行通用有限过程的图灵机来判定另一台图灵机是否打印了数字0。中间两节（9和10）表明了，图灵关于机器可计算性的概念与我们习惯的人的可计算性的概念是等价的。

在第11节，图灵介绍了计算机器的功能是如何使用一阶谓词逻辑语言表示的。然后他以这种逻辑构造了一个公式，当且仅当机器打印了数字0时公式才是可证明的。如果公式是可判定的，也就是说，如果可以判定它是否是可证明的，那么我们可以构造一个通用过程来判定机器是否打印了0，我们已经知道这是不可能的。




[259]

11. Application to the Entscheidungsproblem.


The results of 8 have some important applications. In particular, they can be used to show that the Hilbert Entscheidungsproblem can have no solution. For the present I shall confine myself to proving this particular theorem. For the formulation of this problm I must refer the reader to Hilbert and Ackermann's Grundzge der Theoretischen Logik
 (Berlin, 1931), chapter 3.




11. 在判定性问题中的应用

8中得到的结论有一些重要的应用，特别是可以用来证明希尔伯特的判定性问题无解。现在，我就来证明这个定理。至于这个问题的构造，我强烈建议读者阅读希尔伯特和阿克曼所著的《数理逻辑原理》（Grundzge der Theoretischen Logik
 ，Berlin，1931）的第3章。



那本书实际上是1928年出版的，共四章120页，第3章大概位于该书的三分之一处，章名是Der engere Funktionenkalkl，即受限函数演算，也就是我们今天熟知的一阶谓词逻辑。作者写道：



Das Entscheidungsproblem ist gelst, wenn man ein Verfahren kennt, das bei einem vorgelegten logischen Ausdruck durch endlich viele Operationen die Entscheidung ber die Allgemeingltigkeit bzw. Erfllbarkeit erlaubt. [Das] Entscheidungsproblem mu[image: img2601]
 als das Hauptproblem der mathematischen Logik bezeichnet werden.
 
［1］



当我们知道一个有限操作的过程可以确定任何给定表达式的正确性和可满足性时，这个判定性问题就是可解的判定性问题理应看作数理逻辑的主要问题。



这里，希尔伯特和阿克曼使用正确性
 （validity）和可满足性
 （satisfiability）来表明判定性问题的语义形式。25年后，威廉阿克曼在他的小书《判定性问题的可解情况》（North-Holland出版公司，1954）中从语义角度继续研究了判定性问题。

图灵使用了一些稍微不同的词语来描述判定性问题。他用K
 （可能代表Kalkl）来表示希尔伯特的受限函数演算。


I propose, therefore, to show that there can be no general process for determining whether a given formula [image: img2602]
 of the functional calculus K
 is provable, i.e.
 that there can be no machine which, supplied with any one [image: img2603]
 of these formulae, will eventually say whether [image: img2604]
 is provable.




因此我认为，不存在一个通用过程来判定一个给定的函数演算K
 的公式[image: img2605]
 是可证的，也就是说，不存在这样的机器：为它提供这些公式中的任意一个[image: img2606]
 ，而最终能说明 [image: img2607]
 是否可证明。



通过使用词可证明，而不是正确性
 或可满足性，图灵表明他正在从句法的角度接近判定性问题。逻辑的句法方法与公理和推理规则系统相关。一个公式被认为是可证明的（也就是说，该公式是定理），只有当它是公理或者可以使用推理规则从公理中推导出来时才成立。一阶逻辑的语义和句法方法等价于哥德尔在1930年提出的完备性定理。

根据第9节和第10节的讨论，图灵现在可以声明，如果没有机器可以实现通用判定过程，那么也不存在人可以进行的通用判定过程。

在1936年，阅读图灵论文的读者并不精通完备性、不完备性和可判定性之间的细微区别，可能会困惑于哥德尔的不完备性证明（出现在一篇标题中含有unentscheidbare Stze即不可判定命题的论文中）和图灵的证明之间的关系。事实上，图灵在论文的第一页已经说了可以得到与哥德尔的结论大致相似的结论（本书第57页）。他需要在这个主题上更详尽地阐述一下。


It should perhaps be remarked that what I shall prove is quite different from the well-known results of G
 . Gdel has shown that (in the formalism of Principia Mathematica) there are propositions [image: img2611]
 such that neither [image: img2612]
 nor  [image: img2613]
 is provable. As a consequence of this, it is shown that no proof of consistency of Principia Mathematica (or of K
 ) can be given within that formalism. On the other hand, I shall show that there is no general method which tells whether a given formula [image: img2614]
 is provable in K
 , or, what comes to the same, whether the system consisting of K
 with  [image: img2615]
 adjoined as an extra axiom is consistent.





 Loc. cit.





这里需要注意的是，我将要证明的结论与著名的哥德尔的结论
 非常不同。哥德尔已经表明（在数学原理的形式主义中）存在命题[image: img2616]
 ，使得[image: img2617]
 和-[image: img2618]
 不可证明。这个结论的结果表明，在该形式范围内不能给出数学原理（或者K
 ）的一致性的证明。另一方面，我将展示的是不存在一个通用方法来判定一个给定的公式在K
 中是否可证明，或者换一种表达方式，由K
 和一条额外公理公-[image: img2619]
 组成的系统是否一致。





 Loc. cit.




哥德尔的定理和图灵的定理从相反的方向来处理可判定性。哥德尔的定理表明，存在既不能被证明又不能被反驳的命题。这些命题称为不可判定的。

图灵提及的一般方法是一个判定过程：对任何公式进行分析并判定其可证明还是不可证明的算法。图灵将证明不存在这样的通用判定过程。

即使存在不可判定命题，我们也能想象存在一个判定过程。在分析哥德尔的不可判定命题时，需要意识到命题及其反命题都是不可证明的。


If the negation of what Gdel has shown had been proved, i.e.
 if, for each [image: img2621]
 , either [image: img2622]
 or  [image: img26213]
 is provable, the we should have an immediate solution of the Entscheidungsproblem. For we can invent a machine [image: img2624]
 which will prove consecutively all provable formulae. Sooner or later [image: img2625]
 will reach either [image: img2626]
 or  [image: img2627]
 . If it reaches [image: img2628]
 , then we know that [image: img2629]
 is provable. If it reaches  [image: img26210]
 , then, since K
 is consistent (Hilbert and Ackermann, p. 65), we know that [image: img26211]
 is not provable.




如果哥德尔所宣称命题的反命题已经被证明，即如果对于每一个[image: img26212]
 ，[image: img26213]
 或-[image: img26214]
 都可证明，那么我们应该能够立即得到判定性问题的解。因为我们可以发明一台机器[image: img26215]
 ，它可以相继证明所有可证明的公式，这台机器早晚会证明[image: img26216]
 或-[image: img26217]
 。如果证明了[image: img26218]
 ，那么我们就知道[image: img26219]
 可证明。如果证明了-[image: img26220]
 ，那么因为K
 是一致的（《希尔伯特和阿克曼》，第65页），所以我们知道[image: img26221]
 是不可证明的。



但是图灵令人捉摸不透的机器[image: img26222]
 （这是论文最后一次提到）显然不是希尔伯特在将判定性问题形式化时所想的。不管任何假想的判定过程是如何的机械或者像机器，它仍然被看成是人可管理的，而不是一台需要上千年的处理时间和世界上所有内存资源的计算机。

哥德尔的结论并没有奠定一个通用判定过程的基础，图灵的证明仍然是必须的。


Owing to the alsence of integers in K
 the proofs appear somewhat lengthy. The underlying ideas are quite straightforward.

Corresponding to each computing machine [image: img26223]
 we construct a formula Un ([image: img26224]
 ) and we show that, if there is a general method for determining whether Un ([image: img26225]
 ) is provable, then there is a general method for determining whether [image: img26226]
 ever prints 0.




由于K
 中不存在整数，因而证明会显得有点冗长，但根本的思想还是相当直接的。

对应于每个计算机器[image: img26227]
 ，我们都构造一个公式Un([image: img26228]
 )，并且表明，如果存在一个通用的方法可以判定Un([image: img26229]
 )是否可证明，则存在一个通用的方法来判定[image: img26230]
 是否打印了0。



图灵是不是在这里过早地抖了包袱，用不可判定（Undecidable）来命名公式Un呢？这个Un([image: img26231]
 )公式起到了反例的作用没有可以成功进行分析的通用判定过程。

你可能会想起，机器包含了一系列与操作相关的格局。在图灵介绍通用机的最初几页，他使用指令一词来表示这些组成机器的基本元素。

图灵需要用一阶逻辑语言来表示这台计算机器。每一个指令将会转换为一个公式，这个公式表明了指令是如何影响机器的完全格局的。你可能还记得，完全格局是在机器进行每一次移动后纸带的快照。完全格局也包括机器的下一个m-格局和下一个扫描符。

图灵首先给出几个命题函数（用现代的术语说就是谓词）。和所有的命题函数一样，它们存在真值，或真或假。在所有情况下，这些函数的参数都是非负整数，用来标注纸带上的方格及完全格局。我们假定，纸带上的方格是以0开始编号的，这表明纸带是有起始的，并且只在一个方向上无限延伸。

完全格局也假设为是依次标号的。数字对(x
 , y
 )表示完全格局x
 中的特定格y
 。尽管我会在例子中使用实际的数，但在图灵的讨论中没有出现任何数字或例子。

我们回想一下图灵的样机I，它每隔一格交替打印0和1。下面是前10个完全格局。我已经在最左列用数字标识了这些完全格局（标题CCx
 意思是完全格局x
 ），并在顶部用数字标识了纸带上的方格。同时，我用带下标的q
 代替了图灵原来用于表示格局的字母。


[image: img2631]




这台机器只是每隔一格打印，因此只有偶数编号的方格才包含数字。出现在方格中的m-格局表明，这个方格会在这个完全格局中被扫描。

图灵的许多命题函数都包含了作为函数名一部分的下标。这些命题函数是被独立定义的，很快你会看到图灵是如何使用它们来描述整台机器的。


The interpretations of the propositional functions involved are as follows:


RSl


 (x
 ,y
 ) is to be interpreted as in the complete configuration x
 (of [image: img2641]
 ) the symbol on the square y
 is S
 .




所涉及的命题函数的解释如下：


RSl


 (x
 , y
 )可以解释为在（[image: img2642]
 的）完全格局x
 中，y
 格中的符号是S
 。



结尾引号前的S
 漏了下标l
 。回想一下，S
 0
 是一个空格，S
 1
 是0，S
 2
 是1。在样机I中，R
 
S
 2

 (5, 2)为真，因为数字1出现在完全格局5的第2格中； R
 
S
 2

 (5, 6)为假，因为数字1没有出现在完全格局5的第6格中。
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I
 (x
 , y
 ) is to be interpreted as in the complete configuration x
 the square y
 is scanned.





I
 (x
 , y
 )可以解释为在完全格局x
 中，y
 格会被扫描。



在样机I中，函数I
 (6, 6)为真，因为在完全格局6中下一个扫描格是6，但I
 (6, y
 )对于其他任何y
 格都为假。



Kqm


 (x
 ) is to be interpreted as in the complete configuration x
 the m
 -configuration is qm

 .





Kqm


 (x
 )可以解释为在完全格局x
 中的m-格局为qm

 。



句子末尾少了半个引号。对于样机I，函数K
 
q
 2

 (5)为真，而K
 
q
 3

 和K
 
q
 2

 (7)为假。



F
 (x
 , y
 ) is to be interpreted as y
 is the immediate successor of x
 .





F
 (x
 , y
 )可以解释为y
 是紧邻x
 的后继。



用特殊算术记号表示就是y
 = x
 + 1。使用图灵早先引入的自然数记号，谓词F
 (u
 , u
 )为真，但是经过适当的公理化后，F
 (u
 , u
 )应该为假。

到目前为止，图灵仅仅讲述了用来描述运行中机器的完全格局的命题函数。他还未将它们与描述真实机器的格局表中的项对应起来。一台机器的标准形式是每行只包括一条打印指令和一条移动指令。格局表的每一行包含一个m-格局qi

 、 一个扫描符Sj

 、一个打印符Sk

 （可以与Sj

 相同），读写头的移动方向（向左、向右或根本不移动），以及新的m-格局ql

 。

图灵接下来给出了他称为Inst（代表指令）的概念。这并不是一个命题函数，而是从刚才给出的命题函数得出的表达式的缩写。每一个指令表达式都会与格局表中的一行关联。这个表达式描述了这些m-格局、符号和读写头移动的特定组合对完全格局的影响。


Inst {qi
 Sj
 Sk
 L ql

 } is to be an abbreviation for




[image: img2651]





指令{qi
 Sj
 Sk
 L ql

 }是以下表达式的缩写：




[image: img2652]




这是三个可能的指令表达式中的一个，适用于读写头向左移动的情况，指令参数中的L
 表达了这个含义。

首字母(x
 ，y
 ，x
 ，y
 )是四个全称量词(x
 ) (y
 ) (x
 ) (y
 )的缩写。约束变量x
 和x
 是两个连续的完全格局。在第一行的最后你会看到谓词F
 （两个谓词中的第一个），表示x
 是x
 的后继。约束变量y
 和y
 是两个邻接的方格。对于向左移动读写头的指令，y
 等于y
 减去1，即y
 是y
 的后继，正如第一行的第二个谓词F
 所表明的。

第一行中的其他三个谓词给出了当前指令的条件。完全格局为x
 ，扫描格为y
 ，扫描符为Sj

 ，格局为qi

 。

第二行以一个蕴涵符开始，作用于表达式余下的所有部分。这些是描述由这条指令得到的完全格局的谓词。在下一个完全格局x
 中，将扫描y
 格，y
 格中的当前符号为Sk

 ，新的m-格局为ql

 。

指令在第三行以一个表达式结束，该表达式表明除了y
 格外的所有其他格都必须保持不变。这些格用约束变量z
 表示。z
 要么是y
 的后继（此时z
 等于y
 并将被打印）或者但是图灵余下的公式是错的。他说在其他所有的格中，Sj

 替换为Sk

 ，而这没有意义。

对指令表达式更好的阐述是在原论文发表大约一年后，图灵发表在《伦敦数学学会集刊》上的论文修订版。修订版（本书第295页）也不是完全正确的，最后一行应该是：


[image: img2661]





R
 函数的下标S
 0
 , S
 1
 ,, SM

 都是[image: img2662]
 可以打印的符号。也就是说，对于所有的z
 格，要么z
 是y
 后继（也是说，z
 就是y
 调整过的方格），要么在从完全格局x
 转到完全格局x
 时方格中的符号保持不变。

图灵刚刚展示的指令表达式针对读写头向左移动的情况。


Inst {qi
 Sj
 Sk
 R ql

 } and Inst {qi
 Sj
 Sk
 N ql

 }

are to be abbreviations for other similarly constructed expressions.




指令{qi
 Sj
 Sk
 R ql

 }和{qi
 Sj
 Sk
 N ql

 }是其他相似构造表达式的简写。



为了多展示点（也为了更方便地参考），下面的框中展示了读写头向右移动时指令的正确表达式。


指令{qi
 Sj
 Sk
 Rql

 }是以下表达式的缩写：




[image: img2663]




这个表达式几乎和读写头向左移动的一样，除了F
 (y
 , y
 )变为了F
 (y
 , y
 )，表明新的扫描格是在上次扫描格的右侧；同样，表达式后面部分的F
 (y
 , z
 )变为了F
 (z
 , y
 )，用来表示z
 等于y
 。

对于样机I，RSm


 函数的下标m
 的最大值为2，因为机器只打印符号S
 0
 （空）、S
 1
 （0）和S
 2
 （1）。


Let us put the description of [image: img2664]
 into the first standard form of 6. This description consists of a number of expressions such as qi
 Sj
 Sk
 L ql

  (or with R
 or N
 substituted for L
 ).




让我们把[image: img2665]
 的描述变成6中的第一个标准形式。这个描述包含了很多表达式，例如{qi
 Sj
 Sk
 L ql

 }（或者用R
 或N
 代替L
 ）。



实际上，图灵是在第5节设计这个标准形式的。在其论文第241页（本书第126页）的样机I是这样的：


[image: img2671]




四个五元组中的每一个为一个指令表达式。


Let us form all the corresponding expressions such as Inst {qi
 Sj
 Sk
 Lql

 } and take their logical sum. This we call Des ([image: img2672]
 ).




我们来构造出所有对应的表达式，例如指令{qi
 Sj
 Sk
 L ql

 }，并计算它们的逻辑和。我们称之为Des([image: img2673]
 )。



这是机器[image: img2674]
 的描述。术语逻辑和有些模糊，因此在修订版（本书第297页）中图灵使用合取代替了这个词。换句话说，所有指令术语都可以用&连接，以一阶逻辑语言表示整个机器。


样机I的Des([image: img2675]
 )是下列表达式的缩写：


[image: img2676]






现在，图灵将把Des([image: img2677]
 )公式代入更大的公式Un([image: img2678]
 )中，即不可判定公式。这个公式是形如下式的蕴涵关系：

某个机器  打印0

公式同时使用了后继函数F
 及命题函数N
 ，其中如果参数为自然数，N
 为真。


The formula Un([image: img2679]
 ) is to be


[image: img26710]







公式Un([image: img26711]
 )为：


[image: img26712]






第四行开始的蕴涵符将公式分为两个部分。每个部分的表达式都用方括号括了起来，方括号前有一个或两个存在量词。

最后一行是最容易的部分：它只是简单地声称存在两个数s
 和t
 ，使得字符S
 1
 （0）出现在纸带t
 格上的完全格局s
 中。图灵在第8节证明了，没有任何算法可以告诉我们一台机器是否打印过0，所以我相信你将要看到图灵从天而降的灵感了。

公式Un([image: img2681]
 )一开始断言存在数u
 （数字0），它既表示第一个完全格局的数字，也表示第一个扫描格。第一行的其余部分仅仅表明对于每一个x
 ，都有一个x
 的后继x
 。

第二行有点长，但仅简单断言了完全格局u
 （0）和纸带上的每个格y
 ，y
 格中符号为S
 0
 或空，这是纸带的初始条件。第三行包含一个I
 函数，用来说明在完全格局0中扫描格为0；还有一个K
 函数，用来将初始m-格局设置为q
 1
 。紧跟其后的是描述机器本身的Des([image: img2682]
 )表达式。

从前面的公式中，图灵抽取出方括号中的部分内容，并给出另一个缩写。


[N
 (u
 )&& Des([image: img2683]
 )] many be abbreviated to A
 ([image: img2684]
 ).




[N
 (u
 )&& Des([image: img2685]
 )]可以缩写为A
 ([image: img2686]
 )。



命题A
 ([image: img2687]
 )包括了机器的启动条件及对机器的描述，还有一个自由变量u
 。

在发表的论文修订版中，图灵注意到了隐含在这一证明下的问题，我在第12章也讨论了这个问题。他并没有证明后继是唯一的。因此，他定义了命题函数G
 (x
 , y
 )，它在y
 大于x
 时为真，以及表达式[image: img2688]
 ，用来代替皮亚诺公理的P
 。


[image: img2689]
 是下列表达式的缩写：


[image: img26810]






这个定义中采用了自然数，这使得简写A
 ([image: img26811]
 )变得更加简单。这是[image: img26812]
 、机器启动条件和机器描述的合取。



A
 ([image: img26813]
 )是下式的缩写：


[image: img26814]






在A
 ([image: img26815]
 )中，u
 是个自由变量，这个变量在Un([image: img26816]
 )公式中就有约束了：


Un([image: img2691]
 )是下式的缩写：


[image: img2692]






我去除了谓词N
 (x
 )，因为所有这些命题函数的定义域都隐含假定为自然数。根据谓词R
 、I
 、K
 和F
 的定义以及公式Inst和Des，图灵说：


When we substitute the meanings suggested on p. 259-60 we find that Un ([image: img2693]
 ) has the interpretation in some complete configuration of [image: img2694]
 , S
 1
 (i.e.
 0) appears on the tape.




当我们采用第259～260页暗示的含义时，会发现Un([image: img2695]
 )可以解释为在[image: img2696]
 的某个完全格局中，S
 1
 （也就是0）出现在纸带上。



因为在Un([image: img2697]
 )中，蕴涵符左侧的表达式包括了对机器的描述和启动条件，我们假设它为真，它们就是公理。蕴涵符右侧是一个表达式，当机器在运行期间打印了0时为真。因此，如果公式Un([image: img2698]
 )右侧为真，也就是说机器打印了0，那么其本身也为真；如果机器从未打印0则为假。是否存在一个算法可以确定Un([image: img2699]
 )是否可证明？如果存在，那么同样也存在一个算法告诉我们任意一台机器是否打印了0。

注意，图灵使用了暗示的命题函数的含义。接下来的大部分证明将基于对公式的纯粹句法解释，而不需要我们考虑这些函数的准确含义。

现在，图灵想证明Un([image: img26910]
 )是可证明的，当且仅当S
 1
 出现在纸带上。他将证明分为两部分，每一部分使用两个引理（辅助的证明），他称之为引理1和引理2，但一开始引理以(a)和(b)命名。


Corresponding to this I prove that

(a
 ) If S
 1
 appears on the tape in some complete configuration of [image: img26911]
 , then Un([image: img26912]
 ) is provable.

(b
 ) If Un([image: img26913]
 ) is provable, then S
 1
 appears on the tape in some complete configuration of [image: img26914]
 .

When this has been done, the remainder of the theorem is trivial.




与之对应，我将证明

(a) 如果S
 1
 出现在[image: img26915]
 的某个完全格局下的纸带上，那么Un([image: img26916]
 )是可证明的。

(b) 如果Un([image: img26917]
 )是可证明的，那么S
 1
 出现在[image: img26918]
 的某个完全格局下的纸带上。

完成这些证明之后，定理的其余部分就很简单了。



比较难的是引理1，图灵又逐字重复了一遍。
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LEMMA
 1. If S
 1
 appears on the tape in some complete configuration of
 [image: img2701]
 , then Un(
 [image: img2702]
 ) is provable.


We have to show how to prove Un([image: img2703]
 ).




引理1 如果S
 1
 出现在[image: img2704]
 的某个完全格局下的纸带上，那么Un([image: img2705]
 )是可证明的。

我们必须说明如何证明Un([image: img2706]
 )。



和之前一样，u
 是我们通常所知的0，u
 是1，u
 是2，u
 (n
 )
 的意思是u
 的右上角有n
 个撇，表示数字n
 。

另外，图灵在论文的下一句中引入了一些新的记号，包括3个新函数r
 (n
 , m
 )、i
 (n
 )和k
 (n
 )。这些函数不是命题函数，因为它们返回整数。参数n
 是一个完全格局，参数m
 代表纸带上的方格。

函数r
 (n
 , m
 )返回在完全格局n
 中出现在m
 格上的字符的索引。索引为0代表空格，1代表0，2代表1，等等，因此S
 r(n
 , m
 )
 代表在完全格局n
 中出现在m
 格上的字符。图灵将把这个以r
 函数为下标的S
 与命题函数R
 相结合：


[image: img2707]




这个谓词永远为真，图灵将使用含上标的u
 来表示R
 的参数：


[image: img2708]




图灵允许在r
 函数中使用n
 和m
 ，但是R
 谓词中必须包含u
 (n
 )
 和u
 (m
 )
 。

图灵引入的第二个新函数是i
 (n
 )，它返回在完全格局n
 下扫描格的数目，因此谓词：


[image: img2709]




总为真，因为它指的是完全格局n
 和扫描格i
 (n
 )。第三个新函数k
 (n
 )返回完全格局n
 中m-格局的索引，因此q
 
k
 (n
 )
 就是完全格局n
 中的m-格局。谓词：


[image: img27010]




总为真，因为它表明在完全格局n
 中，m-格局为q
 
k
 (n
 )
 。


Let us suppose that in the n
 -th complete configuration the sequence of symbols on the tape is S
 
r
 (n
 , 0)
 , S
 
r
 (n
 , 1)
 ,,S
 
r
 (n, n
 )
 , followed by nothing but blanks, and that the scanned symbol is the i
 (n
 )-th, that the m
 -configuration is q
 
k
 (n
 )
 .




我们假设在第n
 个完全格局中，纸带上的符号序列为S
 
r
 (n
 ,0)
 , S
 
r
 (n
 ,1)
 ， S
 
r
 (n
 ,n
 )
 , 后面都是空格，并且扫描符是第i
 (n
 )个，m-格局为q
 
k
 (n
 )
 。



在完全格局0中，纸带是完全空白的。完全格局1中，可能有一个非空的符号出现在纸带上。总体而言，对于完全格局n
 ，最多有n
 个符号出现在纸带上（很可能更少）。图灵将这个从第0格开始的符号序列表示为S
 
r
 (n
 ,0)
 , S
 
r
 (n
 ,1)
 ,S
 
r
 (n
 ,n
 )
 。如果他实际列出的是n
 +1个字符而不是n
 个，这也没有问题，因为某些r
 函数无疑会返回0，从而指示的是空格。


Then we may form the proposition


[image: img2711]




which we may abbreviate to CCn

 .




那么我们可以构造这样的命题：


[image: img2712]




我们将其缩写为CC
n

 。



这其实就是完全格局n
 。第一行包括了对应于前n
 +1个方格中符号的函数的合取，第二行包含了涉及扫描格i
 (n
 )和m-格局qk

 (n
 )的函数。

第三行开始，紧跟在全称量词后面的F
 应该在大括号里面。正如第一行表明了出现在纸带上编号从0至第n
 格的符号，最后一行表明了编号大于n
 的格只包含空格。R
 谓词出现在最后。全称量词y
 针对纸带上的所有方格。要么u
 是y
 格的后继（即y
 为0），要么y
 格是u
 的后继（即y
 是1），或者y
 是u
 的后继（即y
 为2），等等，一直推导到y
 是n
 -1的后继（即y
 是n
 ）。如果y
 不是上面几种情况中的一种，那么y
 格包含的是空格。

下面是修正后的版本。


CC
n

 是下面表达式的简写：


[image: img2713]






当n
 等于0时，第一行及第三行的大部分就会消失。CC
 0
 是下面表达式的缩写：


[image: img2721]





As before, F
 (u
 , u
 ) & F
 (u, u
 ) && F
 (u
 (r
 -1)
 , u
 (r
 )
 ) is abbreviated to F
 (r
 )
 .

I shall show that all formulae of the form A
 ([image: img2722]
 ) & F
 (n
 )
  CCn

 (abbrevated to CFn

 ) are provable.




同前一样， F
 (u
 , u
 )&F
 (u
 , u
 )&&F
 (u
 (r
 -1)
 ,u
 (r
 )
 ) 缩写为F
 (r
 )
 。

我会说明所有形如A
 ([image: img2723]
 ) & F
 (n
 )
 CCn

 （缩写成CFn

 ）的公式都是可证明的。



对于A
 ([image: img2724]
 )公式，你可能会想起，它结合了机器的启动条件（一条空白的纸带，m-格局为q
 1
 ，编号为0的扫描格）及Des([image: img2725]
 )表达式，后者是机器的说明。Des([image: img2726]
 )表达式包括了多个指令表达式，每个指令表达式都说明了指令如何改变了扫描格上的符号，改变了m-格局，改变了将要扫描的方格。

图灵为每个完全格局n
 定义了一个称为CFn

 的公式。



CFn

 为下面公式的缩写：


[image: img2727]






下面是CFn

 的前几个公式：


[image: img2728]







The meaning of CFn

 is The n
 -th complete configuration of [image: img2729]
 is so and so where so and so stands for the actual n
 -th complete configuration of [image: img27210]
 . That CFn

 should be probable is therefore to be expected.





CFn

 的意思是[image: img27211]
 的第n
 个完全格局是这样的，其中这样 指的是[image: img27212]
 实际的第n
 个完全格局。因此，我们可以期待CFn

 是可证明的。



图灵用归纳法来说明CFn

 公式是可证明的。他首先证明了CF
 0
 是可证明的，接着说明如果CFn

 是可以证明的，则CFn+1

 也是可证明的。



CF
 0
 is certainly provable, for in the complete configuration the symbols are all blanks the m
 -configuration is q
 1
 , and the scanned square is u
 , i.e. CC
 0
 is


[image: img2731]








CF
 0
 当然是可证明的，因为在完全格局中，所有符号都是空格，m-格局为q
 1
 ，扫描格为u
 ，即CC
 0
 是


[image: img2732]






这是公式CC
 0
 的一个重新排列后的版本，我之前也展示过。A
 ([image: img2733]
 )的表达式为：


[image: img2734]





A
 ([image: img2735]
 )包含了与CC
 0
 完全相同的谓词R
 、I
 和K
 。



A
 [image: img2736]
 )  CC
 0
 is then trivial.

We next show that CFn

  CF
 
n
 +1
 is provable for each n.





然后易得A
 ([image: img2737]
 )  CC
 0
 。

下面我们证明对于任何n
 ， CFn

  CF
 
n
 +1
 是可证明的。



看一下CFn

 的表达式，可以发现


CFn

  CF
 
n
 +1


是下面公式的缩写：


[image: img2738]




这里是归纳证明比较难的部分，但是如果证明了这个蕴涵关系，我们就可以说CF
 0
  CF
 1
 是可证明的，CF
 1
  CF
 2
 是可证明的，以此推理可知，所有的CFn

 表达式都是可证明的。


There are three cases to consider, according as in the move from the n
 -th to the (n
 + 1)-th configruation the machine moves to left or to right or remains stationary. We suppose that the first case applies, i.e.
 the machine moves to the left. A similar argument applies in the other cases.




在从第n
 个格局转换至第n
 +1个格局时需要考虑三种情形：机器是向左移动、向右移动还是保持静止。我们假设是第一种情形，即机器向左移动。对其他情形，类似的论据也成立。



下句话的前一部分，图灵基于之前定义的函数r
 、i
 和k
 定义了整数a
 、b
 、c
 和d
 。但是，这些定义有些混在一起了。


If r
 (n
 , i
 (n
 )) = a
 , r
 (n
 + 1, i
 (n
 +1)) = c
 , k
 (i
 (n
 )) = b
 , and k
 (i
 (n
 + 1)) + d
 ,




如果


r
 (n
 , i
 (n
 ))=a
 ，r
 (n
 +1, i
 (n
 +1))=c
 ，k
 (i
 (n
 ))＝b
 并且k
 (i
 (n
 +1))＝d
 ，



在图灵发表的论文修订版中，他解释了这些定义，这些都跟完全格局n
 有关：


a
 = k
 (n
 )，m-格局的索引


b
 = r
 (n
 , i
 (n
 ))，扫描格i
 (n
 )中符号的索引


c
 = k
 (n
 +1)，下一个m-格局的索引


d
 = r
 (n
 +1, i
 (n
 ))，扫描格i
 (n
 )中新符号的索引


a
 和c
 是q
 的下标；b
 和d
 则是S
 的下标，这些缩写仅仅是为了简化剩余的表达式和接下来的一些条目。


then Des [image: img2741]
 must include Inst {qa
 Sb
 Sd
 L qc

 } as one of its terms, i.e.


Des[image: img2742]
 )  Inst{qa
 Sb
 Sd
 L qc

 }.




那么Des([image: img2743]
 )一定包含指令{qa
 Sb
 Sd
 Lqc

 }作为其中一项，即

Des([image: img2744]
 )  Inst{qa
 Sb
 Sd
 L qc

 }



因为Des由所有Inst指令的合取组成，因此如果Des为真，那么所有单独的Inst指令也为真，上述蕴涵关系也就成立。A
 ([image: img2745]
 )是Des和其他表达式的合取，因而


A
 ([image: img2746]
 )  Des([image: img2747]
 )

结合这两个蕴涵关系，我们可以得到：


A
 ([image: img2748]
 ) Inst{qa
 Sb
 Sd
 Lqc

 }

表达式F
 (n
 +1)
 是F
 谓词合取的缩写，这些F
 谓词同样也假设为公理。因为F
 (n
 +1)
 为真，所以我们可以把它以合取形式加到公式的两边。


Hence [image: img2749]


But [image: img27410]


is provable,




因此 [image: img27411]


而 [image: img27412]
 是可证明的,



这里需要修正一下：左侧的合取必须包括[image: img27413]
 ，用来保证后继的唯一性：


[image: img2751]




如果把Inst表达式中的下标a、b、c
 和d
 替换掉，将得到一个特别的Inst指令，它使得完全格局n
 前进至完全格局(n
 +1)。


[image: img2752]




这个公式等价于


[image: img2753]




直观上看这很明显：特别的Inst指令使CCn

 前进到CC
 
n
 +1
 ，而CC
 
n
 +1
 可以由CCn

 与这一指令的合取得到。但是，要通过对相关的命题函数进行操作来说明这是可证明的，将是非常繁琐的，因为Inst和CCn

 缩写都非常复杂。

图灵刚刚提出的两个命题是可证明的，


and so therefore is


[image: img2754]







因此


[image: img2755]




这是X  (Y  Z)形式的命题，很容易说明这与X  (Y  Z)等价，因此：


[image: img2756]




回想一下，带上标的F
 是F
 谓词合取的缩写，因此F
 (n
 +1) 
 F
 (n
 )
 且。 [image: img2757]



[262]

and [image: img2758]


并且 [image: img2759]




这两个括号中的表达式都能表示成CFn

 缩写形式。



i.e.



CFn

  CF
 
n
 +1
 .


CFn

 is probable for each n
 .




即CFn

 CF
 
n
 +1
 。

对于每个n
 ，CFn

 都是可证明的。



至此，给出了说明CFn

 是可证明的归纳证明，但我们还没有完成引理的证明，因为我们真正需要证明的是Un([image: img27510]
 )。


Now it is the assumption of this lemma that S
 1
 appears somewhere, in some complete configuration, in the sequence of symbols printed by [image: img2761]
 ; that is, for some integers N
 , K
 ,




现在根据引理假设，S
 1
 在某些完全格局中出现在[image: img2762]
 所打印的符号序列的某处，也就是说，对某些整数N
 、K
 ，



这里N
 是完全格局的序号，K
 是纸带上的方格，



CCN

 has R
 
S
 1

 (u
 (N
 )
 , u
 (K
 )
 ) as one of its terms, and therefore CCN

  R
 
S
 1

 (u
 (N
 )
 , u
 (K
 )
 is provable.





R
 
S
 1

 (u
 (
N
 )
 , u
 (K
 )
 是 CC
 N
 中的一项，因此CC
 N
  R
 
S
 1

 (u
 (N
 )
 , u
 (K
 )
 )是可证明的。



这个成立是因为合取式中任意一项都能推出该项成立。


We have then


[image: img2763]




and [image: img2764]





那么我们可以得到


[image: img2765]




并且 [image: img2766]





CC
 的上标应该是下标，这是CFN

 的定义，图灵刚刚证明了CFN

 对于所有的N
 都可证明（尽管之前他用的是小写的n
 ，而不是大写的N
 ）。

到目前为止，图灵一直在处理包含自由变量u
 的公式。


We also have


[image: img2767]




where N
 = max (N
 , K
 ).




我们同样有


[image: img2768]




其中 N
 = max(N
 ，K
 )。



实际上，K
 （指纸带上出现0的方格）永远不可能比N
 （完全格局）大，因此N
 总是等于N
 。右侧的表达式A([image: img2769]
 ) & F(N)

 只是为了推导出CCN

 ，我们刚刚证明了CCN

 可以推导出 R
 S1

 (u
 (N
 )
 , u
 (K
 )
 )。


And so


[image: img2771]







因此


[image: img2772]







R
 函数并不要求从u
 至u
 (N
 )
 的所有整数都存在，仅仅需要u
 (N
 )
 和u
 (K
 )
 存在即可。因此大部分存在量词都可以去除，剩下的就是：



[image: img2773]








[image: img2774]






如果我们用s
 代替u
 (N
 )
 ，t
 代替u
 (K
 )
 ，就得到



[image: img2775]








[image: img2776]






这恰好就是Un([image: img2777]
 )的定义，你可以在第254页的框中看到。但是，它并不是图灵在其原始论文中对Un([image: img2778]
 )的定义。他之前把N
 (s
 )和N
 (t
 )写在了蕴涵符右侧的表达式中，但那些谓词仅仅表明s
 和t
 是自然数，而我们已经推导出这一事实了。

以如果S
 1
 出现在[image: img2779]
 的某个完全格局下的纸带上作为前提，我们刚刚证明了公式Un([image: img27710]
 )。



i.e.
 Un([image: img27711]
 ) is provable.

This completes the proof of Lemma 1.




即Un([image: img27712]
 )是可证明的。

至此，完成了引理1的证明。



第二个引理的证明更简短，只需要使用之前定义的命题函数来解释这个公式。


LEMMA
 2. If
 Un([image: img27713]
 is provable
 , then S
 1
 appears on the tape in some complete configuration of
 [image: img27714]
 .

If we substitute any propositional functions for function variables in a provable formula, we obtain a true proposition. In particular, if we substitute the meanings tabulated on pp. 257-260 in Un ([image: img2781]
 ), we obtain a true proposition with the meaning S
 1
 appears somewhere on the tape in some complete configuration of [image: img2782]
 ".




引理2 如果Un([image: img2783]
 )是可证明的，那么S
 1
 出现在M
 的某个完全格局下的纸带上。

如果我们在可证明的公式中用任意命题函数来代替函数变量，那么就会得到一个真命题。特别地，如果我们采用含义S
 1
 出现在[image: img2784]
 的某个完全格局下的纸带上而非第259~260页的Un([image: img2785]
 )中的含义，就能得到一个真命题。



现在，图灵已经证明，Un([image: img2786]
 )可证明当且仅当 S
 1
 出现在机器[image: img2787]
 的某个完全格局下的纸带上。


We are now in a position to show that the Entscheidungsproblem cannot be solved. Let us suppose the contrary. Then there is a general (mechanical) process for determining whether Un([image: img2788]
 ) is provable. By Lemmas 1 and 2, this implies that there is a process for determining whether [image: img2789]
 ever prints 0, and this is impossible, by  8. Hence the Entscheidungsproblem cannot be solved.




我们现在来证明判定性问题不可解。先假设其否定命题成立，那么就存在一个通用（机械）过程可以判定Un([image: img27810]
 )是否可证明。根据引理1和引理2，这表明存在一个过程可以确定机器[image: img27811]
 是否打印了0，但这在8中已经提及是不可能的。因此判定性问题不可解。



回想一下，这很简单，你同意吧？

Un([image: img27812]
 )是个相当复杂的公式，这一点也不奇怪。如果它比较简单，那么它就可能会被判定过程分析。相反，Un([image: img27813]
 )中包含了A
 ([image: img27814]
 )，A
 ([image: img27815]
 )中包含了Q
 和Des([image: img27816]
 )，Des([image: img27817]
 )还是组成机器的所有Inst项的合取。每个Inst项有五个全称量词，Q
 包含三个全称量词和一个存在量词，A
 ([image: img27818]
 )包含另一个全称量词，Un([image: img27819]
 )含有三个存在量词。

如果这个复杂的量词嵌套中仅包含一元谓词，也就是说，谓词中仅含一个参数，那么它不会影响命题的可解性。1915年，利奥波德勒文海姆（18781957）证明了仅包含一元谓词的命题是可判定的。
［2］



到图灵写这篇论文时，人们在为特殊情形的公式寻找判定过程方面已经取得了许多进展。通常，应用判定过程时，公式一般首先转换为前束范式，也就是，通过改变公式让所有（非否定形式）的量词都可以移到公式的开始处，位于一个称为矩阵的不含任何量词的表达式之前。

在那些年里，许多数学家已经发现了前束范式形式的很多类公式的判定过程，它们都是以一个特殊形式的量词开头。在有关判定性问题的文献中
［3］

 ，都是使用[image: img2791]
 和[image: img2792]
 符号表示全称量词和存在量词。上标的数字代表了一个特定量词的数目，星号可以是任何数字。

1928年，保罗贝奈斯和摩西施隆芬克尔（18891942）发表了以 [image: img2793]
 （任意数量的存在量词，后跟任意数量的全称量词）开头的命题的判定过程。同样在1928年，威廉阿克曼给出了[image: img2794]
 的判定过程（任意数量存在量词后跟一个全称量词，再接任意数量的存在量词）。1932年，哥德尔给出了任意数量的存在量词间包含两个全称量词的判定过程： [image: img2795]
 。

人们还探索了与判定性问题相联系的一类问题：化简类。化简类由所有以特定量词模式开头的命题组成，仅当所有命题都存在判定过程，各种化简类中的命题存在判定过程。1920年，斯科莱姆证明[image: img2796]
 定义了一个化简类。1933年，哥德尔将范围缩小到[image: img2797]
 。

在图灵和邱奇的证明之前，化简类是否存在判定过程是未知的，仅仅知道如果存在一个化简类的判定过程，那么也会存在一个通用判定过程。图灵和邱奇的论文的结果表明，这些化简类是不可判定的。1932年，哥德尔给出了一个以[image: img2798]
 为前缀的命题的判定程序，并将其推广到[image: img2799]
 。在图灵的证明出现之后，我们可知任何以[image: img27910]
 为前缀的命题是不可判定的。通过增加一个全称量词，形为[image: img27911]
 的可判定命题变成了形为[image: img27912]
 的不可判定命题。

在下面的段落中，图灵使用quantor代表量词。


In view of the large number of particular cases of solutions of the Entscheidungsproblem for formulae with restricted systems of quantors, it

[263]

is interesting to express Un([image: img27913]
 ) in a form in which all quantors are at the beginning. Un([image: img27914]
 ) is, in fact, expressible in the form


[image: img27915]




(I)

where [image: img27916]
 contains no quantors, and n
 = 6.




对于带受限量词（quantor）的公式的判定性问题的一大类特殊情形的解，把Un([image: img2801]
 )表示成所有的量词都出现在开始处，这会比较有趣。事实上，Un([image: img2802]
 )可以表示成


[image: img2803]




(I)

其中[image: img2804]
 不包含任何量词，并且n
 = 6。



图灵已经证明以[image: img2805]
 （使用约定俗成的定义）为前缀的命题构成了一个化简类。带有此类前缀的命题不存在判定过程。


By unimportant modifications we can obtain a formula, with all essential properties of Un([image: img2806]
 ), which is of form (I) with n
 = 5.




通过改变一些不重要的地方，我们可以得到一个包含所有Un([image: img2807]
 )必要性质的公式，形式与(I)相同，但n
 = 5。



在图灵论文的修订版中，图灵标注出这个数字应该是4，因此化简类被进一步限制到[image: img2808]
 。

1962年，瑞士逻辑学家朱利叶斯理查德步琪（19241984）利用图灵机从另一方面着手研究判定性问题，并且成功地使证明简化了一点。
［4］

 他的研究表明，[image: img2809]
 形式的命题形成的是化简类。（这类命题是两个项的合取，每一项都将自身的量词置于最前面。）步琪的论文同时为证明[image: img28010]
 命题形成化简类奠定了基础，这意味着即使对于以[image: img28011]
 为前缀的简单命题都不存在通用判定过程。

数学家们发明解决问题的方法惠及了整个世界，当他们证明了某个问题无解时也能起到同样的效果。就如无法仅用尺和圆规三等分一个角，无法求与已知圆面积相等的正方形，无法证明能从欧几里得的前四个公设推导出第五个。对于n
 大于2的情况，方程xn

 + yn

 = zn

 没有整数解，无法在系统中建立算术的一致性，以及一阶逻辑没有通用判定过程。

我们可以不再把时间浪费在一个无法做到事情上。知道什么不可能与知道什么可能同样重要。








［1］

 希尔伯特和阿克曼，Grundzüge der Theoretischen Logik
 （Springer，1928），73，77。



［2］

 利奥波德·勒文海姆，Über Möglichkeiten im Relativekalkül”，Mathematische Annalen
 ，Vol. 76（1915），447-470。被译为“On Possibilities in the Calculus of Relatives”，参见Jean van Heijenoort，ed.，From Frege to Gödel: A Source Book in Mathematical Logic, 1879-1931
 （Harvard University Press，1967），228-251。



［3］

 更为出名的是Egon Börger、Erich Grädel和Yuri Gurevich的The Classical Decision Problem
 （Springer，1997）。这本书是撰写判定问题和其部分解决方法论文时应该参考的好书。



［4］

 J. Richard Büchi，“Turing-Machines and the Entscheidungsproblem”，Mathematische Annalen
 ，Vol. 148，No.3（June 1962），201-213。






第15章

　演　算


在1983年或是1984年，阿隆佐邱奇大概80岁时，他被邀请到斯坦福大学的语言和信息研究中心做报告，并参观了中心的Xerox Dandelion计算机。计算机运行的是LISP语言，这是由约翰麦卡锡（19272011）发明的一种编程语言。邱奇被告知，LISP是基于他50多年前发明的
 演算发展而来的。

邱奇坦言他对计算机一无所知，但他的一个学生了解计算机。
［1］

 当然，那时所有人都已经知道阿兰图灵是谁了。



 演算是阿隆佐邱奇在20世纪30年代早期为证明一阶谓词逻辑没有通用判定过程而发明的。图灵在发表关于可计算数和判定性问题的论文之前就对此有所了解了。为此，他在论文中增加了一个附录，用来说明他的方法与邱奇的方法在本质上是等价的，这一附录就是本章的主题。

如果说对
 演算的理念觉得很熟悉，那是因为它们对编程语言的发展影响深远。相当早的时候，人们就发现
 演算与划分为过程式
 或命令式
 的编程语言之间存在着结构关系，例如早期的编程语言ALGOL
［2］

 ，基于这个语言发展出了Pascal和C，同样在C基础上发展出了 C++、Java和C#。用过程式语言编写的程序，其结构围绕着将数据传递给过程（也称为子程序或方法）的理念来组织，过程以各种各样的方式对数据进行处理。



 演算对LISP、APL、Haskell、Scheme和F#等函数式
 编程语言有着更直接的影响。在函数式语言中，函数的排列方式更像是链条，后一个函数从前一个函数获得输出。函数式语言通常允许像过程式语言操作数据那样来操作函数。尽管函数式语言没有像过程式语言那样受到主流群体的欢迎，但是最近它们也展露了一些复兴的气息。

阿隆佐邱奇1903年出生于华盛顿，他职业生涯的大部分时间是在普林斯顿大学度过的。他本科就读于普林斯顿，24岁时获得数学博士学位。在作为国家研究院院士工作两年后，他回到普林斯顿教学，从1929年一直到1967年退休。邱奇后来又在UCLA工作了一段时间，直到1990年。

邱奇是一个勤奋且一丝不苟的人，说话严谨，经常工作到深夜。他的课程经常开始于精心设计的仪式般的擦黑板，有时候还会借助一桶水。在处理数学问题时，他通常会用不同颜色的墨水。当需要更多颜色的时候，他就会按照不同比例混合那些标准颜色的墨水；当完成了一页并要保存起来时，他会用Duco涂满表面。Duco是一种漆，邱奇发现它非常适合保护纸张，因为它不会把纸弄皱。
［3］



邱奇指导过31篇博士论文，论文来自于斯蒂芬克莱尼（1931）、约翰巴克利罗瑟（1934）、莱昂亨金（1947）、马丁戴维斯（1950）、哈特利罗杰斯（1952）、雷蒙德斯穆里安（1959）以及阿兰图灵（1938）。
［4］



通常认为，邱奇建立了符号逻辑协会，因为他是《符号逻辑杂志》的第一位编辑。实际上，他并没有建立这个组织，而是指导杂志取得了辉煌的成功，最突出的是他编纂了重要的逻辑文献书目。

邱奇是在1927年至1929年作为国家研究院院士时开始
 演算的工作的。在那时，数学家们希望理解有效可计算性
 这个模糊的概念。为了知道数值计算的局限及能力，有必要用形式系统化的方式来定义函数，也就是说用符号、字符串和确定性规则来定义。最好的方法是什么呢？这种方法能否表明这些函数能够充分概括有效可计算性？

邱奇就这一方面的第一篇论文在1931年10月5日被《数学年鉴》收录，并在下一年的4月发表。
［5］

 在这篇文章中，邱奇用了一个小写的 lambda（
 ）来表示函数。

邱奇引入新记号的一个动机来自于传统函数表示的特定二义性。看看下面的表达式：


x
 2
 +5x
 +7

就表达式本身而言，它在语法上是正确的，但我们仍不知道该对这个表达式做些什么，下面这个就清晰点了：


f
 (x
 )=x
 2
 +5x
 +7

这是传统的函数标记法，其中x
 是约束变量（或自变量）。我们可以按照自己的意愿任意改变约束变量，只要与函数表达式中的其他部分不冲突就行：


f
 (y
 )=y
 2
 +5y
 +7

我们可以使用表达式f
 (4)来表示函数的一个值，用4代替自变量x
 ，并计算函数的值


f
 (4)=(4)2
 +5(4)+7=43

当你意识到这一点时可能会吃惊，那就是没有标准的形式可以将函数表达式（也就是y
 2
 + 5y
  + 7）与y
 的具体值一起表示出来。一旦我们用4替换了y
 ，就丢失了自变量信息。如果你需要修复这样的缺点，并发展出一套表示取某个值的函数的方式，可能会想到这样的东西：

[y
 2
 +5y
 +7](4)

这其实不算太差，但是如果表达式中含有多个自变量呢？下面的表示就会让人不明就理：

[y
 2
 +5y
 +18x
 -2xy
 +7](4)

即使你写成：

[y
 2
 +5y
 +18x
 -2xy
 +7](4,5)

你假设对x
 和y
 按照特定顺序赋值。

在《数学原理》中，怀特海和罗素使用了抑扬符号来表示符合特定函数的类：[image: img2831]
 邱奇想把这个抑扬符号移到变量的前面，像^
 y
 一样，但因为书写的原因，这个符号后来改成了lambda
［6］

 ：y
 。

多年来，邱奇的表示法已经有了发展。在下面的讨论中，我使用图灵在其论文附录中使用的表示法。一元变量的函数用下面这个通用形式表示：


x
 [M
 ]

其中M
 是包含自变量x
 的表达式。对于之前的例子，我们可以表示为：


x
 [x
 2
 +5x
 +7]

一个包含特定自变量值的函数可以写成这个通用形式：

{F
 }(A
 )


F
 是函数，如果F
 含有一个自变量，那么公式代表了函数，其中A
 代表函数中的自变量。例如，如果函数中的自变量为x
 ，则通用形式为：

{x
 [M
 ]}(A
 )

将M
 替换为之前的函数，就变成了：

{x
 [x
 2
 +5x
 +7]}(A
 )

若x
 的值为4，则可以将其写为：

{x
 [x
 2
 +5x
 +7]}(4)

现在，我们已经成功地将函数和某个自变量的值表示在一起了。

含有两个自变量的函数有如下一般形式：

{{F
 }(A
 )}(B
 )

为了方便且可读性强，它可以简写为：

{F
 }(A,B
 )

如果将F
 替换为一个真正的函数，它看起来会是：

{xy
 [y
 2
 +5y
 +18x
 -2xy
 +7]}(A,B
 )

我们现在知道A
 将替代x
 ，B
 将替代y
 ，它们以前面
 的排列顺序为准。

也可以再简写。如果没有歧义，可以去掉花括号，那么

{F
 }(A,B
 )

变成


F
 (A,B
 )

这看起来很像常规的函数表示法，但F
 表达式实际上包含了一些
 ：


xy
 [M
 ](A,B
 )

邱奇还允许将方括号替换为一个点，紧跟在
 串的后面：


xy
 .M
 (A,B
 )

这个形式会在接下来的大多数lambda表达式中出现。

邱奇在建立了基本的lambda表示法后，引入了常用逻辑算子的表达式和用于转换为等价公式的替换规则。邱奇以形式化方式定义了这些变换的规则，也可归结为：

I。如果新的自变量不与公式中的其他部分冲突，可以改变某个自变量（例如，x
 换为y
 ）；

II。在公式{x.M
 }(N
 )中，如果N
 中不包含x
 的任何东西，那么可以将N
 替换到M
 中任何x
 出现的位置，这样公式就变成了用N
 替换原始的x
 所形成的M
 ；

III。Ⅱ的相反情况仍成立。

在第一篇lambda函数的论文发表一年半后，邱奇发表了第二篇论文
［7］

 。他修正了其给出的假设，并强调：整个系统的形式字符，使得从符号的本身意义进行抽象，以及将（形式逻辑的）定理证明看做是可以根据一套特定规则在纸上进行推导的游戏成为可能。
［8］

 这个理念很大程度上符合形式主义的传统。

邱奇也引入了缩写conv来表示通过转换，指出利用规则Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ可以将一个公式转换为等价形式，例如


x
 [x
 2
 +5x
 +7](A
 )convA
 2
 +5A
 +7

邱奇第二篇论文的最后是对正整数的研究。他使用了lambda表示法来定义符号1、后继、加运算、乘运算以及5个皮亚诺公理，并且声明道：我们的纲领是要在之前所描述内容的基础上建立一套关于正整数的理论，然后，通过已知的方法或是进行适当的改变，将该理论推广到有理数以及实数领域。
［9］



邱奇的学生斯蒂芬科尔克莱尼在约翰巴克利罗瑟（19071989）的帮助下继续下一步的研究。1934年，克莱尼所做的基础工作体现在形式逻辑的例证
［10］

 一文中，并简化了多重lambda表示法。之前使用的


xyM


现在可以使用


xyM


来表示。

克莱尼于1935年改写并发表了他的博士论文形式逻辑的正整数理论，
［11］

 该论文分为两部分。阅读这篇论文之前要先看邱奇的两篇论文以及克莱尼之前的论文，其第二部分也提及了即将发表的邱奇和罗瑟合作的论文。
［12］



尽管由邱奇、克莱尼、罗瑟一起发明的
 演算相当全面，既涉及逻辑又涉及算术，但是这里我只想集中探讨一些基本的算术，这样你就可以看到，如何通过单纯的字符运算来实现加法和乘法了。

定义自然数时，我们总是需要从0或1开始。邱奇和克莱尼是以1开始的，下面就是其符号：
［13］




[image: img2861]




这里箭头的意思是代表或全称是。这个公式看起来似乎有点怪，实际上可能看起来是非常怪，但这仅仅是一个定义，所以现在还没必要追究其意义。更冗长的版本是


[image: img2862]




因此，1实际上是一个含有两个自变量f
 和x
 的函数，非常唐突，定义一个数字居然需要额外多出的两个变量。

下面的是后继函数：


[image: img2863]




还是很奇怪吧，我也这么认为。尽管我们希望后继函数中包括自变量，但不希望其中包含3个自变量。

幸运的是，符号2可以定义成你期望的形式：


[image: img2864]




如果我们事实上想对1应用后继函数，就必须保证所有的自变量都是唯一的，因此要使用下面1的等价表达式：


[image: img2865]




当使用
 表达式时，函数和变量经常互换角色。在下面变换后的公式的推导过程中，我选择性地使用花括号来标记将要在那一步被替换的包含一个自变量的函数。

函数S
 (1)也可以写为{S
 }1或者：


[image: img2866]




后继函数的第一个自变量为
 ，因此用1的表达式将函数中的
 替换掉，
 后的
 就消失了：


[image: img2867]




现在这个公式包含另一个函数，该函数中含有两个参数：


[image: img2868]




用f
 替换a
 ，x
 替换b
 ：


[image: img2869]




这样就完成了。

尽管1最初定义为：


[image: img28610]




数字2定义为：


[image: img28611]




比较转换后的2和1的表达式，你会发觉在点的右侧多出一个f
 和一对括号。现在使用不同的变量ab.a
 (a
 (b
 ))来表示2，并尝试确定下一个后继数{S
 }(2):


[image: img2871]




同样，用2来替代
 ：


[image: img2872]




用f
 替换a
 ，x
 替换b
 ：


[image: img2873]




这是3的
 表达式。我猜你开始明白这个模式了，我们最想从正整数的抽象表达式中得到的是某种后继性。下面这个记号表明了这一后继性：每一个后继整数都会增加对第一个自变量的嵌套。

克莱尼定义加运算为：


[image: img2874]




有点怀疑了吧？我们试着将2和3相加。首先我们需要使所有的自变量不同。我将使用ab.a
 (a
 (b
 ))代表2，cd.c
 (c
 (c
 (d
 )))代表3，因此{+}(2,3)就是：


[image: img2875]




在+函数中，用2的公式替换
 ，用3的公式替换
 ：


[image: img2876]




替换后的3是一个函数，其中用f
 替换c
 ，x
 替换d
 ：


[image: img2877]




现在替换后的2是一个用f
 替代a
 ，用f
 (f
 (f
 (x
 )))替代b
 的函数：


[image: img2878]




到这里，我们就完成了运算。答案与S
 (S
 (S
 (S
 (1))))-致，也就是5。

有意思的是，乘法函数比加法函数还要简单：


[image: img2879]




我们来计算2和3的乘法，可以将{}(2,3)写成：


[image: img28710]




用2的公式替换
 ，3的公式替换
 ：


[image: img28711]




现在3变成一个用x
 替代c
 的函数：


[image: img28712]




现在2变成一个函数，用右侧的表达式替换a
 ：


[image: img2881]




在右侧的函数，用b
 替换d



[image: img2882]




最后替换d
 ：


[image: img2883]




这就是6，当然也是2与3相乘的结果。

这些数字的函数定义可以让你做一些比较奇怪的事情，例如

{2}(3）

即：


[image: img2884]




在你完成了所有费力的替换后，最后会得到：


[image: img2885]




也就是9，毫无意外，这就是3的二次方。这也就是为什么m
 的n
 次方定义为：


mn.nm


在这个系统中，乘比加看起来要简单，指数形式是其中最简单的。当邱奇、克莱尼和罗瑟使用
 演算做实验时，他们发现
 表示法可以表示任何他们能想到的东西，这是后来称为
 可定义性的性质。邱奇一直在推断，并最后明确地提出，
 可定义函数是所有的有效可计算函数。
［14］



库尔特哥德尔在1933年来到高级研究院。1934年春，他在普林斯顿讲授他的不完备性定理及递归函数，递归函数是从基本原始函数发展出来的。
［15］

 让哥德尔对递归函数感兴趣的是雅克赫尔布兰德（19081931）在1931年写给他的信，这位年轻聪明的法国数学家在攀登阿尔卑斯山时意外身亡了。

尽管如此，哥德尔在那时仍然坚信，
 函数和递归函数都不足以包含所有我们认为的非正式有效可计算性。

1936年，邱奇发表了初等数论的不可解问题
［16］

 ，在这篇文章中首次出现了
 可定义一词。（之前，克莱尼在使用lambda记号表示逻辑和算术运算时仅仅使用了可定义或者形式可定义。）邱奇引用了自己之前的论文、克莱尼的两篇论文，以及克莱尼即将发表的探讨递归函数和
 可定义函数之间关系的论文。
［17］

 与哥德尔构造了一个不可判定的命题一样，邱奇使用哥德尔的记数法同样构造了一个不可解的问题。

在此基础上，邱奇在《符号逻辑期刊》（他自己也是该期刊的编辑）的首版上发表了两页的判定性问题的笔记，他在结论中写道：判定性问题的通用情况是不可解的。
［18］

 这篇文章是在1936年4月15日被杂志接收的，比图灵在1936年5月28日提交到伦敦数学学会的文章早了6周。

1936年夏，图灵可能花了大部分时间阅读我之前提到的邱奇和克莱尼的文章，学习
 演算，并验证它如何与自己的计算机器相关联。据显示，图灵的三页附录在8月28日被伦敦数学学会接收。图灵在最后写上了：美国新泽西州普林斯顿大学研究生院。他很期待自己的新家。直到9月23日，他才离开英国前往美国，在29日到达纽约。
［19］





Added
 28 August,
 1936.


APPENDIX.



Computability and effective calculability


The theorem that all effectively calculable (-definable) sequences are computable and its converse are proved below in outline.




1936年8月28日新增

附录

可计算性和有效可计算性

所有的有效可计算（
 可定义）序列都是可计算的，反之也成立。这个定理的证明将在下面简略给出。



在这里，简略的意思是证明中会跳过一些步骤。


It is assumed that the terms well-formed formula（W.F.F.) and conversion as used by Church and Kleene are understood. In the second of these proofs the existence of several formulae is assumed without proof; these formulae may be constructed straightforwardly with the help of, e.g.
 , the results of Kleene in A theory of positive integers in formal logic, American Journal of Math.
 , 57 (1935), 153-173, 219-244.




假设人们已经理解了邱奇和克莱尼所使用的合式公式（W.F.F.）和转换这些术语。在第二个证明中，我们假定了一些公式已经存在，不再证明。这些公式可以参考克莱尼的论文形式逻辑的正整数理论[发表在《美国数学杂志》57（1935），153-173，219-244]直接构造。



图灵这里说的第二个证明是指上述定理的逆命题：每一个可计算序列同样也是
 可定义的。


The W.F.F. representing an integer n
 will be denoted by Nn

 .




表示一个整数n
 的W.F.F.将记为Nn

 。



我们开始使用克莱尼对1和后继数字的定义，但要使这些自变量与图灵后面使用的保持一致，N
 1
 是，xy.x
 (y
 ), N
 2
 是xy.x
 （x
 (y
 )), Nn

 是xy.x
 (x
 (x
 (x
 (y
 )))).


We shall say that a sequence 
 whose n
 -th figure is 

 (n
 ) is 
 -definable or effectively calculable if 1 + 

 (u
 ) is a 
 -definable function of n
 ,




如果1+

 (u
 )是n
 的
 可定义函数，我们就称第n
 个数字为

 (n
 )的序列
 是
 可定义的或者是有效可计算的。




r

 两次出现时的参数都应该是n
 ，而不是u
 ，因此表达式应该是1+

 (n
 )。可计算序列
 的第n
 位是0或者1，但邱奇和克莱尼定义的
 演算只考虑了正整数，并不包括0。

 (n
 )并不是
 可定义的，因为0不是
 可定义的。所以，数字都加上1变成1和2。



i.e.
 if there is a W.F.F.


M

 such that, for all integers n
 ,

{M

 }(Nn

 ) conv N

 (n
 )+1,



i.e.
 {M

 }(Nn

 ) is convertible into xy.x
 (x
 (y
 )) or into xy.x
 (y
 ) according as the n
 -th figure of 
 is 1 or 0.




如果存在W.F.F. M

 ，使得对于所有的整数n
 ，

{M

 }(Nn

 )convN
 


 (n
 )+1,


即根据
 的第n
 位数是1还是0，{M

 }(Nn

 ) 可以转换为xy.x
 (x
 (y
 ))或者。xy.x
 (y
 ).



最后一行的
 其实是错的，应该是
 的第n
 位数。根据对应的数字是1还是0，值Nn

 （指序列中的数字位）处的函数M

 可转换为 xy.x
 (x
 (y
 ))（也就是2）或者 xy.x
 (y
 )（也就是1）。

例如，如果
 的第5位是1，那么
 

 (5)
 是1，并且

{M

 }(N5

 ) convN

 (5)+1

也就是说

{M

 }(N5

 ) convN
 2



To show that every 
 -definable sequence 
 is computable, we have to show how to construct a machine to compute .
 For use with machines it is convenient to make a trivial modification in the calculus of conversion. This alteration consists in using x
 , x
 , x
 ,  as variables instead of a
 , b
 , c
 , .




为了证明每一个
 可定义序列
 都是可计算的，我们必须首先构造一个可以计算
 的机器。使用机器，可以方便地在演算转换中进行简单的修改，这些修改包括使用x
 , x
 , x
 ,  作为变量，而不是使用a
 , b
 , c
 .



图灵至今还未使用任何以a
 、b
 或c
 命名的变量，但他使用了x
 和y
 。他希望所有的变量都具有统一的形式，因为接下来需要进行比较和匹配。这与第8节的要求很相似（本书第205页）：一阶谓词逻辑在被机器处理前需要系统化。


We now construct a machine [image: img2911]
 which, when supplied with the formula M

 , writes down the sequence .
 The construction of [image: img2912]
 is some-what similar to that of the machine [image: img2913]
 which proves all provable formulae of the functional calculus. We first construct a choice machine [image: img2914]
 1
 , which, if supplied with a W.F.F., M
 say, and suitably manipulated, obtains any formula into which M
 is convertible. [image: img2915]
 1
 can then be modified so as to yield an automatic machine [image: img2916]
 2
 which obtains successively all the formulae

[264]

into which M
 is convertible (cf. foot-note p. 252).




我们现在构造一台机器[image: img2917]
 ，在提供了公式M

 时可以写下序列
 。[image: img2918]
 的构造过程与[image: img2919]
 在某种程度上很相似，[image: img29110]
 证明了函数演算中所有可证明的公式。我们首先构造一个选择机器[image: img2921]
 1
 ，如果给[image: img2922]
 1
 提供了一个W.F.F.，例如M
 ，并合理调整，使[image: img2923]
 1
 包含任一M
 可转换到的公式，则可以调整[image: img2924]
 1
 使之衍生出自动机器[image: img2925]
 2
 ，[image: img2926]
 2
 相继得到所有M
 可转换到的公式（参见第252页脚注）。



在图灵论文的第252页有5个脚注，图灵引用的是第二个（本书第205页）。在那里，他讨论了可以证明所有一阶逻辑的可证明公式的机器。考虑到
 表达式转换的系统化方式，这台机器看起来与之相似，很可能更加简单。


The machine [image: img2927]
 includes [image: img2928]
 2
 as a part. The motion of the machine [image: img2929]
 when supplied with the formula M

 is divided into sections of which the n
 -th is devoted to finding the n
 -th figure of .
 The first stage in this n
 -th section is the formation of {M

 }(Nn

 ). This formula is then supplied to the machine [image: img29210]
 2
 , which converts it successively into various other formulae. Each formula into which it is convertible eventually appears, and each, as it is found, is compared with




[image: img29211]




and with


[image: img29212]





[image: img29213]
 2
 是机器[image: img29214]
 的一部分。提供公式M

 时，[image: img29215]
 的操作可以划分为很多部分，其中第n
 部分用来寻找
 的第n
 位。第n
 部分的第一阶段是公式{M

 }(Nn

 )。这个公式接下来提供给[image: img29216]
 2
 用来将公式连续地转换为其他公式。每一个可转换的公式都会最终出现，并与下列公式进行比较：


[image: img29217]




及[image: img29218]




这就是数字2和1的冗长的表达式。为了实现一个可以转换
 表达式的机器，你必须在表示法中保持一致，而不包含语法捷径的方法实际上是最简单的。


If it is identical with the first of these, then the machine prints the figure 1 and the n
 -th section is finished. If it is identical with the second, then 0 is printed and the section is finished. It it is different from both, then the work of [image: img29219]
 2
 is resumed. By hypothesis, {M

 }(Nn

 ) is convertible into one of the formulae N
 2
 or N
 1
 ; consequently the n
 -th section will eventually be finished, i.e.
 the n
 -th figure of 
 will eventually be written down.




如果与第一个完全一样，那么机器打印1，第n
 部分完成。如果与第二个相同，那么打印0，这部分也结束了。如果与这两个都不一样，那么[image: img2931]
 2
 的工作就要重新开始。根据假设，{M

 }(Nn

 )是可以转换为公式N
 2
 或者N
 1
 ，因此第n
 部分最终是会结束的，也就是说，
 的第n
 位最终会写出来。



在开始更加复杂的变换证明之前，图灵空了一行：如何设计一个能包括特定机器运转情况的
 表达式。


To prove that every computable sequence 
 is 
 -definable, we must show how to find a formula M

 such that, for all integers n
 ,


[image: img2932]







为了证明每一个可计算序列
 都是
 可定义的，我们必须先说明如何找到一个公式M

 ，对于所有的整数n
 ，


[image: img2933]






这个公式正好和之前那个一样，只是最后那个N
 的下标被重排了。现在，要做的不是描述一个操作
 函数的机器，而是定义一个模拟机器的
 函数。


Let [image: img2934]
 be a machine which computes 
 and let us take some description of the complete configurations of [image: img2935]
 by means of numbers, e.g.
 we may take the D.N of the complete configuration as described in 6.




假设[image: img2936]
 是一台计算
 的机器，我们来用数字描述一下[image: img2937]
 的完全格局。正如6中描述的，我们可以得到完全格局的描述数。



在下面的讨论中，我将会引用到格局数，这其实就是简单的连续整数0, 1, 2, 3等，这个数字随机器运转而递增。对于任何一个特定的机器，对每个格局数，存在一个与完全格局对应的描述数。这些是非常大的数字，包括了描述纸带上已打印数字及下一个m-格局的代码。


Let [image: img2938]
 (n
 ) be the D.N of the n
 -th complete configuration of [image: img2939]
 .




令[image: img29310]
 (n
 )为[image: img29311]
 的第n
 个完全格局的描述数。



图灵在这里使用的n
 是我所指的格局数，而[image: img29312]
 (n
 )是一个描述数。


The table for the machine [image: img2941]
 gives us a relation between [image: img2942]
 (n
 +1) and [image: img2943]
 (n
 ) of the form


[image: img2944]




where 

 is a function of very restricted, although not usually very simple, form: it is determined by the table for [image: img2945]
 .




从[image: img2946]
 的格局表中，我们可以得到[image: img2947]
 (n
 +1)及[image: img2948]
 (n
 )之间的如下关系：


[image: img2949]




其中

 是一个严格受限的函数，尽管通常不是很简单：其形式由[image: img29410]
 的格局表决定。






 函数将一个描述数转换为下一个描述数。一般来讲，输入是一个长的数字，输出是另一个长的数字。这个函数基本上必须在这个长输入数中，寻找一组对应于m-格局和扫描符的特定模式的数字，并基于格局表构造下一个完全格局，有可能包含一个新的打印符号，并改变m-格局和下一个扫描符。

图灵对于这个函数的通常不是很简单的描述切中目标。这个函数需要将描述数拆分为单个数位并验证它们。因为描述数是十进制数，所以这个函数可以通过先将数字除以10的幂，忽略分数部分，再除以另一个10的幂，保留余数，来抽取其中任意长度的部分。尽管

 函数毫无疑问是很复杂的，但它肯定是能被想到的。





 is 
 -definable (I omit the proof of this), i.e.
 there is a W.F.F.A

 such that, for all integers n
 ,


[image: img29411]










 是
 可定义的（我略去了这部分的证明），即存在一个合式公式A

 ，对于所有的整数n
 ：


[image: img29412]







A

 本质上是与

 一样的函数，只不过是用
 演算的语言表示的。它用来进行描述数间的转换。


Let U
 stand for


[image: img29413]




where r
 =[image: img29414]
 (0);




令U
 表示


[image: img2951]




其中r
 =[image: img2952]
 (0);



这句开头的大写U
 应该有一个下标
 ，因为它是基于一个特定可计算序列的。Nr

 是机器开始时的完全格局的描述数数字313。这个数字对应于标准描述DAD，意思是m-格局q
 1
 （DA）和扫描一个空格（D）。变量u
 是格局数，随着机器运行依次是0、1、2等。包含u
 的是个花括号，通常意味着是个函数，虽然看起来似乎没什么意义，但很快你就将看到它很有效。


then, for all integers n
 ,


[image: img2953]







那么，对于所有的整数n
 ，


[image: img2954]







U

 函数的参数是格局数（0，1，2等）。图灵认为，这个函数可以转换为那个格局的描述数。我们使用描述数4来验证一下，其中需要涉及转换表达式{U

 }(N
 4
 )，即：


[image: img2955]




在U

 函数中，我使用了N
 [image: img2956]
 (0
 )
 而不是Nr

 ，正因如此，我们不会忘记下标代表了描述数。用4的表达式替换函数中的u
 ：


[image: img2957]




现在将x
 替换为A

 ：


[image: img2958]




最后我们用N
 [image: img2959]
 (0
 )
 替换y
 ：


[image: img29510]





A

 在N
 [image: img29511]
 (0)
 上第一个应用的结果是N
 [image: img29512]
 (1)
 ，下一次得到N
 [image: img29513]
 (2)
 ，等等，因此最后的结果就是N
 [image: img29514]
 (4)
 ，这和图灵预想的一样。现在，你就可以看出为什么将u
 定义为U

 中的函数是有意义的了：它可以在根本上将出现在A

 函数中的u
 混合嵌套。


It may be proved that there is a formula V
 such that


[image: img2961]







可以证明，对于公式V
 ，有


[image: img2962]






函数V
 基本上分析了连续两个完全格局的描述数，并确定打印0或者1，或者什么都不打印，这又是一个复杂但可以想到的函数。


Let W

 stand for

[image: img2963]
so that, for each integer n
 ,


[image: img2964]







令W

 表示


[image: img2965]




因此，对于任意一个整数n
 ，


[image: img2966]






这个命题左侧的公式可以转换为N
 1
 、N
 2
 或 N
 3
 中的一个。描述这种变换比较容易，可以先描述转换后的结果：


[image: img2967]




将W

 替换为图灵刚刚给出的那个表达式


[image: img2968]




用N
 
n

 代替u
 ：


[image: img2969]




表达式{U

 }(Nn

 )可以转换为N
 [image: img2971]
 (n
 )
 , 因此：


[image: img2972]




表达式{A

 }(N
 [image: img2973]
 (n
 )
 )可以转换为N
 [image: img2974]
 (n
 +1)
 ，这正是我们所求的：


[image: img2975]




通过这个简短的证明，我们可以知道{W

 }(Nn

 )可以转换为N
 1
 、N
 2
 或 N
 3
 ，这取决于第n
 个完全格局转换为第n
 +1个时打印的是0还是1，或是什么都不打印。


and let Q
 be a formula such that

[image: img2976]
where r
 (s
 ) is the s
 -th integer q
 for which {W

 }(Nq

 ) is convertible into either N1

 or N2

 .




令Q
 是一个公式，使得


[image: img2977]




其中r
 (s
 )是第s
 个整数q
 ，其中{W

 }(Nq

 )转换为N
 1
 或N
 2
 。



在上面的公式中，最后一个N
 的下标明显应该是r
 (s
 )而不是r
 (z
 )。只有一部分的完全格局才会打印0或者1，函数r
 (s
 )就是用来揭示这些完全格局的。例如，如果在1、4、6、7等完全格局中打印了0或者1，那么r
 (1)返回1，r
 (2)返回4，r
 (3)返回6，r
 (4)返回7，等等。


Then, if M

 stands for


[image: img2978]




it will have the required property
 .



 In a complete proof of the 
 -definability of computable sequences it would be best to modify this method by replacing the numerical description of the complete configurations by a description which can be handled more easily with our apparatus. Let us choose certain integers to represent the symbols and the m
 -configurations of the machine. Suppose that in a certain complete configuration the numbers representing the successive symbols on the tape are s
 1
 s
 2
 s
 n
 , that the m
 -th symbol is scanned, and that the m
 -configuration has the number t
 ; then we may represent this complete configuration by the formula


[image: img2979]




where


[image: img29710]





[image: img29711]




etc.




如果M

 表示


[image: img2981]




那么它将具备所需要的性质。




 在可计算序列的
 可定义性的完整证明中，最好改变这个方法，用我们的机器能够很好处理的描述代替完全格局的数字描述。我们选择某些整数来代表这些符号和机器的m-格局。假设在特定的完全格局中，那些代表纸带上后续符号的数字是S
 1
 S
 2
 Sn

 ，其中第m
 个符号被扫描到，m-格局的标号为t
 ，那么我们可以用下面的公式表示这个完全格局


[image: img2982]




其中


[image: img2983]





[image: img2984]




等等。



在图灵证明的第二部分，他开始自己寻找公式M

 ，使得对于所有n
 ，


[image: img2985]




这个公式告诉我们序列的第n
 位是0还是1。我们先来分析：


[image: img2986]




用图灵刚刚为M

 推导出的公式代替之：


[image: img2987]




用Nn

 替代w
 ：


[image: img2988]




括号中的表达式可以转换为N
 
r
 (n
 )
 ，因此


[image: img2989]




已经表明，这个公式可以转换为N
 1
 、N
 2
 或 N
 3
 ，这主要取决于完全格局r
 (n
 )打印的是0或1或其他。然而，r
 (n
 )定义了只有在完全格局打印了0和1的情况下才返回。

上面的脚注表明，完全格局在纸带上被分为了下一个扫描符之前部分及下一个扫描符之后部分。图灵所建议的用来表示纸带这些部分的
 表达式可以是非常长，并且大小会随着完全格局的增长而增长。

下面是论文的结尾。


The Graduate College,

Princeton University,

New Jersey , U.S.A.




研究生院，

普林斯顿大学，

美国新泽西州。



对于更加严格的证明，图灵并没有遵循他在这里概述的证明逆命题的思路。论文可计算性和
 可定义性于1937年9月11日被《符号逻辑杂志》收录，这时距他抵达普林斯顿还不到一年的时间。
［20］

 文章开始写道：


我们已经给出了许多定义用来表述与有效计算性的直观思路相对应的确切含义，并将其应用到了正整数函数中。这篇论文的意图是为了表明作者所介绍的可计算函数与邱奇发明的
 可定义的函数，以及与由赫尔布兰德和哥德尔引入并由克莱尼发展的一般递归函数是一致的。（在本论文中）已表明，任意的
 可定义函数都是可计算的，并且每一个可计算函数是一般递归函数。



图灵首先通过给出一台图灵机来证明
 可定义函数是可计算的。这台图灵机可能比图灵的通用机更复杂，它可以解析和转换
 函数。

证明的第二部分展示了可计算函数是递归的。图灵并不需要证明可计算函数是
 可定义的，因为斯蒂芬克莱尼已经证明了递归函数是
 可定义的（在
 可定义性和递归一文中）。这样，有效计算性的三个定义被等价地联系起来了。

图灵后来经常提到他1935年夏躺在格兰切斯特庄园草地上时构想出来的这些神奇的虚拟机器，但是在他后续发表的论文中并没有给出机器的实际格局表。当他在邱奇的指导下写博士论文时，
［21］

 论文内容已经完全与递归函数和
 函数相关了。








［1］

 Maria Manzano，Alonzo Church: His Life，His Work and Some of His Miracles，History and Philosophy of Logic，
 Vol. 18（1997），212。



［2］

 P. J. Landin，A Correspondence Between ALGOL 60 and Church’s Lambda-Notation，Communications of the ACM，
 Vol. 8，No.2（Feb 1965），89-101，Vol. 8，No. 3（Mar 1965），158-165。



［3］

 Herbert B. Enderton，Alonzo Church: Life and Work，introduction to Collected Works of Alonzo Church
 （MIT Press，forthcoming）引言，http:// www.math.ucla.edu/hbe/church.pdf。



［4］

 Herbert B. Enderton, In Memoriam: Alonzo Church, 1903–1995, The Bulletin of Symbolic Logic,
 Vol. 1, No. 4 (1995), 486–488。



［5］

 阿隆佐邱奇，A Set of Postulates for the Foundation of Logic，The Annals of Mathematics，
 2nd
 Series，Vol. 33，No. 2（Apr.1932），346-366。



［6］

 J. Barkley Rosser，Highlights of the History of Lambda-Calculus，Annals of the History of Computing，
 Vol. 6，No. 4（Oct.1984），337-349。



［7］

 邱奇，A Set of Postulates for the Foundation of Logic（Second Paper），The Annals of Mathematics,
 2nd
 Series，Vol. 34，No. 4（Oct. 1933），839-864。



［8］

 邱奇，842。



［9］

 邱奇，864。



［10］

 S. C. 克莱尼，Proof by Cases in Formal Logic，The Annals of Mathematics，
 2nd
 Series，Vol. 35，No. 3（July 1934），529-544。



［11］

 S. C. 克莱尼，A Theory of Positive Integers in Formal Logic，Part I，American Journal of Mathematics，
 Vol. 57，No. 1（Jan. 1935），153-173；Vol. 57，No. 2（Apr. 1935），219-244。



［12］

 邱奇和罗瑟，Some Properties of Conversion，Transactions of the American Mathematical Society，
 Vol. 39，No. 3（May 1936），472-482。



［13］

 我将采用克莱尼的 A Theory of Positive Integers in Formal Logic, Part I 中前10页出现的定义。



［14］

 克莱尼，Origins of Recursive Function Theory，Annals of the History of Computing，
 Vol. 3，No. 1（Jan 1981），59。



［15］

 根据克莱尼和罗瑟的笔录，哥德尔的讲义早已在内部流传，但直到1965年才正式出版在马丁戴维斯，ed.，The Undecidable
 （Raven Press，1965），41-71中。接着它们又被出版在库尔特哥德尔，Selected Works: Volume I, Publications
 1929-1936（Oxford University Press，1986），346-371。



［16］

 邱奇，An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory，American Journal of Mathematics，
 Vol. 58，No.2（Apr. 1936），345-363。



［17］

 克莱尼，General Recursive Functions of Natural Numbers，Mathematische Annalen，
 Vol. 112，No.1（Dec.1936），727-742，重印于马丁戴维斯，ed.，The Undecidable
 （Raven Press，1965），237-252。S. C. 克莱尼，-Definability and Recursiveness，Duke Mathematical Journal，
 Volume 2，Number 2（1936），340-353。



［18］

 邱奇，A Note on the Entscheidungsproblem，The Journal of Symbolic Logic，
 Vol. 1，No. 1（Mar. 1936），40-41。也可参见邱奇，Correction to a Note on the Entscheidungsproblem，The Journal of Symbolic Logic，
 Vol. 1，No. 3（Sep. 1936），101-102。



［19］

 安德鲁霍奇斯，Alan Turing: The Enigma
 （Simon & Schuster，1983），116。



［20］

 阿兰图灵，Computability and -Definability，The Journal of Symbolic Logic，
 Vol. 2，No. 4（Dec. 1937），pp.153-163。



［21］

 阿兰图灵，Systems of Logic Based on Ordinals，Proceedings of the London Mathematical Society，
 2nd
 Series，Vol. 45，No.1（1939），161-228。






第16章

对连续统的设想


历史总是试图用一系列连贯的语句和段落来捕捉生活，然而现实生活通常杂乱且复杂得多。历史学家必须磨平事实的粗糙棱角，忽略次要人物，以避免离题。这些简化有时候会扭曲它试图阐述的事物，导致一系列看上去并不自然却又不可避免的事件发生，好像任何事情都不能改变它们的发展，甚至暗示着这些事件就是所有可能中最好的结果。这些扭曲的结果有时候会称为所谓的历史的辉格解释19世纪的那些作家把大英帝国的历史描绘成正在逐步、无情地走进现代议会民主制，在此之后，英国的历史学家赫伯特巴特菲尔德（19001979）称之为历史的辉格解释。

科学史、数学史和技术史尤其容易受到辉格解释的影响。我们是正确的科学理论和适当的技术的受益者，因此，我们能够找到贯通历史的链条，把结果与导致其不可避免发生的原因联系起来。探索过程中的过失都被忽略了，而如果讨论的是历史争论，任何阻止我们通向即将为之庆祝的辉煌时刻的人都将被征服。

例如，在有关图灵机的历史中，人们努力将它看做一系列连贯的、逐步实现的智慧成就，从康托尔和弗雷格，到罗素和希尔伯特，再经过哥德尔、邱奇和图灵，最终在1936年发表的一篇数学论文后达到顶点。为了保持这本书内容的合理精简并且突出重点，书中也正是这么描述的。

在这个进展中，我忽略了一些异议。如同任何智力劳动领域一样，数学史上也充斥着争论与不合。
［1］

 在19世纪末期和整个20世纪，这些争论频繁地涉及数学哲学，特别是经常涉及无穷的本质。

数学哲学是一个广泛而又复杂的领域，不过，或许最基本的问题既简单又令人不安，那就是：


数学实体在何种程度上独立于研究它的人类。



难道数学家们只是采用与天文学家发现恒星和其他天体差不多的方式，来发现已经存在于宇宙固有结构中的数学模式吗？抑或数学家们就像工程师设计一个新的真空吸尘器，或者作曲家写一部歌剧一样来发明数学吗？伟大的数学史普及者莫里斯克莱因（19081992）这样诗意地描述人们关于数学本质的疑问：


数学是那些埋藏在宇宙深处，被逐渐发掘出来的钻石吗？或者它就像人类生产的人造宝石，尽管灿烂，然而也让那些发明它们的数学家被盲目的骄傲所蒙蔽？
［2］





争论的一方是现实主义者或者柏拉图主义者，用罗杰彭罗斯的话说： 他们相信数学真理的客观性。依我看来，柏拉图式的存在是指一个客观的外部标准的存在，它不依赖于我们个人的思想和某种特定文化。
［3］



另一极端来自构成主义者，他们认为数学完全是由人类发明的。对构成主义者来说，数学表面上的永恒和超然存在仅仅是被人类模式识别技能加强的一种错觉，这种技能是在我们大脑中经过数百万年进化形成的。

这两个极端之间还有很多等级，每个级别都有各自的描述名称和拥护者，他们当中很可能已有部分人对我这种粗糙地在两个极端间进行分类不满了。

大多数数学工作者会把自己归类于柏拉图主义者。对数学的柏拉图式的理念支配着我们的文化，吸引着我们的本能。当我们大喊找到了！的时候，是表示我发现了它，而不是我发明了它。大卫希尔伯特在第二届国际数学家大会上发表演讲之后的100多年来，我们仍然会对他的话语感到激动不已。他说：


无论这些问题看似如何地难以接近，无论我们站在它们面前感觉有多么无助，我们都坚信，经过有限步纯粹的逻辑过程之后，我们必定可以找到答案这种对于任何数学问题都可解的坚信，对数学工作者是一种强有力的鼓励。我们听到内心不停地呼唤：存在一个问题，探索它的答案。你可以通过纯粹的推理找到答案，因为在数学里没有人类不可知的东西。
［4］





这就是柏拉图主义者的演讲，他们认为解决方法已经存在，我们只需要去寻找它们。甚至在希尔伯特关于证明完备性、一致性和判定过程的希望破灭后，柏拉图主义者的直觉仍然幸存。事实上，柏拉图主义者当中比较杰出的是库尔特哥德尔。

数学史中的分歧不仅仅是意识形态的问题，同时也集中在适当性上。某些基本的假设构成所有数学证明的基础。然而，有一些假设是在有限对象的条件下提出的，在将其应用到无穷集合时就会出问题。

对无穷的思考并非一帆风顺，亚里士多德（公元前384前322年）觉察到，我们可以想象他的学生郑重地点头表示同意，无论你假设是否存在无穷这种事物，都会得到很多棘手的结论。
［5］



在亚里士多德的《物理》（第三册）中，为了探究这个变幻莫测的问题，他区分了实无穷和潜无穷，这样做是很有好处的。潜无穷是自然数的无穷：每个数后面都紧跟着另一个数。把一个事物细分成越来越小的碎片也是潜无穷。存在着某些随着时间不断发生，并且永远不会结束的过程。一般说来，事情接踵而至的时候便产生了无穷。正在发生的事件本身是有限的，但在之后总是紧接着出现与其不同的另一事件。
［6］



然而，在亚里士多德的宇宙论中不存在实无穷，他提出几种论证解释为什么不存在实无穷。他聪明地注释道：事实上，无穷与人们所理解的截然相反。它不是指除本身之外没有任何事物了，而是除本身之外总是存在其他一些事物。
［7］



亚里士多德甚至不允许无穷作为一个意识层面的概念而存在：


依赖于人类大脑所想到的东西是很荒谬的，因为过度和缺陷只会存在于大脑中，而在实际世界中是不存在的。可以把我们当中的任何一个人想象得比实际大很多倍，让他变得无穷大，但是这个人并不会因为其他人这样想而变得超出常人那么大。他只能和实际一样大，如果别人想象着他也是这样大，那么只是巧合而已。
［8］





亚里士多德不是柏拉图主义者。

不是每个人都会接受亚里士多德拒绝无穷的观点。哲学家斯蒂芬克尔纳（19132000）这样评论亚里士多德的理论：


它们从来不会被无异议地接受。柏拉图主义的哲学家们，包括奥古斯丁的神学家，总是将已知总体的无穷概念视为合法的，无论它们连续与否。他们不会因这个概念不适用于感官体验而苦恼，因为他们认为数学不是感官体验的抽象，更不是感官体验的描述，而是对事实的描述。事实不能通过感官理解，而要靠推理来认识。
［9］





数学家们经常被实无穷困扰着，并且试图以一种安全的方式来处理无穷过程。正是认识到实无穷和潜无穷间的区别，使得我们才能得到如下的公式
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而不是
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第一个公式表示了一个极限。当n
 的值越来越大的时候，这个表达式的值趋向于何值呢？它向我们熟知的欧拉常数靠近，约等于2.71828。

第二个公式采用符号表示一个实无穷，因此根本无意义。

尽管早期的数学家们已经接近极限的定义了，但数学上极限的严格定义是由德国数学家魏尔斯特拉斯（18151897）提出来的。这个概念对于微积分学是至关重要的，它为微分和积分运算提供了坚实的数学基础。在极限的概念提出之前，微积分学是基于无穷小概念的，也就是一个非零数（因为仍可以将其视为一个有限量来操作），但是又足够接近零，使得最终可以忽略它。微积分学中仍然存在无穷小，例如采用dx
 表示这些无穷小量。

19世纪的另一位德国数学家利奥波德克罗内克（18231891）极其赞赏实无穷在数学中的应用。克罗内克以其上帝创造了整数，其他一切都是人造的
［10］

 格言而闻名。提到上帝或者更准确地说，对独立于人类而存在的数学实体的认同，使得克罗内克看上去像是个柏拉图主义者，但是从其他一切可以看出，他是一个绝对的构成主义者。克罗内克想把数学中的一切都建立在有限整数的有限结构的基础上，他研究的问题甚至还包括极限的概念和无理数的定义。

克罗内克从前的一位学生开始从事一项令人吃惊的数学研究他不仅定义了无穷对象的集合，还对这些无穷对象进行了杂乱的计数，然后对这些值进行了算术运算。克罗内克反对这些方法，甚至一度阻止发表这些研究结果，导致了克罗内克对这位学生进行邪恶发狂的迫害的名声。这名学生就是格奥尔格康托尔。

认同克罗内克的看法的人认为这种迫害更多地应该归于康托尔偏执的世界观，而非克罗内克的真实意图。
［11］

 然而，历史是由胜利者书写的。康托尔的集合论及其对可数集合和不可数集合的区分，后来被证明是非常有用的，因此数学史基本上抛弃了克罗内克的理论。

康托尔提出的超限数的概念是极其柏拉图主义的，甚至有点让人摸不着头脑。下面的这些话是他在1883年写下的：


我们能够从两种意义上无论是有限还是无限谈论整数的现实性或者存在性首先，我们可以认为整数是实际存在的，因为基于目前为止的所有定义，我们完全都是这样理解的但是，如果把数字看作是一个表达式，或者是对与智力相对的外部世界中事件和关系的一种复制，那么现实可以认为是由数字构成的同时，因为彻底的现实性，我的观点也有些理想主义基础，那么在前一方面中存在的概念总是拥有以某种甚至无限种方式存在着的短暂现实，在这种意义上，我确定这两类现实总是同时发生的这两种现实之间的关联基于我们所归属的一切的统一。
［12］





我们在前面的章节中讨论了伯特兰罗素的逻辑主义（来自弗雷格与皮诺亚）和大卫希尔伯特的形式主义。在20世纪早期，与它们相对的另一种运动和哲学也发展起来了，这就是直觉主义，它是由荷兰数学家鲁伊兹艾格博特斯杨布劳威尔（18811966）提出来的。

布劳威尔是一个忧郁悲观而又神秘古怪的人，生活于20世纪初，他就像一个惊骇于所感受到的混乱的严厉校长。研究布劳威尔的学者沃尔特把布劳威尔的人生观描述为浪漫的悲观主义和彻底的个人主义的混合体。在早期一本名为《生活，艺术和神秘主义》（1905）的专著中，布劳威尔痛骂工业污染和人类借用其智慧及所建立起的社会结构来主宰自然的行径，并提倡回归自然的、神秘而静寂的深思。
［13］



布劳威尔考入阿姆斯特丹大学，后来在那里任教。尽管他的博士论文是关于数学基础（预示着他后来的兴趣）的，但是他的大部分早期工作都属于拓扑学领域。

布劳威尔创造了术语直觉主义来描述他关于如何用主观思想形式化数学实体的想法。它们都是思考的对象，它们在纸上的符号表示对于把思想从一个人表达给另一个人并无好处。相反，形式主义更注重对出现在整张纸中的符号的操作这种做法就比一个无意义的规则下的游戏略好一点。

随着罗素和希尔伯特的纲领的逐渐形成，康托尔的工作在当时也已经被广泛接受。从布劳威尔的观点（亨利庞加莱也持有相同的看法）来看，康托尔的集合论和超限数的广泛应用只能导致数学的灾难。

布劳威尔并不完全反对无穷的概念，他接受无穷集的构想，但前提是这些集合是可构造并且可枚举的；也就是说，它们可以一对一地与整数对应。早在1913年，布劳威尔就强调：直觉主义只认识到可数集的存在并且他们认为，阿列夫零是唯一存在的无穷幂。
［14］

 实数集合必须被严格禁止，因为这样的集合里的元素是不可数的。定义实数集合的唯一方法是声明这种集合包含了所有的实数。你不能只展示前面的几个数，然后加一个省略号，或者定义某种包含规则。没有规则，也没有序列，你不能构造这个集合，所以也不存在这样的集合。因此，康托尔关于超限数的大部分理论对直觉主义者毫无意义。
［15］



1918年到1928年期间，布劳威尔发表了关于直觉论者批判形式主义纲领的文章，同时发表了一些尝试为数学提供一个摆脱问题和悖论的新基础的文章。特别地，他发现了排中律的问题。排中律是确定某一事物拥有某一个属性或者不拥有该属性，而不存在其他情况的原理。这个定律适用于有限集合，布劳威尔认为把它应用到无穷集合上是愚蠢的。

在一个著名的例子中，
［16］

 布劳威尔也相信一个收敛序列的极限总是小于零，或大于零，或等于零。（从某个意义上，这与排中律是相关的，根据排中律，这个极限或者小于零，或者不小于零。）

下面是一个数列的定义：
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这个数列的前几个值依次是[image: img3063]
 ，因此当n
 小于k
 时，这个数列显然是收敛于零的。并且，当n
 大于k
 时，剩余的所有cn

 值均为[image: img3064]
 ，因此这即为该数列所收敛的值。

问题在于：k
 的值是连续数字0123456789在在中首次出现的位置。


cn

 会收敛于一个小于零的值，或者收敛于一个大于零的值，或者收敛于零吗？这取决于k
 是一个奇数，还是偶数，或者二者都不是。柏拉图主义者认为，序列cn

 的极限是一个实实在在的数，哪怕我们不知道这个数是什么。构成主义者可能会反击说，因为这个极限是不能被构造出来的，因此它是不存在的。它是未定义的，排中律在此便不适用了。

有一次，布劳威尔在演讲关于这一不定序列的问题，有人指出，虽然我们可能不知道c
 是怎么收敛的，但上帝知道。布劳威尔回答道：我可没法同上帝说话。
［17］



我们现在已经知道布劳威尔的序列是收敛的，虽然这个事实仅仅在他死后30年就为我们所知。
［18］

 连续的0123456789出现在出的第17387594880位，所以cn

 收敛于2-17387594880
 。既然布劳威尔原来的序列在现在已经荒废，我们很自然会想到k
 的另一种判别方法。我们重新定义k
 为的1百万个连续的7出现的位置。因为出看上去是以一种较均匀的方式分布在各个数位上的，所以这1百万个连续的7也许不会出现在某个地方。（也许会。虽然很多数学家相信中能找到任何可能的数字序列，但这个观点从来没被证明。除非存在大于宇宙的计算资源，否则无法在大中找到。）

作为拒绝无穷集合排中律的一个结果，布劳威尔还否定了一些归谬法证明的合理性，以及希尔伯特主张的任何数学问题都是可以证明的观点！

逻辑的世界同样也受到影响。排中律可以用命题逻辑表示为：
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在怀特海、罗素和希尔伯特的经典逻辑体系里，这个算式等同于：
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而它们都等价于：
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蕴涵关系X
  X
 是古老哲学思想里的同一性（某个事物是它自己）的符号表示，而三个算式中最后那个则用符号表示了矛盾原理：某个事物不可能既具备某个属性而又没有那个属性。在亚里士多德逻辑学里，上面的算式代表的是不同的概念，但在命题逻辑这个笨重的工具的作用下，它们变成了同义词。
［19］



对希尔伯特而言，布劳威尔希望强加给数学思想的紧箍咒过于严厉了。希尔伯特非常不愿意放弃他的数学工具，即使他承认一些情况必须重新考虑。我们应该小心地审视那些形成观念的方式和带来丰富多彩的结论的推理模式；我们将看护它们，支持它们，让它们更为有用，无论成功的希望有多么渺小，没有人能将我们从康托尔为我们建立的天堂里驱逐出去。
［20］

 希尔伯特依然在寻找不需要使用到无穷的更为严格的证明方法。

希尔伯特和布劳威尔之间的流言蜚语渐渐升级到了顶点。1928年，布劳威尔被希尔伯特排挤出德国《数学年刊》（Mathematische Annalen
 ）的编委位置。作为三个主编之一，爱因斯坦辞去了在《数学年刊》的职务，以此表示抗议。这次事件让布劳威尔感到万分苦闷和心灰意冷，此后十年他几乎再没有发表过论文。他在家门口被汽车撞到后不久去世，享年85岁。

我们不清楚图灵在动笔写他关于可计算数的论文前是否接触过直觉主义的思想。纽曼，这个给图灵上过数学基础课程并指导图灵发表论文的剑桥大学教授，肯定很了解布劳威尔，因为他们彼此在拓扑学上合作过。纽曼共同起草了皇家学院为布劳威尔的官方讣告
［21］

 （这不是一个普通的讣告，它有30页长，包括了5页对布劳威尔工作成果的介绍）。不过，纽曼只写了讣告中布劳威尔关于拓扑学研究成果的那一部分，而这也已经是在图灵的文章发表30年后的事情了。

图灵的文章很奇怪地处于形式主义和构造主义之间的孤岛上。他的机器虽然将算法限制到一系列事先定义了操作的打印符号上，但他区别实数和可计算数的方法，以及将可计算数定义为实数中那些确实可被计算的数的子集的方法，却着实有着构造主义的味道。图灵对于可计算数的定义后来导致了一门数学理论的诞生，那就是与经典的实分析（real analysis）理论相似的可计算分析（computable analysis）。
［22］



和布劳威尔的思想相似的是，计算一个数是一个随时间发生的过程。在机器还没计算到数的某一位时这一位并不存在，图灵机也不能被一个有穷的通用过程判定出可能会在未来做什么。不存在一个算法，能让你从机器的描述数中判定出机器是否会打印0或1，或者它是否会打印有限个0和1，又或者它是否会打印出连续的0123456789。如果有这样的算法，我们就可以将它应用到机器中来计算的无穷数位，我们就可以判定机器是否会打印连续的0123456789（或者1百万个连续的7），我们就会知道布劳威尔的序列是否会收敛于0。

如果存在这样的算法，那就意味着如和其他无理数的那些无穷数位是一种独立的柏拉图式的存在，它们不需要实际计算就是存在的。但是，这样的算法并不存在，所以我们不得不艰难地寻找以获悉每一位数字是什么。

就像你所看到的，图灵有些时候喜欢定义某些数，这些数的数位需要依赖其他机器的分析结果，这些数最后都被发现是不可计算的。布劳威尔在他1921年的论文每个实数都有一个十进制展开吗？（Does Every Real Number Have a Decimal Expansion?）
［23］

 中做了类似的事情。他定义了一个实数，它的每一位数字基于的无穷数位上的某些数字模式出现的位置。

除了这些有趣的相似外，我在图灵1936年提交给伦敦数学学会的这篇论文中没有发现其他与布劳威尔直觉主义相似的证据。图灵的研究工作和结论是不同寻常的，我认为他并不是在某种特定数学哲学观点的条条框框下展开研究的。

1936年秋，图灵去了普林斯顿大学，和邱奇一起进行研究，随后逐渐表露出一些对数学可能性和思想的展望，其中可能包含了布劳威尔的直觉主义。

邱奇显然同直觉主义打过交道。当他1927年从普林斯顿拿到博士学位后，他曾经有两年的时间为国家研究奖学金资助的项目工作。


我在哈佛待了一年，在欧洲也待了一年。其中半年在哥廷根，因为希尔伯特当时在那里；半年在阿姆斯特丹，因为我对布劳威尔的研究很有兴趣，他的部分研究工作启发了我我想他已经不再教书了，他显得很老。我常常得坐火车去他的住所，因为他的住所在很偏远的地方。
［24］





显得很老这样的描述是比较反常的：邱奇接受这段采访的时候已经80岁，而1929年布劳威尔才48岁。也许布劳威尔和希尔伯特多年前的纷争确实对他打击很大。

随后，邱奇似乎有一种考虑直觉主义的倾向（尽管不是非常坚定的直觉主义论调）。邱奇的第一篇关于演算的论文开头一句是：在这篇文章里，我们为形式逻辑提出了一个公理集合，其中避免使用了自由变量即实变量，我们也引入了对排中律的某种约束，这是为了避免与超限数学有关的矛盾。 
［25］



邱奇的学生克莱尼的研究工作里也展示出其对直觉主义的兴趣。克莱尼在他的《数学导论》（Introduction to Metamathematics
 ，1952）和稍后与人合作的《直觉主义数学的基础》（The Foundations of Intuitionistic Mathematics
 ，1965）中，都包含了直觉主义的章节。一幅1953年布劳威尔的照片摄于威斯康辛的麦迪逊，当时克莱尼在那里教书出现在科林一篇关于递归函数理论发展历史的论文中。
［26］



图灵同时可能也受赫尔曼外尔的影响。外尔当时在高等研究院工作。外尔在希尔伯特的指导下在哥廷根完成博士学位，在苏黎世大学教过书，并于1930年返回哥廷根继承希尔伯特的衣钵，但在1933年因为妻子是犹太人而被迫离开德国。在1919年和1928年之间，外尔一直从直觉主义的角度研究数学，从来没有失去兴趣。

图灵一次简短的从直觉主义思想出发进行的尝试出现在他在普林斯顿时发表的一篇短文里。这篇短文更正了他先前那篇可计算数论文的一些观点。我在第53页讲过，那篇可计算数论文最初发表在伦敦数学会集刊第42卷第三部分（1936年11月20日发表）和第四部分（1936年12月23日发表）。那些发表于1936年10月和1937年4月之间的部分，后来被统一作为第42卷第2系列发表。

而图灵的这篇短文出现在伦敦数学会集刊第43卷第七部分（1937年12月30日发表）。它随后又被收入第43卷的第2系列，该系列包含了从1937年5月到12月发表的文章。
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ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM. A CORRECTION


By
 A. M. TURING
 .

In a paper entitled On computable numbers, with an application to the Entscheidungsproblem*
 the author gave a proof of the insolubility of the Entscheidungsproblem of the engere Funktionenkalkl. This proof contained some formal errors
 which will be corrected here: there are also some other statements is the same paper which should be modified, although they are not actually false as they stand.




*
 Proc. London Math. Soc.
 (2), 42(1936-7), 230-265.



 The author is indebted to P. Bernays for pointing out these errors.




《论可计算数及其在判定性问题上的应用》的更正

A. M. 图灵

在题为《论可计算数及其在判定性问题上的应用*
 》的论文中，作者给出了狭义函数演算（engere Funktionenkalkl）下判定性问题不可解的证明。这个证明包含了一些形式上的错误
 ，我将在这里更正。另外，那篇文章中有几个语句的表述也需要修改，虽然它们要表达的语义并没有错误。




*
 伦敦数学会集刊，(2) 42 (1936-7), 230-265。



 作者感谢贝奈斯指出了这些错误。



这个3页的短文分成了两部分。第一部分对原论文第11节判定性问题不可解的证明中一些公式和表述进行了更正。我已经在第14章讲述了这些更正。为了保持完整性，以下是该短文的一部分，我只会从中打断两次。


The expression for Inst {
qi
 Sj
 Sk
 Lql

 } on p.260 of the paper quoted should read


[image: img3101]





[image: img3102]





[image: img3103]





S
 0
 ,S
 1
 ,,SM

 being the symbols which [image: img3104]
 can print.




那篇论文第260页的表达式 Inst{qi
 Sj
 Sk
 Lql

 }应该这样解释：


[image: img3111]





[image: img3112]





[image: img3113]





S0

 , S1

 ,, SM

 是[image: img3114]
 可以打印的符号。



这个更正其实也不怎么对。第二行的F
 (y
 ,z
 前的z
 少了一个全称量词，这个全称量词修饰整个算式的余下部分。本书第250页的版本已经纠正了这个错误。


The statement on p. 261, line 33, viz.


[image: img3115]




is provable is false (even with the new expression for Inst {qa
 Sb
 Sd
 Lqc

 }): we are unable for example to deduce F
 (n
 +1)
 (F
 (u
 ,u
 )) and therefore can never use the term


[image: img3116]
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in Inst {qa
 Sb
 Sd
 Lqc

 }.




第261页第33行的表述：


[image: img3117]




是可证明的是错误的（就算换成新的表达式Inst{qa
 Sb
 Sd
 Lqc

 }也是错误的）：我们不能推导出F
 (n
 +1)
 (F
 (u
 ,u
 ))，因此不能在Inst{qa
 Sb
 Sd
 Lqc

 }中使用


[image: img3118]




这一项。



这就是图灵承认他对自然数的构建存在错误的地方。


To correct this we introduce a new functional variable G
 [G
 (x
 , y
 ) to have the interpretation x
 precedes y
 ]. Then, if Q
 is an abbreviation for


[image: img3119]








[image: img3121]




the corrected formula Un([image: img3122]
 ) is to be


[image: img3123]




where A([image: img3124]
 ) is an abbreviation for


[image: img3125]




The statement on page 261 (line 33) must then read


[image: img3126]




and line 29 should read


[image: img3127]




For the words logical sum on p.260, line 15, read conjunction. With these modifications the proof is correct. Un([image: img3128]
 ) may be put in the form (I)(p.263) with n
 =4.




为了更正这个错误，我们引入了一个新的函数变量G
 [G
 (x
 ，y
 ), 表示x
 在y
 之前]。于是，如果Q
 表示


[image: img3129]





[image: img31210]




那么更正后的算式Un([image: img31211]
 )就是


[image: img31212]




其中，A
 ([image: img31213]
 )表示


[image: img31214]




第261页第33行的句子应该解释为


[image: img31215]




第29行的句子应该解释为


[image: img31216]




第260页的词逻辑和应该更正为合取。通过这些更正，这个证明将是正确的。Un([image: img31217]
 ) 也许应该在n
 =4时变形为第263页I的形式。



更正的第一部分结束后是一个空行。第二部分是关于另一内容的，涉及原文中很早出现的一个段落。


Some difficulty arises from the particular manner in which computable number was defined (p.233).




用某一特定方法去定义可计算数会引发一些困难（第233页）。



相关的这一段在本书第68页：如果一个序列可以被非循环机计算出来，那么它就是可计算序列。如果一个数与非循环机计算出来的数只相差一个整数，那么它就是可计算数。

图灵在下一句话中的直觉一定指的是它的原意。如果图灵想表达任何同布劳威尔有关的意思，他应该会使用直觉主义一词。此外，从后面一句话中显然可以看出这个假设并不满足直觉主义的条件，即使它符合直觉认识。


If the computable numbers are to satisfy intuitive requirements we should have:


If we can give a rule which associates with each positive integer n two rationals an
 , bn
 satisfying an

 a
 
n
 +1
 <b
 
n
 +1
 bn

 , bn

 - an

 < 2-n

 , then there is
 a computable number  for which an

  a
  bn
 each n.


(A)




如果可计算数满足我们的直觉要求，那么有：

如果我们可以给出一个规则，对于每一个正整数n
 ，都有两个有理数an

 和bn

 ，满足an

 a
 
n
 +1
 <b
 
n
 +1
 bn

 ,b
 n
 -a
 n
 <2-n

 , 那么对于每个n
 都存在一个可计算数
 ，


an

 a
 bn

 。

(A)



对于直觉主义而言，规则就是构造法。对于从0开始的n
 ，2-n

 等于二进制数1, 0.1, 0.01, 0.001,等等，所以这个规则的结果是一列相邻距离逐渐接近的有理数列对于每一个新的n
 值，距离的值都小（右移）了一位。通常我们将这个序列称为收敛序列
 。


A proof of this may be given, valid by ordinary mathematical standards, but involving an application of the principle of excluded middle.




按一般意义上的数学标准，可以对此给出一个有效的证明，但要涉及排中律的应用。



问题是这个规则的结果包含了一些无法通过某种方法确认的东西，例如的无穷展开式中符合特定规律的连续数字。图灵稍后会给出一个更有图灵特色（Turingesque）的例子。


On the other hand the following is false:


There is a rule whereby, given the rule of formation of the sequences an

 , bn
 in
 (A) we can obtain a
 D.N. for a machine to compute .


(B)




从另一方面而言，下面的说法是错的：

存在这样一个规则：如果给定(A)中可以形成序列an

 和bn

 的那个规则，那么可以得到一个描述数，一台机器将可以使用这个描述数计算
 。

(B)



注意，他认为这个说法是错的。


That (B) is false, at least if we adopt the convention that the decimals of numbers of the form m
 /2
n

 shall always terminate with zeros, zeros, can be seen in this way.




至少如果我们采用这一约定，即形如m
 /2
n

 的数的小数形式以零结尾，则(B)是错误的，这一点可以从以下方式中看出：



形为m
 /2
n

 的数是有理数的子集，它们和图灵机有特定的联系，因为这样的数用二进制表示将只有有限个1。例如，有理数12345/65536用二进制表示是：0.0011 0000 0011 1001 0000，因为65536是216
 ，只有小数点后面的前16位二进制数可能是非0的（取决于分子），其余位都是0。任何m
 小于2n
 的形如m
 /2
n

 的数字都以至多几个非零二进制数位开始，以无限个零永远继续下去。

图灵将会给出一个构造an

 和bn

 的规则，但是这个规则基于的是另一台机器[image: img3141]
 所打印出来的序列。


Let [image: img3142]
 be some machine, and define cn

 as follows: cn

 = [image: img3143]
 if [image: img3144]
 has not printed a figure 0 by the time the n
 -th complete configuration is reached cn

 = [image: img3145]
 - 2-m-3
 if 0 had first been printed at the m
 -th
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complete configuration (m
 n
 ). Put an

 = cn

 - 2-n
 -2
 , bn

 = cn

 + 2-n
 -2
 .




令[image: img3146]
 表示某个机器。定义cn

 为：如果在第n
 个完全格局时[image: img3147]
 还没有打印出符号0，则cn

 =[image: img3148]
 ；如果在第m
 （m
 n
 ）个完全格局时第一次打印了0，则cn

 =[image: img3149]
 -2-m
 -3
 。定义an

 = cn

 - 2-n
 -2
 , bn

 = cn

 + 2-n
 -2
 。



让我们看看例子。假设[image: img3151]
 是一台打印序列1111101的机器。下面是cn

 、an

 和bn

 的计算过程。


[image: img3152]




在第一个0出现在序列里之前，cn

 都是[image: img3153]
 。如果第一个0出现在序列中的位置是m
 （例子里是5），那么在n
 大于或等于m
 的情况下，cn

 就等于(2(m
 +2)
 -1)/2(m
 +3)
 。


Then the inequalities of (A) are satisfied,




那么(A)中的不等式成立。




an

 的值总是在增加，bn

 的值总是在减少，an

 和bn

 差的绝对值总是小于2-n

 。（实际上这个差总是2-n
 -1
 。）


and the first figure of 
 is 0 if [image: img3154]
 ever prints 0 and is 1 otherwise.




如果[image: img3155]
 打印出0，那么
 的第一个符号是0；如果[image: img3156]
 没有打印出0，那么
 的第一个符号就是1。



在上面的例子里，极限显然是127/256，所以机器计算出来的
 序列是011111110000，表示那个有理数。如果在n
 等于4的时候序列出现了第一个0，那么极限是63/128，
 序列就是011111100000。仅当0从不在序列里出现的时候，极限才是[image: img3161]
 ，这时候序列等于100000000000。

我们现在显然有了计算an

 和bn

 的规则，但是这个规则建立在由其他机器[image: img3162]
 打印出的序列基础上，这样的规则需要有一个过程去判定像[image: img3163]
 这样的机器是否会打印出0。

如果[image: img3164]
 从未打印0，那么
 的第一个符号是1；如果[image: img3165]
 打印过0，那么
 的第一个符号是0。于是，


If (B) were true we should have a means of finding the first figure of 
 given the D.N. of [image: img3166]
 : i.e.
 we should be able to determine whether [image: img3167]
 ever prints 0, contrary to the results of 8 of the paper quoted.




如果(B)是正确的，给定[image: img3168]
 的 D.N.，我们就有方法可以找到
 的第一个符号，即我们将能够判定[image: img3169]
 是否打印过0，这与所引用论文中8的结果是矛盾的。



这里的引用论文指的是图灵的原始论文。接下来的一句话有点让人震惊，它乍看上去好像是错误的（就像我初见之时一样）：


Thus although (A) shows that there must be machines which compute the Euler constant (for example) we cannot at present describe any such machine, for we do not yet know whether the Euler constant is of the form m
 /2
n

 .




这样，虽然(A)表明肯定存在一些机器能够计算像欧拉常数这样的数，但我们目前还描述不出任何这样的机器，因为我们并不知道欧拉常数是否是m
 /2
n

 的形式。



图灵在这里提到的欧拉常数并不是作为自然对数基的那个e，而是不怎么著名的欧拉常数
 （gamma），它的计算式是：


[image: img31610]




或者换一种更有启发性的表达式，即是函数l/x
 的和式与积分的差：


[image: img31611]




其近似结果是0.57721566490153286。

这个欧拉常数也称为欧拉马歇罗尼常数。欧拉在1734年提出计算这个常数的公式，并在1781年计算出了这个常数的前16位。马歇罗尼（17501800）之所以在这个常数上留了名，是因为他在1790年将它精确到了前32位（虽然只有前19位是正确的），并第一次用字母
 来表示这个常数。
［27］



图灵并不是随意选择这个常数的，这个常数最著名的一个性质是，没有人知道它是有理数还是无理数。也没人知道，如果它是无理数，那么是代数数还是超限数。1937年人们不知道，直到2008年，人们依然不知道。

本章开头引用希尔伯特的话时提到了难以接近的问题。实际上，应该在那句话前加上：考虑任何铁定未解的问题，如欧拉考马歇罗尼常数C
 是否是无理数，或者是否存在无穷多个形如2
n

 +1的素数。无论这些问题看似如何地难以接近欧拉马歇罗尼常数被认为如此地难以接近，以至于希尔伯特并没有把它列入新世纪数学界要挑战的23个难题之中。

如果欧拉常数是有理数，那么它的分母可能是2的幂次方。如果这样，它的二进制表示将以无尽的0结尾。

如果用一台图灵机计算
 ，显然没有通用过程可以判定
 是否形如m
 /2
n

 ，因为这相当于判定这个机器是否能打印出有限个1，而这是不可能的，这很清楚。

图灵提出了一些更为严重的问题：必须知道欧拉常数是不是有理数，才能定义计算欧拉常数的图灵机，即图灵机自己必须知道
 是否以无尽的0结尾。这让那些真正动手编写算法计算
 的成千上万位数的人很惊奇。

不过，图灵机有一个关键点，它和图灵机不能消除已经打印的符号有关：当一个数字是m
 /2
n

 形式（m
 小于2
n

 ）时，我们期望图灵机在前n
 位后都打印0。但一台计算欧拉常数的机器并不会这样做，因为计算欧拉常数的算法会用越来越小（但有限的）的项去逼近它。如果欧拉常数确实是m
 /2
n

 的形式，机器为了计算它的确切值就必须知道这点。否则，机器只会不停地逼近，因为它的逼近目标不是精确固定的。前n
 位之后的非0位就是错的，而且很成问题，因为这些位在图灵约定里是不能擦除的，但这些非0位又是不可避免的。

不管你如何欣赏图灵对欧拉常数问题的这番精彩的分析，都可能会发现他的解决方案比问题本身更糟糕。


This disagreeable situation can be avoided by modifying the manner in which computable numbers are associated with computable sequences, the totality of computable numbers being left unaltered. It may be done in many ways*
 of which this is an example.




*
 This use of overlapping intervals for the definition of real numbers is dud originally to Brouwer.




通过修改可计算数与可计算序列，或者与其余不被改变的可计算数的总和的联系，可以避免这种令人讨厌的情形。这可以用多种方法*
 实现，下面是一个例子。




*
 这种使用重叠区间定义实数的方法最初源于布劳威尔。



如果笼罩在该节论文上的直觉主义气息在之前还不够明显的话，那么这里的脚注直指布劳威尔对实数的定义就是最好的证明。

实数的连续统一直以来都是个充满问题的概念，因为它同时涉及离散和连续两方面的性质。每一个实数在连续统上似乎都是精确的一点，但如果说连续统是由所有这些离散的点组成的，又会让人觉得很不舒服，特别是在康托尔告诉我们这些离散的点甚至都不可数以后。

布劳威尔尝试用一种既保留连续统的连续和离散性质又可以避免实无穷的方法来定义实数。

布劳威尔为这一过程发明的工具就是选择序列。选择序列有几种变形，但为了构造一个实数，它们都是有理数对的无穷序列，每个后续对定义了嵌套在前一间隔内的间隔。例如，下面是一个可能的选择序列，每个括号里表示一个嵌套的有理数对。

[3,4]

[3.1,3.2]

[3.14,3.15]

[3.141,3.142]



从经典意义上说，这个选择序列是在收敛的，我们激动地发现它似乎收敛于。然而，在谈及布劳威尔的选择序列时，有必要避开收敛的概念，因为它暗含实无穷的意思。这个序列的每一个元素定义了两个端点间的连续区间。选择序列通过这样保持连续的性质。这个选择序列并没有极限。相反，它保持着一个叫做halo
［28］

 的类型，它在的的附近。当序列越来越长，区间越来越小的时候，这个halo会变得越来越小，但halo永远不会收缩到精确的无量纲无理数无上。

一位布劳威尔学者如此解释布劳威尔的选择序列和传统极限的不同：


有必要强调，选择序列直观上是随着时间而增长的，它本身就是实数在布劳威尔的解释里，人们能够很好地理解实数，因为它就是这个不断随时间增长的序列本身。选择序列并不是用来逼近超真实里的实数的方法。
［29］





在直觉主义的连续统里，实数总是不完全的没有终点，永远不会终结，并展现出一个非0的维度。

上面展示的选择序列可以由一些算法生成，因此它也叫做似定律（lawlike）选择序列。也有一些非似定律选择序列，其中的每个元素是由一些决定序列如何发展的代理（如数学家）选择的。数学家甚至通过抛硬币来决定选择序列中的元素。


我们可以将非似定律选择序列看成一种直觉，即使它与似定律的直觉在某些方面相当不同。非似定律选择序列依然是一个主体（subject）或超越自我（transcendent ego）随时间执行的序列，其中只有一部分是确实完成的。事实上，我们只完成了它的有限的初始段，非似定律选择序列就像朝着实数的方向不停地勾勒地平线（但地平线的那边还有地平线）。我们应该把它看成一种自由转换的手段。应该指出，我们这里说的选择序列是一种过程，一种随时间演化的行动序列。
［30］





选择序列也可能是似定律和非似定律选择序列的组合。例如，在多个非似定律选择序列上执行事先确定的算法操作。

如果两个选择序列从相同的元素开始，并持续保持一段时间的相等，那么它们可以视为相等。例如：


[image: img3191]




过了一段时间，这个序列可能变得不相等，而是区间重叠了：


[image: img3192]




或许再过一段时间，序列又相等了：


[image: img3193]




接下来会发生什么，我们只能去猜。

这样看来，似乎似定律选择序列可以由产生它的算法完全定义，因此它能表示连续统上的离散点。


即使这样，对于选择序列表示直觉主义连续统上一点的正确理解应该是，这个选择序列必须看作是进行中的选择序列，不管它是似定律的或非似定律的。对于非似定律选择序列，这点比较容易理解；对于似定律序列，这点也应该相同。否则，如果把似定律选择序列看成完成的对象，那么我们又会被引入用经典的原子论观点看待直觉主义连续统上的点的圈套里，这样连续统就会中断。换句话讲，直觉主义连续统上的点永远不表示是什么，而表示变为什么，连续统通过这个性质而保持。
［31］





读过图灵论文的读者应该感到上面的这些概念有点熟悉，因为我们了解了图灵机。考虑一个能表示实数的图灵机（或者它的描述数），但是这台图灵机总是经过一段时间才打出一些数位符号。它永远不会终结，我们永远不可能通过它的描述数判定这个实数将变成什么样。二进制的读/4是：

110100100001111110110101010001000

（我之所以用（/4而不是而/是因为为/4在0和1之间。）一台计算之/4中各个数位的图灵机可以看成是在计算它的选择序列。当机器计算到第一位1时，这一位并不表示数字0.1，它表示的是从0.10000000到0.11111111的区间，因为这是开头为0.1的实数可能所在的范围。记住，序列0.11111111等于1，于是这台机器计算产生的嵌套的选择序列是：

[1.1,1.0]

[0.11,1.00]

[0.110,0.111]

[0.1100,0.1101]

[0.11001,0.11010]

[0.110010,0.110011]

[0.1100100,0.1100110]



在这个意义上，一台普通的遵守图灵约定（也就是不会擦除已经打印的符号）的图灵机，会产生一个表示可计算实数的布劳威尔选择序列。这个过程一直持续，不会终结。

如果图灵在世，用我的方法来看待上述这种巧妙的联系，他是不会认可的。诚然，他没有我今天的条件，能够看到21世纪学者对布劳威尔那些晦涩文章所作的解读。如果那时图灵读过布劳威尔的文章，或者通过间接渠道获得布劳威尔的思想，那么这篇文章可能会变得与布劳威尔1928年的论文《连续统的结构》（Die Struktur des Kontinuums
 ）相似
［32］

 。布劳威尔的论文讲的是将选择序列作为一种树形结构，通过重叠区域去覆盖连续统中的片段。这可能会让图灵想到，如何将可计算序列转换为可计算数。另外，为了解决欧拉常数的问题，图灵还可能考虑将其机器的计算范围扩展到0和1区间以外，因为他的机器那时只能计算0和1区间内的数。

在图灵原始的想法里，只要加一个二进制小数点，一个可计算序列就变成了实数。不过，修订后的论文里的表述更为复杂一些。


Suppose that the first figure of a computable sequence 
 is i
 and that this is followed by 1 repeated n


times, then by 0 and finally by the sequence whose r
 -th figure is cr

 ; then the sequence 
 is to correspond to the real number


[image: img3211]







假设可计算序列
 的第一个数是i
 ，它之后跟着n
 个连续的1，然后是0，最后是一个第r
 个数是cr

 的序列，那么这个序列
 对应的实数就是：


[image: img3212]






符号i
 表示数的正负号：0表示负号，1表示正号。n
 个连续的1表示数的整数部分。0起到分隔作用，它的功能就像一个二进制小数点。接下来的那个序列表示数的小数部分，它的形式总是为：


[image: img3213]




其中cr

 表示每一项是正号（等于1时）还是负号（等于0时）。

例如，一台机器打印出下面的序列：

1 111110 11011

我在数字间留了空隙，是为了便于转换。它的第一位是1，表示是个正数。接下来的5位是连续的1，以0结尾，所以正数部分是5。小数部分是：


[image: img3214]




在这一步后已经完成的数字是[image: img3215]
 或[image: img3216]
 。注意，被计算的这个数字的整数部分是6而不是5。如果表示小数的那些数位全是1，那么小数部分就是：


[image: img3221]




它收敛于2。类似地，如果表示小数的那些位全是0，那么小数部分收敛于，2。一个整数部分被编码为N
 的序列其实可以还原为N
 -2到N
 +2，相当于创造了一个重叠区间。


If the mechine which computes 
 is regarded as computing also this real number then （B) holds.




如果计算
 的机器也可以看成是计算这个实数，那么(B)成立。



也就是说，如果存在一个规则可以公式化表达接近某个数的序列an

 和，bn

 我们就可以得到这台机器的描述数。机器在内部计算an

 和bn

 ，然后根据是减去或加上(2/3)
n

 才能使计算出的数在新的区间范围里来选择打印0或者1。

在这个过程中，我们只能通过单一的、基于收敛边界的方法来计算数。我们再也没法用一台简单的机器来计算像[image: img3222]
 或[image: img3223]
 这样的有理数。这些数必须像其他数那样通过逐渐逼近来计算。例如，[image: img3224]
 的序列现在是：

001010 1101 0100 1101

前两位表示正号和二进制小数点。后面的几位表示2/3, -/4/9, 8/27, 416/81，等等。这里给出的这部分序列用大于3位十进制或者10位二进制的精度来表示[image: img3225]
 。

这种做法的优点是，机器不需要知道它正在计算的是一个有着m
 /2
n

 形式的有理数。它不需要知道该什么时候放弃计算而在末尾加无穷的0。即使一个以无穷的0或1结尾的序列也要与一个表示为无限个递减但有有限个项的数相对应。

还有另一些方法计算[image: img3226]
 。下面是其中一种：

0 10 0101 0010 1011 0010

第一位表示正号，接下来的两位表示数字1。再接下来的几位表示再-2/3, 4/9, -/8/27, 16/81等项，刚好与前面第一个序列相反。


The uniqueness of representation of real numbers by sequences of figures is now lost, but this is of little theoretical importance, since the D.N.'s are not unique in any case
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Princeton, N.J., U.S.A.




通过数字序列来表示实数的方法现在并不唯一了，但从理论上讲这并不重要，因为任何情况下描述数都不是唯一的。

研究生院

普林斯顿，美国新泽西州



这就是图灵这篇短文的全部内容。图灵这次对假设和推理的改变给我们带来的那点迷惑似乎并不遗憾。现在，我们有了一个对可计算数的不怎么繁琐的数学定义，这或许会让我们稍感满足，但是依然很难弥补我们从哲学角度对连续统问题茫然无措的迷失感。

对连续统的设想
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题 外 话







第17章

万物皆是图灵机？


不管你对图灵的概念或原理有多深的了解，都不会对你构建一台真正的计算机有所帮助。数字计算机是由半导体管和其他一些如继电器和真空电子管等开关机制部件构建的。这些半导体管组装成逻辑门，从而实现简单的逻辑功能。寄存器和累加器等高层次的组件都是由这些逻辑门构成的。
［1］



图灵机是由什么构成的呢？图灵从来没有告诉过我们。图灵并没打算让他的机器成为实际计算机的蓝图。图灵机是对计算的一种简单抽象的模型，这种计算既可以由人完成，也可以由机器完成。图灵创造图灵机的初衷是为了一个特定的目的：证明对于一阶逻辑并不存在通用判定过程。只是后来，我们发现这种想象中的机器对理解计算理论也有重大的辅助作用。这个转变花了20年的时间，也就是在图灵机成为了我们目前称之为计算机科学这一学科的研究对象之后。

将图灵机应用于其他目的（而不是单纯为了证明判定性问题），需要在某种程度上重新改造图灵机。大多数图灵机会永不停息地计算0到1之间某个实数的数位。数学里的常见任务，也是计算机编程里的常见任务，就是函数的计算。一个函数需要一个或者几个数作为输入称作函数的参数。基于输入，函数会输出计算的结果称作函数的值。

一类重要的函数就是数论函数，之所以这么称呼是因为它的输入和输出仅限于自然数。图灵在其论文的第10节（本书第219页）中发明了一种技巧来计算数论函数，即打印由单个0间隔的连续1的串。第一个0前的连续1的个数表示参数为0的函数值，第二个0前（第一个0后）的连续1的个数表示参数为1的函数值，等等。

对图灵的数论函数持怀疑态度的一位数学家是斯蒂芬科尔克莱尼。克莱尼是邱奇在普林斯顿的学生，他在1934年取得博士学位，之后开始在威斯康辛麦迪逊大学教书。

克莱尼后来写道：虽然我很向往图灵所构想的机器的非凡能力，但我依然对他用如此简单的方法将此应用到数论函数的计算中表示怀疑。在任何情况下，只有完全函数(x
 )才能用这种方法计算。
［2］

 图灵的方法对部分函数不适用，这些函数只对自然数的部分子集成立。

1941年开春，克莱尼在威斯康辛麦迪逊大学教授的一个数学基础研讨班上开始寻求一种不同的解决方法。克莱尼重新改进的图灵机在他1952年出版的经典图书《元数学引论》的第8节中占据了重要的位置。

克莱尼版本的图灵机仍然是读符号，写符号，沿纸带左右移动。不过，它只限于一种符号，即一个简单的竖线，称为tick或tally符号。机器只有这种符号和空格。自然数以由空格分割的一系列连续格上的tick符号表示。克莱尼的自然数以0开始，一个tick符号表示0，2个tick符号表示1，以此类推。克莱尼好像是第一个在文章中将图灵机纸带的例子作为插图的人。
［3］



图灵机通常以一个空白纸带开始。而克莱尼改进后的机器则从一个已经编码了一个或几个隔着空格的连续tick串符号（作为函数输入）的纸带开始。克莱尼的机器稍后计算函数的值，并将数字编码到纸带上。克莱尼给出的第一个例子是计算后继函数（即计算被编码的数的下一个数）的值。它只是简单地将另外的tick符号打印在现有tick符号串的后面，因此很方便。

克莱尼的函数计算机器只需要在一段有限的时间内进行计算，当机器完成计算的时候就停止了。这种机器并没有特殊的停止或停机格局，但是有克莱尼所谓的被动状态，即已经不存在机器可以到达的位置。当机器被指令转移到不存在的格局时，这个机器被称为停止了，我们称它停止时候的状态为终止状态或者输出。
［4］



在图灵的概念里，一台好的机器图灵称之为非循环机，即符合要求的机器，是永不停止的。经过克莱尼改造后，一台好的机器将在计算完函数后停止运行。一台陷入了无限循环而无法停止的克莱尼机是不好的机器。显然，克莱尼的机器更接近传统的数学观念，即函数接受输入并经过有限步骤输出结果。

就如第15章讨论的，到了1936年，已经存在3种形式的计算有效性直观表示，它们是：


 图灵机；

 1934年，哥德尔基于雅克赫尔布兰德的建议而定义的递归函数，克莱尼做了进一步的发展；

 邱奇及其学生（主要是克莱尼）发展的
 可定义函数。



这三种不同形式表示方法的等价性，一部分是由图灵在1936年关于可计算数的论文的附录中建立起来的，更严格的说明是在其1937年的论文可计算性和可定义性中。另外，斯蒂芬克莱尼在1936年的论文可定义性与递归性中也有所说明。现在递归函数与可计算函数几乎表达同一意思。

斯蒂芬克莱尼是第一个提出这些形式化表示方法如何直观表达可计算性的人。他在《元数学导论》一书中，第一次明确提出邱奇论题：每一个有效可计算函数（或者有效可判定谓词）都是一般递归的。克莱尼又在其后的两章中说：图灵论题，即每一个被自然认为可计算的函数在他的定义下（即通过一台图灵机）也是可计算的，它实际上与邱奇论题等价
［5］



在其1967年出版的书中，克莱尼将两个论题结合在了一起：


图灵论题和邱奇论题是等价的。我们应该将它们统一称为邱奇论题，或者邱奇邱图灵论题，以表明它和三种形式化表示方法之一的图灵机有关。
［6］





自那以后，邱奇邱图灵论题成为了最适当的术语。

《元数学导论》显然是一本面向数学家们的书。6年以后，另一本经典著作帮助我们跳出纯数学的视野，从计算机科学的角度阐述问题。

马丁戴维斯于1928年生于纽约市。他在1950年获得了普林斯顿大学的博士，其博士论文是《递归的不可解性理论》。戴维斯的论文导师是邱奇，也是克莱尼（1934年）和图灵（1938年）的导师。

在伊利诺伊大学教书时，戴维斯开始称判定图灵机能否完成计算的问题为停机问题，也许最早是在1952年。
［7］

 这个术语在1958年戴维斯出版了《可计算性和不可解性》一书后而广为人知。在这本书的前言里，戴维斯诡秘地写道：虽然这一卷里真正新的东西很少，但是我对相应主题的安排和论述可能会让专家感到新颖，随后他做了说明，特别是，图灵机的概念是这本书行文论述的关键。
［8］



在克莱尼的《元数学导论》中，图灵机直到第321页才出现，在第13章之前也没有更深的提及；而在戴维斯的《可计算性和不可解性》中，图灵机在第1章的第一页就出现了。

和克莱尼一样，戴维斯把自然数表示为连续的tick符号，并用图灵机来计算函数。用图灵机计算加法、减法、乘法的例子出现在书的第12页。

虽然《可计算性和不可解性》表面上是数学图书，但是戴维斯意识到这本书由于和某些哲学问题以及数字计算机理论相关，一些非数学家也可能有兴趣一读。
［9］



为进一步强调不同，《可计算性和不可解性》作为McGraw-Hill出版公司信息处理和计算机系列丛书中的一部作品出版。即使在这套丛书中，这本书也是独一无二的。其他书都关注于计算机硬件和程序设计的实用主题。在1958年和1959年，该丛书出版了《模拟仿真：场问题的求解》、《高速率数据处理》、《数字计算机入门》、《数字计算机系统》和《数字计算机编程入门》。

马丁戴维斯的《可计算性和不可解性》真正开创了将可计算性作为一门学科主题的研究，它后来成为计算机科学专业学生必修的一门课程。

在《可计算性和不可解性》的第70页，马丁戴维斯引入了一个和图灵机密切相关的术语：


现在，令Z
 表示一个简单图灵机。关于Z
 ，我们有如下判定问题：

对于一个给定的瞬间描述，判定是否存在一个以开始的对Z
 的计算。

也就是说，我们希望确定如果给定初始状态，那么Z
 会不会最终停止？我们将这个问题称为Z
 的停机问题
［10］

 。



在第70页的最后，戴维斯构想了一个定理：存在一种图灵机，其停机问题是递归无解的。

戴维斯的书影响深远，一谈到停机问题就会联系到图灵机，尽管图灵原来设想的图灵机是永不停止的。

除了速度、存储能力、人机交互设备不尽相同外，现代计算机大体上类似。每台能模拟图灵机的计算机（这是最简单的需求）都是一台通用计算机。此外，一台通用计算机能够模拟任何其他通用计算机。

最初的一些很简单的计算机甚至还达不到图灵机的能力。显然，第一台至少能称为潜在通用计算机的是Z3，由康拉德楚泽在1938年至1941年建造。
［11］

 如果说是建造成功，第一台通用计算机应该算是查尔斯巴贝奇在19世纪30年代建造的分析引擎，虽然它是由一堆齿轮而不是转换开关构成的。实际上，所有1944年以后生产的计算机都是通用计算机。

通用计算机的一个关键特性是可编程性。必须存在某个将指令集引入计算机的方法，使计算机能响应这个指令集。现代计算机将这样的指令集作为字节存储在内存里，称为机器码
 。在楚泽的机器里，指令集的编码用35mm的电影胶带上的打孔来表示。巴贝奇的机器则使用打孔的卡片，与控制纺织机的卡片有点像。

一些早期的计算机只能用很不灵活的指令序列进行编程。一个通用计算机必须能够根据上几步的计算结果跳过一些指令序列。这个特性我们现在称为条件分支
 ，这对于实现条件循环是必要的。

如果一门计算机编程语言能够模拟图灵机，它就经常被称为是图灵完备
 的。

最初在互联网上广泛使用的超文本标记语言（HTML）并不是用来为计算服务的，因此它显然不是图灵完备的。经常在HTML中使用的JavaScript就是图灵完备的。几乎所有现今使用的编程语言都是图灵完备的。任何图灵完备的编程语言都可以模拟任何其他图灵完备的编程语言。

图灵机不仅说明了进行有效计算的最基本需求，也说明了它的限制：没有任何一台现代计算机或一门编程语言能够比图灵机更强大，没有任何计算机或编程语言能够解决停机问题，没有任何计算机或编程语言能够判定其他计算机程序的未来运行状态。你不能使用更先进的编程语言或者不一样的机器来应付这种限制。你能做的，只能是加快计算机的工作速度。你可以拿出上千个处理器组成并行计算机集群，以进行大规模的并行计算，但是你不可能将无限带往我们生活的这个无助的有限世界里，哪怕一点点。

一些数学家不顾图灵机的限制，毅然钻入超计算
 领域，以试图让机器摆脱图灵的限制。图灵自己也部分推动了这项工作。他在自己1939年发表的晦涩的博士论文《基于序数的逻辑系统》（Systems of Logic Based on Ordinals
 ）中称之为神谕，并写道：


假设我们拥有一种可以解决（不可判定）数论问题的不确定方法，那么可以称这种方法为神谕。对于这个神谕，我们除了知道它肯定不是一台机器外无法知道更多。在这个神谕的帮助下，我们可以构造一种全新的机器（称为o-机器），这个机器的某一个基本进程可以用来解决给定的数论问题。
［12]





也许我们每个人都希望生活中有这样的神谕，来帮助我们解决棘手的问题。探索超计算的研究学者基于神谕的概念，将其他特性引入图灵机以使其不再受到先前的限制。虽然出现了一些很有趣的数学构造，但是这样的超计算机并不切合实际，因为它违反了一些基本的物理定律，比如加速时间使得每步计算都是前一步计算的1/2时长。马丁戴维斯形容超计算是谜一样的问题，并将它与三等分给定角和发明永动机这样的问题作比较。
［13］



在我看来，超计算的研究对于解答计算的普遍性是很有价值的。图灵设计出假想的机器，以刻画人类计算者在执行特定算法时进行的基本操作。他发现，图灵机具有一些固有的限制。那以后的几十年，我们建造了和图灵机等价的计算机，因此同样面临这些限制。我们还没有找到有效的方法来摆脱这些限制。

基于上述原因，计算的普遍性（在能力和限制上）对于任何数据处理活动而言似乎都是基本存在的。这些限制就像是热力学定律一样是自然界内在的规则。

如果图灵机的内在限制不能在遵守物理定律的前提下被超越，那么对于那些执行计算或逻辑运算的内在机制而言，这又暗示着什么呢？当我们从探索人的思维和宇宙自身的角度来考虑这两个最重要的（也许甚至有些令人烦恼的）内在机制时，这个问题变得最为深刻。

严格地说，图灵定理只涉及图灵机和机械算法的等价问题，并不一定意味着不存在超越图灵机计算能力的计算机器，这样的机器也未必一定违反某个物理定律。
［14］



也许我们漏掉了什么，也许存在某种神奇的物理机制能够执行非常强大的计算操作，而这种机制无法在图灵机上模拟出来。图灵机真的有助于我们对人类思维和宇宙的理解吗？或者我们只是愚蠢地把一个非常复杂的问题简单化到图灵机的层次上？

图灵机在数学和计算领域外的遗留问题出现在图灵1936年论文发表之后的几年，源于沃伦麦卡洛克（18981969）和沃特匹茨（19231969）的一次偶遇。

在底特律，青年沃特匹茨聪明好学，自学了拉丁语和希腊语、哲学和数学，家里人都认为他是一个怪才。15岁的时候，他跑到了芝加哥。因为无家可归，沃特匹茨大多数时间游荡在公园里，在那里，他遇见了一位名叫伯特的老人，他们在哲学和数学上有着相同的兴趣。伯特建议他读一读由芝加哥大学教授鲁道夫卡尔纳普（18911970）写的一本出版于1937年的书，可能是《语言的逻辑句法》。沃特匹茨读了这本书后，就径直前往卡尔纳普的办公室，与他讨论自己在书中发现的几个问题。这个叫伯特的老人就是鼎鼎大名的伯特兰罗素。
［15］



如果你不相信这个故事，那么下面的故事似乎更可信。伯特兰罗素在芝加哥大学教书的时候，有一次散步从杰克逊花园经过，发现有个年轻人正在看卡尔纳普的书。于是，罗素和年轻人开始交谈起来，并把匹茨带到了卡尔纳普的办公室。
［16］



还有一则故事。当匹茨12岁、还生活在底特律的时候，有一次被几个流氓追赶，躲进了图书馆。图书馆关门后，匹茨被困在了里面。他决定读怀特海和罗素的《数学原理》作消遣。这么一读就是3天，然后他给罗素写了一封信，指出了书里的一些错误。当罗素写信邀请他去剑桥时，匹茨决定成为一个数学家。
［17］



有一点是可以确定的，匹茨在1938年上过罗素在芝加哥大学教的课，同年他也到过卡尔纳普的办公室。卡尔纳普对这个年轻人印象深刻，想给他一份学生助教的工作，但是他并不知道匹茨的名字，所以无从找到他。
［18］



匹茨是个害羞、内向的孩子，他戴着眼镜，牙齿不齐，有拨弄头发的习惯，有轻微的神经颤抖症，走路时还经常会碰到东西。
［19］

 （在这以后的第二次世界大战期间，匹茨被征兵局划入4F级别
［20］

 ，并被认为处于精神病发作前期。但是匹茨后来参加了曼哈顿计划，并获得接触最高机密的许可。）
［21］

 在匹茨访问了卡尔纳普的办公室几乎一年后，卡尔纳普终于找到了匹茨。匹茨开始跟着他学习逻辑学，同时在芝加哥大学上课，其中包括了红胡子的乌克兰人尼古拉斯拉谢甫斯基（18991972）主持的研讨班。

拉谢甫斯基在基辅大学获得了理论物理的博士学位，1924年移民到美国。他对应用数学模型解决生物生长发育过程中的问题很有兴趣。在这个领域中，之前其他科学家都仅仅依赖于经验性的研究，并没有相关的科学实验方法。到了1934年，拉谢甫斯基提出了一个名字来形容他所研究的工作：数学生物物理学。1935年，他成为芝加哥大学第一名数学生物物理助教。1938年，一本名为《数学生物物理学》的书出版了，随后在1939年，诞生了名为《数学生物物理学报》的期刊，主要发表拉谢甫斯基及其理论追随者的一系列论文。
［22］



1942年和1943年期间，匹茨接连在《数学生物物理学报》上发表了3篇论文。沃伦麦卡洛克就是在这时听说了匹茨的这些研究工作。

沃伦麦卡洛克在新泽西长大，一开始在哈弗福德学院，这是宾夕法尼亚州的一座教友派学校。当麦卡洛克1917年进入大学不久，哲学家鲁弗琼斯（18631948）（他在这期间帮助创建了美国朋友服务委员会）就问了麦卡洛克一个问题：你将会成为什么样的人？你将会做什么事?麦卡洛克说不知道，但是他说：我想回答的是另一个问题：人可以认知的数是什么？可以认知数的人又是什么？鲁弗琼斯对此只能回应道：朋友，看来你的人生要在忙碌中度过了。
［23］



后来，麦卡洛克去了耶鲁大学学习哲学和心理学，于1927年在纽约的内外科医学院获得硕士学位，并在贝尔维尤医院从事治疗严重脑损伤病人的工作。后来，他又去了洛克兰德州立医院从事治疗精神病患者的工作。
［24］

 1934年，麦卡洛克回到了耶鲁。他的同事里有杜赛尔德巴瑞内（18851940），巴瑞内是使用化学成分马钱子碱作用在猫的大脑并观察猫的反应，从而探明大脑各部分对应功能这一实验方法的先驱。1941年，麦卡洛克搬到了伊利诺伊州，在伊利诺伊神经精神病学院工作。

麦卡洛克是个传奇人物。有点像摩西：有一撮长长的胡子，浓密的眉毛，眼睛发出奇异的光芒。很多时候，他看上去就像个疯子。他的眼睛是灰色的，当它们变得明亮而闪烁的时候，就像是一副眼镜。
［25］

 麦卡洛克很喜欢社交，每天晚上都要喝一瓶苏格兰威士忌作为他和别人闲聊时的情绪催化剂，
［26］

 他也是个很会讲故事的人。（有关沃特匹茨和伯特兰罗素在杰克逊公园相遇的故事最早来源于麦卡洛克。）麦卡洛克会写诗，还经常论述他的哲学观点，到处炫耀自己的博学多才。

沃伦麦卡洛克和沃特匹茨事最初是怎么相识的，至今也不清楚。但是他们很快就情投意合，匹茨甚至搬来和麦卡洛克一起住。麦卡洛克一直想尝试建立一套大脑工作机理的形式化理论，而匹茨对于数学逻辑的通晓正是麦卡洛克所需要的。他们在麦卡洛克厨房的桌子上写出了名为《神经活动中内在意识的逻辑演算》的论文，1943年发表在拉谢甫斯基的《数学生物物理学报》上。麦卡洛克的女儿塔菲为他们第一次合作的这篇论文画了图解。 
［27］



得益于19世纪下半叶的研究，科学家们已经知道神经系统是由叫做神经元
 的细胞构成的，这些神经元似乎像网络一样连接在一起。20世纪的进一步研究指出，这些神经元就像开关一样，当刺激达到一定阈值时开关就被触发。
［28］



对于麦卡洛克和匹茨来说，这些神经元就像逻辑开关，于是他们用卡尔纳普的标注方法对神经元进行命题逻辑意义上的建模。一个重要的、传统逻辑中并不存在的要素是，神经元逻辑存在输入与输出的延时特性。基于这样的延时，神经元就被组成为环状结构，从而信号可以在网络内保持一定时间的有效期。麦卡洛克和匹茨的论文为这个模型定义了几个公理，并进而证明了几个定理。

《神经活动中内在意识的逻辑演算》并没有参考前人太多的成果。这篇论文注明的参考文献只有卡尔纳普的《语言的逻辑句法》、希尔伯特和阿克曼的《数理逻辑原理》，以及怀特海和罗素的《数学原理》。在这篇19页论文的第15页，麦卡洛克和匹茨在做总结的时候透露了一些他们所参考的更广泛文献来源：


首先，如果每个网络接有纸带，它的扫描头与传入神经连接，并且有适合的传出神经进行必须的操作，那么它就只能计算图灵机能够计算的那些数；其次，图灵机能够计算的数也能够被这样的网络所计算这就从心理学的角度，论证了图灵关于可计算性的定义，以及与其等价的邱奇的可定义、克莱尼的一般递归：如果任何一个数能够被有机体计算出来，那么它也可以被这些等价定义计算出来，反之亦然。
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几年后的1948年，麦卡洛克将大脑与图灵机的联系表述得更加清楚。他解释说，他正努力寻找一种方法来发展神经生理学理论。


直到我看了图灵的论文，才发现找到了正确的途径，也感谢匹茨那些必要的逻辑演算的帮助。我们认为，我们正在做的（我想我们获得了相当的成功）是将大脑视为一台图灵机；除非大脑出错，机能失常，否则大脑所进行的就是这台图灵机进行的功能令人高兴的是，一些非常简单的假设就足以说明神经系统可以计算任何可计算的数。大脑就是一种仪器，一台图灵机（如果你喜欢这个词）。
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一直到后来（1955年），麦卡洛克依然坚持他的这个观点：匹茨和我已经说明大脑就是图灵机。任何图灵机都可以由神经元构成。
［31］

 虽然现在的科学技术还不足以将这种等价性转换为实际用途。


一个理论上的问题是，你能设计出一台机器做大脑所能做的事情吗？答案是：如果你能用有限的而且不含糊的方法说明大脑能够做的事情，我们就可以设计出这样一台图灵机。匹茨和我证明了如何完成这样的构造。但是你能说出大脑能够做的事情吗？
［32］





要不是引起了两位20世纪计算领域的巨匠诺伯特维纳和冯诺依曼的注意，麦卡洛克和匹茨的论文可能会因无人知晓数学生物物理学而失去光彩。

继约翰斯图亚特穆勒后，诺伯特维纳是又一个被那种臭名昭著的天才家庭教育模式培养长大的例子。这两个人后来都曾在回忆录中写过小时候被满脸胡须的父亲塑造为天才儿童的体验。而对于维纳，小时候留下的伤疤终其一生都难以愈合。多年来，他要和未经诊断的抑郁症抗争，与其天才般的研究热情相伴的是难以名状的暴躁情绪和产生自杀倾向的绝望状态。

11岁时，维纳就进入了塔夫斯大学，14岁时拿到了数学学士学位，18岁成为哈佛大学历史上最年轻的博士毕业生。维纳的父亲一直对新闻界说，他的儿子并不是神童，事实上很懒惰
［33］

 。他的父母还对外界隐瞒了一个事实：维纳在15岁之前一直不知道自己是犹太人。

离开哈佛后，维纳在剑桥随罗素学习数理逻辑，随哈代学习数论。第一次世界大战前夕，他又来到了哥廷根，随希尔伯特学习微分方程。后来，他又去了哥伦比亚大学，随约翰杜威学习哲学。1919年，他成为麻省理工学院的教员。

在战争期间，维纳是当时新兴的通信工程和模拟计算研究领域的先锋。他参加了范内瓦布什在MIT组织的模拟信号计算的研究项目，而且似乎这对克劳德香农发展通信理论产生了影响。在二次世界大战期间，维纳的工作项目是研究防空火力系统。这些系统加入了比原有技术更复杂的预测部分，目标是预测飞行器为躲避导弹可能采取的路线。维纳对反馈的概念异常有兴趣，反馈就是从一个正在进行的进程中不断得到运行信息而反过来修正这个进程。

维纳并没有参加1942年5月13日在贝克曼酒店召开的第一次物理学、生物学和人类学大会，这次会议由小约西亚梅西基金会赞助，旨在拓展各学科间的交流。麦卡洛克参加了那次会议。参加那次会议的还有人类学家格列高里贝特森和玛格丽特米德夫妇。维纳参加了战后的第一次梅西基金会的会议，那次会议的主题是生物和社会科学中的反馈机制和循环因果系统。
［34］

 参加这次会议的还有匹茨和冯诺依曼。这样的会议让每个人都有机会吸收他人的研究成果，并探索各自研究领域是否存在一些契合的研究目标。

1947年，维纳写了一本书，总结了这些会议上讨论的一些研究工作。他想用一个新词来描述包含了机器、生物和社会结构领域中的各种通信和反馈的研究工作。他选择了一个希腊词cybernetics，原意是舵手，因为舵手的本质也是利用反馈来修正航线的偏移。维纳的书出版于1948年，书名最后定为《控制论：关于在动物和机器中控制和通信的科学》（Cybernetics: Control and Communication in the Animal and the Machine
 ）。

美国《时代》杂志评价道：很少有一本书能够在很多不同的科学领域激起强烈的反响。而《控制论》就是这样的一本。
［35］

 今天再读起来，《控制论》是一本古怪而小巧的书，里面有很多篇幅的数学公式和令人目眩的、不太切合实际的议论。在引言里，维纳对那些启发过他的人们表示了感谢，包括麦卡洛克，一个对研究脑皮层细胞的组织结构充满兴趣的人；阿兰图灵，也许是第一个研究智能机器的逻辑可能性的人；沃特匹茨，卡尔纳普在芝加哥的学生，和拉谢甫斯基及其生物物理研究团队一直保持着联系。维纳也对计算机的先驱哈佛的艾肯教授、高等研究院的冯诺依曼教授、宾夕法尼亚大学负责ENIAC和EDVAC巨型机的戈登斯坦教授表示了感谢。
［36］



《控制论》的第5章是计算机器和神经系统。维纳对比了数字计算机的转换机制与麦卡洛克和匹茨的大脑模型：


众所周知，人和动物神经系统能够完成计算系统的工作。神经系统的一个显著特点是包含了适合做继电器的元素，这些元素称为神经元或神经细胞。虽然它们在电流的刺激下会呈现复杂的特性，但是其普遍的生物特性都遵循全或无的原则，即要么处于休息的状态，要么当工作的时候经历一系列变化，而这些变化与刺激的外部环境和强度无关。
［37］





两章之后，维纳写道：认识到大脑和计算机器实现之间的共同点，可能为精神病理学甚至是精神病学的发展提供新的有效方法。
［38］

 然而，维纳并不是一个狂热的纯技术狂。他也很关心这个新的科学技术对人类的影响。他写了《人有人的用处：控制论与社会》（The Human Use of Human Beings: Cybernetics and Society
 ），作为1948年《控制论》的补充。

控制论成为很多领域的研究焦点，这种情况一直到了1951年，维纳突然不加解释地中断了与麦卡洛克和控制论研究团队的联系。这个研究团队的人员很大程度上是因为麦卡洛克的个人魅力而聚在一起的，其中包括匹茨，他的博士论文是在维纳的指导下完成的。关于他们关系分裂有几种解释。一种观点是麦卡洛克性格较为细腻，而精神有缺陷的维纳已经无法捕捉麦卡洛克言语表达中的细微差别。有些时候，维纳分辨不出麦卡洛克是在陈述一件事实还是在说一个猜想。
［39］

 另一种观点是维纳的妻子出于嫉妒心，为了维护丈夫的声名，谎称麦卡洛克带领的团队中有人勾引他们的女儿。
［40］



作为一门统一的学科，失去了维纳和麦卡洛克联手的控制论遭受了很大的损失。在因这次决裂受到影响的人当中，匹茨可能受到的打击最大。他的精神完全垮掉了，他亲手毁掉了自己的研究成果和博士论文，开始了一段漫长的自我堕落的生活。他不是简单地酗酒，这种人人都会的行为与他这样的高智商不匹配。他在实验室里自己合成了一种类似巴比妥类药物和鸦片的化学物质，伴着酒吞下去。
［41］

 匹茨于1969年死于慢性饮酒过多造成的食道静脉破裂，年仅46岁。

即便维纳和麦卡洛克之间没有分裂，也不能保证控制论会一直发展下去。在美国学术界，跨学科的概念并没有市场，专业性的研究才是取得成功的钥匙。虽然有很多复兴控制论的尝试，但是大多数只是在当今流行的词语中加入cyber前缀的文字游戏而已，就像cyborg（cybernetic organism的缩写，机械人），还有无处不在的cyberspace、cybercafe、cyberpunk和cybersex。即使是这些以cyber为前缀的词，近年来也逐渐被e开头的词取代了。

麦卡洛克和匹茨关于神经网络数学模型的论文给了冯诺依曼很多启迪。冯诺依曼参与了几个重大计算机项目的设计工作，包括计算机的雏形EDVAC（Electronic Discrete Variable Automatic Computer，电子离散变量自动计算机）。在EDVAC的第一份报告（1945年6月30日）中，冯诺依曼这样描述计算机的开关机制：每一台电子计算机都包含了起着中继作用的元素，这些元素有着若干个离散平衡状态，并能保持在某个状态不变。
［42］

 通过引用麦卡洛克和匹茨的论文，冯诺依曼写道：值得一提的是，高级动物的神经元毫无疑问就是上述意义下的元素。
［43］



次年，冯诺依曼开始着手研究生物和机器之间的关系。他用了一个希腊单词来表现生物体的这种特性：自动机
 （automaton）。
［44］

 在一封写给维纳的信中，冯诺依曼惊叹于他们直接研究大脑这个自然界最复杂的人工自动机是多么具有雄心壮志的一项研究工作：


我们的思维，我指的是你、我和匹茨的思维，目前为止都主要关注在神经系统上，更确切地说，是人类的中枢神经系统。为了搞清楚自动机及其普遍的机制，我们选择了研究大脑这个普天之下最难的问题。事实上，如果没有这些大胆而艰苦的研究工作，现阶段的研究人员，至少是我，对自动机这个课题的认识就会比现在混乱得多。这里，我也要指出，图灵在非神经领域的研究也是如此的大胆卓越。
［45］





对冯诺依曼来说，自动机就是一台有着输入、输出和中间处理过程的设备。1948年9月，他在加州理工学院的行为的大脑机制研讨会上做了报告。他的演讲题为自动机的一般逻辑理论，包含了很多关于大脑与1948年时计算机在尺寸、速度、转换机制和能源消耗上的对比。他强调了开发一种新型逻辑的必要性，并开始思考后来成为他主要课题兴趣的问题：自复制自动机。
［46］



维纳对冯诺依曼的这个想法开玩笑说：我觉得你所说的（自动机）未来能够自我复制的能力很有意思看来有机会可以写一个新的《金西报告》
［47］

 （Kinsey report）了。
［48］

 但对于冯诺依曼来说，自复制自动机可不是一个玩笑。他一直在想是否有某种未知的规律可以阻止一台机器制造一台它的复制品。即使生物不是这样繁殖的（虽然DNA本身是自复制的），这样的问题也折射出了有趣的本体论的味道。

对自动机和图灵机的不断研究诞生了几部经典的开山之作，如通信理论的创始人香农和人工智能的先驱之一、也是Lisp语言的创造者约翰麦卡锡合著的《自动机研究》（Automata Studies
 ），由普林斯顿大学出版社在1956年出版。这本书包含了冯诺依曼、克莱尼和人工智能先驱之一的马文明斯基的几篇关于自动机的论文，也包含了香农和马丁戴维斯关于图灵机的第一篇论文。

当20世纪50年代早期冷战逐渐升温的时候，维纳和冯诺依曼发现他们各自站在了不同的政治立场上。维纳被美国在日本广岛和长崎投下的两颗原子弹的破坏力所震惊，他从此拒绝了从政府那里接受研究经费，他的文章也逐渐聚焦于现代科技的使用带来的战争和和平等社会问题。相反，冷战让冯诺依曼产生了反共产主义的倾向，他成为核武器的坚定支持者。1955年，冯诺依曼被诊断出骨癌，1956年开始住院治疗，次年与世长辞，终年53岁。冯诺依曼的癌症很可能是他亲临原子弹试验场时受核辐射所致。
［49］



冯诺依曼死后留下了一系列未完成的讲义，这些讲义汇集成《计算机和人脑》（The Computer and the Brain
 ）一书，于1958年出版。这本书虽然不尽人意，但它还是给了我们很多冯诺依曼可能想表达什么内容的一些诱人的暗示。基于冯诺依曼那些关于自动机的未完成手稿，阿瑟W. 巴克斯编辑并完成了一本名为《自复制自动机的理论》（Theory of Self-Reproducing Automata
 ）的书，于1966年出版。

在早期对自复制自动机的研究中，冯诺依曼想象机器处在一个拥有很多备用零件的环境中，然后探讨这部机器是如何组装产生它们的复制品的。这样的自动机就是运动自动机
 （kinematic automata），基本上和我们平常所说的机器人是一个意思。

在与他的好友斯塔尼斯拉夫乌拉姆（一位研究晶体增长的科学家）共同讨论后，冯诺依曼决定先研究一个较为简单的模型元胞自动机
 （cellular automata）。

元胞自动机是对于细胞结构的一个数学构造。元胞自动机可以以多种维度存在，但是实际的研究中基本上只考虑二维网格。每个网格中的细胞都会受隔壁网格中的细胞所影响，仿佛这些细胞连在了一个简单的网络中。经过持续的移动和生成，细胞根据特定规则变化不同的状态。元胞自动机的简单规则经常会产生复杂的行为。冯诺依曼研究了拥有29个状态的元胞自动机，并且证明了这些自动机可以通过组装构成一个通用图灵机。
［50］



元胞自动机在20世纪70年代突然超脱了自己的学术圈。英国数学家约翰霍顿康威（1937）设计了一个他称为生命游戏（Game of Life）的简单元胞自动机。该自动机有一个简单规则：在一个类似方格纸的二维网格上，一个细胞要么是活的（方格被填充）要么是死的（方格未被填充）。在每一次后继的繁衍中，一个细胞根据它周围临近的8个细胞改变其自身的状态：如果一个活细胞被2个或者3个活细胞包围，它依然存活；如果被0个或1个活细胞包围，它会因孤独而死掉；被4个或4个以上活细胞包围，它也会因过度拥挤而死掉。一个被3个活细胞包围的死细胞则会因为一种神奇的繁衍形式而成活。

在《科学美国人》中，马丁加德纳数学游戏专栏中的几个填充谜题让康威的游戏变得流行起来，
［51］

 1974年，《时代》杂志抱怨价值几百万美元的计算机都把时间浪费在对这种游戏持续增长的狂热中了。
［52］

 当然，1974年并没有个人计算机，只有大型机。现在，这个游戏大多是在个人计算机中运行了，我想《时代》杂志此时不会再说这很狂热了吧。

虽然只有简单的规则，但这台自动机却能呈现出一些非常复杂的模式，例如它可以呈现出不断繁殖后代的模式。虽然看上去不可能，但是图灵机确实可以通过这样的元胞自动机构造出来，这台自动机是图灵完备的。
［53］



另一位对元胞自动机的研究感兴趣的人是德国工程师康拉德楚泽。楚泽比图灵早两年零一天出生。当图灵在写他关于可计算数的论文时，楚泽正在他父母柏林的公寓里制造计算机。

1969年，楚泽出版了一本74页的书，名为《计算空间》（Rechnender Raum
 ），是数字物理领域最早的一部著作。数字物理是研究如何在可计算的框架内解释宇宙运动法则的学科。

传统上，物理定律是假定为连续的。距离、速度、质量和能量的度量似乎最适合用实数表示，用微分方程运算。但是一些量子理论的观点指出，宇宙内在的自然结构可能是离散的、数字的。现实世界里自然界的连续性可能只是一个假象。宇宙到底是数字的，还是模拟的，抑或两者皆有呢？楚泽问道，而提出这个问题本身是不是合理呢？
［54］

 为了从数字角度探索物理定律，楚泽创造了可以被元胞自动机运算的数字粒子的概念。《计算空间》是用数字物理描述宇宙的一个实验性的尝试，但毫无疑问，它是一个大胆的创新。

初看之下，很难把宇宙认为是一部巨型计算机。如果我们忽略相对而言非常渺小的、蜗居在宇宙中至少一个星体上的生命形式，似乎宇宙并没有涉及很多可计算的运动。那么，宇宙真的只是有一堆石头飞来飞去的时空吗？

我们从更宽阔的视角来看这个问题。现今的宇宙模型指出，宇宙开创于137亿年前的大爆炸，地球形成于45亿年前，地球上的生命始于37亿年前，最早的灵长类动物大概出现在1千万年前，而现代人类大概只能追溯到2百万年前。显然，有一些东西一直在促使着这个世界趋向于复杂。大爆炸后的最初期，宇宙是完全均匀的一种简单的象征，然后出现较为复杂的粒子，最终原子、分子开始形成发展。这是一个由简单到复杂的过程，大概是基于相对简单的宇宙法则，这与元胞自动机有几分神似。

宇宙的计算模型一般归功于通信理论的奠基人香农和维纳对图灵机的贡献。使用熵度量信息构建了通信学和热力学之间的桥梁，这也是过去几年一些畅销书的主题。
［55］

 例如，麦克斯韦妖（Maxwells Demon），这是詹姆斯克拉克麦克斯韦（18311879）发明的一个假想精灵。用一个隔板将容器分成两格，这个精灵可以操作隔板上的一扇小门，使运动快的分子流入容器的一边，而让运动慢的分子呆在另一边，这样熵就减少了。这种想法被证明是不可行的，因为这个精灵自身也从系统中带走了部分熵。

美国物理学家约翰阿奇博尔德惠勒（19112008）把宇宙的存在形式和人类的感知联系在了一起。我们在观察的基础上问是或否的问题，并接收信息予以回答。对这个过程，用惠勒著名的三个词讲就是万物源于比特（it from bit）：


万物源于比特象征这样一个观点：物理世界的万物从根本上，最根本上，都有非物质的来源和解释。也就是说，我们所称的现实都得于对是否问题的分析和对仪器引起的响应的记录。简而言之，所有具有物理实体的东西都源于信息论的范畴，而这就是参与的宇宙。
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虽然提出宇宙是由信息构建的，但是惠勒拒绝接受宇宙是任何形式的机器的概念，因为它还得明确或隐含地假设，存在超级计算机，存在预定的计划方案，存在执行某工作的设备，存在奇迹的事件，而这就会让宇宙陷入无穷的种类和无穷的数量中。
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另一个相当不同的观点来自大卫多伊奇（1953），他是量子计算的先驱之一。多伊奇是多宇宙理论最为坚定的支持人。多宇宙这个概念最早来源于美国物理学家休埃弗莱特（19301982）。我们所认为的波粒二象性矛盾就是发生着不同的量子事件的多宇宙间互相干涉的结果。我们所知的这个宇宙只是多宇宙中的一个可能实例。

1997年，多伊奇出版了《宇宙的构造》。在书中，他从四个互有交织的部分来解释宇宙的本质：


 维也纳出生的哲学家卡尔波普尔（19021994）所刻画的认识论；

 休埃弗莱特在量子物理框架下的多宇宙论；

 英国自然学家查尔斯达尔文（19091982）和生物进化学家理查德道金斯（1941）描述的进化论；

 图灵开创的计算理论。



当讨论虚拟现实生成器时，多伊奇使用了他称为图灵原则（Turing principle）的概念。一开始，图灵原则似乎是关于计算机制的：存在一种理论上的通用计算机，它可以模拟任何可能的现实物理实体的行为。多伊奇确认这种计算机可以模拟一切物理过程。很快，多伊奇就指出了这种计算机的计算能力就等同于创造一个虚拟现实的宇宙。图灵原则逐渐演化为一个更强的版本：创造一个虚拟现实生成器，它的所有指令包含了现实可能具有的一切环境，这是可能的。
［58］

 显然，这也就隐含了虚拟一个我们生活的宇宙的可行性。

MIT机械工程学教授塞思劳埃德（1960）更愿意将自称量子力学的量子物理形容为奇异而不是多宇宙的，但他也用计算和信息论的观点描述这个宇宙：宇宙大爆炸也是比特大爆炸。劳埃德拒绝宇宙可以用图灵机构建模型的观点，宇宙本质上是量子机制的，传统的数字计算机不能模拟量子机制的系统。
［59］

 这也是他认为量子计算机更适合这种任务的原因之一：


宇宙是一个物理系统，它可以等效地由量子计算机模拟，量子计算机在尺度上和真实的宇宙一样大。因为宇宙支持量子计算，可以等效地被量子计算机模拟，所以宇宙与一部通用的量子计算机的能力并无二致从技术角度而言，对于宇宙是否就是一部量子计算机这个问题，我们现在可以给出一个确定的答案了：是的，宇宙就是一台量子计算机。
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量子计算机的一个特性是传统图灵机所没有的：由量子过程产生真正的随机数的能力。

在英国物理学家、数学家、著名数学软件Mathematica的创始人斯蒂芬沃尔夫勒姆（1959）的作品中，元胞自动机作为一种宇宙物理定律的模型，再一次出现在公众面前，而他于2002年出版的一本极厚的、雄心勃勃而且非常畅销的书《新科学》（A New Kind of Science
 ）又将此推向高潮。沃尔夫勒姆观察到元胞自动机是如何基于简单的规则而繁衍出非常复杂的模式的，受此启发，他将元胞自动机和图灵机的普遍性联系起来，以此说明它们都可以对物理过程建模。沃尔夫勒姆并没有在他的系统中引入量子机制，但是他表示他不需要引入量子机制是因为我强烈地预感到，我讨论到的各类程序最终都会展示出（即使不是全部，也是大部分）量子理论的主要特征。
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在《新科学》中，沃尔夫勒姆在很多现实表现中找到了计算的普遍性，他定义了一种计算等价性的原则：


引入了一种新的自然准则，其中没有任何其他系统产生的计算能比元胞自动机和图灵机所做的计算更复杂那么，我们大脑中所进行的抽象计算又是什么呢？它们更复杂吗？答案应该是否定的，至少当我们想知道确切的结果，而非泛泛空想时是如此。如果一个计算要被显式执行，那么它一定最终会被实现为一个物理过程，因此它必然会受到其他类似物理过程所受到的限制。
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一旦我们相信宇宙中所有的形态都是可以计算的（不管是通过传统的数字计算机还是量子计算机），那么万事万物就要遵守这样的准则。例如，生命就是可计算宇宙的一部分，生命里最神秘的形式人类的思维也是一样。

很多世纪以来，哲学家、生物学家、精神学家，甚至是平民百姓都一直在追寻思维的本质。我们经常认为，我们身体的大部分机能都是各种器官中一系列物理和化学过程的机械结果，我们还没有将人类思维归为此类。我们感受到的思维是如此地特别。大脑显然和思维有一定程度的关系，但是，我们同样认为大脑并不等同于思维的全部。

在西方文化里，这种思想通常称为意识/肉体二元论，并且通常和勒内笛卡儿（15961650），尤其是他的《形而上学的沉思》（1641）联系在一起。笛卡儿相信，我们身体的大部分器官（和所有我们称之为低等动物一样）都像机器一样，但是思维不一样。

20世纪40年代，二元论遭受重大打击。对于神经学家和计算机科学家迈克尔阿尔贝勃而言，麦卡洛克和匹茨已经在1943年的论文中解决了神经元计算的问题。大脑天然有着适合进行计算的结构，因此麦卡洛克和匹茨展示了所有可设想的有穷计算都可以被神经网络计算出来。他们否定了二元论。
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几年后，哲学家吉尔伯特赖尔（19001976）在他的著作《心的概念》（The Concept of Mind
 ，1949）中建立了一个很强的事实，狠狠抨击了二元论，这个事实里并没有引用麦卡洛克和匹茨的论文。今天，二元论早已黯然失色。大多数研究思维的科学家们（包括哲学家、神经学家）都默认了思维仅仅是人体物理过程，尤其是神经系统和大脑物理运作的一种表现。

在二元论渐渐被否定的同时，我们对计算和算法的认识也在不停地增长，这并不那么让人吃惊。构想中的图灵机作为人类计算机的模型，可以执行被精确定义的算法任务，所以从自动计算这一门学科诞生开始，机器和大脑之间的联系就受到关注。同样不那么让人吃惊的是最早研究人工智能概念的人中就有阿兰图灵本人。他在其1950年最著名的论文《计算机与智能》中，发明了今天称为图灵测试的测验。

一旦二元论被抛弃，思维就必然被看作是大脑物理活动（协同身体的其他部分）的一种自然表现，而不是什么超自然的东西。虽然我们在情感上有一丝排斥，但是结论是昭然的：首先，思维在能力和局限上等同于图灵机；其次，理论上完全可能制造人工的思维。

就像美国哲学家丹尼尔丹尼特（1942）说的：阿兰图灵做出了基础性的开创，让我们得以将康德曾经提出的问题：怎么可能存在思维，转换成一个工程性的问题：怎么才能制造出思维。
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图灵测试最让我们困扰的，同样也是大脑是计算机这种见解带来的困扰，是以第一人称一直在我们脑袋里喋喋不休的意识（consciousness）。意识让我们感到主观上的自主性和信仰的自由。

不过意识是难以捉摸、阴晴不定的。我们大多数人都会宣称自己在每天清醒的时候都会在心中自言自语，这让我们感到意识的存在；但当自言自语消失的时候，意识就是透明的。大多数人与人交流的时候，都假定对方有着和我们一样类似的意识，但我们并不确定，也不知道如何才能让对方意识到我们自己的意识的存在。

判断我们的大脑如何产生自我意识，是澳大利亚哲学家大卫查默斯（1966 ）所谓的意识的难问题，而判断大脑如何与感知器官进行信号的输入输出，是相比而言较为简单的问题。

图灵测试（让人类测试者觉得对方像人类一样聪明）隐含着一种行为主义的观点，即不必了解个体内部是如何运作的就能将其归入或排除出智能的类别。我们谈论的是一种黑盒测试。这也是我们如何与其他人交流的方式，因为我们不能证明其他人也是有意识的。即便我们不能分辨人与机器，也非常希望能够分辨机器和我们自己。

我们所知的计算机只不过是一部遵守一套规则的机器。它们不像人类知道自己做的是什么。在这个方面，美国哲学家约翰塞尔（1932）做了一个著名的思想实验，也称为汉语房间。向一个不懂汉语的人提问，他有一本能让他给出合理答案的书，那么这个人可以通过汉语图灵测试，虽然他完全不懂问题或答案的意思。
［65］



最大的问题是电脑只懂得语法，而人类还懂得语义。在塞尔看来，这说明了数字计算机（不管它会变得有多复杂）永远不能像人类一样理解它们正在做什么。

英国数学物理学家罗杰彭罗斯（1931）同样确信，思维不仅仅是一个计算器官的产物。在他1989年的《皇帝新脑》和1994年的《思维的影子》中，彭罗斯断言意识超出了计算的范畴。他猜测在大脑运行的是一种量子过程，这种量子过程不是算法式的，超出了图灵机的计算能力。

彭罗斯认为哥德尔的不完备性定理揭示了某种规律。我们人类能够理解哥德尔推导出的那些正确却不能证明的命题，但是任何计算都无法证明它，因为它并不是从公理衍生出的。这不是一个新的发现，早在1958年的《哥德尔证明》（纽约大学出版社）中，欧内斯特内格尔和詹姆士纽曼在哥德尔的定理中找到了类似的对机器智能的反驳，同样有类似发现的还有哲学家约翰卢卡斯（1929）在其1961年著名的论文《心灵、机器与哥德尔》
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 中。这些论据都显示了，虽然机器能够容易地计算公理系统内的数学，但不能运行元数学，因为这需要对公理系统之外有所理解。

丹尼尔丹尼特也许是将哲学家的深思熟虑和科学家的实证主义结合得最好的人之一，他在《意识的解释》（1991）等一些精彩的书中，对思维有着不同的描述。丹尼特吸收了可计算性的概念，并将其融合到对进化和现代神经前沿研究成果的理解当中。他眼中的大脑和思维并不是像图灵机一样的媒介：大脑是神经系统的一部分，也是身体的一部分，不能隔离地讨论大脑。大脑中有一点兴奋的想法，心跳会加快，以便让更多的氧气进入大脑。很多药物可以影响大脑。大脑从眼鼻耳等其他器官中持续接受大量的刺激，不断地通过身体与这个现实世界交流。

大脑不是一个线性处理系统，它是大规模并行分散系统，没有像笛卡儿剧场（丹尼特诙谐地将笛卡儿的意识的中心称为笛卡儿剧场）那样有中心作用的区域。丹尼特的大脑模型是由思维的很多草图构成的，包含了感官输入、视觉数据、语言等不完整的支离破碎的部分。如果大脑是一台计算机，那么这也不是一台可以由正常工程师设计出来的计算机！因为它里面一定是混乱的。

进一步讲，我们所认为的意识其实是在这种并行结构之上的一系列活动。丹尼特提出：


假定人类的意识：(1) 所具有的创新力是不能被硬编码在机器中的；(2) 是早期经过人类文明训练的产物；(3) 能否成功建立取决于大脑的可塑性中无数的细微设置，也就是说，意识最重要的特征对于神经解剖学来说很可能是无法剖析出来的，尽管它们起了非凡的作用。
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至少在某种意义上，意识会和自己说话，而这就需要文明的产物语言的支持。

显然设计一台能模仿人类思维的计算机是没有意义的，这需要输入很多的数据，而且如果没有多年的训练和积累的经验，效果也不会好。不过，理论上是否可以制造一台机器可以通过无限制图灵测试呢？（丹尼特认为无限制图灵测试是很难但很公平的测试）这样的机器有意识吗？丹尼特认为这两个问题的答案都是肯定的。

不管你更倾向于大脑是以什么样的机理进行工作的，一个令人胆寒的隐含结论是，机械运作的结果决定了我们的决定，而不是其他东西。那么我们所认为的自由意识（free will）又是怎么一回事呢？

自由意识在机械化运转的宇宙中消失了，这一看法早就暗含在了决定宇宙每个粒子运动的严格的确定性法则中。皮埃尔皮西蒙拉普拉斯（17491827）在他的《概率论》（Essai Philosophique sur les Probabilites
 ，1814）中写道：


如果一个智能体理解某一时刻所有激发自然运动的力和组成宇宙的万事万物的各自状态，假如它能够在很宽广的空间分析这些数据，那么对于大到宇宙中的最大星体，小到最轻的原子，它对宇宙万事万物的运动的计算都会包含在一个公式中。对于它而言，没有什么事情是不确定的。未来就像过去一样，呈现在它眼前。
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这个观点通常称为拉普拉斯妖（Laplace
 s Demon）。我们很难避免这一推理：在大爆炸之后，宇宙中每个原子（包括组成大脑中细胞的那些）的运动就按照一种已经确定的模式固定下来。

当然，拉普拉斯妖并不真的存在。为了跟踪宇宙中每个粒子的运动，必须用一台比宇宙自身还大的计算机存储数据。海森堡测不准原理告诉我们，基础粒子的位置和时间不能同时确定。在数学上，把研究这些原子碰撞结果的问题归类为多体问题（many-body problem），而即使是3体问题的计算就足够让人头疼的了。

如果宇宙确实是一台图灵机，即使我们知道当前的完全格局以及这个机器具有的所有格局，还是不能够预测它未来的走向，除非真正地跑一遍程序。

不确定性是自由意识的基础。塞思劳埃德指出，


停机问题不仅适用于传统的数字计算机，也适合于能进行数字逻辑运算的系统。因为粒子碰撞本质上进行的是数字逻辑的计算，所以它们的未来是不可计算的我们面临抉择的时候所感知的主观随意性就类似停机问题：一旦我们脑中有一些想法，我们并不知道它会引领我们走向何方。即使它确实引领我们去了某个地方，在到达之前，我们也不知道是在哪里。
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大卫多伊奇仔细考虑了大脑是经典的非量子计算机，而不是量子计算机的可能性：


都说大脑可能是一台量子计算机，而且直觉、意识和我们解决问题的能力都基于量子计算。这可能是正确的，但是我没有看到任何证据或任何让人信服的论据，证明这是正确的。我的看法是，大脑如果被认为是计算机，那么它是一台经典的计算机。
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然后他承认，图灵对于计算的解释，即使是从原理上，也似乎仅仅给从物理角度进一步探索诸如意识和自由意识等精神属性留下了很小的空间。记住，在量子物理的多宇宙理论里，世界是不断分裂的，在一个世界里你可以选择做这件事，而在另一个世界里你也可以选择做另一件事。如果这都不是自由意识，那么什么才是呢？多伊奇总结道：图灵对于计算的概念似乎与人类的价值观不太相关，在多宇宙的框架下理解这些，对于我们认识人类主观意识等精神属性并没有阻碍。
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斯蒂芬沃尔夫勒姆在研究元胞自动机表现出的复杂结构时，他试图寻找预测结果的方法，或者至少能够找到可以减小繁衍代数而保持结果不变的捷径。但是他不能，完全无法预测系统将会如何表现，除非像系统自身进化的过程那样一步一步地计算对于很多系统，根本无法进行系统性的预测，也没有普遍意义上的进化捷径不可能进行有效预测这一事实给了系统以行使自由意识的自由，沃尔夫勒姆甚至还给出了一个图表，展示了一个行为表现出类似自由意识的元胞自动机。
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这也算是一种慰藉了。即使宇宙和大脑像元胞自动机和图灵机一样，都是以一套简单的规则为基础，并繁衍出复杂的结构，我们依然无法基于这些规则预测未来。在我们运行到属于未来的那一行代码前，它并不存在。

就像在《回到未来》三部曲
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 的结尾中，布朗博士对麦克弗莱和帕克说的那样：这说明你们的未来还未书写，每个人的未来都还未书写。你们的未来取决于你们如何打造它。所以你们二人要好好把握。
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第18章

长眠的丢番图


图灵和邱奇证明了，不存在通用的过程来判定任一命题在一阶谓词逻辑系统是否可证。然而，这之后很久，最初的判定性问题依然没有解决。这就是著名的希尔伯特第10问题，它是大卫希尔伯特于1900年在巴黎国际数学大会的演讲中提出的20世纪数学家面临的最重要数学问题中的一个：


10．丢番图方程可解性的判定。

给定一个包含任意个未知数的有理整系数不定方程，试推导一个过程，通过有限步运算判定该方程是否存在有理整数解。
［1］





公元3世纪，亚历山大数学家丢番图在他的《算术》中所提到的代数问题，都可以用一些整系数多变量多项式来描述。希尔伯特的第10问题就是要求一个通用过程来判定某个特定的丢番图方程是否有整数解。

诚然，在哥德尔的不完备性定理以及邱奇和图灵的不可判定结果诞生以后，很少有数学家还期望有人能达成希尔伯特的愿望，设计一个过程来判定丢番图方程的可解性。很多人其实期望的是一种相反的结果：不可能有这种通用过程的证明。

很多数学家深深着迷于希尔伯特的第10问题，其中有一个人，她将自己整个职业生涯都投入到了追寻第10问题不可解的证明中。这个人就是朱莉亚罗宾逊。

朱莉亚罗宾逊最早的记忆，是她在亚利桑那州家附近的巨型仙人掌边摆弄鹅卵石。


我想我天生就喜欢研究自然数。对我来说，它们就是实实在在的事物。我们可以想象与我们现在迥然不同的化学或生物学科，但是无法想象另一个跟现在不同的数字数学。在任一宇宙中，数字的定理都是通用的。
［2］





朱莉亚罗宾逊于1919年出生在圣路易斯州，原名朱莉亚鲍曼。她有一个大她2岁的姐姐康斯坦斯。当朱莉亚罗宾逊2岁的时候，她的妈妈去世了，她们搬到了凤凰城附近的祖母家里，后来又搬到了圣迭戈湾附近的洛马岬，与父亲及继母一起住。

朱莉亚9岁的时候，得了猩红热，然后又是风湿热，因此休学了2年。为了帮她赶上学业进度，父母聘请了家教，让朱莉亚在一年内补习了从5年级到8年级的功课。


有一天她告诉我，无法将2的平方根计算到小数点后的某一位起开始循环。她知道，这已是证明过的，虽然她不知道是如何证明的。我不明白这是怎么证明的，所以回到家，利用新学到的一些开平方的技巧试图自己证明它，但是到那天下午最终放弃了。
［3］





1933年，朱莉亚进入了圣迭戈高中。这一年，大批的数学家开始陆续逃离哥廷根和其他德国高等学府。朱莉亚童年时的疾病让她变得害羞、安静、自卑，但也造就了她独自工作时的耐心和坚毅。

上到高年级的时候，她成了班上唯一既选修物理又选修数学的女生，而且这些科目她都能获得好成绩。她收到的高中毕业礼物是一把计算尺。1936年秋，未满17岁的朱莉亚去了圣迭戈大学（现更名为圣迭戈州立大学），主修数学。那时，她的学费是每学期12美元。朱莉亚希望自己将来成为一名教师，那时我没想过要当数学家（数学家毕竟和数学教师完全不同）。
［4］



1937年，Simon & Schuster公司出版了一本非常有名的书《数学精英》（Men of Mathematics
 ），作者是数学家E. T. 贝尔（18831960）。读了这本书，朱莉亚才知道数学家是什么，他们真正做的是什么。虽然这本书在历史和人物个性方面有虚构的成分，但是给了朱莉亚从未有过的鼓舞，就像此后它给其他很多同样处于豆蔻年华的数学家带来的一样。

1939年，朱莉亚离开了圣迭戈州立大学，去了加州大学伯克利分校。当时伯克利正在筹建一个强大的数学系。在第一学年，她的数论老师是拉斐尔罗宾逊，仅大她8岁。第二学期，我们仅有4名学生，同样，我是唯一的女生。拉斐尔让我陪他散步在一次清晨散步的路上，他向我介绍了哥德尔的研究成果。
［5］



也许他们还谈论了很多其他理论。1941年，拉斐尔罗宾逊和朱莉亚鲍曼结婚了。由于有避免裙带关系的规定，因而朱莉亚不能在伯克利的数学系任教，虽然她已经在统计系得到了助教一职。（当她申请这份工作时，人事部门问她每天都做什么。她写道：星期一证明命题，星期二证明命题，星期三证明命题，星期四证明命题，星期五命题是错的。
［6］



虽然拉斐尔和朱莉亚都想要个孩子，但是朱莉亚的童年疾病让她的内心变得十分脆弱。她有过一次流产，医生强烈建议她打消要孩子的念头。
［7］



在1946～1947这一学年，拉斐尔以访问学者身份去了普林斯顿大学。他和朱莉亚上了由邱奇主讲的课程，还在纪念普林斯顿大学二百周年期间听了哥德尔关于数学基础的课。

回到伯克利后，朱莉亚在著名的波兰裔犹太逻辑学家阿尔弗雷德塔斯基（19021983）指导下攻读博士，并在1948年拿到了博士学位。就是在那时，她的博士论文揭示了她的主要学术兴趣在逻辑学和数论交织的领域。
［8］



1948年，塔斯基让她研究一个问题，这个问题牵涉到另一个问题，而这就是决定了她作为数学家的职业生涯的希尔伯特第10问题。

就像大多数数学家一样，朱莉亚并没指望第10问题存在令希尔伯特满意的解。在第一篇关于丢番图方程的论文
［9］

 中，她写道：


鉴于针对很多经典的带一个未知数的丢番图方程，还没有有效的方法判定其对于任意参数值的可解性，因而很可能不存在一个判定过程。例如，还没有方法判定以下丢番图方程是否可解：


x
 2
 + ay
 2
 = s
 2
 , x
 2
  ay
 2
 = t
 2
 ,

（早在中世纪，阿拉伯人就研究过这个丢番图方程。）



一些数学家倾向于迂回解决丢番图方程。他们定义了丢番图集合，集合包含了某一特定丢番图方程的所有解。例如，在下面的丢番图方程中，所有偶数的集合就是该方程所有整数解x
 的集合：



x
  2y
 = 0



这个方程有2个变量，但是丢番图集合只由x
 的取值构成。如果x
 和y
 都是整数，那么x
 一定是偶数。

对于含有多变量的丢番图方程，可以定义一个丢番图关系（Diophantine relation）。例如，假设你想表达x
 比y
 小这一关系，满足这个关系的x
 和y
 的取值就是下面丢番图方程的解：



x
  y
 + z
 + 1 = 0



朱莉亚的论文并没有证明这些集合与关系就是所谓的丢番图集合与丢番图关系，但她指出这些集合和关系可以用指数来定义，也就是xy

 ，其中x
 和y
 都是变量。

将指数引入丢番图方程的讨论中一开始看上去并不相关。丢番图方程中不允许指数出现。丢番图方程可以包含变量的整数次幂，但是不能包含变量的变量次幂。

不过，这篇论文指出指数是一个很重要的关系，因为二项式系数、阶乘函数和素数集合都可以用指数来定义。指数关系有没有可能就是丢番图关系，因为它可以定义为丢番图关系？答案并不肯定，但是朱莉亚的论文还证明了，指数可以用任何一个有着近似指数级增长的丢番图关系来定义。虽然目前还未发现这样的丢番图关系，但她说非常有可能
［10］

 存在这样的丢番图关系。

严格来说，费马的最后定理（也称费马大定理）并不是一个丢番图方程：



xn

 + yn

 = zn





费马定理声称这个方程在n
 大于2时没有整数解，也就是说，n
 在这里被视为变量。将n
 替换成任意一个大于2的整数，这个方程就变成了一个丢番图方程。如果指数关系确实是一种丢番图关系，那么费马的这个方程就成为一个标准的丢番图方程，虽然它比一般形式更为复杂。

朱莉亚的论文发表在1950年的国际数学家大会上。那届大会在哈佛召开，也是在那里，朱莉亚第一次遇见了马丁戴维斯。

马丁戴维斯早在纽约城市学院读本科的时候，就为希尔伯特的第10问题所着迷。纽约城市学院数学系的教授埃米尔波斯特写过一句话，大意是第10问题正乞求人们证明它是不可解的。
［11］



戴维斯在普林斯顿读研究生的时候，发现自己完全没办法不想希尔伯特的第10问题，我认为，对于这个如此困难的问题我几乎不可能看到出路，我试着将自己的注意力从它身上移开，却发现做不到，虽然戴维斯的博士论文确实涉及了这个主题。

马丁戴维斯参加国际数学大会时刚刚拿到博士学位。朱莉亚还记得马丁戴维斯当时对她论文的反应有点让人费解：我记得他说过，他并不觉得我的论文对解决希尔伯特问题有什么帮助，因为论文里只是一系列的例子。我说，好吧，我已经尽力了。
［12］

 戴维斯后来承认：我确实跟她说过我怀疑她的做法偏离了目标，这是我一生中说过的最愚蠢的话之一。
［13］



朱莉亚和她的姐姐康斯坦斯自从长大后就很少在一起，但在1950年，康斯坦斯嫁给了内尔雷德，旧金山大学的法律系学生。从此她们住得很近并经常来往，关系变得非常密切。在罗宾逊夫妇的鼓励下，康斯坦斯写了她的第一本书《从0到无穷》（From Zero to Infinity
 ，1955）。在她们姐妹去了哥廷根朝圣后，康斯坦斯又写了一本关于希尔伯特的传记（1970）。我在本书的第3章中大量参考了这本传记。康斯坦斯随后又写了几本传记，她笔下的人物有理查德柯朗（1976）、奈曼（1982）、 E. T. 贝尔（1993）。后来，她专门写了一本书献给妹妹：《朱莉亚：数学人生》（Julia: A Life in Mathematics
 ，1996）。

在1958年、1959年和1960年的夏天，马丁戴维斯与希拉里普特南（1926）一起共事。普特南更为人们熟知的身份是哲学家，但是他在数学和哲学方面的造诣都很深。1959年夏，他们开始将朱莉亚的方法引入到工作中。最后，他们寄给朱莉亚一份其论文的草稿。朱莉亚改进了其中的一部分，三个人联名完成了这份新的论文指数丢番图方程的判定问题（The Decision Problem for Exponential Diophantine Equations），并于 1961年发表。
［14］



就如论文标题，这篇论文是关于指数丢番图方程的，即丢番图方程的一种变形，它允许指数以几种形式出现：变量的变量次幂，常数的变量次幂，变量的常数次幂（也就是一般的丢番图方程）。戴维斯戴普特南普朱莉亚合作的这篇论文，在第二句话提到：证明的结果是并没有一般的算法来判定指数丢番图方程是否有正整数解。

现在，离否定希尔伯特第10问题仅一步之遥，这关键的一步就是戴维斯称之的朱莉亚罗宾逊假定。
［15］

 这个假定是说存在近似指数级增长的丢番图关系，这也蕴涵了指数关系本身就是丢番图关系，也就是说，指数丢番图方程可以表示为一般的丢番图方程。

20世纪60年代，朱莉亚一直是伯克利的讲师，讲授数学（其中一个学期讲授的是哲学），偶尔从事和发表一些希尔伯特第10问题的研究。在1969年的《数论的研究现状》（Studies in Number Theory
 ）中，她写了40页篇幅的一章来总结当时数论研究的进展，这章提出了一个最为重要的难题：


关系 r
 = St

 是丢番图关系吗？如果是，所有的指数丢番图方程都可以替换成等价的有更多变量的丢番图方程。另外，所有的递归可枚举关系也都是丢番图关系，因此希尔伯特的第10问题不可判定。目前为止，我们依然不知道是不是这样。
［16］





20世纪60年代，戴维斯在雷舍利尔理工学院和纽约大学授课，经常有机会讲授希尔伯特的第10问题。如果有人请他预测这个问题的可解性或不可解性，他就会像希伯来圣经里的先知那样，说出早已准备好的回答：我认为朱莉亚罗宾逊假定是成立的，而且它会被一个聪明的年轻俄国人证明。
［17］



尤里马蒂亚塞维奇于1947年出生在俄罗斯的圣彼得堡（即前苏联的列宁格勒），他高中时候的学校很注意学生数学和科学素质的培养。马蒂亚塞维奇17岁的时候进入国立列宁格勒大学学习，1966年就在莫斯科进行的国际数学家大会上发表过演讲。1970年，他从斯捷克洛夫数学研究所列宁格勒分部（也就是著名的LOMI）取到了博士学位。

马蒂亚塞维奇第一次听说希尔伯特第10问题是在1965年，当时他在国立列宁格勒大学读本科二年级。他的导师马斯洛夫（19391981）轻描淡写地告诉他：试着去证明丢番图方程的不可解性。这个问题也叫做希尔伯特第10问题，但你不必理会这些。他还向马蒂亚塞维奇推荐了一种研究方法：现在，不可解证明的通常途径是，将需要证明的问题规约到已知证明的其他不可解的问题上。马斯洛夫不推荐马蒂亚塞维奇看关于希尔伯特第10问题的相关研究文献，他说：关于这个问题，现在只有几个美国数学家发表了一些研究成果，你不需要看美国人至今还没证明这个问题，所以他们的方法很可能不恰当。
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几年里，马蒂亚塞维奇尝试了一些不同的方法解决希尔伯特第10问题，但都陷入了死胡同。他对这个世界难题的痴迷逐渐传遍了国立列宁格勒大学的校园。一位教授嘲笑他：你证明了希尔伯特第10问题不可解了吗？还没有？那么你将无法从这里毕业！
［19］

 马蒂亚塞维奇最后决定读一读美国人的论文，这其中包括了最重要的1961年戴维斯年普特南普朱莉亚合著的论文。

1970年新年刚过，马蒂亚塞维奇找到了一个与斐波那契数有关的满足朱莉亚罗宾逊假设的丢番图关系。他当年只有22岁。他在1月底做了关于希尔伯特第10问题不可判定的第一次公开报告，很快传遍了世界。朱莉亚罗宾逊写信给他：让我特别高兴的是，如果你真的才22岁，那当我最初提出那个猜想的时侯，你还是个孩子，而我不得不等你长大! 
［20］



朱莉亚和拉斐尔罗宾逊于1971年前往列宁格勒，拜访了马蒂亚塞维奇夫妇。在接下来的几年间，他们通过邮件在丢番图方程的问题上又合作出了几篇文章。

马丁戴维斯在《科学美国》杂志
［21］

 上就希尔伯特第10问题写了一篇脍炙人口的文章。1982年，多佛出版社再版经典著作《可计算性和不可判定性》时，他又写了一篇更有技术性的文章作为这本书的附录二。1974年5月，美国数学学会在北伊利诺伊斯大学举行了一场纯数学的座谈会，这次会议专注于希尔伯特问题。戴维斯、马蒂亚塞维奇和朱莉亚共同呈现了一篇文章：丢番图方程：负面解的积极因素（Diophantine Equations: Positive Aspects of a Negative Solution）
［22］

 ，在其中探讨了从丢番图方程不可解的证明中推导出来的几个有用结论。

由于在解决希尔伯特第10问题中起到的杰出作用，朱莉亚罗宾逊广为人知。1976年，她终于在伯克利晋升为正教授，并成为美国科学院第一位女性数学家。1982年，她成为美国数学学会第一位女主席。她还被《家庭妇女期刊》（Ladies Home Journal
 ）列入百位美国最杰出女性的名单。
［23］



1983年，朱莉亚罗宾逊被授予麦克阿瑟奖（也称为天才奖）。她匿名捐赠了部分奖金，用来支持牛津出版社出版《哥德尔文集》。这本书现在是每一个研究数学逻辑和可计算性的学者必参考的一本图书。

1984年，朱莉亚罗宾逊被诊断出患有白血病。她于次年逝世，享年65岁。她的丈夫拉斐尔罗宾逊在1995年去世，享年83岁。

马蒂亚塞维奇现在已是花甲之年。本书出版时，马丁戴维斯也有80岁了。他们两个人现在仍然活跃在数学界。

1993年，马蒂亚塞维奇写了《希尔伯特的第10问题》（Hilberts Tenth Problem）
 ，很快被麻省理工出版社译为英文出版。虽然希尔伯特第10问题不可解的证明占据了这本书的前一百页，但马蒂亚塞维奇重写了证明，而这个重写后的证明自成体系，几乎无需引用任何之前的研究。

《希尔伯特的第10问题》的第5章提到了图灵机。作为计算机时代的产物，马蒂亚塞维奇用现代编程语言的专业术语描述他的机器的工作原理，并阐述了它们和程序设计语句的关系。他证明了图灵机不能判定某一类丢番图方程是否有解，更不要说任意丢番图方程了。
［24］



那个古老的谜语告诉我们：丢番图的童年占一生的六分之一；过了十二分之一，两颊长须；又过了七分之一，找到了终生伴侣；五年之后，婚姻之神赐给他一个儿子，可儿子享年仅是其父的一半就进入了冰冷的坟墓；悲伤只有靠研究数学问题去消解，又过四年，他也走完了人生的旅途。

17个世纪后，阿兰图灵在与丢番图儿子相似的年纪，溘然长逝。后人借助他用无与伦比的想象力创造出来的翅膀才得以继续探索人类智慧的潜力和局限，并追求人类智慧在逻辑和数学上的意义。

丢番图和图灵死后都留下了谜题。就像人类的动机一样，一些丢番图方程有解，一些没有，而许多其他事情，我们永远都不知道。
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