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绪论

一、最优化与经济学

经济学研究稀缺资源的有效利用，而最优化理论则研究如何在给定的约束条件下实现目标函数的最大化，这两者之间具有紧密的联系。

实际上，微观经济学是在与线性规划与活动分析领域的最优化理论的相互交流中发展壮大起来的。如影子价格理论，它是经济学对最优化理论的贡献；最优化理论中的对偶理论拓宽了微观经济学的研究领域。微观经济学对经济主体的行动的分析，或许可以看作是最优化理论的应用。分析的对象从一个时点上经济主体的最优化行动（静态分析）转变成更符合现实的多个时点上的最优化行动（动态分析）。

最近，最优化理论也被广泛应用到宏观经济学领域。如新古典经济学假定预期是理性的，市场总是处于完全竞争均衡状态，而这种均衡本身就是一种最优状态。最优化理论的成果原封不动或稍加修改就可应用于对这种市场运行的分析。比如经济的最优增长问题要解决的是，在产品市场约束下如何实现通时的（或跨期的——Intertemporal）福利最大化。选取代表性家庭，假定其对未来的工资、利息能完全预知。在产品市场均衡约束下，代表性家庭可以安排好现在与未来消费的最优时间路径以实现家庭福利（从而社会福利）的最大化。具体方法是利用最大值原理给出最优解的必要条件，推导出反映消费变动的尤拉方程，再结合产品市场均衡式共同决定消费与资本随时间变动的最优路径，分析各宏观经济变量之间的联系以及政府宏观经济政策的效应。

二、本书的结构

全书分三部分，即最优化理论基础、高级宏观经济学的模型基础及它们在高级宏观经济学专题中的运用。

最优化理论基础部分，主要讲述一个时点或称为静态最优化问题、多个时点（离散）的动态最优化问题以及连续时间的动态最优化问题，为从微观基础出发研究宏观经济问题奠定数学基础。

模型基础部分，主要讲解从微观基础出发、采用一般均衡的分析框架研究宏观经济问题的两种模型方法：代表性家庭模型与重叠世代模型，为高级宏观经济学提供模型基础。

第三部分利用前两部分的知识去分析宏观经济领域的一些专门问题，为应用部分。高级宏观经济学强调微观基础和一般均衡的分析框架。其中，强调微观基础是指为避免犯“卢卡斯批判”的错误，对宏观经济问题的研究应像对微观经济问题的研究一样，要从代表性家庭（或厂商）的效用（或利润）最大化（在其自身的预算约束下）出发，去推求宏观经济变量的最优运动路径，研究宏观经济变量之间的相互关系以及宏观经济政策的效应。我们将系统地分析经济增长、实际商业周期、名义刚性与新凯恩斯波动（DSGE）、消费、投资与货币等问题。

更具体地，在第1章，我们介绍一个时点的最优化问题，即静态最优化问题，包括无约束、有等式约束和存在不等式约束的最优化问题。

第2章介绍离散时间、有限期界的动态最优化问题，包括动态分析的典型问题及其三种解法的基本思想，重点分析最大值原理的充分性与必要性条件，混合型非线性规划（NLP）的鞍点条件与库恩塔克条件以及三种解法之间的关联。

第3章研究连续时间的动态最优化问题，并且将时间期界扩展到无穷。这是高级宏观经济学中最常碰到的问题。

第4章首先介绍离散时间的代表性家庭模型及其若干解法，然后介绍连续时间的代表性家庭模型，并利用模型分析最优增长问题和财政政策的效果。

第5章介绍重叠世代模型，分析资本积累的效率性、财政政策的效果和不同的年金制度的影响，考虑具有人力资本积累以及遗产动机的情况。

接下来的两章研究经济增长。第6章研究新古典增长模型，内容包括离散时间的Solow模型、连续时间的Solow模型、修正的新古典模型、储蓄率内生化的模型以及引入人力资本的最优化模型。第7章研究内生经济增长，主要是AK模型、干中学、公共支出与增长、人力资本积累以及研究开发模型。其中的研究开发模型主要介绍质量阶梯模型与种类扩大模型。最后介绍了内生增长理论的最新进展。

第8章主要是建立宏观经济模型用以模拟实际商业周期的行为，使模拟与经济周期的定型化事实尽可能吻合。我们建立随机Solow模型与基准的RBC模型，研究实际冲击（技术冲击或政府购买支出冲击）对产出、消费、投资、利率、工资、就业等宏观经济变量的影响。

第9章研究名义刚性与新凯恩斯波动模型。本章主要目的是引入现代版本的IS-LM与AS-AD模型，研究名义价格与工资不完全调整的机制。要说明古典二分法不成立，也即要说明名义扰动对经济波动有重要影响，研究该问题是特别必要的。我们也基于名义刚性的概念建立动态随机一般均衡（DSGE）的波动模型。

第10章研究投资，内容包括：基准模型、投资的q模型（资本存量冲击、总产出变动、投资税收优惠、政府对投资征税以及政府对公司所有权收益征税等的影响）、不确定性（未来利润率、不可逆投资以及贴现因素）的影响以及一些其他考虑。

第11章研究消费，分析了确定性条件下的消费：生命周期说与持久性收入假说，分析了不确定性与消费、利率与储蓄、消费与风险资产以及其他消费理论。

第12章介绍货币经济，研究货币的存在如何影响人们的决策与实体经济的均衡。先介绍了几个含有货币的动态一般均衡模型，然后分析货币政策的效应，最后分别分析了灵活价格与粘性价格下货币与商业周期的联系。



第一部分　最优化理论基础


第1章

静态最优化

本章分析的最优化问题不牵涉时点的变化，讨论的只是单个时点的最优化问题，即静态最优化问题。

1.1　静态最优化问题

考虑下述问题：

[image: 010]


其中，f（x）为目标函数，f为Rn
 →R的映射，x=（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为商品的投入向量，投入x需消耗g（x）数量的资源，g为Rn
 →Rm
 的映射，b为资源总量。

[image: 010-2]


先不考虑约束条件，假定g（x）存在最优解x*
 。下面分三种情况讨论该问题的求解：

（1）约束未起作用，即g（x*
 ）＜b；

（2）约束取等号，即g（x*
 ）=b；

（3）有些约束未起作用，有些取等号，即g（x*
 ）≤b。

1.2　约束不起作用的场合：古典方法

在约束未起作用的场合，g（x*
 ）＜b，x*
 在X的内部，相当于无约束的情况。

在古典方法中，让x在最优解x*
 的周围发生微小变动Δx，看一下函数值的变化。若f（x）在x*
 及其附近连续可微，则忽略高阶小量有：

f（x*
 +Δx）=f（x*
 ）+f′（x*
 ）Δx

由于x*
 是最大解，f（x*
 ）≥f（x*
 +Δx），因此f（x*
 ）≥f（x*
 ）+f′（x*
 ）Δx，即

f′（x*
 ）Δx≤0

但Δx可正可负，因此必有f′（x*
 ）=0。

于是我们有：


定理1：
 f在Rn
 上连续可微，若存在x*
 使得g（x*
 ）＜b，那么x*
 为上述问题最优解的一阶必要条件是f′（x*
 ）=0。此时，x*
 为内点解。

下面的定理2给出x*
 为极大值的一个充分条件。


定理2：
 f为Rn
 上连续可微凹函数，若g（x*
 ）＜b且f′（x*
 ）=0，则x*
 为极大值点。


证明：
 因f是凹函数，所以有：f（x）－f（x*
 ）≤f′（x*
 ）（x－x*
 ）。又f′（x*
 ）=0，故f（x*
 ）≥f（x），即x*
 为极大值点。


定理3（包络定理）：
 假定f在（Rn
 ）上连续可微，且x*
 （a）为下述问题

[image: 011]


的最优解。记f*
 （a）≡f［x*
 （a），a］，若x*
 （a）在X的内部且关于a连续可微，那么[image: 011-2]
 成立。


证明：
 因x*
 （a）为上述问题的解，故有[image: 011-3]
 。于是，

[image: 011-4]


上述包络定理在经济学中有广泛的应用。如在微观经济学中，考虑短期与长期成本曲线的区别。企业投入资本与劳动进行生产，短期内资本投入视为固定，劳动投入可变。用a表示短期的生产水平，z表示劳动投入，x表示资本投入，生产函数为a=F（z，x）。成本f=wz+rx，其中w，r分别表示工资与租金。短期成本是产量的函数，记作cs
 （a），cs
 （a）=f（x，a），其中x外生给定。长期中，x为可变，对任意给定的产量a，企业会选择最优的资本投入使成本最小，长期成本函数[image: 012]
 。由包络定理，c′l
 （a）=c′s
 ［x*
 （a），a］，也就是说，长期成本曲线在每一产量a处都与对应该产量的最优短期生产规模的成本曲线相切，即长期成本曲线为短期成本曲线的包络线。如图1所示。

[image: 1-1]
图1　长期成本与短期成本



高级宏观经济学中也经常使用包络定理。如在高级宏观经济学中经常要对Bellman方程进行分析，每次分析我们都会用到包络定理。


定理4（凹性定理）：
 假定f（x，a）：Rn
 ×Rm
 →R关于（x，a）凹，且对所有的a∈Rm
 ，[image: 012-2]
 均存在，则f*
 ：Rm
 →R关于a凹。


证明：
 ∀a，a′∈Rm
 ，记使f（x，a）与f（x，a′）分别达到最大的x值为x*
 （a），x*
 （a′）。∀λ，0≤λ≤1，显然有：

λa+（1-λ）a′∈Rm
 ，λx*
 （a）+（1-λ）x*
 （a′）∈Rn


于是

[image: 012-3]


［这是因为f（x，a）：Rn
 ×Rm
 →R关于（x，a）凹］=λf*
 （a）+（1-λ）f*
 （a′）

即f*
 ：Rm
 →R关于a凹。

1.3　等式约束：拉格朗日乘子法

本节讨论第1章1.1节中的第二种情况，即约束取等号的情况。

1.3.1　两变量的场合

先考虑如下两变量问题：

[image: 013]


其中b∈R，g为实函数。

对上述问题构造拉格朗日函数：

L（x1
 ，x2
 ，λ）=f（x1
 ，x2
 ）+λ［b-g（x1
 ，x2
 ）］

一阶条件为：

Lx1

 （x1
 ，x2
 ，λ）=fx1

 （x1
 ，x2
 ）-λgx1

 （x1
 ，x2
 ）=0

（1.3.1）

Lx2

 （x1
 ，x2
 ，λ）=fx2

 （x1
 ，x2
 ）-λgx2

 （x1
 ，x2
 ）=0

（1.3.2）

Lλ
 （x1
 ，x2
 ，λ）=b-g（x1
 ，x2
 ）=0

（1.3.3）

利用上面这三个条件可求最优解x*
 =（x1
 *
 ，x2
 *
 ）与拉格朗日乘数λ*
 。由（1.3.1）有：

λ*
 =fx1

 （x*
 ）·gx1

 （x*
 ）-1


（1.3.4）

下面看一下拉格朗日乘数的意义。

对约束条件全微分有：

db=gx1

 （x*
 ）dx1
 +gx2

 （x*
 ）dx2


因此，

dx1
 =gx1

 （x*
 ）-1
 db-gx1

 （x*
 ）-1
 ·gx2

 （x*
 ）dx2


（1.3.5）

利用（1.3.5）式，有：

df（x*
 ）=fx1

 （x*
 ）dx1
 +fx2

 （x*
 ）dx2


=fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 db+［-fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 ·gx2

 （x*
 ）+fx2

 （x*
 ）］dx2


=λ*
 db+［fx2

 （x*
 ）-λ*
 gx2

 （x*
 ）］dx2


=λ*
 db

因此，λ*
 是资源b的最后一单位增加所引起的目标函数最优值的变化，它反映了目标函数对资源b的敏感程度。

1.3.2　一般的场合

考虑1.1节中约束取等号的问题：

[image: 014]


s.t.　g（x）=b

对于上述问题，有如下定理：


定理5（拉格朗日乘子法）：
 假定：①f，g连续可微；②m＜n；③g′（x*
 ）满行秩。记L（x，λ）=f（x）+λ［b-g（x）］，若x*
 为上述问题的解，则存在向量λ*
 （称为拉格朗日乘数）满足：

Lx
 （x*
 ，λ*
 ）=0

Lλ
 （x*
 ，λ*
 ）=0


证明：
 由于g满足条件①、②和③，根据隐函数定理，在x*
 近旁可将x=（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）分为两部分：m维向量x1
 与n-m维向量x2
 ，使得x2
 可表示成x1
 的某一函数x2
 =h（x1
 ）。于是上述问题可改写成下述无约束的局部最大化问题：

[image: 014-2]


因f，h都连续可微，所以该最大化问题的必要条件为：

fx1

 （x*
 ）+fx2

 （x*
 ）h′（x1
 *）=0

（1.3.6）

另一方面，预算约束对x1
 的导数gx1

 （x*
 ）+gx2

 （x*
 ）h′（x1
 *）=0，即

h′（x1*
 ）=-gx2

 （x*
 ）-1
 ·gx1

 （x*
 ）

（1.3.7）

把上式代入（1.3.6）式有：

fx1

 （x*
 ）-fx2

 （x*
 ）·gx2

 （x*
 ）-1
 ·gx1

 （x*
 ）=0

（1.3.8）

另外，显然有：

fx2

 （x*
 ）-fx2

 （x*
 ）·gx2

 （x*
 ）-1
 ·gx2

 （x*
 ）=0

（1.3.9）

令λ*
 =fx2

 （x*
 ）·gx2

 （x*
 ）-1
 ，并记为L（x，λ）=f（x）+λ［b-g（x）］，则可将（1.3.8）与（1.3.9）式合写为：

Lx
 （x*
 ，λ*
 ）=0

Lλ
 （x*
 ，λ*
 ）=0显然成立。

下面看一下存在等式约束时的包络定理。

定义

[image: 015]


于是

[image: 015-2]


这里用到了一阶条件fx
 -λ*
 gx
 =0与约束条件g=b。

1.4　非线性规划（NLP）问题

本节讨论1.1节中问题的第三种情况：

[image: 015-3]


其中，f，g均为向量x的连续实函数。

1.4.1　松弛变量：拉格朗日乘数与库恩塔克条件

先考虑两变量的情况。

[image: 015-4]


引入松弛变量s，将问题变为：

[image: 015-5]


现在，假定最大解为x*
 与s*
 。在x*
 与s*
 处对约束条件全微分有：

gx1

 （x*
 ）dx1
 +gx2

 （x*
 ）dx2
 +ds=0

（1.4.1）

若gx1

 （x*
 ）≠0，则由上式可得：

dx1
 =-gx1

 （x*
 ）-1
 ［gx2

 （x*
 ）dx2
 +ds］

（1.4.2）

因此若忽略二阶小量，近似有：

0≥f（x*
 +dx）-f（x*
 ）=fx1

 （x*
 ）dx1
 +fx2

 （x*
 ）dx2


=［-fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 gx2

 （x*
 ）+fx2

 （x*
 ）］dx2
 -［fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 ］ds

若ds=0，由于dx2
 可正可负，故必有

-fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 gx2

 （x*
 ）+fx2

 （x*
 ）=0

（1.4.3）

假定ds≠0，dx2
 =0。注意到s≥0，故若s*
 =0，则必有ds＞0；若s*
 ＞0，则ds可正可负。因此，当s*
 ＞0时，必有fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 =0；而s*
 =0时，必有fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 ≥0。

记fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 =λ*
 ，则上述分析表明：λ*
 ≥0且λ*
 s*
 =0。

另一方面，-fx1

 （x*
 ）gx1

 （x*
 ）-1
 gx1

 （x*
 ）+fx1

 （x*
 ）=0，利用（1.4.3）式我们有：

fx
 （x*
 ）-λ*
 gx
 （x*
 ）=0

记L（x，λ）=f（x）+λ［b-g（x）］，则上述问题最优解的必要条件为：

（a）Lx
 （x*
 ，λ*
 ）=fx
 （x*
 ）-λ*
 gx
 （x*
 ）=0

（b）Lλ
 =b-g（x*
 ）［=s*
 ］≥0

（c）λ*
 Lλ
 =λ*
 ［b-g（x*
 ）］［=λ*
 s*
 ］=0

（d）λ*
 ≥0

这些必要条件也称为库恩塔克条件
 。需要注意的是：首先，拉格朗日乘数总是非负的（d）；其次，拉格朗日乘数为正时松弛变量为0，对应的约束取等号（c）；最后，（b）、（c）与（d）意味着λ*
 是L（x*
 ，λ）的最小值点。

最后一点可以这样说明：假定λ*
 是L（x*
 ，λ）的最小值点，则下式近似成立：

0≤L（x*
 ，λ*
 +Δλ）-L（x*
 ，λ*
 ）=Lλ
 （x*
 ，λ*
 ）Δλ

若λ*
 ＞0，则Δλ可正可负；要使上式成立，必有Lλ
 =0；

若λ*
 =0，则Δλ只能大于等于0；要使上式成立，必有Lλ
 ≥0。

1.4.2　库恩塔克条件与鞍点条件

记I（x）={i|gi
 （x）=bi
 }，若等式约束的导函数向量的集合，而{g′i
 （x）|i∈I（x）}在x处的元素线性独立，则称g在x处满足正则条件。

若对所有的i，gi
 均为连续可微的凸函数，且存在x0
 ∈Rn
 使gi
 （x0
 ）＜bi
 ，则称g满足凸性与Slater条件。

若约束满足正则条件或满足凸性与Slater条件，则（NLP）的最大解x*
 满足库恩塔克条件（定理8与定理9会加以证明）。即存在λ*
 使（a）、（b）、（c）和（d）成立。此时若f为凹函数，gi
 均为凸函数，则L（x，λ）关于x凹，关于λ线性。于是（a）式意味着对所有的x∈Rn
 ，有

L（x，λ*
 ）≤L（x*
 ，λ*
 ）

这是因为L（x，λ*
 ）-L（x*
 ，λ*
 ）≤Lx
 （x*
 ，λ*
 ）（x-x*
 ）=0。

另一方面，（b）、（c）与（d）意味着对任意的λ≥0，λ转置
 ∈Rm
 ，有

L（x*
 ，λ*
 ）≤L（x*
 ，λ）

我们称（x*
 ，λ*
 ）为鞍点。因此有如下定理：


定理6：
 假定f为凹函数且约束满足正则性、或满足凸性与Slater条件。若x*
 是（NLP）的最大解，则存在λ*
 ≥0，使（x*
 ，λ*
 ）为鞍点。

1.4.3　库恩塔克条件的必要性与充分性


定理7（Fritz John）：
 假定f，g连续可微。若x*
 是（NLP）的最优解，则存在m+1维向量η=（η0
 ，η1
 ，…，ηm
 ）＞0，使得

[image: 017]


成立。


证明：
 记z1
 （x*
 ）={y|g′i
 （x*
 ）y＜0，i∈I（x*
 ）；y∈Rn
 }；z2
 （x*
 ）={y|f′（x*
 ）y＞0；y∈Rn
 }；这里I（x*
 ）={i|gi
 （x*
 ）=bi
 }。

首先证明：若x*
 为最大解，则z1
 （x*
 ）∩z2
 （x*
 ）=φ。

由于这两个集合均为开集，故对于y∈z1
 （x*
 ）∩z2
 （x*
 ），取充分小的正数ε＞0，按微分中值定理，存在0＜θ＜1与0＜θ′＜1使得

f（x*
 +εy）=f（x*
 ）+f′［x*
 +（1-θ）εy］εy＞f（x*
 ）

gi
 （x*
 +εy）=gi
 （x*
 ）+g′i
 ［x*
 +（1-θ′）εy］εy＜gi
 （x*
 ）；i=1，2，…，m

因此gi
 （x*
 +εy）≤bi
 ；i=1，2，…，m且f（x*
 +εy）＞f（x*
 ）。这与x*
 是最大解矛盾！

这说明若x*
 为最大解，则z1
 （x*
 ）∩z2
 （x*
 ）=φ，这两个集合是分离的。

若I（x*
 ）={i1
 ，i2
 ，…，ik
 }，则有：

[image: 017-2]


其次，利用上式与Gordan定理，存在（η0
 ，ηi1

 ，…，ηik

 ）＞0满足：

[image: 018]


再加上对i∉I（x*
 ），即gi
 （x*
 ）＜bi
 ，让ηi
 =0。于是

[image: 018-2]


证毕。

所谓Gordan定理是指：对于m个n维行向量ai
 =（ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ），i=1，2，…，m，要么存在n维列向量y使得

[image: 018-3]


要么存在m维列向量η＞0使得

[image: 018-4]


二者不可得兼。


定理8：
 假定f，g连续可微，且g在x*
 处满足正则性。若x*
 是（NLP）的最大解，则库恩塔克条件（a）、（b）、（c）与（d）必成立。


证明：
 令λi
 *
 =ηi
 /η0
 ，只需证明η0
 ≠0即可。

假定η0
 =0，则[image: 018-5]
 。由于η＞0（不全为0），故g的导函数向量线性相关，与正则性矛盾！


定理9：
 假定f，g连续可微，且g满足凸性及Slater条件。x*
 若是（NLP）的最大解，则必满足库恩塔克条件。


证明：
 只需证明η0
 ≠0即可。因g满足Slater条件，故存在x0
 ∈Rn
 使g（x0
 ）＜b。又因g满足凸性，故对所有的i，gi
 （x0
 ）-gi
 （x*
 ）≥g′i
 （x*
 ）（x0
 -x*
 ）。

因η=（η0
 ，η1
 ，…，ηm
 ）非负，故

[image: 018-6]


这里，若η0
 =0，则由定理7第一式知[image: 018-7]
 ，于是

[image: 019]


因而，

[image: 019-2]


由定理7第二式知

[image: 019-3]


因η=（η0
 ，η1
 ，…，ηm
 ）＞0，η0
 =0，故（η1
 ，…，ηm
 ）＞0。由Slater条件知对所有的i，都有gi
 （x0
 ）＜bi
 ，于是有

[image: 019-4]


矛盾！


定理10（库恩塔克条件的充分性）：
 假定f，g连续可微，f为凹函数，且gi
 对所有的i均为凸函数。若x*
 满足库恩塔克条件，则其必为（NLP）的最大解。


证明：
 定义集合I，J如下

I（x*
 ）={i|gi
 （x*
 ）=bi
 }；J（x*
 ）={j|gj
 （x*
 ）＜bj
 }

对任意满足b≥g（x）的x以及所有的i∈I（x*
 ），有bi
 =gi
 （x*
 ）≥gi
 （x）。由于gi
 是凸函数，故对所有的i∈I（x*
 ），均有g′i
 （x*
 ）（x-x*
 ）≤0。

由于λ*
 ≥0，故对所有的i∈I（x*
 ），λi
 *
 g′i
 （x*
 ）（x-x*
 ）≤0。

由库恩塔克条件（b）、（c）与（d）可知，对所有的j∈J（x*
 ），λj
 *
 g′j
 （x*
 ）（x-x*
 ）=0。故λ*
 g′（x*
 ）（x-x*
 ）≤0。

另一方面，f的凹性及条件（a）意味着

f（x）-f（x*
 ）≤f′（x*
 ）（x-x*
 ）=λ*
 g′（x*
 ）（x-x*
 ）≤0

这就是说，f（x*
 ）是最大值。


推论1：
 假定f，g连续可微，f凹，g凸且满足Slater条件，则x*
 是（NLP）最大解的充要条件是它满足库恩塔克条件。

1.4.4　存在非负约束时的库恩塔克条件

考虑下述问题：

[image: 019-5]


构造拉格朗日函数，

L（x，λ，μ）=f（x）+λ［b-g（x）］+μx

库恩塔克条件为：

Lx
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ）=fx
 （x*
 ）-λ*
 gx
 （x*
 ）+μ*
 =0

Lλ
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ）=b-g（x*
 ）≥0

Lμ
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ）=x*
 ≥0

λ*
 ［b-g（x*
 ）］+μ*
 x*
 =0

λ*
 ≥0；μ*
 ≥0

消去μ*
 ，可将这些条件归结为对L（x，λ）=f（x）+λ［b-g（x）］：

Lx
 （x*
 ，λ*
 ）=fx
 （x*
 ）-λ*
 gx
 （x*
 ）≤0

Lx
 （x*
 ，λ*
 ）x*
 =［fx
 （x*
 ）-λ*
 gx
 （x*
 ）］x*
 =0；x*
 ≥0

Lλ
 （x*
 ，λ*
 ）=b-g（x*
 ）≥0

λ*
 Lλ
 （x*
 ，λ*
 ）=λ*
 ［b-g（x*
 ）］=0；λ*
 ≥0

以上是存在非负约束时的库恩塔克条件。

1.4.5　鞍点条件的必要性与充分性


定理11：
 假定f凹，g凸。x*
 若是（NLP）的最优解，则存在m+1维向量η=（η0
 ，η1
 ，…，ηm
 ）＞0，使得对任意的x∈Rn
 ，有

[image: 020]


定理7假定f与g连续可微，而定理11假定f凹，g凸。该定理的证明须利用一般化的Gordan定理（Fan，Glicksberg，Hoffman定理）：

对定义在Rn
 上的凸函数h0
 ，h1
 ，…，hm
 ，或者①存在y0
 ∈Rn
 ，使对所有的i都有hi
 （y0
 ）＜0，或者②对所有的y∈Rn
 都存在η=（η0
 ，η1
 ，…，ηm
 ）＞0使得[image: 020-2]
 。但二者不可兼得。

上述一般化定理中若令hi
 （y）=ai
 y，即可得到前面的Gordan定理。

现在证明定理11。令

h0
 （x）=f（x*
 ）-f（x）

hi
 （x）=gi
 （x）-bi
 （i=1，…，m）

因f凹，g凸，故h0
 （x）与hi
 （x），i=1，…，m皆为凸函数。由于x*
 是（NLP）的最优解，故使

h0
 （x）＜0

hi
 （x）＜0（i=1，…，m）

成立的x∈Rn
 不存在。根据一般化的Gordan定理，存在η=（η0
 ，η1
 ，…，ηm
 ）＞0，使得对任意的x∈Rn
 ，有

[image: 021]


成立。


定理12：
 假定f凹，g凸且满足Slater条件。x*
 若是（NLP）的最优解，则必存在λ*
 ≥0，使（x*
 ，λ*
 ）满足鞍点条件。


证明：
 假定η0
 =0，于是对任意的x∈Rn
 ，均有

[image: 021-2]


因η=（η0
 ，η1
 ，…，ηm
 ）＞0，η0
 =0，故（η1
 ，…，ηm
 ）＞0。由Slater条件知存在x0
 ∈X⊂Rn
 ，对所有的i，都有gi
 （x0
 ）＜bi
 ，于是有

[image: 021-3]


矛盾！因此，η0
 ≠0。

令λi
 *
 =ηi
 /η0
 ≥0，则Fritz John不等式变为

[image: 021-4]


现在令x=x*
 ，则有[image: 021-5]
 ，但[image: 021-6]
 ，因此

[image: 021-7]


另一方面，

[image: 022]


因此（x*
 ，λ*
 ）满足鞍点条件。


定理13：
 对于x*
 ，若存在λ*
 ≥0使得（x*
 ，λ*
 ）满足鞍点条件，则x*
 为（NLP）的最大解。


证明：
 因（x*
 ，λ*
 ）为鞍点，对所有的x∈Rn
 与λ≥0，λ转置
 ∈Rm
 ，

f（x）+λ*
 ［b-g（x）］≤f（x*
 ）+λ*
 ［b-g（x*
 ）］≤f（x*
 ）+λ［b-g（x*
 ）］

从上式的后一个不等式可得（λ-λ*
 ）［b-g（x*
 ）］≥0。该式对λ=0也成立，因而

λ*
 ［b-g（x*
 ）］≤0

让λi
 =λi
 *
 ，i=1，…，j-1，j+1，…，m；λj
 =λj
 *
 +1，则bj
 ≥gj
 （x*
 ），由于j是任意的，所以b≥g（x*
 ）。于是λ*
 ［b-g（x*
 ）］≥0。故

λ*
 ［b-g（x*
 ）］=0

下面考虑满足b≥g（x）的x。因f（x）+λ*
 ［b-g（x）］≤f（x*
 ）+λ*
 ［b-g（x*
 ）］，故

f（x）+λ*
 ［b-g（x）］≤f（x*
 ）

因此，x*
 为（NLP）的最大解。


推论2：
 f凹，g凸且满足Slater条件。x*
 若是（NLP）的最大解的充要条件是x*
 满足鞍点条件。

1.4.6　库恩塔克乘数的意义

考虑（NLP），假定x*
 满足库恩塔克条件。于是存在λ*
 ，使得：

（a）Lx
 （x*
 ，λ*
 ）=fx
 （x*
 ）-λ*
 gx
 （x*
 ）=0

（b）Lλ
 （x*
 ，λ*
 ）=b-g（x*
 ）≥0

（c）λ*
 Lλ
 =λ*
 ［b-g（x*
 ）］=0

（d）λ*
 ≥0

成立。

记I（x*
 ）={i|gi
 （x*
 ）=bi
 }；J（x*
 ）={j|gj
 （x*
 ）＜bj
 }。上述条件可改写为

（a1）[image: 022-2]


（b1）bi
 -gi
 （x*
 ）=0；i∈I（x*
 ）

（c1）λi
 *
 ≥0；i∈I（x*
 ）

（d1）λj
 *
 =0；j∈J（x*
 ）

（a1）成立是因为（d1）成立。

因此x*
 只依赖于bi
 ；i∈I（x*
 ），不依赖于bj
 ；j∈J（x*
 ）。所以

[image: 023]


另一方面，（a1）与（b1）所对应的拉格朗日乘数与下述问题对应相同

[image: 023-0]


s.t.　gi
 （x）=bi
 ；　i∈I（x*
 ）

该问题是等式约束最大化问题，[image: 023-2]
 ；i∈I（x*
 ）。因此

[image: 023-3]


也就是说库恩塔克乘数和拉格朗日乘数具有相同的意义。


第2章

离散时间、有限期界的动态最优化

前一章处理的问题只涉及一个时点，属静态最优化问题；现实中的诸多问题涉及多个时点甚至连续时间的资源分配，属动态最优化问题。本章讨论离散时间、有限期界的动态最优化问题及其解法，下一章我们将分析连续时间、无限期界的动态最优化问题。

2.1　动态最优化问题

本节介绍动态分析中最典型的问题及其三种解法（变分法、最大值原理与动态规划）的基本思想。

2.1.1　动态分析中的典型问题

规划者要制订一个T期的计划，确定各期的消费与资本保有量，使计划期内效用达到最大，即

[image: 024]


这是最典型的离散时间的动态问题。其中xt
 表示控制变量（消费），kt
 表示状态变量（资产存量），T表示计划的期间，u（t，kt
 ，xt
 ）表示t期的效用，ν（T，kT
 ）表示期终残存资产的效用的现在价值。第一个约束是状态变量的运动方程，表示家庭资产的变动依赖于期初资产、利息率、支出额与收入额；然后是环境制约，如资产存量非负、劳动供给非负、消费需预付现金等约束；最后是期初条件。

2.1.2　典型问题的三种解法

变分法主要适用于求解这样的问题：约束条件g（t，kt
 ，xt
 ）≥0；t=0，1，…，T-1未起作用，且目标函数最大化的手段只依赖于状态变量的路径（kt+1
 -kt
 =xt
 ），即求解下述问题：

[image: 025]


变分法通过引入微小的变化来推导最优解的性质，如著名的Euler差分方程式等。该方法的特点是直观、有效、易于理解。

运用最大值原理（Maximum Principle）求解时，并不把t看成历史时间，而是将其看作外生变量，也就是说，不是把xt
 与kt
 看作随时间变化的变量，而是将x0
 ，x1
 …，xT-1
 ；k1
 ，…，kT
 看成独立的变量，把状态方程与环境约束通通看成约束条件。将（P）看成静态问题（NLP），采用（NLP）的方法进行求解。

最大值原理的特点是以状态运动方程的拉格朗日乘数的形式引入共状态变量，动态问题与时间分离，Hamilton函数的使用与共状态变量的引入使最优条件的表达式简洁化。

动态规划方法则注重历史的时间推移，也就是说，运用动态规划解决的问题需要被一期一期地依次解决。

动态规划方法的特点是，基于状态变量导入价值函数，该函数能使各期的决定问题简单化。

以上三种方法相互补充，Euler方程、共状态变量与价值函数相互关联。

2.2　变分法

变分法常用来分析如下的离散时间问题：

[image: 025-2]


与典型问题相比，变分法讨论的问题没有环境约束，控制变量xt
 =kt+1
 -kt
 ，kT
 固定，u连续可微。

令y=（k1
 ，…，kT
 ）转置
 ，[image: 026]
 （t，kt
 ，kt+1
 -kt
 ）。

若y*
 为最优解，则[image: 026-2]
 ，即

[image: 026-3]


也即

[image: 026-4]


必须成立，其中t=0，1，…，T-1。该式称为Euler差分方程式。

上述Euler差分方程式为二阶，因此若两个时点的kt
 确定了，比如k0
 与k1
 确定了，kt
 的整个时间路径也就确定了。由于该问题给出了初始条件与终端条件，因此{kt
 ：t=0，1，…，T}的路径也就完全确定了。

2.3　最大值原理

2.3.1　非线性规划问题与最大值原理

采用如下记号：

[image: 026-5]


于是动态最优化问题（P）与下述混合型（NLP）相同：

[image: 027]


混合型（NLP）既含不等式约束也含有等式约束。因此，前一章中与混合型（NLP）对应的库恩塔克条件也适用于（P）。


定义：
 若{G′i
 （X）|i∈I（X）}与{H′j
 （X）|j=1，…，T}的行向量线性无关，则说G，H在X满足混合型（NLP）的正则条件。这里I（X）={i|Gi
 （X）=Bi
 }。


定理1：
 假定X*
 为混合型（NLP）的最优解，F，G，H连续可微，且G，H在X*
 满足正则条件，则存在λ*
 ，ξ*
 使得：

LX
 （X*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）=F′（X*
 ）-λ*
 G′（X*
 ）+ξ*
 H′（X*
 ）=0

Lλ
 （X*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）=B-G（X*
 ）≥0

λ*
 Lλ
 （X*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）=λ*
 ［B-G（X*
 ）］=0

λ*
 ≥0

Lξ
 （X*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）=H（X*
 ）=0

成立。其中L（X，λ，ξ）=F（X）+λ［B-G（X）］+ξH（X）。


定义：
 记I（X）={i|Gi
 （X）=0}，若{G′i
 （X）|i∈I（X）}与{H′j
 （X）}的要素向量线性无关，则称f，g在X满足动态问题（P）的正则条件。

下面我们要证明：若f，g在最优解X*
 满足动态问题（P）的正则条件，则混合型（NLP）的库恩塔克条件是最优解的必要条件。

首先构造拉格朗日函数

[image: 027-2]


其中H（t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）=u（t，kt
 ，xt
 ）+λt
 f（t，kt
 ，xt
 ）称为现值的Hamilton函数。因此，对于t=0，1，…，T-1，库恩塔克条件如下：

Lx
 =Hx
 （t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）+μt
 gx
 （t，kt
 ，xt
 ）=0

μt
 ≥0

Lμ
 =g（t，kt
 ，xt
 ）≥0

μt
 Lμ
 =μt
 g（t，kt
 ，xt
 ）=0

Lk
 =Hk
 （t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）+μt
 gk
 （t，kt
 ，xt
 ）+λt
 -λt-1
 =0

Lλ
 =Hλ
 （t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）+kt
 -kt+1
 =0

LkT

 =-λT-1
 +νkT

 （T，kT
 ）=0

[image: 028]


若x*
 是最优解，则存在{λt
 *
 ：t=0，1，…，T}与{μt
 *
 ：t=0，1，…，T-1}使以上八式成立。

于是我们有下述定理：


定理2（最大值原理的必要性）：
 在问题（P）中，假定u，ν，f，g分别关于各独立变量连续可微，且f，g满足动态问题（P）的正则条件。若{xt
 *
 ：t=0，1，…，T-1}与{kt
 *
 ：t=0，1，…，T}是问题（P）的最优解，则存在{λt
 *
 ：t=-1，…，T-1}与{μt
 *
 ：t=0，1，…，T-1}使以下四个条件成立：

（1）Hamilton函数最大化的库恩塔克条件：

Hx
 （t，kt
 *
 ，xt
 *
 ，λt
 *
 ）+μt
 *
 gx
 （t，kt
 *
 ，xt
 *
 ）=0

μt
 *
 ≥0

-g（t，kt
 *
 ，xt
 *
 ）≤0

μt
 *
 g（t，kt
 *
 ，xt
 *
 ）=0

（2）Hamilton动力学：

[image: 028-2]


（3）横截性条件（Transversality Condition）：

[image: 028-3]


（4）初期条件：

[image: 028-4]


问题（P）的最优解的必要条件（1）~（4）称为最大值原理。

需要说明的是，拉格朗日乘数λt
 *
 与状态变量kt
 *
 相对应，又称为共状态变量。它表示最优投资[image: 028-5]
 的边际1单位增加所引起的总效用的增量，因此是投资品的边际价值或投资品的影子价格。

2.3.2　混合型（NLP）的库恩塔克条件与鞍点条件

混合型（NLP）：

[image: 029]


稍作变换即可化为（NLP）的标准问题：

[image: 029-2]


不过，h（x）与-h（x）一般不能同时为凸函数，除非h（x）是线性的。因此第1章中约束函数为凸时库恩塔克条件的充分性定理（第1章定理10）以及约束函数为凸且满足Slater条件时的库恩塔克条件的必要性定理（第1章定理9）若要成立，要求h（x）必须是线性函数。

与之相对，满足正则性时的库恩塔克条件的必要性定理（第1章定理8）与满足鞍点条件的解为最优解的充分性定理（第1章定理13）依然成立。

记I（x）={i|gi
 （x）=bi
 }，若{g′i
 （x）|i∈I（x）}与{h′j
 （x）|j=1，…，m}的要素向量线性无关，则称g，h在x满足混合型（NLP）的正则条件。

记L+
 （x，λ，μ，φ）=f（x）+λ［b-g（x）］+μ［0-h（x）］+φ{0-［-h（x）］}，则混合型（NLP）的库恩塔克条件可表示为：

Lx
 +
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ，φ*
 ）=f′（x*
 ）-λg′（x*
 ）-（μ*
 -φ*
 ）h′（x*
 ）=0

Lλ
 +
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ，φ*
 ）=b-g（x*
 ）≥0

λ*
 Lλ
 +
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ，φ*
 ）=λ*
 ［b-g（x*
 ）］=0，λ*
 ≥0

Lμ
 +
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ，φ*
 ）=-h（x*
 ）≥0

μ*
 Lμ
 +
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ，φ*
 ）=μ*
 ［-h（x*
 ）］=0，μ*
 ≥0

Lφ
 +
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ，φ*
 ）=h（x*
 ）≥0

φ*
 Lφ
 +
 （x*
 ，λ*
 ，μ*
 ，φ*
 ）=φ*
 h（x*
 ）=0，φ*
 ≥0

若记L（x，λ，ξ）=f（x）+λ［b-g（x）］+ξh（x），则上述条件与下述条件等价：

Lx
 （x*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）=f′（x*
 ）-λ*
 g′（x*
 ）+ξ*
 h′（x*
 ）=0

Lλ
 （x*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）=b-g（x*
 ）≥0

λ*
 Lλ
 （x*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）=λ*
 ［b-g（x*
 ）］=0，λ*
 ≥0

Lξ
 （x*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）=h（x*
 ）=0


定理3：
 对于x*
 ，若存在λ*
 与ξ*
 满足库恩塔克条件，并且（i）f（x），-g（x），h（x）连续可微、凹；（ii）ξ*
 ≥0，则x*
 为混合型（NLP）的最优解。


证明：
 考虑满足（NLP）约束条件g（x）≤b，h（x）=0的x，由f（x）的凹性知

f（x）-f（x*
 ）≤f′（x*
 ）（x-x*
 ）

因此

f（x*
 ）-f（x）≥-f′（x*
 ）（x-x*
 ）

=［-λ*
 g′（x*
 ）+ξ*
 h′（x*
 ）］（x-x*
 ）

≥-λ*
 ［g（x）-g（x*
 ）］+ξ*
 ［h（x）-h（x*
 ）］

=λ*
 {［b-g（x）］-［b-g（x*
 ）］}+ξ*
 ［h（x）-h（x*
 ）］

≥0

上式第二行取等号是由于库恩塔克条件的第一式成立；第三行取大于等于号是由于-g（x），h（x）的凹性假定；最后一行取大于等于号是由于g（x）≤b，h（x）=0，h（x*
 ）=0以及λ*
 ［b-g（x*
 ）］=0。

该定理中f若严格凹，则最优解是唯一的。


定理4：
 对于x*
 ，若存在λ*
 ≥0与ξ*
 ，使对任意的x∈Rn
 ，λ≥0，λ∈Rm
 以及ξ∈Rl
 都有：

L（x，λ*
 ，ξ*
 ）≤L（x*
 ，λ*
 ，ξ*
 ）≤L（x*
 ，λ，ξ）

成立，则x*
 为混合型（NLP）的最优解。


证明：
 我们首先证明x*
 满足约束条件，再证明对满足约束条件的任意x都有f（x）≤f（x*
 ）即可。

第二个不等式意即

f（x*
 ）+λ*
 ［b-g（x*
 ）］+ξ*
 h（x*
 ）≤f（x*
 ）+λ［b-g（x*
 ）］+ξh（x*
 ）

因此对任意的λ≥0以及ξ均有：

（λ-λ*
 ）［b-g（x*
 ）］+（ξ-ξ*
 ）h（x*
 ）≥0

（*）

特别地，让λj
 =λj
 *
 +1，j=i；λj
 =λj
 *
 ，j≠i；ξ=ξ*
 ，则bi
 ≥gi
 （x*
 ）。对每一个i都如是操作，我们有

b-g（x*
 ）≥0

于是λ*
 ［b-g（x*
 ）］≥0。

（*）式中若令λ=0，ξ=ξ*
 ，则有λ*
 ［b-g（x*
 ）］≤0，于是

λ*
 ［b-g（x*
 ）］=0

下面让λ=λ*
 ；ξj
 =ξj
 *
 +ε，j=i；ξj
 =ξj
 *
 ，j≠i，于是由（*）式，εhi
 （x*
 ）≥0。ε可正可负，因此hi
 （x*
 ）=0，这对所有的i均成立，于是

h（x*
 ）=0

这就是说x*
 满足（NLP）的约束条件。

对于满足g（x）≤b，h（x）=0的任意x，由于x满足鞍点条件的第一个不等式，所以

f（x）+λ*
 ［b-g（x）］+ξ*
 h（x）≤f（x*
 ）+λ*
 ［b-g（x*
 ）］+ξ*
 h（x*
 ）

f（x）≤f（x）+λ*
 ［b-g（x）］≤f（x*
 ）

第二行成立是因为λ*
 ≥0，g（x）≤b，h（x）=0，h（x*
 ）=0，以及λ*
 ［b-g（x*
 ）］=0。

2.3.3　最大值原理的充分性

沿用2.3.1节的记号。显然有：

（1）若g（t，kt
 ，xt
 ）关于kt
 ，xt
 连续可微、凹，则-G（X）关于X连续可微、凹；

（2）若f（t，kt
 ，xt
 ）关于kt
 ，xt
 连续可微、凹，f（t，kt
 ，xt
 ）+kt
 -kt+1
 关于kt+1
 ，kt
 ，xt
 连续可微、凹，因此H（X）关于X连续可微、凹；

（3）若u（t，kt
 ，xt
 ）关于kt
 ，xt
 连续可微、凹，而且ν（T，kT
 ）关于kT
 连续可微、凹，则F（X）关于X连续可微、凹。

注意到以上三点，由定理3我们得：


定理5（最大值原理的充分性）：
 对于问题（P）中的{xt
 *
 ：t=0，1，…，T-1}与{kt
 *
 ：t=0，1，…，T}，若存在{λt
 *
 ：t=-1，…，T-1}与{μt
 *
 ：t=0，1，…，T-1}，满足：

①定理2中的四个条件；②{λt
 *
 ≥0：t=-1，…，T-1}；③g（t，kt
 ，xt
 ）、f（t，kt
 ，xt
 ）和μ（t，kt
 ，xt
 ）关于kt
 ，xt
 、ν（T，kT
 ）关于kT
 连续可微、凹。

则{xt
 *
 ：t=0，1，…，T-1}与{kt
 *
 ：t=0，1，…，T}为问题（P）的最优解。


定理6（鞍点条件的充分性）：
 若问题（P）的拉格朗日函数

[image: 031]


对任意的［（kt
 ），（xt
 ），（λt
 ），（μt
 ）］，λt
 ≥0，满足

L［（kt
 ），（xt
 ），（λt
 *
 ），（μt
 *
 ）］≤L［（kt
 *
 ），（xt
 *
 ），（λt
 *
 ），（μt
 *
 ）］≤L［（kt
 *
 ），（xt
 *
 ），（λt
 ），（μt
 ）］

那么［（kt
 *
 ），（xt
 *
 ），（λt
 *
 ），（μt
 *
 ）］，λt
 *
 ≥0为问题（P）的最优解。

2.4　动态规划（离散时间）

动态规划方法注重历史的时间推移，在求解问题（P）时，一期一期地依次去求解。在T有限时，常运用以下的后向归纳法（Backward Induction）求解。

先看T期。在T期，kT
 已决定，终期效用为V（T，kT
 ）。

再看T-1期。kT-1
 已经决定，选择xT-1
 使今后（T-1期与T期）效用最大。即求解下述问题

[image: 032]


该问题的解假定为[image: 032-2]
 ，目标函数最优值记作V（T-1，kT-1
 ），则：

[image: 032-3]


现在看T-2期。kT-2
 给定，选择xT-2
 使今后效用最大化。即求解下述问题：

[image: 032-4]


假定该问题的解为[image: 032-5]
 ，目标函数最优值记作V（T-2，kT-2
 ），则：

[image: 032-6]


同样的操作持续下去，一般地，在t期求解

[image: 032-7]


上式也称为“Bellman方程式”。

V（t，kt
 ）称为“状态评价函数”，xt
 *
 （kt
 ）称为“政策函数”。

就这样每一期的政策函数依次被决定。计划期全体的政策函数与状态运动方程的关系可表示如下：

[image: 033]


这样，动态规划的特征就是将整个计划期的最优化变为每一期的最优化，利用后向归纳法直接导出每一期的政策函数。

2.5　动态规划到最大值原理

下面我们将从动态规划方法推导出最大值原理。为使推导简单化，假定：

（1）不等式约束-g（t，kt
 ，xt
 ）≤0不起作用（not binding）。

（2）动态规划问题的政策函数xt
 *
 （kt
 ）关于kt
 连续可微。

由定义，

V（t，kt
 ）=u［t，kt
 ，xt
 *
 （kt
 ）］+V{t+1，kt
 +f（t，kt
 ，xt
 *
 （kt
 ）］}；t=0，…，T-1

V（T，kT
 ）=ν（T，kT
 ）

成立。假定u，f，v连续可微，则V（t，kt
 ），t=0，…，T-1也连续可微。

假定动态问题（P）的动态规划解为{xt
 *
 （kt
 *
 ）}与{kt
 *
 }。xt
 *
 （kt
 *
 ）因而是

[image: 033-2]
 +V［t+1，kt
 *
 +f（t，kt
 *
 ，xt
 ）］}的最优解，于是满足

[image: 033-3]


（2.5.1）

定义λt
 *
 与H（t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）如下：

[image: 034]


H（t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）=u（t，kt
 ，xt
 ）+λt
 f（t，kt
 ，xt
 ）

（2.5.3）

则（2.5.1）可表示为：

[image: 034-2]


注意到V（t，kt
 *
 ）=u［t，kt
 *
 ，xt
 *
 （kt
 ）］+V｛t+1，kt
 *
 +f［t，kt
 *
 ，xt
 *
 （kt
 *
 ）］｝，两边对kt
 微分并利用式（2.5.1），有：

[image: 034-3]


由式（2.5.2）与（2.5.3），上式可写作

[image: 034-4]


另一方面，由（2.5.3）与状态方程可得：

[image: 034-5]


最后由定义[image: 034-6]
 与V（T，kT
 ）=ν（T，kT
 ）有

[image: 034-7]


期初条件为：

[image: 034-8]


就这样，我们从动态规划出发推导出了最大值原理。式（2.5.4）、（2.5.6）、（2.5.7）、（2.5.8）与（2.5.9）就是满足假定（1）与（2）的动态问题（P）的最大值原理。

这里需要强调的是定义（2.5.2）式的含义。（2.5.2）式错开一期有[image: 034-9]
 。

该式左边为t-1期投资品kt
 -kt-1
 的影子价格，V（t，kt
 ）表示t期资本的总价值，右边表示t期资本的边际价值，也即t期资本的影子价格。该式表明t-1期投资品价格必须等于t期资本的价格。

2.6　最大值原理到变分法

定义xt
 =kt
 -kt-1
 ，则（PV
 ）转换成（PV
 ′）

[image: 035]


（PV
 ′）的Hamilton函数为H（t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）=u（t，kt
 ，xt
 ）+λt
 xt
 ，最大值原理为：

[image: 035-2]


将（2.6.1）式与（2.5.2）式代入（2.6.3）式有

[image: 035-3]


该式即为Euler差分方程式。因此从最大值原理出发导出了变分法的结果。值得特别注意的是（2.6.1）式：[image: 035-4]
 右边是由t期的最优投资引起的当期效用的边际减小值的反函数，它必须等于左边的投资的价格。


第3章

连续时间、无限期界的动态最优化

前一章的分析只考虑了离散时间、有限期界的动态最优化问题。但经济学中经常会遇到连续时间、无限期界的动态最优化问题，而且效用函数与状态运动方程往往采取某种特殊形式，环境约束条件也不起作用。本章考虑这样的问题，作为离散时间、有限期界的动态问题的延伸，我们将类似地给出连续时间、无限期界的动态问题的最大值原理、动态规划解法以及变分法。

具体地，本章我们将考虑如下问题：

[image: 036]


考虑上述问题的原因之一是这种问题在技术处理上比较简单。较之于离散时间且各函数中明确含有时间变量的情形，这种连续时间且函数中不明确含有时间变量的情形其结果更简单。如最大值原理中的Hamilton动力学，在离散时间的场合用差分方程来表达，而在连续时间的场合则可用微分方程式表示。一般而言，微分方程式的处理较之差分方程要容易一些。特别是在讨论外生变量的变动对最优路径的影响时，微分方程中的各种技巧（如位相图）用起来更顺手。

第二个原因是，对许多经济主体而言，规划期为无限长这一想法也比较自然。企业要持续经营，把规划期间看作无限长既自然又合理；家庭是一个绵延不绝的家系，某一时点的家庭做决策时会一并考虑其子孙的效用。这样，尽管个人的寿命有限，但家庭的最优决策实际上是要让整个家系的总效用在无限长的期间内达到最大。

在规划期为无限长的情况下，终期的效用的现值ν（T，kT
 ）这一项就自然而然地消失了，横截性条件也随之发生变化。我们将转为考虑无限远期的资产的现在价值的极限趋于零。

高级宏观经济学（Advanced Macroeconomics）实际上主要讨论的就是上述问题（PAM
 ）。

3.1　变分法：Euler微分方程式

对于如下离散时间的变分法问题：

[image: 037]


其对应的Euler差分方程式为：

[image: 037-2]


注意到离散时间场合的xt
 ≡kt+1
 -kt
 对应于连续时间的[image: 037-3]
 ，上述离散时间的动态优化问题对应于下述连续时间的问题：

[image: 037-4]


Euler差分方程式对应于Euler微分方程式：

[image: 037-5]


现在[image: 037-6]
 ，因此Euler微分方程式为：

[image: 037-7]


3.2　最大值原理与Hamilton动力学

3.2.1　从离散到连续：有限期界的场合

考虑第2章中问题（P）的约束g≥0不起作用的离散时间动态优化问题

[image: 038]


在连续时间的场合其对应于如下问题：

[image: 038-2]


建立Hamilton函数

H（t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）=u（t，kt
 ，xt
 ）+λt
 f（t，kt
 ，xt
 ）

对于（Pc
 ）的最优解{kt
 *
 }，存在{λt
 *
 }使得以下四个条件成立（第2章定理2中没有函数g的情况）：

（1）Hamilton函数最大化：

Hx
 （t，kt
 *
 ，xt
 *
 ，λt
 *
 ）=ux
 （t，kt
 *
 ，xt
 *
 ）+λt
 *
 fx
 （t，kt
 *
 ，xt
 *
 ）=0

（2）Hamilton动力学：

Kt
 *
 =Hλ
 （t，Kt
 *
 ，xt
 *
 ，λt
 *
 ）=f（t，Kt
 *
 ，xt
 *
 ）

λt
 *
 =-Hk
 （t，kt
 *
 ，xt
 *
 ，λt
 *
 ）

（3）横截性条件（TVC）：

λT
 *
 =νkT

 （T，kT
 *
 ）

（4）期初条件：

[image: 038-3]


实际上在连续时间的场合，（1）Hamilton函数最大化可以进一步地改写为更强的条件：

H（t，kt
 *
 ，xt
 *
 ，λt
 *
 ）≥H（t，kt
 *
 ，xt
 ，λt
 *
 ）

具体理由超出本书讨论范围，可参见Luenberger，1979，第十一章。

我们考虑u（t，kt
 ，xt
 ）=u+
 （kt
 ，xt
 ）e-ρt
 ，f（t，kt
 ，xt
 ）=f+
 （kt
 ，xt
 ）的情形。

令λt
 +
 =λt
 e-ρt
 ，重新定义Hamilton函数如下：

H+
 （kt
 ，xt
 ，λt
 +
 ）=u+
 （kt
 ，xt
 ）+λt
 +
 f+
 （kt
 ，xt
 ）

显然H（t，kt
 ，xt
 ，λt
 ）=H+
 （kt
 ，xt
 ，λt
 +
 ）e-ρt
 。于是有：


定理1：
 假定问题（Pc
 ）中，u（t，kt
 ，xt
 ）=u+
 （kt
 ，xt
 ）e-ρt
 ，f（t，kt
 ，xt
 ）=f+
 （kt
 ，xt
 ）。若{kt
 *
 }与{xt
 *
 }是最优解，则存在{λt
 +*
 }，使以下四个条件成立：

（1）当期价值Hamilton函数最大化：

H+
 （kt
 *
 ，xt
 *
 ，λt
 +*
 ）≥H+
 （kt
 *
 ，xt
 ，λt
 +*
 ）

（2）当期价值Hamilton动力学：

[image: 039]


（3）横截性条件（TVC）：

[image: 039-2]


（4）期初条件：

[image: 039-3]


3.2.2　连续时间、无限期界的场合

现在考虑连续时间、无限期界的动态最优化问题（PAM
 ）。显然，最大值原理中的条件（1）、（2）与（4）不变，这可以从离散时间的最大值原理的推导过程看出来。但横截性条件（3）发生了变化。

如何变化呢？我们认为，对于一个最优的计划而言，在计划期间的最后，计划者的剩余资产的现值必将为0。如果不为0，这些资产仍可被用于消费，增大效用。这样的话，目前的计划也就不是最优的了。因此横截性条件（3）可改写为：

（3*
 ）横截性条件（TVC）：

[image: 039-4]


3.3　动态规划与Hamilton-Jacobi方程式

定理1中的问题对应的离散时间问题为：

[image: 039-5]


该离散时间问题的状态评价函数定义为：

[image: 040]


定理1中问题的状态评价函数为：

[image: 040-2]


离散时间问题的Bellman方程式为：

[image: 040-3]


期间的长度若从1变为δ则Bellman方程变为：

[image: 040-4]


现在V（t，kt
 ）关于t，kt
 连续可微，近似地

[image: 040-5]


其中[image: 040-6]
 。将上式代入Bellman方程有：

[image: 040-7]


上式右边第一项与xt
 无关，故可以放在最大值符号的外面。

期间的长度δ趋于0时即为连续的情况。两边同除以δ然后求极限有：

[image: 040-8]


这里，H［t，kt
 ，xt
 ，V（t，kt
 ）］≡u+
 （kt
 ，xt
 ）e-ρt
 +Vk
 （t，kt
 ）f+
 （kt
 ，xt
 ）。上式称为Hamilton-Jacobi方程式。

例：考虑下述离散时间的优化问题：

[image: 040-9]


其中T为计划期间，xt
 ，ct
 分别为状态变量与控制变量，[image: 040-10]
 。

（1）建立拉格朗日函数，给出最优解的一阶条件。

（2）给出对应的连续时间问题及最优解的必要条件即最大值原理。

（3）采用动态规划的方法求解上述离散问题。

（4）计划期界T趋于无穷大时，引入贴现因子[image: 041]
 ，其中ρ为贴现率。问题变为：

[image: 041-2]


给出最优解的必要条件。

（5）在时间连续、无限期界的情况下，问题（4）变为：

[image: 041-3]


给出最优解的必要条件，即最大值原理。

解：（1）拉格朗日函数

[image: 041-4]


一阶条件：


ə
 L/ə
 ct
 =h［fc
 （xt
 ，ct
 ）+λt+h
 gc
 （xt
 ，ct
 ）］=0

（3.3.1）


ə
 L/ə
 xt
 =h［fx
 （xt
 ，ct
 ）+λt+h
 gx
 （xt
 ，ct
 ）］-λt
 +λt+h
 =0

（3.3.2）


ə
 L/ə
 λt+h
 =hg（xt
 ，ct
 ）+xt
 -xt+h
 =0

（3.3.3）

[image: 041-5]


（3.3.4）


ə
 L/ə
 xT
 =-λT
 =0

（3.3.5）

以上各式中，t=0，h，2h，…，T-h。

（2）先看一下微分方程式与差分方程式的联系。对于差分方程式

xt+h
 =hg（xt
 ，ct
 ）+xt
 （t=0，h，2h，…，T-h）

通常时间间隔假定为1。在连续时间的情况下h→0约束条件对应地变为：

[image: 041-6]


目标函数对应地变为[image: 041-7]
 。

因此连续时间的问题为：

[image: 041-8]


构造Hamilton函数H=f（xt
 ，ct
 ）+λt
 g（xt
 ，ct
 ），则必要条件变为：

[image: 042]


这就是连续时间、有限期界的最大值原理。

（3）定义[image: 042-2]
 ，则有以下的Bellman方程式：

[image: 042-3]


关于ct
 最大化要求

［fc
 （xt
 ，ct
 ）+V′（xt+h
 ）gc
 （xt
 ，ct
 ）］h=0

Bellman方程式两边对xt
 求导，有

V′（xt
 ）=fx
 （xt
 ，ct
 ）h+V′（xt+h
 ）［gx
 （xt
 ，ct
 ）h+1］

令V′（xt
 ）=λt
 ，则以上两式分别变为：

［fc
 （xt
 ，ct
 ）+λt+h
 gc
 （xt
 ，ct
 ）］h=0

［fx
 （xt
 ，ct
 ）+λt+h
 gx
 （xt
 ，ct
 ）］h-λt
 +λt+h
 =0

这与拉格朗日乘子法的（3.3.1）与（3.3.2）相同。

（4）拉格朗日函数：

[image: 042-4]


一阶条件的前四条与有限期界的情况相同，即

[image: 042-5]


但横截性条件发生了变化，之前有限期界的场合要求状态变量的影子价格λT
 =0，现在我们无限期界的场合要求状态变量的影子价值的现值，即λt
 xt
 趋于0，也即要求

[image: 042-6]


这一条件和第4章的No-Ponzi-Game condition相一致，在那里我们将能更好地理解该条件的含义。

（5）构造Hamilton函数[image: 042-7]
 ，则必要条件变为：

[image: 043]


这就是连续时间、无限期界的最大值原理。

若令H=f（xt
 ，ct
 ）+qt
 g（xt
 ，ct
 ），其中qt
 =λt
 eρt
 表示状态变量影子价值的当期价值，[image: 043-2]
 。则最优解的必要条件可转换为：

[image: 043-3]


附录：最大值原理证明

下面我们利用高级宏观经济学中常见的动态优化问题证明最大值原理。


A. 有限期界、不含贴现


家庭在其资产约束下，寻求消费的最优时间路径以最大化自己的终生效用，即

[image: 043-4]


其中，T为计划期界，ct
 表示家庭的消费，u（ct
 ）表示瞬时效用，at
 表示t期期初资产存量，rt
 表示利息率，wt
 表示工资。

上述问题是高级宏观经济学中最常见的问题。

记H=u（ct
 ）+λt
 （rt
 at
 +wt
 -ct
 ），则最优解的必要条件如下：

[image: 043-5]


a0
 =given

（A4）

λT
 =0

（A5）

上述问题最优解的必要条件即为不含贴现、有限期界的最大值原理。


证明：
 记[image: 044]
 。由原泛函V导出新泛函Y。

[image: 044-2]


（A3）式可直接由H=u（ct
 ）+λt
 （rt
 at
 +wt
 -ct
 ）推出，即

[image: 044-3]


对于最优解c*
 （t），a*
 （t），它们的邻近路径分别记为

c（t）=c*
 （t）+εp（t），a（t）=a*
 （t）+εs（t）

更进一步地，若T与aT
 均可变，则有：

T=T*
 +εΔT；aT
 =aT
 *
 +εΔaT


[image: 044-4]


上式右边的第一项对ε求导有：

[image: 044-5]


右边的后两项对ε求导有：

[image: 044-6]


令dY/dε=0则有：

[image: 044-7]


由于p（t），s（t）都是任意的，故（A1）式与（A2）式成立。

由上式积分项等于零可知一般性横截性条件成立，即

H|t=T
 ·ΔT-λT
 ΔaT
 =0

给定T，在aT
 可自由变动的前提下，一般性横截性条件意味着（A5）式成立，即λT
 =0，也即期终资产的影子价格的现值为0。


B. 有限期界、含有贴现


考虑如下问题：

[image: 045]


其中ρ为贴现因子。

构造Hamilton函数

[image: 045-2]


必要条件为：

[image: 045-3]


令qt
 =λt
 eρt
 ，则qt
 表示资产的影子价格的当期值。定义Hamilton函数为：

[image: 045-4]


则可将最优解的必要条件归结为：

[image: 045-5]


最后的（B5）式的经济学含义仍然是终期的资产影子价格为0。


C. 无限期界、含有贴现


若计划的期界无限长，即考虑如下问题

[image: 045-6]


构造Hamilton函数H=u（ct
 ）+qt
 （rt
 at
 +wt
 -ct
 ），则最优解的必要条件为：

[image: 045-7]


（C5）式称为横截性条件（TVC），其经济学含义是时间趋于无穷大时资产的影子价值（影子价格乘以资产数量）的贴现值应为0。否则表明资产未被完全消费掉，通过增加消费（这些资产），仍可增加效用，也就是说目前的解并非最优。



第二部分　高级宏观经济学的模型基础


第4章

代表性家庭模型

从微观基础出发、采用一般均衡的分析框架研究宏观经济问题有两种基本模型方法：一种是代表性家庭模型，另一种是重叠世代模型。本章介绍代表性家庭模型及其在研究最优增长问题和分析财政政策效果等方面的应用。

4.1　离散时间的代表性家庭模型

这种模型的前提是假定消费者永远存活，不考虑人口增长与技术进步。

4.1.1　消费者

（1）效用函数。

[image: 048]


其中N，Ct
 ，A与ρ分别表示总人口、t期总消费、技术水平与贴现率，ct
 =Ct
 /（AN）。上式中最后一项是常数，求最优解时可不予考虑。

（2）预算约束。

在t期，家庭预算约束为：

Wt
 N+rt
 Kt
 =Ct
 +Kt+1
 -Kt


（4.1.2）

两边同除以AN，约束变为：

wt
 +rt
 kt
 -ct
 =kt+1
 -kt


（4.1.3）

其中wt
 =Wt
 /A，kt
 =Kt
 /（AN）。

（3）最优解的必要条件。

家庭在预算约束（4.1.3）下最大化效用（4.1.1），即家庭求解：

[image: 049]


构造现值的Hamilton函数：

[image: 049-2]


上式左边代表t期对终生效用的贡献的贴现值，它是t期效用贴现值和t期至t+1期财富存量的变化的贴现值的加总，二者均被贴现到t=0。

λt
 是共状态变量，它测度t期末资本（财富）增加一个单位所带来的终生效用的最大可能的增加值（现值）。因此，它是t期的单位资本的边际价值（用现值衡量）或影子价格（用现值衡量）。

右边最后一项是财富价值的变化，表示t期到t+1期由于财富wt
 +rt
 kt
 -ct
 的变动引起资本存量的变动即净投资的影子价值λt
 （kt+1
 -kt
 ）的现值。

一阶条件：

[image: 049-3]


由（4.1.5）与（4.1.6）可得消费的Euler方程式：

[image: 049-4]


4.1.2　生产者

资本折旧率假定为δ。

生产函数为：

[image: 049-5]


其中yt
 =Yt
 /（AN）；kt
 =Kt
 /（AN）。

利润函数为：

[image: 049-6]


利润最大化要求：

[image: 049-7]


4.1.3　两个条件

把（4.1.11）与（4.1.12）代入约束条件有：

[image: 050]


（4.1.13）是关于供给方的第一个均衡条件，是技术条件。

消费的Euler方程（4.1.8）可以改写为：

[image: 050-2]


该式可称为偏好条件。

4.1.4　均衡

在稳态，

[image: 050-3]


其中（4.1.17）式的推导用到了（4.1.15）式。

下面看一下动力学。

由（4.1.13）式知：


ə
 （Δkt+1
 ）/ə
 ct
 ＜0

（4.1.18）

或者说：

[image: 050-4]


再由（4.1.15）式知：


ə
 （Δct+1
 ）/ə
 kt
 ＜0

（4.1.20）

或者说：

[image: 050-5]


因此，存在鞍点路径，稳态是稳定的。

4.1.5　分析

由（4.1.16）式知，使稳态消费最大的黄金资本存量kGR
 满足：

f′（kGR
 ）=δ

（4.1.22）

而利润最大化要求f′（kt
 ）=δ+rt
 ，因此稳态的k＜kGR
 ，不会存在过度投资，均衡是Pareto有效的（若稳态的k＞kGR
 ，则需减少k以增大消费，这不需要任何代价就可办到。每个人的消费、效用都还可以增加，也就是说存在Pareto改进，目前的稳态是无效率的。相反，若稳态的k＜kGR
 ，则需要增加k才能增大消费，不存在Pareto改进的余地，此时的经济是动态有效的）。

从（4.1.16）与（4.1.17）可知，较高的ρ会降低稳态的k与c。较之其他国家，如果一国消费者看轻未来消费（ρ变大），这个国家会变穷。

4.1.6　效用最大化：其他解法

对于下述问题：

[image: 051]


我们还可以尝试采用其他几种不同的方法来求解。

（1）拉格朗日乘子法与现值Hamilton。

建立拉格朗日函数：

[image: 051-2]


关于kt
 与ct
 的一阶条件为：

[image: 051-3]


这些条件与（4.1.5）和（4.1.6）相同。

我们可将上述讨论与现值Hamilton联系起来。（4.1.23）中拉格朗日函数可用（4.1.4）中的Hamilton函数改写为：

[image: 052-2]


拉格朗日函数两边分别对ct
 ，kt
 求导有：

[image: 052-3]


这两个式子分别等价于（4.1.5）与（4.1.6）式。

下面看一下横截性条件。它从哪里来？为解释这一问题，先假定消费者能存活T+1期（t=0，1，…，T），则拉格朗日函数变为：

[image: 052-4]


看一下上面这个式子，很明显，要最大化L，须让：

λT
 kT+1
 =0

（4.1.29）

但是我们并不清楚是λT
 =0还是kT+1
 =0，或者两者均为0。下面要证明kT+1
 =0（也就是说消费者死后什么都不留，生前全部吃光）。我们再引入约束：

kt
 ≥0（t=1，2，…，T+1）

（4.1.30）

这样的话，上面的拉格朗日函数变为：

[image: 052-5]


一阶条件是：

[image: 053]


此外，库恩塔克条件是：

θt
 kt+1
 =0（t=0，1，…，T）

（4.1.34）

θt
 ≥0（t=0，1，…，T）

（4.1.35）

kt+1
 ≥0（t=0，1，…，T）

（4.1.36）

λt
 ≥0（t=0，1，…，T）

（4.1.37）

其中（4.1.34）为互补松弛性条件。利用该条件和（4.1.33），当t=T时，有

λT
 kT+1
 =0

（4.1.29）

由（4.1.31）式，λt
 ＞0（t=0，1，…，T）。因此λT
 ＞0，故kT+1
 =0。

因λt
 ＞0（t=0，1，…，T），故kt
 ＞0（t=0，1，…，T），由（4.1.34）得θt
 =0（t=0，1，…，T-1）。这样，由（4.1.31）与（4.1.32）很容易推导出消费的Euler方程（4.1.8）。

当计划期界为无穷时，横截性条件为：

[image: 053-2]


（2）最优控制：当期值的Hamilton函数。

令μt
 =（1+ρ）t
 λt
 ，那么μt
 为财富或资本的影子价格的当期值。记当期值的Hamilton函数为：

[image: 053-3]


则拉格朗日函数可写为：[image: 053-4]


一阶条件：

[image: 053-5]


由（4.1.39）与（4.1.40）很容易推出消费的Euler方程（4.1.8）。

（3）直接替代。

将约束条件改为ct
 =wt
 +rt
 kt
 -（kt+1
 -kt
 ），并代入目标函数：

[image: 053-6]


一阶条件（对kt
 求导）：

[image: 054]


上式左边表示t-1期的消费减少1单位导致的效用减少的现值，t-1期减少的1单位，t期变成了1+rt
 单位，用于消费，导致效用增加，右边即为增加的效用的现值，在最优的路径上二者应相等。整理该方程即可得到消费的Euler方程。

（4）动态规划。

利用（4.1.42），记[image: 054-2]
 ，则有Bellman方程：

[image: 054-3]


假定价值函数连续可微。（4.1.43）关于kt+1
 的一阶条件是：

[image: 054-4]


（4.1.43）的两边对kt
 求导有（包络定理）：

[image: 054-5]


由以上两式很容易推出消费的Euler方程。

（5）另一种拉格朗日方法。

预算约束为kt+1
 =wt
 +（1+rt
 ）kt
 -ct
 ，即

k1
 =w0
 +（1+r0
 ）k0
 -c0


（4.1.46）

k2
 =w1
 +（1+r1
 ）k1
 -c1


（4.1.47）

k3
 =w2
 +（1+r2
 ）k2
 -c2


（4.1.48）

将（4.1.46）代入（4.1.47）有：

k2
 =（1+r1
 ）（1+r0
 ）k0
 +（1+r1
 ）（w0
 -c0
 ）+（w1
 -c1
 ）

（4.1.49）

将（4.1.49）代入（4.1.48）有：

k3
 =（1+r2
 ）（1+r1
 ）（1+r0
 ）k0
 +（1+r2
 ）（1+r1
 ）（w0
 -c0
 ）+（1+r2
 ）（w1
 -c1
 ）+（w2
 -c2
 ）

记Rt
 ≡（1+rt
 ）…（1+r1
 ）（1+r0
 ），则上式可写为：

[image: 054-6]


一般有：

[image: 055]


当t→∞时，左边极限为0，即初始资产与终生收入的现值必须等于消费的现值。

构造拉格朗日函数：

[image: 055-2]


一阶条件：

[image: 055-3]


以上两式移项后相除即可得到消费的Euler方程式（4.1.8）。

4.2　连续时间的代表性家庭模型

4.2.1　家庭行动

假定经济是由许多家庭组成的，每个家庭没有差别，因此称为代表性家庭。通过分析代表性家庭的最优化行为，可以研究宏观经济变量的运动。假定产品市场与要素市场服从完全竞争，家庭计划的期间为无限长，不考虑人口增长，家庭的人数标准化为1，试图求解以下问题：

[image: 055-4]


其中ct
 表示家庭的消费，u（ct
 ）表示瞬时效用，at
 表示t期期初资产存量，rt
 表示利息率，wt
 表示工资，ρ表示主观偏好率；瞬时效用函数u（ct
 ）满足u′（ct
 ）＞0与u″（ct
 ）＜0。假定家庭对由市场决定的劳动工资率与资本租金能完全预知，在最大化自身效用时将它们视为既定。

构造Hamilton函数H=u（ct
 ）+qt
 （rt
 at
 +wt
 -ct
 ），则最优化的必要条件为：

[image: 056]


下面推导消费的运动方程。

（4.2.1）两边取对数后对时间求导并利用（4.2.2）有：

[image: 056-2]


记[image: 056-3]
 ，它是效用函数的曲率，更精确地说，它等于边际效用关于消费的弹性，也等于消费的瞬时替代弹性。

[image: 056-4]


因而消费的Euler方程可表示为：

[image: 056-5]


下面看一下横截性条件（4.2.5）式的经济学含义。先看离散型的情况。

at+1
 =wt
 +（1+rt
 ）at
 -ct
 ⇒

a1
 =（1+r0
 ）a0
 +w0
 -c0


a2
 =（1+r1
 ）a1
 +w1
 -c1


a3
 =（1+r2
 ）a2
 +w2
 -c2


把以上三个式子合起来有：

a3
 =（1+r2
 ）（1+r1
 ）（1+r0
 ）a0
 +（1+r2
 ）（1+r1
 ）（w0
 -c0
 ）+（1+r2
 ）（w1
 -c1
 ）+（w2
 -c2
 ）

两边同除以Rt
 ≡（1+rt
 ）…（1+r1
 ）（1+r0
 ）有：

[image: 056-6]


考虑到T-1期为止时有：

[image: 056-7]


上式左边为终期资产与各期消费的贴现值，它等于右边的期初资产加各期工资收入的贴现。

对于有限期界的离散时间问题，效用最大化要求[image: 056-8]
 ，即终期资产的现值为0。否则的话，资产还可继续被用来消费，效用还可以继续提高。

对于无限期界的离散时间问题，约束条件变为：

[image: 057]


若[image: 057-2]
 ，则[image: 057-3]
 。这表明初期资产与工资收入的现值未被完全消费掉。效用最大时，必有[image: 057-4]
 ，也即必有：

[image: 057-5]


上式称为No-Ponzi-Game condition。

下面讨论连续时间、无限期界的情形。

与（4.2.7）式对应的式子为：

[image: 057-6]


其中[image: 057-7]
 为累积利息率。左边第一项极限符号后面为t期持有的资产的现值，第二项为终生消费的现值，右边第二项为终生工资收入的现值。欲使效用最大化，一个必要条件就是必须满足No-Ponzi-Game condition，也即

[image: 057-8]


下面证明这一条件与横截性条件（4.2.5）式即[image: 057-9]
 是等价的。

由（4.2.2）知，[image: 057-10]
 ，因此

[image: 057-11]


上式中，q0
 =u′（c0
 ）＞0［见（4.2.1）式］。故

[image: 057-12]


4.2.2　企业行动

企业的生产函数假定为一次齐次的，或称规模收益不变，即

Yt
 =F（Kt
 ，Lt
 ）=Lt
 F（kt
 ，1）≡Lt
 f（kt
 ）

其中f′（kt
 ）＞0；f″（kt
 ）＜0。

利润最大化导致：

rt
 =FK
 （Kt
 ，Lt
 ）-δ=f′（kt
 ）-δ

（4.2.10）

wt
 =FL
 （Kt
 ，Lt
 ）=f（kt
 ）-kt
 f′（kt
 ）

（4.2.11）

这里δ为资本折旧率。

4.2.3　市场均衡

假定生产要素充分就业；经济是封闭的；没有政府、货币与债券。

产品市场均衡式为：

[image: 058]


资产市场均衡式为：

at
 =kt


（4.2.13）

假定家庭把预期的rt
 ，wt
 的序列值看作已知去最大化自己的效用，企业也把它们看作给定去最大化自身的利润。假定预期是充分的，即预期的rt
 ，wt
 的序列值与实现的值是一致的。

下面看一下家庭预算约束与产品市场均衡式之间的联系。

由（4.2.13），家庭预算约束可改写为：

[image: 058-2]


可见，家庭的预算约束与产品市场均衡是一回事。因此4.2.1至4.2.3所研究的经济的基本动力学体系可归结为：

[image: 058-3]


满足该体系的（kt
 ，ct
 ）的路径称为完全预见竞争均衡路径。

4.3　最优增长问题

考虑下面的最优增长问题：

[image: 058-4]


由于产品市场均衡式与家庭预算约束式是一致的，最优增长问题与完全预见竞争均衡的解也是一致的。

下面利用位相图分析该问题的基本动力学体系。

[image: 059]


图4-1中，[image: 059-2]
 即ct
 =f（kt
 ）-δkt
 的形状呈倒“U”形；[image: 059-3]
 是一条垂直的直线。在[image: 059-2]
 线的下方，[image: 059-5]
 ，表示随着时间的持续，人均资本要增加；



	[image: 4-1]

	[image: 4-2]




	图4-1　C与K的动力学
	图4-2　C与K的不同运动路径




在该线的上方，[image: 059-6]
 ，表示随着时间的持续，人均资本要减少；在[image: 059-3]
 线的左边，[image: 059-8]
 ，消费要增加；在该线的右边，消费则要减少。经济在各区域的运动方向如图4-1所示。存在唯一的鞍点路径SS′收敛到稳态均衡点E（如图4-2所示）。

下面我们要说明，最优路径SS′是唯一的，SS′以外的其他路径均非最优路径，因为它们都不能满足最优路径的必要条件。

SS′下方的路径如路径A终将到达横轴的[image: 059-9]
 点，这样的路径会违反TVC。因为：

[image: 059-10]


令xt
 =e-ρt
 q（t）kt
 ，则

[image: 059-11]


最后一个不等式成立是因为不等式左边的极限值[image: 060]
 （因f凹）。故[image: 060-2]
 ，违反TVC。

再看SS′上方的路径，如路径B，由于

[image: 060-3]


该路径上k加速减小，经济将在有限的时间内到达纵轴。一旦到达纵轴，kt
 变为0，产量f（kt
 ）也变为0，没什么可消费的了，消费也只好跳到0。但作为最优解必要条件的消费的Euler方程要求消费连续变动。因此该路径违背消费的Euler方程，从而也不是最优路径。

我们可以在k=k*
 ，c=c*
 附近对基本动力学体系进行线性近似：

[image: 060-4]


其中β≡-f″（k*
 ）c*
 σ（c*
 ）＞0；γ≡f′（k*
 ）-δ。因此

[image: 060-5]


其特征根一正一负，令负根为μ，则kt
 的解为：kt
 =k*
 +（k0
 -k*
 ）e-μt
 。

4.4　应用：财政政策的效果

前述模型中没有政府，现在引入政府。政府发行债券b，征收一次性总赋税（Lump-sum tax）τ，支出g。

政府预算约束：

流量约束：

[image: 060-6]


跨期预算约束：

[image: 060-7]


其中[image: 060-8]
 ，即假定满足No-Ponzi-Game condition。

家庭预算约束：

[image: 060-9]


让（4.4.3）减去（4.4.1）可得：

[image: 061]


此即商品市场均衡式。因此，含有政府部门的动力学体系可归结为：

[image: 061-2]


利用上述动力学体系，我们可以考察政府支出政策的调整对经济的影响。假定政府支出变动前为0，t=t0
 时刻政府支出持久增加，这将引起[image: 061-3]
 线向下移动。如果这一政策未被预期到，经济将从原来的鞍点路径SS′上（比如原来在A点）向下跳到新的鞍点路径S′S′上（的B点），然后沿新的鞍点路径移向新的稳态均衡点E′（见图4-3）。消费、资本与政府支出的路径见图4-4。



	[image: 4-3]
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	图4-3　政府支出增加（未被预期到）的效应
	图4-4　消费、资本与政府支出的路径（g增加未被预期到）




假定政府支出的变动被预期到。比如在t=t0
 时刻宣布，再过T到t=t1
 时刻，政府支出永久增加。

消息宣布后，消费会向下小跳（从A到B），经济在原来的系统支配下向右上方运动，在t=t1
 时刻来临时恰好运行到新的鞍点路径上（C点）。然后在新系统支配下沿新鞍点路径向新稳态均衡点运动（见图4-5）。消费、资本及政府支出的路径如图4-6所示。



	[image: 4-5]
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	图4-5　政府支出增加（被预期到）的效应
	图4-6　消费、资本与政府支出的路径（g增加被预期到）




类似地，也可以分析经济初始处于原来的稳态均衡点的情况以及政府支出暂时增加的效果。

下面验证李嘉图等价命题。


李嘉图等价命题
 ：不管是通过一次性征税还是通过增发国债为政府支出融资，都不会影响家庭的决策。

我们知道家庭跨期预算约束为：

[image: 062]


政府的跨期预算约束为：

[image: 062-2]


两式相减，注意到a0
 =b0
 +k0
 ，我们有：

[image: 062-3]


该式中既不含τt
 也不含bt
 ，因此政府融资方式不影响家庭决策。

这也可从其动力学体系（4.4.4）、（4.4.5）与（4.4.6）来分析。稳态的人均资本存量由下式决定（见4.4.5）：

f′（k*
 ）=ρ+δ

消费由（4.4.4）决定：

c*
 =f（k*
 ）-gt
 -δk*


因此，消费与资本的决定均与政府是征税还是发债无关，不过政府支出会影响消费。


第5章

重叠世代模型

与代表性家庭模型一样，Diamond（1965）的重叠世代模型旨在从微观的角度去阐释宏观经济变量的动力学路径的决定问题。但与代表性家庭模型不同的是，Diamond模型中存在世代的交替，新的在诞生，老的在死去；而在代表性家庭模型中，家庭数目一定，永远不死，无限存活。

该模型被广泛应用。它可被用来解释个人生命周期储蓄的含义。资本存量由个人储蓄产生，个人在工作期储蓄以便资助其退休后的消费；利用该模型，资本总量的决定、政府政策对资本存量的影响以及对不同世代福利的影响都很容易被研究。该模型还可被延伸到考虑遗产的情形。

另外，本模型还给出一个很强的结论：竞争均衡可能并不是帕累托最优的。生命周期储蓄者可能会过度积累资本，这与代表性家庭模型形成鲜明对比。

5.1　基本模型

5.1.1　家庭行为

假定：时间是离散的；个人存活两期（青年期与老年期），Lt
 表示t期出生的年轻人，人口增长率为n；每人年轻时工作供给1单位劳动，工资为wt
 ，年老时不工作，靠年轻时的储蓄及利息度日，期初资产假定为0。用c1t
 ，c2t+1
 ，rt
 ，st
 分别表示t期出生的年轻人的消费、老年人的消费、利息率与储蓄，则个人试图求解以下问题：

max u（c1t
 ，c2t+1
 ）

s.t. c1t
 +st
 =wt


c2t+1
 =（1+rt+1
 ）st


把两者合在一起，约束条件变为：

[image: 064]


构造拉格朗日函数L=u（c1t
 ，c2t+1
 ）+[image: 064-2]
 ，则

[image: 064-3]


将（5.1.1）与（5.1.2）结合可知最优解为wt
 与rt+1
 的函数：

[image: 064-4]


于是

st
 =s（wt
 ，rt+1
 ）

（5.1.4）

5.1.2　企业行为

假定生产函数为一次齐次的，则：

Yt
 =F（Kt
 ，Lt
 ）=Lt
 f（kt
 ）

（5.1.5）

其中kt
 =Kt
 /Lt
 ；f（kt
 ）=Yt
 /Lt
 =F（kt
 ，1）。

企业追求利润最大化导致：

rt
 =FK
 （Kt
 ，Lt
 ）-δ=f′（kt
 ）-δ

（5.1.6）

wt
 =FL
 （Kt
 ，Lt
 ）=f（kt
 ）-kt
 f′（kt
 ）

（5.1.7）

5.1.3　市场均衡

Yt
 =Lt
 c1t
 +Lt-1
 c2t
 +Kt+1
 -（1-δ）Kt


（5.1.8）

其中，右边第一项为年轻人的消费，第二项为老年人的消费。

由于生产函数是一次齐次的，

Yt
 =Kt
 FK
 （Kt
 ，Lt
 ）+Lt
 FL
 （Kt
 ，Lt
 ）=Kt
 （rt
 +δ）+Lt
 wt


（5.1.9）

以上两式相等，因而有：

（1+rt
 ）Kt
 -Lt-1
 c2t
 +Lt
 （wt
 -c1t
 ）=Kt+1


（5.1.10）

由于c2t
 =（1+rt
 ）st-1
 ，所以（5.1.10）可变为：

（1+rt
 ）（Kt
 -Lt-1
 st-1
 ）=Kt+1
 -Lt
 st


上式显然成立，因为Kt
 =Lt-1
 st-1
 ，Kt+1
 =Lt
 st
 。

Kt+1
 =Lt
 st
 称为资本积累式。它成立的原因在于：t世代年轻人的总储蓄Lt
 st
 不仅包括流量的粗投资Kt+1
 -（1-δ）Kt
 ，还包括购买t-1世代老年人所残存的资本量（1-δ）Kt
 。

可见，资本积累式意味着产品市场均衡。

5.2　动力学分析

将（5.1.6）与（5.1.7）代入（5.1.4）有：

[image: 065]


故资本积累式可改写为：

[image: 065-2]


例：若上述重叠世代模型中U（c1t
 ，c2t+1
 ）=[image: 065-3]
 ，其中ρ是贴现率，则由一阶条件FOC可得：[image: 065-4]
 。代入预算约束有：c1t
 =[image: 065-5]
 。

故资本积累式为：

[image: 065-6]


显然G′（kt
 ）＞0。若f（k）=kα
 ，0＜α＜1，则[image: 065-7]
 。

于是资本积累方程为：

[image: 065-8]


因此经济是Global Stable。

[image: 5-1]
图5-1　稳态



5.3　资本积累的效率性

由于[image: 066-01]
 ，故人均消费最大时的人均资本存量kG
 满足：

f′（kG
 ）=（n+δ）

（5.3.1）

其中，kG
 称为黄金资本存量
 （见图5-2）。

[image: 5-2]
图5-2　黄金资本存量



若稳态的k＞kG
 ，则需减少k以增大消费，这不需要任何代价就可办到。每个人的消费、效用都还可以增加，也就是说存在Pareto改进，目前的稳态是无效率的。相反，若稳态的k＜kG
 ，则需要增加k才能增大消费，不存在Pareto改进的余地，此时的经济是动态有效的。

代表性家庭模型的稳定状态是有效率的。因为稳态时：

[image: 066]


因此k*
 ＜kG
 ，说明经济是稳态有效的。

下面要说明重叠世代模型的稳态可能是有效率的也可能是无效率的。

产品市场均衡条件为Yt
 =Lt
 c1t
 +Lt-1
 c2t
 +Kt+1
 -（1-δ）Kt
 ，也即

[image: 066-2]


在稳态，kt+1
 =kt
 =k*
 ，c2t
 =c2
 ，c1t
 =c1
 ，故上式变为：

[image: 066-3]


另一方面，各世代的预算约束为：

[image: 066-4]


在完全竞争均衡的稳态，上述预算约束变为：

[image: 066-5]


由（5.3.3）可知，要使人均消费达到最大，需满足f′（kG
 *
 ）=（n+δ）。若由竞争均衡实现的稳态k*
 =kG
 *
 ，则（5.3.3）与（5.3.4）两线合二为一，此时竞争均衡与社会最优相一致。但一般情况下，二者不相等。

当k*
 ＜kG
 *
 时，人口增长率小于利息率，竞争均衡是有效率的；反之，当k*
 ＞kG
 *
 时，人口增长率大于利息率，竞争均衡是无效率的。

[image: 5-3]
图5-3　竞争均衡有效



[image: 5-4]
图5-4　竞争均衡无效



5.4　财政政策的效果

下面考察政府消费的效果。假定年轻人人均政府消费g用一次性总赋税的办法征收。预算约束于是变为：

s.t. c1t
 +st
 =wt
 -g

c2t+1
 =（1+rt+1
 ）st


合而为一：

[image: 067]


产品市场均衡条件为：

[image: 068]


假定效用函数、生产函数分别为：

[image: 068-2]


则资本积累方程为：

[image: 068-3]


从图5-5可知，政府支出增加导致稳态均衡的人均资本存量下降（如图中箭头所示）。

[image: 5-5]
图5-5　政府支出增加对人均资本存量的影响



再来看一下政府支出的融资效果。政府发行国债的场合，假定年轻人人均国债为bt+1
 ，τ为年轻人人均税收，则资本积累方程可表示为：

[image: 068-4]


政府的预算约束为：

g+rt
 bt
 -τ=bt+1
 -bt


在稳态，[image: 068-5]
 。

由于[image: 068-6]
 相互关联，李嘉图等价定理不再成立。

5.5　遗产动机

在上面的模型中，个人没有遗产可继承，也不留遗产给后代。Barro（JPE，1974）给出了一个包含遗产动机的模型，其中个人效用函数中含有子女的效用，即Ut
 =u（c1t
 ，c2t+1
 ，Ut+1
 ）。具体地，Ut
 =u（c1t
 ）+[image: 069]
 +[image: 069-2]
 ，其中φ为对子女效用的贴现率。因而有：

[image: 069-3]


其中bt
 ，bt+1
 分别为从前辈继承的遗产与留给后代的遗产。

将约束条件代入目标函数有：

[image: 069-4]


问题是如何选择st
 ，bt
 ，实现效用函数最大化。

一阶条件：

[image: 069-5]


对所有的t都有：c1t
 =c1
 ；c2t
 =c2
 ；[image: 069-6]
 ，故

[image: 069-7]


于是

[image: 069-8]


因

r=f′（k）-δ；w=f（k）-kf′（k）

所以利息率与工资率也被确定。

利用以下几个式子：

[image: 069-9]


即可求解c1
 ，c2
 ，s，b。

5.6　人力资本积累

5.6.1　若干假定

个人存活三期：幼年期、青年期与老年期；

小孩的消费记入年轻人的消费中；

年轻人投入资源于小孩的教育（私人教育）；

小孩通过教育累积人力资本，用h表示，教育的结果在年轻时体现出来；

只有年轻人工作；

人口增长率为n；

生产函数为：

[image: 070]


其中At
 为每个年轻人所拥有的人力资本存量。

年轻人的效用函数为：

[image: 070-2]


其中C1t
 是年轻人与孩子的消费，C2t+1
 是老年人的消费，et
 为教育支出（从中得到快乐）；1+n为孩子的数目。

教育促成人力资本：

[image: 070-3]


其中et
 表示孩子在t期接受的教育，At+1
 是其在t+1期拥有的人力资本。

5.6.2　消费者

每期预算约束为：

C1t
 +St
 +（1+n）et
 =Wt


（5.6.4）

C2t+1
 =（1+rt+1
 ）St


（5.6.5）

合而为一有：

[image: 071]


拉格朗日函数：

[image: 071-2]


一阶条件：

[image: 071-3]


因此

[image: 071-4]


终生收入用于第一期消费支出的份额为：

[image: 071-5]


因此

C1t
 =μ1
 Wt


（5.6.10）

终生收入用于第二期C2t+1
 /（1+rt+1
 ）的份额为：

[image: 071-6]


因此

C2t+1
 /（1+rt+1
 ）=μ2
 Wt


（5.6.12）

终生收入用于教育上的支出的份额为：

[image: 071-7]


因此

（1+n）et
 ≡μe
 Wt


（5.6.14）

5.6.3　推导

利润最大化的一阶条件为：

[image: 072]


利用（5.6.3）、（5.6.14）和（5.6.15）有：

[image: 072-2]


给定kt
 ，这是At
 的运动方程。

由（5.6.5）与（5.6.15）可知，总储蓄：

[image: 072-3]


因此，[image: 072-4]
 ，两边同除以At+1
 Lt+1
 并利用（5.6.16）可推出：

[image: 072-5]


给定At
 ，这是kt
 的运动方程。

5.6.4　均衡

均衡的At与Kt
 由（5.6.16）与（5.6.18）共同决定。

在稳态，二者均为常数，[image: 072-6]
 。代入（5.6.16）与（5.6.18）可推出：

[image: 072-7]


5.6.5　结论

在长期中，教育生产率a影响人力资本存量[image: 072-8]
 ，但不影响实物资本存量[image: 072-9]
 。这并不意味着人均资本存量独立于教育生产率。由于稳态时Kt
 /Lt
 =[image: 073]
 ，因此教育的生产率越高，人均资本越大。良好的教育长期看是合算的，它是一种以牺牲目前消费来提高未来消费的投资。

长期中资本的边际产品为：[image: 073-2]
 ，它可能大于、等于或小于f′（kGR
 ）=n。较高的γ意味着[image: 073-3]
 更可能成立。

5.7　年金制度分析

本节利用重叠世代模型分析完全资助的年金制度（Fully Funded Pension Scheme）与赋课方式的年金制度（Pay-As-You-Go Pension Scheme），研究这些制度如何影响资本积累与产出。

5.7.1　完全资助的年金制度


1. 假定


n=gA
 =0（A=1，L=常数）；

生产函数为：

[image: 073-4]


效用函数为：

[image: 073-5]


T为对年轻人征收的人均社保税，它被支付给老人；政府用税收购买资本。


2. 消费者


每期预算约束为：

C1t
 +St
 =Wt
 -T

（5.7.1）

C2t+1
 =（1+rt+1
 ）（St
 +T）

（5.7.2）

把两者合在一起，约束条件变为：

[image: 073-6]


注意该式中不含T。

构造拉格朗日函数：

[image: 073-7]


一阶条件：

[image: 074]


因此

[image: 074-2]


终生收入用于第一期消费支出的份额：

[image: 074-3]


因此

[image: 074-4]


终生收入花在第二期C2t+1
 /（1+rt+1
 ）的份额为：

[image: 074-5]


因此

C2t+1
 /（1+rt+1
 ）=Wt
 /（2+ρ）

（5.7.9）


3. 均衡


由（5.7.2）知每个消费者的储蓄为：

[image: 074-6]


经济中的总储蓄（记住政府购买资本）：

[image: 074-7]


它等于下期的资本存量，即

[image: 074-8]


因而有：

[image: 074-9]



4. 结论


完全资助的年金制度不影响后续各期的资本存量之间的关系，也不影响长期的资本存量与产出。消费者直觉上会认为他们自己的储蓄与交纳的年金没差别，因为二者产生相同的收益。

5.7.2　赋课方式的年金制度


1. 假定


效用函数与生产函数同完全资助的年金制度；T是对年轻人征收的人均社保金，等他们老年时政府再返还给他们；政府使用t期征收来的钱顺手就支付给t期的老年人，政府不进行资本的购买。


2. 消费者


每期预算约束为：

C1t
 +St
 =Wt
 -T

（5.7.14）

C2t+1
 =（1+rt+1
 ）St
 +（1+n）T

（5.7.15）

把两者合在一起，约束条件变为：

[image: 075]


注意，如果rt+1
 ≠n，则该式中含有T。

构造拉格朗日函数：

[image: 075-2]


一阶条件：

[image: 075-3]


因此

[image: 075-4]


终生收入用于第一期消费支出的份额为：

[image: 075-5]


因此

[image: 075-6]


终生收入花在第二期C2t+1
 /（1+rt+1
 ）的份额为：

[image: 075-7]


因此

[image: 075-8]



3. 均衡


由（5.7.15）知每个消费者的储蓄为：

[image: 076]


其中[image: 076-2]
 。

[image: 076-3]


由此可知：当利息率等于人口增长率时，社保金每增加1单位，个人储蓄会减少相同的量；当利息率高于人口增长率时，社保金每增加1单位，个人储蓄减少量小于1单位；而当利息率低于人口增长率时，社保金每增加1单位，个人储蓄减少量会超过1单位。

经济中的总储蓄（记住政府不购买资本）：

[image: 076-4]


第二个等号表示它等于下期的资本存量。因而有：

[image: 076-5]



4. 结论


较之完全资助的年金制度，赋课方式的年金制度会降低稳态的人均资本、产量与消费。这是因为年金是通过转移支付而不是投资进行的。

假定经济是动态无效的，此时年金小幅增加很明显会增加老年人的福利，年轻人也会受益。这是因为稳态的人均消费会增加。这种情况下提高年金征收会减小甚至去除动态无效。



第三部分　高级宏观经济学专题


第6章

新古典增长模型

增长理论旨在探索经济增长的原因、经济增长的内在机制以及实现经济持续增长的途径。早期的许多经济学家，如亚当·斯密、李嘉图、马尔萨斯等，均对经济增长理论进行了深入的探索。Smith（1776）在研究一国国民财富增长的源泉时指出，一个国家经济增长的主要动力在于劳动分工、资本积累和技术进步。Malthus（1798）和Richardo（1817）对经济增长抱悲观态度。Malthus认为当人均收入超过均衡水平时，死亡率下降的同时生育率会上升。此即著名的“马尔萨斯陷阱”。Ricardo指出，作为生产要素的土地、资本和劳动产出的边际报酬是递减的，这将最终导致经济增长的停止。

真正建立了增长理论现代形式的是20世纪三四十年代的经济学家Harrod与Domar。1930—1940年，Harrod-Domar对凯恩斯的增长理论进行了一般化、动力学化。他们使用了里昂惕夫性质的生产函数以及I=S的均衡条件，得到了长期增长的均衡路径。但是，由于他们所使用的生产函数的非连续性，均衡不稳定，其均衡路径因而被称为“刃锋上的增长”。

Solow-Swan（1956）的新古典派增长模型在生产函数中引入技术进步因素，并假设资本与劳动之间可完全替代，这种具有连续性的生产函数使经济学家可以寻找到一种稳定的持续增长路径。他们的模型的缺陷在于，其假设技术进步是外生的，而模型的一个重要结论是储蓄率只有水平效应而没有增长效应，长期增长率由外生给定的技术进步率唯一决定，因此，依照其模型的逻辑，所得出的结论只能是以假定增长来建立增长模型。

Kaldor等（1957）提出新凯恩斯派模型，其中储蓄率可变，依赖于收入的分配，模型从收入分配角度为解决Harrod-Domar模型的不稳定性提供了一种方法。但Kaldor的理论也存在局限，如用短期分析工具去研究长期经济增长问题。

Cass（1966）和Koopmans（1965）将Ramsey（1928）引入新古典经济增长模型，使储蓄率内生化。但其模型中经济增长率依然依赖于外生的技术进步率。

Arrow（1962）针对新古典增长理论的局限性，提出了“干中学模型”，其中技术进步或生产率的提高是资本积累的副产品。他认为不仅进行投资的厂商可以通过积累生产经验而提高生产率，其他厂商也可通过“学习”来提高生产率，即非竞争性的知识具有外部性，从而技术进步成为内生变量，但技术进步率最终取决于外生的人口增长率。

宇沢弘文（Uzawa，1965）突破传统的单部门经济增长模型的局限，建立了一个包括物质生产部门和人力资本生产部门或教育部门的两部门经济增长模型，从而使技术进步内生化。其模型中，人力资本的生产函数是线性的，人力资本生产部门不变的要素边际收益可以抵消物质生产部门递减的要素边际收益，从而保证经济的持续增长。但若人口（或劳动力）不增长，经济同样不可能持续增长。

20世纪60年代末、70年代至80年代中期，对增长理论的研究不活跃。80年代后，Romer（1986，1990）、Lucas（1988）的新增长理论或内生增长理论相继发表，人们对经济增长问题的浓厚兴趣又被重新唤醒。

本章主要讲述新古典增长模型，下一章讲述内生增长理论。

新古典经济增长理论以资本积累为核心、以资本收益递减规律为基本假设，能够以简单的、易于处理和计量检验的方式，为经济增长问题的研究提供基本的分析框架。

新古典经济增长理论的核心是新古典生产函数和资本积累方程。新古典增长函数是指满足以下三点的生产函数：①产出是投入的单调增加凹函数；②产出关于各种投入是一次齐次的，或者说规模收益是不变的；③生产函数满足稻田条件；资本积累方程支配资本的运动方式。正是它们导致经济增长的动力不足。

按照增长模型对资本积累机制的不同解释，新古典经济增长理论大致分为两类：一是索罗—斯旺模型，它将储蓄（从而投资）视为总产出的固定比例（储蓄率外生给定）；二是拉姆齐—卡斯—库普曼斯模型，它从代表性家庭和厂商的最优化行为中推导出最优储蓄率（储蓄率内生化）。

尽管存在这些不同，两类模型的基本结论是一致的，即资本收益递减规律（源于新古典生产函数）导致资本积累动力的逐渐消减；除非存在外生的人口增长或技术进步，经济不可能实现持续增长；政府政策只有水平效应，没有增长效应。

6.1　离散时间的Solow模型

6.1.1　记号与假定

用Yt
 ，Ct
 ，It
 ，Kt
 ，St
 ，L，A分别表示总产出、总消费、总投资、资本存量、总储蓄、劳动者数目与劳动的效率单位；用yt
 ≡Yt
 /（AL），kt
 ≡Kt
 /（AL），it
 ≡It
 /（AL）分别表示单位有效劳动的产量、资本与投资；0＜δ＜1表示资本折旧率。

假定产品市场与劳动市场完全竞争；经济中存在许多追求利润最大化的相同企业；一种同质品Y被生产、消费与投资；不存在技术进步与人口增长；经济是封闭的。

6.1.2　资源约束


1. 相关方程


国民收入恒等式：

Yt
 =Ct
 +It
 ⇒yt
 =ct
 +it


（6.1.1）

资本运动方程：

ΔKt+1
 =It
 -δKt
 ⇒Δkt+1
 =it
 -δkt


（6.1.2）

生产函数：

[image: 080]


资本、劳动的边际产量递减，且

[image: 080-2]


国民收入恒等式也可表示为以下非线性差分方程：

f（kt
 ）=ct
 +Δkt+1
 +δkt


（6.1.5）


2. 利润最大化


企业须求解以下问题：

[image: 080-3]


一阶条件是：

[image: 080-4]


wt
 =Wt
 /A=f（kt
 ）-kt
 f′（kt
 ）

（6.1.7）


3. 资本积累的黄金规则


在稳态，变量的增长率均为常数（可能为0）。在这里Yt
 ，yt
 ，Kt
 ，kt
 ，Ct
 ，ct
 …都为常数，因此，

[image: 081]


于是，

[image: 081-2]


稳态消费最大时有：

f′（kGR
 ）=δ

（6.1.11）

一般而言，稳态的单位有效劳动的资本存量[image: 081-3]
 未必满足上述黄金规则。若[image: 081-4]
 ，则稳态是动态有效的；若[image: 081-5]
 ，则稳态是动态无效的。Abel，Mankiw，Summers，and Zeckhauser（1989）发现他们所考察的发达经济是动态无效的。


4. 为什么一些国家比另一些富裕


在稳态，人均GDP为[image: 081-6]
 ，它依赖于人均资本与劳动效率（或技术），人均资本越高或劳动效率越高，人均产量也越高。

用人均消费度量的福利为[image: 081-7]
 ，而[image: 081-8]
 ，因此在动态有效的场合，资本存量越高，消费福利也越高。当然，技术水平越高，消费也越高。

6.1.3　无人口增长与技术进步的模型

用s表示储蓄率，则

St
 =sYt
 ，0＜s＜1

（6.1.12）

假定

It
 =sYt
 ⇒it
 =syt


（6.1.13）

由于

Ct
 =（1-s）Yt
 ⇒ct
 =（1-s）yt
 =（1-s）f（kt
 ）

（6.1.14）

由上式与（6.1.5）可得：

[image: 082]


该式是描绘人均资本随时间变动的均衡条件。

在稳定状态，Δkt+1
 =0，[image: 082-2]
 ，因而

[image: 082-3]


从（6.1.16）可知，当储蓄率较高或折旧率较低时，稳态的[image: 081-3]
 较大，产量与消费也因而较高。技术水平较高时人均产量也较高。

6.1.4　有人口增长与技术进步的模型

用n，gA
 分别表示人口增长率与技术进步率，即

Lt
 =（1+n）Lt-1
 ⇔Lt
 =L0
 （1+n）t


（6.1.17）

At
 =（1+gA
 ）At-1
 ⇔At
 =A0
 （1+gA
 ）t


（6.1.18）

生产函数：

[image: 082-5]



1. 均衡的动力学


[image: 082-6]


因此我们可以推出：

[image: 082-7]


显然，当n=gA
 =0时，上式退化为（6.1.15）式。

稳态时[image: 082-8]
 ，Δkt+1
 =0，因此稳态的单位有效劳动资本为：

[image: 082-9]


此时粗投资恰好能维持资本稳定在[image: 081-3]
 的水平；储蓄率越高，[image: 081-3]
 也越高，n，gA
 ，δ越高，[image: 081-3]
 越低。

由于[image: 082-10]
 ，资本总量Kt
 的增长率为：

gK
 =（1+gA
 ）（1+n）-1

（6.1.24）


2. 修正的黄金规则


由（6.1.20）、（6.1.21）可知ct
 =f（kt
 ）+（1-δ）kt
 -（1+n）（1+gA
 ）kt+1
 ，因此，

[image: 083]


欲使单位有效劳动的消费达到最大，需满足：

f′（kGR
 ）=（1+gA
 ）（1+n）-（1-δ）

此式称为修正的黄金规则。

6.2　连续时间的Solow模型

6.2.1　模型

[image: 083-2]


其中第一式的生产函数为新古典生产函数，第二式为产品市场均衡式，第三式为凯恩斯储蓄关系式，第五式的a为外生的技术进步率，其余符号与前一节含义相同。

由（6.2.1）、（6.2.2）与（6.2.3）可以推出：

[image: 083-3]


对Kt
 =At
 Lt
 kt
 两边取对数，再对时间求导可得：[image: 083-4]
 。代入上式有：

[image: 083-5]


该式称为Solow方程式。其中f（k）满足稻田条件：

[image: 083-6]


该经济体系是稳定的，见图6-1。

[image: 6-1]
图6-1　稳态均衡



6.2.2　稳态均衡的性质

稳态均衡时kt
 =0，因此有：

[image: 084]


6.2.3　模型的说服力

关于经济增长，卡尔多总结出以下几条定型化事实（Kaldor's Stylized Facts）：

（1）人均GDP持续增长；

（2）实际工资持续增长；

（3）实际利息率稳定；

（4）收入分配率[image: 084-2]
 稳定；

（5）资本系数[image: 084-3]
 稳定；

（6）各国经济增长率存在差异。

Solow模型可以成功解释前五条：

第一，模型中人均[image: 084-4]
 的增长率=a；

第二，实际工资Wt
 =FL
 （Kt
 ，At
 Lt
 ）=At
 ［f（k*
 ）-k*
 f′（k*
 ）］按技术进步率a增长；

第三，资本收益率rt
 =FK
 （Kt
 ，At
 Lt
 ）-δ=f′（k*
 ）-δ为定值；

第四，由于[image: 084-5]
 的增长率=工资增长率+劳动增长率-产出增长率=0，因此劳动分配率稳定；资本分配率[image: 085]
 的增长率=资本增长率-产出增长率=0，故资本分配率也稳定；

第五，资本系数[image: 085-2]
 的增长率等于0，资本系数也稳定。

但Solow模型无法解释第（6）条，即为什么各国经济增长率存在差异。

6.2.4　模型的问题点


1. 稳定状态的问题


假定生产函数形式为：[image: 085-3]
 ，于是[image: 085-4]
 ，故在稳态有：

[image: 085-5]


稳态的人均所得为：

[image: 085-6]


易见若两国的参数a，n，δ都相同，仅s不一致，而一国的人均收入是另一国的30倍，则两国储蓄率之间的关系为：

[image: 085-7]


这里假定α=1/3，在美国，α≌0.35。上式中要求人均收入高的国家的储蓄率必须为人均收入低的国家的900倍，高得离谱。


2. 收敛速度问题


同上，假定[image: 085-8]
 。

因[image: 085-9]
 ，故

[image: 085-10]


而

[image: 085-11]


故人均产量增长率[image: 085-12]
 +（1-α）（a+n）-αδ-n。这表明人均产量较高的国家人均产量的增长率较低。

[image: 086]


这说明xt
 以（1-α）（a+n+δ）的速率收敛于其平衡路径值[image: 086-2]
 。同样y也以该速度收敛于[image: 086-3]
 。

Barro等（QJE，1991）的实证分析表明收敛速度为平均每年2%左右，但模型中当n=0.015，a=0.02，δ=0.05，α=1/3时，收敛速度为5.6%。因此模型中的收敛速度过快。


3. 利息率的差异


利息率[image: 086-4]
 ；若两国人均GDP相差10倍，则：

[image: 086-5]


两国利息率竟然相差100倍（这里假定两国技术相同，资本分配率均为1/3）。

6.3　修正的新古典模型

Mankiw，Romer & Weil（QJE，1992）通过引入人力资本对上述模型作了一些改进。

6.3.1　模型

[image: 087]


其中H，L，sh
 ，sk
 ，δh
 ，δk
 分别为人力资本、体力劳动、教育投资比率、实物资本投资比率、人力资本折旧率与实物资本折旧率。

记[image: 087-2]
 ，则：

[image: 087-3]


因此[image: 087-4]
 =sk
 kα-1
 hβ
 -δk
 -a-n；[image: 087-5]
 =sh
 kα
 hβ-1
 -δh
 -a-n。于是有：

[image: 087-6]


在稳态，[image: 087-7]
 ⇒

[image: 087-8]


[image: 6-2]
图6-2　稳态均衡



在稳定状态，

[image: 087-9]


6.3.2　M-R-W的实证分析

在上述模型中，假定H，K具有相同的折旧率δ，则在稳定状态有：

sk
 kα
 hβ
 =（δ+a+n）k⇒lnsk
 +αlnk+βlnh=lnk+ln（a+n+δ）

（6.3.12）

sh
 kα
 hβ
 =（δ+a+n）h⇒lnsh
 +αlnk+βlnh=lnh+ln（a+n+δ）

（6.3.13）

又y=kα
 hβ
 ⇒lny=αlnk+βlnh，这样lny就可以用lnsk
 ，lnsh
 ，ln（a+n+δ）来表达。

M-R-W的推断：sk
 =储蓄率，存在data；a+n+δ存在data；sh
 以中学的入学率来代表。推断结果表明α=β=1/3。

6.4　最优化模型的场合（储蓄率内生化）

代表性家庭的效用假定为：

[image: 088]


其中c，σ分别为人均消费与消费的异时点间的替代弹性。

由商品市场均衡条件[image: 088-2]
 ，我们可以推出：

[image: 088-3]


其中[image: 088-4]
 。因而有：

[image: 088-5]


因此最优增长问题可表示为：

[image: 088-6]


构造Hamilton函数，[image: 088-7]
 ，则最优解的必要条件为：

[image: 089]


（6.4.3）式两边去对数后对时间求导并利用（6.4.5）可得：

[image: 089-2]


于是经济的动力学体系可归结为：

[image: 089-3]


[image: 6-3]
图6-3　鞍点路径



在稳态，k为常数，[image: 089-4]
 （其中y=Y/L）。

假定[image: 089-5]
 ，则

[image: 089-6]


记x=Y/K=f（k）/k，显然资本产出系数x是k的减小函数。另外，可以证明人均GDP越低的国家人均GDP的增长率越高这一Solow模型的结论依然成立。

6.5　引入人力资本的最优化模型

生产函数假定为：Y=Kα
 Hβ
 （AL）1-α-β
 ，0＜α，β＜1

记[image: 090]
 ，则[image: 090-2]


产品市场均衡条件[image: 090-3]
 可化为：

[image: 090-4]


令v=k+h，则上述条件可写成：

[image: 090-5]


于是最优增长问题为：

[image: 090-6]


其中h0
 ，k0
 给定，c=C/L，[image: 090-7]
 。

构造Hamilton函数H=u（c）+[image: 090-8]
 +λ（v-k-h），则最优解的必要条件如下：

[image: 090-9]


由（6.5.2）与（6.5.3）可知，实物资本与人力资本的边际产量相等，由此可得：

[image: 090-10]


把（6.5.2）与（6.5.7）代入（6.5.5）得：

[image: 090-11]


由（6.5.4）可推出：[image: 090-12]
 ，于是

[image: 090-13]


另一方面，假定[image: 090-14]
 ，由（6.5.1），c-σ
 =q/A，所以

[image: 091]


因此，经济的动力学体系可归结为：

[image: 091-2]


可见，该模型与通常的新古典模型的差别仅在于这里资本所得份额为α+β，而通常的新古典模型中资本所得份额为α。


第7章

内生经济增长

在新古典增长模型（如Solow模型、代表性家庭模型与OLG模型）中，如果没有技术进步（劳动生产率的增长），人均产出的增长不可持续。即使存在技术进步，长期增长也只是由外生的技术进步决定的。因此新古典增长模型并没有揭示经济增长的内在机制。

新古典生产函数中资本边际产品递减的假定导致资本积累的动因不足，必须设法让资本的边际产品不至于下降太快，基本方法不外乎两个方面：或者放弃新古典生产函数的核心假定（主要是资本收益递减假定），或者在模型中引入其他机制。所谓新增长理论或内生增长理论，不外乎从经济本身寻找某种内在机制，使得资本收益递减不至于太快。

最简单的方式是直接放弃资本收益递减规律的假定，这正是AK模型的做法。AK模型又称凸性模型或线性模型，它通过假定产出是资本存量的线性函数而放弃了资本收益递减的假定。但该类模型同新古典增长模型一样，并没有深入研究经济增长的内在机制。

大部分内生增长模型则是围绕技术进步或知识积累的内在机制展开的，并以此克服资本收益随资本存量的增加而下降的趋势。由于知识在很大程度上是一种非竞争性的产品，新思想的生产往往具有很大的固定成本或一次性费用和较小的边际成本，因此生产过程表现为规模收益递增。然而，包含新思想、知识积累或技术进步的模型不得不面临如下难题：如果把知识积累和技术进步视为有意识的研究开发（R&D）投资的结果，则难以维持完全竞争的分析框架；而如果保留完全竞争，则又难以通过市场机制对知识的生产提供补偿和市场激励。

在这一问题上，有两种基本的处理方式：一是将技术进步或知识积累视为其他经济活动的无意识副产品（即其他经济活动具有外部性或溢出效应），从而不需要对技术进步或知识积累进行补偿，于是可以维持完全竞争的研究框架；二是放弃完全竞争的假定，把知识积累视为企业进行有意识的R&D投资的结果，从而在模型中明确引入技术进步。

这两种方法可以分别称为外部性模型和R&D模型，它们分别是第一轮和第二轮内生增长理论的核心。在缺乏对不完全竞争框架进行动态均衡分析技术之前，增长经济学家一般用外部性对知识积累和技术进步进行处理；在将迪克西特—斯蒂格利茨模型（AER，1977，Monopolistic Competition and Optimum Product Variety）引入增长理论，从而能够对不完全竞争进行简洁的处理以后，许多经济学家尝试用R&D模型解释技术进步的内在机制，并以此构造内生增长模型。

可见，内生增长模型大致分为三类：

（1）通过假定产出是资本存量的线性函数而放弃了资本收益递减假定的AK模型；

（2）假定知识积累（或技术进步）是其他经济活动（如投资）的“副产品”的外部性模型或溢出模型；

（3）明确地将技术进步视为企业有意识的研究开发结果的R&D模型。

7.1　AK模型

7.1.1　外生的储蓄率

我们从Solow模型的一个修改版本出发。生产函数假定采取如下形式：

Yt
 =AKt
 ⇒yt
 =Akt


（7.1.1）

这里，A是一个常数，且

yt
 ≡Yt
 /Lt
 ；kt
 ≡Kt
 /Lt


（7.1.2）

Kt
 可以被广泛理解为一种既包含实物资本又包含人力资本、知识、公共设施等的生产要素。储蓄率s给定，即

[image: 093]


假定没有技术进步，资本的边际产品是一常数A，


ə
 Yt
 /ə
 Kt
 =A

（7.1.4）

根据（7.1.3）有：

[image: 093-2]


其中n为人口增长率。于是有：

[image: 094]


这里假定sA-n＞0。因此，

gy
 =gk
 =sA-n

（7.1.7）

上式表明长期中即使没有技术进步，人均产量的增长仍然是可持续的。原因主要是资本的边际收益不是递减的［见（7.1.4）］。从（7.1.7）可以看出，储蓄率对长期增长产生正的影响，而人口增长率对长期增长产生负的影响。

7.1.2　内生的储蓄率

代表性家庭求解下述问题：

[image: 094-2]


构造Hamilton函数，[image: 094-3]
 +qt
 [Akt
 -ct
 -(n+δ)kt
 ]，则最优解的必要条件为：

[image: 094-4]


由（7.1.8）取对数后对时间求导并利用（7.1.9）可得：

[image: 094-5]


记[image: 094-6]
 。由于[image: 094-7]
 =A-n-δ-ct
 /kt
 =A-n-δ-zt
 ，故

[image: 094-8]


在稳态，[image: 094-9]
 ，因而[image: 094-10]
 （假定），或[image: 094-11]
 。有经济意义的均衡是[image: 094-12]
 ，此时经济增长率为：

[image: 094-13]


人均GDP增长率为：

[image: 095]


易见，A↑，δ↓，σ↓，n↓或ρ↓⇒g↑。

此时TVC也是成立的。若令xt
 =e-ρt
 qt
 kt
 ，则[image: 095-2]
 。

在稳态，[image: 095-3]
 ，因此，[image: 095-4]
 。由于[image: 095-5]
 ，因此稳态的储蓄率为：[image: 095-6]
 。

利用约束条件与（7.1.14），内生的储蓄率s也可以通过下式求解：

[image: 095-7]


可见，两种方法的结果是一致的。

7.1.3　实物资本与人力资本积累

AK形生产函数导致了内生增长，但如何说明AK形生产函数的合理性呢？一种解释是：K可以被宽泛地看作包括了人力资本与实物资本。下面对这一解释进一步明确化。


1. 生产函数


[image: 095-8]


此式看起来有点像AK形生产函数，事实上，如果[image: 095-9]
 是常数，也即H与K以相同速率增长，（7.1.15）就等价于AK生产函数。


2. 要素积累


产出可被消费或投资于实物资本或人力资本，同样的技术适用于消费品、实物资本或人力资本的生产。从这个意义上说，这是一个一部门模型。

要素积累采取如下形式：

[image: 095-10]


这里0＜sk
 ，sh
 ＜1；0＜sk
 +sh
 ＜1，为简单起见，不考虑折旧。


3. 仲裁


竞争企业的利润是π=Kα
 Hβ
 -Rk
 K-Rh
 H，其中Rk
 ，Rh
 为相应的要素价格。一阶条件是：

[image: 096]


注意，两种资本用作投资是完全可替代的，均衡时它们应具有相同的收益，于是有：

[image: 096-2]



4. 均衡


把（7.1.19）代入（7.1.15），生产函数为：

[image: 096-3]


增长率为：

[image: 096-4]


由于gK
 =gH
 ，故均衡时[image: 096-5]
 必须成立。

本模型中，[image: 096-6]
 一定，因而导致了内生增长。

此外，模型也可以讨论储蓄率内生的情况。

从上面的分析可见，AK模型中的K可以被宽泛地看作包括人力资本与实物资本等不同形式的资本品的复合。此外，AK模型可能是许多丰富的模型中的一个令人满意的代表。

7.2　干中学（Learning by Doing）

上面引入K，H产生AK形式的生产函数，还有一些别的什么机制或结构能导致相同的结果吗？其中一个渠道是干中学，其主要思想是：技术知识被固化在新的资本品中，每次在生产新的资本品时，生产它的这种经历会对经济中的每个人产生启迪。这种外部效应会防止资本边际产品递减。

7.2.1　模型

假定工作人口L是常数，企业数N不变，企业j（j=1，2，…，N）的生产函数为：

[image: 097]


其中A（t）是知识的状态，它等于所有企业的平均资本存量。Kj
 （t）与Lj
 （t）分别为企业j的资本与劳动投入。企业被假定为很微小的（Atomic），以至于每个企业都不能影响技术A（t）。企业把A（t）的时间路径看作给定。

上式可被改写为：

[image: 097-2]


企业求解πj
 （t）=A（t）Lj
 （t）1-α
 Kj
 （t）α
 -r（t）Kj
 （t）-w（t）Lj
 （t），一阶条件如下：


ə
 πj
 （t）/ə
 Kj
 （t）=αA（t）kj
 （t）α-1
 -r（t）=0

（7.2.3）


ə
 πj
 （t）/ə
 Lj
 （t）=（1-α）A（t）kj
 （t）α
 -w（t）=0

（7.2.4）

代表性家庭最大化跨期效用函数可以推出消费的Euler方程（见7.1.12）：

[image: 097-3]


7.2.2　均衡

均衡时一切都是对称的，因为所有的企业都是相同的。

[image: 097-4]


其中K（t）为社会资本总量。把（7.2.3）与（7.2.6）代入（7.2.5）有：

[image: 097-5]


下面分三种情况加以讨论：

情况一：α+η＜1

外部效应较弱，资本的边际产量仍然是递减的，经济将会停止增长。

情况二：α+η＞1

外部效应太强，增长率趋于无穷大，经济会爆炸。

情况三：α+η=1

外部效应正好可以产生恒常的增长率，此时增长率为：

[image: 097-6]


之所以如此，原因是：私营企业将A看作外生给定，因而生产函数（7.2.1）随资本积累收益递减，但从整个社会看，若把外部效应考虑进去的话，

Y（t）=NYj
 =NA（t）Lj
 （t）1-α
 Kj
 （t）α
 =A（NLj
 ）1-α
 （NKj
 ）α
 =L1-α
 K

资本的社会边际产品因而是L1-α
 ，模型变成了AK模型。

7.2.3　社会最优（α+η=1）

第一福利定理认为在不存在市场失灵时竞争均衡是Pareto有效的。本模型中包含外部效应，因此我们猜测市场经济不是Pareto最优的。事实上：

[image: 098]


社会最优的增长率大于市场经济的增长率。这是因为企业没有把他们自己的投资决策所产生的知识效应内部化，也就是说，来自资本积累的私人收益低于社会收益，从而导致市场经济中资本积累的动因太低。

7.2.4　结论（α+η=1）

第一，考虑α+η=1的情况。考虑储蓄（偏好）行为现在变得重要了（当σ，ρ增加，消费者储蓄的意愿下降，增长率下降）。

第二，市场经济增长较慢（g＜gs
 ）。

第三，第二点的含义之一是：为了实现社会最优，政府干预是必要的。政府可以通过一次性总赋税的方式征集资金对生产给予1/α的补贴，使最终产品的价格增加到原来的1/α，从而实现社会最优。因为企业现在求解：
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这使得Lη
 k（t）α+η-1
 =r（t），代入（7.2.5）式正好有[image: 098-3]
 ，它等于社会最优的增长率。

政府也可以通过一次性总赋税的方式征集资金，以1-α的比率实施投资税收优惠，也即将资本的租金价格减少到αr（t）。企业现在求解：

[image: 098-4]


其结果与上一种方法一致。

第四，存在规模效应。我们已经假定人口不增长，如果人口可以随时间增长，由（7.2.8），经济增长率一定随时间增加。另外，（7.2.8）中dg/dL＞0，即经济增长具有规模效应，然而跨国数据表明人均产出的增长率与劳动人口的数目最多也只有很弱的正相关。不过在本模型中可以通过假定

[image: 099]


来消除规模效应。

第五，干中学未受到限制，但证据表明情况恰好相反。对于受限的干中学模型，可参阅Young（1993）。

第六，我们已把增长内生化了。但知识存量A被假定为公共物品，也就是说不需要对知识积累或技术进步提供补偿，这合理吗？实际上，专利制度会保护知识创造者，企业进行R&D也是旨在从开发新产品中牟利。

7.3　公共支出与增长

7.3.1　模型


1. 假定


不考虑人口增长，政府提供公共服务设施、知识产权保护等。政府服务（用G表示）是公共物品，是非竞争、非排他的。总生产函数为：

Y=Kα
 L1-α
 G1-α


（7.3.1）

政府对最终产品征税，税率为τ，因此

G（t）=τY（t）

（7.3.2）

代入（7.3.1）有：

[image: 099-2]



2. 企业


[image: 099-3]


一阶条件：


ə
 π（t）/ə
 K（t）=α（1-τ）k（t）α-1
 G（t）1-α
 -r（t）=0

（7.3.4）


3. 均衡


总产量是：

Y（t）=K（t）α
 L1-α
 G（t）1-α
 =Lk（t）α
 G（t）1-α
 =G（t）/τ⇒G（t）=（τL）1/α
 k（t）

（7.3.5）

将该式代入（7.3.4）有：

r（t）=αL（1-α）/α
 （1-τ）τ（1-α）/α


（7.3.6）

把上式代入消费的Euler方程有：

[image: 100]


其中1-τ代表了扭曲性税收对资本边际产品的负效应，τ（1-α）/α
 代表了政府服务对资本边际产品的正效应。

简单直觉是：推导出的生产函数（7.3.5）采取AK的形式，政府支出防止了资本边际产品的下降。


4. 政府政策


政府最大化代表性消费者的跨期效用，由于生产函数是Cobb-Douglas形的，这被证实等价于最大化g。而g在τ*
 =1-a时被最大化，此时，

[image: 100-2]


7.3.2　社会最优

社会规划者最大化代表性消费者的效用函数，也就是通过最优配置资源实现社会效用福利函数的最大化（不使用任何价格机制）。


1. 效率条件


由于G（t）是Y（t）的一部分，我们可以认为G（t）和Y（t）的生产函数是相同的。因此如果满足ə
 Y（t）/ə
 G（t）=1，即G的边际利益=G的边际成本，效率被实现。左边是G（t）上升1单位时Y（t）的增量，右边是为了增加1单位G（t）所必须减少的Y（t）的数量。这等价于：

[image: 100-3]


利用（7.3.2），社会最优要求：

τ=1-α

（7.3.10）

这一税率等于市场经济中使增长最大化的税率。这一结果应该适用于（7.3.7）中表达税收正效应的项，即τ（1-α）/α
 。


2. 市场失灵


扭曲型税收导致上面描述的市场经济的扭曲。税后的资本边际收益等于租金率（7.3.4），这一效应可由（7.3.7）中的1-τ项来体现。在社会最优，资本边际收益产品必须等于租金率，因此在社会最优1-τ必须用1来取代。因此社会最优的增长率是

[image: 101]


评述：较之社会最优增长，税收的扭曲性效应使市场经济增长太慢，即g＜gs
 。在市场经济中，通过让τ=1-α，并通过一次性总赋税融资，可以实现社会最优。

7.4　人力资本积累

Lucas（1988）发表了内生增长文献中最具开创性的论文。Lucas在文中强调人力资本积累作为经济增长的另一源泉。该文基于这样的思想：增长主要是由人力资本积累驱动的，各国增长率的差异主要归因于各国积累人力资本速率的差异。

Barro与Sala-I-Martin（1995）清晰地阐述了增长回归的结果。他们基于1965—1985年间多个国家的大样本数据，用平均增长率对一些宏观经济变量进行回归，结果发现：教育程度（用平均受教育年限来度量）与后续的增长显著相关（相关系数大约是0.05）；若对教育程度细分，初等教育的影响多半不显著；对教育的公共支出也对增长产生显著的正的影响：在1965—1975年间公共教育支出占GDP的比重每增加1.5%，平均增长率每年增加0.3%。

7.4.1　模型

经济由能无限存活的个人组成。在每一时刻，个人决定如何将时间分配用于从事生产活动或用于获取技能（接受教育）。用h（t），u（t）分别表示代表性行为人的人力资本存量和配置于生产活动的时间（时间禀赋假定为1），1-u（t）是其用于接受教育的时间。

生产函数假定为：

y（t）=k（t）β
 ［h（t）u（t）］1-β


（7.4.1）

k（t）是实物资本存量，不考虑折旧，则[image: 101-2]
 。

人力资本积累假定按下述方式进行：

[image: 102]


右边的h（t）可以理解为正的外部效应。t时刻之前积累的人力资本会影响dt时间内的增加率。

消费者求解：

[image: 102-2]


服从于约束：

[image: 102-3]


7.4.2　稳态均衡

由（7.4.3）可知：

[image: 102-4]


在稳态，必有：

[image: 102-5]


由（7.4.1）与（7.4.2）可得：

[image: 102-6]


由消费的Euler方程可知：

g=（φ-ρ）/σ

于是

[image: 102-7]


这样，时间分配与经济增长率均被内生地决定。

7.4.3　讨论

尽管存在外部效应，市场经济仍是有效的。为什么呢？消费者通过最大化其跨期效用使外部效应内部化。如果在重叠世代模型框架中个人可以继承他们父母积累的人力资本，那么市场经济可能是无效的。

如果将人力资本积累方程改为：

[image: 103]


则不可能产生一个恒定的增长率，这是因为：

[image: 103-2]


（7.4.2）意味着教育的个人收益在其终生时间里保持恒定。这一假定与实证数据或Becker的人力资本理论不一致。Becker（1990）指出，在人的一生中，教育的收益倾向于递减。处理这一问题的一种方法是采用重叠世代模型。

这一模型已经被从各个方面加以延伸。例如：Rebelo（1991）将实物资本引入人力资本积累方程，并保持h（t）对人力资本与实物资本的收益不变，他因而可分析税收政策对稳态增长的影响。特别是，尽管在Lucas模型中，收入税率增加对稳态增长率没有影响，但当把实物资本引入人力资本积累方程时，影响是存在的。

7.5　R&D模型：质量阶梯

前面讲述的内生增长模型描绘了生产要素在经济增长中的作用，然而模型中没有明确的技术进步的形式。全要素生产率在维持长期增长中的重要作用在模型中没能得到体现。如果我们无意探索与新品种的创造、新生产过程的创新有关的长期增长方面的因素，前述模型方法合理且有用。然而在分析与R&D直接相关的政策问题（尤其是是否应该对R&D给予补贴）时，前述模型不太奏效。

没有明确的技术进步形式的主要原因在于那些模型都是在完全竞争的前提假定下进行分析的。Romer（1990）认为知识与思想是一种公共物品，是非竞争、非排他的。由于这些特征，他令人信服地主张技术进步并不会在完全竞争的市场上发生。基于研究开发的模型通过引入不完全竞争避开这一问题。企业追求利润最大化，在均衡时他们的确也获得了超出正常水平的利润。垄断租金的存在为私人企业从事研发提供了动力，导致了新品种与新的生产过程的创造。这些与其他内生增长模型形成鲜明对比，能使我们以更直接、更与政策相关的方式去研究技术进步。

本节与下一节主要讨论两类模型：质量阶梯（Quality Ladder）模型或熊彼特增长模型，其中技术进步基于创造性毁灭过程；另一类是种类扩大（Variety Expansion）模型，其中投入增加的专业化驱动经济增长。

质量阶梯模型以Aghion & Howitt（1992）为先驱，其他像Grossman & Helpman（1991，Ch.4），Segerstrom，Anant，Dinopoulos（1990）也建立了类似的模型。这里主要参照Aghion & Howitt（1992），模型中全要素生产率水平由中间产品的质量阶梯决定，其增长率由产品的质量改进决定。

时间是连续的，但被省去，除非会招致误解。有三个部门：最终产品Y（竞争的）、中间产品x（垄断的）与R&D（竞争的）。虽无实物资本，但可以很容易导入。

7.5.1　消费者

消费者也是生产者，其数目固定为L，每个消费者每单位时间供给1单位劳动，且消费者无限存活。消费者是风险中性的，这意味着跨期替代弹性为无穷大（消费者对消费的时间安排方式不在乎）。为简化分析，假定没有储蓄，即消费者每一时刻都消费掉全部所得。这样的话，利率等于主观偏好率。

7.5.2　最终产品

最终产品作为标准品，其生产函数为：

[image: 104]


其中An
 代表中间产品的质量水平，n=0，1，2，…是创新数。一次质量创新提高质量到γ倍，因此An+1
 =γAn
 。较高的An
 （如较快的计算机）更具生产力。γ＞1被称为创新的规模。

7.5.3　中间产品

有单一垄断企业生产xn
 ，当质量创新发生时，新产品质量变为An+1
 ，它使xn
 过时而退出市场。所有最终产品生产者都停止使用xn
 ，转向使用新潮流产品xn+1
 。如果另一次质量创新发生，新质量变为An+2
 ，那么商品xn+1
 变得过时。这一过程无限持续下去，长期中产品质量不断上升。这抓住了熊彼特创造性毁灭的思想，该模型也被称为质量阶梯模型，因中间产品不断向上攀爬质量阶梯。瞬时过时的观点有些极端，现实中过时是逐渐发生的，但它抓住了创新驱动经济的实质特征。

7.5.4　质量提升如何导致经济增长

长期中xn
 =x是常数。对生产函数（7.5.1）取对数有：

lnYn
 =lnAn
 +lnxα
 =nlnγ+lnxα


（7.5.2）

这表明Yn
 依赖于n，二者同向变动。本节余下部分的目的就是研究一下通过Yn
 的直线的斜率如何受到参数与政策的影响，它与社会最优水平有何不同。

为何增长会持续？质量改进按几何序列进行，Yn
 也是如此，因此导致持续增长。假定An
 是当下的潮流产品，研究者可以检查An
 的特性、特征，了解An
 中包含的知识并利用这些知识去创造An+1
 的蓝图，他不会再去创造过时的产品A0
 ，A1
 ，…，An-1
 。这种由于知识的公共物品特性而产生的知识溢出效应，可以用An
 的几何序列行进来刻画。

7.5.5　R&D

当下的潮流产品质量水平为An
 ，下代产品能否被随机创造出来，服从Poisson分布，到达率为δRn
 。其中Rn
 是旨在开发下一代产品的研发人员的个数；δ＞0测度R&D的生产率或一个研发者成功创出下一代产品的到达率。成功的创新者成为其创出产品的垄断生产者，获取并消费利润，直至该产品被毁灭。

假定一研究者在tn
 时刻成功创出An
 ，他从此开始获取利润πn
 直至tn+1
 ＞tn
 时刻创新An+1
 发生。用Vn+1
 表示未来利润流πn+1
 的预期现值，注意到若xn+2
 被创造出来，xn+1
 变得过时，我们有：

ρVn+1
 =πn+1
 -δRn+1
 Vn+1


（7.5.3）

左边是作为一个成功的创新者的收益，右边是利润流和因为被淘汰（下一代被创出）导致的资本损失。注意δRn+1
 会降低创新的价值，因额外的创新使现有产品被淘汰；还须注意，现在和未来的R&D负相关：Rn+1
 ↑⇒Vn+1
 ↓，阻止现在的R&D，即减少Rn
 。

研究开发部门是完全竞争的，任何人都可以做研发。因此工人们面临两种选择：在制造业工作，挣工资wn
 ，或搞研发，挣δVn+1
 。均衡时有：

δVn+1
 =wn


（7.5.4）

7.5.6　中间产品

中间产品部门是垄断竞争的。考虑一个成功的研究者，他创出新产品xn
 ，产品专利被无限期保护。从这个意义上说，知识是部分排他的。之所以部分排他，是因为要阻止他人利用现有的R&D的知识成本极其高昂。作为垄断者，他销售新开发的中间产品给最终产品生产者。

最终产品生产者利润最大化导致：

[image: 106]


垄断者最大化其利润[image: 106-2]
 ，其中假定生产1单位xn
 需消耗1单位劳动。一阶条件为：

[image: 106-3]


利润为：

[image: 106-4]


另外，由（7.5.6）可得：

[image: 106-5]


7.5.7　随机稳态均衡

我们已经推出以下关系：

利润函数：[image: 106-6]


创新价值：ρVn+1
 =πn+1
 -δRn+1
 Vn+1


R&D自由进入：δVn+1
 =wn


工资增加：[image: 106-7]


省去下标，在稳态有：

[image: 106-8]


x与R之间正向关系的直觉是：较高的x意味着对每种创新产品的较高的需求，因而意味着创新有较高的利润，这样进行R&D就有了较高的动因，从而R也较高。

充分就业要求：

L=R+x

（7.5.10）

其中L，R，x分别为劳动赋存、研发劳动投入与中间产品生产中劳动投入。

7.5.8　比较静态学

研发人员投入受几个因素的影响：

[image: 107]


（1）即使经济中消费者偏好、生产技术和研发技术相同，人力资本禀赋（用L度量）差异能解释不同经济增长率的差异。

（2）较大的人力资本导致较大的R，如果L太小，则没有增长（R=0）。

（3）国际贸易有助于增长。考虑两个相同的经济，如果从事贸易，增长率是Rtrade
 =R（2L，δ，γ，α，ρ）＞R（L，δ，γ，α，ρ）=Rautarky
 。

（4）对R&D以s的比率给予补贴，R就会提高。此时自由进入条件变为：

δVn+1
 =（1-s）wn


（7.5.12）

（5）R依赖于经济的参数（政策s与消费者偏好ρ），也就是说，技术变化可由模型内生解释。

7.5.9　预期增长率

稳态最终产量用实际时间而非创新次数表达如下：

[image: 107-0]


取对数和预期有：

[image: 107-2]


两边微分有：

[image: 107-3]


[image: 107-4]
 是单位时间的预期创新数。由于创新服从到达率为δR的Poisson分布，因此，

[image: 107-5]


因此预期增长率为：

gY
 =δRlnγ

（7.5.17）

7.5.10　福利分析

社会规划者求解下述问题：

[image: 108]


这个问题牵涉到增长与GDP水平之间的一种替代：

[image: 108-2]


E（lnYt
 ）的斜率的增加即gY
 =δR（lnγ）的增加是以牺牲GDP水平为代价的。

该经济并不是Pareto最优的，因为：

（1）垄断扭曲：垄断定价会扭曲相对价格，生产小于完全竞争的产量，导致净损失。⇒R私人
 ＜R社会
 ⇒g私人
 ＜g社会
 。

（2）消费者剩余效应：利润是企业从事研发的动因，但社会规划者追求的是全部剩余。给定一个向下倾斜的需求曲线，企业并不会考虑消费者剩余，也就是说在自由放任的经济中R&D的动因不足。⇒R私人
 ＜R社会
 ⇒g私人
 ＜g社会
 。

（3）跨期溢出效应：一次创新创造了另一次创新的可能性（蛙跳假定），创新会产生正的外部效应但得不到补偿。社会规划者会内部化这一外部性，私人创新太少。⇒R私人
 ＜R社会
 ⇒g私人
 ＜g社会
 。

（4）偷生意效应：新的创新会毁掉现有的生产者的垄断租金（负的外部效应），私人企业不能将之内部化，也就是说市场经济中有太多的租金被毁掉。⇒R私人
 ＞R社会
 ⇒g私人
 ＞g社会


从社会最优的观点来看，如果偷生意效应占支配地位，自由经济会增长过快，相反情况下，市场经济会增长过慢。政策含义是要根据何种外部效应占支配决定对研发进行补贴抑或课税。注意，实证研究表明来自R&D的社会收益率远超私人收益率（Griliches，1992）。

7.6　R&D模型：种类扩大

种类扩大模型首先是由Romer（1990）开发的，他是该类文献的开拓者。但本节的讨论主要来自Grossman & Helpman（1991，Ch.3）。

在这类模型中，全要素生产率是由水平差异投入品的数目决定的，增长依赖于投入品种类创新的速度。一种解释是差异化的投入品是专门用于不同任务的，增加的专业化会驱动全要素生产率的增长。这里重要的是基于质量改进和基于种类扩大的两类模型代表了技术进步的不同方面，它们拥有非常相似的解的形式、比较静态学和缺陷。

时间是连续的。有三个部门：最终产品Y（竞争的）、水平差异的中间产品x（垄断的）与R&D（竞争的）。

7.6.1　最终产品

最终产品Yt
 是在竞争环境中按下式生产的：

[image: 109]


其中xit
 是被作为中间产品投入到最终产品生产中的创新品的数量，At
 是创新品的种类数。α测度中间产品专业化的程度，它越大，中间产品越易于替代，α=1时中间产品可被完全替代，也就是说，没有专业化。利润最大化要求：

[image: 109-2]


其中pi
 是中间产品i的价格。

7.6.2　At
 增加驱动增长

假定一单位投入品用一个工人来生产，注意到xit
 对称地进入生产函数，均衡时所有中间产品生产者会同样地行动，xit
 =xi
 。

现在看一下At
 的增加如何驱动增长。长期均衡用于生产中间投入品的工人的数目是一常数，记作M，即At
 xt
 =M。于是生产函数（7.6.1）变为：

[image: 109-3]


该式表明通过研究开发活动，At
 增加，驱动收入增长，也就是说，增加的专业化促进增长。若没有专业化（α=1），也就没有增长发生。

7.6.3　中间产品

该部门垄断竞争。每一企业都是其所生产的差异化中间产品的垄断者。企业i生产种类i，并将其卖给最终产品生产者。企业i面对的需求由（7.6.2）给定，价格弹性为1/（1-α），因此其生产的中间产品的垄断价格定为：

[image: 110]


利润为：

[image: 110-2]


注意给定wt
 ，At
 ，知识存量的增加倾向于减少利润，这反映了创造性毁灭的一面。

7.6.4　R&D

如果研究者研发成功，创造了种类i，他成为该产品的垄断生产者，由于专利保护，他可以一直获取垄断利润流π。用Vt
 表示创新的价值或未来利润流现值，则：

[image: 110-3]


等式左边是作为一个成功的创新者的收益，右边是利润流与资本损益。

关于研发技术，我们假定每个研发者在dt时间内研发出δAt
 种类的新投入品。注意，研发的生产率随知识存量的增加而增加。这些知识存量是在过去的研发中被创造出来的，任何研究都可以利用，作为新的研发的投入。知识的这种非竞争性与部分排他性，使得知识的外溢效应在技术进步过程中起了确定的作用。种类数（或知识存量）按下式运动：

[image: 110-4]


其中Rt
 是研究者总数。

均衡时，工人搞制造与做研发应无差别，即

δAt
 Vt
 =wt


（7.6.8）

将上式两边去对数并对时间求导，自由进入条件也意味着：

[image: 110-5]


7.6.5　消费者

有L个相同的消费者，每人每时点供给一单位劳动服务。瞬时效用函数假定为对数形，跨期效用最大化给出：

[image: 111]


关于消费者的工资，利用（7.6.1）至（7.6.4），我们可以证明：

[image: 111-2]


7.6.6　长期均衡

我们已经得到如下关系：

利润：[image: 111-3]


创新的价值：[image: 111-4]


R&D自由进入：δAt
 Vt
 =wt
 以及[image: 111-5]


储蓄决定：[image: 111-6]


工资增加：[image: 111-7]


利用这些关系，省去下标t，稳态时有：

[image: 111-8]


这里M，R存在正向关系的直觉是：较高的M意味着对每种创新品有较高的需求，因此每种创新品可挣较高的利润π，这使得进行R&D的动因较强，研发投入人数较多。

充分就业要求：

L=R+M

（7.6.13）

7.6.7　比较静态学

下述结果同样适用于R与[image: 111-9]
 的分析。含义类似于质量阶梯模型。这里重述一下。

[image: 111-10]


（1）即使经济中消费者偏好、生产技术和研发技术相同，人力资本禀赋（用L度量）差异能解释不同经济增长率的差异。

（2）较大的人力资本导致较高的R，如果L太小，则没有增长（R=0）。

（3）国际贸易有助于增长。考虑两个相同的经济，如果从事贸易，则增长率是Rtrade
 =R（2L，δ，α，ρ）＞R（L，δ，α，ρ）=Rautarky
 。

（4）对R&D以s的比率给予补贴，R就会提高。此时自由进入条件变为：

δAt
 Vt
 =（1-s）wt


（7.6.15）

（5）R依赖于经济的参数（政策s与消费者偏好ρ），也就是说，技术变化可由模型内生解释。

7.6.8　福利

除垄断扭曲效应外，质量阶梯模型中存在的市场失灵在种类扩大模型中同样存在。种类扩大模型中不存在垄断扭曲是由（7.6.1）的CES生产函数的特征引起的。可以证明种类扩大模型的市场增长率严格小于社会最优的增长率，这一点也不同于质量阶梯模型。原因是在这里偷生意（这里指更多种类被创造出来导致每个种类的利润减少）效应相对较弱。另外，这里的模型没有投入品的过时问题。

7.7　内生增长理论最新进展

内生增长理论的外部性模型中人口规模越大，或R&D模型从事人力资本积累或R&D活动的人口比例越高，经济增长率就越高。这些预测与工业化国家的时间序列数据并不一致（Jones，1995）：“二战”以来，各国从事研究开发的科学家和工程师的数量和比例虽然都有巨大提高，但经济增长率并没显著增加。其他一些学者指出，按内生增长理论，中国、印度这样的人口大国应该具有较快的增长率，但事实上并非如此。于是Jones、Segerstrom、Young等许多经济学家力图构造不具有规模效应的增长模型。

具体有两条思路：一条是放弃了内生可积累要素具有不变规模收益的假定，如Jones（1995；1999）、Eicher & Turnovsky（1999），从而得出了无规模效应的结论。在Jones的两部门模型中，知识存量的产出弹性被假定小于1（罗默模型中该弹性被假定为1），该模型中均衡经济增长率取决于知识生产部门内生要素的产出弹性而不是人口或人力资本规模。Eicher & Turnovsky的两部门模型包含了Jones模型与Romer模型，结论是，若全部内生要素在知识生产部门和最终产出部门的总产出弹性不同，那么，经济长期增长率将遵循“短边”原则，由总产出弹性最小的那个部门来决定，而与经济规模无关。至于为什么不会存在规模效应、知识存量对自身积累的产出弹性为什么小于1以及究竟在什么情况下一个部门的总产出弹性会大于或小于另一个部门，模型无法说明；而且，在他们的模型中，政府政策与长期经济增长率并不具有相关性。因此，他们的分析只具有纯理论上的意义。

另一条是Young（1993）、Aghion & Howitt（1998）以及Peretto（2003）等给出的，集中于对“偷生意效应”的分析。以Young（1998）为例，在其模型中，他人可以通过产品的质量创新或通过产品模仿来分割创新的垄断利益。Young的结论是：经济规模对长期增长可能具有正的、负的或无规模效应。如果政府的政策只是简单地对所有研究部门实行“遍地开花”式的资助，那么，很可能只是激励产品的模仿，从而只影响收入水平，而不能影响长期经济增长率；相反，如果政策立足于激励产品的质量创新，并根据R&D的研究深度实行重点资助或配额资助，那么，就可以提高长期经济增长率。因此，政策资助应该向创新难度大的人员或项目倾斜。

Jovanovic（1997）认为罗默的两部门模型实际上暗含了“知识”可以无成本地进入最终产出函数的强假定。然而，实际上，工人必须学习怎样使用“知识”，也就是说需要支付“学习成本”或“知识消化成本”。若考虑这一点，罗默模型中最终产出部门的成本将增加，规模收益也将有一个绝对的上界，从而使得规模效应减弱甚至消除。按其观点，假定工人在生产中需要“学习成本”，那么，公司可能更愿意采用次先进技术而不是最先进技术，从而更倾向于生产模仿产品而不是创新产品，这就从另一个角度验证了Young的“偷生意效应”假定。

这两个模型存在一个共同的暗含假定：模仿产品或次先进产品虽然成本低于创新产品，但一定存在市场需求约束，正是这种产品约束导致了对生产人口或人力资本的需求约束。因此，内生增长理论的规模效应将因这种约束而大大减弱、消除，甚至为负。

迄今为止，经济增长理论还没有完全解决经济规模与经济增长的关系问题。一方面，近期增长理论中的长期经济增长率虽不依赖于经济规模，但仍严重地依赖于外生人口增长率；另一方面，所有的模型均还没有得到有力的经验支持。尽管如此，近期增长理论在理论上还是取得了重要进展，主要体现在：

第一，发现了无规模效应的均衡增长路径并论证了其存在性。在这些模型中，长期经济增长率要么取决于生产函数的产出弹性，要么取决于产品之间的替代弹性，实质上二者均取决于生产函数的结构参数。第二，经济增长模型被进一步一般化。以往的内生增长模型之所以产生规模效应，实际上暗含了人口或人力资本稀缺而物质资本不稀缺的假定，这种假定充其量只能符合发达国家的情形，不具有普遍性。近期增长理论实际上则放弃了这种强假定，因而出现了规模效应为正、为零或为负的多种结果。第三，与以往的内生增长理论相比，近期增长理论的政策含义更具有针对性。在以往的内生增长模型中，由于简单地假定技术或“知识”的外部效应不能被个人内化，因而任何用于技术或“知识”部门的政策都将影响长期经济增长；而近期增长理论则表明，只有范围更窄的重点资助政策才对长期经济增长有正的影响。

新古典增长理论是以资本积累为核心的，而内生增长理论则将知识积累、人力资本积累或R&D视为经济增长的驱动力。不过，绝大多数的经验检验都表明资本积累与经济增长具有很强的相关关系。对此，内生增长的经济理论家认为相关性并不意味着因果关系。他们指出，资本积累的动因在于知识积累和技术创新提高了资本的边际生产率，从而使得物质资本投资变得有利可图；而一些经验检验（格兰杰因果检验）也表明，是R&D引起投资，而投资并不一定引起R&D。不过内生增长理论还需要进一步探讨知识积累、研究开发等活动与投资之间的内在关系。应该说，资本积累和经济增长在一定程度上是一个问题的两个方面，它们的背后有共同的决定因素；新古典理论虽能揭示资本积累和经济增长的相关关系，但无助于我们对其深层机制的认识；内生增长理论的贡献在于，它为我们揭示这类深层机制提供了新的思路和可供选择的分析框架。

多数的经验检验并没有证实R&D与经济增长之间的正相关关系；实际上，不少经验检验表明二者是负相关的。对此应如何作出解释呢？从各种经验检验的实际情况看，由于从R&D支出到生产率的提高之间往往具有很大的不确定性和时滞性，且有关R&D数据的样本容量并没有大到足以进行高阶滞后回归的程度，因此得出这种结论是可能的。此外，在产品质量改进模型中，由于新产品的发明往往意味着旧产品的被淘汰，从而在某种情形下可能降低而非促进经济增长。此外，格罗斯曼和赫尔普曼（1991）还指出，政府对创新产品的补贴有可能通过抬高研究人员的工资而提高创新成本，从而降低创新发生率和经济增长率。


第8章

实际商业周期模型

8.1　引言

关于商业周期，经济学家总结出如下事实：

（1）经济波动没有任何简单的、有规律的、周期性的模式，也就是说，经济波动是不确定的。

（2）在GDP的各个构成部分上波动的分布很不均匀。投资占GDP比重虽较消费小，但投资（尤其是存货投资）对GDP波动的贡献远比消费大。

（3）波动是非对称的：较之于经济衰退，繁荣倾向于持续较长时间。繁荣是逐渐发生的（产量逐渐增加到趋势路径上），而在衰退时产出下降非常急剧。

（4）就业与平均周工作时数是顺周期的，但其波动幅度都要比产出小，这意味着劳动生产率是顺周期的；实际工资仅仅轻微地顺周期，甚至无周期。

宏观经济学的目的之一就是建立与这些定型化事实相一致的宏观经济学模型。对这一问题有一些不同的处理方法，其中之一就是基于瓦尔拉斯模型（不存在市场失灵、均衡是Pareto有效的）的方法，这类模型被称为实际商业周期模型。这里的“实际”二字是指对经济的冲击是由技术波动或政府支出变化引起的。在这类模型中，由于假定价格完全灵活，名义冲击不会对就业、产量等产生影响。这与强调价格缓慢调整、名义冲击影响实际变量的凯恩斯方法形成了鲜明的对比。

本章将开发一个简单的实际商业周期模型，利用该模型，产出的波动可被描述为一种均衡的现象。为了检验模型是否较好地描述了产出波动的主要特征，一种被称作“校准”的定量技术被用来评价该模型作为实际商业周期模型的有效性。具体而言，就是使用被估计的参数值，代入该模型中，从而产生产出、就业等变量的数据，再把产生的数据与实际数据进行比较。后来的研究者实际上都在努力延伸该基准的RBC模型，试图改善模型对现实的解说力。

本章先给出一个简单的RBC模型，然后进行延伸，分析将实际冲击转化为持久的产出波动的重要传播机制。本章主要参照Kydland & Prescott（1982）（二人因在该领域的贡献而获得2004年诺贝尔经济学奖）以及King & Rebelo（1999）。

8.2　一个随机的Solow模型

本节在Solow模型的框架下，用一种非常简单的方法介绍实际商业周期模型的主要思想、讨论的主要问题以及分析方法。这里给出的Solow模型与基本的Solow模型稍有不同，在这里波动是由生产率水平的随机变化驱动的。

8.2.1　假定

（1）时间是离散的；

（2）生产函数形如：

[image: 116]


（3）L=1是工人数，无人口增长；

（4）无技术进步，A=1，但假定外生冲击为[image: 116-2]
 ，其中[image: 116-3]
 是白噪声，满足：

[image: 116-4]


产出波动是由Solow残差驱动的，见图8-1。

[image: 8-1]
图8-1　产业波动与Solow残差［引自Farmer（1999）］



（5）每期的资本折旧率为δ，因此资本存量的运动遵循：

Kt+1
 -Kt
 =Yt
 -Ct
 -δKt


（8.2.3）

（6）储蓄率s恒定。

8.2.2　模型求解

由（8.2.1）与（8.2.3）可推出：

[image: 117]


其中[image: 117-2]
 。定义稳态为这样一种状态：对于[image: 117-3]
 ，kt
 ，yt
 均是常数，因此在稳态：[image: 117-4]
 ；[image: 117-5]
 。

GDP的波动可以用对长期趋势GDP的偏离程度的百分数来度量。可对（8.2.4）进行如下线性近似：

[image: 117-6]


错开一期有：

[image: 117-7]


该方程支配着kt
 与其稳态的值的偏离随时间运动方式。

重写（8.2.1）式如下：

[image: 117-8]


因此近似有：

[image: 117-9]


其中用到了[image: 117-10]
 。

把（8.2.9）代入（8.2.8）消去kt
 有：

[image: 117-11]


该式描述了人均GDP与趋势增长路径的偏离随时间的运动。

由于[image: 118]
 ，故[image: 118-2]
 的运动可表示为：

[image: 118-3]


又由于[image: 118-4]
 ，所以[image: 118-5]
 的运动可表示为：

[image: 118-6]


8.2.3　讨论

（1）由于[image: 122]
 随机波动，[image: 118-8]
 也随机波动。

（2）一个正的冲击[image: 118-9]
 导致资本存量、产量、消费与实际工资增加。也就是说，这些变量是顺周期的。但是实际数据表明，实际工资只是很微弱地顺周期。

（3）对[image: 118-10]
 的冲击当期即产生作用，而对[image: 118-11]
 的冲击下一期才开始起作用。这与资本的懒散调整相一致。

（4）就业按假定属常数，而实际数据显示工作时数是顺周期的。完全无弹性的劳动供给N意味着实际工资与产出之间变化的幅度应相同。

（5）[image: 118-12]
 ；[image: 118-13]
 ，因此[image: 118-14]
 。但实际数据显示[image: 118-15]
 ；[image: 118-16]
 。

（6）数据显示产出波动是持久的：如果今天产量高，明天也可能高。模型与数据在多大程度上吻合？要回答这个问题，假定初始δ=1，因此可将（8.2.10）变为：

[image: 118-17]


现在考虑对[image: 122]
 有一次性冲击1/（1-α），那么[image: 118-19]
 在t期等于1，t+1期等于α，t+2期等于α2
 ，一般而言，第m期满时产量偏离趋势路径αm
 。比较图8-2与图8-3，数据显示产出的波动更具持久性。

[image: 8-2]
图8-2　产出的波动（随机Solow模型，α=1/3，δ=0.025，μ=0，σ2
 =0.01）



[image: 8-3]
图8-3　产出的波动［实际数据，引自Farmer（1999）］



（7）图8-1表明产出紧密地追随Solow残差。比较图8-2与图8-4，在模型中也能观察到同样的情况。这是因为产出波动是由一系列Solow残差暂时冲击[image: 120]
 引起的。比较图8-4与图8-5，数据表明Solow残差比模型更具持久性。也就是说，模型中产出的持久性要求[image: 122]
 具有更强的持久性以便与实际数据相吻合。

[image: 8-4]
图8-4　At
 或Solow残差（随机Solow模型，μ=0，σ2
 =0.01）



[image: 8-5]
图8-5　Solow残差［实际数据，引自Farmer（1999）］



8.2.4　引入更强的持久性

上述模型中，冲击[image: 122]
 是独立同分布、序列不相关的。这或许不是对现实的合理描述。比如说，当新技术被引入一个企业或行业，它将会扩散开来。扩散过程需要时间，对这一过程用序列相关的冲击来描述可能更合理。

假定（8.2.2）换成下式：

[image: 120-3]


其中εAt

 是白噪声（均值为0且互不相关）。这就是说假定技术进步遵循一阶自回归过程，-1＜ρA
 ＜1意味着一次冲击的效应随时间逐渐消退。King & Rebelo（1999）利用美国1974年第一季度至1996年第四季度的数据，得出Solow残差中ρA
 的点估计是0.979，εAt

 的标准差是0.007 2。较高的ρA
 意味着技术冲击是高度持久的。

假定（8.2.14）并不会改变上面推导的均衡条件，但会影响产出与其他变量随时间的变动。看一下δ=1的特殊情况
[1]

 。将（8.2.10）改写为[image: 121]
 ，代入（8.2.14）可得：

[image: 121-3]


这是一个二阶自回归过程。现在考虑对εAt

 进行一次性冲击1/（1-α）后产量如何变动。如果α=1/3，ρA
 =0.9，那么εAt

 上升：

（1）1，t期；

（2）α+ρA
 =1.23，t+1期；

（3）（α+ρA
 ）2
 -αρA
 =1.22，t+2期；

然后逐渐下降。

现在，如果ρA
 ＞0，产出的增加呈倒“U”形。产出增加的持久性显然是由于（8.2.14）的假定（如果ρA
 =0，模型将崩溃，变为原模型）。

[image: 8-6]
图8-6　随机Solow模型：At
 或Solow残差（ρA
 =0.9，μ=0，σ2
 =0.01）



[image: 8-7]
图8-7　随机Solow模型：产出波动（α=1/3，δ=0.025，[image: 122]
 ，服从一阶自回归）



8.3　一个基准的RBC模型

上述随机Solow模型未考虑消费者效用最大化问题，因此无法作一些规范性的分析。然而上述（8.2.10）与（8.2.15）式在某些假定条件下，即使考虑效用最大化的情况仍然成立。

8.3.1　假定

（1）技术进步率为：[image: 122-2]
 ；A0
 =1。

（2）工作人口为Nt
 ，增长率为：[image: 122-3]
 ，N0
 =1；总劳动服务单位为Lt
 ，即每个工人供给lt
 ≡Lt
 /Nt
 单位的劳动，家庭数定为1。

（3）政府购买遵循一个随机过程：

[image: 122-4]


其中εGt

 是白噪声。

代表性家庭最大化：[image: 123]


这里Et
 是预期算子，给定t期的信息。每个消费者有1单位禀赋，用于享受闲暇或提供劳动服务，由于每个工人供给lt
 单位劳动，家庭预算约束为：

Kt+1
 +Ct
 +Tt
 =（1+rt
 ）Kt
 +Wt
 Lt


（8.3.3）

其中Tt
 是一次总付税用于为政府支出融资，它等于政府支出Gt
 。

资本折旧率0≤δ≤1，资本存量按下式变化：

Kt+1
 -Kt
 =It
 -δKt
 =Yt
 -Ct
 -Gt
 -δKt


（8.3.4）

生产函数为：

[image: 123-2]


其中[image: 123-3]
 ，-1＜ρA
 ＜1。

8.3.2　企业行为

利润最大化导致：

[image: 123-4]


8.3.3　家庭行为

重写效用函数为：

[image: 123-5]


也即

[image: 123-6]


其中Nτ
 =（1+n）τ-t
 Nt
 。最大化该效用只需要最大化第一项。预算约束（8.3.3）可重写为：

[image: 124]


其中τt
 =Tt
 /（At
 Nt
 ）为每单位有效劳动的税收。

家庭在（8.3.9）的约束下最大化（8.3.8），下面用动态规划法来求解。

价值函数为：

[image: 124-2]


其中由约束条件ct
 =-（1+gA
 ）（1+n）kt+1
 -τt
 +（1+rt
 ）kt
 +wt
 lt
 。

价值函数式右边关于kt+1
 求导有：

[image: 124-3]


价值函数式两边关于lt
 求导有：

[image: 124-4]


价值函数式两边关于kt
 求导有：

[image: 124-5]


这是包络定理的结果。时间错开一期，并将结果代入（8.3.11）有：

[image: 124-6]


该式是消费的Euler方程，运用（8.3.12），该式也可表示为：

[image: 124-7]


下面看一下实际工资与利率变化对劳动力供给的影响：

假定wt
 增加，但wt+1
 预期会回到初始水平，也就是说预期工资增加只是暂时的，那么相对于lt+1
 ，家庭会提高lt
 。如果预期工资增加是持久的，也就是说wt
 ，wt+1
 都上升，但相对工资不变，那么劳动供给也不变。这就是说，如果预期工资增加是短期的，那么劳动供给的反应会大一些。

假定rt+1
 增加，（8.3.15）式表明这和工资暂时增加对劳动供给的影响一致：家庭会增加现在的劳动供给。直觉是这样的：利率增加会提高现在进行储蓄的吸引力以及未来消费相对于现在消费的吸引力，也就是说，使今天工作、储蓄比明天工作更有吸引力。还应注意的是：Euler方程（8.3.14）暗示ct+1
 相对于ct
 增加。

这两种效应被称为劳动力供给的跨期替代效应。这些效应是将冲击转变为就业与产出的波动的传播机制的一部分。

8.3.4　储蓄率

定义储蓄率st
 满足：

Ct
 =（1-s）Yt
 ⇒ct
 =（1-s）yt


（8.3.16）

其中ct
 ≡Ct
 /（At
 Nt
 ）。该方程连同资本运动方程（8.3.4）可以给出：

Kt+1
 =st
 Yt
 -Gt
 +（1-δ）Kt
 ⇒（1+gA
 ）（1+n）kt+1
 =st
 yt
 +（1-δ）kt
 -τt


（8.3.17）

利用上式、Euler方程、（8.3.16）以及（8.3.7），有：

[image: 125]


运用（8.3.17）有：

[image: 125-2]


8.4　特例：δ=1，[image: 125-3]


8.4.1　储蓄率

当δ=1，[image: 125-4]
 时，（8.3.19）式变为：

[image: 125-5]


该方程中未出现yt
 ，kt
 ，[image: 122]
 ，因此存在一个恒定的值[image: 125-7]
 满足上式，于是有：

[image: 125-8]


让我们考虑一下出现这一结果的直观原因。流动预算约束在t期、t+1期分别为：

ct
 +kt+1
 =（1+rt
 ）kt
 +wt
 lt
 -τt


（8.4.3）

ct+1
 +kt+2
 =（1+rt+1
 ）kt+1
 +wt+1
 lt+1
 -τt+1


（8.4.4）

现在考虑一个正的冲击，即[image: 126]
 。这会提高wt
 ，rt
 ，增加t期收入。其结果是t期储蓄增加，这是收入效应，通过t期收入，影响储蓄率st
 。另外，较大数量的储蓄导致下期较大的资本存量，这会减少储蓄的收益率。这些会通过rt+1
 产生收入效应与替代效应，使储蓄率st
 受到影响。当δ=1，τt
 =[image: 125-3]
 时，这两种效应正好抵消，导致储蓄率等于常数。

8.4.2　劳动供给

将（8.3.6）和（8.3.16）代入（8.3.12）有：

[image: 126-3]


这表明劳动供给是常数。直觉上，考虑t期的一个正的技术冲击，它引起现在的实际工资相对于将来增加，倾向于促进当前的劳动供给增加。但这会增加现在的储蓄，导致下一期资本存量增加，从而降低预期的下一期的利率，这又会阻止当前劳动供给的增加。当δ=1，[image: 126-4]
 时，这两种效应正好抵消，导致劳动供给等于常数。

8.4.3　波动

因储蓄率与劳动供给均为常数，δ=1，[image: 126-5]
 的情形就等价于随机Solow模型在n＞0，gA
 ＞0的情形。

资源约束可表示成：

[image: 126-6]


而稳态的单位有效劳动资本及产量为：

[image: 126-7]


在稳态附近对（8.4.6）线性化有：

[image: 127]


类似地，可以得到：

[image: 127-2]


其中用到：[image: 127-3]
 ；[image: 127-4]
 ；[image: 127-5]
 以及[image: 127-6]
 。

上面几式的含义是：δ=1，[image: 127-7]
 且效用函数取对数形u（ct
 ）=lnct
 时，引入消费者最优化行为无助于解释数据；放松δ=1，[image: 127-8]
 假定是解释数据的关键。

8.5　更一般的情形：δ＜1，[image: 127-9]


8.5.1　修改假定的影响：直观解释

假定没有增长（gA
 =0）且At
 =1，因此没有冲击时投资为0。进一步假定，经济起初处于稳态。由（8.3.7）有：

[image: 127-10]


考虑在t期有一次正冲击，之后再无外生冲击。

在t期，MPK
 上升会导致t+1期MPK
 上升（因ρA
 ＞0，有持久性），进而导致rt+1
 上升，于是，

（1）较大的储蓄诱因导致储蓄率上升；

（2）预期的消费增长ct+1
 /ct
 ↑；

（3）lt
 ↑（劳动供给的跨期替代）⇒劳动收入↑⇒储蓄↑（若其他一切相同）⇒更多的资本积累（有持久性），更高的消费增长（ct+1
 /ct
 ↑）。

再看一下政府购买的影响。

政府购买支出增加，导致家庭终身税负及实际工资下降，使得闲暇（及消费）减少，需工作更多。劳动供给增加导致实际工资下降，产量与实际工资反向运动，因而减小了技术进步冲击引起的实际工资的顺周期的程度。

因此，修改后的假定有助于改善模型与数据的拟合。

8.5.2　模型的求解

模型由以下七个公式构成：

[image: 128]


其中各式依次为：（8.3.14）消费的Euler方程；（8.3.12）式；（8.3.9）的预算约束；（8.3.6）式；（8.3.7）式；（8.2.14）式，以及（8.3.2）式。

内生变量（ct
 ，lt
 ，kt
 ，wt
 ，rt
 ）的运动由前五式和后两个冲击式支配。由于这些方程体系高度非线性，所以要像以前一样进行线性近似求解。

利用第一式的Euler条件，并注意到[image: 128-2]
 ；[image: 128-4]
 ，有：

[image: 128-5]


其中vt+1
 ≡1+rt+1
 ，[image: 128-6]
 。由于[image: 128-7]
 ，所以：

[image: 128-8]


因此，

[image: 129]


在对上述方程系统线性化之后，一种求解方法是待定系数法；另一种方法是借助矩阵分解［参见Blanchard & Kahn（1980）］。两者均很烦琐，这里不再介绍。在模型被求解之后，利用“似乎合理”的参数值计算模型中相关经济变量的数值并与实际发生的情况进行对比，借以评判模型的合理程度。

8.5.3　直观描述

在进行数值分析之前，对模型的动力学作直观描述是有用的。这里以正的技术冲击为例。

t期发生的正的技术冲击增加当期的产量，其结果是实际工资上升。工人发现多工作比休闲好，会增加当期的劳动供给，这也会增加当期产量。当期的资本存量并不变化，因为它是先期决定的。产量增加有一些动态效应。t期的部分产出增加用于消费，余下的被用于储蓄与投资。注意，消费者具有消费平滑化的偏好，因此储蓄（或投资）倾向于增加，因此下一期（t+1期）的资本开始增加。冲击存留的时间越长，进行储蓄与投资的动因也就越大。给定较高的ρA
 ，冲击在以后的多期持续，储蓄与投资也在较长一段时间内保持较高水准，其间，资本增加。此外，在技术保持较高水平和资本进行积累期间，劳动供给也保持较高水平。这些动态效应解释了模型中把冲击转化为商业周期的传播机制。然而随着冲击的逐渐衰减（|ρA
 |＜1），所有这些变量均会回到正常水平。

8.5.4　数值分析

假定参数值为：ρA
 =0.95；α=1/3；gA
 =0.5%；n=0.25%；δ=2.5%；ρG
 =0.95，且ρ，[image: 129-2]
 ，b满足：G/Y的稳态值为0.2，[image: 129-3]
 ，l=1/3。


1. 技术冲击


考虑t期一个正1%的技术冲击，也就是[image: 120]
 上升1%。图8-8、图8-9和图8-10反映了相关变量与它们的稳态值之间偏离的百分比的波动。



	[image: 8-8]
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	[image: 8-10]




	图8-8　技术冲击下劳动、资本与技术的时间路径
	图8-9　技术冲击下产出与消费的时间路径
	图8-10　技术冲击下实际工资与利率的时间路径




由上可以看出：

（1）冲击缓慢衰减。

（2）资本Kt
 逐渐积累。

（3）劳动供给Lt
 在冲击发生时向上跃升（jump），但下降相对较快。

（4）净结果是导致产量Yt
 在冲击发生时向上跃升（jump）。

（5）与产量相比，消费反应较少、较慢，所以投资更易波动，用公式表示为：

ct
 =（1-s）yt
 ，it
 =st
 yt


（8.5.3）

（6）实际工资在冲击发生时向上跃升，但之后的调整是缓慢的、逐渐进行的，所以工资的变动对就业的变化影响不大（就业减少相对较快）。

（7）利率在冲击发生时向上跃升，之后逐渐下降。所以就业在初始的跃升之后的变化（就业相对迅速地下降）大多来自利率的这种变化。

（8）14个季度后，利率的偏离为负。要理解这一点，注意rt+1
 关于[image: 131]
 增加。尽管[image: 122]
 的增加会持续一段时间，但最终会变为0。kt
 逐渐增加，由于kt
 的增加比[image: 122]
 慢得多，利率的偏离可能会为负。

（9）所有那些变量均会回到正常水平，因为冲击是暂时的，也即|ρA
 |＜1。

（10）资本调整通过两个渠道进行：

①高利率导致高储蓄率。

②劳动供给：a. 正的技术冲击会产生财富效应（由于较高的工资与较高的利息收入），倾向于减少劳动供给；记住消费平滑化。b. 劳动的跨期替代。冲击[image: 122]
 本身是暂时的，此外资本存量的调整也比[image: 122]
 的慢，因此[image: 131-3]
 在早期阶段也倾向于变大。

（11）结果对ρA
 最敏感。随着ρA
 变小，产量波动持续的时间也变短。


2. 政府购买支出冲击


考虑t期一个正的1%的政府购买冲击，见图8-11、图8-12和图8-13。



	[image: 8-11]

	[image: 8-12]

	[image: 8-13]




	图8-11　政府购买支出冲击下资本与劳动的时间路径
	图8-12　政府购买支出冲击下产出与消费的时间路径
	图8-13　政府购买支出冲击下实际工资与利率的时间路径［图8-8至图8-13均引自Romer（2012）］




（1）由于负的财富效应，消费Ct
 下降、就业Lt
 增加。

（2）就业跃升，然后逐渐回归正常水平（不同于技术冲击的情况）。

（3）起初由于劳动供给的增加工资下降，但工资的变化似乎并未对就业的变动产生作用（记住现在的工资增加导致现在的劳动供给增加）。

（4）相反，起初的就业跃升是由于利率的向上跃升引起的。

（5）资本存量受到的影响比较微小。

（6）由于资本变动微小，产出的变动追寻就业变化的足迹。

（7）产出变动的持久性对ρG
 的值很敏感。

8.5.5　校准

如何判断模型是否与数据相符？标准的方法就是“校准”，其基本思想是基于证据选择参数值，用以计算宏观经济变量的方差与协方差，再与实际数据进行比较。

考虑Hansen & Wright（1992），其模型与上述模型稍有不同，比如他们未考虑政府购买，使用相似的参数值，校准（偏离趋势值）的结果概括如下：

[image: 132]


（1）产出是波动的（尽管其波幅小于实际数据）。

（2）消费远没有产出那么易于波动。

（3）投资比产出更易于波动。

（4）对就业变动的预测不是那么成功。实际数据中就业与产出几乎同样易于波动。

（5）实际数据中劳动投入与生产率不相关，而模型预测二者有较高的正相关。

通过引入政府购买支出冲击能改善模型与实际数据的匹配，也会降低相关系数Corr（L，Y/L）的值（从0.93降至-0.49）。

8.6　进一步讨论

8.6.1　延伸

为改善模型与实际数据的匹配程度，一些学者在以下方向对模型进行延伸：

（1）不可分的劳动：消费者可以选择是否供给一定单位的劳动服务，如：Rogerson（1988）和Hansen（1985）考虑极端的情况，每个人的劳动提供量只有两种情况，L=0或L=L0
 （某个正数）。这会增大劳动投入对冲击的反应，改善模型与数据的吻合程度。

（2）扭曲性的税收用于为政府购买支出融资。如Greenwood & Huffman（1991），Baxter & King（1993），Campbell（1994）等。

（3）非时间可分的效用函数［以至于t时刻的瞬时效用不只依赖于Ct
 与Lt
 （Kydland & Prescott，1982）］。

（4）干中学（Cooper & Johri，2002.et.al）。

（5）家庭生产（劳动不仅被用来生产市场上的商品，也用于生产仅供自家消费的商品，Benhabib，Rogerson，and Wright，1991）。

（6）政府提供产品、效用与生产中含有资本（Baxter & King，1993.et.al）。

（7）考虑多部门和部门特定的冲击（Long & Plosser，1983）。

（8）可变的资本利用与劳动窖藏（Burnside & Eichenbaum，1996.et.al）。

（9）多个国家（Baxter & Crucini，1993）。

还有其他一些延伸，这里不再列举。

8.6.2　反对意见

（1）Solow残差可能是对技术冲击的较差的度量。当产量的增加是由于规模收益递增、对资本与劳动的增加的利用以及投入被分配到更具生产力的部门时，Solow残差的测量值也会增加。若技术冲击小于Solow残差所显示的情况的话，RBC模型解释商业周期的能力就会比上面分析的要小得多。

（2）实证研究表明劳动供给对短暂的工资变动的弹性比较小。

（3）未考虑货币波动的影响。证据表明名义冲击也会产生实际影响，这表明名义价格不完全调整的重要性。

（4）完全竞争的假定。

（5）完全的对称的信息。

（6）繁荣与衰退是Pareto最优的？

欲了解更多，可参看Gali（2008）关于对RBC模型的批评与反对RBC模型的实证研究文献。




[1]
 对δ＜1的一般情况，采用滞后算子L，xt-1
 =Lxt
 ，将（8.2.10）式改写为[image: 121-4]
 +（1-α）[image: 122]
 -（1-δ）（1-α）[image: 121-7]
 ，代入（8.2.14），消除[image: 121-8]
 有：[image: 121-9]
 +εAt
 ，重新安排该式给出：[image: 121-10]
 =［1-（1-α）δ+ρA
 ］-［1-（1-α）[image: 121-11]
 +（1-α）εAt
 -（1-δ）（1-α）εAt-1

 ］。


第9章

名义刚性与新凯恩斯波动模型

本章主要目的是引入现代版本的IS-LM与AS-AD模型，研究名义价格与工资不完全调整的机制。我们要说明古典二分法不成立，即要说明名义扰动对实体经济波动有重要影响，对该问题的研究是特别有必要的。我们基于名义刚性的概念建立动态随机一般均衡（DSGE）的波动模型。

9.1　具有微观基础的IS-LM与AS-AD模型

9.1.1　IS模型


1. 假定


（1）假定时间是离散的，无政府、无贸易。

（2）生产函数假定为：

Yt
 =F（Lt
 ）；F′（Lt
 ）＞0≥F″（Lt
 ）

（9.1.1）

（3）无人口增长，家庭数目为1，消费者数目为1。

（4）效用函数为：

[image: 134]


其中β=1/（1+ρ）为贴现因子；Mt
 ，Pt
 ，Lt
 ，Ct
 分别表示t期持有的货币、价格水平、劳动供给（工作时数）与总消费（=人均消费）。持有货币余额可让家庭购物更方便从而间接地产生效用。

（5）有两种类型的资产：债券与货币。Bt
 表示家庭在t期购买、t+1期到期的债券数量，其价格为Qt
 ≡1/（1+it
 ），而it
 与rt
 分别为净名义利率与实际利率。Mt
 是t期末剩余的要带到下一期的货币，货币不生息。定义At+1
 =Mt
 +Bt
 。

家庭预算约束为：

Pt
 Ct
 +Qt
 Bt
 +Mt
 =Wt
 Lt
 +Bt-1
 +Mt-1
 ⇒

Pt
 Ct
 +Qt
 At+1
 -（Qt
 -1）Mt
 =Wt
 Lt
 +At
 ⇒

At+1
 =Mt
 +（1+it
 ）（At
 +Wt
 Lt
 -Pt
 Ct
 -Mt
 ）

（9.1.2）

家庭将Pt
 ，Wt
 ，it
 的路径看作给定，选取Ct
 ，Mt
 ，在预算约束（9.1.2）下最大化终身效用。


2. 家庭行为


Hamilton函数为：

[image: 135]


一阶条件为：

[image: 135-2]


定义[image: 135-3]
 ，则由（9.1.4）与（9.1.6）可以推出：

[image: 135-4]


直观地，若t期的消费减少dC单位，则效用减少[image: 135-5]
 ，减少的消费到t+1期实际变为（1+rt
 ）dC单位，此时消费它可使效用增加[image: 135-6]
 ；若用价格计算，t+1期时实际变为（1+it
 ）Pt
 dC/Pt+1
 ，效用增加[image: 135-7]
 。因此有：

[image: 135-9]


消去dC后就得到了（9.1.8）。

由于所有的产品均被消费，Yt
 =Ct
 ，所以（9.1.8）可写为：

[image: 135-10]


上式即为新凯恩斯IS曲线，它是由效用最大化推导而来的。其中Yt
 与实际利率rt
 之间存在反向变动的关系，与本科教材中的IS曲线的区别在于该式中含有Yt+1
 项。

由（9.1.4）与（9.1.5）很容易推出：

[image: 136]


该式可理解为LM曲线，第二个等号中用到了1+it
 =（1+rt
 ）（1+πt+1
 ）。容易分析，实际利率与rt
 与产出Yt
 同向变动。


3. 企业行为


产品市场假定是完全竞争的，利润最大化意味着：

F′（Lt
 ）=Wt
 /Pt


（9.1.11）


4. 均衡


（1）假定Pt
 缓慢地变化。

（2）假定Mt
 是由中央银行控制的。

（3）假定经济处于充分就业的长期均衡，[image: 136-2]
 已经被维持到t-1期。货币供给仅仅在t期被增加，之后又回到[image: 136-2]
 。这种政策短期内会降低利率、扩大产出，货币非中性。LM曲线的位置依赖于一般价格的反应程度，产出从t+1期开始又恢复到初始水平。

（4）如果一个较大的货币量被维持较长的时期，调整过程花费较长时间，我们或许必须考虑价格变化的事实。为简单起见，忽略Yt+1
 项。由于货币冲击，产出扩大，价格预期被修正，价格开始进一步上升，LM曲线向左移动，最后又回归到初始的位置。

9.1.2　AS-AD模型

（1）IS-LM模型遇到的一个问题是现代的中央银行的货币政策主要关注利率而不是货币供给。

（2）另一种方法就是假定下述的利率规则：

[image: 136-3]


即预期通胀率πt+1
 、预期的产量Yt+1
 以及产量与长期水平的偏离[image: 136-4]
 越高，名义利率也越高。央行通过制定利率使（9.1.11）式成立来实施这一政策。

把上式代入IS曲线（9.1.9）有：

[image: 137]


该式可看作总需求（AD）曲线，给定t期通胀率πt
 ，它定义了Yt
 （与πt
 呈负向关系）。因此AD曲线是由IS曲线与利率规则推出的，LM曲线扮演了一个被动的角色。

（3）总供给曲线AS是由标准的附加预期的Philips曲线给出的：

[image: 137-2]


其中[image: 137-3]
 是预期的通货膨胀率。在本科教材中[image: 137-4]
 （适应性预期）。

9.1.3　问题

（1）工资假定固定，[image: 137-5]
 。模型预测实际工资是顺周期的，但证据表明实际工资无周期或轻微顺周期。

（2）模型假定Pt
 缓慢调整，工资也被假定固定或缓慢调整。为什么？有什么机制使这些假定合理？

（3）AS曲线没有微观基础，它的形式是假定的而不是基于私人的偏好或技术从最优化行为中推导出来的。

9.2　不完全竞争

（1）如果价格是缓慢变化的，而这种缓慢变化是企业决策的结果，那么企业一定有某种程度的市场垄断力，使得它们能够决定价格。

（2）在RBC模型中，价格完全灵活，市场完全竞争。如果市场不完全竞争会如何？能够推导出什么含义？企业如何决定是否改变价格？企业不充分改变它们的价格会有什么后果？

9.2.1　一个不完全竞争的模型


1. 假定


（1）假定所有的个人充满一个连续统，其中每一个人拥有一个企业i∈［0，1］。

（2）每一个人生产一种差异产品，也即局部垄断（local monopoly）。

（3）消费者为其他企业提供劳动服务。

（4）企业在竞争劳动市场雇用工人以生产商品，生产函数假定为：

Yt
 =Lt


（9.2.1）

其中Lt
 为工人的劳动数量。

（5）代表性消费者的效用函数（省去下标）：

[image: 138]


其中L是劳动供给，而

[image: 138-2]


是差异化消费品的数量指数。

（6）无政府、贸易与投资，因此Y=C。

（7）为引进总需求的变动，假定：

Y=M/P

（9.2.4）


2. 家庭行为


由（9.2.3）可知对Ci
 的需求是：

[image: 138-3]


给定PY=WL+Π，Y=C以及效用函数（9.2.2），消费者i求解：

[image: 138-4]


一阶条件为：

L=Li
 =（W/P）1/（γ-1）


（9.2.7）

这是劳动供给函数，它是实际工资的增加函数。给定消费者的测度为1，Li
 =L等于劳动总供给。


3. 企业行为


企业i的利润为：

[image: 138-5]


利润最大化关于Pi
 /P的一阶条件是：

[image: 138-6]


也即

[image: 139]


企业的价格定在边际成本W的一定溢价水平上。


4. 均衡


对称性意味着：

Pi
 =P，Li
 =L，Yi
 =Y

（9.2.11）

由（9.2.1）、（9.2.7）、（9.2.10）与（9.2.11）可知：

[image: 139-2]



5. 含义


（1）社会最优时，价格等于边际成本，即Pi
 =W（竞争价格），社会最优产量YS
 =1。这表明，市场经济的产量（9.2.12）小于社会最优水平。看一下劳动供给量，市场经济的劳动供给量为：

[image: 139-3]


由于垄断定价，工资较低、劳动供给也较少。在RBC模型中，完全竞争的经济基本上等价于社会最优，也就是产量总是在最优水平，不管经济繁荣还是衰退。从这个意义上说，繁荣时期未必比衰退时期好，因而政府在衰退时干预经济未必合理。而在不完全竞争模型中，“正常水平”的产量低于社会最优水平，因此繁荣比衰退好，衰退时政府干预经济可能是必要的。

（2）总需求外部性：假定所有的Pi
 下降，P因此下降。这会产生两个效应：首先实际工资增加，然而个人福利并不变化，因为个人是自己劳动的供给者，也是他人劳动的购买者；其次P下降会增加总需求，这反过来会增加对企业i的产品的需求。因此每一企业利润增加，个人福利就增加。这一效应是通过总需求起作用的。

将（9.2.12）代入（9.2.4）有：

[image: 139-4]


可见，不完全竞争并不表明货币的非中性，Y独立于货币。

9.2.2　价格变动的动因


1. 菜单成本


一个像上述提到那样的垄断企业，若总需求下降，则对每一垄断产品的需求也下降。此时企业会降低价格吗？每个企业将其他企业的价格看作给定，考虑自己是否改变价格（纳什均衡）。企业会比较改变价格的利益（利润的增加）与菜单成本。

[image: 9-1]
图9-1　企业改变价格的动因（引自Romer图6-10）



[image: 9-2]
图9-2　实际刚性（引自Romer图6-11）



在图9-1中，改变价格的利益是增加利润（给定其他企业价格不变）。然而如果所有企业降低价格总需求，则对每一垄断产品的需求都会增大。相应地，改变价格的利益也大。因此由于总需求的外部效应，企业将其他企业价格看作给定来改变价格的诱因就相对较小。Levy，Bergen，Dutta & Venables（1997）给出证据显示菜单成本并不是微不足道的，那么改变价格的利益究竟依赖于什么呢？


2. 两个因素


图9-2中，利润在Pi
 =D最大化。现在假定需求下降，利润曲线会下移，利润最大化价格变为Pi
 =C，实现利润A；如果企业不改变价格，获得利润B。因此企业改变价格的利益为AB。

改变价格的利益依赖于两个因素：需求变化后引起实际价格变化的程度（实际刚性）以及需求变化后引起利润变化的程度。


3. 实际刚性


考虑企业在认为其他企业价格P-i
 不变的假定下，改变自己的价格Pi
 的动因。

由（9.2.10）与（9.2.12）可以得到：

[image: 140]


右边是相对价格，因此名义价格Pi
 的变化意味着相对价格Pi
 /P的变化。该方程显示了当Y变动时相对价格的变化，γ支配着实际价格对Y变动的反应程度：

[image: 141]


γ越小，说明价格变动对需求变动的反应越弱，实际刚性越大。极端的情况是γ=1，对需求变化，价格完全没有反应。

考虑图9-2中需求下降的情况，较高的实际刚性意味着Pi
 /P不会变化多少。图中，点状的利润线右移（保持曲线的形状不变），减小距离CD与距离AB，因此企业改变（实际）价格的动因较小，因距离AB较小。这表明当企业的利润最大化价格对需求反应不敏感（较高的刚性）时，企业改变价格的动因较小。

至于γ，它依赖于金融、商品与劳动市场的特征。


4. 利润函数的曲率


在图9-2中，假定利润对价格偏离C不敏感，这使得点状的利润线“较平坦”（保持C和A点固定）。这会让B增大，使距离AB减小，也就是说改变价格的动因变小。

这可能由各种各样的原因引起：MC曲线的形状的变化（保持图9-1中A点、C点的位置不动，但有较小的阴影区域），比如资本市场不完善；MR曲线的形状的变化（保持图9-1中A点、C点的位置不动，但有较小的阴影区域），比如反周期的价格溢价。

9.3　新凯恩斯波动模型

9.3.1　引言

新凯恩斯（NK）波动模型与实际商业周期（RBC）模型一样具有动态随机一般均衡（DSGE）的结构：

（1）效用最大化。

（2）相同的企业与随机技术冲击。

（3）资本积累可以被引入模型。

但在以下几点，NK模型不同于RBC模型：

（1）垄断竞争。企业是局部垄断者，它们可以选择自己的价格。

（2）名义刚性。企业制定价格面临一些约束：如定价的频率、成本等。类似的情况也适用于工资确定行为。

使用这一框架，可以证实：

（1）货币政策的短期非中性。由于名义刚性，名义利率的变化导致实际利率的变化。其结果是其他实际变量如消费与投资也受到影响。

（2）市场经济是无效的，政府干预是必要的。

此外，使用NK框架还可以分析下述问题：

（3）存在波动时，最优货币政策规则的特征是什么？

（4）最优货币政策规则符合现实吗？如果不符合，如何修改？

（5）如果劳动市场非竞争（交错工资），上述问题的答案又会如何？

（6）开放经济中的货币政策如何？

9.3.2　假定

（1）时间是离散的，无政府、无贸易。

（2）无人口增长，家庭数目为1，消费者数目为1。

（3）效用函数为：[image: 142]
 ，θ＞0，γ＞1

其中，β=1/（1+ρ）为贴现因子；Lt
 表示t期的劳动供给（工作时数）；Ct
 为消费量指数：

[image: 142-2]


相应的价格指数为：

[image: 142-3]


家庭持有债券作为资产：

At+1
 =（1+it
 ）（At
 +Wt
 Lt
 -Pt
 Ct
 ）

（9.3.2）

其中it
 是（净）名义利率。

（4）无资本形成。

（5）生产1单位差异产品Ct
 需要1单位劳动服务。均衡时必然有：Ct
 =Lt
 。要证实这一点，假定[image: 142-4]
 （由于对称性）。那么消费指数[image: 142-4]
 ，隐含着Ct
 =Lt
 。

9.3.3　家庭行为

Hamilton函数为：

[image: 143]


一阶条件为：

[image: 143-2]


定义[image: 143-3]
 ，则由（9.3.4）、（9.3.6）与（9.1.8）可以推出：

[image: 143-4]


其中Yt
 =Ct
 。该式是同样的新凯恩斯IS曲线。

方程（9.3.4）与（9.3.5）相除并整理可得：

[image: 143-5]


其中用到了Yt
 =Ct
 =Lt
 。这是劳动供给函数。

9.3.4　企业行为

（1）企业不能每一期都自由定价，仅当机会到时才这样做。这种机会到达的概率是0＜α＜1。也就是说给定企业的测度为1，其中的α在给定的一期会制定价格。剩余的1-α会保持它们之前确定的价格不动。这一假定是由Calvo（1983）首次提出的。

（2）考虑t期的平均价格水平Pt
 。根据对称性，其中的α部分根据利润最大化原则重新确定自己的价格Xt
 ，剩余的部分将维持前期价格，因而有：

[image: 144]


利用ex
 ≈1+x，可将上式变为：

pt
 =αxt
 +（1-α）pt-1


（9.3.10）

其中pt
 ≡lnPt
 ，xt
 ≡lnXt
 。该式可被重写为：

πt
 ≈pt
 -pt-1
 =α（xt
 -pt-1
 ）

（9.3.11）

也就是说，通货膨胀率是由重新制定价格的企业比例与重新制定的价格偏离前期价格的大小共同决定的。

从（9.2.8）可知：

[image: 144-2]


如果α=1，所有企业每期均重新制定价格，价格为：

[image: 144-3]


问题是若0＜α＜1，可以重新定价的企业不仅要考虑t期的边际成本，还要考虑之后（直到下次重新定价机会到来）由于价格偏离上式中的Pt
 *
 所引起的成本。因此在选择Pit
 时，企业最大化下面的预期贴现利润直至无限期界：

[image: 144-4]


考虑到企业的对称性，在复杂、烦琐的处理之后有：

πt
 =κyt
 +βEt
 πt+1


（9.3.15）

其中[image: 144-5]
 。

（9.3.15）式就是新凯恩斯菲利普斯曲线（NKPC），其不同于标准的菲利普斯曲线的地方在于：它是从企业的最优化行为中推导出来的，而且对下一期的通货膨胀的预期值会影响现在的通货膨胀。

从产出偏离其长期水平这个角度，考虑所有企业每期都能最优定价或者价格充分灵活（α=1）的情况，重写（9.3.15）式。把价格（9.3.13）式代入（9.3.9）产生长期产量水平Yf
 ：

[image: 144-6]


其中假定[image: 144-7]
 。因此yt
 也可被理解为与价格水平完全灵活时的产量的偏离：

[image: 144-8]


9.3.5　关于新凯恩斯菲利普斯曲线的证据

证据表明，中间产品行业价格平均1年变化1次，而最终产品与服务大概每4个月变动1次。α大约是0.8。

假定错开价格调整时间。证据表明，改变价格的成本并非微不足道。根据一项研究，成本为收益的0.5%~1%。

通货膨胀的持久性被观察到，它不能用NKPC来加以解释。例如，假定yt
 服从一阶自回归过程AR（1）：

yt
 =ρyt-1
 +et


（9.3.18）

其中，0＜ρ＜1，et
 是白噪声。再假定通货膨胀由

πt
 =Ayt


（9.3.19）

决定，其中A是未知参数。假定yt
 在t期开始时得以实现，那么：

Et
 πt+1
 =Et
 A（ρyt
 +et+1
 ）=Aρyt


（9.3.20）

将（9.3.19）与（9.3.20）代入（9.3.15）可得：

[image: 145]


将（9.3.18）改写为：

[image: 145-2]


这表明通货膨胀的动力学只依赖于yt
 的序列相关系数ρ，粘性价格不起任何作用，而且创新项et
 对通货膨胀有很大的影响。应修改NKPC模型使之能反映通货膨胀惯性：

πt
 =κyt
 +（1-φ）βEt
 πt+1
 +φπt-1


（9.3.23）

一个估计表明φ=0.7（Walsh，2010），主要是向后看。

将新凯恩斯菲利普斯曲线（9.3.15）重写为：

[image: 145-3]


它表明预期通货紧缩Et
 πt+1
 -πt
 ＜0t
 要求产出必须繁荣，即yt
 ＞0。

由于通货膨胀惯性，要削减通货膨胀必须付出成本，但NKPC模型却得出相反的结论，而实证数据支持通货膨胀具有惯性的观点。

9.3.6　均衡

为了分析均衡，让我们在均衡条件中引入扰动项。

新凯恩斯菲利普斯曲线（9.3.15）引入扰动项[image: 146]
 ，现在变为：

[image: 146-2]


另一个条件来自Euler方程（9.3.8），对（9.3.8）取对数、预期，引入扰动项[image: 146-3]
 可以给出如下的新凯恩斯IS曲线：

[image: 146-4]


（9.3.25）与（9.3.26）中有三个内生变量yt
 ，πt
 与it
 。

还有一个条件是利息规则，包括三种情况（Walsh，2010）：

（1）固定利率[image: 146-5]
 。此时会导致多重均衡的路径，即均衡是不确定的。

（2）[image: 146-6]
 。利率对通胀的反应系数应大于1，即δπ
 ＞1，这是唯一静态均衡所要求的。

（3）利率对通胀与产出偏离的反应[image: 146-7]
 ，称为Taylor Rule（Taylor，1990），唯一静态均衡必要条件是：κ（δπ
 -1）+（1-β）δy
 ＞0。

9.4　协调失灵

在上述模型中，均衡是唯一的，且波动是均衡的变化过程。若考虑存在多重均衡，那么经济在不同均衡之间的转换可能会导致产出的波动。

9.4.1　假定

有许多相同的企业，它们选择产量；企业i的支付是Ui
 =V（yi
 ，y），其中y代表其他企业选择的产量。企业i把y看作给定，选择yi
 以最大化Ui
 。

9.4.2　求解

[image: 146-8]


假定V（·）是“行为良好的”，以至于yi
 *
 唯一确定。上式即为反应函数。

由对称性，均衡可由y=yi
 *
 刻画。在图9-3中yi
 *
 （y）的斜率小于1，存在唯一的均衡；图9-4包含多重均衡，其反应函数在一些y值处斜率yi
 *
 （y）大于1。



	[image: 9-3]
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	图9-3　包含唯一均衡的反应函数
	图9-4　包含多重均衡的反应函数




9.4.3　多重均衡的含义

（1）假定Ui
 在y值处比较高。例如，较高的总产量意味着对企业i的产品有较大的需求，企业有较高的利润。对不同的均衡进行Pareto排序，具有较高产量的均衡是较好的。

（2）基本面并不决定结果，但动物本能、自我实现的预期以及太阳黑子都会影响最终结果，没有朝向较好的均衡发展的趋向。经济可能陷入低福利均衡的陷阱，导致协调失灵。

这与前面讨论的实际刚性有关。考虑菜单成本模型，其中企业假定其他企业不改变价格，去比较自己改变价格的利益与菜单成本。改变名义价格等于改变实际价格。如果实际刚性足够大，就会产生协调失灵。

作为一个例子，考虑下面的两方程系统：

[image: 147]


其中有两个未知变量（πt
 ，yt
 ），先忽略扰动项。该系统可写为：

[image: 147-2]


其中Δπt+1
 ≡Et
 πt+1
 -πt
 ，Δyt+1
 ≡Et
 yt+1
 -yt
 。在稳态有：

[image: 148]


注意到ə
 （Δπt+1
 ）/ə
 yt
 ＜0与ə
 （Δyt+1
 ）/ə
 yt
 ＞0，有以下三种情况：

情况1：βδπ
 ＜1

此时Δyt+1
 =0线向上弯曲，斜率大于Δπt+1
 =0线。因此稳态是一个源（Source），不稳定。

情况2：βδπ
 =1

此时Δyt+1
 =0线等同于纵轴，这种情况性质上等价于情况1。

情况3：βδπ
 ＞1

Δyt+1
 =0线向下弯曲。因此稳态是一个源，摆动而不稳定。

在所有三种情况下稳态均不稳定（图9-5）。

[image: 9-5]
图9-5　稳态不稳定（δπ
 ＞1）



均衡排除πt
 →∞，πt
 →-∞，yt
 →∞，yt
 →-∞这些情况，因此稳态是唯一可行的均衡。现在引入扰动项。冲击发生时，Δπt+1
 =0线或/和Δyt+1
 =0线移动。经济总是停留在那些条件的一个交点上。例如政策冲击[image: 148-2]
 起初为0，在t上升1单位，从t+1开始又回到0。Δyt+1
 =0线在yt
 ，πt
 作为横轴、纵轴的平面上向左移动。但从t+1开始该线又回到初始位置。在这个过程中，经济在两个稳态间跳跃。


第10章

投资

研究投资主要基于两个点：投资是长期中通过经济增长改变人们生活水平所必需的；尽管较之于消费，投资只占总需求的较小部分［在日本，2011年投资（包括住宅投资）和消费分别占日本总需求的20.8%和60.7%］，但投资更易变动，对经济周期的贡献更大。因此研究企业投资行为对于理解经济增长和经济周期的决定都极其重要。

10.1　基准模型

10.1.1　合意资本存量

企业瞬时利润为π（K，X）-rK
 K，πK
 ＞0＞πKK
 ，其中K是企业的资本投入量，X代表所有其他因素，如企业产品的价格和其他投入的成本，rK
 是资本的租金率。企业选择K（t）使下述利润贴现和最大化：

[image: 149]


其中X，rK
 被视为常数。

一阶条件为πK
 （K*
 ，X）=rK
 。该条件决定合意资本存量K*
 ，假定rK
 增加，很显然K*
 下降。

10.1.2　资本的使用成本

大多数情况下，企业拥有资本而不是在市场上租用资本，在这种情况下，资本租金率可被认为是以资本的使用者成本为基础决定的。

考虑一个企业，拥有1单位资本，其价格为pK
 （t）。保有资本的利益在均衡时一定等于其成本。利益是企业获得的资本租金率rK
 （t），成本为：

（1）利息收入（如企业卖掉资本，把销售收益储蓄）r（t）pK
 （t），其中r（t）是实际利率。

（2）资本折旧，δpK
 （t）。

（3）资本损失为每单位时间[image: 150]
 。

合在一起有：

[image: 150-2]


10.1.3　缺陷

（1）一个外生变量［如rK
 （t）］的离散变动导致合意资本存量K*
 发生离散变化。也就是说，导致合意资本存量K*
 瞬时变化，资本不能逐渐调整。换句话说，[image: 150-3]
 中I（t）被假定取无限大。但受一国产量制约，投资不可能为无限大。

（2）模型中没有考虑预期的作用。但实际上，对需求和成本的预期是投资决策的中心。

10.2　投资的q模型

10.2.1　假定与记号

（1）假定有N个相同的企业。

（2）资本品购买价格固定为1。

（3）K（t）表示产业范围的资本存量。

（4）k（t）表示企业拥有的资本存量。

（5）资本折旧为0，因此：

[image: 150-4]


其中I（t）是企业投资。

（6）资本调整成本是：

[image: 150-5]


这表明企业增加或减少资本存量是有成本的。

（7）代表性企业的利润是：

π（K（t））k（t）-I（t）-C（I（t）），πK
 ＜0

（10.2.3）

πK
 ＜0反映这样一个事实：给定对整个产业产品的向下倾斜的需求，较大的K意味着较大的供给，导致较低的价格，因而导致较低的利润。

（8）实际利率为常数r。

10.2.2　利润最大化

代表性企业在（10.2.1）约束下最大化[image: 151]
 [π（K（t））k（t）-I（t）-C（I（t））]dt。构造当期值的Hamilton函数H=π（K（t））k（t）-I（t）-C（I（t））+q（t）I（t），则一阶条件为：

[image: 151-2]


（10.2.4）表明企业投资到这样一点：获取资本的成本（=1）与安装资本的成本（=C′（I（t）））等于资本的价值q（t）。（10.2.5）式左边[image: 151-3]
 为资本价值的变动，右边rq（t）是卖掉单位资本的收益储蓄起来得到的利息，π（K（t））是资本的边际收益产品。

（10.2.6）是横截性条件（TVC），表明企业在t→∞期退出市场时，应卖掉所有的资本。否则，通过减少资本持有还可增加利润。

10.2.3　含义

（10.2.5）式两边同时乘以e-r（τ-t）
 ，再关于τ积分有：

[image: 151-4]


故

[image: 152]


（1）上式表明，1单位资本的价值等于未来边际收益产品的贴现值，也就是说，q（t）表示安装额外1单位资本引起的利润的边际增加的现值。

（2）给定企业的价值是其未来利润的现值，q（t）表示安装额外1单位资本时企业价值的边际增加。也就是说，q（t）测度1单位资本的市场价值。换句话说，如果企业增加1单位资本，企业的价值增加q（t）。

（3）由于单位资本的购买价格（即单位资本的重置成本）等于1，所以

[image: 152-2]


q（t）也被称为Tobin的q。

（4）（10.2.4）表明从I（t）=0出发，如果资本市场价值大于（小于）获取它的成本，资本存量应该被增加（减少）。从这个意义上说，q（t）包含了与企业未来投资决策相关的所有信息。

10.2.4　边际的q与平均的q

Tobin的q是边际的q，因其关注的是额外1单位资本。较之平均的q，边际的q不易观察。

[image: 152-3]


字面上，平均的q牵涉到资本的平均价值。那么边际的q与平均的q有什么关系呢？

（10.2.5）式可以改写为：

[image: 152-0]


上式两边同时乘以R（τ-t）≡e-r（τ-t）
 ，积分有：

[image: 152-4]


左边第一个积分为企业价值V（t），右边可作如下处理：

[image: 152-5]


其中第一个积分等于：[image: 152-6]
 。因此有：

[image: 153]


利用约束条件（10.2.1）[image: 153-0]
 可得：

[image: 153-2]


利用一阶条件（10.2.4）1+C′（I（t））=q（t），有：

[image: 153-3]


因此有：

[image: 153-4]


这个式子表明边际的q小于平均的q（上式左边第一项）；该式子还证明在调整成本规模收益不变时，二者相等。

10.2.5　均衡动力学

第一个运动方程是（10.2.5）式，即[image: 153-5]
 。当[image: 153-6]
 时有：

q（t）=π（K（t））/r

（10.2.10）

该线在（K，q）平面上是向下倾斜的。随着K增加，利润下降，减少资本的边际收益产品，因此单位资本的价值q下降。容易证明：

[image: 153-7]


因K（t）=Nk（t），故[image: 153-8]
 ，因此（10.2.4）可写为：

[image: 153-9]


也可写为：

[image: 153-10]


其中f（q（t）-1）=NC′-1
 （q（t）-1），[image: 153-11]
 意味着q（t）=1。易证：

[image: 153-12]


（10.2.5）与（10.2.12）式刻画了（K，q）的运动路径，见图10-1。存在唯一的鞍点路径，如图10-1箭头线所示。

[image: 10-1]
图10-1　（K，q）的运动



[image: 10-2]
图10-2　（K，q）的鞍点路径



10.2.6　含义

利用位相图，能便利地分析一些外生冲击如政策等对投资路径和资本存量的影响。


1. 对资本存量的冲击


若一国资本存量减少（比如说大地震或战争摧毁了一国一半的资本存量），我们来分析一下投资如何变动。一半的资本存量被摧毁即K降至K/2，如图10-3所示。q必须跳到q0
 ，即经济到达A点。

[image: 10-3]
10-3　资本存量冲击与投资变动



这是因为当资本降低时资本的边际收益π（K）上升，利润上升，投资增加。然后，经济沿鞍点路径SS向E移行，投资逐渐减少，资本存量逐渐增加，最后回到原来的稳态E。


2. 总产出变动的影响


假定经济初始位于均衡状态E，见图10-4。持久的产量增加导致π（K）增加，[image: 155]
 线上移。q从E上跃到新鞍点路径上B点，沿新的鞍点路径到达新的均衡点E′。可见投资先有较大幅度增加，然后逐渐减少，到达E′后，投资降为0，资本存量不再变动。

[image: 10-4]
图10-4　总产出持久增加与投资变动



暂时的产量增加导致q从E上跃较小的幅度至A点（图10-5），然后在新系统支配下运动，在产量复原时到达原鞍点路径上C点，之后沿原鞍点路径回到原稳态均衡点E。投资先增加（幅度较持久的小），然后逐渐减少。资本存量逐渐增加，到B后开始负投资，资本存量减少，最后投资将为0，资本量复原。

降低利率与增加总产出对投资的效果相同。

[image: 10-5]
图10-5　暂时的产量增加与投资变动




3. 投资税收优惠


投资税收优惠增加使[image: 155-2]
 线下移（图10-6）。如果优惠的增加是持久的，则q直接下跳到新鞍点路径S′S′，投资增加。然后沿S′S′向E′运动，投资逐渐减少，资本存量一直在增加。到达E′后，投资为0。如果优惠增加只是暂时的（图10-6），则q下跳幅度较小（E到A），之后由A到B到C，随着优惠的取消又回到原来的鞍点路径。暂时性税收优惠对投资的刺激大于永久性优惠。

[image: 10-6]
图10-6　投资优惠增加与投资变动




4. 政府对公司所有权收益征税


如果政府对公司所有权收益征税（图10-7），税率为τ，则瞬时利润变为（1-τ）π（K）k-I-C（I），此时（10.2.5）式变为：

[image: 156]


τ上升后，[image: 155]
 线下移。q下跳到新鞍点路径上的A点，然后沿新鞍点路径运行，投资一直为负，资本存量在减少，直至到达新均衡点Enew
 ，资本存量稳定在较低水平。


5. 政府对投资征税


若政府对投资征税（图10-6），税率为γ，则瞬时利润函数为π（K）k-（1+γ）I-C（I），于是[image: 155-2]
 线上移至q=1+γ。



	[image: 10-7]

	[image: 10-8]




	图10-7　对公司所有权收益征税与投资变动
	图10-8　对投资征税与投资变动




征税时，q从E向上跳至新鞍点路径上的A点，然后沿新路径运行，一直负投资，资本存量在减少，直至新均衡点Enew
 ，经济稳定在较低的资本存量水平上。

10.3　不确定性的影响

到目前为止，还没有考虑不确定性的影响。本节引入不确定性。

10.3.1　未来利润率的不确定性

假定政府在t时刻宣布公司税在将来T＞t时刻可能会下降，这取决于T时刻投票的结果。企业知道减税的可能性为50%，而减税会提高π（K）。为检验这种形式的不确定性的影响，假定产业处于长期均衡E，见图10-9。

（1）消息宣布时产业从E点跳到A点。

（2）然后在原来的动力学系统，即（10.2.5）与（10.2.12）的支配下从A开始，T时刻到达B点［在该点，预期的资本收益/损失=0，即[image: 157]
 。

（3）在T时刻，投票结果已明了。若投票通过，经济从B点向上跳至新的鞍点路径（带箭头的虚线）上，然后沿新的鞍点路径向E′运动；若投票未通过，则经济直接下跳到原来的鞍点路径，沿着该路径到达均衡点E。

[image: 10-9]
图10-9　未来税收政策不确定性的影响



10.3.2　（部分的）不可逆投资

假定调整成本是非对称的：增加资本存量比减少它便宜。一个极端的例子就是，投资要付出成本，但减少投资几乎不可能（成本大得惊人）。这一假定关注不可逆投资，减少投资的动因。

当政府宣布减税的可能性时，产业由E点跳到A点（见图10-9），但这一跳的幅度较小。原因是：如果进行较多的投资而将来不减税的话，将来进行负投资的成本就会非常高。所以企业宁愿少投资一点，观望投票结果。基于同样的原因，从A到B的幅度也比较小。因此投票前的投资很少，从这个意义上说投资的不可逆性会阻碍投资。当然，如果投票通过减税，由B向新的鞍点路径的上跳幅度会很大。

10.3.3　贴现因素的不确定性

未来利润是不确定的，这是企业面临的最主要的不确定性。另一方面，企业还面临另一类不确定性，由于投资者对未来经济的看法不确定，对未来利润的评价也就不确定。贴现因子被用来评价企业未来的支付。因此我们探讨贴现因子的不确定性影响。假定企业由代表性消费者拥有，记住消费者跨期效用最大化问题：

H=e-ρt
 u（C（t））+λ（t）［w（t）+r（t）a（t）-C（t）］

（10.3.1）

其中w（t），a（t），λ（t）分别为工资、资产与共状态变量。一阶条件是：

[image: 158]


由（10.3.3）有：λ（t）=λ（0）e-rt
 ，λ（τ）/λ（t）=e-r（τ-t）
 ，故

e-r（τ-t）
 =e-ρ（τ-t）
 u′（C（τ））/u′（C（t））

（10.3.4）

把上式代入（10.2.8）有：

[image: 158-2]


其中，

Et
 ［u′（C（τ））π（K（τ））］=Et
 ［u′（C（τ））］.Et
 ［π（K（τ））］+Covt
 ［u′（Cτ
 ），π（K（τ））］。

由于u″（Ct
 ）＜0，Ct
 与π（K（t））正相关，也即u′（Ct
 ）与π（K（t））负相关会减小q（t）。

10.4　其他考虑

10.4.1　不可逆投资再考

这里我们考虑投资完全不可逆的情况，即负投资是完全不可能的。这种情况下，所有的投资都是沉埋（Sunk）的，不存在销售已安装的资本的二手市场。发生这种情况可能是由于资本品只能用于特定目的。

假定企业考虑是否在时刻t投下沉埋成本I。如果实施投资会得到V（t）的价值。假定V（t）以0＜g＜r的速率增长，其中r是利率。

如果企业在时刻t进行投资，净收益是V（t）-I＞0。

另一方面，如果它延迟投资T期，净价值变化为：

W（t）=e-rT
 （Vt
 egT
 -I）

关于T的一阶条件是：

[image: 159]


这表明如果[image: 159-2]
 ，t时刻不会进行投资。

本例中，投资规模是外生的，因此边际的q与平均的q没有区别。这里时间安排是内生决定的。如果理解V（t）/I为Tobin的q，则当[image: 159-3]
 q＞1时，t时刻不会进行投资（虽然q＞1）。

10.4.2　曲折的成本

前面假定C′（0）=0，这意味着第一单位的投资调整成本为0。如果假定该成本为正，即假定：

[image: 159-4]


若企业处于长期均衡，现正考虑第一单位投资，有：

[image: 159-5]


但按上述假定[image: 159-6]
 ，只要[image: 159-7]
 保持不变，第一单位资本就不会被安装。相反，若1+c+
 ＜q，则企业会投资。

类似的情况对负投资也成立。

10.4.3　固定成本

（1）考虑两期t=0，1。

（2）每一期企业获得利润πkt
 。

（3）假定调整成本为：若It
 ≠0，F＞0；若It
 =0，F=0。

（4）由于调整成本没有可变部分，离散时间的一阶条件为qt
 =1。这意味着只要资本价值为qt
 =1（t=0，1），企业可安装任意数量的资本。假定企业考虑是否安装资本I0
 =k1
 -k0
 。

进行投资的企业的价值为[image: 160]
 ，其中I0
 是资本品的购买，I0
 +F是资本投资总成本。

（5）不进行投资的企业的价值为[image: 160-2]
 。

因此，当且仅当[image: 160-3]
 或[image: 160-4]
 时企业进行投资。

存在I0
 的某一取值范围，使得投资不会发生。假定I0
 足够小接近于0，则右边接近于0，而左边接近于F。因此，若F足够大，则不存在不投资区域。

另外，金融市场的不完善也会影响投资（David Romer，2012，Ch.9）。

附录A　动态规划解法

考虑利润函数：

[image: 161]


约束条件为：

[image: 161-2]


定义价值函数为：

[image: 161-3]


这里把（0，∞）分为无穷个期间，每个期间时长为dt，把连续问题看作离散的情形。

[image: 161-4]


其中e-rdt
 ≈1-rdt。

两边同时除以dt并令dt→0有：

[image: 161-5]


对I（t）的一阶条件为：

1+C′（I（t））=V′（k（t））

（A6）

这定义了政策函数：

I（t）=H（k（t））

（A7）

把（A7）代入（A5）有：

0=Et
 {［π（K（t））k（t）-H（k（t））-C（H（k（t）））］+V′（k（t））H（k（t））-rV（k（t））}

（A8）

两边关于k（t）求导，有：

0=Et
 {π（K（t））+V″（k（t））H（k（t））-rV′（k（t））}

（A9）

定义q（t）=V′（k（t）），由于

[image: 161-6]


而[image: 162]
 ，所以

[image: 162-2]


代入（A9）有：

[image: 162-3]


于是（A6）变为：

[image: 162-4]


（A10）与（A11）构成该问题的动力学体系。

附录B　离散时间的投资模型

假定一个行业有N个相同的厂商。忽略获得、安装资本的成本。某一时期代表性厂商利润为π（K（t））k（t）-I（t）-C（I（t））。其中K，k分别为行业与厂商的资本存量，C（I），π（K）分别为资本的调整成本与边际收益产品，且C（0）=0，C′（0）=0，C″（·）＞0，πK
 ＜0。

利润函数为：

[image: 162-5]


厂商每期选择最佳投资与资本存量，相关约束为：

kt+1
 =kt
 +It


（B2）

构造拉格朗日函数

[image: 162-6]


令qt
 =（1+r）t
 λt
 ，则有：

[image: 162-7]


关于投资的一阶条件为：

1+C′（I（t））=q（t）

（B3）

等式左边是获得并安装1单位资本的成本，右边为单位资本的价值。厂商投资到资本的成本等于资本价值。

关于资本的一阶条件为：

π（Kt
 ）=（1+r）qt-1
 -qt


（B4）

记Δqt
 =qt+1
 -qt
 ，则

π（Kt
 ）=rqt
 -Δqt
 -rΔqt


（B5）

等式左边是资本边际收益产品，右边是1单位资本的机会成本（拥有1单位资本放弃的利息、抵补资本损益以及与利率相互作用项）。该式表明，最佳条件要求资本收益等于该机会成本。厂商租用资本直至资本的边际收益产品等于资本租用价格。

如果厂商的规划为有限期界T，则要求终期资本存量的价值的现值为0：

[image: 163]


如果是无限期界，则要求：

[image: 163-2]



第11章

消费

消费是总需求的最大部分（2012年居民消费占GDP的比重，美国为70%，日本为60%，俄罗斯为52%，中国仅为35%），对它的理解是分析宏观经济两大主题——增长与波动必不可少的部分。

关于消费的定型化事实是：消费变化较收入变化平稳；消费依赖于财富。这些事实，IS-LM模型无法给予解释，必须借助现代消费理论（最优化框架）建立模型加以解释。传统的凯恩斯方法只是假定消费与当前收入成比例，与之截然不同的是，现代消费理论则将消费决定看成经济行为人最优化行为的一部分。现代分析明确引入消费与偏好的相互作用，发现了有关消费行为的有趣见解，例如金融市场通过消费（与投资）影响总体经济。因此，最优化框架可以让我们考察金融市场与偏好的联系。

11.1　确定性条件下的消费：生命周期说与持久性收入假说

11.1.1　假定

一个可以生存T期的消费者一生的效用函数为

[image: 164]


假定消费者初始财富为A0
 ，利率为零，该消费者的预算限制为：

[image: 164-2]


11.1.2　消费者行为

该问题的拉格朗日函数为：

[image: 165]


一阶条件为：

u′（Ct
 ）=λ

（11.1.3）

即消费的边际效用为常数。在这一模型中，效用唯一由消费决定，因此任一期消费必然为常数，即C1
 =C2
 =…=CT
 。将这一事实代入预算限制得：

[image: 165-2]


该式表明，为使效用极大，消费者将总财富平均消费在其生命各期。

11.1.3　含义

某期的消费不是由该期的收入而是由一生收入决定。（11.1.4）的右边称为持久收入，即期收入与持久收入的差异为暂时性收入。（11.1.4）表明消费由持久收入决定。收入的时间路径对消费无影响，但会影响储蓄。

11.1.4　关于“什么是储蓄”

“储蓄代表将来消费。”中级宏观经济学认为，较之于富人，穷人储蓄收入的较小部分。原因是穷人的收入刚够维持最低生活水准。但这一观点忽略了这样一点：穷人今天获得最低生活水准有麻烦，明天可能也会有麻烦。因此他们的储蓄很可能是由他们的收入的时间模式决定的，就像富人一样。因此穷人储蓄收入的较小部分这一观点不再成立。

“向Jones一家看齐”（Keep up with the Jones）这一观点认为：个人关心自己相对于他人的消费，这种攀比倾向于提高消费。殊不知，储蓄代表未来的消费，储蓄得少将来只能消费得少，就会远远落后于Jones一家。因此你可能会说，为了将来不落后于Jones一家，现在降低消费，增加储蓄。可见“向Jones一家看齐”这一观点并不正确。

11.1.5　消费理论与经验事实

凯恩斯（1936）：总消费是总收入的稳定的增加函数。许多实证研究未能证实二者一致、稳定的关系，研究发现：在同一时点，各个家庭的数据确如凯恩斯所言（见图11-1的a），但对一国而言，随着时间的变化，总消费与总收入成比例（见图11-1的b）；而且在同一时点，不同群体消费函数不同（见图11-1的c）。

[image: 11-1]
图11-1　持久收入假说与黑人、白人的不同消费



Friedman（1957）证实持久收入假说可解释上述发现。

假定C=YP
 ，而现期收入Y=YP
 +YT
 ，E（YT
 ）=0，Cov（YT
 ，YP
 ）=0。考察：
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在同一时点各个家庭的数据中，收入的变差大多来自于这样的事实：失业的存在以及各个家庭处于各自生命周期的不同阶段，所以斜率远小于1且截距为正（见图11-1的a）；随着时间推移，总收入的所有变差几乎均来自于长期增长——经济资源的持久增加，因此系数接近于1，截距为0（见图11-1的b）；对于白人、黑人而言，持久收入与暂时收入变差均相同，故斜率一致，但黑人收入低于白人，故截距较低（见图11-1的c）。

11.2　不确定性与消费

11.2.1　个人行为

仍然假定利率为零，假定瞬时效用函数为二次函数，消费者使下列预期效用极大：

[image: 167]


假定消费的边际效用仍为正，所借款项必须在生前归还，预算限制因此与前相同。

给定所有信息，消费者根据效用极大化原则选择第1期消费和将来各期消费。考虑消费者使第1期消费发生一个微小减少dc，使将来某期消费发生一个相应的增加，如果这一变动是根据效用极大化原则进行的，那么上述这种微量（边际）变动不会影响预期效用，即

1-aC1
 =E1
 （1-aCt
 ）=1-aE1
 Ct
 ，t=2，3，…，T

（11.2.2）

从而有：

C1
 =E1
 （Ct
 ），t=2，3，…，T

（11.2.3）

即预期的t期消费等于第1期消费。

不确定条件下的预算限制为：

[image: 167-2]


根据（11.2.3）式可得

[image: 167-3]


也就是说，如果选择是最佳的，消费者每期消费其预期一生财富收入的1/T。

11.2.2　含义

根据（11.2.3）式，C1
 =E1
 （C2
 ），更一般地，在任一时期，预期的下一期消费等于即期消费。这意味着，消费变动是不可预期的。同样根据预期定义，

Ct-1
 =Et-1
 （Ct
 ）+et


（11.2.6）

由于预期的下期消费等于即期消费，我们有：

Ct
 =Ct-1
 +et


（11.2.7）

这就是Hall的著名论断：持久性（生命周期）假说意味着消费变动服从随机游走。

为了解是什么因素决定消费的变动et
 ，考虑消费在第1和第2期间的变动。C2
 为预期的一生剩余财富除以剩余年数，即
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将在第2期预期的将来收入写作在第1期预期的将来收入加第1期与第2期间所得信息，即

[image: 168-2]


第1与第2期间的消费变动等于消费者以第2期开始的一生收入预期的变动除以剩下的生命期。

比较（11.1.4）和（11.2.5）可知，不确定条件下的消费量与确定条件下相同，这称为确定性等价。

更直观地，可作如下推导。最佳消费选择使第1期消费的MU等于第2期消费的MU，即：

u′（C1
 ）=E1
 ［u′（C2
 ）］

（11.2.10）

当效用函数为二次型时，边际效用为线性。因此，预期的消费边际效用等于预期消费的边际效用，即E1
 （1-aC2
 ）=1-aE1
 （C2
 ）。

对于二次函数，（11.2.10）式相当于

u′（C1
 ）=u′［E1
 （C2
 ）］

（11.2.11）

由此可知，C1
 =E1
 （C2
 ）。分析表明，二次效用函数是确定性等价行为的源泉。

11.2.3　经验检验

消费随预期收入的变动而变动称为消费的过度敏感，收入的预期外变动引起的消费变动小于持久收入假说（PIH）所预料的变动称为消费的过度平滑，消费可能同时兼具二者。

霍尔的验证：随机游走假说意味着消费变动不可预测，霍尔用滞后的收入和滞后消费对消费进行回归，结果无法拒绝上述假设。

Campbell & Mankiw的检验：为检验霍尔假说，他们用人均购买的耐用消费品和服务度量消费，用人均实际可支配收入度量收入，结果表明：滞后的收入变动对将来收入变动无预测力。这表明，霍尔用它来代表预期收入变动后得到的结果不能否定传统的关于消费可预期的观点；他们用滞后的消费变动作为工具变量，滞后3期的（消费部分）估计值为0.42，对随机游走假说的否定具有统计显著性。

Shea的检验：Shea用长期工资合同的工人的预期收入增长作为自变量，将消费变动作为因变量，估计出来的系数为0.89，这一结果也否定了消费服从随机游走假说的推断。

11.3　利率与储蓄

11.3.1　利率与消费增长

假定利率不等于零，约束条件为：
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假定贴现率不为零，且效用函数为“不变相对风险规避”[image: 169-2]
 ，其中θ为相对风险规避系数（消费替代弹性系数的倒数），（11.1.1）的效用函数现为：

[image: 169-3]


仍然考虑消费在t减少，在t+1期增加，最佳选择要求这种变动不影响一生效用：

[image: 169-4]


整理后得：

[image: 169-5]


当r≠ρ时，消费不必是随机游走。r＞ρ，消费趋于增加，r＜ρ，消费趋于减少。

11.3.2　两时期模型的利率与储蓄

如果利率提高，消费路径将变陡，利率提高产生收入和替代两种效应，总的影响取决于两种效应的比较，是借者还是贷者。

[image: 11-2]
图11-2　利率变动与储蓄



在图11-2的a中，初始无储蓄，利率上升后，第1期消费减少，储蓄增加；在图11-2的b中，初始有储蓄，利率上升后，消费与储蓄如何变化是不确定的；在图11-2的c中，初始有借贷，利率上升后，消费同时减少。

11.3.3　含义

除非消费跨期替代弹性较大，否则利率上升不大可能使储蓄明显增加。如果个人有较长的期界，储蓄的较小增加随时间累积可能会变成巨大的财富（Summers，1981a）。考虑具有无限期界，劳动收入一定的个人，假定利率等于个人的贴现率。从（11.3.4）可以看出，个人的消费恒定。预算约束表明个人消费利息与劳动收入之和。任何较高的稳态消费水平违背预算约束，任何较低的水平意味着约束以不等式成立。也就是说，如果r=ρ，个人维持其初始财富水平。类似的分析表明，如果r＞ρ，个人财富无限增长；如果r＜ρ，个人财富无限下降。因此，长期资本供给在r=ρ时具有无穷弹性。

11.4　消费与风险资产

11.4.1　行为人最优化条件

最优行为要求用储蓄购买的资产i应满足条件：
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其中[image: 171-2]
 为资产i的收益率。利用期望的运算法则可得：

[image: 171-3]


二次型效用函数意味着边际效用为1-aCt+1
 ，将其代入（11.4.2）的协方差可得：

[image: 171-4]


（11.4.3）意味着行为人在持有某种资产时并不在意该资产风险大小（资产收益的变差未出现在上式中）。要考虑的是该资产的收益（越大越好）及其与消费的关系（负相关为好）。

11.4.2　消费的资本资产定价模型（CAPM）

对资产的需求会影响其收益。如果资产收益与消费高度相关，该收益必须到一定程度才会有人购买。解（11.4.3）可得资产收益率为：
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可见，资产收益与消费间的协方差越大，其预期收益越高。

为得出预期收益升水，先考虑无风险资产。由于该资产回报确定，因此它与消费的协方差为零，（11.4.4）从而变为：

[image: 171-6]


以上两式相减得：
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资产的收益升水与它和消费的协方差成正比。

11.4.3　含义

一个重要的含义是，消费的CAPM关注股票溢价之谜。假定效用函数为：

u（C）=（C1-θ
 -1）/（1-θ）

假定消费者持有充分多样化的资产，提供收益rt+1
 ，那么Euler方程为：

[image: 172-2]


定义[image: 172-3]
 ，于是，

[image: 172-4]


这里rt+1
 是充分多样化的资产组合的净收益。在[image: 172-5]
 展开h（rt+1
 ，gt+1
 ）有：

[image: 172-6]


取预期有：

[image: 172-7]


其中E（g）E（r）=［E（g）］2
 =0。把上式代入（11.4.8）有：

[image: 172-8]


定义无风险收益率为[image: 172-9]
 ，则
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美国从1890—1979年间，股票市场的平均收益与短期政府债券的收益的差异，即股票溢价大约为6%（Mera & Prescott，1985）。同一期间，σr
 =0.167，σg
 =0.036，而ρ（r，g）=0.4，故Cov（r，g）=0.4×0.167×0.036=0.002 4。

要让（11.4.10）成立，必须有：

[image: 173-2]


较之其他对θ的估计，这个值非常大。根据Attanasio（1999），跨期替代弹性1/θ的一致估计小于但接近于1。而且如果使用不同的样本（不同的时间、不同的国家），使（11.4.10）成立的θ值可能更大。比如使用美国1979—1999年的数据，θ=240（Mera & Prescott，2003）。

总之，很难使被观察到的资产收益与方程（11.4.10）相吻合。这称为股票溢价之谜。

为了解开这个谜，一些方法被提出来。Campbell（1999）作了如下拓展：

（1）用不可分的效用函数取代加法可分效用函数，如：
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其中Xt
 表示过去消费水平对今天的效用的影响，即Xt
 被假定是过去的消费的一部分，该项影响现在的边际效用。

（2）用异质的行为人代替同质的行为人的假定，例如，只有富裕的消费者持有资产，贫穷的消费者不持有资产。

（3）放弃理性预期假定，引入资产收益的主观概率分布。

11.5　其他消费理论

11.5.1　谨慎储蓄与消费增长

随着消费的增长，MU可能不是直线下降，而是缓慢下降，即三阶导数可能为正而不是零，MU曲线不是直线而是凸向原点。

如果三阶导数为正，消费的边际效用是消费的凸函数，即随着消费的增加，消费的边际效用以递减的速率下降，预期的消费边际效用大于预期消费的边际效用。

[image: 11-3]
图11-3　凸边际效用函数与不确定性影响



如图11-3，若消费仅取CL
 与CH
 ，概率各1/2，边际效用函数的凸性意味着消费平均值的边际效用小于边际效用的平均值。

若效用的三阶导数大于0，不确定性增加会提高预期的消费边际效用，增加（t+1）期消费，即减少现在消费，增加储蓄，这种储蓄称为谨慎储蓄。

图11-4显示了不确定性和正的三阶导数对预期的消费边际效用的影响。不确定性增加时，消费的高值增加，边际效用减少较少；消费的低值减少时，边际效用增加较多。结果是：对于给定的预期消费值，不确定性增加会提高预期边际效用。因此不确定性增加会提高储蓄动机。

谨慎储蓄表明，不仅预期收入会影响消费，预期收入的不确定性也会。预期收入的不确定性越大，当前消费越少。

11.5.2　流动性限制对消费的影响

如果存在流动性限制，即期收入对消费的影响大于持久性收入假说所预期。流动性限制从两方面提高储蓄：

（1）流动性限制如发生作用，它使消费低于意愿水平；

（2）即使现在未发生作用，但可能在将来借款时受到限制，这也会减少当前消费。

使用一个三期模型来区分流动性约束和预防性储蓄的影响，采用二次型的瞬时效用函数。假定真实利率和贴现率为0。

[image: 11-4]
图11-4　不确定性与正的三阶异数对预期的消费边际效用的影响



首先考虑第2期的行为：

[image: 175]


上式对C2
 求导，有：

[image: 175-2]


若约束束紧，则：

[image: 175-3]


如果流动性约束束紧，则它会降低当期消费。

考虑第1期的情况：

[image: 175-4]


因此，即使流动性约束在当期没有束紧，将来束紧的可能性也会降低消费。与预防性储蓄一样，流动性约束会提高储蓄。

11.5.3　经验性应用：信用限制与借贷

Gross & Souleles（2002）通过检验信贷约束的变动对家庭信用卡的影响，采用回归模型如下：ΔBit
 =b0
 ΔLit
 +b1
 ΔLit-1
 +…+b12
 ΔLit-12
 +eit
 ，其中i，t分别表示家庭与月数，B，L分别表示生息信用卡债务与信用限额。

研究表明，流动性约束的变动对那些受当期约束的家庭至关重要，而且也支持更为有趣的预见，即流动性约束对那些虽不受当期约束限制，但可能受未来流动约束限制的家庭至关重要。

11.5.4　偏离完全的最优化

在一些情形中个人行为对效用最大化的语言存在着一致的和系统的偏离，且这些偏离在数量上意义重大。对完全最优化的一种具体偏离是偏好在时间上的不一致性。时间的不一致性使得消费者如同无耐心的人那样行动：在每个时点上，相对于未来消费，个人会极大地高估当期消费，因而其消费很高。而且由于时间的不一致性，无法单独提供家庭的大多数成员的消费近似地依从收入以至于储蓄近似于零的理由。


第12章

货币经济学

货币具有价值储藏、价值尺度和交换手段的功能。在本章我们要研究货币的存在如何影响人们的决策，如何影响实体经济的均衡。

12.1　含有货币的动态一般均衡模型

12.1.1　效用函数中引入货币（MIU）

MIU或MIUF模型在一般均衡的框架下将货币引入效用函数，最先是由Don Patinkin给出的，随后被Sidrauski（1967）用于新古典的货币增长模型的研究。完全预见版本的Sidrauski模型最先是由Brock（1974）给出的。

代表性家庭求解下列问题：
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其中，c，m分别表示人均消费与人均实质货币余额。

预算约束为：

[image: 177-2]


上式中M，N，P分别表示名义货币供给、人口数以及物价水平，左边为货币余额的变动，右边第一项为利息与工资收入的名义价值，第二项为粗投资的名义价值，第三项为总消费支出，最后一项为来自政府转移支付的总额，其中τ为人均实际转移支付。

两边同除以NP，并记[image: 177-3]
 ，可得：

[image: 177-4]


记a=k+m，i=r+π，其中a，i分别为家庭人均资产与名义利率。则家庭最大化问题可归结为：

[image: 178]


构造Hamilton函数：

H=u（c，m）+q（ra+w-im-c+τ-δk-na）+λ（a-k-m）

最优化的必要条件为：

[image: 178-2]


由（12.1.3），（12.1.4）以及（12.1.5）可得：

[image: 178-3]


市场均衡条件为：

[image: 178-4]


假定给家庭的转移支付通过新发货币来融资，政府转移支付[image: 178-5]
 =货币增发额。更进一步地，即假定政府控制货币增长率μ，即[image: 178-6]
 。于是有：

[image: 178-7]


（12.1.3）两边对时间求导有[image: 178-8]
 ，因此：

[image: 178-9]


产品市场均衡式（12.1.11）与货币动力学（12.1.12）以及消费的Euler方程式（12.1.13）共同构成该模型的动力学体系。在稳定状态，[image: 178-10]
 =0⇒

[image: 179]


所以稳定状态的货币政策（μ的值）与资本存量的决定无关。

Sidrauski模型的主要结论是：

（1）货币长期超中性（货币增长率μ的变化对实物面如k，c没有影响）。

（2）在移行过程中，μ的变化一般来说对实物面如k，c有影响。但在u（c，m）=φ（c）+η（m）的场合，货币政策对移行过程也没影响，此时，k，c的运动与m无关。

12.1.2　预付现金模型（CIA）

预付现金模型采用Clower（1965）的思想，必须支付现金才能消费。该模型在宏观经济学文献中被广泛应用主要是由于Stockman（1981），Lucas & Stokey（1983）等的功劳。下面我们介绍最简单版本的预付现金模型。

家庭求解下列问题：

[image: 179-2]


Hamilton函数为H=u（c）+q（（r-n）a+w-im-c-δk）+λ（k+m-a）+γ（m-c）

最优解的必要条件：

[image: 179-3]


利用（12.1.20）与（12.1.16）可以推出：

[image: 180]


利用（12.1.14）至（12.1.16）可以推出：

[image: 180-2]


在稳定状态，[image: 180-3]
 ⇒

[image: 180-4]


这里仍然假定货币供给的增长率由中央银行控制，[image: 180-5]
 。因此稳态的k，c均与货币政策μ无关，货币的超中性成立。

12.1.3　引入货币的重叠世代模型

下面利用交换经济的2世代模型说明在跨期的环境中，作为价值储藏手段的货币是如何解决需求的双重巧合问题的。

第t世代的效用为u（c1t
 ，c2t+1
 ），用w1
 ，w2
 分别表示第1期、第2期的禀赋，则预算约束为：

[image: 180-6]


约束合二为一有：

Pt
 c1t
 +Pt+1
 c2t+1
 ≤Pt
 w1
 +Pt+1
 w2


（12.1.24）

为简单起见，假定w2
 =0。记πt
 =Pt+1
 /Pt
 ，于是，

c1t
 +πt
 c2t+1
 ≤w1


（12.1.25）

在（12.1.25）约束下最大化效用可导出：

c1t
 =c1t
 （πt
 ，w1
 ）；c2t+1
 =c2t+1
 （πt
 ，w1
 ）

（12.1.26）

于是，商品市场均衡条件可写为：

c1t
 （πt
 ，w1
 ）+c2t
 （πt
 ，w1
 ）=w1


（12.1.27）

这里未考虑人口增长。在稳定状态，πt
 =π=常数⇒πc2
 =c2
 ⇒π=1。

若w2
 ≠0，则预算约束⇒

c1
 t+πt
 c2t+1
 ≤w1
 +πt
 w2


（12.1.28）

假定该方程存在内点解，于是最优解可以表示为：

c1t
 =c1t
 （πt
 ，w1
 ，w2
 ），c2t+1
 =c2t+1
 （πt
 ，w1
 ，w2
 ）

（12.1.29）

另一方面，商品市场均衡条件为：

c1t
 +c2t
 =w1
 +w2
 ⇒c1t
 （πt
 ，w1
 ，w2
 ）+c2t
 （πt-1
 ，w1
 ，w2
 ）=w1
 +w2


（12.1.30）

稳态均衡时，πt
 =π=常数，c1t
 =c1
 ，c2t
 =c2
 。

由（12.1.30）与约束条件（12.1.28）取等式时可以推出

（π-1）（c2
 -w2
 ）=0⇒π=1，c2
 =w2


π=1是货币均衡，年轻时持有货币是必要的；后者是非货币均衡，年轻时没必要持有货币。

12.2　货币政策

12.2.1　利率钉住

在货币动态模型中，通常假定货币当局控制货币供给增长率。但在最近的文献里假定货币当局控制名义利率（而不是基础货币的数量）的做法很通行。


1. 禀赋经济的MIU模型：利率钉住


假定货币当局钉住名义利率，这种情况下名义货币供给量变成了内生变量，价格水平与名义货币供给量可能是不确定的。下面的例子采用Sidrauski模型的框架。

代表性家庭求解下列问题：

[image: 181]


其中M0
 给定。家庭最优化行为给出下式：

[image: 181-2]


使用商品市场均衡条件ct
 =y，上述结果变为：

[image: 181-3]


在这个禀赋经济中，名义利率等于时间贴现率与预期通货膨胀率之和，因此：

[image: 182]


其中β=1/（1+ρ）；[image: 182-2]
 。记Rt
 =πt+1
 +ρ为粗（gross）名义利率，（12.2.1）式给出：

uc
 （y，mt+1
 ）=Rt
 ［uc
 （y，mt
 ）-um
 （y，mt
 ）］

（12.2.3）

如果效用函数为分离可加的u（c，m）=v（c）+x（m），则上式变为：

[image: 182-3]


因x″（m）＜0，上式给出了一个熟悉的货币需求函数的表达式：

[image: 182-4]



2. 实际的与名义的不确定性


如果货币当局控制名义货币存量[image: 182-5]
 ，名义利率就成了内生变量。如果控制名义利率，让[image: 182-6]
 ，那么名义货币供给就变成内生的了，

[image: 182-7]


也就是说，实际货币余额总是常数。除非施加额外条件来确定pt
 ，pt
 与[image: 182-5]
 都是不确定的。因此给定钉住的名义利率，我们可以得到名义不确定性。

如果效用函数不可分，在钉住名义利率制度下（12.2.3）式变为：

[image: 182-8]


如果ucm
 ＞0，那么货币稳态是唯一确定的，有：

[image: 182-9]


因此，经济总是停留在稳态，均衡是确定的。这意味着尽管出现了名义不确定性，实际确定性成立。

如果ucm
 ＜0，可能有[image: 182-10]
 。若确实如此，我们就得到了均衡的实际的与名义的不确定性。

12.2.2　泰勒规则（Taylor Rule）

现在假定货币当局根据泰勒规则控制名义利率：Rt
 =φ（πt+j
 ），j=0或1；φ′＞0。当j=0时，这一规则依赖于当期通货膨胀率；当j=1时，中央银行采用向前看的利率控制规则。


1. 向前看的利率控制规则


由于在禀赋经济中名义利率等于Rt
 =ρ+πt+1
 ，因此有：

Rt
 =ρ+πt+1
 =φ（πt+1
 ）

（12.2.8）

假定有一个解π*
 满足上式，则有ρ+π*
 =φ（π*
 ）。因此向前看的利率控制规则就是要确定通货膨胀率。


2. 基于当期通货膨胀率


若货币当局控制名义利率按如下方式：

Rt
 =ρ+πt+1
 =φ（πt
 ）

（12.2.9）

动态方程为：

uc
 （y，mt+1
 ）=φ（πt
 ）［uc
 （y，mt
 ）-um
 （y，mt
 ）］

（12.2.10）

若效用函数加法可分，那么上式可化为：

v′（y）=φ（πt
 ）［v′（y）-x′（mt
 ）］

（12.2.11）

该式给出πt
 =π（mt
 ），[image: 183]
 。因此按（12.2.9）我们有：

π（mt+1
 ）=φ（π（mt
 ））-ρ

利用上式，在稳态有：

[image: 183-2]


Taylor（1993）断言如果央行调整名义利率使φ′＞1，价格会稳定。容易看出，如果央行遵循Taylor Principle，即φ′（πt
 ）＞1，那么在稳态dmt+1
 /dmt
 ＞1。因此经济在稳态均衡附近是局部确定的。相反，如果0＜φ′（πt
 ）＜1，那么dmt+1
 /dmt
 ＞0，在稳态均衡附近就会出现实际的不确定性。

如果效用函数是不可分的，对动态系统在稳态附近线性化有：

[image: 183-3]


系数矩阵的特征值是：

[image: 184]


由于名义利率非负，我们假定φ≥1。因此如果ucm
 ＞0，φ′＞1（Taylor Principle），那么两个特征值均大于1。这意味着稳态均衡是确定的，因为m，π在我们的系统中都不是先决变量。另一方面，如果φ′＜1和（或）ucm
 ＜0，在稳态周围可能存在多重收敛路径。


3. 零利率边界与流动性陷阱


如果假定名义利率总是非负的，我们必须施加如下限制：

πt
 ≥1-ρ，对任意t≥0

使得[image: 184-2]
 。

给定这一约束，存在另一稳态的通货膨胀率π**
 （＜π*
 ）满足ρ+π**
 =φ（π**
 ）=1，φ′（π**
 ）＜1。在这一稳态，[image: 184-3]
 。

因此在较低的稳态附近，有一均衡的连续统。由于零名义利率均衡是稳定的，在泰勒规则下经济很容易收敛到流动性陷阱（Benhabib，2000）。

12.2.3　货币政策与财政


1. 政府的流动预算约束


中央银行（货币当局）的流动预算约束为

[image: 184-4]


其中Bc
 是央行持有的政府债券，X是财政当局的支付，i是政府债券的名义利率，H是高能货币（货币基数）的存量。财政当局的流动预算约束为：

[image: 184-5]


其中G，BT
 ，T分别表示政府名义支出、一期到期的政府债券存量与名义税收。用B=BT
 -Bc
 表示公众持有的生息的债券存量。

（12.2.12）与（12.2.13）合起来可写为：

Bt
 -Bt-1
 +Ht
 -Ht-1
 =it-1
 Bt-1
 +Gt
 -Tt


（12.2.14）

该方程意味着基本赤字T-G加给私人部门的利息支付是由创造生息债券Bt
 -Bt-1
 与不生息债券Ht
 -Ht-1
 来融资的。

记ht
 =Ht
 /pt
 ，bt
 =Bt
 /pt
 ，τt
 =Tt
 /pt
 ，gt
 =Gt
 /pt
 ，Rt
 =it
 +1以及πt
 =pt
 /pt-1
 。上式可写为[image: 184-6]
 。

如果货币乘数固定，那么名义货币供给量与高能货币H成比例。在我们模型简单的结构中，忽略了商业银行的存在。因此我们可能假定货币乘数为1（即Mt
 =Ht
 ），因此上述方程可化为：

[image: 185]



2. 铸币税


政府从新创造货币中得到的收益称为铸币税。t期的实际铸币税定义为：

[image: 185-2]


若通货膨胀率为0（πt
 =1），那么铸币税等于新创造的货币。在稳态s=[image: 185-3]
 。

在禀赋经济的MIUF模型中，货币需求m=L（y，R），Ly
 ＞0，LR
 ＜0。因此使用R=ρ+π，稳态的铸币税可表示为：

[image: 185-4]


这就给出了稳态通货膨胀率与实际铸币税之间的Laffer曲线型关系。

利用（12.2.16）式可将（12.2.15）式写为：

[image: 185-5]


其中rt-1
 =Rt-1
 -πt
 是t期实际利率。该方程表明实际的初始赤字和债务的实际利息支付是由新债券发行与（或）铸币税来融资的。若通货膨胀率足够小（πt
 接近于1），上式可近似写作：bt
 -bt-1
 +st
 =rt-1
 bt-1
 +gt
 -τt
 。


3. 跨期预算约束


考虑（12.2.18）为一bt
 的差分方程，一般解（表示到[image: 185-6]
 期）：

[image: 185-7]


若No-Ponzi条件满足，即[image: 185-8]
 时，政府跨期预算约束为：

[image: 185-9]


如果从t=0开始，上式变为：

[image: 186]


其中，[image: 186-2]
 表示初始的实际余额。


4. 通货膨胀的财政理论


在模型的简单设定下，财政政策就是一种对[image: 186-3]
 的选择；此外，货币政策是对[image: 186-4]
 的一种选择。注意，控制st
 意味着控制mt
 ，从理论上考虑，我们可以假定是上面四种组合之一。但现实中，在许多国家[image: 186-5]
 的组合最常见。

财政当局与货币当局之间可能是货币主导或财政主导：

（1）货币主导：货币当局首先选择[image: 186-6]
 ，然后财政当局选择[image: 186-7]
 以满足政府跨期预算约束。在前面讨论的基本模型中，我们假定政府不发行债务，新创造的货币以一次性转移的形式分配给家庭。因此基本模型隐含地假定货币主导。在这种制度下，bt
 =0，∀t，而[image: 186-8]
 是内生决定的，满足政府流动预算约束：[image: 186-9]
 。

（2）财政主导：如果财政政策处于主导地位，货币政策由政府跨期预算约束决定。作为一个简单的例子，考虑处于稳态的禀赋经济。由于bt
 =b是常数，R=ρ+π，（12.2.15）可写为[image: 186-10]
 。

利用（12.2.17）有：

[image: 186-11]


因此，若财政当局维持b，g，τ稳定，稳态的通货膨胀率π就由该式决定。这一结果有时被称为通货膨胀的财政理论。假定财政当局扩大财政赤字g-τ，那么只要经济处于Laffer曲线正的一边，中央银行就被迫提高通货胀膨率以使上式成立。Sargent & Wallace（1981）称这样一种情况为“令人不愉快的算术”。


5. 李嘉图政策与非李嘉图政策


在上面提到的财政主导制度下，财政当局的表现好像不理会No-Ponzi对策条件，而货币当局调整其变量以满足政府跨期预算约束。在这种情况下，我们可以称财政当局采取了非李嘉图政策。相反，如果货币主导，财政当局应该采用李嘉图政策。然而，最近，如果政府（财政当局、货币当局的复合体）不理会No-Ponzi条件，政府的政策（财政政策、货币政策作为一个整体）被称为是非李嘉图的。下一部分要讨论的价格水平的财政理论采用这一定义。

12.2.4　价格水平的财政理论

如果财政当局、货币当局采用非李嘉图战略，那么满足No-Ponzi条件的政府跨期预算约束只对某些特定的价格序列成立。如果是这样的话，政府预算约束不是一个恒等式而是可以用来确定每一期价格水平的方程。这一断言最初由Woodford（1994），Sims（1994）等给出，被称为价格水平的财政理论（FTPL）：价格水平主要是由财政行为而不是经济的货币方面决定的。


1. 一个一般均衡模型


考虑一个简单的禀赋经济的MIUF模型，其中家庭解决下列问题：

[image: 187]


利用铸币税的定义，约束可写为：

[image: 187-2]


这显示铸币税可被看作一种一次总付税。

Bellman方程为：

[image: 187-3]


一阶条件：

[image: 187-4]


包络定理给出：

[image: 187-5]


由（12.2.22）与（12.2.24）可以推出：

[image: 187-6]


由（12.2.23）与（12.2.25）可以推出消费的Euler方程：

[image: 188]


此外，（12.2.26）与（12.2.27）产生：

[image: 188-2]


其中名义利率it
 代表持有实际货币余额而不是政府债券的机会成本。政府预算约束［由（12.2.15）给出］与家庭预算约束一起给出商品市场均衡条件：

y=ct
 +gt


（12.2.29）


2. 名义不确定性与FTPL


这里我们给出一个简单的FTPL的例子。假定财政当局固定τt
 =τ；gt
 =g，而中央银行保持Rt
 =R稳定。此外，假定效用函数u（ct
 ，mt
 ）=v（ct
 ）+x（mt
 ）。

根据（12.2.29），（12.2.28）可变为：[image: 188-3]
 。

这表明实质货币余额不变。因πt
 =R+ρ，所以通货膨胀率恒定。铸币税为：

[image: 188-4]


相应地，政府跨期预算约束（12.2.18）可表示为：

[image: 188-5]


这表明初始价格p0
 被唯一决定：

[image: 188-6]


也就是说，在非李嘉图机制下，政府跨期预算约束变成了均衡条件而不是会计恒等式，它确定初始价格。如果p0
 是以这种方式给出的，那么名义货币供给也被唯一确定：

M0
 =p0
 L（y-g，R）

（12.2.32）

由于上述关系对每一期均成立，因此给定Bt-1
 ，每一期的价格水平都唯一确定：

[image: 188-7]



3. 实际的不确定性与FTPL


FTPL也可能解决实际的不确定性，这依赖于模型的设定。FTPL并不总是能产生唯一均衡。下面是一个最简单的例子。

假定效用函数不可分，且ucm
 （c，m）＜0。我们也假定财政当局固定τt
 与gt
 ，货币当局维持名义货币供给的增长率Mt
 /Mt-1
 =μ稳定。此时铸币税为[image: 189]
 。

在上述假定下可以推出下式：

[image: 189-2]


该式给出一阶差分方程mt+1
 =ψ（mt
 ）。

因此，给定m0
 ，mt
 =ψt
 （m0
 ）=ψ（ψ（ψ（…ψ（m0
 ）…）））。其结果，政府预算约束可写为：

[image: 189-3]


由于πt
 =μmt-1
 /mt
 ，上式右边的分母是：

[image: 189-4]


所以（12.2.35）右边是m0
 的函数。给定m0
 和关于R-1
 与B-1
 的初始条件，（12.2.35）可以唯一决定价格水平p0
 。

正如前面所提到的，若ucm
 ＜0，那么可能有|φ′（m*
 ）|＜1，导致在稳态均衡mt
 =m*
 附近的实际不确定性。然而，如果将（12.2.35）看作是决定p0
 的均衡条件，实际的不确定性或许被解决。在加法可分效用函数的情况下，我们可能有恶性通货膨胀路径的不确定性。如果（12.2.35）给出的唯一价格水平导致经济为非货币稳态mt
 =0，这种初始价格水平的非唯一性问题也就被解决。

12.3　货币与商业周期：灵活价格与粘性价格

12.3.1　定型化事实（Cooley & Hansen 1989，1994）

（1）货币总量与货币速度是顺周期的。

（2）以下三对变量存在负相关：产出（实际GDP）与价格；M1的增长率与产出增长率；M1的增长率与名义利率。

（3）以下两对变量存在正相关：产出与通货膨胀；产出与名义利率。

12.3.2　货币与商业周期：灵活价格


1. 模型


如果在货币增长模型中引入实际的与货币的扰动，我们可以在RBC框架下研究货币的作用。作为例子，我们讨论前述Sidrauski模型的延伸。Cooley & Hansen（1989，1994）最早对货币RBC模型进行研究，他们利用预付现金模型，发现了与下面的MIUF模型相类似的一些分析结果（尽管二者的一些数量结果并不一致）。

代表性家庭求解下列问题：

[image: 190]


初始值M-1
 ，k0
 给定。

生产函数为yt
 =At
 f（kt
 ，Nt
 ），其中技术At
 服从：

lnAt+1
 =θlnAt
 +εt+1
 ，0＜θ＜1

（12.3.1）

竞争条件要求：

rt
 =At
 fk
 （kt
 ，Nt
 ）

（12.3.2）

wt
 =At
 fN
 （kt
 ，Nt
 ）

（12.3.3）

货币规则与前面相同：μ=Mt
 /Mt-1
 。在本模型中，货币增长率μt
 假定服从：

lnμt
 =ζlnμt-1
 +ξt
 ，0＜ζ＜1

（12.3.4）

其中ξt
 的均值为0，是独立同分布的随机变量，它代表货币当局无意的控制失误。

商品市场均衡条件：kt+1
 =yt
 +（1-δ）kt
 -ct
 。


2. 动态系统


家庭最优化问题的Bellman方程为：

[image: 191]


一阶条件为：

[image: 191-2]


包络定理给出：

Vk
 （kt
 ，mt-1
 ）=（1-δ+rt
 ）uc
 （ct
 ，mt
 ）

（12.3.8）

Vm
 （kt
 ，mt-1
 ）=uc
 （ct
 ，mt
 ）/πt


（12.3.9）

利用（12.3.5）至（12.3.9）可得出：

uc
 （ct
 ，mt
 ）=βEt
 ［（1-δ+rt+1
 ）uc
 （ct+1
 ，mt+1
 ）］

（12.3.10）

uc
 （ct
 ，mt
 ）-um
 （ct
 ，mt
 ）=βEt
 ［uc
 （ct+1
 ，mt+1
 ）/πt+1
 ］

（12.3.11）

利用（12.3.3），（12.3.7）可变为At
 fN
 （kt
 ，Nt
 ）uc
 （ct
 ，mt
 ）=Λ′（Nt
 ）。因此，

Nt
 =N（kt
 ，mt
 ，ct
 ，At
 ）

（12.3.12）

利用（12.3.2）与（12.3.10）可得：

uc
 （ct
 ，mt
 ）=βEt
 {1-δ+At+1
 f′（kt+1
 ，Nt+1
 ）]uc
 （ct+1
 ，mt+1
 ）}

（12.3.13）

注意到πt+1
 =μmt
 /mt+1
 ，（12.3.11）可改写为：
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最终产品市场均衡为：

kt+1
 =At
 f（kt
 ，Nt
 ）+（1-δ）kt
 -ct


（12.3.15）

将（12.3.12）代入（12.3.13）以及（12.3.15），我们可以得到一个完整的动力学系统，由（12.3.13）、（12.3.14）、（12.3.15）以及（12.3.1）与（12.3.4）五个式子构成，内生变量为：k，m，c，A与μ。


3. 对数线性近似


首先，假定[image: 192]
 ，寻找[image: 192-2]
 的确定的值。对数线性化上述动力学系统有：

[image: 192-3]


上述方程可概括为如下形式：

[image: 192-4]


其中*表示合适的系数。

如果我们要讨论均衡是确定的情况，我们可以假定非先决变量[image: 192-5]
 线性依赖于先决变量[image: 192-6]
 ，即

[image: 192-7]


使用前述关系与未定系数法，我们可以计算[image: 192-8]
 ，因此动态系统可以表示为：

[image: 192-9]



4. 校准


我们使用下述效用函数与生产函数：

[image: 193]


给定模型中所有参数值，我们可以得到确定的稳态值[image: 193-2]
 与[image: 193-3]
 。因此（12.3.18）至（12.3.20）中的系数也被校准。冲击反应分析和数值模拟也可与实际RBC模型一样去进行。

Cooley & Hansen（1989）和Walsh（2003）在灵活价格的假定下，利用标准的货币新古典增长模型分析货币冲击对实际商业周期的影响，发现货币冲击并不会对RBC的特性产生重要影响。

12.3.3　货币与商业周期：粘性价格

在新凯恩斯经济学最近的发展中，垄断竞争、粘性价格调整与名义利率控制被引入到基本的动态货币经济模型（如MIUF）中。理论分析框架是由King，Rotemberg，Gali，Woodford等在20世纪90年代后期建立的。


1. 家庭


这里采用具有内生劳动供给的MIUF模型来描述家庭的行为。模型中涉及技术随机冲击。代表性家庭求解下列问题：
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其中，σ，θ与χ均大于0，N，Π，wt
 （=Wt
 /Pt
 ）分别表示劳动供给、被分配到家庭的垄断企业利润以及实际工资（=名义工资/价格水平）。最优条件为：

[image: 193-5]


其中Rt
 是粗名义利率。方程（12.3.21）给出了Euler方程。


2. 最终产品生产


有一个最终产品，它使用充满一个连续统的中间产品来生产。生产函数为：

[image: 194]


其中yt
 ，xt
 （j）分别为最终产品与种类为j的中间产品的投入量，j∈［0，1］；ε为不同中间投入品之间的替代弹性。最终产品市场是竞争的，企业选择xt
 （j），在约束（12.3.24）下使成本[image: 194-2]
 最小化。这里pt
 （j）是xt
 （j）的价格。相应的成本函数为：

[image: 194-3]


由于生产技术是规模收益不变的，零超额利润条件要求Tt
 =Pt
 Yt
 。其中最终产品价格为：

[image: 194-4]


利用Shepard引理，需求函数为：

[image: 194-5]


注意，在对称均衡，pt
 （j）=pt
 ，方程（12.3.25）给出Pt
 =pt
 。


3. 中间产品与Calvo定价


每一中间产品由一垄断竞争企业生产。生产一种中间产品只需投入劳动，企业j的生产技术是xt
 （j）=at
 nt
 （j）。其中nt
 （j）是j企业劳动投入，技术系数at
 可能是一随机变量（若无随机性，则at
 =a，∀t）。如果企业自由选择价格，那么最优价格在约束（12.3.26）下最大化瞬时利润为vt
 （j）=pt
 （j）xt
 （j）-[image: 194-6]
 。最优价格为：

[image: 194-7]


这表明，在对称均衡，pt
 *
 （j）=pt
 *
 ，∀j∈［0，1］。

现在假定企业不能随时改变价格。沿袭Calvo（1983），我们假定企业调整价格的机会服从Poisson分布，到达概率为1-ω（0＜ω＜1）。那么企业维持价格连续i期不变的概率为ωi
 ，价格调整的预期持续时间为1/（1-ω）。

假定企业定价政策遵循这样的机制（Calvo定价），用Vt，t+i
 表示企业维持在t时刻确定的价格不变到t+i时刻的名义价值；同样地，用vt，t+i
 表示企业维持在t时刻确定的价格不变到t+i时刻的名义利润。从（12.3.26）式可推出：
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企业最优化问题的Bellman方程是：

[image: 195-2]


其中Vt，t+1
 =vt，t+1
 +ωEt
 （Vt，t+2
 /Rt+1
 ）+（1-ω）Et
 （Vt+2，t+2
 /Rt+1
 ）。

注意，vt，t+i
 与Vt，t+2
 都依赖于pt
 *
 （前一期已被选定）。因此上式并不含有对t+1期求最大化的算子。记住Vt+1，t+1
 不依赖于pt
 *
 ，所以关于pt
 *
 的一阶条件为：
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其中，

[image: 195-4]


把（12.3.31）代入（12.3.30）并且重复该替代直至i=∞，有：

[image: 195-5]


此外，利用（12.3.28）可以发现：

[image: 195-6]


把（12.3.33）代入（12.3.32），经整理可得下述最优定价公式：

[image: 195-7]


注意，ω=0即价格灵活时上式变成（12.3.27），即[image: 195-8]
 ，∀j∈［0，1］。

因均衡时Pt
 =pt
 ，上面的分析表明：

[image: 195-10]



4. 均衡条件


最终产品的均衡条件是：

ct
 =yt


（12.3.36）

劳动的充分就业条件是：

[image: 196]



5. 新凯恩斯菲利普斯曲线


使用上面的均衡条件与最优化条件，可以推导新凯恩斯菲利普斯曲线。

由（12.3.21）得，[image: 196-2]
 ，再由（12.3.26）知名义利率满足：

[image: 196-3]


其结果，[image: 196-4]
 。因此最优定价公式（12.3.34）可表示成：

[image: 196-5]


定义[image: 196-6]
 ，其中[image: 196-7]
 表示x的稳态值。定义确定性稳态为无通货膨胀的情形。对数线性化（12.3.35）有：

[image: 196-8]


其中q=p*
 /p，[image: 196-9]
 （因为我们假定[image: 196-10]
 ）。为了得到（12.3.38）式的对数线性近似，先将其写为：

[image: 196-11]


上述方程在经过对数线性化近似后产生下式（Walsh，2003）：

[image: 196-12]


其中[image: 196-13]
 。

将（12.3.39）代入上述方程，经过一些运算后可得：
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由（12.3.32）与（12.3.36）我们有[image: 197-2]
 。如果价格完全灵活，（12.3.27）成立，因此：

[image: 197-3]


在灵活价格下q=pt
 *
 /Pt
 =1，注意到yt
 /at
 =Nt
 ，有[image: 197-4]


因此：

[image: 197-5]


其中[image: 197-6]
 表示灵活价格下的（相对）收入。

由[image: 197-7]
 可得：

[image: 197-8]


利用上式，（12.3.40）可变为：

[image: 197-9]


其中[image: 197-10]
 。该方程被称为新凯恩斯主义菲利普斯曲线。由于0＜β＜1，上式表明了通货膨胀与收入之间存在长期替代，这与通货膨胀与收入的自然率假说形成鲜明的对比。


6. 最优化的IS曲线


使用ct
 =yt
 ，（12.3.21）的Euler方程可近似表达为：

[image: 197-11]


这是由最优化模型推导出的IS曲线。

（12.3.40）与（12.3.44）涉及三个内生变量[image: 197-12]
 ，因此我们如果限定中央银行的利率管制规则，就可以对具有粘性价格的货币动态系统进行一般均衡分析。例如，如果央行保持Rt
 稳定，那么整个系统是：
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在这种情况下，实际货币供给由下式决定：

[image: 197-14]


类似地，我们可以假定中央银行采用Taylor型利率控制规则：
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这样，整个系统就由（12.3.43）、（12.3.44）与（12.3.45）构成。


7. 资本积累


现在假定每种中间产品是使用劳动和资本生产出来的，生产函数为：

xt
 （j）=at
 kt
 （j）η
 nt
 （j）1-η
 ，0＜η＜1

j企业的利润函数为：

vt
 （j）=pt
 （j）at
 kt
 （j）η
 nt
 （j）1-η
 -Wt
 nt
 （j）-r（t）kt
 （j）

其中rt
 是资本的实际租金率，企业j的最优定价现在是：
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再次，最终产品由竞争企业利用中间产品根据（12.3.24）式进行生产。最终产品现在被用于消费与投资，最终产品市场均衡条件是：

yt
 =kt+1
 -（1-δ）kt
 +ct


其中[image: 198-3]
 。家庭最优化行为是：

[image: 198-4]


模型的其他部分与前面无资本的模型相同。

考虑资本形成的新凯恩斯模型是基准的灵活价格的货币DSGE模型的对等物。在粘性价格的基准货币DSGE模型中，已经证实货币冲击可能对RBC模型的特性有重要影响，这与灵活价格的基准货币DSGE模型的情况截然不同。
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