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前言

这几本课外读物，是提供给初中同学学习数学用的.

五十多年前，我也是中学生. 当时有几本小册子，如许莼舫的《几何定理和证题》，刘尼的《因式分解》等，都写得很好.

可惜这些书，现在都见不到了.

目前充斥市场的是各种练习册、习题集.

学数学，不是为了当熟练的“操作工”、“模仿秀”，而是为了学会思考.

大量重复的练习，不利于培养学习的兴趣，甚至会弄坏了学习的“胃口”.

因此，上海辞书出版社向我约稿时，我承诺写几本有助于培养学习兴趣的书. 但现在年事渐高，体力与精力大不如前，花了一年时间才写成三册.

如果同学们能够耐心地阅读这几本书，并觉得对启迪思维有些帮助，那么我就心满意足了.

单墫

2014年5月



第一章

数的故事

这本小册子向初中同学介绍组合数学与数论初步.

组合数学不需要多少预备知识，而是需要逐步地在数学方面成熟起来. 所谓成熟，简单说就是两个字：“会想”. 想问题，想解法.

数论，与组合数学相比，需要略多一些预备知识. 但最重要的也是“会想”这两个字.

海阔凭鱼跃，天空任鸟翱. 想象就是少年人的翅膀. 祝愿同学们凭借想象的翅膀，在民主的数学共和国里自由地翱翔.

本章介绍自然数的产生，自然数的基本知识.

1. 自然数

自然数

1，2，3，…

是自然产生的.

在人类的原始时代就出现了自然数.

那时候，一位小猎手猎到一只黄羊，非常高兴. 他妈妈说：

“记下来！”

用什么东西记啊？那时候没有笔，更没有纸. 但已经有了绳子（最初是藤，后来用植物的纤维搓成）. 小猎手取过一根绳子，在上面打了一个结.

过了几天，小猎手又猎到两只黄羊，他在绳子上又打了两个结.

日积月累，绳子上打了很多结.

两只羊，两个结，三只羊，三个结. 如果是两只野猪，那么小猎手还是打两个结，只是结大一些.

这样，猎物的个数与绳结的个数，互相对应. 一切与两个绳结相对应的猎物个数，具有同样的特性，这个特性就是它们的个数都是2.

于是，自然数

1，2，3，…

就自然而然地产生了.

很多人认为自然数并不是人类的发明，它原来就存在于自然界，人只是把它发现了. 所以叫做自然数
 ，名副其实.

数学家克罗内克（L. Kronecker，1823—1891）说：

“上帝创造了自然数，其余的都是人工.”

其实，上帝何尝不是人创造出来的.

2. 自然数数列

上个世纪初，有位记者探访一个原始部落，问当地的女孩多大年龄，回答是：

“我七岁.”

“你姐姐呢？”

“她八岁.”

“你妈妈呢？”

“九岁.”

“你的祖母呢？”

“她和这棵椰子树一样大.”

可见，她已经有了自然数的概念. 知道7、8、9，而且知道8比7大，9比8大，但她不知道有比9更大的数，不知道自然数可以排成一个无穷的数列.

公元前221年秦王嬴政统一了中国，自称“始皇帝”，也就是第一代皇帝. 他规定接下去是二世、三世、……、万世不绝. 这可能吗？他不懂“君子之泽，五世而斩”的道理. 能传到第五代的贵族非常之少，依仗暴力统治的秦帝国更是只传到二世就灭亡了.

当然，秦始皇对自然数的了解比那位原始部落的女孩多得多.

自然数的一个重要特性就是它可以数（shǔ）：扳着指头一个接一个数下去，按照大小排成一个数列：

1，2，3，…

（1）

每一个自然数都有一个“后继”——紧接着它、比它大一的数，所以自然数数列是无穷数列.

3. 进位制

上一节，我们说到数（shǔ）数（shù）可以扳着指头一个接一个数下去. 可是我们只有十个手指头. 超过十，要继续数下去就得扳脚指头了. 但手指、脚指合在一起也只有二十个，要不断地数下去就得动脑筋，想办法了.

对古代人来说，这并不是一件容易的事，前面那位女孩就不能数（shǔ）十以上的数（shù）.

过了很多很多年，人们想出进位的办法. 在这方面，中国人是领先的，很早就有进位的概念，而且使用十进制，即十个一为十，十个十为百，十个百为千，十个千为万. 接下去是十万、百万、千万、万万（亿）等等. 这与现在国际通行的进位法则完全一致. 只不过中国的数是竖写的，如十一、十二、十三等等，写成

[image: 012-01]


一除了十进制，还有其他的进位制. 玛雅人就用二十进制（大概他们爱用脚指头数数）. 英国有采用十二进制的，如1打=12只. 他们的度量衡中还有很多极为复杂的进制，但坚持不改，认为这是英国文化的一个组成部分. 中国过去也有不用十进制的，如1斤=16两，1亩=60平方丈，但后来大都废除了，通常使用十进制.

十进制的数，如394，就是3×102
 +9×10+4. 五进制的数，如（324）5
 （我们加一个足标5表明是五进制，以免与普通十进制的数相混），就是3×52
 +2×5+4. 所以其他进位的数化为十进制非常容易. 如

（324）5
 =3×52
 +2×5+4=75+10+4=89.

反过来，十进制化其他进制，需要用除法，通常用所谓的“短除法”. 以394化为五进制为例，算式如下：
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即从394开始，除以5，商写在下面，余数写在右面“…”的后面. 再用商除以5，继续这一过程，直至商小于5. 这时得出

394=（3 034）5


（注意上面的算式中不要漏去余数0）.

如果采用g进制，而g>10，那么就要补充几个“数字”. 如g=12时，12进制中不仅有0到9这10个数字，还要补充表示10与11的数字，例如，用t表示10，e表示11.

4. 数字

十进制中用10个数字0，1，2，…，9. 这些数字是印度人发明的. 后来传到阿拉伯，再传到欧洲，乃至全世界. 通常称为阿拉伯数字
 ，其实应当称为印度数字. 至少应当称为印度阿拉伯数字.

不少国家或地区有自己的数字. 罗马帝国曾经非常强大，它采用的数字也颇有影响，下面是罗马数字的1～12

Ⅰ　Ⅱ　Ⅲ　Ⅳ　Ⅴ　Ⅵ　Ⅶ　Ⅷ　Ⅸ　Ⅹ　Ⅺ　Ⅻ

其中1是一竖，2是二竖，3是三竖（中国是一横、二横、三横），但5是专用符号Ⅴ. 4是Ⅰ写在Ⅴ的左边，表示5-1. 而6则是Ⅰ写在Ⅴ的右边，表示5+1. 7、8分别是5+2、5+3. 10又用一个符号Ⅹ. 9是Ⅰ写在Ⅹ左边，表示10-1. 11又是Ⅰ写在Ⅹ的右边，表示10+1. 等等.

显然，罗马的记数法不及印度阿拉伯数字方便（也不如中国记数法方便）. 现在已很少用到.
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中国的记数法也不如印度阿拉伯数字方便. 在1892年邹立文与狄考文合译的《笔算数学》中，首次将印度阿拉伯数字引入中国. 这本书的第一章第六款“数目字的样式”中指出：

“大概各国有各国的数目字，但于笔算上不能处处都合式，现在天下所行的笔算，大概都是用阿拉伯数目字……，这种字容易写，于笔算也很合用，看大势是要通行天下万国的……”

但这本书的书写却横、竖并用. 现在看来，竖写的算式颇为滑稽. 但当时仍有人坚持，不肯接受“要通行天下万国的”横写格式. 直到1905年以后，算式横写与印度阿拉伯数字在中国才被普遍接受. 可见能认识“大势”，学习国际上普遍认同的价值并不是一件容易的事情.

5. 零

印度有位数学家写过一首诗：

“这个数很奇妙，

有它不多，

无它不少.

不要去惹它，

你要想乘它，除它，

你就变成了它.”

这个数是什么？

当然是零了（注意：其中除它是指用零作被除数，而不是用零作除数. 零是不能作除数的）.

0（零）真是一个很特别的数.

一方面，它表示没有. 另一方面，它却时常出现在我们面前，并不化为“没有”.

它虽然表示没有，但它在任一个数的右边一站，这个数立即“身价十倍”.

著名数学家哈代（G. H. Hardy，1877—1947）有一句很俏皮的话：

“印度人对数学的贡献是零.”

如果将这话理解为印度人对数学没有贡献，那当然大错特错了. 这句话只能理解为“印度人发明了零，这是他们对数学的贡献.”

零（当然还有发明它的印度人）对数学的贡献极大.

平时我们习惯有0存在，不一定觉得它有多么重要. 可以设想一下：“如果没有0，……”

0不是自然产生的. 它的出现远远晚于自然数1，2，…. 恐怕也只有印度这样善于冥思的民族，才能对“空”、“无”等概念深入思考，无中生有地想出一个0来. 所以自然数并不包括0. 如果将0放到自然数里，那么后面将要说到的算术基本定理，也就是质因数唯一分解定理，就被破坏. 自然数的分类，也被破坏. 所以本书遵照国际数学界通行的做法，不将0纳入自然数中. 这样，0既不是正整数（自然数），也不是负整数. 它是正数与负数的分界.

6. 乘法

在《哈哈镜王国历险记》一书中，国王与财政大臣为下面的问题大伤脑筋：

“王宫有100间房间，每间房间需要100块玻璃. 一共需要多少块玻璃？”

国王与财政大臣都只会加法，他们100+100=200，200+100=300，……加了半天，头都搞大了，还没有得出结果. 于是决定成立一个“全面深入研究玻璃计算委员会”，专门解决这个问题.

站在一旁的小女孩，学过乘法，她说：

“100×100=10 000，

很容易啊！”

的确，“累加为乘”，许多同样的数相加，用乘法比加法方便多了.

不仅如此，自然数中，有了乘法运算，内容大大丰富起来.

如果两个整数b、c相乘，积为a，即

a=bc，

（1）

那么我们就说a是b（也是c）的倍数
 ，b（或c）是a的约数
 （或因数
 ）.

我们知道，在（1）成立时，a÷b的商就是c（余数为0）. 所以b是a的约数也可以记为b｜a，读作“b整除a”或“a被b整除”. 例如2｜6，（-3）｜9等.

0是一切整数的倍数（0=b×0）.

b｜a与｜b｜|｜a｜是一回事. 所以为方便起见，我们通常不讨论负整数的整除问题.

显然，数的整除有以下性质

（i）若c|b，b|a，则c|a.


证明
 　因为c｜b，所以有整数d，满足

b=cd；

（2）

同样，有整数e，满足

a=eb.

（3）

由（2）、（3）得

a=eb=ed·c，

（4）

所以c｜a.

（ii）若b|a，k为整数，则b|ka.

（iii）若c|b，c|a，则c|（a±b）.

（iv）若c|a，c|b，k、h为整数，则c|（ka±hb）.

性质（ii）、（iii）、（iv）请读者自己证明.


例
 　在100以内的7的倍数有多少个？


解
 　100÷7=14……2，

所以100以内被7整除的数，也就是7的倍数有14个.

不难写出这14个7的倍数，即

7×1，7×2，…，7×14（=98）.

一般地，在1，2，…，n这前n个自然数中，被自然数a整除的数，也就是a的倍数，有[image: 016-01]
 个. 这里［x］表示实数x的整数部分，更确切地说，是不超过x的最大整数. 例如，[image: 016-02]
 .

7. 质数与合数

自然数分为三类.

第一类称为“单位
 ”，只有1个数，就是1. 1之所以被称为单位，是因为“一乘如不乘”——任何数乘以1，积仍是这个数，没有丝毫改变.

如果我们讨论的范围扩大到整数，那么“单位”就有两个：1与-1. 任何数乘以-1，只改变符号，但绝对值不变. 如果讨论的范围再扩大一些（这或许是很多年以后的事情），那么“单位”会更多一些，它们都是“模”（类似于绝对值）为1的一些小精灵.

大于1的自然数又分为两类.

一类称为“质数
 ”或“素数
 ”. 这些数除了1与本身外，没有其他的约数. 依大小顺序写出来，

2，3，5，7，11，13，17，…

都是质数.

另一类称为“合数
 ”. 这些数除了1与本身外，还有其他的约数. 依大小顺序写出来，

4，6，8，9，10，12，14，15，…

都是合数.

正偶数中只有2是质数. 换句话说，质数中只有2是偶数，其余的都是奇数.

怎样寻找质数呢？

一位白胡子的希腊老爷爷埃拉托色尼（Eratosthenēs，约前275—前194）笑嘻嘻地说：“请用我的筛子”. 他将整数1到100放入筛子中，先筛去1，留下2，筛去2的倍数（即在下表中
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将它划去）. 留下3，筛去3的倍数. 留下5，划去5的倍数，留下7，划去7的倍数. 剩下的数，即

2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，53，59，61，67，71，73，79，83，89，97.

这些就是全部小于100的质数，共25个.

“为什么这些剩下来的数都是质数呢？”

“哈哈！这正是我希望你们自己思考的问题.”

*　*　*　*　*　*　*

前人栽树，后人乘凉. 早就有人制作了质数表，供人使用. 下表中有10000以内的全部质数.
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8. 质数的问题

数学中，有无数的问题. 一个老问题解决了，往往又产生许多的新问题. 在一定程度上可以说，问题是数学发展的动力.

关于质数的问题就非常之多.

首先：“质数的个数是有限的，还是无限的？”

又一位希腊老人欧几里得（Euclid，约前330—前275）站出来说：

“我可以告诉你，质数是无限的，证明就在我写的书《原本》（Element
 ）之中.”

自然数个数无限很容易证明，因为每个自然数“后继有人”，将一个自然数加上1，就得到一个比它大的自然数. 同样的办法可以证明奇数是无限的（奇数加上2，就得到更大的奇数），偶数也是无限的（偶数加上2，就得到更大的偶数）.

这个证法对于质数并不适用. 大于2的质数加上1，肯定不是质数，加上2也不能肯定仍然是质数.

但由已知质数产生新质数的想法，仍是很好的想法. 设已经有的质数是p1
 、p2
 、…、pk
 ，那么考虑

n=p1
 p2
 …pk
 +1.

（1）

p1
 除n余1，所以p1
 不是n的因数. p2
 、p3
 、…、pk
 也都不是n的因数.

如果n是质数，那么它就是与p1
 、p2
 、…、pk
 都不相同的质数.

如果n是合数，那么n有大于1而不同于n的因数. 设这种因数中，p为最小. p一定是质数，否则它有更小的大于1的因数，而这因数也是n的因数，与p最小矛盾. p与p1
 、p2
 、…、pk
 都不相同.

因此，总有与已有质数不同的新质数，从而质数是无限的.

第二个问题是：“质数间的间隔有多大？”换句话说：“连续的合数有多长？”

这个问题比较容易，对上面（1）中给出的n，显然（n-1）+p1
 是合数，（n-1）+p2
 ，…，（n-1）+pk
 都是合数. 不过这些合数并非连续的. 制造连续的合数也不困难，稍加修改即可. 对任意自然数m，令

m！=1×2×3×…×m.

则在m>1时，m！+2是合数（被2整除），m！+3是合数（被3整除），……，m！+m是合数（被m整除）. 于是得到m-1个连续的合数. 所以质数之间的间隔可以任意地大.

我们把3与5，5与7，11与13，……这样的质数对，称为孪生素数
 . 即差为2的两个质数.

第三个问题就是：“孪生素数的个数是否无限？”

这个问题至今仍无答案. 中国数学家张益唐在2013年证明了“弱孪生素数猜测
 ”，即

存在一个常数C，使得pn+1
 -pn
 ≤C的素数对（pn
 ，pn+1
 ）有无限多.

C可取为7 000万. 陶哲轩等已将7 000万改进为5 000.

如果能证明C可以取3，那么孪生素数就有无限多.

还有许多关于质数的问题.

比如，我们看到7=2+2+3，9=3+3+3，11=3+3+5，13=3+5+5，……

于是，一位德国驻彼得堡的公使哥德巴赫（C. Goldbach，1690—1764）猜测：“每个大于5的奇数都可以写成3个质数的和.”他写信去请教大数学家欧拉（L. Euler，1707—1783）. 欧拉回答说：

“你的猜测可由下面的猜测推出：每一个大于2的偶数都可以写成两个质数的和.”

这就是著名的哥德巴赫猜想
 . 关于奇数的部分已被维诺格拉多夫（I. Vinogradov，1891—1983）等人解决. 关于偶数的部分至今仍未解决，我国数学家陈景润（1933—1996）等对这个问题有重大贡献.

9. 质因数分解

盖房子，需要砖.

如果将自然数比作房子，那么质数就是构建房子的砖（质数之称为“质”或“素”，就由此而来）.

将几个（多于1个）质数（可以相同）相乘便得到合数. 而且用这种做法，能得出全部
 合数.

事实上，设n为合数，则n有大于1而小于n的约数，这种约数中最小的一个，一定是质数（上一节已经说过），记为p1
 ，则

n=n1
 p1
 ，

（1）

其中n1
 是大于1的自然数，小于n（因为p1
 >1）.

如果n1
 为合数，对n1
 进行同样的讨论，又有

n1
 =n2
 p2
 ，

（2）

其中p2
 是质数，n2
 是大于1的自然数，小于n1
 .

依此类推. 由于n>n1
 >n2
 >…，所以上述过程至多n步就一定结束，即最后有

nk-2
 =nk-1
 pk-1，


（3）

其中pk-1
 是质数. nk-1
 也是质数，可改记为pk
 . 于是

n=p1
 p2
 …pk
 .

（4）

其中p1
 、p2
 、…、pk
 都是质数，它们是n的质因数
 .（4）称为n的质因数分解
 . 所以每一个合数都是若干个质数的积.

在（4）中，质因数p1
 、p2
 、…、pk
 可能有相同的，相同的质因数的积可以写成幂的形式. 我们有以下定理：

算术基本定理（唯一分解定理）　每一个不等于1的自然数n都可以写成质数的乘积，即

[image: 022-01]



其中，p1
 、p2
 、…pt
 是质数，且p1
 <p2
 <…<pt
 ，α1
 、α2
 、…、αt
 是自然数. 而且这种分解是唯一的.


在t=1，α1
 =1时，n是质数. 其他情况n都是合数.


例1
 　分解

（1）72，

（2）667

为质因数的乘积.


解
 　（1）72=23
 ×32
 .

这种简单的分解应当通过心算完成. 复杂一点的，需要通过试除完成.

（2）用2、3、5、7、11、13、17、19、23逐个试除，直至得出

667=23×29.


例2
 　求一个最小的立方数，被2 160整除.


解
 　2 160=24
 ×33
 ×5.

在n为立方数时，它的分解式（5）中，α1
 、α2
 、…、αt
 都必须是3的倍数. 因此被2 160整除的立方数是

26
 ×33
 ×53
 ×m3
 ，

其中最小的是26
 ×33
 ×53
 =216 000.

唯一分解定理的用途极广. 不过，上面我们只证明“分解”，还没有证明“唯一”. 这件事将延缓到本章第14节再完成.


例3
 　如果大于1的自然数n<a2
 ，并且小于a的质数都不是n的约数，证明n是质数.


证明
 　若n是合数，则由唯一分解定理

[image: 023-01]


其中，p1
 、p2
 、…、pt
 都是质数，且p1
 <p2
 <…<pt
 ，并且t>1或者t=1，α1
 >1.

因此，

[image: 023-02]


即n必有小于a的质因数. 与已知矛盾. 所以n为质数.

例3表明第7节用“筛法”得到的数全是质数，因为它们都小于100，当然更小于112
 ，而且不被小于11的质数2、3、5、7整除.

10. 除法、小数

设a、b为两个自然数. b可能小于a，但

b，2b，3b，…

（1）

中必有一个大于a，即有非负整数q，使得

qb≤a<（q+1）b，

（2）

q就是a÷b所得的商.

记a-qb=r，则r也是非负整数，而且

0≤r<b.

于是，我们有

a=qb+r，0≤r<b，

（3）

r就是a÷b所得的余数. （3）称为带余除法
 ，也就是我们熟悉的


被除数=商×除数+余数.


在余数r=0时，（3）即a=qb，表明a被b整除，b是a的约数. r≠0时，a不被b整除，记为[image: 024-01]
 .

用分数形式来写，（3）就是

[image: 024-02]


如果继续用r除以b，那么就产生小数. 这也是大家熟悉的.

[image: 024-03]


[image: 024-001]


由此可见，如果[image: 024-04]
 可化为n位的有限小数，那么b一定是10n
 的约数，即b=2α
 ·5β
 ，α、β中较大的就是n（例1中，16=24
 ）

[image: 024-05]


[image: 024-002]


余数永不为0时，除法将无限地进行下去. 但由于余数一定小于除数b（现在b=7），所以有限次除法（至多b-1次）后必出现重复的余数，这时就出现循环的情况. 在本题中，142 857将循环出现，称为循环节
 . 循环节的首末两个数字上面各加一点表示.

反过来，一个无限循环小数可以化为分数.

[image: 025-01]


所以

（106
 -1）x=142 857，

[image: 025-02]


由此可见，纯循环小数
 （循环节从小数第一位开始）化分数时，分母是99…9，9的个数与循环节的长度相同（可以约分时当然还要约分）. 而且循环节的长度t就是使得10t
 -1被b整除的最小的t.

[image: 025-03]


由此可见，混循环小数化分数时，分母是99…900…0，9的个数与循环节的长度相同，0的个数与不循环部分的长度相同；分子是第二个循环节前形成的数（本题是32 158）减去混循环部分形成的数（本题是32）.

11. 同余

设b是大于1的自然数.

如果自然数a、c，除以b，所得余数相同，那么就说a、c mod b（读作“模b”）同余. mod b就是除以b的意思. 在不致混淆时，我们也说a、c同余.

显然a、c mod b同余时，a-c被b整除.

更一般地，对两个整数a、c，如果a-c被b整除，那么我们就说a、c mod b同余，并记为

a≡c（mod b）.

（1）

显然有以下

（i）反身性　性质：a≡a（mod b）.

（2）

（ii）对称性若　a≡c（mod b），则c≡a（mod b）.

（3）

（iii）传递性若a≡c（mod b），则c≡d（mod b），则

a≡d（mod b）.

（4）

性质（iii）可以证明如下：

因为a-c，c-d都是b的倍数，所以

a-d=（a-c）+（c-d）

也是b的倍数.

我们可以将整数分为b类，第一类中的数与1同余，第二类中的数与2同余，……，第b类中的数与b同余（在b=2时，整数分为2类，一类是奇数，一类是偶数）.

1，2，…，b-1，b

是这b个类的代表（每类各有1个代表）. 通常将第b类的代表取作0，称第b类为第0类，即改以

0，1，2，…，b-1

为代表.

形如（1）的式子称为同余式
 . 它与等式类似，可以加、减、乘、乘方. 即若a≡c（mod b），d≡e（mod b），则有：

（i）a+d≡c+e（mod b）.

（ii）a-d≡c-e（mod b）.

（iii）ad≡ce（mod b）.

（iv）an
 ≡cn
 （mod b），n为自然数
 .

以（iii）为例，证明如下：

ad-ce=ad-ae+ae-ce=a（d-e）+e（a-c），

因为d-e，a-c都被b整除，所以ad-ce被b整除，即（iii）成立.

由（ii）可推出：在a+f≡c（mod b）时，两边同时减去f得

a≡c-f（mod b）.

即“移项法则”：f可以从一边移到另一边，但符号需要改变，变成-f
 .

注意除法不能随便进行. 例如

24≡3（mod 9），

（5）

但

8≡1（mod 9）

（6）

却不成立. 即不能在（5）的两边同时除以3.

同余式如何进行除法，请参见第二章第4节.

同余在整除的判别中作用极大.


例1
 　判定自然数[image: 027-01]
 何时被9整除.


解
 　因为10≡1（mod 9），102
 ≡1（mod 9），…，10n
 ≡1（mod 9），所以

[image: 027-02]


9改为3，结论同样成立.

[image: 027-03]



解
 　因为10≡-1（mod 11），102
 ≡1（mod 11），…，10n
 ≡（-1）n
 （mod 11），所以

[image: 027-04]


即用奇数数位的数字和减去偶数数位的数字和，如果差被11整除，那么这个数就被11整除.

12. 《一千零一夜》

《一千零一夜》是著名的文学作品，其中有许多脍炙人口的阿拉伯神话故事，如渔夫与魔鬼、阿里巴巴与四十大盗、阿拉丁的神灯、辛巴德航海等.

这本书最初译作《天方夜谭》，天方就是阿拉伯，谭就是谈（谈话）. 书中宰相的女儿山鲁佐德每夜讲一个故事给国王听，一直讲了一千零一夜.

1 001这个数表面看与其他数大同小异，但它颇为奇特，将它分解得

1 001=7×11×13，

（1）

即1 001是3个连续质数的积. （1）很容易记住，因为质数数列

2，3，5，7，11，13，…

（2）

的前3个数显然都不是1 001的因数，接下去3个质数都是1 001的因数.

由于（1），一个数能被1 001整除，与这个数能被7、11、13整除是同一件事. 怎样判别一个数能否被1 001整除呢？


例1
 　判断55 311能否被1 001整除.


解
 　55 311=55×1 000+311=55×1 001+311-55=55×1 001+256.

因此55 311除以1 001，余数是256，不能被1 001整除.

注意在这个例子中，余数可由末三位所成的数311减去55得到，而55是由55 000得到的. 这里的1 000在除以1 001时，相当于-1.

于是，我们得到下面的法则：

将一个整数从右到左，每三位一节. 用第一节的三位数减去第二节的三位数，加上第三节的三位数，减去第四节的三位数，……直至减去或加上最后一节的数（可能不足三位）. 如果所得结果被1 001整除，那么原来的数就被1 001整除（如果所得结果除以1 001余a，那么原来的数除以1 001余a）.


例2
 　判断2 146 455 311能否被7，11，13整除.


解
 　311-455+146-2=0，所以2 146 455 311被1 001整除，因而被7，11，13整除.

[image: 028-01]


a+b+b+a+a+b+b+a+a+b+b+a=6a+6b

[image: 028-02]


[image: 029-01]


91×3=273，

所以

a=7，b=3.

[image: 029-02]


13. 最大公约数

设a、b为自然数. 如果d是a的约数，也是b的约数，那么d就称为a、b的公约数. 公约数中最大的，称为最大公约数
 ，记为GCD（a，b）
 ，或更简单地，记为（a，b）.

例如（120，150）=30.


例1
 　求（60，108）.


解
 　将60、108分解为质因数的乘积.

60=22
 ×3×5，108=22
 ×32
 .

（60，108）=22
 ×3=12.

一般地，设[image: 029-03]
 ，[image: 029-04]
 ，p1
 、p2
 、…、pk
 为不同质数，α1
 、α2
 、…、αk
 、β1
 、β2
 、…、βk
 为非负整数（某个αi
 或βi
 为0时，表明相应的质数pi
 不在a或b的分解式中出现），则

[image: 030-01]


其中ri
 是αi
 、βi
 中较小的（i=1，2，…，k）.

不妨设a≥b，因为a、b的公约数都是a-b，b的公约数，a-b、b的公约数也都是a、b的公约数，所以

（a，b）=（a-b，b）.

（1）

于是，在a=qb+r，0≤r<b时，多次用（1）得到

（a，b）=（a-qb，b）=（r，b）.

（2）


例2
 　求（10 829，6 851）.


解
 　先用6 851除10 829，得

10 829=1×6 851+3 978，

于是（10 829，6 851）=（3 978，6 851）.

再用3 978除6 851，得

6 851=1×3 978+2 873，

于是（3 978，6 851）=（3 978，2 873）.

同样，（3978，2873）=（1 105，2873）=（1 105，663）=（442，663）=（442，221）=221.

于是（10 829，6 851）=221.

上面的算法称为辗转相除法
 或欧几里得算法
 ，其过程可用竖式书写如下，中间的数是各次除法的商.

[image: 030-02]


对一般的a>b，可用b先除a，得出余数r后，再用r（如果r≠0）去除b，……，这样“辗转相除”得

a=qb+r，0≤r<b；

b=q1
 r+r1
 ，0≤r1
 <r；

r=q2
 r1
 +r2
 ，0≤r2
 <r1
 ；

…………

因为b，r，r1
 ，r2
 ，…严格减小，所以有限多步这一过程将会结束，即必有n，使得rn+1
 =0，也就是

rn-1
 =qn+1
 rn
 .

（3）

这表明

（a，b）=（r，b）=（r，r1
 ）=…=（rn-1
 ，rn
 ）=rn
 .

14. Bézout定理

设d为自然数a、b的最大公约数，则上节的欧几里得算法表明

a=qb+r，

b=q1
 r+r1
 ，

r=q2
 r1
 +r2
 ，

…………

rn-2
 =qn
 rn-1
 +d，

rn-1
 =qn+1
 d.

我们称sx+ty为x、y的线性组合
 . 如果系数s、t是整数，那么sx+ty就称为x、y的整线性组合
 . 上面倒数第二个等式即

d=rn-2
 -qn
 rn-1
 ，

（1）

表明d是rn-1
 、rn-2
 的整线性组合. 再往前一个等式是

rn-3
 =qn-1
 rn-2
 +rn-1
 ，

由它与（1）消去rn-1
 ，即将rn-1
 =rn-3
 -qn-1
 rn-2
 代入（1），可得出形如

d=srn-2
 +trn-3


的式子，其中s、t为整数，即d是rn-2
 、rn-3
 的整线性组合.

继续往上，消去rn-2
 ，…. 最后得出

d=ua+vb，

其中u、v为整数，即d是a、b的整线性组合. 这就是极其有用的Bézout定理
 .


Bézout定理设a、b为自然数，则有整数u、v，使


（a，b）=ua+vb.

（2）

定理中的u、v并不是唯一的. 事实上，设（2）成立，则

（a，b）=（u+b）a+（v-a）b，

即u、v可换成u+b、v-a.

如果（a，b）=1，那么就称a、b互质
 . 对于互质的自然数a、b，一定有整数u、v，使

ua+vb=1

（3）

Bézout定理有很多应用，例如，由（2）立即看出：a、b的公约数（当然是右边ua+vb的约数），一定是（a，b）的约数.


例1
 　已知自然数a、b、c满足c｜ab，并且（c，b）=1.

求证　c|a.


思路分析
 　利用（3），但其中a、b换成c、b.


证明
 　因为（c，b）=1，所以，由Bézout定理，有整数u，v，使得

uc+vb=1.

在两边同乘a，得

uac+vab=a，

（4）

（4）的左边，第一项被c整除，第二项也被c整除（已知），所以（4）的左边被c整除，从而右边也被c整除，即c｜a.


例2
 　证明自然数n的质因数分解是唯一的.


证明
 　设合数n=p1
 p2
 …pk
 =q1
 q2
 …qh
 ，其中p1
 、p2
 、…、pk
 、q1
 、q2
 、…、qh
 都是质数，则

p1
 |q1
 q2
 …qh
 .

如果p1
 ≠qh
 ，那么质数p1
 、qh
 互质. 由例1，

p1
 |q1
 q2
 …qh-1
 .

依此类推，p1
 必与q1
 、q2
 、…、qh
 中某一个相同或者p1
 ｜q1
 . 但p1
 、q1
 都是质数，所以p1
 ｜q1
 导致p1
 =q1
 .

总之，p1
 与q1
 、q2
 、…、qh
 中某一个相同. 不妨设p1
 =q1
 （否则适当调整q的下标）.

在n的两种分解式中约去p1
 （q1
 ）得

p2
 p3
 …pk
 =q2
 q3
 …qh
 .

同样可得出p2
 =q2
 等，直至

pi
 =qi
 （i=1，2，…，k），k=h.

Bézout定理还有另一种不用欧几里得算法的证明.

考虑一切形如sa+tb的数，这里s、t是任意整数. 这些数中一定有正数（s、t都是正数时sa+tb肯定是正数）. 在这些正整数中必有一个最小的. 设它为d，当然有

d=ua+vb，

其中u、v是一组整数.

用d除a，设

a=qd+r，0≤r<d，

其中q、r都是整数.

因为

r=a-qd=a-q（ua+vb）=（1-qu）a-qvb，

即r也是形如sa+tb的数，而且r<d，所以由d的最小性，必有r=0.

于是d是a的约数. 同理d也是b的约数.

又由（5），a、b的约数都是d的约数，所以d=（a，b）并且

（a，b）=ua+vb.

15. 最小公倍数

设a、b为自然数.

如果m是a的倍数，也是b的倍数，那么m就称为a、b的公倍数
 ，公倍数中最小的称为最小公倍数
 ，记为LCM［a，b］
 或［a，b
 ］.


例1
 　求［60，108］.


解
 　60=22
 ×3×5，

108=22
 ×33


［60，108］=22
 ×33
 ×5=540.

一般地，设[image: 034-01]
 ，[image: 034-02]
 ，其中p1
 、p2
 、…、pk
 为不同质数，α1
 、α2
 、…、αk
 、β1
 、β2
 、…、βk
 为非负整数，则对于a、b的任一个公倍数，质因数pi
 的指数一定不小于αi
 ，也不小于βi
 （1≤i≤k）. 因此

[image: 034-03]


其中δi
 为αi
 、βi
 中较大的（i=1，2，…，k）.

由于对每个质因数pi
 ，（a，b）中pi
 的指数ri
 是αi
 、βi
 中较小的，而δi
 为较大的，所以

ri
 +δi
 =αi
 +βi
 （i=1，2，…，k），

从而

（a，b）·［a，b］=ab.

（1）

例如（60，108）=12，［60，108］=540，12×540=60×108.

最大公约数与最小公倍数的概念可以推广至更多的数.

设a1
 ，a2
 ，…，an
 为自然数. 如果m（或d）是a1
 、a2
 、…、an
 的倍数（约数），那么m（或d）就是a1
 、a2
 、…、an
 的公倍数（公约数），公倍数（公约数）中最小的（最大的）称为a1
 ，a2
 ，…，an
 的最小公倍数（最大公约数），记为［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］，或记为（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）.

在n≥3时，（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］与a1
 a2
 …an
 通常并不相等.


例2
 　求［300，120，170］


解
 　可以用短除法.

[image: 034-04]


［300，120，170］=10×6×5×2×17

=10 200.

用符号max表示最大，min表示最小，显然

max｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝=max｛max｛α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 ｝，αn
 ｝，

min｛α1
 ，α2
 ，…，αn
 ｝=min｛min｛α1
 ，α2
 ，…，αn-1
 ｝，αn
 ｝，

所以

［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］=［［a1
 ，a2
 ，…，an-1
 ］，an
 ］，

（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）=（（a1
 ，a2
 ，…，an-1
 ），an
 ）.

以上概念都可以推广到整数. 规定

［a1
 ，a2
 ，…，an
 ］=［|a1
 |，|a2
 |，…，|an
 |］，

（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）=（|a1
 |，|a2
 |，…，|an
 |）.

16. 苏格拉底

这里的苏格拉底（Socratēs，约前469—前399）是希腊的哲学家，不是巴西的球星.

苏格拉底擅长启发式教学.

一天，苏格拉底问一个小厮：

“你知道边长为1（米）的正方形，面积多大吗？”

“面积是1（平方米）.”

“很好. 那么你知道面积是2（平方米）的正方形，边长多长吗？”

“当然是2（米）了.”

苏格拉底画了一个边长为2（米）的正方形（如图1），将它分成4个边长为1（米）的正方形.

[image: 035-001]
图1



“你看这个边长为2（米）的正方形，面积多大？”

“哦，它的面积是4（平方米）.”

苏格拉底又在图上画了4条线（如图2），每条线将一个边长为1的正方形分成两个三角形.

[image: 035-002]
图2



“这4条线围成什么图形？”

“正方形.”

“它的面积是多大？”

“图中有8个三角形，这4条线围成的正方形由4个三角形组成，所以它的面积是大正方形的一半. 大正方形面积是4（平方米），所以这个正方形面积是2（平方米）.”

很多人在讨论问题时自以为是. 苏格拉底的启发式，第一步就是通过诘问使自以为是的人知道自己的错误，进入困惑、思索、学习的状态. 这和孔夫子说的“不愤不启，不悱不发”是完全一致的. 苏格拉底的启发法就是后来黑格尔的辩证法的源头.

如果我们设图2中，苏格拉底连的线（小正方形的对角线）为x米，那么

x2
 =2.

（1）

x是多少呢？显然

1<x<2.

进一步，因为

1.42
 =1.96<2<2.25=1.52
 ，

所以

1.4<x<1.5.

这样逐步逼近，可得x=1.414 213 562….

这个x既不是有限小数，也不是无限循环小数. 因为如果x是有限小数或无限循环小数，那么由本章第11节，

[image: 036-01]


其中a、b为自然数. 去分母，并平方得

x2
 b2
 =a2
 ，

（2）

即

2b2
 =a2
 .

（3）

将a、b分解为质因数的积. a2
 、b2
 中质数2的指数必为偶数（可以为0），而2b2
 中质数2的指数必为奇数. 这与2b2
 （=a2
 ）的唯一分解矛盾. 所以（1）不能成立，x是无限不循环小数.

这种数不是两个自然数的比，英语是irrational number，意即“不是（ir为否定词头）比（ratio）的（nal为定语词尾）数”. 最早传入中国时，李善兰（1811—1882）曾作过正确的翻译. 十多年后，华蘅芳（1833—1902）将它误译为“无理数”. 从此以讹传讹（日本也受中国影响采用无理数这一名称），将形如[image: 036-02]
 的数称为有理数
 ，而将不能表成这种形式的无限不循环小数称为无理数
 .

平方为2的正数记为[image: 037-01]
 ，平方为n的正数记为[image: 036-03]
 .

[image: 037-01]
 是无理数. 一般地，如果自然数n不是平方数，那么[image: 037-02]
 是无理数.

无理数的产生途径很多. 圆周率

π=3.141 592 653 589 793 238 462 6…

也是无理数.

练习1

1. 在200以内被3整除的正整数有多少个？

2. 六位数[image: 037-03]
 被88整除. 求数字a、b.

3. 在100以内不被3整除，也不被4整除的正整数，有多少个？

4. 证明：对于整数x、y，表达式

2x+3y，9x+5y

中，一个被17整除时，另一个也被17整除.

5. 要使975×935×972×（　）的积的最后四个数字都是0，在括号内的正整数最小是多少？

6. 四个数，一个是最小的奇质数，一个是最小的偶质数，一个是小于30的最大质数，一个是大于70的最小质数. 求它们的和.

7. 已知n是正整数，n+3与n+7都是质数. 问n除以3，余数是多少？

8. 证明：大于38的偶数都可以写成两个奇合数的和.

9. 证明：有无穷多个自然数n，使得n2
 +n+41是合数.

10. 试举出3个大于3的质数，第2个比第1个大d，第3个比第2个大d. d至少是多少？

11. 10个大于80的连续自然数，其中至多有几个质数？

12. 李老师带领四（4）班学生种树，学生恰好平均分成4个小组. 师生共种667棵树. 已知每个人种的棵数一样多. 四（4）班共多少人？

13. 如果两个正整数的和是64，积可以整除4 875，求这两个数的差.

14. 二十几个小朋友围成一圈，按顺时针方向一圈一圈地报数. 如果报2与200的是同一个人，共有多少小朋友？

15. 某店小刀每把原价0.3元. 降价后全部卖出，共卖得6.29元. 小刀每把降为几元？

16. 设正整数b、c互质，并且b、c都是整数a的约数. 证明bc也是a的约数. 从而得出下面的推论：

若b、c是互质的正整数，a≡n（mod b），a≡n（mod c），则

a≡n（mod bc）.

17. 将26，33，34，35，63，85，91，143分成若干组，每一组中任意两个数都是互质的. 至少要分成几组？

18. 一个大于1的整数，除300、262、205得到的余数相同. 求这个数.

19. 两个自然数的和是50，最大公约数是5. 这两个数的差是多少？

20. 求[image: 038-01]
 ，已知结果为正整数n（即求正整数n，使得n5
 =14 348 907）. 一位印度速算家说他能在三秒之内得到答案. 你能吗？

21. 求n，使得1！+2！+…+n！为平方数.

22. 求最小的正整数n，使得n4
 +（n+1）4
 为合数.

23. 已知正整数x、y满足x（x+1）｜y（y+1），但x与x+1均不整除y，也均不整除y+1，并且x2
 +y2
 尽可能小. 求x2
 +y2
 .

24. 求使n2
 -1为3个不同质数积的、前5个正整数n的和.

25. 两个正整数的最小公倍数能够等于它们的和吗？

26. 银箱密码由7个数字组成，数字是2或3，而且2比3多. 密码所成的7位数被3与4整除. 求这个密码.

27. 求最小的正整数，它是18的倍数，而且数字只能是4或7.

28. n个不同的整数具有性质：对其中任意两个数a、b，都有[image: 038-02]
 ，[image: 038-03]
 . 求n的最大值.

29. 能否找到4个不同的自然数，每一个都被其他数中任两个的差整除？

30. 设a、b为自然数，并且a2
 +ab+1被b2
 +ab+1整除. 证明a=b.

31.100个7排成一行. 在一些数字之间插入“+”号或“-”号，能使结果为2 015吗？能使结果为2 016吗？

32. 正实数x的平方是x2
 =0.99…9…其中小数点后面至少紧接着100个9. 证明x=0.99…9…，其中小数点后面也至少紧接着100个9.

33. 小数0.123 456 789 101 1…是在小数点之后依次写下所有自然数所形成的，它是否是有理数？

34. 求三个质数p、q、r，满足

p+q=r，

（1）

并且

（r-p）（q-p）-27p

（2）

为平方数.

解答

1. 200÷3=66……2.

在200以内被3整除的正整数有66个.

2. 230除以8余6，所以b+6被8整除，b=2.

（b+2+a）-（3+1+3）=a-3被11整除，所以a=3.

3. 100以内被3整除的正整数有33个，被4整除的正整数有25个，被12整除的正整数有8个. 所以100以内不被3整除，也不被4整除的正整数有

100-33-25+8=50（个）

或者1～12中有6个数（1，2，5，7，10，11）满足要求. 1～96中有6×8=48个数满足要求，加上97，98. 共有50个数满足要求.

4. 4（2x+3y）+（9x+5y）=17x+17y被17整除. 如果2x+3y被17整除，那么9x+5y也被17整除.

4（9x+5y）-（2x+3y）=34x-17y被17整除. 如果9x+5y被17整除，那么2x+3y也被17整除.

5. 975=39×5×5，935=187×5，972=243×2×2.

要使积的最后四位数字都是0，括号内的正整数最小是5×22
 =20.

6. 最小的奇质数是3，偶质数是2，小于30的最大质数是29，大于70的最小质数是71，它们的和是

3+2+29+71=105.

7. 如果n除以3余0（即被3整除），那么n+3有约数3，并且n+3>3，所以n+3不是质数，与已知矛盾.

如果n除以3余2，那么n+7有约数3，并且n+7>3，所以n+7不是质数，与已知矛盾.

因此，n除以3余1.

8. 40=25+15，42=27+15，44=9+35，46=21+25，48=33+15.

从而40+10k=25+5（3+2k），42+10k=27+5（3+2k），44+10k=9+5（7+2k），46+10k=21+5（5+2k），48+10k=33+5（3+2k）.

9. n=41时，n2
 +n+41=41×43是合数.

对任意的自然数k，n=41k时，

n2
 +n+41=41（41k2
 +k+1）

是合数.

10. 后两个质数都是奇数，所以它们的差d是正偶数.

第一个质数除以3余1时，它加2不是质数. 第一个质数除以3余2时，它加4不是质数，所以d≠2. 同样，d≠4，所以d≥6.

5，11，17满足题意，表明d最小为6.

11. 10个大于80的连续自然数中有5个偶数，它们都不是质数. 5个连续奇数中，必有一个被5整除（因为每两个的差是2、4、6、8这几种，所以5个数除以5余数不同，其中恰有一个被5整除）. 因此至多有4个质数.

101，103，107，109是大于80中的4个质数.

12. 667=23×29. 每人种的棵数应为667的约数，即1，23，29，667.

每人种1棵树时，人数为667，学生数为667-1=666，但666不被4整除.

每人种23棵树时，人数为29，学生数为28，可被4整除.

每人种29棵树时，人数为23，学生数为22，不被4整除.

每人种667棵树，人数为1，不可能.

于是，四（4）班共28人.

13. 4 875=3×53
 ×13的约数中，3×13与5×5的和为64. 它们的差为

3×13-5×5=39-25=14.

14. 人数是200-2=198的约数. 198=2×32
 ×11，其中为二十几的约数只有22. 所以共有22个小朋友.

15. 降价后，小刀单价（以分为单位）是629的约数. 629=17×37，它的小于30的正约数只有1与17. 因此小刀降价后，每把0.01元或0.17元.

[image: 041-01]


a≡n（mod b），a≡n（mod c）即b｜（a-n），c｜（a-n）. 因为b、c互质，所以bc｜（a-n），即a≡n（mod bc）.

17. 因为26，91，143都被13整除，所以每两个不在同一组. 至少要分成3组. 而分成3组是可以的，如26，33，35；34，91；63，85，143.

18. 这个数整除300-262=38，也整除262-205=57，所以它是38与57的公约数19.

19. 设这两个数为5a与5b，a与b为互质的自然数，a>b. 则5a+5b=50，a+b=10. 因为a、b互质，所以a=9，b=1或a=7，b=3. 这两个数的差是5（a-b）=40或20.

20. 205
 =3 200 000，305
 =24 300 000，所以结果是两位数，十位为2.

个位数字必须为7，5次方的个位数字才能为7.（a5
 与a的个位数字相同. 你注意到没有？）

所以答案是27.

21. 1！=1，1！+2！=3，1！+2！+3！=9，1！+2！+3！+4！=33.

n≥4时，

1！+2！+…+n！≡1！+2！+3！+4！=33≡3（mod 10），

因而不是平方数（平方数的个位数字只能是0，1，4，5，6，9）.

所以答案是n=1或3.

22. 依n=1，2，…的顺序逐一检验.

n=1，2，3，4时，n4
 +（n+1）4
 的值依次为17，97，337，881，均为质数. 而

54
 +64
 =1 921=17×113，

是合数. 所以答案为n=5.

23. x|y（y+1），但[image: 041-02]
 ，所以x与y有公共质因数，与y+1也有公共质因数. 同样x+1与y、与y+1均有公共质因数. 由于y与y+1互质，x与x+1互质，这些质因数至少有4个不同的质数. 于是x+1至少是3×5，x至少是14，y+1至少是21，y至少是20，x2
 +y2
 =142
 +202
 =596.

24. 满足要求的前5个数是14，16，20，22，32.

和14+16+20+22+32=104.

25. 不能. 设正整数a、b的最小公倍数c=a+b，则由于b|c，b|b，所以b|a.

同理a|b，从而a=b，但这时a、b的最小公倍数是a，而不是a+b=2a.

26. 6个2、1个3所成7位数，数字和为

6×2+3=15

被3整除，这个7位数也被3整除.

由5个2、2个3所成7位数，数字和为16；由4个2、3个3所成7位数，数字和为17. 这两个7位数均不被3整除.

因此，密码由6个2、1个3组成.

因为密码被4整除，所以末两位被4整除，应当是32.

密码是2222232.

27. 数字和被9整除，所以至少有3个数字，即7、7、4. 因为是偶数，个位应当为4.

所求的数是774.

28. mod 12，有12个类. 已知的n个数中，没有2个在同一类，而且b与-a也不在同一类（否则它们的差a+b被12整除）. 因此，±1，±2，±3，±4，±5这10类中，已知数至多有5个数. 加上0与6这两类，已知数至多有7个数.

0，1，2，3，4，5，6这7个数满足已知的要求.

因此，n的最大值是7.

29. 如果有自然数a<b<c<d满足要求，那么（d-a）|b，（d-a）|c，从而（d-a）|（c-b）. 但0<c-b<d-a，所以[image: 042-01]
 . 矛盾表明满足要求的数不存在.

30.（a2
 +ab+1）-（b2
 +ab+1）=a2
 -b2
 =（a+b）（a-b）被b2
 +ab+1整除.

因为（a+b，b2
 +ab+1）=（a+b，b（a+b）+1）=（a+b，1）=1，即a+b与b2
 +ab+1互质，所以a-b被b2
 +ab+1整除.

但|a-b|≤ab<b2
 +ab+1，所以a-b=0，即a=b.

31. 不论如何插入正负号，所得结果都被7整除，而2 015不能为7整除，所以结果不能为2 015.

[image: 043-01]


32. 显然x<1，因此x2
 <x<1，从而

x=0.99…9…，

其中小数点后面至少紧接着100个9.

33. 如果它是有理数，那么它是无限循环小数. 设循环节的长为l，在第n位小数后开始循环. 在k>n+l时，写10k
 必然在第n位小数后的某处出现连续l个0，即循环节全由0组成，但在它后面又要写10k
 +1，仍然出现1. 矛盾. 矛盾表明这个数是无理数.

34. 由方程（1），r>p与q. 由于（2）为平方数，所以（r-p）（q-p）>0，q>p.

r是质数，并且比质数q大，所以r是奇质数. 同理q也是奇质数. 质数p=r-q是偶数，所以p=2.

（2）即q（q-2）-54. 设它为x2
 ，x为非负整数，则

x2
 =q（q-2）-54=（q-1）2
 -55，

55=（q-1）2
 -x2
 =（q-1+x）（q-1-x）.

所以

[image: 043-02]


解得q=29或q=9.

因为q为质数，所以q=29，r=q+p=31.



第二章

数的知识

本章在第一章的基础上，增加一些数的基本知识.

1. 质数在n！中的幂

1×2×3×…×n简记为n！.

如果将n！分解为质因数的乘积，那么一个质数p在这分解式中幂指数是多少？

以n=24，p=2为例. 在1，2，…，24中，有12个偶数，每个都有质因数2，所以n！中2的幂指数至少是12，但这些偶数中，有4，8，12，16，20，24这6个数是4的倍数，每个都有因数22
 ，即比一般的偶数至少多一个质因数2，所以24！中2的幂指数至少为12+6. 再进一步，8、16、24这3个数被23
 整除，所以24！中2的幂指数至少为12+6+3. 最后，16=24
 ，所以24！中2的幂指数是12+6+3+1=22.

一般地，在

1，2，…，n

（1）

[image: 046-01]


…………

依此类推，n！中p的指数应当为

[image: 046-02]


（2）中其实只有有限多项. 因为pk
 >n时，

[image: 046-03]



例1
 　在十进制中，792！的末尾有多少个0？


解
 　792！作质因数分解时，5的幂指数是

[image: 047-01]


2的幂指数当然大于5的幂指数，所以792！的末尾有196个0.


例2
 　求满足12k
 |66！的最大整数k.


解
 　12=22
 ×3.

[image: 047-02]


所以

66！=22×32
 ×331
 ×…=432
 ×331
 ×….

k最大为31.

如果采用p进制，设

n=ak
 pk
 +ak-1
 pk-1
 +…+a1
 p+a0
 ，

a0
 、a1
 、…、ak
 为p进制中的数字，0≤ai
 ≤p-1，i=0，1，…，k.

则

[image: 047-03]


将上式乘以p-1，再除以p-1，得n！中p的指数（即上式）为

[image: 047-04]


其中S（n）=ak
 +ak-1
 +…+a1
 +a0
 是n在p进位制中的数字和.

当p=2时，（3）最简单，即

n！中2的指数=n-S（n）.


例3
 　求24！的质因数分解式中2的指数.


解
 　24=16+8=24
 +23
 ，在二进制中，数字和S（n）=2. 所以24！的质因数分解式中2的指数是

24-2=22.

这与本节开始得到的结果相同.

2. 约数的个数

设n为大于1的自然数，它的质因数分解为

[image: 048-01]


其中p1
 、p2
 、…、pk
 为不同质数，α1
 、α2
 、…、αk
 为自然数.

n的约数（通常指正约数、除非特别说明）一定是

[image: 048-02]


的形式，其中整数ri
 满足

0≤ri
 ≤αi
 （1≤i≤k）.

（2）

因此r1
 有α1
 +1种，r2
 有α2
 +1种，…，rk
 有αk
 +1种. 从而n的约数个数——通常用d（n）表示——为

d（n）=（α1
 +1）（α2
 +1）…（αk
 +1）.

（3）


例1
 　求60的约数个数.


解
 　60=22
 ×3×5，

d（60）=（2+1）（1+1）（1+1）=12.


例2
 　在100以内，哪些数的约数最多？


解
 　60=22
 ×3×5，84=22
 ×3×7，90=2×32
 ×5，72=23
 ×32
 ，96=25
 ×3，这5个数的约数个数，都是12个.

另一方面，因为2×3×5×7>100，所以100以内的数至多有3个不同的质因数.

在有3个不同质因数时，因为23
 ×3×5>100，所以每个数至多有4个质因数（可以相同），约数个数至多12个，这些数就是上面的60、84、90.

在有2个不同质因数时，26
 ×3，24
 ×32
 都大于100，所以只有上面的72、96，约数个数最多.

因此，在100以内，有5个数约数个数最多，它们是60、84、90、72、96，约数个数都是12.


例3
 　什么数的约数个数是奇数？


解
 　公式（3）中，d（n）是奇数时，α1
 、α2
 、…、αk
 都是偶数，因此[image: 049-01]
 是平方数.

反过来，n是平方数时，质因数的指数α1
 、α2
 、…、αk
 都是偶数，d（n）是奇数.


例4
 　已知a有8个约数，b有9个约数，并且a、b的最大公约数是12. 求a、b的值.


解
 　12＝22
 ×3. 所以22
 、3都是a、b的因数.

因为8=2×4=（1+1）（3+1），所以a=3×23
 =24.

因为9=3×3=（2+1）（2+1），所以b=32
 ×22
 =36.

3. 数字和

设在十进制中，

[image: 049-02]


其中a1
 ，a2
 ，…，ak
 是数字，a1
 ≠0.

数字和S（m）=a1
 +a2
 +…+ak
 有以下性质：

（i）S（m）≤m.


证明
 　S（m）=a1
 +a2
 +…+ak
 ≤a1
 ×10k-1
 +a2
 ×10k-2
 +…+ak
 =m.

等号仅在m=1，2，…，9（k=1）时成立.

（ii）　S（m＋n）≤S（m）＋S（n）.


证明
 　在从右到左，m、n两个数依竖式相加时，每发生一次进位，S（m＋n）就比S（m）＋S（n）减少一个9.

（iii）　S（mn）≤S（m）S（n）.

[image: 050-01]


（iv）S（m2
 ）≤S2
 （m）.


证明
 　在（3）中取n=m.


例
 　设S（m）为正整数m的数字和. 求最大的正整数n，没有数字为0，并且适合

2S
 （
 n
 ）
 =S（n2
 ）.

（1）


解
 　设n为k位数，10k-1
 ≤n<10k
 ，则n2
 <102k
 ，所以n2
 至多为2k位数，

S（n2
 ）≤2k×9=18k.

（2）

又因为n的数字不为0，S（n）≥k，

2k
 ≤2S
 （
 n
 ）
 =S（n2
 ）≤18k.

（3）

因为27
 =128>18×7，而且

[image: 050-02]


所以在k≥7时，2k
 >18k，从而k≤6，并且2S
 （
 n
 ）
 ≤18×6<27
 ，S（n）≤6.

因为

S（n2
 ）≡n2
 ≡S2
 （n）　（mod 3），

而S（n）=6时，26
 =64≡1[image: 050-03]
 62
 =S2
 （n）（mod 3）. S（n）=5时，25
 =32[image: 050-03]
 25=S2
 （n）（mod 3）. 所以S（n）≤4.

因为n的数字不为0，所以S（n）≤4时，n的最大值是1 111. 这时，

2S
 （
 n
 ）
 =24
 =16=S（1 234 321）=S（1 1112
 ）=S（n2
 ）.

因此所求最大整数为1 111.

4. 化归


例1
 　已知两个两位数的最大公约数是14，最小公倍数是280. 求这两个数.


解
 　设这两个两位数为A、B. 因为A、B的最大公约数是14，所以可设

A=14a，B=14b，

（1）

其中a、b为自然数，并且互质.

a、b的最小公倍数是

280÷14=20，

（2）

这也是a、b的积.

不妨设a≥b，由ab=20得

a=20，b=1；a=10，b=2；a=5，b=4.

但前两种情况，A都不是两位数，只有a=5，b=4时，

A=70，B=56

合乎要求.

例1中，我们将“A、B两数最大公约数为14”化为“a、b两数互质”. 这是数论中常用的方法. 这种将一般情况化为特殊情况（从而易于处理）的方法，通常称为化归
 ，也就是化简
 .


例2
 　已知a、b、c为自然数，并且a｜bc. 证明

[image: 051-01]



证明
 　在a、b互质时，由第一章第14节例1，a|c.

一般的情况，由于a|bc，所以

[image: 052-01]


例2也是将一般情况化归为特殊情况. 因此，解题时，往往可以先考虑特殊情况，再将一般情况化为特殊情况.

设m为大于1的自然数，对于同余式

a≡b（mod m），

在（a，b）=d时，一般情况下，并不能得出

[image: 052-02]


但我们有下面的例3.


例3
 　设m为大于1的自然数，

a≡b（mod m）

（1）

并且d是a、b的公约数，证明

[image: 052-03]



证明
 　先考虑两种特殊情况.

[image: 052-04]


3. 一般情况. 设m=（m，d）m1
 ，d=（m，d）d1
 ，则m1
 与d1
 互质.

由1得

[image: 053-01]


即（2）成立.

当然不考虑特殊情况，直接处理一般情况，也无不可. 但从特殊情况入手，较为容易，而且特殊情况本身也往往有独立存在的意义.

5. 苹果与抽屉

5个苹果，放进4个抽屉，必有一个抽屉中，苹果个数≥2.

这是大家熟悉的抽屉原理. 它有广泛的应用，只是我们要适当地选择“苹果”与“抽屉”.

设m为大于1的自然数. mod m产生m个抽屉. 1号抽屉装与1同余（mod m）的整数，2号抽屉装与2同余（mod m）的整数，……，m-1号抽屉装与m-1同余（mod m）的整数，0号抽屉也就是m号抽屉装被m整除的整数.


例1
 　设自然数a与m互质，证明一定有自然数n，使得

an
 ≡1（mod m）.

（1）


证明
 　考虑

a，a2
 ，a3
 ，….

（2）

（2）中无穷多个数作为“苹果”，落入上述m个“抽屉”中，必有一个抽屉中有2个苹果，即有自然数k，h（k<h），满足

ah
 ≡ak
 　（mod m）.

（3）

因为a与m互质，ak
 与m互质. （3）的两边同时除以ak
 得

ah-k
 ≡1　（mod m）.

（4）


评注
 　（2）可以从a0
 =1开始. 又由于a与m互质，没有落入0号“抽屉”的“苹果”，所以（2）只要有m项，就会有两项在同一个剩余类（“抽屉”）中，所以满足（1）的最小的n≤m-1.


例2
 　证明如果m与10互质，那么

11，111，1111，…

（1）

中必有一个是m的倍数.


证明
 　仍以mod m产生的m个剩余类为抽屉.（1）中必有两个数满足

[image: 054-01]


其中h>k，且都是自然数.

于是，移项合并得

[image: 054-02]


因为m与10互质，所以（3）的两边同除以10k
 ，得

[image: 054-03]



例3
 　设m为大于1的自然数. 证明任m个自然数

a1
 ，a2
 ，…，am


（5）

中，可以选出若干个，它们的和被m整除（包括一个数被m整除的情况在内）.


证明
 　考虑m个数

a1
 ，a1
 +a2
 ，a1
 +a2
 +a3
 ，…，a1
 +a2
 +…+am
 .

（1）

如果（1）中有一个被m整除，结论已经成立.

如果（1）中每个数都不被m整除，那么这m个数落入（m-1）个mod m的“抽屉”中，所以必有自然数k<h≤m，满足

a1
 +a2
 +…+ah
 ≡a1
 +a2
 +…+ak
 　（mod m），

（2）

因此

ak+1
 +ak+2
 +…+ah
 ≡0　（mod m）.

（3）


评注
 　上述三例，证法相同. 著名数学家、教育家波利亚（G. Polya，1887—1985）说：“一个想法使用一次是一个技巧，经过多次使用就可成为一种方法.”所以，上面采用mod m的剩余类作抽屉，是一种值得学习的方法.

6. 同余式的应用


例1
 　247
 +3647
 +437
 +127
 +37
 +17
 除以6，余几？


解
 　42
 =16≡4（mod 6），所以47
 ≡46
 ≡45
 ≡…≡4（mod 6）.

32
 =9≡3（mod 6），所以37
 ≡3（mod 6）.

247
 +3647
 +437
 +127
 +37
 +17


≡07
 +47
 +17
 +07
 +37
 +17


≡4+1+3+1

≡3（mod 6），

即余数为3.

求个位数字、十位数字、……，也是同余式常用的地方. 求个位数字即mod 10，求十位数字与个位数字即mod 100. 在讨论无法直接计算、大得非常的天文数字时，同余式是最有效的工具.


例2
 　求2003200520072009


 的末两位数字. 这里abc

 =a（bc
 ）
 ，即abc

 是先计算bc
 ，再计算a（bc
 ）
 ，而不是（ab
 ）c
 .


解
 　2003n
 ≡3n
 （mod 100）.

在n=1，2，…时，3n
 的末两位依次为

3，9，27，81，43，29，87，61，83，49，47，41，23，69，07，21，63，89，67，1，….

每20个重复出现，而

2 005m
 ≡5m
 ≡5（mod 20），

所以

2 0052 0072009

 ≡5（mod 20），

2 0032 00520072009


 ≡35
 ≡43（mod 100）.

即末两位数字为43.

因为10n
 ≡（-1）n
 （mod 11），所以[image: 056-01]
 ≡a0
 -a1
 +…+（-1）n
 an
 （mod 11）. 从而得出熟知的被11整除的判别法.


例3
 　将1，2，…，9这9个数字分别填入9个小方格中，使得4个三位数[image: 056-02]
 ，[image: 056-03]
 都能被11整除. 求三位数[image: 056-04]
 的最大值.



	a
	b
	c



	d
	e
	f



	g
	h
	i





解
 　因为[image: 056-06]
 被11整除，所以

a+c≡b（mod 11），

（1）

同理

d+f≡e（mod 11），

（2）

g+i≡h（mod 11），

（3）

b+h≡e（mod 11）.

（4）

（1）+（2）+（3），得

a+c+d+f+g+i≡b+e+h（mod 11），

（5）

即

1+2+3+…+9≡2（b+e+h）（mod 11），

（6）

45≡2（b+e+h）（mod 11），

[image: 056-05]


由（4），得

2e≡6（mod 11），

e≡3（mod 11），

即e=3.

c最大为9.

由于（2）、（4），所以d+f与b+h应当是1+2，8+6（顺序不定）. 从而g最大为7.

下图表明c=9，g=7是可能的，



	4
	2
	9



	8
	3
	6



	7
	1
	5




所以[image: 057-01]
 的最大值是937.

7. 谈祥柏先生的问题

谈祥柏先生是我国科普界的泰斗，年逾八旬，头脑依然敏锐，言谈充满智慧，尤多原创性的思想与问题. 有一天，他问大家：

“37是一个质数. 能不能写出一个没有重复数字的六位数，它是37的倍数？”

这样的数应当是存在的. 但要立即写出一个来，却也难以办到.

正在大家费力思考时，谈老又说：

“能不能写出6个6位数，数字都是1、2、3、4、5、6，没有重复，而且被37整除？”

没人能立即写出来. 谈老取出一个普通的计算器，笑着说：

“请看这个键盘.”（现在手机中也都附有计算器，键盘是一样的. ）

键盘上通常有三行数：

7　8　9

4　5　6

1　2　3

任取其中两行，例如，第二行456与第三行123. 456321就是一个合乎要求的六位数. 事实上

456 321÷37=12 333.

不仅如此，从这两行中，任取一个数，例如2，由2顺时针转一圈，得到六位数214 563. 它也是37的倍数：

214 563÷37=5 799.

这样，立即就得到6个由1、2、3、4、5、6组成的、没有重复数字的6位数，它们都被37整除.

其他行也是如此. 例如，从一、三行中取数8，由8顺时针转一圈，得到六位数893 217，它也是37的倍数：

893 217÷37=24 141.

为什么会这样呢？

首先111是37的倍数：

111=3×37.

于是，三个数字全相同的三位数是37的倍数. 特别地，999是37的倍数，而1 000-1=999，所以

1 000≡1（mod 37）.

（1）

（哇！有点像一千零一夜那节. ）

对于一、三两行依顺时针顺序得到的六位数[image: 058-01]
 ，显然有a+d=b+e=c+f=10. 所以

[image: 058-02]


如果将“顺时针转一圈”改为“逆时针转一圈”，得到的数同样被37整除.

这样，每取两行可产生

2×6=12

（因数2表示两种旋转方向，6表示任取一数作为首位）个六位数，都是37的倍数.

三行中取两行有3种方法，共产生

3×12=36

个六位数，都是37的倍数.

行也可以改成列，于是共得出2×36=72个六位数，无重复数字，都是37的倍数.

证明不算难，但发现却不容易. 不能不佩服谈老先生独具慧眼，见人之所未见！

8. 完系

设m为大于1的自然数.

mod m，将全体整数Z=｛0，±1，±2，…｝分为m个剩余类，分别含有0、1、…、m-1. 这m个数可以作为这m个类各自的代表. 每个整数都恰好与其中一个数同余（mod m）. 这样的m个数就称为一个完全剩余类系
 ，简称完系
 .

当然1，2，…，m这m个数也可以作为一个完系（mod m）.

mod m可以看成是一个由全体整数Z=｛0，±1，±2，…｝到完系｛0，1，…，m-1｝的映射. 这个映射中，m的倍数都映射成同一个数0，m的倍数加1都映射成1，…，km+（m-1）→m-1（k为整数）. 而完系中的每一个数都有（无穷多个）整数映射为它.

一般地，如果从集合X到Y有一个映射，将X中的数x映射为Y中的数y，那么称y为x的像
 ，x为y的原
 ，如果Y中的每个数都有原，那么映射就称为满射
 . 上面的mod m就是一个满射.

mod m将无穷集合（全体整数Z）变为有限集合（m个数），其中相应的运算也大大简化.

例如m=6时，mod 6有

183→3，59→5，

即183≡3（mod 6），等等，从而

183×59→3×5=3，

即183×59的积除以6余3. 最后的3×5=3是3×5≡3（mod 6）的省略写法. 在不致混淆时，我们常这样写.

完系自身，也可作各种映射. 例如对m=6的完系｛0，1，…，5｝，取定一个数a，用a乘完系中每一个数x，这是一个完系M=｛0，1，2，3，4，5｝到自身的映射. 在a=2时，

0→0，1→2，2→4，3→0，4→2，5→4

（1）

（例如2×4=8=2，这就是上面的4→2再如2×5=10=4）. 这个映射不是满射. 因为1、3、5都不是像，没有原（没有一个整数乘2后，与1、3、5 mod 6同余）.

如果取定a=5，那么情况有所不同：

0→0，1→5，2→4，3→3，4→2，5→1.

（2）

现在完系中每一个数都是像，都有原（例如1是5的像，5是1的原）. 所以现在的映射是一个满射.

a=2与a=5时的映射还有一个不同. （1）中的像0、2、4都不止一个原（各有两个原），而（2）中的像都恰有一个原.

每个像都恰有一个原，也就是说不同的原都有不同的像，这样的映射称为单射
 .

上面a=5时的映射是单射，也是满射，这并不是偶然的.


例1
 　设m为大于1的自然数，a与m互质，则以下映射是单射，也是满射：

x→ax，

（3）

其中x是完系｛0，1，2，…，m－1｝中的数.


证明
 　如果ax=ay，也就是

ax≡ay　（mod m），

（4）

那么，因为a与m互质，所以由（4），两边约去a得

x≡y　（mod m），

即每个像只有一个原（也就是x≠y时，像ax≠ay）. 映射（3）是单射.

因为完系｛0，1，…，m－1｝有m个数，每个数x有一个像. 映射是单射，所以这m个像互不相同. 因此m个像就是｛0，1，…，m－1｝中的m个数. 换句话说，完系｛0，1，…，m－1｝中的数也都是像，映射（3）是满射.


评注
 　事实上，有限集到它自身的映射，如果是单射，那么它也一定是满射.


例2
 　设m为大于1的自然数，a与m互质. 证明对任意整数b，同余方程

ax≡b（mod m）

（1）

有解.


证明
 　例1已经说过映射x→ax是满射，所以必有x使得ax在b所在的剩余类中，即（1）有解.

在第三章不定方程中还要专门讨论方程（1）.

9. Fermat小定理

设p为质数. mod p的完系是0，1，…，p-1.

设自然数a不被p整除，则

x→ax

（1）

是完系到自身的单射（也是满射），即

a×0，a×1，a×2，…，a×（p-1）

互不相同，而且也就是0，1，…，p-1的一个排列，与0，1，…，p-1，只是顺序可能不同而已. 又显然a×0=0，所以

a×1，a×2，…，a×（p-1）

（2）

与

1，2，…，p-1

（3）

只是顺序不同（当然是在mod p的前提下）. 因此乘积

（a×1）（a×2）…（a×（p-1））≡1×2×…×（p-1）　（mod p），

（4）

即

ap-1
 ×（p-1）！≡（p-1）！　（mod p）.

（5）

因为p是质数，[image: 061-01]
 ，在（5）的两边约去（p-1）！得

ap-1
 ≡1　（mod p）.

（6）

（6）称为Fermat小定理
 ，是法国数学家费马（P. Fermat，1601—1665）发现的. 用处非常广泛.

在（6）的两边同乘a得

ap
 ≡a　（mod p）.

（7）

（7）对任意的整数a（即使a被p整除）均成立.


例1
 　证明283
 ≡1　（mod 167）.


证明
 　167是质数，所以由Fermat小定理

283
 ≡16983
 =13166
 ≡1（mod 167）.

在第5节，我们说过对一般的m，只要a与m互质，必有自然数n，使

an
 ≡1　（mod m）.

（8）

如果自然数d是满足（8）的n中最小的一个，那么对任意满足（8）的n，作带余除法得

n=qd+r，0≤r<d，

（9）

其中q是非负整数. 这时由于ad
 ≡1（mod m），所以

1≡an
 =aqd+r
 ≡ar
 　（mod m），

（10）

由d的最小性及r<d，我们得到r=0，即n必被d整除.


例2
 　求最小的正整数n，使得

32n
 =167x+2，

（1）

其中x为整数.


解
 　即求最小的n，使得

25n
 =32n
 ≡2　（mod 167），

（2）

即

25n-1
 ≡1　（mod 167）.

（3）

由例1，

283
 ≡1　（mod 167），

（4）

而刚刚说过，满足

2k
 ≡1　（mod 167）

（5）

的最小的自然数k一定是83的约数. 83是质数，它的约数只有1与自身. 显然k=1不满足（5），所以k=83. 即83是满足（5）的最小的自然数，从而5n-1是83的倍数.

83+1，2×83+1，3×83+1，…

中，第一个5的倍数是3×83+1，所以最小的n是

（3×83+1）÷5=50.


例3
 　a、b为自然数. 证明

（2a
 -1，2b
 -1）=2（
 a
 ，
 b
 ）
 -1.


证明
 　设a≥b，

（2a
 -1，2b
 -1）=（2a
 -2b
 ，2b
 -1）=（2b
 （2a
 -
 b
 -1），2b
 -1）

（1）

因为（2b
 ，2b
 -1）=（1，2b
 -1）=1，所以（2b
 （2a
 -
 b
 -1），2b
 -1）=（2a
 -
 b
 -1，2b
 -1），

（2a
 -1，2b
 -1）=（2a
 -
 b
 -1，2b
 -1），

按照辗转相除的方法继续下去（符号同第一章第13节），便有

（2a
 -1，2b
 -1）=（2r
 -1，2b
 -1）=（2r
 -1，2r1

 -1）=…

=（2rn-1

 -1，2rn

 -1）=2rn

 -1=2（
 a
 ，
 b
 ）
 -1.

10. Wilson定理

设p为质数.


例1
 　求方程

x2
 ≡1　（mod p）

（1）

的解.


解
 　

x2
 -1≡0　（mod p）

（2）

即p|（x-1）（x+1）.

因为p是质数，所以p｜x-1或p｜x+1，即

x≡1或-1　（mod p）.

x=±1显然适合（1）.

我们知道在a不被p整除时，

ax≡1　（mod p）

（3）

有解，而且在｛0，1，…，p-1｝中恰好只有一个解. 我们称这个解为a的倒数，并记为[image: 063-01]
 . 注意这里的[image: 063-01]
 并不是真正的分数，它是｛0，1，…，p-1｝中的一个整数，满足（3）. 而且这里的分数[image: 063-01]
 ，可以在分子或分母任意加上或减去p的倍数，即在（3）的左边或右边加上或减去p的倍数；这样的分数还可以约分，即在（3）的两边同时除以一个与p互质的数.


例2
 　求满足

3x≡1　（mod 5）

（1）

的x.


解
 　[image: 064-01]
 .（这里的等号是一种省略写法，见第8节. 例3同.）


例3
 　求满足

5x≡1　（mod 17）

（1）

的x.

[image: 064-02]


对于质数p，将a与它的倒数两两配对. 这样配对时，只有1与-1两个数是自身配对的. 0是没有配对的. 因此去掉0的p-1个数1，2，3，…，（p-1）可以配成[image: 064-03]
 对，剩下1与-1（即p-1）. 这p-1个数的乘积就是[image: 064-03]
 个1再乘1个1，1个-1，结果为-1. 因此有

（p-1）！≡-1　（mod p）

这个结论称为Wilson定理
 . 它的用途远不及Fermat小定理广泛.

11. 伪素数

如果p是质数，那么有Fermat小定理，

2p
 ≡2　（mod p）.

（1）

反过来，如果

2n
 ≡2　（mod n），

（2）

那么n是否一定是质数？

答案是：否. 满足（2）的n可能是合数. 如果n是合数，满足（2），那么n就称为伪素数
 或伪质数
 .


例1
 　证明

2341
 ≡2　（mod 341）.

（1）


证明
 　341=11×31是合数.

2340
 =（210
 ）34
 ≡134
 =1　（mod 11），

2340
 =230×11+10
 =（230
 ）11
 ·210
 ≡210
 =1024≡1　（mod 31），

所以

2340
 ≡1　（mod 341），

即（1）成立.

所以341是伪素数，而且是最小的伪素数.

伪素数不但有，而且有无穷多个.


例2
 　设a为伪素数，证明2a
 -1也是伪素数.


证明
 　因为a为伪素数，所以a是合数. 设a=bc，b>1，c>1，则

2a
 -1=2bc
 -1=（2c
 ）b
 -1=（2c
 -1）［2c
 （
 b
 -
 1
 ）
 +2c
 （
 b
 -
 2
 ）
 +…+2+1］，

所以2a
 -1是合数.

因为a为伪素数，2a
 ≡2（mod a），即2a
 =2+ka，k为整数，所以

22a

 -
 1
 =21+ka
 =2（2ka
 -1）+2=2（2a
 -1）［2a（k
 -1）
 +2a（k
 -
 2）
 +…+1］+2

≡2（mod 2a
 -1）.

因此2a
 -1是伪素数.

例2表明伪素数有无穷多个，但341及由例2得出的伪素数都是奇的伪素数.

有没有偶的伪素数？

偶的伪素数姗姗来迟，直到1950年，第一个偶的伪素数才被莱默（D. H. Lehmer，1905—1991）发现.

这个数是161 038. 它是偶的伪素数中最小的. 虽然找到这个数犹如大海捞针. 证明它是伪素数却不困难.


例3
 　证明161 038是伪素数.


证明
 　首先，161 038=2×73×1 103是合数.

其次，161 037=9×29×617，所以

2161 037
 -1=（29
 ）29
 ×
 617
 -1=（229
 ）9
 ×
 617
 -1

既被29
 -1整除，也被229
 -1整除. 而且

（29
 -1，229
 -1）=2（
 9
 ，
 29
 ）
 -1=2-1=1，

即29
 -1与229
 -
 1
 互质，所以2161 037
 -1被（29
 -1）（229
 -1）整除.

29
 -1=511=7×73，

229
 -1=536 870 911=1 103×486 737，

所以

2161 038
 -2=2（2161 037
 -1）

被2×73×1 103=161 038整除，即161 038是伪素数.

已经证明偶的伪素数有无穷多个.

练习2

1. 1到29这29个数中，哪一个数的约数个数最多？

2. 4 500有多少个约数？

3. 如果正整数n，有d（n）=2，n是什么样的数？d（n）=3呢？

4. 设S（n）为n的数字和. 求[image: 066-01]
 .

5. 设对某正整数n，5n
 与2n
 的前两位数字相同. 设它们依次为a，b. 求两位数[image: 066-02]
 .

6. 什么样的正整数能写成若干个（至少2个）连续正整数的和？

[image: 066-03]


8. 设f（x）=xxxx


 （这里abc

 表示a的bc
 次幂）.

求f（17）+f（18）+f（19）+f（20）的末两位数字.

9. 设2 0102 010
 的个位为2的正因数个数为n. n被2 010除，余数是多少？

10. 数列｛an
 ｝具有性质：a1
 =1，并且对所有n，

an+1
 -an
 =0或1.

（1）

已知对某个正整数k，有[image: 067-01]
 . 证明：存在某个正整数h，使[image: 067-02]
 .

11. 一个袋中有球，3个绿的，4个黄的，还有5个是红的. 袋外这三种颜色的球均有很多. 每次随机从袋中取2个不同颜色的球，换成2个第3种颜色的球. 这样进行下去. 如果在某个时刻，袋中绿球5个，黄球不少于红球. 问这时袋中黄球、红球各几个？

12. 一堆石子共25颗. 将它分为两堆，再将其中一堆分为两堆，这样继续下去，每次将一堆石子分为两堆，直到分成25堆（每堆1颗石子）.

在每次分堆时，在黑板上记下所分为的两堆石子个数的乘积. 最后求出这些乘积的和.

证明：不论如何分堆，最后的和总是同一个数. 这个数是多少？

13. 一个由某些正整数所组成的数集具有以下的性质：

①这个数集中的每个数，除了1以外，都可被2、3或5中的至少一个数整除.

②对于任意整数n，如果此数集中包含有2n、3n或5n中的一个，那么此数集中必同时包含有n及2n、3n和5n.

如果这数集中数的个数在300和400之间，那么这数集有多少个数？

14. 两个自然数m，n的全部约数分别为a1
 ，a2
 ，…，ap
 及b1
 ，b2
 ，…，bq
 ，并且

[image: 067-03]


求证：m=n.

15. 求最小的n，使得可选出n个不同的大于1的奇数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，满足

[image: 067-04]


17. 设整数a≥2. 如果n是合数，并且

an-1
 ≡1　（mod n），

则称n为a伪素数.

证明：对任意给定的整数a≥2，有无穷多个a伪素数.

18. 如果n为合数，并且对任意整数a≥2，均有n|an
 -a，那么n称为绝对伪素数
 . 试证明绝对伪素数存在.

19. A为正有理数. 证明：当且仅当A是一个边长都是有理数的直角三角形的面积时，有3个正有理数x、y、z，满足

x2
 -y2
 =y2
 -z2
 =A.

（1）

20. 有两个同心圆盘，各分成n个相等的小扇形. 外盘固定，内盘可以转动（如图）. 外盘依顺时针顺序填上1，2，…，n. 内盘则依任意顺序填上1，2，…，n. 能否转动内盘，使两盘的小扇形对齐，但没有一对相同的数对齐？

[image: 068-001]


解答

1. 在1到29中，24的约数个数最多.

d（24）=d（23
 ×3）=（3+1）（1+1）=8.

2. d（4 500）=d（32
 ×22
 ×53
 ）=（2+1）（2+1）（3+1）=36.

3. d（n）=2表明n只有1与自身这两个正约数，即n为质数.

d（n）=3表明n=p2
 ，p为质数.

4. 0到99这100个数，都可以看成两位数（例如5可以看成05）. 它们的个位数字中，0、1、…、9各出现10次，十位数字也是如此. 因此，所有数字的和

[image: 068-01]


5. 设这两位数为x，则有正整数k，h，使

10k
 ·x<2n
 <10k
 （x+1），

（1）

10h
 ·x<5n
 <10h
 （x+1）.

（2）

两式相乘得

10k
 +
 h
 x2
 <10n
 <10k
 +
 h
 （x+1）2


（3）

因为x是两位数，10≤x≤99，102
 ≤x2
 ，（x+1）2
 ≤104
 ，所以

10k
 +
 h
 +
 2
 <10n
 <10k
 +
 h
 +
 4
 ，

（4）

从而n=k+h+3. 在（3）中约去10k
 +
 h
 ，得

x2
 <103
 <（x+1）2
 .

因为312
 =961，322
 =1 024，所以x=31，即[image: 069-01]
 .

6. 当且仅当这个正整数不是2的非负整数次幂（包括20
 =1）时，它可以写成若干个连续正整数的和.

一方面，设n=2S
 ·m，其中m是大于1的奇数2k+1，S是非零整数，则

n=（2S
 -k）+（2S
 -k+1）+…+（2S
 -1）+2S
 +（2S
 +1）+…+（2S
 +k-1）+（2S
 +k）.

（1）

若各项均非零，则n是连续正数的和. 若2S
 -k<0，则

n=（2S
 -k）+…+（-2）+（-1）+0+1+2+…+（k-2S
 ）+…+（2S
 +k）

=（k+1-2S
 ）+…+（2S
 +k-1）+（2S
 +k）

是2S
 +
 1
 个连续正整数的和.

另一方面，设n为若干个连续正整数的和. 在项数为奇数2k+1（k≥1）时，n=（2k+1）×m（m为第k+1项），有大于1的奇数因数2k+1，不是2的整数幂. 在项数为偶数2k时，设第k项为m，则

n=k×（m+m+1）=k×（2m+1）

也不是2的整数幂.

7. 17！就是17×16×15×14×…×2×1.

如果有好的计算器，算出17！只是举手之劳. 但没有数位多的计算器，17！可不容易算. 幸而现在已经给出结果，只有两位数字不清楚.

显然99｜17！，而

100≡1　（mod 99）

所以

[image: 069-02]


又解　7×11×13=1 001|17！，而

1 000≡-1　（mod 1 001），

所以

[image: 070-02]



评注
 　在十进制中，99与100接近，1 001与1 000接近，所以mod 99或mod 1 001，往往是合适的选择.

8. 本题即求［f（17）+f（18）+f（19）+f（20）］除以100，余数是多少？因为100=4×25，可以先看mod 4与mod 25的结果.

17171717


 +18181818


 +19191919


 +20202020


 ≡1+0+（-1）+0=0　（mod 4）.

184
 =3242
 ≡（-1）2
 =1（mod 25），所以f（18）≡1（mod 25）.

202
 ≡0（mod 25），所以f（20）≡0（mod 25）.

172
 =289≡14（mod 25），174
 ≡196≡-4（mod 25），175
 ≡-68≡7（mod 25），

1710
 ≡49≡-1（mod 25），1720
 ≡1（mod 25）.

174
 ≡（-3）4
 =81≡1（mod 20），1717
 ≡1（mod 4），所以

171717

 ≡17（mod 20）.

f（17）≡1717
 =1710
 ×175
 ×172
 ≡（-1）×7×14=-2×49≡2（mod 25）.

192
 =361≡11（mod 25），194
 ≡112
 =121≡-4（mod 25），1920
 ≡（-4）5
 =-1024≡1（mod 25）.

191919

 ≡-1（mod 20），

[image: 070-03]


于是，

f（17）+f（18）+f（19）+f（20）≡2+1+4+0=7（mod 25）.

因为

f（17）+f（18）+f（19）+f（20）≡32（mod 4），

f（17）+f（18）+f（19）+f（20）≡32（mod 25），

所以

f（17）+f（18）+f（19）+f（20）≡32（mod 100）

即所求末两位数字是32.


评注
 　（1）1720
 ≡1，1920
 ≡1（mod 25）. 一般地，在a与25互质时，a20
 ≡1（mod 25）. 这是欧拉定理的特殊情况.

（2）因为1720
 ≡1（mod 25），所以我们先考察171717

 ≡？（mod 20），然后得出17171717


 ≡？（mod 25）. 而174
 ≡1（mod 20），所以考察1717
 ≡？（mod 4），便可得到171717

 ≡？（mod 20）.

9. 2 010=2×3×5×67. 满足要求的因数形如

2a
 ×3b
 ×67c
 ，1≤a≤2 010，0≤b，c≤2 010，

（1）

并且

2a
 ×3b
 ×67c
 ≡2（mod 5）.

（2）

（2）即

2a-b+c
 ≡2（mod 5）.

（3）

因为21
 ≡2，22
 ≡-1，23
 ≡-2，24
 ≡1（mod 5），所以（3）等价于

a-b+c≡1（mod 4）.

（4）

a≡1（mod 4）的a有[image: 071-01]
 个. 这时由（4）得

b≡c（mod 4）.

（5）

b≡1，2，3，0（mod 4）的个数分别为503，503，502，503. c也是如此. 所以满足（5）的（b，c）有5032
 ×3+5022
 个. 这时（a，b，c）的个数是

503×（5032
 ×3+5022
 ）.

其他情况，a≡2，3，0（mod 4）的个数分别为503，502，502，讨论与此类似. 于是

n=503×（5032
 ×3+5022
 ）+503×（5032
 ×2+503×502×2）+502×（5032
 ×2+503×502×2）+502×（5032
 ×2+503×502×2）

=503×（5032
 ×5+5022
 ×5+503×502×6）

=503×［5×（503-502）2
 +（4×502）×（4×503）］

=503×（5+2008×2012）

≡503×（5-2×2）

≡503（mod 2010）.

即所求余数是503.

10. 由于a1
 =1及（1），所以an
 都是整数，并且递增（an+1
 ≥an
 ）. 因此，满足[image: 072-01]
 的k一定是1 000的倍数，即k=1 000S，S为正整数，a1 000S
 =S.

如果有正整数t，使得a500t
 =t，那么h=500t.

设对一切正整数t，a500t
 ≠t.

因为a500
 ≥a1
 =1，并且a500×1
 ≠1，所以正整数a500
 ≥2.

a500×2
 ≥a500
 ≥2，并且a500×2
 ≠2，所以正整数a500×2
 ≥3，同理

a500×3
 ≥4，…，a500×（2S-1）
 ≥2S，a500×2S
 ≥2S+1.

但这导致S≥2S+1，矛盾.

因此必有正整数t使a500t
 =t，即h=500t.

11. 设袋中绿球g个，黄球y个，红球r个. 由于每次取出2个球，又放进2个球，所以袋中球数不变，即

g+y+r=3+4+5.

（1）

如果取出一黄一红，那么r-y不变.

如果取出一黄一绿，那么放进2个红球，r-y增加3.

如果取出一红一绿，那么放进2个黄球，r-y减少3.

于是r-y（mod 3）保持不变，从而

r-y≡5-4=1　（mod 3）.

（2）

在袋中5个绿球时，由（1），

y+r=7.

（3）

由（2）、（3）得

r≡4≡1（mod 3），y≡3（mod 3）.

（4）

因为这时黄球不少于红球，所以y=6，r=1.

黄球6个，红球1个.

12. 从25颗石子中任意选出2颗组成一对（不计顺序），有

[image: 073-01]


种选法.

另一方面，任意两块石头A、B，总在某一次分堆时被分开，如果这时分成两堆的石子数是a与b，那么ab就表示ab对石头，其中A、B这一对在其中恰被记录1次. 而且，按上述记录法，A、B也仅在这次被分开时被记录了1次. 因此，所有积的和就是石子对的个数300.

13. 设a=2α
 ·3β
 ·5γ
 ·b是数集中的数，其中整数b不被2、3、5中任一个整除，α、β、γ都是非负整数.

由②，2α-1
 3β
 5γ
 b，2α-2
 3β
 5γ
 b，…，2·3β
 5γ
 b，3β
 5γ
 b，3β-1
 5γ
 b，…，5γ
 b，5γ-1
 b，…，b都在这个数集中.

由①，b=1.

因此，数集中的数，形状都是2α
 3β
 5γ
 的形状.

设α+β+γ的最大值为M.

由②，我们可使α减少1，而β或γ增加1或者不变，所得的数仍在这数集中；对β、γ也是如此. 因此，这数集由一切形如

2α
 3β
 5γ
 （α、β、γ为非负整数，并且α+β+γ≤M）

（1）

的数组成.

计算这种数的个数有种种方法. 设S=α+β，则（α，β）有S+1种. 记S+γ=m，则（α，β，γ）有[image: 073-02]
 种. 最后α+β+γ≤M的（α，β，γ）的个数是

[image: 073-03]


由已知，这个数应当在300与400之间. 所以（M+3）（M+2）（M+1）在1 800与2 400之间.

11×12×13<1 800<12×13×14<2 400<13×14×15，

所以数集有

[image: 074-02]


个数.

[image: 074-03]


15. 本题应当使用计算器. 不妨设a1
 <a2
 <…<an
 . 因为

[image: 074-04]


可见必须n≥7.

考虑n=7的情况. 因为

[image: 074-05]


所以如果（1）成立，那么a6
 =13. 但

[image: 074-06]


所以n>7.

8个单位分数，分母为不同奇数，相加时，公分母为奇数，而分子是8个奇数的和，因而分子为偶数，不等于分母，和不等于1. 所以n≥9.

[image: 075-01]


所以n=9.

16. 设[image: 075-02]
 为整数. 考虑2，3，…，n的质因数分解式中2的指数，设其中最大的为α，即有

k=2α
 ·j，2≤k≤n

其中j为奇数，α≥1.

j必须为1，否则2α
 +
 1
 <2α
 ·j，而2α
 +
 1
 的指数α+1大于α. 所以2的指数为α的只有k.

设2，3，…，n的最小公倍数为m，则m的分解式中，2的指数为α. mM是偶数. 但m+[image: 075-03]
 中[image: 075-04]
 是奇数，其余各项均为偶数（分母中2的次数低于α），从而[image: 075-05]
 是奇数. 矛盾表明[image: 075-06]
 不是整数.

17. 取奇素数[image: 075-07]
 ，这样的p有无穷多个，p>a（a2
 -1）即满足要求. 令n=[image: 075-08]
 ，则

[image: 075-09]


是合数. 而且

[image: 075-10]


因为[image: 075-11]
 ，所以p|（ap-1
 -1），并且[image: 075-12]
 ，[image: 075-13]
 从而a2
 p
 -1|an
 -
 1
 -1，更有an
 -
 1
 -1≡0（mod n）.

18. 561就是绝对伪素数.

首先，561=3×11×17.

其次，

a561
 -a=a（a560
 -1）=a［（a2
 ）280
 -1］=a［（a10
 ）56
 -1］

=a［（a16
 ）35
 -1］.

所以，a561
 -a被a（a2
 -1），a（a10
 -1），a（a16
 -1）整除，而

3|a（a2
 -1），11|a（a10
 -1），17|a（a16
 -1），

所以

a561
 -a≡0（mod 3×11×17），

即561是绝对伪素数.

19. 先设（1）成立，则

2A=（x2
 -y2
 ）+（y2
 -z2
 ）=x2
 -z2
 =（x+z）（x-z）.

（2）

A为正有理数，所以x>z. 令

a=x+z，b=x-z，

（3）

a2
 +b2
 =（x+z）2
 +（x-z）2
 =2（x2
 +z2
 ）=4y2
 .

（4）

令c=2y，则a、b、c都是正有理数，而且组成直角三角形（c为斜边），面积为A.

反之，设A为一个直角三角形的面积，直角三角形的边长a、b、c均为有理数，c为斜边，并且a≥b.

[image: 076-01]



评注
 　前一半的关键是利用分解，由（2）得出a、b. 后一半的x、y、z，实际上是由前一半的（3）及c=2y解出的.

20. 在n是偶数时，一定能做到. 不妨设a1
 =1，又设内盘的i在顺时针顺序的第bi
 个位置（i=1，2，…，n）.

有n次转动，可以使内盘与外盘的扇形对齐，即不动，绕圆心逆时针旋转[image: 077-01]
 ，[image: 077-02]
 .

在上述n次转动中，每个数只有一次与它相同的数对齐. 因此，n次转动中，对齐的数对共n对.

如果每次转动都有对齐的数对，那么在每次转动中，对齐的数对恰好一对.

因此在i≠j时，bj
 -bi
 [image: 050-03]
 j-i（mod n）（否则在i与i对齐时，j与j对齐），即bj
 -j[image: 050-03]
 bi
 -i（mod n）. 于是

b1
 -1，b2
 -2，…，bn
 -n

互不同余（mod n），它们组成mod n的完系. 所以

[image: 077-03]


另一方面，b1
 ，b2
 ，…，bn
 也是1，2，…，n的一个排列.

[image: 077-04]


这与（1）不是0矛盾.

因此，总可以通过上述旋转，使得没有一对相同的数对齐.

在n为奇数时，可以找到一种内盘的填数法，使得对上述n个旋转，总有相同的数对齐. 填法是令a2i-1
 =i（i=1，2，…，n；an+i
 =ai
 ）. 事实上，在逆时针旋转[image: 077-05]
 时，内圈的i与外圈的i重合（i=1，2，…，n）.



第三章

不定方程

通常的方程（组），未知数的个数与方程个数相等. 解方程，就是确定方程（组）中未知数的值. 如果未知数的个数多于方程的个数，那么方程就称为不定方程
 . 未知数往往可取无穷多个值，不能确定. 但在方程中的系数都是整数，未知数也限定取整数（或正整数）值时，未知数的值往往有规律可循. 我们可以找出这种规律，甚至可以定出未知数的值或证明解并不存在.

1. 买鸡的故事

宰相府对门有个卖鸡的小孩. 听说这小孩十分聪明，宰相就派人拿了100枚铜钱去买100只鸡.

公鸡1只值5枚钱，母鸡1只值3枚钱，小鸡1枚钱买3只，卖鸡的小孩接了钱，立即拿了4只公鸡、18只母鸡、78只小鸡给买鸡的人.

买鸡的人回去报告，宰相一算，果然一共有100只鸡，恰好值100枚钱. 他还想再考小孩一下，便对买鸡的人说，你再带100枚钱去买100只鸡，但各种鸡的只数不能与上次买的相同.

卖鸡的小孩接了钱，给买鸡的人拿了8只公鸡、11只母鸡、81只小鸡. 宰相一算，又是100只鸡，恰好值100枚钱. 他这才相信小孩果然聪明.


例
 　100枚钱买100只鸡，公鸡1只5枚、母鸡1只3钱，小鸡1钱3只，问公鸡、母鸡、小鸡各买几只？


解
 　这则百鸡问题出于我国古代算书《张丘建算经》（卷下第38题），该书流行于公元5世纪.

设买公鸡x只，母鸡y只，小鸡z只，则

[image: 080-01]


（2）×3，去分母得

15x+9y+z=300.

（3）

（3）-（1），消去z得

14x+8y=200，

即

7x+4y=100.

（4）

在（4）中，由于4y、100都被4整除，所以7x也被4整除，但7与4互质，所以x被4整除. 设

x=4t，

（5）

t为整数，代入（4），解得

y=25-7t.

（6）

将（5）、（6）代入（1），解得

z=75+3t.

（7）

于是

[image: 081-01]


但x、y、z都必须是非负整数，所以[image: 081-02]
 ，从而t=0，1，2，3. 相应地，得出本题有四组解：

[image: 081-03]


公鸡每增加4只，母鸡就减少7只，小鸡增加3只. 如果知道没有公鸡（x=0）时，母鸡25只，小鸡75只，那么其他三组解也都不难求出. 这里的4与7正是（1）中y、x的系数.

2. 二元一次方程

本节考虑形如

ax+by=c

（1）

的不定方程，其中a、b、c都是整数.


例1
 　求方程12x+21y=17的整数解.


思路分析
 　考虑12与21的最大公约数.


解
 　12，21都是3的倍数，所以12x+21y（在x，y为整数时）是3的倍数，但17不是3的倍数，因此方程没有整数解.

一般地，在a、b的最大公约数（a，b）不整除c时，方程（1）没有整数解.

由Bézout定理，存在整数u、v，满足

au+bv=（a，b），

因此在（a，b）｜c时，（1）有解

[image: 082-01]


解这种方程，通常先在方程两边同时除以（a，b），化成a、b互质的情况. 以下我们即假定a、b互质.

a、b互质时，（1）一定有解. 可以通过欧几里得算法得出一组解，但对于具体的方程，往往可用心算与观察得出一组解. 这组解常称为特解
 ，记为x0
 ，y0
 . 于是有

ax0
 +by0
 =c.

（3）

设x，y为（1）的解，我们讨论它与特解的关系.

（1）-（3），得

a（x-x0
 ）+b（y-y0
 ）=0，

（4）

于是b|a（x-x0
 ）.

因为（a，b）=1，所以b|x-x0
 .

设x-x0
 =bt，t为整数，则由（4）得y-y0
 =-at，即

[image: 082-02]


（5）称为（1）的通解公式
 . 它给出了一般解（通解）x、y与特解x0
 、y0
 的关系.


例2
 　求11x+15y=7的全部整数解.


解
 　x0
 =2，y0
 =-1是一组特解. 所以全部整数解是

[image: 083-01]


其中t为整数.


例3
 　求方程x+7y=15的整数解与正整数解.


解
 　x=15-7y，y为整数，是全部整数解.

由x>0得y<3，正整数解为

y=1，x=8；y=2，x=1.


评注
 　不必死套公式（5），直接得出结果更好（一定要用公式的话，可以y0
 =0，x0
 =15为特解）.

下一节还要介绍一种求特解的方法.

3. 同余方程

设b为正整数，a、c为整数，并且a与b互质. 由第二章第8节例2，同余方程

ax≡c（mod b）

（1）

一定有解，（1）与不定方程

ax+by=c

（2）

等价. 由上节也可得出（1）一定有解. 反过来，对具体的a、b、c，由（1）可以得出（2）的特解.


例1
 　解同余方程

31x≡347（mod 12）

（3）


解
 　（3）即

7x≡11（mod 12），

（4）

所以

7x≡11+24=35，

x≡5（mod 12）.

上述过程可以更方便地写成（在上一章第10节已经这样做过）

[image: 084-01]


这里的[image: 084-02]
 就是（4）的解. 它其实是一个整数，可以将“分子”或“分母”加上模的任一个整数倍，还可以约分，直至结果成为整数.


例2
 　解同余方程

559x≡1（mod 999）.

[image: 084-03]


为方便起见，我们索性将同余符号“≡”写成等号“=”.


例3
 　求方程

31x+12y=347

（5）

的整数解.


解
 　例1中已得x0
 =5，所以

y0
 =（347-31×5）÷12=16.

整数解为

[image: 084-04]


在（a，b）=d>1时：如果[image: 084-05]
 ，那么方程（1）无整数解；如果d|c，那么方程（1）即

[image: 084-06]


4. 韩信点兵

韩信是秦末汉初最杰出的军事家，他打败了“力拔山兮气盖世”的楚霸王项羽，逼得项羽在乌江自刎.

有一天汉高祖问韩信：

“我能带领多少人马？”

“大概十万吧.”

“你能带多少呢？”

“臣多多益善.”

刘邦听了，心中嫉恨，找个莫须有的理由，将韩信杀了.

下面的题称为“韩信点兵”. 它是我国古算中的奇葩.


例
 　韩信手下来了一批一拨新兵，一千多名，三三数之余一，五五数之余四，七七数之余二. 问这拨新兵至少多少？


解
 　这类问题的解法，在我国古代的数学书《孙子算经》中用下面的歌诀表示：

“三人同行七十稀，

五树梅花廿一枝，

七子团圆正月半，

除百零五便得知.”

第一句的意思是将除以3得到的余数乘以70，即1×70=70. 同样，二、三句表示4×21=84，2×15=30. 将这3个数加起来：

70+84+30=184，

这个数184已经满足“三三数之余一，五五数之余四，七七数之余二”. 如果要求更小的数，那么就不断地减105（除百零五. 这里的除是除去，也就是减去的意思）. 但现在的答案应大于1 000，所以反倒应当不断地加105.

184+8×105=1 024，

即这拨新兵至少1 024人.

105当然是3、5、7的最小公倍数. 5、7的最小公倍数是35，再由同余方程

35x≡1（mod 3）

得

[image: 085-01]


2×35=70，同样可得21、15.

一般地，设a1
 、a2
 、…、an
 为两两互质的自然数，b1
 、b2
 、…、bn
 为任意整数，则同余方程组

[image: 086-01]


一定有解，解可以写成

x=b1
 a2
 a3
 …an
 m1
 +a1
 b2
 a3
 …an
 m2
 +…+bn
 a1
 a2
 …an-
 1
 mn
 +ka1
 a2
 …an
 ，

其中k为任意整数，mi
 是

[image: 086-02]


的解（i=1，2，…，n）.

这个结论称为中国剩余定理
 .

5. 整线性组合

设正整数a、b互质，则任一整数n可写成a、b的整线性组合，即有整数x、y，使得

n=ax+by

（1）

换句话说，ax+by（x、y为整数）可以表示一切整数.

但如果要求x、y都是正整数，那么

ax+by（x、y为正整数）

（2）

就不能表示所有整数了.

我们研究什么样的整数可以表成（2）.

首先，设（1）成立，并且x、y为正整数，则

n≥a+b.

（3）

但n≥a+b时，仍有一些数不能表成（2）. ab就是一个. 事实上，若

ab=ax+by，x≥1，y≥1，

（4）

则左边被b整除，所以右边被b整除，从而b｜ax. 因为a、b互质，所以b｜x. 从而x≥b，同理y≥a.

ax+by≥ab+ab=2ab>ab，

与（4）矛盾.

但大于ab的数均可表成（2）的形式. 证明如下：

设n>ab，由Bézout定理，有整数x、y，使得

n=ax+by，

（5）

因为ax+by=a（x±b）+b（y∓a），所以总可假定0<y≤a. 这时

ax=n-by>ab-ba=0，

所以x是正整数.

因此ab是不能表成ax+by（x≥1，y≥1）的最大整数.

如果要求（3）中的x、y均为非负整数，那么不能表成这种形状的最大整数是ab-a-b：

一方面，n>ab-a-b时，n+a+b>ab，所以有

n+a+b=ax+by，

其中x、y为正整数. 从而

n=a（x-1）+b（y-1），

其中x-1，y-1为非负整数.

另一方面，若

ab-a-b=ax+by，

其中x、y为非负整数，则

ab=a（x+1）+b（y+1），

x+1，y+1为正整数，与上面关于ab的结论矛盾.


例
 　不能表成

2008x+2009y+2010z

（1）

（x、y、z为非负整数）的最大整数是多少？


解
 　不能表成

1004x+1005z

（2）

（x、z为非负整数）的最大整数是

1 004×1 005-1 004-1 005=1 007 011.

2×1 007 011+2 009=2 016 031就是所求的最大整数.

一方面，设n=2 016 031可以写成（1）形，即

2 016 031=2 008x+2 009y+2 010z，

（3）

其中x、y、z为非负整数.

因为2 016 031是奇数，所以y为奇数2k+1，k为非负整数，从而

2×1 007 011=2 008（x+k）+2 010（y+k），

1 007 011=1 004（x+k）+1 005（y+k），

与1 007 011不能表成右边矛盾.

另一方面，设n>2 016 031.

[image: 088-01]


其中x、z为非负整数，从而

n=2 008x+2 009+2 010z.

[image: 088-02]


其中x、z为非负整数，从而

n=2 008（x+1）+2 010z.


评注
 　关键在找到所求的数为2 016 031. 论证并不困难.

6. 勾股数

我国古人很早就知道“勾三股四弦五”，即如果直角三角形的直角边为3与4，那么斜边为5.3、4、5满足

32
 +42
 =52
 .

（1）

一般地，直角三角形两条直角边的平方和等于斜边的平方. 这称为勾股定理
 . 国外多称为毕达哥拉斯定理
 （Pythagoras，约前580—前500）. 据说当年毕氏发现这个定理时，惊喜若狂，杀了一百头牛庆祝. 所以这一定理也称为百牛定理
 .

满足

x2
 +y2
 =z2


（2）

的正整数x、y、z称为勾股数
 .

5，12，13；7，24，25；33，56，65；…都是勾股数.

一般地，设正整数x、y、z满足（2），我们求出x、y、z的表达式.

如果x是奇数，那么y、z一奇一偶. 在y奇z偶时，

x2
 +y2
 ≡1+1=2（mod 4），

z2
 ≡0（mod 4）.

与（2）矛盾，所以y偶z奇. 因此x、y中至少有一个是偶数，不妨设y为偶数.

由（2）得

y2
 =z2
 -x2
 ，

（3）

分解因式，（3）可化为

[image: 089-01]


[image: 089-02]
 中z+x、y都是正整数，经过约分后，成为既约分数[image: 089-03]
 ，a、b都是自然数，而且互质. 因此，由（4）得

[image: 090-01]


将（5）、（6）看作z、x的方程组（a、b、y作为已知数），解得

[image: 090-02]


注意（a，a2
 +b2
 ）=（a，b2
 ）=1，（b，a2
 +b2
 ）=（b，a2
 ）=1，而z为整数，所以a、b都是整数[image: 090-03]
 的约数，即[image: 090-04]
 是整数. 设

y=2ab·d（d为自然数），

（9）

即

x=（a2
 -b2
 ）d，

（10）

z=（a2
 +b2
 ）d.

（11）

（9）、（10）、（11）就是勾股数的表达式，其中a、b、d都是任意的自然数，a、b互质（这一约束可以取消），a>b.

例如，取a=8，b=5，d=1得x=39，y=80，z=89.

7. 高次方程

次数高于二次的不定方程，常用的初等方法无非以下三种：

1. 分解：将代数式分解因式或将自然数分解为质数的积.

2. 估计：对代数式的值作大小估计.

3. 同余：选取一个适当的自然数为模，将方程变为同余式.


例1
 　求有序的正整数对（a，b）的个数，a、b是方程

a2
 +b2
 =ab（a+b）

（1）

的解.


解
 　（1）的右边

ab（a+b）=a2
 b+ab2
 ≥a2
 +b2
 ，

等号仅在a=1，b=1时成立. 所以

a=b=1.


评注
 　本题特别容易. 一般地，在方程两边均正，而次数不等时，往往只有有限多组解.

例1依靠简单的估计. 下一道题则需要同余的知识.


例2
 　求对某些质数（可以相同）a、b、c，有

p=a4
 +b4
 +c4
 -3

（1）

的所有质数p的和.


解
 　如果a、b、c都是奇质数，那么（1）的右边为偶数，且大于2. 这与p为质数不符，所以a、b、c中必有2，而且2的个数为1或3.

在a=b=c=2时，p=45不是质数. 所以a、b、c中恰有一个为2.

不妨设a=2，这时

p=b4
 +c4
 +13.

（2）

如果b、c都不是3，那么b≡±1（mod 3），b2
 ≡1（mod 3），b4
 ≡1（mod 3），c4
 也是如此，从而

b4
 +c4
 +13≡1+1+1≡0（mod 3），

（3）

即3｜p，而显然p>3. 这与p为质数不符. 所以b、c中至少有一个为3.

不妨设b=3，这时

p=c4
 +94.

（4）

如果c≠5，那么c≡±1，±2（mod 5），c2
 ≡±1（mod 5），c4
 ≡1（mod 5），p=c4
 +94≡0（mod 5），而且显然p>5. 这与p为质数不符，所以c=5.

p=54
 +94=719.

因此（1）只有一个解，p=719.

分解、估计、同余，常常结合起来使用.


例3
 　求所有正整数x的和，对于这种x，有正整数y，满足

x3
 -y3
 =xy+61.

（1）


解
 　显然x>y.

xy+61=x3
 -y3
 =（x-y）（x2
 +xy+y2
 ）≥x2
 +xy+y2
 ，

（2）

x3
 >61≥x2
 +y2
 ，

（3）

x=4，5，6，7.

如果x-y=1，那么（2）中等号成立. 容易验证只有x=6，y=5是解.

如果x-y≥2，那么

xy+61≥2（x2
 +xy+y2
 ），

61≥2x2
 +xy+2y2
 ，

（4）

x=4，5.

（5）

x=4时，61+xy>64>x3
 -y3
 .

x=5时，y=1或2或3，而

x3
 =125>33
 +3×5+61.

所以这些情况均没有解.

本题的方程（1）仅有x=6，y=5为解，答案为6.


例4
 　求正整数n与质数p，使得

n3
 =p2
 -p-1.

（1）

解

（n+1）（n2
 -n+1）=p（p-1）

（2）

若p|n+1，则n2
 -n+1|p-1.

在n≥2时，

n2
 -n+1≥n+1≥p>p-1.

所以n=1，p=2.

若p|n2
 -n+1，则有正整数k，使得

n2
 -n+1=kp，

（3）

p-1=k（n+1）.

（4）

由（3）、（4）消去p，得n的二次方程

n2
 -（k2
 +1）n-（k2
 +k-1）=0.

（5）

因为n为整数，所以求根公式中的判别式应为平方数.

Δ=（k2
 +1）2
 +4（k2
 +k-1）=（k2
 +3）2
 +4k-12.

k=1，2时，Δ不是平方数. k>3时，

（k2
 +3）2
 <Δ<（k2
 +4）2
 ，

Δ也不是平方数. k=3时，n=11，p=37.

本题的解为n=1，p=2；n=11，p=37.

练习3

1. 求下列方程的整数解.

（1）306x-360y=630.

（2）127x-52y+1=0.

2. 求下列方程的正整数解.

（1）3x-5y=7.

（2）3x+11y=64.

3. 小明的生日月份乘以31，日期乘以12，再相加得122. 求小明的生日.

4. 面值10元、20元及50元的人民币共50张，总值为800元. 这三种人民币各多少张？

5. 一个自然数，除以7余1，除以8余2，除以9余3. 求这个数.

6. 一个自然数，除以11余3，除以12余2，除以13余1. 求这个数.

7. 二数余一，五数余二，七数余三，九数余四. 问本数. （选自杨辉《续古摘奇算法》）

8. 将“韩信点兵”中3、5、7换成3、7、11，求与70、21、15相对应的数.

9. 一数除以5无余，除以715余10，除以247余140，除以391余245，除以187余109. 这个数最小是多少？

10. 一个自然数，末四位为2 002，且被2 003整除，这个数最小是多少？

11. 不能表成

2 008x+2 009y+2 010z

（1）

（x、y、z为正整数）的最大整数是多少？

12. 不能表成

12x+21y+28z

（1）

（x、y、z为非负整数）的最大整数是多少？

13. 求满足x2
 +xy+y2
 =28的整数对（x，y）的个数.

14. 求所有整数x的和，对于这种x，有整数y，满足

x3
 -y3
 =xy+61.

（1）

15. 已知x、y、z是整数，并且

10x3
 +20y3
 +2 006xyz=2 007z3
 ，

（1）

求x+y+z的最大值.

16. 若12个非零整数a1
 ，a2
 ，…，a12
 ，使得

[image: 094-01]


17. 求方程

（x2
 +2）（y2
 +3）（z2
 +4）=60xyz

（1）

的正整数解的个数.

解答

1.（1）两边同除以18得17x-20y=35，[image: 094-02]
 =-6（mod 17），y=17k-6，x=（20y+35）÷17=20k-5（k为整数）.

（2）[image: 095-01]
 =9（mod 52）. x=9+52t，y=（127x+1）÷52=127t+22（t为整数）.

2.（1）x0
 =4，y0
 =1是一组解. 通解为x=4+5t，y=1+3t（t为非负整数）.

（2）显然1≤y≤5，经检验y=2，x=14；y=5，x=3是解.

3. 设小明生日是x月y日，则31x+12y=122. 显然x<4并且是偶数，所以x=2，y=5.

4. 设10元、20元、50元的人民币分别为x张、y张、z张，则

x+y+z=50，x+2y+5z=80.

两式相减得y+4z=30，所以得下表：

[image: 095-02]


50元的每增加1张，20元的减少4张，10元的增加3张.

5. 7×8×9=504，通解为504k-6（k为正整数）.

6. 11+3=14，通解为14+11×12×13k（k为非负整数）.

7. 这个数的2倍加1被5、7、9整除. （5×7×9-1）÷2=157. 通解为157+630 k（k为非负整数）.

[image: 095-03]


9. 715=5×11×13，247=13×19，391=17×23，187=11×17.

设这数为5x，则

5x≡10（mod 11×13），≡140（mod 19），≡245（mod 17×23）；

x≡2（mod 11×13），≡28（mod 19），≡49（mod 17×23）.

于是x=49+17×23k（k为整数）.

49+17×23k≡28（mod 19），

[image: 096-01]


x=49+17×23×5+17×23×19h（h为整数）.

因为49+17×23×5≡5+6×5≡2（mod 11），

49+17×23×5≡10+4×10×5≡-3×8≡2（mod 13）

所以x=49+17×23×5+17×23×19×11×13n（n为整数）满足要求.

所求最小的数是

5×（49+17×23×5）=5×2 004=10 020.

10. 设这个数为2 003x，则

2 003x≡2 002（mod 10 000），

于是

[image: 096-02]


所求数为2 672 002.

11. 2×（1 004×1 005+2 009）=2 022 058是所求的最大整数.

一方面2 022 058-2 009-2 008-2 010=2 016 031不能表成2 008x+2 009y+2 010z，其中x、y、z为非负整数，所以2 022 058不能表成2 008x+2 009y+2 010z，其中x、y、z为正整数.

另一方面，n>2 022 058时，

n-2 008-2 009-2 010>2 016 031，

所以

n-2 008-2 009-2 010=2 008x+2 009y+2 010z，

其中x、y、z为非负整数. 从而

n=2 008（x+1）+2 009（y+1）+2 010（z+1），

x+1，y+1，z+1都是正整数.


评注
 　化归为第5节例题.

12. 一般地，设a、b、c为两两互质，则不能表成

abx+bcy+caz（x、y、z为非负整数）

（2）

的最大整数是2abc-ab-bc-ca.

首先，若有非负整数x、y、z，使

2abc-ab-bc-ca=abx+bcy+caz，

则

2abc=ab（x+1）+bc（y+1）+ca（z+1）.

（3）

因为[image: 097-01]
 ，所以c|（x+1）. x+1≥c. 同样y+1≥a，z+1≥b. 于是

（3）式右边≥abc+abc+abc=3abc>2abc，

矛盾.

因此，2abc-ab-bc-ca不能表成（2）.

另一方面，设整数u>2abc-ab-bc-ca，则令

u=c（ab-a-b+1）+v，

其中v>abc-ab-c.

因为（ab，c）=1，所以有非负整数z，t，使

v=abz+ct.

从而

u=c（ab-a-b+1+t）+abz.

因为（a、b）=1，所以有非负整数x、y，使

ab-a-b+1+t=ax+by.

从而

u=acx+bcy+abz，x、y、z均为非负整数.

在本题中，a=3，b=4，c=7，答案为

2×3×4×7-3×4-4×7-7×3=107.

13. 两边同乘以4，得

4x2
 +4xy+4y2
 =112.

配方得

（2x+y）2
 +3y2
 =112，

y2
 ≤38，

|y|≤6.

由试验，y=±2，±4，±6时，112-3y2
 为平方数，相应地，2x+y=±10，±8，±2.

共有6×2=12组解.

14. 在x、y为正整数时，第7节例3已有x=6，y=5.

在x为正整数，y为负整数或0时，

x3
 +（-y）3
 +x（-y）=61，

（2）

所以x≤3，-y≤3. 但

33
 +33
 +3×3>61，

33
 +23
 +3×2<61，

所以这时无解.

在x为负整数或0，y为正整数时，

y3
 +（-x）3
 +61=（-x）y.

（3）

而显然

y3
 +（-x）3
 ≥y2
 +（-x）2
 ≥2（-x）y≥（-x）y.

所以这时也无解.

在x为负整数或0，y为非负整数或0时，

（-y）3
 -（-x）3
 =（-x）（-y）+61，

（4）

根据第7节例3，x=-5，y=-6，是唯一解.

因此，答案为

6+（-5）=1.

15. （1）式左边三项都是偶数，所以右边2 007z3
 也是偶数，从而z是偶数.

2 007z3
 ，2 006xyz，20y3
 都被4整除，所以10x3
 也被4整除，x是偶数.

10x3
 ，2 006xyz，2 007z3
 都被8整除，从而20y3
 被8整除，y是偶数.

于是，在（1）的两边除以8，得

[image: 099-01]


均为（1）的整数解.

但在x≠0时，取2n
 >|x|，则[image: 099-02]
 不是整数. 所以必有x=0. 同样y=0，z=0. 即（1）的整数解只有x=y=z=0，所以x+y+z=0.

16. 不妨设ai
 （1≤i≤12）均正.

450 697≡697-450=247≡2（mod 7）.

（2）

而

[image: 099-03]


并且[image: 099-04]
 当且仅当ai
 ≡0（mod 7）.

于是，由（2）、（3），ai
 （1≤i≤12）中有2个或9个不被7整除，其余的10个或3个被7整除，但

76
 =117 649.

所以ai
 （1≤i≤12）中仅有3个被7整除，而且就等于7，不妨设a1
 =a2
 =a3
 =7，这时

[image: 099-05]


所以a4
 ，a5
 ，…，a12
 中6个为奇数，3个为偶数.

[image: 100-01]


所以a4
 ，a5
 ，…，a12
 中8个是3的倍数，1个不是3的倍数.

因此，a4
 ，a5
 ，…，a12
 中至少有2个是6的倍数. 不妨设a4
 、a5
 是6的倍数. 因为

66
 =46 656，

（7）

所以恰有2个是6的倍数，而且a4
 =a5
 =6，

[image: 100-02]


a6
 ，a7
 ，…，a12
 中，6个是3的倍数，而且由（7）可知，这6个数就是3，不妨设

a6
 =a7
 =…=a11
 =3，

则

[image: 100-03]


所以a12
 =2.

[image: 100-04]


17. 先定出x、y、z的上界.

因为（x2
 +2）（y2
 +3）=x2
 y2
 +3x2
 +2y2
 +6>（x2
 y2
 +4）+2（x2
 +y2
 ）≥4xy+4xy=8xy，所以由原方程（1）得

8xy（z2
 +4）<60xyz，

2z2
 -15z+8<0.

（2）

由（2），显然可得z<8，而z=7也不满足（2），所以z≤6.

方程（1）右边被5整除，而x2
 ≡0，±1（mod 5），

x2
 +2≡1，2，3（mod 5），y2
 +3≡2，3，4（mod 5），

所以必须z2
 +4被5整除，从而z≡±1（mod 5），z=1，4，6.

若z=6，则

（x2
 +2）（y2
 +3）=9xy

[image: 100-05]


若z=4，则

（x2
 +2）（y2
 +3）=12xy.

（3）

x=1时，y2
 +3=4y，y=1或3.

x=2时，y2
 +3=4y，y=1或3.

x≥3时，由（3），

[image: 101-01]


从而y=2. 但这时（3）成为7（x2
 +2）=24x，7|x，从而x≥7，但7（x2
 +2）-24x>x（7x-24）>0，这时无解.

若z=1，则同样得（3）.

于是本题共有2×4=8个解. 具体的解是

（x，y，z）=（1，1，4），（1，3，4），（2，1，4），（2，3，4），（1，1，1），（1，3，1），（2，1，1），（2，3，1）.



第四章

奇偶分析

通过奇偶性的分析，解决问题，是组合数学中常用的方法.

1. 奇数与偶数

“卫青不败由天幸，李广无功缘数奇”.

这是著名诗人王维的诗. 不少人喜欢偶数，不喜欢奇数，认为偶数吉利，奇数不吉利. 其实这种看法毫无道理.

被2整除的整数称为偶数
 . 它们是

0，±2，±4，±6，±8，±10，±12，…

一般形状是2n，其中n是任一个整数.

不被2整除的整数称为奇数
 . 它们是

±1，±3，±5，±7，±9，±11，±13，…

一般形状是2n-1，其中n是任一个整数.

显然有以下性质：

（i）偶数±偶数=偶数，

（ii）奇数±奇数=偶数，

（iii）偶数±奇数=奇数，

（iv）奇数±偶数=奇数；

（v）偶数×偶数=偶数，

（vi）偶数×奇数=偶数，

（vii）奇数×偶数=偶数，

（viii）奇数×奇数=奇数.

利用奇偶性的分析，可以解决许多数学问题. 这就是本章讨论的内容，本节先举一例作为说明.


例
 　师傅老赵和徒弟小江加工同一种零件. 老赵的产量是小江的2倍，他的产品放在4只筐里，小江的放在另两只筐里，搬的人没有注意哪筐是老赵的，哪筐是小江的. 如果6只筐里的产品分别为

78，94，86，87，82，80

只，你能分辨出哪两只筐是小江的吗？


思路分析
 　利用奇偶性，先确定一只小江的筐，再确定另一只.


解
 　老赵的产量是小江的2倍，所以老赵的4只筐，零件只数的和是偶数.

因为上面的6个数中，只有87这一个数是奇数，它与3个偶数的和是奇数，所以这筐产品一定不是老赵的，而是小江的.

又因6筐产品只数的和是小江产量的3（=1+2）倍，所以小江的另一筐装

（78+94+86+87+82+80）÷3-87=82（只）.

2. 奇偶分析

本节进一步介绍一些奇偶分析的例子.


例1
 　1×2×3×…×2 015能否表示成2 015个奇数的和？


解
 　2 015个奇数的和是奇数（一般地，由上节性质ii可得奇数个奇数的和是奇数，偶数个奇数的和是偶数）.

而1×2×…×2 015是偶数，偶数≠奇数，所以1×2×…×2 015不能表示成2 015个奇数的和.


例2
 　在黑板上写3个自然数，然后擦去1个，换成其他两个数的和减1，这样继续做下去，最后得到3个数是17，1 999，2 015. 问原来的3个数能否是2，2，2？


思路分析
 　考虑3个数的奇偶性.


解
 　如果原来的3个数是2，2，2，那么经过1次操作，变成2，2，3，即2个偶数，1个奇数.

再进行1次操作，如果擦去的是偶数，那么换上的仍然是偶数（奇数加偶数减1，结果为偶数）. 如果擦去的是奇数，那么换上的仍然是奇数（偶数加偶数减1，结果为奇数）. 因此，3个数仍然是2个偶数，1个奇数.

不论操作多少次，3个数总是2个偶数，1个奇数. 所以不可能得到17，1 999，2 015这3个奇数.

从而原来的3个数不能是2，2，2.


例3
 　表甲是一个英文字母的电子显示盘，每一次操作可以使某一行（哪一行由你自由选择）的4个字母同时改变，变为它下一个字母（即A变为B，B变为C，……，最后的字母Z变为A），也可以使某一列（哪一列由你自由选择）的4个字母同时改变，变为它下一个字母.

问：能否经过若干次操作，使表甲变为表乙？如果能，请写出变化过程. 如果不能，请说明理由.

[image: 106-01]



思路分析
 　将26个字母作为1到26这26个数（数字化！），并将奇数（即A、C、E等）记为1，偶数（即B、D、F等）记为0. 采用奇偶分析.


解
 　表甲、表乙按照上面的记法，分别是

[image: 106-02]


每一次操作将表中某一行（列）的1变为0，0变为1.

注意：如果一次操作将表中某一行（列）的a个1变为0，4-a个0变为1，那么1的个数增加了

（4-a）-a=4-2a，

即增加了偶数个，所以表中1的总数的奇偶性不变.

表丙中，共有5个1，1的总数为奇数. 因此不论经过多少次操作，表中1的总数始终为奇数.

表丁中，共有8个1，1的总数为偶数.

因此，不论经过多少次操作，表丙都不会变为表丁，也就是表甲不会变为表乙.


评注
 　在很多操作性的问题中，常常有某种保持不变的量或性质，称为不变量
 . 在本例中，1的总数的奇偶性就是不变量. 不变量往往是解决这类问题的关键.


例4
 　设有3n个数x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，y1
 ，y2
 ，…，yn
 ，z1
 ，z2
 ，…，zn
 ，每一个都是+1或-1，满足

x1
 y1
 +x2
 y2
 +…+xn
 yn
 =0，

y1
 z1
 +y2
 z2
 +…+yn
 zn
 =0，

z1
 x1
 +z2
 x2
 +…+zn
 xn
 =0.

证明：n是4的倍数.


思路分析
 　先证明n是偶数2k，再证明k是偶数.


证明
 　x1
 y1
 ，x2
 y2
 ，…，xn
 yn
 这n个数仍是+1或-1，由于它们的和为0，其中-1的个数k必与+1的个数n-k相等. 因此n=2k.

y1
 z1
 ，y2
 z2
 ，…，yn
 zn
 这n个±1中，也有一半即k个为-1，一半即k个为+1.

z1
 x1
 ，z2
 x2
 ，…，zn
 xn
 中也是k个为-1，k个为+1.

将这3n个±1乘起来得

（-1）3k
 =（x1
 y1
 ）（x2
 y2
 ）…（xn
 yn
 ）（y1
 z1
 ）（y2
 z2
 ）…（yn
 zn
 ）（z1
 x1
 ）（z2
 x2
 ）…（zn
 xn
 ）

=（x1
 x2
 …xn
 y1
 y2
 …yn
 z1
 z2
 …zn
 ）2
 =1.

从而3k为偶数，k为偶数，n=2k是4的倍数.


评注
 　将3n个数x1
 y1
 ，x2
 y2
 ，…，zn
 xn
 全乘起来是一个好主意.


例5
 　桌上放着7只杯子，杯口全朝上. 每次操作翻转4只杯子. 能否经过若干次操作，使7只杯子杯口全朝下？


解
 　将口向上的杯子记为0，口向下的杯子记为1.

开始时，7只杯子杯口全朝上，所以7个数的和为0，是偶数.

每次操作，改变4只杯子所记数的奇偶性（0变1，或1变0）. 因此7个数的和，改变4次奇偶性，从而奇偶性不变.

于是，不论进行多少次操作，7个数的和始终与原来一样，即仍为偶数.

而杯口全部朝下时，7个数全为1，和为奇数.

所以，不论进行多少次操作，都不可能使所有杯子杯口全部朝下.


又解
 　将口向上的杯子记为1，口向下的杯子记为-1.

开始时，7只杯子杯口全朝上，所以7个数的积为1.

每次操作，改变4只杯子所记数的正负（1变-1，或-1变1）. 因此7个数的积，改变4次符号，从而仍为+1.

于是，不论进行多少次操作，7个数的积始终与原来一样，即仍为+1.

而杯口朝下时，7个数全为-1，积为-1.

所以，不论进行多少次操作，都不可能使所有杯子杯口全部朝下.


评注
 　两种解法实质一致.

考虑奇偶性，常使许多复杂的问题变得简明，因为整数有无穷多个，而奇、偶只有两类，甚至可用两个数0与1（或1与-1）表示.

3. 自相矛盾

“以子之矛，攻子之盾”是一个脍炙人口的故事. 我们常用的反证法，就是利用矛盾得出结论. 从前面的例子已经看出奇偶分析正是导致矛盾的好办法.

本节将提供更多的例子.


例1
 　某国划分为19个省，能否每个省相邻的省数都是1、5或9？


解
 　不可能.

将每个省作为一个点，两个省相邻，就在相应的点之间连线，得到一个19个点的图.

在一个图中，称引出奇（偶）数条线的点为奇（偶）顶点.

将各点引出的线的条数相加，其中每条线被算了两次（因为一条线段有两个端点），所以所得的和是图中线段条数的两倍. 当然是一个偶数.

因为和是偶数，所以加数中奇数的个数一定是偶数. 即任一个图中，奇顶点的个数为偶数.

本例中，19个点不能全为奇顶点，因此至少有一个点是偶顶点，即它引出偶数条线. 相应地，有一个省，与它相邻的省数是偶数，不是1、5或9.


例2
 　能否在平面上画出9条线段，使得每一条线段都恰好与3条线段相交？


解
 　将每条线段作为一个点，如果两条线段相交，那么就在相应的点之间连一条线.

这样，得到一个有9个点的图，由于图中奇顶点的个数必为偶数，所以9个点中必有一个点不是奇顶点.

相应地，所画的9条线段中必有一条，与偶数条线段相交. 不可能每条线段都恰好与3条线段相交.


例3
 　圆周上写了4个1与5个0，每隔1秒钟进行一次如下的操作：如果相邻的两个数不等，就在它们之间写一个0；否则，就在它们之间写一个1. 写好9个新数后，擦去原来的9个数. 这样进行多次，能否将所有的数都变成相等？


解
 　如果能进行多次使所有的数都变成相等，那么在第一次出现全部相等时，这9个数全是0（若全是1，则上一次必须全部相等）. 因此上次的9个数0、1交错，但这必须总的个数是偶数，而9是奇数.

因此，不可能将所有的数都变成相等.


例4
 　22个整数的乘积等于1，证明它们的和不为0.


证明
 　这些整数乘积为1，所以只能是+1或-1，并且-1的个数是偶数，不是11.

22个整数中，-1的个数不是11，与1的个数不相等，因此和不为0.


例5
 　蚂蚱精在一条直线上来回蹦跳. 第一次跳1厘米，第二次跳2厘米，……，第2017次跳2017厘米. 证明第2017次蹦跳后，它不可能回到出发点.


证明
 　1，2，…，2017中有

（2 017+1）÷2=1 009

个奇数，因此

1±2±…±2 017

一定是奇数，不是0，即不能回到出发点.


评注
 　这只蚂蚱一步能跳20米，真是一只蚂蚱精.


例6
 　能否将100个连续的自然数依任意顺序写在圆周上，使得圆周上每两个相邻的数，乘积都是平方数？


解
 　如果能，那么每两个相邻的数a、b的积ab为平方数. 设a的质因数分解式中，2的指数为f（a）；b的质因数分解式中，2的指数为f（b），则f（a）+f（b）是偶数，即f（a）与f（b）的奇偶数相同.

由于圆周上每两个相邻的数，质因数分解式中2的指数奇偶性相同，所以每两个数的质因数分解式中，2的指数奇偶性相同.

这100个数中有奇数，质因数分解式中2的指数为0，所以每个数的质因数分解式中，2的指数均为偶数. 这100个数中有偶数，偶数的质因数分解式中2的指数不为0，因而至少为2，即这些偶数都是4的倍数. 但这是不可能的，因为设a为4的倍数，则a+2或a-2只是2的倍数，不是4的倍数，而这两个数至少有一个在上述100个连续自然数中，矛盾.

4. 肯定结果

奇偶分析当然不全是否定，也可得出一些肯定的结果.


例1
 　n名政治家与n名教育家围着圆桌坐下，他们中有些人总说假话，有些人总说真话. 已知政治家中说假话的与教育家中说假话的一样多. 现在在座的每一个人都说：“我的右邻是教育家.”证明n是偶数.


证明
 　每个人都是另一个人（他的左邻）的右邻，所以“右邻”的全体，就是n名政治家与n名教育家. 但现在人人声称右邻是教育家，可见有n人说了谎话. 而政治家中说谎的与教育家中说谎的一样多，都是n的一半. 所以n是偶数.


例2
 　25个男生和25个女生围成一圈，证明一定有一个人，他（她）的两侧相邻的都是男生.


证明
 　依圆圈上顺时针次序将人编为1～50号.

不妨设25名男生中，号码为奇数的人数不少于13.

因为1到50中只有25个奇数，所以13个号码为奇数的男生中，必有两个号码是相邻奇数. 夹在他们之间的人，两侧相邻的都是男生.


评注
 　如果设25名男生中，号码为偶数的人数不少于13，则将上述证明中“奇”全改为“偶”即可.


例3
 　在坐标平面上任给五个整点（横坐标、纵坐标都是整数的点），证明其中必有两个点，它们的中点也是整点.


证明
 　考虑奇偶性，5个已知点的横坐标中，必有3个的奇偶性相同.

横坐标奇偶性相同的3个点中，又有两个点的纵坐标奇偶性相同，这两个点的中点是整点. 因为点（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）的中点是[image: 110-01]
 ，在x1
 与x2
 同奇偶，y1
 与y2
 同奇偶时，[image: 110-02]
 都是整数.


例4
 　将一个17位数的数字依相反的顺序写出，所得的17位数与原17位数相加，证明：和至少有一位数字为偶数.


证明
 　[image: 111-01]
 如果没有一位数字为偶数，那么个位的a17
 与a1
 奇偶性不同，a1
 +a17
 是奇数，首位的a1
 +a17
 也是奇数，并且a2
 +a16
 不进位，于是将前两位数字与末两位数字去掉，和

[image: 111-02]


的各位数字都是奇数.

[image: 111-03]


但a9
 +a9
 =2a9
 是偶数，它的个位显然是偶数.

[image: 111-04]



评注
 　本题是通过矛盾得出肯定的结论.


例5
 　101枚硬币，其中50枚假币，每枚假币与真币相差1克重. 有一架带指针的天平，可以显示天平两端所放物品的重量差. 小李取出一枚硬币，希望通过一次称量定出这枚硬币的真假. 他能做到吗？


解
 　将其余100枚硬币放在天平上，一边50枚.

如果重量差为偶数，那么小李所取的是真币，否则是假币.

理由如下：mod 2，天平两边重量之和≡天平两边重量之差. 如果差为偶数，那么两边重量之和为偶数，两边共有偶数枚假币. 因为50是偶数，取出的是1枚真币. 如果差为奇数，那么两边共有奇数枚假币，取出的1枚是假币.

练习4

1. 五个连续偶数的和比这五个数中最大的大44，这五个连续偶数的和是多少？

2. 设a1
 ，a2
 ，…，a2 015
 是1，2，…，2 015的一个排列. 证明：（a1
 -1）（a2
 -1）…（a2 015
 -2 015）必为偶数.

3. n个数x1
 ，x2
 ，…，xn
 都是+1或-1，并且

x1
 x2
 +x2
 x3
 +…+xn-
 1
 xn
 +xn
 x1
 =0.

证明：n是4的倍数.

4. 证明在第2节例2中，如果开始的3个数都是3，那么可经有限次操作得到17，1 999，2 015.

5. 表甲中每个数等于它肩上的两个数的差，表乙也是如此，并且最下面的一个数为3，问表乙最上面的4个数能否为10，8，7，1（顺序任意）？
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6. 将10 000个3的幂（指数都是自然数）相加，所得和能否是3333
 ？

7. 三只蚂蚱在一条直线上跳来跳去，每次一只蚂蚱跳过另一只蚂蚱（但绝不一次跳过两只蚂蚱）. 试问能否经过2 015次跳动后，各自回到原来位置？

8. 在线段AB所在的直线上取2 015个点，它们都在线段AB外. 证明这些点到点A的距离的和不等于这些点到点B的距离的和.

解答

1. 设五个连续偶数中第3个数为t，则五个数的和为5t. 根据题意5t=（t+4）+44，所以t=12，5t=60.

2. 1，2，…，2 015中，偶数比奇数少一个，所以a1
 ，a3
 ，…，a2 015
 中必有一个是奇数，从而a1
 -1，a3
 -3，…，a2 015
 -2 015中有一个是偶数，（a1
 -1）（a2
 -2）…（a2 015
 -2 015）是偶数.

3. x1
 x2
 ，x2
 x3
 ，…，xn
 x1
 都是+1或-1，设其中有k个-1，则+1也是k个（这样和才为0），所以n=2k. 又这n个数的积为

（-1）k
 =（x1
 x2
 ）（x2
 x3
 ）…（xn
 x1
 ）=（x1
 x2
 …xn
 ）2
 =1，

所以k为偶数，n是4的倍数.

4. 操作过程如下：

3，3，3→3，3，5→3，7，5→3，7，9→3，11，9→3，11，13→3，15，13→

3，15，17→31，15，17→31，47，17→63，47，17→63，79，17→…→

32k+31，32k+15，17→32k+31，32k+47，17→

32（k+1）+31，32（k+1）+15，17→…→1983，15+62×32，17→2015，1999，17.

5. 因为3是奇数，它上面一行（第3行）的两个数一奇一偶. 不妨设奇数在左，偶数在右. 第2行有2种可能，如表丙、表丁如示：

[image: 113-01]


表丙再往上写一行，应当是奇、偶、偶、偶或偶、奇、奇、奇. 表丁再往上写一行，应当是奇、奇、偶、奇或偶、偶、奇、偶. 总之，偶数或奇数有3个，不可能为10、8、7、1.

6. 3的幂都是奇数，10 000个奇数的和是偶数，不可能等于奇数3333
 .

7. 记3只蚂蚱为A、B、C. 将蚂蚱从左到右的顺序ABC、BCA、CAB称为好顺序，而ACB、BAC、CBA称为坏顺序. 每次跳动，将好顺序变为坏顺序，或者将坏顺序变为好顺序. 2 015是奇数，经过2 015次跳动后，顺序的好、坏正好与开始时相反，所以经过2 015次跳动，不能各自回到原来位置.

8. 所取的每一个点，到A的距离减去到B的距离，等于±AB.

因此，2 015个所取的点到A的距离的和减去到B的距离的和，也就是2 015个AB相加减，结果是AB的奇数倍. 不为0.



第五章

谁能获胜

这一章，讨论一些游戏. 参加者是甲、乙二人. 按照规则，轮流各走一步.

我们最关心的问题当然是：谁能获胜？

1. 抢三十

这是一个经典的游戏：甲、乙二人从1开始，轮流往下报自然数，每次至少报1个数，至多报3个数，谁报到30为胜.

甲有必胜的策略.

要抢30，先需抢26. 甲如果抢到26，那么乙无论报几个数，下次甲都可以抢到30.

同样，要抢26，需抢22，要抢22，需抢18，……. 这样，倒推出一系列甲要抢的数：

30，26，22，18，14，10，6，2.

（1）

甲一上来就报到2，接下去抢到6、10、14、18、22、26，直至抢到30.

（1）中的数就是取胜的关键数.

抢三十有种种变形.

一是将30改为其他的数. 例如50，这时与（1）相应的数列是

50，46，42，38，34，30，26，22，18，14，10，6，2.

（2）

二是将“至多报3个数”改为“至多报4个数”，如果还是抢50，那么（2）应改为

50，45，40，35，30，25，20，15，10，5.

（3）

很遗憾，这一次甲没有必胜的策略，只要他一开口，乙就可以抢到5. 只有乙犯错误，甲才能侥幸取胜.

三是将胜负改为“谁报到30为负”，这时游戏就是抢29. 相应于（1）的数列是

29，25，21，17，13，9，5，1.

（4）

甲仍有必胜策略.

下面的例题可用“抢三十”的方法.


例1
 　在1×20的带形两端的方格中，甲、乙各放1枚棋子. 两人轮流移动自己的棋子，每次可将棋子向对方棋子移1或2个方格（不能越过对方）. 谁不能移动就算输. 谁有必胜策略？


解
 　乙胜. 开始时两枚棋子之间有18个空格，乙只要使空格数为3的倍数即可获胜.

本题与“抢三十”手法相同，即两人抢18，从而抢到15、12、9、6、3的人获胜.


例2
 　从2开始做加法. 甲、乙轮流. 每次加上一个自然数，这加数可以为小于已有的被加数的任一个数. 谁得到和1000就算胜，谁有必胜的策略？


解
 　由1000倒推向前.

甲要得到1 000，只需得到500，这时乙所上的数小于500，因此他不能得到1 000，而只能得到一个大于500的数t. 甲再加上（1 000-t）即可获胜（1 000-t<t）.

要得到500，只需得到250.

依此类推，甲只需得到125，62，31，15，7，3中的任一个就可获胜，所以甲第一步做2+1，得到3，即已稳操胜券.

2. 对称


例1
 　甲、乙轮流在圆桌上放五分的硬币，不许重叠，谁不能再继续放就算输，甲、乙谁有必胜的策略？


解
 　甲先放一枚硬币在桌子正中，使得硬币中心与圆心重合. 此后，乙每放一枚，甲即在这每一枚关于圆心中心对称的地方放一枚硬币.

只要乙可放，甲也一定能放，最终甲胜.

例1表明对称在游戏中十分重要，除了本例的中心对称，也可以用轴对称，当然更重要的不是对称的形式，而是对称的思想.


例2
 　在11×11的方格表的每个方格中有一枚棋子，甲、乙轮流取棋子，每次可取走一行或一列或一条斜线上相连的棋子，枚数不限. 谁取最后一枚为胜，谁有必胜的策略？


解
 　甲有必胜策略，他先取走中心的那枚棋子，然后采用中心对称的策略.


例3
 　两堆石块，每堆7块，甲、乙二人轮流，每人每次可在一堆中取石块，块数不限. 最后取完者为胜，谁有必胜的策略？


解
 　乙有必胜的策略.

甲在一堆中取石时，乙就在另一堆中取同样多的石块.


例4
 　给定一个10×10的方格表，甲、乙轮流放1×2的多米诺，每次盖住表中两个方格. 多米诺不许重叠，谁先不能再放，就算输. 谁有必胜的策略？


解
 　乙胜. 甲每放一个多米诺，乙就在与它中心对称的地方放一个多米诺.

3. 奇偶性

奇偶性在对策中也很有用.


例1
 　两堆石块，每堆7块. 甲、乙轮流，每人每次可在任一堆中取走一块，也可以在两堆中各取一块. 谁取完算胜，谁有必胜策略？


解
 　甲有必胜策略. 他先在两堆中各取一块，使得两堆都变为偶数块. 以后乙无论如何取，甲总可以使两堆均为偶数块，而乙至少使一堆成为奇数块（因而总未取完）. 直至最后甲取完（两堆均为偶数0）.


例2
 　在上题中，如果还允许从一堆中取一块放入另一堆，情况又如何？


解
 　仍为甲胜. 甲用同样的策略，只需注意每次必取走1或2块石块，使石块数目减少，不出现（5，7）→（4，8）→（5，7）→（4，8）→…的循环情况，即甲不必取一块放入另一堆.


例3
 　两堆火柴，分别有100根与201根. 甲、乙二人轮流取，每人每次可从一堆中取火柴，取的根数为另一堆当时根数的约数，谁取最后一根就算胜. 谁有必胜策略？


解
 　甲先在100根中取走1或3根（3是201的约数），将两堆火柴都变为奇数根. 奇数的约数是奇数，奇数减奇数是偶数，所以无论乙怎样取，必定使火柴两堆，一堆不变，仍为奇数根；另一堆则变为偶数根，甲再将偶数根变为奇数根（例如取走1根）. 这样继续下去，直至乙取完一堆. 甲再取完另一堆，获得胜利.


例4
 　从60开始做减法. 甲乙轮流从当前的数中减去它的任何一个正约数，谁得出0就算输. 谁有必胜策略？


解
 　甲胜. 甲每次使得数为奇数（开始时不难做到），由于奇数的约数是奇数，奇数减去奇数是偶数所以乙每次的得数都是偶数. 甲再将它变为奇数（例如减去1），如此继续下去，最后甲得出1，乙失败.


例5
 　一块大巧克力被凹槽分成9行10列，9×10个小格. 甲、乙二人轮流从巧克力上切下一行或一列，最后取完的算赢，谁一定胜？改为10×12呢？


解
 　每切一行或一列后，行与列的总数减少1.

9+10=19

是奇数，甲总可使这和为偶数，乙则将这和变为奇数，因此甲胜. 但应注意当行数（列数）成为2时，则只能切列（行），而不能再切行（列），因为只留一行（列）时，对方即可一次取完，不再剩下.

10+12=22是偶数，改为10×12后乙胜.

4. 其他


例1
 　从1000开始做减法，甲、乙轮流，每次从现有的数中减去一个数，这个减数是不大于被减数的、任一个2的非负整数幂（包括20
 =1）. 谁得出差为0就算胜. 谁有必胜的策略？


解
 　甲胜. 第一次，甲减去1、4或16，便得差为3的倍数. 因为2的幂不被3整除，所以乙得到的差不被3整除. 甲可以使得下一步的差仍为3的倍数（减去1或2，或者一个适当的2的幂），这样继续下去，甲总能使差为3的倍数；乙总不能使差为3的倍数. 直至最后甲使差为0（0也是3的倍数）.


例2
 　三堆石块，第一堆50块，第二堆60块，第三堆70块. 甲、乙二人轮流，每人每次将块数大于1的每一堆分为两堆. 如果谁能使每堆石头都只有一块，就算胜利. 谁能获胜？


解
 　甲胜. 他每次使块数最多的一堆有（2n
 -1）块. 开始时，使第三堆分成63（=26
 -1）与7两堆，另两堆则随便分.

接下去，不论乙如何分，块数为（2n
 -1）块的堆分成两堆后，总有一堆块数大于（2n-1
 -1），因2×（2n-1
 -1）<2n
 -1. 甲可将这堆分为（2n-1
 -1）块的堆与另一堆，后者块数≤（2n
 -1）-（2n-1
 -1）-1=2n-1
 -1，其他各堆均可分为块数不大于2n-1
 -1的堆.

继续下去，直至甲将每堆都分成1（=2-1）块.


评注
 　在分为两堆时，2的幂往往起重要的作用，本题与练习第9题均是如此.

5. 制胜之点


例1
 　国际象棋盘中有一只皇后在方格c1
 （即图中最下一行左起第三格）中，甲、乙两人轮流移动这枚棋子，每人每次可往右、或往上、或沿45°的斜线向右上方移动任意多格，谁将棋子移入方格h8
 （即右上角）中就算获胜，谁有必胜的策略？
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由于皇后只能往右或往上，或往右上，所以a、b两列不必考虑.

h8
 本身不予考虑，皇后在h7
 时，一步就可移入h8
 ，即这时先走者胜，将它标上“+”号，同样h1
 ～h6
 、g7
 、f6
 、e5
 、d4
 、c3
 、g8
 、f8
 、e8
 、d8
 、c8
 都应标上“+”号.

g6
 应标“-”号，因为由这格出发，皇后按所述规则只能走进标“+”号的方格，f7
 也应标“-”号.

g1
 、g2
 、g3
 、g4
 、g5
 都应标“+”号，因为皇后由这些方格出发，一步就可以进入标“-”号的方格g6
 .

同样，f1
 ～f6
 ，e7
 、d7
 、c7
 、e6
 、d6
 、c6
 都应标“+”号，d5
 、e4
 、d3
 、c2
 也都应标上“+”号.

c5
 应标“-”号，因为由它出发，只能到达标“+”的方格，e3
 也是这样.

e1
 、e2
 、d2
 都应标“+”号，d1
 应当标“-”号.

c1
 应当标“+”号.

于是甲有必胜的策略，第一步他可将皇后移入标有“-”的方格d1
 、e3
 或c5
 .

图中标有“+”号的点（方格），可以称为制胜之点，从这些地方出发的，一定获胜. 他只需每次将棋子移到标有“-”号的点，就可稳操胜券.


例2
 　两堆石块，第一堆7块，第二堆5块. 甲、乙轮流，每人每次可从任一堆中取出任意多块，也可以从两堆中取出同样多石块. 谁将石块取完就算胜. 甲有必胜的策略吗？


解
 　将国际象棋盘的行和列编上0至7. 行号由上到下，列号由右到左（与通常习惯相反，但这并非本质的）.

游戏的每一状态对应于一个方格（i，j），i、j分别表示两堆石块中当时石块的数目. 开始时的状态是（7，5），最终的状态是（0，0）. 取石块的规则便相当上题中皇后向右、向上或沿对角线向右上方移动. 于是本题化为例1.


例3
 　两堆火柴，每堆11根. 甲、乙两人轮流取火柴. 每人每次可从任一堆中取两根，同时从另一堆中取一根. 谁不能按上面的规则取，就算输，谁有必胜的策略？

本题的结果是甲有必胜的策略.

考虑一个12×12的方格表. 每个方格可以用“坐标”表示. 这里的坐标是一对有序整数（i，j），0≤i，j≤11，表示第一堆有i根火柴，第二堆有j根火柴.

我们从左下角开始，第0行显然无法在两堆中取火柴（第一堆只有0根），所以这是甲（先取者）失败的状态，第0列及（1，1）也是如此. 我们在方格中标上“-”号.

第1行其他方格（1，j）（2≤j≤11），甲可以在第一堆取1根，第二堆取2根，取后变为上面所说的状态，所以这种状态甲一定取胜. 我们在这些方程中标上“+”号. 第1列、第2行、第2列剩下方格也同样标上“+”号.

形象一些，可以设想一只象棋中的马，它处在“+”号位置（先走者胜）时，向左下走一步能进入“-”号位置（此时再走者负）.

第3行及第3列的剩下位置均应标“-”号（先走者失败），因为从这里出发、向左下走一步的马一定进入“+”号位置（此时再走者胜）. 方格（4，4）也应标“-”号.

第4行、第4列、第5行、第5列剩下的方格均应标“+”号（马可由这里向左下一步，进入“-”号位置）.

[image: 121-001]


第6行、第6列剩下的位置及方程（7，7）均应标“-”号.

第7行、第7列、第8行、第8列剩下的位置均应标“+”号.

（9，9），（9，10），（9，11），（10，9），（11，9），（10，10）标“-”号.

（10，11），（11，10），（11，11）标“+”号.

（11，11）标“+”号，即由两堆11根的火柴开始，按上述规则取火柴，甲有必胜策略（甲每次走入标“-”的格子，乙每次走入标“+”的格子）.

练习5

1. 从1开始作乘法，甲、乙轮流，每人每次可作现有的数乘上2、3、…、9中的任何一个，谁先得到大于1 000的积就算胜. 谁有必胜的策略.

2. 在8×8的国际象棋盘上有一只车，位于左下角的方格，甲、乙轮流，每次将车向上或向右移动任意多格，谁将车移到右上角的方格就算胜，谁有必胜的策略？

3. 甲、乙轮流在国际象棋盘上放象（Bishop），使得所放的象互相之间不会被吃（即不在同一条斜线上），不能放的算输，谁有必胜的策略？

4. 两堆石块，一堆30块，一堆20块. 甲乙轮流，每人每次可在任一堆中取石块，块数不限，谁取最后一块为胜，谁有必胜策略？

5. 圆上给定20个点，甲、乙轮流，每人画一条以这些点为端点的弦，所画的弦不能与已画的相交. 谁先不能画就算输，谁有必胜的策略？

6. 黑板上有两个数25、36. 甲、乙二人轮流每次在黑板上增加一个新数，它等于黑板上已有的某两个数的差，并且未在黑板上出现过. 谁先不能增加的就算输. 问谁输？

7. 黑板上写10个1与10个2，每人每次可任意擦去2个数，再重新写上一个数，规定擦去的两个数相同时，新写的数是2；擦去的两个数不同时，新写的数是1. 最后黑板上剩下的数是一个1，则甲胜；剩下的一个数是2，则乙胜. 问甲、乙谁胜？

8. 三堆石块，第一堆10块，第二堆15块，第三堆20块，甲、乙二人轮流分，每次将其中一堆分成两堆，谁不能分就算谁输. 若甲先分，谁一定胜利？

9. 火柴盒里有300根火柴，甲乙两人轮流取火柴，每次取的根数不得超过当时盒中火柴的一半. 谁不能取就算输. 谁有必胜策略？

10. 国际象棋盘的方格a1
 （左下角）中有一只棋子马，甲乙轮流移动它，每人每次可将它向右移动两格并且向上或向下移动一格，或者将它向上移动两格且向右或向左移动一格. 谁先不能移动就算输. 甲有必胜的策略吗？

解答

1. 甲只要得到56到111之间的任何一个数（包括56与111）就可以获胜，因为9×111<1 000，所以这时乙得不到1 000. 又因为56×2=112，而112×9>1 000，所以无论这时乙乘多少，下一步甲就能得到大于1 000的积.

要得到56到111之间的数，甲只要得到6. 因为6×9<56，所以这时乙得不到56，而6×2×5，6×3×5，6×4×3，6×5×3，6×6×3，6×7×2，6×8×2，6×9×2均在56与111之间.

于是，甲开始作1×6得到6，即已胜券在握.


注
 　甲先得到4或5，也同样能够获胜.

2. 乙必胜. 每次甲从（左下到右上的）对角线上将车移走，乙就将车移回对角线.

3. 乙有必胜的策略.

甲每放一只象，乙就在这只象关于棋盘的对称轴（第四列与第五列的公共边界）对称的地方放一只象. 只要甲能放，乙也就能放.

4. 甲胜. 第一次先取走10块，使得两堆都变成20块，以后乙在一堆中取若干块，甲就在另一堆中取相同的块数，始终保持两堆块数相等，直至取到最后一块.

5. 甲有必胜的策略. 首先甲连一条弦，使得两侧各有9个点. 从这弦的一个端点A开始，依顺时针方向将一侧的点记为0，1，…，9. 接下去，从这弦的另一个端点B开始，依顺时针方向，将另一侧的点也记为0，1，…，9.

如果乙在一侧连结i、j两点，那么甲就在另一侧连结i、j两点.

也可以将20个作为正20边形的顶点，先连一条直径，再采用中心对称（或轴对称）的策略.

6. 36、25的最大公约数为1，由Bézout定理，经过若干步可以写出1. 从而1～36的数均将在黑板上一一出现. 两人共写

36-2=34

个数，34为偶数，所以乙一定赢，甲一定输.

7. 1的个数始终为偶数，不可能最后只剩一个1，因此一定是乙胜.

8. 每次操作，堆数增加1，开始3堆，最后

10+15+20=45

堆，因此共需

45-3=42

次操作，42是偶数. 最后一次由乙执行，乙胜.

9. 甲胜. 第一次甲留下255根，即（256-1）根，以后每次留下（2n
 -1）根. 这时乙取的根数k<2n-1
 ，甲取（2n-1
 -k）根，此数显然少于[image: 124-01]
 ，两人共取2n-1
 根，剩下（2n-1
 -1）根. 继续下去，直至剩下1根，而这时轮到乙取，乙却不能取（乙所取的根数不能超过[image: 124-02]
 ）.

10. 似乎先走者总占一点优势，其实不然. 在本题中，甲没有必胜的策略，而乙却有必胜的策略.

注意这只马虽然走的是马步，却比国际象棋中的马差一些，它不能向左移动两格（并向上或向下移动一格），也不能向下移动两格（并向左或向右移动一格）. 国际象棋中的马“威风八面”，如果在棋盘的“中原地区”，它有8种走法，而现在却只有4种走法.

从右上角开始考虑. 如果在某一格不能按要求移动马或者由这一格出发将导致失败，那么就在这格标上“-”号，反之，则标上正号. 显然右上角应标“-”号. h7
 、g8
 、g7
 也应标“-”号（均不能按要求移动在这些格子中的马）.

h6
 、h5
 、g5
 、g6
 、f5
 、f6
 、f7
 、f8
 、e6
 、e7
 、e8
 都应标“+”号，因为马可由这一步出发，跳入上面标有“-”号的方格，从而导致对手失败.

h4
 、h3
 、g4
 、g3
 、d8
 、d7
 、c8
 、c7
 都应标“-”号，因为由这些方格出发，按照规则，马只能跳入标有“+”号的方格，从而对手取胜.

h2
 、h1
 、g2
 、g1
 、f4
 、f3
 、f2
 、f1
 、e5
 、e4
 、e3
 、e2
 、d6
 、d5
 、c6
 、c5
 、b8
 、b7
 、b6
 、b5
 、a8
 、a7
 、a6
 都应标“+”号，因为由这些方格出发，马均可以跳入标有“-”号的方格.

d4
 、d3
 、c4
 、c3
 标“-”号. 因为按照规则，马从这些格只能跳入标有“+”号的方格.

其余的方格，除去a1
 ，都应标“+”号. 因为马可由这些方格跳入标有“-”号的方格.
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最后a1
 应标“-”号. 因为由这格出发，马只能跳入标“+”的方格.

于是，对于放在a1
 的马，先走的甲失败，而后走的乙却有必胜的策略.

这种制胜态势的分析往往是由最后的状态逐步逆推.



第六章

计数

计算某种对象的个数，是组合数学的基本问题.

1. 乘法原理


例1
 　科技书10本，文艺书11本，传记8本，每种书中各借1本. 有多少种借法？


解
 　共有

10×11×8=880

种借法.

这就是乘法原理
 .

一般地，如果做一件事可分为k步，第一步有n1
 种做法，第二步有n2
 种做法，……，第k步有nk
 种办法，那么完成这件事有n1
 n2
 …nk
 种做法.

上面的事情就是借书，分为借科技书、借文艺书、借传记三步. 三步的做法分别为10、11、8种. 总的借法为10×11×8种.

例1中三步的先后无关紧要，但有些时候，先后的次序是有关的.


例2
 　5个字母a、b、c、d、e排成一行，有多少种不同的排法？


解
 　先排字母a，它有5种可能（排在第一、二、三、四、五个位置均可）. a排好后，b有4种可能. a、b排好后，c有3种可能. a、b、c排好后，d有2种可能. 最后1个位置留给e. 共有

5×4×3×2×1=120

种可能.

这就是排列问题. 一般地，将n个人排成一行有n！种排法.


例3
 　某市管辖的七个区如图所示，用红、黄、蓝、黑四种颜色给每个区染上颜色，相邻的区颜色不同，有多少种染法？
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解
 　A有4种染法. A染好后，B有3种染法. A、B染好后，C有2种染法，A、B、C的染法共有4×3×2=24种.

不妨设A红、B黄、C蓝. 这时有以下情况：

（1）F黑. E只能红，D只能黄，G只能蓝.

（2）F黄. E可红可黑，D只能黑，G只能蓝.

（3）F红. E只能黑，D可黄可黑，G可染蓝色，还可以染黑或黄这两种颜色中D未用的那种.

因此，共有

24×（1+2+2×2）=24×7=168

种染法.

例2中亦可从其他地方，例如C开始染色，但结果应当相同，都是168种染法.

2. 线段与三角形


例1
 　平面上给定n（≥2）个点，每两点不共线，将它们两两连结，一共有多少条线段？


解
 　线段有两个端点，第一个端点是这n个已知点中的任一个，有n种.

选好第一个端点后，再选第2个端点，有n-1种.

因此，由乘法原理，连成n（n-1）条线段.

但是，且慢！每一条线段AB现在被计算了两次. 第一次先选A再选B，第二次先选B再选A，因此，实际上，只连了
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条线段.

一般地，如果从n个点中选出2个点，有[image: 129-01]
 种选法.


例2
 　从100个人选出2个人，一个担任主席，一个担任副主席. 有多少种选法？


解
 　主席有100种，主席选定后，副主席有99种，因此选出主席、副主席共有

100×99=9 900

种选法.

例2中，主席、副主席是有区别的，不必再除以2.


例3
 　平面上给定n个点（n≥3），每三点不共线，以这些点为顶点的三角形有多少个？


解
 　三角形的第一个顶点有n种选择. 第一个顶点选好后，第二个顶点有n-1种选择. 第一、二两个顶点选好后，第三个顶点有n-2个选择，共有n（n-1）（n-2）种选法.

但每个△ABC中被计算了6次（作为△ABC，△ACB，△BAC，△BCA，△CAB，△CBA. 这也正好是n=3时，3×2×1=6次计算了同一个三角形）. 因此，三角形的个数是
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例4
 　从7张不同的牌中取出4张，有多少种取法？

[image: 130-02]


3. 数的个数


例1
 　有多少三位数恰含一个7？


解
 　7在首位时，十位有9种选法（0，1，2，3，4，5，6，8，9），个位也有9种选法，共有

9×9=81

个.

7不在首位（在十位或个位）时，首位有8种选法（不能为7与0），另一位有9种选法. 共有

2×8×9=144

个.

答案为81+144=225.


例2
 　一个数码由10个数字0与1组成. 如果1的个数是偶数，而且0不相邻，这样的数码有多少？


解
 　1的个数是10的数码，1个.

1的个数是8的数码，其中有2个0. 8个1之间有7个间隙，加上第1个1的前面，最后1个1的后面，共有9个位置. 2个0可以放在这9个位置的任2个，有
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种放法，即这时合乎要求的数码有36个.

1的个数是6的数码，其中有4个0，6个1的前面、后面及互相的间隙，共7个位置，4个相同的数字0放在这7个位置，有

7×6×5×4÷（4×3×2×1）=35

种放法，即这时合乎要求的数码有35个.

1的个数少于5时，0的个数多于5，1不能将0全部分开，这时没有合乎要求的数.

因此，合乎要求的数码共

1+36+35=72

个.


例3
 　一个正整数，如果从左往右与从右往左，出现的数字均相同，那么就称为回文数
 . 如12321，求四位的回文数的个数以及四位回文数的最大公约数.


解
 　四位回文数的形状是[image: 131-01]
 ，a有9种（1，2，…，9），b有10种（0，1，…，9），所以四位回文数有

9×10=90

个.

每个四位回文数都被11整除，而且

（1 111，1 221）=（1 111，110）=11.

所以四位回文数的最大公约数是11.

[image: 131-02]


如果a=b，那么b>c. 在1～9中选2个数，有

[image: 131-03]


种选法. 大的充当a、b，小的作c，即满足要求.

如果a>b，那么由[image: 131-04]
 得b>c. 在1～9中选3个数，有

[image: 131-05]


种选法. 最大的作a，次大的作b，最小的作c，即满足要求.

因此，满足要求的[image: 132-01]
 ，有36+84=120个.

4. 图形


例1
 　设m或n为偶数. 一个m×n的长方形，由mn个单位正方形组成. 移去两个正方形，使得剩下的图形可以被1×2的多米诺覆盖，有多少种方法？


解
 　将正方形染上黑或白色，使得相邻两格颜色不同.

移去的两格应当颜色不同，一白一黑.

[image: 132-02]


种方法.


评注
 　去掉一白一黑的两个方格后，剩下的图形一定能被1×2的多米诺覆盖. 为什么？参见练习8第19题.


例2
 　用一个圆，一个矩形与一个三角形将平面分成不相交的区域. 区域最多多少个？


解
 　一条直线至多与矩形的两条边（这里矩形的边指线段）相交. 因此三角形的三条边上至多有6个点是它与矩形边界的公共点. 这6个点将三角形边界分成6条线段或折线.

矩形将平面分成两个区域. 上述6条线段或折线，每一条将一个区域分成2个，因此，一个矩形与一个三角形至多将平面分成

2+6=8

个区域.

每条直线至多与圆有2个公共点. 三角形的三边与矩形的四边，共7条直线，至多与圆有

2×7=14

个公共点. 它们将圆分成至多14段，每段弧将一个区域分成2个. 因此，一个矩形、一个三角形，再加上一个圆，至多将平面分成

8+14=22

个区域.

下图表明确实能分平面为22个区域.
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例3
 　将1至8填入下面的8个点，使得对每个点，下面的数与右面的数均比它大. 有多少种填法？

[image: 133-01]



解
 　设填入数后成为

[image: 133-02]


显然A最小，A=1. B或E次小，等于2. 由于B、E位置（关于直线AF）对称，可设B=2.

因为F、G、H均比E大，所以E≤5. 有3种情况.

（1）E=5.

这时C=3，D=4.F有3种选择：6、7、8. F选定后，G、H随之确定. 所以这时有3种填法.

（2）E=4.

这时C=3，D有4种选择：5、6、7、8. D选定后，F有3种选择. G、H随之确定. 所以这时有

4×3=12

种填法.

（3）E=3.

这时F有5种选择：4、5、6、7、8. F选定后，在剩下的4个数中选2个作为C、D（D大C小），有
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种. 于是这时有

5×6=30

种填法.

共有（E=2的填法与B=2的填法一样多）

2×（3+12+30）=90

种填法.

5. 其他


例1
 　方程

xyz=2015

（1）

的整数解（x，y，z），共有多少组？


解


2015=5×403=5×13×31.

（2）

先考虑（1）的正整数解（x，y，z），x≤y≤z. 这时解有

（x，y，z）=（1，1，2 015），（1，5，403），（1，13，155），（1，31，65），（5，13，31）.

改变（1，1，2015）中数的顺序得3组解. 其他5组各产生3！组解. 所以（1）的正整数解有

1×3+3！+3！+3！+3！=27

组.

将每个正整数解中，两个数变为相反数，一个保持不变，便得到全部整数解.

所以（1）共有整数解

27+27×3=108

组.


例2
 　五个人分18个球，没有两个人得到的球数相等. 有多少种分法？


解
 　设五个人分得的球数为

a<b<c<d<e.

（1）

令A=a，B=b-1，C=c-2，D=d-3，E=e-4，则

A≤B≤C≤D≤E，

（2）

并且

A+B+C+D+E=18-（1+2+3+4）=8.

（3）

（3）表明五个非负整数A、B、C、D、E之和为8. 不难看出将8拆分为五个非负整数之和（其中0不必写出）有以下18种：

8=7+1=6+2=6+1+1=5+3=5+2+1=5+1+1+1=4+4=4+3+1=4+2+2=4+2+1+1=4+1+1+1+1=3+3+2=3+3+1+1=3+2+2+1=3+2+1+1+1=2+2+2+2=2+2+2+1+1.

（2）、（3）的每一个解（A，B，C，D，E）产生一个满足要求的分法（a，b，c，d，e）（a=A，b=B+1，c=C+2，d=D+3，e=E+4）.

由于每种a、b、c、d、e互不相等的分法有5！种排列. 所以本题的分法有

18×5！=2 160

种.


例3
 　甲、乙、丙三人传球. 从甲开始，经过7次传球回到甲，有多少种方式？


解
 　经过1次传球，回到甲的方式为0.

经过2次传球，回到甲的方式为2（甲传乙，乙传回甲. 或甲传丙，丙传回甲）.

经过3次传球，回到甲的方式为22
 -2：传2次有22
 种，其中不回到甲的有22
 -2种，所以再传1次回到甲的也是22
 -2种.

经过4次传球，回到甲的方式为23
 -（22
 -2）：传3次有23
 种，其中不回到甲的有23
 -（22
 -2）种. 再传一次（第4次）回到甲的也是23
 -（22
 -2）种.

依此类推，经过7次传球，回到甲的方式为

26
 -（25
 -24
 +23
 -22
 +2）=42

种，式中26
 是传6次的种数，25
 -24
 +23
 -22
 +2是传6次回到甲的种数.


评注
 　一般地，传k次回到甲的方式有

2k-1
 -2k-2
 +2k-3
 -2k-1
 +…±2

种. 传k次不回到甲的方式有

2k
 -2k-1
 +2k-2
 -2k-3
 +…±2

种.

6. 手镯

手镯上有7颗珍珠，3种颜色（红、蓝、黑）. 如果两个手镯，可以通过旋转或翻转将一个变成另一个，就说这两个手镯是相同的. 有多少种不同的手镯.


解
 　设有x种不同的手镯.

将手镯上7颗珍珠依顺时针顺序记为1～7. 1的颜色有3种可能，2的颜色，…，7的颜色也都各有3种. 共有

3×3×3×3×3×3×3=37
 （种）.

x种当然全在这37
 种中. 但x<37
 ，因为同一种手镯在37
 中可能被重复计算了. 例如1号红、2号蓝、其余黑的手镯与2号红、3号蓝、其余黑的手镯，实际是x种中的同一种，而在37
 中却算2种.

实际上，将手镯依顺时针旋转，使1变成2、3、4、5、6、7中的一个. 这样的6次旋转，产生6x种手镯，与原先的x种分别相同. 将手镯依过手镯圆心与1、2、3、4、5、6、7中任一个的直线翻转，这样的7种翻转，产生7x种手镯，也与原先的x种分别相同. 这x+6x+7x种当然都在37
 种当中. 不过，37
 种情况，现在在x+6x+7x中，有的被多算了. 例如7颗全红的手镯，在37
 中只算1次，而在每次旋转，它都被算了1次，即在旋转中被多算了6次. 这种旋转与自身相同的，1与2同色、2与3同色、……、7与1同色，因而必须7颗同色. 除全红外，还有全蓝、全黑两种. 这3种在x+6x中被多算了3×6次，所以37
 比x+6x+7x小，要与x+6x+7x相等，首先应加上3×6.

还有翻转不变的，每种被多计算了1次. 关于过圆心与1的直线翻转不变的，有34
 种（1、2、3、4各有3种染色方式，7与2同，6与3同，5与4同），其他6种翻转也是如此. 所以37
 +3×6应加上7×34
 才与x+6x+7x相同.

于是，我们有

x+6x+7x=37
 +3×6+7×34
 =2 772，

x=2 772÷14=198.

练习6

1. 7个人排成一排，甲必须站在中间，有多少种方法？

2. 5个人排成一排，甲、乙两个人不相邻，有多少种排法？

3. 1到300的自然数中，不含数字3的有多少个？

4. 用数字1，2，3，4，5，可组成多少个

（1）数字不重复的三位数？

（2）数字不重复的三位偶数？

（3）数字不重复的偶数？

5. 在2 000到7 000之间，有多少个数字不重复的偶数？

6. 如图，由35个单位正方形组成的长方形中，有两个*. 问图中包含两个*的长方形有多少个？
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7. n条直线最多将平面分成多少份？

8. 平面上100条直线，其中有20条互相平行，其余的互不平行，也与这20条直线不平行，并且每三条直线不交于一点. 问它们将平面分为多少份？

9. n个圆最多将平面分成多少份？

10. 某岛共有96人. 当地政府准备颁布5项法令. 每项法令都恰好有一半人反对. 后来岛上举行集会，参加者都是对半数以上措施表示反对的人. 问参加集会的人至多多少？

11. 求1到1 999中，所有自然数的数字和的和.

12. 一批相同的圆棒，每根划分为长短相等的5节，每节用红、黄、蓝3种颜色来涂，问可以得到多少种颜色不同的棒？

13. 任选5个不同的、不超过90的正整数. 其中最大一个的平均值是多少？

解答

1. 甲以外的6个人依次有6、5、4、3、2、1种选择. 共有6×5×4×3×2×1=720种.

2. 5个人任意排成一排有5×4×3×2×1种排法. 甲、乙两个人排在一起的排法有2×4！种（将甲、乙看成一个人，4个人有4！种排法. 甲、乙相邻有2种情况，即甲左乙右，甲右乙左）. 因此甲、乙不相邻的排法有5！-2×4！=3×4！=72种.

3. 将每个自然数看成三位数，不足三位的在前面补0，如4可看作004，21可看作021. 这样，百位有3种可能（0、1、2），十位有9种可能（不为3），个位也有9种可能. 因此共有3×9×9=243个. 除去0，共有242个自然数.

4.（1）有5×4×3=60个.

（2）先选个位数字有2种（2与4）. 共2×4×3=24种.

（3）一位偶数2个，两位偶数2×4个，三位偶数2×4×3个，四位偶数2×4×3×2个，五位偶数2×4×3×2×1个. 共有偶数

2+2×4+2×4×3+2×4×3×2+2×4×3×2×1=130（个）.

5. 个位为2、4、6这3种时，首位为2、3、4、5、6中的4种（不与个位相同），个位为0、8这2种时，首位可为2、3、4、5、6中的任一种. 首位、个位确定后，百位有8种. 最后十位有7种，共有（3×4+2×5）×8×7=22×8×7=1 232种.

6. 包含两个*的长方形，可能有第一行的方格也可能没有，有2种可能；可能没有第四行的方格，可能有第四行但没有第五行的方格，也可能有第五行的方格，有3种可能. 同样，对第一、二列，有3种可能；对右面的列有4种可能.

因此，包含两个*的长方形共有2×3×3×4=72（个）.

7. 一条直线将平面分成2个部分. 2条直线至多将平面分成2+2个部分，增加第k条直线时，它可以与前面的k-1条直线都相交，因此被前k-1条直线分为k段（不重叠的k-2条线段及两条射线）. 每一段将原来的一个平面区域分成2个，即增加k份. 因此共有
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份.

8. 100-20=80条互不平行的直线将平面分为

[image: 139-02]


份. 20条平行线中的每一条与前80条相交，增加81份. 共分平面为

3 241+20×81=4 861（份）.

9. 一个圆将平面分成2份，两个相交的圆将平面分成4份. 如果每个圆都与前面的圆相交，而且交点互不相同，那么第k个圆上面有2（k-1）个交点，它们将第k个圆分成2（k-1）段不重叠的弧，每段弧将原有的平面区域分为2个，因此增加了2（k-1）份. n个圆最多分平面为

2+2+2×2+…+2（n-1）=2+n（n-1）=n2
 -n+2（份）.

需要证明确有n个圆两两相交并且交点互不相同. 为此作一个单位圆（半径为1的圆），再作它的内接正n边形. 以正n边形的顶点为圆心，r为半径作n个圆，这里r是大于1的数. 由于两个顶点的距离≤单位圆的直径2<2r，所以这些圆一定相交. 如果三个圆有相同的交点，那么这点到3个圆心的距离相等，因而是单位圆的圆心. 但单位圆的圆心到内接正n边形的顶点距离为1，而不是r. 所以没有三个圆有相同的交点.

10. 每项法令有96÷2=48人反对. 5项法令共有

5×48=240

人次反对. 因此对半数以上措施（至少3项）反对的人数不超过

240÷3=80.

另一方面，80人是可以达到的：取80个人，分为5组，每组16人.

下表表示各组反对的法令（用x表示反对），可见每项法令都恰有3组（3×16=48）人反对，反对3项法令的恰有80人.
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因此，参加集会的人至多80.

11. 将0到1 999中的整数两两配对：a与1 999-a配成一对，它们的数字和为

1+9+9+9=28.

因此0到1 999中的整数的数字和为

28×2 000÷2=28 000.

即本题答案为28 000.

12. 5节，每一节有3种涂法，所以共有

3×3×3×3×3=243

种涂法. 但棒没有上下之分，所以从上而下涂成

“红黄蓝黄黄，黄黄蓝黄红”

的两种其实是同一种. 于是上面的涂法两两配对. 其中第四节与第二节相同，第五节与第一节也相同的自身配对. 这样的涂法有3×3×3=27种. 因此颜色不同的棒共有

[image: 140-02]


13. 考虑一个圆内接正91边形. 任选6个顶点，依顺时针次序记为0、1、2、3、4、5. 它们将圆周分为6条弧. 每条弧长度的取值情况（概率大小）完全相同，因此它们的平均值也相同. 如设圆周长为91，则每段弧的长度的平均值是[image: 140-03]
 . 最大的数，就是点0与点5之间的弧长，它的平均值应是上述每段弧长平均值的5倍，即
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第七章

存在性

To be or not to be, that is the question.

1. 抽屉原理（一）

在第二章第5节已经说到抽屉原理.


例1
 　证明：在任一旅行团中，必有2个人的熟人个数相同.


证明
 　设旅行团共n个人. 每个人的熟人个数在0与n-1之间. 而且，如果有一个人的熟人个数为0，那么就没有人的熟人个数为n-1，反之亦然. 因此，熟人的个数只有n-1种（0到n-2或1到n-1）. n个人中必有2个人的熟人个数相同.

本例中，人充当了苹果，熟人个数充当了抽屉.

证明存在性（本题的“必有”即“存在”），抽屉原理是常用的.


例2
 　设n为自然数，证明从1，2，…，2n中任取n+1个数，其中必有两个数，一个是另一个的倍数.


证明
 　将每个自然数写成2k
 ·j的形式，其中j是正奇数，k是非负整数.

1，2，…，2n中奇数共n个，上面所写的形式中，j也只有n个（即1，3，…，2n-1）. 任取的n+1个数中，必有两个数的奇数部分j相同. 设它们为2k
 ·j，2n
 ·j，k<n，则2n
 ·j是2k
 ·j的倍数.


例3
 　证明：在任意6个人中，或者有3个人互不相识，或者有3个人互相认识.


证明
 　任一个人A，他认识的人数不少于3，或者他不认识的人数不少于3.

不妨设A认识的人数不少于3. B、C、D是A认识的人.

如果B、C、D中有两个人互相认识，设B、C互相认识，那么A、B、C3个人互相认识.

否则，B、C、D中没有互相认识的人.


评注
 　如果将人用点表示，相识的，在两点之间连红线；不相识的，连蓝线；那么，本题结论就是所得的图中必有同色三角形. 另一种证明见第八章第7节例1.


例4
 　在10×10的方格表中填数，每格一个整数，并且每两个相邻方格（有公共边的方格）中的数相差不大于5. 证明表中必有两个数相等.


证明
 　从一个方格到另一个方格，中间至多经过9+8=17个方格，因此两个方格中的数至多相差

5×（17+1）=90，

从而表中至多有91个不同的值.

10×10=100>91，因此表中必有相同的数.

2. 抽屉原理（二）

抽屉原理的问题极多，本节再介绍几个.


例1
 　给定8个互不相同的、不大于15的自然数. 求出每两个的差的绝对值. 证明其中必有3个绝对值相同.


证明
 　差的绝对值在1至14之间，其中差为14的至多一个：

14=15-1.

两两作差，共有[image: 143-01]
 个差的绝对值. 至少有27个差的绝对值在1～13之间.

27÷13=2……1.

因此必有3个差的绝对值相同.

注意直接用28÷14得不出所要的结果. 必须按照上面的解法，先将差14（至多1个）分开.

下面的例2与线性递推数列有关. 其中由数字组成的4元数组充当了抽屉.


例2
 　数列1，9，8，2，…，自第5项起，每一项都等于它前面4项的和的个位数字. 问在这数列中是否有连续四项为3，0，4，4？


解
 　有序的4元数组（a，b，c，d），其中a、b、c、d均为数字，只有104
 种（a可为0～9中的任一个，b、c、d也是如此）. 在数列的前104
 +4项中，有104
 +1个连续的4项，其中必有2项相同. 设an
 为第n项，而

ak+1
 =ah+1
 ，ak+2
 =ah+2
 ，ak+3
 =ah+3
 ，ak+4
 =ah+4
 （0≤k<h≤104
 ），

则ak
 是ak+4
 +30-ak+3
 -ak+2
 -ak+1
 的个位数字，ah
 是ah+4
 +30-ah+3
 -ah+2
 -ah+1
 的个位数字，所以ak
 =ah
 .

依此类推，我们得到ak-1
 =ah-1
 ，…，a1
 =ah-k+1
 .

于是在数列中1、9、8、2将重复出现. 设它们是at+1
 、at+2
 、at+3
 、at+4
 ，则

at
 =2+20-8-9-1=4，

at-1
 =8+10-9-1-4=4，

at-2
 =9-1-4-4=0，

at-3
 =1+10-4-4=3.

于是数列中有连续4项为3、0、4、4.


评注
 　如果由数列1，9，8，2，…依上述递推关系倒推，可以得出“第0项”，“第-1项”，“第-2项”，“第-3项”，它们分别为4，4，0，3.

下面的例3与图形有关.


例3
 　在5×11的棋盘中，已放了7个2×2的小棋盘，每个小棋盘占据4个小方格. 证明：不管怎么放，总能再放进1个2×2的小棋盘，与已放的小棋盘不重叠.


解
 　7个2×2的棋盘，有的全在前3行，有的全在后3行.

由抽屉原理，可设大棋盘前3行至多有3个2×2的小棋盘. 这3个小棋盘占据大棋盘的6列（如图）.

[image: 144-001]


大棋盘的前两行中，如果上述3个2×2的小棋盘，从左到右每两个之间空着的列至多1列，那么在这个2×11的棋盘中，前2列或最后2列中没有小棋盘，从而可以放入1个2×2的小棋盘. 如果上述3个小棋盘，有两个之间至少空着2列，那么在这2列可以放入一个2×2的小棋盘.

3. 介值性

如果变数x取整数值，并且每次取值与上一次的取值至多相差1，x有时为正，有时为负，那么x必在某次值为0.

这个结论，有人称为介值性定理
 .


例1
 　平面上给定100个点. 证明：存在一条直线，在它的两侧各有50个已知点.


证明
 　作一条直线l，l与已知点的连线（有限多条）均不平行.

平行移动l，使得已知点均在l的同侧.

再平行移动l，使得已知点一个接一个地由l的一侧变到另一侧，直至50个已知点变到另一侧为止. 这时l的位置即为所求.

或设各点在l同侧时，点Ai
 （1≤i≤100）到l的距离为di
 ，d1
 ≥d2
 ≥…≥d100
 . 将l平移到A50
 与A51
 之间即可.


例2
 　100个黑球与100个白球排成一行，最左端与最右端的球都是黑球. 证明可以从左端开始选出一段连续的球但不是全部，使得其中黑、白两种颜色的球数相等.


证明
 　从左端开始，选连续的1、2、…、199个球. 每段黑球个数减去白球个数，所得的差记为d. 开始选1个球时，d=1. 最后选199个球时，d=-1. 而在球数每增加1时，d增加或减少1，可见在d由1变为-1的过程中必有一次为0，即两种颜色的球数相等.

或者说在上述球数增加的过程中d第一次不为正时，d一定为0（不可能由正整数立即变为至少减少2的负整数）.


例3
 　甲、乙两足球队以8:5结束比赛，证明在比赛中必出现这样的时刻，甲队此后攻入的球数与乙球此前攻入的球数相等.


证明
 　考虑对每一时刻，甲队此后攻入的球数与乙队此前攻入的球数，相减所得的差d.

开始时，d=8. 结束时，d=-5.

每攻入1球，d增加或减少1. 于是必有某一时刻d=0.


又解
 　在甲、乙两队进球总数为8时，设这时甲进a球，则乙已进（8-a）球，甲此后又进（8-a）球. 这一时刻即为所求.


例4
 　在50×50的方格表中，每个方格写有1，-1或0. 所有数的和，绝对值不大于100. 证明一定可以找出一个25×25的方格表，其中所有数的和，绝对值不大于25.


证明
 　将50×50的方格表分为4个25×25的方格表. 如果其中有一个满足要求，不必再证. 否则，各个表的所有数的和，绝对值均大于25. 其中必有2个和的符号相反，否则整个50×50的表，所有数的和的绝对值大于4×25，即大于100.

不妨设前25行的两个和符号相反.

记前25行、第i列至第（i+24）列所成方格表中，所有数的和为Si
 （i=1，2，…，26），并设S1
 <-25，S26
 >25.

在数轴上，从-25到25挖一个大坑，并将Si
 （都是整数）标在数轴上（i=1，2，…，26）. 在Si
 的下标由1增至26的过程中，开始Si
 在-25的左边，以后每次增加或减少（即向左或向右移动）不超过50（去掉一列，增加一列，和的变化≤2×25），但最后（S26
 ）在25的右边，所以至少有一个Si
 落在长为50的坑中，即|Si
 |≤25.

4. 事与愿违


例1
 　求出4个实数中，每两个的差（大数减去小数）. 这6个差能否为2，2，3，4，5，6？


解
 　设这4个实数为a≤b≤c≤d. 若6个差为2，2，3，4，5，6，则d-a=6，但

d-a=（d-c）+（c-b）+（b-a）

≥2+2+3=7.

矛盾表明6个差不能为2，2，3，4，5，6.


评注
 　证明某种对象不存在，常用反证法. 即假定有符合要求的对象存在，然后导出矛盾.


例2
 　一居民点有2 015名居民，每天他们中都有一些人将1张10元钞票与另一些人换成2张5元钞票. 能否出现这样的一个星期，在这星期中，每个居民都在交换中付出10张钞票？


解
 　每次交换付出的钞票一共3张. 因此一个星期付出的钞票总数应当是3的倍数. 而2 015×10=20 150不是3的倍数，所以每个居民在一星期中都付出10张钞票交换是不可能的.


例3
 　设n为大于1的整数. 在1，2，…，2n中取n个数，是否一定有一个数是另一个数的倍数？


解
 　不一定. 例如取

n+1，n+2，…，2n

（1）

这n个数. 其中每一个数的2倍都大于2n. 因此（1）中没有一个数是另一个数的倍数.


评注
 　可与第1节例2对照.

5. 其他


例1
 　在8×8的国际象棋盘上放有若干棋子. 每一步可将一枚棋子移入相邻的空格中. 经过若干步后，每个棋子都到过棋盘上的每个方格恰好一次，并且又都回到了原来的位置. 求证：在这移动的过程中，必有一个时刻，所有的棋子都不在自己原来的方格中.


证明
 　考虑每个棋子离开各自原来方格的时间. 在最后一枚离开自己原来的方格A时，其他棋子一定都已经离开过原来的方格，但还未回到原来的方格：它们必须经过A格后才能回到原位，而经过A格必须等待原来在A格的棋子离开.


例2
 　任给一个6位数. 证明：总可以将它的数字重排，使得前三位数字的和与后三位数字的和，两者的差在0与9之间.


证明
 　设6个数字为A≥B≥C≥D≥E≥F.

若A+D≥B+C，则将A、D、F放在前三位，这时

0≤（A+D）-（B+C）=（A-B）-（C-D）≤A-B≤9.

|（A+D+F）-（B+C+E）|=|（A+D-B-C）-（E-F）|

≤（A+D-B-C）与（E-F）中较大的≤9.

若A+D<B+C，则将A、D、E放在前三位，这时

0≤（B+C）-（A+D）=（C-D）-（A-B）≤C-D≤9

|（A+D+E）-（B+C+F）|=|（E-F）-（B+C-A-D）|

≤（E-F）与（B+C-A-D）中较大的≤9.

于是，无论哪种情况，结论均成立.


评注
 　在a、b为正数时，|a-b|≤a与b中较大的.


例3
 　15个人共采了100个核桃. 证明必有2个人采的核桃数相同.


证明
 　若15个人中没有人采的核桃数相同，则它们至少采了

0+1+2+…+14=7×15=105

个核桃.

这与已知共采100个不符. 因此必有2个人采的核桃数相同.


例4
 　仓库里41码、42码、43码的鞋各200只，并且其中300只为左脚，300只为右脚. 证明：可以从它们中挑出100双鞋.


证明
 　不妨设：41码的左脚鞋的只数≤41码的右脚鞋的只数；42码的左脚鞋的只数≤42码的右脚鞋的只数.

41码的右脚鞋与42码的右脚鞋的只数和≤300只，所以

41码的左脚鞋与42码的左脚鞋的只数和≥200+200-300=100（只）.

于是41码的左脚鞋配上41码的右脚鞋，42码的左脚鞋配上42码的右脚鞋，可组成100双鞋.

练习7

1. 7个人，年龄之和是332岁. 证明从他们中能找出3个人，年龄之和不小于143岁.

2. 10个学生共解出35道题. 已知其中有人仅解出1道题，有人仅解出2道题，有人仅解出3道题，证明其中必有人至少解出5道题.

3. 将1，2，…，9分成3组，证明必有一组数的乘积不小于72.

4. 在3×3的方格表的每个小方格内任意填入±1或0. 算出每一行、每一列、每条对角线的和. 证明这8个和中一定有两个相等.

5. 证明：在3的正整数幂中必有一个以001为结尾.

6. 证明：52个整数中，一定有两个数的平方差被100整除.

7. 有一个盒子里有红、黄、黑三种颜色的小球共88个. 已知从中任意取出24个，就能保证至少有10个球是同色的. 问这时至少要从盒子中任意取出多少个球，才能保证至少有20个小球是同色的？

8.（1）在4×4的方格纸中，将一些小方格涂成红色，然后划去其中2行、2列. 如果无论怎样划，都至少有一个红色小方格未被划去，那么至少要涂多少个小方格？

（2）将（1）中4×4改为5×5. 至少要涂多少个小方格？

9.1 001个空间站，彼此间距离互不相等. 每个站观测与它最近的另一个站. 证明至少有一个站无人观测.

10. 蜗牛在平面上匀速前进，每隔15分钟便转一个直角弯. 证明它回到出发点时，一定爬过了整数个小时.

解答

1. 年龄最大的3个人，年龄之和不小于
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所以这三个人，年龄之和不小于143岁.

2. 有7个学生共解出

35-1-2-3=29

道题. 而

29÷7=4……1，

因此至少有一个学生解出不少于5道题.

3. 如果每组数的乘积都小于72，那么9个数的乘积不大于

71×71×71=357 911.

而

1×2×3×…×9=362 880，

所以必有一组数的乘积不小于72.

4. 这些和都是整数，最小为-3，最大为+3，因此至多有7种不同的和.

8个和中必有两个是同一种的，即它们相等.

5. 考虑

1，3，32
 ，….

其中必有两个数3n
 与3m
 （m>n）mod 1 000同余，它们的差

3m
 -3n
 =3n
 （3m-n
 -1）

被1 000整除. 而3n
 与1 000互质，所以3m-n
 -1被1 000整除，即3m-n
 以001为结尾.

6. 设n为整数. n≡0，±1，±2，…，±49，50（mod 100），因此

n2
 ≡0，1，22
 ，…，492
 ，502
 （mod 100）.

只有51种.

52个整数的平方中，一定有两个mod 100同余. 它们的差被100整除.

7. 不妨设红球个数r最大，黄球个数y次之，黑球个数b最小.

如果b≤5，那么取44个球，其中黄球、红球总数≥39，必有一种个数≥20.

如果b≥6，那么y≥9时，9个红球、9个黄球、6个黑球中没有10个球同色，与已知不符. 所以y≤8. 这时44个球中，红球个数≥44-8×2>20.

因此，取44个球可以保证至少有20个球同色.

另一方面，y=19，b=5时，任24个球中，红球、黄球总数≥19，其中必有一种个数≥10. 但取红球、黄球各19个，黑球5个，其中却没有20个球同色.

因此取43个球，不能保证有20个球同色.

至少要取44个球.

8.（1）至少要涂7格.

如果涂的格子数不大于6，那么划去涂的格子最多的2行，剩下的两行中至多还有2个红格. 再划去这两个红格所在的列，图中就没有红格了.

另一方面，如图1，有7个红格. 划去2行后仍有3列有红格，再划去2列，总有红格留下.
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（2）至少要涂5格.

一方面，如果只涂4格，可划去有红格的2行，至多剩下2个红格. 再划去有红格的2列即可.

另一方面，如果对角线上5个格子涂红，那么每一行或每一列上只有1个红格，必须要划去5条线（行或列）才能将红格全部划去.

9. 因为每个站只观测一个站，1 001个站观测1 001个. 如果每个站都被观测，那么每个站也恰有一个站观测它.

设A1
 、A2
 间的距离为最短，则A1
 、A2
 互相观测，其他站不观测这两个站. 去掉这两个站，进行同样讨论. 设A3
 、A4
 为剩下的站中距离最短的，A3
 、A4
 又是互相观测的一对，将它们去掉. 这样继续下去. 1000个站两两配对，互相观测. 最后剩下一个站无人观测（也不观测其他的站）. 矛盾表明不是每个站都被观测.

10. 设蜗牛共向上行了a段，向右行了b段. 在蜗牛回到出发点时，向下共行了a段，向左共行了b段.

因为向上或向下，与向右或向左是交错的，所以2a=2b，a=b.

蜗牛回到出发点共行2a+2b=4a段. 每段用15分钟，共用4a×15=60a分钟，即a小时.



第八章

灵活策略

组合问题，灵活多样，需要我们采取灵活的策略.

1. 操作

动手操作的问题，当然应当“谋定而后动”.


例1
 　8×8的棋盘，左半的方格全为黑色，右半的方格全为白色. 每次可将一行或一列的方格全部变色（白变为黑，黑变为白）. 能否经过若干步将这棋盘变为通常的棋盘（黑白交错）？


解
 　能. 先将左边4列变色，使棋盘变为全白. 再将第2、4、6、8行与第2、4、6、8列变色.

并不是所有的操作都能成功.


例2
 　矩形由m行n列的方格组成. 每个方格中有一个数，每一次操作可以同时改变一行或一列中所有数的符号（正变负，负变正，0仍变为0）. 是否用这种操作一定能将所有的数都变为非负数？


解
 　不一定，如下面2×4的数表：



	-1
	1
	1
	1



	1
	1
	1
	1




每次操作改变偶数个数的符号，因此所有数的乘积保持不变，始终为-1，即不可能全变为非负数.


例3
 　9×9的方格表，每个方格涂上黑或白. 每次操作可将一个3×1的矩形中的方格全部改成同种颜色，这种颜色是在3个方格中原来占多数的颜色. 能否用这种操作将所有方格都变为同一种颜色？


解
 　将第i行第j列的方格记为（i，j）（1≤i，j≤9）.

先对（1，1），（1，2），（1，3）进行操作，将它们变为同一种颜色. 再将（2，1），（2，2），（2，3）变为同一种颜色；（3，1），（3，2），（3，3）也变为同一种颜色.

接着将（1，1），（2，1），（3，1）变为同一种颜色；（1，2），（2，2），（3，2）变为同一种颜色. 由于在这次变换前，这两个3×1的矩形已完全相同，所以它们变成的颜色也相同. 不妨设同为黑色. 将（1，3），（2，3），（3，3）也变为黑色.

再对（1，2），（1，3），（1，4）进行操作，使它们全成为黑色（因为前2个方格是黑色）；使（2，2），（2，3），（2，4）成为黑色；使（3，2），（3，3），（3，4）成为黑色.

这样继续下去，可使前三行全成为黑色. 接着使第四行的每一个方格也成为黑色（它上面2个同列的方格已是黑色）. 依此类推，最后，每个方格都变为黑色.


例4
 　下面有6个“词”，每个由6个字母组成：

PAHOPA　PNLYHG　KAPNHO

KEQAJB　OTMEJB　WEJECT

每次可改变任一个词中的任一个字母，将它变成你想变成的字母. 例如PAHOPA变成PKHOPA. 问要将6个词变成同一个词，最少要改变多少次字母？


解
 　首位P出现两次，K出现两次，O、W各出现一次，因此应将首位变成P或K，这样需改变4次.

同样考虑其他位置，4+4+5+4+4+4=25，即全变为同一个词至少要变25次.


例5
 　3×3×3的立方体由27个单位正方体组成，相邻小正方体的中心连上线. 能否从1个中心出发沿着这样的线走遍27个中心（线不必全用），但禁止连续两次按同一方向移动？


解
 　将27个中心及其连线画成下图. 图中角上的点共有8个，用圆点表示. 各面中心的点共6个，用方块表示.

[image: 155-001]


由于禁止连续两次按同一方向移动，所以在行进中，两个圆点之间定有一个方块. 8个圆点之间应有7个方块. 但图中只有6个方块，因此按照要求走遍27个中心是不可能的.

2. 推理问题

许多问题，可以通过逻辑推理解决.


例1
 　99只筐，每筐装苹果与李子. 证明可取出50筐，使得这50筐中的苹果不少于苹果总数的一半，李子也不小于李子总数的一半.


证明
 　设各筐中苹果的个数依次为

a1
 ≥a2
 ≥…≥a99
 .

（1）

考虑第2、4、…、98筐中李子的和与第3、5、…、99筐中李子的和. 如果前者多，那么第1、2、4、…、98筐这50筐中，苹果数、李子数都超过一半. 如果后者多，那么第1、3、…、99筐这50筐中，苹果数、李子数都超过总数的一半.

这类推理问题，需要很好的表达. 要“想得清楚，说得明白，写得干净”.

说话有真有假，也是这种问题中常常遇到的.


例2
 　某地居民分为两种：老实人讲真话，骗子讲假话. 游客遇见三名同行的居民，向他们每人问了同样的一句话：

“你的同伴中有几个老实人？”

第一个人回答：“一个也没有.”

第二个人回答：“只有一个.”

请问第三个人怎样回答.


解
 　如果第一个人是老实人，那么其他两个人都是骗子. 但这时第二个人的回答都是真的，矛盾. 所以第一个人是骗子.

如果第二个人也是骗子，那么他的话是假的，第三个人是骗子. 但这时第一个人的回答却是真的，矛盾. 所以第二个人是老实人. 而且由他的回答，第三个人是老实人.

所以第三个人的回答是：“只有一个.”

3. 极端性

很多问题中，具有某种极端性（最大、最小等等）的量往往是解决问题的钥匙.


例1
 　图中正方体的每个顶点处写一个数，不全为0. 已知每个数都恰好是3个相邻顶点上的数的平均数. 求

[image: 156-01]
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解
 　不妨设a是8个数中最大的. 因为

[image: 156-02]


所以b=d=e=a.

同样可得c=f=g=h=a.

于是（1）的答案为0，（2）的答案为3.

本题不必列出很多方程，更不必去解方程.


例2
 　平面上给出2n个点，每三点不共线，并且n个红、n个蓝. 证明可以连出n条线段，互不相交，而且每条线段一端为红点，一端为蓝点.


证明
 　将红点与蓝点相连，连成n条线段. 这样的连法虽然很多，但只有有限多种. 其中必有一种，线段长度的和s为最小.

我们证明这种连法就是合乎要求的连法，即每两条线段互不相交.

假设有线段R1
 G1
 与R2
 G2
 相交，这里R1
 、R2
 为红点，G1
 、G2
 为蓝点. 设交点为O（如图）
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改连线段G1
 R2
 ，G2
 R1
 . 这时

G1
 R2
 +G2
 R1
 <（OG1
 +OR2
 ）+（OG2
 +OR1
 ）=G1
 R1
 +G2
 R2
 ，

即线段长度的总和s减少. 这与s的最小性不符合. 所以所有连结的线段都不相交.

4. 几何问题


例1
 　证明：对平面上任意10个点，都可以连成5条没有公共点的线段，线段的端点是这10个点.


证明
 　这10个点之间的连线，只有有限多条，可以作一条直线与这些连线均不平行，而且可以将这条直线平行移动，使得10个已知点在这条直线l的同侧.

10个已知点Ai
 （1≤i≤10）到l的距离互不相等，设它们为di
 （1≤i≤10），并且

d1
 <d2
 <…<d10
 .

线段A1
 A2
 ，A3
 A4
 ，A5
 A6
 ，A7
 A8
 ，A9
 A10
 就是所求的线段.


评注
 　可与第3节例2比较.

本题作出的直线l用途很多，参见以下例题.


例2
 　桌上有一些直径相同的硬币，互不重叠. 证明其中必有一枚硬币至多与3枚硬币相切.


证明
 　对这些硬币的圆心，用例1的方法找出直线l.

设圆心O到直线l最近，过O作直线l'∥l，则其他硬币的圆心都在直线l'的同侧.

若⊙O1
 、⊙O2
 与⊙O相切，则在△OO1
 O2
 中，OO1
 =OO2
 =硬币的直径d，O1
 O2
 ≥d，从而∠O1
 OO2
 ≥60°.

如果与⊙O相切的圆多于3个，设圆心依顺时针次序为O1
 ，O2
 ，O3
 ，O4
 ，则∠O1
 OO4
 =∠O1
 OO2
 +∠O2
 OO3
 +∠O3
 OO4
 ≥3×60°=180°. 但O1
 、O4
 在l'同侧，∠O1
 OO4
 <180°. 所以不可能有4个硬币与⊙O相切.

另一方面，下图表明每个硬币至少与3个硬币相切是可能的.
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例3
 　桌上放着一些圆纸片，互不重叠. 证明其中一定能找到一个圆纸片，它至多与5个圆纸片相切.
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证明
 　如果圆纸片全都相等，那么上题已经得出更强的结论.

设圆纸片不全相等. 其中必有一个直径最小的，设圆心为O，直径为d.

若有（纸片）⊙O1
 、⊙O2
 与⊙O相切，则与上题相同，

∠O1
 OO2
 ≥60°.

而360°÷60°=6，所以与⊙O相切的圆纸片至多6个. 而且在圆纸片个数为6时，与⊙O相切的圆，直径也都是d. 继续考虑这些圆，或者得出结论，或者又得出一些直径为d的圆. 但直径为d的圆个数有限，所以最后必然出现一个直径为d的圆纸片，至多与5个圆纸片相切.


例4
 　能否在平面上找出若干条线段，每一条线段的端点都在另一条线段的内部？


解
 　不可能.

如果可能，对这些线段的端点用例1的方法作出直线l. 到l距离最近的那个端点不在任一条线段的内部.

5. 容斥原理


例1
 　在1到100中，不被2、3、5中任一个整除的数有多少个？至少被2、3、5中一个整除的有多少？
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50+33+20-（16+10+6）+3=74个.

不被2、3、5中任一个整除的有100-74=26个.

这种方法称为容斥原理
 . 一般地，设在N个数中，具有性质a的有Na
 个，具有性质b的有Nb
 个，具有性质c的有Nc
 个；同时具有性质a、b的有Nab
 个，同时具有性质b、c的有Nbc
 个，同时具有性质a、c有Nac
 个. 同时具有性质a、b、c的有Nabc
 个，则至少具有性质a、b、c之一的数是

Na
 +Nb
 +Nc
 -（Nab
 +Nbc
 +Nac
 ）+Nabc
 .

（1）

（1）可用下面的图来说明，平面上被1个圆覆盖的面积分别为Na
 、Nb
 、Nc
 ，被2个圆同时覆盖的面积为Nab
 、Nbc
 、Nac
 ，被3个圆同时覆盖的面积为Nabc
 ，则这三个圆覆盖的面积就是（1）.
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不具有性质a、b、c中任一个的个数是

N-（Na
 +Nb
 +Nc
 ）+（Nab
 +Nbc
 +Nac
 ）-Nabc


（2）

很多问题不用容斥原理，直接去解，往往也不困难. 例1即还有下面两种解法.


二解
 　2、3、5的最小公倍数是30. 在1到30中，不被2、3、5中任一个整除的有

1，7，11，12，17，19，23，29，

共8个. 而一个数加上30的倍数后能否被2、3、5整除，与这个数本身能否被2、3、5整除相同. 所以在31到60，61到90中，同样有8个数不被2、3、5中任一个整除. 而在91到100中，则有2个数91、97（与1到10中有1，7这2个数情况相同）不被2、3、5中任一个整除. 所以不被2、3、5中任一个整除的有

3×8+2=26个.


三解
 　1到100中有25个质数，去掉2、3、5，加入1，共有23个数不被2、3、5中任一个整除. 此外还有3个数

7×7=49，7×11=77，7×13=91

也是如此，所以共有26个数不被2、3、5中任一个整除.


评注
 　学习，固然要记住一些固定的套路、公式等等. 但更重要的是自出机杼，想出一些与别人不同的、自己的解法.


例2
 　某班每年评选三好学生10名. 一、二两年都被评为三好学生的4名，二、三两年都被评为三好学生的3名. 一、三两年都被评为三好学生的5名. 三年都未被评为三好的20名. 问这个班的人数最多是多少？最少是多少？


解
 　第一年被评为三好的10名，第二年增加10-4=6名. 第三年最多再增加10-5=5名（如果这5名第二年都未评上三好），最少再增加5-3=2名（如果这5名中有3名第二年被评为三好）. 因此，这个班最多

20+10+6+5=41（人），

最少

20+10+6+2=38（人）.


又解
 　三年都被评上三好的最多3人，最少0人.

由容斥原理，被评上过三好的最多

10+10+10-（3+4+5）+3=21（人）；

最少

10+10+10-（3+4+5）+0=18（人）.

这班最多

21+20=41（人）；

最少

21+18=38（人）.


例3
 　54人中35人懂俄语，45人懂德语，40人懂日语，50人懂法语. 这四种语言都懂的至少有多少人？


解
 　问题等价于：

“将35张梅花，45张方格，40张红桃，50张黑桃发给54个人，每人至多4张. 问拿到4张牌的至少有多少人？”

进一步，问题又等价于：

“将170（=35+45+40+50）张牌发给54个人，每人至多4张. 问拿到4张牌的至少有多少人？”

因为

170=3×54+8，

所以拿到4张牌的至少8人，即四种语言都懂的至少8人.

显然，四种语言都懂的至多35人.

6. 拉灯问题

博览会某馆有100盏灯，每盏用拉线开关，并标上号码1到100. 灯原来全都关了，第一个管理人员将号码为2的倍数的灯全拉一下，第二个管理人员将号码为3的倍数的灯全拉一下，第三个管理人员将号码为5的倍数的灯全拉一下. 最后，有几盏灯开？

本题似乎与上节例1完全一样，其实不同.

考虑号码1到30的灯.

[image: 161-01]


某盏灯的开关拉一次，就将相应的号码划一次. 这样2的倍数、3的倍数、5的倍数都至少被划一次. 但其中有划2次的，也有划3次的. 划2次的灯仍然关了，划1次与3次的灯开了. 于是1到30中有15盏灯开了，它们的号码是

2，3，4，5，8，9，14，16，21，22，25，26，27，28，30；

31到60，61到90中同样各有15盏灯开了；91到100中有6盏灯开了（即2+3×30，3+3×30，4+3×30，5+3×30，8+3×30，9+3×30）. 共有

3×15+6=51

盏灯开了.

如果用图表示，那么现在的结果相当于阴影部分的面积. 恰被2个圆覆盖的面积不应当包含在内.
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如果用上节容斥原理的公式，

（50+33+20）-（16+10+6）+3=74，

得出的结果是错误的. 应当改用公式

（50+33+20）-2×（16+10+6）+22
 ×3=51.

（1）

恰是2、3、5中1个的倍数，这样的数在（1）的左边恰贡献1（在50+33+20中）. 恰是2、3、5中2个的倍数，这样的数在50+33+20中贡献2，在2×（16+10+6）中也贡献2，因此在（1）的左边贡献2-2=0.2、3、5的公倍数，这样的数在50+33+20中贡献3，在2×（16+10+6）中贡献2×3，在22
 ×3中贡献22
 ，因此对（1）的左边贡献为

3-2×3+22
 =1.

因此，本节的（1）表示的是图中阴影的部分，也就是被拉了奇数次（1次或3次）的灯的盏数.

7. 算两次


例1
 　任6个点，每三点不共线，两两相连. 然后将相连的线段染成红色或蓝色. 证明必有一个以这些点为顶点的同色三角形（三条边颜色相同的三角形）.


证明
 　如果一个点引出的两条边不同色，就称它为一个异色角. 我们来计算一下图形中异色角的个数.

设图中有x个同色三角形，则不同色的三角形有（20-x）个.

每个同色三角形中，没有异色角. 不同色的三角形中有2个异色角，如下图所示.
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图1

虚线、实线表示两种不同颜色的线.



于是共有异色角2（20-x）个.

另一方面，每一个点引出5条线. 设这5条线中红的r条，蓝的b条，则异色角rb个. 在r=2，b=3（或r=3，b=2）时，rb最大，值为6. 因此，异色角的个数≤6×6=36.

综合以上两个方面，得

2（20-x）≤36，

（1）

从而

x≥2，

即图形中至少有2个同色三角形.

例1所用的方法可以称为“算两次
 ”：选择一个适当的量
 （例1中为异色角的个数），用两种不同的方法计算或估计它
 ，再综合起来得出所需要的结论
 .

例1中的6个点改成5个点，图中不一定有同色三角形. 如图2所示.
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图2




例2
 　任8个点，每三点不共线，两两相连. 然后将相连的线段染成红色或蓝色. 图中至少有多少个同色三角形？


解
 　设同色三角形有x个，则不同色的三角形（56-x）个.

与例1相同，可得

2（56-x）≤8×12，

x≥8，

所以同色三角形的个数不小于8. 但要说明至少8个（即8为最少），还应举出一个实例. 图3是4个点之间全用红线相连，另4个点之间也全用红线相连. 这两组之间全用蓝线相连. 恰好有8个同色三角形.
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图3



图中实线表示红线；其余的连线为蓝线，没有画出.

8. 不变量


例1
 　在正方形的3个顶点上各有一只蚱蜢，它们作“跳背”游戏，即一只从另一只上方跳过，并且落下后，它们的距离与原来相等. 能否经过若干次跳背，有一只蚱蜢跳到正方形的第四个顶点上？


解
 　设正方形的第4个顶点为坐标原点O（0，0）. 另三个有蚱蜢的顶点为A（1，0），B（1，1），C（0，1）.

设蚱蜢从整点（a，b）跳过整点（c，d），则到达的点（2c-a，2d-b）仍为整点，而且2c-a与a的奇偶性相同，2d-b与b的奇偶性相同. 于是蚱蜢所能跳到的点，都是至少有一个坐标为奇数的点，不可能跳到原点.

在本题中，每只蚱蜢的“坐标”虽然不断改变，但坐标的奇偶性却保持不变. 这种不变量在解题中非常重要.

某些问题中，有些量虽然变化，却始终增加或始终减少，这种“准不变量”也很重要.


例2
 　100套房屋里住着99个人. 如果一套房屋中住着不少于14个人，那么这房屋就称为“过挤的”. 每天有一套过挤的房屋，里面所有人都离开它，搬入互不相同的房屋. 问这种迁居现象是否会一直延续下去？


解
 　考虑所有房屋中人数的平方和S.

设某次迁居有n个人（n≥14）分别迁入有a1
 、a2
 、…、an
 个人的房屋，则S减少了
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因为S必须为正数，而每次迁居S至少减少10，不可能无限地减少下去，所以迁居若干次后便会停止.

9. 构造

有许多问题，要求我们构造出某种合乎要求的图形或作某种合乎要求的设计. 这种构造例子（正例或反例）的能力，在数学中也是极为重要的.

当然，也有时合乎要求的图形根本不存在，需要用反证法或其他方法加以证明.


例1
 　（1）能否将1到7排在圆上，使得每个数被它的两边相邻数的差整除？（2）将1到7改为1到9，回答同样的问题.


解
 　（1）能. 如图所示.
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（2）不能. 因为奇数不能被偶数整除，所以对每个奇数，两边相邻的数一定一奇一偶. 于是中间含有这个奇数的，一定是偶、奇、奇、偶这样的形式. 但1到9中有5个奇数，只能组成2对，必有一个奇数不出现在上面的形式中. 因此不可能符合题目的要求.


例2
 　图中16个点，排成4行4列. 请你用一笔画成的、由6条线段组成的闭折线，通过这16个点.
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解
 　答案如下图所示.
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例3
 　6×6的正方形，分为36个单位正方形. 从中选一些单位正方形，画一些它们的对角线，使每两条都没有公共点. 最多能画多少条对角线？


解
 　小正方形的顶点形成7×7的点阵：每列7个点，排成7列.

所连对角线，每条应在点阵的第2、4或6列上有一个端点，这些端点互不相同. 这三列共有

3×7=21

个点，因此至多连成21条对角线.

另一方面，下图表明可以连21条对角线，满足要求.
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因此最多能画21条对角线.


例4
 　10名选手参加象棋比赛，每两名选手都要比赛一场. 但每名选手每天至多参加一场比赛. 最少要赛多少天？试列出天数最少的赛程表.


解
 　每名选手与其他9名选手各赛1场，共赛9场. 他每天只赛1场，所以最少要赛9天.

[image: 166-002]


9天的赛程表可用下法作出：考虑一个圆内接正九边形，圆心1表示第1个人，九边形的顶点依次表示第2、3、…、10个人.

第一天，1与2比赛，与半径1—2（即过表示第2个人的顶点的半径）对称的点（人）互相比赛，即3与10，4与9，5与8，6与7比赛.

第二天，1与3比赛，与半径1—3对称的点互相比赛，即2与4，5与10，6与9，7与8.

依此类推，全部日程如下：

第一天　1与2，3与10，4与9，5与8，6与7.

第二天　1与3，4与2，5与10，6与9，7与8.

第三天　1与4，5与3，6与2，7与10，8与9.

第四天　1与5，6与4，7与3，8与2，9与10.

第五天　1与6，7与5，8与4，9与3，10与2.

第六天　1与7，8与6，9与5，10与4，2与3.

第七天　1与8，9与7，10与6，2与5，3与4.

第八天　1与9，10与8，2与7，3与6，4与5.

第九天　1与10，2与9，3与8，4与7，5与6.

10. 问题举隅（一）

组合数学中，问题千变万化. 本节与下节再举一些例子.


例1
 　甲、乙、丙3人共解出100道数学题. 其中每个人都解出60道题. 称3个人都解出的题为“容易题”，只有1个人解出的题为“难题”. 证明“难题”恰好比“容易题”多20道.


证明
 　设只有甲解出的题a道，只有乙解出的题b道，只有丙解出的题c道；只有甲、乙解出的题d道，只有乙、丙解出的题e道，只有丙、甲解出的题f道；容易题g道. 由题意

a+d+f+g=60.

（1）

b+d+e+g=60.

（2）

c+e+f+g=60.

（3）

a+b+c+d+e+f+g=100.

（4）

设法消去d、e、f.

（1）+（2）+（3），得

a+b+c+2（d+e+f）+3g=180.

（5）

（4）×2-（5），得

a+b+c-g=20.

即难题比容易题多20道.


例2
 　某次竞赛有6道题，每道题恰有500名选手做对. 如果对任两名选手，都至少有1道题，他们都未做对，至少有多少选手参加了比赛？


解
 　如果有选手A解出5道题，那么解出第6道题的人与A，没有他们都未解出的题，与已知不符.

如果有选手A解出4道题，例如前4道，那么解出第5道题的人一定没有解出第6道（否则他与A没有都未解出的题），解出第6道题的人也一定没有解出第5道. 因此这时至少有

1+500+500=1 001

个人.

如果没有人解出3道以上的题，那么

总人数≥6×500÷3=1 000.

另一方面，将1 000个人分为4批，每批250人. 每批人做出的题打上√. 例如下表中，第一批人解出第1、4、5三题.
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这1 000个人解题的情况合乎要求.

因此，至少有1000个人参加了比赛.


例3
 　某村的每一位男孩认识的女孩都互相认识，并且每一个女孩认识的男孩比她认识的女孩多. 证明这村的男孩不少于女孩.


证明
 　可设每个男孩均有认识的女孩，否则可将这样的男孩从村里迁走，而不影响本题的条件与结论.

设男孩m人，女孩n人. 将相识的一对对男孩与女孩记为

（a1
 ，b1
 ），（a2
 ，b2
 ），…，（ak
 ，bk
 ），

（1）

其中ai
 表示男孩，bj
 表示女孩（1≤i≤m，1≤j≤n），这k个对互不相同，但a1
 、a2
 、…、ak
 中可能有相同的，b1
 、b2
 、…、bk
 中也可能有相同的. 用d（ai
 ）表示同一个ai
 认识的女孩数，d（bj
 ）表示同一个bj
 认识的男孩数.

因为bi
 与ai
 认识，根据已知，bi
 认识ai
 认识的所有女孩. 所以bi
 至少认识d（ai
 ）-1个女孩. 又根据已知，d（bi
 ）>d（ai
 ）-1，即d（bi
 ）≥d（ai
 ）.
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11. 问题举隅（二）


例1
 　在2n×2n的点阵中，每行有n个红点，n个蓝点；每列也有n个红点，n个蓝点. 如果两个相邻的点都是红色的，那么就在它们之间连一条红色的线段. 如果两个相邻的点都是蓝色的，那么就在它们之间连一条蓝色的线段.（如果两个相邻的点颜色不同，那么就不连线啦！）证明：红线、蓝线一样多.


证明
 　如果我们将一个点阵（例如取n=2）染上色，如下图，那么不难验证这个图中红线、蓝线都是8条. 但是染色的方法并非只有一种，n又是一个任意的
 正整数，即使给定n，n越大，情况越多，也就越难验证.
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（○表示红点，●表示蓝点.）

需要对一般的n，给出一个证明.

证明的第一步是赋值. 赋就是给. 先给每个点一个值，红点+1，蓝点-1. 接着对连线赋值. 红线+2，蓝线-2，也就是将线段两个端点的值相加.

要证明红线与蓝线条数相等，也就是证明+2与-2的个数相等. 如果记所有+2、-2的和为S，那么只需证明S=0. 而这又转化为点上所赋的数值的和，但这些点出现的次数不尽相同. 如果一个红点周围有k个红点，那么这个红点的+1在求和时就出现k次. 不同的点可能有不同的出现次数，难以掌握.

如果在颜色不同的点之间，也连一条线，并赋值为0（也是将两个端点的值相加），那么这时所有线上的数，和仍为S. 但转化为点上所赋的数值的和时，在方阵角上的4个点（上的数）每个恰好出现2次（因为各有2个相邻的点）；边框（第一行、第2n行、第一列、第2n列）上的点除去角上四点，各出现3次（因为各有3个相邻的点）；其他的点各出现4次（因为各有4个相邻的点）.

现在，和仍是S，但各点（上的数）出现的次数已基本清楚，有2、3、4三种. 可惜的是，出现的次数还不完全相同.

第一行有n个红点（+1），n个蓝点（-1），和为0. 如果将它加到S上，那么S仍然不变，但第一行的每个点现在出现次数各增了1次，变为出现4次，除了2个角上的点，它们各出现3次.

同样，将第2n行的和，第一列的和，第2n列的和都加到S上. S还是S，并未变化. 但这时，每个点上的数均出现了4次.

因为点阵中，每一行的和都是0，所以所有点上的数相加，和为0.S是这和的4倍，也是0.

S=0表明红色线段与蓝色线段一样多.

本题解法的要点是将不规则的（出现次数）改为规则的（出现次数），即每个点数均出现4次.


例2
 　甲想好一个两位数，让乙去猜. 只要乙猜的数，有一位数字正确，另一位数字与答案至多差1，就算正确. 例如甲想的是65，那么猜64，66或75都算正确. 证明：乙有办法至多猜22次便能猜中，而猜18次不能保证一定猜中.
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证明
 　将10～99写在9×10的矩形内，最下一行是10～19，往上一行是20～29，……，最上面一行是90～99.

如图，以11、13、…标出的数为中心的22个十字形（每个5个方格）覆盖了9×10的矩形（有些十字形溢出了9×10的矩形，没有画全）. 因此，不论甲写的是什么数，它必在一个十字形内，因而与图中所标的某个数有一位相同，另一位至多相差1. 即乙猜这数为22个标出的数，必有一次算作正确.

另一方面，18×5=90，用18个十字形不能覆盖9×10的矩形（虽然十字形面积之和等于矩形，但覆盖角上，比如数10的十字形一定溢出矩形. 从而矩形必有些地方未被覆盖）. 猜18次不能保证一定猜中.


例3
 　一台天平及k个砝码可以称出1到2015（包括2015）克的整数重量. 求k的最小值.


解
 　设砝码重量为w1
 、w2
 、…、wk
 克.

砝码可以放在天平的左盘或右盘，也可以不放. 因此k个砝码能称出的重量形如

|ε1
 w1
 +ε2
 w2
 +…+εk
 wk
 |，

（1）

其中εi
 =1（wi
 克的砝码放在左盘），-1（wi
 克的砝码放在右盘），0（wi
 克的砝码未放在盘上）.

ε1
 w1
 +ε2
 w2
 +…+εk
 wk
 有3k
 个. 其中ε1
 =ε2
 =…=εk
 =0的表示0. 其余的3k
 -1个值两两配对：将εi
 全部变号（即左、右两盘的砝码变换位置），得出的值-a与a配为一对. 于是（1）至多有
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个不同的非负整数值，即k个砝码至多能表示
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种正整数重量.

要称出1到2015的整数重量，必须
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即

3k
 ≥4031.

因为37
 =2187，38
 =6561. 所以至少要8个砝码.

另一方面，取8个砝码，重量分别为1，3，32
 ，33
 ，34
 ，35
 ，36
 ，37
 . 这时可以称出（37
 +36
 +…+1）克重. 我们证明不超过37
 +36
 +…+1克的整数重量x都可以称出. 首先，将x用三进制表出

x=a0
 +a1
 ×3+a2
 ×32
 +…+ak
 ×3k
 ，ai
 =0，1，2（0≤i≤k），

（1）

其中可能有些ai
 =2. 在（1）中，设从左到右第一个为2的系数是at
 ，则

x=a0
 +a1
 ×3+…+at-1
 ×3t-1
 -3t
 +（at+1
 +1）3t+1
 +…+ak
 ×3k
 ，

其中如果at+1
 +1=3，那么（at+1
 +1）3t+1
 +at+2
 ·3t+2
 =（at+2
 +1）3t+2
 ，即与十进制一样进位. 再对（at+1
 +1）3t+1
 +…+ak
 ×3k
 继续用这个方法处理. 从左到右逐步将系数2去掉，用系数-1代替. 直至没有系数2. 这时

x=ε0
 +ε1
 ×3+…+εh
 ×3h
 ，εi
 =0，±1（0≤i≤h）.

（2）

因为38
 -37
 -36
 -…-1=（37
 +36
 +…+1）+1>37
 +36
 +…+1≥x，所以在（2）中，h≤7. 于是将3i
 克砝码放在左盘（若εi
 =1）或右盘（若εi
 =-1）或不放（若εi
 =0），i=0，1，…，h，就可称出重量x.

于是，所有不超过37
 +36
 +…+1=3280克的整数重量均可称出.

k的最小值是8.


评注
 　1. （1）是x的三进制表示，（2）也可以说是x的三进制表示. 只不过所用的数码由0、1、2改成了0、1、-1. 后者更适合称重量时采用.

2. 证明不超过3280的整数重量可以称出的另一种方法，是证明ε0
 +ε1
 ×3+…+ε7
 ×37
 （εi
 =0，±1，i=0，1，…，7）互不相同，从而除了表示0（ε0
 =ε1
 =…=ε7
 =0）外，|ε0
 +ε1
 ×3+…+ε7
 ×37
 |正好表示[image: 172-01]
 个不同的正整数值，也就是不超过37
 +36
 +…+1的全部整数重量.

练习8

1. 有24千克铁沙，怎样利用一架没有指针、砝码的天平称出9千克铁沙来？

2. 平面上给定7个点，连若干条线段，使得任三个已知点之间至少有2点相连. 问至少要连几条线段？

3. 某校数学竞赛出了A、B、C三道题，至少做对一道的有25人，其中做对A的10人，做对B的13人，做对C的15人. 如果三道题都做对的只有1人，那么恰做对两题的有多少人？只做对一题的有多少人？

4. 某校初一年级共110人，有语文、数学、英语三科活动小组，每人至少参加一组. 已知参加语文小组的52人，只参加语文小组的16人. 参加英语小组的61人，只参加英语小组的15人. 参加数学小组的63人，只参加数学小组的21人. 问三组都参加的有多少人？

5. 某国有若干飞机场，各有一架飞机，机场间的距离全不相同. 每个机场的飞机只飞往距离最近的机场. 证明每个机场至多有5架飞机飞入.

6. n个点及连结这些点的一些线段组成一个图. 如果图中每个点的次数≤5（即每一点至多是5条线段的端点）. 证明可以用三种颜色将顶点染色，使得两端同色的边（线段），不超过[image: 173-01]
 条.

7. 圆周上写了10 000个实数. 如果在圆周上连续的4个数a、b、c、d，满足不等式（a-d）（b-c）>0，那么就可以变换b、c的位置. 证明这种交换只能进行有限多次.

8. 圆周上写100个实数，每个数都不超过两侧相邻的两个数的平均值. 证明这100个数必须全部相等.

9. 100枚硬币排成一行，正面、背面、正面、背面、…交替放着，每次操作可将一些连续的硬币同时翻转. 最少进行多少次操作，才能使所有硬币正面朝上？

10. 一个村庄有2 015个小矮人，每个人戴红帽子或蓝帽子. 戴蓝帽子时说真话，戴红帽子时说假话. 某一天，每两个人都见了一次面，并且都说对方戴红帽子. 问这一天，他们总共至少换过几次帽子？

11. 能否在8×8的棋盘上放一些兵，使得每个1×1的方格（包括放兵的方格）都恰与一个放兵的方格相邻？

12. 有10块相同的L形拼板（如图1），每块都由4个小正方形组成. 你能用它们拼成一个5×8大小的矩形吗？拼时拼板可以旋转，但不准翻身. 例如图2中的拼法就是不正确的，其中打上斜线的那一块已被翻转过了.
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	图1
	图2




13. 8个单位正方体的表面涂成黑或白色，使得2种颜色的表面总数各有24个. 证明：可以将这些立方体拼成一个2×2×2的立方体，使得它的面上两种颜色的单位正方形个数相等.

14. 如图的5×5的表格中有6个字母，请沿格线将右图分割为6个面积不同的小长方形（含正方形），使得每个长方形中恰好有一个字母，且每个字母都在小长方形角上的方格中. 若这六个字母分别等于它所在小长方形的面积，五位数[image: 174-01]
 是多少？
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15. 如图是一个6×6的方格表，将数字1到6填入空白方格中，使得每一行、每一列数字1到6都只恰好出现一次，方格表还被粗线划分成了6块区域，每个区域数字1到6也恰好都只出现一次. 问最下面一行的前4个数字组成的四位数[image: 174-02]
 是多少？
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16. 圆周上有100个整数，和为1. 称相连的一些数（包括一个数）为“串”，有多少串的和是正数？

17. 国际象棋比赛中，每局胜者得1分，负者得0分，平则各得0.5分，如果每一位棋手所得的分恰好有一半是与获得最后三名的棋手比赛时得到的. 问一共有多少名选手？

18. 小赵、小江、小胡三人打乒乓球，每一局两个人打，输者下，另一人上. 结果小赵打了21局，小江打了10局. 问小胡打了几局？比赛的进程是怎样的？

19. 一个m×n的长方形，由mn个单位正方形组成，移去两个正方形，使得剩下的图形可以被1×2的多米诺覆盖. m、n及这两个正方形需满足什么条件？

解答

1. 先将铁沙放在天平两边，形成平衡，这时每边12千克. 同样，由12千克可得两个6千克. 由6千克可得两个3千克. 3千克与6千克合在一起就是9千克.

2. 至少要连7条线.

图1表明连7条线可以满足要求.
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另一方面，少于7条线不能满足要求，即假设7个点之间只连了6条线，我们一定能找出3个点，每两点之间没有连线.

事实上，一定有两个点A、B之间没有连线（每两点都连线，需要[image: 175-01]
 条线）. 这时其余5点C、D、E、F、G一定都与A或B（至少一个）相连（如果C与A、B都不相连，那么A、B、C三点两两不相连）. 这样就连了至少5条线. 从而C、D、E、F、G之间至多连了1条线. 设C、D相连. 这时E、F、G三点之间两两不相连.

3. 去掉做对3题的那个人后，至少做对一道题的有24人，其中做对A的有9人，做对B的有12人，做对C的有14人. 于是

9+12+14-24=11，

即恰做对两题的有11人. 而

24-11=13，

即只做对一题的有13人.

4. 参加数学、英语两个小组、不参加语文小组的有

110-52-15-21=22（人）.

参加语文、数学两个小组、不参加英语小组的有

110-61-16-21=12（人）.

因此，参加三组的有

63-21-22-12=8（人）.

5. 若有6个机场O1
 、O2
 、O3
 、O4
 、O5
 、O6
 的飞机飞入机场O，且O1
 、O2
 、O3
 、O4
 、O5
 、O6
 依逆时针顺序环绕点O，则

OO1
 <O1
 O2
 ，OO2
 <O1
 O2
 ，

所以∠O1
 OO2
 >60°.

同理∠O2
 OO3
 ，∠O3
 OO4
 ，∠O4
 OO5
 ，∠O5
 OO6
 ，∠O6
 OO1
 均大于60°. 于是，

∠O1
 OO2
 +∠O2
 OO3
 +…+∠O6
 OO1
 >360°，

矛盾. 表明每个机场至多有5架飞机飞入.

6. 先将点任意染色. 这时有些点可能与两个或更多个与它同色的点相连. 因为每点至多引出5条边，若边AB、AC两端同色（○、△、□表示3种颜色）. 其他两种颜色中必有1种至多染了一个与A相连的点. 将A改成这种颜色，则两端颜色相同的边，条数至少减少1.

[image: 176-001]


照此进行，直至两端同色的边条数减至最少.

这时，每点至多引出一条另一端与它同色的线段，两端同色的线段不超过[image: 173-01]
 条.

7. 将圆周上每两个相连的数相乘，记这些乘积的和为S. 对每一次交换，因为（a-d）（b-c）>0，所以

ab+cd>ac+bd，

即交换后S严格减小（其中ab+cd变为ac+bd）.

但这10 000个实数的排列情况有限，S的种数也有限，不能无限地减小下去，即交换只能进行有限多次.

8. 设a为这100个数中最大的，它两侧的数

b≤a，c≤a，

但b+c≥2a，所以b=a，c=a.

同理，b相邻的数也等于a. 依此类推，100个数全都等于a.

9. 如果两枚相连的硬币一正一反（或一反一正）就称为一个“不和谐”.

原来有99个不和谐.

每次操作将一些连续的硬币同时翻转，这些硬币之间的“不和谐”，个数没有变化，但两端的硬币与它们相连的、未被翻转的2枚硬币，“不和谐”的个数可能有变化，即变化不超过2. 因此要将99个不和谐减少为0，至少要50次操作.

另一方面，每次翻转1枚背面朝上的硬币，50次即可使硬币全变为面朝上.

10. 两人见面时，如果都戴蓝帽子，那么双方都说真话，都说对方戴蓝帽子，与已知不符；如果都戴红帽子，那么双方都说假话，都说对方戴蓝帽子，也与已知不符. 所以一定是一个戴蓝帽子，一个戴红帽子（这时前者说真话，后者说假话，都说对方戴红帽子）.

任意三个人中，设A与B见面时，A戴红帽子，B戴蓝帽子. A与C见面时，如果A不换帽子，那么C必戴蓝帽子. 这时B、C见面时，必有一人换过帽子. 因此，任意三个人中，至多两个人未换帽子.

所以2 015个人中，至多2个人未换过帽子，至少共换过2 013次帽子.

还要举例说明确实可以总共换2 013次帽子. 例子如下：

将矮人编上号：1，2，…，2 015. 1号永远戴红帽子，2号在见1号时戴蓝帽子，以后就戴红帽子. 3号在见1、2号时戴蓝帽子，以后就戴红帽子. 依此类推，每个人在见号码比他小的人时戴蓝帽子，以后就戴红帽子. 直至2 014号在见1～2 013号时，均戴蓝帽子，见2 015号戴红帽子；2 015号永远戴蓝帽子.

于是，本题答案为2 013.

11. 可以做到，如下图（兵用点表示）. 实际上，只有这一种放法（经过旋转或对称可变为相同的都算同一种）.
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12. 可以拼成，如下图
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13. 随意将这8个单位正方体拼成2×2×2的立方体. 如果它的表面上恰有12个黑的单位正方形，结论已经成立. 不妨设黑的单位正方形多于12个.

这时不在表面的黑的单位正方形少于12个，因此必有1个单位正方体，它露在外面（作为2×2×2的立方体表面的一部分）的黑的单位正方形，个数多于它不在外面的黑的单位正方形.

设这个单位正方体为A，如果A露在外面的3个正方形均为黑色，那么它们对面的3个正方形中至少有1个为白色. 通过绕自身的轴的旋转，可以使这个白色正方形成为2×2×2立方体表面（的一部分），即使得大立方体表面上单位正方形的个数减少1，其他情况（A露在外面的正方形有2个或1个黑色）也是如此.

于是，总可使露在外面的黑色单位正方形个数减少1，直至个数成为12.

14. 原来的表格要按照要求分成6个面积不同的长方形. 我们可以先考虑字母F（本题中，先考虑F比先考虑A好）.F下方的2个小方格必须与F在同一个小长方形中，所以F上方的小方格不能与F在同一个小长方形中. 这个小格只能与D或B在同一个小长方形中（D=3或B=4）.

如果它属于D（即与D在同一个小长方形中），那么D=3，B=2. 但这时D上方的那个方格只能属于A，并且A=3. 与A、D不等的要求不符. 所以B=4.

D上方的方格，如果属于D，那么D=2. 但这时C上方的方格属于C或A，从而C或A=2=D，与要求不符. 所以D上方的方格不属于D，只能属于A. 并且A=3.

A下方的方格属于C，C=2.

这时C=2，A=3，B=4. 所以D下方的方格均不属于D，D=1.

最后，E=6，F=9.
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15. 这是“数独”游戏中的一道题. 不过现在并不需要将图全部填好，只需求出A、B、C、D. 应当尽快求出这4个数字.

第二列应有一个4，这个4只能是B，不能在其他格.

第三列应有1与2，它们不能在前两格，只能是C与C上一格，从而它们所在区域中，D=3.

第一列已有1，A不能是1，所以A是2，C是1.
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16. 若A是一个串，则不在A中的数也是一个串，称这两个串为互补的.

若A、B是互补的串，则A的和与B的和相加为1. 因此A的和与B的和至少有一个为正. 因为A的和、B的和都是整数，所以A的和、B的和恰有一个为正（两个都不小于1时，总和≥2，矛盾）.

除了全部100个数组成的串，其余的串与其互补串两两成对，其中和为正数的串恰有一半.

长为i（1≤i≤99）的串有100个（第一个数可以任取），因此和为正的串共有

100×99÷2+1=4 951（个）.

17. 设有n名选手参加.

最后三名棋手之间的比赛共3局，不论胜负如何，每局分数之和为1，所以这3人之间比赛产生的总分为3分.

因为这3人所得分数的和恰好有一半是他们之间比赛的总分，所以这3人在与前n-3名选手的比赛中也共得3分.

前n-3个人在与最后3名比赛时，得到的分数是

3（n-3）-3=3（n-4）.
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解得n=4或9.

若n=4，则第一名与最后3名比赛时，得到的分数为0，即三场皆墨，这与第一名显然不符，因此n=9.

18. 小赵打了21局，他至多与小江打10局，至少与小胡打21-10=11局. 而且小赵与小胡两人不能连续赛2局，所以这至少11局中，每局之间，小江至少打1局. 从而小江打的10局全在这些局之间，而且小赵恰与小胡赛了11局，恰与小江赛了10局. 比赛的过程是开始小赵与小胡比赛，而且小赵连胜21局，小胡打了11局（全是与小赵打的）.

19. 将长方形染上黑或白色，使得相邻两格颜色不同.

如果剩下的图形可以被1×2的多米诺覆盖，那么由于每个多米诺盖住的方格一白一黑. 所以剩下的图形中，白色正方形与黑色正方形一样多，正方形的个数为偶数. 原来的图形多2个正方形，因而正方形的个数mn也为偶数，从而m或n必为偶数. 不妨设行数m为偶数，这时每列的白色正方形与黑色正方形一样多，因而整个图中两种颜色的正方形一样多. 去掉的两个方格必须一白一黑.

另一方面，设m为偶数，n>1，而且去掉的方格一黑一白.

如果去掉的两个方格在同一列，不妨设它们不在第1列（否则旋转图形，使第1列变为第n列）. 由于每列未去掉方格时都能被1×2的多米诺覆盖，所以可以假定第2列去掉2个方格，一个是白格即图1中的A，另一个黑格是图1中的B. 在A的上方放多米诺（依箭头方向）. 如果最后只剩一个方格就横放一个多米诺. 第1列放完再转到第2列.



	[image: 180-001]
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	图1
	图2




因为A、B异色，A、B之间（不包括A、B）的方格数为偶数. 这两列去掉A、B及A、B之间的方格，剩下的方格数也是偶数，所以一定能用多米诺覆盖. A、B之间不包括A、B的方格数也是偶数，因而也能用多米诺覆盖.

如果去掉的两个方格不在同一列，不妨设A是白格在第1列. 因为m是偶数，m-1是奇数，所以第一列A的上方的方格（不包括A）或A的下方的方格（不包括A）必有一个为偶数. 不妨设A的上方为偶数个方格. 它们可以用多米诺覆盖. A的下方，按箭头标出的方向一列一列地放多米诺.

因为A、B异色，依照上述放多米诺的方式从A到B，经过的方格数必为偶数. 它们可以用多米诺覆盖. B的另一方，方格数为偶数，也可以用多米诺覆盖.

m×1的长方形，如果去掉的（从上往下数）是A、B，那么A上面必须有偶数个方格，这时长方形可以用多米诺覆盖.

综上所述，m×n必须为偶数. 若m、n一个为偶数，另一个大于1，当且仅当长方形中的方格在交错染成黑白两色时，去掉的两个方格异色，剩下的部分可用多米诺覆盖. 若m、n一个为偶数，一个为1，去掉的第1个方格上面（或右面）必须有偶数个方格，剩下的部分才能被多米诺覆盖.
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