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前　言

本教材主要为管理学、经济学等专业本科生而编写，也可以作为其他专业的学习参考书．在本书的编写过程中，主要体现了如下几个特点：

1．线性规划已经具有成熟的理论与方法，本书既力争在内容形式上保持理论体系的完整性，也尝试使用几何直观来解释其概念与方法，努力做到推导严谨、通俗易懂。

2．内容由浅入深、理论结合实际。比如通过实例讨论，引入逐步逼近最优解的迭代思想与方法，并由此导出单纯性方法原理；在单纯性方法的基础上，给出了不同的优化求解方法，并分析了各种方法之间的联系与差别。

3．突出课程特点，注重实际应用。例题、习题选取新颖，紧密结合经济与管理专业的实际需要，为学生学以致用、理论联系实际，培养学生解决实际问题的能力奠定基础。对于手工计算求解的题目，则重点突出方法训练，而尽量避免复杂运算或大量重复运算的现象。

4．本书安排了必修内容和选修内容，可满足40学时或48学时的教学要求。每章内容之后配有适量练习题，并在全书后面安排了总练习题。既满足基本概念、基本方法的训练，也为学生全面复习提供了基本素材。

本书在编写中受到了教研室同仁的大力支持，浙江大学出版社为本书的顺利出版付出了大量劳动，在此表示衷心感谢！

由于水平有限，书中可能存在一定的错误或不足之处，敬请读者或同行批评指正。





编　者

2009年10月　


绪　论

一、线性规划问题的由来

线性规划是最优化问题的重要领域之一．很多运筹学的实际问题都可以用线性规划形式来表述．线性规划问题的某些特殊情况，例如网络流问题和多商品流量问题，具有非常重要的实际意义，以致产生了许多专门的算法研究．许多其他种类的优化算法中，也都用到了将问题分拆成线性规划的子问题，然后再分别求解的方法．历史上，由线性规划引申出的有关概念，启发了最优化问题的核心概念，比如对偶、分解、凸性等等．同样地，在微观经济学和商业管理领域，线性规划被广泛地应用于收入极大化和成本极小化问题的求解．

从总体上讲，线性规划的理论与方法发源于20世纪初、发展于20世纪中，完善于二战后期、成熟于冷战时期．线性规划的理论与方法构成了军事运筹学的基础，不仅在军事领域获得了巨大成功，同时也在经济决策领域、科学研究以及其他领域都获得了普遍应用．

在我国古代，很早就产生和运用了运筹学的思想和方法．不仅“系统考虑，全局统筹”的哲学思想贯穿于历代思想家的观念之中，而且涌现了以著名军事家孙子为代表的杰出人物．汉高祖刘邦盛赞其谋士张良“运筹帷幄，决胜千里”的典故，也为大家耳熟能详．

对线性规划理论和方法作出贡献的国外科学家主要有：

乔治·丹泽格（George Dantzig）被认为是线性规划之父．他在1947年发表的关于线性规划方法的研究成果中，提出了求解线性规划问题的单纯形法．该算法在实际中得到了巨大应用，并被誉为20世纪的十大算法之一．我们将在本书中作重点讲述．

康托洛维奇于1939年提出了类似于线性规划的数学模型，并给出了“乘数解法”的求解方法．1960年，他又发表了《最佳资源利用的经济计算》一书，受到了国内外的普遍重视，为此，康托洛维奇还获得了诺贝尔奖．

二、线性规划问题的应用范围

线性规划的方法有着非常广泛的应用领域．无论在什么场合或情况下，只要存在选择的机会，几乎都可以运用线性规划的理论和方法进行方案优化．

1．企业营销策划

只要产品对用户而言具有价值，就一定有市场；但是有市场并不能保证入市者都能赚钱．要想成为同行业者的佼佼者，除了产品要有好的质量、低的成本、优质的服务外，还需要有好的营销策划．

2．产品生产计划

在通常的企业中，生产计划往往需要与营销计划相配合，但生产计划却不能简单地随着营销计划而执行．因为产品的发展有两个基本驱动力，一个是市场需求，另一个是技术革新．前者具有技术的盲目性，后者具有市场的盲目性，单靠哪一个因素为牵引来制定生产计划，都有可能导致企业走向失败．于是在技术驱动和市场牵引的诸因素之间，需要进行某些优化选择．

3．采购与库存管理

采购与库存管理通常与减少资金挤压和减少损耗相联系，既要保证生产线和销售系统不间断地连续运行，又要保证不积压过量的资金和增加商品库存，就需要统筹考虑产、供、销各个环节的衔接优化问题．

4．物流管理

对于物流成本占总成本比例较高的行业，需要认真考虑优化物流方案，否则利润将被物流费用所吞噬．

5．理财与投资

产品经营只是企业经营的一半内容，资本与资产经营是企业经营的另一半内容．如何理财、如何投资，已经成为企业经营者必须面对的日常决策课题．而资产运作和资本运作恰恰是高风险、高回报的业务，策划得当，收益颇丰；策划不当，损失巨大．因此优化和运筹在该领域发挥着巨大的作用．

另外，在人事管理、综合评价、设计优化、宏观经济调控、城市管理、农业种植等等方面，规划和统筹都可以发挥巨大作用．

总而言之，凡是能用线性约束来限制其内部运行规则，并具有明确的线性优化目标的问题，都可以用线性规划的方法去求解．但是当方程中含有二次或者二次以上方幂的变量，或者变量不随其他因素变化而变化，以及变量不具有确定性取值规则的问题，则不属于线性规划的范畴．

三、求解线性规划问题的基本原则

求解线性规划包括几个基本步骤，我们概括如下：

首先是提出问题并进行抽象，这是整个规划过程中最关键的一步．它需要确定优化的目标、明确约束的条件、决策的变量以及已知资源的参数．如果在这个过程中出现错误，那么整个规划就会变得毫无意义或者出现严重错误．因此，必须对所求问题有一个全方位的、透彻的了解和把握，要明确已知因素、未知因素是什么，约束条件有那些，规划的目标是什么等等．

这里重要和困难的是对问题的抽象过程．问题的抽象过程实际上是一个透过现象看本质的过程．不同的立场与观点，所看到的问题本质也会不同．因此，对问题进行正确抽象是利用线性规划方法获得正确判断与选择的根本性基础．

其次要建立科学合理的数学模型．根据前一步抽象的结果，按照线性规划模型的构成规则，把决策变量、约束条件和资源参数之间的关系等，用恰当的数学式子表示出来，并确定建立上述各因素之间严格的数学关系．

再次是求解和检验结论的过程．也就是用数学方法对所建立的数学模型进行求解，并对所求得的解进行验证；对解的验证主要依靠与问题相关的专业知识与常识，与客观规律相违背的结果可能来源于前面数学模型或者输入数据的错误．

最后是对解的灵敏度分析和应用．一般来说，线性规划的问题随着某些资源变化会发生相应的变化．灵敏度分析就是通过一些科学的算法，确认求解过程中各种参量的变化范围，了解最优解随某些参数的变化而变化的信息．在整个过程的最后，需要将获得的结果返回到实际问题之中去解决实际问题．如果实际问题的外部环境与内部因素发生了显著变化，则应该及时回到第一步，修正抽象条件和数学模型，重新求解，以便及时调整规划内容，适应变化了的新情况．


第一章　线性规划问题的数学模型

一、线性规划问题的数学模型的定义

我们首先给出数学模型的定义．数学模型是关于部分现实世界和为了某种特殊目的而作出的一个简化的抽象结构．具体来说，数学模型就是为了某种目的，用字母、数字及其他数学符号建立起来的等式或不等式，或者图表、图像、框图等描述客观事物的特征及其内在联系的数学表达式．例如：

（1）物理学中描述速度、距离与时间要素之间的关系式是[image: alt]
 反映的是物体运动速度与物体运动距离、运动时间之间的抽象关系．它与具体的物体是什么、在哪儿运动、在运动中物体的内部结构是否能保持不变等因素无关．

（2）牛顿第二定律F＝ma反映的是：作用在物体上的力、物体的质量和物体运动的加速度这三种物理参数间的抽象关系，它反映的是被研究物体在力学方面的本质属性．

在现实世界中，被各类抽象模型所描述的事物，往往包含比模型本身所揭示的规律丰富得多的内容．抽象的模型往往要通过许多假设来使其简单化，真实的事物运动规律很少能绝对满足模型所假设的各种前提条件或要求．

在（1）中，绝对的均匀速度在现实生活中是不存在的；而在（2）中，一般物体往往要受多种力的作用，其互相作用的力通常表现为某种复杂形式的总和．

数学模型的特点包括以下几个方面：

（1）一个数学模型必须揭示2个或2个以上参数之间的某种关联关系．

（2）一个模型所揭示的参数必须可以用确定的文字、图像、数字、表格等进行描述．

（3）模型的各个参数之间，其关联关系能用相等、不相等、大于、小于、包含等各种关系式来描述．

数学模型大致上可以分成两大类．按照变量本身的特性来划分，包括确定性变量模型、随机性变量模型、连续性变量模型、离散型变量模型等；而按照变量之间的关系去划分，包括代数方程模型、微分方程模型、概率统计模型、逻辑模型等．

线性规划的模型是由一个含有等式或不等式的代数方程组，以及一个具有求极值关系的代数表达式复合而成．通常将包含的变量取值范围和代数方程组称为约束条件，表示极值关系的代数式称为目标函数．

构成一个线性规划模型，首先是求解的问题所包含的每个决策变量都是确定的，其取值范围必须已知，并且问题所包含的决策变量总数是有限的．其次，每一种资源的数量、每一种决策变量利用相关资源的约束系数都必须确定．最后，不同决策变量对于某种资源的需求之和与该种资源的现有总量相对应，并且每一类现有资源的总量与相关决策要素对该类资源的总需求相比所获得的关系也是确定的．这些必要性条件称为约束条件．另外，还必须有一个确定的、期望达到的目标，并且这个目标可用对全部或者部分决策变量与相关价值系数的乘积之和（称为目标函数）来表达．

如果模型中包含多个目标函数，则称该模型为多目标线性规划模型；如果模型中包含一个或多个二次方幂以上的变量，则称之为非线性规划模型．

如果模型中包含一个以上的变量随时间变化而变化，则称该模型为动态规划模型．

本书所讨论的模型限制为单目标静态线性规划模型．我们在下一节重点介绍经济管理中常用的线性规划模型，并通过实例来详细解释以上各种条件．

二、线性规划问题的数学模型

在生产实践中，经常会遇到如何利用现有资源来安排生产，以取得最大经济效益的问题．此类问题构成了运筹学的一个重要分支——数学规划，而线性规划（Linear Programming，简记LP）则是数学规划的一个重要分支．自从1947年G. B. Dantzig提出求解线性规划的单纯形方法以来，线性规划在理论上日趋成熟，在实用中也日益广泛与深入．特别是随着用计算机处理成千上万个约束条件和决策变量的线性规划问题实现之后，线性规划的适用领域更加广泛，已经成为现代管理中经常采用的基本方法之一．

我们首先从认识线性规划的模型开始．

1．线性规划问题的实例

例1　（生产计划问题）某机床厂生产甲、乙两型机床，每台机床销售后的利润分别为4000元与3000元．生产甲机床需用A、B两种机器加工，加工时间分别为每台2小时和1小时；生产乙机床需用A、B、C三种机器加工，加工时间为每台各1小时．若每天可用于加工的机器时数分别为A机器10小时、B机器8小时和C机器7小时，问该厂应生产甲、乙机床各几台，才能使总利润最大？

设该厂生产x1
 台甲型机床，生产x2
 台乙型机床时总利润s最大，则上述问题的数学模型为

　　maxs＝4000x1
 ＋3000x2
 　　　（1.1）

[image: alt]
 　　　（1.2）

这里变量x1
 ，x2
 称为决策变量，（1.1）式被称为该问题的目标函数，（1.2）中的几个不等式是问题的约束条件．决策变量、目标函数、约束条件构成了规划问题数学模型的三个要素．由于上面的目标函数及约束条件均为线性函数，故被称为线性规划问题．

总之，线性规划问题是在一组线性约束条件的限制下，求线性目标函数最大或最小的问题．

综上所述，我们总结线性规划模型的三要素如下：

（1）决策变量：需要决策的量，即待求的未知变量；

（2）目标函数：需要优化的量，即欲达的目标，用决策变量的线性式子表示；

（3）约束条件：为实现优化目标需要受到的限制，用决策变量的等式或不等式表示．

注意：线性规划模型的目标函数和约束条件均为决策变量的线性表达式，如果模型中出现形如[image: alt]
 的非线性表达式，则不属于线性规划问题．

在解决实际问题时，把问题归结成一个线性规划的数学模型，是最重要、但往往也是最困难的一步．模型建立是否恰当，直接影响到问题的求解；而决策变量选取的是否适当，则是建立有效模型的关键．下面继续举例说明如何建立线性规划的模型．

例2　（生产计划问题）某工厂用三种原料生产三种产品，已知条件如表1-1，试制订总利润最大的生产计划．

表1-1
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解　可控因素：设每天生产三种产品的数量分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ；

目标函数：即每天最大的生产利润，如这里的利润函数表为3x1
 ＋5x2
 ＋4x3
 ；

约束条件：每天原料的需求量不超过可用量，

原料P1
 ：2x1
 ＋3x2
 ≤1500

原料P2
 ：2x2
 ＋4x3
 ≤800

原料P3
 ：3x1
 ＋2x2
 ＋5x3
 ≤2000

蕴含约束：产量为非负数x1
 ，x2
 ，x3
 ≥0

综上，所建立的线性规划模型为

maxs＝3x1
 ＋5x2
 ＋4x3
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例3　（人力资源分配问题）某昼夜服务的公交路线，每天各时间段所需司机和乘务人员的人数如表1-2．

表1-2
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设司机和乘务人员分别在各时间段开始时上班，并连续工作8个小时，问该公交线路怎样安排司乘务人员，既能满足工作需要，又使配备的司乘务人员人数最少？

解　设xi
 表示第i班次开始上班的司乘务人员数．于是可以知道在第i班工作的人数应包括第i－1班次时开始上班的人数和第i班次开始上班的人数．如表1-2为x1
 ＋x2
 ≥70．按照要求，这六个班次开始上班时的所有人员最少，即要求x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＋x5
 ＋x6
 最小．于是所建立的数学模型为

minz＝x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＋x5
 ＋x6
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例4　（配料问题）某工厂要用三种原料1，2，3混合调配出三种不同规格的产品甲、乙、丙，产品的规格要求、单价、每天能够供应的原料数及原材料单价如表1-3和表1-4．该厂如何安排生产，才能使利润最大？

表1-3
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表1-4
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解　设xij
 表示第i种（我们分别用i＝1，2，3表示产品甲、乙、丙）产品中原材料j的含量．例如，x23
 就表示产品乙中第3种原材料的含量．我们的目标是要使利润最大，利润的计算公式如下：
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故得　[image: alt]


从表1-3可知

　　x11
 ≥0.5（x11
 ＋x12
 ＋x13
 ）

　　x12
 ≤0.25（x11
 ＋x12
 ＋x13
 ），

　　x21
 ≥0.25（x21
 ＋x22
 ＋x23
 ）

　　x22
 ≤0.5（x21
 ＋x22
 ＋x23
 ）

而从表1-4可知：加入产品甲、乙、丙的原材料不能超过原材料的供应数量的限额，所以又有

　　x11
 ＋x21
 ＋x31
 ≤100

　　x12
 ＋x22
 ＋x32
 ≤100，

　　x13
 ＋x23
 ＋x33
 ≤60

整理即得该问题的数学模型：

　　maxs＝－15x11
 ＋25x12
 ＋15x13
 －30x21
 ＋10x22
 －40x31
 －10x33
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例5　（投资问题）某部门现有资金200万元，计划五年内投资如下：

项目A：从第一年到第五年每年年初均可投资，当年底能收回本利110％．

项目B：从第一年到第四年每年年初均可投资，次年底收回本利125％，但规定每年投资额不能超过30万元．

项目C：第三年初需要投资，到第五年底能收回本利140％，但规定每年最大投资额不能超过80万元．

项目D：第二年初需要投资，到第五年底能收回本利155％，但规定最大投资额不能超过100万元．

针对上述情况，如何确定这些项目每年的投资额，才能使得第五年底拥有资金的本利金额最大？

解　这是一个连续投资问题．其步骤为：

（1）确定变量

设xij
 为第i年初投资于项目j的金额（单位：万元），根据给定条件，将变量列于表1-5．

表1-5
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（2）约束条件

因为项目A每年都可以投资，并且当年底就能收回本息，所以该部门每年都应把自己的资金投出去，不应当持有呆滞资金．因此

第一年：该部门年初有资金200万元，故

　　x1A
 ＋x1B
 ＝200；

第二年：因第一年给项目B的投资要到第二年底才能收回，所以该部门在第二年初拥有资金仅为该项目A在第一年投资额所收回的本息x1A
 ×110％，故

　　x2A
 ＋x2B
 ＋x2D
 ＝1.1x1A
 ；

第三年：第三年初的资金额是从项目A第二年投资和项目B第一年投资所回收的本息总和1.1x2A
 ＋1.25x1B
 ，故

　　x3A
 ＋x3B
 ＋x3C
 ＝1.1x2A
 ＋1.25x1B
 ；

第四年：同以上分析，可得

　　x4A
 ＋x4B
 ＝1.1x3A
 ＋1.25x2B
 ；

第五年：x5A
 ＝1.1x4A
 ＋1.25x3B
 ．

另外，对项目B，C，D的投资限额分别为

　　xiB
 ≤30，i＝1，2，3，4

　　x3c
 ≤80

　　x2D
 ≤100．

（3）目标函数

此问题要求在第五年底该部门所拥有的资金额达到最大，即目标函数最大化：

　　maxz＝1.1x5A
 ＋1.25x4B
 ＋1.40x3c
 ＋1.55x2D
 ，

这样可以得到如下的数学模型

　　maxz＝1.1x5A
 ＋1.25x4B
 ＋1.40x3c
 ＋1.55x2D
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例6　（套裁下料问题）某工厂要做100套钢架，每套钢架需要长度分别为2.9m，2.1m和1.5m的圆钢各一根．已知原料每根长7.4m；问应如何下料，可使所用原料最省？

解　最简单的做法是：在每根原料上截取2.9m、2.1m和1.5m的圆钢各一根组成一套钢架，每根原材料剩余料头0.9m．如此做100套钢架，需要原材料100根，共产生90m的料头——这当然是一个不小的浪费．为了找到一个省料的套裁方案，必须先设计出较好的几个下料方案．所谓较好，即首先要求每个方案下料后的料头较短；其次要求这些方案的总体能裁下所有规格的圆钢，并且不同方案有着不同的各种所需圆钢的比例．这样的套裁才能满足对各种不同规格圆钢的需要并达到省料的目的．为此我们设计出5种下料方案以供套裁用，如表1-6．

表1-6
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为了用最少的原材料得到100套钢架，需要混合使用表1-6中的几种下料方案，设按照方案Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ，Ⅴ下料的原材料根数分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ，则可列出下面的数学模型

minz＝x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＋x5
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例7　（运输模型）某公司从两个产地A1
 ，A2
 将物品运往三个销地B1
 ，B2
 ，B3
 ，各产地的产量、各销地的销量以及各产地运往销地的每件物品的运费如表1-7．

表1-7
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应如何调运，能够使总运费最小？

解　由于A1
 ，A2
 两个产地的总产量为200＋300＝500（件）；B1
 ，B2
 ，B3
 三个销地的总销量为150＋150＋200＝500（件），总产量等于总销量，这是一个产销平衡的运输问题．把A1
 ，A2
 的产量全部分配给B1
 ，B2
 ，B3
 ，正好满足这三个销地的需要．

设xij
 表示从产地Ai
 调运到Bj
 的运输量（i＝1，2；j＝1，2，3），例如，x12
 表示从A1
 调运到B2
 的物品数量．现将安排的运输量列入表1-8．

表1-8

[image: alt]


从表1-8可写出此问题的数学模型．

满足产地产量的约束条件为

　　x11
 ＋x12
 ＋x13
 ＝200，

　　x21
 ＋x22
 ＋x23
 ＝300

满足销地销量的约束条件为

　　x11
 ＋x21
 ＝150

　　x12
 ＋x22
 ＝150

　　x13
 ＋x23
 ＝200，

要使运输费最小，即

　　minf＝6x11
 ＋4x12
 ＋6x13
 ＋6x21
 ＋5x22
 ＋5x23
 ，

所以此运输问题的线性规划模型是

　　minf＝6x11
 ＋4x12
 ＋6x13
 ＋6x21
 ＋5x22
 ＋5x23
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例8　（指派问题）某商业公司计划开办五家新商店B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ，B5
 ．为了尽早建成营业，商业公司通知了五个建筑公司A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 ，以便让每家新商店由一个建筑公司来承建．建筑公司Ai
 对新商店Bj
 建造费用的投标为cij
 ，数据见表1-9．商业公司应对五家建筑公司怎样分配建造任务，才能使总建造费用最少？试建立此问题的数学模型．

表1-9
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解　这是一个标准的任务指派问题，引入0—1变量
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则此问题的数学模型为

　　minz＝4x11
 ＋8x12
 ＋…＋10x54
 ＋6x55
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2．线性规划问题的数学模型

通过上述内容可以看出，线性规划模型的三个要素缺一不可．决策变量，目标函数，约束条件一起构成了完整的线性规划模型．我们总结如下：

线性规划问题的数学模型的一般形式

求一组变量xj
 （j＝1，2，…，n）的值，使其满足
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并使目标函数[image: alt]
 的值最大或者最小．

下面给出三个实例线性规划问题的一般模型．

例9　（生产计划问题）设用A1
 ，A2
 ，…，Am
 种原料，可以生产B1
 ，B2
 ，…，Bn
 种产品．现有原料数、每单位产品所需原料数，及每单位产品可得利润数如表1-10．

表1-10
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问如何组织生产计划才能使得利润最大？

解　设xj
 为生产产品Bj
 （j＝1，2，…，n）的计划数．这一个问题的数学模型为

求一组变量xj
 （j＝1，2，…，n）的值，使它满足

[image: alt]


并且使目标函数[image: alt]
 的值最大．

例10　（套裁下料问题）设用某原材料（条材或板材）下零件A1
 ，A2
 ，…，Am
 的毛坯．根据过去经验在一件原材料有B1
 ，B2
 ，…，Bn
 种不同的下料方式，每种下料方式可得毛坯个数及每种零件需要量如表1-11．问如何安排下料方式，使得既能满足需要，用的原材料又最少．

表1-11
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解　设用Bj
 种方式下料的原材料数为xj
 ，则这一问题的数学模型为

求一组变量xj
 （j＝1，2，…，n）的值，使它满足
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并且使目标函数[image: alt]
 的值最小（使用原材料数最少）．

例11　（指派问题）拟分配n人去干n项工作，每人干且仅干一项工作，若分配第i人去干第j项工作，需花费cij
 单位时间，问应如何分配工作才能使工人花费的总时间最少？

容易看出，要给出一个指派问题的实例，只需给出矩阵C＝（cij
 ），C被称为指派问题的系数矩阵．

引入变量xij
 ，若分配i干j工作，则取xij
 ＝1，否则取xij
 ＝0．上述指派问题的数学模型为
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值得注意的是，线性规划问题所隐含的假定：

比例性假定：决策变量变化引起的目标函数改变量和决策变量改变量成比例．同样，每个决策变量的变化引起约束方程左端值的改变量和该变量的改变量成比例．

可加性假定：每个决策变量对目标函数和约束方程的影响是独立于其他变量的，目标函数值是每个决策变量对目标函数贡献的总和．

连续性假定：线性规划问题中的决策变量应能够连续取值．

确定性假定：线性规划问题中的所有参数都是确定的参数．线性规划问题不包含随机因素．

【练习1】

根据以下实际问题建立线性规划模型

1．某厂计划生产Ⅰ，Ⅱ两种产品，已知生产单位重量的产品所需的设备为A及B、C两种原料，生产设备和原料消耗表如表1-12

表1-12
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生产单位重量的产品Ⅰ可获利2万，生产单位重量的产品Ⅱ可获利5万．如何安排生产可使工厂获得的利润最多？

2．设有A1
 ，A2
 两个香蕉基地，产量分别为60吨和80吨，联合供应B1
 ，B2
 ，B3
 三个销地的销售量经预测分别为50吨、50吨和40吨．两个产地到三个销地的单位运价（单位：元／吨）如表1-13，问每个产地向每个销地各发货多少，才能使总的运费最少？

表1-13
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3．某制药厂在计划期内要安排生产Ⅰ，Ⅱ两种药品，这些药品分别需要在A，B，C，D四种不同的设备上加工．按工艺规定，每千克药品Ⅰ和Ⅱ在各台设备上所需要的加工台时数如表1-14．已知各设备在计划期内有效台时数（1台设备工作1小时称为1台时）分别是12、8、16和12．该制药厂每生产1千克药品Ⅰ可得利润200元，每生产1千克药品Ⅱ可得利润300元．问应如何安排生产计划，才能使制药厂利润最大？

表1-14
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4．用3种原料B1
 ，B2
 ，B3
 配制某种食品，要求该食品中蛋白质、脂肪、糖、维生素的含量不低于15、20、25、30单位．以上3种原料的单价及每单位原料所含各种成分的数量如表1-15所示．问应如何配制该食品，使所需成本最低？

表1-15
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5．央视为改版后的《非常6＋1》栏目播放两套宣传片．其中宣传片甲播映时间为3分30秒，广告时间为30秒，收视观众为60万，宣传片乙播映时间为1分钟，广告时间为1分钟，收视观众为20万．广告公司规定每周至少有3.5分钟广告，而电视台每周只能为该栏目宣传片提供不多于16分钟的节目时间．电视台每周应播映两套宣传片各多少次，才能使得收视观众最多？

6．某车间制造A，B两种产品．已知制造A种产品1千克，需要劳动力3个（工作日），原料9千克，电力4度；制造B种产品1千克，需要劳动力10个，原料4千克，电力5度．在一个时期内，该车间能够使用的劳动力最多有300个，原料最多有360千克，电力最多有200度．又已知生产1千克A，B产品的产值分别为700元和1200元．问该车间应如何安排A，B产品的生产，才能在计划期内获得最大产值？

7．设有A1
 ，A2
 两个氮肥厂，在一个生产周期内其产量分别为23吨和27吨．这两个氮肥厂的产量供应B1
 ，B2
 ，B3
 三个乡镇，而B1
 ，B2
 ，B3
 三个乡镇对氮肥的需要量分别为17吨、18吨和15吨．A1
 ，A2
 两个氮肥厂到B1
 ，B2
 ，B3
 三个乡镇的运价见表1-16．问应如何调运，才能使总运费最省？

表1-16
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8．某厂生产过程中需要用长度分别为3.1米、2.5米和1.7米的同种棒料毛坯分别为200、100和300根，而现在只有一种长度为9米的原料，问应如何下料才能使废料最少？

【案例1】

如何确定最优化生产计划

一、背景分析

HK公司是一家由上市公司“中储股份”控股的国家高新技术企业．现有资产3000多万元，员工200多人，其中大专以上学历超过70％，主要从事称重、计量、包装、自动控制等方面的产品开发和生产制造，是雄厚资金和高新技术的有机结合体．现有的主导产品是无线传输式电子吊钩秤．

20世纪80年代国内第一台替代进口产品的电子吊秤诞生于该公司的前身——某工厂，并且受国家技术监督局之托，起草了电子吊秤国家标准．公司拥有国内规模最大、检测及生产设备最完善的吊秤生产基地．中国衡器协会历年统计数字表明，ORS系列产品国内市场占有率一直高于50％，市场总量已达8000余台．公司立足国家专利产品ORS系列电容式电子吊秤，现已发展成为专业生产研究现代计量、测力、电子称重、自动化包装、自动化控制等机电一体化高科技产品的现代化高新技术企业．

根据公司组织机构的划分，由生产部负责对整个公司的产品生产进行规划．一般的流程为：每月的25日，生产部程经理根据下月销售预测和库存情况制订下月生产计划，属于典型的以销定产．但是最近公司引入了全面预算管理的制度，要求每个部门都要以实现公司利润最大化为工作目标，生产部作为公司的利润中心，实行预算管理势在必行．因此如何合理安排生产计划、实现利润最大化，就成了程经理面临的新问题．

公司现有三种主要产品：ORS吊秤、OCS吊秤和直显式吊秤，每台最终产品包括秤体和仪表各一台，秤体和仪表是分开入库的．吊秤仪表互相通用，其区别就在于秤体的不同．仪表生产全部由仪表车间完成，秤体的生产则分为零部件生产和装配两个步骤，分别由机加工车间和装配车间完成．限于机加工车间目前的生产能力不能满足全部套件生产，因此部分采用外包形式完成．由于自己生产套件的成本低于外包，公司也曾考虑要把外包零活收回，但这需要在厂房、设备上作出较大投资，所以一直没有实行．现行的原则是，要尽可能利用机加工车间的加工能力进行生产，不足者才考虑外包．

二、现状分析

今天已经到了24日，明天就要拿出下月的生产计划了．程经理面对摆在桌上的一些报表正在苦思冥想，要怎样制定出最优的生产计划，才能满足公司提出的利润最大化目标呢？按照以往的老办法显然不能满足要求．于是他想起了正在读MBA的经理助理小刘，便打电话求助．

小刘很快就过来了，他根据最近学的理论与方法，建议程经理构造一个线性规划模型，以求出最优解．让我们看看他是怎么做的．

公司现有的数据如下：

1．月初成品库库存

[image: alt]


2．本月销售预测

[image: alt]


注意：①每台吊秤配一台仪表；

　　　②仪表除配吊秤外也作配件零售．

3．月末安全库存量

[image: alt]


4．平均售价

[image: alt]


注意：吊秤售价含仪表．

5．生产成本（元）

[image: alt]


6．人工成本

各车间实行计件工资制度．按照完成的工时数量提取工资，记入人工成本，工时单价定为3.5元／工时．

7．各产品获利能力分析

综上所述，可知HK公司生产的各类吊秤从其规格和生产来源来看可分为六种：机加ORS、机加OCS、机加直显以及外包ORS、外包OCS、外包直显，其区别在于吊秤零部件来源不同而引起的成本不同．但在销售时却以同样的价格出售，这就造成了在核算利润时的复杂性．我们无法区别卖出的一台吊秤的零部件到底是由谁生产的，应该以哪种成本核算，也无法区分出库存的一批同规格吊秤成本有哪些不同．因此在这里我们引入了加权平均成本的概念以方便计算．

所谓加权平均成本，即以一个月为周期，生产入库的同一批吊秤按其零部件的来源不同作加权平均计算，核算出统一的成本入库．这个成本显然是按月度浮动的，但能更真实地反映获利情况．

通过以上数据，计算出各产品的总成本和获利能力．
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8．车间生产能力约束

[image: alt]


注意：按每名工人每月可完成200个工时计算

9．假设条件

生产计划的制定一般基于以下假设：

①假定售价不变；

②必须满足销售预测的需求；

③月末保证安全库存量；

④因设备、厂房所限需尽量发挥机加工生产能力98％以上；

⑤装配车间能力不足可随时得到补充（有充足的后备），因此其产量总可满足销售；

⑥满足上述条件的同时实现利润最大化．

三、模型建立

设变量表：

[image: alt]


假设利润为p，目标是使利润p最大．根据以上资料，可建立线性规划模型，通过整理，建立的目标函数为

[image: alt]


令　[image: alt]


则p＝2791062.5－p′，原目标函数可转化为求minp′；

所有变量应满足以下约束：

①销售量及库存量约束

　　x1
 ＋x4
 ≥39，x2
 ＋x5
 ≥40，x3
 ＋x6
 ≥7，x7
 ≥39，x8
 ≥40，x9
 ≥7，x10
 ≥99；

②生产能力（工时量）约束

　　20x7
 ＋16x8
 ＋14x9
 ≤2600，

　　100x1
 ＋75x2
 ＋62x3
 ≤5000，

　　15x10
 ≤1600；

③机加车间工作饱满度约束

　　100x1
 ＋75x2
 ＋62x3
 ≥4900；

④非负约束

　　x1
 ，x2
 ，…，x10
 ≥0；

⑤数值取整

各自变量均应取整数值．

【案例2】

一、问题提出

根据经营现状和目标，合理制定生产计划并有效组织生产，是一个企业提高效益的核心．对于化妆品企业，由于其原料品种多、生产工艺复杂，原材料和产成品存储费用较高，并具有一定的危险性，对其生产计划作出合理安排就显得尤为重要．

现要求对某化妆品厂的生产计划作出合理安排．

二、有关数据

1．生产概况

某化妆品厂现有职工120人，其中生产工人105人．该厂主要设备是2套提取生产线，每套生产线容量为800kg，至少需要10人看管．该厂每天24小时连续生产，节假日不停机．从原料投入到成品出线平均需要10小时，成品率约为60％，该厂只有4吨卡车1辆，可供原材料运输．

2．产品结构及有关资料

该厂目前的产品可分为5类，所用的原料15种，根据厂方提供的资料，整理得到下表．
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3．供销情况

（1）根据现有运输条件，原料2从外地购入，每月只能购1车．

（2）根据前几个月的购销情况，产品1和产品3应占总产量的70％，产品2的产量最好不要超过总产量的5％，而产品1的产量不要低于产品3与产品4产量之和．

问题：

（1）制定该厂的月生产计划，使得该厂的总利润最高；

（2）找出阻碍该厂提高生产能力的瓶颈问题，并提出解决办法．


第二章　线性规划问题的标准形式

线性规划问题的目标函数可以是求最大值，也可以是求最小值；约束条件可以是等式，也可以是不等式（小于等于或大于等于）．为了避免形式上的不确定性，我们对线性规划问题的标准形式作一些规定．

一、线性规划问题的标准形式

规定　目标函数是求min、约束为等式、决策变量非负，右端常数非负的线性规划模型为标准形式．

一般线性规划模型的标准形式为

　　mins＝c1
 x1
 ＋c2
 x2
 ＋…＋cn
 xn
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其中，bi
 ≥0，（i＝1，2，…，m）．

线性规划问题的标准形式也可以简记为下面两种形式

（1）矩阵形式

　　mins＝cx

[image: alt]


（2）向量形式

mins＝cx

[image: alt]


其中[image: alt]


[image: alt]


二、化线性规划问题为标准形

常见的线性规划模型往往不是标准形．为了解题方便，尤其是应用数学软件进行求解的方便，在求解线性规划问题之前，我们需要将线性规划问题化为标准形．

（1）如果目标函数中是求最大值maxs＝c1
 x1
 ＋c2
 x2
 ＋…＋cn
 xn
 ，则令s′＝－s，将目标函数变为

　　　mins′＝－s＝－c1
 x1
 －c2
 x2
 －…－cn
 xn
 ；

（2）如果约束条件为a11
 x1
 ＋a12
 x2
 ＋…＋a1n
 xn
 ≤b1
 ，则引入非负变量xn＋1
 ，称为松弛变量，把约束条件变为等式

　　　a11
 x1
 ＋a12
 x2
 ＋…＋a1n
 xn
 ＋xn＋1
 ＝b1
 ；

（3）如果约束条件为a11
 x1
 ＋a12
 x2
 ＋…＋a1n
 xn
 ≥b1
 ，则引入非负变量xn＋1
 ，称为松弛变量，把约束条件变为等式

　　　a11
 x1
 ＋a12
 x2
 ＋…＋a1n
 xn
 －xn＋1
 ＝b1
 ；

（4）如果右端常数项b≤0，则只需将等式或不等式两端同乘以－1即可．

（5）如果决策变量xj
 无非负约束，则引进两个非负变量[image: alt]
 令[image: alt]
 代入约束条件和目标函数中，使得新的决策变量[image: alt]
 化为有非负约束．

（6）对xj
 ≤0，则可令[image: alt]


例1　将线性规划问题化为标准形

　　maxs＝50x1
 ＋30x2


[image: alt]


解　首先目标函数由max化为min，有

　　mins′＝－s＝－50x1
 －30x2
 ，

引进松弛变量x3
 ，x4
 ≥0，约束条件化为

[image: alt]


思考　松弛变量在目标函数中的系数是什么？

容易看出，增加的松弛变量系数在矩阵表示中构成了一个单位阵．一般情形，如果约束条件均为小于等于，

[image: alt]


则在约束条件中加上一个Is
 xs
 ，可以化为标准形式
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例2　将约束条件化为标准形

[image: alt]


解　约束条件减去松弛变量x3
 ，x4
 ≥0，则化为
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一般情形，如果约束条件均为大于等于，
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则在约束条件中减去一个Is
 xs
 ，可以化为标准形式
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例3　将约束条件化为标准形
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解　由于第一个不等式需要减去松弛变量x3
 ≥0，令[image: alt]
 把x2
 ≤0变为[image: alt]
 则约束条件化为标准形式
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例4　将约束条件化为标准形
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解　作变量替代，令[image: alt]
 其中[image: alt]
 则约束条件化为标准形式
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例5　将约束条件化为标准形
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解　令[image: alt]
 则[image: alt]
 那么原约束可以化为
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把[image: alt]
 独立写出来，成为一个约束条件，则有

[image: alt]


再对上述约束进一步标准化，加上松弛变量x4
 ≥0，则有

[image: alt]


【练习2】

1．将下列线性规划问题化为标准形

（1）maxs＝－x1
 ＋x2
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（2）maxs＝－2x1
 ＋3x2
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（3）mins＝－x1
 ＋2x2
 －x3


[image: alt]


（4）maxs＝2x1
 ＋3x2


[image: alt]



第三章　线性规划问题的图解法

本章主要学习线性规划问题的凸集、极点，基矩阵、基变量、非基变量，基础解、可行解、基础可行解等概念，针对含有两个决策变量的线性规划问题，给出直观、简单的图解法．

第一节　线性规划问题解的定义及性质

一、线性规划问题的解

定义1　设K是n维空间的一个点集，对任意两点x（1）
 ，x（2）
 ∈K，当x＝αx（1）
 ＋（1－α）x（2）
 ∈K（0≤α≤1）时，则称K是凸集．

实际上，x＝αx（1）
 ＋（1－α）x（2）
 就是以x（1）
 ，x（2）
 为端点的线段的方程，点x的位置由α的值所确定，当α＝0时，x＝x（2）
 ，当α＝1时，x＝x（1）
 ．

定义2　设x，x（1）
 ，x（2）
 ，…，x（K）
 是Rn
 中的点，若存在λ1
 ，λ2
 ，…，λk
 ，其中λi
 ≥0且[image: alt]
 使得[image: alt]
 成立，则称x为x（1）
 ，x（2）
 ，…，x（K）
 的凸组合．

定义3　设K是凸集，x∈K．若x不能用K中两个不同的点x（1）
 ，x（2）
 的凸组合表示为x＝αx（1）
 ＋（1－α）x（2）
 ∈K（0≤α≤1），则称x是K的一个极点或顶点．

这就是说，x如果是凸集K的极点，则x不可能是K中某一线段的内点，只能是K中某一线段或射线的端点．

对于标准形式的线性规划问题

　　minz＝cx　　　（3.1）

　　Ax＝b，　　　（3.2）

　　x≥0　　　（3.3）

其中c＝（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ），
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式中的A是m×n矩阵，m≤n，并且r（A）＝m，即设约束方程组Ax＝b中没有多余的方程．显然A中至少有一个m×m阶子矩阵B，使得r（B）＝m．

定义4　设A中有m×m阶子矩阵B，并且r（B）＝m，则称B是线性规划问题的一个基（或基矩阵）．当m＝n时，基矩阵唯一；当m＜n时，基矩阵就可能有多个，但基矩阵的数目不超过[image: alt]


例1　设线性规划问题

　　minz＝4x1
 －2x2
 －x3


[image: alt]


求所有的基矩阵．

解　约束方程的系数矩阵为2×5阶矩阵

[image: alt]


容易看出r（A）＝2，2阶子矩阵有[image: alt]
 ＝10个．但其中第1列与第3列构成的2阶矩阵[image: alt]
 不是一个基（因为r（B）＝1），所以基矩阵只有9个．即

[image: alt]


都是线性规划问题的基矩阵．

由线性代数知，基矩阵B必为非奇异矩阵，即｜B｜≠0．当矩阵B的行列式等于零（即｜B｜＝0）时，B就不是基．

定义5　当确定某一矩阵为基矩阵时，则基矩阵对应的列向量称为基向量，其余列向量称为非基向量．

定义6　基向量对应的变量称为基变量，非基向量对应的变量称为非基变量．

例1中B2
 的基向量是A中的第1列和第4列，其余列向量是非基向量；x1
 ，x4
 是基变量，x2
 ，x3
 ，x5
 是非基变量．

注意基变量、非基变量是针对某一确定的基而言，不同的基对应的基变量和非基变量也不同．

定义7　满足线性规划问题所有约束条件（3.2），（3.3）的向量x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 称为可行解，所有可行解构成的集合称为可行域，记为D，即

　　　D＝｛x｜Ax＝b，x≥0｝．

例如，[image: alt]
 与x＝（0，0，0，3，2）T
 都是例1的可行解．

定义8　满足目标函数式（3.1）的可行解称为最优解，即使得目标函数达到最小（或最大）值的可行解就是最优解．

定义9　对某确定的基B，令非基变量的值等于零，利用（3.2）式解出基变量的值，则这组解称为基B的基础解．

定义10　若基础解是可行解，则称为是基础可行解．

显然，只要基础解中的基变量的解满足式（3.3）的非负要求，那么这个基础解就是基础可行解．

例1中对B1
 来说，x1
 ，x2
 是基变量，x3
 ，x4
 ，x5
 是非基变量，令x3
 ＝x4
 ＝x5
 ＝0，则约束条件变为

[image: alt]


因｜B｜≠0，由克莱姆法则，方程有唯一解[image: alt]
 此时基础解为
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对B2
 来说，x1
 ，x4
 为基变量，令非变量x2
 ，x3
 ，x5
 为零，则约束条件变为

[image: alt]


因｜B2
 ｜≠0，由克莱姆法则，方程有唯一解，[image: alt]
 这时基础解为

[image: alt]


由于基础解x（1）
 ≥0，所以它是基础可行解，而在x（2）
 中由于[image: alt]
 因此不是可行解，也就不是基础可行解．

基础解不一定都是基础可行解．同理，可行解不一定是基础可行解．

比如例1中，[image: alt]
 满足约束条件，但不是任何基矩阵的基础解．

定义11　最优解若是基础可行解，则称为基础最优解．

如例1中，满足约束条件的解[image: alt]
 是对应于基[image: alt]
 的基础解，且是最优解，因此它是基础最优解．

定义12　基础可行解对应的基称为可行基．

定义13　基础最优解对应的基称为最优基．

注意　当最优解唯一时，最优解亦是基础最优解；当最优解不唯一时，则最优解不一定是基础最优解．

例如图3-1中，当线段[image: alt]
 上的点为最优解时，Q1
 点及Q2
 点是基础最优解，线段[image: alt]
 的内点是最优解而不是基础最优解．
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图3-1

[image: alt]


图3-2

基础可行解、基础解与可行解的关系如图3-2．

由线性代数求解方程组的方法及上述概念可知，线性规划问题的解归纳为下面几种情况：
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二、线性规划问题解的性质

定理1　线性规划问题的可行域D＝｛x｜Ax＝b，x≥0｝是凸集．

证明　为了证明满足线性规划问题的约束条件Ax＝b，x≥0的所有点（可行解）组成的集合是凸集，只要证明D中任意两点连线上的点必然在D内即可．

设x（1）
 ≥0，x（2）
 ≥0是D内的任意两点，且x（1）
 ≠x（2）
 ．则有Ax（1）
 ＝b，x（1）
 ≥0，Ax（2）
 ＝b，x（2）
 ≥0．

令x为x（1）
 ，x（2）
 线段上的任意一点，即x＝αx（1）
 ＋（1－α）x（2）
 （0≤α≤1），将它代入约束条件，得到
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又因x（1）
 ≥0，x（2）
 ≥0，α＞0，1－α＞0，所以x≥0．由此可见x∈D，所以D是凸集．

引理　线性规划问题的可行解x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）T
 为基础可行解的充要条件是：x的正分量所对应的系数列向量是线性无关的．

证明　必要性　由基础可行解的定义可知．

充分性　若x的正分量所对应的系数向量P1
 ，P2
 ，…，Pk
 线性无关，则必有k≤m；当k＝m时，它们恰构成一个基，从而x＝（x1
 ，x2
 ，…，xk
 ，0，…，0）T
 为相应的基础可行解．当k＜m时，则一定可以从其余的列向量中取出m－k个与P1
 ，P2
 ，…，Pk
 ，构成极大的线性无关向量组，其对应的解恰为x，所以根据定义它是基础可行解．

定理2　线性规划问题的基础可行解x对应于可行域D的顶点．

证明　不失一般性，假设基础可行解x的前m个分量为正．故

　　Ax＝（P1
 ，P2
 ，…，Pm
 ，Pm＋1
 ，…，Pn
 ）（x1
 ，x2
 ，…，xm
 ，0，…，0）T
 ＝b

即　　　[image: alt]
 　　　（3.4）

现在分两步来讨论，分别用反证法．

（1）若x不是基础可行解，则它一定不是可行域D的顶点．

根据引理1，若x不是基础可行解，则其正分量所对应的系数列向量P1
 ，P2
 ，…，Pm
 线性相关，即存在一组不全为零的数ki
 （i＝1，2，…，m）使得

　　k1
 P1
 ＋k2
 P2
 ＋…＋km
 Pm
 ＝0　　　（3.5）

用一个μ＞0的数乘式（3.5）式，再分别与式（3.4）式相加和相减，得

　　（x1
 ＋μk1
 ）P1
 ＋（x2
 ＋μk2
 ）P2
 ＋…＋（xm
 ＋μkm
 ）Pm
 ＝0

　　（x1
 －μk1
 ）P1
 ＋（x2
 －μk2
 ）P2
 ＋…＋（xm
 －μkm
 ）Pm
 ＝0

现取

　　x（1）
 ＝（（x1
 ＋μk1
 ），（x2
 ＋μk2
 ），…，（xm
 ＋μkm
 ），0，…，0）T


　　x（2）
 ＝（（x1
 －μk1
 ），（x2
 －μk2
 ），…，（xm
 －μkm
 ），0，…，0）T


则[image: alt]
 即x是x（1）
 ，x（2）
 连线的中点．

另一方面，当μ充分小时，可保证xi
 ±μki
 ≥0 （i＝1，2，…，m），即x（1）
 ，x（2）
 是可行解．这证明了x不是可行域D的顶点．

（2）若x不是可行域D的顶点，则它一定不是基础可行解．

因为x不是可行域D的顶点，故在可行域D中可找到不同的两点

[image: alt]


使x＝αx（1）
 ＋（1－α）x（2）
 （0＜α＜1）．

设x是基础可行解，对应向量组P1
 ，P2
 ，…，Pm
 线性无关．当j＞m时，在x（1）
 ，x（2）
 ，x的分量中有xj
 ＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝0，由于x（1）
 ，x（2）
 是可行域的两点．满足

[image: alt]


将这两式相减，即得

[image: alt]


由于x（1）
 ≠x（2）
 ，所以上式系数不全为零，故向量组P1
 ，P2
 ，…，Pm
 线性相关，与假设矛盾．即x不是基础可行解．

定理3　线性规划问题的可行域D中的点x是顶点（极点）的充要条件是x是基础可行解（证明从略）．

定理4　若线性规划问题的可行域D≠∅，则D至少有一顶点（极点），且极点的个数有限．

定理5　若可行域有界，线性规划问题的目标函数一定可以在其可行域的顶点（极点）上达到最优．即最优值可以在极点上达到．

证明　设x（1）
 ，x（2）
 ，…，x（k）
 是可行域的顶点，若x（0）
 不是顶点，且目标函数在x（0）
 处达到最优z*
 ＝cx（0）
 （标准形是minz＝cx）．

因x（0）
 不是顶点，所以它可以用D的顶点线性表示为

[image: alt]


代入目标函数得

[image: alt]
 　　　（3.6）

在所有的顶点中，必然能找到某一个顶点x（m）
 ，使cx（m）
 是所有cx（i）
 （i＝1，2，…，k）中最小者．并且将x（m）
 ，代替式（3.6）式中的所有cx（i）
 ，这就得到

[image: alt]


由此得到cx（0）
 ≥cx（m）
 ，根据假设cx（0）
 是最小值，所以只能有cx（0）
 ＝cx（m）
 ，即目标函数在顶点x（m）
 处也达到最小值．

注意　有时目标函数可能在多个顶点处达到最优，这时在这些顶点的凸组合上也达到最优值．称这种线性规划问题有无限多个最优解．

假设[image: alt]
 是目标函数达到最大值的顶点，若[image: alt]
 是这些顶点的凸组合，即

[image: alt]


于是

[image: alt]


设[image: alt]
 i＝1，2，…，k，于是[image: alt]


这几个定理实际上给我们指出了线性规划问题求解的思路．由于线性规划问题的最优解一定能在可行解集的极点达到，而极点的数目是有限的．所以，总可以想办法在有限个极点中经过有限次寻找，得到最优解．因而，就有了求解线性规划问题的图解法和单纯形法．图解法中的顶点（极点）实际上对应于基础可行解．

定理2和定理3刻画了可行解集的极点与基础可行解的对应关系．极点是基础可行解，反之，基础可行解一定是极点．但它们并非一一对应，有可能两个或几个基础可行解对应于同一极点（退化基础可行解时）．

定理4描述了最优解在可行解集中的位置．若最优解唯一，则最优解只能在某一极点上达到；若具有多个最优解，则最优解是某些极点的凸组合，从而最优解是可行解集的极点或界点，而不可能是可行解集的内点．

若线性规划的可行解集非空且有界，则一定有最优解；若可行解集无界，则线性规划可能有最优解，也可能没有最优解．

定理3及定理4还给了我们一个启示，寻求最优解无须在无限个可行解中去找，只要在有限个基础可行解中去寻求即可．

第二节　线性规划问题的图解法

图解法仅适用于含有两个决策变量的线性规划问题．在平面内建立直角坐标系，使每个决策变量的取值在一个数轴上表示出来，可行解就成为平面上的点，可行域就是平面上满足不等式组的公共区域，从而最优解必定是在这个平面区域内（包括边界上）的点．根据目标函数在这个平面区域内的取值找出使目标函数取得最优值的点（即最优解）．

图解法便于我们理解线性规划问题的一些概念和解的特性，也为我们进一步学习单纯形方法提供了一个直观图形，虽然只能用于解二维（两个变量）的问题，但其主要作用并不在于求解，而在于能够直观地说明线性规划问题解的一些重要性质．

例1　求线性规划问题的最优解

　　　maxs＝4x1
 ＋3x2


[image: alt]


解　第一步，求可行域．

可行域是所有满足约束条件的数组（x1
 ，x2
 ），四个不等式是四个半平面，而可行域就是这四个半平面的公共部分．其形状为一个凸多边形OABC区域，可行解（x1
 ，x2
 ）是凸多边形内的一个点；而凸多边形OABC中点的全体是线性规划问题的全部可行解，称为可行解集．如图3-3中以OABC为顶点的四边形．

[image: alt]


图3-3

第二步，求最优解

在全体可行解中找最优解，就是使目标函数值达到最大的可行解．在几何上，目标函数s＝4x1
 ＋3x2
 表示平面上的平行直线族，族中一条直线对应一个s值．凡在同一条直线上的点（x1
 ，x2
 ），如果又在可行解域上，那么这样的点就是具有相同的目标函数值的可行解，所以平行直线族中的每一条直线又称为等值线．我们画出几条等值线，使每条等值线都和可行解域（凸多边形）有交点，并且使等值线所对应的s值递增．如图3-4．

观察可知，等值线离原点越远，s值越大，而通过B点的等值线就是使目标函数值达到最大的等值线，这条等值线和凸多边形只相交于B点，因此B点为最优解．

解　由[image: alt]
 得[image: alt]
 B点坐标为[image: alt]
 则该问题的最优解就是[image: alt]
 最优值为[image: alt]


线性规划问题的解分为下面几类：有唯一最优解，无穷多最优解，无最优解，无可行解，分别举例说明．

1．唯一最优解

例2　用图解法求解线性规划问题

　　maxz＝2x1
 ＋5x2


[image: alt]


解　（1）根据满足的约束条件，做出可行域OABCD．如图3-5

[image: alt]


图3-4

（2）做出目标函数的等值线2x1
 ＋5x2
 ＝z，如图3-5可知随着z值的增加，直线离原点愈远．

（3）在一族平行等值线中，离原点最远且与可行域OABCD相交的点是点C．

（4）由[image: alt]
 知，在点C（2，3）取得最优，则最优解为[image: alt]
 最优值为z＝19．

[image: alt]


图3-5

2．无穷多个最优解

例3　用图解法求解线性规划问题

　　maxz＝x1
 ＋x2


[image: alt]


解　（1）根据满足的约束条件，做出可行域OABCD．如图3-6

[image: alt]


图3-6

（2）做出目标函数的等值线maxz＝x1
 ＋x2
 ，如图3-6可知：随着z值的增加，直线离原点愈远．

（3）一族平行等值线与直线x1
 ＋x2
 ＝5平行，离原点最远且与可行域OABCD相交的是直线x1
 ＋x2
 ＝5．

（4）由上述讨论知：在线段BC上取得最优；点B，C的坐标分别是B（3，2）和[image: alt]
 则最优解为[image: alt]
 最优值为z＝5．

3．无最优解

例4　用图解法求解线性规划问题

　　minz＝－2x1
 ＋x2


[image: alt]


解　（1）可行域无界，如图3-7；

（2）做出目标函数的等值线－2x1
 ＋x2
 ＝z；

（3）随着z值的减少，平行等值线族都与可行域相交，故此问题目标函数值无下界，即无最优解．

[image: alt]


图3-7

注　若目标函数改为求最大值maxz＝－2x1
 ＋x2
 ，则有最优解为[image: alt]
 最优值为z＝2．

4．可行域为空集

例5　用图解法解下列线性规划

　　minz＝－2x1
 ＋x2


[image: alt]


解　由图3-8满足约束条件的可行域是空集，所以此线性规划问题无可行解，从而无最优解．

[image: alt]


图3-8

【练习3】

1．试述线性规划问题的可行解、基础解、基础可行解、最优解、基础最优解的概念以及上述解之间的相互关系．

2．设线性规划问题

　　maxs＝2x1
 ＋x2


[image: alt]


求所有基矩阵．

3．求出下面线性规划问题的所有基础解，并指出那些是基础可行解．

（1）mins＝－x1
 ＋2x2
 ＋x3
 －x4


[image: alt]


（2）maxs＝3x1
 －x2


[image: alt]


4．判定下列集合是否凸集

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）R3
 ＝｛（x1
 ，x2
 ）｜x1
 x2
 ≥1，x1
 ≥1，x2
 ≥0｝．

5．（思考题）图解法主要步骤是什么？从中可以看出线性规划最优解有那些特点？

6．用图解法求下列线性规划问题的最优解

（1）minz＝4x1
 ＋6x2


[image: alt]


（2）maxz＝200x1
 ＋300x2


[image: alt]


（3）maxz＝6x1
 ＋9x2


[image: alt]


（4）maxz＝x1
 ＋3x2


[image: alt]



第四章　单纯形方法

前面介绍的图解法只能求解两个决策变量的线性规划问题，单纯形方法是求解两个以上决策变量的线性规划问题的重要方法．该方法把寻找最优解的目标集中在所有基础可行解（即可行域的顶点）中，其基本思路是从一个初始的基础可行解出发，寻找一条达到最优基础可行解的最佳途径．

本章以求解线性规划问题的最优解为目标，主要介绍单纯形方法的原理和步骤．主要有以下内容：

1．单纯形法的基础原理，基础可行解的判别；进基变量和出基变量的确定，线性规划问题最优解的判别方法．

2．引入人工变量建立辅助问题，以寻求初始基础可行解的方法；大M法和两阶段法求解不具有明显初始可行基的线性规划问题．

3．退化的基础可行解和退化的线性规划问题，基的循环和避免循环的规则．

4．改进的单纯形法及其意义、原理和步骤．

第一节　单纯形方法引例

单纯形计算方法是先求出一个初始基础可行解并判断它是否最优．否则，需要换基得到另一个基础可行解并进行判断，直到求出最优解或判断无最优解为止．它是一种逐步逼近最优解的迭代方法．

如果通过观察，由系数矩阵A可以得到一个可行基（通常是一个单位矩阵或m个线性无关的列向量组成的矩阵），则可以通过解线性方程组求得基础可行解．

例1　用单纯形法求下列线性规划问题的最优解

　　maxz＝3x1
 ＋4x2


[image: alt]


解　引入松弛变量x3
 ，x4
 ，将原问题化为标准形

　　minz′＝－3x1
 －4x2


[image: alt]


其系数矩阵A及初始基B1
 分别为

[image: alt]


这里秩r（B1
 ）＝2，B1
 是一个初始基；x3
 ，x4
 为基变量，x1
 ，x2
 为非基变量．令x1
 ＝x2
 ＝0，由约束方程知x3
 ＝40，x4
 ＝30，于是得到初始基础可行解

　　x（1）
 ＝（0，0，40，30）T
 ．

以上所得基础可行解是否是最优解呢？从目标函数的系数可以看出：在目标函数z′＝－3x1
 －4x2
 中，x1
 的系数小于零．如果x1
 是大于零的数，则z′的值还会减少；同样，若x2
 是大于零的数，也能使z′的值减少．因此，只要目标函数中非基变量的系数小于零，该目标函数就不能达到最小值，亦即没有找到最优解．这种判别线性规划问题是否达到最优解的数，称为检验数．

定义1　目标函数用非基变量表达时，非基变量系数的相反数称为该非基变量的检验数．记作λj
 ．

最优解判别准则 当所有检验数λj
 ≤0（j＝1，2，…，n）时，基础可行解为最优解．

如果目标函数中含有基变量xi
 ，利用约束条件将目标函数中的基变量用非基变量表示，然后求出检验数．

比如例1中，目标函数z′＝－3x1
 －4x2
 不含基变量，于是，非基变量x1
 ，x2
 的检验数为λ1
 ＝－（－3）＝3，λ2
 ＝－（－4）＝4均大于零，所以x（1）
 ＝（0，0，40，30）T
 不是最优解．因此需要将某个非基变量变换为基变量，即换基．

选择进基变量的原则是：一般优先选择检验数最大的非基变量为进基变量．

仍如例1中，由于检验数3＜4，故选择非基变量x2
 优先进入基变量．即x2
 先进基．但有进必有出，于是还要将基变量x3
 ，x4
 中的一个换出来成为非基变量．下面来确定换出变量．

当x1
 ＝0时（先固定的x1
 是两个非基变量中的一个），有

　　x3
 ＝40－x2
 ≥0，x4
 ＝30－3x2
 ≥0，

要保证x3
 ，x4
 非负，且有一个为0，只有选择x2
 ≤10，（此时x3
 ≥30＞0，x4
 ≥0）．当x2
 ＝10时，原来的基变量x3
 ＝30，x4
 ＝0，从而可以换出x4
 成为非基变量．因此，取x4
 为出基变量（此即所谓的最小比值规则，即换出基变量的原则，下一节将详细介绍）．得到新的基变量为x2
 ＝10，x3
 ＝30，新的非基变量为x1
 ＝0，x4
 ＝0．由此得到新的基础可行解为

　　x（2）
 ＝（0，10，30，0）T
 ．

用新的非基变量表示基变量[image: alt]
 代入目标函数，将目标函数用非基变量表示，得

[image: alt]


从目标函数中的系数可以看出，非基变量x1
 的系数小于零（x1
 的检验数[image: alt]
 [image: alt]
 基础可行解x（2）
 ＝（0，10，30，0）T
 仍然不是最优解，需要继续换基，寻找新的基础可行解．

按照上述选择进基变量的原则，取x1
 为进基，再选择出基变量．

同样先固定两个非基变量中的一个，当x4
 ＝0时，有

[image: alt]


此时要让x2
 ，x3
 同时非负，且有一个为0，只有选择x1
 ≤18，（此时x2
 ≥4＞0，x3
 ≥0）．当x1
 ＝18时，原来的基变量x3
 取值为0，从而可以换出来成为非基变量．现在取x3
 为出基变量．又得到新的基变量为x1
 ＝18，x2
 ＝4，新的非基变量为x3
 ＝0，x4
 ＝0．得到另一新的基础可行解为：x（3）
 ＝（18，4，0，0）T
 ．

再用新的非基变量表示基变量[image: alt]
 代入目标函数，把目标函数用非基变量表示为

　　z′＝－70＋x3
 ＋x4
 ．

从目标函数中的系数可以看出，非基变量x3
 ，x4
 的系数均大于零，且检验数λ3
 ＝λ4
 ＝－1＜0，此时的基础可行解x（3）
 ＝（18，4，0，0）T
 已为最优解，于是迭代过程终止．目标函数的最优值zmax
 ＝－z′min
 ＝70，最优解是x*
 ＝（18，4，0，0）T
 ，即原问题的最优解为

[image: alt]


以上求解线性规划的迭代方法，即所谓的单纯形法．它是从一个基础可行解（极点）迭代到另外一个基础可行解（极点），使得相应的目标函数值一次比一次更优，经过几次迭代而达到最优解．把此种求解线性规划问题的迭代法，用表格的形式展示出来，就是所谓的表格单纯形法．表格单纯形法简洁、直观、清楚，且书写方便，我们将在下节予以介绍．表格单纯形法以后就简称单纯形法．

第二节　单纯形方法

一、单纯形法的一般原理

考虑下面线性规划问题

　　minz＝cx

[image: alt]
 　　　（4.1）

其中A是一个m×n矩阵，且秩为m，b总可以被调整为一个m维非负列向量，c为n维行向量，x为n维列向量．

根据线性规划的基础定理，如果可行域D＝｛x∈Rn
 ｜Ax＝b，x≥0｝非空有界，则D上的最优目标函数值z＝cx一定可以在D的一个顶点处达到．

从这个重要定理引出了单纯形法，即将寻优的目标集中在D的几个顶点（基础可行解）上．其基本思路是从一个初始的基础可行解出发，寻找一条达到最优基础可行解的最佳途径．单纯形法的一般步骤如下：

（1）寻找一个初始的基础可行解；

（2）检查现行的基础可行解是否最优．如果为最优，则已找到最优解，求解结束；否则转下一步；

（3）迭代寻找使目标函数值变优的另一个基础可行解，然后转回到步骤（2）．

1．确定初始的基础可行解

确定初始的基础可行解等价于确定初始的可行基．一旦确定了初始的可行基，则对应的初始基础可行解也就唯一确定．

为方便讨论，不妨假设在标准形线性规划（4.1）中，系数矩阵A中前m个系数列向量恰好构成一个可行基．即

　　　A＝（B，N），

其中B＝（P1
 ，P2
 ，…，Pm
 ）为基变量x1
 ，x2
 ，…，xm
 的系数列向量所构成的可行基，而N＝（Pm＋1
 ，Pm＋2
 ，…，Pn
 ）为非基变量xm＋1
 ，xm＋2
 ，…，xn
 的系数列向量所构成的矩阵．所以约束方程Ax＝b就可以表示为

[image: alt]


用可行基B的逆阵B-1
 左乘上式两端，再通过移项把基变量用非基变量表示为

　　xB
 ＝B-1
 b－B-1
 NxN
 ，

若令所有非基变量xN
 ＝0，则基变量xB
 ＝B-1
 b，可得初始的基础可行解

[image: alt]


现在的问题是：

要判断m个系数列向量是否恰好构成一个基，就需要判断系数矩阵A中m个系数列向量是否线性无关．但一般而言，这并非易事；即使系数矩阵A中找到了一个基B，也不能保证该基恰好是可行基——因为不能保证基变量xB
 ＝B-1
 b≥0．

为了求得基础可行解[image: alt]
 必须求基B的逆阵B-1
 ；但是求逆阵B-1
 也是一件比较麻烦的事情．

基于上述原因，在线性规划标准化的过程中，我们首先设法去得到一个m阶单位矩阵E作为初始可行基B．为此可在线性规划标准化过程中作如下处理：

（1）若在化标准形式前，m个约束方程都是“≤”的形式，那么在化标准形时只需在每一个约束不等式左端都加上一个松弛变量xn＋i
 ，i＝1，2，…，m．

（2）若在化标准形式前，约束方程中有“≥”不等式，那么在化标准形时，除了在方程式左端减去剩余变量使不等式变成等式之外，还必须在左端再加上一个非负新变量，称为人工变量．

（3）若在化标准形式前，约束方程中有等式方程，那么可以直接在等式左端添加人工变量．

2．判断基础可行解是否最优

假如已求得一个基础可行解[image: alt]
 将这一基础可行解代入目标函数，可求得相应的目标函数值

[image: alt]


其中cB
 ＝（c1
 ，c2
 ，…，cm
 ），cN
 ＝（cm＋1
 ，cm＋2
 ，…，cn
 ）分别表示基变量和非基变量所对应的系数子向量．

要判定z＝cB
 B-1
 b是否已经达到最小值，只需将xB
 ＝B-1
 b－B-1
 NxN
 代入目标函数，使目标函数用非基变量表示，即

[image: alt]


令cB
 B-1
 N－cN
 ＝（λm＋1
 ，λm＋1
 ，…，λn
 ）＝λN
 ，于是

[image: alt]


其中λN
 称为非基变量xN
 的检验向量，它的各个分量称为检验数．若λN
 的每一个检验数均小于等于0，即λN
 ≤0，那么这时的基础可行解就是最优解．

定理1　（最优解判别定理）对于线性规划问题

　　minz＝cx，D＝｛x∈Rn
 ｜Ax＝b，x≥0｝，

若某个基础可行解所对应的检验向量λN
 ＝cB
 B-1
 N－cN
 ≤0，即每个非基变量xm＋i
 （i＝1，2，…，n－m）的检验数λm＋i
 ≤0（i＝1，2，…，n－m），则该基础可行解就是最优解．

定理2　（无穷多最优解判别定理）若[image: alt]
 是一个基础可行解，所对应的检验向量λN
 ＝cB
 B-1
 N－cN
 ≤0，其中至少存在一个检验数λm＋k
 ＝0，则线性规划问题有无穷多最优解．

3．基础可行解的改进

如果现行的基础可行解x不是最优解，即在检验向量λN
 ＝cB
 B-1
 N－cN
 中有正的检验数，则需在原基础可行解x的基础上寻找一个新的基础可行解，并使目标函数值有所改善．具体做法是

①先从检验数为正的非基变量中确定一个换入变量，使它从非基变量变成基变量（将它的值从零增至某个正值），

②再从原来的基变量中确定一个换出变量，使它从基变量变成非基变量（将它的值从某个正值减至零）．

由此可得一个新的基础可行解．由[image: alt]
 可知，这样的变换一定能使目标函数值有所减少．

换入变量和换出变量的确定规则是

（1）换入变量的确定

假设检验向量λN
 ＝cB
 B-1
 N－cN
 ＝（λm＋1
 ，λm＋2
 ，…，λn
 ），只要有检验数λj
 ＞0，对应的变量xj
 就可作为换入基变量；若其中有一个以上的检验数为正，那么为了使目标函数值减少得快些，通常选取检验数最大的所对应的非基变量或检验数为正值的非基变量中选最左边的一个为换入变量，即若

　　max｛λj
 ｜λj
 ＞0，m＋1≤j≤n｝＝λm＋k
 ，

则选取对应的λm＋k
 ＞0的非基变量xm＋k
 为换入变量．由于λm＋k
 ＞0且最大，因此当xm＋k
 由零增至正值，通常可使目标函数值实现最大限度地减少．

（2）换出变量的确定（最小比值原则）

如果确定xm＋k
 为换入变量，由方程

　　xB
 ＝B-1
 b－B-1
 NxN
 ，得xB
 ＝B-1
 b－B-1
 Pm＋k
 xm＋k
 ，

其中Pm＋k
 为A中与xm＋k
 对应的系数列向量．

现在需要在xB
 ＝（x1
 ，x2
 ，…xm
 ）T
 中确定一个基变量为换出变量．

当xm＋k
 由零增加到某个正值时，xB
 ＝B-1
 b－B-1
 Pm＋k
 xm＋k
 的非负性可能被打破．为保持解的可行性，可以按最小比值原则确定换出变量．

若[image: alt]


则选取对应的基变量xι
 为换出变量．元素[image: alt]
 决定了从一个基础可行解到相邻基础可行解的转移去向，取名为主元素（或轴心项）．

定理3　（无最优解判别定理）若[image: alt]
 是一个基础可行解，且有一个检验数λm＋k
 ＞0，但B-1
 Pm＋k
 ≤0，则该线性规划问题无最优解．

证　令xm＋k
 ＝μ，（μ＞0），其他非基变量值取零，则得新的可行解

　　xB
 ＝B-1
 b－B-1
 Pm＋k
 xm＋k
 ＝B-1
 b－B-1
 Pm＋k
 μ，

由于目标函数　　　[image: alt]


中λm＋k
 ＞0，故当μ→＋∞时，z→－∞．即此时线性规划问题无有界最优解．

4．用初等变换求改进了的基础可行解

假设B是线性规划minz＝cx，Ax＝b，x≥0的可行基，则

由[image: alt]
 可得[image: alt]


令非基变量xN
 ＝0，则基变量xB
 ＝B-1
 b，可得基础可行解[image: alt]


用逆阵B-1
 左乘约束方程组的两端，等价于对方程组施以一系列的初等“行变换”．变换的结果是将系数矩阵A中的可行基B变换成单位矩阵E，把非基变量系数列向量构成的矩阵N变换成B-1
 N，把向量b变换成B-1
 b．

由于初等行变换后的方程组[image: alt]
 与原约束方程组Ax＝b，或[image: alt]
 同解，且改进了的基础可行解x′只是在原基础可行解x中的新基变量用一个换入变量替代其中一个换出变量的结果，其他的基变量保持不变．这些基变量的系数列向量是单位矩阵E中的单位列向量．为了求得改进的基础可行解x′，只需对增广矩阵（E，B-1
 N，B-1
 b）施行初等行变换，将换入变量的系数列向量变换成换出变量所对应的单位列向量即可．

例1　求解线性规划问题

　　　maxz＝5x1
 ＋2x2
 ＋3x3
 －x4
 ＋x5


[image: alt]


解　将线性规划问题化为标准形

　　minz′＝－5x1
 －2x2
 －3x3
 ＋x4
 －x5


[image: alt]


其中c＝（－5，－2，－3，1，－1），[image: alt]


（1）确定初始的基础可行解

系数矩阵A中，现成的单位矩阵[image: alt]
 是一个基础可行基，基变量是x4
 ，x5
 ，非基变量是x1
 ，x2
 ，x3
 ．

[image: alt]


[image: alt]


令xN1

 ＝0，得[image: alt]
 则x＝（0，0，0，8，7）T
 是基础可行解．

此时[image: alt]


（2）检验x＝（0，0，0，8，7）T
 是否最优．由于检验向量

[image: alt]


中，检验数λ1
 ＝3，λ3
 ＝4均大于零，所以x＝（0，0，0，8，7）T
 不是最优解．

（3）基础可行解x＝（0，0，0，8，7）T
 的改进

①选取换入变量

由于对应于x3
 的检验数是max｛3，4｝＝4，故取x3
 为换入变量．

②选取换出变量

由[image: alt]
 [image: alt]
 所以选取x4
 为换出变量．

（4）求改进了的基础可行解x′

对约束方程组的增广矩阵施以初等行变换，将换入变量x3
 所对应的系数列向量[image: alt]
 变换成换出变量x4
 所对应的单位向量[image: alt]


[image: alt]


此时[image: alt]
 基变量是x3
 ，x5
 ，非基变量是x1
 ，x2
 ，x4
 ，则

[image: alt]


[image: alt]


令xN2

 ＝0，得[image: alt]
 ，从而基础可行解为x′＝（0，0，4，0，3）T
 ，目标函数值[image: alt]
 易见目标函数值比原来的z′＝1下降了，再转向步骤（2）检验x＝（0，0，4，0，3）T
 是否最优．求得此时的检验向量

[image: alt]


因为检验数λ1
 ＝1＞0，所以x′＝（0，0，4，0，3）T
 仍不是最优解，再转向步骤（3），对基础可行解x′＝（0，0，4，0，3）T
 进行改进．

①选取换入变量

因为λ1
 ＝1＞0，故取x1
 为换入变量．

②选取换出变量

因为　　[image: alt]


由[image: alt]
 选取x5
 为换出变量．再转向步骤（4）求改进的基础可行解x″；

对约束方程组的增广矩阵施以初等行变换，使换入变量x1
 所对应的系数列向量[image: alt]
 变换成换出变量x5
 所对应的单位向量[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


此时[image: alt]
 基变量是x3
 ，x1
 ，非基变量是x2
 ，x4
 ，x5
 ，而

[image: alt]


令xN3

 ＝0，得[image: alt]
 从而得基础可行解[image: alt]
 目标函数值[image: alt]
 显然这比z′＝－15又下降了，再转向步骤（2），检验[image: alt]
 是否最优．求得此时的检验向量

[image: alt]


因为所有的检验数均小于零，所以[image: alt]
 是最优解，得到最优目标函数值[image: alt]


二、表格单纯形法

通过本节例1我们进一步发现，在用单纯形法求解过程中，有下列重要指标：

（1）每一个基础可行解都有检验向量λN
 ＝CB
 B-1
 N－cN
 ，根据检验向量可以确定所求得的基础可行解是否为最优解．如果不是最优，则可以通过检验向量确定合适的换入变量．

（2）每一个基础可行解都有对应的目标函数值z＝cB
 B-1
 b．由此可以观察单纯形法的每次迭代是否使目标函数值实现了有效下降，直至求得最优的目标函数值为止．我们知道．矩阵表示的是一张表，因此，可以将上述矩阵解法用表格来表示，这就是表格单纯形法．

1．基B对应的单纯形表

设B是线性规划问题（4.1）的一个基．不妨设[image: alt]


则

[image: alt]


即　　　　　　xB
 ＝B-1
 b－B-1
 NxN
 　　　（4.2）

而　　　　　　[image: alt]
 　　　（4.3）

把（4.2）代入（4.3）得

　　　　z＝cB
 （B-1
 b－B-1
 NxN
 ）＋cN
 xN
 ＝cB
 B-1
 b－（cB
 B-1
 N－cN
 ）xN
 　　　（4.4）

由（4.4）得　z＋（cB
 B-1
 N－cN
 ）xN
 ＝cB
 B-1
 b　　　（4.5）

　　　B-1
 Ax＝（E，B-1
 N）x＝B-1
 b　　　（4.6）

又因为

[image: alt]


于是式（4.5）可以改写为：

　　z＋（cB
 B-1
 A－c）x＝cB
 B-1
 b　　　（4.7）

把式（4.6）和式（4.7）写在一起，得

[image: alt]


我们称矩阵

[image: alt]
 　　　（4.8）

为对应于基B的单纯形表．

如果记：cB
 B-1
 b＝b00
 ，cB
 B-1
 A－c＝（b01
 ，b02
 ，…，b0n
 ），

[image: alt]


我们把上述记号设计成一个表格，即单纯形表，如表4-1．

表4-1

[image: alt]


2．特殊的基B对应的单纯形表

（1）当基B＝E时，B-1
 ＝E．此时单位矩阵B＝E为可行基，由（4.8）式得初始单纯形表为

[image: alt]


计算设计成一个简单的单纯形表，如表4-2．

表4-2

[image: alt]


（2）当基B＝E，cB
 ＝0时，此时更简单的初始单纯形表为

[image: alt]


相应的单纯形表如表4-3．

表4-3

[image: alt]


3．表格单纯形法的具体步骤

①将线性规划问题化成标准形；

②找出一个m阶可逆矩阵作为初始可行基，建立初始单纯形表4-1或特殊的单纯形表4-2、表4-3；

③计算各非基变量xm＋1
 ，xm＋2
 ，…，xn
 的检验数λj
 ＝cB
 Pj
 －cj
 ，其中Pj
 为非基变量xj
 （j＝m＋1，m＋2，…，n）的系数列向量，所有基变量的检验数λi
 ＝0（i＝1，2，…，m）．若所有的检验数λk
 ≤0（k＝1，2，…，n），则问题已得到最优解．停止计算，否则转入下一步；

④在大于0的检验数中，若某个λj
 所对应的系数列向量Pj
 ≤0，则此问题是无界解．停止计算，否则转入下一步；

⑤根据max｛λj
 ｜λj
 ＞0，m＋1≤j≤n｝＝λι
 原则，确定xl
 为换入变量（进基变量），再按最小比值原则确定换出变量：若[image: alt]
 则选取对应的基变量xr
 为换出变量．以元素arl
 为主元素（或轴心项），建立新的单纯形表，此时基变量中xl
 取代了xr
 的位置；

⑥以arl
 为主元素进行迭代，把xl
 所对应的列向量变为单位列向量，即arl
 变为1，同列中其他元素为0，转第③步．

例2　试利用表格单纯形法求例1中的最优解

　　　maxz＝5x1
 ＋2x2
 ＋3x3
 －x4
 ＋x5


[image: alt]


解　将线性规划问题化为标准形

　　minz′＝－5x1
 －2x2
 －3x3
 ＋x4
 －x5


[image: alt]


其中c＝（－5，－2，－3，1，－1），[image: alt]


可以看出，初始可行基为[image: alt]
 基变量是x4
 ，x5
 ，非基变量x1
 ，x2
 ，x3
 的系数列向量构成的矩阵[image: alt]


　　cB
 ＝（c4
 ，c5
 ）＝（1，－1），cN
 ＝（c1
 ，c2
 ，c3
 ）＝（－5，－2，－3），[image: alt]


计算检验向量[image: alt]


计算目标函数值

[image: alt]


得初始的单纯形表如表4-4．

表4-4

[image: alt]


由表4-4得初始基础可行解x＝（x1
 ，x2
 ，x2
 ，x4
 ，x5
 ）T
 ＝（0，0，0，8，7）T
 ，检验数λ1
 ＝3，λ3
 ＝4均大于零，要进行换基迭代．

因为max｛λ1
 ，λ3
 ｝＝max｛3，4｝＝4＝λ3
 ，所以对应的x3
 为换入变量．而x3
 对应的列向量[image: alt]
 有两个正分量，由[image: alt]
 知：对应的x4
 为换出变量，以元素a13
 ＝2为主元素进行旋转变换，即先将换出基变量x4
 位置上的变量x4
 改为换入基变量x3
 ，其余的基变量不变，然后施行矩阵的初等行变换，将元素a13
 ＝2所在列中的a13
 ＝2变为1，其余元素均变为0．这种变换称为旋转变换．计算得新的单纯形表如表4-5．

表4-5

[image: alt]


由表4-5得基础可行解x′＝（0，0，4，0，3）T
 ，标准问题的目标函数值z′＝－15．此时有检验数λ1
 ＝1＞0，需要继续进行换基迭代．

λ1
 对应的变量x1
 为换入变量，又由

[image: alt]


知：x5
 为换出变量．以元素[image: alt]
 为主元进行旋转变换，即先将换出基变量x5
 位置上的变量x5
 改为换入基变量x1
 ，其余的基变量不变，然后施行矩阵的初等行变换，将元素[image: alt]
 所在列中的[image: alt]
 变为1，其余元素均变为0．得新的单纯形表如表4-6．

表4-6

[image: alt]


由表4-6知，检验向量

[image: alt]


此时非基变量的检验数全部小于0，故表4-6为最优单纯形表，得原问题的最优解[image: alt]
 最优目标函数值[image: alt]


例3　用单纯形方法求解线性规划问题

　　maxz＝x1
 ＋2x2
 ＋x3


[image: alt]


解　将线性规划问题化为标准形

　　minz′＝－x1
 －2x2
 －x3
 ＋0x4
 ＋0x5


[image: alt]


易知

[image: alt]


显然，初始可行基为[image: alt]
 基变量是x4
 ，x5
 ，非基变量是x1
 ，x2
 ，x3
 ，因为cB
 ＝（c4
 ，c5
 ）＝（0，0），直接由表4-3得初始的单纯形表如表4-7．

表4-7

[image: alt]


由表4-7知：此时非基变量x1
 ，x2
 ，x3
 的检验数分别为λ1
 ＝1，λ2
 ＝2，λ3
 ＝1，显然均大于零；又x2
 对应的列向量中只有一个正数a12
 ＝1，以a12
 ＝1为轴心项，换基迭代得表4-8．

表4-8

[image: alt]


由表4-8知：此时非基变量x1
 的检验数[image: alt]
 于零，而x1
 对应的列向量中有两个正分量，[image: alt]
 取a11
 ＝3为轴心项，换基迭代得表4-9．

表4-9

[image: alt]


由表4-9知：此时非基变量的检验数全部小于零，表4-9为最优单纯形表．从而得最优解[image: alt]
 于是原线性规划问题的最优解为[image: alt]
 最优值[image: alt]


例4　用单纯形方法求解线性规划问题

　　maxz＝2x1
 ＋4x2


[image: alt]


解　将线性规划问题化为标准形

　　minz′＝－2x1
 －4x2
 ＋0x3
 ＋0x4
 ＋0x5


[image: alt]


易知

[image: alt]


显然，初始可行基为B＝（P3
 ，P4
 ，P5
 ）＝E，cB
 ＝0，对应于基B的单纯形表如表4-10．

表4-10

[image: alt]


在表4-10的最后四行给出的最优单纯形表中，检验数λj
 ，j＝1，2，…，5，全部非正，则最优解为[image: alt]
 最优值z*
 ＝－z′＝20．

注意观测这里非基变量x3
 的检验数λ3
 ＝0：x3
 若增加，目标函数值不变（因为此时目标函数中x3
 的系数为零），即当x3
 进基时，目标函数z仍等于20．

当最优表中某个非基变量的检验数为零时，此问题有无穷最优解．

下面介绍找另一个最优解的方法：让x3
 进基，x5
 出基，继续迭代，得到表4-11，获得另一个基础最优解．

表4-11

[image: alt]


从表4-11可以看出，此时的最优解为[image: alt]
 最优目标函数值仍然是z*
 ＝－z′＝20．

x（1）
 ，x（2）
 是此线性规划问题的两个最优解，它们的凸组合

　　x＝αx（1）
 ＋（1－α）x（2）
 　　（0≤α≤1）

仍是此线性规划问题的最优解．从而此线性规划问题有无穷多最优解．

例5　用单纯形方法求解线性规划问题

　　maxz＝－x1
 ＋x2


[image: alt]


解　将线性规划问题化为标准形

　　minz′＝x1
 －x2
 ＋0x3
 ＋0x4


[image: alt]


易知

[image: alt]


显然，初始可行基为B＝（P3
 ，P4
 ，P5
 ）＝E，cB
 ＝0，则对应于基B的单纯形表如表4-12．

表4-12

[image: alt]


从表4-12可以看出：λ2
 ＝1＞0，x2
 进基，而a12
 ＝－1＜0，a22
 ＝－4＜0，从而线性规划问题无最优解．由目标函数minz′＝x1
 －x2
 可以看出，当固定x1
 使x2
 →＋∞且满足约束条件时，有z′→－∞．所以该线性规划问题具有无界解，即不存在有限最优解．

注意　无最优解与无可行解是两个不同的概念：无可行解是指原线性规划问题不存在可行解，从几何的角度解释是指线性规划问题的可行域为空集；而无最优解则是指线性规划问题存在可行解，但是可行解的目标函数达不到最优值，即目标函数在可行域内可以趋于无穷小（或者无穷大）．无最优解也称为无有限最优解或有无界解．

4．最优解判别定理

无界解的判断　某个检验数λk
 ＞0且aik
 ≤0，i＝1，2，…，m，则线性规划具有无界解．

也就是说，在求解极小化的线性规划问题过程中，若某单纯形表的检验行存在某个大于零的检验数，但是该检验数所对应的非基变量的系数列向量的全部分量都为负数或零，则该线性规划问题无最优解．

唯一最优解的判断　最优表中所有非基变量的检验数为负，则线性规划问题具有唯一最优解．

无穷多最优解的判断　最优表中存在非基变量的检验数为零，则线性规划有无穷最优解．

第三节　两阶段法求解线性规划问题

在实际问题中，有些线性规划问题的标准形并不含有单位矩阵．为了得到一组初始基向量和初始基础可行解，需要在约束条件的等式左端加一组虚拟变量，得到一组基变量．这种人为加的变量称为人工变量，构成的可行基称为人工基，用大M法或两阶段法求解，这种用人工变量作桥梁的求解方法称为人工变量法或称为两阶段法．

例如，考虑线性规划问题

[image: alt]


[image: alt]


为了在约束方程组的系数矩阵中得到一个m阶单位矩阵作为初始可行基，可在每个约束方程组的左端加上一个人工变量xn＋i
 （i＝1，2，…，m）．因为在添加人工变量xn＋i
 （i＝1，2，…，m）之前，约束条件已经是等式，再添加的变量是多余的，故称为人工变量．于是可得到

[image: alt]


添加了m个人工变量以后，在系数矩阵中得到一个m阶单位矩阵，以此单位矩阵对应的人工变量xn＋i
 （i＝1，2，…，m）为基变量，即可得到一个初始的基础可行解x（0）
 ＝（0，0，…，0，b1
 ，b2
 ，…，bm
 ）T
 ．这样的基础可行解对原线性规划问题是没有意义的．

但是我们可以从x（0）
 出发进行迭代，一旦所有的人工变量都从基变量中迭代出来，变成只能取零值的非基变量，那么我们实际上已经求得了原线性规划问题的一个初始的基础可行解．此时可以把所有人工变量剔除，开始正式进入求原线性规划问题最优解的过程．

若约束方程组含有“≥”不等式，那么在化标准形时除了在方程式左端减去剩余变量，还必须在左端加上一个非负的人工变量．因为人工变量是在约束方程已为等式的基础上，人为加上去的一个新变量，因此加入人工变量后的约束方程组与原约束方程组是不等价的．加上人工变量以后，线性规划问题的基础可行解不一定是原线性规划问题的基础可行解．只有当基础可行解中所有人工变量都为取零值的非基变量时，该基础可行解对原线性规划问题才有意义．此时，只需去掉基础可行解中的人工变量部分，剩余部分即为原线性规划问题的一个基础可行解．而这正是我们引入人工变量的主要目的．

一、大M单纯形法

大M法首先是将线性规划问题化为标准形．如果约束方程组中包含有一个单位矩阵E，那么已经得到了一个初始可行基．否则在约束方程组的左边加上若干个非负的人工变量，使人工变量对应的系数列向量与其他变量的系数列向量共同构成一个单位矩阵．以单位矩阵为初始基，即可求得一个初始的基础可行解．

为了求得原问题的初始基础可行解，必须尽快通过迭代过程把人工变量从基变量中替换为非基变量．为此，可以在目标函数中赋予人工变量一个任意大的正系数M．只要基变量中还存在人工变量，目标函数就不可能实现极小化．

以后的计算与单纯形表解法相同，M只需认定是一个任意大的正数即可．假如在单纯形最优表的基变量中还包含人工变量，则说明原问题无可行解．否则最优解中剔除人工变量的剩余部分即为原问题的初始基础可行解．

例1　用大M法求解线性规划问题

　　　maxz＝3x1
 ＋2x2
 －x3


[image: alt]


解　将线性规划问题化为标准形，得到线性规划问题Ⅰ：

　　minz′＝－3x1
 －2x2
 ＋x3


[image: alt]


约束条件中的x4
 ，x5
 为松弛变量，x5
 可作为一个基变量．但在此系数矩阵中找不到单位阵E作为初始可行基，故需要在第一、三约束条件中分别加入人工变量x6
 ，x7
 ，在目标函数中加入Mx6
 ＋Mx7
 一项，得到含人工变量的标准形线性规划问题Ⅱ：

　　minz′＝－3x1
 －2x2
 ＋x3
 ＋0x4
 ＋0x5
 ＋Mx6
 ＋Mx7


[image: alt]


易知，[image: alt]
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取初始可行基[image: alt]
 初始基变量为x5
 ，x6
 ，x7
 ；非基变量x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 的系数列向量构成的矩阵[image: alt]
 （c6
 ，c5
 ，c7
 ）＝（M，0，M），cN
 ＝（c1
 ，c2
 ，c3
 ，c4
 ）＝（－3，－2，1，0，）．

计算检验向量

　　　　[image: alt]


计算目标函数值[image: alt]


用前面介绍的单纯形法求解，对应于基B的单纯形表如表4-13．

表4-13

[image: alt]


由表4-13可知：初始基础可行解

　　　　x＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ，x6
 ，x7
 ）T
 ＝（0，0，0，0，10，4，1）T
 ，

且检验数λ2
 ＝M＋2，λ3
 ＝2M－1均大于零，需要进行换基迭代．

由于max｛λ2
 ，λ3
 ｝＝max｛M＋2，2M－1｝＝2M－1＝λ3
 ，所以对应的x3
 为换入变量；而由[image: alt]
 知：对应的x7
 为换出变量．以元素a33
 ＝1为主元素进行旋转变换，即先将换出基变量x7
 位置上的变量x7
 改为换入基变量x3
 ，其余的基变量不变，然后施行矩阵的初等行变换，将元素a33
 ＝1所在列的a33
 ＝1变为1，其余元素均变为0；另外人工变量x7
 现在已是非基变量，可以从单纯形表中剔除，得新的单纯形表（如表4-14）．

表4-14

[image: alt]


由表4-14可知，此时基础可行解x＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ，x6
 ）T
 ＝（0，0，1，0，8，3）T
 ，检验数λ2
 ＝5M大于零，需要继续进行换基迭代．

将λ2
 对应的x2
 为换入变量；由[image: alt]
 （因[image: alt]
 所以不用计算[image: alt]
 ）知，对应的x6
 为换出变量；以元素[image: alt]
 为主元素进行旋转变换，即先将换出基变量x6
 位置上的变量x6
 改为换入基变量x2
 ，其余的基变量不变，然后用矩阵的初等行变换法将元素[image: alt]
 所在列，除将元素[image: alt]
 变为1以外，其余元素均变为0．另外，人工变量x6
 现在已是非基变量，可以从单纯形表中剔除，得新的单纯形表如表4-15．

表4-15

[image: alt]


由表4-15可知：此时基础可行解[image: alt]
 检验数λ1
 ＝5大于零，需要继续进行换基迭代．

λ1
 对应的x1
 为换入变量；由[image: alt]
 中只有[image: alt]
 知：对应的x5
 为换出变量；以元素[image: alt]
 为主元素进行旋转变换，即先将换出基变量x5
 位置上的变量x5
 改为换入基变量x1
 ，其余的基变量不变，然后用矩阵的初等行变换法将元素[image: alt]
 所在列，除将元素[image: alt]
 变为1以外，其余元素均变为0，得新的单纯形表如表4-16．

表4-16

[image: alt]


由表4-16知，所有检验数非正，得到原线性规划问题的最优解

[image: alt]
 最优值[image: alt]


注意　这里的M是一个很大的抽象的正数，不需要给出具体的数值，可以理解为它能够大于任何一个给定的正数即可．

例2　用大M法求解线性规划问题

　　minz＝5x1
 －8x2


[image: alt]


解　加入松弛变量x3
 ，x4
 ，将线性规划问题化为标准形，得到线性规划问题Ⅰ：

　　minz＝5x1
 －8x2


[image: alt]


在第二个方程中加入人工变量x5
 ，目标函数中加上Mx5
 一项．得到线性规划问题Ⅱ：

　　minz＝5x1
 －8x2
 ＋Mx5


[image: alt]


用单纯形法计算得表4-17．

表4-17

[image: alt]


表4-17中的检验数λj
 ≤0（j＝1，2，3，4，5），从而得到线性规划问题Ⅱ的最优解x*
 ＝（2，0，0，0，2）T
 ，最优值z＝10＋2M不可能极小，且最优解中含有人工变量x5
 ≠0，说明这个解是假的最优解．因而不满足线性规划问题Ⅱ的约束条件，说明原问题无可行解．

二、两阶段单纯形法

两阶段单纯形法引入人工变量的目的和原则与大M法类似，所不同的是处理人工变量的方法：将人工变量从基变量中换出，以求出原问题的初始基础可行解．将问题分成两个阶段求解，第一阶段的目标函数是

　　　[image: alt]
 　其中Ri
 为人工变量．

约束条件是加入人工变量后的约束方程，当w＝0且第一阶段的最优解中没有人工变量作基变量时，得到原线性规划的一个基础可行解；第二阶段以此为基础对原目标函数求最优解．当第一阶段的最优解w≠0时，说明还有不为零的人工变量是基变量，则原问题无可行解．

两阶段单纯形法的具体步骤是：

①求解一个辅助线性规划．目标函数取所有人工变量之和，并取最小值；约束条件是原问题中引入人工变量后包含单位矩阵的标准形的约束条件．如果辅助线性规划问题存在一个基础最优解，且使目标函数的最小值等于零，则所有人工变量都已经“离基”．表明原问题已经得了一个初始的基础可行解，可转入第二阶段继续计算；否则说明原问题没有可行解，可停止计算．

②求原问题的最优解．在第一阶段已求得原问题的一个初始基础可行解的基础上，继续用单纯形法求原问题的最优解．

例3　用两阶段法求解线性规划问题

　　　maxz＝－x1
 ＋2x2


[image: alt]


解　首先将原问题化为标准形，得到线性规划问题Ⅰ：

　　minz′＝x1
 －2x2


[image: alt]


在第一、二个约束条件添加人工变量x6
 ，x7
 ，并建立辅助线性规划，即得线性规划问题Ⅱ：

　　minw＝x6
 ＋x7


[image: alt]


容易看出，在线性规划问题Ⅱ中

[image: alt]


取初始可行基[image: alt]
 初始基变量为x5
 ，x6
 ，x7
 ，非基变量x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 的系数列向量构成的矩阵为

　　　[image: alt]


计算检验向量

　　　[image: alt]


并计算目标函数值

[image: alt]


用前面介绍的单纯形法求解，计算得到第一阶段问题（线性规划问题Ⅱ）的单纯形表如表4-18．

表4-18

[image: alt]


由表4-18知，线性规划问题Ⅱ的所有检验数λN
 ＝cB
 N－cN
 ≤0，且w＝0．这时线性规划问题Ⅰ已得一个初始基础可行解[image: alt]
 线性规划问题Ⅱ的最优值为minw＝0．

通过第一阶段的若干次旋转变换，线性规划问题Ⅰ的约束方程组已变换成包含一个单位矩阵的约束方程组，该约束方程组可作为第二阶段初始约束方程组．即由线性规划问题Ⅰ的约束方程组

[image: alt]


已变换成包含单位矩阵的第二阶段的约束方程组

[image: alt]


第一阶段表4-18的最后一个最优表说明，找到了原问题的一个基础可行解．将它作为初始基础可行解，去求线性规划问题Ⅰ的最优解：将目标函数还原成线性规划问题Ⅰ的目标函数minz′＝x1
 －2x2
 ，可继续利用单纯形表求解（如表4-19）．此时，c＝（1，－2，0，0，0），可行基[image: alt]
 基变量为x1
 ，x2
 ，x5
 ，非基变量x3
 ，x4
 的系数列向量构成的矩阵

[image: alt]


[image: alt]


计算检验向量[image: alt]
 计算目标函数值

[image: alt]


用前面介绍的单纯形法求解，计算得到线性规划问题Ⅰ的单纯形表如表4-19．

表4-19

[image: alt]


由表4-19的最后四行给出的最优单纯形表可得原线性规划问题的最优解x*
 ＝（0，3）T
 ，最优目标函数值z＝－z′＝6．

例4　用两阶段法求解本节例2线性规划问题．

解　第一阶段问题为

　　minw＝x5


[image: alt]


用单纯形法计算得表4-20．

表4-20

[image: alt]


从表4-20的最后三行给出的最优单纯形表中，所有检验数λj
 ≤0，得到第一阶段的最优解x*
 ＝（2，0，0，0，2）T
 ，最优目标值w＝2≠0，且人工变量x5
 仍在基变量中，从而原问题无可行解．

通过大M法或两阶段法求初始的基础可行解时，如果在大M法的最优单纯形表的基变量中仍含有人工变量（如本节例2），或者两阶段法的第一阶段辅助线性规划在最优单纯形表中目标函数的极小值大于零（如本节例4），那么该线性规划就不存在可行解．

人工变量的值不能取零，说明了原线性规划的数学模型中，约束条件出现了相互矛盾的约束方程．此时线性规划问题的可行域为空集．

三、线性规划问题的进一步讨论

定义当线性规划问题的基础可行解中有一个或多个基变量取零值时，称此基础可行解为退化的基础可行解．

产生的原因　在单纯形法计算中用最小比值原则确定换出变量时，有时存在两个或两个以上相同的最小比值，那么在下次迭代中就会出现一个甚至多个基变量等于零．

遇到的问题　当某个基变量取值为零，且下次迭代以该基变量作为换出变量时，目标函数并不能因此得到任何改变（由旋转变换性质可知，任何一个换入变量只能仍取零值，其他基变量的取值保持不变）．通过基变换前后，两个退化的基础可行解的向量形式完全相同．从几何角度来讲，这两个退化的基础可行解对应于线性规划可行域的同一个顶点．

解决的办法　用最小比值原则计算时，如果存在两个及两个以上相同的最小比值，一般选取下标最大的基变量为换出变量，按此方法进行迭代一定能避免循环现象的产生．

例5　求解线性规划问题

　　maxz＝3x1
 －80x2
 ＋2x3
 －24x4


[image: alt]


解　引入松弛变量x5
 ，x6
 ，x7
 为化标准形

　　minz′＝－3x1
 ＋80x2
 －2x3
 ＋24x4


[image: alt]


用单纯形法计算如表4-21．

表4-21

[image: alt]


表4-21中的检验数λ1
 ＝3＞0是正检验数中最大的，所以对应的非基变量x1
 是进基变量．但在用最小比值原则确定换出变量时，[image: alt]
 比值相等，这时应选取下标最大的基变量为换出变量，故选下标为6的基变量x6
 为离基变量，换基迭代如表4-22．

表4-22

[image: alt]


由表4-22最后四行给出的最优单纯形表中知：原问题的最优解为x*
 ＝（1，0，1，0）T
 ，目标函数值maxz＝－minz′＝5．

第四节　改进的单纯形方法*


一、改进单纯形法的特点

利用单纯形表求解线性规划时，每一次迭代都需要把整个单纯形表计算一遍，但事实上我们关心以下一些数据．

（1）基础可行解xB
 ＝B-1
 b，其相应的目标函数值z＝cB
 B-1
 b；

（2）非基变量检验数λN
 ＝cB
 B-1
 N－cN
 ，及其换入变量xk
 和换出变量xι
 ．

设max｛λj
 ｜λj
 ＞0｝＝λk
 ，j为非基变量下标，则由检验数λk
 确定了换入基变量xk
 ，同时也确定了主元列元素B-1
 Pk
 ，再由主元列元素B-1
 Pk
 ，得

[image: alt]
 i为基变量下标[image: alt]


确定被换出的基变量xι
 ．由此可得到一组新的基变量以及新的可行基B1
 ．

对任一个基础可行解x，只要知道了B-1
 ，上述的关键数据都可以从线性规划问题的初始数据直接计算出来．因此，如何计算基础可行解x对应的可行基B的逆阵B-1
 ，即成为改进单纯形法的关键．

为改进单纯形法，可以导出从可行基B变换到B1
 时B-1
 到[image: alt]
 的变换公式．当初始可行基为单位矩阵E时，变换公式将更具有优越性，因为这样可以避免矩阵求逆的麻烦．

下面推导从B-1
 到[image: alt]
 的变换公式，假设当前基

　　　B＝（P1
 ，P2
 ，…，Pl－1
 ，[image: alt]
 ，Pl＋1
 ，…Pm
 ），

在基变换中用非基变量xk
 取代基变量xl
 ，可得新基

　　　B1
 ＝（P1
 ，P2
 ，…，Pl－1
 ，[image: alt]
 ，Pl＋1
 ，…Pm
 ）

前后两个基相比仅相差一列，且

　　[image: alt]


其中ei
 表示第i个元素为1，其他元素均为零的单位列向量，B-1
 Pk
 为主元列元素．

[image: alt]


所以，由[image: alt]
 可以推出：[image: alt]


二、改进单纯形法的步骤

①根据给出的线性规划问题的标准形，确定初始基变量和初始可行基B．求初始可行基B的逆阵B-1
 ，得初始基础可行解

　　xB
 ＝B-1
 b，xN
 ＝0；

②计算单纯形乘子π＝cB
 B-1
 ，得目标函数当前值z＝cB
 B-1
 b＝πb；

③计算非基变量检验数λN
 ＝cB
 B-1
 N－cN
 ＝πN－cN
 ．若λN
 ≤0，则当前解已是最优解，停止计算；否则转下一步；

④根据max｛λj
 ｜λj
 ＞0｝＝λk
 ，确定非基变量xk
 为换入变量，计算B-1
 Pk
 ．若B-1
 Pk
 ≤0，则问题没有有限最优解；停止计算，否则转下一步；

⑤根据[image: alt]
 确定基变量xl
 为换出变量；

⑥用Pk
 替代Pl
 得新基B1
 ，由变换公式[image: alt]
 计算新基的逆矩阵[image: alt]
 ，求出新的基础可行解．其中Elk
 为变换矩阵，其构造方法是：从一个单位矩阵出发，把换出变量xl
 在基B中的对应列的单位向量，替换成换入变量xk
 对应的系数列向量B-1
 Pk
 ，并作如下变形：主元素a′lk
 （应在主对角线上）取倒数，其他元素除以主元素a′lk
 并取相反数．

重复步骤②～⑥，直至求得最优解．

用改进的单纯形法求解线性规划问题的流程图为

[image: alt]


例1　试用改进单纯形法求解线性规划问题

　　maxz＝3x1
 ＋2x2


[image: alt]


解　化为标准形

　　minz′＝－3x1
 －2x2


[image: alt]


其中　[image: alt]


①观察法确定[image: alt]
 x3
 ，x4
 为基变量，x1
 ，x2
 为非基变量，

　　[image: alt]


②计算单纯形乘子[image: alt]
 当前目标函数值[image: alt]


③非基变量检验数

　　[image: alt]


④选择换入变量

　　max｛λj
 ｜λj
 ＞0｝＝｛3，2｝＝3，

故x1
 为换入变量．

计算[image: alt]


⑤确定换出变量

　　[image: alt]


确定x4
 为换出变量，主元素＝2．

用P1
 代替P4
 得新可行基[image: alt]
 为基变量，x2
 ，x4
 为非基变量，

　　[image: alt]


重复以上步骤，进入第次二循环：

（2-1）　[image: alt]


（2-2）　[image: alt]


（2-3）　[image: alt]


（2-4）选择x2
 换入变量，计算

　　[image: alt]


（2-5）确定换出变量

　　[image: alt]


选择x3
 换出变量，[image: alt]


（2-6）用P2
 代替P3
 得新可行基[image: alt]
 为新的基变量，x3
 ，x4
 为新的非基变量，

　　[image: alt]


进入第三次循环．

（3-1）　　[image: alt]


（3-2）　　[image: alt]


　　[image: alt]


（3-3）　　[image: alt]


这里非基变量对应的检验数全部非正，故当前解x2
 ＝x*
 ＝（20，20，0，0）T
 即为最优解，相应的目标函数最优值maxz＝－minz′＝100．

【练习4】

1．求下面线性规划问题的初始基础可行解．

（1）maxz＝3x1
 ＋6x2


[image: alt]


（2）maxz＝6x1
 ＋4x2
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2．用本节给出的方法求解下列线性规划问题的最优解．

（1）maxz＝5x1
 ＋2x2
 ＋3x3
 －x4
 ＋x5


[image: alt]


（2）maxz＝2x1
 ＋3x2


[image: alt]


3．用单纯形法求解下列线性规划问题．

（1）maxz＝3x1
 ＋5x2


[image: alt]


（2）maxz＝2x1
 －x2
 ＋x3


[image: alt]


（3）minz＝x1
 －x2
 ＋x3


[image: alt]


4．用单纯形法求解下列线性规划问题，并指出解的情况．

（1）maxz＝－x1
 －x2
 ＋4x3


[image: alt]


（2）maxz＝6x1
 ＋2x2
 ＋10x3
 ＋8x4


[image: alt]


（3）minz＝－x1
 －2x2
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5．用大M法求解下列线性规划问题

（1）minz＝40x1
 ＋36x2


[image: alt]


（2）minz＝－3x1
 ＋x2
 ＋x3


[image: alt]


（3）maxz＝－x1
 ＋2x2


[image: alt]


（4）minz＝3x1
 ＋2x2
 ＋x3


[image: alt]


6．用两阶段法求解下列线性规划问题

（1）minz＝5x1
 ＋21x3


[image: alt]


（2）maxz＝x1
 ＋5x2
 ＋3x3


[image: alt]


（3）minz＝2x1
 ＋4x2
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（4）maxz＝3x1
 －x2
 －x3


[image: alt]


7．将线性规划问题

minz＝3x1
 ＋2x2
 －6x3


[image: alt]


表为矩阵形式，并利用基B＝（P1
 ，P3
 ）的逆B-1
 ，列出以x1
 ，x3
 为基变量的单纯形表．

8．用改进单纯形方法求解线性规划问题

minz＝－6x1
 ＋2x2
 －x3


[image: alt]



第五章　线性规划的对偶理论

内涵一致但从相反角度提出的问题称为互为对偶问题．例如，我们可以问：当一个平面图形的周长一定时，什么形状的面积最大？答案当然是圆；但也可以这样来问：当一个平面图形的面积一定时，什么形状的周长最短？答案同样是圆．对偶现象相当普遍，它广泛地存在于数学、物理学、经济学等诸多领域．

随着线性规划理论的迅速发展，人们发现线性规划问题有一个很有趣的特征，即每一个线性规划问题都有和它相伴随的另一个问题．如果其中的某个问题称为原问题，则另一个问题称为其对偶问题．原问题与对偶问题有着非常密切的关系，以至于可以根据一个问题的最优解，得出另一个问题最优解的全部信息．然而，对偶性质远不仅是一种奇妙的对应关系，它在理论和实践上都有着广泛的应用．

本章主要内容：什么是对偶线性规划问题，对偶问题的基本概念及性质，线性规划问题中的影子价格及其应用，并在此基础上导出对偶单纯形方法．

第一节　对偶线性规划问题

一、对偶问题的提出

对偶理论是以对偶问题为基础进行研究的，因此必须首先了解对偶问题的提出．对偶问题可以从经济学和数学两个角度来提出，下面我们从经济学的角度直接提出对偶问题，有关对偶问题的经济学解释我们将在第三节给出．

首先通过一个例子来给出对偶线性规划问题的定义．

例1　营养配餐问题

假定一个成年人每天需要从食物中获得3000千卡的热量、55克蛋白质和800毫克的钙．如果市场上只有四种食品可供选择，它们每千克所含的热量和营养成分和市场价格见表5-1．问如何选择才能在满足营养的前提下使购买食品的费用最少？

表5-1　各种食物的营养成分表

[image: alt]


解　设xj
 为第j种食品每天的购入量，则配餐问题的线性规划模型为

　　mins＝14x1
 ＋6x2
 ＋3x3
 ＋2x4


[image: alt]
 　　　（5.1）

现在我们从另一个角度来讨论问题，假设市场上某厂商生产三种可代替食品中的热量、蛋白质和钙的营养素，该厂商希望它的产品既有市场竞争力，又能带来最大利润，因此需要构造一个模型来研究定价问题．

设yj
 为第j种营养素单位营养量的价格，则最大利润问题的线性规划模型为

　　maxg＝3000y1
 ＋55y2
 ＋800y3


[image: alt]
 　　　（5.2）

目标函数反映厂商利润最大的目标，约束条件反映市场的竞争条件，即用于购买与某种食品营养价值相同的营养素的价格应小于该食品的市场价格．

线性规划问题（5.1）称为原问题，线性规划问题（5.2）称为线性规划问题（5.1）的对偶问题．

二、对称型线性规划问题的对偶问题

为了讨论方便，先讨论对称型线性规划问题的对偶问题．

具有以下特征的线性规划问题称为对称型线性规划问题：

（1）全部约束条件均为不等式．对极小化问题全部约束条件均为大于等于，对极大化问题全部约束条件均为小于等于；

（2）全部变量均为非负．

对称型线性规划问题的一般形式为

　　mins＝c1
 x1
 ＋c2
 x2
 ＋…＋cn
 xn


[image: alt]
 　　　（5.3）

其对应的对偶问题的一般形式为

　　maxg＝b1
 y1
 ＋b2
 y2
 ＋…＋bm
 ym


[image: alt]
 　　　（5.4）

若用矩阵符号表示，式（5.3）表示为

　　mins＝cx

[image: alt]
 　　　（5.5）

则其对应的对偶问题（5.4）可表示为

　　maxg＝yb

[image: alt]
 　　　（5.6）

其中

　　　　[image: alt]


从原问题（见（5.3））及其对偶问题（见（5.4））可以看出，原问题与对偶问题有如下关系：

（1）目标函数不同，原问题是极小化，对偶问题是极大化；

（2）原问题中目标函数的系数变换为对偶问题的右端常数项，原问题的右端常数项变换为对偶问题的目标函数的系数；

（3）对偶问题的约束条件中，不等式改变了方向；

（4）原问题中约束条件的系数矩阵转置后成为对偶问题的约束条件的系数矩阵；

（5）原问题每个约束行对应于一个对偶变量，原问题每个变量对应于对偶问题的一个约束条件．

表5-2给出了这一对对偶线性规划问题的关系表．

表5-2

[image: alt]


对偶线性规划问题成对出现．没有一个“对偶”的线性规划问题，也就无所谓“原始线性规划问题”；如果没有原始线性规划问题，也就无所谓对偶线性规划问题了．线性规划的对偶关系具有“对合”性质，什么是对合性质呢？

因为

　　maxg＝yb⇔mins＝－yb⇔mins＝－bT
 yT
 ，

　　yA≤c⇔－yA≥－c⇔－AT
 yT
 ≥－cT
 ，

　　y≥0⇔yT
 ≥0，

因而问题（5.6）可写成

[image: alt]
 　　　（5.7）

可见，（5.7）与（5.5）是同一类型的问题，依照定义，又可写出（5.7）的对偶线性规划

[image: alt]
 　　　（5.8）

（5.8）又可等价地写成

[image: alt]


这正好是（5.5）．从而表明，对于一个给定的（5.5）可以根据对偶规划写出（5.6）；而对于新问题（5.6），又可根据对偶规划写出其对偶．而此对偶又刚好回到原问题本身．即（5.5）的对偶是（5.6），（5.6）的对偶是（5.5）．这就是线性规划对偶关系的“对合”性质．这样我们可以把一个相互对偶的线性规划中任何一个称为原问题，而把另一个称为对偶问题，称他们互为对偶．

下面我们举例说明怎样由一个规则写出其对偶问题．

例2　求mins＝5x1
 －6x2
 ＋7x3
 ＋x4


[image: alt]


的对偶问题．

解　因目标函数最小化，故先把约束条件都写成“≥”形式

　　mins＝5x1
 －6x1
 ＋7x3
 ＋x4


[image: alt]


这样上述线性规划问题的对偶问题为

　　maxg＝－7y1
 ＋14y2
 ＋3y3


[image: alt]


三、非对称型线性规划问题的对偶问题

线性规划问题的表示是多种多样的，当然不一定都以对称的形式出现．例如，约束条件中并不一定是同方向的不等式约束，既有“大于等于”的形式，又有“小于等于”的形式，还有“等于”的形式；变量要求有非负限制，也可以非正或没有符号限制；对于以上情况，统称为非对称形式．

下面讨论在非对称形式下，原问题与其对偶问题的对应关系．

（1）若线性规划问题的某个约束为[image: alt]
 则在不等式两端同乘以－1，其约束条件变为－[image: alt]
 再按对称形式写出它的对偶问题．

（2）若线性规划问题的某个约束为[image: alt]
 则用两个不等式约束

[image: alt]


替代，然后再按对称形式写出它的对偶问题．

（3）若某个xj
 无非负限制，则令[image: alt]
 且[image: alt]


然后再按对称形式的对偶问题写出它的对偶问题．

例3　给出标准形式线性规划问题

　　minz＝cx，

[image: alt]
 　　　（5.9）

的对偶问题

解　将（5.9）改写成

　　minz＝cx，

[image: alt]


再根据线性规划问题的对偶定义写出其对偶规划问题

　　maxg＝ωb－υb

[image: alt]


这就是线性规划问题的对偶线性规划问题．这一线性规划问题还可进一步简化：引进m维行向量y:y＝ω－υ，那么y就不一定有非负约束了．于是将上面线性规划问题写成

　　maxg＝yb

[image: alt]
 　　　（5.10）

例4　写出线性规划问题

　　mins＝－x1
 －2x2
 －3x3


[image: alt]


的对偶问题．

解　首先将其转化成对称形式

（1）将第一个不等式两边同乘以“－1”，可得

　　　－x1
 －x2
 －x3
 ≥－4；

（2）将第三个等式表示成等价的两个不等式，可得

　　　x1
 ＋2x2
 －3x3
 ≤6，

　　　x1
 ＋2x2
 －3x3
 ≥6；

（3）将x1
 ＋2x2
 －3x3
 ≤6两边同乘以“－1”，可得

　　　－x1
 －2x2
 ＋3x3
 ≥－6，

于是此问题化为对称形式

　　mins＝－x1
 －2x2
 －3x3


[image: alt]


利用对称形式的原问题与其对偶问题的对应关系，可写出其对偶问题为

　　maxg＝－4z1
 ＋5z2
 －6z3
 ＋6z4


[image: alt]


令y1
 ＝－z1
 ，y2
 ＝z2
 ，y3
 ＝z4
 －z3
 ，则有

　　maxg＝4y1
 ＋5y2
 ＋6y3


[image: alt]


此例反映出原问题约束条件不等号的方向，决定对偶决策变量取值的正负．原问题约束条件为等号，那么与之对应的对偶变量取值无非负约束；原问题（min）约束条件取大于等于号，那么与之对应的对偶变量取值非负；原问题（min）约束条件取小于等于号，那么与之对应的对偶变量取值非正．这些对应关系虽然是由这一特例得出的，但它们具有普遍的意义，这一点不难得到证明．

例5　写出线性规划问题

　　maxs＝x1
 ＋2x2
 ＋3x3


[image: alt]


的对偶问题．

解　首先将其转化成形如（5.6）的对称形式

令x1
 ＝z1
 ，x2
 ＝－z2
 ，x3
 ＝z3
 －z4
 （z3
 ≥0，z4
 ≥0），则有

　　maxs＝z1
 －2z2
 ＋3z3
 －3z4


[image: alt]


利用（5.5）与（5.6）的相互对偶性关系，可写出其对偶问题

　　ming＝4y1
 ＋5y2
 ＋6y3


[image: alt]


将第二个不等式两边同乘以“－1”得　　y1
 －2y2
 ＋2y3
 ≤2；

将第三和第四个不等式合并成等价的约束得　　y1
 ＋3y2
 －3y3
 ＝3；

于是原问题的对偶问题为

　　ming＝4y1
 ＋5y2
 ＋6y3


[image: alt]


此例反映出原问题决策变量的取值，决定其对偶约束条件不等号的方向．原问题决策变量取值无非负约束，其相应的对偶约束条件取等号；原问题（max）决策变量取值非负，那么与之对应的对偶约束条件取大于等于号；原问题（max）决策变量取值非正，那么与之对应的对偶约束条件取小于等于号．这些对应关系也同样具有普遍意义，表5-3给出了原问题与其对偶问题的一般对应关系．

表5-3　对偶关系表

[image: alt]


例6　写出此线性规划问题

　　maxs＝2x1
 ＋3x2
 －5x3
 ＋x4


[image: alt]


的对偶问题．

解　由表5-3直接写出其对偶问题为

　　ming＝5y1
 ＋4y2
 ＋6y3


[image: alt]


第二节　对偶问题的基本性质

现在讨论互为对偶的线性规划问题之间的内在联系．由于我们用单纯形法求解线性规划问题时都要化成标准形，下面仅就（5.9）与（5.10）所表达的非对称型对偶规划（LP）与（LD）的情形来论述，对于对称型的对偶规划有完全类似的结论．

（LP）、（LD）的对偶定理：

定理1　对（LP）的任意可行解x和（LD）的任意可行解u，恒有cx≥ub．

证明　因为Ax＝b，x≥0，uA≤c，所以ub＝uAx≤cx．

定理1　给出了（LP）与（LD）这对互为对偶的线性规划问题目标函数的一个界限．若（LP）有可行解x，则（LD）的目标函数值ub就有了上界cx；反之，若（LD）有可行解u，则（LP）的目标函数值cx就有了下界ub．

推论1　若（LP）有无界解，则（LD）无可行解；若（LD）有无界解，则（LP）无可行解．其逆不成立．

证明　以证明前半部分为例，后半部分类似可证．用反证法：

若（LP）有无界解，而（LD）有可行解u，则根据定理1，对（LP）的任何可行解x，有cx≥ub．这与（LP）目标函数无下界矛盾．

注意　本推论的逆不一定成立．即一对对偶问题中有一个无可行解，不能判定另一个有无界解，因为另一个可能无可行解．例如
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虽然（LP）无可行解，但（LD）没有无界解，只是无可行解而已．

推论2　若x*
 、u*
 分别是（LP）与（LD）的可行解，且cx*
 ＝u*
 b，则x*
 ，u*
 分别是（LP）与（LD）的最优解．

证明　由定理1知：对（LP）的任意可行解x，（LD）的任意可行解u满足cx≥u*
 b＝cx*
 ，ub≤cx*
 ＝u*
 b；这表明cx*
 ，u*
 b分别是（LP）与（LD）中目标函数的最优值．因而x*
 ，u*
 分别是（LP）与（LD）最优解．

定理2　互为对偶的问题（LP）与（LD）有最优解的充分必要条件是两者同时有可行解．

证明　此定理由最优解的定义和推论2直接可得．

定理3　若（LP）与（LD）中一个有最优解，则另一个也有最优解，并且两者的目标函数值相等．

证明　设（LP）有最优解．则必有最优基础可行解，从而可用单纯形法得到（LP）的一个基础最优解x*
 ；设最优基为B*
 ，那么我们证明单纯形乘子π＝cB
 *
 B*－1
 ＝u*
 是对偶（LD）的最优解．

根据单纯形法原理，对应（LP）的最优基B*
 的检验数向量cB
 *
 （B*
 ）-1
 A－c≤0，最优解为[image: alt]
 从而[image: alt]
 满足u*
 A≤c是（LD）的可行解，并且目标函数值[image: alt]
 根据上面的推论2即可知：[image: alt]
 是（LD）的最优解．

因此，我们证明了若（LP）有最优解，则（LD）必有最优解．

同理可证若（LD）有最优解，则（LP）必有最优解，且最优值相等．

注意　以上结论对于对称的对偶规划同样成立，并且对于对称的对偶问题有下面推论3．

推论3　（LP）的对偶问题（LD）的最优解，是（LP）的标准形中最优基所对应的单纯形表中松弛变量对应的检验数的相反数．

证明　略．

从上述对偶定理知（LP）、（LD）这一对对偶规划的解之间也有下面三种情形：

（1）两者都有最优解，且最优解相等；

（2）两者都没有可行解；

（3）其中一个有无界解，而另一个无可行解．

定理4　（非对称形式对偶的互补松弛定理）

（LP），（LD）的可行解x*
 ，u*
 分别是最优解的充要条件是（u*
 A－c）x*
 ＝0．

证明　充分性　若x*
 ，u*
 分别是（LP），（LD）的可行解，且满足

　　　（u*
 A－c）x*
 ＝0

因为x*
 是可行解，则Ax*
 ＝b，cx*
 ＝u*
 Ax*
 ＝u*
 b，由推论2可知，x*
 ，u*
 分别是（LP），（LD）的最优解．

必要性　若（LP），（LD）的可行解x*
 、u*
 分别是最优解，则由定理3知

cx*
 ＝u*
 b，又x*
 满足约束条件Ax*
 ＝b；此式两端左乘u*
 得u*
 Ax*
 ＝u*
 b＝cx*
 ，由此即得（u*
 A－c）x*
 ＝0．

下面再仔细观察这里的松弛条件，

　　[image: alt]


因为

　　[image: alt]


因此上式等价于

　　[image: alt]
 　　　（5.11）

（5.11）式表明：若u*
 pj
 ＜cj
 ，则必有[image: alt]
 若[image: alt]
 则必有u*
 pj
 ＝ci
 ．从而得出如下的松紧关系：

（1）若（LP）有最优解x*
 ，使得对指标j满足[image: alt]
 则称j对（LP）是松的．此时对（LD）的一切最优解u*
 ，必有u*
 pj
 ＝cj
 ；我们称j对（LD）是紧的．

（2）若（LD）有最优解u*
 ，使得对指标j满足u*
 pj
 ＜cj
 ，则称j对（LD）是松的．此时对（LP）的一切最优解x*
 ，必有[image: alt]
 则称j对（LP）是紧的．

定理5　（对称形式对偶的松弛互补定理）

（LP）与（LD）的可行解x*
 、u*
 分别是最优解的充要条件是：

　　[image: alt]


定理5的证明类似于定理4的证明，从略．

由此可得如下的松紧关系：

（1）若（LP）有最优解x*
 ，使得对指标j满足[image: alt]
 则称j对（LP）是松的．此时对（LD）的一切最优解u*
 ，必有u*
 pj
 ＝cj
 ，我们称j对（LD）是紧的．

（2）若（LD）有最优解u*
 ，使得对指标j满足u*
 pj
 ＜cj
 ，则称j对（LD）是松的．此时对（LP）的一切最优解x*
 ，必有[image: alt]
 称j对（LP）是紧的．

（3）若（LP）有最优解x*
 ，使得对指标j满足[image: alt]
 则称j对（LP）是松的．此时对（LD）的一切最优解u*
 ，必有[image: alt]
 我们称j对（LD）是紧的．

（4）若（LD）有最优解u*
 ，使得对指标j满足[image: alt]
 则称j对（LD）是松的．此时对（LP）的一切最优解x*
 ，必有[image: alt]
 称j对（LP）是紧的．

例1　设原问题为

　　maxs＝x1
 ＋2x2
 ＋3x3
 ＋4x4


[image: alt]


试用对偶性质求该问题的最优解．

解　原问题的对偶问题为

　　ming＝20y1
 ＋20y2


[image: alt]


由图解法知此问题的最优解为[image: alt]
 相应的目标函数最小值g*
 ＝28；由互补松弛性质可知，在最优条件下，有[image: alt]
 所以

　　[image: alt]


同时，由对偶约束[image: alt]
 知[image: alt]
 同理，由[image: alt]
 知[image: alt]


根据上述结果，原约束可以转化成二元一次线性方程组

　　[image: alt]


解方程得[image: alt]


综上所得，原问题的最优解为x*
 ＝（0，0，4，4）T
 ，相应的目标函数最优值为s*
 ＝28．

例2　已知线性规划问题

　　maxz＝x1
 ＋x2


　　[image: alt]


试用对偶理论证明上述线性规划问题无最优解．

证明　显然此问题存在可行解，例如x＝（0，0，0）T
 ，而上述问题的对偶问题为

　　minw＝2y1
 ＋y2


[image: alt]


由第一个约束条件可知对偶问题无可行解，因而无最优解．由此，原问题也无最优解．

第三节　对偶问题的经济意义——影子价格

由上节对偶问题的基本性质可以看出，若x*
 ，u*
 分别为（LP）、（LD）的最优解．则

[image: alt]
 　　　（5.12）

其中bi
 代表第i种资源的拥有量，对偶变量[image: alt]
 的意义代表在资源最优利用条件下对单位第i种资源的估价．这种估价不是资源的市场价格，而是根据资源在生产中所作贡献而作的估价．为区别起见，称之为影子价格．

1．影子价格是一种边际价格．在（5.12）中，由[image: alt]
 或[image: alt]
 表明：如果右端常数项向量b中某一常数项bi
 增加一个单位，则函数的最优值f*
 的变化量为[image: alt]
 ．下面举例说明．

例1　求解maxf＝2x1
 ＋3x2


　　　　　[image: alt]


解　用图解法求解很容易得到：该问题在点（3，3）取得最优解，最优值为f*
 ＝15．如果上面第一个约束右端增加1，变为2x1
 ＋2x2
 ≤13，同样由图解法容易得到，该问题在点（3.5，3）取得最优解，最优值为f*
 ＝16．这说明第一个约束的影子价格为1．同样，如果保持第一、第三个约束不变，第二个约束变成4x1
 ≤17，则最优解与最优值均不变．这说明第二个约束的影子价格为0．类似地，保持第一、第二个约束不变，第三个约束变成5x2
 ≤16，则最优解在点（2.8，3.2）取得，最优值变为f*
 ＝15.2．这说明第三个约束的影子价格为0.2．

2．在第二节对偶问题的互补松弛性质中，当Axj
 ＞bj
 时，（目标函数为最大时有Axj
 ＜bj
 ），[image: alt]
 当[image: alt]
 时，有Aj
 x*
 ＝bj
 ．这表明生产过程中如果某种资源bi
 未得到充分利用时，该资源的影子价格为0；又当该资源的影子价格不为0时，表明该种资源在生产中已耗费完毕．

下面考虑以下一对一般的对偶问题：

[image: alt]


若x*
 ，u*
 分别为（LP）与（LD）的最优解．则

[image: alt]


因此[image: alt]
 或[image: alt]


这表明：如果右端常数项向量b中某一常数项bi
 增加一个单位，则函数的最优值g*
 的变化量为[image: alt]
 ．而问题中所有其他的数值不变，因此影子价格可以被理解为目标函数最优值对资源的一阶偏导数．

在求解线性规划时，影子价格可以很容易的从最优单纯形表格中得出：（LP）的对偶问题（LD）的最优解，是（LP）的标准形中的最优基所对应的单纯形表中松弛变量对应的检验数的相反数．

下面我们举例说明影子价格分析与应用．

例2　某工厂经理对该厂生产的两种产品用线性规划来确定最优的产量方案，根据产品的单位产值和生产的三种资源供应限量，建立模型如下

　　maxf＝5x1
 ＋4x2


[image: alt]


解　现将此问题标准化为

　　mins＝-f＝-5x1
 －4x2


[image: alt]


利用单纯形法求解此问题，得初始单纯性表如表5-4和最优单纯性表如表5-5．

表5-4

[image: alt]


表5-5

[image: alt]


表5-5说明最优生产方案是：第一种产品生产35件，第二种产品生产10件，总产值为215．由前面的分析可知，松弛变量x3
 ，x4
 ，x5
 的检验数的相反数对应着对偶问题的最优解，而这些数值就是这三种资源的影子价格．

因此，资源1的影子价格u1
 ＝0，资源2的影子价格u2
 ＝1，资源3的影子价格u3
 ＝3．资源1的影子价格为0，说明增加这种资源不会增加总产值．实际上，如果把资源1由90增加到91，同样利用单纯形法可以得到最优单纯性表如表5-6．

表5-6

[image: alt]


更直观的理由是，由于最优单纯形表5-5中，第1种资源的松弛变量x3
 ＝25，表示第1种资源还有25个单位的剩余；因此，增加第1种资源不会带来任何经济效益，只会增加更多的剩余．表5-6中x3
 ＝26正好说明这点．

资源2的影子价格u2
 ＝1，而增加资源2一个单位后，最优表如表5-7．

表5-7

[image: alt]


这表明增加一个单位的资源2，最佳的生产方案是第一种产品36件，第二种产品9件，总产值由原来的215增加到216，即总产值增量为1．

同理，如果资源1和2均无变化而资源3增加一个单位，由于资源3的影子价格为u3
 ＝3，可知总产值增量为3．值得注意的是，此时产品的种类没有改变，而每种产品的数量却改变了．即如果资源3增加一个单位，新的最优规划将是：第一种产品生产34件，第二种产品生产12件，总产值为218．而有了影子价格，可以不必经过上述的计算得出这些结论．

影子价格说明了不同资源对经济效益的影响不同．因此，一般来说影子价格对企业的经营管理能提供一些有价值的信息．

将线性规划应用到经济问题中，对原始规划可以作这样的解释：变量可以理解为经济活动的水平，如产量；每个可行解表示某一个生产水平；目标函数可以理解为总的经济效益，系数c表示这种产品的售价；右端常数项b可以理解为可用资源的上限；矩阵A的系数可以理解为不同产品对各种资源的单位消耗；而线性规划求最优解就是在有限的资源环境下谋求最高收益．此时相应的对偶规划中的变量就是影子价格，由于影子价格指资源增加时对最优收益产生的影响，因此有时也称之为资源的边际产出或资源的机会成本．

影子价格在经营管理中用处很多，一般可以提供以下信息：

（1）能告诉管理人员哪一种资源对增加经济效益最有利．如例2中三种资源的影子价格分别为0，1，3，说明首先应考虑第三种资源的增加，以期望带来收益的增加量最大．

（2）能告诉管理人员花多大代价来增加资源才是合算的．如例2中第三种资源增加一个单位就能增加收益3，如果增加资源3的代价大于3就是不合算的．

（3）能告诉管理人员如何考虑新产品的价格．如某企业要生产一种新产品，如每件产品耗用这三种资源是（1，2，3）单位，则新产品的定价是一定要大于

[image: alt]
 　　　（0，1，3）为影子价格

才能增加公司收益；如售价低于11，生产就是不合算的．

（4）能使管理人员知道价格变动时哪种资源最为可贵，哪种资源无关紧要．如例2中产品的售价不是（5，4）而是（5，5），则从单纯形表中可以算出影子价格由（0，1，3）改变为（对偶最优解为单纯形乘子π＝cB
 B-1
 ）：

[image: alt]


这说明如第二种产品增加价格的话，资源3就变得更加“宝贵”了．

（5）可以帮助分析工艺改变后对资源节约的收益．如例2中工艺过程改进后，使第三种资源节约了2％，则带来了经济收益为3×45×2％＝2.7（3为影子价格，45为资源量，2％为节约百分比）．

在本节结束时，特别提请注意如下问题：

（1）以上分析是有前提的．即资源变化时，最优解的基没有变化，具体的分析要结合下一章的灵敏度分析来进行．

（2）由于影子价格在经济管理中对收益能提供大量有益的信息，所以在对偶理论中，影子价格的概念正日益受到管理人员的重视．

（3）影子价格虽被定为一种价格，但还应对它有更为广义的理解：影子价格是针对约束条件而言的（对应着对偶问题中对偶变量的最优决策值，而对偶变量个数是由原始约束条件个数限制的），但并不是所有的约束条件都代表对资源的约束．例如上例还可以列入一个产量约束，两种产品的数量不超过市场上的需求量等；这样的约束也有影子价格．如果这样的影子价格算出来比前几种的影子价格要高的话，则管理人员从中得到的信息应理解为，扩大销售量比增加资源能带来更大的经济效益．

第四节　对偶单纯形法

利用单纯形法求解线性规划问题进行迭代时，在常数列b列得到的是原问题的一个基础可行解．在保持b列是原问题基础可行解的前提下，通过迭代使检验数行逐步成为全部非正（松弛变量对应的检验数的相反数是对偶问题的基础可行解），即得到了原问题与对偶问题的最优解．根据对偶问题的对称性，如果我们将“对偶问题”看成为“原问题”，那么“原问题”便成为了“对偶问题”；因此我们也可以这样来考虑，在保持检验数行是对偶问题的基础可行解（检验数全部非正）的前提下，通过迭代使b列逐步成为原问题的基础可行解，这样自然也可以得到问题的最优解．这种在对偶可行基的基础上进行的单纯形法，称为对偶单纯形法．其优点是原问题的初始解不再要求是基础可行解，可以从非可行的基础解开始迭代，从而省去了引入人工变量的麻烦．当然对偶单纯形法的应用也是有前提条件的，这一前提条件就是对偶问题的解是基础可行解，也就是说原问题（min）所有变量的检验数必须非正．因此可以说，应用对偶单纯形法的前提条件十分苛刻，所以直接应用对偶单纯形法求解线性规划问题并不多见，对偶单纯形法重要的作用是为接下来要介绍的灵敏度分析提供工具．

设x是标准问题（原问题）对应于基B的一个基础解（不要求是基础可行解），若y＝cB
 B-1
 是对偶问题的可行解，即

　　yA－c≤0或检验数λi
 ＝cB
 B-1
 Pi
 －ci
 ≤0，i＝1，2，…，n，

则称x是原问题的一个对偶可行基础解．当对偶可行基础解是原问题的可行解时，由于检验数均小于等于零，因此它就是原问题的一个最优解．从原问题的一个对偶可行基础解出发，求改进的对偶可行基础解（指对偶问题的目标函数值得到改进），当得到的对偶可行基础解是原问题的可行解时，就达到了最优解．这就是对偶单纯形法的基本思想．

一般地，用对偶单纯形法求解线性规划问题的步骤是：

设x是原问题的一个对偶可行基础解，对应基B及对应标准单纯形表．

①根据线性规划问题列出初始单纯形表．要求检验数非正，而对资源系数bi0
 （i＝1，2，…，m）无非负的要求．若bi0
 （i＝1，2，…，m）非负，则已得到最优解；若bi0
 （i＝1，2，…，m）还存在负分量，转入下一步．

②选择出基变量．在bi0
 （i＝1，2，…，m）中选取绝对值最大的分量min｛bi0
 ∣bi0
 ＜0，1≤i≤m｝＝bs0
 ，该分量所在的行称为主行，主行所对应的基变量xjs
 即为出基变量（若有多bi0
 个同时达到上述最小值，约定选取对应基变量中下标小者离基）．

③选择入基变量若主行中所有的元素均为正值，则问题无可行解；若主行中存在负元素，计算：
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最小比值发生的r列所对应的变量即为入基变量．

④迭代运算．同单纯形法一样，对偶单纯形法的迭代过程也是以主元素为轴所进行的旋转运算．

⑤重复①～④步，直到问题得到解决．

例1　用对偶单纯形法求解线性规划问题

　　mins＝x1
 ＋4x2
 ＋3x4
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解　引入松弛变量x5
 ，x6
 化原问题为标准形式

　　mins＝x1
 ＋4x2
 ＋3x4
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即

　　mins＝x1
 ＋4x2
 ＋3x4
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其中　[image: alt]


显然基B＝（P4
 ，P5
 ）＝E为对偶可行基，对应于基B的初始单纯形表如表5-8，完成第一步．

表5-8
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表5-8给出了原问题一个非可行的基础解x（0）
 ＝（0，0，0，0，-3，-2）T
 ，转入第二步．

min｛-3，-2｝＝-3，所以第一行为主行，x5
 为出基变量，转入第三步．

[image: alt]
 最小比值发生在第1列，故x1
 为入基变量，转入第四步．

迭代过程，（1）主行除以主元素“-1”，目的是将主元素转换为“1”；（2）主行乘“2”加入第2行，目标是将同主元素同列的元素变为“0”；迭代结果如表5-9．

表5-9
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因b列仍然存在负分量，所以需要继续迭代．同理可知，x6
 为出基变量，x3
 为入基变量，迭代结果如表5-10．

表5-10
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表5-10的b列已经不存在负分量，故表5-10给出了此问题的最优解x*
 ＝（7，0，4，0，0，0）T
 ，最优值s*
 ＝7．

在对偶单纯形法中，总是存在着对偶问题的可行解，因此对于能用对偶单纯形法求解的线性规划来说，其解不存在无界的可能，即只能是有最优解或无可行解这二种情况之一．对偶单纯形法无可行解的识别，是通过入基变量选择失败来反映的，即当主行的所有元素均为非负时，就可得出问题无可行解的结论．

例2　用对偶单纯形法求解线性规划问题

　　mins＝3x1
 ＋2x2
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解　引入松弛变量x3
 ，x4
 ，化原问题为标准形式

　　mins＝3x1
 ＋2x2
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取B＝（P3
 ，P4
 ）＝E，建立初始单纯形表如表5-11，完成第一步．

表5-11
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表5-11给出了原问题一个非可行的基础解x（0）
 ＝（0，0，-2，-1）T
 ，转入第二步．

由于min｛-2，-1｝＝-2，所以第一行为主行，x3
 为出基变量，转入第三步．

这里[image: alt]
 最小比值发生在第2列，故x2
 为入基变量，转入第四步．迭代结果见表5-12．

表5-12
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在表5-12中，b列仍然存在负分量，而此时主行（第2行）的所有元素均为非负，x4
 ＝-3－x3
 ，当x3
 ≥0，必有x4
 ＜0；所以原问题无可行解．

例3　用对偶单纯形法求解线性规划问题

　　mins＝x1
 ＋2x2
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解　引入松弛变量x3
 ，x4
 ，x5
 ，把原问题化为标准形式

　　mins＝x1
 ＋2x2
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将第一、第三个约束条件方程两端同乘“-1”，取x3
 ，x4
 和x5
 为基变量，基B＝（p3
 ，p4
 ，p5
 ）＝E可得表5-13所示的初始单纯形表，完成第一步．

表5-13
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用类似于例1的方法我们得到第二个单纯形表如表5-14．

表5-14
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表5-14的b列已经不存在负分量，故表5-14给出了此问题的最优解x（1）
 ＝（4，0，0，1，6）T
 ，最优值s*
 ＝4．但此时非基变量x2
 的检验数为0，按照单纯形法我们找另一个最优解如表5-15．

表5-15
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表5-15的b列已经不存在负分量，故表5-15给出了此问题的另一个最优解x（2）
 ＝（8/5，6/5，0，17/5，0）T
 ，最优值s*
 ＝4．故原问题的最优解有无穷个，表示为
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　　mins*
 ＝4．

注意　（1）对偶单纯形法不是求它的对偶问题的最优解，而是求原问题的最优解．

（2）对偶单纯形法的应用也是有前提条件的，这一前提条件就是对偶问题的解是基础可行解，也就是说原问题所有变量的检验数必须非正．可以说应用对偶单纯形法的前提条件十分苛刻，所以直接应用对偶单纯形法求解线性规划问题并不多见，某些用两阶段法求解的线性规划问题，用对偶单纯形法解比较方便．

（3）对偶单纯形法与原始单纯形法内在的对应关系如表5-16．

表5-16
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【练习5】

1．写出下列线性规划问题的对偶问题

（1）mins＝2x1
 ＋5x2
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（2）maxs＝4x1
 ＋5x2
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（3）mins＝2x1
 ＋x2
 －4x3
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2．试利用对偶性质求该问题的最优解

maxs＝x1
 ＋x2
 ＋x3
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3．证明推论3．

4．已知线性规划问题

maxs＝x1
 －x2
 ＋x3
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试用对偶理论证明上述线性规划问题无最优解．

5．判断下列说法是否正确

（1）任何线性规划问题都存在其对偶问题；　　　　　　　　　　　　　　（　　）

（2）如果原问题存在可行解，则其对偶问题也一定存在可行解；　　　　　（　　）

（3）当原问题为无界解时，对偶问题也为无界解；　　　　　　　　　　　（　　）

（4）当对偶问题无可行解时，原问题一定具有无界解；　　　　　　　　　（　　）

（5）若原问题有无穷多最优解，则对偶问题也一定具有无穷多最优解；　　（　　）

6．某工厂有用甲、乙两种原料，生产A1
 ，A2
 ，A3
 三种产品，三种产品对原料的单位消耗量如表5-17．

表5-17
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（1）试制定每月的最优生产计划，使总收益最大？

（2）如果原料甲每月能供应181吨，生产方案如何调整？并用影子价格解释原料甲乙的变化对最优值的影响．

7．某工厂用甲、乙两种原料，生产A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 四种产品，每种产品对原料的单位消耗量如表5-18．

表5-18
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（1）试建立数学模型，并求出最优生产方案？

（2）用影子价格解释原料甲、乙的变化对最优值的影响．

8．用对偶单纯形法求解下述LP问题

（1）mins＝600x1
 ＋400x2
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（2）mins＝x1
 ＋2x2
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第六章　灵敏分析与参数规划

线性规划主要研究线性函数满足约束不等式条件下的最优解问题．前面几章介绍了当A，b，c已知时，求线性规划问题最优基的方法．但在很多实际问题中，通过测量、估计获取的数据往往不够精确．因此，常常需要修正数据，或者增加变量或增加约束条件．在求解线性规划问题遇到上述情况时，不必从头开始计算，只需在已有最优解的基础上再求得新问题的最优解，这就是灵敏度分析．另外，线性规划问题中的b和c会随着某一个（或n个）参数的变化而改变，即b或c是某个参数的函数．那么当参数在某一范围变化时，最优解和最优值有什么变化？就是参数线性规划问题．

本章主要介绍线性规划问题的灵敏度分析和参数线性规划．

第一节　线性规划问题的灵敏度分析

对于标准形式的线性规划问题

mins＝cx
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 　　　（6.1）

我们研究下面几种数据变化的灵敏度分析：

（1）目标函数系数c的变化，

（2）约束条件的常数项b的变化，

（3）添加新变量，

（4）添加新约束条件；

灵敏度分析主要解决的问题是：当数据cj
 ，bi
 或aij
 的波动范围多大时，最优基可以保持不变；当某些数据变化给定时，最优解和最优值如何改变？

设线性规划问题（6.1）的最优解为x*
 ，对应的最优基为B，则相应的单纯形表如表6-1．

表6-1
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一、目标函数的系数c变化的灵敏度分析

当目标函数的系数c发生变化时，在表6-1中只影响第0行的数据，即只有目标函数值和检验数会改变；如果修改后的检验数仍然全部非正，则原最优解仍为最优解，仅目标函数值会有改变；若修改后的检验数有正数，则从修改第0行后的单纯形表出发，用迭代求最优解．

例1　某工厂有用甲、乙两种原料，生产A1
 ，A2
 ，A3
 三种产品，三种产品对原料的单位消耗量如表6-2．

表6-2
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现有甲原料180吨，乙原料200吨，产品A1
 ，A2
 ，A3
 的单位价格（指每万件的价格）分别为12万元、5万元、4万元．

（1）试制定每月的最优生产计划，使总收益最大？

（2）如果产品A1
 的价格发生波动，问波动限制在什么范围内，最优生产计划不变？

（3）如果A1
 的价格波动到18万元／万件，生产方案应如何改变？

解　（1）设x1
 ，x2
 ，x3
 分别表示产品A1
 ，A2
 ，A3
 的生产数量（单位：万件）则原问题的数学模型为

　　maxs＝12x1
 ＋5x2
 ＋4x3
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 　　　（6.2）

引入松弛变量x4
 ，x5
 ，把线性规划问题（6.2）化为标准形

　　mins′＝-s＝-12x1
 －5x2
 －4x3
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 　　　（6.3）

利用单纯形方法，易求得线性规则问题（6.3）的最优解，求解过程见表6-3～表6-5．

表6-3
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表6-4
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表6-5
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由表6-5可见，最优解为：x1
 ＝34，x2
 ＝0，x3
 ＝44，x4
 ＝x5
 ＝0，目标函数的最优值为s′＝-584；即制定的最优生产方案为：每月生产A1
 34万件，生产A3
 44万件，不生产A2
 ，每月的总收益为584万元．

（2）为方便讨论，对线性规划问题（6.3）引入记号
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并用Pj
 表示矩阵A的第j列（j＝1，2，…，5）；如果产品A1
 的价格波动，而A2
 ，A3
 的价格不变，记产品A1
 ，A2
 ，A3
 的价格分别为[image: alt]
 当A1
 的价格波动后，[image: alt]
 影响到线性规划问题（6.3）中，即有

　　　[image: alt]


要使最优生产计划不变，即保证表6-5中的解仍是最优解，只要解不等式[image: alt]
 就可以求出[image: alt]
 的取值范围．

由表6-5，线性规划问题（6.3）的最优基为

　　　[image: alt]


并且

　　　　　[image: alt]


波动后的[image: alt]
 此时表6-5中的检验数修改为

　　　　　[image: alt]


我们得到的不等式组为

　　[image: alt]


解不等式组，得[image: alt]
 所以[image: alt]


即当产品A1
 的价格在[image: alt]
 万元到16万元之间波动时，原最优解保持最优性，不必改变生产计划．

（3）当产品A1
 的价格波动到18万元时，这时[image: alt]
 对应于线性规划问题（6.3），其中[image: alt]
 利用基B＝（P1
 ，P3
 ）对应的单纯形表如表6-5，计算
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把表6-5中s′行中的各元素全部划去，换上新计算的[image: alt]
 和[image: alt]
 得表6-6．

表6-6
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在表6-6中，x5
 对应的检验数[image: alt]
 进行单纯形法换基迭代后得表6-7．

表6-7
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显然，表6-7已经是最优解表，可见，在产品A1
 的价格大幅度提高到18万元／万件时，生产方案应调整为：产品A1
 生产45万件，产品A2
 ，A3
 不生产，对应总收益达810万元．

上述分析给企业经营管理者的提示是：当产品的价格浮动时，原生产计划是否需要调整？如何调整最为有利？这些都需要通过科学的方法进行判断和决策．因此，灵敏度分析具有明确的实用意义．

同样，对产品A2
 ，A3
 的价格可以进行类似的分析．

二、约束条件中常数项b的灵敏度分析

当线性规划问题（6.1）中的常数项b变化时，即b变化为b＋Δb，这里b＋Δb＝（b1
 ＋Δb1
 ，b2
 ＋Δb2
 ，…，bm
 ＋Δbm
 ）T
 ．这时，单纯形表6-1仅第0列需要修改，基变量的解修改为B-1
 （b＋Δb），目标函数的值修改为cB
 B-1
 （b＋Δb），而检验数没有变化．因此，当B-1
 （b＋Δb）≥0时，原来的最优基不变，但最优解变为B-1
 （b＋Δb），最优值变为cB
 B-1
 （b＋Δb）．若B-1
 （b＋Δb）≥0不成立，则把B-1
 （b＋Δb）填入最终的单纯形表中，再用对偶单纯形法迭代，求得最优基．

例2　原问题与例1相同，对于原料甲进行灵敏度分析：

（1）如果原料甲的每月供应量发生波动，问波动限制在什么范围内，最优生产计划不变？

（2）如果原料甲每月只能供应66吨，生产方案如何调整？

解（1）由表6-5可知，最优基为B＝（P1
 ，P3
 ）．

设原料甲的波动为Δb1
 ，则波动后[image: alt]


只需求解不等式[image: alt]
 便可得到Δb1
 的波动范围，而此时

[image: alt]


解不等式组[image: alt]


得[image: alt]
 即当[image: alt]
 时，基B＝（P1
 ，P3
 ）仍是最优基．

因为b1
 的波动不影响cB
 B-1
 A－c，所以这时原料甲、乙的影子价格不变，但是，基础最优解和目标函数最优值将随Δb1
 的大小而变化．

（2）如果每月只能供应原料甲66吨，原料乙的供应不变，我们能利用对偶单纯形方法来求新的最优生产计划，此时

　　[image: alt]


计算得

　　[image: alt]


把表6-5中的第0列的数据去掉，填入[image: alt]
 得表6-8．

表6-8

[image: alt]


由表6-8可见，B＝（P1
 ，P3
 ）不再是最优基，用对偶单纯形方法换基迭代得表6-9．

表6-9

[image: alt]


表6-9对应新的最优解．最优生产计划为：在原料甲的供应量减至每月66吨时，只生产产品A3
 ，每月总收益为264万元．这时原料甲的影子价格为4万元／吨，原料乙的影子价格变为零，说明原料甲更为短缺，而原料乙过剩．

同样，对原料乙可以进行类似分析．

三、添加新变量的灵敏度分析

在解决实际问题建立线性规划模型时，由于种种原因，常常会出现所建的模型丢掉了一些该考虑的因素，这时，从数学模型上考虑，就需要添加新的变量，下面讨论添加新的变量后对最优解和最优值的影响．

设新引进的变量为xn＋1
 ，对应系数为cn＋1
 ，相应于约束条件系数为列向量Pn＋1
 ．首先计算λn＋1
 ＝cB
 B-1
 Pn＋1
 －cn＋1
 ，若λn＋1
 ≤0，则当前的解仍是最优解，说明不必要添加变量xn＋1
 ；若λn＋1
 ＞0，则xn＋1
 被引入基变量，用单纯形方法继续迭代，求得最优解．

例3　原问题与例1相同，现在工厂准备生产新产品A4
 ，已知产品A4
 每万件需原料甲1吨，原料乙2吨，产品A4
 的价格为3万元／万件，那么A4
 是否有利正式投产？当产品A4
 的价格上升到多少时，才利于投入生产？

解　首先把表6-2改为表6-10．

表6-10

[image: alt]


设每月生产产品A4
 的数量为x6
 （万件），则原线性规划问题（6.2）变为

　　maxs＝12x1
 ＋5x2
 ＋4x3
 ＋3x6


[image: alt]
 　　　（6.4）

引进松弛变量x4
 ，x5
 把线性规划问题（6.4）化为标准形

　　mins′＝-s＝-12x1
 －5x2
 －4x3
 －3x6


[image: alt]
 　　　（6.5）

对于线性规划问题（6.5），如果重新用单纯形方法求解，计算量较大，下面在表6-5的基础上求解线性规划问题（6.5）．由表6-5可见，由于[image: alt]
 线性规划问题（6.3）的最优基B＝（P1
 ，P3
 ）是线性规划问题（6.5）的可行基，所以，要判断基B是否是（6.5）的最优基，只要计算检验数b0j
 ＝cB
 B-1
 Pj
 －cj
 （j＝1，2，…，6）即可．由表6-5已知，cB
 B-1
 Pj
 －cj
 ≤0（j＝1，2，…，5），于是，只要计算b06
 ＝cB
 B-1
 P6
 －c6
 即可，而在问题（6.5）中

　　[image: alt]


所以，[image: alt]


因此，基B＝（P1
 ，P3
 ）仍是线性规划问题（6.5）的最优基，x6
 是非基变量，x6
 ＝0，即新产品A4
 不应立即投产，说明产品A4
 的价格偏低．

现在假设新产品A4
 的价格为[image: alt]
 则在问题（6.5）中，目标函数s′中x6
 的系数[image: alt]
 只有当b06
 ＝cB
 B-1
 P6
 －c6
 ＞0时，x6
 才会调入基变量而取正值，即由

[image: alt]


解得[image: alt]
 于是，当产品A4
 的价格超过3.6万元／万件时，才有利于投产．

四、添加新的约束条件的灵敏度分析

在实际建立线性规划模型时，经常会因为研究问题的变化而增加新约束条件，那么新添加的约束条件对最优解和最优值有何影响？

例4　原问题与例1相同，如果在生产过程中，本来不限量供应的原料丙，现在每月只能供应150吨，而生产A1
 ，A2
 ，A3
 三种产品每万件需用原料丙2吨，3吨，2吨，问原生产方案是否需要改变？

解　首先将表6-2改为表6-11．

表6-11

[image: alt]


这时相当于在原问题（6.2）中添加了一个新的约束条件

　　2x1
 ＋3x2
 ＋2x3
 ≤150，

相应地，可得线性规划问题的标准形

　　mins′＝-s＝-12x1
 －5x2
 －4x3


[image: alt]


在表6-3中添加一行、一列，把x6
 指定为基变量，新添加的约束条件中各变量的系数填入新的x6
 行中，得表6-12．

表6-12

[image: alt]


但在表6-12中，基变量x1
 ，x3
 的对应列向量不是单位向量．因此，需要用初等行变换，将x1
 ，x3
 对应的列向量变换为相应的单位向量，如表6-13．

表6-13

[image: alt]


在表6-13中，b30
 ＝-6＞0，基[image: alt]
 是问题（6.6）的对偶可行基，这就说明：增加新的约束条件后，原最优方案已非可行方案，需要调整．利用对偶单纯形方法迭代得表6-14．

表6-14

[image: alt]


由表6-14得最优解为：x1
 ＝35，x2
 ＝0，x3
 ＝40，x4
 ＝0，x5
 ＝0，x6
 ＝0．

由此可知，添加约束条件后的最优生产方案为：生产产品A1
 35万件，产品A2
 40万件，总收益580万元．

第二节　参数线性规划问题

在线性规划的实际应用中，由于线性规划问题（6.1）中，出现在矩阵A和向量b，c中的数据都是从生产实践中收集而来的．这些数据往往随着某些因素的变化而改变，常见的情况有：目标函数中的系数c会随着某个参数而改变；约束条件中的常数b随着某个参数而改变等．本节主要讨论上述两种情况含单参数的线性规划问题，即在系数的可能范围内，求问题的最优解．

一、目标函数的系数c含有参数的线性规划问题

目标函数的系数c含有参数的线性规划问题，其一般形式是

　　mins＝（c＋λc*
 ）x＝cx＋λc*
 x

[image: alt]
 　　　（6.7）

其中A＝（aij
 ）m×n
 ，b＝（b1
 ，b2
 ，…，bm
 ）T
 ，c＝（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ），[image: alt]
 ，λ是参数．

对于系数c含参数的线性规划问题（6.7），其求解过程如下：

设λ＝λ0
 ，用单纯形方法（或对偶单纯形方法）可以求得问题（6.7）的最优基B＝（Pj1
 ，Pj2
 ，…，Pjm
 ），此时对应的单纯形表为

[image: alt]


在上面单纯形表中，对应目标函数取值为

[image: alt]


检验数为

[image: alt]


我们把单纯形表中的第0行

[image: alt]


写为两行

[image: alt]


并理解为上下两行相加．

引入记号：cB
 B-1
 b＝b00
 ，cB
 B-1
 A－c＝（b01
 ，b02
 ，…，b0n
 ）

　　　　[image: alt]


则最优基B对应的单纯形表如表6-15．

表6-15

[image: alt]


[image: alt]


在表6-15中第0行检验数为[image: alt]
 ，当系数λ变化时，要使B仍是最优基，只要λ满足不等式组：

　　[image: alt]
 　　　（6.8）

解不等式组（6.8），可得λ的取值范围：

令　　[image: alt]
 　　　（6.9）

　[image: alt]
 　　　（6.10）

则对于所有的[image: alt]
 不等式组（6.8）成立，即B为最优基．

[image: alt]
 和[image: alt]
 分别称为基B的下特征数和上特征数，区间[image: alt]
 称为基B的最优区间．

这时，[image: alt]
 最优解均为xj1
 ＝b10
 ，xj2
 ＝b20
 ，…，xjm
 ＝bm0
 ，其余xj
 ＝0，对应的目标函数最优值为[image: alt]


现在的问题是，当λ不取区间[image: alt]
 中的值时，最优基应如何变化？

下面讨论[image: alt]
 的情形，设

　　[image: alt]


当[image: alt]
 时，即[image: alt]
 可得[image: alt]
 说明非基变量xs
 对应的检验数大于零．这时有两种情况：

（1）如果单纯形表中[image: alt]
 则当[image: alt]
 时，问题（6.7）无最优解．

（2）如果[image: alt]
 中有正数，则用单纯形方法的换基迭代，把xs
 调入为基变量得到新基B，B对应的单纯形为T（B），再用（6.9），（6.10）求对应于新基B的上特征数和下特征数[image: alt]
 和[image: alt]


可以证明：新基的下特征数等于原基的上特征数即[image: alt]


当[image: alt]
 ，可类似讨论．

例1　对于系数λ∈（-∞，+∞），求解参数线性规划问题

　　mins＝（3－λ）x1
 ＋（6－λ）x2
 ＋（2－λ）x3


[image: alt]
 　　　（6.11）

解　首先将线性规划问题（6.11）化为标准形式

　　mins＝（3－λ）x1
 ＋（6－λ）x2
 ＋（2－λ）x3


[image: alt]
 　　　（6.12）

记　　　　[image: alt]


c＝（3，6，2，0，0）；c*
 ＝（-1，-1，-1，0，0）．

显然，B1
 ＝（P4
 ，P5
 ）＝E是可行基．由于cB1

 ＝（0，0），[image: alt]
 所以[image: alt]
 [image: alt]
 从而可得

　　　　[image: alt]


于是，基B1
 对应的单纯形表如表6-16．

表6-16

[image: alt]


因为[image: alt]
 由（6.10）式得[image: alt]
 由（6.9）式得[image: alt]
 即B1
 的最优区间为（-∞，2］．

对于任意的λ∈（-∞，2］，基B1
 都是最优基，对应的最优解为

　　x1
 ＝x2
 ＝x3
 ＝0，x4
 ＝2，x5
 ＝1

最优值为s＝0＋0λ＝0，如图6-1．

[image: alt]


图6-1

当λ＞2时，有-2＋λ＞0，所以把x3
 调入基变量；又[image: alt]
 所以取b23
 为轴心项，用初等行变换进行基迭代后得新的可行基B2
 ＝（P4
 ，P3
 ），对应的单纯形表如表6-17．

表6-17

[image: alt]


由（6.9），（6.10）求得对应于基B2
 的下、上特征数

　　[image: alt]


所以，B2
 的最优区间为［2，4］，而对于一切λ∈［2，4］，基B2
 均为最优基，对应的最优解为

　　[image: alt]


最优值[image: alt]
 λ，如图6-2．

[image: alt]


图6-2

当λ＞4时，有[image: alt]
 所以把x1
 调入基变量，又[image: alt]
 所以取b11
 为轴心项，用初等行变换进行换基迭代后得新的可行基B3
 ＝（P1
 ，P3
 ），对应的单纯形表如表6-18．

表6-18

[image: alt]


由（6.9），（6.10）求得对应于基B2
 的下、上特征数

　　[image: alt]


所以，B3
 的最优区间为［4，+∞），即对于一切λ∈［4，+∞），基B3
 均为最优基，对应的最优解为

[image: alt]


最优值[image: alt]
 如图6-3所示．

[image: alt]


图6-3

总结上述求解结果如下：

当λ≤2时，原问题（6.11）的最优解为（0，0，0）T
 ，对应的最优值为s＝0．

当2＜λ≤4时，原问题（6.11）的最优解为[image: alt]
 对应的最优值为[image: alt]


当λ＞4时，原问题（6.11）的最优解为[image: alt]
 对应的最优值为[image: alt]


二、约束条件右端的常数项含有参数的线性规划问题

约束条件右端的常数项含有参数的线性规划问题，其一般形式为

　　mins＝cx

[image: alt]
 　　　（6.13）

其中　　　[image: alt]


线性规划问题（6.13）的求解过程如下

设对某个λ＝λ0
 ，可以求得（6.13）的最优基B＝（Pj1
 ，Pj2
 ，…，Pjm
 ），基B对应的单纯形表如表6-19．

表6-19

[image: alt]


表6-19是把单纯形表中[image: alt]
 写成两列的形式，即

[image: alt]
 　　　（6.14）

因此，对于满足[image: alt]
 的一切λ，基B仍是最优基，对应的最优解为

[image: alt]
 其他xj
 ＝0，

目标函数最优值为[image: alt]


注意　这时的最优解和最优值都是λ的函数．

解不等式组（6.14），可求得λ的取值范围：

令　　　[image: alt]
 　　　（6.15）

　　　　[image: alt]
 　　　（6.16）

对于一切[image: alt]
 不等式（6.14）成立，基B仍是最优基．

[image: alt]
 和[image: alt]
 分别称为基B的下特征数和上特征数，区间[image: alt]
 称为基B的最优区间．因此，对于任意[image: alt]
 最优解是

[image: alt]
 其余xj
 ＝0；

对应目标函数的最优值[image: alt]


注意　与目标函数的系数含参数的参数规则不同，这时对于最优区间[image: alt]
 中的任意λ，目标函数的最优值和最优解均是λ的函数．

下面讨论对最优区间[image: alt]
 之外的λ值，最优解有什么变化？

当[image: alt]
 时，设[image: alt]
 是在i＝r时达到，即[image: alt]
 由[image: alt]
 得[image: alt]
 即[image: alt]
 这时如果单纯形表中第r行没有负数，则当[image: alt]
 时，问题（6.13）无最优解．

如果第r行中有负数，则用对偶单纯形方法进行换基迭代，可得当[image: alt]
 时的一个新基[image: alt]


当[image: alt]
 时，可类似讨论．

例2　对于参数λ∈（-∞，+∞），求解线性规划问题

　　mins＝4x1
 ＋x2
 ＋2x3


[image: alt]
 　　　（6.17）

解　把上面的问题（6.17）化为标准形式

　mins＝4x1
 ＋x2
 ＋2x3


[image: alt]
 　　　（6.18）

记　　[image: alt]


显然基[image: alt]
 是一个对偶可行基．

因为cB1

 ＝（0，0），所以

　　[image: alt]


则基B1
 对应的单纯形表如表6-20．

表6-20

[image: alt]


因为[image: alt]
 由（6.15）式可得下特征数[image: alt]
 再由（6.16）式得上特征数

　　[image: alt]


即最优区间为（-∞，-5］．

对于任意的λ∈（-∞，-5］，基B1
 是最优基，对应的最优解为

　　x1
 ＝x2
 ＝x3
 ＝0，x4
 ＝-5－λ，x5
 ＝-8－4λ

最优值为s＝0＋0×λ＝0．如图6-4．

当λ＞-5时，-5－λ＜0，所以把基变量x4
 调出，用对偶单纯形方法求轴心项的方

[image: alt]


图6-4

法，有[image: alt]
 即b12
 ＝-1为轴心项，换基迭代后，得新基B2
 ＝（P2
 ，P5
 ），对应的单纯形表如表6-21．

表6-21

[image: alt]


由（6.15）和（6.16）式，可求得对应于基B2
 的上、下特征数

　　[image: alt]


即最优区间为［-5，-3］，对于任意的λ∈［-5，-3］，基B2
 是最优基，对应的最优解为

　　x1
 ＝0，x2
 ＝5＋λ，x3
 ＝x4
 ＝0，x5
 ＝-18－6λ

最优值为s＝5＋λ．

注意　最优解和最优值都是λ的函数，且对于基B1
 和B2
 来说，恰好有[image: alt]
 ＝-5．如图6-5．

[image: alt]


图6-5

当[image: alt]
 时，-18－6λ＜0，所以把x5
 从基变量中调出，由[image: alt]
 取轴心项即b12
 ＝-3，换基迭代后，得新基B3
 ＝（P2
 ，P1
 ）对应的单纯形表如表6-22．

表6-22

[image: alt]


由（6.15）和（6.16）式，可求得对应于基B3
 的上、下特征数

　　[image: alt]


即最优区间为［-3，-1］，对于任意的λ∈［-3，-1］，基B3
 是最优基，对应的最优解为

　　x1
 ＝6＋2λ，x2
 ＝-1－λ，x3
 ＝x4
 ＝x5
 ＝0

最优值为s＝23＋7λ．如图6-6所示．

[image: alt]


图6-6

当[image: alt]
 时，-1－λ＜0，所以应将x2
 从基变量中调出，又[image: alt]
 取轴心项即[image: alt]
 换基迭代后得新基B4
 ＝（P3
 ，P1
 ）；对应的单纯形表如表6-23．

表6-23

[image: alt]


由（6.15）和（6.16）式，可求得对应于基B4
 的上、下特征数

　　[image: alt]


　　[image: alt]


即最优区间为［-1，+∞］，对于任意的λ∈［-1，+∞］，基B4
 是最优基，对应的最优解为

　　[image: alt]


最优值为[image: alt]
 如图6-7所示．

[image: alt]


图6-7

总结上述求解过程如下：

当λ≤-5时，原问题（6.17）的最优解为（0，0，0）T
 ，对应的最优值为s＝0．

当-5＜λ≤3时，原问题（6.17）的最优解为（0，5＋λ，0）T
 ，对应的最优值为s＝5＋λ．

当-3＜λ≤-1时，原问题（6.17）的最优解为（6＋2λ，-1－λ，0）T
 ，对应的最优值为s＝23＋7λ．

当-1＜λ＜+∞时，原问题（6.17）的最优解为[image: alt]
 对应的最优值为[image: alt]


在实际问题中，b，c的元素可能与多个参数有关，有时A中的元素也会随某些参数变化，对于这种更为复杂的参数线性规划问题，用下面例题说明求解过程．

例3*
 　对于参数λ，μ的所有可能的取值，求解

　　mins＝（1＋λ＋μ）x1
 ＋（2＋λ－μ）x2


[image: alt]
 　　　（6.19）

解　上面的问题含有两个参数λ，μ，给定一组λ，μ的值，与坐标平面上的一个点相对应，反之亦然．对λ，μ的所有可能取值可充满整个平面．下面求解这一参数规划问

题．首先将（6.19）式化为标准形式

mins＝（1＋λ＋μ）x1
 ＋（2＋λ－μ）x2


[image: alt]
 　　　（6.20）

其中　　　[image: alt]


显然，基[image: alt]
 是可行基．B1
 对应的单纯形表如表6-24．

表6-24

[image: alt]


要使基B1
 是最优基，只需

[image: alt]


或　[image: alt]


这两个不等式所表示的区域如图6-8中的区域Ⅰ．

对于区域Ⅰ中的任意点（λ，μ），基B1
 都是最优基，对应的最优解为

　　　x1
 ＝0，x2
 ＝0，x3
 ＝4，x4
 ＝3，

最优值为s＝0．

再考虑直线AR左边的点（如图6-8），这个区域中的点必使-1－λ－μ＞0，所以在表6-24中将非基变量x1
 调入基变量，容易确定b21
 ＝2为轴心项，将基变量x4
 调出基变量，换基迭代后得新基B2
 ＝（P3
 ，P1
 ），对应的单纯形表如表6-25．

表6-25

[image: alt]


要使基B2
 ＝（P3
 ，P1
 ）是最优基，只需

[image: alt]


或　[image: alt]


满足这个不等式组的所有的λ，μ的值都使B2
 是最优基．如图6-8中的区域Ⅱ中的任意的λ，μ，对应的最优解为

　　[image: alt]


最优值为[image: alt]


接下来再考虑BR左边的点（如图6-8）．这些点必使[image: alt]
 类似前面的讨论，把x2
 调入基变量，换基迭代后得新基B3
 ＝（P2
 ，P1
 ）对应的单纯形表如表6-26．

表6-26

[image: alt]


要使基B3
 是最优基，只需

　　　　　[image: alt]


满足上面不等式组的一切λ，μ的值都使B3
 是最优基．如图6-8中的区域Ⅲ．这时对应的最优解为

　　[image: alt]


最优值为[image: alt]


我们再考虑Ⅲ的边界CR上面的点，这些点使[image: alt]
 所以，把表6-26中的x4
 调入基变量，换基迭代后得新基B4
 ＝（P2
 ，P4
 ）对应的单纯形表如表6-27．

表6-27

[image: alt]


要使基B4
 是最优基，只需满足不等式

[image: alt]


或　[image: alt]


满足上述不等式组的一切λ，μ的值，都使B4
 是最优基．图6-8中的区域Ⅳ标明了λ，μ的取值范围，这时对应的最优解为

　　x1
 ＝0，x2
 ＝4，x3
 ＝0，x4
 ＝7，

最优值为s＝8＋4λ－4μ．

综上所述，如图6-8

在区域Ⅰ中，原问题（6.19）的最优解为x1
 ＝0，x2
 ＝0，最优值为s＝0；

在区域Ⅱ中，原问题（6.19）的最优解为[image: alt]
 最优值为[image: alt]


在区域Ⅲ中，原问题（6.19）的最优解为[image: alt]
 最优值为[image: alt]


在区域Ⅳ中，原问题（6.19）的最优解为x1
 ＝0，x2
 ＝4，最优值为s＝8＋4λ－4μ．

[image: alt]


图6-8

由例3的求解过程易知，当参数较多时求解更为复杂，手工计算也更困难．

【练习6】

1．对线性规划问题

　　mins＝3x1
 ＋x2


[image: alt]


（1）求上述线性规划问题的最优解和最优值；

（2）对c1
 进行灵敏度分析；

（3）对b1
 进行灵敏度分析；

（4）在下面的线性规划问题

　　mins′＝3x1
 ＋x2
 ＋2x5


[image: alt]


中，基B＝（P2
 ，P1
 ）是否为最优基？

2．某工厂用甲、乙两种原料，生产A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 四种产品，每种产品对原料的单位消耗量如表6-28．

表6-28

[image: alt]


（1）试建立数学模型，并求出最优生产方案？

（2）对产品A1
 的价格进行灵敏度分析，当产品A1
 的价格浮动到15万元时，生产方案如何改变？

（3）对原料甲的限额b1
 进行灵敏度分析．

（4）如果工厂新增加用电不能超过8千瓦的限制，而生产A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 四种产品每一万件分别需耗电4千瓦、3千瓦、5千瓦和2千瓦，此时最优生产方案是否改变？

3．对参数λ∈（-∞，+∞），求解参数线性规划问题

　　mins＝（-6＋λ）x4
 ＋（12－2λ）x5
 ＋（30－3λ）x6
 ＋（-50＋10λ）x7


[image: alt]


4．对参数λ∈（-∞，+∞），求解线性规划问题

　　mins＝（-6＋λ）x1
 ＋（12－λ）x2
 ＋（-4＋λ）x3


[image: alt]


5．对参数μ∈（-∞，+∞），求解线性规划问题

　　mins＝3x1
 ＋2x2


[image: alt]


6．对参数μ∈（-∞，+∞），求解线性规划问题

　　mins＝x1
 ＋2x2


[image: alt]


7．对参数λ，μ的所有可能的取值，求解线性规划问题

　　mins＝（2＋2λ＋μ）x1
 ＋（1＋λ－μ）x2


[image: alt]



第七章　运输问题的特殊解法

第一节　运输问题的特性

在第一章中，我们曾建立了运输问题的数学模型，并且把运输问题归结为线性规划问题．下面回顾运输问题的一般模型及运输问题的基本性质．

一、产销平衡运输问题的数学模型

设某种物资有m个产地A1
 ，A2
 ，…，Am
 ，产量分别为a1
 ，a2
 ，…，am
 个单位；有n个销地B1
 ，B2
 ，…，Bn
 ，销量分别为b1
 ，b2
 ，…，bn
 个单位，又假定产销是平衡的，即

[image: alt]


另外，由产地Ai
 到销地Bj
 的单位物资运价cij
 是已知的．运价表如表7-1．

表7-1

[image: alt]


试设计调运方案，使总运费最少．

设由产地Ai
 运往销地Bj
 的物资为xij
 个单位，平衡表如表7-2．

表7-2

[image: alt]


上述运输问题的数学模型为

求xij
 （i＝1，2，…，m；j＝1，2，…，n）满足约束条件

[image: alt]
 　　　（7.1）

并且使[image: alt]
 达到最小．

公式（7.1）的矩阵形式为

　　mins＝cx

[image: alt]


其中c＝（c11
 ，c12
 ，…，c1n
 ，c21
 ，c22
 ，…，c2n
 ，…，cm1
 ，cm2
 ，…，cmn
 ），

　　b＝（a1
 ，a2
 ，…，am
 ，b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）T
 ，

　　x＝（x11
 ，x12
 ，…，x1n
 ，x21
 ，x22
 ，…，x2n
 ，…，xm1
 ，xm2
 ，…，xmn
 ）T
 ，

[image: alt]


二、运输问题的性质

定理1　设[image: alt]
 则

（1）运输问题（7.1）有可行解，并且有最优解．

（2）运输问题（7.1）中系数矩阵A的秩等于m＋n－1．

证明（1）设[image: alt]
 取

　　[image: alt]
 　　（i＝1，2，…，m；　j＝1，2，…，n），

易证｛xij
 ｝满足（7.1）中的约束条件，则｛xij
 ｝是运输问题（7.1）的一个可行解．

又因为0≤xij
 ≤min｛ai
 ，bj
 ｝　i＝1，2，…，m；　j＝1，2，…，n，说明所有变量都是有界的；（7.1）的可行集是凸多边形，因此（7.1）存在最优解．

（2）当m，n≥2时，m＋n≤mn，即系数矩阵A的行数小于等于列数．因此A的秩rank（A）≤m＋n，因为（7.1）中的前m个方程之和

　　　　[image: alt]


等于后n个方程之和[image: alt]
 所以A的行向量线性相关．于是rank（A）＜m＋n．

为证明rank（A）＝m＋n－1，只须在A中找到一个（m＋n－1）×（m＋n－1）阶的非奇异子式D．取A的第2，3，…，m＋n行与变量x11
 ，x12
 ，…，x1n
 ，x21
 ，x31
 ，…，xm1
 的对应列相交的子式

[image: alt]


即有rank（A）＝m＋n－1．

定理1中的（2）说明，平衡运输问题（7.1）的约束条件中的m＋n个等式中有一个是多余的．即只要取其中m＋n－1个线性无关的等式，就一定与原来的m＋n个等式组成同解方程组．可以证明，这m＋n个等式中任意m＋n－1个都线性无关（习题7.1第1题）．由此可知，该运输问题的每一组基应由m＋n－1个变量组成．那么，怎样的m＋n－1个变量可以作为基变量呢？为此，引入闭回路的概念．

对于一个平衡运输问题，平衡表和运价表是已知的．例如物资有A1
 ，A2
 ，A3
 三个产地，B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 四个销地．它的平衡表与运价表分别为表7-3和表7-4：

表7-3

[image: alt]


表7-4

[image: alt]


其中的xij
 为产地Ai
 运往销地Bj
 的物资量．

定义1　凡能排成如下形式

　　xi1
 j1

 ，xi1
 j2

 ，xi2
 j2

 ，xi2
 j3

 ，…，xis
 js

 ，xis
 j1



（其中i1
 ，i2
 ，…，is
 互不相同，j1
 ，j2
 ，…，js
 互不相同）的一组变量称为一个闭回路，称上述各变量为闭回路的顶点．

如在表7-3中，x11
 ，x12
 ，x32
 ，x34
 ，x24
 ，x21
 就是一个闭回路．这时，i1
 ＝1，i2
 ＝3，i3
 ＝2，j1
 ＝1，j2
 ＝2，j3
 ＝4；若把闭回路的顶点在表中画出，并把相邻两个变量用一条直线相连（称为闭回路的边），那么上面闭回路如表7-5．

表7-5

[image: alt]


又如x11
 ，x13
 ，x23
 ，x21
 和x22
 ，x23
 x13
 ，x14
 ，x34
 ，x32
 也是闭回路，见表7-6和表7-7．

表7-6

[image: alt]


表7-7

[image: alt]


由表7-5～表7-7可知，闭回路是一条封闭折线，折线的每一条边或者是水平的，或者是垂直的；闭回路的每个顶点都是该封闭折线的转折点，表中的每一行、每一列中至多只有闭回路的两个顶点．

引理　设[image: alt]
 是一个闭回路，则有

[image: alt]


证明　直接计算便可证明上式成立（见习题7.1第2题）．

从而[image: alt]
 对应的列向量组线性相关．

定理2　r个变量

　　[image: alt]
 　　　（7.2）

对应的列向量组线性无关的充要条件是（7.2）不包含闭回路．

证明　必要性　设（7.2）对应的列向量组线性无关，下面用反证法：

假设（7.2）包含闭回路，则由引理，闭回路对应的列向量组线性相关，由定理：“若向量组中有一部分线性相关，则整体也线性相关”，可得（7.2）对应的列向量组亦线性相关，与题设矛盾．所以，变量组（7.2）不包含闭回路．

充分性　即证如果（7.2）不包含闭回路，则[image: alt]
 线性无关．

设存在r个数组k1
 ，k2
 ，…，kr
 使

　　[image: alt]
 　　　（7.3）

因为（7.2）不含闭回路，则必有某个变量是它所在行或列中出现于（7.2）中的唯一的变量．不妨设[image: alt]
 是（7.2）在第i1
 行上唯一的变量，由Pij
 的特征可知，（7.3）式左端第i1
 个分量的和是k1
 ，而右端是0，所以k1
 ＝0；这时（7.3）式变为

　　[image: alt]


而[image: alt]
 仍不含闭回路．类似前面的讨论，可依次推得k2
 ＝k3
 ＝…＝kr
 ＝0．这就证明了[image: alt]
 线性无关．

推论　m＋n－1个变量[image: alt]
 构成基变量的充要条件是它不含闭回路．

证明　（读者自行完成）（见习题7.1第3题）

上面的定理和推论是运输问题表上作业法和图上作业法的理论基础．它们给出了运输问题基的特征，因为用它来判断m＋n－1个变量是不是构成基，要比直接判断这些变量对应的列向量组是否线性无关简单得多．同时，用基的这个特征可以给出求运输问题的第一个基础可行解的简便方法．

第二节　运输问题的表上作业法

运输问题表上作业法的理论依据是单纯形方法原理．相应于单纯形方法的求解步骤，运输问题的表上作业法主要分三步进行：首先是求一个初始调运方案，其次是最优方案的判别，最后是方案的调整．经过有限次调整，达到最优方案．

例1　设物资有A1
 ，A2
 ，A3
 三个产地，B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 四个销地，已知运价表与平衡表见表7-8，（以后均把运价表与平衡表用一个表来表示，我们规定：运价写在右下角，运量写在左上角，且运量写在圆圈内），求总运费最少的调运方案？

表7-8

[image: alt]


一、第一个初始方案的求法

用最小元素法求初始调运方案时（如例1），考虑运价表7-8中cij
 的值，运价低的要优先供应，从cij
 中取最小值的格子开始（若有几个格子同时达到最小，可任取其中一个）．在表7-8中，最小运价是c21
 ＝1，把它对应的变量x21
 取为基变量，为满足x21
 的值尽可能地大，取x21
 ＝min｛a2
 ，b1
 ｝＝min｛5，6｝＝5，在x21
 处填上数5，用圆圈圈起来，表示相应基变量的取值（见表7-9）；这时A2
 的发量已全部运出，表明运价表上的第2行A2
 的运价不再需要，因此在运价表7-9中把这一行划掉（表7-9中用虚线划掉第2行）．这时，B1
 收到了从A2
 发来的5，B1
 仍需要的数量是[image: alt]
 即B1
 的当前收量为1．

表7-9

[image: alt]


在未被划去的运价表中选取最小的：c11
 ＝2为最小，把x11
 选为基变量，A1
 的发量为a1
 ＝3，而B1
 的当前收量为[image: alt]
 为使x11
 的取值尽可能地大，取[image: alt]
 [image: alt]
 x11
 处填上数1．因为B1
 的收量已全部运入，表明运价表中第一列B1
 的运价不再需要，所以划去第1列．此时，A1
 发向B1
 的数量为1，A1
 的当前数量为[image: alt]


接下来取运价表中的最小运价c34
 ＝3，把x34
 选入基变量，A3
 的发量为7，而B4
 的收量为4，取x34
 ＝min｛a3
 ，b4
 ｝＝min｛7，4｝＝4，在x34
 处填上数4．因为B4
 的收量已全部运入，说明运价表中第4列B4
 的运价不再需要，所以划去第4列．这时，A3
 发往B4
 的数量为4，A3
 的当前发量为[image: alt]


仿照上述方法，根据最小运价原则，依次把x33
 ，x32
 ，x12
 选取基变量，并赋值为x33
 ＝2，x32
 ＝1，x12
 ＝2，依次划去第3列、第3行、第1行．至此，得到一个初始调运方案如表7-9．在表7-9中有圆圈的数是对应基变量的取值．其余为非基变量，取值为零．这个初始方案的总运费是

　　　s＝1×5＋2×1＋3×4＋4×2＋5×1＋5×2＝42．

注意（1）当最小元素取定后，如果当前的发量等于收量，这时选入一个变量xij
 为基变量，说明第i行的发量已全部发出，第j列的收量已满足．这时在运价表中只能划去第i行（或第j列），当以后出现ckj
 （或cit
 ）最小时，又会有Bj
 已供足（或Ai
 已发完），这时须在xkj
 （或xit
 ）的格子上画圈填上数0，表明这个基变量的值为0．

（2）如果调运方案已给出，而运价表中尚有一元素没有划出，这时在对应未划出的元素上对应的位置填上0，这个0与其他有效数字意义相同．

例2　运输问题由表7-10给出，用最小元素法建立一个初始方案．

表7-10

[image: alt]


在表7-10中，c11
 ，c22
 ，c33
 同时取最小运价1，在x11
 ，x22
 ，x33
 中任取其一定为基变量．如取x11
 ＝1，这时A1
 已全部发完，B1
 也全部运入，划去第1行（或第1列）；在运价表中再取最小运价c22
 ＝1，则x22
 选入基变量，取x22
 ＝2，则A2
 已全部发完，B2
 也全部运入，划去第2行（或第2列）；再取最小运价c33
 ＝1，则x33
 选入基变量，取x33
 ＝4，划去第3行（或第3列）．如此，调运方案已经给出．但由定理1，基变量的个数为3＋3－1＝5个，在没有运量的格子里，任意取两个变量选入基变量．不妨取x31
 ＝0，x32
 ＝0，这样便得到一个初始调运方案如表7-11．

表7-11

[image: alt]


注意　初始调运方案可能不唯一．如例2中，目前的基变量为x11
 ，x22
 ，x31
 ，x32
 ，x33
 ，如果我们把0运量填入其他没有运量的格子里，便会得到不同的初始调运方案．

二、求检验数，最优方案的判别

第一个初始调运方案建立后，便会得到一个基础可行解．接下来的问题就是，如何判别这个初始方案是否为最优方案．在单纯形方法中，我们是根据单纯形表中第0行的检验数来判别的．与单纯形方法原理相同，如果检验数中没有正数，则此调运方案最优；否则需要调整正的检验数，而检验数就是目标函数中非基变量的系数的相反数．下面介绍运输问题中求检验数的两种方法．

1．闭回路法

在例1中，由表7-9可知：基变量为x11
 ，x12
 ，x21
 ，x32
 ，x33
 ，x34
 ；非基变量为x13
 ，x14
 ，x22
 ，x23
 ，x24
 ，x31
 ．这时目标函数可表为
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这里42为初始调运方案的运费．

由（7.4）可以看出，若非基变量x13
 的值由0增大为1，其他非基变量仍为0，这时总运费将增加-b03
 ．

另外，为了保持平衡，从表7-8可见，x13
 增加1，x33
 必减去1，x32
 必增加1，x12
 必减去1，这时总运费增加c13
 －c33
 ＋c32
 －c12
 ．

于是，在非基变量x13
 的值由0增加为1这个变化过程中，根据上述讨论得

　　-b03
 ＝c13
 －c33
 ＋c32
 －c12
 ，即　b03
 ＝（c33
 ＋c12
 ）－（c13
 ＋c32
 ），

而x13
 ，x33
 ，x32
 ，x12
 ，x13
 恰好为一条闭回路．

在调运表7-9中，从无运量的空格出发，沿水平或垂直方向前进，遇到有运量的有圈数字时，按照与前进方向垂直的方向转向前边，经若干次后，必然回到原来的空格处，就形成一条闭回路．

可以证明：过每个空格一定可以作唯一的一条闭回路（证明见参考文献［1］
 ）．

例如在表7-9中有如下回路：①过空格x13
 的闭回路x13
 ，x33
 ，x32
 ，x12
 ，x13
 ，②过空格x14
 的闭回路x14
 ，x34
 ，x32
 ，x12
 ，x14
 ，③过空格x22
 的闭回路x22
 ，x21
 ，x11
 ，x12
 ，x22
 ，④过空格x23
 的闭回路x23
 ，x33
 ，x32
 ，x12
 ，x11
 ，x21
 ，x23
 ，⑤过空格x24
 的闭回路x24
 ，x34
 ，x32
 ，x12
 ，x11
 ，x21
 ，x24
 ，⑥过空格x31
 的闭回路x31
 ，x32
 ，x12
 ，x11
 ，x31
 ；上述①⑤的闭回路见表7-12．

表7-12
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而②③④⑥的闭回路见习题7.2的第2题．

我们在过空格xij
 的闭回路中，把第奇数次拐角点运价的总和减去第偶数次拐角点运价的总和，称为对应于空格xij
 的检验数，记为λij
 ．即

λij
 ＝闭回路上奇数次拐角点的运价和－闭回路上偶数次拐角点的运价和．

在例1中，由表7-12中的闭回路，非基变量x13
 ，x24
 的检验数为

　　λ13
 ＝（4＋5）－（9＋5）＝-5，

　　λ24
 ＝（3＋5＋1）－（6＋5＋2）＝-4；

而例1中非基变量x14
 ，x22
 ，x23
 ，x31
 的检验数见习题7.2的第3题．

2．位势法

现在介绍检验数的另一种求法——位势法．

设给定了一组基础可行解，对应基变量为[image: alt]
 其中r＝m＋n－1．现在引进m＋n个未知量，u1
 ，u2
 ，…，um
 ，υ1
 ，υ2
 ，…，υn
 ，并由上述基可行解出发，构造下面方程组

[image: alt]
 　　　（7.5）

该方程组（7.5）中共有m＋n个未知数，m＋n－1＝r个方程．

定理3　任何基础可行解对应的方程组（7.5）都有解．

证明　易知，（7.5）的系数矩阵恰好是矩阵A中[image: alt]


对应的列向量所组成的矩阵的转置，即

[image: alt]


因为[image: alt]
 是一组基，所以[image: alt]
 线性无关，而（7.5）只有m＋n－1＝r个方程，所以（7.5）系数矩阵的秩为m＋n－1，故（7.5）必有解．

称方程组（7.5）为位势方程组，方程组（7.5）的任意一组解称为位势．

注意　由于位势方程组（7.5）中有一个自由未知量，因此方程组（7.5）的解不唯一．

仍如例1，用最小元素法建立的初始方案如表7-9．画圈的数就是一组基础可行解，由基变量x11
 ，x12
 ，x21
 ，x32
 ，x33
 ，x34
 所确定．这时按照（7.5）构造的方程组为

[image: alt]
 　　　（7.6）

下面说明例1中位势方程组（7.6）的求解方法．在求解u1
 ，u2
 ，u3
 与υ1
 ，υ2
 ，υ3
 ，υ4
 时，不必写出方程组（7.6），只要记住对于画圈的数而言，cij
 ＝ui
 ＋υj
 即可．可以先在u1
 ，u2
 ，u3
 ，υ1
 ，υ2
 ，υ3
 ，υ4
 中任意取定一个未知量，例如取u1
 ＝0，这时在A1
 的左边写一个0．由于u1
 ＝0，则υ1
 ＝2，υ2
 ＝5；由υ1
 ＝2，得u2
 ＝-1，由υ2
 ＝5，得u3
 ＝0，由u3
 ＝0，得υ3
 ＝4，υ4
 ＝3．把得到的一组解填在表7-9的最左边与最上边得表7-13．

表7-13
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求出位势后，由下面的定理4给出检验数的求法．

定理4　设一组基础可行解已知，且

　　u1
 ＝c1
 ，u2
 ＝c2
 ，…，um
 ＝cm
 ，υ1
 ＝d1
 ，υ2
 ＝d2
 ，…，υn
 ＝dn


是该基础可行解对应的位势，则非基变量xij
 对应的检验数λij
 为

　　λij
 ＝ci
 ＋dj
 －cij
 ，即λij
 ＝ui
 ＋υj
 －cij
 （证明见参考文献［1］
 ）．

由此可知：用定理4求非基变量的检验数是非常容易的．

续解例1如下：求其中非基变量x13
 ，x14
 ，x22
 ，x23
 ，x24
 ，x31
 对应的检验数分别为：

λ13
 ＝u1
 ＋υ3
 －c13
 ＝0＋4－9＝-5，λ14
 ＝u1
 ＋υ4
 －c14
 ＝0＋3－8＝-5，

λ22
 ＝u2
 ＋υ2
 －c22
 ＝-1＋5－9＝-5，λ23
 ＝u2
 ＋υ3
 －c23
 ＝-1＋4－2＝1，

λ24
 ＝u2
 ＋υ4
 －c24
 ＝-1＋3－6＝-4，λ31
 ＝u3
 ＋υ1
 －c31
 ＝0＋2－7＝-5．

上面位势数的计算也可以直接在表上进行．根据λij
 ＝ci
 ＋dj
 －cij
 ，将表7-13中非基变量x13
 ，x14
 ，x22
 ，x23
 ，x24
 ，x31
 的检验数求出，并填在相应的格子中得表7-14．

表7-14
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说明　在表7-14中，有圈的格子是基变量，圈中的数字是基变量的值，无圈的格子是非基变量；Ai
 的左边和Bj
 上边的数字是非基变量的位势，无圈格子中的数是非基变量的检验数．

最优解的判别法则是：求出检验数，若检验数中没有正数，则这一方案为最优方案；若检验数中有正数，则需要对方案进行调整．

三、方案的调整

当一个调运方案的检验数出现正数时，就必须进行调整；也就是单纯形方法中的换基迭代，其关键是求出轴心项brs
 ，以决定用非基变量xs
 代替基变量xjr
 ，求出新的基础可行解．对于运输问题，这个过程可在原调运方案表上进行．对原方案表中的空格依次求检验数，把第一个出现正检验数的空格所对应的非基变量改为基变量，使这个非基变量的值由零增大到一个适当的数值．为了保持平衡，这一空格的闭回路上各拐角点的基变量值需要进行相应改变．改变的原则是：其中至少一个基变量的值为零，变为非基变量（多个基变量为零时，只能其中一个改为非基变量），同时必须保证改变后的基变量不出现负数．

定义　非基变量增大的数值称为调整变量，记为δ；根据上述改变原则，调整数δ取为闭回路中第奇数次拐角点中最小的调运量．即

　　δ＝闭回路中奇数次拐角点的最小调运量．

调整数δ求出后，把闭回路中第奇数次拐角点的数各减去调整数δ，第偶数次拐角点的数各加上调整数δ，这样便得到一个新的调运方案．对新的调运方案再进行判别、调整．经过若干次调整后，一定能得到最优调运方案．

仍续例1：由表7-14，第一个出现正检验数的是λ23
 ＝1，则x23
 选为进基变量，从x23
 出发的闭回路x23
 ，x33
 ，x32
 ，x12
 ，x11
 ，x21
 ，x23
 见表7-15．

表7-15
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于是调整数δ＝min｛x33
 ，x12
 ，x21
 ｝＝min｛2，2，5｝＝2，然后在闭回路第奇数次拐角点各数减去调整数2，第偶数次拐角点各数加上调整数2，便得一新的调运方案如表7-16．

表7-16
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这样新的调运方案的总运费是

　　s＝2×3＋5×0＋1×3＋2×2＋5×3＋3×4＝40（元）．

在表7-16空格处，用位势法继续求各非基变量的检验数如表7-17．

表7-17
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由表7-17可见各非基变量的检验数为

　　λ13
 ＝-6，λ14
 ＝-5，λ22
 ＝-5，λ24
 ＝-4，λ31
 ＝-5，λ33
 ＝-1

已经均为负数．由最优判别准则，这一方案已经是最优方案，总运费s＝40（元）．

综上所述，求解运输问题表上作业法的具体步骤是

①用最小元素法求一个初始调运方案；

②对每个空格，作闭回路，求对应空格的检验数λij
 ：

λij
 ＝闭回路上奇数次拐角点的运价和－闭回路上偶数次拐角点的运价和

或用位势法求对应的检验数；求出检验数后，进行方案最优性的判别，若检验数全部非正，则为最优方案，否则转入下步；

③用闭回路调整法求一个新的调运方案，对于新的方案重复②，迭代有限次后，便可得到最优调运方案．

例3　求解运价表由表7-18给出的运输问题．

表7-18
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解　用最小元素法求初始调运方案见表7-19．

表7-19
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对表7-19用位势法求检验数，得表7-20．

表7-20
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由表7-20，x22
 的检验数λ22
 ＝1＞0，闭回路见表7-20，用表7-20中的闭回路进行调整，调整量δ1
 ＝min｛1，3，6｝＝1，调整后的新方案见表7-21．

表7-21
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对表7-21再用位势法求检验数，仍见表7-21，由于x24
 的检验数λ24
 ＝2＞0，需再进行调整，对表7-21中的闭回路再调整：调整量δ2
 ＝min｛1，4｝＝1，得新方案见表7-22．

表7-22
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对表7-22中的新方案求检验数，仍见表7-22，由于x11
 的检验数λ11
 ＝2＞0，对表7-22中的闭回路继续调整，调整量δ3
 ＝min｛3，2｝＝2，得到新的调运方案见表7-23．

表7-23
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对表7-23中的新方案求检验数，仍见表7-23，易见检验数已全部非正，因此表7-23的调运方案为最优方案．此时，最小运费为

　　s＝2×3＋5×3＋1×1＋3×8＋6×4＋3×5＝85（元）．

注意　当最优方案中非基变量的检验数为零时，最优方案可能不唯一．

例4　某物资从A1
 ，A2
 ，A3
 三个产地，发往B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 四个销地，运价表如表7-24，求运价最省的调运方案？

表7-24
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用最小元素法在表7-24中建立初始调运方案，再通过适当的方法求非基变量的检验数，求得λ22
 ＝1＞0，故需调整，此时调整量δ＝2，调整后的方案如表7-25．

表7-25
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由于表7-25中的所有检验数均非正数，λ12
 ＝-1，λ13
 ＝-6，λ14
 ＝-6，λ23
 ＝0，λ24
 ＝-5，λ31
 ＝0，于是表7-25对应的调运方案为最优方案．此时，

　　总运费s＝2×3＋1×3＋3×2＋5×1＋4×2＋3×4＝40（元）．

这里，由于检验数λ31
 ＝0，故最优方案可能不唯一，按表7-25中的闭回路调整方法，得另一个最优方案如表7-26：

表7-26
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此时，总运费不变．

表7-25中，因为检验数λ23
 ＝0，用类似方法对x23
 的闭回路调整，也可得另外一个最优方案（略）．

因此，当求得的最优方案中某检验数为零时，最优方案可能不唯一．换基迭代可得另一个最优方案，此时，最优值不会改变．

四、产销不平衡的运输问题

上述介绍的是平衡运输问题的解法．但在实际应用中，常常会遇到不平衡运输问题，即总产量[image: alt]
 与总销量[image: alt]
 不相等的运输问题．对于不平衡运输问题可经过简单的处理化为平衡运输问题来解决．

当产量大于收量，即[image: alt]
 时，运输问题的数学模型为

[image: alt]
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 　　　（7.7）

现在我们把（7.7）化为平衡运输问题．

引进松弛变量xi，n＋1
 ≥0　（i＝1，2，…，m），则（7.7）中的m个不等式变为等式

　　[image: alt]


在调运表上假设一个虚拟的销地Bn＋1
 ，它的销量为[image: alt]
 而xi，n＋1
 视为Ai
 到Bn＋1
 的物资调运数量，也就是把物资存储在产地Ai
 的数量，并令相应的单位运价ci，n＋1
 ＝0（i＝1，2，…，m）．于是，（7.7）转化为平衡运输问题

[image: alt]


其中[image: alt]


当产量小于收量，即[image: alt]
 时，可用类似方法转化为一个平衡问题．

例5　设某种物资，有三个产地A1
 ，A2
 ，A3
 ，产量分别为7，5，7（单位吨），有四个销地B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ，销量分别为2，3，4，6（单位吨），每个产地到销地的单位运价见表7-27：

表7-27
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这是一个总产量大于总销量的问题．根据上述讨论，虚设一个销地B5
 ，它的销量为B5
 ＝4，并设Ai
 （i＝1，2，3）运往B5
 的运价都是零，则得到一个新的平衡运输问题如表7-28．

表7-28
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表7-28已经是一个平衡运输问题，按照前面介绍的方法可求得它的最优调运方案．

注意　在用最小元素法建立初始方案时，要把运价为零的一列除掉，再利用最小元素法求出初始方案如表7-29．

表7-29
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用位势法可求得表7-29中，各个非基变量的检验数均非正数，所以表7-29对应的方案就是最优调运方案，此时

　　总运费s＝2×2＋4×3＋0×2＋3×3＋0×2＋1×4＋2×3＝35．

例6　某地区有A，B，C三个化肥厂，供应甲、乙、丙、丁四个产粮区的农用化肥，设各化肥厂年产量、各产粮区需求量及各化肥厂到各产粮区每吨化肥的运价，如表7-30，试求出总的运费最节省的调拨方案．

表7-30
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解　这是一个产销不平衡的运输问题，总产量为160万吨，总销量为210万吨，总产量小于总销量．假设一个新产地D，产地D的产量为50万吨，并令产地D发往四个产粮区的单位运价c4j
 ＝0（j＝1，2，3，4），则得下面平衡运输问题．如表7-31．

表7-31
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对于平衡运输问题，如表7-31，用运输问题的表上作业法可以求得最优调运方案．因为例6的数字较大，求解过程可通过软件实现．

第三节　运输问题的图上作业法

运输问题另外一种直观、简便的解法是图上作业法．它是上世纪七十年代我国东北的物资调运组从实践中总结出来的一种方法．图上作业法是一种迭代法，主要通过三步完成：首先求一个物资调运的初始调运方案，再检查这个方案是否为最优；如果不是最优，将之调整成为一个更好的方案；重复几次，直到得到最优方案为止．

类似于运输问题的表上作业法，图上作业法的理论依据仍然是单纯形方法原理．

一、规定和术语

图上作业法首先要制作初始调运方案，这个初始调运方案要画一个示意交通图，在本节中我们做如下规定：

在交通图上，用圆圈“[image: alt]
 ”表示发点，发量记在圆圈里，即“[image: alt]
 ”，表示该发点的发量数为a；用方块“[image: alt]
 ”表示收点，收量记在方块“[image: alt]
 ”里面，即“[image: alt]
 ”表示该收点的收量数为b；两点间交通线的长度，记在交通线旁边，如[image: alt]


表示长度为c；物资调运的流量线用“→”表示，把“→”画在前进方向交通线的右边，并把通过物资的流量d加上圆括号写在交通流量线旁边，即[image: alt]
 表示在该流量线上的流量为d．

例如，图7-1是一个物资调运流向图，表示发量为6，收量为6；交通线长度为10，物资调运的流量为8．

[image: alt]


图7-1

又如图7-2是表7-32的物资调运流向图：

[image: alt]


图7-2

表7-32
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下面介绍物资调运流向图中用到的两个术语：

（1）对流

同一物资在同一线路上往返运输（同一线路上两个方向都有流向的运输）称为对流．如图7-3，把A1
 的12吨物资运往B2
 ，又把A2
 的10吨物资运往B1
 ，这样A1
 A2
 间就出现了对流现象．

如果把调运流向图改为图7-4，即把A1
 的10吨运往B1
 ，A1
 的2吨运往B2
 ，A2
 的10吨运往B2
 ，此时的调运方案就是一个没有对流的方案．

（2）迂回

首先解释内、外圈流向总长的概念．在圈外面的流向叫做外圈流向，在圈里面的流向叫做内圈流向，所有内（外）圈流向的长度（也就是流向所在边的长）加起来的和称为

[image: alt]


图7-3
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图7-4

内（外）圈流向的总长．如图7-5和图7-6．

[image: alt]


图7-5

[image: alt]


图7-6

在交通流向图7-5中，总长等于13，其内圈总长等于7，外圈总长等于4；而图7-6中，总长仍为13，其内圈总长等于3，外圈总长等于6．

如果流向图中内圈流向的总长（简称内圈长）或外圈流向的总长（简称外圈长）大于整圈总长的一半，则称该调运方案有迂回．如图7-5中，因为内圈长（7）＞[image: alt]
 所以图7-5是有迂回运输现象．而图7-6中内圈长（3）＜[image: alt]
 外圈长（6）＜[image: alt]
 所以图7-6是无迂回运输．

定理5　一个物资调运方案中，如果没有对流和迂回，则这个调运方案就是最优方案．

证明　略．

综上所述，物资调运问题图上作业法的求解步骤是

①求一个没有对流的初始方案；

②检查此调运方案是否有迂回，如果没有迂回，此方案便为最优方案；

③如果有迂回，需调整，直到没有迂回为止．

物资调运的交通图分无圈图和有圈图两种．下面分别介绍在两种交通图下，最优调运方案的求解方法．

二、无圈交通图

顾名思义，无圈交通图即在整个物资调运时没有形成回路．因此，所建立的物资调运方案不可能有迂回．根据定理5，只要保证所建立的方案没有对流，便能保证方案的最优性．而在无圈图中求出一个初始方案，判别是否有对流则一目了然．下面举例说明无圈交通图最优方案的求法．

例1　某种物资总量35吨，从三个发地A1
 ，A2
 ，A3
 运往四个收地B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ．发量和收量及交通图如图7-7，求最优的调运方案．
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图7-7

解　求一个没有对流的流向图．具体作法是：由各端点（如B1
 ，B2
 和B4
 ）开始，由外向里，逐步进行各收发点之间的供销平衡．比如从B1
 开始，把A1
 的10吨运往B1
 ，则A1
 的物资全部运完，B1
 的需求也得到满足；再从B2
 开始，把A2
 的10吨运往B2
 ，则B2
 的需求已满足，A2
 的剩余5吨运往B3
 ，此时A2
 的物资全部运完；最后，把A3
 的3吨运往B3
 ，A3
 的7吨运往B4
 ，则所有发点的物资全部运完，所有收点的需求也得到满足．于是得到调运流向图7-8．

图7-8是一个无对流的流向图，对应的调运方案为最优方案如表7-33．
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图7-8

表7-33
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注意　（1）表7-33的调运方案中只有5个基变量，而根据定理1，基变量的个数为3＋4－1＝6个；所以在流向图7-8中需加流量↓（0）或↑（0），为了保证加入流量↓（0）后不出现对流现象，图7-8中可能填入的流量是：A2
 发往B1
 ↓（0）；A1
 发往B2
 ↑（0）；A1
 发往B3
 ↑（0）．把其中的一种填入表7-33（如A2
 发往B1
 填上零运量）．

（2）根据上述讨论，最优调运方案并不唯一；但没有对流的方案，其调运量是一样的．

（3）由表7-33，此最优调运方案的基变量为x11
 ，x21
 ，x22
 ，x23
 ，x33
 ，x34
 ，总运费

　　　s＝4×10＋9×0＋7×10＋9×5＋5×3＋6×7＝212．

三、有圈交通图

我们知道，在无圈交通图中，只要做出无对流的流向图，就是最优流向图．而在有圈交通图中，由定理5，既没有对流也没有迂回的流向图才是最优方案．

对于一般的物资调运问题，设有m个发点和n个收点，且产销平衡，当交通图有圈时，求最优调运方案分下面三步：

第1步　在交通图上作无对流的流向图，具体作法是

①丢边破圈，直至无圈，得到有m＋n－1条边的无圈图；

②在得到的无圈图上作无对流的流向图，保证有流向的边恰有m＋n－1条；

③补回丢掉的边，得到原有圈图上无对流的流向图．

第2步　在有圈流向图中检验每个圈是否有迂回，如果内（外）圈长都小于整个圈总长的一半，则此流向图最优，否则需调整；

第3步　检验时，如果存在一个圈的内（外）圈长大于总圈长的一半，则

①求调整量δ，δ＝该圈中内（外）圈流量中最小的一个；

②在此圈中的所有内（外）圈流向上运量减去δ，此圈中所有外（内）圈流向上的运量加上δ；并在此圈中原来没有流向的边添上一个运量为δ的外（内）圈流向；

③不在此圈中的所有流向、运量不变，这样得到一个新的流向图．转到第2步，经有限次检验，调整，便得到最优方案．

说明　一般情况下，“丢边破圈”所遵循的规则有：一是优先丢大边，二是优先丢掉相邻都是收点或发点的边．

例2　下图是一个产销平衡的运输问题．总量7万吨，从A1
 ，A2
 ，A3
 三个发点（发量分别为3，3，1）运往B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 四个收点（收量分别为2，3，1，1）．交通图如图7-9，求总运量最小的物资调运方案．
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图7-9

解　（1）先作一个没有对流的流向图

根据“丢边破圈”的规则，丢一边，破一圈，直至无圈．如在图7-9中，先丢掉边A1
 B4
 ，破A1
 B4
 A3
 B2
 B1
 圈；再丢掉A3
 B3
 边，破A2
 B2
 A3
 B3
 圈．这时，得到有3＋4－1＝6条边的无圈交通图如图7-10．
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图7-10

在无圈交通图7-10上作没有对流的流向图，如图7-11．
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图7-11

注意　当某边没有流向时，必须添上调运量为零的虚流向．图7-11中添上虚流向A3
 运往B2
 ，再补回丢掉的边A1
 B4
 和A3
 B3
 ，就得到一个没有对流的流向圈如图7-12．

（2）检验有无迂回

图7-12中共有3个圈，分别为A1
 B4
 A3
 B2
 B1
 （简称左圈），A2
 B3
 A3
 B2
 （简称右圈），A1
 B1
 B2
 A2
 B3
 A3
 B4
 （简称大圈），对每个圈逐一检查有无迂回现象．

在左圈中，总长＝7＋3＋4＋4＋5＝23，[image: alt]
 [image: alt]
 说明在左圈的外圈上有迂回．此方案不是最优，需调整．
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图7-12

（3）调整

在有迂回的圈上，找到运量最小的边，对应的运量是调整量．之后，对有迂回的外圈流量都减去调整量，各内圈流量都加上调整量，原来无流向的边也添上一个内圈流向，流量等于调整量．

在例2中，调整量δ＝min｛3，1，1｝＝1，对外圈流量都减去1，对内圈流量都加上1，原来无流向的边A1
 B4
 添上内圈流向，流量为1；调整后得到新的无对流流向图，如图7-13．
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图7-13

注意　①不在此圈上的流向，流量不变．

②在有迂回的外圈中，B1
 B2
 ，A3
 B4
 边的运量都是1，这时调整后只能有一条边无流向，而另一条保留为有流向，且流量为零．

对新的流向图，如图7-13，再检验各圈有无迂回．

在左圈中，总长＝7＋3＋4＋4＋5＝23，[image: alt]
 [image: alt]
 所以左圈无迂回．

在右圈中，总长＝4＋4＋2＋3＝13，[image: alt]
 所以右圈无迂回．

在大圈中，总长＝7＋5＋4＋3＋2＋4＋3＝28，[image: alt]
 [image: alt]
 所以大圈也无迂回．

可见，图7-13的三个圈中均无迂回，所以图7-13就是最优流向图．

根据此流向图建立的调运方案如表7-34．

表7-34
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　　总运量＝2×5＋2×3＋1×2＋1×4＋1×7＝29（万吨）．

注意　（1）为了便于区别内圈流向和外圈流向，规定流量线必须画在交通线前进方向的右侧．

（2）流向图中必须保持有m＋n－1条边有流向，否则会少一个基变量．

（3）每次调整后得到新的流向图，必须在每个圈上检验有无迂回．

（4）由于“丢边破圈”的方式不同，所得的初始流向图也不同，但最后的总运量相同．

例3　某物资从发点A1
 ，A2
 ，A3
 运往收点B1
 ，B2
 ，B3
 ，交通图如图7-14，求最优调运方案．

解　丢掉边A1
 B2
 和A2
 B2
 ，在无圈图上建立没有对流的初始调运方案，再补回丢
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图7-14

掉的边，如图7-15．
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图7-15

在图7-15的三个圈中检验有无迂回．

左圈中，总长＝7＋6＋5＋4＝22，[image: alt]
 所以在左圈的外圈上有迂回，需调整，调增量δ1
 ＝min｛6，2，5｝＝2，调整后，得新的调运方案，如图7-16．

对于图7-16的三个圈，再检验有无迂回．

左圈中，总长＝7＋6＋5＋4＝22，[image: alt]
 所以左圈中无迂回．

右圈中，总长＝4＋3＋2＋6＝15，[image: alt]
 所以在右圈的内圈中有迂回．需调整，调整量δ2
 ＝min｛2，7，3｝＝2，调整后，得新的调运方案，如图7-17．
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图7-15

[image: alt]


图7-17

再对图7-17中的三个圈检验有无迂回．

左圈中，总长＝22，[image: alt]
 所以左圈无迂回．

右圈中，总长＝15，[image: alt]
 所以右圈无迂回．

大圈中，总长＝29，[image: alt]
 所以大圈无迂回．

经检验，图7-17的方案是最优调运方案，调运方案如表7-35．

表7-35

[image: alt]


　　总运量＝4×6＋2×7＋1×7＋4×3＝69．

例3中，如果优先丢掉边A1
 B2
 和B2
 B3
 ，求最优调运方案（习题7.3第2题）

【练习7】

1．证明：运输问题的约束条件方程组（7.1）中，任何一个方程都可以取作多余方程．

2．设xi1
 j1

 ，xi1
 j2

 ，xi2
 j2

 ，xi2
 j3

 ，…，xis
 js

 ，xis
 j1

 是一个闭回路，证明

　　Pi1
 j1

 －Pi1
 j2

 ＋Pi2
 j2

 －Pi2
 j3

 ＋…＋Pis
 js

 －Pis
 j1

 ＝0．

3．m＋n－1个变量xi1
 j1

 ，xi2
 j2

 ，…，xim＋n－1
 jm＋n－1

 构成基变量的充要条件是它不含闭回路．

4．求下列运输问题的初始调运方案．

（1）　　　　　　　　　表7-36
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（2）　　　　　　　　　表7-37
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5．在表7-12中画出空格x14
 ，x22
 ，x23
 ，x31
 的闭回路．

6．在7.2节例1中（见表7-12），求非基变量x14
 ，x22
 ，x23
 ，x31
 的检验数．

7．求下列运输问题的最优解：

（1）运价表见表7-36；

（2）运价表为7-38．

表7-38

[image: alt]


8．某地区三个工厂A，B，C，生产的产品供应甲、乙、丙、丁四个用户．每个工厂可供应产品的数量及四个用户对产品的需求量均已知，每个工厂运往供应地的运价（元／吨）见表7-39，求总运费最少的调运方案．

表7-39

[image: alt]


9．某公司从两个产地A1
 ，A2
 将物品运往三个销地B1
 ，B2
 ，B3
 ，各产地产量和各销地销量以及各产地运往各销地的每件物品的运费如表7-40：

表7-40

[image: alt]


应如何组织运输，使总运费为最小？

10．已知某运输问题的产量、销量及运输单价如表7-41：

（1）用最小元素法求出此运输问题的初始解；

（2）用表上作业法求出此运输问题的最优解；

（3）此运输方案只有一个最优解，还是具有无穷多最优解？为什么？

（4）如果销地B1
 的销量从20增加为30，其他数据不变，请用表上作业法求出其最优调运方案．

表7-41
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11．物资从A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 运往B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ，B5
 ，交通图如图7-18，求最优调运方案．
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图7-18

12．把第三节中的例3，从丢掉边A1
 B2
 和B2
 B3
 开始，求最优调运方案．

13．某种物资，从发点A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 运往收点B1
 ，B2
 ，B3
 ，交通图如图7-19，求最优调运方案．
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图7-19

14．某物资从发地A1
 ，A2
 ，A3
 运往收地B1
 ，B2
 ，B3
 ，交通图如图7-20，求最优调运方案．
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图7-20

15．某物资从发地A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 运往收地B1
 ，B2
 ，B3
 ，B4
 ，B5
 ，交通图如图7-21，求最优调运方案．
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图7-21


总练习题

一、判断题

1．[image: alt]


2．两个基础最优解线段上的点为最优解．　　　　（　　）

3．若x1
 ，x2
 是某线性规划问题的可行解，则x＝λ1
 x1
 ＋λ2
 x2
 （其中λ1
 ＞0，λ2
 ＞0，且λ1
 ＋λ2
 ＝1）也必是该问题的可行解．　　　　（　　）

4．若线性规划问题的原问题存在可行解，则其对偶问题必存在可行解．　　　　（　　）

5．已知线性规划问题maxf＝cx，Ax≤b，x≥0，若x是它的一个基础解，y是其对偶问题的基础解，则恒有cx≤yb．　　　　（　　）

6．线性规划问题的基础解对应可行域的顶点．　　　　（　　）

7．若线性规划问题的对偶问题无可行解，则原问题也一定无可行解．　　　　（　　）

8．若x1
 ，x2
 是某线性规划问题的最优解，则x＝λx1
 ＋（1－λ）x2
 （0≤λ≤1）也是该问题的最优解．　　　　（　　）

9．用单纯形法求解标准形的线性规划问题，当所有检验数cB
 B-1
 A－c≤0时，即可判定单纯形表中的解即为最优解．　　　　（　　）

10．没有对流的调运方案一定为最优方案．　　　　（　　）

二、填空题

1．在解某线性规划时得单纯形表如表总-1

表总-1

[image: alt]


由表总-1可知：

（1）表总-1对应的基B＝_____________；

（2）当_____________时，基B是最优基，此时的最优解x＝_____________；

（3）当_____________时，基B是可行基，而问题无最优解；

（4）当_____________时，基B是非优可行基，可经换基迭代为：B1
 ＝（P2
 ，P4
 ，P3
 ），并能使s下降．

2．设线性规划问题（L）的一个基B＝（p1
 ，p3
 ），基B对应的单纯形表如表总-2

表总-2
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（1）当_____________时，基B是可行基，在此情况下当_____________时，（L）无最优解；

（2）当_____________时，基B是最优基；

（3）当_____________时，基B是对偶可行基，在此情况下当_____________时，（L）无可行解．

3．线性规划问题的可行解集必是_____________集．若有最优解一定可以在可行解集的_____________点上找到．

4．若线性规划问题有最优解，则其对偶问题必有_____________解，而且它们对应的目标函数值_____________．

5．在交通图上作运输流向图时，当没有_____________和_____________时，则是一个最优的调运方案．

6．设线性规划问题：[image: alt]
 其中：R（A）＝m．基B满足_____________时是基础可行基，对应基础可行解为x＝_____________．

7．设线性规划问题LPⅠ和LPⅡ是一对互对偶的规划问题，若LPⅠ和LPⅡ中任一个_____________，则另一个无可行解．若LPⅠ和LPⅡ中任一个_____________，则另一个有最优解．

8．线性规划问题的任两个可行解连线上的点都是规划问题的_____________．

9．设规划问题的标准形：[image: alt]
 其中：A＝（aij
 ）m×n
 R（A）＝m基B是_____________，对应基变量的个数为_____________，对应的单纯形表T（B）＝_____________．

10．用最小元素法求得运输问题的初始方案必是这个问题的_____________解．

三、数学模型与图解法

1．设某工厂用A1
 ，A2
 两种原料生产B1
 ，B2
 两种产品．其经济背景如表总-3：

表总-3

[image: alt]


（1）试建立能获得利润最大的规划问题的数学模型．

（2）用图解法求解此规划问题．









2．设某工厂用方料和板材生产书桌和书柜，其经济背景如表总-4：

表总-4

[image: alt]


（1）试建立能获得利润最大的规划问题的数学模型．

（2）用单纯形方法求解此规划问题，

（3）用图解法求出最优解来检验．

（4）并指出用单纯形方法计算中的第二个表格对应的基础可行解x＝？，对应图解法可行域中那一点？

四、线性规划的标准形式与对偶问题

1．写出下列线性规划问题的对偶问题

（1）maxs＝-x1
 ＋x2
 ＋x3


[image: alt]


（2）mins＝-2x1
 ＋3x2
 －5x3
 ＋x4


[image: alt]


2．把下列线性规划问题化为标准形式

（1）maxs＝-2x1
 ＋3x2
 ＋x3


[image: alt]


（2）maxs＝-2x1
 ＋2x2
 －3x3


[image: alt]


五、求解下列线性规划问题

1．用单纯法求解下列线性规划问题

（1）minz＝4x1
 ＋3x2
 ＋8x3


[image: alt]


（2）minz＝3x1
 ＋4x2
 ＋50x5


[image: alt]


（3）maxz＝-x1
 ＋x2
 －x3
 ＋3x5


[image: alt]


2．求解下列线性规划问题

（1）maxz＝x1
 ＋2x2


[image: alt]


（2）minz＝x1
 ＋6x2
 ＋4x3


[image: alt]


3．用大M法或两阶段法求解下列线性规划问题

（1）minz＝2x1
 ＋x2
 －x3
 －x4


[image: alt]


（2）maxz＝2x1
 －x2
 ＋2x3


[image: alt]


六、对偶单纯形方法

（1）用对偶单纯形方法求解此线性规划问题．

（2）写出原规划问题的对偶问题，并求对偶问题目标函数的最优值．

1．mins＝4x1
 ＋12x2
 ＋18x3


[image: alt]


2．mins＝x1
 ＋2x2
 ＋3x3
 ＋4x4


[image: alt]


3．mins＝2x1
 ＋x2
 ＋x3


[image: alt]


七、运输问题

根据产销平衡表及运价表

（1）用最小元素法建立初始方案．

（2）求运费最省的调运方案和总运费．

（3）问最优调运方案是否为唯一方案？如不唯一，请再求一个最优方案．

1．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表总-5

[image: alt]


2．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表总-6

[image: alt]


八、最短路径问题

利用图上作业法求最优调运方案．（运用‘丢边破圈法’，首先丢掉最长边，写出初始方案、检验、调整过程，并将最优调运方案填入平衡表内．）

1．

[image: alt]


2．

[image: alt]



练习题答案与提示

练习1

1．maxz＝2x1
 ＋5x2


[image: alt]


2．mins＝600x11
 ＋300x12
 ＋400x13
 ＋400x21
 ＋700x22
 ＋300x23


[image: alt]


3．maxz＝200x1
 ＋300x2


[image: alt]


4．minz＝20x1
 ＋25x2
 ＋30x3


[image: alt]


5．maxz＝60x＋20y

[image: alt]


6．maxz＝7x1
 ＋12x2


[image: alt]


7．minz＝50x11
 ＋60x12
 ＋70x13
 ＋60x21
 ＋110x22
 ＋160x23


[image: alt]


8．minz＝0.3x1
 ＋1.1x2
 ＋0.9x3
 ＋0.8x5
 ＋1.5x6
 ＋0.6x7
 ＋1.4x8
 ＋0.5x9


[image: alt]


练习2

1．（1）令[image: alt]
 其中[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


（2）[image: alt]


[image: alt]


（3）令[image: alt]


[image: alt]


（4）令[image: alt]
 其中[image: alt]


[image: alt]


练习3

2．[image: alt]


3．（1）有两个基础解[image: alt]
 都是基础可行解．

（2）[image: alt]


4．（1）凸集，（2）凸集，（3）凸集．

6．（1）[image: alt]
 （2）x*
 ＝（4，2）T
 ；（3）x*
 ＝（2，6）T
 ；（4）x*
 ＝+∞．

练习4

1．（1）x＝（0，0，2，6）T
 ．（2）x＝（0，0，100，200）T
 ．

2．（1）最优解为[image: alt]
 最优值为[image: alt]


（2）最优解为x*
 ＝（4，2，0，0，0，4）T
 ，最优值为z*
 ＝14．

3．（1）最优解为x*
 ＝（2，6，2，0，0）T
 ；最优值为z＝36．

（2）最优解为x*
 ＝（15，5，0，10，0，0）T
 ；最优值为z＝25．

（3）最优解为[image: alt]
 最优值为[image: alt]


4．（1）最优解为x*
 ＝（1/3，0，13/3，0，6，0）T
 ；最优值为zmax
 ＝17．（2）是无界解．（3）最优解为x*
 ＝α（2，3，2，0，0）T
 ＋（1－α）（4，2，0，1，0）T
 ，0≤α≤1；最优值为minz＝-8．

5．（1）最优解为x*
 ＝（8，5/3，0，25/3，0，0）T
 ，最优值为zmin
 ＝-z′max
 ＝-（-380）＝380．

（2）最优解为x*
 ＝（4，1，9，0，0）T
 ，最优值为z＝-2．（3）最优解为x*
 ＝（0，3，1，2，0）T
 ，最优值为z*
 ＝6．（4）不存在可行解．

6．（1）最优解为[image: alt]
 最优值为[image: alt]


（2）最优解为x*
 ＝（2，0，1，）T
 ，最优值为z*
 ＝5．

（3）不存在可行解．

（4）最优解为[image: alt]
 其余xj
 ＝0；最优值z＝2．

[image: alt]


8．最优解为x*
 ＝（4，6，0）T
 ，最优值为z＝-12．

练习5

1．（1）maxg＝4y1
 ＋3y2
 ＋83

[image: alt]


（2）ming＝20y1
 ＋10y2
 ＋5y3


[image: alt]


[image: alt]
 或　　[image: alt]


2．x*
 ＝（0，2/3，2/3）T
 ．

4．原问题可行域非空，如（4，0，0）T
 便是可行解，其对偶问题为

maxz＝4y1
 ＋3y2


[image: alt]
 而此问题可行域为空，由对偶定理知原问题无最优解．

5．（1）√，（2）×，（3）×，（4）×，（5）√．

6．（1）每月生产A1
 34万件，生产A3
 44万件，不生产A2
 ，每月的总收益为584万元．（2）每月生产A1
 34.3万件，生产A3
 43.8万件，不生产A2
 ，每月的总收益为586.8万元．资源甲、乙的影子价格分别是[image: alt]
 即：甲、乙分别增加一个单位，收益分别增加2.8万元和0.4万元．

7．（1）每月生产A3
 1万件，生产A4
 2万件，不生产A1
 ，A2
 ，每月的总收益为88万元．（2）资源甲、乙的影子价格分别是[image: alt]
 即：甲、乙分别增加一个单位是收益分别增加[image: alt]
 万元和[image: alt]
 万元．

8．（1）最优解[image: alt]
 最优值s*
 ＝4500．

（2）最优解[image: alt]
 最优值s*
 ＝4．

练习6

1．（1）最优解为[image: alt]
 最优值为[image: alt]
 （2）当波动值Δc1

 ≥-2或[image: alt]
 时，基B仍是最优基；

（3）当波动值[image: alt]
 或[image: alt]
 时，B仍是最优基；（4）B仍是线性规划问题（L′）的最优基．

2．（1）maxs＝9x1
 ＋8x2
 ＋50x3
 ＋19x4


[image: alt]


最优生产方案为：生产1万件产品A3
 ，生产2万件产品A4
 ，不生产A1
 ，A2
 ，得最大利润88万元．

（2）当λ≤4或c1
 ＝9＋λ≤9＋4＝13时，即产品A1
 的价格波动小于13万元时，原最优解不变；原方案调整为：产品A1
 生产1万件，产品A3
 生产[image: alt]
 万件，A2
 ，A4
 不生产，对应的最大利润为90万元．

（3）当15≤b1
 ≤24时，基B仍为最优基，最优解为x1
 ＝x2
 ＝0，[image: alt]
 最大利润为[image: alt]


（4）增加约束条件后，最优方案为：生产产品[image: alt]
 万件，生产产品[image: alt]
 万件，总利润[image: alt]
 万元．

3．当λ＜6时，无最优解；当λ＝6时，最优解为x（1）
 ＝（1，2，3，0，0，0，0）T
 ，x（2）
 ＝（0，1，1，0，1，0，0）T
 ；当6≤λ≤8时，最优解为x（3）
 ＝（0，0，2，1，2，0，0）T
 ，最优值s＝18－3λ；当8≤λ≤8.25时，最优解为x（4）
 ＝（0，0，0，2，4，1，0）T
 ，最优值s＝66－9λ；当λ＞8.25时，无最优解．

4．当-∞≤λ≤-2时，最优解为[image: alt]
 最优值[image: alt]
 当-2≤λ≤3时，最优解为[image: alt]
 最优值[image: alt]
 当3≤λ≤12时，最优解为[image: alt]
 最优值[image: alt]
 当12≤λ≤+∞时，最优解为x（4）
 ＝（0，0，0）T
 ，最优值s＝0．

5．当μ＜-4时，无可行解；当-4≤μ≤-3时，最优解为x＝（-3－μ，4＋μ，0）T
 ，最优值s＝-1－μ；当-3≤μ≤+∞时，最优解为[image: alt]
 最优值s＝5＋μ．

6．当2≤μ≤+∞时，最优解为x＝（0，0，-2＋μ，-5＋3μ）T
 ，最优值s＝0；当1≤μ≤2时，最优解为x＝（2－μ，0，0，-1＋μ）T
 ，最优值s＝2－μ；当-∞≤μ≤1时，最优解为[image: alt]
 最优值[image: alt]


7．当[image: alt]
 时，最优解为x＝（0，0，3，2）T
 ，最优值s＝0；当[image: alt]
 时，最优解为x＝（1，0，2，0）T
 ，最优值s＝2＋2λ＋μ；当[image: alt]
 时，最优解为[image: alt]
 最优值[image: alt]
 时，最优解为x＝（0，3，0，5）T
 ，最优值s＝3＋3λ－3μ．

练习7

4．（1）

[image: alt]


（2）

[image: alt]


5．空格x14
 ，x22
 ，x23
 ，x31
 的闭回路．（调整闭回路）

x14
 的闭回路

[image: alt]


x22
 的闭回路

[image: alt]


x23
 的闭回路

[image: alt]


x31
 的闭回路

[image: alt]


6．λ14
 ＝（5＋3）－（5＋8）＝-5；λ22
 ＝（5＋1）－（2＋9）＝-5；

λ23
 ＝（4＋5＋1）－（5＋2＋2）＝1；λ31
 ＝（5＋2）－（5＋7）＝-5；

7．（1）最优解为x＝（3，0，0，6，0，5，0，0，0，3，4，0）T
 ；

最小运费s＝2×3＋7×6＋3×5＋4×3＋2×4＝83．

（2）最优解为x＝（0，0，2，1，0，0，0，5，2，1，5，0）T
 ；

最小运费s＝1×2＋4×1＋3×5＋1×2＋4×1＋2×5＝37．

8．最优解为（0，2，8，0，13，0，0，0，2，10，0，5，）T
 ；

最小运费s＝2×5＋8×7＋13×1＋2×5＋10×8＋5×7＝204．

9．最优解为（50，150，0，100，100，0，200，0）T
 ；

最小运费s＝2500．

10．（1）初始解（0，0，15，20，0，0，0，10，5）T
 ；（2）最优解（0，0，15，20，0，0，0，10，5）T
 ；（3）因为非基变量的检验数均为负数，所以只有一个最优解；（4）最优解（0，0，15，20，0，0，10，10，5）T
 ．最小运费s＝4×15＋3×20＝120．

11．

[image: alt]


12．总运量＝4×6＋2×7＋1×7＋4×3＝69．

13．最优流向图为

[image: alt]


14．最优流向图为

[image: alt]


15．最优流向图为

[image: alt]


总练习

一、1×；2√；3√；4×；5√；6×；7×；8√；9×；10×；

二、1．（1）（P2
 ，P5
 ，P3
 ）；（2）c≤0，a，b∈R，（0，3，6，0，2）T
 ；（3）c＞0，a≤0，b≤0；（4）c＞0，a≤0，b＞0或c＞0，a＞0，b＞0，且[image: alt]


2．（1）r≥0，p，q∈R，r≥0，p＞0，q≤0；（2）r≥0，p≤0，q∈R；（3）r＜0，p≤0，q∈R，q≥0．

3．凸，极；4．最优，相等；5对流，迂回；6．B-1
 b≥0[image: alt]
 7．有可行解而无最优解，有最优解；8．可行解；9．A中一个m阶可逆阵，[image: alt]
 10．基础可行解．

三、1．（1）maxs＝10x1
 ＋5x2
 ，

[image: alt]


（2）[image: alt]


由图可知在B点达到最优，应生产B1
 产品1吨，B2
 1,5吨，能得最大利润为17.5万元．

2．（1）maxs＝80x1
 ＋120x2


[image: alt]


（2）应生产书桌10只，生产书柜402
 只，能得最大利润为5600元，

（3）[image: alt]


（4）x＝（30，0，60，0）T
 ，对应可行域中C点．

四、1．（1）maxg＝5y1
 －4y2
 ＋6y3


[image: alt]


（2）maxg＝25y1
 －2y2
 ＋3y3


[image: alt]


2．[image: alt]


五、1．（1）x*
 ＝（0，1，2）T
 ，z*
 ＝19；（2）x*
 ＝（0，0，2，1，0）T
 ，z*
 ＝8；

（3）[image: alt]


2．（1）[image: alt]
 （2）有无穷多个最优解．[image: alt]
 和x（2）
 ＝[image: alt]
 为两个最优基可行解．

3．（1）x*
 ＝（3，0，1，3）T
 ，z*
 ＝2；（2）无有限最优解．

六、1．（1）x＝（0，1.5，1）T
 ，mins＝36；

　　maxg＝3y1
 ＋5y2


（2）[image: alt]


2．（1）x＝（30，0，0，0，0，40）T
 ，mins＝30；

　　maxg＝30y1
 ＋20y2


（2）[image: alt]


3．（1）x＝（0，1，4）T
 ．mins＝5；

　　maxg＝3y1
 ＋2y2


（2）[image: alt]


七、1．（1）初始调运方案

[image: alt]


（2）最优调运方案

[image: alt]


mins＝2744．

（3）另一个最优调运方案

[image: alt]


2．（1）初始调运方案

[image: alt]


（2）最优调运方案

[image: alt]


mins＝760．

（3）最优调运方案惟一

八、1．最小总运输量　s＝101；2．最小总运输量　s＝64．
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