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前　言

本书是为准备考研的学生复习线性代数而编写的一本辅导讲义，由编者近年来的辅导班笔记改写而成。本书也可作为大一新生学习线性代数时的参考书。

此次修订，补充、更换、编写了一些新题，同时，针对同学们不太好理解或不大注意的地方，也相应增加了一些新的说明。

全书共分六章及一个附录，每章均由知识结构网络图、基本内容与重要结论、典型例题分析选讲以及练习题精选四部分组成。
 为的是方便同学们总结归纳以及更好地掌握知识间的相互渗透与转换。

本书力求在较短的时间内，用不多的篇幅，帮助同学们搞清基本概念，掌握基本理论和公式，了解重点和难点并澄清一些常犯的错误与疑惑。一方面，通过对典型例题
 的分析讲评，帮助同学们梳理解题的思路，熟悉常用的方法和技巧；另一方面，精编适量的练习题
 ，帮助同学们更好地理解和掌握基本内容、基本解题方法，达到巩固、悟新与提高的目的。另外，题后的点评与评注，其目的在于帮助同学们弄清重点、难点、知识结合点以及解题的基本方法和应注意的问题。

在考研数学中，线性代数占5个考题（2个选择，1个填空，2个解答），分值为34分，其平均用时应当为40分钟左右。因而我们在附录中设计了45分钟的水平测试，希望同学们在复习完本书之后，用三套自测题及时地进行查漏补缺。线性代数考试大纲对于数学一、二、三来说基本上一样，近年来考题也是趋同，本书中除向量空间仅数一考生要准备外，其余部分大家都应复习。

另外，为了更好地帮助同学们进行复习，“李永乐考研数学辅导团队”特在新浪微博上开设答疑专区，同学们在考研数学复习中，如若遇到任何问题，即可在线留言，团队老师将尽心为你解答。请访问weibo.com＠清华李永乐考研数学辅导团队

 。

[image: image]


总之，经过修订再版，希望本书能对同学们的复习备考有更大的帮助。由于编者水平有限，疏漏之处在所难免，欢迎批评指正。







编　者

2016年1月
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第一章　行列式

一、知识结构网络图

[image: image]


对于二、三阶行列式有

[image: image]


[image: image]


注意这样的计算方法对4阶及4阶以上行列式不适用．




【评注】
 　（1）对行列式的性质4要理解正确．例如

[image: image]


对于n
 阶矩阵A
 =[aij

 ],B
 =[bij

 ]，有A
 +B
 =[aij
 +bij

 ]，由于行列式|A
 +B
 |中每一行都是两个数的和，所以若用性质4把行列式|A
 +B
 |拆开，则|A
 +B
 |应当是2
n

 个n
 阶行列式之和．因此一般情况下|A
 +B
 |≠|A
 |+|B
 |．

特别地，

[image: image]


（2）要会用行列式的性质及展开定理计算数字型行列式．

（3）要熟悉抽象型行列式的计算．




今年考题


(2016,1,3)行列式[image: image]



二、基本内容与重要结论

基础知识


定义1.1
 　n
 阶行列式

[image: image]


是所有取自不同行不同列的n
 个元素的乘积


a
 1j
 1

 a
 2j
 2

 …a
 
njn




的代数和，这里j
 1
 j
 2
 …jn

 是1,2,…,n
 的一个排列．当j
 1
 j
 2
 …jn

 是偶排列时，该项的前面带正号；当j
 1
 j
 2
 …jn

 是奇排列时，该项的前面带负号，即

[image: image]


这里[image: image]
 表示对所有n
 阶排列求和．式(1.1)称为n
 阶行列式的完全展开式
 ．

例如，若已知a
 14
 a
 2
 
j
 a
 31
 a
 42
 是四阶行列式中的一项，那么根据行列式的定义，它应是不同行不同列元素的乘积．因此必有j
 =3．

由于a
 14
 a
 23
 a
 31
 a
 42
 列的逆序数


τ
 (4312)=3+2+0=5

是奇数，所以该项所带符号为负号．



【评注】
 　（1）由1,2,…,n
 组成的有序数组称为一个n
 阶排列．通常用j
 1
 j
 2
 …jn

 表示n
 阶排列．

（2）一个排列中，如果一个大的数排在小的数之前，就称这两个数构成一个逆序．一个排列的逆序总数称为这个排列的逆序数
 ．用τ
 (j
 1
 j
 2
 …jn

 )表示排列j
 1
 j
 2
 …jn

 的逆序数．

如果一个排列的逆序数是偶数，则称这个排列为偶排列
 ，否则称为奇排列.


例如，在5级排列25134中，有逆序21,51,53,54，因此排列25134的逆序数为4，即τ
 (25134)=4．所以排列25134是偶排列．





定义1.2
 　在n
 阶行列式

[image: image]


中划去元素aij

 所在的第i
 行、第j
 列，由剩下的元素按原来的排法构成一个n
 -1阶的行列式

[image: image]


称其为aij

 的余子式
 ，记为Mij

 ；称(-1)
i+j

 M
 ij
 为aij

 的代数余子式
 ，记为Aij

 ，即


Aij

 =(-1)
i+j
 Mij

 　　(1.2)

例如，若已知行列式[image: image]
 的代数余子式A
 21
 =2即已知

[image: image]


从而a
 =3．

重要定理


定理1.1
 　n
 阶行列式

[image: image]


等于它的任意一行的所有元素与它们各自对应的代数余子式的乘积之和，即


D
 =a
 
k
 1
 A
 
k
 1
 +a
 
k
 2
 A
 
k
 2
 +…+a
 
kn

 A
 
kn

 　(k
 =1,2,…,n
 )　　(1.3)

公式(1.3)称为行列式按第k
 行的展开公式．


定理1.1'
 　n
 阶行列式D
 等于它的任意一列的所有元素与它们各自对应的代数余子式的乘积之和，即


D
 =a
 1k

 A
 1k

 +a
 2k

 A
 2k

 +…+ank
 Ank

 　(k
 =1,2,…,n
 )(1.4)


公式(1.4)称为行列式按第k
 列的展开公式．


定理1.2
 　设n
 阶行列式

[image: image]


元素aij

 的代数余子式为Aij

 ，当i
 ≠k
 　(i
 ,k
 =1,2,…,n
 )时，有


a
 
i
 1
 A
 
k
 1
 +a
 
i
 2
 A
 
k
 2
 +…+ain
 Akn

 =0　　(1.5)

当j
 ≠k
 　(j
 ,k
 =1,2,…,n
 )时，有


a
 1j

 A1k

 +a
 2j

 A2k

 +…+anj
 Ank

 =0　(1.6)



【评注】
 　根据代数余子式的性质(1.3)与(1.5)，对于

矩阵[image: image]
 和行列式|A
 |=[image: image]
 ，我们有

[image: image]


即　AA
 *
 =|A
 |E
 ，类似地由(1.4)与(1.6)有A
 *
 A
 =|A
 |E


从而　AA
 *
 =A
 *
 A
 =|A
 |E


这是一个重要的公式，要会灵活运用（详见第二章伴随矩阵）．



主要公式


（1）上（下）三角行列式的值等于主对角线元素的乘积


[image: image]




（2）关于副对角线的行列式


[image: image]



（3）两个特殊的拉普拉斯展开式


[image: image]



（4）范德蒙行列式


[image: image]



（5）特征多项式


设A
 =(aij

 )是3阶矩阵，则A
 的特征多项式

|λ
 E
 -A
 |=λ
 3
 -(a
 11
 +a
 22
 +a
 33
 )λ
 2
 +s
 2
 λ
 -|A
 |　　(1.12)

其中　[image: image]





【评注】
 　设A
 是n
 阶矩阵，α
 是n
 维非零列向量，若


Aα
 =λ
 α
 ,α
 ≠0

则称λ
 是矩阵A
 的特征值，α
 是矩阵A
 属于特征值λ
 的特征向量．

由Aα
 =λ
 α
 ⇒λ
 α
 -Aα
 =0⇒(λ
 E
 -A
 )α
 =0

知α
 是齐次方程组(λ
 E
 -A
 )x
 =0的非零解，故系数行列式|λ
 E
 -A
 |=0．

关于(1.12)的推导请参看P2
 之评注(1)．

特别地，若秩r
 (A
 )=1，由(1.12)知特征多项式

|λ
 E
 -A
 |=λ
 3
 -(∑aii

 )λ
 2
 =(λ
 -∑aii

 )λ
 2


那么，矩阵A
 的特征值是λ
 1
 =∑aii

 ,λ
 2
 =λ
 3
 =0．



方阵的行列式

(1)若A
 是n
 阶矩阵，A
 T
 是A
 的转置矩阵，则|A
 T
 |=|A
 |;　(1.13)

（2）若A
 是n
 阶矩阵，则|k
 A
 |=kn

 |A
 |；　(1.14)

（3）若A
 、B
 都是n
 阶矩阵，则|AB
 |=|A||B
 |；　(1.15)

（4）若A
 是n
 阶矩阵，则|A
 *
 |=|A
 |
n
 -1
 ;　(1.16)

（5）若A
 是n
 阶可逆矩阵，则|A
 -1
 |=|A
 |-1
 ；　(1.17)

（6）若A
 是n
 阶矩阵，λi

 (i
 ＝1,2,…,n
 )是A
 的特征值，则[image: image]
 ；　(1.18)

（7）若n
 阶矩阵A
 和B
 相似，则|A
 |=|B
 |.　(1.19)

克拉默法则

若n
 个方程n
 个未知数的线性方程组

[image: image]


的系数行列式


[image: image]


则方程组有唯一解

[image: image]


其中　[image: image]



推论1
 　若齐次线性方程组

[image: image]


的系数行列式不为0，则方程组只有零解．


推论2
 　若齐次线性方程组

[image: image]


有非零解，则系数行列式|A
 |=0．














三、典型例题分析选讲

数字型行列式


【例1.1】
 　(2014,[image: image]
 )行列式[image: image]


(A)(ad
 -bc
 )2


(B)-(ad
 -bc
 )2


(C)a
 2
 d
 2
 -b
 2
 c
 2


(D)b
 2
 c
 2
 -a
 2
 d
 2



【分析一】
 　本题有较多的0，可考虑直接用行（列）展开公式，例如按第一行展开

[image: image]



【分析二】
 　本题0的位置很规则，也可联想到用拉普拉斯展开式．

[image: image]


注:(2014,[image: image]
 )意为本题选自2014年数学一，数学二，数学三的真题，下同，是常规基础题吧？但本题三个卷种的难度系数分别是0.623,0.608,0.607，是不是有些考生复习的还不到位？


【例1.2】
 　行列式[image: image]



【分析】
 　把第一行加至第4行，并提出公因数6，再两行互换，得


[image: image]


=-6(-2-1)(3-1)(4-1)(3-(-2))(4-(-2))(4-3)=3240.


【例1.3】
 　(1999,2)记行列式[image: image]
 为f
 (x
 )，则方程f
 (x
 )=0的根的个数为

（A）1

（B）2

（C）3

（D）4　　[　　]


【分析】
 　问方程f
 (x
 )=0有几个根，也就是问f
 (x
 )是x
 的几次多项式．将第1列的-1倍依次加至其余各列，
 有

[image: image]


[image: image]
 （拉普拉斯(1.9))

易见f
 (x
 )是二次多项式，故应选（B）．



【评注】
 　本题难度值0.55．由于行列式的每一个位置都含有x
 ，因此立即展开处理是不妥的，应当先恒等变形消除一些x
 再展开．不要错误地认为这样的f
 (x
 )一定是4次多项式，其实适当选系数可构造出0至4任一次数的多项式．




【例1.4】
 　计算

[image: image]



【分析】　各列均加至
 第1列，
 并按第1列展开有


[image: image]


由(1.7)知，D
 =x
 3
 (x
 +[image: image]
 ai
 )．


【例1.5】
 　4阶行列式

[image: image]



【分析】
 　对本题可用
逐行相加

 的技巧，第一行的x
 倍加至第二行，然后第二行的x
 倍加至第三行，如此继续，有

[image: image]



【例1.6】
 　4阶行列式

[image: image]



【分析】
 　对于爪型
 行列式，将其转化为上（或下）三角行列式．


[image: image]




【评注】
 　对于|[image: image]
 |与|[image: image]
 |型行列式，可用主对角线元素化其为上（下）三角型来计算．

对于|[image: image]
 |与|[image: image]
 |型行列式，可用副对角线元素化其为|[image: image]
 |或|⊿|型来计算．




【小结】
 　在计算行列式时．先把某行（列）的k
 倍分别加到其它的每一行（列）（如［例1.3］）；或者先把各行（列）均加到第一行（列）（如［例1.4］，［例1.6］）；或者用逐行（列）相加（如［例1.5］）等手法化简，然后再用展开公式，这些构思是常见的，也是基本的．


【例1.7】
 　计算n
 阶行列式

[image: image]



【分析】
 　按第1列展开，有


Dn

 =a
 11
 A
 11
 +a
 
n
 1
 A
 
n
 1


[image: image]


=1+(-1)
n
 +1
 a
 1
 a
 2
 …an

 ．

本题如果按第1行展开，有


Dn

 =a
 11
 A
 11
 +a
 12
 A
 12


[image: image]



[image: image]


=1+(-1)
n
 +1
 a
 1
 a
 2
 …an




【例1.8】
 　设n
 阶矩阵

[image: image]


则[image: image]
 　　
 ．


【分析】
 　由于|k
 A
 |=kn

 |A
 |，以及|A
 -1
 |=|A
 |-1
 ，只需计算行列式|A
 |的值．为此可以把第2,3,…,n
 各行均加至第1行，提取公因数n
 －1后，再把第1行的-1倍分别加至第2,3,…,n
 各行，则有

[image: image]


那么[image: image]




【评注】
 　关于n
 阶行列式一定要仔细看清行列式本身的结构，发现规律，有时自己多写出一行（如第n
 -1行）或一列（如第n
 -1列）是有好处的．



关于特殊的三对角线
 行列式如何计算？

通常可用三角化法、递推法、归纳法．


【例1.9】
 　计算4阶行列式[image: image]


[image: image]



【分析】　三角化法

 用逐行相加的技巧，例如把第1行的-[image: image]
 倍加到第2行，再把新第2行的-[image: image]
 倍加到第3行，…


[image: image]


用每行都加至第一行的技巧，例如把第2行的-4倍加到第1行，再把第3行的13倍加到第1行，…

[image: image]




递推法

 按第1行展开，有

[image: image]


即有D
 4
 =4D
 3
 -3D
 2
 亦即D
 4
 -D
 3
 =3(D
 3
 -D
 2
 )．

那么递推地，D
 3
 -D
 2
 =3(D
 2
 -D
 1
 )而D
 2
 -D
 1
 =13-4=9

从而D
 4
 -D
 3
 =3(D
 3
 -D
 2
 )=32
 (D
 2
 -D
 1
 )=34


因此，D
 4
 =34
 +D
 3


再次递推有　D
 4
 =34
 +D
 3
 =34
 +33
 +D
 2
 =34
 +33
 +32
 +D
 1
 =121．



【例1.10】
 　（2008，局部）设[image: image]
 是n
 阶矩阵．

证明|A
 |=(n
 +1)an

 ．


【证法一】　用归纳法

 设n
 阶行列式|A
 |的值为Dn



当n
 =1时，D
 1
 =2a
 ，命题Dn

 =(n
 +1)an

 正确，

当n
 =2时，[image: image]
 ，命题Dn

 =(n
 +1)an

 正确，

设n
 <k
 时，命题正确．

当n=k
 时，按第一列展开，得


Dk

 =a
 11
 A
 11
 +a
 21
 A
 21


[image: image]


=2aDk
 -1
 -a
 2
 Dk
 -2


=2aka
 
k
 -1
 -a
 2
 (k
 -1)a
 
k
 -2
 =(k
 +1)ak



故命题正确．


【证法二】　化为上三角



[image: image]





【评注】
 　数学归纳法

（一）①验证n
 =1时，命题fn

 正确，

②假设n=k
 时，命题fn

 正确，

③证明n=k
 +1时，命题fn

 正确．

（二）①验证n
 =1和n
 =2时命题fn

 都正确，

②假设n
 <k
 时，命题fn

 正确，

③证明n=k
 时，命题fn

 正确．




练习
 　(2015,1)n
 阶行列式[image: image]















抽象行列式


(1)|A
 +B
 |型的计算



【例1.11】
 　已知α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 ,γ
 均为4维列向量，又A
 =(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 ),B
 =(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,γ
 )，若|A
 |=3,|B
 |=2，则|A
 +2B
 |=　　
 ．


【分析】
 　由A
 +2B
 =(3α
 1
 ,3α
 2
 ,3α
 3
 ,β
 +2γ
 )，知

|A
 +2B
 =|3α
 1
 ,3α
 2
 ,3α
 3
 ,β
 +2γ
 |=27|α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 +2γ
 |

=27(|α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 |+|α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,2γ
 |)=27(|A
 |+2|B
 |)

=189．


【例1.12】
 　设A
 ,B
 均为n
 阶矩阵，且|A
 |=3,|B
 |=2,A
 *
 和B
 *
 分别是A
 和B
 的伴随矩阵，则|A
 -1
 B
 *
 -A
 *
 B
 -1
 |=　　
 ．


【分析】
 　由AA
 *
 =A
 *
 A
 =|A
 |E
 知A
 *
 =|A
 |A
 -1
 ，那么

|A
 -1
 B
 *
 -A
 *
 B
 -1
 |=|A
 -1
 (2B
 -1
 )-(3A
 -1
 )B
 -1
 |=|-A
 -1
 B
 -1
 |

[image: image]


当然本题也可用[image: image]
 把A
 -1
 ,B
 -1
 换成A
 *
 ,B
 *
 ,

再用|A
 *
 |=|A
 |
n
 -1
 来处理.


【例1.13】
 　(2010,[image: image]
 )设A
 ，B
 为3阶矩阵，且|A
 |= 3,|B
 |=2,|A
 -1
 +B
 |=2，则|A
 +B
 -1
 |=　　
 ．

[image: image]



【分析】
 　由于|A
 +B
 |没有运算法则，E
 恒等变形是常用技巧.

|A
 +B
 -1
 |=|EA
 +B
 -1
 E
 |

=|(B
 -1
 B
 )A
 +B
 -1
 (A
 -1
 A
 )|=|B
 -1
 (B
 +A
 -1
 )A
 |

=|B
 -1
 |·|B
 +A
 -1
 |·|A
 |=[image: image]
 ·2·3=3.

本题难度分别是0.515和0.539，有近一半的同学做错了！


【例1.14】
 　已知A
 是3阶矩阵，且|A
 |=3，则|A
 -(A
 *
 )-1
 |=　　
 ．


【分析】
 　由AA
 *
 =A
 *
 A
 =|A
 |E
 ，有[image: image]
 ，得[image: image]
 ，

本题|A
 |=3．故

[image: image]




【例1.15】
 　设矩阵[image: image]
 ，矩阵B
 满足ABA
 *
 =2BA
 *
 +E
 ，其中E
 为单位矩阵，A
 *
 是A
 的伴随矩阵，则|B
 |=　　
 ．


【分析】
 　由于AA
 *
 =|A
 |E
 ，易知本题|A
 |=3，那么，对已知矩阵方程右乘A
 ，得

3AB
 -6B
 =A
 ,

即有3(A
 -2E
 )B
 =A
 ．两边取行列式，有

[image: image]


故|B
 |=[image: image]
 ．


（2）相似，|A
 |=Πλi

 的运用



【例1.16】
 　已知矩阵A
 和B
 相似，其中B
 =[image: image]
 ，则|A
 +E
 |=　　
 ．


【分析】
 　由A
 ~B
 ，按定义知存在可逆矩阵P
 ，使P
 -1
 AP
 =B
 ．那么


P
 -1
 (A
 +k
 E
 )P
 =P
 -1
 AP
 +P
 -1
 (k
 E
 )P
 =B
 +k
 E


所以　A
 +k
 E
 ~B
 +k
 E
 ，

进而　|A
 +k
 E
 |=|B
 +k
 E
 |．

于是　[image: image]



【例1.17】
 　已知A
 是3阶矩阵，α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是3维线性无关的列向量，若Aα
 1
 =α
 2
 +α
 3
 ,Aα
 2
 =α
 1
 +α
 3
 ,Aα
 3
 =α
 1
 +3α
 2
 +2α
 3
 ，则|A
 *
 |=　　
 ．


【分析】　（方法一）
 用行列式性质

由A
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=(α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +α
 3
 ,α
 1
 +3α
 2
 +2α
 3
 )

有|A
 |·|α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 |=|α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +α
 3
 ,α
 1
 +3α
 2
 +2α
 3
 |

=|α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +α
 3
 ,-2α
 3
 |

=-2|α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +α
 3
 ,α
 3
 |

=-2|α
 2
 ,α
 1
 ,α
 3
 |

=2|α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 |

由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是3维线性无关的列向量，知|α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 |≠0

所以|A
 |=2　那么|A
 *
 |=|A
 |
n
 -1
 =4．


（方法二）
 用相似


A
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=(α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +α
 3
 ,α
 1
 +3α
 2
 +2α
 3
 )


[image: image]


令P
 =(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )，由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，知P
 为可逆矩阵，从而

[image: image]


那么，|A
 |=[image: image]
 =2，亦有|A
 *
 |=4．


练习
 　（1）已知A
 是3阶矩阵，E
 是3阶单位矩阵，如果A
 ，A
 -2E
 ,3A
 +2E
 均不可逆，则|A
 +E
 |=　　
 ．













（2）已知A
 是3阶矩阵，特征值是1,2,3，若A
 和B
 相似，则|B
 +E
 |=　　
 ．














【小结】
 　对于抽象型行列式的计算，可能会涉及矩阵的运算法则、单位矩阵恒等变形等技巧，可能考查行列式的性质，也可能用特征值、相似等处理，这一类题目计算量一般不会很大，但涉及知识点多，公式法则多．


特征多项式


【例1.18】
 　若[image: image]
 =0，则λ
 =　　
 ．


【分析】
 　这是λ
 的三次方程，对于三次方程尽力用因式分解
 法求其根．

[image: image]


所以λ
 为2,3和6．

本题的解法很多，例如

[image: image]




【评注】
 　对于特征多项式应两行（或列）加加减减，至多是三行（或列）的加加减减找出λ-a
 的公因式，然后再解一个二次方程，就可求出矩阵A
 的三个特征值，这一类行列式的计算要掌握好．




【例1.19】
 　若[image: image]
 =0，则λ
 =　　
 ．


【分析】
 　把第3列加至第1列，第1列有公因式λ
 -1．

[image: image]



[image: image]


所以λ
 为1,-1,-1．


【例1.20】
 　若[image: image]
 =0，则λ
 =　　
 ．


【分析】
 　把第三行加至第一行，第一行有公因式λ
 -a
 -1

[image: image]


所以λ
 为a
 +1,2-a
 ,-a
 -1．



【评注】
 　这两道题，前者特征值与参数k
 无关，后者特征值与参数a
 有关，应当会计算这些含参数的行列式．



矩阵秩的概念

在m
 ×n
 矩阵A
 中，任取k
 行与k
 列(k
 ≤m
 ,k
 ≤n
 )，位于这些行与列的交叉点上的k
 2
 个元素按其在原来矩阵A
 中的次序可构成一个k
 阶行列式，称其为矩阵A
 的一个k
 阶子式.


矩阵A
 的非零子式的最高阶数称为矩阵A
 的秩
 ，记为r
 (A
 )．零矩阵的秩规定为0．

例如，矩阵

[image: image]


中有3阶子式


[image: image]


而A
 中又没有4阶子式，故A
 中不为零的子式最高是3阶，所以秩r
 (A
 )=3．

关于矩阵的秩要理解清楚：


r
 (A
 )=r
 ⇔A
 中有
 r
 阶子式不为0，任何
 r
 +1阶子式（若还有）必全
 为0．


r
 (A
 )<r
 ⇔A
 中每
 一个r
 阶子式全
 为0．


r
 (A
 )≥r
 ⇔A
 中有
 r
 阶子式不为0．

特别地，r
 (A
 )=0⇔A
 =O
 ．


A
 ≠O
 ⇔r
 (A
 )≥1.

若A
 是n
 阶矩阵，r
 (A
 )=n
 ⇔|A
 |≠0⇔A
 可逆．


r
 (A
 )<n
 ⇔|A
 |=0⇔A
 不可逆.

若A
 是m
 ×n
 矩阵，则r
 (A
 )≤min(m
 ,n
 )．

关于|A
 |=0


【例1.21】
 　设A
 是n
 阶反对称矩阵，若A
 可逆，则n
 必是偶数．


【证】
 　因为A
 是反对称矩阵，即A
 T
 =-A
 ．那么

|A
 |=|A
 T
 |=|-A
 |=(-1)
n

 |A
 |

如果n
 是奇数，必有|A
 |=-|A
 |．即|A
 |=0．与A
 可逆相矛盾．

所以n
 必是偶数．


【注】
 　n
 阶反对称矩阵可逆的必要条件:n
 是偶数．请举一个简单例子:4阶反对称矩阵可以不可逆，即行列式值为0．


【例1.22】
 　设A
 是n
 阶非零矩阵，满足A
 2
 =A
 ，且A
 ≠E
 ，证明行列式|A
 |=0．


【证法一】
 　（反证法）若|A
 |≠0，那么A
 可逆，用A
 -1
 左乘A
 2
 =A
 的两端，得


A
 =A
 -1
 A
 2
 =A
 -1
 A
 =E


与A
 ≠E
 矛盾，故|A
 |＝0


【证法二】
 　（用秩）据已知有A
 (A
 -E
 )=O
 ，那么


r
 (A
 )+r
 (A
 -E
 )≤n


因为A
 ≠E
 ，即A
 -E
 ≠O
 ，那么秩r
 (A
 -E
 )≥1从而秩r
 (A
 )<n
 ，故|A
 |＝0．


【证法三】
 　（用Ax
 =0有非零解）据已知有A
 (A
 -E
 )=O
 ，即A
 -E
 的列向量是齐次方程组Ax
 =0的解，又因A
 -E
 ≠O
 ，所以Ax
 =0有非零解，从而|A
 |=0．




【评注】
 　AB
 =O
 是考研题中一个常见的已知条件，对于AB
 =O
 应当有两种思路（参看例3.30）：

设A
 是m
 ×n
 矩阵，B
 是n
 ×s
 矩阵，若AB
 =O
 ，则

（1）B
 的列向量是齐次方程组Ax
 =0的解．

（2）r
 (A
 )+r
 (B
 )≤n
 ．




【例1.23】
 　（1996,1改写）设A
 =E
 -ζζ
 T
 ，其中E
 为3阶单位矩阵，ζ
 为3维非零列向量，ζ
 T
 是ζ
 的转置，若ζ
 T
 ζ
 =1，证明|A
 |=0．


【证法一】
 　（用特征值）由于ζ
 T
 ζ
 =1，且ζ
 ≠0，有


Aζ
 =(E
 -ζζ
 T
 )ζ
 =ζ
 -ζ
 (ζ
 T
 ζ
 )=ζ
 -ζ
 =0ζ


按定义知λ
 =0是矩阵A
 的特征值(ζ
 是属于λ
 =0的特征向量)，所以|A
 |=0．


【证法二】
 　（用特征值）因为ζ
 是3维非零列向量，故ζζ
 T
 是秩为1的3阶矩阵，据(1.12)有

|λ
 E
 -ζζ
 |T
 =λ
 3
 -λ
 2
 =0

即矩阵ζζ
 T
 的特征值是1,0,0，那么矩阵A
 =E
 -ζ
 ζT
 的特征值是0,1,1．所以|A
 |=0．



【评注】
 　本题的证法很多，你还能用别的方法吗？如果对证法二有困难，可在复习完特征值之后再来看这种解法．



代数余子式求和


【例1.24】
 　设[image: image]
 ，则

（1）A
 12
 -2A
 22
 +3A
 32
 -4A
 42
 =　　
 ；

（2）A
 31
 +2A
 32
 +A
 34
 =　　
 ．


【分析】
 　（1）由于a
 11
 =1,a
 21
 =-2,a
 31
 =3,a
 41
 =-4，据(1.6)立即有


A
 12
 -2A
 22
 +3A
 32
 -4A
 42
 =a
 11
 A
 12
 +a
 21
 A
 22
 +a
 31
 A
 32
 +a
 41
 A
 42
 =0．

（2）因为Aij

 与元素aij

 的大小无关，可构造一个行列式（用A
 3
 
j

 的系数置换|A
 |第3行的元素），即[image: image]



则行列式|A
 |与|B
 |第三行元素的代数余子式是一样的，一方面，对|B
 |按第三行展开（用(1.3))有|B
 |=1·A
 31
 +2A
 32
 +0·A
 33
 +1·A
 34
 另一方面，对行列式|B
 |恒等变形，有

[image: image]


所以，A
 31
 +2A
 32
 +A
 34
 =-40．


【例1.25】
 　(2001,4)设行列式[image: image]
 则第4行各元素余子式之和的值为　　
 ．


【分析】
 　本题主要考查余子式的概念及三阶行列式的计算，所谓aij

 的余子式Mij

 ，就是把行列式|A
 |中划去aij

 所在的第i
 行与第j
 列后所得到的n
 -1阶行列式，根据余子式的定义，即求

[image: image]


或者，转换为代数余子式来求解，即

[image: image]




【评注】
 　本题难度值仅为0.2，是一个值得考生思考的问题，复习要全面，概念要清晰，计算要准确，如若求第4行元素代数余子式的和，则有

[image: image]





克拉默法则


【例1.26】
 　三元一次方程组

[image: image]


的解中，未知数x
 2
 的值必为

（A）1

（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]
 　　[　　]


【分析】
 　因为方程组的系数矩阵行列式是范德蒙行列式，由(1.11)有

[image: image]


根据克拉默法则，x
 2
 =[image: image]
 其中

[image: image]


于是x
 2
 =[image: image]
 ，所以应选（D）．


【例1.27】
 　设A
 =[image: image]
 ,B
 为3阶非零矩阵，且AB
 =O
 ，则a
 =　　
 ．


【分析】
 　由AB
 =O
 ，对B
 按列分块有


AB
 =A
 (β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 )=(Aβ
 1
 ,Aβ
 2
 ,Aβ
 3
 )=(0,0,0)

即β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 是齐次方程组Ax
 =0的解．

因B
 ≠O
 ，即齐次方程组Ax
 =0有非零解。那么由克拉默法则，有

[image: image]


故a
 =1或-2．



练习


(1996.3)设[image: image]
 ，其中ai

 ≠aj

 (i
 ≠j
 ,i
 ,j
 =1,2,…,n
 )，则线性方程组A
 T
 x
 =B
 的解是　　
 ．














四、练习题精选

1．填空题


（1）设A
 =[image: image]
 ,A
 *是A
 的伴随矩阵，则[image: image]
 =　　
 ．

[image: image]


（7）设A
 ,B
 均为n
 阶矩阵，|A
 |=2,|B
 |=-3，则|2A
 *
 B
 T
 |=　　
 ．

（8）设α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 均为3维列向量，记矩阵


A
 =(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ),B
 =(α
 1
 +α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +2α
 2
 +4α
 3
 ,α
 1
 +3α
 2
 +9α
 3
 )如果|A
 |=1，那么|B
 |=　　
 ．


2．选择题


（1）四阶行列式[image: image]
 的值等于

（A）a
 1
 a
 2
 a
 3
 a
 4
 -b
 1
 b
 2
 b
 3
 b
 4


（B）a
 1
 a
 2
 a
 3
 a
 4
 +b
 1
 b
 2
 b
 3
 b
 4

（C）(a
 1
 a
 2
 -b
 1
 b
 2
 )(a
 3
 a
 4
 -b
 3
 b
 4
 )

（D）(a
 2
 a
 3
 -b
 2
 b
 3
 )(a
 1
 a
 4
 -b
 1
 b
 4
 )　　[　　]

（2）α
 ,β
 ,γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 均为4维列向量，已知|A
 |=|α
 ,γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 |=5,|B
 |=β
 ,γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 |=-1，则|A
 +B
 |=

（A）4

（B）6

（C）32

（D）48　　[　　]

（3）已知α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 ,γ
 均为4维列向量，若4阶行列式

|α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,γ
 |=a
 ,|β
 +γ
 ,α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 |=b
 ,

那么4阶行列式|2β
 ,α
 3
 ,α
 2
 ,α
 1
 |=

（A）2a
 -b


（B）2b
 -a


（C）-2a
 -2b


（D）-2a
 +2b
 　　[　　]

（4）设A
 为n
 阶矩阵，则行列式|A
 |=0的必要条件是

（A）A
 的两行元素对应成比例

（B）A
 中必有一行为其余各行的线性组合

（C）A
 中有一列元素全为0

（D）A
 中任一列均为其余各列的线性组合　　[　　]

3．解答题


（1）求x
 的值

[image: image]


（2）已知A
 是n
 阶矩阵，满足A
 2
 =E
 ,A
 ≠E
 ，证明|A
 +E
 |=0．

（3）设A
 是m
 ×n
 矩阵，B
 是n×m
 矩阵，证明当m
 >n
 ，必有行列式|AB
 |=0

（4）已知a
 ,b
 ,c
 不全为零，证明齐次方程组

[image: image]


只有零解．


答案与提示

1．

（1）18

（2）1

（3）n
 !

（4）[image: image]
 n
 (n
 +1)

（5）an

 +(-1)
n+

 1
 bn



（6）bn
 -1
 (∑ai
 +b
 )

（7）-3·22
 
n
 -1


（8）2


【提示】
 　

（1）不必去求伴随矩阵A
 *
 ，根据|k
 A
 |=kn

 |A
 |,|A
 *
 |=|A
 
n
 -1
 ，有

[image: image]


（2）逐行相加．

（3）把第一行分别加至其它各行．

（4）把每列均加至第1列．

（5）本题已有大量的0，可立即用展开公式来计算，建议按第1行展开，比按第1列展开要简洁．

（6）把各列均加至第1列，提取公因式b
 +Σaj

 ，然后把第1行的-1倍分别加至其余各行，可得上三角行列式．

（7）你会的．

（8）参考例1.17．

2．

（1）（D）

（2）（C）

（3）（C）

（4）（B）


【提示】
 　

（1）和2014考题一样吧？

（2）|A
 +B
 |=|α
 +β
 ,2γ
 1
 ,2γ
 2
 ,2γ
 3
 |=8|α
 +β
 ,γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 |

=8(|α
 ,γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 |+|β
 ,γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 |).

（3）|β
 +γ
 ,α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 |=|β
 ,α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 |+|γ
 ,α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 |

=-|β
 ,α
 3
 ,α
 2
 ,α
 1
 |-|α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,γ
 |.

（4）（A）、（C）均是|A
 |=0的充分条件并不必要，只要有一行（列）是其余各行（列）的线性组合就可保证|A
 |=0．

3．

（1）（A）5,6,0

（B）1,2,6


【提示】
 　

（A）把第2行的-2倍加至第3行，可出x
 -5的公因式，即

[image: image]



[image: image]


（B）把第1行的-3倍、-4倍分别加至第3行与第4行，可用拉普拉斯展开式，即

[image: image]


（2）由A
 2
 =E
 得(A
 +E
 )(A
 -E
 )=O


因为A
 ≠E
 ，故齐次方程组(A
 +E
 )x
 =0有非零解．从而|A
 +E
 |=0．



【评注】
 　请参看例1.22的各种证明方法．



（3）因为AB
 是m
 阶矩阵，行列式|AB
 |=0的充分必要条件是秩r
 (AB
 )<m
 ．由于　r
 (AB
 )≤r
 (B
 )≤min(m
 ,n
 )

可见当m
 >n
 时，必有


r
 (AB
 )≤r
 (B
 )≤n
 <m


（4）由于系数行列式

[image: image]




【评注】
 　请参看例1.6爪型行列式的计算．





















第二章　矩　阵

一、知识结构网络图

[image: image]





【评注】
 　矩阵是线性代数的核心内容，它贯彻线性代数的始终．复习时要引起考生足够的重视，概念要清晰，符号要习惯，运算要正确、迅速、简捷．

（1）理解矩阵的概念，了解几种特殊矩阵（单位矩阵、对角矩阵、数量矩阵、三角矩阵、对称矩阵、反对称矩阵、正交矩阵）的定义及性质．

（2）掌握矩阵运算（加、减、数乘、乘法）及其运算规律，掌握矩阵转置的性质，掌握行列式乘法公式，了解方阵的幂．

（3）理解逆矩阵的概念，掌握矩阵可逆的充要条件，掌握可逆矩阵的性质，理解伴随矩阵的概念，会用伴随矩阵求矩阵的逆．

（4）掌握矩阵的初等变换，了解初等矩阵的性质及矩阵等价的概念，理解矩阵秩的要领，掌握用初等变换求矩阵的逆和秩．

（5）了解分块矩阵的概念，掌握分块矩阵的运算．




今年考题


(2016,2)设矩阵[image: image]
 等价，则a
 =　　
 ．


二、基本内容与重要结论

基础知识


（一）矩阵及相关的概念



定义2.1
 　m
 ×n
 个数排成如下m
 行n
 列的一个表格

[image: image]


称为是一个m
 ×n
 矩阵
 ，当m=n
 时，矩阵A
 称为n
 阶矩阵
 或叫n
 阶方阵.


如果一个矩阵的所有元素都是0，即

[image: image]


则称这个矩阵是零矩阵
 ，可简记为O
 ．

两个矩阵A
 =[aij

 ]
m×n

 ,B
 =[bij

 ]
s×t

 ，如果m=s
 ,n=t
 ，则称A
 与B
 是同型矩阵
 ．

两个同型矩阵A
 =[aij

 ]
m×n

 ,B
 =[bij

 ]
m×n

 ，如果对应的元素都相等，即aij
 =bij

 (i
 =1,2,…,m
 ;j
 =1,2,…,n
 )，则称矩阵A
 与B
 相等
 ，记作A
 =B.



n
 阶方阵A
 =[aij

 ]
n×n

 的元素所构成的行列式

[image: image]


称为n
 阶矩阵A
 的行列式，记成|A
 |或detA.



（二）矩阵的运算与法则



定义2.2
 　设A
 =[aij

 ],B
 =[bij

 ]是两个m
 ×n
 矩阵，则m
 ×n
 矩阵C
 =[cij

 ]=[aij
 +bij

 ]称为矩阵A
 与B
 的和
 ，记为A
 +B
 =C
 ．



定义2.3
 　设A
 =[aij

 ]是m
 ×n
 矩阵，k
 是一个常数，则m
 ×n
 矩阵[kaij

 ]称为数k
 与矩阵A
 的数乘
 ，记为k
 A
 ．


定义2.4
 　设A
 =[aij

 ]是m
 ×n
 矩阵，B
 =[bij

 ]是n
 ×s
 矩阵，那么m
 ×s
 矩阵C
 =[cij

 ]，其中cij
 =a
 
i
 1
 b
 1
 j

 +a
 
i
 2
 b
 2j

 +…+ain
 bnj

 =[image: image]
 aik
 bkj



称为A
 与B
 的乘积
 ，记为C
 =AB
 ．

矩阵的乘法可图示如下：

[image: image]



定义2.5
 　把矩阵A
 的行换成同序数的列得到一个新矩阵，称为矩阵A
 的转置矩阵
 ，记为A
 T
 ．

1．设A
 ,B
 ,C
 ,O
 都是m
 ×n
 矩阵，k
 ,l
 是常数，则矩阵的加法和数乘运算满足：

（1）A
 +B
 =B
 +A


（2）(A
 +B
 )+C
 =A
 +(B
 +C
 )

（3）A
 +O
 =A


（4）A
 +(-A
 )=O


（5）1A
 =A


（6）k
 (l
 A
 )=(kl
 )A


（7）k
 (A
 +B
 )=k
 A
 +k
 B


（8）(k+l
 )A
 =k
 A
 +l
 A


2．矩阵乘法有下列法则：

（1）A
 (BC
 )=(AB
 )C
 ．

（2）A
 (B
 +C
 )=AB
 +AC
 ,(A
 +B
 )C
 =AC
 +BC
 ．

（3）(k
 A
 )(l
 B
 )=kl
 AB
 ．

（4）AE
 =A
 ,EA
 =A
 ．

（5）OA
 =O
 ,AO
 =O
 ．

3．转置的运算法则：

（1）(A
 T
 )T
 =A
 .

（2）(A
 +B
 )T
 =A
 T
 +B
 T
 ．

（3）(k
 A
 )T
 =k
 A
 T
 .

（4）(AB
 )T
 =B
 T
 A
 T
 ．



【评注】
 　矩阵的乘法运算是重要的、基本的、也是一些考生不重视常出错的地方．首先，要会作乘法运算，例如

设α
 =[1,2,3]T
 ，β
 =[2,0,1]T
 ，则

[image: image]



[image: image]


前者αβ
 T
 和βα
 T
 都是3阶矩阵（互为转置），后者β
 T
 α
 和α
 T
 β
 都是一个数（相同），这里的运算要正确，符号不应混淆．

其次，关于矩阵乘法要注意三个方面：

（1）矩阵乘法没有交换律，一般情况AB
 ≠BA


例如，[image: image]
 则

[image: image]


特别地(A
 +B
 )2
 =(A
 +B
 )(A
 +B
 )=A
 2
 +AB
 +BA
 +B
 2
 ≠A
 2
 +2AB
 +B
 2
 但(A
 +E
 )2
 =A
 2
 +2A
 +E.


（2）由AB
 =O
 [image: image]
 A
 =O
 或B
 =O


例如，[image: image]
 虽A
 ≠O
 ,B
 ≠O
 ，但AB
 =[image: image]


在这里，矩阵运算与数的运算不要混淆．

（3）由AB
 =AC
 ,A
 ≠O
 [image: image]
 B
 =C


例如，[image: image]


有　[image: image]


[image: image]


显然B
 ≠C
 ．




（三）几类特殊方阵



（1）单位矩阵：
 主对角线上元素全是1，其余元素均为0的n
 阶矩阵，记为E



（2）对称矩阵:
 n
 阶矩阵A
 ，如果满足A
 T
 =A
 ，即aij
 =aji

 (∀i
 ,j
 )


（3）反对称矩阵:
 n
 阶矩阵A
 ，如果满足A
 T
 =-A
 ，即aij

 =0,aij

 =-aji

 (∀i
 ,j
 )


（4）对角矩阵:
 n
 阶矩阵A
 ，如果满足aij

 =0(∀i
 ≠j
 )



（5）伴随矩阵
 ：设A
 =[aij

 ]是n
 阶矩阵，行列式|A
 |的每个元素aij

 的代数余子式Aij

 所构成的如下的矩阵

[image: image]


称为矩阵A
 的伴随矩阵
 .



【评注】
 　设[image: image]
 ，由行列式[image: image]
 得到代数余子式A
 11
 =d
 ,A
 12
 =-c
 ,A
 21
 =-b
 ,A
 22
 =a
 ，所以矩阵A
 的伴随矩阵

[image: image]


对于2阶矩阵，用主对角线对换，副对角线变号
 即可求出伴随矩阵．

例如，[image: image]





（6）逆矩阵：
 设A
 是n
 阶矩阵，如果存在n
 阶矩阵B
 使得AB
 =BA
 =E
 （单位矩阵）成立，则称A
 是可逆矩阵
 或非奇异矩阵
 ,B
 是A
 的逆矩阵．

例如，[image: image]
 所以矩阵[image: image]
 可逆，且[image: image]


当然亦有[image: image]



（7）正交矩阵:
 n
 阶矩阵A
 ，如果满足AA
 T
 =A
 T
 A
 =E
 ．



【评注】
 　A
 是正交矩阵⇔A
 T
 =A
 -1




（8）初等矩阵：
 单位矩阵经过一次初等变换所得到的矩阵.

例如，3阶单位矩阵作如下初等变换


E
 1,2
 =[image: image]
 E
 一，二两行互换（或一，二两列互换）


E
 12
 （3）=[image: image]
 E
 第一行的3倍加至第二行（或第二列的3倍加至第一列）


[image: image]
 E
 第三行乘以-2（或第三列乘以-2）均是初等矩阵.

（四
 ）矩阵的初等变换



定义2.6
 　对m
 ×n
 矩阵，下列三种变换

（1）用非零常数k
 乘矩阵的某一行（列）；

（2）互换矩阵某两行（列）的位置；

（3）把某行（列）的k
 倍加至另一行（列）；称为是矩阵的初等行（列）变换
 ，统称为矩阵的初等变换
 .


定义2.7
 　如果矩阵A
 经过有限次初等变换变成矩阵B
 ，则称矩阵A
 与矩阵B
 等价
 ，记作A
 ≅B.


重要定理


定理2.1
 　（行列式乘法公式）设A
 ,B
 都是n
 阶方阵，则

|AB
 |=|A
 |·|B
 |.　　(2.2)


定理2.2
 　若A
 是可逆矩阵，则矩阵A
 的逆矩阵唯一，记为A
 -1
 ．


定理2.3
 　n
 阶矩阵A
 可逆⇔A
 ≠0

⇔r
 (A
 )=n


⇔A
 的列（行）向量组线性无关

⇔A
 =P
 1
 P
 2
 …P
 
s

 ,P
 
i

 是初等矩阵

⇔A
 与单位矩阵等价

⇔0不是矩阵A
 的特征值


定理2.4
 　若A
 是n
 阶矩阵，且满足AB
 =E
 ，则必有BA
 =E.




【评注】
 　按可逆矩阵定义，若AB
 =BA
 =E
 ，则称A
 是可逆矩阵，B
 是A
 的逆矩阵．由定理2.4，如A
 ,B
 是n
 阶矩阵，且满足AB
 =E
 则可保证BA
 =E
 ，因而用定义法求A
 -1
 时我们的工作量可减少一半，只需检验AB
 =E
 就可以了．但要注意的是定理2.4的条件A
 是n
 阶矩阵不能忽略．显然，对于

[image: image]


我们并不能说A
 可逆．





定理2.5
 　用初等矩阵P
 左（右）乘矩阵A
 ，其结果PA
 (AP
 )就是对矩阵A
 作一次相应的行（列）初等变换．


定理2.6
 　初等矩阵均可逆，且其逆是同类型的初等矩阵．即

[image: image]



定理2.7
 　矩阵A
 与B
 等价的充分必要条件是存在可逆矩阵P
 与Q
 ，使PAQ
 =B
 ．


定理2.8
 　秩r
 (A
 )=A
 的列秩=A
 的行秩．


定理2.9
 　经初等变换矩阵的秩不变．

主要公式

(1)可逆


[image: image]



（2）伴随



AA
 *
 =A
 *
 A
 =|A
 |E
 ；


A
 *
 =|A
 |A
 -1
 ;|A
 *
 |=|A
 |
n
 -1
 ；

[image: image]


(A
 *
 )T
 =(A
 T
 )*
 ;

[image: image]



（3）秩



r
 (A
 )=r
 (A
 T
 );r
 (A
 T
 A
 )=r
 (A
 )

当k
 ≠0时，r
 (k
 A
 )=r
 (A
 );　　(2.5)


r
 (A
 +B
 )≤r
 (A
 )+r
 (B
 )


r
 (AB
 )≤min(r
 (A
 ),r
 (B
 ))

若A
 可逆，则r
 (AB
 )=r
 (B
 ),r
 (BA
 )=r
 (B
 )．


若A
 是m
 ×n
 矩阵，B
 是n
 ×s
 矩阵，AB
 =O
 ，则r
 (A
 )+r
 (B
 )≤n
 ．


（4）分块矩阵


对矩阵适当地分块处理，有如下运算法则：

[image: image]


若B
 ,C
 分别是m
 阶与s
 阶矩阵，则[image: image]


若B
 ,C
 分别是m
 阶与n
 阶可逆矩阵，则

[image: image]


若A
 是m
 ×n
 矩阵，B
 是n
 ×s
 矩阵且AB
 =O
 ，对B
 和O
 矩阵按列分块有


AB
 =A
 [B
 1
 ,B
 2
 ,…,B
 
s

 ]=[AB
 1
 ,AB
 2
 ,…,AB
 
s

 ]=[0,0,…,0]


AB
 
i

 =0(i
 =1,2,…,s
 ).

即B
 的列向量是齐次方程组Ax
 =0的解．

若AB
 =C
 ，其中A
 是m
 ×n
 矩阵，B
 是n
 ×s
 矩阵，则对B
 ,C
 按行分块有

[image: image]


即　[image: image]


[image: image]


可见矩阵AB
 的行向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 可由B
 的行向量β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
n

 线性表出．

类似地，对矩阵A
 ,C
 按列分块，有


[image: image]


由此得　[image: image]


即矩阵AB
 的列向量可由A
 的列向量线性表出．














三、典型例题分析选讲

矩阵运算


【例2.1】
 　设α
 ,β
 是3维列向量，β
 T
 是β
 的转置，如果[image: image]
 ，则α
 T
 β
 =　　
 ．


【分析】
 　设α
 =[x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 ]T
 ,β
 =[y
 1
 ,y
 2
 ,y
 3
 ]T
 ，则

[image: image]


而[image: image]


注意到α
 T
 β
 正是矩阵αβ
 T
 的主对角线元素之和，所以本题


α
 T
 β
 =1+2+6=9.

如果能观察出

[image: image]


那么亦能立即看出[image: image]



【例2.2】
 　已知[image: image]
 ，则A
 
n

 =　　
 ．


【分析】
 　因为[image: image]


故　[image: image]



因　[1,3,2][image: image]


所以　A
 2
 =3[image: image]


那么　A
 3
 =A
 2
 ·A
 =3A
 2
 =32
 A
 ，归纳得A
 
n

 =3
n
 -1
 A
 ．



【评注】
 　若秩r
 (A
 )=1，则A
 可分解为两个矩阵的乘积，有A
 2
 =l
 A
 之规律，从而An

 =l
 
n
 -1
 A
 ．

[image: image]


那么　A
 2
 =(αβ
 T
 )(αβ
 T
 )=α
 (β
 T
 α
 )β
 T
 =l
 αβ
 T
 =l
 A


其中　l
 =β
 T
 α
 =α
 T
 β
 =a
 1
 b
 1
 +a
 2
 b
 2
 +a
 3
 b
 3
 =∑
aii

 ．




【例2.3】
 　若A
 =[image: image]
 ，则A
 2
 　　
 =,A
 3
 =　　
 ．


【分析】
 　由矩阵乘法，有

[image: image]




【评注】
 　对这类4阶矩阵，有[image: image]
 ,[image: image]
 ，而A
 4
 =O
 ．




【例2.4】
 　若[image: image]
 ，则A
 
n

 =　　
 ．



【分析】
 　以例2.3为背景，本题可把A
 分解为两个矩阵之和，即

[image: image]


那么

[image: image]



【例2.5】
 　设A
 =[image: image]
 ，则A
 
n

 =　
 ．


【分析】
 　由分块矩阵公式(2.7)[image: image]
 ，我们只需分别算出[image: image]
 与[image: image]
 的n
 次幂．

因为　[image: image]


故　[image: image]


而矩阵[image: image]
 的秩为1，有[image: image]


从而

[image: image]
 .


【例2.6】
 　已知A
 =[image: image]
 ，若X
 满足AX
 +2B
 
 =BA
 +2X
 ，则X
 4
 =　　
 ．


【分析】
 　由矩阵方程，有


AX
 -2X
 =BA
 -2B


即　　　(A
 -2E
 )X
 =B
 (A
 -2E
 )

因为　[image: image]
 可逆

故　X
 =(A
 -2E
 )-1
 B
 (A
 -2E
 )

那么


X
 4
 =(A
 -2E
 )-1
 B
 4
 (A
 -2E
 )

[image: image]




【评注】
 　如P
 -1
 AP
 =B
 ，则(P
 -1
 AP
 )(P
 -1
 AP
 )=B
 2
 ．即P
 -1
 A
 2
 P
 =B
 2
 ⇒P
 -1
 A
 
n

 P
 =B
 
n

 ⇒A
 
n

 =PB
 
n

 P
 -1





【例2.7】
 　(2004,4)设[image: image]
 ,B
 =P
 -1
 AP
 ，其中P
 为3阶可逆矩阵，则B
 2004
 -2A
 2
 =　　



【分析】
 　由于[image: image]


又[image: image]


易见　[image: image]


所以　[image: image]


那么　A
 2004
 =(A
 2
 )1002
 =E


又因　B
 =P
 -1
 AP
 有B
 2004
 =P
 -1
 A
 2004
 P
 =P
 -1
 EP
 =E


故　[image: image]



伴随矩阵


【例2.8】
 　设A
 是n
 阶可逆矩阵，A
 *
 是A
 的伴随矩阵，由于AA
 *
 =A
 *
 A
 =|A
 |E
 ，又|A
 |≠0，故有

[image: image]


因为对于任何n
 阶矩阵A
 ，公式AA
 *
 =A
 *
 A
 =|A
 |E
 恒成立，那么对于A
 -1
 亦应有A
 -1
 (A
 -1
 )*
 =|A
 -1
 |E
 ．从而

[image: image]


比较（1）、（2）得

[image: image]



【例2.9】
 　(1998,2)设A
 是任一n
 (n
 ≥3)阶方阵，A
 *
 是其伴随矩阵，又k
 为常数，且k
 ≠0,±1，则必有(k
 A
 )*
 =

（A）k
 A
 *


（B）k
 
n
 -1
 A
 *


（C）kn

 A
 *


（D）k-

 1
 A
 *
 　　[　　]


【分析】
 　对任何n
 阶矩阵都要成立的关系式，对特殊的n
 阶矩阵自然也要成立，那么当A
 可逆时，由A
 *
 =|A
 |A
 -1
 有

[image: image]


故应选（B）．


【例2.10】
 　(1996,3)设n
 阶矩阵A
 非奇异(n
 ≥2),A
 *
 是A
 的伴随矩阵，则

（A）(A
 *
 )*
 =|A
 |
n
 -1
 A


（B）(A
 *
 )*
 =|A
 |
n

 +1
 A


（C）(A
 *
 )*
 =|A
 |
n
 -2
 A


（D）(A
 *)*=|A
 |
n
 +2
 A
 　　[　　]


【分析】
 　因为A
 可逆，由A
 *
 =|A
 |A
 -1
 有

[image: image]


故应选（C）．


【例2.11】
 　(2009[image: image]
 ）设A
 ,B
 均为2阶矩阵，A
 *
 ,B
 *
 分别为A
 ,B
 的伴随矩阵．若|A
 |=2,|B
 |=3，则分块矩阵[image: image]
 的伴随矩阵为

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]
 　　[　　]


【分析】
 　由拉普拉斯展开式(1.10)有

[image: image]


那么，矩阵[image: image]
 可逆，从而

[image: image]


所以应选（B）．



【评注】
 　本题考查的知识点有3个：一是用转换求伴随矩阵，即公式A
 *
 =|A
 |A
 -1
 ，二是行列式的拉普拉斯展开式，三是分块矩阵的求逆公式．这些都是线性代数中很基础的知识．




【例2.12】
 　设A
 是n
 阶矩阵，A
 *
 是A
 的伴随矩阵，证明：

[image: image]



【证】
 　若秩r
 (A
 )=n
 ，则|A
 |≠0，由于|A
 *
 |=|A
 |
n
 -1
 ，故|A
 |*
 ≠0，所以秩r
 (A
 *
 )=n
 ．

若秩r
 (A
 )<n
 -1，则A
 中所有n
 -1阶子式均为0，即行列式|A
 |的所有代数余子式均为0，即A
 *
 =O
 ，故r
 (A
 *
 )=0．

若秩r
 (A
 )=n
 -1，则|A
 |=0且A
 中存在n
 -1阶子式不为0．那么，由|A
 |=0有


AA
 *
 =|A
 |E
 =O


从而r
 (A
 )+r
 (A
 *
 )≤n
 ，得r
 (A
 *
 )≤1．

又因A
 中有n
 -1阶子式非0，知有Aij

 ≠0，即A
 *
 ≠O
 ，得r
 (A
 *
 )≥1，故r
 (A
 *
 )=1．


【例2.13】
 　已知

[image: image]


那么行列式|A
 |所有元素的代数余子式之和为　　
 ．


【分析】
 　由于A
 *
 =[Aji

 ]，只要能求出A
 的伴随矩阵，就可求出
 ∑Aij

 ．因为A
 *
 =|A
 |A
 -1
 ，而[image: image]
 又由分块求逆，有

[image: image]


从而　[image: image]


故　[image: image]
 ．


练习
 　(2005,3)设矩阵A
 =[aij

 ]3
 
×

 3
 满足A
 *
 =A
 T
 ，其中A
 *
 为A
 的伴随矩阵，A
 T
 为A
 的转置矩阵，若a
 11
 ,a
 12
 ,a
 13
 为三个相等的正数，则a
 11
 为

（A）[image: image]


（B）3

（C）[image: image]


（D）[image: image]

















可逆矩阵


【例2.14】
 　若[image: image]
 ，则A
 -1
 =　　
 ．


【分析】
 　求逆是基础知识不要忘记，不要麻痹大意．两个基本求法：（用伴随矩阵）因为

[image: image]



A
 21
 =5,A
 22
 =3,A
 23
 =-1,A
 31
 =3,A
 32
 =3,A
 33
 =-1．

又

[image: image]


故

[image: image]


（用初等行变换求A
 -1
 ）

[image: image]



[image: image]


故

[image: image]




【评注】
 　（1）求代数余子式Aij

 =(-1)
i+j

 M
 
ij

 时，不要忘记正负号，组装伴随矩阵[image: image]
 时，不要排错位置．求A
 -1
 时不要忘记除以|A
 |．

（2）用初等行变换求A
 -1的常规步骤：

[image: image]


(E　A
 -1
 )．




【例2.15】
 　若A
 是n
 阶矩阵，满足A
 2
 +3A
 -2E
 =O
 ，则(A
 +E
 )-1
 =　　
 ．


【分析】
 　因为

(A
 +E
 )(A
 +2E
 )-4E
 =A
 2
 +3A
 -2E
 =O


有　　(A
 +E
 )(A
 +2E
 )=4E


(A
 +E
 )·[image: image]
 (A
 +2E
 )=E


故　[image: image]



【例2.16】
 　设A
 ,B
 均为3阶矩阵，E
 为3阶单位矩阵，若AB
 =A
 -2B
 -E
 ,[image: image]
 ，则(A
 +2E
 )-1
 =　　
 ．


【分析】
 　由已知条件有AB
 +2B
 -A
 -2E
 =-3E
 ,

即有(A
 +2E
 )B
 -(A
 +2E
 )=-3E


那么　[image: image]


故　[image: image]




【例2.17】
 　已知A
 是n
 阶矩阵，满足A
 3
 =2E
 ,B
 =A
 2
 +2A
 +E
 ，则B
 -1
 =　　
 ．


【分析】
 　因为B
 =A
 2
 +2A+E=(A
 +E
 )2
 ，由A
 3
 =2E
 有A
 3
 +E
 =3E
 ⇒(A
 +E
 )(A
 2
 -A
 +E
 )=3E
 ⇒

[image: image]


那么　[image: image]



【例2.18】
 　(2000,2)设[image: image]
 ，E
 为4阶单位矩阵，且B
 =(E
 +A
 )-1
 (E
 -A
 )，则(E
 +B
 )-1
 =　　
 ．


【分析】
 　对于(A
 +B
 )-1
 没有运算法则，通常用单位矩阵恒等变形的技巧化为乘积的形式．

[image: image]


本题是考生失误较多的一个考题，难度是0.29，这里涉及的思路方法应仔细体会．















【例2.19】
 　已知A
 ,B
 均为n
 阶矩阵，且A
 与E
 -AB
 都是可逆矩阵，证明E
 -BA
 可逆．


【证】
 　|E
 -BA
 |=|A
 -1
 A
 -BA
 |=|(A
 -1
 -B
 )A
 |

=|A
 -1
 -B
 |A
 |=A
 |A
 -1
 -B
 |

=|A
 (A
 -1
 -B
 )|=|E
 -AB
 |≠0

故E
 -BA
 可逆．


练习
 　（1）已知A
 和B
 都是n
 阶矩阵，且E
 -AB
 是可逆矩阵，证明E
 -BA
 可逆．













（2）设A
 ,B
 ,C
 均为n
 阶矩阵，E
 为n
 阶单位矩阵，若B
 =E
 +AB
 ,C
 =A
 +CA
 ，则B
 -C
 =

（A）E


（B）-E


（C）A


（D）-A
















【例2.20】
 　设[image: image]
 ，其中A
 ,B
 分别是m
 阶和n
 阶可逆矩阵，证明矩阵H
 可逆，并求其逆．


【证】
 　因为A
 ,B
 可逆，由拉普拉斯展开式(1.9)有

[image: image]


所以矩阵H
 可逆．

设[image: image]


故　[image: image]


初等矩阵


【例2.21】
 　设

[image: image]


则B
 =

（A）P
 3
 AP
 2


（B）P
 2
 AP
 3


（C）P
 3
 AP
 1


（D）P
 2
 AP
 1
 　　[　　]


【分析】
 　观察到把矩阵A
 的第一行的2倍加至第三行，然后再二、三两列对换即得到矩阵B
 ，这里的初等行变换应该用P
 3
 来实现，初等列变换应该用P
 1
 来完成，故B
 =P
 3
 AP
 1
 ．应选（C）．


【例2.22】
 　(2012,1，[image: image]
 )设A
 为3阶矩阵，P
 为3阶可逆矩阵，且P
 -1
 AP
 [image: image]
 若P
 =[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ],Q
 =[α
 1
 +a
 2
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]，则Q
 -1
 AQ
 为


[image: image]



【分析】
 　由于[image: image]
 ，即

[image: image]


那么[image: image]


[image: image]


所以应选（B）．



【评注】
 　本题关键是要清楚熟悉矩阵P
 、Q
 之间的联系．它是2009年试题的变形．




【例2.23】
 　[image: image]
 　　
 ．


【分析】
 　因为[image: image]
 ，

[image: image]
 ,

所以　[image: image]


又因　[image: image]



[image: image]


故　[image: image]



【例2.24】
 　设[image: image]
 ，如|A
 |=2，则(A
 *
 B
 )-1
 =　　
 ．


【分析】
 　A
 经过两次列变换（第2列乘以-3；第1列加至第3列）得到B
 ．即B
 =AP
 1
 P
 2


其中[image: image]


所以　A
 *
 B
 =A
 *
 AP
 1
 P
 2
 =|A
 |P
 1
 P
 2
 =2P
 1
 P
 2


那么　　(A
 *
 B
 )-1
 =(2P
 1
 P
 2
 )-1
 =[image: image]


[image: image]



【例2.25】
 　已知

[image: image]
 ,

若[image: image]
 ，则B
 -1
 =　　
 ．


【分析】
 　　A
 经过行变换（第3行的2倍加至第2行）和列变换（2、3两列互换）得到矩阵B
 ，即

[image: image]



所以　[image: image]


[image: image]



【例2.26】
 　(2005，[image: image]
 )设A
 为n
 (n
 ≥2)阶可逆矩阵，交换A
 的第一行与第二行得到矩阵B
 ,A
 *
 与B
 *
 分别为A
 和B
 的伴随矩阵，则

[image: image]


（A）交换A
 *
 的第一列与第二列，得B
 *


（B）交换A
 *
 的第一行与第二行，得B
 *


（C）交换A
 *
 的第一列与第二列，得-B
 *


（D）交换A
 *
 的第一行与第二行，得-B
 *
 　　[　　]


【答案】
 　（C）


【分析】
 　按题意，有E
 12
 A
 =B
 ，于是A
 -1
 [image: image]
 =B
 -1


因为[image: image]
 =E
 12
 ，有A
 -1
 E
 12
 =B
 -1


又因矩阵A
 的两行互换得到B
 ，而知|A
 |=-|B
 |．于是A
 *
 E
 12
 =-B
 *
 即A
 *
 的一、二两列互换得到-B
 *
 ．所以应选（C）．



【评注】
 　本题考查初等矩阵的两个定理，一是左乘右乘，二是初等矩阵的逆矩阵公式．如果对n
 阶初等矩阵的符号不习惯，不妨把A
 想成是3阶矩阵，那么

[image: image]


即　[image: image]
 而知应选（C）．




【例2.27】
 　与矩阵[image: image]
 等价的矩阵是

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）以上都不正确　　[　　]



【分析】
 　显然行列式A
 =0，但矩阵A
 中有2阶子式非零，故秩r
 (A
 )=2．所以与A
 等价的矩阵是（B）．

其实，把矩阵A
 第1行的-2倍加至第2行，再把第1列的-2倍加至第2列，然后2、3两行对换后再2、3两列对换，最后第2行乘以[image: image]
 即得（B）．

[image: image]


请你用初等矩阵把上述初等变换描述清楚写成PAQ
 =B
 的形式．


练习
 　(2011[image: image]
 )设A
 为3阶矩阵，将A
 的第2列加到第1列得矩阵B
 ，再交换B
 的第2行与第3行得单位矩阵．

记[image: image]
 ，则A
 =

（A）P
 1
 P
 2
 .

（B）[image: image]
 .

（C）P
 2
 P
 1
 .

（D）[image: image]
 ．














正交矩阵


【例2.28】
 　设α
 =(1,-2,1)T
 ,A
 =E
 +k
 αα
 T
 ，其中k
 ≠0．如果A
 是正交矩阵，则k
 =　　
 ．


【分析】
 　A
 是正交矩阵⇔AA
 T
 =E


(E
 +k
 αα
 T
 )(E
 +k
 αα
 T
 )T


=(E
 +k
 αα
 T
 )(E
 +k
 αα
 T
 )=E
 +k
 αα
 T
 +k
 αα
 T
 +k
 2
 αα
 T
 αα
 T


因为　[image: image]


故　AA
 T
 =E
 +(2k
 +6k
 2
 )αα
 T
 =E
 ⇔2k
 +6k
 2
 =0

又　k
 ≠0．故k
 =-[image: image]
 ．


【例2.29】
 　设[image: image]
 是正交矩阵，那么

[image: image]


即有[image: image]


[image: image]


若令　α
 1
 =[a
 1
 ,a
 2
 ,a
 3
 ]T
 ,α
 2
 =[b
 1
 ,b
 2
 ,b
 3
 ]T
 ,α
 3
 =[c
 1
 ,c
 2
 ,c
 3
 ]T
 ,

则上述关系式表明：

[image: image]


说明正交矩阵的列向量长度均为1，列向量两两正交．

类似地，利用AA
 T
 =E
 可知正交矩阵的行向量长度均为1，行向量两两正交．


【例2.30】
 　在实对称矩阵求特征向量构造正交矩阵的问题上，常见的错误是：

[image: image]



[image: image]


这4个矩阵都不是正交矩阵！要想清原因，引以为戒．


【例2.31】
 　设A
 ,B
 均n
 阶正交矩阵，且|A
 |+|B
 |=0，证明|A
 |+|B
 |=0．


【证】
 　|A
 +B
 |=|EA
 +BE
 |=|(BB
 T
 )A
 +B
 (A
 T
 A
 )|

=|B
 (B
 T
 +A
 T
 )A
 |=|B
 (A
 +B
 )T
 A
 |

=|B
 |·|(A
 +B
 )T
 |·|A
 |=-|B
 |2
 ·|A
 +B
 |

=-
 |A
 +B
 |

所以，|A
 +B
 |=0．



【评注】
 　处理行列式|A
 +B
 |时，要注意单位矩阵E
 恒等变形的技巧．本题若由|A
 +B
 |=|AE
 +B
 |用B
 T
 B
 =E
 置换E
 也是一样的．



矩阵方程

对于矩阵方程，经恒等变形之后有三种可能的形式：


AX
 =B
 ;XA
 =B
 ;AXC
 =B


如果矩阵A
 、C
 是可逆的，则依次有


X
 =A
 -1
 B
 ;X
 =BA
 -1
 ;X
 =A
 -1
 BC
 -1
 然后经计算就可求出X
 .

因为矩阵乘法没有交换律，所以在恒等变形时，运算法则一定要正确．


【例2.32】
 　已知A
 ,B
 均是3阶矩阵，矩阵X
 满足


AXA
 -BXB
 =BXA
 -AXB
 +E


其中E
 是3阶单位矩阵，则X
 =

（A）(A
 2
 -B
 2
 )-1


（B）(A
 -B
 )-1
 (A
 +B
 )-1


（C）(A
 +B
 )-1
 (A
 -B
 )-1


（D）条件不足，不能确定　　[　　]


【分析】
 　据已知，有


AXA
 -BXA
 +AXB
 -BXB
 =E


即　　(A
 -B
 )XA
 +(A
 -B
 )XB
 =E


即　　(A
 -B
 )X
 (A
 +B
 )=E



上式右端是单位矩阵，说明矩阵A
 -B
 ,A
 +B
 均可逆，那么左乘(A
 -B
 )-1
 ，右乘(A
 +B
 )-1
 ，即知X
 =(A
 -B
 )-1
 (A
 +B
 )-1
 ，故应选（B）．


【例2.33】
 　(2000,1)设矩阵A
 的伴随矩阵

[image: image]


且ABA
 -1
 =BA
 -1
 +3E
 ，其中E
 为4阶单位矩阵，求矩阵B
 ．


【解】
 　由|A
 *
 |=|A
 |
n
 -1
 ，有|A
 |3
 =8，得|A
 |=2.用A
 右乘矩阵方程的两端，得


AB
 -B
 =3A


因为A
 *
 A
 =AA
 *
 =|A
 |E
 ，用A
 *
 左乘上式的两端，并将|A
 |=2代入，得

(2E
 -A
 *
 )B
 =6E


于是2E
 -A
 *
 是可逆矩阵．从而


B
 =6(2E
 -A
 *
 )-1


[image: image]



练习
 　(2015,2,3)设矩阵[image: image]
 ，且A
 3
 =O
 ．

（Ⅰ）求a
 的值；

（Ⅱ）若矩阵X
 满足X
 -XA
 2
 -AX
 +AXA
 2
 =E
 ，其中E
 为3阶单位矩阵，求X
 ．














四、练习题精选

1．填空题


（1）已知A
 是3阶矩阵，且所有元素都是-1，则A
 4
 +2A
 3
 =　　
 ．

（2）设A
 是n
 阶矩阵，满足(A
 -E
 )3
 =(A
 +E
 )3
 ，则(A
 -2E
 )-1
 =　　
 ．

（3）(2006,4,4分)已知[image: image]
 ，B
 是3阶非零矩阵，且AB
 =O
 ，则a
 =　　
 ．

（4）(2006,4,4分)设矩阵[image: image]
 ，E
 为2阶单位矩阵，矩阵B
 满足BA
 =B
 +2E
 ，则B
 =　　
 ．

（5）设A
 是3阶矩阵，A
 *
 是A
 的伴随矩阵，若|A
 |=4，则[image: image]


2．选择题


（1）已知[image: image]
 ，则A
 的伴随矩阵A
 *
 =

[image: image]


（2）A
 ,B
 均为n
 阶矩阵，AB
 =O
 ，且B
 ≠O
 ，则必有

（A）(A
 +B
 )2
 =A
 2
 +B
 2


（B）|B
 |≠0

（C）|B
 *
 |≠0

（D）|A
 *
 |＝0　　[　　]

（3）设[image: image]
 ，若A
 的伴随矩阵A
 *
 的秩为1，则a
 =


（A）1

（B）-1

（C）-[image: image]


（D）3　　[　　]

3．解答题


（1）设A
 是n
 阶矩阵，若(A
 +E
 )
m

 =O
 ，证明矩阵A
 可逆．

（2）设B
 是m
 ×n
 矩阵，BB
 T
 可逆，A
 =E
 -B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 ，其中E
 是n
 阶单位矩阵．

证明：（Ⅰ）A
 T
 =A
 ;　（Ⅱ）A
 2
 =A
 ．

答案与提示

1.（1）[image: image]


（2）[image: image]


（3）-3

（4）[image: image]


（5）2


【提示】
 　（1）秩r
 (A
 )=1，有A
 2
 =l
 A
 ，其中l
 =∑aii

 =-3．

（2）由(A
 +E
 )3
 =(A
 -E
 )3
 得3A
 2
 +E
 =O
 ，进而有

(A
 -2E
 )（3A
 +6E
 ）+13E
 =O


（3）AB
 =O
 ,B
 ≠O
 ，说明齐次方程组Ax
 =0，有非零解，故|A
 |=0．可将第3列加至第2列来求a
 ．

（4）B
 =2(A
 -E
 )-1
 ，要会求二阶逆．

（5）根据[image: image]
 ，有[image: image]
 ．

2．

（1）（C）

（2）（D）

（3）（C）


【提示】
 　（1）用定义，计算Aij

 时不要丢（-1）
i+j

 ，组装伴随矩阵时位置要正确.（A）、（B）、（D）是三种常见的错误，要特别小心．

（2）AB
 =O
 不能保证BA
 =O
 ，而(A
 +B
 )2
 =A
 2
 +AB
 +BA
 +B
 2
 ≠A
 2
 +2AB
 +B
 2
 ；当B
 ≠O
 时，行列式B
 可以为零亦可不为零，由|B
 |是否可逆而定．（其实，|B
 *
 |=|B
 |
n
 -1
 ，可见（B）与（C）要对就全对，要错就全错，在本题必全错）；由AB
 =O
 ,B
 ≠O
 知Ax
 =0有非零解。那么|A
 |=0，从而|A
 *
 |=|A
 |
n
 -1
 =0．

（3）由于[image: image]


本题r
 (A
 *
 )=1而n
 =4，说明r
 (A
 )=3，故|A
 |=0


因为[image: image]


显然a
 =1时，r
 (A
 )=1，那么只有a
 =-[image: image]
 ．

3．（1）（用定义法）因为(A
 +E
 )
m

 =O
 ，即

[image: image]


那么　[image: image]


（2）（Ⅰ）A
 T
 =[E
 -B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 ]T


=E
 T
 -[B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 ]T


=E
 -B
 T
 [(BB
 T
 )-1
 ]T
 (B
 T
 )T
 =E
 -B
 T
 [(BB
 T
 )T
 ]-1
 B
 =E
 -B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 =A
 ．

（Ⅱ）A
 2
 =[E
 -B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 ][E
 -B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 ]

=E
 -2B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 +B
 T
 (BB
 T
 )-1
 BB
 T
 (BB
 T
 )-1
 B


=E
 -2B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 +B
 T
 (BB
 T
 )-1
 B
 =A.






















第三章　n
 维向量

一、知识结构网络图

[image: image]





【评注】
 　n
 维向量概念抽象，逻辑推理要求高，是线性代数的难点之一，复习时要注意．

（1）理解向量的线性组合、线性表示、线性相关与线性无关等概念，掌握向量线性相关、线性无关的有关性质及判别法．

（2）理解向量组的极大线性无关组的概念，掌握求向量组的极大线性无关组的方法．

（3）了解向量组等价的概念，理解向量组的秩的概念，了解矩阵的秩与其行（列）向量组的秩之间的关系，会求向量组的秩．

（4）了解向量内积的概念，掌握线性无关向量组正交规范化的施密特(Schmidt)方法．




今年考题


未考


二、基本内容与重要结论

基础知识


n
 个数a
 1
 ,a
 2
 ,…,an

 所组成的有序数组


α
 =[a
 1
 ,a
 2
 ,…,an

 ]T
 或α
 =[a
 1
 ,a
 2
 ,…,an

 ]

叫做n
 维向量
 ，其中a
 1
 ,a
 2
 ，…,an

 叫做向量α
 的分量
 （或坐标
 ），前一个表示式称为列向量
 ，后者称为行向量.


设n
 维向量α
 =[a
 1
 ,a
 2
 ，…,an

 ]T
 ,β
 =[b
 1
 ,b
 2
 ,…,bn

 ]T
 ，则


向量加法　
 α
 +β
 =[a
 1
 +b
 1
 ,a
 2
 +b
 2
 ,…,an
 +bn

 ]T
 ；


数乘向量　
 k
 α
 =[ka
 1
 ,ka
 2
 ,…,kan

 ]T
 ；


向量内积　
 (α
 ,β
 )=α
 T
 β
 =β
 T
 α
 =a
 1
 b
 1
 +a
 2
 b
 2
 +…+an
 bn

 ．



【评注】
 　（1）向量α
 =[a
 1
 ,a
 2
 ,…,an

 ]T
 的长度

[image: image]


例如，α
 =[1,2,3]T
 ，则α
 T
 α
 =12
 +22
 +32
 =14，那么向量α
 的长度为‖α
 ‖=[image: image]
 ，而[image: image]
 [1,2,3]T
 是单位向量．

（2）[image: image]
 ．

（3）若(α
 ,β
 )=0，即a
 1
 b
 1
 +a
 2
 b
 2
 +…+an
 bn

 =0，称α
 与β
 正交，记为α
 ⊥β
 ．




定义3.1
 　设α
 1
 ,α
 2
 ，…,α
 
s

 是n
 维向量，k
 1
 ,k
 2
 ，…,ks

 是一组实数，称


k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 ＋…+ks
 α
 s


是α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 的线性组合.



定义3.2
 　对n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 和β
 ，如存在实数k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks

 使得


k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks
 α
 s
 =β
 ,

则称β
 是α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 的线性组合
 ，或者说β
 可由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性表出（示）．


例如，α
 1
 =[1,0]T
 ,α
 2
 =[2,1]T
 ,α
 3
 =[1,-1]T
 ,β
 =[3,2]T
 则β
 =-α
 1
 +2α
 2
 +0α
 3
 =2α
 1
 +α
 2
 -α
 3
 =5α
 1
 +0α
 2
 -2α
 3
 =…即β
 可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出，且表示法不唯一．

又如α
 1
 =[1,0]T
 ,α
 2
 =[2,0]T
 ,β
 =[0,3]T
 ，那么无论k
 1
 ,k
 2
 取何值，
 恒有k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 ≠β
 ，即β
 不能由α
 1
 ,α
 2
 线性表出．


定义3.3
 　对n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ，如果存在不全为零的数使得


k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks
 α
 s
 =0,

则称向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关
 ．否则，称向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关
 .（也就是说，当且仅当k
 1
 =k
 2
 =…=ks

 =0时，k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 =0才能成立.或者说，只要k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks

 不全为零，那么k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 必不为零.）

例如，对于下列向量组的线性相关性是容易判断的

（1）α
 1
 =[1,2,3]T
 ,α
 2
 =[2,3,4]T
 ,α
 3
 =[0,0,0]T
 ．

因为　0α
 1
 +0α
 2
 +α
 3
 =0

组合系数0,0,1，不全为0．故向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关．

（2）α
 1
 =[1,2,3]T
 ,α
 2
 =[2,4,6]T
 ,α
 3
 =[3,0,5]T


因为　2α
 1
 -α
 2
 +0α
 3
 =0

组合系数2,-1,0不全为0，故向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关．

（3）α
 1
 =[1,2,3]T
 ,α
 2
 =[2,3,4]T
 ,α
 3
 =[3,5,7]T


因为　α
 1
 +α
 2
 -α
 3
 =0

组合系数1,1,-1不全为0，故α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关．

（4）α
 1
 =[1,2,3]T
 ,α
 2
 =[0,4,5]T
 ,α
 3
 =[0,0,6]T


如果k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 =0，按分量写出，有

[image: image]


可见k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 =0⇔k
 1
 =0,k
 2
 =0,k
 3
 =0故α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关．


定义3.4
 　设有两个n
 维向量组（Ⅰ）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ;（Ⅱ）β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 ；

如果（Ⅰ）中每个向量α
 
i

 (i
 =1,2,…,s
 )都可由（Ⅱ）中的向量β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 线性表出，则称向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表出．

如果（Ⅰ）、（Ⅱ）这两个向量组可以互相线性表出，则称这两个向量组等价.


例如，已知向量组

（1）α
 1
 =[1,0,0]T
 ,α
 2
 =[0,1,0]T
 ,α
 3
 =[0,0,1]T
 与β
 1
 =[1,1,1]T
 ,β
 2
 =[1,1,0]T
 ,β
 3
 =[1,0,0]T


由于　β
 1
 =α
 1
 +α
 2
 +α
 3
 ,β
 2
 =α
 1
 +α
 2
 ,β
 3
 =α
 1



α
 1
 =β
 3
 ,α
 2
 =β
 2
 -β
 3
 ,α
 3
 =β
 1
 -β
 2


知向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 与β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 可互相线性表出，所以α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 与β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 是等价向量组．


（2）α
 1
 =[1,0,0]T
 ,α
 2
 =[1,2,0]T
 与β
 1
 =[2,1,1]T
 ,β
 2
 =[0,1,1]T
 ,β
 3
 =[3,1,0]T


由

[image: image]


知向量组α
 1
 ,α
 2
 可由向量组β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性表出，但向量β
 1
 ,β
 2
 不能由α
 1
 ,α
 2
 线性表出，所以向量组β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 不能由向量组α
 1
 ,α
 2
 线性表出．这两个向量组不等价．


定义3.5
 　在向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 中，如存在r
 个向量α
 
i1


 ,α
 
i2


 ,…,α
 
ir


 线性无关，再加进任一个向量α
 
j

 (j
 =1,2,…,s
 )向量组α
 
i1


 ,α
 
i2


 ,…,α
 
ir


 ,α
 
j

 就线性相关，则称α
 
i1


 ,α
 
i2


 ,…,α
 
ir


 是向量组α
 1
 ,α
 2
 …,α
 
s

 的一个极大线性无关组.


[image: image]



定义3.6
 　向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 的极大线性无关组中所含向量的个数r
 称为这个向量组的秩.


例如，向量组[image: image]
 [image: image]
 中，α
 1
 ,α
 3
 线性无关，再添加向量组中的任一个向量α
 
j

 ，向量组α
 1
 ,α
 3
 ,α
 
j

 必线性相关。所以α
 1
 ,α
 3
 是向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 6
 的一个极大线性无关组．因此，向量组的秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 6
 )=2．

注意向量组的极大线性无关组一般情况下不惟一.例如α
 1
 ,α
 5
 也是极大线性无关组，还有……

重要定理


定理3.1
 　向量β
 可由向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性表出

⇔非齐次线性方程组[image: image]
 有解

⇔秩r
 [α
 1
 ,α
 2
 ，…,α
 
s

 ]=r
 [α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 ].


定理3.2
 　向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关

⇔齐次线性方程组[image: image]
 有非零解

⇔向量组的秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 )<s
 ．



推论1
 　n
 个n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 线性相关的充分必要条件是行列式

|α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 |=0.


推论2
 　n
 +1个n
 维向量一定线性相关．


定理3.3
 　如果向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 的一个部分组线性相关，那么向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 亦线性相关；反之，如果α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关，那么它的任一部分组都线性无关．


定理3.4
 　设α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 是m
 维向量，β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 是n
 维向量，令

[image: image]


其中γ
 1
 ,γ
 2
 ,…,γ
 
s

 是m+n
 维向量.如果α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关，则γ
 1
 ,γ
 2
 ,…,γ
 
s

 线性无关；反之，若γ
 1
 ,γ
 2
 ,…,γ
 
s

 线性相关，则α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关．



【评注】
 　通常称向量组γ
 1
 ,γ
 2
 ,…,γ
 
s

 是向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 的延伸组，而α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 是γ
 1
 ,γ
 2
 ,…,γ
 
s

 的缩短组．

定理3.3描述的是向量个数的增减与向量组线性相关性的联系，而定理3.4描述的是向量维数的增减与线性相关性的联系．两者不要混淆．α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关[image: image]





定理3.5
 　如果α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 (s
 ≥2)线性相关，则其中必有一个向量可用其余的向量线性表出；反之，若有一个向量可用其余的s
 -1个向量线性表出，则这s
 个向量必线性相关．


定理3.6
 　如果α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关，α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 线性相关，则β
 可由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性表出，且表示法唯一．


定理3.7
 　如果向量组β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 可由向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
t

 线性表出，而且s
 >t
 ，那么β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 线性相关．即如果多数向量能用少数向量线性表出，那么多数向量一定线性相关．


推论
 　如β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 线性无关，且它可由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
t

 线性表出，则s
 ≤t
 ．


定理3.8
 　设α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 可由β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 线性表出，则r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 )≤r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 )．


推论
 　如果（Ⅰ），（Ⅱ）是两个等价的向量组，则r
 （Ⅰ）=r
 （Ⅱ）．


定理3.9
 　如果r
 (A
 )=r
 ，则A
 中有r
 个线性无关的列向量，而其他列向量都是这r
 个线性无关列向量的线性组合，也就是r
 (A
 )=A
 的列秩．

一般地，r
 (A
 )=A
 的行秩=A
 的列秩．




【评注】
 　（1）向量组的线性相关（无关）是一抽象概念，在理解时要仔细体会“有一组”与“任一组”，许多错误往往发生在此．

对于向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ，恒有0α
 1
 +0α
 2
 +…+0α
 
s

 =0，向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 是否线性相关，其实就是问除上述情况外，还能否再找到一组数，使得k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 =0仍能成立？如若可以（即有一组不全为零的k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks

 ）则向量组线性相关，如若不行，则对任一组不全为0的数恒有k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 ≠0，向量组线性无关．

（2）要知道3维向量线性相关（无关）的几何意义，这有助于对概念的理解．

1°
 　α
 1
 ,α
 2
 线性相关⇔α
 1
 ,α
 2
 坐标成比例

若α
 1
 ,α
 2
 线性相关，则存在不全为0的k
 1
 ,k
 2
 ，使k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 =0

不妨设k
 1
 ≠0，于是α
 1
 =-[image: image]
 α
 2
 即α
 1
 ,α
 2
 共线，其坐标成比例．反之亦对，略．

2°
 　α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关⇔α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 共面


[image: image]




若α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关，则存在不全为0的k
 1
 ,k
 2
 ,k
 3
 使得


k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 =0

不妨设k
 1
 ≠0，于是

[image: image]


说明向量α
 1
 在以α
 2
 ,α
 3
 为边的平行四边形上，故α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 共面．反之亦对，略．

（3）要搞清向量组的线性相关、齐次方程组有非零解、向量组的秩等知识点的联系与转换；要搞清线性相关、线性表出之间的联系与转换；要掌握性质与判断方法．



例如，若n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关，判断下列向量组的线性相关性

（1）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,α
 
s+

 1


（2）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1



【分析】
 　（1）因为α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关，故存在不全为0的k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks

 使得


k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 =0

那么有k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 +0α
 
s+

 1
 =0，而k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks

 ,0不全为零．所以，α
 1
 ,α
 2
 ，…,α
 
s

 ,α
 
s+

 1
 必线性相关．

（2）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 的线性相关性不确定．

从几何上看


[image: image]


从坐标上看[image: image]




【评注】
 　本题（1）实际上是给出定理3.3的一个证明，而（2）表明向量个数的增减对线性相关性的影响是单向的．






















三、典型例题分析选讲

线性相关


【例3.1】
 　下列向量组中，线性无关的是

（A）[1,2,3,4]T
 ,[2,3,4,5]T
 ,[0,0,0,0]T


（B）[1,2,-1]T
 ,[3,5,6]T
 ,[0,7,9]T
 ,[1,0,2]T


（C）[a
 ,1,2,3]T
 ,[b
 ,1,2,3]T
 ,[c
 ,3,4,5]T
 ,[d
 ,0,0,0]T


（D）[a
 ,1,b
 ,0,0]T
 ,[c
 ,0,d
 ,6,0]T
 ,[a
 ,0,c
 ,5,6]T
 　　[　　]


【分析】
 　（A）中有零向量必线性相关．因为

0α
 1
 +0α
 2
 +α
 3
 =0

系数0,0,1不全为0．

（B）是4个三维向量必线性相关．定理3.2推论2:n
 +1个n
 维向量必线性相关．

（C）是4个四维向量可用行列式（定理3.2推论1）由于

[image: image]


从而线性相关．

（D）中，因为

[image: image]


知[1,0,0]T
 ,[0,6,0]T
 ,[0,5,6]T
 线性无关，那么其延伸组[a
 ,1,b
 ,0,0]T
 ,[c
 ,0,d
 ,6,0]T
 ,[a
 ,0,c
 ,5,6]T
 必线性无关．


【例3.2】
 　若α
 1
 =[1,3,4,-2]T
 ,α
 2
 =[2,1,3,t
 ]T
 ,α
 3
 =[3,-1,2,0]T
 线性相关，则t
 =　　
 ．


【分析】
 　设x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =0，按分量写出，即有

[image: image]



对系数矩阵[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]作初等行变换，有

[image: image]



α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关[image: image]
 有非零解

⇔秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )<3

故　6-2(t
 +4)=0，即t
 =-1．


【例3.3】
 　若α
 1
 =[1,2,3,1]T
 ,α
 2
 =[1,1,2,-1]T
 ,α
 3
 =[2,6,a
 ,5]T
 ,α
 4
 =[3,4,7,-1]T
 线性相关，则a
 =　　
 ．


【分析】
 　4个4维向量计算行列式，有

[image: image]


说明∀a
 ,α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 恒线性相关．


注意
 　例3.2和例3.3处理手法的差异，前者s
 个n
 维向量转换为齐次方程组来分析，后者n
 个n
 维向量利用行列式简便．
















【评注】　线性无关的判定


若向量的坐标没有给出，通常用定义法或用秩的理论来分析判断论证，也要有反证法的构思．

（1）用定义法证α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关的框图是：

设k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 =0

[image: image]



k
 1
 =0,k
 2
 =0,…,ks

 =0．

（2）用秩　α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关．

[image: image]
 =0只有零解．

⇔秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 )=s
 ．

要注意的公式有:r
 (A
 )=A
 列秩=A
 行秩，r
 (AB
 )≤min(r
 (A
 ),r
 (B
 ))．若A
 可逆r
 (AB
 )=r
 (B
 ),r
 (BA
 )=r
 (B
 )，如A
 是m
 ×n
 矩阵，B
 是n
 ×s
 矩阵且AB
 =O
 ，则r
 (A
 )+r
 (B
 )≤n
 ．




【例3.4】
 　已知α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 都是n
 维向量，下列命题中错误的是

（A）如果[image: image]
 ，…[image: image]
 线性相关，则α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 ,α
 
s

 线性相关．

（B）如果秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 )=r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 )，则α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关．

（C）如果α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关，且α
 
s

 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 线性表出，则α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 线性相关．

（D）如果α
 
s

 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 线性表出，则α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关．　　[　　]


【分析】
 　当α
 
s

 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 线性表出时，并不能保证每一个向量α
 
i

 (i
 =1,2,…,s
 -1)都不能用其余的向量线性表出．例如，α
 1
 =(1,0,0)T
 ,α
 2
 =(2,0,0)T
 ,α
 3
 =(0,0,3)T
 ，虽α
 3
 不能α
 1
 ,α
 2
 线性表出，但α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是线性相关的．所以(D)不正确．

关于（A）．由[image: image]
 α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 线性相关[image: image]
 α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 ,α
 
s

 线性相关．


关于（B）.r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 )≤r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 )

=r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 s-

 1)≤s
 -1<s


或者，由r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 )=r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 )

知α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 可由β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 线性表出．据定理3.7亦知α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关．

对于（C）．由于α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关，故存在不全为0的k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks

 使得k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 =0.此时必有ks

 =0，否则α
 
s

 可由α
 1
 ,…,α
 
s-

 1
 线性表出．于是k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks-

 1
 不全为0，而k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks-

 1
 α
 
s-

 1
 =0即α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s-

 1
 必线性相关．


【例3.5】
 　已知n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，证明3α
 1
 +2α
 2
 ,α
 2
 -α
 3
 ,4α
 3
 -5α
 1
 线性无关．


【证】
 　（用定义，重组）

设k
 1
 (3α
 1
 +2α
 2
 )+k
 2
 (α
 2
 -α
 3
 )+k
 3
 (4α
 3
 -5α
 1
 )=0　（1）

即　(3k
 1
 -5k
 3
 )α
 1
 +(2k
 1
 +k
 2
 )α
 2
 +(-k
 2
 +4k
 3
 )α
 3
 =0　（2）

由于α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，那么

[image: image]


因为[image: image]
 ，齐次方程组（3）只有零解


k
 1
 =0,k
 2
 =0,k
 3
 =0.

故向量组3α
 1
 +2α
 2
 ,α
 2
 -α
 3
 ,4α
 3
 -5α
 1
 线性无关．


【证法二】
 　（用秩）令β
 1
 =3α
 1
 +2α
 2
 ,β
 2
 =α
 2
 -α
 3
 ,β
 3
 =4α
 3
 -5α
 1
 .则，

[image: image]


因为矩阵[image: image]
 可逆，所以r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=3，即β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性无关，亦即3α
 1
 +2α
 2
 ,α
 2
 -α
 3
 ,4α
 3
 -5α
 1
 线性无关．


【例3.6】
 　设A
 是n
 阶矩阵，α
 是n
 维列向量，若A
 
m-

 1
 α
 ≠0,A
 
m

 α
 =0，证明向量组α
 ,Aα
 ,A
 2
 α
 ,…,A
 
m
 -1
 α
 线性无关．


【证】
 　（用定义、同乘）设k
 1
 α
 +k
 2
 Aα
 +k
 3
 A
 2
 α
 +…+km

 A
 
m-

 1
 α
 =0　（1）

由于A
 
m

 α
 =0知A
 
m+

 1
 α
 =0,A
 
m+

 2
 α
 =0,…

用A
 
m
 -1
 左乘（1）式两端，并把A
 
m
 +1
 α
 =0,A
 
m
 +2
 α
 =0,…代入，有


k
 1
 A
 
m-

 1
 α
 =0　　(2)


因为A
 
m-

 1
 α
 ≠0，故k
 1
 =0．

把k
 1
 =0代入（1）式，有


k
 2
 Aα
 +k
 3
 A
 2
 α
 +…+km

 A
 
m-

 1
 α
 =0

同理用A
 
m
 -2
 左乘上式，可知


k
 2
 A
 
m-

 1
 α
 =0

从而k
 2
 =0

类似可得k
 3
 =0,…,km

 =0．所以α
 ,Aα
 ,A
 2
 α
 ,…,A
 
m-

 1
 α
 线性无关．


【证法二】
 　（反证法）如果α
 ,Aα
 ,…,A
 
m
 -1
 α
 线性相关，则有不全为0的k
 1
 ,k
 2
 ,…,km

 使得k
 1
 α
 +k
 2
 Aα
 +…+km

 A
 
m-

 1
 α
 =0　（1）

设k
 1
 ,k
 2
 ,…,km

 中第一个不为0的是kp

 （即k
 1
 =k
 2
 =…kp-

 1
 =0,kp

 ≠0,p
 ≥1）于是kp

 A
 
p
 -1
 α
 +…+km

 A
 
m-

 1
 α
 =0（2）

用A
 
m-
 p
 乘（2）并把A
 
m

 α
 =0,A
 
m+

 1
 α
 =0,…代入，就有kp

 A
 
m-

 1
 α
 =0

又因A
 
m
 -1
 α
 ≠0，那么kp

 =0，与假设矛盾．故α
 ,Aα
 ,A
 2
 α
 ,…,A
 
m
 -1
 α
 线性无关．


【例3.7】
 　设A
 是n
 阶矩阵，α
 1
 、α
 2
 、α
 3
 是n
 维列向量，若Aα
 1
 =α
 1
 ≠0,Aα
 2
 =α
 1
 +α
 2
 ,Aα
 3
 =α
 2
 +α
 3
 ，证明向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关．


【证】
 　（用定义，同乘）设k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 =0　（1）

由于(A
 -E
 )α
 1
 =0,(A
 -E
 )α
 2
 =α
 1
 ,(A
 -E
 )α
 3
 =α
 2
 ,

用A
 -E
 左乘（1）式两端，得


k
 2
 α
 1
 +k
 3
 α
 2
 =0　　(2)

再用A
 -E
 左乘（2）式两端，有


k
 3
 α
 1
 =0

因为α
 1
 ≠0，故k
 3
 =0．把k
 3
 =0代入（2）得k
 2
 =0,

再把k
 2
 =0,k
 3
 =0代入（1）得k
 1
 =0．

因此，向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关．


【例3.8】
 设α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
t

 是齐次方程组Ax
 =0的基础解系，β
 不是Ax
 =0的解，证明β
 +α
 1
 ,β
 +α
 2
 ,…,β
 +α
 
t

 线性无关．


【证】
 　（用定义，同乘且重组）设


k
 1
 (β
 +α
 1
 )+k
 2
 (β
 +α
 2
 )+…+kt

 (β
 +αt

 )=0　　(1)

因为Aα
 
i

 =0(i
 =1,2,…,t
 ),Aβ
 ≠0，用A
 左乘（1）式两端，得

(k
 1
 +k
 2
 +…+kt

 )Aβ
 =0

从而　k
 1
 +k
 2
 +…+kt

 =0　（2）

由（1）式又有

(k
 1
 +k
 2
 +…+kt

 )β
 +k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+kt

 αt

 =0　　(3)

将（2）式代入（3）式，得


k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+kt

 αt

 =0

因为α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
t

 是基础解系，它们线性无关，故必有


k
 1
 =0,k
 2
 =0,…,kt

 =0


因此，向量组β
 +α
 1
 ,β
 +α
 2
 ,…,β
 +α
 
t

 线性无关．


【例3.9】
 (2008,[image: image]
 )设A
 为3阶矩阵，α
 1
 ,α
 2
 为A
 的分别属于特征值-1,1的特征向量，向量α
 3
 满足Aα
 3
 =α
 2
 +α
 3
 ，证明α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关．


【证】
 　（用定义，同乘）由特征值、特征向量的定义，有


Aα
 1
 =-α
 1
 ,Aα
 2
 =α
 2
 .

设　k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 =0　（1）

用A
 乘（1）得：

-k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 (α
 2
 +α
 3
 )=0　　(2)

（1）-（2）得

2k
 1
 α
 1
 -k
 3
 α
 2
 =0

因为α
 1
 ,α
 2
 是不同特征值的特征向量，α
 1
 ,α
 2
 线性无关，故k
 1
 =0,k
 3
 =0．

代入（1）得:k
 2
 α
 2
 =0．

又因α
 2
 是特征向量，α
 2
 ≠0从而k
 2
 =0．因此，α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关．


【证法二】
 　（反证法）因为α
 1
 ,α
 2
 是矩阵A
 不同特征值的特征向量它们线性无关．那么如果α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关则　a
 3
 =k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 　（1）

用A
 左乘（1）式两端并把Aα
 1
 =-α
 1
 ,Aα
 2
 =α
 2
 ,Aα
 3
 =α
 2
 +α
 3
 代入得


α
 2
 +α
 3
 =-k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 　　(2)

（2）-（1）得α
 2
 =-2k
 1
 α
 1
 与α
 1
 ,α
 2
 线性无关相矛盾．


【例3.10】
 　设4维列向量α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，且与4维非零列向量β
 1
 ,β
 2
 均正交，证明（Ⅰ）β
 1
 ,β
 2
 线性相关，（Ⅱ）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 1
 线性无关．


【证】
 　（Ⅰ）（用秩）构造矩阵

[image: image]


则矩阵A
 是秩为3的3×4矩阵。由于

[image: image]


所以β
 1
 ,β
 2
 均是齐次方程组Ax
 =0的解．

那么，r
 (β
 1
 ,β
 2
 )≤n-r
 (A
 )=4-3=1

从而β
 1
 ,β
 2
 线性相关．

（Ⅱ）（用定义）

设k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 +k
 β
 1
 =0　(1)

用[image: image]
 左乘（1），又[image: image]
 α
 
i

 =0(i
 =1,2,3)，有[image: image]
 =0

而[image: image]
 ≠0.故必有k
 =0．

把k
 =0代入（1）得


k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 =0


因α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关．故必有


k
 1
 =0,k
 2
 =0,k
 3
 =0

所以α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 1
 必线性无关


练习
 　设A
 ,B
 为满足AB
 =O
 的任意两个非零矩阵，则必有

（A）A
 的列向量组线性相关，B
 的行向量组线性相关．

（B）A
 的列向量组线性相关，B
 的列向量组线性相关．

（C）A
 的行向量组线性相关，B
 的行向量组线性相关．

（D）A
 的行向量组线性相关，B
 的列向量组线性相关．














【例3.11】
 　已知n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，若β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 可用α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出，设

[β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 ]=[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]C


证明β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性无关的充分必要条件是|C
 |≠0．


【证】
 　记A
 =[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ],B
 =[β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 ]


必要性
 　若β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性无关，则秩r
 (B
 )=r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 )=3．又


r
 (B
 )=r
 (AC
 )≤r
 (C
 )≤3

因此，秩r
 (C
 )=3，即矩阵C
 可逆，|C
 |≠0．


充分性
 　若|C
 |≠0，即矩阵C
 可逆，那么


r
 (B
 )=r
 (AC
 )=r
 (A
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=3

所以，β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性无关．


【例3.12】
 已知向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，向量组α
 1
 +a
 α
 2
 ,α
 1
 +2α
 2
 +α
 3
 ,a
 α
 1
 -α
 3
 线性相关，则a
 =　　
 ．


【分析】
 　利用例3.11

令β
 1
 =α
 1
 +a
 α
 2
 ,β
 2
 =α
 1
 +2α
 2
 +α
 3
 ,β
 3
 =a
 α
 1
 -α
 3



有　[image: image]


[image: image]


知a
 =1或a
 =-2．


【例3.13】
 　(1997,[image: image]
 )已知向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，则下列向量组中，线性无关的是

（A）α
 1
 +α
 2
 ,α
 2
 +α
 3
 ,α
 3
 -α
 1


（B）α
 1
 +α
 2
 ,α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +2α
 2
 +α
 3


（C）α
 1
 +2α
 2
 ,2α
 2
 +3α
 3
 ,3α
 3
 +α
 1


（D）α
 1
 +α
 2
 +α
 3
 ,2α
 1
 -3α
 2
 +22α
 3
 ,3α
 1
 +5α
 2
 -5α
 3
 　　[　　]


【分析】
 　利用观察法，易见

（A）(α
 1
 +α
 2
 )-(α
 2
 +α
 3
 )+(α
 3
 -α
 1
 )=0

（B）(α
 1
 +α
 2
 )+(α
 2
 +α
 3
 )-(α
 1
 +2α
 2
 +α
 3
 )=0

故（A）,（B）均线性相关．

对于（C）和（D），简单地加加减减是得不到0，就不应继续观察下去，而应立即转化为计算行列式（其背景是例3.11）

由于　[image: image]


（C）线性无关．易见（D）之行列式为0,（D）线性相关．

注意，（C）与（D）的行列式不必全都计算，只要算其中之一就可下结论．本题难度0.73．


【例3.14】
 （定理3.4）设α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 是m
 维向量．β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 是n
 维向量，令

[image: image]


如果α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关，证明γ
 1
 ,γ
 2
 ,…,γ
 
s

 线性无关．


【证】
 　设x
 1
 γ
 1
 +x
 2
 γ
 2
 +…+xs

 γs

 =0,

即　[image: image]


即


[image: image]


由于齐次方程组（1）的前m
 个方程即是方程组（2），那么（1）的解必是（2）的解．因为α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关，齐次方程组（2）只有零解．因此齐次方程组（1）也仅有零解，故γ
 1
 ,γ
 2
 ，…,γ
 
s

 线性无关．



【评注】
 　如果对分块矩阵不熟悉、不习惯，不妨译成具体的方程组来体会．

设α
 
j

 =[a
 1
 
j

 ,a
 2
 
j

 ,…,amj

 ]T
 ,β
 
j

 =[b
 1
 
j

 ,b
 2
 
j

 ,…,bnj

 ]T
 ,j
 =1,2,…,s


那么


x
 1
 γ
 1
 +x
 2
 γ
 2
 +…+xs

 γs

 =0

[image: image]





【例3.15】
 　（定理3.7特例）证明：如果β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 可由α
 1
 ,α
 2
 线性表出，则β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性相关．


【证】
 　因为β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 可由α
 1
 ,α
 2
 线性表出，故可设


β
 1
 =a
 11
 α
 1
 +a
 21
 α
 2
 ,


β
 2
 =a
 12
 α
 1
 +a
 22
 α
 2
 ,


β
 3
 =a
 13
 α
 1
 +a
 23
 α
 2
 .

如果k
 1
 β
 1
 +k
 2
 β
 2
 +k
 3
 β
 3
 =0（1）

即　k
 1
 (a
 11
 α
 1
 +a
 21
 α
 2
 )+k
 2
 (a
 12
 α
 1
 +a
 22
 α
 2
 )+k
 3
 (a
 13
 α
 1
 +a
 23
 α
 2
 )=0　（2）

即(a
 11
 k
 1
 +a
 11
 k
 2
 +a
 13
 k
 3
 )α
 1
 +(a
 21
 k
 1
 +a
 22
 k
 2
 +a
 23
 k
 3
 )α
 2
 =0　（3）

（3）由于齐次线性方程组

[image: image]


中，方程个数<未知数个数，方程组（4）必有非零解。那么取k
 1
 ,k
 2
 ,k
 3
 为此
 方程组的非零解，可知有不全为0的k
 1
 ,k
 2
 ,k
 3
 使（3）成立，从而有不全为0的k
 1
 ,k
 2
 ,k
 3
 使（1）成立，故β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性相关．



【评注】
 　上述证明若用矩阵描述是简捷的：

[image: image]




线性表出


【例3.16】
 已知α
 1
 =[1,2,-3,1]T
 ,α
 2
 =[5,-5,a
 ,11]T
 ,α
 3
 =[1,-3,6,3]T
 ,β
 =[2,-1,3,b
 ]T
 ，试问当a
 ,b
 取何值时β
 可以由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表示，并写出其表达式．


【解】
 　设x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =β
 ，按分量写出，即有

[image: image]


对增广矩阵[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 ]作初等行变换，有

[image: image]


如果b
 ≠4，方程组无解，β
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．

如果b
 =4，秩r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )方程组有解，β
 可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．

（1）当a
 ≠12时[image: image]


方程组有唯一解:x
 3
 =1,x
 2
 =0,x
 1
 =1．即β
 =α
 1
 +α
 3
 ．


（2）当a
 =12时，[image: image]


方程组有无穷多解:x
 2
 =t
 ,x
 3
 =1-3t
 ,x
 1
 =1-2t
 ．即


β
 =(1-2t
 )α
 1
 +t
 α
 2
 +(1-3
t

 )α
 3
 ,t
 为任意实数．


【例3.17】
 (2003,4)设有向量组（Ⅰ）:α
 1
 =[1,0,2]T
 ,α
 2
 =[1,1,3]T
 ,α
 3
 =[1,-1,a
 +2]T
 ;（Ⅱ）:β
 1
 =[1,2,a
 +3]T
 ,β
 2
 =[2,1,a
 +6]T
 ,β
 3
 =[2,1,a
 +4]T
 ．试问：当a
 为何值时，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价？当a
 为何值时，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不等价？


【分析】
 　所谓向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价，即向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）可以互相线性表出．如果方程组


x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =β


有解，则β
 可以由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．

那么，如果对同一个a
 ，三个方程组


x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =β
 1
 ,y
 1
 α
 1
 +y
 2
 α
 2
 +y
 3
 α
 3
 =β
 2
 ,


z
 1
 α
 1
 +z
 2
 α
 2
 +z
 3
 α
 3
 =β
 3


均有解，则说明向量组（Ⅱ）可以由向量组（Ⅰ）线性表出．


【解】
 　对[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ┊β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 ]作初等行变换，有

[image: image]


那么，由方程组x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =β
 1
 知，只要a
 ≠-1方程组总有唯一解，即a
 ≠-1时，β
 1
 必可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．而a
 =-1时，方程组无解，β
 1
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．

由方程组y
 1
 α
 1
 +y
 2
 α
 2
 +y
 3
 α
 3
 =β
 2
 知，∀a
 方程组总有解，即β
 2
 必可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．

由方程组z
 1
 α
 1
 +z
 2
 α
 2
 +z
 3
 α
 3
 =β
 3
 知，只要a
 ≠-1，方程组就有解，β
 3
 就可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．

因此，当a
 ≠-1时，向量组（Ⅱ）可由向量组（Ⅰ）线性表出．

反之，由于行列式

[image: image]


故∀a
 ，三个方程组x
 1
 β
 1
 +x
 2
 β
 2
 +x
 3
 β
 3
 =α
 
j

 (j
 =1,2,3)恒有解，
 即∀a
 ，向量组（Ⅰ）总可由向量组（Ⅱ）线性表出．

因此，a
 ≠-1时向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价．

而a
 =-1时，β
 1
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不等价．



【评注】
 　若已知向量的坐标而要判断能否线性表出的问题，通常是转换为非齐次线性方程组是否有解的讨论．如果向量的坐标没有给出而问能否线性表出，通常用线性相关及秩的理论分析、推理．




练习
 (2004,3)设α
 1
 =(1,2,0)T
 ,α
 2
 =(1,a
 +2,-3a
 )T
 ,α
 3
 =(-1,-b
 -2,a
 +2b
 )T
 ,=(1,3,-3)T
 ．试讨论当a
 ,b
 为何值时，

（Ⅰ）β
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表示；

（Ⅱ）β
 可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 唯一地线性表示，并求出表示式；

（Ⅲ）β
 可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表示，但表示式不唯一，并求出表示式．















【例3.18】
 (2005,2)确定常数a
 ，使向量组α
 1
 =(1,1,a
 )T
 ,α
 2
 =(1,a
 ,1)T
 ,α
 3
 =(a
 ,1,1)T
 可由向量组β
 1
 ＝(1,1,a
 )T
 ,β
 2
 =(-2,a
 ,4)T
 ,β
 3
 =(-2,a
 ,a
 )T
 线性表示，但向量组β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 不能由向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表示．


【解法一】
 　因为α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 可由β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性表出，有


r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )≤r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 ).

又因为β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出，故必有


r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )<r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 ).

由于r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 )≤3，从而r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )<3．

于是[image: image]
 ，

所以a
 =1或a
 =-2．

若a
 =1，有α
 1
 =α
 2
 =α
 3
 =β
 1
 ，即α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 可由β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性表出，但β
 2
 =(-2,1,4)T
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出

若a
 =-2易见

[image: image]


相矛盾．

所以a
 =1为所求．


【解法二】
 　α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 可由β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 线性表出，即三个方程组


x
 1
 
j

 β
 1
 +x
 2
 
j

 β
 2
 +x
 3
 
j

 β
 3
 =α
 
j

 ,(j
 =1,2,3)

同时有解．







练习
 　(2011,[image: image]
 )设向量组α
 1
 =(1,0,1)T
 ,α
 2
 =(0,1,1)T
 ,α
 3
 =(1,3,5)T
 不能由向量组β
 1
 =(1,1,1)T
 ,β
 2
 =(1,2,3)T
 ,β
 3
 =(3,4,a
 )T
 线性表示

（Ⅰ）求a
 的值;（Ⅱ）将β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 用α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表示．














【例3.19】
 　(1992,1)设向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关，向量组α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性无关，问

（1）α
 1
 能否由α
 2
 ,α
 3
 线性表出？证明你的结论．

（2）α
 4
 能否由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出？证明你的结论．


【解】
 　（1）α
 1
 能由α
 2
 、α
 3
 线性表出．


【证法1】
 　因为已知向量组α
 2
 ,α
 ,3
 ,α
 4
 线性无关，那么它的部分组α
 2
 ,α
 3
 线性无关（定理3.3）．又因α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关，故α
 1
 可以由α
 2
 ,α
 3
 线性表出（定理3.6）．


【证法2】
 　因为向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关，故存在不全为零的数k
 1
 ,k
 2
 ,k
 3
 ，使得k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 =0其中必有k
 1
 ≠0．否则，若k
 1
 =0，则k
 2
 ,k
 3
 不全为零，使k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 =0．即α
 2
 ,α
 3
 线性相关，进而向量组α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性相关（定理3.3），与已知矛盾．于是k
 1
 ≠0.由此有[image: image]
 ，即α
 1
 可由α
 2
 ,α
 3
 线性表出．

（2）α
 4
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．


【证法1】
 　（反证法）若α
 4
 能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出，设


α
 4
 =k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3


由（1）知，α
 1
 =l
 2
 α
 2
 +l
 3
 α
 3
 ，代入上式整理，得到


α
 4
 =(k
 1
 l
 2+k
 2)α
 2
 +(k
 1
 l
 3+k
 3)α
 3


即α
 4
 可由α
 2
 ,α
 3
 线性表出，从而α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性相关（定理3.5），与已知矛盾．因此，α
 4
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．



【证法2】
 　考查方程组x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =α
 4
 ，因为α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关，故系数矩阵的秩r
 (A
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )<3.又因α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性无关，故增广矩阵的秩，r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 )≥3．于是r
 (A
 )≠r
 (A
 )，方程组无解，因此，α
 4
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出．


【例3.20】
 设向量β
 可以由向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 线性表出，但β
 不能由向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 线性表出．

判断（1）α
 
m

 能否由α
 1
 ，…,α
 
m-

 1
 ,β
 线性表出？为什么？

（2）α
 
m

 能否由α
 1
 ，…,α
 
m-

 1
 线性表出？为什么？


【解法一】
 　（1）α
 
m

 可以由α
 1
 ,…,α
 
m-

 1
 ,β
 线性表出．

因为β
 可以由α
 1
 ，…,α
 
m

 线性表出，故可设


β
 =l
 1
 α
 1
 +…+l
 
m
 -1
 α
 
m
 -1
 +lm

 αm

 　　(1)

此时必有lm

 ≠0，否则β
 可以由α
 1
 ,…,α
 
m-

 1
 线性表出与已知矛盾．那么

[image: image]


即α
 
m

 可以由α
 1
 ，…,α
 
m-

 1
 ,β
 线性表出．

（2）α
 
m

 不能由α
 1
 ,…,α
 1
 线性表出．

如果α
 
m

 可以由α
 1
 ,…,α
 
m-

 1
 线性表出，可设


αm

 =k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+k
 
m
 -1
 α
 
m
 -1
 　(2)

将（2）代入（1），整理得


β
 =(l
 1
 +l
 
m

 k
 1
 )α
 1
 +(l
 2
 +l
 
m

 k
 2
 )α
 2
 +…+(l
 
m
 -1
 +l
 
m

 k
 
m
 -1
 )α
 
m
 -1


说明β
 可以由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 线性表出，与已知矛盾．故α
 
m

 不能由α
 1
 ,…,α
 
m-

 1
 线性表出．


【解法二】
 　据已知有


r
 (α
 1
 ,α
 2
 …,α
 
m

 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 ,β
 ),


r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 )＋1=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 ,β
 )

由于r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 ,β
 )

≥r
 (α
 1
 ,α
 2
 …,α
 
m-

 1
 ,β
 )

=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 )+1

≥r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 )

从而r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 ,β
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 ,β
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 ,β
 ,α
 
m

 )即α
 
m

 可由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 ,β
 线性表出．

又r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 )+1=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 ,α
 
m

 )即α
 
m

 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m-

 1
 线性表出．



【评注】
 　希望很好地体会和总结由例3.19和例3.20给出的面对抽象的向量小组讨论线性表出时，所用到的一些思想方法和技巧．





练习
 　(2010[image: image]
 )设向量组Ⅰ:α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
r

 可由向量组Ⅱ:β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 线性表出．下列命题正确的是

（A）若向量组Ⅰ线性无关，则r
 ≤s
 ．

（B）若向量组Ⅰ线性相关，则r
 >s
 ．

（C）若向量组Ⅱ线性无关，则r
 ≤s
 ．

（D）若向量组Ⅱ线性相关，则r
 >s
 .　　[　　]














【例3.21】
 (2000,1)设n
 维列向量组α
 1
 ,…,α
 
m

 (m
 <n
 )线性无关，则n
 维列向量组β
 1
 ,…,β
 
m

 线性无关的充分必要条件为

（A）向量组α
 1
 ,…,α
 
m

 可由向量组β
 1
 ,…,β
 
m

 线性表示

（B）向量组β
 1
 ，…,β
 
m

 可由向量组α
 1
 ，…,α
 
m

 线性表示

（C）向量组α
 1
 ,…,α
 
m

 与向量组β
 1
 ,…,β
 
m

 等价

（D）矩阵A
 =[α
 1
 ,…,α
 
m

 ]与矩阵B
 =[β
 1
 ,…,β
 
m

 ]等价　　[　　]


【分析】
 　简记向量组α
 1
 ,…,α
 
m

 为（Ⅰ），向量组β
 1
 ,…,β
 
m

 记为（Ⅱ）．那么

(Ⅱ)线性无关⇔秩r
 (Ⅱ)=m
 .

（A）若（Ⅰ）可由（Ⅱ）线性表出，则秩r
 （Ⅰ）≤r
 （Ⅱ），又因向量组（Ⅰ）线性无关，有m=r
 （Ⅰ）≤r
 （Ⅱ）≤m


从而秩r
 （Ⅱ）=m
 ，即β
 1
 ，…,β
 
m

 线性无关，充分性成立．

那么，当m
 <n
 时，条件（A）必要吗？亦即如果向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）均线性无关，能否保证（Ⅰ）可由（Ⅱ）线性表出？

设[image: image]


则α
 1
 ,α
 2
 与β
 1
 ,β
 2
 均线性无关，但α
 1
 ,α
 2
 不能由β
 1
 ,β
 2
 线性表出，故（A）不是必要条件，仅是充分条件．

（B）若向量组（Ⅱ）可由（Ⅰ）线性表出，则秩r
 （Ⅱ）≤r
 （Ⅰ）=m
 。即有


r
 (β
 1
 ,…,β
 
m

 )≤m



所以β
 1
 ,…,β
 
m

 的线性无关不能确定.（B）不是充分条件．

那么条件（B）必要吗？即向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）均线性无关，能否保证（Ⅱ）必可由（Ⅰ）线性表出?（A）中的反例说明（B）也不是必要条件，因此条件（B）既不充分也不必要.（C）向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价，即（Ⅰ）与（Ⅱ）可互相线性表出．由（A）（B）知（C）只是充分条件．

（D）矩阵A
 与B
 等价是指经初等变换矩阵A
 可转换为矩阵B
 ,A
 与B
 等价的充分必要条件是秩r
 (A
 )=r
 (B
 )．

如果矩阵A
 =[α
 1
 ，…,α
 
m

 ]与B
 =[β
 1
 ,…,β
 
m

 ]等价，则r
 (A
 )=r
 (α
 1
 ,…,α
 
m

 )=r
 (β
 1
 ,…,β
 
m

 )=r
 (B
 )，因为向量组α
 1
 ,…,α
 
m

 线性无关，秩r
 (α
 1
 ,…,α
 
m

 )=m
 ．从而　r
 (β
 1
 ,…,β
 
m

 )=m
 因此，向量组β
 1
 ,…,β
 
m

 线性无关，充分性成立．

反之，若向量组α
 1
 ，…,α
 
m

 与β
 1
 ,…,β
 
m

 均线性无关，则


r
 (α
 1
 ,…,α
 
m

 )=r
 (β
 1
 ,…,β
 
m

 )=m


从而秩r
 (A
 )=r
 (B
 )．即矩阵A
 与B
 等价，必要性成立．所以应选（D）．



【评注】
 　由于两个等价的概念不清，本题错误率很高．正确的不足三分之一．

如果两个向量组向量个数相同且等价，则可推知两个矩阵等价，即


α
 1
 ，…,α
 
m

 与β
 1
 ,…,β
 
m

 等价⇒[α
 1
 ，…,α
 
m

 ]与[β
 1
 ,…,β
 
m

 ]等价．

但是，α
 1
 ，…,α
 
s

 与β
 1
 ,…,β
 
t

 等价时，矩阵[α
 1
 ,…,α
 
s

 ]与[β
 1
 ，…,β
 
t

 ]不等价．




练习
 　(2013,[image: image]
 )设A
 ,B
 ,C
 均为n
 阶矩阵，若AB
 =C
 且B
 可逆则

（A）矩阵C
 的行向量与矩阵A
 的行向量等价．

（B）矩阵C
 的列向量与矩阵A
 的列向量等价．

（C）矩阵C
 的行向量与矩阵B
 的行向量等价．

（D）矩阵C
 的列向量与矩阵B
 的列向量等价．


















向量组的秩


【例3.22】
 如果向量组（Ⅰ）:α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 与（Ⅱ）:α
 
j

 1
 ,α
 
j

 2
 ,…,α
 
jt

 都是向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 的极大线性无关组，证明r=t
 ．

[image: image]



【证】
 　因为α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 是α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 的极大线性无关组，所以α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 ,α
 
jk

 (k
 =1,2,…,t
 )线性相关．于是α
 
jk

 可由α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 线性表出．

从而向量组（Ⅱ）可由向量组（Ⅰ）线性表出．

又因向量组（Ⅱ）是极大线性无关组，是线性无关的．所以t
 ≤r
 .（定理3.7）

同理r
 ≤t
 ，故r=t
 ．



【评注】
 　本题告诉我们向量组的极大线性无关组往往是不唯一的，其成员可以不一样，但极大线性无关组中向量的个数是一样的，由此引出向量组秩的概念．向量组的秩为r
 就是指该向量组的极大线性无关组有r
 个向量．




练习
 　证明定理：如果α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 可以由β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 线性表出，则


r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 )≤r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 ).



















【例3.23】
 　已知向量组α
 1
 =[1,1,1,3]T
 ,α
 2
 =[1,3,-5,-1]T
 ,α
 3
 =[-2,-6,10,a
 ]T
 ,α
 4
 =[4,1,6,a
 +10]T
 线性相关，则向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 的极大线性无关组是　　
 ．


【分析】


[image: image]


那么α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性相关⇔秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 )<4⇔a
 =2

此时，r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 )=3，极大线性无关组是α
 1
 ,α
 2
 ,α
 4
 或α
 1
 ,α
 3
 ,α
 4
 ．


【例3.24】
 (2006,[image: image]
 )设4维向量组α
 1
 =[1+a
 ，1,1,1]T
 ,α
 2
 =[2,2+a
 ,2,2]T
 ,α
 3
 =[3,3,3+a
 ,3]T
 ,α
 4
 =[4,4,4,4+a
 ]T
 ，问a
 为何值时，α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性相关？当α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性相关时求其一个极大线性无关组，并将其余向量用该极大线性无关组线性表出．


【解】
 　记A
 =[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 ],

则[image: image]
 ＝(a
 ＋10)a
 3


那么当a
 ＝0或a
 =-10时，α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性相关．

当a
 ＝0时，α
 1
 为α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 的一个极大线性无关组且α
 2
 =2α
 1
 ,α
 3
 ＝3α
 1
 ,α
 4
 =4α
 1
 ．

当a
 =-10时．对A
 作初等行变换，有

[image: image]


=[β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 ,β
 4
 ]

由于β
 2
 ,β
 3
 ,β
 4
 是β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 ,β
 4
 的一个极大线性无关组且β
 1
 =-β
 2
 -β
 3
 -
 β
 4
 ，故α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 为α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 的一个极大线性无关组且α
 1
 =-α
 2
 -α
 3
 -α
 4
 ．



【评注】
 　本题也可直接对A
 作初等行变换

[image: image]


然后由对a
 =0.a
 ≠0分别讨论，请读者完成．




【例3.25】
 　已知向量组（Ⅰ）:α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 与（Ⅱ）:α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 有相同的秩，证明β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 可以由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性表出．


【证】
 　由于向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）有相同的秩，因此它们极大线性无关组所含向量个数相同．设α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 是向量组（Ⅰ）的极大线性无关组，那么α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 也是向量组（Ⅱ）中的r
 个线性无关的向量．又因r
 （Ⅱ）=r
 （Ⅰ）=r
 ，从而α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 也是向量组（Ⅱ）的极大线性无关组．因此，β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 可以由α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 线性表出，也就有β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
t

 可以由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性表出．


【例3.26】
 设向量组（Ⅰ）可由向量组（Ⅱ）线性表出，且秩r
 （Ⅰ）=r
 （Ⅱ），证明向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价．


【分析】
 　要证向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价，也就是要证（Ⅰ）与（Ⅱ）可以互相线性表出，现已知（Ⅰ）可由（Ⅱ）线性表出，故只需证（Ⅱ）可由（Ⅰ）线性表出，出发点就是秩r
 （Ⅰ）=r
 （Ⅱ）．


【证】
 　设秩r
 （Ⅰ）=r
 （Ⅱ）=r
 ，且α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
r

 与β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
r

 分别是向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）的极大线性无关组．由于（Ⅰ）可由（Ⅱ）线性表出，故α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
r

 可由β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
r

 线性表出．那么


r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
r

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
r

 )=r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
r

 )=r


又因α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
r

 线性无关，于是α
 1
 ,α
 2
 ，…,α
 
r

 是向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
r

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
r

 的极大线性无关组．从而β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
r

 可由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
r

 线性表出．进而向量组（Ⅱ）可由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
r

 线性表出．也就是（Ⅱ）可由（Ⅰ）线性表出．又已知（Ⅰ）可由（Ⅱ）线性表出，所以（Ⅰ）与（Ⅱ）等价．



【评注】
 　注意，若向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）等价，则秩r
 （Ⅰ）=r
 （Ⅱ）．但r
 （Ⅰ）=r
 （Ⅱ）时，向量组（Ⅰ）与（Ⅱ）不一定等价．请思考下例：

[image: image]





矩阵的秩


【例3.27】
 　求n
 阶矩阵[image: image]
 的秩．


【解】方法一
 ：经初等变换矩阵的秩不变

[image: image]


如a
 ≠1且a
 ≠1-n
 ，则r
 (A
 )=n
 ；

如a
 =1，则r
 (A
 )=1；

如a
 =1-n
 ，则r
 (A
 )=n
 -1．


方法二
 ：用行列式

[image: image]


如a
 ≠1且a
 ≠1-n
 ，则|A
 |≠0，故r
 (A
 )=n


如a
 =1，易见r
 (A
 )=1

如a
 =1-n
 ，知n
 -1阶子式

[image: image]


故r
 (A
 )=n
 -1．



方法三：
 用相似见例5.31．


【例3.28】
 设[image: image]
 [2,3,4]，若秩r
 (A
 +AB
 )=2，则t
 =　　
 ．


【分析】
 　由于r
 (A
 +AB
 )=r
 [A
 (E
 +B
 )]，又

[image: image]


是可逆矩阵．故r
 (A
 +AB
 )=r
 (A
 )=2．

对矩阵A
 作初等变换，有

[image: image]


那么，r
 (A
 )=2⇔t
 =9．


【例3.29】
 设A
 是m
 ×n
 ，矩阵，B
 是n
 ×s
 矩阵，证明秩


r
 (AB
 )≤min(r
 (A
 ),r
 (B
 )).


【证法一】
 　对于齐次方程组

(Ⅰ)ABx
 =0与(Ⅱ)Bx
 =0

若α
 是方程组（Ⅱ）的任一个解，则由

(AB
 )α
 =A
 (Bα
 )=A
 0=0

知α
 是方程组（Ⅰ）的解．因此方程组（Ⅱ）的解集合是方程组（Ⅰ）的解集合的子集合．

又因（Ⅰ）的解向量的秩为s-r
 (AB
 ),（Ⅱ）的解向量的秩为s-r
 (B
 )，故有


s-r
 (B
 )≤s-r
 (AB
 )

即　r
 (AB
 )≤r
 (B
 )

另一方面，r
 (AB
 )=r
 ((AB
 )T
 )=r
 (B
 T
 A
 T
 )≤r
 (A
 T
 )=r
 (A
 )．命题得证．


【证法二】
 　记AB
 =C
 ，并对A
 、C
 按列分块，有

[image: image]


说明AB
 的列向量γ
 
i

 (i
 =1,2,…,s
 )可由A
 的列向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性表出．因此据定理3.8与3.9有


r
 (AB
 )=r
 (γ
 1
 ,γ
 2
 ,…,γ
 
s

 )≤r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 )=r
 (A
 )


类似地，对B
 与C
 分别按行分块，有

[image: image]


说明AB
 的行向量δ
 
j

 (j
 =1,2,…,m
 )可由B
 的行向量β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
n

 线性表出，因此


r
 (AB
 )=r
 (δ
 1
 ,δ
 2
 ,…,δ
 
m

 )≤r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
n

 )=r
 (B
 ).


【例3.30】
 　设A
 是m
 ×n
 矩阵，B
 是n
 ×s
 矩阵，若AB
 =O


证明r
 (A
 )+r
 (B
 )≤n
 ．


【证】
 　对矩阵B
 按列分块，记B
 =[β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 ]，则


AB
 =A
 [β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 ]=[Aβ
 1
 ,Aβ
 2
 ,…,Aβ
 
s

 ]=[0,0,…,0]

于是Aβ
 
j

 =0(j
 =1,2,…,s
 )

即B
 的列向量均是齐次方程组Ax
 =0的解，由于方程组Ax
 =0解向量的秩为n-r
 (A
 )，所以


r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 )≤n-r
 (A
 )

又秩r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s

 )=r
 (B
 )，从而有r
 (A
 )+r
 (B
 )≤n
 ．



【评注】
 　关于AB
 =O
 ，应当有两个重要的思路．

（1）B
 的列向量是方程组Ax
 =0的解．

（2）秩r
 (A
 )+r
 (B
 )≤n
 ．




【例3.31】
 (2008,1)设A
 =αα
 T
 +ββ
 T
 ,α
 ,β
 是3维列向量，α
 T
 为α
 的转置，β
 T
 为β
 的转置．

（1）证明秩r
 (A
 )≤2；

（2）若α
 ,β
 线性相关，则r
 (A
 )<2．


【证】
 　（1）因为α
 ,β
 均是列向量，那么αα
 T
 ,ββ
 T
 是3阶矩阵，且有r
 (αα
 T
 )≤r
 (α
 )≤1,r
 (ββ
 T
 )≤r
 (β
 )≤1．

那么r
 (A
 )=r
 (αα
 T
 +ββ
 T
 )≤r
 (αα
 T
 )+r
 (ββ
 T
 )≤2．

（2）若α
 ,β
 线性相关．不妨设β
 =k
 α
 ，那么


r
 (A
 )=r
 [αα
 T
 +(k
 α
 )(k
 α
 )T
 ]=r
 [(1+k
 2
 )αα
 T
 ]=r
 (αα
 T
 )≤1<2.


【例3.32】
 　设A
 是3阶实对称矩阵，若A
 2
 =O
 ，证明A
 =O
 ．


【证】
 　设　[image: image]
 ，则由

[image: image]



[image: image]


可知　[image: image]
 =0，即a
 11
 =a
 12
 =a
 13
 =0

同理a
 12
 =a
 22
 =a
 13
 =0,a
 13
 =a
 23
 =a
 33
 =0

故A
 =O
 ．



【评注】
 　由AB
 =O
 [image: image]
 A
 =O
 ，由A
 2
 =O
 [image: image]
 A
 =O
 ．

例如[image: image]
 ，有[image: image]
 ．

但当A
 是实对称矩阵时，由A
 2
 =O
 可推断A
 =O
 ．本题证明用的是元素法，你能否用相似对角化来证明本题？




【例3.33】
 设A
 是4阶矩阵，若α
 1
 =[1,9,9,9]T
 ,α
 2
 =[2,0,0,0]T
 ,α
 3
 =[2,0,0,1]T
 是线性方程组Ax
 =b
 的三个解，证明A
 *
 =O
 ．


【证】
 　因为α
 1
 -α
 2
 =[－1,9,9,9]T
 ,α
 1
 -α
 3
 =[-1,9,9,8]T
 是齐次方程组Ax
 =0的两个线性无关的解，所以n-r
 (A
 )≥2

又因n
 =4，故r
 (A
 )≤2，说明A
 中3阶子式全为0，因而伴随矩阵A
 *
 =O
 ．

Schmidt正交化

如果向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，令

[image: image]


那么β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 两两正交，称为正交向量组．将其单位化

[image: image]


则α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 到γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 这一过程称为Schmidt正交化．

例如α1
 =[0,1,2]T
 ,α
 2
 =[1,0,1]T
 ,α
 3
 =[1,1,0]T


则有　[image: image]



[image: image]


将其单位化，有

[image: image]


向量空间
[1]




定义3.7
 　全体n
 维向量连同向量的加法和数乘运算合称为n
 维向量空间.



定义3.8
 　设W
 是n
 维向量的非空集合，如果满足

（1）∀α
 ,β
 ∈W
 必有α
 +β
 ∈W
 ；

（2）∀α
 ∈W
 及任一实数k
 必有k
 α
 ∈W
 ,

则称W
 是n
 维向量空间的子空间．



定义3.9
 　如果向量空间V
 中的m
 个向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 满足

（1）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 线性无关；

（2）对于V
 中任意向量β
 ,β
 均可由向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 线性表出，即


x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +…+xm

 αm

 =β
 ,

则称α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 为向量空间V
 的一个基底
 （或基
 ）．基中所含向量的个数m
 称为向量空间V
 的维数
 ，记作dimV=m
 ，并称V
 是m
 维向量空间。向量β
 的表示系数x
 1
 ,x
 2
 ,…,xm

 称为向量β
 在基底α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 下的坐标
 ．


定义3.10
 　设e
 1
 ,e
 2
 ,…,e
 
n

 是向量空间的一组基，如果它们满足

[image: image]


则称e
 1
 ,e
 2
 ,…,e
 
n

 为规范正交基
 ．

齐次方程组Ax
 =0的解向量的集合W
 ，由解的性质知：


若α
 ,β
 是Ax
 =0的解，则α
 +β
 ,k
 α
 仍是Ax
 =0的解，所以W
 是n
 维向量空间的子空间，通常称为解空间．


例如　[image: image]


则齐次方程组Ax
 =0的基础解系


η
 1
 =[0,0,1,0]T
 ,η
 2
 =[2,-1,0,1]T


是解空间的基，解空间的维数是n-r
 (A
 )=4-2=2．

本题中，η
 1
 与η
 2
 已经正交，将其单位化

[image: image]


就是解空间的规范正交基．


定义3.11
 　在n
 维向量空间给定两组基

（Ⅰ）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n



（Ⅱ）β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
n



若


β
 1
 =c
 11
 α
 1
 +c
 21
 α
 2
 +…+c
 n1
 α
 n



β
 2
 =c
 12
 α
 1
 +c
 22
 α
 2
 +…+c
 n2
 α
 n


…………


βn

 =c
 1n

 α
 1
 +c
 2n

 α
 2
 +…+cnn

 αn

 　　(3.1)

即[β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
n

 ]=[α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 ]C
 (3.2)

其中　[image: image]


称为由基α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 到基β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
n

 的过渡矩阵
 ．


【例3.34】
 (2003,1)从R
 2
 的基[image: image]
 到基[image: image]
 ，[image: image]
 的过渡矩阵为　　
 ．


【分析】
 　据已知，有[image: image]


那么，按(3.1)知，过渡矩阵

[image: image]


或，由(3.2)有[β
 1
 ,β
 2
 ]=[α
 1
 ,α
 2
 ]C
 ，即C
 =[α
 1
 ,α
 2
 ]-1
 [β
 1
 ,β
 2
 ]所以

[image: image]




定理3.10
 　如果α
 1
 ,α
 2
 ，…,α
 
m

 与β
 1
 ,β
 2
 ，…,β
 
n

 是n
 维向量空间的两个基底，则由基α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 到基β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
n

 的过渡矩阵C
 是可逆矩阵．


定理3.11
 　如果向量γ
 在基底α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 的坐标为x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 ，向量γ
 在基底β
 1
 ,β
 2
 ，…,β
 
n

 的坐标为y
 1
 ,y
 2
 ,…,yn

 ，则坐标变换公式为

[image: image]


其中n
 阶矩阵C
 是由基底α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 到基底β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
n

 的过渡矩阵．


定理3.12
 　若n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 非零且两两正交，则α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关．


定理3.13
 　若e
 1
 ,e
 2
 ,…,e
 
n

 是规范正交基，设

[ε
 1
 ,ε
 2
 ,…,ε
 
n

 ]=[e
 1
 ,e
 2
 ,…,e
 
n

 ]C
 ,

则ε
 1
 ,ε
 2
 ,…,ε
 
n

 是规范正交基的充分必要条件是C
 为正交矩阵．


【例3.35】
 (1987,1)已知三维向量空间的一组基底为α
 1
 =[1,1,0],α
 2
 =[1,0,1],α
 3
 =[0,1,1]，则向量u
 =[2,0,0]在上述基底的坐标是　　
 ．


【分析】
 　若x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =u
 ，则[x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 ]称为向量u
 在基底α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 的坐标，按分量写出，有

[image: image]


解此方程组，有x
 1
 =1,x
 2
 =1,x
 3
 =-1．

因此，向量u
 在基底α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 的坐标是[1,1,-1]．


【例3.36】
 已知α
 1
 =[1,2,1]T
 ,α
 2
 =[2,3,3]T
 ,α
 3
 =[3,7,1]T
 与β
 1
 =[2,1,1]T
 ,β
 2
 =[5,2,2]T
 ,β
 3
 =[1,3,4]T
 是R
 3
 的两组基，那么，在这两组基下有相同坐标的向量是　　
 ．


【分析】
 　设向量γ
 在这两组基下有相同的坐标[x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 ]T
 ，即


γ
 =x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =x
 1
 β
 1
 +x
 2
 β
 2
 +x
 3
 β
 3


把坐标代入，并整理得

[image: image]


解出x
 1
 =-7t
 ,x
 2
 =3t
 ,x
 3
 =t


所以


γ
 =-7t
 [1,2,1]T
 +3t
 [2,3,3]T
 +t
 [3,7,1]T
 =[2t
 ,2t
 ,3t
 ]T
 .



【例3.37】
 (2010,1,4分)设α
 1
 =[1,2,-1,0]T
 ,α
 2
 =[1,1,0,2]T
 ,α
 3
 =[2,1,1,a
 ]T
 ，若由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 生成的向量空间维数是2，则a
 =　　
 ．


【分析】
 　按定义，由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 所生成的向量空间维数是2⇔秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=2.那么对[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]作初等变换，有

[image: image]


所以a
 =6．














四、练习题精选


1．填空题


（1）向量α
 1
 =[1,4,2]T
 ,α
 2
 =[2,7,3]T
 ,α
 3
 =[0,1,a
 ]T
 可以表示任一个3维向量，则a
 的取值为　　
 ．

（2）已知向量组α
 1
 =[1,3,2,a
 ]T
 ,α
 2
 =[2,7,a
 ,3]T
 ,α
 3
 =[0,a
 ,5,-5]T
 线性相关，则a
 =　　
 ．

（3）向量组α
 1
 =[1,3,6,2]T
 ,α
 2
 =[2,1,2,-1]T
 ,α
 3
 =[1,-1,a
 ,-2]T
 的秩为2，则a
 =　　
 ．

（4）已知n
 阶矩阵[image: image]
 ，则秩r
 (A
 2
 -A
 )=　　
 ．

（5）设矩阵[image: image]
 如r
 (A
 )=3，则a
 ,b
 满足条件　　
 ．


2．选择题


（1）设向量组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，则线性无关的向量组是

（A）α
 1
 -α
 2
 ,α
 3
 -α
 1
 ,α
 2
 -α
 3


（B）α
 1
 -α
 2
 ,2α
 2
 +3α
 3
 ,α
 1
 +α
 3


（C）α
 1
 -α
 2
 ,2α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +α
 2
 +α
 3


（D）α
 1
 +α
 2
 ,2α
 1
 +3α
 2
 ,5α
 1
 +8α
 2
 　　[　　]

（2）设　[image: image]


其中a
 1
 ,a
 2
 ,a
 3
 ,a
 4
 为任意实数，则

（A）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 必线性相关

（B）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 必线性无关


 （C）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 必线性相关

（D）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 必线性无关　　[　　]

（3）若r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 )=r
 ，则

（A）向量组中任意r
 -1个向量都线性无关

（B）向量组中任意r
 个向量都线性无关

（C）向量组中任意r
 +1个向量都线性相关

（D）向量组中任意r
 个向量都线性相关　　[　　]

（4）向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关的充分必要条件是

（A）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 中任意s
 -1个向量都线性无关

（B）存在向量α
 
s+

 1
 使向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,α
 
s+

 1
 仍线性无关．

（C）∃不全为0的一组数k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks

 使k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 ≠0

（D）∀不全为0的一组数k
 1
 ,k
 2
 ,…,ks

 恒有k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 ≠0　　[　　]


3．解答题


（1）已知n
 维向量组（Ⅰ）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 与（Ⅱ）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 有相同的秩，证明β
 可以由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性表出．

（2）已知n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 非零且两两正交，证明α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关．

（3）设α
 1
 ,α
 2
 ,β
 1
 ,β
 2
 均是3维列向量，且α
 1
 ,α
 2
 线性无关，β
 1
 ,β
 2
 线性无关，证明存在非零向量γ
 ，使得γ
 既可由α
 1
 ,α
 2
 线性表出也可由β
 1
 ,β
 2
 线性表出．

当[image: image]
 时，求出所有的向量γ
 ．

答案与提示

1．（1）a
 ≠1（2）a
 =-1（3）a
 =-2（4）1（5）a
 ≠1,b
 =2或a
 =1,b
 ≠2


【提示】
 　（1）n
 个n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 可以表示任一个n
 维向量的充分必要条件是α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 线性无关，而α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 线性无关的充分必要条件是行列式|α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
n

 |≠0．

（2）因为α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关，由定理2.1知齐次方程组x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 =0有非零解，对系数矩阵作初等行变换，有


[image: image]


由于5+4a-a
 2
 =(5-a
 )(1+a
 )，2a
 2
 -3a
 -5=(2a
 -5)(a
 +1)可见仅a
 =-1时，上述两个数才同时为零，否则至少有一个数不零，从而


α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关⇔秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )<3⇔a
 =-1.

（3）经初等变换向量组的秩不变，由

[image: image]


可见　r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=2⇔a
 +2=0．

(4)A
 2
 -A
 =A
 (A
 -E
 )，又A
 可逆

可知　r
 (A
 2
 -A
 )=r
 (A
 -E
 )

（5）对矩阵A
 作初等变换，将它化为阶梯形矩阵，有

[image: image]



r
 (A
 )=3⇒a
 ≠1,b
 =2或a
 =1,b
 ≠2．

2．

（1）（B）

（2）（B）

（3）（C）

（4）（D）


【提示】
 　（1）由于（A）(α
 1
 -α
 2
 )+(α
 3
 -α
 1
 )+(α
 2
 -α
 3
 )=0而　（C）(α
 1
 -α
 2
 )+(2α
 2
 +α
 3
 )-(α
 1
 +α
 2
 +α
 3
 )=0利用观察法，通过简单地加加减减我们知（A）、（C）均线性相关，可排除．

至于（D），令β
 1
 =α
 1
 +α
 2
 ,β
 2
 =2α
 2
 +3α
 1
 ,β
 3
 =5α
 1
 +8α
 2
 即β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 可以由α
 1
 ,α
 2
 线性表出，亦即多数向量可以由少数向量线性表出，故β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 必线性相关（定理3.7）．


（2）考察α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 中的前三个分量所构成的向量，由于

[image: image]


知[1,0,6]T
 ,[1,-1,2]T
 ,[2,0,7]T
 线性无关，从而延伸组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 必线性无关（定理3.4）．

因为[image: image]


所以α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 既可能线性相关也可能线性无关，可知（C）、（D）均不正确.

（3）考察(1,0,0)、(2,0,0)、(0,1,0)、(0,0,1)可知（A）、（B）、（D）均错误.

（4）（A）、（C）都是必要条件，（B）是充分条件．

3.（1）考察方程组x
 1α
 1
 +x
 2α
 2
 +…+xs
 α
 s
 =β


由于秩　r
 (α
 1
 ,…,α
 
s

 )=r
 (α
 1
 ,…,α
 
s

 ,β
 ),

即


r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )

方程组有解，即β
 可由α
 1
 ,…,α
 
s

 线性求出．

或者，设α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 …,α
 
ir

 是α
 ir
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 的极大线性无关组，由于r
 （I）=r
 （Ⅱ），可知α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…α
 
ir

 在（Ⅱ）中仍是（Ⅱ）的极大线性无关组，那么α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 ,β
 必线性相关，从而β
 可由α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 线性表出，故β
 可由α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性表出．

（2）设k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 αs

 =0　（1）

因为α
 
i

 与α
 
j

 (i
 ≠j
 )两两正交，有[image: image]
 用[image: image]
 左乘（1）式，得

[image: image]


注意

[image: image]


（3）4个3维向量α
 1
 ,α
 2
 ,β
 1
 ,β
 2
 必线性相关，故有不全为0的k
 1
 ,k
 2
 ,l
 1
 ,l
 2
 使得


k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +l
 1
 β
 1
 +l
 2
 β
 2
 =0

注意


k
 1
 ,k
 2
 必不全为0（想清楚为什么？）

取γ
 =k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 =-l
 1
 β
 1
 -l
 2
 β
 2


解方程组x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +y
 1
 β
 1
 +y
 2
 β
 2
 =0求其通解可知γ
 =k
 [0,1,1]T
 ．





[1]
 注：本节仅数学一要求







第四章　线性方程组

一、知识结构网络图

[image: image]





【评注】
 　线性方程组在代数中地位重要，是考研热点之一．这一部分解题的思路比较清晰，但往届考生中有些同学忽视基本运算，对概念的理解上亦有偏差，因此出错率较高，常犯低级错误．

（1）理解线性方程组解的概念．

（2）非齐次线性方程组Ax
 =b
 可能有解（唯一解或无穷多解）亦可能无解，要理解方程组有解的充要条件是秩[image: image]
 ．

（3）n
 元齐次方程组Ax
 =0必有零解，问题是除去零解之外是否还有其它的解（即非零解）？判断方法是检查r
 (A
 )<n
 ？特殊情况可检查行列式|A
 |=0？

要理解基础解系这一概念，其实它就是解向量的极大线性无关组，要掌握基础解系的求法与证明．

（4）要熟悉线性方程组解的性质，掌握解的结构，熟练运用初等行变换求通解（特解、导出组基础解系）．




今年考题


(2016,1)设矩阵[image: image]


当a
 为何值时，方程AX
 =B
 无解、有唯一解、有无穷多解？在有解时，求解此方程．

(2016,[image: image]
 )设矩阵[image: image]
 ，[image: image]
 ，且方程组Ax
 =β
 无解，

（Ⅰ）求a
 的值；

（Ⅱ）求方程组A
 T
 Ax
 =A
 T
 β
 的通解．


二、基本内容与重要结论

基础知识

方程组　[image: image]


称为n
 个未知数m
 个方程的非齐次线性方程组
 ，其中x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 代表n
 个未知量，m
 是方程的个数，m
 可以等于n
 ，也可以大于n
 或者小于n
 ,aij

 是第i
 (i
 =1,2,…,m
 )个方程中xj

 (j
 =1,2,…,n
 )的系数，bi

 (i
 =1,2,…,m
 )是第i
 个方程的常数项．

如果bi

 =0(∀i
 =1,2,…,m
 )，则称方程组

[image: image]


为齐次线性方程组
 ．它是方程组(4.1)的导出组
 （也称(4.2)为(4.1)对应的齐次线性方程组)．

若将一组数c
 1
 ,c
 2
 ，…,cn

 分别代替方程组(4.1)中的x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 ，使(4.1)式中m
 个等式都成立，则称有序数组[c
 1
 ,c
 2
 ,…,cn

 ]是方程组(4.1)的一组解
 ．解方程就是要找出方程组的全部解．

线性方程组(4.1)的全体系数及常数项所构成的矩阵

[image: image]


称为方程组(4.1)的增广矩阵
 ，而由全体系数组成的矩阵

[image: image]


称为方程组(4.1)的系数矩阵.


方程组(4.1)可以用矩阵表示为:Ax
 =b
 其中x
 =[x
 1
 ,x
 2
 ，…,xn

 ]T
 ,
 b
 =[b
 1
 ,b
 2
 ,…,bm

 ]T


如果两个方程组有相同的解集合，则称它们是同解方程组.



定义4.1
 　下列三种变换称为线性方程组的初等变换.


（1）用一个非零常数乘方程的两边

（2）把某方程的k
 倍加到另一方程上

（3）互换两个方程的位置

线性方程组经初等变换化为阶梯形方程组后，每个方程中的第一个未知量通常称为主变量
 ，其余的未知量称为自由变量
 .

例如，对增广矩阵作初等行变换，化为

[image: image]


则x
 1
 ,x
 2
 ,x
 5
 为主变量，x
 3
 ,x
 4
 为自由变量．


定义4.2
 　向量组η
 1
 ,η
 2
 ,…,η
 
t

 称为齐次线性方程组Ax
 =0的基础解系
 ，如果

（1）η
 1
 ,η
 2
 ,…,η
 
t

 是Ax
 =0的解；

（2）η
 1
 ,η
 2
 ,…,η
 
t

 线性无关；

（3）Ax
 =0的任一解都可由η
 1
 ,η
 2
 ,…,η
 
t

 线性表出．

如果η
 1
 ,η
 2
 ,…,η
 
t

 是齐次线性方程组Ax
 =0的一组基础解系，那么，对任意常数c
 1
 ,c
 2
 ,…,ct

 ,


c
 1
 η
 1
 +c
 2
 η
 2
 +…+ct

 η
 
t



是齐次方程组Ax
 =0的通解．

主要定理


定理4.1
 　线性方程组的初等变换把线性方程组变成与它同解的方程组．


定理4.2
 　设n
 元线性方程组为(4.1)，对它的增广矩阵施行高斯消元法，得到阶梯形矩阵

[image: image]


如果dr+

 1
 ≠0，方程组(4.1)无解；如果dr+

 1
 =0，方程组有解，而且当
 r=n
 时有唯一解，当r
 <n
 时有无穷多解．


定理4.3
 　齐次方程组(4.2)有非零解

⇔r
 (A
 )<n


⇔A
 的列向量线性相关．


推论1
 　当m
 <n
 （即方程的个数<未知数的个数）时，齐次线性方程组(4.2)必有非零解．


推论2
 　当m=n
 时，齐次线性方程组(4.2)有非零解的充分必要条件是行列式|A
 |=0．


定理4.4
 　（有解判定定理）非齐次线性方程组Ax
 =b
 有解的充分必要条件是其系数矩阵和增广矩阵的秩相等，即r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )．


定理4.5
 　（齐次方程组解的性质）

如果η
 1
 ,η
 2
 是齐次线性方程组Ax
 =0的两个解，那么其线性组合仍是该齐次线性方程组Ax
 =0的解．


定理4.6
 　（线性方程组解的性质）

（1）如果α
 ,β
 是线性方程组Ax
 =b
 的两个解，则α
 -β
 是导出组Ax
 =0的解．

（2）如果α
 是线性方程组Ax
 =b
 的解，η
 是导出组Ax
 =0的解，则α
 +η
 是Ax
 =b
 的解．


定理4.7
 　设齐次线性方程组(4.2)系数矩阵的秩r
 (A
 )=r
 <n
 ，则Ax
 =0的基础解系由n—r
 个解向量构成，即Ax
 =0有n—r
 (A
 )个线性无关的解向量．


定理4.8
 　（解的结构）对非齐次线性方程组Ax
 =b
 ，若r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )=r
 ，且已知η
 1
 ,η
 2
 ,…,η
 
n-r

 是导出组Ax
 =0的基础解系，ζ
 0
 是Ax
 =b
 的某个已知解，则Ax
 =b
 的通解为ζ
 0
 +c
 1
 η
 1
 +c
 2
 η
 2
 +…+c
 
n
 —r

 η
 
n
 -r

 ，其中c
 1
 ,c
 2
 ,…,c
 
n
 -r

 为任意常数．


定理4.9
 　非齐次线性方程组Ax
 =b
 无解

⇔r
 (A
 )+1=r
 ([image: image]
 )

⇔b
 不能由A
 的列向量线性表出．














三、典型例题分析选讲

基础解系


【例4.1】
 　设[image: image]
 ，则Ax
 =0的基础解系中所含解向量的个数是　　
 ．


【分析】
 　由于Ax
 =0的基础解系由n-r
 (A
 )个解向量所构成，故应计算秩r
 (A
 )．

[image: image]


由于r
 (A
 )=3，那么


n
 -r
 (A
 )=5-3=2

所以基础解系中所含解向量个数为2．


练习
 　(2004,3)设n
 阶矩阵A
 的伴随矩阵A
 *
 ≠O
 ，若ξ
 1
 ,ξ
 2
 ,ξ
 3
 ,ξ
 4
 是非齐次线性方程组Ax
 =b
 的互不相等的解，则对应的齐次线性方程组Ax
 =0的基础解系

（A）不存在．

（B）仅含一个非零解向量．

（C）含有两个线性无关的解向量．

（D）含有三个线性无关的解向量．















【例4.2】
 　齐次方程组

[image: image]


的通解　　



【分析】
 　对系数矩阵A
 作初等行变换化为行最简有：

[image: image]


得同解方程组

[image: image]


令x
 4
 =k
 1
 ,x
 5
 =k
 2
 得x
 3
 =–k
 1
 —3k
 2
 ,x
 2
 =2k
 1
 +3k
 2
 ,x
 1
 =—3k
 1
 —2k
 2
 ，所以方程组通解


k
 1
 (-3,2,-1,1,0)T
 +k
 2
 (-2,3,-3,0,1)T
 ,k
 1
 ,k
 2
 为任意实数．


【例4.3】
 　齐次方程组

[image: image]


的基础解系是　　
 ．

[image: image]



【分析】
 　系数矩阵[image: image]
 已是阶梯形，由秩r
 (A
 )=3，知n-r
 (A
 )=5-3=2．

令　x
 3
 =1,x
 5
 =0得x
 4
 =0,x
 2
 =[image: image]
 ，x
 1
 =[image: image]
 ．

令　x
 3
 =0,x
 5
 =1得x
 4
 =—3,x
 2
 =[image: image]
 ,x
 1
 =[image: image]
 ．

故基础解系是：[image: image]
 ．




【评注】
 　如何确定自由变量并赋值？

（1）对系数矩阵作初等行
 变换化其为阶梯形．

（2）由秩r
 (A
 )确定自由变量的个数n-r
 (A
 )．

（3）找出一个秩为r
 (A
 )的矩阵，则其余的n—r
 (A
 )列对应的就是自由变量．

（4）每次给一个自由变量赋值为1，其余的自由变量赋值为0（注意共需赋值n-r
 (A
 )次)．

对阶梯形方程组由下往上依次求解，就可得到方程组的解．




练习
 　已知α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 是4维非0列向量，记A
 =(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 ),A
 *
 是A
 的伴随矩阵，若齐次方程组Ax
 =0的基础解系为(1,0,—2,0)T
 ，则A
 *
 x
 =0的基础解系为

（A）α
 1
 ,α
 2
 .

（B）α
 1
 ,α
 3
 .

（C）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 .

（D）α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 .　　[　　]














【例4.4】
 　(2004,1)设有齐次线性方程组

[image: image]


[image: image]


试问a
 为何值时，该方程组有非零解，并求其通解．


【解法一】
 　对系数矩阵作初等行变换

[image: image]



[image: image]


（1）若a
 =0，秩r
 (A
 )=1，方程组有非零解，其同解方程组为


x
 1
 +x
 2
 +…+xn

 =0

由此得基础解系为


η
 1
 =[-1,1,0,…,0]T
 ,η
 2
 =[-1,0,1,…,0]T
 ,…,η
 
n-

 1
 =[-1,0,0,…,1]T
 所以方程组的通解是


k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 +…+k
 
n
 -1
 η
 
n
 -1
 (k
 1
 ,k
 2
 ,…,k
 
n
 -1
 为任意常数).

（2）若a
 ≠0，对矩阵B
 继续作初等行变换，有

[image: image]


故当a
 =[image: image]
 n
 (n
 +1)时，秩r
 (A
 )=n
 -1<n
 ，方程组也有非零解其同解方程组为

[image: image]


得基础解系　η
 =[1,2,…,n
 ]T


于是方程组的通解为k
 η
 ,k
 为任意常数．


【解法二】
 　由于系数行列式

[image: image]


那么，Ax
 =0有非零解⇔|A
 |=0

⇔a
 =0或[image: image]
 (n
 +1)n


（1）若a
 ＝0，对系数矩阵作初等行变换，有


[image: image]


故方程组的同解方程组为


x
 1
 +x
 2
 +…+xn

 =0

由此得基础解系为


η
 1
 =[-1,1,0,…,0]T
 ,η
 2
 =[-1,0,1,…,0]T
 ,…,η
 
n
 -1
 =[-1,0,0,…,1]T
 ,此时方程组的通解为


k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 +…+k
 
n
 -1
 η
 
n
 -1
 ，其中k
 1
 ,…,k
 
n
 -1
 为任意常数．

（2）若a
 =-[image: image]
 (n
 +1)n
 ，对系数矩阵作初等行变换，有

[image: image]


故方程组的同解方程组为

[image: image]


因为系数矩阵的秩为n
 -1，可求出基础解系为



η
 =[1,2,…,n
 ]T


此时方程组的通解为


k
 η
 ,k
 为任意常数．

解方程组Ax
 =b



（1）要会解方程组，会处理参数.



【例4.5】
 　解方程组

[image: image]



【解】
 　对增广矩阵作初等变换化为阶梯形，有

[image: image]



[image: image]


由于r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )方程组有解，其同解的线性方程组是

[image: image]


移项，得[image: image]


（1）先求特解α
 ，只要取x
 3
 =x
 4
 =x
 5
 =0即可，于是

[image: image]


（2）再求导出组的基础解系（需把方程组的常数项换成零），得

[image: image]


此时n-r
 (A
 )=5-2=3,x
 3
 ,x
 4
 ,x
 5
 是自由变量．

令x
 3
 =1,x
 4
 =0,x
 5
 =0，得[image: image]
 T
 ．

令x
 3
 =0,x
 4
 =1,x
 5
 =0，得[image: image]
 T
 ．

令x
 3
 =0,x
 4
 =0,x
 5
 =1，得[image: image]
 T
 ,

故方程组的通解是α
 +k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 +k
 3
 η
 3
 (k
 1
 ,k
 2
 ,k
 3
 为任意常数)．



【评注】
 　这是基础题，搞清楚非齐次线性方程组的求解方法：

（1）对增广矩阵作初等行变换化为阶梯形矩阵；

（2）求导出组的一个基础解系；

（3）求方程组的一个特解（为简捷，可令自由变量全为0）；

（4）按解的结构写出通解．

注意，当方程组中含有参数时，分析讨论要严谨不要丢情况，此时的特解往往比较繁．




【例4.6】
 　当a
 取何值时，线性方程组

[image: image]


无解、有唯一解、有无穷多解？并在有解时求其所有解．


【解】
 　对增广矩阵作初等行变换，有

[image: image]



[image: image]


若a
 =1，则r
 (A
 )=2,r
 ([image: image]
 )=3，方程组无解．

若a
 =-3，则r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )=2<3，方程组有无穷多解．

若a
 ≠1且a
 ≠-3，则r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )=3，方程组有唯一解．

当a
 =-3时，

[image: image]


方程组通解是：[3,-1,0]T
 +k
 [5,-1,1]T
 ．

当a
 ≠1且a
 ≠-3时

[image: image]


得　[image: image]


方程组的唯一解是：[image: image]



【例4.7】
 　已知线性方程组

[image: image]


讨论参数a
 ,b
 取何值时，方程组有解、无解；当有解时，试用其导出组的基础解系表示通解．


【解】
 　对增广矩阵作初等行变换，有

[image: image]


当b
 ≠4时，r
 (A
 )≠r
 ([image: image]
 )方程组无解．

当b
 =4时，∀a
 恒有r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )，方程组有解．

若a
 ≠1,r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )=3，方程组有无穷多解。通解为：


[image: image]
 k
 为任意常数

若a
 =1,[image: image]
 ，方程组有无穷多解，通解为：

[image: image]
 　k
 1
 ，k
 2
 为任意常数．



【评注】
 　这一类题目另一种表述为：设α
 1
 ＝[1,1,1,1]T
 ,α
 2
 =[-1,-3,1,7]T
 ,α
 3
 =[-2,-5,a
 ,10]T
 ,α
 4
 =[2,3,4,7]T
 ,β
 =[0,-1,1,b
 ]T
 试讨论当a
 ,b
 为何值时

（1）β
 不能由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性表示；

（2）β
 可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性表示，并求出表示式．




【例4.8】
 　(2004,4)设线性方程组

[image: image]


已知(1,-1,1,-1)T
 是该方程组的一个解．试求

（Ⅰ）方程组的全部解，并用对应的齐次线性方程组的基础解系表示全部解；

（Ⅱ）该方程组满足x
 2
 =x
 3
 的全部解．


【解】
 　（Ⅰ）因为（1,-1,1,-1）T是方程组的一个解，将其代入方程的两端，立即有λ=μ
 ．

对增广矩阵作初等行变换

[image: image]


（1）如λ=[image: image]


[image: image]


由r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )=2,n-r
 (A
 )=4-2=2，方程组有无穷多解，其通解：

(-[image: image]
 ,1,0,0)T
 +k
 1
 (1,-3,1,0)T
 k
 2
 (-[image: image]
 ,-1,0,1)T
 ,k
 1
 ,k
 2
 为任意常数．

（2）如λ
 ≠[image: image]



[image: image]


由r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )=3,n-r
 (A
 )=4-3=1，方程组有无穷多解，其通解:

[image: image]
 ,k
 为任意常数.

（Ⅱ）（1）由λ=[image: image]
 ，对x
 2
 =x
 3由通解知：

1+(-3k
 1
 )+(-k
 2
 )=0+k
 1
 ⇒k
 2
 =1-4k
 1


通解为(-1,0,0,1)T
 +k
 1
 (3,1,1,-4)T
 ,k
 1
 为任意常数．

（2）如λ
 ≠[image: image]
 ，对于x2=x3
 ，由通解知

[image: image]


故方程组的解为

[image: image]



练习
 　已知方程组

[image: image]


有2个不同的解．

（Ⅰ）证明方程组系数矩阵A
 的秩r
 (A
 )＝2；

（Ⅱ）求a
 ,b
 的值及方程组的通解．















（2）要会用解的结构、解的性质处理抽象的方程组.



【例4.9】
 4元方程组Ax
 =b
 中，系数矩阵的秩r
 (A
 )=3,α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是方程组的三个解，若α
 1
 =[1,1,1,1]T
 ,α
 2
 +α
 3
 =[2,3,4,5]T
 ，则方程组通解为　　
 ．


【分析】
 　由于n-r
 (A
 )=4-3=1，故方程组通解形式为α
 +k
 η
 ．

因为α
 1
 是方程组Ax
 =b
 的解，故α
 可取为α
 1
 ．

如果α
 1
 ,α
 2
 是Ax
 =b
 的解，则由Aα
 1
 =b
 ,Aα
 2
 =b
 知A
 [α
 1
 -α
 2
 ]=0，即α
 1
 -α
 2
 是Ax
 =0的解，那么由


A
 (α
 2
 +α
 3
 )=Aα
 2
 +Aα
 3
 =2b
 ,A
 (2α
 1
 )=2b


而知A
 (α
 2
 +α
 3
 -2α
 1
 )=0，即[0,1,2,3]T
 是Ax
 =0的解，所以，方程组的通解为：[1,1,1,1]T
 +k
 [0,1,2,3]T
 ,k
 为任意常数．


【例4.10】
 　已知ξ
 1
 =[-9,1,2,11]T
 ,ξ
 2
 =[1,-5,13,0]T
 ,ξ
 3
 =[-7,-9,24,11]T
 是方程组[image: image]
 的解，则方程组的通解是　　
 ．


【分析】
 　只有知道秩r
 (A
 )，算出n-r
 (A
 )就知解的结构．因为矩阵

[image: image]


中有2阶子式例如[image: image]
 ，故秩r
 (A
 )≥2，又因


ξ
 1
 -ξ
 2
 =[-10,6,-11,11]T
 ,ξ
 1
 -ξ
 3
 =[-2,10,-22,0]T


是齐次方程组Ax
 ＝0的线性无关的解，而有


n-r
 (A
 )≥2，即r
 (A
 )≤2.

从而得秩r
 (A
 )＝2．

所以方程组的通解为：[image: image]
 ．



【评注】
 　本题亦可利用解的概念先求出参数a
 ,b
 ,c
 ,d
 ，然后再解方程组求解，但计算繁琐，不好．




【例4.11】
 　(2002,[image: image]
 )已知4阶方程A
 =[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 ],α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 均为4维列向量，其中α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性无关，α
 1
 ＝2α
 2
 -α
 3
 ，如果β
 =α
 1
 +α
 2
 +α
 3
 +α
 4
 ，求线性方程组Ax
 =β
 的通解．


【分析】
 　本题没有给出系数矩阵而又需要求出通解，通常加减消元之
 路堵塞，应当抽象地用解的结构与性质来分析探讨．


【解法一】
 　因为α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性无关，又α
 1
 =2α
 2
 -α
 3
 ，故α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性相关，从而秩


r
 (A
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 )=3.

那么　n-r
 (A
 )=4-3=1．

由于　α
 1
 -2α
 2
 +α
 3
 +0α
 4=0，即

[image: image]


所以　Ax
 =0的基础解系是[1,-2,1,0]T
 ．

再由

[image: image]


知[1,1,1,1]T
 是Ax
 =β
 的解．故方程组Ax
 =β
 的通解为

[1,1,1,1]T
 +k
 [1,-2,1,0]T
 .


【解法二】
 　（构造与Ax
 =β
 同解的方程组）

设x
 =[x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 ,x
 4
 ]T
 是方程组Ax
 =β
 的任一解，则

[image: image]


即　x
 1
 α
 1
 +x
 2
 α
 2
 +x
 3
 α
 3
 +x
 4
 α
 4
 =α
 1
 +α
 2
 +α
 3
 +α
 4


将α
 1
 =2α
 2
 -α
 3
 代入上式，整理得

(2x
 1
 +x
 2
 -3)α
 2
 +(-x
 1
 +x
 3
 )α
 3
 +(x
 4
 -1)α
 4
 =0

因为α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性无关，故必有

[image: image]


解此方程组即得到Ax
 =β
 的通解为

[1,1,1,1]T
 +k
 [1,-2,1,0]T
 .



【评注】
 　要会分析求解这一类抽象的线性方程组，本题满分6分，数一人均2.94分，数二人均2.16分．





（3）有些题要求通过矩阵的运算构造出方程组再求解.



【例4.12】
 　与矩阵[image: image]
 可交换的所有矩阵是　　



【分析】
 　矩阵乘法一般没有交换律，如AB
 =BA
 就称A
 与B
 可交换．

设[image: image]
 与矩阵A
 可交换，即

[image: image]


即有[image: image]


得到方程组

[image: image]


加减消元，有

[image: image]


令x
 3
 =t
 ,x
 4
 =u
 ，解出x
 2
 =2t
 ,x
 1
 =2t+u


所以[image: image]
 为所求，t
 、u
 是任意常数．


【例4.13】
 　已知AX
 =B
 ，其中[image: image]
 ，[image: image]
 ，求矩阵X.



【分析】
 　如A
 可逆，则X
 =A
 -1
 B
 ，现在的A
 是不可逆的，可转换为解非齐次线性方程组．


【解】
 　设　[image: image]


则

[image: image]



即

[image: image]


这三个方程组的系数矩阵完全一样，区别仅在常数项，为简洁这三个方程组的高斯消元可同时进行，即

[image: image]


从　[image: image]


解出　[image: image]


类似地　[image: image]


从而

[image: image]



【例4.14】
 　(2000,2)已知[image: image]
 ，A
 =αβ
 T
 ，B
 =β
 T
 α
 ．

求解方程2B
 2
 A
 2
 x
 =A
 4
 x
 +B
 4
 x
 +γ
 ．


【解】
 　由于

[image: image]


[image: image]



又A
 2
 =[αβ
 T
 ][αβ
 T
 ]=α
 [β
 T
 α
 ]β
 T
 =2A
 ，于是A
 4
 =8A
 代入原方程，整理有

8(A
 -2E
 )x
 =γ


即　[image: image]


对增广矩阵作初等行变换，有

[image: image]


特解　[image: image]


基础解系　η
 =[1,2,1]T


故方程组的通解是:α
 +k
 η
 ,k
 为任意常数．


【例4.15】
 　(2013，[image: image]
 )设[image: image]
 ，[image: image]
 当a
 ,b
 为何值时，存在矩阵C
 使得AC
 -CA
 =B
 ，并求所有矩阵C
 ．


【解】
 　设[image: image]
 ．那么AC
 -CA
 =B
 即

[image: image]


对增广矩阵作初等行变换，有

[image: image]


当a
 ≠-1或b
 ≠0时，方程组无解．

当a
 =-1，且b
 =0时，方程组有解．此时有在矩阵C
 满足AC
 -CA
 =B
 ．

由于方程组的通解为

[image: image]
 k
 1
 ,k
 2
 为任意实数.

故当且仅当a
 =-1,b
 =0时，存在矩阵

[image: image]
 ，满足AC
 -CA
 =B
 .



【评注】
 　这是考的比较差的一道题，计算上失误非常严重，希望大家复习时要重视基本计算．



有解判定、解的结构、性质


【例4.16】
 已知齐次方程组[image: image]
 有非零解，则a
 =　　
 ．


【分析】
 　齐次方程组有非零解的充分必要条件是系数矩阵的秩小于n
 ．由于

[image: image]


可见秩r
 (A
 )<3⇔a
 =2．



【评注】
 　由于本题A
 是4×3矩阵，故对Ax
 =0作有非零解判定时，应当用矩阵的秩，而不是用行列式．本题涉及齐次线性方程组解的理论，矩阵的初等行变换，以及矩阵秩的计算．




【例4.17】
 　线性方程组Ax
 =b
 经初等行变换其增广矩阵化为

[image: image]


若方程组无解，则a
 =

（A）-1

（B）1

（C）2

（D）3　　[　　]



【分析】
 　非齐次线性方程组Ax
 =b
 无解的充分必要条件是r
 (A
 )≠r([image: image]
 )．

当a
 =-1时，r
 (A
 )=4,r
 ([image: image]
 )=4，方程组必有唯一解，故（A）不正确.注意此时第4个方程是-3x
 4
 =0，不要与0x
 4
 =3相混淆．

当a
 =1时，仍有r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )=4，故（B）不正确．

当a
 =2时，

[image: image]



r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )<4，方程组有无穷多解.（C）不正确．

当a
 =3时

[image: image]


可观察出二、三两个方程矛盾，方程组无解，故应选（D）．


【例4.18】
 　下列命题中，正确的命题是

（A）方程组Ax
 =b
 有唯一解⇔|A
 |≠0

（B）若Ax
 =0只有零解，那么Ax
 =b
 有唯一解

（C）若Ax
 =0有非零解，则Ax
 =b
 有无穷多解

（D）若Ax
 =b
 有两个不同的解，那么Ax
 =0有无穷多解　　[　　]


【分析】
 　（A）A
 不一定是n
 阶矩阵，那么行列式可以不存在．

（B）由于


Ax
 =0只有零解⇔秩r
 (A
 )=n
 ．


Ax
 =b
 有唯一解⇔秩r
 (A
 )=r
 (A
 )=n


因为由r
 (A
 )=n
 [image: image]
 r
 ([image: image]
 )=n
 ，故（B）不正确．

请考察

[image: image]


（C）Ax
 =0有非零解⇔r
 (A
 )<n



Ax
 =b
 有无穷多解⇔r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )<n


当r
 (A
 )<n
 时[image: image]
 r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )<n
 .故（C）不正确．


例如[image: image]
 与[image: image]
 虽Ax
 =0有非零解，但Ax
 =b
 可以无解．

（D）若α
 1
 ,α
 2
 是方程组Ax
 =b
 的两个不同的解，则α
 1
 -α
 2
 是Ax
 =0的非零解，从而Ax
 =0有无穷多解，即（D）正确．


【例4.19】
 　设A
 是m
 ×n
 矩阵，非齐次线性方程组Ax
 =b
 有解的充分条件是

（A）秩r
 （A
 ）=m


（B）A
 的行向量组线性相关

（C）秩r
 (A
 )=n


（D）A
 的列向量组线性相关　　[　　]


【分析】
 　非齐次线性方程组Ax
 =b
 有解的充分必要条件是r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )．由于增广矩阵[image: image]
 =[A
 ,b
 ]是m
 ×(n
 +1)矩阵，按矩阵秩的概念与性质，有


r
 (A
 )≤r
 ([image: image]
 )≤m


如果r
 (A
 )=m
 ，则必有r
 ([image: image]
 )=r
 (A
 )=m
 ，所以方程组Ax
 =b
 有解．但当r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )<m
 时，方程组仍有解，故（A）是方程组有解的充分条件.而（B）、（C）、（D）均不能保证r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )，希望你能想清楚，举出简单反例．


【例4.20】
 　线性方程组Ax
 =b
 的系数矩阵是4×5矩阵，且A
 的行向量组线性无关，则错误命题是

（A）齐次方程组A
 T
 x
 =0只有零解

（B）齐次方程组A
 T
 Ax
 =0必有非零解

（C）∀b
 ，方程组Ax
 =b
 必有无穷多解

（D）∀b
 ，方程组A
 T
 x
 =b
 必有唯一解　　[　　]


【分析】
 　因为矩阵的秩r
 (A
 )=A
 的行秩=A
 的列秩，由于A
 的行向量组线性无关，得r
 (A
 )=4．


A
 T
 是5×4矩阵，而r
 (A
 T
 )=r
 (A
 )=4，所以齐次线性方程组只有零解.（A）正确．


A
 T
 A
 是5阶矩阵，由于r
 (A
 T
 A
 )≤r
 (A
 )=4<5，所以齐次方程组A
 T
 Ax
 =0必有非零解，（B）正确．


A
 是4×5阶矩阵，A
 的行向量组线性无关，那么其延伸组必线性无关，所以从行向量来看必有r
 (A
 )=r
 (A
 ,b
 )=4<5，即Ax
 =b
 必有无穷多解，（C）正确．

由于A
 T
 列向量只是4个线性无关的5维向量，它们不能表示任一个5维向量，故方程组A
 Tx
 =b
 有可能无解，即（D）不正确．


【例4.21】
 　(2001,3)设A
 是n
 阶矩阵，α
 是n
 维列向量，若秩[image: image]
 ，则线性方程组

（A）Ax
 =α
 必有无穷多解

（B）Ax
 =α
 必有唯一解


 （C）[image: image]
 仅有零解

（D）[image: image]
 必有非零解　　[　　]


【分析】
 　对于齐次方程组Ax
 =0

（1）只有零解

（2）必有非零解

两者必居其一且仅居其一.因此，（C）与（D）中必有一个正确．


A
 是n
 阶矩阵，[image: image]
 是n
 +1阶矩阵，由于

[image: image]


故应选（D）．


【例4.22】
 　设A
 是秩为2的4×5矩阵，已知非齐次线性方程组Ax
 =b
 有解，则解集合中线性无关的解向量个数为

（A）2

（B）3

（C）4

（D）5　　[　　]


【分析】
 　由秩r
 (A
 )=2，知Ax
 =b
 的导出组Ax
 =0的基础解系有n
 -r
 (A
 )=5-2=3个解向量，设α
 是Ax
 =b
 的某个解，η
 1
 ,η
 2
 ,η
 3
 是Ax
 =0的基础解系．

那么，α
 ,α
 +η
 1
 ,α
 +η
 2
 ,α
 +η
 3
 是Ax
 =b
 的4个线性无关的解，且Ax
 =b
 的任一个解均可以由α
 ,α
 +η
 1
 ,α
 +η
 2
 ,α
 +η
 3
 线性表出．这是因为：

若　k
 α
 +k
 1
 (α
 +η
 1
 )+k
 2
 (α
 +η
 2
 )+k
 3
 (α
 +η
 3
 )=0　（1）

用A
 左乘（1）式，并把Aα
 =b
 ≠0,A
 η
 
i

 =0(i
 =1,2,3)代入，可得：

(k
 +k
 1
 +k
 2
 +k
 3
 )b
 =0

于是　k+k
 1
 +k
 2
 +k
 3
 =0.　（2）

由（1）又有

(k
 +k
 1
 +k
 2
 +k
 3
 )α
 +k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 +k
 3
 η
 3
 =0

把（2）代入得


k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 +k
 3
 η
 3
 =0

因为η
 1
 ,η
 2
 ,η
 3
 是基础解系，它们线性无关，故必有k
 1
 =0,k
 2
 =0,k
 3
 =0．

再代入（2）式，可知k=k
 1
 =k
 2
 =k
 3
 =0，即α
 ,α
 +η
 1
 ,α
 +η
 2
 ,α
 +η
 3
 线性无关．

若γ
 是Ax
 =b
 的任意一个解，则γ
 -α
 是Ax
 =0的解，它可由η
 1
 ,η
 2
 ,η
 3
 线性表出．

设　γ
 -α
 =k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 +k
 3
 η
 3
 ，那么


γ
 =α
 +k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 +k
 3
 η
 3


=(1-k
 1
 -k
 2
 -k
 3
 )α
 +k
 1
 (α
 +η
 1
 )+k
 2
 (α
 +η
 2
 )+k
 3
 (α
 +η
 3
 )

即γ
 必可由α
 ,α
 +η
 1
 ,α
 +η
 2
 ,α
 +η
 3
 线性表出．



【评注】
 　通过本题的分析我们可知当方程组Ax
 =b
 有解时，解向量的极大线性无关组有n-r
 (A
 )+1个向量．




公共解、同解


对于方程组（Ⅰ）和（Ⅱ），如果α
 既是方程组（Ⅰ）的解，α
 也是方程组（Ⅱ）的解，则称α
 是方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）的公共解
 ．




【例4.23】
 　设有两个4元齐次线性方程组

[image: image]


（1）求线性方程组（Ⅰ）的基础解系；

（2）试问方程组（Ⅰ）和（Ⅱ）是否有非零公共解？若有，则求出所有的非零公共解；若没有，则说明理由．


【解】
 　（1）因为方程组（Ⅰ）系数矩阵的秩r
 (A
 )=2,n-r
 (A
 )=4-2=2，所以基础解系由2个解向量构成，给自由变量x
 3
 ,x
 4
 赋值得基础解系：


ξ
 1
 =[0,0,1,0]T
 ,ξ
 2
 =[-1,1,0,1]T
 .

（2）关于公共解，可以有几种处理方法：

1°
 ．把（Ⅰ）、（Ⅱ）联立起来直接求解，即

[image: image]


由于n-r
 (A
 )=1，基础解系是[-1,1,2,1]T
 ，从而有（Ⅰ）、（Ⅱ）的公共解:k
 [-1,1,2,1]T
 ,k
 是任意实数．

2°
 ．通过（Ⅰ）与（Ⅱ）各自的通解，寻找公共解．为此，先求（Ⅱ）的基础解系：


η
 1
 =[0,1,1,0]T
 ,η
 2
 =[-1,-1,0,1]T


那么k
 1
 ξ
 1
 +k
 2
 ξ
 2
 ,l
 1
 η
 1
 +l
 2
 η
 2
 分别是（Ⅰ）、（Ⅱ）的通解．令其相等，即有


k
 1
 [0,0,1,0]T
 +k
 2
 [-1,1,0,1]T
 =l
 1
 [0,1,1,0]T
 +l
 2
 [-1,-1,0,1]T
 .

由此得　[-k
 2
 ,k
 2
 ,k
 1
 ,k
 2
 ]T
 =[-l
 2
 ,l
 1
 -l
 2
 ,l
 1
 ,l
 2
 ]T
 ．

比较两个向量的对应分量得　k
 1
 =l
 1
 =2k
 2
 =2l
 2
 ．

所以公共解是

2k
 2
 [0,0,1,0]T
 +k
 2
 [-1,1,0,1]T
 =k
 2
 [-1,1,2,1]T
 .

3°
 ．把（Ⅰ）的通解代入（Ⅱ）中，如仍是解，寻找k
 1
 ,k
 2
 所应满足的关系式而求出公共解．

如果k
 1
 ξ
 1
 +k
 2
 ξ
 2
 =[-k
 2
 ,k
 2
 ,k
 1
 ,k
 2
 ]T
 是（Ⅱ）的解，那么应满足（Ⅱ）的方程，故


[image: image]


解出k
 1
 =2k
 2
 ，下略．


【例4.24】
 　(2007，[image: image]
 )设线性方程组

[image: image]


与方程　x
 1
 +2x
 2
 +x
 3
 =a
 -1　（2）有公共解，求a
 的值及所有公共解．


【解】
 　因为方程组（1）与（2）的公共解，即为联立方程组

[image: image]


的解，对增广矩阵加减消元有

[image: image]


当a
 ≠1且a
 ≠2时方程组无解，从而（1）与（2）没有公共解．

当a
 =1时

[image: image]
 ，方程组的通解是k
 [1,0,-1]T
 .

即（1）与（2）的公共解是k
 [1,0,-1]T
 ,k
 是任意常数．

当a
 =2时

[image: image]
 ，方程组有唯一解[0,1,-1]T


即（1）与（2）的公共解是[0,1,-1]T
 ．




【评注】
 　本题也可先计算方程组（1）的系数行列式

[image: image]


然后分情况讨论．

当a
 ≠1且a
 ≠2时，方程组（1）只有零解．




【例4.25】
 　设A
 与B
 均是n
 阶矩阵，且秩r
 (A
 )+r
 (B
 )<n
 ，证明方程组Ax
 =0与Bx
 =0有非零公共解．


【证】
 　构造齐次线性方程组

[image: image]


设α
 
i

 1
 ,α
 
i

 2
 ,…,α
 
ir

 与β
 
j

 1
 ,β
 
j

 2
 ,…,β
 
jt

 分别是A
 与B
 行向量组的极大线性无关组，那么矩阵[image: image]
 的行向量组可以由α
 
i

 1
 ,…,α
 
ir

 ,β
 
j

 1
 ,…,β
 
jt

 线性表出从而r
 [image: image]
 ≤r
 (α
 
i
 1
 ,…,α
 
ir

 ,β
 
j
 1
 ,…,β
 
jt

 )≤r
 +t
 =r
 (A
 )+r
 (B
 )<n


所以方程组（1）有非零解，即Ax
 =0与Bx
 =0有非零公共解．


对于方程组（Ⅰ）和（Ⅱ），如果α
 是（Ⅰ）的解，则α
 必是（Ⅱ）的解，反之如果α
 是（Ⅱ）的解则必有α
 也是（Ⅰ）的解，则称（Ⅰ）与（Ⅱ）同解
 ．




【例4.26】
 　(2005,[image: image]
 )已知齐次方组

[image: image]


同解，求a
 ,b
 ,c
 的值．


【解】
 　因为方程组（Ⅱ）中方程的个数小于未知量的个数，故方程组（Ⅱ）必有无穷多解．那么由（Ⅰ）与（Ⅱ）同解，知方程组（Ⅰ）必有无穷多解．于是

[image: image]
 ，从而a
 ＝2.

此时方程组（Ⅰ）的系数矩阵可化为

[image: image]


故k
 [-1,-1,1]T
 是（Ⅰ）的通解．把x
 1
 =-k
 ,x
 2
 =-k
 ,x
 3
 =k
 代入方程组（Ⅱ），有　[image: image]


那么b
 2
 -b
 ＝0，可得b
 ＝1,c
 ＝2或b
 ＝0,c
 ＝1．


当b
 =1,c
 =2，对方程组（Ⅱ）的系数矩阵B
 作初等行变换，有

[image: image]


故方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）同解．

当b
 =0,c
 =1时　[image: image]


故方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）不同解．

综上所述，当a
 =2,b
 =1,c
 =2时，方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）同解．


【例4.27】
 　设A
 是m
 ×n
 阶矩阵，证明齐次线性方程组（Ⅰ）A
 T
 Ax
 =0与（Ⅱ）Ax
 =0同解。


【证】
 　如果α
 是（Ⅱ）的解，则Aα
 =0.显然A
 T
 Ax
 =0即α
 是（Ⅰ）的解，故（Ⅱ）的解全是（Ⅰ）的解．

若α
 是（Ⅰ）的解，即A
 T
 Aα
 =0，那么


α
 T
 A
 T
 Aα
 =0即(Aα
 )T
 (Aα
 )=0

即　‖Aα
 ‖2
 =0　故Aα
 =0

所以α
 必是（Ⅱ）的解．即（Ⅰ）的解全是（Ⅱ）的解，从而方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）同解.



【评注】
 若α
 =[a
 1
 ,a
 2
 ,…,an

 ]
T

 ，则

[image: image]


那么α
 T
 α
 =0⇔ai

 =0(i
 =1,2,…,n
 )

⇔α
 =0

由(Aα
 )T
 (Aα
 )=0要看出Aα
 =0．

因为（Ⅰ）与（Ⅱ）同解，它们的基础解系所含向量个数相同．即有


n-r
 (A
 T
 A
 )=n-r
 (A
 )

故　r
 (A
 T
 A
 )=r
 (A
 )．

2012的考题就是希望考生用公式r
 (A
 T
 A
 )=r
 (A
 )来处理二次型的秩的．




【例4.28】
 　（1）已知n
 元齐次线性方程组A
 1
 x
 =0的解全是A
 2
 x
 =0的解，证明A
 2
 的行向量可以由A
 1
 的行向量线性表出．

（2）若非齐次线性方程组（Ⅰ）A
 1
 x
 =b
 1
 和（Ⅱ）A
 2
 x
 =b
 2
 都有解，且（Ⅰ）的解全是（Ⅱ）的解，则(A
 2
 ,b
 2
 )的行向量可以由(A
 1
 ,b
 1
 )的行向量线性表出．


【证】
 　（1）因为A
 1
 x
 =0的解全是A
 2
 x
 =0的解，所以


A
 1
 x
 =0与[image: image]
 同解

那么　[image: image]
 ，即[image: image]


所以A
 2
 的行向量可由A
 1
 的行向量线性表出．


（2）因为A
 1
 x
 =b
 1
 的解全是A
 2
 x
 =b
 2
 的解，所以


A1
 x
 与[image: image]
 同解

∀A
 1
 α
 =b
 1
 ,A
 1
 η
 =0知α
 ,α
 +η
 必是A
 2
 x
 =b
 2
 的解，即有


A
 2
 α
 =b
 2
 ,A
 2
 (α
 +η
 )=b
 2


故必有A
 2
 η
 =0说明A
 1
 x
 =0的解全是A
 2
 x
 =0的解．

由（1）知　[image: image]


又因[image: image]
 有解，有[image: image]


于是　[image: image]


所以(A
 2
 ,b
 2
 )的行向量可以由(A
 1
 ,b
 1
 )的行向量线性表出．














四、练习题精选


1。填空题


（1）方程x
 1
 -2x
 2
 +3x
 3
 -4x
 4
 =0的通解是　　
 ．

（2）设矩阵[image: image]
 ，[image: image]
 若方程组Ax
 =b
 有解且不唯一，则a
 =　　
 ．

（3）设α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是4元非齐次线性方程组Ax
 =b
 的3个解向量，且秩r
 (A
 )=3，若α
 1
 =[1,2,3,4]T
 ,2α
 2
 -3α
 3
 =[0,1,-1,0]T
 ，则方程组Ax
 =b
 的通解是　　
 ．


2．选择题


（1）设齐次线性方程组Ax
 =0的一个基础解系是η
 1
 ,η
 2
 ,η
 3
 ,η
 4
 ，则此方程组的基础解系还可以是

（A）η
 1
 +η
 2
 ,η
 2
 +η
 3
 ,η
 3
 +η
 4
 ,η
 4
 +η
 1


（B）η
 1
 -η
 2
 ,η
 2
 -η
 3
 ,η
 3
 +η
 4
 ,η
 4
 +η
 1


（C）η
 1
 ,η
 2
 +η
 3
 ,η
 1
 +η
 2
 -η
 3
 +η
 4


（D）η
 1
 -η
 2
 ,η
 2
 -η
 3
 ,η
 3
 -η
 4
 ,η
 4
 +η
 1
 　　[　　]

（2）设A
 是m
 ×n
 矩阵，秩r
 (A
 )=n
 -2，若α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是非齐次线性方程组Ax
 =b
 的三个线性无关的解，k
 1
 ,k
 2
 为任意常数，则方程组的通解是

（A）k
 1
 (α
 1
 -α
 2
 )+k
 2
 (α
 2
 -α
 3
 )

（B）α
 1
 +k
 1
 (α
 2
 +α
 3
 )+k
 2
 (α
 1
 +α
 3
 )

（C）[image: image]
 (α
 1
 +α
 2
 +α
 3
 )+k
 1
 (α
 3
 -α
 1
 )+k
 2
 (α
 3
 -α
 2
 )

（D）[image: image]
 (α
 1
 +α
 2
 )+k
 1
 (α
 2
 -α
 3
 )+k
 2
 (α
 3
 -α
 2
 )　　[　　]

（3）设A
 是秩为n
 -1的n
 阶矩阵，α
 1
 与α
 2
 是齐次方程组Ax
 ＝0的两个不同的解向量，则Ax
 ＝0的通解必定是

（A）k
 (α
 1
 +α
 2
 )

（B）k
 (α
 1
 -α
 2
 )

（C）k
 α
 1


（D）α
 1
 -α
 2



3．解答题


（1）设[image: image]
 ，求与矩阵A
 可交换的矩阵．


（2）设矩阵[image: image]
 ，若齐次线性方程组Ax
 =0的基础解系有2个线性无关的解向量，试求方程组Ax
 =0的通解．

（3）已知4×3矩阵A
 ＝[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]，其中α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 均为4维列向量，若非齐次线性方程组Ax
 =β
 的通解为[1,2,-1]T
 +k
 [1,-2,3]T
 ，令B
 =[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,β
 +α
 3
 ]，试求方程组By
 =α
 1
 -α
 2
 的通解．

答案与提示

1．

（1）k
 1
 [2,1,0,0]T
 +k
 2
 [-3,0,1,0]T
 +k
 3
 [4,0,0,1]T


（2）a
 =3（3）[1,2,3,4]T
 +k
 [1,3,2,4]T



【提示】
 　（1）由n-r
 (A
 )=4-1=3先明确基础解系中解向量的个数，再确定自由变量求解．

（2）方程组Ax
 =b
 有解且不唯一，即方程组Ax
 =b
 有无穷多解，亦即秩r
 (A
 )=r
 ([image: image]
 )<3．

[image: image]


再按a
 =1,a
 =3分析判断

或者，通过方程组Ax
 =b
 有无穷多解的必要条件是|A
 |=0.来分析判断

（3）n-r
 (A
 )=4-3=1，通解形式为α
 +k
 η
 ．其中特解可取为α
 1
 ．而α
 1
 +2α
 2
 -3α
 3
 =(α
 1
 -α
 3
 )+2(α
 2
 -α
 3
 )是Ax
 =0的解．即Ax
 =0的基础解系．

2．

（1）（D）

（2）（C）

（3）（B）


【提示】
 　（1）基础解系应当是4个线性无关的解，（C）中向量个数不符，（A）、（B）均线性相关．

（2）按解的结构，通解形式为α
 +k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 .（A）不符合通解形式，缺Ax
 =b
 之特解;（B）中α
 2
 +α
 3
 ,α
 1
 +α
 3
 不是导出组Ax
 =0的解;（D）中α
 2
 -α
 3
 ,α
 3
 -α
 2
 线性相关，不符合基础解系线性无关之要求；注意，[image: image]
 (α
 1
 +α
 2
 +α
 3
 )，[image: image]
 (α
 1
 +α
 2
 )都是方程组Ax
 =b
 的解．

（3）因为　α
 1
 ≠α
 2
 ．故　α
 1
 -α
 2
 ≠0．

如α
 1
 =-α
 2
 ，则（A）不正确；如α
 1
 =0，则（C）不正确.（D）不是通解．


3．（1）所谓与矩阵A
 可交换，即满足AB
 =BA
 之矩阵B
 ．

[image: image]
 (t
 ,u
 为任意常数)　参看例4.12

（2）A
 是3×4矩阵，说明Ax
 =0是3个方程4个未知数的齐次方程组，基础解系含2个解向量表明4-r
 (A
 )=2，得r
 (A
 )=2.对A
 作初等行变换，有

[image: image]


秩r
 (A
 )=2⇔a
 =1

取x
 3
 ,x
 4
 为自由变量，令x
 3
 =1,x
 4
 =0得η
 1
 =[1,-1,1,0]T
 ，令


x
 3
 =0,x
 4
 =1得η
 2
 =[0,-1,0,1]T


方程组Ax
 =0的通解:k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 ．

（3）由方程组Ax
 =β
 解的结构知：


r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=r
 (A
 )=n
 -1=3-1=2(1)

[image: image]


从而　r
 (B
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 3
 +β
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 1
 +2α
 2
 )=r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=2

又因　[image: image]


说明[1,-1,0,0]T
 是方程组By
 =α
 1
 -α
 2
 的解．

再分析寻找By
 =0的n-r
 (B
 )=4-2=2个线性无关的解，注意（3）与（2）的运用．

[image: image]


故方程组通解为：[1,-1,0,0]T
 +k
 1
 [1,-2,3,0]T
 +k
 2
 [1,2,0,-1]T
 ．





第五章　特征值与特征向量

一、知识结构网络图

[image: image]



注：
 由A
 ~B
 [image: image]
 A
 +k
 E
 ~B
 +k
 E
 进而|A
 +k
 E
 |=|B
 +k
 E
 |,r
 (A
 +k
 E
 )

[image: image]
 A
 
n
 ~
 B
 
n

 进而A
 
n

 =PB
 
n

 P
 -1


由[image: image]
 其中P
 =P
 1
 P
 2


[image: image]





【评注】
 　特征值是线性代数的重要内容之一，也是考研的热点，复习应认真仔细．

（1）要理解特征值、特征向量的概念，掌握矩阵特征值的性质，掌握求矩阵特征值、特征向量的方法．

（2）要理解矩阵相似的概念，掌握相似矩阵的性质，搞清矩阵能相似对角化的条件，掌握将矩阵化为相似对角矩阵的方法．

（3）要熟悉实对称矩阵特征值、特征向量的特殊性质，掌握用正交矩阵化实对称矩阵为对角矩阵的方法．




今年考题


（2016,[image: image]
 ）设A
 ,B
 是可逆矩阵，且A
 与B
 相似，则下列结论错误的是

（A）A
 T
 与B
 T
 相似．

（B）A
 -1与B
 -1相似．

（C）A
 +A
 T
 与B
 +B
 T
 相似．

（D）A
 +A
 -1
 与B
 +B
 -1
 相似．

(2016,[image: image]
 )已知矩阵[image: image]
 ．

（Ⅰ）求A
 99
 ；

（Ⅱ）设3阶矩阵B
 =(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )满足B
 2
 =BA
 ，记B
 100
 =(β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 )，将β
 1
 ,β
 2
 ,β
 3
 分别表示为α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 的线性组合．


二、基本内容与重要结论

基础知识


定义5.1
 　设A
 是n
 阶矩阵，如果存在一个数λ
 及非零的n
 维列向量α
 ，使得


Aα
 =λ
 α
 　　(5.1)

成立，则称λ
 是矩阵A
 的一个特征值
 ，称非零向量α
 是矩阵A
 属于特征值λ
 的一个特征向量.



定义5.2
 　设A
 =[aij

 ]为一个n
 阶矩阵，则行列式

[image: image]


称为矩阵A
 的特征多项式
 ,|λ
 E
 -A
 |=0称为A
 的特征方程
 .



【评注】
 　由Aα
 =λ
 α
 ,α
 ≠0

有　(λ
 E
 -A
 )α
 =0,α
 ≠0


α
 是齐次方程组(λ
 E
 -A
 )x
 =0的非零解．

（1）先由|λ
 E
 -A
 |=0求矩阵A
 的特征值λi

 （共n
 个）．

（2）再由(λi

 E
 -A
 )x
 =0求基础解系，即矩阵A
 属于特征值λi

 的线性无关的特征向量．




定义5.3
 　设A
 和B
 都是n
 阶矩阵，如果存在可逆矩阵P
 ，使得


P
 -1
 AP
 =B
 ,　　(5.3)

则称矩阵A
 和B
 相似
 ，记作A
 ~B
 ．

特别地，如果A
 能与对角矩阵相似，则称A
 可对角化
 ．

重要定理


定理5.1
 　如果α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
t

 都是矩阵A
 的属于特征值λ
 的特征向量，那么当k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+kt

 αt

 非零时，k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+kt

 αt

 仍是矩阵A
 
 属于特征值λ
 的特征向量．


定理5.2
 　设A
 是n
 阶矩阵，λ
 1
 ,λ
 2
 ,…,λn

 是矩阵A
 的特征值，则

（1）∑λi
 =∑aii
 　　(5.4)

（2）|A
 |=∏λi

 　　　(5.5)


定理5.3
 　如果λ
 1
 ,λ
 2
 ,…,λm

 是矩阵A
 的互不相同的特征值，α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 分别是与之对应的特征向量，则α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
m

 线性无关．


定理5.4
 　如果A
 是n
 阶矩阵，λi

 是A
 的m
 重特征值，则属于λi

 的线性无关的特征向量的个数不超过m
 个．


定理5.5
 　如果n
 阶矩阵A
 与B
 相似，则A
 与B
 有相同的特征多项式，从而A
 与B
 有相同的特征值．

即若A
 ~B
 ，则

|λ
 E
 -A
 |=|λ
 E
 -B
 |　　(5.6)


定理5.6
 　n
 阶方阵A
 可对角化的充分必要条件是A
 有n
 个线性无关的特征向量．

[image: image]




【评注】
 　若n
 阶矩阵A
 ~Λ
 ，则有P
 -1
 AP
 =Λ
 ，于是AP
 =PΛ
 .（下设n
 =3）

[image: image]


即　[Aγ
 1
 ,Aγ
 2
 ,Aγ
 3
 ]=[a
 1
 γ
 1
 ,a
 2
 γ
 2
 ,a
 3
 γ
 3
 ]

即　Aγ
 1
 =a
 1
 γ
 1
 ,Aγ
 2
 =a
 2
 γ
 2
 ,Aγ
 3
 =a
 3
 γ
 3
 ．

因为矩阵P
 =[γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 ]可逆，故γ
 1
 ,γ
 2
 ,γ
 3
 线性无关

那么，由Aγ
 
i
 =ai

 γ
 
i

 ,γ
 
i

 ≠0，而知γ
 
i

 是矩阵A
 的属于特征值ai

 的特征向量．

即　A
 ~Λ
 ⇒矩阵A
 有n
 个线性无关的特征向量．

反之，如A
 有n
 个线性无关的特征向量，A
 必与对角矩阵相似（请自证）．




定理5.7
 　若n
 阶矩阵A
 有n
 个不同的特征值λ
 1
 ,λ
 2
 ,…,λn

 ，则A
 可相似对角化，且

[image: image]



定理5.8
 　n
 阶矩阵A
 可相似对角化的充分必要条件是A
 的每个特征值中，线性无关的特征向量的个数恰好等于该特征值的重数．即



A
 ~Λ
 ⇔λi

 是A
 的ni

 重特征值，则λi

 有ni

 个线性无关的特征向量　　(5.8)

⇔秩r
 (λi

 E
 -A
 )=n-ni

 ,λi

 为ni

 重特征值　　(5.9)


定理5.9
 　实对称矩阵A
 的不同特征值λ
 1
 ,λ
 2
 所对应的特征向量α
 1
 ,α
 2
 必正交．


定理5.10
 　实对称矩阵A
 的特征值都是实数．


定理5.11
 　n
 阶实对称阵A
 必可对角化，且总存在正交阵Q
 ，使得

[image: image]


其中λ
 1
 ,λ
 2
 ,…,λn

 是A
 的特征值．














三、典型例题分析选讲

特征值、特征向量


（1）数字型矩阵



【例5.1】
 　求矩阵[image: image]
 的特征值与特征向量．

[image: image]



【解】
 　由矩阵A
 的特征多项式

[image: image]


=(λ
 -1)(λ
 -4)(λ
 +3)

得矩阵A
 的特征值是λ
 1
 =1,λ
 2
 =4,λ
 3
 =-3．

当λ
 =1时，由(E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得基础解系α
 1
 =(1,1,1)T
 ．

当λ
 =4时，由(4E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得基础解系α
 2
 =(-4,5,17)T
 ．

当λ
 =-3时，由(-3E
 -A
 )x
 =0

[image: image]



得基础解系α
 3
 =(1,-3,1)T
 ．

所以矩阵A
 关于特征值1,4,-3的特征向量分别是k
 1
 α
 1
 ,k
 2
 α
 2
 ,k
 3
 α
 3
 ，其中k
 1
 ,k
 2
 ,k
 3
 全不为0．


【例5.2】
 　求矩阵[image: image]
 的特征值与特征向量．


【解】
 　由矩阵A
 的特征多项式

[image: image]


得矩阵A
 的特征值是:λ
 1
 =1,λ
 2
 =3,λ
 3
 =6．

对λ
 =1，由(E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得基础解系α
 1
 =[1,0,0]T
 ,

因此属于特征值λ
 =1的特征向量是k
 1
 α
 1
 (k
 1
 ≠0).

对λ
 =3，由(3E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得基础解系α
 2
 =[1,1,0]T
 ，

因此属于特征值λ
 =3的特征向量是k
 2
 α
 2
 (k
 2
 ≠0)．

对λ
 =6，由(6E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得基础解系α
 3
 =[22,25,15]T
 ,

因此属于特征值λ
 =6的特征向量是k
 3
 α
 3
 (k
 3
 ≠0)．



【评注】
 　上三角矩阵、下三角矩阵、对角矩阵的特征值就是矩阵主对角线上的元素．




【例5.3】
 　求矩阵[image: image]
 的特征值与特征向量．


【解】
 　由矩阵A
 的特征多项式

[image: image]



[image: image]


得到矩阵A
 的特征值是λ
 1
 =13,λ
 2
 =λ
 3
 =0．

对λ
 =13，由(13E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得基础解系α
 1
 =[1,2,3]T
 ,

因此属于特征值λ
 =13的特征向量是k
 1
 α
 1
 (k
 1
 ≠0)．

对λ
 ＝0，由(0E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得基础解系α
 2
 =[-1,2,0]T
 ,α
 3
 =[-3,0,2]T
 ，

因此属于特征值λ
 =0的特征向量是k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 (k
 2
 ,k
 3
 不全为0)．



【评注】
 　设A
 =[aij

 ]是3阶矩阵，则

[image: image]


其中　[image: image]


若秩r
 (A
 )=1，则

|λ
 E
 -A
 |=λ
 3
 -∑aii
 λ
 2


=(λ
 -∑aii

 )λ
 2


矩阵A
 的特征值:λ
 1
 =∑aii

 ,λ
 2
 =λ
 3
 =0．




【例5.4】
 　求矩阵[image: image]
 的特征值与特征向量．


【解】
 　由矩阵A
 的特征多项式

[image: image]



[image: image]


=(λ
 2
 -4λ
 +4)(λ
 2
 -4λ
 +4)=(λ
 -2)4


得到矩阵A
 的特征值是λ
 =2（4重根）.当λ
 =2时，由(2E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得到基础解系是α
 1
 =[1,1,0,0]T
 ,α
 2
 =[-3,0,1,1]T
 ,

因此属于特征值λ
 =2的特征向量是k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 (k
 1
 ,k
 2
 不全为0)．


【例5.5】
 　已知a
 ≠0，求矩阵

[image: image]


的特征值、特征向量．


【解】方法一
 （直接计算）

由特征多项式

[image: image]


=[λ
 -(3a
 +1)](λ+a
 -1)3


得A
 的特征值:3a
 +1,1-a
 （三重根）

当λ
 =3a
 +1时，由[(3a
 +1)E
 -A
 ]x
 =0

[image: image]


可得基础解系α
 1
 =(1,1,1,1)T
 ，故λ
 =3a
 +1的特征向量为k
 1
 α
 1
 ,k
 1
 ≠0．

当λ
 =1-a
 时，由[(1-a
 )E
 -A
 ]x
 =0


[image: image]


得基础解系α
 2
 =(-1,1,0,0)T
 ,α
 3
 ＝(-1,0,1,0)T
 ,α
 4
 =(-1,0,0,1)T
 ，故λ
 =1-a
 的特征向量为k
 2
 α
 2
 +k
 3
 α
 3
 +k
 4
 α
 4
 ，其中k
 2
 ,k
 3
 ,k
 4
 不全为0的任意常数．


方法二
 （转换）

[image: image]


由秩r
 (B
 )=1

|λ
 E
 -B
 |=λ
 4
 -4aλ
 3


知矩阵B
 的特征值为4a
 ,0,0,0,．

从而矩阵A
 的特征值为3a
 +1,1-a
 ,1-a
 ,1-a
 ．

对于B
 ，当λ
 =4a
 时，由(4a
 E
 -B
 )x
 =0

[image: image]


同方法一，下略．可得矩阵A
 关于λ
 =3a
 +1的特征向量．

当λ
 =0时，由(0E
 -B
 )x
 =0

[image: image]


同方法一，下略．可得矩阵A
 关于λ
 =1-a
 的特征向量．


（2）抽象矩阵



【例5.6】
 设A
 是3阶矩阵，且矩阵A
 的各行元素之和均为5，则矩阵A
 必有特征向量　　
 ．


【分析】
 　矩阵A
 =[aij

 ]各行元素之和均为5，即

[image: image]


用矩阵表示，有

[image: image]



即

[image: image]


故矩阵A
 必有特征值λ
 =5，可知必有特征向量[1,1,1]T
 ．


【例5.7】
 　设A
 是n
 阶矩阵，α
 是矩阵A
 属于特征值λ
 的特征向量，即


Aα
 =λ
 α
 ,α
 ≠0

那么

(A
 +k
 E
 )α
 =Aα
 +k
 α
 =(λ+k
 )α


说明矩阵A
 +k
 E
 的特征值是λ+k
 ，对应的特征向量是α
 ．


A
 
2

 α
 =A
 (λ
 α
 )=λ
 Aα
 =λ
 2
 α


说明矩阵A
 2
 的特征值是λ
 2
 ，对应的特征向量是α
 ．

如果矩阵A
 可逆，则有


λ
 A
 -1
 α
 =α
 ,α
 ≠0⇒A
 -1
 α
 =[image: image]


说明矩阵A
 -1
 的特征值是[image: image]
 ，对应的特征向量是α
 ．


【例5.8】
 已知A
 是3阶矩阵，如果非齐次线性方程组Ax
 =b
 有通解5b
 +k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 ，求A
 的特征值和特征向量．


【解】
 　由解的结构知5b
 是方程组Ax
 =b
 的一个解．即


A
 (5b
 )=b
 有Ab
 =[image: image]
 b


即[image: image]
 是A
 的特征值，b
 是相应的特征向量．

又Aη
 1
 =0=0η
 1
 ,Aη
 2
 =0=0η
 2


故η
 1
 ,η
 2
 是A
 关于λ
 =0的线性无关的特征向量，所以矩阵A
 的特征值是[image: image]
 ,0,0.特征向量是k
 b
 ,k
 ≠0和k
 1
 η
 1
 +k
 2
 η
 2
 ,k
 1
 ,k
 2
 不全为0．


（3）相似矩阵



【例5.9】
 　如果P
 -1
 AP
 =B
 ,

（1）若Aα
 =λ
 α
 ,α
 ≠0，则


B
 (P
 -1
 α
 )=(P
 -1
 AP
 )(P
 -1
 α
 )=P
 -1
 Aα
 =λ
 (P
 -1
 α
 )

说明P
 -1
 AP
 的特征值是λ
 ，对应的特征向量是P
 -1
 α
 ．

（2）若Bα
 =λ
 α
 ,α
 ≠0，则

(P
 -1
 AP
 )α
 =λ
 α
 ⇒APα
 =λ
 Pα
 .

说明矩阵A
 的特征值是λ
 ，特征向量是Pα
 ．


【例5.10】
 　设A
 为2阶矩阵，α
 1
 ,α
 2
 为线性无关的2维列向量，Aα
 1
 =0,Aα
 2
 =2α
 1
 +α
 2
 ，求A
 的特征值和特征向量．


【解】
 　用定义由Aα
 1
 =0=0α
 1
 ,A
 (2α
 1
 +α
 2
 )=Aα
 2
 =2α
 1
 +α
 2
 知矩阵A
 的特征值是0和1.特征向量是k
 1
 α
 1
 和k
 2
 (2α
 1
 +α
 2
 ),k
 1
 ,k
 2
 不为0．


或者利用相似，有A
 [α
 1
 ,α
 2
 ]=[0,2α
 1
 +α
 2
 ]=[α
 1
 ,α
 2
 ][image: image]
 ，

令B
 =[image: image]
 ,P
 =(α
 1
 ,α
 2
 )可知P
 -1
 AP
 =B
 ，即A
 ~[image: image]
 ，亦可得A
 的特征值是0和1．

又B
 的特征向量分别是[image: image]
 和[image: image]
 ，从而由上例知P
 [image: image]
 2α
 1
 +α
 2
 是A
 的特征向量．


【例5.11】
 　设A
 是3阶矩阵，α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是3维线性无关的列向量，且


Aα
 1
 =α
 1
 -α
 2
 +2α
 3
 ,Aα
 2
 =α
 1
 +3α
 2
 -6α
 3
 ,A
 α
 3
 =0

（Ⅰ）求矩阵A
 的特征值和特征向量

（Ⅱ）求行列式|A
 +E
 |


【解】
 　（Ⅰ）由Aα
 3
 =0=0α
 3
 ，知λ
 =0是A
 的特征值，α
 3
 是λ
 =0的特征向量，据已知条件有


A
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=(α
 1
 -α
 2
 +2α
 3
 ,α
 1
 +3α
 2
 -6α
 3
 ,0)

[image: image]


令P
 =(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ).因α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，而知P
 可逆，于是

[image: image]


得P
 -1
 AP
 =B
 .即A
 和B
 相似．

[image: image]


由B
 的特征值是2,2,0而知A
 的特征值是2,2,0．

对于矩阵B
 ，由(2E
 -B
 )x
 =0

[image: image]


得矩阵B
 关于特征值λ
 =2的特征向量β
 =(1,1,-2)T


则由Bβ
 =λ
 β
 而知A
 (Pβ
 )=λ
 (Pβ
 )．从而A
 关于λ
 =2的特征向量为

[image: image]


故A
 的特征值为2,2,0.k
 1
 (α
 1
 +α
 2
 -2α
 3
 ),k
 1
 ≠0;k
 2
 α
 3
 ,k
 2
 ≠0分别是A
 关于特征值λ
 =2和λ
 =0的所有的特征向量．


（Ⅱ）因为A
 的特征值是2,2,0，知A
 +E
 的特征值为3,3,1．

所以|A
 +E
 |=3·3·1=9

相似、相似对角化


【例5.12】
 若3阶矩阵A
 相似于B
 ，矩阵A
 的特征值是1,2,3，那么行列式|2B
 -E
 |=　　
 ．


【分析】
 　因为A
 ~B
 ，故A
 与B
 有相同的特征值，那么，2B
 的特征值是2,4,6,2B
 -E
 的特征值是1,3,5.从而|2B
 -E
 |=15．

或者，由P
 -1
 AP
 =B
 ，有P
 -1
 (2A
 -E
 )P
 =2B
 -E
 ，又因2A
 -E
 的特征值是1,3,5，故|2B
 -E
 |=|2A
 -E
 |=15．


【例5.13】
 　(2003,4)设矩阵

[image: image]


已知矩阵A
 相似于B
 ，则秩(A
 -2E
 )与秩(A
 -E
 )之和等于

（A）2

（B）3

（C）4

（D）5　　[　　]


【分析】
 　由A
 ~B
 ，有P
 -1
 AP
 =B
 ，那么


P
 -1
 (A
 -2E
 )P
 =B
 -2E
 ,P
 -1
 (A
 -E
 )P
 =B
 -E


从而r
 (A
 -2E
 )=r
 (B
 -2E
 ),r
 (A
 -E
 )=r
 (B
 -E
 )

易见　[image: image]
 的秩分别为3与1，故应选（C）．


【例5.14】
 　n
 阶矩阵A
 ~B
 的充分条件是

（A）A
 2
 与B
 2
 相似

（B）A
 与B
 有相同的特征值

（C）A
 与B
 有相同的特征向量

（D）A
 与B
 均和对角矩阵Λ
 相似　　[　　]


【分析】
 　如果A
 ~B
 ，则有P
 -1
 AP
 =B
 ，那么


P
 -1
 A
 2
 P
 =(P
 -1
 AP
 )(P
 -1
 AP
 )=B
 2


知A
 2
 ~B
 2
 ．

但A
 2
 ~B
 2
 时，推不出A
 ~B
 ．例如

[image: image]


由于r
 (A
 )≠r
 (B
 )，显见A
 与B
 不相似．但A
 2
 =B
 2
 ，而有A
 2
 ~B
 2
 ．所
 以（A）是必要条件不是充分条件．

条件（B）亦是必要条件不是充分条件．由P
 -1
 AP
 =B
 ，有

|λ
 E
 -B
 |=|λ
 E
 -P
 -1
 AP
 |=|P
 -1
 (λ
 E
 -A
 )P
 |=|λ
 E
 -A
 |

即A
 ,B
 有相同的特征值．但条件（A）中例子告诉我们虽然A
 ,B
 有相同的特征值λ
 1
 =λ
 2
 =0，但A
 与B
 是不相似的．

如果α
 是矩阵A
 属于特征值λ
 的特征向量，α
 是矩阵B
 属于特征值μ
 的特征向量，虽然A
 与B
 有相同的特征向量，但由于特征值的不同，所以A
 与B
 不可能相似.（C）不是充分条件，当然也不是必要条件（参看例5.9）．

若A
 ~Λ
 ,B
 ~Λ
 ．则有

[image: image]


那么　[image: image]


令P
 =P
 1
 P
 2
 -1
 ，则有P
 -1
 AP
 =B
 ，即A
 ~B
 .所以（D）是充分条件．



【评注】
 　条件（D）不是必要的，因为当A
 、B
 不能相似对角化时，矩阵A
 与B
 仍有可能相似，只要它们与同一个矩阵C
 相似即可．




【例5.15】
 　不能相似对角化的矩阵是

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]
 　　[　　]


【分析】
 　（A）中矩阵的特征值是1,3,0，有3个不同的特征值，故可相似对角化．

（B）中矩阵的特征值是1,1,3.设（B）中矩阵为A
 ,

因为　[image: image]


故（E
 -A
 ）x
 =0的基础解系中仅一个向量，即λ
 =1，只有一个线性无关的特征向量，所以A
 不能相似对角化．

（C）中矩阵设为A
 ，由于r
 (A
 )=1，有

|λ
 E
 -A
 |=λ
 3
 -∑aii
 λ
 2
 =λ
 3
 -6λ
 2


矩阵A
 的特征值是6,0,0．

因为r
 (0E
 -A
 )=r
 (A
 )=1，说明(0E
 -A
 )x
 =0的基础解系由2个解向量构成，所以λ
 =0有2个线性无关的特征向量，A
 可以相似对角化．

（D）中矩阵设为A
 ,A
 是实对称矩阵，则A
 必可相似对角化．



【例5.16】
 　在下列矩阵中，

[image: image]


两两相似的矩阵是　　
 ．


【分析】
 　由相似的必要条件，这几个矩阵的秩分别是1,2,1,1而知矩阵B
 不和A
 ,C
 ,D
 相似，把B
 排除．从特征值来看依次为3,0,0;3,0,0;2,0,0;3,0,0，而知矩阵C
 要排除．

对于矩阵A
 ，由于秩r
 (0E
 -A
 )=1⇒n-r
 (0E
 -A
 )=2⇒(0E
 -A
 )x
 =0有两个线性无关的解⇒λ
 =0有2个线性无关的特征向量

[image: image]


同理知[image: image]
 ．因此A
 ~D
 ．


【例5.17】
 　已知[image: image]
 ，判断A
 与B
 是否相似，并说明理由．


【分析】
 　A
 是实对称矩阵必可对角化，A
 与B
 是否相似首先要看B
 能否对角化，如B
 不能对角化则A
 与B
 肯定不相似，如B
 能对角化，则应进一步检查A
 ,B
 是否有相同的特征值．特征值一致时才相似．


【解】
 　对于B
 ，由特征方程

[image: image]


=λ
 (λ
 -3)2
 =0

可得矩阵B
 的特征值是3,3,0．

当λ
 =3时，[image: image]


所以B
 可对角化．

又因A
 是实对称矩阵，且

[image: image]



矩阵A
 的特征值也是3,3,0．所以A
 ~B．


理由：A
 ,B
 均可对角化，且都与[image: image]
 相似．



【评注】
 　特征值相同是矩阵相似的必要条件（定理5.5）．例如

[image: image]


肯定不相似．因为它们的特征值不同．

可是特征值相同的矩阵不一定相似．例如

[image: image]


的特征值也是3,3,0.但因r
 (3E
 -C
 )=2≠n-ni

 ，所以C
 不能对角化，那么C
 与A
 ,B
 均不相似．

但若A
 ,B
 是实对称矩阵，则A
 与B
 有相同的特征值是A
 与B
 相似的充分必要条件．（这是2002的考题请证明）




【例5.18】
 　已知矩阵[image: image]
 的特征值有重根，判断矩阵A
 能否相似对角化，并说明理由．


【解】
 　由矩阵A
 的特征多项式

[image: image]


=(λ
 -2)(λ
 2
 -8λ
 +10+a
 )

如果λ
 =2是重根，则λ
 2
 -8λ
 +10+a
 中含有λ
 -2的因式，于是22
 -16+10+a
 =0，解出a
 =2.此时λ
 2
 -8λ
 +12=(λ
 -2)(λ
 -6)，矩阵A
 的3个特征值是2,2,6．

对于λ
 =2，由于

[image: image]


故λ
 =2有2个线性无关的特征向量，A
 可以相似对角化．

若λ
 =2不是重根，则λ
 2
 -8λ
 +10+a
 是完全平方，于是

82
 -4(10+a
 )=0

解出a
 =6矩阵A
 的特征值是2,4,4．

对于λ
 =4，由于


[image: image]


说明λ
 =4只有1个线性无关的特征向量，A
 不能相似对角化．

求相似对角化时的可逆矩阵P



提示　若P
 -1
 AP
 =Λ
 ，则P
 ———A
 的特征向量，Λ
 ———A
 的特征值．




【例5.19】
 　已知矩阵[image: image]
 求可逆矩阵P
 使P
 -1
 AP
 =Λ
 ．


【解】
 　由

[image: image]


得矩阵A
 的特征值11,2,2．

当λ
 ＝11时，由(11E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得基础解系α
 1
 ＝(2,1,2)T
 ．

当λ
 ＝2时，由(2E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得基础解系α
 2
 ＝(1,-2,0)T
 ,α
 3
 ＝(0,-2,1)T
 ．

那么，令P
 ＝(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )有[image: image]



*这是一个基础题，复习时要重视，原理要清晰：


若Aα
 1
 =λ
 1
 α
 1
 ,
 Aα
 2
 =λ
 2
 α
 2
 ,
 Aα
 3
 =λ
 3
 α
 3
 ，则


[image: image]


令P
 =(
 α
 1
 ,
 α
 2
 ,
 α
 3
 )，
 即AP
 =PΛ
 即P
 -1
 AP
 =Λ
 ．



【评注】
 　求A
 相似标准形的方法（对可对角化的矩阵）

（0）予处理；

（1）求A
 的特征值λ
 1
 ,λ
 2
 ,λ
 3
 ；

（2）对每个特征值λi

 ，求(λi

 E
 -A
 )x
 =0的基础解系，得特征向量α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ；

（3）可逆矩阵P
 =[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]，则


P
 -1
 AP
 =diag(λ
 1
 ,λ
 2
 ,λ
 3
 ).




【例5.20】
 　已知矩阵[image: image]
 与对角矩阵Λ
 相似，求a
 的值．并求可逆矩阵P
 ，使P
 -1
 AP
 =Λ



【解】
 　由特征多项式

[image: image]


=(λ
 +1)(λ
 -3)2


得到矩阵A
 的特征值：3,3,-1．

因为矩阵A
 的特征值有重根，而A
 又与对角矩阵相似，故λ
 =3必有2个线性无关的特征向量，那么秩r
 (3E
 -A
 )=1．

[image: image]


所以　a
 =-3．

对λ
 =3，解齐次线性方程组(3E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得基础解系:α
 1
 =(1,1,0)T
 ,α
 2
 =(1,0,1)T
 ．

对λ
 =-1，解齐次线性方程组(-E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得基础解系:α
 3
 =(1,-3,0)T



令[image: image]
 ，得[image: image]



【例5.21】
 　设A
 为2阶矩阵，α
 1
 ,α
 2
 是线性无关的2维列向量，且满足Aα
 1
 =α
 2
 ,Aα
 2
 =-2α
 1
 +3α
 2


（Ⅰ）求矩阵A
 的特征值

（Ⅱ）求可逆矩阵P
 ，使得P
 -1
 AP
 为对角矩阵．


【解】
 　（Ⅰ）按已知条件，有

[image: image]


记　P
 1
 =(α
 1
 ,α
 2
 )是可逆矩阵[image: image]


有AP
 1
 =P
 1
 B
 即有[image: image]
 =B
 即A
 ~B


由[image: image]


知矩阵B
 的特征值是：1,2．从而矩阵A
 的特征值是：1,2．

（Ⅱ）对矩阵B
 ，由(E
 -B
 )x
 =0

得　矩阵B
 关于特征值λ
 =1的特征向量β
 1
 =(-2,1)T
 由(2E
 -B
 )x
 =0

得　矩阵B
 关于特征值λ
 =2的特征向量β
 2
 =(-1,1)T


那么，矩阵A
 关于特征值λ
 =1和λ
 =2的特征向量分别是

[image: image]


故　令P
 =(-2α
 1
 +α
 2
 ,-α
 1
 +α
 2
 )

有　[image: image]




【评注】
 　关于可逆矩阵P
 也可如下处理：

如　令P
 2
 =(β
 1
 ,β
 2
 )，有[image: image]
 进而[image: image]
 ，

得P
 =P1P
 2=(α
 1
 ,α
 2
 )[image: image]
 =(-2α
 1
 +α
 2
 ,-α
 1
 +α
 2
 )




【例5.22】
 　已知矩阵[image: image]
 和[image: image]
 相似，求a
 ，b
 的值，并求可逆矩阵P
 使P
 -1
 AP
 =B
 ．


【解】
 　由A
 ~B
 知


[image: image]
 　解出a
 =7,b
 =-2

又[image: image]


矩阵A
 的特征值为：5,-1．

由(5E
 -A
 )x
 =0

得　基础解系α
 １
 =(1,1)T


由(-E
 -A
 )x
 =0

得　基础解系α
 2
 =(-2,1)T


令P
 1
 =(α
 1
 ,α
 2
 )=[image: image]


得　[image: image]


类似地

由(5E
 -B
 )x
 =0

得　基础解系β
 1
 =(-7,1)T


由(-E
 -B
 )x
 =0

得　基础解系β
 2
 =(-1,1)T


令P
 2
 =(β
 1
 ,β
 2
 )=[image: image]
 ，得P
 -1BP
 2
 =Λ
 =[image: image]


由[image: image]


令[image: image]
 有　P
 -1
 AP
 =B
 ．

求参数的问题


【例5.23】
 　已知[image: image]
 和[image: image]
 相似，则y
 =　　
 ．


【分析】
 　（Ⅰ）因A
 ~B
 知∑aii

 =∑bii

 ，又A
 和B
 有相同的特征值，知λ
 =-4是A
 的特征值，故有

[image: image]



即[image: image]
 　解出y
 =5．



【评注】
 　注意本题

[image: image]
 未出现x
 的方程.



（Ⅱ）因A
 ~B
 知|λ
 E
 -A
 |=|λ
 E
 -B
 |

而[image: image]


=(λ
 -5)[λ
 2
 +(3-x
 )λ
 -3x
 -8]

又|λ
 E
 -B
 |=(λ
 -5)(λ-y
 )(λ
 +4)

故λ
 2
 +(3-x
 )λ
 -3x
 -8=λ
 2
 +(4-y
 )λ
 -4y


即[image: image]
 　解出x
 =4,y
 =5．


【例5.24】
 　(1999,1)设矩阵[image: image]
 ，其行列式|A
 |=-1，又A
 的伴随矩阵A
 *
 有一个特征值λo

 ,A
 *
 的属于λ
 0
 的一个特征向量为α
 =[-1,-1,1]T
 ．求a
 ,b
 ,c
 和λ
 0
 的值．


【解】
 　由题设，有A
 *
 α
 =λ
 0
 α
 即有AA
 *
 α
 =λ
 0
 Aα
 ．

又因AA
 *
 =|A
 |E
 =-E
 ．因此λ
 0
 Aα
 =-α
 ．

即[image: image]


由此得

[image: image]


（1）-（3）得λ
 0
 =1．代入（2）得b
 =-3．代入（1）得a=c
 ．

再由[image: image]


可得a=c
 =2,b
 =-3.λ
 0
 =1．


【例5.25】
 　(2000,4)设矩阵[image: image]
 ，已知A
 有三个线性
 无关的特征向量，λ
 =2是A
 的二重特征值，试求可逆矩阵P
 ，使得P
 -1
 AP
 为对角形矩阵．


【解】
 　因为矩阵A
 有三个线性无关的特征向量，而λ
 =2是其二重特征值，故λ
 =2必有两个线性无关的特征向量，因此方程组(2E
 -A
 )x
 =0的基础解系由两个解向量所构成，故秩r
 (2E
 -A
 )=1．由

[image: image]


知x
 ＝2,y
 =-2．

对矩阵　[image: image]


由特征多项式

[image: image]


得到矩阵A
 的特征值:λ
 1
 =λ
 2
 =2,λ
 3
 =6．

对λ
 =2，由(2E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得到特征向量α
 1
 =[-1,1,0]T
 ,α
 2
 =[1,0,1]T


对λ
 =6，由(6E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得到特征向量α
 3
 =[1,-2,3]T


那么，令P
 =[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]=[image: image]
 有

[image: image]



用相似求A
 
n





提示
 　若A
 ~Λ.
 则P
 -1
 AP
 =Λ.
 从而P
 -1
 A
 
n

 P
 =Λ
 
n

 故A
 
n

 =PΛ
 P
 -1
 ．




【例5.26】
 　已知[image: image]
 ，求A
 
n

 ．


【解】
 　由A
 的特征多项式．

[image: image]


得到A
 的特征值：1,2,0．

由(E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得λ
 =1的特征向量α
 1
 =(-1,-2,1)T
 ．

由(2E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得λ
 =2的特征向量α
 2
 =(1,1,0)T
 ．

由(0E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得λ
 ＝0的特征向量α
 3
 =(-1,-1,1)T
 ．

令P
 =(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=[image: image]
 有P
 -1
 AP
 =Λ
 =[image: image]
 那么P
 -1
 A
 
n

 P
 =Λ
 
n




[image: image]



【例5.27】
 　设[image: image]
 ,[image: image]
 ，求A
 100
 ．


【分析】
 　因为A
 与B
 相似，有B
 100
 =P
 -1A
 100
 P
 ，从而可利用B
 100
 间接求出A
 100
 ．


【解】
 　[image: image]


[image: image]


因为

[image: image]


故　B
 100
 =(E
 +C
 )100
 =E
 +100C
 =[image: image]
 那么A
 100
 =(PBP
 -1
 )100
 =(PBP
 -1
 )(PBP
 -1
 )…(PBP
 -1
 )=PB
 -1


[image: image]


反求矩阵A



【例5.28】
 (1995,4)设三阶矩阵A
 满足Aα
 
i
 =i
 α
 
i

 (i
 ＝1,2,3)，其中列向量α
 1
 =[1,2,2]T
 ,α
 2
 =[2,-2,1]T
 ,α
 3
 =[-2,-1,2]T
 ，试求矩阵A
 ．

[image: image]



【解法一】
 　由Aα
 1
 =α
 1
 ,Aα
 2
 =2α
 2
 ,Aα
 3
 ＝3α
 3
 ，知α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是矩阵A
 不同特征值的特征向量，它们线性无关．利用分块矩阵，有


A
 [α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]=[α
 1
 ,2α
 2
 ,3α
 3
 ]

因为矩阵[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]可逆，故


A
 =[α
 1
 ,2α
 2
 ,3α
 3
 ][α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]-1


[image: image]




【解法二】
 　因为矩阵A
 有3个不同的特征值，所以A
 可相似对角化，有

[image: image]


那么　A
 =PΛP
 -1
 ＝…　下略


【例5.29】
 已知3阶矩阵A
 的第一行元素全是1，且α
 1
 =(1,1,1)T
 ,α
 2
 =(1,0,-1)T
 ,α
 3
 =(1,-1,0)T
 是矩阵A
 的3个特征向量，求矩阵A
 ，并求(A
 -[image: image]
 E
 )6
 ．


【解】
 　设α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 分别是特征值λ
 1
 ,λ
 2
 ,λ
 3
 的特征向量，则按特征值定义

[image: image]


类似地　λ
 3
 ＝0．

于是　A
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )＝(3α
 1
 ,0,0)


A
 ＝(3α
 1
 ,0,0)(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )-1


[image: image]


由A
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=(3α
 1
 ,0,0)=(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )[image: image]
 知[image: image]
 那么　[image: image]


又[image: image]



实对称矩阵



提示
 　实对称矩阵有哪些特殊的性质？如何用来做题？




【例5.30】
 设　A
 是3阶实对称矩阵，秩r
 (A
 )=2，若A
 2
 =A
 ，则A
 的特征值是　　
 ．


【分析】
 　设λ
 是A
 的任一特征值，α
 是属于λ
 的特征向量，

即Aα
 =λ
 α
 ,α
 ≠0．

那么A
 2
 α
 =A
 (λ
 α
 )=λ
 Aα
 =λ
 2
 α


由A
 2
 =A
 ，有λ
 2
 α
 =λ
 α
 ，即(λ
 2
 -λ
 )α
 =0　且α
 ≠0故矩阵A
 的特征值是1或
 0．

因为A
 是实对称
 矩阵，知A
 ~Λ
 ，且Λ
 由A
 的特征值所构成，根据秩r
 (A
 )=r
 (Λ
 )，有

[image: image]


所以矩阵A
 的特征值是1,1,0．



【评注】
 　因为满足A
 2
 =A
 的矩阵A
 不唯一.例如

[image: image]


所以仅条件A
 2
 =A
 并不能确定矩阵A
 的特征值．只是知道矩阵A
 的特征值只能取自1或0．




【例5.31】
 　n
 阶矩阵

[image: image]


则秩r
 (A
 )=　　
 ．


【分析】
 　因为A
 是实对称矩阵，A
 ~Λ
 ．只要求出r
 (Λ
 )就知r
 (A
 )，为此由A
 的特征值入手．因为


[image: image]


=(a
 -1)E
 +B


而矩阵B
 的秩为1，有

|λ
 E
 -B
 |=λn
 -nλn
 -1


得到矩阵B
 的特征值是n
 ,0,0,…,0(n
 -1个)

因此矩阵A
 的特征值是n+a
 -1,a
 -1,a
 -1,…,a
 -1

又因A
 是实对称
 矩阵，故

[image: image]


那么

[image: image]



练习
 　(2012,1)设α
 为3维单位列向量，E
 为3阶单位矩阵，则矩阵E
 -αα
 T
 的秩为　　
 ．














【例5.32】
 　设[image: image]
 ，求正交矩阵P
 使P
 -1
 AP
 =Λ
 ．


【解】
 　由A
 的特征多项式

[image: image]


矩阵A
 的特征值为λ
 1
 =λ
 2
 =7,λ
 3
 =-2．


对λ
 =7，由(7E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得特征向量α
 1
 =[-1,2,0]T
 ,α
 2
 =[-1,0,1]T
 ．

对λ
 =－2，由(－2E
 -A
 )x
 =0，即[image: image]
 得特征向量α
 3
 =[2,1,2]T
 ．

由于α
 1
 ,α
 2
 是同一个特征值的特征向量，现在不正交，故应Schmidt正交化

[image: image]


[image: image]


单位化，有

[image: image]


再对α
 3
 单位化，有

[image: image]


那么，令

[image: image]


则有

[image: image]





【评注】
 　这是基础题，搞清用正交矩阵把实对称矩阵A
 化为对角矩阵的步骤：

（1）求矩阵A
 的特征值

（2）求矩阵A
 的特征向量

（3）单位化，当特征值有重根时，可能
 还要Schmidt正交化

（4）构造正交矩阵P
 ，得


P
 -1
 AP
 =Λ
 (P
 与Λ
 次序要协调一致)

这一类题目往往要先处理一些未知的参数．




【例5.33】
 　已知A
 是3阶实对称矩阵，特征值是3,-6,0,λ
 =3的特征向量是α
 1
 =[1,a
 ,1]T
 ,λ
 =-6的特征向量是α
 2
 =[a
 ,a
 +1,1]T
 ，求矩阵A
 ．


【解】
 　因为A
 是实对称
 矩阵，不同特征值的特征向量相互正交，故


α
 1
 T
 α
 2
 =a+a
 (a
 +1)+1=0

所以a
 =-1

设λ
 =0的特征向量α
 3
 =[x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 ]T，则[image: image]
 解出　α
 3
 =[1,2,1]T


由A
 [α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]=[3α
 1
 ,-6α
 2
 ,0]得　A
 =[3α
 1
 ,-6α
 2
 ,0][α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ]-1


[image: image]



【例5.34】
 　设A
 为3阶实对称矩阵，A
 的秩为2，且AB
 +2B
 =0，其中[image: image]


（Ⅰ）求矩阵A
 的特征值、特征向量．

（Ⅱ）求A
 3
 ．


【解】
 　（Ⅰ）记B
 =(γ
 1
 ,γ
 2
 )由AB
 +2B
 =0，得


A
 (γ
 1
 ,γ
 2
 )=-2(γ
 1
 ,γ
 2
 )

即λ
 =-2是A
 的特征值，γ
 1
 ,γ
 2
 是A
 关于λ
 =－2的线性无关的特征向量，由秩r
 (A
 )=2，知λ
 =0是A
 的特征值，设α
 =(x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )T
 是其特征向量．

因实对称矩阵特征值不同特征向量相互正交，则有

[image: image]


解出α
 =(1,-1,1)T


故λ
 1
 =λ
 2
 =-2是A
 的二重特征值，k
 1
 (1,0,-1)T
 +k
 2
 (0,1,1)T
 （其中
 k
 1
 ,k
 2
 不为全为0）是λ
 =－2的所有特征向量．


λ
 3
 =0是A
 的特征值，k
 3
 (1,－1,1)T
 ,(k
 3
 ≠0)是λ
 =0的所有特征向量．

（Ⅱ）令P
 =(γ
 1
 ,γ
 2
 ,α
 )，有P
 -1
 AP
 =Λ
 =[image: image]


那么P
 -1
 A
 3
 P
 =Λ
 3



A
 3
 =PΛ
 3
 P
 -1


[image: image]




【评注】
 　要会用正交来求特征向量．如果矩阵A
 有3个不同的特征值，则需知道两个特征向量才能求出第三个特征向量．若特征值有重根，那么知道那个单根的特征向量就可求出重根的所有特征向量．




【例5.35】
 　（定理5.9）设A
 是实对称矩阵，λ
 1
 与λ
 2
 是A
 不同的特征值，α
 1
 ,α
 2
 分别是属于λ
 1
 与λ
 2
 的特征向量，证明α
 1
 与α
 2
 正交．


【证】
 　据已知有A
 T
 =A
 ,Aα
 1
 =λ
 1
 α
 1
 ,Aα
 2
 =λ
 2
 α
 2
 ,λ
 1
 ≠λ
 2


那么

[image: image]


所以(λ
 2
 -λ
 1
 )=0又λ
 1
 ≠λ
 2


故　[image: image]
 α
 2
 =0，即α
 1
 与α
 2
 正交．


















四、练习题精选


1．填空题


（1）若1是矩阵[image: image]
 的特征值，则a
 =　　
 ．

（2）已知矩阵[image: image]
 有一个线性无关的特征向量，则a
 =　　
 ．

（3）A
 是4阶矩阵，伴随矩阵A
 *
 的特征值是1,-2,-4,8，则矩阵A
 的特征值是　　
 ．


2．选择题


（1）矩阵[image: image]
 的三个特征值是

（A）1,4,0

（B）2,3,0

（C）2,4,0

（D）2,4,-1　　[　　]

（2）设A
 是3阶不可逆矩阵，α
 1
 ,α
 2
 是Ax
 =0的基础解系，α
 3
 是A
 属于特征值λ
 =1的特征向量，则下列不是A
 的特征向量的是

（A）α
 1
 +3α
 2


（B）5α
 3


（C）α
 1
 -α
 2


（D）α
 2
 -α
 3
 　　[　　]

（3）与矩阵[image: image]
 不相似的矩阵是

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]
 　　[　　]


3．解答题


（1）已知A
 是3阶实对称矩阵，特征值是1,1,-2，其中属于λ
 =-2的特征向量是α
 =[1,0,1]T
 ，求A
 3
 ．

（2）已知λ
 =2是矩阵[image: image]
 的二重特征值，求a
 的值并求正交矩阵Q
 使Q
 -1
 AQ
 =Λ
 ．

（3）设α
 1
 ,α
 2
 是矩阵A
 属于不同特征值的特征向量，证明α
 1
 +α
 2
 不是矩阵A
 的特征向量．

（4）已知A
 ,B
 均n
 阶矩阵，且A
 可逆，证明AB
 与BA
 有相同的特征值．


（5）设A
 是n
 阶矩阵，A
 ≠O
 但A
 3
 =O
 ，证明A
 不能相似对角化．

答案与提示

1．

（1）-4

（2）-1

（3）4,-2,-1,[image: image]
 ．


【提示】
 　（1）1是A
 的特征值，即|E
 -A
 |=0

[image: image]


（2）因为矩阵A
 只有一个线性无关的特征向量，故A
 的特征值必是二重根

[image: image]


故a
 =-1．

（3）由|A
 |=Πλi

 及|A
 *
 |=|A
 |
n
 -1
 知

|A
 *
 |=1·(-2)·(-4)·8=|A
 |3
 ⇒|A
 |=4

又若A
 的特征值是λ
 ，则A
 *的特征值是[image: image]
 ，有

[image: image]


而知A
 的特征值是4,-2,-1,[image: image]
 ．

2．

（1）（A）

（2）（D）

（3）（C）


【提示】
 　（1）易见|A
 |=0,0必是A
 的特征值，可排除（D），由∑λi

 =∑aii

 =5，可排除（C），对于（A）和（B）可任选一个不同的特征值计算，由于

[image: image]


知λ
 =1必是特征值，因而应选（A）．

（2）注意定理5.1和练习题3（3）．

（3）矩阵A
 的特征值是1,3.A
 ~Λ
 =[image: image]
 ，矩阵（A）、（B）、（D）的特征值也均是1,3，它们都可相似对角化，也就都与A
 相似．

矩阵（C）的特征值是4,0，它不与A
 相似．因为相似的必要条件是有相
 同的特征值．

3．（1）设λ
 =1的特征向量是β
 =[x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 ]T
 ，因为A
 是实对称矩阵，α
 与β
 正交α
 T
 β
 =x
 1
 +x
 3
 =0得属于λ
 =1的特征向量　β
 1
 =[0,1,0]T
 ,β
 2
 =[－1,0,1]T


因为A
 是实对称矩阵，必可相似对角化，有

[image: image]
 ，其中P
 =[β
 1
 ,β
 2
 ,α
 ]那么　A
 =PΛP
 -1



A
 3
 =(PΛP
 -1
 )(PΛP
 -1
 )(PΛP
 -1
 )=PΛ
 3
 P
 -1


[image: image]


（2）A
 是实对称矩阵，λ
 =2是二重根，故λ
 =2必有2个线性无关的特征向量，秩r
 （2E
 -A
 ）=1可求出a
 =2.由∑λi

 =∑aii

 可求出所有特征值

[image: image]
 则Q
 -1
 AQ
 =[image: image]


（3）【提示】
 　用反证法．

（4）（用AB
 与BA
 有相同的特征多项式）

|λ
 E
 -AB
 |=|λ
 AA
 -1
 -AB
 |=|A
 (λ
 A
 -1
 -B
 )|

=|A
 ||λ
 A
 -1
 -B
 |=|λ
 A
 -1
 -B
 |·|A
 |=|λ
 E
 -BA
 |．

（用相似矩阵有相同的特征值）

因为A
 可逆，有A
 -1
 (AB
 )A
 =BA
 即AB
 ~BA
 ，因而AB
 与BA
 有相同的特征值．

(5)设λ
 是A
 的任一特征值，α
 是属于λ
 的特征向量，即


Aα
 =λ
 α
 ,α
 ≠0.

那么A
 3
 α
 =λ
 3
 α
 ．又因A
 3
 =O
 可知λ
 ＝0．即矩阵A
 的特征值是λ
 =0(n
 个)

对于齐次方程组(0E
 -A
 )x
 =0，由于


r
 (0E
 -A
 )=r
 (A
 )≥1

那么n-r
 (0E
 -A
 )≤n
 -1,λ
 =0没有n
 个线性无关的特征向量．





第六章　二次型

一、知识结构网络图

[image: image]





【评注】
 　二次型的两大板块要复习整理清楚，一个是标准形，另一个是正定性．

（1）了解二次型的概念，掌握用矩阵形式表示二次型，了解合同变换和合同矩阵的概念．

（2）理解二次型秩的概念，了解二次型的标准形、规范形等概念，了解惯性定理的条件和结论，掌握用正交变换化二次型为标准形的方法，了解用配方法化二次型为标准形的方法．

（3）理解正定二次型、正定矩阵的概念，掌握正定矩阵的性质．




今年考题


(2016,1)设二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=[image: image]
 +4x
 1
 x
 2
 +4x
 1
 x
 3
 +4x
 2
 x
 3
 ，则f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=2在空间直角坐标下表示的二次曲面为

（A）单叶双曲面．

（B）双叶双曲面．

（C）椭球面

（D）柱面．

(2016,2,3)设二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=a
 ([image: image]
 )+2x
 1
 x
 2
 +2x
 2
 x
 3
 +2x
 1
 x
 3
 的正、负惯性指数分别为1,2，则

（A）a
 >1．

（B）a
 <-2．

（C）-2<a
 <1．

（D）a
 =1或a
 =-2．


二、基本内容与重要结论

基础知识


定义6.1
 　含有n
 个变量x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 的二次齐次函数

[image: image]


称为n
 元二次型
 .如规定aij
 =aji

 ,∀i
 ,j
 =1,2,…,n
 ，则二次型有矩阵表示


f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 )=x
 T
 Ax
 ,　　(6.1)

其中x
 =[x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 ]T
 ,A
 =[aij

 ]且A
 T
 =A
 是对称矩阵，称A
 为二次型的矩阵
 ．秩r
 (A
 )称为二次型的秩
 ，记为r
 (f
 )．

例如，二元二次型[image: image]
 ，有

[image: image]


为二次型的矩阵表示．


定义6.2
 　如果二次型中只含有变量的平方项，所有混合项xi
 xj

 (i
 ≠j
 )的系数全是零，即

[image: image]


这样的二次型称为标准形.


在标准形中，如平方项的系数dj

 为1,-1或0,

[image: image]


则称其为二次型的规范形
 .


定义6.3
 　在二次型x
 T
 Ax
 的标准形中，正平方项的个数p
 称为二次型的正惯性指数
 ，负平方项的个数q
 称为二次型的负惯性指数
 ．



定义6.4
 　如果

[image: image]


满足

[image: image]


称(6.4)为由x
 =[x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 ]T
 到y
 =[y
 1
 ,y
 2
 ,…,yn

 ]T
 的坐标变换
 .


【注】
 　坐标变换(6.4)用矩阵描述，即

[image: image]


或x
 =Cy
 ，其中C
 是可逆矩阵．


定义6.5
 　两个n
 阶矩阵A
 和B
 ，如存在可逆矩阵C
 ，使得


C
 T
 AC
 =B
 ,　(6.5)

就称矩阵A
 和B
 合同，记作A
 ≃B.
 并称由A
 到B
 的变换为合同变换
 ，称C
 为合同变换的矩阵．


定义6.6
 　对二次型x
 T
 Ax
 ，如果对任何x
 ≠0，恒有x
 T
 Ax
 >0，则称二次型x
 T
 Ax
 是正定二次型
 ，并称实对称矩阵A
 是正定矩阵
 ．

例如，二次型[image: image]
 ，平方项[image: image]
 的系数是-4，如果取x
 =[0,0,1]T
 ≠0，则有


f
 (0,0,1)=-4<0

说明这个二次型不是正定的．二次型的矩阵

[image: image]


也不是正定矩阵．

类似地请考查[image: image]
 ，若取x
 =[0,1,0]T
 ≠0，有f
 (0,1,0)=0，由此知A
 正定的必要条件是aii

 >0．

如何判断[image: image]
 正定？

主要定理


定理6.1
 　变量x
 =[x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 ]T
 的n
 元二次型x
 T
 Ax
 经坐标变换x
 =Cy
 后，成为变量y
 =[y
 1
 ,y
 2
 ,…,yn

 ]T
 的n
 元二次型y
 T
 By
 ，其中B
 =C
 T
 AC.


[image: image]


注意，n
 元二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 )=x
 T
 Ax
 经坐标变换x
 =Cy
 ，有


x
 T
 Ax
 =(Cy
 )T
 A
 (Cy
 )=y
 T
 C
 T
 ACY
 =y
 T
 By


其中　B
 =C
 T
 AC
 ．

因为　B
 T
 =(C
 T
 AC
 )T
 =C
 T
 A
 T
 (C
 T
 )T
 =C
 T
 AC
 =B
 说明y
 T
 By
 是二次型的矩阵表示．即以x
 1
 ,x
 2
 ,…,xn

 为自变量的二次型经坐标变换x
 =Cy
 成为以y
 1
 ,y
 2
 ,…,yn

 为自变量的二次型．二次型矩阵由A
 转换为B
 ，经坐标变换二次型矩阵是合同的．

特别地，若x
 =Cy
 是正交变换，即C
 是正交矩阵，则有


B
 =C
 T
 AC
 =C
 -1
 AC


即经过正交变换，二次型矩阵不仅合同而且相似．


定理6.2
 　任意的n
 元二次型x
 T
 Ax
 都可以通过坐标变换化成标准形

[image: image]


其中di

 (i
 =1,2,…,n
 )是实数．


定理6.3
 　任一n
 阶实对称矩阵A
 ，总可以合同于一个对角矩阵，即

[image: image]



定理6.4
 　（惯性定理）对于一个二次型，不论选取怎样的坐标变换使它化为仅含平方项的标准形，其中正平方项的个数p
 ，负平方项的个数q
 都是由所给二次型唯一确定的．


定理6.5
 　对任一个n
 元二次型x
 T
 Ax
 ，其中A
 是n
 阶实对称矩阵，必存在正交变换x
 =Qy
 (Q
 是正交矩阵)，使得x
 T
 Ax
 化成标准形

[image: image]


这里λ
 1
 ,λ
 2
 ,…,λn

 是A
 的n
 个特征值．


定理6.6
 　n
 元二次型x
 T
 Ax
 正定的充分必要条件有：

(1)A
 的正惯性指数是n
 ；

(2)A
 与E
 合同，即存在可逆矩阵C
 ，使C
 T
 AC
 =E
 ；

(3)A
 的所有特征值λ
 (i
 =1,2,…,n
 )均为正数；

(4)A
 的各阶顺序主子式均大于零．


推论
 　x
 T
 Ax
 正定的必要条件是:(1)aii

 >0;(2)|A
 |>0．


三、典型例题分析选讲

二次型基本概念


【例6.1】
 　二次型


f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=(x
 1
 +2x
 2
 +3x
 3
 )(x
 1
 -2x
 2
 +x
 3
 )的矩阵A
 =　
 .


【分析】
 　[image: image]


[image: image]


故二次型矩阵[image: image]




【评注】
 　本题中矩阵[image: image]
 不是对称矩阵，因而不是二次型的矩阵，改成对称矩阵A
 的方法:aii

 =bii

 ,aij

 =[image: image]
 (bij

 +bji

 )．




【例6.2】
 　二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=[image: image]
 2x
 2
 x
 3
 的秩为2，则a
 =　　
 ．


【分析】
 　二次型f
 的秩为2，即矩阵A
 的秩为2．由于

[image: image]


由|A
 |=(a
 -1
 )(a
 +2)=0，知a
 =1或-2，易见a
 =1时r
 (A
 )=1，故a
 =-2．



【例6.3】
 二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=(x
 1
 +x
 2
 )2
 +(x
 2
 -x
 3
 )2
 +(x
 3
 +x
 1
 )2
 的正惯性指数p
 =　　
 ．


【分析】
 　f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=[image: image]
 +2x
 1
 x
 2
 -2x
 2
 x
 3
 +2x
 3
 x
 1


[image: image]


可见p
 =2．



【评注】
 　如果认为二次型的标准形是

[image: image]


从而知p
 =3,q
 =0就不正确了．

因为对于[image: image]


有行列式

[image: image]


从而（2）不是坐标变换．那么（1）也就不是标准形．



二次型的标准形


【例6.4】
 已知二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=[image: image]
 经正交变换x
 =py
 可化成标准形[image: image]
 ，则a
 =　　



【分析】
 　二次型x
 T
 Ax
 必存在坐标变换x
 =Cy
 化其为标准形y
 T
 Λy
 。即实对称矩阵A
 必存在可逆矩阵C
 使其与对角矩阵Λ
 合同，亦即C
 T
 AC
 =Λ.


如果选择正交变换，即C
 是正交矩阵，那么


Λ
 =C
 T
 AC
 =C
 -1
 AC


说明在正交变换下，A
 不仅与Λ
 合同而且A
 与Λ
 相似，因此Λ
 就是A
 的特征值．另一方面，在二次型y
 T
 Λy
 中，Λ
 就是标准形平方项的系数．

因此，二次型x
 T
 Ax
 经正交变换化为标准形时，标准形中平方项的系数就是二次型矩阵A
 的特征值．


由[image: image]
 有∑aii

 =∑bii

 和|A
 |=|B
 |

[image: image]
 　得a
 =0

或者，[image: image]
 　（*）

又A
 的特征值是1,b
 ,-1．

把λ
 =1代入（*）而得a
 =0．


练习
 　(2011,3)设二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=x
 T
 的秩为1，A
 的各行元素之和为3，则f
 在正交变换x
 =Qy
 下的标准形为　　
 ．














【例6.5】
 　已知二次型x
 T
 Ax
 =[image: image]
 +2ax
 1
 x
 2
 +2x
 1
 x
 3
 +2bx
 2
 x
 3
 的秩为2,[2,1,2]T
 是A
 的特征向量，那么经正交变换二次型的标准形是　　
 ．


【分析】
 　求二次型x
 T
 Ax
 在正交变换下的标准形也就是求二次型矩阵A
 的特征值．由于

[image: image]


从[2,1,2]T
 是A
 的特征向量，有　[image: image]


即　[image: image]


解出：a=b
 =2,λ
 1
 =3．

从秩r
 (A
 )=2，知|A
 |=0，于是λ
 2
 =0是A
 的特征值．再由∑aii

 =∑λi

 ，有1+(-5)+1=3+0+λ
 3
 ，知λ
 3
 =-6是A
 的特征值．因此，正交变换下二次型的标准形是：[image: image]
 ．



【例6.6】
 　已知二次型

[image: image]


（1）写出二次型f
 的矩阵表达式．

（2）用正交变换把二次型f
 化成标准形，并写出相应的正交矩阵．

（3）当x
 T
 x
 =2时，求f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )的极大值．


【解】
 　（1）f
 的矩阵表示为

[image: image]


（2）由矩阵A
 的特征多项式

[image: image]


得到A
 的特征值是：0,5,6．

当λ
 =0时，由(0E
 -A
 )x
 =0，即[image: image]
 得基础解系α
 1
 =[5,-1,2]T
 ，即λ
 =0的特征向量．

当λ
 =5时，由(5E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得基础解系α
 2
 =[0,2,1]T
 ，即λ
 =5的特征向量．

当λ
 =6时，由(6E
 -A
 )x
 =0，即

[image: image]


得基础解系α
 3
 =[1,1,-2]T
 ，即λ
 =6的特征向量．

对于实对称矩阵，特征值不同特征向量已正交，故只需单位化，有

[image: image]


那么，令


[image: image]


经正交变换x
 =Py
 ，二次型化为标准形


f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=x
 T
 Ax
 =y
 T
 Λy
 =[image: image]


(3)x
 T
 x
 =(Py
 )T
 (Py
 )=y
 T
 P
 T
 Py
 =y
 T
 y
 =[image: image]


[image: image]


所以，　f
 max
 =12．



【评注】
 　要掌握用正交变换化二次型为标准形的方法，标准形中平方项的系数是二次型矩阵的特征值，所用的正交变换矩阵就是经过改造的二次型矩阵的特征向量．具体解题步骤如下：

（1）写出二次型矩阵A


（2）求矩阵A
 的特征值

（3）求矩阵A
 的特征向量

（4）改造特征向量（单位化、Schmidt正交化）γ
 1
 ,…,γ
 
n



（5）构造正交矩阵P
 =[γ
 1
 ,γ
 2
 ,…,γ
 
n

 ]

则经坐标变换x
 =py
 ，得

[image: image]



【注意】
 　特征值的顺序与正交矩阵P
 中对应的特征向量的顺序是一致的．

如果涉及到求参数的问题，其方法与特征值中所归纳的方法是一样的．




【例6.7】
 　已知二次型[image: image]
 的规范形是[image: image]


（Ⅰ）求a
 的值；

（Ⅱ）利用正交变换将二次型f
 化为标准形，并写出所用的正交变换；

（Ⅲ）计算行列式|A
 +E
 |的值．


【解】
 　（Ⅰ）二次型f
 的矩阵

[image: image]


由[image: image]



[image: image]


得矩阵A
 的特征值为a
 +1,a
 +1,a
 -2．

因为二次型的规范形是[image: image]
 ，说明A
 的特征值为＋,+,0．所以a
 =2．

（Ⅱ）当a
 =2时

对λ
 =3，由(3E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得特征向量α
 1
 =(1,1,0)T
 ,α
 2
 =(1,0,1)T
 ．

对λ
 ＝0，由(0E
 -A
 )x
 =0

[image: image]


得特征向量α
 3
 =(-1,1,1)T
 ．

因为λ
 =3时，特征向量α
 1
 ,α
 2
 不正交，故需Schmidt正交化．

令β
 1
 =α
 1
 =[image: image]
 ，

则[image: image]
 单位化，有

[image: image]


那么，经正交变换

[image: image]



有x
 T
 Ax
 =y
 T
 Λy
 =[image: image]
 ．

（Ⅲ）因为[image: image]
 ，所以A
 +E
 ~[image: image]
 故|A
 +E
 |=16．


【例6.8】
 设三元二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=x
 T
 Ax
 的矩阵A
 满足A
 2
 +2A
 =O
 ，且α
 1
 =(0,1,1)T
 是齐次方程组Ax
 =0的基础解系．

（Ⅰ）求二次型f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )的表达式；

（Ⅱ）若二次型x
 T
 (A
 +k
 E
 )x
 的规范形是[image: image]
 ，求k
 ．


【分析】
 　求二次型表达式就是求矩阵A
 ，故应由特征值、特征向量开始．


【解】
 　（Ⅰ）设λ
 是A
 的任一特征值，α
 是属于λ
 的特征向量，即Aα
 =λ
 α
 ,α
 ≠0．

那么由A
 2
 +2A
 =O
 有(λ
 2
 +2λ
 )α
 =0，且α
 ≠0,

故A
 的特征值为0或-2．

又因α
 1
 是Ax
 =0的基础解系，知r
 (A
 )=2，且Aα
 1
 =0=0α
 1
 ,α
 1
 是A
 关于λ
 =0的特征向量．

因此，A
 的特征值为0,-2,-2．

设(x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )T
 是A
 关于λ
 =－2的特征向量，那么(x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )T
 与(0,1,1)T
 正交，得x
 2
 +x
 3
 =0．

从而α
 2
 =(1,0,0)T
 ,α
 3
 =(0,-1,1)T
 是λ
 =-2的特征向量．

于是　A
 (α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )=(0,-2α
 2
 ,-2α
 3
 )

故A
 =(0,-2α
 2
 ,-2α
 3
 )(α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 )-1


[image: image]


所以二次型x
 T
 Ax
 =[image: image]
 ．

（Ⅱ）因为A
 的特征值为0,-2,-2，故A
 +k
 E
 的特征值为k
 ,k
 -2,k
 -2．

由于规范形为[image: image]
 ，知[image: image]
 　即　0<k
 <2．


【例6.9】
 　用配方法化二次型

[image: image]


为标准形，并写出所用坐标变换．


【解】
 　

[image: image]



[image: image]


令　[image: image]


亦即　[image: image]


则有[image: image]
 ．


【例6.10】
 　用配方法化二次型


f
 (x
 1
 ,x
 2
 ,x
 3
 )=2x
 1
 x
 2
 +4x
 1
 x
 3


为标准形，并写出所用坐标变换．


【解】
 　在f
 中不含平方项，由于含有x
 1
 x
 2
 ，故可先令

[image: image]


作出平方项，然后再配方即

[image: image]


再令

[image: image]


即经坐标变换

[image: image]


二次型化为标准形[image: image]
 ．


二次型的正定性


【例6.11】
 　二次型[image: image]
 +2tx
 1
 x
 2
 -2x
 1
 x
 3
 +4x
 2
 x
 3
 正定，则t
 　　
 ．


【分析】
 　二次型矩阵

[image: image]


的顺序主子式应全大于0，即

Δ1=1>0

[image: image]



Δ
 3
 =|A
 |=-4t
 2
 -4t
 +8>0⇒t
 ∈（-2,1）

可见t
 ∈（-2,1）时，二次型正定．


【例6.12】
 　设A
 是3阶实对称矩阵，且满足A
 2
 +2A
 =O
 ，若k
 A
 +E
 是正定矩阵，则k
 　　
 ．


【分析】
 　由A
 2
 +2A
 =O
 知矩阵A
 的特征值是0或-2，那么k
 A
 的特征值是0或-2k
 ,k
 A
 +E
 的特征值是1或1-2k
 ．

又因正定的充分必要条件是特征值全大于0，故k
 <[image: image]
 ．


【例6.13】
 　下列矩阵中，正定矩阵是

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]
 　　[　　]


【分析】
 　（A）中a
 33
 =-3<0,（B）中二阶主子式[image: image]
 =0,（C）中行列式|A
 |=0，它们均不是正定矩阵．所以应选（D）．

或直接地，（D）中三个顺序主子式Δ
 1
 =2,Δ
 2
 =6,Δ
 3
 =5全大于0，而知（D）正定．


【例6.14】
 　已知A
 是3阶对称矩阵，证明矩阵A
 正定的充分必要条件是存在可逆矩阵C
 使A
 =C
 T
 C
 ．


【证明】
 　必要性　如果A
 是正定矩阵，即二次型x
 T
 Ax
 是正定二次型，
 那么存在坐标变换x
 =C
 1
 y
 使

[image: image]


其中di

 >0（i
 =1,2,3）

再令[image: image]
 即y
 =C
 2
 z
 ，其中C
 2
 =[image: image]


则有x
 T
 Ax
 =y
 T
 Λy
 =[image: image]


由于[image: image]


得[image: image]


若记[image: image]
 ，则C
 可逆，且A
 =C
 T
 C
 ．

充分性　如果A
 =C
 T
 C
 ，其中C
 可逆．那么


A
 T
 =(C
 T
 C
 )T
 =C
 T
 (C
 T
 )T
 =C
 T
 C
 =A


所以A
 是对称矩阵．

∀x
 ≠0，由于C
 可逆，知Cx
 ≠0，于是


x
 T
 Ax
 =x
 T
 C
 T
 Cx
 =(Cx
 )T
 (Cx
 )=||Cx
 ||2
 >0

从而x
 T
 Ax
 是正定二次型，即A
 是正定矩阵．



【评注】
 　关于充分性也可如下证明：

因为C
 可逆，那么二次型x
 T
 Ax
 经坐标变换x
 =C
 -1
 y
 ，有


x
 T
 Ax
 =(C
 -1
 y
 )T
 (C
 T
 C
 )(C
 -1
 y
 )=y
 T
 y
 =[image: image]
 可见正惯性指数p=n
 ，故A
 是正定矩阵.




【例6.15】
 　已知矩阵A
 是n
 阶正定矩阵，证明A
 -1
 是正定矩阵．


【证明】
 　因为A
 正定，所以A
 T
 =A
 ，那么

(A
 -1
 )T=(A
 T)-1=A
 -1


于是A
 -1
 是对称矩阵．

关于正定性的证明可以有多种思路：

（方法1）
用特征值

 设矩阵A
 -1
 的特征值是λ
 1
 ,λ
 2
 ，…,λn

 ，那么矩阵A
 的特征值是[image: image]
 ，[image: image]
 ，…，[image: image]
 ．由于A
 正定，知其特征值[image: image]
 >0(i
 =1,2,…,n
 )，从而矩阵A
 -1
 的特征值λi

 (i
 ＝1,2，…,n
 )全大于0.因此矩阵A
 -1
 正定．

（方法2）
用与E
 合同

 因为矩阵A
 正定，故存在可逆矩阵C
 使C
 T
 AC
 =E
 ，那么两边取逆，得到

(C
 T
 AC
 )-1
 =C
 -1
 A
 -1
 (C
 T
 )-1
 =C
 -1
 A
 -1
 (C
 -1
 )T
 =E


若记P
 =(C
 -1
 )T
 ，则P
 可逆且P
 T
 =C
 -1
 ，于是


P
 T
 A
 -1
 P
 =E



所以A
 -1
 与E
 合同，故A
 -1
 正定．

（方法3）
用定义，坐标变换

 因为A
 正定，那么A
 可逆，对二次型x
 T
 A
 -1
 x
 作坐标变换x
 =Ay
 ，有


x
 T
 A
 -1
 x
 =(Ay
 )T
 A
 -1
 (Ay
 )=y
 T
 A
 T
 y
 =y
 T
 Ay


由于A
 可逆，那么∀x
 ≠0，恒有y
 ≠0，又因A
 正定，那么有y
 T
 Ay
 >0，故∀x
 ≠0恒有x
 T
 A
 -1
 x
 >0，所以A
 -1
 正定．

（方法4）
用与已知的正定矩阵合同

 因为A
 正定，那么A
 对称且可逆，于是


A
 T
 A
 -1
 A
 =A


所以A
 -1
 与A
 合同，即二次型x
 T
 A
 -1
 x
 与x
 T
 Ax
 合同．它们有相同的正、负惯性指数．由x
 T
 Ax
 是正定二次型，故x
 T
 A
 -1
 x
 正定，即A
 -1
 正定．


【例6.16】
 　已知A
 与A
 -E
 均是n
 阶正定矩阵，证明E
 -A
 -1
 是正定矩阵．


【证】　特征值法



（1）由于(E
 -A
 -1
 )T
 =E
 T
 －(A
 -1
 )T
 =E
 -(A
 T
 )-1=E
 -A
 -1
 ，知矩阵E
 -A
 -1
 是对称矩阵．

（2）设λ
 是矩阵A
 的特征值，那么A
 -E
 的特征值是λ
 -1,E
 -A
 -1
 的特征值是1-[image: image]
 ．

由A
 ,A
 -E
 正定，知λ
 >0,λ
 -1>0．故E
 -A
 -1
 的特征值[image: image]
 >0．所以矩阵E
 -A
 -1
 正定．


【例6.17】
 　(1999.3)设A
 为m
 ×n
 实矩阵，E
 为n
 阶单位矩阵，已知矩阵B
 =λ
 E
 +A
 T
 A
 ，试证：当λ
 >0时，矩阵B
 为正定矩阵．


【证法1】
 　定义法


（1）因为B
 T
 =(λ
 E
 +A
 T
 A
 )T
 =(λ
 E
 )T
 +(A
 T
 A
 )T
 =λ
 E
 +A
 T
 (A
 T
 )T
 =B
 ，所以B
 是n
 阶实对称矩阵．

（2）构造二次型x
 T
 Bx
 ，有


x
 T
 Bx
 =x
 T
 (λ
 E
 +A
 T
 A
 )x


=λ
 x
 T
 x
 +x
 T
 A
 T
 Ax
 =λ
 x
 T
 x
 +(Ax
 )T
 (Ax
 )

因为∀x
 ≠0.恒有x
 T
 x
 >0,(Ax
 )T
 (Ax
 )≥0

所以，当λ
 >0时，∀x
 ≠0，恒有


x
 T
 Bx
 =λ
 x
 T
 x
 +(Ax
 )T
 (Ax
 )>0

即二次型x
 T
 Bx
 正定，故B
 是正定矩阵．


【证法2】　用特征值

 B
 的对称性略，设μ
 是矩阵A
 T
 A
 的任一特征值，α
 是相应的特征向量，即A
 T
 Aα
 =μ
 α
 ,α
 ≠0，用α
 T
 左乘上式的两端得，

(Aα
 )T
 (Aα
 )=μ
 α
 T
 α
 .

由α
 ≠0，必有α
 T
 α
 >0,(Aα
 )T
 (Aα
 )≥0，故μ
 ≥0．

因为B
 =λ
 E
 +A
 T
 A
 的特征值是λ+μ
 ，可见当λ
 >0时必有λ+μ
 >0，即B
 的特征值全大于0.所以B
 是正定矩阵．




【评注】
 　要会用定义法，要熟悉内积x
 T
 x
 ,(Ax
 )T
 (Ax
 )．本题是当年数学三考的最不好的一个题，得零分者居然高达62%
 ．




【例6.18】
 　设A
 是n
 阶正定矩阵，B
 是n
 阶反对称矩阵，证明矩阵A
 -B
 2
 可逆．

[image: image]



【证】
 　因为A
 是正定矩阵，知A
 T
 =A
 ,B
 是反对称矩阵B
 T
 =-B
 ．

于是

(A
 -B
 2
 )T
 =(A
 +B
 T
 B
 )T
 =A
 T
 +(B
 T
 B
 )T


=A
 +B
 T
 B
 =A
 -B
 2


即　A
 -B
 2
 是对称矩阵．

构造二次型x
 T
 (A
 -B
 2
 )x
 ，有


x
 T
 (A
 -B
 2
 )x
 =x
 T
 (A
 +B
 T
 B
 )x
 =x
 T
 Ax
 +(Bx
 )T
 (Bx
 )

因　∀x
 ≠0，恒有x
 T
 Ax
 >0,(Bx
 )T
 (Bx
 )≥0

即∀x
 ≠0，恒有x
 T
 (A
 -B
 2
 )x
 >0,

所以　x
 T
 (A
 -B
 2
 )x
 是正定二次型，那么|A
 -B
 2
 |>0，矩阵A
 -B
 2
 可逆．


【例6.19】
 　已知A
 是n
 阶正定矩阵，n
 维非零列向量α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 满足[image: image]
 =0(i
 ≠j
 ,i
 ,j
 =1,2,…,s
 )，证明α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关．


【证】
 　设k
 1
 α
 1
 +k
 2
 α
 2
 +…+ks

 α
 
s

 =0　（1）

用[image: image]
 A
 在乘（1）式，有

[image: image]


因为[image: image]
 =0(i
 ≠j
 时),（2）式为

[image: image]


因为A
 正定，α
 1
 ≠0，有[image: image]
 >0.故必有k
 1
 =0.同理可证k
 2
 =0,…,ks

 =0.因此向量组α
 1
 ,α
 2
 ,…,αs

 线性无关．

矩阵的等价、相似、合同


A
 与B
 等价⇔A
 经过初等变换得到B


⇔PAQ
 =B
 ，其中P
 ,Q
 可逆

⇔r
 (A
 )=r
 (B
 ),A
 与B
 同型矩阵


A
 与B
 相似⇔P
 -1
 AP
 =B



A
 与B
 合同⇔C
 T
 AC
 =B
 ,C
 可逆

⇔x
 T
 Ax
 与x
 T
 Bx
 有相同的正、负惯性指数


【例6.20】
 　矩阵[image: image]
 等价、合同但不相似．

因为秩r
 (A
 )=r
 (B
 )，所以A
 与B
 等价．


因为A
 与B
 特征值不相同，所以A
 ,B
 不相似．

因为x
 T
 Ax
 =[image: image]
 与x
 T
 Bx
 =[image: image]
 有相同的正、负惯性指数，所以A
 与B
 合同．或直接地

[image: image]


而知A
 与B
 合同．


【例6.21】
 　矩阵[image: image]
 不合同．

这是因为：如果A
 和B
 合同，则有可逆矩阵C
 使C
 T
 AC
 =B
 ，那么

|B
 |=|C
 T
 AC
 |=|C
 |2
 |A
 |>0而|B
 |<0

当然，更可以直接由x
 T
 Ax
 和x
 T
 Bx
 的正、负惯性指数不一样来说A
 与B
 不合同．


【例6.22】
 　判断

[image: image]


是否等价、相似、合同．


【分析】
 　因为秩r
 (A
 )=1,r
 (B
 )=1，所以A
 与B
 等价．

由|λ
 E
 -A
 |=λ
 3
 -3λ
 2
 ，知矩阵A
 的特征值是3,0,0，又因A
 是实对称矩阵．所以A
 必能相似对角化，且

[image: image]


即A
 与B
 相似．

实对称矩阵A
 ~B
 ⇒A
 与B
 有相同的特征值

⇒x
 T
 Ax
 与x
 T
 Bx
 有相同的正、负惯性指数

⇒A
 与B
 合同

所以本题A
 与B
 相似、合同、等价均成立．



【评注】
 　实对称矩阵A
 与B
 相似⇒A
 与B
 合同，但A
 与B
 合同⇒A
 与B
 相似．




【例6.23】
 　设A
 是3阶实对称矩阵，将矩阵A
 的1,2两行互换后再1、2两列互换得到的矩阵是B
 ，试判断A
 与B
 是否等价、相似、合同？


【解】
 　矩阵A
 经初等变换得到矩阵B
 ，故A
 与B
 必等价．用初等矩阵描述，有

[image: image]



因为[image: image]
 所以，A
 与B
 既相似也合同．














练习
 　（1）举2阶矩阵的例子，它们有相同的特征值但是不相似．

（2）(2013)矩阵[image: image]
 和[image: image]
 相似的充分必要条件是

（A）a
 =0,b
 =2.

（B）a
 =0,b
 任意常数．

（C）a
 =2,b
 =0.

（D）a
 =2,b
 任意常数．


















四、练习题精选


1．填空题


（1）二次型[image: image]
 的秩r
 (f
 )=　　
 ．

（2）二次型[image: image]
 的规范形是　　
 ．

（3）二次型[image: image]
 正定，则t
 　　
 ．

（4）已知A
 =[image: image]
 ，若A
 +k
 E
 是正定矩阵，则k
 　　
 ．


2．选择题


（1）与矩阵[image: image]
 合同的矩阵是

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]
 　　[　　]

（2）对于n
 元二次型x
 T
 Ax
 ，下述结论中正确的是

（A）化x
 T
 Ax
 为标准形的坐标变换是唯一的

（B）化x
 T
 Ax
 为规范形的坐标变换是唯一的

（C）x
 T
 Ax
 的标准形是唯一的

（D）x
 T
 Ax
 的规范形是唯一的　　[　　]

（3）n
 元二次型x
 T
 Ax
 正定的充分必要条件是

（A）存在正交矩阵P
 ,P
 T
 AP
 =E


（B）负惯性指数为零

（C）A
 与单位矩阵合同

（D）存在n
 阶矩阵C
 ，使A
 =C
 T
 C
 　　[　　]


3．解答题


（1）已知二次型


[image: image]


的秩为2，求c
 并用正交变换把f
 化成标准形写出相应的正交矩阵．

（2）已知A
 是n
 阶正定矩阵，证明A
 的伴随矩阵A
 *是正定矩阵．

（3）A
 为n
 阶实对称矩阵且|A
 |<0，证明存在n
 维列向量x
 0
 ，使得

[image: image]


答案与提示

1．

（1）2

（2）[image: image]


（3）t
 >2

（4）k
 >0


【提示】
 　（1）二次型的秩也就是二次型矩阵的秩

（2）求二次型矩阵A
 的特征值，可知正、负惯性指数，即可知规范形．或用配方法，令[image: image]
 化成标准形．

（3）用顺序主子式

（4）用特征值

2．

（1）（B）

（2）（D）

（3）（C）


【提示】
 　（1）求出A
 的特征值来看正、负惯性指数，用配方法也可．

（2）化二次型为标准形即可用正交变换法也可用配方法，所用坐标变换不同，标准形也可以不同，故（A）、（C）均不正确．

化二次型为规范形一般用配方法，或者先正交变换法化为标准形后再用配方法化为规范形，方法不同所用坐标变换也就可不同，故（B）不正确．

规范形实际上由二次型的正、负惯性指数所确定，而正负惯性指数在坐标变换下是不变的（惯性定理6.4），故仅（D）正确．

（3）（A）是充分条件，并不必要．因为P
 是正交矩阵，那么


P
 -1
 AP
 =P
 T
 AP
 =E
 ,

表明A
 的特征值全是1，所以A
 正定．但A
 正定时特征值可以不全是1．

（B）是必要条件，并不充分，因为x
 T
 Ax
 正定的充要条件是p=n
 ．显然有q
 =0，但q
 =0不能保证必有p
 =n
 ．例如

[image: image]



p
 =2，q
 =0，并不是3元正定二次型．

（D）中矩阵C
 是否可逆不明确，若C
 不可逆则

|A
 |=|C
 T
 C
 |=|C
 |2
 =0

矩阵A
 不可能正定．

关于（C）的直接证明：若A
 与E
 合同，即对二次型x
 T
 Ax
 存在坐标变换x
 =Cy
 ，使


[image: image]


那么，∀x
 ≠0，由C
 可逆，知x
 =Cy
 中必有y
 ≠0因此，恒有x
 T
 A
 x=y
 T
 y
 >0

即二次型x
 T
 Ax
 正定．

反之，若经坐标变换x
 =Cy
 化二次型为标准形

[image: image]


如果dn

 ≤0，那么取y
 0
 =[0,0,…,0,1]T
 ，有x
 0
 =Cy
 0
 ≠0，而

[image: image]


与x
 T
 Ax
 正定相矛盾．故必有di

 >0(i
 =1,2,…,n
 )于是再经坐标变换

[image: image]


有　[image: image]


3．（1）C
 =2

令P
 =[image: image]
 ，经[image: image]


有x
 T
 Ax
 =y
 T
 By
 =[image: image]
 ．

（2）由A
 正定知A
 是可逆的对称矩阵，又A
 *
 =|A
 |A
 -1
 ，故

(A
 *
 )T
 =(|A
 |A
 -1
 )T
 =|A
 |(A
 -1
 )T
 =|A
 |(A
 T
 )-1


=|A
 |A
 -1
 =A
 *


即A
 *
 是对称矩阵．

若λ
 是矩阵A
 的特征值，则A
 *的特征值是[image: image]
 ，由A
 正定有λ
 >0，|A
 |>0，故A
 *
 的特征值大于0．

（3）由|A
 |<0，知r
 (A
 )=n
 ，即二次型f
 =x
 T
 Ax
 的秩为n
 ，且f
 不正定（理由？）

经坐标变换x
 =Cy
 化f
 为规范形

[image: image]


（∵f
 不正定，p
 <n
 　又r
 (A
 )=n
 　∴　q=n-p
 >0)

取y
 0
 =[0,0,…,0,1]T
 ，有f
 (y
 0
 )=-1<0

那么　x
 0
 =Cy
 0
 ≠0，而

[image: image]


即有x
 0
 ≠0而[image: image]
 ．





附录　45分钟水平测试

自测（一）

1．n
 元方程x
 1
 +2x
 2
 +3x
 3
 +…+nxn

 =1的通解是　　
 ．

2．已知A
 、B
 均n
 阶矩阵，满足AB
 =A
 +B
 ，则

（1）如果A
 可逆，则A
 +B
 必可逆

（2）如果A
 可逆，则AB
 必可逆

（3）矩阵A
 -E
 一定可逆中，正确的共有

（A）0个

（B）1个

（C）2个

（D）3个　　[　　]

3．设α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 是3维向量，则正确命题是

（A）如果α
 1
 ,α
 2
 线性相关，α
 3
 ,α
 4
 线性相关，则α
 1
 +α
 3
 ,α
 2
 +α
 4
 线性相关

（B）如果α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，则α
 1
 +α
 4
 ,α
 2
 +α
 4
 ,α
 3
 +α
 4
 线性无关

（C）如果α
 4
 不能用α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出，则α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 一定线性相关

（D）如果α
 3
 不能由α
 1
 ,α
 2
 线性表出，则α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关　　[　　]

4．已知矩阵[image: image]
 有三个线性无关的特征向量，求a
 的值并求A
 10
 ．

5．已知A
 是n
 阶正交矩阵，A
 *
 是A
 的伴随矩阵，证明A
 *
 是正交矩阵．














自测（二）

1．若向量组α
 1
 =[4,-1,3,-2]T
 ,α
 2
 =[8,-2,a
 ,-4]T
 ,α
 3
 =[3,-1,4,-2]T
 ,α
 4
 =[a
 ,-2,8,-4]T
 的秩为2，则a
 =　　
 ．

2．已知[image: image]
 ，E
 是4阶单位矩阵，则(E
 +A
 +A
 2
 +A
 3
 +A
 4
 +A
 5
 )-1
 =　　
 ．

3．矩阵[image: image]
 的特征值是

（A）1,1,2

（B）-1,1,2

（C）0,1,3

（D）1,2,2　　[　　]

4．[image: image]
 总有

（A）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性相关

（B）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性相关

（C）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关

（D）α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ,α
 4
 线性无关　　[　　]

5．已知[image: image]
 可由[image: image]
 线性表出，求a
 ,b
 的值并当β
 表示法不唯一时写出β
 的表达式．

6．设A
 是n
 阶实对称矩阵，满足(E
 -A
 )(E
 +A
 )=O
 ，若秩r
 (E
 +A
 )=k
 <n
 ，求行列式|A
 +t
 E
 |的值．














自测（三）

1．设矩阵A
 是秩为2的4阶矩阵，α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 是方程组Ax
 =b
 的3个解，其中α
 1
 +α
 2
 =[2,1,-8,10]T
 ,2α
 2
 -α
 3
 =[2,0,-24,29]T
 ,α
 2
 +α
 3
 =[1,0,-3,4]T
 ，则方程组Ax
 =b
 的通解是　　
 ．

2．已知[image: image]
 ，矩阵B
 满足A
 *
 BA
 -2A
 *
 B
 =4E
 ，其中A
 *
 是A
 的伴随矩阵，E
 是3阶单位矩阵，则矩阵B
 =　　
 ．

3．已知n
 维向量α
 1
 ,α
 2
 ,…α
 
s

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s
 -1
 ．

如果秩r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 ,β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 )=r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 )则必有

（A）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性相关．

（B）β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 线性相关．

（C）α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 线性无关．

（D）β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 线性无关．　　[　　]

4．设A
 是3阶矩阵，特征值是0,1,2，若B
 =A
 3
 -3A
 2
 +2E
 ，则与B
 相似的矩阵是

（A）[image: image]


（B）[image: image]


（C）[image: image]


（D）[image: image]
 　　[　　]

5．设[image: image]
 与[image: image]
 相似，求a
 ,b
 的值，并求可逆矩阵P
 使P
 -1
 AP
 =B.


6．已知二次型

[image: image]


（1）求正交变换化二次型为标准形；

（2）判断此二次型是否正定．


参考答案与提示

（一）

1．[1,0,0,…,0]T
 +k
 1
 [-2,1,0,…,0]T
 +k
 2
 [-3,0,1,…,0]T
 +…+kn-

 1
 [-n
 ,0,0,…，1]T


先搞清解的结构，再确定自由变量，然后赋值求解．

2．（D）

由AB
 =A
 +B
 ⇒(A
 -E
 )B
 =A
 ⇒|A
 -E
 |·|B
 |=|A
 |≠0⇒B
 可逆⇒AB
 可逆⇒A
 +B
 可逆

由AB
 =A
 +B
 ⇒AB
 -A
 -B
 +E
 =E
 ⇒(A
 -E
 )(B
 -E
 )=E
 ．

3．（C）

如果α
 1
 =[1,0,0],α
 2
 =[2,0,0],α
 3
 =[0,0,2],α
 4
 =[0,0,3]，则α
 1
 +α
 3
 =[1,0,2],α
 2
 +α
 4
 =[2,0,3]线性无关.（A）错误．

对于（B），考察向量组[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1],[image: image]
 ．

至于（C），因为4个3维向量必线性相关，如若α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性无关，则α
 4
 必可由α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 线性表出，现α
 4
 不能被线性表出，故α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 必线性相关．

关于（D），请思考α
 1
 =[1,0,0],α
 2
 =[2,0,0],α
 3
 =[0,1,0]．

4．[image: image]


由|λ
 E
 -A
 |=(λ
 -3)(λ
 +1)2
 知λ
 =-1必有两个线性无关的特征向量，故秩r
 (-E
 -A
 )=1，得a
 =6．


λ
 =3特征向量α
 1
 =[1,2,1]T
 ,


λ
 =-1特征向量α
 2
 =[0,1,0]T
 ,α
 3
 =[1,0,-3]T



A
 10
 =PΛ
 10
 P
 -1
 ,P
 =[α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 ].

5．用定义法证A
 *
 (A
 *
 )T
 =E
 ，注意AA
 T
 =E
 ,|A
 2
 |=1,A
 *
 A
 =|A
 |E
 等的运用．


（二）

1．a
 =6．

如若求极大线性无关组应如何处理？若向量组的秩是3情况又如何？

2.(E
 +A
 +A
 2
 +A
 3
 +A
 4
 +A
 5
 )-1
 =[image: image]
 ．


【注意】
 　A
 4
 =O
 ．

或者由E
 +A
 +A
 2
 +A
 3
 =[image: image]
 直接求逆．

或者利用(E
 -A
 )(E
 +A
 +A
 2
 +A
 3
 +A
 4
 +A
 5
 )=E
 -A
 6
 =E
 按定义法处理．

3．（A）．

利用∑aii

 =∑λi

 可排除（B）与（D），利用|A
 |=∏λi

 由|A
 |≠0和λ
 =0不是特征值而排除（C），或由|2E
 -A
 |=0？来判断a
 =2是不是A
 的特征值．

4．（C）．

因为[image: image]
 ，知[image: image]
 线性无关，那么其延伸组α
 1
 ,α
 2
 ,α
 3
 必线性无关．

5．a
 =1,b
 =3,β
 =t
 α
 1
 +(1-t
 )α
 2
 +α
 3
 ,t
 为任意常数．

6．|A
 +t
 E
 |=(1+t
 )
k

 (t
 -1)
n
 -k

 ．

由A
 2
 =E
 ⇒A
 的特征值是1或-1

再由A
 是实对称

[image: image]



[image: image]


可确定A
 的特征值1(k
 个)，-1(n
 -k
 个)．














（三）

1．[2,0,-24,29]T
 +k
 1
 [1,1,-5,6]T
 +k
 2
 [2,-1,-40,48]T



【注意】
 　2α
 2
 -α
 3
 =α
 2
 +(α
 2
 -α
 3
 )是方程组Ax
 =b
 的解，(α
 1
 +α
 2
 )-(α
 2
 +α
 3
 )=α
 1
 -α
 3
 是齐次方程组Ax
 =0的解，2(2α
 2
 -α
 3
 )-(α
 1
 +α
 2
 )=2(α
 2
 -α
 3
 )+(α
 2
 -α
 1
 )是Ax
 =0的解．

2．[image: image]


由|A
 |=2,AA
 *
 =|A
 |E
 矩阵方程化简为


B
 (A
 -2E
 )=2A
 ⇒B
 =2A
 (A
 -2E
 )-1
 .

3．（A）


r
 (α
 1
 ,α
 2
 ,…,α
 
s

 )≤r
 (α
 1
 ,…,α
 
s

 ,β
 1
 ,…,β
 
s-

 1
 )

=r
 (β
 1
 ,β
 2
 ,…,β
 
s-

 1
 )≤s
 -1<s
 ．

4．（B）．


A
 的特征值0,1,2⇒A
 2
 的特征值0,1,4⇒A
 3
 的特征值0,1,8⇒B
 的特征值．

5．a
 =4,b
 =5,P
 =[image: image]


由∑aii

 =∑bii

 与|A
 |=0联立可求a
 ,b
 ．


P
 应按特征值是0,5,5的顺序排列特征向量．

6. [image: image]


（2）f
 不是正定二次型．

先写出二次型矩阵A
 ，再求A
 的特征值与特征向量，不要忘记Schmidt正交化．

因为特征值不是全大于0，即正惯性指数小于n
 ，所以f
 不是正定二次型．
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