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1795年，巴黎市民关注的热点或许是“革命广场”更名为“协和广场”（Place de la ConcordeàParis），而另一个载入史册事件是不久前“巴黎高等师范学院”（Ecole Normale Superieure）的创办。作为这所新兴大学的数学教授，拉普拉斯接到“国民公会”（Convention nationale）的命令，要为入学的新生开设数学讲座。面对没有什么数学基础的新生，还有可能慕名前来听课的普通大众，什么样的主题更能吸引他们呢？拉普拉斯想到了“概率论”。

概率论的起源可以追溯到1654年帕斯卡尔与费马关于一个赌博问题（或称“点问题”）的通信，时至18世纪，作为一门数学学科，概率的理论与方法已经灿然大备。特别是法国启蒙运动的学者们认为作为一种“理性法则”，概率论可以应用于人类生活的各项事务。尤其是在孔多塞的倡导下，概率论应用于社会科学的热潮方兴未艾。自1771起，拉普拉斯发表了多篇有关概率论的论文，特别是1781年“论概率”的论文标志着拉普拉斯完成了从“偶然性理论”到概率论的转变，并且透露出他将概率论应用于道德科学的研究规划。1795年，大革命带来的动乱逐渐平息，他的《天体力学》也基本完成。这样，巴黎高师的讲座就给他提供了一个回到概率论的好时机。

讲座开始了，而且是连续三个月。拉普拉斯是一位学术造诣极高的科学家，也是一位出色的教师。可以想象，能容纳1200多人的大礼堂里的强大气场。听众包括不同年级的学生和不同层次的巴黎市民，他们中有受过教育者，也有人目不识丁。拉普拉斯的演讲充满激情，内容丰富而且通俗易懂。这不仅激起了学生们学习概率论的热情，而且也吸引了各个阶层的人们。这些讲座不仅在知识界，而且在整个社会中都产生了巨大的影响。（本书第15页）

巴黎高师的讲座，奠定了拉普拉斯概率哲学思想的基本框架，1812年2月，拉普拉斯将这些内容扩展为一部题名为《概率的哲学探究》（Essai Philosophique sur les Probabilités）的著作单独出版，在此书开篇，拉普拉斯说道“这本哲学论述是我于1795年在巴黎师范学院给出的关于概率论的一次讲座的扩展”，并称：“在这里，我将不用分析的方法来呈现《概率的分析理论》中的原理和一般结果，并将它们应用于生活中一些最重要的问题中。”的确，在《概率的哲学探究》中，几乎看不到繁杂抽象的数学公式，文中处处可见是充满睿智哲理的分析论述。比如，拉普拉斯说道：

对于生活中的大部分问题，实际上最重要的只是概率问题。严格来说，几乎所有的知识都只是偶然性的，只有一小部分我们能确定地知道。甚至数学科学本身，发现真理的首要手段——归纳法、类推法——都是建立在概率的基础之上的，因此，整个的人类知识系统都与由这一议题引出的理论密切相连。毋庸置疑，在这里我们将会饶有趣味地看到，即使在关于理性、正义和人性的法则中，考察一下那些常常与它们联系在一起的有利的偶然事件（chance），（就会发现）遵从这些法则就会受益匪浅，无视它们则危害极大：它们的偶然性，就像彩票中的那些有利事件一样，总是以充斥着飘摇不定的随机性而告结束。我希望本书中所给出的思考能够引起哲学家们的关注，并将之当作特别值得他们思考的一个主题。（本书第95页）

《概率的哲学探究》出版之后，备受关注，产生了广泛的影响。此书明白晓畅的语言、生动活泼的案例，成为普通大众理解概率思想一部重要的入门读物。所以，E.T.贝尔称赞道：“任何人希望瞥见概率论的魅力和范围，而不被只有数学家才能理解的术语所阻挡，阅读拉普拉斯的导言是最好不过的了。”（E.T贝尔：《数学精英》，商务印书馆，第205页）这一切，当然要归功于1795年巴黎高师那连续三个月的讲座。

然而，对于这样一部经典著作，国内学界却是久闻其名，未见真容。现在此书由王幼军教授担纲译出，却也并非“偶然”。2003年王幼军以《拉普拉斯概率理论的历史研究》为题通过了博士论文答辩。2007年博士论文正式出版，此后她一直沉浸在有关概率论历史的研究中。2009年，她接受了拉普拉斯《概率的哲学探究》的翻译任务，完成译文初稿后，她远赴美国普林斯顿大学哲学系做访问研究，期间她广泛查阅资料，拓展研究视野，回国后对译文初稿又进行了多次修订。虽然原定的译著出版延宕，却给了这部名著先行单出的“机遇”（chance）。

其实，本书并不是一部单独译著，呈现在我们面前的，应该是王幼军教授多年研究成果的结晶。本书的“拉普拉斯概率哲学阐释”是作者对拉普拉斯概率哲学思想的深度解读；下篇是对拉普拉斯《概率的哲学探究》的翻译和注释，这是本书的主体。

需要说明的是，拉普拉斯虽然宣称是“概率的哲学探究”，但书中并没有多少哲学的理论说教，反而是从概率的基本定义、演算技巧、推证方法谈起，广泛涉及天体运动、潮汐涨落、法庭审判、人寿保险、偿债年金、性别比率，甚至神经感官的心理活动，这一切都在拉普拉斯讨论之中。因此，“由于拉普拉斯并未建立起一个全面而完备的哲学体系，本研究在侧重思想史的角度下，聚焦于他的《概率的哲学探究》一书，尽可能在他那松散且混杂的叙述中厘清他的思想基底。”（作者“前言”，第3页）这是作者敏锐观察的发现，在对《概率的哲学探究》深入研读后，作者清晰地分析了拉普拉斯概率哲学的历史脉络，综合概括了拉普拉斯概率哲学的核心价值，甚至对拉普拉斯“决定论”思想理念也给出了中肯的评析（详见“拉普拉斯概率哲学阐释”）。可以预见，本书的出版，必将会把国内有关概率思想史的研究推向一个崭新的阶段。

“我们所知甚少，而我们的未知无限。”（What we know is little,and what we are ignorant of is immense.）据说这是拉普拉斯的最后“遗言”。但我相信，当读者打开这部著作时，一定会感受到拉普拉斯所展开的概率世界的确是一片迷人的广阔大海。
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科学哲学家吉利斯（D.Gillies）曾言，概率论即包含了数学方面的内容也包含了哲学方面的内容（《概率的哲学理论》，中山大学出版社2012年版）。此言不虚，概率发展的历史也表明了这样一个有趣的现象：与概率在数学方面迅速发展的同时，关于概率思想的哲学探讨始终也与之并驾齐驱。对概率哲学问题的思考一直吸引着古典概率时期的一些学者，如，帕斯卡尔、约翰·伯努利、莱布尼茨、洛克、拉普拉斯等人，他们思考的哲学问题包括了概率的解释、概率与决定论、概率与确定性、概率与信仰、概率与理性和期望、概率与社会等诸多方面，这些思考零散地分布于每一位作者的数学、哲学或者宗教等作品中。

拉普拉斯作为概率论历史上一位承前启后的里程碑式的人物，他不仅是古典概率数学理论的集大成者，而且在概率哲学领域也是一位具有代表性的综合者，他的《概率的哲学探究》（Essai Philosophique sur les Probabilités）一书是19世纪中叶之前第一部对概率进行系统的哲学探讨之作，也是关于这一时期的概率哲学的综合性著作，该书几乎涵盖了17、18世纪和19世纪早期的大多数概率哲学论题，可以说是这一时期人们对于概率、数学乃至科学的更加深刻和广阔的哲学探究的一个缩影。所以，无论从历史的角度还是从哲学的角度视之，对拉普拉斯概率哲学思想进行专门研究的重要性就是不言而喻的了。实际上，西方学界早已展开了一些相关的研究，迄今已涌现了许多出色的成果，这些成果主要汇集于概率与统计的历史著作以及科学哲学的有关著作中。

笔者对于拉普拉斯概率的历史和哲学思想的关注和研究始自在上海交通大学攻读博士期间，多年来在此领域始终保持着相对持续的探索和思考，近年来又相继在法国里尔大学、美国普林斯顿大学等多次从事访学研究工作，期间也把概率史和概率哲学作为主要研究主题之一。这些广泛的学术交流和研究背景为笔者对拉普拉斯的概率哲学思想进行系统的研究提供了重要的基础。

当然，此书的完成还得益于其他很多因素的激励。本书稿中的一个重要部分是对于拉普拉斯的《概率的哲学探究》一书的翻译和注释，这项工作起始于六年前，2009年底，李文林教授正在组织翻译霍金主编的一部长达上千页的巨著《上帝创造了整数：改变历史的数学突破》（God Created the Integers：The Mathematical Breakthroughs That Changed History），该书收录了拉普拉斯的《概率的哲学探究》。拉普拉斯著作的艰难晦涩众所周知，李老师苦于寻觅敢于接下这个挑战的译者，几经辗转后找到了我，出于自己的学术兴趣和自恃对于拉普拉斯概率历史研究的一点基础，我冒昧地接受了这项翻译任务，历经一年多未曾预料的翻译之艰辛，终于完成了该书的初译稿，后来也曾对译稿进行过修订，但不知何种原因，霍金著作的出版至今杳无音信。然而，近年来本人对于拉普拉斯概率思想的研究思考并未止步，期间我也已经完成了在普林斯顿大学哲学系的访学任务，在资料收集等方面有了许多新的发现和拓展，对于拉普拉斯的概率哲学观点也有了一些新的认识和理解，适逢受到上海市高校高峰高原学科建设计划的资助的契机，于是对几年前的原初译稿进行了较大的修改并补充了一些注释，又汇集了近几年来笔者的一些相关研究，于是便扩展成为目前的这部书稿。

本书的总体研究思路是：由于以拉普拉斯为代表的古典概率学者从未游离于他们所处的时代之外，他们从传统数学之外的规则中开辟出一个非常广阔的思想领域以构建确定性的知识、理性的信仰和行为以及发现社会秩序的新模型。由此使得古典概率与其他领域的关系形成了一个错综复杂的网络图式，如果面面俱到地阐释拉普拉斯概率思想中有关的一切论题将是一项巨大的工作，这已超出了笔者目前的研究范围之外，本项研究的主要目标有如下几点：①完成拉普拉斯的代表性著作《概率的哲学探究》原著的翻译和简略的注释工作；②拉普拉斯作为启蒙时期的一位学者，他的概率哲学也打上这个时代的典型印记，它与启蒙时期被人们广泛讨论的许多论题密切交织在一起，例如，确定性、偶然性、决定论、理性、宗教、风险、法庭判决、道德科学、统计等，对于这些问题与概率之关系的探讨是理解拉普拉斯概率哲学的基础。为此，笔者选取了一些较为成熟思考的论题进行阐述，以便尽可能理清隐匿于其文字之中的一些本质思想和背景。③为了梳理清楚拉普拉斯概率哲学思想发展的历史线索和轮廓，并形成一个相对完备的研究体系，本书借用了有关著作中的一些内容，例如，借用了本人2007年的著作《拉普拉斯概率理论的历史研究》中“拉普拉斯早期概率思想的演变”的部分和拉普拉斯概率的影响等；对于拉普拉斯的宗教观的论述所涉及的许多历史考证问题则借鉴了拉普拉斯的传记作者罗杰·哈恩（Roger Hahn）等人的研究成果，等等。④本书在研究方法上也不局限于单纯的哲学研究或者单纯的历史研究，由于拉普拉斯并未建立起一个全面而完备的哲学体系，本研究在侧重思想史的角度下，聚焦于他的《概率的哲学探究》一书，尽可能在他那松散且混杂的叙述中厘清他的思想基底。基于这些思考，就形成了本书如下两篇的具体内容：

上篇包括三章内容，第一章为“通往《概率的哲学探究》之历程”，首先通过考察拉普拉斯在早年发表的与概率哲学有关的一些论文来追溯拉普拉斯概率哲学思想早期发展；然后考察了拉普拉斯的《概率的哲学探究》一书的成书历史，包括拉普拉斯对于概率研究的回归、《概率的哲学探究》的成书过程、该书不同版本的几个变化注记，以及这部著作的影响等四个方面。第二章对古典概率时期有关概率哲学的若干个专题进行了探讨，以期作为理解拉普拉斯《概率的哲学探究》的内容观点、整体结构及其一些章节主题的背景和基础。这些专题包括：概率的解释、概率与决定论、“期望、理性与概率”“帕斯卡尔赌注”“概率与道德科学”“理性人”思想的消亡、“平均人”的思想等。第三章探讨了拉普拉斯的宗教观，用数学概率去评判宗教信仰的合理性和可信性也是拉普拉斯在《概率的哲学探究》中一个重要的思考问题。拉普拉斯更加清晰的宗教思考也体现在他没有发表的四份手稿中。本章将历史上关于拉普拉斯宗教观点的记载汇聚在一起，进一步探讨其四篇手稿中所表述的观点，以及论述罗杰·哈恩对于拉普拉斯老年时期有关言行的考察研究，从整体上来追溯拉普拉斯宗教观的发展轨迹。

下篇是对拉普拉斯的概率哲学重要之作《概率的哲学探究》的译文以及有关注释，该译文主要参考了以下两个英文译本：

（1）F.W.特拉斯科特和F.L.埃默里的英译本《概率的哲学探究》（1902），该英文版本译自1840年第6版的法文版本A Philosophical Essay on Probabilities,（1902）Translated of the 6th French edition of 1840by Frederick Wilson Truscott and Frederick Lincoln Emory.New York：John Wiley and Sons.

（2）安德鲁·戴尔（Andrew I.Dale）的英译注释本《概率的哲学探究》（1995），该英文版本译自1825年第5版的法文版本Philosophical Essay on Probabilities,Translated of the 5th French edition of 1825with Notes by the Translator Andrew I.Dale，Springer-Verlag 1995.

特别值得说明的是，本书的研究思路、许多内容和观点的形成受到最近几年为我系科学技术哲学专业的研究生开设的“学科哲学”课程的启发，其中有一些专题在课堂上讨论过，尤其是拉普拉斯《概率的哲学探究》原著中的某些章节也让研究生们作为课程练习翻译过，这些枯燥晦涩的工作对于初入学术领域的硕士生是一个艰巨的历练，在这个不断磨砺的过程中，他们表现出的坚持和求知热情是促使笔者将这些思考系统化、并愿意与更多的人分享这些研究成果的最大激励！

在结束这个前言之前，笔者还要表达对于此书能够付梓出版的感激之情。首先向多年来在我的学术道路一直给予我鼓励和关怀的国内外的师友们致谢，特别感谢上海交通大学的纪志刚教授，承蒙他在百忙之中为本书写序并提出了许多宝贵的建议；感谢为此书写作和出版提供了良好环境条件的上海师范大学哲学与法政学院；更要感谢我的家人的支持和付出，没有他们的理解和包容，此书的完成是不可想象的！也向本书的编辑、上海交通大学出版社的宝锁先生致谢，感谢他在本书出版过程中所付出的辛勤努力！

此书可以看作为2007年由上海交通大学出版社出版的《拉普拉斯概率理论的历史研究》一书的拓展，那本书中的序言仍然可以代表笔者此时的心声：笔者在本项研究中吸收和借鉴了国内外众多优秀学者的研究成果，这些学者有：托德亨特（I.Todhunter）、卡尔·皮尔逊（K.Pearson）、吉利斯皮（C.C.Gillispie）、斯蒂格勒（S.M.Stigler）、波特（T.Porter）、哈尔德（A.Hald）、安德鲁·戴尔、罗杰·哈恩（RogerHahn）、哈金（I.Hacking）、丹尼尔·加伯（Daniel Garber）、洛琳·达斯顿（L.Daston）、伊沃·斯耐德（Ivo Schneider）、吉利斯（D.Gillies）等人。从这种意义上来讲，本书既是作者本人的研究成果，也是众多学者在概率历史和概率哲学领域研究成果的一个展示。书中的不足之处一方面是由于时间紧迫的原因，但更是由于作者的知识和能力的局限性所致，我期待着专家学者和读者的指正，以便在未来的研究中进一步改进和完善！

王幼军

2016年秋于上海


上篇　拉普拉斯概率哲学阐释

第一章　通往《概率的哲学探究》之历程

在概率论的历史上，从17世纪中叶至19世纪中叶，这段大约两百年的时间被称为概率的古典时期。古典概率的集大成者是法国数学家拉普拉斯（P.S,De Laplace，1749—1827），他的皇皇巨著《概率的分析理论》以及该书的通俗版本《概率的哲学探究》是对于古典时期的概率研究成果及概率思想观念的全面总结，这两部著作深刻地影响了19世纪概率和统计的数学研究以及概率哲学的发展。在有关概率的哲学思考中，其《概率的哲学探究》这一著作尤其引人注目，其中，拉普拉斯用他所理解的一种“通俗易懂”的风格详细地讨论了他那个时代的几乎所有的古典概率的论题及有关的哲学思考，同时又进一步引申了学者们常有争议的问题。作为概率哲学领域的一部开山和综合之作，其思想演化和发展的历史源远流长，为了形成关于《概率的哲学探究》的一个较为清晰和全面的历史线索和轮廓，也作为理解该书内容和观点的一个前奏和背景，本章将给出四个方面的考察：首先通过考察拉普拉斯在《概率的哲学探究》之前发表的与其概率哲学思想有关的一些论文来追溯拉普拉斯概率哲学思想发展的轨迹，然后考察拉普拉斯的《概率的哲学探究》成书历程，包括该书版本的几个变化注记和这部作品的影响。

1.1　拉普拉斯概率哲学思想的早期发展
[1]



在拉普拉斯卷帙浩繁的几百篇论文和手稿中，涉及概率的文章不一而足，托德亨特（Isaac Todhunter,1820—1884）在其1865年的著作中将拉普拉斯关于概率的论文和著作进行了缜密的筛选和整理
[2]

 ，吉利斯皮（Charles C.Gillispie,1918—2015）在对于拉普拉斯概率文献的整理和阐释方面也做了出色的工作
[3]

 ，基于这些学者的研究，本书将重点关注与拉普拉斯的概率哲学思想发展有密切关联的文章，以此为标准选择的论文大概有十余篇左右，其内容涉及对于概率的数学探讨和认识论思考，以及有关概率的形而上学方面等更加广泛的思索。

拉普拉斯最早的科学研究的起点是以一篇题为“无穷小微分和有限微分的积分演算的研究”的论文开始的
[4]

 。这篇论文的主题是对达朗贝尔（Jean le Rond d′Alembert，1717—1783）和拉格朗日（Joseph-Louis Lagrange，1736—1813）曾经研究过的关于线性微分方程（无穷小和有限的两种形式的微分）的积分问题的进一步研究。他推广和证明了达朗贝尔的一个定理，这个新发现鼓舞了拉普拉斯的研究热情，他看到微分和积分方程是比单纯的微积分技术在自然科学中，特别是在“物理天文学”的应用中出现得更频繁的主题，他的动机是将分析数学的这个技术应用到现实世界的更加广泛的范围中去，类似于在赌博游戏中的呈现的偶然性现象等也包含其中。

拉普拉斯的第二篇论文是“关于循环级数及其在偶然性理论中的应用”
[5]

 。正如题目所表示的，这篇文章内容有两部分，第一部分主要是对循环级数的性质的处理。第二部分演示了怎样用循环级数处理几个经典的赌博问题。像很多其他拉普拉斯所导出的结论一样，这些问题都曾经出现在德莫弗（Abraham De Moivre，1667—1754）的著作中，所以人们猜测德莫弗的著作可能是拉普拉斯最早阅读的这个学科的入门文献，受德莫弗工作的启发，“循环级数”成为拉普拉斯进入一个远比其他分析的部分更自然、更有效的领域，这个领域就是以后被拉普拉斯广泛称谓的“概率的分析理论”。

在这篇文章中，拉普拉斯第一次提出了概率的定义：“一个事件的概率（chance）等于每一个有利事件被它的概率所乘之和，被每一个可能事件被其概率所乘的积之和所除，如果每一个事件是等可能的，事件的概率等于有利事件数被所有可能事件的数目所除。”这个定义值得关注除了它与现代教科书中所介绍的概率的古典定义相一致的标准内容外，还因为这个定义显示出拉普拉斯处理概率的明显的主观倾向，他假设了先验概率的相等性或者等可能性。在这篇文章中，拉普拉斯还用了“事件的连续性”的说法，而没有采取“游戏的连续性”这种用法，此时可以看出他已经开始思考概率对于游戏之外的更普遍问题的可应用性，而不仅局限于偶然性游戏中了。

第三篇题为“关于事件的原因的概率”
[6]

 ，这篇文章是拉普拉斯概率思想发展中的一个转折点。在前两篇论文中拉普拉斯从未提到过概率在市政管理中的应用，他所处理的偶然性理论是通过循环级数积分或微分方程的数学技术而进行的。而在这篇文章中，拉普拉斯的兴趣开始带有了一点哲学的意味，并且开始将眼光转向机遇性游戏以外的领域，他说：“从关于偶然性的科学可以被用于市政管理这一点来看，这是一门更值得研究的课题。”一般认为，拉普拉斯的这个转化受到了孔多塞（Condorcet,1743—1794）的影响。拉普拉斯的这篇文章尽管发表于1774年的科学院的论文年刊增刊中，但是其内容早在1772年就已完成。当时身为科学院的终身执行秘书的孔多塞在这一卷的导言中用华丽的辞藻赞扬了拉普拉斯的工作，称其逆概率的思想为“概率论这门学科中唯一有用的部分，也是唯一值得哲学家们严肃思考的部分。”

此文以一个导言作为开始，在这里，拉普拉斯认为应把概率当作弥补人类知识缺陷的一个工具，然后在回顾了德莫弗和拉格朗日对这些问题的贡献和思想方法之后，他特别提请读者注意当前的论文不同于以前的主题，它探求在给定的事件结果下决定原因的概率。他还告诉读者，不确定性包括两方面：事件本身和它们的原因。拉普拉斯把人类关于原因和结果之间联系的不确定性比作包含一定比例的白条和黑条的罐子。如果白条和黑条的比例已知，求抽出一个白条的概率，就是相当于原因已知而事件未知，这类问题主要由伯努利定理解决；假设罐子中所包含的白条和黑条的比例未知，如果一个人抽出一条发现是白条，那么求白条和黑条的比为某一个值的概率，就是由事件结果推知原因。他认为所有的偶然性理论的问题都可以化归为这两类问题之一。在此文中拉普拉斯旨在探索由结果探讨原因，他的工作是以实质上等同于贝叶斯定理的结论为基础和出发点的。这就自然地引起了后来的概率论历史学家们对它的关注：拉普拉斯的这个命题与托马斯·贝叶斯（Thomas Bayes，1701—1761）的定理之间是否有承袭的关系？这是直到今天概率论历史研究中一个仍然引起人们兴趣的问题。

在对于贝叶斯定理的应用中，拉普拉斯讨论了三种问题，其中的第三个问题涉及概率论的历史中最早提出的一类问题——“点问题”：假设对于n个赌博者的技术并不知晓，在他们玩了n局后赌博被打断，怎样分配赌注？拉普拉斯在这里围绕此问题有两个变化，其一，他提醒读者注意论文中利用循环级数而推出两个赌博者的相对技能给定的情形下的规范的解的部分。他进一步提出了在赌博者有三个或更多个的情形下一般的解的问题，他认为这是一个还没有解决的问题，实际上德莫弗已经给出了解答。第二个变化是拉普拉斯提出的：两个参赌者的相对技能未知的情形与将来事件的概率有关。他给出了有两个参赌者的解，但没有将这个问题推广到三人或更多人的一般情况。这个问题还促使拉普拉斯思考这样一个问题：在偶然性游戏中硬币的轻微不对称或以一些未被觉察的特殊方式投掷骰子，这种后果是什么？因为这种事情在实际中经常发生，他说：“这意味着必须非常谨慎地利用偶然性理论，且当从数学的情形过渡到物理的情形时需要做出修改。”“理论值对常规的偏离依赖于先验概率的值”应当引起数学家们的关注，因为这种困难对概率在国民事务中的任何应用中是至关重要的。

拉普拉斯的第四篇论文扩大了概率分析的范围
[7]

 。在这篇杰作中拉普拉斯首先给出了他要用到的所有的数学方法和技巧，还包含了他将来关注的人口问题的所有内容方法的萌芽。概率论和天体力学这两个他最关注的领域非常明确地在本文的标题中体现出来：“关于1′有限差的微分方程的积分，以及它们在偶然性理论中的应用。2′万有引力定理和相互关联的行星的岁差这两个问题的研究。”贯穿在拉普拉斯以后科学生涯中的将认识论和分析学连接起来的意图在此文中开始体现出来。

这篇论文以对关于算术和几何进展的历史回顾作为开始，并阐明了目前达朗贝尔和拉格朗日等人在级数、有限微分方程等领域的工作。他说尽管目前的工作只是一个试验性的探索，但在这个过程中他认识到了循环级数对于偶然性理论的重要性，它可以为偶然性理论处理更一般的问题打开广阔的前景。在对某些经典问题作了技术处理之后，拉普拉斯从技术性的问题转向了哲学讨论。在这里，他首次提出了自然的决定论观点。他说，自然界当前的状态是它的以前状态的结果，如果想象有一个智慧足够宽广无限的智慧者能够在瞬间掌握宇宙间所有事物的相互关系，那么这样的超能者完全能够以绝对的精确性来重新构建过去和预见将来。物理天文学提供了一个尽管不完美但是能够代表这种状况的一个样板。但是，更复杂的学科，由于原因的复杂性和隐蔽性，再加上数学分析技术的不完善，都阻碍了人类对于大多数现象达到确定的知识。但是，人类可以通过区分事物间各种变化的可能性的程度来寻求对于无知的补偿，所以不得不保留或然性——“人类微弱的理解力通过一片镜片在黑暗中可以偶然瞥见自然定律的确定性之闪现的光芒。”所以，拉普拉斯宣称：“数学最精致和最有独创性的部分——关于偶然现象的科学或称为概率论归咎于人类智力的弱点。”拉普拉斯这篇论文是他26岁时的作品，在其中，他在认识论上显示出了显著的决定论思想，这种思想成为他研究概率论的出发点和动力源泉。

接下来，拉普拉斯区分了偶然事件的偶然性（chance）和概率（probability）这两个长期以来总是混用的词汇。拉普拉斯说，偶然性会这个词总与看似偶然的事件联系在一起，意指无明显规则和设计的事件，这个概念与物理的真实无关，而只是与人类的无知有关。概率是关于无知的一种数学，或者说是无知的一个数学化的表述。事件概率的估计就是对所谓的影响未来事件的期望和理解的估计，概率论证明了这种估计对国民事务是有用的。但是拉普拉斯也注意到：到此为止，概率论从应用的角度导出的只有怀疑，圣彼得堡悖论就是一个典型的例子。当时，正值达朗贝尔等人由于圣彼得堡悖论（The St.Petersburg Paradox）而对概率论中的“期望”进行质疑的时候，拉普拉斯认为不能将期望的数学和道德含义混淆，尤其是“期望”一词在数学上的含义上是希望所得到的报酬与得到它们的概率的乘积之和，它只是一个数。期望的道德含义尽管在性质上与数学含义类似，但是又必须与数学含义区分开来，它只与具体的状况有关，并依赖于不可能精确定义的或者不可能隶属于数学分析的复杂的环境，试图对它进行量化只能是一种理想但不可能实现的愿望而已。因为在实际运算中，主要的困难之处来自以下等可能性的假设：任何互斥的事件是等可能发生的。但是实际上，它们并不总是等可能的。拉普拉斯举例说：投掷硬币时正反面出现的可能性未必相等，因为硬币的形状不一定完全对称。所以，精确计算未来事件（结果）的概率依赖于先验概率的所有知识（原因），对于这些值的确定是一个具有全局战略性的重要问题之一，因为这个问题若不解决，将对于把偶然性理论应用于现实生活中的任何设想的计划造成障碍。然而怎样解决？在这里，拉普拉斯避开了这个难啃的骨头，而转向了其他领域的研究。

这篇论文的第二部分转向了决定性事件的世界，转向了天体力学，转向了对于牛顿（Isaac Newton，1643—1727）的万有引力与行星摄动原因的探索。这一部分，还有拉普拉斯的最后一篇在科学院的增刊上发表的论文
[8]

 ，都是有关用概率的方法去探索彗星的运动的研究。这些工作可以看作是他系统地把概率论移出游戏之外并将其应用于更广泛的自然现象的进一步研究的肇始。

1781年发表在正式的科学院院刊上的一篇名为“论概率”
[9]

 的文章是拉普拉斯概率理论发展中的一个重要的转折点，这篇文章标志着拉普拉斯完成了从“偶然性理论”到概率论的转变。此后，在多数情况下他就这样称呼这个学科，这个术语本身也标志着概率论的研究和应用范围的扩大。这篇文章标注的日期是1780年7月19日，这时，距他的1774年关于逆概率观点的发表也已过去六年，而距他对彗星的研究也已四到五年，几年的深思熟虑使他逐渐体会出概率思想的特点，这篇文章被认为是拉普拉斯的决定论与概率论思想的结合的明确标志。在拉普拉斯的思想深处，其主要目标就是揭开原因的规律。拉普拉斯把自然界看作是“规则的”与“不规则的”原因的复合体，但是在长期的趋势中不规则因的影响是对称的，这些影响彼此抵消，这一点暴露了自然界是由恒定的原因所操纵的。恒定必然胜利，规则因最终可以征服不稳定的因素。而此时自然科学取得的如此辉煌的胜利给人以深刻的印象，那么，拉普拉斯认为，以同样的方式，通过他以及同时代的其他人所设想的一种数学方法也可以应用于道德科学。这种方法通过伯努利定理和贝叶斯定理一前一后的合作，并由统计数据所完善。根据伯努利定理完善的记录会逐渐地为先验的原因的值提出好的猜想，反过来，由贝叶斯定理根据可能的证据去检验原因。拉普拉斯在这篇文章中开始探讨这两个定理的应用，尤其富有成果的是逆概率在广泛的问题研究中的应用。

文章的前言是该文所要解决的问题纲要，其中，他并没有提到贝叶斯的工作，但很显然他此时已读过贝叶斯的论文，并且继续沿用贝叶斯的方法去评论逆概率的整体地位，这个方法被他称为“一个非常精致的形而上学”，如果把概率理论应用于社会中的生活，“这个精致的形而上学”的应用是必不可少的。他处理了概率论中两个不同而又紧密相连的方面，这两方面都超出了偶然性理论之外。首先是计算由概率未知的简单事件所组成的复合事件的概率，他把简单事件的概率称为先验的概率。第二个目标是定量化：由未来的事件估计过去事件发生的概率，这就是今天所说的统计推断。对于第一类问题，拉普拉斯没有超出以前的范围，仍然利用游戏中所提出的模型，他为估计未知因素的影响，如硬币的轻微不对称、赌徒的不同习惯和技能等而提出的这些处理技能，在这方面他只是多举了几个例子而已。相对来说，他对第二个问题的阐述——“从结果估计原因”对全局更具有较大的意义。在把贝叶斯定理应用到现实情景时，他面临着两个困难。第一个困难是：依据经验参数构造一个先验的值是非常困难的。第二个困难是分析的障碍：为了求出数值解，通常需要对包含非常高次幂的项的微分函数进行积分。在这里，拉普拉斯又一次避开了最困难的堡垒，而转向了其他方面的研究。

在这篇文章的接下来的部分中拉普拉斯转向了在18世纪统计学中方兴未艾的一个课题——人口统计学。拉普拉斯并没有提及在18世纪早期发生在阿布兹诺特（John Arbuthnott，1667—1735）和尼古拉·伯努利（Nikolaus Bernoulli，1687—1759）之间的一个著名的争论：“男女婴出生的比例近乎相等是否证明了神圣设计者的设计？”但是他研究人口统计的内在动机在本质上与阿布兹诺特是一致的：这个例子是概率论应用于证明“万能的智慧者”存在的一个典型例子：存在一个关于人类生殖的基本规律，这一点被逆概率所证实。相反，同样的方法能够用于查清错误，例如，某个小城镇的报告中女婴的数目占优势，拉普拉斯就会否定这种违反恒定规律的反常情况。

除了宗教的因素以外，人口统计学作为一门科学研究在很大程度上还归功于18世纪日益增长的公共管理的职业化倾向。在法国，出生、结婚和死亡的记录都系统地保存在各个教区的记事录中。1771年，法国财经大臣要求所有的地方行政长官了解当地的数字汇编，并且每年向巴黎递交报告，目的是让政府能够了解整个国家的人口信息。1774年，即蒂尔戈（Anne Robert Jacques Turgot，1727—1781）上任的第一年，科学院出版了一个巴黎市及其郊区的人口数字汇总，时间范围覆盖了从1745年到1770年。统计数表显示，这期间有251527个男婴出生和241945个女婴出生，男女婴出生的比率大约是105比101，这个比率每年几乎保持不变。他们也与伦敦的数据进行比较，在伦敦同样也是男孩的出生数大于女孩的出生数，尽管19比18的比率较巴黎的比率大一点。这些知识提供了一个将现实数量化的典型例子，拉普拉斯抓住了这个机会，他尝试用数学技术求出生男孩和生女孩这样将来事件发生的概率落在一定范围内的概率。这里包含着概率置信区间思想的萌芽。

拉普拉斯接下来的另外两篇文章都又显示了技术方面的兴趣。首先在“论级数”（1782）中
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 ，拉普拉斯首次提出了生成函数的理论，这是他自己的创造。他指出几乎所有的化归为近似解的问题都依赖于级数的理论，所以通过这种手段几乎所有的数学对自然的应用都是切实可行的，因为那通常与近似有关。因此他把生成函数看作是某种万灵药之类的东西。生成函数在拉普拉斯的概率理论中具有重要的地位，30年后的《概率的分析理论》中的第一卷的内容几乎是这篇文章的重述和细致化。另一篇论文是“关于与非常大的数有关的函数的公式近似”（1785）
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 。这篇论文是分两部分发表的。在处理由于涉及复杂的量而难以估计积分的函数时，拉普拉斯又重新拾起了他以前研究的高度收敛的级数，并进行了非常细致的研究。在第二部分除了把这些技术应用于概率问题之外，他还重新回顾了概率论的认识论的地位，正是在这里他第一次使用了出现在《概率的哲学探究》中那一段被视为决定论思想的典型论述的类似陈述：

“‘偶然事件’（chance）一词只是代表了我们对于观察到的，且以无明显秩序出现的一个接一个的出现的现象的原因的无知。概率部分地与我们的无知有关，部分地与我们的知识有关。”

拉普拉斯在早期最后发表的一篇关于这个学科的文章是“关于巴黎的出生、结婚和死亡问题”
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 （1786）年。在这里拉普拉斯开始直接把人口统计作为一个学科来阐述。文章开头的一句话显示出拉普拉斯研究这一类问题的意图，他宣称：人口是判断一个帝国繁荣的最可靠的方法之一，通过比较已发生的事件的背景分析，人口的变化会提供物质和道德对于人类幸福影响的最精确的测量。他意识到统计信息可以为那些负责公共政策的人提供一个向导，所以他急切地呼吁政府发起一系列的统计活动。当时巴黎科学院也已意识到这方面的重要性，所以决定在每年出版的论文集中插入整个国家出生、结婚和死亡人数的数目汇总，其目的是为国家政府和地方政府的信息和指导建立一个资料库。拉普拉斯的意图是让其论文成为分析收集的实际信息的一个向导。论文的主题包含了巴黎从1771年到1784年的生命统计的研究，还有对从1781年到1782年两年时间巴黎的总人口的估计。拉普拉斯的人口问题研究的核心主要是将人口问题抽象成从过去的观察来预测将来事件的法则的应用。尽管不可能直接点数人口，但是可以把人口统计问题看作是一类能够由预测可能的误差和计算需要将观察延伸到何种程度以把它的范围限制在特定的极限之间的技术问题。在这里已明显体现出了现代数理统计中样本调查的思想。

自从1786年的那篇文章发表后到1809年之间，拉普拉斯没有再进一步连续发表关于这个学科的文章。除了一篇关于法国的人口统计的论文，以及1795年拉普拉斯在巴黎高等师范学院给出一系列的演讲中包含了概率论的介绍之外，在这个时期拉普拉斯似乎没有专门发表过纯粹的概率论的论文。这时，他真正的兴趣在天上，他的皇皇五卷巨作《天体力学》（Celestial Mechanics）于1798年至1825年出版，其中包含了太阳系的数学理论，对万有引力定律的详细地证明。相对于此书来说，1796年出版的《宇宙体系论》（Exposition du Systeme du Monde）是为非专业的读者提供的一个通俗的序言，它用当时法国上层社会所流行的语言，给出了一个在人类的智力审视下由决定论的自然规律所操纵的宇宙的经典描述，而人类智力的易谬性则尽可能地由概率的数学所弥补。他运用概率的理论得到由数据所推出的结论可靠性的统计测度，以推断资料获得可靠的统计数据，确定某一天文现象由一定的原因所引起的而不是纯粹的偶然性。

直到1809年，拉普拉斯的注意力才正式转回到概率统计这个课题上来。在1810年和1811年的两篇重要的论文中，拉普拉斯把他的主要精力放在概率论在数理统计的应用方面。这是从现代的角度来看的，实际上，在拉普拉斯的观念中，数理统计并不是独立于概率论的一门单独的学科，只是他的概率论中的一个重要部分。在1810年他发表的文章题为：“关于含有大数的函数的公式的近似以及它们在概率论中的应用”
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 ，论述了从包含高次项的公式的近似估计方法中导出关于减少误差的中心极限定理，其中一个创新是从最小二乘法中推出减少一系列独立观察中的不确定性的结果，在这里他首次把特征函数发展为大样本理论的工具，并首次提出了他的概率理论中重要的内容之一：第一中心极限定理。在1810年的论文的一个附录中，他展示了这样一个结果：为最小二乘法提供了一个贝叶斯式的推理：如果一个人综合许多的观察结果，其中每一个观察结果是大数次独立观察的平均值，那么最小二乘估计不仅被认为是一个后验分布使似然函数取得最大值的量，而且也使得所期望的后验概率的误差达到最小，所有这些并不需要这样关于误差分布的一个假设或者求助于算术平均方法的一个循环论证。其中，他还指出：“当考虑多次观察得到的结果时，估计误差平方和的最小值（最小二乘法）是唯一的假设，也是最有必要的假设，……，这就是把它用于所有的情形的理由”。在1811年，拉普拉斯在“论定积分”
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 这篇文章中考察一个线性回归问题时，他把自己限制在系数的线性无偏估计方面，之后展示如果观察的次数很大，这一类的数目近似于正态分布；并论证到：最小二乘法使渐近变量最小化，还使误差的绝对期望值达到最小，又可以将估计值在任何关于未知系数的对称区间中的概率达到最大，而不必考虑误差分布是什么，在这样一种意义上最小二乘法提供了最好的线性估计。

1.2　《概率的哲学探究》的成书过程

拉普拉斯回归概率统计这个研究领域之后不久，即在1812年，他完成了长达近五百页的皇皇巨著《概率的分析理论》。在拉普拉斯一贯高效的学术生涯中，撰写这部著作如此之晚或许蕴含着一些不同寻常之处。关于拉普拉斯自1786年到1809年之间这一时段概率论研究的空缺，卡尔·皮尔逊（Karl Pearson,1857—1936）有一个解释，他认为比起天文学、数学分析等其他学科，概率论在当时是一门世俗的学问，它的很多结果经常触及社会和政治等非常敏感的问题，对拉普拉斯的概率思想影响最为直接的同事和朋友孔多塞（Marie-Jean-Antoine-Nicolas Caritat de Condorcet,1743—1794）将这门学科称为“政治算术”，他认为这门知识有助于实现促进社会和政治进步的理想，而孔多塞在1794年被捕并莫名其妙地死于牢房中，由此使得拉普拉斯感觉到概率与政治之间的一个非常敏感的关系。当时，正值法国一系列的政治动荡时期，尤其是法国大革命期间，许多知识分子被怀疑，其中就包括了一些研究和关注概率论的学者。在这样的环境下，研究天文学当然比概率论更安全，即使在1795年，拉普拉斯感到他的地位已经足够稳定时，在演说中他也没有提及对其一生事业有极大帮助的朋友孔多塞的名字，因为这个演说被要求印刷出来曾交给五百人的委员会进行审查。

拉普拉斯的传记作者罗杰·哈恩（Roger Hahn,1932—2011）认为，拉普拉斯对于概率论题的哲学和数学分析上的兴趣回归还得益于其他一些学者对于概率研究成果的助长，得益于他所处于的学术环境对于概率探讨的浓厚氛围的一些刺激
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 。例如，在1800年左右，他经常应邀审核来自其他作者关于概率研究的论文、著作，有些论著就像孔多塞的著作一样娴熟地将科学的和哲学的论题混杂在一起。在18、19世纪之交的一个非常短暂的时期，孔多塞和孔狄亚克（Etienne Bonnot de Condillac，1714—1780）等一些重农主义思想家对于法国社会施加了强大的文化影响，在他们所关注的各种事务背后有一个共同的坚定的信念支撑：教育和改革应当建立在已被人们成功地应用于物理和数学科学之中的相同的哲学法则之上。受此信念的鼓舞，这些哲学家们致力于研究创造一种可靠的、能够加强人类事务的一种理性科学。拉普拉斯在多科工艺学校时已经专注地思考过这种方法，而他的科学院的同事加拉
[16]

 也提供了一系列关于人类理解力的讲座，加拉在这些激情盎然的讲座中大肆提倡这样的思想：他的数学同事们研究和应用的方法（即数学方法）就是一种具有普遍性的方法，加拉的论述还涉及多种历史的和形而上学的论题，这些论题在科学院的同事们中激发了极大的学术讨论热情。就对拉普拉斯的影响而言，另外一位不可忽略的学者是卡巴尼斯（Pierre Jean Georges Cabanis，1757—1808）。卡巴尼斯一直在关注着两个与医学有关的问题：一位具有哲学气质的医生怎样确定导致疾病的原因？究竟是什么样的定律支配着正常的人类行为？卡巴尼斯致力于探寻这些问题的答案，拉普拉斯在巴黎高等师范学院关于概率论的系列讲座进一步激发了他的思考。关于这个问题，他们曾经进行过对话讨论，这又激发出了一些有关的形而上学问题，这些问题并不容易被拉普拉斯欲加倡导的新的概率技术所解决。通过这样的一系列活动，对于概率的哲学思考或者进行系统的哲学探究的想法已悄然潜入拉普拉斯的意识之中。

人们猜测，促使拉普拉斯在离开了这个学科将近20年后又回到这个科目的研究上来的主要原因，除了他现在政治上已经有了比较巩固的地位之外，或许还与一些数学家在这个领域相继取得的一些突破性成果的刺激有关：勒让德（Adrien-Marie Legendre，1752—1833）于1805年发表了一篇关于最小二乘法的论文，所谓最小二乘法就是一种使精确值与测量值之间的差平方和达到最小以寻求实际精确值的最好估计值的方法；1810年，高斯（Johann Carl Friedrich Gauss，1777—1855）从以下法则中导出正态分布：观察的算术平均值是所测之量的最可能的值，并从这个论证转向了算术平均值本身，他展示了如果观察误差正态地分布，最小二乘估计将给出最可能的回归系数。这两项成果都刺激了拉普拉斯对这个问题的兴趣，并督促他又重新回到这个领域。

拉普拉斯作为一位出色的教师和学术造诣极高的顶级科学家，他的充满激情、内容丰富的演讲能够代表当时最高的水平，这不仅激起了他的学生们学习概率论的热情，而且也吸引了各个阶层的人们。这些讲座不仅在知识界，而且在整个社会中都产生了巨大的影响，他目睹了这一理论被大众所接受的狂热情形，这种效果首先从拉普拉斯演讲的听众的情况反映出来，《概率的哲学探究》的内容是拉普拉斯在1795年在巴黎高等师范学院时，在三个月内所给出的一系列讲座的部分内容，这些讲座大都是在能够容纳1200人的大礼堂里给出的，听众包括各个年龄阶段的人，也包括不同层次的人，既有受过教育者也有目不识丁者。概率论这一新兴的学科由于拉普拉斯的提倡和鼓吹而成为当时的一个流行的话题，这种状况就像“天体力学”一样。他的《天体力学》被誉为这个领域的经典之作，为了使其高深的天文学研究成果为更多的人所理解和接受，他将《天体力学》中的内容进行了简化，于1796年出版了一个通俗易懂的版本《宇宙体系论》，其中省略了全部的数学内容，这个通俗作品大受欢迎，接连出版多次。天体力学因为他的极力提倡而成为当时在法国广为流行的一个话题。然而，在概率论领域，他还缺乏类似于《天体力学》的影响力的一部力作，为了完善他作为科学进步的伟大综合者的身份和形象，他还需要创作两部分别类似于《天体力学》和《宇宙体系论》这样的学术性和通俗性的概率作品。

拉普拉斯于1810年、1811年完成了几篇关于概率论、最小二乘法等几篇论文之后，着手写作一部关于概率论的综合性著作。1812年3月23日拉普拉斯将《概率的分析理论》（Théorie Analytique des Probabilités）的第一卷第一部分曾交给科学院，同年的6月29日第一卷的第二部分和第二卷交稿。三个月以后这部共有464页的数学巨著正式出版问世。《概率的分析理论》的总体结构和内容体系的安排几乎都与拉普拉斯的《天体力学》相似。第一卷专门讨论数学方法，第二卷有三分之二的篇幅讨论这些数学方法在概率问题中的解，以及探讨概率论的应用领域，包括数理统计的一些领域，如误差理论，决策论，判决的概率，证言的可信性等。这本书在拉普拉斯生前就连续出版了三次（1812年，1814年和1820年）和四个修订版本（1816年，1818年，1820年和1825年）。

他完全承袭了《天体力学》和《宇宙体系论》的写作模式，《概率的分析理论》也有一个完全省去数学符号和数学公式的通俗版本——《概率的哲学探究》，这本概率通俗之作的最初形式是在巴黎高师的系列演讲稿，第一个独立版本出版于1814年2月。《概率的哲学探究》在拉普拉斯生前（1827年以前）出版了五次，该书的第六版、第七版出版于拉普拉斯去世以后。至19世纪末，该书法文版本的出版情况如下（顺序依次为：版数、出版地、出版商、时间）
[17]

 ：

第一版，Paris：Vme
 　Ve
 　Courcier,1814年2月

第二版，Paris：Ve
 　Courcier,1814年11月，作为《概率的分析理论》第二版的序言。

第三版，Paris：Ve
 　Courcier,1816年7月

第四版，Paris：Ve
 　Courcier,1819年10月

第五版，Paris：Bachelier,1825年2月

第六版，Paris：Bachelier,1840年

第七版，Brussels：SociétéBelge de Librairie,1840年

《概率的哲学探究》共由两大部分组成，第一部分题为“概率的哲学探究”，其范围含盖前五章，这一部分的内容是关于概率的本质、原理以及基本概念和方法的理论论述。在这一部分中，拉普拉斯在引言中首先简单介绍了写作此书的背景，在“论概率”一章中，他给出了其著名的决定论思想以及对于概率本质理解的精彩阐释，这是其概率研究和概率应用的形而上学的基础。

在接下来的两个章节中，他遵从传统的知识理论的架构，设置了十个原理作为其理论的出发点，这十个原理指明且规定了概率论这个学科的研究方式。然后，他立即投入到对概率数学化的技术讨论中，这些技术主要是数学分析的方法。显而易见，他急切要将其在高等师范学院中给出的那些杂乱无章的系列讲座内容转化为一个基于数学知识体系的通俗可读的手册。作为启蒙时代的一位学者，他认为，各种年龄层次的读者都应该理解接受这样一个基本观点：必须像处理其他科学那样，从逻辑上以一种量化的方式来处理一些屡见不鲜的偶然事件，由此，一些虚假的直觉偏见就会荡然无存，代之而起的将是理性的科学。

在第一和第二个原理中，他给出了概率的量化定义——有利事件数与所有可能的事件数之比。从这个定义出发，拉普拉斯简要说明需要怎样对可能事件的组合进行数学上的操作，这些事件或者是独立的，或者是相互影响的。为了向更广大的读者呈现他的哲学观点，他的第三个原理特别地提醒读者注意他的另一个目标：随着事件的相互结合，概率是怎样增加或减少的。这个原理是概率论的最重要问题之一，利用它最容易解释谬误是如何引起的：如果各事件是彼此独立的，那么由它们组合而成复合事件的概率是各个事件的概率之积，这就意味着，即使在事件是相互独立的情况下，概率的乘积也会随着事件数目的增加而减少。拉普拉斯警告到，如果一个人忽略了这个事实，他就易于被误导和欺骗。只有遵守概率论的数学逻辑，人们才能够避免一些司空见惯的错觉。他通过类比的方式将这种认识延伸到对历史事件的评论中，他认为，历史上的证言是虚弱的、无说服力的，因为这些历史证言是一代代传递下来的，而每一次传递都会使得历史的可信度（概率）减少。因此历史学家必须以一种强烈的怀疑主义方式思考古代传递下来的信息。拉普拉斯在这里没有明确地指出《圣经》中的证言位居最古老的证言之列，按照他的这种推理，这些证言应该是最值得怀疑的，当然这也是他的主要意图。

在第六个原理中，拉普拉斯以另一种方式再次回到了上述的主要使命。如果新的数学理论也不能使某些人认识到其信仰的错误，就必然会导致他得出错误的结论，譬如，有一种颇为流行、人们习以为常的观念：相信过去的事件会影响到未来的独立事件发生的概率。拉普拉斯用“异常”事件这个概念的含义来解释这一点。他利用了完全假设的例子或模型——从一个包含许多球的瓮中抽取不同颜色的球，前面抽到的球是何种颜色并不影响下一次抽到何种颜色的球。他力图说服读者相信：错误的根源在于将事件进行整理分类，而没有考虑到事件之间的独立关系。拉普拉斯意识到了这种类比方法不足以使人信服，他在《概率的哲学探究》中第八章又专门探讨了多次重复发生的事件这一主题。拉普拉斯在论述第六个原理时，他将这几个基本规则联系起来，以强调他的主要目的之一：“从事件追溯原因是（偶然性分析）这门学科的主要部分。”

在接下来题为“概率演算中的分析方法”的一章中，拉普拉斯以完全文字语言的论述形式不厌其烦地给出了多个数学论证的介绍，这些论证是他在早期发表的几篇关于纯粹数学技术的论文中阐释过的内容。他解释了概率论怎样与微分方程的解法相关联，当只考虑一个变量时就用常微分的方式表述，如果涉及多个变量，就用偏微分的方式表述，泰勒和德莫弗等人的著作中关于这方面的论述已为人广泛所知，这些问题的解决需要级数求和的操作技巧，而级数的理论是被达朗贝尔和拉格朗日等人极大扩展的一个领域。所以，拉普拉斯在这一章中呈现的是他本人以及同时代的几位数学家正在进行的研究工作的汇集综述。

《概率的哲学探究》第二部分的题目为“概率演算的应用”，其范围涵盖了第六章到第十八章。这一部分的内容是关于概率论在自然哲学、道德科学等众多领域中的应用。正是在这一部分展示出了拉普拉斯概率哲学思想的一些典型特征，首先，决定论是他从事概率研究的原动力，也是贯穿于他一生的概率研究的出发点，他被概率论所吸引的原因主要源于概率论的实用价值。概率论可应用于解释和发现自然科学的规律、可应用于道德科学的重建、可以证明自然界中恒定原因的存在等，概率论是对他的决定论思想的一个最好的证明工具。其次，拉普拉斯的概率论内容也具有他那个时代的典型的特征：哲学上的决定论思想与数学技术相混合、18世纪的分析脾性与深奥微妙的科学认识论相结合、个人出人头地的雄心与精湛细致的数学技巧的展示相结合等。最后，拉普拉斯的早期概率哲学显示出法国革命时期的大多数知识分子的主要意图和理想：将社会科学也像自然科学一样建立在公正严密的数学基础之上，他相信，存在建立在人与人以及人与自然之关系基础之上的社会秩序的永恒定律，这种规律对于保持人类社会繁荣稳定的必要性，就像万有引力定律在自然的秩序中所起的作用一样，概率是接近这个目标的一个主要手段。

早在大革命之前，“概率论是达到政治目的和科学目的的一个富有意义的工具”这种思想就出现在拉普拉斯的论文中，他宣称，这两种目的的各种程序和结论都可以从对于概率演算的正确理解中演示和推论出来。作为内务大臣、参议员，以及后来的上议院议员的贵族，他参与的政治活动越多，他就越感到有责任让他的同事们了解这门新数学（概率论）的应用价值，由此才能达成更加公平的和理性的决定，进而促进这些领域中的进步。在作为拿破仑政权的参议员和贵族时，在孔多塞的影响下，他对于这个目标深信不疑，那就是通过科学家和愿意应用科学方法的行政管理人员之间的密切合作而达到政策的合理和公正的目标。

一个显著的例子是拉普拉斯对于人口统计学的处理，这是经济学家和政府官员在1789年左右都具有浓厚兴趣的一个主题。拉普拉斯受到18世纪早期的一些数学家观点的影响，比如德莫弗等一些自然神学家的观点的影响，从这些自然神学家那里，他开始关注男女出生数的比率问题，他认为这个数本应是一个偶然的例子，但是它却显示出有目共睹的规则性，当然，拉普拉斯的目的并非在于证明神圣设计，他的兴趣更在于国家的管理方面，出生统计与法国意欲探求的人口计算有着紧密的关系，人们认为这些数据对于建立合理的税收系统至关重要，因此人口统计也成为概率学家探寻的一个合适的领域，他们欲将新科学的效用和价值应用到国家的事务上，并希望这种应用具有一种示范的效应。就像所有受到百科全书学派影响的启蒙实践的参与者一样，拉普拉斯还广为关注其他的“政治算术”议题，比如，年金、死亡表、平均寿命、疫苗接种等，这反映出了他在这一部分着重强调的信念：必须鼓励新科学的发展，用科学来拯救行政管理学，以推动行政管理学的进步，新的数学概率将在这些应用中彰显出其巨大的潜在价值。

在拉普拉斯关于概率的应用价值的讨论中，最具创新的思想是基于概率可以设计出让每一个选民的真实愿望得以表达的体制。1785年，孔多塞发表了一篇影响巨大的论文“简论分析从众多意见中做出决断的概率的应用”
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 ，讨论了司法裁决合理化以及合理实施等同投票权等问题，拉普拉斯对于科学院的选举程序非常熟悉，他敏锐地关注到孔多塞论文所提出的理论意义，这个议题于1803年又一次被科学院对于新法规条例的热烈讨论激发起来。这些讨论进一步激励了数学家拉普拉斯在《概率的哲学探究》中对于这个问题进行了自己的独特思考，这些思考形成了该书的第十二章“论选举与团体的决定”的内容。

总而言之，拉普拉斯的明确意图正如他宣称的：未来的自然科学研究者如果重视这种新的数学，他们会受益匪浅，反之，如果无视它则危害极大。此书的主要目的就是欲为他的追随者提供一些有益的方法和建议。罗杰·哈恩注意到
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 ，当论述概率论在自然科学中的重要性时，拉普拉斯主要谈到了他自己的研究，其中一些是在第二版作为1814年出版的《概率的分析理论》的序言时才添加进去的。特别令人印象深刻的是第一人称单数“我”的应用经常出现在《概率的哲学探究》的第二部分。拉普拉斯并不吝惜夸耀自己在以下方面的发现：月球运动理论，木星与土星问题以及木星的卫星问题，在这些方面，错误的理论曾占据主导地位。拉普拉斯也非常自豪于他关于气压计读数的概率思考，当然，其中很多是基于他的巴黎阿尔克依学院（Arcueil）的同事雷蒙德的工作。或许，最令他感到自豪的就是这部《概率的哲学探究》——这是他的职业生涯中的最后成果，尤其是在向人们展示新的数学工具是如何引导人们达到对于自然和人本身更加深刻的理解方面，这个作品提供了一个极好的范例。

1.3　《概率的哲学探究》版本的几个变化注记
[20]



拉普拉斯不失时机地向执政者重申他的信仰：概率是一门价值无限的知识，它值得来自社会的多数人尤其是政府的持续支持，在《概率的分析理论》的第一版（1812）中包含了一段写给拿破仑
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 的献词也正是出于这种目的，此时正是拿破仑执政的鼎盛时期，这段献词的原文如下：

陛下：

承蒙您屈尊考虑我的《天体力学》一书，您的善行激发了我将这部关于概率演算的著作呈现给您的愿望。这种精致的演算包含了生活中的最重要的问题，的确，对于大部分的问题，只是概率论中的问题。在这方面它应该引起您的兴趣，因为您的天才智慧完全能够欣赏和正确地鼓励对知识的进步和共和国的繁荣有益的一切。我蒙恩冒昧地恳求您接受最热烈的渴望和最深刻的感激和爱戴之情所萌发的这个额外小礼物。

您卑微的、顺从的仆人和忠诚的臣民：拉普拉斯

在1814年11月《概率的分析理论》的第二版中，这段献词被删除了，此时拿破仑已被放逐厄尔巴岛
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 ，取而代之的是一篇长达153页的序言，该序言在1814年2月曾以《概率的哲学探究》（Essai Philosophique sur les Probabilités）为题单独出版过。

对于第二版的《概率的分析理论》为什么将给拿破仑的献词删除，许多人指责拉普拉斯此举是阿谀奉承、过河拆桥的小人之举；而另一种观点则认为拉普拉斯的做法是无可指责的，这是鉴于当时的形势不得已而为之的做法。托德亨特和卡尔·皮尔逊的观点具有一定的代表性，托德亨特认为：“拉普拉斯由于在拿破仑倒台后将这个序言删除而受到责备。但是我却不同意这种责备。这个献词在我看来的确是一种阿谀奉承；但是当欧洲的暴君已经成为厄尔巴岛的可笑的君主或者说圣海伦娜（St.Helena）的流放者时，如果保留它反而会成为一种讽刺：错在原来第一版，而不是后来将之删去。”
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 卡尔·皮尔逊认为不能简单地认为拉普拉斯是忘恩负义之人，他写道：“我们或许可以断定拉普拉斯的本意是献给拿破仑的，但是显而易见的是在1814年找不到这样的出版商，即便找到也不会被允许在皇帝被废黜的这一年在巴黎重印这个献词。”
[24]



的确，拉普拉斯在以后多次出版的《概率的哲学探究》修订版中表达了他自己的观点——概率论这门新兴的数学将会在纠正人关于宗教和其他事务中的错误方面发挥极大的作用，由此会将使得科学真理的领域极大地扩展，拉普拉斯在此书中意欲阐述概率的力量，虽然这些论述往往显得杂乱无章、含糊隐晦。在一些为数不多的段落中，拉普拉斯以一种含蓄的方式表述了他关于政治和政府的观点，尤其在经历了一系列的政治动荡之后的版本中，他则相对明确地对这些观点进行了补充和扩展。他把对于自然的稳定性的信念也扩展到他的政治哲学中去，他认为，正如科学发现所显示的那样，“稳定性”有助于保持人类种群的延续，例如，在删除那段献媚之词的序言中也就是该书的第二版中，包含了一段对于拿破仑行为的含蓄批评：“从这个定理中可进一步推出下面的结果：在一个无限延展的事件序列中，规则和恒定原因的影响从长远来看终究会压倒不规则原因的影响。……因此，既然大量的、有利的机遇总是与一些建立和维持社会秩序的理性、正义和人性的永恒法则相伴相随，那么遵从这些法则就会受益匪浅，而无视它们则危害极大。如果一个人借鉴一下历史和他本人的经历，那么，他就会看到所有的事实都会对这个演算的结果给予支撑。这些政府由于一丝不苟地恪守他们的义务和承诺而付出了代价，为此他们是如何获得了补偿的！在国内具有多么大的感召力！在国外又具有何等的威望！相反，看一看那些由于其领导人的野心和背信弃义而陷入深渊的不幸民族吧！每一次由于对征服的贪婪而陷入狂热的强国渴望着统治世界，而在那些被威胁的国家中，对独立的渴望就（促使它们）形成一个联盟，而这个强国通常总是成为这个联盟的牺牲品。相似地，在那些导致各种国家的版图增加或者减少的变化无常的原因中，就像恒定的原因一样在起作用，自然的边界最终会被接受。那么，对于帝国的稳定和幸福两方面而言，重要的不是将这些边界扩展到由这些原因的作用而被不断地恢复到的边界之外——这就像由疾风暴雨所推高的海潮由于万有引力的作用再回落到其盆地。”
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拉普拉斯一生历经了一系列的政治革命，尤其是作为对法国大革命的激烈动荡的一种反思，他在第三版（1816）中委婉地借用物理学中的一些原理法则表达了他支持渐进改革、而非剧烈的革命性变革的主张，他说：“让我们将建立在观察和计算基础上的方法应用于政治和道德科学之中，我们已经如此成功地将这些方法应用于自然科学领域之中。对于知识进程中所产生不可避免的结果，让我们不要提供哪怕最小无益以及常常有害的障碍。我们只有极其谨慎才能改变我们的习俗和我们已经习以为常的惯例。通过过去的经验我们应该清楚地了解到它们目前所面临的困难，但是我们对于它们的改变而产生的一些弊病的程度却一无所知。在这种懵懂无知的状态中，概率的理论能够引导我们避免所有的改变，尤其是避免那些在道德以及物质世界中只有付出巨大的生命损失才能够发生的急剧变化。”
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在第四版中，他又在第八章“从事件无数次重复发生中导出的概率规律”的那段论述中增添了一句话，进一步阐明他的政治观点：“试想一下，那些建立在人类的理性和自然权利之上的制度的幸福成果，在那些懂得如何去坚持和维护这些成果的民族中，再想一想，美好的信仰为那些将之作为其管理基石的政府所带来的好处。”
[27]



在拉普拉斯的时代曾经流行这样的一种观点：与物理世界的定律相反，有机界遵循着完全不同的法则。拉普拉斯对此进行了严肃的思考，在第二版的结尾部分，他特别地强调：概率的应用有助于求出可能的原因，概率也是人能够用来判别有机界各种假设的重要工具，这些假设有电流和动物磁性、太阳和月亮、金属和流体的存在对于神经系统运行的作用。他提醒读者们在探究这些事情的过程中要极其谨慎，然后，他谈到概率论能够让人辨别出这些现象背后隐匿的真实原因或偶然原因，正如他在天体力学中应用概率论的方法所做的那样。他认为，有些因素的影响可能会非常微弱，但是不应该被完全忽视。有一段话令人印象深刻，他说：“即使在一些情况下它丝毫没有显露出来，其存在性也不应当被否定。我们还远远没有理解所有的使然力以及它们丰富多彩的作用模式，就缺乏哲学思考地否定了一些孤立现象的存在，只是因为以我们目前的知识状态，这些现象是难以解释的。但是，它们越是难以被人接受，我们就越要更加谨慎地检验；正是在这里，概率的演算成为不可或缺的：确定怎样增加必需的观察或者实验，以便获得支撑其显示的使然力的概率，即超过你不接受它们的所有理由的概率。”
[28]



在《概率的哲学探究》的一系列版本出版期间，拉普拉斯已是被公认的欧洲科学界的顶级权威，但他对各种新的研究探索从不抱有成见，仍然虚心接受新的事物，这反映在《概率的哲学探究》中的一些论题的缘起，一些论题或是因为拉普拉斯本人作为科学研究院成员的经历的影响，或是当时流行的一些尚处未知的人类行为的热点问题，还有一些受到与他关系密切的一些同事和朋友的热议话题的激励。他随时将对新议题的思考纳入到新的版本之中。

在《概率的哲学探究》的系列版本的内容变迁中，最引人注目的一个变化是在1819年的第四版中，他加入了长达二十八页的篇幅来讨论“心灵是怎样给机体以命令”这个问题，或者用那个时代的语言来说，知觉、动作通过神经系统是怎样成为行为的真正原因的？他将这个主题的讨论置于题为“概率估算中的错觉”一章的最后，这是他以前的文字中从未碰触过的主题
[29]

 。罗杰·哈恩认为，这一部分也是他最具原创性的讨论之一。拉普拉斯对于这个问题的讨论受到卡巴尼斯或许还有其私人医生马让迪（Franois Magendie，1783—1855）的观点的极大影响。当时马让迪向科学院提供了一笔基金以资助智力生理学方面的研究。早在1798年2月，卡巴尼斯曾送给拉普拉斯三个版本的《论医学中确定性的度》，该书的题目表明了这是关于医学中的量化问题研究，医学是概率论应用的一个新的领域。卡巴尼斯曾向科学院曾交了一系列的论文，这些论文后来发表在一本颇有影响的名为《论物理和人类道德方面的关系》的书中，在漫无边际的哲学探讨中，卡巴尼斯给出了人们通常理解的关于人的行为及其原因的大量论述。所有这些都激发了拉普拉斯对于这个领域的浓厚兴趣。

拉普拉斯的那些未发表的手稿也表明
[30]

 ，他接受了笛卡尔主义的二元论，他严格遵从了内在感觉和外在感觉的区分。人们已经了解怎样在物质世界中通过研究由五种外在的感觉（触觉、嗅觉、味觉、听觉、视觉），即外在经验所获得的印象去提炼一般的定律，但怎样处理思想和情感的世界？显而易见的常识告诉我们，人类甚至某些动物具有本能、习惯、记忆、智慧，还有情感，他相信这些未知的世界也根据恒定的自然规律运行。他认为，通过聚焦于个体的内在世界就可以开始进行这个新领域的分析了，这个领域的规律就像可感知世界的规律一样清楚无误地存在着。这一部分的内容可以看作是拉普拉斯对于笛卡尔早在17世纪就提出的要对智力领域进行科学探索的呼应。

对这个领域的研究被称为智力生理学（mental physiology），与之相对照的是可视生理学（manifest physiology）。拉普拉斯借用了“心理学”这个术语来称呼这个几乎还没有展开系统探究的领域，“心理学”这个词是日内瓦博物学家查尔斯·邦纳
[31]

 首创的，拉普拉斯非常熟悉他的工作和观点，他在《概率的哲学探究》中引用过邦纳的文字
[32]

 。受邦纳的启示，拉普拉斯在这一部分相继讨论了一些现象，例如，他将同情的作用比作弦乐器上的和谐共鸣，同情会导致一些具有相似信念的个体的联合；联想会通过重复的发生或者通过有助于回想联结的语言符号将事件联系起来；回忆会使得给一个人早年以深刻印象的事物仍保留着活跃状态，并且可以将生动的形象重新注入意识之中；习惯是那些根深蒂固的且被不知不觉地所遵守的；关注力会给予某些经验于其他事物之上的优先权并会导致异样的视觉错觉。拉普拉斯在这一部分也着重于解释了：恐惧和偏见怎样可能被那些对个体起着巨大作用的内在体验所加强。总之，在这一主题的论述中，拉普拉斯又强调了他一贯倾向的观点：普罗大众易于被偏见和情感引入歧途，由此形成的一些根深蒂固的谬误需要他正在极力倡导的新数学工具（概率论）去纠正和引导。最后，他承认他的观点并不是完美的，但是“应该引起哲学观察家们对于感觉直觉领域或智力领域的规律的关注，掌握这些规律就像掌握物理世界的规律一样重要。”

纵观《概率的哲学探究》的各个版本，其整体的结构思路以及他对于概率的基本观点是稳定不变的，但是在内容上，在相继的每个版本中，尤其是前四个版本之间有一个明显的补充完善的痕迹，在每一个新版中，拉普拉斯或添加新的段落，或减少一些段落，或重新安排段落的顺序，或扩展他欲告知读者的各种哲学信息，并且，拉普拉斯在某些部分极尽遣词造句之能事，为的是以一种最精确最有效的方式向公众传达这些思想。在一些写给非科学界朋友的信中，他常常免费送上《概率的哲学探究》，他总是着重强调概率的“哲学”意义，明确地说这本书就是写给没有数学基础的门外汉读的。从出版于1825年的第五个版本始，这是拉普拉斯去世前两年，该书的内容形式就趋于稳定，几乎没有较大变化了。拉普拉斯生前一直不厌其烦的修改表明他对这个作品从未感到十分的满意。与语言简洁流畅和体系完整的《宇宙体系论》相比，《概率的哲学探究》没有达到他预期的效果，其文本远没有达到与《宇宙体系论》水平相当的连贯性。这本书的整体结构也差强人意，整体看来它就像一系列独立论题的叙述，其内容是启蒙运动时期所有的关于概率论题的汇总集合，只是一些孤立散乱的论述夹杂着一些枯燥乏味的例子的说明演示，而不是对一个完整的数学领域进行合乎逻辑、令人愉悦的哲学论述。罗杰·哈恩认为，拉普拉斯写作此书时年事已长，他的思路可能已不是非常流畅和连贯，他的表述方式有些断断续续，或许这个原因可以解释为什么这项工作经过了如此频繁的修订，但仍然以一个非常不甚系统的“探究”或者说更像“杂论”的形式留存下来。

1.4　《概率的哲学探究》的影响

《概率的哲学探究》的内容是拉普拉斯在1795年在巴黎高等师范学院时三个月内所给出的一系列讲座内容的一部分，这些讲座大都是在种植园的能够容纳1200人的大礼堂里进行的，听众包括各个年龄阶段的人，也包括不同层次的人，既有受过教育者也有目不识丁者。考虑到他的听众和读者的层次不一，拉普拉斯在其中尽量避免复杂的数学符号和公式。《概率的哲学探究》实际上是一本概率论的普及读物，它的影响面极大，这种影响从《概率的哲学探究》出版的次数可以窥见一斑，如前所述，该书在拉普拉斯生前就出版了五次，其后又多次再版。

以下这段话是拉普拉斯在《概率的哲学探究》中为人们描绘的概率美景：

“概率理论归根结底就是将常识划归为计算；它使我们能够精确地估计思维健全的人们通过某种本能感受到但又常常不能说出这种精确性的原因。它没有为观点的选择和立场的接受留下任何的随意性，通过它的应用总是能够做出最有利的选择。因此，它最好地弥补了人类的无知与弱点。如果我们想一想这个理论所产生的分析方法；作为基础而起作用的法则的真理性；它们所致力于问题解决中所需要的精密和细致的逻辑；基于其上的公用事业的建立；通过应用于自然科学和道德科学最重要的问题它已经获得的扩展以及即将获得的扩展；如果我们再想一想甚至那些不能化归于计算的事情，它在我们的判断中给出最有把握的暗示，它教会我们避免经常误导我们的谬误；然后，我们将会看到没有一门学科比它更值得我们思考，也没有一个比它更有用的学科更值得纳入到我们的公共教育系统中。”
[33]



拉普拉斯对于概率价值的天堂般描绘正迎合了当时社会的发展状况以及人们所怀有的心理渴望，他们迫切地要改变自己的社会地位，当时人们把注意力集中于新教育培训系统的英才教育原则上，他们都希望在政治和经济方面获得更大的影响力，以便能够进入社会的上层。他们寄希望于作为科学界元老和政治上也有一定影响力的拉普拉斯能使他的两个重要的研究领域——天文学和概率论很快流行起来，并被纳入教育系统中，拉普拉斯的讲座被当作进入精英阶层必须接受的入门训练。

《概率的哲学探究》影响力的另一体现是概率的确被纳入了当时的教育体系之中。19世纪概率论作为一个学科知识进入学校的教育系统与之有着直接的关系。但是，由于拉普拉斯的写作风格——完全用语言表述数学概率的内容，不讲究方法的严格性，省略了完整的分析步骤等，使得这个极其诱人的作品成为一个极其难读的作品。这种特点是拉普拉斯作品的一贯风格，美国天文学家鲍迪奇（Nathaniel Bowditch，1773—1838）在把《天体力学》翻译成英文时就感叹道：“我一遇到拉普拉斯所谓的‘这是显然的’的这句话，就可以确信我不得不花好几小时的时间努力去填补空隙，去发现和展示它是如何‘显然的’”
[34]

 。这种缺点在他的《概率的分析理论》中体现得尤为明显，对此，19世纪英国著名数学家德摩根（De Morgan，1806—1871）在1837年的文章中有精辟的分析，他说：“《概率的分析理论》是数学分析的勃朗峰，但攀登勃朗峰比通读这本书容易，因为攀登前者通常有备好的向导，而读者只有靠自己的方法来对付后者。”
[35]

 很难想象这样的著作能够作为教科书，或者作为参考书。即使在他的以普及为目的通俗作品《概率的哲学探究》中，尽管没有出现一个数学符号和一个图形和公式，但是，能否向大街上走过的一个人解释清楚什么是诸如误差的正态曲线这样的概念是值得怀疑的。卡尔·皮尔逊在其著作中就提出过这样的一个例子
[36]

 ：在《哲学探究》中，拉普拉斯有如此一段描述：

“生成函数的理论给出这个概率一个非常简单的式子。这个式子是由对下面两个量的乘积积分得到的：a）一个是一个量的微分，根据它从大数次的观测推断出不同于真值的结果；b）一个小于1的常量（依赖于问题的本质）并且使之作为一个幂的底数，其指数是那个差的平方与观察次数之比。在给定的区间内进行积分并被从负无穷到正无穷的相同的积分所除，这个积分将给出与真正的值的差位于这些区间的概率。这是基于大量的观察结果的概率的一般定律。”
[37]



这段晦涩冗长的文字只是解释某一个事件发生的概率位于两个确定的值之间的积分概率，用下面的一个式子就可以清楚地表示出来：

[image: ]


很难想象，一个没有一点误差定律知识的人能够理解上述的语言。像这样的例子在《哲学探究》中比比皆是，这种文字语言对于概率论这样一门需要极其复杂的数学技术的近代数学而言显然已大大地不合时宜，除了平添了内容表述上的难度之外，也增加了阅读它的人对于内容理解的难度，即使对于受过教育甚至具有一定的概率与统计的知识基础的人，阅读和理解以这种风格写就的著作亦非易事。拉普拉斯本人也意识到了这个困难，在第五章“概率演算中的分析方法”中，他尽可能地用通俗易懂的文字解释他的“生成函数”怎样会产生更一般的结果和数学上可靠的解，但是，如果不先阅读和理解《分析的概率理论》中的相关内容，几乎没有读者能够读懂这些解释。从最初出版到后续出版的十几年时间中，他一直不断对文本进行修订，由此看来，拉普拉斯似乎从未对文本感到十分满意，他似乎开始认为向公众呈现这门知识的最通俗有效的文字表述方式具有与生俱来的模糊性。的确，在《概率的哲学探究》的某个版本中，拉普拉斯直言不讳地说出了他的困惑：“如果不求助于数学，很难传递出这个主题更加丰富的细节。”这本书从未达到概括了天体力学的一百多年发展状况的成熟之作《宇宙体系论》的水平。当然，大多数的外行读者把他的宣称作为一种“信仰”，因为此时，拉普拉斯已经成为继拉格朗日之后的法国科学和数学界首屈一指的权威。通过《概率的哲学探究》，拉普拉斯将这门相当新颖的数学介绍给了大众，他把这个主题从一种赌博的理论转化为一个具有自己的一般法则和极大应用价值的令人尊敬的数学活动。

在19世纪的大部分时间里，有关概率论书籍的主要目的是用作教科书，其目的是作为《概率的哲学探究》的一个详细补充、注释，或者作为对《概率的分析理论》的一个更通俗易懂的解释和改编，19世纪大多数的概率论学者对于概率论研究的最终目标就是简化、补充或解释拉普拉斯的概率理论，使之更容易被人理解。人们根据具体的目的，主要以拉普拉斯的《概率的哲学探究》和《概率的分析理论》为蓝本，对其中的内容或详细或简略，或者内容的次序有所调整和删减等，有的著作再加上其他人的在这个领域中的更简略或严格的成果，如高斯关于最小二乘法的工作和泊松关于大数定律和概率论在法律审判等方面的应用的工作等，形成了一个几乎固定不变的概率论书籍尤其是教科书的模式，人们称之为拉普拉斯风格的概率论著作
[38]

 。

在19世纪，除了对拉普拉斯概率论的解释和改编之外，还有一些学者受到拉普拉斯在其著作中所描述的概率应用前景的鼓舞，他们沿着拉普拉斯指出的方向继续拓展概率论的应用领域，这方面的主要代表人物是拉普拉斯的概率论的两个虔诚的追随者——凯特勒和泊松。

比利时统计学家凯特勒（Adolphe Quetelet,1796—1874）毕生的追求目标是将拉普拉斯的概率论的术语和结果翻译成社会科学中的语言和命题，作拉普拉斯概率思想的一个解释者、翻译者、推广者以及传播者。在这个过程中，凯特勒重点选取了拉普拉斯概率中双重因素中的一个方面——“大量的观察结果的概率研究”这种客观因素，而将拉普拉斯概率中的主观的和心理学方面的因素彻底抛弃了。19世纪末和20世纪初的概率论学者们大都继承了凯特勒的客观概率的观点，例如高尔顿（Francis Galton，1822—1911）和麦克斯韦（James Clerk Maxwell,1831—1879）等都直接从凯特勒的工作中获得了灵感，从而拓展了拉普拉斯概率论的应用范围，这种拓展也是以拉普拉斯为代表的古典概率论发生转折的先导。

数学家泊松（Simon Denis Poisson，1781—1840）是拉普拉斯的学生。泊松对于概率论的兴趣直接受到拉普拉斯观点的激发。泊松关于概率论的著作和文章数量不多，其中最有影响也是最有代表性的著作是1837年出版的《关于犯罪和民事判决的概率的研究》
[39]

 。这本书的结构和内容上都明显地带有拉普拉斯著作的风格和观点的痕迹。泊松在概率研究的动机和出发点上与拉普拉斯的寻求事件发生的背后的恒定原因的宣称是一脉相承的，正如他所宣称的：

“所有事物的方式都可以归属于我们所称的大数定律之下。它包括这一点：如果我们观察大数目的具有相同性质、依靠恒定的原因或者规则地变化的原因（有时以一种方式变化，有时又以另一种方式变化，并非以确定性的方式变化）而发生的事件，我们将发现这些事件的数目之间的比是近似恒定的。”
[40]



在应用上，泊松却比拉普拉斯更勇敢地、更毫无限制地将概率应用于各种领域中去，这些领域包括男女出生的比率、硬币的投掷、医学、沉船事故、税收、法庭判决和犯罪率等。

造就凯特勒和泊松的思想知识环境也是培育法国著名的哲学家、社会学家奥古斯特·孔德（Auguste Comte，1798—1857）的智识环境，孔德从拉普拉斯、傅里叶等数学家们那里获取了灵感，致力于寻求人类作为一个整体发展的自然规律。孔德在其著作《实证哲学教程》中提出了著名的人类思想历史发展的三阶段论：“第一个阶段是“神学的”阶段，在这一阶段，一切事件都被归于上帝和神灵的活动；第二个阶段是“形而上学的”阶段，在这一阶段，上帝或神圣的力量的意志被抽象概念所取代；第三个是“实证的”阶段，是当科学的解释取代了形而上学之时所达到的。”和凯特勒一样，孔德也把拉普拉斯的决定论扩展到人类的文化现象中去，他对于数学方法的运用成为其实用主义方法的典型特点，在孔德的社会学研究中有着拉普拉斯思想的显著影响，他认为在人类思想的三个发展阶段中，最后的科学阶段或者说实证阶段是人类知识演进的顶峰。

拉普拉斯在《概率的哲学探究》中所表现出的观点和风格总的来说是以一种居高临下、傲慢自负的态度来对待孔德所称的神话和形而上学的历史阶段。他不肖于亚里士多德式的关于实在（essence）以及莫佩尔蒂（Pierre-Louis Moreau de Maupertuis，1698—1759）、欧拉（Leonhard Euler，1707—1783）、达朗贝尔等人的哲学争论，他回避了形而上学，并以一种特殊的风格方式成为实证主义的先锋人物。尽管他私下也思考过这个世界之所以如此的原因等形而上学问题，但他在本质上仍然认为，唯一值得专业人士公之于众的确定性知识是通过形式化的数学论述而获得的知识。对于拉普拉斯而言，科学家的直接目标就是进行经验规律的数学化解释，只有这样才会导向对于自然甚至人类社会的深刻理解。

拉普拉斯在《概率的哲学探究》所阐述的内容、观点和方法并非没有遇到任何挑战，实际上，在这部著作流行风靡之际，对其观点的潜在反对已暗流涌动。从19世纪初期开始，数学领域正在经历着一场深刻的变革，人们对以往研究的各个数学理论分支、研究方法、应用价值等展开了全面的检讨，以重建一种“新的数学”。在这场运动中，柯西(Augustin Louis Cauchy,1789—1857)是最主要的代表人物之一
[41]

 。拉普拉斯的概率论深深地扎根在18世纪的数学传统中，他对概率论这门学科的理解，以及他对概率论研究的实践和方法等都带有浓重的18世纪数学的风格特征，他所理解的概率论不同于以欧氏几何为代表的传统数学，它不是一个与应用无关的抽象理论，而是现象的数学模型的集合，是一门像某些自然科学一样的“混合数学”，检验其价值的重要标准是它在实践中的有效应用，而不是其自身的严格和逻辑上的相容，这些特点在他的这本关于概率的通俗作品中体现得淋漓尽致。所以，在这场运动中，对其概率的基本原理、方法和内容的检查和批判也就日益深入地纳入了数学家们的日程。这些批判的声音有一些也来自哲学界，拉普拉斯被哲学家们所关注一般是因为他关于决定论的明确宣言，然而，其决定论的宣称随着19世纪一系列新的知识发现或者其追随者对于其思想的滥用引起了哲学家们的反感，以致最终导致了对其决定论思想的抛弃
[42]

 ，作为一个总结，在此引用一位被称为新康德主义者的哲学家雷诺维叶（Charles Renouvier,1815—1903）的一段具有代表性的话语
[43]

 ：

“拉普拉斯原理的阐释完全与科学精神相符合，或者更精确一点是，与科学家的精神相符合，所有或近乎所有的科学家时刻准备着承认或再现这一原理，在此你也发现了一种有关概率的清晰和简明的观念，但却被信仰必然性的宣称给扭曲了，至少在我看来，其结果是牵强附会的，是没有任何价值的。”
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第二章　与《概率的哲学探究》相关的若干论题

从前一章关于拉普拉斯的概率哲学思想的演化以及《概率的哲学探究》的成书历史中可以看到，拉普拉斯的概率哲学是一条漫长而曲折的思想潮流的结果，是西方文化的产物，其概率思想是17世纪理性主义思潮和18世纪、19世纪启蒙思想实践的一部分。他的这部关于概率哲学思想的代表性著作的思想的出发点、论述的内容和写作的方式风格都深深地打上了他所处时代的烙印。为了更加深入与全面地理解拉普拉斯的概率哲学思想，本章将针对古典概率时期的几个被广泛探讨的概率哲学专题进行阐述，以期作为理解拉普拉斯的《概率的哲学探究》一书的更加深入和全面的背景和基础。我们看到，以拉普拉斯为代表的古典概率学者们从未游离于他们所处的时代之外，其著作中的每一个论题乃至每一概念、研究方法和视角的提出和进展都受到当时盛行的价值观、社会思潮和所有的社会资源的影响。

2.1　概率的解释

在概率的哲学中有一个最基本的问题就是对于概率本质的探讨，即概率是什么？“概率”（probability）一词古已有之，直译为“可能性”，与其形容词“可能的”（probable）一词相近的还有possible，likely等词汇，这些皆来自一个希腊词汇“[image: ]
 ”，其主要含义是“带有某种确定性程度的期待或接受”
[44]

 ，这些词主要是描述感官所接触到世界及其对感觉世界的事物所形成的意见（opinion）的一种属性，意见是建立在经验现象基础上的，是不确定的，与之相反的知识则属于超越感觉经验的永恒世界，是通过证明获得的，是确定的，这是传统的柏拉图主义的知识观。

至罗马时期，“可能性”一词逐渐演化出更加丰富的含义，其中最主要的一种是“看起来是真实的或可能的”，这一点非常接近现代语言的含义，例如，西塞罗在其《学院派哲学》说：“聪明之人会接受许多可能的事物，这些事物是他既没有（亲身）经历过，也没有（经验上）察觉过，也没有（逻辑上）赞同过的，但是却具有逼真性；……”在西塞罗的《论发明》中所用的修辞学术语中也能够发现“可能的”（probable）一词的名词用法（probabile）：“如果说那些事物是可能的事物，就是指其大部分通常是都能够实现的，或者已成为人类信念的一部分，或者其本身包含了与这些品质的某些相似，不管这种相似是真是假。”在这里，现象发生的频率（通常被解释为概率的客观性）和人类的信念（通常被解释为概率的主观性）在“可能的”主题下联系起来。

“可能的”一词的拉丁文probabilis有“被认可的”含义，但是，对某个事件或信念、观点等的认可并不能一概而论，因为它们为真的可能性的强弱程度不同，因此，这个概念有被赋予了“可能性程度的大小”的含义用法，早在一千多年前，罗马的修辞学家昆体良（M.F.Quintilian，35—100）就将可相信的事物分为三类：总要发生的，很可能发生的，以及没有证据反对其发生的，这种用法在中世纪经院哲学的文献中广泛存在着，例如，中世纪晚期的神学家奥雷姆（Nicole Oresme，1325—1382）曾观察到：“一对矛盾的论断之一可以说同等可能的（possible），或者同等不可能的（improbable），或者很可能的（probable）。”他给出的例子具有非常数学化的特色：“星星的数目是偶数，星星的数目是奇数。这两个命题之一是必然的，另一个是不可能的，但是我们并不知道哪一个是必然的，所以我们说每一个都是有可能的……星星的数目是一个立方数，在这里，我们的确说它是可能的（possible），但不是很可能的（probable）或者可信的或者非常可能的（likely），因为这样的数比其他的数要少得多。反之，对于‘星星的数目不是一个立方数’，我们可以说这个论断是可能的（possible）、也是很可能的（probable）、也是非常可能的（likely）……”奥雷姆又说道：“在游戏中有一个相似的情景，其中，如果你要探寻一个隐蔽的数是否是一个立方数，比较安全的回答是否定的，因为否定的回答看起来更加probable和likely。”
[45]



从“可能性”这个概念的简单的演化史中可以看到，它是指与可能性的程度、事件发生的频率、人对某事物的信念等多种观念非常密切地结合在一起。所以，“概率论”这门关于赌博的理论可以看作是对于“可能性”进行度量化或者将其数学化的一种知识，17世纪帕斯卡尔和费马等人所解决的关于赌注分配的“点问题”实际上就是对参与者赢得赌注的可能性大小的计算。所以，从西方文化中长期而系统地将自然和信念进行数学化这种独特的文化背景下，我们看到在传统柏拉图主义的意见与知识的选择之间就呈现出了一个渐变的连续统
[46]

 ，沿着那个连续统，这些节点就演变成了程度不一的可能性，这些用数量表示出来的可能性就是概率。

以上是对概率含义演化的数学解释，但从整体的哲学视角来看，对于这个概念的解释却众说纷纭，无论何种解释，最终可以划归为两个主要的方面——主观的概率解释和客观的概率解释，这两种含义的概率在其演化过程中也始终相伴相随，混杂在一起，直至1843年，法国数学家、哲学家、经济学家库尔诺（Antoine Augustin Cournot，1801—1877）才最先给予这两种性质的概率以明确的区分：“概率有双重含义，其一是关于已有知识的确定性的度量，其二是关于独立于我们拥有其知识的事物的可能性的度量。”
[47]

 他首次用“主观和客观”为概率的两种不同含义命名。从此，概率的主客观性就被明确地认定为概率这个数学概念的一个基本特征，“主观的概率”通常被理解为“衡量个人信念强弱的一种尺度”，而客观的概率则常常与“实际发生的事件，或者说与事物发生的频率”联系在一起。

从17世纪中叶至19世纪初期的古典概率时期，学者们一直围绕着主观和客观两个方面来认识和应用这个概念，这主要体现在四个方面
[48]

 ：一是推究某些客观物体的物理结构，例如，一个公平的硬币或者骰子的对称性或者匀质性等；二是某些事件发生的频率，例如男女婴的出生、在某一个年龄阶段的年死亡率、葡萄酒的收成情况、暴风雪发生的实际频率等；三是某一个论证的说服力的强弱，例如，证据是如何权衡一个判决的；四是信仰的强度，例如，对上帝存在的相信程度、一位法官认为被告有罪或无罪的坚定程度，等等。古典概率学者们对于这些问题的处理总是显得凌乱不堪和含糊暧昧，一方面，他们在认识论上倾向于概率的主观方面，但另一方面，在他们具体的概率研究和应用上，又有着明显的客观概率的特征，拉普拉斯的概率工作就是这种状况的典型代表。

拉普拉斯早已明确意识到概率的“客观的”和“主观的”两重性，这种思想早就在他于1776年发表的那篇论文之中就有所反映
[49]

 ，在其中，他宣称：“概率只不过是将常识化为计算。”他慎重地对概率的客观源泉和主观估计进行了区分，“在所有物理—数学的研究中，我们感觉的物理原因，而非感觉本身，才是分析学的对象”。更加明确和系统的论述出现在他的《概率的哲学探究》的第一章的著名段落之中，他认为，一切事物的本质是确定性的，而非概率性的，而人之所以需要概率是因为人的知识和心智的不完善，“一切事件，即使是那些微不足道且似乎不符合伟大的自然法则的事件，也都正如太阳的运转那样必然是自然法则的结果。由于对这类事件与整个宇宙系统之间联系的无知，人们依据它们是有规则地发生和重复，还是无规则的出现，而把它们分别归之于终极原因或者偶然事件。但这些虚构的原因随着知识范围的拓宽而渐渐减少，并且在正确的哲学面前彻底消失，这种哲学将虚构的原因仅仅看成是我们对真实原因无知的表现。”
[50]



所以，对于以拉普拉斯为代表的古典概率学家而言，“概率是主观的”这种观念根深蒂固，它是因为人达不到完全的确定性而造出的虚构之物，是对人类无知的一种弥补手段。上帝（拉普拉斯将之世俗化为“万能的智慧者”或称“拉普拉斯妖”）的知识是确定的，因而是客观的，人类的知识只有达到确定的时候才是客观的知识。这种对客观性的理解是基于对必然性原因的理解，所谓的“概率”就只是一个粉饰矛盾的方法，当人们被迫面对无法知其前因后果的突发事件或者要必须做出判断和选择时，就必须借助于概率而不是事物本身的客观必然性。

拉普拉斯在认识论上对于概率的主观倾向并不意味着他在实践上排斥概率的客观方面。即使概率只是“人类心智的状态”，而不是“世界的真实状态”，然而，对于有限的人类而言，概率是一个不可或缺的认识工具，他相信即使是关于自然和社会的不完善的知识也是知识，这种知识可以从“基于观察和计算的方法”得到。于是，凭借着对于这个“权宜之计”可以弥补人类的无知这样一个强大的信念，概率被他广泛地应用于天文学、地理等自然科学以及包含政治经济、法律等当时统称的道德科学中去，这种思想是拉普拉斯在其《概率的哲学探究》中竭力向读者提倡的：“让我们将建立在观察和计算基础上的方法应用于政治和道德科学之中，我们已经如此成功地将这些方法应用于自然科学领域之中。对于知识进程中所产生不可避免的结果，让我们不要提供哪怕最小无益的以及常常有害的障碍。我们只有极其谨慎严谨才能改变我们的习俗和我们已经习以为常的惯例。通过过去的经验我们应该清楚地了解到它们目前所面临的困难，但是我们对于它们的改变而产生的一些弊病的程度却一无所知。在这种懵懂无知的状态中，概率的理论能够引导我们避免所有的改变，尤其是那些在道德以及物质世界中只有付出巨大的生命损失才能够发生的急剧变化。”
[51]



拉普拉斯关于概率二重性的理解在他给出的概率的古典定义及其应用之中体现得尤为明显。早在1774年的一篇论文中，拉普拉斯就已经给出了现在所称的概率的古典定义
[52]

 ，这个定义后来也出现在《概率的哲学探究》中，其中，拉普拉斯把它作为他的概率理论的最基本的两个原理（原理一与原理二），这是他的整个概率哲学探讨的基础之一：

原理一——概率的定义，……，它是有利情形数与所有可能情形数之比。

原理二——但上面假定了各种不同的情形是等可能的。如果各种情形并非是等可能的，就首先得确定其各自的可能性，对它们的精确估计是偶然性理论的最困难之处。如果是这样，此概率就为每个有利情形的可能性之和
[53]

 。

拉普拉斯的概率定义中的“等可能性”主要是建立在一条原理和两个著名的法则之上，这条原理是不充足理由律（principle of indifference），也称为无差别原理，即当没有理由使人们相信一些事件应当比其他的事件更倾向于发生时，就将所有事件发生的概率看作是相等的、无差别的。他的两个基本法则之一是伯努利法则
[54]

 ，另一个是贝叶斯法则
[55]

 。这两个原则相互配合，使得拉普拉斯得以把概率广泛应用于机会的游戏、观察的误差，男女出生的比率，以及法庭的判决等方面。拉普拉斯对于这两个法则的应用带有明显的主观倾向，拉普拉斯本人已认识到将主观的概率应用于实践的危险性，例如，他在“在假设的等可能性中可能存在未知的不均等”一章中，区分了假设的相对可能性和事件自身的本性所导致的绝对可能性：绝对可能性对应着事件的恒定原因，相对可能性只是与我们关于这些恒定原因的知识状态有关。他一再警告混淆绝对可能性和相对可能性可能会导致数学上的不相容，所以根据绝对可能性的新知识，概率必须不断地改正对相对可能性的估计：既利用逆概率公式，根据已观察到的结果计算原因的概率，然后再根据给定的已发生的事件的记录等信息计算将来事件的概率。但是在实践中，拉普拉斯几乎总是假设所有的情形是先验等可能的，这种认识论与实践应用方面的脱节为拉普拉斯所理解的具有模糊二重性的概率投下了阴影，这种矛盾在19世纪随着对概率的数学和哲学研究的深入而逐渐累积和爆发出来
[56]

 。

2.2　概率与决定论

与概率的主客观两重性的解释密切相联系的另一个哲学问题是决定论的问题，所谓“决定论”（Determinism）是指：宇宙中的任何事物或事件的发生都是有原因的，都是自然规律的结果，并永远是自然规律的结果。每个事件是因为自然规律的原因而发生的，包括人类的认知、举止、决定和行动都是由一定的原因和条件所决定的。在历史上“决定论”这一术语被明确地提出来是较晚的事情，根据哈金（Ian Hacking，1936—）的考察，这个词首次出现在1789年一本德文书的名称中，该书的标题为“决定论（Determinismus）与自由意志”。尽管如此，决定论的思想却有着悠久的历史，在早期，人类对于这种思想的探讨常常与必然性、宿命论、自由意志、神学中的预定论以及唯物主义等哲学问题缠绕在一起
[57]

 。现代哲学中的决定论有着众多的形式，但一般而论，可以区分为关于物理和心智两种形式的决定论，前者主要是着重于对必然性的考察，局限于有广延的、空间的、物理实体的领域，尤其是考察一切由“因果关系”联系起来的自然现象，例如，由自然规律所确定的一切运动现象等，自然律保证了从已知的原因一定可以推出确定的结果。在这种视角下，世界就像一部钟表在运作，由此可以预知未来的一切，这种思想也被称为机械决定论。自16世纪以降，随着自然科学取得的巨大进展，机械决定论逐渐获得了主导的地位。例如，培根（Francis Bacon，1561—1626）相信事物的“潜在形式”决定了它们的性质，笛卡尔（Rene Descartes，1596—1650）及其追随者坚信有一条连续不断的力的因果链；莱布尼茨（G.W.Leibniz，1646—1716）基于逻辑的出发点也得出相同的结论；即使坚决否认事件之间的因果关系的休谟（David Hume，1711—1776）也承认事件之间存在着一个必然的顺序。另一种是关于心智或精神方面的决定论，这种决定论将因果法则或自然法则的作用推广到思维、情感和精神领域，它认为人类的认知、举止、决定和行动都是预定的，绝不是毫无缘由而发生的。这种决定论早在开尔文主义、詹森主义的神学之中曾经历过一次繁荣，这种思想的再次回潮是随着霍布斯（Thomas Hobbes，1588—1679）、拉美特利（Dela Mettrie，1709—1751）、霍尔巴赫（Heinrich Diefrich，1723—1789）等唯物主义者对于自由意志的反对，斯宾诺莎（Baruch de Spinoza，1632—1677）的泛神论甚至限制了上帝的意志等思想的影响而发生的，至18世纪末期随着“人是机器”等观点的流行，这种决定论思潮也达到了一次高潮。

上述两种决定论思想在拉普拉斯的概率哲学中都有所反映，尽管在拉普拉斯的著作中，他着重于阐述的领域仍然在于自然现象尤其是天文学领域以及社会统计等方面，但是他也花费了大量的篇幅论述关于个体的自由意志、大脑意识和心理学等方面的内容。一般认为，拉普拉斯的决定论思想的最明确的表述就是出现在其《概率的哲学探究》中的一段著名的宣言：

“我们应该把宇宙的目前状态看作是它的先前状态的结果，并且是以后状态的原因。万能的智慧者能够在给定的一瞬间理解使自然界生机盎然的全部自然力，而且能够理解构成自然的存在的各自的状态，如果这个智慧者广大无边到足以将所有这些资料加以分析，将宇宙中最巨大天体的运动和最轻的原子的运动都包含在一个公式中。那么对于这个智慧者来说没有任何事物是不确定的，未来如同过去一样在他的眼中将一览无遗。”
[58]



这是一段具有天文学性质的表述，这个关于决定论的经典论述却没有出现在《天体力学》或《宇宙体系论》等有关天文学的著作中，而是出现在拉普拉斯关于概率论的著作中，这是一个值得关注的现象，或许对于拉普拉斯等古典概率学者们而言，决定论与概率论的关系更为密切，由此便进一步引出了一个非同寻常、耐人寻味的问题：概率论与决定论何以能够结合在一起？

古典概率论起始和繁荣于17世纪，此时，人们因将数学应用于经验的领域而取得了前所未有的成功，这些领域包括了从行星及其卫星的运动、彩虹的形成等到石头的下落、弦的振动等几乎一切领域。这些领域因为数学的应用而取得了累累硕果，这些辉煌的成就使世人折服于数学的力量，人们对于数学的崇尚几乎到了一个无以复加的程度，正像伽利略所发出的自然数学化的宣言：自然的语言就是数学的语言，自然界是依数学设计的，自然界的真正定律是数学定律，这是因为上帝是根据数学规律而设计了宇宙。所以，自然是完全被数学定律所决定的，至少从上帝的视角来看是如此：对于因与果的固定联系就如同一个数学证明中的前提和结论的连接那么强固和必然，结果已经蕴含在原因之中了。决定论就建立在这样的信念之上，它成为用数学描述自然的一个前提条件。

然而，看起来似乎无规律可循的偶然事件是怎样成为数学研究的对象呢？概率论的创始者之一帕斯卡尔都承认，在“关于风险的数学”（mathematics of hazard）中存在着一些矛盾的意味
[59]

 。早在一百多年之前，最早对于赌博问题的数学规律进行的一些尝试都绊倒在这个问题上。16世纪意大利的物理学家和数学家卡尔达诺（Girolamo Cardano，1501—1576）也是一位嗜赌成性的赌徒，在他的著作《赌博游戏手册》（成书于1520年，1663年出版）之中，他在许多有关概率的重要问题上已经做出了重要的思考，他的工作在许多方面唤起了后来的概率学者对赌博这种实践活动的认知热情，但他始终没有化解他对于其数学推论与实际结果之间存在冲突这个矛盾的疑惑。他认为，从数学的确定性来说，必须确信在每六次的抛掷中，骰子的每一面一定会出现一次，然而这个信念却与他作为一位赌徒在赌桌上的经验相矛盾。他也已经将概率与观察的频率联系在一起了，他曾宣称：如果骰子能够抛掷无限次就会产生一个“几乎必然的”计算结果，但是这种信念并没有抚平卡尔达诺对于此事的困惑。作为一个赌徒，他的兴趣在于当下而非长远，甚至只是一些个别的情境，作为一个数学家，他认为他的计算必定在每一个情况下都成立而不是在平均的意义上。最终他只好求助于“幸运之神”来化解这种冲突矛盾
[60]

 。

人类玩骰子游戏的历史已有几千年的历史，但是直到17世纪关于它的数学才正式诞生，对于概率的数学思想出现得如此缓慢的现象，人们提出了许多解释
[61]

 。其中一个解释认为决定论思想成为概率产生的羁绊，从古希腊时代起人们就认为，不能使完美的自然规律屈从于一个不完美的物理事实，因而未能发展出概率的思想。然而，洛琳·达斯顿（L.Daston）等人的研究表明
[62]

 ，事实恰恰相反，古典概率论的诞生需要一个彻底的决定论的气候，这种决定论甚至相信有一种隐含的稳定概率，变化不定的事件只是这种隐含概率的表面现象，至少从长期来看是如此。决定论使得一门“关于偶然事件的数学”成为可能，通过将可变的事件稳固在恒定的概率之上，即使反复无常的一些“偶然性的”现象也遵循着这种经验的标准。因此，早期的概率统计学者们肩负的一个重要使命就是对于偶然现象的征服，概率这种新的数学是实现这种新型的“拯救现象”的学术理想的唯一的工具。

“存在着隐蔽而稳定的概率”这种扩展的决定论思想在一些自然神学家们的论述中得以充分的展现。约翰·阿布兹诺特（John Arbuthnott）曾说道：一年又一年，男婴出生数总是超过女婴的出生数，但是男女婴的出生数之比稳定在一个非常微小的变化之中，这种性别的稳定概率是神为了保证一夫一妻制的持续；丹尼尔·伯努利指出，行星在太阳系的黄道平面上几乎直线的排列也是存在一个恒定原因的证据，这种对称性或稳定性不可能是由“纯粹的偶然性”引起的，另外，像人类眼睛的复杂构造、稳定的死亡率等等现象都成为“神圣设计论”的证明，设计论认为存在着一位智慧且又仁慈的神有计划地设计了这一切。这种信仰激励了18世纪几乎所有的统计学家，像德国的牧师约翰·苏斯米尔（Johann Peter Siussmilch，1707—1767）就在出生率、结婚率、死亡率等方面就看到了“一个稳定、普遍、完全和美丽的秩序”，对于这些自然神学家而言，如果相信存在游离于因果秩序之外的“偶然”和“运气”就是迷信，如果人们以世界的本来面目来看待这些现象、去洞察事物的“隐蔽的根源和法则”，就会发现纯粹必然性的原因，偶然性只是暂时的、主观的。

一些与自然神学家结成同盟的概率学家们，像雅可比·伯努利（Jakob Bernoullis，1654—1705）、德莫弗（Abranham Demoivre）等人也对此做了大量的论述。雅可比·伯努利在其著名的《猜度术》（1713）中所阐释的观点最具代表性，该书是18世纪概率论方面最重要的著作，其中，伯努利把概率解释为心智的状态而不是自然的状态，这种解释正是符合了当时标准的决定论信念——自然界并无随机可言，“在阳光下存在和运作的一切事物——过去的、现在的和将来的，都是确定的。”伯努利认为，抛掷一颗骰子的结果和日食的出现两种现象都具有同样的必然性，两者皆遵循力学的定律。然而，为什么日食可由计算得出必然性的结果，而骰子的抛掷结果只能由计算得出可能性（概率）的结果呢？伯努利认为，必然性与偶然性之间的这种区别纯粹与我们的知识状况有关，而与世界本来的状态无关，我们目前的知识还不完善，随着未来人类关于力学知识的进步，就如同我们现在计算日食一样，将来也能够精确地计算出骰子抛掷的结果。看一看那些缺乏力学知识的民族，对他们来说，日食可能仍是一种偶然性的事件，而不是必然性的事件，他们甚至可能仍然会对日食的出现进行打赌。所以，概率是关于确定性的度量，它随着人类知识的变化而变化，“一个事件在某一个时间，对某一个人而言，是偶然的事件，但是，它在另一个知晓其原因的人看来，或者在另一个时间或者在同一时间，却是一个必然的事件”。概率是基于人类无知的臆构之物，是用于估计那些未被完全理解的偶然事件的权宜之计。

伯努利著作中最著名的结果是伯努利定理：随着实验数目的增加，观察到的频率接近于先验的数学概率的概率也在增加，例如，摇动一个六面的骰子以六分之一的频率（可能结果的数学计算）每面朝上的概率会随着摇滚的次数的增加而增加。伯努利认为，这个法则是探知自然的一个崭新的可靠方式：“如果所有的事件可以被持久地重复，借此，我们就会从概率进入到确定性。我们将会发现世界上每一事件的发生都是源自确定的原因，并遵循着确定的规则，所以，我们不得不相信，在那些表面看来最偶然的事件中也有着确定的必然性。”这个定理把先验的理论与观察的现象联系起来，并且隐含地认可了培根哲学的归纳观点：自然是由严格的定律图式操控的，而重复的观察和实验最终将以确定性揭示出这些规律。

伯努利定理被英国数学家德莫弗于1733年进一步精致化，伯努利定理向人们展示了：偶然的不规则性并不能阻碍科学家观察隐蔽的自然秩序。正如德莫弗所评论的：“在所有的情形中都会发现，尽管偶然性会导致产生一些例外，并且这些例外可能有无数个，但是长期看来，这些例外与万物的创造者所设计的神圣秩序相比，实在微不足道。”
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因此，数学概率的古典解释在本质上被赋予了决定论的特征，这种特征在拉普拉斯的《概率的哲学探究》中得到了更加充分的展示。拉普拉斯认为，甚至一个微小事件的出现也不会不遵守伟大的自然法则，就像太阳的旋转那样，但是由于我们的无知，我们不得不把它们的发生归于偶然。没有任何事情会毫无缘由地发生，即使是自由的意志，不管多么的“自由”，也不会没有导致行动的动机。在拉普拉斯的思想深处，其最主要的一个目标就是揭开原因的定律，这项工作占据了他的概率研究的大部分。拉普拉斯把自然界看作是“规则的”与“不规则的”原因的复合体，但是在长期的趋势中不规则因的影响是对称的，这些影响会彼此抵消，这一点暴露了自然界是由恒定的原因所操纵的。恒定必然胜利，规则因最终可以征服不稳定的因素。除了统计稳定性的无数事实，概率论中的许多定理也证明了这一点，例如，中心极限定理。在拉普拉斯的概率工作中，他对于摸球问题相当重视，在这一点上他继承了伯努利的观点，认为许多自然和社会的规律可以由这个罐子模型来解释，在他的《概率的哲学探究》中他曾这样用摸球模型演示中心极限定理：“想象把一系列罐子排成一个圈，其中每一个罐子中有大数目的球：白球和黑球两种，起初白球与黑球的比在这些罐子中是不同的。例如，一个罐子可能仅有白球，而另一个罐子中可能仅有黑球。从第一个罐中抽取一个球放入第二个罐中，将第二个罐的球搅拌均匀，再从第二个罐中抽出一球放入第三个罐中，这个过程持续下去，直到从最后一个罐中抽取一球放入第一个罐中。然后这个过程重复地一次一次进行下去。概率的分析向我们显示，在这些罐中白球与黑球的比将以等同而结束，并且等于白球的总数和与黑球的总数的比。这样根据这个变化的规则图式，在这些比之间的初始的差别随着长序的变化而消失，而让位于简单的秩序。现在，假设在原来的罐之间放一个新罐子，并且新罐子中白球与黑球的总数与原来罐中的黑球与白球总数不同。如果在混合的罐中重复地一次一次进行我们刚才讨论的程序中，那么在原来罐中建立的简单秩序将被打破，且白球与黑球的比将从一个到另一个有相当的差异。但是这种差异将一点点消失，最终让位于新的秩序——罐中白球与黑球有相同的比。这些结果或许可以推广到自然地正在发生的组合，其中，给元素以活力的永恒不变的力量建立了行为的规则图式，从而揭开了隐藏在一片混沌迷雾中的、由这些令人敬畏的规律所统治的系统体系。”
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当然，拉普拉斯的决定论不仅包含着对于宇宙的过去状态（原因）的探索，而且还包含着对于宇宙的未来状态的预测，这种两种探索最终可以化归为概率论中的两大类问题：一类是由事件结果探索导致事件发生的各种原因的概率，另一类是已知原因探讨将要发生的事件的概率。这两类问题是概率论研究的最主要的目标。赌博游戏中的许多问题为这两类问题提供了典型的数学模型，例如，摸球的模型。但是何以达到这个目标？有两个工具为达到这个目标提供了可能，这两个数学工具就是伯努利定理和贝叶斯定理。根据伯努利定理，对现实的完整的观察和记录会逐渐地为可能发生的事件提出好的猜想，反过来，由贝叶斯定理根据可能的证据去检验已发生事件的原因。总之，探索宇宙的方法通过伯努利定理和贝叶斯定理一前一后的合作，再加上日趋完善的数学分析技术，人类会逐渐地、一步一步地向真理接近，人类的认识会由统计数据所逐渐地完善。

此时自然科学取得的如此辉煌的胜利提供了一个典型的样板，那么同样通过拉普拉斯以及同时代的其他人所设想的一种数学方法也可以应用于道德科学。拉普拉斯把关于人的科学视为一种社会机械学，人可呈现的每一种情感和智力的现象几乎都可以比喻为物理中的现象。例如他说人类社会中的突兀变化分散了“活劲的社会当量”（societal equivalent of vis viva），并把激起的共同情感的反映状况比喻为“情感的共振”（sympathetic vibrations）。尽管他承认道德的原因比对它们的物理分析更为繁杂，但是拉普拉斯还是倾向于这一点：他的机械学的和动力学的比喻远比单纯的比喻公正：“在相互对抗的行动缘由之间摇摆不定，可以看作是同等的力之间形成的一种均衡，由感觉中枢中产生的突兀变化会遇到阻力，物质系统会抵抗这种类似的变化；如果人想避免此类剧烈的震动以及被纯粹的力引入歧途的话，在那个系统中借助难以察觉的关系继续向前是十分必要的。就像长时间连续不停地电击会耗尽伏打电池或鳗鱼的发电器官（的电量）一样，一直强烈的且持续不断的关注也将使得感觉中枢精疲力竭。为了使得人对于智力的问题有所感知，我们从物质的对象中所得出的所有比较几乎都是本质上基本的特征。”
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拉普拉斯的决定论思想还体现在其关于社会规律的稳定性方面的思考，统计数据的稳定性是这种思想的最明显的体现。例如，拉普拉斯说从法国的彩票中得到的收入是稳定的，信封上因为写错或没有给出地址等原因而不能投寄的信与所有信件的比率是稳定的，很多自由意志的个体行为的总的结果也是稳定的，……对于这种统计稳定性的探讨不仅成为拉普拉斯研究概率论的主要部分，而且也吸引了19世纪拉普拉斯的大部分的追随者，例如，泊松正是从这一点毫无困难地引入了大数定律，凯特勒更是将他的大部分精力投入了对于这个信念的证实之中。

所以对拉普拉斯而言，决定论肩负着不可推卸的重要职责，那就是为所有的现象（无论多么特殊、甚至奇异的现象）提供详细的因果解释，尤其是用数学或者理性去征服那些变化不定与反复无常的现象。他坚信，所有的自然现象，无论多么奇异和罕见，最终都可以化归为严格的自然规律之下，概率论归根结底是一个揭示和发现隐藏在缤纷杂乱的现象之下的永恒规律和法则这一伟大目标的工具，概率论并非如欧几里得几何学那样的演绎理论，但它是“混合数学”的一部分，它的主要价值就是帮助人类实现这一目标。在拉普拉斯的《概率的哲学探究》这部内容繁杂、头绪众多的著述中，其形式结构在表面上给人一种散漫无序的感觉，但是其内容却始终贯穿着一个意图：概率是人类揭示自然界和人类社会中那些令人敬畏的永恒规律所必需的一个有效的工具，在《概率的哲学探究》中的大部分篇幅中，他对于概率论几乎无所不在的应用的详细讨论就都是其决定论思想的体现。所以决定论的思想并非像有些学者所理解的那样是阻碍了概率论的发展，其实，它是拉普拉斯及其继承者们以极大的热情投入其中的强大的动力和出发点之一，拉普拉斯的概率论在所有领域中的实践几乎都是建立在一个假设上的，即所有的现象是稳定的和有秩序的，由此才使得这门“将常识进行量化和演算”的数学成为可能的。

2.3　期望、理性与概率

作为一种系统的数学研究，概率论肇始的标志是1654年两位法国数学家帕斯卡尔（Blaise Pascal，1623—1662）和费马（Pierre de Fermat，1601—1665）围绕着对赌博中一个点问题的探讨而展开的通信。所谓“点问题”是指当游戏在完成前被终止时，怎样处理两名技能相当的游戏者的赌金分配问题。例如，假设甲乙两个赌博者每人出32个比索的赌注，两人各自选取一个点数，谁选择的点数首先被掷出3次，谁就赢得全部的赌注——64个比索。在游戏进行到甲选择的点数出现了2次，乙选择的点数出现一次的时候，游戏不得不停止，他们该如何分配64个比索的赌注呢？

帕斯卡尔和费马对此给出了各自的解答，帕斯卡尔认为不管游戏的结果怎样，甲至少应得总数的二分之一，即32个比索。所以，不确定的期望只涉及另一半，此时，甲还有百分之五十的可能赢得另一半，所以，公平的分配应是甲分得自己的期望：1·32+1/2·32＝48（比索），乙应得16比索（不确定的32的一半）。在这个问题的解法中，帕斯卡尔分析的中心点不是概率及其计算，而是两个赌博者的期望和公平。

帕斯卡尔和费马的信件直到1669年才出版，第一本关于概率理论的出版著作是由荷兰的物理学家惠更斯（Christian Huggens，1629—1695）于1657年出版的名为《论赌博中的推理》，在这本小册子中，惠更斯明确地提出了一个概念：在赌博中获胜的“运气的值”，这实际上就是以后所称的“数学期望”，他说：“我以这个假设开始：在游戏中必须赢的概率有一个值，如果你拥有了这个值，在一个平等的游戏中你就可以获得同样的机会，那就意味着在这个游戏中对所有的人都是公平的。”显然，对于惠更斯来说，一个公平的游戏就是每一个参加者都具有相等期望的游戏，游戏不能对花代价进入风险的任何人不利。如果游戏是公平的，参加者必须情愿地交换他们的期望。惠更斯给出的其他一系列的证明也是建立在对一个公平的合同的直觉理解上的。现在概率论中用概率的术语来定义期望，而惠更斯则隐含地从期望导出概率。因为游戏被假定是公平的，所以概率是相等的。“关于期望推理的现代顺序被颠覆了：并非因为对所有参加者概率是相等的，游戏就是公平的，而是因为假设游戏是公平的——因为参加者的条件是没有差别的，就像由他们情愿交换条件所显示的那样。”
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所以，尽管由帕斯卡尔、惠更斯等人所启动的这门新知识被称作为概率的演算，但是严格来讲，他们提出的是期望的演算，而并非概率的演算。数学概率最早的表述以及由其实践者所提出的问题几乎都是借用期望的术语来表达的，或者至少可以被理解为平等的期望的术语。为什么帕斯卡尔、惠更斯等第一代的概率学家们选择了期望而不是概率作为他们理论的基础？这种对于期望的重视源自他们那个时代的法律和经济的影响。16、17世纪西欧的商业气氛的日渐浓厚，于是法律和宗教界展开了关于是否应将商业中的冒险从宗教禁律中免除，以便应合关于赌博和高利贷的讨论。这种讨论使得人们将焦点聚集在与运气有关的一些合同公平上，这种合同涉及游戏、年金、联合投机险等具有风险的事宜，合同的公平依赖一种不确定的未来前景。这个议题早期发展的大部分内容都关涉到期望，这是关于未来收获价值的一个数字，而不是概率本身。

早在罗马时期，投机性合同（aleatory contract），即涉及不确定性因素的所有协议，就被纳入罗马教规的体系中，成为法律合同的一个被认可的分支。这种形式的合同吸引了16、17世纪以来一些重商主义的辩护士们。根据格劳修斯（Hugo Grotius，1583—1645）、托马斯·霍布斯（Thomas Hobbes，1588—1679）、赛缪尔·普芬道夫（Samuel von Pufendorf，1632—1694）、洛克（John Locke，1632—1704）等人的论证，那些参与到巨大风险中的人理所当然地拥有一定的利润，这就是在贸易中为人所知的“风险的价格”。但是，并没有固定的数学法则可以把风险转化成补偿。由于缺乏某种共识或者数学的法则，亦缺乏可靠的、完善的统计学，法官、商人和神学家们在谈判中反复地争论类似如下的一些问题：“考虑到不确定性，怎样才能做到得以偿失？”等，在对于这样一些问题以及其他问题（如彩票、赌博等）的探讨中，合同法最关心的是如何规定这些投机性合同的所有参与者之间的条件平等。格劳秀斯认为，合同“旨在促进人类之间的利益交流”，因此公平的合同也就意味着条件的平等。这样，焦点就集中在保证期望公平上：如果一个契约中的所有合伙者或者参加者对于结果拥有平等的期望，那么这项事业就是公平的。所以，正是相等的期望，而不是赢输的概率保障了一个契约是公平的，从而也使得风险计算成为一个可操作的法则。正如法国法学家多马（Jean Domat，1625—1695）所说：“在赋予平等的条件之下，人们共同拥有事件的不确定性和相同的权力，这种状况也使他们的契约公正平等。”

赌博游戏也属于投机性合同所涉及的事宜，激发帕斯卡和费马通信的点问题就是法律期望的一个典型的问题：怎样公平地分配一场未完成的赌博的赌注。上面所引用的惠更斯对期望的定义是用一种公平交易或合同的术语而表达的；“在一个公正和平等的游戏中”，相等的期望是那些能够与另一方相互交换的东西。

因此，早期的概率期望承袭了当时常用术语“期望”的两种不同的定性的含义
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 ，一是人们对于法律中公正的期望，另一种是源于经济学中的公平获利的思考。这两种关于期望的视角——法律的和经济的，一个与公平有关，而另一个与利益有关，两者铸造了尚未成熟的概率的早期数学理论。从1654年概率论最早形成直到1814年拉普拉斯的《概率的哲学探究》的出版，法律的平等和经济的谨慎在不同的方向上推动了数学概率中的概念的发展，使得期望成为这个学科早期发展中的一个中心概念，而期望的这两重含义也使得它成为将数学概率与社会科学连接起来的桥梁，并将概率论与理性和道德科学的启蒙思想联系在一起。

启蒙思想的重要特征之一就是认定“理性”是人的本质，并且坚信人类的历史就是理性不断启蒙和理智力量自我发展、人性逐渐走向完善的历史。这种思想深深地扎根在17、18世纪间在欧洲广泛传播的理性主义精神氛围之中。理性主义者认为人的推理可以作为知识来源的理论基础，这种观点是随着笛卡儿的理论而产生和传播的，笛卡尔相信永恒真理（包括数学以及科学的认知及形而上学基础）可以单纯靠推理得到，关于物质世界的知识就可以从这些永恒的真理中推演出来，就像欧几里得的几何学那样被严格地推论出来。

然而，17世纪以来持续不断的宗教和哲学的争论带给人们这样的一种感觉：确定性是不可能的。在难以控制的不确定性的条件之下，许多人开始接受以洛克为代表的经验主义观点，即人们在生活中的实际判断不是基于确定的知识，而是基于从经验中得来的概率性的知识。“人是不能够像上帝那样从确定性的知识出发而行动的，作为堕落者，人仅仅获得了概率性的知识。人是由源自经验的概率性知识的引导而行动的。”所以，大多数的人类决定是在“昏暗的概率”中做出的，而不是在确定性的灿烂阳光中做出的。这种理解势必也蕴藏着对传统的基督教信仰的怀疑和威胁，许多思想家无意让自己的思想成为摧毁传统基督教信仰的工具，他们希望能够寻找一条怀疑论者的经验主义和笛卡儿及后继者严格的理性主义的中间道路。在这些温和主义者中，著名的是一些皇家学会的神学家们，例如，罗伯特·波义耳（Robert Boyle，1627—1691），约翰·威尔金斯（John Willkins，1614—1672）等。他们认为，如果没有启示的帮助，而只承认数学的或“形而上学的”确定性可能超越了人类智力所达到的范围。这些护教者们亦主张只有理性的信仰才是合理的——不管是对宗教的、科学的、还是其他的信仰，因为缺少了理性，日常生活将会是不可思议的。他们认为信仰是实用的和有效的，同时信仰也是精神的和冥想的。波义耳注意到尽管建立在概率知识上的道德论证不能够自称具有形而上学的，甚至较低级的物理的确定性，它们“仍然是最可靠的向导，人类的行为，即便不是深思熟虑的行为，也通常是遵循着它们的”。这是人的理性对于具有确定性的“上帝理性”的反应。在理性的这个新的定义中，一个假说的证明无须具有一个数学证明那样的完全严格性，就像欧几里得几何的一个定理。他关心的问题是确定性的一个特定等级，一种适度的宗教信仰，以使得一个理性的人会接受它，并在他或她的日常生活中依据它而行动。这样，宗教信仰的问题就不是一个严格的证明问题，而成为一个充分见证的问题了。用波义耳的话说就是：“一定程度的证据可以合理地认为是充分的，以使得基督教的思想适于被人们接受。”根据这个实用主义的标准，即使最坚定的怀疑论者都暂停了他们的怀疑
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 。

护教者们把日常生活的这个“实用的理性”作为所有信念的标准：我们必须相信所有充分可能的事物，不管它是万有引力定律、上帝的存在、还是税赋的永恒性，唯有如此，才能激励理性的人在其日常的事务进程中采取行动。“可能的”一词对于护教者们意味着“最高的期望”。它的真正重要性在于它为将概率论延伸到道德科学的其他应用提供了一个框架。波义耳等人认为人们在生活的每一方面，从商业到宗教，最理性的做法就是将自己的期望最大化，不管是判断上帝的存在，还是断定航行至东印度群岛成功的实际概率，都必须依据可能的得失的量而断定。波义耳宣称的“谨慎支配”认可了根据期望进行的推理：所有理性的人都会同意：为了拯救生命牺牲一条被坏蛆感染的肢体、当感染天花或其他致命的疾病时要求助于一个未经证实的治疗方法、为了一个巨大的收益前景投资一个有风险的商业冒险，这些或许是最明智的选择
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 。

所以，正是期望成为概率学者将概率论与当时的道德科学连接起来的桥梁。对于18世纪的实践者，对于由道德科学所探求的理性的个体的思维过程的分析，古典概率论看起来是唯一合适的数学工具。通过将引导那些具有理性的精英行为的一些法则编撰成典，概率学者希望这些精英的理性法则为所有人所接受。而当被理解为工具的数学结果与这些理性的判断相矛盾时，数学家们就用启蒙的观念转而去尝试重新安排数学的结果。概率学者认为数学的理论只有描述理性并使之系统化，而不是控制和支配理性。“理性人”的判断和推理成为所有理性信仰和行为的度量标准。

就这样，概率演算与公众的理性和判断力联系在一起。拉普拉斯在《概率的哲学探究》中总结道：“概率，归根结底就是将理性的判断划归为一个计算；它使我们感激精确性，即通过某种本能感受到的这种精确性的思想，但又总是不能说出这种精确性的原因。”
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 所以，早期概率论的历史是启蒙思想实践的一部分，这种实践试图把人类相互作用的所有领域都纳入到理性（数学的）法则之下，一般地，他们调整对数学的理解以便与理性判断（good sense）持续变化的定义相适应，并且应用理性人的标准作为决策制定的一个标准。当数学结果与理性的判断，尤其是与理性的理解相抵触时，18世纪的概率学者们就急切地重新检验他们的前提和证明，不断地对期望的定义与有关的理论进行修订和调整，以使之在法律、经济或者心理学中的应用更有效。一旦概率不仅可以描述而且也可以将理性推理系统化这个理想得以实现，那么，这些结果能够超越受过良好教育的人群，即理性人，而推广至更广泛的人群，从而获得人们在道德、经济、法律等所有领域中有教育价值的社会共识。

2.4　帕斯卡尔赌注

概率论及其中的期望思想以及对于理性的新理解吸引了当时的基督教护教者们，帕斯卡尔赌注就是根据概率、期望和对理性的新诠释来为基督教的合理性进行辩护的一个范例。17世纪法国数学家、思想家帕斯卡尔的未竟之作《思想录》由后人根据他遗留的手稿编纂而成，这些手稿皆是长短不一的文字片断，其中标号为233的片断（布码编号）是该书为数不多的几个细致论述的最长片断之一，这个段落即是被后人所称的“帕斯卡尔赌注”。

在《思想录》中题为“无限无物”的一段（233）中
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 ，帕斯卡尔开宗明义地提出正视有关信仰问题的重要性，这些问题包括：上帝的存在、灵魂的不朽、来世生命的奖惩等，他写道：“这一生的时光只不过是一瞬间，而死亡状态无论其性质如何，却是永恒的；我们全部的行为与思想都要依照这种永恒的状态而采取如此之不同的途径，以致除非根据应该成为我们最终鹄的之点的那个真理来调节我们的途径，否则我们就不可能有意义地、有判断地前进一步。”对于上帝以及超越死亡的永恒生命的存在等问题的认识关系着人的处境和命运，人面临着永劫不复之境的可能性，但是有许多人却对此无动于衷，且自满于这种状态，甚至公开炫耀。“因此就一定要把这一点向那些终生都在其中度过的人们提出来，好让他们看到自己的愚蠢而惊慌失措，使他们感到它的荒诞和愚昧。”
 由此他们才能够把握免于绝望的机遇，获得由上帝赐予的无限生命，这种认识是帕斯卡尔提出赌注论证的基础。

然而，上帝是否存在？帕斯卡尔认为，人的有限性使得理性不能对这个问题做出确凿的判定，正如公理的选择不是理性可以做出的，这种状态也如赌一枚硬币掷出正面或反面的不确定性结果一样，于是，帕斯卡尔就将判断上帝存在与否的问题以赌徒下赌注的模式呈现出来：“‘上帝存在，或不存在。’然而我们将倾向于哪一边呢？在此理性不能决定任何事情。有一种无限的混沌，把我们隔离开了。这里进行的是一场赌博，在那无限距离的极端，正负是要见分晓的……你将会选择哪一方呢？”

对此，一个理智的人或许会说他不参与这场游戏，尤其是当时一些持不可知论或宗教冷漠立场的皮罗主义者认为在这个问题上可以搁置抉择，这种观点以对话者之口表达出来：“不；我要谴责他们的，并不是已经做出了这项（或那项）抉择，而是做出了一项抉择，因为无论赌这一边还是另一边的人都属于同样的错误，他们双方都是错误的：正确的是根本就不赌。”对此，帕斯卡尔认为，每一个人必须在两者之间做出选择：“……然而，不得不赌；这一点并不是自愿的，你已经上了船。”既然我们来到了这个世界上，我们人人都已参与到这场游戏之中了，这是一个谁都不能退出的游戏，每一个人不论愿意与否必须将他的生命下注在其中一边，那些持冷漠和疏远立场的人或者说不做抉择的人实际上将自己置于了不信上帝的一边。

所以，在“上帝存在或不存在”两个可以选择的前提之下，每一个人必须做出一个抉择：要么肯定有神并以此来约束自己——上帝存在，他是那位至高公正的审判者，他会给予人永恒的奖赏或惩罚；要么委身于无神论的观点——否认上帝的存在，没有天堂和地狱。既然必须下一个生命攸关的赌，那么接踵而至的问题是：人应该怎样做出最有利的选择？帕斯卡尔认为：

“让我们权衡一下，赌上帝存在这一面的得失吧。让我们估价这两种情况：假如你赢了，你就赢得了一切：假如你输了，你却一无所失。因此，你就不必迟疑去赌上帝存在吧。——（帕斯卡尔的对话者：）‘这个办法真了不起。是的，非赌不可；不过或许我赌得太多了吧。’——让我们再看，既然得与失是同样的机遇，所以假如你以一生而只赢得两次生命的话，你还是应该打这个赌；然而假如有三次生命可以赢得的话，那就非得赌不可了，何况你有必要非赌不可；并且当你被迫不得不赌的时候而不肯冒你的生命以求赢得一场一本三利而得失的机遇相等的赌博，那你就是有欠深谋熟算了。然而这里却是永恒的生命与幸福。既然如此，即使在无限的机会之中只要有一次对你有利，你就还是有理由要赌一以求赢得二的；你既然不得不赌而你又不肯以一生来赌一场三比一的赌博，——其中在无限的机遇里，有一次是对你有利的，假如有一场无限幸福的无限生命可以赢得的话——那么你的举动就是头脑不清了。然而，这里确乎是有着一场无限幸福的无限生命可以赢得，对有限数目的输局机遇来说确实是有一场赢局的机遇，而你所赌的又是有限的。这就勾销了一切选择：凡是无限存在的地方，凡是不存在无限的输局机遇对赢局机遇的地方，就绝没有犹豫的余地，而是应该孤注一掷。所以当我们被迫不得不赌的时候，与其说我们是冒生命之险以求无限的赢局（那和一无所失是同样地可能出现），倒不如说我们是必须放弃理智以求保全生命。”

对于究竟如何理解上述这段的论证逻辑，人们一直存有争议，哈金（Ian Hacking）的观点得到大多数学者的认可，他认为，在这段论证中，帕斯卡尔是以三个数学决策论的形式给出的
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 ：其一是最简单的优势论证，其二是基于期望的论证，其三是进一步基于期望论证的一个改进的、更加复杂精致的版本，即优势期望论证。每一个论证在逻辑上都是有效的，并且都体现了一种现代决策理论的形式，当然这种形式只有在20世纪才被进行了适当的分类和特征化，尤其是第三个基于优势期望的论证正是人们通常理解的帕斯卡尔赌注的形式，它与现代决策论的基本的思想是一致的，即人在面临不确定问题的各种可能的自然状态时通过审视其带来的收益而评价决策的优劣。常用的选择方法之一是根据这些状态能够实现的可能性而赋予它们一定的权重，即概率或合理的概率区间，并权衡每个行为决定所产生的期望，最终选择能够带来最高期望的决定。这一论证的逻辑结构可如下所示：
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所以，赌上帝存在的期望值＝p·∞+（1-p）·U2
 ＝∞

赌上帝不存在的期望值＝p·U3
 +（1-p）·U4
 ＝有限的值

帕斯卡尔的论证结论是：在上帝存在与否这一问题上，尽管我们不知道上帝存在的概率p有多大，但这个概率却并不等于零，否则将不会有任何决策问题存在了，所以上帝存在的概率总是一个有限的正数，无论这个数是多少——不管是小还是大——基于上帝存在而选择的虔诚生活所产生的回报的期望值总是无限大的，它总是超出了世俗生活的有限的期望值。因此，不管上帝存在的概率是多少，总有足够大的回报使得基于上帝确实存在的假设而做出的行动是理性的选择。

一般来说，上述这段设计精巧、逻辑严密的论述是目前流行的对帕斯卡尔赌注的理解，它很容易被当作简单的保险版本被误解和误用，认为信仰不需要付出多少，只是做出一个押注到上帝存在的决定并给予一个逻辑合理的数学论证，人就会得到信仰，由此就会得到无限的回报，避免神的审判，被赐予永恒的生命，等等。但是，真正的信仰能够通过某个严谨的数学论证推理就可以解决吗？之前的许多思想家或神学家不是也给出了上帝存在的数学或逻辑证明了吗？像安瑟尔谟、托马斯·阿奎那、梅森、笛卡尔等人，帕斯卡尔在此超越前人之处是：他清醒地认识到人类的感官、科学和理性在信仰问题上的局限性，自幼的身体孱弱和病痛困扰给予了帕斯卡尔超越常人的敏感性，这使他更加能够敏锐地体会到人的处境和人性的复杂，所以，他并没有终止于这个论证的完美，而是接下来以对话者的口气问道：

“是的；但我的手被束缚着，我的口缄默着；我被迫不得不赌，我并不是自由的；我没有得到释放，而我天生来又是属于那种不能信仰的人。然则，你要我怎么办呢？”

帕斯卡尔答到：

“确实如此。但是你至少可以领会你对信仰的无力，……你愿意走向信仰，而你不认得路径；你愿意医治自己的不信仰，你在请求救治：那你就应该学习那些像你一样被束缚着、但现在却赌出他们全部财富的人们；正是这些人才认得你所愿意遵循的那条道路，并且已经医治好了你所要医治的那种病症。去追随他们所已经开始的那种方式吧：那就是一切都要做得好像他们是在信仰着的那样，也要领圣水，也要说会餐，等等。正是这样才会自然而然使你信仰。”

显然，帕斯卡尔无意将他的赌注作为一个信仰上帝的立竿见影的证明，他认识到押注一个逻辑合理的赌注并不会使人产生真正的信仰，而心的皈依才是得救的必要条件。论证的合理性只是有助于推动一些人接近信仰。但是在通往真正信仰的道路上还有很多障碍，这些障碍常见于我们的情感、态度、激情、习惯性的思维方式和行动之中，所以，扫清信仰之路上的障碍还有赖于人的日常生活方式和习惯的栽培和滋养，信仰不能脱离实践。对于帕斯卡尔而言，基督教信仰的实践不仅仅是一张禁做事项的目录，而更是一个必做事项的目录，赌注的合理性尽管由数学论证的逻辑所保证，但它其实更是关于选择一种生活方式的决定，例如，参加敬拜、关怀、牧养、教导等活动，以及与那些邀你去教堂的人交往，从他们那里发现“你向往遵从的道路”。所以，数学论证只是帕斯卡尔赌注的第一步，接下来，它更是一种道德的、伦理的和个人的实践决策，是从那些已经下注之人那里学习的一种生活方式，正是在这种生活方式的实践中，内心才能得到真正的信仰。

帕斯卡尔在论证中隐含着这样的预设：在必须要做出唯一和终极的赌注的情况下，将生命赌在上帝存在一边的人就拥有了不会失去什么但却赢得一切的机会。另一方面，那些将赌注押在上帝不存在一边的人则会冒失去永恒的利益和最终一无所获的风险。关于这一点，帕斯卡尔不可避免地面临着无神论者的反驳：在上帝不存在以及没有永恒生命的情况下，有神论者就失去了真理性，那么他所有牺牲和奉献都是徒劳的。无神论者还认为，如果没有上帝，人的存在的确是虚无的和盲目的，人只有用现世的享乐去面对这种残酷的现实。基于此，无神论者就拥有了真理性并且由此也获得了现实的利益优势。帕斯卡尔对于此反驳的回答是：在任何情况下无神论者都不会赢，有神论者都不会输。因为如果没有超越死亡的东西，无神论者得不到任何利益，甚至不可能知晓其赌赢后的满足感。接受“上帝存在”这个命题为真并且过一种有神的道德生活是人的天然理性使然。从这种意义上来讲，相对于无神论者，有神论者是更加具有理性的人，因为相信有神意味着这个人会活出更好的生命，其对于宗教和美德的经历本身就是其选择智慧的象征。帕斯卡尔认为，尽管荣誉和享乐伴随着无神论者，但是这些是有害的欢愉，其虚假性由其灾难性的后果展现出来。相反，源自对上帝的虔诚信仰以及由此带来的有美德的生命和品质等使人愈加确信基督信仰的真理性，这一点已经通过其实际效果而彰显于天下。对此，帕斯卡尔在赌注的最后写道：“参与了这一边（上帝存在）会对你产生什么坏处呢？你将是虔敬的、忠实的、谦卑的、感恩的、乐善的，是真诚可靠的朋友。你确实决不会陷入有害的欢愉，陷入光荣，陷入逸乐；然而你绝不会有别的了吗？我可以告诉你，你将因此而赢得这一生；而你在这条道路上每迈出一步，都将看到你的赢获是那么的确定，而你所赌出的又是那么的不足道，以至于你终将认识到你是为着一桩确定的、无限的东西而赌的，而你为它并没有付出任何东西。”正是这个结尾赋予了帕斯卡尔赌注一些实用主义的色彩
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 。

帕斯卡尔赌注随着《思想录》的流行而产生了极大的反响，它激发了人们的论证热情，对它的解读与争论成为哲学、宗教乃至数学史等领域的一个持久不衰的论题，其中包含着对于帕斯卡尔赌注的赞美、应用，和进一步的阐释，当然也不乏如潮而起的对于帕斯卡尔赌注的批评和反驳，《概率的哲学探究》的作者拉普拉斯以及书中拉普拉斯提到的一个批评对象约翰·克雷格可以说是这两个阵营的代表人物。拉普拉斯在《概率的哲学探究》中多处提到帕斯卡尔的这个赌注，作为一位典型的启蒙时期的宗教怀疑论者，在论证的动机、论证的方法和结论等方面，拉普拉斯对帕斯卡尔赌注总体上是持否定态度的
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 ，但是，从拉普拉斯所关注的心理学和实用主义的角度来看，他对这个赌注又具有一些赞许的意味
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 。

2.5　概率与道德科学

拉普拉斯在《概率的哲学探究》中的第六章至第十七章的讨论基本上都可以归属于这样一个大的主题：概率在道德科学中的应用。道德科学（moral science）是具有启蒙时代色彩的一个名称，它与19世纪以后发展起来的社会科学具有许多共同的方面，两者也具有一个历史上的连续性，但是两者道德科学与社会科学却具有本质的区别，其最突出的差别是研究方法的迥异，具体体现在分析的对象和研究的单位两个方面。现在所称的社会科学，即道德科学不仅寻求能够描述和理想化地预测心理学和社会现象的形式化理论，而且还承担了为理性思想和行为建立标准的责任。法国重农主义者们公开宣称寻求统治社会领域的“自然定律”，他们以一种非常不同于一个物理学家的方式来理解这些定律，他们认为对于物理定律的服从没有选择的余地，而对于道德领域的定律的服从则是自愿的、可选择的。18世纪的道德科学研究对象选定为一群“在处理事务和各种行为中以富有经验和智慧而闻名的人们”，这些人被称为“理性人”（hommeséclairés），理性个体的举止和行为是道德科学研究的主要目标，目的是得出一些明确的规则来引导资质平凡的大多数人。这种视角是心理学和个人主义的，也是描述性的。这些理论中所描述的社会只是一些个体的集合，带有从他们本身的角色推出来的一些特点。所以，“道德科学”是一个带有浓厚的启蒙色彩的说法，它几乎包含了涉及个体的理性决策和判断的一切领域，它包括了人口统计、政治决策、保险决定、宗教信仰、法庭判决，等等，就像拉普拉斯在其《概率的哲学探究》中所理解的。

对于18世纪的实践者，对于由道德科学所探求的理性的个体的思维过程的分析，古典概率论看起来是唯一合适的数学工具。通过将引导那些具有理性的精英行为的一些法则编撰成典，概率学者希望这些精英的理性法则为所有人所接受。而当被理解为工具的数学结果与这些理性的判断相矛盾时，数学家们就用启蒙的观念转而去尝试重新安排数学的结果。要理解概率的理论为什么对来自数学以外的压力如此敏感这种现象，还必须求助于启蒙时代人们对于数学的本质的理解。当时的数学被认为是自然科学的一部分，数学包含了关于物理世界的各种现象本质的理论，所以被称为混合数学（Mixed Mathematics）。这个词来源于亚里士多德在他的《物理学》（193b22-194a15）中解释声学或光学是怎样将数学的形式与声音和光的物质混合在一起的。与更现代的应用数学相比，混合数学并不必需假设一个被应用到各种主题中去的先验的独立的数学理论，对于混合数学家来说，数学是对自然和社会的描述，这意味着在一类给定现象的重要特征和描述它的数学的模型之间必须获得即使不是完全的，也必须是近似的一致。由此，实践就成为检验它的一个重要标准，如果数学的描述明显地偏离了现象，那么混合数学家就要义不容辞地修改他们的理论，和月球运动的数学理论一样，数学概率也是可以修改的。18世纪的概率学者把概率论理解为混合数学的一部分，它不能独立于其主题而存在，即理性人的信念和行为，所以，要接受启蒙学者们的实践观念和行为经验的检验。

概率论是对人的“理性”的数学描述，在实践中，当数学结果与理性的判断尤其是与对理性的理解相抵触时，秉持着“混合数学”观念的18世纪的概率学者们就急切地重新检验他们的前提和证明，不断地对期望的定义与有关的理论进行修订和调整，以使之在法律、经济或者心理学中的应用更有效。在这个过程中，对于著名的圣彼得堡悖论的争论起到非常重要的作用。

尼古拉·伯努利（Nikolaus Bernoulli，1695—1726）于1713年在给皮埃尔·蒙特莫特（Pierre Montmort，1678—1719）的信中提出一个问题：甲乙两人开始玩一种掷硬币的游戏，游戏的规则是：甲掷硬币，如果第一次掷硬币就出现正面，那么乙付一个先令给甲；如果在第二次投掷中才出现正面，则乙付两个先令给甲；如果在第三次中才出现正面，则乙付甲四先令；在第四次中才出现正面，则付给甲八先令；以此类推。为了使游戏对于两名选手都公平，在游戏开始前甲将多少钱预付给乙（甲的赌注，或称参加费），才能使这场游戏为公平的？1738年，丹尼尔·伯努利（Daniel Bernoulli，1700—1782）研究了这个由他哥哥提出的问题，并在彼得堡科学院的《进展》杂志上发表，从此这个问题就以圣彼得堡悖论而著称。

基于当时的理解，游戏若是公平的，甲的赌注应该等于他所赢得的数学期望。根据数学期望的定义，A的数学期望是：
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这是一个无限大的数。因此，甲必须预付无限多的钱给乙。这个计算结果显然是荒谬的，没有任何一位理性的人愿意付很多的钱参加这种游戏。而实际的情况却是甲每次只需预付比较小的参加费，即可以使这个游戏是公平的。

这个问题之所以被称为悖论并不是因为有效的假设和方法与所推导出的数学结果产生矛盾，而是因为标准的数学分析的结果显然与常识相抵触。在对这个问题的讨论中，人们认为期望的定义是这个问题的核心，所以，令人满意的解决方法是必须用理性人的观点来重新定义期望。

1738年丹尼尔·伯努利提出要区分两种意义上的期望：一种是“数学期望”（mathematical expectation），另一种是“道德期望”（moral expectation）。数学期望对应着传统意义上的期望——事件的值与事件发生的概率的乘积之和。丹尼尔·伯努利注意到：数学期望的这种标准定义是基于一个等可能性的假设——每个参与者都冒着相同的风险，所以应具有“尽可能满足其愿望”的相同前景，这个概念忽略了游戏参与者的个人具体情况。这样，伯努利就把“数学的”期望与投机性合同的法律内容联系起来，依靠一个确定的数就平衡了不确定的期望。数学期望就将法官在从参与合同的各方而获得的直觉公平量化了，保留了合同法的术语和目标。

丹尼尔·伯努利的“道德期望”认为必须考虑到参与者的个人背景，以及从结果中所获得的满足度。即道德期望是每次结果所产生的效用，这种效用会随着不同的参与者而不同。丹尼尔·伯努利把道德期望定义为“平均效用”，即每次结果的效用与其概率乘积之和。他举例说：一个穷人如果有百分之五十的可能赢得20000达克特（ducat，当时流通的货币），那么在抽彩中如果不抛出他的9000达克特的彩票就是傻瓜。相反，一个富有的人在相同的情况下买进相同数目的彩票则是明智的。总之，人从冒险行为中所得到的利益必须顾及参与者的财产、环境和他们的能力等个体的因素。道德期望是对期望的一个经济学角度的解释。

达朗贝尔也对这个问题进行了论证，但是，他反对单纯地基于道德期望之上的论证。他认为，尽管伯努利关于游戏者的财产、环境和他们的能力等因素的思考使得概率论的某些结果更为精致，但是这样就把人类的冒险行为过于简单化了。他认为严格的数学理论未必一定可以应用到自然的物质世界中。理性的判断有时会与数学推理不一致。从物理的角度来看不可能连续投掷出一百次正面朝上，如果这种现象确实发生了，一定是硬币有问题，而不是数学理论的正确。

尽管不满意伯努利对于古典期望的选择，达朗贝尔承认他自己也没有成功解释理性的行为，甚至在简单的赌博情况中。例如，一个可能获得巨大奖金的彩票，比如是一百万法郎，但是只有很小的赢得的可能性，比如是0.0001，而古典期望定义会为每一张彩票提供100法郎的诱人的期望。但是，谨慎将会劝阻这样的一次投资。对于达朗贝尔来说，这种在数学期望和谨慎之间的不和谐暴露了概率论中的严重缺陷，这种缺陷使得它不能精确地描述理性行为。

就像丹尼尔·伯努利和达朗贝尔之间的争论所表明的那样，法律的、经济的、甚至物理的成分都交织在理性和期望的概念之中。法国博物学家布丰（Georges-Louis de Buffon，1707—1788）又提出了一个心理学的解释，在其《自然史》的附录“道德算术”一篇中，布丰将确定性分成等级，从数学的“纯智力”真理到建立在大量的证据之上的物理的确定性，一直到较弱概率的道德确定性。布丰认为，人们在冒风险时做出的判断依赖于个体如何权衡希望赢和害怕输的心理，每个个体在一次冒险中看到的并非相同的价值。这是一个关于期望的心理学的标准，虽然它仍然与理性的行为和信念联系在一起。

在布丰之后，有更多的数学家参与到这个问题的讨论中，包括法国数学家孔多塞等。最后对这一问题做出总结的是拉普拉斯在其《概率的分析理论》的第十章中给出的。在这一章中，拉普拉斯把由丹尼尔·伯努利提出的道德期望的一些问题进一步从数学分析的技术角度进行讨论。他把数学期望看作道德期望的极限，不仅是财富的分配，而且对风险的分配也是如此，这是风险规避理论的萌芽。在这里，他重新证明了丹尼尔·伯努利曾经提出的三个定理：“即使公正的赌博也总是损失的游戏”；“化解风险总是有益的”；“投保是有益的”。拉普拉斯关于这三个证明的结构总体上是一致的，主要是为了说明道德期望比数学期望的值要小。所以，拉普拉斯得出结论说：“……因为参与者用一个确定的赌注去换取一个不确定的利益，所以，即使是最公平的游戏也会有其不利的一面”
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 ，在这里，拉普拉斯是想从道德期望证明机会性游戏的有害后果，以便为谴责赌博活动提供数学的依据，规劝人类远离赌博。他向政府呼吁制定一些培养“人们的天然倾向中的最好的一面”的计划，以免使人陷入赌博的陷阱中。

尽管拉普拉斯凭借基于道德期望的研究结果提出了这些有益的建议，但是达朗贝尔和其他人对于这个理论的批评和提出的反例还是为之投下了一丝阴影，所以，在对于道德期望理论应用于道德研究的有效性表示乐观的同时，他还警告道：包含越多心理因素的期望，其复杂性就越难以控制：“由一个期望和所获得的道德的进步依赖于涉及每个个体的无穷小环境，这些无穷小的因素是不可能被清晰的计算出的。”

圣彼得堡悖论作为对概率期望理论的一次实践检验的最终结局是不了了之。至19世纪中期，将道德科学数学化的其他尝试也大都失败了，数学期望在概率论研究中的作用已经发生了变化，正像道德科学已发生的变化那样。此时启蒙特色的道德科学已让位于社会科学的研究。道德科学的研究者相信社会整体或社会结构仅仅是来自它的个体成分，关于社会整体的陈述能够依据对个体特性的陈述来解释，而不是把社会和文化作为他们分析的基本单位。他们对于人类现象的解释在很大程度上是心理学似的。相反，19世纪的社会学家们则更多地回避了对社会成分的心理学解释，而将研究的焦点转向社会的整体画卷，即在整个社会中寻求一些宏观的规则，他们经常关注的是一些描述诸如犯罪、自杀等一些非理性的社会整体现象的行为。随着这种社会思潮的转向，概率统计学家也就失去了他们的学科素材。更进一步，彼得堡悖论在概率论的数学理论中并未出现任何逻辑上的矛盾，而数学理论所导出的结果与现实结果的严重不符合导致了人们对概率论中期望应用价值的怀疑，进而导致人们失去了数学有效性的判断标准。于是，他们也不再把关注的焦点集中在理性的个体或者一些特殊的个体上，随之数学期望也就失去了其作为概率论的中心地位，而让位于统计分布和大数定律的研究
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 。

2.6　“理性人”思想的消亡

将概率理论解释为理性意识的一个数学汇编，并且应用理性人的直觉与实践来作为判断的标准。洛琳·达斯顿认为，这种解释是建立在两个假设的基础上的：首先，联想心理学保证了客观经验与主观信念之间的正比例关系；其次，对于反复无常的偶然性来说，理性意识却是永恒不变的。但是，对这两个假设所抱有的信念在18世纪末期被击得粉碎。首先是18和19世纪发生的一系列事件为数学家们的努力画上了一个问号。例如，在18世纪，许多欧洲国家陷入彩票发行的疯狂氛围之中，很少有人理会数学家或者哲学家们对于“赌博是非理性的”呼吁和研究，更不关心这些社会精英们对于理性的数学计算。对于那些希望鼓励人们由数学推理引导他们行为的人来说，赌博活动就成为某种类似悖论的东西，当数学如此清楚地显示了赌博的非理性，为什么这么多的人参与到这些对他们有害的活动中去？怎样说服大众遵循理性推演的结果？此外，在世俗的事务中表现得体的“理性人”如此受到精英和大众的关注，然而建立在理性基础上的“理性人”这一关键的概念却没有精确的定义，“理性”的含义在这一时期亦历经了几次变化，关于概率期望思想的争论就依赖于“理性”这个词的模糊含义一直贯穿于概率学者的讨论中，最引人瞩目的是古典概率理论并没有解决在18世纪广泛被人们所讨论的著名的圣彼得堡悖论问题。这个悖论在概率的数学理论中并未出现任何的逻辑上的矛盾，然而数学理论所导出的结果与似乎符合理性判断的常识的严重不符合也导致了人们对概率论这一学科的应用价值的怀疑，如果一门应用学科失去了其应用的价值，那么很自然地就要导致人们对它的基本方法和目标心生疑虑。

另外，法国大革命的发生也消解了在作为精英的理性人之间所达成的一种共识性的假设。从1789年大革命爆发到1814年波旁王朝复辟，政治哲学中令人目不暇接的急速变化做到了一个世纪以来数学争论所不能做到的，动摇了存在于哲学家和数学家们之中的一个仅有的启蒙信念——人的理性可以数学化，然而，理性人的“理性意识”绝不是铁板一块的，它容纳了几种社会文化因素的解释：法律的、经济的、物理的和心理学的，等等。特别是在法国大革命后期，暴力和非理性使得区别审慎和鲁莽的行为成为极其困难的事情，那么，“理性意识的组成成分是什么”这一问题不再是不证自明的。

对于概率论更为严峻的考验则是它应用于道德科学领域的有效性，尤其是概率论在法律领域的应用，这是对概率理论的实践检验。早在17世纪莱布尼茨就开始关注证据和概率之间的联系，莱布尼茨的观点影响到雅可比·伯努利。伯努利在其《测度术》中考虑证据的问题时提出这样一些问题：法庭上某个证词的可靠性是多大？什么时候可以拒绝或者接受？等等。通过赋予各种因素的以特殊的数值，如，讯问时的反应、凶器、目击者的报告、供词等，约翰·伯努利试图给出各种法律证据的不同的数学分析。伯努利希望将证据的数学分析扩展到超越判决程序以外的领域，以囊括在社会生活中占大多数的依不完全的证据而作的决定。或许是受到莱布尼茨与伯努利的鼓舞，从伯努利到拉普拉斯，证据的概率一直是概率学者们热心研究的一个问题。经典概率论学者们在认识论上采用了把概率论看作确定性度的连续统的法律习惯。

上述把概率演算应用于司法系统的工作还只是非常初级的尝试，概率论大规模地进入司法领域研究是在启蒙运动时期。当时在法国有一个著名的事件更促使了知识分子对证词的可信性、法官判决的可靠性等法律问题进行数学分析的热情。让·卡拉斯是法国图卢兹的一个信仰新教的商人，1761年10月13日，他的儿子被发现吊死在其商店的后面。开始其家人说是谋杀，但后来又说是自杀。开始说谎的理由是根据法国的法律，自杀是一种重罪，尸体会遭到奚落，家人会遭受羞辱。但是，有邻居作证说让·卡拉斯为了防止他的儿子转信天主教而谋杀了他。于是，让·卡拉斯被关押并遭受了各种酷刑，但他仍然拒绝认罪，最后被执行绞刑。三年后，在伏尔泰的帮助下，让·卡拉斯的冤案得以平反昭雪
[78]

 。此案的影响巨大，由此引起了人们对法国法律的批评以及对法律公正性的论证。

在启蒙运动时期，概率论被大规模地法应用到法律领域中去，特别是在法国，领导这场讨论的是著名的数学家孔多塞，他在其“简论分析从众多意见中做出决断的概率的应用”（1785）一文中计算了一个公民以他的个人自由换取其在一个团体中生活的权利的分数。孔多塞论证到：“在一个公正的社会中，公民不应当从一个不公平的控告中在法庭上冒更大的风险。”换句话说，在社会中法律的运用应该就像一个具有可清楚计算数学期望的公平和安全的游戏。孔多塞也分析了法庭做出一个正确判决的概率，并且用他的结果讨论了判决的量化，对于一个公平的审判，量化是一个陪审团的最好形式，是管理立法机构的一个合适的性质。孔多塞还鼓励一些道德决定论者提出一些相对简单的方程以涵盖人类所有相互作用的状态。受他的观点影响，拉普拉斯得出一个所有法官达成一个正确判决的似然公式。他的公式为Vn／［Vn＋（1－V）n］，其中n代表法官的数量，V是关于每个法官的一些概率。

孔多塞阐述的新颖观点和这个论题在当时的现实意义也深深吸引了拉普拉斯。至1786年，拉普拉斯已在他早期的论文中都涉及了上述内容的探讨，但是对于选举的程序、证言的可靠性和由法庭和陪审员做出的决定的过程分析在早期的论文中还从未提到过。拉普拉斯在以后的时间里，能够严肃地思考这些问题，并给予清晰和精确地探讨的源泉可追溯于孔多塞对这些问题的提倡和启发，这些思考最终呈现在他的《概率的分析理论》和《概率的哲学探究》之中。拉普拉斯还处理了孔多塞等人讨论过的其他内容，如决定性事件与非决定性事件之间的关系等。在他的处理过程中，一般是借助摸球的模型讨论，拉普拉斯认为这种讨论对于很多真实的情况是“高度相似的”，也就是说这个模型可以为实际的判断提供可靠的向导：“……其方法可以被看作是适当的近似法以引导和保护我们，以免我们误入虚假推理的谬误和危险之中。无论何时，只要进行细致的推演，这种近似法总是优于那些似是而非的推理。”
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 在《概率的哲学探究》中，拉普拉斯还明确将他的初衷公之于众：当被用于证言的概率时，概率演算证明了对于奇迹的信任的荒谬：“我们必须从这一点得出结论：自然规律的恒定性的概率远大于所讨论事件事实上并没有发生的概率——即使这个概率也要大于被认为是毋庸置疑的大部分历史事实的概率。由此，我们可以对使得自然规律暂停运作所需证据的巨大权重进行估算，把一般的评判法则应用于这种情形是多么的不合常规啊！”
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然而，在将数学方法全面应用于法律审判程序的过程中，启蒙者们所遇到问题的困难性日益增加。达朗贝尔首先意识到概率论在道德科学中应用的局限性，因为理性个体会需要对涉及的所有因素进行密切的考察，这是一种复杂和难以捉摸的研究，不管考察者多么谨慎，他考虑的个体越多，他就不得不将更多的变量加入到计算中。“由一个期望和所获得的道德的进步依赖于涉及每个个体的无穷小环境，这些无穷小的因素是不可能被清晰的计算出的。”达朗贝尔甚至开始思考一个更严肃的问题：个体的社会行为是否可以与概率学者们坚信不疑的数学方法相对应？如果说达朗贝尔等人对于这个理论的批评为概率理论应用于道德科学的有效性投下了一丝阴影。

至19世纪，这个影响巨大的案件不可避免地引起人们对数学在法律审判中应用的不信任感，并由此引发了人们对于道德社会领域过度应用概率理论的反感和嘲讽，进而出现了将概率数学驱逐出道德领域的呼声。当时最有影响力的攻击来自奥古斯特·孔德，在他的六卷本《实证哲学教程》的第四卷中，孔德大力鼓吹社会科学的自主性，而对孔多塞、拉普拉斯等人把概率论运用到社会学中的行动大加抨击，他轻蔑地写道：“一些几何学家通过时髦的数学概率证明的方式反映社会调查结果，这是徒劳的。”孔德直言不讳地谴责孔多塞和拉普拉斯“粗糙地滥用只属于真正的数学精神的信用……如果把它当作哲学基础，或者把它向整个社会科学扩展，这是一种极端荒唐的思想，一个假象的数学力量，其中符号被作为思想。我们很难将复杂的思想化归于数字化的概率演算，在某种程度上达到作为我们各种观点的近似性程度的一个自然的测量，以弥补我们的不足。”
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至1840年，随着理性人的逝去，数学概率和道德科学之间的启蒙联盟也在一片混乱之中走到了尽头。至此，经典的概率理论已经失去了它的主要研究主题，也失去了概率有效性的判断标准。19世纪上半叶，伴随着社会科学的产生，概率论又找到了它的新的联盟。孔德关于社会的一系列研究象征着18世纪的道德科学的心理学构架转向了19世纪的社会学的构架，此时，对于社会定律的探索已取代了社会理论中理性自利的演算。伴随着这种转型，概率论思想亦发生了一次显著的变化：它与“因用其经验和智慧而指导他们的事务而闻名”的理性人的思想渐行渐远，从而转向大群体的一些可以在数量上进行研究和考量的规则。或者说，数学概率从一些特殊个体的理性判断和经济活动转向了通常意义上的人类（即众多人的群体）社会学。理性人的道德模型的消失标志着两百年来通过把概率应用于个体以求得到的确定性的问题的终结。从此以后，不管理性的行为意味着什么，也不论一位谨慎理性的人怎样作出决定，个体的道德活动绝不会再简单地划归为单纯的数学演算。概率在人类行为中的应用将要考查的不再是特定的个体，而是大的群体。当然这种转变是伴随着统计学方法在多个领域（例如保险、疫苗接种、人口统计等）中的成功应用而实现的。在这个过程中，凯特勒提出的“平均人”思想成为概率论转向探讨社会整体规律的一个转折点。

2.7　平均人的思想
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阿道夫·凯特勒（Adolphe Quetelet，1796—1874）是19世纪最有影响力的比利时统计学家，他被誉为统计学的奠基人，实际上，凯特勒统计学思想是启蒙运动时期一批以数学家拉普拉斯为代表的古典概率论思想的一种延续和发展，凯特勒的统计学主要是拉普拉斯的概率论在其他领域中的具体运用。

在许多领域所显示出来的统计规律的稳定性曾经给予拉普拉斯以启发去拓展经典概率论的应用领域。拉普拉斯注意到从法国的彩票中得到的收入是稳定的，信封上因为写错或没有给出地址等原因而不能投寄的信与所有信的比率是稳定的，出生的男女婴的比率是稳定的
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 ，很多自由意志的个体行为的总的结果也是稳定的……他还强调统计规则应用于天文学中的重要性，这些统计规则是由持续不断地重复观察所得的可靠的平均结果，因为这些是自然界中一些恒定原因的标志。模型中的任何反常都不是偶然的结果，而是探讨事件背后的恒定原因的一些契机。作为启蒙运动时期的一位数学家，拉普拉斯认为没有理由认为这种推理的方式不可以扩展到所有的人类活动中去。在社会、个体以及物理事件中的大数次的反复观察都将暴露出普遍有效的恒定原因。他们认为概率论显然为从数学上理解人类行为提供了一个非常有效的工具，这是启蒙者们梦寐以求的：发现一些自然的规律，并以这些规律为基准来引导人类个体的行为；为人性的完善提供可以依循的或者应当遵守的自然规律。

拉普拉斯对于人类活动和所有事件的恒定原因的信念给予凯特勒以深刻的印象，凯特勒对拉普拉斯的思想深信不疑，他说：“在审视科学对世界研究所走过的道路时，我不理解为什么在研究人的问题方面我们不能走同样的道路，当一切都是按某种规律发生的，只有一个人类却是自发的，听凭自己摆布而不受任何法则制约，这不是显得很荒唐吗？”正是凭着概率论对人类理性的提升的坚定信念，凯特勒开始迫不及待地将概率论应用到人口、领土、政治、农业、工业、商业、道德与宗教、天文、气象、地理、动物、植物等几乎无所不在的领域中去。

通过对当时法国、比利时、英国的司法机关刑事机关报的汇编的研究，凯特勒发现每年犯罪的次数大体不变，不仅如此，各种类型的犯罪也有惊人的重复性。正如他所说：“……这是多么可悲的性质啊！监狱、铁链和断头台的命运对人类来说就像国家的收入一样，可以以某种概率预先决定。我们可以预先就算出来，下一年有多少人将用和自己一样的血弄脏自己的手，有多少人将是伪造者，多少人是投毒者，这一切就像能够确定出生与死亡的数量一样。”凯特勒还分析了人的“自由意志”的其他表现，如结婚、自杀等，也得到同样的结果。凯特勒本人为这些惊人的分析所震动，他这样写道：“想想看，有什么能比结婚更个体化的行为呢？多少寻觅、多少思考、多少巨大的偶然性发生在结婚之前，结果怎样呢？你的行为绝不是任意的。在它们的背后隐藏着必然性——构成这一行为完全确定的原因。”他还企图用大数定理来建立一套有制约性的社会规律，一切事物都要受到这些定理的支配。这些规律如同日出和日落一样，任何人的努力都不能改变它的方向。

凯特勒发现各类数据比率和各类物理特征的平均值的稳定性尤其是一个值得重视的现象。例如，人的行为由自然的因素和人类所固有的“扰动的”因素所制约，而个体行为的“扰动力”在由“自然定义”的严格的极限之间摆动，这种摆动集中于由社会规律的统一力量所决定的一个平均值左右，就好像各种误差在由大量观察值所定义的一个平均值左右摆动一样，或者一个物理系统在它的均衡状态周围摆动一样。凯特勒通过研究指出生物和社会现象在观察中都存在着偏差，这些偏差的出现是由于偶然性原因的影响，主要服从像关于平均值的误差定理一样，即后来所称的正态分布。1835年凯特勒在他的著名的《论人类》一书中提出了“平均人”的概念。所谓“平均人”就是运用统计方法计算出来人体各种性质标志的综合平均值。凯特勒一方面将平均的身高、体重、肺活量、握力、视力、寿命等生理特征值作为“平均人”的身体素质；另一方面有赋予他该时代的平均倾向的智力、婚姻、犯罪、自杀等道德素质，从而形成一种标准化的“平均人”。他认为，平均人不是某种被抽象化了的东西，而是完全现实的类型，是一种实际值的代表值，而每个人则是这种代表值的反映。“我在这里所观察的人，在社会中，犹如物体的重心一样，他是一个平均数，各个社会成员都围绕它摆动不定。”1844年，凯特勒在读5738名苏格兰士兵胸围的直径的总结时突然发现了这样一个与他设想的平均人思想非常吻合的一个现象：生物种类（包括人类）的某种特点的分布恰恰好像聚集于一个客观存在的平均值的周围的误差分布一样。他认为这个例子是“平均人”的思想的具体体现。这个发现给人们带来了一种特别的刺激：即繁杂无序的社会现象的确像自然界一样是由一定的规律所控制，所以社会规律可以归属于概率演算的对象。

凯特勒的真正贡献在于他不知疲倦地在所有领域进行数据收集，以及他对于社会规律不可动摇的信念：在个体层次上的无形的规则图式最终会在社会水平的层次上体现出来，他不是把关注的焦点集中在理性的个体或者一些特殊的个体上，而是借助更广泛的统计数据、借助大数定理，借助于由那些平均值所显示的一些一般的事实：“如果人总是从一滴水中观察光线的反射，他就很难理解美丽的彩虹现象……如果我们仅观察到单个人的死去，我们就只有一系列无联系的事实，根据它们，我们还不能理解自然界的任何连续性、任何秩序。为了了解那些一般的规律，应当收集大量的观察材料，以便有可能排除那些纯粹偶然的东西。”“平均人”就是这种思想的一个具体体现，凯特勒将平均人视为一种有着典型文学特征的、有较高的道德水准和发达的智力理解力的理想人物。他认为对于了解一个给定社会的整体状况，平均值确实是一个重要的考察对象。

凯特勒的工作标志着概率论从18世纪对于把谨慎的个体作为研究目标明确转向对于社会现象的观察和一般规律的研究。凯特勒把社会解释为一个所有个体的一个大集合，其中，理性人和非理性人、富人和穷人、受过教育和文盲等统统包括在内。各个阶层和形形色色的人都被纳入他的社会行为的统计分析中。这种新的视角所关注的是社会进程中的一些宏观规则。如洛琳·达斯顿所言：随着这种视角的转移，道德科学从此转变为社会科学。18世纪的道德科学的研究者相信社会整体或社会结构仅仅是来自它的个体成分，关于社会整体的陈述能够依据对个体特性的陈述来解释，而不是把社会和文化作为他们分析的基本单位。他们对于人类现象的解释在很大程度上是心理学的。相反，19世纪的社会学家们则更多地回避了对社会成分的心理学解释，而将研究的焦点转向社会的整体画卷，即在整个社会中寻求一些宏观的规则，他们经常关注的是一些描述诸如犯罪、自杀等一些非理性的社会整体现象的行为。所以，现在一些“对整体很少或者没有影响的”个体可以被忽略了。社会科学的这种转向对于概率论的影响就是统计分布、大数定律、中心极限定理等内容取代了期望而成为概率论研究的中心议题。

总而言之，如果从更广泛的文化视角来审视拉普拉斯的概率哲学思想，就会发现其概率思想的发展与当时的社会经济以及思想精神氛围有着极其密切的关系，尤其与17、18世纪发生在欧洲的科学革命、启蒙运动、法国大革命等所建立的世界观有密切的关系。在此时期，受经典自然科学领域中所涌现的累累硕果所激励，许多思想家认为人类事务（包括人的各种决定，如犯罪、法律判决）等各方面也与自然界的现象一样有一定的规律并遵守自然法则，此时，欧洲的知识分子迫切希望建立像自然科学那样确定可靠的关于人类社会的科学，恰逢其时，新兴的概率论为达到这一目标提供了一个有力的数学工具。可以说自从概率论成为一门独立的数学方法之日起，概率学者们就显示出了将这门新的数学方法应用到人类所有的领域中的雄心，以期达到所有的知识领域的清晰性和确定性。这些概率学者大都是决定论者，他们以数学的名义寻求确定性，去寻求自然和社会的规律。拉普拉斯的概率哲学正是这种思想潮流的一个缩影，也是一项具体的实践，他以概率作为主要工具，尝试着把人类的所有活动都聚集在理性的法则之下，它秉承了从17世纪开始的对于概率的传统理解，即概率不仅可以描述人类理性而且也可以将理性推理系统化。拉普拉斯没有将概率论与欧几里得的传统演绎几何学相提并论，没有把概率论看成是从公理出发的、再用演绎方法进行推演的纯粹数学理论体系，而把概率论看作为一门与实践密不可分的“混合数学”，是一个行之有效的手段工具，这一工具不仅可以被应用于自然科学领域，而且还适用于道德科学。一旦通过这种方法“将理性数学化”的理想得以实现，那么，这些结果能够超越受过良好教育的人群而推广至更广泛的人群，从而人们就会获得在自然、道德、经济、法律、政治等所有领域中有教育价值的社会共识。正是凭借这种以概率规则引导人类理性的信念，拉普拉斯把概率论应用当时的心理学、历史、宗教、法律等几乎无所不在的领域。他的这种概率哲学思想在其《概率的哲学探究》中体现得淋漓尽致。
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第三章　拉普拉斯的宗教观

就像17、18世纪的大多数学者一样，宗教是拉普拉斯自幼到老一生都在关注思考的问题，拉普拉斯的宗教观点在《概率的哲学探究》中的许多地方也有较为明确的反映，但更加明确的宗教思考体现在他没有发表的一些手稿中。他的宗教观是启蒙运动时期许多自然科学家对于基督教信仰的一个具有典型代表性的缩影，其主旨就是“通过科学的发展促使人们理性的进步，由此清除以往几百年来的迷信思想”。拉普拉斯对于宗教尤其是基督教的思考深深地打上了这种启蒙时代的色彩。

然而长期以来，人们对拉普拉斯的宗教观多有误解，例如，许多人将拉普拉斯视为早期无神论的代表人物，而另一方面，在基督宗教的宣传媒介中也流传着这样一种观点，即认为拉普拉斯在临终之前已回归了基督教信仰。从对于拉普拉斯研究的新进展以及一些新发现的史料看来，这些主张都不符合历史事实，拉普拉斯生前的宗教观点呈现出一个比较复杂的状况，就像他没有固定的政治立场一样，他的宗教观点也呈现出一种变化不定的轨迹。本章将历史上关于拉普拉斯宗教观点的记载进行了汇聚总结，并结合着对于其著作及其集中于宗教思考的生前未发表手稿的考察，以及拉普拉斯的传记作者罗杰·哈恩对于拉普拉斯老年时期有关言行的研究，从整体上来查看一下拉普拉斯的宗教观点的发展轨迹。

3.1　关于拉普拉斯宗教观点的记载

关于拉普拉斯早年的宗教信仰状况的记载几乎是一个空白，因为在所有的拉普拉斯传记中，他的出身一直是一个扑朔迷离的问题，拉普拉斯生前对此也是刻意回避。但有一点可以肯定的是，拉普拉斯出生于卡昂（Caen）的一个传统的天主教之家，在他六岁的时候，也就是1755年，他被送往本地的一所本笃会学校，他的家庭希望他将来成为一位教士或专职的神职人员。在这所本笃会学校，他表现出色，系统地接受了那个时代的古典教育——学习一些伟大的拉丁语和法语作家的著作，特别是西塞罗和拉辛等人的著作，这些早期教育的痕迹也反映在《概率的哲学探究》中，其中他常常喜欢引用这些作家的格言和观点。在1765年，16岁的拉普拉斯离开本笃会学校，进入一所由耶稣会士创办和管理的学校，在取得神学学位之前，他要学习两年的自然哲学，在自然哲学的学习中，他发现了自己具有处理数学分析的卓尔不群的能力和天赋。大约在19岁时，拉普拉斯决定投身于数学与科学事业，由此放弃了他自幼追求的宗教理想，在老师们的建议下，他动身前往能够助他实现梦想的“圣地”——巴黎。从此拉普拉斯永远地擦掉了家乡的泥土，充满期望地来到巴黎这个当时欧洲文化、政治和科学的中心，全身心地投入到他自己毕生的科学事业中。在拉普拉斯一生的科学生涯中，他本人从未公开发表过他的宗教观点，他一直恪守着只对科学事务发表观点和见解的习惯。

英国历史学家丹尼尔·约翰逊（Daniel Johnson，1957—？）认为
[84]

 ，拉普拉斯虽然是一位伟大的科学人，但他也是一位精明的机会主义者，拉普拉斯看起来很像法国科学界的不倒翁，无论世事怎样更迭变化，他都享有历任执政者的惠顾。他从旧制度时期、共和国时期以及皇室复辟等无论哪个时期他都能够自由地出版作品，这得益于他随机应变地取悦于当权者和民众的能力。在他所处的那个年代，无神论尽管已是一个非常引人注目的思想体系，但在欧洲它还不是主流，即使他真是一位无神论者，他肯定也不会冒着失去其社会地位的风险公开表达自己的观点。

那么，拉普拉斯的宗教观究竟是什么？他对于基督教的态度和看法只能在一些与他有接触的人的记载或谈论中有所零星的反映，而这些记载也不尽一致，有些甚至还彼此矛盾，这导致了人们对于拉普拉斯的宗教观和信仰观点难以达成一个共识。

关于拉普拉斯的无神论倾向有几个片断化的记载。天文学家费伊（HervéFaye，1814—1902）认为拉普拉斯“没有公开表示是无神论者”，但拿破仑在圣海伦娜岛却告诉他的追随者加斯帕德（Gaspard Gourgaud，1783—1852）：“我经常问拉普拉斯，他是怎么认为上帝的？拉普拉斯承认自己是无神论者。”
[85]

 罗杰·哈恩在拉普拉斯的传记中提到一个宴会，“地质学家盖塔（Jean-Étienne Guettard，1715—1786）被拉普拉斯大胆谴责上帝存在的话语惊诧得目瞪口呆。”在盖塔看来，拉普拉斯的无神论观点“是由彻底的唯物主义所支撑的”。拉普拉斯的另一位在科学院的关系非常好的同事天文学家拉朗德（JerÔme Lalande，1732—1807）或许更了解他，他是拉普拉斯最紧密的同事之一，他有机会了解拉普拉斯的内心信仰，拉朗德是一位公开宣称的无神论者，此人在1800年出版的《无神论词典》中给了拉普拉斯一个条目，拉朗德在其中讲到，在他的同事们看来，信仰上帝就意味着没有接受过良好教育的表现，意味着蒙昧和迷信，宗教对于有理性的精英来说是不屑一顾的。没有证据告诉我们拉普拉斯是否反对被收录在这个辞典中，但是，罗杰·哈恩认为，对待这个辞典不能过于认真，因为目录中列出的其他的无神论者还包括波拿巴·拿破仑和基督耶稣本人
[86]

 。事实也验证了哈恩的推论，就在同一时期，执政者波拿巴与教皇庇护七世（Pius VII）的讨论接近尾声，这个争论导致了1801年的宗教事务协约
[87]

 ，拉普拉斯等人还被委以重任去说服一些具有无神论思想的天文学家停止向公众宣扬无神论。

现代激进的无神论的代表人物、美国作家克里斯托弗·希钦斯（Christopher Eric Hitchens，1949—2011）视拉普拉斯为早期无神论的布道者之一，在《上帝并不伟大》
[88]

 这本书中，他特别津津乐道于拿破仑询问拉普拉斯的例子，将“我不需要（上帝）这个假设”这句话当作是无神论者最精悍、最伟大、最自豪的宣言。这句话来自拿破仑与拉普拉斯的一次会晤，在讨论拉普拉斯的《天体力学》这部著作时，拿破仑问道：“你写了这部关于世界体系的书，但是却没有提到它（宇宙）的创造者。”拉普拉斯反驳道：“陛下，我不需要那个假设。”

然而别有意味的是，这个被广为传播的故事却被拉普拉斯的一位重要的传记作者吉利斯皮完全忽略了，吉利斯皮在拉普拉斯的传记
[89]

 中根本没有提到他与拿破仑的这次会晤，或许他认为这是一个完全不靠谱的以讹传讹的杜撰出的故事而已，没有价值出现在一本严肃的学术著作中。拉普拉斯的另一传记作者罗杰·哈恩则说：“在拉普拉斯的作品中没有一处否认过上帝的存在，无论是公开的还是私下的。”
[90]

 出现在拉普拉斯私人信件中的表述与无神论者的观点相差甚远，例如，在1809年6月17日，拉普拉斯写信给他的儿子说：“我向上帝祷告，让他每日眷顾你，让他永存于你的心灵之中，正如也存在于你父母的心灵中一样。”
[91]



那么，“陛下，我不需要那个假设”，这个被希钦斯和无数人经常援引的、归于拉普拉斯之口的话究竟源自何处呢？

英国天文学家威廉·赫歇尔（Friedrich Wilhelm Herschel，1738—1822）的证言是描述这次会晤的唯一来源。1802年拉普拉斯是在赫歇尔爵士的陪伴下与拿破仑会晤的。这个轶事记载于赫歇尔访问巴黎的日记中，他在日期标记为1802年8月8日的日记中写道：“第一执政者（拿破仑）随后问了几个与天文学和太空的结构有关的问题，我对此给出了回答，这些回答看起来使他非常满意。他还和拉普拉斯先生谈论了同一主题，却与他产生了相当激烈的争论，他与拉普拉斯这位著名的数学家有分歧，这个分歧是由第一执政者的抱怨引起的，他以一种埋怨或许还有些赞赏的语气问道（当我们正说到恒星天的范围时）：‘谁是这一切的作者呢！’拉普拉斯先生希望说明：一连串的自然的原因能够解释这一美妙系统的构造和维持，但是第一执政者却不认同这一点。关于这次争执或许可以谈论很多，通过双方的争论，我们转向了‘自然与自然的上帝’这个话题。”
[92]



就目前所有的历史资料来看，关于这个谈话最初公开的版本出现在安东马尔基（Antommarchi）的《拿破仑的最后时刻》（The Last Moments of Napoleon，1825）中，但其中并没有明确提及拉普拉斯的名字：“在和L先生聊天时，我祝贺他刚出版了一部新的著作，并问：在他的著作中上帝的名为什么没有出现过一次，这个名称在拉格朗日的作品中被反复提及，他回答说他不需要那个假设。”
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罗杰·哈恩注意到，拉普拉斯在法国科学院的年轻同事、天文学家弗兰科斯·阿拉果（François Arago，1786—1853）曾告诉费伊（HervéFaye），拉普拉斯与拿破仑之间的谈话被人篡改了，这个被篡改的版本在拉普拉斯的生命即将走到终点时已广为流传。费伊写道：“我从阿拉果先生那里获得可靠的消息，拉普拉斯在去世前不久曾提醒说那个传闻即将发表在他的传记中，他已要求他（阿拉果）告知出版商删除，或者做出解释或者删除它，而第二种方式是最容易的。然而不幸的是，它既没有被删除，也没有被解释。”
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费伊声称，关于拉普拉斯和拿破仑这个对话的记载在1884年就开始显示出“奇怪的变化”，他也纠结于“究竟发生了什么”。费伊认为，拉普拉斯的回答并不是在于将上帝视为一个假设，他只是从决定论这一角度上来谈论上帝是否干涉自然规律的运行问题：“事实上，拉普拉斯从来没有说过那句话。在这个问题上，我相信事情发生的真相是：牛顿相信在其理论中所叙述的摄动长远来看最终会摧毁太阳系，声称上帝在某个地方不得不时时干预以防止这种糟糕的后果发生，并以某种方式维持着太阳系的正常运行。然而，对于牛顿而言，这只是一个纯粹的假设，这是保持我们所处世界的稳定状态的一个不完备的观点。当时的科学还不足以进步到把这些状态全部纳入一个完备的观点之中的程度。但是，拉普拉斯却通过深入地分析发现了这些状态条件，他本应如此回答第一执政者：牛顿错误地求助于上帝的干预来不时地调整世界这台机器，而他，拉普拉斯，并不需要这样一个假设。因此，拉普拉斯并不将上帝对世界的介入作为一个假设。”美国数学史家卡约里（Florian Cajori，1859—1930）似乎没有注意到费伊的研究，1893年，他在《数学简史》中也得出了一个类似的结论
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 。天文学家伊恩·斯图尔特·格拉斯（Ian S.Glass，1939—？）也认为，从赫歇尔关于与拿破仑对话的著名记载中可以看到，拉普拉斯“显然是一位像赫歇尔一样的自然神论者”
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 。

与现代流行的版本相近的是由如斯·鲍尔（Rouse Ball，1850—1925）在其1908年的《数学简史》中给出的：“拉普拉斯正式朝见拿破仑，向他敬献了他的一本著作，以下记载的会谈已被证实是真实的，其中我引述了所有有关当事人的全部观点。有人告诉拿破仑，拉普拉斯的书中没有提及上帝的名字。拿破仑，一个热衷于提问令人尴尬的问题的人，悦纳此书，并随之评论到：‘拉普拉斯先生，他们告诉我你已完成了关于整个宇宙系统的这部大书，然而却从未提及它的创造者。’拉普拉斯虽然是一位善于随机应变的政客，但却对于他的每一个哲学观点的捍卫却毫不含糊，他挺直了身子，直言不讳地回答道：‘我不需要那个假设。’拿破仑龙颜大悦，他把这个回答告诉了拉格朗日，拉格朗日惊呼：‘啊哈！这是一个很好的假设，它解释了很多事情。’”
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丹尼尔·约翰逊（Daniel Johnson）认为
[98]

 ，“拉普拉斯从未说过这些算在他身上的话”。因为这次会晤发生在1802年，这是在拿破仑加冕称帝（1804年12月2号）之前，当时他还是法兰西共和国的第一执政者，所以拉普拉斯肯定不会称呼他为“陛下。”这个谬误的流传是因为随着历史学家E.T.贝尔（Eric Temple Bell，1883—1960）的著作《数学精英》（1937）
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 的流行而广泛流布的，而E.T.贝尔的著作《数学精英》的编纂风格及其内容的可靠性一直饱受历史学家的质疑。与拉普拉斯相交甚密的其他人的说法似乎也对丹尼尔·约翰逊这种的说法形成了一定的支持，例如，在19世纪初与拉普拉斯有过交往的化学家让-巴蒂斯特·安德烈·杜马（Jean-Baptiste Dumas，1800—1884）曾写道，拉普拉斯“向唯物主义者提供了一些似是而非的论证，但是，他并不赞同他们的信念”。而拉普拉斯的同事阿拉果的证词似乎又隐含了他的确说过这句话，但不是在关于上帝的存在问题上，而只是从上帝是否干预自然的规律这一点上来说的。在1999年，史蒂芬·霍金也认为：“我不认为拉普拉斯是在声称上帝不存在，这只是意味着上帝不干预和打破科学的规律。”
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如上所述，拉普拉斯在天文学中明确表明他不需要一个干涉主义的上帝，但是他人的评论很难有说服力说明他是否相信上帝的存在，从拉普拉斯一以贯之的观点来看，或许他更多地还是倾向于自然神论者的观点，在《宇宙体系论》中，拉普拉斯论述到，牛顿认为：“……太阳、行星和彗星的这种美妙的安排，只能是一个全智全能的上帝的创作。”
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 “假使他（牛顿）知道我们所证明的行星和卫星的安排的条件正是保证它们得以稳定的条件，那会使他的信仰更加坚定。”
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 拉普拉斯通过展示令人惊讶不已的行星排列方式可以完全由运动定律来解释，就消解了“上帝”的干预，但是从这个以稳定的规律秩序而运转的宇宙这种决定论的角度来说，它显然不是一个偶然性的产物，这其中必定是一个有计划设计的产物，只不过，在这个方面，他将上帝世俗化为一位超越的智慧者。拉普拉斯引用了莱布尼茨与牛顿的争论，莱布尼茨批评牛顿求助于神的干预以调整和维持太阳系的秩序：“这是认为上帝的智慧和能力是非常狭隘的想法。”拉普拉斯显然认同莱布尼茨对牛顿的评论，他对于牛顿竟然相信这种观点感到不可思议：“上帝把他的机器造得如此不完善，除非他用一些额外的方法去修正它，否则这个钟表很快就要停摆了。”
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对于太阳系的稳定性问题的思考重新唤起了拉普拉斯早在卡昂学生时期就产生的对因果关系问题的思考热情，尽管拿破仑和其他的同时代人动辄抱怨拉普拉斯在他的自然哲学中驱逐了至高者上帝的作用，拉普拉斯却毅然决然地拒绝了这种假设：上帝是自然或者人的行为的终极因，即使这个假设对于所有现象的解释更加简单。拉普拉斯在他的一系列概率论的论文中没有提及至高的存在者，这符合他的哲学承诺：只恪守从自然现象中推出的定律。但是，在他的《概率的哲学探究》中，他还是情不自禁地对于格兰迪（Guido Grandi）、莱布尼茨（Gottfried Leibniz）、约翰·克雷格（John Craig）等具有笃定的基督教信仰者的一些观点进行了冷嘲热讽，这些人或认为数学可以被用来支持上帝存在的思想或认为科学可以论证上帝在自然中的作用。

拉普拉斯在其著作中偶尔会暴露一下他的宗教观点，似乎他对于信仰问题并没有进行过较为明确而系统地思考，但事实上并非如此，大约是20世纪50年代，他的长达25页的没有发表的手稿被发现了，其中，他对于天主教一些教义的反对，特别是对奇迹和圣餐变体论的明确观点都反映在这些手稿中，这些手稿成为我们了解他的宗教思想的重要来源。

3.2　秘而不宣的思考

在为了满足公众的消费心理而致力于系统化阐述概率思想的同时，即在修订在巴黎高等师范学院的系列讲座稿、为《概率的哲学探究》的书稿做准备的同时，拉普拉斯私下写作了四篇关于圣经福音书的可靠性、因果关系等一些形而上学问题的更加广泛的评论，这些评论形成了25页的手稿，通过他家人和托管者（科学院）的努力保存了下来，因为手稿没有标注具体的时间，人们并不能精确地了解其写作的细节：是何时开始写的、是何时结束的。这些手稿装在一个神秘的黑色包装中，一直被保存在法国科学院的档案馆中，最先注意到这些手稿并将之公布于众的是罗杰·哈恩，他最先将这些手稿翻译成英文发表
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 。

这些手稿讨论了有关宗教和哲学的论题：因果关系、意志力以及《圣经》中的神迹记载，等等，这些内容进一步揭示了拉普拉斯的思想是如何深深地打上了启蒙时代的文化烙印的，这些都是启蒙运动时期被人们常常谈论、随手拈来的话题。或许是拉普拉斯从未打算将这些文字公之于众，或许这些只是他一时兴起的一些想法的随笔，从手稿的整体结构布局到文字内容观点的表达都给予人一种不甚完整和清晰的印象，其中的许多内容不仅与《概率的哲学探究》中段落几乎完全相同，而且在“论意志力”和“论因果关系”两份手稿中的大部分文字也几乎是重叠反复的，拉普拉斯似乎并没有形成一个成熟的想法或思路。

尽管如此，在他私下付诸的文字中明确地表达了一些他关于宗教的观点，其思想与《概率的哲学探究》中以一种谨慎的方式阐述的思想是一致的。“关于《新约》四卷福音书”的手稿是对于《圣经》中的诸卷书尤其是四部福音书的某些内容记载的真实性的探讨。在其中，拉普拉斯通过对《圣经》的文字解释以及历史的考证来批评基督教的一些传统教义，这是17世纪以后特别是18世纪以来启蒙运动实践的一部分。这篇手稿开端就引用了一位英国评述者亨利·多德韦尔（Henry Dodwell）的长篇段落，这表明拉普拉斯重新拾起了他在卡昂的学生时代就盛行的一些神学讨论问题，亨利·多德韦尔等人的著作是那个时期流行的阅读材料。多德韦尔把使徒教会（Apostle）的布道作为异端加以拒斥，拉普拉斯认同这一点，但这对于拉普拉斯来说还不够，他要解释《新约》中所讲的故事是如何在当代还具有左右人们的力量，彼时大量的研究材料为他提供了所需要的线索，他娴熟地运用天文学知识来解释神话是怎样成为基督教教义的。手稿表明他非常熟悉和了解杜普斯（C.F.Dupuis，1742—1809）关于宗教膜拜的起源的观点以及爱德华·吉本（Edward Gibbon，1737—1794）等人的思想，拉普拉斯曾引用过他们的观点。在这些秘而不宣的手稿中，拉普拉斯的思考通常以简洁明了的断言作为结尾总结——古往今来的普罗大众因为蒙昧而导致他们易于轻信。

“论神迹”这份手稿表明了拉普拉斯对于天主教一些教义的观点，特别是对奇迹和圣餐变体论的反对，他写道：“首要且最可靠的原则……是把超自然的奇迹作为不真实的事加以拒绝。”至于圣餐变体论的教义，它“同时与理性、经验、我们所有的感官所触、永恒的自然法则，以及我们应该归属于至高智慧者形式的崇高理念相违背”。这是最荒谬绝伦的假设：“宇宙的至高无上的立法者竟然能够使其所建立的、保持其稳定性的规律暂时失效”。

他认为，如果接受《圣经》中的奇迹是具有可能性的，必须有更多的独立证人来证实。在他关于奇迹思考的秘而不宣的手稿中，他展示了拒绝接受基督复活的重要神学教条的一个论证。他的数学概率运算加强了他的宗教怀疑论，关于复合事件的概率原理告诉人们，随着联合事件的个数的增加，其概率的值会相应减少，那么距离人们如此之遥的代代相传的宗教故事的真实性也会大打折扣。基于这样的认识，对于虔诚的基督教徒的信仰，他鄙视为愚昧无知和根深蒂固的错误和偏见，显然，新兴的概率演算可以成为摧毁这一切的力量，这种观点多次出现在《概率的哲学探究》之中。

罗杰·哈恩认为，拉普拉斯在青年时期，虽然放弃了家庭为他选择的将来成为一名教士的目标，但是对于宗教信仰的思考从未彻底从他的头脑中消失，拉普拉斯所经历的人生时段，尤其是启蒙运动的思想也铸就了他的宗教思想的底色，在这场运动中，对于宗教的讨论和反思如火如荼，围绕他周围的许多同事和朋友都参与其中，哈恩认为，对他影响甚大的卡巴尼斯和其他同事关于宗教问题的争论复燃了他很久以前就致力思考的想法。这些思考体现在他的“论意志的力”和“论因果关系”两部手稿中。

他关于因果关系的本质的观点和论证有一些是对大卫·休谟的观点的呼应。像休谟一样，拉普拉斯论证到因果关系不能够简单地从不断相继发生的事件（前面的事件被认为是后来发生的事件的原因）中建立起来。为了建立因果关系，必须理清事件之间的关联关系。在“论意志力”中，他认为，如果将人的意志假设为人的行为的原因，那么，“心理学”的规律能够探索出意志怎样指导行为。拉普拉斯承认我们对这些规律知识的认识是不足的，但是，他相信它们的存在就像物理的规律一样确定。尽管我们的知识是欠缺不完善的，他希望在这些“道德科学”中的科学探索将最终能够建立起它们的精确性：“在这些不确定性中，我们要做什么呢？观察外在感官和内在感觉使我们能够知晓的现象，确定它们相互之间的关系，并把这些关系提升到一般规律的层次。最后，在观察到的现象中辨别出那些来源于错觉的现象。它们的数量非常大，我们可能永远不会成功地认识所有这些现象。其中最严重的一个错觉把一些颜色传递给身体，身体使我们体验到对这些颜色的感觉：很容易通过各种各样的方式辨别它，并使自己确信这些颜色是在我们内部。在前定和谐的假设下，我们刚刚看到，一种错觉让我们认为画家对画笔的控制是由于他的意志。……所有这些规律都是不变的，都可以从它们所指导的未知的事物本质中推导出来。意志的反复无常，即使当我们断定它最令人捉摸不定的时候，也可以划归为这些规律，认为它只是因为驱使自身的力量所使然，及其对于身体某些部分的自身支配的独一行为所推动，这只是由一系列错觉所导致的想法。”
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这其中的寓意是决定论也通行于生命的世界，正如它通行于无机的领域。尽管拉普拉斯从未公开地表述过，但这种观念充斥于他同时代的医师弗朗西斯·马让迪（Franois Magendie，1783—1855）著作中。拉普拉斯对于自然界中存在恒定不变的规律（尽管对于它们的本质我们还一无所知）的坚定信仰众所周知，这是隐蔽在他对于概率论大力倡导的背后的驱动力。正如他反复表明的，考虑到人类对于达到终极理解的无能为力，概率性的知识是我们能够做到的最大希望。自然遵从规律，而科学家的任务就是尽可能地从现象中推出这些规律，从而接近预测这些自然的规则。在《概率的哲学探究》中他视之为使命的一个目标是：使得公众相信高度可能性的知识远比人类陷入多个世纪的各种错觉要好得多。在《概率的哲学探究》中，第十一章专门论述“概率估算中的错觉”，在那里，针对赌徒的错觉，拉普拉斯又重述了这个标准的论证，赌徒们往往忽略他们面临的困难，他们总是假设机会对他们有利。他也充满激情地论证了所有的迷信被错误地接受总是在明确的原因不那么清楚明白之时。拉普拉斯在他的手稿中又将这种理解运用于对宗教信仰的思考之中，他断言宗教本身流行的原因是：当推理不能提供令人信服的解释时，人具有甘心接受神秘解释的倾向，其中，荒谬的圣餐变体论和基督复活之说能够在如此之长的时间里还如此令人深信不疑，这正是人类不情愿接受自己的有限性的典型表现。同样，宗教的形成也是由于“意志和自由方面的虚假思想误导人类的心智”的结果。

3.3　老年时期的观点

拉普拉斯从不讳言自己是牛顿的追随者，他一生努力追求的目标就是要成为“法国的牛顿”。在他几乎将毕生的精力都倾注在对于牛顿的科学工作的发展和完善之后，在其老年时期，拉普拉斯开始探寻牛顿私密的精神生活，他欲将这位英国伟人的生涯与他自己的一生进行比较。他特别渴望探寻的一个问题是牛顿为什么在《自然哲学的数学原理》的第二版中出人意料地做出了一些关于宗教信仰的宣称，拉普拉斯至少是不赞同这些观点的，他迫切地想弄明白究竟是什么激起了牛顿如此坚定的信仰：上帝在宇宙的运作中起着不可或缺的作用，并且牛顿还把这种思想写入他的著作之中。拉普拉斯想当然地认为，继《自然哲学的数学原理》在十七世纪八十年代的风靡于世之后，牛顿就陷入了疾病缠身的状况，疾病是造成牛顿这种“精神错乱”的原因。为了说服自己确信这是老年人的失常或者是一种精神错乱的反映，据罗杰·哈恩的考证，拉普拉斯为此向英国的友人写了一些信件（据说是写给约翰·赫歇尔）和派人打听导致牛顿这种心智反常的原因。他不能想象，像牛顿这样才华横溢的科学伟人怎么可能将其毕生的追求虔诚地归于宗教信仰。尤其最令他惊诧不已的是牛顿竟然将这种具有浓厚个人色彩的观点与他的科学工作的密切地联系在一起，而拉普拉斯却一直努力地要将他的个人情感从公共话语中分离出去。

在公开的场合，拉普拉斯一直保留着他的不可知论或者怀疑论的观点，甚至在老年时期，他对上帝在具有机械决定性质的宇宙中所起的作用仍然持怀疑的态度。他对同时代人关于这个主题的看法一直抱有极大的好奇心，他经常与日内瓦的天文学家莫里斯（Jean-Frédéric-Théodore Maurice）
[106]

 讨论基督教，莫里斯参与了一个福音教派运动，这个教派运动的宗旨是力图把脱离的基督徒带回教会。他们进行过详细的对话，莫里斯还推荐拉普拉斯阅读一些文章，他给拉普拉斯看英国著名的哲学家、历史学家、索尔兹伯里主教吉尔伯特·伯内特（Gilbert Burnet，1643—1671）写的“基督教真理性的证明方法”，以向他说明基督徒是怎样为奇迹辩护的。这些没有说服拉普拉斯，他认为，伯内特的结论是不能令人信服的，尽管其逻辑令人赞美。不过，莫里斯又加上一句：“逐渐地，他的信仰基础发生了改变，我认为最阻碍他的就是他对于自然规律稳定性的坚定信念，这种稳定性不允许超自然的事件发生。”虽然拉普拉斯不认可超自然的事件、奇迹等，但是他更愿意从实用主义的角度来理解基督教，他认同基督教对于未开化之人的社会价值，尤其是他赞同信仰对于野蛮人的文明教化作用，拉普拉斯曾经这样回复莫里斯：“你知道基督教是一件相当美妙的东西……，这是与真正的文明相生相伴、使人们采用得体优雅的举止、并将人们转化为好学和自由守法公民的唯一宗教。”他在阅读了亚历山大·洪堡的关于美洲旅行的记载之后就曾做出过相似的评论
[107]

 。

莫里斯确信拉普拉斯正处于向救赎的转变之中，在他关于拉普拉斯最后病情的叙述中，他又发现了其他一些迹象说明这位科学伟人已站在基督教的边缘了。在拉普拉斯去世后不久，莫里斯记录的情景是引人注目的，他说：“拉普拉斯受到基督教的很大影响，看起来似乎就要宣称有对信仰的真正渴望。他在1827年2月肺部受到感染，于3月5日早上9时死于肺炎。在他患病的五周中，我定期去看望他，他让我靠近些，拉着我的手反复地说‘不久我就会好起来，你要常来与我共进晚餐，我们多聊聊。’我不能把他赠予我的这份特殊友情归于任何原因，除了他内心深处分享幸福信仰的渴望，这是上帝早就赐予我的。在我看来，没有其他因素可以解释他不断地向我展示的这个特别倾向，然而，尽管我真诚地期望着，我也没有能够与他展开进一步的对话，他尽责的妻子从未离开他的左右，她也不允许如此，因为他的病痛和虚弱。”

莫里斯后来在题名为“拉普拉斯先生的最后时刻”中给出了一个更加详细的论述，这是写于几年之后了，他更加详细地记述了他与这位临终科学家的会面情况，试图尽可能地把拉普拉斯描述为宗教皈依的一个重要的候选者，他对于后来流行的拉普拉斯的临终遗言被人篡改感到愤怒，这是两年后在拉普拉斯的学生傅里叶写的官方悼词中报道出来的。傅里叶为了使得拉普拉斯的形象更加接近于一位完美的科学家的形象，将他的临终遗言公开发表为“我们所知甚少，而我们未知的无限”。这句话与牛顿所说的一句名言有异曲同工之处：“知识就像是未被发现的真理的海洋，而我就是在海边捡贝壳的一个孩子。”

但是，罗杰·哈恩认为莫里斯的记述看起来更加可靠一些，但因为只是一个孤立的证言，这是不可能被证实的，莫里斯说：“在3月2日周五，拉普拉斯先生开始对周围的一切失去意识，也不能说话了。礼拜六和礼拜天我没有去，但一直不断地询问他的状况。周一早上9时，我得知他呼出最后一口气并撒手人寰，我，他的妻子、儿子还有稍后赶来的泊松——他最著名的学生潸然泪下。大约一小时后，我和泊松就离开了，这时他告诉我‘你知道我并不赞同你的宗教观点，但是我的良心迫使我告诉你肯定是你所希望的事情。前天，我与拉普拉斯的儿子，还有天文学家布瓦尔（Alexis Bouvard，1767—1843）在起居室，他的医生马让迪（Magendie）中午来了，我们试图扶他回到床上，这样他似乎可以恢复一些感觉。他的儿子抓着他的手，病人看着他，用微弱的声音说：‘你好，我亲爱的朋友。’布瓦尔过来，但拉普拉斯已认不出他了，我接着过来说：‘是我，泊松，您的学生，这是布瓦尔，他的热情计算使您卓越无比的发现更加辉煌。’泊松又说到，然后他（拉普拉斯）用忧郁的眼神盯着我，用痛苦的语调说了这样一句：‘哎，我们过去追求的都是幻影。’说完后他转过身去，不再说话了。”
[108]



莫里斯对于拉普拉斯的临终遗言加入了一些自己的主观评论，他说道：“这是一个意味深长的说法，对他而言是相当独特的，他似乎意识到长久以来为之奋斗的一切事情都是空虚的。”拉普拉斯去世后，虔诚的拉普拉斯夫人叫来了来自巴黎阿尔克依学院的助祭和巴克街附近的福音布道团主持了葬礼仪式，随后被埋葬在这个教区。当时的天主教报纸（La Quotidienne）宣称拉普拉斯在两位教士的怀中去世，这意味着他已是一位正式的天主教徒。

然而，罗杰·哈恩认为，拉普拉斯“已成为一名正式的天主教徒”的传言是不可信的，尽管迄今为止仍然缺乏其他的资源可以了解事件的来龙去脉，但是非常清楚的是，拉普拉斯去世前并没有天主教徒皈依的任何正轨仪式，直到最后，他仍然是一位怀疑论者，坚守着他的决定论信条以及得自于其广泛科学经历的坚定信念。

总之，拉普拉斯所处的启蒙运动时代是一个对于人类理性充满了极端乐观的时期，尤其是这个时期的知识分子，正如哈耶克所说
[109]

 ，他们认为人类的理性能力不存在任何局限性，随着科学的发展，人类有望驾驭和控制过去一直令人们感到威胁和惧怕的一切力量，包括上帝和各种神灵。最清楚表达这种精神的莫过于拉普拉斯在《概率的哲学探究》中那一段著名的宣言：“一位万能的智慧者能够在给定的一瞬间理解使自然界生机盎然的全部自然力，而且能够理解构成自然的存在的每一种状态，如果这个智慧者广大无边到足以将所有这些资料加以分析，将宇宙中最巨大天体的运动和最轻的原子的运动都包含在一个公式中。”尽管人类的心智与这位广大无边的智慧者相距甚远，但牛顿等科学家们在天文学的探索中所取得的成就给予了他无比的信心：通过对不变的永恒规律的不懈探索并将之数学化，最终将会使得人类距离自然的真理愈来愈近。这种早期唯科学主义思想也在他对于基督教的观点中体现得淋漓尽致。

在启蒙哲学孕育下成长起来的拉普拉斯的宗教观秉承了那个时代的典型特征，这个特征的基本点之一就是对宗教的激烈批判和怀疑态度，从现代的观点审视，对于理性与科学进步的盲目崇信成为启蒙时期的这些思想家们的一个主要缺陷，这种特点在拉普拉斯的概率哲学中也彰明较著，“它对于历史距离和历史隔阂缺乏理解，出于天真的过分自信，它拿自己的标准，作为评判历史事件之绝对的、唯一有效的和可行的规范。”
[110]

 然而，就如著名的启蒙哲学研究学者E.卡西尔在其著名的《启蒙哲学》中所阐述的，如果单纯地将反对宗教视为启蒙运动的基本精神也未免流于浅薄，启蒙运动实际上是基督教文化在成熟时期所进行的自我反思和自我批评，启蒙时期的思想家们所用的思想武器也仍然是基督教文化锻造出来的，这包括拉普拉斯所尊奉的科学与决定论的信念。因此，尽管拉普拉斯在其著述中多有对于基督教的质疑和批评之言，但是可以肯定的是他并没有走向全面否定上帝存在的无神论者以及像帕斯卡尔那样的虔诚信徒的两个极端，他的信仰一直徘徊于怀疑论、不可知论、自然神论之间，这一点比较明确地反映在其著作中反复强调的：有限的人类需要有一个“无限的智慧者”的假设去澄清其概率的思想，以及解释他为什么把概率置于人类思想中一个如此重要的地位的缘由，这是他对于“上帝依照数学设计了宇宙”这种基督教数学观的一种世俗化的理解与承袭。
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[86]
 Roger Hahn，Pierre Simon Laplace 1749—1827：A Determined Scientist，Harvard University Press，2005:172.


[87]
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[108]
 莫里斯原文的英文版本“Illness and Last Moments of M.de Laplace”，收录于罗杰·哈恩的著作中，第233—234页。


[109]
 哈耶克：《科学的反革命:理性滥用之研究》，冯克利译，译林出版社，2003年版，第117页。


[110]
 E.卡西尔：《启蒙哲学》，顾伟铭等译，山东人民出版社2007年版，第125页。


下篇《概率的哲学探究》译文与注释

以下图片是《概率的哲学探究》（Essai Philosophique sur les Probabilités）法文第五版的封面和目录。
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第一部分　概率的哲学探究

第一章　引言

这本哲学论述是我于1795年在巴黎高等师范学院
[111]

 给出的关于概率论的一次讲座的扩展，这次讲座是根据国民公会的法令进行的，那时，我与拉格朗日被聘为数学教授。最近关于同一个议题我出版了一部题为《概率的分析理论》的著作。在这里，我将不用分析的方法来呈现《概率的分析理论》中的原理和一般结果，并将它们应用于生活中一些最重要的问题中，对于生活中的大部分问题，实际上最重要的只是概率问题。严格来说，几乎所有的知识都只是偶然性的，只有一小部分我们能确定地知道。甚至数学科学本身，发现真理的首要手段——归纳法、类推法——都是建立在概率的基础之上的，因此，整个的人类知识系统都与由这一议题引出的理论密切相连。毋庸置疑，在这里我们将会饶有趣味地看到，即使在关于理性、正义和人性的法则中，考察一下那些常常与它们联系在一起的有利的偶然事件（chance）
[112]

 ，（就会发现）遵从这些法则就会受益匪浅，无视它们则危害极大：它们的偶然性，就像彩票中的那些有利事件一样，总是以充斥着飘摇不定的随机性而告结束。我希望本书中所给出的思考能够引起哲学家们的关注，并将之当作特别值得他们思考的一个主题。



注释


[111]
 巴黎高等师范学院（École Normale Supérieure）成立于1794年法国大革命时期，其初始宗旨是：为法兰西共和国培养具有启蒙的世俗价值观和理性批判性精神的、训练有素的专门人才。在办学之初，拉格朗日、拉普拉斯、蒙日等许多在法国和欧洲享有盛誉的科学家和数学家在此执掌过教鞭。在巴黎高师的既往岁月中，诞生了众多的科学和人文艺术领域的人才。


[112]
 “Chance”一词无论在英语中还是在法语中都是一个含义丰富的词汇，其最常用的意思是（与概率等同的）“几率”、“或然性”、“偶然性”和“偶然事件”等。拉普拉斯在《概率的哲学探究》中更多的是指最后一种含义，即从现象看似“偶然发生的事件”。“随机事件”（随机是指作为一种真正、客观存在的偶然性）的含义在18和19世纪的决定论氛围中还很少被用到。在本书的翻译中，根据上下文，对该词的翻译也略有变化。


第二章　论概率

一切事件，即使是那些微不足道且表面上看来似乎不符合伟大的自然法则的事件，也都正如太阳的运转那样必然是自然法则的结果。由于对这类事件与整个宇宙系统之间联系的无知，人们依据它们是有规则地发生和重复，还是无规则的出现，而把它们分别归之于终极原因或者偶然事件。但这些虚构的原因随着知识范围的拓宽而渐渐减少，并且在正确的哲学面前彻底消失，这种哲学将虚构的原因仅仅看成是我们对真实原因无知的表现。

一个事物如果没有产生它的原因，它就不能发生，基于这样一个显而易见的原理，当前事件就与先前的事件相联系。这一称作充足理由律（principle of sufficient reason）
[113]

 的公理甚至可扩展到无足轻重的行动中。没有使之发生的确定的动机，最自由的意志也不可能致其发生。设想有两个处于完全相似环境中的状态，并且意志在其中一个状态中起作用，而在另一个状态中不起作用，我们就说意志的选择是一个没有原因的结果。这就是莱布尼兹所称的伊壁鸿鲁派的盲目的偶然性。这样一种相反的观点只是心智的一种幻觉，由于看不到在我们漠不关心的状况下意志选择的捉摸不定的原因，而想当然地认为选择是由其自身毫无来由地做出的。

因此，我们应该把宇宙的目前状态看作是它的先前状态的结果，并且是以后状态的原因。一位万能的智慧者
[114]

 （an intelligence）能够在给定的一瞬间理解使自然界生机盎然的全部自然力，而且能够理解构成自然的存在的各自的状态，如果这个智慧者广大无边到足以将所有这些资料加以分析，将宇宙中最巨大天体的运动和最轻的原子的运动都包含在一个公式中。那么对于这个智慧者来说没有任何事物是不确定的，未来如同过去一样在他的眼中将一览无余。人类的心智在致力于天文学上所表现出来的完美中，给出了与这一智慧者微弱的相似性。人类在力学和几何学上的发现，加上万有引力的发现，使它能够用相同的分析表达式去理解宇宙系统的过去状态和未来状态。通过把同一方法应用于某些其他的知识对象，人类已能将观察到的现象归结为一般规律，并且预见到在给定条件下应当产生的结果。所有这些探索真理的努力都倾向于引导人类心智不断地回到我们刚才所提到的广大无边的智慧者那里去，但是，人的心智距这一智慧者仍有无穷之远。人类所特有的这种倾向性正是人类优于动物之处；人类在这个方面的进步正是区分民族、时代的标志，并构成了他们真正的荣耀。

我们不妨回忆一下过去，就在那并不遥远的年代，不寻常的暴雨、严酷的干旱、拖着长长尾巴的彗星、日食和月食、北极光，以及一般来说，所有的异常现象都被看成是天神愤怒的种种表现。为了免遭灭顶之灾，人们祈求上帝，但没有人祈祷星星和太阳停止运行：观察不久就证明这种祈祷显然是徒劳的。但是，由于这些现象的出现和消失的时间间隔很长，似乎与自然的秩序相违背，因此人们把此想象为是上帝被地球上的罪孽所激怒，而制造出这些现象来警告它的报复。因此，1456年彗星长长的尾巴引起的惊恐遍及欧洲，而土耳其人推翻东罗马帝国的迅速成功本来就已使欧洲陷入一片惊慌之中。这颗彗星周期性地出现了四次以后，它在我们中间激起了一种不同以往的吸引力。在此期间所获得的关于宇宙系统规律的知识，已经消除了由于我们对人类与宇宙的真正关系的无知而引起的恐惧——哈雷通过识别出这颗彗星就是在1531年、1607年和1682年出现的同一颗彗星，预测这颗彗星下一次出现的时间应在1758年年底或1759年年初。知识界急不可耐地等待着它的出现，这将使科学中业已作出的最伟大的发现之一得到证实，并且应验塞涅卡（Seneca）在论及那些从极高处降落下来的星体时所作的预告：“通过几个世纪的持续研究，这一天终将会到来，现在隐藏着的事情将清晰地出现在我们的眼前。并且，子孙后代将为如此显而易见的真理竟为我们视而不见而感到惊愕。”
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 然后，克莱罗（Clairaut）
[116]

 担当了分析由于两颗大行星——木星和土星——的作用而引起的该彗星的摄动的工作。在作了大量的计算以后，他确定了这颗彗星下一次大约于1756年4月初经过近日点，不久，这就被观察结果所证实。毫无疑问，天文学在彗星运动中所揭示出来的规律性也存在于一切其他现象中。

一个简单的空气分子或者蒸气分子所描画的曲线以一种像行星轨道一样确定的方式受到控制；它们之间仅有的不同只是由我们的无知所引起的。

概率部分地与这种无知有关，部分地与我们的知识有关。我们知道，三个或者更大数目的事件中有一个事件应该出现，但是没有任何东西诱使我们相信它们中的某一事件会发生，而其他事件不会发生。在这种不可确定的情况下，我们不可能肯定地预言它们的发生。然而，很可能这些事件中随意选择的一个事件将不发生，因为我们看到几种等可能的情形排斥该事件的发生，而有利于该事件发生的情形仅仅只有一个。

有关偶然事件的理论包括将所有同类的事件化归为一定数目的等可能的情形，也就是说，化归为我们对它们的存在同样不能肯定的几种情形，有关偶然事件的理论还包含：对于求解其概率的事件，要求出对于该事件有利的情形数目。有利情形的数目与所有可能情形的数目之比是这一概率的量度，因此这个概率只不过是一个分数，其分子是有利情形的数目，分母是所有可能情形的数目。

上述概率概念假定：有利情形的数目和所有可能情形的数目以相同的比率增加，概率将会保持不变。为了确信这一点，设有两个瓮A和B，第一个瓮里装有四个白球和两个黑球，第二个瓮里仅装有两个白球和一个黑球。假设，第一个瓮里的两个黑球由一根线系着，一旦它们中的一个被抓住，这根线就断开，再假设四个白球也按这种方式形成两个相似的系统。所有有利于抓住黑球系统中的一个球的机会都将导致一个黑球的取出。假如现在连接球的线并没有断裂，显然，所有可能事件的数目不会改变，抽取黑球的有利事件的数目也不会改变，但是两只球将同时从瓮中被取出；那么从A瓮中取出一只黑球的概率将与开始的时候是一样的。但是，对于B瓮的情形，唯一不同的是这个瓮里的三个球将会被由固定相连的两个球的三个系统所代替。

当所有的情形都有利于一个事件时，偶然性就变成了其表达值为1的确定性。在这种条件下，确定性与偶然性是可比较的，尽管在两种心智状态之间也许存在着一个本质的区别，当真理被严格地向心智展示出来时，或者当错误的微弱原因仍然被察觉出来时。

在只是可能的事情中，信息的不同——关于它们每个人都有自己的信息——是对于同样对象所持有的不同观点的主要原因之一。例如，假设有三个瓮，A、B和C，其中一个瓮仅有黑球，而其他两个瓮仅有白球。从C瓮里取出一个球，求这个球是黑球的概率。假如我们不知道这三个瓮中的哪一个瓮只有黑球，从而没有理由认为只装有黑球的是C瓮而不是B瓮或A瓮，那么，这三个假设就被看作是等可能的，又因为仅在第一种假设中才能取出一个黑球，所以取出黑球的概率等于1/3。假如已知A瓮里只装有白球，那么不确定性只涉及B瓮和C瓮，从C瓮中取出的一个球是黑球的概率就为1/2。最后，假如我们确知A瓮和B瓮里只装有白球，那么，偶然性就变成了确定性。

因此，一件被众多的人所阐述的事情，会因听者所拥有的信息程度的不同而会存在着不同的可信度。假如报告该事件的人对该事完全相信，并且由于他的地位和品性，激起了听众的极大信任，那么，他的报告，无论多么地离奇，对毫不知情的听众来说，与同一人所做的普通报告时一样，将得到同样的概率度，他们将会完全相信这件事。但是，如果某个听众知道，同一件事被其他同样值得信赖的人们否决过，那么他就会发生疑问，这件事就会受到已有先入信息的听众的怀疑，他们会拒斥之，即使它为事实所确证或与永恒的自然规律相符合。

在蒙昧时代，充斥于整个世界的谬误之所以能传播，正是由于大众对他们认为是最见多识广的人的看法的轻信，在最重大的生活问题上，大众已习惯于相信他们。巫术和占星术为我们提供了两个极好的例子。人们不加检验地就接受这些在幼年时期就被灌输的错误东西，它们以大众的普遍信任作为基础而得以在相当长的时期内维持它们的（权威）地位。但是，最后，在启蒙者的思想中科学的进步摧毁了它们，通过原先如此广泛地将那些谬误传播开来的模仿和习惯的力量，启蒙者的观点又使得这些错误甚至在公众中也归于消失。这种力量——道德世界的最丰富的源泉——在整个国家中建立和保持了与别处以同样权威维持着的完全相反的观念。既然上述差别往往只是由于我们所处环境不同而为种种不同观点所左右而引起的，那么，在对待不同于我们的观点上是多么不应该迁就纵容啊！让我们给予那些没有足够判断力的人们以启蒙，使他们成为明智之士。但是，我们首先应该批判地检查我们自己的观点，公正地权衡它们各自的概率。

但是，观点的不同取决于每个人是如何确定已知信息对他的影响的。概率论所思考的是如此的微妙，以至于两个人依据同样的信息而得出不同的结果是毫不足奇的，尤其是在处理极其复杂的问题时。下面我们来讨论这个理论的一般原理。



注释


[113]
 充足理由律的提法源于莱布尼茨，他在《单子论》中说：“我们的推理是建立在两个大原则上，即是：（1）矛盾律，……（2）充足理由律，凭着这个原则，我们认为：任何一件事如果是真实的，或实在的，任何一个陈述如果是真的，就必须有一个为什么这样而不那样的充足理由，虽然这些理由常常总是不能为我们所知道的。”


[114]
 拉普拉斯在这里描绘的这个神通广大的超凡智慧者（an intelligence）有时也被称为拉普拉斯妖（Laplace's Demon）。


[115]
 塞涅卡（Lucius Annaeus Seneca,约公元前4年—公元65年），古罗马政治家、斯多葛派哲学家。这一段引文出自塞涅卡的《自然问题》一书中。


[116]
 克莱罗（Alexis-Clande Clairaut，1713—1765），法国数学家、天文学家。


第三章　概率演算的一般原理

原理一——这些原理中的第一条原理是概率的定义，正如以前阐述过的那样
[117]

 ，概率是有利情形数与所有可能情形数之比。

原理二——在这里假设所有情形是等可能的。如果它们并非是等可能的，就首先得确定其每一个（情形）的可能性，对它们的精确估计是偶然事件的理论的最困难之处。如此，此概率就为每个有利情形的可能性之和。下面我们举例说明之。

假定我们向空中掷一枚大而薄的硬币，硬币的两个相反的面是完全类似的，我们称之为正面和反面。我们来求掷两次至少有一次出现正面的概率。很明显，会出现四种等可能情形，即第一次和第二次都出现正面；第一次出现正面，第二次出现反面；第一次出现反面，第二次出现正面；最后是两次都出现反面。前三种情形是有利于我们要求其概率的事件，因此这一概率等于3/4。所以，硬币投掷两次至少出现一次正面，是一个3∶1的赌注。

在这一游戏中，我们可以只数出三种不同的情形，即第一次出现正面，略去掷第二次；第一次出现反面，第二次出现正面；最后是第一次和第二次都出现反面。如果我们同意达朗贝尔的意见，认为这三种情形是等可能的，这一概率将减少为2/3。但是很明显，掷第一次出现正面的概率是1/2，而其他两种情况的概率是1/4，第一种情形是一个简单事件，它相当于下述两个事件的复合：掷第一次和掷第二次时都出现正面；掷第一次时出现正面，第二次出现反面。如果我们按照第二原理，把掷第一次出现正面的可能性1/2与掷第一次出现反面第二次出现正面的可能性1/4相加，我们就会得到所要求的3/4的概率，这与我们所假定的掷两次时得到的结果是一致的。这一假定丝毫没有改变对这一事件下赌注的人的运气：它只是有助于把各种不同的情形简化为等可能的情形。

原理三——概率论的最重要问题之一，并且也是最易引起错误的，是概率由于相互结合而如何增加或减少的。如果各事件是彼此独立的，那么其组合存在的概率是其各自的概率之积
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 。因此，掷一枚骰子出现一点（ace）的概率为1/6，而同时掷两枚骰子出现两点的概率为1/36。一枚骰子的每一面都能与另一枚骰子的六面相结合，实际上就有36种等可能情形，其中只有一种情形出现两点。一般而言，一简单事件在同样条件下连续发生给定次数的概率就等于以这一简单事件的概率为底以该次数为指数的幂。因为一个小于1的分数的连续乘幂会不断地减小，那么基于一连串很大可能性的一个事件将变得极其不可能。假定由二十位证人以这样一种方式来告诉我们一件事情：第一个人告诉第二个人，第二个人告诉第三个人，如此等等；再假定每一证言的真实性都为分数9/10，那么由这些证言得到事实真相的概率将小于1/8。我们对概率的这一衰减所能作的最好比较就是几片玻璃的插入所引起的物体亮光的衰减，很少几片玻璃就足以使一个物体从我们的视野中消失，而一片玻璃却可以使我们清晰地看见这一物体。当历史学家观察经过了连续数代的事件时，他们对于事件概率的这一衰减现象，似乎没有给予足够的重视，如果用这种方式加以检验的话，许多为人们信以为真的历史事件至少是值得怀疑的。

在纯数学科学中，最远的推论也保持着它们从中被导出的原理的确定性。在应用分析方法于物理学时，结论里也保持着事实或经验的所有确定性。但是，在道德科学中，每一个推论都是从位于它之前的推论以一种可能的方式导出的，无论这些推演的可能性有多大，错误的可能性却随着推演次数的增加而增加，最终，在距正确法则很远的推演结果中，谬误的可能性会超过真相的可能性。

原理四——当两个事件彼此相关时，复合事件的概率为第一事件的概率与在第一事件发生的条件下第二事件发生的概率之积
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 。因此，在前述三个瓮A、B、C的情形中，其中两个瓮里仅只装有白球，一瓮里只装有黑球；从C瓮中抽取出白球的概率为2/3，因为三个瓮里只有两个瓮里装有白球。但从已C瓮取出白球后，关于只装有黑球的瓮的不确定性就仅限于A瓮和B瓮了。从B瓮里抽取出一个白球的概率为1/2。2/3与1/2之积，即1/3就是从B瓮和C瓮里同时抽出两个白球的概率。

从这个例子中可看出过去事件对未来事件概率的影响。从B瓮里取出一个白球的概率，起先为2/3，但当已经从C瓮里取出白球之后，其概率就变成了1/2；如果从C瓮里取的是黑球，那么从B瓮里取出白球便成了必然事件。我们可以用下面的原理来确定这一影响，它是上述原理的推论。

原理五——如果计算一个已经发生了的事件的先验概率，以及一个由这一事件跟所期望的第二事件复合而成的事件的概率，那么后者被前者所除就是在已观察到的事件之下所希望事件的概率
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 。

这就出现了一个由一些哲学家在处理过去对未来概率的影响时所提出的问题。假设在“猜正面-反面”（heads or tails）（掷硬币）的游戏中，如果正面比反面出现得频繁，仅凭这一点我们就会相信在硬币的结构中存在着一个有利于出现正面的秘密原因。在生活中，总是开心快乐是个人胜任能力的证明，因此我们更愿意雇用这样的人。但是，如果环境不稳定，我们总是陷入完全不确定的状态中，例如，在掷硬币时，每掷一次都更换硬币，那么，过去就不会影响未来，考虑过去对未来的影响就是荒谬的。

原理六——使观察到的事件发生的任何一个原因是以与该原因引起该事件发生的概率同样大的可能性来显示出来的，如果该事件是稳定的话。因此这些原因中任一个原因存在的概率是一个分数，其分子是由这一原因引发的事件的概率，其分母为所有这些原因引起该事件的概率之和
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 ，如果先验地（a priori）认为各个原因不是等可能性的，那么就有必要用该原因自身的概率与这个事件概率之积来代替每一个原因所引起的该事件发生的概率。这是偶然性分析这门分支学科的基本原理，从事件追溯原因是这门学科的主要部分。

这一原理给出了我们之所以把规则性的事件归之于特定原因的理由。一些哲学家认为这类事件比其他事件的可能性小，例如在掷硬币游戏中，正面连续出现二十次的组合，在本质上没有那些正反面以不规则方式混合出现的组合来得容易。但是，这种观点假定了过去事件对未来事件的可能性有影响，这是根本不能接受的。有规则的组合方式出现得更少仅仅是因为其数目更少。如果我们总是在对称性上寻找原因，这并非因为我们认为对称事件比其他事件发生的可能性小，而是因为我们认为这一事件要么是一有规律的原因的结果，要么是偶然性的结果，并且前者比后者更有可能。在桌上，我们看到字母以君士坦丁堡排序方式（Constantinople）排列，我们便判定这一排列不是偶然的结果，这并非因为它比其他情况的可能性小。而是因为，如果这个词在任何语言中都没有见到过，我们就不应猜疑它出自某种特殊的原因，但是，既然这个词已被我们广泛使用，那么这种排列就不是出于偶然，而更可能的是某人将之排列成这样。

现在该定义异常的这个词了。我们在思想中把所有可能的事件分成不同的类，而把那些包含很少数事件的类看作是异常的。例如，在投硬币游戏中，正面连续出现一百次对我们而言是异常的，因为掷一百次可能出现的组合方式数几乎是无限的。假若把组合方式分成具有明显次序的规则系列和不规则系列，那么，后者在数目上会占绝对优势。一个瓮里有一百万个球，其中只有一个是白球，其余的是黑球，从这样一个瓮里取得一个白球似乎同样是异常的，因为我们把黑白两种颜色的球只分成两类事件。但若从一个装有一百万个数字的瓮里取出一个例如475813的数字，对我们而言似乎就是一个普通事件；因为如果我们不把这些数字加以分类，而是一个个地对它们作比较，我们就没有理由认为其中的某一个数字会比其他数字更容易出现。

综上所述，我们可以得出下述一般的结论：事件越是异常，就越需要有充足的证据支持。对那些证明它的人而言，行骗和受骗这两个原因的可能性随着事件得以实现的可能性的减小而增加。尤其在我们下面谈及证据的概率时，将看到这一点。

原理七——未来事件的概率是每一原因的概率（由已观察到的事件获得）与在该原因存在的条件下未来事件将要发生的概率之积的总和
[122]

 。下面的例子将阐明这一原理。

设有一个只装有两个球的瓮，这两个球不是白色就是黑色的。取出一球并在下次取球前仍将此球放回瓮里。设前两次取得白球，求第三次取出白球的概率。

这里只能有两种假设：或者其中一个球是白球，另一个是黑球；或者二者皆是白球。在第一种情况下，已观察到的事件的概率是1/4，在第二种情况下，概率为1或者说是必然事件。因此，在把这些假设作为原因时，从第六原理可求得它们的概率分别为1/5和4/5。但是，若是第一种假设，第三次取得白球的概率就为1/2；若是第二种假设，则为1；因而用相应假设的概率乘以上述概率，其积之和为9/10，即为第三次取得白球的概率。

当单个事件的概率未知时，我们可以假定它等于0到1之间的任意值，根据第六原理，由已观察到的事件得出的每一种情况的概率是一个分数，其分子是这一假设之下的事件的概率，其分母是所有有关情况的类似概率之和。因此，一事件的可能性位于在给定范围之内的概率则是位于在这些范围之内的分数之和。现在，如果我们用相应假设所决定的未来事件的概率乘以每一个分数，按照第七原理，这种种假设之积的总和将是从已观察到的事件得出的未来事件的概率。因此，我们发现，当一事件连续出现数次时，下一次它将再次出现的概率等于这一数目加1除以这一数目加2。假定最古老的历史纪元是在5000年之前，或者在1826213天之前，太阳一直以每二十四小时为一个周期的间隔升起，那么，我们可以下一个1826214∶1的赌注赌明天的太阳将再次升起。但是，当一个人从总体的现象中窥察到时日和季节的重要调节者（principal regulator）时，就会看到目前没有任何事情能阻止这一进程，所以，对此人而言，这一数值更大得无与伦比。

布丰（Buffon）在他的《道德算术》中对上述概率作了不同的计算。他推测它与1的差是一个分数，其分子为1,其分母为以2为底、以从纪元以来逝去的天数为指数的幂。但是，把过去的事件跟原因的概率和未来事件的概率联系起来的正确方法对这位著名的作者而言是全然未知的。



注释


[117]
 拉普拉斯在1774年的文章“关于循环级数及其在偶然性理论中的应用”第一次提出这个定义，见P.S.Laplace,“Mémoire sur les suites récurro-récurrentes et sur leurs usages dans la theorie des hasards”,mémoires de mathématique et de physique,présentésàl'Acdemie Royale des Sciences,par divers Savans&lûs dans ses Assemblées 6（1774）:353-371。参见本书上篇第一章1.1节，第4页。
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 ，其中，E1
 表示观察到的事件，E2
 表示未来的事件。


第四章　论期望

事件的概率有助于那些为发生的事件所影响的人们确定（未来的）期望和机遇。“期望”一词具有多种含义；一般来讲，它表示在某些只是可能的假设下期望得到一定利益之人的预期收益（advantage）。在偶然性理论中，这种预期的收益就是所期望的数值与得到它的概率之积。当你并不想承担事件的风险时，这是一个你必须付出的不公平的数值，假定（预期的）总数按照概率的比率被分摊。如果不考虑所有奇异的情况，这种分配就是唯一公平的。因为一个相等的概率度会给出这个数目所希望的一个相同的权利。我们将这个预期收益称为数学期望。

原理八——当预期收益涉及几个事件时，数学期望即是将每个事件的概率乘以与之发生相对应的收益之积的和
[123]

 。

我们将这个原理应用于几个事例。假定在“猜正-反面”（heads or tails）的赌博游戏中，如果第一次就掷出正面，保罗会得到2个法郎；如果只是在第二次才掷出正面，那么他就得到5个法郎。将2法郎与第一个事件的概率1/2相乘，5法郎与第二个事件的概率1/4相乘，这两个积相加的和为[image: ]
 个法郎，这个数值即是保罗的预期收益。这是他应该提前付给那个已给他这个预期收益（机会）的人的金额；为了保持游戏公平，赌注应该等同于该游戏产生的预期收益。

如果保罗因第一次投掷出正面而得2个法郎，因第二次投掷出正面而得5个法郎，不论他在第一次投掷时是否投出正面，第二次投掷出现正面的概率总是1/2，那么用1/2分别乘2个法郎和5个法郎，两个乘积之和为[image: ]
 个法郎，这是保罗的预期收益，相应地也是他参加这个游戏的赌注
[124]

 。

原理九——在一系列的可能事件中，其中一些事件产生收益，而另一些事件则造成亏损。我们会如此来计算预期收益：每一有利事件的概率与它所产生的收益之积的和，减去每一不利事件的概率与与之相应的损失之积的和，如果第二个和比第一个和大，预期收益就变为亏损，并且希望就变为忧虑（即数学期望是负的）。

相应地，在生活中我们总是应该使一个期望的收益与它的概率之积至少等于与损失相应的类似的积。但是，为了达到这一点，就必须精确地估计收益、损失及其它们各自的概率。为此，一个非常精确的头脑、一个缜密的判断，以及处理事务的经验总是必不可少的；必须懂得怎样去引导自己而防止偏见、防止不切实际的恐惧与企望，防止大多数人聊以自慰的关于财富和幸福的错误观念。

上述原理在下列问题中的应用已经给予了几何学家们以极好的训练。保罗参与“猜正-反面”赌博游戏，条件是：如果第一次就掷出正面，他会得到两个法郎；如果只是在第二次掷出正面，那么他就得到四个法郎；如果只是在第三次掷出正面，那么他就得到八个法郎；以此类推，根据原理八，他参加的赌注应该等于投币的次数，因此，如果这个游戏无限次地进行下去，那么，赌注也应该是无限的。但是，没有一个理性之人愿意付出哪怕很少的赌注去参加这个游戏，例如5个法郎。那么由计算得到的结果与由常识所指示的结果的差异从何而来呢？不久我们就会认识到：它基于这样一个事实：人们对于收益的心理预期与收益并非成比例，并且它与成千上万个通常难以描述的环境因素有着千丝万缕的联系，而其中最一般和最重要的是与个人财富有关的因素。

的确，相对于百万富翁，对于只拥有100法郎的人来说，1法郎显然具有更大的价值。那么我们就应该从它的相对价值中区分出所期望收益的绝对价值。前者由渴望它的动机所决定，后者则与之毫无关系。不可能给出一个一般的法则来估计这个相对价值：不过，下面是丹尼尔·伯努利提出的一个原理，这个原理在许多情形下是行之有效的。

原理十——一个无穷小的和的相对价值等于它的绝对值除以所期待的总的收益，这就意味着每一个人都有一些或多或少的财产，其价值永远可以假设为非零。的确，即使一个人一无所有，其相对价值是劳动力与他所希望的至少能够满足其生存所需的一个值的比。

如果分析一下上面阐述的原理，我们可以得出以下原则：将某人的独立于其期望的那部分财富作为一个基本单位，通过这些期望和它们的概率来测量这份财富可能的不同的值。那么，以这些值各自为底以它们的概率所表明的为幂的积将是具体的财富（material wealth），对于此人来说，这笔财富产生的心理收益与此人从作为基本单位财富和期望的财富中所得到的心理收益相等。从这个积中减去基本单位，差即是基于期望的具体财富的增加值。我们将这个增长值称为“道德期望”。容易看出，当与由期望所得到的变量相比，被作为基本单位的财富变成无穷大时，道德期望与数学期望是一致的。但是，当这些变量成为这个基本单位的可察觉到的一部分时，这两种期望彼此之间就会出现非常显著的差异。

这个法则所导出的结果与常识所显示的结果是一致的，通过这种方法，就可以以某种精确度估计出来这些结果。因此，在前述的问题中，可以看到：如果保罗的财富有200法郎，那么，他付出的赌注若超过9个法郎就是非理性的。更进一步，同一个法则表明，将风险分摊为所期望收益的几个部分，将会比把这个收益放置于一个相同风险的整体中会更好。这个法则也同样表明：即使在一个最公平的游戏中，损失通常总是大于收益。例如，假设一个赌徒有100法郎，他将其中50法郎押到“猜正-反面”的赌博中。赌博之后，他的财富将减少到87个法郎，也就是说，对于这个赌徒来讲，后面这个值所产生的心理预期利益等于他赌博之后的财富状况。因此，赌博是无益的，即使在赌注与所期望的数值与其概率的积相等的情况下也是如此。由此可以判断赌博是多么的不道德，在其中，所期望的和总是小于这个积。它们的存在只是由于错误的推演和由此所引起的贪婪：它诱惑人们为了一些不切实际的幻想而不顾自身的能力所及而倾其所有，它们是万恶之源。

不论代表每个人道德财富的具体财富的函数是什么，赌博之危害、勿将所期望的全部收益置于相同风险之下的益处以及由常识所揭示的所有相似的结果仍然是有效的。毫无疑问的是这个函数中的增量与具体财富中的增量之比会随着后者的增大而减小。



注释
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 这个原理是指求数学期望的一般法则公式：[image: ]
 。


[124]
 这里讨论的问题是“圣彼得堡悖论”（The St.Petersburg Paradox）。参见本书上篇的第二章2.5节，“概率与道德科学”，第57—62页。


第五章　概率演算中的分析方法

我们刚才在一些概率问题中阐释了原理的应用，这种应用需要一些方法，而对这些方法的研究导致了几种分析方法的产生，尤其是组合理论和有限差分运算的产生。

如果这样构造二项式的乘积：1加第一个字母，1加第二个字母，1加第三个字母，重复这样的过程，直到我们得到n个二项式，然后将它们乘在一起
[125]

 。用这个乘积的展开式减去1，我们得到这样的一个和式，它是由下述的和相加得到的：从这n个字母中任取1个字母得到的所有组合的和，任取2个字母得到的所有组合的和，……，任取n个字母得到的所有组合的和；所有和中的所有项的系数都是1。为了得到从这n个字母中任取s个字母所得到的组合的数目，我们观察到如果我们假设这些字母彼此相同，那么前面所述的乘积就变为1加第一个字母得到的二项式的n次幂；因此，从n个字母中任取s个字母所得到的组合的数目就是这个二项式幂的展开式的第一个字母的s次幂的系数；这个数可以借助著名的二项式公式得到
[126]

 。

值得注意的是在每个组合中字母的各自的情况，观察到如果将第二个字母和第一个字母组合，则它可以放在第一个位置或第二个位置，这样就得到两种组合。如果我们在这两个组合加入第三个字母，我们可以将其放在第一个，第二个和第三个位置，这样，对这两个组合中的任何一个，都可以得到三个新组合，共计六个组合。由此可以很容易地得出s个字母的排列的个数是从1到s的所有整数的乘积。为了考虑到这些字母各自的位置，有必要将该乘积与从n个字母中取s个字母得到的组合的数目相乘，该数等于略去了相应的二项式系数的分母
[127]

 。

让我们想象一下由n个数字构成的一个抽奖游戏，每次抽取r个数。求一次取得s个给定的数的概率。为求得此概率，我们构造一个分数，其分母为所有可能情况的总数或从n个字母中任取r个字母得到的组合的总数，分子是所有包含给定的s个数的组合的总数，后面的数显然是从其他数中取n-s个数的组合数。这个分数即是所求概率，并且我们容易发现该分数可以简化为另一个分数，其分子为从r个数中一次抽取s个数的组合数，分母为从n个数中一次抽取s个数的组合数
[128]

 。因此在法国彩票中，如果涉及的数字是90个，每次抽取5个，抽取一个给定数字的概率为5/90，化简后1/18；因为这个游戏是公平的，那么，彩票发行方应该付给赌注的18倍。从90个数中一次抽取两个数的组合的总数为4005，而从5个数里选取两个数的组合的总数为10。取到给定的一对数字的概率为1/4005，彩票发行方应该付给赌注的[image: ]
 倍；相似地，对于抽取三个给定的数，应付赌注的11748倍，对于抽取四个给定的数字，他应付赌注的511038倍，对于抽取五个给定的数字，他应付赌注的43949268倍。彩票主办者远不会给予参与者这些收益预期。

假设在一个瓮中有a个白球和b个黑球，从中抽取一个球之后再将其放回瓮中，求抽取n次取得m个白球和n-m个黑球的概率是多少。很清楚的是在每次抽取可能发生情况的数目为a+b。第二次抽取的每种情况可以和第一次的所有情况组合起来，两次抽取的所有可能情况的总数为二项式（a+b）的平方。在该平方式的展开式中，a的平方表示两次都取到白球的情况的总数，a与b积的两倍表示一次取到白球而一次取到黑球的情况的总数。最后，b的平方表示两次都取到黑球的情况的总数。重复这样的过程，我们看到，在一般情况下，（a+b）的n次幂表示在n次抽取中所有可能情况的总数；在该次幂的展开式中，a的次数为m的项表示抽取到m个白球和n-m个黑球的情况的总数。用该项除以二项式的n次幂，我们得到抽取到m个白球和n-m个黑球的概率。a与（a+b）的比是在抽取过程中取到一次白球的概率；b与（a+b）的比是取到一次黑球的概率；如果我们称这两个概率为p和q，在n次抽取中取到m个白球的概率是（p+q）n
 的展开式中p的次数为m的那一项；我们可以看到p+q等于1。该二项式的这个突出的性质在概率论中是非常有用的。但是，解决概率问题的最一般而直接的方法在于让它们由差分方程所决定。当我们根据他们各自的差异增加变量，对比表示概率的函数的逐个条件，要解决的问题经常提供各个条件之间的一个非常简单的比例。这个比例被称为常微分方程或偏微分方程；只涉及一个变量时称为常微分方程，涉及多个变量时称为偏微分方程。以下我们考察几个这样的例子。

假设三名水平相同的玩家在如下条件下一起玩游戏：前两名玩家中的胜出者同第三名玩家比赛，倘若前者胜出，则游戏结束；但是如果前者失败，则后者同另一位玩家比赛，这个过程一直持续到有一名玩家连续击败另外两人，此时游戏结束。求以任何给定的次数n游戏结束的概率。首先让我们精确地求出游戏结束于第n次比赛的概率。因为在此种情况下，赢得比赛者应该参加第n-1次比赛，并且赢得第n-1次和最后一次比赛。但是如果他没有赢得第n-1次比赛的话，也就是说他被对手击败，而他的对手又在前一次比赛中胜出，则此时游戏就会在这一场结束。因此，其中一位玩家进入第n-1次比赛并且赢得这次比赛的概率等于游戏恰好在这场比赛结束的概率；当这名玩家必须赢得下一场比赛，只有这样游戏才有可能在第n次结束，最后这种情况的概率只能是前述情况的概率的一半。这个概率显然是n的一个函数；那么，这个函数等于关于n-1的同一个函数的一半。这个等式就是被称为有限常微分方程（ordinary finite differential equation）的一种
[129]

 。

借助这种方程，可以很容易地求出游戏在给定的次数结束的概率。显然游戏不会在第二次之前结束的；如果要使游戏在这一次结束，那么第一次中的胜者应该在第二次中战胜第三位参加者；游戏在这一次结束的概率为1/2。因此，通过前述的方程我们推出游戏在第三次结束的概率为1/4，第四次结束的概率为1/8，以此类推；一般地，第n次结束的概率为1/2的n-1次幂。1/2的所有这些次幂的和等于1减去这些幂中的最后一个；这就是游戏最晚在第n次结束的概率
[130]

 。

让我们再考虑第一个可以用概率解决的更加复杂的问题，而这个问题也是帕斯卡尔向费马提出请求的问题。两名玩家A和B水平相同，在如下条件下一起玩：最先比另外一个人多出一个给定的点数的人赢得该游戏，并且将所有赌注收入囊中；在经过若干次投掷后，两位玩家同意在游戏结束的情况下退出：我们要问的是赌注应该怎样分配。很明显，分配的两份应该与两人赢得赌局的概率成比例。于是问题被简化为确定这两个概率。它们显然依赖于每位玩家所得数字与要求数字所差的点数。因此，A的概率是两个我们称之为下标（indice）的两个数的函数。如果两位参与者同意再投一次（这个协定不会改变他们的状态，保证在这次投掷之后赌注的划分总是与赢得赌局的新的概率成比例），或者A赢得这一轮，那么他赢得赌局所需要的点数就减去1，要么B赢得这一轮，那么他赢得赌局所需要的点数就减去1。但是这两个情形的概率都是1/2；所求的函数就等于这样一个函数的一半，其中，这个函数的第一个下标减1，再加上的同样一个函数的一半，其中的第二个下标减1
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 。这个方程就是一个所谓的偏差分方程。

通过这个方程，我们能够确定A的概率，可以从最小的数开始，可以看到，当A一个点也不缺时，A赢的概率或者表示这个概率的函数等于1，此时，第一个下标为0，当第二个下标为0时，这个函数就变为0。假设玩家A仅缺少一点，相应地根据B缺一点，二点，三点，等等，我们发现A赢的概率为1/2，3/4，7/8，等等。一般地，这个概率等于1减去1/2的n次幂，n是B赢得赌局所缺的点数。然后，假设A缺少两个点，相应地根据B缺一点，二点，三点，等等，A赢的概率等于1/4，1/2，11/16，等等。然后，再假设A缺三点，以此类推。

这种通过差分方程获取一个量的相继值的方法是冗长而费力的。几何学家已经找到一些方法可以得到满足这个方程的带下标的一般函数，于是对任意特殊的例子，我们只需要在这个函数中代替对应的下标的值。我们用一般的方法来考虑这个问题。为此我们设想排列在一条水平线上的一系列项，它们中的每一项都可根据某一给定法则从前一项得出。假设这个法则可以由一个关于相继的几项和它们的下标或者说是表示它们在序列中的秩的数的方程给出。我将这个方程称为带一个下标的有限差分方程。该方程的阶（order）或者次数（degree）是这两个项的秩的差。利用这个方程，我们能够逐次地确定这个序列中的几项，并将该过程重复下去；但是，为了做到这一点，必须知道这个序列的几个项，所知项的个数等于方程的次数。这些项是序列的一般项的表达式或者差分方程的积分的表达式的任意常数项。

我们想象一下第二个项序列的图式，其中的每一项都在第一个序列的项的下面，并按水平方向排列。再想象一个位于第二个序列的项下面的第三个水平排列的序列，就这样无限地进行下去；我们假设所有这些序列的项由一个一般的方程联系起来，这是关于几个相继的项，相继的是指在水平方向和垂直方向的意义上，和在两个方向意义上表示其秩的数之间的方程。称这个方程为有两个下标的有限偏差分方程。

我们以同样的方式想象一下位于前述序列的图式之下的相似序列的第二个图式，其中的项都被放置在第一个图式的项的下面；再想象一个位于第二个图式下面的第三个类似序列的图式，就这样无限地进行下去；我们假设这些序列的所有项由一个方程联系起来，这是关于在长度、宽度、深度意义上几个相继的项和在这三种意义上表示它们秩的数之间的方程。称这个方程为有三个下标的有限偏差分方程。

最后以一种抽象的方式且不依赖于空间的维数来考虑这个问题。一般地，让我们想象一个由若干量组成的体系，这些量是确定个数的下标的函数。我们假设关于这些量、这些量与这些下标之间的差、与这些下标本身之间，有着与这些量的个数一样多的方程。将这些方程称为给定下标数的偏有限差分方程
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 。

利用这些方程，我们能够逐次地确定这些量。但是，就像含有单一下标方程，我们必须知道该序列的若干个项，以同样的方式，因此含两个下标的方程需要我们知道一行或几行序列，这些序列的通项可以由其中之一下标的任意一个函数表达出来。类似地，含三个下标的方程需要我们知道一个或几个序列图式，其中每一个通项都可以由任意一个具有两个下标的函数表达出来，以此类推。在所有这些情况下，通过逐次消去我们能够求出这些序列的某个项。但是，因为如此消去法所用到的所有方程都包含在方程的相同图式中，我们取得相继项的所有表达式应该被包含在一个一般表达式中，这是一个决定该项的位置的下标的函数。这个表达式上述提到的差分方程的积分，积分演算的目的就是求出这个表达式。

泰勒
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 在其题为《增量法》（Metodus incrementorum）的著作中首先研究了线性有限差分方程组。在这里，他展示了怎样求含有一个系数且最后一项是一个下标的函数的一阶方程的积分。事实上，通常考虑的等差数列和等比数列的项的关系是线性差分方程的最简单的情形；但是人们从未以这种角度去研究它们。正是这些将它们与一般的理论联系起来的研究之一，引发了这些理论的产生，并成为一些名副其实的发现。

大约在同时，德莫弗（de Moivre Abraham）凭借循环级数研究任意阶的常系数有限差分方程。他以一种别出心裁的方法成功地求出了它们的积分。在此追溯一下发明者的足迹是非常有趣的。把德莫弗的方法应用于一个循环级数，其中已给出三个相继项的关系，通过这种方式，我将拓展他的方法。首先，他考虑等比数列的相邻的一些项的关系或者表示其两个项的方程。他将这种关系中的每一项的下标减去1，将之乘以一个常数因子并减去从第一个方程得到的乘积。因此得到关于等比级数连续三项的方程。德莫弗随后考虑第二个数列，其各项之比是他已经用过的相同的因数。类似地，他将这个新的级数方程的项的下标减去1。在这种情况下把它乘以第一个数列的公比，从第二个数列的方程中减去这个积，由此发现这个（第二个）数列的三个相继项的关系完全类似于在第一个数列中发现的。随后他注意到如果将两个级数逐项相加，在这个和（级数）的任意给定的三个相继项之间存在相同的比例关系。为了求出两个等比数列的公比，他将这个比的系数同前述递归级数的那些项的比例关系的系数进行比较，他发现一个二次方程的根就是这些比。由此，德莫弗就将递归级数分解为两个等比数列，每一个都乘以一个任意常数，德莫弗通过递归级数的前两项确定这个常数。实际上，达朗贝尔也用这个匠心独具的过程来求常系数的无穷小线性差分方程的积分，拉格朗日已将之转化为相似的有限差分方程。

最后，我考查了线性偏有限差分方程，首先用的是循环级数（recurrorecurrent series）的名称，然后再用它们各自的名称。对我来说，求所有这种方程积分的最一般、最简单的方法是建立在对生成函数的思考上的，其一般思想如下所述。

如果我们构造一个关于变量t的函数V，并按照该变量的幂而展开，每个幂的系数都是这个幂的指数或者下标（exponent or index）的函数，我将这个指数称为x。我将V称作这个系数或下标的函数的生成函数。

现在，如果将V的展开式的级数乘以一个同样以t为自变量的函数，例如1加上该变量的两倍，这样的乘积则是一个新的生成函数，其中变量t的x次幂的系数等于V中相同次幂的系数加上t的x-1次幂的系数的两倍
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 。因此，乘积中下标x的函数等于V中下标x的函数加上下标减1的相同函数的两倍。下标x的函数因此是V的展开式中相同下标的函数的导数，这个导数函数我称之为这个下标的原函数。我们通过将字母δ放在原函数之前来表示导函数。由这个字母表示的导函数依赖于V的乘数，我们用T来表示，并假设T和V一样，以变量t的幂而展开。如果我们将T乘以V和T的乘积，这就等于将V乘以T2
 ，我们构造第三个生成函数，其中，t的x次幂的系数是一个类似于前一个乘积的相应系数的导数；也可以通过将同样的字母δ置于前述的导数之前来表示它，这样x的原函数之前要写两次δ。但是为了代替这种两次书写，我们赋予它一个指数2。

继续这样的过程，我们看到，在一般的情形下，如果我们用V乘以T的n次幂，我们通过将字母δ的n次幂放在原函数前面而得到V和T的n次幂的乘积中t的x次幂的系数。

例如，我们假设T是t的倒数；则在V和T的乘积中，t的x次幂的系数等于V中t的x+1次幂的系数；V和T的n次幂的乘积中的（t的x次幂的）系数就是原函数，其中x增加了n个1。

我们现在考察t的一个新函数Z，与V和T一样，以t的次幂展开它；我们通过将符号Δ放在原函数之前来表示V和Z的乘积中的t的x次幂的系数；x的原函数前加上Δ的n次方表示V和Z的n次幂的乘积中的系数。

例如，如果Z等于1/t-1，在V和Z的乘积中，t的x次幂的系数是V中t的x+1次幂的系数减去x次幂的系数。这就是下标x的原函数的有限差分。

符号Δ指原函数的有限差分，在这种情形中下标以单位变化；放置于原函数之前的这个符号的n次幂指这个函数的第n阶有限差分。如果我们假设T等于1/t，就有T等于二项式Z+1。V和T的n次幂的乘积就会等于V和二项式Z+1的n次方的乘积。按照Z的幂展开这个式，那么V和这个展开式的多项的乘积是这些相同项的生成函数，在这些项中，我们用下标的原函数对应的有限差分替换Z的次幂。

现在V和T的n次方的乘积是原函数，其中下标x增加n个1；再经过判别式到它们的系数，我们将使得这个增加的原函数等于二项式Z+1的n次方的展开式，只要在这个展开式中用原函数相应的差分去替换Z的各次幂，并且将这些次幂的独立的项和原函数相乘。我们将因此得到原函数，其中下标以它的差分为单位增加任意给定的数n。

假设T和Z总有上述的值，并且使Z等于二项式T-1，那么，V和Z的n次幂的乘积等于V和二项式T-1的n次幂的展开式的乘积。如上已实施的，再经过从生成函数到它们的系数，就会得到以二项式T-1的n次幂的展开式的原函数的n阶差分，其中我们以同样的函数替代T的次幂，这个函数的下标要加上幂的指数，我们也以原函数替换独立于t的项——这个项就是1，由此通过这个函数的相邻的项就得到了这个差分。

置于原函数前的δ将那个函数转换为V和T的乘积中的t的x次幂的系数（这个函数的导数）；Δ表示V和Z的乘积中同样的导数，通过前述的讨论，我们导出这样一个一般的结果：无论T和Z所代表的变量t的函数是什么，在利用这些函数能够形成的所有恒等式的展开式中，可以用符号δ和Δ代替T和Z，只要在序列中下标的原函数可以写在幂和这些符号的幂之乘积之后，并且将这些符号的一些独立的项乘以这个函数。

借助这个一般结论，我们能够去将下标x的原函数一个差分的任意次幂，其中x以1为单位变化，转化为相同函数的一系列差分，其中x以确定的单位数变化，反之亦然。假设T是1/t的i次幂减1，Z恒等于1/t减1；于是V与T的乘积中的t的x次幂的系数是V中t的x+i次幂的系数减去t的x次幂的系数；那么，它是下标x的原函数的有限差分，其中下标以数i为单位变化（即x被x+i替代）。很容易看到T等于二项式Z+1的i次幂与1的差。T的n次幂等于这个差的n次幂。如果在这个等式中我们将T和Z各自替换成符号δ和Δ，在展开式后面，我们在每一项后面写出下标x的原函数，那么我们可以使这个函数的n阶差分，其中x以数i为单位变化，被相同函数的一系列差分表示出来，在其中x以数1为单位变化。这个序列只是它所表示的差分的变换，这个差分与它相等；但是，分析的力量正是蕴涵于这样的一些变换之中。

分析的一般性允许我们假设在这个表达式中n是负的。那么δ和Δ的负数次幂表示积分。事实上，原函数的n阶差分的生成函数是V和1/t-1的n次幂的乘积，作为差分的n次积分的原函数具有相同差分的生成函数，这个原函数是1/t-1的n次幂乘以符号Δ的相同次幂；这个幂表示相同阶数的积分，下标x以数i为变化单位；δ的负次幂表示相等的积分，其中下标x以数i为变化单位。在这里以一种最简单和最清晰的方式显示出了正的次幂和差分之间、负的次幂和积分之间的分析推理。

如果将δ置于原函数之前而得到的函数等于0，我们将得到一个有限差分的方程，V是它的积分的生成函数。为了求出这个生成函数，注意在V和T的乘积中，应该消去t的所有次幂，除了那些小于差分方程的阶数的次幂；V等于一个分数，其分母为T，其分子为一个多项式，在这个多项式中t的最高次幂比差分方程的阶小1。T的各个次幂的任意系数，包括常项，由下标的原函数的对应个数的一些值所决定，其中，相继令x等于0，1，2，等等。当给定差分方程时，可以这样求出T：将差分方程的所有项放在最前面，用1替换具有最大下标的原函数，用t取代这个下标减1的原函数，用t2
 替换这个下标减2的原函数，以此类推
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 。在V的前面的表达式的展开式中，T的x次幂的系数是x的原函数或者有限差分方程的积分。分析学为此提供了多种方法，在其中我们可以选择最适合研究对象的一种，这是积分方法的先进性。

设想V是关于两个变量t和t′的函数，以这些变量的幂及其乘积的形式而展开；t的x次幂和t′的x′次幂的乘积（[image: ]
 ）的系数是这些幂的指数或下标x和x′的一个函数；我称这个函数为原函数，V是这个函数的生成函数。

我们将V和变量t和t′的函数T相乘，T以这些变量的幂和乘积的形式而展开；乘积是原函数的导函数的生成函数；例如，如果T等于t加上变量t′减2，这个导数将由一个原函数而给出，这个原函数的下标x被替换为x-1，加上这个x′被替换为x′-1的原函数，再减去原来原函数的两倍。对于任意的T，我们用一个置于原函数之前的符号δ表示它，它是一个导函数，那么，V和T的n次方的乘积，是原函数的导函数的生成函数，就是在它前面写出符号δ的n次方。因此这些定理类似于有关一个变量的函数的定理。

假设符号δ所指示的函数为0；那么就可以得到偏差分方程。例如，如果我们像前面一样，令T等于变量t加变量t′-2，那么，这三项的和就等于0：把下标x换为x-1的原函数，把x′换为x′-1的原函数，减去原函数的两倍。那么，原函数或者这个方程的积分的生成函数V必须使它与T的乘积不包括t和t′的所有乘积；但是V可能单独地包括t和t′的次幂，也就是说，t的任意一个函数和t′的任意一个函数；V是一个分数，其分子为这两个任意函数的和，其分母为T。在这个分数的展开式中，t的x次幂和t′的x′次幂的乘积的系数是前述偏差分方程的积分。在我看来，这一类方程的此种积分方法似乎是最简单和最容易的，可以将之应用于有理分数展开的多种分析过程之中。

如果不借助微积分就很难理解这个题材更加丰富的细微之处。

将无穷小偏差分方程看作有限偏差分方程，其中没有忽略任何因素，我们能够阐明其演算的模糊之处，这些模糊之处一直是几何学家们重点讨论的课题。以这种方式，我已经表明将不连续的函数引入它们的积分之中是可能的，只要不连续的情况只出现在与这些方程的阶相同或者更高阶的微分中。像一切思维的抽象一样，微积分的超越之处就是一般的符号，其真实的意义只有通过对导致其基本思想的形而上学进行分析才能被人理解；这一点通常是很困难的，因为相对于故步自封，人类的心智仍然较少尝试使自己探索未来。类似地，无穷小差分和有限差分的比较能够清楚地显示出无穷小微积分的形而上学。

很容易证明，如果一个函数的n阶有限差分是被E的n次方所除，其中E是变量的增量，这个商以E的次幂而展开为一个级数，那么它的第一项是独立于E的。随着E的减少，这个级数也越来越趋近第一项，所以，只是从小于任何指定的数的量这个方面来说，这个级数不同于第一项。这个项（第一项）是级数的极限，在微分学中它表示函数的无穷小n阶差分被无穷小增量的n次方所除。

从这个观点来考虑无穷小差分，我们看到微分学的多种运算接近于分别比较等价的表达式的展开式中的有限项或者独立于变量增量的那些项，这些增量被当作是无穷小的。这个程序是非常精确的，因为这些增量是不确定的。因此微分学具有其他代数运算的所有精确性。

同样的精确性也体现在微分学在几何学和力学的应用之中。如果我们想象一条曲线与一条割线相交于两个相邻的点，将这两个点的纵坐标间的距离称为E，E是第一个交点到第二个交点的横坐标的增量。很容易看到，纵坐标相应的增量是E与第一个纵坐标相乘再除以subsecant
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 ；在这个方程中，若第一个纵坐标增加其增量，相应地就会得到与第二个纵坐标相关的方程。这两个方程的差是第三个方程，以E的次幂展开它并除以E，则得到的第一个项是独立于E的，这一项就是这个展开式的极限
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 。如果这个项等于0，就会得到次割线的极限，这个极限显然就是次切线。

这种令人赏心悦目、独具匠心的获取次切线的方法归功于费马，他已将这种方法推广到超越曲线。这位伟大的几何学家用字母E表示横坐标的增量，并且只考虑这个增量的一次幂，就像我们借助微分学所做的那样，他精确地求出了曲线的次切线、拐点、纵坐标的极大值和极小值、一般情况下的一些有理函数。我们也借由他在《笛卡尔通信集》中关于光折射问题的漂亮解法了解他是如何将他的方法推广到无理函数的，将它们从根和幂只局限于有理数的状态中解放出来。费马应被视为微分学的真正发现者。此后，牛顿在他的《流数法》中使这种计算更加分析化，并通过优美的二项式定理将这些程序简单化和一般化。几乎与此同时，莱布尼兹的工作最终丰富了微分学：他引入一种能够表述从有限到无穷小的过程的符号，并将此计算的一般结果的表达优势与给出微分和这些量的和的第一个近似值结合起来。这套符号非常适合于偏微分的计算。

我们常常导出一些含有众多的项和因数的表达式，其中数的替换是无法实行的。当我们考虑大量事件时，这种情况会出现在概率问题中。与此同时，当事件变得更加众多时，为了求出结果的概率，就必须掌握公式的数值。特别是必须持有一个定律，根据这个定律概率不断地趋近确定性，如果事件的数量趋向无限，最终将达到这个确定性。为了得到这个定律，通过对包含大量的项和因数的公式进行积分，我考虑了差分的定积分与因数的大数次幂相乘所产生的东西。这一点启发了我的一种想法：将分析复杂的表达式和差分方程的积分转化为简单的积分。通过同时给出在积分符号下的函数以及积分的极限这一方法，我满足了这个条件。值得注意的是函数正是前述方程和表达式两者的生成函数；这使得这个方法与生成函数的理论联系起来，它因此成为生成函数理论的补充。更进一步，这只是个将有限积分化归到一个收敛级数的问题。通过一个程序我已经做到了这一点，凭借这个程序，表示级数的公式越复杂，级数收敛的速度就越快。所以，这个程序越是必需的，就越要精确。经常地这个级数将周长与直径之比的平方根
[138]

 作为一个因数；有时它也依赖其他的超越数，这些超越数的个数有无限多。

一个重要的论点涉及分析的非凡的一般性，并允许我们将这个方法扩展到频繁地出现于概率论中的公式和差分方程之中，这个论点就是通过假设定积分的上下限是正的实数，但是也会出现由方程解出的那些上下限只有负根和虚数的情况。更进一步，这些从正数到负数、从实数到虚数的变换，也就是我首次用到的变换，使我能够求得许多奇异定积分的值，稍后，我会直截了当地演示这一点。所以，我们可以再考虑作为一种类似于归纳和类比的发现方法，这些方法长期被几何学家们所采用——起先小心谨慎，然后充满信心，因为有大量的实例已经证明了（最初的论点）。与此同时，通常必须直接通过演绎论证来证明这些经过摸索手段而获得的结果。

我已经将前述的方法总体命名为“生成函数的演算”，这种演算可以作为本人已出版的《概率的分析理论》中所述工作的基础。它关系到一个量与自己重复相乘或一个量的正次幂和负次幂的表示法的简单思想，这就是把表示幂的数写在字母的顶部，这些数也代表了这些幂的次数。

笛卡尔在他的《几何学》中已用过这种符号，自从这部重要的著作出版之后，这种符号被广泛采用。不过，与变量函数与曲线的理论相比，符号（的应用）真是小事一桩了，借助于这个理论，伟大的几何学家建立了现代微积分的基础。然而，分析的语言，或许是所有语言中最完美的，本质上是发现的有力工具，尤其当这些符号是必要的和愉快的构造时，它们就成为如此众多的新运算的胚芽，这一点在上述的例子中得到充分的显示。

沃利斯
[139]

 是对分析学的进展作出过最大贡献的数学家之一，在其题为《无穷小算术》的著作中，他本人的兴趣尤其在于遵循归纳和类比的思想思考下述问题：如果以二、三等等，去除一个字母的指数，当这种相除是可能之时，根据笛卡尔符号法则，商就是以该字母为底被除数为指数的这个幂的二次、三次方根。根据类比法，将这个结果推广到不能相除的情形中，他把一个以指数为分数的量看作某个方根，这个方根的次数为该分数的分母，方根下面的是以该字母为底、以分数的分子为指数的形式
[140]

 。接着他指出，根据笛卡尔符号法则，以相同字母为底的两个数相乘等于它们的指数相加，以相同字母为底的两个数相除等于被除数的指数减去除数的指数（当被除数的指数大于除数的指数时）。沃利斯将这一结果推广到当被除数的指数等于或小于除数的指数时的情况，这使得指数的差为零或负数。然后，他提出负指数表示同底的指数幂（正的）的倒数
[141]

 。这些方法使他求出了一般意义上的单项微分的积分，由此，他推出了其指数是正整数的一类特殊的二项式微分的定积分。其后，由于沃利斯注意到表示这些积分的数的规律，这是一系列的插值和美妙的归纳，在其中，可以发现定积分计算的萌芽，定积分的计算给予几何学家们以极大的训练，也是我的“新的概率理论”的基础之一。他发现圆的面积与圆直径的平方之比可以表示为一个无限的乘积。随着越来越多的项被包含在内，这个比也就越来越收敛于一个极限。这是分析学中最奇妙的结果之一。然而，值得注意的是，沃利斯如此细微地思考了根幂的分数指数，他本应该注意到这些幂在他之前就已经有人做过了。牛顿在致奥登柏格
[142]

 的信中，如果我没有记错的话，最先应用幂的分数指数的符号。沃利斯充分利用了归纳法，他将二项式幂的指数与展开式的项的系数进行比较，在这种情况下，指数是正整数，由此，他得出了这些系数的定律，并用类比法将这个定律推广到分数和负数幂。这些基于笛卡尔符号法则的多种结果展现了他对分析学发展的影响，迄今为止，它（笛卡尔符号法则）在给出最简单、最清晰的对数思想方面仍具有优势，对数实际上只是一个量的指数，随着无穷小次数的增加，其连续的幂能够表示所有的数
[143]

 。

但是，这个符号法则所取得的最重要的扩展是可变化的指数，构成了指数的演算，这是现代分析中最富有成果的分支之一。莱布尼茨是第一个通过变量指数说明超越数的人，从而他已经完善了组成一个有限的函数的元素体系；对每一个一元有限显函数，都可以划归为对于一些简单的量的最终分析，将它们用加、减、乘、除的方法进行组合，从而得到一些恒定或者变化的幂。这些元素形成的方程的根是变量的隐函数。因此，在一个其双曲对数是1的数幂的数列中，如果一个变量可以表示为等于它的幂的指数的对数，那么，它的一个变量的对数就是一个隐函数。

莱布尼茨想给他的微分符号以同样的指数，就像给予那些量那样；但另一方面，他不是用同样量的重复乘积来表示这些指数，而是用相同函数的重复微分来表示这些指数。这种笛卡尔符号的新的扩展促使莱布尼茨在正幂与微分之间、负幂与积分之间进行类比。拉格朗日在对这个题材的发展中沿用了这种奇异的类比；并通过一系列的归纳，这被认为是归纳法所做的最漂亮的应用之一，他得到了一些一般的公式，在微分和积分的相互转换中，当变量具有多种有限增量，以及当这些增量是无穷小的时候，这些公式的奇特性就像它们的有效性一样。但是他没有给出证明，这对他而言是很困难的。生成函数理论将笛卡尔符号体系拓展到一些字母中；它清楚地演示了幂和由这些符号所表示的运算之间的类比；因此它可以被认为是符号的指数的运算。所有有关级数和差分方程的积分问题都极易将它们的起源追溯于此处。



注释


[125]
 即（1+a1
 ）（1+a2
 ）（1+a3
 ）……（1+an
 ）。


[126]
 即[image: ]



[127]
 即[image: ]
 ，在《概率的分析理论》中，拉普拉斯将该公式表示为[image: ]
 。


[128]
 [image: ]
 ，拉普拉斯在此处出现一个错误，前一句中的n-s显然应为r-s。


[129]
 即[image: ]
 。


[130]
 [image: ]
 。


[131]
 即[image: ]
 。


[132]
 这里指含n个非独立下标（或者说变量）和任意个独立下标的n阶偏有限差分方程。


[133]
 泰勒（Brook Taylor,1685—1731），英国数学家。


[134]
 假设V（t）=∑ax
 tx
 ，则[image: ]
 ，且[image: ]
 就是原函数φ（x）≡ax
 的导函数。如果还有[image: ]
 ，那么就有数列（bx
 ）=（ax
 +2ax-1
 ）。


[135]
 如果差分方程是这种形式：f（ax+n
 ,ax+n-1
 ，…,ax
 ）=0，那么就用1替换ax+n
 ，t替换ax+n-1
 ，t2
 替换ax+n-2
 ，等等。


[136]
 Subsecant是割线与x轴的交点到割线与曲线的第一个交点的纵坐标的距离。


[137]
 如果令y=f（x）y+Δy=f（x+Δx），所以，[image: ]
 →f'（x）（当Δx→0时）。


[138]
 即[image: ]
 。


[139]
 沃利斯（John Wallis,1616—1703），英国数学家、物理学家。


[140]
 即[image: ]
 。


[141]
 即[image: ]
 。


[142]
 亨利·奥登伯格（Henry Oldenburg,1619—1677），德国神学家，1653年作为外交官前往伦敦，并定居于英国。英国皇家学会的首任秘书。


[143]
 lnex
 =x。


第二部分　概率演算的应用

第六章　赌博游戏

概率论最初的研究主题起源于赌博游戏中的组合。这种组合的种类不计其数，其中许多易于将其化为演算，其他则需要更加复杂的演算，这些困难性会随着组合变得更加复杂而增加，克服这些困难的好奇心与愿望激励了几何学家们不断地改进这种分析。我们已经看到彩票的收益可以简单地由组合理论求出来。但是，更加困难是对于一个能够下1对1赌注的人来说要了解必须抽取的次数，例如，所有的数将被抽取到，n是这些数的个数，r是每次所抽取的数的个数，而i是未知的抽取次数。那么，所有数将被抽到的概率的表达式取决于r个相继数的乘积的i次幂的n次有限差分。当n非常大时，要想求出使得这个概率等于1/2的i的值就变得不可能了，除非这个差分可以转化为一个迅速收敛的级数。可以通过下面表述的大数次（观察次数）的函数的近似的方法做到这一点。因此可以看到，因为在由一万个数组成的彩票中，每次从中抽取一个，在1对1的打赌中在95767次抽取中取到所有的数是不利的，对于96768次抽取，同样的打赌就是有利的。在法国彩票中，这种打赌对于85次抽取是不利的，而对于86次抽取就是有利的。

让我们再次考虑一下有两个参与者的情况，A、B两人以这种方式共同赌“猜正-反面”游戏：每次投掷，如果正面朝上，A给B一个硬币，反之，B就付给A一个硬币；B的硬币数是有限的，而A的是无限的，只有当B的硬币用光时游戏才能终止。那么我们要问的是：在1对1赌的情况下，应该赌游戏结束所需要投掷的次数是多少。如果B有大量的筹码，那么游戏在i次投掷结束的概率的表达式是由包含大量的项与因子的一个数列所给定的。如果不能将这个级数化为一个迅速收敛的级数，找到使得这个级数等于1/2的未知i的值是不可能的。在将刚才讨论过的方法应用于该问题的过程中，我们发现关于这个未知量的一个非常简单的表达式，从中可以导出，例如，B有100个筹码，它就比1对1赌游戏将在23780次投掷结束的赌注要小一点，比将在23781次投掷结束的赌注要大一点。

这两个例子，再加上我们已经给出那些，已经足可以说明赌博游戏问题是如何成为完美分析的一部分的。


第七章　在假设的等可能性中可能存在未知的不均等

这种不均等对于计算的结果具有显著的影响，这种影响应引起人们给予特别的关注。让我们考虑一下“猜正-反面”的赌博游戏，假设非常容易均等地掷出硬币的一面或者另一面。那么，第一次投掷正面朝上的概率为1/2，相继两次抛掷得到正面的概率就是1/4。但是，如果硬币是不均等的，这种不均等会导致其中一面比另一面易于出现，但是，如果我们并不知晓由这种不均衡（偏向性）所导致的哪一面更易于出现，第一次投掷得到正面的概率仍然是1/2，由于我们对于这种不均衡所倾向的那一面一无所知，如果这种不均衡倾向于它，简单事件的概率就会随之增加，同样，如果这种不均衡与之相反，（简单事件的概率）就会随之减小。但是，即使处于这样的无知状态中，相继两次得到正面的概率也是增加的。的确，这个概率等于第一次投掷得到正面的概率乘以在第一次投掷得到正面的情况下第二次投掷仍然得到正面的概率，然而，第一次投掷所发生的（正面结果）有理由使人们相信硬币的不均衡倾向于它，那么，未知的不均衡性增加了第二次投掷得到正面的概率，相应地，也就使这两个概率的乘积增加了。为了将这种状况化为演算，让我们假设这种不均衡性使得它所倾向的简单事件的概率增加了二十分之一。如果这个事件为正面朝上，那么，它的概率就是1/2加1/20，或者说11/20，相继两次投掷得到正面的概率为11/20的平方，即121/400。如果它所倾向的是反面朝上，那么出现正面的概率就是1/2减1/20，即9/20，那么连续两次投掷得到正面的概率为81/400。由于我们并没有理由预先确信这种不等性倾向于事件中的一个而非其他，显然，就必须将前述的两个概率相加，再取这个和的一半，就得到复合事件（正面，正面）的概率，这个概率为101/400，它比1/4大1/400，即增量1/20的平方，这是不均衡性使得其有利于其发生的事件的可能性增加的量。相似地，得到（反面，反面）的概率是101/400，而得到（正面，反面）或者（反面，正面）的概率各为99/400，这四个概率的和应该等于确定性或者1。一般来说，由此我们发现有利于一些简单事件的恒定且未知的原因通常会使同一简单事件重复发生的概率增大，这些原因被断定为等可能的。

在偶数次的投掷中，正面反面两者必定都出现，或者出现偶数次或者出现奇数次，如果出现两个面的可能性是相同的，这些情形中的每一个的概率都是1/2；但是，如果它们之间存在着一个未知的不均衡性，这种不均衡性通常有利于第一种情形。

两个人在如下条件下参加赌博，假设他们的（赌博）技能相同：每次投掷输掉的一人送给对手一个筹码，游戏继续直到其中一位参与者再没有筹码为止。概率的演算向我们表明：由于这个游戏是公平的，参与者的赌注应该与他们的筹码数目成反比，然而，如果在参与者之间存在着一个未被察觉的不均衡，这种不均衡性就会有利于具有最少筹码的那一位赌徒。如果同意将他们的筹码翻倍或者增加三倍，在他们的筹码数趋向无穷的情况下，这个概率会变为1/2,或者说与另一位赌徒的（赢）概率相同，总是保持相等的比例。

可以通过以下方法对这些不为人所察觉的不均衡性的影响进行修正：使它们本身由随机性而产生。如此，在“猜正-反面”的赌博中，如果还有第二枚硬币，每次抛掷第一枚的同时也抛掷第二枚，并且通常人们约定把第二枚向上的一面称为正面。那么，与只抛掷一枚硬币的情况下相比，连续抛掷第一枚与第二枚硬币出现正面的概率是将更加接近于1/4。在前面的情况下，差是未知的不均衡性给予其有利于第一枚硬币的那一面的可能性的微小增量的平方，在其他情况下，这个差是这个平方与和第二枚硬币相应的量的平方之积的四倍
[144]

 。

假设将数1至100按照它们的自然顺序放置在一个瓮中，摇晃该瓮使它们混合，然后，从中抽取一数，显然如果混合是充分的，那么取到每一个数的概率是相等的，但是，如果基于把这些数放入瓮中的顺序令我们担心它们之间有一些微小的差别，那么可以将这些数字以从第一个瓮中取出，依次有序地放入第二个瓮中，然后摇晃第二个瓮使它们混合，那么这个偏差将会大大地减小。第三个瓮，第四个瓮，等等，如此将会把第二个瓮中的那些差别减小得越来越微不足道。



注释


[144]
 详细的解释参见：Philosophical Essay on Probabilities,Translated of the 5th French edition of 1825with Notes by the Translator Andrew I.Dale，Springer-Verlag 1995:159-160。


第八章　从事件无数次重复发生中导出的概率规律

在变量和那些被冠以偶然事件之名的未知原因之间，这些原因使得事件的发展处于不确定和不规则的状态中，但是，我们看到，随着对这些事件观测数目的增加，引人注目的规则性也就显示出来，这种规则性似乎是遵循着一种设计，这一直被当作是神圣设计的一种证明。但是，如果我们仔细思考这个问题，不久就会认识到这种规则性只是具有各自可能性的一些简单事件的自然过程而已，这些事件越是可能的，他们就应该越倾向于经常地发生。让我们想象一下，比如，一个包含白球和黑球的瓮，假设每次抽取一个球，把它放回后再进行下一次新的抽取。在最初几次抽取中，抽取到白球的数目与抽取到的黑球数目之比是最缺乏规则的；但是这种不规则性的变化不定的原因却对事件的规则进程轮番产生有利或不利的效果，在大量的抽取总和中它们彼此抵消，这就使得我们能够得到越来越好的瓮中所含有的白球和黑球之比的估计值，或者说越来越好地得到每次抽取一个白球或者一个黑球的各自可能性的估计值。从这些结果中可以导出以下定理：

抽取的白球数与抽取球的总数之比与瓮中所含有的白球与所有的球数之比的差不会超出一个给定的区间，这种情况的概率，无论这个区间有多小，会随着事件数目的增加而趋向于确定性（即概率为1）。

正如常识所表明的，这个定理难以用分析学证明。因此，杰出的几何学家雅克比·伯努利最先拥有这个定理的思想，他赋予他本人所给出的证明以极大的重要性。将生成函数的演算应用于这种情况，不仅给出关于这个定理的一个简单证明，而且更进一步，它给出了观察到的事件之比只是在一定的极限范围内不同于它们各自的可能性之比的概率。

从上述的定理中可以导出这样一个结果，可以将这个结果当作一个定律，即：当大量地考察自然的行为时，这些行为之比就非常接近于一个恒定的值。因此，尽管有年年岁岁的波动，但是，如果经过一个相当漫长的年岁，收成的总量实际上是相同的。所以，利用简便的预见，借用一个涵盖并不均匀分布的所有季节的收成这种方式，人就能够防止自己不受季节变化的影响。我并不期望从上面的定理中推出道德的原因。每年的出生数与总人口之比，以及结婚的人数与出生数之比却只有微小的变化；年出生数几乎是相同的，据说，在巴黎，邮局在一般的季节中因为写错或没有给出地址等原因而不能投寄的信的数目也几乎没有变化，人们在伦敦似乎也注意到了这种情况。

从这个定理中可进一步推出下面的结果：在一个无限延展的事件序列中，规则和恒定原因的影响从长远来看终究会压倒不规则原因的影响。正是这一点使得彩票的收益就像农业的收成一样确定，因为他们（发行方）本身所专享的机遇保证了他们在大量的投掷中具有总体上的优势。因此，大量的、有利的机遇既然总是伴随着一些建立和维持社会秩序的理性、正义和人性的永恒法则，那么遵从这些法则就会受益匪浅，而无视它们则危害极大。如果一个人借鉴一下历史和他本人的经历，那么，他就会看到所有的事实都会对这个演算的结果给予支持。试想一下，那些建立在人类的理性和自然权利之上的制度的幸福成果，在那些懂得如何去坚持和维护这些成果的民族中，再想一想，美好的信仰为那些将之作为其管理的基石的政府所带来的好处，这些政府由于一丝不苟地恪守他们的义务和承诺而付出了代价，为此他们是如何获得了补偿的！在国内具有多么大的感召力！在国外又具有何等的威望！相反，看一看那些由于其领导人的野心和背信弃义而陷入深渊的不幸民族吧！每一次由于对征服的贪婪而陷入狂热的强国渴望着统治世界，而在那些被威胁的国家中，对独立的渴望就（促使它们）形成一个联盟，而这个强国通常总是成为这个联盟的牺牲品。相似地，在那些导致各种国家的大小增加或者减少的变化无常的原因中，就像恒定的原因一样在起作用，自然的边界最终会被接受。那么，对于帝国的稳定和幸福两方面而言，重要的不是将这些边界扩展到由这些原因的作用而被不断地恢复到的边界之外——这就像由疾风暴雨所推高的海潮由于万有引力的作用再回落到其盆地。这是概率演算的另外一个结果，它得到了多起灾难性经历的验证。如果从恒定原因的影响这一着眼点来思考历史，它将给予人类最有益的经验教训的东西与由好奇心所引起的兴趣联系在一起。有时，我们会将必然发生的这些原因的结果归咎于发生其作用的偶然的环境。例如，当两个民族被一片浩瀚的海洋或者一段遥远的距离所隔离时，一个民族总是被另一个民族所统治就是违背事物的本性的。可以断定的是，从长远来看这个恒定的原因不断地与变化的原因交汇在一起，这些变化的原因以同样的方式起作用并且随着时间的进程而显示出来，也可以断定，它将以以下方式而告终：通过发现其自身足够强大到给予一个被征服民族以其天赋的独立性，或者将它与一个强大的邻国联合起来。

在大量的事例中，对风险的分析是最重要的，简单事件的可能性是未知的，我们被迫从过去的事件中去搜寻线索，这些线索能够在对于引发它们的原因的猜测中引导我们。上述的法则是关于由所观察的事件推出原因的概率的法则，在将生成函数的分析理论应用于这个法则时，就可以推出以下的定理：

当一个简单事件或者由几个简单事件组合而成的一个复合事件，比如像赌博游戏这样的事件，已被大量地重复多次，使观察的概率最大化的简单事件（的可能性），就是观察所显示出的最可能的东西，观察到的事件重复发生的次数越多，这个可能性就变得越大，如果重复的次数趋向于无穷，它就趋近于1。

在此可以发现两种近似值：一个是关于给出过去发生事件的最大概率的极限；另一个近似值是关于这些可能性落入这些极限之间的概率。如果这些极限是相同的，那么这个复合事件的重复发生会使得这个概率越来越大。如果这个概率保持相同，那么事件的重复发生会使得这些极限间的区间越来越窄。最终，这个区间变为零，这个概率变为确定性。

如果把这个定理应用于在欧洲的不同国家中观察男女婴出生数之比，就会发现在各个地区这个比都等于22比21，它表明更有可能生出男孩的事件具有极大的概率。进一步思考一下，在拿波里和圣彼得堡也有相同的情况，由此可见气候的作用没有影响。与一般流行的观念相反，我们猜想，男性出生的优势甚至在亚洲也存在。于是，我已邀请被派往埃及的法国学者着手调查这个有趣的问题，但是，很难获取精确的出生信息，这一点妨碍了他们对这个问题的解决。幸运的是，洪堡先生（M.de Humbold）在美洲以非凡的睿智、毅力和勇气观察和收集了无数新鲜的事物，其中他并没有忽视这个问题。他发现，在热带地区这个出生比与在巴黎观察到的比是相同的
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 。这一点使我们认识到男性出生数较多是人类的一个一般规律。在我看来，不同种类的动物在这一点上所遵循的规律应当引起博物学家们的关注。

男婴出生数与女婴出生数之比与1相差无几，即使是在一个地区对出生进行大量的观察也是如此，这个事实在这方面向人们提供了一个与一般规律相反的结果，如果没有这个规律，人们或许就会得出结论说这个规律并不存在。为了得到这样一个结果，必须利用大量的数据并且要设法确保它以大概率被显示出来。例如，布丰（Buffon）在其《政治算术》中引用了勃艮第（Bourgogne）几个教区的例子，在这些地区，女婴的出生数超过了男婴，在这些教区中，在Carcelle-le-Grignon教区五年中有2009个婴儿出生，其中1026个女婴，983个男婴。尽管这些数据是相当大的，但是，它们却表明，更可能生女孩（的情况）只具有9/10的概率，并且这个概率小于在“猜正面-反面”游戏中连续四次没有掷出正面的可能性，它不足以确保探讨出这个反常的原因，如果在一个世纪的时间内追踪这个教区的出生情况，这个反常极有可能就不存在了
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 。

为了确保公民的权利和义务，出生登记簿被极其细致地保存下来，这些登记簿可以有助于准确算出庞大帝国的人口而不必求助于对其居民的一一点数——一项费时费力的活动，并而难以做到精确。但是，为了达成这个目的，必须了解人口与年出生数之比。获得这个比的最精确的方法包括：一，在帝国境内选取一些尽可能同质的区域，目的是使得一般的结果不依赖于局部的环境。二，在给定的时间里，慎重细致地调查选中的每一个区域里的若干个教区的居民。三，从早于和晚于这个时间几年的出生数的记录中精确计算出对应于年出生数的平均数。这个数被居民总数所除即是年出生数与人口总数之比，这项调查计数的规模越大，这个比就越精确可靠。（法国）政府被这种人口调查的实效说服了，在我的请求下已经决定下令实施。从三十个地区均衡地扩展到整个法国，能够提供最精确信息的教区已经被挑选出来。他们调查的结果是：在1802年9月23日，居民的总数为2037615。在1800年，1801年和1802年，这些教区中的出生报表为：
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那么，人口与年出生数之比为[image: ]
 ，这个比大于原来所估计的数值。用这个比去乘法国的年出生数，我们就会得出国家的人口总数。然而，以这种方式求出人口数偏离真实的人口数不超过一个给定值的概率是多少？为了解决这个问题且将上述的数据应用于这个问题的解决，我发现，如果假设法国的年出生数为1000000，这个假设会导出28352845的总人口，几乎可以用300000比1的赌注打赌：在这个结果中误差小于五十万。

从上述表中得出：男女婴出生数之比为22∶21，结婚数与出生数之比为3∶14。

在巴黎，受洗礼的男女婴数（之比）与22∶21这个比值相差无几。从1784年起，人们开始按不同性别进行登记，到1784年底，在首都（巴黎）有393386个男婴和377555个女婴受洗。这两个数的比几乎接近于25∶24。它显示出在巴黎有一个使得两性受洗人数趋于相等的特殊原因。如果将概率演算应用于这个问题，就会发现可以用238比1的赌去赌存在着这样一个原因，这一点足以促使人们值得去进行调查。经过再三的思考，我认为可以这样解释观察到的差异：那些农村和郊区的父母发现家中养儿子的好处，根据两性之间的出生比，相对于女婴，他们较少将男婴送到巴黎的孤儿院。这一点被这个孤儿院的登记表所证实。从1745年初至1809年底，这个孤儿院收纳了163499名男孩和159405名女孩。其中第一个数应该超过第二个数至少1/24，实际上，它只超过了1/38。这一点就证实了上述原因的存在，即如果忽略弃婴现象，在巴黎男女婴出生之比仍然是22∶21。

上述结果意味着，我们可以把出生比作为从一个包含无数个白球和黑球的瓮中抽球，这些球以这样一种方式混合：每个球被抽到的可能性是相等的。但是，不同年份的同样季节的差异可能会对男女婴年出生数之比产生影响，法国经度局
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 在其《年鉴》中每年发表国家人口的变化表格。这些表格自1817年起已经开始出版：在那一年及其以后的五年，有2962361个男孩和2781997个女孩出生，男孩的出生数与女孩的出生数之比非常接近于16/15，每年的比与这个平均结果相差很小，最小的比是在1822年，只有17/16，最大的是在1817年，是15/14。这些比值相当不同于以上发现的比22/21。将概率的分析应用于这个差异，在将出生比作为从瓮中抽球的假设下，就会发现这是不可能的。因为，尽管这个假设似乎是一个不错的近似，但并非是严格精确的。在上面我们已经描述的出生数中有一些私生子——200494名男孩和190698名女孩。为此，男孩出生数与女孩出生数之比就是20/19，比平均比值16/15要小。这个结果与孤儿的出生情况具有相同的意义，它似乎证明了在非婚生子女集体中两性的出生数比婚生子女集体中两性的出生数更加接近于相等。从法国北部到南部气候的差异似乎并没有对男女婴的出生比产生可见的影响。在最南部的三十个地区给出的这个比为16/15，与全法国的比值相同。

自从出生数被记录以来，男性的出生数恒定地超过女性的出生数，在巴黎和伦敦都是如此，这种现象在某些学者看来是对神圣上帝的证明。他们认为，如果不是这样，由于不断干扰事件进程和谐的不规则原因的缘故，女婴的年出生数早应该有几次大于男婴的年出生数了。

然而，这个证明是（对上述分析）滥用的一个新例证，它经常被视为终极原因的组成部分，而在对问题进行深入考察中，当我们拥有需要的数据去解决它们时，这个原因就消失了。某些规则的原因导致了男性出生的优势，正在谈论的稳定性就是它的一个结果，并且当年出生数非常大时，这个规则原因的作用就压倒了由于偶然性而引起的反常的作用影响。对于这个稳定性将长期保持的概率的探讨属于从过去事件推断将来事件发生的概率分析的一个分支，它也是以下分析的基础：通过对从1745年至1784年观测的出生情况的讨论，几乎可以下一个4比1的赌注去赌：在一个世纪的时间内，在巴黎男孩的年出生数将会超过女孩的出生数，那么就没有理由对已经发生了半个世纪的这种状况感到惊讶不已。

让我们再给出另外一个例子，这个例子是随着观察事件的数量的增加而显示出比值的稳定性的增加。让我们想象把一系列瓮排成一个圈，其中每一个瓮中都有大量的白球和黑球，起初在这些瓮中白球与黑球的比是非常不同的，例如，一个瓮中可能仅有白球，而另一个瓮中可能仅有黑球。如果依次从第一个瓮中抽取一个球放入第二个瓮中，将第二个瓮的球搅拌均匀，再从第二个瓮中抽出一球放入第三个瓮中，这个过程持续下去，直到从最后一个瓮中抽取一球放入第一个瓮中。然后这个过程重复地一次一次进行下去。概率的分析向我们显示，在这些瓮中白球与黑球之比将以等同且等于白球的总数和与黑球的总数之比而结束。这样根据这个变化的规则图式，在这些比之间的初始的差别随着一连串的变化而消失，而让位于简单的秩序。现在，假设在原来的瓮之间放一个新瓮，并且新瓮中白球与黑球的总数与原来瓮中的黑球与白球总数不同。如果在混合的瓮中重复地一次一次进行我们刚才讨论的程序，那么在原来瓮中建立的简单秩序将被打破，且白球与黑球的比将从一个到另一个有相当的差异。但是这种差异将一点点消失，最终让位于新的秩序——瓮中白球与黑球有相同的比。这些结果或许可以推广到自然地正在发生的组合，其中，给元素以活力的永恒不变的力建立了行为的规则图式，从而揭示了隐藏在一片混沌迷雾中的、由令人敬畏的规律所统治的系统。

总之，那些似乎是依赖于偶然性的现象显现出不断地接近固定比的趋向。因此，如果我们设想一下，这些比中的每一个都包含在一个足够小的区间内，观察的平均值落入到这个区间的概率与确定性（1）的差最终将小于一个任意给定的量。所以，通过将之应用于大数次观察的概率演算，我们可以认识到这些比的存在。但是，为了不使自己迷失在徒劳的猜测中，在寻找这些原因之前，必须使自己确信它们以一个概率被表明是可能的，这个概率不会允许我们将其作为偶然性所导致的一些反常。生成函数的理论给出这个概率一个非常简单的式子。这个式子是由对下面两个量的乘积积分得到的：a）一个是一个量的微分，根据它从大数次的观测推断出不同于真值的结果；b）一个小于1的常量（依赖于问题的本质）并且使之作为一个幂的底数，其指数是那个差的平方与观察次数之比。在给定的区间内进行积分并被从负无穷到正无穷的相同的积分所除，这个积分将给出与真正的值的差位于这些区间的概率
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 。这是基于大量的观察结果的概率的一般定律。



注释


[145]
 亚历山大·洪堡，于1799年至1804年间远赴南北美洲和拉丁美洲进行长途旅游和科学考察。1807年至1827年，他旅居法国长达21年，在巴黎出版了多部著作，其中最著名的有《1799～1804年新大陆热带区域旅行记》（30卷）等。


[146]
 根据安德鲁·戴尔（Andrew I.Dale）的解释，拉普拉斯在此处将布丰给出的1770年至1774期间的数据（36∶37）与布丰列出的Carcelle-le-Grignon之前的所有教区的数据混淆了，见：Philosophical Essay on Probabilities,Translated of the 5th French edition of 1825with Notes by the Translator Andrew I.Dale，Springer-Verlag 1995:163-164。


[147]
 在罗伯斯比尔的雅各宾派专政之后，法兰西共和国政府在1795年6月25日通过法律条文，决定组建法国经度局（Bureau of Longitudes），统一领导全国的天文和航海工作，包括原法国科学院的度量衡委员会和巴黎天文台等单位，拉普拉斯是经度局的领导成员。


[148]
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 。


第九章　概率演算在自然哲学中的应用

大多数的自然现象常常被如此之多奇特怪异的环境所遮蔽，并且如此之多令人困扰的原因混杂搅和在一起而对之施加影响，所以导致我们很难认识这些自然现象。我们可能只能通过不断增加和积累的观察和经验来发现它们，以至于这些奇异的影响最终会彼此抵消，这些平均的结果终归会将这些现象和它们形形色色的元素清晰地揭示出来。观察的次数越多、这些观察彼此之间的差异越小，其结果就越接近于真理。通过观察方法的选择、仪器的精确性以及观察步骤的谨慎，我们才能够达到最后的这一条件；然后，通过概率理论，我们就会求出那些最有利的平均结果或者说给出最小误差的那些结果。但是仅仅有这些是不够的，也必须进一步估计到将这些结果的误差包含在所给定的范围之内的概率；若不然，我们只会得到一个不完善的精确度的知识。适用于这些问题的公式是对于科学方法的实实在在的改进，把它们加入到科学方法之中确实是很重要的。它们所需要的分析是最微妙和最困难的概率理论；这也是我关于这一理论所出版的著作中最重要的主题之一，在这一著作中我已经得到了这一类的公式，不依赖于误差的概率定律，并且只包含观察本身以及其表述所给定的量，在这些方面，这些公式有着显著的优势。

每次观测都可以被分析地表述为欲求的几个因子（因素、参数）的一个函数；如果这些因子已在某种程度上被知晓，那么这个函数就是关于它们偏差的一个线性函数。如果把这个函数等同于观测自身，这样就形成了一个条件方程。如果具有大量的类似方程，就用某种方式把它们组合起来，以得到与这些因子个数相同数目的最终的方程，然后，通过解这些方程求出这些因子的偏差。但是，究竟以怎么样的最佳方法将这些条件方程结合起来以获得最终方程？我们从这些条件方程中导出的这些误差因子仍然受到有关误差的概率法则的影响，这个误差的概率法则是什么？通过概率理论，这些问题的解决方法就会清晰地显现出来。通过条件方程构造最终方程意味着用一个不确定的因数去乘每一个条件方程并将这些乘积相加；所以，必须选择那些可能给出最小误差的因数系统。但很明显的是，如果我们以其各自的概率去乘一个因子的可能误差的话，那么，最佳的体系就是在中这些积的绝对值之和达到最小的那个体系；对于任何一个误差，不管它是正的还是负的，都应该将之考虑成一个损失。那么，以这种方式，根据这个乘积的总和所构成的条件就会确定被采用的因数系统，或者说是最佳的系统。我们因此会发现这个系统就是每个条件方程中的那些因子的系数所组成的系统，所以，通过用第一个因子的系数分别乘以每一个条件方程，然后将这些被乘的方程相加，由此形成了第一个最终方程式。同理，利用第二个因子的系数可以得到第二个最终方程式，以此类推。通过这种方法，包含在大量观察中的、操纵自然现象的因素和法则就昭然若揭了。

每个因子的误差仍然令人担忧，这些误差概率与这样一个数成比例：这个数的自然对数是1，其幂等于这个误差的平方，这是一个负数，并被一个常系数所乘，这个常系数被当作误差概率的模；因为，在误差保持不变的情况下，其概率会随着前者（模）的增加而迅速减小；因此，该因子就获得了权，也就是说，模越大，也就更加接近真相。因为这个原因，我称这个模为因子的权或者结果的“权”。这个“权”在因子系统——最佳的系统中有着最大的可能性；正是它给予了这个系统超越其他系统的优越性。通过一个关于这个“权”的形象的类比——这些个体全都围绕着它们共同的重心，就像是在不同的系统中给定相同的因子，如果这些因子都来自大量的观测，那么这个总体的最佳平均结果就是每一个个体结果与其权的乘积之和。此外，各自系统结果的总的“权”是个体的权的总和；因此，总体的平均结果的误差概率与一个数成正比例关系，这个数的双曲对数为1、幂为误差的平方，这是一个负数，并被所有权的总和所除。事实上，每个权取决于每个系统的误差概率的法则，而这个法则几乎总是不可知的，但令人高兴的是，我已经成功地消除了包含它的因素——通过这个系统中观测数据的离均差的平方之和。那么，以下的目标就是可期待的了：通过所有观测数据的总和而使我们所获得的关于结果的知识更加全面，写出对应于每一个邻近结果的权。分析学为这个问题提供了即一般又简洁的方法。因此，当我们如此获得表示误差概率法则的指数时，那么结果中的误差位于给定的极限之内的概率将由这个指数与误差微分的乘积的积分表示出来，再乘以结果的权的平方根，再被直径为1的圆周长所除，积分区间为那些给定的极限
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 。由此可以推出，为了得到相同的概率，结果的误差必定与它们的权的平方根成反比，这些权有助于比较每一误差的精确性
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 。

为了成功地使用这种方法，必须改变观察或经验（或实验）发生的环境，为的是避免误差的恒定原因。也必须进行大量的观察，随着有待确定的因子个数的增加，观察的次数也必须增加，因为就像观测的次数被因子的个数所除一样，这个平均结果的权也增加了。更进一步，这些因子在不同的观测中也必须遵循不同的过程，因为，如果两个因子的进程完全一致，这就会使得它们的条件方程中的系数成比例，这些因子最终就化为一个未知的量，那么，通过这些观测来区别他们就是不可能的了。最后，也是当务之急，这些观测必须是精确的；这个条件会极大地增加经验结果的权，关于这个权的表达式是以偏离这个结果的观测偏差的平方之和为除数
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 。有了这些方法措施，我们就能够充分利用前述的方法，去测量从大量观察中推导出来的结果所给予的置信度。

我们刚刚给出的法则，即从条件方程中导出最终方程的法则，就是使观察中误差的平方之和达到最小，因为，通过替代其中的观察误差而使得每一个条件方程更加精确。如果从中得出关于误差的表达式，那么很容易发现使得这些表达式的平方之和最小化的条件就是我们所讨论的这个规则。随着观察次数的增多，这个规则更加精确；但是，即使在观察次数比较少的情形下，似乎是也非常自然地应用这一同样的法则，这一法则提供了在所有的情形下获取我们孜孜以求的修正而不需要在摸索中探寻。它还有助于进一步比较关于同一星体的不同天文学表格的精确性。这些表格一直以来被认为是可以归约为相同的形式，它们仅仅是在时代、平均运动和证明的系数方面而有所不同：因为，如果其中的一个包含某个其他表格中没有出现的系数，显然这就意味着在这些表格中，把这个论证的系数作为零。现在，如果我们通过完全正确的观测数据来纠正这些表格，那么它们将会满足使误差的平方之和最小化的条件。通过基于大量的观察而进行的比较，那些最满足这个条件的表格理应受到青睐。

以上的解释方法
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 在天文学中也可以得到有效的应用。天文学表格之所以已经达到令人惊异的精确性，是由于观察和理论的精确性，以及条件方程的运用，凭借这些条件方程，大量杰出的观测促成了因子的修正。但是，它还是遗留下求误差概率的问题，这种修正后仍存在的误差还是令人担忧的。而我刚才解释的方法使我们能够认识到这些误差的概率。为了给出关于它的一些有趣的应用，我利用了布瓦尔先生
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 已经做出的大量工作，即他刚刚完成的关于木星和土星运动的研究，他编制了一些非常精确的表格。布瓦尔十分谨慎地讨论了这两颗行星发生冲和方照的时刻
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 ，这些都是由布拉德雷
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 和近些年来跟随他的那些天文学家们观察到的。他已经得出了它们运动因子的修正值，和太阳的质量进行比较，将太阳的质量当作1，他的计算使他得到这样的结果——土星质量的3512倍和太阳的质量相同。把我的概率公式应用于它们，我发现这是一个11000对1的赌注，即在这个结果中误差还不到其值的百分之一，或者说在加入了一个世纪的最新观测资料之后，同时也使用相同的方式进行检查，结果几乎是一样的，而新的结果和布瓦尔的不同之处不到百分之一。这位聪慧的天文学家再次发现木星质量的1071倍等于太阳的质量。我的概率方法给出1000000对1的比去赌这个结果的误差不到百分之一。

这种方法又一次成功地被应用于大地测量活动之中。我们利用三角测量的方法来确定地球表面大圆弧的长度，这取决于一个精确的测量基底。但不论角度被测量得多么精确，总有无法避免的误差，随着这些误差的积累，可能导致从大量三角形中得出的弧长的值会相当大地偏离实际的值。如果不能够确定这个值的误差在给定的范围之内的概率，那么对于这个值的了解就是不完善的，大地测量结果的误差是每一个三角形的角的误差的一个函数。在我被引述的著作中，已经给出了一个通用公式，用它来获得一个或多个关于大量局部误差的线性函数的概率，我们已经知晓了这些误差的概率法则；那么，不论局部误差的概率法则是什么，我们总可以通过这些公式求出一个大地测量结果的误差包含在一个给定范围内的概率。更重要的是必须使自己依赖于这个法则，因为最简单法则的本身总是有着较少的可能性，关于这一点，看一看那些存在于自然界中的无限多的情形。但是，未知的关于局部误差的法则却将一个未知量引入方程从而使我们不能将其量化，除非能够消去它。我们已经看到，在天文学的问题中，每一观测都提供了一个条件方程来获得一些因子，在每一个方程中，当因子的最可能的值已经被取代时，我们通过余数的平方之和消除了这个未知的因子。大地测量的问题没有提供相似的方程组，因此有必要寻求另一种消除的方法。每一个被观测的三角形内角和超过球面上两直角的量提供了这样一种方法。因此，我们用这些量的平方之和取代条件方程的余数的平方之和，我们赋予概率一个数，这个概率就是一系列大地测量工作最终结果的误差不会超过一个给定的数值的概率。但是，在从每个三角形三个内角中，怎样划分观测误差之和才是最有效的方法？概率的分析明显地告诉我们，每一个内角都应该减去这个和的三分之一，只要大地测量结果的权具有最大的可能性，它使得出现同样的误差的可能性减少了。然后，就如同我们刚刚所说的那样，在观测每个三角形的三内角以及对它们的修正中，这是一个巨大的进步。简单的常识表明了这种优点；但是仅仅是概率计算才能充分地利用和展示它，通过这种修正，并使之呈现出最大的可能性。

为了保证一个大圆弧值自身的精确性，这个值取决于从一个端点到另一个端点的测量基底（单位），人们要度量到另一个端点的第二个基底，可以从这些基底之一推出另一个基底的长度。如果（推演的）这个长度距观测的数据变化非常小，那么有完全的理由相信将这些基底结合起来的一系列三角形是极其精确的，所以，它就是从中导出的大圆弧长度的值。那么，通过使根据测量的基底计算基底的这种方式，这个数值可以得到再一次的修正。但是，所有的这种方式可能会陷入一种无限循环的境况，其中，这种无限循环更倾向于有着最大权的大地测量的结果，因为在这种情况下出现同样的误差的可能性减少了。概率的分析给出了从几个基底的测量结果中直接获得最佳结果以及由基底的多样化所产生的一些概率法则的公式，由于这种多样化而使得结果迅速减少的法则。

一般来说，从大量观测数据中所推演出来的结果的误差是关于每个观察的局部误差的线性函数。这些函数的系数取决于问题的性质以及获得这些结果所遵循的过程。显然，最有效率的过程是结果中相同误差出现的概率比其他任何过程中的都要小。那么，概率演算在自然哲学中的应用主要在于用分析的方法确定这些函数值的概率以及通过最快减少的概率法则选择未确定的系数。然后，利用问题中的数据，消去公式中几乎总是由未知其概率规律的局部误差而引入的因子。我们或许就可以求出结果误差不超过某个给定值的概率的数值。我们将因此而获得我们希望了解的从大量观测中推演出的结果的一切信息。

通过其他方法也可以获得一些好的近似结果。例如，对同一个量进行了一千零一次观测；所有这些观测的算术平均值是最佳方法所给出的结果。但是，人们可以在每个局部值离差的绝对值之和达到最小的条件下选择这个结果。的确，从表面是看来，把满足这个条件的结果作为十分近似的结果是自然的。很容易看到，如果按照量的顺序来安排这些由观察所给定的数值，一个满足前述条件的值就是一个中值，计算表明在无限多次观测的情况下，这个值将与真实的值一致；所以由这个最佳方法所给出的结果仍然是较好的。

通过上面的讨论，我们看到，概率理论没有给予处理观察误差的分布方式留下任何随心所欲的余地；对于这种分布，它给予了我们最有效的公式，即尽可能地减小结果中令人担忧的误差。

概率的思考有助于我们察觉出被观察误差所遮蔽的天体运动的微小的不规则性，以及在这些运动中找到观察中异常情况的原因。

在所有观察的比较研究中，正是第谷·布拉赫
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 认识到将一个时间方程应用于月亮的必要性，这个方程不同已应用于太阳和他行星的方程。相似地，正是大量观测的总体，而且就是这些数据让迈耶认识到进动中的不等式的系数对于月亮来说应该有所减小。这种减小的情况尽管被梅森所证实甚至加强，但是它看起来并非是万有引力的一个结果，大多数天文学家们在计算中忽略了这种情况。出于这个目的，我们已经将所选择的大量的月球观察结果置于概率分析之下，应我的要求，布瓦尔友好地同意考察这种现象，对我来说，这种减小以如此大的概率显示出来，以至于我相信应该探索它的原因。不久我就发现这个原因只是因为地球的椭圆率，这是在当时的月运动理论中一直是被忽视的，因为它只能产生一些不易察觉的因素（terms）。我断定这些因素通过差分方程的逐次积分而被人们所察觉。随后，我通过特殊的分析来确定这些因素，首先我发现了纬度方向上的月运动的不等式，它与月亮经度的正弦成正比例关系，这样的观点在之前没有任何一个天文学家怀疑过。然后，通过这个不等式，我认识到，在经度方向上的月运动中存在另一个不等式，是它产生了迈耶在应用于月球的进动方程中观察到的减小现象。这种减小的量和前述的纬度的不等式的系数非常适合于求解地球的扁率。我已经将我的研究成果告知了伯格先生
[157]

 ，当时他正忙于通过比较所有合适的观测数据而完善月球表，我恳求他特别仔细地确定这两个量。由于一个了不起的协议，他发现的值给出了地球相同的扁率值，即1/305，这个值与子午线和单摆的测量度数的中值差别非常小；但是，在这些观测中显现出的扰动的原因以及观察的误差，在我看来，还不能通过月球不等式精确地确定它们的影响。

通过对于概率的仔细考虑，我再次发现了月球的特征方程的原因。与古代的月食相比，对于这个天体的近代观测向天文学家们显示了月亮运动中的加速现象；但是几何学家们，尤其是格拉朗日拒绝接受它，已经在这个运动所经历的扰动中徒劳地寻找这种加速所依赖的因素。仔细检验古代和现代的一些观察以及由阿拉伯人观察到的中间月食现象（intermediary eclipse），使我相信它将以极大的概率显示出来。所以，从这一观点出发，我再次研究月球理论，我认识到月球的特征方程是由于太阳作用于这颗卫星的缘故，同时它又和地球轨道偏心率的长期变化相结合；这些使我发现了交点运动和月球轨道近地点的特征方程，天文学家们还没有对这些方程产生怀疑。这个理论与所有古代和现代的观察有着非常显著的一致性，这一点就已经赋予了它极高的确信度。

以同样的方式，概率演算使我知道了木星和土星运行巨大不规则的原因。通过比较近代和古代的观测资料，哈雷发现了木星运动的加速现象以及土星运动的滞留现象。为了核对这些观测数据，哈雷将这个运动化归为异号的两个特征方程，并随着自1700年以来的时间的平方而增加。欧拉和拉格朗日用分析学处理了在这些运动中两颗行星相互吸引所产成的变化。在这种情况下，他们发现了一些特征方程；但他们的结论是如此的不同，其中至少有一个是错误的。所以，我决定再重拾这个天体力学的重大问题，同时我认识到了平均行星运动的不变性，这种不变性使哈雷在木星和土星的表格中所引进的特征方程毫无用处了。因此，为了解释这些行星运动的巨大不规则性，有几位天文学家只求助于彗星的引力，长期不规则性的存在是由于在两个行星运动中它们的相互作用以及它们自己的对立星座的影响而产生的。我发现的关于这类不等式的定理使得这种不规则发生的可能性极大。根据这个定理，如果木星在做加速运动，那么土星就在做减速运动，这种现象与哈雷注意到的现象相吻合；而且，根据同一个定理，木星的加速度与土星的减速度之比非常接近于由哈雷提出的特征方程所给出的结果。考虑到木星和土星的平均运动，很容易就发现木星加速度的两倍和土星减速度的五倍相差一个很小的数量值。拥有这样一个差值的一个不规则周期大约是九百年左右，当然，关于这一点是有争论的。事实上，它的系数就轨道偏心率的三次方的阶；但是我知道，凭借逐次积分的力量，在这个不等式的参数中，它作为除数就获得了极其小的时间乘数的平方，这个不等式能够给予它一个比较大的值；对我来说这种不等式的存在是非常可能的。随后的观测结果增加了它的概率。假设在第谷·布拉赫观测的时代，关于它的参数是零，我注意到哈雷通过近代和古代观察结果的比较应该发现了这种变化，他已经指出了这一点；而通过近代观察与其他观察的结果的比较，应该显示出相反的变化，这种变化相似于兰伯特从这种比较中已经得出的结论。所以，我毫不犹豫地承担起这个冗长且必要的计算，以此来确定这个不等式的存在。通过计算的结果，这一点得到了完全的证明，同时这一计算更进一步让我认识到大量的其他不等式，其总体使得关于木星和土星的表格具有同样观察的精确性。

再次通过概率计算，我认识到了关于木星的前三个卫星平均运动的令人惊奇的规律。这个规律是第一个卫星的平均经度减去第二个的三倍再加上第三个的两倍正好等于半圆周长。这些行星平均运动的近似值满足这一法则，因为它们的发现就表明了它们以一个极大的概率存在。随后，我要在这些天体的相互作用中寻求这种规律的原因。对于这种作用的检验使我足够相信最初它们平均运动的比在一定的极限内已经接近这个规律，因为它们的相互作用已经建立并严格地保持了它。因此，根据前面的法则，这三个天体在太空中永远彼此平衡，除非出现像彗星这样的奇异原因突然改变了它们围绕木星的运动。

因此，当自然界发生的事件是大量观察的结果时，我们是多么需要去留意大自然的种种迹象，尽管在其他方面，通过已知手段它们可能还是无法解释的。与这个世界体系相关问题的极端困难已迫使几何学家们求助于近似方法，而这样做总是会给忧虑留下了空间，担忧忽略了某些因素，因为这些被忽略的因素可能起着相当大的影响。当这些观察已经警示他们这一影响时，他们已经转向了分析；为了修正它，他们一直努力去寻找所观察到的这些异常的原因；几何学家们已经确定了一些的法则，并常常预测到一些现象以发现那些还没有向他们显露的不等式。因此，可以这样说，自然本身向人们展现出基于万有引力定律的理论分析的完美性，而且在我看来，这也是这个令人钦佩不已的定律的正确性最强有力的论证之一。

在我刚刚已经探讨的情况中，对于这些问题的分析解法已经将原因的概率转化为确定性。但是在多数情况下，这种解法是不可能的，同时它只是越来越多地增加了这个概率。在大量的不可计数的改变值之中，一些奇异的因素致使这些变化对原因的作用产生了影响，这些原因与可观察到的结果保持着一些合适的比例关系，由此使得它们可以被认识并且其存在性可以被证实。确定这些比率和通过大量的观测来比较这些比率，如果发现他们不断满足这个比率，那么原因的概率就可能会增加到与事实的概率相等的程度，关于这一点是毋庸置疑的。在自然哲学中探讨原因与它们的结果的比的意义并不低于直接解决问题的意义，不论它是去验证这些原因的真实性还是从它们的结果中探寻规律法则；因为这种方法可能被用于不可能直接求解的大量问题中，这种方法以一种最有效的方式取代了直接求解方法。在这里将讨论我提出的一个应用——在自然界最有趣的现象之一中的应用，即大海的潮涨潮落。

关于这种现象，盖乌·普林尼·塞孔都斯
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 曾经给出一个引人瞩目的精确说明，在其中，可以看到古人已经观察到每个月的朔望时潮水最大，在弦月（方照）的时候最小；而且潮水在月球近地点的时候高于在远地点的时候，在二分点（春分点、秋分点）的时候高于在二至点（夏至点、冬至点）的时候。从这里他们得出结论——这种现象是由于太阳和月亮的运动对海洋的影响。在开普勒的著作《论火星的运动》
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 的序言中，他认识到海水相对于月亮的一种趋势，但对于操纵这种趋势的规律却一无所知，他只能够给出关于这个问题的一个可能的想法。牛顿通过把这一问题与其伟大的万有引力定律相联系，从而把这种想法的可能性转化为确定性。他给出了引起洪水和海水潮汐的引力的精确表达式，并且为了确定这些影响，他假设在每一瞬间海洋都处在与这些引力相适合的平衡状态。他以这种方式解释潮汐的主要现象。从这个理论中可以得出——如果太阳和月亮之间有着很大的夹角，在我们的港口，同一天的两次潮汐是非常不同的。例如，在布雷斯特（Brest），在二至点的合冲期，晚潮会比早潮大大约八倍，这肯定是与观测结果相矛盾的，观察的结果证明两次潮汐十分接近。这个从牛顿理论中导出的结果是在以下假设之下才可能成立的：假设每一瞬间海洋都处于一个平衡状态，这是一个未被承认的假设。但是，对于海洋真实图景的探索显示出极大的困难。通过几何学家们在流体运动理论和差分方程的计算中新发现的帮助，我着手开始进行这项研究，并通过假设其覆盖整个地球表面而得到了关于海洋运动的微分方程。因此，通过如此方式接近于自然，我十分高兴地看到我的结果接近于观测的结果，特别是在同一天的二至点合冲期我们港口的两个潮汐之间的微小差异。我发现如果大海每一处的深度都是相同的，那么它们也就是相同的；我还进一步发现，通过赋予这个深度一些适当的值，就会增加一港口潮汐的高度，这个数值与观测的结果相一致。尽管这些研究具有一般性，但是，还不能满足所有的巨大差距，即使邻近的港口显示出这种巨大的差异，由此也说明了当地环境的影响。掌握这些环境的不可能性、海床的不规则性，以及对偏差分方程积分的不可能性迫使我通过上面的方法来指明其缺点。然后，我努力去确定影响所有海洋分子的力之间的最大比率关系，以及在我们的港口能够观测到的这些影响。为此，我用到以下的法则，这个法则可能也适用于许多其他现象。

“一个物体系统的状态，如果这其中运动的最初条件因为此运动所遇到的阻力已经消失，那么这种运动就会变成周期性的，就像是有作用力在推动它一样。”

把这个法则和微小振荡共存的法则相结合，我就发现了一个关于潮汐高度的表达式，其随意态包含每一个港口的当地环境影响，并尽可能降低到最小的可能性；就不需要再通过大量的观测来比较它们的高度。

受科学院的邀请，在本世纪初期，我们在布雷斯特进行了一些关于潮汐的观测活动，这些观测持续了六年时间。这个港口的情况对于这种观测是十分有利的，它通过一个运河与大海相连，这条运河通向一个非常宽阔的天然海港，在其尽头就是建立的这个港口。因此，大海运动的不均衡只对这个港口有着微小程度的影响。就好像在气压计中，容器的不均衡运动被这个仪器管中所生成的节流消除了。此外，在布雷斯特需要考虑的潮汐和由大风引起的突然变化都只是微弱的；同样，我们注意到，只要增加一点对于潮汐的观测，一个显著的规则性就会显现出来，由此，我向政府提出一个建议：在这个港口进行一系列新的潮汐观测，这些观测要持续超过月亮轨道交点的一个运动周期。这个建议已经被采纳。观测开始于1806年6月1日；从那时起，这项工作一直在进行而没有间断过。我要感谢布瓦尔对于所有这些有趣的天文现象坚持不懈的热情，以及他对我的分析与观测所要求的数据进行比较所做的大量计算。他用了大约六千个的观测数据，这些观测是在1807年及随后的15年里进行的。这种比较说明：我的公式以显著的精确性表达了潮汐的所有变化，这些变化与这些因素有关：月亮距太阳的偏离、这些天体的倾斜、它们到地球的距离，以及其中每一个达到最大值最小值时的变量定律。从这里得到一些结果：大海的潮起潮落是由于太阳和月亮的引力，这个概率是如此确定以至于没有为任何的怀疑留下余地。事实是，它化为一种确定性，至此，让我们思考一下，引力是源自万有引力定律，所有的宇宙现象都遵循这个定律。

月亮对大海的作用是太阳对其作用的两倍。在对这个作用的解释中牛顿和他的继任者们只关注的那些被月亮到地球距离的立体所除的项，并断定其他项的影响应当是微不足道的。但是，概率的计算却显示，即使最细微的影响也能够在非常大量的观察结果中被察觉到，这些观察以最适合于这些结果显露的方式来排列。这种计算又一次确定了它们的概率，并且规定了需要增加多少观察才能使得这个概率很大。通过把这些应用到布瓦尔所讨论的大量观察中，我认识到在布雷斯特，满月期间月亮对大海的作用比新月期间的作用要大，月亮在南方时其作用要比在北方时的作用大——这些现象只是由月球作用被月地距离的四次方所除的一些因素引起的。

月球和太阳的作用穿过大气层而到达海洋，相应地，大气层也应该能够感受到这种影响并产生类似于大海的运动。

这些运动在气压表中产生周期性振动。所做的分析已经明确向我们表明，这些振动在我们所处的气候中是难以察觉的。但由于当地环境会相当明显地增加我们港口的潮汐，我再一次产生疑问——类似的情况是否可以使气压表的周期振动为人们所察觉，为此，我查阅了皇家天文台许多年来每天都记录的气象观测数据，这些记录包括早上九点、中午、下午三点和晚上十一点观察气压表和温度计的读数。而布瓦尔先生实际上从1815年10月1日到1823年10月1日作了八年的观测数据的记录。处理这些观测数据最合适的办法就是在巴黎表明月球大气的流动，我发现气压表相应的振动程度只有1毫米的十八分之一。正是这一点尤其使我意识到需要一个求结果概率的方法，如果没有这样的一种方法，人们就不得不把不规则原因的结果表示为自然的规律，这些不规则原因的结果经常发生在气象学中。这种应用于前述结果的方法表明了它的不确定性，尽管已经进行了大数次的观察，它还需要增加十倍的观察次数，以便获得一个足够可能的结果。

作为我的潮汐理论的基础法则，或许可以推广到所有的偶然性的结果中，根据通常的规律，一些可变的原因也参与在这些原因之中。在大数次事件的平均结果中，这些原因的作用会产生一些变化，这些变化遵循同样的规律并且可以通过概率的分析被认识到。随着所观测事件的数量的增加，这些变化也会以一个不断增加的概率而显露出来，如果这些事件的数量变成无限时，这个概率就趋向于确定性。这个定理类似于我基于恒定原因的影响而得出的结论。那么，任何时候，如果一个过程是规则的原因能够对一类事件施加影响，那么我们通过大量的观察，以及通过展现它的最可能的秩序来安排它们，就可能会发现这个原因的影响。当这种影响似乎要彰显出来时，对其本身的概率分析决定了其存在的概率以及其强度的概率；因此，从白天到夜晚的气温变化改变了大气压力，作为相应的结果，即气压表的高度的变化，这便会让我们自然想到对于气压计读数的观测次数的增加应当揭示出太阳热量的影响。事实上，长期以来，人们一直认为在这种影响似乎最大的赤道上，气压表的高度每个白日都有一个微的变化，大约在早上九点达到最大值，大约在下午三点达到最小值。第二次最大值大约发生在晚上十一时，第二次最小值大约发生在早上四点。夜晚的变化幅度比白天的小，其范围大约是两毫米。气候的易变性并没有从我们的观察中隐匿不露，虽然在这里可能不如在热带更为明显。雷蒙德
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 在克莱蒙（Puy-de-DÔme地区的首府）通过数年期间取得的一系列精确的观察已经认识到并确定了这种现象，他甚至已经发现——气压变化在冬天的几个月是小于其他月份的。为了估计太阳和月球的引力对巴黎地区的气压的影响，我所讨论的那些观测有助于确定白天气压的变化。通过将这些天中早上九点钟与下午三点的气压高度进行比较，就会发现这种变化是如此的显著，以至于在从1817年1月1日到1823年1月1日的72个月中，其每个月的平均值一直保持是正的；在这七十二个月的平均值大概是0.8毫米，这个值略小于在克莱蒙的值，但比在赤道的相应值要小得多。我已认识到，从上午九点至下午三点气压白天变化的平均结果在十一月、十二月、一月的三个月内仅仅只有0.5428毫米，而在接来下的三个月里，这个变化会上升到1.0563毫米，这与雷蒙德先生的观察不谋而合。其他月份则没有提供类似的趋势。

为了将概率演算应用于这些现象中，我开始着手寻求随机选取的日变化出现反常的概率规律。然后，再将其应用于对此现象的观测中，我发现可以下一个300000对1的赌注去赌这样一种可能性：一个规则的原因致其产生。我不寻求去确定这个原因，能够确定它的存在就令我满足了。由太阳日所控制的日变化的周期明确地显示这种变化是由于太阳的作用。太阳对大气的吸引力的极其微小的引力作用被一些微小的影响所证明，这些影响是由于太阳和月球的联合引力。正是通过太阳热的作用，太阳引起了气压的日变化。但是，不可能计算出这种作用对于气压计的高度以及气流的影响。磁针的日变化肯定是太阳作用的一个结果。但在这里，是否就像在气压的日变化的情况下一样，这个星体通过太阳的热，或者通过它对电和磁的影响，或者两者兼有的影响而施加作用？在不同国家所作的一系列观测使我们对此有所领悟。

在宇宙体系中，最引人关注的现象之一是所有的行星和卫星的旋转与自转的运动都是以与太阳自转的方向进行的，并且都是几乎在同一赤道平面上进行的。如此显著的一个现象不是偶然的结果：它表明了有一个普遍原因决定了所有的这些运动。为了获得显示这个原因的概率，我们应该注意到行星系统是由十一颗行星和至少十八颗卫星组成的，像赫歇尔一样，如果我们将六颗卫星归属于天王星的话，这正如我们今天所知道的一样。我们已经认识到了太阳、六颗行星、月球、木星的卫星、土星环及其一个卫星的旋转运动。由这些旋转运行所形成的运动共计有45种，它们都在前述的相同方向和平面上进行；通过概率分析，就会发现可以下一个超过4000000000000对1的赌去赌这样一种可能性：这种安排不是偶然的结果，这个概率远远超过了那些确凿无疑的历史事件存在的概率。那么，我们至少应当怀着同样的信心相信一个最初的原因操纵了行星的这些运动，特别地，如果我们考虑到这样一个事实：出现次数最多的运动对于太阳赤道的倾斜角度是非常之小。

太阳系的另一引人瞩目的现象是行星和卫星轨道的偏心率的微小度数，而彗星的轨道是偏长的，而系统的轨道并没有提供一个大偏心率与一个小偏心率之间任何的中间体。在这里我们不得不再次承认一个规则的原因的影响；偶然性肯定不会导致所有的行星及其卫星的轨道都几乎是圆形的，正是决定这些天体运动的那个原因使得它们是圆的。彗星轨道的大偏心率应该也是由于这样的原因所致，这个原因没有影响到它们的运动方向；因为发现逆行彗星与直行彗星的数量几乎同样多，而且他们所有轨道与黄道的平均倾斜角非常接近于直角的一半，如果这些天体是被随机投掷出去的，它就不会是这种状态了。

无论我们正在讨论的原因的本质是什么，因为它已经引起或者说操控了行星的运动，所以它应该包含所有的天体就是必需的了，考虑到分离开这些天体的距离，它只能是一个巨大流体状的物质的扩展。因此，为了使它们在与前述同样的状况下围绕太阳作几乎是圆周的运动，就必须认为该流体应该像大气层一样环绕着这个星球。对于行星运动的思考引导我们认识到，由于过多的热，太阳的大气层最初超越了所有行星的轨道之外，而且它已逐渐收缩到其目前的大小。

让我们想象一下处于最初状态中的太阳，它看起来就像通过望远镜呈现在我们眼前的星云那样，好像是由一个或明或暗的核心组成，其核心的周围围绕着一团正在向这个核心表面收缩的星云状物，这应当会在某一天将之转化成一个恒星。如果用类推法设想所有的恒星以这种方式形成，那么，在早期状态之前的星云本身就是其他的状态，其中，星云物质越来越扩散，核心越来越明亮与密集。如果尽可能的向前回溯，将会得出这样的一个结论，即一个星云是扩散弥漫的，人们几乎很难想象它的存在。

这些现象是赫歇尔通过其强大的望远镜观察到的星云的最初状态，并且，他追踪了收缩的进程，这些进程的阶段只有在几个世纪之后才能为人们所察觉到，这种观察也不是在单一的星云中，而是在整体上进行的，就好像我们要追踪观察一片广阔森林中的一些树木的增加，要通过观察这片森林所包含的不同时期的一些个体。他注意到，起初的星云物质以多种多样的块团向太空的不同区域扩散，而且它们占据了其中大量的空间。他已经观察到在这些团块的某些区域，这种物质稍微有些收缩成一个或几个微弱发光的星云。在其他星云中，这些核心光芒闪耀，并且它们的亮度与围绕它们的星云量成正比。每个核心的大气层都因为进一步的收缩而分离，在那里，结果是形成带有明亮核心的多种星云，它们彼此邻近，且各自被一个大气层所包围；有时，星云物质通过以一个一致的方式收缩，就形成了星云，即我们所称的行星状星云。最后，一次大幅度的收缩把所有的这种星云变成了恒星。根据这样的哲学观点进行分类的星云表明它们的未来以极大的可能性会转变为恒星，并且也表明了现存恒星早先的星云状态。以下的思考便是对来自这些分析的证据支撑。

长时间以来，肉眼可见的某些恒星的特殊倾向已经引起了哲学观察家们的注意。米切尔已经表明过，例如，昴宿星团中的恒星只是由于偶然性而被束缚在一个狭窄的空间中，这是不可能的。他从中得出结论这组恒星以及相似的恒星群是一个初始原因或者一般的自然法则的结果。这些恒星群是几个核心星云收缩的一个必然结果；很显然星云物质连续地被多种核心所吸引，它们应该逐渐地形成了类似于昴宿星团的恒星群。围绕两个核的星云的收缩相似地形成了两个相邻的恒星，一个围绕着另外一个旋转，就像那些赫歇尔已考虑到其各自运动的恒星。进一步发现的这种现象是天鹅座61号及其一颗伴星，贝塞尔
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 刚刚认识到其中的特殊运动是如此不容忽视和相似，以至于这些恒星彼此靠近并且围绕一个共同的引力中心运动是毫无疑问的。因此，通过星云物质收缩的程度就会达到对于被大量气体所环绕的太阳的思考，这一点在前面已讨论过。正如我们看到的，这是我们通过对太阳系现象的检验而做出的思考。这个引人关注的例子赋予了太阳存在着这种原始状态以接近确定性1的概率。

但是，太阳大气层是如何决定了行星和卫星的自转与公转运动的？如果这些天体已经渗入到太阳大气之中，那么它所遇到的阻力将会导致它们落向太阳，而后，人们就会相信行星很可能是在太阳大气层的一些相继的界限内形成的。这些气体由于冷却而被压缩，它们应该在赤道平面上遗留下一些气体带，其分子的相互引力将它们转换成椭球体。卫星都是通过它们各自行星的大气层以相似的方式形成的。

我在《宇宙体系论》一书中发展了这一假说，在我看来，这个假说满足该体系向我们呈现的所有现象
[162]

 。在这里我只限于考虑到太阳和行星自转的角速度，它受到天体表面大气的收缩而加速，它应该超过了围绕它们旋转的最近天体公转的角速度。对于行星和卫星，甚至土星环的观测已经的的确确证明了这一点，土星环的公转周期是0.438天，而土星自转的持续时间为0.427天。

在这个假说之下，彗星是行星系统的不速之客。把它们的形成与星云的形成联系起来，我们可以把它们当作是带有核心的小星云，它们从一个太阳系流浪到另一个太阳系，它们是由大量扩散在宇宙中的星云物质的收缩而形成的。因此，彗星与我们太阳系的关系就像陨石相对于地球一样，它们看起来就是不速之客。当这些天体为我们所见之时，它们与星云如此相似以至于时常将它们误认为是星云；只有通过它们的运动，或是通过了解在太空部分区域出现的所有星云，我们才能成功地区别它们。这一假设以令人满意的方式解释了彗星靠近太阳时头部和尾部巨大的拓展，这些极其罕见的彗尾，尽管有着巨大的厚度，但是，一点没有减弱透过它们所看到的一些星星的亮度。

当小星云进入太阳的引力占主导地位的空间区域时，我们将之称为这颗恒星的作用区，它们就会被迫沿椭圆或双曲线的轨道运动。但他们的速度都指向任何方向，所以他们应该无差别地向所有方向运动，并且与黄道可以成任何的倾角，这与我们观察到的现象相符合。

彗星轨道大的偏心率也可以从前述的假设中推导出来。实际上，如果这些轨道是椭圆形的，那么它们必定是非常狭长的，因为它们的长轴至少等于太阳的作用区的半径。但是这些轨道也可能是双曲线形的；如果与从太阳到地球的平均距离相比较，这些双曲线的轴并不是很大，那么彗星的运动所描画的轨迹将显然是双曲线形的。然而，在我们已经了解其原理的上百颗彗星中没有一颗确定地显示以双曲线的轨道运行；那么，就必须认为具有一个可察觉的双曲线轨道的偶然事例应当是极其罕见的，这是相对于相反的偶然事例而言的。

彗星是如此之小，以至于如果能够为我们所见，它们的近日点距离应该被忽略不计。截至现在，这个距离仅仅超过地球轨道直径的两倍，而且最常见的情况是它小于这个轨道的半径。可以这样设想，为了接近太阳，它们在其进入到太阳作用区时的那一刻的速度应该有一个被限定在狭窄范围内的大小和方向。通过概率的分析去求出在这些范围内给出一个明显的双曲线轨道的可能性与给出一个相近于抛物线轨道的可能性之比率，我发现这至少是一个6000对1的赌注去赌这一种可能性：一个穿入太阳作用区的星云，会以如此一种方式被观察到，其运动将描画出或者是一个非常狭长的椭圆或者是一个双曲线的形状。由于其轴的大小，后者在观察到它的区域明显地被误当作抛物线了；所以，直到今天，双曲运动还没有被认识到也就不足为奇了。

行星的吸引力，或者更进一步，太空中心的阻力，应该已将许多彗星的轨道转化为椭圆形，它的长轴小于太阳作用区的半径，这增加了椭圆轨道的可能性。我们可以相信这种变化已经在1759年的彗星中发生了，这颗彗星的持续时间只有一千二百天，它不停地在这个短暂的时间间隔内一再出现，直到它每次返回到近日点所经受的蒸发最终使它消失为止。

通过概率的分析，我们可以进一步验证特定原因的存在或影响，人们相信它们的作用对有机物质也会产生影响。在自然界中，在所有我们可以用仪器去认识自然的极其细微的物质中，最敏感的就是神经，尤其是在特殊原因增加其敏感性的情况下。借助于它们，可以发现由于异质金属之间的接触而产生的微弱电流，这一点为物理和化学的研究者们开辟了一个广阔的领域。在某些个体中由神经的极端敏感性而导致的奇异现象引起了关于以下议题的多种观点的产生，首先是关于被称作为动物磁性的一种崭新的使然力的存在，关于一般磁性的作用，关于太阳和月亮对一些神经系统条件的影响，最后是靠近的金属或者流动的水使之产生的感觉影响。很自然地人们会认为，这些原因的影响是非常微弱的，而且它可能很容易受到偶然因素的干扰；因此，即使在一些情况下它丝毫没有显露出来，其存在性也不应当被否定。我们还远远没有理解所有的使然力以及它们丰富多彩的作用模式，就缺乏哲学思考地否定了一些孤立现象的存在，只是因为以我们目前的知识状态，这些现象是难以解释的。但是，它们越是难以被人接受，我们就越要更加谨慎地检验；正是在这里，概率的演算成为不可或缺的：确定怎样增加必需的观察或者实验，以便获得使其显示出来的使然力的概率，即超过你不接受它们的所有理由的概率。

概率演算可以使人们认识到思辨科学中所用方法的优势和不足之处。因此，在疾病的治疗中为了发现所用的最佳治疗方案，就要充分地将每一个方案在同等数目的病人身上进行试验，并且使所有的条件精确地相似；那么，最有效的治疗方案的优越性将会随着数量的增加而在试验中显现出来；随着观测数据的增加，最优方案自身的优势将会越来越体现出来；计算将会清晰地显现出其优势的相应概率，以及据此可以断定优于其他情况的比率的相应概率。



注释


[149]
 [image: ]
 ，其中h2
 为拉普拉斯所说的权，h2
 =1/（2σ2
 ），其中σ2
 表示方差。


[150]
 由h2
 =1/（2σ2
 ）可以推出：[image: ]
 。


[151]
 这里大概是说，权[image: ]
 成正比。


[152]
 即最小二乘法。


[153]
 布瓦尔的主要贡献是详细观察了天王星运行中的不规则性，以及关于太阳系中存在第八颗行星的假设，这个假设的证实是海王星的发现。


[154]
 冲（opposition）：由地球上看到外行星或小行星与太阳的黄经相差180°的现象；方照（quadrature）：由地球上看到外行星或小行星与太阳的黄经相差90°的现象。


[155]
 詹姆斯·布拉德雷（James Bradley，1693—1762），英国天文学家。


[156]
 第谷·布拉赫（Tycho Brahe,1546—1601），丹麦天文学家。


[157]
 约翰尼斯·伯格（Johannes Burg，1766—1835），奥地利天文学家，时为法国科学院成员。


[158]
 盖乌斯·普林尼·塞孔都斯（Gaius Plinius Secundus，约公元23或24—79），也称老普林尼（与其养子小普林尼相区别），古罗马的博物学家，以其所著《自然史》一书著称。


[159]
 约翰尼斯·开普勒（Johannes Kepler,1571—1630），德国天文学家、物理学家、数学家。《论火星的运动》（De Motu Stellae Martis）是其关于天文学的著作之一。


[160]
 雷蒙德（Louis FrancoisÉlisabeth Ramond,baron de Carbonnières,1755—1827），法国政治家、地质学家和植物学家，时为法国科学院成员，拉普拉斯的同事。


[161]
 贝塞尔（Friedrich Wilhelm Bessel，1784—1846），德国天文学家，数学家，天体测量学的奠基人之一。


[162]
 参见拉普拉斯：《宇宙体系论》，李衍译，上海译文出版社2001年版，第五篇的第六章和附录七。


第十章　概率演算在道德科学
[163]

 中的应用

在对于一些自然现象规律的探索中，我们已经看到概率分析的优势，这些自然现象的原因或者是未知的，或者是错综复杂到难以将其划归于计算。这种状况几乎是道德科学的所有方面所面临的。或者被隐蔽，或者不能够为人们所察觉，如此众多无法预料的原因影响着人类的风俗习惯，以至于不可能先验地判断它们的结果。随时间而发生的一系列事件逐渐显露出这些结果，并且展示了怎样去补救与改进那些有害的结果。鉴于此人们经常制定一些明智的法律，但是由于我们疏于持之以恒的关注，许多原因被当作无价值的而被废弃了，那些不幸的经历一再显示了对于它们的需求，这个事实表明应该必须重建它们。

在公共管理的每一个方面，保持对于已用方法所产生结果的精确记录是非常重要的，对此，政府已大规模地进行了许多尝试。让我们将建立在观察和计算基础上的方法应用于政治和道德科学之中，我们已经如此成功地将这些方法应用于自然科学领域之中。对于知识进程中所产生不可避免的结果，让我们不要提供哪怕一点点无益的以及常常有害的障碍。我们只有极其谨慎才能改变我们的习俗和我们已经习以为常的惯例。通过过去的经验我们应该清楚地了解到它们目前所面临的困难，但是我们对于它们的改变而导致的一些弊病的程度却一无所知。在这种懵懂无知的状态中，概率的理论能够引导我们避免所有的改变，尤其是那些在道德以及物质世界中只有付出巨大的生命损失才能够发生的急剧变化。

人们已经成功地将概率演算应用于道德科学的几个领域之中，在这里，我将展示几个重要的结果。



注释


[163]
 道德科学（moral sciences）是具有启蒙时代色彩的一个名称，它与19世纪以后发展起来的社会科学（Social science）具有许多共同的方面，两者也具有一个历史上的连续性，但是道德科学与社会科学却具有本质的区别。参见本书上篇的第二章2.5节，“概率与道德科学”，第57—62页。


第十一章　论证言的概率
[164]



人们的大部分观点都是建立在证言（证据）概率的基础之上的，因此，将证据划归于计算就是非常重要的了。时常会出现这种情况，由于很难判断证据的真实性以及伴随着它们要为之作证的事件的大量细节，事情往往变得不可能了。但是，在几种情形下，我们还是可以解决一些类似上述情况的问题，其方法可以被看作是适当的逼近法以指导和保护人们，以免人误入虚假推理的谬误和危险之中。无论何时，只要进行细致的推演，即使这样的一种逼近法也总是优于那些似是而非的推理。下面，我们将尝试给出一些达到这个目标的一般规则。

假设从一个包含一千个数字的瓮中抽取一个数字，见证这次抽取的证人宣称抽出来的数字是79。问抽取这个数字的概率是多少？让我们假设一下，根据以往的经验可知，这个证人十次会有一次见撒谎。所以，他的证言（为假）的概率就是1/10。在这里证人所证实的观察到的事件是抽取的数字为79。这个事件可以从以下两个假设中得出，即：证人说的是真话或者说的是假话。根据已讨论的关于从发生的事件推出的原因的概率的原理，必须首先在每一个假设下确定这个事件的先验概率。首先，证人宣称数字79的概率是这个数字自身被抽到的概率，也就是说是1/1000。必须用证人讲真话的概率和它相乘，即用9/10和它相乘，就会得到在这个假设下所观察到的事件的概率是9/10000。如果证人撒谎，数字79没有被抽取到，那么这个事件的概率是999/1000。但是为了宣称取到这个数字，这个证人必须从999个没有被取到的数字里选择它，正如我们所假设的，他没有偏爱某些数字胜于其他数字的动机，那么，他将选取数字79的概率是1/999，然后，将其和前面叙述的概率相乘，就会得出在第二个假设下证人宣称抽取数字是79的概率是1/1000。再次必须用第二个假设本身的概率1/10和这个概率相乘，就会得出在这个假设之下这个事件的概率是1/10000。现在，假如我们设立一个分数，它的分子是和第一次假设下的概率，它的分母是两次假设下的概率之和。根据第六原理，我们将得出第一个假设的概率，这个概率是9/10。也就是说，等于证人说的是真的概率，同时也是数字79被取出的概率。证人说谎的概率和这个数字没有被取出的概率是1/10。

假如这个证人对于从没有取出的数中选取79会获得某种好处，他就会要说谎——例如，他正在裁判基于这个数的一场赌注相当大的赌局，抽到这个数的宣告将增加他的荣誉。那么，他选择这个数字的概率将不再是最初的1/999，而将是1/2、1/8等等，这会根据他从这个抽取结果中所获得的利益而定。假设这个概率是1/9，必须将这个分数乘以概率999/1000，以便得到在他说谎的假设下所观察到的事件的概率，这仍然必须乘以1/10，于是就得出在第二个假设下事件的概率是111/10000。那么，第一个假设的概率，或者说抽取数字79的概率，由前述的原理，就会降低到9/120。因此，因为证人可能从抽取数字79这个结果中所获得的巨大的利益，这个概率被大大地降低了。实际上，如果取出的数字是79，证人将如实说出这个事实，那么，相同的利益会使得这个概率增加到9/10。不过，这个概率不能超过单位1或10/10。那么，取出数字79的概率将不会超过10/121。常识告诉我们，该利益引起了人们的不信任，但是计算可以评估它的影响。

由证人宣布的这个数字的先验概率是数字1被瓮中所有数字的个数所除，借助于证据可以将它转化为证人的实际的诚实度（或可靠度），那么，这个先验概率会因为证据而降低。例如，假设这个瓮里只有两个数字，那么抽取数字1的先验概率被认为是1/2，假设宣布这个结果的证人的诚实度是4/10，那么这个结果的可能性就比较小了。实际上，因为证人更倾向于谎言而不是说出真相，很显然，他的证言就降低了他每次给予见证的事实的概率，这个概率或者等于或者大于1/2。如果瓮里有三个数字，抽取数字1的先验概率就会因其真实性超过1/3的证人的证实而增加。

现在，假设那个瓮里含有999个黑球和一个白球。有一个球已被取出来，证人宣布抽取的是白球。如同先前提到的问题，在第一种假设下，观察到的事件的先验概率等于9/10000。但是，在证人说谎的假设下，没有取出白球，这个情形的概率是999/1000。必须将它乘以说谎的概率1/10，由此得出在第二种假设下所见事件的概率为999/10000。在先前提到的问题中，这个概率只是1/10000。这个极大的差异是由以下情况导致的——一个黑球已被取出，想要撒谎的证人，为了宣称取出的是白球，他在未取出的999个黑球中没有一点选择的余地。现在，如果构造两个分数，其分子是每一个假设的相对概率，其公分母是这些概率之和。就会得，如果取出的是白球的，那么第一个假设的概率是9/1008，如果取出的是黑球的，那么第二个假设的概率是999/1008。第二个概率非常接近确定性。如果这个壶里有一百万个球，其中只有一个白球，最后的概率将会变成999999/1000008，它更加趋近于1，那么取出白球的概率就变得更加不同寻常地小了。由此可见，说谎的概率是怎样随着事实的反常性而增加的。

到目前为止，我们已经假设证人完全没出错。然而，假如承认他可能出错，反常的意外事件就变得更加不可能。那么，可以用以下四种假设替代两个假设：证人没有撒谎并且证人一点也没有出错；证人绝对没有撒谎但是证人出错；证人撒谎并且证人出错；最后，证人撒谎并且证人没有出错。在每一个假设中，都确定了被观察到的事件的先验概率，根据第六原理，我们发现，要证明的事件是假的概率等于这样一个分数，其分子是瓮中黑球的个数乘以证人没有撒谎但证人出错的概率与证人撒谎但证人没有出错的概率之和，其分母是这个分子加上证人没有撒谎也没有出错与证人即撒谎又出错的概率之和。由此可以看到，如果瓮中的黑球数量非常多，那么，取出白球就是非常渺茫的反常事件，要被证实为假的事件的概率就更加接近于确定性（即1）。

将这个结论应用于由此导致的所有反常事件中，就会发现证人出错或者撒谎的概率会随着要证实的事实更加的反常而变得更大。有些学者已经提出相反的观点，他们基于这样的观点：一个反常的事实非常相似于一个常规的事实，同样的出发点应该让我们给予证人相同的信任，当这位证人为这些或那些事件作证时。简单的常识不会接受一个如此离奇的断言。概率的演算，尽管对一些常识的结论可以确认，但它能够使人认识到关于反常事件的证言的最大不可能性。

那些学者坚持并假设有两个证人都是同等值得信任的，第一个证人声称他看到某人在15天前死了，而第二个证人却声称昨天他还看到同一个人活泼健壮。这些事件中的这个或那个情景不会被当作不可能的。但这些证言并不能直接使我们得到这个结果，对于具体事件的保留意见取决于将它们（的证言）联系起来的结果，尽管这些证言的可信度不应该因其联合结果的反常而被降低。

但是，如果将这些由证言联合在一起而导致的结论是不可能的，其中之一必须是假的；一个不可能的结果是反常结果的极限，正如错误是不可能结果的极限一样。在不可能的结果中，证言的价值变得一文不值，那么在一个反常结果的情形下，证言的价值也就必定被极大地降低了。这一点的的确确为概率的演算所证明。

为了通俗易懂起见，让我们想象有两个瓮，A和B，其中第一个瓮里有一百万个白球，其第二个瓮里有一百万个黑球。从其中一个瓮里抽取一个球，然后把这个球放到另一个瓮里，接着从这个瓮里再取出一个球。有两位证人，一位监视第一次抽取，一位监视第二次抽取。这两个证人都证明说他们看到取出的球是白色的，但没有说明是从那个瓮里取出的。如果单独查看，每一个证言并非是不可能的，也容易看出要证明的事实的概率正是证人的诚实度。但是，如果将这些证言结合起来考虑，它遵从以下的分析：第一次抽取的结果是从A瓮中取出一个白球，然后将它放入B瓮中，它在第二次抽取中又重新出现，这是极其反常的；因为对于第二个瓮，它只是在一百万个黑球中包含一个白球，取到白球的概率是1/1000001。为了确定由两个证人宣布的事情的概率上的减少，我们应该注意，观察到的事件在这里就是每一个证人的所作的证言——他已经看到一只白球被取出。令9/10表示他所说是真的概率，这种情况只能在证人不撒谎并且他绝对没有出错，以及他撒谎了但同时他又出错的时候下才能发生。我们可以设想以下四种假设。

第一种，第一位和第二位证人说的都是真话。那么，第一次从A瓮里取出白球，这个事件的概率是1/2。因为，第一次被取出的球既可能从一个瓮里取出也可能从另一个瓮里取出。那么，这个球又被放入B瓮里，在第二次抽取中又被取出来，这个事件的概率是1/1000001，所宣布事实的概率是1/2000002。用1/2000002分别乘以两个证人说真话的概率9/10和9/10，就会得出在第一个假设中，所观察到的事件的概率是81/200000200。

第二种，第一位证人说的是真话而第二位证人说的不是真话，或者是因为他撒谎和没有出错，或者是因为他没有撒谎但是出错。第一次抽取从A瓮里取出一只白球，这个事件的概率是1/2，将这个白球被放入B瓮里，然后从B瓮里取出一只黑球：这个事件的概率是1000000/1000001。那么，这个复合事情的概率是1000000/2000002。用1000000/2000002乘以第一个证人说真话的概率9/10和第二位证人不说真话的概率1/10之积，就会得出在第二个假设下所看到的事件的概率是9000000/200000200。

第三种，第一位证人没有说真话并且第二位证人说真话。第一次从B瓮里取出来的是一个黑球，然后将之放入A瓮，从A瓮中再取出一个白球。第一次取出黑球的概率是1/2，第二次取出白球的概率是1000000/1000001。因此，复合事件的概率就是1000000/2000002。用1000000/2000002乘以第一位证人不说真话的概率1/10和第二位证人说真话的概率9/10之积，就会得出在这个假设下所看到的事件的概率是9000000/200000200。

第四种，最后一种情况，两位证人都没有说真话。第一次从B瓮里取出一只黑球，将之放入A瓮，第二次从A瓮取出来的还是一个黑球。这个复合事件的概率是1/2000002。用1/2000002乘以每位见证人都没有说真话的概率1/10与1/10之积，就会得出在这种假设下所看到事件的概率是1/200000200。

现在，为了得出由两位证人所宣布的事件的概率，即：每一次抽取都取出一只白球的概率。我们必须用四种假设下相应的概率之和去除第一个假设下的（所见事件的）概率。这样我们就得到这个概率是81/18000082，它是一个非常小的分数。

如果两位证人断言，第一次从A瓮或B瓮中取出的是白球，第二次同样地从A′瓮或B′瓮中取出的是白球，非常相似于第一次。由两位证人所宣称事件的概率将是他们证言的概率之积，即81/100，这至少比前述的概率大180000倍。通过这种分析可以看到，在第一种情况下，第二次重复取到第一次取出的白球，两个证言的这个反常结果弱化了其价值。

我们不会相信这样一个人的证言，他告诉我们把一百个骰子掷到空中，所有的骰子落下后都是同一面朝上，如果我们自己亲眼看见了这个事件，只有当我们仔细检查了周围所有的环境，以及参考了其他人的证词之后，目的是非常确定这既不是幻觉也不是欺骗，我们才能相信自己的眼睛。在这个检验之后，我们就不应该再犹豫不决地接受这个事实，尽管这是极其不可能的。为了解释这个实验，没有人会被迷惑到去重新做一次实验来否定视觉的原理。可以从这里得出结论：对我们而言，自然规律的恒定性的概率远远大于所讨论事件事实上并没有发生的概率——即使这个概率也要大于被认为是毋庸置疑的大部分历史事实的概率。由此，我们可以对使得自然规律暂停运作所需证据的巨大权重进行估算，把一般的评判法则应用于这种情形是多么的不合常规啊！那些没有提供足够数量的证据，只是通过与这些规律相反的事件报告，就支持宣称它们的人实际上是削弱而不是加强了他们希求激发的信念。因为在这种情形下，那些引述很可能出现其作者要么撒谎要么出错的情况。但是，相对于受过良好教育的人，未受过教育的人往往会更多地发生削弱信念的情况，因为未经启蒙之人总是渴望获得稀奇玄妙的结果。

有些事情是如此的反常，以至于没有什么可以与它们的不可能性相匹配。但是，由于占主导优势的观念的影响，这些不可能性被削弱到了看起来比证言的概率还要低的程度，并且，当这个观念开始发生变化时，一个十分荒谬的传闻在其产生的那个世纪一致被人们接受，而这个传闻为下一个世纪只是提供了公共舆论对杰出人物极端影响的一个新证据。路易十四时代的两个伟大的人物——拉辛
[165]

 和帕斯卡尔
[166]

 是这方面的突出例子。非常令人惋惜地看到彬彬有礼的拉辛，这位令人钦佩的人类心灵的描绘者和有史以来的最完美的诗人，也宣称皮埃尔小姐
[167]

 的康复是一个奇迹，皮埃尔是帕斯卡尔的外甥女，波尔·罗亚尔修道院
[168]

 的走读修女；非常令人遗憾的是读到帕斯卡尔借助一些推理试图证明这种奇迹对宗教来说是必不可少的，目的是为这个修道院的僧侣和修女们的教义辩护，在那个时候，这个教派（指詹森主义教派）的教义正受到耶稣会的迫害。三年半以来，年轻的皮埃尔备受泪管瘘的折磨，她用一个被认为是耶稣基督荆冠上的一根刺触摸她那只痛苦的眼睛，她的眼睛立刻被治愈了。几天后，内科医生和外科医生均证明她已痊愈，他们宣称，自然方式和医学治疗都没有在她的这次康复中起任何作用。这个发生在1656年的事件引起了巨大的轰动。拉辛说：“所有的巴黎人都涌入波尔·罗亚尔修道院，人群日益激增，通过在这座修道院里发生的一些不可思议的奇迹，上帝自己似乎也沉浸在其权柄彰显于虔诚的子民身上的喜乐之中。”
[169]

 在这个时候，奇迹和魔法还没有显示出不可能性，人们会毫不犹豫地将不能用其他方式解释的奇异自然现象归功于它们。

在路易十四时期最引人瞩目的著作中可以发现这种审视反常结果的方式。甚至哲学家洛克在他的著作《人类理解论》中，在“同意的各种等级”中说：“普通的经验和日常的事情，对人心虽然有很大的影响，使他们在听到任何要他们信仰的事物时表示信任和怀疑，不过在一种情形下，一种事情并不能因其奇特就使我们不同意于人所给予它的公平证据。上帝在任何时候认为这一类超自然的事件符合他的意图，他就有权利改变自然的进程。在那些情形下，那些事件和平常的观察愈相反，愈应得到人的信仰。”
[170]

 证言概率的真正法则已经被哲学家们误解了，理性获得的进步主要归功于他们，我认为必须详细地介绍关于这个重要议题的一些演算结果。

在这种背景下，就自然地展开了对于帕斯卡尔提出的著名论证的争论
[171]

 ，这个论证由英国的一位数学家克雷格用一种数学的形式重新再现出来
[172]

 。一些见证人宣称他们拥有它是基于神赐予的权柄，如果一个人遵此行事，他将获得永恒的祝福，而不只是充满欢愉的一生或两世。无论这些证据的概率多么微弱，只要不是无限小，很显然，那些遵从（上帝）规则的人的优势（期望）是无限的，因为它是这个概率与无限利益的乘积。因此，为了自己他就应该毫不犹豫地争取获得这个优势。

这个论证是建立在奉上帝之名的见证人所许诺的无数个幸福生命之上的。必须按照他们的要求去做，精确地说是因为他们夸耀的承诺超出了一切的有限，这是一个与常识相矛盾的结果。更进一步，（概率）演算向我们展示了这个夸张的说法自身在某种程度上削弱了其见证人的证言的概率，使其变得无限地小或者为零。实际上，这个案例相似于以下例子：从一个包含大量数的瓮中只取一个数，一个证人宣布取出来的是一个最大的数，因为这个宣称，该证人将拥有巨大利益。你已经明白了这个利益是如何极大地削弱了见证人的证言（的可信度）。我们仅仅以1/2来估计他抽出最大数的概率，如果证人撒谎，演算会使我们得到他的宣称的概率比这样一个分数要小，这个分数的分子是1，分母是1加上被先验地假定为一个谎言的概率与单独宣称的概率之乘积的一半。为了把这个案例与帕斯卡尔的论证相比较，足可以用瓮中所有数的个数来表示所有可能的幸福生命的数目，这些数的个数是无限的，请注意，如果见证人撒谎，他们将会由于许诺永恒的幸福而获得最大的利益以奖赏他们的谎言。这样，他们证言的概率的表达式就会变得无限地小。将它乘以所许诺的幸福生命的无限个数，无限性将会从表示这个优势（期望）的表达式中消失，该优势源自这个许诺，这样就彻底推翻了帕斯卡尔的论证。

基于已建立的事实，现在让我们来考虑几种证言的联合概率。为了符合我们的观点，让我们来设想这样一个事实：从含有一百个数的瓮里取出一个数，并且取出的是一个单独的数。两个证人宣布这次抽取的数是2，求两个证言联合的概率。有人可能会给出这样的两个假设：这两个证人说真话；这两个证人说假话。在第一个假设下，取出数2这样一个事件的概率是1/100。必须将这个概率乘以两个证人的可靠度之积，我们假设两个证人的可靠度分别是9/10和7/10。那么就会得到，在这个假设下观察到的事件的概率是63/10000。在第二个假设下，没有取出数2这个事件的概率是99/100。这样，为了欺骗人们，两个证人必须一致从99个没有被取出的数中选择数2：如果两个证人没有一个秘密协议的话，那么这个选择的概率是分数1/99与自己的乘积。然后必须将这两个概率一起相乘，再乘以两个证人说谎的概率1/10和3/10，得到在第二个假设下所观察到事件的概率是1/330000。现在，将第一个假设的相对概率被两个假设的相对概率之和所除，就得到要被证实的事件的概率，或者说数2被取出的概率，这个概率等于2079/2080，没有取出这个数并且证人说谎的概率将是1/2080。

如果这个瓮里只含有数字1和2，我们将发现以同样的方式可以求出数字2被取出的概率是21/22，相应地，证人撒谎的概率是1/22。这是比前述概率至少大94倍的一个概率。通过这个分析可以看到，当证人要佐证的事实本身的可能性在减小时，证人撒谎的概率是如何减小的。事实上，当证人撒谎时，证言达成一致是比较困难的，至少当他们没有一个秘密协议时，我们在这里不作这个假设。

在上述情况中，瓮中只有两个数，要被证实的事实的先验概率是1/2，从证言中导出的概率就是两个证人说实话的概率之积被这个积与证人各自说谎的概率乘积的和所除。

现在，我们要考虑时间对由传统的证人链所转达事实的概率的影响。有一点是清楚的无疑的，即概率应该随着这个链条的延长而减小。如果这个事实自身没有发生的可能，例如，从含有无限个数的瓮里取出一个数，通过证言获得的这个事实的概率随着证人可靠度的连续乘积而降低。如果这个事实有可能发生，例如，从一个含有无限个数的瓮中取出一个单独的数且取出的数是2。由传统的证人链条所得到的这个概率会随着持续延长的乘积而减小，其中的第一个因子是瓮中数的个数减1与同一个数之比，其他的每一个因子是每一个见证人的可靠度，这个值则随着他说假话的概率与瓮中数的个数之比而减小。所以这个事件的概率的极限被认为是先验的或独立于证言的事件的概率，这个概率等于1被瓮中数的个数所除。

时间的作用会持续地减弱历史事实的概率，正如时间能够使最经久不朽的纪念碑发生改变。的确，可以通过夸大或保留支撑它们的证言和碑文来减弱它。印刷在这方面提供了一个伟大的方法，不幸的是古人却对此一无所知。尽管它拥有无限的优势，但是，通常袭扰世界的自然的和道德的巨变（革命）终将随着不可抗拒的时间的影响归于终结，在上千年的时间里，对一些历史事件的怀疑在今天却以最大的确定性而被认识。

克雷格曾试图将基督宗教证据的逐渐弱化划归于计算，他假设：当这个宗教不再是可能的时候，这个世界也应该走到了末日。他发现，从他写作的时间算起，这个世界应该还会持续1454年。然而，他的分析和他关于对世界持续时间的假设同样是完全错误的。



注释


[164]
 对于“证言的概率”的数学论述，参见拉普拉斯的《概率的分析理论》（Théorie Analytique des Probabilités）的第十一章。


[165]
 让·拉辛（Jean Racine，1639—1699），17世纪法国的剧作家、诗人。


[166]
 布莱斯·帕斯卡尔,17世纪法国的数学家、科学家、神学家。


[167]
 拉普拉斯在这里所述事件的当事人是帕斯卡尔的外甥女玛格丽特·皮埃尔（Marguerite Périer，1646—1733），她是帕斯卡尔的姐姐吉尔贝特（Gilberte Périer）的小女儿。玛格丽特自幼一只眼患有顽疾——泪管瘘，1654年她被送到波尔·罗亚尔修道院（Port-Royal），1656年3月因为用患处触摸了装在盒子中的基督荆棘冠上的一根荆棘，眼疾竟然奇迹般地痊愈了。这件事在当时引起了巨大的轰动，著名的法国作家、诗人让·拉辛（Jean Racine）在他的《波尔·罗亚尔的历史》（Abrégéde l'histoire de Port-Royal）中对此事件有详细的记述。


[168]
 波尔·罗亚尔修道院（Port-Royal）是17世纪法国天主教运动中涌现的一个教义激进的詹森主义教派的大本营，修道院位于巴黎的郊外。


[169]
 让·拉辛在《波尔·罗亚尔的历史》（Abrégéde l'histoire de Port-Royal）中的记载。


[170]
 约翰·洛克著：《人类理解论》（下册），关文运译，商务印书馆1997年版，第四卷，第十六章“同意的各种等级”，第13段，第664—665页。原文为：“在一种情形下，相反的经验也并减少不了它自身的证据——普通的经验和日常的事情，对人心虽然有很大的影响，使他们在听到任何要他们信仰的事物时表示信任和怀疑，不过在一种情形下，一种事情并不能因其奇特就使我们不同意于人所给予它的公平证据。因为上帝既然有权力来改变了自然的途径，所以他任何时候觉得这一类超自然的事件合于他的企图，在那些情形下，那些事件和平常的观察愈相反，愈应得到人的信仰。这就是所谓的神迹。这些神迹如有适当的经验，则不但它们自身得到信仰，而且会使别的要它们来证实的真理得到信仰。”


[171]
 指帕斯卡尔赌注，见本书上篇第二章2.4节的介绍，本书第52—57页。


[172]
 约翰·克雷格（John Craig）是与牛顿同时代的苏格兰数学家，他还有另外一个更为人所知的名字Craige，其出生日期不详，卒于1731年。克雷格著有多部作品，最具盛名的是《基督教神学的数学法则》（1699），该书的主旨是借助数学方法来确定历史事件发生概率的问题，尤其关注对耶稣事迹的考证。美国的概率与统计史学家Stephen M.Stigler认为，尽管克雷格的研究方法一直被许多人所不肖，拉普拉斯就是对其持坚决的否定态度的学者之一。但从现代的观点看来，他的观念和方法在许多方面都远远超越了他的时代整整三百年，他的工作被看作是“对社会进程进行数学模拟的一次卓越的早期实践。”——见Stephen M.Stigler，John Craig and the Probability of History：From the Death of Christ to the Birth of Laplace，Journal of the American Statistical Association,Vol.81,No.396.（Dec.,1986）:879-887。中译文见《统计探源：统计概念和方法的历史》，李金昌等译，浙江工商大学出版社2014年版，第193—212页。


第十二章　论选举与团体的决定

一个团体决定的概率取决于相对多数的投票、其组成人员的智慧和公正。如此多的情感和利害关系通常对之施加影响以至于不可能将之划归于演算。然而，也会有一些由简单的常识所揭示并经由演算所证实的一般结果。例如，如果团体对于要付诸决策的问题的信息所知甚少，如果这个问题需要深思熟虑，如果关于这方面的真理与已建立的偏见相矛盾，由此可以下一个超过1比1的赌：每一位投票人都会出错。所以，大多数人的决定很可能是错的，并且这个团体的人数越多，对于这种情况的担心就越大。因此，对于公共事务，重要的是团体应务必在大多数人理解的限度内对这些问题做出决定，另外至关重要是信息的广泛传播，以及用基于理性与经验的道德与善行去启蒙那些应召为其大量的追随者做出决定或者说统治他们的人士，并且应当预先警告他们防止错误的观念和无知的偏见。学者们已经频繁地察觉到先入之见常常具有欺骗性并且真理并不总是可能的。

在成员众说纷纭的氛围中，要理解和定义这个团体的心声是困难的。通过考察两个最普通的案例，让我们尝试给出关于这个方面的一些规则：从几个候选人中作出选择，或从与同一个议题有关的提议中作出选择。

当一个团体必须从自愿竞选一个或几个同类职位的若干个候选人中作出选择时，似乎最简单的方式是让每一个投票人在选票上根据所有候选人对其贡献的价值顺序写出候选人的名字。假设他本着诚信的原则把他们进行分类，对这些选票的仔细检查将以这样的方式给出选举的结果：所有的候选人可以相互之间进行比较。所以，新的选举在这方面并没有给出更多信息。现在，有一个问题是要推断在候选人中选票所建立的先后顺序。让我们想象一下，给每一个投票人一个装有无数个球的瓮，借此他就能够列出所有候选人的资质等级。让我们再想象一下，投票人从瓮里取出若干个球，这个数目与每一个候选人的资质成正比，再假设这个数字写在选票上有候选人名字的那一面。显然将选票上对应于每一个候选人的数相加，所有候选人中拥有最大和的一位就是这个团体所倾向的候选人。一般来说，候选人的先后顺序就是与他们每一位相对应的数字之和的顺序。但是，选票上并没有标出每一个投票人赋予候选人的球的数目：他们唯一能指出的是第一位候选人比第二位的多，第二位比第三位的多，以此类推。那么，首先，假设第一位候选人在一张给定的选票上得到某确定的球数，所有满足前述条件的较小的组合数是同样值得采纳的，那么就可以通过以下方法得到对应于每一个候选人的球数：求出每一个组合赋予他的所有数目的和，再用所有组合的数除之。一个非常简单的分析表明：这些必须写在每张选票上有姓名的那一边的数，从最后一名开始、倒数第二名，一个接一个，与算术级数1，2，3，等等的项成比例。因此，在每张选票上写上这个级数的一些项，在这些选票上将每一个候选人的项相加，形形色色的和的大小表示候选人之间的先后的顺序就被建立起来了。这是一个由概率论表示的选举模式。如果每一位投票人在选票上以候选人对其贡献的价值大小的顺序写下候选人的名字，我们就无须怀疑这个模式的优越性。但是一些特殊的利益和许多对于资质的奇怪考虑会对这个顺序产生影响，有时候对于其所倾向的候选人产生最大威胁的人被放置在最后的位置上，正是这一点给予资质平庸的一些候选人以太多的优势。所以，在已经采纳了这个模式的一些社团中，经验使得这种选举模式被弃而不用了。

通过绝对多数赞同票的选举将与最能够表达这个团体愿望的优势与排除多数人拒绝接受的候选人的确定性结合在一起。当只有两位候选人的时候，它与前述的模式是相符合的。实际上，这会使得团体陷于持续过长的选举的麻烦之中。但经验表明，这种麻烦从未出现过，而且希望选举不久就结束的普遍愿望会团结大多数的赞成票投向某一位候选人。

相似地，从与同一个议题有关的提议中进行的选择应该受制于与从几位候选人中进行选举的相同法则。但是，在两种情形下也存在差别，即一个候选人的资质与其竞争者的资质是不互相排斥的。但是，如果必须从相互矛盾的提议中进行选择，那么一个提议的真理性是与其他提议的真理性相互排斥的。下面就让我们来看一看应该如何考虑这个问题。

给每一位投票人一个装有无数个球的瓮。让我们设想一下，投票人根据他赋予这些提议的各自概率，将它们分配给不同的提议。显然球的总数体现出确定性。在这个假设下，投票人可以确信的是那些提议之一应该是真的，他要统筹地把这个数分配给这些提议。那么，这个问题就划归为求出以这样一种方式分配这些球的组合数：在选票上赋予第一个提议的数要大于第二个，赋予第二个的要大于第三个，以此类推，在各种组合中，求出相应于每一个提议的所有的球数之和，再将组合数除之，这些商就是投票人分配给某个选票上的一些提议的球数。通过分析发现，从最后一个提议开始，倒推至第一个，这些商之间有着与下述量之间同样的比率：首先，1被这些提议数所除，其次，前面的量加上，1被比这些提议数小1的数所除的数；第三，第二量个加上：1被比这些提议数小2的数所除的数，以此类推可以得到其他的量。这些数被写在对应于这些提议的每一张选票上，如果将关于每一个提议的分布在各种选票上的数相加，那么，根据其大小，这些和将表示出团体赋予这些提议的优先次序。

现在，我们来谈一谈团体的更新问题，总体上，团体在一定的年限上应当要改变。这个更新应该一次完成？还是将之分布到这些年份里有利？根据后面的方式，团体的形成将会受到在其更新期间各种占主导地位的观点的影响，所获得的观点很可能成为所有观点的平均。将团体成员的选举推广到它所代表的区域的所有部分会给出其优势性，团体将因此而适时地体验到这种相同的优势。现在，如果考虑到经验已经传授给人们的是唯一清楚的，即，在最大程度上选举总是由占主导地位的观点所引导的，你将会感觉到，通过局部更新的方式缓解彼此相左的一些观点是多么的有用。


第十三章　论法庭判决的概率

分析学证实了简单的常识所告诉我们的，也就是：法官的人数越多，并且他们所受到教育越好，判决的正确性就越有可能。重要的是法庭上诉应该满足两个条件。试图将这个问题更紧密地引入到其裁判权的下级法院为上级法院提供了其可能性已得到认可的一审判决的优势地位，后者往往同意一审的判决，或者令其和解或者中止他们的诉讼。但是，如果在诉讼中事情的不确定性及其重要性使得诉讼当事人必须求助于上诉法庭，为了获得一个公正判决的较大概率，那么，对于其财产和困扰的补偿以及新程序必需的花费，他应该努力获得较大的安全保障。这一点在地区法院的相互上诉的制度中并没有引起任何关注，因此，这是一个严重损害公民利益的制度。或许合适的且令人满意的是，在上诉法院里，为了推翻下级法院的判决，根据概率的演算，要求至少超过两票的多数。由此可以得到这样一个结果：如果上诉法庭是由偶数个法官组成的，那么在支持和反对票数相同情况下的判决就可以成立。

特别地，我将考虑刑事案件中的判决。

毋庸置疑的是，为了证明一个被告有罪，法官必须掌握其犯罪的有力证据。但是，一种道德论证绝不会优于一种概率（论证），经验已向我们清楚地表明，刑事判决的错误，即使那些似乎是最公正的判决，也仍然容易受到道德论证的影响。弥补这些错误的不可能性是那些希望废除死刑的哲学家们最强有力的论证。如果对我们来说必须等待数学的证据，那么我们就不得不放弃审判。但是这种判决也面临着罪犯得以免除刑罚的危险，如果我没有错误的话，这个判决就划归为以下问题的解决：如果一个人有罪而被宣判无罪，人们必定要担忧他犯新罪行以及那些没有成功的家伙会从这个刑罚免除的例子中受到鼓舞吗？与此相比，人们或许更为担心的是以下这种情况：如果被告无罪但被控有罪，并且他犯罪的证据具有很高的概率，足以使得公民没有什么理由去怀疑法院判决有误。这个问题的解决需要依赖于几个非常难以确定的因素。如果犯刑事罪的被告未受处罚，这是将会产生给社会造成威胁的巨大危险。有时，危险太大，以至于地方法官发现明智地强迫自己放弃那些为了保护无辜者而建立起来的程序方法。但是，使得眼下讨论的问题不能解决的（关键）是不能够估计犯罪的概率以及确定被告有罪所需要的概率。在这个方面，每一个法官被迫依靠自己的感觉。通过将与犯罪行为有关的多种证言和因素与他思考的结果和经验相比较，他就形成自己的观点，在这方面，如果在通常相互矛盾的环境中确定真相，长期形成的审问和鉴定被告人的习惯会显示出很大的优势。

上述问题再次依赖于犯罪审查中所采取的刑罚的轻重。因为人自然地对判处死刑比对给予几个月的拘禁需要更有力的证据。这就是为什么刑罚应量刑而定，因为对一个轻微的犯罪施加一个严厉的刑罚就不可避免地导致产生许多有罪之人，犯罪的概率与其严重性之积是对危险的衡量，对罪犯的开释可能会将社会置于这种危险之中，人们可能认为刑罚（的制定）应依据这个概率。这一点在法院里已间接地实行了，当有非常强的证据指证被告在现场，那么他就要被羁押一段时间，尽管这些证据还不足以证明他有罪。寄希望于获得新的信息，法院不会立刻将他交还给他的乡亲们，他们再次见到他时会带有很大的警觉。但是，这种衡量的随意性以及可能的对其滥用已经导致在一些国家中人们对它的排斥，在这些国家里，个体的自由被赋予最高的价值。

现在，一个法庭的判决是公正的概率是多少呢？这个判决只有给定的大多数通过才能作出，也就是说，与上面提出的问题的真正解法相一致？这是一个重要问题，如果能被很好地解决了，将会提供不同法院之间的一些比较方法。在众多法庭上，超过一票的多数意味着正在讨论的事情是非常值得怀疑的，在这种情形下判处被告有罪是与保护无辜人的法则背道而驰的。法官的一致性会使一个公正判决的概率非常大。但是，如果法院只限于这一点，很多有罪之人就会被释放。那么，如果希望他们是一致的，需要限制法官的人数，或者当审判团的人数更加庞大时，需要增加判决有罪所需的多数。我将尝试把计算应用于这个问题中，当人将其建立在常识向我们提供的数据基础之上时，说服人们相信它总是一个最好的向导。

假设每一位法官的观点都是公平的，将这个（假设的）概率作为主要的因素纳入到计算中。如果在一个有一千零一个法官的法庭上，五百零一人持有一种相同的观点，其他五百人则持有相反的观点，显然每一位法官的观点的概率稍微超过1/2。因为如果假设它很明显地大，那么单独一票的差异几乎是一个不可能的事件。但是，如果法官的意见是一致的，这就显示了基于这些证据而定罪的强度，那么每一法官的观点的概率就非常接近1或者确定性，只要感情和通常的偏见不同时影响所有的法官。除这些情况以外，这个概率应该由赞同和反对被告的票数的比例单独决定。因此，可以假设这个概率的变化范围是从1/2到1，但是它不能小于1/2。如果不是如此，那么法庭的判决就像偶然事件一样毫无意义了，它所具有的唯一价值就是法官的观点对于真理而不是谬误有更强的追求倾向。通过赞同与反对被告的票数的比例，我求出了这个观点的概率。

这些资料足以确定由一个已知的多数来判断法院判决是公正的概率的一般表达式。在法庭上，其中八个法官中，需要有五票赞同被告有罪，在公正的判决中，人所担心的出错的概率会超过1/4。如果法庭把法官的人数减少到六人，那只需要超过四票的多数就可以判被告有罪，人所担心的出错的概率就会小于1/4，这样，对被告来说，法庭规模的减少是一个有利因素。在这两种情形下，所需要的多数是相同的并且都等于2。因此，如果这个多数保持不变，错判的概率会随着法官人数的增加而增加，这就是在一般情况下，无论所需的多数是什么，它必须保持不变。如果我们把这个算术比率作为一个法则，被告发现，随着法院规模的增加，他自己的优势就会越来越小。在英国，人们相信，在法庭上判被告有罪需要十二票的多数，不论法官的人数是多少，少数票和相同数目的多数票相抵消，剩余的12张票表示具有12位成员的陪审团的意见一致。但是，这么做可能会铸成大错。常识告诉我们，在拥有212名法官的法庭的判决与拥有12名法官的法庭上一致认同无罪的判决之间是有差别的，在前者中，112名法官宣判被告有罪，而其他100名法官要将被告无罪释放。在第一种情况下，赞成被告无罪的一百张票使人认识到证据还远没有达到判其有罪的程度，在第二种情形下，法官的一致通过会导致这样一种信念：的确已经达到这个程度。但是，简单的常识根本不能满足我们估计在两种情形下错判的概率之间的巨大差异。因此，必须求助于演算，由此会发现在第一种情形下错判的概率接近1/5，而在第二种情形下这个概率仅仅是1/8192，这个概率不及前者的1/1000。这是对当法官人数增加时，这个算术比率对被告不利这个法则的证实。相反，如果采取几何比率的规则，当法官人数增加时，法院错判的概率会减小。例如，在法院里，判决有罪只需要三分之二的票数通过，如果法官的人数是六人，令人担忧的错判的概率接近四分之一，如果法官的人数增加到十二人，那么错判的概率降低到七分之一以下。因此，如果你希望错判的概率既不大于也不小于某一给定的分数，那么你就应该既不被算术比率也不被几何比率所左右。

但是，应该选定什么样的分数呢？正是在这里，随意独断性开始滋生，法庭在在这方面提供了最大的变数。在特别的法庭上，8票中至少5票就足以判被告有罪，涉及审判的正义，令人担忧的错判的概率是65/256，大于1/4。这个分数的大小是触目惊心的。但是，考虑到以下情况我们应该得到一点些许的安慰，最通常的情况下，为被告开释的这个法官并不认为他是无罪的：他只是宣告没有充分的证据来给被告定罪。人尤其是很容易因为怜悯而消除内心的疑虑，这种怜悯是自然赋予人心的本性，它也使得心智很难从带到其面前等待判决的被告中识别出罪犯。这些情感更多地表现在那些不习惯于判断的人们身上，它们弥补了因为陪审员的经验缺乏而造成的麻烦。在一个有12个成员的陪审团里，如果判被告有罪所需要的多数是12票中的8票通过，那可能令人担忧的错判的概率是1093/8192，它比1/8更小一些，这个多数是12票中的9票通过，那错判的概率接近1/22。在一致通过的情况下，错判的概率是1/8192。也就是说，这个概率比我们的陪审团错判的概率小一千多倍。这一点意味着一致通过的判决只能产生于证据或者完全有利于或者完全不利于被告；但是，在达成一致的过程中常常会发生一些奇特无极的动因，当把一致的结果作为一个必要的条件强加给陪审团时。因为他们的判决会受到陪审员的性情、性格和个人习惯，以及陪审员所处的环境的影响，所以它们（即这些判决）有时与多数陪审团所作出的判决相反，如果他们只听信证据。在我看来这是这种判决方式的一个巨大的缺点。

在我们的陪审团中，判决的概率实在是太虚弱无力了，我认为，为了给无辜者一个充分的保障，应该要求的多数是陪审团中12人至少9票通过。


第十四章　死亡表以及寿命、婚姻和一般联合体的平均持续时间

构造死亡表的方法非常简单。可以从民事登记册上获取出生和死亡的人数。可以了解到有多少人在出生后第一年死去，多少人在第二年夭折，等等。从这些数字中，可以推出在每年之始活着的人数有多少，可以把这个数字记录在表中表示年龄的那一栏中。依此，把出生数记录在零岁的旁边，把达到一岁的婴儿数记录在1岁的旁边，把达到两岁的孩子记录写在2岁的旁边，其余的以此类推。但是，因为在生命的前两年死亡率非常高，为了更精确一些，在人生的第一年，在每半年末就必须注明生存者的数目。

如果我们将记录在死亡表上的所有个体的生命之和被这些个体的人数所除，就会得到对应于这个表的生命的平均持续时间。为了做到这一点，将半岁乘以第一年死亡的人数——这个数字等于写在零岁与1岁旁边的人数之差。他们的死亡率必须分布在一整年中，而其生命的平均持续时间只为半年。那么，将[image: ]
 岁乘以第二年死亡的人数，[image: ]
 岁乘以第三年死亡的人数，以此类推。这些积之和被出生数所除就会给出生命的平均持续时间。从这里很容易得出结论：通过以下方法就会得到这个平均持续时间：求出在这个表格中每一岁旁边的数字之和，用出生数除之，这个商再减去1/2岁作为单位。那么从任何年龄开始，剩下的生命平均持续时间可以用同样的方式求出，从达到这个年龄的所有人数开始，就像对出生人数所作的那样。但是，并非从出生时刻算起，生命的平均持续时间就是最大的，正是此时婴儿期的危险被忽略了，这时的生命的平均持续时间为四十三岁。从一个给定的年龄起，活到某一年龄的概率等于表格中在这两个年龄旁记录的人数之比。

这些数字的精确性需求非常庞大的出生数字用于表的制作。分析会给出一些非常简单的公式用以估计这些表中所记录的数字将在相距很近的极限之间偏离真值的概率。从这些公式中我们将会看到，随着所考察的出生数的增加，这些极限之间的间隔会减小，这个概率会增大。所以，如果所应用的出生人数变为无穷大时，死亡表将会精确地呈现出死亡率的真正法则。

所以，死亡表就是人类寿命的概率的一种表格。记录在每一年龄旁边的人数与出生数之比将是一个新生儿活到这个年龄的概率。以同样的方式，可以估计一个期望的值，将每一期望的获利与得到它的概率相乘，再将这些积相加，那么我们即可类似地估计出生命平均持续时间：将每一年龄与达到其开始和终结的概率之和的一半相乘，将这些积相加，由此可以导出上述发现的结果。但是，这种思考生命平均持续时间的方式在稳定的人口状态下具有一定的优势，即在出生数与死亡数相同的情况下，生命平均持续时间人口数量与年出生人口的数量之比，因为，如果假设人口是稳定的，表中两个相继年龄之间的某一年龄的人数乘以达到这些年龄的概率之和的一半，那么所有的这些乘积之和就是全部的人口数。现在，容易看到，这个和被年出生数所除，与我们刚刚已经定义的生命平均持续时间是一致的。

借助于死亡表，很容易构造相应的假设为稳定的人口表。为此，我们求出死亡表中对应于年龄零岁，一岁，两岁，三岁等人数的算术平均数。所有这些平均数之和就是全部人口。把它写在零岁近旁。如果从这个和减去第一个平均数，余数就是一岁或更大年龄的人数，把它写在一岁的近旁，从这个余数中减去第二个平均值，第二个余数是两岁或者年龄更大的人数，把这个数写在二岁近旁，以此类推。

死亡率受到如此之多的可变原因的影响，以至于表示它的表格应该因时间和地点的不同而发生变化。在这方面各种各样的生命状态展现了关于与每种生命状态密切相连的灾难与风险的明确差别，必须以建立在寿命基础上的计算来考虑它们。但是，这些差别还没有得以被充分地认识。将来总有一天它们会被充分地认识，那时我们就会知道每一行业需要付出怎样的生命代价，我们将受惠于使这些风险降低的知识。

土地的状况、海拔高度、气温、居民的习惯，以及政府的运作都对死亡率有着相当大的影响。但是，在对观察到的差别的原因进行考查之前，通常需要对显示出这个原因的概率进行研究。由此，在法国，我们已经看到人口与年出生数之比上升到了[image: ]
 ，这不同于古代米兰（Milan）公国的二十五，这两个比都建立在大量出生数的基础上，这些比值并不令人去质疑米兰人中死亡率的一个特殊原因的存在性，那种原因的调查与消除应该是那个国家的政府关心的事情。

如果我们能够成功地减少和消除某些危险和广泛传播的疾病，人口与出生数之比将会进一步增加。对于天花，这一点已被成功地做到了。首先通过这种疾病的接种，然后，通过一种更加先进的方式，即疫苗接种，这是詹纳（Jenner）的发现，这个发现的价值是不可估量的，他因此而成为对人类贡献最大的人物之一。

天花有一个特点，同一个人不会被它感染两次，或者说至少这种情形非常少见，以至于在计算中这种情况可以忽略不计。在疫苗发明之前很少有人会躲过这种疾病，它通常是致命的，它会导致这种疾病的感染者1/7的人死亡。有时它比较轻微的，经验显示可以通过为健康的人预防接种而赋予它这种特点，通过适当的饮食并在适合的季节，要使接种的人对这种疾病有所准备。死于接种的人数与所有接种的人数之比不到1/300。接种的巨大优越性，再加上使人免于毁容以及使人们免遭天花带来的严重后果，使得接种被许多人所接受。有人强烈地呼吁使接种成为常规，但是又遇到强烈的反对声音，因为这几乎总是一件易于陷于麻烦的事情。在这场争论之中，丹尼尔·伯努利提出将接种对于平均寿命的影响化归于概率的演算。由于缺乏在生命的各个年龄阶段由天花所致死亡数的精确数据，他假设感染这种疾病的危险与死于这种疾病的危险在任何年龄都是相同的。在这些假设之下，再加上精致的分析，他成功地将一个一般的死亡表转化为一个如果没有天花或者如果天花只导致感染者非常小的死亡数的情况下也可用的表格，他从中得出结论：接种至少将平均寿命增加三年，这一点在他看来不容再怀疑接种实践的优越性。达朗贝尔反对伯努利的分析：首先是关于这两个假设的不确定性，其次是没有充分地对这一点进行分析，也就是把尽管非常小的即刻死于接种的风险，与比较大但比较遥远的死于自然感染天花的风险进行比较。当考察大量的个体时，这种思考就消失了，因为这个原因，这种思考就不关乎政府，对于他们来说，接种的优势还是存在的。但是，对于一家之主来说，这种情况是非常严重的，如果为他的孩子们接种，他必定担心看到这种情况：他最珍爱的一个孩子死亡并且是这个原因所致。许多父母被这种恐惧所束缚，幸运的是这种恐惧已被疫苗的发现驱散了。通过自然界如此频繁地向我们吐露的那些秘密之一，疫苗对天花的预防就像天花病毒一样确定，没有丝毫的危险。它不会使人感染任何疾病，并且只需要非常简单的护理即可。所以，它的应用立刻传播开来，并使它成为克服人类天然惰性的一个普适的方法，当涉及他们最切身的利益时，必须通过坚持不懈的努力克服这种惰性。

计算消灭一种疾病所产生的好处的最简单方法包括：根据观察精确算出每年死于这种疾病的一个给定年龄的个体数量，并从同一年龄去世的人数中减去它。那么，如果这种疾病不存在的话，这个差与这一给定年龄的人口总数之比就是在这一年在这个年龄去世的概率。然后，将从出生到任何给定年龄的这些概率相加，再从1中减去这个和，余数就是活到那个年龄的概率，它受制于这种疾病的灭绝。这个概率序列将成为与这个假设有关的死亡表，经由以上的论述，我们可以从中得出生命的平均持续时间。这就是迪维拉尔（Duvillard de Durand,1755—1832）发现的平均寿命增加三岁归因于疫苗的接种这个结论的方法。（平均寿命）如此显著的增长将导致人口的大量增加，如果后者在其他方面不受到有关的生存供应衰减的抑制。

人口增长的停滞主要是由于生存供应的缺乏。在动物和植物的所有物种中，自然界不断地倾向于增加个体的数量直到达到平均的供应水平为止。在人类中，道德的原因对人口有着极大的影响。如果易于获得的森林空地能够为新生的一代提供丰富的营养，确定无疑地能够供养成员众多的大家庭，这样婚姻就会受到鼓励并且激励他们繁衍更多的后代。在同样的土地上，人口和出生数应该同时以几何级数增长。但是，当森林空地变得难以获得并且日渐稀少时，人口的增长就降低了。它持续地接近变化的供应状态，这个波动正如一个钟摆一样，其周期由变化的悬挂点所延迟，钟摆通过其自身的重量围绕这个点摆动。估计人口增长的最大值是困难的，经过一些观察之后，情况似乎是在适当的环境中人类的数量每十五年就翻一番。据估计，在北美这个翻番的周期是二十年。在这种状态下，人口、生育、婚姻、死亡率，所有这一切的增长都依据相同的几何级数，可以通过观察两个世纪的年出生数求出这个级数的相邻两项的公比。

死亡表代表了人的寿命的概率，借此，我们可以求出婚姻的持续时间。为了简化起见，假设对于两性来说死亡率是相同的。那么，婚姻将持续一年、两年、三年，或者更多年的概率可以由下列方法求出：构造一些分数的序列，其公分母是表格中对应于结婚伴侣的年龄的两个数之积，其分子是对应于这些年龄加一岁、二岁、三岁，和更大年岁的数的相继乘积。这些分数之和加上1/2就是婚姻的平均持续时间，年为观测的单位。很容易将相同的法则推广到由三个或者更多个体组成的联合体的平均持续时间中去。


第十五章　基于事件概率建立制度的益处

在这里，让我们回忆一下已经论述过的期望。我们已经看到，为了求出几个简单事件所产生的收益，在这些事件中，一些事件导致获益，而另一些事件则造成亏损，就必须求出每一有利事件的概率与它所产生的收益之积的和，减去每一不利事件的概率与之相应的损失之积的和。但是，不管这些和之差所表述的收益是什么，由这些简单事件所复合而成的一个孤立的事件并不保证消除遭遇损失的担忧。不妨想象一下，这种担忧会随着这个复合事件的多次重复发生而有所减轻。概率的分析给出了如下的一般原理：

通过让有利事件重复发生，不论它是简单事件还是复合事件，实际的收益就变得越来越有可能，并且它会持续不断地增加。在无限次重复的假设下，收益就变成确定的，用这个数去除它，这个商或者说每个事件的平均收益就是数学期望本身，或者说关于这个事件的预期收益。同样的原理对于在一长串的试验中变得确定的损失也成立，不论这个事件的不利因素多么的小。

这个关于获益和损失的定理类似于那些我们已经讨论过的关于由无数次重复的简单事件或复合事件所显示的比的定理，像这些定理一样，它证明了规则性的存在，规则性甚至深藏于那些我们所称的最具偶然性的事物之中。

如果有许多的事件，分析学又一次给出收益值位于给定的极限之间的概率的非常简单的表达式，这个表达式包含在上述已经谈到的一般的概率原理中，这些原理与无限重复发生的事件概率有关。

建立在概率基础上的制度的稳定性依赖于前面所论述定理的真实性。但是，为了使其可应用于它们，那么以下做法就是必需的：这些制度应该通过对于大量事物的处理而增加有利事件的数量。

已经存在一些建立在人的寿命基础上的制度，比如像终身年金、唐提联合养老保险制度
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 。最一般和最简单计算这些制度的收益和费用的方法在于将它们化简为实际的数额（当前的价值）。将一个单位（货币）的年利息称为利率。每年末的金额增长为乘以一个1加利率的因子，其金额的增长就依据其公比为这个因子的一个几何级数，因此，随着时间的进展，它会变得极其巨大。例如，如果利率是1/20或者百分之五，资金在十四年左右几近是（本金的）两倍，二十九年则是四倍，将近三百年就是两百万倍还要多
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 。

如此巨大的增长已引发了这样一种思想的产生：为了偿还公共债务应当充分利用它。为此，成立了一种专门用于偿还公众账务的年度基金的偿债基金，依照赎回金的利息这种基金的数额会不断地增加。显然长期来看，这种基金将减轻大部分的国家债务。该贷款的一部分是专门用于增加年度偿债基金，公共债务的变化就会减小，放贷人的信心以及他们退休时毫无损失地收回贷出的资金的概率将会增加，这就使得将来贷款的条件更加简单。令人满意的实践充分证实了这些预期。但是，忠诚于合约的程度和稳定性对于这样一些制度的成功是非常必要的，这些只有由政府来保证，政府中的立法权被分割成几种独立的权力，这些权力的必要合作所激发的信任又使国家的力量成倍加强了。统治者本人从法制中所获益的要大于在专制下所失去的。

从这里可以得出，当前的价值相当于只有在若干年数后才被支付的一个和，它等于这个和乘以到那时它将可以被支付的概率，再被1加利率的次幂所除，这个幂的次数等于年数
[175]

 。

对于一个人或者多个人来说，很容易将这个法则应用于终身年金、银行存款，以及任何性质的保险中。假设要根据一个给定的死亡表构造一个终身年金表，例如，每五年的末尾可以支付的一种年金，根据这个原理，可化简为一个实际的数额（当前的价值），它等于以下两个量的乘积，即，年费被1加利率的五次幂所除与支付它的概率相乘。这个概率是记录在支付年金的人的年龄旁边的人数与记录在该年龄加五岁的年龄旁边的人数之比的倒数
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 。那么，就形成了一系列的分数，其分母是死亡表中记录的活到支付年金之人的年龄的人数与1与利率之和的逐次的幂的乘积，其分子是年金与活到同一岁数相继加一岁，两岁，三岁等年龄的人数的乘积，这些分数之和就是关于那一年龄的终身年金所需要的数额。

假设某人想利用年金的形式在其死后这一年的年底保证将其可赔付的一笔资金传于他的继承人。为了计算这笔年金的价值，可以想象一下这个人生前从一银行中借了这笔钱，然后他将这笔钱以固定利息存入同一个银行。显然这笔数额将由银行在其死后这一年的年底付给其继承人，但是，他也必须每年返还年金利息超过固定利息的多余的数额。年金表将会显示出，为了保证该投保人死后的这笔资金，他每年应该支付给银行的数额是多少。

航海保险、火灾保险和风暴保险，以及通常的所有这类险种的设置，都以同样的原理来计算。一位拥有海上船只的商人希望确保它们的价值以及船上装载的货物的价值以防备可能遇到的风险，为了做到这一点，他会付给一个公司一笔钱，这个公司就会负责评估其船只与货物的价值。这个价值与保险费的比值取决于这些船只所经受的风险，可以通过对已经从港口出发到相同目的地的船只的命运的大量观察来估计出这个比值。

如果投保人只付给保险公司依概率计算出来的数额，这个保险公司就不能提供这个险种的费用，于是，他们应该付出比这个保险的花费大得多的费用就是必要的。那么，他们的优势是什么呢？正是在这里，就必须考虑与不确定性紧密相连的道德优势了。我们可以想象，正如我们已经看到的，因为参与者用一个确定的赌注去换取一个不确定的利益，所以，即使是最公平的游戏也会有其不利的一面，而在保险中，一个人用不确定性换取确定性，所以保险是有益的。的确，这一结论正是来自前面已经得出的关于求道德期望的法则，借此，还可以进一步看到为保险公司所做出的奉献是如何之大，如果一直维持着这种道德优势的话。在努力获取这个优势的过程中，保险公司就会得到不菲的收益，如果被保险人的数量巨大，这是公司继续生存的必要条件。因此，其收益就成为确定的，其数学的与道德的期望就一致了。分析学导出了这个一般的原理，即，如果很多的期望，两种期望就会不断地靠近，直到在无限多的情形下它们相同为止。

说起数学期望和道德期望
[177]

 ，我们已经说过将期望的收益分成为几个部分收益。因此，为了将一笔钱运输到遥远的港口，那么，将它放在几条船上比将之全部放在一条船上要好，这就是互助保险所做的事情。有两个人，每人将相同的金额放在两艘从同一港口驶往同一目的地的不同的船上，如果他们达成协议平均分配能够运到的所有的钱，显而易见的是，根据这个协议他们每人将公平地分到他所期望的同在两艘船上的数额。实际上，这种类型的保险通常会给人们留下害怕损失的忧虑。但是，这种忧虑会随着投保人的数量的增加而减少，道德优势增加得越来越多，最终以与其数学优势的一致而结束，数学优势是其自然的极限。对于被保险人来说，当互助保险协会的人数众多时，这一点使得互助保险协会比保险公司具有更大的优势，保险公司根据他们所获利的推理，总是给出一个比数学优势更小的道德优势。但是，他们的监督管理抵消了互助保险协会的优势。正如我们所见，所有的这些结果是独立于表示道德优势的法律的。

你可以将一个自由的民族看作一个大的协会，其中的成员相互保护他们的财产，并按比例支付这个保障的费用。几个民族的联盟将会给予它们类似于每一个个体从协会中所得到的优势，他们的代表大会要讨论公共利益的问题。毋庸置疑，由法国科学家们提出的重量、度量以及货币的系统，在这样的大会上，会作为最有用于商业关系的事情而被采纳。

在建立在人的寿命概率基础上的制度中，比较好的制度是那些通过付出其收入的一小部分，就可以在他担心不能够满足其需求时的一段时间里确保其生存以及其全家的生存。就赌博是非道德的这个方面而言，到目前为止的这些制度对于形成良好的习俗是有利的，它们使人们的天然倾向中的最好的一面凸显出来。那么，政府就应该在公共财富的兴衰变迁中鼓励和尊重它们，因为它们呈现出的希望在于遥远的将来，只有规避了其生存期间的所有焦虑之时，它们才能够兴盛繁荣起来。这就是一个代议制政府（representative government）的制度确保人们（幸福）的一个有利之处。

现在谈一谈关于贷款的问题。为了能够终身地借贷，每年必须支付所借资金与利率的乘积。但是，你可能希望在一定的年数之内分成相同的几期付款来还清这笔本金，这些付款被称为年金，它的值可以通过以下方法获得：为了将每一笔年金化为一个实际的数额，每一笔年金必须被1加利率的n次幂所除，其中n等于在一定年数之后支付这笔年金的年数。以这种方式构造一个几何级数，其首项是年金被1加利率所除，其最后一项是年金被相同项的n次幂所除，其中n等于在其之间应支付这笔年金的年数。这个级数的和就等于所借资金，它将决定年金的值。归根结底，偿债基金只是将一个终生的租借转化为年金的一种手段，唯一的不同是，在用年金贷款的情形下，利率是固定不变的，而由偿债基金所得资金的利率却是变化的。如果在两种情形下利率是相同的，与所得收入对应的年金就由这些收入与每年政府付给基金的那笔收入所组成。

如果你想做一个终身贷款，可以看到，年金表将会给出在任何年龄需要支付年金所需要的资本，一个简单的比例将会给出你应该付给从其处借钱之人的利率。从这些原理中所有可能种类的贷款都可以计算出来。

我们刚刚讨论过的关于制度设计的收益与损失的一些原理有助于确定任何次数的观察的平均结果，当你希望考虑对应于多次观察结果的偏差时。用x表示最小结果的修正，让x依次加上q，q′，q″，等，表示以下的结果。令e，e′，e″等表示观察的误差，假设这些误差的概率原理我们将会知晓。因为每次观察是结果的一个函数，显而易见，如果假设这个结果的修正值x非常小，那么第一次观察的误差e′将等于x与一个已经求出的系数的乘积，相似地，第二次观察的误差等于q加x的和与一个已经求出的系数相乘，以此类推。因为误差e的概率是由一个已知函数给出的，它可以由前述乘积的第一个的相同函数表示出来。e′的概率由这些乘积中的第二个的相同函数表述出来，其他的以此类推。那么，误差e，e′，e″同时存在的概率将与这些不同函数的乘积成比例，这个乘积将是x的函数。你可以想象一条横坐标为x、其对应的纵坐标是该乘积的曲线。那么这条曲线将表示x的不同的值的概率，其极限由误差e，e′，e″的极限所确定。现在，令X表示必须选择的一个横坐标，如果横坐标x是真正的修正值，那么X减去x就是所犯的误差。这个误差，乘以x的概率或者曲线的相应的纵坐标，就是损失与其概率的乘积，如果你将这个误差当作与选择X相关的损失。用x的微分乘以这个积，从这条曲线的左端点到X的积分就是由小于X的x的值所导致的X的弱势。对于大于X的x值，如果x是真正的修正值，那么x减X就是X的误差，x与相应曲线的纵坐标，以及x的微分的乘积的积分就将是由大于X的x值所导致的X的弱势，这个积分（的区间）是从x=X起到这条曲线的右端点。将这个弱势与前一个相加，这个和就是与选择X相关的弱势。这个选择应该由这个弱势是最小化的条件给出，一个非常简单的计算显示，为了达到这一点，应当取X为横坐标，其纵坐标将曲线分为相等的两部分，因此，正是以这样的一种方式，x的真值落入X的一边与落入另一边的可能性是相等的。

一些著名的几何学家们已经选择X作为x的最可能的值，作为一个相应的结果，已选择对应于曲线的最大纵坐标的值，但是，在我看来，前面的值确凿无疑地就是由概率论所表示出来的那一个。



注释


[173]
 拿破仑时期的法国银行家唐提（Lorenzo de Tonti）于1653年倡导的一种养老法（即联合养老金制）是一种集资办法，所有的参加者共同使用一笔基金，每当一个参股者死后，剩下的人就得到逝去的参股者剩余下的份额，最后一个活着的人或过了一定时间依然活着的人获得剩下的所有金额。这是一种寿险和赌博的混合物，在17、18和19世纪曾风靡一时。


[174]
 这是一个典型的复利率的问题。


[175]
 用符号表示为：V=S·p·（1+i）-n
 ，其中S是总的年费，p是若干年后可以支付的概率，i是利率，n是年数。


[176]
 在这里，用一般的寿命表的符号可以表示为公式：[image: ]
 ，其中S为总年费，[image: ]
 为此处所讲的概率。


[177]
 拉普拉斯在《概率的分析理论》的第十章“道德期望”中有专门的纯数学的探讨。


第十六章　概率估算中的错觉

心智（mind），就像视觉一样，也有其错觉，正如以感觉修正后者的同样方式，深思熟虑和计算也可以修正前者。与一个只是简单计算结果的较大概率相比，基于日常经验的概率，或者说被恐惧和希望所夸大的概率对我们的影响更大。因此，为了获取一些微薄的收益，我们完全不必担忧将我们的生命置于一些风险之下，因为这些风险比在法国彩票中抽到一组五张同花顺的可能性还要小。但是，即使抽到一个同花顺的事情能够发生，人们也不会愿意用失去生命的确定性去获取同等大小的收益。

我们的情感、偏见和主流观念，通过夸大对其有利的概率以及淡化对其不利的概率，而成为危险错觉的丰富源泉。

目前的祸害以及引起它们的原因对我们的影响远大于对由相反原因所引起的祸害的回忆；它们妨碍了我们对两者的缺陷和采取适当手段使人们避免这些缺陷的概率做出正确的评估。正是如此才导致一些国家脱离了和平稳定的轨道而陷入混乱和暴政交相发生的状态，只有经过一段漫长与残酷的暴乱之后，他们才会重新回到和平状态。

我们从当前发生的事件中所获得的强烈印象使我们几乎不可能注意到由他人所观察到的相反事件，这是谬误的主要原因，这些谬误是人们不能完全避免的。

主要在一些博彩游戏中，大量的错觉支撑着一个人的希望并在面对不利的偶然机遇时将这些希望维持下来。大多数参与彩票活动的人并不知道有多少机遇是对他们有利的，有多少机遇是对他们不利的。他们仅仅只是看到了用微小的赌注获得丰厚收益的可能性，他们的想象力所产生的图景将获得回报的夸大概率呈现在他们眼前，尤其是穷人会被获得一个更好命运的渴望所刺激，冒风险将其所有押在赌博上，紧盯着那个承诺他会有极大获利的最不利的组合。如果他们了解这一点的话，毫无疑问，他们会为输掉的大量赌金而震惊；但是恰恰相反，人们只关注赢钱的大量宣传报道，这成为人们对这种毁灭性游戏而癫狂痴迷的一个新背景。

当法国彩票中的一个号码很久都没有被抽到的时候，人们都如饥似渴地蜂拥而至押赌这个号码，他们判断的理由是：因为这个号码很久没有被抽到，那么，下一次抽取这个号码被抽到的可能性要大于其他号码被抽到的可能性。在我看来，建立在错觉上的谬误是如此常见，通过错觉，一个人不知不觉地转回到事件的源头。例如，一个人会在“掷正面-反面”的游戏中绝不可能连续掷十次正面。事实上，这种不可能性在其已经发生了九次的时候令我们深感惊讶，它使我们相信在第十次将会掷出反面。但是过去的事情显示在掷硬币的游戏中正面比反面出现的可能性更大一些，这使得第一个事件比第二个事件出现的概率更大；当一个人在接下来的投掷过程中看到更多的正面出现时，这种印象就增加了。一个类似的错觉使得许多人相信通过每次都押在同一个号码上，直到此号码被抽中，就肯定会在彩票赌注中赢得超过所有赌注之和的奖金。但是即使不能承受的损失后果也常常阻止不了他们去进行类似的投机，这些后果不会减少投机者们数学上的不利因素，而会增加他们道德上的不利因素，因为在每一次抽取中他们都会投注上他们的一大部分财富。

我见过一些急切盼望生儿子的男人，他们只是迫切地想知道将要做爸爸的那个月男孩的出生数，考虑到至每个月底，男孩出生数与女孩出生数的比应该是同样的，他们认为：在已经生了一些男孩的情况下，下一次生出女孩的可能性更大。正如从一个包含有限个白球和黑球的瓮中抽到一个白球会增加下一次抽到黑球的概率，但是当容器中球的数量是无限的时候，这种情况就不会发生了。为了将这种例子与（男女）出生的例子进行对比，就必须做出假设。在一个月的时间里，如果出生的男孩比女孩多很多，人就会猜想：如果在这个时间怀孕，存在一个一般的原因有利于怀男孩，这就使得下一次生男孩的可能性更大。自然界的不规则事件不可能精确地与抽取一个彩票数字进行比较，在每次彩票抽取中都要将这些数字充分混合，以这种方式抽取的目的是使得抽取到它们的可能性完全相等。在一些事件中，如果其中的某一个事件频繁发生似乎就表明有一个利于它发生的不易被人察觉的原因，这就增加了其再一次发生的概率；它在一段较长时期内的重复发生，就像一连串的阴雨天，可能会揭示出其变化的一些未知原因：所以，对于每一个所期待的事件，如同每一次抽取一张彩票一样，我们都不能将其还原为不确定该发生什么的相同情景，然而，随着对这些事件的观察越来越多，其结果与彩票的比较会变得越来越精确。

通过与前述错觉相反的一个情况，在法国彩票抽奖活动中，人们试图找出最常被抽到的数，为的是形成一个组合，人们认为将赌注押在这种组合上是有利的。但是，当考虑到混合这些数的方式时，过去应该对未来没有任何影响。非常频繁地抽到某一个数仅仅是一个反常的偶然事件；我已经将其中的几个进行了计算，发现它们总是落入一定的极限范围内，在抽取每一个数的可能性是相等的假设之下，这是毋庸置疑的。

在一长串同类型的事件中，有些孤注一掷的冒险有时会带给参与者一些令人意想不到的好运或坏运，大多数的参与者肯定将之归于某种命运。在即依赖于偶然性又取决于参与者的能力的游戏中经常发生这种情况：输掉游戏者为其损失懊恼不已，试图通过充满风险的赌博而寻求补救，而这种冒险行为是他在另一种情形下要竭力回避的；因此他更加恶化了自己的这种坏运气并延长了其持续的时间。越是在这种时候越需要审慎，同时重要的是使自己清醒地认识到坏运气本身会使与不利机遇如影相随的道德劣势增加。

将人置于宇宙的中心，并把自己视为大自然关爱的一个特殊对象，这种观念由来已久，它使得每一个个体都认为自己是一个或大或小的球形区域的中心，并且相信好的运气尤其钟情于他。在这种信念的支撑下，即使参与者知道机遇对他们不利时，他们还是经常冒险将相当大的押金投在赌博上。在为人处世中，这样的观念有时可能有其优越之处，但是在大多数情况下，它会导致灾难性的结果。在这里，正如在一切事物之中一样，错觉是危险的，在一般意义上唯有事实是有益的。

概率演算的巨大优势之一是它教导我们不要相信第一印象。正像我们所发现的那样，它们（第一印象）通常是靠不住的，当我们能够将之划归于计算时，我们才可以得出结论，在其他情形中，只有极其慎重才能够相信自己。下面我们用例子来说明这一点。

一个瓮里有四个球，这四个球并不是单一色的，为黑色或白色混杂。抽出其中的一个球，是白色的球，为了使下一次抽取的过程相同，将抽到白球再放回到瓮中。求在随后四次的抽取中只抽到黑球的概率。

如果白球和黑球的数量相等，这个概率等于每次抽取取到黑球的概率1/2的四次幂，也就是1/16，但是第一次取出的是一个白球表明瓮中白球数量的超过黑球。如果假设在瓮中有三个白球和一个黑球，抽取一个白球的概率是3/4；如果假设有两个白球和两个黑球，那么抽取一个白球的概率为2/4；最后假设有三个黑球和一个白球，则取出一个白球的概率减少为1/4。按照给定事件发生原因的概率法则，这三种假设的（后验）概率彼此之间的比例为3/4，2/4和1/4；相应地，它们也等于3/6，2/6，1/6。因此，这就是以5比1的赌注赌黑球数量少于或至多等同于白球的数量。那么似乎在第一次抽取一个白球之后，相继的抽取四个黑球的概率应该要小于黑白颜色相同的情况，或者说小于1/16。然而，情况并非如此，通过一个很简单的计算就发现此概率大于1/14。事实上，在上述的关于瓮中球的颜色的第一、第二和第三个假设中，这个概率将各自是1/4、2/4和3/4的四次幂。如果分别将每个幂与相应假设的概率相乘，即乘以3/6，2/6和1/6，这些乘积的和即是相继取出四个黑球的概率，因此，这个概率就是29/384，一个大于1/14的分数。可以这样解释这个悖论：考虑到尽管第一次抽取表明白球多于黑球，但是这并没有完全排除黑球多于白球的可能性，也不能排除两种颜色的球相等的假设。尽管这种可能性很小，但是它应该使得相继抽取给定次数的黑球的概率大于在这种假设（即相等）下的概率，如果次数是相当大的话；我们刚才已经看到当给定的次数等于四的时候这种情况就开始出现了。让我们再次考虑一个含有几个白球和黑球的瓮。首先假设仅有一个白球和一个黑球。那么一次抽取一个白球就是一个公平的打赌。但是对于一个公平的赌博来说，似乎应该允许赌取出白球的玩家应该有两次抽取出的机会，如果瓮中有两个黑球和一个白球，如果瓮中有三个黑球和一个白球的话，应该有三次取出的机会，等等，当然，要假设每次抽的球再被放回到瓮中。

我们很容易相信第一个印象是错误的。事实上，在两个黑球和一个白球的情况下，两次抽取都取出黑球的概率是2/3或4/9的两次幂；但是，这个概率加上两次抽取中取出一个白球的概率是确定性或者说是1，因为可以确定的是抽到两个黑球或至少一个白球：在最后一种情况下概率为5/9，这是一个大于1/2的分数。在一个有五个黑球和一个白球的瓮中，对于五次抽取中抽到一个白球的打赌，将仍然会有一个较大的优势；甚至这个赌注在抽取四次的情况下也是有优势的：它最后简化为将一个骰子掷四次出现六（至少出现一次六）的情况。

德·梅勒爵士（Chevalier de Meré，1607—1684）通过激励他的朋友帕斯卡尔这位伟大的几何学家致力于一个问题的研究而引发了概率演算的发明，他对帕斯卡尔说“通过该比率他已经发现了一些数中的错误。如果将一个骰子掷四次出现一个六的优势是671比625。如果我们将两个骰子掷出两个六，掷24次才有优势，但是，24比36等于4比6，36是两个骰子面的数（投掷的两个骰子的所有可能的面的组合数），6是一个骰子面数。”“看！”帕斯卡尔尔在写给费马的信中说，“这就是他所说的‘丑闻’，因此他公开宣称（数学）命题也不是永远靠得住的，算术也使人发狂……他有一个聪明的头脑，但是他不是一位几何学家，正如你所知道的，那是一个极大的缺陷。”德·梅勒被一个错误的分析所误导，他认为，在打赌公平的情况下，所投掷的次数应该与所有可能结果的数量成比例地增加，这是不精确的，然而，当此数字变得较大的时候就接近精确了
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 。

人们已尝试这样来解释男孩的出生数超过女孩的出生数这种现象：父亲们一般渴望生男孩以达到传宗接代的目的，因此，想象一个充满无限多且同等数量的白球和黑球的瓮，假设有一大群人，他们每个人从这个瓮中抽取一个球，带着一种意图不停地抽下去，一旦抽到一个白球就停止。这会引导人相信：这样的意图应该使取出的白球的数量超过取出的黑球的数量。实际上，此意图必然会给出这样一个结果：在所有抽取结束之后，抽得的白球数与人数一样多，且永远不会取出黑球的情况也是可能的。但是很容易看出这个判断仅仅只是一种错觉：因为设想一下，如果第一次抽取时，所有的人都同时从一个瓮中取出一个球的话，显然他们的意图并没有对在这次抽取中应该被抽到的球的颜色有任何的影响。它对于第二次抽取发挥的唯一影响就是：排除了那些在第一次抽取抽到白球的人们。同样地，显然将会加入新一轮抽取的人们的意图将不会对将被抽出的球的颜色有任何的影响，在之后的抽取中同样如此。此意图将不会对在所有的抽取中所抽到的球的颜色有任何的影响；然而，它会引起参与每次抽取的人数的变化。因此，取出白球数和取出黑球数之比与1相差很小。这意味着假设的人数很大，如果观察所得到的抽取的不同颜色的球数之间的比明显地与1有差异，很有可能就会发现相同的差异也存在于1和瓮中白球数和黑球数的比之间。

我仍然认为莱布尼茨和丹尼尔·伯努利将概率演算应用于一些级数求和的做法是荒唐的。如果将一个分数（其分子为1，分母为1加上一个变量）
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 以这个变量的幂展开为一个级数，容易看出如果假设这个变量等于1，这个分数就变为1/2，这个级数成为加1，减1，加1，减1，等等。如果将第一个两项相加，第二个两项相加，以此类推，级数就转化另一个每项都为零的形式。格兰迪
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 ，一位意大利耶稣会会士，从中推论出创世的可能性：因为这个级数总是1/2，他由此看到了此分数起源于无限多个零或者说起源于无。相似地，莱布尼茨也正是因此相信在他的二进制算术中看到了创造的图景，在他的二进制算术中他只使用了两个符号：1和0。他认为，由于上帝代表1而0代表无，他想象至高无上的上帝从无中创造了一切：正如1和0可以表示出这个算数系统中的所有的数一样。这个想法使莱布尼茨如此高兴，以至于他写信告知耶稣会会士闵明我
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 ，闵明我是中国数学会的会长，目的是期望这个创世的标记能够使那里爱好科学的皇帝皈依基督教。我叙述这个小插曲仅仅是为了说明这些幼稚的偏见对于最伟大人物的误导到了一个怎样的程度！

莱布尼茨总是被一个奇怪且非常轻率的形而上学所控制，他认为，级数+1-1+1-1……之和或者等于1或者等于0，根据它有偶数个项还是奇数个项而定，因为在无限的情况下，没有理由倾向于奇数超过偶数，那么，应该遵循概率的法则，就取与这两种数有关的结果的一半，这些结果是0和1，由此得出这个级数的值为1/2。丹尼尔·伯努利已经将这个推理推广到具有周期项的级数的求和上。然而，严格来说，这些级数并没有任何的值，只有当它们的项的值（绝对值）小于1时，它们才有意义，在这种情况下这些级数总是收敛的，不论这个变量与1之间的差是多么小。很容易证明，伯努利根据概率的法则给出的值正是生成这些级数的那些分数的值，当假设在这些分数中变量等于1时。而且，随着变量越来越接近于1，这些值就是级数越来越趋近的极限。但是当变量完全等同于1的时候，级数就不再收敛：仅仅当他们具有有限的项时，他们才有值。概率法则的应用于周期级数的值的极限的显而易见的联系意味着，这些级数的项都随着这些变量的相继幂的增加而增加。但是这些级数可能源于无限多个不同分数的展开，其中并不会发生这种情况。因此，级数+1-1+1-1……可能源于一个分数的展开，此分数的分子是1加这个变量，其分母是分子加这个变量的平方
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 。如果假设变量等于1，这个展开式就变为给定的级数，生成的分数就等于2/3，在这种情况下，概率的法则给出了一个错误的结果。这一点证明了应用这样推理将会是多么的危险，尤其是在数学科学中，特别应该用严格的方法将之区分开来。

我们总倾向于相信，事物在地球上得以重生或复兴所依据的规律秩序一直都是存在的，并将长期存在。事实上，如果宇宙的目前状态与产生它的早期状态是完全相似的，那么，宇宙的当前状态也会产生一个相似的状态，于是这些连续不断的状态将是没有终点的。通过将分析学应用于万有引力定律，我发现行星和卫星的公转和自转运动，以及它们的轨道和赤道的位置都可以划归为周期不等式。通过将月球的特征方程理论与古代的月食相比较，我发现自从喜帕恰斯
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 时代以来，日照长度连百分之一秒都未曾改变过，这同时也意味着地球的温度也并未减少百分之一度。因此，目前状态的稳定性看起来同时被理论和观察所佐证。但是，这种规律受到各种各样的原因的干扰，这些原因可以为一些精确详尽的研究所揭示，但不可能被划归于演算。

海洋、大气、流星、地震的活动和火山的喷发不断地冲击着地球的表层，长期看来会产生巨大的变化。天气的温度、大气的体积和构成它的气体的比例，可能以一种不可察觉的方式在改变着。因为实施于探究这些变化的工具和方式是全新的，因此到目前为止，在这一方面观察还不能告诉我们任何信息。只有一点可以确定，构成空气成分的气体的消失和取代的状况精确地保持它们各自的量，其原因（的知晓）几乎是不可能的。几百年的漫长时间将会显示出经历所有这些因素所引起的改变对于生物有机体的存留是如此重要。尽管历史的遗迹不会追溯到非常遥远的过去，然而，它们还是向我们充分显示了一些巨大的变化，这些变化是通过缓慢而持续的自然力的作用而发生的。如果去探寻地球的最深之处，就会发现曾经生机盎然的自然界的大量遗迹，完全不同于当前的自然界。而且，如果整个地球在起初时是流体，正如一切向人们显示的那样，可以想象在从那种状态向现在状态的过渡中，它的表面应该经历了巨大的变化。天体也并非是不可变化的，尽管它们有其自身的运行法则。光和其他无形流体的阻力以及天体的吸引力，在几百年之后，应该在很大程度上改变了行星的运动。已经在一些星体中以及星云的形状中所观察到的变化使我们可以预见对于在这些庞大的天体系统中随着时间的进程而逐渐产生的一些变化。可以用一条曲线来表示宇宙的连续状态，时间是横坐标，那些不同的状态是纵坐标。我们几乎不了解这条曲线的任何部分，还远不能追溯到它的原始状态，当人们对与其有着密切关系的现象的原因一无所知时，如果为了满足一下总是不安分守己的想象力，冒险去做一些猜测也无可厚非，但是，只有用极其保守的方式去描述它才是明智的。

在概率的估算中，存在一类特别依赖智力的结构组织规律的错觉，为了使自己避免这些错误，必须对这些规律进行深入的探讨。对于窥见未来的迫切渴望、与占星家、圣法师和预言者的预言关于一些引人注目的事件的吻合、与预感和梦幻、与被认为是幸运或不幸运的数字和日期的吻合已产生了大量偏见，这些偏见至今仍广泛流行于世。人们并不思考那些大量的不相吻合的事件，对此他们或者是熟视无睹，或者是一无所知。然而，为了估计造成这些吻合的原因的概率，就必须去了解它们。毫无疑问，这种知识将会证实什么原因会向我们吐露关于这些偏见的信息。因此，古代的一位哲人在一座神庙里，（当地人）为了夸耀被本地所崇拜的神灵的力量，向他展示所有那些向神灵乞求之后被从沉船上救出来的人的还愿之物（ex voto）时，这位哲人给出了一个与概率计算相吻合的评论：他注意到：尽管有祈求神助的祷文，但是没有任何地方记有那些已经遇难的人的名字。西塞罗
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 在其著作《论神性》中以大量的推理和雄辩拒斥了所有这些偏见，我将引用其结尾的一段：因为人们喜欢在古人那里进一步寻求普遍理性的特有之火，在其光芒将所有的偏见驱散之后，它将成为人类的惯例和制度的唯一基础。

这位罗马演说家说：“必须拒斥由梦幻和所有相似的偏见而导致的预言，广泛传布的迷信已控制了大多数的头脑并成为人类弱点的主宰。我们已经在关于诸神的本质的书中详细解释了这一点，尤其在本书中说服人们相信：如果我们成功地破除这种迷信，我们将有效地服务于他人和我们自己。然而（就此，我格外渴望我的思想能够被人充分地理解），我并非希望通过破除迷信而冒犯宗教信仰。智慧训诫我们要保持我们祖先在对诸神崇拜方面的习惯和仪式。而且，宇宙的魅力和天体的井然有序迫使我们认为有一个超自然的存在，他应该被人类所觉察和仰慕。但是，既然其适合于传扬一个与自然的知识相关联的宗教，因此必须努力消除迷信，因为它会无处不在地折磨你、困扰你，对你纠缠不休。假如你求教于一位预言家或者占卜师，假如你献祭一个祭品，假如你关注一只鸟的飞行，假如你偶然与一名占星术士或一位古罗马肠卜祭司相遇，假如有闪电，假如有雷鸣，假如有晴天霹雳，最后，假如有奇迹产生和显现，在所有这些事件中，必定有一些会经常发生，控制你的迷信就会令你心神不安。那么，睡眠，作为处于伤痛和劳作之中的人类的庇护所，也就成为焦虑和恐惧的一个新的源头。”
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它们所激发的所有这些偏见和恐惧都与生理学的原因相关，有时推理纠正了我们对于它们错误想法之后，这些原因还会继续发挥着强大的作用。然而，一些与这些偏见相左的行为的重复发生总能够使人将之彻底抛弃
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 。通过下面的思考我们将做出关于这个宣称的合理阐释。

在可见生理学的极限之处肇始了另一种生理学，其现象比前者更加复杂多变，像前者一样，要使这些现象服从于规律（规则），对于这些规律的理解是非常重要的。这种生理学，我们将用心理学一词表示它，毫无疑问它是可见生理学的延伸。神经纤维在大脑髓质里消失，神经在那里传送它们从外部对象获得的印象（或形式），并且在此处留下一些持久的印象，这些印象以一种未知的方式修改感觉中枢或者说是情感和思维的场所。外部感官对于这种修改的本质一无所知，同时，惊异于它们无穷的变化，以及在容纳自身的狭小空间中它们所保持的特征差异和秩序，如此变化多端的光与电的现象为我们提供了一些关于这种修改的思路。外在感觉观测的方法已被使用，如果将这些方法应用于内在意识的观测方面，人能够精确地将这种方法迁移到人类理解的理论上去，就像在自然哲学的其他分支中达到的精确性一样，尽管后者只有单一的个体才能够理解。

心理学的某些法则已被人们认同和成功地解释。其中之一是：所有具有相似组织的生物具有能够和睦共处的倾向。这种倾向是同情（或同感之情）的本质，它存在于不同的物种之中：它们的差异随着其组织的相异点而减小。相比与其他的生物之间的关系，那些被认为具有完全相同的组织结构的生物彼此之间更容易相处。无机的自然界向我们展现了类似的现象：两个不那么精确地保持相同时速的钟摆或怀表被置于同一个地方，但终究会以完全相同的速度运行；在一个弦共振的系统中，其中之一弦的振动会导致这个系统中所有弦的和谐共振。这种结果的原因众所周知，人们已计算出这些原因，这就给予我们分析依赖于极其复杂原因的同情问题的一个思路。

愉悦的情感几乎总是伴随着情感的动作姿势。在大部分物种中，个体彼此感兴趣进而聚集于一些群体之中。对于人类而言，强者在对弱者的控制中感受真正的幸福，而那些弱者却以服从强者为幸福。同情心在一大群人中会被同时快速点燃，这种同情心会随着他们之间的彼此反应而增加，正如人在剧院里所观察到的那样。由此而导致的愉悦感共同引发了人们的相似情感，这种感觉的汇集有时会过度刺激人们达到几乎狂热（的状态）。宗教就以这种方式产生了，并（伴随着）它们所激发的热情而迅速传播。关于同情的力量，历史提供了一些最精彩的也是最具灾难性的例子。人们常常注意到，引起共鸣情感的动作，如大笑，总是轻而易举地与单纯的视觉相联系，在感受到这种情绪的人们中并没有任何其他诱因发生。同情对于感觉中枢的影响力之大更是无与伦比的：如果它在那里激起的共鸣过度时，就会产生不同凡响的结果，这种共鸣会对动物的组织系统产生影响作用，其导致的结果在那些迷信的世纪中被归因于超自然的使然力，这种使然力因其反常性值得观察者们注意。

模仿的倾向甚至存在于想象的对象方面。我们坐在马车中，（如果想象）马车似乎是在向某一个障碍驶去，我们会不由自主地模仿应该避开它的动作。可以想象，这种运动的想法和模仿它的倾向对应于感觉中枢的某些动作，第一个引起第二个的产生，几乎如一个弦的振动会产生共同的振动一样。以这种方式可以解释从悬崖坠落的一些感觉：强烈的恐惧感可能会导致他从一个狭窄的木板坠落，但是，如果将整个木板放置在地面上，他会以坚定稳健的步伐穿过木板。我认识一些有过这种经历的人，他们有一种冲动——想攀升到一个能够达到的极高的地方，然后把自己扔下去，为了抵制这种冲动，他们不得不增加防范措施，不论那些保障其安全的防范措施已经是多么到位了。

人类拥有一个独特的高贵品质，作为这样一个特权的结果，对于伟大而高尚行为的讲述会激发人们的热情并引导人们去仿效。但也有一些个体，或者由于其本性，或者由于坏的榜样，他们有一种趋于邪恶的倾向，这种倾向很快会被对于犯罪行为的描述而迅速激发起来，这些犯罪事件往往是公众关注的对象。就这个方面而言，对于犯罪的公开也不是没有危险的。

怜悯、善意和许多其他的情感都来自同情。因此，如果一个人经历过他人的痛苦，他就会体会到处于悲惨之境的人们得到他人帮助时的快乐。但是，在这里，我只想阐释心理学的法则，不会进一步展开其结果的讨论。

这些法则中最富有创造力的是能够将万物联系在一起的那一个法则，万物已经在同一时间或者有规律地相继存在于感觉中枢之中，这种联系使得其中之一事物的循环发生会使人回想起其他的事物。当看到第一个对象时，我们已经看到的对象会使我们回忆起对另一个与之相联系的事物的印象，类似地，这些印象又会使人回忆起其他的对象，以此类推，以这种方式，在我们眼前发生的一个事件可以使我们回忆起无穷个其他事物，并将我们的注意力集中在我们意欲探索的那些事物上。为了唤起对于情感与思想的回忆，如果要将复杂的、抽象的和一般化的思想进行形式化和论证，那么，与该法则密不可分的（因素）是符号与语言的运用。几位哲学家
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 已经清楚地对此进行了解释，时至今日，这一议题已成为形而上学的实质部分。

正是凭借这一法则的优势，人成功地用肉眼估计距离。一米（或计量棒）与若干个（整数）（单位）米组成的各种距离常常被反复比较，这种比较把与（单位）米的数目有关的印象刻印在人的头脑中，这些印象对应着这些米的数目。看到一段想要估计的距离就会使人回想起这些印象，如果这种回想之一精确地或者非常近似地与他在观念中已有的关于距离的印象相吻合，那么，他就会得出这样的结论：该距离大约是几米，该数目与记忆中的看起来与之相等的印象联系在一起。同样以这种方式，人通过用手掂量可以成功地估计一些实物的重量。

各种感觉经常重复再现关于同一对象的印象会修改感觉中枢，这也许是作为一个心理学的法则而被设定的。以这种方式，与对该对象的外部印象相对应的内在印象在单一的感觉上就变得与原本的情形非常不同。我们来解释一下这个法则。为此，让我们考虑一位生来就双目失明的人，此人刚检查出患有白内障。在其视网膜上映出的物体图像就在他的感觉中枢中产生了一种印象，我称之为第二图像，在此不妄议它与第一个的比较，也不对其本质进行任何的评价。这个第二图像首先不是该物体的一个如实可靠的展现。但是，人们习惯性地对由触觉获得的对该物体的印象与那些通过视觉所产生的印象进行比较，使第二图像符合于通过触摸如实地感受到的性质，这种比较终止于对感觉中枢的修改。落在视网膜上的图像不会改变，但是它产生的内在图像不再是相同的，正如对于几位先天失明、现已恢复视力的人实施的实验所证明的那样。

感觉中枢的这些修改一般都发生在幼年时期，小孩子会通过视觉、触觉等感觉来持续地比较他对相同对象的触摸感觉，并用这种方法来修改视觉所留下的印象。他（小孩子）使用自己的感觉中枢给予可视对象用触觉表现出来的形状，通过触觉所感受到的这些印象与时常回忆起来的视觉所感受到的印象紧密地联系起来。在这种情况下，可视对象如可触对象一样被如实地表现出来。一束光为视觉所感觉到的就如同一个木棍为触觉所感受到的一样。以这种方式，最初的感觉会将其印象的物体范围扩展得很远，这是与第二感觉相比较而言的。但是，对于容纳星星的天空本身，（我们的认识）还是非常有限的，只有通过系列的长期的观察和计算，我们才能够认识到这些天体的遥远距离，才能（认识到）它们位于无限的浩瀚宇宙之中。

在几个种类的动物身上，引导我们估算距离的感觉中枢的这种倾向似乎是与生俱来的。但是，经过在绝大部分事情上使用智力来代替直觉，人的习性已取代了本能。为了弥补直觉的缺失，人需要观察和比较以便更好地帮助他提升智力，以确保他能够由此来掌控这个世界。

那么，内在的意象并不只是受到唯一因素的影响：它们或是被相同的感官或不同的感官所同时接受的印象的结果，或是由被记忆所唤醒的内在印象的结果。这些印象的相互影响是一个结果多样性的心理学法则。我们来解释其中一些比较重要的结果。

当一个被置于一团漆黑之中的观察者从不同的距离观看两个发光的、直径相同的球时，这些球对于这个观察者而言尺寸大小似乎是不相同的。它们的内在意象与呈现在视网膜上的相应图像成比例；但是，如果当黑暗消失，他能够在同一时间看到这两个球以及它们之间的距离，这次观看扩大了较远的那个球的内在意象，这使它看起来和另一个球几乎是相同的。因此，我们从两米的距离和四米的距离观看一个人，在我们看来此人的高度是相同的：对他的内在意象并没有改变，尽管在视网膜上呈现的图像之一是另一个大小的两倍。对媒介物体的（认识会改变）印象的另一个例子是，地平线上的月亮在我们看来总是比极点上的月亮要大一些。假设一个人在靠近他眼睛的一个树枝上方观看一个对象，人将它描述得很遥远，那么这个对象看起来就很大。后来，该人发现了捆绑这个东西和树枝的带子：转瞬间，对这个带子的感知就改变了内在的意象，并将它缩到一个非常小的尺寸。所有这些事物并不是一个简单的判断，就像一些玄学家认为的是生理性的结果。这些结果依赖于感觉中枢通过不同感官，特别是触觉和视觉，对同一对象的印象进行习惯性的比较而得到的。

在大量的案例中，可能值得注意的是：由记忆从心智中唤醒的印象会影响到对于受外部对象激发而引出的印象。某个人在一定距离外看一些字母，不能辨别出它们所表达的信息。但是，如果某个人将这个单词读出来，又或者一些事件使他在脑海中回忆起来，这些被回忆起来的字母的内在意象就以这种方式立刻把自己覆盖在由外部符号印象所产生的模糊影像之上（如果我可以像那样做），并使它逐渐清晰起来。一个表演者的声音在你听来非常模糊不清，但是，如果你读到他的讲话（文字）时，这些声音就会变得清晰起来。一看到这些字母就唤醒了对与之相应的声音的印象，这些印象与含混不清的声音混合在一起就变得可以分辨了。以这种方式，恐惧感把在非常微弱的灯光下不太容易被人识别的对象转化为与之相似的可怕对象。恐惧将后者的影像强烈地刻印在感觉中枢上，这些图像转化为关于对相对应的外部对象的印象。基于对一些印象非常模糊的事物的观察，在推理出结论的过程中，非常重要的是让自己避免出现错觉的根源：对于一些行星和卫星表面的光衰减的观察就是此类的推理，据此就推出了其大气的存在和密度、它们的自转运动。常常令人感到畏惧的是：内在意象被等同于那些印象和倾向，那种倾向引导我们相信看起来与感官接收的印象相似的事物是存在的。

这个引人注目的倾向与一种特别的特质有关，这种特质可以区分来自外部的印象，或来自想象，或是由记忆唤醒的印象。但它有时会由于感觉中枢的失调或者对其有影响的器官的失调而发生，这些印象具有外在图像的特征和形象性：在这种情况下，假设与这些印象对应的对象浮现在脑海中——人就与现实脱离了干系。夜晚的静谧和黑暗有助于促成睡眠之中的错觉，这些错觉形成了人赋予其一个合理解释的梦，如果他认可在黑暗中对于一个呈现于想象中的对象的印象在睡梦中会得以加强。

每一件事都令我们相信一些这样的感觉在梦游者身上并不完全是无意识的，举个例子来说，如果触觉仍旧对与外部对象的接触保持着微弱感受，从中获取的微弱印象会被传送到感觉中枢，通过与梦游者的虚幻梦境相结合，这些微弱的印象就能够修改它们并能够指导他的行动。鉴于这些观点，在我看来，对于梦游者所做的怪异之事，或许可以给出一个非常简单且有权威性的解释。

有时幻听者相信他们能听到他们幻想的人物在说话，他们可以与这些想象的人进行连贯的对话，在医学上这样的案例比比皆是。

查尔斯·邦纳曾经谈到他的外祖父，他经常去看望他。他说：“他是一位非常健康的老人，他完全不能从外界获取的任何印象，但他却时常看到他前面的男人、女人、鸟、马车、建筑物等形象。他看到这些形象做出各种活动，向前、退后、滑行、变小、变大、出现、消失、再出现。他看到建筑物从他的眼前拔地而起，等等。但是他没有对这些幻视信以为真：他的理智只是以这些作为娱乐消遣。他确实不知道接下来在他眼前会出现什么东西。他的大脑成了一个舞台，其上上演着一些使观众意料不到的、由此也愈发令人惊叹不已的场景。”在阅读圣女贞德的历史的时候，人被迫在这个令人钦佩的女孩身上认识了一个有着虔诚信仰的理想主义者，其毫无畏惧的热情如此坚强地贡献给了从敌人的魔掌中解放法国的事业。几位声称他们的信条是从超自然的存在者那里获得的人似乎都是理想主义者：他们使自己信仰得愈加虔诚，他们就愈能够说服别人去相信。虔诚的骗子以及他们随后所使用的暴力手段，在他们看来是正当的，因为其意图是宣传他们认为是人类必不可少的真理的东西。

一个特别的性质可以从由想象产生的印象中区别出被记忆唤醒的印象，这应归功于对外部对象的印象。正像被本能所引导一样，它引导我们在某种顺序中去认知这些对象的以前存在，记忆以这种顺序将它们展现给我们。我们在每一刻都获得实际经验，从中我们推出真理，推出结果，并将之作为我们的向导，这种实际经验加强了这种倾向。在这个感觉中枢的运作中，是什么原理来决定我们的判断？我们对此一无所知，我们只能观察到它的影响。借助于这个原理，记忆中的印象，尽管很微弱，让我们察觉到它们最初的强度，由此我们可以将之与眼前对象的相似印象进行比较。以这种方式我们判断：我们昨天看到的一个颜色比现在充斥我们眼前的颜色更加生动鲜明。

印象，包括那些遗留在记忆中的印象，有助于成为提醒我们忆起它们的原因。因此，无论何时，对我们听到的事情的回忆总是与我们给予故事讲述者的信任联系在一起的，如果我们忘记了他的名字，我们可以通过依次回忆那些我们听过的名字去追溯，直到我们再次回忆起值得信任之人的名字。

童年时期接受的印象甚至会持续到耄耋之年，到那时童年印象会再次浮现出来，反而成年时期的一些深刻印象却已磨灭殆尽了。看起来，深植于感觉中枢之中的第一印象在重新浮现之前只有等待后来印象的衰弱（因为衰老和疾病）。这在很大程度上类似于星星被白昼的光芒所遮蔽，只在夜间或日食期间才会显现出来。

记忆的印象变得更加强烈靠的是时间的推移而不是知识。一个人晚上学习的东西会在睡梦里被刻印在感觉中枢上，而且以这种方式很容易得以留存。我几次注意到，如果我停止思考一个很复杂的问题，而过几天再次考虑它们时，它们变得容易了。

一个物体因其大小吸引了我们的注意，在频繁地注视一些同类的非常大的对象之后，一段漫长的时间会弱化它们产生的大小印象，如果我们再重新审视那个物体，我们会惊奇地发现它比贮存在记忆中的印象小了很多。

一些人拥有绝佳的记忆天赋，他们能够复述一段刚刚听到的长篇讲演，其准确度令我们吃惊。大多数人的记忆中都储存着诸多事项，但当一个人思考到这林林总总时，他会更加惊讶地发现如此多的事项都各归其位而不是紊乱无章。设想舞台上的一名歌手，他的记忆为他集存着其角色所需的每一句台词、曲调、节奏以及应该伴随着的动作。新角色接续了第一个，第一个角色的印象似乎从他的记忆中被抹去了，记忆以一种适当的顺序回忆起第二个角色所需的种种要素，记忆以同样的方式唤醒了该歌手所研习过的各种角色。这些数量巨大的印象，或者至少是符合其作品的倾向，同时也贮存于他的感觉中枢中，没有一丝混乱，演员能够随意地回想起它们。我必须用诸如印象、图像、共鸣（vibrations）等词重申，我想要表达的仅仅是感觉中枢的现象，不想讨论任何关于它们的本质或原因，正如在力学中，人们只用诸如力、引力、亲和力等词汇来表述影响效果。

作为频繁重复的一个结果，感觉中枢的运作及其开展的动作变得更加容易乃至近乎自然了。我们的习惯可以从这个心理学的原理推出。结合着同情感（sympathy），就产生了风俗、道德及其一些异乎寻常的变化。于是乎，在某个国家中普遍习惯了的一些东西在另一个国家却让人感到惊恐万分。罗马人情有独钟的角斗，使民族史册蒙羞的活人祭，在我们看来会感到触目惊心。如果想一想这些问题：奴隶的悲惨处境、印度贱民的落魄潦倒（degradation）以及如此众多与理性和任何观念的证据相违背的信念之荒谬，看到奴役和歧视所形成的习俗已使人类堕落到了何种程度，对此人会痛感不已！

频繁重复将一种倾向赋予感觉中枢，这种倾向使得区分后天获得的习惯和与其品性（尤其在人身上）相联系的倾向变得十分困难，因为，这会使人自然而然地想到这一点：本能是如此广泛地分布于动物中，并且它是如此强大有力，人类也概莫能外，母亲对孩子的爱就源于此。习惯和同情的双重影响改变了这些倾向：通常情况下这种影响作用会使它们增强，不过有时也会使它们丧失这种本能的属性，甚至到了以相反的倾向取而代之的地步。

在人和动物身上已经做了一些研究，将这样的研究继续下去是非常重要的，那些已经完成的研究导致了这样一种信念：习惯使感觉中枢的修改牢固地确立起来，这种修改通过生殖繁衍由父亲传给孩子，比如一些器官的性质趋向。所有的内在刺激和外在刺激与习惯的影响相伴相随，趋于这些刺激的本然倾向用最简单的方式解释了几百年来根深蒂固的风俗习惯将之施加于整个民族的一种权威性，这种倾向也解释了据此它们能够被轻而易举地传递给下一代的一种简单性，即使它们完全违背理性和人性的不可剥夺的权利。

频繁的训练给予器官这样的一种机能：器官经常自愿地继续进行意志赋予它们的运动。设想一下我们在走路时陷入沉思，在每一时刻，使我们能保持行进的原因并不是意志的协作，我们也没有意识到这一点。人会看到梦游中的人会不可思议地持续行走，直到遇到障碍物时才会醒来。行走的意志将一种倾向赋予了运动神经系统，似乎是凭借着这种倾向使得行走得以继续，这很类似于手表靠着螺旋弹簧的解旋（unwinding）保持运转。动物机体系统的一次错乱可能产生这种倾向。在这种情况下，行走是不由自主的，一位博学的医生告诉过我，他医治过一例这种类型的病人，病人只有被强行制止才能停下来。当医生们将数学研究尤其是概率知识所提供的精确精神和批判精神融入他们的技艺和附属科学的知识之中时，对疾病的研究或许因此而使得心理学阐释得更加清楚。

感觉中枢能够接受微弱的不能被体验到的印象，但足以引起一些我们还未知晓其原因的行为。富兰克林著作的法文翻译者巴伯·杜博，在他的翻译中引用了一段他听到的关于一位巴黎商人的故事：他说：“一天，当这个受尊敬的人走过圣日耳曼大街，同时他还在考虑着一些至关重要的生意事情，他独自一人走着，但却不由自主地轻声哼唱起一首他已经很久没有想起的老歌的调子，他继续向前走了两百步后开始听到同一首曲调，是一位盲人在公共广场用小提琴演奏的；他推断这是一种对于乐器的声音的微弱知觉——半知觉，距离弱化了这种知觉，并以一种自己没有意识到的方式将这种知觉传到了他的感官。他表示从那以后他常常自寻其乐，随意将一些曲调暗示给厂房里的女工，但可以做到不被她们听到。如果有一段时间他没有听到她们吟唱，他就对自己轻声哼着想让她们唱的曲子，结果那首曲子一定会传到她们那里，显然她们并没有听到他在唱，她们对此没有任何察觉。”

我们已说完印象对于感觉中枢的相互影响，现在可以想象一下，音乐通过频繁的重复而将节奏的规则性传给我们的运动。人们在舞蹈以及各种运动中注意到了这一点，在其中以这种方式来调控的韵律节奏之精确在我们看来是非同寻常的。通过这种规则性，音乐通常使得多人的同时表演更加和谐流畅。

专注力对感觉中枢印象的极大影响是一个非常值得注意的心理学现象；它深植于记忆之中，在那里增强了敏锐度，同时它也减弱了一些相伴而生的印象，如果我们紧紧盯着一个对象看，为的是识别出任何特异之点，这种专注力会使我们无感于同时在视网膜上形成的对于其他事物的印象。因此，我们希望比较的事物形象获得了必要的强度，目的在于仅让它们之间的关系占据我们的思维，这种强度从记忆中唤醒了可能有助于这种比较的印象，因此它成为人类智力中最强有力的活动。

对于物体的某个特异之处的频繁关注，最终将会赋予器官以高度的敏锐性，这使得该特异点可以被识别出来，即使这种特异难以被普通人感觉到。

这些原理解释了由全景图所产生的独特印象。在那里，当清晰地观察到透视的法则时，描绘在视网膜上的物体仿佛就像真的一样，观看者也因此就会有身临其境之感。但是，这种透视从来都不会充分地达到等同于完美的精确性。此外一些来自外界的印象，尽管微弱，却与产生这种透视的主要感觉混杂在一起，这一下子就阻止了错觉幻觉的产生。对全景图的关注会使人排除掉来自外界的印象，但是要做到这一点，就必须经过一段时间——不管是长期的还是短期的，这依赖于感觉中枢的倾向和全景图的完美性。就我所观察到的所有的全景图而言，对我来说，要获得一个完全的错觉，几分钟的时间是必需的。

下面的心理学的法则解释了大量与这个议题直接相关的现象。“如果一个人频繁地进行一些动作，而这些动作从感觉中枢的一个特殊修改出发，这个器官上的反应可能不仅仅是加强这种修改，而且有时也会引发它。”因此，悬挂长链的手柄（或挂钩）的运动会经过整个链条一直传递到底部；一旦链条已经停止，人把这个底端启动起来，振动会再次上升直到手柄，这会使得其依次处于运动之中。这些往复运动由于频繁的重复而变得容易。

这条关于信念的法则的影响是引人注目的。我们给予某一个主张的信任或赞同通常是建立在证据、多方证言，或者概率的基础上的。在后面的情况中，其说服力的强度取决于该事件发生的可能性的程度，而可能性本身又取决于每一个体能够拥有的关于其判断对象的数据。

我们通常根据信念行事，而无须关注这样做的依据，如此一来，信念就成为感觉中枢的一种修正，它独立于这些证据而存在，但有时这一点被完全忽略了；同时它也引导我们实施某些行动，这些行动是它的结果。根据我们刚刚阐释的法则，一些行为的频繁重复发生可能引发此类的修正，尤其是在它们同时被大数量的人所重复的情况下，到那时，仿效的力量与他们的反应强度结合起来，这是同情感的一个必然结果。当这些行为成为环境氛围强加于我们的一种责任时，动物的组织系统趋向于接受认可那个最有利于我们幸福的状态，这种趋向再一次使我们沉醉于这样的一种信念，为实现这种信念而奋斗便成为一种乐趣。很少有人能够抗拒所有这些原因的作用影响。

帕斯卡尔在其《思想录》中的一章中已经清楚地阐明了这些影响。其中一节具有一个奇特的标题：通过观察自然来去证明上帝的存在是困难的，然而最可靠无误的方式则是通过信仰。他通过向无信仰者喊话的方式来阐述自己的思想：“你愿意走向信仰，而你不认得路径；你愿意医治自己的不信仰，你在请求救治：那你就应该学习那些像你一样被束缚着、但现在却赌出他们全部财富的人们；正是这些人才认得你所愿意遵循的那条道路，并且已经医治好了你所要医治的那种病症。去追随他们的足迹吧！如果你仍无法理解他们的心智状态的话，你就去模仿他们表现出来的行为；停止那些已完全占据了你的无聊的娱乐活动。你说：‘假如我有信仰，我会立刻抛弃欢乐。’而我呢，我要向你说：‘假如你抛弃欢乐，你会立刻就有信仰。’因此，就要由你来开始了。如果我能够，我就给你以信仰；然而我不能够做到，因此也不能够验证你所说的真理。但是你却很可以抛弃欢乐并验证我所说的是不是真的。”
[188]



“因为我们一定不可误解自己：我们乃是自动机，正如我们是精神一样；由此可见，进行说服的工具就不单纯是证实。被证实的事物是何等少见啊！证明只能使精神信服。习俗形成了我们最强而有力的、最令人相信的证明；它约束那个能使精神就范而不进行思索的自动机。有谁证实过，将会有明天或者是我们将会死亡呢？而又还有什么是更能令人相信的呢？因而，正是习俗才能说服我们相信这些；正是它才造就了那么多的基督徒，正是它才造成了土耳其人、异教徒、工匠、兵士等。（基督徒在洗礼中接受了比土耳其人更多的信仰。）最后，当精神一旦窥见了真理的所在，也还是得诉之于习俗才能使我们消渴，并使我们浸染上那种无时无刻不在躲避着我们的信心；因为若总是要有现成的证明，那就太费事了。我们一定得有一种更简易的信仰，而那就是习惯的信心，它不用强力、不用技巧、不用论辩就能使我们相信种种事物，并能使我们全部的力量都倾向于那种信仰，从而使我们的灵魂自然而然地浸沉其中。当人们仅只是由于见证的力量才相信，而自动机却倾向于相信其反面的时候，那是不够的。因此就必须使我们这两部分都相信：对于精神便以理智，那是一生中只要看到一次就够了的；而对于自动机则以习俗，并且不让它倾向于反面。”
[189]



帕斯卡尔为无信仰者的皈依所提供的方法或许可以成功地用来消除人自幼接受的以及深深植根于习惯之中的一类偏见。这种偏见通常起始于最缺乏生动想象力基础的环境中。当一个人如果将“左”这个字与坏运的意思联系在一起，他就会使用右手来完成一件他用左手或右手都可以同样完成的事情，这个习惯可能会增加他对使用左手的厌恶感，甚至达到了在对抗此类偏见中理性总感到无能为力的程度。我们有充分理由可以相信，奥古斯都（Augustus）
[190]

 ，这位在很多方面都天生赋有卓尔不群的判断力的人，竟然不敢在集市日的次日启程出行，他有时也为这个弱点而自责不已，并且希望有朝一日可以克服这一弱点。但是一旦到了被认为是坏运的那些日子，在即将启程的那一刻，他又总是对自己说，最安全的事就是延后推迟。就这样，对于习俗的屈从增加了他对此的厌恶感。从长远看来，与之相反的行为的频繁重复发生将会削弱这些偏见并使之消失殆尽。

人们往往偏爱于款待那些总是抱有感恩之心的人，这种偏爱就起自我们刚刚阐释的法则。深受他们喜爱的一类行为的频繁重复发生会增加甚至有时会激发一种情感，这些行为就是这种情感的自然结果。对于某个事物的倾向会使我们频繁地实施一些行动，这些行动又增强了这种趋势，同时也常常将其（倾向）转化为情感。

综上所述，可以看出：我们的信仰同我们的习惯之间是何等的息息相关。如果由本能习惯于根据某种可能性去判断以及引导我们自己（的行为），我们就会认可这些可能性，同时，反过来它们也会促使我们更为果断地做出决定，这比来自深思熟虑或计算的概率大得多。为了尽可能地减少此类（导致）错觉的原因，必须求助于想象力和感觉来帮助人们推理。当各自的概率用一条（曲）线表示出来时，就会更加轻而易举地觉察出它们的差异。一条线表示支持反常事件的证据的概率，紧邻放置的则是一条表示该事件不可能发生的概率的（曲）线，这样就使得证据中的误差的概率变得显而易见，正如一个比较山脉海拔高度的图表，人们从该表中就会获得一个关于这些海拔高度之关系的了然醒目的看法。这种方法也可以被成功地运用在许多情形中。为了了解浩瀚无垠的宇宙，假定用一个近乎难以察觉的微小单位量来表示法国国土的最大直径，比如说十分之一毫米，那么太阳距离地球的距离就为14米，而最近一颗恒星与地球间的距离也会超过1500公里，也就是说，它是在地表的最高处肉眼所能够环视到的区域的最大半径的七至八倍。以这种方式我们获取的仅仅是一个关于宇宙之大小的非常微弱模糊的想法，宇宙的范围无限地超越了最明亮的恒星，正像如此巨大的星星数目所证明的那样，它们一个个由近及远地排列着，最后消失在人类视力不可达到的茫茫太空之中。然而，无论这种看法是何等的脆弱无力，此类描述也足以使我们对于将人视为自然万物之杰的这类想法的荒诞性产生深刻的印象，从这些想法中已推出了如此众多稀奇古怪的结果。

最后，我们将阐释一下依据情感的概率的浮夸不实，正如一个心理学的法则一样。一件事情令人担心它发生或者强烈地渴望它发生，正是因为如此，这样的事情在我们看来反而会更有可能发生。它的意象深深地烙在感官中枢上，这会削弱对于相反（事件）的概率的感觉印象，有时则会将它们（相反事件的概率）忘却到使人相信这件事已经发生过的地步。反思与时间会减少这些感觉的生动逼真性，这会使头脑平复冷静下来，这对于正确评估事件发生的概率是必需的。

像所有的运动一样，感官中枢的振动必须服从于动力学定律，这一点已被实践经验所证实。它们将这些运动加诸在肌肉系统上，这个系统将其传递给外来物，就好像弹簧的伸展一般，这些运动就使得处于运动状态的我们身体和其他外来物的共同的重心保持着稳定。这些振动彼此叠加，其方式就如流体中的波彼此结合但不会混合在一起的相同方式，它们传递给一些个体，就像共振物体的振动传递给环绕它们的物体一样。复杂思想是由这些简单的思想形成的，就像洋流是由太阳和月亮产生的一些因素所形成的一样。在相互对抗的行动缘由之间摇摆不定，可以看作是同等的力之间形成的一种均衡，由感觉中枢中产生的突兀变化会遇到阻力，物质系统会抵抗这种类似的变化；如果人想避免此类剧烈的震动以及被纯粹的力引入歧途的话，在那个系统中借助难以察觉的关系继续向前是十分必要的。就像长时间连续不停的电击会耗尽伏打电池或鳗鱼的发电器官（的电量）一样，一直强烈的且持续不断的关注也将使得感觉中枢精疲力竭。为了使得人对于智力的问题有所感知，我们从物质的对象中所得出的所有比较几乎都是基本的特征。

前面的论述或许是不完善的，但我希望它们都能够吸引哲学观察者们关注感觉中枢或者智力领域的法则，因为我们可以像检验物理世界的法则那样彻底地检验它们。许多近乎相同的假说已经相继问世，用以解释这两个世界的现象。但是这些假说的基础被我们所有的观测方法和计算方法所忽视，或许可以借用蒙田的一句话对此做出概括：“无知与不经心是一个柔软、舒适的枕头，一个设计精良的脑袋可在其上高枕无忧。”
[191]





注释


[178]
 这个问题的大意是：将一颗骰子掷4次，至少出现一次“6”的可能性就大于二分之一了（1-625/1296）。如果一次掷一对骰子，总的可能结果数是掷一个骰子的六倍（6×6），因此要使得至少出现“一对6”的可能性大于二分之一，相应地投掷次数也必须为前者投掷次数的六倍，即24次。然而德·梅勒根据自己的赌博经验发现情况并非如此，经验显示他需要掷25次才能得到这样结果，于是他认为这是数学的一个大丑闻。


[179]
 这个分数的现代形式为[image: ]
 令x=1，时，由（1）、（2）和（3）式分别得出：[image: ]



[180]
 格兰迪（Guido Grandi,1671—1742），意大利数学家。


[181]
 拉普拉斯此处提及的应该是康熙时代来华的教士闵明我（Philippe-marie Grimaldi，1639—1712）。清初“历狱”平反以后，闵明我冒充已从广州逃回欧洲的原多明我会传教士闵明我（Domingo Fernandez Navarrete，1618—1686），被南怀仁（Ferdinand Verbiest，1623—1688）招到北京，帮助他修改历法。他曾被康熙委任为外交特使，通过与莱布尼茨的通信，将中国的某些数学、科学等介绍给欧洲。1688年南怀仁病故后，康熙任命闵明我为钦天监监正。


[182]
 如果用x表示变量，这个分数可以写作：[image: ]
 令x=1，由（1）、（2）和（3）式分别得出：[image: ]



[183]
 喜帕恰斯（Hipparchus，又名依巴谷，约公元190—约公元120），古希腊天文学家、地理学家、数学家。


[184]
 马库斯·图留斯·西塞罗（Marcus Tullius Cicero，公元前106—公元前43），古罗马著名政治家、演说家、雄辩家和哲学家。


[185]
 西塞罗：《论神性》，上海三联出版社2007年版，第二卷，第72页。


[186]
 在这一章中，从此处开始的以下部分是根据安德鲁·戴尔（Andrew I.Dale）的1995年的英译本《概率的哲学探究》译出的。在1902年F.W.Truscott和F.L.Emory的英译本中，这一部分是空缺的。


[187]
 拉普拉斯此处所指的哲学家或许是孔狄亚克（E.B.de Condillac，1714—1780）、卡巴尼斯（P.J.G.Cabanis，1757—1808）等人。


[188]
 帕斯卡尔：《思想录》，何兆武译，北京：商务印书馆1997年版，第240页。


[189]
 帕斯卡尔：《思想录》，何兆武译，北京：商务印书馆1997年版，第252页。


[190]
 盖乌斯·尤里乌斯·恺撒·奥古斯都（拉丁语：Gaius Julius Caesar Augustus，公元前63年—公元14年），原名盖乌斯·屋大维·图里努斯（Gaius Octavian Thurinus），罗马帝国的开国君主，元首政制的创始人，统治罗马长达40年。


[191]
 米歇尔·德·蒙田：《蒙田随笔全集》，上海书店出版社2009年版，此句引自第三卷，第十三章“论阅历”，原文为“无知与不经心是多么柔软、舒适和安全的枕头，一个设计精良的脑袋可在其上高枕无忧。”


第十七章　趋近确定性的若干种方法

归纳法、类比法、建立在事实基础之上并不断地被新的观察所修改的假设法、由本能给出的并通过将其迹象与经验的众多比较所强化的一个令人满意的直觉方法，如此等等都是达到真理的一些主要方法。

如果考虑一系列相同性质的对象，从它们之间以及它们的变化中寻求相似之处，这些相似性会随着这个序列的增长而愈加明显，这些相似性不断地被拓展与和推广，最终导致从中得出相似性的原理。但是这些相似性被如此之多的稀奇古怪的环境所遮蔽，必须用极其敏锐的洞察力去清理它们，这需要重新求助于这个原理：这一点正是真正科学天才的主要方面。分析学和自然哲学将他们最重要的发现归之为这个被称为归纳的富有成效的方法。牛顿也将其二项式定理和万有引力定律归功于这种方法。很难估计一些归纳结果的概率，它是基于这样一个命题：最简单的关系是最普遍的，这一点在分析学的公式中被证实，又在结晶与化合等自然现象中被确认。如果我们考虑到自然的所有结果只是很少几个恒定规律的数学结果，那么，这些关系的简单性就不会令人惊异了。

通过归纳法，尽管发现一些一般的科学规律，但归纳法并不足以严格地证实这些规律。通常必须通过论证或一些令人信服的试验来证实它们，因为科学的历史向我们展示，归纳法有时会导致不精确的结果，我将引用一个费马关于质数的定理的例子。这位伟大的几何学家已经深入地思考过这个定理，他试图找到一个仅仅包含质数的公式，这个公式会给出一个比任何给定的数大的一个质数。根据归纳法，他认为[image: ]
 +1总是得出质数，因为[image: ]
 +1=5，[image: ]
 +1=17都是质数，他发现对于28
 +1和216
 +1，这个规律仍然是正确的，这个归纳结论是建立在几个算术实验上的，于是他认为这个结果是具有普遍性的。但是，他承认他并没有证明它。事实上，欧拉认识到对于232
 +1这个规律就不成立了，这个和为4294967297，该数可以被64整除。

通过归纳法，我们得出结论：如果各种各样的事件，例如（天体的）运动，恒定地呈现在人们面前，并且长期以来一直由一种简单的关系联系起来，它们将继续不停地服从于这种关系。由此我们可以得出结论：根据概率理论，这种关系不是因为偶然性，而是因为一个规则的原因。所以，月球的自转和公转运动的规则性、月球轨道与月球赤道的交点运动的规则性，这些交点的一致性、木星前三颗卫星的运动之间的奇特关系，据此，第一颗卫星的平均经度，减去第二颗卫星平均经度的3倍，再加上第三颗卫星平均经度的2倍，等于两个直角、潮汐之间的间隔时间与月亮通过子午线的时间的相同性、朔望时的最大潮与方照时的最低潮循环往复，所有这些事情，都一直保持着它们第一次被发现时的状态，这就以极大的概率表明了一些恒定原因的存在，几何学家们已成功地将之与万有引力定律联系起来，关于这些原因的知识又确保了这些关系的永恒性。

大法官弗朗西斯·培根，这位真正哲学方法的强力开创者，为了证明地球是不动的，他以一种非常稀奇古怪的方式滥用归纳法。在其最伟大的著作《新工具》（Novum Organum）中他如此论证道：“天体距离地球越远，它们从东向西的运动就越快。就一些天体而言运动会达到最快，土星会慢一点，木星会更慢一些，以此类推，直到月亮和最近的彗星。在大气层中，它（这种现象）仍然是可观测得到的，特别是在两个回归线之间的热带地区，这是由于空气分子在那里描画出巨大的黄纬圈或黄经圈。最后，在海洋中，这几乎是观测不到的，对于地球而言它几近于零。”但是，这种归纳法证明了只有土星以及低于它的天体有其自身的运动，其方向与带动整个天球从东向西的真实的运动或者貌似真实的运动相反。这些运动看起来比更遥远的天体要慢一些，这种现象符合光学的规律。如果地球是静止不动的，那么这些天体为了实现每日的公转必须保持着令人难以置信的高速运动，培根本应该对此有所感受，而（地球的）自转以极其的简洁性解释了天体彼此之间是怎样相互远离的，正如恒星、太阳、行星、月亮那样，所有的似乎都受制于这种公转。至于海洋和大气层，他不应该将它们的运动与天体的运动相比较，这些天体与地球是分离开的；而大气和海洋是地球的一部分，它们就应该参与地球的运动或者静止。令人奇怪的是，培根，尽管其天赋引导他产生了一些伟大预想，但他却没有被哥白尼宇宙体系所提供的宏伟思想说服。然而，在伽利略的发现中，培根寻到了支持这个体系的一些强有力的类比，他遵循着伽利略的这些并将其持续地进行下去。他给出了寻求真理的规则，而不是个例；他极力倡导推理与雄辩的力量，坚持强调抛弃烦琐的经院哲学的必要性，其目标是致力于观察与实验，并指明了得到现象一般原因的正确方法。这位伟大的哲学家在其生活的那个辉煌世纪，为人类心智取得的巨大进步作出了贡献。

类比法是建立在概率的基础上的，相似的事件具有相似的原因并产生相同的效果。相似性越多，这个概率就越大。因此，我们毫不怀疑地断定，被赋予了相同器官的生物，就会做相同的事情，经历着相同的感觉，也被同样的欲望所驱使。与我们相似的动物具有类似于我们的感觉的概率仍然是非常大的，尽管相对于人类的个体来说，它们是低级一些，这一点已需要我们排除所有的宗教偏见，与一些哲学家一起思考动物只是机器这个问题。感情存在的概率随着与我们器官的相似度的降低而减小，然而，这个概率通常是很大的，即使对于昆虫而言也是如此。观察一下某些相同的物种，它们一代又一代，无须学习，精确地以相同的方式进行着非常复杂的活动，这会使人相信它们是通过一种亲和力而行动，这种亲和力类似于将晶体分子聚集在一起的那种力，但是，与附在所有动物组织上感觉一起，再加上化学组合的规律性，就产生了更加独特的组合，或许你可以将这种可选择的亲和力与感知力的混合物叫作动物亲和力（animal affinity），尽管在植物组织与动物组织之间存在着极大的类似，但是在我看来并不足以将这种意义上的情感推广到植物：当然，没有什么可以阻碍我们推广到它们。

因为太阳，通过其光和热的仁慈之举，给予地球上的动物和植物以生命，通过类比，我们可以断定它对其他行星也产生类似的影响；因为如此思考并不是自然的：有一种原因导致我们所见的行为以如此之多的方式发展，这个原因对于一个像木星一样大的星球应该是没有影响的，木星就像地球一样有其白天、黑夜和年份，对于它的观察表明了这些变化，那意味着存在非常活跃的力。但是，如果从这一点得出结论说这些行星上的居民与地球上的居民相似，那么就是将类比法推广得太远了。人类，适合于他所适应的温度，他所呼吸的空气，所有的迹象表明，他不能生活在其他星球上。但是，难道没有数不清的有机体系对应着这个宇宙中各种构成方式的星球吗？如果只是空气的成分和气候的差异导致如此多样的地球上的生物，那么各种行星和它们的卫星的成分和气候之间将会有多么大的差异啊！最活跃的想象力也无从想象，但是，它们的存在是很可能的。

力量强大的类比法引导我们将恒星看作为如此之多的太阳，就像我们的太阳一样，它们被赋予了一个引力，这个引力与它们的质量成正比，与它们距离的平方成反比。因为这个引力已被太阳系中的所有天体以及被最小的分子所证实，那么它似乎为所有的物质所具有。那些因为彼此离得很近而被称为双星的小恒星的运动表明了这一点。经过一个多世纪的精确观察，证实了它们彼此环绕着旋转，毫无疑问，它们处于相互的引力之中。

使我们将每颗恒星当作宇宙中心的类比法远不如前述的方法有力，但是，它却在已知的关于恒星和太阳形成的假说下而获得可能，因为在这个假说中，每一颗恒星，就像太阳一样，最初是由大量的气体所环罩，自然地就将相同的影响归因于这种大气层，并假设在大气层的塌缩中形成了行星和卫星。

科学中的大量发现归功于类比法，我将引述最引人瞩目的发现之一：大气电的发现，通过将电现象与打雷现象的类比而导致了这个发现。

引导我们寻找真理的最确切的方法在于通过归纳法从现象上升到法则，再将法则付诸实施。法则是将一些特殊现象联系在一起的关系：当起源于力的一般法则为人们所了解时，这个法则或者任何时候都可以被直接的实验所验证，或者经过我们探索它是否与已知的现象相吻合来验证它。如果通过严格的分析发现所有的情形都遵从这个法则，即使在其非常细微的细节中也是如此，如果再进一步，它们各式各样并且数目繁多，那么科学就获得了它可能具有的最高程度的确定性和完美性。这就是由于万有引力的发现而导致天文学中所发生的一切。科学的历史表明发现者们并不总是遵循缓慢而艰辛的归纳进程。（人类的）想象力迫不及待地要得到原因，那么它就乐于构造假说，它经常会歪曲事实以便使之与这种假说相适合，在这种情况下，假说就是危险的。但是，为了发现规律，人们只是把它们作为将一些现象联系在一起的工具，避免将任何真实的属性强加于它们，此时，人们就会通过新的观察不断地修正它们，这样就有可能达到真正的原因，或者至少能够使我们在给定的环境下，从观察到的现象中推断出将会发生什么。

如果我们试图检验所有能够形成的关于现象原因的假说，那么我们就会通过排除的过程得到真理。这种方法已被成功地应用：有时，我们已得到可以很好地解释所有已知事实的几个假说，对此学者们产生分歧，直到决定性的观察揭示出正确的一个。而对于人类心智的历史，饶有趣味的是重温这些假说，去看看它们是怎样成功地解释大量的事实的，以及为了和自然的历史相吻合，是怎样探究它们应当经历的变化的。正是如此，作为天体结构的唯一认识的托勒密体系转化为行星围绕太阳运转的假说，当我们使得均轮和本轮等同于或者平行于太阳的轨道时，托勒密将之描述为年复一年的原因，但他并没有解决均轮和本轮的大小问题。那么，为了将这个假说转化为宇宙的真实系统，就必须在相反的意义上，将太阳的视运动转化为地球的运动。

通过计算，几乎不可能得到由这些方法所获得的结果的概率：这种情形也适合于历史上的事实。然而，所解释的现象以及全部的证言有时也是如此，由于不能够估计概率的值，人们就不能通过推理对其做出任何怀疑。在其他情形下，唯有极其谨慎地接受它们才是明智的。


第十八章　概率演算的历史注记

在一些最简单的赌博中，对于参与者来说，有利事件与不利事件之比长久以来已为人所知。人们根据这些比去决定所下的赌注或赌金的多少。但是，在帕斯卡尔和费马之前，计算这类事情的原理和方法还不为人们所知，没有人能够解决这种复杂的问题。因此，我们必须将概率科学的基本原理归功于这两位伟大的几何学家，这是一个可以将之列入为17世纪增光添彩的杰出事件之中的发现，——这是一个彰显了人类心智最辉煌荣耀的世纪。正如我们已知的那样，他们用不同的方法所解决问题的主要内容是，在参加者之间公平地分配赌注，假设这些参加者的技能是相同的并且同意在赌博结束之前终止。游戏的条件是先赢得一个给定点数的人就赢得这场赌博，点数对每一位参加者来说是不相同的。显然应该按照参加者各自赢得这场赌博的概率的比例进行分配，而这些概率又基于他们每人赢的赌注还缺少的点数。帕斯卡尔的方法非常新颖独特，本质上只是将这个问题的偏微分方程应用于求解参与者们接下来赢输的概率，过程是从最小的点数开始至以后的点数。这个方法只限于两位参加者的情形，费马的方法则基于组合的基础，适用于任意多位参与者的情形。帕斯卡尔最初认为这个方法仅限于两位参与者的情况，就像他自己的方法一样，这就引起了两个人之间的讨论，讨论的结果是帕斯卡尔承认了费马方法的一般性。

惠更斯汇总了已被解决的各种问题，并在一个小册子中增加了一些新的问题，这本题为《论赌博中的推理》的小册子是关于这门学科的最早书籍。从此，许多几何学家着手研究这门学科：一位伟大的法律顾问胡德
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 、荷兰的德·维特
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 ，以及英国的哈雷
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 将概率的演算应用于人类寿命的研究，并最终发表了第一个死亡表。几乎与此同时，雅克比·伯努利向几何学家们提出了各种概率问题，随后他给出了解法。最后他完成了题为《测度术》的杰作，1706年，该书在他逝世后7年问世。与惠更斯的著作相比，该书对于概率科学的探讨更加深入。作者给出了组合与级数的一般理论，并且将该理论应用于关于偶然事件的几个困难问题中。这部著作仍然引人关注之处在于其精确严密和新颖独特的观念，即他将二项式公式应用于这样一类问题中，以及对以下定理的证明：如果无限地增加观察与实验的次数，那么不同性质的事件（数量）之比趋近于它们在其极限区间内的各自概率之比，其极限的区间将随着事件数量的增加而变窄，区间的长度可以小于任何给定的量。这个法则对于由观察获取现象的原因和定律极其有效。伯努利合乎情理地给予他的证明以极大的重要性，他说他对此已经深思熟虑二十年。

从雅克比·伯努利去世到他的著作出版这一段时间，蒙特莫特和德莫弗发表了两篇关于概率演算的论文。蒙特莫特的论文题目为《赌博的风险分析》，它包括了这种演算在各种赌博游戏中的大量应用。作者在第二版中增加了几封信，其中丹尼尔·伯努利给出了几个困难问题的独具匠心的解法。稍晚于蒙特莫特，德莫弗的论文首次发表于1711年的《哲学杂志》（Transactions Philosophiques）上，随后，作者就将之单独出版，在其后的第三版中他成功地改进了它。这部著作主要建立在二项式公式的基础上，其包含的一些问题解法具有最大程度的一般性。然而，它的最引人瞩目的特点是循环级数的理论及其在这个主题中的应用。这个理论是关于常系数线性有限差分方程的积分的，这个积分是德莫弗以一个非常令人满意的方法得到的。

在其著作中，德莫弗又重新讨论了关于由大数次观察所得到的结果的概率的雅克比·伯努利的定理。他并没有满足于展示必然发生的事件之比不断地趋近于它们各自的概率之比，就像伯努利所做的那样。他另外给出了这两个比之差位于给定极限之间的概率一个优美而简单的表述。为此，他求出了一个次数非常高的二项式的展开式的最大项与其所有项之和的比，以及最大项与其临近项之差的双曲对数。

这个最大项就是相当多的因子的乘积，对于它的数字计算是不可能进行的。为了通过收敛逼近得到它，德莫弗使用了斯特林关于高次幂二项式的中项的理论，这是一个引人瞩目的理论，特别是将[image: ]
 （周长与半径之比的平方根）引入一个似乎与这个超越数没有任何关系的展开式中。此外，德莫弗本人深深地为这个结果所吸引，斯特林从周长的表达式中推导出无限个数的乘积的这个公式
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 ，沃利斯也通过一种奇特的分析得到了这个公式，这种分析包含了如此有趣且有效的定积分理论。

许多学者已收集了大量的关于人口、出生、结婚和死亡率的精确数据，其中我们应该提及这些人：Deparcieux，Kersseboom，Wargentin，Dupréde Saint-Maure，Simpson,Sussmilch，Messène，Moheau，Price，Bailey和Duvillard。他们已经给出了有关年金、保险等等方面的一些公式和表格。但是在这个简短的浏览中，我只能够提到这些有益的工作以便使之与起初的思想相吻合。在这些数中，特别要提到的是数学期望与道德期望，以及丹尼尔·伯努利为了分析后者已给出的独特的法则。如此他又一次令人满意地将概率演算应用于接种。尤其应该提及的是在这些最初的思想中从已观察到的事件中得到的对于事件的可能性的直接思考。雅克比·伯努利和德莫弗假设这些可能性是已知的，并寻求未来实验的结果将越来越接近于它们的概率。贝叶斯在1763年的《哲学杂志》上直接寻求由过去的经验所显示的可能性包含在给定的极限之中的概率，他已用一种精致与独特的方法做到了这一点，尽管这种方法有些令人费解。这个问题与原因的概率以及从已观察的事件推导出的未来事件的概率理论紧密相连，若干年后，我注意到那些在被假设为等可能性的偶然事件中可能存在的不等性的影响，借此我解释了这个理论的法则。尽管人们还不知道这些不相等性对哪些简单的事件有利，然而这种无知本身却常常使得复合事件的概率增加。

通过对于分析和概率问题的概括和总结，我得出了偏有限差分的计算，对此，拉格朗日已用一种非常简单的方法处理过，他已将这种方法完美地应用于这类问题中。几乎与此同时，我发表的生成函数的理论包括了这些主题，除此之外，它本身以最大的概括性适用于一些最困难的概率问题。经过极快的收敛逼近，还可以进一步求出包含大量项与因子的函数的一些值，由此可见周长与半径之比的平方根非常频繁地出现于这些值之中，这表明了无数其他的超越数也有可能被引入。

证言、投票、选举人和审议人的集体的决定，以及法庭的判决都已经被划归于概率的演算。如此之多的情感、各种各样的利益和环境使得与这个领域有关的问题更加复杂，以至于它们几乎通常是不可能解决的。但是，对于一些类似于它们的非常简单问题的解决时常可能会为一些困难和重要问题的解决提供一些线索，计算的确定性使得这个程序比那些相当似是而非的推理更好。

概率演算最有趣的应用之一是在观察的结果中必须选出的平均值。许多几何学家已经对这个问题进行了研究，拉格朗日在《都灵学报》发表了一个漂亮的方法，这是一个在观察误差的定律已知时求这些平均值的方法。为了同样的目标，我已给出基于一种独特设计的方法，这种设计可以有效地用于分析学的其他问题中，在函数的冗长计算的整个过程中，如果允许无限地延长，根据问题的性质，这些函数应该是有界的，这一点表明因为这些有界性，最后结果的每一项都应该借助于这些极限而得以修正。我们已经看到每一次观察都给出了一个一次条件方程，这个方程可以这样安排：其所有的项位于方程的左边，方程的右边为零。这些方程的使用是天文表中精确性显著提高的主要原因之一，因为在求它们的元素时，我们已经能够同时进行大量漂亮的观察。当只有一个元素待求时，寇次（CÔtes）已规定那些条件方程应以这样的方式安排：每个方程中这个未知数的系数必须是正的，将所有这些方程相加以形成一个最终方程，从中就可以求出这个未知数的值。寇次的法则已被所有的计算者所遵循，但是，由于并不能够求出几个未知数，所以没有固定的法则来组合这些条件方程以获取所需的最终的方程：但是对于每一个未知量必须选择最适于求它的观察。为了消除这一系列的困难，勒让德和高斯想到一个方法：将条件方程左边的平方相加，将其中的每一个未知量当作变量，使得这个和达到最小值，以这种方式就可以直接获得与未知量的个数一样多的最终方程。但是，从这些方程所求得的值是否比用其他方法所得到的值要更加优越呢？这个问题单单由概率的计算就可以给出答案。因此，我将其应用于这个课题中，并通过精密的分析而得到了一个包括前述方法的法则，这进一步增加了根据常规步骤获取（未知）量的优越性，这种优越性将由给出最显著证据的所有观察以及将令人担忧的误差降低到最低的可能的求值而显现出来。

然而，我们只是具有了所得结果的不完善的知识，既然易受其影响的误差的定律还是未知的，我们就必须将确定这些误差位于给定的极限之间的概率，这实际上就是求出我称之为结果的权重的东西。为此，分析学给出了一些一般和简单的公式。我已将这种分析应用到大地观测的一些结果中。一般的问题在于求出一个或多个非常大量的观测误差的线性函数的值包含在任意极限之内的概率。

观测误差可能性的定律将一个常数引入这些概率的表达式中，这个常数有赖于关于这个通常未知的定律的知识。幸运的是这个常数可以从观察中得到。

在对天文元素的探测中，要求出每次观测与计算结果之差的平方之和。由于等可能的误差与这个和的平方根成正比，那么，通过比较那些平方数，就可以估计同一个星体的各种数表的相对精确性。在测地学的运算中，那些平方被每个三角形的三个角之和的平方的误差所代替。对于这些误差的平方进行比较将使我们能够判断用来测量角度的仪器的相对精确性。通过这个比较可以看到在测地学中经纬仪度盘的优势超过了被它替代的仪器的优势。

通常在观察中存在误差的原因有许多：而天体的位置是由经线望远镜和仪度盘求出的，两者都易出现误差，其出现误差的概率定律不可以假设为是相同的，从它们的位置推演出来的一些量会受到这些误差的影响。用来求出这些量的条件方程包括了每个仪器的误差，它们有不同的系数。应该将最优的因数系统分别乘以这些方程，因此，通过将这些积进行组合，就可以获得与所要求解的量一样多的最终方程，这个最优的因数系统就不再是每个条件方程中那些（未知）元素的系数系统。无论可能有多少误差的原因，我所用的分析学可以非常容易地导出能够给出最优结果的因数系统，或者说在这些结果中相同的误差比在其他任何系统中出现的可能性小。同样的分析方法也会导致这些结果的误差概率的定律。这些公式包含了与误差的原因同样多的未知常数，它们（这些常数）取决于这些误差的概率定律。已经看到，在单一原因的情况下，这个常数可以通过以下方式求出：当用所发现的值替代（未知）量时，构成每一条件方程的残差的平方之和。一般地，用类似的过程给出这些常数的值，无论常数的个数有多少，这种方法使概率演算在观察结果中的应用得以完善。

在这里，我应当作一个重要的解释。对于我刚才谈到的常数的值，观察所造成的微弱的不确定性，当观察的次数不是非常大时，也会引起用这种分析所求得概率的细微的不确定性。但是，几乎足以总是知道观察结果中的误差被包含在很狭小的范围的概率是否非常接近于1；如果并非此种情形（这个概率不接近于1）时，为了获取一个概率使其满足不再对有关结果的正确性存有合理的疑问，也足可以使人们知道还需要再进行多少次观察。概率的分析公式完美地满足了这个要求，在这一方面，它们可以被视为建立在总体观察基础上的易谬科学的必要补充。在解决自然和道德科学中的大量问题时它们同样是不可缺少的。现象的规则原因最常见的情况是或者不为人所知，或者是因为太复杂而难以划归为计算，更通常的情况是它们的作用经常受到意外的和不规则原因的打扰：但是它通常会在由所有这些原因所导致的事件上留下印迹，并且它也会引起一些调整，这些调整只有经过大量的观察才能确定。概率的分析解释了这些调整：它确定这些原因的概率，并且表明了不断增加这个概率的方法。所以在影响大气的不规则的原因当中，太阳温度从白天到黑夜、从冬天到夏天的周期性变化在这个巨大的流体团的压力中以及相应的气压计高度中就导致了每日和每年的振荡，大量的气压观察已揭示了前者的概率至少等于我们当作是确定的事实的概率。一系列的历史事件再次向我们显示，在每天以各种方式影响社会的激情和各种利益中，伟大的伦理法则的恒定作用。值得注意的是，一门起源于机遇性游戏的科学，其本身应该被提升到最重要的人类知识领域之列。

我在《概率的分析理论》中收集了所有这些方法，其中我尝试用最一般的方式阐述概率演算的原理和分析，同样也论述了这种演算提供的最有趣和最困难的问题的解法。

综上所述，概率理论归根结底就是将常识划归为计算；它使我们能够精确地估计思维健全的人们通过某种本能感受到，但又总是不能说出这种精确性的原因。它没有为观点的选择和立场的接受留下任何的随意性，通过它的应用总是能够决出最有利的选择。因此，它最好地弥补了人类的无知与弱点。如果我们想一想这个理论所产生的分析方法；作为基础而起作用的法则的真理性；它们所致力于问题解决中所需要的精密和细致的逻辑；基于其上的公用事业的建立；通过应用于自然科学和道德科学最重要的问题它已经获得的扩展以及即将获得的扩展；如果我们再想一想甚至那些不能化归于计算的事情，它在我们的判断中给出最有把握的暗示，它教会我们避免经常误导我们的谬误；然后，我们将会看到没有一门学科比它更值得我们思考，也没有一个比它有用的学科更值得纳入到我们的公共教育系统中。



注释


[192]
 胡德（Johann Hudde，1628—1704），荷兰数学家，范斯柯登（van Schooten）的学生。


[193]
 德·维特（Johan de Witt,1625—1672），荷兰数学家。


[194]
 埃德蒙·哈雷（Edmond Halley,1656—1742），英国天文学家、数学家。


[195]
 现在，[image: ]
 被称为斯特林-德莫弗公式。
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