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内 容 简 介


本书介绍什么是数值模拟技术，以及数值模拟技术如何与工程科学相结合，解决实际的工程问题。

本书从数理方程的基本知识出发，介绍各种经典数理方程以及应用，进而介绍目前应用最广泛的矢量有限元数值方法。接下来结合具体的工程问题从单物理场仿真、多物理场弱耦合仿真和多物理场强耦合仿真三个方面，解释实际问题如何抽象归结为合理的数学模型。读者可以系统地理清工程物理的仿真思路，理解并习惯用工程物理仿真，也就是物理理论与工程实践相结合的思维方式去看待问题。

本书面向广大工程师，深入浅出地讲解有限元法及工程问题的多物理场仿真技术。全书涉及实际工程问题的方方面面，包括声学、结构力学、流体力学、热量传递、质量运移、电磁场计算、化学反应工程分析等，是真正的多物理数值仿真的入门指导书。作者希望通过本书，能让读者理解数值仿真技术的真谛，以及这些理论知识应该如何与实际相结合。
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多物理场仿真——科研创新的新契机

如果纵览整个物理学发展史，不难发现物理学的发展就是数学方法的发展，物理问题的研究一直和数学密切相关。作为近代物理学始点的牛顿力学中，质点和刚体的运动用常微分方程来刻画。在18世纪中期，牛顿力学的基础开始由变分原理所刻画，这又促进了变分法的发展。变分法的发展成熟，对自18世纪以来的物理学有着深刻的影响，在连续介质力学、传热学和电磁场理论中，人们归结出许多偏微分方程，今天我们把它们通称为数学物理方程（也包括有物理意义的积分方程、微分方程和常微分方程），并且成为数学物理的主要内容。此后，为了满足等离子体物理、固体物理、非线性光学、空间技术、核技术等方面的需要，又有许多新的偏微分方程问题出现，例如孤子波、间断解、分歧解、反问题，等等。它们使数学物理方程的内容进一步丰富起来。

不管你是否意识到，数学方法的发展正在改变着我们认识这个世界的方式。一直以来，我们习惯把自然界的各种现象划分清晰的学科领域来进行研究。这种思维方式的形成很大程度上是由于人类研究物理现象的手段仍然十分有限。要借助有限的数学方法对自然界的各种现象进行研究，简化是必要的，这就是“单物理场”分析的思路。比如我们在连续介质力学计算中可以使用Navier-Stokes方程，解决大部分的流体问题；借助对流扩散方程，解决物质运动或者热量传递；借助麦克斯韦方程组，解决电磁场的问题。是的，我们用“简化”，建立了单物理场的认识体系。然而自然界本身，客观上是以极其复杂的状态存在的——各种物理过程相互影响，错综复杂。在数学方法不够发达的时代，我们没有办法综合考虑这些复杂过程；今天数学方法已经极为丰富，于是人们已经可以联立偏微分方程组，从多物理场的角度重新认识这个世界。

例如，今天我们都已知道流体的流动会导致热量的传递。流体的流动路径对热量传递有很大影响，动量传递会影响到能量传递。从简化的角度，我们可以先解决流体问题，然后预测流体中的热量传递，这就是所谓的单向耦合，一个物理场单向影响另一个物理场，而不受到反向影响。然而，如果流体的密度和粘度依赖于温度而变化，就必须同时求解热量传递和动量传递，这些物理过程相互影响，使得方程变成双向耦合的偏微分方程组，这种耦合也称为强耦合。流固耦合问题是另一种强耦合的例子。例如，人体心脏瓣膜是一种弹性体，流体的压力会导致瓣膜的运动，而反过来瓣膜也会改变血液流动的区域。在气动弹性力学领域，飞机机翼由于受到气流压力的波动而开始振荡，而机翼的振荡又会导致周围气流的周期性压力波动。

再比如电磁场分析。单物理场分析，欧姆定律使用电压和电阻来定义电流。然而超导现象使人们认识到传统认识的局限，转而用磁场定义电流。今天，电磁相互依存早已成为共识。实际的情况往往更复杂。例如半导体仿真考虑载流子在电场作用下的对流扩散，同时产生焦耳热。热膨胀导致的形变会对扩散过程产生影响。实际上，材料的电导率、热导率、扩散率等特性通常也都具有热敏性。众多因素综合起来，半导体分析也表现为典型的多物理场强耦合问题。更比如磁流体、电流体、光化学反应、电化学反应、等离子体、地球科学，如此种种，不一而足。

这些多物理场强耦合问题的出现，说明我们正以一种更为深刻、更为贴近自然本质的方式，在重新认识这个世界。在牛顿和爱因斯坦把经典物理学的大厦描绘得无比辉煌的20世纪30年代，人们觉得物理学的所有基本问题都已解决，物理学不会再有大的发展了。但量子力学的诞生给我们打开的不只是一扇窗，而是一次革命。我们今天所经历的多物理场分析，也是重新认识这个世界的一次革命，我们正在经历又一个科研创新的大发展。

回顾物理学发展的最近这一百年，科研创新最为活跃的是1930年以后的这几十年。而量子力学带来的大发展之后，交叉学科的兴起则是目前最为耀眼的创新增长点。交叉学科，或者说跨学科研究，正是人类改变科研思维方式的体现，我们不再愿意受到学科领域的局限，转而采用多物理场的视角重新认识、重新发现。

化学与物理交叉而成的物理化学或化学物理学（Physical Chemistry），研究化学热力学、催化、胶体与界面化学、光化学、电化学、有机固体、理论化学与化学信息学等等；生物与化学融合而成的生物化学或化学生物学（Biochemistry），利用化学合成中的方法来解答生物化学所发现的问题；物理与生物交叉而成的生物物理学（Biophysics），研究生物的物理特性，诸如光谱、成像、生物能、细胞、神经和信号传导、生物信息和生物统计等；化学、生物、医学、计算机、电子、物理、力学相互交叉融合而成生物医学工程（Biomedical Engineering），研究生物信息学、医学图像、图像处理、生物信号处理、生物力学、生物材料、系统分析、假体、医疗设备、诊断设备、成像设备、医用药品等等。今天在美国的Science杂志和英国的Nature杂志上面，几乎所有的论文都来自这些交叉学科，在美国，这样的专业在加州大学伯克利分校、伊利诺伊州香槟分校、加州理工学院、麻省理工学院、斯坦福、威斯康辛州麦迪逊分校、加州大学洛杉矶分校、加州大学圣地亚哥分校、宾夕法尼亚州立大学、约翰·霍普金斯大学等等著名院校都异常火爆。如果你再翻看近年来美国科学院、美国工程院的院士增选，翻看近年来诺贝尔物理学奖、化学奖、医学奖的得奖名单，更会惊叹交叉学科的魅力。

我们正在经历新一轮的物理学大发展，我们正在重新认识这个世界——用多物理场的方式。更激动人心的是，全球范围内交叉学科的兴起只是最近30年的事；如果局限在国内，那是最近15年的事。我们今天的科研环境充满了机会！

机会也意味着挑战！

多物理场研究的复杂使得数值分析从来没有像今天这样重要。当科技发展把我们带到多物理场研究的轨道上来，传统的基于观察与实验的研究方法构建于简化与单物理场分析的思维基础上，已经无法应对复杂的多物理场相互作用。越来越多的人发现获得实验结果有时并不困难，给出令人信服的理论解释才是真正的挑战。不论是科学研究还是产品开发，实验研究与仿真技术的结合已经是大势所趋，而且数值仿真正在发挥越来越重要的作用。

本书是一本优秀的多物理场仿真技术入门读物，带领我们回顾了数理方程的基本理论的发展历程，并且对有限元求解方法的理论和实践做了深入浅出的讲解。以这些理论知识为主线，本书以COMSOL Multiphysics仿真软件为平台，把单物理场仿真、多物理场弱耦合仿真和间接耦合分析方法、多物理场强耦合仿真和全耦合分析方法串连起来，揭示了这些仿真技术的本质和关键要点。这是一本入门级的教科书的读物，对希望了解、理解、掌握多物理场仿真技术的读者来说，它可以把零散的概念和片段式理解串联起来，形成系统化的多物理场仿真知识体系，值得一读。
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第1章

数理方程简述

光、电、热、力等各种各样的物理现象围绕着我们，与我们的日常生活息息相关。从古时候起，人类就开始尝试理解世界，并提出多种理论来解释这个世界，最终促进了物理这门科学的产生和发展。在经历了物理学萌芽时期、经典物理学时期以及现代物理学时期的三个阶段发展后，大量物理学科成果应用于实践，有力地推动着科学技术革命的发展。物理学科的每次跨越式发展，均促进了生产力的跨越式发展。

数学，同样是一门历史久远的学科，它主要研究数量、结构、变化以及空间模型等概念相关的问题。发展至今，数学已被广泛应用于各种领域，包括科学、工程、医学和经济学等，同样也是新的科学技术革命的基石。

数学和物理学的发展一直是密不可分的，许多数学理论基于物理问题发展起来，而很多数学方法和工具，通常也只有在物理学中才能够得到实际应用。由此产生的综合性学科，就是我们通常所说的数学物理方法。数学物理是数学和物理学的交叉领域，通过应用特定的数学方法来研究物理学的问题，这种以研究物理问题为目标的数学理论和数学方法就被称为数学物理方法。

数学物理方法的本质是通过数学方法描述物理现象，研究其数学解法，然后根据数学解答来诠释物理现象。例如，日常生活中的温度变化，我们可以用一个变量T
 来描述温度，用一个传热方程来描述能量的传递过程，通过求解得到T
 的数值就可以了解温度随时间和空间的变化，掌握温度变化规律；在歌剧院中，我们用变量声压p
 来描述声音的大小，利用声压方程描述声音传播过程，通过计算得到p
 的分布，研究每个位置上声音的大小，分析出最佳的观赏位置；在家用电器中的电路板上，可以通过联立麦克斯韦方程（描述电磁场）、热传导方程（描述温度）和弹性力学方程（描述力学）来进行电-热-结构耦合计算分析，判断合适的工作电压、散热条件以及失效条件和寿命，并根据结果设计出更优的电路和电器。

用来描述物理场的数学方程被叫做数学物理方程，简称数理方程，即在物理学、力学、工程技术等问题中，经过合理简化后建立的数学方程，可以用来反映客观世界物理量分布或变化的偏微分方程，有时也包括积分方程和某些常微分方程。因此我们常常把偏微分方程看做是数理方程的代名词，见参考文献［1］，［2］，［3］。

既然绝大多数物理问题都可以归结为对应的数学问题，那么科学的很大部分研究就在于求解这些数学物理方程。近年来，随着电子计算机技术的发展，“数值计算”或者说“计算物理”在很大程度上替代了传统的解析算法，成为科学研究的重要工具，甚至这种解决问题的方法逐渐被化学、经济学等非物理领域的专家及学者所接受，成为产生新思想、新对象、新问题以及新方法的一个重要源泉。

自20世纪50年代起，有限元方法首先在连续介质力学中得到应用，随后很快就广泛地应用于求解热、电磁、流体力学等各种数理方程中。有限元方法的基本思路是将微分方程离散化，通过采用适当的方法，将微分方程近似转化为代数方程组，从而可以使用标准的数值计算方法来求解。

基于有限元方法求解工程设计问题的计算软件COMSOL Multiphysics之所以在其商业化20年左右时间里能得到广泛应用的根本原因就在于它是植根于数学物理方法，直面数学物理方程，从最底层的理论出发，揭示物理现象的本质，始终灵活地面对不断发展的前沿科学，适应千变万化的实际应用背景，让数值计算方法面对不断深入的各类研究处变不惊。

本章是全书的基础，但限于篇幅和主题，我们只能介绍最基本的数理方程概念，以及一些基本的求解方法。在这里我们建议所有读者，尤其是偏重理工科研究的读者，通过各种渠道了解与本专业相关的数学物理方法。请记住，即便是不从事数值计算工作，数理方程也是所有理工科研究的基础，它将让你深入了解物理现象背后的本质。


 1.1　数理方程


 1.1.1　什么是数理方程

在很多经典物理问题中，一个自变量的函数就足够说明问题。例如，当我们计算一个物体在水中受到的浮力时，往往只需要知道它的体积，以及它和水的密度就可以通过浮力方程计算出来了。类似这种属于物质的本质属性的物理量，用数值就可以描述清楚，我们将这种数值称为标量。然而随着科学技术日新月异的发展过程，许多问题用一个自变量的函数来描述已经满足不了我们的要求，越来越多的问题涉及各种层面的影响，需要用多个变量的函数来描述。例如，当我们给一个飘浮在水中的物体加热时，由于温度会随着与热源的距离而产生差异，其结果就是密度也会出现差异，这时候来计算浮力，就需要在浮力方程中引入与空间相关的自变量。此外，从物理学的角度来分析，浮力是具有方向性的。类似于这种同时具有数值和空间（方向）的描述，我们通常称为矢量。

当使用压强来描述作用在某个单位截面上的力时，实际上隐含了前提条件：力的方向在该截面的法向上，因此这种说法只适用于无粘性的流体和气体，即具有各向同性。当应用于粘性流体和固体时，这个力的方向就不一定正好在截面的法向上。在这种情况下，完整意义的压强概念就需要同时用9个标量才能表达，即二阶的“压强张量”。依此类推，我们引入各种张量来表征不同的物理场，而且并不仅仅局限于二阶，还有更高的四阶、六阶等张量变量的描述。

那么怎样才能通过描述这些物理量来分析真实的物理世界呢？感谢数学家们的努力，有了微（积）分这样一个得心应手的工具。微分是指对函数的局部变化率的一种线性描述，通俗点说，就是描述函数值随着自变量遇到微小变化时产生的相应变化，例如，通过微分求曲线的斜率就是其中一种比较典型的应用。积分与微分互为逆运算，当我们知道了一个函数的导函数时，反求其原函数的过程，就称为积分。积分被大量应用于求和。

利用微分这个工具来对描述真实世界的变量进行数学描述，就得到微分方程。通过求解微分方程，就可以准确地描述我们所面对的大部分物理现象。如果在一个微分方程中只含有一个自变量及其微分项，通常叫做常微分方程，有时候也简称为微分方程（Ordinary Differential Equation，ODE）；如果在一个微分方程中出现了多元函数的偏导数，那么这种微分方程就被称为偏微分方程（Partial Differential Equation，PDE）；将多个偏微分方程通过相互调用变量的关系耦合在一起，就被称为偏微分方程组，对偏微分方程组的联立求解，就实现了多物理场的求解。

以常见的温度分布问题为例，通常这也被称为传热问题，我们研究对象系统中的能量（热量）分布及变化，其中一种最常见的现象是热量从温度高的地方向温度低的地方传递，即我们常常提到的一种热量传递方式：热传导。从数学的角度来研究这种物理现象，可以从研究对象中取一个体积微元（如图1.1所示）。
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图1.1　体积微元中的热量传递示意图

按照能量守恒定律，在微元内无热源的情况下，流入体积元和流出体积元的能量必须相等。首先，让我们来看一下在y
 方向上，通过微分的方法可以描述从上表面流入的热量为Q
 （y
 ）和从下表面流入的热量Q
 （y
 ）+dQ
 。注意，热量流量的正负号表示实际的热量流动方向。从物理意义上来描述，其中的dQ
 ，可以看做是上下表面温度差值[image: ]
 与热传导系数k
 的函数，即[image: ]
 。

值得注意的是，在x
 、y
 、z
 这三个方向上，都可以用这种关系来描述。因此，接下来可以利用散度公式描述在这个体积微元中的能量守恒关系，得到了描述无源状态下基本稳态传热方程的方程式（1.1）

[image: ]


这个方程实际上就是著名的Laplace方程，其中T
 表示温度，k
 表示热传导系数，[image: ]
 是Hamilton算子，用于计算梯度，其中的点乘运算则用来计算散度。在方程的右端为0，表示无源项。

事实上，这种数学物理方程建立、推导分析方法被广泛应用于各种物理领域中，也就是所谓的“微元法”。例如很多人关心的流动问题，同样可以从连续流体介质中取出这样一个体积微元，这个体积微元必须遵循物质守恒定律、动量守恒定律和能量守恒定律。经过方程推导，最终会得到描述流动的Navier-Stokes方程，见参考文献［4］。具体推导过程本书不做详细讨论，请有兴趣的读者自行查阅相关书籍。

让我们再看另一个比较典型的问题——弦振动。弦是一种又细又长的弹性物质，如小提琴、二胡等所用的弦。当我们进行演奏时，首先需要将弦绷紧，使它具有较大的张力。然后用弓在弦上拉动，与弦产生接触和运动，使接触的这一段弦开始振动。由于弦处于张紧的状态，因此这一段振动会传播到整根弦上，使整根弦发生振动，从而产生我们听到的优美的音乐。

那么，怎样来描述这个过程？首先，让我们将这根张紧的弦看做是一根直线，把它当做x
 轴来对待。然后，定义一个横向位移自变量为u
 ，它是一个与位置（坐标）和时间相关的量，用u
 （x
 ，t
 ）来表示弦上横坐标x
 的点在时刻t
 的横向位移量。按照牛顿第二定律，弦上每个质点都必须满足方程式（1.2）
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值得注意的是，弦并不仅仅只有一个质点，因此上面这个适用于单个质点的方程并不能够很好地描述弦振动。然而，如果采用微（积）分的观点来分析，将弦两端固定，然后将它细分成N
 个极小的微线段，每一个微线段简化地看做是一个质点，每个质点都满足牛顿第二定律，每两个质点之间相当于用长度为h
 的弹簧相互连接，弹簧刚度Hookean系数为k
 ，如图1.2所示。
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图1.2　弦的剖分示意图

根据分析力学中的达朗贝尔原理（d'Alembert principle），在一个物理系统中，所有惯性力或外力经过符合约束条件的虚位移，所做虚功的总和为零。因此位于x
 +h
 处的质点，应该满足运动方程式（1.3）
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这根弦的总质量可以表达为M
 ＝Nm
 ，并且定义弦的总体弹簧刚度K
 ＝k
 /N
 ，方程（1.3）就可以改写成方程式（1.4）
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最后再根据极限的概念，即将弦划分成无穷多个质点，[image: ]
 或者[image: ]
 ，就得到一个基本的弦振动方程式（或波动方程式）（1.5）
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其中的[image: ]
 相当于弦振动时的波速。

总之，微（积）分方法是一门研究变化的科学，适合于建立数学物理方程，在科学、经济学和工程等各种领域都得到了广泛的应用。


 1.1.2　发展历程

17世纪微积分的创立和发展，使人们掌握了探索大自然奥秘的一个强有力的工具。但是直到1740年以后，才从弹性物体的变形和流体的运动等物理问题的研究，导致偏微分方程的诞生，而且从它的诞生开始就和其他学科紧密相关联。

在力学中，由牛顿的引力理论产生了引力势的概念，它满足拉普拉斯方程或泊松方程。在连续介质力学中，从质量、动量、能量守恒原理出发，导出了流体力学中的Navier-Stokes方程组（有粘性）和欧拉方程组（无粘性），弹性力学中的圣维南方程组（de Saint-Venant system of equations）等。在物理学中波的传播由波动方程描述，传热和扩散的现象则归结为热传导方程。这些都是古典的偏微分方程。值得注意的是，往往同一个偏微分方程可以描述很多种性质上很不相同的物理现象。

微积分方程这门学科产生于18世纪，欧拉在著作中最早提出了弦振动的二阶方程，随后不久，法国数学家达朗贝尔也在其著作《论动力学》中提出了特殊的偏微分方程。1746年，达朗贝尔在论文《张紧的弦振动时形成的曲线的研究》中提议证明无穷多种和正弦曲线不同的曲线是振动的模式，从而开创了偏微分方程这门学科。

偏微分方程得到迅速发展是在19世纪，数学物理问题的研究开始繁荣，许多数学家都对数学物理问题的解决做出了贡献。值得一提的是法国数学家傅里叶，在从事热流动的研究中写出了《热的解析理论》一书，该书提出三维空间的热方程也是一类偏微分方程。这对偏微分方程的研究产生了很大的影响。

实际物理现象有时会复杂得多，例如考虑带电流体在磁场中运动时，就有电磁流体力学方程组，它是麦克斯韦方程和流体力学方程的耦合；又如化学反应和扩散相耦合，就有反应扩散方程，它是化学反应方程和扩散方程的耦合；诸如此类的还有其他各种耦合方程（组）。

对于偏微分方程，需要求出各种典型问题的解，通过和实验结果的对照来检验相应的物理理论。求解偏微分方程，会使人们对相应的自然现象有更深的认识，并能预见新的现象，在工程设计中，它能向人们提供必要的数据和指导性意见，使工程建设有坚实可靠的基础。

随着物理学的进步，必将出现更多的偏微分方程，而且其应用范围也会远远超过传统的力学、天文学、物理学等领域，例如经济学、社会科学、化学、生命科学等，都已经在不同程度上应用偏微分方程来解决所遇到的问题。


 1.1.3　基本形式

前面通过几个简单的例子向大家说明了什么是数学物理，以及数学物理方程的概念和常用的推导方法，从中可以看到，对于多彩多姿的真实客观世界，我们可以想方设法地采用各种各样的偏微分方程来描述相关的物理现象。例如我们耳熟能详的传热方程可用来描述热现象，波动方程可用来描述声音传播、电磁波传播现象，Navier-Stokes（简称NS）方程可用来描述流动现象，等等。

总地来看，目前我们应用得比较广泛的数理方程，一般都是二阶偏微分方程，而且二阶偏微分方程形式，是各类更高阶偏微分方程的基本形态，因为高阶偏微分方程都可推导为某种二阶偏微分形式（在1.1.3节2中举例说明）。而在这其中的绝大多数，最终都可以演化（或退化）到（1.6）这样最基本的方程式
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方程式（1.6），我们称之为二阶系数型偏微分方程。方程中的各项都具有一定的物理含义。其中：

●　与时间偏导相关的两项被归类于质量项，或者称为惯性项，两个系数大小[image: ]
 和[image: ]
 主要用来表征因变量在时间上的惯性。

●　[image: ]
 表示因变量在一个体积微元中的关系式，其中系数c
 称为扩散项系数，表示因变量在微元内空间中的扩散特性。[image: ]
 是一个对流项，其中的[image: ]
 称为守恒通量对流系数，表示在指定体积微元中变量的守恒关系。[image: ]
 表示守恒通量源，是体积微元中的源项。

●　[image: ]
 是一个对流项，常用来描述外场对因变量的影响，其中β
 是对流系数，例如，如果定义β
 为流场的速度，这一项就表示流场对当前因变量u
 的影响。

●　au
 是一个吸收项，其中的a
 是吸收系数。

●　f
 是一个源项，表示在整个场中因变量的源（供给）或沉（消耗）。

现在我们有了最基本的二阶偏微分方程形式，知道了其中各项对应的物理意义，如果我们有目的地选择和设定恰当的系数，就可以得到我们常用的各种数学物理模型。

举个例子来说，假如因变量u
 表示温度T
 ，c
 ＝k
 表示热传导系数、f
 ＝0表示无热源，其余各项为零表示无对流等外场作用，就得到了前面我们讨论过的基本热传导方程。如果再假定[image: ]
 表示随时间的变化率，这个方程就变成了一个瞬态的热传导方程。如果令[image: ]
 表示场中存在流动，就得到了一个与流体传热对应的对流传热方程。如果再加上对f
 给出一个定义，就可以在方程中引入热源/沉，例如电热耦合方程中的电磁热源项[image: ]
 ，如方程式（1.7）所示
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再比如，设定[image: ]
 和c为常数，其余各项为零，就得到了前面我们讨论过的波方程。假如变量u
 表示声压p
 ，c
 和[image: ]
 表示介质的密度ρ
 、声音的传播速率c
 等，就是一个声压波方程。如果定义其中的γ
 和f
 ，就可以描述在声场中的单极q
 或偶极声源Q
 ，如方程式（1.8）所示
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如果大家有兴趣，不妨尝试一下，看看如何才能得到自己想要的数理方程。

1．偏微分方程组

更进一步，还可以同时定义多个方程，并定义不同方程的因变量之间相互调用的关系，得到更加复杂的方程组。这样的方程组，常常被用来描述多物理场之间的相互耦合关系，是多物理场耦合仿真的基础。

方程组（1.9）是一个典型的焦耳热方程组，用来描述电场和温度场之间的相互耦合关系
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一般情况下，电场与温度场之间存在密不可分的相互作用，大家经常用的电灯、热得快、电炉等，比比皆是。在电场中，基本的物质属性会随着温度发生变化，使得电场强度发生相应的变化。由于电阻发热效应，在场中产生热源，整个场中的温度分布受到热源强弱的影响，然而这个热源的大小实际上却是随着电磁场的强弱而变化的。在分析这种物理现象时，必须同时考虑两种物理现象的相互作用，缺一不可。

在（1.9）这一组方程组中，电场方程（前三个方程）中的介电常数σ
 是随温度变化的函数，而传热方程（第四个方程）中的热源Q
 则是由前三个方程求解得到的电生热结果。通过定义这四个方程的因变量之间相互调用的关系，就得到了电-热耦合方程组。简言之，电-传热方程之间存在相互耦合，相互影响的关系。

2．高阶偏微分方程

值得一提的是，我们有时候不可避免地会遇到一些高阶偏微分方程描述的物理现象，例如四阶或六阶的相场理论方程，三阶的孤子方程等。对于这样的方程，可以向方程中引入一些中间变量，通过变量代换的方式进行降阶，从一个高阶方程降阶得到一组存在耦合关系的二阶或一阶偏微分方程组，减少高阶偏微分方程的求解难度。

例如，对于如方程式（1.10）所示的一个一维KdV方程，它常常被用来描述孤子的运动
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当引入一个中间变量ν
 后，就可以得到如方程组（1.11）所示的耦合方程组
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 1.1.4　基本概念

1．常用表示方法

通常为了更方便地表示偏微分运算符号，常采用这些简写表示
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有时候在一些软件里面，例如COMSOL Multiphysics中，常常会使用方程式（1.13）的简写表示
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在本书中以后的内容中，这几种表示方法都可能会得到使用。

2．方程的阶数

偏微分方程的阶数是指在方程中出现的未知函数的偏导数所具有的最高次数，例如前面章节中出现的偏微分方程，绝大多数都是二阶偏微分方程。

3．线性和非线性方程

如果在一个偏微分方程中的未知函数，以及其各阶导数的系数都是线性的，即这些系数都是一次表达式，只依赖于自变量而变化，这种方程就称为线性偏微分方程；相反，如果这些系数依赖于因变量则称为非线性偏微分方程。例如，方程式（1.14）是一个线性偏微分方程
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方程式（1.15）则是一个非线性偏微分方程
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4．齐次和非齐次方程

如果一个偏微分方程中的自由项为零，即不含未知函数及其导数的项时，称它为齐次偏微分方程，否则就称为非齐次偏微分方程。这个分类其实就是指在偏微分方程中是否具有源项。

例如，偏微分方程式（1.14）和（1.15）中的f
 （x
 ，y
 ）就是自由项，或者源项，如果它为零，上述两个方程式就是齐次偏微分方程，例如

[image: ]


如果它不为零，这两个式子就是非齐次偏微分方程，即
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5．方程的类型

在谈到偏微分方程时，经常会听到有人讨论椭圆型或抛物型等，这是因为各种偏微分方程的定解和性态方程等都存在很大差异，为了便于讨论，常常将它们分为以下三类：椭圆型、抛物型和双曲型偏微分方程。将常见的二阶线性偏微分方程进行分类，有助于理解物理规律。

上一节中，我们已经知道各种常见的二阶线性偏微分方程可以写成一种基本形式，如果不考虑其中的时间项，可以得到一个如方程式（1.18）所示的二阶偏微分方程，这种形式有时候也称为标准形式或典型形式
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经过数学变换，可以得到这个标准二阶偏微分方程的一个特征方程式
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此方程的积分曲线称为特征线。接下来就可以采用与解析几何中一元二次方程的分类方法（双曲线、抛物线或椭圆）相类似的方法，根据求定解的充分必要条件，定义判据
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则可以将二阶线性偏微分方程分成以下三种基本类型。

1．如果[image: ]
 ，方程的特征曲线有两族不相同的实特征线，称为双曲型偏微分方程，典型代表有常系数齐次波动方程，对应的标准形式为[image: ]
 或[image: ]
 。

2．如果[image: ]
 ，方程的特征曲线只有一族实特征线，称为抛物线型偏微分方程，典型代表有热传导方程，对应的标准形式为[image: ]
 。

3．如果[image: ]
 ，此时不存在实特征线，称为椭圆型偏微分方程，典型代表有拉普拉斯方程，对应的标准形式为[image: ]
 。

其中H
 为[image: ]
 等的函数。

其他更高阶次的偏微分方程，可采用类似的方法来区分成这三种类型。

这三类偏微分方程，描述了物理与工程技术中不同的自然现象，不仅在偏导数项系数的代数方面存在较明显的差异，而且在得到定解时所需条件也存在本质的区别。


 1.1.5　经典偏微分方程

前面已经讲过了，许多物理的基本规律都可以用偏微分方程进行数学描述，从历史发展来看，有三类比较基本的经典偏微分方程：波动方程、热传导方程以及拉普拉斯方程。

1．波动方程

（1）波动方程（Wave Equation）

波是一种物质运动的重要形式，广泛存在于自然界中，它是物理量的振动或扰动在空间中逐点传递时形成的一种运动，例如无线电波、微波等由于电磁场振动产生的电磁波，机械振动产生的机械波，自旋磁矩由于扰动在铁磁体中产生的自旋波等。虽然传播的物理量和介质各式各样，但其本质类似，都具有典型的时间和空间周期性，可以用相同的数学方法来描述，即波动方程。

波动方程，又称波方程，主要用来描述自然界中的各种波动现象，包括横波、纵波和球面波，例如声波、光波、水波和地震波等，常见于声学、电磁学和流体力学等领域。波动方程是一种典型的双曲型偏微分方程，前面讨论过的弦振动方程就是一个波动方程。

最简化的波动方程可以表示为位置与时间的标量函数，描述各点偏离平衡位置的距离，满足
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通常情况下，方程式（1.21）中的系数c
 是一个常数，表示波的传播速率。例如对于声波，通常是声音的传播速率，对于光波，则是光速等。

在研究实际问题时，波速往往是随着波的频率发生变化的量，例如研究色散问题的非线性光学波动方程式（1.22）
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此外，在实际情况中，传播介质也有可能是各向异性材料，或者分布不均匀材料等，方程形式还可以进行相应的修改。

（2）亥姆霍兹方程（Helmholtz Equation）

亥姆霍兹方程，是一个用来描述电磁波传播的偏微分方程，以德国物理学家亥姆霍兹而命名，常见于同时涉及空间和时间依赖性的物理问题的研究，例如电磁辐射、地震、声学等。

将前面提到的波动方程进行变量分离[image: ]
 ，可以得到两个微分方程式

[image: ]


[image: ]


其中k
 是分离常数波数，A
 是振幅。方程式（1.23）就是空间变量x
 的亥姆霍兹方程，其中不包含时间项，是一个典型的椭圆型方程；方程式（1.24）是一个二阶时间常微分方程。经常可以使用拉普拉斯变换或傅里叶变换等积分变换，将双曲型偏微分方程转换为亥姆霍兹方程形式。

（3）薛定谔方程（Schrödinger Equation）

薛定谔方程，是由奥地利物理学家薛定谔提出的量子力学中的一个基本方程，用于描述量子力学中的波函数的运动，被人们认为是量子力学的奠基理论之一。就好像牛顿定律在经典力学的地位、薛定谔方程在量子力学里占有中心的地位一样。

薛定谔方程主要分为含时薛定谔方程与不含时薛定谔方程。其中，含时薛定谔方程依赖于时间，专门用来计算量子系统的波函数随时间的演变。不含时薛定谔方程与时间无关，用来计算一个定态量子系统，对应于某本征能量的本征波函数。这个波函数可以用来计算在量子系统里，某个事件发生的概率幅（又称为量子幅）；而概率幅的绝对值的平方，就是事件发生的概率密度。

薛定谔方程的解答，清楚地描述量子系统里量子尺度的粒子的统计性量子行为。量子尺寸的粒子包括基本粒子，如电子、质子、正电子，等等。

薛定谔方程的基本形式如方程式（1.25）所示
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其中[image: ]
 是量子力学波函数，[image: ]
 就代表对应电子位置的概率密度函数，[image: ]
 是普朗克常数，μ
 是约化质量，V
 是势能，E
 是能量特征值。

2．热传导方程

热传导方程，或称为热方程，是一个用来描述区域内的温度如何随时间和空间变化的偏微分方程。在前文中，我们已经通过“微元法”向大家展示了如何建立一个偏微分方程来描述热传导现象，得到的方程就是热传导方程。

热传导方程是一个典型的抛物线型偏微分方程，其瞬态基本形式如方程式（1.26）所示
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热传导方程的解具有初始温度平滑化的特征，即热量从高温向低温走。换句话说，各种不同的初始状态，最终都可能会趋向同一个稳定的热平衡状态，所以我们很难从已知的结果反解初始状态。

值得一提的是，热传导方程的形式比较简单，描述的又是自然界中最常见的物理现象，因此常用于数理方程、有限元方法或其他一些数值算法的课程作为经典案例讲解。

3．拉普拉斯方程和泊松方程

（1）拉普拉斯方程

拉普拉斯方程（Laplace Equation），又称调和方程或位势方程，这是偏微分方程发展史中最著名的一个方程，该方程以势函数的形式描写了物理对象的性质，由法国数学家拉普拉斯首先提出而得名，常见于电磁学、天文学和流体力学等领域。

基本的拉普拉斯方程形式如方程式（1.27）所示
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因此[image: ]
 也被称为Laplace算子。方程式（1.27）也可以换一种写法
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其中div表示矢量场的散度（得到的结果是标量场），grad表示梯度（得到的结果是矢量场）。

拉普拉斯方程是一个典型的椭圆型偏微分方程，常用于描述扩散等类型的问题，经过简单的变换，可以得到我们常用的数理方程，例如前面分析过的热传导方程等。

（2）泊松方程

如果拉普拉斯方程的右端源项不为零，它就转换成了泊松方程（Poisson Equation），这也是一个常见于静电学、机械工程和理论物理等的偏微分方程，由法国数学家、几何学家和物理学家泊松而得名。

泊松方程也是一个典型的椭圆型偏微分方程，方程式如（1.29）所示
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需要注意的是，拉普拉斯方程和泊松方程中都没有时间项，换句话说，这两个方程所描述的自然现象是稳定场或定常的，与时间无关。


 1.2　定解条件

众所周知，（偏）微分方程描述的是某一类问题的共同规律，因此一般都有无穷多个解，但是具体的物理问题却只是其中的一个唯一解或特定个解。通常情况下，偏微分方程表示的是同一类现象的共同规律，仅仅知道这种共同规律还不足以掌握和了解具体问题的特殊性，各种具体物理现象的特殊性就在于研究对象所处的特定条件，即：初始条件和边界条件，也就是我们所说的定解条件。

以上面所举的弦振动的例子来说，对于同样的弦乐器，如果一种是以薄片拨动弦，另一种是以弓在弦上拉动，那么它们发出的声音是不同的。原因就是由于“拨动”或“拉动”的那个“初始”时刻的振动情况不同（初始条件），因此产生后来的振动情况也就不同。此外，弦振动方程只表示弦上的点的力学规律，对弦的端点就不成立，所以在弦的两端必须给出边界条件。


 1.2.1　初始条件

初始条件描述物理场的初始状态，定义偏微分方程在某些时刻的设定值。在稳态问题中，初始值的定义并不重要，然而，在瞬态或非线性问题中，必须定义正确的初始值。特别是非线性问题，合适的初始值定义可以减少计算的复杂程度。

以前面讨论的热传导问题为例，对于稳定的温度场分析而言，给出一个大致的初始温度T
 就可以完成求解，但是如果是瞬态变化的温度场，则需要准确地给出初始时刻的初始温度T
 ，否则就无法准确描述温度的变化过程。甚至在一些特殊情况下，可能还需要给定初始时刻的温度变化率[image: ]
 。


 1.2.2　边界条件

由于数学物理方程描述物理场在无限空间的问题，但在实际模型中，需要先设定有限的求解区域，边界条件是在求解区域的边界上所求解的变量或其导数随时间和地点的变化规律，有时候也称做约束条件。对于任何问题，都需要给定边界条件。根据边界条件的不同约束类型，常分为第一类、第二类和第三类边界条件。

1．第一类边界条件

又称Dirichlet边界条件，直接描述物理系统边界上待求解的物理量，常用于已知边界条件的确切结果的情形。常常用方程式（1.30）表示
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其中u
 为因变量，h
 和r
 分别为系数。

例如，已知一个温度场的边界温度T
 等于273K，将它描述如：T
 ＝273［K］。

2．第二类边界条件

又称Neumann边界条件，描述物理系统边界上物理量的导数的情况，常用于已知边界条件的某种通量变化的情形。常常用方程式（1.31）表示
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其中
n

 是边界的法向矢量，[image: ]
 和g
 分别为系数，对应于求解域中的偏微分方程。

例如，已知一个温度场的边界是从一个热源吸收热量[image: ]
 ，将这种传导热通量边界描述如[image: ]
 所示。

3．第三类边界条件

又称Robin边界条件，可看做第一类和第二类边界条件的线性加和，描述物理系统边界上物理量与相关导数的线性组合，可表示为方程式（1.32）
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例如，已知一个温度场的边界与环境中的空气进行热交换，环境温度已知为[image: ]
 ，与空气的换热系数为h
 ，并且从外热源吸收热量[image: ]
 ，列出两者线性组合而成的边界条件如方程式（1.33）所示
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 1.2.3　其他定解条件

除了上面这两类最常用的定解条件，有时候可能还会遇到其他的定解条件，例如，衔接条件、周期性条件等。

衔接条件，主要应用于研究不同介质的问题，在这种情况下，数理方程之间可能需要限定在不同介质之间的衔接关系，才能够很好地描述现象，但也可以把这种条件看作是内部边界条件。例如，当研究两个不同物体接触在一起发生热传导时，如果两个物体之间存在热阻抗，就需要定义一个内部热阻边界条件来描述。实际上，在很多数值分析软件中默认定义的求解域内部的连续性边界条件，就是一种被简化了的衔接条件。

有时候，为了计算的简化，常常会把周期性变化的结构简化为单个单元的数理模型，通过定义周期性边界条件，很方便地得到无限大结构的数值分析结果。例如，当研究一组级联在一起的电池堆中的物理现象时，常常依据周期性变化的关系，将它简化为几个电池加上周期性边界条件来描述。


 1.3　常用数值算法

数理方程理论的发展，在很大程度上反映了求解偏微分方程的需要，同时也是研究偏微分方程的强大理论后盾。有少量线性的偏微分方程，经过多年的研究，已经得到了求准确解的方法。通常情况下，求解偏微分方程的定解问题可以先求出通解，然后再利用定解条件确定得到解析形式。常用的方法如分离变量法、积分变换法、复变函数，等等；有时也可以用各种初等函数和超越的特殊函数来表达。这一类方法通称为解析解法，见参考文献［5］。

但这些只限于比较典型的情况，更多的偏微分方程是非线性方程或方程组，尤其是存在耦合关系的多物理场数理方程，其求解方法更为复杂，只有少数问题能够推导得到解析形式的精确解。在实际情况下，很难得到通解形式，通过定解条件确定函数更加困难。对于这种无法通过解析形式求解的定解问题，常用有限差分、有限元法、有限体积法等数值计算方法来进行求解。自20世纪70年代以来，电子计算机得到广泛应用，刺激了各种数值解法的发展。当前使用有限元方法的商业软件已日益广泛地应用于科学和工程研究。这一类方法则通称为数值解法。

本章对其中几种较为常见的解法做一些简单的说明，便于大家理解本书后续章节。


 1.3.1　有限差分法

有限差分法（Finite Difference Method，FDM）是最早采用的计算机数值模拟方法之一，至今仍被人们广泛应用。例如当前被NASA广泛使用的SINDA/FLUINT等软件，就是采用集总参数加有限差分法来实现的。

有限差分法的基本思想是把连续的求解区域用有限个离散点构成的网络代替，这些离散点被称为网格节点。然后以Taylor级数展开等方法，把数理方程中的微分项用差商来近似，积分用数值积分或求和来近似。经过这些近似，就可以用代数方程组来近似地代替所需求解的偏微分方程（组）和定解条件。最后利用插值方法，通过离散的网格节点上的结果得到整个区域上的解。

有限差分法的特点是数学概念直观，表达简单，容易理解和使用。举个简单的例子，如图1.2a所示的一根直杆，左端固定温度为T
 0
 ，右端固定温度为T
 
N

 。
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图1.2a　直杆传热，上图：直杆示意图，下图：离散示意图

前文已经讲述过热传导方程了，所以这里只简要介绍一下它的差分形式。首先，将这根杆离散成N
 段，每段具有对应的材料属性，包括热容、传热系数等，用k
 来表示。

然后将偏微分方程形式进行近似，得到如方程式（1.34）的显式差商形式
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其中i
 表示每段的序号，加上两端是已知的条件，以及初始值，就可以得到定解。从i
 ＝1开始，一个个式子求解下去，直到i
 ＝N
 。最终就可以得到我们想要的结果。

显而易见，离散时采用的数量、离散方法，求解时采用的时间步长等对于解的影响是很剧烈的。为了提高求解精度和速度，还可以采用隐式或其他各种更加先进的差分处理方法。

总地来看，有限差分法比较直观，计算速度相对比较快，易于编程，易于加入并行算法。缺点在于不易处理复杂的求解域，对网格和解的连续性要求比较严格。


 1.3.2　有限元方法

有限元方法，也称为有限单元法（Finite Element Method，FEM）是随着计算机的发展而飞速发展起来的一种数值求解方法，见参考文献［6］。

有限元方法起源于土木工程和航空工程的结构力学分析，最早可以追溯到Alexander Hrennikoff（1941年）和Richard Courant（1942年）的工作。自20世纪50年代开始逐渐得到大规模的应用，现在已经应用于除结构力学以外的其他各种物理、数学、工程领域。这方面的商业软件很多，例如COMSOL Multiphysics、Ansys、Abaqus等，都是采用有限元方法来进行求解的。

有限元方法的基础是变分原理和加权余量法，它的基本思路是把求解域离散成有限个互不重叠的单元，在每个单元内选择一些合适的节点作为插值点，然后把待求的偏微分方程中的因变量改写成依据节点上的值的插值函数组成的线性方程组，即所谓的刚度矩阵，从而可以通过适当的数值方法求解得到所需的解。具体的求解思路和求解步骤，请阅读第2章的内容。

有限元方法适合于处理复杂区域，精度可以根据需要来调节，缺点在于计算量较大，需要较多的计算资源，在并行计算方面也不如有限差分法和有限体积法直观。


 1.3.3　有限体积法

有限体积法（Finite Volume Method），简称为FVM。常用于计算流体力学，例如著名的Fluent、Star-CD等商用CFD软件，都是采用这种算法，见参考文献［7］。

有限体积法的基本思路，是将计算区域离散成为有限个不重复的控制体积，使每个网格节点周围有一个控制体积，假定解在网格点之间存在一定的变化规律，然后把待求解的偏微分方程对每个控制体积进行积分，从而得到一组离散的方程组。

从积分区域的选取方法来看，有限体积法属于加权残值法中的子区域法；从解的近似方法来看，有限体积法属于采用局部近似的离散方法。

有限体积法的基本思路易于理解，并能得到直接的物理解释。其物理意义就在于，因变量在一个有限大小的控制体积中守恒，这一点就如同前面数理方程推导过程中提到的在无限小的体积微元中的守恒原理一样。

就离散方法而言，有限体积法可以看成是有限差分法和有限元方法的中间产物。有限差分方法只考虑网格节点上的值，而不考虑节点之间的变化；有限元方法除了节点上的值，还必须假定节点之间的变化规律；有限体积法虽然只关注节点上的值，但是在进行控制体积上的积分时，需要假定节点之间的变化规律。换言之，有限体积法中，插值函数只用来计算积分，得到离散方程后就可以忘掉。

有限体积法适合于计算流体力学，可以应用于不规则的网格，适于进行并行计算。缺点在于，有限体积法是基于积分方程的思路推导出来的，因此一般情况下，受到积分的精度限制，有限体积法的总体精度最高只能达到二阶；此外，在不规则区域的适应性也较差。


 1.4　用COMSOL Multiphysics求解PDE

通过前面章节的描述，我们了解偏微分方程可以用来诠释物理问题，通过指定初始条件和边界条件，正确地描述出研究对象，接下来要做的就是如何将这些偏微分方程求解出来。值得庆幸的是，我们找到了一种目前最得心应手的工具——COMSOL Multiphysics。COMSOL采用有限元方法进行求解，预置了大量的物理场应用模式，最大特点是进行直接强耦合分析。事实上，这些预置的物理场应用模式就是针对常见的物理现象，设定图形化接口，通过填空的方式，将正确的偏微分方程形式、初始条件以及边界条件输入到程序中，然后程序在后台进行处理和求解，并将结果经过处理图形化地呈现在我们眼前。

除此之外，COMSOL Multiphysics还提供三种自定义偏微分方程应用模式：系数型、广义型和弱解型，其中弱解型还包括求解域和边界模式。当预置的物理场应用模式满足不了需求时，就可以用这些自定义偏微分方程应用模式求解各种二阶偏微分方程。

此外，通过变量代换还可以将高阶偏微分方程降阶为能够求解的二阶方程组，然后用这些基本的应用模式耦合起来后求解。或者还可以将不容易直接求解的方程转换成弱解形式后求解，极大地扩展了用户的应用。

总之，COMSOL Multiphysics提供的三种偏微分方程应用模式，可以灵活地解决各种偏微分方程，三种模式各有特点，系数型最简单，广义型最灵活，弱解型功能最强大。用户可以根据需要进行选择，通过与预置的各种物理场的应用模式相结合，就可以尝试将COMSOL Multiphysics应用于各行各业的研究和设计领域。

图1.3是COMSOL Multiphysics中专门的数学模块中自定义偏微分方程应用模式列表，我们在下面分别予以说明。
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图1.3　COMSOL Multiphysics中PDE接口示意图


 1.4.1　系数型偏微分方程

系数型偏微分方程应用模式，用户可以通过指定如下基本二阶偏微分方程中的各项系数来描述自己的偏微分方程

[image: ]


其中，系数c
 可根据需要定义成标量（各向同性）或张量形式（各向异性）。我们也可以试着用图示的方法从物理学上来解释这个方程。

让我们来看一个简单的泊松方程，假定在一个单位圆内，变量u
 满足下式，

域内：[image: ]


边界：[image: ]


其中δ
 是克罗内克（Kronecker）算子，当位于圆心时值为1，其余位置值为0，用来描述在圆中心的一个点源。我们可以将这个案例看做一个具有点源的扩散问题。

在COMSOL Multiphysics中有多种方法可以求解这个方程，我们现在考虑使用系数型偏微分方程应用模式来求解。首先是选择一个应用模式，绘制一个单位圆，然后进行如图1.4所示的方程系数设定。
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图1.4　自定义PDE设定窗口

如图1.4所示，只需要设定c
 和f
 值为1，da
 的值为0，就可以描述这个典型的泊松方程。图1.5则表示边界条件，只需选择边界序号，然后指定u
 值为0即可。
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图1.5　自定义边界条件设定窗口

接下来就是进行适当的网格剖分后求解，最终可以得到如图1.6所示的结果，其中为了便于分析，通过高度图的方式显示出三维的效果。
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图1.6　点源泊松方程计算结果

大家可以试一试，将自己的偏微分方程，依此类推，通过将系数填入对应的系数编辑框的做法，实现自定义偏微分方程模式的建模。


 1.4.2　广义型偏微分方程

广义型偏微分方程应用模式，是一种简化形式的偏微分方程，用户可以将方程式（1.36）这种形式的偏微分方程设定到COMSOL Multiphysics中

[image: ]


其中，守恒能量项Γ可以进行灵活的定义，将需要求解的PDE修改成与之类似的形式，并填入正确的Γ，即可进行求解。

将上节中提到的泊松方程与方程式（1.36）进行对照，可以发现，与系数型偏微分方程模式相比，存在差异为

[image: ]


因此只须在图形化界面的Γ编辑框中输入表达式（1.37），就可以用这种应用模式来进行求解泊松方程，如图1.6a所示。

[image: ]


图1.6a　自定义广义型PDE设定窗口


 1.4.3　弱解型偏微分方程

弱解型偏微分方程允许用户将自己推导得到的弱解形式书写进COMSOL Multiphysics，然后进行求解。比较而言，这种应用模式是三种自定义偏微分方程应用模式中功能最强大，也是最复杂的，使用者也比较少。大家都头疼于推导弱解形式，然而，可以想象的是，掌握了弱形式的用户，将更加容易理解和使用COMSOL Multiphysics。顺便提一句，在所有的应用模式和PDE模式求解的时候，COMSOL Multiphysics都是先将方程式系统转为弱形式，然后组装成代数表达式总刚度矩阵来进行求解的。这也是COMSOL之所以可以进行直接强耦合的主要原因。本书第2章有弱形式的介绍。

仍然是以泊松方程为例，两边乘上试函数[image: ]
 ，积分，通过格林公式变换，最终得到如方程式1.38所示的弱解形式

[image: ]


然后就可以轻松地将上面这个式子填入COMSOL Multiphysics中，其中试函数用test函数来描述，如图1.7所示。

[image: ]


图1.7　自定义弱解PDE设定窗口

请注意图1.7中的试函数的定义，其中的test（u）表示[image: ]
 ，而test（ux）则表示[image: ]
 中的第一个分量，即[image: ]
 ，test（uy）则表示[image: ]
 中的第二个分量，即[image: ]
 。


 1.5　小结

本章介绍了数理方程及其求解方法的一些基本知识，然后通过COMSOL Multiphysics这款软件，给大家做了一个简单的演示。了解这些知识，对于掌握数值仿真，并使用这个有力的工具来解决问题，是很有必要的。

简言之，从学习数理方程和有限元的角度来看，COMSOL Multiphysics是一个不可多得的教学辅助工具；从科研的角度来看，COMSOL Multiphysics是一个灵活称手的工具；从工程的角度来看，COMSOL Multiphysics是一个功能强大的对真实世界进行数值仿真的软件平台。希望通过本书，让大家能够理解COMSOL Multiphysics研发基础、解题思路、操作步骤，以便能更好地帮助大家理解和解决各自关心的实际问题。


 1.6　练习题

1．最小曲面问题：给定一条空间曲线，张在这条空间曲线上的曲面有无数多个，哪个曲面的面积最小呢？如何用数理方程来描述？

2．本章介绍了基本的热传导方程，请分析如何将一个三维球对称模型的传热问题简化为一维问题，得到一维轴对称形式的热传导方程？

3．请推导一个最基本的系数型偏微分方程的弱解形式？

4．怎样求解如下式所述的KdV方程（它被用来描述一维的孤立波问题，是一个三阶偏微分方程：[image: ]
 ）？


第2章

初探有限元

有限元法（Finite Element Methods，FEM）对于我们来说也许并不陌生，因为工程中的计算机辅助设计往往会用到有限元软件。基于有限元法的商业软件也很多，因此初学者往往花费了大量的时间去熟悉某个软件的具体操作流程，例如软件的前后处理，而没有精力对有限元法的基本原理做较多的研究。这样导致的结果是人们往往在交流什么软件能做什么类型的模拟与仿真或者某个软件的操作技巧，而对于模拟与仿真中出现的问题的本质并不清楚。本章介绍有限元法最基本的原理，内容来源于美国麻省理工学院（MIT）Gilbert Strang教授主讲的《计算科学与工程》（Computational Science and Engineering，CSE）课程（见参考文献［8］视频）及Strang教授撰写的同名教材（见参考文献［9］）的相关内容。


 2.1　有限差分法

在讨论有限元法前，让我们先回顾一下有限差分法，这样有利于学习有限元法以及了解有限元法与有限差分法的差别所在。

我们要求解如方程式（2.1）的微分方程

[image: ]


有限差分法的思想是将微分方程离散化后求解，即用差分方程来近似微分方程。有趣的是，你有很多的选择。即使是一阶微分，也有几种选择。在微积分中，一阶导数的定义如方程（2.2）所示

[image: ]


有限差分法的思想是将Δx
 取个有限值，这样，用来近似一阶导数的一阶差分可以用方程式（2.3～2.5）来定义

前向差分：

[image: ]


后向差分：

[image: ]


中心差分：

[image: ]


那么，上面的哪个近似要好一些呢？我们用近似的精度的阶数来描述，即上面公式中的O
 （h
 ）或者O
 （h
 
2

 ）
 项。O
 （h）
 表示误差在h
 的数量级，也就是说，这个近似有一阶精度，中心差分具有二阶精度。

要理解近似的精度，需要回顾一下u
 （x
 +h
 ）的泰勒展开，如方程式（2.6、2.7）所示

[image: ]
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方程式（2.6）减方程式（2.7）有

[image: ]


方程式（2.8）两边同时除以2h
 有

[image: ]


方程式（2.9）告诉我们中心差分近似一阶导数具有二阶精度。

要求解的方程式（2.1）中有二阶导数，对于二阶导数，用二阶差分来近似，即一阶差分的一阶差分。这样，二阶差分有如下可能，如方程式（2.1）所示，在后向差分的基础上做前向差分，即∆
F

 ∆
B

 ；或者在前向差分的基础上做后向差分∆
B

 ∆
F

 ；或者在中心差分的基础上再做中心差分∆
C

 ∆
C

 。二阶差分的三种可能选择如图2.1所示。对于前两种二阶差分，结果是一样的，也是下面要采用的方案，做这样一个二阶差分，需要用到的是我们感兴趣的点及其左右相邻的点，一共涉及三个点值；但是如果采用中心差分的中心差分，则需要用到我们感兴趣的点及其左右相邻点与次相邻点，一共涉及五个点的值。希望我们的操作局限在一个紧凑的区域内，所以不采用在中心差分上再做中心差分的方案。
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图2.1　二阶差分的三种可能选择

方程式（2.1）的解析解是[image: ]
 ，将两个边界条件代入解析解可以确定常数C＝0和[image: ]
 。

假设将区间［0 1］等分为6段，每段的长度[image: ]
 ，如图2.2 所示。由于编号为0和6的点u
 值已由边界条件给出，所以现在的未知数有5个，即[image: ]
 和[image: ]
 。对于这5个点，我们均可以写出近似方程式（2.1）的差分方程，例如在点1，差分方程如方程式（2.10）所示

[image: ]


图2.2　区间［0 1］的有限差分法离散划分

[image: ]


如果将在这5个点的5个差分方程写成矩阵的形式，会得到方程式（2.11）

[image: ]


求解这个线性方程组后可以得到有限差分法的解，图2.3画出了方程式（2.1）的解析解和有限差分法解。

[image: ]


图2.3　方程（2.1）的解析解和有限差分法解

如果现在将方程式（2.1）的边界条件改为方程式（2.12）

[image: ]


此时，方程的解析解为[image: ]
 。有限差分法的求解过程稍有变化。实现u′
 （0）＝0的边界条件的方法也不是唯一的，下面看看如下两种方法。


方法一：
 用前向差分来实现[image: ]
 ，即[image: ]
 ，这样有[image: ]
 ，我们知道前向差分近似一阶微分具有一阶精度。虽然此时u
 0
 未知，但是我们知道[image: ]
 ，所以未知数还是5个，但是线性方程组变为方程式（2.13）

[image: ]



方法二：
 用中心差分来实现[image: ]
 ，即[image: ]
 ，这样需要引入编号为-1的虚拟点，它位于0点的左方－h
 处，从而有[image: ]
 ，这种近似方法具有二阶精度。这时未知数中就需要加入u
 0
 ，线性方程组变为方程式（2.14）

[image: ]


如果将上面线性方程组的第一行的两边同时除以2，方程式（2.14）变为方程式（2.15）

[image: ]


图2.4画出了此种边界条件下方程的解析解以及如上两种有限差分方法的解，从图中可以清楚地看到两种差分方法的精度。
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图2.4　自由-固定边界条件下方程式（2.1）的解析解和有限差分法解


 2.2　微分方程的弱形式

学习有限元法的准备工作是掌握一个被称作为“弱形式”的概念，下面来直接引入它。请看方程式（2.16）

[image: ]


方程式（2.16）称做方程的“强形式”，可以说“强形式”就是方程的普通形式。那么，如何得到方程的“弱形式”呢？将方程的两边同时乘以一个被称做“测试函数”（test function）的V
 （x
 ）（下文将一致性地采用字母V
 表示测试函数），然后对x
 在方程的作用域上，即从0到1，积分方程式（2.17）

[image: ]


只是将方程的两边同时乘上了同一项，一个V
 （x
 ）项，“任意”一个V
 （x
 ），然后积分。现在看到的方程式（2.17）就是方程的“弱形式”，并且是对“任意”的测试函数V
 （x
 ）都成立，稍后会对“任意”加以说明。

把方程写成这种形式，读者也许会想，如果这个方程对每一个V
 （x
 ）都成立，可以让某个V
 （x
 ）只集中在一个小的区域内有值，而让它在其余的区域为0，这个方程还是成立的。然后可以尝试另外一个V
 （x
 ），而它只集中在另外一个小区域内有值。读者也许可以感觉到，如果方程式（2.17）对每一个这样的V
 （x
 ）都成立，那么就可以反推到方程的强形式。换句话说，如果方程式（2.17）对每一个V
 （x
 ）都成立，则方程式（2.16）成立。因此，我们有一个回到强形式的路径。这好比爬一座小山，下山容易，只是将方程两边乘以V
 （x
 ）然后积分，但是只要稍有耐心，就能返回到强形式上。从现在开始就要逐步适应方程的弱形式。

读者也许会问为什么要使用弱形式，如何处理方程式（2.17）的左边项？的确，方程式（2.17）的右边项看起来较为简单，但是左边项有些复杂。你看到像方程式（2.17）左边项的形式时，能想起什么吗？对，分步积分！即方程式（2.18）

[image: ]


笔者不太喜欢方程式（2.17）的左边项是因为u
 有二阶导数，而V
 却只是其函数本身，故希望左边这一项具有对称性。因此做分步积分，从而得到方程式（2.19）

[image: ]


方程式（2.19）就是弱形式，对“任意的”V
 （x
 ）都成立。对于方程式（2.19），我们希望左边第一项为0。如果现在考虑的问题的边界条件属于自由-固定类型，即左边界不限制位移u
 ，而右边界位移u
 限制为0。在u
 自由的左边界，由于没有限制u
 ，故也不会去限制u
 的“好朋友”V
 ，因此方程式（2.20）在左边界成立

[image: ]


这个边界条件很自然地出现了，而且这个条件是必需的，因为我们对V
 没有控制。那么右边界是什么样的情况呢？在右边界，u
 为0，也会让V
 为0，所以当说到“任意”V
 （x
 ）时，最好加上这个条件，即在u
 固定的一端，V
 也为0，需要这个条件。

任何时候当有一个Dirichlet边界条件时，即一个固定条件告诉u
 是多少时，我会想到V
 ，你要慢慢开始将V
 看做从u
 处移动的小位移，u
 是方程的解。注意，我们现在考虑的问题的边界条件是自由-固定，所以u
 可能和图2.5描述的情况相似。图2.5画的是u
 ，现在考虑一下V
 。字母V
 是有特定意义的，它代表虚位移（virtual displacement）。虚位移是从u
 处移动的小位移，但是它必须满足u
 所满足的固定边界条件。换句话说，小的虚位移V
 在u
 固定的一端不能跑离0，即V
 （x
 ）＝0。最终的结果是，方程式（2.19）左边第一项为0而消失，我们得到所需要的方程的弱形式，如方程式2.21所示
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图2.5　自由-固定边界条件下u
 的一种可能解

Galerkin方法就是从方程的弱形式出发的（Galerkin是俄罗斯人）。在边界条件那儿，有德国人Neumann和法国人Dirichlet。在怎么将一个连续问题转变为一个离散问题的基本原理上，有俄罗斯人的贡献。Galerkin方法要做的事情是用N
 个未知数来取代一个未知的函数，我需要一个离散的方程组，它的最终形式将是KU＝F
 。因此，需要得到一个方程KU＝F
 ，但不是通过有限差分法，而是通过这个弱形式的Galerkin方法。

首先看看Galerkin方法的原理，然后在2.7节会介绍不同类型的有限元。Galerkin的想法是，选择尝试函数（trial function）[image: ]
 。这里有一个自由的选择，这也是应用数学中的一个基本选择，你选择一些函数，如果选择得好，会得到一个好的方法。在你选好尝试函数后，Galerkin方法的思想是用如下的U
 近似要求的解u
 ，见方程式（2.22）

[image: ]


在方程式（2.22）中，[image: ]
 都是x
 的函数，方程右边那些U
 
i

 是
 一些数字，也就是我们要求的N
 个未知数，而且这些U
 
i

 是我们选择的尝试函数的待定系数。现在需要N
 个方程，通过选择测试函数[image: ]
 并将它们代入到方程式（2.21）中，而且方程式（2.21）中的u
 用方程式（2.22）中的U
 代入，这样就能得到N
 个方程，每个V
 都会给出一个方程，所以最终能得到N
 个方程。N
 个未知数和N
 个方程，这就是线性系统KU＝F
 。

你注意到了这一步是怎么达到的吗？是通过使用弱形式，通过使用Galerkin的方法选择一些尝试函数，选择一些测试函数，然后把它们代入到弱形式中。所以Galerkin的思想就是将这些尝试函数和测试函数应用到弱形式中。真正的弱形式，即连续的弱形式应该包含所有的V
 ，这里通过选择N
 个V
 而得到N
 个方程，通过选择N
 个[image: ]
 而得到N
 个未知数。这种思想的存在比有限元要早100年，有限元的思想是选择一类特殊的V
 和[image: ]
 。

一类特殊的V
 和[image: ]
 的选择就是简单的多项式，你也许会想，为什么Galerkin不首先尝试这些简单的多项式呢？也许他尝试了，但是核心问题是和Galerkin的时代相比，我们现在拥有计算机的强大的计算能力，如果是简单的多项式，可以选择成千上万个。这就是有限元法给我们带来的东西，选择简单的多项式函数，而且选择很多个这样的函数。但是Galerkin的时代没有MATLAB，他也没有计算机，只有笔和纸，他选择一个函数，也许两个，也许这样就会花去他一天的时间，但是现在可以选择上千个简单的函数。下节探讨得到KU
 ＝F
 的详细步骤。


 2.3　一维有限元

上节学习了有限元的准备知识，本节还是局限在一维，一维是第一步，而且也最容易让我们看清有限元的工作原理。有限元的系统理论是从上节介绍的方程的弱形式开始的，Galerkin的思想是如何将连续的微分方程离散化，首先选择一些尝试函数和测试函数，尝试函数和测试函数往往是相同的，在本节所举的例子都是这样的情况。本节要介绍的新知识是你选择什么样的函数？当然，函数的选择有很大余地，但是我们从一些很自然的选择开始，这就是本节要解决的问题，本节的另外一部分内容是如何从有限元的准备知识过渡到最终要求解的方程KU＝F
 。


K
 从哪儿来？F
 从哪儿来？当然，F
 是从方程式（2.21）的右侧推导出来，而K
 是从方程式（2.21）的左侧推导出来的。方程式（2.21）是有限元的关键公式。现在，我们回顾一下有限元的步骤：首先有方程的强形式及其边界条件方程式（2.16），方程式（2.21）是其弱形式。对弱形式的边界条件说明如下：弱形式的边界条件涉及u
 ，是固定边界条件使u
 ＝0进入弱形式，自由端没有在弱形式中出现是因为分步积分的魔力!自由端的边界条件已经隐含在弱形式中了。由于把V
 考虑成从u
 处移动的小位移，u
 在右端固定为0，所以V
 也必须在右端固定为0，这一点很重要。

到目前为止还只是在讨论一些概念，现在要去看看具体该怎么操作。选择什么样的函数？怎样得到方程？首先要决定选择什么样的函数，让我们先从分段线性函数开始。所以一个典型的[image: ]
 是以当前节点为中心，在前一节点处函数值从0线性增加至当前节点处函数值为1，然后函数值从1线性减小到下一节点处为0。我们先给［0 1］区间的6个节点编号，从0开始，如图2.6所示。

[image: ]


图2.6　［0 1］区间的节点及尝试函数（横轴上括号内#后为节点编号）

在节点2处，尝试函数除了在与节点2连接的区域外，其函数值均为0，这就是选择的尝试函数[image: ]
 ，它先分段线性增加，然后分段线性减小至0。[image: ]
 也完全类似，都是为了使系统简单。这就是有限元的思想：使U
 的表达式中的[image: ]
 为简单函数。此外，也把这些函数作为测试函数V
 ，总之，使系统简单。那么，现在边界条件是什么情况呢？边界条件是自由-固定，u
 在右端要为0，现在所有的函数都满足这个条件。左端是自由的，注意，左端是另外一个函数[image: ]
 ，称为“半帽子”函数（half - hat），其余的函数称为“帽子”函数（hat functions）。这些函数的完整描述应该为分段线性函数，但是“帽子”函数这个名字还是很形象的。在左端称它为“半帽子”是因为φ
 和V
 在左端没有限制，是自由的。所以，总共有[image: ]
 共5个函数，从0开始给它们编号，也把它们作为5个测试函数。首先，把它们考虑为尝试函数，那么尝试函数有什么用途？尝试函数的用途，是有限元的近似解U
 （x
 ）是它们的线性组合，即方程式（2.23）

[image: ]



U
 0
 到U
 4
 是要求的未知数，共有5个未知数，我们采用的[image: ]
 是分段线性函数。现在不说“分段线性”这个词了，而是说，我有一个函数空间，我的有限元的近似解是这个空间基函（basis functions）的组合。现在可以称这些[image: ]
 为尝试函数或者基函数。在应用数学中，总是选择一些函数，它们的组合就是你需要用到的。在此的基函数是“帽子”函数。那么，这些帽子函数的线性组合是什么样子？稍加思考，我们知道它们的线性组合在每两个节点之间还是直线，所以一个典型的组合函数是从U
 0
 开始，然后U
 1
 可能离得很近，U
 2
 也许再低一点，然后U
 3
 再低一点，U
 4
 再低一点，最后以0结束。这意味着什么？U
 （x）在x
 ＝0处的高度是U
 0
 ，你注意到了这是为什么吗？为什么系数U
 0
 正好是这点的高度，即x
 ＝0点的位移？这是因为其他的[image: ]
 在这点都是0，只有[image: ]
 在这点有值，所以在这点，只能看到U
 0
 乘以[image: ]
 ，这就是有限元思想的一个关键点。你能看到，当Galerkin构造两个或者三个函数时，他试图去逼近真实解，在他的大脑中，已经有这个问题的解的清晰图像。他想用两三个函数就可以使他逼近真实解。这里要选择函数，在知道这些函数的方程或者它们的边界条件前，它们已经存在于有限元的库中，这些函数和我们选择的“帽子”函数有着类似的特征。

现在看看有限元和有限差分的区别。有限元法和节点联系在一起，[image: ]
 是节点1处唯一不为0的函数，所以这个节点的高度是多少？U
 1
 ，[image: ]
 的系数，因为只有[image: ]
 ，其他函数在这点为0，所以这些节点的高度真的就是[image: ]
 和[image: ]
 。最后得到的KU＝F
 的方程将会看起来与有限差分的方程非常相似，但是我们是从不同的角度思考得到的。有限元法能提供给我们很多使事情“很自然的就是正确的”的机会。一旦我们确定这些[image: ]
 后，Galerkin就会告诉我们方程是什么，将会推导出KU＝F
 的方程，但是在这里，想让读者看清近似解是什么样子，以及这么一个“美丽”的事实，就是尝试函数的系数有其物理含义，对于这些简单函数来说，尝试函数的系数实际上就是节点处的位移。现在，你对尝试函数有了一个认识，有时候我们考虑的是这些尝试函数，而有些时候我们考虑的是这些函数的组合。

现在，来寻找求解U
 
i

 的方程。因为有5个U
 ，所以要寻找5个方程。这5个方程是什么样子呢？这5个方程就是KU＝F
 。现在是一个关键的时刻。方程从哪儿来呢？当然，方程是从弱形式来的！所以，使用弱形式方程式（2.21），将u
 换成U
 ，即将方程式（2.22）代入到方程式（2.21），有

[image: ]


将方程式（2.24）左侧的U
 展开，如方程式（2.25）

[image: ]



V
 
i

 是任何的测试函数但满足V
 
i

 （1）＝0。现在不使用任意的测试函数，还是使用这5个尝试函数，即尝试函数和测试函数是相同的，这样就有了5个测试函数。当在方程式（2.25）两端分别测试这5个不同的测试函数时，会得到5个不同的方程。共有5个未知数，这就是5×5的线性系统。

倒退一下，来看看刚才发生了什么？我们要做的是选择基函数，[image: ]
 和V
 ，然后把它们代入到弱形式中，当然是代入[image: ]
 ，而且还要做积分，积分是有限差分里没有做过的。有限元法涉及积分，方程式（2.25）左边和右边都需要积分，所以有5个不同的积分要做。在方程式（2.25）右边，有f
 （x
 ）乘以每个V
 
i

 ，这个积分的结果就是F
 
i

 ，所以F
 向量将会是如方程式（2.26）
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这5个分量将分别从5个积分中得到。下一步是做这些积分，先做一个例子，f
 （x
 ）＝
 1。如果知道f
 （x
 ）是1，需要做的事情就是找到这些数字。方程右边，如果f
 是1，那么V
 0
 的积分是多少？V
 0
 是个“半帽子”，这个函数的积分是什么？是这个三角形的面积！Δx
 是三角形的底边，高为1，所以面积是0.5Δx
 。下一个V
 ，即V
 1
 的积分是多少？现在三角形的底边是2Δx
 ，所以面积是Δx
 。很明显这些积分不难做，如果我将Δx
 的因子提出来，则向量F
 如方程式（2.27）所示

[image: ]


你还能记起来我们在做有限差分时，当有一个自由的边界条件时，如果处理不当，求解的精度会降低一阶，见图2.4。在方程式（2.27）中，有限元已经自动将方程右端第一个值改为0.5，所以分段线性有限元法自动会保持二阶精度。后面会使用抛物线或者三次多项式来提高求解精度。然而，在有限差分中，使用不同的精度需要一系列的差分公式，方程式2.1的差分公式具有二阶精度。使用有限差分，我们还要考虑如果方程中有c
 （x
 ）该怎么办？使用有限差分法要考虑的问题较多，而有限元法只是“按一下按钮”，当然，有限元要比仅按一下按钮要复杂些，但最终你可以确定地说有限元法更系统化。

已经得到了F
 ，现在要去看看K
 ，这是有限元很重要的一部分。方程的左端是K
 乘以U
 ，那么第1个方程（或者说第0个方程）是什么样的？第0个方程是当i
 ＝0时，通过使用V
 0
 测试我们的弱形式得到的，如方程式（2.28）所示
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先考虑方程的左边，看看左边发生了什么吗？K
 是一个矩阵，现在要做的是获得矩阵的第0行。我们首先来看K
 00
 ，即乘上U
 0
 的那项如方程式（2.29）
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这就是为了获得K
 00
 我们要做的积分。为了使问题简单化，我们让c
 （x
 ）＝1，这样方程式（2.16）就简化为方程式（2.30）

[image: ]


假设c
 （x
 ）是一个函数，那么要做很多关于这个函数的积分，我们也许会做它的准确积分，这样当然可以。然而，近似积分（数值积分）也可以，因为我们做其他部分的时候也是在近似，只要保证积分的精度不低于有限元Galerkin近似的精度就可以了。现在来看看K
 00
 的值，[image: ]
 的值是1/Δx
 ，但是这个值只局限在［0Δx
 ］区间，离开这个区间后[image: ]
 为0。这是一个关键点，函数都是局部的。如果积分[image: ]
 ，即当找矩阵中的第4行第1列的数时，就要计算这个积分。积分的结果是什么？是0！因为这些[image: ]
 是局部函数，所以其一阶导数也是局部的，[image: ]
 和[image: ]
 有值的区间没有重叠，所以积分值为0。那么现在再往前看一步，一个函数和其本身是有重叠区间的，和其左右邻居也有重叠，但是和其相隔2个或者2个以上的区间则不会有重叠，所以会得到一个三对角线矩阵（tridiagonal matrix）。只有当[image: ]
 和V
 的下标是相同的，或者只相差1，其对应的K
 矩阵中相应的位置才有值，所以K
 矩阵中只有三个对角线有值。我们现在要去找到这些值，还是回到K
 00
 ，其值是1/Δx
 。那么K
 11
 是多少？K
 11
 为 2/Δx
 。K
 01
 是多少？K
 01
 为1/Δx
 。现在能算出K
 矩阵中剩余的元素吗？主对角线剩余的元素为多少？它们都是相同的。K
 是对称的、正定矩阵。当把K
 矩阵写出来的时候，会完全认识它，如方程式（2.31）所示

[image: ]


这样就得到了线性系统KU ＝ F
 。

对于这个简单问题，有限元法做的和有限差分法做的一模一样。那么，有限元和有限差分有什么不同？在有限元刚刚出来的时候，尤其是在结构和土木工程领域，关于单元的构造发表了很多的文章。然而在一些模型问题中，它看起来又没有什么不同，它看起来和我们有限差分矩阵相似。但是有限元法有些新的东西：首先F
 项中的0.5，在有限差分中没有注意到，下面还会再提及这点；还有一个小的区别，Δx
 分布在方程的两边，如果两边同时除以Δx
 ，就回到了有限差分。所以，一切看起来都是一样的，但是，如果c
 （x
 ）不是1，或者f
 （x
 ）不是1，就要做一些积分，会近似地去求这些积分，然后就会得到看起来和有限差分一样的方程。

下面选择另外一个模型问题。与刚才的载荷均匀分布不一样，如果f
 （x
 ）是一个集中在某一个点的载荷[image: ]
 。在这个点载荷的情况下，新的方程的右边会是什么样的？现在要回去重新做这些积分，积分[image: ]
 与每个帽子函数的乘积，会得到什么？这个积分就是一个处在节点1的点载荷乘以V
 
i

 ，然后在［0 1］区间积分。我会得到什么？这个积分会取节点1处函数V
 的值，这就是δ
 函数做的事情，所以这种情况下，新的F
 为方程式（2.32）

[image: ]


在有限差分法中，F
 也是如此。假设载荷不在节点处，而在在3/10处，这时的F应该是多少？现在载荷在节点1和节点2之间，那么积分会是什么？F
 的第1行为0，因为δ
 没有碰到半帽子函数，然后第2行和第3行都为0.5，其余的为0。你发现有限元自动就会做这些智能的事情。如果δ
 在任意点a
 处，有限元也会自动聪明地选择，即会有一点[image: ]
 和一点[image: ]
 ，这两者加起来的和应该为1，有限元会自动获取正确的比例。

这就是有限元方法，它产生的东西你也许会说，这个我知道。但是，你要看到它能自动处理c
 （x
 ），它能自动处理f
 （x
 ），它能自动处理自由的边界条件，这些都是有限元本身具有的。


 2.4　二维有限元

在二维有限元中有很大的选择，可以用三角形或者四边形，让我们先从三角形开始。如图2.7所示，有一个区域，里面有一些三角形，必须在区域内加入一些内部点，否则就没有需要求解的未知数了。现在这个区域就是三角形划分（triangulation）。这种网格是非结构三角形网格（unstructured triangular mesh），网格质量还可以。质量好的网格应该是三角形中的角度不能太小也不能太大，例如接近180°。180°左右的角度是应该避免的，因为如果这种情况发生，那么三角形就被压扁了。需要一个网格划分器来产生一个像这样的网格。MIT的Persson和Strang教授在2004年发表了一篇用MATLAB产生网格的文章，见参考文献［10］。

[image: ]


图2.7　二维区域的三角形划分（triangulation）

在得到网格后，你还记得有限元的思想吗？假设现在要求解的是泊松方程，如方程式（2.33）所示

[image: ]


首先需要方程的弱形式，二维方程的弱形式需要双重积分，即方程式（2.34）

[image: ]


这就是得到的弱形式，方程的右边是载荷乘测试函数，也可以称它为虚功。V
 是虚位移，它们是测试函数。就像在一维中一样，有限元的思想是选择一些尝试函数，我们的近似解就是尝试函数的线性组合，让尝试函数和测试函数相同，然后将近似解代入到弱形式中，使用N
 个测试函数，就可以得到N
 个方程，即N
 个测试函数分别代入到弱形式中，这样就得到了有限元的系统方程KU＝F
 。

下面来看[image: ]
 ，选择[image: ]
 是很重要的，这个选择关乎有限元方法的成功与否。实际上，我们为每个单元（每个三角形）选择一个简单的多项式函数。下面我们要讨论的是线性函数，它们和帽子函数类似，但是由于我们现在是二维，所以这些函数是金字塔的形状。图2.8给出了一个二维区域的三角形划分及节点编号。让我们聚焦到节点12上，节点12有其金字塔函数，如图2.9所示。金字塔函数在顶点值为1，然后从顶点到底部线性减小为0，所以在底部的其他节点金字塔函数值均为0。这就是有限元的巧妙之处，我们将要计算的尝试函数12的系数U
 12
 就是这点u
 的近似值，因为其他的尝试函数在这点的函数值均为0。我们再来看看这个尝试函数，也许用帐篷来形容这个函数比金字塔要好。对于线性的函数来说，这个函数就像一个屋顶，共由7块组成，沿着那些边，函数值线性减小为0。所以，这个函数就像一个有7个面的帐篷，那些边就像支起帐篷的7根杆。
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图2.8　二维区域的三角形划分及其节点编号

[image: ]


图2.9　二维区域的三角形划分及节点12处的金字塔函数[image: ]


当有了这些尝试函数之后，可以求它对x
 和y
 的导数。对于一个典型的三角形，其尝试函数应该如方程式（2.35）所示

[image: ]


这就是二维的一个平面的函数，而且是线性的函数。方程式（2.35）中有3个未知数a
 ，b
 ，c
 ，它们将由如下事实来唯一确定：函数值在三角形的一个节点上为1，在其余2个节点上为0。该函数对x
 的导数就是b
 ，对y
 的导数就是c
 ，它们都是常数，所以方程式（2.34）中的积分很好做，整个有限元系统将顺利进展。后面我们将讨论这些三角形及其节点，以及怎么处理它们，但是最后每个单元矩阵都将会变得很简单。

二维有限元是计算科学与工程中的一个主要部分。有限元应用多项式的思想在早期的有限元文章中是可以找到的。我国数学家冯康教授（1920—1993）在有限元领域做出过重要贡献。这些早期文章中讨论的是有限元的一些具体做法，后来是结构工程师们使有限元的应用成为了可能，10年以后，有限元的整个思想得到普及并且持续发展。你也许能在图书馆中找到一本20世纪70年代的讲有限元的数学基础的书，当然现在有很多关于有限元的书籍和课程。


 2.5　二维有限元实例

现在作为一个二维有限元的例子，来求解一个圆形区域内的泊松方程，如方程式（2.36）所示
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这个方程右边是常数的泊松方程，这意味着f
 和V
 的积分将会变得很简单。边界上的u
 固定为0，这是一个经典的问题，可以推出方程的解析解如方程式（2.37）所示
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解析解的图像如图2.10所示。我们感兴趣的问题是当用多边形近似圆的时候，例如图2.11中的正八边形，所求的解的误差是多少？你能看出，这个曲线没有求解正确，首先想到的误差是因为用直线近似了曲线。
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图2.10　圆形区域上泊松方程的解析解

在多边形的顶点上加上u
 ＝0这个边界条件，下面来划分网格。由于旋转对称性，可以仅考虑图2.11中的一个三角形，其他的三角形的解是相同的。图2.12是我们考虑的一个三角形，在这个三角形的右边界上，有u
 ＝0的边界条件。对于上下倾斜的边界，有Neumann边界条件，这是因为旋转对称意味着u
 不会改变，即每个三角形中的解的情况都是一样的，所以在这两个边界上有du/
 dn
 ＝0。对于（0，0）点，边界条件不好确定，也许可以尝试两种不同的边界条件。
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图2.11　采用正八边形近似泊松方程的圆形求解域

首先选用线性单元，即前文提到的金字塔函数，采用一阶的多项式单元P
 1
 。如果你感兴趣，可以尝试下文提到的二阶多项式单元P
 2
 ，或者最简单的四边形单元Q
 1。在我们学完这些基本单元后，对于有限元你就入门了。

下面推荐一种简单的网格化分方法，如图2.12所示。首先把三角形画出来，然后把三角形中间的这条线也画出来。我把中间的这条直线分为N
 段，用h
 表示每段的长度，N
 段就到了（[image: ]
 ）的位置，然后我在这些节点画垂直于中间线的8直线，这些直线会与两条倾斜的边界有交点，这些点是我们的网格点，我一共得到了13个点。这样在左端，我得到了两个三角形，其余的是四边形。我不会再改变这些三角形，对于这些四边形，可以考虑采用Q
 1
 单元，但是现在只考虑三角形单元，为了保持对称性，可将这些四边形也划分为如图2.12所示的三角形。本节后面的MATLAB程序需要你输入的参数是就是所有网格点的坐标列表。需要给网格点编号，先给中间线上的点编号，然后是上边界的点，最后是下边界的点。现在考虑的是N
 ＝4，但这只一个开始，我希望你还可以考虑N
 ＝8，16，…，N
 逐渐增大的情况。你会发现N
 越大，得到的解的精度就越高。
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图2.12　正八边形八分之一区域内有限元网格划分（带框的数字为单元编号，其余为节点编号）

我们给三角形也编上号，先给上面的三角形编号，然后给下边的三角形编号，我们共有14个三角形。这样我们产生了一个有13个节点和14个三角形的网格。我知道每个节点的坐标，MATLAB程序需要的是一个列表p
 ，即一个13×2的矩阵，矩阵中的第1行为［0］，这是第一个节点的坐标，第2行为［h
 ］，依此类推。程序还需要一个列表t
 ，就是关于这些三角形的信息，因为有14个三角形，所以这是个14×3的矩阵，这个矩阵告诉程序每个三角形的三个顶点的编号（按逆时针顺序），这个矩阵的第1行应该是［1 2 6］，这行告诉程序第1个三角形是由哪几个节点组成的。第2行是［2 7 6］。有了p
 ，t
 的信息，程序会完成其余的工作。程序会产生一个矩阵K
 ，这个矩阵是奇异的，因为它还没有包含边界条件，也许我们应该称这个矩阵为K
 0
 更合适，下一步是在第9，5，13点加上u
 ＝0的边界条件。因为我们采用的是线性单元，所以最终的解是在右边的边界上u
 均为0。最后一步是加上Neumann边界条件，这样最终的矩阵K
 是可逆的，剩下的就是求解KU
 ＝F
 。所以，程序所做的事情就是产生矩阵K
 和F
 。现在，我们对整个过程应该有了一幅清晰的图像。


 2.5.1　问题的进一步描述

要求解的连续问题是在正多边形的边上有u
 ＝0的边界条件，这样你可以暂时忘记那个圆，对于圆，我是有解析解的。现在要求解的是正多边形的情况，我想知道同样的方程在多边形域上的解是什么样的。分两步来考虑。第一步，是圆的时候，求出解析解；第2步是求解多边形的情况，连续问题，泊松方程作用在多边形上。问题就是探讨这两种情况的差别，这两种情况是有差别的，因为圆弧不满足多边形的边界条件。对于M
 ＝3或者4，也许有解析解，但是当M
 越来越大时，我们不知道解是什么样的，即我们不知道一个泊松方程作用在一个正多边形上的解。这就是我们想研究的问题。我们研究的手段就是通过有限元。将这个多边形分解为三角形的网格，为了简单起见，我们只考虑一个三角形，得到U
 FEM
 ，或者说，U
 
P1

 ，这是采用线性单元的有限元解，我们更感兴趣知道U
 
P2

 ，采用二阶多项式的有限元解。不仅要比较U
 circle
 和U
 
P1

 的差别，还要比较其一阶导数的差别。你需要把结果画出来，它们的差别应该是在边界上最大，往中心去，差别越来越小。


 2.5.2　关于网格的划分

对于网格的划分没有什么特别的魔法，我之所以选择这种网格是因为它还不错。实际上，当M
 非常大的情况，这个时候问题变得非常有趣。M
 ＝8的情况问题会有些意思，M
 ＝16，M
 ＝1024，…这时我真正非常感兴趣。所以如果M
 是1024，三角形的边会非常的小，我们会得到更多的三角形。如果M
 很大，N
 至少也需要那么大；如果M
 和N
 的大小差不多，h
 和正多边形的边长会差不多大，这个时候三角形的形状非常好，这也是需要的。这儿有很多的数值实验需要做，当M
 ＝8时，取N
 ＝4，这种情况还好；如果M
 和N
 一样大小，这时你得到的三角形不会太长和太瘦。一般情况下，需要很好形状的三角形，你不想要非常小的或非常大的三角形。但是如果你计算风的流场，这时候，三角形是沿着风的方向长的、细的三角形是自然的选择。真实的空气动力学绝不是各向同性的，风的方向对于飞机飞行来说非常重要，所以不要让风的方向垂直你的单元。如果你需要高精度，那么你需要采用沿流动方向瘦长的三角形单元。但是在这个问题中，我们不是在做流体的问题，仅是求解泊松方程。


 2.5.3　有限元求解

现在回到方程上来，推导方程的弱形式。方程如方程式（2.38）所示
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这是方程的强形式，在方程的两边同时乘上任意的测试函数，然后在整个区域上积分如方程式（2.39）所示

[image: ]


现在不说任意的测试函数，而是说所有的允许的测试函数（all admissibleV
 （x，y
 ）），这就是方程的弱形式。如果方程式（2.39）对所有的测试函数都成立，那么发生这种情况的唯一可能性是方程的强形式成立。

方程式（2.39）的右边还好，但是左边该怎么办呢？如果不使用分步积分，那么将陷入僵局。因为方程的左边有u
 的二阶导数，但是我的金字塔函数没有二阶导数。从u
 上移出一阶导数到V
 上，这样u
 和V
 就各有一阶导数，然后就可以使用分段线性、分段二次多项式函数，这样，我的有限元就没有问题了。所以需要分步积分，在二维中，分步积分意味着什么？在二维中，我有双重积分，分步积分意味着使用格林公式，这就是格林公式的关键点所在。方程左边的[image: ]
 乘上V
 dx
 dy
 ，当分步积分的时候，负号变成了正号，然后双重积分，这个导数从grad（u
 ）移走，我将这个导数放在V
 上，当散度（divergence）移到V
 上时，它变成了它的转置，即梯度（gradient）如方程式（2.40）所示
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这就是弱形式，非常的漂亮，完美对称，所以矩阵也会对称。当我们代入尝试函数和测试函数时，K
 矩阵是对称的。积分中是一阶导数，我们的尝试函数和测试函数是连续的。如果测试函数不连续，那么其导数会出现δ
 函数，由于我们的测试函数和尝试函数是一样的，所以会有一个δ
 函数乘上一个δ
 函数，这是我们不希望得到的。但是这种情况是一个全新的领域，即不连续Galerkin（discontinuous Galerkin，DG）方法，而我们现在讨论的都是连续的Galerkin（continuous Galerkin，CG）方法，即我们的分段函数是连续的。要做的就是求这些导数，然后积分。

这是一个连续的问题，有限元的思想是将其离散化。每个节点都有一个尝试函数，所以我们有13个尝试函数，而且我们让测试函数与尝试函数相等。我们现在工作在13维空间，而不是在无限维空间。对于这个有限的子空间，即有限元的子空间或者分段线性函数子空间（或者分段二次多项式子空间），将其代入到弱形式中。通过测试13个V
 ，得到13个方程。和一维一样，这儿没有新的概念。在一维中，我们对K
 矩阵中的每个元素都通过列方程分别求出，但是另外一种方法是对每一个单元求一次。在二维中，这是一个恰当的方法，即每次求一个三角形单元的刚度矩阵，即单元矩阵，然后将这些单元矩阵组装（assemble）到大的刚度矩阵K
 中。学习有限元最好的方法是研读下面实现有限元的MATLAB程序4，从中你会学到很多。
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程序4源于Strange教授CSE
 书第303页，本文版本稍有改动。
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 2.6　单元类型

本节我们来看看不同的单元类型。刚才我们讲过分段线性单元，二次多项式单元是什么样的？Q
 1（quad element）单元又是什么样的？构造不同的单元曾经是有限元的黄金时期。人们发明了分段多项式，直到今天，这些努力还在继续，例如6阶、8阶，为的是得到更高的精度。我们先来看P
 1
 单元。怎么在一个三角形内描述一个P
 1
 单元？在一个三角形内，有三个顶点，其高度分别为U
 1
 ，U
 2
 ，U
 3
 。在三角形内部，U
 函数是线性的，即：a
 ＋bx
 ＋cy
 。那么你能看到，如果知道这三个点的值，就知道a
 ，b
 ，c
 的值，反之亦然，这就是一个3×3的线性系统。从p
 列表中找到顶点的坐标，这是一个需要的关键信息。通过3×3的矩阵，能求出系数，积分的时候需要这些系数。

对于二阶多项式，你能很快理解。同样是这么一个三角形，现在要用二阶多项式，所以我的函数如方程式（2.41）所示
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现在有6个系数需要确定。所以需要6个节点才能唯一确定这些系数。一个自然的考虑就是使用这些节点和这些节点的中点。但是记住，我们还有其他的三角形连接在此处，还有其他很多三角形都有6个节点。当然，6个节点不是它们独自拥有的，而是共享的。对于每一个三角形来说，有一个6×6的矩阵，对应6个节点的值。那么在一个三角形内，U
 函数是什么样子的？是一些抛物线，二维的抛物线。这儿有一个关键问题，某个三角形内的屋顶函数和其他的三角形内的屋顶函数能无缝结合在一起吗？如果它们吻合不好，我们就有麻烦了，因为其导数将会是一个δ
 函数，δ
 函数的平方会得到无穷大。为什么这些屋顶函数能缝合在一起？我们有这些分段二阶多项式，当然，斜率会改变，但是屋顶的交接处不会有空隙，不会漏水。为什么？因为这两个曲面屋顶共享一个边，它们在这个边上的函数值相等。这两个屋顶函数共享3个函数值就能足够让它们在这条边上其他各处函数值也相等吗？这是一个非常重要的问题，有限元的成功与否就在于这个问题。回答是肯定的！现在仅考虑这条共享的边，这条边上有3个值为两边的屋顶函数共享，在这条边上函数是一个二次多项式，一个二次多项式可以由三个点唯一确定！所以，有三个点相同能保证它们在整条边上的函数值都相同。图2.13画出了节点12处的一种P
 2
 单元，该图可与图2.9中的线性单元对比。

[image: ]


图2.13　二维区域的三角形划分及节点12处的一种P
 2
 单元

如果是三次多项式呢？我们的函数如方程式（2.42）所示
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我们加入了4个新的项，加上原先的6项，我们现在有10个系数，因此需要10个节点。我们怎么在这个三角形中放10个节点呢？我们要在边上放一些节点，因为边上的点能保证三角形的屋顶函数能互相吻合，我还需要在三角形内部放一个节点。因此在边上需要4个节点，4个节点能确定一个3次多项式。


 2.6.1　一维有限元基函数

前面提到有限元中每个节点都有一个尝试函数或者测试函数，而且我们做积分的时候是每个测试函数做一次积分。实际上在有限元实现过程中，是在一个单元上积分，得到单元的刚度矩阵，然后将这些单元的刚度矩阵组装成系统的刚度矩阵，2.5.3节中的MATLAB程序很好地体现了这些步骤。下面来具体看一下有限元基函数的概念。

我们想用一组基函数来近似一个定义在区间［a b
 ］中函数u
 （x
 ），如方程式（2.43）所示
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其中i
 是有限元节点，其坐标为x
 
i

 。为了简单起见，做一个坐标变换，在新的局部坐标系中如方程式（2.44）所示
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所以在新的局部坐标系中，单元定义在ξ∈
 ［0 1］。需要将函数u
 （ξ
 ）用局部的线性函数近似，如方程式（2.45）所示
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节点定义在ξ
 1，1＝0，1所以需要如方程式（2.46）、方程式（2.47）所示
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可以用一个矩阵来描述上面的关系，如方程式（2.48）所示
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由于将系数c
 
i

 表达成为了节点ξ
 1，2
 处函数值的函数，所以我们现在可以将近似函数用节点处的函数值来表示，如方程式（2.49）所示：
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其中N
 1，2
 （x
 ）就是一维单元的线性基函数，其图像如图2.14所示。
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图2.14　一维单元的线性基函数

对于一维二阶单元，需要函数u
 （x
 ）能用局部的二阶函数来近似如方程式（2.50）所示
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节点定义在ξ
 1，2，3
 ＝0，1/2，1，所以需要如方程式（2.51）、方程式（2.52）、方程式（2.53）所示
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即：
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同样，把要近似的函数表达为基函数的加权求和，权重就是节点处的函数值，如方程式（2.55）所示
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一维二阶单元基函数如图2.15所示。
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图2.15　一维二阶单元基函数

对于三阶单元，可以同理得出如方程式（2.56～2.60）所示
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注意在这个推导过程中，需要边界处一阶导数信息，即第2个基函数和第4基函数分别是左右边界处的导数函数。三阶单元基函数如图2.16所示。
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图2.16　一维三阶单元基函数


 2.6.2　二维三角形单元基函数

对于二维三角形单元，我们也做一个坐标变换到局部坐标系。二维空间任意一个三角形假设其三个顶点为P
 
i

 （x
 
i

 ，y
 
i

 ），i
 ＝1，2，3，可以变换成一个等边直角三角形，如图2.17所示，即坐标变换为如方程式（2.61）、方程式（2.62）所示
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图2.17　二维空间任意三角形可变换为等边直角三角形

需要用线性函数来近似未知函数u
 （x
 ，y
 ），如方程式（2.63）所示
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同一维一样，可以得到方程式（2.64～2.66）：
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同理，可以得到矩阵形式c
 ＝Au
 ，其中如方程式（2.67）所示
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从而，可以得到二维线性三角形单元的基函数，如方程式（2.68）、方程式（2.69）、方程式（2.70）所示
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其图像如图2.18所示。二维二阶三角形单元如图2.19所示，定义在这个三角形内的任何函数可以被近似为如方程式（2.71）所示
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图2.18　二维线性三角形单元基函数

[image: ]


图2.19　二维二阶三角形单元

为了确定这些系数，计算函数在这些节点的值，如方程式（2.72～2.77）所示
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因此，矩阵A
 为如方程式（2.78）所示
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二维二阶三角形单元的基函数如方程式（2.79～2.84）所示

[image: ]


它们的图像如图2.20所示。
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图2.20　二维二阶三角形单元基函数


 2.6.3　二维四边形单元基函数

对于矩形单元，首先将其变换到局部坐标系，如图2.21所示。对于线性单元，有方程式（2.85）
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图2.21　矩形单元坐标变换

可以得到矩阵A
 ，如方程式（2.86）所示
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从而，基函数如方程式（2.87～2.90）所示
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二维四边形线性单元基函数图像，如图2.22所示。
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图2.22　二维四边形线性单元基函数

二维四边形二阶单元如图2.23所示，对于该单元如方程式（2.91）所示
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图2.23　二维四边形二阶单元

8×8的矩阵A
 如方程式（2.92）所示

[image: ]


基函数图像如图2.24所示。

[image: ]


图2.24　二维四边形二阶单元基函数


第3章

单物理场仿真

有了前面描述的数理方程和有限元方法的基础，我们就很容易理解，绝大多数物理现象可以抽象成数学模型，使用偏微分方程或者偏微分方程组进行描述，借助于计算机这个强有力的工具，通过有限元方法求解得到能够表征物理现象的数据。从本章开始，我们开始由简入繁，讨论如何把偏微分方程、有限元和COMSOL Multiphysics结合在一起，解决科研与工程中遇到的问题。

经过近代科学数百年来的发展，人们早已针对各种物理现象建立了适当的控制方程。例如使用Navier-Stokes方程仿真常见的流体问题；使用对流扩散方程仿真物质运移或者热量传递；使用麦克斯韦方程组仿真电磁场的问题，等等。值得注意的是，实际的物理过程或工程问题一般都很复杂，往往涉及多个物理场的相互耦合作用，在相当长的一段时间里，由于计算方法和计算能力的不足，我们只能采用分步骤研究的方法来进行仿真，每个步骤中只考虑某个单独的影响因素，或物理场。换言之，就是本章要讨论的“单物理场”研究。

本章共分为4节，通过一个典型的热传递案例的仿真分析，从最简单的热传导开始，逐步引入对流、辐射等，最后通过对目前应用广泛的摩擦搅拌焊接进行实例分析，进一步拓展思路，读者可以从中了解利用COMSOL Multiphysics分析问题的基本思路与方法。本章最后的练习题供读者进行思考，其中包括力学、渗流、声学、等离子体等。

限于篇幅，同时也是为了让读者得到更充实的阅读内容，本章所有案例会着重于介绍背景、理论基础和求解思路，我们将在中仿社区（http://i.cntech.com.cn
 ）公布具体操作步骤，练习题的答案同样会在中仿社区公布，欢迎读者加入社区共同学习和促进。


 3.1　热传递现象：热传导

热传递现象广泛存在于我们周围，一般说来，只要存在温度差，就会有热量从高温物体传向低温物体，或从物体的高温部分传向低温部分。这是自然界中普遍存在的一种现象，在机械工业、土木工程、生物医学、航空航天、材料科学、化学化工、冶金科学、汽车工业、电子电器、气象环保、采矿和石油工程等行业中起着关键作用。

简言之，热量传递有三种基本方式：传导、对流和辐射。热传导是介质内不存在宏观运动时的传热现象，在固体、液体和气体中均可发生，其典型特征是热通量与温度梯度成正比。热对流是指液体或气体中不同温度的部分通过流动使温度趋向均匀，有自然对流和强制对流两种形式，前者由于温度不均匀自然发生，后者由于外界对流体搅拌而形成。热辐射是高温物体直接向外发射热的现象，它能不依靠媒介把热量直接从一个系统传给另一系统，以电磁辐射的形式发出能量，温度越高，辐射越强，通常作为一种特殊的边界条件来进行数值分析。

如果我们要分析的现象是通过热传递后达到一种平衡状态的温度场，就应该进行稳态的分析；如果需要分析温度随时间变化的过程，就应该采用瞬态分析。

下面我们就从数理方程、边界条件、有限元计算一步步地来分析如何进行一个热传导问题的仿真。


 3.1.1　热传导方程

热传导问题中研究的是温度在空间的分布和随时间的变化，用[image: ]
 表示。经过前人大量的研究，可以用热传导定律，或称傅里叶定律来描述，如方程式（3.1）所示。
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这是一个用来描述瞬态热传导的方程，其中的负号表示热量传递方向与温度升高的方向相反，相关的参数如下。


ρ
 ——密度，即研究对象的密度。


C
 
p

 ——热容，当物质吸收热量温度升高时，温度每升高1K所吸收的热量。


Q
 ——源项，即热流密度，表示研究对象所吸收的热量，可以是任意的热源或热沉，例如电路中的电阻热、化学反应过程中的反应热，或者气体压缩的压力功等。


k
 ——热传导系数，与研究对象的物理本质相关，可以是一个随时间、温度、或其他任何参数而变化的参数。



u

 ——对流项中的外场因变量，常见量是速度等。


 3.1.2　热传导边界条件

边界条件表示周围环境对整个研究对象的影响，也可以理解为导热系统与外界环境之间的换热关系。根据第1章中描述的三类边界条件，常见的热传导边界条件可以分类如下：

第一类边界条件

给定系统边界上的温度分布，即温度边界。它既可以是给定不变的常数值，也可以是时间和空间的函数，如方程式（3.2）所示
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其中当[image: ]
 为常数时，是稳态条件，当[image: ]
 表达为时间的函数时，是非稳态条件。[image: ]
 表示第一类边界。

通常情况下，当研究对象中存在一个温度恒定的对象时，可以将它简化为其他相邻对象的边界条件，例如一个恒温加热元件、很大空间的热源（即，恒定的流体入口温度）等。

第二类边界条件

给定系统边界外法线方向上温度的导数值，意味着边界上有热流的流入或流出，即热通量边界或绝热边界。同样，既可以是不变的常数值，也可以是时间和空间的函数，如方程式（3.3）所示
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其中，当[image: ]
 时，为绝热边界条件；当[image: ]
 为常数时，为恒热流边界条件。[image: ]
 表示第二类边界。

通常情况下，当研究对象的边界有热量流入或流出时，就可以选择这种边界条件，例如冷却夹套、加热器等。如果热流为0，就表示这个边界是一个热绝缘边界条件。

第三类边界条件

给定系统边界上温度及边界法线方向温度导数值的线性组合关系，物理意义相当于系统与外界有热交换，实际上也可看作是将上述的两种边界条件进行组合，如方程式（3.4）所示
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通常情况下，当研究传热物体表面与空气对流热、或者辐射散热时，就可以采用这种边界条件，例如定义外界温度为T
 ext
 ，空气传热系数为h
 。


 3.1.3　热传递问题的弱形式

第2章中我们已经介绍过如何进行有限元求解此类方程，这里我们就不再赘述，这里我们想给大家介绍另一种解法：弱形式。

参考第1章中介绍的弱解形式推导方法，在上面介绍的这个传热方程两侧乘上测试函数，然后通过积分，以及格林公式变换，最终我们可以得到如方程式（3.5）所描述的弱形式
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相信这个弱形式的推导对于绝大多数非数学专业的仿真业者是一个相当痛苦的过程，虽然有时候可以从文献或各种渠道查到相关的弱形式方程，然而大多数情况下，我们无法得到这种弱形式方程。幸运的是，COMSOL Multiphysics基于弱形式来建立耦合方程组进行有限元求解，因此在软件界面的方程式视图编辑框中集成了弱形式的表达式，供使用者查阅。而且如果大家对自己有足够的信心，甚至可以尝试修改这个底层方程来满足自己的更多的需求（如图3.1所示）。这也给使用者提供了一个学习弱解的最佳手段。
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图3.1　传热应用模式中弱形式编辑框示意图


 3.1.4　COMSOL Multiphysics示例

第2章中我们描述了如何进行有限元求解传热问题，上一节中我们补充了一种通过弱解形式来描述和求解热传导问题的手段，看起来这是一个相当复杂的过程。然而事实上，在COMSOL Multiphysics中，我们不需要如此兴师动众，而是可以通过预置的传热应用模式来求解，这个转换成弱形式的过程是由程序在后台自动完成的。这也是COMSOL Multiphysics之所以迷人之处。

让我们来看在一个三维柱状物体的底部加热，上部和外侧向空气散热，柱中的温度分布，如图3.2的左图所示。通常情况下，这种对称性很强的研究对象，我们都会把它进行简化处理成一个二维轴对称的对象（图3.2的右图），这样可以极大地减少计算量。此外，从某种意义上而言，由于经过这样简化，得到了严格定义的对称轴，而原始对象中不一定能够在网格剖分中得到对称轴，因此简化后的模型可能会产生更小的系统误差，得到更好的结果。
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图3.2　热传导案例示意图

现在打开COMSOL Multiphysics，在空间维度选择页面选中二维轴对称，在增加物理场中选择传热>固体传热，然后在求解器类型中选择稳态。首先进行一个稳态的分析，如图3.3所示。
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图3.3　热传导案例应用模式选择示意图

然后绘制出所需的几何结构，通过浏览材料库，将内部求解域设定为水，外部求解域设定为玻璃。注意，现在的模型中，假定水只存在热传导，并未考虑对流现象。这一步实际上是设定对应的热传导方程中的相关系数。

接下来，需要设定边界条件，根据前面的描述，可以设定下端边界为一个恒定的温度333.15K，即40℃，然后设定上端边界和右侧的边界向空气换热，如图3.4所示。
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图3.4　热传导案例边界条件设定示意图

然后我们就可以直接进行求解了。可能有读者提出疑问，还没有剖分网格呢，而且也没有设定求解器呀！不用担心，这些工作COMSOL Multiphysics会自动进行，程序会自动按照预置的标准网格模式剖分网格，并按照预置的求解器设定进行求解。如果有必要，我们才会去修改网格形状和调整求解器的设定。

最终我们得到了如图3.5所示的结果，其中颜色表示温度的大小，箭头表示传热的方向。
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图3.5　热传导案例结果，二维轴对称

为了让结果更加直观，可以将结果进行简单的后处理，将它旋转坐标变换到三维，得到如图3.6所示的结果。顺便提一句，这一步同样也是由COMSOL Multiphysics自动完成的。
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图3.6　热传导案例结果，三维

以上得到的结果是一个稳态分析的结果，即最终这个立方体中会形成的一种稳定的温度分布现象。如果大家对形成这种分布的过程感兴趣，可以做一个瞬态的分析。让我们修改COMSOL Multiphysics案例中的求解器，将稳态求解器修改为瞬态求解器，热传导案例修改求解器示意图如图3.7所示。
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图3.7　热传导案例修改求解器示意图

求解300s内的温度变化，我们可以得到结果如图3.8所示，左图表示75s的温度分布，右图表示250s的温度分布，可以清楚地看到温度的传递过程，从底端向上方逐层传热。
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图3.8　热传导案例瞬态分析结果示意图


 3.2　热传递现象：对流


 3.2.1　方程的变化

事实上，在我们大家周围的各种传热过程中，对流是一个不可忽略的现象。严格意义上而言，所有的传热过程，都应该是传导与对流并存的过程。对它进行描述的数学物理方程很简单，就是在热传导方程中添加一个对流项，如方程式3.6所示。
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注意方程式（3.6）中新增的第三项，它一般是与速度相关的项，其中的变量
u

 可以是流体的流速，也可以是研究对象的运动速度等。


 3.2.2　边界条件

我们注意到，针对这种对流现象，相应的存在对流边界条件，用来描述系统与周围流体之间的换热情况，包括自然对流、强制对流等，而且根据方向的不同，还需要分为上板、下板，以及垂直壁等。

实际上，这是一种第三类边界条件，与上一节类似，区别在于其中的传热系数h
 ，它是一个可以根据对流自动计算出来的值，COMSOL Multiphysics已经预置了对应的材料库参数。

●　自然对流边界条件，传热系数主要涉及边界的长度、方向、与环境之间的换热系数。

●　强制对流边界条件，传热系数除了上述元素外，还需要指定环境的流体流动速度。


 3.2.3　对流传热的弱形式

与上一节类似，我们同样可以得到如下形式的对流传热方程的弱形式，如方程式（3.7）所示
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再次提醒一下大家，COMSOL Multiphysics的操作界面中，会在方程视图中直接给出这个弱形式的表达式，我们可以通过查阅方程视图来加深自己对弱解的理解，检查自己推导的结果是否正确。


 3.2.4　COMSOL Multiphysics示例

要研究对流现象也并不复杂，在COMSOL Multiphysics中通过一些简单的操作来轻松地实现。现在让我们在上一节的基础上引入对流项来进行分析，假定这种圆柱结构实际上是一个装满水的水杯，在底部加热过程中，水温的差异导致密度差，会形成对流。此外，假定上部和外侧与环境（20℃）之间是自然对流边界条件。

为了模拟这个过程，除了在上述提到的热传导方程中添加一个对流项以外，我们还需要引入一个流动方程，用来描述由于温度差异产生的流动现象。

在上一节的模型中，向模型中添加一个应用模式，不可压缩层流，如图3.9所示。
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图3.9　对流案例添加应用模式示意图

这个流体应用模式相对比较简单，我们只需要指定其中的体积力源项就完成模型设定了，因为其他所有的选项，都可以由程序采用默认的设定或已经定义的材料库参数来完成。但是流体的计算通常是比较难实现的，可以向其中引入一个压力参考点来提高收敛性。请注意，流体模型中，我们最关心的是压力差，而不是绝对压力，因此这个压力参考点可以放置在任意一个可供使用的点。流体应用模式设定示意图如图3.10所示。

[image: ]


图3.10　流体应用模式设定示意图

图3.10中，g_const是一个内置的变量，表示标准的重力加速度，spf.rho表示不可压缩层流应用模式（spf）中的表示密度的变量rho（见参考文献［11］）。这个表达式说明在本节考虑的模型中，使得流体产生流动的驱动力是流体本身的浮力。

接下来我们要做的是将新增的这个流体应用模式中的因变量耦合到原有的传热应用模式中。从前面的分析中，我们了解到现在需要考虑的是在热传导方程中引入对流项。首先，将原来的固体传热应用模式按照如下的操作修改为流体传热：单击传热节点设定区中物理模型的默认模型下拉列表，从中选择流体传热。注意，当修改了这一项以后，COMSOL Multiphysics自动地将方程修改成了对流-传导方程，同时传热节点中的固体传热1节点也自动变成了流体传热1，如图3.11所示。
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图3.11　修改流体传热应用模式

接下来，单击自动变化出来的这个流体传热1节点，在设定区中从速度场下拉列表中选择速度场（spf/fp1），这是一个内置的变量，表示上面新增的应用模式不可压缩层流spf中的速度场因变量。在绝对压力下拉列表中选择压力（spf/fp1），这同样也是一个内置的变量，表示在仿真过程中，需要调用流体流动计算结果中的压力。注意，我们勾选并保留了默认的参考压力设定值，这是因为在流体计算过程中，数学模型中考虑的是压力降，而不是绝对压力。以本例来说明，我们只定义了一个压力点约束为0［Pa］，而实际上这杯水是处于大气环境中，因此如果作用到传热方程中用于计算流体属性，就必须引入一个大气压值与流体压力迭加得到真实的压力值。设定流体与传热之间的耦合关系如图3.12所示。
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图3.12　设定流体与传热之间的耦合关系

经过前面这些操作的修改，我们将固体传热（热传导）方程改成了流体传热（对流-传导）方程，然而，要注意，不能将水杯也修改成流体，因此，需要将它从流体传热方程中剥离出来。为此右键单击传热节点，从弹出菜单中选择固体传热，在域选择中选择求解域1（杯体）。

注意：在COMSOL Multiphysics V4.x中，各个节点的优先级顺序是下方优先，即节点的位置越低，优先级越高。因此上面的操作虽然没有定义流体模式的求解域，但是求解域1中的流体应用模式求解已经被固体传热所覆盖。

最后，通过定义两个对流冷却就完成了全部的求解域和边界条件的设定，一个是杯外侧垂直壁面空气自然对流冷却，另一个是水面和杯顶部的水平向上空气自然对流流动。这些都可以直接在COMSOL Multiphysics的图形化节点设定的下拉菜单中选择。

通过计算，得到了如图3.13所示的结果，显示出明显的流动的效果，
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图3.13　对流传热：从左到右分别表示72s，144s，166s的流线


 3.3　热传递现象：热辐射

如果我们要严格地进行传热问题的分析，还不能忽略热辐射，即物体由于温度而产生的辐射电磁波现象，热量传递的三种主要方式之一。一切温度高于绝对零度的物体都能产生热辐射，温度越高，辐射出的总能量就越大。它是真空中唯一的传热方式。

通常情况下，对于热辐射的模拟，我们是将它作为一个边界条件来定义的。即采用方程式（3.8）来表示
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其中ε
 是表面发射率，σ
 是Stefan-Boltzmann常数，T
 amb
 是环境温度。提醒读者在使用热辐射边界条件时，一定要注意保证温度单位的正确性。

在COMSOL Multiphysics中预置了这样一个边界条件，如果需要模拟热辐射，则直接从菜单中选择表面对环境辐射即可。

COMSOL Multiphysics示例

还是依托3.2小节中的案例，这次让我们再考虑一下杯外壁除了自然对流换热，还向环境辐射热量，假设杯外壁的发射率为0.6，通过在3.2节的模型中添加一个表面对环境辐射边界条件，如图3.14所示。
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图3.14　辐射边界条件设定示意图

通过计算，同样可以得到与3.2类似的结果，为了能够显示有无辐射对温度场的影响，可以做一个线图显示边界上的温度差异，如图3.15所示。其中左侧靠近底部，两者温度差异不大；右侧是上部区域，显示出明显的差异。结果表明，由于环境温度比杯中的温度更高，因此在考虑辐射条件的情况下，杯外壁的温度更高。
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图3.15　杯外壁温度分布，实线＋圆表示有辐射，虚线＋星号表示无辐射


 3.4　应用实例：搅拌摩擦焊接

前面由简到繁，我们大家一起研究了如何对传热问题进行研究，如何使用COMSOL Multiphysics来实现仿真。下面就让我们来看一个应用实例：摩擦搅拌焊接。这是在COMSOL Multiphysics自带的案例库传热模块中的一个典型案例，有兴趣的读者可以查阅：案例库＞Heat Transfer Module＞Tutorial Models＞cold water glass。

焊接是一种历史悠久的制造工艺，它是将两种或两种以上同种或异种材料通过原子或分子之间的结合和扩散连接成一体的工艺过程。摩擦搅拌焊接过程属于固相焊接，通过压力使待焊工件的表面紧密接触、摩擦生热使金属被加热到很高的温度，然后在搅拌头的机械混合作用下搅拌、混合、扩散，最终形成牢固的接头，自问世以来，已经在航空航天、铁道车辆、造船、汽车等制造领域显示出强劲的创新活力和广阔的应用前景。

焊接过程主要考虑的就是温度的分布，即传热问题。本节中，就让我们来模拟一个焊接铝板的摩擦搅拌焊接工艺过程，其中一个旋转的工具（搅拌头）沿着焊缝移动，搅拌头所产生的摩擦热使附近的铝板熔化。搅拌头旋转搅拌处于熔化状态的铝液，使得两块铝板最终连接起来。图3.16显示了旋转焊头和焊接铝板的过程。
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图3.16　两块铝板通过摩擦搅拌焊接方法实现连接

如图3.16所示，焊头（蓝色区域）与铝板（红色区域）有两个面发生接触：侧翼和销。旋转焊头通过这两个接触面将热量传递给铝板。在焊接过程中，焊头沿着焊缝移动，移动方向在图中用绿色箭头表示。可能大家拿到这个问题就想当然地要用移动对象的模拟方法。可是且慢，让我们先来一个头脑风暴。

●　如果将工具作为一个移动的热源来模拟，就需要通过移动网格技术来建立一个相当复杂的模型，将会需要很大的计算量。

●　但是我们可以采用一种巧妙的方法来处理，考虑到运动的相对性，让我们将移动坐标系固定在工具轴上，即认为搅拌头不动，铝板运动。

●　这样传热问题就转化成了一个稳态的传导-对流问题，由此可以很方便地进行模拟（见本书参考文献［12］）。

此外，我们还可以进行一些合理的简化。

●　例如，假设铝板无限长，即模拟过程中忽略了铝板的边缘效应，这种无限长的求解域，在COMSOL软件中可以使用无限元来实现。

●　另外，由于我们研究的几何存在关于焊缝的对称性，所以只需要模拟其中的一半。如图3.17所示，坐标系固定在旋转焊头上时，铝板相对于工具的速度在图中用u
 表示。左右两端的长方体代表无限长的求解域，q
 
s

 和Q
 pin
 分别代表搅拌头的侧翼和销所带来的热源。
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图3.17　摩擦搅拌焊接的几何模型

与前面提到的传热方程相比，由于坐标系固定在焊接工具上，所以除了热传导项之外，方程还包含一个对流项。具体的控制方程为3.9所示
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其中k
 表示热导率，ρ
 是密度，C
 
p

 是定压热容，
u

 是速度。假定在x
 轴负方向上的速度u
 ＝1.59×10-3
 m/s。

接下来我们就可以参考本章前三节的内容来进行仿真了，首先设定热传导属性，然后设定对流属性，最后设定边界的热辐射条件。

经过计算，我们就得到了如图3.18所示的温度场，该结果可认为是通过固定在移动焊接工具上的窗口观察得到。计算结果表明，铝板与旋转焊头的接触区域温度最高。摩擦搅拌焊接过程将加热过的材料移动至旋转焊头后方，而较冷的新材料则从工具前方进入。
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图3.18　铝板的温度场

本节通过数值模拟，研究了真实的摩擦搅拌焊接过程。不过，我们暂时未考虑铝液中的搅拌过程，其中将包含相变和材料的旋转流动。有兴趣的读者可以在本例的基础上再耦合一个流场控制方程，来计算流速和压力分布。而相变则可以简化为通过将材料属性定义为温度的分段函数来实现，根据求解域的温度分布，COMSOL在计算时自动调用相应的材料属性。


 3.5　小结

本章我们从传热方程开始，讨论如何进行单物理场仿真，如何将理论与实践相结合，实现对真实案例的数值模拟。值得一提的是，虽然本章只讨论了传热物理场，但是这种思路可以扩展到其他各种物理场的研究。我们将会在后续的章节中与大家一起来分析如何进行单物理场/多物理场耦合数值模拟。


 3.6　练习题

1．求解混凝土烟囱的温度场分布。图3.19为正方形烟囱的结构示意图，外层保温材料厚度20cm，导热系数k
 ＝0.1W/（mK）；内层混凝土材料厚度20cm，材料导热系数k
 ＝1.4W/（mK）。烟囱内表面温度为100℃，保温材料外面暴露在30℃的空气中，保温材料与空气的换热系数h
 ＝20W/（m2
 K），烟囱的初始温度为100℃。
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图3.19　练习题1图

2．求解瞬态高斯脉冲声波。如图3.20所示，求解半个椭圆，外边界都为硬声场边界。左焦点发出高斯脉冲声波，振幅4m2
 /s，频宽381.1Hz，脉冲峰值时间0.002624s。要求计算0至35ms内的瞬态声场分布，时间步长取0.5ms。
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图3.20　练习题2图


第4章

弱耦合的多物理场问题

我们所面临的实际科研或者工程问题多表现为多个物理场相互影响、共同作用，这些物理场之间的联系有些情况下非常紧密，有些情况下也可能较为松散。我们把它们分别称为多物理场的强耦合问题和弱耦合问题。对于计算分析来说，这两类问题的求解难度显然是不同的。我们通常希望以尽可能低的计算代价获得满意的结果，因此针对以上两类问题往往更推荐采用不同的求解方法。在本章中，我们先从弱耦合问题开始，介绍间接耦合求解法和全耦合求解法，最终使读者理解多物理场弱耦合问题的求解思路并掌握求解方法。

本章算例的详细操作步骤和各练习题答案，请访问中仿社区（http://i.cntech.com.cn
 ）查看。


 4.1　什么是多物理场问题

本小节讨论两个问题：什么是多物理场问题？面对多物理场问题我们应该如何入手？第一个问题看起来很简单，读者可以带着自己的答案先来与我们一起讨论第二个问题。在本节的末尾，我们会解答第一个问题。

当我们面临一个多物理场仿真分析的任务，第一件事是做什么？是去翻阅资料了解某些算法，还是去翻看广告调研某些软件？都不是。如果是一个经验丰富的数值分析专家，他现在要做的是静下来好好思考：这个问题涉及哪些物理过程；每个物理过程可以如何用数学模型描述；各个物理过程是如何相互影响的，体现在数学上又是怎样；这些过程中的哪些是可以用经验描述的，哪些是不能的；需要提供哪些数据参数给这个数学模型，以便这个数学模型能精确地描述我预想的工况。这个思考的过程就是数学建模。算法或者软件，只是帮助我们用数值的方法求解所建立的数学模型而已。

比如我们常常用电热壶烧水。如果现在电热水壶的厂家要对他们的产品做仿真分析以进行优化设计，接到任务的工程师应该如何开始呢？首先，也是最重要的，他要搞清楚电热壶为什么能烧水，要建立整个过程的物理图像。“按下开关，电源接通，交流电压加载在加热装置上，生成一股连续的电流从加热装置上流过。加热装置在工频电压下可以等效为一个电阻，我们需要定义这个合适的阻值，应该与电导率和电阻丝的结构有关。电流流过电阻、做功，转化为热能。这个物理过程可以用一个描述电势分布的泊松方程来控制，电功率可以通过电场和电流计算获得。有些时候，或许电功率可以直接从经验获得，比如对于某些可以买到的标准加热棒，也许不用考虑电热的过程，电功率作为重要的性能参数可以很容易查询获得。”工程师接着想，“不管怎么样，电功率假设已经可以获得，现在还要考虑温度的分布。电功率可以作为一个热源，定义在整个发热装置上。这应该是一个体热源，有一定的空间分布，因为电热棒的功率在几何结构上很可能是不均匀的。如果能够进一步提供加热装置材料的热导率、密度、热容等参数，就可以用一个传热方程来描述该装置通电后的温度升高和分布。具体的温度还与边界有关。加热装置浸泡在水里，局部的温升还要引起水的自然对流，水的对流可以用一个流体方程描述。如果还能提供水的热容、密度和热导率，那么一个对流传热方程也可以建立起描述水中的温度分布。加热装置和水的温度在分界线上应该是相等的，也就是连续的。至于水的外边界，这是一个换热边界，水通过壶壁与外界空气不断地交换热量，应该提供换热系数和环境温度，而且可能还存在辐射带来的热量损失，要把这一项考虑在内。”其实如果更仔细地考虑，水壶壁的传热过程也可以更仔细地描述，指定壶壁材料的热导率、密度和热容，用一个单独的传热方程来描述壶体的传热。有经验的工程师会说，“在实际中，壶体多是铝或者不锈钢，都是热的良导体，壶体的温度变化随水温变化非常灵敏，可以近似地认为壶体温度与水的温度一致，因此就不需要单独考虑了。”

这个思考的过程就是建模。你看，建模这项工作是整个仿真中最核心的部分，它体现了仿真工程师的知识和经验，然而它与软件或者算法无关。这位专业的工程师在完成建模工作之后，才去寻求是否要用什么算法或者软件帮他求解这些问题。

各位亲爱的读者，我们在工作中也面临各种各样的应用和物理现象。如果仿真分析的任务交到我们手上，应该如何学会像这位专业的工程师这样思考？这正是本章乃至本书将要试图告诉大家的。从这个目的出发，我们仍然回到电热水壶的例子中，看看在复杂的物理图像中，是否能找出什么规律。

当面临实际问题的时候，试着用以下的方式对自己提问。

第一问，我所面对的问题可以归结为哪些物理过程？

概括起来，电热水壶工作涉及三个物理过程：工频交流电的计算；电阻丝上的热传导和水中的对流传热计算，统称为传热问题；由于热分布不均匀引起的水的自然对流，这是一个流体问题，具体地说是非等温流动问题。

第二问，这些物理过程是如何相互作用的？

我们认为水是不导电的，所以电阻上的电势分布不会在水中产生漏电流。这样水的流动或者温度都不对水中的电流分布有任何影响，电流在水中都是零。同时，如果我们把电阻丝的电导率也定义为常数，这意味着我们假设温度的分布也不会影响到电阻丝上的电流计算。这么说来，工频交流电这个物理过程是独立的，它单向地影响传热问题和自然对流过程，而传热问题和自然对流过程并不会对电流计算产生任何反作用。

我们再来看传热问题。电阻丝上的传热是个固体热传导过程，利用交流电场分析所获得的热源分布，我们只需给定热导率、密度和热容就可以获得温度的分布了。但是，水的影响还不能忽略，因为电阻丝与水之间存在热交换。水中的传热是一个对流传导过程，除了水的热导率、热容和密度，还必需考虑水的流动。而水的流动恰恰是因为温度分布造成的密度差异引起的。温度分布会影响流体的运动，流体的运动反过来也会影响温度的分布。传热和流体场这个物理过程是相互双向作用的。

第三问，我们可以如何求解？

交流电场是独立的物理过程，可以先单独求解。传热和流体场相互联系紧密，必须同时考虑。

以上三问，对于任何多物理场问题都是适用的。这三个问题会引导我们把复杂的多物理场现象剖析成具体的模型，从而显示出问题的本质。你注意到了吗，在某些情况下，有些物理场与其他物理场的联系是非常松散，甚至是独立的，比如电热水壶例子中假设材料没有热敏性的电场计算。而另外的一些物理场，比如本例中的传热过程和流体流动，它们的相互联系非常紧密。联系松散的多物理场问题，其线性度较高，求解也就比较容易；联系紧密的多物理场问题，其非线性度较高，求解的难度也会增加。

在本章的后面几节我们会讨论问题的解法，不过现在我们先来回答本节开始的第一个问题：什么是多物理场问题？涉及多个物理场的问题就是多物理场问题，这么说无疑是对的。但是你看，这种回答忽略了问题的本质。涉及多个物理场相互作用的问题才是多物理场问题。这种相互作用可以有两种情况：单向作用和双向作用，对应于线性问题和非线性问题。


 4.2　多物理场弱耦合问题

多物理场问题中，如果单向作用的物理场占多数，说明各物理场之间的联系较为松散，整个问题的线性度较高，这样的多物理场问题，称为多物理场弱耦合问题。


 4.2.1　稀溶液假设下的对流扩散问题

稀溶液假设下的对流扩散问题就是一种典型的弱耦合问题。对流扩散问题是典型的多物理场过程，包含质量运移和流体流动两个物理过程。以稳态问题为例，质量运移过程可以用一个对流扩散方程来描述，如式（4.1）所示。而流体的流动根据其雷诺数不同可以适用于不同的数学模型，本例中假设流体为单相流层流，用不可压缩的NS方程描述，如方程式（4.2）和方程式（4.3）所示
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其中，方程式（4.1）中的c
 是物质浓度，D
 是扩散系数，u
 为流速场的速度矢量分布，R
 为源项，描述流域内浓度的变化，比如化学反应造成反应物浓度的变化；方程式（4.2）为流体的动量守恒方程，ρ
 和μ
 分别为流体的密度和粘度，p
 为压强，F
 为体积力；方程式（4.3）为质量守恒方程。稀溶液假设，是指对流扩散问题中溶质的浓度比例较低，以至于不论溶质的分布有多么不均匀，都不足以改变溶液的性质（比如密度、粘度等）。在这种假设下，流体场的计算与质量运移的计算是独立的，流体场单向影响质量运移过程。我们可以先求解方程式（4.2）和（4.3），然后把求得的u
 带入式（4.1），求得浓度c
 的分布。稀溶液假设适用于生活中的很多情况。均匀溶质流体在无化学反应的情况下的输运过程，即可认为满足稀溶液假设，比如稳定的混合气、混合溶液都属于这种情况。

图4.1展示了一个微流管道内的溶质混合过程模拟。含有一定浓度溶质的溶液从管道的A入口流入，不含有溶质的纯溶液从管道的B入口流入，溶质在混合器的中间部分依靠扩散与溶液混合、稀释，然后从混合器两个出口流出。可以预测微流管道内的流动是层流形式，扩散方向与流动方向垂直，所以混合的效率会很低，两个出口的溶液具有不同的浓度。大部分溶质会从A出口流出。图中用颜色表示溶质的归一化浓度分布。
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图4.1　微流管道内的溶质混合分析

在COMSOL Multiphysics中，求解的思路就如前所述。我们可以试着调节方程式（4.1）中的扩散系数的取值，清楚地看到扩散对混合效率的影响。图4.2是分别设定两个不同的扩散系数时，管道内溶质浓度分布的情况。
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图4.2　两种不同扩散系数情况下管道内的溶质浓度分布

图4.3是另一个化工领域常用的物质混合器的模拟——层流静态混合器。分别含有一定浓度溶质A和B的溶液从入口进入混合器。混合器内布满了叶片，虽然叶片并不转动，但这种结构也足以让溶液在其中流动时获得搅拌的效果，两种溶质在扩散和对流的作用下实现混合。图中用颜色变化展示了溶质A的浓度分布。在这个例子中，流动对浓度的分布起主要的作用，溶质本身的扩散系数虽然很小，但仍然可以获得不错的混合效果。
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图4.3　层流混合器将两种溶质均匀混合：下端为入口，上端为出口


 4.2.2　强制对流传热过程

热量的传递有三种主要的形式：热传导、热对流、热辐射。通过第3章的讲解，相信大家都已经非常熟悉描述热分布的方程和求解技术。这三种形式之中，热辐射是通过边界来定义的，而热传导和热对流是用方程来描述的，这就是常说的对流传热方程，如方程式（4.4）所示。
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对比对流传热方程式（4.4）与质量运移方程式（4.1）可以看出，两者的形式和物理含义都非常类似，热传导就好像是热量在物体内的扩散，对应于方程中的热导率k
 ，u
 仍然代表流速场的速度矢量分布，Q
 是体热源。

溶质运移问题有稀溶液和稠密溶液之分。流体的性质不受溶质浓度影响，就是稀溶液假设；反之，就是稠密溶液。对流传热过程也是一样，要考虑流体的性质受到温度的影响而变化，这就是自然对流过程与强制对流过程。

自然对流是指温度分布不均匀而造成流体的密度分布不均匀，从而在重力和浮力的作用下发生的流动过程。强制对流则是指流体本身存在压力差或者初始流速。不管温度如何分布，流体都要发生流动。

不难理解，自然对流现象是在所有考虑重力的对流传热过程中都必然存在的。只要有温度差异，气体在状态方程的控制下就会出现密度差异，从而导致自然对流运动。然而在实际生活中，不管是人为造成强制对流，还是自然条件形成强制对流（比如自然风），强制对流的速度往往比自然对流的运动速度要快得多，这就造成自然对流对热量传递的作用相对于强制对流会变得非常小，以至于可以忽略不计。本小节，我们就是指这种可以忽略自然对流的情况，这时候可以近似地认为温度的分布不会影响流体的密度和粘度，于是就可以单独求解方程式（4.2）和（4.3）获得流速场u
 ，然后代入对流传热方程式（4.4）求得温度T
 的分布。

图4.4展示了生活中常见的散热片温度模拟。在电路板等电子设备的设计中，为了做好散热，经常会使用铝制、铜质的热沉。热沉在设计时不仅要考虑其换热面积，也要考虑风冷或者液冷的效果，也就是强制对流散热。图中用箭头表示风的流动，从右端吹向左端，箭头上的颜色代表速度的大小，其他地方的颜色变化代表温度的分布。
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图4.4　常用的芯片散热技术：铝制散热片的强制对流散热分析
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图4.4　常用的芯片散热技术：铝制散热片的强制对流散热分析（续）

图4.5是另一种在电子设备机箱中常见的结构。多个电路板并排放置，电路板上各种表贴元器件形成一个一个的分布式热源。电脑机箱中的内存散热就属于这种情况，机箱风扇为整个系统提供了强制对流的风道。在仿真模拟中，阵列结构带有明显的周期性和对称性，所以可以使用相应的周期性边界和对称边界来提高计算效率。图4.5用颜色变化代表芯片上的温度分布，流线代表风道流速的情况。图4.6进一步用切面图和箭头，把电路板间的风道流动速度更清楚地表现了出来。
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图4.5　电路板表面芯片阵列的强制对流散热
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图4.6　电路板间的风道流动模拟


 4.2.3　微弱热敏性的电热耦合问题

电热效应在很多应用中都很重要。有的时候，希望利用电热效应，比如设计各种加热装置；有的时候，可能不希望电产生的热量积聚，这时就要设计好散热系统。不管是哪种情况，电热耦合分析都是很重要的技术。

电热耦合大概又可分为焦耳热、感应热和微波热三种情况。

1．焦耳热

导体在电压激励下产生电流并发热，稳态情况下可用方程式（4.5）和（4.6）描述。如果材料的热敏性非常微弱，则可以近似地认为电导率σ
 为常数。此时电场计算单向影响传热过程。独立完成电场分析之后，将方程式（4.6）代入方程式（4.4）的源项Q
 ，即可获得导体上的温度分布。
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其中，V
 为电势，E
 为电场强度，J
 
e

 为外部电流密度，Q
 
j

 为初始存在的体电流密度。一般情况下，J
 
e

 ＝Q
 
j

 ＝0，因此电流做功Q
 ＝σE
 2
 ，此项即为传热方程的体热源，也就是焦耳热源。

图4.7展示的是医学上常见的肿瘤热疗的体外仿真模拟过程。探针插入组织内，利用焦耳热形成局部高温从而杀死肿瘤细胞。为了精确地估计温度，活体组织的血液流动会影响热量的传递与分布，因此也必须考虑进来。这就构成了典型的焦耳热源的对流传热过程。热疗所用的温度大约在45℃～50℃，工作时探针迅速从室温提高到工作温度，并且在工作温度附近保持稳定。因此在模拟我们关心的工作过程中，温度变化可以忽略导致的探针电参数的热敏性可以忽略，这就构成了电热弱耦合的过程。图4.7中展示的是以恒定电流通电60s后探针在组织内部形成的温度分布，高温处已经达到88℃。在实际的热疗过程中，电流一定要做调整或者间歇通电，以保证温度保持在45℃～50℃。
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图4.7　利用焦耳热治疗肿瘤

2．感应热

感应加热的本质也是焦耳热，只不过做功的电流不是直接由电源注入，而是利用电磁感应效应产生的。

电磁感应定律可用方程式（4.7～4.8）来描述
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其中B
 是磁通密度，A
 是矢量磁势，J
 e
 是体电流密度。电磁感应定律描述了电流可以在空间中产生磁场，而时变的磁场也可以感生出电流。

对于传热方程式（4.4），感应热源Q
 此时其实是电磁能的耗散。从数学上严格来说，感应热源由两部分组成：电磁能的阻抗耗散即焦耳热和电磁能的磁耗散，如方程式（4.9）所示。
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在绝大多数感应加热的应用中，我们认为材料的磁阻尼可以忽略，此时方程式（4.9）中的磁耗散项并不起作用，因此感应加热的实质就成为感应电流的焦耳热。如果材料的电参数和磁参数的热敏性都可以忽略，那么感应加热的过程就可以认为是电磁场与热传递的弱耦合问题。

图4.8展示了工业中典型的感应加热材料复合工艺。在材料加工中，感应加热是很常见的方法，温度升高之后再施加锻造、冲压复合工艺等。如图4.8所示是复合材料加热软化后再冲压复合的过程，过程中对温度的控制非常重要。温度的高低和高温持续的时间，对材料的软硬影响很大。材料过硬会导致冲压破碎，材料过软也会影响冲压后复合的效果。冲压结束后，也要依靠温度的降低使材料复合稳定成型。对于复合材料来说，磁导率的热敏性比较微弱，电导率的热敏性往往很强。但是如果仅考虑冲压工艺过程中的模拟，温度是保持在相对高温的状态下的，此时的温度变化范围很小，因此电导率的热敏性在此过程中影响很小。这就允许我们先分析电磁感应定律，获得电磁损耗后，再单独求解温度分布。
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图4.8　感应加热：在复合材料成型工艺中，经常使用电磁感应加热的方式将材料加温，然后在材料软化后使用冲压复合。图示为感应加热装置的磁通量分布（流线）和温度分布（颜色）

3．微波热

使用微波辐照加热物体也是常见的方法，同样是电磁场与温度场的耦合问题。此时电磁场频率较高，应该使用波动方程来描述，如方程式（4.10）所示
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其中k
 0
 是波矢，ω
 是角频率。传热方程中的热源用方程式（4.9）计算。

图4.9展示了微波热选矿的模拟。微波辐照被矿物和岩石以不同比例吸收，造成温度不均匀分布。矿物颗粒热膨胀更大从而从岩石上脱落下来，方便我们筛选。在这个例子中，微波在选矿装置中的电磁场分布几乎在瞬间就形成了，然而加热过程可能要持续几十秒甚至更长时间。在这样的时间跨度下，电磁波的场分布分析和热传递分析必然是相互独立的弱耦合过程。我们可以先行计算微波传输方程，获得电磁场的空间分布，并计算出材料吸收的电功率分布。然后再使用传热方程计算温度的分布。
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图4.9　矿物处理：矿石中的矿物质颗粒，在微波辐照下会被加热，热量使矿物颗粒膨胀，然后从附着的岩石上脱落下来。这种提纯矿物质的方法与传统的碾碎岩石，然后区分矿物的方法相比，可以大大节省能源。图示的模型来自英国的e2v公司

其实热分析和接下来将要进行的应力分析也是独立的弱耦合过程。不均匀的温度分布造成不同位置上的热应变，热应变通过材料的硬度转化为热应力，从而以体载荷的形式驱动力学分析所用的应力应变方程。详细的描述请见4.2.4小节。


 4.2.4　一般材料的热应力问题

热应力分析是很多应用中常见的物理耦合过程，用更生活化的语言描述，就是“热胀冷缩”现象。从数学物理的角度，如果材料的杨氏模量为E
 ，热膨胀系数为α
 ，热膨胀系数的参考温度为T
 
ref

 ，而当前实际温度为T
 ，则热应力通常可由方程式（4.11）计算。
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热应力是结构力学分析中的体积力载荷，在这个体载荷的作用下，可随时完成结构力学的应力应变分析。

在一般材料组成的结构的热应力分析中，如果材料的阻尼很微弱，便可以认为应力应变做功不会产生或消耗可观的热量，那么热分析和结构力学分析是可以独立进行的。我们可以根据不同的工况对结构进行完整的热分析，并获得温度的详细分布。然后根据方程式（4.11）也就可以获得体载荷的空间分布，进而完成应力应变分析。

图4.10是集成电路板上表贴元件的热应力分析。表贴元件焊接在电路板上，工作产生的热量可能引起芯片的过热自保护，也可能造成热应力导致焊点的脱落，从而导致设备失效。

[image: ]


图4.10　集成电路板的设计中，各种贴片元器件的布局非常讲究，要考虑电磁兼容和散热。尤其是一些功率较大的元器件，热量更是可观。散热不良可能会导致器件自我保护，甚至会造成焊点的融化、蠕变、脱落，所以散热一直是电子设备设计中最重要的方面。焊点脱落就是一个热应力作用下的焊料蠕变问题


 4.2.5　微小形变下的流固耦合问题

流体流动对流道管壁形成压力，在压力作用下，流道上会有一定的应力分布或者发生形变。如果形变量微小，那么流道的结构改变对流体的影响可以忽略不计。因此我们可以认为流体计算是独立的，流体产生的压力单向作用于结构力学分析。我们可以先计算流体力学方程，并把求得的压力p
 作为边界载荷，驱动结构力学分析的应力应变方程，进而获得应力分布和应变情况。在大多数的管道流动分析中，以上情况都是满足的。管道的强度足够支撑流体的压力，从而不会发生明显的形变。在这一类分析中，人们一般特别关注管道的应力分布。应力集中有可能导致管道破损。

图4.11和图4.12展示了动脉血管的应力分析问题，这也是生物医学工程中非常典型的问题。健康的动脉血管能够承受血液流动造成的压力，血管上的应力分布也会较均匀分布。但是如果病人患有动脉硬化等疾病，血管在病灶处会堵塞、变窄，从而使得血液流动受阻，血管受到的压力也会加大。这时血管上的应力分布很容易发生集中，应力过大则会带来动脉破裂的风险。在这个分析中，血管被肌肉组织包围，受到肌肉组织提供的支持力，其在心脏周期性的压力变化下的形变量其实较小，形变大约在毫米量级。这种管径的变化不会对血液流动产生明显影响，也就是满足我们所说的“微小形变”条件。流体的分析和计算与血管壁力学分析是可以分开进行的。
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图4.11　血管在血液动态压力下的形变，最大形变在毫米数量级
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图4.12　血管内壁承受的压力分布

图4.13展示的是另一个例子，太阳能电池板的风载荷分析。太阳能电池作为新能源现在广受关注，在安装的过程中既要考虑采光的角度，也要考虑风载荷条件下的结构稳定性。自然风流动需要用湍流模型来描述，在本例中我们使用二方程模型k
 -ɛ
 来描述湍流运动。
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图4.13　太阳能电池阵列的自然风载荷稳定性分析模型

方程式（4.12）和（4.13）是考虑流体压缩性的NS方程，方程式（4.14～4.17）是描述湍流的k
 -ɛ
 模型，其中方程式（4.14）和（4.15）是主方程。通过求解上述方程，就可以获得流动的详细情况，并且可以计算出气流在电池板表面的压力分布。在此压力的作用下，支撑电池板的结构受力分析随即展开。电池板表面气流压力分布和电池板支撑结构的应力分布模拟结果，如图4.14所示。
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图4.14　太阳能电池板在风载荷下的力学分析：上图显示风在电池板表面形成的载荷分布，下图是支撑电池板的结构的应力分析

图4.15展示了另一项工业应用，大型涡轮机桨叶流固耦合分析。涡轮机在工作过程中，桨叶转动将水从一侧抽到另一侧，桨叶同时受到流体的压力作用产生应力或者应变。在这个例子中，水流被桨叶搅动形成湍流，同样要用湍流方程加以描述，求解后获得桨叶上的压力分布。为了进一步分析桨叶的结构强度和破坏风险，需要把这个压力作为边界载荷，求解桨叶结构的应力应变方程。
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图4.15　水流通过涡轮机桨叶的模拟。图示流线表示水流，颜色表示桨叶受到的压力


 4.2.6　压电材料的力电耦合

力电耦合，或叫做力电转换，实际应用中有两种主要的方式：压电/压阻效应和电磁感应。压电/压阻材料的特点是利用应力的不均匀分布，产生电荷分布或者电阻率的变化，器件本身发生的形变并不大。电磁感应效应是指悬挂线圈在外力作用下运动，切割磁力线产生感应电流，这种器件工作需要较明显的形变量（位移），而应力并不是很重要的方面。

从机械力学和电学两个物理场的耦合程度来看，力学分析获得的应变分布是电场分析方程中的源项。由于压电材料在应用中不会产生明显的形变量，所以力学分析相对简单，一般不存在强烈的力学非线性。另一方面，电场的分布也不会明显地影响材料的力学特性（比如硬度），所以器件产生的电场分布并不会对力学分析带来什么影响。因此，力学分析和电学分析实际上是独立进行的。

与之相对比，利用电磁感应效应的力电耦合问题显然不是这样，原因就在于洛伦兹力。外力产生的运动切割外磁场磁力线，产生感应电流。而感应电流同样在外磁场作用下受到洛伦兹力的作用，最终线圈的运动状态实际上是外力和洛伦兹力共同作用的结果，显然电磁场的分析和外力的机械力学分析不能独立进行。有关这方面的话题在第5章会有专门的论述。

图4.16展示了生活中常见的利用压电效应的一项应用——电梯按钮。回想一下你使用的电梯中的楼层按钮是不是手感比较硬的那种？如果是，那可能就是使用了我们下面所说的结构。图4.16中的颜色表示按钮上的力的分布，当我们按下按钮，力的分布就是图示这个样子。按钮结构将应力传递到底座上，底座上的压电材料在应力作用下产生电荷分布，从而在底座底端形成电势差，这就是我们需要的电压信号。
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图4.16　电梯按钮利用压电效应将压力转换为电信号

类似的例子还有很多，不再一一列举。读者可以根据4.1节中的思路，将具体的多物理过程加以剖析。在满足某些假设的前提下，有些物理过程可以被独立出来，单向影响其他物理过程，这就是我们说的弱耦合问题。如果从数学的角度说，弱耦合问题的实质就是，联立的方程组中某些方程与其他方程其实是独立的。这些方程单向地影响另外一些方程的求解，而它自身并不受到其他方程的影响。换言之，弱耦合问题对应于线性度较高的方程系统。在接下来的两个小节中，我们将讨论弱耦合问题的解法。


 4.3　微电阻梁案例的间接耦合求解法

我们在前面介绍了很多弱耦合多物理场过程，从物理现象到数学原理。认识了这些物理过程还只是个开始，接下来要讨论这些过程如何求解。

在微机电系统（MEMS）中，有这样一种执行器件——微电阻梁，它依靠热胀冷缩的原理工作。通电后产生的热量会造成形变的发生；断电后热量散去结构复原。在接下来的分析中我们会发现，这是一个线性度较高的系统，属于弱耦合多物理场问题。我们就以这样一个应用为例，讨论弱耦合问题的两种解法——间接耦合求解法和全耦合求解法。这也是4.3节和4.4节讨论的内容。微电阻梁执行器在焦耳热造成的热应力应变分析如图4.17所示。

[image: ]


图4.17　微电阻梁执行器在焦耳热造成的热应力应变分析（忽略电阻的热敏特性）峰值温度约710K


 4.3.1　问题分析和解法介绍

第一问，我所面对的问题可以归结为哪些物理过程？

概括起来，有三个物理过程在发挥作用。首先是电场，电势差加载在阻性器件的两端，产生电流并发热；然后是传热过程，在设定的边界条件下，温度在器件上存在一定分布；最后是结构力学，热应力作为分布载荷驱动应力应变方程，器件发生形变。

第二问，这些物理过程是如何相互作用的？

在整个建模过程中，这一问的回答是最为关键的，也是最应该好好思考的。

本例是一个微纳米的器件，形变均在微纳米尺度上。虽然从理论上电阻膨胀会使得阻值变小，但是在本例中微纳米量级的膨胀显然对于电阻的贡献可以忽略不计。因此，电场的计算与结构力学分析是独立的。

温度分布带来热应力分布，这是结构形变的原因。然而我们认为构成器件的材料是均匀的，因此膨胀并不会改变材料的导热属性。因此传热计算单向影响结构力学分析，它们之间也是独立的。由此我们知道，结构力学分析与其他两个物理场都是独立的。

电场和传热两个物理过程，这里应该有两种情况。如果我们假设电导率与温度无关，那么电场和传热也是相互独立的；如果电导率是温度的函数，那么电场和传热就是双向作用的。在本小节中，我们先考虑第一种情况，电导率为常数。

综合以上，我们的情形是这样的：电导率为常数，电场计算是独立的，电功率的分布可以作为传热问题的热源，单向影响传热过程；热导率也为常数，传热问题也是独立的，给定热源分布和边界情况后，温度的分布是可以求解的；热应力是温度的函数，给定温度分布后热应力的分布就可以获得，这是结构力学的体载荷，不管材料的杨氏模量是常数还是与温度有关的函数，现在都可以通过求解结构力学的应力应变方程，获得最终的器件形变量。

第三问，我们可以如何求解？

既然三个物理场是互相完全独立的，我们可以按照物理作用的先后顺序来分别求解。这就是多物理场问题的间接耦合求解法。如果回顾第3章的内容，你会发现间接耦合的求解方式其实与第3章单物理场问题的分析并无本质区别。我们把一个多物理场现象分解为一个一个的单物理场，在一定的假设下令这些物理场相互独立，然后利用单物理场问题的求解方法处理多物理场的问题。在物理上，我们给出的令物理场彼此独立的假设，叫做“去耦合”，用数学的语言描述，就是使方程系统线性化。

如果可以接受这些线性化的前提和假设，比如本例中的电导率为常数，忽略材料的热敏特性，那么间接耦合求解法是一个很好的方法。它最突出的优点是，可以使用多套网格对不同的物理过程（方程）做有针对性的离散化
(1)

 。


(1)
  如果有读者对于离散化仍有疑问，请回顾本书第2章有限元的相关知识。

要在COMSOL Multiphysics中使用间接耦合求解法，需要使用“求解步”。我们可以在COMSOL的“研究”节点中，灵活创建“求解步”，并且设定每一步的求解类型（瞬态还是稳态），每一步求解的物理场以及使用哪一套网格。

间接耦合求解法适合于高度线性化的方程系统。


 4.3.2　COMSOL Multiphysics求解实例

4.2节中展示了很多种弱耦合的多物理问题，列举了很多方程。然而就像大家在第3章学到的COMSOL Multiphysics操作实例那样，在软件中这些方程都预置成了不同的应用模式，建立方程和边界条件是非常简单和直观的。

现在我们来用COMSOL Multiphysics完成微电阻梁电－热－结构三场弱耦合的间接耦合求解过程。电阻梁的尺寸在微米量级，其几何结构如图4.18所示，由纯铜制成。左端与正电极相连，施加直流电压0.2V，右端与接地电极相连。电阻梁与电极相连的两个底端温度恒为323K，其他边界与空气接触自由换热，换热系数设定为5W/（m2
 K）。
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图4.18　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例示意图

打开COMSOL Multiphysics，在空间维度选择页面选中三维，在增加物理场中分别选择低频电磁场>电流，传热>固体传热，结构力学>固体力学，然后在求解类型中选择稳态，其应用模式选择示意图如图4.19所示。

[image: ]


图4.19　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例应用模式选择示意图

之后绘制所需的几何结构，通过浏览材料库，将求解域设定为铜，这一步实际上是设定对应的电流方程、热传导方程、应力应变方程中的相关系数。

接下来，我们需要设定边界条件。根据前面的描述，三个物理场中每个边界都要正确设定。左端边界的温度场约束为一个恒定的温度323K；同时加载有电势0.2V，这是电边界；由于此端与电极连接，所以对于结构力学分析来说，此端固定、不能发生位移。同样的道理，设定右端边界为恒定温度323K，接地，固定约束。其余边界设定为自由换热，电绝缘，自由变形，如图4.20所示。
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图4.20　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例边界条件设定示意图
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图4.20　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例边界条件设定示意图（续）

设定了边界条件，每个物理场的方程已经完善并且可以求解，然而我们还没有指定物理场之间是如何相互影响的。就像前面我们分析过的，电流做功是传热过程的热源，因此我们在传热模式中添加热源，并设定为电功率。温度分布造成热应变驱动结构力学的应力应变方程，所以我们在固体力学方程中添加热膨胀，如图4.21所示。
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图4.21　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例设定物理场耦合示意图

跟随COMSOL Multiphysics的模型树，我们现在开始做网格。间接耦合求解法最突出的优点之一，就是可以针对不同的物理场设定不同的网格剖分策略。在COMSOL Multiphyscis中我们可以自由定义这些网格策略。要实现间接耦合求解，还要使用“求解步骤”，定义求解物理场的先后顺序并且指定求解每个物理场时使用的网格。添加网格和求解步骤的操作如图4.22和图4.23所示，我们在这个例子中使用三套不同的网格用于三个物理场的求解，相应的求解步骤也分为三步，先计算电流分布，然后计算温度分布，最后计算应力应变。
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图4.22　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例添加网格策略和求解步骤示意图
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图4.23　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例求解步骤设定示意图
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图4.23　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例求解步骤设定示意图（续）

万事俱备，现在就可以开始求解了。稍许等待之后，我们就可以得到如图4.24所示的结果，其中颜色表示温度的大小，并且形象地展示了结构的变形。两端固定的电阻梁由于热膨胀而造成中部向上隆起。焦耳热造成温度峰值高达710K。

[image: ]


图4.24　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例温度分布与形变结果


 4.4　微电阻梁案例的全耦合求解法

从4.3节的计算结果可以看到，微电阻梁上的温度峰值可以达到700K以上，也就是超过400℃。从室温到400℃摄氏度，这么大的温度跨度提醒我们忽略电导率的热敏特性的模型恐怕不能完全反映实际的情况。我们使用式（4.18）定义材料的电导率为温度的函数，由此引入材料的热敏特性。由方程式（4.18）可以看出，即使温度系数仅为0.001，400℃的温升也足以令电导率σ
 减小60％之多。
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由于引入了材料的热敏特性，电场分析和传热分析之间形成了双向的联系：电功率依然是传热问题的热源，而温度的分布又会通过电导率影响电功率的大小。结构力学分析依然与电场和传热两个物理过程独立。


 4.4.1　问题分析和解法介绍

我们可以如何求解？

材料热敏特性为方程系统引入了非线性，但结构力学分析依然与其他两个物理场独立，况且热敏系数假设仅为0.001，这使得整个系统的非线性程度依然较低。仍然使用间接耦合的求解方式的话，我们需要将温度的初值T
 0
 （比如室温300K）代入方程式（4.18），按照获得的电导率的值计算电势分布和电功率，求解传热方程，获得温度分布T
 1
 。将T
 1
 与T
 0
 比较，如果T
 1
 －T
 0
 <δ
 （δ
 为收敛阈值，一般为10－6
 ），则计算完毕；否则将T
 1
 代入公式（4.18），重复以上过程，直到[image: ]
 为止。然后利用T
 
n

 作为最终的温度分布，计算热应力并求解结构力学方程获得形变量。

不难理解，随着问题的复杂度和非线性度的增大，间接耦合的求解方式会面临越来越大的挑战。我们是否能有另外的求解方式？能否把这些物理场综合考虑而不分别求解？可以，这就是全耦合的求解方式。

回顾第2章有限元的知识，我们已经知道有限元算法利用形函数完成对方程的离散化。如果对各个物理场使用同一个普适的形函数，我们就可以形成一个包含所有方程的总刚度矩阵。换言之，所有物理场可以在同一个总刚度矩阵中同时求解。这就是全耦合求解方式的实质。

在COMSOL Multiphysics中，全耦合求解方式是默认的求解方式，在一个“求解步”中同时求解多个物理场。可以想象，采用全耦合求解方式形成的有限元总刚度矩阵要比间接耦合求解方式下单个物理场的总刚度矩阵大出许多，因此全耦合求解会占用更多的系统内存；但是全耦合求解方式不需要在单个物理场之间进行反复迭带，因而在处理非线性问题时更具优势。


 4.4.2　COMSOL Multiphysics求解实例

在4.3.2小节的模型基础上，我们现在添加材料的非线性。该案例材料非线性的设定和全耦合求解步骤设定的示意图如图4.25所示。在材料设定中将电导率的热敏性直接用表达式定义即可。COMSOL Multiphysics的表达式功能非常灵活，支持各种运算和函数调用。
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图4.25　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例材料非线性的设定和全耦合求解步骤设定示意图

引入了非线性，全耦合求解如何设定呢？在COMSOL Multiphysics软件中，全耦合求解法是默认的解法。我们现在只需要在4.3.2小节模型的基础上，将三个求解步骤中的后两个删掉，在求解步骤1中设定使用同一套网格，同时计算全部三个物理场即可。

上述修改之后，单击计算等待结果。采用全耦合求解并考虑了材料的热敏性之后，电阻梁的温度和形变分析如图4.26所示，峰值温度降到了586K。与忽略热敏性的710K相比，可见仿真要想获得准确结果，非线性求解能力是多么重要。
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图4.26　微电阻梁电－热－结构三场弱耦合案例温度分布与形变结果（考虑电阻的热敏特性，峰值温度约586K）


 4.5　小结

多物理场问题是指涉及多个物理场相互作用的问题。在数学上，多物理问题对应于多个偏微分方程联立形成方程组。如果整个系统中各物理场相互联系较为松散，物理场之间多数是单向影响，则偏微分方程组的线性度较高。物理场之间联系越为紧密，方程之间双向的影响就越多，整个方程组的非线性度就会增强。

多物理场的弱耦合问题，就是指方程系统线性度较高的一类多物理问题，大概可以分为以下两类。

第一大类，各物理场单向作用，没有相互的反向影响。体现为各方程之间的关联是单向的，一个方程的解单向地影响另一个方程。在这种情况下，整个系统实际上是一个纯线性问题。虽是多物理过程，但各个物理场相互独立，可以分别独立求解。此类问题间接耦合的求解方式可以轻易处理，而且通过分别采用针对性的网格结构，可以有效地在保证计算精度的前提下降低计算代价，提高计算速度，如4.3节中的算例演示。

第二大类，各物理场之间存在较小程度的相互作用，如方程系统中只有一两个方程有双向的联系。实际上这在数学上对应于弱非线性问题，如4.4小节中的情况。此类问题可用间接耦合方式配合迭代求解。但随着非线性的引入，计算代价增长得很快。全耦合的求解方式同时考虑多个物理场，因此更为适合求解这类问题。

间接耦合的求解方式和全耦合求解方式彼此互补，各有所长。对于仿真者而言，学会用4.1节的思路剖析问题，确定各个物理场之间的联系和相互作用的情况，对整个仿真工作至关重要。4.2节列举的各种实际应用，一方面为读者开拓思路，同时也是给大家一个参考，方便大家识别弱耦合的多物理耦合问题。在一个复杂系统中，对于可以独立处理的物理场采用间接耦合的求解方式，使用与之相匹配的网格，如4.3节的介绍；对于存在较高非线性的多物理过程采用全耦合求解，综合考虑各方面的影响，如4.4节的介绍。两种求解方式相辅相成，充分利用系统中可以线性化的部分，有效地降低问题的难度，获得满意的结果。


 4.6　练习题

1．求解混凝土烟囱的热应力分布。图4.27为正方形烟囱的结构示意图，外层保温材料厚度20cm，导热系数k＝0.1W/（mK）；内层混凝土材料厚度20cm，材料导热系数k＝1.4W/（mK）。烟囱内表面温度为100℃，保温材料外面暴露在30℃的空气中，保温材料与空气的换热系数h＝20W/（m2
 K）。烟囱初始温度为100℃。混凝土的杨氏模量为25Gpa，泊松比0.33，密度2300kg/m3
 ，热膨胀系数为10-5
 1/K。要求：给出混凝土层和保温层的温度分布；给出混凝土层的热应力分布。
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图4.27　练习题1图

2．求解瞬态高斯脉冲声波作用下的铝块应力应变。如图4.28所示，求解域是半个椭圆，外边界都为硬声场边界。左焦点发出高斯脉冲声波，振幅4m2
 /s，频宽381.1Hz，脉冲峰值时间0.002624s。要求计算0至35ms内的瞬态声场分布，时间步长取0.5ms。声场中任意位置处存在一个任意形状的铝块，其杨氏模量为300GPa，泊松比0.22，密度3900kg/m3
 。
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图4.28　练习题2图


第5章

强耦合的多物理场问题

在第4章，我们已经知道多物理场问题的实质是多个物理过程相互作用，方程系统具有非线性特征。如果方程系统的非线性相对较低，那么就是弱耦合的多物理场问题，可以采用间接耦合或者全耦合的求解方式加以解决。在非线性较低的问题求解中，我们更推荐间接耦合的求解方式，这会使求解更加简单，提高计算效率。但是，正如你已经知道的，线性化假设往往太过理想，我们所面对的很多实际问题中，相互作用的多个物理场之间的联系通常都非常复杂，造成多个物理场之间的相关性非常的大，这就是强耦合多物理场问题。

我们可以如何解决强耦合的多物理场问题呢？传统的答案——解耦合。我们引入一些线性化的假设，将物理场之间解耦合，把强耦合问题尽可能转化为弱耦合问题，然后利用间接耦合求解。然而，这是一种妥协，迫于计算资源和数值工具的限制，数学模型没能精确地描述实际情况。不难预见，随着方程系统非线性程度的提高，这样的妥协不仅仅影响计算的准确性和可靠性，更重要的是把一些不容易解耦合的物理现象排除在了可模拟分析的范围之外，比如等离子体物理、电化学、流固耦合问题等，这样的代价几乎无法接受。换言之，耦合的方法并不能解决强耦合的多物理场问题。

读者不妨停下来想一想，我们现在面临的比较难的问题，无一例外都是强耦合的多物理场问题。

现在，这一切开始发生改变。得益于完善的理论基础，有限元法的发展成果层出不穷，在众多数值算法中最具活力；另一方面，计算机硬件技术遵循摩尔定律更是突飞猛进的发展，高性能计算平台已经走进大多数创新型企业和科研单位，GPU技术的发展和基于互联网的云计算服务，甚至可以让普通人也拥有巨大的计算能力。算法的进步和计算机技术的发展，为仿真分析带来了计算成本的快速下降。在这样的大环境下，COMSOL Multiphysics的全耦合求解法给那些涉及强耦合多物理场相互作用的难题提供了新的、便捷的解决方案。这些解决方案，指向过去难以处理、无法处理的科学领域，指向那些最具挑战性的科学和工程问题，指向突破性的科研进展和无限的商机。

本章算例的详细操作步骤和各练习题答案请访问中仿社区（http://i.cntech.com.cn）查看。


 5.1　多物理场强耦合问题概述

多物理场耦合问题的“强”与“弱”，描述的是物理场之间的联系的紧密程度。弱耦合即指物理场之间的相互影响较为微弱，强耦合即指物理场之间的相互影响非常剧烈。如果我们从物理抽象到数学，多物理分析对应于一个一个的偏微分方程组成的方程组，由于方程之间存在相互的联系，于是整个方程系统体现出更多非线性的特征。弱耦合问题，方程之间相互的影响相对较小，整个系统的非线性程度低；强耦合问题，方程之间彼此的依赖性很强，整个系统的非线性程度高。所以，多物理场强耦合问题实际上就是高非线性问题的一种体现。我们一直以来难以分析、难以求解的高非线性问题，如果体现在多物理仿真领域，就是我们所说的多物理场强耦合问题。本小节我们将讨论的多物理场强耦合问题的共同点和挑战，也就是指多物理场耦合带来的高非线性。多物理场的相互作用，有的通过材料的属性变化而体现（如热敏电阻，电导率是温度的函数），有的通过求解域的几何变化而体现（如存在大变形的流固耦合问题），有的则通过具有自适应性质的边界条件的变化而体现（如根据实时浓度分布而自动调节速度的流体入口边界）。这几种情况，本质上对应于非线性问题的三大类，即材料非线性、几何非线性和边界非线性。


 5.1.1　通过材料属性体现的多物理场强耦合问题

一般意义上我们常常在数值分析中提到“材料非线性”，这个名词在传统的单物理分析中，代表那些由材料属性引入的非线性问题。比如在力学分析中，如果高应变时材料发生了屈服，其应力－应变关系就会显示出非线性特征。在电磁波分析中，如果要分析电磁场非线性效应，即是指材料的折射率或者介电常数与电场强度或者电磁功率有关。传热问题中，如果材料的热导率、换热系数或者比热容与温度相关，也会引入非线性，这一类非线性传热问题在伴有相变的传热过程中非常常见。从我们这些随手举出的例子可以看出，当我们开始讨论非线性，即便是相对简单的单物理场的仿真分析，所接触到的问题也已经变得越来越有意思了。

如果我们转向多物理场，这种由材料属性引入的多物理场强耦合的情况更是比比皆是。


算例1：
 橡胶轮胎的力学－热学分析。

橡胶材料在外力的作用下产生应力并发生应变，这种应力应变的分布会形成分布式的体热源，从而使轮胎发热。而橡胶的弹性同时也是温度的函数，随着温度的升高，其材料硬度（弹性模量）会不断降低，甚至当温度达到一定范围时呈现粘弹性的特征。

图5.1形象地描述了橡胶轮胎的工况。
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图5.1　橡胶工况模拟示意图

橡胶顶端同时受到法向和切向作用力，模拟运动中的汽车轮胎承受的法向压力和切向摩擦力；

橡胶与空气（上图中的左右边界）、与钢质轮毂（下边界）、与地面（上边界）的边界使用不同的换热系数；

轮胎体热源密度是应力分布和应变分布的函数；

轮胎的杨氏模量E
 是温度的函数。

图5.2显示了计算的结果，颜色代表温度分布，并直观地绘制出了橡胶块的变形。
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图5.2　橡胶块的变形和温度分布


算例2：
 考虑自然对流的传热过程。

自然对流是指气体或者液体的密度在不均匀的温度分布影响下也形成不均匀的分布，因此在重力和浮力的作用下发生流动。流体的流动影响到热量的传递从而影响温度的分布，而流体自身的密度和体积力又与温度分布有关。

我们选取常见的白炽灯泡为例。通电开始时，灯丝与周围的空气发生热交换，空气受热后密度的变化，在重力与浮力作用下形成自然对流。通电后第2秒、第6秒和第10秒的温度分布和流速分布分别如图5.3和图5.4所示。
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图5.3　通电后第2秒、第6秒和第10秒的温度分布
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图5.4　通电后第2秒、第6秒和第10秒的流速分布


算例3：
 电子器件的散热分析。

在电路板设计中，通常的贴片式元器件都要考虑其散热性能，热量过大会导致焊点脱焊，造成故障。从仿真的角度，这是一个焦耳热造成的热应力的分析问题。电流在元器件上产生的焦耳热也会影响材料性能中的电参数的大小，最典型就是电阻具有热敏特性，从而为整个系统引入非线性因素。贴片元器件的温度分布如图5.5所示，焊点的应力分布如图5.6所示。
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图5.5　贴片元器件的温度分布
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图5.6　焊点的应力分布


 5.1.2　通过求解域的大变形体现的多物理场强耦合问题

在单物理场结构力学分析中，大变形问题被称为几何非线性。它是指变形比较大，影响到了整体结构的响应。请注意这并不是因为材料的屈服，而是由于变形比较大，整个结构发生了较大变化，从而影响了整个系统的响应。

在多物理场分析中，这种求解域发生明显变化的情况更为常见。


算例1：
 电化学中常见的电镀过程，涉及电场计算、流体计算、质量运移三个物理过程。

随着电镀的进行，一个电极在消融，而另一个电极在加厚。镀层的增长使流体方程的作用区域不断发生变化。更重要的是，电流密度的分布与电极的实时形状密切相关。电极形状不规则的地方电流往往会比较密集，由此会造成镀层的不均匀增长，即常说的“边缘效应”。

图5.7展示了电镀铜的模拟，T型阴极上镀铜由于边缘效应而造成镀层不均匀。图中颜色表示铜离子的浓度分布；等高线描述电势的分布，明显看到边缘效应造成的电势起伏；流线描述离子的通量。
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图5.7　电镀铜的边缘效应模拟

图5.8展示了日用品生产中常用的扶手电镀铬的数值模拟算例，其工作原理与图5.7中的电镀铜是一样的，镀层厚度的边缘效应是很典型的几何非线性作用的结果。
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图5.8　电镀铬的扶手，图示为镀层的厚度分布


算例2：
 存在较大变形的流固耦合问题。

流体产生的压力作为边界载荷使流体壁发生变形，当这种变形较大而不能被忽略时，变形就会影响到流体计算的求解域，从而影响流体压力的分析。这就是典型的强流固耦合分析。

图5.9展示了管道中一个柔性弹片的流固耦合瞬态分析模拟。在流体的压力下，弹片从初始的与流体速度成90°角开始变形，变形量较大；弹片变形后，流体因为弹片角度的变小对其施加的压力变小，弹片发生回弹；回弹造成弹片角度增大，流体压力又变大；如此往复，弹片在流体中轻轻摆动，经过一段时间后稳定。要正确地分析这个强流固耦合，必须使用瞬态分析才能验证，图5.9就是这样一个例子。图中绘制的是4s的瞬时状态下，流速的分布和弹片的变形和应力分布。
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图5.9　管道中柔性挡板的强流固耦合分析


 5.1.3　通过边界条件体现的多物理场强耦合问题

我们从单场仿真说起。单场仿真中最典型的边界非线性问题，是力学分析中的接触问题。接触上就有约束，没接触上就没有约束。是否接触上显然与形变的位移有关。事实上，边界非线性的概念可以被理解为描述某种反馈控制，所以在其他物理场分析中也非常常见。比如加热管道的瞬态传热分析，边界上的热源不是一个恒定值，而是要根据管道中间某点的实测温度来实时调整，边界条件是温度的函数。另外，传热问题中我们常用的自然换热边界：热通量Flux
 ＝h
 *
 （T
 －T
 ext
 ），这其实也会为计算带来非线性。

在多物理分析中这种现象更为普遍。

比如，入口流速可控的反应器中溶质的浓度分布问题。这是一个对流扩散的过程，入口处存在初始浓度，在扩散作用和对流作用下，随着时间的增长，浓度会在反应器中形成一定的分布。我们在反应器中某位置放置一个探测针，用于读取该点浓度值，并要求入口流速可以不断调整，以使探针处浓度值恒定在指定值。显然，入口的流速边界条件此时与浓度分布有关，而浓度分布受对流作用影响，流体的计算也依赖于入口边界的设定。图5.10展示的就是一个浓度监控的流动入口速度PID控制模拟。我们可以想象入口速度将是一个先增大后减小，再增大再减小，振荡一会后趋向稳定的过程，所以显然必须用瞬态分析才能获得正确的结果。图中绘制的是3s瞬时状态下的浓度分布和流速流线。再如，电热耦合问题中，如果我们需要根据温度分布调整工作电流，也是非常类似的边界非线性问题。
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图5.10　管道中实时测量某点浓度，用于输入端流速的控制反馈（PID控制）


 5.2　材料非线性的处理


 5.2.1　问题的描述

图5.11显示一个小型热分解反应器（厘米级）的具体结构。原料溶液从左端入口以一定速度流入，从右端出口自由流出。反应器中心放置一根实心圆柱形加热棒，以恒定温度对溶液加热。原料物质在一定温度下发生热分解同时释放热量。如果我们把原料溶液视为预先充分混合的液体燃料和助燃剂，那么上述过程就是一个典型的小型动力装置，中心的加热棒用于点火。
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图5.11　小型平板热分解反应器示意图

要对这样一个装置进行仿真分析，我们需要先理清这里面的物理过程和相互关系，完成数学建模。首先，溶液以一定速度流入，经过实心的圆柱加热棒，形成圆柱绕流，然后从出口流出，这是一个流体力学问题。由于是小尺度流道，所以流体雷诺数较低，适用层流方程。如方程式（5.1）和（5.2）所示
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其次，原料在反应器中的浓度分布是一个对流扩散过程，由方程式（5.3）描述，考虑了流体流动u
 对浓度分布的影响。
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再次，加热棒工作，在反应器中形成一定的温度分布。在此装置中，我们并不关心加热棒内部的温度分布，仅仅关心反应器内溶液中温度的情况。因此，我们只需在流体作用域内求解对流传热方程即可，如方程式（5.4）所示
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方程式（5.1）～（5.4）描述了强制对流作用下的质量运移和热量传递过程，这在很多实际情况中都会遇到。这就是化工领域很典型的三传问题：动量传递、质量传递、热量传递分析。到目前为止，流体计算、质量运移和热量传递三个物理过程都是相互独立的，系统不存在强耦合。

我们描述化工过程通常考虑“三传一反”。接下来，我们就来分析原料受热发生反应的过程。化学反应为系统引入的影响主要有三个方面：第一，反应造成原料的消耗和反应产物的生成，从而影响浓度的分布；第二，反应热对整个热环境会造成影响。第三，化学反应进行的快慢其实也要受到系统中各项因素的影响，尤其是反应物浓度的分布和反应器内的温度分布情况。

在仿真中我们引入化学反应速率变量rate
 ＝m
 *
 c
 ，对于大多数化学反应这都是适用的，即反应速率与反应物的浓度成正比。具体到本例中，受热分解反应的速率rate
 ＝m
 （T
 ）*
 c
 ，即m
 是温度的函数，温度越高，m
 的值越大，反应速率越快。

有了变量rate
 ，我们就可以把化学反应过程加入到原先的流动、质量运移、热量传递系统中去。在方程式（5.3）中，源项R
 代表系统中质量总量的变化。一般情况下，源项R
 ＝0，表示系统中总质量恒定。引入化学反应之后，反应物的消耗对应于R
 ＝-rate
 。这里的负号即表示反应物浓度总量由于消耗而减少，反应速率越快，消耗得越多。方程式（5.4）描述了反应器内的温度分布，其源项Q对应于系统内的热源。化学反应热可利用反应速率rate
 和反应焓H
 计算获得，因此令Q
 ＝rate
 *
 H
 ，这样就把发应热引入了系统中。Q
 为正数表示系统中含有放热过程，Q
 为负数表示系统含有吸热过程。这种处理方法在含有相变的传热过程中也经常用到。

将反应速率代入方程系统中，并考虑溶液的密度在不同温度下也有不同的值，新的方程组如方程式5.5～5.8所示。
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方程式（5.5）～（5.8）清楚地显示了整个反应系统中方程之间的联系，这种方程系数之间相互的关联，我们统称为广义的材料非线性。

图5.12显示了COMSOL Multiphysics仿真获得的流动速度分布、温度分布和反应物浓度分布图。
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图5.12　热分解反应器仿真分析结果


 5.2.2　COMSOL Multiphysics分析过程

我们使用COMSOL Multiphysics来实现上述过程的模拟。

方程式（5.5）～（5.8）在COMSOL Multiphysics中对应的应用模式是层流、流体传热和稀物质传递分程三种应用模式，如图5.13所示。对每个物理场我们分别设置其工况。层流分析，我们指定其入口流速U
 0
 ，出口设为无压力，表示管道无限长，其余边界为无滑动流体壁；流体传热分析，我们定义入口温度为常温T
 0
 ，圆柱加热棒温度为工作温度T
 1，出口定义为热量流出边界，其余边界视为热绝缘，定义热源为反应速率和反应焓的乘积（rate
 *
 H
 ）；稀物质传递分析，定义入口的反应物初始浓度为c0
 ，出口为自由流出，其余边界为无渗漏壁，定义化学反应速率为，-rate
 。
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图5.13　COMSOL Multiphysics边界条件设定示意图
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图5.13　COMSOL Multiphysics边界条件设定示意图（续）

正如我们所分析的，三个物理过程中，化学反应的加入使得质量传递和热量传递两个过程紧密耦合。而流体计算所需要的流体的密度和动态粘性系数也都是温度的函数，反应放热也使得整个反应器内的温度变化更为剧烈，这就是形成了典型的多物理场强耦合问题。求解这样的问题，间接耦合解法是不推荐的。材料引入的非线性要求计算在物理场之间反复迭代多次并且要努力获得收敛，当非线性较强时，求解的效率就会显著降低。全耦合求解法更适合处理这种问题。因此，我们在COMSOL Multiphysics中使用全耦合求解法，只使用一个“求解步”同时求解三个物理方程，如图5.14所示。
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图5.14　使用全耦合求解法同时求解三个物理方程


 5.3　几何非线性的处理


 5.3.1　问题的描述

在模拟过程中，求解域的几何发生变化主要有两种情形。

第一种是我们在做结构优化，人为修改几何参数，造成求解域变化。这并不是我们所说的几何非线性。事实上，这种结构优化计算的本质是参数的扫描过程，仿真要按照参数扫描的数量和取值范围逐一计算。虽然计算量会增大，但每一次计算中问题的非线性程度并不会增大。这不是我们在本小节要讨论的内容。

第二种是在仿真的过程中，由于系统内在的物理或者化学机制导致求解域发生变化。这种变化的发生和程度与系统中的某些物理或者化学过程有关，这就是我们所说的几何非线性了。几何非线性的大小与求解域变化的程度有关，变形越大，非线性越强。

在单物理场仿真中，最典型的几何非线性就是结构力学分析的大变形问题。当结构发生“大变形”时，结构发生屈服，材料的本构关系由弹性转变为塑性或者超弹性，从而为问题带来很强的非线性，如图5.15所示的弹塑性管子的挤压大变形分析。在多物理场仿真，几何非线性也往往发生在结构发生较大变形的时候，只不过这种变形由一个物理场引起，剧烈的影响另一个物理过程。
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图5.15　弹塑性管子挤压扁平的大变形分析


 5.3.2　流固耦合问题

流固耦合问题是非常典型的几何非线性的多物理过程。

图5.16是一个简明的例子。气体以一定速度从左侧入口流入，在中间柔性挡板处受到阻碍。挡板在气体的压力作用下发生变形，向右侧弯曲。一旦挡板发生弯曲，气体遇到的阻碍就会显著变小，于是作用在挡板的法线方向上的压力也会变小，挡板回弹。回弹后流体压力变大，挡板再次向右弯曲。如此反复振动，直至达到稳定。
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图5.16　移动网格技术处理流固耦合问题的几何非线性

如果用传统的间接耦合的方法处理流固耦合问题，不考虑几何非线性，那么流体在挡板处的压力将是一个恒定值，因此挡板的形变也将是一个恒定值，不会看到振动的发生和慢慢稳定的过程。而且间接耦合算法算出的挡板形变和应力均将远大于实际的情况。显然这样的分析没有正确地仿真实际的工作情形。

COMSOL Multiphysics在单物理场仿真模式中提供了几何非线性分析的选项，在多物理场仿真中，又是如何处理几何非线性呢？答案是移动网格技术（ALE）。对于计算机来说，我们绘制或者导入的几何结构并没有实际意义，计算机用“网格”离散化方程。当我们在一个几何结构上建立了方程、指定了材料属性，并且剖分了网格之后，计算机就可以完成对方程组的离散化，其中网格和坐标等信息被包含在形函数中，进入总刚矩阵。

移动网格技术的本质就是让网格根据其他的物理机制发生变形，从而能够考虑几何非线性的问题。在流固耦合问题中，我们通常采用瞬态分析的方法，在一个时间步内，求解流体方程中的压力变量；然后将此压力作为边界载荷加载在固体力学求解域的边界上，获得固体力学方程的形变位移变量；用此位移指导移动网格变形，然后在下一个时间步中，用新的网格计算流体。不难想到，只要时间步长取得合适，我们总可以确保每个时间步内的形变量较小，从而使整个系统的计算非常逼近实际的情况。

COMSOL Multiphysics提供了专门的流固耦合分析模式，如图5.17所示。在指定了流动区域和弹性固体区域之后，软件会自动识别流固耦合边界，将边界载荷和移动网格自动设置。
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图5.17　内建的流固耦合分析自动设定流固耦合边界载荷和移动网格


 5.3.3　声固耦合问题

与流固耦合问题非常类似，声固耦合问题也常常伴随着几何的明显变形。声波作用在弹性体上造成弹性体变形，变形后的弹性体对声波的反射和散射效果都有所影响，从而表现为典型的几何非线性问题。这种情况在声纳水声等行业的应用中非常常见。

图5.18给出了一个水声弹性体声固耦合的简单示例。圆柱形铝块悬浮于水中，声波在水中沿某一方向传播过来，声压在铝块上施加载荷使铝块产生应变。声波的波动性造成载荷的周期性变化，于是铝块的应变也不断变化，形成一种振动的状态。铝块的形变和振动都会对声场散射分布形成明显的影响。这是一个典型的水声探测的示例，在很多实际应用中都是通过检测声波的回波来探测弹性体的性质和位置的。特别地，如果弹性体是个空腔，它本身的谐振更会对声波回波产生巨大的影响。
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图5.18　水声探测的声固耦合分析

COMSOL Multiphysics对声固耦合问题也提供了专门的应用模式，可以自动处理声固耦合边界上的声载荷换算和网格变形。


 5.3.4　相析出造成求解域变化

另一种经常出现几何非线性的应用是“相析出”。比如溶液体系由于温度的变化，某些部分发生凝固，固相的析出使得液体的流动区域发生变化。如果液体中存在化学反应，也常常会形成固相的析出。

图5.19展示了一个电镀反应器的结构示意图，反应器中充满了硫酸铜溶液。顶端为阳极，底端T型区域是阴极。当电极通电之后，硫酸铜电解液会因为电化学反应而在阴极上析出固相的铜，随着反应的进行，阴极的铜镀层会不断加厚。
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图5.19　电镀铜反应器结构示意图

电镀的物理过程涉及三个物理过程：电场的分布、离子浓度的漂移扩散、电化学反应。

第一，电场分布。电极通电后，由于各部分电导率的分布不同，在整个反应器内部会形成一定的电场分布。另一方面，电解液中的携带正电荷的铜离子和负电荷的硫酸根离子，如果它们的浓度分布不均匀，也会呈现一定的电场分布。

第二，电解液中正负离子的浓度分布。这是一个在外加电场作用下的离子漂移扩散过程。出了离子的扩散之外，由于存在外加的电场，正负离子会在电场作用下发生迁移，我们把这个过程视为电场作用下的对流漂移过程。

第三，阴极上的电化学反应。阴极上铜的析出受到阴极电流和铜离子浓度的影响。并且反应会造成铜离子的消耗，影响浓度分布。同时阴极不断加厚，影响整个几何结构，从而影响电场和浓度场的计算。同样地，我们使用移动网格技术，利用电化学反应速率指导网格的变形，从而考虑几何非线性的影响。

图5.20显示了利用COMSOL Multiphysics综合以上三个物理过程之后的瞬态仿真结果。颜色表示电流的分布。可以清楚地看到随着时间的推移，阴极在电镀过程中的加厚，以及拐角处的边缘效应造成的电流的集中和镀层的不均匀。移动网格是这项仿真中的关键，用阴极上的电极动力学描述网格的变形，就可以获得正确的边缘效应分析的结果。对于电镀这种特殊应用来说，COMSOL Multiphysics提供了专门的电镀膜块，电极表面化学反应定义之后，移动网格的设定也是由软件自动完成的。
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图5.20　电镀过程中铜离子浓度分布及阴极加厚模拟


 5.4　边界非线性的处理

在结构力学中，接触问题是典型的边界非线性问题。COMSOL Multiphysics的结构力学功能提供了“接触对”，用户可以方便地在需要定义接触的地方使用接触对来处理这种边界。图5.21是一个简单的演示。两个同心圆柱，中心圆柱的材料较硬而外环的材料较软。结构左端固定，右端加载恒定的拉力。在拉扯过程中内外环形变不同，在接触面上发生局部的脱离。
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图5.21　结构力学分析的接触边界

在多物理场分析中，边界非线性的情况更为普遍，而且通常表示系统中存在某种反馈。图5.22展示了一种典型的情况，入口流速可控的浓度混合装置。
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图5.22　入口流速可控的混合器

总地来说，该装置是一个有两个入口，一个出口的管道。溶液从两个入口注入，在管道内充分混合，从出口流出。上端的入口速度恒定，左侧入口流速不恒定，需根据反馈情况实时调整。在管道中某确定位置，我们引入测量探针，实时读取该点的浓度值。左端入口流速将根据反馈测量点的浓度实时调整，使得测量点浓度恒定在预先给定的标准值。

从物理层面分析，这是一个简单的对流扩散过程，涉及两个物理场：流体流动和浓度运移。流体流动通过对流项影响浓度分布。反馈机制是一个典型的比例－积分－微分反馈（PID），如方程式（5.9）所示
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不难看出，浓度分布通过式（5.9）的反馈机制，通过入口流速的边界条件影响流体计算，即引入边界非线性。对于这类边界非线性问题，COMSOL Multiphysics强大的表达式功能是一个很好的工具。类似于方程式（5.9）的微分－积分方程，可以被方便地定义出来，然后直接填在流体计算的边界流速条件中即可，如图5.23所示。
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图5.23　方便的表达式功能定义复杂变量

图5.24展示仿真获得的入口流速随时间变化的曲线，以及测量点处浓度的实时变化曲线。入口流速曲线正是我们希望的PID形式，而对应的浓度监控清楚地显示出，浓度快速升高后，迅速振荡稳定在期望值附近。
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图5.24　仿真获得的入口流速以及测量点浓度检测的时间变化曲线
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图5.24　仿真获得的入口流速以及测量点浓度检测的时间变化曲线（续）


 5.5　小结

强耦合多物理问题的数学本质是多物理场相互影响造成的高度非线性的偏微分、积分方程组的求解。传统的求解方法由于受到诸多限制，不能很好地解决此类问题。这也为COMSOL Multiphysics的全耦合求解留下了广阔的发展空间。强耦合多物理场问题虽然比较难处理，但是这些问题的研究和解决，指向科学与技术的最前沿，也为广大科技工作者和产品设计人员带来了创新的新契机。同时，强耦合多物理场仿真技术能够综合考虑各方面因素的相互影响，这也为工程师优化设计，研发性能优异的新产品提供了有力的数值平台。

强耦合问题，也就是多物理场引起的高非线性问题，可大概分为三类。其中第一大类是各物理场通过材料的属性相互发生作用，我们把这些统称为材料非线性。这类问题体现为方程系统中多个方程之间存在双向的系数上的关联，彼此制约纠缠，造成整个方程组存在高度非线性。COMSOL Multiphysics在定义这种多物理问题上有很大的优势。灵活直接的材料定义，可以方便地建立方程的相互耦合，并且使用自适应的全耦合求解器进行求解。此类问题的处理方法请参考5.2小节。

强耦合问题中的第二大类是某几个物理场作用造成求解域变形，从而影响到这些物理过程自身以及其他物理过程的发展。我们称之为几何非线性。体现在数学上，这种高非线性并不是方程系统中几个方程的系数存在相互关联，而是求解域的变化导致有限元形函数的变化，最终在弱形式方程系统中体现复杂的相互关联，从而带来高度非线性。COMSOL Multiphyscis提供的移动网格功能（ALE），支持稳态和瞬态的自适应移动网格，可以很好地处理大变形情况下的网格变形，在必要的时候自动进行网格再剖分，避免过分拉扯造成网格质量下降。此类问题的处理方法请参考5.3小节。

强耦合问题中的第三大类是边界条件由于存在反馈，从而给整个系统带来非线性。我们称之为边界非线性。这种反馈机制不仅仅是线性的或者微分形式的反馈，也可能会是积分形式的反馈。在数学上，方程系统会变成含有高度非线性的微分、积分方程。COMSOL Multiphyscis的表达式功能异常强大，配合常微分方程的定义功能，可以方便地实现这种微分、积分反馈。另外，COMSOL Multiphysics基于Matlab或者Java的二次开发功能，也为此类反馈控制提供了极大的方便。此类问题的处理方法请参考5.4小节。

灵活方便的多物理定义功能，自适应的网格技术，配合强大的全耦合求解方法，COMSOL Multiphyscis在处理这些复杂的、难以处理的强耦合问题上表现出巨大的优势，这也正是该软件命名中“Multiphysics”一词的含义。这些问题的研究和解决，在实际应用中意味着重大的科研突破和巨大的商业价值。COMSOL Multiphysics为这些问题的分析研究提供了可行而且便捷的数值途径。


 5.6　练习题

1．求解瞬态高斯脉冲声波作用下的弹性体应力应变。如图5.25所示，求解域是半个椭圆，外边界都为硬声场边界。左焦点发出高斯脉冲声波，振幅4m2
 /s，频宽381.1Hz，脉冲峰值时间0.002624s。要求计算0至35ms内的瞬态声场分布，时间步长取0.5ms。声场中任意位置处存在一个任意形状的铝块，其杨氏模量为300Gpa，泊松比0.22，密度3900kg/m3
 。要求考虑一个反映铝块变形的移动网格。
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图5.25　练习题1图


第6章

特征值分析

周期振动在自然界是非常普遍的现象，例如各种乐器的振动产生了美妙的音乐；利用石英晶体的振动可以制作高精度的计时工具；天线中交变电流的振动产生电磁波，经接收器和放大器处理，使无线通信成为可能。当然，周期性振动也有其不利的一面。当外部激励和结构本身的固有频率吻合时，可能发生结构破坏。所有这些现象，都可以通过特征值或特征频率来加以分析。

从数学角度而言，给定一个线性变换，它的特征矢量经过线性变换后，仍然保持方向不变，但长度可能发生变化，这种长度缩放的比例就称为特征值。那么特征值有什么具体的物理意义呢？例如，考虑两端固定的张紧的弦，当有一个驻波通过时，其特征向量（或者说特征函数）就是sin（t
 ），对应于弦的特定振动，其中的每个点的特征值就是在特定时刻的取值sin（x
 ＋t
 ）。其他各种物理场的特征值，依此类推。

特征值在许多领域中有广泛的应用，除了用来分析一般的偏微分方程，特征值和特征矢量还被用来分析应力、应变这样的张量，还可以用于信号和图像的处理和压缩。


 6.1　特征值问题的描述


 6.1.1　代数方程求解

上述所有问题的数学描述均可归结为特征值计算问题，见参考文献［13］［14］［15］。以力学分析为例，在力学问题的数值求解中，一般可以把所需求解的问题划分为静态问题和时间依赖问题。对于静态问题，通常求解所定义力学问题的变形，进而求解应变、应力分布等物理量。当所需求解的物理问题可以用线性模型来描述时，其有限元离散形式如方程式6.1所示
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其中K
 为有限元离散所得到的n
 ×n
 阶刚度矩阵，F
 为对应的n
 ×1个外载荷，U
 为所需求解的n
 ×1个位移矢量。当外载荷F
 改变时，其所对应的位移矢量U
 也随之相应变化，即无限多的外载荷对应着无限多的位移矢量。基于所描述力学问题的线性化特点，我们可以把无限多种外载荷的可能，表达为有限个相互独立的外载荷线性组合的形式，如方程式6.2所示
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我们通常把[image: ]
 称为特征激励，其中[image: ]
 为常数，称为特征值；[image: ]
 为n
 ×1维矢量，称为特征矢量。特征值[image: ]
 的作用就是把外载荷矢量依据位移矢量适度增加或减小，使得等式[image: ]
 成立。当我们求解出n
 对特征值、特征向量[image: ]
 后，n
 维离散空间的任意外载荷矢量可以表示为方程式6.3
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其中a
 
i

 为任意实系数，U
 
i

 为所求得的特征矢量。根据线性叠加原理，与外载荷式（6.3）所对应的位移矢量可以表示为方程式6.4
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因此，本特征值的求解为我们提供了一种求解线性方程组的方法，当我们把求解的特征向量U
 
i

 进行归一化处理后，[image: ]
 实际上就构成了n
 维矢量空间的一组正交基。


 6.1.2　自由振动

对于无阻尼、忽略外载荷的力学结构，其自由振动方程式如6.5所示

[image: ]


其中U
 表示位移对时间t
 的二阶导数，M
 为力学结构的质量矩阵，MU
 表示惯性力，KU
 表示弹性力。因此，在无阻尼、外载荷可忽略的情况下，自由振动方程将求解各个时刻惯性力与弹性力的平衡方程。结构的自由振动也称为简谐振动，其位移U
 可表示为方程式（6.6）
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其中U
 0
 是与时间无关的初始位移，ω
 是振动圆频率，[image: ]
 是初始相位角，将方程式（6.6）代入方程式（6.5）中，并考虑到[image: ]
 的任意性，可得方程式（6.7）

[image: ]


其中[image: ]
 。方程式（6.7）称为结构自由振动的广义特征值问题。

对比方程式（6.1）和（6.7），可以发现这两个方程具有完全相同的数学表达形式。当我们限定结构自由振动在线弹性范围内时，方程式（6.5）中的质量矩阵M
 和刚度矩阵K
 都是常数矩阵。设结构有限元离散后的自由度数为n
 ，则M
 和K
 均为n
 阶方阵。若要使方程式（6.7）有非零解，该方程的求解可转化为方程式（6.8）
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其中det表示矩阵的行列式。方程式（6.8）是一个关于λ
 的n
 次方程，也称为系统的频率方程，其数值解满足方程式（6.9）

[image: ]



λ
 
i

 与相对应的位移向量U
 oi

 分别表示了系统的第i
 阶可能的振动圆频率ωi
 的平方和振动模态。


 6.2　振动特性的基本分析

如果结构已施加了足够的约束，则结构没有刚体位移。这时刚度矩阵K
 是对称正定的，并且其所有的特征值λ
 
i

 均大于零。在某些特殊情况下，例如在计算飞行于空中的飞机、潜伏于海洋中的潜艇等时，其结构并没有足够的支承约束使之不产生刚体位移，这时刚度矩阵是半正定的，与刚度位移相对应的特征值为零，并且零特征值的个数一定等于刚体模态的数目。没有位移和转动约束的二维和三维物体的刚体模态数分别为3和6。

如果结构具有一定的对称性，此时某个特征值λ
 会产生n
 阶重特征值现象，即，阶[image: ]
 。我们知道，每个特征值λi
 都对应着一个特征模态Uoi
 ，当有重特征值解时，其所对应的特征模态的线性组合仍为与λi
 相对应的特征模态。

如果所计算的结构没有刚体位移，那么对于任一特征模态Uoi
 都有
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方程式（6.10）和方程式（6.11）分别对应于特定模态（或振动形式）的能量和动能。对于低阶模态，虽然其特征频率较低，但是其能量要比高阶模态所对应的能量要大很多。因此，在分析结构的动态特性时，我们通常仅仅计算其前几阶，或前几十阶的特征对[image: ]
 。尤其是为了分析结构的共振现象，我们要着重注意第一阶特征频率和特征模态。


 6.3　特征值问题的计算

特征值和特征矢量是数学中的重要概念。许多不同的数学对象都有特征值问题，这些特征值问题各有特点，但是具有共性。常见求解方法有很多，主要可以分为两大类：相似变换法和Rayleigh-Ritz法，见参考文献［16］。

相似变换法，这是一类基于矩阵的相似变换原理的方法，主要有以下几种。

●　Jacobi方法：通过正交相似变换使矩阵对角化，进而求出矩阵的全部特征值。

●　Householder三对角化法：将矩阵三对角化，然后结合其他方法求出全部或部分特征值。

●　Sturm排序法：将矩阵三角化后，构建多项式序列，然后求解。

●　QL（或QR）法：通过正效变换得到逼近的对角矩阵，然后求解。

●　Rayleigh-Ritz法：简称R-R法，是一种缩减自由度的方法，用于求解大型系统的部分特征值的近似值。在这种方法的基础上，发展出以下几种方法。

（1）子空间迭代法，由R-R法与逆迭代法结合组成。选择m
 个线性无关的初始向量，然后相继使用逆迭代法和R-R法进行迭代求解。

（2）Lanczos法，简称L法，本质上也是逆迭代法与R-R法结合。选择一个初始向量，经过逆迭代、正交化和模规范化处理等，形成m
 个Lanczos向量，而正交和模规范化系数形成一个与原矩阵有一定关系的三对角矩阵，利用这种关系可以求解前若干阶特征值。

（3）模态综合法，基于R-R法原理的缩减自由度方法。将复杂结构划分成几个便于分析的子结构，算出模态，然后集合作为整个结构的基底，建立降阶的广义特征值问题，最终求解得到所需的结果。

下面我们分析网格划分对特征值解的影响进行一些简单的探讨。假设计算区域为单位长度的正方形，杨氏模量和密度为1，泊松比0.33，边界条件为两个对角点在X
 和Y
 方向有固定的零位移，另外两个点无任何约束，如图（6.1a
 ）所示。当采用1个正方形网格时，可求得第一、二阶特征频率为[image: ]
 。当采用如图（6.1b）所示的两个三角形划分时，[image: ]
 。当采用图（6.1c）所示的两个三角形划分时，[image: ]
 。上述三种情况下的离散自由度为8，约束自由度为4。但是由于采用了不同的离散单元和网格剖分形式，所得结果却不尽相同。如果我们暂时忽略由于较粗网格离散所带来的计算误差，图（6.1a）和图（6.1c）的情况满足了重特征根的特性，因此相比于图（6.1b）是可接受的有限元离散形式。
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图6.1　双约束点的网格划分示意图，从左至右分别为a，b，c

对于相同的计算区域，如果把4个角点全部约束X
 和Y
 方向的零位移，当采用2×2正方形网格时，如图（6.2a）所示，可求得第一、第二阶特征频率[image: ]
 。当采用图（6.2b）所示的三角形网格，虽然离散的自由度相同，但第一、第二阶频率分别为0.270172和0.293921。虽然这两种情况下所求得的特征值差别不大，但是第一种离散形式仍然保持了重特征，所以建议采用该有限元离散形式。
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图6.2　四约束点的网格划分示意图，从左至右分别为a，b

当然，上面所列举的两个算例都是为了说明特征值计算的特殊性而选取的两个特殊情况，但在实际的工程问题中我们确实需要对特殊边界条件下网格划分以及单元类型进行适当的选取，以保证特征值问题的数值解的正确性。


 6.4　案例分析

COMSOL Multiphysics是分析物理场的有限元软件，主要的思路是求解偏微分方程（组）。虽然在实际运算中COMSOL Multiphysics用到矩阵的特征值计算方法，但一般的使用者并不需要了解其具体的过程，COMSOL Multiphysics已经包含了进行特征值分析的求解器，因此，在进行特征值分析时，用户仅仅需要确定：

（1）结构的几何模型，划分网格；

（2）指定材质特性，包括杨氏模量、泊松比、密度或者光学属性等；

（3）指定位移边界条件或点约束条件；

（4）在求解器中选择Eigenfrequency即可求解。

在上述的四个步骤中，第二、第四步非常清楚明了，无须赘述。第三步边界条件的实施会影响到最后求解的特征对分布情况。这里需要指出的是，即使我们不施加任何位移约束条件，COMSOL Multiphysics的求解器也可以进行计算，只不过前几阶的特征频率为零。


 6.4.1　乐器的特征声音

下面让我们分析几个实际案例来加深对特征频率的认识。首先来看看乐器，例如，膜常见于各种声学系统，例如鼓（如图6.3所示）、二胡的琴筒，传声器内的振动元件，耳朵中的鼓膜等都是膜的例子。通常把膜绷紧，周边固定。膜振动产生或接收声波时各部位运动，位移u
 与膜面垂直，是空间位置和时间的函数[image: ]
 。膜可以有各种各样的运动，其中特别重要的一类是各点以相同频率f
 做简谐振动。因此，对膜的特征频率进行分析，就可以知道这种乐器的主要声音特性。
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图6.3　鼓的振膜分析

我们考虑半径为1的圆的膜，即鼓半径为1m，上面这个物理现象可以用偏微分方程式（6.12）和边界条件来表示所组成的特征值问题。
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边界条件，如方程式（6.13）、（6.14）所示

[image: ]


方程式（6.12）～（6.14）中的是待求的特征值，其余符号与COMSOL的其他功能一样。方程式（6.12）是齐次的，不包括源项f
 。边界条件通常也是齐次的，即[image: ]
 。

打开COMSOL软件的图形界面，选择2D建模，并在数学应用模式中选择自定义偏微分方程中的系数形式（Coefficient Form，PDE），求解类型选择特征值分析（Eigenvalue analysis）。和在COMSOL的其他计算一样，在几何节点上创建在我们要的单位圆。

对照方程式（6-12）和我们的问题，取[image: ]
 ，其余系数为零。边界条件选狄利克雷（Dirichlet）条件，h
 ＝1。我们的参数正是COMSOL规定的默认值，因此不用输入。

完成这些步骤后，如果单击求解按钮，软件就会自动完成网格划分和求解，得到各个特征值和特征矢量，利用后处理的功能可以得到结果和图形。

将计算得到的特征值[image: ]
 开方，可以得到对应的共振波数[image: ]
 和共振频率[image: ]
 ，得到的前16个共振波数如表6.1所示，鼓膜特征频率分析的图形如图6.4所示。

表6.1　鼓膜的特征频率
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图6.4　鼓膜特征频率分析

对于半径为a
 的圆，不难验证共振频率[image: ]
 和上面得到的[image: ]
 的关系为[image: ]
 ，与特征函数形状相似。这个问题比较简单，形状规则，有解析解。与解析解对比表明上面的计算是正确的。对于比较复杂的形状的膜，只能用数值计算得到结果。


 6.4.2　房间的共振频率

下面是一个三维的特征值问题。考虑一个谐振腔，即一个密闭的空间，例如是一个房间。内部是流体，常是空气，周围是刚性的壁，我们要求它的共振频率。房间中声压P
 满足方程式（6.5），刚性边界条件如方程式（6.16）所示。
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其中[image: ]
 ，Ω是谐振腔的体积，我们取一个棱长为1的单位立方体。边界上法向位移为零，因此声压的法向导数为零，即纽曼边界条件。仿照上面鼓膜振动的例子，在COMSOL Multiphysics图形界面中选择3D建模，仍然使用选偏微分方程模块的系数形式（Coefficient Form，PDE），求解类型是选特征值分析（Eigenvalue analysis）。在几何节点上创建立方体，边界条件设定为[image: ]
 。准备完成后，COMSOL能自动划分网格和完成计算。计算得到的特征值和特征函数见表6-2，房间共振频率分析如图6.5所示，图6.5中显示立方体内几个切面的声压分布。对于棱长为a
 的立方体共振频率为[image: ]
 ，特征函数形状与单位立方体的相似。

表6-2　房间的共振频率
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图6.5　房间共振频率分析

从表6.4中可以看到有一些特征值互相相等，从图6.5中可以看出它们对应的特征函数是不同取向的同一个函数，这是特征值问题的简并现象，是由于三条棱边长度相等的对称性引起的。在圆膜的振动中也有简并现象。


 6.4.3　高阶振动

上面两个例子都是计算比较小的低阶的特征值和特征函数，虽然高阶的特征值和特征函数对分析厅堂的声学现象等问题有意义，但是由于计算复杂，过去涉及不多。近年来这方面有一些新的发现引起了研究的兴趣。下面举一个二维的例子。

考虑计算长度为2、高度为1的矩形膜的高阶的特征值和特征函数。为了计算高阶的特征值和特征函数，需要加密网格。图6.6是计算得到的一个特征函数，对应的特征值[image: ]
 （解析解是[image: ]
 ）。这个特征函数显得很有规则，这是因为膜的形状是一个规则的矩形。
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图6.6　矩形膜的高阶特征频率

我们再计算一个形状稍为不同的情况，膜的形状如图6.7的腰鼓性膜，图中显示连续的三阶特征函数，对应的[image: ]
 为49.86、49.93和50.06。我们看到，除了基本的对称性，这些特征函数没有什么规则，具有混沌的特征。相邻阶的特征函数之间似乎也没有什么关系。但是理论研究和大量计算、处理表明这些表面随机的函数遵守一些统计规律。一般认为混沌现象大多是非线性复杂过程作用的结果，但是这里计算的完全是线性问题，而且问题并不复杂，形状也还规则，与矩形膜比较只是两边形状稍有变化，但是特征函数的性质却大大改变了。
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图6.7　鼓膜的高阶特征频率


 6.4.4　光子晶体的特征频率

让我们最后再来看一个光子晶体中的特征频率分析。光子晶体一般由等间距放置的GaAs柱构成，柱子之间的距离决定了波数和光频率的关系，这个关系决定了哪些波长的光不能在晶体结构中传播，频率范围被称为光子晶体带隙。多种利用光子晶体的禁带设计的光子学器件已得到开发和应用。

对于一个光子晶体而言，分析其特征频率的重要性是不言而喻的，在COMSOL Multiphysics中，可以很轻松地实现这样的计算。如图6.8所示，我们对一种光子晶体进行了计算，为了简化模型，只计算了其中一个重复性的晶胞。
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图6.8　光子晶体的周期性几何结构

采用如前面几个例子类似的做法，选择RF模块中的电磁波物理接口，然后绘制出几何结构，设定好材料参数，边界条件（Floquet周期性边界条件），然后利用COMSOL Multiphysics的特征频率求解器计算了其中六个特征频率。如图6.9所示，为了便于观察，用高度图显示出其特征场强分布，依次分别表示特征频率：4.223588e14，4.345113e14，4.345115e14，6.493709e14，6.757386e14，7.465646e14。
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图6.9　光子晶体的特征频率分析


第7章

COMSOL Multiphysics的高级功能

在前面的章节中，我们已经掌握了基于COMSOL Multiphysics进行有限元数值仿真的思路，通过将物理实际抽象成数学模型，然后对偏微分方程组或函数的求解来得到对真实世界的描述。同时，我们已了解到COMSOL Multiphysics的基本特点就是求解偏微分方程或方程组。基于此特点，COMSOL Multiphysics可以用来实现很多其他CAE软件难以完成、甚至无法实现的功能。另外，COMSOL Multiphysics与MATLAB完全兼容，并且全新的Java API，展示出了强大的用户自定义功能，研究者从而可以随心所欲地进行数值仿真分析、或者基于COMSOL引擎编写自己的应用程序等。


 7.1　求解高阶偏微分方程

通常情况下，常见的有限元软件只能计算二阶偏微分方程（组），在COMSOL Multiphysics中，常规的应用也大多是二阶方程表述的应用模式。如何求解高阶偏微分方程，是一个颇为棘手的问题。COMSOL具有强耦合计算功能，为高阶偏微分方程提供了一种合理的求解方法。

以一个孤子问题为例：孤子这个名词首先是在物理的流体力学中提出来的。1834年，英国科学家约翰·斯科特·罗素观察到这样一个现象：在一条窄河道中，迅速拉一条船前进，在船突然停下时，在船头形成的一个孤立的水波迅速离开船头，以每小时14～15km的速度前进，而波的形状不变，前进了2～3km才消失。他称这个波为孤立波。其后，1895年，卡维特等人对此进行了进一步研究，人们对孤子有了更清楚的认识，并先后发现了声孤子、电孤子和光孤子等现象。

所谓孤子（Soliton）又称孤立波，是一种特殊形式的超短脉冲，或者说是一种在传播过程中形状、幅度和速度都维持不变的脉冲状行波，也就是说，孤子与其他同类孤立波相遇后，能维持其幅度、形状和速度不变。

从物理学的观点来看，孤子是物质非线性效应的一种特殊产物。从数学上看，它是某些非线性偏微分方程的一类稳定的、能量有限的非弥散解。孤立波在互相碰撞后，仍能保持各自的形状和速度不变，好像粒子一样，故人们又把孤立波称为孤立子或孤子。由于孤子具有这种特殊性质，因而它在等离子物理学、高能电磁学、流体力学和非线性光学等领域中得到广泛的应用。

方程式（7.1）是一个典型的一维孤子的方程描述（Korteweg-de Vries，KdV方程），由Korteweg和Vries于1895年对水波建模得到的。
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这是一个典型的一维三阶偏微分方程，假定它在[image: ]
 范围内周期性变化，表示成数学形式为方程式（7.2）

[image: ]


假定初始情况是两个孤子波叠加在一起，表示为方程式（7.3）
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为了能够在COMSOL Multiphysics中计算这个高阶偏微分方程，我们引入一个中间变量[image: ]
 ，然后将u
 修改为u
 1
 ，就可以将上述KdV方程修改成一个偏微分方程组（7.4）
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初始值则相应地变为方程组（7.5）

[image: ]


注意，之所以将方程通过变量代换之后转换成方程组形式，是因为COMSOL Multiphysics的强耦合能力，可以同时正确地求解涉及的这些变量。

根据以上偏微分方程组形式，结合COMSOL Multiphysics的自定义PDE应用模式，例如选择广义型PDE应用模式。

图7.1为应用模式选择，注意其中因变量的个数为2个，分别定义为u
 1和u
 2，图7.2、图7.3分别为方程系数和初始值设定，对应于推导得到的新的KdV偏微分方程组和定解条件。
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图7.1　建立PDE
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图7.2　输入方程
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图7.3　定义初始值

通过求解，得到在指定时间段内的波型分布，如图7.4所示，分别表示第0、第0.7、第1.1和第1.2秒的波型。结果清晰地表明，两个不同速度和振辐的孤子相互碰撞，相互穿过，互相之间没有影响。
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图7.4　结果图

●　本案例可参考COMSOL Multiphysics案例库中

COMSOL Multiphysics>Equation-Based Model>kdv_equation


 7.2　求解带积分的偏微分方程

我们常常需要在偏微分方程中引入一些积分项，例如，在某些受到关注的点上，参数是由周围环境中的结果积分来确定，或者随时间的积分，需要将某个变量的变化累积起来进行计算等。在COMSOL Multiphysics中，提供了积分耦合变量，可以在求解域、边界、边或点上进行积分，并参与计算；通过求解全局变量的常微分，计算一个全局标量随时间的累积；通过耦合一个自定义PDE应用模式，计算指定对象上的变量累积等。


 7.2.1　积分微分方程

常见的传热途径有三种：传导、对流和辐射。如图7.5所示的辐射可用一个带积分的偏微分方程（7.6）来求解，见参考文献［17］。
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图7.5　辐射热管示意图

其中，ρ
 是密度，C
 
p

 是热容，κ
 是热导率，σ
 是Stefan-Boltzmann常数，ε
 是发射率，D
 
o

 和D
 
i

 分别对应于外径和内径，[image: ]
 是与辐射系数相对应的核，通常定义为[image: ]
 。其中[image: ]
 。

要输入这种类型的积分，可使用dest算子，强制COMSOL Multiphysics在目标点上进行运算，而不是源点。在积分表达式中，x
 '是被积分的变量，而模型未对x
 积分。当定义积分耦合变量时，要指定x
 可以从整个求解域中取值，可输入dest（x
 ）。

本例可以简化为一维问题来求解，即几何结构简化为轴线。首先定义一个对轴线进行的积分耦合变量intop1，用来进行积分运算。然后添加如图7.6和图7.7所示的变量，
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图7.6　定义热源

[image: ]


图7.7　积分耦合变量

注意：其中的xi以及intop1等变量的定义，它们分别对应于ξ
 和积分表达式。最后经过计算，就得到了研究对象的温度分布和辐射等结果。

●　本案例可参考COMSOL Multiphysics案例库中

COMSOL Multiphysics>Equation Based Models>integro_partial


 7.2.2　PID控制器

PID控制器（比例-积分-微分控制器）适用于基本线性和动态特性不随时间变化的系统，是工业控制应用中常见的反馈回路部件，将收集到的数据与参考值进行比较，然后用于计算新的输入值，使系统保持在稳定状态。其中比例用来控制当前，积分用来控制过去，微分则用来控制将来。

接下来要讲述的是一个化工中的反应器简化模型，PID控制反应器示意图如图7.8所示。不同浓度的氧气流在反应器中混合，通过调节低浓度入口的进气速率，使得燃烧点（一个指定位置）的浓度保持在所需值，见参考文献［18］。
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图7.8　PID控制反应器示意图

该模型需要耦合求解Navier-Stokes方程和对流与扩散方程，并通过方程式（7.7）控制低浓度入口（左侧入口）的气流速度，
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其中，[image: ]
 是左侧入口的入口流速，[image: ]
 是所需的设定浓度，[image: ]
 分别对应于比例、积分和微分常数。

事实上，要模拟这样一个PID控制器，在COMSOL Multiphysics中的操作极其简单，首先在指定的燃烧点上定义一个积分耦合变量，例如dVdelta_mp（名称自定义）。然后就可以定义如图7.9所示的函数表达式，其中c_mp表示对指定点浓度c积分，ct_mp表示对指定点浓度变化率ct积分。
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图7.9　积分表达式

u_in_ctrl对应于上面这个PID控制方程，注意其中的nojac算子，由于在表达式中，引用了模型的因变量c_mp，因此需要用到这个算子，它用来将表达式从Jacobian计算中摘取出来。当某个变量或表达式不是Jacobian所必需的，并且需要大量的运算资源时，可以使用该算子。

将u_in_ctrl设定为左侧入口的入口流速条件，经过计算，就可以得到如图7.10所示的随时间而变化的入口流速。
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图7.10　结果图

●　本案例可参考COMSOL Multiphysics案例库中

COMSOL Multiphysics>Multidisciplinary Models>pid_control


 7.2.3　时间积分变量

物理量随时间累积值有两类，一类是积分表达式是全局性的标量结果，它可以通过在模型中耦合一个全局方程来实现，如图7.11所示。
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图7.11　ODE示意图

首先添加一个ODEs和DAEs节点，然后在该节点下添加全局方程，在设定区中填写变量名称和方程表达式。需要注意的是，全局方程的变量和结果都是全局性的标量。

大家可不要小瞧上面这两个全局方程，其中定义的变量D满足：D随时间的变化速率为exp（D），即dD/dt＝exp（D）。然而，定义的变量C，对应表达式中却没有C（注：其中的T是一个全局化的标量），这意味着，它实际上包含了以下两个方程或定义，详细情况请参考后续章节：高级约束中的反向工程约束。

另一大类是解变量等带有矩阵性质的变量随时间的累积结果。在COMSOL中很容易实现这种累积，因为现在最新版本中增加了域ODE或DAEs应用模式，直接用来求解这类问题。而在老版本中，我们可以直接在模型中耦合一个自定义偏微分方程应用模式，将方程修改成只含时间偏微分项的方程即可，并在新增的应用模式，设定所有的边界条件为Neumann边界条件。

让我们想象这样一个情景，激光快速成型是一种利用激光技术、自动控制技术、新材料技术实现直接造型、快速制造的先进技术。在其中一种激光选区烧结法中，粉末材料被激光加热烧结，然后吹掉多余粉末。这个过程，在COMSOL Multiphysics中有多种解决办法，例如编写脚本，先添加一小块求解域，在脚本中处理结果，将熔融区保留，非熔融区去除，然后添加下一块求解域。或者可以先画出所有的求解域，然后用上面提到的时间累积变量求解方法，用一个变量来描述成型部分的变化。

图7.12为激光选区烧结法的模拟结果，其中u
 是耦合偏微分方程的因变量，方程形式为：ut
 ＝flc1hs（T＝1200，10），其中flc1hs表示一阶连续导数的平滑Heaviside函数，该方程表示温度超过1200K后固结，时间累积结果大于某个阈值就表示成为固结部分。通过等值面图显示了固结的部分，其余区域仍保持粉末状态。
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图7.12　激光烧结计算结果图


 7.3　多尺度耦合仿真分析

多尺度或跨尺度分析，是目前得到广泛关注的研究领域。所谓多维度涵盖巨观（Macro-scale）、微观（Micro-scale）、介观（Meso-scale）和纳米（Nano-scale），不包含量子级别（Quantum-scale）。早期的数值分析，缺少这种连续性求解的方法，各种不同级别分别有很多各自的算法。然而真实世界中，各种维度之间是连续变化的，相互影响、相互体现。

由于COMSOL Multiphysics具有强耦合计算功能，因此可以用来解决这种多尺度耦合分析，即在同一个模型中，同时分析纳米、微观、介观以及宏观的现象。不同尺度用不同的偏微分方程来描述，通过它独有的耦合变量将各种维度之间的连续性关系耦合起来，得到对真实世界的描述。

锂电池，或者燃料电池就是一类典型的需要进行多尺度耦合分析的对象。如图7.12所示，宏观上，是物质扩散、电流、电化学反应，还可能包含流动等；微观上，电极是由微米甚至更小的微小粒子烧结而成的，各种物质在粒子内部也存在扩散和迁移。所以这些物理现象，在电池的工作过程中同时发生、演变，如果进行数值分析，就需要贯穿多维度的耦合求解。
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图7.12　锂电池示意图

COMSOL Multiphysics提供了一种新颖的解题思路：在同一个模型中构建两个几何框架，一个用于描述宏观物理场，另一个用来描述微观物理场；然后通过耦合变量巧妙地把两个几何框架结合起来，建立宏观和微观之间的耦合关系。图7.13是一个典型的锂电池的宏观的放电曲线，图7.14是其中电极粒子中的浓度分布图（尺寸经过了归一化）。
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图7.13　放电曲线图
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图7.14　电解质浓度分布图

值得注意的是，为了更加便于使用，COMSOL Multiphysics在最新版本中，将微观的几何框架，直接集成在宏观的物理场中，作为一个附加的电极选项来进行设定。

●　本案例可参考COMSOL Multiphysics案例库中

COMSOL Multiphysics>Batteries and Fuel Cells Module>Batteries>li_battery_1d


 7.4　高级约束

在第1章中，列出了常见的三类约束：Neumann边界、Dirichlet边界、混合边界。在现实中经常会遇到一些更特殊的约束，例如，在同一个边界上施加多个约束，在求解域内部的约束，或者约束某个变量在求解过程中为一个指定的值等。COMSOL Multiphysics基于弱解形式来进行求解，因此可以通过弱约束的方法来实现这些各种各样的高级约束需求。COMSOL Multiphysics提供了三种约束：弱约束、逐点约束，以及弱贡献。

让我们先来了解一下COMSOL Multiphysics提供的弱约束。弱约束是在求解对象上增加了Lagrange乘子，同时进行求解，实际上它取代了原有的边界条件。例如定义一个弱约束条件，在编辑框中输入：2-u，表示约束u必须等2。

其好处在于：

●　进行精确的通量计算分析；

●　处理非线性约束；

●　实现包含微分的约束。

缺点在于：

●　引入了更多的未知量；

●　引入了可能的不易收敛条件；

●　可能产生数值振荡。

再来看看逐点约束，它与弱约束类似，但是它不产生Lagrange乘子，常用于一些流固耦合这样的耦合分析中。输入方法与弱约束类似，也是：2-u。

最后再让我们来看看弱贡献，它是用来施加额外的约束条件，即在原有的边界条件基础上，进一步施加一些边界条件。输入方法与前两者不同，变成了：（2-u）*test（v），或者（2-u）*test（v）＋test（2-u）*v，前者是非理想约束（单向约束），后者是理想约束（双向约束）。


 7.4.1　一个边界上多个约束

通常情况下，一个边界上只会指定一个约束，否则就会出现所谓的“过约束”，即向模型文件引入了过多的约束条件，其后果就往往是无解。然而，在真实世界中，常常不可避免地会出现一些需要在某个边界指定多个约束，在对应的另一个边界取消约束。在数值模拟中，这需要经过特殊处理才能实现。

以计算流体力学（CFD）为例，求解流体模型时最理想的边界约束条件是入口与出口分别指定速度和压力，例如入口指定层流流入的速度分布曲线，出口指定一个参考压力。但是，在某些情况下，我们不得不在同一个边界上同时约束两种边界条件，例如在入口既指定速度曲线，又约束必须满足指定的参考压力。COMSOL Multiphysics采用弱约束的方式来实现这种多约束边界条件。

实现这种操作其实是一件很简单的事情，对于上面这个例子，只需要在入口边界条件中添加一个弱约束边界条件，如图7.15所示。设定弱贡献示意图如图7.16所示。
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图7.15　添加更多的约束
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图7.16　设定弱贡献示意图

其中边界1就是入口边界，u是X
 方向的速度分量，test（u）表示以变量u
 为基准的试函数，p
 表示压力，p_in是用户指定的入口压力。这个弱表达式用来约束在求解过程中，必须满足：p-p_in＝0。


 7.4.2　约束总量不变

有时候，在模拟过程中，需要确保某个总量保持不变，或者满足某种指定条件。例如，在浓度扩散分析中，假定无论物质在边界如何扩散，求解域内的物质总量保持守恒等。

下面让我们来看一个约束边界总量不变的例子：当进行CFD分析时，有时候会遇到很复杂的流动，我们可以测定入口的总压，但是无法确定入口不同位置的压力，这时候就可以通过弱约束的方法来约束入口的总压为指定值。在COMSOL Multiphysics中，可按照如下操作步骤来实现这种分析。

首先，我们需要定义一个边界的积分耦合变量，用来计算入口处的总压。如图7.17上图所示，在入口边界1上定义一个积分耦合变量intop1，积分阶次为4。
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图7.17　设定压力不定的入口边界条件

其次，修改入口边界条件中的设定。如图7.17下图所示，通常情况下，我们必须指定该边界的压力，例如参考压力为101325［Pa］。而在我们现在需要解决的问题中，需要将该值修改为p
 ，即不指定压力，其中Pa为帕。

最后，我们添加一个弱约束边界条件，约束该边界上的总压为指定值。如图7.18所示，定义在入口边界上的总压力为800［Pa］*0.1［m^2］＝80［Pa*m^2］，其中0.1［m^2］为边界的面积。
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图7.18　设定弱约束边界条件

通过计算，我们可以得到如图7.19所示的压力分布图（2D截图）。
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图7.19　结果图


 7.4.3　反向工程约束

在我们进行研究时，常常会遇到这样一类问题：能够知道结果是多少，但是相应的条件不得而知，是需要我们求解出来的。这属于一类反向工程问题，还是让我们来看一个实例吧。

假定有一个如图7.20所示地基承载力分析，其中我们知道临界破坏值对应的应变大小，但是不太清楚达到这种状态所需的载荷应该是多少，像这类问题，就需要采用前面曾经用过的ODE来实现。
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图7.20　地基承载分析

如前节所述，我们定义一个ODE方程，pressure＝vc-para，其中的para是临界破坏形变值，vc是一个变量，通过求解模型中的竖直方向的应变来得到，这是一个因变量。这个ODE方程实际上包含两个约束。

●　约束vc＝para，即因变量的解必须等于临界破坏值。

●　约束pressure，虽然我们不知道这个值，但是不管它的大小是什么，必须使得上面这个约束满足要求。也就是说，它的大小实际上是与vc＝para这个表达式挂钩的。可以想象，如果pressure大于我们所需的值，可能就会vc>para，反之亦然。

ODE设定如图7.21所示。
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图7.21　ODE设定

●　本案例可参考V4.2a版本COMSOL Multiphysics案例库中

Geomechanics Module>Soil Models>flexible_footing


 7.5　随机参数

随机现象是真实世界中常见的一种现象，通常是指事前不可预言的现象，即，在相同条件下重复进行试验，每次结果未必相同，或知道事物过去的状况，但未来的发展却不能完全肯定。例如，以同样的方式抛置硬币却可能出现正面向上也可能出现反面向上；走到某十字路口时，可能正好是红灯，也可能正好是绿灯等。

COMSOL Multiphysics中预置了一个随机函数，可以用来设定随机初始噪音、参数分布等；通过与第三方软件结合，可以模拟随机变化的形状（求解域）、边界等。


 7.5.1　随机变化的参数

两种互不混溶的物质，可以在一定条件下混合成为稳定、均匀单相状态，然后进行加热或冷却时，到达相图中的两相区域后，就会出现相分离。这个过程中充满了随机性，由于分子运动，两相的浓度不停地发生涨落，在加热或冷却过程中，当浓度的涨落满足一定条件时，就会出现成核、生长等一系列过程，并最终产生相分离。过去人们常常采用Monte Carlo方法来模拟这种现象，最近十几年，采用相场模型（Phase Field Model）对此现象进行描述，并采用有限元方法进行模拟的分析方式逐渐得到应用。

与当前常见的Monte Carlo模拟方法类似，我们首先需要在指定的结构（求解域）中生成一个围绕着平均浓度随机波动的极小的浓度涨落分布，然后应用相场模型，计算在这种分布情况下两相的运动，从而描述出整个分相过程。

首先，在COMSOL Multiphysics中，定义一个随机函数，如图7.22所示。

[image: ]


图7.22　设定随机函数示意图

图中设定的随机函数名称为phi_init，需要两个参变量，采用统一分布形式，围绕着平均值0的涨落范围为±0.05。

然后就可以把这个随机函数应用于初始值的定义中，图7.23中在相场变量编辑框中输入：phi_init（x，y），表示在不同的坐标点处求解随机函数。

[image: ]


图7.23　使用随机函数

经过求解，我们可以得到如图7.24所示的随时间演化的相图，刚开始，两相是完全混合的，相场变量忽略随机扰动，大约是[image: ]
 。到t
 ＝1s相开始分离。在t
 ＝2s，开始形成纯相，两秒后，只存在纯相。t
 ＝4s后，纯相开始接合，形成更大的相区域。

[image: ]


图7.24　结果图

●　本案例可参考COMSOL Multiphysics案例库中COMSOL Multiphysics>Chemical Reaction Engineering Module>Separation Processes>phase_separation。


 7.5.2　随机变化的形状

以上讨论的是随机变化的参数或初始值等，有时候，我们也会遇到结构（求解域）或边界等随机变化的情况，例如随机起伏的地面、在求解域中随机分布的粒子或小区域等。结合COMSOL Multiphysics中的随机函数，动态网格技术，以及利用脚本代码，可以实现复杂的随机变化形状的仿真。

以一个二维传热分析为例，假定研究对象的上边界由于切割的关系，呈现出随机的形状，我们可以通过以下步骤来进行描述。

首先定义一个随机函数，只需要一个参变量，设定为围绕均值0变化的±0.05的统一分布，如图7.25所示。
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图7.25　设定随机函数

在模型中需要耦合一个变形几何应用模式，用来描述边界的变化。其中，设定求解域为自由变形，上边界为指定的随机网格位移，如图7.26所示。

[image: ]


图7.26　设定随机变化的边界

在图7.26指定y位移的编辑框中，输入随机函数rn1（x
 ），表示该处的y坐标以随机形式变化。经过计算，得到如图7.27所示的结果。很明显，上边界通过随机函数演化出现随机的形状，描述出所需模拟的对象。

[image: ]


图7.27　结果图


 7.6　二次开发

COMSOL Multiphysics最强大的功能之一就在于自主开发特性。对于简单应用，可以增加一些控制流，例如循环、条件等；复杂一点的，可以增加额外的数值运算，例如随机定义几何、参数，根据复杂运算确定材料参数等；还可以构建一个图形化界面，建立自己的典型运算，形成一个独立软件包等。

在进入本节之前，有两个脚本命令建议大家熟练掌握：sprintf和eval。前者用来生成一个格式化字符串，后者将字符串转换成可执行的语句并执行。详细描述可以查阅MATLAB的说明文档。

值得推荐的做法是，首先在图形化界面（GUI）中构建一个类似或简化模型，完成整个流程，包括几何建模、设定参数、设定边界条件、网格剖分、求解以及后处理，然后另存为M文件。接下来就可以在这个M文件的基础上修改，实现自己的需求。


 7.6.1　生成随机图形

下面这段代码，可以生成五个半径在0.02～0.05之间变化的随机大小、随机位置分布的圆。

[image: ]


上面这段代码，用了一个循环语句来循环生成五个圆，rand函数用来生成随机数，并使用当前时钟作为种子来减少伪随机性。

值得注意的，就是其中使用的sprintf和eval。其中，sprintf用来将圆的序列号、半径和位置坐标的数字转换成字符串，并拼接成一个合法的字符串。但是该字符串并不具有可执行性，因此我们需要使用eval来调用它，并最终执行后得到需要的结果。

另一个值得注意的是单引号，由于MATLAB使用单引号说明字符串，以及作为转义符，因此在生成字符串中需要使用单引号时，必须用转义符来进行转义说明。这也是为什么上面的代码看起来比由COMSOL保存成m文件时产生的代码要复杂得多。


 7.6.2　在COMSOL中调用MATLAB脚本

COMSOL Multiphysics可以在各种编辑框中设定常数、函数、逻辑变量等，也能直接调用MATLAB脚本函数，以及自已编写的脚本文件。下面给出一个简单的脚本文件，
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上面这段代码很简单，两个形参表示两个坐标轴数据，输出结果为在参考点（0.5，0.5）半径0.5以内的圆形区域中的值为103，区域外则为0。

调用该脚本的操作步骤如下：

右键单击全局定义节点，选择函数>MATLAB，这将增加一个MATLAB 1节点。

在新增的MATLAB 1节点的设定区中输入如图7.28所示的定义。在需要调用该脚本的编辑框中输入函数名称，如图7.29。完成其他操作，求解，得到如图7.30所示的结果。
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图7.28　调用MATLAB脚本图

[image: ]


图7.29　使用MATLAB脚本进行计算

[image: ]


图7.30　结果图

注意，调用该函数时，指定的参数并不一定要与定义时的形参完全一样，例如，我们可以调用MyHeat（y，z）来实现在Y-Z
 平面上的定义。

在求解过程中，COMSOL将自动打开一个MATLAB的工作环境，即在该环境中计算脚本，然后回调到COMSOL中进行其他求解过程。如果在求解过程中提示找不到这个函数，就需要在MATLAB集成环境中通过addpath脚本函数将该脚本目录临时加入到环境变量中，例如addpath（'C:\COMSOL_Training_V4_Code'）。


 7.7　自定义开发

编写自己的有限元软件，是很多研究者追求的目标之一，COMSOL Multiphysics独有的开放性设计原则，使得它成为实现这种梦想的不二选择。目前来看，有两种方式来实现，各有优缺点：MATLAB，或者选择Java。


 7.7.1　MATLAB开发

MATLAB开发包含两个层面。首先，用户可以将MATLAB看作一个中间平台，利用MATLAB的数据处理功能，作为COMSOL Multiphysics和其他CAE软件（如，Ansys、Abaqus等）之间的数据转换接口，实现各种不同CAE软件之间的相互耦合。

另一种应用是开发操作界面。在MATLAB中可以通过编写GUI，或者直接调用GUI toolbox的方法来建立一个满足用户需求的图形化操作界面（如图7.31所示），然后就可以作为一个独立的软件包。如果大家有兴趣，在网上可以找到很多业已成熟的软件包，甚至已成为较为独立的商用软件包。
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图7.31　自定义开发界面

一般的做法是，首先在COMSOL Multiphysics中创建一个类似的模型，然后另存为M文件。接下来在MATLAB中，用GUIDE创建界面，并保存控制文件。在控制文件（M文件）中，有目的地将模型M文件一段段的代码插入进来。通过这样的操作，就可以实现自定义的图形化操作界面。

使用MATLAB的优点很明显：使用简单、不需要复杂的编程技巧。缺点在于：这种方式必须同时具有COMSOL和MATLAB这两种软件，以及LiveLink的授权，成本相对较高；运行时由于两种软件必须同时启动，而且MATLAB是解释式执行方式，因此计算效率较低。


 7.7.2　Java开发

COMSOL Multiphysics提供Java标准的API（应用编程接口）函数，熟练的编程用户，可以利用API编写出界面、运行指令、甚至是尝试修改底层函数等。这是COMSOL公司的一个创新性功能，通过提供这种功能，用户可以发挥自己的创造力，构建出自己的软件。

其优点显而易见，我们可以自由地选择喜爱的编程软件，诸如Visual Java、VC、VB甚至Visual Fortran等，都可以用来试着调用API，构建一个有限元软件。而且可以编译执行，将大大地提高工作效率。缺点在于，需要仔细处理图形化显示部分，以及安装和了解Java。最方便的做法是安装类似Eclipse等软件的集成环境，通过连接调用COMSOL的库，直接在集成环境中编码、编译和执行。具体的操作办法和案例，有兴趣的读者可以参考软件安装完毕后，在安装目录中提供的“COMSOL Java API Reference Guide”。


 7.7.3　物理模型创建器

这是COMSOL Multiphysics的最新版本中刚刚新增的功能，用来满足用户创建自己的预置模型。用户只要能够把自己的模型推导得到弱解形式的方程，就可以通过如图7.32所示的操作步骤，定义内置变量、表达式、弱解方程以及边界条件等，创建一个自定义的预置模型。这个模型可以如同其他所有内置模型一样使用。下面这个案例就是安装包中自带的可以实现电热耦合计算的模型。
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图7.32　物理模型创建器界面

采用物理模型创建器，可以很方便地创建出自己的应用模式，而且可以直接调用COMSOL Multiphysics的前后处理，以及求解器，使用起来会相当方便。目前存在的缺点就在于，定义一个自己的应用模式，需要我们首先通过数学处理，推导得到弱解方程，这样就使得它的应用受到局限。此外，为了完整地表现出一个应用模式，用户还需要相当细致地做出全面的定义，特别是边界条件等。

有兴趣的读者可以查阅用户手册中的“Physics Builder Tools”章节。


 7.7.4　其他开发语言

COMSOL Multiphysics还可以与其他的开发语言结合，例如，中山大学的黄智恒老师就曾经使用常见编程语言，例如C、Fortran、Python等代码，将COMSOL Multiphysics、MATLAB和MTDATA（或者Thermo-Calc）这三款不同的计算软件有机地结合起来，实现了将材料参数自动地传入COMSOL Multiphysics来分析材料的热力学和动力学见参考文献［19］［20］。
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%o create 5 random circle with random radius between 0.02 ~ 0.05
rand('state’ sum(clock));
for i=1:5
tmp = rand(3,1);
r1 = tmp(1) * 0.03 +0.02; % larger than 0.02, smaller than 0.02+0.03=0.05
x1=tmp(2) * 0.9 + 0.05; % avoid out of the unit square

y1=tmp(3) * 0.9 +0.05; % avoid out of the unit square

str = sprintf('model.geom("geom1") feature.create("c%d", "Circle);" 1);
eval(str);

str = sprintf('model.geom("geom1") feature("c%d") set('r", "%f);\i,r1);

eval(str);

str = sprintf(‘model.geom("geom1") feature("c%d").setindex("pos”, "%f", 0);'i.x1);
eval(str);

str = sprintf(‘model.geom("geom1") feature("c%d").setIndex("pos”, "%f", 1. i, y1)
eval(str);

end





OEBPS/Image00106.jpg





OEBPS/Image00105.jpg





OEBPS/Image00226.jpg
ul&,mM=c, +c,E+en+c,E” +eln+cn? 271





OEBPS/Image00458.jpg
Bl AL
~EREH

BHE K phiinit

vEm

snnE 2

5% =
BE 0
k= o1






OEBPS/Image00459.jpg
REE/E R Y

wE(Fan

~NBE
EREE

=
X1+

phipf | phiintiy)
EHBNEE

psi 0





OEBPS/Image00217.jpg
1.0+

0.8

s 08

0.4

0.2

0.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0





OEBPS/Image00338.jpg
pQu-Vyu=V- [—p[ +u(Vu+ (VU)T)J +F

pV-u=0





OEBPS/Image00337.jpg
FN=]

—-

IAERE

B

Ho





OEBPS/Image00457.jpg
“RERAE
~2RBE

Fluiediee,t) =0, ulte) =ty te(ty) =ug

% fuututts) MEE. WRE

pressure  ve-para 0 0

3





OEBPS/Image00098.jpg
_ulx+h)-ulx-nh)
2h

ACu u'(x)+O(h*) (2.5)





OEBPS/Image00219.jpg
1.2 7

0.8 1
0.6
0.4

0.2 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0





OEBPS/Image00340.jpg
VA(=kVT)+u-VT =Q (5.4)





OEBPS/Image00462.jpg
e B AL
~EREH

BRE® ml

vEm

BHHE 1

Er 55—

BE o

B o1





OEBPS/Image00097.jpg
ABu = w ~u'(x)+O(h) (2.4)
h





OEBPS/Image00218.jpg
ul@)=c +c,¢ +03§: +c’4‘f3

N (E)=1-38+28°
Ny§)=E-28+&
Ny () =387 +2&°

N,(E)=-&2+8

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)





OEBPS/Image00339.jpg
V. (=DVe)+u-Ve=R (53)





OEBPS/Image00463.jpg
5dEE R B
nE

EE(ER

«

3

v REREE
LR

5
X1+

2E4BES

-EEREEE
FEEc B
dx 0
wEEyaB
dy miix)
-HRBE
O&ERsRas





OEBPS/Image00100.jpg
, o, W o
u(x —n)y=u(x)—I'(x)+ 71{ (x) 7?11 (x)+--- 2.7





OEBPS/Image00221.jpg
00

Py

P,

00





OEBPS/Image00342.jpg
FABRBMIEE S A5

RIS MR ES AT

=






OEBPS/Image00460.jpg





OEBPS/Image00099.jpg
2 =
u(x + ) =u(x)+ h'(x) + %u"(x) + %H"’(x) oo (2.6)





OEBPS/Image00220.jpg
x =2+ (3, —%)6 + 05 —x)N

y=y, +, = WE+(, =N (2.62)





OEBPS/Image00341.jpg
p(T)-(u-Vyu=V ~[—17I +u(Vu+ (VH)T)J +F
p(T)-V-u=0
V-(=DVe)+u-Ve=-m(T)*c

V- (=kVTY+u-VT =H *m(T)*c

i
[

(5.6)

5.7

(5.8)





OEBPS/Image00461.jpg
b

.\1 I;’f"

Q,\L





OEBPS/Image00190.jpg
(2.36)






OEBPS/Image00311.jpg
EEEEEE

®=%
[@F=t 1 3¢
Oz-#
OF= & 5.8
-8
Oz

R 5

b X R A
b EY

PR TRS R
rllmus
=25 %]
(U3
rOBEETH
ATLE T
PR A Y
PAUEE

iR E A

& i

-REBEE

X B (e0)
VR o 1% 7 (h)
S5 6 A # (solid)

PEEHRM





OEBPS/Image00433.jpg
0<x<L

q=0.No heatfoss
from outer surface






OEBPS/Image00189.jpg
O=a+bx+cy €2.35)





OEBPS/Image00310.jpg
e, R 323K

0.2V, i@ 323K





OEBPS/Image00434.jpg
ko x:x%)





OEBPS/Image00192.jpg
u

08

06

04

02






OEBPS/Image00313.jpg
[CF AN =
a
aRER
w (F9 :
13 \ &
lt| -
| o)
.@»
» EERRR
~ &8
BRBQS B
LT Y Ty

P mEARR

- &8

BRBRA R

(Rmims i

-ne(-kVT )=

v hER
ERE K
mAmx 3

b s WimZK)

SR B
Text 298 K





OEBPS/Image00431.jpg
ut

CE

3 5 -

]
xCoordinate (m)






OEBPS/Image00191.jpg
(2.37)






OEBPS/Image00312.jpg
Trwausss

oo B

¥ U3 Untitled.mph (root)
ELREX
VL8 1 (modl)

PERX
vALEL
[E§ A 1(impl)
% @ 2 & (fin)
L.
» & Copper (mat2)

v X i (o)
LanTEl
Ta 1
u MMl

COBREL
VESE 4 ) % (solid)
viog MM EL
[SEY-T°31

”iEssl

mag\_ =

PR
e (Fm %)

P BEARR






OEBPS/Image00432.jpg
0

or
ox

(xZ

)+

4D;

y; D2

(sﬂ +[:k(x,x')r(x')"0i,dx'j

or
e 2
pP@t

(7.6)





OEBPS/Image00194.jpg
3
cos(—), O
(8)





OEBPS/Image00315.jpg
[=F 1-7. 3N )

a
e
W (28GR z)
- % *
F =
DA
ARRER
- &8
BARBRY A
P EEBRR
[EXIR TS 3)
&8
ERBERS R
[EXFT Y :

PCeVT =V - (VT) 4 Q.

v HhE 7 [ 8 & (ht/solid1) 3)

@rx®E - ABE

@ | B3 % K ¥ 8 (ec/cucnl) +) P—

[oF 131 a (®EHH :)
Qe sEsEEE

[©F-% 1 3 Tref 298 K





OEBPS/Image00193.jpg
>

1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

04

021

04

06

081

-1.0





OEBPS/Image00314.jpg
P ERARR

- &8

BRBESE
RMLAS ™
Ealn

- mE

iR
e«

EEEMR =g
@
nRER
e E—
! % &
13 It' -
o3
&
P EERER
]
BRBE&SE:

EX IR T






OEBPS/Image00196.jpg
U —Ug — f(«\‘ay)





OEBPS/Image00435.jpg
. 250436
2(5%1)32





OEBPS/Image00195.jpg





OEBPS/Image00316.jpg
¥ U3 Untitled.mph (root)
EEREX

QMIIAI%E%

ACLEY

7
=T}

=iH
ML T2E

T EBRRARKE
AWEE

15 m 1

(S8 E 3]

2

HOAE, K4
hBSERRD
RSB ELMA

tE R FHE
NEE T 3

e ed
THRERNEBRESYE L

LR
[=LE 3%
S
=L L 3
VERRL
F&® L anae
|75 R 2: RN
F &R 3 @EHFASITH





OEBPS/Image00436.jpg
¢ =|x—x'|/D,;





OEBPS/Image00307.jpg





OEBPS/Image00429.jpg
ut

CE

) 5 -

]
xCoordinate (m)






OEBPS/Image00430.jpg
ut

CE

) 5 -

]
xCoordinate (m)






OEBPS/Image00188.jpg





OEBPS/Image00309.jpg
Surface: Temperature (K)

A 710.23

v 323

w






OEBPS/Image00427.jpg
- Y wm A
i

w28 N
1

)

& B i o”
1

rEEMSE
~H%EE
ul ¥ A &
Ul -6*sech(x[1/m])A2

u2 Y A E:
w2 -24*sech(x[1/m])*2*tanh(x[1/m])A2+12*sech(x[1/m])A2*(1-tanh(x[1/m])A2)

e ul e E S8
oul o

ot

W u2Ed B S B
o2 o

ot






OEBPS/Image00187.jpg





OEBPS/Image00308.jpg





OEBPS/Image00428.jpg
ut

CE

3 5 -

]
xCoordinate (m)






OEBPS/Image00201.jpg
for e=1:T % integration over one triangle element at a time
nodes=t(e,:); % row of t=node numbers of 3 corners of triangle
Pe=[ones(3,1),p(nodes,’)]; % 3 by 3 matriz with rows=[1 scorner yeorner]
Area=abs(det(Pe))/2; % area of triangle ¢ = half of parallelogrm area
C=inv(Pe); % columns of C are coeffs in a+be+cy to give phi = 1, 0, 0 at nodes
% Now compute 3 by 3 Ke and 3 by 1 Fe for element e
grad=C(2:3,7); Ke=Areasgrad'sgrad; % element matriz form slopes b, ¢ in grad
Fe=Area/3; % integral of phi over triangle is volume of pyramid: f(z,y)=1
9% multiply Fe by [ at centroid for load f(z,y): one—point quadrature!
9% centroid would be mean(p(nodes,:)) = average of 3 node coordinates
K(nodes,nodes)=K(nodes,nodes)+Ke; % add Ke to 9 entries of global K
F(nodes)=F (nodes)+Fe; % add Fe to 3 components of load vector F

end % all T element matrices and vectors now assembled into K and F

% [Kb, Fb]=dirichlet(K,F,b) % assembled K was singular! Kvones(N,1)=0

% Implement Dirichlet boundary conditions U(b)=0 at nodes in list b

K(b,: i % put zeros in boundary rous/columns of K and F
(b),length(b)); % Put I into boundary submatriz of K
Kb=K; Fo=F; % stiffness matriz Kb (sparse format) and load vector Fb

% solving for the vector U will produce U(b)=0 at boundary nodes
U=Kb\Fb; % The FEM approzimation is Ulphil+U2phi2+...+ UNphiN'

% plot the FEM approzimation U(z,y) with values U1 to UN at the nodes
trisurf (t,p(:,1), p(:2),0% p(;1), U,’edgecoloz?,’k’,* facecolor’,’ interp’);
view(2), axis equal, colorbar

figure

trisurf (t,p(:,1), p(:2), U,’edgecolor,’k’, facecolor?, interp’);
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%% make a fresh start for MATLAB.

cle; % clear command window

clear all; % delete all variables in the workspace
close all; % close all figures

9% [p,,b]=squaregrid(m,n) create grid of N=man nodes to be listed in p
9% generate mesh of T=2(m~1)(n—1) right triangles in unit square
m=11; n=11; % includes boundary nodes, mesh spacing 1/(m~1) and 1/(n—1)

[xy]

dgrid((0:m—1)/(m—1),(0n-1)/(n-1)); % matlab forms z and y lists
(:),¥(): % N by 2 matriz listing , y coordinates of all N=msn nodes
2,m+2:1,m+2,m+1]; % 3 node numbers for two triangles in first square
on(t,ones(m~—1,1)) +kron(ones(size(t)), (0:m—2)");

% now t lists 3 node numbers of 8(m~—1) triangles in the first mesh row
t=kron(t,ones(n—1,1))+kron(ones(size(t)), (0:n—2) +m);

% final ¢ lists 3 node numbers of all triangles in T by 3 matriz
b=(Lm,m+1memen, 2emimimen, men—m-+ 2imsn—1); % bottom, left, right, top
% b = numbers of all 2m+2n boundary nodes preparing for U(b)=0

9% [K,F|=assemble(p,t) % K and F for any mesh of triangle: linear phis
ize(p,1); T=size(t,1); % number of nodes, number of triangles

% plists @, y coordinates of N nodes, t lists triangles by 3 node numbers
K=sparse(N,N); % zro matriz in sparse format: zeros(N) would be "dense”
eros(N,1); % load vector F to hold integrals of phi’s times load f(z,y)
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