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前言

高考背景下的大学自主招生是教育部为深化高校招生录取制度改革，扩大高校在招生中的自主权而推出的一项政策。在这样的招生背景下，优秀高中毕业生成为各名牌大学眼中的“香饽饽”，成为各高校争相“抢夺”的对象，对这些优秀学生而言，他们开始有了展示自己特长的机会，通过自招加分逐步摆脱了“一考定终身”的窘境。高校开始走出“象牙塔”，主动去联系中学，深入各著名中学去了解他们的优秀学生，同时也让更多的中学生在高考之前就有机会去了解中国的一些名校，共赴“双赢”大道。

多年来，各名牌大学在自主招生方面尽管各有特色，但大部分都采用了：中学推荐、文化课测试、面试等方法。其中尤以文化课测试的成绩最为看重，纵观这些测试题，不管是“华约”、“北约”还是“卓越联盟”等高校团体，试题难度都明显高于普通高考要求。就数学卷而言，其难度介于高考和竞赛之间，知识内容也较高考要求有些拓宽，一个明显的指向是“偏重能力”。

2010年，受上海市徐汇区教育局的委托，要求我牵头成立一个“徐汇区名师工作室”，学员都是在徐汇区的一些名校工作了十余年的教师。名牌大学自主招生试题研究是该工作室业务学习与交流的重点，这一套《名牌大学自主招生同步辅导》就是由其中的部分学员交流后结合自己的教学得到的成果。

本书按照“教材知识回顾”、“知识拓展与例题精讲”、“巩固练习”的结构来组织每一讲的内容，依照知识点分为上册十九讲、下册二十讲分别展开。上册以函数为主线，涉及多项式函数、幂指对函数、三角函数和数列与数学归纳法；下册以向量为工具、偏重于几何，涉及解几、复数、立几和组合等内容。大致上与高中数学教学“同步”，但在知识内容的运用上并没有刻意去“同步”，有时会综合运用一些知识点，好在自主招生“偏重能力与特长”，这样的编排只要有一定的合理性就是可行的。

在丛书的编写过程中，作者借鉴了一些高校自主招生考试的原题、一些相对容易的竞赛题和有一定难度的高考题，力求在每一讲中都能抓住重点和难点，解答过程强调自然且有启发性，希望对读者在自身数学能力的提高、开阔视野等方面有所帮助。

感谢华东师大出版社为本书的出版做出的努力，在前期的准备工作中，倪明先生和孔令志先生就书的体例、内容与结构和我们工作室的学员一起研究讨论，为本书定调。囿于作者水平有限，书中不足与错误在所难免，请读者批评指正。
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第一讲　集合与逻辑

教材知识回顾

1. 集合与元素

集合的本质属性体现在其元素的确定性、互异性和无序性. 元素与集合的关系有“属于”（a∈A）与“不属于”（a[image: ]
 A）两种.

常用集合的符号：空集⌀，全集U，自然数集N，正整数集N*，整数集Z，有理数集Q，实数集R，复数集C.

2. 集合关系与运算

A是B的子集，记作A⊆B（B⊇A）；A是B的真子集，记作A[image: ]
 B（B[image: ]
 A）；集合A与B相等，记作A=B. （欲证A=B，当且仅当A⊆B且B⊆A.）

A与B的交集，记作A∩B={x|x∈A且x∈B}.

A与B的并集，记作A∪B={x|x∈A或x∈B}.

U为全集，A是U的子集，集合A在全集U中的补集，记作∁U
 A={x|x∈U，x[image: ]
 A}.

A与B的差集，记作A\B={x|x∈A但x[image: ]
 B}. 这是补充的一个重要的集合运算符号.

3. 命题的形式及等价关系

命题有四种形式：原命题，逆命题，否命题，逆否命题. 原命题等价于逆否命题，逆命题等价于否命题.

4. 隶·莫根律和容斥原理

隶·莫根律：∁U
 （A∩B）=（∁U
 A）∪（∁U
 B），∁U
 （A∪B）=（∁U
 A）∩（∁U
 B）.

容斥原理：对有限集而言，下面的关系式成立：|A∪B|=|A|+|B|-|A∩B|，|A∪B∪C|=|A|+|B|+|C|-|A∩B|-|B∩C|-|C∩A|+|A∩B∩C|，其中|X|表示集合X中元素个数.

知识拓展与例题精讲

【例1】集合A满足：若a∈A，则[image: ]
 .

（1）若2∈A，求元素个数最少的集合A；

（2）若2∈A，写出一个元素个数为6的实数集合A.


解
 　（1）由于2∈A，则[image: ]
 ∈A，从而[image: ]
 ∈A，进而[image: ]
 ∈A. 因此，集合A=[image: ]
 ，且集合A至少有3个元素.

（2）再取3∈A，则[image: ]
 ∈A，[image: ]
 ∈A，[image: ]
 ∈A. 故A=[image: ]
 满足题设条件.


评注
 　第（2）问是“构造”，虽然解答简明，但是需要写出符合条件的具体例子有时并非易事. 数学问题中构造的方法多样，靠平时留心积累.

【例2】由6个正数组成的集合，该集合中的任两个数a与b（a>b）的和a+b与差a-b至少有一个属于该集合.

证明：若将该集合中的数按递增的顺序排列，则相邻两个数的差相同.


证明
 　把6个正数a1
 <a2
 <…<a6
 构成的集合记为A={a1
 ，a2
 ，…，a6
 }.

因为a6
 +ai
 [image: ]
 A，则（a6
 -ai
 ）∈A（其中i=1，2，3，4，5），从而a6
 -a5
 <a6
 -a4
 <a6
 -a3
 <a6
 -a2
 <a6
 -a1
 <a6
 ，这里恰好有6个递增的正数，因此a6
 -a5
 =a1
 ，a6
 -a4
 =a2
 ，a6
 -a3
 =a3
 ，a6
 -a2
 =a4
 ，a6
 -a1
 =a5
 .

又a3
 +a4
 >a2
 +a4
 =a6
 . 同理，a3
 +a5
 >a6
 ，a4
 +a5
 >a6
 .

故a4
 -a3
 ∈A，a5
 -a4
 ∈A，a5
 -a3
 ∈A. 进而a3
 -a2
 =a4
 -a3
 ∈A，a2
 -a1
 =a5
 -a4
 ∈A，a3
 -a1
 =a5
 -a3
 ∈A.

由于0<a2
 -a1
 <a2
 ，从而a2
 -a1
 =a1
 ，即a2
 =2a1
 .

由于0<a3
 -a1
 <a3
 ，从而a3
 -a1
 =a1
 或a2
 . 注意到a3
 >a2
 =2a1
 ，故a3
 =a1
 +a2
 =3a1
 .

设a1
 =α，则a2
 =2α，a3
 =3α. 进而，a6
 =2a3
 =6α，a4
 =a6
 -a2
 =4α，a5
 =a6
 -a1
 =5α，即A={α，2α，3α，4α，5α，6α}，其中α>0，相邻两个数的差都是α.

【例3】求集合A和B，使得A∪B={1，2，…，10}，且集合A中所有元素之和等于集合B中所有元素之积.


解
 　集合A中所有元素之和<1+2+…+10=55. 故B中至多有四个元素，否则B中所有元素之积至少为1×2×3×4×5=120矛盾！以集合B中可能出现的元素个数分类讨论如下：

（1）集合B由单元素构成. 故B中元素之积≤10，而A中所有元素之和≥1+2+3+…+9=45. 不满足条件.

（2）集合B由两个元素x，y（x<y）构成. 则有xy=55-x-y，即（x+1）（y+1）=56.

因为x+1<y+1≤11，只可能是x+1=7，y+1=8.

此时B={6，7}，A={1，2，3，4，5，8，9，10}.

（3）集合B由三个元素x，y，z（x<y<z）构成. 则有xyz=55-x-y-z.

当x=1时，有yz=54-y-z，即（y+1）（z+1）=55，从而y=4，z=10. 此时B={1，4，10}，A={2，3，5，6，7，8，9}.

当x=2时，有2yz+y+z=53，即（2y+1）（2z+1）=107，而107是一个质数. 此时无解.

当x≥3时，有xyz≥3×4×5=60>55-x-y-z. 此时无解.

（4）集合B由四个元素x，y，z，t（x<y<z<t）构成. 必有x=1. 否则xyzt≥2×3×4×5=120>55. 则yzt=54-y-z-t，2≤y<z<t.

若y≥3，则yzt≥3×4×5=120>55，此时无解. 因此，y=2，且2zt+z+t=52，即（2z+1）（2t+1）=105. 只有2z+1=7，2t+1=15，即z=3，t=7. 此时，B={1，2，3，7}，A={4，5，6，8，9，10}.

综上四种情况，有三组解如下：

B={6，7}，A={1，2，3，4，5，8，9，10}；B={1，4，10}，A={2，3，5，6，7，8，9}；B={1，2，3，7}，A={4，5，6，8，9，10}.


评注
 　这里涉及简单的不定方程求正整数解的问题. 分类时以元素个数少的集合B讨论为主.

【例4】设集合A、B、X满足：A∩X=B∩X=A∩B，A∪B∪X=A∪B. 求集合X.


解
 　由A∪B∪X=A∪B，知X⊆A∪B. 因此

X=（A∪B）∩X=（A∩X）∪（B∩X）=（A∩B）∪（A∩B）=A∩B.

从而X=A∩B.


评注
 　这里运用了集合交并运算律：（A∪B）∩C=（A∩C）∪（B∩C）. 另外还有（A∩B）∪C=（A∪C）∩（B∪C）.

【例5】设集合A，B⊆R，对任意的α>0，有A⊆B+αZ，B⊆A+αZ. （这里X+αZ={x+αn|x∈X，n∈Z}）.

（1）A=B是否一定成立？

（2）若B是有界集合时，证明：A=B.


解
 　（1）不一定成立. 构造一个反例. 取A=R，B=R+
 .

任取x∈B，存在一个x∈A=R，和一个y=0∈Z，使得x=x+α·0∈R+αZ. 可知B⊆A+αZ.

任取x∈A=R，存在y∈R+
 ，n∈Z（依赖于x）满足x=y+αn. 为证明此等式，只需选择n∈Z，使得x-αn>0，则y=（x-αn）∈R+
 ，可知A⊆B+αZ.

（2）若B有界，则存在正整数M，使得对任意的y∈B，有|y|<M.

首先证明：A⊆B. 用反证法，假设A不包含于B，那么存在元素x∈A但x[image: ]
 B. 取α>|x|+M（由于α是任意的正数）. 因为A⊆B+αZ，故对某个y∈B，有x=y+αn. 由于x≠y，有n≠0，故有x-y=αn，|x-y|=α|n|≥α. 于是，|x|+M<α≤|x-y|≤|x|+|y|<|x|+M，矛盾！从而对任意x∈A，有x∈B，故A⊆B.

从上面的证明可知，集合A有界，利用B⊆A+αZ，类似地可以证得B⊆A.

因此，A=B.


评注
 　证明集合A与集合B相等，常转化为证明“A⊆B且B⊆A”. 证明集合A是集合B的子集，即A⊆B，常用的方法是“任取一个元素x∈A，证得x∈B”.

【例6】设S是整数集Z的非空子集，如果对任意a，b∈S，有ab∈S，那么称S关于数的乘法是封闭的. 若T和V是Z的两个不相交的非空子集，T∪V=Z，且对任意a，b，c∈T，有abc∈T；任意x，y，z∈V，有xyz∈V. 证明：T和V这两个集合中至少有一个是关于乘法封闭的.


证明
 　不妨设1∈T.

若T是单元素集合，则T={1}，T是封闭的. 此时V=Z\{1}. 对任意x，y，z∈V，则xyz≠1，且xyz仍是一个整数，故xyz∈V. 即T和V满足题设. 而V对乘法运算不封闭，如取a=b=-1，则ab=1[image: ]
 V.

若T不是单元素集合，又由于对任意a，b，c∈T，则abc∈T，我们说集合T是封闭的. 事实上，任取a，b∈T，下证ab∈T：若a与b之一等于1，则ab等于a或b，当然是T中元素；若a与b均不等于1，由于元素1∈T，则1·a·b∈T，即ab∈T.


评注
 　若取T={奇数}，V={偶数}，满足条件. 此时T和V都是封闭的.

【例7】非空子集S是有理数集合Q的子集，有以下性质：

（1）0[image: ]
 S；

（2）若s1
 ，s2
 ∈S，则[image: ]
 ∈S；

（3）存在一个非零有理数q，q[image: ]
 S，且对任意一个不在S中的非零有理数都可写成qs的形式，其中s∈S.

证明：若x∈S，则存在y，z∈S，使x=y+z.


证明
 　令s1
 =s2
 ∈S，则1=[image: ]
 ∈S. 由条件（3）知：S不是单元素集合. 设1≠s∈S，则[image: ]
 ∈S. 若t∈S，则[image: ]
 =st∈S.

假设u是一个非零有理数，且u[image: ]
 S，则u=qs，其中s∈S.

若q2
 [image: ]
 S，则q2
 =qt（t∈S），则q=t∈S，矛盾！故q2
 ∈S. 又u2
 =q2
 s2
 ，且q2
 ∈S，[image: ]
 =s2
 ∈S，从而u2
 ∈S.

若[image: ]
 [image: ]
 S，则由上面结论知：[image: ]
 ∈S；若[image: ]
 ∈S，则[image: ]
 ∈S，进而[image: ]
 ∈S. 总之，[image: ]
 ∈S.

同理，[image: ]
 ∈S.

任取x∈S，则x·[image: ]
 ∈S，x·[image: ]
 ∈S. 取y=[image: ]
 ∈S，z=[image: ]
 ∈S且x=[image: ]
 +x·[image: ]
 .

【例8】集合S的元素个数简记为|S|，对于三个集合A、B、C，满足条件：

（1）|A|=|B|=100；

（2）集合A、B、C各自的所有子集个数之和等于集合A∪B∪C的所有子集个数.

求|A∩B∩C|的最小值.


分析
 　集合A的所有子集（含空集）的个数是2|A|
 . 由容斥原理|A∪B∪C|=|A|+|B|+|C|-|A∩B|-|B∩C|-|C∩A|+|A∩B∩C|.


解
 　由条件（2）知：2|A|
 +2|B|
 +2|C|
 =2|A∪B∪C|
 ，即2100
 +2100
 +2|C|
 =2|A∪B∪C|
 ，即

2|A∪B∪C|-101
 =1+2|C|-101
 .

上式左边是一个2的自然数幂，因此右边应是一个大于1且等于2的整数幂的数，当且仅当|C|=101时成立. 从而|A∪B∪C|=102.

由容斥原理，|A∩B∩C|=|A∪B∪C|-|A|-|B|-|C|+|A∩B|+|B∩C|+|C∩A|（又由于|A∪B|=|A|+|B|-|A∩B|等）=|A∪B∪C|-|A|-|B|-|C|+（|A|+|B|-|A∪B|）+（|B|+|C|-|B∪C|）+（|A|+|C|-|A∪C|）=|A∪B∪C|+|A|+|B|+|C|-|A∪B|-|A∪C|-|B∪C|.

由于A∪B，A∪C，B∪C⊆A∪B∪C，从而|A∪B|、|A∪C|、|B∪C|≤102. 因此，|A∩B∩C|=102+100+100+101-|A∪B|-|A∪C|-|B∪C|≥403-102×3=97.

构造A={1，2，3，…，100}，B={3，4，5，…，102}，C={1，2，4，5，6，…，100，101，102}. 此时|A∩B∩C|=|{4，5，…，100}|=97.


评注
 　为了估计|A∩B∩C|≥97，需用到|A∩B∩C|=|A∪B∪C|+|A|+|B|+|C|-|A∪B|-|A∪C|-|B∪C|. 若直接使用容斥原理公式：|A∩B∩C|=|A∪B∪C|-|A|-|B|-|C|+|A∩B|+|B∩C|+|C∩A|，得不到有效的不等式.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 已知A={y|y=x2
 -4x+3，x∈R}，B={y|y=-x2
 -2x+2，x∈R}，则A∩B=_____.

2. 已知A={（x，y）|y=x2
 -4x+3，x∈R}，B={（x，y）|y=-x2
 -2x+2，x∈R}，则A∩B=_____.

3. 集合M={x|ax2
 +2x+1=0，a，x∈R}是单元素集合，则实数a的取值集合是_____.

4. 设集合A⊆{x|x<10，x∈N*}，且满足“若a∈A，则6-a∈A”，则集合A的个数是_____.

5. 设集合A={x|x2
 -1=0，x∈R}，B={x|x2
 -2ax+b=0，x∈R}. 若B⊆A，且B≠⌀，则a2
 +b2
 =._____

6. 已知非空集合S[image: ]
 N*，且满足条件“x∈S，则[image: ]
 x∈S”，则集合S的个数是_____.

7. 已知集合A={2，3，a2
 +1}，B=[image: ]
 ，且A∩B={2}，则a的值是_____.

8. 设全集U={x|x<20，x=2k，k∈N*}，若A∩∁U
 B={12，14}，∁U
 A∩B={2，4，16，18}，∁U
 A∩∁U
 B=⌀，则集合A=_____.

9. 设条件α：x≥1或x≤0，条件β：x≥-2m+1或x≤2m-3（m∈R）. 若条件α是条件β的充分非必要条件，则m的取值范围是_____.

10. 设数集[image: ]
 ，[image: ]
 ，M与N都是集合I=［0，1］的子集. 如果把b-a称为集合［a，b］的“长度”，那么集合M∩N的长度的最小值是_____.

11. 有100种食品，其中含维生素A的食品有72种，含维生素C的食品有54种. 则同时含维生素A和C的食品种数的最大值和最小值分别是_____.

12. 已知某中学共有学生900人，其中男生528人，高中学生312人，团员670人，高中男生192人，男团员336人，高中团员247人，高中男团员175人，问这些统计数据是否有误，回答是_____（填“正确”或“错误”）.

13. 设集合A={（x，y）|0≤x≤1，y=0}，B={（x，y）|y=ax+b}. 若A∩B=⌀，求满足条件的实数a，b的关系式.

14. 设集合A={x|x2
 +（p+2）x+1=0，x∈R}. 若A∩R+
 =⌀，求实数p的取值范围.

15. 已知集合A={（x，y）|ax+y=1}，B={（x，y）|x+ay=1}，C={（x，y）|x2
 +y2
 =1}，问：

（1）当a取何值时，（A∪B）∩C为含有两个元素的集合？

（2）当a取何值时，（A∪B）∩C为含有三个元素的集合？


B组【答案链接】


1. 已知集合A={x|2a≤x≤a2
 +1}，B={x|x2
 -3（a+1）x+2（3a+1）≤0}（a∈R）. 若A⊆B，则a的取值范围是_____.

2. 设集合A={a|1≤a≤2000，a=4k+1，k∈Z}，集合B={b|1≤b≤3000，b=3k-1，k∈Z}. 则A∩B的元素个数|A∩B|=_____.

3. 某校有832人接受A、B、C三门课程的审定试验. A、B、C三门课程全部及格的是83人，B与C课程全部及格的是131人，A与B课程及格而C课程不及格的是92人，三门课程中只有两门课程及格的是172人，A课程及格的是378人，B课程及格的是479人，515人仅及格一门课程. 则A、B、C三门课程都不及格的人数是_____.

4. （2007武汉大学）运动会上，甲、乙、丙三名同学各获得一枚奖牌，其中1人得金牌、1人得银牌、1人得铜牌. 王老师曾猜测“甲得金牌、乙不得金牌、丙不得铜牌”，结果王老师只猜对了一人，那么甲、乙、丙分别获得_____、_____、_____牌.

5. （2009上海交通大学）珠宝店丢失了一件珍贵珠宝. 以下四人只有一个人说真话，只有一人偷了珠宝. 甲：我没有偷；乙：丙是小偷；丙：丁是小偷；丁：我没有偷. 则说真话的人是_____，偷珠宝的人是_____.

6. 某珠宝店失窃，甲、乙、丙、丁四人涉嫌被拘审，四人的口供如下，甲：作案的是丙；乙：丁是作案者；丙：如果我作案，那么丁是主犯；丁：作案的不是我. 如果四个人口供中只有一个人是假的，那么说假话的是_____；作案的是_____.

7. 设S为满足下列条件的有理数集合：

（1）若a，b∈S，则a+b∈S，ab∈S；

（2）对任一个有理数r，3个关系r∈S，-r∈S，r=0中有且仅有一个成立. 求集合S.

8. 设正整数m，n满足：m≥n>1. F1
 ，F2
 ，…，Fk
 是集合{1，2，…，m}的n元子集，且对1≤i<j≤k，Fi
 ∩Fj
 中至多有1个元素. 证明：[image: ]
 .

9. 设M是含有2012个正整数的集合，如果M中没有一个元素是M中另外两个元素的和，求M中最大元素的最小值.

10. 设Z是整数集，问：能否将Z划分为三个两两不相交的非空子集，使得对于任意两个取自不同子集的数a和b：

（1）在第三个子集中有一个数c满足a+b=2c？

（2）在第三个子集中有两个数c1
 、c2
 满足a+b=c1
 +c2
 ？


第二讲　不等式的性质与证明

教材知识回顾

1. 对任意a，b∈R，有

a-b>0⇔a>b；a-b=0⇔a=b；a-b<0⇔a<b.（比较法的基本依据）

2. 不等式性质

对称性：a>b⇔b<a.

传递性：a>b，b>c⇒a>c.（放缩法的基本依据）

加法单调性：a>b，c∈R⇒a+c>b+c.

乘法单调性：a>b，c>0⇒ac>bc；a>b，c<0⇒ac<bc.

相加法则：a>b，c>d⇒a+c>b+d.（局部不等式证明的基本依据）

乘法法则：a>b>0，c>d>0⇒ac>bd.

乘方法则：a>b>0，n∈N*⇒an
 >bn
 .

开方法则：a>b>0，n∈N*⇒[image: ]
 .

倒数法则：a>b，ab>0⇒[image: ]
 .

3. 绝对值不等式性质

（1）-|a|≤a≤|a|.

（2）|x-A|<a⇔A-a<x<A+a；|x-A|>a⇔x>A+a或x<A-a.

（3）和差的绝对值与绝对值的和差的三角形不等式

[image: ]
 ≤|a±b|≤|a|+|b|；

|a1
 +a2
 +…+an
 |≤|a1
 |+|a2
 |+…+|an
 |（n∈N*）.

不等式证明的理论基础是不等式的性质，但对一个具体问题的证明方法灵活多样，代数变形技巧性强. 不等式在数学的各领域应用广泛，当然是高中数学学习的重、难点，在高考，自主招生考试，尤其是数学竞赛中不等式的证明与应用问题经常出现. 下面拟介绍主要的证明不等式的方法：比较法，放缩法，局部不等式，变量代换法，反证法. 在以后的学习中，还有构造法和数学归纳法等.

知识拓展与例题精讲

【例1】证明：

（1）[image: ]
 ，其中x≥-1.

（2）x8
 -x5
 +x2
 -x+1>0，其中x∈R.


证明
 　（1）两边平方，并整理，原不等式等价于

x4
 -4x3
 +4x2
 ≥0⇔x2
 （x-2）2
 ≥0.

等号成立当且仅当x=0或x=2时.

（2）x8
 -x5
 +x2
 -x+1=[image: ]
 -x+1

[image: 013-3]



评注
 　配方是把一个代数式写成若干个非负数之和的一种极重要的方法.

【例2】（2009中国科学技术大学）设x，y∈R. 证明：

（1）x2
 +y2
 +xy≥3（x+y-1）.

（2）5x2
 +6xy+9y2
 -12x-12y+8≥0.


证明
 　（1）x2
 +y2
 +xy-3x-3y+3

=x2
 +x（y-3）+y2
 -3y+3

=[image: ]


=[image: ]


等号当且仅当x=y=1时成立.

（2）9y2
 +6y（x-2）+5x2
 -12x+8

=［3y+（x-2）］2
 +4x2
 -8x+4

=（x+3y-2）2
 +4（x-1）2
 ≥0.

等号当且仅当x=1，y=[image: ]
 时成立.


评注
 　上述配方是主元法配方，即选择一个未知数配方，余下的代数式依次配方. 对于问题（2）是先选y，而后x. 若先选x，而后y配方的结果是：[image: ]
 . 这里的表达式比选y先配方要复杂些. 数学问题的处理需要简洁、易表达并体现其“美”. 对于问题（1）可以配方为：[image: ]
 ［（x-1）2
 +（y-1）2
 +（x+y-2）2
 ］. 虽说这个配方很简洁，但无定法，不易掌握，需平时多积累记忆.

【例3】（1）已知a，b，c，d都是正数，记

[image: 014]


证明：1<s<2.

（2）设a，b，c∈［0，1］. 证明：

[image: ]
 +（1-a）（1-b）（1-c）≤1.


证明
 　（1）一方面，

s=[image: ]


[image: ]
 （放缩每一个加数）

=1.

另一方面，

[image: 014-5]


因此，不等式成立.

（2）由于已知条件和待证不等式是关于a，b，c的对称式，因此，不妨设0≤a≤b≤c≤1.

[image: ]
 +（1-a）（1-b）（1-c）

[image: ]
 +（1-a）（1-b）（1-c）（放缩前面两项）

=[image: ]


[image: ]
 （由于a+b+1≤（1+a）（1+b））

=[image: ]


[image: ]
 （由于0≤（1-a2
 ）≤1，0≤（1-b2
 ）≤1，0≤1-c≤1）

=[image: ]
 =1.

等号当且仅当a，b，c中有两个为0，另一个是［0，1］中的任意数，或者当a，b，c不全为0且不为0的数都等于1时成立.


评注
 　“放缩法”是证明不等式常用的一种方法，其难点是在放缩的“度”的把握. 至于放缩的尺度如何把握，只能因题而异，具有一定的技巧，需加以积累，练习，才有自信力. 问题（2）是集中体现放缩技巧的一个典范，请读者多加体会.

【例4】（1）设[image: ]
 （n∈N*）. 证明：对一切n≥2，有

[image: 015]


（2）已知a1
 ，a2
 ，…，an
 （n≥3）都大于1，并且|ak+1
 -ak
 |<1（其中k=1，2，…，n-1）. 证明：[image: ]
 .


证明
 　（1）由于[image: ]


=[image: ]


=[image: ]
 .

同理，[image: ]
 ，

……

[image: ]
 .

以上（n-1）个等式相加，有

[image: 015-10]


即

[image: 015-11]


最后一步放缩，用到了[image: ]
 . 事实上，

[image: ]
 （由于n≥2）

=[image: ]
 .

（2）由于[image: ]
 <2n-1

[image: 016-2]


[image: 016-3]


又[image: ]


[image: 016-5]


[image: 016-6]


[image: 016-7]


注意到[image: ]


≤|a1
 -a2
 |[image: ]


[image: ]
 （由于|ak+1
 -ak
 |<1，k=1，2，…，n-1）

<max[image: ]
 +max[image: ]
 +…+max[image: ]


<[image: ]
 =n-1.

即|A|<n-1. 从而A≤|A|<n-1.

即证不等式①成立.


评注
 　上述两个不等式证明中，放缩了许多项，放缩后简化了其代数运算.

【例5】已知a，b，c≥0. 证明：（a+b）（b+c）（c+a）≥8abc.


证法一
 　本题简明的证法是利用a+b≥2[image: ]
 ≥0. 即a+b≥[image: ]
 ，b+c≥[image: ]
 ，c+a≥[image: ]
 . 三个不等式累积，可得（a+b）（b+c）（c+a）≥8abc.


证法二
 　展开后可以技巧性地配方.

原不等式等价于ab（a+b）+bc（b+c）+ca（c+a）≥6abc

⇔a（b2
 +c2
 ）+b（c2
 +a2
 ）+c（a2
 +b2
 ）≥6abc

⇔a（b2
 +c2
 -2bc）+b（c2
 +a2
 -2ca）+c（a2
 +b2
 -2ab）≥0

⇔a（b-c）2+b（c-a）2
 +c（a-b）2
 ≥0.

由于a（b-c）2
 ≥0，b（c-a）2
 ≥0，c（a-b）2
 ≥0，故最后一个不等式成立，原不等式得证.


证法三
 　可利用增量代换法. 由于已知条件和待证不等式是关于字母a，b，c的对称式，故可设a≥b≥c. 即令a=x+y+z，b=y+z，c=z，其中x，y，z≥0. 代入待证的原不等式，经过复杂的展开运算（若需运算简便的话，代入到配方式a（b-c）2
 +b（c-a）2
 +c（a-b）2
 简单些）可得，左边-右边=x2
 y+2x2
 z+3xy2
 +2xyz+2y3
 +2y2
 z≥0.


评注
 　增量代换法是可以机械地用来证明二元或三元不等式，但笔算冗长，易出现差错. 但有时增量代换法是必须的或者说实为良策.

【例6】设a，b，c≥2. 证明：3（a+b+c）-8≤abc+c.


证法一
 　原不等式等价于（ab-2）·c+（8-3（a+b））≥0.

左边的代数式可视为关于c的一个一次函数，只需证明c=2时，有2（ab-2）+8-3（a+b）≥0即可.

由于2（a-2）（b-2）≥0，从而

2（ab-2）+8-3（a+b）≥（a+b）-4≥0.

故不等式得证.


证法二
 　用增量法. 令a=x+2，b=y+2，c=z+2，其中x，y，z≥0.

原不等式等价于

3（6+x+y+z）-8≤（x+2）（y+2）（z+2）+z+2.

整理，x+y+2z+2（xy+yz+zx）+xyz≥0. 这个不等式是显然成立的.

【例7】已知a，b∈R，满足a5
 +b5
 =2. 求证：a+b≤2.


证
 　用反证法. 假设a+b>2，则a>2-b，有a5
 >（2-b）5
 .

于是a5
 +b5
 >（2-b）5
 +b5
 =（32-80b+80b2
 -40b3
 +10b4
 -b5
 ）+b5


=10b4
 -40b3
 +80b2
 -80b+32

=10（b-1）4
 +20b2
 -40b+22（这里配方需注意调整）

=10（b-1）4
 +20（b-1）2
 +2≥2，

即a5
 +b5
 >2，与已知a5
 +b5
 =2，矛盾！因此，a+b≤2.


评注
 　反证法的基本思想是：提出反设，假设命题不成立，然后导出矛盾，从而说明原命题成立. 由于反设的提出相当于增加了一个条件，因此对已知条件较少且能推出的结论也较少的题，根据经验，适宜用反证法.

【例8】设a，b，c，d∈R+
 . 求证：下列三个不等式中至少有一个不成立.（1）a+b<c+d；（2）（a+b）（c+d）<ab+cd；（3）（a+b）cd<ab（c+d）.


证明
 　假设不等式（1）、（2）、（3）都成立.

利用不等式（1）与（2）相乘，有ab+cd>（a+b）2
 ≥4ab即

cd>3ab. ①

利用不等式（2）与（3）相乘，有ab（ab+cd）>（a+b）2
 cd≥4ab·cd即

ab>3cd. ②

利用①与②知cd>3ab>9cd即1>9. 矛盾！

因此，假设不成立. 可知，不等式（1）、（2）、（3）中至少有一个不成立.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 设1<x<3，5<y<7，则[image: ]
 的取值范围是_____.

2. 设-1<x<y<1，则x-y的取值范围是_____.

3. 设6<a<10，[image: ]
 ≤b<2a，则a+b的取值范围是_____.

4. 若实数x满足：对任意正数a>0，均有x2
 <1+a，则x的取值范围是_____.

5. 若实数x满足：对任意正数a>0，均有x2
 >1-a，则x的取值范围是_____.

6. 若实数x满足：对任意负数a，即a<0，均有x3
 ≥1+a3
 ，则x的取值范围是_____.

7. 已知1≤a-b≤2，13≤2a-[image: ]
 ≤20，则3a-[image: ]
 的取值范围是_____.

8. 已知6枝玫瑰与3枝康乃馨的价格之和大于24元，而4枝玫瑰与5枝康乃馨的价格之和小于22元. 则2枝玫瑰的价格_____（高于、低于）3枝康乃馨的价格.

9. 如果实数x，y满足约束条件[image: ]
 则z=2x+y的取值范围是_____.

10. 已知x>0，x≠1，m>n>0. 证明：[image: ]
 .

11. 已知a，b∈［0，1］. 证明：[image: ]


12. 设x，y，z∈R，a，b，c∈R+
 . 证明：

[image: ]
 ≥2（xy+yz+zx）.

13. 已知a，b∈R，且a3
 +b3
 =2. 证明：a+b≤2.

14. 设a，b，c∈R+
 ，且a+b+c≥abc. 证明：a2
 +b2
 +c2
 ≥abc.

15. 已知x，y，z，t∈R. 证明：下列四个不等式中，至少有一个不等式不成立，其中|x|>|y-z+t|，|y|>|x-z+t|，|z|>|x-y+t|，|t|>|x-y+z|.


B组【答案链接】


1. （2009上海交通大学）关于x的不等式组[image: ]
 有唯一解，则实数a的值是_____.

2. （2006武汉大学）已知不等式[image: ]
 对一切实数x恒成立，则实数p的值是_____.

3. （2005复旦大学）对一切实数x，总有[image: ]
 恒成立，求实数a，b满足的条件.

4. 已知n∈N*，证明：[image: ]
 .

5. （2004复旦大学）已知n∈N*，证明：[image: ]
 .

6. 设n≥3，x1
 ，x2
 ，…，xn
 ∈［0，1］. 证明：存在i，1≤i≤n-1，使得xi
 （1-xi+1
 ）≥[image: ]
 x1
 （1-xn
 ）.

7. 设ai
 ≥1（i=1，2，…，n）. 证明：（1+a1
 ）（1+a2
 ）…（1+an
 ）≥[image: ]
 （1+a1
 +a2
 +…+an
 ）.

8. 设n为正整数，正实数a1
 ，a2
 ，…，an
 满足：[image: ]
 . 证明：对任一正整数m∈{1，2，…，n}，必存在集合{a1
 ，a2
 ，…，an
 }的一个m元子集，该子集中全体元素之和≥m.

9. 设a1
 ，a2
 ，…，a8
 ∈R+
 ，a1
 +a2
 +…+a8
 =20，a1
 a2
 …a8
 =4. 求证：a1
 ，a2
 ，…，a8
 中至少有一个数小于1.

10. 已知a，b，c>0且a+b+c≥abc. 证明：下列三个不等式中，至少有两个成立：

[image: 019-9]



第三讲　不等式的解法

教材知识回顾

1. 解不等式的基本思想


解
 　不等式的基本思想是依据不等式的基本性质进行等价转化，化归为一元一次或一元二次不等式.

2. 一元一次不等式、一元二次不等式及一元高次不等式的解法

（1）一元一次不等式ax>b的解法

①当a>0时，其解集为[image: ]
 ；

②当a<0时，其解集为[image: ]
 ；

③当a=0时，当b≥0时，其解集为空集；当b<0时，其解集为R.

（2）关于x的一元二次不等式ax2
 +bx+c>0（或<0，≥0，≤0）的解法，其中设a>0，记方程ax2
 +bx+c=0的两个实根为x1
 ，x2
 ，且x1
 ≤x2
 .

[image: 020-3]


（3）一元高次不等式的解法

常用方法是序轴标根法，具体地，将f（x）在实数集内分解为一次因式的乘积，即

f（x）=（x-a1
 ）（x-a2
 ）…（x-an
 ）（n∈N*），且a1
 >a2
 >…>an
 . 把a1
 ，a2
 ，…，an
 对应标在数轴上，且把数轴分成n+1个区间，则f（x）从最右一个区间（a1
 ，+∞）到最左边区间（-∞，an
 ）内的取值必定是正负相间的，且在最右边的区间（a1
 ，+∞）上必为正；于是f（x）>0（<0）的解集就是f（x）为正（负）值的区间的并集.

特别注意在分解因式时若有偶次因式出现，函数f（x）在各区间的取值正负不是相间变化，需把符号在数轴上表示出来.

3. 分式不等式的解法

将分式不等式化为高次不等式（组）求解，即设f（x），g（x）是关于x的多项式函数，则

[image: ]
 >0（<0）⇔f（x）g（x）>0（<0）；

[image: 021-2]


4. 无理不等式的解法

（1）[image: ]
 ⇔0≤f（x）<g（x）.

（2）[image: ]
 .

（3）[image: ]
 .

知识拓展与例题精讲

1. 一元高次不等式的解法

【例1】解不等式

（1）x3
 -2x2
 -x+2≥0；

（2）（x+2）2
 （x-1）（x-2）（x-3）≤0；

（3）（x+4）（x+5）2
 （2-x）3
 <0；

（4）（x2
 +x+1）（x+1）（x+2）（x+3）>0.


解
 　（1）原不等式等价于（x+1）（x-1）（x-2）≥0.

f（x）=（x+1）（x-1）（x-2）=0的三个根-1，1，2把数轴分成4段，如图3-1，序轴标根，取f（x）非负值的区间，故得原不等式的解集为{x|-1≤x≤1或x≥2}.

[image: 021-6]


图3-1

（2）由于f（x）=（x+2）2
 （x-1）（x-2）（x-3）=0的根-2，1，2，3把数轴分成5个区间，如图3-2序轴标根，取f（x）非正值的区间，故得原不等式的解集为

{x|x≤1或2≤x≤3}.

[image: 021-7]


图3-2

（3）原不等式等价于（x+4）（x+5）2
 （x-2）3
 >0.

由于f（x）=（x+4）（x+5）2
 （x-2）3
 =0的根-5，-4，2把数轴分成4个区间，如图3-3序轴标根，取f（x）正值的区间，故得原不等式的解集为

{x|x<-5或-5<x<-4或x>2}.

[image: 022]


图3-3

（4）由于对x∈R，总有x2
 +x+1>0. 则原不等式等价于（x+1）（x+2）（x+3）>0.

f（x）=（x+1）（x+2）（x+3）=0的三个根-1，-2，-3把数轴分成4个区间，如图3-4序轴标根，取f（x）正值的区间，故得原不等式的解集为

{x|-3<x<-2或x>-1}.

[image: 022-2]


图3-4

2. 分式不等式的解法

【例2】解下列分式不等式

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 .


解
 　（1）原不等式等价于[image: ]
 ，即

（2x-1）（x-1）（3x-1）（x-2）<0.

如图3-5序轴标根，故原不等式的解集为[image: ]
 ∪（1，2）.

[image: 022-9]


图3-5

（2）原不等式等价于[image: ]


由f（x）=（x-1）2
 （x+2）（x-3）（x-4）=0的4个根-2，1，3，4把数轴分为5个区间，如图3-6序轴标根，故不等式①的解集为{x|x≤-2或x=1或3≤x≤4}. 而不等式②的解集为{x|x∈R但x≠3且x≠4}. 从而原不等式的解集为（-∞，-2］∪{1}∪（3，4）.

[image: 022-10]


图3-6

（3）原不等式等价于[image: ]
 0，即

[image: 023]


由f（x）=（x-2）（x-3）（x+1）（x-4）=0的4个根-1，2，3，4把数轴分为5个区间，如图3-7序轴标根.

[image: 023-2]


图3-7

故不等式①的解集为{x≤-1或2≤x≤3或x≥4}. 而不等式②的解集为{x|x∈R，但x≠-1且4}. 从而原不等式的解集为（-∞，-1）∪［2，3］∪（4，+∞）.

（4）原不等式等价于[image: ]
 ，即[image: ]
 ，即

（2x-3）（2x+1）（x-3）（3x-2）>0.

如图3-8序轴标根，故原不等式的解集为

[image: ]
 ∪（3，+∞）.

[image: 023-3]


图3-8

3. 无理不等式的解法

【例3】解下列不等式

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ≤x-3；

（3）[image: ]
 ≥x+1；

（4）[image: ]
 .


分析
 　无理不等式的基本解法是等价地化归为有理不等式（组）求解.

（1）原不等式等价于[image: ]


由不等式①知：x≤-3或x≥7.

由不等式②知：2-[image: ]
 <x<2+[image: ]
 .

故原不等式的解集为

（2-[image: ]
 ，-3］∪［7，2+[image: ]
 ）.

（2）原不等式等价于

[image: 023-15]


即

[image: 024]


因此，原不等式的解集为［5，+∞）.

（3）原不等式等价于

[image: 024-2]


或

[image: 024-3]


不等式组①的解集为-1≤x≤2.

不等式组②的解集为-[image: ]
 ≤x≤-1.

因此，原不等式的解集为[image: ]
 .

（4）原不等式等价于

[image: 024-6]


即

[image: 024-7]


因此，原不等式的解集为[image: ]
 .

【例题4】解下列不等式

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 .


解
 　（1）注意到[image: ]
 .

当[image: ]
 即x=-3时，原不等式成立.

当[image: ]
 时，有[image: ]
 ，即

[image: 025-3]


即-3<x≤-1.

因此，原不等式的解集为［-3，-1］.

（2）原不等式等价于

[image: 025-4]


或

[image: 025-5]


由①知：x<-[image: ]
 . 由②知：

[image: 025-7]


因此，原不等式的解集为[image: ]
 .

（3）移项，[image: ]
 . 即

[image: 025-10]


即

[image: 025-11]


若2≤x≤10时，不等式②显然成立，故2≤x≤10满足题设.

若x>10时，则（x-10）2
 <4（x+5），即x2
 -24x+80<0，其解集为4<x<20. 因此，此时不等式的解集是（10，20）.

因此，原不等式的解集为［2，20）.

（4）设f（x）=[image: ]
 ，其定义域为［3，+∞），且为增函数.

又由于f（3）=5，故f（x）>5的解集为（3，+∞）.

【例5】解不等式

[image: 026-2]



分析
 　注意到[image: ]
 ，因此，不等式左边可以化简后求解.


解
 　不等式的定义域为[image: ]
 . 故x≥-[image: ]
 且x≠0.

又注意到x≥-[image: ]
 且x≠0时，有

[image: 026-7]


故

[image: 026-8]


从而，原不等式化为

[image: 026-9]


因此，原不等式的解集为[image: ]
 .

【例6】解不等式

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 .


分析
 　两边平方去根号的方法不适合解此类不等式.


解
 　（1）不等式的定义域为[image: ]
 即x>1或x=0. 易知，x=0满足原不等式.

当x≠0时，即x>1. 此时，左边[image: ]
 ，而右边[image: ]
 [image: ]
 ，故左边[image: ]
 右边，故此时不等式无解. 因此，原不等式的解集为{x|x=0}.

（2）当x=0时，满足原不等式.

当x≠0时，即x>1. 注意到，

[image: 027-5]


于是，[image: ]
 .

故此时不等式无解. 故原不等式的解集为{x|x=0}.

4. 含参变量的有理不等式解法

【例7】解关于x的不等式

x2
 +a（a+1）x+a3
 >0.


分析
 　由x2
 +a（a+1）x+a3
 =（x+a2
 ）（x+a）可知需比较-a2
 与-a的大小，从而确定其解集.


解
 　原不等式化为（x+a）（x+a2
 ）>0.

当a=0时，原不等式的解集为{x|x∈R，但x≠0}.

当a=1时，原不等式的解集为{x|x∈R，但x≠-1}.

当a<0时，由-a2
 <-a，原不等式的解集为{x|x>-a或x<-a2
 }.

当0<a<1时，由-a2
 >-a，原不等式的解集为{x|x>-a2
 或x<-a}.

当a>1时，由-a2
 <-a，原不等式的解集为{x|x>-a或x<-a2
 }.

【例8】解关于x的不等式

[image: 027-7]



分析
 　先把分式不等式化为整式不等式，即把右边的1移至左边后通分，对参数a的分类依具体需要而定.


解
 　原不等式可化为[image: ]
 ，即

[image: 028-2]


（i）当a>1时，①化为[image: ]
 . 注意到[image: ]
 >-2（⇔2-a>-2（a-1）⇔a>0），故①的解集为[image: ]
 . 因此，原不等式的解集为[image: ]
 .

（ii）当a=1时，不等式①的解集为{x|x≤-2}. 因此，原不等式的解集为{x|x<-2}.

（iii）当a<1时，①化为（x+2）[image: ]
 ≤0. 若a=0时，原不等式无解；若0<a<1时，有[image: ]
 >-2，故①的解集为[image: ]
 . 因此，原不等式的解集为[image: ]
 ；若a<0时，有[image: ]
 <-2，故①的解集为[image: ]
 . 因此，原不等式的解集为[image: ]
 .

综上，原不等式的解集为（-∞，-2）∪[image: ]
 （当a>1）；（-∞，-2）（当a=1）；[image: ]
 （当0<a<1）；⌀（当a=0）；[image: ]
 （当a<0）.

5. 含参数的无理不等式的解法

【例9】解关于x的不等式

[image: ]
 >a-2x.


分析
 　由于二次根式中含有a（a-x），先需对a>0，a=0，a<0讨论.


解
 　当a=0时，不等式等价于x>0. 即此时不等式的解集为（0，+∞）.

当a<0时，不等式等价于

[image: 028-18]


或

[image: 028-19]


由不等式组①知：[image: ]
 .

由不等式组②知：[image: ]


即[image: ]
 . 因而，此时原不等式的解集为[image: ]


当a>0时，不等式等价于

[image: 029-5]


或

[image: 029-6]


由不等式组③知：[image: ]
 <x≤a.

由不等式组④知：0<x≤[image: ]
 . 因而，此时原不等式的解集为（0，a］.

综上，当a>0时，不等式的解集为（0，a］；当a≤0时，不等式的解集为[image: ]
 .

【例10】解关于x的不等式：[image: ]
 >1-x（其中a>0）.


分析
 　参数a的分类要根据不等式组的解集确定.


解
 　原不等式等价于

[image: ]
 或[image: ]


即[image: ]
 或[image: ]


即[image: ]
 或[image: ]


当a>2时，由于[image: ]
 >1，且a+1-[image: ]
 >1，故上面两个不等式组的解集之并为[image: ]
 .

当a=2时，上面两个不等式组的解集之并为{x|x>1}.

当0<a<2时，由于[image: ]
 <1，且a+1-[image: ]
 <1<a+1+[image: ]
 ，故上面两个不等式组的解集之并为{x|x>a+1-[image: ]
 }.

综上，当a>2时，原不等式的解集为[image: ]
 ；当a=2时，原不等式的解集为{x|x>1}；当0<a<2时，原不等式的解集为{x|x>a+1-[image: ]
 }.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 不等式[image: ]
 的解集是（　）.

（A）{x|x≥4}

（B）{x|x≤4}

（C）{x|x>4或x<4}

（D）{x|x∈R}

2. 不等式[image: ]
 的解集是（　）.

（A）{x|x<1}

（B）{x|x>3}

（C）{x|x<1或x>3}

（D）{x|1<x<3}

3. 不等式组[image: ]
 的解集为（　）.

（A）{x|-1<x<1}

（B）{x|0<x<3}

（C）{x|0<x<1}

（D）{x|-1<x<3}

4. 不等式x3
 +6x2
 -49x+66≤0的解集是（　）.

（A）{x|x≥3或-11≤x≤2}

（B）{x|x≤-11或2≤x≤3}

（C）{x|x≤-11或x≥3}

（D）{x|x≤-11或0≤x≤2}

5. 不等式[image: ]
 <5x-7的解集是（　）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


6. 下列不等式中，整数2属于不等式解集的是（　）.

（A）x2
 -4x+5≤0

（B）x2
 -3x+3>0

（C）x2
 -4x-5>0

（D）[image: ]
 <3x+7

7. 不等式组[image: ]
 的解集是（　）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）无解

8. 既是方程x2
 -2x-35=0的根又满足不等式x2
 -12x+27>0的是（　）.

（A）x=-5和x=7

（B）x=-5

（C）x=7

（D）x无解

9. 不等式[image: ]
 的解集是_____.

10. 不等式[image: ]
 的解集是_____.

11. 不等式[image: ]
 的解集是_____.

12. 不等式[image: ]
 的解集是_____.

13. 求不等式[image: ]
 的解集.

14. 求不等式[image: ]
 的解集.

15. 求不等式[image: ]
 <2x-8的解集.

16. 求不等式组[image: ]
 的解集.


B组【答案链接】


1. 不等式x4
 -2x3
 -3x2
 <0的解集是_____.

2 . 设不等式2x2
 +bx+c<0的解是-[image: ]
 <x<3，则bc=_____.

3. 不等式[image: ]
 的解集是_____.

4. 解不等式[image: ]
 ，其中a为参数.

5. 若b∈Z，且不等式[image: ]
 对所有x（x∈R）都成立，求b的所有取值.

6. 若f（x）=ax+b且-1≤f（1）≤1，2≤f（-1）≤3，求f（2）的取值范围.

7. 已知集合A=[image: ]
 ，B={x|x2
 +ax+b≤0}. 若A∩B=[image: ]
 . 求实数a，b的取值范围.

8. 若关于x的不等式|ax+b|<2（a≠0）的解集为{x|2<x<6}，求ab的值.

9. 关于x的不等式|x2
 -5x+6|≤x+a的解集M中恰有5个不同的整数，求实数a的取值范围.

10. 解关于x的不等式：[image: ]
 -ax≤1，其中a为参数.


第四讲　基本不等式

教材知识回顾

n个正实数x1
 ，x2
 ，…，xn
 的算术平均数是[image: ]
 （x1
 +x2
 +…+xn
 ）. 几何平均数是[image: ]
 . 算术平均———几何平均不等式（也称为基本不等式）叙述为：算术平均不小于几何平均，即[image: ]
 （x1
 +x2
 +…+xn
 ）≥[image: ]
 ，当且仅当所有的xi
 相等时等号成立.

当n=2时，对于正实数x1
 ，x2
 ，有[image: ]
 ，等号成立当且仅当x1
 =x2
 . 当n=3时，对于正实数x1
 ，x2
 ，x3
 ，有[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 0，等号当且仅当x1
 =x2
 =x3
 时成立. 但是对于较大的n，读者以后能明白它的证明.

知识拓展与例题精讲

【例1】证明：（1）给定表面积的最大体积的长方体为立方体；（2）给定体积的最小表面积的长方体为立方体.


证明
 　（1）设长方体的长、宽、高分别为a，b，c，给定的表面积A=2（ab+bc+ca）. 则体积V=abc，且V2
 =a2
 b2
 c2
 =（ab）（bc）（ca）≤[image: ]
 （均值不等式）=[image: ]
 . 即V取到最大值[image: ]
 ，当且仅当ab=bc=ca，即a=b=c，此时为正方体.

（2）设长方体的长、宽、高为a，b，c，给定的长方体体积V=abc，则表面积A=2（ab+bc+ca），且

A=2（ab+bc+ca）≥2·[image: ]
 =[image: ]
 .

即A取到最小值[image: ]
 ，当且仅当ab=bc=ca，即a=b=c，此时为正方体.

【例2】设正数a，b，c满足：（1+a）（1+b）（1+c）=8. 证明：abc≤1.

证明：展开给定条件得

8=1+（a+b+c）+（ab+bc+ca）+abc.

由均值不等式知：a+b+c≥3·[image: ]
 ，ab+bc+ca≥3·[image: ]
 . 从而

[image: 034-3]


两边开立方，即证abc≤1. 当且仅当a=b=c=1时等号成立.

另证：由均值不等式，有

8=（1+a）（1+b）（1+c）≥[image: ]
 ，（由于1+a≥[image: ]
 等）

从而abc≤1.


评注
 　证明一个不等式，可能有很多方法，需平时训练积累.

【例3】设a，b，c为正实数，求证：

[image: 034-6]



分析
 　题中分母复杂，可尝试用换元法变形求解.

ì证明：令[image: ]
 则c=z-y，b=z+x-2y，a+3c=2y-x. 从而，要证不等式的.

左边=[image: ]


=[image: ]


≥[image: ]


=[image: ]
 .

等号当且仅当[image: ]
 ，[image: ]
 ，即b=（1+[image: ]
 ）a，c=（4+3[image: ]
 ）a（a>0）时成立.

【例4】设a，b，c是正实数，且abc=1. 证明：

[image: 034-13]



证法一
 　可以令a=[image: ]
 ，b=[image: ]
 ，c=[image: ]
 ，其中x，y，z为正实数，把不等式齐次化. 即原不等式变为

（x-y+z）（y-z+x）（z-x+y）≤xyz. ①

记u=x-y+z，v=y-z+x，w=z-x+y. 因为这三个数中的任意两数之和均为正数（如：u+v=2x，v+w=2y，w+u=2z），所以u，v，w中至多只有一个数是≤0.

若恰有一个数≤0，另外两个数>0，则uvw≤0<xyz. 不等式①成立.

若u，v，w均为正数，由均值不等式知，

[image: ]
 ［（x-y+z）+（y-z+x）］=x.

同理，[image: ]
 ，[image: ]
 . 于是uvw≤xyz. 不等式①成立.


证法二
 　设a-1+[image: ]
 =x，b-1+[image: ]
 =y，c-1+[image: ]
 =z，则

x+2=[image: ]
 （ab+b+1），y+2=b+[image: ]
 +1=b+ab+1，

z+2=c+[image: ]
 +1=[image: ]
 （1+b+ab）.

于是，

[image: ]
 （b+1+ab）=1，

去分母，整理，有

4=xy+yz+zx+xyz. ①

又xy+yz+zx≥[image: ]
 =3t2
 （记t=[image: ]
 ），则有3t2
 +t3
 ≤4，即（t-1）（t+2）2
 ≤0，故t≤1，即xyz≤1，亦即[image: ]
 ≤1.

【例5】若a，b，c∈R+，且a+b+c=1. 求证：

[image: 035-15]



证明
 　要证不等式的

左边=（a2
 +b2
 +c2
 ）+[image: ]
 +6

[image: ]
 （均值不等式）

=[image: ]
 +6

（取到等号当且仅当a=b=c=[image: ]
 ，此时有[image: ]
 ）

≥[image: ]
 +6

=[image: ]


≥[image: ]
 .

当且仅当a=b=c=[image: ]
 时等号成立.


评注
 　此题可由柯西不等式简洁地证明. 事实上，

左边≥[image: ]


≥[image: ]
 .

柯西不等式的更多应用在下一讲可以弄懂.

【例6】若a，b，c为正数，且21ab+2bc+8ca≤12.

证明：[image: ]
 .


证明
 　令a=[image: ]
 ，b=[image: ]
 ，c=[image: ]
 . 则

[image: 036-13]


即

[image: 036-14]


即x6
 y5
 z4
 ≤1.

又[image: ]


=[image: ]


≥[image: ]
 .

当x=y=z=1时，即a=[image: ]
 ，b=[image: ]
 ，c=[image: ]
 时取等号.

【例7】设a，b，c是正实数，求证：

[image: 037]



证明
 　由于已知条件和待证不等式是齐次的，不妨设a+b+c=1. 则原不等式等价于

[image: 037-2]


由均值不等式，有

[image: 037-3]


等号在a=b=c时成立.

【例8】设a1
 ，a2
 ，…，an
 （n∈N*）是正实数，且a1
 a2
 …an
 =1. 证明：

[image: 037-4]



证明
 　记ai
 =[image: ]
 （i=1，2，…，n，xi
 >0），则

[image: 037-5]


=1-[image: ]
 （由于[image: ]
 [image: ]
 ≥（n-1）x1
 x2
 …xi-1
 xi+1
 …xn
 ）

≤1-[image: ]
 .

对i=1，2，…，n，上述不等式都成立，n个不等式累和：

[image: 037-11]


两边除以n-1，即证.

等号当a1
 =a2
 =…=an
 =1成立.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 若x>0，则2x+[image: ]
 的最小值是_____.

2. 若x>0，则[image: ]
 的最小值是_____.

3. 若x≥0，则[image: ]
 的最小值是_____.

4. 若a>b>0，则[image: ]
 的最小值是_____.

5. 已知正数a，b，c满足：a2
 +ab+ac+bc=6+[image: ]
 ，则3a+b+2c的最小值是_____.

6. 已知实数a，b满足：2b2
 -a2
 =4，则|a-2b|的最小值为_____.

7. 已知正实数x，y，z是1，2，3的一个排列，则[image: ]
 的最小值是_____.

8. 设x，y，z>0，且x+y+z=xyz，则x+y+z的最小值是_____.

9. 设a，b，c>0，且a+b+c=1，则abc的最大值是_____.

10. 设x，y，z，u≥0，且2x+xy+z+yzu=1，则x2
 y2
 z2
 u的最大值是_____.

11. 设xi
 （i=1，2，…，n）≥0，且[image: ]
 . 则x1
 x2
 …xn
 的最大值是_____.

12. 给定正实数a，设x1
 ，x2
 ，…，xn
 ∈［0，a］（n≥2），且x1
 x2
 …xn
 =（a-x1
 ）2
 （a-x2
 ）2
 …（a-xn
 ）2
 ，则x1
 x2
 …xn
 的最大值是_____.

13. 对正实数a，b，c，证明：[image: ]
 .

14. 设正整数n. 证明：[image: ]
 .

15. 设ai
 >0，bi
 >0，且a1
 +a2
 +…+an
 ≤1，b1
 +b2
 +…+bn
 ≤n. 证明：[image: ]
 ≥（n+1）n
 .


B组【答案链接】


1. 设a，b，c≥0，且a+b+c=3. 证明：a+b+c≥ab+bc+ca.

2. 设a，b，c>0，且a+b+c=ab+bc+ca. 证明：a+b+c≥3.

3. 对任意实数x>1，总有ax+[image: ]
 >b，其中a，b∈R+
 . 求a和b满足的条件.

4. 设实数x，y，z，满足xy+yz+zx=-1. 证明：x2
 +5y2
 +8z2
 ≥4.

5. 设a，b，c≥0. 求[image: ]
 的最小值.

6. 设实数a，b，c满足a2
 +b2
 +c2
 =2. 记M=min{（a+b）2
 ，（b+c）2
 ，（c+a）2
 }，求M的最大值.

7. 设a，b，c∈R，abc=1. 记M=min[image: ]
 ，求M的最大值.

8. 对实系数二次多项式p（x）=ax2
 +bx+c，定义s（p）=（a-b）2
 +（b-c）2
 +（c-a）2
 . 若存在正实数r，且当p（x）有实数根时，总有s（p）≥ra2
 恒成立. 求r的最大值.

9. 已知凸四边形ABCD，记AB=a，BC=b，CD=c，DA=d. 证明：

S四边形ABCD
 ≤[image: ]
 （a2
 +b2
 +c2
 +d2
 ）.

10. 已知点K，L，M，N分别在凸四边形ABCD的边AB，BC，CD，DA上. 记S1
 =S△AKN
 ，S2
 =S△BKL
 ，S3
 =S△CLM
 ，S4
 =S△DMN
 ，S=S四边形ABCD
 . 证明：

[image: 039-4]



第五讲　柯西不等式

教材知识回顾

柯西不等式：设两组实数a1
 ，a2
 ，…，an
 及b1
 ，b2
 ，…，bn
 ，则[image: ]
 [image: ]
 ≥（a1
 b1
 +a2
 b2
 +…+an
 bn
 ）2
 ，当且仅当ai
 =λbi
 （其中b1
 ，…，bn
 不全为0）时等号成立.

柯西不等式的证明方法很多，典型且易懂的证法有下面三种：


方法一
 　设n维向量[image: ]
 =（a1
 ，a2
 ，…，an
 ），[image: ]
 =（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ），我们有cos（[image: ]
 ）=[image: ]
 ，即

[image: 040-7]


而

[image: ]
 =a1
 b1
 +a2
 b2
 +…+an
 bn
 ，

[image: 040-9]


平方即证.


方法二
 　由拉格朗日恒等式，即配方如下：

[image: 040-10]



方法三
 　利用二次函数的判别式.

构造二次函数f（x）=[image: ]
 （ai
 x+bi
 ）2
 ≥0.

由于f（x）=[image: ]
 x2
 +2（a1
 b1
 +a2
 b2
 +…+an
 bn
 ）x+[image: ]
 =An
 x2
 +2Bn
 x+Cn
 .（其中[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ）.

二次函数f（x）的首项系数An
 >0，且f（x）恒为非负，故其判别式Δ≤0，即4[image: ]
 -4An
 Cn
 ≤0，即[image: ]
 ≤An
 ·Cn
 ，等号成立当且仅当bi
 =λai
 （ai
 不全为0）.

知识拓展与例题精讲

【例1】已知a，b，c∈R+
 ，且a+b+c=1. 证明：[image: ]
 ≥36.


证明
 　由柯西不等式知，

（a+b+c）[image: ]
 =36，

故[image: ]
 .

等号当a2
 =[image: ]
 =[image: ]
 即a=[image: ]
 ，b=[image: ]
 ，c=[image: ]
 时成立.

【例2】设a，b，c，x，y，z为实数，且a2
 +b2
 +c2
 =25，x2
 +y2
 +z2
 =36，ax+by+cz=30. 求[image: ]
 的值.


解
 　由柯西不等式，知

25×36=（a2
 +b2
 +c2
 ）（x2
 +y2
 +z2
 ）≥（ax+by+cz）2
 =302
 .

上述不等式等号成立，从而[image: ]
 ，即

30=ax+by+cz=k（x2
 +y2
 +z2
 ），

故k=[image: ]
 . 因此，

[image: ]
 （合比性质）.

【例3】设实数a，b，c，d，e满足：a+b+c+d+e=8，a2
 +b2
 +c2
 +d2
 +e2
 =16. 求e的最大值.


解
 　将条件写为：a+b+c+d=8-e，a2
 +b2
 +c2
 +d2
 =16-e2
 .

由柯西不等式知：（12
 +12
 +12
 +12
 ）（a2
 +b2
 +c2
 +d2
 ）≥（a+b+c+d）2
 ，

即4（16-e2
 ）≥（8-e）2
 ⇔e（5-16e）≤0⇔0≤e≤[image: ]
 .

当a=b=c=d=[image: ]
 时，e取到最大值[image: ]
 .

【例4】已知a>0，b>0. 证明：[image: ]
 .


证明
 　由柯西不等式，知

[image: 042]


故[image: ]
 .

【例5】设xi
 ∈（0，1）（i=1，2，…，n），且x1
 +x2
 +…+xn
 =1.

证明：[image: ]
 >4.


证明
 　由柯西不等式，有

[image: 042-5]


而（x1
 -[image: ]
 ）+（x2
 -[image: ]
 ）+…+（xn
 -[image: ]
 ）=（x1
 +x2
 +…+xn
 ）-[image: ]
 =1-[image: ]
 <1，且（x1
 -[image: ]
 ）+（x2
 -[image: ]
 ）+…+（xn
 -[image: ]
 ）=1-（[image: ]
 +…+[image: ]
 ）>1-（x1
 +x2
 +…+xn
 ）（由于0<xi
 <1⇒xi
 >[image: ]
 ）=0. 即（x1
 -[image: ]
 ）+（x2
 -[image: ]
 ）+…+（xn
 -[image: ]
 ）∈（0，1）.

由①可知，[image: ]
 >n2
 ≥4（这里有n≥2）.

【例6】设x∈，[image: ]
 . 证明：[image: ]
 .


证明
 　由柯西不等式，有

[image: 042-18]


≤（2+1+1）［2（x+1）+（2x-3）+（15-3x）］

=4（14+x）≤4·19（由于x≤5）.

故[image: ]
 .

上述不等式中，第二个等号成立当且仅当x=5. 但此时2x-3=7，15-3x=0，由柯西不等式成立的充要条件可知第一个等号取不到. 故

[image: 043-2]


【例7】设a1
 ，a2
 ，…，an
 是1，2，…，n的任意一个排列. 证明：

[image: 043-3]



证明
 　由柯西不等式得

［（a1
 +a2
 ）+（a2
 +a3
 ）+…+（an-1
 +an
 ）］[image: ]
 ≥（n-1）2
 .

即[image: ]


≥[image: ]


=[image: ]


=[image: ]
 .

【例8】给定正整数k和n（k<n）. 已知给定正实数a1
 ，a2
 ，…，ak
 . 试求正实数ak+1
 ，ak+2
 ，…，an
 ，使得M=（a1
 +a2
 +…+an
 ）[image: ]
 -n取最小值.


解
 　令a=a1
 +a2
 +…+ak
 ，[image: ]
 ，则由题设知，a和b是给定的常数. 由柯西不等式，得

M=（a+ak+1
 +…+an
 ）[image: ]
 -n

≥（[image: ]
 +1+…+1）2
 -n=（[image: ]
 +n-k）2
 -n.

且当[image: ]
 ，即ak+1
 =…=an
 =[image: ]
 时，M取到最小值（[image: ]
 +n-k）2
 -n.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 已知x，y∈R+
 ，x+2y=1. 则[image: ]
 的最小值是_____.

2. 若x，y，z>0，且x2
 +y2
 +z2
 =1，则[image: ]
 的最小值是_____.

3. 若实数a，b满足：[image: ]
 =1，则a2
 +b2
 =_____.

4. 设a，b，c∈R+
 ，且2a+3b+4c=22，则[image: ]
 的最小值是_____.

5. 设a，b，c≥0，且a+b+c≤3，则[image: ]
 的最小值是_____.

6. 设实数a，b，则[image: ]
 的最大值是_____.

7. 设实数a，b，c，x，y，z满足：x2
 +y2
 +z2
 =a+b+c=1，则a（x+b）+b（y+c）+c（z+a）的最大值是_____.

8. 设ai
 >0（i=1，2，…，n），且[image: ]
 =1，则[image: ]
 的最小值是_____.

9. 设ai
 >0（i=1，2，…，n），且[image: ]
 =1，则[image: ]
 的最小值是_____.

10. n是给定的正整数. 令（a1
 ，a2
 ，…，an
 ）和（b1
 ，b2
 ，…，bn
 ）是（1，2，…，n）的二个排列（允许相同），则a1
 b1
 +a2
 b2
 +…+an
 bn
 的最大值是_____.

11. 设a，b，c∈R+
 . 证明：[image: ]
 .

12. 设x，y，z>1且[image: ]
 . 证明：[image: ]
 .

13. 对于正实数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，b1
 ，b2
 ，…，bn
 . 证明：

[image: 044-14]


14. 设正实数a，b，c满足[image: ]
 . 证明：a+b+c≥ab+bc+ca.

15. 设x，y≥0，且x2
 +y3
 ≥x3
 +y4
 . 证明：x3
 +y3
 ≤2.


B组【答案链接】


1. 设a1
 ，a2
 ，…，an
 >0. 证明：[image: ]
 ≥a1
 +a2
 +…+an
 .

2. 设x≥0，y≥0，z≥0，a，b，c，l，m，n是给定的正数，且ax+by+cz=8. 求w=[image: ]
 +[image: ]
 的最小值.

3. 已知0<a1
 <a2
 <…<an
 . 对于a1
 ，a2
 ，…，an
 的任意排列b1
 ，b2
 ，…，bn
 . 令M=[image: ]
 ，求使M取值最大的排列b1
 ，b2
 ，…，bn
 .

4. 对满足1≤r≤s≤t的一切实数r，s，t. 求w=（r-1）2
 +[image: ]
 [image: ]
 的最小值.

5. 已知x∈［0，1］. 求[image: ]
 的最小值.

6. 已知x+2y+3z=12. 求x2
 +2y2
 +3z2
 的最小值.

7. 已知x，y，z是非负实数，已知x2
 +2y2
 +3z2
 =24. 求x+2y+3z的最大值.

8. 设a，b，c，d>0，且c2
 +d2
 =（a2
 +b2
 ）3
 . 求[image: ]
 的最小值.

9. 设a，b，c是正数. 证明：（a2
 b+b2
 c+c2
 a）（ab2
 +bc2
 +ca2
 ）≥9a2
 b2
 c2
 .

10. 求平面上已知点P（x0
 ，y0
 ）到直线l：Ax+By+C=0（其中A2
 +B2
 ≠0）的距离.


第六讲　二次函数

教材知识回顾

1. 形如f（x）=ax2
 +bx+c（a≠0）的函数称为二次函数，也常写成：f（x）=a（x-k）2
 +m（a≠0）（顶点式），或f（x）=a（x-x1
 ）（x-x2
 ）（a≠0）（零点式）.

2. 二次函数f（x）=ax2
 +bx+c（a≠0）的性质：

（1）对称性：对任意实数x，有[image: ]
 .

（2）f（0）=c.

（3）若Δ=b2
 -4ac≥0，则[image: ]
 .

（4）当a>0时，f（x）在区间[image: ]
 上递减，在区间[image: ]
 上递增；

当a<0时，f（x）在区间[image: ]
 上递增，在区间[image: ]
 上递减.

（5）当a>0时，f（x）有最小值[image: ]
 ；

当a<0时，f（x）有最大值[image: ]
 .

3. 二次函数f（x）=ax2
 +bx+c（a≠0）的图象：

（1）对称轴：f（x）关于直线[image: ]
 对称.

（2）顶点：对称轴与抛物线的交点[image: ]
 称为抛物线的顶点，当a>0时，顶点是抛物线的最低点，当a<0时，顶点是抛物线的最高点.

（3）开口：当a>0时，开口向上；当a<0时，开口向下；开口大小由|a|决定.

（4）二次函数图象与x轴的位置关系：

当Δ>0时，二次函数图象与x轴有两个不同的交点；当Δ=0时，二次函数图象与x轴相切；当Δ<0时，二次函数与x轴无交点.

知识拓展与例题精讲

1. 二次函数的性质是一元二次方程、二次不等式问题的基础.

2. 二次方程根的分布、二次不等式恒成立等问题是经常涉及的热点.

【例1】若函数[image: ]
 在区间［a，b］上的最小值为2a，最大值为2b，求［a，b］.


解
 　分如下三种情形来讨论区间［a，b］.

（1）当a<b≤0时，f（x）在区间［a，b］上单调递增，所以[image: ]
 a、b是方程[image: ]
 的两个不同实根，而方程[image: ]
 的两根异号，不可能.

（2）当a<0<b时，f（x）在［a，0］上递增，在［0，b］上递减，故f（0）=2b，且min{f（a），f（b）}=2a，由f（0）=2b得[image: ]
 ，于是f（b）=[image: ]
 >0，而a<0故f（b）≠2a，所以f（a）=2a，即

[image: 047-7]



解
 　方程得a=-2-[image: ]
 .

此时［a，b］=[image: ]
 .

（3）当0≤a<b时，f（x）在［a，b］上递减，于是

[image: 047-10]



解
 　得：[image: ]
 此时［a，b］=［1，3］.

综上所述，所求区间［a，b］为［1，3］或[image: ]
 .


评注
 　闭区间上二次函数的最值问题的讨论经常从对称轴与区间的位置关系出发.

【例2】若二次函数f（x）的定义域为R，f（1）=2且在x=t（t∈R）处取得最值，而y=g（x）为一次函数，且f（x）-g（x）=x2
 +2x-3.

（1）求y=f（x）的解析式.

（2）若x∈［-1，2］时，f（x）≥-1恒成立，求t的范围.


解
 　（1）已知f（x）为二次函数，g（x）为一次函数，且f（x）-g（x）=x2
 +2x-3，所以二次项的系数为1，又因为在x=t（t∈R）处取得最值，所以可设f（x）=（x-t）2
 +m，再由f（1）=2得m=2-（1-t）2
 =-t2
 +2t+1. 所以f（x）=（x-t）2
 +1+2t-t2
 =x2
 -2tx+1+2t.

（2）因为x∈［-1，2］时，f（x）≥-1恒成立，即，x2
 -2tx+2t+2≥0对x∈［-1，2］恒成立，令F（x）=（x-t）2
 +2t+2-t2
 .

①若t<-1，则只要F（-1）≥0，即t≥-[image: ]
 ，此时无解.

②若-1≤t≤2，则只要F（t）≥0即2t+2-t2
 ≥0⇒1-[image: ]
 ≤t≤1+[image: ]
 ，所以1-[image: ]
 ≤t≤2.

③若t>2，则只要f（2）≥-1⇒4-4t+1+2t≥-1⇒t≤3得2<t≤3，从而t∈［1-[image: ]
 ，3］.

【例3】对于函数y=（n-1）t2
 -10t+10，t∈（0，4］，是否存在正整数n使0<y≤30恒成立.


解
 　由0<（n-1）t2
 -10t+10≤30，得0<nt2
 -t2
 -10t+10≤30，即

[image: 048-3]


当且仅当

[image: 048-4]


只需

[image: 048-5]


即3. 5<n≤[image: ]
 .

所以存在n=4使0<y≤30恒成立.


评注
 　在不等式恒成立问题中，分离系数法是一种非常重要的方法.

【例4】已知函数f（x）=ax2
 +bx+c（a≠0），且f（x）=x没有实数根，问：f（f（x））=x是否有实数根？并证明你的结论.


解法一
 　若a>0，由于f（x）=x无实根，则对任意实数x，f（x）>x，从而f（f（x））>f（x）>x，故f（f（x））=x无实根.

若a<0，则对任意实数x，f（x）<x，从而f（f（x））<f（x）<x，故f（f（x））=x也无实根.


解法二
 　反证法，若存在f（f（x0
 ））=x0
 ，令f（x0
 ）=t，则f（t）=x0
 .

即（t，x0
 ）是y=f（x）图象上的点.

又f（x0
 ）=t，即（x0
 ，t）也是y=f（x）图象上的点，显然这两点不重合，且这两点关于直线y=x对称，而y=f（x）=ax2
 +bx+c是连续函数，故y=f（x）=ax2
 +bx+c与y=x必有交点，从而f（x）=x有实数解，矛盾！得f（f（x））=x没有实数根.


评论
 　方程根的情况讨论可转化成函数图象交点情况讨论，要结合图象进行分析.

【例5】已知a，b，c∈R，函数f（x）=ax2
 +bx+c，g（x）=ax+b，且当|x|≤1时，有|f（x）|≤1.

（1）求证：|c|≤1.

（2）求证：当|x|≤1时，|g（x）|≤2.

（3）设a>0，当|x|≤1时，g（x）的最大值为2，求f（x）.


解
 　（1）令x=0，|f（0）|≤1即|c|≤1.

（2）由[image: ]
 得[image: ]


当|x|≤1时，

|g（x）|=|ax+b|=[image: ]


=[image: ]
 |（x+1）f（1）+（x-1）f（-1）-2xf（0）|

≤[image: ]
 （|x+1||f（1）|+|x-1||f（-1）|+2|x||f（0）|）

≤[image: ]
 （x+1+1-x+2）=2.

（3）由于a>0，故g（x）单调增，故2=g（1）=a+b=f（1）-f（0），于是

-1≤f（0）=f（1）-2≤1-2≤-1，

得c=f（0）=-1，f（1）=1.

又|x|≤1时|f（x）|≤1，从而当-1≤x≤1时，都有f（x）≥-1=c=f（0），这表明f（0）为f（x）在［-1，1］上的最小值，故-[image: ]
 =0得b=0，进而，a=2.

所以f（x）=2x2
 -1.


评注
 　在本题中，将a、b用函数值表示出来，就可以与已知中当|x|≤1时，|f（x）|≤1联系，以便更快解决问题.

【例6】设二次函数f（x）=ax2
 +bx+c（a，b，c∈R，a≠0）满足条件：（1）当x∈R时，f（x-4）=f（2-x），且f（x）≥x；（2）当x∈（0，2）时，f（x）≤[image: ]
 ；（3）f（x）在R上的最小值为0.

求最大的m（m>1），使得存在t∈R，只要x∈［1，m］，就有f（x+t）≤x.


解
 　由f（x-4）=f（2-x）x∈R知二次函数f（x）的对称轴为：x=-1，又由（3）知，二次函数f（x）的开口向上，即a>0，且最小值为0，故可设f（x）=a（x+1）2
 （a>0）.

由（1）知：f（1）≥1，由（2）知f（1）≤[image: ]
 =1.

得f（1）=1，故1=a（1+1）2
 ，得a=[image: ]
 ，所以f（x）=[image: ]
 （x+1）2
 .

因为f（x）=[image: ]
 （x+1）2
 的图象开口向上，而y=f（x+t）的图象是由y=f（x）的图象平移|t|个单位得到，要在区间［1，m］上，使得y=f（x+t）的图象在y=x的图象的下方，且m最大，则1和m应当是关于x的方程：

[image: ]
 （x+t+1）2
 =x ①

的两个根.

令x=1代入方程①，得t=0或t=-4. 当t=0时，方程①的解为x1
 =x2
 =1（这与m>1矛盾！），当t=-4时，方程①的解为x1
 =1，x2
 =9，所以m=9，又当t=-4时，对任意x∈［1，9］，恒有

（x-1）（x-9）≤0，

[image: ]
 （x-4+1）2
 ≤x，

即f（x-4）≤x. 所以，m的最大值为9.


评注
 　我们由f（x-4）=f（2-x），x∈R得f（x）的图象关于x=-1对称，一般地：若f（x-a）=f（b-x），x∈R，则

[image: 050-5]


故f（x）的图象关于x=[image: ]
 对称.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 设二次函数f（x）满足f（x-2）=f（-x-2），x∈R，且f（x）的图象在y轴上的截距为1，在x轴上截得的线段长为[image: ]
 ，则f（x）的解析式为_____.

2. 函数f（x）=x2
 +2x+3在［m，0］上的最大值为3，最小值为2，则实数m的取值范围是（　）.

（A）［1，2］

（B）（-∞，-1］

（C）［-1，0］

（D）［-2，-1］

3. 函数f（x）=x2
 +2（a-1）x+2在（-4，+∞）上是增函数，实数a的取值范围是（　）.

（A）a=5

（B）a≥-4

（C）a≤5

（D）a≥5

4. 关于x的方程x2
 +（m-2）x+5-m=0的两根都大于2，则m的取值范围是_____.

5. 关于x的方程7x2
 -（k+13）x+k2
 -k-2=0的两根分别在（0，1）和（1，2）内，实数k的取值范围是_____.

6. 两条不同的抛物线y=x2
 +kx+1与y=x2
 -x-k经过x轴上的同一点，则实数k的值为_____.

7. 已知函数f（x）=ax2
 -c满足-4≤f（1）≤-1，-1≤f（2）≤5，则f（3）的取值范围是_____.

8. 已知关于x的不等式0≤x2
 +px+5≤1恰好有一个实数解，则p的取值范围是_____.

9. 已知函数f（x）=x2
 -2ax+2a+4的定义域为R，值域为［1，+∞）实数a的取值范围是_____.

10. 已知f（x）=x2
 +（lga+2）x+lgb，且f（-1）=-2，又f（x）≥2x对一切x∈R都成立，则a+b=_____.

11. 设f（x）=x2
 -2ax+2，当x∈［-1，+∞）时，不等式f（x）≥a恒成立，求实数a的取值范围.

12. 设二次函数f（x）当x=a时取最大值5，a>0，而二次函数g（x）的最小值为-2，并且g（a）=25，f（x）+g（x）=x2
 +16x+13.

（1）求a的值.

（2）求g（x）的表达式.

13. 已知抛物线f（x）=x2
 +px+q有一点M（x0
 ，f（x0
 ））位于x轴的下方.

（1）求证：已知抛物线必与x轴有两个交点A（x1
 ，0），B（x2
 ，0），且x0
 在x1
 ，x2
 之间.

（2）若点M为（1，-2）时，求整数x1
 、x2
 .

14. 已知定义域为［0，1］上的函数f（x）=1-|1-2x|和g（x）=（x-1）2
 ，且[image: ]


求：（1）F（x）的解析式.

（2）F（x）的最大值.

（3）解方程F（x）=[image: ]
 .

15. 已知f（x）=x2
 +c，且f（f（x））=f（x2
 +1）.

（1）设g（x）=f（f（x）），求函数g（x）的解析式.

（2）设φ（x）=g（x）-λf（x），试求实数λ的值，使φ（x）在（-∞，-1］上是减函数，且在［-1，0）上是增函数.


B组【答案链接】


1. 函数y=x+[image: ]
 的值域为_____.

2. 若关于x的方程25-|x+1|
 -4·5-|x+1|
 =m有实数解，则m的范围是_____.

3. 已知二次函数y=ax2
 +[image: ]
 +a2
 -3a-[image: ]
 （a>0）的最小值是关于a的函数f（a），则f（a）的最小值为_____.

4. 函数y=ax+b（a，b∈Z）的图象与三条抛物线y=x2
 +3，y=x2
 +6x+7，y=x2
 +4x+5分别有2，1，0个交点，则（a，b）=_____.

5. 若f（x）=x2
 -53x+196+|x2
 -53x+196|，则f（1）+f（2）+…+f（50）=_____.

6. 若对|x|≤1的一切x，t+1>（t2
 -4）x恒成立，则t的取值范围是_____.

7. 若x、y满足x2
 -2xy+y2
 -[image: ]
 +12=0，求下列表达式的最小值：（1）x+y.（2）xy.（3）x3
 +y3
 .

8. 已知a>0，函数f（x）=ax-bx2
 .

（1）当b>0时，若对任意x∈R都有f（x）≤1，证明：a≤[image: ]
 .

（2）当b>1时，证明：对任意x∈［0，1］，|f（x）|≤1的充要条件是：b-1≤a≤[image: ]
 .

（3）当0<b≤1时，讨论：对任意x∈［0，1］，|f（x）|≤1的充要条件.


第七讲　函数的图象与性质

教材知识回顾

1. 函数的奇偶性

（1）定义：一般地，如果对于函数y=f（x）定义域D内的任意实数x，都有f（-x）=-f（x），那么就把函数y=f（x）称为奇函数；如果对于函数y=f（x）定义域D内的任意实数x，都有f（-x）=f（x），那么就把函数y=f（x）称为偶函数，依此定义可知：需要D关于原点对称.

（2）一些常见函数的奇偶性：

①一次函数y=kx+b（k≠0）为奇函数的充要条件是b=0.

②二次函数y=ax2
 +bx+c（a≠0）为偶函数的充要条件是b=0.

③反比例函数y=[image: ]
 （x≠0且k≠0）为奇函数.

④常值函数f（x）=a（x∈D，D关于原点对称）

若a≠0，则f（x）为偶函数；若a=0，则函数为又奇又偶函数.

⑤若函数的表达式为x的偶次方相加减，则函数为偶函数（其中常数可看作x的零次方）；若函数表达式为x的奇次方相加减，则函数为奇函数（其中[image: ]
 看作x-1
 ，等等）.

2. 函数的单调性

（1）定义：一般地，对于给定区间I上的函数y=f（x），如果对于属于这个区间I内的任意两个数x1
 ，x2
 ，当x1
 <x2
 时，都有f（x1
 ）<f（x2
 ）（f（x1
 ）>f（x2
 ）），那么就说f（x）在这个区间I上是单调递增函数（单调递减函数），简称增函数（减函数）.

如果函数y=f（x）在某个区间I上是增函数或是减函数，那么就说函数y=f（x）在这一区间具有（严格的）单调性，区间I叫做y=f（x）的单调区间.

（2）函数单调性的等价形式：若函数y=f（x）对于任意的x1
 ，x2
 ∈［a，b］且x1
 ≠x2
 ，都有[image: ]
 >0或（x1
 -x2
 ）［f（x1
 ）-f（x2
 ）］>0，那么y=f（x）在［a，b］上单调递增；若函数y=f（x）对于任意的x1
 ，x2
 ∈［a，b］且x1
 ≠x2
 ，都有[image: ]
 <0或（x1
 -x2
 ）［f（x1
 ）-f（x2
 ）］<0，那么y=f（x）在［a，b］上单调递减.

（3）复合函数单调性：若y=f（t），t∈［m，n］与y=g（x），x∈［a，b］都是单调函数，且它们满足：当x∈［a，b］时，g（x）∈［m，n］，那么复合函数y=f［g（x）］的单调性如下：

[image: 054]


3. 函数的最值

（1）定义：最大值：一般地，设函数y=f（x）的定义域为D，如果存在x0
 ∈D，对于任意的x∈D，都有f（x）≤f（x0
 ），那么，称f（x0
 ）是函数y=f（x）的最大值.

（2）最小值：一般地，设函数y=f（x）的定义域为D，如果存在x0
 ∈D，对于任意的x∈D，都有f（x）≥f（x0
 ），那么，称f（x0
 ）是函数y=f（x）的最小值.

4. 函数图象的平移

函数图象左右平移的规律是“左加右减”，即将函数y=f（x）的图象向左平移m（m>0）个单位，可得到函数y=f（x+m）的图象；将函数y=f（x）的图象向右平移m（m>0）个单位，可得到函数y=f（x-m）的图象.

函数图象上下平移的规律是“下加上减”，即将函数y=f（x）的图象向下平移m（m>0）个单位，可得到y+m=f（x），即y=f（x）-m的图象；将函数y=f（x）的图象向上平移m（m>0）个单位，可得到y-m=f（x），即y=f（x）+m的图象.

5. 函数的对称性

（1）若函数f（x）对定义域内的任意x都满足f（a+x）=f（a-x）或f（x）=f（2a-x），则函数f（x）的图象关于直线x=a成轴对称，直线x=a称为函数f（x）的图象的对称轴；若函数f（x）对定义域内的任意x都满足f（a+x）=f（b-x），则函数f（x）的图象关于直线x=[image: ]
 对称.

（2）若函数f（x）对定义域内的任意x都满足f（a+x）=-f（a-x）或f（x）=-f（2a-x），则函数f（x）的图象关于点（a，0）成中心对称，点（a，0）称为函数f（x）图象的对称中心；若函数f（x）对定义域内的任意x都满足f（a+x）=c-f（b-x），则函数f（x）的图象关于点[image: ]
 对称.

6. 函数的周期性

（1）定义：如果存在一个非零常数T，使得对于函数定义域内的任意x，都有f（x+T）=f（x），则称f（x）是以T为一个周期的函数. 若f（x）的所有周期中，存在一个最小的正实数，则称它为f（x）的最小正周期，简称周期（在函数的最小正周期存在的情况下，函数的周期一般指它的最小正周期）.

（2）性质：

①f（x+T）=f（x）也可写作[image: ]
 .

②若周期函数f（x）的周期为T，则f（ωx）（ω≠0）也是周期函数，且周期为[image: ]
 .

③若函数f（x）图象既关于直线x=a对称又关于直线x=b（a≠b）对称，则此函数为周期函数，且周期为2|b-a|；若函数f（x）的图象既关于点（a，0）对称又关于点（b，0）（a≠b）对称，则此函数为周期函数，且周期为2|b-a|；若函数f（x）的图象既关于点（a，0）对称又关于直线x=b（a≠b）对称，则此函数为周期函数，且周期为4|b-a|. 这里的周期不一定指最小正周期.

7. 函数的零点

（1）定义：对于函数y=f（x）（x∈D），我们把使f（x）=0成立的实数x叫做函数y=f（x）（x∈D）的零点.

（2）零点存在性定理：如果函数y=f（x）在区间［a，b］上的图象是连续不断的一条曲线，并且有f（a）·f（b）<0，那么，函数y=f（x）在区间（a，b）内有零点，即存在c∈（a，b）使得f（c）=0，这个c也是方程f（x）=0的一个根.

知识拓展与例题精讲

在处理函数单调性问题时，还可利用求导数的方法来处理.

1. 一些基本函数的导数公式：（xn
 ）'=nxn-1
 ，

（ax
 ）'=ax
 lna，特别的，（ex
 ）'=ex
 ，

（lnx）'=[image: ]
 ，

（loga
 x）'=[image: ]
 （换底公式），

（sinx）'=cosx，

（cosx）'=-sinx，

（tanx）'=[image: ]


在掌握基本函数的导数的基础上，我们还需掌握如下四个公式：

（f±g）'=f'±g'，

（f·g）'=f'g+fg'，

[image: 055-5]


［f（g（x））］'=f'（g（x））·g'（x）.

我们一般只对函数求一次导，得出的叫做一阶导数. 其实，函数还有一个很重要的量叫二阶导数———即导数的导数，连续求两次导. 二阶导数在判断极值点、判断凹凸性、利用琴生不等式等方面都有着重要的应用.

2. 在区间（a，b）上，若导数大于零，则函数单调递增；若导数小于零，则函数单调递减.

3. 求单调区间

由f'（x）>0解得单调递增区间；由f'（x）<0，解得单调递减区间.

4. 求极值点

第一步，令f'（x）=0得到可能的极值点x0
 ；

第二步，判断点x0
 是否为极值点.

若x<x0
 时f'（x）<0且x>x0
 时f'（x）>0，则在x0
 处取极小值；

若x<x0
 时f'（x）>0且x>x0
 时f'（x）<0，则在x0
 处取极大值.

【例1】（1）定义在R上的函数f（x）是奇函数，且当x>0时，f（x）=x2
 -2x-3，求f（x）的解析式.

（2）定义在R上的函数f（x）是偶函数，且当x≥0时f（x）=x2
 -2x-3，求f（x）的解析式.

（3）定义在R上的函数f（x）的图象关于点（1，0）对称，且当x>1时，f（x）=x2
 -2x-3，求f（x）的解析式.

（4）定义在R上的函数f（x）的图象关于直线x=1对称，且当x≥1时，f（x）=x2
 -3x-3，求f（x）的解析式.


解
 　（1）因函数f（x）是奇函数，故有f（0）=0，且当x<0时，-x>0，故f（x）=-f（-x）=-［（-x）2
 -2（-x）-3］=-x2
 -2x+3. 所以

[image: 056]


（2）因函数f（x）是偶函数，当x<0时，-x>0，故f（x）=f（-x）=（-x）2
 -2（-x）-3=x2
 +2x-3.

所以，[image: ]


（3）因函数f（x）的图象关于点（1，0）对称且定义域为R，故有f（1）=0.

且当x<1时，2-x>1，则

f（x）=-f（2-x）=-［（2-x）2
 -2（2-x）-3］

=-x2
 +2x+3.

所以，[image: ]


（4）因函数f（x）的图象关于直线x=1对称，且当x<1时，2-x>1. 则

f（x）=f（2-x）=（2-x）2
 -3（2-x）-3=x2
 -x-5，

所以，[image: ]



评注
 　能恰当运用定义解决数学问题是学习“奇偶性”和“周期性”的最基本的要求，要熟练掌握.

【例2】已知M是满足下列性质的所有函数f（x）组成的集合：

对于函数f（x），使得对于其定义域内的任意两个自变量x1
 ，x2
 均有|f（x1
 ）-f（x2
 ）|≤|x1
 -x2
 |成立.

（1）已知函数g（x）=ax2
 +bx+c（x∈R）是M中的元素，写出a，b，c需满足的条件.

（2）对于集合M中的元素h（x）=[image: ]
 （x≥0），求出满足条件的常数k的取值范围.

（3）当x∈[image: ]
 时sinx<x都成立，是否存在实数a，使p（x）=a（2x+sinx）在[image: ]
 上属于M？若存在，则求出a的取值范围；若不存在，请说明理由.


解
 　（1）对任意的x1
 、x2
 ，因

|g（x1
 ）-g（x2
 ）|=|[image: ]
 +bx1
 +c-（[image: ]
 +bx2
 +c）|

=|（x1
 -x2
 ）［a（x1
 +x2
 ）+b］|≤|x1
 -x2
 |.

故|a（x1
 +x2
 ）+b|≤1，要求a=0，|b|≤1，c任意.

（2）对任意的x1
 ，x2
 ≥0，

|h（x1
 ）-h（x2
 ）|=|k|[image: ]


x=|k||x1
 -x2
 |·[image: ]


≤|x1
 -x2
 |.

让x1
 ，x2
 →+∞（x1
 ≠x2
 ），可得|k|≤1.

（3）对任意的x1
 ，x2
 ∈[image: ]
 ，

|p（x1
 ）-p（x2
 ）|=|a（2x1
 +sinx1
 ）-a（2x2
 +sinx2
 ）|

=|2a（x1
 -x2
 ）+a（sinx1
 -sinx2
 ）|

=[image: ]
 .

x当|a|≤[image: ]
 时，有|p（x1
 ）-p（x2
 ）|≤|2a（x1
 -x2
 ）|+[image: ]
 ≤[image: ]
 |x1
 -x2
 |+[image: ]
 |x1
 -x2
 |+[image: ]
 =|x1
 -x2
 |，另外，若|p（x1
 ）-p（x2
 ）|≤|x1
 -x2
 |对任意x1
 ，x2
 ∈[image: ]
 都成立，让x1
 >x2
 且[image: ]
 ，x1
 -x2
 →0，此不等式两边除以x1
 -x2
 后，可得[image: ]
 ≤1，即|a|≤[image: ]
 .

所以，存在这样的实数a，它的取值范围是|a|≤[image: ]
 .

【例3】（2009天津高考理科）已知函数f（x）=（x2
 +ax-2a2
 +3a）ex
 （x∈R），其中a∈R.

（1）当a=0时，求曲线y=f（x）在点（1，f（1））处的切线的斜率.

（2）当a≠[image: ]
 时，求函数f（x）的单调区间与极值.


解
 　（1）当a=0时，f（x）=x2
 ex
 ，f'（x）=（x2
 +2x）ex
 ，故f'（1）=3e，所以，曲线y=f（x）在点（1，f（1））处的切线的斜率为3e.

（2）求导，可得f'（x）=［x2
 +（a+2）x-2a2
 +4a］ex
 .

令f'（x）=0解得x=-2a或x=a-2，由a≠[image: ]
 得-2a≠a-2.

以下分两种情况讨论：

①若a>[image: ]
 ，则-2a<a-2，当x变化时，f'（x），f（x）变化情况如下：

[image: 058-9]


所以f（x）在（-∞，-2a），（a-2，+∞）内是增函数，在（-2a，a-2）内是减函数.

函数f（x）在x=-2a处取得极大值f（-2a），且f（-2a）=3ae-2a
 . 函数f（x）在x=a-2处取得极小值f（a-2），且f（a-2）=（4-3a）ea-2
 .

②若a<[image: ]
 ，则-2a>a-2，当x变化时，f'（x），f（x）变化情况如下：

[image: 058-10]


所以f（x）在（-∞，a-2），（-2a，+∞）内是增函数，在（a-2，-2a）内是减函数.

函数f（x）在x=a-2处取得极大值f（a-2），且f（a-2）=（4-3a）ea-2
 .

函数f（x）在x=-2a处取得极小值f（-2a），且f（-2a）=3ae-2a
 .


评注
 　用导数判断函数单调性，转化为确定导函数的符号，这在很多时候方便许多.

【例4】（2010山东高考理科）已知函数f（x）=lnx-ax+[image: ]
 -1（a∈R），

（1）当a≤[image: ]
 时讨论f（x）的单调性.

（2）设g（x）=x2
 -2bx+4，当a=[image: ]
 时，若对任意x1
 ∈（0，2），存在x2
 ∈［1，2］，使f（x1
 ）≥g（x2
 ），求实数b的取值范围.


解
 　（1）因为f（x）=lnx-ax+[image: ]
 -1，所以

[image: 059-5]


[image: ]
 ，x∈（0，+∞）.

令h（x）=ax2
 -x+1-a，x∈（0，+∞）.

①当a=0时h（x）=-x+1，x∈（0，+∞），所以，

当x∈（0，1）时h（x）>0，此时f'（x）<0，函数f（x）单调递减；

当x∈（1，+∞）时h（x）<0，此时f'（x）>0，函数f（x）单调递增.

②当a≠0时，由f'（x）=0即ax2
 -x+1-a=0，解得x1
 =1，x2
 =[image: ]
 -1.

（i）当a=[image: ]
 时x1
 =x2
 ，h（x）≥0恒成立，此时f'（x）≤0，函数f（x）在（0，+∞）上单调递减.

（ii）当0<a<[image: ]
 时[image: ]
 -1>1>0，

在x∈（0，1）时h（x）>0，此时f'（x）<0，函数f（x）单调递减；

x∈[image: ]
 时h（x）<0，此时f'（x）>0，函数f（x）单调递增；

x∈[image: ]
 时，h（x）>0，此时f'（x）<0，函数f（x）单调递减.

③当a<0时，由于[image: ]
 -1<0，

在x∈（0，1）时，h（x）>0，此时f'（x）<0，函数f（x）单调递减；

x∈（1，+∞）时，h（x）<0，此时f'（x）>0，函数f（x）单调递增.

综上所述：

当a≤0时，函数f（x）在（0，1）上单调递减；

函数f（x）在（1，+∞）上单调递增.

当a=[image: ]
 时，函数f（x）在（0，+∞）上单调递减；

当0<a<[image: ]
 时，函数f（x）在（0，1）上单调递减；

函数f（x）在[image: ]
 上单调递增.

函数f（x）在[image: ]
 上单调递减.

（2）因为a=[image: ]
 ∈[image: ]
 ，由（1）得x1
 =1，x2
 =3∉（0，2）.

当x∈（0，1）时，f'（x）<0，函数f（x）单调递减；

当x∈（1，2）时，f'（x）>0，函数f（x）单调递增.

所以f（x）在（0，2）上的最小值为f（1）=-[image: ]
 .

由于“对任意x1
 ∈（0，2），存在x2
 ∈［1，2］，使f（x1
 ）≥g（x2
 ）”等价于，“g（x）在［1，2］上的最小值不大于f（x）在（0，2）上的最小值-[image: ]
 ”（*）

又g（x）=（x-b）2
 +4-b2
 ，x∈［1，2］，所以，

①当b<1时，因为［g（x）］min
 =g（1）=5-2b>0，此时与（*）矛盾.

②当b∈［1，2］时，因为［g（x）］min
 =4-b2
 ≥0，同样与（*）矛盾.

③当b∈（2，+∞）时，［g（x）］min
 =g（2）=8-4b≤-[image: ]
 得b≥[image: ]
 .

所以b∈[image: ]
 .


评注
 　用导数判断函数单调性可找到a的分类讨论界点，从而清晰地描述函数单调性.

【例5】设定义在［0，2］上的函数f（x）满足下列条件：

①对于x∈［0，2］，总有f（2-x）=f（x），且f（x）≥1，f（1）=3；

②对于x，y∈［1，2］，若x+y≥3，则f（x）+f（y）≤f（x+y-2）+1.

证明：（1）[image: ]
 +1（n∈N*）；

（2）x∈［1，2］时，1≤f（x）≤13-6x.


解
 　由f（2-x）=f（x）知函数f（x）的图象关于直线x=1对称，则根据②可知：对于x，y∈［0，1］，若x+y≤1，则f（x+y）≥f（x）+f（y）-1.

设x1
 ，x2
 ∈［0，1］且x1
 <x2
 ，则x2
 -x1
 ∈［0，1］，因为

f（x2
 ）-f（x1
 ）=f［x1
 +（x2
 -x1
 ）］-f（x1
 ）≥f（x1
 ）+f（x2
 -x1
 ）-1-f（x1
 ）

=f（x2
 -x1
 ）-1≥0.

所以f（x）在［0，1］上是不减函数.

（1）因为

[image: 061]


所以

[image: 061-2]


（2）对于任意x∈（0，1］，则必存在正整数n使得[image: ]
 ，因为f（x）在（0，1）上不是减函数. 所以[image: ]
 .

由（1）得[image: ]
 +1=6·[image: ]
 +1≤6x+1.

由条件①知f（2）≥1；

在条件②中令x=y=2得f（2）≤1.

得f（2）=1. 而f（2）=f（0）即f（0）=1. 又[image: ]
 ≥f（0），从而[image: ]
 ≥1.

因此x∈［0，1］时，1≤f（x）≤6x+1.

因为x∈［1，2］时，2-x∈［0，1］且f（x）=f（2-x），所以

1≤f（2-x）≤6（2-x）+1=13-6x.

因此x∈［1，2］时，1≤f（x）≤13-6x.


评注
 　将抽象函数的对称性、单调性分析好有利于综合问题的解决.

【例6】已知函数f（x）=[image: ]
 x3
 +x2
 -2.

（1）设{an
 }是正数组成的数列，前n项和为Sn
 ，其中a1
 =3，若点（an
 ，[image: ]
 -2an+1
 ）（n∈N*）在函数y=f'（x）的图象上，求证：点（n，Sn
 ）也在y=f'（x）的图象上.

（2）求函数f（x）在区间（a-1，a）内的极值.


解
 　（1）f（x）=[image: ]
 x3
 +x2
 -2，f'（x）=x2
 +2x.

由点（an
 ，[image: ]
 -2an+1
 ）（n∈N*）在函数y=f'（x）图象上，又an
 >0（n∈N*），故[image: ]
 ，从而

（an+1
 +an
 ）（an+1
 -an
 -2）=0.

结合an+1
 +an
 >0知an+1
 -an
 =2，从而{an
 }是以2为公差的等差数列.

因此，[image: ]
 ，又f'（n）=n2
 +2n，所以Sn
 =f'（n）.

即点（n，Sn
 ）也在函数y=f'（x）的图象上.

（2）f'（x）=x2
 +2x=x（x+2），由f'（x）=0得x=0或x=-2.

[image: 062-2]


当x变化时，f'（x），f（x）变化如上表|（a-1）-a|=1<2.

因此①当a-1<-2<a即-2<a<-1时，f（x）的极大值为[image: ]
 ，此时f（x）无极小值.

②当a-1<0<a即0<a<1时，f（x）的极小值为f（0）=-2，此时f（x）无极大值.

③当a≤-2或-1≤a≤0或a≥1时，f（x）既无极大值又无极小值.


评注
 　利用导数找到a的分类讨论界点，从而求得极值.

【例7】设曲线C的方程是y=x3
 -x，将C沿x轴、y轴正向分别平行移动t，s个单位后得曲线C1
 .

（1）写出曲线C1
 的方程.

（2）证明：曲线C与C1
 关于点[image: ]
 对称.

（3）如果C与C1
 有且仅有一个公共点，证明：[image: ]
 且t≠0.


解
 　（1）曲线C1
 的方程为y=（x-t）3
 -（x-t）+s.

（2）在曲线C上任取一点B1
 （x1
 ，y1
 ），设B2
 （x2
 ，y2
 ）是B1
 关于点A的对称点，则有[image: ]
 ，[image: ]
 ，故x1
 =t-x2
 ，y1
 =s-y2
 代入曲线C的方程得s-y2
 =（t-x2
 ）3
 -（t-x2
 ），即y2
 =（x2
 -t）3
 -（x2
 -t）+s，故点B2
 的坐标满足C1
 的方程，可知点B2
 （x2
 ，y2
 ）在曲线C1
 上，反过来也可以证明，曲线C1
 上关于点A的对称点在曲线C上，因此曲线C与C1
 关于点A对称.

（3）因为曲线C与C1
 有且仅有一个公共点，所以方程组[image: ]
 有且仅有一组解，消去y整理得

3tx2
 -3t2
 x+（t3
 -t-s）=0，

这个关于x的一元二次方程有且仅有一个根，所以t≠0，并且其根的判别式

Δ=9t4
 -12t（t3
 -t-s）=0，

即[image: ]
 所以[image: ]
 且t≠0.


评注
 　在证明不同的两条曲线C1
 和C2
 关于点（或线）对称时，必须证明C1
 上任意一点的对称点在C2
 上，且C2
 上任意一点的对称点在C1
 上，即正反两个方面都要证明. 而在证明一条曲线关于点（或线）对称时，只要在该曲线上任取一点，证明此点的对称点仍在曲线上即可.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 定义在R上的偶函数f（x）满足：对任意的x1
 ，x2
 ∈（-∞，0］（x1
 ≠x2
 ），有（x2
 -x1
 ）（f（x2
 ）-f（x1
 ））>0，则当n∈N*时有（　）.

（A）f（-n）<f（n-1）<f（n+1）

（B）f（n-1）<f（-n）<f（n+1）

（C）f（n+1）<f（-n）<f（n-1）

（D）f（n+1）<f（n-1）<f（-n）

2.（1）已知奇函数f（x）在区间［-6，-2］上有最大值f（-4）=3，则f（x）在［2，6］上有最_____值是_____.

（2）已知偶函数f（x）在区间［-6，-2］上有最大值f（-4）=3，则f（x）在［2，6］上有最_____值是_____.

3. 设函数y=3x
 -3-x
 是奇函数，x∈（22-a
 -2，2a-2
 ），实数a=_____.

4. 已知f（x-1）=|x|-|x-2|，且f（f（m））=f（2002）-[image: ]
 ，实数m的值为_____.

5. 若定义在R上的函数f（x）是偶函数，且f（2+x）=f（2-x），又当x∈（0，2）时f（x）=[image: ]
 ，则当x∈（-4，-2）时，f（x）的解析式为_____.

6. 将y=-1-2x
 的图象关于直线y=x对称得到图象C1
 ，将C1
 的图象关于原点对称得到C2
 ，将C2
 的图象沿x轴向左平移一个单位得到C3
 ，则C3
 所对应的函数解析式为_____.

7. 函数[image: ]
 的最大值是_____，最小值是_____.

8. 设x、y是实数，且x2
 -2xy+y2
 -[image: ]
 +6=0，u=x+y的最小值是_____.

9. 函数[image: ]
 的递增区间是_____.

10. 设x，y为实数，且满足[image: ]
 则x+y=_____.

11. f（x）是定义在（0，+∞）上的递增函数，且[image: ]
 =f（x）-f（y）.

（1）求f（1）的值.

（2）若f（6）=1，解不等式f（x+3）-[image: ]
 <2.

12. f（x）是定义在［-1，1］上的偶函数，g（x）的图象与f（x）的图象关于直线x=1对称，当x∈［2，3］时，g（x）=2a（x-2）-3（x-2）3
 ，其中[image: ]
 ，求：（1）f（x）的解析式.（2）f（x）的单调性.

13. 已知函数f（x）是奇函数，存在常数a>0使f（a）=1，又f（x1
 -x2
 ）=[image: ]
 .

（1）求f（2a）.

（2）若f（x）有意义，证明：存在常数T>0，使f（x+T）=f（x）.

（3）若x∈（0，2a），则f（x）>0成立，求证：当x∈（0，2a）时f（x）是减函数.

14. 对于满足1≤r≤s≤t≤4的一切实数r、s、t，求（r-1）2
 +[image: ]
 +[image: ]
 的最小值.

15. 已知f（u）=u2
 +au+（b-2），其中u=x+[image: ]
 （x∈R且x≠0），若a，b是可使方程f（u）=0至少有一实数根的实数，求a2
 +b2
 的最小值.


B组【答案链接】


1. 函数y=2x+[image: ]
 的最大值为_____.

2. 已知a、b、c是一个直角三角形的三边之长，且对大于2的正整数n，（an
 +bn
 +cn
 ）2
 =2（a2n
 +b2n
 +c2n
 ）成立，则n=_____.

3. 已知f（x）是定义在实数集上的函数，且f（x+2）［1-f（x）］=1+f（x），若f（1）=2+[image: ]
 ，则f（1949）的值是_____.

4. 已知定义在R上且周期为T的函数f（x）满足：f（1+x）=f（1-x）和f（8+x）=f（8-x），T的最大值为_____.

5. 函数f（x）=|x2
 -a|在区间［-1，1］上的最大值M（a）的最小值等于_____.

6. 函数g（x）=[image: ]
 （-1≤x≤1）的最大值为M，若M≥k对任意b，c恒成立，求k的最大值.

7. 若存在M，使对任意x∈D（D为函数f（x）的定义域），都有|f（x）|≤M，则称函数f（x）有界. 问函数[image: ]
 在x∈[image: ]
 上是否有界？

8. 对函数f：［0，1］→［0，1］，定义f1
 （x）=f（x），…，fn
 （x）=f（fn-1
 （x）），n=1，2，3，…，满足fn
 （x）=x的点x∈［0，1］称为f的一个n-周期点，现设

[image: 065]


问f的n-周期点的个数是多少个？

9. 已知函数f（x）在R+
 上有定义，且满足条件：

A：f（x）在R+
 上单调递减，且[image: ]
 ；

B：在R+
 上恒有f2
 （x）f[image: ]
 =f3
 （1）.

（1）求函数值f（1）；

（2）给出一个满足题设条件的函数f（x）.

10. 已知函数f（x）=x-[image: ]
 +a（2-lnx）（a>0），讨论f（x）的单调性.


第八讲　幂函数、指数函数与对数函数

教材知识回顾

1. 幂函数

（1）定义：一般地，形如y=xα
 的函数称为幂函数，其中x是自变量，α是非零常数. 如y=x2
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 等都是幂函数.

（2）几个常见的幂函数的图象与性质.

[image: 066-3]


图8-1

[image: 066-4]


（3）幂函数的性质.

①所有幂函数在（0，+∞）都有定义，并且图象都过点（1，1）.

②当α>0时，幂函数图象通过原点，并且在区间［0，+∞）上是增函数. 特别地，当α>1时，幂函数图象下凸；当0<α<1时，幂函数的图象上凸.

③当α<0时，幂函数图象在（0，+∞）上是减函数. 在第一象限内，当x从右边趋向原点时，图象在y轴右方无限地逼近y轴正半轴，当x趋于+∞时，图象在x轴上方无限地逼近x轴正半轴.

④画幂函数图象，先画其在第一象限部分，然后再利用其奇偶性画出它在其他象限的部分. 对于幂函数[image: ]
 （p，q>0且[image: ]
 为既约分数）与幂函数[image: ]
 （p，q>0且[image: ]
 为既约分数），其图象均有如下特点：

（i）若p、q均为奇数，则它们均是奇函数，图象关于原点对称，位于第一、三象限；

（ii）若q为偶数p为奇数，则它们均是偶函数，图象关于y轴对称，位于第一、二象限；

（iii）若p为偶数q为奇数，则它们均非奇非偶，图象只位于第一象限；

（iv）幂函数的图象绝无可能出现在第四象限.

2. 指数函数

（1）定义：形如y=ax
 （a>0且a≠1）的函数叫做指数函数. 其中x是自变量，函数的定义域是R. 指数函数的解析式y=ax
 （a>0且a≠1）的结构特征是：①ax
 的系数为1；②底数为大于0且不等于1的常数.

（2）指数函数y=ax
 （a>0，且a≠1）的图象和性质.

[image: 067]


3. 对数函数

（1）定义：形如y=loga
 x（a>0且a≠1）的函数叫做对数函数，其中x是自变量，函数的定义域是（0，+∞）.

对数函数y=loga
 x（a>0且a≠1）是指数函数y=ax
 （a>0且a≠1）的反函数.

（2）对数函数y=loga
 x（a>0且a≠1）的图象和性质.

[image: 068]


知识拓展与例题精讲

幂函数、指数函数、对数函数的导数公式经常在处理相关问题时用到，它们在上一讲中已经列出.

【例1】若关于x的不等式x2
 -logm
 x<0在[image: ]
 内恒成立，求实数m的取值范围.


解
 　构造函数f（x）=x2
 -logm
 x，x∈[image: ]
 ，则f（x）<0在x∈[image: ]
 恒成立.

注意到，m≠1，若m>1，则x2
 -logm
 x>x2
 -logm
 1=x2
 >0矛盾，得0<m<1.

此时f（x）=x2
 -logm
 x在x∈[image: ]
 递增，所以f（x）<0在x∈[image: ]
 时恒成立当且仅当[image: ]
 ，即

[image: 068-8]


从而[image: ]
 ，又因为0<m<1，所以[image: ]
 . 即[image: ]
 . 所以m∈[image: ]
 .


评注
 　通过构造函数f（x）=x2
 -logm
 x将不等式恒成立问题巧妙地与函数的单调性联系在一起.

【例2】已知函数f（x）=ax
 +3a（a>0，a≠1）的反函数是y=f-1
 （x），而且函数y=g（x）的图象与函数y=f-1
 （x）的图象关于点（a，0）对称.

（1）求函数y=g（x）的解析式.

（2）若函数F（x）=f-1
 （x）-g（-x）在x∈［a+2，a+3］上有意义，求a的取值范围.


解
 　（1）由f（x）=ax
 +3a（a>0，a≠1）得f-1
 （x）=loga
 （x-3a）.

又函数y=g（x）的图象与函数y=f-1
 （x）的图象关于点（a，0）对称，则g（a+x）=-f-1
 （a-x）.

于是，g（x）=-f-1
 （2a-x）=-loga
 （-x-a）（x<-a）.

（2）要使F（x）有意义，必须[image: ]
 又由于a>0，故x>3a.

由题设F（x）在x∈［a+2，a+3］上有意义，所以a+2>3a，即a<1，所以0<a<1.


评注
 　运用函数关于点对称的特点求出y=g（x）的解析式.

【例3】若存在常数A，使得函数F（x）对其定义域上的任意实数x有[image: ]
 成立，且等号能取到，则称[image: ]
 为F（x）的下托曲线.

（1）若F（x）=lnx，求其下托曲线.

（2）函数[image: ]
 的图象与x轴是否有交点？说明理由.


解
 　（1）设f（x）=xlnx（x>0），则常数A即为f（x）的最小值，

f'（x）=lnx+1.

当x∈0，[image: ]
 时，f'（x）<0，故f（x）在[image: ]
 上单调递减.

当x∈[image: ]
 时，f'（x）>0，故f（x）在[image: ]
 上单调递增. ö ø ÷

所以f（x）=xlnx（x∈（0，+∞））的最小值是[image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时取得，即

[image: 069-9]


故[image: ]
 为F（x）=lnx的下托曲线.

（2）函数[image: ]
 的图象与x轴没有公共点.

下面证明：对一切x∈（0，+∞）都有[image: ]
 .

由（1）有[image: ]
 成立，所以，

[image: 070-3]


设m（x）=[image: ]
 （x∈（0，+∞）），则[image: ]
 .

易得［m（x）］max
 =m（1）=[image: ]
 ，当且仅当x=1时取到.

所以[image: ]
 . 因此，

[image: 070-8]


考虑到①、②中等号不能同时成立，从而由①、②得[image: ]
 .

所以函数[image: ]
 的图象与x轴没有公共点.


评注
 　1. 对第（1）小题，本题用导数解决了函数的最值问题后，将第（1）小题的结论用于第（2）小题中，再运用不等式的传递性得到相应结论.

2. 第（2）小题中的函数解析式是对数函数加上[image: ]
 乘以幂函数减去指数函数，所以在解决时要擅于运用函数的单调性.

【例4】（2010全国高考理科）设函数f（x）=1-e-x
 ，

（1）证明：当x>-1时，[image: ]
 .

（2）设当x≥0时，[image: ]
 ，求a的取值范围.


解
 　（1）当x>-1时，[image: ]
 ，当且仅当ex
 ≥1+x.

令g（x）=ex
 -x-1，则g'（x）=ex
 -1.

当x≥0时，g'（x）≥0，g（x）在［0，+∞）上是增函数；

当x≤0时，g'（x）≤0，g（x）在（-∞，0］上是减函数.

于是g（x）在x=0处达到最小值.

因而当x∈R时，g（x）≥g（0），即ex
 ≥1+x.

所以当x>-1时，[image: ]
 .

（2）由题设当x≥0时，f（x）≥0.

当a<0时，若[image: ]
 ，则[image: ]
 ，[image: ]
 不成立；

当a≥0时，令h（x）=axf（x）+f（x）-x，则[image: ]
 ，当且仅当h（x）≤0，

h'（x）=af（x）+axf'（x）+f'（x）-1

=af（x）-axf（x）+ax-f（x）.

（i）当[image: ]
 时，由（1）得x≤（x+1）f（x），

h'（x）≤af（x）-axf（x）+a（x+1）f（x）-f（x）

=（2a-1）f（x）≤0.

故h（x）在［0，+∞）上是减函数，h（x）≤h（0）=0，即[image: ]
 .

（ii）当[image: ]
 时，由（1）得x≥f（x），

h'（x）=af（x）-axf（x）+ax-f（x）

≥af（x）-axf（x）+af（x）-f（x）

=（2a-1-ax）f（x）.

当[image: ]
 时，h'（x）>0.

所以h（x）>h（0）=0，即[image: ]
 ，[image: ]
 .

综上，a的取值范围是[image: ]
 .


评注
 　用导数检验函数的单调性，再由单调性确定最值是很巧妙的一种方法.

【例5】（2009四川高考理科）已知a>0且a≠1，函数f（x）=loga
 （1-ax
 ），

（1）求函数f（x）的定义域，并判断f（x）的单调性.

（2）若n∈N*，求[image: ]
 .

（3）当a=e（e为自然对数的底数）时，设h（x）=（1-ef（x）
 ）（x2
 -m+1），若函数h（x）的极值存在，求实数m的取值范围以及函数h（x）的极值.


解
 　（1）由题意得1-ax
 >0.

当0<a<1时，f（x）的定义域为（0，+∞）；

当a>1时，f（x）的定义域为（-∞，0）.

[image: 071-13]


当0<a<1时，x∈（0，+∞）. 因为ax
 -1<0，ax
 >0故f'（x）<0，所以f（x）是减函数.

当a>1时，x∈（-∞，0）. 因为ax
 -1<0，ax
 >0故f'（x）<0，所以f（x）是减函数.

（2）因为f（n）=loga
 （1-an
 ）所以af（n）
 =1-an
 .

由函数定义域知1-an
 >0，因为n是正整数，故0<a<1. 所以

[image: 072]


（3）h（x）=ex
 （x2
 -m+1）（x<0），所以h'（x）=ex
 （x2
 +2x-m+1）.

令h'（x）=0即x2
 +2x-m+1=0，由题意Δ≥0，即m≥0.

①当m=0时h'（x）=0有实根x=-1，在x=-1点左右两侧均有h'（x）>0，故无极值.

②当0<m<1时，h'（x）=0有两个实根

[image: 072-2]


当x变化时，h'（x）、h（x）的变化情况如下表所示

[image: 072-3]


所以，h（x）的极大值为[image: ]
 ，h（x）的极小值为[image: ]
 .

③当m≥1时h'（x）=0在定义域内有一个实根[image: ]
 .

同上可得h（x）的极大值为[image: ]
 .

综上所述，m∈（0，+∞）时，函数h（x）有极值.

综上，当0<m<1时，h（x）的极大值为[image: ]
 ，h（x）的极小值为[image: ]
 .

当m≥1时，h（x）的极大值为[image: ]
 .


评注
 　对于与指数函数、对数函数有关的复合函数，通常可用求导解决函数的单调性与极值问题，也可利用各函数的单调性综合起来讨论.

【例6】（2010四川高考理科）设[image: ]
 （a>0且a≠1），g（x）是f（x）的反函数，

（1）设关于x的方程[image: ]
 =g（x）在区间［2，6］上有实数解，求t的取值范围.

（2）当a=e（e为自然对数的底数）时，证明：[image: ]
 .

（3）当[image: ]
 时，试比较[image: ]
 与4的大小，并说明理由.


解
 　（1）由题意得[image: ]
 ，故

[image: ]
 ，x∈（-∞，-1）∪（1，+∞）.

由[image: ]
 得

t=（x-1）2
 （7-x），x∈［2，6］，

则t'=-3x2
 +18x-15=-3（x-1）（x-5）.

[image: 073-3]


所以t最小值=5，t最大值=32，从而t的取值范围为［5，32］.

（2）[image: ]


=[image: ]


=-[image: ]
 .

令u（z）=-[image: ]
 =-2lnz+z-[image: ]
 （z>0），

则[image: ]
 ，

所以u（z）在（0，+∞）上是增函数.

又因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 >u（1）=0.

即[image: ]
 ，

即[image: ]
 .

（3）设[image: ]
 ，则p≥1，1<f（1）=[image: ]
 =1+[image: ]
 ≤3.

当n=1时，|f（1）-1|=[image: ]
 ≤2<4.

当n≥2时，设k≥2，k∈N*，则

[image: 073-17]


[image: 074]


所以1<f（k）≤1+[image: ]
 .

从而n-1<[image: ]
 ≤n-1+[image: ]
 =n+1-[image: ]
 <n+1，

所以n<[image: ]
 <f（1）+n+1≤n+4.

综上，总有[image: ]
 .

巩固练习


A组【答案链接】


1. 若函数y=lg（x2
 -ax+a）的值域为R，则实数a的取值范围是_____.

2. 已知x1
 是方程x+lgx=3的根，x2
 是方程x+10x
 =3的根，则x1
 +x2
 的值为_____.

3. 设f（x）=lg[image: ]
 ，其中a∈R，如果当x∈（-∞，1）时f（x）有意义，则a的取值范围是_____.

4. 函数y=a2x
 +2ax
 -1（a>0，a≠1）在区间［-1，1］上最大值为14，则a的值为_____.

5. 若关于x的方程2-2-|x-2|
 =2+a有实根，则实数a的取值范围是_____.

6. 使关于x的方程[image: ]
 有实数解的a的取值范围为_____.

7. 已知[image: ]
 =1，则x+y=_____.

8. 已知函数f（x）=4x
 -3·2x
 +3的值域为［1，7］，x的取值范围是_____.

9. 函数f（x）=-[image: ]
 （x2
 -ax-a）在区间[image: ]
 上是减函数，则a的取值范围是_____.

10. 已知an
 =logn
 （n+1）设[image: ]
 ，其中p、q为正整数，且（p，q）=1，p+q=_____.

11. 解关于x的不等式2x
 （22x
 -1）<λ（2x
 -2-x
 ）.

12. 已知函数f（x）=4x
 +a·4-x
 是偶函数，

（1）求a的值.

（2）证明：对任意实数x1
 和x2
 ，都有[image: ]
 ［f（x1
 ）+f（x2
 ）］≥[image: ]
 .

13. 已知函数f（x）=ax
 +[image: ]
 （a>1），

（1）证明：f（x）在（-1，+∞）上为增函数.

（2）用反证法证明：方程f（x）=0没有负实根.

14. 对于函数f（x）=[image: ]
 （ax2
 -2x+4）（a∈R），

（1）若f（x）的定义域为R，求a的取值范围.

（2）若f（x）的值域为R，求a的取值范围.

（3）若f（x）的值域为（-∞，1］，求a的取值范围.

（4）若f（x）在（-∞，3］上为增函数，求a的取值范围.

15. 已知函数f（x）=[image: ]
 （x+1），当点P（x0
 ，y0
 ）在y=f（x）的图象上移动时，点[image: ]
 （t∈R）在函数y=g（x）的图象上移动，

（1）若点P坐标为（1，-1），点Q也在y=f（x）图象上，求t的值.

（2）求函数y=g（x）的解析式.

（3）当t>0时，试探求一个函数h（x），使得f（x）+g（x）+h（x）在限定定义域［0，1）上有最小值而没有最大值.


B组【答案链接】


1. 设f（x）=[image: ]
 ，则f（x）+[image: ]
 =_____.

2. 设22010
 是m位整数，52010
 是n位整数，则m+n的值为_____.

3. 若实数x、y满足：[image: ]
 =1，[image: ]
 =1，则x+y=_____.

4. 设p，q∈R+且有log9
 p=log12
 q=log16
 （p+q），则[image: ]
 =_____.

5. 已知[image: ]
 ，则实数x=_____.

6. 若函数f（x）=[image: ]
 （a>0且a≠1）是奇函数，则实数对（a，b）=_____.

7. 已知α，β是方程4x2
 -4tx-1=0（t∈R）的两个不等实根，函数[image: ]
 的定义域为［α，β］，求g（t）=maxf（x）-minf（x）.

8. 已知f（x）=log4
 （4x
 +1）+kx（k∈R）是偶函数，

（1）求k的值.

（2）对任意实数b，证明：函数y=f（x）的图象与直线y=[image: ]
 x+b最多只有一个交点.

（3）设g（x）=[image: ]
 ，若函数f（x）与g（x）图象有且只有一个公共点，求实数a的取值范围.

9.（2010辽宁高考理科）已知函数f（x）=（a+1）lnx+ax2
 +1，

（1）讨论函数f（x）的单调性.

（2）设a<-1，如果对任意x1
 ，x2
 ∈（0，+∞）|f（x1
 ）-f（x2
 ）|≥4|x1
 -x2
 |，求a的取值范围.

10.（2010北京高考理科）已知函数f（x）=ln（1+x）-x+[image: ]
 （k≥0），

（1）当k=2时，求曲线y=f（x）在点（1，f（1））处的切线方程.

（2）求f（x）的单调区间.


第九讲　函数与反函数

教材知识回顾

1. 反函数的定义：设函数y=f（x）（x∈A）的值域是C，根据这个函数中x，y的关系，用y把x表示出来，得到x=φ（y）. 若对于y在C中的任何一个值，通过x=φ（y），x在A中都有唯一的值和它对应，那么，x=φ（y）就表示y是自变量，x是自变量y的函数，这样的函数x=φ（y）（y∈C）叫做函数y=f（x）（x∈A）的反函数，记作x=f-1
 （y），在同一坐标系中应写成y=f-1
 （x）.

2. 反函数存在的条件：只有自变量与函数值是一一对应的函数才有反函数. 注意，单调函数必存在反函数，但反过来存在反函数的函数不一定单调.

3. 求反函数的一般方法：

（1）一反：由y=f（x）反解出x=f-1
 （y）.

（2）二换：将x=f-1
 （y）中的x，y互换位置，得y=f-1
 （x）.

（3）三定：求y=f（x）的值域得y=f-1
 （x）的定义域.

4. 反函数的相关性质：

（1）函数y=f（x）与y=f-1
 （x）的定义域与值域互换，即原函数的值域是反函数的定义域，原函数的定义域是反函数的值域.

（2）互为反函数的两个函数y=f（x）与y=f-1
 （x）在同一直角坐标系中的图象关于直线y=x对称.

（3）互为反函数的两个函数在相应的区间内具有相同的单调性.

（4）若y=f（x）与y=f-1
 （x）互为反函数，函数y=f（x）的定义域为A，值域为B，则f［f-1
 （x）］=x（x∈B），f-1
 ［f（x）］=x（x∈A）.

（5）奇函数不一定有反函数，如果有，则它的反函数也是奇函数；偶函数在一般情况下无反函数（但有一种例外：偶函数f（x）=a（x=0）的反函数是f-1
 （x）=0（x=a））

知识拓展与例题精讲

【例1】已知f（x）=[image: ]
 （x>1）.

（1）求f（x）的反函数f-1
 （x）.

（2）若不等式[image: ]
 f-1
 （x）>a[image: ]
 ，对一切x∈[image: ]
 恒成立，求a的取值范围.


解
 　（1）原函数的值域为（0，1）.

由y=[image: ]
 （x>1）知[image: ]
 ，得[image: ]
 .

所以f-1
 （x）=[image: ]
 ，x∈（0，1）.

（2）由[image: ]
 f-1
 （x）>a[image: ]
 得，

[image: 078-10]


[image: 078-11]


即[image: ]
 .

令[image: ]
 ，由x∈[image: ]
 得t∈[image: ]
 ，g（t）=（a+1）t-（a2
 -1）>0对t∈[image: ]
 恒成立，所以

[image: 078-17]



评注
 　本题考察了反函数的求法，以及反函数与函数性质的综合应用.

【例2】给定实数a，a≠0且a≠1，设函数[image: ]
 （x∈R且x≠[image: ]
 ）.

求证：（1）经过这个函数图象上任意两个不同的点的直线不平行于x轴.

（2）这个函数图象关于直线y=x成轴对称.

（3）你能否再给出一些函数，其图象关于直线y=x成轴对称图形.


解
 　（1）设（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）是函数[image: ]
 （x∈R且x≠[image: ]
 ）图象上的任意两个不同的点，它们所确定的直线的斜率为

[image: 078-22]


由于a≠1，所以k≠0，故过这个函数图象上任意两个不同点的直线不平行于x轴.

（2）由[image: ]
 知axy-y=x-1，从而x（ay-1）=y-1，即[image: ]
 ，其反函数为f-1
 （x）=[image: ]
 .

由于此函数的反函数就是其本身，所以此函数图象关于直线y=x成轴对称.

（3）例如：y=x，y=-x+b，[image: ]
 （bc+a2
 ≠0，c≠0），[image: ]
 （0≤x≤1）等.


评注
 　若函数的反函数就是其本身，则此函数图象关于直线y=x成轴对称图形.

【例3】已知函数f（x）=[image: ]
 （a<0），其反函数为f-1
 （x）.

（1）若点[image: ]
 在反函数f-1
 （x）图象上，求a的值.

（2）求证：函数f（x）的图象与y=x的图象有且仅有一个公共点.


解
 　（1）[image: ]
 在其反函数图象上，所以[image: ]
 在原函数图象上，即[image: ]
 [image: ]
 ，解得a=-1.

（2）要证函数f（x）与y=x的图象有且仅有一个公共点，只需证明：[image: ]
 有且只有一解落在[image: ]
 内.

由[image: ]
 ，得ax=x2
 -2，由于0不是方程的根，故

a=x-[image: ]
 . ①

注意到，g（x）=x-[image: ]
 是两个在[image: ]
 上递增函数（y=x和y=-[image: ]
 ）之和，故g（x）在[image: ]
 上递增，其值域为[image: ]
 ，结合a<0（故a∈[image: ]
 ，知恰有一个x使①成立，命题获证.


评注
 　若点（a，b）在原函数图象上，则点（b，a）在其反函数图象上.

【例4】已知函数f（x）=ax
 +3a（a>0，a≠1）的反函数是y=f-1
 （x），而且函数y=g（x）的图象与函数y=f-1
 （x）的图象关于点（a，0）对称.

（1）求函数y=g（x）的解析式.

（2）若函数F（x）=f-1
 （x）-g（-x）在x∈［a+2，a+3］上有意义，求a的取值范围.


解
 　（1）f（x）=ax
 +3a（a>0，a≠1）得

f-1
 （x）=loga
 （x-3a）.

又函数y=g（x）的图象与函数y=f-1
 （x）图象关于点（a，0）对称，则g（a+x）=-f-1
 （a-x），得

g（x）=-f-1
 （2a-x）=-loga
 （-x-a）（x<-a）.

（2）要使F（x）有意义，必须[image: ]
 又a>0，故x>3a.

由题设F（x）在x∈［a+2，a+3］上有意义，要求a+2>3a，得a<1.

所以，a∈（0，1）.


评注
 　求出反函数解析式后，一定要将反函数自变量的取值范围标明.

【例5】设f（x）=[image: ]
 ，F（x）=[image: ]
 +f（x）.

（1）试判断函数F（x）的单调性，并用函数单调性的定义给出证明.

（2）若f（x）的反函数为f-1
 （x），证明：对任意的正整数（n≥3）都有f-1
 （n）>[image: ]
 .

（3）若F（x）的反函数为F-1
 （x），证明：F-1
 （x）=0有唯一解.


解
 　（1）F（x）=[image: ]
 +[image: ]
 ，x∈（-1，1）.

因为函数y=[image: ]
 在（-1，1）上单调递增，且函数y=[image: ]
 可写为y=[image: ]
 在（-1，1）上单调递增.

所以F（x）=[image: ]
 +[image: ]
 在（-1，1）上单调递增.

利用定义证明可依下面的过程：对任意的x1
 ，x2
 ∈（-1，1）且x1
 <x2
 ，则

F（x1
 ）-F（x2
 ）=[image: ]
 .

因为x1
 <x2
 且x1
 ，x2
 ∈（-1，1），故

[image: 080-12]


又因为0<（1-x1
 x2
 ）+（x1
 -x2
 ）<（1-x1
 x2
 ）+（x2
 -x1
 ），故

[image: 080-13]


从而

[image: 080-14]


得F（x1
 ）-F（x2
 ）<0，即F（x1
 ）<F（x2
 ）.

所以，F（x）在（-1，1）上单调增.

（2）由y=[image: ]
 知-1-[image: ]
 =2y
 ，得x=[image: ]
 +1，所以

[image: 080-18]


[image: 081]


（2n
 -1）（n+1）-（2n
 +1）n=n·2n
 +2n
 -n-1-n·2n
 -n

=2n
 -2n-1=[image: ]
 -2n-1

>1+n+[image: ]
 -2n-1

=[image: ]


又n≥3得[image: ]
 .

因此（2n
 -1）（n+1）>（2n
 +1）·n.

所以[image: ]
 .

（3）因为F（x）=[image: ]
 +[image: ]
 在（-1，1）上递增，所以F-1
 （x）也单调递增. 由F（0）=[image: ]
 得[image: ]
 =0，故F-1
 （x）=0有解[image: ]
 . 结合F-1
 （x）单调递增，可知它是方程的唯一解.


评注
 　互为反函数的两个函数在相应区间内具有相同的单调性.

【例6】已知函数y=f-1
 （x）是y=f（x）的反函数，定义：若对给定的实数a（a≠0），函数y=f（x+a）与y=f-1
 （x+a）互为反函数，则称y=f（x）满足“a和性质”；若函数y=f（ax）与y=f-1
 （ax）互为反函数，则称y=f（x）满足“a积性质”.

（1）判断函数g（x）=x2
 +1（x>0）是否满足“1和性质”，并说明理由.

（2）求所有满足“2和性质”的一次函数.

（3）设函数y=f（x）（x>0）对任何a>0，满足“a积性质”，求y=f（x）的表达式.


解
 　（1）函数g（x）=x2
 +1（x>0）的反函数是g-1
 （x）=[image: ]
 （x>1），所以g-1
 （x+1）=[image: ]
 （x>0），而g（x+1）=（x+1）2
 +1（x>-1），其反函数为y=[image: ]
 -1（x>1）.

故函数g（x）=x2
 +1（x>0）不满足“1和性质”.

（2）设函数f（x）=kx+b（x∈R）满足“2和性质”（k≠0）.

注意到，f-1
 （x）=[image: ]
 （x∈R），所以f-1
 （x+2）=[image: ]
 .

而f（x+2）=k（x+2）+b（x∈R），其反函数为[image: ]
 .

由“2和性质”定义可知[image: ]
 对x∈R恒成立，解得k=-1，b∈R.

因此，所求一次函数为f（x）=-x+b（b∈R）.

（3）设a>0，x0
 >0，且点（x0
 ，y0
 ）在y=f（ax）图象上，则（y0
 ，x0
 ）在函数y=f-1
 （ax）图象上，故

[image: 082]


得ay0
 =f（x0
 ）=af（ax0
 ）.

x令ax0
 =x，则[image: ]
 ，所以[image: ]
 . 即[image: ]
 .

综上所述：f（x）=[image: ]
 （k≠0），此时[image: ]
 其反函数就是[image: ]
 ，而f-1
 （ax）=[image: ]
 ，故y=f（ax）与y=f-1
 （ax）互为反函数.


评注
 　通常情况下，y=f（x+a）与y=f-1
 （x+a），y=f（ax）与y=f-1
 （ax）均不能互为反函数，只有对某些特殊形式的函数才满足“a和性质”或“a积性质”.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 若函数f（x）=ax
 +k的图象经过点（1，7），又函数f-1
 （x+4）的图象经过点（0，0），则f（x）的解析式为_____.

2. 设函数f（x）=x2
 -bx+2在闭区间［-1，2］上有反函数，那么实数b的取值范围是_____.

3. 若幂函数f（x）与函数g（x）图象关于直线y=x对称，且函数g（x）图象经过[image: ]
 ，则f（x）的表达式为_____.

4. 已知f（x）=f-1
 （x）=[image: ]
 （x≠-m），则实数m=_____.

5. 已知f（x）=4x
 -2x+1
 （x≥0），则f-1
 （0）=_____.

6. 函数[image: ]
 的反函数的定义域为_____.

7. 已知函数y=f（x）（x∈D）值域为A，其反函数为y=f-1
 （x），则方程f（x）=0有解x=a且f（x）>x（x∈D）的充要条件是_____.

8. 若函数y=f（x）存在反函数，则方程f（x）=c（c为常数）（　）.

（A）有且只有一个实根

（B）至少有一个实根

（C）至多有一个实根

（D）没有实数根

9. 已知函数f（x）=[image: ]
 的反函数f-1
 （x）的图象的对称中心是（-1，3），则实数a的值等于（　）.

（A）-2

（B）2

（C）-[image: ]


（D）[image: ]


10. 设函数y=f（x）的反函数为y=f-1
 （x），且y=f（2x-1）的图象经过点[image: ]
 ，则y=f（x）的反函数的图象必过点（　）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）（1，0）

（D）（0，1）

11. 已知函数f（x）=1+[image: ]
 有反函数，且点（a，b）在函数f（x）图象上，又在其反函数图象上，求a，b的值.

12. 已知函数y=[image: ]
 （x≠-[image: ]
 ，x∈R）的图象关于y=x对称，求a的值.

13. 设函数f（x）=[image: ]
 ，又函数g（x）与y=f-1
 （x+1）的图象关于y=x对称，求g（2）的值.

14. 已知函数f（x）=[image: ]
 （x≥1），f-1
 （x）是f（x）的反函数，记g（x）=[image: ]
 ，求

（1）f-1
 （x）的定义域和单调区间.

（2）g（x）的最小值.

15. 已知函数f（x）=3x
 -1的反函数是y=f-1
 （x），g（x）=log9
 （3x+1）.

（1）若f-1
 （x）≤g（x），求x的取值范围D.

（2）设函数H（x）=g（x）-[image: ]
 f-1
 （x），当x∈D时，求H（x）的值域.


B组【答案链接】


1. 设y=f（x）的反函数为y=f-1
 （x），又y=f（x+2）与y=f-1
 （x-1）互为反函数，则f-1
 （2）-f-1
 （1）的值为_____.

2. 若函数f（x）=ax
 -[image: ]
 +6（a>0，a≠1）的反函数f-1
 （x）的图象过（5，2）点，且在区间（2，+∞）上有f-1
 （x）>0，则反函数f-1
 （x）=_____.

3. 已知函数f（x）=log2
 （2x
 +1），记f-1
 （x）为函数f（x）的反函数，若关于x的方程f-1
 （x）=m+f（x）在［1，2］上有解，则m的取值范围是_____.

4. 已知a>1，f（x）=loga
 （a-ax
 ），则不等式f-1
 （x2
 -2）>f（x）的解集为_____.

5. 已知f（x）=[image: ]
 （a∈R），是R上的奇函数.

（1）求a的值.

（2）求f（x）的反函数.

（3）对任意的k∈（0，+∞）解不等式f-1
 （x）>[image: ]
 .

[image: 084-4]


（第6题）

6. 已知函数f（x）=[image: ]
 （x∈R，x≠a）.

（1）若函数f（x）的图象关于直线y=x对称，求实数a的值.

（2）若函数F（x）=[image: ]
 （a≠0），且F（x）的反函数F-1
 （x）的图象如图所示，求出a，b的值，并写出F-1
 （x）的解析式.

7. 已知奇函数f（x），偶函数g（x）满足f（x）+g（x）=ax
 （a>0且a≠1）.

（1）求证：f（2x）=2f（x）·g（x）.

（2）设f（x）的反函数是f-1
 （x），当[image: ]
 时，试比较f-1
 ［g（x）］与-1的大小，并证明你的结论.

8. 已知函数f（x）=loga
 （ax
 -1）（a>0且a≠1）.

（1）证明：函数f（x）的图象在y轴的一侧.

（2）设A（x1
 ，y1
 ）、B（x2
 ，y2
 ）（x1
 <x2
 ）是f（x）图象上的两点，证明：直线AB的斜率大于0.

（3）求函数y=f（2x）与y=f-1
 （x）图象的交点坐标.

9. 已知函数y=f（x）的定义域为R+
 ，对任意x，y∈R+
 ，有恒等式f（xy）=f（x）+f（y），且当x>1时f（x）<0.

（1）求f（1）的值.

（2）求证：当x∈R+时，恒有[image: ]
 .

（3）求证：f（x）在（0，+∞）上为减函数.

（4）由上一小题知：f（x）是（0，+∞）上的减函数，因而f（x）的反函数f-1
 （x）存在，试根据已知恒等式猜想f-1
 （x）具有的性质，并给出证明.


第十讲　函数方程

教材知识回顾

含有未知函数的方程称为函数方程. 常见的求解方法有：

代换法、赋值法、柯西法、递归法等.

知识拓展与例题精讲

1. 代换法解函数方程的基本思想：将函数方程中的自变量适当地作自变量代换（在代换时应特别注意函数的定义域不能发生变化），得到一个新的函数方程，然后设法求得未知函数.

【例1】求所有的函数f：R→R，使得对任意实数x、y都有

（x-y）f（x+y）-（x+y）f（x-y）=4xy（x2
 -y2
 ）. ①


解
 　令x=y≠0得f（0）=0.

设u=x+y，v=x-y，则u+v=2x，u-v=2y.

于是①式成为vf（u）-uf（v）=uv（u2
 -v2
 ）.

若uv≠0，则上式为[image: ]
 =u2
 -v2
 .

即对任意非零实数u、v有

[image: 085-2]


这表明[image: ]
 =c，其中c为一常数，x≠0.

故f（x）=x3
 +cx（x≠0），结合f（0）=0可知它对x=0也成立. 直接验证可知f（x）=x3
 +cx符合要求. 因此所求函数为f（x）=x3
 +cx.


评注
 　回代验证是解函数方程必不可少的步骤.

2. 赋值法是对自变量赋予某些特殊的数值，从而挖掘出题中隐含的条件，并且通过这些新条件简化函数方程，达到求解的目的.

【例2】求所有的函数f：Q→Q，使得f（1）=2，且对x，y∈Q，都有

f（xy）=f（x）f（y）-f（x+y）+1. ①


解
 　在①中令y=1得

f（x）=f（x）·f（1）-f（x+1）+1，x∈Q，

结合f（1）=2，知f（x+1）=f（x）+1. 故对n∈Z，都有f（n）=f（1）+n-1=n+1.

现在在①中取[image: ]
 ，y=n，n∈Z（n≠0），有

[image: 086-2]


于是，[image: ]
 .

最后，取x=p，[image: ]
 ，其中p，q∈Z，q≠0得，

[image: 086-2]


从而[image: ]
 .

直接验证可知f（x）=x+1符合要求. 因此，只有f（x）=x+1满足条件.

【例3】求所有的函数f：R→R，使得对任意实数x，y，z，有

[image: 086-6]



解
 　题设所给的是一个不等式，而不是方程，而且变元有三个，即x，y，z. 我们设法通过取一些特殊值来寻求结果.

令x=y=z=1，代入①，得

[image: 086-7]


所以[image: ]
 .

故[image: ]
 . ②

令y=z=1，代入①并利用②，得

[image: 086-10]


所以[image: ]
 . ③

令x=y=z=0，代入①，得

[image: 087-2]


所以[image: ]
 . ④

令x=0，代入①并利用④，得

[image: 087-4]


故[image: ]
 ，

即[image: ]
 . ⑤

综合③和⑤，即得[image: ]
 .


评注
 　赋值法对解决抽象函数问题非常有效.

3. 柯西法是先求出对于自变量取所有正整数值时函数方程的解具有的形式，然后依次证明对自变量取整数值、有理数值以及实数值时函数方程的解仍具有这种形式，从而得到函数方程的解.

【例4】如果非零连续函数f：R→R满足函数方程

[image: ]
 =f（x）f（y），x，y∈R. ①

证明：f（x）=（f（1））x2

 .


证明
 　在①中令x=y=0，得f（0）2
 =f（0），如果f（0）=0，那么在①中令y=0，得f（|x|）=0，可知当x≥0时，有f（x）=0，进而，对任意x，y∈R，有[image: ]
 =0，即f（x）f（y）=0，由于f（x）是一个非零函数，故存在x0
 ∈R，使f（x0
 ）≠0，这在0=f（x）f（y）中x=y=x0
 时不能成立，所以，f（0）=1.

下面先证明以下的结论：

[image: ]
 ，其中n∈N*，y∈R+
 . ②

当n=1时②显然成立，设n=k时②式成立，对于n=k+1的情形，有

[image: 087-11]


=（f（y））k
 f（y）=（f（y））k+1
 ，

从而②式成立.

在②中取y=1及[image: ]
 得

[image: 088-2]


所以，对n∈N*，有f（n）=（f（1））n2

 .

考虑[image: ]
 （p，q∈N*）的情形.

由于f（p）=（f（1））p2

 ，而由②有

[image: ]
 ，故[image: ]
 .

注意到，当x>0时，

[image: 088-6]


两边开方，就有[image: ]
 .

上述讨论表明：对x=0及x∈Q+
 （正有理数集），都有f（x）=（f（1））x2

 ，结合f（x）为连续函数，可知当x≥0时，都有f（x）=（f（1））x2

 .

进一步，由f（0）=1及①可知对x>0，有

f（-x）=f（-x）f（0）=[image: ]
 =f（x）f（0）=f（x），知f（x）为偶函数.

所以，对x∈R，命题都成立.

【例5】（2009清华大学文科）已知函数f（x）是三次项系数为[image: ]
 的三次函数，并且有f'（x）-9x<0的解集为（1，2）.

（1）若f'（x）+7a=0仅有1解，求f'（x）的表达式.

（2）若f（x）在（-∞，+∞）上单调递增，求实数a的取值范围.


解
 　由题设条件可设f（x）=[image: ]
 x3
 +a2
 x2
 +a1
 x+a0
 ，

于是f'（x）=ax2
 +2a2
 x+a1
 ，由于f'（x）-9x<0的解集为（1，2），

所以[image: ]
 ，于是[image: ]


所以f'（x）=ax2
 +（9-3a）x+2a.

（1）由于f'（x）+7a=0仅有1解且a≠0，即ax2
 +（9-3a）x+9a=0仅有1解，且a≠0.

所以Δ=（9-3a）2
 -36a2
 =0，解得a=1或a=-3.

又f'（x）-9x<0的解集为（1，2），所以a>0，故a=1，即f'（x）=x2
 +6x+2.

（2）由于f（x）在（-∞，+∞）上单调递增，因此f'（x）=ax2
 +（9-3a）x+2a≥0的解集为R.

所以Δ=（9-3a）2
 -8a2
 ≤0，即a2
 -54a+81≤0.

从而27-[image: ]
 ≤a≤27+[image: ]
 .

【例6】已知函数f（x）=log2
 x，当点M（x，y）在y=f（x）的图象上运动时，点N（x-2，ny）在函数y=gn
 （x）的图象上运动（n∈N*）.

（1）求y=gn
 （x）的表达式.

（2）求集合A={a|关于x的方程g1
 （x）=g2
 （x-2+a）有实数根，a∈R}.

（3）设Hn
 （x）=[image: ]
 ，函数F（x）=H1
 （x）-g1
 （x）（0<a≤x≤b）的值域为[image: ]
 ，求实数a、b的值.


解
 　（1）由[image: ]
 得gn
 （x-2）=nf（x）=nlog2
 x，从而有gn
 （x）=nlog2
 （x+2）（x>-2，n∈N*）.

（2）由[image: ]


得log2
 （x+2）=2log2
 （x+a），从而有[image: ]
 =x+a，故a=[image: ]
 -x.

设[image: ]
 =t（t>0），则x=t2
 -2，所以a=-t2
 +t+2=-[image: ]
 .

当t=[image: ]
 ∈（0，+∞）时，amax
 =[image: ]
 .

所以A=[image: ]
 .

（3）Hn
 （x）=[image: ]
 .

因此F（x）=H1
 （x）-g1
 （x）=[image: ]
 -log2
 （x+2）. 设-2<x1
 <x2
 ，则

F（x1
 ）-F（x2
 ）=[image: ]
 .

因为x1
 +2>0，x2
 +2>0，x2
 -x1
 >0，所以[image: ]
 ∈（0，1），可知[image: ]
 <0，所以F（x1
 ）-F（x2
 ）>0.

因此F（x）在x∈（-2，+∞）上单调递减.

故F（x）在［a，b］上单调递减，即

[image: 090]


得[image: ]


【例7】设f：Q→Q（Q为有理数集），且对任意x，y∈Q，

f（x+y）=f（x）+f（y）+4xy，①

如果f（-1）f（1）≥4，求f（x）.


解
 　取x=y=0，由①得f（0）=0.

在①中取x=1和y=-1得

f（0）=f（1）+f（-1）-4，

即f（1）+f（-1）=4.

因为f（-1）f（1）≥4，所以f（1）和f（-1）皆为正数.

从而4=f（1）+f（-1）≥2[image: ]
 ≥4中等号成立，所以

f（1）=f（-1）=2.

再在①中取y=1得f（x+1）=f（x）+4x+2，②

对②递推有f（2）=f（1+1）=f（1）+4×1+2，

f（3）=f（2+1）=f（2）+4×2+2，

……

f（n）=f（n-1+1）=f（n-1）+4（n-1）+2.

所以f（n）=f（1）+4（1+2+…+（n-1））+2（n-1）=2n2
 . ③

又[image: ]
 ，

即[image: ]
 .

利用f（1）=2，对k从1到n-1求和得

[image: 090-6]


同理对k从1到m-1求和得

[image: 090-7]


最后令[image: ]
 ，[image: ]
 ，由①有

[image: 091-3]


故[image: ]
 .

因此对所有x∈Q，有f（x）=2x2
 .


评注
 　构造递推数列来解函数方程是非常巧妙的方法，但如何构造数列是一个难点.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 已知二次函数f（x）=4x2
 -2（p-2）x-2p2
 -p+1，若在区间［-1，1］内至少存在一个实数c，使f（c）>0，则实数p的取值范围是_____.

2. 已知当x∈［-2，2］时，不等式x2
 +ax-3a<0恒成立，则实数a的取值范围是_____.

3. 关于x的方程|x2
 +4x+3|-a=0有三个不相等的实数根，则实数a的值是_____.

4. 函数f（x）=|x|，如果方程f（x）=ax+1有且只有一个实数根，那么实数a的取值范围是_____.

5. 已知函数f（x）=2mx+4，若在［-2，1］上存在x0
 使f（x0
 ）=0，则实数m的取值范围是_____.

6. 已知二次方程x2
 +bx+c=0的一个根是3，且b∈Z，-2<b<0，则在函数y=-x2
 -bx-c中使y<0的x的集合是_____.

7. 若关于x的方程k·4x
 -k·2x+1
 +6（k-5）=0在区间［0，2］内有解，则实数k的取值范围为_____.

8. 已知函数y=lg（2x
 +4·2-x
 -a）的定义域为R，则实数a的取值范围是_____.

9. 若方程2a=|ax
 -1|（a>0，且a≠1）有两个实数根，则实数a的取值范围是_____.

10. 对于任意定义在区间D上的函数f（x），若实数x0
 ∈D满足f（x0
 ）=x0
 ，则x0
 称为函数f（x）在D上的一个不动点，若函数f（x）=2x+[image: ]
 +a在区间（0，+∞）上没有不动点，则实数a的取值范围是_____.

11. 已知二次函数f（x）=ax2
 +bx+c和一次函数g（x）=-bx，其中a、b、c满足a>b>c，a+b+c=0（a，b，c∈R）.

（1）求证：两函数图象交于不同的两点A、B.

（2）求证：方程f（x）-g（x）=0的两根都小于2.

（3）求线段AB在x轴上的射影A1
 B1
 的长的取值范围.

12. 已知函数f（x）=ax2
 +bx+[image: ]
 （a，b∈R），且f（-1）=0，对任意实数x均有f（x）≥0成立.

（1）求f（x）的解析式；

（2）解不等式f（x）≥|x+1|.

（3）求最大的m（m>1）使得存在t∈R，只要x∈［1，m］，就有f（x+t）≤x.

13. 对于函数y=f（x），x∈D，若同时满足以下条件：①f（x）在D上单调递增或单调递减；②存在区间［a，b］⊆D（a<b且ab≠0），使f（x）在［a，b］上的值域也是［a，b］，则称函数y=f（x）是闭函数.

（1）求闭函数f（x）=x3
 符合条件的区间［a，b］.

（2）判断函数y=3x-lgx是不是闭函数？若是，说明理由，并求出区间［a，b］；若不是，说明理由.

（3）若函数y=k+[image: ]
 是闭函数，求实数k的取值范围.

14. 求解函数方程：

f（sinx-1）=cos2
 x+2（x∈R）.

15. 求所有满足下列条件的f：N→R

f（n+m）+f（n-m）=f（3n），n，m∈N，n≥m.


B组【答案链接】


1. 已知函数f（x）是定义在实数集R上的不恒为零的偶函数，且对任意实数x都有xf（x+1）=（1+x）f（x），则[image: ]
 的值是_____.

2. 已知函数f（x）=[image: ]
 ，f（n）
 （x）=[image: ]
 ，则f（99）
 （1）=_____.

3. 已知f（x）=[image: ]
 ，对于n∈N*，定义f1
 （x）=f（x），fn+1
 （x）=f［fn
 （x）］，如果f13
 （x）=f31
 （x），那么f16
 （x）的解析式是_____.

4. 设函数f：R→R满足f（0）=1，且对任意x，y∈R都有f（xy+1）=f（x）f（y）-f（y）-x+2，则f（x）=_____.

5. 设函数f（x）定义于闭区间［0，1］满足f（0）=0，f（1）=1，同时对任意x，y∈［0，1］，且x≤y，都有[image: ]
 =（1-a2
 ）f（x）+a2
 f（y），其中常数a满足0<a<1，则a的值为_____.

6. 已知f（x）是3次多项式，且f（3）=2f（1），又x=2是方程f（x）=0两个相等实根，则方程的另一个实根是_____.

7. 已知集合M是满足下列性质的函数f（x）的全体：存在非零常数T，对任意x∈R，有f（x+T）=Tf（x）成立，

（1）函数f（x）=x是否属于集合M？说明理由.

（2）设函数f（x）=ax
 （a>0且a≠1）的图象与y=x的图象有公共点，证明：f（x）=ax
 ∈M.

（3）问是否存在实数a，使得f（x）=x|x-a|属于集合M. 若存在，求出实数a的取值范围；若不存在，请说明理由.

8. 已知集合M是满足下列性质的函数f（x）的全体：在定义域内存在x0
 ，使得f（x0
 +1）=f（x0
 ）+f（1）成立，

（1）函数[image: ]
 是否属于集合M？说明理由.

（2）设函数[image: ]
 ∈M，求a的取值范围.

（3）设函数y=2x
 图象与函数y=-x的图象有交点，证明：函数f（x）=2x
 +x2
 ∈M.

9. 求所有满足下列条件的函数f：N*→N*使得

（1）f（2）=2；

（2）f（mn）=f（m）·f（n）对所有m，n∈N*成立；

（3）若m<n，则f（m）<f（n）.

10. 函数f，g：R→R均非常函数，且满足

[image: 093-3]


求f（0）与g（0）的所有可能值.


第十一讲　任意角的三角函数

教材知识回顾

1. 同角三角函数关系式（如图）

[image: 094-4]


图11-1

（1）倒数关系：sin θ·csc θ=1，cos θ·sec θ=1，tan θ·cot θ=1；

（2）商数关系：[image: ]
 =tan θ，[image: ]
 =cot θ；

（3）平方关系：sin2
 θ+cos2
 θ=1，1+tan2
 θ=sec2
 θ，1+cot2
 θ=csc2
 θ.

2. 诱导公式

七组诱导公式均可归结为[image: ]
 的形式，记忆口诀———“奇变偶不变，符号看象限”.

知识拓展与例题精讲

【例1】求从3：00到5：40这段时间里，时钟的分针和时针分别转过了多少弧度？


解
 　钟表相邻两个数字之间的间隔为30°，从3：00到5：40，分针转了-360°×2-240°，时针转了[image: ]
 .

根据角度与弧度的转换关系式，可以得到

分针转过了[image: ]
 弧度；

时针转过了[image: ]
 弧度.


评注
 　值得注意的是，时针与分针按顺时针旋转所得到的角度为负，本题对弧度计算的考查形式较为新颖.

【例2】已知一个扇形的周长为c（c>0），试问扇形的中心角为多大时，它的面积最大？并求此最大值.


解
 　设该扇形的中心角为α，半径为R，面积为S.

由于周长c=2R+Rα≥[image: ]
 知，[image: ]
 ，等号当且仅当α=2时成立.

所以，当α=2时，面积[image: ]
 取到最大值[image: ]
 .

【例3】已知sin θ+cos θ=[image: ]
 ，θ∈（0，π），求tan θ的值.


解
 　若θ∈[image: ]
 ，则sin θ+cos θ=[image: ]
 =[image: ]
 ，矛盾，所以θ∈[image: ]
 ，从而sin θ-cos θ>0. 不妨设sin θ-cos θ=m，又sin θ+cos θ=[image: ]
 ，则

（sin θ-cos θ）2
 +（sin θ+cos θ）2
 =2=m2
 +[image: ]
 ，

因此，sin θ-cos θ=[image: ]
 .

故[image: ]
 于是[image: ]
 .


评注
 　本题考查了sin θ±cos θ与sin θ cos θ之间的关系，方程思想的应用简化了整个问题的计算过程.

【例4】（2003同济大学）已知[image: ]
 ，θ∈［0，2π）.

（1）求y的最小值.

（2）求y取到最小值时的θ.


解
 　（1）令sin θ+cos θ=t∈[image: ]
 ，则sin θ cos θ=[image: ]
 ，得[image: ]
 . 故[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，等号当且仅当[image: ]
 时成立.

（2）由（1）可知，当y取到最小值时，sin θ+cos θ=[image: ]
 ，即[image: ]
 .

故θ=kπ+（-1）k
 arcsin[image: ]
 ，又因为θ∈［0，2π），所以k=1，2.


评注
 　研究sin θ±cos θ与sin θ cos θ的关系问题，一般的解决策略是换元. 设sin θ+cos θ=t，t∈[image: ]
 .

【例5】（2010北京大学）已知[image: ]
 ，求证：sin α<α<tan α.


证明
 　如图，在平面直角坐标系中作单位圆，设角α以x轴正半轴为始边，终边与单位圆交于点B.

[image: 096-3]


图11-2

由于S△OAB
 <S扇形OAB
 <S△OAC
 ，所以，[image: ]
 [image: ]
 ，得sin α<α<tan α.


评注
 　这个结论很重要，利用三角函数线来证明的方法也很重要.

【例6】证明下面的等式：

（1）[image: ]
 =tan α-cot α.

（2）[image: ]
 =cot α+cscα.


证明
 　（1）[image: ]
 [image: ]
 ；

（2）[image: ]


=[image: ]


=cot α+csc α.


评注
 　这里巧妙利用了三角函数关系式中“1”的代换，过程就变得简洁.

【例7】在锐角三角形ABC中，求证：

（1）sin A+sin B+sin C>cos A+cos B+cos C.

（2）tan A·tan B·tan C>1.


证明
 　（1）由于△ABC是锐角三角形，有A，B∈[image: ]
 ，[image: ]
 ，故[image: ]
 -B<A<[image: ]
 ，于是sin[image: ]
 <sin A，即cos B<sin A.

同理cos C<sin B，cos A<sin C. 求和即可知（1）成立.

（2）与上面类似，可得tan[image: ]
 <tan A，即cot B<tan A，故tan A tan B>1.

同理tan B tan C>1，tan C tan A>1，所以tan A·tan B·tan C>1.


评注
 　有时候很难从整体处理时，我们往往会考虑这个问题的局部，利用从局部到整体的思想.

【例8】已知函数f（x）=x2
 +bx+c，对于任意α，β∈R，都有f（sin α）≥0，f（2+cos β）≤0，若f（sin α）的最大值为10，求f（x）.


解
 　令sin α=1，则f（1）≥0；令cos β=-1，则f（1）≤0，从而f（1）=0，即1+b+c=0.

令cos β=1，则f（3）≤0，知9+3b+c≤0，所以c≥3.

f（sin α）=sin2
 α+bsin α+c=sin2
 α-（1+c）sin α+c，

由于[image: ]
 ，而sin α∈［-1，1］，所以当sin α=-1时，f（sin α）取到最大值10，即2+2c=10，于是c=4，b=-5，故f（x）=x2
 -5x+4.


评注
 　本题中通过两边夹的方法得到f（1）=0是较为关键的一步，其本质是将不等关系转化为相等关系，从而将不等式问题转化为方程问题，要注意体会.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 已知sin α+cos α=[image: ]
 ，那么角α是第_____象限的角.

2. 若[image: ]
 ，则α的取值范围是_____.

3.（2008上海交通大学）若cos x-sin x=[image: ]
 ，则cos3
 x-sin3
 x=_____.

4. 已知4sin θ cos θ-5sin θ-5cos θ-1=0，则cos3
 x+sin3
 x=_____.

5. 若θ是第二象限的角，则sin（cos θ）·cos（sin θ）_____（填>0或<0）.

6. 若sin θ，cos θ是方程2x2
 -[image: ]
 x+m=0的两个根，则[image: ]
 =_____.

7. 函数y=[image: ]
 的值域是_____.

8. 设x，y>0，且[image: ]
 =1，则x+y的最小值为_____.

9. 已知sin x+sin y=[image: ]
 ，则sin x-cos2
 y的最大值为_____，最小值为_____.

10. 已知0<α<β<[image: ]
 . 求证：[image: ]
 .

11. 已知sin β=[image: ]
 ，sin（α+β）=1，求sin（2α+β）的值.

12. 已知sin α+cos β=1，求y=sin2
 α+cos β的取值范围.

13. 若cos2
 θ+2msin θ-2m-2<0对θ∈R恒成立，求实数m的取值范围.

14. 化简：[image: ]
 .

15. 求函数y=|sin x+cos x+tan x+cot x+sec x+csc x|的最小值.


B组【答案链接】


1. 设α∈[image: ]
 ，则下列不等式中正确的是（　）.

（A）sin（sin α）<sin（tan α）<sin α

（B）sin（sin α）<sin α<sin（tan α）

（C）sin（tan α）<sin α<sin（sin α）

（D）sin α<sin（sin α）<sin（tan α）

2.（2007上海交通大学）设a≥0，函数f（x）=（a+cos x）（a+sin x）的最大值为[image: ]
 ，则a=_____.

3. 若|logsin α
 cos α|<|logcos α
 sin α|（α为锐角），则α的取值范围是_____.

4. 函数y=sin2
 x（1+cos x）的最大值是_____.

5. 设f（cos x）=cos 17x，则f2
 （cos x）+f2
 （sin x）的值为_____.

6. 已知α∈[image: ]
 ，β∈[image: ]
 ，则cos2
 α sin β+[image: ]
 的最小值为_____.

7. 对于任意实数x，y，设a=cos x2
 +cos y2
 -cos xy，则a的取值范围为_____.

8. 求使不等式sin2
 x+acos x+a2
 ≥1+cos x对一切x∈R恒成立的负数a的取值范围.

9.（2005复旦大学）已知sin α+cos α=a[image: ]
 ，求sinn
 α+cosn
 α关于a的表达式.

10. 在△ABC中，求证：cos A+cos B+cos C>1.


第十二讲　两角和与差的三角函数

教材知识回顾

1. 本讲的特点是公式众多，变换方式极其灵活，但是无论怎么变换，都是围绕着角的变换、函数名的变换以及结构变换这三个方向展开的.

（1）两角和与差的三角函数公式：

sin（α±β）=sin α cos β±cos α sin β，

cos（α±β）=cos α cos β∓sin α sin β，

[image: 099]


辅助角公式：[image: ]
 .

（2）二倍角公式：

sin 2α=2sin α cos α，

cos 2α=cos2
 α-sin2
 α=2cos2
 α-1=1-2sin2
 α，

[image: 099-3]


（3）半角公式：

[image: 099-4]


（4）万能公式：

[image: 099-5]




	（5）积化和差公式:
	和差化积公式：



	sin αcos β=[image: ]
 ［sin（α+β）+sin（α-β）］
	[image: ]




	cos α sin β=[image: ]
 ［sin（α+β）+sin（β-α）］
	[image: ]




	cos α cos β=[image: ]
 ［cos（α+β）+cos（α-β）］
	[image: ]




	sin α sin β=[image: ]
 ［cos（α-β）-cos（α+β）］
	[image: ]





2. 除了掌握教材上要求的这几组公式之外，我们还需要了解一些拓展公式与结论.

（1）平方差公式：sin（α+β）sin（α-β）=sin2
 α-sin2
 β

cos（α+β）cos（α-β）=cos2
 α-cos2
 β

（2）三倍角公式：cos 3θ=4cos3
 θ-3cos θ=4cos（60°-θ）cos θ cos（60°+θ）

sin 3θ=3sin θ-4sin3
 θ=4sin（60°-θ）sin θ sin（60°+θ）

tan 3θ=tan（60°-θ）tan θ tan（60°+θ）

（3）在△ABC中，有

tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C

cot A cot B+cot B cot C+cot C cot A=1

[image: 100-6]


知识拓展与例题精讲

【例1】（1）已知[image: ]
 ，[image: ]
 ，且α，β∈[image: ]
 ，求cos（α+β）.

（2）已知[image: ]
 ，[image: ]
 ，β∈[image: ]
 ，求tan（α+β）.


解
 　（1）因为α+β=（2α-β）-（α-2β），所以

cos（α+β）=cos（2α-β）cos（α-2β）+sin（2α-β）sin（α-2β）.

由α，β∈[image: ]
 知[image: ]
 又[image: ]
 ，[image: ]
 ，则[image: ]
 从而[image: ]
 故[image: ]
 .

（2）因为α=（α+β）-β，所以sin α=sin［（α+β）-β］=sin（α+β）cos β-cos（α+β）sin β=[image: ]
 cos（α+β），又[image: ]
 ，则2sin（α+β）=-cos（α+β），从而[image: ]
 .


评注
 　通过掌握角之间的数量关系并进行适当的代换，可以简化运算过程.

【例2】已知锐角α，β满足[image: ]
 ，求证：[image: ]
 .


分析
 　[image: ]
 ，平方和为1这一有趣的现象容易让我们联想到公式sin2
 θ+cos2
 θ=1.


解
 　不妨令[image: ]
 ，[image: ]
 ，其中[image: ]
 .

则[image: ]
 ，求和得1=cos（β-θ），又β-θ∈[image: ]
 ，故β=θ.

从而[image: ]
 因此[image: ]
 所以[image: ]
 .


评注
 　本题还可以尝试从基本不等式的角度切入，利用[image: ]
 并结合等号成立的条件去证.

【例3】已知△ABC中，y=2+cos C cos（A-B）-cos2
 C.

（1）任意交换A、B、C的位置，y的值是否会发生变化？试证明你的结论.

（2）求y的最大值.


解
 　（1）y=2+cos C［cos（A-B）-cos C］=2+cos C［cos（A-B）+cos（A+B）］=2+2cos A cos B cos C.

显然，交换A、B、C的位置，y的值不会发生变化.

（2）由（1）知，要使y取最大值，△ABC必为锐角三角形，从而cos C>0.

又因为cos（A-B）≤1，故

y=2+cos C cos（A-B）-cos2
 C≤2+cos C-cos2
 C=-[image: ]
 ，等号当且仅当A=B=C=[image: ]
 时取到，所以，y的最大值为[image: ]
 .


评注
 　第（1）小题的结论可以有很多形式，2+2cos A cos B cos C或[image: ]
 （cos 2A+cos 2B+cos 2C）或sin2
 A+sin2
 B+sin2
 C等.

【例4】（2011“华约”）A、B、C为△ABC的内角，且△ABC不为直角三角形.

（1）求证：tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C.

（2）当[image: ]
 ，且sin 2A，sin 2B，sin 2C的倒数成等差数列时，求[image: ]
 的值.


解
 　（1）由于A+B=π-C，故tan（A+B）=tan（π-C），即[image: ]
 ，所以tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C.

（2）由[image: ]
 可得[image: ]
 =tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C，因此，[image: ]
 ，[image: ]
 .

又因为[image: ]
 ，则[image: ]
 ，于是，[image: ]
 ，解得cos（A-C）=-[image: ]
 或1.

由于[image: ]
 ，所以[image: ]
 或1.


评注
 　在△ABC中，tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C是一个常见的恒等式.

【例5】已知在△ABC中，有lg tan A+lg tan C=2lg tan B，求∠B的取值范围.


解
 　由条件知tan A，tan B，tan C>0，所以△ABC是锐角三角形.

因为tan A tan B tan C=tan A+tan B+tan C≥[image: ]
 ，又tan A tan C=tan2
 B，从而tan3
 B≥3tan B，得[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

【例6】求sin 10° sin 50°sin 70°的值.


解法一
 　sin 10° sin 50° sin 70°=cos 20° cos 40° cos 80°

=[image: ]
 ·cos 20° cos 40° cos 80°

=[image: ]
 .


解法二
 　令u=sin 10° sin 50° sin 70°，v=cos 10° cos 50° cos 70°，则

uv=[image: ]
 sin 20° sin 100° sin 140°=[image: ]
 cos 10° cos 50° cos 70°=[image: ]
 v，

故u=[image: ]
 .


解法三
 　上面两种解法都用到了二倍角公式，事实上我们也可以利用三倍角公式来解决这个问题.

三倍角公式：sin 3θ=4sin（60°-θ）sin θ sin（60°+θ），则

sin 10° sin 50° sin 70°=sin 10° sin（60°-10°）sin（60°+10°）=[image: ]
 sin30°=[image: ]
 .

【例7】求cos2
 10°+cos2
 50°-sin 40° sin80°的值.


解法一
 　构造对偶模型

令m=cos2
 10°+cos2
 50°-sin 40° sin 80°，

n=sin2
 10°+sin2
 50°-cos 40° cos 80°，

则m+n=2-cos 40°，

m-n=cos 20°+cos 100°+cos 120°=[image: ]
 ，

两式相加，得[image: ]
 .


解法二
 　对称换元

令cos 10°=a+b，cos 50°=a-b，则

[image: 103-4]


所以cos2
 10°+cos2
 50°-sin 40° sin 80°=cos2
 10°+cos2
 50°-cos 50° cos 10°=（a+b）2
 +（a-b）2
 -（a+b）（a-b）=a2
 +3b2
 =[image: ]
 （cos2
 20°+sin2
 20°）=[image: ]
 .


评注
 　无论是构造对偶模型还是对称换元，都是对称思想的具体体现. 对称是自然界中普遍存在的现象，对称的事物总是给人一种和谐统一的美感，让人赏心悦目.

【例8】求证：（1）[image: ]
 .（2）[image: ]
 .


证明
 　令[image: ]
 ，k=1，2，3，则有tan 3θ+tan 4θ=0，于是[image: ]
 .

即tan θ+3tan 2θ-3tan θ tan2
 2θ-tan3
 2θ=0.

令tan2
 θ=x，结合倍角公式及上式可得x3
 -21x2
 +35x-7=0.

由于[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 是上述方程的三个根，根据三次方程的韦达定理，可以得到：[image: ]
 ，即[image: ]
 ，以及

[image: 104-3]



评注
 　以三次方程的韦达定理为背景的试题在自主招生考试中并不鲜见，在这里我们用一点篇幅来介绍一下这个定理.

若三次方程ax3
 +bx2
 +cx+d=0（a≠0）的三个根分别是x1
 ，x2
 ，x3
 ，则有

[image: 104-4]


有兴趣的同学不妨研究一下这个定理的证明.

【例9】已知f（θ）=sin2
 θ+sin2
 （θ+α）+sin2
 （θ+β），其中α，β是满足0≤α<β≤π的常数，试问α，β为何值时，f（θ）是与θ无关的定值.


解
 　不妨取θ=0，-α，-β，[image: ]
 ，有f（0）=f（-α）=f（-β）=[image: ]
 ，即

sin2
 α+sin2
 β=sin2
 α+sin2
 （β-α）=sin2
 β+sin2
 （α-β）=1+cos2
 α+cos2
 β，由此可得sin2
 α=sin2
 β=sin2
 （β-α）=[image: ]
 ，又因为0≤α<β≤π，故0<β-α≤π.

因此，sin α=sin β=sin（β-α）=[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，[image: ]
 .

下面证明：当[image: ]
 ，[image: ]
 时，f（θ）是与θ无关的定值.

[image: 104-11]



评注
 　通过让θ取一些特殊值，解得α，β的可能值，并进一步证明此时f（θ）是与θ无关的定值，这是一种从特殊到一般的数学思想，请同学们细细体会.

巩固练习


A组【答案链接】


1.（2010复旦大学）设α，β∈[image: ]
 ，且满足sin α cos β+sin β cos α=1，则sin α+sin β的取值范围是（　）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


2.（2005复旦大学）函数[image: ]
 的最大值是_____.

3.（2009中国科学技术大学）sin 6° sin 42° sin 66° sin 78°=_____.

4.（2008清华大学）已知sin θ+cos θ=[image: ]
 ，则θ的取值范围是_____.

5.（1+tan 21°）（1+tan 22°）（1+tan 23°）（1+tan 24°）的值为_____.

6. 若三角形的两个内角α，β满足tan α tanβ>1，则这个三角形的形状是（　）.

（A）等腰直角三角形

（B）不等腰的直角三角形

（C）锐角三角形

（D）钝角三角形

7. [image: ]
 -csc 10°=_____.

8. 4sin 40°-tan 40°=_____.

9. [image: ]
 =_____.

10. 设x，y是锐角，且x+y=60°，则sin x+sin y的最大值是_____.

11. 已知sin α+sin β=1，则cos α+cos β的取值范围是_____.

12.（2010浙江大学）若sin（x+20°）=cos（x+10°）+cos（x-10°），求tan x.

13. 已知[image: ]
 ，[image: ]
 ，其中α+β∈[image: ]
 ，α-β∈[image: ]
 ，求cos 2α.

14. 已知α，β为锐角，且3sin2
 α+2sin2
 β=1，3sin 2α-2sin 2β=0，求证：α+2β=[image: ]
 .

15. 是否存在锐角α，β，使得（1）[image: ]
 ；（2）[image: ]
 同时成立？若存在，求出α，β的值；若不存在，请说明理由.


B组【答案链接】


1.（2011“卓越联盟”）已知sin2（α+γ）=nsin 2β，则[image: ]
 =（　）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


2. 若cos2
 A+cos2
 B+cos2
 C=1，则△ABC的形状是（　）.

（A）直角三角形

（B）等边三角形

（C）钝角三角形

（D）等腰三角形

3. cot 15° cot 25° cot 35° cot 85°=_____.

4. [image: ]
 =_____.

5. cos 36°-cos 72°=_____.

6. 求[image: ]
 的值.

7. 求证：[image: ]
 .

8.（2009南京大学）求所有满足tan A+tan B+tan C≤［tan A］+［tan B］+［tan C］的非直角三角形，这里［x］表示不超过x的最大整数.

9. 求证：[image: ]
 ，其中n∈N*.

10. 已知[image: ]
 ，求证：tan2
 γ=tan α tan β.


第十三讲　三角函数的性质与应用

教材知识回顾

1. 三角函数的性质

（1）有界性：对任意的x∈R，有|sin x|≤1，|cos x|≤1.

（2）奇偶性：正弦函数y=sin x，正切函数y=tan x和余切函数y=cot x在其定义域上为奇函数，余弦函数y=cos x在其定义域上为偶函数.

（3）单调性：①y=sin x在[image: ]
 （k∈Z）上为增函数，在[image: ]
 （k∈Z）上为减函数；

②y=cos x在［2kπ-π，2kπ］（k∈Z）上为增函数，在［2kπ，2kπ+π］（k∈Z）上为减函数；

③y=tan x在[image: ]
 （k∈Z）上为增函数；

④y=cot x在（kπ，kπ+π）（k∈Z）上为减函数.

（4）周期性：①y=Asin（ωx+φ）与y=Acos（ωx+φ）的最小正周期是[image: ]
 ；

②y=Atan（ωx+φ）与y=Acot（ωx+φ）的最小正周期是[image: ]
 .

2. 三角函数的图象变换（以正弦函数为例）

（1）平移变换：

①左右平移：y=sin x→y=sin（x+φ）

φ>0向左平移φ个单位，φ<0向右平移|φ|个单位.

②上下平移：y=sin x→y=sin x+k

k>0向上平移k个单位，k<0向下平移|k|个单位.

（2）周期变换：y=sin x→y=sinωx

①当ω>1时，纵坐标不变，横坐标缩短为原来的[image: ]
 ；

②当0<ω<1时，纵坐标不变，横坐标伸长为原来的[image: ]
 倍.

（3）振幅变换：y=sin x→y=Asin x

①当0<A<1时，横坐标不变，纵坐标缩短为原来的A；

②当A>1时，横坐标不变，纵坐标伸长为原来的A倍.

知识拓展与例题精讲

【例1】（1）求函数[image: ]
 的单调递增区间.

（2）求函数[image: ]
 的单调递减区间.


解
 　（1）[image: ]
 ，只需要考查函数[image: ]
 的单调递减区间.

由[image: ]
 ，解得[image: ]
 <x<[image: ]
 （k∈Z）.

所以f（x）的单调递增区间为[image: ]
 （k∈Z）.

（2）[image: ]
 [image: ]
 ，只需要考查函数h（x）=[image: ]
 在条件h（x）<0下的单调递减区间，这要求2kπ+π<[image: ]
 ，解得

[image: 108-13]


所以g（x）的单调递减区间为[image: ]
 （k∈Z）.


评注
 　三角函数的单调性问题是比较容易犯错的，要特别注意自变量x的系数的符号，对于复合函数，尤其应当注意它的定义域的范围.

【例2】若x∈［0，π］，试比较sin（cos x）与cos（sin x）的大小.


解
 　取特殊值，显然当x=0、[image: ]
 、π时，有sin（cos x）<cos（sin x）.

当[image: ]
 时，由于[image: ]
 ，故sin（cos x）<cos（sin x）；

下面证明：当[image: ]
 时，sin（cos x）<cos（sin x）成立.

欲证上式，只需证明：[image: ]
 ，又因为cos x，[image: ]
 ，只需证明[image: ]
 ，由于[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

故对于一切x∈［0，π］，均有sin（cos x）<cos（sin x）成立.


评注
 　本题从特殊到一般，由简单到复杂，分区间，化同名，用单调，从而使问题得以解决.

【例3】已知x，y∈[image: ]
 ，a∈R，且

[image: 109-2]


求cos（x+2y）的值.


解
 　原方程组可化为

[image: 109-3]


故

x3
 +sin x=（-2y）3
 +sin（-2y）.

构造函数f（t）=t3
 +sin t，显然f（t）在[image: ]
 上单调递增，且f（x）=f（-2y）.

由x，y∈[image: ]
 知x，-2y∈[image: ]
 ，所以x=-2y，得cos（x+2y）=1.


评注
 　本例通过构造法将方程问题转化为函数问题处理.

【例4】已知圆x2
 +y2
 =k2
 至少覆盖函数[image: ]
 的一个最大值点与一个最小值点，求实数k的取值范围.


解
 　因为函数[image: ]
 为奇函数，所以图象关于原点对称，而圆x2
 +y2
 =k2
 也关于原点对称，所以要使圆至少覆盖函数[image: ]
 的一个最大值点与一个最小值点，只需使圆至少覆盖函数[image: ]
 的一个最大值点即可.

令[image: ]
 ，知[image: ]
 图象上距离原点最近的一个最大值点为[image: ]
 .

由于|OP|≤|k|，得[image: ]
 ，所以|k|≥2.


评注
 　本题具有一定的迷惑性，但是通过挖掘函数[image: ]
 与圆x2
 +y2
 =k2
 的几何性质———图象关于原点中心对称，就可以拨云见日，将问题转化为圆覆盖函数的一个最大值点，这样就方便多了.

【例5】证明：函数g（x）=sin x2
 不是周期函数.


证明
 　假设g（x）=sin x2
 是周期函数，那么存在非零常数T，使得sin（x+T）2
 =sin x2
 对于一切实数x恒成立.

在上式中分别令x=0、[image: ]
 ，则sin T2
 =0，[image: ]
 ，[image: ]
 .

可得T2
 =kπ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，其中k，m，n∈Z.

从而[image: ]
 ，[image: ]
 ，导致

[image: 110-8]


与[image: ]
 为无理数矛盾，所以y=sin x2
 不是周期函数.


评注
 　要证明一个函数不是周期函数，往往用反证法.

【例6】若方程sin x+[image: ]
 +a=0在（0，2π）内有两个不同的实数根α、β，求实数a的取值范围及α+β的值.


解
 　由sin x+[image: ]
 +a=0可得[image: ]
 在（0，2π）内有两个不同的实数根，令[image: ]
 ，则函数y=sin t与[image: ]
 在[image: ]
 内有两个不同的交点，作出y=sin t在，[image: ]
 上的图象：

[image: 110-23]


图13-1

如图，当[image: ]
 或[image: ]
 ，即[image: ]
 或[image: ]
 时，函数y=sin t与y=[image: ]
 在[image: ]
 内有两个不同的交点，即原方程有两解.

当[image: ]
 时，

t1
 +t2
 =[image: ]
 =π，

得[image: ]
 ；

当[image: ]
 时，

t1
 +t2
 =[image: ]
 =3π，

得[image: ]
 .


评注
 　通过数形结合将方程解的个数转化为函数图象的交点个数，是我们处理方程问题的常用手段.

【例7】已知函数f（x）=sin（ωx+φ）（ω>0，0≤φ≤π）是R上的偶函数，其图象关于点[image: ]
 对称，且在区间[image: ]
 上是单调函数，求ω和φ的值.


解
 　由f（x）是偶函数，得f（-x）=f（x），即

sin（-ωx+φ）=sin（ωx+φ）.

所以-cos φ sin ωx=cos φ sin ωx，即cos φ sin ωx=0对任意x都成立，故cos φ=0.

依题设0≤φ≤π，所以[image: ]
 .

由f（x）的图象关于点M对称，得

[image: 111-4]


取x=0，得[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，由于

[image: 111-7]


从而[image: ]
 ，又ω>0，则[image: ]
 ，k=0，1，2，…，即

[image: ]
 ，k=0，1，2，….

当k=0时，[image: ]
 ，[image: ]
 在[image: ]
 上是减函数；

当k=1时，ω=2，[image: ]
 在[image: ]
 上是减函数；

当k≥2时，[image: ]
 ，[image: ]
 在[image: ]
 上不是单调函数.

故[image: ]
 或ω=2.


评注
 　本题通过f（x）是偶函数，图象关于点[image: ]
 对称得到ω的可能值，再利用f（x）在区间[image: ]
 上是单调函数这一性质，从而确定ω的值.

【例8】定义：若实数x、y、m满足|x-m|>|y-m|，则称x比y远离m.

已知函数f（x）的定义域[image: ]
 ，任取x∈D，f（x）等于sin x和cos x中远离0的那个值，试写出函数f（x）的解析式并指出它的基本性质（结论不要求证明）.


解
 　若|sin x|>|cos x|，则sin2
 x>cos2
 x即cos 2x<0，从而有[image: ]
 <2x<2kπ+[image: ]
 （k∈Z），即[image: ]
 <x<[image: ]
 （k∈Z）；

同理，若|cos x|>|sin x|，则[image: ]
 <x<[image: ]
 （k∈Z）.

所以[image: ]


函数f（x）的大致图象如下：

[image: 112-7]


图13-2

函数f（x）的最小正周期T=2π；

函数f（x）是非奇非偶函数；

当x=2kπ或[image: ]
 （k∈Z）时，函数f（x）取得最大值1；

当x=2kπ+π或[image: ]
 （k∈Z）时，函数f（x）取得最小值-1；

函数f（x）在区间[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 （k∈Z）上单调递增；

在区间[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 （k∈Z）上单调递减.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 已知函数f（x）=Asin（ωx+φ）+k（A>0，ω>0，0<φ<2π）在一个周期的图象上有最高点[image: ]
 和最低点[image: ]
 ，则f（x）=_____.

2. 有四个函数：①y=sin x+cos x；②y=sin x-cos x；③y=sin x cos x；④[image: ]
 ，其中在[image: ]
 上单调递增的函数是（　）.

（A）①

（B）②

（C）①和③

（D）②和④

3. 若动直线x=a与函数f（x）=sin x和g（x）=cos x的图象分别交于M、N两点，则|MN|的最大值为_____.

4. 函数[image: ]
 的定义域是_____.

5. 函数[image: ]
 的最大值是_____，最小值是_____.

6.（2004同济大学）函数[image: ]
 的单调递增区间是_____.

7. 函数f（x）=tan2
 x |cot x|的单调递增区间是_____.

8. 已知在［0，1］上至少有50个不同的值使得函数f（x）=sin ωx（ω>0）取得最大值，则ω的最小值为_____.

9. 函数[image: ]
 的值域是_____.

10. 将函数[image: ]
 的图象向右平移φ个单位，所得的图象恰好关于y轴对称，则φ的最小正值为_____.

11. 设函数f（x）的图象与直线x=a，x=b及x轴所围成图形的面积称为函数f（x）在［a，b］上的面积，已知函数y=sin nx在[image: ]
 上的面积为[image: ]
 ，则

（1）y=sin 3x在[image: ]
 上的面积为_____.

（2）y=sin（3x-π）+1在，[image: ]
 上的面积为_____.

12. 函数[image: ]
 的单调递减区间是_____.

13.（1）作出[image: ]
 的图象.

（2）已知[image: ]
 作出f（sin x）的图象.

14. 求函数f（x）=3cos2
 x
 +3sin2
 x
 的最小值和最大值.

15. 是否存在实数a，使得函数[image: ]
 在闭区间[image: ]
 上的最大值是1？若存在，求出对应的a值？若不存在，试说明理由.


B组【答案链接】


1. 函数y=sin x+2sin3
 x+3sin5
 x的最小正周期是_____.

2. 方程x2
 -2asin（cos x）+a2
 =0仅有一解，则a=_____.

3. 已知3sin2
 α+2sin2
 β=2sin α，则sin2
 α+sin2
 β的取值范围是_____.

4. 若x∈[image: ]
 ，则函数y=（1+cos 2x）sin x的最大值为_____.

5.（2009复旦大学）已知关于x的方程[image: ]
 在区间（0，2π）内有两个不同的根，则常数a的取值范围是（　）.

（A）［-1，3］

（B）（-1，2）∪（2，3）

（C）（-1，3）

（D）［-1，2）∪（2，3］

6. 函数y=|cos x|+|cos 2x|的最小值是_____.

7. 方程[image: ]
 log2
 x=sin（5πx）的实数解的个数是_____.

8.（2004上海交通大学）函数[image: ]
 的值域是_____.

9.（2007上海交通大学）设函数f（x）=|sin x|+|cos x|，试讨论f（x）的性态（有界性、奇偶性、单调性和周期性），求其极值，并作出其在［0，2π］内的图象.

10. 求证：函数[image: ]
 不是周期函数.


第十四讲　解斜三角形

教材知识回顾

三角形中的几个定理

1. 正弦定理

[image: 115]


请注意一下一些变式：

①a:b:c=sinA:sinB:sinC；

②a=2Rsin A，b=2Rsin B，c=2Rsin C；

③[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 .

2. 余弦定理

a2
 =b2
 +c2
 -2bccos A，

[image: 115-5]


3. 三角形面积公式

[image: 115-6]


其中[image: ]
 .

4. 射影定理

a=bcos C+ccos B，b=ccos A+acos C，c=acos B+bcos A.

5. 欧拉定理

OI2
 =R2
 -2Rr，其中O、I分别为三角形的外心和内心，R为外接圆的半径，r为内切圆的半径.

6. 常用的一些关系式

a>b⇔sin A>sin B；

sin（A+B）=sin C，cos（A+B）=-cos C；

[image: ]
 .

三角形中的三角变换是一种带有特定附加条件的三角变换，解决三角形问题必须遵循化归的思想，将三角形的边转化成角，或者把角转化成边，或者边角一起变，从而发现三角形中各元素之间的关系.

知识拓展与例题精讲

【例1】如图所示，已知半圆的直径AB=2，点C在AB的延长线上，BC=1，点P为半圆上的一个动点，以PC为边作等边△PCD，且点D与圆心O分别在PC的两侧，求四边形OPDC面积的最大值.

[image: 116-2]


图14-1


解
 　设∠POB=θ，四边形OPDC的面积为y，在△POC中，根据余弦定理，有|PC|2
 =5-4cos θ.

从而y=S△POC
 +S△PCD
 =[image: ]
 ×1×2×sin θ+[image: ]
 （5-4cos θ）=[image: ]
 ，所以当[image: ]
 时，[image: ]
 .


评述
 　正、余弦定理不仅是解三角形的依据，也是分析几何量之间关系的工具，要充分认识到这两个公式的重要性，我们不妨再看一个例子.

【例2】（2009北京大学）圆内接四边形ABCD中，AB=1，BC=2，CD=3，DA=4，求四边形ABCD外接圆的半径.

[image: 116-15]


图14-2


解
 　连结BD，设∠BAD=θ，则∠BCD=π-θ.

在△ABD中，根据余弦定理，有|BD|2
 =17-8cos θ.

在△BCD中，根据余弦定理，有|BD|2
 =13+12cos θ.

所以[image: ]
 ，得[image: ]
 ，故外接圆的直径[image: ]
 [image: ]
 ，从而[image: ]
 .

【例3】已知A，B，C是△ABC的三个内角，求函数y=cot A+cot B+cot C的最小值.


解
 　[image: ]
 [image: ]
 ，故

[image: 117]


故[image: ]
 ，即当A=B=C=[image: ]
 时，函数y=cot A+cot B+cot C的最小值为[image: ]
 .


评注
 　本题利用A+B+C=π以及通过适当的放缩，化多元函数问题为一元函数问题，最终利用基本不等式求得最小值. 此题利用公式tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C（见第十二讲例4）亦可处理.

【例4】（2011“卓越联盟”）在△ABC中，AB=2AC，AD是∠A的平分线，且AD=kAC.

[image: 117-5]


图14-3

（1）求k的取值范围. （2）若S△ABC
 =1，问k为何值时，BC最短.


解
 　（1）如图，设AC=m，∠BAC=2θ，则

S△ABD
 +S△ADC
 =[image: ]
 ·2m·kmsin θ+[image: ]
 ·m·kmsin θ

=S△ABC
 =m2
 sin 2θ，

即[image: ]
 =sin 2θ=2sin θ cos θ，故[image: ]
 ，又因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

（2）由（1）可知，S△ABC
 =m2
 sin 2θ，又S△ABC
 =1，则[image: ]
 .

根据余弦定理，BC2
 =5m2
 -4m2
 cos 2θ=[image: ]
 .

令y=[image: ]
 ，则ysin 2θ+4cos 2θ=5，从而[image: ]
 .

由于|sin（2θ+φ）|≤1，故[image: ]
 ，解得y≥3，所以[image: ]
 ，此时[image: ]
 .

【例5】已知△ABC是边长为1的正三角形，M，N分别是边AB，AC上的点，线段MN经过△ABC的中心G，设[image: ]
 .

[image: 117-20]


图14-4

（1）试将△AGM，△AGN的面积（分别记为S1
 与S2
 ）表示为α的函数.

（2）求[image: ]
 的最大值与最小值.


解
 　（1）因为G是边长为1的正三角形ABC的中心，所以

[image: 118]


由正弦定理[image: ]
 ，得[image: ]
 .

则[image: ]
 ，同理可求得[image: ]
 .

（2）[image: ]
 =72（3+cot2
 α）.

因为[image: ]
 ，所以当[image: ]
 或[image: ]
 时，ymax
 =240；当[image: ]
 时，ymin
 =216.

【例6】定义：若函数f（x）对于任意x1
 ，x2
 ∈（m，n）恒有[image: ]
 成立，则称f（x）为区间（m，n）内的上凸函数. 已知上凸函数有如下性质成立：对任意xi
 ∈（m，n）（i=1，2，…，n）必有[image: ]
 成立.

（1）求证：f（x）=sin x在（0，π）内是上凸函数.

（2）若△ABC外接圆半径为R，求周长l的最大值.


解
 　（1）任取x1
 ，x2
 ∈（0，π），则对于函数f（x）=sin x，有[image: ]
 ∈（0，π），故

[image: 118-14]


即f（x）在（0，π）内是上凸函数.

（2）在△ABC中，A，B，C∈（0，π），由于f（x）=sin x在（0，π）内是上凸函数，所以[image: ]
 ，得sin A+sin B+sin C≤[image: ]
 .

从而周长l=a+b+c=2R（sin A+sin B+sin C）≤[image: ]
 .

【例7】某兴趣小组测量电视塔AE的高度H（单位m），如示意图，垂直放置的标杆BC高度h=4m，仰角∠ABE=α，∠ADE=β.

[image: 118-18]


图14-5

（1）该小组已经测得一组α、β的值，tan α=1.24，tan β=1.20，请据此算出H的值.

（2）该小组分析若干测得的数据后，发现适当调整标杆到电视塔的距离d（单位m），使α与β之差较大，可以提高测量精度，若电视塔实际高度为125m，试问d为多少时，α-β最大.


解
 　（1）由[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 及AB+BD=AD，得

[image: 119-4]


解得H=[image: ]
 =124.

因此，算出的电视塔的高度H是124m.

（2）由题设知d=AB，得[image: ]
 .

由AB=AD-BD=[image: ]
 ，得[image: ]
 ，所以

[image: 119-9]


当且仅当[image: ]
 ，即[image: ]
 时，上式取等号.

所以当[image: ]
 时，tan（α-β）最大.

因为[image: ]
 ，则[image: ]
 ，所以当[image: ]
 时，α-β最大.

故所求的d是[image: ]
 .


评注
 　本小题主要考查解三角形、基本不等式等基础知识，考查数学建模能力、抽象概括能力和解决实际问题的能力.

【例8】如图，在△ABC中，O、I分别为外心、内心，R、r分别为外接圆半径、内切圆半径. 求证：OI2
 =R2
 -2Rr.

[image: 119-19]


图14-6


证明
 　在△OCI中，[image: ]
 ，且OC=R，[image: ]
 . 则

[image: 119-20]


要证明OI2
 =R2
 -2Rr. 只需证明[image: ]
 .

由于S△ABC
 =[image: ]
 absin C=2R2
 sin A sin B sin C，又因为S△ABC
 =[image: ]
 （a+b+c）r，于是

[image: 120-3]


所以只需证明

[image: 120-4]


即证[image: ]
 . 结论显然成立.


评注
 　本例用三角变换的方法给出了平面几何中欧拉定理的证明. 有兴趣的读者可以考虑如何用几何方法解决这一问题.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 在△ABC中，若2cos B sin A=sin C，则△ABC的形状一定是（　）.

（A）等腰直角三角形

（B）直角三角形

（C）等腰三角形

（D）等边三角形

2. 用长度分别为2、3、4、5、6（单位：cm）的5根细木棒围成一个三角形（允许连接，但不允许折断），能够得到的三角形的最大面积为（　）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）20cm2


3. 已知△ABC中，AB=1，BC=2，则角C的取值范围是（　）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


4. △ABC的三边长分别为[image: ]
 ，且x2
 +y2
 =z2
 ，则△ABC是（　）.

（A）直角三角形

（B）钝角三角形

（C）锐角三角形

（D）以上都有可能

5. 在△ABC中，若tan A+tan B+tan C>0，则△ABC是（　）.

（A）直角三角形

（B）钝角三角形

（C）锐角三角形

（D）形状不确定

6. 在锐角△ABC中，边长a=1，b=2，则边长c的取值范围是_____.

7. 已知△ABC中，三边长a，b，c满足[image: ]
 ，则内角B=______.

8. 钝角三角形△ABC的三边长是三个连续的偶数，则三边长是_____.

9.（2006上海交通大学）在地面距离塔基分别为100m，200m，300m的A，B，C处测得塔顶的仰角分别为α，β，γ，且α+β+γ=90°，则塔高为_____.

10. 满足条件AB=2，[image: ]
 的△ABC面积的最大值是_____.

11. 在△ABC中，a，b是它的两边长，S是△ABC的面积，若[image: ]
 ，则△ABC的形状是_____.

12.（2011“北约联盟”）△ABC的三边a，b，c满足a+b≥2c，A，B，C为△ABC的内角，求证：C≤60°.

13.（2010五校联考）△ABC中，a+c=3b，求[image: ]
 .

14.（2005复旦大学）在△ABC中，tan A:tan B:tan C=1:2:3，求[image: ]
 .

15. 在△ABC中，求[image: ]
 的最大值.


B组【答案链接】


1. 已知△ABC的三边长均为有理数，A=3θ，B=2θ，则下面结论正确的是（　）.

（A）cos 5θ与cos θ均为无理数

（B）cos 5θ为有理数，cos θ为无理数

（C）cos 5θ为无理数，cos θ为有理数

（D）cos 5θ与cos θ均为有理数

2. 在△ABC中，记BC=a，CA=b，AB=c，若9a2
 +9b2
 -19c2
 =0，则[image: ]
 =_____.

3. 在△ABC中，角A，B，C所对的边分别是a，b，c，若c-a等于AC边上的高h，则[image: ]
 的值是_____.

4. 在△ABC中，已知BC=4，AC=3，[image: ]
 ，则△ABC的面积为_____.

5. 若△ABC的三边a，b，c和面积S有如下关系：S=a2
 -（b-c）2
 ，且b+c=8，则△ABC面积的最大值为_____.

6.（2008浙江大学）已知A，B，C为△ABC的三个内角，求证：[image: ]
 [image: ]
 .

7.（2010五校联考）△ABC中，[image: ]
 -cos 2C=1，三角形外接圆的半径R=2.

（1）求C.（2）求S△ABC
 的最大值.

8. 已知△ABC的边长a、b、c，面积S. 试问：[image: ]
 是否成立？若不成立，请说明理由；若成立，请予以证明.

9.（2005上海交通大学）是否存在三边为连续自然数的三角形，使得

（1）最大角是最小角的两倍.

（2）最大角是最小角的三倍.

若存在，求出该三角形；若不存在，请说明理由.


第十五讲　反三角函数与三角方程

教材知识回顾

1. 反三角函数：三角函数在其整个定义域上不是一一对应，因此，在其整个定义域上，三角函数是没有反函数的. 但是如果限定在某个单调区间内就可以讨论其反函数了.

[image: 123]


2. （1）最简单的三角方程：

[image: 124]


（2）常见三角方程的类型：

①可化为同角同名函数的方程；

②一边为零而另一边可以分解因式的方程；

③关于sin x和cos x的齐次方程；

④形如asin x+bcos x=c的方程.

解决三角方程问题要注重化归思想的应用，将三角方程转化为最简单的三角方程来处理.

知识拓展与例题精讲

【例1】求证：[image: ]
 .


证明
 　令α=arcsin x∈[image: ]
 ，β=arccos x∈［0，π］，则sin α=x，cos β=x.

故sin α=cos β=sin[image: ]
 ，又因为α，[image: ]
 ，函数y=sin x在[image: ]
 上单调递增，所以[image: ]
 从而[image: ]
 ，即[image: ]
 .


评注
 　本题给出了反三角函数运算的方法：把某个反三角函数看成一个角，把反三角函数化归为三角函数问题来处理. 类似的，还可以证明[image: ]
 .

【例2】求10cot（arccot 3+arccot 7+arccot 13+arccot 21）的值.


解
 　令arccot 3=α，arccot 7=β，arccot 13=γ，arccot 21=δ，显然0<δ<γ<β<α<[image: ]
 ，并且[image: ]
 .

故[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 .

从而10cot（arccot 3+arccot 7+arccot 13+arccot 21）=15.


评注
 　求多个反三角函数的和，往往通过两两结合，逐个击破，转化为三角函数的求值问题来处理.

【例3】试判断下列函数的定义域、值域、奇偶性、周期性、单调性.

（1）y=sin（arcsin x）.

（2）y=arcsin（sin x）.


解
 　（1）y=f（x）=sin（arcsin x）=x，定义域为［-1，1］，值域为［-1，1］，奇函数，且f（x）不是周期函数，在［-1，1］上单调递增.

（2）y=f（x）=arcsin（sin x），定义域为R，值域为[image: ]
 ，奇函数，且f（x）是周期函数，2π是f（x）的一个周期.

又因为，当x∈[image: ]
 时，f（x）=arcsin（sin x）=x；

当x∈[image: ]
 时，f（x）=arcsin（sin x）=arcsin［sin（π-x）］=π-x.

所以函数f（x）的图象如下：

[image: 125-4]


图15-1

显然，根据图象可得：

当x∈[image: ]
 （k∈Z）时，f（x）单调递增；

当x∈[image: ]
 （k∈Z）时，f（x）单调递减.

【例4】若-1≤x≤1，比较cos（arcsin x）与arcsin（cos x）的大小.


解
 　由于arcsin x∈[image: ]
 ，可得[image: ]
 .

下面研究arcsin（cos x）的值：

当0≤x≤1时，有[image: ]
 ，于是

[image: 125-10]


当-1≤x<0时，有[image: ]
 ，于是

[image: 126]


故当-1≤x≤1时，[image: ]
 .

又因为cos（arcsin x）-arcsin（cos x）

=[image: ]


≤[image: ]
 ，

所以cos（arcsin x）<arcsin（cos x），-1≤x≤1.

[image: 126-24]


图15-2


评注
 　本题也可以利用数形结合的思想，在同一坐标系中分别作出函数y=cos（arcsin x）=[image: ]
 和y=arcsin（cos x）=-[image: ]
 在x∈［-1，1］内的图象，可以得到cos（arcsin x）<arcsin（cos x），x∈［-1，1］.

【例5】（2004复旦大学）设x1
 ，x2
 是方程[image: ]
 的两解，则arctan x1
 +arctan x2
 =_____.


解
 　令arctan x1
 =α，arctan x2
 =β，则tan α=x1
 ，tan β=x2
 .

从而[image: ]
 [image: ]
 .

又因为[image: ]
 ，不妨设x1
 >0，x2
 <0，则α∈[image: ]
 ，β∈[image: ]
 ，故α+β∈[image: ]
 ，y=tan x在[image: ]
 内单调递增，所以[image: ]
 .


评注
 　对隐含条件α+β∈[image: ]
 的挖掘，从而得到[image: ]
 是本题的一个难点.

【例6】解三角方程：3sin x+4cos x=3.


解
 　方法一　利用辅助角公式

由5sin（x+φ）=3得[image: ]
 ，其中[image: ]
 .

所以原方程的解集为[image: ]
 [image: ]
 .

方法二　利用万能公式

显然x=2kπ+π（k∈Z）不是原方程的解，即[image: ]
 （k∈Z），从而

[image: 127]


即[image: ]
 ，解得[image: ]
 或[image: ]
 ，所以解集为

[image: 127-5]



评注
 　选用不同的方法去解决同一个三角方程问题，往往会得到形式不同的答案，但本质是一样的，感兴趣的同学不妨试着转化研究一下，看看结果是否相同.

【例7】（2002复旦大学基地班）在x∈［0，π］内，方程acos 2x+3asin x-2=0有且仅有两解，求a的范围.


解
 　由于acos 2x+3asin x-2=0，即a（1+3sin x-2sin2
 x）=2，所以1+3sin x-2sin2
 x=[image: ]
 ，令t=sin x，x∈［0，π］，则[image: ]
 =1+3t-2t2
 =-[image: ]
 ，t∈［0，1］. 作出函数[image: ]
 与[image: ]
 ，t∈［0，1］的图象，显然当[image: ]
 或[image: ]
 时，y=[image: ]
 与[image: ]
 ，t∈［0，1］的图象有且仅有一个交点.

又因为t=sin x，x∈［0，π］，对应的x值有两个，所以当1<a≤2或[image: ]
 时，原方程有且仅有两解.


评注
 　通过变形，将原方程化归为含参数的一元二次方程问题，并进一步地用函数的思想，数形结合，利用图象求得a的范围.

【例8】解方程：cosn
 x-sinn
 x=1，这里n表示任意给定的正整数.


解
 　原方程变形为cosn
 x=1+sinn
 x.

（1）当n为正偶数时，由于cosn
 x≤1，sinn
 x≥0，所以cosn
 x=1，sinn
 x=0，即x=kπ（k∈Z）.

（2）当n为正奇数时，若2kπ≤x≤2kπ+π，则cosn
 x≤1，sinn
 x≥0，故只有cosn
 x=1，sinn
 x=0，即x=2kπ（k∈Z）；

若2kπ+π<x<2kπ+2π，由于cosn
 x=1+sinn
 x≥0，故只能在[image: ]
 ≤x<2kπ+2π内求解，此时x=[image: ]
 显然满足方程. 而当[image: ]
 <x<2kπ+2π时，

当n=1时，cos x-sin x=|cos x|+|sin x|>1；

当n≥3时，cosn
 x-sinn
 x=|cosn
 x|+|sinn
 x|<|cos2
 x|+|sin2
 x|=cos2
 x+sin2
 x=1，无解.

所以，当n为正偶数时，方程的解为x=kπ（k∈Z）；当n为正奇数时，解为x=2kπ（k∈Z）或x=[image: ]
 （k∈Z）.


评注
 　本题具有一定的难度，要利用不等式来处理，关注等号成立的条件.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 方程3cos x+4sin x=6的解集是_____.

2. 函数f（x）=sin x+arcsin x的值域是_____.

3. arcsin（sin 2013°）=_____.

4. arcsin（cos 2）=_____.

5. sin［2arctan（-6）］=_____.

6. 方程sin x+cos x=tan x+cot x的解的个数为_____个.

7. 方程lgx=cos 2x解的个数是_____.

8. 不等式[image: ]
 的解集是_____.

9. 若方程[image: ]
 在（0，2π）内有两个不同的根，则常数a的取值范围是_____.

10. 函数[image: ]
 的定义域为_____，值域为_____.

11. 函数[image: ]
 的值域为_____.

12. [image: ]
 =_____.

13. 函数y=arcsin（1-x）+arccos 2x的值域是_____.

14. 若arctan x+arctan y+arctan z=π，求证：x+y+z=xyz.

15. 求常数c，使得[image: ]
 在区间[image: ]
 内是奇函数.


B组【答案链接】


1. arctan 1+arctan 2+arctan 3=_____.

2. 方程sin3
 x+cos5
 x=1的解集是_____.

3. [image: ]
 =_____.

4. 已知关于x的方程3sin x+4cos x=a在区间（0，2π）内恰有两个相等实根α，β，则α+β=_____.

5. 若关于x的方程[image: ]
 有实数解，则实数a的取值范围是_____.

6. ［x］表示不超过x的最大整数，{x}表示x的小数部分，则方程cot［x］cot{x}=1的解集为_____.

7. 解方程x2
 -2xsin（x2
 y）+1=0.

8. 在△ABC中，y=arccos（sin A）+arccos（sin B）+arccos（sin C），求y的取值范围.

9. 若函数f（x）满足5f（arctan x）+3f（-arctan x）=[image: ]
 ，求函数f（x）的解析式.

10. 求方程[image: ]
 的实数解，其中m、n是正奇数.


第十六讲　等差数列与等比数列

教材知识回顾

1. 等差、等比数列的通项公式

若数列{an
 }是等差数列，则an
 =a1
 +（n-1）d（n∈N*），还可以写成an
 =am
 +（n-m）d（n∈N*）；

若数列{an
 }是等比数列，则an
 =a1
 qn-1
 （n∈N*），还可以写成an
 =am
 qn-m
 （n∈N*）.

2. 等差、等比数列的前n项求和公式

若数列{an
 }是等差数列，则前n项和[image: ]
 ；

若数列{an
 }是等比数列，则前n项和[image: ]


3. 等差、等比数列的基本性质

若数列{an
 }是等差数列，且m，n，s，t∈N*，当m+n=s+t时，有am
 +an
 =as
 +at
 ；

若数列{an
 }是等比数列，且m，n，s，t∈N*，当m+n=s+t时，有am
 ·an
 =as
 ·am
 .

4. 等差、等比数列的判定

数列{an
 }是等差数列⇔an+1
 -an
 =d（d为常数）⇔2an+1
 =an
 +an+2
 ⇔an
 =pn+q（p，q为常数）⇔Sn
 =An2
 +Bn（A，B为常数）；

数列{an
 }是等比数列[image: ]
 （q为常数）[image: ]
 （k，q为非零常数）.

知识拓展与例题精讲

【例1】（2009清华大学）写出所有的由3个素数组成的公差为8的等差数列.


解
 　设m，m+8，m+16为满足要求的等差数列，按第一个素数m被3除后的余数进行分类：

（1）若m=3k，则这个数列为3k，3k+8，3k+16. 由于m=3k为素数，故k=1，数列3，11，19满足要求；

（2）若m=3k+1，则这个数列为3k+1，3k+9，3k+17. 由于3k+9=3（k+3）为合数，矛盾；

（3）若m=3k+2，则这个数列为3k+2，3k+10，3k+18. 由于3k+18=3（k+6）为合数，矛盾；

因此，所求的等差数列仅有3，11，19一个.

【例2】已知等差数列{an
 }：5，8，11，…和等差数列{bn
 }：3，7，11，…各有100项，问：数列{an
 }和{bn
 }有多少相同的项？并求出所有相同项的和.


解
 　等差数列{an
 }：5，8，11，…的通项公式为an
 =3n+2；

等差数列{bn
 }：3，7，11，…的通项公式为bn
 =4n-1.

不妨设数列{an
 }中的第n项与{bn
 }中的第m项相同，即有3n+2=4m-1，[image: ]
 .

又因为m，n∈N*，故m是3的倍数，令m=3r（r∈N*），则n=4r-1.

根据题意，有[image: ]
 故1≤r≤25（r∈N*）.

从而等差数列{an
 }和{bn
 }有25个相同的项，且公差为12，其和

[image: 131-3]


【例3】（2009北京大学）已知一无穷等差数列中有3项：13，25，41，求证：2009为数列中的一项.


解
 　设满足条件的等差数列为{an
 }，公差为d，不妨设a1
 =13，am
 =25，an
 =41，1<m<n. 则[image: ]
 ，得（m-1）d=12，（n-1）d=28.

又2009=13+1996=13+（3×12+70×28）=13+3（m-1）d+70（n-1）d=13+（3m+70n-73）d，故2009为数列{an
 }中的第3m+70n-72项.


评注
 　本题用到了一个结论：

若{an
 }是等差数列，则通项公式为an
 =am
 +（n-m）d，并且满足通项公式的项一定在数列中. 这是等差数列中的一个基本结论，在平时的学习过程中，同学们应当注重对基础知识本质的理解.

【例4】已知数列{an
 }中，an
 =2an-1
 +n（n>1，n∈N*）.

（1）若{an
 }是等差数列，求{an
 }的通项公式.

（2）{an
 }能否为等比数列？若可能，求其通项公式；若不能，请说明理由.


解
 　（1）由于{an
 }是等差数列，故可设an
 =pn+q，代入递推关系式an
 =2an-1
 +n（n>1，n∈N*），则pn+q=2p（n-1）+2q+n对一切n>1恒成立.

比较两边的系数，可以得到[image: ]
 解得p=-1，q=-2，故an
 =-n-2.

（2）若{an
 }为等比数列，可设an
 =kqn
 ，代入递推关系式an
 =2an-1
 +n（n>1，n∈N*），则kqn
 =2kqn-1
 +n对一切n>1恒成立，即[image: ]
 对n>1恒成立. 于是，分别取n=2，3，4就有[image: ]
 . 要求[image: ]
 且[image: ]
 ，矛盾，所以假设不成立，从而{an
 }不可能为等比数列.


评注
 　在解题的过程中，如果要求的解析式的形式可定，只是其中一些项的系数未知待定时，可以通过比较两边同类项的系数来求解，该方法称为待定系数法.

【例5】等差数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 .

（1）求数列{an
 }的通项an
 与前n项和Sn
 .

（2）设[image: ]
 （n∈N*），求证：数列{bn
 }中任意不同的三项都不可能成为等比数列.


解
 　（1）由于S3
 =3a2
 =[image: ]
 ，得[image: ]
 .

又因为[image: ]
 ，所以d=2，从而[image: ]
 ，[image: ]
 .

（2）由（1）知[image: ]
 ，若存在正整数r<s<t，使得br
 ，bs
 ，bt
 依次成等比数列，则[image: ]
 ，即有[image: ]
 .

由于r，s，t都是正整数，且[image: ]
 是无理数，可得[image: ]
 于是4rt=4s2
 =（r+t）2
 ，即（r-t）2
 =0，导致r=t，矛盾.

所以，数列{bn
 }中任意不同的三项都不可能成为等比数列.

【例6】已知数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，a1
 =1，Sn+1
 =4an
 +2.

（1）设bn
 =an+1
 -2an
 ，求证：数列{bn
 }为等比数列.

（2）求数列{an
 }的通项公式及Sn
 .


解
 　（1）由[image: ]
 得an+1
 =4an
 -4an-1
 （n≥2）.

从而an+1
 -2an
 =2（an
 -2an-1
 ）（n≥2），即bn
 =2bn-1
 ，又因为b1
 =a2
 -2a1
 =3≠0，所以数列{bn
 }为等比数列，并有bn
 =3×2n-1
 . 即an+1
 -2an
 =3×2n-1
 ，则[image: ]
 .

令[image: ]
 ，由[image: ]
 知{cn
 }为等差数列.

又因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，故[image: ]
 .


评注
 　有这么一则典故：一个数学老师和物理老师要烧一壶水沏茶，烧茶的基本流程一般是这样的：

①在茶壶中灌好冷水；

②把灌好水的茶壶放在炉子上直接烧开；

③沏茶.

假设现在茶壶中已经灌好了冷水，物理老师的回答是：执行步骤②，③；

数学老师的回答是：把茶壶中的水倒了，那么问题就回到了最初的情形.

这就是化归，一种几乎渗透在数学的每一个毛孔中的基本思想，化归法的基本精神是：化陌生的问题为熟悉的问题，化没有解决过的问题为已经解决好的问题.

在这个问题中，要直接从递推关系式an+1
 =4an
 -4an-1
 （n≥2）中看出通项公式难度较大（但不是没有办法，在下面一讲《递推数列》中我们会再次研究这个问题），运用化归思想，我们构造了两个辅助数列{bn
 }和{cn
 }，将问题转化为了最熟悉的等差数列与等比数列，并最终解决了问题.

【例7】已知数列{an
 }和{bn
 }满足：a1
 =λ，an+1
 =[image: ]
 +n-4，bn
 =（-1）n
 （an
 -3n+21），其中λ为实数，n∈N*.

（1）对任意实数λ，证明：数列{an
 }不是等比数列.

（2）试判断数列{bn
 }是否为等比数列，并证明你的结论.


解
 　（1）假设存在一个实数λ，使{an
 }是等比数列，则有[image: ]
 ，即[image: ]
 [image: ]
 ，整理得[image: ]
 ，则有9=0，矛盾.

所以{an
 }不是等比数列.

（2）bn+1
 =（-1）n+1
 ［an+1
 -3（n+1）+21］

=（-1）n+1
 （an+1
 -3n+18）=（-1）n+1
 [image: ]


=[image: ]
 （-1）n+1
 （an
 -3n+21）=-[image: ]
 bn
 .

又因为b1
 =-λ-18，所以

当λ=-18时，bn
 =0（n∈N*），此时{bn
 }不是等比数列；

当λ≠-18时，b1
 ≠0，且bn
 =-[image: ]
 bn-1
 ，此时{bn
 }是等比数列.

【例8】数列{an
 }中，a1
 =8，a4
 =2，且满足an+2
 -2an+1
 +an
 =0（n∈N*）.

（1）求数列{an
 }的通项公式.

（2）设[image: ]
 （n∈N*），Sn
 =b1
 +b2
 +…+bn
 ，是否存在最大的整数m，使得任意的n均有[image: ]
 总成立？若存在，求出m；若不存在，请说明理由.


解
 　（1）由an+2
 -2an+1
 +an
 =0得an+2
 -an+1
 =an+1
 -an
 ，从而{an
 }是等差数列，由a1
 =8及a4
 =2知公差为-2，故an
 =10-2n.

（2）由于[image: ]
 ，故

[image: 134-2]


又因为[image: ]
 ，所以数列{Sn
 }单调递增.

要使[image: ]
 对任意的n∈N*恒成立，只需使Sn
 的最小值[image: ]
 ，即m<8，结合m∈Z，知满足条件的m的最大值为7.

【例9】（2010北京大学改编）是否存在[image: ]
 ，使得sin x，cos x，tan x，cot x为等差数列？


分析
 　对于这类探究型的存在性问题，我们一般的做法是先假设这样的x存在，摸着石头过河，看看情况再说.


解
 　若存在[image: ]
 ，使得sin x，cos x，tan x，cot x成等差数列，则sin x+cot x=cos x+tan x，则[image: ]
 ，整理得sin2
 x cos x+cos2
 x=sin x cos2
 x+sin2
 x，即有

sin x cos x（sin x-cos x）=（sin x+cos x）（sin x-cos x），


解
 　得sin x=cos x或sin x cos x=sin x+cos x.

前者得解[image: ]
 ，后者右边[image: ]
 >1>sin x cos x无解.

所以，[image: ]
 ，但此时[image: ]
 ，1，1并不成等差数列.

所以不存在[image: ]
 ，使得sin x，cos x，tan x，cot x成等差数列.


评注
 　在自主招生试题开放性与灵活性的外表下是它的基础性，本题主要考察等差数列的基本概念，利用a1
 +a3
 =a2
 +a4
 是a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 成等差数列的必要条件，通过反证法证得结论.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 含2n+1个项的等差数列其奇数项的和与偶数项的和之比为（　）.

（A）[image: ]


（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）[image: ]


2. 已知等比数列{an
 }的前n项和Sn
 =pn
 -1（p是非零常数），则数列{an
 }是（　）.

（A）等差数列

（B）等比数列

（C）等差数列或等比数列

（D）非等差数列

3.（2006复旦大学）等差数列{an
 }中，a5
 <0，a6
 >0，且a6
 >|a5
 |，Sn
 是前n项和，则下列结论中正确的是（　）.

（A）S1
 ，S2
 ，S3
 均小于0，而S4
 ，S5
 ，…均大于0

（B）S1
 ，S2
 ，…，S5
 均小于0，而S6
 ，S7
 ，…均大于0

（C）S1
 ，S2
 ，…，S9
 均小于0，而S10
 ，S11
 ，…均大于0

（D）S1
 ，S2
 ，…，S10
 均小于0，而S11
 ，S12
 ，…均大于0

4.（2007武汉大学）已知Sn
 是等差数列{an
 }的前n项和，若a2008
 =S2008
 =2008，则首项a1
 =（　）.

（A）2008

（B）-2008

（C）2006

（D）-2006

5. 已知等比数列{an
 }中，a2
 =1，则其前3项的和S3
 的取值范围是_____.

6. 设Sn
 、Tn
 分别是等差数列{an
 }、{bn
 }的前n项和，[image: ]
 ，则[image: ]
 _____.

7. 已知等差数列{an
 }中，ap
 =q，aq
 =p（p≠q），则ap+q
 =_____.

8.（2006上海交通大学）等差数列{an
 }中，3a8
 =5a13
 ，且a1
 >0，则前n项和Sn
 取最大值时，n的值为_____.

9. 等差数列{an
 }中，已知|a5
 |=|a11
 |，d>0，使其前n项和Sn
 取最小值时，n的值为_____.

10. 等比数列{an
 }的前n项和Sn
 满足S10
 =10，S30
 =70，则S40
 =_____.

11. 等差数列{an
 }的公差d=2，且a1
 +a2
 +…+a30
 =100，则a3
 +a6
 +…+a30
 =_____.

12. 已知等差数列{an
 }的前12项和为354，前12项中，偶数项的和与奇数项的和之比为32:27，则公差d=_____.

13. 已知等差数列{an
 }的公差d<0，且a3
 a5
 +a3
 a7
 +a5
 a9
 +a7
 a9
 =0，则当前n项的和Sn
 取得最大值时，n=_____.

14.（2011“北约联盟”）{an
 }是等差数列，a3
 =-13，a7
 =3，Sn
 表示{an
 }的前n项和，求{Sn
 }的最小值.

15.（2008武汉大学）数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，a1
 =1，an+1
 =2Sn
 （n∈N*），求数列{an
 }的通项.


B组【答案链接】


1. 某大楼共n层，现每层指定1人，共n人集中到设在第k层的临时会议室开会，为使这n位与会人员上下楼梯所走楼梯总路程最短，则k=_____.

2. 在数列{an
 }中，a1
 =1，a2
 =2，an
 an+1
 an+2
 =an
 +an+1
 +an+2
 （n∈N*），则a2012
 =_____.

3. 数列{an
 }的前三项依次为7，77，777，但第4项不是7777，请写出一个适合题意的通项公式：an
 =_____.

4. 在［1000，2000］内能被3整除且被4除余数为1的整数共有_____个.

5. 已知数列{an
 }满足a1
 =2，a2
 =5，且an+2
 -3an+1
 +2an
 =0，则通项公式an
 =_____.

6. 各项为实数的等差数列公差为4，其首项的平方与其余各项之和不超过100，这样的数列最多有_____项.

7. 已知数列{an
 }中，a1
 =8，且满足2an+1
 +an
 =6（n≥1），设其前n项和为Sn
 ，则满足不等式[image: ]
 的最小整数n是_____.

8. {an
 }为等差数列，{bn
 }为公比为q的等比数列，且[image: ]
 ，又[image: ]
 ，试求{an
 }的首项与公差.

9. n2
 （n≥4）个正数排成n行n列：

a11
 a12
 a13
 a14
 … a1n


a21
 a22
 a23
 a24
 … a2n


a31
 a32
 a33
 a34
 … a3n


… … … … … …

an1
 an2
 an3
 an4
 … ann


其中每一行的数成等差数列，每一列的数成等比数列，并且所有公比相等，已知a24
 =1，a42
 =[image: ]
 ，[image: ]
 ，试求a11
 +a22
 +…+ann
 的值.

10. 等比数列{an
 }的首项为a1
 ，公比为q（q≠-1），用Sn→m
 表示这个数列的第n项到第m项的和.

（1）计算S1→3
 ，S4→6
 ，S7→9
 ，并证明它们仍成等比数列.

（2）受上面（1）的启发，你能发现更一般的规律吗？并证明你的结论.


第十七讲　递推数列

教材知识回顾

1. 递推数列的定义

（1）递推式：由数列{an
 }的第n项an
 与它前面若干项an-1
 ，an-2
 ，…，an-k
 （k<n）组成的关系式；

（2）递推数列：由递推式和初始值确定的数列.

2. 一些常见的递推数列的通项公式的求法

（1）形如an+1
 =an
 +f（n）的一阶递推式，其通项求法为

[image: 137]


我们称这种方法为“累加法”.

（2）形如an+1
 =f（n）an
 的递推式，其通项求法为

an
 =a1
 ·[image: ]
 =a1
 ·f（1）f（2）f（3）…f（n-1）（n≥2），

我们称这种方法为“迭乘法”.

（3）形如an+1
 =pan
 +q（p≠1）的递推式，其通项求法为

法一：由an+1
 =pan
 +q及an
 =pan-1
 +q，两式相减得an+1
 -an
 =p（an
 -an-1
 ），有{an+1
 -an
 }是首项为a2
 -a1
 ，且公比为p的等比数列，先求出an+1
 -an
 ，再利用“累加法”求出an
 .

法二：若p=1，则显然是以a1
 为首项，q为公差的等差数列；

若p≠1，则两边同时加上[image: ]
 ，变为[image: ]
 ，变为一个以a1
 +[image: ]
 为首项，p为公比的等比数列. 这里采用的方法称为“不动点”方法.

上面两种方法都是将an+1
 =pan
 +q（p≠1）转化为常见的等差数列或等比数列来处理.

知识拓展与例题精讲

1. 特征方程法求解递推数列

【例1】称满足：a1
 =m1
 ，a2
 =m1
 ，an+2
 =pan+1
 +qan
 （p，q是常数）的数列{an
 }为二阶线性递推数列. 定义方程x2
 =px+q为数列{an
 }的特征方程，方程的根称为特征根，则数列{an
 }的通项公式an
 均可用特征根求得：

①若方程x2
 =px+q有两个相异的根α，β，则数列通项可以写成an
 =c1
 αn
 +c2
 βn
 ，（其中c1
 ，c2
 是待定常数）；

②若方程x2
 =px+q有两相同的实根α，则数列通项可以写成an
 =（c1
 +nc2
 ）αn
 ，（其中c1
 ，c2
 是待定常数）；

再利用a1
 =m1
 ，a2
 =m1
 ，可求得c1
 ，c2
 ，进而求得an
 .

根据上述结论求下列问题：

（1）当a1
 =1，a2
 =2，an+2
 =4an+1
 -4an
 （n∈N*）时，求数列{an
 }的通项公式.

（2）当a1
 =5，a2
 =13，an+2
 =5an+1
 -6an
 （n∈N*）时，求数列{an
 }的通项公式.

（3）当a1
 =1，a2
 =11，an+2
 =2an+1
 +3an
 +4（n∈N*）时，求数列{an
 }的通项公式.


解
 　（1）an+2
 =4an+1
 -4an
 的特征方程为：x2
 -4x+4=0，特征根为x1
 =x2
 =2.

故可设an
 =（c1
 +c2
 n）·2n
 （c1
 ，c2
 为待定常数）.

由于a1
 =1，a2
 =2，知[image: ]
 解得[image: ]


所以，an
 =2n-1
 （n∈N*）.

（2）an+2
 =5an+1
 -6an
 的特征方程为：x2
 -5x+6=0，特征根为x1
 =2，x2
 =3.

故可设an
 =c1
 ·2n
 +c2
 ·3n
 （c1
 ，c2
 为待定常数）.

由于a1
 =5，a2
 =13，知[image: ]
 解得c1
 =c2
 =1.

因此，an
 =2n
 +3n
 .

（3）由an+2
 =2an+1
 +3an
 +4得an+2
 +1=2（an+1
 +1）+3（an
 +1）.

不妨设bn
 =an
 +1，则bn+2
 =2bn+1
 +3bn
 ，其特征方程为x2
 -2x-3=0，特征根为x1
 =3，x2
 =-1.

可设bn
 =c1
 ·3n
 +c2
 ·（-1）n
 （c1
 ，c2
 为待定常数）.

由b1
 =2，b2
 =12，可得[image: ]
 ，从而[image: ]
 .


评注
 　斐波那契（Fibonaccia）数列，又称兔子数列，是同学们比较感兴趣的一个递推数列问题，接下来我们也用特征方程来找一找它的通项公式.

已知斐波那契数列定义如下：a1
 =a2
 =1，an+1
 =an
 +an-1
 （n=2，3，…），求通项公式an
 .


解
 　此数列对应特征方程为x2
 =x+1，即x2
 -x-1=0，解得[image: ]
 .

设此数列的通项公式为[image: ]
 .

由初始条件a1
 =a2
 =1可知，

[image: 139]


所以[image: ]
 .

我们神奇地发现，在求得的通项公式中，[image: ]
 都是无理数，但是斐波那契数列的每一项都是正整数！斐波那契数列是非常重要的一种数列，很多自然现象都与它有关，它与黄金分割有着高度的一致性，这一点我们不难从它的通项公式的构成得到理解.

有兴趣的同学不妨想一想特征方程的理论依据是什么，你会证明它吗？

【例2】设数列{an
 }和{bn
 }满足a0
 =1，b0
 =0，且[image: ]
 （n∈N），试求{an
 }的通项公式.


解
 　由a0
 =1，b0
 =0结合递推式可得a1
 =4，b1
 =4，a2
 =49.

又因为

[image: 139-5]


将①×7-②×6，得6bn
 =7an
 -an-1
 -3，代入an+1
 =7an
 +6bn
 -3得

an+1
 =14an
 -an-1
 -6，

即

[image: 139-6]


令[image: ]
 ，则cn+1
 =14cn
 -cn-1
 ，对应的特征方程为x2
 -14x+1=0，特征根为x=[image: ]
 .

所以an
 =λ[image: ]
 ，将a1
 =4，a2
 =49代入，解得[image: ]
 ，故

[image: 139-11]



评注
 　同学们将来还可以在这个问题的基础上，利用二项式定理证得[image: ]
 [image: ]
 是正整数，从而得到an
 必为完全平方数.

2. 不动点法求解递推数列

【定理1】若f（x）=ax+b（a≠0，a≠1），p是f（x）的不动点（即f（x）=x的解），an
 满足递推关系an
 =f（an-1
 ），（n>1），则an
 -p=a（an-1
 -p），即{an
 -p}是公比为a的等比数列.

这个结论在前面的知识回顾中已涉及，请读者自证.

【定理2】设[image: ]
 （c≠0，ad-bc≠0），{an
 }满足递推关系an
 =f（an-1
 ），n>1，且初始值a1
 ≠f（a1
 ）.

（1）若f（x）有两个相异的不动点p，q，则[image: ]
 （这里[image: ]
 ）.

（2）若f（x）只有唯一不动点p，则[image: ]
 （这里[image: ]
 ）.


证明
 　（略）. 有兴趣的同学可以仿照例3的解答过程给出定理2的证明.

【例3】求下列递推数列的通项：

（1）[image: ]
 ，[image: ]
 （n≥1）.

（2）a1
 =5，[image: ]
 （n≥1）.


解
 　（1）作函数[image: ]
 ，解方程f（x）=x，即[image: ]
 得[image: ]
 ，x2
 =3.

由于[image: ]
 ，①

an+1
 -3=[image: ]
 ，②

由于an
 ≠3（否则由②可以得到a1
 =3，矛盾），所以两式相除，得

[image: 140-15]


结合初始条件及等比数列的通项公式，可知[image: ]
 ，从而

[image: 140-17]


（2）作函数[image: ]
 ，解方程f（x）=x，即[image: ]
 得x1
 =x2
 =2.

由于

[image: 141]


由于an
 ≠2（否则由③可以得到a1
 =2，矛盾），所以两边取倒数，得

[image: 141-2]


数列[image: ]
 为等差数列，得[image: ]
 ，从而[image: ]
 .


评注
 　不动点法不仅仅可以用来解决定理1和定理2中的一阶线性递推数列和分式线性递推数列，还可以用来求一些其他形式的数列的通项.

【例4】已知数列{an
 }中，a1
 =2，[image: ]
 ，n∈N*，求数列{an
 }的通项.


解
 　作函数[image: ]
 ，解方程f（x）=x，即[image: ]
 ，得[image: ]
 ，[image: ]
 .

由于[image: ]
 ，①

[image: 141-12]


由于an
 ≠[image: ]
 （否则由②可以得到a1
 =[image: ]
 ，矛盾），所以两式相除，得

[image: 141-13]


得

[image: 141-14]


从而[image: ]
 .

3. 换元法求解递推数列

【例5】设数列{an
 }满足a1
 =1，an+1
 +1=[image: ]
 （n=1，2，3，…），求数列{an
 }的通项公式.


解
 　令[image: ]
 ，则

[image: 141-18]


故[image: ]
 ，得bn
 -3=[image: ]
 （bn-1
 -3），则[image: ]
 .

所以[image: ]
 （n∈N*）.


评注
 　换元是处理数学问题的一种重要方法，通过换元，条件中的递推式得到了简化，为进一步解决问题提供了可能.

【例6】已知[image: ]
 ，[image: ]
 ，求数列{an
 }的通项公式.


解
 　由数学归纳法，不难证明0<an
 <2（n∈N*），故可设an
 =2cos θn
 [image: ]
 ，于是[image: ]
 ，故[image: ]
 ，由[image: ]
 ，得[image: ]
 .

因此，[image: ]
 ，所以[image: ]
 .


评注
 　通过引入角度变量θn
 ，利用二倍角公式，将原有的递推关系转化为θn
 与θn-1
 之间的关系，从而顺利地解决了问题.

4. 一些其他的递推数列问题

【例7】已知数列{an
 }中，a1
 =1，a2
 =2，an
 an+1
 an+2
 =an
 +an+1
 +an+2
 ，且an+1
 an+2
 ≠1. 求[image: ]
 .


解
 　显然，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，由于

[image: 142-19]


相减可得an+3
 -an
 =an+1
 an+2
 （an+3
 -an
 ），即（an+3
 -an
 ）（an+1
 an+2
 -1）=0.

又因为an+1
 an+2
 ≠1，所以an+3
 -an
 =0，即an+3
 =an
 ，所以{an
 }是以3为周期的周期数列.

因为a1
 +a2
 +a3
 =6，2012≡2（mod3），故[image: ]
 =6×670+1+2=4023.

【例8】（2010浙江大学）如图，曲线[image: ]
 下有一系列正三角形，求第n个三角形的边长Ln
 .

[image: 142-23]


图17-1


解
 　设曲线上第n个三角形的顶点的坐标为Pn
 （xn
 ，yn
 ），则

[image: 142-22]


由于[image: ]
 ，所以有

[image: 143]


又L1
 +L2
 +L3
 +…+Ln
 +[image: ]
 ，n≥1.

两式相减，得[image: ]
 ，即[image: ]
 ，n≥2.

当n=1时，可以验证[image: ]
 仍然成立，又因为[image: ]
 ，故[image: ]
 .


评注
 　两式相减是处理递推数列的常用手段，其实，这个问题我们也可以先计算出L1
 ，L2
 ，L3
 ，…，由特殊到一般，猜出[image: ]
 ，再用数学归纳法予以证明.

巩固练习


A组【答案链接】


1.（2007复旦大学）已知数列{an
 }满足3an+1
 +an
 =4（n≥1），且a1
 =9，其前n项和为Sn
 ，则满足不等式[image: ]
 的最小整数n为（　）.

（A）6

（B）7

（C）8

（D）9

2.（2011复旦大学）设x1
 >0，[image: ]
 （n∈N*），那么（　）.

（A）数列{xn
 }是单调增的

（B）数列{xn
 }是单调减的

（C）数列{xn
 }或是单调增的，或是单调减的

（D）数列{xn
 }既非单调增的，也非单调减的

3. 只能被1和它本身整除的自然数（不包括1）叫做质数. 41，43，47，53，61，71，83，97是一个由8个质数组成的数列，某同学正确地写出了它的通项公式an
 =_____，并根据通项公式得出后几项，发现它们也是质数，试写出一个数P满足此同学得出的通项公式，但它不是质数，则P=_____.

4. 在数列{an
 }中，若a1
 =1，an+1
 =2an
 +3（n≥1），则该数列的通项an
 =_____.

5. 在数列{an
 }中，a1
 =1，a2
 =2，且an+2
 -an
 =1+（-1）n
 （n∈N*），则S100
 =_____.

6. 已知数列{an
 }满足a1
 =1，a2
 =1，且an
 =a1
 +2a2
 +3a3
 +…+（n-1）an-1
 （n≥2），则{an
 }的通项公式an
 =_____.

7. 设{an
 }是首项为1的正项数列，且[image: ]
 （n∈N*），则它的通项公式是_____.

8. 已知数列{an
 }满足[image: ]
 ，[image: ]
 ，则a1000
 =_____.

9. 已知数列{an
 }满足a1
 =m（m为正整数），[image: ]
 若a6
 =1，则m所有可能的取值为_____.

10.（2001上海交通大学）数列1，3，2，…中，an+2
 =an+1
 -an
 ，则[image: ]
 =_____.

11. 已知数列{xn
 }满足（n+1）xn+1
 =xn
 +n，且x1
 =2，则x2005
 =_____.

12. 已知数列{an
 }满足[image: ]
 ，且[image: ]
 （n≥2），则通项公式an
 =_____.

13. 已知数列{an
 }满足a1
 =1，且3（a1
 +a2
 +…+an
 ）=（n+2）an
 ，则通项公式an
 =_____.

14. 已知数列{an
 }满足a1
 =1，且an+1
 =3an
 +n2
 ，则通项公式an
 =_____.

15.（2004上海交通大学）已知数列{an
 }满足a1
 =1，a2
 =2，且an+2
 =3an+1
 -2an
 ，则a2004
 =_____.


B组【答案链接】


1. 数列{an
 }中，各项均为正数，Sn
 为前n项和，且有[image: ]
 ，则通项公式an
 =_____.

2. 已知数列{an
 }中，a1
 =1，an+1
 =3an
 +2n
 ，则通项公式an
 =_____.

3.（2004复旦大学）已知数列{an
 }，{bn
 }满足an+1
 =-an
 -2bn
 ，且bn+1
 =6an
 +6bn
 ，又a1
 =2，b1
 =4，求an
 和bn
 .

4.（2009全国卷Ⅱ理改编）已知数列{an
 }的前n项和为Sn
 ，已知a1
 =1，Sn+1
 =4an
 +2，求数列{an
 }的通项公式.

5.（2006华东政法大学改编）已知数列{an
 }满足a1
 =1，[image: ]
 ，求数列{an
 }的通项公式.

6.（2010五校联考改编）数列{xn
 }满足x1
 =3，[image: ]
 （n∈N*），求证：[image: ]
 .

7.（2009中国科学技术大学）正数数列{xn
 }，{yn
 }满足xn+2
 =2xn+1
 +xn
 ，yn+2
 =yn+1
 +2yn
 （n∈N*）. 证明：存在正整数n0
 ，对任意正整数n>n0
 ，有xn
 >yn
 恒成立.

8. 已知数列{an
 }满足an
 =（n-1）（an-1
 +an-2
 ）（n≥3），且a1
 =0，a2
 =1，求数列{an
 }的通项公式.

9. 数列{an
 }满足a1
 =1，a2
 =2，[image: ]
 ，n=1，2，3，….

（1）求a3
 ，a4
 ，并求数列{an
 }的通项公式.

（2）设[image: ]
 ，Sn
 =b1
 +b2
 +…+bn
 . 证明：当n≥6时，[image: ]
 .

10. 已知a为实数，数列{an
 }满足a1
 =a，[image: ]
 .

（1）当0<an
 <4时，求证：0<an+1
 <4.

（2）证明：存在正整数n，使0<an
 ≤3成立.

（3）当0<a≤2时，设Sn
 是数列{an
 }的前n项和，是否存在实数a及正整数n，使得Sn
 =2009？若存在，求出a与n的值；若不存在，请说明理由.


第十八讲　数列求和与数列极限

教材知识回顾

1. 数列求和的常用方法

（1）公式法

①等差数列：[image: ]
 ；

等比数列：[image: ]


②1+2+…+n=[image: ]
 .

③12
 +22
 +32
 +…+n2
 =[image: ]
 n（n+1）（2n+1）.

④13
 +23
 +33
 +…+n3
 =[image: ]
 .

（2）分组求和法

在直接运用公式求和有困难时，常将“和式”中的“同类项”先合并在一起，再运用公式法求和.

（3）倒序相加法

如果一个数列{an
 }，与首末两项等距的两项之和等于首末两项之和，那么把正着写和与倒着写和的两个和式相加，就得到了一个常数列的和，这一求和方法称为倒序相加法.

（4）错位相减法

如果一个数列的各项是由一个等差数列与一个等比数列的对应项相乘所组成，此时求和可采用错位相减法.

（5）裂项相消法

把一个数列的各项拆成两项之差，即数列的每一项均可按此法拆成两项之差，在求和时一些正负项相互抵消，于是前n项之和变成首尾若干少数项之和，这一求和方法称为裂项相消法.

经常用到的裂项公式有

[image: 146-6]


[image: 147]


2. 数列极限

（1）数列极限的定义

一般地，如果当项数n无限增大时，无穷数列{an
 }的项an
 无限趋近于
 某个常数A（即|an
 -A|无限地接近于0），那么就说数列{an
 }以A为极限. 记作[image: ]
 .

注：A不一定是{an
 }中的项.

（2）几个重要极限

[image: ]
 （α>0，α为常数）；[image: ]
 （C是常数）；

[image: 147-4]


（3）极限问题的基本类型

分式型，主要看分子和分母的首项系数；

指数型[image: ]
 ，通过变形（如通分，约分）使得各式有极限；

根式型（∞-∞型），通过有理化变形使得各式有极限.

（4）数列极限的运算法则

与函数极限的运算法则类似，如果[image: ]
 ，那么

[image: 147-7]


如果c是常数，那么，[image: ]
 .

（5）无穷等比数列的各项和

①公比的绝对值小于1的无穷等比数列前n项的和，当n无限增大时的极限叫做这个无穷等比数列各项的和，记做[image: ]
 .

②[image: ]
 （0<|q|<1）.

知识拓展与例题精讲

【例1】求和：Sn
 =1+3x+5x2
 +7x3
 +…+（2n-1）xn-1



解
 　（1）当x=0时，Sn
 =1；

（2）当x≠0时，{（2n-1）xn-1
 }的通项是等差数列{2n-1}的通项与等比数列{xn-1
 }的通项之积.

由于Sn
 =1+3x+5x2
 +7x3
 +…+（2n-1）xn-1
 ，①

则xSn
 =x+3x2
 +5x3
 +7x4
 +…+（2n-1）xn
 . ②

①-②得（1-x）Sn
 =1+2x+2x2
 +2x3
 +2x4
 +…+2xn-1
 -（2n-1）xn
 .

当x≠1时，（1-x）Sn
 =1+2x·[image: ]
 -（2n-1）xn
 ，得

[image: 148-2]


当x=1时，Sn
 =1+3+5+7+…+（2n-1）=n2
 .


评注
 　本题在用错位相减法求和的过程中容易忽略对x=0及x=1情形的讨论.

【例2】求sin2
 1°+sin2
 2°+sin2
 3°+…+sin2
 88°+sin2
 89°+sin2
 90°的值


解
 　令S=sin2
 0°+sin2
 1°+sin2
 2°+sin2
 3°+…+sin2
 88°+sin2
 89°+sin2
 90°. ①

将①式右边反序得

S=sin2
 90°+sin2
 89°+sin2
 88°+…+sin2
 3°+sin2
 2°+sin2
 1°+sin2
 0°. ②

两式相加，利用sin2
 α+sin2
 [image: ]
 =sin2
 α+cos2
 α=1，可知2S=91，所以[image: ]
 .


评注
 　在用倒序相加法求和的时候要注意式子的结构，并根据需要适当的增减某些项.

【例3】求证：[image: ]
 [image: ]
 .


解
 　令[image: ]
 [image: ]
 ，

由于[image: ]
 ，

则S=[image: ]


=[image: ]
 {（tan 1°-tan 0°）+（tan 2°-tan 1°）+（tan 3°-tan 2°）+…+（tan 89°-tan 88°）}

=[image: ]
 （tan 89°-tan 0°）=[image: ]
 ·cot1°=[image: ]
 .


评注
 　在平时的学习中多积累一些裂项的技巧是非常有益的.

【例4】求数列{n（n+1）（2n+1）}的前n项和.


解
 　设ak
 =k（k+1）（2k+1）=2k3
 +3k2
 +k，则

[image: 148-13]


将其每一项拆开再重新组合得

[image: 149]



评注
 　数列求和的各种方法不是孤立的，而是相互联系的，有时候一个问题往往需要用到几种求和方法，本例就用到了分组求和法和公式求和法.

【例5】已知数列{an
 }的通项公式是[image: ]
 ，求[image: ]
 的值.


解
 　（n+1）（an
 -an
 +1）=8（n+1）[image: ]


=[image: ]


=[image: ]


=[image: ]
 .

所以，[image: ]
 （n+1）（an
 -an+1
 ）=4[image: ]


=4[image: ]
 .


评注
 　本题用到了分组求和法和裂项相消法.

【例6】（1）（2006复旦大学改编）求和：[image: ]
 .

（2）已知数列{bn
 }中各项为：[image: ]


①求证：这个数列中的每一项都是两个相邻整数的积；

②求这个数列的前n项和Sn
 .


解
 　（1）令[image: ]
 ，则

[image: 149-14]


（2）由bn
 =[image: ]
 （10n
 -1）·10n
 +[image: ]
 （10n
 -1）=[image: ]
 （10n
 -1）（10n
 +2）=[image: ]
 ，令[image: ]
 ∈Z，可知bn
 =p（p+1）. 从而①成立.

②由于[image: ]
 ，则[image: ]
 .


评注
 　通过观察找出规律求得通项公式是解决这个问题的关键，在此基础上用分部求和法求出数列的前n项和.

【例7】（2006清华大学）设正三角形T1
 边长为a，Tn+1
 是Tn
 的中点三角形，An
 为Tn
 除去Tn+1
 后剩下三个三角形内切圆面积之和，求[image: ]
 .

[image: 150-12]


图18-1


解
 　由于边长为x的正三角形的内切圆半径为[image: ]
 ，于是[image: ]
 ，[image: ]
 ，则[image: ]
 ，又因为[image: ]
 ，所以数列{An
 }是一个公比为[image: ]
 的无穷等比数列，故[image: ]
 .

【例8】如图，有一列曲线P0
 ，P1
 ，P2
 ，…，已知P0
 所围成的图形是面积为1的等边三角形，Pk+1
 是对Pk
 进行如下操作：将Pk
 的每条边三等分，以每边中间部分的线段为边，向外作等边三角形，再将中间部分的线段去掉（k=0，1，2，3，…）. 记Sn
 为曲线Pn
 所围成图形的面积.

[image: 150-14]


图18-2

（1）求数列{Sn
 }的通项公式.

（2）求[image: ]
 .


解
 　（1）对P0
 进行操作，容易看出P0
 的每条边变成P1
 的4条边，故P1
 的边数为3×4；同样，对P1
 进行操作，P1
 的每条边变成P2
 的4条边，故P2
 的边数为3×42
 ，从而不难得到Pn
 的边数为3×4n
 .

已知P0
 的面积为S0
 =1，比较P1
 与P0
 ，容易看出P1
 在P0
 的每条边上增加了一个小等边三角形，其面积为[image: ]
 ，而P0
 有3条边，故[image: ]
 .

再比较P2
 与P1
 ，可知P2
 在P1
 的每条边上增加了一个小等边三角形，其面积为[image: ]
 ，而P1
 有3×4条边，故[image: ]
 .

类似地有：[image: ]
 .

于是有[image: ]
 [image: ]


=[image: ]
 .

以下用数学归纳法证明[image: ]
 成立.

n=1时，由上面已知等式成立；

假设n=k时，有[image: ]
 .

当n=k+1时，易知第k+1次操作后，比较Pk+1
 与Pk
 ，Pk+1
 在Pk
 的每条边上增加了一个小等边三角形，其面积为[image: ]
 ，而Pk
 有3·4k
 条边，故

[image: 151-12]


综上，由数学归纳法知[image: ]
 成立.

（2）[image: ]
 .


评注
 　当n→∞时，这是一个很有趣的图形，它的面积是有限的，但是周长却是无限的.

巩固练习


A组【答案链接】


1.（2007复旦大学）设Sn
 =1+2+…+n（n∈N*），则[image: ]
 =（　）.

（A）2

（B）[image: ]


（C）[image: ]


（D）64

2. [image: ]
 =_____.

3.（2005复旦大学）[image: ]
 =_____.

4.（2001复旦大学）[image: ]
 =_____.

5.（2003复旦大学）[image: ]
 （a>0）=_____.

6. 已知无穷等比数列{an
 }的首项为a1
 ，公比为q，且有[image: ]
 ，则首项a1
 的取值范围是_____.

7.（2008上海交通大学）数列{an
 }的通项公式为[image: ]
 ，则这个数列的前99项之和S99
 =_____.

8. 设[image: ]
 ，那么和式[image: ]
 +...+[image: ]
 =_____.

9.（2007上海交通大学）1·1！+2·2！+3·3！+…+n·n！=_____.

10. 等比数列{an
 }中，a1
 =1536，公比[image: ]
 ，用∏n
 表示它的前n项之积，则∏n
 中最大的是_____.

11.（2005复旦大学）1+3+6+…+[image: ]
 =_____.

12.（2006上海交通大学）已知[image: ]
 ，则数列{an
 }的前100项和为_____.

13. [image: ]
 =_____.

14. [image: ]
 [image: ]
 =_____.

15. 求数列的前n项和：1+1，[image: ]
 ，[image: ]
 ，…，[image: ]
 ，….


B组【答案链接】


1. 极限[image: ]
 =_____.

2. 极限[image: ]
 =_____.

3. [image: ]
 =_____.

4. 设数列{an
 }满足an+1
 an
 =2an+1
 -2（n∈N*），[image: ]
 ，则此数列的前2009项和为_____.

5. 已知数列{an
 }满足a1
 =5，[image: ]
 （n≥2），则其前100项的和是_____.

6. 已知数列a0
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 ，…满足关系式（3-an+1
 ）（6+an
 ）=18，且a0
 =3，则[image: ]
 的值是_____.

7. 设数列a1
 ，a2
 ，…，an
 ，…满足a1
 =a2
 =1，a3
 =2，且对任意自然数n，都有an
 ·an+1
 ·an+2
 ≠1，又an
 ·an+1
 ·an+2
 ·an+3
 =an
 +an+1
 +an+2
 +an+3
 ，则a1
 +a2
 +…+a100
 的值是_____.

8. 数列{an
 }满足a1
 =1，a2
 =3，a3
 =2，an+2
 =an+1
 -an
 ，求S2002
 .

9.（2003南京大学）设{an
 }是正项数列，[image: ]
 ，且Tn
 （an
 +1）2
 =4，n∈N*.

（1）求an
 和Tn
 的表达式；

（2）求证：T1
 +T2
 +…+Tn
 <2.

10. 设数列{xn
 }满足0<x1
 <π，xn+1
 =sin xn
 （n=1，2，…），证明[image: ]
 存在，并求该极限.


第十九讲　数学归纳法

教材知识回顾

1. 数学归纳法的基本形式

当涉及与自然数n有关的命题的时候，常常可以考虑用数学归纳法来处理. 下面列出数学归纳法的常用形式.

（1）第一数学归纳法

设P（n）是一个与正整数有关的命题，如果

①当n=n0
 （n0
 ∈N）时，P（n）成立；

②假设n=k（k≥n0
 ，k∈N）成立，由此可推得n=k+1时，P（n）也成立.

那么，根据①②对一切正整数n≥n0
 时，P（n）成立.

（2）第二数学归纳法

设P（n）是一个与正整数有关的命题，如果

①当n=n0
 （n0
 ∈N）时，P（n）成立；

②假设n≤k（k≥n0
 ，k∈N）成立，由此可推得n=k+1时，P（n）也成立.

那么，根据①②对一切正整数n≥n0
 时，P（n）成立.

2. 数学归纳法的其他形式

（1）跳跃数学归纳法

关于n的命题P（n），如果

①当n=1，2，3，…，l时，P（1），P（2），P（3），…，P（l）成立；

②假设n=k时P（k）成立，由此可推得n=k+l时，P（n）也成立.

那么，根据①②对一切正整数n≥1时，P（n）成立.

（2）反向数学归纳法

设P（n）是一个与正整数n有关的命题，如果

①P（n）对无限多个正整数n成立；

②假设n=k时，命题P（k）成立，由此可推得命题P（k-1）也成立.

那么根据①②对一切正整数n≥1时，P（n）成立.

3. 常用技巧

（1）起点前移：有些命题对一切大于等于1的正整数n都成立，但命题本身对n=0也成立，而且验证起来比验证n=1时容易，因此可以用验证n=0成立代替验证n=1的情形.

（2）起点增多：有些命题在由n=k向n=k+1跨进时，需要经其他特殊情形作为基础，此时往往需要补充验证某些特殊情形，因此需要适当增多起点.

（3）加大跨度：有些命题为了减少归纳中的困难，适当可以改变跨度，但注意起点也应相应增多.

（4）选择合适的假设方式：归纳假设不一定要拘泥于“假设n=k时命题成立”不可，需要根据题意采取第一、第二、跳跃、反向数学归纳法中的某一形式，灵活选择使用.

（5）变换命题：有些命题在用数学归纳证明时，需要引进一个辅助命题帮助证明，或者需要改变命题，即将命题一般化或加强命题可以满足归纳的需要，才能顺利进行证明.

4. 归纳、猜想和证明

在数学中经常通过特例或根据一部分对象得出的结论可能是正确的，也可能是错误的，这种不严格的推理方法称为不完全归纳法. 不完全归纳法得出的结论只能是一种猜想，其正确与否，必须进一步检验或证明.

知识拓展与例题精讲

【例1】用数学归纳法证明下述整除问题：n3
 +5n（n∈N*）能被6整除.


证明
 　（1）当n=1时，13
 +5×1=6能被6整除，命题正确.

（2）假设n=k时命题正确，即k3
 +5k能被6整除，则当n=k+1时，

（k+1）3
 +5（k+1）=（k3
 +3k2
 +3k+1）+（5k+5）=（k3
 +5k）+3k（k+1）+6.

又因为两个连续的整数的乘积k（k+1）是偶数，因此3k（k+1）能被6整除.

所以（k3
 +5k）+3k（k+1）+6能被6整除，即当n=k+1时命题也正确.

由（1）（2）可知原命题对一切n∈N*都成立.


评注
 　数学归纳法的核心思想是“递推”，用数学归纳法证明的时候两个步骤缺一不可.

【例2】n个半圆的圆心在同一直线l上，这n个半圆每两个都相交，且都在l的同侧，问：这些半圆被所有的交点最多分成多少段圆弧？


解
 　设这些半圆最多互相分成f（n）段圆弧，则f（1）=1，f（2）=4，f（3）=9.

猜想：f（n）=n2
 ，用数学归纳法证明如下：

（1）当n=1时，结论显然成立.

（2）假设n=k时，猜想正确，即f（k）=k2
 ，

则当n=k+1时，我们作出第k+1圆，它与前k个半圆均相交，最多新增k个交点.

第k+1个半圆自身被分成了k+1段弧，同时前k个半圆又各多分出1段弧，故有

f（k+1）=f（k）+k+k+1=k2
 +2k+1=（k+1）2
 ，

即n=k+1时，结论也正确.

所以对一切正整数n，f（n）=n2
 .


评注
 　由一系列有限的特殊事例得出一般结论的推理方法，叫作归纳法，借助归纳法可以帮助我们从具体的事例中发现一般规律.

【例3】比较2n
 与n2
 的大小（n∈N）.


解
 　当n=1时，21
 >12
 ；

当n=2时，22
 =22
 ；当n=3时，23
 <32
 ；

当n=4时，24
 =42
 ；当n=5时，25
 >52
 .

猜想：当n≥5时，2n
 >n2
 .

用数学归纳法证明如下：

（1）当n=5时，25
 >52
 成立.

（2）假设n=k时，有2k
 >k2
 .

那么当n=k+1时，

2k+1
 =2·2k
 =2k
 +2k
 >k2
 +（1+1）k
 >k2
 +2k+1=（k+1）2
 ，

结论仍成立.

综合（1）（2）可知，对于n≥5的一切自然数2n
 >n2
 都成立.

综上，当n=1或n≥5时，2n
 >n2
 ；

当n=2，4时，2n
 =n2
 ；

当n=3时，2n
 <n2
 .


评注
 　归纳、猜想、证明是发现规律、解决问题很好的方法，但要注意归纳的完整性，否则容易犯以偏概全的错误. 另外，在证明n=k+1的过程中，本题直接用到了一个结论2k
 >2k+1（n≥3），可以用数学归纳法进行证明，也可以利用后面的二项式定理进行证明.

【例4】试证明：对任何正整数n≥6，每一个正方形都可分成n个正方形.


证明
 　当n=6，7，8时，由图知结论成立.

[image: 156]


图19-1

假设对于n=k（k≥6）时结论成立，那么对于n=k+3，我们先将正方形分成k个正方形，再将这k个正方形中的一个分成4个小正方形，从而得到k+3个正方形，即n=k+3时结论成立.


评注
 　本题用到了跳跃型的数学归纳法，数学归纳法的形式非常多，但是核心思想只有一个，就是利用数学归纳法顺利实现项与项之间的递推.

【例5】试证用面值为3分和5分的邮票可支付任何n（n>7，n∈N*）分的邮资.


证明
 　（1）当n=8时，结论显然成立.

（2）假设当n=k（k>7，k∈N*）命题成立.

若这k分邮资全用3分票支付，则至少有3张，将3张3分票换成2张5分票就可支付k+1分邮资；

若这k分邮资中至少有一张5分票，只要将一张5分票换成2张3分票就仍可支付k+1分邮资.

故当n=k+1时命题也成立.

综上，对n>7的任何正整数命题都成立.


评注
 　本例也可以运用跳跃数学归纳法来证明，请同学们考虑一下.

【例6】设有2n
 （n≥1）个球，把它们分为若干堆. 我们可以任意选甲、乙两堆按照如下规则移动：若甲堆的球数m1
 不少于乙堆的球数m2
 ，则从甲堆拿m2
 个球放到乙堆中去，这样算挪动一次. 证明：可以经过有限次挪动把所有球合并成一堆.


证明
 　（1）n=1时，2个球分成堆有2种可能：一堆2个；二堆，一堆1个. 结论显然成立.

（2）假设n=k时结论成立. 即2k
 个球任意分成若干堆，总可以通过有限次移动把它们合成一堆. 那么对于2k+1
 个球分成若干堆，注意到总球数是2的倍数，依各堆球的个数被2除后的余数不同而将球堆分为2类：第一类由其所含球数是2的倍数的球堆组成；第二类由其所含球数是2的倍数加1的球堆组成；设第二类共有s堆，则我们断言s为偶数，否则与总球数是2的倍数矛盾.

依下述方式进行：将第二类球堆，2堆一组分成若干组后，每组的2堆之间进行一次移动后它们同时变成第一类球堆. 于是，我们通过有限次移动把所有球堆都变成了第一类，即每堆的球数为偶数. 把每堆中的2个球包在一起作为一个球看待，即得到2k
 个球包，从而可应用归纳假设，故结论成立.

【例7】（2004复旦大学优秀生选拔考试）求证：

[image: 036]



解
 　易验证n=1，2，3，4时原命题成立.

若能证明[image: ]
 成立，原命题显然成立.

当n=5时，左边<1.761，右边>1.775，即n=5时成立.

设n=k（k≥5）时成立，即

[image: 157-2]


则n=k+1时，

左边=[image: ]


<[image: ]


=[image: ]
 .

又[image: ]


=[image: ]


=[image: ]


=[image: ]
 .

当n=k+1时，

[image: 158-8]


综上，[image: ]
 （n∈N*）成立.


评注
 　对要证明的命题进行适当的加强，一方面固然加大了证明的难度，但是无形中也加强了归纳假设，反而降低了证明的难度.

【例8】已知数列{an
 }满足a1
 >0，a1
 ≠1，且[image: ]
 ，求证：数列{an
 }对于任意n∈N*，an
 <an+1
 成立，或者对于任意n∈N*，an
 >an+1
 成立.


解
 　显然{an
 }为正项数列，且

[image: 158-11]


所以an
 <an+1
 等价于0<an
 <1；an
 >an+1
 等价于an
 >1.

猜想当0<a1
 <1时，有an
 <an+1
 恒成立；当a1
 >1时，有an
 >an+1
 恒成立. 下面证明这个结论：

不妨先证明0<a1
 <1时，0<an
 <1.

（1）n=1时，结论显然成立；

（2）若n=k时结论成立，即0<ak
 <1，则当n=k+1时，

[image: 159]


所以ak+1
 <1，即n=k+1时结论仍成立.

综合（1）（2），0<a1
 <1时，0<an
 <1成立，故an
 <an+1
 恒成立.

同理可证当a1
 >1时，有an
 >an+1
 恒成立.


评注
 　当原命题不易用数学归纳法证明时，可以对命题进行等价转化. 本题若直接用数学归纳法进行证明，很难达成预期目标，通过对原问题的等价转化，降低了问题的难度.

巩固练习


A组【答案链接】


1. 一个关于自然数n的命题，如果验证当n=1时命题成立，并在假设当n=k（k∈N*）时命题成立的基础上，证明了当n=k+2时命题成立，那么对于（　）.

（A）一切正整数命题成立

（B）一切正奇数命题成立

（C）一切正偶数命题成立

（D）以上都不对

2. 设平面内有k条直线，其中任何两条不平行，任何三条不共点，设k条直线的交点个数为f（k），则f（k+1）与f（k）的关系是（　）.

（A）f（k+1）=f（k）+k+1

（B）f（k+1）=f（k）+k-1

（C）f（k+1）=f（k）+k

（D）f（k+1）=f（k）+k+2

3. 下列代数式（其中k∈N*）能被9整除的是（　）.

（A）6+6·7k


（B）2+7k-1


（C）2（2+7k+1
 ）

（D）3（2+7k
 ）

4. 已知n为正偶数，用数学归纳法证明[image: ]
 [image: ]
 时，若已假设n=k（k≥2为偶数）时命题为真，则还需要用归纳假设再证（　）.

（A）n=k+1时等式成立

（B）n=k+2时等式成立

（C）n=2k+2时等式成立

（D）n=2（k+2）时等式成立

5. 用数学归纳法证明12
 +22
 +…+（n-1）2
 +n2
 +（n-1）2
 +…+22
 +12
 =[image: ]
 时，由n=k的假设到证明n=k+1时，等式左边应添加的式子是（　）.

（A）（k+1）2
 +2k2


（B）（k+1）2
 +k2


（C）（k+1）2


（D）[image: ]
 （k+1）［2（k+1）2
 +1］

6. 用数学归纳法证明：

[image: 160]


7. 用数学归纳法证明：72n
 -42n
 -297能被264整除.

8. 已知数列{an
 }满足[image: ]
 ，对于任意n∈N*，有[image: ]
 ，求数列{an
 }的通项公式.

9. 用数学归纳法证明：

[image: 160-4]


10. 用数学归纳法证明：

[image: 160-5]


11. 是否存在常数a，b，c，使等式

1·22
 +2·32
 +…+n（n+1）2
 =[image: ]
 （an2
 +bn+c）

对n∈N*都成立，并证明你的结论.

12. 用数学归纳法证明不等式

[image: 160-7]


13. 数列{an
 }中，[image: ]
 ，[image: ]
 （n∈N*），求证：an
 >2（n∈N*）.

14. 求证：1-（x+3）n
 （n∈N*）能被x+2整除.

15. 在数列{an
 }中，a1
 =2，an+1
 =λan
 +λn+1
 +（2-λ）2n
 （n∈N*），其中λ>0，求数列{an
 }的通项公式.


B组【答案链接】


1. 在数列{an
 }中，a1
 =tan x，[image: ]
 ，求数列{an
 }的通项公式.

2.（2006复旦大学）对于任意n∈N*，x1
 ，x2
 ，…，xn
 均为非负实数，且x1
 +x2
 +…+xn
 ≤[image: ]
 . 试用数学归纳法证明：

（1-x1
 ）（1-x2
 ）…（1-xn
 ）≥[image: ]
 .

3. 任意正的真分数[image: ]
 都可以表示成不同的正整数的倒数之和.

4. 首项为正数的数列{an
 }满足[image: ]
 ，n∈N*.

（1）证明：若a1
 为奇数，则对一切n≥2，an
 都是奇数.

（2）若对一切n∈N*都有an+1
 >an
 ，求a1
 的取值范围.

5. 若n∈N*且n≥2，求证：[image: ]
 恒成立.

6. 若0<x<1，且x1
 =1+x，[image: ]
 （n∈N*），求证：对于任意n∈N*，xn
 >1恒成立.

7. 证明：存在正整数的无穷数列{an
 }：a1
 <a2
 <a3
 <…，使得对所有自然数n，[image: ]
 [image: ]
 都是完全平方数.

8. 设S为一个2010元集合，N为满足0≤N≤22010
 的整数，证明可以将S的子集进行黑白染色，使得：

（1）任意两个白子集的并集仍是白子集；

（2）任意两个黑子集的并集仍是黑子集；

（3）恰有N个白子集.


习题解答

第一讲　集合与逻辑


A组


1. ［-1，3］. 提示：由y=x2
 -4x+3=（x-2）2
 -1≥-1，y=-x2
 -2x+2=-（x+1）2
 +3≤3，有A=［-1，+∞），B=（-∞，3］. 因此，A∩B=［-1，3］.

2. ⌀. 提示：联立方程组[image: ]
 消去y，得2x2
 -2x+1=0. 此方程无实数解，即两条抛物线没有公共点. 因此，A∩B=⌀.

3. {0，1}. 提示：若a=0，此时[image: ]
 即[image: ]
 ，满足条件. 若a≠0，关于x的方程ax2
 +2x+1=0有相等的根，则0=Δ=4-4a即a=1. 综上，a的取值集合是{0，1}.

4. 8. 提示：若A=⌀，则满足条件. 若A≠⌀时，由于a∈A，6-a∈A，则1≤a<10且1≤6-a<10，故1≤a≤5且a∈N*. 注意到a与6-a同时在A中出现，即1与5，2与4成对出现，3可以单独出现. 非空集合A的个数是一个三元集合的非空子集的个数，即（23
 -1）个. 综上，A的可能个数是8. 具体地，⌀，{1，5}，{2，4}，{3}，{1，3，5}，{2，3，4}，{1，2，4，5}，{1，2，3，4，5}.

5. 1或2. 提示：由于B⊆A={-1，1}且B≠⌀，则B只可能是B={1}，B={-1}，B={-1，1}. 若B={1}，即方程x2
 -2ax+b=0有等根1，此时a=b=1. 若B={-1}，即方程x2
 -2ax+b=0有等根-1，此时a=-1，b=1. 若B={-1，1}，即方程x2
 -2ax+b=0有两根-1，1. 此时a=0，b=-1.

6. 7. 提示：由于[image: ]
 ，S非空，而x∈S时[image: ]
 ∈S，故x的可能值是1，2，4，8，16.（1）若S中只含一个元素，则[image: ]
 即x=4，故S={4}.（2）若S中含两个元素，由于1与16，2与8成对出现，故S={1，16}或{2，8}.（3）若S是三元集合，则S={1，4，16}或{2，4，8}；若S是四元集合，则S={1，2，8，16}；若S是五元集合，则S={1，2，4，8，16}.

7. -3. 提示：由于A∩B={2}，则2∈B，故a2
 +a-4=2或2a+1=2. 即a=-3，2或[image: ]
 . 以下检验满足必要条件的三个值. 当a=-3时，A={2，3，10}，[image: ]
 ，符合题意；当a=2时，A={2，3，5}，[image: ]
 ，于是A∩B={2，5}，与题设矛盾！当[image: ]
 时，[image: ]
 ，[image: ]
 ，这与集合中元素的互异性矛盾！

8. {6，8，10，12，14}. 提示：由于U={2，4，6，8，10，12，14，16，18}. 又⌀=∁U
 A∩∁U
 B=∁U
 （A∪B）（隶·莫根律），即A∪B=U. {12，14}=A∩∁U
 B=A\B（差集），{2，4，16，18}=B∩∁U
 A=B\A，从而A∩B={6，8，10}. 进而A=（A\B）∪（A∩B）={6，8，10，12，14}.

9. ［1，+∞）. 提示：由于A=（-∞，0］∪［1，+∞），B={x|x≥-2m+1或x≤2m-3}. 若2m-3≥1-2m即m≥1，则B=R. 此时A[image: ]
 B⇔α是β的充分非必要条件. 当m<1时，2m-3<1-2m. 在数轴上表示集合A与B，由于α是β的充分非必要条件，则A[image: ]
 B. 即[image: ]
 ，且这两个等号不能同时取到. 解这个不等式组知：[image: ]
 且m<1. 故此情况无解.

10. [image: ]
 . 提示：在数轴上可以分析得到M∩N的长度的最小值为[image: ]
 . 还有一个好的解释：利用容斥原理. 数集A的长度记为|A|. 由于|M∪N|=|M|+|N|-|M∩N|，即|M∩N|=|M|+|N|-|M∪N|≥[image: ]
 （因为M∪N⊆［0，1］，所以|M∪N|≤1）=[image: ]
 .

11. 54，26. 提示：设含有维生素A、C的食品种类的集合分别记为M、N. 则|M|=72，|N|=54，|M∪N|≤100. 因此，|M∩N|=|M|+|N|-|M∪N|≥72+54-100=26. 等号可取到. 另一方面，|M∪N|≥max{|M|，|N|}=72，从而|M∩N|=|M|+|N|-|M∪N|≤72+54-72=54. 当含维生素A的72种食品中有54种食品也含维生素C时，等号成立.

12. 错误. 提示：设A={某中学男生}，B={某中学高中生}，C={某中学团员}，则|A|=528，|B|=312，|C|=670，|A∩B|=192，|B∩C|=247，|C∩A|=336，|A∩B∩C|=175. 于是，由容斥原理知：|A∪B∪C|=|A|+|B|+|C|-|A∩B|-|B∩C|-|C∩A|+|A∩B∩C|=（528+312+670）-（192+336+247）+175=910. 但某中学的学生总数仅为900，矛盾！故上述统计有错误.

13. a=0且b≠0或ab>0或a（a+b）<0. 提示：令ax+b=0. 若a=0，当b=0时，有A⊆B；当b≠0时，有A∩B=⌀. 若a≠0时，[image: ]
 . 由于A∩B=⌀，因此，[image: ]
 或[image: ]
 . 即ab>0或a（a+b）<0.

14.（-4，+∞）. 提示：关于x的一元二次方程x2
 +（p+2）x+1=0的判别式Δ=（p+2）2
 -4=p2
 +4p. 若Δ<0，则-4<p<0. 此时A=⌀，满足A∩R+
 =⌀. 若Δ≥0，则方程x2
 +（p+2）x+1=0有两个非正实数根，等价于[image: ]
 ，解得p≥0. 综上，p∈（-4，+∞）.

15.（1）a=0或1；（2）[image: ]
 . 提示：（A∪B）∩C=（A∩C）∪（B∩C），A∩C与B∩C分别为方程组（i）[image: ]
 （ii）[image: ]
 的解集. 由（i）得，（x，y）=（0，1），[image: ]
 ；由（ii）得，（x，y）=（1，0），[image: ]
 .（1）欲使（A∪B）∩C恰有两个元素的情况只有两种可能：①[image: ]
 ②[image: ]
 由①得a=0；由②得a=1. 故当a=0或1时，（A∪B）∩C恰有两个元素.（2）欲使（A∪B）∩C恰有三个元素的情况是[image: ]
 ，解得：[image: ]
 . 经检验，当[image: ]
 时，（A∪B）∩C恰有三个元素.


B组


1. ［1，3］∪{-1}. 提示：由x2
 -3（a+1）x+2（3a+1）≤0得（x-2）［x-（3a+1）］≤0. 当[image: ]
 时，B={x|2≤x≤3a+1}；当[image: ]
 时，B={x|3a+1≤x≤2}. 因为A⊆B，所以[image: ]
 或[image: ]
 解得1≤a≤3或a=-1. 综上，a的取值范围是［1，3］∪{-1}.

2. 167. 提示：令4k+1=3m-1，得[image: ]
 . 因为m∈Z，所以3|k-1. 令k-1=3r，r∈Z，得m=4r+2. 这时b=12r+5，故A∩B的元素是形如12r+5的整数. 又形如4k+1的数可分为3类：12l+1，12l+5，12l+9（l∈Z），其中只有形如12l+5的数是形如3k-1的数. 令1≤12l+5≤2000（l∈Z），得0≤l≤166. 所以，A∩B={5，17，…，1997}，即|A∩B|=167.

3. 62人. 提示：设A、B、C三门课程及格的学生构成的集合分别为A，B，C. 下求|∁U
 （A∪B∪C）|，由容斥原理知，|∁U
 （A∪B∪C）|=832-|A∪B∪C|，且|A∪B∪C|=|A|+|B|+|C|-|A∩B|-|B∩C|-|C∩A|+|A∩B∩C|. 这里，|A|=378，|B|=479，|A∩B∩C|=83，|B∩C|=131. 由于A∩B∩∁U
 C，∁U
 A∩B∩C，A∩∁U
 B∩C两两的交集为空集，且|A∩B∩∁U
 C|+|∁U
 A∩B∩C|+|A∩∁U
 B∩C|=172. 其中|A∩B∩∁U
 C|=92. 又B∩C=（B∩C∩A）∪（B∩C∩∁U
 A），从而|B∩C|=|B∩C∩A|+|B∩C∩∁U
 A|，可知|∁U
 A∩B∩C|=131-83=48，|A∩∁U
 B∩C|=172-92-48=32，|A∩C|=|A∩B∩C|+|A∩∁U
 B∩C|=83+32=115. 再|∁U
 A∩∁U
 B∩C|+|∁U
 A∩B∩∁U
 C|+|A∩∁U
 B∩∁U
 C|=515，其中|A∩∁U
 B∩∁U
 C|=|A∩∁U
 C|-|A∩B∩∁U
 C|=|A|-|A∩C|-|A∩B∩∁U
 C|=378-115-92=171，进而|B∩∁U
 A∩∁U
 C|=479-（92+83+48）=256. 因此，|C∩∁U
 A∩∁U
 B|=515-（171+256）=88. 从而|∁U
 （A∪B∪C）|=832-（171+32+88+92+83+48+256）=62.

[image: 165]


（第3题）

4. 铜、金、银. 提示：列表如下：

[image: 165-2]


王老师猜测中正确的是“丙不得铜牌”，此时甲获铜牌、乙获金牌、丙获银牌.

5. 丁，甲. 提示：列表如下：不是小偷记√，是小偷记✕.

[image: 165-3]


因此，只有丁说真话，可判断甲是唯一的小偷.

6. 丁，丙和丁. 提示：作案者记✕，不是案犯记√，列表：

[image: 165-4]


当只有丁说假话时，可以确定甲、乙、丙说真话，并且丙和丁都是作案者.

7. S=Q+
 （即全体正有理数构成的集合）. 提示：理由如下：对任意的r∈Q，r≠0，由条件②知：r∈S，-r∈S之一成立. 再由条件①，若r∈S，则r·r=r2
 ∈S；若-r∈S，则r2
 =（-r）·（-r）∈S. 总之，对任意的非零有理数r∈Q，均有r2
 ∈S. 取r=1，则1=12
 ∈S. 由条件①知：2=1+1∈S，3=1+2∈S，…，可知任意正整数都属于S. 设p，q∈N*，由①知，pq∈S. 又由前证知，[image: ]
 ∈S，故[image: ]
 ∈S. 因此，Q+
 ⊆S. 再由条件②知，0及全体负有理数都不属于S. 综上，S是由全体正有理数组成的集合.

8. 集合Fi
 （i=1，2，…，k）的二元子集中不可能有相同的. 否则，不妨设Fi
 与Fj
 （i≠j）有相同的二元子集，则Fi
 与Fj
 至少有两个相同的元素，与题设矛盾！易知Fi
 （i=1，2，…，k）的所有二元子集个数为[image: ]
 ，且互异. {1，2，…，m}中的所有二元子集个数为[image: ]
 [image: ]
 从而[image: ]
 ，因此，[image: ]
 .

9. 4022. 提示：先对|M|=r时求解. 设M={a1
 ，a2
 ，…，ar
 }，其中ai
 ∈N*，且不存在ai
 ，aj
 ∈M，使得ai
 +aj∈M. 考虑集合A={r-1，r，r+1，…，2r-2}，易知A满足条件. 设a=maxM. 下面证明：a≥2r-2. 用反证法，假设a≤2r-3. 当a=2k<2r-3时，从正整数1，2，…，k-1，k，k+1，…，2k-1中选出k-1=[image: ]
 -1<r-2个和为a=2k的数对：（1，2k-1），（2，2k-2），…，（k-1，k+1）. 因为M中有r-2个元素是不同于k和2k=a的，所以至少有一个数对全在集合M中，此时其两元素之和等于2k=a. 矛盾！当a=2k+1≤2r-3时，从正整数1，2，…，k，…，2k中选出[image: ]
 个和为a=2k+1的数对（1，2k），（2，2k-1），…，（k，k+1）. 因为M中有r-1个元素是不同于2k+1=a的，所以至少有一个数对全在集合M中，此时其两元素之和等于2k+1=a，矛盾！总之，假设不成立，即a=maxM≥2r-2. 特别地，r=2012时，a的最小值为2×2012-2=4022.

10.（1）不存在满足要求的划分. 根据已知条件，任两个子集的数的和为偶数，这说明：在任两个子集中所有的数有相同的奇偶性，这是不可能的.（2）存在满足要求的划分. 如：A={3k|k∈Z}，B={3k+1|k∈Z}，C={3k+2|k∈Z}. 假设3a∈A（a∈Z），3b+1∈B（b∈Z），则3a-1∈C，3b+2∈C，使得3a+（3b+1）=（3a-1）+（3b+2）. 其余两种情况类似可证.

第二讲　不等式的性质与证明


A组


1. [image: ]
 . 提示：由于[image: ]
 ，[image: ]
 .

2.（-2，0）. 提示：由于x-y<0，又x-y>x-1>（-1）-1=-2.

3.（9，30）. 提示：由于a+b≥a+[image: ]
 ×6=9，a+b<a+2a=3a<3×10=30.

4. ［-1，1］. 提示：由于要求（1+a）的最小值，但a>0，取不到最小值，这时，在数学中有一个重要符号，即下确界inf. 于是，[image: ]
 . 解不等式知，x∈［-1，1］.

5.（-∞，-1］∪［1，+∞）. 提示：由于要求（1-a）的最大值，但a>0，取不到最大值. 这时，有另一个重要数学符号，即上确界sup. 于是，[image: ]
 . 解得，x∈（-∞，-1］∪［1，+∞）.

6. ［1，+∞］. 提示：这里须求[image: ]
 （当a→0-
 时取到），从而[image: ]
 1. 解得，x∈［1，+∞）.

7. ［22，35］. 提示：令a-b=f1
 ，[image: ]
 . 解得[image: ]
 ，[image: ]
 ，故[image: ]
 . 因为1≤f1
 ≤2，13≤f2
 ≤20，所以[image: ]
 ，[image: ]
 [image: ]
 . 相加得[image: ]
 . 因此，[image: ]
 的范围是［22，35］.

8. 高于. 提示：设玫瑰与康乃馨的单价分别为x元，y元，则[image: ]
 因此，[image: ]
 ，[image: ]
 . 故2x-3y=[image: ]
 （11a-12b）>[image: ]
 （11×24-12×22）=0，即2x>3y.

9. ［0，2］. 提示：本题的求解异于上面两个练习，实质是线性规划问题（当然，练习7、8两题也可以这样求解）. 约束条件表示的是一个三角形区域，如图，其中A（0，0），B（1，0），[image: ]
 . 目标函数z=2x+y的最大值和最小值都在约束区域的边界或顶点处取到. 此题的最大值是当（x，y）=（1，0）时取到的，最大值为2. 最小值是当（x，y）=（0，0）时取到的，最小值为0.

[image: 167-19]


（第9题）

10. [image: ]
 ⇔（xm
 -xn
 ）+[image: ]
 （xm-n
 -1）（xm+n
 -1）>0…①. 由于m+n>0，m-n>0，因此，若x∈（0，1）时，xm-n
 -1<0，xm+n
 -1<0；若x∈（1，+∞）时，xm-n
 -1>0，xm+n
 -1>0. 总之，（xm-n
 -1）（xm+n
 -1）>0. 即不等式①成立，问题得证.

11. 原不等式⇔2（1+a）（1+b）≥（2+a+b）[image: ]
 ⇔a+b+2ab≥（2+a+b）[image: ]
 （a+b+2ab）2
 ≥ab（2+a+b）2
 ⇔（a+b）2
 +4ab（a+b）+4a2
 b2
 ≥4ab+4ab（a+b）+ab（a+b）2
 ⇔（a-b）2
 ≥ab（a-b）2
 ⇐ab≤1.

12. 原不等式⇔[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 . 这种配方简洁而有效.

13. 用反证法. 假设a+b>2，则a>2-b，即a3
 >（2-b）3
 . 因此，a3
 +b3
 >（2-b）3
 +b3
 =8-12b+6b2
 =6（b-1）2
 +2≥2. 于是a3
 +b3
 >2，与已知条件a3
 +b3
 =2矛盾！本题得证.

14. 用反证法. 假设a2
 +b2
 +c2
 <abc. 由于a2
 <a2
 +b2
 +c2
 <abc，故a<bc. 同理，b<ac，c<ab. 又由于a2
 +b2
 +c2
 ≥ab+bc+ca⇔[image: ]
 ［（a-b）2
 +（b-c）2
 +（c-a）2
 ］≥0，从而a2
 +b2
 +c2
 ≥ab+bc+ca>c+a+b≥abc（已知条件）. 即a2
 +b2
 +c2
 >abc，这与假设a2
 +b2
 +c2
 <abc矛盾！假设不成立，原不等式得证.

15. 用反证法. 假设这四个不等式均成立. 由于|x|+|y|>|y-z+t|+|x-z+t|≥|（y-z+t）-（x-z+t）|=|x-y|，即|x|+|y|>|x-y|. 两边平方，2|xy|>-2xy，即xy>0. 同理，yz>0，zt>0. 但是|t|+|x|>|x-y+z|+|y-z+t|≥|（x-y+z）+（y-z+t）|=|x+t|，即|t|+|x|>|x+t|. 两边平方，2|tx|>2tx，即tx<0. 因此，（xyzt）2
 =（xy）（yz）（zt）·（tx）<0. 这与已知事实（xyzt）2
 ≥0矛盾！故假设不成立，原结论成立.


B组


1. [image: ]
 . 提示：不等式组有唯一解等价于关于x的一元二次方程[image: ]
 ，即[image: ]
 有唯一解. 此时Δ=2a2
 -6=0，故a2
 =3，即[image: ]
 .

2. -6. 提示：由于x2
 -x+1=[image: ]
 ，3x2
 -（p+6）x≥0对x∈R恒成立①，且12x2
 +（p-9）x+15>0对一切x∈R恒成立②. 由①知，Δ≤0⇔（p+6）2
 ≤0⇔p=-6. 由②知，Δ<0⇔（p-9）2
 -4×12×15<0，此时p=-6满足该不等式. 综上，p=-6.

3. a=2，且b∈（0，2）. 提示：由于x2
 +2x+2=（x+1）2
 +1>0. 故x2
 +2x+2>|x2
 +ax+b|，即x2
 +2x+2>x2
 +ax+b且x2
 +2x+2>-（x2
 +ax+b）对一切x∈R恒成立. 由前一式得：（2-a）x+（2-b）>0（∀x∈R），可知a=2且b<2. 由后一式得：2x2
 +（2+a）x+（2+b）>0（∀x∈R），可知Δ<0即42
 -4×2×（2+b）<0⇔b>0. 综上，知a=2且b∈（0，2）.

4. 原不等式⇔[image: ]
 ≥（n+1）[image: ]
 +[image: ]
 +n[image: ]
 +n[image: ]
 +n[image: ]
 +…+[image: ]
 [image: ]
 . 知，最后一个不等式成立.

5. n=1时，不等式成立. 下设n≥2，由于[image: ]
 [image: ]
 ，因此，[image: ]
 [image: ]
 .

6. 若[image: ]
 ，则x1
 （1-x2
 ）≥[image: ]
 （1-xn
 ）. 此时，取i=1，命题得证. 若[image: ]
 ，且存在j≤n-1，使[image: ]
 ，[image: ]
 . 则xj
 （1-xj+1
 ）≥[image: ]
 ≥[image: ]
 . 此时，取i=j，命题得证. 若[image: ]
 ，且[image: ]
 ，…，[image: ]
 ，则xn-1
 （1-xn
 ）≥[image: ]
 （1-xn
 ）≥[image: ]
 （1-xn
 ）≥[image: ]
 x1
 （1-xn
 ）. 此时，取i=n-1，命题得证.

7.（1+a1
 ）（1+a2
 ）…（1+an
 ）=2n
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ≥2n
 [image: ]
 ［（n+1）+（a1
 -1）+（a2
 -1）+…+（an
 -1）］=[image: ]
 （1+a1
 +a2
 +…+an
 ）.

8. 用反证法假设存在一个正整数∈{1，2，…，n}，使得集合{a1
 ，a2
 ，…，an
 }的任意m元子集中全体元素之和都小于m. 特别地，有[image: ]
 这n个不等式相加，有m（a1
 +a2
 +…+an
 ）<nm，即a1
 +a2
 +…+an
 <n…①. 另一方面，由于A=[image: ]
 =[image: ]
 ，则3A=[image: ]
 （这里由均值不等式知，ai
 +ai
 +[image: ]
 ）=3n. 因此，[image: ]
 . 这与前面得出的结论①即a1
 +a2
 +…+an
 <n矛盾！因此，假设不成立，命题成立.

9. 用反证法. 假设a1
 ，a2
 ，…，a8
 均≥1. 可设ai
 =1+xi
 ，xi
 ≥0（i=1，2，…，8）. 由20=a1
 +a2
 +…+a8
 ，得x1
 +x2
 +…+x8
 =12. 而4=（1+x1
 ）（1+x2
 ）…（1+x8
 ）=1+（x1
 +x2
 +…+x8
 ）+M，其中M≥0. 但此时M=4-13=-9<0. 矛盾！结论成立.

10. 根据题目结构，可令[image: ]
 . 问题化为：x，y，z>0，且xy+yz+zx≥1. 证明：2x+3y+6z，2y+3z+6x，2z+3x+6y中至少有两个代数式≥6. 由（2x+3y+6z）2
 +（2y+3z+6x）2
 =40x2
 +13y2
 +45z2
 +36xy+60xz+48yz=（36x2
 +9y2
 ）+（4x2
 +9z2
 ）+（4y2
 +36z2
 ）+36xy+60xz+48yz≥72（xy+yz+zx）≥72. 因此，（2x+3y+6z），（2y+3z+6x）中至少有一个≥6. 又由（2z+3x+6y）2
 +（2x+3y+6z）2
 =40z2
 +13x2
 +45y2
 +48xy+60yz+36zx=（36z2
 +9x2
 ）+（4x2
 +36y2
 ）+（4z2
 +9y2
 ）+48xy+60yz+36zx≥72（xy+yz+zx）≥72. 因此，（2x+3y+6z），（2z+3x+6y）中至少有一个≥6. 同理，（2y+3z+6x），（2z+3x+6y）中至少有一个≥6. 总之，2x+3y+6z，2y+3z+6x，2z+3x+6y中至少有两个代数式的值均大于或等于6.

第三讲　不等式的解法


A组


1. C. 提示：由不等式有（x-4）2
 ≠0，即x≠4，又当x≠4时，（x-4）2
 >0，故不等式的解为x≠4，即x>4或x<4.

2. C. 提示：由[image: ]
 有（x-1）（x-3）>0，解得x>3或x<1.

3. C. 提示：由x2
 -1<0有（x+1）（x-1）<0，解得-1<x<1；由x2
 -3x<0有x（x-3）<0，解得0<x<3，从而不等式组的解集为0<x<1.

4. B. 提示：由x3
 +6x2
 -49x+66=0易知2是方程的根，不等式可写为（x-2）（x-3）（x+11）≤0，作图可知有x≤-11或2≤x≤3.

5. D. 提示：由x2
 -2≥0有[image: ]
 或[image: ]
 ，由5x-7>0有[image: ]
 ，将不等式平方，结合[image: ]
 或[image: ]
 及[image: ]
 有[image: ]
 或[image: ]
 .

6. B. 提示：将2代入四个不等式知，仅有B成立，故解集中有2的是B.

7. D. 提示：由4x2
 -4x-15<0有[image: ]
 ，由[image: ]
 有x>5，故不等式组无解.

8. B. 提示：由方程解得x=-5或x=7，分别代入不等式有x=-5.

9. {x|x≥3或x<-5}. 提示：由[image: ]
 有（x-3）（x+5）>0或x-3=0且x+5≠0，解得x≥3或x<-5.

10. {x|x<-3或x>4}. 提示：由[image: ]
 有[image: ]
 即（x-4）（x+3）>0，解得x<-3或x>4.

11. {x|2<x≤4}. 提示：由[image: ]
 有4x-x2
 ≥0且x>0且4x-x2
 <x2
 ，解得2<x≤4.

12. [image: ]
 . 提示：由[image: ]
 有[image: ]
 ，有（x-3）（x+1）（2x-1）<0，解得x<-1或[image: ]
 .

13. 由于x2
 -4x+4=（x-2）2
 ≥0，且在x≠2时，x2
 -4x+4>0. 故可设x2
 -4x+4>0，从而由[image: ]
 有x2
 -3x-2>x2
 -4x+4，解得x>6.

14. 由[image: ]
 通分有[image: ]
 ，若x<2或x>3，有6x-14>5（x-2）（x-3），解得[image: ]
 ，故此时有解3<x<4；若2<x<3，有6x-14<5（x-2）（x-3），解得[image: ]
 或x>4，故此时有解[image: ]
 ，综上所述，原不等式的解集为[image: ]
 .

15. 由x-1≥0及2x-8>0有x>4，去根号有x-1<（2x-8）2
 ，解得x>5或[image: ]
 ，故原不等式的解集为{x|x>5}.

16. 由4x+50>8x2
 +13x有[image: ]
 ；由[image: ]
 有4x-7≥0，6x-[image: ]
 ，即[image: ]
 . 由于[image: ]
 ，故不等式组无解.


B组


1. {x|-1<x<3且x≠0}. 提示：由x4
 -2x3
 -3x2
 <0有x2
 （x-3）（x+1）<0，若x≠0，则x2
 >0即（x-3）（x+1）<0，所以-1<x<3；若x=0，则左边=0，右边≠0，不等式不成立，故不等式的解集为{x|-1<x<3且x≠0}.

2. 15. 提示：由于不等式的解是[image: ]
 ，则[image: ]
 和3是方程2x2
 +bx+c=0的根，分别代入可求得b=-5，c=-3，从而bc=15.

3.（-∞，-3］∪［5，+∞）. 提示：当x>0时，原不等式等价于[image: ]
 ，即x∈［5，+∞）；当x<0时，原不等式等价于[image: ]
 ，即要求x2
 -9≥0，此时x∈（-∞，-3］. 综上，解集为（-∞，-3］∪［5，+∞）.

4. 原不等式等价于[image: ]
 ⇔［（a-1）x-2］（x+3）>0…①. 当a-1>0时，①等价于[image: ]
 ，此时[image: ]
 因此原不等式的解集为[image: ]
 . 当a=1时，①等价于-2（x+3）>0即x<-3. 当[image: ]
 1时，①等价于[image: ]
 ，此时[image: ]
 ，所以原不等式的解集为[image: ]
 . 当[image: ]
 时，①等价于[image: ]
 即（x+3）2
 <0，所以原不等式无解. 当[image: ]
 时，①等价于[image: ]
 ，此时[image: ]
 ，故原不等式的解集为[image: ]
 . 综上所述有：当a>1时，原不等式解集为[image: ]
 ；当a=1时，原不等式解集为{x|x<-3}；当[image: ]
 时，原不等式解集为[image: ]
 ；当[image: ]
 时，原不等式无解；当[image: ]
 时，原不等式的解集[image: ]
 .

5. 由于x2
 +x+1=[image: ]
 >0，故不等式可化为3x2
 +bx+2>x2
 +x+1，即2x2
 +（b-1）x+1>0恒成立，由于x2
 系数为2>0，故Δ=（b-1）2
 -4·2<0，即（b-1）2
 <8，从而有b=-1或0或1或2或3.

6. 由[image: ]
 有[image: ]
 ，[image: ]
 ，从而f（2）=2a+b=f（1）-f（-1）+[image: ]
 f（-1），又由于-1≤f（1）≤1，2≤f（-1）≤3，有f（2）≥[image: ]
 ·（-1）-[image: ]
 ·3=-3，f（2）≤[image: ]
 ·1-[image: ]
 ·2=[image: ]
 ，故-3≤f（2）≤[image: ]
 .

7. a∈[image: ]
 ，b∈[image: ]
 . 提示：由于A=（-2，-1）∪[image: ]
 . 设x2
 +ax+b≤0的解是x1
 ≤x≤x2
 . 因为A∩B=[image: ]
 ，所以x2
 =3，x1
 ∈[image: ]
 . 利用根与系数关系，知a=-（x1
 +x2
 ）∈[image: ]
 ，b=x1
 x2
 =3x1
 ∈[image: ]
 .

8. -4. 提示：去绝对值后化为一次不等式组，即由题意得[image: ]
 且a≠0. 其中[image: ]
 或[image: ]
 有解，分别是[image: ]
 或[image: ]
 此时满足已知条件. 因此，ab=-4.

9. a∈［1，6）. 提示：该不等式的5个不同的整数解总在区间（-∞，2］∪［3，+∞）上. 去绝对值后，问题等价于不等式x2
 -5x+6≤x+a的解集M中恰有5个不同的整数解. 又不等式x2
 -6x+6-a≤0的解集为[image: ]
 ，其中a≥-3，区间长度为[image: ]
 . 因此[image: ]
 ，解得a∈［1，6）.

10. 移项得[image: ]
 ，即[image: ]
 ①（i）当a=0时，不等式的解集为{x|x=0}.（ii）当a>0时，不等式组①等价于[image: ]
 若a=1，原不等式的解集为{x|x≥0}；若a>1，由[image: ]
 ，故原不等式的解集为{x|x≥0}；若0<a<1，由于[image: ]
 ，故原不等式的解集为[image: ]
 .（iii）当a<0时，不等式组①等价于[image: ]
 ②若a=-1，原不等式的解集为{x|x≤0}；若a<-1，由[image: ]
 ，故原不等式的解集为{x|x≤0}；若-1<a<0，由[image: ]
 ，故原不等式的解集为[image: ]
 . 综上，当a=0时，原不等式的解集为{x|x=0}；当a≥1时，原不等式的解集为{x|x≥0}；当a≤-1时，原不等式的解集为{x|x≤0}；当0<a<1时，原不等式的解集为[image: ]
 ；当-1<a<0时，原不等式的解集为[image: ]
 .

第四讲　基本不等式


A组


1. 3. 提示：由[image: ]
 ，当x=1时取等号.

2. 3. 提示：由[image: ]
 ，当x=1时取等号.

3. [image: ]
 . 提示：由[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，当x=0时取等号.

4. 10. 提示：由ab-b2
 =b（a-b）≤[image: ]
 ，故[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 . 等号可以取到.

5. [image: ]
 . 提示：由已知条件，有（a+b）（a+c）=[image: ]
 ，3a+b+2c=（a+b）+2（a+c）≥[image: ]
 . 当a+b=2（a+c）时取等号.

6. 2. 提示：由于（a-2b）2
 =a2
 +4b2
 -4ab≥a2
 +4b2
 -（2a2
 +2b2
 ）=2b2
 -a2
 =4. 故|a-2b|min
 =2. 当a=b=2时取等号.

3 7. 3. 提示：由于[image: ]
 （由于xyz=6），等号当x=1，y=2，z=3时取到.

8. [image: ]
 . 提示：由[image: ]
 ，则[image: ]
 ，即x+y+z≥[image: ]
 ，当[image: ]
 时取等号.

9. [image: ]
 . 提示：由[image: ]
 ，当[image: ]
 时取等号.

10. [image: ]
 . 提示：由均值不等式，得[image: ]
 ，即x2
 y2
 z2
 u≤[image: ]
 . 而当2x=xy=z=yzu=[image: ]
 ，即[image: ]
 ，y=2，[image: ]
 时等号成立.

11. [image: ]
 . 提示：由均值不等式，得[image: ]
 ，等号当x1
 =x2
 =…=xn
 =[image: ]
 时成立.

12. [image: ]
 . 提示：由均值不等式，得[image: ]
 =［（a-x1
 ）（a-x2
 ）…[image: ]
 =a-[image: ]
 ≤a-[image: ]
 . 令[image: ]
 ，则y2
 +y-a≤0. 解得[image: ]
 ，故x1
 …xn
 的最大值为[image: ]
 .

13. 原不等式等价于[image: ]
 . 由均值不等式：[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 . 将上述6个式子相加，得[image: ]
 即证.

14. 原不等式等价于[image: ]
 . 而由均值不等式，得[image: ]
 [image: ]
 （当n充分大时，[image: ]
 接近于1，故补一个不影响其值的因子1）=[image: ]
 . 等号取不到，故[image: ]
 .

15. 由已知条件和均值不等式，得a1
 a2
 …an
 ≤[image: ]
 ，b1
 b2
 …bn
 ≤[image: ]
 . 又[image: ]
 ，从而[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .


B组


1. 由3（a+b+c）=（a+b+c）2
 =（a2
 +b2
 +c2
 ）+2（ab+bc+ca）=[image: ]
 ［（a2
 +b2
 ）+（b2
 +c2
 ）+（c2
 +a2
 ）］+2（ab+bc+ca）≥（ab+bc+ca）+2（ab+bc+ca）=3（ab+bc+ca），故a+b+c≥ab+bc+ca.

2. 由（a+b+c）2
 =（a2
 +b2
 +c2
 ）+2（ab+bc+ca）≥3（ab+bc+ca），又a+b+c=ab+bc+ca>0，故a+b+c≥3.

3. 问题化为[image: ]
 . 而ax+[image: ]
 +a+1≥[image: ]
 . 等号当且仅当[image: ]
 ，即[image: ]
 时. 因此，b<[image: ]
 ，即[image: ]
 为所求的关系式

4. 待证不等式⇔x2
 +5y2
 +8z2
 +4（xy+yz+zx）≥0⇔（x+2y+2z）2
 +（y-2z）2
 ≥0（这里的配方形式很重要）.

5. 2. 提示：由均值不等式，得[image: ]
 [image: ]
 . 等号当a=c，b=0时取到.

6. [image: ]
 . 提示：由于3M≤（a+b）2
 +（b+c）2
 +（c+a）2
 =2（a2
 +b2
 +c2
 ）+（2ab+2bc+2ca）≤2（a2
 +b2
 +c2
 ）+2（a2
 +b2
 +c2
 ）=8，故[image: ]
 . 当[image: ]
 时取到等号.

7. 1. 提示：当a=b=c=1时，可使M=1. 反设Mmax
 >1. 从而有a，b，c使得2a-[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 . 不妨设a>0. 从而[image: ]
 ，[image: ]
 . 即a，b，c均为正数. 由[image: ]
 ，得[image: ]
 ；由[image: ]
 ，得[image: ]
 . 故[image: ]
 . 同理，a<1，b<1. 这与abc=1矛盾！故假设不成立.

8. [image: ]
 . 提示：设多项式p（x）=0的两实根为x1
 ，x2
 ，且Δ=b2
 -4ac≥0，[image: ]
 ，[image: ]
 . 于是，[image: ]
 =（1+x1
 +x2
 ）2
 +（x1
 +x2
 +x1
 x2
 ）2
 +（x1
 x2
 -1）2
 =2[image: ]
 +x1
 x2
 +x1
 +x2
 +1）=2[image: ]
 =2[image: ]
 . 由r≤[image: ]
 . 取[image: ]
 ，可使[image: ]
 .

9. 由三角形面积公式，得S四边形ABCD
 =S△ABC
 +S△ACD
 =[image: ]
 absin B+[image: ]
 cdsin D≤[image: ]
 ab+[image: ]
 cd≤[image: ]
 （a2
 +b2
 ）+[image: ]
 （c2
 +d2
 ）（均值不等式）=[image: ]
 （a2
 +b2
 +c2
 +d2
 ）.

10. 已知条件和待证结论具有几何的相似性和齐次式特点，不妨设S四边形ABCD
 =1. 记S△ABD
 =S'，S△ABC
 =S"，则S△BCD
 =1-S'，S△ADC
 =1-S". 设[image: ]
 ，[image: ]
 . 利用三角形面积公式，得[image: ]
 [image: ]
 . 即S1
 =α（1-δ）S'. 同理，S2
 =δ（1-r）S"，S3
 =r（1-β）（1-S'），S4
 =β（1-α）（1-S"）. 待证不等式等价于[image: ]
 [image: ]
 . 由均值不等式得上式左边[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

[image: 176-31]


（第10题）

第五讲　柯西不等式


A组


1. [image: ]
 . 提示：由柯西不等式，知[image: ]
 （x+2y）≥[image: ]
 =6+[image: ]
 . 当[image: ]
 即[image: ]
 ，[image: ]
 时取等号.

2. 9. 提示：由柯西不等式，知[image: ]
 . 当[image: ]
 时取等号.

3. 1. 提示：由柯西不等式，知1=[image: ]
 ≤［a2
 +（1-a2
 ）］［（1-b2
 ）+b2
 ］=1. 等号成立当且仅当[image: ]
 ，化简得a2
 +b2
 =1.

4. [image: ]
 . 提示：由柯西不等式，知22[image: ]
 =（2a+3b+4c）[image: ]
 ≥（2+3+6）2
 =112
 ，即[image: ]
 . 当[image: ]
 时取等号，即当a=2，b=2，c=3. 时取到最小值[image: ]
 .

5. [image: ]
 . 提示：由柯西不等式，知[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 . 当a=b=c=1时等号成立.

6. 1. 提示：由于[image: ]
 （柯西不等式）[image: ]
 （均值不等式）=1. 故[image: ]
 . 当a=1，b=0时可取到等号.

7. 1. 提示：由于a（x+b）+b（y+c）+c（z+a）=（ax+by+cz）+（ab+bc+ca）≤[image: ]
 （柯西不等式）[image: ]
 [image: ]
 （因为x2
 +y2
 +z2
 =1，a+b+c=1）=-[image: ]
 +1≤1. 当a=x=0，b=y=0，c=z=1时，可以取到等号.

8. [image: ]
 . 提示：由柯西不等式，知［（a1
 +a2
 ）+（a2
 +a3
 ）+…+（an
 +a1
 ）］[image: ]
 [image: ]
 ≥（a1
 +a2
 +…+an
 ）2
 . 则[image: ]
 （因为a1
 +a2
 +…+an
 =1）. 当a1
 =a2
 =…=an
 =[image: ]
 时可取到等号.

9. [image: ]
 . 提示：由于[image: ]
 . 又由柯西不等式知[image: ]
 . 故[image: ]
 . a1
 =a2
 =…=an
 =[image: ]
 时取到等号.

10. [image: ]
 . 提示：由柯西不等式，有|a1
 b1
 +a2
 b2
 +…+an
 bn
 |≤[image: ]
 [image: ]
 n（n+1）·（2n+1）. 当ai
 =bi
 =i时取到等号. 补充一点的是，若求a1
 b1
 +a2
 b2
 +…+an
 bn
 的最小值是1× n+2×（n-1）+…+n×1=[image: ]
 n（n+1）（n+2），利用排序不等式简明可证.

11. 由柯西不等式，有［（b+c）+（c+a）+（a+b）］[image: ]
 ≥32
 ，即（a+b+c）[image: ]
 ，即[image: ]
 ，即[image: ]
 [image: ]
 . 此不等式证法很多，上述证明简洁有趣.

12. 由条件知[image: ]
 . 由柯西不等式知，[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

13. 实质上是n元柯西不等式.

14. 由柯西不等式知，（a+b+1）（a+b+c2
 ）≥（a+b+c）2
 ，即[image: ]
 . 同理，[image: ]
 . 从而[image: ]
 [image: ]
 ，即（a+b+c）2
 ≤a2
 +b2
 +c2
 +2（a+b+c），即a+b+c≥ab+bc+ca. 当且仅当a=b=c=1时等号成立.

15. 证法一：由均值不等式，2x3
 +1≥3x2
 ，3y4
 +1≥4y3
 ，故x3
 +y3
 +3（x2
 +y3
 ）=x3
 +3x2
 +4y3
 ≤x3
 +（2x3
 +1）+（3y4
 +1）=2+3（x3
 +y4
 ），又已知x2
 +y3
 ≥x3
 +y4
 . 故x3
 +y3
 ≤2. 证法二：[image: ]
 （柯西不等式）[image: ]
 （已知条件）[image: ]
 （均值不等式）故x3
 +y3
 ≤x2
 +y2
 …①. 又由x2
 +y2
 ≤[image: ]
 （柯西不等式）[image: ]
 （不等式①）[image: ]
 （均值不等式）. 故[image: ]
 （柯西不等式）. 从而x2
 +y2
 ≤2. 进而x3
 +y3
 ≤2.


B组


1. 由柯西不等式，得（a2
 +a3
 +…+a1
 ）[image: ]
 ≥（a1
 +a2
 +…+an
 ）2
 ，故[image: ]
 .

2. [image: ]
 . 提示：由8·w=（ax+by+cz）[image: ]
 [image: ]
 ，故[image: ]
 . 由柯西不等式成立的条件知，取[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，其中[image: ]
 时等号成立.

3. bi
 =ai
 （i=1，2，…，n）. 令A=a1
 a2
 …an
 ，则[image: ]
 [image: ]
 . 故当b1
 =a1
 ，b2
 =a2
 ，…，bn
 =an
 时，M取到最大值，且最大值是[image: ]
 .

4. [image: ]
 . 提示：由柯西不等式，得[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 . 故[image: ]
 . 当且仅当[image: ]
 ，s=2，[image: ]
 时取等号.

5.（|a|+|b|）2
 . 提示：由柯西不等式，知（x+（1-x））[image: ]
 ≥（|a|+|b|）2
 . 等号当且仅当[image: ]
 ，即[image: ]
 ∈［0，1］时成立. 当然，若a=b=0，结论仍成立.

6. 24. 提示：由柯西不等式知（1+2+3）（x2
 +2y2
 +3z2
 ）≥（x+2y+3z）2
 =122
 ，即x2
 +2y2
 +3z2
 ≥24. 当x=y=z=2时可以取到最小值24.

7. 12. 提示：由柯西不等式，知（x+2y+3z）2
 ≤（1+2+3）（x2
 +2y2
 +3z2
 ）=122
 ，故x+2y+3z=|x+2y+3z|≤12. 当且仅当x=y=z=2时，可使x+2y+3z取到最大值12.

8. 1. 提示：由柯西不等式，知[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，有[image: ]
 . 等号当a=b=c=d=[image: ]
 时可以取到. 当然，等号成立的充要条件是ad=bc.

9. 由柯西不等式，知（a2
 b+b2
 c+c2
 a）（ab2
 +bc2
 +ca2
 ）=（a2
 b+b2
 c+c2
 a）（bc2
 +ca2
 +ab2
 ）（调整第二个因式中加数的顺序）[image: ]
 =（3abc）2
 =9a2
 b2
 c2
 . 等号当且仅当[image: ]
 即a=b=c时成立.

10. [image: ]
 . 设直线l上动点为（x，y），即求[image: ]
 的最小值. 由于（A2
 +B2
 ）［（x0
 -x）2
 +（y0
 -y）2
 ］≥［A（x0
 -x）+B（y0
 -y）］2
 =［Ax0
 +By0
 -（Ax+By）］2
 =（Ax0
 +By0
 +C）2
 ，从而[image: ]
 . 等号成立当且仅当[image: ]
 ，[image: ]
 . 即点（x0
 ，y0
 ）到直线Ax+By+C=0的垂足坐标是[image: ]
 . 顺便指出：点（x0
 ，y0
 ）关于直线Ax+By+C=0的对称点坐标是[image: ]
 [image: ]
 . 上述垂足坐标公式和对称点坐标公式，在以后学习“解析几何”时须牢记.

第六讲　二次函数


A组


1. [image: ]
 . 提示：由题意f（x）的对称轴为：x=-2且与x轴交点为[image: ]
 ，[image: ]
 ，设f（x）=a[image: ]
 （a≠0），又f（0）=1，得[image: ]
 得[image: ]
 . 从而[image: ]
 . 所以f（x）=[image: ]
 x2
 +2x+1.

2. D.

3. D. 提示：1-a≤-4，得a≥5.

4. -5<m≤-4. 提示：[image: ]
 .

5. 3<k<4或-2<k<-1. 提示：[image: ]
 .

6. 2. 提示：x2
 +kx+1=x2
 -x-k，（k+1）x=-（k+1）若k=-1，则两抛物线相同，所以k≠-1，所以x=-1，于是y=2-k，令y=0得k=2.

7. -1≤f（3）≤20. 提示：设f（3）=mf（1）+nf（2），即9a-c=m（a-c）+n（4a-c）.[image: ]
 又[image: ]
 得-1≤f（3）≤20.

8. p=±4. 提示：抛物线y=x2
 +px+5与直线y=1相切，x2
 +px+5=1，由Δ=0得p=±4.

9. {-1，3}. 提示：开口向上的抛物线与直线y=1相切，则x2
 -2ax+2a+4=1，Δ=0得a=-1或a=3.

10. 110. 提示：f（-1）=-2，即1-（lga+2）+lgb=-2，则lga=lgb+1，则a=10b. 又f（x）≥2x，即x2
 +（lga）x+lgb≥0恒成立，Δ=lg2
 a-4lgb≤0，（lgb-1）2
 ≤0⇒lgb=1⇒b=10，得a=100.

11. 由题设知：f（x）=（x-a）2
 +2-a2
 ≥a，x∈［-1，+∞）恒成立.（1）a<-1时，f（x）min
 =f（-1）=3+2a，[image: ]
 .（2）a≥-1时，f（x）min
 =f（a）=2-a2
 ，[image: ]
 ，所以-3≤a≤1.

12.（1）由题设，可设f（x）=k（x-a）2
 +5（k<0），此时g（x）=x2
 +16x+13-k（x-a）2
 -5. 又g（a）=25，则a2
 +16a+13-5=25. 又a>0，所以a=1.（2）a=1，则g（x）=x2
 +16x+13-k（x-1）2
 -5=（1-k）x2
 +2（k+8）x+8-k，k<0，由g（x）min
 =-2，则[image: ]
 ，得k=-2. 所以g（x）=3x2
 +12x+10.

13.（1）由题意得[image: ]
 得p2
 -4q=[image: ]
 -4f（x0
 ）>0，即x2
 +px+q=0有两个不相等的实根，设为x1
 ，x2
 （x1
 <x2
 ），则抛物线与x轴有两个交点A（x1
 ，0），B（x2
 ，0），又（x0
 -x1
 ）（x0
 -x2
 ）=[image: ]
 -（x1
 +x2
 ）x0
 +x1
 x2
 =[image: ]
 +px0
 +q=f（x0
 ）<0，从而x1
 <x0
 <x2
 .（2）f（x）=（x-x1
 ）（x-x2
 ），点M代入则-2=（1-x1
 ）（1-x2
 ）又x0
 ，x2
 ∈Z，且1-x1
 >1-x2
 ，则[image: ]
 或[image: ]
 从而[image: ]
 或[image: ]
 .

14.（1）[image: ]
 由图象得[image: ]
 （2）[image: ]
 （3）若[image: ]
 ，则[image: ]
 ，若（x-1）2
 =[image: ]
 ，则[image: ]
 但[image: ]
 舍去. 从而[image: ]
 或[image: ]
 .

15.（1）f（f（x））=f（x2
 +c）=（x2
 +c）2
 +c，f（x2
 +1）=（x2
 +1）2
 +c，得c=1，g（x）=x4
 +2x2
 +2.（2）φ（x）=g（x）-λf（x）=x4
 +（2-λ）x2
 +（2-λ），设x1
 <x2
 <-1，由φ（x2
 ）-φ（x1
 ）=[image: ]
 +（2-λ）[image: ]
 =（x1
 +x2
 ）（x2
 -x1
 ）[image: ]
 ，由x1
 <x2
 <-1得（x1
 +x2
 ）（x2
 -x1
 ）<0，[image: ]
 1+1+2-λ=4-λ，要使φ（x）在（-∞，-1］上递减，只需4-λ≥0即λ≤4. 同理可证：当λ≥4时，φ（x）在［-1，0）上递增，从而λ=4.


B组


1. [image: ]
 . 提示：先平方去掉根号，由题设得（y-x）2
 =x2
 -3x+2，则[image: ]
 ，由y≥x得[image: ]
 ，从而得[image: ]
 或y≥2，由于[image: ]
 能达到下界0. 所以函数的值域为[image: ]
 .

2. -3≤m<0. 提示：令5-|x+1|
 =t，则0<t≤1，t2
 -4t-m=0，在区间（0，1］内有根，m=t2
 -4t=（t-2）2
 -4，t∈（0，1］，所以m∈［-3，0）.

3. -2. 提示：当[image: ]
 时，y取得最小值[image: ]
 ，其中0<a≤1，因为对称轴为[image: ]
 ，所以当a=1时f（a）min
 =-2.

4.（2，3）. 提示：Δ1
 =a2
 -4（3-b）>0…①，Δ2
 =（6-a）2
 -4（7-b）=0…②，Δ3
 =（4-a）2
 -4（5-b）<0…③. 由②得b=7-[image: ]
 （6-a）2
 代入①得[image: ]
 ，代入③得a<3，所以a=2，b=3.

5. 660. 提示：f（x）=（x-4）（x-49）+|（x-4）（x-49）|，故f（4）=f（5）=…=f（48）=f（49）=0，所以[image: ]
 =f（1）+f（2）+f（3）+f（50）=288+188+92+92=660.

6. [image: ]
 . 提示：f（x）=（t2
 -4）x-（t+1）<0，-1≤x≤1，[image: ]
 [image: ]
 所以[image: ]
 .

7.（1）（x-y）2
 -[image: ]
 +12=0，令x-y=t，则x+y=[image: ]
 （t2
 +12）≥[image: ]
 ×12=[image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时等号成立，从而[image: ]
 .（2）xy=[image: ]
 ［（x+y）2
 -（x-y）2
 ］=[image: ]
 （t4
 +21t2
 +144）≥12. 当且仅当[image: ]
 时等号成立，从而（xy）min
 =12.（3）x3
 +y3
 =（x+y）［（x+y）2
 -3xy］=（x+y）{（x+y）2
 -[image: ]
 ［（x+y）2
 -（x-y）2
 ］}=[image: ]
 （x+y）3
 +[image: ]
 （x+y）（x-y）2
 =[image: ]
 （t2
 +12）[image: ]
 （t2
 +12）[image: ]
 ×12×48=[image: ]
 . 当且仅当[image: ]
 时等号成立，所以（x3
 +y3
 ）min
 =[image: ]
 .

8.（1）依题设，对任意x∈R，都有f（x）≤1. 因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 . 因为a>0，b>0，所以[image: ]
 .（2）必要性. 对任意x∈［0，1］，|f（x）|≤1⇒-1≤f（x），所以-1≤f（1），即a-b≥-1，所以a≥b-1，对任意x∈［0，1］，|f（x）|≤1⇒f（x）≤1，因为b>1，得[image: ]
 ，即[image: ]
 ，即[image: ]
 ，从而b-1≤[image: ]
 . 充分性：因b>1，a≥b-1，对任意x∈［0，1］，可以推出：ax-bx2
 ≥b（x-x2
 ）-x≥-x≥-1，即ax-bx2
 ≥-1，因为b>1，[image: ]
 ，对任意x∈［0，1］，可以推出ax-bx2
 [image: ]
 -bx2
 ≤1，即ax-bx2
 ≤1. 所以-1≤f（x）≤1. 综上：当b>1时，对任意x∈［0，1］，|f（x）|≤1的充要条件是：b-1≤[image: ]
 .（3）因为a>0，0<b≤1时，对任意x∈［0，1］，f（x）=ax-bx2
 ≥-b≥-1，即f（x）≥-1；f（x）≤1⇒f（1）≤1⇒a-b≤1，即a≤b+1；a≤b+1⇒f（x）≤（b+1）x-bx2
 ≤1，即f（x）≤1，所以当a>0，0<b≤1时，对任意x∈［0，1］，|f（x）|≤1的充要条件是：a≤b+1.

第七讲　函数的图象与性质


A组


1. C. 提示：由题意，f（x）在（-∞，0］上单调递增，又因为f（x）为偶函数，所以f（x）在（0，+∞）上单调递减，而n+1>n>n-1≥0，所以f（n+1）<f（n）<f（n-1），即f（n+1）<f（-n）<f（n-1）. 选C.

2.（1）小，-3. 提示：因奇函数f（x）在区间［-6，-2］上有最大值f（-4）=3，而奇函数的图象关于原点对称，所以f（x）在［2，6］上有最小值-3.

（2）大，3. 提示：因偶函数f（x）在区间［-6，-2］上有最大值f（-4）=3，而偶函数的图象关于y轴对称，所以f（x）在［2，6］上有最大值3.

3. 2. 提示：（22-a
 -2）+2a-2
 =0，得a=2.

4. [image: ]
 . 提示：f（x）=|x+1|-|x-1|，[image: ]
 ，又f（f（m））=2·（2m）=-[image: ]
 得[image: ]
 .

5. [image: ]
 . 提示：f（x）的图象有两条对称轴x=0和x=2，只需把[image: ]
 图象向左平移4个单位即可得所示函数的图象.

6. [image: ]
 . 提示：y=-1-2x
 →y=log2
 （-1-x）→-y=log2
 （-1+x）→-y=log2
 x，即[image: ]
 .

7. [image: ]
 . 提示：因为x2
 +2x+3>0，所以（y-1）x2
 +2（y+1）x+3（y-1）=0.（i）当y=1时x=0，（ii）当y≠1时Δ≥0得，[image: ]
 且y≠1，所以y∈[image: ]
 .

8. [image: ]
 . 提示：y=u-x代入已知得4x2
 -4ux+u2
 -[image: ]
 +6=0，Δ=16u2
 -16（u2
 -[image: ]
 +6）≥0，[image: ]
 . 当[image: ]
 时，[image: ]
 .

9. ［-1，1］. 提示：[image: ]
 ，设[image: ]
 . 当x≠0时，[image: ]
 ，[image: ]
 在（0，1］上递减，且[image: ]
 ，则g（x）在（0，1］上递增，g（x）>0. 由g（x）是奇函数知g（x）在［-1，0）上递增且g（x）<0，又g（0）=0，从而g（x）在［-1，1］上递增. 即f（x）的递增区间是［-1，1］.

10. 2. 提示：f（t）=t3
 +2003t在（-∞，+∞）上单调递增，又f（x-1）=f（1-y），得x-1=1-y，则x+y=2.

11.（1）令x=y=1，得f（1）=0.

（2）原不等式变形为f（x（x+3））<2f（6）. 即f（x（x+3））-f（6）<f（6）. 所以[image: ]
 又f（x）在（0，+∞）上递增. 由[image: ]
 得[image: ]
 .

12.（1）设P（x，y）为y=f（x）图象上任一点，点P关于直线x=1的对称点为Q（2-x，y）. 当-1≤x≤0时2-x∈［2，3］，则y=f（x）=g（2-x）=3x3
 -2ax. 由f（x）为偶函数得0<x≤1时，f（x）=-3x3
 +2ax. 所以[image: ]


（2）设0<x1
 <x2
 ≤1，则f（x1
 ）-f（x2
 ）=（x2
 -x1
 ）[image: ]
 <0. 所以f（x）在（0，1］上递增，同理，f（x）在［-1，0］上递减.

13.（1）f（2a）=f（a-（-a））=[image: ]
 =0.

（2）f（-2a）=-f（2a）=0，若f（x）有意义且f（x）≠0，则f（x+2a）=f（x-（-2a））=[image: ]
 ，所以f（x+4a）=-[image: ]
 =f（x）. 若f（x）=0，则f（3a）=f（a+2a）=-[image: ]
 =-1，f（-3a）=1. 则f（x+4a）=f（（x+3a）+a）=f（（x+3a）-（-a））=[image: ]
 =0=f（x）. 综上可知f（x+4a）=f（x），得T=4a.

（3）设0<x2
 <x1
 <2a，则x1
 -x2
 ∈（0，2a），f（x2
 -x1
 ）=[image: ]
 <0. 因为x∈（0，2a）时f（x）>0，所以f（x2
 ）>f（x1
 ）. 即f（x）在（0，2a）上单调递减.

14. 设[image: ]
 （0<a≤b，a≤x≤b），因为[image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时等号成立. [image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时等号成立. 可见[image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时等号成立. [image: ]
 [image: ]
 ，当且仅当[image: ]
 时等号成立. [image: ]
 当且仅当[image: ]
 时等号成立. 从而，当[image: ]
 ，s=2，[image: ]
 时原式取得最小值[image: ]
 .

15. |u|≥2，由u2
 +au+（b-2）=0得[image: ]
 ，因至少有一根的绝对值大于或等于2，所以[image: ]
 ，即[image: ]
 .

（1）当[image: ]
 时2|a|≥b+2，若b+2≥0，则4a2
 ≥b2
 +4b+4，a2
 +b2
 ≥[image: ]
 ，即当[image: ]
 时，[image: ]
 . 若b+2<0，则a2
 +b2
 >4（舍去）.

（2）当[image: ]
 时a2
 +b2
 >16（舍去）. 综上可知：当[image: ]
 时，a2
 +b2
 有最小值[image: ]
 .


B组


1. [image: ]
 . 提示：令[image: ]
 ，t≥0，则[image: ]
 ，所以y=1-t2
 +t=-[image: ]
 +[image: ]
 . 所以[image: ]
 时，[image: ]
 .

2. 4. 提示：设[image: ]
 . 则0=2（a2n
 +b2n
 +c2n
 ）-（an
 +bn
 +cn
 ）2
 =2（x4
 +y4
 +z4
 ）-（x2
 +y2
 +z2
 ）2
 =x4
 +y4
 +z4
 -2x2
 y2
 -2y2
 z2
 -2z2
 x2
 =-（x+y+z）（x+y-z）（y+z-x）（z+x-y）不妨设c为斜边，则z>x，z>y，于是x+y+z>0，y+z-x>0，z+x-y>0，则z=x+y，即[image: ]
 . 又a2
 +b2
 =c2
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 单调递减，仅在一个x处有y=1，因此[image: ]
 得n=4.

3. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 得[image: ]
 . 则f（x+8）=-[image: ]
 =f（x）. 所以f（x）是以8为周期的周期函数. 所以f（1949）=f（243×8+5）=f（5）=f（1+4）=-[image: ]
 .

4. 14. 提示：f（x）=f（1+（x-1））=f（1-（x-1））=f（2-x）=f（8+（-6-x））=f（8-（-6-x））=f（14+x）则T≤14，可以构造出周期为14且符合题意的函数.

5. [image: ]
 . 提示：f（x）=|x2
 -a|是偶函数，所以M（a）是f（x）在［0，1］内的最大值，当a≤0时，f（x）=x2
 -a，则M（a）=1-a；当a>0时，作出f（x）图象，若[image: ]
 ，则M（a）=a；若[image: ]
 ，则M（a）=f（1）=1-a，从而[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

6. k的最大值即为M的最小值. 记[image: ]
 ，则g（x）=|x2
 +Bx+C|. 分别令x=1，0，-1得到g（1）=|1+B+C|≤M，g（0）=|C|≤M，g（-1）=|1-B+C|≤M. 得-M≤1+B+C≤M…①，-M≤C≤M…②，-M≤1-B+C≤M…③. ②×（-2）得-2M≤-2C≤2M…④. ①+③+④得2≤4M，所以[image: ]
 . 又易得，当B=0，[image: ]
 即b=0，[image: ]
 时，[image: ]
 在［-1，1］上的最大值为[image: ]
 ，从而k的最大值为[image: ]
 .

7. 令[image: ]
 则t∈（2，+∞），[image: ]
 ，若令[image: ]
 ，k∈Z且k≥1，则当k→+∞时sint=sin[image: ]
 =1，t→+∞，故[image: ]
 在[image: ]
 上无界.

8. n=1时易见有两个周期点：x=0，[image: ]
 . n=2时，

[image: ]
 可得2-周期点有4个，x=0，[image: ]
 . 同理：3-周期点有8个，即x=0，[image: ]
 .

[image: 187-22]


[image: ]
 （k=0，2，4，6，…，2n
 -2），x=[image: ]
 （k=2，4，6，…，2n
 ），n-周期点有2n
 个.

9.（1）当x=1时f2
 （1）f（f（1）-1）=f3
 （1）. 又f（1）>1，则f（f（1）-1）=f（1），因为f（x）递减，所以f（1）-1=1，即f（1）=2.

（2）设[image: ]
 . 即[image: ]
 ，即a3
 -8a2
 +16a-8=0，得a=2或a=+3±[image: ]
 . 因为f（1）=2，所以a=2，[image: ]
 . 当0<x1
 <x2
 时f（x1
 ）-f（x2
 ）=[image: ]
 . 即f（x1
 ）>f（x2
 ），所以f（x）在（0，+∞）上单调递减，又[image: ]
 [image: ]
 ，x∈R+
 . [image: ]
 [image: ]
 . 满足条件A、B故[image: ]
 .

10. f（x）的定义域是（0，+∞），[image: ]
 ，设g（x）=x2
 -ax+2，二次方程g（x）=0的判别式Δ=a2
 -8. ①当Δ=a2
 -8<0即[image: ]
 时，对一切x>0都有f'（x）>0，此时f（x）在（0，+∞）上是增函数. ②当Δ=a2
 -8=0即[image: ]
 时，仅对x=[image: ]
 有f'（x）=0，对其余x>0都有f'（x）>0，此时f（x）在（0，+∞）上也是增函数. ③当Δ=a2
 -8>0，即[image: ]
 时方程g（x）=0有两个不同的实根[image: ]
 ，[image: ]
 . 0<x1
 <x2


[image: 188-18]


此时f（x）在[image: ]
 上单调递增，在[image: ]
 上单调递减，在[image: ]
 上单调递增.

第八讲　幂函数、指数函数与对数函数


A组


1. a≤0或a≥4. 提示：x2
 -ax+a需取到大于0的一切值. Δ=a2
 -4a≥0，得a≤0或a≥4.

2. 3. 提示：点A（x1
 ，lgx1
 ）与点B（x2
 ，10x2

 ）关于直线y=x对称，令x1
 =10x2

 ，即x2
 =lgx1
 ，又x1
 +lgx1
 =3，得x1
 +x2
 =3.

3. [image: ]
 . 提示：1+2x
 +4x
 a>0，即[image: ]
 ，x∈（-∞，1）. 令g（x）=[image: ]
 ，则g（x）是增函数g（x）<g（1）=-[image: ]
 ，所以a≥-[image: ]
 .

4. 3或[image: ]
 . 提示：y=（ax
 +1）2
 -2，ymax
 =14，则ax
 =3，故a-1
 =3或a1
 =3，得a=[image: ]
 或3.

5. -1≤a<0. 提示：-|x-2|≤0得2-|x-2|
 ∈（0，1］，则2-2-|x-2|
 ∈［1，2），即1≤2+a<2，得-1≤a<0.

6. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 时原方程化为[image: ]
 ，所以[image: ]
 [image: ]
 ，得[image: ]
 . 但x≠3时a≠2；而a=2时x=6，所以[image: ]
 .

7. -1. 提示：令[image: ]
 为奇函数. 原方程变形为[image: ]
 0，所以f（x）+f（y+1）=0，f（x）=f（-y-1），又由f（t）单调递减，得x=-y-1. 所以x+y=-1.

8.（-∞，0］∪［1，2］. 提示：1≤4x
 -3·2x
 +3≤7，则2x
 ∈（0，1］∪［2，4］，得x∈（-∞，0］∪［1，2］.

9. [image: ]
 . 提示：f（x）=log2
 （x2
 -ax-a），设t=x2
 -ax-a在x∈[image: ]
 上递减，则[image: ]
 ，即[image: ]
 . t=x2
 -ax-a>0，x∈[image: ]
 . 又t=x2
 -ax-a在x∈[image: ]
 递减，从而只需[image: ]
 时t≥0即可，即[image: ]
 [image: ]
 ，得a≤2，所以[image: ]
 .

10. 3. 提示：an
 =logn
 （n+1）[image: ]
 则a2
 a3
 …a1023
 =[image: ]
 =10，故而[image: ]
 =log100
 （a2
 a3
 …a1023
 ）=log100
 10=[image: ]
 ，又（p，q）=1，得p=2，q=1. 所以p+q=3.

11. 2x
 （22x
 -1）<[image: ]
 （22x
 -1），而2x
 >0对任意x∈R恒成立，于是原不等式等价于（22x
 -1）（22x
 -λ）<0.

（1）若λ>1，则1<22x
 <λ，所以0<x<[image: ]
 log2
 λ.

（2）若λ=1，则（22x
 -1）2
 <0，所以原不等式无解.

（3）若λ<1，则λ<22x
 <1. 若0<λ<1，则[image: ]
 log2
 λ<x<0；若λ≤0，则x<0.

12.（1）因为f（x）=4x
 +a·4-x
 为偶函数，所以f（-x）=f（x），即4-x
 +a·4x
 =4x
 +a·4-x
 ，4-x
 -4x
 +a（4x
 -4-x
 ）=0. 即（4-x
 -4x
 ）（1-a）=0，得a=1.

（2）因为f（x）=4x
 +4-x
 ，所以[image: ]
 ［f（x1
 ）+f（x2
 ）］=[image: ]
 ［4x1

 +4-x1

 +4x2

 +4-x2

 ］=[image: ]
 ［4x1

 +4x2

 +4-x1

 +4-x2

 ］≥[image: ]
 . 即[image: ]
 ［f（x1
 ）+f（x2
 ）］≥[image: ]
 .

13.（1）任取x1
 ，x2
 ∈（-1，+∞），设x1
 <x2
 ，f（x1
 ）-f（x2
 ）=ax1

 +[image: ]
 -[image: ]
 =ax1

 -ax2

 +[image: ]
 =ax1

 -ax2

 +[image: ]
 . 因为x1
 <x2
 且a>1，所以ax1

 <ax2

 ，即ax1

 -ax2

 <0，又x1
 ，x2
 ∈（-1，+∞），故（x1
 +1）（x2
 +1）>0，-3（x2
 -x1
 ）<0，所以[image: ]
 ，即f（x1
 ）-f（x2
 ）<0，f（x1
 ）<f（x2
 ）. 所以f（x）在（-1，+∞）上为增函数.

（2）假设方程f（x）=0有负实根x0
 ，那么若x0
 <-1，则f（x0
 ）=ax0

 +[image: ]
 =ax0

 +1[image: ]
 . 所以-1<x0
 <0，又f（x）在（-1，+∞）单调递增，所以f（x0
 ）<f（0）=1-2=-1与f（x0
 ）=0矛盾，所以假设错误，f（x）=0没有负实根.

14.（1）对任意x∈R，ax2
 -2x+4>0恒成立，（i）当a=0时不符题意，舍去.（ii）当a≠0时[image: ]
 . 所以a∈[image: ]
 .

（2）ax2
 -2x+4∈（0，+∞），（i）当a=0时满足题意.（ii）当a≠0时[image: ]
 ，所以a∈[image: ]
 .

（3）若f（x）∈（-∞，1］，则ax2
 -2x+4∈[image: ]
 ，即[image: ]
 [image: ]
 .

（4）由于在（-∞，3］上，ax2
 -2x+4>0恒成立，当x=0时，a∈R，当x∈（-∞，0）∪（0，3］时，[image: ]
 恒成立. 所以[image: ]
 ，即[image: ]
 ，[image: ]
 ，得[image: ]
 . 因为f（x）在（-∞，3］上为增函数，且[image: ]
 是减函数，故只需t=ax2
 -2x+4在（-∞，3］上递减.（i）a=0时满足要求；（ii）a≠0时只需[image: ]
 . 综上可得a∈[image: ]
 .

15.（1）因为点[image: ]
 在函数y=f（x）的图象上，所以-1=[image: ]
 ⇒2=[image: ]
 ⇒t=0.

（2）设[image: ]
 则[image: ]
 由于P（x0
 ，y0
 ）在函数y=f（x）图象上，所以y0
 =f（x0
 ）. 即y=f（2x-1+t）=[image: ]
 （2x-1+t+1）=[image: ]
 （2x+t）. 所以g（x）=[image: ]
 （2x+t）.

（3）如[image: ]
 等. 因为f（x）+g（x）+h（x）=[image: ]
 （x+1）+[image: ]
 （2x+t）+h（x）=[image: ]
 （x+1）（2x+t）+h（x）. 不妨设[image: ]
 ，则上式为f（x）+g（x）+h（x）=[image: ]
 （x+1）（1-x）满足题意.


B组


1. 3. 提示：[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

2. 2011. 提示：lg22010
 =（m-1）+x，lg52010
 =（n-1）+y，其中x，y为尾数且x，y∈（0，1），所以lg22010
 +lg52010
 =（m+n）-2+（x+y）. 2012=（m+n）+（x+y）. 因为2012，m+n均为整数，所以x+y也为整数，故x+y只能为1. 所以m+n=2011.

3. 210
 +310
 +53
 +63
 . 提示：根据条件，210
 ，310
 是关于t的方程[image: ]
 的两个根，即t2
 -（x+y-53
 -63
 ）t+…=0的两个根. 所以210
 +310
 =x+y-53
 -63
 ，得x+y=210
 +310
 +53
 +63
 .

4. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

5. 1. 提示：[image: ]
 -4×3x
 +3=0，3x
 =1（舍去），3x
 =3，得x=1.

6. [image: ]
 . 提示：由奇函数性质得[image: ]
 ，即[image: ]
 ，[image: ]
 或a=[image: ]
 （舍去）. [image: ]
 ，又0=f（-x）+f（x）=[image: ]
 +[image: ]
 ，于是（b-1）x2
 =0恒成立. 故b=1. 所以（a，b）=[image: ]
 .

7. 设α≤x1
 <x2
 ≤β，则[image: ]
 ，[image: ]
 ，得[image: ]
 x2
 ）-2≤0. 所以[image: ]
 . 则[image: ]
 [image: ]
 ，又t（x1
 +x2
 ）-2x1
 x2
 +2>t（x1
 +x2
 ）-2x1
 x2
 +[image: ]
 >0，所以f（x2
 ）-f（x1
 ）>0，故f（x）在区间［α，β］上是增函数. 因为α+β=t，[image: ]
 ，得g（t）=maxf（x）-minf（x）=f（β）-f（α）=[image: ]
 =[image: ]
 .

8.（1）因为f（x）=log4
 （4x
 +1）+kx为偶函数，所以f（-x）=f（x）. 即log4
 （4x
 +1）+kx=log4
 （4-x
 +1）-kx，故2kx=[image: ]
 =log4
 4-x
 =-x. 得[image: ]
 .

（2）因为f（x）=log4
 （4x
 +1）-[image: ]
 ，所以f（x）=log4
 （2x
 +2-x
 ）. 由[image: ]
 +b=log4
 （2x
 +2-x
 ）从而2x
 +2-x
 =4b
 ·2x
 ，[image: ]
 ，即4-x
 =4b
 -1. 而对任意实数b，4-x
 =4b
 -1至多有一个解，所以方程组（*）至多有一组解，即f（x）=log4
 （4x
 +1）-[image: ]
 的图象与直线y=[image: ]
 +b最多只有一个交点.

（3）由[image: ]
 得[image: ]
 . 所以a·2x
 -[image: ]
 =2x
 +2-x
 . 即（a-1）（2x
 ）2
 -[image: ]
 ·2x
 -1=0. 令t=2x
 ，则（a-1）t2
 -[image: ]
 t-1=0在（0，+∞）有且只有一个解，若a=1，则[image: ]
 ，不合题意，所以a≠1. 当Δ=[image: ]
 +4（a-1）=0，即a=-3或[image: ]
 时，方程有两个相等的实根. 因为方程在（0，+∞）有一个根，故取a=-3. 当Δ>0即a<-3或[image: ]
 时，由方程在（0，+∞）只有一个根，知[image: ]
 解得a>1. 所以a∈（1，+∞）. 综上a的取值范围是{-3}∪（1，+∞）.

9.（1）f（x）的定义域为（0，+∞），[image: ]
 ，当a≥0时，f'（x）>0，故f（x）在（0，+∞）上单调递增. 当a≤-1时，f'（x）<0，故f（x）在（0，+∞）上单调递减. 当-1<a<0时，令f'（x）=0，解得[image: ]
 . 则当x∈[image: ]
 时f'（x）>0，x∈[image: ]
 时f'（x）<0，故f（x）在[image: ]
 上单调递增，在[image: ]
 上单调递减.

（2）不妨设x1
 ≥x2
 ，而a<-1，由（1）得f（x）在（0，+∞）单调递减，从而对任意x1
 ，x2
 ∈（0，+∞），|f（x1
 ）-f（x2
 ）|≥4|x1
 -x2
 |等价于，对任意x1
 ，x2
 ∈（0，+∞），f（x2
 ）+4x2
 ≥f（x1
 ）+4x1
 …①. 令g（x）=f（x）+4x，则[image: ]
 ，①等价于g（x）在（0，+∞）单调递减，即[image: ]
 ，从而[image: ]
 [image: ]
 . 所以a∈（-∞，-2］.

10.（1）当k=2时，f（x）=ln（1+x）-x+x2
 ，[image: ]
 ，由于f（1）=ln2，[image: ]
 ，所以曲线y=f（x）在点（1，f（1））处的切线方程为[image: ]
 . 即3x-2y+2ln2-3=0.

（2）[image: ]
 x∈（-1，+∞），（i）当k=0时，[image: ]
 ，所以，在区间（-1，0）上，f'（x）>0；在区间（0，+∞）上，f'（x）<0故f（x）的单调递增区间是（-1，0），单调递减区间是（0，+∞）.（ii）当0<k<1时，由[image: ]
 得x1
 =0，x2
 =[image: ]
 ，所以，在（-1，0）和[image: ]
 上，f'（x）>0，在区间[image: ]
 上，f'（x）<0. 故f（x）的单调递增区间是（-1，0）和[image: ]
 ，单调递减区间为[image: ]
 .（iii）当k=1时[image: ]
 ，故f（x）的单调递增区间是（-1，+∞）.（iv）当k>1时，由f'（x）=[image: ]
 ，得[image: ]
 ∈（-1，0），x2
 =0. 所以，在区间[image: ]
 和（0，+∞）上，f'（x）>0，在区间[image: ]
 上f'（x）<0. 故f（x）的单调递增区间为[image: ]
 和（0，+∞），单调递减区间[image: ]
 .

第九讲　函数与反函数


A组


1. f（x）=4x
 +3. 提示：由y=f-1
 （x+4）图象过（0，0）知y=f（x）-4图象过（0，0），所以y=f（x）图象过（0，4），即a0
 +k=4，所以k=3. 又因为y=f（x）图象过（1，7），所以a1
 +3=7，解得a=4，所以f（x）=4x
 +3.

2.（-∞，-2］∪［4，+∞）. 提示：二次函数f（x）=x2
 -bx+2在区间［-1，2］上单调即可，则其对称轴[image: ]
 .

3. f（x）=x-3
 . 提示：因为g（x）图象经过[image: ]
 ，所以函数f（x）图象就经过点[image: ]
 .

4. -2.

5. 1. 提示：令f-1
 （0）=x，则f（x）=0，4x
 -2x+1
 =0，2x
 （2x
 -2）=0，2x
 =0（舍去）或2x
 =2，得x=1.

6.（-∞，-2］∪（1，+∞）. 提示：因为当x≥0时，y=-x2
 -2，所以y≤-2. 又因为当x<0时，y=2-x
 . 所以y>1.

7. f-1
 （0）=a且f-1
 （x）<x（x∈A）.

8. C. 提示：因为y=f（x）存在反函数，所以x与y之间是一一对应的关系，而c未必是y=f（x）值域中的一个值.

9. B. 提示：因为反函数图象的对称中心为（-1，3），则原函数的对称中心为（3，-1），所以a+1=3，得a=2.

10. C. 提示：因为y=f（2x-1）的图象过[image: ]
 ，则y=f（x）的图象过（0，1），所以y=f（x）的反函数的图象过（1，0）.

11. a=b=2. 因为点（a，b）在函数f（x）的图象上，所以[image: ]
 . 又点（a，b）在其反函数的图象上，所以点（b，a）在原函数f（x）的图象上，所以[image: ]
 . 联合①②得，a=b=2.

12. 函数[image: ]
 图象是双曲线，其中心是[image: ]
 . 因y=[image: ]
 的图象关于y=x对称，故它的对称中心[image: ]
 关于直线y=x的对称点也是对称中心，而它的对称中心只有一个，故[image: ]
 得a=1.

13. 解法一：由[image: ]
 得[image: ]
 . 所以[image: ]
 . 所以g（x）与y=[image: ]
 互为反函数，由[image: ]
 得g（2）=-2.

解法二：令g（2）=t，则函数g（x）过点（2，t），由函数g（x）与y=f-1
 （x+1）的图象关于y=x对称得y=f-1
 （x+1）过（t，2），即2=f-1
 （t+1），从而f-1
 （x）过点（t+1，2），于是f（x）过点（2，t+1）. 则t+1=f（2）=-1⇒t=-2.

解法三：由y=f-1
 （x+1）两边同取f有f（y）=f［f-1
 （x+1）］=x+1，得x=f（y）-1，即g（x）=f（x）-1. 所以g（2）=f（2）-1=-2.

14.（1）因为x≥1，所以[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，即f（x）的值域为［0，1），从而其反函数的定义域为［0，1）. 解[image: ]
 ，得[image: ]
 ，即[image: ]
 . 设0≤x1
 <x2
 <1，则[image: ]
 ，[image: ]
 ，且[image: ]
 ，[image: ]
 ，所以f-1
 （x1
 ）-f-1
 （x2
 ）=[image: ]
 =[image: ]
 . 即f-1
 （x1
 ）<f-1
 （x2
 ），即反函数f-1
 （x）是［0，1）上的增函数.

（2）因为[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 . 此时[image: ]
 ，即[image: ]
 .

15. 因为f（x）=3x
 -1，所以f-1
 （x）=log3
 （x+1）.

（1）因为f-1
 （x）≤g（x），即log3
 （x+1）≤[image: ]
 ，所以log3
 （x+1）2
 ≤log3
 （3x+1）. [image: ]
 ⇒0≤x≤1. 即x∈D=［0，1］.

（2）因为H（x）=g（x）-[image: ]
 f-1
 （x）=log9
 （3x+1）-[image: ]
 log3
 （x+1）=log9
 （3x+1）-log9
 （x+1）=[image: ]
 ，x∈［0，1］. 令[image: ]
 ，显然在［0，1］上递增，则有1≤t≤2，所以0≤H（x）≤log9
 2. 即H（x）的值域为［0，log9
 2］.


B组


1. 2. 提示：由y=f（x+2）得f-1
 （y）=x+2，即x=f-1
 （y）-2，故y=f（x+2）的反函数为y=f-1
 （x）-2，f-1
 （x）-2=f-1
 （x-1），所以f-1
 （x）-f-1
 （x-1）=2. 令x=2得f-1
 （2）-f-1
 （1）=2.

2. log2
 （x-1）. 提示：因为f-1
 （x）过（5，2），所以f（x）的图象过（2，5），所以a2
 -[image: ]
 a+6=5即2a2
 -5a+2=0，得a=2或[image: ]
 . 所以f（x）=2x
 +1或f（x）=2-x
 +[image: ]
 . 若f（x）=2x
 +1，则当x>0时f（x）>2，此时在f-1
 （x）中当x>2，f-1
 （x）>0满足条件. 若f（x）=2-x
 +[image: ]
 ，则当x>0时[image: ]
 ，此时f-1
 （x）中当[image: ]
 f-1
 （x）>0不满足条件，即f（x）=2x
 +1. 从而f-1
 （x）=log2
 （x-1）.

3. [image: ]
 . 提示：f-1
 （x）=log2
 （2x
 -1）（x>0），所以m=f-1
 （x）-f（x）=log2
 （2x
 -1）-log2
 （2x
 +1）=[image: ]
 . 当1≤x≤2时，[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 ，得[image: ]
 .

4.（-1，1）. 提示：f-1
 （x）=loga
 （a-ax
 ）（x<1），所以loga
 ［a-a（x2
 -2）
 ］>loga
 （a-ax
 ），又a>1，即a-ax2
 -2
 >a-ax
 ，ax2
 -2
 <ax
 ，即x2
 -2<x，从而-1<x<1.

5.（1）由题知f（0）=0，得a=1.

（2）因为[image: ]
 得[image: ]
 ，所以[image: ]
 （-1<x<1）.

（3）[image: ]
 ，即[image: ]
 所以[image: ]
 当0<k<2时，原不等式解集{x|1-k<x<1}. 当k≥2时，原不等式解集{x|-1<x<1}.

6.（1）图象关于直线y=x对称，说明f（x）的反函数是其本身，而[image: ]
 [image: ]
 ，得a=2.

（2）[image: ]
 . 又F-1
 （0）=6，即F（6）=0，所以[image: ]
 ，得a=6，又其反函数y≠-2，即原函数x≠-2，所以[image: ]
 . 得b=4. 因此a=6，b=4，[image: ]
 ，[image: ]
 .

7.（1）由f（x）+g（x）=ax
 得f（-x）+g（-x）=a-x
 . 又f（x）是奇函数，g（x）是偶函数，-f（x）+g（x）=a-x
 ，所以[image: ]
 . [image: ]
 ，2f（x）·g（x）=2·[image: ]
 . 得f（2x）=2f（x）·g（x）.

（2）由于[image: ]
 ∈（0，1），所以[image: ]
 是减函数，f［f-1
 （g（x））］=g（x）=[image: ]
 ，[image: ]
 . 又[image: ]
 ，当且仅当ax
 =a-x
 即x=0时取等号. 即f［f-1
 （g（x））］≥f（-1）. 所以f-1
 （g（x））≤-1（当且仅当x=0时取等号）.

8.（1）ax
 -1>0.（i）当0<a<1时x<0，（ii）当a>1时x>0，由此得f（x）的图象在y轴的一侧.

（2）[image: ]
 ，当a>1时[image: ]
 1，[image: ]
 ，所以kAB
 >0. 同理当0<a<1时，kAB
 >0.

（3）由f（2x）=f-1
 （x）得loga
 （a2x
 -1）=loga
 （ax
 +1），a2x
 -1=ax
 +1得a2x
 -ax
 -2=0，ax
 =2或ax
 =-1（舍），得x=loga
 2. 从而y=loga
 （aloga
 2
 +1）=loga
 3，因此两图象交点坐标为（loga
 2，loga
 3）.

9.（1）在已知等式中令x=y=1得，f（1）=2f（1），所以f（1）=0.

（2）取[image: ]
 ，得[image: ]
 ，但f（1）=0，所以[image: ]
 .

（3）设0<x1
 <x2
 ，令[image: ]
 ，则k>1，x2
 =kx1
 ，因此f（x2
 ）=f（kx1
 ）=f（k）+f（x1
 ）<f（x1
 ）（因为f（k）<0）. 所以f（x）在（0，+∞）上为减函数.

（4）在y=f-1
 （x）的定义域内，恒有f-1
 （x1
 +x2
 ）=f-1
 （x1
 ）f-1
 （x2
 ），证：设f-1
 （x1
 ）=y1
 ，f-1
 （x2
 ）=y2
 ，则y1
 ，y2
 ∈（0，+∞），f（y1
 ）=x1
 ，f（y2
 ）=x2
 . f（y1
 y2
 ）=f（y1
 ）+f（y2
 ）=x1
 +x2
 . 所以f-1
 （x1
 +x2
 ）=y1
 y2
 =f-1
 （x1
 ）f-1
 （x2
 ）.

第十讲　函数方程


A组


1. [image: ]
 . 提示：假设在区间［-1，1］上不存在实数c使得f（c）>0，则由[image: ]
 得[image: ]
 从而[image: ]
 或p≤-3. 所以[image: ]
 .

2. a>4. 提示：由x2
 +ax-3a<0，得a（x-3）<-x2
 ，又x∈［-2，2］，所以x-3∈［-5，-1］，所以[image: ]
 . 令t=x-3，t∈［-5，-1］，则[image: ]
 ，t∈［-5，-1］时，[image: ]
 ，所以a>4.

3. 1. 提示：如图，数形结合可得.

[image: 198-8]


（第3题）

4. a≤-1或a≥1，利用数形结合.

5.（-∞，-2］∪［1，+∞）. 提示：f（-2）·f（1）=（-4m+4）（2m+4）<0，得（m-1）（m+2）>0，解得m>1或m<-2；或f（-2）=0，解得m=1；或f（1）=0解得m=-2. 综上：m≥1或m≤-2.

6. {x|x<-2或x>3}. 提示：因3是方程的根，所以9+3b+c=0，又b∈Z且-2<b<0，得b=-1，c=-6.

7. [image: ]
 . 提示：k（4x
 -2x+1
 +6）=30，令t=2x
 ，t>0，则[image: ]
 ，由x∈［0，2］得t∈［1，4］，从而t2
 -2t+6∈［5，14］，得[image: ]
 .

8. a<4. 提示：由2x
 +4·2-x
 -a>0得[image: ]
 ，又[image: ]
 ，所以a<4.

9. [image: ]
 . 提示：（i）如图①当0<a<1时，0<2a<1得[image: ]
 ；（ii）如图②当a>1时不满足题意.

[image: 198-16]


（第9题图①）

[image: 198-17]


（第9题图②）

10. a>-2. 提示：由题意[image: ]
 在（0，+∞）上无解，[image: ]
 ，则-a<2，得a>-2.

11.（1）由[image: ]
 得ax2
 +2bx+c=0，则Δ=4b2
 -4ac=4（b2
 -ac），因为a>b>c且a+b+c=0，所以a>0且c<0，b2
 -ac>0，即Δ>0，所以两函数图象有两个交点.

（2）由f（x）-g（x）=0得ax2
 +2bx+c=0，令h（x）=f（x）-g（x）=ax2
 +2bx+c，则原问题等价于证[image: ]
 即[image: ]
 易证.

（3）[image: ]
 [image: ]
 ，因为a+b+c=0，则b=-（a+c），从而a>-（a+c）>c，所以[image: ]
 ，故|A1
 B1
 |∈[image: ]
 .

12.（1）由f（-1）=0知[image: ]
 ，由[image: ]
 得b2
 ≤a，故[image: ]
 ≤0，即[image: ]
 ，所以[image: ]
 . 因而[image: ]
 .

（2）由[image: ]
 得（x+1）2
 ≥4|x+1|，从而（x+1）4
 ≥16（x+1）2
 ，整理，得（x+1）2
 ·［（x+1）2
 -42
 ］≥0，则有（x+1）2
 （x-3）（x+5）≥0，解得x≥3或x≤-5或x=-1. 所以不等式解集为（-∞，-5］∪［3，+∞）∪{-1}.

（3）因为对任意x∈［1，m］，f（x+t）≤x恒成立，所以取x=1时有f（t+1）≤1，即[image: ]
 ，解得-4≤t≤0. 取x=m有f（t+m）≤m，即[image: ]
 [image: ]
 ，化简得m2
 -2（1-t）m+t2
 +2t+1≤0. 解得[image: ]
 [image: ]
 . 于是m≤1-t+-[image: ]
 ≤1-（-4）+[image: ]
 =9. 当t=-4时，对任意x∈［1，9］恒有f（x-4）-x=[image: ]
 （x-1）（x-9）≤0，所以m的最大值为9.

13.（1）由题意得[image: ]
 解得[image: ]
 因为a<b，所以[image: ]
 所以符合条件的区间为［-1，1］.

（2）取x1
 =0.001，则y1
 =3.003；x2
 =1，则y2
 =3；x3
 =10，则y3
 =29. 由此可见，函数y=3x-lgx在（0，+∞）上不满足条件①，所以函数y=3x-lgx不是闭函数.

（3）因为函数[image: ]
 在D上递增，所以[image: ]
 因为a，b可看成方程[image: ]
 的两根，即[image: ]
 ，令[image: ]
 ，t≥0，则x=t2
 -2，k=t2
 -2-t（t≥0），所以[image: ]
 （由数形结合得）.

[image: 200-5]


（第13题）

14. 令y=sin x-1，则sin2
 x=（y+1）2
 ，所以cos2
 x=1-sin2
 x=1-（y+1）2
 ，从而f（y）=1-（y+1）2
 +2=-y2
 -2y+2. 所以，f（x）=-x2
 -2x+2（-2≤x≤0）.

15. 令m=0得2f（n）=f（3n），n∈N，令m=n=0得f（0）=0，令m=n得f（2n）+f（0）=f（3n），即f（2n）=f（3n）. 于是对任意m∈N有f（4m）=f（6m）=f（9m）. 另一方面，令n=3m得f（4m）+f（2m）=f（9m），因此，对任意m∈N都有f（2m）=0. 于是，对任意n∈N都有[image: ]
 [image: ]
 . 所以f（n）≡0.


B组


1. 0. 提示：令[image: ]
 ，则[image: ]
 ，得[image: ]
 . 令x=0，则f（0）=0. 由xf（x+1）=（1+x）f（x）得[image: ]
 ，从而[image: ]
 [image: ]
 . 所以[image: ]
 .

2. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，[image: ]
 ，…，f（99）
 （x）=[image: ]
 ，得[image: ]
 .

3. [image: ]
 . 提示：f-1
 （f（x））=x，所以f-1
 （fn+1
 （x））=f-1
 {f［fn
 （x）］}=fn
 （x）. 因为f13
 （x）=f31
 （x），所以f-1
 ［f13
 （x）］=f-1
 ［f31
 （x）］，得f12
 （x）=f30
 （x）. 类似有f11
 （x）=f29
 （x），f10
 （x）=f28
 （x），…，f1
 （x）=f19
 （x），所以f-1
 ［f1
 （x）］=f-1
 ［f19
 （x）］=f-1
 {f［f18
 （x）］}，从而x=f18
 （x），则f-1
 （x）=f17
 （x），得f-1
 ［f-1
 （x）］=f16
 （x），因此[image: ]
 .

4. x+1. 提示：对∀x，y∈R有f（xy+1）=f（x）f（y）-f（y）-x+2，因此f（xy+1）=f（y）f（x）-f（x）-y+2，所以f（x）f（y）-f（y）-x+2=f（y）f（x）-f（x）-y+2，即f（x）+y=f（y）+x. 令y=0得f（x）=x+1.

5. [image: ]
 . 提示：对[image: ]
 算两次，找等量关系，凑[image: ]
 ，取x=0，y=1，[image: ]
 =[image: ]
 =（1-a2
 ）f（0）+a2
 f（1）=a2
 …①. 再取[image: ]
 ，[image: ]
 =（1-a2
 ）[image: ]
 …②. 取x=0，[image: ]
 ，[image: ]
 =（1-a2
 ）f（0）+a2
 [image: ]
 …③. 取[image: ]
 ，y=1，[image: ]
 =2a2
 -a4
 …④. 将③、④代入②得[image: ]
 =（1-a2
 ）a4
 +a2
 （2a2
 -a4
 ）=-2a6
 +3a4
 …⑤. 由①与⑤得a2
 =-2a6
 +3a4
 ，解得a=0，[image: ]
 ，a=±1，而0<a<1，因此[image: ]
 .

6. -1. 提示：f（x）=a（x-2）2
 （x-x0
 ），其中a≠0且x=x0
 为方程的第三个实根，由f（3）=2f（1）得a（3-x0
 ）=2a（1-x0
 ），得x0
 =-1.

7.（1）假设f（x）∈M，则存在T≠0，对任意x∈R，f（x+T）=Tf（x）恒成立，即x+T=Tx，（T-1）x=T，所以[image: ]
 从而T不存在，所以假设错误，即函数f（x）不属于集合M.

（2）f（x）=ax
 ，f（x+T）=ax+T
 ，若ax+T
 =Tax
 ，则（aT
 -T）·ax
 =0，对任意的x∈R，则需aT
 -T=0，由于函数f（x）=ax
 （a>0且a≠1）图象与y=x图象有公共点，所以存在T0
 使aT0

 =T0
 . 因此存在非零常数T0
 ，对任意x∈R都有f（x+T）=Tf（x）成立，从而f（x）=ax
 是M中的元素.

（3）假设存在a，使f（x）∈M，f（x+T）=（x+T）|x+T-a|，Tf（x）=Tx|x-a|，则（x+T）|x+T-a|=Tx|x-a|. 不妨取x=0，则T|T-a|=0得T=a，取x=-T，则-T2
 |T+a|=0得T=-a. 所以与a=0，T≠0矛盾，假设错误，所以实数a不存在.

8.（1）假设f（x）属于集合M，则[image: ]
 ，于是有（x0
 +1）2
 =x0
 ，整理得[image: ]
 x0
 +1=0，此方程无实数解，所以f（x）∉M.

（2）因为[image: ]
 ∈M，所以[image: ]
 ，因为a>0，所以[image: ]
 ，则[image: ]
 ，即[image: ]
 ，整理得[image: ]
 2ax0
 +2a-2=0.（i）a=2时，4x0
 +2=0，[image: ]
 ；（ii）a≠2时，Δ≥0，即4a2
 -4（a-2）（2a-2）≥0，整理得a2
 -6a+4≤0，[image: ]
 . 所以[image: ]
 ∪（2，3+[image: ]
 ］. 综上[image: ]
 .

（3）由题意[image: ]
 ，则2x0

 +2x0
 -2=0，即2（2x0
 -1
 +（x0
 -1））=0. 又函数y=2x
 与函数y=-x有交点，不妨设交点横坐标为a，则2a
 =-a，从而2a
 +a=0，令a=x0
 -1，则存在x0
 =a+1，使得f（x0
 +1）=f（x0
 ）+f（1），所以f（x）=2x
 +x2
 ∈M.

9. 取m=n=1代入（2），得f（1）=f（1·1）=（f（1））2
 ，又f（1）∈N*，得f（1）=1. 再取m=n=2代入（2），得f（4）=（f（2））2
 =4. 利用（3），由于f（2）<f（3）<f（4），得2<f（3）<4，又f（3）∈N*，故f（3）=3. 因此f（6）=f（2·3）=f（2）·f（3）=6. 同样f（4）<f（5）<f（6），得f（5）=5. 下面用数学归纳法证明f（2k）=2k.（i）k=1时f（2）=2成立；（ii）假设n≤2k时f（n）=n，则n=k+1时，f（2k+2）=f（2）·f（k+1）=2（k+1）=2k+2，因此n∈N*有f（2k）=2k，又f（2k）<f（2k+1）<f（2k+2），得2k<f（2k+1）<2k+2，又f（2k+1）∈N*，因此f（2k+1）=2k+1. 所以f（n）=n对任意n∈N*成立.

10. 自然地令x=y=0代入①，②得[image: ]
 若f（0）≠0，则由③有[image: ]
 ，由④有f2
 （0）=g2
 （0）-g（0）=-[image: ]
 <0，矛盾！所以f（0）=0，由此g（0）=g2
 （0）. 若g（0）=0，在①中令y=0，得f（x）≡0，与题设不符，所以g（0）=1. 综上所述f（0）=0，g（0）=1.

第十一讲　任意角的三角函数


A组


1. 二或四. 提示：两边平方得sin α cos α<0，故α是第二或第四象限角.

2. α∈[image: ]
 （k∈Z）. 提示：[image: ]
 ，从而cos α>0，得α∈[image: ]
 （k∈Z）.

3. [image: ]
 . 提示：cos x-sin x=[image: ]
 ，得sin x cos x=[image: ]
 ，则cos3
 x-sin3
 x=（cos x-sin x）·（1+cos x sin x）=[image: ]
 .

4. -[image: ]
 . 提示：令sin θ+cos θ=t，则2sin θ cos θ=t2
 -1，代入4sin θ cos θ-5sin θ-5cos θ-1=0，可得2t2
 -5t-3=0，解得[image: ]
 或t=3（舍去），即sin θ cos θ=-[image: ]
 ，下面仿照第3题的过程，所以cos3
 θ+sin3
 θ=-[image: ]
 .

5. <0. 提示：θ是第二象限的角，则[image: ]
 故sin（cos θ）·cos（sin θ）<0.

6. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

7. {-2，0，4}. 提示：x只能是象限角，当x在第一象限时，y=4；当x在第二、四象限时，y=-2；当x在第三象限时，y=0. 综上，值域为{-2，0，4}.

8. [image: ]
 . 提示：令[image: ]
 ，则x+y=19（1+tan2
 θ）+98（1+cot2
 θ）=117+19tan2
 θ+98cot2
 θ≥[image: ]
 .

9. [image: ]
 . 提示：由sin x+sin y=[image: ]
 得sin x=[image: ]
 -sin y，由于-1≤sin y≤1，故-[image: ]
 ≤sin x≤1. 因为sin x-cos2
 y=sin x+sin2
 y-1=sin2
 x+[image: ]
 sin x-[image: ]
 -[image: ]
 ，当[image: ]
 时，最小值为-[image: ]
 ；当sin x=1时，最大值为[image: ]
 .

10. 如图，设∠AOD=α，∠BOD=β，则S△BOD
 =[image: ]
 OD·sin β，S△AOD
 =[image: ]
 OD·sin α，于是[image: ]
 <1+[image: ]
 . 所以[image: ]
 .

[image: 203-22]
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11. 由sin（α+β）=1得[image: ]
 （k∈Z），则sin（2α+β）=sin［2（α+β）-β］=sin（π-β）=sin β=[image: ]
 .

12. [image: ]
 ，又sin α∈［0，1］，则y∈[image: ]
 . 本题容易忽略对sin α范围的考虑.

13. 分离变量法. 由cos2
 θ+2msin θ-2m-2<0得2m（sin θ-1）<1+sin2
 θ. 当sin θ<1时，[image: ]
 恒成立，由于[image: ]
 ，所以[image: ]
 ；当sin θ=1时，2m（sin θ-1）<1+sin2
 θ恒成立. 综上所述，[image: ]
 .

14. 原式=[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，所以当α在第一、三象限时，原式=4；当α在第二、四象限时，原式=-4.

15. 令u=sin x+cos x，则[image: ]
 ，且sin x+cos x+tan x+cot x+secx+[image: ]
 ，当u>1时，[image: ]
 ；当u<1时，[image: ]
 . 所以[image: ]
 时，y取到最小值[image: ]
 .


B组


1. B. 提示：由例5可知，0<sin α<α<tan α<1，又因为y=sin x在[image: ]
 上单调递增，且（0，1）⊆[image: ]
 ，所以sin（sin α）<sin α<sin（tan α）. 选B.

2. [image: ]
 . 提示：令sin x+cos x=t∈[image: ]
 ，则[image: ]
 ，从而y=a2
 +a（sin x+cos x）+sin x cos x=[image: ]
 ，t∈[image: ]
 . 由于对称轴t=-a≤0，所以当[image: ]
 时，[image: ]
 ，解得[image: ]
 .

3. α∈[image: ]
 . 提示：|logsin α
 cos α|<|logcos α
 sin α|，可得[image: ]
 ，则|lgsin α|>|lgcos α|，即-lgsin α>-lgcos α，从而sin α<cos α，又因为α∈[image: ]
 ，所以α∈[image: ]
 .

4. [image: ]
 . 提示：y=（1-cos x）（1+cos x）（1+cos x）=[image: ]
 （2-2cos x）（1+cos x）（1+cos x）≤[image: ]
 ，等号当且仅当[image: ]
 时成立，所以最大值为[image: ]
 .

5. 1. 提示：由于f（sin x）=[image: ]
 =sin17x，所以f2
 （cos x）+f2
 （sin x）=cos2
 17x+sin2
 17x=1.

6. 1. 提示：由于1-cos2
 α sin β-[image: ]
 ≤0，所以[image: ]
 ，又因为当[image: ]
 时，[image: ]
 ，从而最小值为1.

7.（-3，3）. 提示：首先可以证明cos x2
 =1，cos y2
 =1，cos xy=-1不可能同时成立. 若上述三式同时成立，则存在m，n，k∈Z，满足x2
 =2mπ，y2
 =2nπ，xy=（2k+1）π，又因为x2
 y2
 =（xy）2
 ，所以4mn=（2k+1）2
 ，等式左边为偶数，右边为奇数，矛盾. 所以a=cos x2
 +cos y2
 -cos xy<3，同理可以得到a=cos x2
 +cos y2
 -cos xy>-3.

8. sin2
 x+acos x+a2
 ≥1+cos x，得cos2
 x+（1-a）cos x-a2
 ≤0，令t=cos x∈［-1，1］，则f（t）=t2
 +（1-a）t-a2
 ≤0在［-1，1］上恒成立，即f（t）在［-1，1］上的最大值fmax
 （t）≤0，从而[image: ]
 解得a≤-2.

9. sin α+cos α=a，则有[image: ]
 ，因此sin α，cos α是方程[image: ]
 的两根，解得[image: ]
 或[image: ]
 ，sin α=[image: ]
 ，故sinn
 α+cosn
 α=[image: ]
 .

10. 如图，在△ABC中有a=bcos C+ccos B，b=acos C+ccos A，则a+b=（a+b）cos C+c（cos A+cos B），因而（1-cos C）（a+b）=c（cos A+cos B），从而[image: ]
 ，故cos A+cos B+cos C>1.

[image: 205-13]


（第10题）

第十二讲　两角和与差的三角函数


A组


1. D. 提示：sin α cos β+sin β cos α=sin（α+β）=1，因为α+β∈［-π，π］，所以α+β=[image: ]
 ，又因为[image: ]
 ，得到[image: ]
 ，所以sin α+sin β=sin α+cos α=[image: ]
 ，选D.

2. [image: ]
 . 提示：由[image: ]
 ，得2y+ycos x=1+sin x，则2y-1=sin x-ycos x=[image: ]
 ，两边取绝对值，得[image: ]
 ，由于|sin（x-φ）|≤1，所以[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

3. [image: ]
 . 提示：令u=sin 6° sin 42° sin 66° sin 78°，v=cos 6° cos 42° cos 66° cos 78°，则uv=[image: ]
 sin 12° sin 84° sin 132° sin156°=[image: ]
 cos 6° cos 42° cos 66° cos 78° =[image: ]
 v，故[image: ]
 .

4. [image: ]
 . 提示：sin θ+cos θ=[image: ]
 =|sin θ+cos θ|，则sin θ+cos θ≥0，故[image: ]
 ，k∈Z.

5. 4. 提示：注意到21°+24°=22°+23°=45°，由于1=tan 45°=tan（21°+24°）=[image: ]
 ，则tan 21°+tan 24°+tan 21°tan 24°+1=2，即（1+tan 21°）（1+tan 24°）=2，同理可得（1+tan 22°）（1+tan 23°）=2，所以原式=4.

6. C. 提示：tan α tan β>1，得tan α tan β>0，故α，β均为锐角，且sin α sin β>cos α cos β，即cos（α+β）<0，因此α+β为钝角，所以第三个内角γ=π-α-β为锐角，选C.

7. -4. 提示：[image: ]
 .

8. [image: ]
 . 提示：4sin 40°-tan 40°=[image: ]
 =[image: ]
 .

9. [image: ]
 . 提示：原式=[image: ]
 .

10. 1. 提示：sin x+sin y=[image: ]
 =cos（x-30°），0°<x<60°，所以sin x+sin y的最大值为1.

11. [image: ]
 . 提示：不妨设cos α+cos β=u，则1+u2
 =（sin α+sin β）2
 +（cos α+cos β）2
 =2+2cos（α-β）∈［0，4］，从而u2
 ∈［0，3］，所以cos α+cos β∈[image: ]
 .

12. 由于sin x cos 20°+cos x sin 20°=2cos x cos 10°，则[image: ]
 ，又因为10°=30°-20°，所以[image: ]
 .

13. 由[image: ]
 所以cos 2α=cos［（α+β）+（α-β）］=-[image: ]
 .

14. 由[image: ]
 两式相除，得tan α=cot 2β=[image: ]
 ，又因为α，[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，即[image: ]
 .

15. 由[image: ]
 得[image: ]
 ，则[image: ]
 ，又[image: ]
 [image: ]
 ，则[image: ]
 ，从而[image: ]
 ，tanβ是方程[image: ]
 的两个根. 解得[image: ]
 （舍去）或[image: ]
 ，tanβ=1，故[image: ]
 .


B组


1. D. 提示：由于2（α+γ）=（α+β+γ）+（α-β+γ），2β=（α+β+γ）-（α-β+γ），则sin（α+β+γ）cos（α-β+γ）+cos（α+β+γ）sin（α-β+γ）=nsin（α+β+γ）cos（α-β+γ）-ncos（α+β+γ）sin（α-β+γ），从而[image: ]
 ，选D.

2. A. 提示：cos2
 A+cos2
 B+cos2
 C=[image: ]
 +cos2
 C=1，即cos（A+B）cos（A-B）+cos2
 C=0，从而cos C［cos（A+B）+cos（A-B）］=0，则2cos A cos B cos C=0，故△ABC为直角三角形，选A.

3. 1. 提示：原式=tan 75° tan 65° tan 55° tan 5°，又因为根据三倍角公式tan 3θ=tan（60°-θ）tan θ tan（60°+θ），可得tan 65° tan 55° tan 5°=tan 15°，所以原式=tan 75° tan 15°=1.

4. -[image: ]
 . 提示：设[image: ]
 ，[image: ]
 ，则[image: ]
 [image: ]
 ，由于y>0，所以[image: ]
 .

5. [image: ]
 . 提示：cos 36°-cos 72°=2sin 18° sin 54°=2cos 36° cos 72°=[image: ]
 =[image: ]
 .

6. -[image: ]
 . 提示：原式=[image: ]
 =[image: ]
 .

7. 令sin 20°=x，则sin 60°=sin（3×20°）=3sin 20°-4sin3
 20°，即[image: ]
 ，从而[image: ]
 ，令[image: ]
 ，由于f（-1）<0，f（0）>0，[image: ]
 0，[image: ]
 ，f（1）>0，所以f（x）在（-1，0），[image: ]
 内各有一根，考虑到0<sin 20°<sin 30°=[image: ]
 ，从而[image: ]
 .

8. 根据［x］的定义，有［tan A］+［tan B］+［tan C］≤tan A+tan B+tan C，又因为tan A+tan B+tan C≤［tan A］+［tan B］+［tan C］，所以tan A，tan B，tan C均为整数，不妨设tan A=x，tan B=y，tan C=z，且x≤y≤z，根据例4的结论，有x+y+z=xyz. 若x>0，x+y+z=xyz≤3z，则xy≤3，又x，y∈Z，则x=1，y=2，故z=3或x=1，y=3，故z=2，矛盾，舍去. 若x<0，则y>0，z>0，得y≥1，z≥1，从而xyz≤x，与xyz=x+y+z>x矛盾. 综上，这样的三角形只有tan A=1，tan B=2，tan C=3或其交换.

9. 令[image: ]
 ，则左边=cos 2α+cos 4α+…+cos 2nα

=[image: ]
 （cos 2α+cos 4α+…+cos 2nα）

=[image: ]


=[image: ]


=[image: ]
 =右边.

10. 由于[image: ]
 ，所以[image: ]
 [image: ]
 =tan α tan β.

第十三讲　三角函数的性质与应用


A组


1. [image: ]
 .

2. D. 提示：化简可得①[image: ]
 ；②[image: ]
 ；③[image: ]
 ；④y=tan x，显然D正确.

3. [image: ]
 . 提示：|MN|=|sin a-cos a|=[image: ]
 .

4. ［-5，-π］∪［0，π］.

5. [image: ]
 ，ymin
 =-2. 提示：由于[image: ]
 ，又0≤|sin x|≤1，得[image: ]
 .

6. [image: ]
 （k∈Z）. 提示：令g（x）=sin x+cos x，则g（x）递减，且g（x）>0，故x∈[image: ]
 （k∈Z）.

7. [image: ]
 （k∈Z）. 提示：f（x）=tan2
 x|cot x|=[image: ]
 作出图象，由图象可知函数f（x）的单调递增区间是[image: ]
 （k∈Z）.

8. [image: ]
 . 提示：当[image: ]
 ，即[image: ]
 （k∈Z）时取得最大值，由条件可知，当k=0，1，2，…，49时，由[image: ]
 只需[image: ]
 ，解得[image: ]
 ，所以ωmin
 =[image: ]
 .

9. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 [image: ]
 ，由于[image: ]
 ，即[image: ]
 ，所以值域是[image: ]
 .

10. [image: ]
 . 提示：平移之后的函数[image: ]
 是偶函数，所以[image: ]
 ，即[image: ]
 对一切x∈R恒成立，从而[image: ]
 ，即[image: ]
 ，得[image: ]
 ，当k=1时，φ的最小正值为[image: ]
 .

11.（1）[image: ]
 .（2）[image: ]
 . 提示：（1）因为函数y=sin 3x在[image: ]
 上的面积为[image: ]
 ，所以函数y=sin 3x在[image: ]
 上的面积为[image: ]
 .（2）y=sin（3x-π）+1=-sin 3x+1，通过图象变换可以作出函数y=-sin 3x+1的图象.

12. [image: ]
 （k∈Z）. 提示：令g（x）=cos x，只需要求函数g（x）的单调递增区间，且满足g（x）>0即可，故x∈[image: ]
 （k∈Z）.

13.（1）

[image: 210-3]
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（2）

[image: 210-4]
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14. [image: ]
 ，即当[image: ]
 （k∈Z）时，fmin
 （x）=[image: ]
 . 又因为[image: ]
 ，令t=3cos2
 x
 ∈［1，3］，则[image: ]
 在[image: ]
 上单调递减，在[image: ]
 上单调递增，而g（1）=g（3）=4，故fmax
 （x）=4.

15. [image: ]
 ，当[image: ]
 时，0≤cos x≤1，令t=cos x，则0≤t≤1，[image: ]
 ，0≤t≤1. 当[image: ]
 ，即0≤a≤2时，则当[image: ]
 ，即[image: ]
 时，[image: ]
 ，解得[image: ]
 或a=-4（舍）；当[image: ]
 ，即a<0时，则当t=0，即cos x=0时，[image: ]
 ，解得[image: ]
 （舍）；当[image: ]
 ，即a>2时，则当t=1，即cos x=1时，[image: ]
 ，解得[image: ]
 （舍）. 综上知，存在[image: ]
 符合题意.


B组


1. 2π. 提示：令u=sin x，则y=u+2u3
 +3u5
 ，由于y=u+2u3
 +3u5
 在R上单调递增，而y=sin x+2sin3
 x+3sin5
 x与u=sin x具有相同的周期性，从而y=sin x+2sin3
 x+3sin5
 x的最小正周期为2π.

2. 0或2sin 1. 提示：令f（x）=x2
 -2asin（cos x）+a2
 ，则f（x）为偶函数，由于y=f（x）与x轴仅有一个公共点，则f（0）=0，即a2
 -2asin 1=0解得a=0或a=2sin 1.

3. [image: ]
 . 提示：3sin2
 α+2sin2
 β=2sin α得sin2
 β=sin α-[image: ]
 sin2
 α∈［0，1］，从而sin α∈[image: ]
 ，则sin2
 α+sin2
 β=-[image: ]
 （sin α-1）2
 +[image: ]
 ，故sin2
 α+sin2
 β的取值范围是[image: ]
 .

4. [image: ]
 . 提示：由y=2cos2
 x sin x>0得y2
 =4cos4
 x sin2
 x=2［cos2
 x cos2
 x（2sin2
 x）］≤[image: ]
 ，故当[image: ]
 时，[image: ]
 .

5. B. 提示：[image: ]
 ，利用三角函数图象可得a∈（-1，2）∪（2，3）.

6. [image: ]
 . 提示：令t=|cos x|，则y=t+|2t2
 -1|. 当[image: ]
 时，y=2t2
 +t-1，从而[image: ]
 ；当[image: ]
 时，y=-2t2
 +t+1，从而[image: ]
 ，所以函数y=|cos x|+|cos2
 x|的最小值是[image: ]
 .

7. 159. 提示：作出函数[image: ]
 与函数y=sin（5πx）的图象，观察交点个数.

8. [image: ]
 . 提示：由于[image: ]
 ≥（sin x+cos x）2
 ≥sin2
 x+cos2
 x=1，又因为[image: ]
 ≤（1+1）（1+1）（1+1）（sin2
 x+cos2
 x）（柯西不等式）=8，所以值域是[image: ]
 .

9. 显然f（x）是偶函数，因为[image: ]
 ，所以f（x）是以[image: ]
 为周期的周期函数，当x∈[image: ]
 时，f（x）=sin x+cos x=[image: ]
 ，最大值为[image: ]
 ，最小值为1. 作出f（x）在［0，2π］内的图象由图象可知，函数f（x）在[image: ]
 （k∈Z）上单调递增，在[image: ]
 （k∈Z）上单调递减.

[image: 211-26]
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10. 假设f（x）是周期函数，那么存在非零常数T，使得[image: ]
 对于一切实数x恒成立. 令x=0，则[image: ]
 ，得[image: ]
 ，令x=T，则[image: ]
 ，得[image: ]
 =2nπ，其中m、n为非零整数，则[image: ]
 ，矛盾，所以函数f（x）不是周期函数.

第十四讲　解斜三角形


A组


1. C. 提示：2cos B sin A=sin C=sin（A+B）=sin A cos B+cos A sin B，则sin（A-B）=0，故A=B，因此△ABC为等腰三角形.

2. B. 提示：周长为定值时，三角形的三边相等时面积取得最大值，故当三角形的三边非常接近时，即用2、5连接，3、4连接各为一边，第三边长为6组成三角形，此三角形面积最大，面积为[image: ]
 .

3. A. 提示：如图，以B为圆心，1为半径画圆，则圆上除了在直线CB上的点外，均可作为点A，如A1
 、A2
 、A'1
 等，其中CA1
 ⊥A1
 B，CA'1
 ⊥A'1
 B，此时角C最大值为[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

[image: 212-12]
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4. C. 提示：由x2
 +y2
 =z2
 可知，在x，y，z中最大为z.（x+y）2
 -z2
 =2xy>0，则x+y>z，△ABC中的最大角为θ，则[image: ]
 ，故θ为锐角，所以△ABC是锐角三角形.

5. C. 提示：在△ABC中，有tan A tan B tan C=tan A+tan B+tan C>0，所以tan A>0，tan B>0，tan C>0，故△ABC是锐角三角形.

6. [image: ]
 . 提示：由于△ABC是锐角三角形，所以a2
 <b2
 +c2
 ，b2
 <a2
 +c2
 ，c2
 <a2
 +b2
 . 故[image: ]
 .

7. 60°. 提示：[image: ]
 ，得a2
 +c2
 -b2
 =ac，所以[image: ]
 ，故B=60°.

8. 4，6，8. 提示：设△ABC的三边长为2k-2，2k，2k+2，由于△ABC是钝角三角形，所以（2k-2）2
 +（2k）2
 <（2k+2）2
 ，从而4k2
 -16k<0，得0<k<4，又因为2k-2，2k，2k+2能构成一个三角形，故2k-2+2k>2k+2，则k>2，于是k=3，三边长是4，6，8.

9. 100. 提示：设塔高为h，由于α+β+γ=90°，则α+β=90°-γ，所以tan（α+β）=cot γ，则[image: ]
 ，解得h=100.

10. [image: ]
 . 提示：设BC=a，则[image: ]
 ，根据余弦定理得[image: ]
 ，则△ABC的面积[image: ]
 ，从而[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

11. 等腰直角三角形. 提示：[image: ]
 ，得[image: ]
 ，又因为2ab≤a2
 +b2
 ，则有[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，从而[image: ]
 得[image: ]
 所以△ABC是等腰直角三角形.

12. 根据余弦定理cos C=[image: ]
 ，所以C≤60°.

13. a+c=3b，得sin A+sin C=3sin B，从而有[image: ]
 ，故[image: ]
 ，则[image: ]
 ，故[image: ]
 ，得[image: ]
 .

14. 不妨设tan A=k，tan B=2k，tan C=3k，由于在△ABC中有tan A+tan B+tan C=tan A tan B tan C，则6k=6k3
 ，得k=0（舍去）或-1（舍去）或1，所以tan A=1，tan B=2，tan C=3，从而[image: ]
 .

15. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 [image: ]
 .

因为[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 . 等号当且仅当A=B=C时取到.


B组


1. D. 提示：由于[image: ]
 为有理数，则cos 5θ=-cos C为有理数，同理cos 3θ，cos 2θ均为有理数. 又[image: ]
 ，则[image: ]
 ，得sin 3θ sin 2θ为有理数，故cos θ=cos（3θ-2θ）=cos 3θ cos 2θ+sin 3θ sin 2θ也为有理数，选D.

2. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

3. 1. 提示：[image: ]
 ，得[image: ]
 ，由于c-a=h=2Rsin A sin C，则sin C-sin A=sin A sin C，于是[image: ]
 ［cos（C-A）-cos（C+A）］，从而[image: ]
 ，即[image: ]
 ，考虑到c>a，则C>A，从而[image: ]
 ，又因为[image: ]
 [image: ]
 ，故[image: ]
 .

4. [image: ]
 . 提示：根据正弦定理，有[image: ]
 ，则[image: ]
 ，[image: ]
 ，代入[image: ]
 ，则[image: ]
 ，得R=2，所以△ABC的面积为[image: ]
 .

5. [image: ]
 . 提示：S=a2
 -（b-c）2
 =[image: ]
 bcsin A，即2bc-2bccos A=[image: ]
 bcsin A，则4-4cos A=sin A，从而[image: ]
 ，即[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，故[image: ]
 [image: ]
 .

6. cos B+cos C+[image: ]
 =cos B+cos C+[image: ]
 +[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

7.（1）[image: ]
 ，有[image: ]
 ，从而1-2cos2
 C=cos（A+B）=-cos C，得[image: ]
 ，故[image: ]
 .

（2）S△ABC
 =[image: ]
 absin C=2R2
 sin A sin B sin C=[image: ]
 ，考虑到sin A+sin B=[image: ]
 =1，所以S△ABC
 的最大值为[image: ]
 ，此时[image: ]
 .

8. 根据余弦定理，有[image: ]
 ⇒a2
 +b2
 +c2
 =2abcos C+2bccos A+2accos B. 又因为S=[image: ]
 absin C=[image: ]
 bcsin A=[image: ]
 casin B，所以a2
 +b2
 +c2
 =4S（cot A+cot B+cot C）. 只需证明cot A+cot B+cot C≥[image: ]
 即可. 下面过程与例2相同.

9.（1）不妨设AB=n+1，BC=n，AC=n-1，根据正弦定理，则[image: ]
 ，得[image: ]
 =2cos θ，又根据余弦定理，有[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，解得n=5，故存在三边长为4，5，6的三角形满足最大角是最小角的两倍.

（2）不妨设AB=n+1，BC=n，AC=n-1，根据正弦定理，有[image: ]
 ，得[image: ]
 [image: ]
 =4cos2
 θ-1，又根据余弦定理，则[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 -1，化简得n3
 -3n2
 -6n+16=0，解得n=2，所以三边长为1，2，3，但不能构成三角形，故不存在三角形满足最大角是最小角的三倍.

第十五讲　反三角函数与三角方程


A组


1. ⌀. 提示：3cos x+4sin x=5sin（x+φ）≤5，所以原方程的解集为⌀.

2. [image: ]
 . 提示：函数f（x）在定义域［-1，1］上单调递增，所以值域为[image: ]
 .

3. -33°. 提示：2013°=1800°+180°+33°，得sin 2013°=-sin 33°，从而arcsin（sin 2013°）=arcsin［sin（-33°）］.

4. [image: ]
 . 提示：arcsin（cos 2）=arcsin[image: ]
 .

5. [image: ]
 . 提示：令arctan（-6）=θ，则tan θ=-6，从而[image: ]
 .

6. 0. 提示：sin x+cos x=[image: ]
 ，而tan x+cot x≥2或≤-2，所以原方程无解.

7. 7个. 提示：作出函数y=lgx与y=cos 2x的图象，观察交点个数.

8. 解集为（1，2］. 提示：[image: ]
 ，得[image: ]
 .

9.（-1，2）∪（2，3）. 提示：[image: ]
 ，函数[image: ]
 与[image: ]
 在（0，2π）内有两个交点，所以[image: ]
 且[image: ]
 ，故a∈（-1，2）∪（2，3）.

10. [image: ]
 （k∈Z）；[image: ]
 . 提示：由于[image: ]
 ，则0≤cos x≤1，所以定义域是[image: ]
 （k∈Z），值域是[image: ]
 .

11. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，所以函数的值域为[image: ]
 .

12. [image: ]
 . 提示：考虑到[image: ]
 ，所以[image: ]
 -arcsin（cos 5）=[image: ]
 [image: ]
 .

13. [image: ]
 . 提示：由于[image: ]
 ，则[image: ]
 ，从而[image: ]
 ，又因为当[image: ]
 时，y=arcsin（1-x）+arccos 2x为单调递减函数，所以值域是[image: ]
 .

14. 令arctan x=α，arctan y=β，arctan z=γ，则α+β+γ=π，且tan α=x，tan β=y，tan γ=z，于是x+y=tan α+tan β=tan（α+β）（1-tan α tan β）=-tanγ（1-tan α tan β）=-z（1-xy），所以x+y+z=xyz.

15. 若f（x）是[image: ]
 内的奇函数，则必要条件是f（0）=0，即c=-arctan2. 当c=-arctan 2时，[image: ]
 [image: ]
 ，即f（x）=arctan（-2x），满足f（-x）=-f（x），故f（x）是[image: ]
 内的奇函数.


B组


1. π. 提示：令α=arctan 2，β=arctan 3，则α，β∈[image: ]
 ，因为tan（α+β）=-1，且α+β∈[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，从而arctan 1+arctan 2+arctan 3=π.

2. 因为[image: ]
 等号成立的条件为[image: ]
 或[image: ]
 所以原方程的解集为[image: ]
 .

3. [image: ]
 . 提示：令[image: ]
 ，则[image: ]
 ，因为arctan x，[image: ]
 ，则θ∈（-π，π），于是[image: ]
 或[image: ]
 .

4. [image: ]
 或[image: ]
 . 提示：3sin x+4cos x=a，得sin（x+φ）=[image: ]
 ，φ=[image: ]
 ，作出函数y=sin（x+φ）与函数[image: ]
 在（0，2π）内的交点，则[image: ]
 或[image: ]
 .

5. a≤-1或a≥1. 提示：令arcsin x=θ，则sin θ=x，由条件可知cot θ≥0，故cot θ=[image: ]
 ，从而[image: ]
 ，故x4
 -（a2
 +1）x2
 +1=0，令t=x2
 ≥0，则方程t2
 -（a2
 +1）t+1=0有非负实数解，则Δ=（a2
 +1）2
 -4≥0，故a2
 +1≥2，从而a≤-1或a≥1.

6. [image: ]
 . 提示：由于0≤{x}<1，则cot {x}>cot 1>0，即cot {x}≠0，则[image: ]
 ，故[image: ]
 ，即［x］+[image: ]
 ，k∈Z，所以[image: ]
 ，k∈Z.

7. [image: ]
 或[image: ]
 （k∈Z）. 提示：[image: ]
 或≤-1，又因为-1≤sin（x2
 y）≤1，所以sin（x2
 y）=1或-1，当且仅当x=1或x=-1时等号成立，从而[image: ]
 或[image: ]
 （k∈Z）.

8.（1）若△ABC是锐角三角形，则arccos（sinA）=arccoscos[image: ]
 ，同理[image: ]
 ，[image: ]
 ，所以[image: ]
 ；

（2）若△ABC为非锐角三角形，不妨设最大角为A，则arccos（sin A）=[image: ]
 ，且仍有[image: ]
 ，[image: ]
 ，故[image: ]
 . 综上，y的取值范围是[image: ]
 .

9. 根据条件，5f（arctan x）+3f（-arctan x）=[image: ]
 ，用-x代替x，可得5f（-arctan x）+3f（arctan x）=arccot（-x）-[image: ]
 -arccot x，两式相加，则8f（arctan x）+8f（-arctan x）=0，即f（-arctan x）=-f（arctan x），故f（x）是奇函数，所以5f（arctan x）+3f（-arctan x）=2f（arctan x）=[image: ]
 =-arctan x，从而[image: ]
 .

10. 显然sin x=cos x时满足方程，即方程有解[image: ]
 （k∈Z），下面证明方程没有其他解. 首先，当|sin x|=1或|cos x|=1时，方程失去意义，故|sin x|<1，|cos x|<1. 由于[image: ]
 ，则[image: ]
 ，当sin x>0，则sinn
 x-[image: ]
 ，[image: ]
 ，从而cos x>0，当sin x<0，有[image: ]
 ，cosn
 x-[image: ]
 ，从而cos x<0，所以sin x与cos x符号相同. 由对称性，不妨设sin x<cos x，若0<sin x<cos x，则sinn
 x<cosn
 x，[image: ]
 ，与[image: ]
 矛盾；若sin x<cos x<0，则sinn
 x<cosn
 x，[image: ]
 ，与[image: ]
 矛盾；于是sin x=cos x，即原方程的解集是[image: ]
 .

第十六讲　等差数列与等比数列


A组


1. B. 提示：因为S奇
 =a1
 +a3
 +a5
 +…+a2n+1
 =[image: ]
 ，S偶
 =a2
 +a4
 +a6
 +…+a2n
 =[image: ]
 ，又因为a1
 +a2n+1
 =a2
 +a2n
 ，所以[image: ]
 .

2. C. 提示：因为Sn
 =pn
 -1，且an
 =Sn
 -Sn-1
 =（p-1）pn-1
 （n≥2），所以当p≠1，且p≠0时，{an
 }是等比数列；当p=1时，{an
 }是等差数列.

3. C. 提示：a5
 <0，a6
 >0，得公差d>0，且S9
 =9a5
 <0，所以S1
 ，S2
 ，…，S9
 均小于0；又因为a6
 >|a5
 |，得a6
 +a5
 >0，从而S10
 =5（a6
 +a5
 ）>0，所以S10
 ，S11
 ，…均大于0.

4. D. 提示：a2008
 =a1
 +2007d，S2008
 =2008a1
 +1004×2007d，可以解得a1
 =-2006.

5.（-∞，-1］∪［3，+∞）. 提示：等比数列{an
 }中a2
 =1，所以S3
 =a1
 +a2
 +a3
 =a2
 [image: ]
 ，当公比q>0时，S3
 =1+q+[image: ]
 ；当公比q<0时，S3
 =1-[image: ]
 .

6. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，从而[image: ]
 .

7. 0. 提示：ap
 -aq
 =（p-q）d=q-p，由于p≠q，所以d=-1，从而ap+q
 =ap
 +qd=0.

8. 20. 提示：3a8
 =5a13
 ，得[image: ]
 ，d<0，[image: ]
 .

9. 7或8. 提示：|a5
 |=|a11
 |，d>0，所以a5
 =-a11
 ，得a8
 =0，所以a1
 <a2
 <a3
 <…<a7
 <0，S7
 =S8
 最小.

10. 150或-200. 提示：{an
 }为等比数列，则S10
 ，S20
 -S10
 ，S30
 -S20
 ，S40
 -S30
 成等比数列，则10（70-S20
 ）=（S20
 -10）2
 ，得S20
 =-20或S20
 =30，所以S40
 =150或S40
 =-200.

11. [image: ]
 . 提示：记S3
 =a3
 +a6
 +…+a30
 ，S1
 =a1
 +a4
 +…+a28
 =S3
 -20d，S2
 =a2
 +a5
 +…+a29
 =S3
 -10d，所以S=a1
 +a2
 +…+a30
 =S1
 +S2
 +S3
 =3S3
 -30d=3S3
 -60=100，故a3
 +a6
 +…+a30
 =[image: ]
 .

12. 5. 提示：[image: ]
 则S偶
 =192，S奇
 =162，所以S偶
 -S奇
 =6d=30，解得d=5.

13. 5或6. 提示：a3
 a5
 +a3
 a7
 +a5
 a9
 +a7
 a9
 =（a5
 +a7
 ）（a3
 +a9
 ）=0，得a6
 =0，又因为d<0，故a5
 >0，a7
 <0.

14. -66. 提示：[image: ]
 ，显然当n=6时，{Sn
 }的最小值为-66.

15. [image: ]
 提示：数列{an
 }从第2项起成公比为3的等比数列.


B组


1. 当n为奇数时，[image: ]
 ；当n为偶数时，[image: ]
 或[image: ]
 . 提示：设楼梯长为a，则路程总和S=a［（k-1）+（k-2）+…+2+1+0+1+2+…+（n-k）］=[image: ]
 .

2. 2. 提示：an
 an+1
 an+2
 =an
 +an+1
 +an+2
 ，得an+1
 an+2
 an+3
 =an+1
 +an+2
 +an+3
 ，则（an+3
 -an
 ）（an+1
 an+2
 -1）=0恒成立，又因为a1
 =1，a2
 =2，故an+3
 =an
 ，得a2012
 =a2
 =2.

3. an
 =[image: ]
 （10n
 -1）+（n-1）（n-2）（n-3），答案不唯一.

4. 83个. 提示：设an
 =3n，bm
 =4m-3（m，n∈N*）. 令an
 =bm
 ，则3n=4m-3，即3（n+1）=4m. 令m=3k，则n=4k-1. 所以能被3整除且被4除余数为1的整数为cn
 =12n-3，在［1000，2000］内共有83个.

5. an
 =3·2n-1
 -1. 提示：an+2
 -3an+1
 +2an
 =0，得an+2
 -an+1
 =2（an+1
 -an
 ），则数列{an+1
 -an
 }是等比数列，an+1
 -an
 =3·2n-1
 . 所以an
 =（an
 -an-1
 ）+（an-1
 -an-2
 ）+…+（a2
 -a1
 ）+a1
 =3·2n-1
 -1.

6. 8. 提示：an
 =a1
 +4（n-1）=4n+a1
 -4，由于[image: ]
 ，即[image: ]
 a2
 +…+an
 ）≤100+a1
 ，则[image: ]
 ，即[image: ]
 +2n2
 -2n-100≤0，因为Δ=（n-1）2
 -8n2
 +8n+400≥0，所以n<9，即所求数列最多有8项.

7. 13. 提示：2an+1
 +an
 =6⇒an+1
 -2=-[image: ]
 （an
 -2）. 于是|Sn
 -2n-4|=|（a1
 -2）+…+（an
 -2）-4|=[image: ]
 ，所以n>12.

8. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，b1
 ·q=（a1
 +d）2
 ，b1
 ·q2
 =（a1
 +2d）2
 .

9. 设第一行数列公差为d，各列数列的公比为q，则第四行数列公差是dq3
 ，于是可得[image: ]
 解此方程组，得[image: ]
 ，由于所给n2
 个数都是正数，必有q>0，从而有a11
 =d=q=[image: ]
 ，于是对任意的1≤k≤n，有akk
 =a1k
 qk-1
 =［a11
 +（k-1）d］qk-1
 =[image: ]
 ，得[image: ]
 ，又[image: ]
 ，两式相减后得[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

10.（1）S1→3
 =a1
 （1+q+q2
 ），S 4→6
 =a1
 q3
 （1+q+q2
 ），S7→9
 =a1
 q6
 （1+q+q2
 ），显然成等比数列.

（2）一般规律：Sn→n+m
 ，Sp→p+m
 ，Sr→r+m
 （2p=r+n且m，n，p，r∈N*）成等比数列. Sn→n+m
 =a1
 qn-1
 （1+q+q2
 ），Sp→p+m
 =a1
 qp-1
 （1+q+q2
 ），Sr→r+m
 =a1
 qr-1
 （1+q+q2
 ），显然成等比数列.

第十七讲　递推数列


A组


1. B. 提示：3an+1
 +an
 =4，得an+1
 -1=-[image: ]
 （an
 -1），则{an
 -1}是首项为8，公比为-[image: ]
 的等比数列，所以|Sn
 -n-6|=|（a1
 -1）+（a2
 -1）+…+（an
 -1）-6|=[image: ]
 <[image: ]
 ，即3n
 ≥750，得n≥7.

2. D. 提示：显然xn
 >0，又因为[image: ]
 ，若[image: ]
 ，则xn+1
 >xn
 ；若xn
 =[image: ]
 ，则xn+1
 =xn
 ；若[image: ]
 ，则xn+1
 <xn
 .

3. an
 =n2
 -n+41（1≤n≤8），P=1681. 提示：an
 -an-1
 =2（n-1），则an
 =a1
 +（a2
 -a1
 ）+…+（an
 -an-1
 ）=n2
 -n+41. 如何发现P=1681，因为当n=41时，an
 =n2
 -n+41有因子41，此时a41
 =1681不是质数.

4. 2n+1
 -3. 提示：an+1
 =2an
 +3，则an+1
 +3=2（an
 +3），又a1
 +3=4，所以an
 +3=2n+1
 ，故an
 =2n+1
 -3.

5. 2600. 提示：an+2
 -an
 =1+（-1）n
 ，得[image: ]
 所以{a2k
 }是首项为2，公差为2的等差数列；{a2k-1
 }是常数数列. 从而S100
 =2550+50=2600.

6. [image: ]
 提示：[image: ]
 则[image: ]
 n+1（n≥2）. 当n≥2时，[image: ]
 ；当n=1时，a1
 =1.

7. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，则（n+1）an+1
 =nan
 ，从而{nan
 }是常数数列，所以nan
 =1·a1
 =1，得[image: ]
 .

8. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，则[image: ]
 ，故[image: ]
 是等差数列，所以[image: ]
 ，则[image: ]
 ，从而[image: ]
 .

9. 4，5，32. 提示：a6
 =1，则a5
 =2或0（舍去）；a5
 =2，则a4
 =4或[image: ]
 （舍去）；a4
 =4，则a3
 =8或a3
 =1.

（1）若a3
 =8，则a2
 =16或[image: ]
 （舍去）；a2
 =16，则a1
 =32或5.

（2）若a3
 =1，则a2
 =2或0（舍去）；a2
 =2，则a1
 =4或[image: ]
 （舍去）.

所以a1
 =4，5，32.

10. 5. 提示：经观察归纳可知数列{an
 }的周期为6，且[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

11. [image: ]
 . 提示：（n+1）xn+1
 =xn
 +n，则[image: ]
 ，两边同时乘以（n+1）！，则（xn+1
 -1）（n+1）！=（xn
 -1）n！，所以{（xn
 -1）n！}是常数数列，（xn
 -1）n！=1，因此xn
 =[image: ]
 .

12. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，则[image: ]
 ，令[image: ]
 ，则3bn
 =bn-1
 +2，从而[image: ]
 ，由于[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，因此an
 =[image: ]
 .

13. [image: ]
 . 提示：3（a1
 +a2
 +…+an
 ）=（n+2）an
 ，3（a1
 +a2
 +…+an
 +an+1
 ）=（n+3）an+1
 ，两式相减，得nan+1
 =（n+2）an
 ，则[image: ]
 ，从而[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 .

14. [image: ]
 . 提示：待定系数法令an+1
 -［A（n+1）2
 +B（n+1）+C］=3［an
 -（An2
 +Bn+C）］，展开比较系数可得A=B=C=-[image: ]
 ，则数列[image: ]
 是等比数列，通项公式[image: ]
 ，因此[image: ]
 [image: ]
 .

15. 22003
 . 提示：特征方程为x2
 -3x+2=0，特征根为x1
 =1，x2
 =2，可设an
 =λ+β·2n
 ，又因为a1
 =1，a2
 =2，所以λ=0，[image: ]
 ，从而an
 =2n-1
 .


B组


1. [image: ]
 . 提示：将an
 =Sn
 -Sn-1
 （n≥2）代入整理得[image: ]
 ，且S1
 =1，则[image: ]
 是等差数列，故[image: ]
 ，从而得[image: ]
 ，因此[image: ]
 .

2. an
 =3n
 -2n
 . 提示：an+1
 +1=3an
 +2n
 ，则[image: ]
 ，令[image: ]
 ，则bn+1
 =[image: ]
 ，可得bn+1
 +1=[image: ]
 （bn
 +1），又因为b1
 +1=[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，从而an
 =3n
 -2n
 .

3. an
 =16·2n-1
 -14·3n-1
 ，bn
 =28·3n-1
 -24·2n-1
 . 提示：[image: ]
 从而有an+2
 =5an+1
 -6an
 ，特征方程为x2
 -5x+6=0，特征根是x1
 =2，x2
 =3，所以an
 =16·2n-1
 -14·3n-1
 ，bn
 =28·3n-1
 -24·2n-1
 .

4. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 从而有an+2
 =4an+1
 +2-4an
 ，特征方程为x2
 -4x+4=0，特征根是x1
 =x2
 =2，所以[image: ]
 .

5. [image: ]
 . 提示：不动点方程法. 作函数[image: ]
 ，解方程f（x）=x，即[image: ]
 ，得x1
 =-1，x2
 =3. 由于[image: ]
 …①. an+1
 -3=[image: ]
 …②. 由于an
 ≠3（否则由②可以得到a1
 =3，矛盾），两式相除，得[image: ]
 ，故[image: ]
 ，从而[image: ]
 .

6. 作函数[image: ]
 ，解方程f（x）=x，即[image: ]
 ，得x1
 =2，x2
 =-2. 由于[image: ]
 …①，[image: ]
 …②，由于xn
 ≠2（否则由②可以得到x1
 =2，矛盾），两式相除，得[image: ]
 ，从而[image: ]
 （-3）n-1
 ，故[image: ]
 ，则[image: ]
 ，等价于4×3n-1
 ≤|5×（-3）n-1
 -1|. 若n=2k，则|5×（-3）n-1
 -1|=5×32k-1
 +1≥4×32k-1
 ，上式成立；若n=2k-1，则|5×（-3）n-1
 -1|=5×32k-2
 -1≥4×32k-2
 ，上式成立. 综上所述，[image: ]
 成立.

7. xn+2
 =2xn+1
 +xn
 对应的特征方程为x2
 -2x-1=0，特征根为[image: ]
 ，从而xn
 =[image: ]
 ，同理yn
 =μ1
 2n
 +μ2
 （-1）n
 ，所以xn
 -yn
 =[image: ]
 +[image: ]
 . 由于[image: ]
 ，则[image: ]
 [image: ]
 ，同理，[image: ]
 . 又因为[image: ]
 -μ2
 （-1）n
 ∈（-|λ2
 |-|μ2
 |，|λ2
 |+|μ2
 |），[image: ]
 ，则[image: ]
 ，从而当n充分大时，[image: ]
 也充分大，即存在正整数n>n0
 ，使xn
 >yn
 恒成立.

8. [image: ]
 . 提示：令[image: ]
 ，则[image: ]
 [image: ]
 ，从而bn
 -bn-1
 =-[image: ]
 （bn-1
 -bn-2
 ）=[image: ]
 （bn-2
 -bn-3
 ）=…=[image: ]
 （b2
 -b1
 ），由于b1
 =0，[image: ]
 ，故[image: ]
 ，从而bn
 =[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

9.（1）因为a1
 =1，a2
 =2，所以a3
 =[image: ]
 =a1
 +1=2，a4
 =（1+cos2
 π）a2
 +sin2
 π=2a2
 =4. 一般地，当n=2k-1（k∈N*）时，a2k+1
 =[image: ]
 =a2k-1
 +1，即a2k+1
 -a2k-1
 =1，所以数列{a2k-1
 }是首项为1，公差为1的等差数列，因此a2k-1
 =k. 当n=2k（k∈N*）时，a2k+2
 =[image: ]
 =2a2k
 ，所以数列{a2k
 }是首项为2，公比为2的等比数列，因此a2k
 =2k
 . 故数列{an
 }的通项公式为[image: ]


（2）由（1）知，[image: ]
 ，[image: ]
 ，[image: ]
 [image: ]
 . ①-②得，[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 . 要证明当n≥6时，[image: ]
 成立，只需证明当n≥6时，[image: ]
 成立.

10.（1）当0<an
 ≤3时，an+1
 =-an
 +4，1≤-an
 +4<4，所以1≤an+1
 <4；当3<an
 <4时，an+1
 =an
 -3，0<an
 -3<1，所以0<an+1
 <1；于是，当0<an
 <4时，0<an+1
 <4.

（2）（i）假设对所有的n，an
 >3，则对所有的n，有an+1
 =an
 -3，知数列{an
 }是首项为a，公差为-3的等差数列，从而an
 =a+（n-1）×（-3）=（a+3）-3n，因为a为常数，故对于充分大的n，会有an
 ≤3，这与假设矛盾！所以满足an
 ≤3的正整数n存在；（ii）假设对所有的n，an
 ≤0，则对所有的n，有an+1
 =-an
 +4，则an+1
 -2=-（an
 -2），知数列{an
 -2}是首项为a-2，公比为-1的等比数列，则an
 -2=（a-2）（-1）n-1
 ，即an
 =2［1+（-1）n
 ］+a（-1）n-1
 ，显然，当a>0，n为奇数时，an
 =a>0；当a<0，n为偶数时，an
 =4-a>0；均与假设an
 ≤0矛盾！由以上可知，满足0<an
 ≤3的正整数n存在.

（3）下面对a分情况讨论：

①当0<a<1时，a1
 =a，a2
 =-a+4，a3
 =a2
 -3=-a+1，a4
 =-a3
 +4=a+3，a5
 =a4
 -3=a，a6
 =a2
 =-a+4，…此时，[image: ]
 ，不存在实数a及正整数n，使得Sn
 =2009.

②当a=1时，a1
 =1，a2
 =3，a3
 =1，a4
 =3，…此时，[image: ]
 （l∈N*），令2n-1=2009，得n=1005，从而存在a=1，n=1005，使得Sn
 =2009.

③当1<a<2时，a1
 =a，a2
 =-a+4，a3
 =-a2
 +4=-（-a+4）+4=a，a4
 =a2
 =-a+4，…此时，[image: ]
 （l∈N*），不存在实数a及正整数n，使得Sn
 =2009.

④当a=2时，a1
 =2，a2
 =a3
 =…=2. 此时，Sn
 =2n（n∈N*），不存在正整数n，使得Sn
 =2009. 综上所述，存在a=1，n=1005，使得Sn
 =2009.

第十八讲　数列求和与数列极限


A组


1. A. 提示：[image: ]
 .

2. 2. 提示：[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，所以极限为2.

3. 1. 提示：[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

4. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 [image: ]
 .

5. [image: ]
 提示：对a>0分三种情形讨论.

6. [image: ]
 且a1
 ≠1.

7. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 .

8. 500. 提示：当x+y=1时，f（x）+f（y）=[image: ]
 =1，故此题可用倒序相加法. [image: ]
 . S=[image: ]
 . 由①+②可得[image: ]
 ，从而所求的值为500.

9.（n+1）！-1！. 提示：k·k！=（k+1）！-k！，裂项相消法求和.

10. ∏12
 . 提示：由已知an
 =1536×[image: ]
 =-3×[image: ]
 ，得∏n
 =（-3）n
 ·[image: ]
 ，知∏9
 ，∏12
 ，∏13
 为正数，∏11
 为负数，且∏12
 =a12
 ·a11
 ·a10
 ·∏9
 =[image: ]
 ×（-3）∏9
 =[image: ]
 ∏9
 >∏9
 ，∏13
 =a13
 ·∏12
 =[image: ]
 ∏12
 <∏12
 ，故∏12
 最大.

11. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 .

12. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 .

13. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，从而[image: ]
 [image: ]
 .

14. [image: ]
 . 提示：由于[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 ，用裂项相消法求和，可得[image: ]
 [image: ]
 .

15. 设Sn
 =[image: ]
 ，将其每一项拆开再重新组合得，Sn
 =[image: ]
 +（1+4+7+…+（3n-2））. 当a=1时，Sn
 =n+[image: ]
 ；当a≠1时，[image: ]
 . 通过适当的分组，将求和问题转化为等差数列和等比数列的求和.


B组


1. [image: ]
 . 提示：用定积分的定义把极限转化为定积分计算. [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

2. 1. 提示：用两边夹原理. 因为[image: ]
 [image: ]
 ，又[image: ]
 ，所以[image: ]
 .

3. [image: ]
 . 提示：因为[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，即[image: ]
 . 取极限用两边夹原理可得[image: ]
 .

4. [image: ]
 . 提示：[image: ]
 ，[image: ]
 ，…，这是一个周期为4的周期数列，所以[image: ]
 =502（a2008
 +a2007
 +a2006
 +a2005
 ）+a2009
 =[image: ]
 .

5. 400. 提示：[image: ]
 ，令bn
 =an
 -2，由于b1
 =3，则当n为奇数时，bn
 =3；当n为偶数时，bn
 =1，所以S100
 =200+50×（1+3）=400.

6. [image: ]
 . 提示：设[image: ]
 ，n=0，1，2，…，则[image: ]
 ，即3bn+1
 -6bn
 -1=0，所以bn+1
 =2bn
 +[image: ]
 ，bn+1
 +[image: ]
 =2[image: ]
 ，故数列[image: ]
 是公比为2的等比数列，[image: ]
 ，所以bn
 =[image: ]
 （2n+1
 -1）. [image: ]
 [image: ]
 .

7. 200. 提示：由an
 an+1
 an+2
 an+3
 =an
 +an+1
 +an+2
 +an+3
 …①. an+1
 an+2
 an+3
 an+4
 =an+1
 +an+2
 +an+3
 +an+4
 …②. 两式相减得（an
 -an+4
 ）（an+1
 ·an+2
 ·an+3
 -1）=0，又an+1
 ·an+2
 ·an+3
 ≠1，有an+4
 =an
 .a1
 =a2
 =1，a3
 =2，由①得2a4
 =4+a4
 ，所以a4
 =4，从而a1
 +a2
 +a3
 +a4
 =8，于是a1
 +a2
 +…+a100
 =25（a1
 +a2
 +a3
 +a4
 ）=200.

8. 设S2002
 =a1
 +a2
 +a3
 +…+a2002
 ，由a1
 =1，a2
 =3，a3
 =2，an+2
 =an+1
 -an
 可得a4
 =-1，a5
 =-3，a6
 =-2，a7
 =1，a8
 =3，a9
 =2，a10
 =-1，a11
 =-3，a12
 =-2，…，a6k+1
 =1，a6k+2
 =3，a6K+3
 =2，a6k+4
 =-1，a6k+5
 =-3，a6k+6
 =-2，从而a6k+1
 +a6k+2
 +a6k+3
 +a6k+4
 +a6k+5
 +a6K+6
 =0，所以，S2002
 =a1
 +a2
 +a3
 +…+a2002
 =（a1
 +a2
 +a3
 +…a6
 ）+（a7
 +a8
 +…a12
 ）+…+（a6k+1
 +a6k+2
 +…+a6k+6
 ）+…+（a1993
 +a1994
 +…+a1998
 ）+a1999
 +a2000
 +a2001
 +a2002
 =a1999
 +a2000
 +a2001
 +a2002
 =a6k+1
 +a6k+2
 +a6k+3
 +a6k+4
 =5.

本题中对于递推关系式an+2
 =an+1
 -an
 的处理不是去研究它的通项公式，而是通过对它前几项规律的研究发现数列的周期性特征，这一点很重要.

9.（1）[image: ]
 ，从而有（an
 +1）2
 =4（a1
 +a2
 +…+an
 ）…①，（an-1
 +1）2
 =4（a1
 +a2
 +…+an-1
 ）…②. ①式减去②式，得[image: ]
 ，因为{an
 }是正项数列，则an
 -an-1
 =2，又a1
 =1，所以an
 =2n-1，[image: ]
 .

（2）T1
 +T2
 +…+Tn
 =[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 .

10. 因为0<x1
 <π，则0<x2
 =sin x1
 ≤1<π，可推得0<xn+1
 =sin xn
 ≤1<π，n=1，2，…，则数列{xn
 }有界. 于是[image: ]
 ，（因当x>0时，sin x<x），则有xn+1
 <xn
 ，可见数列{xn
 }单调减少，故由单调减少有下界数列必有极限知极限[image: ]
 存在. 设[image: ]
 ，在xn+1
 =sin xn
 两边令n→∞，得l=sin l，解得l=0，即[image: ]
 .

第十九讲　数学归纳法


A组


1. B. 提示：本题证的是对n=1，3，5，7，…命题成立，即命题对一切正奇数成立.

2. C. 提示：当n=k+1时，任取其中一条直线，记为l，则除l外的其他k条直线的交点的个数为f（k），因为已知任何两条直线不平行，所以直线l必与平面内其他k条直线都相交（有k个交点）；又因为已知任何三条直线不过同一点，所以上面的k个交点两两不相同，且与平面内其他的f（k）个交点也两两不相同，从而平面内交点的个数是f（k+1）=f（k）+k.

3. D. 提示：当k=1时，显然只有3（2+7k
 ）能被9整除.

4. B. 提示：要注意到n为正偶数这一限制条件.

5. B. 提示：从n=k到n=k+1共增加了两项.

6. 当n=k+1时，左边=[image: ]
 .

7. 当n=k+1时，72（k+1）
 -42（k+1）
 -297=49×（72k
 -42k
 -297）+33×42k
 +48×297=49×（72k
 -42k
 -297）+33×8×（24k-3
 +6×9）=49×（72k
 -42k
 -297）+264×（24k-3
 +6×9）能被264整除.

8. 经计算可知，[image: ]
 ，猜想[image: ]
 ，然后用数学归纳法证明.

9. 当n=k+1时，左边=[image: ]
 ≤k+[image: ]
 =k+1=右边，命题正确.

10. n=k+1时，左边=[image: ]
 >1+（2k+1）·[image: ]
 -[image: ]
 .

11. 令n=1得a+b+c=24…①. 令n=2得4a+2b+c=44…②. 令n=3得9a+3b+c=70…③. 解得a=3，b=11，c=10. 下面用数学归纳法证明：

（1）当n=1时，由上面的探求可知等式成立；

（2）假设n=k时等式成立，即1·22
 +2·32
 +…+k（k+1）2
 =[image: ]
 （3k2
 +11k+10），则1·22
 +2·32
 +…+k（k+1）2
 +（k+1）（k+2）2
 =[image: ]
 ［k（3k+5）+12（k+2）］=[image: ]
 ［3（k+1）2
 +11（k+1）+10］，所以当n=k+1时，等式也成立，综合（1）（2），等式对于一切n∈N*都成立.

12.（1）当n=1时，左边=[image: ]
 ，右边=2，不等式成立；

（2）假设当n=k时等式成立，即[image: ]
 （k+1）2
 ，则[image: ]
 [image: ]
 ，又因为[image: ]
 [image: ]
 ，所以[image: ]
 [image: ]
 ［（k+1）+1］2
 ，即当n=k+1时，不等式也成立. 综合（1）（2），等式对所有正整数都成立.

13.（1）当n=1时，[image: ]
 ，不等式成立；

（2）假设当n=k时不等式成立，即ak
 >2（k∈N*），则[image: ]
 -2=[image: ]
 ，即ak+1
 >2，所以当n=k+1时，不等式也成立. 综合（1）（2），不等式对所有正整数都成立.

14.（1）当n=1时，1-（x+3）=-（x+2），能被x+2整除；

（2）假设n=k时命题成立，即1-（x+3）k
 能被x+2整除，则可设1-（x+3）k
 =（x+2）f（x）（其中f（x）为k-1次多项式）. 当n=k+1时，1-（x+3）k+1
 =1-（x+3）·（x+3）k
 =（x+3）［1-（x+3）k
 ］-（x+2）=（x+3）（x+2）f（x）-（x+2）=（x+2）［（x+3）f（x）-1］能被x+2整除，所以当n=k+1时，命题仍然成立. 由（1）（2）可知，对于一切n∈N*命题都成立.

15. a1
 =2，a2
 =2λ+λ2
 +（2-λ）2=λ2
 +22
 ，a3
 =λ（λ2
 +22
 ）+λ3
 +（2-λ）22
 =2λ3
 +23
 ，a4
 =λ（2λ3
 +23
 ）+λ4
 +（2-λ）23
 =3λ4
 +24
 . 由此可猜想通项公式为an
 =（n-1）λn
 +2n
 . 下面用数学归纳法证明：（1）当n=1时，a1
 =2，等式成立；（2）假设当n=k时等式成立，即ak
 =（k-1）λk
 +2k
 ，则当n=k+1时，ak+1
 =λak
 +λk+1
 +（2-λ）2k
 =λ（k-1）λk
 +λ2k
 +λk+1
 +2k+1
 -λ2k
 =［（k+1）-1］λk+1
 +2k+1
 ，即当n=k+1时等式也成立. 由（1）（2）可知通项公式an
 =（n-1）λn
 +2n
 .


B组


1. a1
 =tan x，[image: ]
 ，[image: ]
 ，猜想[image: ]
 . 下面用数学归纳法证明：

（1）当n=1时，由上面的探求可知猜想成立；

（2）假设n=k时猜想成立，即[image: ]
 ，则[image: ]
 [image: ]
 ，所以当n=k+1时，猜想也成立. 综合（1）（2），对n∈N*猜想都成立.

2.（1）显然n=1时成立；

（2）假设n=k时命题成立，即（1-x1
 ）（1-x2
 ）…（1-xk
 ）≥[image: ]
 ，当n=k+1时，不妨令yk
 =xk
 +xk+1
 ，则由归纳假设可知（1-x1
 ）（1-x2
 ）…（1-xk-1
 ）（1-yk
 ）≥[image: ]
 . 又因为1-yk
 =1-xk
 -xk+1
 ≤1-xk
 -xk+1
 +xk
 xk+1
 =（1-xk
 ）（1-xk+1
 ），所以[image: ]
 ≤（1-x1
 ）（1-x2
 ）…（1-xk-1
 ）（1-yk
 ）≤（1-x1
 ）（1-x2
 ）…（1-xk-1
 ）（1-xk
 ）（1-xk+1
 ），即n=k+1时命题成立. 综合（1）（2），（1-xk
 ）（1-x2
 ）…（1-xn
 ）≥[image: ]
 对于任意n∈N*均成立.

3.（1）当m=1时，结论成立；

（2）假设对于m<k的正整数都成立，那么对于m=k和任意n>k，若k|n，则[image: ]
 ，结论成立. 若k不整除n，设n=qk-r，q为正整数，0<r<k，则有[image: ]
 . 由归纳假设知，[image: ]
 ，其中1<n1
 <n2
 <…<ns
 是互不相等的正整数，所以[image: ]
 ，其中q<qn1
 <qn2
 <…<qns
 ，所以命题成立.

4.（1）①若a1
 =4a-3（a∈N*），则a2
 =[image: ]
 ［（4a-3）2
 +3］=4a2
 -6a+3是奇数；若a1
 =4b-1（b∈N*），则a2
 =[image: ]
 ［（4b-1）2
 +3］=4b2
 -2b+1是奇数，所以当n=1时，命题成立. ②假设n=k时命题成立，即ak
 是奇数，则当n=k+1时，同理可证ak+1
 是奇数，即当n=k+1时命题成立. 综合①②，若a1
 为奇数，则对一切n≥2，an
 都是奇数.

（2）由[image: ]
 ，即由[image: ]
 解得a1
 >3或0<a1
 <1. 若0<a1
 <1，由函数[image: ]
 在（0，+∞）上单调递增得[image: ]
 ，即当n=2时命题成立. 若n=k时命题成立，即0<ak
 <1，则当n=k+1时，同理可得0<ak+1
 <1，即n=k+1时命题成立. 若a1
 >3，同理可得a2
 >3，即n=2时命题成立. 若n=k时命题成立，即ak
 >3. 则当n=k+1时，同理可得ak+1
 >3，即n=k+1时命题成立. 综上，若0<a1
 <1或a1
 >3，则对任意n∈N*，都有0<an
 <1或an
 >3. 则an+1
 -an
 =[image: ]
 -an
 =[image: ]
 （an
 -1）（an
 -3）>0，所以当0<a1
 <1或a1
 >3时，对一切n∈N*都有an+1
 >an
 .

5.（1）n=2时，原不等式显然成立；

（2）若n=k时原不等式成立，即[image: ]
 ，则当n=k+1时，左边=[image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 [image: ]
 ，即n=k+1时原不等式成立. 综合（1）（2），[image: ]
 对于一切n≥2均成立.

6. 加强命题，改证“对于任意n∈N*，[image: ]
 恒成立. ”

（1）n=1时，由于0<x<1，可得[image: ]
 ，即[image: ]
 ；

（2）若n=k时结论成立，即[image: ]
 ，则当n=k+1时，[image: ]
 +x>1-x+x=1，[image: ]
 +x<1+x<[image: ]
 ，即n=k+1时结论仍成立. 综合（1）（2），对于任意n∈N*，[image: ]
 恒成立，故xn
 >1恒成立.

7. 我们加强结论，证明存在正整数的无穷数列{an
 }：a1
 <a2
 <a3
 <…，使得对所有自然数n，[image: ]
 是奇数的平方数. 当n=1时，取a1
 =5即可. 假设n=k时结论成立，即存在k个正数a1
 <a2
 <a3
 <…<ak
 ，使[image: ]
 为奇数2m+1的平方，即[image: ]
 [image: ]
 ，取ak+1
 =2m2
 +2m，则[image: ]
 =（2m+1）2
 +（2m2
 +2m）2
 =（2m2
 +2m+1）2
 也是奇数的平方. 又因为a1
 ≥5，ak
 >a1
 ，所以2ak+1
 =[image: ]
 ≥[image: ]
 ，即ak+1
 >ak
 ，于是n=k+1时结论也成立，从而对一切自然数n，结论成立.

8. 若S是一个n元集合，①当n=1时，S的子集为S，⌀. 对于0≤N≤2，将它们中的N个子集染成白色，其余子集染成黑色，这种染色的结果满足3个条件；②假设当n=k时结论成立，那么对于n=k+1，S={a1
 ，a2
 ，…，ak
 ，ak+1
 }，将S的不含ak+1
 的子集分别记为A1
 ，A2
 ，…，A2k

 ，S的含ak+1
 的子集分别记为B1
 ，B2
 ，…，B2k

 ，使得对于1≤i≤2k
 ，有Bi
 =Ai
 ∪{ak+1
 }. 现对于满足0≤N≤2k+1
 的N，若0≤N≤2k
 ，则用归纳假设将A1
 ，A2
 ，…，A2k

 中的N个子集染成白色，其余的子集染成黑色，使其满足题中条件（1）（2），然后将B1
 ，B2
 ，…，B2k

 全染成黑色，这种染色方式恰有N个白子集，并且任意两个白子集的并集仍为白子集，任意两个黑子集的并集仍为黑子集. 若2k
 +1≤N≤2k+1
 ，设N=2k
 +r，1≤r≤2k
 ，则用归纳假设将A1
 ，A2
 ，…，A2k

 中的r个染成白色，其余2k
 -r个染成黑色，使其满足条件（1）和（2），然后再将B1
 ，B2
 ，…，B2k

 全部染成白色. 这种染色方式共有r+2k
 =N个白子集，并且任意两个白子集的并集仍为白子集，任意两个黑子集的并集仍为黑子集. 综上可知，命题对一切n均成立，特别对n=2010也成立.
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