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序　言

自1995年以来，在姜伯驹院士的主持下，北京大学数学科学学院根据国际数学发展的要求和北京大学数学教育的实际，创造性地贯彻教育部“加强基础，淡化专业，因材施教，分流培养”的办学方针，全面发挥我院学科门类齐全和师资力量雄厚的综合优势，在培养模式的转变、教学计划的修订、教学内容与方法的革新，以及教材建设等方面进行了全方位、大力度的改革，取得了显著的成效．2001年，北京大学数学科学学院的这项改革成果荣获全国教学成果特等奖，在国内外产生很大反响．

在本科教育改革方面，我们按照加强基础、淡化专业的要求，对教学各主要环节进行了调整，使数学科学学院的全体学生在数学分析、高等代数、几何学、计算机等主干基础课程上，接受学时充分、强度足够的严格训练；在对学生分流培养阶段，我们在课程内容上坚决贯彻“少而精”的原则，大力压缩后续课程中多年逐步形成的过窄、过深和过繁的教学内容，为新的培养方向、实践性教学环节，以及为培养学生的创新能力所进行的基础科研训练争取到了必要的学时和空间．这样既使学生打下宽广、坚实的基础，又充分照顾到每个人的不同特长、爱好和发展取向．与上述改革相适应，积极而慎重地进行教学计划的修订，适当压缩常微、复变、偏微、实变、微分几何、抽象代数、泛函分析等后续课程的周学时，并增加了数学模型和计算机的相关课程，使学生有更大的选课余地．

在研究生教育中，在注重专题课程的同时，我们制定了30多门研究生普选基础课程（其中数学系18门），重点拓宽学生的专业基础和加强学生对数学整体发展及最新进展的了解．

教材建设是教学成果的一个重要体现．与修订的教学计划相配合，我们进行了有组织的教材建设．计划自1999年起用8年的时间修订、编写和出版40余种教材．这就是将陆续呈现在大家面前的《北京大学数学教学系列丛书》．这套丛书凝聚了我们近十年在人才培养方面的思考，记录了我们教学实践的足迹，体现了我们教学改革的成果，反映了我们对新世纪人才培养的理念，代表了我们新时期的数学教学水平．

经过20世纪的空前发展，数学的基本理论更加深入和完善，而计算机技术的发展使得数学的应用更加直接和广泛，而且活跃于生产第一线，促进着技术和经济的发展，所有这些都正在改变着人们对数学的传统认识．同时也促使数学研究的方式发生巨大变化．作为整个科学技术基础的数学，正突破传统的范围而向人类一切知识领域渗透．作为一种文化，数学科学已成为推动人类文明进化、知识创新的重要因素，将更深刻地改变着客观现实的面貌和人们对世界的认识．数学素质已成为今天培养高层次创新人才的重要基础．数学的理论和应用的巨大发展必然引起数学教育的深刻变革．我们现在的改革还是初步的．教学改革无禁区，但要十分稳重和积极；人才培养无止境，既要遵循基本规律，更要不断创新．我们现在推出这套丛书，目的是向大家学习．让我们大家携起手来，为提高中国数学教育水平和建设世界一流数学强国而共同努力．

张继平

2002年5月18日

于北京大学蓝旗营


前　言

数学分析是高等院校数学院系本科生最重要的基础课之一，其重要性是不言而喻的．它也是大学生学习许多后续课程，进入数学领域学习和工作的重要基础．由于现在高等院校数学院系的专业构成与以前相比大不相同，教育部为此根据高等教育的发展趋势提出了“加强基础、淡化专业、因材施教、分流培养”的办学方针，因此，为满足教学和课程内容改革的需要，出版一套适合当前数学院系各专业学生学习的数学分析教材是必要的．

本套教材正是为此目的而编写的．本书按照数学分析教学大纲精选内容，并结合作者的教学体会进行了优化整合．具体地说，在以下几个方面作了尝试：

1．强调基础内容，加强基础训练．作者试图对广大学生今后常用的重要基础知识讲深、讲透．为此加强了极限、收敛、一致收敛、连续与一致连续等概念与相关定理的重点讲述．强调了用肯定语气来叙述一些否命题，在例题和习题选取上关注这些重要概念和定理的内在联系，这样做对学生掌握概念和理论的准确性有很大帮助，从而对相关理论有更深刻的理解与掌握．

2．在要求学生掌握数学理论的同时，作者试图强调数学研究方法的重要性．在引导学生提出问题、分析问题等方面，有很多尝试：如定积分的引入过程，多项式逼近连续函数等方面．另外在例子的选取方面作者也花费了不少的精力，如在多元函数微分学的学习中，初学者总是觉得举反例是一件困难的事情，我们在例子中引入函数的极坐标表示，就使得读者可以举出许多有趣的反例．希望读者可以发现此书有一些它的独到之处．

3．在加强基础概念与理论的同时，对一些烦琐的计算则只要求学生掌握基本方法，而不过分强调各种特别技巧的掌握．数学分析作为大学低年级学生的基础课，希望学生在系统掌握整个数学分析的理论上集中精力，为以后的学习打好坚实的基础，因此本书没有特意去强调一些数学分析在其他学科的应用．

4．本书对实数理论做了必要的简介：给出了戴特金分割的定义和戴特金定理的精确形式，由此可以证明实数域的完备性定理．尽管对实数理论没有过多地展开，我们认为这样做不会影响数学分析整个理论的完整性．本书还在同学能理解的前提下适当地引入了一些课外内容：如在函数复合与反函数方面简单介绍了分式线性函数；在定积分的变量替换的例子中引入双曲度量有关的内容等．这样做主要是考虑到可以引导一些学习有余力的同学有目的地阅读一些课外内容；另一方面也不会增加大部分同学的学习负担．

本套教材被列入《北京大学数学教学系列丛书》并一直得到北京大学数学科学学院领导的大力支持，对此作者表示感谢．本套教材在北京大学数学学院曾由李伟固、王冠香、杨家忠、张宁等教授以及本人试讲了多年，供几届学生使用，教学效果很好．在试用过程中，他们对本书提出不少改进意见，为此作者向他们致以衷心的感谢．在本书的编写过程中，沈良、符自详、黄华鹰、黄炎等同志做了许多技术性工作；北京大学出版社的编辑刘勇、曾琬婷同志为本书的出版付出了辛勤的劳动，在此作者向他（她）们一并表示深切的感谢．

最后值得指出的是，作者虽然力图使本套教材尽可能地离原定目标近一些，但由于水平有限，书中错误与不足之处肯定难免，恳请广大读者提出宝贵意见．

作　者

2009年5月于北京大学
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第一章　函　　数

数学分析主要由微积分和级数理论组成，它所研究的主要对象是实函数，即以实数为自变量并且在实数中取值的函数．因此，在本章中我们首先简要地介绍一下实数系的连续性，然后介绍函数的概念和有关的基本知识．


§1.1　实　　数

在近几个世纪中科学技术之所以取得了辉煌的成就，在很大程度上是因为数学研究取得了重大进展，其中微积分的创立是现代数学的里程碑．微积分在物理、天文、技术、化学、生物等的研究中显示了强大的威力，解决了许多过去认为高不可攀的困难问题，促进了科学技术的发展．然而，由于在创建初期微积分是以几何直观和物理直觉为依据而进行演绎推理的，因此就形成了方法上有效但逻辑上不能自圆其说的矛盾局面．为了解决微积分在理论上面临的问题，许多著名数学家都投身于微积分理论基础的研究．人们后来发现，微积分的主要理论基础是严格的极限理论．到了19世纪初，柯西（Cauchy）以极限理论为微积分奠定了理论基础．但是柯西构筑的理论大厦起初并不完善，这是因为柯西并没有对实数给出严格的定义．而后来人们又发现，极限理论的某些基本原理依赖于实数系的连续性．为此，本节简要地介绍一下这方面的内容．


　　1.1.1　数集

在介绍实数理论前，我们简要地介绍一下集合的概念．

在数学中，所谓集合是将具有某种特性的对象的全体放在一起作为一个整体，通常用大写字母A，B，C，X，Y等记之．这些对象称为集合中的元素，通常用小写字母a，b，c，x，y等记之．若a是A中的元素，则记为a∈A，并读做a属于A.如果a不是A中的元素，则记为[image: 0500010001]
 ，并读做a不属于A.集合的概念是最基本的概念，它不能用别的概念来加以定义．

集合通常有列举法和描述法两种表示法．列举法是将集合中的元素全部列出，如：A＝｛1，2，3，…，10｝；而描述法是将集合的特性精确给出，如：B＝｛x:x是x2
 －1＝0的根｝；E＝｛x:x是正有理数｝．一般来说，在数学分析中我们主要研究由数构成的集合，并且很少研究由有限个元素构成的集合，大部分集合是由无穷多个元素组成（这种集合简称为无穷集合），因此这些集合必须用描述法表示．

若集合A中的每一个元素x都属于集合B，则称B包含A，记为[image: 0500010002]
 ，此时也称A是B的子集．如果[image: 0500010003]
 和[image: 0500010004]
 同时成立，则认为A，B是同一个集合，此时也记为A＝B.如上面的集合B＝｛x：x是x2
 －1＝0的根｝与C＝｛1，－1｝是相等的．

若[image: 0500010005]
 且A≠B，则称A是B的真子集，记为[image: 0500010006]
 ．特别地，我们引入空集Φ；即Φ中不含有任何元素．因此Φ是任何集合的子集．

集合有如下的运算：给定集合A，B，有

A∪B＝｛x:x∈A或x∈B｝称为A与B的并；

A∩B＝｛x:x∈A且x∈B｝称为A与B的交；

A\B＝｛x:x∈A且[image: 0500010007]
 称为A与B的差．

读者容易将集合的并与交推广到多个集合的情形．

为了数学论述简便，习惯上常将逻辑推理中一些常用的词用符号表示．现将本书常用的两个数学记号[image: 0500010008]
 和[image: 0500010009]
 说明如下：

[image: 0500010010]
 　代表“任意一个”；

[image: 0500010011]
 　代表“存在”．

利用上述记号可以使得我们以后在行文上非常方便．例如，我们可以将[image: 0500010012]
 的定义叙述为：[image: 0500010013]
 ，有x∈B．


　　1.1.2　实数系的连续性

人类所认识的第一个数系就是自然数系，它的定义为｛0，1，2，…｝．虽然自然数对于计数来说是够用了，但是自然数系并不是一个完善的数系．首先作为量的描述手段，它只能表示一个单位量的整数倍，而无法去表示此单位量的部分．此外，作为量的运算手段，它只能自由地进行加、乘运算，而不能自由地进行加、乘运算的逆运算．自然数的这种离散性和运算的不完备性，促使人们去对它进行扩充．人们首先引进了负数，得到了整数系．对整数系人们可以自由进行加、减运算．人们为了得到可以自由地进行加、减、乘、除四则运算的数系，对整数系中的任意两个数进行加、减、乘、除（除数不为零）得到的数的全体记为一个新的数系，这就是随后得到的有理数系．

对于一个数集K，若K中至少有一个非零元素，且K中任何两个元素的加、减、乘、除（除数不为零）运算后得到的数仍然属于K，即K关于四则运算封闭，则称K为一个数域．容易看出，有理数集就是一个数域．从代数上来讲，有理数系已经是一个完美的数系，它可以在任何精度要求下对一个量进行表示和实施有效的运算，并且任何两个有理数之间必有有理数存在（或说有理数有稠密性）．然而，早在2500年前，人们就发现有理数系也有缺陷．例如，若用c来表示一个边长为1的正方形的对角线的长度，则c就无法用有理数表示．所以，有理数虽然在数轴上密密麻麻，但并没有布满整个数轴，留有许多“空隙”．这说明还有新的数存在，但它没有被严格地定义．由于有理数系已经对四则运算封闭，因此我们必须用不同于以前的数系的扩充才有可能得到新的数．我们前面曾经指出，微积分的理论基础是极限论，但在这种具有“空隙”的有理数系上实施极限运算，就会极为不便．因此，正如四则运算需要一个封闭的数域一样，极限运算也需要一个关于极限封闭的数域．这就需要将有理数进行扩充，使其能够填补有理数在数轴上留下的所有这些“空隙”．于是，这又归结到如何定义无理数的问题上了．这一历史任务，终于在19世纪后半叶，由戴德金（Dedekind）和康托尔（Cantor）等人完成．以下我们简要地介绍一下戴德金关于实数的构造方法．

定义1.1.1　设S是一个有大小顺序的非空数集，A和B是它的两个子集，如果它们满足以下条件：

（1）A≠Φ，B≠Φ；

（2）A∪B＝S；

（3）[image: 0500010014]
 ，[image: 0500010015]
 ，都有a＜b；

（4）A中无最大数，

则我们将A，B称为S的一个分划，记为（A｜B）．

现在我们来考虑有理数系Q的分划．对Q的任意分划（A｜B），必有以下两种情形之一发生：

（1）B中存在最小数，此时称（A｜B）是一个有理分划；

（2）B中不存在最小数，此时称（A｜B）是一个无理分划．

例1.1.1　记

A＝｛x∈Q：x≤0或x＞0且x2
 ＜2｝，　B＝Q\A，

则（A｜B）是一个无理分划．

有理数系Q的所有分划构成了一个集合，我们称这个集合为实数系，并记为R.显然，有理数集与R中的有理分划是一一对应的．因此R可以被认为是由有理数集加上无理分划所构成．我们称R中的这些无理分划为无理数．换句话说，R是由全体有理数与无理数所构成的集合．例如，例1.1.1中的无理分划对应的就是大家熟知的无理数[image: 0500010016]
 ．我们可以在R上很自然地定义大小顺序关系及四则运算，经过冗长但不是很困难的论证，可以证明它是一个以有理数域为其子域的有序域．

前面我们已经指出有理数系有稠密性，但没有连续性，即有理数之间有许多“空隙”．下面的戴德金分割定理告诉我们，在有理数集合中加入无理数之后，就没有“空隙”了，也就是说实数系具有了连续性．对于一个数集A，若对任意两个数a，b∈A，a，b之间的所有的数都在A中，则称A是连通的．换句话说，实数集是一个连通的集合．

定理1.1.1（戴德金分割定理）　对R的任一分划（A｜B），B中必有最小数．

定理1.1.1告诉我们，对R再进行分划就不可能产生新数了．换句话说，R已将整个实轴填满了．因此R是一个有序的连通域．对于每一个实数x，若x≥0，则它在原点O的右边且它到O的距离为x；若x＜0，则它在原点O的左边且它到O的距离为－x.根据上面的对应法则，显然，对于R中的每个数，在数轴上有且只有一个点与之对应．反之，任给数轴上的一个点A，若A就是原点O，则它与0∈R对应；若A在原点O的右边，则它与A到O的距离x∈R对应；若A在原点O的左边，则它与－x对应，其中x为A到O的距离．这样，我们就建立了R中的数与数轴上的点之间的一一对应．因此，今后我们将不再区分数轴上的点与它所对应的实数．


　　1.1.3　有界集与确界

设集合[image: 0500010017]
 ，并且E≠Φ．如果存在M∈R，使得对[image: 0500010018]
 ，有x≤M，则称E是有上界的，并且说M是E的一个上界；如果存在m∈R，使得对[image: 0500010019]
 ，有x≥m，则称E是有下界的，并且说m是E的一个下界；如果E既有上界又有下界，则称E是有界的．显然，E是有界的充分必要条件是：存在M＞0，使得对任意的x∈E，有｜x｜≤M.

例1.1.2　集合

[image: 图片]


是有界集，它的一个上界是
 ，一个下界是0．

例1.1.3　集合

[image: 图片]


是有界集，其中1是它的一个上界，0是它的一个下界．

若E是一个有界数集时，它的上（下）界必有无穷多个．是否有一个最小（大）的上（下）界呢？为了对此进行精确描述，我们引入：

定义1.1.2　设[image: 0500010020]
 为一个非空数集．若有M∈R满足

（1）M是E的一个上界，即[image: 0500010021]
 ，有x≤M；

（2）对[image: 0500010022]
 ，存在x′∈E，使得x′＞M－ε，

则称M为E的上确界，记为[image: 0500010023]
 ．

若有m∈R满足

（1）m是E的一个下界，即[image: 0500010024]
 ，有x≥m；

（2）对[image: 0500010025]
 ，存在x′∈E，使得x′＜m＋ε，

则称m为E的下确界，记为[image: 0500010026]
 ．

从定义容易看出，E的上确界就是它的最小上界，而下确界就是它的最大下界．如果supE∈E，则supE可记为maxE，这时上确界即为E中的最大数；如果infE∈E，则infE可记为minE，这时下确界即为E中的最小数．

此外，引入记号＋∞和－∞，分别表示正无穷大和负无穷大，简称正无穷和负无穷．为了以后行文方便，我们约定：当数集E无上界时，记做supE＝＋∞；当数集E无下界时，记做infE＝－∞．这里需特别指出的是，＋∞和－∞只是记号而不是实数．当数集E满足supE＝＋∞（infE＝－∞）（即E是无上界（下界））时，它的等价说法是：[image: 0500010027]
 ，[image: 0500010028]
 ，并且有x＞M（x＜－M）．

例1.1.4　设




则有[image: 0500010029]
 ，supE＝1＝maxE.这表明，E中没有最小数，而有最大数1．

下面的定理与戴德金分割定理等价，即如下定理是实数系连续性的另一种表述，但它使用起来特别方便．

定理1.1.2（确界存在定理）　非空有上界的实数集必有上确界；非空有下界的实数集必有下确界．

证明　我们只证明上确界的情形，下确界的情形完全类似．

设E是一个非空有上界的实数集．若E中存在最大数M时，则




现假设E中没有最大数．我们对R作分划：B是由E的所有上界组成的集合，而A＝R\B.由E的有界性，推出B≠Φ；而由E≠Φ，推出A≠Φ．显然，对任意a∈A和b∈B，有a＜b，而且A中无最大数．因此，（A｜B）是R的一个分划，从而由戴德金分割定理知，B中存在最小数M，即M＝supE．


　　1.1.4　几个常用不等式

下面介绍几个常用的不等式．实数x的绝对值定义为

[image: 图片]


由此可知，对任何x，y∈R，有

[image: 图片]


将此两个不等式相加，即得

[image: 图片]


因此有

[image: 图片]


这一不等式通常称做三角不等式．运用三角不等式，可以得到

[image: 图片]


伯努利（Bernoulli）不等式 对任意的x≥－1和任意正整数n，有

[image: 图片]


证明　我们采用数学归纳法来证明这一不等式．当n＝1时，上述不等式显然成立．假设我们已经证明了

[image: 图片]


对一切的x≥－1成立，则有

[image: 图片]


由数学归纳法原理知，伯努利不等式对一切的正整数n成立．

算术-几何平均不等式 对任意n个非负实数x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，有

[image: 图片]


证明　我们同样采用数学归纳法来证明这一不等式．当n＝1时，上述不等式显然成立．假设我们已经证明了，对任意n－1个非负实数，算术-几何平均不等式成立．下面我们来考虑任意n个非负实数x1
 ，x2
 ，…，xn
 的情形．不妨假定xn
 是这n个数中最大的一个，并且令

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


从而有

[image: 图片]


即有

[image: 图片]


由数学归纳法原理知，算术-几何平均不等式对一切的正整数成立．


　　1.1.5　常用记号

全体正整数组成的集合、全体整数组成的集合、全体有理数组成的集合和全体实数组成的集合是本书最常遇到的数集，我们约定分别用空心字母N，Z，Q和R表示，即

N　表示全体正整数组成的集合；

Z　表示全体整数组成的集合；

Q　表示全体有理数组成的集合；

R　表示全体实数组成的集合．

显然有

[image: 图片]


本书中常要用到以下形式的实数子集：

闭区间

[image: 图片]


开区间

[image: 图片]


左开右闭区间

[image: 图片]


左闭右开区间

[image: 图片]


这里A，B∈R，且a＜b.

推广区间的概念，把

[image: 图片]


都称做无穷区间．读者应该清楚知道上面每个无穷区间的精确定义，例如（－∞，b]＝｛x∈R:x≤b｝.

今后，我们提及的区间必是以上形式的区间之一．特别地，对a∈R，我们把开区间（a－ε，a＋ε）（ε＞0）称为a的一个ε邻域，记为U（a，ε）；而把（a－ε，a＋ε）\｛a｝称为a的一个去心邻域，记为U0
 （a，ε）．

在本书第一册中，我们还要遇到平面内的点集．在平面直角坐标系中，平面上的点集E可以通过描述E中元素的坐标所具有的特性来定义．如E＝｛（x，y）：x2
 ＋y2
 ＝1｝就是平面内以原点O为圆心，以1为半径的圆周上的点组成的集合．


§1.2　函数的概念


　　1.2.1　函数的定义

当我们观察或者研究客观世界的各种事物时，会遇到很多不同的量．这些量一般来说都是在不断变化的，这是客观世界不断变化、不断运动、不断发展在量的方面的体现．例如，当我们研究一个自由落体运动时，就会遇到地球的引力、空气的浮力、时间、物体的高度等各种量，这些量都是变化的，叫做变量．我们知道，客观世界中各个事物之间是相互联系、相互依赖与相互制约的．因此，从量的方面来看，各个变量之间也是相互联系和相互制约的．变量之间的这种相互依赖的关系就是所谓的函数关系．

例如，若在研究自由落体运动时设初始高度为h0
 ，则在不计空气阻力等其他因素的前提下，该物体距地面的高度h与时间t有以下关系：

[image: 图片]


其中g是重力加速度．

在以上自由落体运动过程中，g始终保持不变，因此它是一个常量；当时间t在[image: 0500010030]
 中不断变化时，h也随着t的变化而不断地变化，因此它们都是变量．在这一过程中，只要知道时间t，根据关系（1.2.1），我们就可以知道物体距地面的高度h.换句话说，对于每一个[image: 0500010031]
 ，根据（1.2.1）所规定的对应法则，就有唯一确定的一个高度h与之对应．这就是自由落体运动中的函数关系．一般地，我们有

定义1.2.1　对于给定的集合[image: 0500010032]
 ，如果存在某种对应法则f，使得对X中的每一个数x，在R中存在唯一的数y与之对应，则称对应法则f为从X到R的一个函数，记做

[image: 图片]


其中y称为f在点x的值，X称为函数f的定义域，数集｛f（x）:x∈X｝称为函数f的值域，记为f（x）；x称做自变量，y称做因变量．

简言之，函数就是由定义域到它的值域的一个单值对应．此外，构成一个函数必须具备三个基本要素：定义域、值域和对应法则．但其中最重要的两个基本的要素是定义域和对应法则，而值域可由定义域和对应法则所确定．通常，我们用y＝f（x）（x∈X）记定义在X上的一个函数．有时，我们也用y＝g（x），y＝φ（x）等记号来表示不同的函数．

在自由落体的运动中，[image: 0500010033]
 是定义域，对应法则是f：对每一个[image: 0500010034]
 ，由解析式[image: 0500010035]
 来确定对应的数h∈R.由于对每一个t，此解析式可确定唯一的数（即物体高度）与之对应．因此，物体自由下落这个过程确定了其高度与时间的函数关系．

设y＝f（x）是定义在X上的一个函数，通常称平面点集

[image: 图片]


为该函数的图像．一般来讲，它是平面内的一条曲线，它和任何一条平行于y轴的直线至多只有一个交点．

在中学数学中，我们所遇到的主要是如下的六类函数：

⑴常值函数y＝C；

⑵幂函数y＝xα
 （α＞0）；

⑶指数函数y＝ax
 （a＞0）；

⑷对数函数y＝loga
 x（a＞0，a≠1）；

⑸三角函数y＝sinx，y＝cosx，y＝tanx，y＝cotx；

⑹反三角函数y＝arcsinx，y＝arccosx，y＝arctanx，y＝arccotx.

这些函数统称为基本初等函数，它们的定义域是使得其解析式有意义的数x的全体．在本书中，它们仍将是我们研究的主要对象．基本初等函数的主要特点是函数关系有明显的解析表达式．值得注意的是，这些解析式有着各自特殊的意义．如y＝sinx，我们是用以下方式来确定这个函数关系的．

对每个x∈[0，2π），在Oξη坐标平面中取射线[image: 0500010036]
 ，使得Oξ轴正向逆时针旋转到[image: 0500010037]
 的角度为x.设[image: 0500010038]
 与单位圆周的交点为P，则P的纵坐标即是y＝sinx的值（图1.2.1）；再规定x与x＋2kπ（k∈Z）取相同的函数值，就得到了定义在（－∞，＋∞）上的函数y＝sinx．

[image: 图片]


图　1.2.1

另外，在中学数学中，对某些函数关系也没有给出精确定义．如，在初等数学中就很难弄清楚[image: 0500010039]
 （它是函数f（x）＝xπ
 在[image: 0500010040]
 处的取值）是如何定义的．我们将在后续章节中给出它们的精确定义．今后对于具有解析表达式的函数，若无特殊说明，该函数的定义域即为使得该解析式有意义的自变量的全体所构成的集合．因此，有时候我们对具有解析式的函数不特别指出其定义域．

作为练习，请读者做出基本初等函数的图像．

函数的表示法有穷举法、描述法、列表法及图形法等，以上表示法在中学教科书中已有相应的例子，我们在这里不再赘述．下面我们给出几个中学数学中未曾出现的但在数学分析中经常用到的函数的例子．

例1.2.1（符号函数）　所谓符号函数，是指如下函数：

[image: 图片]


其图像如图1.2.2所示．这个函数的表达式是分段给出的，通常称这样的函数为分段函数．读者应该注意它是一个函数，而不是三个函数．

[image: 图片]


图　1.2.2

[image: 图片]


图　1.2.3

例1.2.2（狄利克雷（Dirichlet）函数）　函数

[image: 图片]


称为狄利克雷函数．这一函数的图像，是分布在y＝0和y＝1这两条直线上的两个离散的点集（参见图1.2.3）．注意，这样函数的图像是无法精确画出的．

例1.2.3（高斯（Gauss）取整函数）　取整函数定义为y＝[x]，其中[x]表示不超过x的最大整数，即若n≤x＜n＋1，则[x]＝n.其图像如图1.2.4所示．

[image: 图片]


图　1.2.4

[image: 图片]


图　1.2.5

例1.2.4（黎曼（Riemann）函数）　所谓的黎曼函数，是指由下式确定的函数：

[image: 图片]


它的图像也不是连续不断的曲线（参见图1.2.5），也是无法精确画出的．

例1.2.5（特征函数）　设[image: 0500010041]
 ，定义在R中的函数

[image: 图片]


称为集E的特征函数．


　　1.2.2　由已知函数构造新函数的方法

从已知函数出发，可以通过代数四则运算、限制与延拓、复合运算和取反函数等手段构造出许多新的函数．

1．函数的四则运算

设y＝fj
 （x），[image: 0500010042]
 为两个已知函数，且X＝X1
 ∩X2
 ≠Φ，则我们可以利用实数的四则运算构造新函数如下：

[image: 图片]


显然，函数的加法、减法与乘法运算可推广到任意有限个函数的情形，而且对于加法和乘法运算，它们具有交换律与结合律．

2．函数的限制与延拓

设函数f（x），x∈X1
 和g（x），x∈X2
 满足：[image: 0500010043]
 ，且f（x）≡g（x），[image: 0500010044]
 ，则称f（x）是g（x）在X1
 上的限制，而g（x）是f（x）在X2
 上的延拓．这样，我们就可以从一个已知函数出发，通过限制和延拓来产生新函数．

这里须特别指出的是，对于两个函数而言，只有当它们的定义域及对应关系完全一样时，才能说它们是相等的！例如，y1
 ＝｜x｜，x∈（－∞，＋∞）和y2
 ＝xsgnx，x∈（－∞，＋∞），虽然形式不同，但由于它们具有同样的定义域和对应关系，所以y1
 和y2
 是同一个函数；而f（x）＝x2
 ，x∈（－∞，＋∞）和g（x）＝x2
 ，x∈（0，＋∞）就是两个不同的函数．

3．函数的复合

函数的复合运算是数学中一种重要的运算．设y＝fj
 （x），x∈[image: 0500010045]
 为两个函数，若[image: 0500010046]
 ，则定义在X1
 上的函数y＝f2
 （f1
 （x））称为f1
 和f2
 的复合函数，记做[image: 0500010047]
 ．通常称f1
 为该复合函数的内函数，f2
 为外函数．

同样我们可以考虑多个函数的复合（如果复合有意义的话）．一般来说，函数复合不具有交换律．例如，取f（x）＝x2
 ＋1，x∈R，g（x）＝x4
 ，x∈R，则f（g（x））＝x8
 ＋1，x∈R，而g（f（x））＝（x2
 ＋1）4
 ，x∈R.

读者要特别注意是：函数的复合运算可以进行的前提条件是，外函数的定义域必须包含内函数的值域．当然，当两个函数的定义域都是R时，则复合运算可以自由地进行．

函数的复合运算是构造新函数的重要途径．

例1.2.6　设
 ，试求出n次复合函数
 的表达式．

解　显然，f（x）的定义域是（－∞，＋∞），因此所要讨论的复合运算是可行的．从
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我们猜出n次复合的结果应该为

[image: 图片]


下面用归纳法证之．当n＝1时，结论显然成立．现在假定当n＝k时，有

[image: 图片]


则当n＝k＋1时，有

[image: 图片]


这样，由数学归纳法原理知，对一切的n，有

[image: 图片]


4．反函数

在函数的定义中，我们要求对[image: 0500010048]
 ，在R中必须有唯一的数f（x）与之对应，但我们并没有要求X中的任何两个不同的数x1
 和x2
 ，在R中与之对应的两个数f（x1
 ）和f（x2
 ）也必须不同．最极端的例子是常值函数，其所有点上的函数值取同一个数．

设f:X→Y是一个函数．若对任意的x1
 ，x2
 ∈X，只要x1
 ≠x2
 ，就有f（x1
 ）≠f（x2
 ）成立，则称f（x）是单的；若Y＝f（x），则称f（x）为满的；若f（x）既是单的又是满的，则称它为一个一一对应．

定义1.2.2　设f:X→Y是一个一一对应．定义函数g:Y→X如下：对任意的y∈Y，函数值g（y）规定为由关系式y＝f（x）所唯一确定的x∈X.这样定义的函数g（y）称为是函数f（x）的反函数，记为g＝f－1
 ．

反函数x＝f－1
 （y）的定义域和值域恰为原来函数y＝f（x）的值域和定义域．函数f和其反函数f－1
 满足：

[image: 图片]


习惯上，我们总是把自变量记为x，因变量记为y.因此，为了遵从统一性，y＝f（x）的反函数也记为y＝f－1
 （x）．这样一来，从几何上来看，y＝f（x）的图像与它的反函数y＝f－1
 （x）的图像正好关于直线y＝x对称．

在中学数学中，我们曾经学习过反三角函数．回想一下，在定义这类函数时，我们必须将三角函数限制在某个区间上．这说明，一个函数在它的定义域中可能不是单的，但把它做适当的限制后则常常可以变成单的，从而可以定义它的反函数．

例1.2.7　求
 的反函数，这里e＝2.7182…为一常数．

解　固定y，为了从方程
 中求出x，我们令ex
 ＝z，则有




解之，得




由于z＝ex
 ＞0，故舍去
 ，从而有
 ．因此，所求的反函数为

[image: 图片]


本题中的函数f（x）称为双曲正弦函数，并记为f（x）＝sinhx（以后我们将给出所有双曲函数的定义），它的反函数sinh－1
 x称为反双曲正弦函数．双曲正弦函数和反双曲正弦函数的图像如图1.2.6所示．

[image: 图片]


图　1.2.6

例1.2.8　设y＝f（x）为定义在X上的一个函数，并且记Y＝f（x）.证明：若存在Y上定义的函数g（y），使得g（f（x））＝x，则f（x）的反函数存在，而且g＝f－1
 ．

证明　容易验证，复合函数是单的充分必要条件是其内、外函数都是单的．由g（f（x））＝x是X的恒等函数可知，f（x）是单的，从而f（x）是X到Y的一一对应．于是，f（x）的反函数存在，而且对[image: 0500010049]
 ，有g（y）＝g（f（x））＝x＝f－1
 （y），即有g＝f－1
 ．

作为本节的结束，我们来讨论一下分式线性函数的反函数和复合函数．形如
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的函数称为分式线性函数，这里的条件ad－bc≠0是防止它变成一个常值函数．

由
 ，可推出
 ，而且有

[image: 图片]


这表明，任何一个分式线性函数都具有反函数，而且其反函数仍然为分式线性函数．

另外，设

[image: 图片]


则容易导出

[image: 图片]


而且

[image: 图片]


这表明，任意两个分式线性函数的复合还是分式线性函数．

分式线性函数在数学的许多分支中起着重要的作用．这个函数类有着许多有趣的性质．例如，每个分式线性函数
 可对应一个2×2矩阵
 .有趣的是，任何分式线性函数的反函数所对应的矩阵刚好是它对应矩阵的逆乘以它的行列式的－1倍，而任意两个分式线性函数的复合函数所对应的矩阵则刚好是它们各自对应矩阵的乘积．

细心的读者可以发现，对
 来说，当c≠0时，f（x）在
 没有定义；另外f（x）的值域也不包含
 如果我们形式地令
 而当c＝0时令f（∞）＝∞，则可以验证f（x）是R∪｛∞｝到R∪｛∞｝的一个一一对应，从而以上的求反函数和复合的运算可以自由地进行．


§1.3　函数的性质

在本节中，我们主要介绍某些函数具有的一些特别性质．这些性质的讨论是我们以后经常要遇到的，因此要求读者能用准确的数学语言来叙述它们的定义和一些等价的命题．


　　1.3.1　函数的有界性

设y＝f（x）是定义在X上的函数．若存在常数M，使得对[image: 0500010050]
 [image: 0500010051]
 ，都有f（x）≤M，则称f（x）在X上有上界，同时称M是f（x）的一个上界；若存在常数m，使得对[image: 0500010052]
 ，都有f（x）≥m，则称f（x）在X上有下界，同时称m是f（x）的一个下界；若f（x）在X上既有上界M又有下界m，则称f（x）在X上有界．此时，对[image: 0500010053]
 ，有m≤f（x）≤M.若｜f（x）｜≤M（x∈X），则称M是f（x）的一个界．

容易看出，f（x）在X上有界的充分必要条件是存在M＞0，使得当x∈X时，有｜f（x）｜≤M，即[image: 0500010054]
 ．换句话说，f（x）在X有界也就是其值域f（x）是一个有界集．

从几何上来看，若函数y＝f（x）在X上有上界M，则f（x）的图像将位于直线y＝M的下面；若f（x）有下界m，则f（x）的图像在直线y＝m的上面；若f（x）有界，则必存在M＞0，使得f（x）的图像位于直线y＝M和y＝－M之间．

例1.3.1　函数y＝sinx和y＝cosx在R上有界，M＝1就是它们的一个界．而对函数y＝xn
 ，x∈（－∞，＋∞）（n为正整数）来说，当n为奇数时，它既无上界，又无下界；而当n为偶数时，它无上界，但有下界m＝0．

若f（x）不是X上的有界函数，则称该函数在X上无界．如何用肯定的语气来叙述函数的无界性呢？我们分析一下，f（x）在X上无界的等价说法是，任何正数M都不是y＝f（x）在X上的界．而M不是y＝f（x）在X上的界，就等价于，必然[image: 0500010055]
 ，使得｜f（x0
 ）｜＞M.因此，若用肯定的语气，函数f（x）在X上无界可以叙述为：[image: 0500010056]
 ，[image: 0500010057]
 ，使得｜f（x0
 ）｜＞M.

同理我们也可以给出函数f（x）在X上无上界或无下界的定义，请读者自己给出这些定义的精确数学语言的描述．

例1.3.2　证明：
 在（0，1]区间上既无上界也无下界，但它却在[a，1]上有界，这里1＞a＞0．

证明　[image: 0500010058]
 ，取正整数n0
 ＞M并取
 则有
 .这就证明了
 在（0，1]上是无上界的．

取
 ，则有
 
 这就证明了
 在（0，1]上是无下界的．

对a＞0，取
 则[image: 0500010059]
 ，有
 即
 在[a，1]上有界．


　　1.3.2　函数的单调性

设y＝f（x）是定义在X上的一个函数．若对任意的x1
 ，x2
 ∈X，只要x1
 ＜x2
 ，便有f（x1
 ）≤f（x2
 ）（f（x1
 ）≥f（x2
 ）），则称f（x）在X上是单调上升（下降）函数或单调递增（递减）函数．在上述不等式中将“≤”（“≥”）换成“＜”（“＞”），则称f（x）在X上是严格单调上升（下降）函数．单调上升函数和单调下降函数统称为单调函数．

严格单调的函数是定义域到值域的一一对应，所以它存在反函数．但存在反函数的函数未必是单调的．

例1.3.3　y＝sinx（x∈R）不是单调函数，但当其定义域X取为
 时，它是严格单调递增函数；当X取为
 时，它是严格单调递减函数．因此该函数在这两个区间都分别存在反函数．在习惯上，我们用y＝arcsinx表示y＝sinx在
 上的反函数．

例1.3.4　考查函数

[image: 图片]


容易看出，该函数的反函数就是它自己，但f（x）在[0，1]的任何子区间都不是单调的．


　　1.3.3　函数的周期性

设y＝f（x）是在X上有定义的函数．若存在T＞0，使得对任意x∈X有f（x＋T）＝f（x），则称f（x）为周期函数，T称为f（x）的一个周期．若存在一个最小的周期T0
 ，则称T0
 为f（x）的基本周期．

显然，以T为周期的周期函数f（x）的定义域X必须满足条件：对一切的x∈X，有T＋x∈X.

例1.3.5　函数y＝tanx的定义域为

[image: 图片]


它是以π为基本周期的周期函数．

这里须特别指出的是，并非所有的周期函数都有基本周期．

例1.3.6　容易验证，任何正有理数都是狄利克雷函数D（x）（参看例1.2.2）的周期．因此，它没有基本周期．

若一个定义在闭区间[a，b]上的函数f（x）满足f（a）＝f（b），则可将它延拓成（－∞，＋∞）上以T＝b－a为周期的周期函数[image: 0500010060]
 ．

例1.3.7　设f（x）为定义在R上的周期函数，并且有基本周期τ＞0.证明：若[image: 0500010061]
 ，有f（x）≠f（0），则g（x）＝f（x2
 ）不是周期函数．

证明　用反证法．假定g（x）是周期函数，而且T＞0是它的一个周期，则有

[image: 图片]


以x＝0代入（1.3.1）式，得f（T2
 ）＝f（0）.而f（x）是以τ为基本周期的周期函数，因此必有某一正整数k，使得T2
 ＝kτ，即[image: 0500010062]
 ．

再以
 代入（1.3.1）式，得

[image: 图片]


而

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


这又蕴涵着，必有某一正整数n，使得[image: 0500010063]
 ．由此可得
 这一等式表明，
 是正整数，而且满足
 这显然是不可能的．这一矛盾表明，g（x）不可能是周期函数．


　　1.3.4　函数的奇偶性

设y＝f（x）是定义在X上的一个函数，而且X是关于原点对称的，即x∈X蕴涵着－x∈X.若f（x）＝－f（－x）对一切的x∈X成立，则称f（x）是X上的奇函数；若f（x）＝f（－x）对一切的x∈X成立，则称f（x）是X上的的偶函数．

容易看出，偶函数的图像是关于y轴对称的，而奇函数的图像是关于原点对称的．

例1.3.8　设y＝f（x）是X上的奇函数且存在反函数．证明：它的反函数也是奇函数．

证明　由奇函数的定义知，对[image: 0500010064]
 ，有f（－x）＝－f（x）．于是

[image: 图片]


即[image: 0500010065]
 ，有－f－1
 （y）＝f－1
 （－y）．这就证明了f－1
 也是奇函数．

例1.3.9　证明[image: 0500010066]
 是奇函数．

证明　由于f（x）是奇函数y＝sinhx的反函数，故由上例知，该函数是奇函数．


§1.4　初等函数

在§1.2中已经指出，常值函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数统称为基本初等函数．从这些基本初等函数出发，经过有限多次加、减、乘、除和复合运算所能得到的所有函数统称为初等函数．对基本初等函数及其基本性质，大家已经十分熟悉，这里我们就不再赘述．下面我们只简要地介绍一下双曲函数，这是一类十分有用的初等函数，在以后的学习中常常用到它们．

双曲函数定义如下：

[image: 图片]


我们把这四个函数分别称之为双曲正弦、双曲余弦、双曲正切和双曲余切．由定义不难看出，sinhx，tanhx，cothx都是奇函数，而coshx是偶函数（参见图1.4.1（a），（b））．

由双曲函数定义出发，可以导出许多类似于三角函数的恒等式．例如，有

[image: 图片]


这些恒等式正好对应于如下的三角函数恒等式：

[image: 图片]
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图　1.4.1

令X＝coshx，Y＝sinhx，则它们满足双曲方程

[image: 图片]


这是双曲函数名称由来的原因之一．在单位圆盘上的非欧几何——双曲几何（俄国人称之为罗巴切夫斯基几何，西方人称之为庞加莱（Poincaré几何）理论中，双曲函数是基本的研究工具．


习　题　一

1．设集合A＝{1，2，4，8}，B＝{1，3，6，9}，试求A∪B，A∩B和A－B．

2．设集合A＝{2n－1；n∈N}，B＝{2n；n∈N}，试求A∪B，A∩B，A－B和B－A．

3．[image: 0500010067]
 ，设
 试求


4．[image: 0500010068]
 ，设
 ，试求


5．试用肯定的语气叙述[image: 0500010069]
 是无界集，并且证明集合
 
 是无界集合．

6．求下列集合的上、下确界：

[image: 图片]


7．设A和B是两个非空的有上界的实数集合，定义集合C＝｛x＋y:x∈A，y∈B｝．证明：supC＝supA＋supB.

8．设正数x经过四舍五入后得到整数y，写出y与x之间的函数关系．

9．某市出租车按如下方式计费：3千米以内为起步价10元；超过3千米而不足10千米的部分每千米2元；超过10千米的部分每千米3元．试给出车费与行驶里程之间的函数关系．

10．设f（x）＝x2
 ＋ax＋b，证明

[image: 图片]


11．求函数
 的定义域和值域．

12．作函数
 的图像．

13．设定义在R上的函数f（x）满足

[image: 图片]


试求f（x）的表达式．

14．设f（x）是定义在R上的函数，且对一切不为零的实数x有

[image: 图片]


试给出f（x）在R＼（－2，2）上的表达式．

15．设f（x）和g（x）是定义在D上的有界非负函数，证明：

[image: 图片]


16．设函数f（x）在D上有定义，证明：

[image: 图片]


17．用分段表达式来表示下列定义在（－∞，＋∞）上的函数：

（1）f（x）＝｜x＋1｜－｜x－1｜；

（2）f（x）＝sgn[x（2－x）（3x＋1）]；

（3）f（x）＝arcsin（cosx）；

（4）f（x）＝x－[x]．

18．设[image: 0500010070]
 定义在[0，1）上．

（1）将f（x）延拓到（－1，1）上，使其成为偶函数；

（2）将f（x）延拓到（－1，1）上，使其成为奇函数；

（3）将f（x）延拓到（－∞，＋∞）上，使其成为周期为1的周期函数．

19．写出下列函数的反函数：

[image: 图片]


20．设
 求f（g（x）），g（f（x）），g（g（x））的表达式．

21．设f（x）＝｜x＋1｜－｜x－1｜，求n次复合函数


22．设函数f（x）为[－a，a]上的奇（偶）函数，证明：若f（x）在[0，a]上递增，则f（x）在[－a，0]上递增（减）．

23．设函数f（x）定义在集合E上，证明：f（x）在E上严格单调的充分必要条件是对任意的x1
 ，x2
 ，x3
 ∈E，若x1
 ＜x2
 ＜x3
 ，则必有
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24．设f（x）是定义在R上以σ＞0为周期的函数，a为一给定的数．证明：若f（x）在[a，a＋σ]上有界，则f（x）在R上有界．

25．证明sin（x2
 ＋x）不是周期函数．

26．设函数f（x）在（0，＋∞）上定义，x1
 ，x2
 ＞0．证明：

（1）若
 单调下降，则f（x1
 ＋x2
 ）≤f（x1
 ）＋f（x2
 ）；

（2）若
 单调上升，则f（x1
 ＋x2
 ）≥f（x1
 ）＋f（x2
 ）．

27．设函数f（x）在（－∞，＋∞）上定义，且f（f（x））≡x.

（1）这种函数f（x）是否唯一？如果不唯一请举例说明；

（2）若f（x）是严格递增的，此时是否唯一？为什么？

28．设函数f（x）在（－∞，＋∞）上定义，证明：若f（f（x））存在唯一的不动点，则f（x）也存在唯一的不动点．（注：若存在p使得g（p）＝p，则称p是g的不动点.）

29．证明
 在（－∞，＋∞）上有界．

30．用肯定的语气叙述：

（1）函数f（x）不是（－∞，＋∞）上的周期函数；

（2）函数f（x）在（a，b）上无下界．


第二章　序列的极限

极限是构筑微积分坚实理论体系的基石．要想对数学分析这门学科的实质有一个真正的了解和掌握，就必须准确掌握极限的概念和无穷小的分析方法．这一章我们将致力于序列极限的讨论，从中建立极限的主要理论与方法．下一章我们来讨论函数的极限．


§2.1　序列极限的定义


　　2.1.1　序列

所谓的序列（有时也称为数列）实质上就是一个从正整数集N到实数集R的一个函数f：N→R.但我们常将一个序列看做是按照一定顺序排列的一列数：

[image: 图片]


一个序列通常记为｛xn
 ｝，其中xn
 称为通项．有时为了简单起见，我们也将构成一个序列的所有数作成的集合记为｛xn
 ｝，即此时｛xn
 ｝＝f（N）.读者以后应注意“集合｛xn
 ｝”和“序列｛xn
 ｝”的区别．

例如，序列
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的通项是[image: 0500010071]
 ．但在有的时候序列的通项却很难用公式给出，如圆周率π精确到小数点后n位的有限小数组成的序列
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就不可能写出通项公式．

我们已经知道在任意两个实数之间必有有理数，有理数集的这一性质称为有理数集在实数集中的稠密性．使人吃惊的是，在数轴上密密麻麻分布的有理数的全体竟然可以排成一个序列．下面我们仅排列[0，1）中的有理数，R中有理数的排列留给读者作为练习．

由于（0，1）中的任何一个有理数都可唯一地表示为[image: 0500010072]
 ，其中p和q是两个互素的正整数且p＜q，因此我们可以将[0，1）中的所有有理数按照其分母的大小从小到大排列，而相同分母的再按其分子的大小从小到大排列．这样，我们就可得到序列：

[image: 图片]


对此序列，似乎也很难写出它的通项公式．


　　2.1.2　序列极限的定义

对于给定的一个序列｛xn
 ｝，我们这里主要关心的是随着n的增大，xn
 的变化趋势．为此，我们首先必须说清楚“变化趋势”是什么意思．下面我们先看几个具体的例子．

例2.1.1　序列
 随着n的增大，xn
 从0的右边越来越趋近于0.

例2.1.2　序列
 随着n的增大，xn
 时而在0点的右边，时而在0点的左边，但xn
 与0的距离越来越趋近于0.

例2.1.3　序列｛xn
 ｝由下列法则确定：
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对于这一序列，虽然我们不能说，随着n的增大，xn
 与0的距离越来越趋近于0，但xn
 与0的距离也是无限地接近于0，只不过奇数项与偶数项接近零的速度不同而已．

例2.1.4　设｛xn
 ｝由下式给出：
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则｛xn
 ｝有无穷多项为0，而随着n的增大，x2n－1
 也无限地趋于0.因此，随着n的增大，整个序列也是趋近于0的．

分析以上例子我们发现，当n无限变大时，尽管它们的变化过程各具特点，但四个序列最终都无限地趋于一个常数a＝0.这种随着n的增大可以无限地趋于一个常数的序列正是我们感兴趣的．那么怎样来精确地描述一个序列｛xn
 ｝无限地趋于一个常数a呢？也许大家会说，这是指xn
 与a的差（随着n的增大）可以达到任意小的程度．显然，这只是一种描述性的说法，十分不宜于进行严格的数学推理和演绎．其实，给出其精确的定义并非一件易事，经过众多数学家的不懈努力和不断探索，直到19世纪才有了数学上的如下定义：

定义2.1.1　设｛xn
 ｝是一个序列．若存在常数a∈R，使得[image: 0500010073]
 0，[image: 0500010074]
 ，当n＞N时，有
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则称该序列是收敛的，并称a为该序列的极限（或者说序列｛xn
 ｝收敛于a），记做[image: 0500010075]
 或xn
 →a（n→∞）.若不存在a∈R，使得｛xn
 ｝收敛于a，则称之为发散序列．

在上述定义中，ε是事先给定的任意小的正数，若对ε1
 ＞0，我们已经找到了正整数N1
 ，使得当n＞N1
 时，有｜xn
 －a｜＜ε1
 ，则对[image: 0500010076]
 ，当n＞N1
 时，必有｜xn
 －a｜＜ε1＜ε2
 ．所以，ε贵在“小”．此外，一般来说，N是依赖于ε的，ε越小，所需的N就会越大．对一个给定的正数ε，如果N是满足定义中的要求的正整数，则显然对任何比N大的正整数也满足定义的要求．

现在我们来考查序列极限的几何意义．极限定义中的不等式
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可以写成
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即
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因此，如果采用几何的语言，极限的定义可以表述为：[image: 0500010077]
 ，在a的ε邻域U（a，ε）内包含了｛xn
 ｝自某项之后的所有项．与之等价说法是：[image: 0500010078]
 ， 在a的ε邻域U（a，ε）外只有｛xn
 ｝的有限项．如图2.1.1所示．
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图　2.1.1

思考题　将序列｛xn
 ｝看成是定义在正整数集上的函数，试描述序列极限的几何意义．

例2.1.5　证明


证明　对任意给定的ε＞0，要使
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只需
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于是，取大于
 的任意正整数作为N（例如，取
 ），则当n＞N时，就有

[image: 图片]


由极限定义知，
 成立．

例2.1.6　证明


证明　不妨设q≠0，否则该序列为常序列（xn
 ≡0，n＝1，2…），所述极限自然成立．

[image: 0500010079]
 （不妨设ε＜1），要使
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只要
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注意，这里ln｜q｜＜0，lnε＜0，于是上式等价于

[image: 图片]


因此，取
 则当n＞N时，就有｜qn
 －0｜＜ε，即
 成立．

例2.1.7　证明


证明　对任意的正整数n，我们有

[image: 图片]


于是，[image: 0500010080]
 ，只要取
 ，则当n＞N时，就有

[image: 图片]


这就证明了


例2.1.8　证明


证法1　[image: 0500010081]
 ，要使

[image: 图片]


只要[image: 0500010082]
 ，即
 ，这只要
 .于是，取
 ，则当n＞N时，就有[image: 0500010083]
 ，即
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证法2　令[image: 0500010084]
 ，则hn
 ＞0，而且
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从而

[image: 图片]


这样，[image: 0500010085]
 ，要使[image: 0500010086]
 ，只要
 现在取
 则只要n＞N，就有[image: 0500010087]
 ，即


用定义来证明极限的过程，实际上就是对于相对确定的正数ε去找相应的正整数N的过程．换句话说就是，你任给我一个正数ε，我去给你找一个相应的正整数N，在找N的过程中，ε是相对固定的．而找N的过程实质就是解不等式的过程．因此，为了使所解的不等式尽可能的简单，我们可以将所估计量做适当的放大（参见例2.1.7），但不能放得太大，要保证从中能够找到所需要的正整数N.

下面我们来讨论一下发散序列．如何用肯定的语气来表述一个序列是发散的呢？从定义知，一个序列｛xn
 ｝是发散的等价于任何数a∈R都不是它的极限．这样，上述问题就转化为怎样用肯定的语气来表述｛xn
 ｝不收敛于a.大家已经知道，｛xn
 ｝收敛于a意味着a的任意小的邻域的外面只有序列中的有限多项．因此，若｛xn
 ｝不收敛于a，则存在a的一个邻域U（a，ε0
 ），使得在它之外必有｛xn
 ｝的无穷多项．于是，若用肯定的语气，发散序列可以叙述为：

设｛xn
 ｝是一个序列．若[image: 0500010088]
 ，[image: 0500010089]
 ，对[image: 0500010090]
 ，总存在n0
 ＞N，使得｜xn0
 －a｜＞ε0
 ，则称｛xn
 ｝为发散序列．

仔细观察上述的表述，不难发现，在发散序列的定义中，只是将极限定义中的“[image: 0500010091]
 ”换成了“[image: 0500010092]
 ”，“[image: 0500010093]
 ”换成了“[image: 0500010094]
 ”．尽管这样，我们还是希望读者能理解这样表述的实质，而不是形式地加以记忆．

例2.1.9　证明如下定义的序列是发散的：
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证明　对任意给定的a∈R，取ε0
 ＝1，则对于任给的正整数N，选取n0
 ＝2k0
 ＞max｛N，a＋1｝，其中k0
 为正整数，便有n0
 ＞N，而且xn0

 －a＝2k0
 －a＞1＝ε0
 ，即a不是｛xn
 ｝的极限．由a的任意性知序列｛xn
 ｝发散．


　　2.1.3　无穷小量

作为序列极限的特例，我们引入无穷小量的概念．

定义2.1.2　设｛xn
 ｝是一个序列．若xn
 →0（n→∞），则称序列｛xn
 ｝为无穷小量，记为xn
 ＝o（1）（n→∞）．

这里需特别指出的是，无穷小量并不是一个很小的量，而是极限为零的一个变量．

例2.1.10　证明序列
 是无穷小量，这里a＞1．

证明　注意到
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其中
 是常数，[image: 0500010095]
 ，要使
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只需

[image: 图片]


于是，取
 ，则只要n＞N，就有

[image: 图片]


即
 ，从而序列
 是无穷小量．

例2.1.11　证明序列｛xn
 ｝是无穷小量，其中

[image: 图片]


证明　因为对[image: 0500010096]
 ，有

[image: 图片]


所以，[image: 0500010097]
 ，取
 ，则当n＞N时，有

[image: 图片]


即
 这就证明了所述序列｛xn
 ｝是无穷小量．

利用极限的定义容易证明无穷小量有如下的基本性质：

定理2.1.1　设｛xn
 ｝是一个序列．

（1）｛xn
 ｝是无穷小量的充分必要条件是｛｜xn
 ｜｝是无穷小量；

（2）若｛xn
 ｝是无穷小量，M是一个常数，则｛Mxn
 ｝是无穷小量；

（3）
 的充分必要条件是｛xn
 －a｝是无穷小量．

证明留作练习．


　　2.1.4　无穷大量

对于序列xn
 ＝（－1）n
 和xn
 ＝（－1）n
 n（n＝1，2，…）来说，虽然它们都不存在极限，但这两者有着本质的区别：前者中的xn
 随着n的增加在－1和1这两点上跳来跳去；而后者，则随着n的增加，其绝对值目标一致地趋向＋∞.因此我们有如下定义：

定义2.1.3　设｛xn
 ｝是一个序列．若[image: 0500010098]
 ，[image: 0500010099]
 N，当n＞N时，有xn
 ＞M，则称｛xn
 ｝为正无穷大量（有时也称｛xn
 ｝的极限为＋∞，记为
 若[image: 0500010100]
 ，[image: 0500010101]
 N，当n＞N时，有xn
 ＜－M，则称｛xn
 ｝为负无穷大量（有时也称｛xn
 ｝的极限为－∞，记为
 
 若｛｜xn
 ｜｝是正无穷大量，则称｛xn
 ｝为无穷大量（有时也称｛xn
 ｝的极限为∞，记为


显然，正无穷大量和负无穷大量都是无穷大量．具有有穷极限和无穷极限的序列有着本质的区别，必须加以区别．因此，当序列有有穷极限a时，我们说它收敛于a；当序列有无穷极限a时，我们说它发散到＋∞，－∞或∞.在本书的后续部分，如果没有特别说明，凡提到极限存在，均指有穷极限的情形；若包括无穷极限时，则说其广义极限存在，此时也说序列是广义收敛的．

例2.1.12　设
 ，证明


证明　注意到，当n＞2k
 时，有

[image: 图片]


故[image: 0500010102]
 ，欲使

[image: 图片]


只需

[image: 图片]


这样，只要取N＝2[2M]＋1
 ，则当n＞N时，有

[image: 图片]


从而由极限定义知
 成立．

无穷大量和无穷小量之间有如下的关系：

定理2.1.2　｛xn
 ｝是无穷小量的充分必要条件是
 是无穷大量，这里假定对任意的正整数n，有xn
 ≠0.

证明　先证必要性．设
 则[image: 0500010103]
 （即
 ），[image: 0500010104]
 N，当n＞N时，有

[image: 图片]


从而有
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即


再证充分性．设
 则[image: 0500010105]
 （即[image: 0500010106]
 ），[image: 0500010107]
 N，当n＞N时，有

[image: 图片]


从而有

[image: 图片]


即


作为本节的结束，我们再举一例．

例2.1.13　设
 试证
 ，这里a可以是有限实数，＋∞或－∞．

证明　先证a是有限实数的情形．[image: 0500010108]
 ，由于
 故[image: 0500010109]
 N1
 ，使当n＞N1
 时，有
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对于取定的正整数N1
 ，由于

[image: 图片]


就是一个不随n的变化而变化的常数，因此有

[image: 图片]


于是，又存在正整数N2
 ＞0，当n＞N2
 时，有

[image: 图片]


现在取N＝max｛N1
 ，N2
 ｝，则当n＞N时，有

[image: 图片]


从而有


下证a＝＋∞的情形．[image: 0500010110]
 ，由
 知，[image: 0500010111]
 N1
 ，当n＞N1
 时，有xn
 ＞2M，且x1
 ＋x2
 ＋…＋xN1

 ＞0，从而有

[image: 图片]


现在取N＝2N1
 ，则当n＞N时，有

[image: 图片]


从而有

[image: 图片]


这就证明了


对a＝－∞的情形，证明是类似的，请读者自己给出.

思考题

（1）若
 ，是否有


（2）若｛xn
 ｝发散，是否有
 亦发散？


§2.2　序列极限的性质

在上一节中，我们已经对极限有了初步的认识．对于一个序列，我们要讨论的主要问题是：

（1）它是否存在极限？

（2）如果极限存在，如何来求出这一极限？

对一些简单的序列，我们很容易看出它是否收敛，甚至能看出它的极限是什么．但对一般的序列来说，这是两个相当困难的问题．可以这么说，整个数学分析自始至终都在讨论各种极限的存在性以及求法等问题．极限论可以看成是分析学与代数学的主要区别．

在这一节，我们来进一步讨论序列极限的基本性质．

定义2.2.1　设｛xn
 ｝是一个序列．若[image: 0500010112]
 ，对[image: 0500010113]
 n，有｜xn
 ｜≤M成立，则称｛xn
 ｝是有界的．

显然，以上定义等价于数集｛xn
 ｝是一个有界集．

若一个序列｛xn
 ｝是有界的，则记为xn
 ＝O（1）（读做大O）；若存在M2
 ＞M1
 ＞0和正整数N，使得当n＞N时，有M1
 ＜｜xn
 ｜＜M2
 ，则以xn
 ＝O0
 （1）表示之．

定理2.2.1　（1）改变一个序列｛xn
 ｝的有限多项，不改变其敛散性；当｛xn
 ｝收敛时，则不改变其极限值．

（2）（唯一性）收敛序列的极限是唯一的．

（3）（有界性）收敛序列是有界的．

证明　（1）由极限定义立即可得．

（2）用反证法证之．如果结论不真，则存在收敛序列｛xn
 ｝和实数b≠a，使得
 且
 .不失一般性，我们不妨设a＜b.现在取
 ，则由极限定义知，存在正整数N1
 和N2
 ，使得

[image: 图片]


令N＝max｛N1
 ，N2
 ｝，则当n＞N时，上述两个不等式都成立．由第一个不等式，得

[image: 图片]


而由第二个不等式，得

[image: 图片]


这显然是不可能的，因此（2）成立．

（3）设
 .特别取ε0
 ＝1，则[image: 0500010114]
 N，使得当n＞N时，有｜xn
 －a｜＜1，从而

[image: 图片]


令M＝max｛｜a｜＋1，｜x1
 ｜，…，｜xN
 ｜｝，则对[image: 0500010115]
 n，有｜xn
 ｜≤M，即｛xn
 ｝是有界的．

思考题　试举例说明定理2.2.1（3）的逆命题不真．

定理2.2.2（保序性）　给定两个序列｛xn
 ｝和｛yn
 ｝，并且假定

[image: 图片]


则有：

（1）若a＜b，则对任意给定的c∈（a，b），[image: 0500010116]
 ，使得当n＞N0
 时，有xn
 ＜c＜yn
 ；

（2）若[image: 0500010117]
 ，当n＞N0
 时，有xn
 ≤yn
 ，则a≤b.

证明　（1）令ε0
 ＝min｛c－a，b－c｝，则由极限的定义知，[image: 0500010118]
 ，使得当n＞N时，有｜xn
 －a｜＜ε0
 且｜yn
 －b｜＜ε0
 成立．由此可得，当n＞N时，有

[image: 图片]


（2）用反证法证之．如若不然，则有a＞b.现取
 由（1）所证知，[image: 0500010119]
 ，使得当n＞N时，有

[image: 图片]


这与已知条件xn
 ≤yn
 （n＞N0
 ）相矛盾，故必有a≤b成立．

推论　设
 则对任给0＜a′＜a，[image: 0500010120]
 ，使得当n＞N1
 时，有xn
 ＞a′；若
 ，则对任给0＞b′＞b，[image: 0500010121]
 ，使得当n＞N2
 时，有xn
 ＜b′．

注　注意，在定理2.2.2的（2）中，即使对一切的n有xn
 ＜yn
 ，也未必有a＜b.例如，

[image: 图片]


而
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定理2.2.3（极限的四则运算）　设
 则

[image: 图片]


证明　（1）[image: 0500010122]
 ，由
 知，[image: 0500010123]
 ，使得当n＞N1
 时，有

[image: 图片]


又由
 知，[image: 0500010124]
 ，使得当n＞N2
 时，有

[image: 图片]


取N＝max｛N1
 ，N2
 ｝，则当n＞N时，有

[image: 图片]


即


（2）首先，我们有

[image: 图片]


（这里，为了与已知的极限发生联系，我们使用了加一项、减一项的插项方法，它是一个常用的方法）．

由有界性定理知，[image: 0500010125]
 ，[image: 0500010126]
 n，｜yn
 ｜≤M1
 ．令

[image: 图片]


[image: 0500010127]
 ，由
 知，[image: 0500010128]
 ，使得当n＞N1
 时，有

[image: 图片]


又由
 知，[image: 0500010129]
 ，使得当n＞N2
 时，有

[image: 图片]


取N＝max｛N1
 ，N2
 ｝，则当n＞N时，有

[image: 图片]


即


（3）由（2）成立，要证（3），只需证
 即可．

首先，我们有

[image: 图片]


然后，由
 ，从定理2.2.2的推论知，[image: 0500010130]
 ，使得当n＞N1
 时，有
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这样，[image: 0500010131]
 ，由
 知，[image: 0500010132]
 ，使得当n＞N2
 时，有

[image: 图片]


取N＝max｛N1
 ，N2
 ｝，则当n＞N时，有

[image: 图片]


即


例2.2.1　求下列极限：
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解　（1）由于

[image: 图片]


而

[image: 图片]


故有

[image: 图片]


（2）由于

[image: 图片]


而｜q｜＜1蕴涵着
 ，于是

[image: 图片]


定理2.2.4（夹逼收敛原理）　设序列｛xn
 ｝，｛yn
 ｝和｛zn
 ｝满足

[image: 图片]


若
 ，则


证明　[image: 0500010133]
 ，由
 知，存在正整数N1
 和N2
 ，使得

[image: 图片]


令N＝max｛N2
 ，N1
 ，N0
 ｝，则当n＞N时，有

[image: 图片]


即

[image: 图片]


这表明


例2.2.2　求下列极限：

[image: 图片]


解　（1）令[image: 0500010134]
 ，则hn
 ＞0，而且

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


由于
 ，由夹逼收敛原理知，
 ，从而


（2）令a＝max｛a1
 ，a2
 ，…，am
 ｝，则有

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


由于当n≥m时有

[image: 图片]


由夹逼收敛原理和（1）知
 ．再由夹逼收敛原理，得

[image: 图片]


例2.2.3　设xn
 →0（n→∞），p为正整数．证明


证明　由题设，不妨假定｜xn
 ｜＜1对一切n成立．这样，我们有

[image: 图片]


而

[image: 图片]


所以，由夹逼收敛原理知
 成立．

例2.2.4　设

[image: 图片]


试问｛an
 ｝是否收敛？若收敛则求其极限．

分析　首先我们发现，若
 ，则必有

[image: 图片]


注意到an
 ＞0，从而得


令
 ，则｛an
 ｝收敛的充要条件是hn
 ＝o（1）（n→∞）．

解　令[image: 0500010135]
 ，n＝1，2，…．我们有
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整理得

[image: 图片]


显然[image: 0500010136]
 ．对k≥1，若｜hk
 ｜＜1，则有
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因此对所有的正整数n，有
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再利用hn
 的递推关系我们推知
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从而对任意的n，有
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由于
 由夹逼收敛原理得
 因此｛an
 ｝收敛，并且


作为本节的结束，我们简要地讨论一下无穷小量和无穷大量的四则运算．对任意两个无穷小量｛xn
 ｝和｛yn
 ｝，由无穷小量定义和极限的四则运算定理知，它们的和、差以及积仍然是无穷小量，但它们的商可能有各种情形发生，请看下例．

例2.2.5　设
 试考查：

[image: 图片]


解　


[image: 图片]


　　
 ，极限不存在．

我们习惯把两个无穷小量的商形式地记为
 ，上面例子告诉我们
 是一个不定式，即它的极限是不确定的，可以有各种可能情况发生．

现在我们再来讨论无穷大量的情况．我们有：

（1）（±∞）＋（±∞）＝±∞；

（2）∞·∞＝∞；

（3）∞·O0（1）＝∞．

但（＋∞）－（＋∞），[image: 0500010137]
 等则是不定式．请读者作为练习，举例来说明它们的不定性．

对于以上的形式记号，它们的意义是明确的．例如，（3）中表示的意思是一个无穷大量与一个绝对值有正下界的有界序列的积仍然是一个无穷大量．

例2.2.6　设
 证明


证明　设

[image: 图片]


由于

[image: 图片]


因此对所有充分大n有
 ，即
 再由
 ，即知

[image: 图片]


思考题　对于这一例子试问下面的证明是否正确？
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§2.3　单调收敛原理

解决一个序列的收敛性问题，只从定义出发往往是不够的，还需要建立一系列理论结果．本节我们就来介绍单调收敛原理和它的一些典型的应用范例．


　　2.3.1　单调收敛原理

若序列｛xn
 ｝满足：

[image: 图片]


则称｛xn
 ｝是单调递增（上升）的序列；若满足：

[image: 图片]


则称｛xn
 ｝是单调递减（下降）的序列；单调上升的序列和单调下降的序列统称为单调序列．细心的读者不难发现，若将序列看成定义在N上的函数f（x），则序列的单调性即是函数f（x）的单调性．

定理2.3.1（单调收敛原理）　单调有界序列必收敛．

证明　这里只对单调上升的情形给出证明，单调下降的情形请读者自己证明．

设｛xn
 ｝单调上升，而且有上界，即

[image: 图片]


其中M是一个正数．现考虑集合E＝｛xn
 ：n∈N｝，则E是一个非空有上界的集合，故由确界定理，E必有上确界，令a＝sup｛xn
 ｝．由上确界的定义知，a满足：

（1）xn
 ≤a，[image: 0500010138]
 ；

（2）[image: 0500010139]
 ，[image: 0500010140]
 xN
 ，使得a－ε＜xN
 .

这样，[image: 0500010141]
 ，当n＞N时，有

[image: 图片]


因此有

[image: 图片]


这就证明了


注　容易证明：若｛xn
 ｝单调上升无上界，则
 若｛xn
 ｝单调下降无下界，则
 这样，结合定理2.3.1，我们知单调序列总是广义收敛的，并且有

（1）若｛xn
 ｝单调上升，则


（2）若｛xn
 ｝单调下降，则


容易看出：对一个单调递增序列｛xn
 ｝，若记
 则或者存在N＞0使得[image: 0500010142]
 ，或者[image: 0500010143]
 ．

例2.3.1　设A＞0，x1
 ＞0，定义
 ，n＝ 1，2，…．证明
 存在，并求出它的值．

证明　易知这样产生的xn
 均为正数，故有

[image: 图片]


这表明｛xn
 ｝有下界．此外，

[image: 图片]


这又证明了｛xn
 ｝是单调下降的．因此，[image: 0500010144]
 存在，设其为a，则在
 两边取极限，得

[image: 图片]


解上述方程得[image: 0500010145]
 ．注意到[image: 0500010146]
 ，便有[image: 0500010147]
 ，即
 


注　例2.3.1给出了一个求开方的近似方法．例如，令x1
 ＝A＝2，直接计算可得x4
 ＝1.414257，这已经是[image: 0500010148]
 的一个很好的近似，其实[image: 0500010149]
 …．

此外，还需指出的是，当我们知道了极限存在时，可通过在序列的递推关系式中取极限而得到所求的极限值；倘若我们并不知道极限是否存在，则一般不能在递推式中取极限，否则将得到荒谬的结果，参见下面的例子．

例2.3.2　设x1
 ＝1，xn＋1
 ＝－xn
 ，n＝1，2，…，易见[image: 0500010150]
 不存在．但是，若假定
 并且在xn＋1
 ＝－xn
 两边取极限，得a＝－a，由此推出
 的荒谬结果．

例2.3.3　设序列｛an
 ｝满足

[image: 图片]


证明｛an
 ｝收敛，并求其极限．

分析　直接计算，得

[image: 图片]


它们满足

[image: 图片]


由此我们推测：｛a2k＋1
 ｝单调上升，而｛a2k
 ｝单调下降．

证明　由an
 满足的条件可导出

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


这表明an＋2
 －an
 与an
 －an－2
 同号．因此，利用这一结果，从a1
 ＜a3
 和a4
 ＜a2
 出发，就可归纳地导出｛a2k＋1
 ｝单调上升和｛a2k
 ｝单调下降．此外，（2.3.1）式和an
 的递推公式蕴涵着

[image: 图片]


这样，由单调收敛原理知，｛a2k＋1
 ｝和｛a2k
 ｝都收敛．令

[image: 图片]


则有1＜a，b＜2，而且（2.3.1）式蕴涵着

[image: 图片]


由此可导出

[image: 图片]


这就证明了｛an
 ｝收敛，而且
 （见本章习题7）．


　　2.3.2　无理数e和欧拉常数c

作为单调收敛原理的应用，我们给出无理数e和欧拉常数c的定义，它们是数学中两个重要的常数．

考查序列

[image: 图片]


首先，对任意的正整数n，有

[image: 图片]


其次，对任意的正整数n，有

[image: 图片]


这样我们就证明了：｛xn
 ｝单调上升有上界，｛yn
 ｝单调下降有下界．因此，它们二者都收敛，而且有相同的极限．我们约定用字母e来表示其极限值，即

[image: 图片]


e是数学中最重要的常数之一．以后我们可以证明它是一个无理数并计算出具有任何给定精确度的近似值，如

[image: 图片]


在数学的理论研究和应用中，以e为底的对数起着重要的作用，这种对数称为自然对数，记为lnx，即

[image: 图片]


此外，上述讨论已经证明了如下的不等式
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对（2.3.2）两边取对数，得
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由此即得
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从而
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再注意到
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便有
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现考虑序列

[image: 图片]


由不等式（2.3.4），可得

[image: 图片]


和

[image: 图片]


其中最后一个不等式用到了不等式（2.3.3）．这样，我们就证明了｛zn
 ｝单调下降有下界．因此它收敛．记

[image: 图片]


称c为欧拉（Euler）常数．我们可计算出

[image: 图片]


欧拉常数也是一个重要的数学常数，并且是一个不好研究的常数，迄今为止人们还不知道它是有理数还是无理数．

由上面的讨论，我们有

[image: 图片]


其中αn
 ＝o（1）（n→∞）．

此外，由不等式（2.3.2），可得
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由此可得
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从而

[image: 图片]


这说明
 ，而且

[image: 图片]


这样，我们对无穷大量
 和｛n！｝的“量级”就有了一个比较清楚的认识，前者是一个“弱得惊人”的无穷大量，而后者是一个“大得出奇”的无穷大量．

例2.3.4　求极限


解　记
 ，则有

[image: 图片]


其中c是欧拉常数，αn
 ＝o（1）（n→∞）．注意到

[image: 图片]


因此有（见本章习题7）
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§2.4　实数系连续性的基本定理

这一节我们给出实数系连续性的几个常用的等价表述，它们各有特点，各自适合于不同的应用场合．本节中的很多定理是许多数学论证中的基本工具．


　　2.4.1　闭区间套定理

定理2.4.1（闭区间套定理）　设｛[an
 ，bn
 ]｝是一列闭区间，并满足：

[image: 图片]
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则存在唯一的一点c∈R，使得c∈[an
 ，bn
 ]，n＝1，2，…，即

[image: 图片]


证明　由条件（1），知

[image: 图片]


这表明｛an
 ｝单调上升有上界，并且[image: 0500010151]
 ，bn
 均是｛an
 ｝的一个上界；另一方面，｛bn
 ｝单调下降有下界，并且[image: 0500010152]
 ，an
 均是｛bn
 ｝的一个下界．因此，｛an
 ｝和｛bn
 ｝都收敛．令
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则有
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再由条件（2），知
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记c＝a＝b，则有
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若另有d满足

[image: 图片]


则由夹逼收敛原理，有

[image: 图片]


故c是所有区间[an
 ，bn
 ]的唯一公共点．

注1　闭区间的条件是重要的，若区间是开的，则定理的结论不一定成立．例如，对于开区间列
 显然满足定理的条件（1）和（2），但


另一方面，若开区间列｛（an
 ，bn
 ）｝满足条件




则定理2.4.1的结论仍然成立．

注2　若定理2.4.1中条件（2）不满足，即
 则由定理的证明过程知，此时a≠b，而且容易导出，此时有
 


例2.4.1　设｛[an
 ，bn
 ]｝是一列闭区间，并且满足：

[image: 图片]


则存在一点c∈R，使得c∈[an
 ，bn
 ]，n＝1，2，…．

证明　注意到

[image: 图片]


即知闭区间列所满足的条件蕴涵着任意的bn
 均是｛an
 ｝的上界．于是，令

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


注　本例中的闭区间列并不一定是区间套，只满足“两两有公共点”的条件，同样推出它们有公共点的结论．如若再加条件bn
 －an
 →0（n→∞），则可得到与闭区间套定理完全相同的结论．


　　2.4.2　有限覆盖定理

设A是R中的一个子集，[image: 0500010153]
 是R中的一族子集组成的集合，其中[image: 0500010154]
 是一个指标集．若
 ，则称[image: 0500010155]
 是A的一个覆盖；若[image: 0500010156]
 是A的一个覆盖，而且对每个[image: 0500010157]
 ，Eλ
 均是一个开区间，则称[image: 0500010158]
 为A的一个开覆盖；若[image: 0500010159]
 是A的一个覆盖，而且[image: 0500010160]
 的元素只有有限多个，则称[image: 0500010161]
 是A的一个有限覆盖．

定理2.4.2（有限覆盖定理）　设[a，b]是一个闭区间，[image: 0500010162]
 是[a，b]的任意一个开覆盖，则必存在[image: 0500010163]
 一个子集构成[a，b]的一个有限覆盖，即在[image: 0500010164]
 中必有有限个开区间E1
 ，E2
 ，…，EN
 ，使得


证明　如若不然，我们将[a，b]等分成两个闭区间，则其中必有一个不能被[image: 0500010165]
 中的有限多个开区间所覆盖，记其为[a1
 ，b1
 ]；再将[a1
 ，b1
 ]等分成两个闭区间，则必有其中的一个不能被[image: 0500010166]
 中的有限多个开区间所覆盖，记其为[a2
 ，b2
 ]．如此进行下去，就可得到一列闭区间[an
 ，bn
 ]，满足：




（3）[image: 0500010167]
 n，[an
 ，bn
 ]不能被[image: 0500010168]
 中的有限多个开区间所覆盖．

由闭区间套定理知，存在唯一的ξ，使得ξ∈[an
 ，bn
 ]，[image: 0500010169]
 n∈N.由于ξ∈[a，b]，而[image: 0500010170]
 是[a，b]的一个开覆盖，故必存在它的一个开区间Eλ0

 ＝（c，d），使得ξ∈（c，d），即c＜ξ＜d.由于｛an
 ｝单调上升，｛bn
 ｝单调下降，而且

[image: 图片]


故必有充分大的正整数n，使得

[image: 图片]


即[image: 0500010171]
 ．这与条件（3）矛盾．定理得证．

关于有限覆盖定理，我们必须注意以下两点：

（1）不能将闭区间改为开区间．如，
 是（0，1）的一个开覆盖，但没有有限覆盖．

（2）该定理是说，对于闭区间的任意一个开覆盖必可从中找出有限多个开区间就可将该闭区间覆盖，而并不是说，任意一个闭区间都可被有限多个开区间覆盖．若是这样，（a－1，b＋1）总是[a，b]的一个有限开覆盖．

在今后的应用中，常可根据函数的局部性质得到一些开区间，然后通过有限覆盖定理而得到函数在区间的整体性质．

例2.4.2　设函数f（x）在[a，b]上有定义，且对任意的x∈[a，b]，都存在邻域U（x，δ（x））（δ（x）＞0），使得f（x）在U（x，δ（x））∩[a，b]上有界．试证明f（x）在[a，b]上有界．

证明　对任意的x∈[a，b]，由题设存在U（x，δ（x）），使得f（x）在U（x，δ（x））∩[a，b]上有界，记其界为Mx
 ＞0，即

[image: 图片]


令

[image: 图片]


显然[image: 0500010172]
 是[a，b]的一个开覆盖．由有限覆盖定理知，存在[image: 0500010173]
 的有限个开区间

[image: 图片]


使得

[image: 图片]


令

[image: 图片]


则对任意的x∈[a，b]，必存在k（1≤k≤N），使得x∈U（xk
 ，δ（xk
 ）），从而

[image: 图片]


这表明f（x）在[a，b]上有界．

注　由上题的逆否命题我们可以得到以下有趣的事实：若f（x）在[a，b]上无界，则存在ξ∈[a，b]，使得[image: 0500010174]
 ，f（x）在U（ξ，δ）∩[a，b]上均无界．

例2.4.3　证明：无论你用什么方法都不可能将[0，1]区间中的全体实数排列成一个序列．

证明　用反证法．假定

[image: 图片]


取
 则开区间簇

[image: 图片]


是[0，1]区间的一个开覆盖．由有限覆盖定理知，[image: 0500010175]
 中存在有限个开区间

[image: 图片]


它们可将[0，1]区间覆盖．既然它们覆盖了[0，1]区间，那么这l个区间的长度和必大于1．令

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


这一矛盾说明假设区间[0，1]中的全体实数可以排列成一个序列是错误的．

注　若一个数集E中只有有限个元素或可以将它的所有元素排成一个序列，则称E是一个可数集．上述例子说明区间[0，1]不是可数集．


　　2.4.3　聚点原理

定义2.4.1　设E是R中的一个子集．若x0
 ∈R（x0
 不一定属于E）满足：对[image: 0500010176]
 ，有U0
 （x0
 ，δ）∩E≠Φ，则称x0
 是E的一个聚点．

注　（1）x0
 是E的聚点与x0
 是否属于E无关；

（2）由聚点的定义容易证明如下三个命题等价：

（ⅰ）x0
 是E的聚点；

（ⅱ）[image: 0500010177]
 ，在U（x0
 ，δ）中有E的无穷多个点；

（ⅲ）存在E中互异的点组成的序列｛xn
 ｝，使得[image: 0500010178]
 ．

（3）若x0
 ∈E，但它不是E的聚点，则称x0
 是E的一个孤立点．由定义，此时必存在δ＞0，使得U（x0
 ，δ）∩E＝｛x0
 ｝．

例2.4.4　设

[image: 图片]


则0是它的唯一聚点，而且[image: 0500010179]
 ；[image: 0500010180]
 ，[image: 0500010181]
 是E的孤立点．

例2.4.5　设E是[0，1]中所有有理数组成的集合，则E的聚点全体是[0，1]，而E没有孤立点．注意，此时E是它的聚点集[0，1]的真子集．

定理2.4.3（聚点原理）　R中的任何一个有界无穷子集至少有一个聚点．

证明　设E是R中的一个有界无穷子集，不妨设[image: 0500010182]
 ．倘若定理的结论不真，则[image: 0500010183]
 ，x都不是E的聚点，从而[image: 0500010184]
 ，使得U（x，δx
 ）∩E至多只有一个点．显然，[image: 0500010185]
 ：x∈[a，b]｝构成[a，b]的一个开覆盖，从而由有限覆盖定理知，存在有限个开区间U（xj
 ，δxj

 ）（j＝1，2，…，m），它们覆盖了[a，b]，即

[image: 图片]


注意到[image: 0500010186]
 ，而每个U（xj
 ，δxj

 ）至多只有E的一个点，我们便可推知E中至多有m个点，这与E是R的无穷子集矛盾，故E必有聚点．

思考题　试利用闭区间套定理证明聚点原理．

聚点原理与序列的子序列密切相关．设｛xn
 ｝是一个序列，则由该序列的一部分元素按原来的顺序构成的序列｛xnk

 ｝称为是｛xn
 ｝的一个子序列．关于下标nk
 需要说明如下三点：

（1）｛nk
 ｝中的每一项都是正整数，并且它是一个严格递增序列：

[image: 图片]


（2）xnk

 表示在子序列中它是第k项，在原序列中它是第nk
 项．因此，子序列的序号是k，而不是nk
 ；

（3）必有nk
 ≥k，从而


对于子序列，我们容易证明如下的结果：

定理2.4.4　设
 则对｛xn
 ｝的任意子序列｛xnk

 ｝，都有


此定理给出了判定一个序列发散的一个方法，即：若在一个序列｛xn
 ｝中可以找到两个收敛的子序列｛xnk

 ｝和[image: 0500010187]
 ，使得
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则该序列必然发散

例2.4.6　设
 证明｛xn
 ｝发散．

证明　由于

[image: 图片]


而

[image: 图片]


因此
 不存在．

例2.4.7　设
 ，试证明｛xn
 ｝为发散序列．

证明　由于

[image: 图片]


而

[image: 图片]


因此
 不存在．

下面我们讲述波尔查诺-魏尔斯特拉斯（Bolzano-Weierstrass）定理．

定理2.4.5（波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理）　任何有界序列必有收敛的子序列．

证明　设｛xn
 ｝是一有界序列．若｛xn
 ｝只由有限多个数所组成，则它必有无穷多项等于同一个数，此时定理结论自然成立．

现设｛xn
 ｝由无穷多个互不相同的数组成，则数集

[image: 图片]


就是R中的一个有界无穷子集．由聚点原理知，它必有一个聚点，设其为a.由聚点的定义知，对任意的正整数k，在U（a，1/k）中必有｛xn
 ｝的无穷多项．这样，我们首先取

[image: 图片]


然后，再取

[image: 图片]


如此进行下去，就可找到｛xn
 ｝的一个子列｛xnk

 ｝满足
 即

[image: 图片]


从而



　　2.4.4　柯西收敛准则

一个序列是否收敛是我们研究的中心问题．下面要介绍的柯西收敛准则从序列本身的性质出发给出了该序列收敛的充分必要条件．在理论和应用上，它都是十分重要的．

我们首先引入如下的定义．

定义2.4.2　设｛xn
 ｝是一个序列，若[image: 0500010188]
 ，[image: 0500010189]
 N，当n，m＞N时，有｜xn
 －xm
 ｜＜ε，则称｛xn
 ｝是一个柯西序列．

定理2.4.6（柯西收敛准则）　序列｛xn
 ｝收敛的充分必要条件是它是一个柯西序列．

证明　必要性　设序列｛xn
 ｝收敛，并设
 则由极限的定义知，[image: 0500010190]
 ，[image: 0500010191]
 N，当n＞N时，有

[image: 图片]


从而当n，m＞N时，有

[image: 图片]


充分性　设｛xn
 ｝是一个柯西序列，对ε0
 ＝1，则[image: 0500010192]
 N，当n≥N＋1＞N时，有

[image: 图片]


从而当n＞N＋1时，有｜xn
 ｜＜1＋｜xN＋1
 ｜．令

[image: 图片]


则[image: 0500010193]
 ，有｜xn
 ｜≤M.这表明｛xn
 ｝是有界的．于是由波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理知，存在｛xn
 ｝的一个收敛子列｛xnk

 ｝，记
 下证

[image: 图片]


[image: 0500010194]
 ，由
 知，[image: 0500010195]
 K，当k≥K时，有

[image: 图片]


再由｛xn
 ｝是柯西序列知，[image: 0500010196]
 N，当n，m＞N时，有

[image: 图片]


这样，取k＞K，使得nk
 ＞N，则当n＞N时，有

[image: 图片]


即


注　我们有时候将一些数构成的集合K称为是一个空间．如果一个空间K中的任何柯西序列｛xn
 ｝都在K中存在极限，即存在A∈K，使得[image: 0500010197]
 ，则称K是完备的．例如，上面证明的柯西收敛准则说明了实数域R是完备的．显然，有理数域Q是不完备的，这是因为Q中的柯西序列的极限不一定是有理数．另外，任何开区间（a，b）也是不完备的，这是因为存在柯西序列
 但


例2.4.8　证明序列｛xn
 ｝是发散的，其中

[image: 图片]


证明　在本章的第一节我们已经用定义证明了该序列发散，这里我们再用柯西收敛准则证明它发散．取[image: 0500010198]
 ，则对任意的正整数n，有
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所以它不是柯西序列，从而它必是发散的．

例2.4.9　证明序列｛yn
 ｝是收敛的，其中

[image: 图片]


证明　由于对任意的n，m∈N，我们不妨设n＞m，有

[image: 图片]


因此，[image: 0500010199]
 ，取
 ，则当n，m＞N时，就有

[image: 图片]


即｛yn
 ｝是柯西序列，所以它是收敛的．

例2.4.10（压缩映照原理）　设f（x）在[a，b]上有定义，[image: 0500010200]
 [image: 0500010201]
 ，且满足

[image: 图片]


其中0＜q＜1．证明：存在唯一的c∈[a，b]，使得f（c）＝c.

证明　任取x0
 ∈[a，b]，由条件[image: 0500010202]
 知，我们可递推地定义
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由函数所满足的条件，我们有
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反复应用上述不等式，可得
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因此，对任意的正整数n和p，有

[image: 图片]


其中
 由此立即可知｛xn
 ｝是柯西序列，从而它收敛，记
 显然，c∈[a，b]．又由于

[image: 图片]


故有
 这样，在等式xn＋1
 ＝f（xn
 ）两边取极限，即得c＝f（c），从而c的存在性得证．

下证唯一性．若存在c′∈[a，b]也满足f（c′）＝c′，而且c′≠c，则

由

[image: 图片]


即得矛盾，从而c的唯一性得证．


§2.5　序列的上、下极限

上极限和下极限的概念是极限概念的拓广，它为研究序列的敛散性开拓了一条全新的思路．

设｛xn
 ｝是有界序列．令

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


即[image: 0500010203]
 和｛hn
 ｝是单调有界序列．令

[image: 图片]


则[image: 0500010204]
 与h分别称为｛xn
 ｝的下极限和上极限，记为

[image: 图片]


有时下极限和上极限也记为


此外，对于无界序列，我们规定：

（1）若｛xn
 ｝无上界，则
 注意此时必有：hn
 ＝＋∞，[image: 0500010205]
 ．

（2）若｛xn
 ｝无下界，则
 注意此时必有：[image: 0500010206]
 [image: 0500010207]
 ，[image: 0500010208]
 ．

（3）若｛xn
 ｝有下界但无上界，则[image: 0500010209]
 有定义，故可定义




但须注意的是，此时[image: 0500010210]
 可能为＋∞．

（4）若｛xn
 ｝有上界但无下界，则｛hn
 ｝有定义，故可定义

[image: 图片]


但须注意的是，此时
 可能为－∞．

这样，对任意的序列｛xn
 ｝，
 都有明确的定义，而且恒有

[image: 图片]


例2.5.1　试求序列｛xn
 ｝的上极限与下极限，其中




解　（1）由[image: 0500010211]
 ，[image: 0500010212]
 ，hn
 ＝1，得

[image: 图片]


（2）由[image: 0500010213]
 ，[image: 0500010214]
 ，hn
 ＝＋∞，即｛xn
 ｝无上界，得

[image: 图片]


（3）由[image: 0500010215]
 ，[image: 0500010216]
 ，hn
 ＝＋∞，即｛xn
 ｝既无上界又无下界，得

[image: 图片]


（4）由[image: 0500010217]
 ，[image: 0500010218]
 ，hn
 ＝＋∞，得

[image: 图片]


从上极限的定义，容易证明如下关于上极限的几个等价的描述．

定理2.5.1　设｛xn
 ｝是一有界序列，h是一实数，则下列三个命题等价：

（1）h是｛xn
 ｝的上极限；

（2）[image: 0500010219]
 ，[image: 0500010220]
 N，当n＞N时，有xn
 ＜h＋ε，而且对[image: 0500010221]
 K，[image: 0500010222]
 ，使得xnk

 ＞h－ε；

（3）存在子列｛xnk

 ｝，使得
 ，而且对任何其他收敛子列[image: 0500010223]
 ，有


证明　（1）[image: 0500010224]
 （2）．[image: 0500010225]
 ，记
 由
 
 [image: 0500010226]
 ，[image: 0500010227]
 N，当n＞N时，有
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由于对任意的n∈N，有xn
 ≤hn
 ，因此，当n＞N时，有

[image: 图片]


对[image: 0500010228]
 ，当[image: 0500010229]
 时，有

[image: 图片]


由[image: 0500010230]
 知，存在[image: 0500010231]
 使得有

[image: 图片]


综上所述，（2）成立．

（2）[image: 0500010232]
 （3）．由（2），对ε＝1，显然存在正整数n1
 ≥1，使得

[image: 图片]


现假定对
 存在nk
 ∈N满足

[image: 图片]


在（2）中取
 ，从而存在Nk＋1
 ，当n＞Nk＋1
 时，有

[image: 图片]


令K＝max｛Nk＋1
 ，nk
 ｝．由（2）知存在nk＋1
 ＞K，使得

[image: 图片]


由上述归纳法找到的｛xnk

 ｝显然满足


现设[image: 0500010233]
 是｛xn
 ｝的一个收敛子列，并设

[image: 图片]


由（2）知，[image: 0500010234]
 ，[image: 0500010235]
 N，当n＞N时，有

[image: 图片]


注意到[image: 0500010236]
 ，从而当k＞N时，有

[image: 图片]


这说明

[image: 图片]


由ε的任意性，知h′≤h.因此（3）的结论成立．

（3）[image: 0500010237]
 （1）．设
 ，我们将证明h′＝h，其中h满足（3）中的条件．

由（3）知，存在｛xn
 ｝的子列｛xnk

 ｝满足：

[image: 图片]


注意到[image: 0500010238]
 ，有hnk

 ≥xnk

 ，从而有h′≥h.

假若h′＞h，我们将推出与（3）相矛盾的结果．

事实上，令
 由（2）知存在｛xn
 ｝的子列[image: 0500010239]
 ，使得对[image: 0500010240]
 ，有

[image: 图片]


由于｛xn
 ｝为有界序列，从而[image: 0500010241]
 存在收敛子列[image: 0500010242]
 ，显然有
 
 这与（3）矛盾，从而h′＝h，即（1）成立．

注　对于下极限，我们有相应于定理2.5.1的结果，请读者自己给出这些结果的叙述与说明．

定理2.5.2　（1）若有界序列｛xn
 ｝由互不相同的数组成，则上极限
 是｛xn
 ｝的最大聚点，而下极限
 是｛xn
 ｝的最小聚点；

（2）｛xnk

 ｝是｛xn
 ｝的任一子列，则

[image: 图片]


（3）
 的充分必要条件是
 ，其中a可以是有限数、－∞或＋∞．

证明　（1）设
 ．由定理2.5.1（3）知，存在｛xn
 ｝的子列｛xnk

 ｝，使得
 由于｛xnk

 ｝是由互不相同的数所组成，h是｛xnk

 ｝的聚点，因此h更是｛xn
 ｝的聚点．对于｛xn
 ｝的任何聚点h′，都存在它的子列[image: 0500010243]
 ，使得
 由定理2.5.1（3）知必有h′≤h.这就证明了h是｛xn
 ｝的最大聚点．同样的方法可证
 是｛xn
 ｝的最小聚点．

（2）对[image: 0500010244]
 ，有

[image: 图片]


因此
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对[image: 0500010245]
 ，有
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因此
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（3）我们只证a为有限数的情形，其余的证明留给读者作为练习．

充分性　假定
 由于[image: 0500010246]
 ，我们有

[image: 图片]


由夹逼收敛原理知，
 成立．

必要性　设
 ，则[image: 0500010247]
 ，[image: 0500010248]
 N，当n＞N时，有

[image: 图片]


从而有

[image: 图片]


这说明

[image: 图片]


例2.5.2　设｛xn
 ｝是[0，1]中全体有理数构成的序列，试求它的上极限与下极限．

解法1　由于｛xn
 ｝在[0，1]稠密，因此，对任意的n∈N，｛xn
 ，xn＋1
 ，xn＋2
 ，…｝仍在[0，1]稠密．由此，[image: 0500010249]
 ，有[image: 0500010250]
 ，hn
 ＝1，从而有

[image: 图片]


解法2　由于
 ，因此0与1都是｛xn
 ｝是聚点．显然0是它的最小聚点，1是它的最大聚点．这说明：
 


下面的定理给出了上、下极限的保序性和运算性质．

定理2.5.3　设｛xn
 ｝和｛yn
 ｝是任意给定的两个有界序列，则有

（1）xn
 ≤yn
 （n＝1，2，…）蕴涵着




证明　我们只证明（3）中的前两个不等式，其余的不等式留给读者作为练习．

取｛xn
 ＋yn
 ｝的一个收敛子列｛xnk

 ＋ynk

 ｝，使得

[image: 图片]


记[image: 0500010251]
 ，[image: 0500010252]
 ，则

[image: 图片]


上式两边令k→∞，取极限即得

[image: 图片]


取｛xn
 ｝的子列｛xnk

 ｝，使得
 由定理2.5.2（2）知

[image: 图片]


再取｛ynk

 ｝的收敛子列[image: 0500010253]
 ．又由定理2.5.2（2）及（3）得

[image: 图片]


作为本节的结束，我们给出两个例子来说明如何用上、下极限的理论来研究序列的敛散性．

例2.5.3　给定序列｛xn
 ｝及常数α≥2，令

[image: 图片]


证明：序列｛yn
 ｝收敛的充分必要条件是序列｛xn
 ｝收敛．

证明　充分性是显然的，下证必要性．

首先，｛yn
 ｝收敛蕴涵着它有界，从而存在M＞0，使得｜yn
 ｜≤M和｜x1
 ｜≤M.现假定｜xn
 ｜≤M，则有
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由归纳法原理知，对一切的正整数n，有｜xn
 ｜≤M，即｛xn
 ｝有界．记
 则[image: 0500010254]
 和h均为有限数．

令
 在等式xn
 ＝yn
 －αxn＋1
 两边分别取上、下极限，并且利用本章习题第32题的结论和定理2.5.3的（2），可得

[image: 图片]


由此可得[image: 0500010255]
 ＋αh＝h＋α[image: 0500010256]
 ，从而有[image: 0500010257]
 ．这样，由定理2.5.2的（3）知，序列｛xn
 ｝收敛．

例2.5.4　证明序列｛sinn｝发散．

证明　对[image: 0500010258]
 ，令
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则有
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从而
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这样，我们有

[image: 图片]


因此，序列｛sinn｝发散．


习　题　二

1．试将有理数集Q排成一个序列．

2．试问以下陈述是否可作为序列极限的定义，并说明理由：

（1）对[image: 0500010259]
 ，[image: 0500010260]
 ，当n＞N时，有｜xn
 －a｜＜ε；

（2）对[image: 0500010261]
 ，[image: 0500010262]
 ，当n＞N时，有｜xn
 －a｜＜εk
 ；

（3）[image: 0500010263]
 ，[image: 0500010264]
 ，[image: 0500010265]
 ，当n＞N时，有｜xn
 －a｜＜Mε．

3．用序列极限的定义证明：







4．设xn
 ≤a≤yn
 对一切的正整数n成立，而且
 证明：

[image: 图片]


5．设
 试证：

[image: 图片]


其中pk
 ＞0而且


6．用无穷大量的定义验证下列序列是无穷大量：




（3）｛Fn
 ｝为斐波那契（Fibonacci）序列，其中Fn
 递推地定义如下：

[image: 图片]


7．求证
 的充分必要条件为

[image: 图片]


若已知
 都存在，试问是否能保证
 存在？

8．用肯定的语气叙述序列｛xn
 ｝不是无穷小量．

9．求证序列｛cosn｝的极限不存在．

10．求下列极限：







11．设
 ，证明：




12．求下列函数的定义域及表达式：




13．对n＝1，2，…，分别设

[image: 图片]


求它们的极限．

14．求极限
 其中对n＝1，2，…，







15．若序列｛xn
 ｝收敛，｛yn
 ｝发散，证明｛xn
 ＋yn
 ｝必发散；问｛xn
 yn
 ｝是否必定发散？若｛xn
 ｝和｛yn
 ｝均发散，问｛xn
 ＋yn
 ｝和｛xn
 yn
 ｝是否必定发散？若｛xn
 yn
 ｝是无穷小量，问｛xn
 ｝和｛yn
 ｝是否必为无穷小量？

16．设A＞0，[image: 0500010266]
 ，xn＋1
 ＝xn
 （2－Axn
 ）（n＝1，2，…），证明序列｛xn
 ｝的极限存在，并求此极限．

17．序列｛qn
 ｝满足条件：
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证明｛qn
 ｝单调上升，而且


18．求下列序列的极限：




19．设0＜a1
 ＜b1
 ，令
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证明序列｛an
 ｝和｛bn
 ｝的极限存在且相等．

20.求下列极限：




21．设｛bn
 ｝是严格递增趋于＋∞的序列，证明：如果
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则
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注：此即为著名的施笃兹（Stolz）定理．

22．利用上面的施笃兹定理求下列极限：




23．设函数f（x）在（a，b）内有定义，并且对任意的ξ∈（a，b），存在一个δ＞0，使得当x∈（ξ－δ，ξ＋δ）∩（a，b）时有：

（1）当x＜ξ时，f（x）＜f（ξ）；

（2）当x＞ξ时，f（x）＞f（ξ），

求证f（x）在（a，b）内严格递增．

24．用区间套定理证明确界存在定理．

25．用确界存在定理证明聚点原理．

26．对任意给定的ε＞0，存在N∈N，使得当n＞N时，有
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问｛an
 ｝是否是一柯西序列？

27．证明如下定义的序列｛xn
 ｝收敛：




（2）xn
 ＝a0
 ＋a1
 q＋…＋an
 qn
 ，其中｛an
 ｝为一有界序列，而｜q｜＜1；




28．用肯定的语气来叙述序列｛xn
 ｝不是柯西序列．

29．设[image: 0500010267]
 ，证明：如果｛an
 ｝发散，则｛an
 ｝必有两个子列收敛于不同的数．

30.设序列｛xn
 ｝分别由
 和
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定义，证明它们为发散序列．

31．求如下定义的序列｛xn
 ｝的上、下极限：




32．证明：若
 存在，则对任何的有界序列｛yn
 ｝有：




33．证明：若非负有界序列｛xn
 ｝对任何序列｛yn
 ｝都有下列等式之一成立：
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则序列｛xn
 ｝收敛．

34．证明：若xn
 ＞0且
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则序列｛xn
 ｝是收敛的．

35．设序列｛xn
 ｝有界，且
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再设
 和
 试证明[l，L]中的任意一个数都是此序列的一个子列的极限．

36．设序列｛xn
 ｝和｛yn
 ｝满足
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证明：序列｛yn
 ｝收敛的充分必要条件是序列｛xn
 ｝收敛．

37．设序列｛xn
 ｝满足：对任意n，m∈N，有

[image: 图片]


证明序列
 存在极限．


第三章　函数的极限与连续性


§3.1　函数的极限

上一章我们讨论了序列的极限，本节我们将进一步论述函数的极限．若将序列看成是定义在N中的函数，则在序列极限中，自变量只有一种变化状态．而在函数极限中的自变量却有六种不同的变化状态，这就导致函数极限的定义有各种不同的形式．为了避免繁琐，本节我们主要以自变量趋向于某一给定的点为规范来论述函数极限的定义和性质．


　　3.1.1　函数极限的定义

在很多实际应用中，我们常常要分析函数的变化情况．特别地，当函数f（x）在某点x0
 没有意义，但在U0
 （x0
 ，δ）内有意义时，我们要研究当x充分接近x0
 时函数的变化情况．例如，考查函数
 在点x＝0的附近的变化情况．我们发现
 在点x＝0的邻域内是起伏不定的，但当x趋于0时，由于
 ，y也随之与0无限接近．因此，我们引入函数极限的定义．

定义3.1.1　设函数f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）内有定义．若存在实数A，使得[image: 0500020001]
 ，[image: 0500020002]
 ，当x∈U0
 （x0
 ，δ）（即0＜｜x－x0
 ｜＜δ）时，有｜f（x）－A｜＜ε，则称当x趋于x0
 时，函数f（x）以A为极限（又称函数f（x）在点x0
 的极限存在，其极限为A），记为[image: 0500020003]
 或者f（x）→A（x→x0
 ）．

从以上定义中可以看出，f（x）在x0
 存在极限A与f（x）在x0
 是否有定义无关，即使f（x）在x0
 有定义，A也不一定等于f（x0
 ）．换句话说，在考虑函数极限时，我们只考虑x0
 附近f（x）的变化趋势，而并不关心f（x）在x0
 的取值情况．

再来看[image: 0500020004]
 的几何意义．任给ε＞0，用平行于x轴的直线y＝A－ε和y＝A＋ε作一长条带域．由定义，存在δ＞0，使得当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，｜f（x）－A｜＜ε．这就是说，在x轴上可以找到一个以x0
 为中心的开区间（x0
 －δ，x0
 ＋δ），使当x∈（x0
 －δ，x0
 ＋δ）且x≠x0
 时，点P（x，f（x））就必然落在所述的长条阴影带域内（参见图3.1.1）．

[image: 图片]


图　3.1.1

例3.1.1　证明极限


分析　当x≠1时，有

[image: 图片]


由于我们只考虑函数在x＝1附近的变化情况，因此我们无妨限定｜x－1｜＜1，此时[image: 0500020005]
 ，从而

[image: 图片]


这样，[image: 0500020006]
 ，欲使
 ，只需取δ＝2ε．

证明　[image: 0500020007]
 ，取δ＝min｛1，2ε｝，则当｜x－1｜＜δ时，有

[image: 图片]


按函数极限的定义知
 成立．

例3.1.2　证明极限


证明　由于

[image: 图片]


限定｜x－2｜＜1时，有｜x｜＜3，从而有

[image: 图片]


因此，[image: 0500020008]
 ，取
 ，则当0＜｜x－2｜＜δ时，有

[image: 图片]


按函数极限的定义知
 成立．

用完全类似的方法可证：对任意的实数a和任意的正整数n，有
 请读者作为练习给出这一结果的证明．

从以上例子的证明可以看出：要证明
 ，我们应该先限定x在x0
 的某个邻域内，这样容易从｜f（x）－A｜中得到所要的关于｜x－x0
 ｜的不等式．而预先限定x的变化范围，可以通过给定某个δ0
 ＞0得到．

例3.1.3　证明极限


证明　[image: 0500020009]
 ，取δ＝ε，当x∈U0
 （0，δ）时，有

[image: 图片]


按函数极限的定义知
 成立．


　　3.1.2　函数极限的性质

与序列极限的性质一样，函数极限也具有相应的性质．但是由于函数极限的存在与否只与x0
 附近的函数值有关，因此一些相应的结论也只能在x0
 的某个邻域内成立．例如，对于“改变序列的有限多项不改变序列的敛散性”这一性质而言，我们有以下相应的结论：设f（x）在x0
 的某个邻域U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）有定义，则对任何δ0
 ＞δ1
 ＞0，改变f（x）在U0
 （x0
 ，δ1
 ）外面的函数值，不影响f（x）在x0
 处的敛散性．

定理3.1.1（唯一性和有界性）　设极限
 存在，则

（1）该极限值是唯一的；

（2）[image: 0500020010]
 ，使得f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）有界．

证明　（1）设
 则由函数极限的定义，[image: 0500020011]
 ，[image: 0500020012]
 ，当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，有

[image: 图片]


从而有

[image: 图片]


由于A，B为两个常数，它们的差又能小于任给的ε＞0，因此A必须等于B.

（2）设
 对ε0
 ＝1，[image: 0500020013]
 ，当0＜｜x－x0
 ｜＜δ0
 时，有｜f（x）－A｜＜1，从而有

[image: 图片]


按有界函数的定义知f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）有界．

定理3.1.2（保序性）　设
 ，则

（1）若[image: 0500020014]
 ，使得当x∈U0
 （x0
 ，δ0
 ）时，有f（x）≤g（x），则A≤B；

（2）若A＜B，则对任何C∈（A，B），[image: 0500020015]
 ，使得当x∈U0
 （x0
 ，δc
 ）时，有f（x）＜C＜g（x）．

定理的证明留给读者作为练习．

定理3.1.3（四则运算）　设
 ，则有





 这里假定B≠0．

证明　我们只证（3），其余的请读者自己证明

在x0
 的附近，我们有

[image: 图片]


由
 知，[image: 0500020016]
 ，使得当x∈U0
 （x0
 ，δ0
 ）时，有
 ，从而

[image: 图片]


这样，与前面的不等式相结合，我们有

[image: 图片]


对一切的x∈U0
 （x0
 ，δ0
 ）成立．

[image: 0500020017]
 ，由
 知，[image: 0500020018]
 ，使得当x∈U0
 （x0
 ，δ1
 ）时，有

[image: 图片]


再由
 知，[image: 0500020019]
 ，使得当x∈U0
 （x0
 ，δ2
 ）时，有

[image: 图片]


现在取δ＝min｛δ0
 ，δ1
 ，δ2
 ｝，则当x∈U0
 （x0
 ，δ）时，有

[image: 图片]


按函数极限的定义知（3）成立．

例3.1.4 求极限


解　因x→2时，2x3
 ＋3x－1和x3
 ＋3都有极限，而且

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


例3.1.5　求
 其中n是一个给定的正整数．

解　将所求极限式恒等变形，有

[image: 图片]


下面我们来讨论复合函数求极限的问题，有下述结论：

定理3.1.4 设函数f（u）在U0
 （u0
 ，δ1
 ）（δ1
 ＞0）有定义且
 
 在U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）有定义，当x∈U0
 （x0
 ，δ0
 ）时有g（x）∈U0
 （u0
 ，δ1
 ）且
 则有

[image: 图片]


证明　由
 知，[image: 0500020020]
 ，[image: 0500020021]
 ，使得当u∈U0
 （u0
 ，η）时，有

[image: 图片]


对于η＞0，由
 使得当x∈U0
 （x0
 ，δ0
 ）时，有

[image: 图片]


注意到[image: 0500020022]
 有g（x）≠u0
 ，因此当x∈U0
 （x0
 ，δ）时，有g（x）∈U0
 （u0
 ，η），因此有

[image: 图片]


这就证明了
 定理证毕．

例3.1.6　求极限


解　取
 ，其中u＝x2
 ＋x＋1，则f（u）在u0
 ＝1的某个邻域，g（x）在x0
 ＝0的某个邻域内满足定理3.1.4的所有条件．由例3.1.1知
 显然有
 由定理3.1.4知
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对于定理3.1.4中的条件，我们要求当x∈U0
 （x0
 ，δ0
 ）时，有g（x）∈U0
 （u0
 ，δ1
 ）．该条件在复合函数求极限中是必要的．换句话说，若假定g（x）∈U（u0
 ，δ1
 ），则定理3.1.4的结论可能不真．事实上，我们取

[image: 图片]


则

[image: 图片]


现取x0
 ＝0，则
 注意到
 但是
 不存在．这是因为在x0
 ＝0的任意小的邻域内f（g（x））既有取值为1的点，又有取值为0的点，故其极限不存在．

定理3.1.5（夹逼收敛原理）　若
 而且存在δ0
 ＞0，使得f（x）≤g（x）≤h（x）对一切x∈U0
 （x0
 ，δ）成立，则有

[image: 图片]


此定理的证明与序列的逼收敛原理类似，故从略．

最后，我们要重复指出的是，函数极限存在时，它所具有的性质只是在局部成立．例如，设
 ．对任意的x0
 ∈（0，＋∞），有

[image: 图片]


由此可以导出f（x）在x0
 附近有界，事实上，我们有

[image: 图片]


但f（x）显然在（0，＋∞）上无界．


　　3.1.3　函数极限概念的推广

在实际应用中，前面所引入的函数极限的概念是不够的，例如对闭区间上有定义的函数，就无法讨论其在端点处的极限问题．因此我们就必须拓广极限的概念，以便处理其他形式的极限问题．

1．单侧极限

所谓单侧极限是考虑函数在某一点的一侧的变化情况．记

U＋
 （x0
 ，δ）＝｛x∈R:x0
 ≤x＜x0
 ＋δ｝ （x0
 的右邻域）；

U－
 （x0
 ，δ）＝｛x∈R:x0
 －δ＜x≤x0
 ｝ （x0
 的左邻域）；

[image: 0500020023]
 （x0
 的右空心邻域）；

[image: 0500020024]
 （x0
 的左空心邻域）．

定义3.1.2　设f（x）在[image: 0500020025]
 上有定义．如果存在实数A，对[image: 0500020026]
 ，[image: 0500020027]
 ，使得当[image: 0500020028]
 （即0＜x－x0
 ＜δ）时，有｜f（x）－A｜＜ε，则称f（x）在点x0
 的右极限存在，而称A为f（x）在点x0
 的右极限，记为
 或者f（x0
 ＋0）＝A.

类似地可定义f（x）在点x0
 的左极限
 或者f（x0
 －0）．有关右极限的几何解释参见图3.1.2．

[image: 图片]


图　3.1.2

定理3.1.6　函数f（x）在点x0
 极限存在的充分必要条件是f（x）在点x0
 的左、右极限都存在且相等．

证明　必要性　设
 存在，则[image: 0500020029]
 ，[image: 0500020030]
 ，使得当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，有

[image: 图片]


特别地，当0＜x－x0
 ＜δ或0＜x0
 －x＜δ时，亦有｜f（x）－A｜＜ε，故
 和
 都存在，而且

[image: 图片]


充分性　设
 和
 都存在，而且

[image: 图片]


则[image: 0500020031]
 ，由
 知，[image: 0500020032]
 ，使得当0＜x－x0
 ＜δ1
 时，有｜f（x）－A｜＜ε；又由
 知，[image: 0500020033]
 ，使得当0＜x0
 －x＜δ2
 时，有｜f（x）－A｜＜ε．

令δ＝min｛δ1
 ，δ2
 ｝，则当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，有｜f（x）－A｜＜ε．故
 存在，而且


例3.1.7　证明取整函数f（x）＝[x]在x＝3的极限不存在．

证明　由取整函数的定义可证

[image: 图片]


因此，由定理3.1.5知，取整函数f（x）＝[x]在x＝3的极限不存在．

2．自变量趋向无穷大时的极限

如果将序列看成是定义在N上的函数的话，则序列极限就是自变量n→＋∞时函数的极限，类似地也可以考虑在实数集R上定义的函数当x趋于∞时的极限问题．

称集合｛x:｜x｜＞h｝（h＞0）为∞的邻域，记为U（∞，h）或U（∞）；称｛x:h＜x＜＋∞｝与｛x：－∞＜x＜－h｝为∞的单侧邻域，分别记为U＋
 （∞，h）（U＋
 （∞）或U（＋∞））和U－
 （∞，h）（U－
 （∞）或U（－∞））．

定义3.1.3　设函数f（x）在U＋
 （∞）上有定义．若存在实数A，使得[image: 0500020034]
 ，[image: 0500020035]
 ，当x＞X时，有｜f（x）－A｜＜ε，则称当x趋于＋∞时f（x）的极限存在，其极限为A，记为
 或者f（x）→A（x→＋∞）．

类似地可以定义
 有关x→＋∞时f（x）的极限的几何解释参见图3.1.3．

对这种类型的极限，也有类似定理3.1.6结论，另外，这类极限也有四则运算及复合函数相应的结果．请读者作为练习给出它们的表述和证明．
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图　3.1.3

例3.1.8　证明极限


证明　由于

[image: 图片]


对一切的｜x｜＞5成立，所以[image: 0500020036]
 ，取X＝max｛5，4/ε｝，则当｜x｜＞X时，有

[image: 图片]


按极限定义知
 成立．

例3.1.9 设[image: 0500020037]
 ，试求下列极限：




解　（1）





3．广义极限

当函数f（x）在点x0
 的极限不存在时，这时f（x）在x0
 附近的变化情况非常复杂．但所有在点x0
 不存在极限的函数中，有一类变化还是具有规律的．如函数
 ，当x→0时，函数的绝对值将目标一致地无限变大．

定义3.1.4　设f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）上有定义．若[image: 0500020038]
 ，[image: 0500020039]
 ，使得当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，有f（x）＞M，则称当x趋于x0
 时，f（x）趋于＋∞，或称当x趋于x0
 时，f（x）的广义极限为＋∞，并记为
 或f（x）→＋∞（x→x0
 ）．此时，也称f（x）为当x趋于x0
 时的正无穷大量．

类似地可以定义
 （称f（x）为当x趋于x0
 时的负无穷大量），
 （称f（x）为当x趋于x0
 时的无穷大量），
 （称f（x）为当x从右侧趋于x0
 时的正无穷大量），
 （称f（x）为当x趋于＋∞时的正无穷大量）等．

注意无穷大量并不是函数值可以取到任意大的值的量．例如，函数f（x）＝x2
 sinx当x→∞时可以取到任意大的值，但是它并不是当x→∞时的无穷大量．

对于函数极限而言，自变量x共有六种可能的变化情况，即

[image: 图片]


对于自变量x的每一种趋向，函数又有四种不同的趋向，即

[image: 图片]


因此在研究函数极限时，就有24种可能的情形要研究．对于

[image: 图片]


这五种极限，也相应地有上一小节中所介绍的所有性质；而对于其他类型的极限，在不发生[image: 0500020040]
 ，0.∞，[image: 0500020041]
 和[image: 0500020042]
 这些类型（称为不定式）情况下，也有相应的四则运算公式．

例3.1.10　求极限


解　利用极限的四则运算，可得

[image: 图片]


例3.1.11　设
 ，求f（1－0），f（1＋0）和


解　f（1－0）＝－∞，f（1＋0）＝＋∞和



　　3.1.4　序列极限与函数极限的关系

以x趋于x0
 的情形为例，我们先来给出f（x）不趋于A的精确描述．如同序列情形，f（x）不趋于A，则必定[image: 0500020043]
 ，在x0
 的附近有充分接近x0
 的点x′，使得｜f（x′）－A ｜≥ε0
 ．读者应该充分理解“有充分接近x0
 的点x′”的精确意义，此即是说，在x0
 的任何邻域内都存在异于x0
 的点x′，使得｜f（x′）－A｜≥ε0
 ．因此，用肯定的语气来叙述
 ，即为

[image: 0500020044]
 ，[image: 0500020045]
 ，[image: 0500020046]
 ，使得｜f（x′）－A｜≥ε0
 ．

我们这里须特别指出的是，初学者容易犯的一个错误是，将其叙述成：

[image: 0500020047]
 ，[image: 0500020048]
 ，当x∈U0
 （x0
 ，δ）时，有｜f（x）－A｜≥ε0
 ．

当然，满足以上条件一定有x趋于x0
 时f（x）不趋于A，但并不是所有的x趋于x0
 时f（x）不以A为极限的都有以上情形发生．

下面我们来讨论序列极限与函数极限的关系问题．事实上，我们有

定理3.1.7　设f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）上有定义，则[image: 0500020049]
 ＝A成立的充分必要条件是：对于U0
 （x0
 ，δ0
 ）内任意收敛于x0
 的序列｛xn
 ｝，都有


证明　必要性　在U0
 （x0
 ，δ0
 ）中任取一收敛于x0
 的序列｛xn
 ｝，即
 ，要证


[image: 0500020050]
 ，由
 知，[image: 0500020051]
 ，使得当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，有

[image: 图片]


对于上述δ＞0，由xn
 →x0
 （n→∞）知，[image: 0500020052]
 N，使得当n＞N时，有

[image: 图片]


于是，当n＞N时，有｜f（xn
 ）－A｜＜ε，即[image: 图片]


充分性　如果不然，即当x→x0
 时f（x）不以A为极限，则[image: 0500020053]
 0，对[image: 0500020054]
 ，[image: 0500020055]
 ，使得

[image: 图片]


这样，分别取
 ，使得

[image: 图片]


对于这样得到的序列｛xn
 ｝，显然有xn
 →x0
 （n→∞），且xn
 ∈ U0
 （x0
 ，δ0
 ），从而
 但这与｜f（xn
 ）－A｜≥ε0
 对一切正整数n成立相矛盾．

例3.1.12　试证明当x→0时函数
 的极限不存在．

证明　取

[image: 图片]


则有xn
 →0（n→∞），且

[image: 图片]


再取

[image: 图片]


则有[image: 0500020056]
 ，且

[image: 图片]


这样，由定理3.1.7知
 不存在．

值得注意的是，对于此例，虽然当x→0时
 不趋向于0，但找不到ε0
 ＞0，使得对任何δ＞0，都有
 在U0
 （x0
 ，δ）上成立．


　　3.1.5　极限存在性定理和两个重要极限

1．极限存在性定理

如同序列极限一样，如果函数单调，则它必存在广义极限．

定理3.1.8　设函数f（x）在[image: 0500020057]
 内有定义．若f（x）在[image: 0500020058]
 上内单调上升，则

[image: 图片]


若f（x）在[image: 0500020059]
 内单调下降，则

[image: 图片]


证明　我们只给出定理第一部分的证明．记

[image: 图片]


则A为有限数或－∞．

先考虑A为有限数的情形．对[image: 0500020060]
 ，由下确界的性质知，[image: 0500020061]
 [image: 0500020062]
 ，使得A≤f（x1
 ）＜A＋ε．记δ＝x1
 －x0
 ，则δ＞0，而且当[image: 0500020063]
 时，由于f（x）在[image: 0500020064]
 内单调上升，故有A≤f（x）≤f（x1
 ）＜A＋ε，即｜f（x）－A｜＜ε．这就证明了，此时
 成立．

再考虑A＝－∞的情形．对[image: 0500020065]
 ，由下确界的定义知，[image: 0500020066]
 [image: 0500020067]
 使得f（x1
 ）＜－M.记δ＝x1
 －x0
 ，则δ＞0，而且当x∈[image: 0500020068]
 时，由于f（x）在[image: 0500020069]
 内单调上升，故有f（x）≤f（x1
 ）＜－M.这就证明了，此时亦有
 成立．

对于函数极限，有下面的柯西收敛准则：

定理3.1.9 设f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）内有定义，则
 存在的充分必要条件是：[image: 0500020070]
 ，[image: 0500020071]
 ，当x′，x″∈U0
 （x0
 ，δ）时，有

[image: 图片]


证明　必要性　设
 存在，则[image: 0500020072]
 ，[image: 0500020073]
 ，当x∈U0
 （x0
 ，δ）时，有｜f（x）－A｜＜ε/2．于是，当x′，x″∈U0
 （x0
 ，δ）时，有

[image: 图片]


充分性　在U0
 （x0
 ，δ0
 ）内任意选取一个收敛于x0
 的序列｛xn
 ｝[image: 0500020074]
 ，由充分性假定知，[image: 0500020075]
 ，使得

[image: 图片]


而对这一δ＞0，由
 知，存在N，使得当n＞N时，有｜xn
 －x0
 ｜＜δ．于是，对[image: 0500020076]
 m，n＞N，有xn
 ，xm
 ∈U0
 （x0
 ，δ），从而有

[image: 图片]


这表明序列｛f（xn
 ）｝是一个柯西序列，因此由序列的柯西收敛准则知，存在实数A，使得


下证
 由前面所证知，[image: 0500020077]
 ，存在δ＞0和正整数N，使得

[image: 图片]


于是，有

[image: 图片]


这就证明了
 成立．

注　对于其他类型极限也有相应的单调收敛性定理和柯西收敛准则，请读者作为练习给出这些结果的详细表述．

例3.1.13　证明极限
 不存在．

证明　令
 对任意的X＞0（不妨设X＞3），取正整数n0
 ，使得

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


故由柯西收敛准则知，
 不存在．

2．两个重要极限

第一个重要极限　　


分析　如图3.1.4所示，在单位圆盘D＝｛（ξ，η）：ξ2
 ＋η2
 ≤1｝上，x是圆心角∠AOB，以弧度计，即它恰好等于[image: 0500020078]
 的弧长，而sinx＝[image: 0500020079]
 是弦长[image: 0500020080]
 之半．因此

[image: 图片]


即圆心角趋于0时，对应的弦长与弧长之比趋于1．

[image: 图片]


图　3.1.4

证明　为了给出这一重要极限的证明，我们先证明一个重要的不等式：

[image: 图片]


事实上，如图3.1.4所示，我们有

△AOB的面积＜扇形AOB的面积＜△AOD的面积，

即

[image: 图片]


这样，我们就证明了所述的不等式．

利用这一不等式，容易导出，对一切的0≠x∈R，有

[image: 图片]


由此可以导出，对[image: 0500020081]
 ，有

[image: 图片]


从而有

[image: 图片]


同理可证

[image: 图片]


利用前面所证不等式，我们有

[image: 图片]


利用偶函数性质，这一不等式在
 时也成立．再注意到，前面我们已经证明了
 ，由夹逼收敛原理知
 成立．

例3.1.14　求极限


解　由于｜sinx｜＜｜x｜，所以sinx→0（x→0）．这样，我们有

[image: 图片]


第二个重要极限　


证明　先考虑x→＋∞的情形．由于当x＞1时，有

[image: 图片]


所以，有

[image: 图片]


从而有

[image: 图片]


这样，应用序列极限所得结果和夹逼收敛原理，知

[image: 图片]


再考虑x→－∞的情形．令x＝－y，则y→＋∞，从而有

[image: 图片]


由极限与单侧极限的关系，得

[image: 图片]


例3.1.15　求极限


解　令
 ，则x→0蕴涵着t→∞．于是

[image: 图片]


这里


3．函数的上、下极限

作为本节的结束，我们简要地介绍一下函数的上、下极限．为了避免繁琐，我们这里仅考虑当x→x0
 时的情形，其他情形请读者自己补出．

设函数y＝f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）内有定义．对任意的0＜δ＜δ0
 ，设

[image: 图片]


则当x∈U0
 （x0
 ，δ）时，有[image: 0500020082]
 ．容易看出，作为（0，δ0
 ）上的函数，[image: 0500020083]
 关于δ单调递减，而h（δ）关于δ单调递增．因此它们的广义极限都存在．令

[image: 图片]


则分别称之为当x趋于x0
 时f（x）的下极限和上极限，记为

[image: 图片]


函数的上、下极限与序列的上、下极限具有相似的性质，请读者作为练习自己补出．特别地，我们有

定理3.1.10　设函数f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）内有定义，则
 存在的充分必要条件是



§3.2　函数的连续与间断


　　3.2.1　函数的连续与间断

所谓函数在某点的连续与间断，是对该点函数值与其附近点的函数值的变化趋势是否衔接的一种刻画，是函数的一种局部属性，其定义如下：

定义3.2.1　设函数f（x）在U（x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）内有定义．若有
 则称f（x）在点x0
 连续，并称x0
 为f（x）的一个连续点；否则称f（x）在点x0
 间断（或不连续），并称x0
 为f（x）的一个间断点（或不连续点）．

我们也可以用ε-δ语言来表述f（x）在点x0
 处连续：若[image: 0500020084]
 ，[image: 0500020085]
 ，当x∈U（x0
 ，δ）时，有｜f（x）－f（x0
 ）｜＜ε，则称f（x）在点x0
 连续．

设函数f（x）在点x0
 处连续，则有

[image: 图片]


因此，函数在一点处连续可以看成在该点附近求函数值与求极限的顺序可以互换．

例3.2.1　在上一节例3.1.2之后，我们曾经指出，对任意的实数x0
 和任意的正整数k，有
 由函数极限的性质知，对任意的多项式函数

[image: 图片]


有
 这表明，多项式函数在R上的任意点处都连续．

例3.2.2　在上一节我们已经证明了

[image: 图片]


这里x0
 是任意给定的实数．这表明，三角函数sinx和cosx在R上的任意点处都连续．

为了能够对闭区间上定义的函数讨论其端点处的连续性问题，我们引入：

定义3.2.2　若函数f（x）在U＋
 （x0
 ，δ0
 ）上有定义，且f（x0
 ＋0）＝．f（x0
 ），则称f（x）在点x0
 右连续；若f（x）在U－
 （x0
 ，δ0
 ）上有定义，且f（x0
 －0）＝f（x0
 ），则称f（x）在点x0
 左连续．

显然，f（x）在点x0
 处连续的充分必要条件是它在该点左、右连续．

定义3.2.3　设函数f（x）在[a，δ]上有定义．若对x∈（a，b），f（x）在点x处连续，则称f（x）在（a，b）内连续，此时记为f（x）∈C（a，b）；若f（x）∈C（a，b），而且在左端点a右连续、在右端点b左连续，则称f（x）在[a，b]上连续，此时记为f（x）∈C[a，b]．

注1　设f（x）∈C（a，b），若
 存在，则f（x）可连续延拓到[a，b]，即以下函数

[image: 图片]


是[a，b]上的连续函数．

注2　若f（x）∈C[a，b]，则f（x）可连续延拓到（－∞，＋∞）．事实上，以下函数就是f（x）的一个连续延拓：

[image: 图片]


请读者自己给出[image: 0500020086]
 的连续性证明．

如果f（x）在x0
 处是间断的，则情况比较复杂．一般地，我们可以将间断点分为以下两类：

（1）若f（x0
 ＋0）与f（x0
 －0）都存在，则称x0
 为f（x）的第一类间断点．此时，若f（x0
 ＋0）＝f（x0
 －0）≠f（x0
 ），则称此间断点为可去间断点；否则称其为跳跃间断点．

（2）若f（x0
 ＋0）与f（x0
 －0）至少有一个不存在时，则称x0
 为f（x）的第二类间断点．

例3.2.3　考查函数

[image: 图片]


在x＝0处的连续性．

解　由
 知，
 因此，x＝0是f（x）的可去间断点（参见图3.2.1）．

[image: 图片]


图　3.2.1

例3.2.4　考查函数
 在x＝1处的连续性．

解　当x＞1时，有
 于是，此时
 ，从而f（1＋0）＝1；而当
 时，有
 ，于是，此时
 
 ，从而f（1－0）＝0＝f（1）．因此，f（x）在x＝1处左连续，右不连续，从而x＝1为跳跃间断点（参见图3.2.2）．

[image: 图片]


图　3.2.2

例3.2.5　考查函数

[image: 图片]


在x＝0处的连续性．

解　由于

[image: 图片]


所以x＝0是f（x）的第二类间断点（参见图3.2.3）．

[image: 图片]


图　3.2.3

例3.2.6　讨论函数

[image: 图片]


在x＝0处的连续性．

解　在上一节我们已经证明了
 都不存在．因此，此时x＝0为f（x）的第二类间断点（参见图3.2.4）．

[image: 图片]


图　3.2.4

例3.2.7　讨论黎曼函数R（x）（参考例1.2.4）在（0，1）内的连续性．

解　任意取定x0
 ∈（0，1），我们来考查R（x）在x0
 处的连续性．[image: 0500020087]
 ，取定正整数p，使得1/p＜ε．由于在（0，1）内分母小于或等于p的分数仅为有限个，在这有限个数中，必存在r≠x0
 ，使得r到x0
 的距离是在所有和x0
 不相等的这些数中与x0
 的距离达到最小．如果我们令δ＝min｛｜x0
 －r｜，x0
 ，1－x0
 ｝，则对[image: 0500020088]
 ，有

[image: 图片]


这表明
 由此可知：当x0
 为有理数时，R（x）在x0
 处不连续，是可去间断点；当x0
 为无理数时，R（x）在x0
 处连续．

例3.2.8　考查有理函数

[image: 图片]


的连续性以及x→∞时的极限，其中an
 bm
 ≠0，而且p（x），q（x）互素．

解　设x0
 ∈（－∞，＋∞）．当g（x0
 ）≠0时，有

[image: 图片]


从而f（x）在x0
 处连续；当q（x0
 ）＝0时，f（x）在x0
 处没有定义．此外，由于p（x），q（x）互素，所以p（x0
 ）≠0，从而

[image: 图片]


现考虑x→∞的情况．此时，我们有

[image: 图片]


例3.2.9　设函数f（x）在（a，b）上单调，则f（x）在（a，b）内只可能有第一类间断点．

证明　不妨设f（x）在（a，b）上单调递减．对[image: 0500020089]
 ，在（a，ξ）中，f（x）单调递减且有下界f（ξ），因此
 存在；而在（ξ，b）中，f（x）单调递减且有上界f（ξ），因此
 存在．这样，若f（x）在点ξ处不连续，则ξ只能是第一类间断点．

注　由此例可以看出：若f（x）在（a，b）单调，则f（x）在每一个间断点的取值具有跳跃性．例如，假定f（x）在（a，b）单调递增，并且假设ξ∈（a，b）为f（x）的一个间断点，则必有f（ξ－0）＜f（ξ＋0）．因此f（x）在（a，b）中取不到（f（ξ－0），f（ξ＋0））\｛f（ξ）｝中的值．换句话说，f（x）在点ξ处有一跳跃．作为练习，请读者试构造一个单调函数，使其具有无穷多个间断点．


　　3.2.2　连续函数的性质

首先，由函数在一点连续的定义和函数极限的性质，读者不难得到：

（1）连续函数是局部有界的，即若f（x）在点x0
 处连续，则必存在δ＞0，使得f（x）在U（x0
 ，δ）上有界．

（2）连续函数具有局部保号性，即：若f（x）在点x0
 处连续，而且f（x0
 ）＞0，则必存在δ＞0，使得f（x）＞0对一切x∈U（x0
 ，δ）成立．以后我们要经常用到的结论是：对任意的0＜A＜f（x0
 ）（如A＝f（x0
 ）/2），总存在δ0
 ＞0，使得当x∈U（x0
 ，δ
0

 ）时，有f（x）＞A.

（3）连续函数经四则运算后仍然连续，即：若f（x）和g（x）在点x0
 处连续，则函数f（x）±g（x），f（x）g（x）和
 （g（x0
 ）≠0）仍然在点x0
 处连续．

此外，连续函数的复合函数和反函数也是连续的．

定理3.2.1（复合函数的连续性）　设u＝g（x）在点x0
 连续，y＝f（u）在点u0
 ＝g（x0
 ）连续，则复合函数f（g（x））在点x0
 连续．

证明　[image: 0500020090]
 ，由f（u）在点u0
 连续知，[image: 0500020091]
 ，当｜u－u0
 ｜＜η时，有

[image: 图片]


对η＞0，再由u＝g（x）在点x0
 连续知，[image: 0500020092]
 ，当｜x－x0
 ｜＜δ时，有

[image: 图片]


从而当｜x－x0
 ｜＜δ时，有

[image: 图片]


因此，f（g（x））在点x0
 连续．

定理3.2.2（反函数的连续性）　设f（x）是区间I上严格单调的连续函数，则其反函数x＝f－1
 （y）在f（I）上连续．

证明　由f（x）的严格单调性，知f－1
 （y）存在．现不妨设f（x）严格递增．显然，当f（x）严格递增时，f－1
 （x）必定严格递增．另外，由f（x）的连续性，我们可以推出f（I）必定是一个区间（在下节中，我们将证明任何区间上连续函数的值域都是一个区间）．事实上，倘若f（I）不是一个区间，则由f（x）的连续性，必存在一个开区间（α，β）使得f（I）∩（α，β）＝∅，并且α，β∈f（I）．设f（x0
 ）＝α．由f（x）的单调性有

[image: 图片]


这与f（x）在x0
 的连续性矛盾．

现任取y0
 ∈f（I），则存在x0
 ∈I，使得x0
 ＝f－1
 （y0
 ）．不妨假定x0
 不是I的端点，否则考查左、右连续即可．

[image: 0500020093]
 ，存在x1
 ，x2
 ∈I，使得x0
 －ε＜x1
 ＜x0
 ＜x2
 ＜x0
 ＋ε．记y1
 ＝f（x1
 ），y2
 ＝f（x2
 ），则有

[image: 图片]


令δ＝min｛y0
 －y1
 ，y2
 －y0
 ｝＞0，则当y∈（y0
 －δ，y0
 ＋δ）时，有y1
 ＜y＜y2
 ，从而由f（I）是一个区间推知，[image: 0500020094]
 ，使得y＝f（x），即y∈f（I）．

于是

[image: 图片]


即

[image: 图片]


这就证明了f－1
 （y）在点y0
 处连续．注意到y0
 ∈f（I）的任意性，即知f－1
 （y）在f（I）上连续．


　　3.2.3　初等函数的连续性

首先我们来证明，对a＞1，指数函数f（x）＝ax
 在（－∞，＋∞）上连续．我们回忆一下，实际上，在中学数学的学习中，我们并不知道当x是无理数时ax
 是如何定义的．下面我们给出它的严格定义：

对任何正有理数
 （其中p，q是互素的正整数），定义[image: 0500020095]
 [image: 0500020096]
 ；对于任何负有理数x，定义
 ，并定义a0
 ＝1．容易证明，[image: 0500020097]
 r，s∈Q，有




而当x为一无理数时，定义

[image: 图片]


这样，对一切x∈（－∞，＋∞），ax
 均有定义．

现在我们来证明ax
 在（－∞，＋∞）上严格递增．设x1
 ＜x2
 ，则存在有理数q1
 ，q2
 ，使得

[image: 图片]


从而

[image: 图片]


再来证明ax
 ∈C（－∞，＋∞）．[image: 0500020098]
 ，[image: 0500020099]
 ，先取正整数N，使得[image: 0500020100]
 ；再取正整数q，使得q≤Nx0
 ＜q＋1；然后令
 这样，由ax
 的严格递增性知

[image: 图片]


从而有

[image: 图片]


由ε＞0的任意性，即知

[image: 图片]


这样，我们就证明了ax
 ∈C（－∞，＋∞）．

对于0＜a＜1，我们定义
 ，则由连续函数的性质知，此时亦有ax
 ∈C（－∞，＋∞）；至于a＝1的情形，我们规定ax
 ≡1．这样一来，对[image: 0500020101]
 ，y＝ax
 均有定义，而且y＝ax
 ∈C（－∞，＋∞）．

由反函数的连续性知，对任意的a＞0，对数函数y＝loga
 x∈C（0，＋∞）；再由复合函数连续性知，幂函数


上一节我们已经证明了，对任意的实数a，有
 从而cosx∈C（－∞，＋∞）．同理可证sinx∈C（－∞，＋∞）．再利用连续函数的性质知，所有的三角函数及反三角函数在其定义域内都是连续的．

这样一来，我们已经证明了所有的基本初等函数在其定义域内都是连续的．由于初等函数是由基本初等函数经过有限次四则运算和复合运算所得，利用连续函数的性质，我们有

定理3.2.3　初等函数在其定义域内是连续的．

例3.2.10　设
 则

[image: 图片]


证明　定义u（x0
 ）＝a，v（x0
 ）＝b，则u（x），v（x）在点x0
 处都连续，从而

[image: 图片]


例3.2.11　求极限


解　由

[image: 图片]


得





§3.3　闭区间上连续函数的基本性质

上一节中，我们讨论了函数f（x）在其连续点x0
 邻近的局部性质．例如，若一个函数f（x）在点x0
 连续且满足f（x0
 ）＜η，则我们能断定在点x0
 邻近有f（x）＜η，即存在δ＞0，使得f（x）＜η对一切的x∈（x0
 －δ，x0
 ＋δ）成立．如果一个函数f（x）∈C[a，b]，那么f（x）在整个闭区间上能具有什么样的整体性质呢？本节将讨论这一重要问题．

定理3.3.1（有界性）　设函数f（x）∈C[a，b]，则f（x）在[a，b]上有界．

证明　倘若f（x）在[a，b]上无界，则将[a，b]等分成两个闭区间，．f（x）必在其中一个子区间上无界，取定这样的一个区间并将其设为[a1
 ，b1
 ]．同理，再将[a1
 ，b1
 ]二等分，f（x）必在其中一个子区间上无界，取定这样的一个区间并将其记为[a2
 ，b2
 ]．如此进行下去，我们就得到一个闭区间列｛[an
 ，bn
 ]｝，满足：




（3）f（x）在每个[an
 ，bn
 ]上都无界．

于是，由闭区间套定理知，存在唯一的
 再由f（x）∈C[a，b]和[image: 0500020102]
 知，存在δ＞0，使得f（x）在U（ξ，δ）∩[a，b]上有界；而条件（2）又蕴涵着，当n充分大时，有[image: 0500020103]
 ，从而f（x）在[an
 ，bn
 ]上有界．这与条件（3）矛盾．

例3.3.1　函数
 在开区间（0，1）上连续，但它在此区间上无界．

思考题　若不假定f（x）在[a，b]上连续，仅仅假定[image: 0500020104]
 ，
 存在（在端点处单侧极限存在），能否推出f（x）在[a，b]上有界．

设f（x）∈C[a，b]．由于f（x）在[a，b]上有界，故
 与
 都为有限数．下面的定理告诉我们它们将属于f（x）的值域．

定理3.3.2（最值定理）　设f（x）∈C[a，b]，则f（x）在[a，b]上必有最小值和最大值，即存在ξ，ζ∈[a，b]，使得f（ξ）≤f（x）≤f（ζ）对一切的x∈[a，b]成立．

证明　令
 则由上确界的定义知，存在一个序列[image: 0500020105]
 ，使得f（xn
 ）→M（n→∞）．由于｛xn
 ｝是有界序列，所以必有一收敛子列｛xnk

 ｝．设
 则ζ∈[a，b]．再由f（x）∈C[a，b]知

[image: 图片]


同理可证存在ξ∈[a，b]，使得

[image: 图片]


此定理表明：若f（x）∈C[a，b]，则存在ξ，ζ∈[a，b]，使得

[image: 图片]


例3.3.2　设f（x）∈C[a，b]，且[image: 0500020106]
 ，有f（x）＞0．证明存在正数η，使得f（x）≥η对一切的x∈[a，b]成立．

证明　由f（x）∈C[a，b]，根据定理3.3.2知，[image: 0500020107]
 ，使

[image: 图片]


从而取η＝f（ξ）即可．

定理3.3.3（介值定理）　设f（x）∈C[a，b]，记
 
 则f（[a，b]）＝[m，M]，即对[image: 0500020108]
 ，[image: 0500020109]
 ，使得f（ξ）＝η．

证明　由定理3.3.2知，[image: 0500020110]
 ，使得f（x1
 ）＝m，f（x2
 ）＝M.下面证明对[image: 0500020111]
 ，，使得f（ξ）＝η．

不妨设x1
 ＜x2
 ，并定义

[image: 图片]


显然有[image: 0500020113]
 ，x2
 ∈E.现令E的下确界为ξ，则有f（ξ）＝η．

事实上，若不然，则f（ξ）＞η．由连续函数的局部保号性知，存在ξ的一个邻域U（ξ，δ），使得f（x）＞η对一切的x∈U（ξ，δ）成立．由于ξ＞x1
 ，所以[x1
 ，x2
 ]∩（ξ－δ，ξ）≠∅，现取ξ′∈[x1
 ，x2
 ]∩（ξ－δ，ξ），则有f（ξ′）＞η，从而有ξ′＜ξ且ξ′∈E.这与ξ是E的下确界矛盾．

例3.3.3　设f（x）∈C[a，b]，xj
 ∈[a，b]，j＝1，2，…，n.证明[image: 0500020114]
 [image: 0500020115]
 ，使得


证明　记

[image: 图片]


则有




于是，由介值定理知，[image: 0500020116]
 ，使得




注　将例3.3.3中的[a，b]换成开区间（a，b），其结论仍真．

定理3.3.4（零点存在定理）　设f（x）在区间I上连续．若α，β∈I，α＜β，满足f（α）f（β）＜0，则存在ξ∈（α，β），使得f（ξ）＝0．[image: 0500020112]


证明　不妨设f（α）＜0，f（β）＞0，则有

[image: 图片]


在闭区间[α，β]上应用介值定理，知存在ξ∈[α，β]，使得f（ξ）＝0．但f（α）＜0，而f（β）＞0，所以必有ξ∈（α，β）成立．

注　这一定理表明：任何使连续函数f（x）的函数值异号的两点之间必有方程f（x）＝0的一个根．我们常可以用它来证明非线性方程之解的存在性，或者用它来求方程的近似解．显然，定理3.3.4是定理3.3.3的直接推论．但由于零点存在定理有特别的重要性，我们还是将它叙述成一个单独的定理．

例3.3.4　证明三次方程ax3
 ＋bx2
 ＋cx＋d＝0至少有一实根．

证明　无妨设a＞0．由于

[image: 图片]


我们有
 因此易知，必有α＜0和β＞0，使f（α）＜0，f（β）＞0．在闭区间[α，β]上应用定理3.3.4即知在（α，β）内必有f（x）的一个零点，即该三次方程至少有一个实根．

例3.3.5　证明方程x4
 ＋2x－1＝0在（0，1）中必有一根，并求它的一个近似解．

证明　令f（x）＝x4
 ＋2x－1，则有f（0）＝－1＜0，f（1）＝2＞0．于是，在（0，1）之内必有该方程的一个根．取[0，1]的中点[image: 0500020117]
 ，计算可得
 ．于是，在
 之内必有该方程的一个根．再取[0，1]的中点
 ，计算可得
 于是，在
 之内必有该方程的一个根．如此进行，我们可以断定，在
 之内必有该方程的一个根，因此我们可取其中点




作为该方程的一个近似解，其误差为




例3.3.6 设函数f（x）∈C[a，b]，且f－1
 （x）存在．证明f（x）必在[a，b]上严格单调．

证明　倘若f（x）在[a，b]不严格单调，必存在

[image: 图片]


使得以下两种情形之一发生：

（1）f（x1
 ）＜f（x2
 ）且f（x2
 ）＞f（x3
 ）；

（2）f（x1
 ）＞f（x2
 ）且f（x2
 ）＜f（x3
 ）．

不妨设情形（1）发生，并且取η满足

[image: 图片]


则由介值定理推知，存在ξ1
 ∈（x1
 ，x2
 ）和ξ2
 ∈（x2
 ，x3
 ），使得f（ξ1
 ）＝η＝f（ξ2
 ）．这与f－1
 （x）存在相矛盾．

注　前面我们已经指出（见例3.2.9的注）：若单调函数f（x）在I内不连续，则它的取值不能是一个区间．将这一事实与连续函数的介值性定理相结合便有：若f（x）在区间I上单调，则f（x）在I上连续的充分必要条件是f（I）是一个区间．

以下我们来讨论函数的一致连续性问题．为此先来考查函数
 
 我们知道f（x）在（0，1）是连续的．换句话说，对每个x0
 ∈（0，1），对任意给定的ε＞0，都存在δ＞0，使得当｜x－x0
 ｜＜δ时，有
 ．这里有个值得注意的现象是，对于同一个ε，当x0
 与0越近时，相应得到的δ也就越小．换句话说，我们不可能找到一个仅依赖ε，而不依赖x0
 的δ，使得对所有的x0
 ∈（0，1），有
 基于这一现象，我们引入如下的概念：

定义3.3.1　设函数f（x）在区间I上有定义．若[image: 0500020118]
 ，[image: 0500020119]
 ，当x1
 ，x2
 ∈I且｜x1
 －x2
 ｜＜δ时，有｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε，则称f（x）在I上一致连续．

显然，f（x）在I上一致连续，它必在I上连续．

例3.3.7　证明函数y＝sinx在（－∞，＋∞）上一致连续．

证明　由于对任意的x1
 ，x2
 ∈（－∞，＋∞）有

[image: 图片]


所以[image: 0500020120]
 ，取δ＝ε，当x1
 ，x2
 ∈（－∞，＋∞）且｜x1
 －x2
 ｜＜δ时，有｜sinx1
 －sinx2
 ｜＜ε．这就证明了y＝sinx在（－∞，＋∞）上一致连续．

对于判别一个函数是否一致连续，下面的定理有时是非常方便的．

定理3.3.5　设函数f（x）在区间I上有定义，则f（x）在I一致连续的充分必要条件是：对任意的两个序列[image: 0500020121]
 ，[image: 0500020122]
 ，若它们满足
 ，必有


此定理的证明留给读者自己完成．

例3.3.8　证明函数
 在（0，＋∞）上不一致连续，但对任意的x0
 ＞0，它在[x0
 ，＋∞）上一致连续．

证明　由定理3.3.5我们注意到，“f（x）在I上不一致连续”与以下断言等价：存在ε0
 ＞0及序列[image: 0500020123]
 ，[image: 0500020124]
 满足[image: 0500020125]
 [image: 0500020126]
 及[image: 0500020127]
 ．

对
 而言，我们取
 
 则有

[image: 图片]


且




此即证明了
 在（0，＋∞）上不一致连续．

对任意给定的x0
 ＞0，由于对x1
 ，x2
 ∈[x0
 ，＋∞），有

[image: 图片]


所以[image: 0500020128]
 ，取[image: 0500020129]
 ，则当x1
 ，x2
 ∈[x0
 ，＋∞）且｜x1
 －x2
 ｜＜δ时，就有




此时的δ只依赖于ε，所以f（x）在[x0
 ，＋∞）上一致连续．

定理3.3.6（康托尔定理）　设函数f（x）∈C[a，b]，则f（x）在闭区间[a，b]上一致连续．

证明　定义

[image: 图片]


则f（x）∈C（－∞，＋∞）．[image: 0500020130]
 和x∈[a，b]，由f（x）在点x处的连续性知，[image: 0500020131]
 ，当x′，x″∈U（x，2δx
 ）时，有

[image: 图片]


显然，开区间簇｛U（x，δx
 ）：x∈[a，b]｝是闭区间[a，b]的一个开覆盖．由有限覆盖定理知，必有有限多个这样的开区间

[image: 图片]


它们也完全覆盖了[a，b]．令δ＝min｛δxj

 ：j＝1，2，…，m｝，则δ＞0，而且当x′，x″∈[a，b]且｜x′－x″｜＜δ时，必存在某一U（xj
 ，δxj
 ），使得x′∈U（xj
 ，δxj

 ），即｜x′－xj
 ｜＜δxj

 ，从而｜x″－xj
 ｜≤｜x″－x′｜＋｜x′－xj
 ｜＜δ＋δxj

 ≤2δxj

 ，于是有x′，x″∈U（xj
 ，2δxj

 ）．这样，由δxj

 的定义，有

[image: 图片]


注意到δ只与ε有关而与x′，x″无关，这就证明了f（x）在[a，b]上一致连续．

例3.3.9　设函数f（x）在（a，b）上连续．证明：f（x）在（a，b）上一致连续的充分必要条件是
 都存在．

证明　必要性　若f（x）在（a，b）上一致连续，由一致连续的定义及函数极限的柯西收敛准则知，
 都存在．

充分性　令

[image: 图片]


并且定义




则f∈C[a，b]．于是由定理3.3.6知，它在[a，b]上一致连续，从而f（x）在（a，b）上一致连续．

注　从以上例子可知，要考查一个连续函数在有穷区间上是否一致连续，只需考查它在端点的单侧极限是否存在即可．从这个意义上来讲，连续函数在有穷区间的一致连续性问题已经圆满解决．特别地，若f（x）在有穷区间I上无界，则它在I上必定不一致连续．

当函数f（x），g（x）在区间I上一致连续时，显然f（x）±g（x）在区间I上也一致连续．

思考题　设f（x），g（x）在区间I上一致连续，是否f（x）g（x）也在I上一致连续？

例3.3.10　证明[image: 0500020132]
 在[0，＋∞）上一致连续．

证明　显然f（x）在[0，＋∞）连续．下面我们证明[image: 0500020133]
 在[0，＋∞）一致连续．

事实上，任取ε＞0，取δ1
 ＝ε，则当x′，x″∈[1，＋∞）且｜x′－x″｜＜δ1
 时，有

[image: 图片]


其次，由康托尔定理，f（x）在[0，2]上连续，从而一致连续．因此对上述ε＞0，[image: 0500020134]
 ，使得当x′，x″∈[0，2]且｜x′－x″｜＜δ2
 时，有




因此取
 对任意的x′，x″∈[0，＋∞），当｜x′－x″｜＜δ时，必有x′，x″同时落在[0，2]或[1，＋∞）上．因此，由上所证，有

[image: 图片]


这就证明了[image: 0500020135]
 在[0，＋∞）上一致连续．


§3.4　无穷小量与无穷大量的阶

首先，我们以x→x0
 为规范，给出与无穷小量和无穷大量有关的一些定义和记号．

定义3.4.1　设函数f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）上有定义．若
 则称f（x）为x→x0
 时的一个无穷小量；若
 
 则称f（x）为x→x0
 时的一个无穷大量

无穷小量有特殊的意义，在数学分析产生与发展的历史上，它起过特别重要的作用．这是因为无穷小量不仅是一种特殊的有极限的变量，而且由于：x→x0
 时f（x）以A为极限的充分必要条件是f（x）－A为x→x0
 时的一个无穷小量，从而无穷小量可以表征一般有极限的变量．

关于无穷小量与无穷大量之间有如下的关系：

定理3.4.1　设函数f（x）在U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）上有定义且恒不为零，则f（x）为x→x0
 时的一个无穷小量的充分必要条件是
 为x→x0
 时的一个无穷大量．

证明略．

在前面我们已经知道
 都是无穷小量，而且后者趋于零的速度比前者要“快”．如何来刻画它们趋于零的速度是一个值得研究的问题．为了便于比较无穷小量（无穷大量），我们引入：

定义3.4.2　设f（x）和g（x）都是当x→x0
 时的无穷小量（无穷大量），且g（x）≠0，x∈U0
 （x0
 ，δ0
 ）（δ0
 ＞0）．

（1）若
 则称f（x）是比g（x）更高阶的无穷小量（更低阶的无穷大量），记为f（x）＝o（g（x））（x→x0
 ），并读做f（x）等于小欧g（x）；

（2）若
 则称f（x）与g（x）是同阶无穷小量（同阶无穷大量）；

（3）若
 则称f（x）与g（x）是等价无穷小量（等价无穷大量），记为f（x）～g（x）（x→x0
 ）；

（4）若存在M＞0和δ＞0，使得[image: 0500020136]
 ，有｜f（x）｜≤M｜g（x）｜成立，则记为f（x）＝O（g（x））（x→x0
 ）（读做f（x）等于大欧g（x））．

有的时候我们可以在上述定义中不假定g（x）是一个无穷小（大）量．如令g（x）≡1，此时我们有以下记号




由（4）我们知道此记号表示f（x）在x0
 的某个去心邻域上有界；而记号




表示
 即f（x）为x→x0
 时的无穷小量．

在前面所给出的定义和记号中将“x0
 ”换成“x0
 ＋0”，“x0
 －0”，“－∞”，“＋∞”或“∞”，就得到相应的极限过程的定义和记号．当然，此时对凡涉及“x0
 的邻域”的地方都要做相应的修改．特别地，我们可以对序列引进上述记号，如


例3.4.1　函数


在学习无穷小量的比较时我们要注意以下的一个重要问题，即有时候不能简单地在两个无穷小量之间加上等号．例如：从x2
 ＝o（x）（x→0）我们可以推出x2
 ＝O（x）（x→0）．但我们不能简单地推出以下的等式：o（x）＝O（x）（x→0）．读者很容易举出这种等式不成立的例子．

例3.4.2　设f（x）＝（x－x0
 ）m
 ，g（x）＝（x－x0
 ）n
 ，则有




这说明：对于极限过程x→x0
 ，正整数k越大时，无穷小量（x－x0
 ）k
 的阶就越高．

例3.4.3　设
 则有




这说明：对于极限过程x→x0
 ，正整数k越大时，无穷大量
 的阶就越高．

例3.4.4　设f（x）＝xμ
 （μ＞0），g（x）＝ax
 （a＞1），证明




证明　先考虑μ＝k为正整数的情形．令a＝1＋b（b＞0），则对任意的正整数n，有

[image: 图片]


从而有




所以




由此立即可得




这样，由于




所以我们有




对于一般的μ＞0，我们取一个正整数k＞μ，便有




从而有




本例说明：对于极限过程x→＋∞，指数函数ax
 （a＞1）是比任何幂函数xμ
 都高阶的无穷大量．

例3.4.5　设f（x）＝loga
 x（a＞1），g（x）＝xμ
 （μ＞0），证明

[image: 图片]


证明　令y＝loga
 x，则x＝ay
 .由此当x→＋∞时，y→＋∞，有

[image: 图片]


本例说明：对于极限过程x→＋∞，对数函数loga
 x（a＞1）是比任何幂函数xμ
 都低阶的无穷大量．

当x→0时，我们有以下重要的例子．这些例子在今后的学习中会经常用到，读者应该熟练掌握它们．

例3.4.6　证明：当x→0时，下列关系式成立：




证明　





（4）令t＝arcsinx，则x＝sint，且当x→0时，t→0．于是，有

[image: 图片]





（6）令ex
 －1＝t，则x＝ln（1＋t），且当x→0时，t→0．因此




设f（x）与g（x）是当x→x0
 时的等价无穷小量，则
 
 由此推出f（x）＝g（x）＋o（g（x））（x→x0
 ），从而上述各结论的相应等式成立．

下面的定理说明，在求乘积或者商的极限时，可以将任何一个无穷小（大）的因式用它的等价因式来替换．

定理3.4.2　若无穷小（大）量[image: 0500020137]
 （x→x0
 ），则有




这里，我们假定所有的函数都在点x0
 的某个去心邻域上有定义，作为分母的函数在这个去心领域上不为0，并且假定各式右端的极限存在．

证明　我们这里只给出结论（1）的证明，其余的请读者自己补出．事实上，我们有

[image: 图片]


例3.4.7　求当x→0时无穷小量lncos2x的形如axα
 的等价无穷小量．

解　由于

[image: 图片]


所以




注　如果不是乘积和商的极限，则一般不能用等价无穷小（大）量来代替．例如：

[image: 图片]



习　题　三

1．证明函数极限的定义与下述的（1）或（2）均等价：

（1）对任意给定的正整数n，存在正数δ，使当0＜｜x－x0
 ｜＜δ时，


（2）对任意给定的正数ε，存在正整数n0
 ，使当
 时，｜f（x）－A｜＜ε．

2．用极限的定义证明下列极限：




3．叙述下列极限的定义：




4．用肯定的语气叙述：


 不存在有限极限．

5．设
 用极限的定义证明：




6．求下列极限：




7．求下列极限：




8．求下列极限：




9．求下列极限：




10．设函数f（x）在集合上D定义．证明f（x）在D上无界的充分必要条件是，存在[image: 0500020138]
 ，使得


11．设函数f（x）在（a，＋∞）上单调上升，
 证明：若
 则


12．设函数f（x）在（a，＋∞）上严格单调下降，证明：若
 
 ，则


13．设函数f（x）是（－∞，＋∞）上定义的周期函数，而且
 
 证明f（x）≡0.

14．设函数f（x）定义在（0，＋∞）上，且满足：f（x）＝f（2x），[image: 0500020139]
 （0，＋∞），以及
 证明f（x）≡l.

15．设
 存在，又有常数α≠1使
 证明


16．证明：
 有一个存在时，另一个也存在，而且两者相等；问是否
 一定同时存在？

17．指出下列函数的间断点，并说明属于哪一种类型的间断点：




18．给出下列函数在x＝0的函数值，使其在该点连续：




19．适当选取α，使函数
 上连续．

20．设函数f（x）在x＝x0
 处连续，g（x）在x＝x0
 处不连续，问f（x）＋g（x）和f（x）g（x）是否在x＝x0
 处一定不连续？

21．举出一个在（－∞，＋∞）上处处都不连续，但取绝对值后却处处连续的函数的例子．

22．设序列｛xn
 ｝是一列两两不同的实数．试构造一个定义在（－∞，＋∞）上的函数f（x），使得它的间断点集为｛xn
 ｝．

23．研究下列函数的连续性，并指出间断点的类型：

（1）f（x）＝sgnx；　　　　　　　（2）g（x）＝x－[x]；

（3）f（g（x））；　　　　　　　　（4）g（f（x））；

24．设函数f（x），g（x）∈C[a，b]，证明：

（1）｜f（x）｜∈C[a，b]；

（2）max｛f（x），g（x）｝∈C[a，b]；

（3）min｛f（x），g（x）｝∈C[a，b]．

25．设函数f（x）在[0，＋∞）上连续，且0≤f（x）≤x（x≥0）．取a1
 ＞0，并定义an＋1
 ＝f（an
 ）（n＝1，2，…），证明：


 存在；

（2）设
 则f（l）＝l；

（3）如果将条件改为0≤f（x）＜x（x＞0），则l＝0

26．设a1
 ，…，ap
 为正数（p≥2），求极限


27．证明：

（1）三次方程x3
 ＋x＋1＝0必有一实根；

（2）方程tanx－x＝0有无穷多个实根．

28．设函数f（x）在区间I连续，且x1
 ，x2
 ，…，xn
 是I上任意n个点．证明：若对[image: 0500020140]
 ，有f（x）＞0，则存在ξ∈I，使
 


29．设函数f（x）在（a，b）上连续，而且存在｛xn
 ｝，[image: 0500020141]
 ，满足
 使得




证明：对任意的η满足A＜η＜B，必存在[image: 0500020142]
 ，满足
 
 使得


30．设函数f（x）∈C[a，b]，且[image: 0500020143]
 ，证明：存在c∈[a，b]，使得f（c）＝c，即f（x）在[a，b]上有不动点．

31．设函数f（x）∈C[a，b]，证明：若｜f（x）｜在[a，b]上单调，则f（x）在[a，b]上也单调．

32．设函数f（x）∈C[a，b]，而且当x1
 ≠x2
 时有f（x1
 ）≠f（x2
 ）．证明：f（x）在[a，b]上严格单调上升或严格单调下降．

33．设函数f（x）在（－∞，＋∞）上有定义，且对任意的实数x，y有

[image: 图片]


这里k是一常数且满足0＜k＜1．证明：

（1）kx－f（x）是单调上升的；

（2）存在一实数c，使f（c）＝c.

34．设函数f（x）是（－∞，＋∞）上的连续函数，且
 
 证明f（x）在（－∞，＋∞）上取到它的最小值．

35．设函数f（x）∈C[0，1]，且f（x）＞0，令

[image: 图片]


证明：函数
 在[0，1]上连续的充分必要条件是f（x）在[0，1]上是单调上升的．

36．设函数f（x）∈C[a，b]，并且对任意的x∈[a，b]，必存在y∈[a，b]使得
 证明：必存在ξ∈[a，b]，使得f（ξ）＝0.

37．证明：

（1）[image: 0500020144]
 在[0，＋∞）上一致连续；

（2）cosx2
 在[0，＋∞）上不一致连续．

38．证明[image: 0500020145]
 在（0，1）内不一致连续，而在[1，＋∞）上一致连续．

39．设f（x）是定义在（－∞，＋∞）上的连续周期函数，证明f（x）在（－∞，＋∞）上一致连续．

40．设函数f（x）在[a，＋∞）上连续，且
 存在．证明f（x）在[a，＋∞）上一致连续．

41．设函数f（x）在[a，＋∞）上一致连续，g（x）在[a，＋∞）上连续，且有[image: 0500020146]
 ．证明g（x）在[a，＋∞）上也是一致连续 的．

42．设函数f（x）和g（x）在[0，＋∞）上一致连续，且g（x）在[0，＋∞）上有界．问：是否f（x）g（x）在[0，＋∞）上也是一致连续的？

43．求下列无穷小量的形如axα
 的等价无穷小量：




44．求下列无穷大量的形如axα
 的等价无穷大量：




45．设x→a时，f1
 （x）与f2
 （x）是等价无穷小量，而g1
 （x）与g2
 （x）是等价无穷大量，而且
 存在．证明：

[image: 图片]


46．求下列极限：





第四章　导数与微分

人们所说的“微积分”实际上包括“微分学”和“积分学”两部分．这一章我们就来讲述一元函数的微分学．


§4.1　导　　数


　　4.1.1　导数概念的引入

导数是微分学的核心，历史上这一概念是由对如下两个问题的研究而产生的：

（1）求变速直线运动的瞬时速度；

（2）求曲线上一点处的切线．

这两个问题的解决最终都归结为求一个函数的变化率的问题．牛顿（Newton）从第一个问题出发，莱布尼茨（Leibniz）从第二个问题出发，分别给出了导数的概念．

1．求变速直线运动的瞬时速度

通常人们所说的物体的运动速度，一般是指物体在某段时间内的平均速度．事实上，任何物体的运动都很难保持匀速状态，其速度每时每刻都在变化着．像火箭升空，火车行驶，都是从静止慢慢加速而达到某种速度的．此外，即使以一定速度运动的物体，也会根据运动过程中遇到的各种情况，随时调整它的运行速度．因此，一般来说平均速度只是对运动物体快慢程度的粗略描述，并不能真正反映物体每一时刻运动的快慢程度．随着科学技术的发展，仅仅知道运动物体的平均速度是不够的，而是需要精确地给出其每一时刻的速度——瞬时速度．那么，如何来计算瞬时速度呢？一般来说，人们易于测量的是沿直线运动的物体离开初始位置的距离，因此一个自然的想法就是利用物体所走过的路程来求瞬时速度．

设物体沿直线朝一个方向作非匀速运动，其运动规律由函数s＝s（t）（t∈[0，T]）给出，其中t是时间，s是物体在时间t内所走过的路程．现在要求它在时刻t0
 ∈（0，T）的瞬时速度v（t0
 ）．

显然，用[0，T]上的平均速度来代替v（t0
 ），一般来说误差应很大．一个朴素的想法是，v（t0
 ）的大小应该只与t0
 附近物体移动的路程的改变量有关．为此，给t0
 一个微小的改变量△t≠0，物体在△t这段时间内所经过的路程为
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物体在△t这段时间内的平均速度为




容易看出，△t越接近于0，该平均速度就应该越接近瞬时速度v（t0
 ）.于是，在时刻t0
 ∈（0，T）的瞬时速度v（t0
 ）就应该是当△t→0时，平均速度v的极限，即
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上式既给出了瞬时速度的定义，也给出了计算瞬时速度的方法．

2．求曲线上一点处切线

莱布尼茨在研究如何求曲线在一点的切线这一几何问题时，同样遇到了类似的极限问题．现假定有一条平面曲线，它是函数y＝f（x）（x∈（a，b））的图像，并给定x0
 ∈（a，b）.那么，应该怎样来求此曲线在点P（x0
 ，f（x0
 ））的切线呢（参见图4.1.1.）？

由于所求的切线经过点（x0
 ，f（x0
 ）），因此我们只要将其斜率确定即可．如同计算瞬时速度一样，一个显然的事实是过该点的切线的斜率应该只与x0
 附近的x所对应的函数值有关．为此，我们在x0
 附近取一点x，并且观察过曲线上两点P（x0
 ，f（x0
 ））和Q（x，f（x））的割线．显然，该割线的斜率为
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当x在x0
 附近变化时，点Q在曲线上变动，割线的斜率也在变化．当x趋于x0
 时，点Q沿曲线趋近于点P，割线PQ就应该趋近于过点P的切线PT.
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图　4.1.1

因此，如果令△x＝x－x0
 ，△y＝f（x）－f（x0
 ），当△x趋于0时，我们自然定义割线PQ的极限位置为该曲线过点P的切线PT.这样，割线PQ的斜率
 的极限就是所求切线PT的斜率，即
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上面的讨论既给出了切线的定义，也给出了计算切线斜率的方法．

上述两个问题的实际意义完全不同：一个是运动学中沿直线运动的物体的瞬时速度，一个是几何学中曲线在一点处的切线．但从数学上来看，它们是完全一样的，即都是归结为求函数的改变量△y与自变量的改变量△x之比的极限．


　　4.1.2　导数的定义

除了上一小节的例子外，还有许多实际问题也要遇到类似的求函数的改变量与自变量的改变量之比的极限问题．例如，由质量函数求密度，由人口增长函数求增长率等．略去各种背景，便有以下纯数学的定义：

定义4.1.1　设函数y＝f（x）在U（x0
 ，δ0
 ）内有定义．若极限




存在，则称f（x）在点x0
 处可导，并且称此极限值为f（x）在x0
 处的导数，记为f′（x0
 ）或者
 有时也记为


由定义即知，函数在一点的导数是它在该点附近各点平均变化率的极限，是函数变化率的一种定量刻画．从几何上来看，导数f′（x0
 ）就是曲线y＝f（x）在点P（x0
 ，f（x0
 ））的切线的斜率，即切线与x轴正向夹角的正切值（参见图4.1.1）.

例4.1.1　求常数函数f（x）＝C在点x0
 ∈（－∞，＋∞）的导数．

解　对[image: 0500020147]
 ，由于
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所以f′（x0
 ）＝0．

例4.1.2　求[image: 0500020148]
 在x＝x0
 ＞0的导数．

解　由于
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所以


若f（x）在（a，b）内每点都有导数，则它的导数f′（x）也是（a，b）内的一个函数，称为f（x）的导函数，简称导数．此时，如果我们要求f（x）的导函数，则我们先要设x0
 是任意固定的一点，然后按定义求出极限，再将x0
 换成x.为了避免这一过程，我们可以引入△x＝x－x0
 ，从而x＝x0
 ＋△x，f（x）＝f（x0
 ＋△x）.因此，我们有
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这里△x是自变量的一个改变量，而f（x＋△x）－f（x）是函数的一个相应改变量，记之为△y，便有




初学者应注意的是，这里的△x是可正可负的，而不是恒大于0的．

在推导基本初等函数的导数时，我们需要如下的三个重要极限：




在上一章中我们已经给出这些结果的详细推导过程．

例4.1.3　求f（x）＝xα
 的导数（定义域与α有关，对任何α，x＞0总有定义）.

解　设x≠0，则有
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对固定的x≠0，由于当△x→0时，
 从而推出




特别地，我们有




例4.1.4　求f（x）＝ax
 （a＞0，－∞＜x＜＋∞）的导数．

解　由于[image: 0500020149]
 ，有
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所以我们有f′（x）＝ax
 lna.特别地，我们有（ex
 ）′＝ex
 .

例4.1.5　求f（x）＝loga
 x（0＜a≠1，0＜x＜＋∞）的导数．

解　由于[image: 0500020150]
 ，有
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所以我们有
 特别地，我们有


例4.1.6　求f（x）＝sinx（－∞＜x＜＋∞）的导数．

解　由于[image: 0500020151]
 ，有
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所以我们有f′（x）＝cosx.

例4.1.7　求f（x）＝cosx（－∞＜x＜＋∞）的导数．

解　由于[image: 0500020152]
 ，有
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所以我们有f′（x）＝－sinx.


　　4.1.3　单侧导数

类似于单侧极限，我们有以下单侧导数的概念．

定义4.1.2 设函数y＝f（x）在U＋
 （x0
 ，δ）内有定义．若极限
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存在，则称f（x）在x0
 处右可导，并且称此极限值为f（x）在x0
 处的右导数，记为[image: 0500020153]
 ．同理可定义函数f（x）在x0
 处的左可导和左导数，即
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注　从导数的定义我们可以看出，f′（x0
 ）存在的充分必要条件是[image: 0500020154]
 与[image: 0500020155]
 都存在且相等．

当f（x）在x0
 处可导时，有
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因此，f′（x0
 ）存在的一个必要条件是，当△x→0时，△y＝f（x＋△x）－f（x）必须趋于零．而这正是f（x）在x0
 处连续的定义，从而我们有

定理4.1.1　若函数y＝f（x）在x0
 处可导，则它在x0
 处连续．

这样，一个自然的问题就是，是否连续函数一定可导呢？其答案是否定的．例如，函数y＝f（x）＝｜x｜在x＝0处是连续的，但f（x）在x＝0处不可导．这是由于当△x→0时，
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的极限不存在（参见图4.1.2）.

注　从单侧导数的定义可以看出，f（x）在x0
 处左可导，则f（x）在x0
 处左连续；右可导则右连续．于是f（x）在x0
 左、右可导（不要求左导数与右导数相等）就可以推出f（x）在x0
 连续．
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图　4.1.2

例4.1.8　令函数




则有

（1）S（x）在x＝0处间断，是第二类间断点；

（2）xS（x）在x＝0处连续，但不可导（其实，其单侧导数也不存在）；

（3）x2
 S（x）在x＝0处连续而且可导，其导数为0，

此外，按照导数的定义，曲线
 在（0，0）处的切线方程为y＝0.此时，该切线在x＝0附近总是与曲线有交点，这与中学里曲线的切线定义是有很大区别的．


§4.2　求导数的方法

按照导数定义，导数表示为当△x→0时，
 的极限．但直接用定义对各种函数求导数，并不总是一件容易的事，有时甚至很难办到．因此，这一节我们来介绍各种行之有效的求导方法．利用这些求导方法就可以轻而易举地求出许多函数的导数．


　　4.2.1　函数四则运算的导数

定理4.2.1　设函数f（x）和g（x）都在点x处可导，则下列各式在点x处成立：




证明　（1）令y＝f（x）±g（x），则有
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（2）令y＝f（x）g（x），则有
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（3）令
 ，则有
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再由
 及（2），我们有
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推论　设fi
 （x）（i＝1，2，…，n）都在点x处可导，则下列各式在点x处成立：


 其中ci
 是常数；




例4.2.1　设f（x）＝tanx，求f′（x）.

解
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例4.2.2　设f（x）＝cotx，求f′（x）.

解

[image: 图片]



　　4.2.2　反函数的求导法则定理

　　定理4.2.2　设函数y＝f（x）在（a，b）内严格单调，并且令
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如果f（x）在（a，b）内可导且导数f′（x）≠0，则它的反函数x＝f－1
 （y）在（α，β）内可导，而且有




证明　由于y＝f（x）在（a，b）内可导，从而它在（a，b）上连续．再由其在（a，b）内严格单调知，它的反函数在（α，β）中连续且严格单调．任取y0
 ∈（α，β），则存在x0
 ∈（a，b），使得y0
 ＝f（x0
 ），而且
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例4.2.3　求y＝arctanx的导数．

解　由y＝arctanx，得x＝tany.因此，有
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类似地，有




例4.2.4　求y＝arcsinx的导数．

解　由x＝siny，得
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类似地，有




在利用反函数求导法时，读者需注意两点：一是要注意每次求导是关于什么变量进行的；二是如何将求导数后关于y的函数转化为x的函数．

通过一系列例题，我们已经求出了所有基本初等函数的导数．现将这些结果总结如下，以便以后查阅：





　　4.2.3　复合函数的求导法则

定理4.2.3　设函数y＝f（u）在U（u0
 ，δ0
 ）内有定义，函数u＝g（x）在U（x0
 ，η0
 ）内有定义，且u0
 ＝g（x0
 ）．若f′（u0
 ）与g′（x0
 ）都存在，则复合函数f（x）＝f（g（x））在点x0
 可导，且F′（x0
 ）＝f′（g（x0
 ））g′（x0
 ）.

证明　定义函数
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则A（u）在u0
 点连续，即有
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由恒等式f（u）－f（u0
 ）＝A（u）（u－u0
 ），我们有
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在上式两边令x→x0
 ，得

[image: 图片]


注　若f（u）的定义域包含u＝g（x）的值域，两函数在各自的定义域上可导，则复合函数f（x）＝f（g（x））在g（x）的定义域上可导，且
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上述等式常常简记为


 或者


我们一般称它为链锁法则．

例4.2.5　分别求y＝sinx2
 和y＝sin2
 x的导数．

解　y＝sinx2
 可看成y＝sinu和u＝x2
 的复合，因此
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而y＝sin2
 x可看成y＝u2
 和u＝sinx的复合，因此
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例4.2.6　求y＝ln｜x｜（x≠0）的导数．

解　当x＞0时，y＝lnx，从而
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当x＜0时，
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于是，它可看成由y＝lnu与u＝－x复合而成，从而有
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例4.2.7　求y＝xα
 （x＞0，α为任意实数）的导数．

解　前面我们用定义已求出y′＝αxα－1
 ．现应用复合函数求导法于y＝eαlnx
 ，则有
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例4.2.8　证明：当n≥2时，有


证明　在恒等式




两边对x求导数得
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在上述恒等式的两边乘以x并对x求导数得
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在上述等式中令x＝1整理得
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　　4.2.4　隐函数的求导法

前面我们所遇到的函数都是由显式给出的．但在解决实际问题时，常常得到的只是变量x和y所满足的方程，如：
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等等．通常在一定条件下，对指定数集X中的每一个数x，由变量x和y所满足的方程可以唯一地确定一个数y与之对应．由这种对应法则所确定的函数y＝y（x）就称做由该方程所确定的隐函数．例如，方程x2
 ＋y2
 ＝1就隐含了两个定义在[－1，1]上的函数
 
 至于在什么条件下才能保证由所给出的二元方程唯一地确定一个连续可导的隐函数呢？这要等到学习了多元函数的微分学才能给出解答．在本节的后继部分，我们总是假定给定的二元方程所确定函数是可导的，然后来讨论该函数的求导问题．

例4.2.9　证明开普勒（Kepler）方程

[image: 图片]


可确定一个隐函数y＝y（x），并且求y′（x）.

证明　令x＝φ（y）＝y－εsiny，则有
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而且对任意的y1
 ＜y2
 ，有
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因此，φ（y）是一严格单调递增的连续函数，从而[image: 0500020156]
 ，总存在唯一y0
 ，使得x0
 ＝y0
 －εsiny0
 .这表明，该方程确定了（－∞，＋∞）上的一个函数y＝y（x）.以后我们还将知道，开普勒方程确定的函数是可导的．下面我们来求出此函数的导数．

既然y＝y（x）是由开普勒方程确定的函数，则该函数满足恒等式
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两边对x求导数后得恒等式

[image: 图片]


从而有




这一例子表明，虽然我们并没有解出函数的显式表达式，但我们可以由它所满足的方程求出它的导数．当然，导数的表达式中仍含有隐函数y（x）.同时，这一例子也告诉我们求这类函数导数的方法，即只要将y看成x的函数，在方程的两边对x求导数，就可得到y′（x）满足的恒等式，然后再从中将y′（x）解出即可．

例4.2.10　给定圆的方程x2
 ＋y2
 ＝1，求其斜率为
 的切线方程．

解　设所求的切线经过圆上一点（x0
 ，y0
 ）.由隐函数求导法，得2x＋2yy′＝0，从而有
 所以在切点（x0
 ，y0
 ）处应有




即y0
 ＝2x0
 .再由（x0
 ，y0
 ）在圆上可知，
 于是，所求的切线有两条，其分别过
 和
 的方程为
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和
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对某些函数求导数时，若从显函数出发来求比较复杂或不好求，这时可转化为隐函数来求导数，常用的方法是对函数的两边取对数．

例4.2.11　设y＝xex

 （x＞0），求y′.

解　对y＝xex

 两边取对数，得lny＝ex
 lnx，再两边对x求导数，得




所以




例4.2.12　求
 的导数．

解　在
 的两边取对数得
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两边对x求导数得
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所以
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注　以上例子中的求导方法也称为对数求导法，它适合对一些比较复杂的函数求导．


　　4.2.5　参数式函数的求导法

下面我们来讨论由参数方程




所确定的函数y＝f（x）的求导问题．

假定函数x（t）和y（t）都在（α，β）内可导，且x′（t）≠0.在这样的条件下，下一章我们将证明x（t）在（α，β）严格单调．令




则x＝x（t）的反函数t＝t（x）在（a，b）上有定义．因此，由该参数方程可以确定一个函数
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由复合函数及反函数的求导法则，得




这表明，由参数方程所确定的函数的导数就等于y与x关于参数t的导数的商．在以后的计算中，我们只要记住此公式即可，但理解公式的推导过程是十分有益的．

例4.2.13　求椭圆
 上点（x0
 ，y0
 ）处的切线方程．

解法1　利用隐函数求导法，得




即




由此可知，当y0
 ≠0时，在（x0
 ，y0
 ）处的切线方程为




注意到（x0
 ，y0
 ）在椭圆上，最后得切线方程为




为了求曲线在点（a，0）处切线，在此点的附近我们可以将x看成y的函数，再利用隐函数求导法，得




从而在点（a，0）处的切线方程为x＝a.同理，可得在点（－a，0）处的切线方程为x＝－a.

解法2　椭圆的参数方程为




由参数式函数的求导法，得

[image: 图片]


从而在t0
 ≠0，π处的切线方程为

[image: 图片]


令x0
 ＝acost0
 ，y0
 ＝bsint0
 ，整理即得




完全类似于解法1，可求出在（±a，0）处的切线方程．


　　4.2.6　极坐标式函数的求导法

设曲线由极坐标形式




给出，其中r是极距，θ表示极角．现对曲线上一点（θ，r（θ））来求切线的斜率．

由极坐标方程即可得曲线的参数方程为




这样，假定r作为θ的函数其导数r′（θ）存在，而且在所考虑的极角θ附近有

[image: 图片]


则由参数式函数的求导法知，极坐标表示下的曲线在点（θ，r（θ））处的切线的斜率为

[image: 图片]


上式给出了极坐标式函数的求导公式．由导数几何意义知，
 是切线与x轴正向的夹角α的正切，即




由此可解出

[image: 图片]


它具有鲜明的几何意义．在极坐标系中同时建立直角坐标系，记向径沿逆时针方向转到切线位置的角度为β（通常称做向径与切线的夹角），则有

[image: 图片]


这是因为这三个角之间有关系式：β＝kπ＋（α－θ），这里k是非负整数，且满足0≤kπ＋（α－θ）≤π.例如，k＝0的情形如图4.2.1所示．

[image: 图片]


图　4.2.1

例4.2.14　求证：双纽线r2
 ＝a2
 cos2θ（0＜θ＜π/4）的向径与切线的夹角等于极角的两倍加π/2.

证明　设向径与切线的夹角为β，则

[image: 图片]


注意到
 便有


最后指出，显式表示、隐式表示、参数表示和极坐标表示是表达函数的四种重要形式，各有不同的适用场合，有很多函数只能用其中的某一种来表达．即使有些函数能够用它们中的任何一种来表达，但运算的难易程度也可能是大相径庭的，因此必须全面地掌握相应的求导数公式，根据实际情况选择使用．


§4.3　微　　分


　　4.3.1　微分的定义

与函数在一点的可导性紧密联系着的一个概念是可微性，本节就来讨论函数的可微性．我们先来看一个具体的例子．若用S表示半径为r的圆的面积，则S可以表示为r的函数：S＝πr2
 .如果给半径r一个增量△r，则面积S相应地有增量

[image: 图片]


它是半径为r与r＋△r的两个同心圆之间的圆环的面积．从上式可以看出，△S由两部分组成：第一部分2πr△r是△r的线性函数，而第二部分π（△r）2
 是较△r高阶的无穷小量，即π（△r）2
 ＝o（｜△r｜）（△r→0）.由此可知，当给半径r一个微小的增量△r时，所引起的圆面积的增量△S就可以近似地用第一部分2πr△r来代替，由此所产生的相对误差为




显然，△r越小，所产生的相对误差也越小．

对于一般的情形，我们引入如下的定义：

定义4.3.1　设函数y＝f（x）在U（x0
 ，δ0
 ）内有定义．如果存在常数A，使得

[image: 图片]


则称f（x）在点x0
 处可微，并称A△x为f（x）在x0
 处的微分，记做


 或者


从定义看到，一个函数的微分具有两个特点：

（1）它是自变量的增量△x的线性函数．

（2）它与函数的增量△y之差是较△x高阶的无穷小量（△x→0）.根据这一特点，我们就可以用dy来近似地表达△y，所产生的相对误差是一个无穷小量（△x→0），而且｜△x｜越小，近似程度就越好．因此，我们称dy＝A△x为△y的线性主部．此外，由于dy是△x的线性函数，所以它特别容易计算．

微分与导数有着密切的关系，表现为如下定理：

定理4.3.1　函数f（x）在点x0
 处可微的充分必要条件是f（x）在x0
 处可导．

证明　必要性　设f（x）在x0
 处可微，即
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成立，则有




从而　　　　


这表明，f（x）在x0
 处可导，且f′（x0
 ）＝A.

充分性　设f（x）在x0
 处可导，即

[image: 图片]


成立，于是有

[image: 图片]


即

[image: 图片]


这表明，f（x）在点x0
 处可微，且df＝f′（x0
 ）△x.

注　由于这一定理的缘故，对于一元函数而言，人们常把“可导”和“可微”等同起来使用，求导方法又称为微分法．此外，从定理的证明过程知，微分定义式中的系数A唯一地确定，而且必有A＝f′（x0
 ）成立．

现考虑一个具体函数y＝x的微分．由定义，得dy＝dx＝1△x，即dx＝△x.因此，我们就可在微分记号中将△x改为dx，即若y＝f（x）在x0
 处可微，则dy＝f′（x0
 ）dx.因此，导数的记号




就可以看成dy与dx的比值了，即导数乃是微分之商，故又称微商．

下面我们来看微分的几何意义．设函数y＝f（x）的图像如图4.3.1所示，令N＝（x0
 ＋△x，f（x0
 ）），P＝（x0
 ＋△x，f（x0
 ＋△x）），K＝（x0
 ＋△x，f（x0
 ）＋f′（x0
 ）△x）），并且过M＝（x0
 ，f（x0
 ））作曲线的切线，则有

dx＝△x＝MN为自变量的增量；

△y＝PN为函数的增量；

dy＝f′（x0
 ）dx＝KN为切线的增量；

△y－dy＝o（△x）＝PK为函数的增量与切线的增量之差．
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图　4.3.1

这表明，微分就是在点x0
 的附近以切线的增量拟合曲线的增量．因此，所谓微分的基本原理就是：一个可微函数，在每一点的充分小局部，均可近似视为增量按比例变化的线性函数．

若函数y＝f（x）在区间（a，b）内每一点x处可微（即dy＝f′（x）dx），则称函数f（x）在（a，b）内可微．

利用微分可作误差估计和近似计算，下面举两个简单的例子．

例4.3.1　求[image: 0500020157]
 的近似值．

解　取[image: 0500020158]
 ，令x0
 ＝81，△x＝－1，则有
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于是

[image: 图片]


其实，其精确值为[image: 0500020159]
 .

例4.3.2　为了使计算的正方形的面积的相对误差不超过1%，度量边长所允许的最大相对误差为多少？

解　设正方形的边长为a，面积为S，则有

[image: 图片]


于是




这表明度量边长所允许的最大相对误差为0.5%.


　　4.3.2　一阶微分的形式不变性

设函数y＝f（u），u＝g（x）.根据复合函数的求导法则，可得复合函数y＝f（g（x））的微分公式为

[image: 图片]


由于du＝g′（x）dx，代入上式就得到了它的等价表示形式




这里u＝g（x）是x的函数．但我们发现，它与u为自变量的函数f（u）的微分形式




一模一样．换句话说，对f（u）进行微分时，不管u是因变量还是自变量，所得结果具有相同的形式，这也就是所谓的一阶微分的形式不变性．当然它们的意义是不一样的，u是自变量时，du＝△u，而当u是函数时，一般来说du与△u是不相同的．

这是一阶微分的一个非常重要的性质，有了这个“形式不变性”作保证，我们拿到一个函数y＝f（u）之后，就可以按u是自变量去求它的微分f′（u）du，而无须顾忌u是自变量，还是因变量．这使得微分运算在很多场合比求导数运算优越得多．

例如，设y＝f（x）在x0
 可微，且存在反函数x＝f－1
 （y），再假定f′（x0
 ）≠0.我们先对y＝f（x）两边微分，得dy＝f′（x0
 ）dx.然后将x看成因变量，y看成自变量，从前面的等式便可导出




这正是反函数的求导数公式．

再如，求参数方程




所确定的函数y＝f（x）的导数．我们可以先对参数方程分别微分得




然后利用这两个等式，便可得到




这正是参数式函数的求导公式．

利用前面得到的基本初等函数的导数公式，立即可得它们的微分公式为：







同样，由导数的四则运算法则，可得微分运算的法则．设u，v为x的可微函数，则




利用这些公式和运算法则，我们就可以求任何初等函数的微分了．

例4.3.3　设y＝arctanex
 ，求dy.

解　


例4.3.4　设
 求证：当｜x｜＜1时，有




证明　由于

[image: 图片]


故有




此例的结果在双曲几何中起着重要的作用．

例4.3.5　求由方程[image: 0500020160]
 所确定的隐函数y＝y（x）的导数．

解　对方程




两边微分，得




由此即得




注　读者可以对此例中的隐函数的显式表达式




直接求导数，并且将运算过程加以比较．


§4.4　高阶导数与高阶微分


　　4.4.1　高阶导数

当知道物体沿直线运动的路程s＝s（t）需要求加速度时，我们就会遇到求速度函数的导数，即求s（t）的二阶导数的问题．

若一个函数y＝f（x）的一阶导数f′（x）仍是可导函数，则我们可求（f′（x））′，记其为f″（x）或
 并称之为f的二阶导数．类似地，可定义三阶导数为[image: 0500020161]
 .一般地，当n≥4时，f（x）的n阶导数定义为f（x）的n－1阶导数的导数，并记为f（n）
 （x），y（n）
 ，或


对于一些较简单的函数，我们可以导出它们的高阶导数的公式．基本方法是，先求出前几阶导数，发现规律，总结出一般的公式，然后再加以证明．

例4.4.1　设y＝eax
 ，求y（n）
 .

解　由于

[image: 图片]


因此，由高阶导数的定义，容易用数学归纳法证明

[image: 图片]


例4.4.2　设y＝xα
 ，求y（n）
 .

解　由于

[image: 图片]


因此容易由数学归纳法证明

[image: 图片]


注　当α为正整数时，若α＝n，则y（n）
 ＝n！；若α＜n，则y（n）
 ＝0.由此立即导出：如果Pm
 （x）是m次多项式，且n＞m，则




例4.4.3　设y＝ln（1＋x），求y（n）
 .

解　由

[image: 图片]


可以看出

[image: 图片]


其中规定0！＝1.

事实上，设




则

[image: 图片]


这样，由数学归纳法原理知，对一切的正整数n所得公式都成立．

例4.4.4　设y＝sinx，求y（n）
 .

解　直接计算，得

[image: 图片]


现在假定




则有




同理可得




注　上例中的两个公式也可以借助欧拉公式形式地导出．在欧拉公式




的两边形式地求导，可得

[image: 图片]


而

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


例4.4.5　设y＝arctanx，求y（n）
 .

解　由于x＝tany，直接计算，可得

[image: 图片]


一般地，由数学归纳法可证




此外，由这一公式容易导出

[image: 图片]



　　4.4.2　莱布尼茨公式

对于两个函数u，v的和、差的高阶导数，我们有




对常数c和函数u的积，有




而对于两个函数u，v的积，我们有以下莱布尼茨公式：

定理4.4.1（莱布尼茨公式）　若函数u和v有任意阶导数，则




其中


证明　用数学归纳法证之．当n＝1时，公式显然成立．假设公式对正整数n成立，我们来证公式对正整数n＋1也成立．事实上，应用归纳法假定，我们有

[image: 图片]


这与牛顿二项式展开公式证明的格式是一致的，其中最后一步用到了恒等式




例4.4.6　设y＝arcsinx，求y（n）
 （0）.

解　由
 可得




再两边平方得

[image: 图片]


若对上式用莱布尼茨公式，则y′2
 的高阶导数仍不好算．所以对上式再求导数一次，得




由（4.4.1）式看出，当｜x｜＜1时，y′≠0，化简得




对上式两边求（n－2）阶导数，并应用莱布尼茨公式，得

[image: 图片]


将x＝0代入上式，就有

[image: 图片]


由此即得递推公式




又因y（0）
 （0）＝0，y（1）
 （0）＝1，所以我们有y（2n）
 （0）＝0，且

[image: 图片]


例4.4.7　设y＝tanx，求y（n）
 （0），n＝1，2，…，8．

解　因奇函数的导数为偶函数，偶函数的导数为奇函数（参考习题四第4题），以及奇函数在原点的值为零，所以有

[image: 图片]


为了求奇数阶导数在原点的值，我们设法建立递推公式．等式




两边求（2n＋1）阶导数，并利用莱布尼茨公式，得

[image: 图片]


将x＝0代入上式，即得递推公式

[image: 图片]


即

[image: 图片]


将n＝1及y′（0）＝1代入上式，得




解出y（3）
 （0）＝2.

在递推公式中令n＝2，得

[image: 图片]


解出y（5）
 （0）＝16.

再在递推公式中令n＝3，得

[image: 图片]


解出y（7）
 （0）＝272.

附带有





　　4.4.3　一般函数的高阶导数

对于一般没有什么特性的函数，通常很难归纳出其n阶导数的公式，只能逐次地求导．特别对于复合函数、反函数、隐函数和参数式函数求高阶导数更是如此．

例4.4.8　设函数y＝y（x）是由方程
 给出，试求y″．

解法1　先从方程解出




然后直接计算，可得

[image: 图片]


解法2　先将方程表示为参数式




再直接计算，有




解法3　直接对方程两边关于x求导数，得

[image: 图片]


由此解得




再对方程（4.4.2）两边关于x求导数，得




由此解出y″并且将y′的表达式代入，得




比较上面的三种解法，不难发现，似乎隐函数求导法要简单一些．


　　4.4.4　高阶微分

若函数f（x）在区间（a，b）内可微，则有df＝f′（x）dx，其中f′（x）是x的函数，而dx是与x无关的一个量．这样，把一阶微分df看成x的函数，再求一次微分d（df），就称之为f（x）的二阶微分，记为d2
 f，即

[image: 图片]


其中dx2
 ＝dxdx（读者应注意dx2
 ≠d（x2
 ）＝2xdx）.

一般地，我们定义n阶微分为




由此即可知道，为什么将f（n）
 （x）记为
 的缘故了．

由定义可知，求高阶微分本质上就是求高阶导数，因此我们不再详细讨论，但值得指出的是高阶微分是不具有形式不变性的．

事实上，设y＝f（u），当u为自变量时，我们有d2
 y＝f″（u）du2
 ；但当u＝g（x）是x的函数时，则

[image: 图片]


这比u是自变量时多了一项f′（u）d2
 u！因此，当d2
 u≠0，即g″（x）≠0时，二阶微分就不具有形式不变性了．


习　题　四

1．讨论函数f（x）和g（x）在x＝0处的可导性，其中

[image: 图片]


2．设函数f（x）在（a，b）上有定义，且在点x0
 ∈（a，b）处可导，并假定序列｛xn
 ｝和｛yn
 ｝满足

[image: 图片]


且有




证明：




3．设函数f（x）在（－1，1）上可导，且满足｜f（x）｜≤｜sinx｜，求证｜f′（0）｜≤1.

4．求证：

（1）可导的偶函数，其导数为奇函数；

（2）可导的奇函数，其导数为偶函数；

（3）可导的周期函数，其导数为相同周期的周期函数．

5．讨论下列函数在指定点x0
 处的可导性：

（1）y＝｜（x－1）（x－2）2
 （x－3）3
 ｜，x0
 ＝1，2，3；




6．设函数f（x）在[－1，1]上有定义，f′（0）存在，求

[image: 图片]


7．求下列序列的极限：




8．设Pn
 （x）为最高次系数为1的n（n≥1）次多项式，M为Pn
 （x）＝0的最大实根，求证[image: 0500020162]
 ．

9．设函数φ在点a连续，f（x）＝｜x－a｜φ（x）.求f在点a的左右导数，问在什么条件下f（x）在点a可导？

10．给定曲线y＝x2
 ＋5x＋4.

（1）确定b，使直线y＝3x＋b为该曲线的切线；

（2）确定m，使直线y＝mx为该曲线的切线．

11．给定曲线y＝x3
 和直线y＝px－q，其中p，q为实数，且p＞0.

（1）p给定后，试确定q，使y＝px－q是y＝x3
 的切线；

（2）利用图形求出方程x3
 －px＋q＝0有三个不同实根的条件．

12．（1）确定m，使y＝mx为曲线y＝lnx的切线；

（2）利用图形求出方程lnx－mx＝0有两个实根的条件．

13．问抛物线y＝x2
 －2x－1在哪一点的切线垂直于直线x＋2y－1＝0？

14．求下列函数的导数：




15．确定常数a，b，使函数
 有连续的导函数．

16．求下列函数的导数：

　　
 　　


17．设在x＝1处有
 求证f′（1）＝0或f（1）＝1.

18．给定可导函数f（x）＞0，证明函数y＝f（x）sinax（a＞0）永远夹在两条振幅曲线y＝±f（x）之间，并与之相切．

19．求下列函数的导数：




20．求下列函数的导数：




21．求证：




的充分必要条件是




22．设曲线的参数表示：x＝acos3
 t，y＝asin3
 t（a＞0）.

（1）求y′（x）；

（2）证明曲线的切线被坐标轴所截的长度为一常数．

23．求椭圆
 在第一象限中的切线，使它平行于过（0，b）和（a，0）的直线．

24．证明曲线




上任一点的法线到原点的距离等于a.

25．证明圆r＝2asinθ（a＞0）的向径与切线间的夹角等于极角．

26．设函数x（t），y（t）可微，又设
 试求dr，dθ.

27．求下列二元方程表示的函数的导数





28．定义双曲函数

[image: 图片]


再记arcsinhx，arccoshx，arctanhx和arccothx分别为sinhx，coshx，tanhx和cothx的反函数．

（1）求证：




（2）用反函数的求导法则计算：




29．设曲线
 与xy＝λ相切，其中a＞0，b＞0给定．求λ的值并确定切线方程．

30．证明曲线y＝ax
 （a＞0，a≠1）的任一切线上从切点到与x轴的交点之间的线段在x轴上的投影为一常数．

31．求下列函数的微分：




32．设u，v是x的可微函数，对下列的函数求dy:




33．利用微分求近似值：




34．单摆的周期公式是




其中l为摆长（单位：cm），g＝980cm/s2
 为重力加速度．设钟摆的周期为1s，在冬季摆长缩短了0.01cm，这时每天大约快多少？

35．讨论函数f（x）＝｜x｜3
 在点x＝0处的各阶导数．

36．求下列函数的n阶导数：




37．设[image: 0500020163]
 ，求证：




38．证明切比雪夫（Chebyshev）多项式
 满足方程

[image: 图片]


39．求由下列方程所确定的隐函数y（x）的二阶导数y″:




40．设函数y＝f（x）由参数方程

[image: 图片]


确定，计算y＝f（x）在点x＝0处的各阶导数．

41．求证：

（1）若y＝xn－1
 lnx，则


（2）若
 则


（3）若
 ，则


42．设n为正整数，

[image: 图片]


求证f（x）在点x＝0处有直到n－1阶导数，但无n阶导数．

43．求证：




44．设函数f（x）在点x＝0处连续，而且




求证f′（0）＝m.

45．设函数y＝f（x）是严格单调的三阶可导函数，而且f′（x）≠0，求（f－1
 ）（3）
 （y）.


第五章　导数的应用

上一章中，我们着重介绍了导数的概念及计算导数的各种方法．这一章，我们将主要利用导数来研究函数的性质．


§5.1　微分中值定理

微分中值定理是反映函数和导数之间联系的重要定理，是利用导数研究函数的桥梁，因此它是一个强有力的工具．灵活地运用它可使许许多多问题的解决变得轻而易举．在建立微分中值定理时需要用到如下的费马（Fermat）定理，因此我们先来介绍这一定理．


　　5.1.1　费马定理

极值问题是数学中的重要研究对象，在本章中我们将利用导数来讨论此类问题．为此我们引入

定义5.1.1　若函数f（x）在x0
 的某个去心邻域U0
 （x0
 ，δ）内恒有




则称x0
 为f（x）的极大（小）值点，f（x0
 ）称为它的极大（小）值；若在上述定义中，不等号严格成立，则称f（x0
 ）为严格极大（小）值．极大值点和极小值点统称为极值点，极大值和极小值统称为极值．

从图像上来看，一个函数y＝f（x）若在x0
 处取极值，并且该函数的图像在点（x0
 ，f（x0
 ））处存在切线，则该切线一定是水平的．事实上，我们有

定理5.1.1（费马定理）　设函数f（x）在U（x0
 ，δ）中有定义．若x0
 是f（x）的极值点，且f′（x0
 ）存在，则f′（x0
 ）＝0．

证明　无妨设f（x0
 ）为极大值，则当△x＞0且x0
 ＋△x∈U（x0
 ，δ）时，有




令△x→0＋0，得f′（x0
 ）≤0．

当△x＜0且x0
 ＋△x∈U（x0
 ，δ）时，有




令△x→0－0，得f′（x0
 ）≥0．

综上所证，推得f′（x0
 ）＝0．

注　使得f′（x）＝0的点x0
 也称为f（x）的驻点．费马定理告诉我们，若极值点可导，则它必是驻点．例子y＝x3
 在x＝0处的性质告诉我们，驻点未必是极值点．


　　5.1.2　罗尔微分中值定理

定理5.1.2（罗尔（Rolle）微分中值定理）　设函数f（x）在[a，b]上连续，在（a，b）内可导，且f（a）＝f（b），则在（a，b）内至少存在一点ξ，使得




证明　因为f（x）在[a，b]连续，所以f（x）在[a，b]上有最大值M与最小值m.如果M＝m，则f（x）在[a，b]为一常值函数，从而f′（x）≡0，[image: 0500030001]
 ．此时，我们可取（a，b）中任意一点作为ξ．如果M＞m，则M与m至少有一个不等于f（a）＝f（b），不妨设M＞f（a）．这时，必存在ξ∈（a，b），使得f（ξ）＝M，即ξ为f（x）的一个极值点．再由f′（ξ）存在，并且应用费马定理，得f′（ξ）＝0．

罗尔微分中值定理的几何意义是，在一段每点都有切线的曲线上，若两端点的高度相同，则在此曲线上至少存在一条水平切线（参见图5.1.1）．

此外，罗尔微分中值定理只是告诉我们在区间（a，b）内存在一点ξ使得f′（ξ）＝0，但并没有告诉我们怎样去求这一ξ．事实上，一般来讲，要将这一ξ求出来是十分困难．其次，在很多时候我们会发现，满足这样要求的ξ可能有很多，甚至有可能是无穷多个．
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图　5.1.1

例5.1.1　设函数f（x）在（a，b）上可微，证明f（x）在（a，b）内的两个零点之间必有f（x）＋f′（x）的零点．

证明　令f（x）＝ex
 f（x），由罗尔微分中值定理知，在f（x）的两个零点之间必有




的零点，也即有f（x）＋f′（x）的零点．

例5.1.2　设Pn
 （x）为一个n次多项式，证明ex
 －Pn
 （x）＝0至多有n＋1个不同的根．

证明　令f（x）＝ex
 －Pn
 （x）．假若f（x）有n＋2个不同的零点，则由罗尔微分中值定理知，f′（x）＝ex
 －（Pn
 （x））′至少有n＋1个不同的零点；然后再应用罗尔微分中值定理，又有f″（x）＝ex
 －（Pn
 （x））″至少有n个不同的零点．如此下去，即知f（n＋1）
 ＝ex
 －（Pn
 （x））（n＋1）
 至少有一个零点．由于Pn
 （x）是一个n次多项式，所以这就蕴涵着ex
 必有一个零点，这显然是不可能的．这一矛盾说明ex
 －Pn
 （x）＝0至多有n＋1个不同的根．

例5.1.3　设函数f（x）在[0，1]上连续，在（0，1）内可导，且f（0）＝f（1）＝0．再假设f（t0
 ）＝α，其中t0
 ∈（0，1）．证明：存在ξ∈（0，1），使得f′（ξ）＝α．

证明　若α＝0，利用罗尔微分中值定理即得．

现设α≠0．构造辅助函数




则f（x）在[0，1]上连续，在（0，1）内可导，并且有
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由于F（1）F（t0
 ）＜0，因此在（t0
 ，1）中必存在η，使得F（η）＝0．

因此我们在[0，η]上对f（x）应用罗尔微分中值定理，可知在[image: 0500030002]
 [image: 0500030003]
 中存在ξ，使得F′（ξ）＝0，即f′（ξ）＝α．


　　5.1.3　拉格朗日微分中值定理

罗尔微分中值定理要求所考虑的函数在所讨论区间的两端点有相同的函数值，这给它的应用范围带来很大的限制．因此，一个自然的问题就是：如果将罗尔微分中值定理中的条件“f（a）＝f（b）”去掉，将有什么结论呢？其实，如果将坐标轴去掉，纯粹从几何上来看，罗尔微分中值定理是说，在一段每点都有切线的曲线上至少有一点的切线平行于两端点的连线．而这正是一个可微函数的图像所具有的几何特征．因此，如果将罗尔微分中值定理中的条件“f（a）＝f（b）”去掉，则有如下的定理：

定理5.1.3（拉格朗日（Lagrange）微分中值定理）　若函数f（x）在[a，b]上连续，在（a，b）内可导，则在（a，b）内至少存在一点ξ，使得

[image: 图片]


证明　考查f（x）减去过（a，f（a））和（b，f（b））这两点的直线所确定的线性函数而得到的函数：

[image: 图片]


容易验证，这样定义的函数f（x）满足罗尔微分中值定理的所有条件．因此，存在ξ∈（a，b），使得




即




注　（1）在上述定理中，若我们只假定f（x）在以a和b为端点的闭区间满足所有的条件，不难看出，对a＞b的情形，拉格朗日微分中值定理仍具有同样的形式．

（2）公式（5.1.1）有时也称为拉格朗日中值公式．在实际应用时，常将拉格朗日中值公式写成如下形式




这里h＝b－a可以是正数，也可以是负数，而ξ则位于a与a＋h之间．有时，为了避免“ξ位于a与a＋h之间”可能出现的两种情形，常将上式改写成




其中
 无论h是正数还是负数，总有0＜θ＜1，这是因为ξ位于a与a＋h之间的缘故．

此外，拉格朗日微分中值定理的几何意义如图5.1.2所示，即在一段每点都有切线的曲线上至少有一点的切线平行于两个端点的连线．
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图　5.1.2

由拉格朗日微分中值定理立即可推出如下两个十分有用的结论：

推论1　设函数f（x）∈C[a，b]，且在（a，b）内可导．若f′（x）＝0，则f（x）≡C，其中C是一常数．

证明　对[image: 0500030004]
 ，在[a，x]上应用拉格朗日微分中值定理知，存在ξ∈（a，x），使得




由此即得




推论1的结论似乎是显然的，但如果不利用微分中值定理，似乎很难证明它．

推论2　设函数f（x），g（x）∈C[a，b]，且在（a，b）内可导．若f′（x）＝g′（x），则f（x）＝g（x）＋C，其中C是一常数．

证明　对f（x）－g（x）应用推论1即得．

例5.1.4　证明当x＞－1且x≠0时，有


证明　对ln（1＋x），在0和x之间应用拉格朗日微分中值定理，得

[image: 图片]


其中ξ在0和x之间．再注意到，当x＞0时，有




而当－1＜x＜0时，有




便知所证不等式成立．

例5.1.5　证明f（x）＝xα
 （0＜α＜1）在[0，＋∞）上一致连续．

证明　由于f（x）在[0，＋∞）上连续，因此它在[0，2]上一致连续．于是，[image: 0500030005]
 ，[image: 0500030006]
 ，使得当x1
 ，x2
 ∈[0，2]且｜x1
 －x2
 ｜＜δ1
 时，有




另一方面，因为f′（x）＝αxα－1
 在[1，＋∞）上严格单调递减，所以在[1，＋∞）上恒有｜f′（x）｜≤α＜1.于是，对[image: 0500030007]
 ，应用拉格朗日微分中值定理，得
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这样，对给定的ε，取δ2
 ＝ε，则当x1
 ，x2
 ∈[1，＋∞）且｜x1
 －x2
 ｜＜δ2
 时，有




现取δ＝min｛δ1
 ，δ2
 ，1｝，则[image: 0500030008]
 ，当｜x1
 －x2
 ｜＜δ时，一定有x1
 ，x2
 ∈[0，2]或x1
 ，x2
 ∈[1，＋∞），从而必有｜f（x1
 ）－f（x2
 ）｜＜ε．这表明f（x）在[0，＋∞）上一致连续．

注　从上例的证明中可以看出：若一个函数在某区间上的导数有界，则它必在该区间上一致连续．此外，上例也说明了，一致连续的函数即使导数存在，其导数也未必在所论区间上有界．

思考题　当α＞1时，函数f（x）＝xα
 是否在[0，＋∞）上一致连续？

例5.1.6　证明：对任意的x∈R，有




证明　令




则有

[image: 图片]


于是由推论1知f（x）≡C，而f（0）＝0，故所证等式成立．


　　5.1.4　柯西微分中值定理

为了将拉格朗日微分中值定理作进一步的推广，我们现在换个观点来看这个定理．在该定理的条件下，我们有
 其分子是函数f（x）在区间端点之值的差，而其分母可以看成函数y＝x在端点之值的差．从这个观点来看，一个自然的问题是：能否将y＝x换成一个任意的函数呢？下面的柯西微分中值定理回答了这个问题．

定理5.1.4（柯西微分中值定理）　若函数f（x）和g（x）在[a，b]上连续，在（a，b）内可导，而且g′（x）≠0，则在（a，b）内至少存在一点ξ，使得

[image: 图片]


注　分别应用拉格朗日微分中值定理于f（x）和g（x），我们可得




注意，这里的ξ1
 与ξ2
 可能是不一样的！因此，我们不能简单地应用拉格朗日微分中值定理来证明本定理．

证明　对函数g（x）应用拉格朗日微分中值定理（或罗尔微分中值定理），可知g′（x）≠0蕴涵着g（a）≠g（b）．仿照拉格朗日中值定理的证明方法，令
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则G（x）满足罗尔定理的所有条件．于是，由罗尔定理知，存在ξ∈（a，b），使得G′（ξ）＝0．整理即得公式（5.1.2）．

柯西微分中值定理的几何意义是，若uv坐标平面的曲线由参数方程




给出，其中f（x）和g（x）满足定理的条件，则存在ξ∈（a，b），使得过点（g（ξ），f（ξ））的切线平行于两端点的连线．

此外，类似于拉格朗日微分中值定理，柯西微分中值定理也常写成如下形式：




其中0＜θ＜1，且不要求b＞a.

例5.1.7　设函数f（x）在区间（0，1]上连续，在区间（0，1）内可导，而且
 证明f（x）在区间（0，1]上一致连续．

证明　由
 可知，存在M＞0和0＜c＜1，使得

[image: 图片]


现任取x1
 ，x2
 ∈（0，c]，x1
 ≠x2
 ，应用柯西微分中值定理，可得

[image: 图片]


其中ξ位于x1
 和x2
 之间．于是，有

[image: 图片]


当然，上式对x1
 ＝x2
 亦成立．再注意到

[image: 图片]


对[image: 0500030009]
 ，只需取
 则当x1
 ，x2
 ∈（0，c]且｜x1
 －x2
 ｜＜δ时，便有

[image: 图片]


这表明f（x）在（0，c]上一致连续．又f（x）在区间（0，1]上连续蕴涵着f（x）在区间[c，1]上一致连续，从而便有f（x）在区间（0，1]上一致连续．

从本节内容可以看出，罗尔微分中值定理是一个基本的结果，拉格朗日微分中值定理是罗尔微分中值定理的直接推广，而柯西微分中值定理则是拉格朗日微分中值定理的一个重要推广．它们各自适合不同的场合，是我们利用导数研究函数的强有力工具．


§5.2　洛必达法则

在建立求导法则和求导公式的过程中，极限的理论和一些具体的极限起着决定性的作用．而有了导数理论和求导公式之后，又可利用它解决极限理论中某些不定式的极限问题．

大家已经知道，如果我们已知




这里A，B，a可以是有限数或无穷大，那么除去某些例外情形，我们可以利用下面的极限运算法则去求它们的和、差、积、商及幂-指数函数式的极限：




对于以上各式，所说的例外情况分别为：

（a）在（1）中出现两个同号无穷大相减；

（b）在（2）中A与B之一为0，另一为无穷大；

（c）在（3）中A与B同时为0，或者同为无穷大；

（d）在（4）中A＝1，B＝∞，或者A＝B＝0，或者A＝∞，B＝0．

这些例外情形所涉及的极限类型统称为不定式，分别记为：
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所有这些不定式本质上只有一种：
 其他的不定式经过简单的变换可以化为这种不定式，如[image: 0500030010]
 就成为[image: 0500030011]
 型，或者[image: 0500030012]
 变成[image: 0500030013]
 型，而[image: 0500030014]
 ，等等．下面我们利用柯西微分中值定理来给出这种不定式的定值方法——洛必达（L'Hospital）法则．以后我们还会发现，虽然[image: 0500030015]
 型可以化为[image: 0500030016]
 型，但要利用洛必达法则，我们还必须对[image: 0500030017]
 的情况进行研究．


　　5.2.1　[image: 0500030018]
 型不定式

定理5.2.1　设函数f（x）和g（x）在a点的某一去心邻域U0
 （a，δ）上可导，而且满足：





 （[image: 0500030019]
 为有限数或±∞，∞），

则有




证明　先考虑[image: 0500030020]
 为有限数的情形，并且我们先证
 由条件（1）知，若补充定义f（a）＝g（a）＝0，则f（x），g（x）在a点连续．于是，对[image: 0500030021]
 ，在区间[x，a]上应用柯西微分中值定理，有

[image: 图片]


又由条件（3），可得




所以




同理可证
 综合起来就有


当[image: 0500030022]
 或∞时，证明类似，请读者作为练习自己给出．

注　从定理的证明可以看出，把x→a改为x→a－0或x→a＋0，上述定理的结论仍然成立．

当x→∞时，我们有

定理5.2.2　设函数f（x），g（x）在U＝｛x:｜x｜＞a＞0｝上可导，而且满足：





 （[image: 0500030023]
 为有限数或±∞，∞），

则有




证明　我们先证x→＋∞的情形．作自变量变换
 则x→＋∞相应于t→0＋0．于是有




并且由条件（1），有

[image: 图片]


应用定理5.2.1于开区间
 上新变量t的函数
 并注意到它们关于t的导数为




可得







因此，我们有




同理可证x→－∞的情形．这样我们就证明了
 成立．

注　从定理的证明可以看出，把x→∞改为x→－∞或x→＋∞，上述定理的结论仍然成立．

例5.2.1　求极限


解　这是一个
 型不定式．应用洛必达法则，可得




例5.2.2　求极限


解　这也是一个
 型不定式．令[image: 0500030024]
 ，则有

[image: 图片]


例5.2.3　求极限


解　这是一个0.∞型不定式．先将其转化为
 型不定式，然后应用洛必达法则，可得

[image: 图片]



　　5.2.2　[image: 0500030025]
 型不定式

从理论上来讲，
 型不定式可化为
 型．但是有时候这样做会使问题更为复杂，致使问题的解决失败．例如，求
 如果将它化成




则分子、分母分别求导后所得表达式比原来的函数还要复杂．因此，我们有必要专门研究求
 型不定式极限的方法．

定理5.2.3　设函数f（x），g（x）在a点的某一去心邻域U0
 （a，δ0
 ）（δ0
 ＞0）上可导，且满足：





 （[image: 0500030026]
 有限数或±∞，∞），

则有




证明　只对[image: 0500030027]
 和x→a－0的情形证明，其他的情形请读者自己给出证明．

[image: 0500030028]
 ，由条件（2）和（3）知，[image: 0500030029]
 ，0＜δ1
 ＜δ0
 ，当a－δ1
 ＜ζ＜a时，有




对已经取定的δ1
 及x∈（a－δ1
 ，a），在[a－δ1
 ，x]上应用柯西微分中值定理，存在ξ∈[a－δ1
 ，x]，使




这里x1
 ＝a－δ1
 ，ξ∈（a－δ1
 ，a）．上式可化为

[image: 图片]


整理得

[image: 图片]


在上式两边同除以g（x），可得

[image: 图片]


又由于
 故对固定的x1
 ，有

[image: 图片]


所以[image: 0500030030]
 ，使得当a－δ2
 ＜x＜a时，有

[image: 图片]


令δ＝min｛δ1
 ，δ2
 ｝，则当a－δ＜x＜a时，有

[image: 图片]


因此


注　把x→a改为x→a－0或x→a＋0，上述定理的结论仍然成立．

定理5.2.4　设函数f（x），g（x）在U＝｛x:｜x｜＞h＞0｝上可导，而且满足：





 （[image: 0500030031]
 有限数或±∞，∞），则有




本定理的证明类似于定理5.2.2的证明，请读者作为练习自己补证．

注　把x→∞改为x→－∞或x→＋∞，上述定理的结论仍然成立．

例5.2.4　求极限
 ，其中ε＞0．

解　这是一个
 型不定式，应用定理5.2.4，有

[image: 图片]


例5.2.5　求极限
 其中α＞0．

解　这也是一个
 型不定式，应用定理5.2.4，有

[image: 图片]


设I是一个区间，n是一个非负整数，在今后我们用记号Cn
 I表示I上所有具有n阶连续导数的函数的集合；用记号C∞
 I表示I上具有任意阶导数的函数的集合．特别地，C0
 I表示I上所有连续函数的集合．

例5.2.6　设函数




证明f（x）∈C∞
 （－∞，＋∞）．

证明　当x≠0时，




当x＝0时，

[image: 图片]


且

[image: 图片]


所以f（x）∈C1
 （－∞，＋∞）．

继续求导，我们发现f（n）
 （x）具有如下形式：




其中P3n
 （u）为变元u的3n次多项式．

下面我们来证明上述断言为真．事实上，当n＝1时，我们已证它是对的．现在假定其对正整数n成立，我们来看n＋1的情形．当x≠0时，我们有

[image: 图片]


而

[image: 图片]


这样，我们就证明了上述断言．由此推知f（x）任意次可微，即f（x）∈C∞
 （－∞，＋∞）．

注　上例中的函数是一个重要的函数，在今后的学习中还会多次遇到它．这个函数可以用来说明很多问题．


　　5.2.3　其他类型不定式

通过变量替换，我们总可把其他形式的不定式转化为
 型和
 型，具体采用什么样替换，这要对具体问题做具体分析，灵活对待．

例5.2.7　求极限


解　这是一个0·∞型不定式．我们有

[image: 图片]


例5.2.8　求极限
 （其中ak
 ＞0，k＝ 1，2，…n），这里a＝0或±∞．

解　令




则




下面我们分三种情况来求


（1）x→0的情形．此时，应用洛必达法则，有

[image: 图片]


所以
 即所求极限为这n个数的几何平均．

（2）x→＋∞的情形．此时，记M＝max｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝，应用洛必达法则，有

[image: 图片]


[image: 图片]


所以




（3）x→－∞的情形．此时，令m＝min｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝，应用洛必达法则，有

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


例5.2.9 设x0
 ∈（0，1），定义xn
 ＝sinxn－1
 ，n＝1，2，…．证明




证明　首先我们来证明




事实上，我们先将其转化为
 型不定式；然后将分母用等价无穷小量替换；最后应用洛必达法则，可得







其次，注意到

[image: 图片]


利用单调收敛原理，可知该序列收敛，而且可得xn
 →0（n→∞）．这样，应用前面所求出的极限，可得

[image: 图片]


于是，利用第二章§2.1中例2.1.13的结果有

[image: 图片]


从而




最后我们须指出的是：

（1）并非所有的
 或
 型不定式都可用洛必达法则求其极限．例如，容易证明




但是




不存在．因此，我们就不能用洛必达法则确定这个
 型不定式的极限．

（2）应用洛必达法则时，每步必须验证
 是否存在的条件，否则会得出错误的结论．例如，显然有




但若盲目地使用洛必达法则，就会得到
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的错误结论．


§5.3　泰勒公式

用简单函数来逼近复杂函数，这是一个重要的研究课题．一般来说，我们最熟悉而又十分简单的函数就是多项式函数．在本节中，我们将考虑两类多项式的逼近问题：一类是在一点附近的逼近问题；另一类则是在一个区间上的逼近问题．

设f（x）是区间I上的一个函数．若我们用Pn
 （x）去近似它，则




就反映了近似的误差．一个好的逼近就应该能够根据函数的性质求出所需多项式以及相应的控制误差，并且还要使得误差尽可能地小．


　　5.3.1　带佩亚诺余项的泰勒公式

设函数f（x）在U（x0
 ，δ）内有定义．若f（x）在点x0
 处连续，则




即




若f（x）在点x0
 处可导，则

[image: 图片]


由此可知，若用线性函数f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）来近似f（x），则在x0
 附近，比用f（x0
 ）来近似它误差要小得多．若f（x）在x0
 处具有高阶的导数，则我们有

定理5.3.1　设函数f（x）在x0
 处具有n（n≥1）阶导数，则有

[image: 图片]


证明　要证上式成立，只要证

[image: 图片]


即可．对上式左边应用洛必达法则（n－1）次，可知它等于

[image: 图片]


最后的等式成立，是因为f（n）
 （x0
 ）存在．定理证毕．

注　当f（x）在x0
 处具有n（n≥1）阶导数时，我们把多项式

[image: 图片]


称为f（x）在x0
 处的泰勒（Taylor）多项式，而将

[image: 图片]


称为f（x）在x0
 处的泰勒公式，其中Rn
 （x）＝f（x）－Pn
 （x）称为泰勒公式的余项．特别地，当x0
 ＝0时，我们称此时的泰勒公式为麦克劳林（Maclaurin）公式．

定理5.3.1告诉我们，当f（x）在x0
 处存在n阶导数时，泰勒公式的余项为




这种余项称为佩亚诺（Peano）余项．

值得指出的是，若f（x）在点x0
 存在n阶导数，且在点x0
 附近成立

[image: 图片]


则必有




事实上，在（5.3.1）式中令x→x0
 ，即得




现将（5.3.1）式改写为

[image: 图片]


当x≠x0
 时，两边除以（x－x0
 ），并令x→x0
 ，即得




再将上式中f′（x0
 ）（x－x0
 ）移到等式左边，两边除以（x－x0
 ）2
 ，并令x→x0
 ，即可推出




依此类推即可证明我们的结论．

以上论述说明了f（x）在x0
 处的多项式逼近的某种唯一性，它将给我们寻找f（x）的泰勒公式提供许多方便．

例5.3.1　求f（x）＝ex
 的带佩亚诺余项的麦克劳林公式．

解　由f（k）
 （x）＝ex
 ，且e0
 ＝1，得

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


例5.3.2　求f（x）＝sinx的带佩亚诺余项的麦克劳林公式．

解　由
 得

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


例5.3.3　求f（x）＝cosx的带佩亚诺余项的麦克劳林公式．

解　由
 得

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


例5.3.4　求f（x）＝ln（1＋x）的带佩亚诺余项的麦克劳林公式．

解　由
 得

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


例5.3.5　求f（x）＝（1＋x）α
 （α∈R）的带佩亚诺余项的麦克劳林公式．

解　由f（k）
 （x）＝α（α－1）…（α－k＋1）（1＋x）α－k
 ，得

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


例5.3.1—例5.3.5中函数的麦克劳林公式在今后的各章节及后续课程中经常要用到，读者应牢牢地记住它们．

例5.3.6　求f（x）＝sin2
 （1＋x2
 ）的带佩亚诺余项的麦克劳林公式．

解　如果直接求导，则很难找到n阶导数的一般形式．我们下面根据泰勒公式的唯一性，利用上面已知函数的泰勒公式来求解此题．

由于

[image: 图片]


而

[image: 图片]


因此

[image: 图片]


由于f′（x）的n阶导数是f（x）的n＋1阶导数，因此若

[image: 图片]


则f（x）具有如下的泰勒公式

[image: 图片]


下面我们利用这一结果，导出arctanx和arcsinx的麦克劳林公式

例5.3.7　求arctanx的带佩亚诺余项的麦克劳林公式．

解　由于




因此

[image: 图片]


例5.3.8　求arcsinx的带佩亚诺余项的麦克劳林公式．

解　由于

[image: 图片]


因此

[image: 图片]


下面我们再举几个例子来说明如何求一个函数的泰勒公式．

例5.3.9　求ecosx
 的带佩亚诺余项的麦克劳林公式（展到x4
 ）．

解　如果直接求高阶导数，计算则比较复杂．我们利用eu
 在u＝0及cosx在x＝0的泰勒公式来求之．




例5.3.10　求ex
 ln（1＋x）的带佩亚诺余项的麦克劳林公式（展到x4
 ）．

解　我们利用ex
 和ln（1＋x）的麦克劳林公式得

[image: 图片]


下面我们来给出泰勒公式的一些简单应用．

例5.3.11　求极限


解　这是一个∞－∞型不定式，当然可用洛必达法则来求此极限．下面我们用泰勒展开来求极限．

[image: 图片]


例5.3.12　求极限


解　将原式恒等变形，利用泰勒公式得

[image: 图片]



　　5.3.2　带拉格朗日余项的泰勒公式

上面我们讨论了函数在一点附近用多项式逼近的问题，相应的误差只给出定性描述，不能具体估计误差的大小，所以它只适用于求无穷小量的阶或求极限等问题．若要具体计算函数值并且达到预先指定的误差，就需要给出误差的定量描述．带拉格朗日余项的泰勒公式就是为了解决这一问题而产生的．

定理5.3.2　设f（x）∈Cn
 [a，b]，而且在（a，b）内存在n＋1阶导数，则对任意x，x0
 ∈[a，b]，有




其中ξ介于x与x0
 之间．

证明　作两个辅助函数：

[image: 图片]


和




容易验证它们在[x0
 ，x]（或[x，x0
 ]）上连续，在（x0
 ，x）（或（x，x0
 ））内可导，且f（x）＝G（x）＝0．我们应用柯西微分中值定理，并且注意到

[image: 图片]


便有
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这里ξ介于x与x0
 之间．由此即得

[image: 图片]


定理得证．

注　（5.3.2）中的余项
 称为拉格朗日余项．另外，我们可将上述定理中的ξ表为


 ，其中


下面我们列出几个常见函数的带拉格朗日余项的泰勒公式：

[image: 图片]


利用拉格朗日余项，我们可以估计在整个区间上f（x）用泰勒公式逼近时的误差．这在实际应用中是十分重要的．

例5.3.13　求e的近似值，使得其误差不超过10－5
 ．

解　在ex
 的带拉格朗日余项的泰勒公式

[image: 图片]


中令x＝1，得

[image: 图片]


这样，欲使

[image: 图片]


只需取n＝8即可．于是，有




例5.3.14　试证e是无理数．

证明　用反证法．假设e是有理数，它表示成分数时的分母为N.现取正整数n＞max｛N，3｝．根据ex
 的带拉格朗日余项的泰勒公式，得




这里0＜θ＜1，从而1＜eθ
 ＜3．上式两边乘以n！，得

[image: 图片]


上式左边是整数，而右边满足




这一矛盾说明e是无理数．

例5.3.15　求极限


解　根据ex
 的带拉格朗日余项的泰勒公式，得

[image: 图片]


其中0＜θ＜1，而




是正整数．于是，我们有

[image: 图片]



　　5.3.3　拉格朗日插值多项式

在实际应用中大量的函数都是用表格给出的，为了进行理论研究和工程设计，需要寻找与已知函数值相符而形式简单的函数去近似它；有许多函数虽有表达式，但其形式不适宜计算机使用，需要寻找形式便于计算的函数去逼近它．解决这类问题的最基本方法之一就是多项式插值法．多项式插值法的一般提法如下：

设y＝f（x）是在区间[a，b]上定义的某个函数，已知它在该区间上n＋1个不同点x0
 ，x1
 ，x2
 ，…，xn
 处的函数值为




寻找一个多项式P（x），使得

[image: 图片]


对于给定的插值数据[image: 0500030032]
 ，满足条件（5.3.2）的多项式P（x）称为f（x）的插值多项式．寻找插值的多项式P（x）问题，用几何的观点来看，就是寻找一条代数曲线（一元多项式的图像称为代数曲线），使它通过平面上的n＋1个点[image: 0500030033]
 ．

下面我们采用构造性方法把所要求的插值多项式P（x）求出来．先来看看最简单的n＝1的情形，即两点一次插值．此时，我们所要求的P（x）就是通过（x0
 ，y0
 ）和（x1
 ，y1
 ）两点的直线．显然，这条直线可表示为

[image: 图片]


即L1
 （x）可表为两个一次多项式

[image: 图片]


的线性组合，组合系数为y0
 ，y1
 ．仔细观察可以发现，这两个一次多项式具有非常明显的特征：

[image: 图片]


从以上的讨论我们得到的一个重要启发是：如果我们能够构造出具有如下性质的特殊的插值多项式[image: 0500030034]
 （i＝0，1，2，…，n）：




则多项式




就是满足插值条件（5.3.2）的插值多项式．注意到，x0
 ，…，xn
 中除xi
 外，均为多项式[image: 0500030035]
 的零点，即知

[image: 图片]


其中c是常数．再根据[image: 0500030036]
 ，可得

[image: 图片]


这样便有，对i＝0，1，…，n，[image: 0500030037]
 的表达式为

[image: 图片]


我们把上面所确定的插值多项式记为




其中

[image: 图片]


并且称之为n阶拉格朗日插值多项式，而称[image: 0500030038]
 为拉格朗日插值基函数．另外，我们称x0
 ，x1
 ，…，xn
 为插值节点．

容易看出，拉格朗日插值多项式具有结构清晰、紧凑的特点，因而适合于作理论分析和实际应用．

例5.3.16　已知函数f（x）在三点的函数值为

[image: 图片]


求它的二阶插值多项式P2
 （x），并用P2
 （x）估算f（1.2）．

解　记x0
 ＝1.0，x1
 ＝1.5，x2
 ＝2.0，则有

[image: 图片]


取x＝1.2，得

[image: 图片]


由于原始数据只有4位小数，我们可以取f（1.2）＝0.1763．

用插值多项式Ln
 （x）作为被插函数f（x）的逼近，除了在插值节点处以外，Ln
 （x）与被插函数f（x）是有差别的，下面的定理给出了插值余项（误差）的一个表达式．

定理5.3.3　设被插函数f（x）∈C（n＋1）
 [a，b]，且插值节点互不相同，则对任意的x∈[a，b]，都存在ξ∈[a，b]，使得

[image: 图片]


其中ω（x）如（5.3.3）所定义．

证明　由于

[image: 图片]


所以x0
 ，x1
 ，…，xn
 为误差函数Rn
 （x）的零点．于是，Rn
 （x）可以表示为




这样，只需给出K（x）的表达式即可．为此，引入变量为t的函数

[image: 图片]


现任意取x∈[a，b]，且x≠xj
 （j＝0，1，2，…，n），则有

[image: 图片]


即F（t）至少有n＋2零点．反复应用罗尔微分中值定理，可得F（n＋1）
 （t）至少有一个零点ξ，即

[image: 图片]


因此





§5.4　利用导数研究函数

这一节我们将利用导数来研究函数的单调性、极值、凹凸性和拐点等．最后再利用函数的这些特性，给出描绘函数图像的方法．


　　5.4.1　函数的单调性

这一小节，作为拉格朗日中值微分定理的应用，我们来讨论如何利用导数的符号来判断函数的单调性．事实上，从几何上来看，函数的升降，与切线的方向密切相关．曲线单调上升时，切线与x轴正向的夹角为锐角；曲线单调下降时，切线与x轴正向的夹角为钝角．这样，我们便有

定理5.4.1　设函数f（x）在区间I内可导，则

（1）f（x）在I内单调上升的充分必要条件是f′（x）≥0，[image: 0500030039]
 ；

（2）f（x）在I内单调下降的充分必要条件是f′（x）≤0，[image: 0500030040]
 ．

证明　我们只证（1）．（2）的证明是类似的．

当f（x）在I内单调上升时，对任意的x∈I，取充分小的△x＞0使得x＋△x∈I.由于f（x＋△x）－f（x）≥0，从而有




由于f（x）在I内可导，因此有

[image: 图片]


这就证明了必要性．

现证充分性．任取x1
 ，x2
 ∈I，并且x1
 ＜x2
 ，在[x1
 ，x2
 ]上应用拉格朗日微分中值定理，知[image: 0500030041]
 ，使得

[image: 图片]


因此f（x1
 ）≤f（x2
 ），即f（x）在I内单调上升．

注　大家已经知道，一个可微函数在一个区间上为常数的充分必要条件是该函数的导数在该区间上恒等于零．因此我们立即可得：一个可导函数f（x）在I内严格单调上升（下降）的充分必要条件是在区间I上f′（x）≥0（f′（x）≤0），而且在该区间的任何子区间上f′（x）都不恒等于0．

例5.4.1　设函数




对于任意的x＞0，有

[image: 图片]


等号成立当且仅当
 此外，由于




所以f（x）在[0，＋∞）上连续．这样，应用定理5.4.1的注即知，f（x）在[0，＋∞）上严格单调上升．

例5.4.2　证明不等式


证明　令




则有

[image: 图片]


这是因为在该区间上tanx＞x之故．因此，f（x）在[0，π/2）上严格单调上升．又f（0）＝0，故有

[image: 图片]


从而不等式得证．


　　5.4.2　函数的极值

在本章的第一节我们已经介绍了极值的定义和费马定理．我们已经知道，一个在区间I内可导的函数f（x），若它在I内的一点x0
 上取极值，则必有f′（x0
 ）＝0（即x0
 是f（x）的一个驻点），但反之不真．这样，假如我们已经知道x0
 是f（x）的一个驻点，那么在什么条件下它是f（x）的一个极值点呢？下面我们利用导数的符号来回答这一问题．

首先，利用导数的符号与函数单调性之间的关系，我们容易证明：

定理5.4.2　设函数f（x）在U0
 （x0
 ，δ）内可导且在点x0
 处连续．

（1）若当x0
 －δ＜x＜x0
 时，f′（x）＞0，而当x0
 ＜x＜x0
 ＋δ时，f′（x）＜0，则f（x）在点x0
 取得严格极大值；

（2）若当x0
 －δ＜x＜x0
 时，f′（x）＜0，而当x0
 ＜x＜x0
 ＋δ时，f′（x）＞0，则f（x）在点x0
 取得严格极小值；

（3）若当x0
 －δ＜x＜x0
 及x0
 ＜x＜x0
 ＋δ时，都有f′（x）＞0，或者f′（x）＜0，则x0
 不是f（x）的极值点．

请读者作为练习给出定理的证明．

定理5.4.2就是说，当x从点x0
 的左侧经过x0
 而变到其右侧时，若f′（x）改变符号，则f（x）在点x0
 取得极值：由正变负，取极大值；由负变正，取极小值．若f′（x）不改变符号，则f（x）在点x0
 不取极值．对于上述定理中的条件与结论，读者应该根据函数图像的几何特征及导数的几何意义来加以理解与记忆，而不是简单地记住该定理．如图5.4.1所示，x0
 是f（x）的极大值点，x1
 是f（x）的极小值点，x2
 不是f（x）的极值点．

[image: 图片]


图　5.4.1

例5.4.3　求函数f（x）＝（x＋2）2
 （x－1）3
 在（－∞，＋∞）上的极值．

解　直接计算，得

[image: 图片]


由此可知，该函数有3个驻点：

[image: 图片]


这3个点将实数轴分成4个区间：

[image: 图片]


容易看出，导数f′（x）在这4个区间上的符号分别为：




因此，函数f（x）在点x1
 ＝－2取得极大值0；在点
 取得极小值




而在点x3
 ＝1不取极值．

我们也可以根据函数在一点的高阶导数的符号来判定极值点．我们有

定理5.4.3　设函数f（x）在U（x0
 ，δ）内n阶可导，f′（x0
 ）＝f″（x0
 ）＝…＝f（n－1）
 （x0
 ）＝0，且f（n）
 （x0
 ）≠0，则

（1）当n为奇数时，f（x）在点x0
 不取极值；

（2）当n为偶数且f（n）
 （x0
 ）＞0时，f（x）在x0
 取严格极小值；

（3）当n为偶数且f（n）
 （x0
 ）＜0时，f（x）在x0
 取严格极大值．

证明　由于函数f（x）在U（x0
 ，δ）内n阶可导，而且

[image: 图片]


利用带佩亚诺余项的泰勒公式，可得

[image: 图片]


而




因此存在δ1
 ∈（0，δ），使得当x∈U（x0
 ，δ1
 ）时，有
 与f（n）
 （x0
 ）同号．于是，我们有：

（1）当n为奇数时，若x从点x0
 的左侧经过x0
 而变到其右侧，等式（5.4.1）的右边将改变符号，从而f（x）－f（x0
 ）也改变符号．这表明在x0
 的任何邻域内总有两点x1
 和x2
 ，使得

[image: 图片]


因此f（x）在x0
 不取极值．

（2）当n为偶数且f（n）
 （x0
 ）＞0时，对[image: 0500030042]
 ，（5.4.1）式的右边恒大于零，从而有f（x）＞f（x0
 ），即f（x）在x0
 取严格极小值；而当n为偶数且f（n）
 （x0
 ）＜0时，[image: 0500030043]
 ，（5.4.1）式的右边恒小于零，从而有f（x）＜f（x0
 ），即f（x）在x0
 取极严格大值．定理证毕．

注　对于定理5.4.3，最常见的是n＝2的情形，即若f′（x0
 ）＝0，但f″（x0
 ）≠0，则

（1）当f″（x0
 ）＞0时，f（x）在x0
 取严格极小值；

（2）当f″（x0
 ）＜0时，f（x）在x0
 取严格极大值．

若对函数y＝xn
 （n∈N）来讨论其在点x＝0处的极值情况，则定理5.4.3的结论是显然的．事实上，定理5.4.3告诉我们，利用泰勒公式，任何满足该定理条件的函数f（x）在点x＝x0
 处取极值情况和函数f（n）
 （x0
 ）（x－x0
 ）n
 完全一样．换句话说，读者可利用axn
 （a≠0）在x＝0的取值情况来记忆定理5.4.3．

如果我们利用定理5.4.3来解例5.4.3，则由f″（－2）＝－54＜0立刻可以得出f（x）在x1
 ＝－2取极大值；由f″（1）＝0及[image: 0500030044]
 知f（x）在x＝1不取极值．再注意到
 即可推出f（x）在
 也取极小值．

例5.4.4（达布（Darboux）定理）　设函数f（x）在[a，b]上可导，则对于任意介于f′（a＋0）与f′（b－0）之间的数η，都存在ξ∈（a，b），使得f′（ξ）＝η．

证明　先假设f′（a＋0）＞0，f′（b－0）＜0，η＝0．根据导数的定义，由f′（a＋0）＞0可导出，存在δ1
 ＞0，使得[image: 0500030045]
 ，有




再由f′（b－0）＜0可导出，存在δ2
 ＞0，使得[image: 0500030046]
 ，有




此外，由于f（x）在[a，b]上可导，从而f（x）在[a，b]上连续．现设




则存在ξ∈[a，b]，使得f（ξ）＝M.由以上分析可知ξ≠a，b，因此费马定理告诉我们f′（ξ）＝0．

同理可证f′（a＋0）＜0，f′（b－0）＞0和η＝0的情形．

对一般情形，我们构造辅助函数f（x）＝f（x）－ηx.由F′（a＋0）＝f′（a＋0）－η和F′（b－0）＝f′（b－0）－η异号知，存在ξ∈（a，b），使得




注　值得注意的是，一个函数即使在一个区间上可导，其导函数也不一定是连续的（参见下例）．而上述例子告诉我们，即使导函数不连续，仍然具有类似于连续函数的介值定理成立．

例5.4.5　设函数




则




显然，f′（x）在x＝0处不连续．

思考题　设函数f（x）在区间I上可导，且f′（x）≠0，[image: 0500030047]
 ．试证明f（x）是I上的严格单调函数．

此外，我们需要特别指出的是：

（1）函数的极值只是函数的局部特性，一个函数的某些极小值完全可以远远大于它的某些极大值；

（2）函数的极值点必须位于函数所定义区间的内部，区间的端点不涉及函数的极值问题．

在实际应用中我们常常遇到的是求一个函数在指定范围内的最大值或者最小值问题．大家已经知道，若函数f（x）在闭区间[a，b]上连续，则f（x）在[a，b]上取得它的最大值和最小值．现在我们可以通过比较函数f（x）在[a，b]上所有的驻点、不可导点和端点的函数值的大小来确定它的最大值和最小值．

例5.4.6　求函数
 上的最大值和最小值．

解　直接计算，得

[image: 图片]


于是，在所考虑区间内有函数的3个驻点：

[image: 图片]


易知

[image: 图片]


因此，该函数的最大值和最小值分别为1和0．

例5.4.7　作一个无盖圆柱形茶缸，使得它的底的厚度是侧面厚度的三倍．试问：容积一定时如何确定它的底面半径和高才能使得用料最省？

解　设茶缸的侧面的厚度为δ，则它的底的厚度为3δ．记茶缸的容积为V＝常数，底面半径为r，则高为
 于是，若茶缸的用料量用ρS（r）表示，其中ρ为所用材料的密度，则有

[image: 图片]


这样，所考虑的问题就等价于求函数S（r）的的极小值．

对S（r）求导，得




因此S′（r）在[0，＋∞）内有唯一的零点
 又

[image: 图片]


所以r0
 是S（r）的唯一极小值点．这时，对应的高为




这也就是说，当高为底面半径的3倍时用料最省．


　　5.4.3　函数的凹凸性

函数的凹凸性是函数一个重要的几何特征．设函数f（x）在区间I内有定义．从几何上来看，若y＝f（x）的图像上任意两点（x1
 ，f（x1
 ））和（x2
 ，f（x2
 ））之间的曲线段总位于连接这两点的线段之下（上），则称该函数是凸（凹）的（参见图5.4.2）．这个概念用解析的语言可以表述成定义5.4.1．

[image: 图片]


图5.4.2　凸函数的几何解释

定义5.4.1　设函数f（x）在区间I内有定义．若[image: 0500030048]
 ，[image: 0500030049]
 ，有

[image: 图片]


则称f（x）为I上的凸函数；若当x1
 ≠x2
 时，总有严格不等式成立，则称f（x）为I上的严格凸函数．

注　在上述定义中将“≤（＜）”改为“≥（＞）”，就得到了凹（严格凹）函数的定义．所以有一个凸函数的定理，就有一个相对应的凹函数的定理．下面我们只讨论凸函数．

设f（x）在R中有定义，容易看出f（x）既是凸函数又是凹函数的充分必要条件是f（x）是一个线性函数；若f（x）＝ax2
 ＋bx＋c（a，b，c∈R），则当a＞0时，f（x）是凸函数；而当a＜0时，f（x）是凹函数．

从定义不难证明：f（x）（x∈I）为凸函数的充分必要条件是对任意的x1
 ，x2
 ，x3
 ∈I，只要x1
 ＜x3
 ＜x2
 ，便有

[image: 图片]


事实上，取
 则x3
 ＝tx1
 ＋（1－t）x2
 ，再利用凸函数定义即得（5.4.2）式．反之，若（5.4.2）成立，可将其化简为

[image: 图片]


令
 则t∈（0，1），x1
 ＜x3
 ＝tx1
 ＋（1－t）x2
 ≤x2
 ，则有

[image: 图片]


所以f（x）为凸函数．

当f（x）为严格凸函数时，不等式（5.4.2）成立严格不等式．不等式（5.4.2）的几何解释是：对一个凸函数而言，过其图像上任意一点向两边作割线，则左边割线的斜率总是小于或等于右边割线的斜率（参见图5.4.3）．

下面我们主要研究可导函数的凸凹性．我们有：

[image: 图片]


图　5.4.3

定理5.4.4　设函数f（x）∈C[a，b]且在（a，b）上可导，则f（x）为凸函数的充分必要条件是f′（x）在（a，b）内单调上升；而f（x）为严格凸函数的充分必要条件是f′（x）在（a，b）内严格单调上升．

证明　必要性　[image: 0500030050]
 ，x1
 ＜x2
 ，要证f′（x1
 ）≤f′（x2
 ）．

令h＞0，使得x1
 －h，x2
 ＋h∈（a，b），则由凸函数的等价条件（5.4.2），有

[image: 图片]


令h→0，得




即f′（x）在（a，b）内单调上升．

若f（x）为严格凸函数，在（x1
 ，x2
 ）中任取一点x*
 ，这时有

[image: 图片]


令h→0，得

[image: 图片]


即f′（x）在（a，b）内严格单调上升．

充分性　要证f（x）为凸函数，由等价条件（5.4.2）知，只需证对任意的x1
 ，x2
 ，x3
 ∈[a，b]，当x1
 ＜x2
 ＜x3
 时，有




由拉格朗日微分中值定理，可得

[image: 图片]


其中x1
 ＜ξ1
 ＜x2
 ＜ξ2
 ＜x3
 ．由f′（x）在（a，b）内单调上升知，f′（ξ1
 ）≤f′（ξ2
 ），从而




即f（x）为凸函数．若f′（x）严格单调上升，则可导出上述不等式严格成立，从而f（x）为严格凸函数．

定理5.4.5　设函数f（x）∈C[a，b]且在（a，b）上二阶可导，则f（x）为凸函数的充分必要条件为f″（x）≥0；而f（x）为严格凸函数的充分必要条件为：

（1）f″（x）≥0；

（2）f″（x）在（a，b）的任一子区间上都不恒等于0．

证明留作练习．

例5.4.8 设f（x）是[a，b]上的凸函数．证明：对任意的

[image: 图片]


有　　　　


而且当f（x）为严格凸函数且xi
 不全相等时，上述不等式严格成立．

证明　用数学归纳法．当n＝2时，就是凸函数的定义．现假定该命题对n＝k成立，下证n＝k＋1也成立．

对任意的xi
 ∈[a，b]，ti
 ＞0（i＝1，2，…，k＋1），
 令




则有λi
 ＞0（i＝1，2，…，k），而且
 于是，由凸函数的定义和归纳法假设，可得

[image: 图片]


当f（x）为严格凸函数且xi
 不全相等时，分两种情况：一种情况是x1
 ，x2
 ，…，xk
 不全相等，此时由归纳法假设，可知严格不等式成立；另一种情况是x1
 ，x2
 ，…，xk
 相等，但不等于xk＋1
 ，此时由λ1
 x1
 ＋…＋λk
 xk
 ≠xk＋1
 ，可导出严格不等式也成立．这样，由归纳法原理知这一命题对一切正整数n成立．

例5.4.9　设ai
 ＞0（i＝1，2，…，n）不全相等，证明：当x≠0时，有

[image: 图片]


证明　简单的运算可知，所要证的不等式等价于

[image: 图片]


现在在区间（0，＋∞）上考虑函数f（u）＝u ln u，则有

[image: 图片]


所以f（u）是（0，＋∞）上的严格凸函数．又[image: 0500030051]
 不全相等，应用上例的结论，得

[image: 图片]


这正是所要证明的不等式．

例5.4.10　设ai
 ＞0（i＝1，2，…，n）不全相等，证明




是（－∞，＋∞）上的严格单调递增函数．

证明　由例5.2.8可知，f（x）∈C（－∞，＋∞）．当x≠0时，对lnf（x）求导，得

[image: 图片]


因为f（x）＞0，利用上例所证不等式可知，当x≠0时，f′（x）＞0．因此，f（x）在实轴上是严格单调递增的．

注　对上例的f（x），我们有：




称之为a1
 ，a2
 ，…，an
 的调和平均；




称之为a1
 ，a2
 ，…，an
 的几何平均；




称之为a1
 ，a2
 ，…，an
 的算术平均．另外，例5.2.8表明

[image: 图片]


这样，由f（x）的严格单调递增性，我们有

[image: 图片]


即

[image: 图片]


这就是著名的调和-几何-算术平均不等式．

例5.4.11　设ai
 ＞0，bi
 ＞0（i＝1，2，…，n），证明：




其中0＜p，q＜＋∞，
 此不等式称为赫尔德（Hölder）不等式，当p＝q＝2时，又称为施瓦茨（Schwarz）不等式或柯西不等式，它表明n维空间中的两个向量夹角余弦之绝对值不超过1．

证明　令
 则

[image: 图片]


因此，f（x）为（0，＋∞）上的严格凹函数．于是，若

[image: 图片]


则有

[image: 图片]


现取




并且代入上述不等式，得




整理即得





　　5.4.4　拐点

定义5.4.2　设函数f（x）在U（x0
 ，δ）上连续．如果存在δ0
 ＞0，使得f（x）在[image: 0500030052]
 是凹（凸）的，而[image: 0500030053]
 是凸（凹）的，则称x0
 为f（x）的一个拐点．

定理5.4.6 如果x0
 是f（x）的拐点，且f″（x0
 ）存在，则




证明　f″（x0
 ）存在表明f′（x）在点x0
 附近存在．f（x）在点x0
 的左右凹凸性相反，表明f′（x）在点x0
 的左右升降性相反，即x0
 是f′（x）一个极值点．由费马定理知，f″（x0
 ）＝0．

定理5.4.7　如果函数f（x）在U（x0
 ，δ）二阶可导，f″（x0
 ）＝0，[image: 0500030054]
 存在而且不为零，则x0
 是f（x）的拐点．

证明　f″（x）的带佩亚诺余项的泰勒公式为

[image: 图片]


所以[image: 0500030055]
 ，使得当x∈U（x0
 ，δ1
 ）时，[image: 0500030056]
 与[image: 0500030057]
 有相同符号，从而f″（x）在x0
 左右符号相反，即f（x）在x0
 左右凸凹性相反，故x0
 是拐点．

从拐点定义容易看出，若函数f（x）具有二阶导数，则f（x）的拐点即为f′（x）的极值点．因此将前面关于f（x）的极值点的结果应用于f′（x），即得到了关于拐点的相应结果．


　　5.4.5　渐近线

设函数y＝f（x）的图像有一向无穷远无限伸展的分支，如果当一个点沿着这一分支趋向无穷远时，该点与某一条直线[image: 0500030058]
 的距离趋向于零，则称直线[image: 0500030059]
 为f（x）的一条渐近线．

首先，如果有
 则x＝x0
 就是f（x）的一条渐近线．此时，我们称它为f（x）的一条垂直渐近线．当然也可以考虑x→x0
 ＋0和x→x0
 －0的情形．

下面考虑非垂直的渐近线．设Y＝kx＋b为y＝f（x）的一条渐近线（参见图5.4.4）．由解析几何的知识知，函数y＝f（x）的图像上一点M＝（x，f（x））到直线Y＝kx＋b的距离为

[image: 图片]


[image: 图片]


图　5.4.4

因此，当这点沿着曲线y＝f（x）趋于无穷时，它与直线Y＝kx＋b的距离δ趋于零的充分必要条件是




于是

[image: 图片]


这样，所求渐近线的斜率k和截距b为

[image: 图片]


应当注意，非垂直渐近线包括了斜渐近线和水平渐近线．当由上面的式子确定的k＝0时，则有




此时，y＝b就是一条水平渐近线．

同理可以考虑x→－∞和x→∞的情形．


　　5.4.6　函数的作图

解决实际问题时，遇到的总是具体函数，作出函数的图像，对我们分析问题和解决问题会有很大的帮助．

最基本的作图方法是描点画图法，计算机就是利用这个方法来作图的．一般来说，我们先把[a，b]分得充分细，在每个分点xi
 上计算f（xi
 ），然后描出点（xi
 ，f（xi
 ）），并且用光滑的曲线将各点连起来，便得到了y＝f（x）的图像．本书中的图全部是这样做出来的．

手工作图不能这样，因为计算量太大．但利用导数作为工具，先把函数各种性质尽可能地搞清楚，就可很快作出函数的大致图像．其具体步骤如下：

（1）求出函数的定义域；

（2）研究函数的有界性、奇偶性和周期性；

（3）解方程f′（x）＝0，列表确定函数升降区间和极值点；

（4）解方程f″（x）＝0，列表确定函数的凸凹区间和拐点；

（5）求出函数的斜渐近线与垂直渐近线；

（6）计算一些重要点上（如点x＝0）的函数值；

（7）根据以上数据及函数的变化趋势描出其草图．

例5.4.12　作出函数y＝e－x2

 的草图．

解　显然，函数y＝e－x2

 定义域为（－∞，＋∞），且为偶函数．因此它的图像关于y轴对称．当x＝0时，y＝1，并且总有y＞0，可见它的图像仅与y轴相交而与x轴不相交．此外，由于




所以x轴为它的一条水平渐近线．求此函数的导数并且解方程y′＝－2xe－x2

 ＝0，知其有唯一的驻点x＝0．再求此函数的二阶导数并且解方程y″＝4e－x2

 （x2
 －1/2）＝0，得[image: 0500030060]
 ．关于这一函数的升降性、极值、凹凸性及拐点的情况，如表5.4.1所示．

表　5.4.1

[image: 图片]


根据上面的分析，大致描出y＝e－x2

 的图像如图5.4.5所示．

[image: 图片]


图　5.4.5

例5.4.13　作出函数
 的草图．

解　除x＝－1外，f（x）在实轴上都有意义．显然有
 
 因此x＝－1是该函数的一条垂直渐近线．又

[image: 图片]


所以y＝x－5是它的一条斜渐近线．此外，直接计算有f（1）＝0及

[image: 图片]


根据上面的结果，可得这一函数的升降性、极值、凹凸性及拐点的情况，如表5.4.2所示．

表　5.4.2

[image: 图片]


根据上面的分析，大致描出该函数的图像如图5.4.6所示．

[image: 图片]


图　5.4.6


习　题　五

1．证明广义罗尔微分中值定理：设函数f（x）在（a，b）上可导，f（a＋0）＝f（b－0）＝A，则存在ξ∈（a，b），使得f′（ξ）＝0，其中a可为－∞，b可为＋∞，A可为＋∞或－∞．

2．证明：函数f（x）＝[（x－a）n
 （x－b）n
 ]（n）
 在（a，b）内有n个互不相同的零点．

3．证明：若函数f（x）＝xm
 （1－x）n
 ，其中m，n为正整数，则存在ξ∈（0，1），使得


4．求证：4ax3
 ＋3bx2
 ＋2cx＝a＋b＋c在（0，1）上至少有一个根．

5．求证：切比雪夫-拉盖尔（Chebyshev-Laguerre）多项式




有n个不同的零点．

6．求证：切比雪夫-埃尔米特（Chebyshev-Hermite）多项式




有n个不同的零点．

7．证明：

（1）若函数f（x）在（a，b）上的导数有界，则f（x）在（a，b）上一致连续；

（2）对任意的两个实数x1
 ，x2
 ，有

[image: 图片]


（3）对任意的两个实数x1
 ，x2
 ，有

[image: 图片]


8．设
 求证：对任意的T＞0，有

[image: 图片]


9．证明下列不等式：




10．设函数f（x）和g（x）在（－∞，＋∞）上可导，且有

[image: 图片]


证明：当x＞a时，有f（x）＞g（x）；而当x＜a时，有f（x）＜g（x）．

11．设函数f（x）在区间[a，b]（0＜a＜b）上连续，在（a，b）内可导．求证：存在[image: 0500030061]
 ，使得

[image: 图片]


12．设函数f（x）在（a，b）上可导，且f′（x）单调．证明f′（x）在（a，b）上连续．

13．设函数f（x）在点a二阶可导，求证：

[image: 图片]


14．设函数f（x）在[a，b]上二阶可导，f（a）＝f（b）＝0，且存在c∈（a，b），使得f（c）＞0．求证：存在ξ∈（a，b），使得f″（ξ）＜0.

15．证明：设x≥0，则


 其中[image: 0500030062]
 ；




16．设函数f（x）在[a，b]上三阶可导，证明：存在一点ξ∈（a，b），使得

[image: 图片]


17．设函数




在[0，x]上应用中值定理，得

[image: 图片]


由此得




当x→0时，有ξ→0，所以由上式得到




但已知
 不存在．试说明矛盾何在．

18．设函数f（x）在（0，＋∞）上可导，且
 求证f（x）在（0，＋∞）上不一致连续．

19．证明函数f（x）＝xlnx在（0，＋∞）上不一致连续．

20．设函数f（x），g（x），h（x）都在[a，b]上连续，在（a，b）内可导，并定义




证明：存在ξ∈（a，b），使得F′（ξ）＝0．问若h（x）≡1，则上述结论与柯西中值公式有什么关系？若令g（x）＝x，h（x）≡1，则会有什么结论？

21．设函数f（x）在[a，b]上连续，在（a，b）内可导．求证：存在ξ∈（a，b），使得

[image: 图片]


22．设函数f（x）在[a，b]上连续，在（a，b）内可导．求证：存在ξ∈（a，b），使得

[image: 图片]


23．设函数f（x）在[a，b]上连续，在（a，b）内可导，且f（a）＝f（b）＝1．求证：存在ξ，η∈（a，b），使得




24．证明下列恒等式：




25．求下列极限：




26．设函数f（x）在[a，＋∞）上有界，f′（x）存在且
 求证：b＝0.

27．由拉格朗日微分中值定理，有




求证


28．由拉格朗日微分中值定理，有

[image: 图片]


求证


29．设函数f（x）在（a，＋∞）上可导，且
 （k有限或±∞）．求证：


30．设函数f（x）在实轴上任意阶可导，令f（x）＝f（x2
 ），求证：

[image: 图片]


31．写出下列函数在x＝0的带佩亚诺余项的泰勒公式：




32．写出下列函数在x＝0的带有佩亚诺余项的泰勒公式，要求至所指定的阶数：




33．确定常数a，b，使当x→0时，

（1）f（x）＝（a＋bcosx）sinx－x为x的5阶无穷小量；

（2）
 是x的3阶无穷小量．

34．求下列极限：




35．设函数f（x）在x＝0的某个邻域内二阶可导，且




（1）求f（0），f′（0），f″（0）；

（2）求


36．设函数f（x）在x＝0的某个邻域内二阶可导，且




（1）求f（0），f′（0），f″（0）；

（2）求


37．设函数f（x）在（a，＋∞）上有直到n阶导数，且有
 
 求证B＝0.

38．设函数f（x）在x＝a的某个邻域内二阶导数连续，且f″（a）≠0，由拉格朗日微分中值定理有

[image: 图片]


求证：




39．设P（x）为n次多项式，证明：

（1）若P（a），P′（a），…，P（n）
 （a）皆为正数，则P（x）在（a，＋∞）上无零点；

（2）若P（a），P′（a），…，P（n）
 （a）正负号相间，则P（x）在（－∞，a）上无零点；

40．设P（x）为n次多项式，证明x＝a是P（x）＝0的k重根的充分必要条件是

[image: 图片]


41．设
 ，求证：

（1）Pn
 （1）＝1；

（2）Pn
 （－1）＝（－1）n
 ；




42．设函数f（x）＝ex2

 ．

（1）求证：f（n）
 （x）＝Pn
 （x）ex2

 ，其中Pn
 （x）为n次多项式，且满足P0
 （x）＝1，P1
 （x）＝2x，Pn＋1
 （x）＝2xPn
 （x）＋2nPn－1
 （x）；

（2）求f（n）
 （0）的值．

43．设函数f（x）在（0，＋∞）上三阶可导，而且有

[image: 图片]


求证f′（x）和f″（x）在（0，＋∞）上有界．

44．求证：







存在．45．设函数f（x）在[a，b]上有二阶导数，且f′（a）＝f′（b）＝0．证明：存在c∈（a，b），使得

[image: 图片]


46．若函数f（x）在[－1，1]上三阶可导，且有

[image: 图片]


求证：存在ξ∈（－1，1），使得[image: 0500030063]
 ．

47．设函数f（x）在（－∞，＋∞）上二阶可导，且有

[image: 图片]


（1）写出f（x＋h）和f（x－h）的泰勒公式；

（2）求证：


（3）求
 在（0，＋∞）上的最小值；

（4）求证：[image: 0500030064]
 ．

48．若函数f（x）在[a，b]上有定义，并满足

[image: 图片]


求证：f（x）≡常数．

49．证明：

（1）函数
 当x∈（0，＋∞）时严格递增；

（2）函数
 当x∈（0，＋∞）时严格递减；

（3）
 [image: 0500030065]
 ．

50．求下列函数的极值：




51．求下列函数在指定区间上的最大值和最小值：




52．讨论方程x3
 －px＋q＝0有三个不同实根的条件．

53．讨论方程lnx－mx＝0有两个实根的条件．

54．设函数f（x）和g（x）在（a，b）上可导，记

[image: 图片]


（1）证明：若在（a，b）上f（x）≡0，而g（x）≠0，则存在常数c，使得f（x）＝cg（x）；

（2）若在（a，b）上恒有f（x）＞0，求证在方程f（x）＝0的两个不同的实根之间一定有g（x）＝0的根．

55．证明下列不等式：




56．设函数f（x）在[0，＋∞）上可导，且有

[image: 图片]


求证：在[0，＋∞）上f（x）≡0.

57．设函数f（x）在[a，b]上二阶可导，且满足

[image: 图片]


其中c（x）＜0．

（1）求证：f（x）不能在（a，b）内取得正的最大值或负的最小值；

（2）证明：若f（a）＝f（b）＝0，则在[a，b]上f（x）≡0.

58．证明：若f（x）和g（x）均为区间[a，b]上的凸函数，则

[image: 图片]


也为[a，b]上的凸函数．

59．设函数




求证：f′（0）＞0，且f（x）在x＝0的任何邻域内不单调上升．

60．设函数




求证：

（1）x＝0是f（x）的极大值点；

（2）在x＝0的任意小邻域内，f（x）在x＝0的右侧不单调下降，而在x＝0的左侧不单调上升．

61．设f（x）是（a，b）上的凸函数，g（x）是（c，d）上的单调上升凸函数，且f（x）的值域包含在（c，d）内．求证：g（f（x））是（a，b）上的凸函数．

62．求四次多项式是凸函数的条件．

63．设f（x）＞0，f″（x）存在．证明：lnf（x）是凸函数的充分必要条件为




64．证明下列不等式：

[image: 图片]


65．设函数f（x）在（a，b）上n（＞2）阶可导，且存在x0
 ∈（a，b），使

[image: 图片]


而f（n）
 （x）＞0对一切的x∈（a，b）成立．证明：

（1）当n为奇数时，f（x）在（a，b）上严格单调上升；

（2）当n为偶数时，f（x）在（a，b）上为严格凸函数．

66．设f（x）是（a，b）上的凸函数，求证：

（1）对任意的x0
 ∈（a，b），[image: 0500030066]
 ，[image: 0500030067]
 存在，从而f（x）在点x0
 处连续；

（2）[image: 0500030068]
 ；

（3）[image: 0500030069]
 与[image: 0500030070]
 在（a，b）上单调上升．

67．设椭圆
 的切线分别与x轴和y轴交于A和B两点．

（1）求线段AB的最小长度；

（2）求线段AB与坐标轴所围三角形的最小面积．

68．求下列函数曲线的渐近线：




69．讨论下列函数的性态并作出它们的图像：





第六章　不定积分


§6.1　原函数与不定积分


　　6.1.1　原函数与不定积分的概念

大家已经知道，寻求一个已知函数的导数是一个十分有意义的问题，这是因为各种各样的物理问题和几何问题的解决，常常归结为求某一函数的导数．但是，我们也必须看到另一方面，那就是很多的实际问题的解决，不是归结为求某一已知函数的导数，而恰恰相反，是要寻求一个未知函数，使之以某一已知函数为其导数．例如，考虑质点沿直线运动，已知质点所走过的路程s＝s（t），如要求瞬时速度，则我们有v（t）＝s′（t）.反过来，如果知道每个时刻的瞬时速度v（t），要求质点所走过的路程s（t），则是求导数的逆运算．此时我们要找一个函数s（t），使得s′（t）＝v（t）．这个s（t）称为v（t）的一个原函数．原函数的定义如下：

定义6.1.1　在区间I上给定函数f（x），若存在定义在I上的函数f（x），使得


 或


则称f（x）是f（x）的一个原函数．

由定义不难看出，若f（x）有原函数，则它就有无穷多个原函数．这是因为若f（x）是f（x）的一个原函数，则对任意的常数C，函数f（x）＋C也是f（x）的一个原函数．几何上看这是明显的，曲线f（x）和f（x）＋C在点x有相同切线斜率（参见图6.1.1）.另一方面，由拉格朗日微分中值定理的推论2知，若f（x）和G（x）是f（x）的两个原函数，则它们之间只能是相差一个常数，即G（x）＝F（x）＋C.原函数的这一特点，也可以从实际问题中反映出来．例如，两个粒子如果以相同的速度v（t）运动，则它们在任何相同时间走过的路程是相同的．因此，它们的路程函数只差一个常数，这是由它们的初始位置的不同而引起的．

[image: 图片]


图　6.1.1

这样，设f（x）在区间I上有定义，函数f（x）是f（x）的一个原函数，则函数族f（x）＋C（C为任意常数）包含了f（x）的所有原函数．

定义6.1.2　若函数f（x）在区间I上存在原函数，则称f（x）的全体原函数为f（x）的不定积分，记为




这里符号
 称为积分号，f（x）称为被积函数，x称为积分变量．

根据上述定义以及上面的分析我们有，若f（x）是f（x）的一个原函数，则




其中C为任意常数．另外我们有

[image: 图片]


和
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其中C为任意常数．因此，在允许相差一个常数的意义下，求不定积分的这一运算恰好是求导或求微分的逆运算．


　　6.1.2　基本不定积分表和不定积分的线性性质

由于微分和积分互为逆运算，因此对应于微分的每一种方法相应地就有一种积分的方法．首先，从求导数的公式中我们可以导出如下不定积分公式，它是我们计算不定积分的基础，务必牢记．




其次，对应于求导法则




就有如下的求不定积分性质：

性质6.1.1　设函数f（x），g（x）存在原函数，则f（x）±g（x）也存在原函数，而且有
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证明　令


 或



 或


则
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所以
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对应于求导法则（kf（x））′＝kf′（x），其中k是常数，就有如下的求不定积分性质：

性质6.1.2　设函数f（x）存在原函数，则kf（x）存在原函数，且




其中k是常数，且k≠0．

证明留作练习．

性质6.1.1和6.1.2说明求不定积分运算是一种线性运算．

例6.1.1　求不定积分


解　将被积函数恒等变形，有







例6.1.2　求不定积分


解　将被积函数恒等变形，有
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例6.1.3　求不定积分


解　
 


§6.2　换元法与分部积分法

不定积分换元法是对应于复合函数的求导法则的．大家已经知道，对于复合函数而言，我们有如下的一阶微分形式不变性
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其中u＝u（x）．由此立得
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利用这一等式可导出两种求不定积分的方法：如果所求的不定积分有（6.2.1）的左边所示的形式，则我们可以利用变量替换u＝u（x）将其转化为（6.2.1）右边的形式，然后通过求右边关于变量u的不定积分而得到所要求的不定积分，这就是所谓的第一换元法；如果所求的不定积分有（6.2.1）的右边所示的形式，则我们可以利用变量替换u＝u（x）将其转化为（6.2.1）左边的形式，然后通过求左边关于变量x的不定积分而得到所要求的不定积分，这就是所谓的第二换元法．


　　6.2.1　第一换元法

定理6.2.1　如果




而u＝u（x）是关于x的可微函数，则有
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证明　由定理的条件，我们有




再根据一阶微分有形式不变性，可得

[image: 图片]


所以
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例6.2.1　求不定积分


解　我们已经知道




如果令u＝x－1，则u是关于x的可微函数，而且du＝dx，因此我们有
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例6.2.2　求不定积分


解　令u＝ax＋b，则有du＝adx，即
 于是有
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例6.2.3　求不定积分


解　令u＝ax＋b，则有
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例6.2.4　求不定积分


解　由于




因此令
 则有
 即dx＝adu，从而
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例6.2.5　求不定积分


解　将被积函数恒等变形，有
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从以上例子可以看出，采用第一换元法求不定积分的关键是，要将所求不定积分的被积表达式f（x）dx写成两个因式的乘积，前一因式形如g（u（x）），后一因式形如du（x）.对于与上面例子类似的一些简单的不定积分，我们很容易做到这一点．但对于较为复杂的不定积分，要做到这一点就比较困难．要对具体问题做具体分析，灵活运用．下面看一些较为复杂的例子．

例6.2.6　求不定积分


解　令u＝x2
 ＋1，则有du＝2xdx，即
 所以
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在此例中，我们在计算过程中没有写出关于u的积分．在熟练后，我们不必每次写出代表中间变量的符号u，而只要在心目中将变量u所代表的函数u（x）看做一个整体就可以了．此外，从这个例子也可以看出，确定u＝u（x）的时候，要仔细观察在除去因子g（u（x））之后，是否剩下的函数恰好为u′（x）（或相差一个常数倍）．这些技巧读者应该在不断的练习过程中加以总结和掌握．

例6.2.7　求不定积分


解法 1　


解法 2　


例6.2.8　求不定积分


解　将被积函数变形得




例6.2.9　求不定积分


解法 1　将被积函数变形得
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解法 2　由[image: 0500030071]
 ，有
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注　虽然两种方法得到的答案形式不同，但实质上它们只相差一个常数．这一点请读者自行验证之．

例6.2.10　求不定积分


解　利用sinxdx＝－d cosx，有
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例6.2.11　求不定积分


解　利用tan2
 x＝sec2
 x－1，有
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这是一个递推公式．利用这一公式，我们可以归纳地求出In
 .例如
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例6.2.12　求不定积分


解法 1　将被积函数变形，并利用cosxdx＝d sinx得
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解法 2　将被积函数变形得
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例6.2.13　求不定积分


解　由于
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所以
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　　6.2.2　第二换元法

定理6.2.2　设函数x＝x（t）在某一开区间上可导，且x′（t）≠0．

如果




则有




其中t＝t（x）为x＝x（t）的反函数．

证明　由不定积分的定义，可得G′（t）＝f（x（t））x′（t）．

再由x′（t）≠0和达布定理知，x′（t）恒大于0或恒小于0，所以x（t）是严格单调连续函数，从而其反函数t＝t（x）存在、连续、且严格单调．注意到




便有（G（t（x）））′＝G′（t（x））t′（x）＝f（x）x′（t（x））t′（x）＝f（x），所以




第二换元法主要用来求含有根式的不定积分．

例6.2.14　求不定积分


解　令x＝asint，｜t｜＜π/2，则

[image: 图片]


在将上面积分结果中的新变量t返回到变量x时，我们根据变换x＝asint作直角三角形（见图6.2.1），可得出
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图　6.2.1
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图　6.2.2

例6.2.15　求不定积分
 （a＞0，｜x｜＞a）．

解法 1　令x＝a sect（0＜t＜π/2），则
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在将上面积分结果中的新变量t返回到变量x时，我们利用了图6.2.2，其中sect＝x/a，[image: 0500030072]
 ．

解法 2　令x＝acosht，0＜t＜＋∞，则[image: 0500030073]
 lna，而且
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注　上面是对x＞a进行积分的，对于x＜－a情形，可以用同样方法处理．

例6.2.16　求不定积分


解法 1　令x＝asinht，类似于上面的解法2，我们有
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图　6.2.3

解法 2　令x＝atant，则dx＝a.sec2
 tdt，
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将t还原x的过程中，用到图6.2.3中tant＝x/a的关系．

例6.2.17　求不定积分


解　令x＝t6
 ，则有
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　　6.2.3　分部积分法

对应于求导法则
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有如下的分部积分法：

定理6.2.3　设u（x），v（x）可导，若
 存在，则
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证明　由（uv）′＝u′v＋uv′，我们有uv′＝（uv）′－u′v.而该等式的右端两项的原函数都存在，故其左端项的原函数也存在，且有




注　为了便于记忆，常将分部积分公式写成




用分部积分法求不定积分的一般步骤为：

（1）把被积函数拆成uv′，并且将v′dx改写成dv，通常v′取e±x
 ，sinx，cosx，xn
 ，sinh x，cosh x等函数；

（2）使用分部积分公式；

（3）求不定积分
 或者设法建立函数方程来求解．

例6.2.18　求不定积分


解　令
 即
 则
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例6.2.19　求不定积分


解　设v＝x，u＝arctanx，则
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例6.2.20　求不定积分


解　设v＝cosx，u＝x2
 ，即sinxdx＝－dv，则
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例6.2.21　求不定积分


解法 1　由于
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所以
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解法 2　令x＝cosht，则有
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例6.2.22　求不定积分
 和


解　利用分部积分公式，可得
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所以




解此方程组，可得
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例6.2.23　求不定积分
 和
 


解　由于
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所以
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例6.2.24　求不定积分


解　由于
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所以
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由此可推出：
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例6.2.25　求不定积分


解　由于
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所以

[image: 图片]


再注意到
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便有
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例6.2.26　求不定积分


解　由于
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所以
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特别地，我们有
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从理论上来讲，任何初等函数都有原函数（见下章的定积分理论）．上面我们所举的例子中遇到的初等函数的原函数均为初等函数，但并非所有的初等函数的原函数都是初等函数．例如，已经证明如下的积分就都不能表成初等函数：
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再如，积分
 和椭圆积分
 以及
 也都不能用初等函数表出，其中p，q和p＋q非整数，R为两个变元的有理函数．


§6.3　其他类型函数的不定积分


　　6.3.1　有理函数的不定积分

有理函数是指两个多项式之比，即有理函数有如下形式




其中P（x），Q（x）为互素多项式．理论上讲，它的不定积分一定能够表成初等函数．

有理函数可分为真分式和假分式：真分式是指分子次数小于分母次数的有理函数；假分式是指分子次数大于或等于分母次数的有理函数．显然，通过作多项式除法，任何一个假分式都可以写成一个多项式与一个真分式之和．因此我们只需讨论真分式的不定积分即可．

从理论上来讲，任何一个真分式都可以写成最简真分式之和．最简真分式是指分母为素多项式或素多项式之幂的真分式．对于系数均为实数的多项式来讲，素多项式只有两种，即x－a和x2
 ＋px＋q，其中p2
 －4q＜0．因此，最简真分式只有如下四种：
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其中p2
 －4q＜0．而前面所介绍的不定积分方法和例子表明，我们已经有办法把这些最简真分式的原函数求出来，而且它们的原函数均为初等函数．

事实上，我们有




（3）将x2
 ＋px＋q进行配方得
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利用替换
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又由于p2
 －4q＜0，有
 得
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（4）同样用变量替换
 且记
 
 得
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上式右边的第一项不定积分容易求出，用换元积分法即可；第二项积分要利用§6.2中例6.2.26的递推公式．至此上述四种情况的不定积分全部得以解决．

现在我们讨论有理真分式的分解．因为多项式Q（x）在实数范围内能分解成一次因式和二次因式的乘积，因此我们有
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其中a，…，b，p，q，…，r，s为常数；且p2
 －4q＜0，…，r2
 －4s＜0；k，…，t，l，…，h为正整数．可以证明真分式
 必可分解成如下部分分式之和：
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其中A1
 ，A2
 ，…，Ak
 ；B1
 ，B2
 ，…，Bt
 ；C1
 ，C2
 ，…，Cl
 ；D1
 ，D2
 ，…，Dl
 ；E1
 ，E2
 ，…，Eh
 ；F1
 ，F2
 ，…，Fh
 都是常数．因此有理函数的原函数都可由初等函数表出．

例6.3.1　求不定积分


解　设
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将右端通分，并比较等式两端分子同次幂的系数，得




解之，得
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因此，我们有
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例6.3.2　求不定积分


解　将分母作因式分解，得x4
 －3x3
 ＋3x2
 －x＝x（x－1）3
 ．于是，我们可设
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将两边乘x，然后令x＝0，得A＝－1；两边乘（x－1）3
 ，然后令x＝1，得B＝2；两边乘x－1，然后令x→－∞，得D＝2；最后令x＝－1，得C＝1．这样，我们便有
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　　6.3.2　三角函数有理式的不定积分

二元有理函数是形如




的两个变元的函数，其中P（u，v）和Q（u，v）是二元多项式（即ui
 ，vj
 ，up
 vq
 的线性组合）．三角函数有理式是指形如R（sinx，cosx）的函数，其中R（u，v）为二元有理函数，它是由基本三角函数sinx，cosx，tanx，cotx经有限次四则运算所得的函数．但像如下形式的函数
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则不属此列．

下面我们来说明三角函数有理式的不定积分
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一定可以表成初等函数．令
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（通常称之为万能变换），并且注意到







即有




这样，我们就将求三角函数有理式的不定积分变成了有理函数的不定积分．再由上一小节所介绍的有理函数的积分方法就可解决求三角函数有理式的积分问题．这也表明，三角函数有理式的原函数一定可以表成初等函数．

例6.3.3　求不定积分


解　令
 则
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这里需指出的是，具体解题时千万不要死搬硬套，要具体问题作具体分析，灵活运用．事实上，这种“万能变换”往往导致所要求的有理函数的积分比较复杂，而对某些三角函数有理式的不定积分来说，采用其他变换会更加方便．例如，当R（u，－v）＝－R（u，v）时，我们可以证明，这时必有R（u，v）＝vR1
 （u，v2
 ）成立，其中R1
 是一个二变元的有理函数．于是若令t＝sinx，则有

[image: 图片]


这表明，若被积函数R（sinx，cosx）关于cosx是奇函数，则我们可用变换t＝sinx将其转化为关于t的有理函数的不定积分．

同理，若R（－u，v）＝－R（u，v），则有R（u，v）＝uR1
 （u2
 ，v），其中R1
 是一个二变元的有理函数．于是若令t＝cosx，则有
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这表明，若被积函数R（sinx，cosx）关于sinx是奇函数，则我们可用变换t＝cosx将其转化为关于t的有理函数的不定积分．

再有若R（－u，－v）＝R（u，v），则可证此时有
 其中R1
 是一个二变元的有理函数．于是，若我们用变换t＝tanx，则有
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这表明，若被积函数R（sinx，cosx）关于sinx和cosx是偶函数，则我们可用变换t＝tanx将其转化为关于t的有理函数的不定积分．

上述三种变换一般要比“万能变换”简单得多．

例6.3.4　求不定积分


解　由于R（sinx，－cosx）＝－R（sinx，cosx），故令t＝sinx，则
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例6.3.5　求不定积分


解　由于R（－sinx，cosx）＝－R（sinx，cosx），故令t＝cosx，则

[image: 图片]


例6.3.6　求不定积分


解　由于R（－sinx，－cosx）＝R（sinx，cosx），故令t＝tanx，则

[image: 图片]


例6.3.7　求不定积分
 


解　 令
 则有
 由此得

[image: 图片]



　　6.3.3　无理函数的不定积分

这里我们考虑两类无理函数的不定积分．第一类是如下的积分：




其中R（u，v）是变元u，v的二元函数，m为正整数，a，b，c，d为常数，且ad－bc≠0．令




则有

[image: 图片]


于是，我们有

[image: 图片]


这样，原不定积分就变成了有理函数的积分，从而这类无理函数一定有初等函数作为其原函数．

例6.3.8　求不定积分


解　令[image: 0500030074]
 ，则有




设




其中P6
 （t）为t的多项式，B，C是实数．在上式两边乘以1＋t2
 ，并且将[image: 0500030075]
 代入，得




于是有B＝1，C＝－1，而且

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


我们要考虑的第二类无理函数的不定积分是如下的二项式微分式的积分：




其中a，b为常数，m，n，p为有理数．令xn
 ＝t，则
 从而有

[image: 图片]


为简明起见，令




则

[image: 图片]


当p是整数而
 （r，s为整数）时，被积函数最多含有一个根式，根式内的线性分式为t，因此只要作变换[image: 0500030076]
 ，就可将原积分化为有理函数的积分．

当q为整数而
 （μ，λ为整数）时，被积函数也最多含有一个根式，根式内的线性分式为a＋bt，因此只要作变换
 
 就可将原积分化为有理函数的积分．

最后，因为积分（6.3.1）还可以改写成

[image: 图片]


所以当p＋q是整数而
 （μ，λ为整数）时，被积函数最多含有一个根式，根式内的线性分式为
 ，因此只要作变换
 
 ，就可将原积分化为有理函数的积分．

总之，如果在p，q和p＋q之中至少有一个是整数，则二项式微分式的积分就可以化成有理函数的积分，从而也就可以表成初等函数．

19世纪中叶，切比雪夫曾经证明：二项式微分式的积分，除上述三种情形外，都不能由初等函数表出．比如，积分




就不能用初等函数表出．

例6.3.9　求不定积分


解　由于原积分可以写成




因此
 为整数，从而可用初等函数表出．具体计算如下：

[image: 图片]



习　题　六

1．证明：若
 则

[image: 图片]


2．求下列不定积分：




3．用换元法求下列不定积分：




4．用分部积分法求下列不定积分：







5．对下列不定积分建立递推公式：




6．求下列有理函数的不定积分：




7．求下列三角函数有理式的不定积分：




8．求下列无理函数的不定积分：





部分习题答案与提示

第　一　章

1．A∪B＝｛1，2，3，4，6，8，9｝，A∩B＝｛1｝，A－B＝｛2，4，8｝．

2．A∪B＝N，A∩B＝Φ，A－B＝A，B－A＝B.

3．（－1，1）．

4．[－1，1]．

5．[image: 0500030077]
 ，存在x∈X，使得｜x｜＞M．

6．（1）supE＝3，inf E＝0；　　　（2）supE＝1，inf E＝0；

　（3）[image: 0500030078]
 ，inf E＝1；　　　（4）supE＝1，inf E＝0.

7．[image: 0500030079]
 ，[image: 0500030080]
 ，有x＋y≤sup A＋sup B，从而sup C≤sup A＋sup B.反过来，[image: 0500030081]
 ，[image: 0500030082]
 ，y′∈B，使得有x′＋y′＞sup A＋sup B－2ε．这说明sup C≥sup A＋sup B－2ε．令ε→0即得．

8．[x]＋2[x－[x]]．




10．假设｜b｜＜1/2，比较f（1）和f（－1）．

11．0≤x≤1，0≤y≤1/2.

13．[image: 0500030083]
 ．

14．f（x）＝x2
 －2.

15．从函数的上、下确界的定义出发证明．

16．从函数的上、下确界的定义出发证明．













22．直接验证．　　23．用反证法．

24．f（x）的值域与它限制在[a，a＋σ]的值域相等．

25．设l是其周期，用特殊的x（如x＝－1，0）的值代入推出矛盾．

26．直接验证．

27．（1）不唯一，f（x）＝－x； （2）唯一．

28．设x0
 是f（f（x））的不动点．记y0
 ＝f（x0
 ），则y0
 也是f（f（x））的不动点．由唯一性得y0
 ＝x0
 ．另一方面，f（x）的不动点一定是f（f（x））的不动点．

29．由｜x｜≤（1＋x2
 ）/2知f（x）有上界1/2.

30．（1）[image: 0500030084]
 ，[image: 0500030085]
 ，使得有f（x′）≠f（x′＋l）；

　　（2）[image: 0500030086]
 ，[image: 0500030087]
 ，使得有f（x′）＜－M.

第　二　章

1．以R中的整数点将其分成一列区间，将每个区间的有理数排成一列，然后再将所有的有理数排成一列．

2．（1）否； （2）可以； （3）可以．

5．不妨设a＝0．任给ε＞0，存在N＞0，当n＞N时，｜an
 ｜＜ε．对N将分子分成两部分考虑．

8．[image: 0500030088]
 ，[image: 0500030089]
 N，[image: 0500030090]
 ，使得有｜xn0
 ｜≥ε0
 .

9．用反证法并利用三角恒等式与极限的性质．

10．（1）0；　（2）[image: 0500030091]
 ；　（3）[image: 0500030092]
 ；　（4）0（a≤1），a－1（a＞1）；

　　（5）0；　（6）0；　（7）1；　（8）[image: 0500030093]
 ；　（9）1；　（10）0.

11．分别讨论a＝b和a≠b两种情况，并利用极限定义和定理2.2.2证明之．

12．（1）当x∈（－1.1]时，f（x）＝1；当x∈（1，＋∞）时，f（x）＝x.

　　（2）当x∈（－1，1）时，G（x）＝1；当x∈[1，2]时，G（x）＝x；当｜x｜＞2时，[image: 0500030094]
 ．

13．1，1，1.　　　14．（1）0；　（2）2；　（3）1.

15．若｛xn
 ｝收敛，｛yn
 ｝发散，则｛xn
 ＋yn
 ｝一定发散，而｛xn
 yn
 ｝不一定发散；若｛xn
 ｝和｛yn
 ｝发散，则｛xn
 ＋yn
 ｝不一定发散，｛xn
 yn
 ｝也不一定发散；若｛xn
 yn
 ｝是无穷小量，则｛xn
 ｝，｛yn
 ｝不一定是无穷小量．

16．证明序列单调递增有上界，然后利用恒等式求出极限．

17．证明序列单调递增有上界．

18．（1）2；　　（2）2.

19．显然an
 ≤bn
 对一切n成立，用数学归纳法容易证明｛an
 ｝是单调递增序列，而｛bn
 ｝是单调递减序列．

20．（1）[image: 0500030095]
 ； （2）1；（3）＋∞．

21．[image: 0500030096]
 ，[image: 0500030097]
 ，当k＞N时，有（bk＋1
 －bk
 ）（A－ε）＜ak＋1
 －ak
 ＜（a＋ε）（bk＋1
 －bk
 ）．分别令k＝N＋1，N＋2，…，n代入上面不等式，将所得不等式相加，然后整理出所要不等式．

22．（1）1；　　（2）2；　　（3）[image: 0500030098]
 ．

23．用反证法并利用区间套定理．

24．在E中取定一个点a，然后取定E的一个上界b，在[a，b]上利用区间套定理．

25．取一列单调递增（或递减）的数，证明上（下）确界为这列数的聚点．

26．是．

27．直接对｜xn
 －xm
 ｜进行估计．

28．存在ε0
 ＞0，对[image: 0500030099]
 ，存在n＞N，m＞N，使得有




29．由｛an
 ｝有界，存在子序列｛ank

 ｝收敛，令其极限为c.由于c不是｛an
 ｝的极限，从而存在ε0
 ＞0，在[c－ε0
 ，c＋ε0
 ]外，有｛an
 ｝的无穷多项，从而可以选出｛an
 ｝另一个收敛子列．

30．取两个收敛子序列，使得它们的极限不同．

31．（1）1，－1；　　（2）[image: 0500030100]
 ；　　（3）1，0；　　（4）＋∞，0.

32．利用上（下）极限的不等式证之．

33．用反证法．若｛xn
 ｝不收敛，则它必有两个子列分别收敛到上极限和下极限．然后构造｛yn
 ｝与已知等式矛盾．

34．证明上、下极限相等．

35．用反证法．若[image: 0500030101]
 不是任意子列的极限，则[image: 0500030102]
 ，当n充分大时，有xn
 ＜ξ－ε0
 或xn
 ＞ξ＋ε0
 ．证明该事实与[image: 0500030103]
 矛盾．

36．证明上、下极限相等．

37．证明对任意的正整数[image: 0500030104]
 的下极限不小于[image: 0500030105]
 ．

第　三　章

3．（1）[image: 0500030106]
 ，[image: 0500030107]
 ，当x∈（x0
 －δ，x0
 ）时，有｜f（x）－A｜＜ε；

　（2）[image: 0500030108]
 ，[image: 0500030109]
 ，当x∈（x0
 －δ，x0
 ＋δ）\｛x0
 ｝时，有f（x）＜－M；

　（3）[image: 0500030110]
 ，[image: 0500030111]
 ，当x＜－X时，有｜f（x）－l｜＜ε；

　（4）[image: 0500030112]
 ，[image: 0500030113]
 ，当｜x｜＞X时，有f（x）＜－M.

4．（1）[image: 0500030114]
 ，[image: 0500030115]
 ，存在x′＞X，使得有f（x′）＜M；

　（2）[image: 0500030116]
 ，[image: 0500030117]
 ，使得对[image: 0500030118]
 ，[image: 0500030119]
 ，有｜f（x′）－A｜≥ε0
 .

5．（1）用三角不等式证明；　（2）对A＝0和A≠0分别考虑．

6．（1）2；　　（2）1/2；　　（3）3/2；　　（4）1/4；

（5）0；　　（6）0；　　（7）0；　　（8）1/2.

7．（1）1；　　（2）＋∞．

8．（1）2；　　（2）1；　　（3）1；　　（4）2；　　（5）[image: 0500030120]
 ；　　（6）[image: 0500030121]
 ；

　（7）[image: 0500030122]
 ；　　（8）2；　　（9）（－1）（n－1）/2
 ·n；　　（10）0.

9．（1）e－4
 ；　　（2）e－2
 ；　　（3）a－b；　　（4）[image: 0500030123]
 ；　　（5）1；　　（6）e.

10．由无界的定义找出序列．

11．直接利用序列极限和函数极限的定义证之．

12．用反证法．

13．用反证法并利用序列极限与函数极限的关系．

14．用反证法并利用序列极限与函数极限的关系．

15．利用极限的四则运算．

16．前者用极限定义证之，后者不一定．

17．（1）[image: 0500030124]
 ，[image: 0500030125]
 ，k∈Z，跳跃；　　（2）－1，第二类；

（3）－1，第二类，1，跳跃；　　（4）0，第二类．

18．（1）[image: 0500030126]
 ；　　（2）0.　　19．α＝1.

20．f（x）＋g（x）一定不连续，f（x）g（x）不一定．




23．（1）x＝0跳跃；　　（2）x＝n，n∈Z跳跃；　　（3）x＝n，n∈Z跳跃；　　（4）f（x）≡0.

24．利用第二章习题11的结论．

25．利用单调序列存在极限和连续函数的性质．

26．[image: 0500030127]
 ．

27．利用连续函数的介值定理．

28．记x′＝min｛x1
 ，x2
 ，…，xn
 ｝，x″＝max｛x1
 ，x2
 ，…，xn
 ｝，在[x′，x″]上利用连续函数的介值定理．

29．利用连续函数的介值定理和已知条件可以找到一列趋于b的｛zn
 ｝，且满足f（zn
 ）＝η，n＝1，2，…．

30．对f（x）＝f（x）－x利用连续函数的介值定理．

31．证明f（x）在[a，b]上不变号．

32．用反证法并利用连续函数的介值定理推出矛盾．

33．利用连续函数的介值定理．

34．对f（0）必存在X＞0，当｜x｜＞X时，有f（x）＞f（0）．由f（x）∈C[－X，X]推出结论．

35．注意Q（x）只取0，1两个值．

36．利用已知条件证明｜f（x）｜的最小值为零．

37．（1）用一致连续的定义；（2）取


　　则有[image: 0500030128]
 ，但[image: 0500030129]
 ．

38．[image: 0500030130]
 在x＝0不右连续，从而在（0，1）上不一致连续．用一致连续定义可证它在[1，＋∞）一致连续．

39．设f（x）周期为T．[image: 0500030131]
 ，由f（x）∈C[－T，T]，[image: 0500030132]
 ，当x′，x″∈[－T，T]，｜x′－x″｜＜δ时，有｜f（x′）－f（x″）｜＜ε．由f（x）的周期性容易推出当x′，x″∈[∞，∞]且｜x′－x″｜＜δ时，有｜f（x′）－f（x″）｜＜ε．

40．[image: 0500030133]
 ，由[image: 0500030134]
 存在知，[image: 0500030135]
 ，当x′，x″＞X时有｜f（x′）－f（x″）｜＜ε．由于f（x）在[a，X＋1]上一致连续，[image: 0500030136]
 ，当x′，x″∈[0，X]且｜x′－x″｜＜δ时，有｜f（x′）－f（x″）｜＜ε，从而当x′，x″∈[0，＋∞]且｜x′－x″｜＜δ时，有｜f（x′）－f（x″）｜＜ε．

41．注意到两个一致连续的函数的和函数也一致连续，利用40题的结论．

42．不一定，如f（x）＝x，g（x）＝sinx.

43．（1）－2x2
 ；　　（2）x；　　（3）[image: 0500030137]
 ；　　（4）[image: 0500030138]
 ．

44．（1）2x3
 ；　　（2）[image: 0500030139]
 ；　　（3）[image: 0500030140]
 ；　　（4）x－1
 .

45．利用


46．（1）[image: 0500030141]
 ；　　（2）－1；（3）[image: 0500030142]
 ；　　


第　四　章

1．f（x）在x＝0处不可导，g（x）在x＝0处可导且g′（0）＝0.

2．利用f（x）＝f（x0
 ）＋f′（x0
 ）（x－x0
 ）＋o（x－x0
 ）（x→x0
 ）．

3．利用极限不等式．　　4．利用导数的定义．

5．（1）x＝1为不可导点，x＝2和x＝3是可导点；

（2）x＝－1为不可导点，x＝0，1为可导点．

6．[image: 0500030143]
 ．　　7.（1）[image: 0500030144]
 ；　　（2）[image: 0500030145]
 ．

8．注意到当x＞M时，Pn
 （x）＞Pn
 （M）．　　9．φ（a）＝0.

10．（1）b＝3；　　（2）m＝9或m＝1．


 或


　　


12．（1）[image: 0500030146]
 ；　（2）0＜m＜e－1
 .　　13.（2，－1）．




15．a＝2，b＝－1．




　　


17．由已知条件推出f′（1）＝f（1）f′（1）．

18．两曲线在x0
 满足sinax0
 ＝±1时相切．在这些点处两曲线具有相同的斜率．




21．利用复合函数求导法则．

22．（1）－tant；　　（2）写出切线方程，再求出与坐标轴的交点直接计算．

23．写出椭圆参数方程，再求出切线斜率[image: 0500030147]
 的参数t．

24．求出切线方程直接计算．







34．由已知解出[image: 0500030148]
 可得[image: 0500030149]
 ．已知[image: 0500030150]
 ，[image: 0500030151]
 [image: 0500030152]
 ．只要求出[image: 0500030153]
 时，△T的值，就知T缩短了多少．由[image: 0500030154]
 得出△T＝－0.0002．这说明把钟摆的周期为1 s变为0.9998 s，时间快了0.0002 s.故一天24小时为86400 s快了

86400×0.0002 s＝17.40 s

35.f′（0）＝f″（0）＝0，[image: 0500030155]
 不存在．

36.（1）y′＝lna，y（n）
 （x）＝0（n≥2）；




　　（4）利用sin3x＝3sinx－4sin3
 x得[image: 0500030156]
 ，所以

[image: 图片]


　　
 用归纳法可证


　　（6）由于
 
 所以

[image: 图片]





第　五　章

1．证明在题目条件下必存在x1
 ，x2
 ∈（a，b），使得有f（x1
 ）＝f（x2
 ）．

2．注意到x＝a，b是f（x），f′（x），…，fn－1
 （x）的零点，对f（x）的各阶导数进行讨论即可．

3．f′（x）的零点满足题目结论．

4．对f（x）＝ax4
 ＋bx3
 ＋cx2
 －（a＋b＋c）x应用罗尔微分中值定理．

5．注意到x＝0是Ln
 （x）的n重零点，而且
 


6．注意到


7．利用微分中值定理．

11．分别对
 应用柯西微分中值定理．

12．利用达布定理．

13．先用一次洛必达法则，再用导数的定义．

14．分析函数图像的几何特征可知，存在a＜x1
 ＜x2
 ＜b，满足

[image: 图片]


15．求出θ（x）的解析式求出极限．

16．构造辅助函数．

17．注意到此时ξ可能只取特殊的值．

18．容易找到两个趋于正无穷的序列[image: 0500030157]
 ，[image: 0500030158]
 ，使得
 但


19．利用上题．

20．注意F（a）＝F（b）＝0.

21．对f（x）和x2
 应用柯西微分中值定理．

22．对f（x）和ln x应用柯西微分中值定理．

23．对ex
 f（x）利用拉格朗日微分中值定理．




26．对
 用洛必达法则．

27．求出θ的解析式，用洛必达法则求极限．

28．求出θ的解析式，用洛必达法则求极限．

29．对
 用洛必达法则求极限．

30．利用f（x2
 ）的带佩亚诺余项的泰勒公式．







37．用洛必达法则求
 的极限．

38．用f′（a＋θh）＝f′（a）＋θhf″（a＋θ1
 h）代入，求出θ的表达式．

39．写出P（x）在点a的泰勒公式．

40．写出P（x）在点a的泰勒公式．

41．考查首项系数．

42．用归纳法证之．

43．将f（x）在x，x＋1写出泰勒公式，然后将f′（x），f″（x）用f（x），[image: 0500030159]
 表示．

44．（1）写出ln（1＋x）的泰勒公式；

（2）将k＝1，2，…，n代入（1）然后相加．

45．写出f（x）分别在a，b处的泰勒公式，然后考虑


46．写出f（x）在0处的泰勒公式，然后考虑f（1），f（－1）．

48．证明f′（x）≡0.

50．（1）当[image: 0500030160]
 时，极大值[image: 0500030161]
 ；

　　（2）当x＝－1时，极小值y＝－1；当x＝1时，极大值y＝1；

　　（3）当x＝1时，极小值y＝0；当x＝e2
 时，极大值[image: 0500030162]
 ；

　　（4）当x＝0，±1时，极小值y＝0；当[image: 0500030163]
 时，极大值[image: 0500030164]
 ．

51．（1）当x＝1时，最大值y＝2；当x＝－1时，最小值y＝－10；

　　（2）当[image: 0500030165]
 时，最大值y＝1，无最小值；

　　（3）当x＝e－2
 时，最小值[image: 0500030166]
 ，无最大值．


 　　　54．考虑


56．考虑e－x
 f（x）．　　　58．用凸函数的定义．

62．设f（x）＝a0
 x4
 ＋a1
 x3
 ＋a2
 x2
 ＋a3
 x＋a4
 ，则f（x）为凸函数的条件为




65．写出泰勒公式对f′（x）讨论．

67．（1）a＋b；　　（2）ab.

68．（1）x＝－1，y＝x/2－1；　　（2）x＝±π；　　（3）y＝0；　　（4）x＝0，y＝0．

第　六　章














名词索引

A

凹函数

B

保序性

被积函数

闭区间

闭区间套定理

伯努利（Bernoulli）不等式

不动点

不定积分

不定式

C

初等函数

垂直渐近线

D

戴德金分割定理

单侧极限

单调递减（下降）的序列

单调递增（递减）

单调递增（上升）的序列

单调函数

单调上升（下降）

单调收敛原理

单调序列

导函数

导数

狄利克雷（Dirichlet）函数

第二换元法

第二类间断点

第一换元法

第一类间断点

定义域

对数求导法

E

二阶导数

二阶微分

二元有理函数

F

发散序列

反函数

分部积分法

分划

分式线性函数

符号函数

覆盖

复合函数

负无穷大量

G

高斯（Gauss）取整函数

孤立点

广义极限

广义收敛

拐点

H

函数

函数的有界性

函数极限

赫尔德（Hölder）不等式

J

基本初等函数

基本周期

积分号

积分变量

集合

极大值

极大值点

奇函数

极限

极值

夹逼收敛原理

假分式

间断

间断点

渐近线

介值定理

界

聚点

聚点原理

K

开覆盖

开区间

可导

可去间断点

可数集

可微

柯西微分中值定理

柯西序列

柯西不等式

L

拉格朗日微分中值定理

罗尔微分中值定理

拉格朗日余项的泰勒公式

莱布尼茨公式

黎曼（Riemann）函数

连续

连续点

链锁法则

连通集

零点存在定理

M

麦克劳林（Maclaurin）公式

N

内函数

O

偶函数

Q

去心邻域

确界存在定理

S

三角不等式

三角函数有理式

三阶导数

上极限

上界

上确界

实数系

收敛的（序列）

数列

双曲余切

双曲余弦

双曲正切

双曲正弦

水平渐近线

算术-几何平均不等式

T

泰勒（Taylor）公式

特征函数

跳跃间断点

通项

凸函数

图像

W

完备的空间

外函数

万能变换

微分

微分法

微商

唯一性（收敛序列极限的）

无界

无理分划

无理数

无穷大量

无穷区间

无穷小量

X

下极限

下界

下确界

限制

线性主部

斜渐近线

序列

Y

严格单调上升（下降）函数

压缩映照原理

延拓

一阶微分的形式不变性

一一对应

一致连续

因变量

隐函数

有界性（收敛序列的）

有理分划

有理数

有理函数

有界

有上界

有下界

有限覆盖

有限覆盖定理

右导数

右可导

右极限

右连续

原函数

元素

Z

真子集

真分式

正无穷大量

值域

周期

周期函数

驻点

子集

子序列

自变量

最简真分式

最值定理

左闭右开区间

左导数

左可导

左极限

左开右闭区间

左连续

其他

n阶导数

n阶微分

ε邻域
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