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前言

《数学课程标准》基本理念第一条指出：“数学课程应致力于实现义务教育阶段的培养目标，要面向全体学生，适应学生个性发展的需要，使得：人人都能获得良好的数学教育，不同的人在数学上得到不同的发展．”为了更好地贯彻落实新课程标准的基本理念，满足广大高中学生学好数学的需要，也给广大中学数学教师教学提供方便，我们编写了这本手册．

《辞海版·新课标·公式定理解题技巧速查大全》以最新教改精神为依据，以普通高中课程标准实验教科书为蓝本编写．涵盖高中阶段（必修和选修）的全部公式、定理和重要概念等知识，并根据实际需要和有利于读者理解、掌握知识的原则进行适当的拓宽和加深．全书内容按新教材课程标准各章节分单元编排，便于查阅．各个单元除基本内容外，还介绍了高中阶段必须掌握的重要数学思想方法和解题技巧，同时适当编选了部分典型例题，以巩固和加深对课本内容的理解．

本书适合采用人教版、北师大版、苏教版等数学新教材的高中学生日常学习和高考复习使用，对于广大中学数学教师，也是一本内容翔实的教学参考书．

编者在编写本手册的过程中，查阅了有关的书刊资料，谨在此向相关作者表示衷心的感谢．由于时间仓促，经验不足，加之水平有限，疏漏和错误之处在所难免，欢迎广大读者批评指正．
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第一章　集合与函数概念


 §1.1　集合

1.1.1　集合的含义及其表示


集合
 　集合是一个原始的、不定义的概念，它只能做描述性的说明．

一般地，一定范围内某些确定的、不同对象的全体构成一个集合（简称为集）．


元素
 　集合中的每个对象叫作这个集合的元素．

集合元素的三个特性


1．确定性
 　对于一个给定的集合，集合中的元素是确定的.即一个元素，或者属于该集合，或者不属于该集合，两者必居其一．


2．无序性
 　在一个集合中，不考虑元素之间的顺序，只要元素完全相同，就认为是同一个集合．


3．互异性
 　对于一个给定的集合，集合中的元素是互异的（可区分的），集合中的任何两个元素都是不同的.相同元素、重复元素，不论多少，只能算作该集合的一个元素．


集合的分类
 　按元素个数的多少分为有限集和无限集．

含有有限个元素的集合叫作有限集，也称有穷集合；

含有无限个元素的集合叫作无限集，也称无穷集合．

只含一个元素的集合叫作单元素集，只含两个元素的集合叫作二元集，含有n个元素的集合叫作n元集．


【说明】
 　集合通常用大写的拉丁字母A，B，C，…表示；集合的元素常用小写拉丁字母a，b，c，…表示．


属于
 　如果a是集合A的元素，就说a属于集合A，记作a∈A．


不属于
 　如果a不是集合A的元素，就说a不属于集合A，记作a∉A．

元素与集合的关系（从属关系）

元素a与集合A有且仅有下列两种关系之一：

a∈A或a∉A．


【说明】
 　若a∈A，b∉A，则必有a≠b.这便是元素的确定性．

集合的表示方法


1．列举法
 　把集合中的所有元素一一列举出来，并置于花括号“｛｝”内表示集合的方法叫作列举法.例如，当有限集合A的所有元素为a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 时，A可表示为

A＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ｝，

也可记为　A＝｛ai
 ，i∈N
 *
 ｝．

列举法的特点是表示完整、清楚.但必须注意：

（1）元素间用“，”分开；

（2）元素不能重复；

（3）元素无顺序；

（4）对于含有较多元素的集合，如果构成该集合的元素有明显规律，可用省略号，但必须把元素间的规律表示清楚后才能用省略号．

例如：自然数集N
 ＝｛0，1，2，3，4，…｝．


2．描述法
 　将集合的所有元素都具有的性质（满足条件）表示出来，写成｛x｜p（x）｝的形式．


【说明】
 　（Ⅰ）用描述法表示集合的步骤是：①在花括号内先写上表示这个集合元素的一般符号及取值（变化范围），再画一竖线；

②在竖线后写出这个集合中元素所具有的共同特征．

它的一般形式是｛x∈A｜p（x）｝.其中，x表示集合的元素，A表示x的取值范围.p（x）表示元素应满足的关系．

如果从上下文的关系来看，x∈R
 ，x∈Z
 已很明确，则x∈R
 ，x∈Z
 可省略，可使用｛x｜p（x）｝来表示，例如｛x｜x≤5｝．

此外，｛x∈A｜p（x）｝有时也可写成｛x∈A：p（x）｝或｛x∈A；p（x）｝．

（Ⅱ）使用描述法表示集合时，应注意以下几点：

①写清楚该集合中元素的代号（字母或用字母表示的元素符号）；

②说明该集合中元素的性质；

③所有描述的内容都写在集合符号中（即花括号“｛｝”内）．

（Ⅲ）描述法的语言形式有三种：自然语言、符号语言、图形语言．

[image: ]
图1-1




3．图示法
 　用一条封闭的曲线所围成的图形来表示集合及其关系的方法，叫图示法，这种图称为韦恩（Venn）图.如图1-1所示．

图示法形象、直观．


【说明】
 　只要构成两个集合的元素是一样的，我们就称这两个集合相等，这是判定两个集合相等的一个重要方法．

常用数集的符号


N
 ——非负整数集；自然数集．


N
 *
 或N
 ＋
 ——正整数集．


Z
 ——整数集．　　Z
 *
 ——排除0的整数集．


Q
 ——有理数集．　Q
 *
 ——排除0的有理数集．


R
 ——实数集．　　R
 *
 ——排除0的实数集．


C
 ——复数集．

1.1.2　集合间的基本关系


子集
 　对于两个集合A与B，如果集合A中任意一个元素都是集合B的元素，那么集合A叫作集合B的子集，记作A⊆B（或B⊇A），读作“A含于B”（或“B包含A”）.也就是说，A是B的子集.即

A⊆B⇔任取x∈A，总有x∈B．

当A不是B的子集时，记作A⊈B（或B⊉A）．


【说明】
 　（Ⅰ）⊆也可以换用⊂，⊇也可以换用⊃；⊈也可以换用⊄，⊉也可以换用⊅．

（Ⅱ）用韦恩图可形象地表示两个集合之间的包含关系，如图1-2．

[image: ]
图1-2




真子集
 　对于两个集合A与B，如果A⊆B，并且A≠B，我们就说集合A是集合B的真子集，记作

A⊊B（或B⊋A）．

A是B的真子集：A是B的子集，且B中至少有一个元素不属于A.即A⊊B⇔任取x∈A，总有x∈B，但存在y∈B，y∉A．


集合的相等
 　对于两个集合A与B，如果集合A的任何一个元素都是集合B的元素，同时集合B的任何一个元素都是集合A的元素，我们就说集合A等于集合B，记作A＝B.即

A＝B⇔A⊆B且B⊇A．


空集
 　不含任何元素的集合称为空集，记作∅（或｛ ｝）．


【说明】
 　∅与｛∅｝的关系：｛∅｝是只含有一个元素的单元素集.∅与｛∅｝之间可用四个符号∈，≠，⊆，⊊中的任意一个把它们连接起来，但不能用等号“＝”连接．


非空集合
 　至少含有一个元素的集合叫作非空集合．


全集
 　如果一个集合含有我们所要研究问题中涉及的所有元素，那么就称这个集合为全集，全集通常用U表示．

全集是一个相对的概念，它是相对于它的一切子集而言的．

集合与集合的包含关系

集合A与集合B有且仅有下列两种关系之一：

A⊆B与A⊈B．


【说明】
 　（Ⅰ）真子集必是子集，子集不一定是真子集.即

A⊊B⇒A⊆B．

（Ⅱ）任何一个集合是它本身的子集.即A⊆A．

（Ⅲ）空集是任何集合的子集.即∅⊆A．

空集是任何非空集合的真子集.即∅⊊A≠∅．

（Ⅳ）n元集的全部子集个数为2n
 （个），真子集为2n
 -1（个）；

若｛a1
 ，a2
 ，…，am
 ｝⊆A⊆｛a1
 ，a2
 ，…，am
 ，am＋1
 ，…，an
 ｝，则集合A的个数为2n-m
 （个）；

若｛a1
 ，a2
 ，…，am
 ｝∪B＝｛a1
 ，a2
 ，…，am
 ，am＋1
 ，…，an
 ｝，则集合B的个数为2m
 （个）．

（Ⅴ）对于集合A，B，C，若A⊆B，B⊆C，则A⊆C；

对于集合A，B，C，若A⊊B，B⊊C，则A⊊C．

（Ⅵ）要特别注意 a与｛a｝，数0、｛0｝与∅，｛（a，b）｝与｛a，b｝，∅ 与｛∅｝等的区别．


补集
 　设A⊆S，由S中不属于A的所有元素组成的集合称为S的子集A的补集，记作∁S
 A（读作“A在S中的补集”）．

∁S
 A＝｛x｜x∈S且x∉A｝，如图1-3所示的阴影部分表示∁S
 A.由补集定义知，若B＝∁S
 A，则∁S
 B＝A．

[image: ]
图1-3




【注意】
 　关于补集的几点注意：设全集U，A⊆U，则有

（1）∁U
 A＝｛x｜x∉A，x∈U｝；（2）∁U
 U＝∅；（3）∁U
 ∅＝U．

1.1.3 集合的基本运算

交集和并集

[image: ]



【说明】
 　补、交和并均为集合的运算．

交集、并集、补集的关系

（1）[image: ]


（2）[image: ]


如果集合A与集合B为全集U的子集，可利用韦恩图（如图1-4所示）表示上面的关系．

[image: ]
图1-4



集合运算的分配律和结合律

交对并的分配律：

A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C）．

并对交的分配律：

A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）．

结合律：

A∩（B∩C）＝（A∩B）∩C；A∪（B∪C）＝（A∪B）∪C．


差集
 　设A，B为两个集合，所有属于集合A而不属于集合B的元素所成之集称为A与B的差集，记作

A＼B（或A-B），

即　A＼B＝｛x｜x∈A且x∉B｝．


【注意】
 　差集与补集的区别：在∁A
 B中，要求B是A的子集；在A＼B中，B可以不是A的子集.当B是A的子集的时候， ∁A
 B＝A＼B．


集合的元素个数
 　有限集合A的元素个数记作card（A）.例如，A＝｛a，b，c，d｝，则card（A）＝4．

一般地，对任意两个有限集合A，B，有

card（A∪B）＝card（A）＋card（B）-card（A∩B）．

当且仅当　A∩B＝∅时，

card（A∪B）＝card（A）＋card（B）．

集合的元素个数也可以用韦恩图来求解．


例1
 　就有关A，B两事，向50人调查赞成与否.赞成A的人数是全体的[image: ]
 ，其余不赞成；赞成B的人比赞成A的多3人，其余不赞成；对A，B都不赞成的人比对A，B都赞成的人的[image: ]
 多1人.问对A，B都赞成和都不赞成的各有多少人？



解
 　赞成A的人数为[image: ]


赞成B的人数为30＋3＝33．

[image: ]
图1-5



作韦恩图（图1-5），记50人组成的集合为U，赞成A的全体人为集合A，赞成B的全体人为集合B．

设A，B都赞成的人数为x，则A，B都不赞成的人数为[image: ]
 ，赞成A而不赞成B的人数为（30-x），赞成B而不赞成A的人数为（33-x），可得方程

[image: ]


解得　[image: ]


∴　A，B都赞成的有21人，都不赞成的有8人．




例2
 　设集合[image: ]
 ，则（　）

A．M＝N

B．M⊊N

C．M⊋N

D．M∩N＝∅



解
 　在M中，[image: ]


在N中，[image: ]


∵k∈Z
 ，∴｛2k＋1｜k∈Z
 ｝⊊｛k＋2｜k∈Z
 ｝.∴M⊊N.选B．




例3
 　设I为全集，S1
 ，S2
 ，S3
 是I的三个非空子集，且S1
 ∪S2
 ∪S3
 ＝I，则下列论断正确的是（　）

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



解
 　利用韦恩图易排除A、B、D.故选C．


例4
 　设f（n）＝2n＋1（n∈N
 ），P＝｛1，2，3，4，5｝，Q＝｛3，4，5，6，7｝，记[image: ]
 [image: ]
 （　）

A．｛0，3｝

B．｛1，2｝

C．｛3，4，5｝

D．｛1，2，6，7｝


解
 　由已知得，[image: ]
 [image: ]
 ，故选A．


例5
 　设P、Q是两个非空实数集合，定义集合P＋Q＝｛a＋b｜a∈P，b∈Q｝，P＝｛0，2，5｝，若Q＝｛1，2，6｝，则P＋Q 中元素的个数是（　）

A．9

B．8

C．7

D．6


解
 　由题意P＋Q＝｛1，2，3，4，6，7，8，11｝.故选B．


例6
 　若A、B、C为三个集合，A∪B＝B∩C，则一定有（　）

A．A⊆C

B．C⊆A

C．A≠C

D．A＝∅


解
 　若A＝B＝C≠∅，则A∪B＝A，B∩C＝B＝A成立，排除C、D选项.作出韦恩图（图1-6），A成立．

[image: ]
图1-6




例7
 　已知集合A＝｛2，4，a3
 -2a2
 -a＋7｝，B＝｛-4，a＋3，a2
 -2a＋2，a3
 ＋a2
 ＋3a＋7｝，若A∩B＝｛2，5｝，求实数a的值，并求A∪B．


解
 　∵A∩B＝｛2，5｝，

∴5∈A，∴a3
 -2a2
 -a＋7＝5．


解得a＝2或a＝±1．

当a＝2时，B＝｛-4，5，2，25｝，A∩B＝｛2，5｝，与题设相符；

当a＝1时，B＝｛-4，4，1，12｝，A∩B＝｛4｝，与题设矛盾；

当a＝-1时，B＝｛-4，2，5，4｝，A∩B＝｛2，4，5｝，与题设矛盾；

综上可知a＝2，且A∪B＝｛-4，2，4，25｝．




 §1.2　函数及其表示

1.2.1　函数的概念


对应
 　一个原始概念.设A和B是两个集合，对于集合A的任何一个元素，若在某给定的法则f的作用下，总可以得到集合B中确定的元素，则称这个法则f为从A到B的一个对应，记作[image: ]


两个非空集合A和B之间的对应有以下四种形式：

①一对一对应，如图1-7所示；

[image: ]
图1-7



②一对多对应，如图1-8所示；

[image: ]
图1-8



③多对一对应，如图1-9所示；

[image: ]
图1-9



④多对多对应，如图1-10所示．

[image: ]
图1-10




函数
 　设A，B是两个非空的数集，如果按照某种确定的对应关系f，使对于集合A中任意一个数x，在集合B中都有唯一确定的数f（x）和它对应，那么就称f：A→B为从集合A到集合B的一个函数，记作

y＝f（x），x∈A．


【说明】
 　在上述定义中：

（Ⅰ）x叫作自变量，x的取值范围A叫作函数的定义域．

（Ⅱ）与x的值相对应的y 值叫作函数值，函数值的集合｛f（x）｜x∈A｝叫作函数的值域．

（Ⅲ）值域是集合B的子集.如果值域是B的真子集，称f（x）为A到B内的函数；如果值域正好等于B，称y＝f（x）为A到B上的函数．

（Ⅳ）函数符号y＝f（x）表示“y是x的函数”，其中的f 表示对应法则．

构成函数概念的三要素

（1）三要素是指定义域、对应法则、值域．

（2）三要素中只要有一个不同的两个函数就是不相等的函数．

（3）两个函数当且仅当定义域和对应法则在实质上（不必在形式上）完全相同时，才是相等函数．

（4）相等的函数图像相同，图像相同的函数是相等函数．

（5）f（x）与f（a）的区别与联系．

f（a）表示当x＝a时函数f（x）的值，是一个常量，而f（x）是自变量x的函数，在一般情况下，它是一个变量，f（a）是f（x）的一个特殊值.如一次函数f（x）＝3x＋4，当x＝8时，f（8）＝3×8＋4＝28是一常数．


区间
 　设a，b是两个实数，而且a＜b.规定：

（1）闭区间　满足不等式a≤x≤b的实数x的集合叫作闭区间，表示为［a，b］．

（2）开区间　满足不等式a＜x＜b的实数x的集合叫作开区间，表示为（a，b）或］a，b［．

（3）半开半闭区间　满足不等式a≤x＜b或a＜x≤b的实数x的集合叫作半开半闭区间，分别表示为［a，b），（a，b］或［a，b［，］a，b］．

这里的实数a与B都叫作相应区间的端点：A为左端点，b为右端点，称b-a为区间长度，区间在数轴上的表示：

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）在数轴上，包括在区间内的端点用实心点表示，不包括在区间内的端点用空心点表示．

（Ⅱ）某些以实数为元素的集合有三种表示方法：集合表示法、不等式表示法和区间表示法．

例如，大于3而小于7的实数集合可以表示为：

｛x｜3＜x＜7｝，3＜x＜7，（3，7）．


无穷大
 　无穷大是个符号，不是一个数.用-∞，＋∞作为区间的一端或两端的区间称为无穷区间，它的定义和符号如下表：



	定义
	符号



	｛x｜-∞＜x＜＋∞｝
	（-∞，＋∞）



	｛x｜a≤x＜＋∞｝
	［a，＋∞）



	｛x｜a＜x＜＋∞｝
	（a，＋∞）



	｛x｜-∞＜x≤b｝
	（-∞，b］



	｛x｜-∞＜x＜b｝
	（-∞，b）





函数的对应法则
 　函数符号f（x）中的f表示对应法则.在不同的问题中，f的具体含义不一样.例如在函数y＝2x2
 -3x＋1中，对应法则f就表示“函数值是自变量的平方的2倍减去自变量的3倍加上1”；而在函数[image: ]
 中，对应法则f就表示“函数值是自变量的倒数加上自变量的算术平方根的[image: ]
 ”．


例1
 　已知[image: ]
 ，求f（x），f（x＋1）与f（x2
 ）．


解法1


[image: ]



解法2


[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）[image: ]
 分别表示当自变量分别为[image: ]
 ，x＋1和x2
 的函数值，也就是定义域中元素分别为[image: ]
 ，x＋1和x2
 的象．

（Ⅱ）解法1通过换元，把[image: ]
 ，要注意f（u）的定义域是｛u｜u≥1｝，这样才能保证转化的等价性.在求f（x＋1）与f（x2
 ）时，也要注意定义域.f（x＋1）和f（x2
 ）的定义域分别是｛x｜x＋1≥1｝与｛x｜x2
 ≥1｝，即

｛x｜x≥0｝与｛x｜x≤-1或x≥1｝．

（Ⅲ）解法2通过直接配凑，再换元求得.这里同样要注意定义域，保证转化的等价性．

函数定义域的求法

（1）求函数的定义域之前，尽量不要对函数的解析式加以变形，以免引起定义域的变化．

（2）求函数的定义域，就是求使得函数解析式有意义的自变量的取值范围．

（3）常见的用解析式表示的函数f（x）的定义域可以归纳如下：

①当f（x）是整式时，其定义域为R
 ；

②当f（x）是分式时，其定义域是使分母不为0的实数的集合；

③当f（x）是偶次根式时，其定义域是使根号内的式子大于或等于0的实数的集合；

④若f（x）为指数式时，其定义域是使底数大于0且不等于1的实数的集合；

⑤由实际问题确定的函数，其定义域要受实际问题的约束；

⑥复合函数的定义域是复合的各基本函数定义域的交集；

⑦求含参数的函数的定义域应进行分类讨论．


抽象函数
 　（1）所谓抽象函数是指没有给出具体解析式的函数.此类题目的关键是注意对应法则，在同一对应法则作用下，不管接受法则的对象是什么字母或代数式，其制约条件是一致的，即都在同一取值范围内．

（2）已知函数f（x）的定义域为［a，b］，则函数f（g（x））的定义域是指满足不等式a≤g（x）≤b的x的取值集合．

（3）已知函数f（g（x））的定义域为［a，b］，指的是x∈［a，b］，要求f（x）的定义域，就是求x∈［a，b］时g（x）的值域．


例2
 　已知函数f（x）的定义域是（0，1］，求g（x）＝f（x＋a）·f（x-a）的定义域（其中[image: ]
 ）．



解
 　由已知，有

[image: ]


∴　函数g（x）的定义域是区间（-a，1-a］与（a，1＋a］的交集．

∵　[image: ]


∴　a≤-a＜1＋a≤1-a．

因此，（-a，1-a］∩（a，1＋a］＝（-a，1＋a］，

∴　函数g（x）的定义域是｛x｜-a＜x≤1＋a｝，

即　（－a，1＋a］



函数值域的求法

（1）确定函数值域的原则

①当函数y＝f（x）用表格给出时，函数的值域是指表格中实数y的集合；

②当函数y＝f（x）的图像给出时，函数的值域是指图像在y轴上的投影所覆盖的实数y的集合；

③当函数y＝f（x）用解析式给出时，函数的值域是由函数定义域及其对应法则唯一确定；

④当函数由实际问题给出时，函数的值域由问题的实际意义确定．

（2）求函数值域的方法

函数的值域问题与函数的最大（小）值问题息息相关.目前常用的方法有：

①直接法：从自变量x的范围出发，推出y＝f（x）的取值范围；

②配方法：二次函数或二次复合函数的值域可用配方法；

③换元法：某些无理（含根号）函数利用换元转化为二次函数求值域（或最值），对于形如[image: ]
 的函数，可利用三角换元，令x＝acosθ，[image: ]
 ；

④反函数法：将求函数的值域转化为求它的反函数的定义域；

⑤判别式法：整理成某一元的二次方程，利用判别式Δ≥0，求出y的取值范围，但应特别注意“回验”；

⑥不等式法：利用基本不等式[image: ]
 用此法求值域要特别注意“一正（a＞0，b＞0）、二定（a＋b或aB为定值）、三相等（a＝b取等号）”；

⑦单调性法：确定函数在定义域的单调性求值域，当利用不等式法等号不成立时，可考虑用单调性；

⑧图像法：当一个函数图像可作时，可观察图像的最低点和最高点求其值域（或最值）；

⑨导数法：当一个函数在定义域上可导时，可根据其导数求最值；

⑩几何意义：利用图形，数形结合，如直线的斜率、线段的长度（两点间的距离）等．


例3
 　已知f（x）的值域是[image: ]
 的值域．



解
 　令[image: ]


得　[image: ]


∴[image: ]


∴[image: ]


∵函数y＝F（t）在区间[image: ]
 上递增，

∴[image: ]


故所求值域为[image: ]





例4
 　已知[image: ]


（1）当[image: ]
 时，求函数f（x）的最小值；

（2）若对任意x∈［1，＋∞）时，f（x）＞0恒成立，求实数a的取值范围．



解
 　（1）当[image: ]


∵f（x）在区间［1，＋∞）上为增函数，

∴f（x）在［1，＋∞）上的最小值为[image: ]


（2）在区间[image: ]
 恒成立⇔x2
 ＋2x＋a＞0恒成立.设y＝x2
 ＋2x＋a＝（x＋1）2
 ＋a-1.则函数y在［1，＋∞）上为增函数，∴当x＝1时，ymin
 ＝3＋a．

于是，当且仅当ymin
 ＝3＋a＞0，即a＞-3时f（x）＞0恒成立．

故所求a的取值范围是（-3，＋∞）．




例5
 　已知函数[image: ]
 的定义域为R
 ．

（1）求实数m的取值范围；

（2）当m变化时，若y的最小值为f（m），求函数f（m）的值域．



解
 　（1）∵函数[image: ]
 的定义域为R
 ．

∴mx2
 -6mx＋m＋8≥0对一切x∈R
 恒成立．

①当m＝0时，8≥0恒成立.②当m≠0时，

[image: ]


综上可知，实数m的取值范围是｛m｜0≤m≤1｝．

（2）令g（x）＝mx2
 -6mx＋m＋8＝m（x-3）2
 ＋8-8m．

当x＝3时，g（x）取最小值8-8m，即[image: ]


∵f（m）在［0，1］上递减，

∴当m＝0时，f（m）取最大值[image: ]
 ，当m＝1时，f（m）取最小值0.故函数f（m）的值域为[image: ]
 ．



1.2.2　函数的表示法

函数的表示法

表示函数的方法，有解析法、列表法、图像法三种．

①解析法：就是把两个变量的函数关系，用一个数学表达式来表示，这个数学表达式又叫作函数的解析表达式，简称解析式，中学研究的函数主要是用解析式表示的函数．

②列表法：就是列出表格来表示两个变量之间的对应关系．

③图像法：就是用函数图像来表示两个变量之间的对应关系．


函数的图像
 　函数的图像是函数关系的一种表示，它从“形”的方面刻画函数的变化规律.通过函数图像，可以直观、形象地反映函数的性质，使之可运用数形结合的方法去解决某些问题.函数的图像可以是一支或多支平滑的曲线（直线），也可以是一些点或几条线段．


【注意】
 　检验一个图形是否为函数的图像，其法则为：任作垂直于x轴的直线，若此直线与图像有唯一交点，则图像即为在此定义域内的函数图像．

如图1-11则知（a）为函数图像，（b）不是．

[image: ]
图1-11



作函数图像的基本方法

（1）描点作图法，其一般步骤是：

①确定函数的定义域；

②化简函数表达式；

③讨论函数的性质（奇偶性、单调性、周期性、特殊点等）；

④列表、描点、连线成图．

（2）利用已知函数的图像，通过平移、对称、伸缩变换而得到．


分段函数
 　在函数的定义域中，对于自变量x的不同取值范围，有着不同的对应法则，这样的函数，通常称为分段函数.如函数

[image: ]


就是分段函数．

分段函数是一个函数，而不是几个函数.分段函数的图像只能看作一个图像，而不能看作几个图像．

形如y＝f（｜x｜）的图像及y＝｜f（x）｜的图像作图

有两种方法：

①根据去绝对值的法则，分别将y＝f（｜x｜）及y＝｜f（x）｜写成分段函数的形式，然后作图．

②根据图像变换作图：对于y＝f（｜x｜）的图像，保留图像y轴右侧的部分，然后将y轴右侧部分图像沿y轴翻折到左侧，就得到y＝f（｜x｜）的图像．

对于y＝｜f（x）｜的图像，可保留y＝f（x）的图像在x轴上方的部分，再将x轴下方的部分沿x轴翻折到x轴上方即可．


映射
 　设A，B是两个集合，如果按照某种对应法则f，使得对于集合A中的任何一个元素，在集合B中都有唯一的元素和它对应，则称这一对应（包括集合A，B以及A到B的对应法则f）叫作集合A到集合B的映射，记作

f：A→B．


像和原像
 　给定一个集合A到集合B的映射，且a∈A，b∈B.如果元素a和元素B对应，那么，我们把元素b叫作元素a的像，元素a叫作元素b的原像．

A为原像集合，B中所有元素的象组成的集合为像集合.显然，｛像｝⊆B．

映射f：A→B的特性


【说明】
 　（Ⅰ）在映射f：A→B中，集合A（定义域），集合B（值域），法则f（对应规律）三位一体，缺一不可；

（Ⅱ）映射中的“对应”包括“一对一”和“多对一”，但不包括“一对多”或“多对多”．

映射与函数的联系与区别

（1）函数一定是映射，但映射不一定是函数．

（2）在函数中，A，B是两个数集，即A，B中的元素都是实数，但映射中，A，B中的元素不一定是实数．

*到上和到内的映射

设f：A→B是A到B的映射；

如果在f的作用下，像的集合C＝B，我们就说f：A→B是A到B上的映射，这时，B中的任何一个元素都有原像．

如果在f的作用下，像的集合C⊊B，我们就说f：A→B是A到B内的映射，这时，B中的元素在A中并不都有原像．

[image: ]
图1-12




*单射
 　集合A与B，在映射f下，对于集合A的不同元素，在集合B中有不同的元素作为它的像，即：f：a→b，a∈A，b∈B，若由a1
 ≠a2
 可以推出b1
 ≠b2
 ，那么映射f叫作从A到B的单射.例如，A＝｛1，2，3｝，B＝｛2，3，4，5，6｝.映射f：x→2x（x∈A，2x∈B）是A到B的单射（图1-12）．


*满射
 　对于集合A与B，在映射f下，B中的每一个元素都至少是A中某一个元素的像，那么f叫作从A到B的满射．

例如：A＝｛1，2，3，4，5，6｝，B＝｛0，1｝.映射f：A中奇数对应B中的元素0，A中偶数对应B中元素1，就是A到B的满射［图1-13（a）］；

若B＝｛-1，0，1｝，上述映射f 就不是满射，∵-1∈B，而在A中没有原像［图1-13（b）］．

[image: ]
图1-13




*一一映射
 　设A，B是两个集合，f：A→B是集合A到集合B的映射，如果在这个映射下，对于集合A中的不同元素，在集合B中有不同的像，而且B中每一个元素都有原像，那么这个映射叫作从A到B上的一一映射.一一映射是一个既是单射又是满射的映射，也叫单满射．


【说明】
 　（Ⅰ）由定义知，一一映射满足三个条件：①f 是映射；②原像不同像不同；③B中元素都有原像．

（Ⅱ）[image: ]
 （f-1
 的定义详见下）．

（Ⅲ）在映射f：A→B中，像的集合C≠B时映射不是一一映射，也就是说，C＝B是一一映射的必要条件．


*逆映射
 　已知f：A→B是集合A到集合B上的一一映射，如果对于B中的每一个元素b，使B在A中的原像A和它对应，这样得到的映射叫作映射f：A→B的逆映射，记作f-1
 ：B→A．


【说明】
 　（Ⅰ）如果映射f：A→B有逆映射f-1
 ：B→A，那么f：A→B也是映射f-1
 ：B→A的逆映射．

（Ⅱ）只有一一映射才有逆映射.映射f：A→B的逆映射f-1
 ：B→A也是一一映射．


例1
 　已知函数[image: ]


A．1

B．-1

C．[image: ]


D．[image: ]


解析

[image: ]



【说明】
 　对于求值问题，一般不直接代入求值，而是先化简，然后求值．


例2
 　对定义域分别是Df
 ，Dg
 的函数y＝f（x），y＝g（x）.规定：

[image: ]


（1）若函数[image: ]
 ，写出函数h（x）的解析式；

（2）求问题（1）中函数h（x）的值域．



解
 　（1）由已知得

[image: ]


（2）当x≠1时，[image: ]
 若x＞1，则h（x）≥4，其中等号当x＝2时成立；若x＜1，则h（x）≤0，其中等号当x＝0时成立．

∴函数h（x）的值域是（-∞，0）∪｛1｝∪［4，＋∞）．



[image: ]
图1-14




例3
 　在同一平面直角坐标系中，函数y＝f（x）和y＝g（x）的图像关于直线y＝x对称，现将y＝g（x）的图像沿x轴向左平移2个单位，再沿y轴向上平移1个单位，所得图像是由两条线段组成的折线（图1-14），则函数f（x）的表达式为（　）

[image: ]




解
 　方法1：在图形上取点A（0，1），A点右移动2个单位，再向下移动1个单位得A′（2，0），则A′为函数y＝g（x）图像上的点，A″（0，2）在f（x）的图像上，排除B、C、D，故选A．

方法2：由已知求出图中的解析式

[image: ]





例4
 　设函数[image: ]
 ，区间M＝［a，b］（a＜b），集合N＝｛y｜y＝f（x），x∈M｝，则使M＝N成立的实数对（a，b）有（　）

A．0个

B．1个

C．2个

D．无数个



解
 　∵x∈M，M＝［a，b］，则f（x）的定义域为［a，b］，由已知得，f（x）的值域N＝M＝［a，b］.又作图知f（x）在［a，b］上是减函数，则f（b）＝a，f（a）＝b，即[image: ]
 解之得a＝b＝0，这与a＜b矛盾．

∴实数对（a，b）不存在.故选A．




例5
 　函数f（x）对于任意实数x满足条件[image: ]
 ，若f（1）＝-5，则f（f（5））＝_____．



解
 　由[image: ]
 ∴f（5）＝f（1）＝-5．

则[image: ]





例6
 　已知下列对应：

①A＝｛x｜x∈N
 *
 ｝，B＝｛0，1，2，3，4｝，f：除以5得出的余数；

②A＝｛x｜x∈R
 ｝，B＝｛y｜y≥0｝，f：x→y＝4-x2
 ；

③A＝｛x｜x≥0｝，B＝｛y｜y≥0｝，[image: ]


其中构成映射的是（　）

A．①③

B．①②

C．②③

D．①②③



解
 　用排除法．

②中A元素x＞2时，例如x取3时，x→y＝4-32
 ＝-5∉B，即x＝3在集合B中没有元素与之对应，所以②不是映射.故正确答案为A．




例7
 　设集合A＝B＝｛（x，y）｜x，y∈R
 ｝，f是A到B的一个映射，并满足f：（x，y）→（-xy，x-y）．

（1）试求B中元素的（3，-4）在A中的原像；

（2）试探索B中哪些元素在A中存在原像；

（3）求B中元素（a，b）在A中有且只有一个原像时，a，b满足的关系式．



解
 　（1）由[image: ]


∴B中元素（3，-4）在A中的原像是（-3，1）或（-1，3）．

（2）假设集合B中的元素（a，b）在集合A存在原像（x，y），

[image: ]


∴　方程①有解，应有b2
 -4a≥0．

故集合B中满足b2
 -4a≥0的元素（a，b）（a∈R
 ，b∈R
 ）在A中存在原像．

（3）B中元素（a，b）在A中有且仅有一个原像等价于方程①有且仅有一个根，∴b2
 -4a＝0．




 §1.3　函数的基本性质


增函数
 　设x1
 和x2
 是函数f（x）在区间（a，b）内的任意两个值，如果x1
 ＜x2
 ，总有f（x1
 ）＜f（x2
 ），即自变量增大函数值也随着增大，则称函数y＝f（x）在区间（a，b）上是增函数．


减函数
 　如果在区间（a，b）上对于任意的x1
 ＜x2
 ，总有f（x1
 ）＞f（x2
 ），即自变量增大函数值反而减小，则称函数y＝f（x）在区间（a，b）上是减函数．


单调函数
 　增函数和减函数统称为单调函数．


函数的单调区间
 　如果函数在某个区间上是增函数或减函数，我们就说y＝f（x）在这一区间上具有单调性，这一区间叫作y＝f（x）的单调区间．

函数单调性的判定方法

判断函数单调性的方法主要有：

（1）定义法：即“取值―作差―变形―定号―判断”．

（2）直接法：运用已知的结论，直接得出函数的单调性，如一次函数、二次函数、反比例函数的单调性均可直接看出．

一次函数y＝kx＋b.k＞0是增函数；k＜0是减函数．

二次函数[image: ]


a＞0时，[image: ]
 为增函数；[image: ]
 是减函数．

a＜0时，[image: ]
 为减函数；[image: ]
 是增函数．

反比例函数[image: ]
 ，k＞0时分别在x＜0和x＞0上是减函数，k＜0时分别在x＜0和x＞0上是增函数．

有关函数单调性的定理

（1）f（x）与f（x）＋C（C 为常数）具有相同的单调性．

（2）k＞0时，函数f（x）与k·f（x）有相同的单调性；

k＜0时，函数f（x）与k·f（x）的单调性相反．

特别地，函数y＝f（x）与y＝-f（x）的单调性相反．

（3）当f（x）恒不为0时，函数[image: ]
 的单调性相反．

（4）当f（x）恒为非负时，[image: ]
 具有相同的单调性．

（5）当f（x）、g（x）都是增（减）函数时，f（x）＋g（x）也是增（减）函数，增函数-减函数＝增函数．

（6）设f（x）、g（x）都是增（减）函数，则f（x）·g（x）当两者都恒大于0时也是增（减）函数，当两者都恒小于0时是减（增）函数．

（7）复合函数的单调性：

已知u＝g（x）在［a，b］上是单调增（减）函数，y＝f（u）在区间［g（a），g（b）］（或区间［g（b），g（a）］上是单调增（减）函数，那么复合函数y＝f（g（x））在［a，b］上一定是单调函数，并具体分为以下四种情况：



	 
	u＝g（x）
	y＝f（u）
	y＝f（g（x））



	情况1
	增函数
	增函数
	增函数



	情况2
	增函数
	减函数
	减函数



	情况3
	减函数
	增函数
	减函数



	情况4
	减函数
	减函数
	增函数





【说明】
 　求复合函数y＝f［g（x）］单调区间的步骤：

①确定定义域．

②将复合函数分解成基本初等函数：y＝f（u），u＝g（x）．

③分别确定这两个函数的单调区间．

④若这两个函数同增或同减，则y＝f［g（x）］为增函数；若一增一减，则y＝f［g（x）］为减函数．


奇函数
 　如果对于函数f（x）定义域内任意一个x值，都有f（-x）＝-f（x），那么函数f（x）叫作奇函数．


偶函数
 　如果对于函数f（x）定义域内任意一个x，都有f（-x）＝f（x），那么函数f（x）叫作偶函数．


非奇非偶函数
 　如果函数f（x）定义域内存在一个x1
 ，满足f（-x1
 ）≠-f（x1
 ）且存在一个x2
 （可与1
 相同），满足f（-x2
 ）≠f（x2
 ），那么函数f（x）叫作非奇非偶函数（既不是奇函数又不是偶函数）．


奇偶性
 　如果函数y＝f（x）在某个区间上是奇函数或者偶函数，我们说y＝f（x）在这一区间上具有奇偶性．


【说明】
 　（Ⅰ）具有奇偶性的函数的定义域是关于坐标原点的对称区间.因此判断函数的奇偶性必须先看定义域，如果某一函数的定义域不是关于原点的对称区间，则该函数必是非奇非偶函数．

（Ⅱ）既是奇函数又是偶函数的函数一定有解析式y＝f（x）＝0，但它的定义域可以各式各样（必须关于原点对称），所以不是唯一的．

（Ⅲ）有时也可以根据下面的式子来判断函数的奇偶性：

f（x）±f（-x）＝0．

对于定义域内任意一个x，有f（x）＋f（-x）＝0成立，则f（x）为奇函数；

对于定义域内任意一个x，有f（x）-f（-x）＝0成立，则f（x）为偶函数．

（Ⅳ）对于偶函数，还有：f（x）＝f（-x）＝f（｜x｜）⇔f（x）为偶函数．

（Ⅴ）当f（x）≠0时，也可用[image: ]
 来判断函数的奇偶性．

[image: ]
 是奇函数；

[image: ]
 是偶函数．

有关函数奇偶性的定理

（1）f（x）为奇函数⇔f（x）的图像关于原点对称；

f（x）为偶函数⇔f（x）的图像关于y轴对称；

f（x）为非奇非偶函数⇔f（x）的图像既不关于原点对称，又不关于y轴对称．

（2）在公共定义域内：

偶函数的和、差、积、商是偶函数；

奇函数的和与差是奇函数，奇函数的积与商是偶函数；

奇函数与偶函数的积、商是奇函数．

（3）函数[image: ]
 的奇偶性相同（其中k为非零常数）．

（4）复合函数f（ψ（x））的奇偶性是：

若ψ（x）为偶函数，则f（ψ（x））为偶函数；

若ψ（x）为奇函数，则f 偶f（ψ（x））偶；f 奇f（ψ（x））奇．

（5）奇函数在（0，＋∞）上递增，则在（-∞，0）上也递增；

偶函数在（0，＋∞）上递增，则在（-∞，0）上递减；

奇函数在［a，b］（0＜a＜b）和［-b，-a］上的增减性相同；

偶函数在［a，b］（0＜a＜b）和［-b，-a］上的增减性相反．

（6）定义在（-∞，＋∞）上的奇函数的图像必过原点，即必有f（0）＝0．

（7）定义在关于原点对称的区间上的任意函数f（x）总可以表示为一个奇函数与一个偶函数的和．

构造奇（偶）函数的简单方法：

设f（x）是定义域关于原点对称的函数，则

[image: ]


是偶函数，而

[image: ]


是奇函数．

函数的最大值与最小值

一般地，设y＝f（x）的定义域为A．

若存在定值x0
 ∈A，使得对于任意x∈A，有f（x）≤f（x0
 ）恒成立，则称f（x0
 ）为y＝f（x）的最大值，记为ymax
 ＝f（x0
 ）.此时，x0
 称为最大值点．

若存在定值x0
 ∈A，使得对于任意x∈A，有f（x）≥f（x0
 ）恒成立，则称f（x0
 ）为y＝f（x）的最小值，记为ymin
 ＝f（x0
 ）.此时，x0
 称为最小值点．

最大值和最小值统称为最值，最大值点和最小值点统称为最值点．

求函数最值的常用方法

1．图像法


例1
 　对任意实数x，设f（x）＝min｛4x＋1，x＋2，-2x＋4｝，那么函数f（x）的最大值是（　）

A．[image: ]


B．[image: ]


C．3

D．[image: ]




解
 　题中f（x）＝min｛4x＋1，x＋2，-2x＋4｝与f（x）是4x＋1，x＋2，-2x＋4三个函数中最小者同义，此类题从数形结合角度容易理解．

在同一直角坐标系内作出y＝4x＋1，y＝x＋2，y＝-2x＋4的图像，交点[image: ]
 ，则有

[image: ]
 图中实线部分即为f（x）的图像，如图1-15所示，所以f（x）的最大值为[image: ]
 故正确答案为D．

[image: ]
图1-15






2．二次函数配方法
 　将二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c （a≠0）的解析式配方，变为

[image: ]


（Ⅰ）若f（x）定义在开区间（-∞，＋∞）上，则

当a＞0时，函数有最小值[image: ]
 ；当a＜0时，函数有最大值[image: ]


（Ⅱ）若f（x）定义在闭区间［α，β］上，则

（1）当[image: ]
 时，则最值必在区间端点取得.此时，函数值f（α），f（β）中大者为最大值，小者为最小值．

（2）当[image: ]
 时，函数值[image: ]
 三者中最大的为最大值，最小的为最小值．


【注意】
 　二次函数的最值只可能在顶点或区间端点取得．


3．判别式法
 　若函数y＝f（x）可化成一个系数含有y的关于x的方程：a（y）x2
 ＋b（y）x＋c（y）＝0.当a（y）≠0时，由于x，y为实数，必须有

Δ＝b2
 （y）-4a（y）·c（y）≥0，求出y的范围，确定函数的最值．

一般地，判别式法适用于函数的解析式为既约分式，且分子、分母为二次多项式的情形.但要注意，当变量x的取值范围不是全体实数时，要特别注意检验．


4．不等式法
 　利用平均值不等式：

[image: ]


用不等式求最值，要特别注意均值不等式的使用条件“一正、二定、三相等”．


最值定理
 　如果两个正数a，b的和为定值，则当且仅当a＝b时，它们的积有最大值[image: ]
 ；如果两个正数a，b的积为定值，则当且仅当a＝b时，它们的和有最小值[image: ]
 ．

5．利用函数的单调性


例2
 　求函数[image: ]
 的最大值和最小值．



解
 　令[image: ]


任取t1
 ＞t2
 ≥3，则

[image: ]


∵　t1
 -t2
 ＞0， t1
 t2
 -1＞0，

∴　f（t1
 ）＞f（t2
 ），

∴　f（t）在［3，＋∞）上是增函数．

从而当t＝3时，f（t）取到最小值[image: ]


故当x＝0时，[image: ]
 ，没有最大值．




6．导数法
 （见本丛书《高中数学选修》的§20.3）


有理函数
 　用一个有理式表示的函数叫作有理函数.它包括有理整函数和有理分函数两大类．


有理整函数
 　用一个有理整式表示的函数叫作有理整函数．


有理分函数
 　用一个有理分式表示的函数叫作有理分函数．


无理函数
 　非有理函数的代数函数称为无理函数．

如函数[image: ]
 等．


显函数
 　是指能用关于自变量x的解析式表示成y＝f（x）形式的函数．

如函数y＝5sinx，y＝3x-2，f（x）＝loga
 （x2
 -3x＋1）（a＞0，a≠1）等都是显函数．


隐函数
 　如果函数y＝f（x）中的变量x与变量y是通过一个方程或方程组把它们联系起来的，如F（x，y）＝0，或者

[image: ]


那么这样确定的函数叫作隐函数.如2x-5y＋3＝0确定一个隐函数；方程x2
 ＋y2
 -a2
 ＝0在区间［-a，a］上确定两个隐函数

[image: ]



一元函数
 　只含有一个自变量的函数叫作一元函数．

一元函数一般记为y＝f（x）或y＝g（x）等．


二元函数
 　含有两个自变量的函数叫作二元函数．

一般二元函数记为z＝f（x，y）．


多元函数
 　含有多于一个自变量的函数叫作多元函数.n元函数一般记为u＝f（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）．


复合函数
 　如果y是u的函数，而u是x的函数，即y＝f（u），u＝g（x），那么y关于x的函数y＝f（g（x））叫作函数f和g的复合函数，u叫作中间变量.如函数[image: ]
 可以看成是由指数函数y＝au
 和二次函数u＝x2
 ＋4x-2复合而成的．


复合函数的定义域
 　若函数y＝f（u）的定义域是B，函数u＝g（x）的定义域是A，则复合函数y＝f（g（x））的定义域是

D＝｛x｜x∈A，且g（x）∈B｝．

显然　D⊆A．


例3
 　若函数f（x）是定义在R
 上的偶函数，f（2）＝0，且在（-∞，0］上是减函数，则使得f（x）＜0的x的取值范围是_____．



解
 　∵f（2）＝0，∴由f（x）＜0得f（x）＜f（2），又f（x）为偶函数.且在（-∞，0］上是减函数，所以在［0，＋∞）为增函数，且f（x）＝f（｜x｜）．

∴　f（｜x｜）＜f（2）.　∴｜x｜＜2得-2＜x＜2，故应填（-2，2）．




例4
 　已知y＝f（x）是偶函数，且在［0，＋∞）是减函数，求函数f（1-x2
 ）的单调增区间．



解
 　∵f（x）是偶函数，且在［0，＋∞）上是减函数，

∴f（x）在（－∞，0）上是增函数．

设u＝1－x2
 ，则函数f（1－x2
 ）是函数y＝f（u）与函数u＝1－x2
 的复合函数．

当0≤x≤1时，u是减函数，且u≥0，而u≥0时，f（u）是减函数，

根据复合函数的性质，可得f（1－x2
 ）在［0，1］上是增函数；

当x≤－1时，u是增函数，且u≤0，而u≤0时，f（u）是增函数，

根据复合函数的性质，可得f（1－x2
 ）在（－∞，－1］上是增函数．

故f（1－x2）的单调增区间为［0，1］和（－∞，－1］．




例5
 　函数f（x）是奇函数，且f（x）在［-1，1］上单调递增.又f（-1）＝-1，则f（x）在［-1，1］上的最大值为多少？又若f（x）≤t2
 -2at＋1对所有x∈［-1，1］及a∈［-1，1］都成立，求t的取值范围．



解
 　①∵f（x）在［-1，1］上是单调增函数，

∴当x＝1时，f（x）max
 ＝f（1）．

又f（x）是奇函数，且f（-1）＝-1，

∴f（1）＝-f（-1）＝1，即f（x）max
 ＝1．

②f（x）≤t2
 -2at＋1对x∈［-1，1］及a∈［-1，1］恒成立．

等价于t2
 -2at＋1≥1对a∈［-1，1］恒成立，

即t2
 -2at≥0对a∈［-1，1］恒成立

[image: ]





例6
 　已知函数f（x）和g（x）的图像关于原点对称，且f（x）＝x2
 ＋2x．

（1）求函数g（x）的解析式；

（2）解不等式g（x）≥f（x）-｜x-1｜；

（3）若h（x）＝g（x）-λf（x）＋1在［-1，1］上是增函数，求实数λ的取值范围．



解
 　（1）设函数y＝f（x）上任一点Q（x0
 ，y0
 ）关于原点的对称点为（x，y），则

[image: ]


∵点Q（x0
 ，y0
 ）在y＝f（x）的图像上，

∴-y＝x2
 -2x，即y＝-x2
 ＋2x，故g（x）＝-x2
 ＋2x．

（2）由g（x）≥f（x）-｜x-1｜可得2x2
 -｜x-1｜≤0．

当x≥1时，2x2
 -x＋1≤0，此时不等式无解；

当x＜1时，2x2
 ＋x-1≤0，解得[image: ]
 ，

∴不等式的解集为[image: ]


（3）h（x）＝-（1＋λ）x2
 ＋2（1-λ）x＋1，

当λ＝-1时，h（x）＝4x＋1，在［-1，1］上是增函数，

∴λ＝-1满足条件；

当λ≠-1时，对称轴为[image: ]


①当λ＜-1时，[image: ]
 ，解得λ＜-1．

②当λ＞-1时，[image: ]
 ，解得-1＜λ≤0．

综上，λ≤0．





第二章　基本初等函数（Ⅰ）


 §2.1　指数函数


n次方根
 　如果一个数的n次方等于a（n＞1，且n∈N
 *
 ），那么这个数叫作a的n次方根.即：若xn
 ＝a，则x叫作a的n次方根（n＞1，n∈N
 *
 ）．


根式
 　式子[image: ]
 叫作根式，其中a叫作被开方数，n叫作根指数．

当n为奇数时，a是任意实数；

当n为偶数时，a是任意非负实数．


根式的基本性质
 　如果[image: ]
 有意义，则

（1）[image: ]
 ＝a（n是大于1的正整数）；

（2）n为奇数时，[image: ]


（3）n为偶数时，[image: ]


（4）[image: ]
 （a≥0，m，n，p 是正整数，n＞1）；

（5）[image: ]
 （a≥0，b≥0，n是大于1的整数）；

（6）[image: ]
 （a≥0，b＞0，n是大于1的整数）；

（7）[image: ]
 （a≥0，m，n都是大于1的整数）；

（8）[image: ]
 （a≥0，m，n都是大于1的整数）．


有理数指数幂
 　当指数为有理数[image: ]
 （m为整数，n为正整数）时，若[image: ]
 叫作有理数指数幂，并规定　[image: ]


有理数指数幂的几种情况

（1）正整数指数幂：[image: ]


（2）零指数幂：a0
 ＝1（a≠0）；

（3）负整数指数幂：[image: ]


（4）分数指数幂：[image: ]
 为既约分数．

有理数指数幂的运算法则

（1）am
 ·an
 ＝am＋n
 ，am
 ÷an
 ＝am-n
 （a≠0）；

（2）（am
 ）n
 ＝amn
 ；

（3）（ab）n
 ＝an
 bn
 ，　[image: ]



【说明】
 （Ⅰ）当a＞0，α∈R
 时，aα
 也表示一个实数，如[image: ]
 等．

（Ⅱ）上述运算法则亦适用于实数指数幂．


指数函数
 　一般地，形如y＝ax
 （a＞0，a≠1）的函数叫作指数函数．

它的定义域是R
 ，值域是（0，＋∞）．

指数函数的图像特征及函数性质

[image: ]


函数y＝ax（a＞0，a≠1）的图像和性质

[image: ]
 [image: ]


【说明】

（Ⅰ）当底数a大小不定时，必须分“a＞1”和“0＜a＜1”两种情形讨论．

（Ⅱ）当0＜a＜1时，x→＋∞，y→0；当a＞1时，x→-∞，y→0．

当a＞1时，a的值越大，图像越靠近y轴，递增速度越快．

当0＜a＜1时，a的值越小，图像越靠近y轴，递减的速度越快．

（其中“x→＋∞”的意义是“x接近于正无穷大”）

（Ⅲ）指数函数在同一直角坐标系中的图像的相对位置与底数大小的关系．

在y轴右侧，图像从上到下相应的底数由大变小；在y轴左侧，图像从下到上相应的底数由大变小．

即无论在y轴的左侧还是右侧，底数按逆时针方向变大．

（Ⅳ）指数函数[image: ]
 的图像关于y轴对称．

（Ⅴ）指数函数值的特征：底数大于1的任何正数次方其值恒大于1；底数小于1（大于0）的任何正数次方恒小于1（大于0）．

指数型函数模型

（1）指数型函数　形如y＝kax
 （k∈R
 ，a＞0且a≠1）的函数称为指数型函数．这是一个非常有用的函数模型．

（2）指数增长模型　设原有产值为N，平均增长率为p，则经过时间x后的总产值为

y＝N（1＋p）x
 ．

（3）指数减少模型　设原有产值为N，平均减少率为p，则经过时间x后的总产值为

y＝N（1-p）x
 ．

利用指数函数性质比大小

若底数相同而指数不同，用指数函数的单调性比较；

若底数不同而指数相同，用作商法比较；

若底数、指数均不同，借助中间量，同时要注意结合图像及特殊值．

关于形如y＝af（x）
 （a＞0，且a≠1）的函数，有如下结论：

（1）函数y＝af（x）
 与函数y＝f（x）有相同的定义域．

（2）函数y＝af（x）
 的值域的确定：可先确定函数y＝f（x）的值域，再由指数函数的值域、单调性确定．

（3）当a＞1时，函数y＝af（x）
 与y＝f（x）具有相同的单调性；

当0＜a＜1时，函数y＝af（x）
 与函数y＝f（x）的单调性相反．


例1
 　若函数[image: ]
 ，则该函数在（-∞，＋∞）上是（　）

A．单调递减无最小值

B．单调递减有最小值

C．单调递增无最大值

D．单调递增有最大值


解
 　∵函数y＝2x
 是增函数，且y＞0，∴f（x）为减函数.又2x
 ＞0，∴2x
 ＋1＞1，[image: ]
 ，∴f（x）无最小值.故选A．


例2
 　函数f（x）＝ax-b
 的图像如图2-1所示，其中a，b为常数，则下列结论正确的是（　）

[image: ]
图2-1



A．a＞1，b＜0

B．a＞1，b＞0

C．0＜a＜1，b＞0

D．0＜a＜1，b＜0


解
 　由图像易知0＜a＜1，b＜0，故选D．


例3
 　设函数f（x）＝2｜x＋1｜-｜x-1｜
 ，求使[image: ]
 的取值范围．



解
 　由于y＝2x
 是增函数，[image: ]


当x≥1时，｜x＋1｜-｜x-1｜＝2，∴①式恒成立；

当-1＜x＜1时，｜x＋1｜-｜x-1｜＝2x，①式化为[image: ]


当x≤-1时，｜x＋1｜-｜x-1｜＝-2，①式无解．

综上，x的取值范围是[image: ]





例4
 　方程4x
 ＋2x
 -2＝0的根是_____．



解
 　原方程可化为（2x
 ）2＋2x
 -2＝0，

∴（2x
 -1）（2x
 ＋2）＝0.∵2x
 ＋2≠0，∴2x
 -1＝0，即2x
 ＝1＝20
 ，∴x＝0．

答案：x＝0




例5
 　若函数y＝ax
 ＋b-1（a＞0，且a≠1）的图像经过第二、第三、第四象限，则必有（　）

A．0＜a＜1，且b＞0

B．a＞1，且b＞0

C．0＜a＜1，且b＜0

D．a＞1，且b＞0


解
 　由指数函数的图像的两种类型去分析、对照易知[image: ]
 则[image: ]
 故选C．


例6
 　已知实数a、b满足等式[image: ]
 ，下列五个关系：①0＜b＜a；②a＜b＜0；③0＜a＜b；④b＜a＜0；⑤a＝b.其中不可能的关系式有（　）

A．1个

B．2个

C．3个

D．4个



解
 　考察[image: ]
 的图像如图2-2．

[image: ]
图2-2



当a＝b＝0时，[image: ]
 ；

当a＜b＜0时，可以使[image: ]
 ；

当a＞b＞0时，也可以使[image: ]


故①②⑤都可以，不可能成立的关系式是③④两个.故选B．




 §2.2　对数函数


对数
 　若ab
 ＝N（a＞0，且a≠1，N＞0），那么指数b叫作以a为底的N的对数，记作loga
 N＝b.其中a 叫作对数的底数，N叫作真数．

指数式ab
 ＝N中的底数、指数、幂与对数式logaN＝b中的底数、对数、真数的关系可表示如下（图2-3）．

[image: ]
图2-3




常用对数
 　以10为底的对数叫作常用对数.记作log10
 N，简写成lgN.常用对数也叫作十进对数．


自然对数
 　以无理数e为底的对数叫作自然对数.记作loge
 N，简记为lnN．其中e＝2.718281828459….自然对数又叫双曲对数或耐普尔对数．

对数的性质和运算法则

设a＞0，a≠1，m＞0，n＞0，则

（1）负数和零没有对数．

（2）loga
 1＝0，即1的对数恒等于0；

loga
 a＝1，即底数的对数等于1．

（3）[image: ]


（4）loga
 （m·n）＝loga
 m＋loga
 n．

（5）[image: ]


（6）loga
 mn
 ＝nloga
 m．

对数换底公式及其推论

设a＞0，a≠1，b＞0，b≠1，m＞0，则

[image: ]


推论：

（1）loga
 b·logb
 a＝1；

（2）[image: ]


（3）loga
 m·logb
 n＝loga
 n·logb
 m（n＞0）；

（4）[image: ]
 （c＞0，c≠1）


*常用对数的性质
 　令正数A＝a×10n
 （n∈N
 *
 ，1≤a＜10），则

lgA＝n＋lga＝整数（对数的首数）＋正的纯小数（对数的尾数）．


*常用对数的首数
 　一个正数的常用对数的整数部分叫作这个对数的首数．正数N的对数首数是［lgN］，它是不超过lgN 的最大整数．

一个正数N 的常用对数的首数可如下决定：

当N≥1时，首数是正整数或零，其值＝真数的整数位减去1．

当0＜N＜1时，首数是负整数，其绝对值等于N的第一个有效数字前面“0”的个数（包括小数点前面的那个“0”）．


*常用对数的尾数
 　一个正数的常用对数的（正的纯）小数（或者零）部分叫作这个对数的尾数．

只有小数点位置不同的数，它们的常用对数的尾数都相同．


对数函数
 　一般地，函数y＝loga
 x（a＞0，a≠1）叫作对数函数，它的定义域是（0，＋∞），值域是R
 ．

对数函数的图像和性质

[image: ]



【说明】
 　[image: ]
 （a＞0且a≠1）的图像关于x轴对称．

指数函数与对数函数的对比

[image: ]
 [image: ]


反函数

一般说来，设A，B分别为函数y＝f（x）的定义域和值域，如果由函数y＝f（x）所解得的x＝φ（y）也是一个函数（即对任意一个y∈B，都有唯一的x∈A与之对应），那么就称函数x＝φ（y）是函数y＝f（x）的反函数，记作x＝f-1
 （y），在x＝f-1
 （y）中，y是自变量，x是y的函数.习惯上需改写成y＝f-1
 （x）（x∈B，y∈A）的形式．

求反函数的步骤

求函数y＝f（x）的反函数的一般步骤是：

（1）由y＝f（x）反解出x＝f-1
 （y）；

（2）将x，y互换，改写为y＝f-1
 （x）；

（3）由y＝f（x）的值域确定反函数的定义域．

关于反函数的几个命题

（1）函数y＝f（x）的定义域和值域分别是它的反函数的值域和定义域．

（2）单调函数必有反函数，且反函数与原来函数有相同的单调性．

（3）函数y＝f（x）的图像和它的反函数y＝f-1
 （x）的图像关于直线y＝x对称．

（4）分段函数的反函数可以分别求出各段函数的反函数再合成．

（5）若一个奇函数有反函数，则它的反函数一定是奇函数．

（6）若函数y＝f（x）图像上有一点（a，b），则点（b，a）必在其反函数的图像上．反之，若（b，a）在反函数图像上，则（a，b）必在原函数图像上．


指数方程
 　在指数里含有未知数的方程叫作指数方程．

指数方程的几种类型和解法

指数方程只在特殊的情况下才能用普通的方法求解.可求解的主要类型和方法是：

（1）最简指数方程　ax
 ＝b（a＞0且a≠1）．

当b＞0时，有唯一解 x＝loga
 b；

当b≤0时无解．

（2）同底法：[image: ]


（a＞0，a≠1）．

（3）取对数法：[image: ]



对数方程
 　在对数里含有未知数的方程叫作对数方程．

对数方程的最简类型

[image: ]



例1
 　求函数[image: ]
 的反函数．



解
 　由[image: ]
 ，整理得

[image: ]


∴原函数的值域为y＜-1，反函数的定义域为x＜-1．

故所求的反函数为[image: ]





例2
 　设a＞1，函数f（x）＝loga
 x在区间［a，2a］上的最大值与最小值之差为[image: ]
 ，则a＝_____．


解
 　∵a＞1　∴f（x）＝loga
 x在［a，2a］上为增函数.最大值为loga
 2a，最小值为loga
 a＝1．

∴　[image: ]
 解得a＝4．


例3
 　设a，b，c均为正数，且[image: ]
 则a，b，c的大小关系是_____．


解
 　[image: ]


∴[image: ]


即　[image: ]



例4
 　若函数f（x）＝loga
 （x＋1）（a＞0，a≠1）的定义域和值域都是［0，1］，则a＝_____．



解
 　∵　f（x）＝loga
 （x＋1）的定义域是［0，1］，

∴　0≤x≤1，1≤x＋1≤2．

当a＞1时，0＝loga
 1≤loga
 （x＋1）≤loga
 2＝1，

∴　a＝2；

当0＜a＜1时，loga
 2≤loga
 （x＋1）≤loga
 1＝0，

与值域［0，1］矛盾.综上得a＝2．




例5
 　设f-1
 （x）是函数f（x）＝log2
 （x＋1）的反函数，若［1＋f-1
 （a）］［1＋f-1
 （b）］＝8，则f（a＋b）的值为_____．



解
 　∵f（x）＝log2
 （x＋1），∴f-1
 （x）＝2x
 -1．

∴　（1＋2a
 -1）（1＋2b
 -1）＝2a
 ·2b
 ＝2a＋b
 ＝8，

∴　a＋b＝3.f（a＋b）＝log2
 4＝2．




例6
 　已知函数[image: ]
 在区间[image: ]
 上是增函数，求实数a的取值范围．


解
 　设u＝x2
 -ax-a，[image: ]
 由复合函数单调性可知，u＝x2
 -ax-a应是在定义域内某区间上的减函数，则

[image: ]


所以a的取值范围为[image: ]
 ．


例7
 　已知[image: ]
 是（-∞，＋∞）上的减函数，那么a的取值范围是（　）

A．（0，1）

B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]




解
 　当x＜1时，f1
 （x）＝（3a-1）x＋4a为减函数，需3a-1＜0，∴[image: ]


当x≥1时，f2
 （x）＝loga
 x为减函数，需0＜a＜1．　②

又f（x）在R
 上为减函数，只需［f1
 （x）］min
 ≥［f2
 （x）］max
 ，即f1
 （1）≥f2
 （1），代入解得[image: ]
 　③

①②③取交集得[image: ]
 故选C．




例8
 　对于函数[image: ]
 ：

（1）若函数在［-1，＋∞）上有意义，求实数a的取值范围；

（2）若函数的值域为（-∞，-1］，求实数a的取值范围．



解
 　（1）依题意u（x）＝x2
 -2ax＋3＝（x-a）2
 ＋3-a2
 ＞0在x∈［-1，＋∞）上恒成立．

于是由

[image: ]


解得　-2＜a≤-1或[image: ]


故实数a的取值范围是[image: ]


（2）由[image: ]
 ，

得g（x）＝x2
 -2ax＋3≥2，即g（x）的值域为

［2，＋∞），

又g（x）＝x2
 -2ax＋3＝（x-a）2
 ＋3-a2
 ≥3-a2
 ，值域为［3-a2
 ，＋∞），

所以3-a2
 ＝2，∴a＝±1．

故所求a的值为a＝±1．




例9
 　已知f（x）满足[image: ]
 ，其中a＞0且a≠1．

（1）对于函数f（x），当x∈（-1，1）时，f（1-m）＋f（1-m2
 ）＜0，求实数m的集合；

（2）当x∈（-∞，2］时，f（x）-4的值恒为负数，求a的取值范围．



解
 　令loga
 x＝t（t∈R
 ），则x＝at
 ，

[image: ]


[image: ]


易证f（x）是在（-∞，＋∞）递增的奇函数．

（1）由f（1-m）＋f（1-m2
 ）＜0，得

f（1-m）＜-f（1-m2）＝f（m2-1）．

[image: ]


故实数m的集合为[image: ]


（2）依题意[image: ]


即[image: ]
 上恒成立．

[image: ]
 在x∈（-∞，2］上是增函数．

∴当x＝2时，f（x）取最大值[image: ]


于是[image: ]
 ，化简整理得

a2
 -4a＋1＜0．

解得　[image: ]


故所求a的取值范围是[image: ]
 ．




例10
 　定义在（-∞，＋∞）上的任意函数f（x）都可以表示成一个奇函数g（x）和一个偶函数h（x）之和.如果f（x）＝lg（10x
 ＋1），x∈（-∞，＋∞），求g（x）．



解
 　∵g（x）是奇函数，

[image: ]


据题设

[image: ]


于是　f（-x）＝g（-x）＋h（-x）．

将①②代入　得

[image: ]


③-④得

[image: ]


故所求　[image: ]





 §2.3　幂函数


幂函数
 　函数y＝xα
 （其中x是自变量，α是常数，α∈R
 ）叫作幂函数.α为整数时，y＝xα
 是有理函数；α为分数时，y＝xα
 是无理函数；α为无理数时，y＝xα
 是初等超越函数．

幂函数的图像

在同一平面直角坐标系内作出幂函数y＝x，y＝x2
 ，y＝x3
 ，[image: ]
 的图像（如图2-4所示）．

[image: ]
图2-4



要求掌握的这五个图像在同一平面直角坐标系内要能熟练地画出，通过这五个图像，总结出如下特征：

（1）所有图像都经过点（1，1），这五个函数在第一象限均有图像．

（2）在第一象限内，函数[image: ]
 是增函数，且过原点．

（3）在第一象限内，函数y＝x-1
 是减函数．

（4）在第一象限内，函数y＝x-1
 的图像向上与y 轴无限接近，向右与x轴无限接近．

（5）在第二象限内，仅有y＝x2
 的图像出现；在第三象限内，有y＝x-1
 ，y＝x，y＝x3
 ；在第四象限内无图像.所以幂函数的图像最多只能同时出现在两个象限内．

（6）幂函数y＝x2
 的图像关于y轴对称；幂函数y＝x-1
 ，y＝x3
 ，y＝x的图像关于原点对称；幂函数[image: ]
 的图像仅在第一象限，既不关于y轴对称，也不关于原点对称．

（7）幂函数y＝x，y＝x2
 ，y＝x3
 ，[image: ]
 均过原点，幂函数y＝x-1
 不过原点，即如果幂函数的图像与坐标轴相交，则交点一定是原点．

综上，对于幂函数y＝xα
 （α∈R
 ），一般地有：

当指数α＝1时，y＝x的图像是直线；当α＝0时，y＝xα
 ＝x0
 ＝1是直线［不包括（0，1）点］.除上述特例外，幂函数的图像都是曲线，如下表．

[image: ]


（Ⅰ）当α＞0时，图像通过原点（0，0）和（1，1）两点；当α＜0时，图像通过（1，1）点，且以坐标轴为渐近线．

（Ⅱ）在第一象限内，当0＜α＜1时曲线上凸；当α＞1时，曲线下凸．

（Ⅲ）幂函数在第四象限内没有图像．

幂函数的定义域和值域

（1）正整数指数的幂函数y＝xα
 ，定义域为（-∞，＋∞）．

当α＝2k（k∈N
 *
 ）时，函数y＝x2k
 的值域为［0，＋∞）；

当α＝2k-1（k∈N
 *
 ）时，函数y＝x2k-1
 的值域为（-∞，＋∞）．

（2）负整数指数的幂函数y＝xα
 ，定义域为（-∞，0）∪（0，＋∞）．

当α＝-2k（k∈N
 *
 ）时，函数y＝x-2k
 的值域为（0，＋∞）；

当α＝-（2k-1）（k∈N
 *
 ）时，函数y＝x-（2k-1）
 的值域为（-∞，0）∪（0，＋∞）．

（3）零指数的幂函数y＝x0
 ，定义域是（-∞，0）∪（0，＋∞），值域为｛1｝．

（4）正分数指数的幂函数[image: ]
 （p、q是互素的正整数，且q＞1），此时y＝xα
 [image: ]


当q为偶数时，函数的定义域为［0，＋∞），值域为［0，＋∞）；

当q为奇数时，函数的定义域为（-∞，＋∞），此时的值域是：

若p 为奇数，值域为（-∞，＋∞）；

若p 为偶数，值域为［0，＋∞）．

（5）负分数指数的幂函数[image: ]
 （p、q是互素的正整数，且q＞1），此时y＝[image: ]


当q为偶数时，函数的定义域为（0，＋∞），值域为（0，＋∞）．

当q为奇数时，函数的定义域为（-∞，0）∪（0，＋∞）.此时的值域是：

若p 为奇数，值域为（-∞，0）∪（0，＋∞）；

若p 为偶数，值域为（0，＋∞）．

（6）无理数指数的幂函数y＝xα
 （α是无理数），当α＞0时，定义域为［0，＋∞），值域为［0，＋∞）；当α＜0时，定义域为（0，＋∞），值域为（0，＋∞）．

幂函数的单调性

在区间（0，＋∞）上，当α＞0时，y＝xα
 是增函数；当α＜0时，y＝xα
 是减函数．

幂函数的奇偶性

（1）当α为整数时，则α为偶数，y＝xα
 是偶函数；α为奇数，y＝xα
 是奇函数．

（2）当α为分数，即[image: ]
 （p、q互素，q∈Z
 *
 ，p∈N
 *
 ，p≠1）时，

若p是奇数，则[image: ]
 的奇偶性取决于q是奇数或偶数.当q是奇数时，则y[image: ]
 是奇函数；当q是偶数时，则[image: ]
 是偶函数．

若p是偶数，则q必是奇数，此时[image: ]
 既不是奇函数，也不是偶函数．

幂函数性质规律总结

（1）在幂函数y＝xα
 中，如果α为正偶数（α＝2n，n为非零正整数），如α＝2，4，6，…，这类函数的性质是：

①定义域都是（-∞，＋∞），且图像都过（0，0），（1，1），（-1，1）点；

②函数在［0，＋∞）上都是增函数，且图像位于原点和第一象限内；在（-∞，0］上都是减函数，且图像位于原点和第二象限内；

③α的值越大，图像越靠近y轴．

（2）在幂函数y＝xα
 中，如果α是正奇数（α＝2n-1，n为非零正整数），如α＝1，3，5，…，这类函数具有的性质如下：

①定义域都是（-∞，＋∞），且图像都过（1，1），（0，0），（-1，-1）点；

②函数在定义域上都是增函数，当x＞0时，图像位于第一象限，当x＜0时，图像位于第三象限；

③α的值越大，图像越靠近y轴．

（3）幂函数y＝xα
 ，x∈［0，＋∞），当α＞1时，若0＜x＜1，其图像在直线y＝x下方，若x＞1，则图像在直线y＝x的上方；当α＜1时，若0＜x＜1，其图像在直线y＝x的上方，若x＞1，其图像在直线y＝x的下方；不论α取何值，若x＝1或0，图像在直线y＝x上．

凹、凸函数的定义

（1）几何描述

我们把图形向上凸的函数叫作凹函数，把图形向下凸的函数叫作凸函数，如图2-5（a）表示凸函数，图2-5（b）表示凹函数．

[image: ]
图2-5



（2）代数描述

设线段M1
 M2
 所对应的函数为y＝g（x），x∈［x1
 ，x2
 ］，若关于函数y＝f（x）上任意两点M1
 、M2
 ，当x0
 ∈［x1
 ，x2
 ］时，总有f（x0
 ）≤g（x0
 ），则称函数y＝f（x）为凸函数，如图2-5（a）；若总有f（x0
 ）≥g（x0
 ），则称函数y＝f（x）为凹函数，如图2-5（b）．

凹凸函数的另一定义


凸函数
 　设连续函数f（x）的定义域为［a，b］（对其他各类连通区间如（a，b］，（a，b），（-∞，b］，（-∞，＋∞）等也适合），若对于区间［a，b］内任意两点x1
 ，x2
 ，都有

[image: ]


则称f（x）为［a，b］上的凸函数.如y＝tanx在[image: ]
 上是凸函数．


凹函数
 　若把上面①式中的不等号反向，则称这样的函数为区间［a，b］上的凹函数，如f（x）＝sinx在［0，π］上是凹函数，g（x）＝lgx在（0，＋∞）上也是凹函数．


凸函数的几何意义
 　过y＝f（x）曲线上任意两点作弦，则弦的中点必在该曲线的上方或在曲线上．y＝x2
 ；f（x）＝xp
 （p≥1），x∈［0，＋∞）；g（x）＝[image: ]
 ，x∈［0，＋∞）；h（x）＝ax
 （a＞1）；p（x）＝-lgx等均为凸函数，它们的图像显然有此性质，见图2-6．

[image: ]
图2-6



幂函数的凹凸性

（1）幂函数y＝xα
 ，x∈［0，＋∞），在α≥1时为凸函数．

（2）幂函数y＝xα
 ，x∈［0，＋∞），在0＜α≤1时为凹函数．


例1
 　已知幂函数[image: ]
 是偶函数，且在区间（0，＋∞）上是减函数．

（1）求f（x）的解析式；

（2）讨论[image: ]
 的奇偶性（a、b∈R）；

（3）若[image: ]
 （a＞0且a≠1）在区间［2，3］上为增函数，求实数a的取值范围．

a的取值范围．



解
 　（1）由题意可知m2
 -m-2是偶数，且m2
 -m-2＜0，即-1＜m＜2．

∵m∈Z
 ，∴m＝0，1．故f（x）＝x-2
 ．

（2）[image: ]


当a≠0且b≠0时，φ（x）为非奇非偶函数；

当a＝0且b≠0时，φ（x）为奇函数；

当a≠0且b＝0时，φ（x）为偶函数；

当a＝0且b＝0时，φ（x）既是奇函数，又是偶函数．

（3）[image: ]


因此g（x）由y＝loga
 u（x），u（x）＝x2
 -ax复合而成．

当0＜a＜1时，y＝loga
 u（x）为减函数，

而要使g（x）在区间［2，3］上为增函数，

则u（x）＝x2
 -ax在［2，3］上为减函数，且x2
 ＞0，

故[image: ]
 解集为空集；

当a＞1时，y＝loga
 u（x）为增函数，

而要使g（x）在区间［2，3］上为增函数，且x2
 -ax＞0，

故[image: ]


∴a＜2，∴1＜a＜2．

综上，a的取值范围为｛a｜1＜a＜2｝．




例2
 　若[image: ]
 ，求a的取值范围．



解
 　幂函数[image: ]
 的图像如图2-7所示，

[image: ]
图2-7



①若[image: ]
 解得a＜-1．

②若[image: ]


③若[image: ]
 解集为空集．

综上可知[image: ]






第三章　函数的应用


 §3.1　函数与方程


函数零点的定义
 　对于函数y＝f（x）（x∈D），我们把使f（x）＝0成立的实数x叫作y＝f（x）（x∈D）的零点．


函数零点的意义
 　函数y＝f（x）的零点就是方程f（x）＝0的实数根，亦即函数y＝f（x）的图像与x轴交点的横坐标．

方程f（x）＝0有实数根⇔函数y＝f（x）的图像与x轴有交点⇔函数y＝f（x）有零点．

函数零点的求法

（1）代数法：求方程f（x）＝0的实数根；

（2）几何法：对于不能用求根公式的方程，可以将它与函数y＝f（x）的图像联系起来，并利用函数的性质找出零点．

二次函数的零点

下表是二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a＞0）的图像与零点的关系，a＜0时依此类推．

[image: ]



函数零点的判断
 　如果函数y＝f（x）在区间［a，b］上的图像是连续不断的一条曲线，并且有f（a）•f（b）＜0，那么，函数y＝f（x）在区间（a，b）内有零点，即存在c∈（a，b），使得f（c）＝0，这个c也就是方程f（x）＝0的根．


【说明】
 　（Ⅰ）此定理只能判断出实数解的存在，而不能判断出具体有多少个实数解．

（Ⅱ）如果函数y＝f（x）在［a，b］上的图像是连续不断的曲线，且x0
 是函数在这个区间上的一个零点，则不一定有f（a）·f（b）＜0．

二次函数的表达式

①一般式：y＝ax2
 ＋bx＋c（a，b，c为常数，a≠0）．

②顶点式：y＝a（x-h）2
 ＋k（a，h，k为常数，a≠0）．

③两根式：y＝a（x-x1
 ）（x-x2
 ）（a，x1
 ，x2
 为常数，a≠0）．

当已知抛物线上任意三点时，通常设函数解析式为一般式．

当已知抛物线的顶点坐标（h，k）和抛物线上另一点时，通常设函数解析式为顶点式．

当已知抛物线与x轴的两个交点（x1
 ，0），（x2
 ，0）时，通常设函数解析式为两根式．


二次函数的图像和性质
 　y＝ax2
 ＋bx＋c　（a≠0）

（1）图像：抛物线，顶点为[image: ]


对称轴方程：[image: ]


a＞0，图像开口向上；a＜0，图像开口向下．

（2）定义域：x∈R
 ．

值域：[image: ]


（3）性质：

①单调性：a＞0时，在[image: ]
 内是增函数．a＜0时相反．

②奇偶性：b＝0为偶函数，b≠0为非奇非偶函数．

③最值：在（-∞，＋∞）内，[image: ]
 时，

[image: ]


（a＞0时为最小值，a＜0时为最大值）；

二次函数在闭区间上必有最大值和最小值，它只能在区间的端点或二次函数图像的顶点处取得．

④截距：当x＝0时，在y轴上的截距为c；

当Δ＝b2
 -4ac＞0时，抛物线在x轴上截得的弦长

[image: ]


（其中x1
 ，x2
 为方程ax2
 ＋bx＋c＝0的两个根）．

⑤函数值的符号：

f（x）＞0恒成立[image: ]


f（x）＜0恒成立[image: ]


a＞0时，f（x）＞0在［p，q］上恒成立[image: ]
 [image: ]



【说明】
 　f（x）＝a0
 ＋a1
 x＋…＋an
 xn>
 为偶函数⇔a1
 ＝a3
 ＝a5
 ＝…＝0（奇次项系数为0）；f（x）＝a0
 ＋a1
 x＋a2
 x2
 ＋…＋an
 xn
 为奇函数⇔a0
 ＝a2
 ＝a4
 ＝…＝0（偶次项系数为0）．

一元二次方程的实根分布

设方程f（x）＝ax2
 ＋bx＋c＝0（a＞0）有两个实根x1
 ，x2
 （x1
 ≤x2
 ），满足的条件如下表所示（其中m，n，p 为定实数值，m＜n＜p）：

[image: ]
 [image: ]



【注意】
 　表中条件仅适合于a＞0的情形，a＜0时可变形为a＞0．


二分法
 　对于在区间［a，b］上连续不断，且f（a）·f（b）＜0的函数y＝f（x），通过不断地把函数f（x）的零点所在的区间一分为二，使区间的两个端点逐步逼近零点，进而得到零点近似值的方法叫作二分法．

给定精确度ε，用二分法求函数f（x）零点近似值的步骤

第一步：确定一闭区间［a，b］，验证f（a）·f（b）＜0，给定精确度ε．

第二步：求区间［a，b］的中点[image: ]


第三步：计算f（x1
 ）．

（1）若f（x1
 ）＝0，则x1
 就是函数的零点，计算终止．

（2）若f（a）·f（x1
 ）＜0，则零点x0
 位于区间［a，x1
 ］中，令b＝x1
 ．

（3）若f（x1
 ）·f（b）＜0，则零点x0
 位于区间［x1
 ，b］中，令a＝x1
 ．

第四步：判断是否达到精确度ε：即若｜a-b｜＜ε，则得到零点的近似值a（或b）；因为当｜a-b｜＜ε时，又有零点的准确值c∈（a，b），所以｜a-c｜＜ε或｜b-c｜＜ε成立.从而保证了零点的近似值达到精确度ε，这是零点近似值的一种取法.若｜a-b｜＜ε不成立，则重复上面的第二步至第四步，直到使｜a-b｜＜ε为止．


例1
 　设[image: ]
 ，则（　）

A．-2＜x＜-1

B．-3＜x＜-2

C．-1＜x＜0

D．0＜x＜1


解
 　由题知，[image: ]
 故选A．


例2
 　f（x）是定义在R
 上的以3为周期的偶函数，且f（2）＝0，则方程f（x）＝0在区间（0，6）内的整数解的个数至少是（　）

A．5

B．4

C．3

D．2


解
 　∵f（x）是定义在R
 上的偶函数，且周期为3，f（2）＝0，

∴f（2）＝f（5）＝f（-2）＝f（1）＝f（4）.故选B．


例3
 　设函数[image: ]
 若f（-4）＝f（0），f（-2）＝-2，则关于x的方程f（x）＝x的解的个数是（　）

A．1

B．2

C．3

D．4



解
 　由已知[image: ]


∴[image: ]


当x≤0时，方程为x2
 ＋4x＋2＝x，

即x2
 ＋3x＋2＝0，∴x＝-1或x＝-2．

当x＞0时，方程为x＝2，∴方程f（x）＝x有3个解.故选C．




例4
 　关于x的方程ax2
 -2（a＋1）x＋a-1＝0，求a为何值时：

（1）方程有一根；（2）方程有一正一负根；

（3）两根都大于1；（4）一根大于1，一根小于1．



解
 　（1）当a＝0时，方程变为-2x-1＝0，即[image: ]
 符合题意；当a≠0时，方程为二次方程，因为方程有一根，所以Δ＝12a＋4＝0.解得[image: ]


综上可知，当a＝0或[image: ]
 时，关于x的方程ax2
 -2（a＋1）x＋a-1＝0有一根．

（2）因为方程有一正一负根，所以由韦达定理两根之积[image: ]
 ，解得0＜a＜1．

（3）方程两根都大于1，所以必须满足：

[image: ]


所以不存在实数a，使方程两根都大于1．

（4）由[image: ]


∴当a＞0时一根大于1，一根小于1．




例5
 　设a为实数，函数f（x）＝x2
 ＋｜x-a｜＋1，x∈R
 ．

（1）讨论f（x）的奇偶性；

（2）求f（x）的最小值．



解
 　（1）当a＝0时，f（x）＝x2
 ＋｜x｜＋1，

∵　f（-x）＝（-x）2
 ＋｜-x｜＋1＝x2
 ＋｜x｜＋1＝f（x），故此时f（x）是偶函数；

当a≠0时，

f（a）＝a2
 ＋1，f（-a）＝a2
 ＋2｜a｜＋1．

f（a）≠f（-a），且f（-a）≠-f（a），

此时函数既不是奇函数，又不是偶函数．

综上可知，当a＝0时，f（x）是偶函数，

当a≠0时，f（x）是非奇非偶函数．

（2）①当x≤a时，[image: ]
 ，则函数f（x）在（-∞，a］上单调递减，从而f（x）在（-∞，a］上的最小值为

f（a）＝a2
 ＋1；

若[image: ]
 ，则函数f（x）在（-∞，a］上的最小值为

[image: ]


②当x≥a时，[image: ]
 ，则f（x）在［a，＋∞）上的最小值为

[image: ]


若[image: ]
 ，则f（x）在［a，＋∞）上的最小值为

f（a）＝a2
 ＋1；

因[image: ]
 恒成立，

综合①②可知：当[image: ]
 时，f（x）的最小值为

[image: ]


当[image: ]
 时，f（x）的最小值为a2
 ＋1；

当[image: ]
 时，f（x）的最小值为[image: ]





例6
 　若函数f（x）的一个零点在区间（-16，0），（-8，0），（-4，0），（-2，0）内，则下列命题中正确的是（　）

A．函数f（x）在区间（-1，0）内有零点

B．函数f（x）在区间（-1，0）或（-2，-1）内有零点

C．函数f（x）在区间［-16，2］内无零点

D．函数f（x）在区间（-16，-8）内无零点


解
 　题设所给区间符合用二分法求零点所得的区间，正确答案为D．


例7
 　二次函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c（x∈R
 ）的部分对应值如下表：

[image: ]


不求a、b、c的值，可以判断，方程ax2
 ＋bx＋c＝0的两个根所在的区间是（　）

A．（-3，-1）和（2，4）

B．（-3，-1）和（-1，1）

C．（-1，1）和（1，2）

D．（-∞，-3）和（4，＋∞）


解
 　∵f（-3）·f（-1）＜0，f（2）·f（4）＜0

∴　答案为A．

[image: ]
图3-1




例8
 　如图3-1，有一块边长为15cm的正方形铁皮，将其四个角各截去一个边长为x cm的小正方形，然后折成一个无盖的盒子．

（1）求出盒子的体积y，它是以x为自变量的函数解析式，并讨论这个函数的定义域；

（2）如果要做一个容积是150cm3
 的无盖盒子，那么截去的小正方形的边长x是多少？（精确到0.1cm）



解
 　①盒子的体积y是以x为自变量的函数．

解析式为：y＝（15-2x）2
 ·x，x∈（0，7.5）；

②如果要做成一个容积是150cm3
 的无盖盒子，

那么有方程（15-2x）2
 ·x＝150．

令f（x）＝（15-2x）2
 x-150，由计算器可以确定f（x）分别在（0，1）和（4，5）内各有一个零点，即方程（15-2x）2
 ·x＝150分别在区间（0，1）和（4，5）内各有一个解．

下面用二分法来求方程的近似解．

取区间（0，1）的中点x1
 ＝0.5，计算得f（0.5）＝-52，所以零点x0
 ∈（0.5，1）．

再取（0.5，1）的中点x2
 ＝0.75，计算得f（0.75）≈-13.31，所以x0
 ∈（0.75，1）．

同理可得x0
 ∈（0.75，0.875）；x0
 ∈（0.8125，0.875）；x0
 0∈（0.84375，0.875）；x0
 ∈（0.84375，0.859375）；x0
 ∈（0.84375，0.8515625）；x0
 ∈（0.84375，0.84765625）.所以方程在区间（0，1）内精确到0.1的近似解为0.8.同理可得方程在区间（4，5）内精确到0.1的近似值为4.7，所以要做成一个容积为150cm3
 的无盖盒子时，截去小正方形的边长大约是0.8cm或4.7cm．




 §3.2　函数模型及其应用

几类函数模型

一次函数模型：f（x）＝kx＋b（k，b为常数，k≠0）．

反比例函数模型：[image: ]
 （k，b为常数，k≠0）．

二次函数模型：f（x）＝ax2
 ＋bx＋c（a，b，c为常数，a≠0）．

指数函数模型：f（x）＝abx
 ＋c（a，b，c为常数，a≠0，b＞0，b≠1）．

对数函数模型：f（x）＝mloga
 x＋n（m，n，a为常数，m≠0，a＞0，a≠1）．

幂函数模型：f（x）＝axn
 ＋b（a，b，n为常数，a≠0，n≠0，n≠1）．

几类函数模型的增长差异

在区间（0，＋∞）上，尽管函数y＝ax
 （a＞1），y＝loga
 x（a＞1）和y＝xn
 （n＞0）都是增函数，但它们的增长速度不同，而且不在同一个“档次”上．随着x的增大，y＝ax
 （a＞1）的增长速度越来越快，会超过并远远大于y＝xn
 （n＞0）的增长速度，而y＝loga
 x（a＞1）的增长则会越来越慢，因此总会存在一个x0
 ，当x＞x0
 时，就有loga
 x＜xn
 ＜ax
 ．

比较函数模型的增长趋势的方法

（1）不等式法比较；

（2）根据函数图像分析．

函数模型的分类及其建立与应用

根据实际应用问题提供的两个变量的数量关系是否确定，可把构建的函数模型分为两大类：确定函数模型和不确定函数模型．

这里介绍第一类的确定函数模型，这类应用题提供的变量关系是确定的，是以现实生活为原型设计的．求解时一般按以下几步进行．

第一步，阅读理解，认真审题，就是读懂题中的文字叙述，关键是找出题目中确定的相等关系，特别是隐含的相等关系．

第二步，引进数学符号，建立函数模型，一般地，设自变量为x，函数为y（也可以用其他常用字母），把第一步分析得出的相等关系翻译成含有x，y的等式，然后用x表示y，即所谓建立了函数模型，这个函数模型可能含有一些待定的系数，则需要进一步用待定系数法或其他方法确定．

第三步，利用函数知识，如单调性、最值等，对函数模型予以解答，即所谓解答函数模型．

第四步，转译成具体问题作答．

上述四步可简单地概括为曲线拟合．

曲线拟合

在处理曲线拟合与预测的问题时，通常需要如下几个步骤：

（1）根据原始数据、表格，在平面直角坐标系中绘出散点图．

[image: ]
图3-2



（2）通过观察散点图，画出“最贴近”的直线或曲线，即拟合直线或曲线．

（3）根据所学函数知识，求出拟合直线或拟合曲线的函数关系式．

（4）利用此函数关系式，根据条件对所给问题进行预测和控制，以便为决策和管理提供依据．

根据收集到的数据的特点，通过建立函数模型解决实际问题的基本过程，可简化为如图3-2的程序过程．


例1
 　某厂生产某种零件，每个零件的成本为40元，出厂单价定为60元，该厂为鼓励销售商订购，决定当一次订购超过100个时，每多订购一个，订购的全部零件的出厂单价就降低0.02元，但实际出厂单价不能低于51元．

（1）当一次订购量至少为多少个时，零件的实际出厂单价能降低到51元？

（2）设一次订购量为x个，零件的实际出厂单价为P元，写出函数P＝f（x）的表达式；

（3）当销售商一次订购500个零件时，该厂获得的利润是多少元？如果订购1000个，利润又是多少元？（工厂售出一个零件的利润＝实际出厂单价-成本）


解
 　（1）当一次订购量为x个时，零件的出厂单价恰降为51元，则

60-0.02×（x-100）＝51，解得x＝550．

（2）当0＜x≤100时，P＝60；

当100＜x＜550时，P＝60-0.02（x-100）＝62-[image: ]
 ；

当x≥550时，P＝51．

[image: ]


（3）当销售商一次订购500个零件时，该厂获得的利润是[image: ]
 ＝6000（元）；当销售商一次订购1000个零件时，该厂获得的利润是1000×（51-40）＝11000（元）．


例2
 　农民收入由工资性收入和其他收入两部分构成．2003年某地区农民人均收入为3150元（其中工资性收入1800元，其他收入为1350元），预计该地区自2004年起的5年内，农民的工资性收入将以每年6％的年增长率增长，其他收入每年增加160元，根据以上数据，2008年该地区农民人均收入介于（　）

A．4200～4400元

B．4400～4600元

C．4600～4800元

D．4800～5000元


解
 　有关增长率问题可用模型y＝N（1＋p）x
 ，本题农民的收入分两部分计算，其中一部分有关增长率，另一部分是一次函数问题．

设自2004年起的第n年农民的工资性收入为y1
 ＝1800×（1＋6％）n
 ，

其他收入为y2
 ＝1350＋160×n，

则第n年的收入y＝y1
 ＋y2
 ＝1800×（1＋6％）n
 ＋1350＋160×n．

所以2008年农民人均收入为1800×（1＋6％）5
 ＋1350＋160×5≈4558.8（元）．故正确答案为B．


例3
 　某地新建一个服装厂，从今年7月份开始投产，并且前四个月的产量分别为1万件、1.2万件、1.3万件、1.37万件，由于产品质量好，服装款式新颖，因此前几个月的产品销售情况良好，为了推销员在推销产品时，接收订单不至于过多或过少，需要估测以后几个月的产量，假如你是厂长，将会采用什么办法？


分析
 　首先，建立直角坐标系，画出散点图（图3-3）；其次，根据散点图，我们可以设想函数模型可能为

一次函数：f（x）＝kx＋b　（k≠0）；

二次函数：g（x）＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）；

幂函数型：[image: ]
 ；

[image: ]
图3-3



指数函数型：m（x）＝abx
 ＋c．

最后，用待定系数法求出各解析式，并验证，选出合适的函数．


解
 　设月产量为y万件，月份数为x，建立直角坐标系，可得A（1，1），B（2，1.2），C（3，1.3），D（4，1.37）．

（1）对于直线f（x）＝kx＋b（k≠0），将B、C两点的坐标代入，有f（2）＝2k＋b＝1.2，f（3）＝3k＋b＝1.3，解得k＝0.1，b＝1，故f（x）＝0.1x＋1．

将A、D两点的坐标代入，得

f（1）＝1.1，与实际误差为0.1，f（4）＝1.4，与实际误差为0.03．

（2）对于二次函数g（x）＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0），将A、B、C三点的坐标代入，有

g（1）＝a＋b＋c＝1，g（2）＝4a＋2b＋c＝1.2，g（3）＝9a＋3b＋c＝1.3．

解得a＝-0.05，b＝0.35，c＝0.7，

故g（x）＝-0.05x2
 ＋0.35x＋0.7．

将D点的坐标代入，得

g（4）＝-0.05×42
 ＋0.35×4＋0.7＝1.3，与实际误差为0.07．

（3）对于幂函数型[image: ]
 ，将A、B两点的坐标代入，有

h（1）＝a＋b＝1，[image: ]
 ．解得a≈0.48，b≈0.52．

故　[image: ]
 ．

将C、D两点的坐标代入，得

[image: ]
 ，与实际误差为0.05；

h（4）＝0.48×2＋0.52＝1.48，与实际误差为0.11．

（4）对于指数函数型m（x）＝abx
 ＋c，将A、B、C三点的坐标代入，得

m（1）＝ab＋c＝1，m（2）＝ab2
 ＋c＝1.2，m（3）＝ab3
 ＋c＝1.3．

解得a＝-0.8，b＝0.5，c＝1.4．

故　　m（x）＝-0.8×（0.5）x
 ＋1.4．

将D点的坐标代入，得

m（4）＝-0.8×（0.5）4
 ＋1.4＝1.35，

与实际误差为0.02．

比较上述4个模拟函数的优劣，既要考虑剩余误差最小，又要考虑生产的实际问题，而m（x）恰好反映了这种趋势，故选用m（x）＝-0.8×（0.5）x
 ＋1.4比较接近客观实际．


 专题一　函数图像的变换


图像变换
 　通过对一个函数图像进行适当的变换来得到另一个与之有关的函数的图像，叫作图像变换．

函数图像的四种变换

1．对称变换

①函数y＝f（x）与y＝f（-x）的图像关于y轴对称；

②函数y＝f（x）与y＝-f（x）的图像关于x轴对称；

③函数y＝f（x）与y＝-f（-x）的图像关于原点对称；

④函数y＝f（x）与它的反函数y＝f-1
 （x）的图像关于直线y＝x对称；

⑤函数y＝f（x）与y＝f（2m-x）的图像关于直线x＝m对称；

⑥函数y＝f（x-a）与y＝f（a-x）的图像关于直线x＝a对称；

⑦函数y＝f（x＋a）与y＝f（a-x）的图像关于y轴对称；

⑧函数y＝f（x）与y＝2b-f（2a-x）的图像关于点（a，b）对称．

2．平移变换

（1）把y＝f（x）的图像沿x轴左、右平移｜c｜个单位（c＞0时向左移，c＜0时向右移）得到函数y＝f（x＋c）的图像（其中c是实常数）；

（2）把y＝f（x）的图像沿y轴上、下平移｜b｜个单位（b＞0时向上移，b＜0时向下移）得到函数y＝f（x）＋b的图像（其中b为实常数）．

3．伸缩变换

（1）将y＝f（x）的图像上各点的纵坐标伸长（a＞1）或缩短（0＜a＜1）到原来的a倍，而横坐标不变，得到函数y＝af（x）（a＞0）的图像；

（2）将y＝f（x）的图像上各点的横坐标伸长（0＜b＜1）或缩短（b＞1）到原来的[image: ]
 ，而纵坐标不变，得到函数y＝f（bx）（b＞0）的图像．

4．翻折变换

（1）由y＝f（x）的图像作出y＝｜f（x）｜的图像．

将函数y＝f（x）的图像中x轴下方部分，沿x轴对折到x轴上方就得到y＝｜f（x）｜的图像．

（2）由y＝f（x）的图像作出y＝f（｜x｜）的图像．

先作出y＝f（x）的图像，取x≥0部分的y＝f（x）的图像，然后将这部分图像沿y轴对折到y轴的左侧，这两部分图像就组成了y＝f（｜x｜）图像．


例1
 　已知定义在［-2，2］上的函数y＝f（x）的图像如图3-4所示，分别画出（1）y＝-f（x），（2）y＝f（-x），（3）y＝｜f（x）｜，（4）y＝f（｜x｜）的图像．

[image: ]
图3-4




解
 　（1）关于x轴对称，如图3-5（a）所示．

[image: ]
图3-5



（2）关于y轴对称，如图3-5（b）所示．

（3）y≥0部分重合，y＜0部分关于x轴对称．如图3-5（c）所示．

（4）x≥0部分重合，x＜0部分关于y轴对称．如图3-5（d）所示．


例2
 　用语言叙述：

（1）怎样由函数y＝f（x）的图像得到f（2x）的图像？

（2）怎样由y＝2x
 的图像得到y＝log2
 （x＋1）的图像？

（3）已知函数y＝f（x-1）的图像，通过怎样的图像变换可得到y＝f（2-x）的图像？


解
 　（1）将y＝f（x）图像上各点的纵坐标保持不变，横坐标变为原来的[image: ]
 得到y＝f（2x）的图像．

（2）将y＝2x
 的图像以直线y＝x为轴翻折后得到y＝log2
 x的图像，再将y＝log2
 x的图像向左平移1个单位即得y＝log2
 （x＋1）的图像．

（3）将y＝f（x-1）的图像向左平移1个单位即得y＝f（x）的图像；

将y＝f（x）的图像以y轴为轴翻折得y＝f（-x）的图像；

将y＝f（-x）的图像向右平移2个单位得y＝f（-（x-2）），即y＝f（2-x）的图像．
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第四章　空间几何体


 §4.1　空间几何体的结构


空间几何体
 　对于我们周围的各种各样的物体，如果只考虑这些物体的形状和大小，而不考虑其他因素，那么由这些物体抽象出来的空间图形就叫作空间几何体．


多面体
 　由若干个平面多边形（所有顶点都在同一平面内）所围成的几何体，叫作多面体．

围成多面体的各个平面多边形，叫作多面体的面．每相邻两个面的公共边叫作多面体的棱．若干条棱的公共点叫作多面体的顶点．连接不在多面体的同一面上的两个顶点的线段叫作多面体的对角线．


凸多面体和凹多面体
 　把多面体的任何一个面伸展为平面，如果所有其他各面都在这个平面的同侧，这样的多面体叫作凸多面体．否则叫作凹多面体．


正多面体
 　每个面都是有着相同边数的正多边形，且以每个顶点为端点都有相同棱数的凸多面体，叫作正多面体．

正多面体只有五种：用正三角形做面的正四面体、正八面体、正二十面体；用正方形做面的正六面体；用正五边形做面的正十二面体．

在正多面体中，所有的棱棱长相等，所有的面面积和角相等，所有的二面角相等．


旋转体
 　由一个平面图形绕它所在平面内的一条定直线旋转所形成的封闭几何体叫作旋转体．

这条定直线叫作旋转体的轴．

平面曲线绕轴旋转时的各个位置叫作旋转体的母线．


截面
 　一个几何体和一个平面相交所得的平面图形（包含它的内部），叫作这个几何体的截面．


轴截面
 　旋转体中，过轴的平面截几何体得到的截面叫作轴截面．

几何体的分类标准：
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【注意】
 　画空间图形时，看见的线画成实线，看不见的线画成虚线．


平移
 　将一个图形上所有点按某一确定的方向移动相同的距离．


棱柱
 　由一个平面多边形（一般指凸多边形）沿不与本平面平行的方向平移形成的空间几何体叫作棱柱；平移起止的两个面叫作底面；多边形的边平移形成的面叫侧面；相邻侧面的公共边叫作棱柱的侧棱；侧面与底面的公共顶点叫作棱柱的顶点；棱柱中不在同一侧面或底面上的两个顶点的连线叫作棱柱的对角线；过不相邻的两条侧棱所形成的面叫作棱柱的对角面．

棱柱还可采用下面的定义：

一般地，有两个面互相平行，其余各面都是四边形，并且每相邻两个四边形的公共边都互相平行，由这些面所围成的几何体叫作棱柱．

在棱柱中，两个互相平行的面叫作棱柱的底面，简称底；其余各面叫作棱柱的侧面；相邻侧面的公共边叫作棱柱的侧棱；侧面与底面的公共顶点叫作棱柱的顶点．棱柱中不在同一平面上的两个顶点的连线叫作棱柱的对角线．过不相邻的两条侧棱所形成的面叫作棱柱的对角面．


棱柱的分类
 　底面是三角形、四边形、五边形……的棱柱分别叫作三棱柱、四棱柱、五棱柱……

棱柱的表示

（1）用表示底面各顶点的字母表示棱柱．如图4-1可表示为棱柱ABCDE-A′B′C′D′E′．

[image: ]
图4-1



（2）用棱柱的对角线表示棱柱．如图4-1可表示为棱柱AC′或棱柱AD′等．

棱柱的结构特征



	棱柱
	底面
	侧面
	顶点



	特征
	相互平行，是两个全等的多边形
	侧面均为平行四边形
	上下两个底面多边形的顶点




棱柱概念的推广

（1）斜棱柱：侧棱不垂直于底面的棱柱叫作斜棱柱．

（2）直棱柱：侧棱垂直于底面的棱柱叫作直棱柱，如：直四棱柱、直五棱柱、直六棱柱．易知直棱柱的侧面是矩形．

（3）正棱柱：底面是正多边形的直棱柱叫作正棱柱，如：正四棱柱、正五棱柱、正六棱柱．易知正棱柱的侧面是全等的矩形．

（4）平行六面体：底面是平行四边形的四棱柱叫作平行六面体，易知平行六面体的六个面都是平行四边形．

（5）直平行六面体：侧棱和底面垂直的平行六面体叫作直平行六面体．

（6）斜平行六面体：侧棱和底面不垂直的平行六面体叫作斜平行六面体．

（7）长方体：底面是矩形的直平行六面体叫作长方体．长方体一条对角线长的平方等于一个顶点上三条棱长的平方和．

（8）正方体：棱长都相等的长方体叫作正方体．

（9）四棱柱、平行六面体、直平行六面体、长方体、正四棱柱、正方体有如下关系：
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棱锥
 　一般地，有一个面是多边形，其余各面都是有一公共顶点的三角形，由这些面所围成的几何体叫作棱锥．如图4-2．

[image: ]
图4-2




【注意】
 　“有一个面是多边形，其余各面都是三角形”的几何体不一定是棱锥．如图4-3所示：由于三角形不共顶点，故不是棱锥．

[image: ]
图4-3




棱锥的底面
 　棱锥中的多边形叫作棱锥的底面．如图4-2中的面ABCD是底面．


棱锥的侧面
 　棱锥中除底面以外的各个面都叫作棱锥的侧面．如图4-2中的面SAB、面SBC、面SCD、面SAD．


棱锥的侧棱
 　相邻侧面的公共边叫作棱锥的侧棱．如图4-2中的SA、SB、SC、SD．


棱锥的顶点
 　棱锥中各个侧面的公共顶点．如图4-2中的点S．


棱锥的对角面
 　棱锥中过不相邻的两条侧棱的截面叫作对角面．如图4-2中对角面为SAC、SBD．


棱锥的分类
 　底面为三角形、四边形、五边形……的棱锥分别叫作三棱锥、四棱锥、五棱锥……其中三棱锥又叫作四面体．

棱锥的表示

（1）用顶点和底面各顶点的字母表示．

如图4-2中可记为四棱锥S-ABCD．

（2）用对角面表示．

如图4-2中可记为四棱锥S-AC．


棱锥的高
 　自顶点作底面的垂线，则顶点与垂足间的线段或距离，叫作棱锥的高．

棱锥的结构特征



	棱锥
	底面
	侧面
	顶点



	特征
	仅有一个底面，是一个多边形（三角形、四边形……）
	侧面均为三角形，且侧面有且仅有一个公共顶点
	仅有一个顶点与底面多边形的顶点不同




棱锥概念的推广

（1）正棱锥：底面是正多边形，且顶点在底面上的射影是底面中心的棱锥叫作正棱锥．

正棱锥的侧棱长都相等，侧面是全等的等腰三角形．

（2）正棱锥的斜高：正棱锥侧面等腰三角形底边上的高叫作正棱锥的斜高．正棱锥的斜高都相等．
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图4-4




棱台
 　用一个平行于棱锥底面的平面去截棱锥，底面与截面之间的部分叫作棱台．如图4-4．

原棱锥的底面和截面分别叫作棱台的下底面和上底面．


棱台的侧面
 　棱台上、下底面以外的其余各面叫作棱台的侧面．


棱台的侧棱
 　相邻两侧面的公共边叫作棱台的侧棱．


棱台的分类
 　按底面多边形的形状可把棱台分为三棱台、四棱台、五棱台、六棱台……


棱台的表示法
 　棱台可用表示上下底面的字母来命名．棱台用表示两底面的对应顶点的字母或者用一条对角线端点的两个字母来表示．例如，四棱台ABCD-A′B′C′D′或AC′．


棱台的高
 　当棱台的底面水平放置时，铅垂线与两底面交点间的线段或距离叫作棱台的高．

棱台的结构特征



	棱台
	底面
	侧面
	顶点



	特征
	上下两个底面相互平行，且是两个相似的多边形
	侧面均为梯形，且侧棱的延长线交于一点
	上下底面多边形的顶点




棱柱、棱锥、棱台的画法

（1）画棱柱

①画底面：画出上底面的多边形（要注意与平面图形有区别，这里的多边形是斜视的）；

②画侧棱：从底面多边形的每一个顶点画平行且相等的线段；

③画下底面：顺次连接这些线段的另一个端点．

（2）画棱锥

①画底面：即画出下底面的多边形（要注意与平面图形有区别，这里的多边形是斜视的）；

②画顶点：在下底面的上方取一个符合要求的空间点；

③画侧棱：顺次连接下底面的顶点与棱锥的顶点．

（3）画棱台：先画一个棱锥，在它的一条侧棱上取一点，从这点开始，顺次在各个侧面上画出与底面对应边平行的线段，将多余线段和点擦去．

棱柱、棱锥、棱台的关系

棱柱、棱锥、棱台的形状不同，它们之间既有区别又有联系，并且在一定条件下可以相互转化．当棱台的上底面与下底面相同时，棱台就转化为棱柱．当棱台的上底面收缩为一个点时，棱台就转化为棱锥（图4-5）．
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图4-5



（1）棱柱、棱锥、棱台均有顶点，其顶点的位置可以看作是相互变化的，顶点的变化，实现了几何体之间的相互转化．

（2）棱柱、棱锥、棱台均有底面，棱柱的两个底面是全等的多边形；棱台的两个底面是相似的多边形；棱锥仅有一个底面．

（3）棱柱、棱锥、棱台均有侧面，棱柱的侧面均为平行四边形；棱台的侧面均为梯形；棱锥的侧面均为三角形．


旋转
 　旋转是指将一个图形上所有点绕着一个固定点或一条固定直线转过相同的角度．可利用旋转定义认识圆柱、圆锥、圆台和球．


圆柱
 　以矩形的一边所在直线为旋转轴，其余三边旋转形成的曲面所围成的几何体叫作圆柱．
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图4-6




圆柱的轴
 　旋转轴叫作圆柱的轴．如图4-6中的OO′．


圆柱的底面
 　垂直于轴的边旋转而成的圆面叫圆柱的底面．如图4-6中的⊙O和⊙O′．


圆柱的侧面
 　平行于轴的边旋转而成的曲面叫作圆柱的侧面．


圆柱的母线
 　无论旋转到什么位置，不垂直于轴的边都叫作圆柱的母线．如图4-6中的AA′、BB′．


圆柱的表示
 　用表示它的轴的字母表示，如圆柱OO′．


柱体
 　圆柱和棱柱统称为柱体．
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图4-7




圆锥
 　以直角三角形的一条直角边所在直线为旋转轴，其余两边旋转形成的曲面所围成的几何体叫作圆锥．如图4-7．


圆锥的轴
 　旋转轴叫作圆锥的轴．如图4-7中的SO．


圆锥的底面
 　垂直于轴的边旋转所成的圆面叫作圆锥的底面．如图4-7中的⊙O．


圆锥的侧面
 　三角形的斜边绕轴旋转所成的曲面叫作圆锥的侧面．


圆锥的母线
 　无论旋转到什么位置，斜边所在的边都叫作圆锥的母线．如图4-7中的SA，SB都是母线．


圆锥的表示
 　用表示它的轴的字母表示．如图4-7中的圆锥可记为圆锥SO．


锥体
 　圆锥和棱锥统称为锥体．


圆台
 　用平行于圆锥底面的平面去截圆锥，底面与截面之间的部分叫作圆台．如图4-8．
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图4-8



圆台还可以看作是由直角梯形绕其直角腰旋转而得．如图4-9．
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图4-9




圆台的轴
 　旋转轴叫作圆台的轴．如图4-9中的直线OO1
 ．


圆台的高
 　在轴上的这条边（或它的长度）叫作圆台的高．如图4-9中的OO1
 ．


圆台的底面
 　垂直于轴的边旋转而成的圆面叫作圆台的底面．如图4-9中的面⊙O1
 ，⊙O，其中面⊙O1
 叫上底面，面⊙O叫下底面．


圆台的侧面
 　不垂直于轴的边旋转而成的曲面叫作圆台的侧面．


圆台的母线
 　无论旋转到什么位置，不垂直于轴的边都叫作圆台的母线．如图4-9中AA1
 ，BB1
 等．


圆台的表示
 　用表示它的轴的字母表示，如圆台OO1
 ．


台体
 　圆台和棱台统称为台体．
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图4-10




球
 　以半圆的直径所在的直线为旋转轴，半圆面旋转一周形成的几何体叫作球．另外将圆绕直径旋转180°得到的几何体也是球．如图4-10．


球面
 　球面可以看做一个半圆绕着它的直径所在的直线旋转一周形成的曲面，也可以看作空间中到一个定点的距离等于定长的点的集合．


球心
 　形成球的半圆的圆心叫作球心．


半径
 　连接球面上一点和球心的线段叫球的半径．


直径
 　连接球面上的两点且通过球心的线段叫球的直径．


球的表示
 　用表示球心的字母表示，如球O．

球的截面的性质

（1）球的截面是圆面，球面被经过球心的平面截得的圆叫作球的大圆，被不经过球心的平面截得的圆叫作球的小圆．

（2）球心和截面圆心的连线垂直于截面．

（3）[image: ]
 ，其中r为截面圆半径，R为球的半径，d为球心O到截面圆的距离，即O到截面圆心O1
 的距离．

圆柱、圆锥、圆台、球的画法

画圆柱一般先画一个底面，再画两条母线（过轴截面），最后画另一个底面，如图4-11（a）所示．
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图4-11



画圆锥可以先画母线（作为轴截面），再补上底面比较方便，如图4-11（b）所示．

画圆台可以先画上底面，再画出它们的母线，然后补上它的下底面，如图4-11（c）．

画球一般先画一个圆及其一条直线（虚线），然后再以直径为长轴作一个椭圆，如图4-11（d）所示．

圆柱、圆锥、圆台的性质

（1）平行于底面的截面都是圆．

（2）过轴的截面（轴截面）分别是全等的矩形、等腰三角形、等腰梯形．

圆柱、圆锥、圆台的关系

当圆台的上底面与下底面相同时，圆台转化为圆柱；

当圆台的上底面缩小为一个点时，圆台转化为圆锥（图4-12）．
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图4-12




棱、锥、台的关系
 （图4-13）
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图4-13




简单组合体
 　由简单几何体组合而成的几何体叫作简单组合体．

简单组合体的构成有两种基本形式：一种是由简单几何体拼接而成，另一种是由简单几何体截去或挖出一部分而成，具体来说：

（1）多面体与多面体的组合

由两个或两个以上的多面体组成的几何体．如图4-14（a）是一个四棱柱与一个三棱柱的组合．图4-14（b）是一个四棱柱与一个四棱锥的组合体．图4-14（c）则是一个三棱柱与一个三棱台的组合体．
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图4-14



（2）多面体与旋转体的组合体

由一个多面体与一个旋转体组合而成．如图4-15（a）是一个三棱柱与一个圆柱组合而成的，图4-15（b）是一个圆锥与一个四棱柱组合而成的，而图4-15（c）是一个球与一个三棱锥组合而成的．

[image: ]
图4-15



（3）旋转体与旋转体的组合体

由两个或两个以上的旋转体组成．如图4-16（a）是由一个球体和一个圆柱体组合而成的，图4-16（b）是由一个圆台和两个圆柱组合而成的，图4-16（c）是由一个圆台、一个圆柱和一个圆锥组合而成的．
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图4-16




例1
 　一个三棱锥，如果它的底面是直角三角形，那么它的三个侧面（　）

A．至多只能有一个直角三角形

B．至多只能有两个是直角三角形

C．可能都是直角三角形

D．必然都是非直角三角形


解
 　由图形分析，如图4-17．故选C．
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图4-17




例2
 　下列命题中，正确的是（　）

A．平行于圆锥的一条母线的截面是等腰三角形

B．平行于圆台的一条母线的截面是等腰梯形

C．过圆锥顶点的截面是等腰三角形

D．过圆台一个底面中心的截面是等腰梯形


解
 　可分别画出其图形，并结合定义考虑．故选C．


 §4.2　空间几何体的三视图和直观图


投影
 　立体几何中，投影是光线（投射线）通过物体，向选定的面（投影面）投射，并在该面上得到图形的方法．其中的光线叫作投影线，也叫投射线，选定的面叫作投影面．

投影包括中心投影和平行投影两种．


中心投影
 　投影线交于一点的投影叫作中心投影．中心投影也可以这样理解：我们把光由一点向外散射形成的投影，叫作中心投影，中心投影的投影线交于一点，它的实质是一个点光源把一个图形射到一个平面上，这个图形的影子就是它在这个平面上的中心投影．

中心投影的性质

（1）中心投影的投影线交于一点；

（2）当物体与投影面的距离确定时，点光源距离物体越远，投影形成的影子越小．


平行投影
 　投影线互相平行的投影叫作平行投影．它也可以这样理解：我们把一束平行光线照射下形成的投影，叫作平行投影，投影线正对着投影面时，叫作正投影，否则叫作斜投影．


平行投影的性质
 　平行投影的投影线互相平行．

平行投影与中心投影的区别和联系

（1）平行投影的投影线都互相平行，中心投影的投影线是由同一个点发出的．

（2）平行投影对物体投影后得到的是与物体等大小、等形状的投影；中心投影对物体投影后得到的是比原物体大的、形状与原物体的正投影相似的投影（如图4-18、图4-19）．



	[image: ]

	[image: ]




	图4-18
	图4-19




（3）中心投影和平行投影都是空间图形的基本画法．平行投影包括斜二测画法和三视图．中心投影后的图形与原图形相比虽然改变较多，但直观性强，看起来与人的视觉效果一致．

（4）画实际效果图时，一般用中心投影法，画立体几何中的图形时一般用平行投影法．

（5）中心投影主要用于绘图，平行投影主要用于工程制图．


视图
 　视图是指将几何体按正投影向投影面投射所得到的图形．其中，光线自几何体的前面向后投射所得的投影称为正视图或主视图，自上向下的称为俯视图，自左向右的称为左视图．

（1）选取三个两两垂直相交的平面作为投射面，一个水平放置，叫作水平投射面，投射到这个平面内的图形叫作俯视图．俯视图反映了几何体左右、前后的位置关系，即反映了几何体的长度和宽度．

（2）一个投射面放置在正后方，这个投射面叫作直立投射面，投射到这个平面内的图形叫正视图．正视图反映了几何体上下、左右的位置关系，即反映了几何体的高度和长度．

（3）和直立、水平两个投射面都垂直的投射面叫作侧立投射面，通常把这个平面放在直立投影面的右面，投射到这个平面内的图形叫作左视图．左视图反映了几何体上下、前后的位置关系，即反映了几何体的高度和宽度．


三视图
 　几何体的正视图、侧视图和俯视图统称为几何体的三视图．

三视图的规则

（1）三视图的正视图、俯视图、左视图分别是从几何体的正前方、正上方、正左方看到的几何体轮廓的正投影围成的平面图形．任意一个几何体的长、宽、高，一般指的是几何体占有空间的左右、前后、上下的最大距离．

（2）一个几何体的三视图的排列规则是，俯视图放在正视图的下面，长度与正视图一样，左视图放在正视图的右面，高度与正视图一样，宽度与俯视图的宽度一样．为了便于记忆，通常说“长对正、高平齐、宽相等”，或者说“正左一样高、正俯一样长、俯左一样宽”．

（3）画三视图时应注意：能看见的轮廓线和棱用实线表示，不能看见的轮廓线和棱用虚线表示．尺寸线用细实线标出；Ф表示直径，R表示半径；单位不注明时按mm计．

（4）对于简单的几何体，如一块砖，向两个互相垂直的平面作正投影，就能真实地反映它的大小和形状．一般只画出它的正视图和俯视图（二视图）．对于复杂的几何体，三视图可能还不足以反映它的大小和形状，还需要更多的投射平面．

画三视图的方法与步骤

①选择确定正前方，确定投影面，正前方应垂直于投影面，然后画出这时的正投影——正视图．

②正前方确定的情况下，自左到右的方向也随之确定，然后确定这时的投影面，自左到右的方向应垂直于投影面，画出这时的正投影——左视图．

③自上到下的方向是固定不变的，在物体下方确定一个水平面作为投影面，画出正投影——俯视图．

常见几何体的三视图

（1）圆柱的正视图和侧视图都是矩形，俯视图为圆．

（2）圆锥的正视图和侧视图都是三角形，俯视图是圆和圆心．

（3）圆台的正视图和侧视图都是等腰梯形，俯视图是两个同心圆．

（4）球的三视图都是圆．


【注意】
 　对于简单空间几何体的组合体，一定要认真观察，先认识它的基本结构，然后再画它的三视图．


空间图形的直观图
 　用来表示空间图形的平面图形叫作空间图形的直观图．

1．画空间图形直观图的原则

（1）富有立体感；

（2）正确表达空间图形各主要元素之间的位置关系和数量关系，例如从属、平行、垂直、相交与不相交等；

（3）遮住部分用虚线，看见部分用实线．必须虚实分明，且虚线的条数尽可能减少．

2．画直观图的两种方法

（1）斜二测法．轴间角是90°，135°，135°；y轴、z轴上以及平行于y轴、z轴的线段取实长，x轴上以及平行于x轴的线段取半实长，轴间变形系数为0.5∶1∶1．如图4-20（a）．

[image: ]
图4-20



（2）正等测法．轴间角都是120°；三轴上或平行于三轴的线段都取实长．如图4-20（b）．


【说明】
 　（1）共点性、共线性、平行性、平行线段之比，都不因平行投影而改变．

（2）斜二测画法是用斜投影作图中的一种最常用的画法，斜二测画法是指投影线与投影面斜交，有两轴方向（通常用水平轴与铅直轴）的线段长度不变，另一轴（通常是与水平轴斜交的轴）上的线段长度改变，通常取原来长度的一半．

立体图形的直观图

画立体图形的直观图时，主要有下面几个步骤：

（1）画底面，这时使用平面图形的斜二测画法即可．

（2）画z′轴，z′轴过点O′，且与x′轴夹角为90°，并画高线（与原图高线相等，画正棱柱时只需要画侧棱即可），连线成图．

（3）擦去辅助线，被遮线用虚线表示．


【注意】
 　（1）画立体图形的直观图的要求不高，只要会画圆柱、圆锥、正棱柱、正棱锥和正棱台的直观图即可．

（2）画立体图形与画水平放置的平面图形相比多了一个z轴，其直观图中对应于z轴的是z′轴，平面x′O′y′表示水平平面，平面y′O′z′和x′O′z′表示直立平面．平行于z轴（或在z轴上）的线段，其平行性和长度都不变．


例1
 　下列几何体（图4-21）各自的三视图中，有且仅有两个视图相同的是（　）

[image: ]
图4-21



A．①②

B．①③

C．①④

D．②④


解
 　正方体的三视图都是正方形，排除A、B、C．故选D．


例2
 　如图4-22，E、F分别是正方体的面ADD1
 A1
 、面BCC1
 B1
 的中心，则四边形BFD1
 E在该正方体的面上的射影（即本节所指的正投影）可能是图4-22中的_____（要求把可能的序号都填上）．

[image: ]
图4-22




解
 　∵面BFD1
 E⊥面ADD1
 A1
 ，∴四边形BFD1
 E在面ADD1
 A1
 上的射影是③，同理，在面BCC1
 B1
 上的射影也是③．

过E、F分别作DD1
 和CC1
 的垂线，可得四边形BFD1
 E在面DCC1
 D1
 上的射影②，同理，在面ABB1
 A1
 、面ABCD和面A1
 B1
 C1
 D1
 上的射影也是②，故填②③．


例3
 　已知正三角形ABC的边长为a，那么△ABC的平面直观图△A′B′C′的面积为_____．


解
 　如图4-23（a）（b）所示的实际图形和直观图可知，A′B′＝AB＝a，O′C′＝[image: ]
 ，在图（b）中作C′D′⊥A′B′于D′，则[image: ]
 ．

[image: ]


[image: ]
图4-23




例4
 　桌面上摆放着一些相同的正方体木块，从正南方向看如图4-24中的左图，从正西方向看如图4-24中的右图，问摆成这样的立体图形最多用多少个木块？最少用多少个木块？

[image: ]
图4-24




解
 　我们用4×4的格图来表示正方体的摆放方法，若在相应的位置放几块叠加正方体木块，就在该位置上填几，于是分别得到最多与最少的放法．

[image: ]


故最多用20块正方体木块，最少用6块正方体木块．


例5
 　已知△ABC的平面直观图△A′B′C′是边长为a的正三角形，则原△ABC的面积是_____．


解
 　如图4-25（a）为直观图，（b）为实际图形．

[image: ]
图4-25



取B′C′所在直线为x′轴，过B′C′中点O′与O′x′成45°的直线为y′轴，过A′点作A′N′∥O′x′交y′轴于N′点，则[image: ]
 ．

在直角坐标系xOy中，在x轴上方y轴左侧取到x轴距离为[image: ]
 ，到y轴距离为[image: ]
 的点A，则△ABC为所求．显然[image: ]
 ．

答案：[image: ]
 ．


 §4.3　空间几何体的表面积与体积

柱体、锥体、台体的侧面展开图

棱柱的侧面展开图是平行四边形，如图4-26（a）；

[image: ]
图4-26



圆柱的侧面展开图是矩形，如图4-27（a）；

[image: ]
图4-27



棱锥的侧面展开图由若干个三角形拼接而成，如图4-26（c）；

圆锥的侧面展开图为扇形，如图4-27（b）；

棱台的侧面展开图由若干个梯形拼接而成，如图4-26（b）；

圆台的侧面展开图为扇环，如图4-27（c）．

多面体的面积和体积公式

下表中S表示面积，c′、c分别表示上、下底面周长，h表示高，h′表示斜高，l表示侧棱长．

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）棱台的中截面（过棱台的高的中点而平行于底面的截面）面积公式：

[image: ]


（Ⅱ）正棱锥的侧面积和全面积有时采用下面公式较为方便：

[image: ]


其中α是侧面与底面所成之角．

类似地，正棱台亦有：

S下底
 -S上底
 ＝S侧
 ·cosα．

其中α是侧面与下底面所成之角．

（Ⅲ）柱、锥、台侧面积间的关系

[image: ]


（Ⅳ）柱、锥、台体积间的关系

[image: ]


长方体的某些数量关系

设长方体的三条棱长为a、b、c，对角线长为l，对角线与过同一顶点的三条棱所成的角分别为α、β、γ，对角线与过同一顶点的三个面所成的角分别为x、y、z，则有

①l2
 ＝a2
 ＋b2
 ＋c2
 ；

②cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝1；

③cos2
 x＋cos2
 y＋cos2
 z＝2；

④全面积　S全
 ＝2（ab＋bc＋ca）；

⑤体积　　V＝abc．

两种常用的截面

（1）平行于底面的截面．

对于棱柱，平行于底面的截面与底面全等．

对于棱锥，有下面的重要定理．


定理
 　平行于底面的截面与底面相似，它们的面积比等于截得的棱锥的高与原来棱锥的高的平方比；截得的棱锥与原来棱锥的体积比等于相应高的立方比．

*这个定理，也是有关棱台的论证与计算的重要依据之一．

（2）对角面：经过棱柱、棱锥、棱台的两条不相邻的侧棱的截面．

对角面的数目与底面多边形的对角线的数目一致，即均为[image: ]
 ．

显然，三棱柱、三棱锥、三棱台均不存在对角面．

棱锥顶点在底面上的射影的位置与性质

（1）如果n棱锥的n条侧棱长都相等（或各侧棱与底面所成的角相等），那么棱锥顶点在底面上的射影是底面n边形的外接圆圆心．其逆命题也成立．

特别地，如果三棱锥的三条侧棱相等，则顶点在底面上的射影是底面三角形的外心．其逆命题也成立．

若底面是直角三角形，则射影是斜边中点；

若底面是等腰三角形，则射影在底边中线上；

若底面是正三角形，则射影是底面中心．

（2）如果n棱锥的顶点到底面多边形各边的距离相等（或各侧面与底面所成的二面角都相等），则顶点在底面上的射影是底面多边形内切圆的圆心．

特别地，若底面是三角形，则射影是底面三角形的内心．

（3）如果三棱锥的三条侧棱两两垂直（或对棱互相垂直），则顶点在底面上的射影是底面三角形的垂心．


【说明】
 　对于棱台有：（Ⅰ）若n棱台的n条侧棱长都相等（或各侧棱与底面所成的角相等），则棱台的上下底面各内接于一个圆，并且这两个圆的圆心连线垂直于棱台的底面．

（Ⅱ）若n棱台的各侧面与底面所成的二面角都相等（或各侧面上的高都相等），则棱台的上下底面各外切于一个圆，并且这两个圆的圆心连线垂直于棱台的底面．


正四面体的性质
 　设正四面体的棱长为a，则这个正四面体的：

（1）全面积　　[image: ]
 ；

（2）体积　　　[image: ]
 ；

（3）对棱中点连线段的长　　[image: ]
 ；

（4）相邻两面所成的二面角α的余弦值为[image: ]
 ，即cosα＝[image: ]
 ；

（5）外接球半径　　[image: ]
 ；

（6）内切球半径　　[image: ]
 ．

（7）正四面体内任意一点到四个面的距离之和为定值（等于正四面体的高）．


直角四面体的性质
 　有一个三面角的各个面角都是直角的四面体叫作直角四面体．直角四面体有下列性质：

如图4-28，在直角四面体AOCB中，∠AOB＝∠BOC＝∠COA＝90°，OA＝a，OB＝b，OC＝c．则

[image: ]
图4-28



（1）不含直角的底面ABC是锐角三角形；

（2）直角顶点O在底面上的射影H是△ABC的垂心；

（3）体积　[image: ]
 ；

（4）底面△ABC的面积

[image: ]


旋转体的面积和体积公式

[image: ]


表中l、h分别表示母线、高，r表示圆柱、圆锥的底半径，r1
 、r2
 分别表示圆台上、下底面半径，R
 表示球半径．


【说明】
 　圆柱、圆锥、圆台侧面积间的关系

[image: ]


多面体和旋转体表面上的最短距离问题

（1）求多面体表面上两点间的最短距离，一般将表面展开为平面图形，从而把它转化为平面图形内两点连线的最短长度问题．要注意的是，如果不是指定的两点间的某种特殊路径，其表面上两点间的距离应是按各种可能方式展开成平面图形后各自所得最短距离中的最小者．

（2）旋转体侧面上两点间的最短距离，如同多面体一样，将侧面展开，转化为展开面内两点连线的最短长度问题来解决．


例1
 　已知正四面体ABCD的表面积为S，其四个面的中心分别为E、F、G、H，设四面体EFGH的表面积为T，则[image: ]
 等于（　）

[image: ]



解
 　设正四面体ABCD的棱长为a，如图4-29所示，则[image: ]
 ，所以[image: ]
 ．故选A．

[image: ]
图4-29




例2
 　圆柱的轴截面是边长为5cm的正方形ABCD，从A到C圆柱侧面上的最短距离为（　）

[image: ]



解
 　如图4-30所示，沿母线BC展开，曲面上从A到C的最短距离为平面上从A到C的线段的长．

[image: ]
图4-30



[image: ]



例3
 　已知某个几何体的三视图如图4-31所示，根据图中标出的尺寸（单位：cm），可得这个几何体的体积是（　）

[image: ]
图4-31



[image: ]



解
 　依题意，此几何体为如图4-32的四棱锥P-ABCD，且底面ABCD的边长为20的正方形，侧面PCD垂直于底面ABCD，△PCD的高为20，故这个几何体的体积为[image: ]
 ．故选B．

[image: ]
图4-32




例4
 　如图4-33所示，已知三棱锥P-ABC中，PA＝a，PB＝b，PC＝c，侧棱PA，PB，PC上各有点A1
 ，B1
 ，C1
 ，且PA1
 ＝a1
 ，PB1
 ＝b1
 ，PC1
 ＝c1
 ，求证：[image: ]
 ．

[image: ]
图4-33




证明
 　A作顶点，PBC为底，过A1
 作A1
 D1
 ⊥PBC于D1
 ，过A作AD⊥面PBC于D，则P，D1
 ，D共线，且AD∶A1
 D1
 ＝a∶a1
 ，设∠BPC＝θ，则

[image: ]



例5
 　如图4-34，在多面体ABCDEF中，已知ABCD是边长为1的正方形，且△ADE、△BCF均为正三角形，EF∥AB，EF＝2，则该多面体的体积为（　）

[image: ]
图4-34



[image: ]



解
 　如图4-35，分别过A、B作EF的垂线，垂足分别为G、H，连接DG、CH．则

[image: ]



例6
 　如图4-36，在直三棱柱ABC-A1
 B1
 C1
 中，AB＝BC＝[image: ]
 ，BB1
 ＝2，∠ABC＝90°，E、F分别为AA1
 、C1
 B1
 的中点，沿棱柱的表面从E到F两点的最短路径的长度为_____．

[image: ]
图4-35




解
 　将三棱柱侧面、底面展开有三种情形（如图4-37）

[image: ]
图4-36



[image: ]


通过比较知，E沿平面AA1
 C1
 C过棱A1
 C1
 到F点路径最小．答案为[image: ]
 ．

[image: ]
图4-37




例7
 　已知某几何体的俯视图是如图4-38所示的矩形，正视图（或称主视图）是一个底边长为8、高为4的等腰三角形，侧视图（或称左视图）是一个底边长为6、高为4的等腰三角形．

[image: ]
图4-38



（1）求该几何体的体积V；

（2）求该几何体的侧面积S．



解
 　由题设可知，几何体是一个高为4的四棱锥，其底面是长、宽分别为8和6的矩形，正侧面及其相对侧面均为底边长为8、高为h1
 的等腰三角形，左、右侧面均为底边长为6、高为h2
 的等腰三角形，如图4-39所示．

[image: ]
图4-39



（1）几何体的体积为

[image: ]


（2）正侧面及相对侧面底边上的高为　[image: ]
 ，

左、右侧面底边上的高为　[image: ]
 ．

故几何体的侧面面积为　[image: ]
 ．




例8
 　一个四面体的所有棱长都为[image: ]
 ，四个顶点在同一球面上，则此球的表面积为（　）

A．2π

B．4π

C．[image: ]


D．6π



解
 　如图4-40，设正四面体ABCD的高为AO1
 ，外接球球心为O，半径为R，则[image: ]
 ．

[image: ]
图4-40



在Rt△AO1
 B中，

[image: ]





例9
 　已知球的表面积为20π，球面上有A、B、C三点，如果AB＝AC＝BC＝[image: ]
 ，则球心到平面ABC的距离为（　）

A．1

B．[image: ]


C．[image: ]


D．2


解
 　∵S球＝4πR2
 ＝20π，∴R＝[image: ]
 ．经过球心O和A、B、C三点可得一正三棱锥O-ABC，如图4-41所示．且OA＝OB＝OC＝R＝[image: ]
 ，AB＝AC＝BC＝[image: ]
 ．易知顶点O在底面ABC上的射影H为△ABC的中心，由平面几何知识，得[image: ]
 ，∴[image: ]
 ．故选A．

[image: ]
图4-41





第五章　点、直线、平面之间的位置关系


 §5.1　平面及其性质


空间多边形
 　不在同一平面内的若干线段首尾相接所成的图形叫作空间折线．

若空间折线的最后一条线段的尾端与最初一条线段的首端重合，则叫作封闭的空间折线．

若封闭的空间折线各线段彼此不相交，则叫作空间多边形．


平面
 　平面是一个不定义的概念，几何里的平面是无限伸展的．

平面通常用一个平行四边形来表示．

平面常用希腊字母α，β，γ，…或拉丁字母M，N，P来表示，也可用表示平行四边形的两个相对顶点字母表示，如平面AC．

在立体几何中，大写字母A，B，C，…表示点，小写字母a，b，c，…，l，m，n，…表示直线．且把直线和平面看成点的集合，因而能借用集合论中的符号表示它们之间的关系．


三种语言的相互转换
 　立体几何学习中有三种语言：文字语言、符号语言、图形语言，在解题中这三种语言时时刻刻在进行着相互间的转化．

下表反映了这三种语言的基本关系．

[image: ]
 [image: ]



平面的基本性质
 （点A、B、C、P，直线l，平面α、β）


公理1
 　文字语言表述：如果一条直线上的两点在一个平面内，那么这条直线上所有点均在这个平面内．

图形语言表述：[image: ]


符号语言表述：A≠B，A∈l，B∈l，A∈α，B∈α⇒l⊂α．


公理2
 　文字语言表述：如果两个平面有一个公共点，那么它们还有其他的公共点，且所有这些公共点的集合是一条过这个公共点的直线．

图形语言表述：[image: ]


符号语言表述：P∈α∩β⇒α∩β＝l且P∈l．


公理3
 　文字语言表述：经过不在同一条直线上的三点，有且只有一个平面．

图形语言表述：[image: ]


符号语言表述：A，B，C三点不共线⇒有且只有一个平面α，使A∈α，B∈α，C∈α.

根据上面的公理，可得以下推论：


推论1
 　经过一条直线和这条直线外的一点，有且只有一个平面．


推论2
 　经过两条相交直线，有且只有一个平面．


推论3
 　经过两条平行直线，有且只有一个平面．


【说明】
 　（Ⅰ）公理1引出了“直线在平面内”的定义；公理2引出了“两平面相交”的概念，同时也蕴涵了“两平面平行”的概念．

（Ⅱ）公理1是判定直线在平面内的依据．即要证明一条直线在某一平面内，必须且只需证明这条直线上有两个不同的点在此平面内．

公理3及三条推论：①肯定了空间内平面的存在性．②指出了确定平面的条件．③是空间内作平面的依据．④是证明两个平面重合的依据．即要证明两个平面重合，可证明有三个不共线的公共点；也可证明两个平面有一个公共点和一条不过此点的公共直线；或证明这两个平面有两条相交的（或平行的）公共直线．

公理2：①是判定两个平面相交的依据．即要证明两个平面相交，必须且只需证明这两个平面有一个公共点．②是证明点在直线上的依据．即要证明一个点在某条直线上，可证该点是某两个平面的公共点，而该直线是这两个平面的交线．③是证明几点共线的依据．即要证明几点共线，可证这几个点都是某两个平面的公共点．

（Ⅲ）三角形、平行四边形、梯形和圆都是平面图形．


证明三点共线
 　证明三点共线通常采用如下方法：

方法1是首先找出两个平面，然后证明这三点都是这两个平面的公共点，根据公理2知，这些点都在交线上．

方法2是选择其中两点确定一条直线，然后证明另一点在其上．


证明三线共点
 　证明三线共点的思路是：先证两条直线交于一点，再证明第三条直线经过这点，把问题化归到证明点在直线上的问题．

证明多线共面

（1）解决多线共面问题的基本方法是：先由两个推论确定出平面，然后再由公理1证明其余的线也在该平面内；或由一部分线确定一个平面，由另一部分线确定另一个平面，再证明这两个平面重合．

（2）证明共面常常用“同存法”和“同一法”．


同存法
 　先确定一个平面，然后再证明其他点或直线也在这个平面内．


同一法
 　一个命题，如果它的题设和结论所指的事物都是唯一的，那么原命题和它的逆命题中，只要有一个成立，另一个就一定成立，这个道理叫作同一法则．在符合同一法则的前提下，代替证明原命题而证明它的逆命题成立的方法叫作同一法．

同一法的一般步骤是：

（1）不从已知条件入手，而另作图形使它具有求证的结论中所提的特性；

（2）证明所作的图形的特性与已知条件符合；

（3）因为已知条件与求证的结论所指的事物都是唯一的，从而推出所作的图形与已知条件要求的是同一个东西，由此断定原命题正确．即

[image: ]



【注意】
 　可用同一法证明的命题，都可用反证法进行证明；反之，能用反证法证明的命题不一定都能用同一法证明．


 §5.2　空间点、直线、平面之间的位置关系

5.2.1　直线与直线的位置关系

两条直线的位置关系

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）异面直线其特征为既不平行又不相交，不存在一个平面包含这两条直线．

（Ⅱ）没有公共点是两直线异面的必要非充分条件．

（Ⅲ）异面直线a、b互相垂直，记作a⊥b（相交直线互相垂直要加注垂足）．

异面直线的判定

证明两条直线是异面直线通常采用反证法．

有时也可用定理“平面内一点与平面外一点的连线，与平面内不经过该点的直线是异面直线”．

两直线平行的判定

①定义：在同一个平面内且没有公共点的两条直线平行．

②如果一条直线和一个平面平行，经过这条直线的平面和这个平面相交，那么这条直线和交线平行．即若a∥α，a⊂β，α∩β＝b，则a∥b．（线面平行，则线线平行）

③公理4：平行于同一直线的两直线平行．即若a∥b，b∥c，则a∥c．

④垂直于同一平面的两直线平行．即若a⊥α，b⊥α，则a∥b．

⑤两平行平面与同一个平面相交，那么两条交线平行．即若α∥β，α∩γ＝a，β∩γ＝b，则a∥b．

⑥如果一条直线和两个相交平面都平行，那么这条直线与这两个平面的交线平行．即若α∩β＝b，a∥α，a∥β，则a∥b．

等角定理及其推论


定理
 　若一个角的两边和另一个角的两边分别平行，并且方向相同，则这两个角相等．


推论
 　若两条相交直线和另两条相交直线分别平行，则这两组直线所成的锐角（或直角）相等．

异面直线所成的角


1．定义
 　a、b是两条异面直线，经过空间任意一点O，分别引直线a′∥a，b′∥b，则a′和b′所成的锐角（或直角）叫作异面直线a和b所成的角．


2．取值范围
 　0°＜θ≤90°．

3．求解方法

（1）根据定义，通过平移，找到异面直线所成的角θ；

（2）解含有θ的三角形，求出角θ的大小．


反证法
 　所谓反证法就是证明原命题的结论的反面错误，得出结论正确，从而间接地证明原命题正确．

反证法证题的一般步骤是：①反设：作出与命题结论相反的假设．

②归谬：由作出的假设，连同已知条件，进行正确的推理，导出矛盾．

③断言：断定产生矛盾的原因在于作出的假设是错误的结论，从而断定原命题正确．

如果结论的反面情况只有一种，则只需将此否定驳倒，即可达到反证的目的，这种比较单纯的反证法称为归谬法．如果结论的反面情况不止一种，则必须将其逐一驳倒，才能推出命题结论的正确．

怎样才算导出矛盾呢？

一般地，从假设出发，导出的结论符合下列条件之一者就可以了．

①与已知条件矛盾．

②与已知公理、定理相矛盾．

③与所作的假设相矛盾．

④与已知定义相矛盾．

⑤导出了一个显而易见的矛盾，如“1＞2”，“（a-b）2
 ＜0”等．

反证法在立体几何中有着广泛的应用，如：

①直线和平面平行的判定定理．

②直线和平面平行的性质定理．

③两个平面平行的判定定理．


例1
 　如图5-1，PA⊥面ABC，∠ACB＝90°，且PA＝AC＝BC＝a，则异面直线PB与AC所成角的正切值为_____．

[image: ]
图5-1





解：
 如图5-2，作BD[image: ]
 AC，则PB与BD所成的角，即为异面直线PB与AC所成的角．连接AD、BD．

[image: ]
图5-2



∵　PA⊥面ABC，∠ACB＝90°，

∴　AD⊥BD．∴　PD⊥BD．

在Rt△PBD中，

[image: ]


∴　[image: ]


答案为[image: ]
 ．




例2
 　如图5-3，在正方体ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，E、F、G、H分别是AB、BB1
 、A1
 D1
 、C1
 D1
 的中点．

[image: ]
图5-3



（1）求异面直线DD1
 和EF所成的角的大小．

（2）求异面直线EF和GH所成的角的大小．



解
 　（1）∵BB1
 ∥DD1
 ，即FB∥DD1
 ，

∴　∠EFB是异面直线DD1
 和EF所成的角．

在Rt△BEF中，∠EFB＝45°，即异面直线DD1
 和EF所成的角为45°．

（2）连接A1
 C1
 ，∵G、H分别是A1
 D1
 和C1
 D1
 的中点，∴GH是△A1
 C1
 D1
 的中位线，∴A1
 C1
 ∥GH．连接AB1
 ，同理可证EF∥AB1
 ．

连接C1
 D，则AB1
 ∥C1
 D．∴C1
 D∥EF，∴∠A1
 C1
 D是异面直线EF和GH所成的角．

连接A1
 D，显然△A1
 C1
 D为等边三角形，∴∠A1
 C1
 D＝60°，

即异面直线EF和GH所成的角为60°．



5.2.2　直线与平面的位置关系

直线与平面的位置关系

[image: ]


（Ⅱ）直线a在平面α内，记为a⊂α；直线与平面α相交，记为a∩α＝{A}；直线与平面平行，记为a∥α．

（Ⅲ）直线和平面平行，直线和平面相交，统称直线在平面外．

我们统一用记号a⊄α来表示a∥α，a∩α＝{A}这两种情形．

直线与平面平行的判定

①定义：若一条直线和平面没有公共点，则这条直线与这个平面平行．

②如果平面外的一条直线和这个平面内的一条直线平行，则这条直线与这个平面平行．即若a⊄α，b⊂α，且a∥b，则a∥α．（线线平行，则线面平行）

③两个平面平行，其中一个平面内的直线平行于另一个平面．即若α∥β，l⊂α，则l∥β．

④如果一个平面和平面外的一条直线都垂直于同一平面，那么这条直线和这个平面平行．即若α⊥β，l⊥β，l⊄α，则l∥α．

⑤在一个平面同侧的两个点，如果它们与这个平面的距离相等，那么过这两个点的直线与这个平面平行．即若A[image: ]
 α，B[image: ]
 α，A，B在α同侧，且A，B到α等距，则AB∥α．

⑥两个平行平面外的一条直线与其中一个平面平行，也与另一个平面平行．即若α∥β，a⊄α，a⊄β，a∥α，则a∥β．

⑦如果一条直线与一个平面垂直，则平面外与这条直线垂直的直线与该平面平行．即若a⊥α，b⊄α，b⊥a，则b∥α．

⑧如果两条平行直线中的一条平行于一个平面，那么另一条也平行于这个平面（或在这个平面内）．即若a∥b，a∥α，则b∥α（或b⊂α）．

直线与平面垂直的判定

①定义：若一条直线和一个平面内的任何一条直线垂直，则这条直线和这个平面垂直．

②如果一条直线和一个平面内的两条相交直线都垂直，那么这条直线垂直于这个平面．即若m⊂α，n⊂α，m∩n＝{B}，l⊥m，l⊥n，则l⊥α．（线线垂直，则线面垂直）

③如果两条平行线中的一条垂直于一个平面，那么另一条也垂直于同一个平面．即若l∥a，a⊥α，则l⊥α．

④一条直线垂直于两个平行平面中的一个平面，它也垂直于另一个平面．即若α∥β，l⊥β，则l⊥α．

⑤如果两个平面互相垂直，那么在一个平面内垂直于它们交线的直线垂直于另一个平面．即若α⊥β，α∩β＝a，l⊂β，l⊥a，则l⊥α．

⑥如果两个相交平面都垂直于第三个平面，则它们的交线也垂直于第三个平面，即若α⊥γ，β⊥γ，且α∩β＝a，则a⊥γ．

垂线段、斜线、斜线段

过一点向平面引垂线，垂足叫作这点在这个平面内的射影．这点与垂足间的线段叫作这点到这个平面的垂线段．

如果一条直线和一个平面相交，但不和这个平面垂直，那么这条直线叫作这个平面的斜线，如图5-4，斜线AC与平面α相交于点C，斜线与平面的交点叫作斜足，点C即为斜线AC的斜足；斜线上一点与斜足间的线段叫作这点到这个平面的斜线段，图中AC叫作斜线上一点A到斜足C的斜线段．

[image: ]
图5-4



射影及有关性质


1．点在平面上的射影
 　自一点向平面引垂线，垂足叫作这点在这个平面上的射影．点的射影还是点．


2．直线在平面上的射影
 　自直线上的两个点向平面引垂线，过两垂足的直线叫作直线在这平面上的射影．

和射影面垂直的直线的射影是一个点；不与射影面垂直的直线的射影是一条直线．


3．图形在平面上的射影
 　一个平面图形上所有的点在一个平面上的射影的集合叫作这个平面图形在该平面上的射影．

当图形所在平面与射影面垂直时，射影是一条线段；当图形所在平面不与射影面垂直时，射影仍是一个图形．

4．射影的有关性质

①从平面外一点向这个平面所引的垂线段和斜线段中：

（ⅰ）射影相等的两条斜线段相等，射影较长的斜线段也较长；

（ⅱ）相等的斜线段的射影相等，较长的斜线段的射影也较长；

（ⅲ）垂线段比任何一条斜线段都短．

②平面的斜线若与平面内过斜足的一个角的两边成相等的锐角，则斜线在平面上的射影是这个角的平分线．

作为推论，则有：平面外一点到平面内一个角的两边的距离相等，则此点在平面上的射影在这个角的平分线上．

③平面外一点到平面内一凸多边形的各顶点的距离相等，则此点在平面上的射影是平面多边形的外接圆圆心．当多边形是三角形时，射影为其外心．

④平面外一点到平面内一凸多边形的各边距离相等，则此点在平面上的射影是平面多边形的内切圆圆心．当多边形是三角形时，射影为其内心．

⑤自平面外一点P引三条两两垂直的射线交平面于A、B、C三点，则P在平面上的射影是△ABC的垂心．

直线和平面所成的角


1．定义
 　直线和平面所成的角有三种：

（1）斜线和平面所成的角　平面的一条斜线和它在平面上的射影所成的锐角，叫作这条直线和这个平面所成的角．

（2）垂线与平面所成的角　一条直线垂直于平面，则它们所成的角是直角．

（3）一条直线和平面平行，或在平面内，则它们所成的角为0°．


2．取值范围
 　0°≤θ≤90°．

3．求解方法

（1）若直线在平面内或平行于平面，则θ＝0°；若直线垂直于平面，则θ＝90°；否则，作出斜线在平面上的射影，找到斜线与平面所成的角θ．

（2）解含θ的三角形，求出其大小．

4．最小角定理

斜线和平面所成的角，是这条斜线和平面内经过斜足的直线所成的一切角中最小的角．亦可说，斜线和平面所成的角不大于斜线与平面内任何直线所成的角．

两个重要结论

关于线线角、线面角，下面的两个结论经常用到：

（Ⅰ）已知PA与PB分别是平面α的垂线和斜线，在平面α内过斜足B任意引一直线BC，设∠PBA＝θ1
 ，∠ABC＝θ2
 ，∠PBC＝θ，则有

cosθ＝cosθ1
 ·cosθ2
 ．

（Ⅱ）经过一个角的顶点作这个角所在平面的斜线，如果斜线和这个角两边的夹角相等，那么斜线在平面上的射影是这个角的平分线所在的直线．

两直线垂直的判定

①定义：若两直线成90°角，则这两直线互相垂直．

②一条直线与两条平行直线中的一条垂直，也必与另一条垂直．即若b∥c，a⊥b，则a⊥c．

③一条直线垂直于一个平面，则垂直于这个平面内的任意一条直线．即若a⊥α，b⊂α，则a⊥b．

④三垂线定理和它的逆定理：在平面内的一条直线，若和这个平面的一条斜线在该平面内的射影垂直，则它也和这条斜线垂直．如图5-5，若PA，PO分别是平面α的垂线和斜线，AO是PO在平面α上的射影，a⊂α，a⊥AO，则a⊥PO．
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逆定理
 　在平面内的一条直线，若和这个平面的一条斜线垂直，则它也和这条斜线在该平面内的射影垂直．

在图5-5中，若a⊥PO，则a⊥AO．

⑤如果一条直线与一个平面平行，那么这条直线与这个平面的垂线垂直．即若a∥α，b⊥α，则a⊥b．

⑥三个两两垂直的平面的交线两两垂直．即若α⊥β，β⊥γ，γ⊥α，且α∩β＝a，β∩γ＝b，γ∩α＝c，则a⊥b，b⊥c，c⊥a．

存在性和唯一性定理

（1）过直线外一点与这条直线平行的直线有且只有一条．

（2）过一点与已知平面垂直的直线有且只有一条．

（3）过平面外一点与这个平面平行的平面有且只有一个．

（4）与两条异面直线都垂直相交的直线有且只有一条．

（5）过一点与已知直线垂直的平面有且只有一个．

（6）过平面的一条斜线且与该平面垂直的平面有且只有一个．

（7）过两条异面直线中的一条而与另一条平行的平面有且只有一个．

（8）过两条互相垂直的异面直线中的一条而与另一条垂直的平面有且只有一个．


空间四边形
 　四个顶点不共面的四边形叫作空间四边形．

空间四边形的性质

（1）空间四边形的两条对角线为异面直线；其对边亦为异面直线．

（2）顺次连接空间四边形各边中点所得的四边形是平行四边形．

（3）顺次连接对角线相等的空间四边形的各边中点所得的四边形是菱形．

（4）顺次连接对角线互相垂直的空间四边形的各边中点所得的四边形是矩形．

（5）顺次连接对角线互相垂直且相等的空间四边形的各边中点所得的四边形是正方形．

（6）两组邻边分别相等的空间四边形的对角线互相垂直．

如图5-6，空间四边形ABCD中，若AB＝AD，BC＝CD，则AC⊥BD．
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（7）对边互相垂直的空间四边形的对角线互相垂直．

空间四边形ABCD中，若AB⊥CD，AD⊥BC，则AC⊥BD．


例1
 　已知直线a与平面α、β，α∩β＝l，a⊄α，a⊄β，a在α、β内的射影分别为直线b、c，则直线b、c的位置关系为（　）

A．相交或平行

B．相交或异面

C．平行或异面

D．相交、平行或异面



解
 　当a∥l时，b、c平行；当a与l相交时，b、c相交；

当a与β相交，与α不相交（平行）时，b、c异面．故选D．




例2
 　如图5-7，在正方形SG1
 G2
 G3
 中，E、F分别是G1
 G2
 、G2
 G3
 的中点，D是EF的中点，现沿SE、SF及EF把这个正方形折成一个几何体（图5-8），使G1
 、G2
 、G3
 三点重合于G，这样，下面结论成立的是（　）



	[image: ]
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	图5-7
	图5-8




A．SG⊥平面EFG

B．SD⊥平面EFG

C．GF⊥平面SEF

D．GD⊥平面SEF


解法1　（直接法）

在图5-7中，SG1
 ⊥G1
 E，SG3
 ⊥G3
 F，

在图5-8中，SG⊥GE，SG⊥GF，∴SG⊥平面EFG．

∴　应选A．

解法2　（排除法）

GF即G3
 F不垂直于SF，∴可以否定C；

在△GSD中，GS＝a（正方形边长），[image: ]
 ，

∴　SG2
 ≠SD2
 ＋GD2
 ，∠SDG≠90°，从而否定B和D．

∴　应选A．




【说明】
 　对于折叠问题，要注意折叠前后的变量与不变量．如本题中，∠SG1
 E、∠SG3
 F、∠EG2
 F折叠前后均为直角不变．有些线段的长度不变，如：SG1
 、G1
 E、SG3
 、FG2
 ，而SG2
 的长度、∠SDG2
 的大小均发生了变化．抓住变量与不变量，也就是抓住了解折叠问题的要害．


例3
 　如图5-9，在三棱锥P-ABC中，AB⊥BC，AB＝BC＝[image: ]
 PA，点O、D分别是AC、PC的中点，OP⊥底面ABC．

[image: ]
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（1）求证OD∥平面PAB；

（2）求直线OD与平面PBC所成角的正弦值．



解
 　（1）∵O、D分别为AC、PC的中点，∴OD∥PA．

又PA⊂平面PAB，∴OD∥平面PAB．

（2）∵AB⊥BC，OA＝OC，∴OA＝OB＝OC．

又∵OP⊥平面ABC，∴PA＝PB＝PC．

取BC中点E，连接PE，如图5-10，则BC⊥平面POE．

[image: ]
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作OF⊥PE于F，∵BC⊥面POE，∴BC⊥OF，BC∩PE＝{E}，∴OF⊥面PBC．

∴∠ODF是OD与平面PBC所成的角．

在Rt△ODF中，[image: ]
 ，

∴　OD与平面PBC所成的角的正弦值为[image: ]
 ．



5.2.3　平面与平面的位置关系

平面与平面的位置关系

[image: ]



【说明】
 　两平面的位置关系：相交与平行，不相交即平行，不平行即相交．

两平面平行的判定

①定义：如果两个平面没有公共点，那么这两个平面平行．即无公共点⇔α∥β．

②如果一个平面内有两条相交直线都平行于另一个平面，那么这两个平面平行．即若a，b⊂α，a∩b＝{P}，a∥β，b∥β，则α∥β．

③垂直于同一直线的两平面平行．即若α⊥a，β⊥a，α≠β，则α∥β．

④平行于同一平面的两平面平行．即若α∥β，β∥γ，α≠γ，则α∥γ．

⑤一个平面内的两条直线分别平行于另一平面内的两条相交直线，则这两个平面平行．即若a，b⊂α，c，d⊂β，a∩b＝{P}，a∥c，b∥d，α≠β，则α∥β．

两平面垂直的判定

①定义：两个平面相交，如果所成的二面角是直二面角，那么这两个平面互相垂直．即二面角α-a-β＝90°⇔α⊥β．

②如果一个平面经过另一个平面的一条垂线，那么这两个平面互相垂直．即若l⊥β，l⊂α，则α⊥β．

③一个平面垂直于两个平行平面中的一个，也垂直于另一个．即若α∥β，α⊥γ，则β⊥γ．

二面角及二面角的平面角


1．半平面
 　一条直线把平面分成两个部分，每一部分都叫作半平面．


2．二面角
 　从一条直线出发的两个半平面所组成的图形叫作二面角．这条直线叫作二面角的棱，这两个半平面叫作二面角的面，即二面角由半平面-棱-半平面组成．

若两个平面相交，则以两个平面的交线为棱形成四个二面角．

二面角的大小用它的平面角来度量．二面角的取值范围是0°≤θ≤180°．

两个半平面重合时θ＝0°，共面而不重合时θ＝180°．

3．二面角的平面角

（1）以二面角棱上任意一点为端点，分别在两个面内作垂直于棱的射线，这两条射线所组成的角叫作二面角的平面角．
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如图5-11，∠PCD是二面角α-AB-β的平面角．平面角∠PCD的大小与顶点C在棱AB上的位置无关．

（2）二面角的平面角具有下列性质：

（i）二面角的棱垂直于它的平面角所在的平面．即AB⊥平面PCD．

（ii）从二面角的平面角的一边上任意一点（异于角的顶点）作另一面的垂线，垂足必在平面角的另一边（或其反向延长线）上．

（iii）二面角的平面角所在的平面与二面角的两个面都垂直．即平面PCD⊥α，平面PCD⊥β．

（3）作二面角的平面角的常用方法见下表．

[image: ]
 [image: ]


（4）二面角的求法：

（Ⅰ）通过二面角的平面角求：

（i）找出或作出二面角的平面角；

（ii）证明其符合定义；

（iii）通过解三角形，计算出二面角的平面角．

上述过程可概括为“一作（找）、二证、三计算”．

（Ⅱ）利用面积射影定理

S′＝S·cosα，（0≤α≤90°）

其中S为二面角一个面内平面图形的面积，S′是这个平面图形在另一个面上的射影图形的面积，α为二面角的大小．

（Ⅲ）利用异面直线上两点间的距离公式求二面角的大小．

如图5-12，AE⊂α，A′F⊂β，AE⊥AA′，

[image: ]
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A′F⊥AA′，AE＝m，A′F＝n，

AA′＝d，二面角α-AA′-β的大小为θ，则当EF可求时，由公式　[image: ]
 就可解出θ．

直线在平面内的判定

（1）利用公理1：一直线上不重合的两点在平面内，则这条直线在平面内．

（2）若两个平面互相垂直，则经过第一个平面内的一点垂直于第二个平面的直线在第一个平面内．即若α⊥β，A∈α，AB⊥β，则AB⊂α．

（3）过一点和一条已知直线垂直的所有直线，都在过此点而垂直于已知直线的平面内．即若A∈a，a⊥b，A∈α，b⊥α，则a⊂α．

（4）过平面外一点和该平面平行的直线，都在过此点而与该平面平行的平面内．即若P[image: ]
 α，P∈β，β∥α，P∈a，a∥α，则a⊂β．

（5）如果一条直线与一个平面平行，那么过这个平面内一点与这条直线平行的直线必在这个平面内．即若a∥α，A∈α，A∈b，b∥a，则b⊂α．

线线、线面、面面平行与垂直关系的转化

（1）不同层次的平行关系的转化

[image: ]


（2）不同层次的垂直关系的转化

[image: ]


（3）平行与垂直的转化

[image: ]


（4）平行和垂直关系的证明需综合运用平行和垂直关系的有关性质和判定定理，即由给出的平行和垂直关系联想到有关的性质，由需要证明的平行和垂直关系联想到判定定理，具体证明思路总结如下：

①证明线线垂直

方法1：证明其中一条直线垂直于另一条直线所在的平面，即由线面垂直⇒线线垂直．

方法2：证明平面的斜线与平面上的直线垂直，或证明平面上的直线与斜线在平面上的射影垂直，一般都是通过三垂线定理及其逆定理来实现的．

②证明线面平行

方法1：利用线面平行的判定定理，即设法证明这条直线与平面内的一条直线平行．

方法2：利用面面平行的性质，即证明直线所在的平面与这个平面平行．

③证明线面垂直

方法1：首先考虑利用线面垂直的判定定理，即证明这条直线垂直于平面内的两条相交直线．

方法2：证明直线的平行线与这个平面垂直．

方法3：证明直线垂直于这个平面的平行平面．

④证明面面平行

方法1：利用面面平行的判定定理，即证明其中一个平面内有两条相交直线平行于另一平面．

方法2：证明两平面垂直于同一直线．

⑤证明面面垂直

方法1：利用面面垂直的判定定理，即证明其中一个平面经过另一个平面的一条垂线．

方法2：利用面面垂直的定义，证明两平面相交所成的二面角为直二面角．

*三面角
 　有公共端点并且不在同一平面内的三条射线，以及相邻两条射线间的平面部分所组成的图形叫作三面角．组成三面角的射线叫作三面角的棱；相邻两棱间的平面部分叫作三面角的面；每个面内由两条棱组成的角叫作三面角的面角；相邻两个面间的二面角叫作三面角的二面角．

*直三面角
 　三个面角都是直角的三面角．直三面角的各个二面角都是直二面角．反之，三个二面角都是直二面角的三面角是直三面角．

*单直三面角
 　有一个二面角为直角的三面角称为单直三面角（一直三面角）．

单直三面角公式：如图5-13，在三面角A-SBC中，二面角S-AC-B＝90°，则
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cos∠SAB＝cos∠SAC·cos∠CAB．

即单直三面角中，直二面角两个面角的余弦乘积等于第三个面角的余弦．

*三面角的性质

（1）三面角的任何一个面角小于其他两个面角的和，大于其他两个面角的差．

（2）三面角的所有面角之和小于360°．

（3）三面角的所有二面角的和大于180°，小于540°．即若三面角的三个二面角的大小分别为α，β，γ，则

180°＜α＋β＋γ＜540°．

（4）设三面角的三个面角为α，β，γ，它们所对的二面角分别为A，B，C，则有

[image: ]


此公式叫作三面角的正弦公式．

（5）设三面角的三个面角为α，β，γ，它们所对的二面角分别为A，B，C，则有

[image: ]


此公式叫作三面角的余弦公式．


例1
 　已知m、n是直线，α、β、γ是平面，给出下列命题：

（1）若α⊥β，α∩β＝m，n⊥m，则n⊥α或n⊥β；

（2）若α∥β，α∩γ＝m，β∩γ＝n，则m∥n；

（3）若m不垂直于α，则m不可能垂直于α内的无数条直线；

（4）若α∩β＝m，m∥n，且n⊄α，n⊄β，则n∥α且n∥β．

其中正确的命题的序号是_____（注：把你认为正确的命题的序号都填上）．



解
 　如图5-14所示，命题（1）显然错误．
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设α∩β∩γ＝m，过m上任意一点，在γ内作n⊥m，则直线n既不垂直于α，又不垂直于β．

命题（2）正确，∵α∥β，∴α与β无公共点．

∴交线m与直线n也无公共点．

又m⊂γ，n⊂γ，∴m∥n．

命题（3）错误．虽然直线m不垂直于α，但m有可能垂直于平面α内的一条直线，于是α内所有平行这条直线的无数平行线都垂直于m．

命题（4）正确．由直线与平面平行的判定定理可知：

∵n∥m，m⊂α，m⊂β，n⊄α，n⊄β，

∴必有n∥α，n∥β．故填（2）、（4）．




例2
 　如图5-15，在四棱锥P-ABCD中，底面ABCD是正方形，侧棱PD⊥底面ABCD，PD＝DC，E是PC的中点，作EF⊥PB交PB于点F．

[image: ]
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（1）求证：PA∥平面EDB；

（2）求证：PB⊥平面EFD．


解
 　（1）如图5-16，连接AC交BD于O，连接EO．

[image: ]
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∵底面ABCD是正方形，

∴点O是AC的中点，在△PAC中，EO是中位线，

∴PA∥EO，

又∵EO⊂平面EDB且PA⊄平面EDB，

∴PA∥平面EDB．

（2）∵PD⊥底面ABCD且DC⊂底面ABCD，

∴PD⊥DC，

∵PD＝DC，∴△PDC是等腰直角三角形，

又∵DE是斜边PC的中线，

∴DE⊥PC，　　　　①

同理由PD⊥底面ABCD，得PD⊥BC，

∵底面ABCD是正方形，

∴DC⊥BC，∴BC⊥平面PDC，

又∵DE⊂平面PDC，

∴BC⊥DE，　　　　②

由①和②推得DE⊥平面PBC，而PB⊂平面PBC，

∴DE⊥PB，又EF⊥PB且DE∩EF＝{E}，∴PB⊥平面EFD．




例3
 　如图5-17，在直四棱柱ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，已知DC＝DD1
 ＝2AD＝2AB，AD⊥DC，AB∥DC．
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（1）求证：D1
 C⊥AC1
 ；

（2）设E是DC上一点，试确定E的位置，使D1
 E∥平面A1
 BD，并说明理由．



解
 　（1）如图5-18，在直四棱柱ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，连接C1
 D，∵DC＝DD1
 ，∴四边形DCC1
 D1
 是正方形．

[image: ]
图5-18



∴DC1
 ⊥D1
 C．

又AD⊥DC，AD⊥DD1
 ，DC∩DD1
 ＝{D}，

∴AD⊥平面DCC1
 D1
 ，D1
 C⊂平面DCC1
 D1
 ，

∴AD⊥D1
 C．

∵AD，DC1
 ⊂平面ADC1
 ，且AD∩DC1
 ＝{D}，

∴D1
 C⊥平面ADC1
 ，

又AC1
 ⊂平面ADC1
 ，

∴D1
 C⊥AC1
 ．

（2）如图5-19，设D1
 E∥平面A1
 BD，连接AD1
 ，连接AE，设AD1
 ∩A1
 D＝M，BD∩AE＝N，连接MN，

[image: ]
图5-19



∵平面AD1
 E∩平面A1
 BD＝MN，要使D1
 E∥平面A1
 BD，就要使MN∥D1
 E，又M是AD1
 的中点，∴N是AE的中点．

又易知△ABN≌△EDN，

∴AB＝DE．即E是DC的中点．

综上所述，当E是DC的中点时，可使D1
 E∥平面A1
 BD．




例4
 　一间民房的屋顶有如图5-20三种不同的盖法：（a）单向倾斜；（b）双向倾斜；（c）四向倾斜．记三种盖法屋顶面积分别为P1
 、P2
 、P3
 ．

[image: ]
图5-20



若屋顶斜面与水平面所成的角都是α，则（　）

A．P3
 ＞P2
 ＞P1


B．P3
 ＞P2
 ＝P1


C．P3
 ＝P2
 ＞P1


D．P3
 ＝P2
 ＝P1




解
 　根据射影的性质，与水平面成倾斜角为α的斜面的面积P等于该斜面在水平面上的射影面积S除以cosα．

因为屋顶的各个斜面与水平面所成的倾斜角都为α，而且各个斜面在水平面上射影的面积和是一个常数，与屋顶的不同盖法无关，所以P1
 ＝P2
 ＝P3
 ．故选D．




例5
 　PA，PB，PC是从P点出发的三条射线，每两条射线的夹角均为60°，那么直线PC与平面PAB所成角的余弦值是（　）

[image: ]




解法1
 　用单直三面角公式[image: ]
 ．故选C．


解法2
 　取PC＝1，作CH⊥面PAB于H，连接PH，则PH是PC在面PAB上的射影，利用Rt△PHC求得．




例6
 　设△ABC和△DBC所在的两个平面互相垂直，且AB＝BC＝BD，∠ABC＝∠DBC＝120°．求：

（1）直线AD与平面BCD所成角的大小；

（2）异面直线AD与BC所成的角；

（3）二面角A-BD-C的正切值．



解
 　（1）如图5-21，在平面ABC内，过A作AH⊥BC，垂足为H，则AH⊥平面DBC，故∠ADH为直线AD与平面BCD所成的角．

[image: ]
图5-21



由题设知，△AHB≌△DHB．

则　DH⊥BH，AH＝DH．

∴　∠ADH＝45°．

即AD与平面BCD所成的角为45°．

（2）∵BC⊥DH，且DH为AD在平面BCD上的射影，

∴　　BC⊥AD，

故异面直线AD与BC所成的角为90°．

（3）过H作HR⊥BD，垂足为R，连接AR，则由三垂线定理知，AR⊥BD，故∠ARH为二面角A-BD-C的平面角的补角．

设BC＝a，则由题设得

[image: ]


在△HDB中，求得　HR＝[image: ]
 ．

∴　[image: ]


故二面角A-BD-C的正切值为-2．




例7
 　如图5-22（a），E，F分别是矩形ABCD的边AB，CD的中点，G是EF上的一点．将△GAB、△GCD分别沿AB，CD翻折成△G1
 AB、△G2
 CD，并连接G1
 G2
 ，使得平面G1
 AB⊥平面ABCD，G1
 G2
 ∥AD，且G1
 G2
 ＜AD．连接BG2
 ，如图5-22（b）．

[image: ]
图5-22



（1）证明平面G1
 AB⊥平面G1
 ADG2
 ；

（2）当AB＝12，BC＝25，EG＝8时，求直线BG2
 和平面G1
 ADG2
 所成角的正弦．



解
 　（1）因为平面G1
 AB⊥平面ABCD，平面G1
 AB∩平面ABCD＝AB，AD⊥AB，AD⊂平面ABCD，所以AD⊥平面G1
 AB．又AD⊂平面G1
 ADG2
 ，所以平面G1
 AB⊥平面G1
 ADG2
 ．

（2）如图5-23，过点B作BH⊥AG1
 于点H，连接G2
 H，由（1）的结论可知，BH⊥平面G1
 ADG2
 ，所以∠BG2
 H是BG2
 和平面G1
 ADG2
 所成的角．因为平面G1
 AB⊥平面ABCD，平面G1
 AB∩平面ABCD＝AB，G1
 E⊥AB，G1
 E⊂平面G1
 AB，所以G1
 E⊥平面ABCD，故G1
 E⊥EF．

[image: ]
图5-23



因为G1
 G2
 ＜AD，AD＝EF，所以可在EF上取一点O，使EO＝G1
 G2
 ，又因为G1
 G2
 ∥AD∥EO，所以四边形G1
 EOG2
 是矩形．

由题设AB＝12，BC＝25，EG＝8，则GF＝17．所以G2
 O＝G1
 E＝8，G2
 F＝17，[image: ]
 ，G1
 G2
 ＝EO＝10．

因为AD⊥平面G1
 AB，G1
 G2
 ∥AD，所以G1
 G2
 ⊥平面G1
 AB，从而G1
 G2
 ⊥G1
 B．

故[image: ]
 ＝62
 ＋82
 ＋102
 ＝200，BG2
 ＝[image: ]
 ．

[image: ]


即直线BG2
 与平面G1
 ADG2
 所成角的正弦值是[image: ]
 ．




例8
 　如图5-24，在四棱锥V-ABCD中，底面ABCD是正方形，侧面VAD是正三角形，平面VAD⊥底面ABCD．

[image: ]
图5-24



（1）证明：AB⊥平面VAD；

（2）求面VAD与面VDB所成的二面角的正切值．

证明（1）

[image: ]




解（2）
 　取VD中点E，连接AE，BE．

[image: ]


则∠AEB为所求二面角的平面角．

在Rt△BAE中，[image: ]
 ．

即面VAD与面VDB所成的二面角的正切值为[image: ]
 ．




 专题二　空间距离


空间距离
 　空间距离有多种：平面上两点间的距离、球面上两点间的距离、点到直线的距离、点到平面的距离、平行直线间的距离、异面直线间的距离、直线与平面的距离和两个平面间的距离．这些距离的定义不同，但都是转化为平面上两点间距离来计算的．

点到平面的距离


1．定义
 　从平面外一点引一个平面的垂线，这个点和垂足间的距离叫作这个点到这个平面的距离．

2．求点面距离常用的方法

（1）直接利用定义求：①找到（或作出）表示距离的线段；②抓住线段（所求距离）所在三角形解之．

（2）利用两平面互相垂直的性质．即如果已知点在已知平面的垂面上，则已知点到两平面交线的距离就是所求的点面距离．

（3）体积法：其步骤是，①在平面内选取适当三点和已知点构成三棱锥；②求出此三棱锥的体积V和所取三点构成三角形的面积S；③由[image: ]
 ，求出h．

这种方法的优点是不必作出垂线即可求点面距离．难点在于如何构造合适的三棱锥以便于计算．

（4）转化法：将点到平面的距离转化为（平行）直线与平面的距离来求．

直线和平面的距离


1．定义
 　一条直线和一个平面平行，这条直线上任意一点到平面的距离，叫作这条直线和平面的距离．

2．求线面距离常用的方法

（1）直接利用定义求证（或连、或作）某线段为距离，然后通过解三角形计算之．

（2）将线面距离转化为点面距离，然后运用解三角形或体积法求解之．

（3）作辅助垂直平面，把求线面距离转化为求点线距离．

如图5-25，若a∥α，作a的垂面β，设垂足为A，找出α和β的交线l，则点A到直线l的距离就等于a和平面α的距离．

[image: ]
图5-25



平行平面的距离


1．定义
 　和两个平行平面同时垂直的直线，叫作这两个平行平面的公垂线．公垂线夹在两个平行平面间的部分，叫作这两个平行平面的公垂线段．两个平行平面的公垂线段的长度叫作这两个平行平面的距离．

2．求平行平面距离常用的方法

（1）直接利用定义求．

证（或连、或作）某线段为距离，然后通过解三角形计算之．

（2）把面面平行距离转化为线面平行距离，再转化为线线平行距离，最后转化为点线（面）距离，通过解三角形或体积法求解之．

异面直线的距离


1．定义
 　与两条异面直线都垂直相交的直线叫作两条异面直线的公垂线．两条异面直线的公垂线在这两条异面直线间的线段的长度，叫作两条异面直线的距离．

任何两条确定的异面直线都存在唯一的公垂线段．

2．求两条异面直线的距离常用的方法

（1）定义法　根据题目所给的条件，找出（或作出）两条异面直线的公垂线段，再根据有关定理、性质求出公垂线段的长．

此法一般多用于两异面直线互相垂直的情形．

（2）转化法　转化为以下两种形式．

①线面距离　找出过一条异面直线而与另一条异面直线平行的平面，则线面之间的距离即为所求．

②面面距离　作出（或找出）两个平行平面，使两异面直线分别在两个平行平面内，则两平面之间的距离即为所求．

（3）等体积法　根据已知条件，将异面直线间的距离视为某一几何体的高，然后利用同一几何体用两种方法求得的体积相等，从而求出异面直线的距离．

（4）最值法　建立起两端点分别在两异面直线上的线段长的函数，然后求出函数的最小值．

（5）射影法　如果两条异面直线在同一个平面内的射影是一个点及一条直线，那么这点到这条直线的距离等于两异面直线的距离．

（6）公式法

①两条异面直线距离的一种计算公式．

如图5-26，设l、m为异面直线，其中m为二面角α-m-β的棱，l与面α、β分别交于点A和点B，A和B到棱m的距离为a，b，二面角α-m-β为θ．则异面直线l，m的距离为

[image: ]
图5-26



[image: ]


②异面直线上两点间的距离公式的变形．

两异面直线a、b所成的角为θ，其公垂线段AA′的长度为d，在直线a，b上分别取点E、F，若A′E＝m，AF＝n，则

[image: ]


当E、F在AA′同侧时，取“-”号；当E、F在AA′异侧时，取“＋”号．

③若异面的两线段AB，CD的长度分别为a，b，所成的角为θ，且以A，B，C，D为顶点的四面体体积为V，则异面直线AB，CD的距离为[image: ]
 ．


例1
 　已知P为△ABC外一点，PA、PB、PC两两垂直，PA＝PB＝PC＝a，求点P到平面ABC的距离．


解
 　如图5-27，

[image: ]
图5-27




过P作PO⊥平面ABC于O点，连接AO、BO、CO，

∴　PO⊥OA，PO⊥OB，PO⊥OC．

又∵　PA＝PB＝PC＝a，

∴　Rt△PAO≌Rt△PBO≌Rt△PCO．

∴　OA＝OB＝OC，∴O为△ABC外心．

又∵　PA、PB、PC两两垂直，∴AB＝BC＝CA＝[image: ]
 ，△ABC为正三角形．

∴　[image: ]
 ，即P到平面ABC的距离为[image: ]
 ．




例2
 　在棱长为a的正方体中，求平面A1
 BD与平面B1
 D1
 C的距离．



解法1
 　如图5-28，根据正方体性质易证：

[image: ]
图5-28



[image: ]


连接AC1
 ，分别交平面A1
 BD和平面CB1
 D1
 于M和N．

又由正方体性质知

[image: ]


即线段MN为平面A1
 BD与平面CB1
 D1
 的公垂线段，如图5-29所示，在对角面AC1
 中，O1
 为A1
 C1
 中点，O为AC中点，

[image: ]
图5-29



∴　AM＝MN＝NC1


　　　[image: ]


∴　平面A1
 BD与平面B1
 D1
 C之间的距离为[image: ]
 ．


解法2
 　同解法1，易证平面A1
 BD∥平面B1
 D1
 C，即得B1
 D1
 ∥平面A1
 BD，

∴　平面A1
 BD与平面B1
 D1
 C之间的距离等于直线B1
 D1
 与平面A1
 BD的距离，又等于B1
 D1
 中点O1
 到平面A1
 BD的距离．

由解法1知：AC1
 ⊥平面A1
 BD，

∴　面A1
 ACC1
 ⊥平面A1
 BD，且两平面交线为A1
 O（O为BD中点）．

如图5-30，在平面A1
 ACC1
 内过O1
 作O1
 E⊥A1
 O，垂足为E，则O1
 E⊥平面A1
 BD，

[image: ]
图5-30



则O1
 E是点O1
 到平面A1
 BD的距离．

在Rt△A1
 O1
 O中，[image: ]
 ．

故两平面A1
 BD与平面B1
 D1
 C之间的距离为[image: ]
 ．




例3
 　如图5-31，四面体ABCD中，O、E分别是BD、BC的中点，CA＝CB＝CD＝BD＝2，AB＝AD＝[image: ]
 ．

[image: ]
图5-31



（1）求证：AO⊥平面BCD；

（2）求异面直线AB与CD所成角的余弦值．

（3）求点E到平面ACD的距离．


解
 　（1）如图5-32，连接OC，

[image: ]
图5-32



∵　BO＝DO，AB＝AD，∴　AO⊥BD．

∵　BO＝DO，BC＝CD，

∴　CO⊥BD．

在△AOC中，由已知可得AO＝1，CO＝[image: ]
 ．

而AC＝2，

∴　AO2
 ＋CO2
 ＝AC2
 ，

∴　∠AOC＝90°，

即AO⊥OC．

∵　BD∩OC＝{O}，∴AO⊥平面BCD．

（2）取AC的中点M，连接OM、ME、OE，由E为BC的中点知ME∥AB，OE∥DC．

∴　直线OE与EM所成的锐角就是异面直线AB与CD所成的角．


在△OME中，[image: ]


∵　OM是直角△AOC斜边AC上的中线，

∴　[image: ]


∴　异面直线AB与CD所成的角余弦值为[image: ]


（3）设点E到平面ACD的距离为h．

∵　[image: ]


∴　[image: ]


在△ACD中，CA＝CD＝2，[image: ]


∴　[image: ]


而　[image: ]


∴　[image: ]


∴　点E到平面ACD的距离为[image: ]





例4
 　如图5-33，已知四棱锥P-ABCD的底面ABCD为矩形，PA⊥平面ABCD，E，F分别是AB，PD的中点．

[image: ]
图5-33



（1）求证：AF∥平面PEC．

（2）若AD＝2，[image: ]
 ，二面角P-CD-B为45°，求F到平面PEC的距离．



解
 　（1）取PC的中点G，因F为PD的中点，∴GF∥CD且[image: ]
 ．又∵在矩形ABCD中，E是AB的中点，∴AE∥CD，且[image: ]
 ，

∴[image: ]
 ，故AEGF是平行四边形．

∴AF∥EG，[image: ]
 平面PEC，且[image: ]
 平面PEC．

∴AF∥平面PEC．

（2）∵PA⊥平面ABCD，CD⊥AD，则由三垂线定理知CD⊥PD，

∴∠PDA是二面角P-CD-B的平面角，即∠FDA＝45°，

∴在等腰Rt△PAD中，F为PD的中点，则AF⊥PD．

又CD⊥平面PAD，∴CD⊥AF，而CD∩PD＝｛D｝，

∴AF⊥平面PCD，而AF∥EG，

∴EG⊥平面PCD，又[image: ]
 平面PEC，

∴平面PEC⊥平面PCD．

作FH⊥PC，则FH⊥平面PEC，FH的长度为所求的F到平面PEC的距离．

在Rt△PCD中，[image: ]
 ，△PCD为等腰直角三角形，

∴△PFH也为等腰直角三角形，而[image: ]
 ，

∴[image: ]


∴F到平面PEC的距离为1．




 专题三　截面、折叠和旋转

截面

（1）定义　一个平面和几何体的面相交，交线所围成的平面图形叫作截面，这个平面叫作截平面．

（2）截面的定位　能否正确地作出几何体的截面、确定截面的位置，是解截面问题的关键．

截面定位（作图）的主要依据是：

①平面的基本性质（三条公理、三条推论），尤其是公理2．

②线与线、线与平面、平面与平面的平行、垂直关系，尤其是平行．

③三个平面两两相交得到三条交线，如果其中有两条交线相交于一点，则第三条交线也必通过这一点；如果其中有两条交线平行，则第三条交线也与它们平行．

（3）多面体的截面是一个多边形．在n面体中，截面多边形的边数最少是3，最多是n．如一个平面截正方体，截面可能是三角形、四边形、五边形和六边形．

在旋转体中：

①任何一个垂直于轴的截面都是圆面，在特殊情况下，截面圆可以退缩为一个点（也可称之为点圆）．

②通过旋转体的轴的截面叫作该旋转体的轴截面，由于轴截面包含了旋转体的基本元素及重要的几何量，因而有着广泛的应用．

③过圆锥顶点的最大（面积）截面：

当圆锥的顶角θ∈（0°，90°）时，轴截面的面积最大．

当圆锥的顶角θ∈［90°，180°）时，以顶角为90°的截面的面积最大．

此结论对圆台过两母线的截面也成立，此时θ为圆台补成圆锥时的顶角．

折叠

（1）平面图形经过折叠后变成立体图形，由此得出一大类立体几何问题，叫作折叠问题．

（2）解折叠问题要注意：

①确定平面图形和立体图形中各顶点的对应关系，搞清楚折叠前后哪些量起了变化，哪些量没有变化．

②解题时首先画出平面图形，然后对应平面图形画出折叠后相应的立体图形．

③凡是折叠前后没有变化的量，应尽量在平面图形上解决．


旋转
 　平面图形绕所在平面内的某一条直线（轴）旋转将得到空间图形．解这类问题应注意：

（1）[image: ]
 ．线段l与轴的位置是确定旋转面（体）形状的决定因素．

（2）要善于将旋转体分解为熟悉的几何体（圆柱、圆锥、圆台、球、球冠等）．

（3）分解的方式是过平面图形的“关节点”向旋转轴作垂线．


例1
 　D是Rt△ABC的斜边AB上的一点，∠DCB＝θ．若把三角形沿CD折成60°的二面角A-DC-B后，能使A在平面BCD上的射影恰好落在BC边上，求tanθ的值．



解
 　如图5-34，∠DCB＝θ，

[image: ]


[image: ]
图5-34



沿CD折成60°的二面角后，作AH⊥平面DBC于H，则由已知，H落在BC上．

在平面BCD内作HG⊥CD于G，连接AG（见图5-35），由三垂线定理，知CD⊥AG．于是，∠AGH是二面角A-CD-B的平面角，由题设，∠AGH＝60°．

[image: ]
图5-35



[image: ]


在Rt△AGC中，

[image: ]


将②、③代入①，得

[image: ]


∴　[image: ]


∵　[image: ]





例2
 　如图5-36，已知ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 是棱长为3的正方体，点E在AA1
 上，点F在CC1
 上，且AE＝FC1
 ＝1．

[image: ]
图5-36



（1）求证：E、B、F、D1
 四点共面；

（2）若点G在BC上，[image: ]
 ，点M在BB1
 上，GM⊥BF，垂足为H，求证：EM⊥平面BCC1
 B1
 ；

（3）用θ表示截面BEFD1
 和侧面BCC1
 B1
 所成锐二面角的大小，求tanθ．



解
 　（1）如图5-37，DD1
 上取点N，使DN＝1，连接EN，CN，则AE＝DN＝1，CF＝ND1
 ＝2．

[image: ]
图5-37



因为AE∥DN，ND1
 ∥CF，所以四边形ADNE、CFD1
 N都为平行四边形．

从而[image: ]
 ，FD1
 ∥CN．

又因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，故四边形BCNE是平行四边形，由此推知CN∥BE，从而FD1
 ∥BE．

因此，E、B、F、D1
 四点共面．

（2）如图5-37，GM⊥BF，又FC⊥BC，所以∠BGM＝∠CFB，

[image: ]


因为[image: ]
 ，所以ABME为平行四边形，从而AB∥EM．又AB⊥平面BCC1
 B1
 ，所以EM⊥平面BCC1
 B1
 ．

（3）如图5-37，连接EH．

因为MH⊥BF，EM⊥BF，所以BF⊥平面EMH，得EH⊥BF．

于是∠EHM是所求的二面角的平面角，即∠EHM＝θ，

因为∠MBH＝∠CFB，所以

[image: ]





例3
 　图5-38是一个直三棱柱（以A1
 B1
 C1
 为底面）被一平面所截得到的几何体，截面为ABC．已知A1
 B1
 ＝B1
 C1
 ＝1，∠A1B1
 C1
 ＝90°，AA1
 ＝4，BB1
 ＝2，CC1
 ＝3．

[image: ]
图5-38



（1）设点O是AB的中点，证明：OC∥平面A1
 B1
 C1
 ；

（2）求二面角B-AC-A1
 的大小；

（3）求AB与平面AA1
 C1
 C所成的角的正弦值；

（4）求此几何体的体积．



解
 　（1）如图5-39，作OD∥AA1
 交A1
 B1
 于D，连接C1
 D．

则OD∥BB1
 ∥CC1
 ．因为O是AB的中点，

所以[image: ]


ODC1
 C是平行四边形，因此有OC∥C1
 D，

[image: ]
 平面C1
 B1
 A1
 且[image: ]
 平面C1
 B1
 A1
 ，

∴OC∥平面A1
 B1
 C1
 ．

[image: ]
图5-39



（2）如图5-39，过B作截面BA2
 C2
 ∥平面A1
 B1
 C1
 ，分别交AA1
 、CC1
 于A2
 、C2
 ，作BH⊥A2
 C2
 于H，连接CH．

因为CC1
 ⊥平面BA2
 C2
 ，所以CC1
 ⊥BH，则BH⊥平面A1
 C．

又因为[image: ]
 AB2
 ＝BC2
 ＋AC2
 ，

所以BC⊥AC，根据三垂线定理知CH⊥AC，所以∠BCH就是所求二面角的平面角．

因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，故∠BCH＝30°，

即所求二面角的大小为30°．

（3）如图5-39，连接AH，由（2）知BH⊥平面AA1
 C1
 C，则∠BAH就是AB与平面AA1
 C1
 C所成的角．

因为[image: ]
 ，所以[image: ]
 ，

AB与平面AA1
 C1
 C所成的角的正弦值为[image: ]


（4）因为[image: ]
 ，所以



[image: ]


所求几何体体积为[image: ]



例4
 　如图5-40（a），已知ABCD是上、下底边长分别为2和6，高为[image: ]
 的等腰梯形．将它沿对称轴OO1
 折成直二面角，如图5-40（b）．

[image: ]
图5-40



（1）证明AC⊥BO1
 ；

（2）求二面角O-AC-O1
 的正弦值．



解
 　（1）由题设知OA⊥OO1
 ，OB⊥OO1
 ，所以∠AOB是所折成的直二面角的平面角，即OA⊥OB．从而AO⊥平面OBCO1
 ，OC是AC在面OBCO1
 内的射影．因为[image: ]
 ，所以∠OO1
 B＝60°，∠O1
 OC＝30°，

从而OC⊥BO1
 ．

由三垂线定理得AC⊥BO1
 ．

（2）由（1）AC⊥BO1
 ，OC⊥BO1
 ，知BO1
 ⊥平面AOC．

设OC∩O1
 B＝E，过点E作EF⊥AC于F，连接O1
 F（如图5-41），则EF是O1
 F在平面AOC内的射影，由三垂线定理，得O1
 F⊥AC．

[image: ]
图5-41



所以∠O1
 FE是二面角O-AC-O1
 的平面角．

由题设知OA＝3，[image: ]
 ，O1
 C＝1，

所以[image: ]
 ，

从而[image: ]
 ，

又O1
 E＝OO1
 •[image: ]
 ，所以[image: ]


即二面角O-AC-O1
 的正弦值是[image: ]





例5
 　如图5-42，在Rt△AOB中，[image: ]
 ，斜边AB＝4，Rt△AOC可以通过Rt△AOB以直线AO为轴旋转得到，且二面角B-AO-C是直二面角，D是AB的中点．

[image: ]
图5-42



（1）求证：平面COD⊥平面AOB；

（2）求异面直线AO与CD所成角的正切值；

（3）当D在AB上活动时，求CD与平面AOB所成角最大时的正切值．



解
 　（1）由题意，CO⊥AO，BO⊥AO，

∴　∠BOC是二面角B-AO-C的平面角．

又∵　二面角B-AO-C是直二面角，

∴　CO⊥BO，又∵AO∩BO＝｛O｝，

∴　CO⊥平面AOB，

又[image: ]
 平面COD．

∴平面COD⊥平面AOB．

（2）作DE⊥OB，垂足为E，连接CE（如图5-43），则DE∥AO，

∴　∠CDE是异面直线AO与CD所成的角．

[image: ]
图5-43



在Rt△COE中，CO＝BO＝2，[image: ]
 ，

∴　[image: ]


又[image: ]
 ，

∴　在Rt△CDE中，[image: ]


即　异面直线AO与CD所成角的正切值为[image: ]


（3）由（1）知，CO⊥平面AOB，

∴　∠CDO是CD与平面AOB所成的角，且[image: ]


当OD最小时，∠CDO最大，

这时，OD⊥AB，垂足为D，[image: ]
 ，

∴　CD与平面AOB所成角最大时的正切值为[image: ]






第六章　直线与方程


 §6.1　直线的倾斜角与斜率


直线的倾斜角
 　一条与x轴相交的直线，如果把x轴绕着交点按逆时针方向旋转到和直线重合时所转的最小正角记为α，那么α就叫作直线的倾斜角．

若直线l∥Ox轴，或与x轴重合，规定它的倾斜角α＝0°．

倾斜角α的取值范围是

[image: ]



直线的斜率
 　倾斜角不是90°的直线的倾斜角的正切叫作这条直线的斜率．直线的斜率常用k表示，即

k＝tanα．

倾斜角α与斜率k之间的关系：

[image: ]
 ，直线平行于x轴（含x轴）．

[image: ]
 ，斜率越大，倾斜角越大．

[image: ]
 不存在，直线垂直于x轴（平行y轴）．

[image: ]
 ，斜率越大，倾斜角越大．

斜率公式　经过平面上两点P1
 （x1
 ，y1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ）的直线的斜率是

[image: ]


当x1
 ＝x2
 时，倾斜角α＝90°，斜率k不存在．


【说明】
 　（Ⅰ）同一条直线上任意两点所确定的斜率都相等．

（Ⅱ）倾斜角和斜率刻画直线对于x轴的倾斜程度．

（Ⅲ）所有的直线都有倾斜角，但不是所有直线都有斜率．倾斜角是90°的直线没有斜率，倾斜角不是90°的直线都有斜率．

（Ⅳ）对于两直线l1
 和l2
 ，若kl1
 ＝-kl2
 ，则两直线的倾斜角互补；对于两直线l1
 和l2
 ，若kl1
 ＝kl2
 ，则两直线平行或重合．

（Ⅴ）已知三点A、B、C，若kAB
 ＝kAC
 ，则AB的倾斜角与AC的倾斜角相同，直线AB、AC重合，说明A、B、C三点共线．


例1
 　设直线ax＋by＋c＝0的倾斜角为α，且sinα＋cosα＝0，则a，b满足（　）

A．a＋b＝1

B．a-b＝1

C．a＋b＝0

D．a-b＝0



解
 　由sinα＋cosα＝0得，[image: ]
 ，即tanα＝-1．

又∵　[image: ]


∴　a＝b．∴　应选D．




例2
 　如果直线l沿x轴负方向平移3个单位，再沿y轴正方向平移1个单位后，又回到原来的位置，那么l的斜率是（　）

A．[image: ]


B．-3

C．[image: ]


D．3



解
 　设直线l上的某一点A的坐标为（x1
 ，y1
 ），则直线向左平移3个单位，又向上平移1个单位后，得到了点A′的坐标为（x1
 -3，y1
 ＋1），

根据题意知，A′也在直线l上，

∴[image: ]


∴应选A．




例3
 　如图6-1所示，直线l1
 ，l2
 ，l3
 的斜率分别是k1
 ，k2
 ，k3
 ，则（　）

A．k1
 ＜k2
 ＜k3


B．k3
 ＜k1
 ＜k2


C．k3
 ＜k2
 ＜k1


D．k1
 ＜k3
 ＜k2


[image: ]
图6-1





解
 　由图6-1可知，直线l1
 的倾斜角为钝角，∴k1
 ＜0；直线l2
 、l3
 的倾斜角为锐角，且直线l2
 的倾斜角较大，∴k2
 ＞k3
 ＞0．

∴k1
 ＜k3
 ＜k2
 ，故选D．




 §6.2　直线的方程


直线的方程
 　以一个方程的解为坐标的点都是某条直线上的点；反过来，这条直线上的点的坐标都是这个方程的解，这时，这个方程就叫作这条直线的方程，这条直线就叫作这个方程的直线．


截距
 　直线l与y轴（或x轴）交点的纵坐标（或横坐标）叫作直线在y轴（或x轴）上的截距，简称为纵截距（或横截距）．

在曲线f（x，y）＝0中，令y＝0，求x的实数根得横截距，令x＝0，求y的实数根得纵截距．曲线过原点[image: ]
 横、纵截距都等于0．


【注意】
 　截距可取一切实数，即可为正数、负数、零，在此要注意区分开截距与距离的不同．直线y＝kx＋b在y轴上的截距为b，而直线与y轴的交点与原点

的距离为｜b｜．

直线方程的几种形式

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）几种特殊位置的直线方程：

[image: ]


（Ⅱ）点斜式、斜截式、两点式和截距式是直线方程的四种特殊形式，它们都具有如下特征：①每一方程中都有两个独立的系数，由此可知确定一直线的方程需要两个独立的条件；②每一种方程都有它各自的局限性，不能用以求一些特殊的直线的方程．

（Ⅲ）直线和一次方程的相互关系，有两个重要的结论：①平面内任何一条直线的方程都是关于x，y的二元一次方程；②任何一个关于x，y的二元一次方程，都表示一条直线．

（Ⅳ）直线方程的其他形式都可以化成一般形式．解题时，如果没有特殊说明，应把最后结果化为一般式．一般式也可以化为斜截式．

一般式化斜截式的步骤：

①移项，By＝-Ax-C；

②当B≠0时，得[image: ]


一般式化截距式的步骤：

①把常数项移到方程右边，Ax＋By＝-C；

②当C≠0时，方程两边同除以-C，得[image: ]
 ，即[image: ]


（Ⅴ）在一般式Ax＋By＋C＝0（A、B不全为零）中：

若A＝0，则[image: ]
 ，它表示一条与y轴垂直的直线；

若B＝0，则[image: ]
 ，它表示一条与x轴垂直的直线．


例1
 　在同一直角坐标系中，表示直线y＝ax与y＝x＋a正确的是（　）

[image: ]




解
 　由题意知，当a＞0时，直线y＝ax呈上升趋势，直线y＝x＋a的截距a＞0，从而直线y＝x＋a与y轴的交点在原点的上方，且呈上升趋势，可知选项A、B错误．

当a＜0时，直线y＝ax呈下降趋势，直线y＝x＋a与y轴的交点在原点的下方，且呈上升趋势．可知选项D错误．故选C．




例2
 　过点A（1，4）且纵截距与横截距的绝对值相等的直线有（　）

A．1条

B．2条

C．3条

D．4条



解
 　（1）当直线经过原点时，横截距和纵截距都为0，符合题意；（2）当直线不经过原点时，设直线方程为：[image: ]
 ，由题意[image: ]
 解得[image: ]


综合（1）、（2），符合题意的直线共有3条，故选C．




例3
 　设直线l的方程为（a＋1）x＋y＋2-a＝0（a∈R
 ）：

（1）若l在两坐标轴上的截距相等，求l的方程；

（2）若l不经过第二象限，求实数a的取值范围．



解
 　（1）当直线过原点时，该直线在x轴和y轴上的截距为零，当然相等．

∴　a＝2，方程即3x＋y＝0；

或a≠2，得截距存在且均不为0，

∴　[image: ]
 ，即a＋1＝1，

∴　a＝0，方程即为x＋y＋2＝0，

综上可知：l的方程为3x＋y＝0或x＋y＋2＝0．

（2）将l的方程化为y＝-（a＋1）x＋a-2，

∴　[image: ]


∴　a≤-1．

可知a的取值范围是a≤-1．




 §6.3　两条直线的平行、垂直与交点

两条直线平行的判定

当两条直线l1
 、l2
 不垂直于x轴时，斜率分别为k1
 、k2
 ，纵截距为b1
 、b2
 ，则

[image: ]
 且b1
 ≠b2
 ；l1
 与l2
 重合[image: ]
 且b1
 ＝b2
 ．


【说明】
 　（1）公式[image: ]
 成立的前提条件是：①两条直线的斜率存在，分别为k1
 ，k2
 ；②l1
 与l2
 不重合．

（2）当两条直线的斜率都不存在且不重合时，l1
 与l2
 的倾斜角都是90°，则l1
 ∥l2
 ．

（3）当两条直线都不垂直于x轴时，两条直线平行的条件是斜率相等且在y轴上的截距不相等，反之当两条直线的斜率不相等时，两条直线不平行．

两条直线垂直的判定

（1）如果两条直线中，一条直线斜率不存在，同时另一条直线斜率等于零（一条直线的倾斜角为90°，另一条直线的倾斜角为0°），则两条直线垂直．

（2）如果两条直线的斜率都存在，则[image: ]


两条直线平行与垂直的比较

若两条直线是用一般式给出的，设直线l1
 ，l2
 的方程分别为A1
 x＋B1
 y＋C1
 ＝0，A2
 x＋B2
 y＋C2
 ＝0，则可以在条件允许时将两方程化为斜截式方程，类比得出两直线平行与垂直的结论．

[image: ]



两条直线的交点
 　两条直线交点的坐标是两条直线的方程组成的方程组的实数解；方程组有唯一解，两条直线有一个交点；方程组没有实数解，两条直线没有交点．且方程组的解与直线位置的对应关系是：

（1）方程组有一解[image: ]
 两直线相交；

（2）方程组无解[image: ]
 两直线平行；

（3）方程组有无数解[image: ]
 两直线重合．

直线系

（1）定义　具有某一共同性质的直线的集合叫作直线系．它的方程叫作直线系方程．直线系方程中可根据条件取不同数值的字母叫作参变数或参数，或泛常数．

（2）几种常用的直线系方程

①过定点直线系方程

[image: ]


其中P0
 （x0
 ，y0
 ）为定点，k为泛常数．

特别地，y＝kx＋b（k为泛常数）表示过（0，b）点的直线系，但不包括y轴．

②平行直线系方程

y＝kx＋b（k为常数，b为泛常数）表示斜率为k的平行直线系；

Ax＋By＝λ（λ为泛常数）表示与已知直线Ax＋By＋C＝0平行的平行直线系．

Bx-Ay＝λ（λ为泛常数）表示与已知直线Ax＋By＋C＝0垂直的平行直线系．

③过两直线交点的直线系方程

设两条相交直线　l1
 ：A1
 x＋B1
 y＋C1
 ＝0和l2
 ：A2
 x＋B2
 y＋C2
 ＝0，则过l1
 和l2
 交点的直线系方程是

[image: ]


其中λ为泛常数．


三点共线的判定方法
 　已知三点A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），C（x3
 ，y3
 ），则判定三点A，B，C在一条直线上的常用方法是：

①｜AB｜＋｜BC｜＝｜AC｜；

②kAB
 ＝kBC
 ；

③点B是[image: ]
 的定比分点；

④写出过A，C两点的直线方程，再检验B点坐标适合直线AC的方程；

⑤三阶行列式

[image: ]



例1
 　已知定点A（-1，3），B（4，2），以A、B为直径的端点作圆与x轴有交点C，求交点C的坐标．



解
 　以线段AB为直径的圆与x轴交点为C，则AC⊥BC．

设C（x，0），则[image: ]


∴　[image: ]
 ，去分母整理并解得x＝1或x＝2．

∴　交点为C（1，0）或C（2，0）．




例2
 　试求三直线ax＋y＋1＝0，x＋ay＋1＝0，x＋y＋a＝0构成三角形的条件．



解
 　若a＝0，则三条直线变为y＋1＝0，x＋1＝0，x＋y＝0，显然能构成三角形．

若a≠0，则三条直线的斜率分别为[image: ]


若三条直线两两相交，必有[image: ]


∴a≠±1．

又三条直线必不共点，由[image: ]
 得交点（1，-a-1），

∵　1＋a（-a-1）＋1＝-a2
 -a＋2≠0时，

点（1，-a-1）不在直线x＋ay＋1＝0上．

∴　由-a2
 -a＋2≠0，得a≠1且a≠-2．

综上可知，若上述三条直线构成三角形，必须满足a≠±1且a≠-2．




例3
 　已知A（0，3），B（-1，0），C（3，0），求D点的坐标，使四边形ABCD为直角梯形（A、B、C、D按逆时针方向排列）．



解
 　设所求点D的坐标为（x，y），如图6-2，由于kAB
 ＝3，kBC
 ＝0，

∴kAB
 •kBC
 ＝0≠-1，

即AB与BC不垂直，故AB，BC都不可作为直角梯形的直角边．

[image: ]
图6-2



（1）若CD是直角梯形的直角边，则BC⊥CD，AD⊥CD，

∵kBC
 ＝0，∴CD的斜率不存在，从而有x＝3．

又kAD
 ＝kBC
 ＝0，从而有y＝3．

此时AB与CD不平行．故所求点D的坐标为（3，3）．

（2）若AD是直角梯形的直角边，则AD⊥AB，AD⊥CD，

∵[image: ]
 ，

由于AD⊥AB，∴[image: ]
 又AB∥CD，

∴[image: ]


解上述两式可得[image: ]
 此时AD与BC不平行．

综上可知，使ABCD为直角梯形的点D的坐标可以为（3，3）和（[image: ]
 ）．




 §6.4　平面上两点间的距离与点到直线的距离

两点间的距离公式两点

P1
 （x1
 ，y1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ）间的距离

[image: ]


特别地，原点O（0，0）与任一点P（x，y）的距离

[image: ]


线段的中点坐标公式

P1
 （x1
 ，y1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ），线段P1
 P2
 的中点M（x0
 ，y0
 ），则有

[image: ]


点与直线的位置关系点

P（x0
 ，y0
 ）在直线l：Ax＋By＋C＝0上[image: ]
 Ax0
 ＋By0
 ＋C＝0．

点到直线的距离公式点

P（x0
 ，y0
 ）到直线l：Ax＋By＋C＝0的距离

[image: ]



【说明】
 　（1）点到直线的距离是直线上的点与直线外一点的连线的最短距离（这是从运动的观点看）．

（2）使用点到直线的距离公式的前提条件是：把直线方程先化为一般式方程．

两条平行直线间的距离公式

两平行线Ax＋By＋C1
 ＝0和Ax＋By＋C2
 ＝0的距离

[image: ]



【说明】
 　（1）两平行线间的距离是一条直线上任一点到另一条直线的距离，也可以看作是两条直线上各取一点，这两点间的最短距离．

（2）使用此公式的前提有二：一是把直线化成一般式，二是两直线中x，y的系数必须相同．

（3）与直线Ax＋By＋C＝0平行且距离为d的直线方程是

[image: ]


（4）与两平行直线Ax＋By＋C1
 ＝0和Ax＋By＋C2
 ＝0平行且距离相等的直线方程是

[image: ]


三条直线相交于一点的条件

判定三条直线共点的常用方法是：由其中两条直线的方程求出交点坐标，代入另一直线方程，如果适合，则三条直线共点；否则不共点．


解析法
 　通过建立坐标系，用代数方法研究几何图形性质的问题就是解析法．解析法揭示了数学中“数”和“形”的内在联系．

解析法证明几何问题的步骤是：①适当建立坐标系；②设立相关点的坐标，写出相关曲线的方程；③利用有关的概念、公式和几何图形的性质加以证明．

解析法证题（直线）的常用方法

（1）证线段的相等，线段的和、差、倍、分及线段的等比、等积关系时，主要用两点间的距离公式和点到直线的距离公式求出距离．

（2）证角相等，角的和、差、倍、分问题时，主要用交角公式，转证正切值相等．

（3）证两条直线垂直，主要用斜率公式，转证斜率之积等于-1．

（4）证两条直线平行，主要用斜率公式，转证斜率相等．

（5）证面积相等，主要用面积公式求出面积．

（6）证三点共线．

（7）证三线共点．

对称问题

1．“点关于点”的对称

点P（x1
 ，y1
 ）关于M（x0
 ，y0
 ）的对称点P′的坐标是P′（2x0
 -x1
 ，2y0
 -y1
 ）．

点P（x1
 ，y1
 ）关于坐标原点的对称点是P′（-x1
 ，-y1
 ）．

2．“点关于直线”的对称

（1）几种特殊位置的对称：

[image: ]


（2）一般情况下，可用以下方法求解．


例1
 　求点A（2，3）关于直线2x＋3y＝6的对称点．



解
 　设A′（x1
 ，y1
 ）为所求对称点，则AA′的中点[image: ]
 在直线上，且AA′与已知直线垂直．

∴　[image: ]


即　[image: ]


解得　[image: ]


故所求对称点的坐标为[image: ]




3．“直线关于点”的对称

直线关于点的对称直线一定是一条与已知直线平行的直线，由中点坐标公式可得．

直线Ax＋By＋C＝0关于点P（x0
 ，y0
 ）的对称直线方程是

[image: ]


即　Ax＋By-（2Ax0
 ＋2By0
 ＋C）＝0．

4．“直线关于直线”对称

（1）几种特殊位置的对称已知曲线

f（x，y）＝0，则它：

①关于x轴对称的曲线是f（x，-y）＝0；

②关于y轴对称的曲线是f（-x，y）＝0；

③关于原点对称的曲线是f（-x，-y）＝0；

④关于直线y＝x对称的曲线是f（y，x）＝0；

⑤关于直线y＝-x对称的曲线是

[image: ]


⑥关于直线x＝a对称的曲线是

[image: ]


⑦关于直线y＝b对称的曲线是

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）上述“直线关于点”，“直线关于直线”对称的结论对一般曲线也适合．

（Ⅱ）关于直线y＝x的对称直线还可以利用反函数来求．

（2）一般位置的对称

由平面几何知识可知，若直线a，b关于直线l对称，它们具有下列几何性质：

①若a，b相交，则l是a，b交角的平分线；

②若点A在直线a上，则A关于直线l的对称点B一定在直线b上，这时AB⊥l，并且AB的中点D在l上；

③a以l为轴旋转180°，一定与b重合．


例2
 　已知长方形的四个顶点A（0，0），B（2，0），C（2，1）和D（0，1）．一质点从AB的中点P0
 沿与AB夹角为θ的方向射到BC上的点P1
 后，依次反射到CD，DA和AB上的点P2
 ，P3
 和P4
 （入射角等于反射角）．设P4
 的坐标为（x4
 ，0），若1＜x4
 ＜2，则tanθ的取值范围是（　）

A．（[image: ]
 ，1）

B．（[image: ]
 ）

C．（[image: ]
 ）

D．（[image: ]
 ）



解法1
 　若[image: ]
 ，则P1
 ，P2
 ，P3
 ，P4
 分别为BC，CD，DA，AB的中点．

从而x4
 ＝1，与题设不符，故可排除A，B，D，应选C．


解法2
 　如图6-3，作出P0
 （1，0）关于BC的对称点E（3，0），点E关于CD的对称点F（3，2），点F关于DA的对称点G（-3，2）．

[image: ]
图6-3



由∠GP4
 A＝∠P1
 P0
 B＝θ，得

[image: ]


∵1＜x4＜2，∴[image: ]


∴[image: ]
 ．故选C．




例3
 　光线从A（-3，4）点射出，到x轴上的B点后，被x轴反射到y轴上的C点，又被y轴反射，这时反射光线恰好过点D（-1，6），求光线BC所在直线的斜率．



解
 　如图6-4，由镜面反射的对称原理可知，点A关于x轴的对称点A′在光线BC的反向延长线上，点D关于y轴的对称点D′在光线BC的延长线上，所以点A′，D′在直线BC上，

又由对称性可知，A′（-3，-4），D′（1，6），

所以直线BC的斜率[image: ]




[image: ]
图6-4




例4
 　已知集合[image: ]
 ，B＝｛（x，y）｜（a2
 -1）x＋（a-1）y＝15｝．当a取何实数时，[image: ]
 ？



解
 　集合A为去掉点（2，3）的一条直线，要A∩B＝[image: ]
 ，应讨论两直线平行，或B为[image: ]
 或B集合的直线过（2，3）的情形．

集合A、B分别为xOy平面上的点集：

l1
 ：（a＋1）x-y-2a＋1＝0　（x≠2），

l2
 ：（a2
 -1）x＋（a-1）y-15＝0，

由[image: ]
 得a＝±1．

①当a＝1时，显然有B＝[image: ]
 ，∴A∩B＝[image: ]
 ；

②当a＝-1时，集合A为直线y＝3（x≠2），集合B为直线[image: ]
 ，两直线平行，∴A∩B＝[image: ]
 ；

③由l1
 可知（2，3）[image: ]
 A，当（2，3）∈B时，即2（a2
 -1）＋3（a-1）-15＝0，可得[image: ]
 或-4，此时A∩B＝[image: ]
 ．

综上所述：当a＝-4，-1，1，[image: ]
 时，A∩B＝[image: ]
 ．




例5
 　在平面直角坐标系中，已知矩形ABCD的长为2，宽为1，AB，AD边分别在x轴、y轴的正半轴上，A点与坐标原点重合（图6-5）．将矩形折叠，使A点落在线段DC上．若折痕所在直线的斜率为k，试写出折痕所在直线的方程．

[image: ]
图6-5





解
 　设折叠后A在DC边上对应的点为A′，则折痕EF所在直线的斜率k≤0．

当k＝0时，A′与D重合，EF所在直线方程为

[image: ]


当k＜0时，EF垂直平分OA′，故直线OA′的方程为[image: ]
 当A′与C重合时，k＝-2．设OA′交EF于G点，则G点坐标为（[image: ]
 ）．

故EF所在直线的方程为[image: ]





例6
 　已知P到两个定点M（-1，0），N（1，0）的距离的比为[image: ]
 ，点N到直线PM的距离为1，求直线PN的方程．



解
 　设点P的坐标为（x，y），由题设[image: ]
 ，

即　[image: ]
 ，

整理得

[image: ]


∵点N到PM的距离为1，｜MN｜＝2，

∴∠PMN＝30°，

直线PM的斜率为[image: ]


直线PM的方程为

[image: ]


将②式代入①式，整理得x2
 -4x＋1＝0．

解得　[image: ]


代入②式，得点P的坐标为[image: ]
 或[image: ]
 [image: ]
 或[image: ]


直线PN的方程为y＝x-1或y＝-x＋1．




例7
 　如图6-6，求直线a：2x＋y-4＝0关于直线l：3x＋4y-1＝0对称的直线b的方程．

[image: ]
图6-6





解
 　由[image: ]
 解得a与l的交点E（3，-2），E点也在b上．

设直线b的斜率为k，又知直线a的斜率为-2，直线l的斜率为[image: ]


则　[image: ]
 ，

解得　[image: ]


代入点斜式得直线b的方程是[image: ]
 ，

即　2x＋11y＋16＝0．




例8
 　设k＞1，f（x）＝k（x-1）（x∈R
 ）在平面直角坐标系xOy中，函数y＝f（x）的图像与x轴交于A点，A点关于直线y＝x的对称点为B，并且函数y＝f（x）的图像与y＝x交于点P．已知四边形OAPB的面积为3，则k等于_____．



解
 　如图6-7，由题意知，k＞1，函数f（x）＝k（x-1）的图像是一条直线，与x轴交点A（1，0），∴B（0，1），∴[image: ]


[image: ]
图6-7



由[image: ]
 解得[image: ]


∴　P点坐标为[image: ]


又　AB⊥OP，得，

[image: ]
 ，

∴　[image: ]


即[image: ]
 ，

∴　[image: ]
 或[image: ]
 ，

解得[image: ]
 或[image: ]
 ，

∴　[image: ]






第七章　圆与方程


 §7.1　圆的方程

圆的定义

点集：｛M｜｜OM｜＝r｝，其中定点O为圆心，定长r为半径．

圆的标准方程

圆心在C（a，b），半径为r的圆的方程是

[image: ]


圆心在坐标原点，半径为r的圆的方程是

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）圆的标准方程中含有a，b，r三个独立的系数，因此，确定一圆需三个独立的条件．其中圆心是圆的定位条件，半径是圆的定形条件．

（Ⅱ）圆的标准方程的优点在于明确显示了圆心和半径．

圆的一般方程

当D2
 ＋E2
 -4F＞0时，二元二次方程

[image: ]


叫作圆的一般方程．圆心为（[image: ]
 ），半径是[image: ]


配方，将方程x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0化为

[image: ]


当D2
 ＋E2
 -4F＝0时，方程表示一个点

[image: ]


当D2
 ＋E2
 -4F＜0时，方程不表示任何图形．

【说明】　（1）圆的一般方程形式的特点：

①x2
 ，y2
 的系数相同且不等于零；

②不含xy项．

（2）形如Ax2
 ＋Bxy＋Cy2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0的方程表示圆的条件是：

①A＝C≠0；

②B＝0；

③[image: ]


几种特殊位置的圆的方程



	条件
	标准方程
	一般方程



	圆心在原点
	x2
 ＋y2
 ＝r2

	x2
 ＋y2
 ＋F＝0



	过原点
	（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝a2
 ＋b2

	x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＝0



	圆心在x轴上
	（x-a）2
 ＋y2
 ＝r2

	x2
 ＋y2
 ＋Dx＋F＝0



	圆心在y轴上
	x2
 ＋（y-b）2
 ＝r2

	x2
 ＋y2
 ＋Ey＋F＝0



	与x轴相切
	（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝b2

	x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0

（E≠0），D2
 -4F＝0



	与y轴相切
	（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝a2

	x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0

（D≠0），E2
 -4F＝0



	与x，y轴都相切
	（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝a2
 ，｜a｜＝｜b｜≠0
	x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0，

｜D｜＝｜E｜≠0，E2
 -4F＝0




【说明】　（1）明确特殊位置的圆的方程的形式，有利于快速解题．

（2）若方程x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0表示圆，则

①当F＝0时，圆过原点；

②当D＝0，E≠0时，圆心在y轴上，

当D≠0，E＝0时，圆心在x轴上；

③当D＝F＝0，E≠0时，圆与x轴相切于原点，

当E＝F＝0，D≠0时，圆与y轴相切于原点；

④当D2
 ＝E2
 ＝4F≠0时，圆与两坐标轴相切．

（3）在圆（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝r2
 （r＞0）中：

①当a2
 ＋b2
 ＝r2
 时，圆过原点；

②当｜a｜＝r时，圆与y轴相切，

当｜b｜＝r时，圆与x轴相切，

当｜a｜＝｜b｜＝r时，圆与两坐标轴相切；

③当｜a｜＝r，b＝0时，圆与y轴相切于原点，

当｜b｜＝r，a＝0时，圆与x轴相切于原点．

已知直径两端点的圆方程

以A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）为直径的两端点的圆方程是

（x-x1
 ）（x-x2
 ）＋（y-y1
 ）（y-y2
 ）＝0．


点与圆的位置关系
 　已知圆心C（a，b），半径为r，点M的坐标为（x0
 ，y0
 ），则

｜MC｜＜r[image: ]
 点M在圆C内，

｜MC｜＝r[image: ]
 点M在圆C上，

｜MC｜＞r[image: ]
 点M在圆C外．

其中　[image: ]


垂径定理的五个条件

在圆中，一直线具有：

①过圆心；②垂直弦；③平分弦；④平分弦所对的优弧；⑤平分弦所对的劣弧．在这五个条件中，由任意两个都可以推出另外三个．这一点在我们求解圆的方程中将经常使用．


待定系数法
 　先设出式子中的未知数，再根据条件求出未知系数，从而写出这个式子的方法，叫作待定系数法．

待定系数法的步骤：①由题意，设出标准方程；②列出关于a，b，r的方程；③解出a，b，r代入标准方程．


例1
 　已知圆C与圆（x-1）2
 ＋y2
 ＝1关于直线y＝-x对称，则圆C的方程是__________．



解
 　设圆心（1，0）关于直线y＝-x的对称点为（x，y），

则[image: ]
 解得[image: ]


故所求圆C的方程是x2
 ＋（y＋1）2
 ＝1．




例2
 　已知线段AB的端点B的坐标是（4，3），端点A在圆（x＋1）2
 ＋y2
 ＝4上运动，求线段AB的中点M的轨迹方程．



解
 　如图7-1，设点M的坐标是（x，y），点A的坐标是（x0
 ，y0
 ）．由于点B的坐标是（4，3），且M是线段AB的中点，所以[image: ]
 ，

于是有

[image: ]


[image: ]
图7-1



又点A在圆（x＋1）2
 ＋y2
 ＝4上运动，所以点A的坐标满足方程（x＋1）2
 ＋y2
 ＝4，

即[image: ]


把①代入②，得（2x-4＋1）2
 ＋（2y-3）2
 ＝4，

整理，得[image: ]


所以，点M的轨迹是以（[image: ]
 ）为圆心，半径为1的圆．




例3
 　已知方程x2
 ＋y2
 -2（t＋3）＋2（1-4t2
 ）y＋16t4
 ＋9＝0表示一个圆．

（1）求t的取值范围．

（2）若方程表示圆，则t为何值时，圆的半径最大？并求此圆的方程．



解
 　令D＝-2（t＋3），E＝2（1-4t2
 ），F＝16t4
 ＋9，

则上述方程变为x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0．

（1）若已知方程表示圆，应有D2
 ＋E2
 -4F＞0，即

4（t＋3）2
 ＋4（1-4t2
 ）2
 -4（16t4
 ＋9）＞0，整理，得7t2
 -6t-1＜0，

∴　[image: ]
 ＜t＜1．

∴　当t∈（[image: ]
 ，1）时，方程x2
 ＋y2
 -2（t＋3）x＋2（1-4t2
 ）y＋16t4
 ＋9＝0表示一个圆．

（2）若方程表示圆，则该圆的半径[image: ]
 [image: ]


∵　t∈（[image: ]
 ，1），∴当[image: ]
 时，[image: ]


此时[image: ]


∴　[image: ]
 ∴此时的圆心坐标为（[image: ]
 ）．

∴　此时的圆的方程为

[image: ]





 §7.2　直线、圆的位置关系

直线和圆的位置关系

1．直线和圆有相交、相切、相离三种位置关系

直线与圆相交[image: ]
 有两个公共点；

直线与圆相切[image: ]
 有一个公共点；

直线与圆相离[image: ]
 没有公共点．

2．直线和圆的位置关系的判定

（1）判别式法

联立直线与圆方程组成的方程组，消去一个未知量，得到关于另一未知量的一元二次方程，利用判别式Δ：


Δ＞0[image: ]
 直线与圆相交；

Δ＝0[image: ]
 直线与圆相切；

Δ＜0[image: ]
 直线与圆相离．



（2）利用圆心C（a，b）到直线Ax＋By＋C＝0的距离[image: ]
 与半径r的大小关系来判定：


d＜r[image: ]
 直线和圆相交；

d＝r[image: ]
 直线和圆相切；

d＞r[image: ]
 直线和圆相离．




【说明】
 　（1）判别式法也适用于直线与椭圆、双曲线、抛物线位置关系的判断．

（2）直线与圆相交，应抓住半径、弦心距、半弦长组成的直角三角形，可使解法简单．

（3）上述结论列表如下：



	关系
	相离
	相切
	相交



	二元二次方程组
	方程组无解
	方程组有一组解
	方程组有两组不同的解



	消元后的一元二次方程
	方程无实数根（Δ＜0）
	方程有两个相等的实数根（Δ＝0）
	方程有两个不相等的实数根（Δ＞0）



	圆心到直线的距离d与圆半径r的关系
	d＞r
	d＝r
	d＜r



	图示
	[image: ]

	[image: ]

	[image: ]





弦长的求法

直线与圆相交有两个交点，设弦长为L，弦心距为d，半径r，则有[image: ]
 ＝r2
 ，即半弦长、弦心距、半径构成直角三角形，数形结合，利用勾股定理得到弦长．

圆的切线

（1）过圆上一点的切线方程与圆

x2
 ＋y2
 ＝r2
 相切于点（x1
 ，y1
 ）的切线方程是

[image: ]


与圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 相切于点（rcosθ，rsinθ）的切线方程是

[image: ]


与圆（x-A）2
 ＋（y-B）2
 ＝r2
 相切于点（x1
 ，y1
 ）的切线方程是

[image: ]


与圆x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0相切于点（x1
 ，y1
 ）的切线方程是

[image: ]


综上所述，可按下列变形规则，直接将圆的方程改写为过圆上一点（x1
 ，y1
 ）的切线方程：

[image: ]


此结论的导出，所依据的是圆的切线的判定定理：过半径外端且垂直于半径的直线是圆的切线．

此结论也适用于椭圆、双曲线和抛物线．

（2）过圆外一点切线方程的求法设

P0
 （x0
 ，y0
 ）是圆（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝r2
 外一点，求过P0
 点的圆的切线．

方法1　设切点是P1
 （x1
 ，y1
 ），解方程组

[image: ]


求出切点P1
 的坐标，即可写出切线方程．

方法2　设切线方程是y-y0
 ＝k（x-x0
 ），即kx-y-kx0
 ＋y0
 ＝0，再由[image: ]
 求出待定系数k，就可写出切线方程．


【说明】
 　一般说来，方法2比较简便，但应注意，可能遗漏k不存在的切线．因此，当解出的k值唯一时，应观察图形，看是否有垂直于x轴的切线．

（3）已知斜率的切线方程　和圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 相切，且斜率为k的切线方程是[image: ]



圆的切线长
 　由圆x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0外一点P0
 （x0
 ，y0
 ）引圆的切线，切点是P1
 ，则切线长

[image: ]


自P0
 （x0
 ，y0
 ）引圆（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝r2
 的切线，则切线长等于

[image: ]



圆的切点弦
 　自圆外一点（x0
 ，y0
 ）引圆的两条切线，切点的连线叫作点（x0
 ，y0
 ）关于圆的切点弦．

点（x0
 ，y0
 ）关于圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 的切点弦所在直线的方程是

[image: ]


将切点弦方程x0
 x＋y0
 y＝r2
 和圆方程x2
 ＋y2
 ＝r2
 联立，所得的解就是切点坐标，可用以求过圆x2
 ＋y2
 ＝r2
 外一点所引两切线的切点．

切点弦的概念可推广到一般曲线．

圆与圆的位置关系

（1）两圆的位置关系有相离（外离、内含）、相切（外切、内切）和相交．

（2）判断两个圆的位置关系，有以下两种方法：

①利用圆心距和两圆半径比大小（几何法）．

设两圆　[image: ]


与　[image: ]


的圆心距为d［显然[image: ]
 ］，则



	位置关系
	关系式
	图像



	外离
	d＞r1
 ＋r2

	[image: ]




	外切
	d＝r1
 ＋r2

	[image: ]




	相交
	｜r1
 -r2
 ｜＜d＜r1
 ＋r2

	[image: ]




	内切
	｜r1
 -r2
 ｜＝d
	[image: ]




	内含
	d＜｜r1
 -r2
 ｜
	[image: ]





②利用两圆的交点进行判断（代数法）

设两圆的方程组成的方程组为

[image: ]


则此方程组：

有两组不同的实数解[image: ]
 两圆相交；

有两组相同的实数解[image: ]
 两圆相切；

无实数解[image: ]
 两圆相离．

公切线条数的确定

两圆的公切线的条数是由两圆的位置关系确定的，设两圆的圆心距为d，两圆的半径为r1
 ，r2
 ，则

当d＞r1
 ＋r2
 时，两圆相离，此时有四条公切线；

当d＝r1
 ＋r2
 时，两圆外切，连心线过切点，此时有三条公切线，有外公切线两条，内公切线一条；

当｜r1
 -r2
 ｜＜d＜r1
 ＋r2
 时，两圆相交，连心线垂直平分公共弦，有两条外公切线；

当｜r1
 -r2
 ｜＝d时，两圆内切，连心线过切点，此时只有一条公切线；

当d＜｜r1
 -r2
 ｜时，两圆内含，此时没有公切线．

两圆的公共弦

（1）定义　当两圆相交时，必有两个交点，那么过这两个交点的弦称为两圆的公共弦．

（2）公共弦所在直线方程设圆

[image: ]


若圆C1
 与C2
 相交，则③式为公共弦所在直线方程．

【注意】　若圆C1
 与C2
 相外（内）切时，则③式为内（外）公切线方程．若圆C1
 与C2
 相离［外离或内含，内含时（D1
 -D2
 ）2
 ＋（E1
 -E2
 ）2
 ≠0］时，则③式为与圆C1
 、C2
 相离的直线．

（3）公共弦长的求法两圆公共弦长的求法有两种：

方法1　将两圆的方程联立，解出两交点的坐标，利用两点间的距离公式求其长；

方法2　求出公共弦所在直线的方程，利用勾股定理解如图7-2所示的Rt△OAM，求出弦长．

[image: ]
图7-2




例1
 　已知圆C1
 ：x2
 ＋y2
 -10x-10y＝0，圆C2
 ：x2
 ＋y2
 ＋6x＋2y-40＝0相交于A，B两点，求弦AB的长．



解
 　方法1　由两圆的方程相减，消去二次项得到一个二元一次方程，此方程即为公共弦AB所在的直线方程4x＋3y-10＝0．

由[image: ]


解得[image: ]


∴A，B两点的坐标分别是（-2，6），（4，-2）．故[image: ]
 ＝10．

方法2　同方法1，先求出公共弦所在直线的方程：4x＋3y-10＝0．

过C1
 作C1
 D⊥AB于D．圆C1
 的圆心C1
 （5，5），半径[image: ]
 ，则C1
 D＝[image: ]
 [image: ]


方法3　∵圆C1
 的圆心C1
 （5，5），半径[image: ]
 ，圆C2
 的圆心C2
 （-3，-1），半径[image: ]
 ，又两圆的圆心距[image: ]
 ，可知四边形AC1
 BC2
 是正方形，可得AB＝10．




圆系
 　具有某一共同性质的圆的集合，叫作圆系．它们的方程叫作圆系方程．几种常用的圆系是

（1）同心圆系的方程为

（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝r2
 　（a，b为常数，r为参变数），

或　x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0　（D，E为常数，F为参变数，D2
 ＋E2
 -4F＞0）；

（2）圆心在x轴上的圆系方程为

（x-a）2
 ＋y2
 ＝r2


或　x2
 ＋y2
 ＋Dx＋F＝0　（D2
 -4F＞0）；

（3）圆心在y轴上的圆系方程为

x2
 ＋（y-b）2
 ＝r2


或　x2
 ＋y2
 ＋Ey＋F＝0　（E2
 -4F＞0）；

（4）过原点的圆系方程为

（x-a）2
 ＋（y-b）2
 ＝a2
 ＋b2


或　x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＝0（D2
 ＋E2
 ＞0）；

（5）过两已知圆C1
 ：x2
 ＋y2
 ＋D1
 x＋E1
 y＋F1
 ＝0和C2
 ：x2
 ＋y2
 ＋D2
 x＋E2
 y＋F2
 ＝0的交点的圆系方程为

x2
 ＋y2
 ＋D1
 x＋E1
 y＋F1
 ＋λ（x2
 ＋y2
 ＋D2
 x＋E2
 y＋F2
 ）＝0　（不含C2
 ），

[image: ]


其中λ为参变数．


【说明】
 　（Ⅰ）不论两圆C1
 ，C2
 是否相交，当λ≠-1时，方程①是一个圆系的方程，这些圆的圆心都在两圆的连心线上．

若C1
 与C2
 相交，则圆系①的圆过它们的交点；

若C1
 与C2
 相切，则圆系①的圆过它们的切点；

若C1
 与C2
 相离（外离或内含），则圆系①中的圆与两圆中的任何一圆都没有公共点（λ≠0时）．

（Ⅱ）当λ＝-1且（D1
 -D2
 ）2
 ＋（E1
 -E2
 ）2
 ≠0时，①式变为一条直线：

[image: ]


两圆相交，（*）为公共弦所在直线方程；两圆相切，（*）为公切线方程；两圆相离，直线（*）与两圆无公共点．


例2
 　如图7-3，自点A（-3，3）发出的光线l射到x轴上，被x轴反射，其反射光线所在直线与圆C：x2
 ＋y2
 -4x-4y＋7＝0相切，求光线l所在直线的方程．

[image: ]
图7-3





解
 　圆方程化为

[image: ]


它关于x轴对称的圆C′的方程是

[image: ]


设光线l所在直线的方程是y-3＝k（x＋3），

点C′（2，-2）到这条直线的距离等于1，即

[image: ]


整理得　[image: ]


解得[image: ]


故所求直线l的方程为

[image: ]


即　3x＋4y-3＝0　或　4x＋3y＋3＝0．




【说明】
 　本题还有下面一些解法：

（Ⅰ）先求A（-3，3）关于x轴的对称点A（-3，-3），设l′的方程为y＋3＝k（x＋3），再由圆心C（2，2）到l′的距离等于1求得k，据点斜式导出结果．

（Ⅱ）利用入射光线与反射光线间的斜率互为相反数．设直线l：y＝k（x＋3）＋3，l与x轴交点[image: ]
 ，直线l′的方程为[image: ]
 ．再由C（2，2）到l′的距离等于1求得k，据点斜式导出结果．


例3
 　已知圆满足：①截y轴所得的弦长为2；②被x轴分成两段圆弧，其弧长的比是3：1；③圆心到直线l：x-2y＝0的距离为[image: ]
 求该圆的方程．



解
 　设圆心为（a，b），半径为r，则由条件①得

[image: ]


由条件②知　r2
 ＝2b2
 ．

∴　a2
 ＋1＝2b2
 ，即2b2
 -a2
 ＝1．

设圆心到直线x-2y＝0的距离为[image: ]
 ，则[image: ]
 ，即a-2b＝±1．


解
 　由[image: ]
 得

[image: ]
 于是r2
 ＝2b2
 ＝2．

所求圆方程为　（x＋1）2
 ＋（y＋1）2
 ＝2

或（x-1）2
 ＋（y-1）2
 ＝2．




例4
 　如图7-4，圆O1
 与圆O2
 的半径都是1，O1
 O2
 ＝4，过动点P分别作圆O1
 、圆O2
 的切线PM，PN（M，N分别为切点），使得[image: ]
 ，试建立适当的坐标系，并求动点P的轨迹方程．

[image: ]
图7-4





解
 　以O1
 O2
 的中点O为原点，O1
 O2
 所在的直线为x轴，建立如图7-5所示的平面直角坐标系，则O1
 （-2，0），O2
 （2，0）．由已知[image: ]
 ，得PM2
 ＝2PN2
 ．

[image: ]
图7-5



因为两圆的半径均为1，所以[image: ]


设P（x，y），则

（x＋2）2
 ＋y2
 -1＝2［（x-2）2
 ＋y2
 -1］，

即（x-6）2
 ＋y2
 ＝33，所以所求轨迹方程为

（x-6）2
 ＋y2
 ＝33　（或x2
 ＋y2
 -12x＋3＝0）．




例5
 　已知圆x2
 ＋y2
 ＋x-6y＋m＝0与直线x＋2y-3＝0交于P，Q两点，O为坐标原点，问是否存在实数m，使OP⊥OQ，若存在，求出m的值，若不存在，说明理由．



解
 　设点P，Q的坐标为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）．

由OP⊥OQ，得

[image: ]


又（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ）是方程组

[image: ]


的两个根．

[image: ]


∵P，Q在直线x＋2y-3＝0上，

∴[image: ]


将③代入，得

[image: ]


将③④代入①，解得m＝3，代入方程②，检验Δ＞0成立，

∴m＝3．则存在m＝3使OP⊥OQ．




 §7.3　空间直角坐标系


空间直角坐标系
 　从空间一定点O引三条互相垂直且有相同单位长度的数轴x、y、z，就建立了空间直角坐标系Oxyz．


右手直角坐标系
 　在空间直角坐标系中，让右手拇指指向x轴的正方向，食指指向y轴的正方向，若中指指向z轴的正方向，则称这个坐标系为右手直角坐标系．以后学习中所建立的坐标系都应是右手直角坐标系．


坐标轴
 　在空间直角坐标系中，定点O叫作坐标原点，x轴、y轴、z轴都叫作坐标轴．


坐标平面
 　右手直角坐标系中的三条坐标轴，每两条确定一个坐标平面，分别称作xOy平面，yOz平面和zOx平面，这三个平面两两互相垂直，交线是坐标轴．


右手直角坐标系的画法
 　作空间直角坐标系Oxyz时，一般使∠xOy＝135°，∠xOz＝135°，∠yOz＝90°．y轴、z轴的单位长度相等，x轴上的单位长则等于y轴、z轴的单位长的[image: ]
 ，如图7-6．

[image: ]
图7-6



空间直角坐标系中点的坐标

如图7-7，设M为空间一个定点，过M分别作垂直于x轴、y轴、z轴的平面，依次交x轴、y轴、z轴于点P，Q，R．设点P，Q和R在x轴、y轴和z轴上的坐标分别为x，y，z．那么点M就对应唯一的有序数组（x，y，z），记作M（x，y，z）．其中x，y，z也可称为点M的坐标分量．

[image: ]
图7-7



反之，任意三个实数的有序数组（x，y，z），就能确定空间一个点的位置与之对应．我们可以在x轴、y轴、z轴上依次各取坐标为x，y，z的点P，Q，R，分别过P，Q，R各作一个平面，分别垂直于x轴、y轴、z轴，这三个平面的唯一的交点就是有序实数组（x，y，z）确定的点M．

这样，我们就在空间任意一点M与三个有序的实数组（点的坐标）之间，建立起一一对应的关系：M↔（x，y，z）．

其中x叫作点M的横坐标，也叫点M的x坐标；y叫作点M的纵坐标，也叫点M的y坐标；z叫作点M的竖坐标，也叫点M的z坐标．

xOy平面（通过x轴和y轴的平面）是坐标形如（x，y，0）的点构成的点集，其中x，y为任意实数；

yOz平面（通过y轴和z轴的平面）是坐标形如（0，y，z）的点构成的点集，其中y，z为任意实数；

xOz平面（通过x轴和z轴平面）是坐标形如（x，0，z）所构成的点集，其中x，z为任意实数．

x轴上的点的坐标是（x，0，0）；

y轴上的点的坐标是（0，y，0）；

z轴上的点的坐标是（0，0，z）．

三个坐标平面把空间分为八部分，每一部分称为一个卦限

在坐标平面xOy上方，分别对应坐标平面上四个象限的卦限，称为第Ⅰ、第Ⅱ、第Ⅲ、第Ⅳ卦限；在下方的卦限称为第Ⅴ、第Ⅵ、第Ⅶ、第Ⅷ卦限．

在每个卦限内，点的坐标各分量的符号是不变的．例如在第Ⅰ卦限内，三个坐标分量x，y，z都为正数；在第Ⅱ卦限内，x为负数，y，z为正数．

八个卦限中点的坐标符号分别为：

Ⅰ（＋，＋，＋）；Ⅱ（-，＋，＋）；Ⅲ（-，-，＋）；Ⅳ（＋，-，＋）；Ⅴ（＋，＋，-）；Ⅵ（-，＋，-）；Ⅶ（-，-，-）；Ⅷ（＋，-，-）．

空间两点间的距离公式设

P1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ，z2
 ），则

[image: ]


特别地，P（x，y，z）到原点的距离

[image: ]


空间中点坐标公式

空间中两点P1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ，z2
 ），则线段P1
 P2
 的中点M的坐标是

[image: ]


空间对称点设点

P（x，y，z）是空间直角坐标系中任意一点，有下面两个重要结论：

（1）点P关于坐标平面xOy、平面yOz、平面xOz的对称点P1
 ，P2
 ，P3
 的坐标分别为（x，y，-z），（-x，y，z），（x，-y，z）．

（2）点P关于x轴的对称点P1
 （x，-y，-z），关于y轴的对称点P2
 （-x，y，-z），关于z轴的对称点P3
 （-x，-y，z），关于原点的对称点P4
 （-x，-y，-z）．


例1
 　试求到两定点M（0，2，3）与N（0，1，4）距离相等的点P（x，y，z）的坐标满足的条件．



解
 　由｜PM｜＝｜PN｜得，

[image: ]


整理得　y-z＋2＝0．

此即为点P的坐标满足的条件．




例2
 　点P在坐标平面xOy内，A点的坐标为（-1，2，4），问满足条件PA＝5的点P的轨迹是什么？



解
 　设点P的坐标为（x，y，z）．

∵点P在坐标平面xOy内，∴z＝0．

∵[image: ]
 ，

即（x＋1）2
 ＋（y-2）2
 ＋（z-4）2
 ＝25，

∴点P在以点A为球心，半径为5的球面上，

∴点P的轨迹是坐标平面xOy与以点A为球心，半径为5的球面的交线，即在坐标平面xOy内的圆，且此圆的圆心即为A点在坐标平面xOy上的射影A′（-1，2，0）．

∵点A到坐标平面xOy的距离为4，球面半径为5，

∴在坐标平面xOy内的圆A′的半径为3．

∴点P的轨迹是圆（x＋1）2
 ＋（y-2）2
 ＝9，z＝0．
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第八章　算法初步


 §8.1　算法与程序框图

算法的概念

对一类问题的机械的、统一的求解方法，称为算法．但是本节要讲述的算法，主要是解决数学问题的算法．

在数学中，现代意义上的“算法”通常是指可以用计算机来解决的某一类问题的程序或步骤，这些程序或步骤必须是明确和有效的，而且能够在有限步之内完成．


【注意】
 　（1）算法可以理解为由基本运算及规定的运算顺序所构成的完整的解题步骤，或看成按要求设计好的有限的、确切的计算序列，并且这样的步骤或序列能够解决一类问题．

（2）通俗点说，算法就是计算机解题的过程．在这个过程中，无论是形成解题思路还是编写程序，都是在实施某种算法，前者是推理实现的算法，后者是操作实现的算法．

（3）描述算法可以有不同的方式．例如，可以用自然语言和数学语言加以叙述，也可以用算法语言给出精确的说明，或者用框图直观地显示算法的全貌．

算法的特点

对于某一个问题，找到了解决它的某种算法是指使用一系列运算规则能在有限步内求解某类问题，其中的每条规则必须是明确定义的、可行的，不能含糊其辞、模棱两可．我们过去学习的许多数学公式都是算法，加、减、乘、除运算法则以及多项式的运算法则也是算法．

算法可概括为以下几个特点．

（1）有穷性

一个算法的步骤序列是有限的，它应在有限步操作之后停止，而不能是无限的．

（2）确定性

算法中的每一步应该是确定的，并且能有效地执行且得到确定的结果，而不应当是模棱两可的．比如让学生求[image: ]
 的近似值却没有要求近似的精确度，不同的同学会得到不同的结果，或者说该问题根本不能求解．

（3）顺序性与正确性

算法从初始步骤开始，分为若干明确的步骤，每一个步骤只能有一个确定的后继步骤，前一步是后一步的前提，只有执行完前一步才能进行下一步，并且每一步都准确无误，才能解决问题．

（4）不唯一性

求解某一个问题的解法不一定是唯一的，对于一个问题可以有不同的算法．

（5）普遍性

很多具体的问题，都可以设计合理的算法去解决，如心算、计算器计算都要经过有限的、事先设计好的步骤加以解决．

设计算法的要求

（1）写出的算法，必须能解决一类问题［如：判断一个整数n（n＞1）是否为素数，求任意一个方程的近似解……］，并且能够重复使用．

（2）要使算法尽量简单、步骤尽量少．

（3）要保证算法正确，且计算机能够执行，如：让计算机计算1×2×3×4×5是可以做到的，但让计算机去执行“倒一杯水”、“替我理发”等则是做不到的．

（4）算法过程要能一步一步执行，每一步执行的操作，必须确切，不能含糊不清，而且在有限步后能得出结果．

程序框图（流程图）

程序框图又称流程图，是一种用规定的图形、指向线及文字说明来准确、直观地表示算法的图形．


【注意】
 　通常由图框和带箭头的流程线组成．其中图框表示各种操作的类型，图框中的文字和符号表示操作的内容，带箭头的流程线表示操作的先后次序．

构成程序框图（流程图）的图形符号及其作用

（1）终端框用“[image: ]
 ”（圆角矩形）表示，是任何流程图不可缺少的，表明算法的开始或结束．

（2）输入、输出框用“[image: ]
 ”（平行四边形）表示，可用在算法中任何需要输入、输出的位置，需要输入的字母、符号、数据都填在框内．

（3）处理框用“[image: ]
 ”（矩形）表示，算法中处理数据需要的算式、公式等可以分别写在不同的用以处理数据的处理框内；另外，对变量进行赋值时，也用到处理框．

（4）当算法要求你对两个不同的结果进行判断时，需要将实现判断的条件写在判断框内，判断框用“[image: ]
 ”（菱形）表示．

（5）一个算法步骤到另一个算法步骤用流程线连接．如果一个流程图需要分开来画，要在断开处画上连接点，并标出连接的号码（图8-1）．

[image: ]
图8-1



画程序框图（流程图）的规则

为了使大家彼此之间能够读懂各自画出的框图，必须遵守一些共同的规则：

（1）使用标准的框图符号；

（2）框图一般按从上到下、从左到右的方向画；

（3）除判断框外，大多数框图符号只有一个进入点和一个退出点，判断框是具有超过一个退出点的唯一的符号；

（4）一种判断是“是”与“否”两分支的判断，而且有且仅有两个结果，另一种是多分支判断，有几种不同的结果；

（5）在图形符号内描述的语言要非常简练、清楚．


【说明】
 　在具体绘制流程图时，要注意以下几点：

①流程线上要有标注执行顺序的箭头；

②判断框后边的流程线上应根据情况标注表示“是”或“否”的字母Y和N；

③图框内的内容包括累积变量初始值、计数变量初始值、累加值、前后两个变量的差值，对它们要仔细斟酌，不能有丝毫差错，否则会差之毫厘，谬以千里；

④判断框内内容的填写，有时大于等于，有时大于，有时小于，有时小于等于，它们的含义是各不相同的，要根据所选循环的类型，正确地进行选择．

算法的三种基本逻辑结构及其框图表示

（1）顺序结构

顺序结构是最简单的算法结构，语句与语句之间，框与框之间是按从上到下的顺序进行的，它由若干个依次执行的处理步骤组成，是任何一个算法都离不开的一种算法结构，可以用图8-2表示顺序结构的示意图，其中A和B两个框是依次执行的，只有在执行完A框所指定的操作后，才能接着执行B框所指定的操作．

[image: ]
图8-2



（2）条件结构（选择结构）

在一个算法中，经常会遇到一些条件的判断，算法的流程根据条件是否成立有不同的流向．这种先根据条件作出判断，再决定执行哪一种操作的结构称为条件结构（或称为分支结构、选择结构）．图8-3所示是一个条件结构，此结构中包含一个判断框，根据给定的条件p是否成立而选择执行A框或B框．请注意，无论p条件是否成立，只能执行A框或B框之一，不可能既执行A框又执行B框，也不可能A框、B框都不执行．无论走哪一条路径，在执行完A框或B框之后，脱离本条件结构．A或B两个框中，可以有一个是空的，即不执行任何操作．

[image: ]
图8-3



（3）循环结构

需要重复执行同一操作的结构称为循环结构，即从某处开始，按照一定条件反复执行某一处理步骤．反复执行的处理步骤称为循环体．

【注意】　①循环结构中一定包含条件结构；

②在循环结构中，通常都有一个起循环计数作用的变量，这个变量的取值一般都含在执行或中止循环体的条件中．

（4）三种基本结构的共同特点

①只有一个入口．

②只有一个出口，请注意一个菱形判断框有两个出口，而一个条件结构只有一个出口，不要将菱形框的出口和条件结构的出口混为一谈．

③结构内的每一部分都有机会被执行到，也就是说对每一个框来说都应当有一条从入口到出口的路径通过它．像图8-4中的A，没有一条从入口到出口的路径通过它，就是不符合要求的程序框图（流程图）．

[image: ]
图8-4



④结构内不存在死循环，即无终止的循环．像图8-5就是一个死循环．在程序框图（流程图）中是不允许有死循环出现的．

[image: ]
图8-5　



三种基本逻辑结构的这些共同特点，也是检查一个程序框图（流程图）或算法是否正确、合理的方法和试金石．


例1
 　选择合适的结构，写出下列问题的算法，并绘制相应的程序框图（流程图）．

（1）求半径为4的球的表面积和体积．

（2）求分段函数[image: ]
 的函数值．

（3）计算：1＋4＋7＋10＋13＋16＋19＋22＋25＋28＋31＋34＋37．



分析
 　（1）可直接利用公式S＝4πr2
 和[image: ]
 ，并利用顺序结构，使问题解决；（2）由于函数在三段区间上的函数解析式不同，因此必须采用条件结构，根据x范围不同而选取相应的解析式；（3）由于加数较多，逐个相加，采用顺序结构虽然能够进行到底，但由于算法太长，此法不可取，故可采用循环结构解决问题．


解
 　（1）的算法如下：

第一步：使r＝4；

第二步：S＝4πr2
 ；

第三步：[image: ]


第四步：输出S，V．

相应的程序框图（流程图）如图8-6所示．

[image: ]
图8-6



（2）的算法如下：

第一步：输入x；

第二步：如果x＜0，则使y＝2x-1，输出y，否则执行第三步；

第三步：如果x＜1，则使y＝x2
 ＋1，输出y，否则执行第四步；

第四步：y＝x3
 ＋2x；

第五步：输出y．

相应的程序框图（流程图）如图8-7所示．

[image: ]
图8-7



（3）的算法如下：

第一步：S＝0；（或S←0）

第二步：i＝1；（或i←1）

第三步：S＝S＋i；（或S←S＋i）

第四步：i＝i＋3；（或i←i＋3）

第五步：如果i＞37，则输出S；否则转到第三步，执行第三步，第四步，第五步．相应的程序框图（流程图）如图8-8所示．



[image: ]
图8-8




例2
 　画出求12
 -22
 ＋32
 -42
 ＋…＋992
 -1002
 的值的算法的程序框图（流程图）．



分析
 　这是一个有规律的求和问题，故可用循环结构进行算法设计，但考虑到其中正负号间隔，奇数项为正，偶数项为负，因此可再利用条件结构对此进行判断．


解
 　算法的程序框图（流程图）如图8-9所示．



[image: ]
图8-9




【注意】
 　解决一些有规律的计算问题，往往可以利用循环结构，如果还有其他条件，则可再结合条件结构设计算法．


 §8.2　基本算法语句

伪代码

（1）伪代码定义

伪代码是介于自然语言和计算机语言之间的文字和符号，是表达算法的简单而实用的方法．

它如同一篇文章，自上而下地写下来，每一行（或几行）表示一个基本操作，它不用图形符号，因而书写方便，格式紧凑，也比较好懂，便于向计算机语言（即程序）过渡．

（2）伪代码的书写原则计算机语言中具有的语句关键字用英文表示，其他的可用汉字表示．总之以便于书写和阅读为原则，用伪代码写算法并无固定的、严格的语法规则．只要把意思表达清楚，并且书写的格式要写成清晰易读的形式．

（3）伪代码的特点

伪代码书写格式比较自由，可以随手写下去，容易表达出设计者的思想，同时用伪代码写的算法容易修改，例如加一行、删一行或将后面某一部分调到前面某一位置都是很容易做到的；而这些都是应用流程图表示算法所不便处理的，但伪代码的缺点是它不像用流程图表达那样直观．因而在进行算法设计时，要针对具体的问题，选择更加合适的算法，这是学习算法的重点，也是难点．

输入语句

（1）输入语句的一般格式是INPUI“提示内容”；变量


或“Read a，b”表示输入的数据依次送给a、b．

（2）输入语句的作用是实现算法的输入信息功能．

（3）“提示内容”提示用户输入什么样的信息，如“INPUI a＝，b＝，c＝”；“a，b，c”．当我们依次输入了1，2，3，程序在运行时把输入的值依次赋给a，b，c，即a＝1，b＝2，c＝3．

（4）变量是指程序在运行时其值是可以变化的量，如（3）中的a，b，c便是变量．我们可以通俗地把一个变量比喻成一个盒子，盒子内可以存放数据，可随时更新盒子内的数据．

（5）输入语句要求输入的值只能是具体的常数，不能是函数、变量或表达式．例如输入200/2，40*5，80-45，90＋19等都不行．

（6）提示内容与变量之间用分号“；”隔开，若输入多个变量，变量与变量之间用“，”隔开．

输出语句

（1）输出语句的一般格式是PRINI“提示内容”；表达式


如：“PRINI x”表示输出运算结果x．“PRINI x，y”表示依次输出运算结果x、y．

（2）输出语句的作用是实现算法的输出结果功能．

（3）“提示内容”提示用户输出什么样的信息，如“PRINI‘S＝’；S”是提示输出的结果S＝？．

（4）表达式是指程序要输出的数据．

（5）输出语句可以输出常量、变量、表达式的值以及字符，如PRINI 3＋5；PRINI 8；PRINI A；PRINI“SIUDENI”．

赋值语句

（1）赋值语句的一般格式是变量＝表达式
 或变量←表达式


（2）赋值语句的作用是将表达式所代表的值赋给变量．

（3）赋值语句中的“＝”或“←”称作赋值号，而不是“等号”，例如：a＝b（a←b，表示将b的值赋给a，而不是说a和b相等．赋值号的左右两边不能对换，赋值语句是将赋值号右边的表达式的值赋给赋值号左边的变量，例如a＝b（a←b）表示用b的值代替变量a原先的值，不能写为b＝a（或b←a），因为b＝a（或b←a）表示用a的值代替变量b原先的值．

（4）格式中右边“表达式”可以是一个数据、常量或算式，如果“表达式”是一个算式时，赋值语句的作用是先计算出“＝”（“←”）右边表达式的值，然后将该值赋给“＝”（“←”）左边的变量．如a＝1，b＝2，c＝a＋b是指先计算a＋b的值3，然后赋给c，而不是将a＋b赋给c．

（5）赋值语句左边只能是变量名字，而不是表达式，如x＝5（x←5）是对的，5＝x（5←x）是错误的，A＋B＝C（A＋B←C）也是错误的，而C＝A＋B（C←A＋B）是正确的．

（6）不能利用赋值语句进行代数式的演算（如化简、因式分解等），如y＝x2
 -1＝（x-1）（x＋1），这是不能实现的，在赋值语句中的赋值号右边的表达式中的每一个“变量”都必须事先赋给确定的值，在一个赋值语句中只能给一个变量赋值，不能出现两个或多个“＝”（“←”）．如a＝b＝5（a←b←5）是错误的．

（7）对于一个变量可以多次赋值，如a＝5，a＝7，a＝9（a←5，a←7，a←9），则执行后a的值是9，变量的值可以多次赋出，如A＝5，B＝A，C＝A（A←5，B←A，C←A），最后执行时C的值仍然是5．

（8）赋值号与数学中的等号的意义是不同的，赋值号左边的变量如果原来没有值，则执行赋值语句后，获得一个值，如果已有值，则执行该语句时，以赋值号右边表达式的值代替该变量的原值，即将原值“冲掉”．如：N＝N＋1（N←N＋1），在数学中是不成立的，但在赋值语句中，意思是将N的原值加1再赋给N，此时左边N的值就是原来N的值加1，如N原来是7，则N＝N＋1（N←N＋1）后，N的值变为8．


条件语句
 　算法中表达条件结构的语句叫作条件语句．


条件语句的格式
 　条件语句的一般格式有两种：

IF-IHEN-ELSE语句和IF-IHEN语句．

IF-THEN-ELSE语句

（1）IF-IHEN-ELSE语句的一般格式为

[image: ]


（2）在IF-IHEN-ELSE语句中，“条件”表示判断的条件，“语句1”表示满足条件时执行的操作内容，“语句2”表示不满足条件时执行的操作内容，ENDIF表示条件语句的结束．计算机在执行时，首先对IF后的条件进行判断，如果条件符合，就执行IHEN后面的语句1；若条件不符合，就执行ELSE后面的语句2．

（3）该语句对应的程序框图（流程图）如图8-10所示．

[image: ]
图8-10



IF-THEN语句

（1）IF-IHEN语句的一般格式是

[image: ]


（2）“条件”表示判断的条件，“语句”表示满足条件时执行的操作内容，条件不满足时，结束程序，ENDIF表示条件语句的结束．计算机在执行时首先对IF后的条件进行判断，如果条件符合，就执行IHEN后边的语句，若条件不符合，则直接结束该条件语句，转而执行其他语句．

（3）该语句对应的程序框图（流程图）如图8-11所示．

[image: ]
图8-11




循环语句
 　算法中实现循环结构的语句叫作循环语句．

循环语句的一般形式当型

（WHILE）循环语句和直到型（UNIIL）循环语句．

WHILE语句

（1）WHILE语句的一般格式是

[image: ]


（2）计算机执行此程序时，遇到WHILE语句，先判断条件是否成立，如果成立，则执行WHILE和WEND之间的循环体，然后再判断上述条件，再次执行循环体，这个过程反复执行，直到某一次不符合条件为止，这时不再执行循环体，将跳到WEND语句后，执行WEND后面的语句．

（3）WHILE语句对应的基本框图（当型循环）如图8-12所示．

[image: ]
图8-12



UNTIL语句

（1）UNIIL语句的一般格式是

[image: ]


（2）计算机执行UNIIL语句时，先执行DO和LOOP UNIIL之间的循环体，然后判断条件是否成立，如果不成立，执行循环体．这个过程反复执行，直到某一次符合条件为止，这时不再执行循环体，跳出循环体执行LOOP UNIIL后面的语句．

（3）UNIIL语句对应的基本框图（直到型）如图8-13所示．

[image: ]
图8-13



当型循环与直到型循环的区别

（1）当型循环先判断后执行，直到型循环先执行后判断．

（2）当型循环用WHILE语句，直到型循环用UNIIL语句．

（3）对同一算法来说，当型循环和直到型循环的条件互为反条件．

苏教版教材在“循环语句”的叙述上略有不同（本质一样），现整理如下（含后面例题）．

1．循环语句的格式

当循环的次数已经确定，可用“For”语句表示．

“For”语句的一般形式是ForIFrom“初值”Io“终值”SteP“步长”…End For．

当循环次数不能确定时，可用“While”语句来实现循环．

“While”的一般形式是WhileA…End While．

其中A表示判断执行循环的条件．

2．循环体

在“For”语句中，在“For”和“EndFor”之间缩进的步骤称为循环体．

在While语句中，在“While”和“End While”之间缩进的步骤称为循环体．

【说明】

（Ⅰ）“While”语句的特点：

“前测试”，即先判断后执行，若初始条件不成立，则一次也不执行循环体中的内容．任何一种需要重复处理的问题都可以用这种前测试循环来实现．

（Ⅱ）“For”语句的特点：

首先把初值赋给循环变量，记下终值和步长，并比较初值和终值，如果初值超过了终值，就执行EndFor后面的语句，否则开始执行For语句下面的语句，执行到EndFor语句时，计算机让循环变量增加一个步长值，然后用增值后的循环变量值与终值相比较，如果没有超过终值，就再次执行For语句后面的语句．


例1
 　用循环语句书写求[image: ]
 的算法伪代码，并画出相应的流程图（程序框图）．



解
 　根据算法分析，可得到求解问题的算法如下：

S1　S←0；

S2　i←1；

S3　[image: ]
 ；

S4　i←i＋1

S5　如果i≤1000，则返回S3，重新执行S3、S4、S5，否则输出S．相应的流程图如图8-14所示．

[image: ]
图8-14



相应的伪代码如下：



[image: ]



例2
 　某市公用电话（市话）的收费标准为：3分钟之内（包括3分钟）收取0.30元；超过3分钟，每分钟按0.10元收费．设计一个算法根据通话时间计算话费．



解
 　算法如下

S1　输入通话时间t；

S2　如果0＜t≤3，则y←0.3，否则y←0.1t；

S3　输出话费y．

相应流程图如图8-15所示，相应的伪代码如下：



[image: ]
图8-15
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例3
 　编写一个程序，对于函数

[image: ]
 ，输入x的值，输出相应的函数值．



解
 　根据算法分析，可得解决问题的算法如下：

S1　输入x；

S2　如果x＜1，则y←x，输出y，否则，执行S3；

S3　如果1≤x＜10，则y←2x-1，输出y，否则执行S4；

S4　y←3x-11；

S5　输出y．

相应流程图如图8-16所示．

[image: ]
图8-16



相应伪代码如下：



[image: ]



【注意】
 　在求分段函数的函数值时，由于自变量x的值不同时其函数值的求法不同，故先对x的值进行判断，根据其具体的值选择不同的计算方法，故用条件语句进行算法设计．


 §8.3　算法案例

辗转相除法

（1）所谓辗转相除法，就是对于给定的两个数，用较大的数除以较小的数．若余数不为零，则将余数和较小的数构成新的一对数，继续上面的除法，直到大数被小数除尽，则这时的较小的数就是原来两个数的最大公约数．

（2）算法步骤（以求两正整数a，b的最大公约数为例）：

第一步：输入两个正整数a，b（a＞b）；

第二步：把a÷b的余数赋予r；

第三步：如果r≠0，那么把b赋予a，把r赋予b，转到第二步；否则转到第四步；

第四步：输出最大公约数b．

（3）程序框图如图8-17所示．

[image: ]
图8-17



（4）程序：

[image: ]


更相减损术

（1）所谓更相减损术就是对于给定的两个不全为偶数的数，以两数中较大的数减去较小的数，然后将差和较小的数构成一对新数，再用较大的数减去较小的数，反复执行此步骤直到差和较小的数相等，此时相等的两数便为原两数的最大公约数．

（2）算法步骤：（以求a，b两整数的最大公约数为例，a、b不全为偶数）

第一步：输入两个正整数a，b（a＞b）；

第二步：若a不等于b，则执行第三步，否则执行第五步；

第三步：把a-b的差赋予r；

第四步：如果b＞r，则把b赋予a，把r赋予b；否则把r赋予a，执行第二步；

第五步：输出最大公约数b．

（3）程序框图如图8-18所示．

[image: ]
图8-18



（4）程序：

[image: ]



【说明】
 　辗转相除法的理论依据是：由a[image: ]
 得a，b与b，r有相同的公约数；更相减损术的理论依据是：由a-b＝r[image: ]
 ，得a，b与b，r有相同的公约数，所以，它们有相同的理论依据，只不过一个用除法，另一个用减法表达罢了．

秦九韶算法

（1）特点：通过一次式的反复计算，逐步得出高次多项式的值，对于一个n次多项式，只需做n次乘法和n次加法即可．

（2）算法步骤：

设[image: ]
 ，将其改写为

[image: ]


第一步：计算最内层an
 x＋an-1
 的值，将an
 x＋an-1
 的值赋给一个变量v1
 （为方便将an
 赋予变量v0
 ）；

第二步：计算（an
 x＋an-1
 ）x＋an-2
 的值，可以改写为v1
 x＋an-2
 ，将v1
 x＋an-2
 的值赋给一个变量v2
 ；

依此类推，即每一步的计算之后都赋予一个新值vk
 k，即从最内层的括号到最外层括号的值依次赋予变量v1
 ，v2
 ，v3
 ，…，vk
 ，…，vn
 ．第n步所求值vn
 ＝vn-1
 x＋a0
 即为所求多项式的值．


【注意】
 　上述求值过程应用了以下公式：[image: ]


（3）程序框图如图8-19所示．

[image: ]
图8-19



（4）程序：

[image: ]


进位制

（1）先将非十进制数转化为十进制，再与其他进制转化．注意十进制数的中间作用．

（2）进位制之间的转化，注意十进制数的桥梁作用，不要将两个非十进制数直接转化．

（3）十进制和二进制之间互化，将二进制化为十进制数只要先把二进制数写成不同位上数字与2的幂的乘积之和的形式，再按照十进制数的运算规则计算出结果．此算法可以将k进制数转换为十进制数，只需要更换基数．


孙子剩余定理
 　我国《算经十书》之一《孙子算经》中记载：“今有物不知其数，三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二．问物几何？答曰：二十三．”自从《孙子算经》中提出这个“物不知数”问题之后，它便引起了人们很大的兴趣，南宋数学家秦九韶对此加以推广，又发现了一种新的算法，叫“大衍求一术”．这种解法后来传入欧洲，欧洲学者发现此解法和高斯的解法本质上是一致的．人们将这种问题的通用解法称为“孙子剩余定理”或“中国剩余定理”．这个定理在近代数学和电子计算机程序设计中有着广泛的应用．

【说明】

“孙子问题”相当于求关于x、y、z的不定方程组[image: ]
 的正整数解．

设所求的数为m，根据题意m应同时满足下列3个条件：

（1）m被3除后余2，即m≡2（mod 3）；

（2）m被5除后余3，即m≡3（mod 5）；

（3）m被7除后余2，即m≡2（mod 7）；

因此，可以让m＝2开始检验条件，若3个条件中有任何一个不满足，则m递增1，一直到m同时满足3个条件为止．


最大公约数
 　a与b的最大公约数m，是指m是a的约数，又是b的约数，即m首先是a，b的公约数，且若n也是a，b的公约数，则m≥n，于是称m是a与b的最大公约数．


例1
 　阅读下边（图8-20）的程序框图，若输入的n是100，则输出的变量S和T的值依次是（　）

A．2500，2500

B．2550，2550

C．2500，2550

D．2550，2500

[image: ]
图8-20





解
 　这是一个用循环结构设计的程序框图，其作用是分别求100＋98＋…＋4＋2和99＋97＋…＋3＋1的值，并输出．

∴S＝100＋98＋…＋4＋2＝2550，

T＝99＋97＋…＋3＋1＝2500．故选D．




例2
 　如果执行下面的程序框图（图8-21），那么输出的S＝　（　）

A．2450

B．2500

C．2550

D．2652

[image: ]
图8-21





解
 　依题意

[image: ]


故选C．



例3　已知函数f（x）＝x2
 -5，写出求方程f（x）＝0在［2，3］上的近似解（精确到0.001）的算法程序，并画出程序框图．



解
 　本题可用二分法求解．设x1
 ＝2，x2
 ＝3，[image: ]


步骤如下：

第一步：x1
 ＝2，x2
 ＝3；

第二步：m＝（x1
 ＋x2
 ）/2；

第三步：计算f（m），如果f（m）＝0，则输出m；如果大于0，则x2
 ＝m，否则x1
 ＝m；

第四步：若｜x2
 -x1
 ｜＜0.001输出m，否则转到第二步．

程序框图如图8-22所示：



[image: ]
图8-22




例4
 　平面上一条直线将平面分成2块，2条直线最多将平面分成4块，设n条直线最多将平面分成fn
 块，可以证明fn
 满足关系式fn＋1
 ＝fn
 ＋n＋1（n≥1）．写出应用此关系式求f10
 的算法伪代码．



解
 　算法伪代码如下



[image: ]



例5
 　已知函数[image: ]
 求f（f（x））．写出算法伪代码并画出算法流程图．



解
 　算法流程图如图8-23所示．

[image: ]
图8-23



伪代码如下



[image: ]




第九章　统计


 §9.1　随机抽样


统计的基本思想
 　用样本估计总体．


总体
 　我们所要考察的对象的全体叫作总体．


个体
 　总体中每一个考察的对象叫作个体．


样本
 　从总体中按一定的方式抽取的一部分个体叫作总体的一个样本．


样本容量
 　样本中所含个体的数目叫作样本容量．

简单随机抽样

一般地，设一个总体含有N个个体，从中逐个不放回地抽取n个个体作为样本（n≤N），如果每次抽取时总体内的各个个体被抽到的机会都相等，就把这种抽样方法叫作简单随机抽样．

例如：一个布袋里有6个同样质地的小球，从中不放回地抽取3个小球．第一次抽取时，6个小球中的每一个被抽到的机会是均等的．所以每个小球都有1/6的机会被抽到；第2次抽取时，余下的5个小球中的每一个都有1/5的机会被抽到；第3次抽取时，余下的4个小球中的每一个都有1/4的机会被抽到．这就是说每次抽取时各个小球都有相同的机会被抽到．这种得到样本的方法就是简单随机抽样法．这样抽取的样本，叫作简单随机样本．

简单随机抽样的特点

（1）它要求抽取样本的总体的个体数有限；

（2）它是从总体中逐个地进行抽取；

（3）它是一种不放回抽样；

（4）它是等可能抽样，即每次抽取时每个个体被抽到的机会相同．

简单随机抽样的方法

最常用的简单随机抽样方法有两种——抽签法和随机数表法．

1．抽签法（抓阄法）

抽签法就是把总体中的N个个体编号，把号码写在号签上，将号签放在一个容器中，搅拌均匀后，每次从中抽取一个号签，连续抽取n次，就得到一个容量为n的样本．

用抽签法从容量为N的总体中抽取一个容量为n的样本的步骤为：

①给总体中的所有个体编号（号码可以从1到N）；

②将1～N这N个号码写在形状、大小相同的号签上（号签可以用小球、卡片、纸条等制作）；

③将号签放在一个不透明的容器中，搅拌均匀；

④从容器中每次抽取一个号签，并记录其编号，连续抽取n次；

⑤从总体中将与抽到的签的编号相一致的个体取出．

2．随机数表法

用抽签法抽取样本时，编号的过程有时可以省略（如用已有编号），但制签的过程就难以省去了，而且，制签也比较麻烦，简化制签过程的一个有效办法就是制作一个表，其中的每个数都是用随机方法产生的，这样的表称为随机数表．于是，我们只需按一定的规则到随机数表中选取号码就可以了．这种抽样方法叫随机数表法．

用随机数表法抽取样本的步骤：

①将总体中的所有个体编号（每个号码位数一致）；

②在随机数表中任选一个数作为开始；

③从选定的数开始按一定的方向读下去，得到的数码若不在编号中，则跳过；若在编号中则取出，得到的数码若在前面已经取出，也跳过．如此进行下去，直到取满为止；

④根据选定的号码抽取样本．

随机数表法的特点：

优点：简单易行．它很好地解决了用抽签法当总体中的个体数较多时制签难的问题．

缺点：当总体中的个体数很多，需要的样本容量也很大时，用随机数表法抽取样本仍不方便．

系统抽样

将总体分成均衡的几个部分，然后按照预先定出的规则，从每一部分抽取一些个体，得到所需要的样本，这样的抽样叫作系统抽样．

系统抽样的步骤

假设从容量为N的总体中抽取容量为n的样本，可按下列步骤进行系统抽样：

（1）先将总体的N个个体编号．有时可直接利用个体自身所带的号码，如学号、准考证号、门牌号等；

（2）确定分段间隔k，对编号进行分段．当N/n（n是样本容量）是整数时，取k＝N/n；

（3）在第一段用简单随机抽样确定第一个个体编号m（m≤k）；

（4）按照一定的规则抽取样本．通常是将m加上间隔k得到第二个个体编号（m＋k），再加k得到第3个个体编号（m＋2k），依次进行下去，直到获取整个样本．


【注意】
 　当N／n不是整数时，令k＝［N／n］，那先从总体中用简单随机抽样的方法剔除N－nk个个体，再将其余的编号均分成k段．

系统抽样的特点

（1）适用于总体容量较大的情况；

（2）剔除多余个体及第一段抽样都用简单随机抽样，因而与简单随机抽样有密切联系；

（3）是等可能抽样，每个个体被抽到的可能性都是n／N．

分层抽样

一般地，在抽样时，将总体分成互不交叉的层，然后按照一定的比例，从各层独立地抽取一定数量的个体，将各层取出的个体合在一起作为样本，这种抽样的方法就叫作分层抽样．

分层抽样的操作步骤

（1）将总体按一定标准进行分层；

（2）计算各层的个体数与总体的个体数的比；

（3）按各层个体数占总体的比确定各层应抽取的样本容量；

（4）在每一层进行抽样（可用简单随机抽样或系统抽样）．

分层抽样的特点

（1）适用于总体由差异明显的几部分组成的情况；

（2）更充分地反映了总体的情况；

（3）等可能抽样，每个个体被抽到的可能性都是[image: ]
 ．

三种抽样方法的比较

[image: ]


简单随机抽样、系统抽样、分层抽样的共同特点是在抽样过程中每一个个体被抽取的概率相等，体现了这些抽样方法的客观性和公平性．其中简单随机抽样是最简单和最基本的抽样方法，在进行系统抽样和分层抽样时都要用到简单随机抽样方法，抽样方法经常交叉起来应用，对于个体数量很大的总体，可采用系统抽样，系统中的每一均衡部分，又可采用简单随机抽样．


例1
 　一个总体中有100个个体，随机编号为0，1，2，…，99，依编号顺序平均分成10个小组，组号依次为1，2，3，…，10．现用系统抽样方法抽取一个容量为10的样本，规定如果在第1组随机抽取的号码为m，那么在第k组中抽取的号码个位数字与m＋k的个位数字相同．若m＝6，则在第7组中抽取的号码是_____．


解
 　由题设知，若m＝6，则在第7组中抽取的号码个位数字与13的个位数字相同，而第7组中数字编号顺次为60，61，62，63，…，69，故在第7组中抽取的号码是63．


例2
 　某社区有600个家庭，其中高收入家庭120户，中等收入家庭420户，低收入家庭60户．为调查社会购买力的某项指标，要从中抽取一个容量为100的样本，记作①；某学校高中二年级有15名男篮球运动员，要从中选出3人调查学习负担情况，记作②．那么完成上述两项调查应采用的取样方法是（　）

A．①简单随机抽样，②系统抽样

B．①分层抽样，②简单随机抽样

C．①系统抽样，②分层抽样

D．①分层抽样，②系统抽样


答案
 　B


例3
 　一个单位有职工160人，其中业务人员96人，管理人员40人，后勤服务人员24人，为了了解职工的某种情况，要从中抽取一个容量为20的样本，按下述三种方法：

①将160人从1至160编号，然后用白纸做成有1至160号的签放入箱内拌匀，从中抽取20个签，与签号相应的20个人被选出；

②将160人从1至160编号，按编号顺序分成20组，每组8人，号码分别为1～8号、9～16号、…、153～160号，先从第1组中用抽签方法抽出k（0＜k＜9）号，其余组的（k＋8n）号（n＝1，2，…，19）亦被抽到，如此抽到20人；

③按20：160＝1：8的比例，从业务人员中抽取12人，管理人员中抽取5人，后勤服务人员中抽取3人．都用随机数表法从各类人员中抽取所需的人数，他们合在一起恰好是20人．

上述三种抽样方法中，按简单随机抽样法、分层抽样法、系统抽样法抽样的顺序是（　）

A．①②③

B．③②①

C．②①③

D．①③②


答案
 　D


例4
 　某初级中学有学生270人，其中一年级108人，二、三年级各81人，现要利用抽样方法取10人参加某项调查，考虑选用简单随机抽样、分层抽样和系统抽样三种方案．使用简单随机抽样和分层抽样时，将学生按一、二、三年级依次统一编号为1，2，…，270；使用系统抽样时，将学生统一随机编号为1，2，…，270，并将整个编号依次分为10段．如果抽得号码有下列四种情况：

①7，34，61，88，115，142，169，196，223，250；

②5，9，100，107，111，121，180，195，200，265；

③11，38，65，92，119，146，173，200，227，254；

④30，57，84，111，138，165，192，219，246，270．

关于上述样本的下列结论中，正确的是（　）

A．②③都不能为系统抽样

B．②④都不能为分层抽样

C．①④都可能为系统抽样

D．①③都可能为分层抽样


解
 　①②③符合分层抽样的比例，①③等距离抽样为系统抽样．故选D．


例5
 　某单位最近组织了一次健身活动，活动分为登山组和游泳组，且每个职工至多参加其中一组，在参加活动的职工中，青年人占42.5％，中年人占47.5％，老年人占10％．登山组的职工占参加活动总人数的[image: ]
 ，且该组中，青年人占50％，中年人占40％，老年人占10％．为了了解各组不同年龄层次的职工对本次活动的满意程度，现用分层抽样方法从参加活动的全体职工中抽取一个容量为200的样本，试确定：

（1）游泳组中，青年人、中年人、老年人分别所占的比例；

（2）游泳组中，青年人、中年人、老年人分别应抽取的人数．


解
 　（1）设登山组人数为x，游泳组中青年人、中年人、老年人各占比例分别为a，b，c，则有[image: ]
 ，解得b＝50％，c＝10％．

故a＝100％－50％－10％＝40％，即游泳组中，青年人、中年人、老年人各占比例分别为40％、50％、10％．

（2）游泳组中，抽取的青年人数为200×[image: ]
 ×40％＝60（人）；抽取的中年人数为200×[image: ]
 ×50％＝75（人）；抽取的老年人数为200×[image: ]
 ×10％＝15（人）．


 §9.2　用样本估计总体


频数
 　落在各小组内的数据的个数叫作频数．


频率
 　每小组的频数与数据总数的比值叫作这一小组的频率．


频率分布表
 　当总体很大或不便于获得时，可以用样本的频率分布估计总体的频率分布．我们把反映总体频率分布的表格称为频率分布表．

频率分布表的制作

编制频率分布表可以按下列步骤进行．

第一步：计算数据中最大值与最小值的差，即全距，据此，决定组数和组距，组距＝[image: ]
 ．要根据数据的多少来确定分组的数目，一般来说，数据越多，组数越多．

第二步：分组，通常对组内数值所在区间取左闭右开区间，最后一组取闭区间，并且使分点比数据多一位小数．

第三步：登记频数，计算频率，列出频率分布表．如下表．



	分组
	频数累计
	频数
	频率



	 
	 
	 
	 



	 
	 
	 
	 



	┆
	┆
	┆
	┆




这个表叫作频率分布表．


频率分布直方图
 　频率分布直方图能直观清楚地反映数据在各个范围内的分布情况，从而全面、准确、细致地反映事物的属性．

画频率分布直方图的主要步骤

（1）求极差（即一组数据中最大值与最小值的差）

（2）决定组距与组数

组距和组数的确定没有固定的标准，常常需要一个尝试和选择的过程．将数据分组时，组数应力求合适，以使数据的分布规律能较清楚地呈现出来．组数太多或太少，都会影响我们了解数据的分布情况．当然，数据分组的组数与样本容量有关，一般样本容量越大，所分组数越多．当样本容量不超过100时，按照数据的多少，常分成5～12组．

组距是指每个小组的两个端点之间的距离．

为了方便，组距的选择应力求“取整”．

[image: ]


（3）将数据分组

决定分点．使分点比数据多一位小数，并且把第1小组的下限略去，或把第1组的起点稍微减小一点，目的是使样本数据落在每一个组内部．

（4）列频率分布表

（5）画频率分布直方图

图中每个小长方形的面积表示相应各组的频率，即

[image: ]
 ．

这样，频率分布直方图就以面积的形式反映了数据落在各个小组的频率的大小．在频率分布直方图中，各小长方形的面积的总和等于1．

频率分布折线图

连接频率分布直方图中各小长方形上端的中点，就得到频率分布折线图总体密度曲线．

一般地，当总体中的个体数较多时，抽样时样本容量就不能太小，随着样本容量的增加，作图时所分的组数也在增加，相应的频率折线图会越来越接近于一条光滑曲线，称这条光滑曲线为总体密度曲线．

总体密度曲线反映了总体分布，即反映了总体在各个范围内取值的概率．根据这条曲线，总体在（a，b）内取值的百分率就是总体密度曲线与直线x＝a，x＝b及x轴所围成图形的面积．

茎叶图

统计中还有一种被用来表示数据的图叫作茎叶图．茎是指中间的一列数，叶是从茎的旁边生长出来的数．

茎叶图只便于表示两位有效数字的数据，它有以下两个突出优点：

（1）统计图上没有原始信息的损失；

（2）可随时记录，方便记录与表示．

在样本数据较少时，用茎叶图表示数据的效果较好，但当样本数据较多时，茎叶图就显得不太方便了．

几种表示频率分布的方法的优点与不足

（1）频率分布表在数量表示上比较确切，但不够直观、形象，分析数据分布的总体态势不太方便．

（2）频率分布直方图能够很容易地表示大量数据，非常直观地表明分布的形状，使我们能够看到在分布表中看不清楚的数据模式．但是从直方图本身得不出原始的数据内容，也就是说，把数据表示成直方图后，原有的具体数据信息就被抹掉了．

（3）频率分布折线图的优点是它反映了数据的变化趋势．如果样本容量不断增大，分组的组距不断缩小，那么折线图就趋向于总体分布的密度曲线．

（4）用茎叶图刻画数据有两个优点：一是所有的信息都可以从这个茎叶图中得到；二是茎叶图便于记录和表示，能够展示数据的分布情况．但当样本数据较多或数据位数较多时，茎叶图就显得不太方便了．

频率分布与相应的总体分布的关系

频率分布随着样本容量的增大更加接近总体分布，当样本容量无限增大且分组的组距无限缩小时，频率分布折线图就会变成一条光滑曲线——反映总体分布的密度曲线．

基于频率分布与相应总体分布的关系，在通常情况下并不知道一个总体的分布，因此我们常常是从总体中抽取一个样本，用样本的频率去估计相应的总体分布．


例1
 　观察新生婴儿的体重，其频率分布直方图如图9－1所示，则新生婴儿体重在（2700，3000）内的频率为（　）

A．0.001

B．0.1

C．0.2

D．0.3

[image: ]
图9－1




解
 　由图可知[image: ]
 ，

∴频率＝0.001×300＝0.3．故选D．


例2
 　一个社会调查机构就某地居民的月收入调查了10000人，并根据所得数据画了样本的频率分布直方图（图9－2），为了分析居民的收入与年龄、学历、职业等方面的关系，要从这10000人中再用分层抽样的方法抽出100人作进一步调查，则在［2500，3000）（元）月收入段应抽出_____人．


解
 　在［2500，3000）月收入段应抽出

[image: ]
 ．应填25．

[image: ]
图9－2




例3
 　根据某水文观测点的历史统计数据，得到某条河流水位的频率分布直方图（图9－3），从图中可以看出，该水文观测点平均至少100年才遇到一次的洪水的最低水位是（　）

[image: ]
图9－3



A．48m

B．49m

C．50m

D．51m


解
 　本题的关键是要注意“区间的开闭与概率的大小没有关系”，也就是说49可在两个不同频率的区间上，当然选择最大的那个频率；而“至少100年才遇到一次”也就是频率要等于[image: ]
 ．故选C．


例4
 　图9－4（a）是某县参加2007年高考的学生身高条形统计图，从左到右的各条形表示的学生人数依次记为A1
 ，A2
 ，…，A10
 ［如A2
 表示身高（单位：cm）在［150，155）内的学生人数］．图9－4（b）是统计图甲中身高在一定范围内学生人数的一个算法流程图．现要统计身高在160～180cm（含160cm，不含180cm）的学生人数，那么在流程图中的判断框内应填写的条件是（　）

A．i＜6

B．i＜7

C．i＜8

D．i＜9

[image: ]
图9－4




解
 　依题意，输出结果应该是A4
 ＋A5
 ＋A6
 ＋A7
 ．由于i的初始值为4，由此判断框中应填i＜8．故选C．


 §9.3　总体特征数的估计


总体特征数
 　能反映总体某种特征的量称为总体特征数．


众数
 　在样本数据中，频率分布最大值所对应的样本数据．


中位数
 　在样本数据中，累积频率为0.5时所对应的样本数据值（累积频率：样本数据小于某一数值的频率叫作该数值点的累积频率）


平均数
 　对于n个数据a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ，则称[image: ]
 为这n个数的平均数（或均值），一般记作[image: ]
 ．


【注意】
 （1）一组数据的平均数，使各数与平均数的差的平方和最小，因而能较好地反映数据的波动情况，即反映了一组数据的集中趋势．

（2）若取值为a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 的频率分别为p1
 ，p2
 ，p3
 ，…，pn
 ，则其平均数为a1
 p1
 ＋a2
 p2
 ＋a3
 p3
 ＋…＋an
 pn
 ．

（3）通常，我们是用样本平均数去估计总体平均数，样本容量越大，这种估计的可靠性越高；样本的抽取越具有典型性，这种估计的可靠性也越高．但在实际中，样本容量的确定既要根据实际问题的需要，又要考虑现实的可能性以及付出代价的大小．

众数、中位数、平均数与频率分布直方图的关系

众数在样本数据的频率分布直方图中，就是最高矩形的中点的横坐标．

在频率分布直方图中，中位数左边和右边的直方图的面积应该相等，由此可以估计中位数的值，所以由频率分布直方图得到的中位数估计值往往与样本的实际中位数值不一致．

平均数显然是频率分布直方图的“重心”．在频率分布直方图中，平均数是直方图的平衡点．

三种数字特征的优缺点

①众数体现了样本数据的最大集中点，但它对其他数据信息的忽视使得无法客观地反映总体特征．

②中位数是样本数据所占频率的等分线，它不受少数几个极端值的影响，这在某些情况下是优点，但它对极端值的不敏感有时也会成为缺点．

③由于平均数与每一个样本的数据有关，所以任何一个样本数据的改变都会引起平均数的改变，因此，平均数可以反映出更多的关于样本数据全体的信息．


极差
 　一组数据中的最大值与最小值的差称为极差，极差的大小可以反映该组数据集中与分散的程度，但两组数据的集中程度差异不大时，不宜就此得出结论．


方差
 　在一组数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 中，各数据与它们的平均数[image: ]
 的差的平方的平均数，叫作这组数据的方差（样本方差），通常用s2
 表示，即

[image: ]



方差的计算
 　①基本公式

[image: ]
 　（Ⅰ）

②简化计算公式[image: ]
 ．　（Ⅱ）

也可写成[image: ]
 ，此公式的记忆方法是：方差等于原n数据平方的平均数减去平均数的平方．

③简化计算公式[image: ]


当一组数据中的数据较大时，可以仿照简化平均数的计算方法，将每个数据同时减去一个与它们的平均数接近的常数a，得到一组新数据x′1
 ＝x1
 －a，x′2
 ＝x2
 －a，…，x′n
 ＝xn
 －a，那么，[image: ]
 ，也可写成s2
 ＝[image: ]
 ，记忆方法是：方差等于新数据平方的平均数减去新数据平均数的平方

④原数据x1
 ，x2
 ，…，xn
 的方差与新数据x′1
 ＝x1
 －a，x′2
 ＝x2
 －a，…，x′n
 ＝xn
 －a的方差相等，也就是说，根据方差的基本公式，可以求得x′1
 ，x′2
 ，…，x′n
 的方差s′2
 就是原数据x1
 ，x2
 ，…xn
 的方差s2
 ．

标准差

方差的算术平方根叫作这组数据的标准差（总体方差），用“s”表示，即

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）标准差（总体方差）是一个非负实数，而（样本）方差是一个随机变量，两者有根本差别．

（Ⅱ）标准差、方差的取值范围：［0，＋∞）．

（Ⅲ）标准差、方差为0时，样本各数据全相等，表明数据没有波动幅度，数据没有离散性．

方差和标准差的意义

方差和标准差都是用来描述一组数据波动情况的特征数，常用来比较两组数据的波动大小、离散程度，我们所研究的仅是这两组数据的个数相等、平均数相等或比较接近时的情况．

方差较大的波动较大，方差较小的波动较小．


【说明】
 　（Ⅰ）方差的单位是原数据的单位的平方，标准差的单位与原数据的单位相同，不要漏写单位或写错单位．

（Ⅱ）求方差有三个计算公式，要根据所给数据的特点，灵活选用最为简便的公式计算，选用的原则是以减轻运算量为准，当数据较小时，可直接利用方差的简化公式（Ⅰ）计算；当数据较大时，可建立一组对应的新数据，再利用简化公式（Ⅱ）计算．

（Ⅲ）利用方差或标准差可以比较平均数相同的两组数据集中与分散的程度

（Ⅳ）标准差也是反映一组数据波动情况的特征数，而且描述两组数据的波动大小采用方差或标准差实际上是等价的．因为“[image: ]
 ”．但是在用笔计算的前提下，计算方差较好，因为少开一次平方，但由于方差的计算不论应用哪个公式，计算过程都相当麻烦，因此，在计算时通常考虑用计算器来计算，在使用计算器计算时，标准差多开一次平方，也不会太麻烦，它的单位与原数据的单位是相同的，弥补了方差的单位是原数据单位平方的缺陷．

样本平均数、标准差对总体平均数、标准差的估计

现实中的总体所包含的个体数往往是很多的，总体的平均数与标准差是不知道（或不可求）的．如何求得总体的平均数与标准差呢？通常的做法是用样本的平均数与标准差去估计总体的平均数与标准差．


例1
 　某人5次上班途中所花的时间（单位：分钟）分别为x，y，10，11，9．已知这组数据的平均数为10，方差为2，则｜x－y｜的值为（　）

A．1

B．2

C．3

D．4


解
 　[image: ]


又[image: ]
 ，

∴　（x－10）2
 ＋（y－10）2
 ＝8，

即x2
 ＋y2
 －20（x＋y）＋200＝8．

∴　x2
 ＋y2
 －200＝8．

∴　x2
 ＋y2
 ＝208．

由①知（x＋y）2
 ＝x2
 ＋y2
 ＋2xy＝400．

∴　2xy＝192．

∴　｜x－y｜2
 ＝x2
 ＋y2
 －2xy＝208－192＝16．

∴　｜x－y｜＝4，故选D．


例2
 　某高校有甲、乙两个数学建模兴趣班，其中甲班40人，乙班50人，现分析两个班的一次考试成绩，算得甲班的平均成绩是90分，乙班的平均成绩是81分，则该校数学建模兴趣班的平均成绩是_____分．


解
 　平均成绩[image: ]
 ．应填85．


例3
 　在一次歌手大奖赛上，七位评委为某歌手打出的分数如下：

9.4　8.4　9.4　9.9　9.6　9.4　9.7

去掉一个最高分和一个最低分后，所剩数据的平均值和方差分别是（　）

A．9.4，0.484

B．9.4，0.016

C．9.5，0.04

D．9.5，0.016


解
 　数据的平均值[image: ]


方差s2
 ＝[image: ]
 ［（9.4－9.5）2
 ＋（9.4－9.5）2
 ＋（9.6－9.5）2
 ＋（9.4－9.5）2
 ＋（9.7－9.5）2
 ］＝0.016．故选D．


例4
 　期中考试以后，班长算出了全班40人数学成绩的平均分为M，如果把M当成一个同学的分数，与原来的40个分数一起，算出这41个分数的平均值为N，那么M：N为（　）

A．[image: ]


B．1

C．[image: ]


D．2


解
 　[image: ]
 ．

∴　M：N＝1，故选B．


例5
 　甲、乙两种冬小麦试验品种连续5年的平均单位面积产量如下（单位：t／hm2
 ）．

[image: ]


试根据这组数据估计哪一种小麦的产量比较稳定．


解
 　甲品种的平均数为10．

样本方差[image: ]
 ＝［（9.8－10）2
 ＋（9.9－10）2
 ＋（10.1－10）2
 ＋（10－10）2
 ＋（10.2－10）2
 ］÷5＝0.02．

乙品种的平均数也是10．

样本方差[image: ]
 ＝［（9.4－10）2
 ＋（10.3－10）2
 ＋（10.8－10）2
 ＋（9.7－10）2
 ＋（9.8－10）2
 ］÷5＝0.244．

∵　[image: ]
 ，即[image: ]
 ．

∴　甲种小麦的产量比较稳定．


 §9.4　变量间的相关关系

变量之间存在着的两种关系

（1）函数关系

函数关系是一种确定性的关系，例如圆的面积S＝πr2
 ，面积S与半径r之间就是一种确定性关系，对于自变量半径的每一个确定的值，都有唯一确定的面积的值与之相对应．

（2）相关关系

相关关系就是指变量之间有一定的联系，但不能完全用函数来表达．如人的体重与身高的关系．一般来说，身高越高，体重越重，但不能用一个函数来严格地表示身高与体重之间的关系．


【说明】
 　在现实生活中，相关关系是到处都存在的，从某种意义上来讲，函数关系可以看作是一种理想的关系模型，而相关关系则是一种非常普遍的关系，研究和学习相关关系，不仅可以使我们能够处理更为广泛的数学问题，还可以使我们对函数关系的认识再上升到一个新的高度．

相关关系与函数关系的异同点

相同点：两者均是指两个变量的关系．

不同点：①函数关系是一种确定的关系，相关关系是一种非确定的关系．函数关系是两个非随机变量的关系，而相关关系是非随机变量与随机变量的关系．

②函数关系是一种因果关系，而相关关系不一定是因果关系，也可能是伴随关系．

相关关系的分析方向

由于相关关系的不确定性，在寻找变量间相关关系的过程中，统计发挥非常重要的作用．我们可以通过收集大量的数据，在对数据进行统计分析的基础上，发现其中的规律，对它们的关系作出判断．

两个变量的线性相关

（1）回归分析

对具有相关关系的两个变量进行统计分析的方法叫回归分析．通俗地讲，回归分析是寻找相关关系中非确定性关系的某种确定性．

（2）散点图

将n个数据点（xi
 ，yi
 ）（i＝1，2，…，n）描在平面直角坐标系中，以表示具有相关关系的两个变量的一组数据的图形叫作散点图．

散点图形象地反映了各对数据的密切程度．

（3）正相关、负相关

从散点图可以看到点散布的位置是从左下角到右上角的区域．一个变量的值由小变大时，另一个变量的值也由小变大，这种相关称为正相关．

反之，如果两个变量的散点图中，点散布的位置是从左上角到右下角的区域．即一个变量的值由小变大时，另一个变量的值由大变小，这种相关称为负相关．

[image: ]
图9－5




【注意】
 　如果关于两个变量统计数据的散点图呈现如图9－5的形状，则这两个变量之间不具有相关关系．例如，学生的身高与学生的数学成绩没有相关关系．

利用散点图可以判断变量之间有无相关关系．

回归直线方程

（1）回归直线方程的思想方法

①回归直线：观察散点图的特征，发现各点大致分布在一条直线的附近，就称这两个变量之间具有线性相关的关系，这条直线叫作回归直线．

②最小二乘法：设与n个观测点（xi
 ，yi
 ）（i＝1，2，…，n）最接近的直线方程为[image: ]
 （注意它与表示一次函数的习惯写法y＝ax＋b相反；[image: ]
 表示y的估算值）．其中a，b是待定系数．当变量x取xi
 （i＝1，2，…，n）时，可以得到：

[image: ]
 ，

∴　yi
 －[image: ]
 i
 ＝yi
 －（bxi
 ＋a）（i＝1，2，…，n）．

记[image: ]
 （[image: ]
 为连加符号）

上式展开后，是一个关于a，b的二次多项式，应用配方法，可求出使Q取得最小值时a，b的值，即：

[image: ]


其中[image: ]
 ．

如此得到的方程[image: ]
 叫作回归直线方程，相应的直线叫作回归直线，由于[image: ]
 ，故巧合的是：（xi
 ，yi
 ）（i＝1，2，…，n）的中心点（[image: ]
 ）在回归直线上．x0
 处的估计值为[image: ]
 ．

上述求回归直线的方法，是使得样本数据的点到它的距离的平方和最小．由于平方又叫二乘方，所以这种使“偏差平方和为最小”的方法，叫作最小二乘法．

（2）回归直线方程的求法

据最小二乘法的公式，利用计算器或计算机，可以方便地求出回归方程．

（3）利用回归直线对总体进行估计

利用回归直线，我们可以进行预测．若回归直线方程为[image: ]
 ，则x＝x0
 处的估计值为：[image: ]
 ．

样本相关系数

[image: ]


叫作变量y与x之间的样本相关系数，简称相关系数．

相关系数被用来衡量变量y与x之间的线性相关程度

｜r｜≤1，且｜r｜越接近于1，相关程度越大；｜r｜越接近于0，相关程度越小．


例1
 　为了考查两个变量x和y之间的线性关系，甲、乙两位同学各自独立做了10次和15次试验，并且利用线性回归方法，求得回归直线分别为l1
 、l2
 ，已知两人得到的试验数据中，变量x和y的数据的平均值都相等，且分别都是s，t，那么下列说法正确的是（　）

A．直线l1
 和l2
 一定有公共点（s，t）

B．直线l1
 和l2
 相交，但交点不一定是（s，t）

C．必有直线l1
 ∥l2


D．l1
 和l2
 必定重合


解
 　线性回归直线方程为[image: ]
 ，而[image: ]
 ，即a＝t－bs，t＝bs＋a．

∴　（s，t）在回归直线上

∴　直线l1
 和l2
 一定有公共点（s，t）．故选A．


例2
 　对于线性相关系数r，叙述正确的是（　）

A．｜r｜∈（0，＋∞），｜r｜越大，相关程度越大，反之，相关程度越小

B．｜r｜∈（－∞，＋∞），r越大，相关程度越大，反之，相关程度越小

C．｜r｜≤1，且｜r｜越接近于1，相关程度越大；｜r｜越接近于0，相关程度越小

D．以上说法都不对


答案
 　C


例3
 　工人工资（元）依劳动生产率（千元）变化的回归方程为[image: ]
 ，下列判断正确的是（　）

A．劳动生产率为1000元时，工资为80元

B．劳动生产率提高1000元时，工资提高80元

C．劳动生产率提高1000元时，工资提高130元

D．当月工资250元时，劳动生产率为2000元


解
 　回归直线斜率为80，所以x每增加1，[image: ]
 增加80，即劳动生产率提高1000元时，工资提高80元．故选B．


例4
 　下表提供了某厂节能降耗技术改造后生产甲产品过程中记录的产量x（吨）与相应的生产能耗y（吨标准煤）的几组对照数据：

[image: ]


（1）请画出上表数据的散点图；

（2）请根据上表提供的数据，用最小二乘法求出y关于x的线性回归方程[image: ]
 ；

（3）已知该厂技改前100吨甲产品的生产能耗为90吨标准煤，试根据（2）求出的线性回归方程，预测生产100吨甲产品的生产能耗比技改前降低多少吨标准煤？


解
 　（1）由题设所给数据，可得散点图如图9－6．

[image: ]
图9－6



（2）由对照数据，计算得：

[image: ]


已知[image: ]
 ，所以，由最小二乘法确定的回归方程的系数为：

[image: ]


因此，所求的线性回归方程为y＝0.7x＋0.35．

（3）由（2）的回归方程及技改前生产100吨甲产品的生产能耗，得降低的生产能耗为：

90－（0.7×100＋0.35）＝19.65（吨标准煤）．



第十章　概率


 §10.1　随机事件的概率


随机现象
 　在一定条件下，事先就能断定发生或不发生某种结果，这种现象就是确定性现象．如（1）导体通电，发热（必然发生）；（2）异性电荷，互相排斥（必定不发生）．

在一定条件下，某种现象可能发生，也可能不发生，事先不能断定出现哪种结果，这种现象就是随机现象．如（1）掷一次骰子，向上一面的点数是6；（2）买一张体育彩票，中奖．


试验
 　对于某种现象，如果能让其条件实现一次，就是进行了一次试验．


事件
 　试验的每一种可能的结果，叫作一个事件．


必然事件
 　我们把在条件S下，一定会发生的事情，叫作相对于条件S的必然事件，简称必然事件．


不可能事件
 　在条件S下，一定不会发生的事件，叫作相对于条件S的不可能事件，简称不可能事件．


确定事件
 　必然事件与不可能事件统称为相对于条件S的确定事件，简称为确定事件．


随机事件
 　在条件S下可能发生也可能不发生的事件，叫作相对于条件S的随机事件，简称随机事件．


事件及其表示方法
 　确定事件和随机事件，一般用大写字母A，B，C，…表示．

随机试验

一个试验如果满足下述条件：

（1）试验可以在相同的情形下重复进行；

（2）试验的所有结果是明确可知的，但不止一个；

（3）每次试验总是出现这些结果中的一个，但在一次试验之前却不能确定这次试验会出现哪一个结果．

像这样的试验是一个随机试验．


频数与频率
 　在相同条件下重复n次试验，观察某一事件A是否出现，称n次试验中事件A出现的次数nA
 为事件A出现的频数，称事件A出现的比值[image: ]
 为事件A出现的频率．且0≤[image: ]
 ≤1．

（1）频数＝频率×总次数；

（2）频率是概率的近似值．


概率
 　对于给定的随机事件A，如果随着试验次数的增加，事件A发生的频率fn
 （A）稳定在某个常数上，把这个常数称为事件A的概率，简称为A的概率．记作P（A）．

一般地，如果随机事件A在n次试验中发生了m次，当试验的次数n很大时，则称事件A发生的频率[image: ]
 叫作事件A发生的概率的近似值，即[image: ]
 ．

概率是频率的稳定值．


【注意】
 　（Ⅰ）概率从数量上反映一个事件发生的可能性的大小．

（Ⅱ）概率的定义，实际也是求一个事件概率的基本方法．

（Ⅲ）记随机事件A在n次试验中发生了nA
 次，那么有0≤nA
 ≤n，于是有0≤P（A）≤1．

（Ⅳ）必然事件的概率为1，不可能事件的概率为0．

事件的包含关系

如果事件A发生，则事件B一定发生，这时我们就说事件B包含事件A，记作B⊇A（或A⊆B）．

[image: ]
图10－1




【说明】
 　（1）与集合类比，B包含A，可用图10－1表示．

（2）不可能事件记作∅，显然C⊇∅（C为任一事件）．

（3）事件A也包含于事件A，即A⊆A．

相等事件

如果B⊇A，且A⊇B，那么称事件A与事件B相等，记作A＝B．

（1）两个相等的事件A、B总是同时发生或同时不发生．

（2）所谓A＝B，就是A、B是同一个事件，有些时候在验证两个事件是否相等时，是非常有用的，在许多情况中可以说是唯一的一种方法．

并（和）事件

若某事件发生当且仅当事件A发生或事件B发生，则称此事件为事件A与事件B的并事件（或称A与B的和事件）记作A∪B（或A＋B）．

[image: ]
图10－2



（1）与集合定义类似，并事件可用图10－2表示．

（2）事件A与事件B的并事件等于事件B与事件A的并事件，即A∪B＝B∪A．


【注意】
 　并事件具有三层意思：事件A发生，事件B不发生；事件A不发生，事件B发生；事件A、B同时发生，即事件A、B中至少有一个发生．

交（积）事件

若某事件发生当且仅当事件A发生且事件B发生，则称此事件为事件A与事件B的交事件（或称积事件），记作A∩B（或AB）．

[image: ]
图10－3



（1）用集合形式表示，如图10－3所示．

（2）事件A与事件B的交事件等于事件B与事件A的交事件，即A∩B＝B∩A．

互斥事件

若A∩B为不可能事件，即为A∩B＝∅，那么称事件A与事件B互斥．

（1）A、B互斥是指事件A与事件B在一次试验中不会同时发生．

（2）如果事件A与B是互斥事件，那么A与B两事件同时发生的概率为0．

[image: ]
图10－4



（3）与集合类比，可用图10－4表示．

（4）推广：如果事件A1
 ，A2
 ，…，An
 中的任何两个都互斥，就称事件A1
 ，A2
 ，…，An
 彼此互斥，从集合角度看，n个事件彼此互斥是指各个事件所含结果的集合彼此不相交．

对立事件

若A∩B为不可能事件，A∪B为必然事件，那么事件A与事件B互为对立事件．

（1）事件A与B对立是指事件A与事件B在一次试验中有且仅有一个发生．事件A与事件B在一次试验中不会同时发生．

（2）对立事件是针对两个事件来说的，一般地，两个事件对立，则两个事件必是互斥事件；反之，两事件是互斥事件，未必是对立事件．

（3）对立事件是一种特殊的互斥事件，若A与B是对立事件，则A与B互斥且A∪B（或A＋B）为必然事件．

（4）从集合角度看，事件A的对立事件是全集中由事件A所含结果组成的集合的补集．

[image: ]
图10－5



（5）与集合类比，可用图10－5表示．

（6）在一次实验中，事件A与它的对立事件只能发生其中之一，并且也必然发生其中之一．

概率的几条基本性质

（1）任何事件A的概率　0≤P（A）≤1；

（2）若A⊆B，则P（A）≤P（B）；

（3）概率的加法公式

当事件A与B互斥时，

P（A＋B）＝P（A）＋P（B）．

如果事件A1
 ，A2
 ，…，An
 彼此互斥，那么P（A1
 ＋A2
 ＋…＋An
 ）＝P（A1
 ）＋P（A2
 ）＋…＋P（An
 ），即彼此互斥事件和的概率等于概率的和．

对立事件的概率

若事件A、B互为对立事件，则A∪B为必然事件，∴P（A∪B）＝1．

若事件A、B为对立事件，则

P（A）＋P（B）＝1，P（A）＝1－P（B）．


 §10.2　古典概型


基本事件
 　试验结果是有限个，且每个事件都是随机事件的事件称为基本事件．


【注意】
 　（1）基本事件是试验中不能再分的最简单的随机事件，其他事件可以用它们来表示；

（2）所有的基本事件都有有限个；

（3）每个基本事件的发生都是等可能的．


等可能基本事件
 　若在一次试验中，每个基本事件发生的可能性都相等，则称这些基本事件为等可能基本事件．

基本事件有如下的特点

（1）任何两个基本事件是互斥的．一次试验中，只可能出现一种结果，即产生一个基本事件，即基本事件不可能同时发生，因而任何两个基本事件是互斥的．

（2）任何事件都可以表示成基本事件的和．

相对于基本事件，由两个以上基本事件组成的随机事件称为复杂事件．

古典概型

我们把具有：①试验中所有可能出现的基本事件只有有限个；②每个基本事件出现的可能性相等，具有以上两个特点的概率模型称为古典概率模型，简称古典概型．


【注意】
 　一个试验是否为古典概型，在于这个试验是否具有古典概型的两个特征——有限性和等可能性，并不是所有的试验都是古典概型．

基本事件的概率

一般地，对于古典概型，如果试验的n个基本事件为A1
 ，A2
 ，…，An
 ，由于基本事件是两两互斥的，所以有

P（A1
 ）＋P（A2
 ）＋…＋P（An
 ）＝P（A1
 ∪A2
 ∪…∪An
 ）＝P（必然事件）＝1．

又因为每个基本事件发生的可能性相等，即

P（A1
 ）＝P（A2
 ）＝…＝P（An
 ），代入上式得

n•P（A1
 ）＝1，即P（A1
 ）＝[image: ]
 ．

所以，在基本事件总数为n的古典概型中，每个基本事件发生的概率为[image: ]
 ．

古典概型的概率公式

[image: ]


（整数值）随机数

随机试验花费大量的人力物力，需要一种新的便捷方法，这样就有了用计算器产生你指定的两个整数之间的取整数的随机数．

随机数的产生方法

如果我们把n个大小形状完全相同的小球分别标上1，2，3，…，n，放入一个袋中，把它们充分搅拌，然后从中摸出一个，这个球上的数就称为随机数．这样我们就可以得到1到n间的随机整数．由于小球大小形状完全相同，因而每个球被摸出都是等可能的．因而每个随机数的产生都是等可能的．

伪随机数的产生方法

计算机或计算器产生的随机数是依照确定的算法产生的数，具有周期性（周期很长），它们具有类似随机数的性质．计算机产生的并不是真正的随机数，我们称它们为伪随机数．随机数表就是用计算机产生的随机数表格．随机数表中每个位置上出现哪一个数字是等可能的．

随机模拟法

我们称用计算机或计算器模拟试验的方法为随机模拟方法或蒙特卡罗方法．该方法在应用物理、原子能、固体物理、化学、生物、生态学、社会学以及经济行为等领域中都得到了广泛的应用．

计算器和计算机产生随机数的方法

用计算器的随机函数RANDI（a，b）或计算机的随机函数RANDBEIWEEN（a，b）可以产生从整数a到整数b的取整数值的随机数．

我们也可以用计算机产生随机数，而且可以直接统计出频数和频率．

用整数随机试验估计概率

用整数随机模拟试验估计概率时，首先要确定随机数的范围和用哪些数代表不同的试验结果．我们可以从以下方面考虑：

（1）试验的基本事件等可能时，基本事件总数即为产生随机数的范围，每个随机数字代表每一个基本事件．

（2）研究等可能事件的概率时，用按比例分配的方法确定表示各个结果的数字个数及总个数．


例1
 　在大小相同的6个球中，2个是红球，4个是白球，若从中任意选取3个，则所选的个球中至少有一个红球的概率是多少？


解
 　从6个球中任取3个，可以按顺序来取，第一步有6种，第二步有5种，第三步有4种，共有6×5×4＝120种．但对（1，2，3）这3个球来说，（1，2，3），（1，3，2），（2，3，1），（2，1，3），（3，1，2），（3，2，1）是同一种情况，所以从6个球中取3个球共有[image: ]
 ＝20种可能结果，选取的3个都是白球的情况共有[image: ]
 ＝4种．

故所求概率为[image: ]
 ．


例2
 　甲、乙两人参加普法知识竞答，共有10个不同的题目，其中选择题6个，判断题4个，甲、乙二人依次各抽一题．

（1）甲抽到选择题、乙抽到判断题的概率是多少？

（2）甲、乙二人中至少有一人抽到选择题的概率是多少？


解
 　（1）甲从选择题中抽到一题的可能结果有6种，乙从判断题中抽到一题的可能结果有4种，故甲抽到选择题、乙抽到判断题的可能结果有6×4＝24种．而甲、乙依次抽一题的可能结果有10×9＝90种．

所以甲抽到选择题，乙抽到判断题的概率是：

[image: ]


（2）甲、乙二人依次都抽到判断题的可能结果有4×3＝12种．故甲、乙二人中至少有一人抽到选择题的概率是：[image: ]
 ．


例3
 　每次抛掷一枚骰子（六个面上分别标以数1，2，3，4，5，6）．

（1）连续抛掷2次，求向上的数不同的概率；

（2）连续抛掷2次，求向上的数之和为6的概率．


解
 　（1）设A表示事件“抛掷2次，向上的数不同”，则

[image: ]


故抛掷2次，向上的数不同的概率为[image: ]
 ．

（2）设B表示事件“抛掷2次，向上的数之和为6”．

∵　向上的数之和为6的结果有（1，5）、（2，4）、（3，3）、（4，2）、（5，1）5种，

∴　[image: ]
 ．

故抛掷2次，向上的数之和为6的概率为[image: ]
 ．


例4
 　先后抛掷两枚均匀的正方体骰子（它们的六个面分别标有点数1、2、3、4、5、6），骰子朝上的面的点数分别为X、Y，则log2X
 Y＝1的概率为（　）

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



解
 　先后抛掷两枚骰子的点数方法共有6×6＝36种．

满足条件log2X
 Y＝1，即Y＝2X的有[image: ]
 ，共3种．

∴　概率为[image: ]
 ．故选C．


例5
 　从数字1，2，3，4，5中，随机抽取3个数字（允许重复）组成一个三位数，其各位数之和等于9的概率为（　）

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



解
 　从数字1，2，3，4，5中，随机抽取3个数字（允许重复）组成三位数，有53
 个，其中各位数字之和等于9的可能有（3，3，3），（3，2，4），（2，2，5），（1，3，5），（4，4，1）五组数，共有1＋6＋3＋6＋3＝19个，故概率为[image: ]
 ．故选D．


 §10.3　几何概型

几何概型

如果每个事件发生的概率只与构成事件区域的长度（面积或体积）成正比，则称这样的概率模型为几何概率模型，简称几何概型．

几何概型的特点

（1）试验中所有可能出现的结果（基本事件）有无限多个．

（2）每个基本事件出现的可能性相等．


【注意】
 　基本事件的“等可能性”的判断是很容易被忽略的．

古典概型与几何概型的区别

古典概型与几何概型中基本事件发生的可能性都是相等的，但古典概型要求基本事件有有限个，几何概型要求基本事件有无限多个．

几何概率计算公式

在几何概型中，事件A的概率的计算公式如下：

[image: ]


利用几何概型把问题转化为各种几何概率问题

计算几何概率就要先计算基本事件总体与事件A包含的基本事件对应的区域的长度（角度、面积、体积），而这往往计算困难．实际上本节的重点不在于计算，而在于如何利用几何概型，把问题转化为各种几何概率问题．为此可参考如下办法：

（1）适当选择观察角度；

（2）把基本事件转化为与之对应的区域；

（3）把随机事件A转化为与之对应的区域；

（4）利用概率公式计算；

（5）如果事件A对应的区域不好处理，可以用对立事件概率公式逆向思维．同时要注意判断基本事件的等可能性，这需要严谨思维，切忌想当然，需要从问题的实际背景中去判断．

［0，1］上均匀随机数的产生

利用计算器的RAND函数可以产生［0，1］的均匀随机数，试验的结果是区间［0，1］内的任何一个实数，而且出现任何一个实数都是等可能的，因此，可以用计算器产生的0到1之间的均匀随机数进行随机模拟．

［a，b］上均匀随机数的产生

利用计算器或计算机产生［0，1］上的均匀随机数x1
 ＝RAND，然后利用伸缩与平移变换，x＝x1
 ×（b－a）＋a就可以得到［a，b］内的均匀随机数，试验的结果是［a，b］上的任何一个实数，并且任何一个实数都是等可能的．


例1
 　甲、乙两人约定在6时到7时之间在某处会面，并约定先到者应等候另一人一刻钟，过时即可离去．求两人能会面的概率．

[image: ]
图10－6




解
 　以x和y轴分别表示甲、乙两人到达约定地点的时间，则两人能够会面的充要条件是｜x－y｜≤15．在如图10－6所示平面直角坐标系下，（x，y）的所有可能结果是边长为60的正方形，而事件A“两人能够会面”的可能结果由图10－6中的阴影部分表示．由几何概率公式得

[image: ]



答
 　两人能会面的概率是[image: ]
 ．


例2
 　设有一个等边三角形网格，其中每个最小等边三角形的边长都是[image: ]
 厘米，现用直径等于2厘米的硬币投掷到此网格上，求硬币落下后与格线没有公共点的概率．


解
 　硬币落下后与格线没有公共点的条件是硬币中心与格线的距离都大于半径1厘米．

[image: ]
图10－7



记A＝｛硬币落下后与格线没有公共点｝．

在等边三角形内作小等边三角形，使其三边与原等边三角形三边距离都为1厘米，如图10－7所示，则小等边三角形的边长为[image: ]
 ，由几何概率公式得

[image: ]



例3
 　在半径为1的圆上随机地取两点，连成一条弦，则其长超过圆内接等边三角形的边长的概率是多少？


解
 　记事件A＝｛弦长超过圆内接等边三角形的边长｝，取圆内接等边△BCD的顶点B为弦的一个端点，当另一点在劣弧[image: ]
 上时，｜BE｜＞｜BC｜（图10－8），而[image: ]
 的弧长是圆周长的[image: ]
 ，所以由几何概率公式得P（A）＝[image: ]
 为所求．

[image: ]
图10－8




例4
 　经统计，在某储蓄所一个营业窗口等候的人数及相应概率如下：

[image: ]


（1）至多2人排队等候的概率是多少？

（2）至少3人排队等候的概率是多少？


解
 　记“等候的人数为0”为事件A，“有1人等候”为事件B，“2人等候”为事件C，“3人等候”为事件D，“4人等候”为事件E，“5人及5人以上等候”为事件F，则易知A，B，C，D，E，F互斥．

（1）记“至多2人排队等候”为事件G，则G＝A∪B∪C，

∴P（G）＝P（A∪B∪C）＝P（A）＋P（B）＋P（C）＝0.1＋0.16＋0.3＝0.56．

（2）记“至少3人排队等候”为事件H，则H＝D∪E∪F，

∴P（H）＝P（D∪E∪F）＝P（D）＋P（E）＋P（F）＝0.3＋0.1＋0.04＝0.44．


例5
 　设有关于x的一元二次方程x2
 ＋2ax＋b2
 ＝0．

（1）若a是从0，1，2，3四个数中任取的一个数，b是从0，1，2三个数中任取的一个数，求上述方程有实根的概率．

（2）若a是从区间［0，3］任取的一个数，b是从区间［0，2］任取的一个数，求上述方程有实根的概率．


解
 　设事件A为“方程x2
 ＋2ax＋b2
 ＝0有实根”，则方程有实根的条件为Δ＝4a2
 －4b2
 ≥0．当a≥0，b≥0时，a≥b．

（1）基本事件共有4×3＝12个，事件A包含9个基本事件．

故所求的概率为[image: ]
 ．

（2）试验的全部结果所构成的区域为｛（a，b）｜0≤a≤3，0≤b≤2｝，构成事件A的区域为｛（a，b）｜0≤a≤3，0≤b≤2，a≥b｝．

故所求的概率为

[image: ]




必修4



第十一章　三角函数


 §11.1　任意角和弧度制


任意角
 　角可以看成平面内一条射线绕着端点从一个位置旋转到另一个位置所成的图形．

如图11-1中，射线OA是角α的始边，射线OB是角的终边．

[image: ]
图11-1



角的度量

（1）角度制：周角的[image: ]
 叫作1度角．用度、分、秒作量角单位的制度叫作角度制．

1°＝60′，　1′＝60″．

（2）弧度制：等于半径长的圆弧所对的圆心角叫作1弧度的角．弧度的单位是rad．

用弧度作为量角单位的制度叫作弧度制．

（3）角度与弧度的换算：

360°＝2πrad，　　180°＝πrad，

1°＝[image: ]
 rad≈0.01745rad，

1rad＝（[image: ]
 ）°≈57.30°＝57°18′．


【说明】
 　（Ⅰ）用弧度制表示角的时候，“弧度”两字或rad通常略去不写．

（Ⅱ）一些特殊角的度与弧度的对应表：

[image: ]
 [image: ]


*（4）密位制　用“密位”做单位来度量角的一种制度叫密位制．

把整个圆周分为6000等份，每一份圆弧所对的圆心角称为1密位．

密位的写法是在百位上的数与十位上的数之间画一条短线．例如7密位写成“0-07”，读作“零，零七”；478密位写成“4-78”，读作“四，七八”．

密位制与角度制的换算：

∵　360°＝6000密位，

∴　1密位＝（[image: ]
 ）°＝0.06°＝3.6′＝216″，

1°＝[image: ]
 密位≈16.7密位．

密位制多用于军事上．

扇形的有关公式


	
	角度制
	弧度制



	弧长公式
	[image: ]

	l＝α•r



	扇形面积公式
	[image: ]

	[image: ]




	注意事项
	r是扇形的半径，n是圆心角的角度数
	r是扇形半径，α是圆心角的弧度数，l是弧长




角、正角和负角

平面上一条射线OA绕它的端点旋转便形成了角．

按逆时针方向旋转形成的角叫作正角，正角的弧度数为正数．

按顺时针方向旋转形成的角叫作负角，负角的弧度数为负数．

射线没有作任何旋转，也认为形成一个角，叫作零角．零角的弧度数为零．

一般将角置于平面直角坐标系中，角的顶点与坐标原点重合，角的始边与x轴的非负半轴重合．


终边相同的角
 　具有共同始边与终边的角叫作终边相同的角．

所有与角α终边相同的角（包括角α在内），均可表示为：

k•360°＋α，k∈Z
 　　（α表示角度数）

或

2kπ＋α，k∈Z
 　　（α表示弧度数）．

与角α终边相同的角的集合记作：

｛β｜β＝k•360°＋α，k∈Z
 ｝

或

｛β｜β＝2kπ＋α，k∈Z
 ｝．


【注意】
 　（Ⅰ）终边相同的角不一定相等，但相等的角的终边一定相同．

（Ⅱ）终边相同的角有无限多个，它们相差360°（或2π）的整数倍．


象限角
 　将角置于平面直角坐标系中，终边落在第几象限的角叫作第几象限角（或者说角属于第几象限）．终边落在坐标轴上的角，叫作坐标轴上的角，也叫作轴线角．

各个象限角可表示如下（其中k∈Z
 ）：

第一象限角[image: ]
 ；

第二象限角[image: ]
 ；

第三象限角[image: ]
 ；

第四象限角[image: ]


或[image: ]
 ．


【说明】
 　已知θ为某象限的角，如何确定[image: ]
 所在的象限：

[image: ]
图11-2



（Ⅰ）[image: ]
 所在的象限问题

作出各个象限的角平分线，它们与坐标轴把周角等分成8个区域，从x轴的非负半轴起，按逆时针方向把这8个区域依次循环标上号码1、2、3、4，则标号是几的区域，就是θ为第几象限角时，[image: ]
 终边落在的区域．[image: ]
 所在的象限就可以直观地看出，如图11-2所示．

（Ⅱ）[image: ]
 所在象限的问题

[image: ]
图11-3



作出三等分各个象限的从原点出发的射线，它们与坐标轴把周角等分成12个区域，从x轴的非负半轴起，按逆时针方向把这12个区域依次循环标上号码1、2、3、4．则标号是几的区域，就是θ为第几象限角时，[image: ]
 终边落在的区域．[image: ]
 所在的象限就可直观地看出，如图11-3所示．

（Ⅲ）[image: ]
 所在象限的问题

一般地，要确定[image: ]
 所在的象限，可以作出n等分各个象限的从原点出发的射线，它们与坐标轴把周角等分成4n个区域，从x轴的非负半轴起，按逆时针方向把这4n个区域依次循环标上号码1、2、3、4，则标号是几的区域，就是θ为第几象限的角时，[image: ]
 终边落在的区域，[image: ]
 所在的角限就可直观地看出．


坐标轴上的角（轴线角）
 　不属于任何象限．其中（k∈Z
 ）

终边在x轴上的角α⇔α＝kπ

x轴正半轴上的角α⇔α＝2kπ

x轴负半轴上的角α⇔α＝2kπ＋π

终边在y轴上的角α⇔α＝kπ＋[image: ]


y轴正半轴上的角α⇔α＝2kπ＋[image: ]


y轴负半轴上的角α⇔α＝2kπ-[image: ]
 或[image: ]



【说明】
 　要注意区分“终边相同的角”与“相等的角”，“区间角”和“象限角”，以及“第一象限角”、“锐角”、“小于90°的角”、“0°到90°间的角”、“0°～90°的角”的不同意义．

0°到90°间的角α，指的是α∈［0°，90°）；

0°～90°的角α，指的是α∈［0°，90°］．


单位圆
 　在平面直角坐标系中，以原点为圆心，单位长度为半径的圆（即半径为1个单位长度的圆）叫作单位圆．


 §11.2　任意角的三角函数

[image: ]
图11-4



三角函数的定义

利用单位圆定义任意角的三角函数．

如图11-4，设α是一个任意角，它的终边与单位圆交于点P（x，y），那么：

y叫作α的正弦，记作sinα，即sinα＝y；

x叫作α的余弦，记作cosα，即cosα＝x；

[image: ]
 叫作α的正切，记作tanα，即[image: ]
 （x≠0）．

对于每一个确定的角α，上述三个值都是唯一确定的，所以正弦、余弦、正切都是以角α为自变量的函数，我们将它们统称为三角函数．

三角函数还有：

角α的正割：[image: ]
 （x≠0），

角α的余割：[image: ]
 （y≠0），

角α的余切：[image: ]
 （y≠0）．

在任意角α的终边上任取一点P（x，y），它与原点的距离｜OP｜＝r（r＝[image: ]
 ＞0），则三个量x，y，r中每两者之比[image: ]
 分别叫作角α的正弦、余弦、正切、余切、正割、余割．即

[image: ]


对任意的α∈R
 ，这六个比值都是唯一确定的．这就是说，角α的正弦、余弦、正切、余切、正割和余割都是α的函数，这六个函数统称为角α的三角函数．

三角函数的定义域和值域

若三角函数的自变量用弧度制来度量，即角为实数x时，三角函数的定义域和值域如下表所示．



	三角函数
	定义域
	值域



	y＝sinx
	x∈R

	［-1，1］



	y＝cosx
	x∈R

	［-1，1］



	y＝tanx
	[image: ]

	（-∞，＋∞）



	y＝cotx
	｛x∈R
 ｜x≠kπ，k∈Z
 ｝
	（-∞，＋∞）



	y＝secx
	[image: ]

	（-∞，-1］∪［1，＋∞）



	y＝cscx
	｛x∈R
 ｜x≠kπ，k∈Z
 ｝
	（-∞，-1］∪［1，＋∞）




三角函数值的符号

[image: ]


三角函数在各象限的符号是：一全正，二正弦，三两切，四余弦．


三角函数线
 　单位圆中，用以表示三角函数值的有向线段．在下面四个图（图11-5，图11-6）中，有向线段MP，OM，AT，BS，OT，OS便分别叫作角α的正弦线、余弦线、正切线、余切线、正割线、余割线．这六条有向线段统称为三角函数线．即

[image: ]


[image: ]
图11-5



[image: ]
图11-6




【说明】
 　（Ⅰ）三角函数线为有向线段，注意它们的始点与终点，余弦线的始点为坐标原点，正切线始点为所做的切线与x轴的交点．

（Ⅱ）利用三角函数可以用来求出满足形如f（α）≥m或f（α）≤m的三角函数的角α的范围，即解三角不等式，这也是求三角函数定义域的方法之一．

特殊角的正弦、余弦、正切值

[image: ]



同角三角函数的基本关系
 　包括：

（1）倒数关系


[image: ]




（2）商的关系


[image: ]




（3）平方关系


sin2
 α＋cos2
 α＝1；　　tan2
 α＋1＝sec2
 α；

cot2
 α＋1＝csc2
 α．




【说明】
 　（Ⅰ）上面的关系式都是对使它的两边具有意义的那些角而言的．

（Ⅱ）注意公式的变形，特别是1的变形（如1变为sec2
 α-tan2
 α，sinα＝tanα•cosα，cosα＝[image: ]
 等）．

（Ⅲ）在变换过程中，切割化弦，往往有利于问题的解决．

（Ⅳ）运用平方关系开方时，要注意符号的选择

诱导公式

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）上述诱导公式用语言叙述为：

①-α，π±α，2π-α，2kπ＋α（k∈Z
 ）的三角函数值等于α的同名函数值，放上把α看作锐角时，原来函数在相应象限内的符号（函数名不变，符号看象限）；

②[image: ]
 的三角函数值等于α的相应余函数的值，放上把α看作锐角时，原来函数在相应象限内的符号（函数名改变，符号看象限）．

（Ⅱ）诱导公式是求任意角三角函数值的有力工具．其步骤是：负角→正角→［0，2π）→［0，[image: ]
 ］→求值．


 §11.3　三角函数的图像与性质

三角函数的图像和性质

[image: ]
 [image: ]



【注意】
 　（Ⅰ）正弦函数、余弦函数都不是定义域上的单调函数，不能说正切函数在定义域内是单调递增函数

（Ⅱ）说“正弦函数在第一象限是增函数”是错误的，说“正弦函数与余弦函数在第二象限都是减函数”也是错误的．

（Ⅲ）求形如y＝Asin（ωx＋φ）或y＝Acos（ωx＋φ）的单调区间，一定要注意只有当A＞0，ω＞0时才能用上述表中的结论．

（Ⅳ）y＝Asin（ωx＋φ）为奇函数的条件是φ＝kπ（k∈Z
 ），为偶函数的条件是[image: ]
 （k∈Z
 ）．

y＝Acos（ωx＋φ）为奇函数的条件是[image: ]
 （k∈Z
 ），为偶函数的条件是φ＝kπ（k∈Z
 ）．

利用单位圆解三角不等式（组）

利用单位圆解三角不等式（组）的方法是：

（1）解仅含sin［f（x）］或仅含cos［f（x）］的不等式：先求出f（x）在［-π，π］或［0，2π］上的一个取值区间，然后于此区间的两端都加上2kπ（k∈Z
 ），最后化为f（x）的代数不等式以求解．

（2）解仅含tan［f（x）］或仅含cot［f（x）］的不等式：先求出f（x）在［0，π］上的一个取值区间，然后于此区间的两端都加上kπ（k∈Z
 ），最后化为f（x）的代数不等式以求解．

（3）解α＝f（x）的三角不等式组：先在［0，2π］上求出同时满足各个不等式的f（x）的公共区间，然后于此区间的两端都加上2kπ（k∈Z
 ），最后化为关于f（x）的代数不等式求解．


正弦型函数
 　形如y＝Asin（ωx＋φ）＋k的函数叫作正弦型函数，其中A，ω，φ，k是常数，且ω≠0．

函数y＝Asin（ωx＋φ）（A＞0，ω＞0），x∈R
 的图像可以看作是用下面的方法得到的：先把y＝sinx的图像上所有的点向左（φ＞0）或向右（φ＜0）平行移动｜φ｜个单位；再把所得各点的横坐标缩短（ω＞1）或伸长（0＜ω＜1）到原来的[image: ]
 倍（纵坐标不变）；再把所得各点的纵坐标伸长（A＞1）或缩短（0＜A＜1）到原来的A倍（横坐标不变）．

当函数y＝Asin（ωx＋φ）（A＞0，ω＞0），x∈［0，＋∞）表示一个振动量时，

A——振幅，表示振动时离开平衡位置的最大距离；

T＝[image: ]
 ——周期，表示往复振动一次所需的时间；

[image: ]
 ——频率，表示单位时间内往复振动的次数；

ωx＋φ——相位；

φ——初相（即当x＝0时的相位）．


五点法作图
 　先找出确定图像形状时起关键作用的五个点：最小值点、最大值点与零点（即曲线与x轴的交点），然后用平滑曲线连接得到一个周期内的简图，再把简图向左、向右扩展，这种作图方法叫作五点法．作图具体步骤是：

求出周期→列表（五个点）→描点作图像→左右扩展．

函数y＝sinx，y＝cosx，y＝Asin（ωx＋φ）及y＝Acos（ωx＋φ）的图像均可用五点法作出．

三角函数的周期T的求法

方法Ⅰ：用定义；

方法Ⅱ：用公式．

[image: ]



【注意】
 　y＝｜sin（ωx＋φ）｜y＝｜cos（ωx＋φ）｜y＝sin（ωx＋φ）y＝cos（ωx＋φ）的周期的一半，即（最小正）周期[image: ]
 ．

初相“φ”的确定

方法Ⅰ：将图像上的最高点（或最低点）的坐标代入，得到关于“φ”的三角方程，通过解三角方程求出“φ”．

方法Ⅱ：令函数图像的起始点（即图像从左向右由最低点和相邻最高点之间的图像与x轴的交点）的坐标为（x0
 ，0），则φ＝-ωx0
 为所求的一个φ值．


三角函数的有界性
 　在6个三角函数sinx，cosx，tanx，cotx，secx，cscx中，函数sinx，cosx是有界函数，其余函数（在其定义域上）都是无界函数．

图像变换：平移、伸缩两个程序

[image: ]


其中相位变换中平移量为｜φ｜个单位，φ＞0时向左移，φ＜0时向右移；周期变换中的纵坐标不变，横坐标缩短（ω＞1）或伸长（0＜ω＜1）到原来的[image: ]
 倍；振幅变换中，横坐标不变，而纵坐标伸长（A＞1）或缩短（0＜A＜1）到原来的A倍．

用语言简述如下：

[image: ]



【注意】
 　（Ⅰ）也可先伸缩后平移，注意平移量为

[image: ]


（Ⅱ）平移都是对x而言，均为φ＞0左移、φ＜0右移，即“＋”向左，“-”向右．

三角函数的对称性

（1）y＝Asin（ωx＋φ）与y＝Acos（ωx＋φ）的图像既是轴对称图形，又是中心对称图形．

对称轴是过图像最高点或最低点而平行于y轴的直线．

对称中心均为零点．

y＝Atan（ωx＋φ）的对称中心为零点与x坐标轴上函数无定义的点．

（2）对称中心和对称轴

[image: ]


注：上表中的k∈Z
 ．


例1
 　要得到函数[image: ]
 的图像，只需将函数[image: ]
 的图像上所有的点的（　）

A．横坐标缩短到原来的[image: ]
 倍（纵坐标不变），再向左平行移动[image: ]
 个单位长度

B．横坐标缩短到原来的[image: ]
 倍（纵坐标不变），再向右平行移动[image: ]
 个单位长度

C．横坐标伸长到原来的2倍（纵坐标不变），再向左平行移动[image: ]
 个单位长度

D．横坐标伸长到原来的2倍（纵坐标不变），再向右平行移动[image: ]
 个单位长度．


答案
 　C


例2
 　已知函数f（x）＝2sinωx（ω＞0）在区间［[image: ]
 ］上的最小值是-2，则ω的最小值等于（　）

A．[image: ]


B．[image: ]


C．2

D．3


解
 　由题意知[image: ]
 ，

∴ω≥[image: ]
 ，∴选B．


例3
 　已知[image: ]
 ，则f（x）的值域为（　）

A．［-1，1］

B．［[image: ]
 ，1］

C．［-1，[image: ]
 ］

D．［-1，[image: ]
 ］


解
 　当sinx≥cosx，f（x）＝cosx，当sinx＜cosx，f（x）＝sinx，

∴[image: ]


图像如图11-7中的实线所示．

[image: ]
图11-7



所以值域为［-1，[image: ]
 ］，故选C．


例4
 　设a＞0，对于函数[image: ]
 （0＜x＜π），下列结论正确的是（　）

A．有最大值而无最小值

B．有最小值而无最大值

C．有最大值且有最小值

D．既无最大值又无最小值


解
 　令t＝sinx，t∈（0，1］，则函数[image: ]
 （0＜x＜π）的值域为函数[image: ]
 ，t∈（0，1］的值域．又a＞0，所以[image: ]
 ，t∈（0，1］是一个减函数，故选B．


例5
 　设函数f（x）＝sin（2x＋φ）（-π＜φ＜0），y＝f（x）图像的一条对称轴是直线[image: ]
 ．

（1）求φ；

（2）求函数y＝f（x）的单调增区间；

（3）在图11-8中画出函数y＝f（x）在区间［0，π］上的图像．

[image: ]
图11-8




解
 　（1）∵[image: ]
 是函数y＝f（x）的图像的对称轴，

∴sin（2×[image: ]
 ＋φ）＝±1．

∴[image: ]
 ，k∈Z
 ．

∵-π＜φ＜0，

∴[image: ]
 ．

（2）由（1）知[image: ]
 ，因此[image: ]
 ．

由题意得[image: ]
 ，k∈Z
 ．

∴函数[image: ]
 的单调增区间为[image: ]
 ，k∈Z
 ．

（3）由[image: ]
 知：

[image: ]


故函数y＝f（x）在区间［0，π］上的图像如图11-9所示．

[image: ]
图11-9




例6
 　已知函数f（x）＝sin（ωx＋φ）（ω＞0，0≤φ≤π）是R
 上的偶函数，其图像关于点M（[image: ]
 ，0）对称，且在区间［0，[image: ]
 ］上是单调函数，求φ和ω的值．


解
 　由f（x）是偶函数，得f（-x）＝f（x）

即　sin（-ωx＋φ）＝sin（ωx＋φ）．

∴　-cosφsinωx＝cosφsinωx对任意x∈R
 都成立．且ω＞0，∴cosφ＝0．∵0≤φ≤π，∴φ＝[image: ]
 ．

∵　f（x）的图像关于点M（[image: ]
 ，0）对称，

∴　[image: ]
 ．

取x＝0，得[image: ]
 ，即[image: ]
 ．

∵　[image: ]
 ，

∴　[image: ]
 ，而ω＞0，得

　　[image: ]
 ．

求得　[image: ]
 ，k＝0，1，2，…．

当k＝0时，[image: ]
 在［0，[image: ]
 ］上是减函数；

当k＝1时，ω＝2，f（x）＝sin（2x＋[image: ]
 ）在［0，[image: ]
 ］上是减函数；

当k≥2时，ω≥[image: ]
 ，f（x）＝sin（ωx＋[image: ]
 ）在［0，[image: ]
 ］上不是单调函数．

综上，得[image: ]
 或ω＝2．


 §11.4　三角函数模型的简单应用

三角函数的应用题通常涉及生产、生活、军事、天文、地理和物理等实际问题，其解答过程往往是：审读题意→设角建立三角式→进行三角变换→解决实际问题．在审题过程中要特别注意题目所给的辅助图形，在设角的过程中要选择适当，更要注意所设角的实际意义，以便确定所设角的范围．在进行变换的过程中要灵活运用所学公式，尤其要注意特殊角的三角函数值的应用和“1”的妙用，三角函数的最值问题，往往要用到三角函数的有界性．


例1
 　一个大风车的半径为8m，每12min旋转一周，最低点离地面2m，求风车翼片的一个端点P离地面的距离h（m）与时间t（min）之间的函数关系式．

[image: ]
图11-10




解
 　设风车翼片上一点，从最低点P0
 ，经过tmin后旋转到图11-10中点P的位置，

由于12min风车旋转一周，即1min旋转角度为[image: ]
 ，即经过tmin，该点从P0
 到P旋转的角度为[image: ]
 t．

过P作PA⊥OP0
 ，A为垂足，

则｜OA｜＝｜OP｜•cos[image: ]
 t＝8•cos[image: ]
 t．

此时P点离地面距离h为2＋｜AP0
 ｜＝2＋｜OP0
 ｜-｜OA｜＝2＋8-8cos[image: ]
 t＝10-8cos[image: ]
 t，

故风车上一个端点P离地面的距离h（m）与时间t（min）之间的函数关系式是[image: ]
 ．


例2
 　设y＝f（x）是某港口水的深度y（m）关于时间t（h）的函数，其中0≤t≤24，下表是该港口某一天从0时到24时记录的时间t与水深y的关系．

[image: ]


经长期观察，函数y＝f（t）的图像可以近似地看成函数y＝k＋Asin（ωt＋φ）的图像，下面的函数中最能近似表示表中数据的对应关系的函数是（　）

A．y＝12＋3sin[image: ]
 t，t∈［0，24］

B．y＝12＋3sin（[image: ]
 t＋π），t∈［0，24］

C．y＝12＋3sin[image: ]
 t，t∈［0，24］

D．y＝12＋3sin（[image: ]
 t＋[image: ]
 ），t∈［0，24］


解
 　在给定四个选项中，我们不妨代入t＝0及t＝3．容易看出，最能近似表示表中数据对应关系的函数是y＝12＋3sin[image: ]
 t，t∈［0，24］．故选A．


例3
 　函数y＝f（x）的图像与直线x＝a，x＝b及x轴所围成图形的面积为函数f（x）在［a，b］上的面积，已知函数y＝sinnx在［0，[image: ]
 ］上的面积为[image: ]
 （n∈N
 *），则

（1）函数y＝sin3x在［0，[image: ]
 ］上的面积为_____；

（2）函数y＝sin（3x-π）＋1在［[image: ]
 ］上的面积为_____．


解
 　数形结合如图11-11，在图（b）中阴影1、2面积相等．类比图（a）知图（b）中阴影1的面积为[image: ]
 ，∴S＝2×[image: ]
 ＝[image: ]
 ．

[image: ]
图11-11



在图（c）中，阴影1、2、3面积相等，由图（b）知阴影1的面积为[image: ]
 ，∴S＝[image: ]
 ＋π．


 专题四　周期函数


周期函数的定义
 　对于y＝f（x），如果存在一个常数T≠0．使得当x取定义域内的每一个值时，都有f（x＋T）＝f（x）成立，那么函数y＝f（x）叫周期函数，非零常数T叫作f（x）的周期．


【说明】
 　（Ⅰ）定义应对定义域中的每一个x值来说，只有个别的x值满足f（x＋T）＝f（x）时不能说T是f（x）的周期．

例如：[image: ]
 ，但是[image: ]
 ．

就是说，[image: ]
 不能对于x在定义域内的每一个值都有sin（x＋[image: ]
 ）＝sinx，因此[image: ]
 不是sinx的周期．

（Ⅱ）从等式f（x＋T）＝f（x）来看，应强调是自变量x本身加的常数才是周期，如f（2x＋T）＝f（2x），T不是周期，而应写成f（2x＋T）＝f［2（x＋[image: ]
 ）］＝f（2x），则[image: ]
 是f（x）的周期．

（Ⅲ）在周期函数y＝f（x）中，T是周期，若x是定义域的一个值，x＋kT（k∈Z
 ，且k≠0）也一定属于定义域，因此周期函数的定义域一定是无限集，而且定义域一定无上界或者无下界．


最小正周期
 　周期函数的周期可以不止一个，如果在所有的周期中存在着一个最小正数，则称这个最小正数为该函数的最小正周期．


【说明】
 　（Ⅰ）周期函数不一定有最小正周期．如周期函数f（x）＝c（c是常数），任何非零实数都是它的周期，但它没有最小正周期．

（Ⅱ）若f（x）是定义在区间（-∞，＋∞）上以a为周期的函数，则对于k∈Z
 ，k≠0，ak也是f（x）的周期．

周期函数的几个判定定理

（1）对于函数y＝f（x），若关于T的方程f（x＋T）-f（x）＝0有与x无关的非零常数解T*，则y＝f（x）是周期函数，且T*是它的一个周期．

（2）若函数y＝f（x）（x∈R
 ）的图像关于直线x＝a与x＝b（b≠a）都对称，则f（x）是周期函数，且2｜b-a｜是它的一个周期．

特别地，如果一个偶函数的图像关于直线x＝a（a≠0）对称，则必是周期函数，且2a是它的一个周期．

若函数f（x）的图像关于点（a，0）与（b，0）（a≠b）都对称，则f（x）是周期函数，且2｜b-a｜是它的一个周期．

特别地，如果一个奇函数的图像关于（a，0）（a≠0）对称，则必是周期函数，且2a是它的一个周期．

（3）设f（x）是定义在R
 上的函数，a是不为零的常数

①若满足f（x＋a）＝f（x-a），则f（x）是周期函数，且2a是它的一个周期．

②若满足f（x＋a）＝-f（x），则f（x）是周期函数，且2a是它的一个周期．

③若满足[image: ]
 ，则f（x）必是周期函数，且2a是它的一个周期．

④若满足f（x）＝f（x-a），则f（x）必是周期函数，a是它的一个周期．

（4）若函数y＝f（x）（x∈R
 ）满足　f（x）＝f（x-a）＋f（x＋a）　（a＞0是常数），则f（x）是周期函数，且6a是它的一个周期．

（5）设y＝f（x）是实数集M上的周期函数，则

①kf（x）＋c（k，c为常数）是M上的周期函数；

②｜f（x）｜是M上的周期函数；

③[image: ]
 是｛x｜f（x）≠0，x∈M｝上的周期函数；

④f（ax＋b）是｛x｜ax＋b，x∈M｝上的周期函数．


【说明】
 　周期函数不存在反函数．


例1
 　（1）已知f（x＋1）＝-f（x），求证：f（x）是周期函数，并求出它的一个周期；（2）已知[image: ]
 ，求证：f（x）是周期函数，并求出它的一个周期．


证明
 　（1）∵f（x＋2）＝f［（x＋1）＋1］＝-f（x＋1）＝f（x），

∴　f（x）是周期函数，且2是它的一个周期．

（2）∵　[image: ]
 ，

∴　f（x）是周期函数，且4是它的一个周期．


例2
 　设f（x）是R
 上的奇函数，f（x＋2）＝-f（x），当0≤x≤1时，f（x）＝x，则f（7.5）等于（　）

A．0.5

B．-0.5

C．1.5

D．-1.5


解
 　∵f（x＋2）＝-f（x），∴f（x＋4）＝f［（x＋2）＋2］＝-f（x＋2）＝f（x）．

∴　f（x）是以4为周期的函数，故f（7.5）＝f（8-0.5）＝f（-0.5）＝-f（0.5）＝-0.5.故应选B．


例3
 　设函数f（x）＝sin3x＋｜sin3x｜，则f（x）为（　）

A．周期函数，最小正周期为[image: ]


B．周期函数，最小正周期为[image: ]


C．周期函数，最小正周期为2π

D．不是周期函数


解
 　[image: ]


∴　最小正周期[image: ]
 ，故选B．


例4
 　求证：y＝sin｜x｜不是周期函数．


证明
 　反证法．

假定函数y＝sin｜x｜是周期函数，T是它的一个周期（T＞0），即对任何x∈R
 都有sin｜x＋T｜＝sin｜x｜成立，令x＝0，得sin｜T｜＝sin｜0｜，即sinT＝0，∴T＝nπ（n∈N
 *）．

分两种情况讨论：

（1）若n＝2k（k∈N
 *），则sin｜x＋2kπ｜＝sin｜x｜对任何x∈R
 都成立．

取[image: ]
 ，有[image: ]
 ，

即[image: ]
 ，即[image: ]
 ，不成立．

∴　T＝2kπ（k∈N
 *）不是该函数的周期．

（2）若n＝2k＋1（k∈N
 ），则sin｜x＋（2k＋1）π｜＝sin｜x｜对任何x∈R
 都成立．

取[image: ]
 ，有[image: ]
 ，

即[image: ]
 ，即[image: ]
 ，不成立．

∴　T＝（2k＋1）π（k∈N
 ）亦不是该函数的周期．

由（1）和（2）说明T＝nπ（n∈N
 *）不是该函数的周期，故假设不成立，从而命题获证．



第十二章　平面向量


 §12.1　平面向量的基本概念


数量
 　只有大小的量称为数量（也称为标量或纯量）．例如温度、时间、质量、面积等都是数量．


向量
 　既有大小又有方向的量叫作向量（也称矢量）．例如位移、力、速度、力矩、加速度等都是向量．


自由向量
 　具有大小和方向而无特定位置的向量称为自由向量.除有特别说明外，本章提到的向量都是自由向量（即起点的选取是任意的）．


向量的表示
 　向量可用一条有向线段（带有方向的线段）来表示.有向线段的长度表示向量的大小，箭头所指的方向表示向量的方向．

[image: ]
图12－1



向量印刷时用黑体字母a，b，C，
 …表示，书写时用[image: ]
 ，…表示．

或用表示向量的有向线段的起点和终点字母表示（起点写在前面，终点写在后面）．如图12－1，记作a
 或[image: ]
 ．


【注意】
 　自由向量用有向线段表示时，与它的起点位置无关．


向量的模
 　向量[image: ]
 的大小（或长度）的数值叫作向量的模（或绝对值），记作｜[image: ]
 ｜或｜a
 ｜．


零向量
 　长度（或模）为0的向量叫作零向量．记作0
 ．


单位向量
 　是指模为一个单位长度的向量．向量a
 的单位向量是[image: ]
 （“＋”号与a
 同向，“－”号与a
 反向）．


平行向量
 　方向相同或相反的非零向量叫作平行向量．平行向量也叫作共线向量．

[image: ]
图12－2



如图12－2中的a，b，c
 就是一组平行向量．向量a，b，c
 平行，记作a∥b∥c
 ．规定0
 与任一向量平行．


相等向量
 　长度相等且方向相同的向量叫作相等向量．向量a
 与b
 相等，记作a
 ＝b
 ．凡零向量都相等．

任意两个相等的非零向量，都可用同一条有向线段来表示，并且与有向线段的起点无关．也就是说，相等向量经过平移后总可以重合．

向量不同于数量

数量是只有大小的量，其大小可以用正数、负数和0来表示，它是一个代数量，可进行各种代数运算．数量之间可以比较大小，“大于”、“小于”的概念对数量是适用的．

向量是既有大小、又有方向的量.向量的模是正数或0，是可以比较大小的．由于方向不能比较大小，因此，“大于”、“小于”对向量来说是没有意义的.例如，记号a＞b
 就没有意义，而｜a
 ｜＞｜b
 ｜是有意义的．


 §12.2　平面向量的线性运算

[image: ]
图12－3




向量加法的三角形法则
 　已知向量a，b，
 在平面内任取一点A，作[image: ]
 ＝a
 ，[image: ]
 ＝b
 ，则向量[image: ]
 叫作a
 与b
 的和，记作a
 ＋b
 （图12－3），即

[image: ]
 ．

求两个向量和的运算，叫作向量的加法．


【说明】
 　由第一个向量的起点指向最后一个向量终点的有向线段就表示这些向量的和．如对于n个向量，有[image: ]
 ，这可以称为向量加法的多边形法则．


向量加法的平行四边形法则
 　已知向量a，b，
 在平面上任取一点A，作[image: ]
 ＝a
 ，[image: ]
 ＝b
 ，以[image: ]
 和[image: ]
 为邻边作▱ABCD，则以A为起点的对角线[image: ]
 就是a
 与b
 的和（图12－4），即

[image: ]
 ．

[image: ]
图12－4




【注意】
 　当两向量不共线时，向量加法的三角形法则和平行四边形法则是一致的．

一个向量与零向量的和

对于零向量与任一向量a
 ，有

a＋0＝0＋a＝a．

求几个已知向量的和

已知向量a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，…，a
 n－1
 ，a
 n
 ，在平面上任取一点O，作[image: ]
 ，[image: ]
 ，则

[image: ]
 ．

向量加法的运算律

交换律　　a＋b＝b＋a
 ，

结合律　　（a＋b）＋C＝a＋（b＋C）
 ．

关于向量和

（1）两个向量的和仍然是一个向量．

（2）当向量a
 与b
 不共线时，a
 ＋b
 的方向与a，b
 都不同向，且

｜a＋b｜＜｜a｜＋｜b｜．

（3）当向量a
 与b
 同向时，则a＋b，a，b
 都同向，且

｜a＋b｜＝｜a｜＋｜b｜．

（4）当向量a
 与b
 反向时，

若｜a
 ｜＞｜b
 ｜，则a＋b
 的方向与a
 相同，且

｜a＋b｜＝｜a｜－｜b｜；

若｜a
 ｜＜｜b
 ｜，则a＋b
 的方向是与b
 相同，且

｜a＋b｜＝｜b｜－｜a｜．


相反向量
 　与a
 长度相等，方向相反的向量，叫作a
 的相反向量，记作－a
 ．

（1）零向量的相反向量仍是零向量．

（2）任一向量与它相反向量的和是零向量．即

a＋（－a）＝（－a）＋a＝0．

由此得

－（－a）＝a．

（3）若a，b
 互为相反向量，则

a＝－b，b＝－a，a＋b＝0．


向量的减法
 　向量a
 加上b
 的相反向量，叫作a
 与b
 的差．即

a－b＝a＋（－b），

求两个向量差的运算，叫作向量的减法．

显然，向量减法是向量加法的逆运算．

向量减法的三角形法则

已知两个向量a，b，
 在平面内任取一点O，作[image: ]
 ，则[image: ]
 ，即a－b
 可以表示为从向量b
 的终点指向向量a
 的终点的向量（图12－5）．

[image: ]
图12－5




向量等式
 　含有向量的等式叫作向量等式．

在向量等式的两边同时加上或减去一个相同的向量，仍得到向量等式．特别地，移项法则对向量等式仍适用．


向量的数乘（倍积）
 　实数λ与向量a
 的乘积是一个向量，叫作向量a
 的数乘，也叫作倍积．记作λa
 ．λa
 也有长度和方向，

其长度　　　｜λa
 ｜＝｜λ｜•｜a｜
 ，

即等于λ的绝对值与a
 的长度的乘积．

其方向与λ的符号有关．当λ＞0时，λa
 的方向与a
 的方向相同；当λ＜0时，λa

 的方向与a
 的方向相反；当λ＝0时，λa
 ＝0
 ．

实数λ叫作a的系数．

数乘的运算律

若λ，μ为实数，a，b
 为向量，则数乘满足如下运算律：

结合律　　　λ（μa
 ）＝（λμ）a
 ；

第一分配律　（λ＋μ）a
 ＝λa
 ＋μa
 ；

第二分配律　λ（a＋b
 ）＝λa
 ＋λb
 ．

向量共线（平行）的条件

（1）向量a
 与非零向量b
 共线（平行）的条件是有且只有一个实数λ，使得a
 ＝λb
 ，即

b≠0，a∥b⇔a＝λb；

（2）设a
 ＝（x1
 ，y1
 ），b
 ＝（x2
 ，y2
 ），则


a
 ∥b
 ⇔x1
 y2
 －x2
 y1
 ＝0．


【注意】
 　（Ⅰ）向量平行与直线平行是有区别的，直线平行不包括重合，且零向量不表示直线．

（Ⅱ）要证明向量a，b
 共线，只需证明存在实数λ，使得b
 ＝λa
 即可．

（Ⅲ）如果a＝b＝0
 ，数λ仍然存在，此时λ并不唯一，是任意数值．

（Ⅳ）b
 与a
 （a≠0
 ）共线⇔存在唯一实数λ，使b
 ＝λa
 ．


平面向量基本定理
 　如果e
 1
 和e
 2
 是同一平面内的两个不共线向量，那么对这一平面内的任一向量a
 ，有且只有一对实数λ1
 ，λ2
 ，使


a
 ＝λ1
 e
 1
 ＋λ2
 e
 2
 ．

即：任一向量都可沿两个不平行的方向分解为两个向量的和，并且分解是唯一的．


向量的线性组合
 　λ1
 e
 1
 ＋λ2
 e
 2
 叫作向量e
 1
 和e
 2
 的线性组合，其中λ1
 ，λ2
 为实数．


向量的线性相关
 　如果两个非零向量a和b有线性关系

λa
 ＋μb
 ＝0
 ，

式中λ，μ不全为零，则称这两个向量共线（即a∥b
 ），反之也真．此时称向量a
 和b
 线性相关．


线性无关
 　对两个非零向量a
 和b
 ，若λa
 ＋μb
 ＝0
 只有在λ＝0且μ＝0时才成立，则称向量a，b
 为线性无关．


基底和基向量
 　如果向量e
 1
 和e
 2
 不平行，那么e
 1
 和e
 2
 的所有线性组合（λe
 1
 ＋μe
 2
 ）能生成平面上的全体向量，｛e
 1
 ，e
 2
 ｝叫作平面上全体向量的一个基底，e
 1
 和e
 2
 叫作基向量．


向量的线性运算
 　向量的加法、减法、实数与向量的积的混合运算称为向量的线性运算，也叫作向量的初等运算．


三点共线
 　（1）平面内A、P、B三点共线的条件是对于平面内任意一点O，使得

[image: ]
 　（其中α，β∈R
 ，α＋β＝1）．

[image: ]
图12－6



（2）如图12－6，若[image: ]
 （λ∈R
 ），则[image: ]
 ．

反之也成立．

三角形四心的向量表示

△ABC中，∠A，∠B，∠C的对边分别为a，b，c．

则

O为外心[image: ]
 ；

G为重心[image: ]
 ；

H为垂心[image: ]
 ；

I为内心[image: ]
 ．


【注意】
 　记住几个重要结论：

（Ⅰ）[image: ]
 所在直线一定通过△ABC的内心；

（Ⅱ）[image: ]
 所在直线一定通过△ABC的重心；

（Ⅲ）[image: ]
 所在直线一定通过△ABC的垂心．


 §12.3　平面向量的坐标运算


正交分解
 　一个平面向量用一组基底e
 1
 、e
 2
 表示成a
 ＝λ1
 e
 1
 ＋λ2
 e
 2
 的形式，我们称它为向量的分解，当e
 1
 与e
 2
 垂直时，就称为向量的正交分解．


[image: ]
图12－7




向量的坐标表示
 　在直角坐标系内，分别取与x轴、y轴方向相同的两个单位向量i，j
 作为基底，任作一个向量a
 ，由平面向量基本定理知，有且只有一对实数x，y，使得


a
 ＝xi
 ＋yj
 ．

我们把（x，y）叫作向量a
 的（直角）坐标，记作


a
 ＝（x，y），　　①

其中x叫作a
 在x轴上的坐标，y叫作a
 在y轴上的坐标，①式叫作向量a
 的直角坐标表示．

与a
 相等的向量的坐标也为（x，y）．显然


i
 ＝（1，0），j
 ＝（0，1），0
 ＝（0，0）．


位置向量
 　在直角坐标平面内，以原点O为起点，作[image: ]
 ，则点A的位置被a
 唯一确定．称向量a
 为点A的位置向量．向量[image: ]
 的坐标（x，y）也就是点A的坐标；反之，点A的坐标（x，y）也就是向量[image: ]
 的坐标．

设从x轴正方向到[image: ]
 的方向的转角为α，则有

[image: ]


向量坐标的意义

[image: ]
图12－8



[image: ]
 为表示向量a
 的有向线段（图12－8），A，B的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则向量a
 的坐标为

x＝x2
 －x1
 ，

y＝y2
 －y1
 ，

即a
 的坐标为（x2
 －x1
 ，y2
 －y1
 ）．

由此可知，向量a
 的坐标与表示该向量的有向线段的起、终点的具体位置没有关系，只与其相对位置 有关系．


向量的坐标运算
 　若a
 ＝（x1
 ，y1
 ），b
 ＝（x2
 ，y2
 ），λ是实数．则


a
 ＋b
 ＝（x1
 ，y1
 ）＋（x2
 ，y2
 ）＝（x1
 ＋x2
 ，y1
 ＋y2
 ）；


a
 －b
 ＝（x1
 ，y1
 ）－（x2
 ，y2
 ）＝（x1
 －x2
 ，y1
 －y2
 ）；

λa
 ＝λ（x1
 ，y1
 ）＝（λx1
 ，λy1
 ）；


a
 •b
 ＝（x1
 ，y1
 ）•（x2
 ，y2
 ）＝x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ；

[image: ]
 ．


向量平行的坐标表示
 　a
 ＝（x1
 ，y1
 ），b
 ＝（x2
 ，y2
 ），b≠0
 ，则

[image: ]


有向线段

（1）规定了正方向的直线叫作有向直线．

（2）规定了起点和终点的线段叫作有向线段．以A为起点、B为终点的有向线段记作[image: ]
 ．

（3）有向线段的数量和长度．

一条有向线段的长度连同表示它的方向的正负号，叫作有向线段的数量．有向线段[image: ]
 的数量用AB表示．

若有向线段[image: ]
 在数轴上的坐标为A（x1
 ），B（x2
 ），则

它的数量　　AB＝x2
 －x1
 ，

它的长度　　｜AB｜＝｜x2
 －x1
 ｜．

有向线段[image: ]
 和[image: ]
 具有下列关系：

　　｜AB｜＝｜BA｜，

　　｜AB｜＝－BA或AB＋BA＝0．

（4）沙尔定理：设A，B，C是同一条有向直线上的三个点，则不论它们的位置怎样，都有

AB＋BC＝AC．

一般地，设A1
 ，A2
 ，A3
 ，…，An
 是同一条有向直线上的n个点，则不论它们的位置怎样，总有

A1
 A2
 ＋A2
 A3
 ＋…＋An－1
 An
 ＝A1
 An
 ．

线段的定比分点

1．有关概念

设P1
 ，P2
 是直线l上的两点，点P是l上不同于P1
 ，P2
 的任意一点，则存在一个实数λ，使[image: ]
 ，λ叫作点P分有向线段[image: ]
 所成的比，点P叫作P[image: ]
 的定比分点．

若点P在线段P1
 P2
 上，则点P叫作[image: ]
 的内分点．

若点P在线段P1
 P2
 （或P2
 P1
 ）的延长线上，则点P叫作[image: ]
 的外分点．

2．P点在l上的不同位置与λ的不同数值之间的对应关系如下表．



	P点位置
	[image: ]




	内分点
	P在P1
 ，P2
 之间
	0＜λ＜＋∞



	外分点
	P在线段P1
 P2
 的延长线上
	－∞＜λ＜－1



	P在线段P2
 P1
 的延长线上
	－1＜λ＜0



	端点
	P与P1
 重合
	λ＝0



	P与P2
 重合
	λ不存在




3．定比分点公式

（1）定比分点坐标公式　若P1
 ，P2
 两点坐标为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），点P（x，y）分有向线段[image: ]
 成定比λ．

[image: ]


则P点坐标

[image: ]


（2）定比分点向量公式　O为平面内任一点，[image: ]
 ，P分[image: ]
 为定比λ（[image: ]
 ）．

如图12－9，则

[image: ]
 ．

4．中点公式

（1）坐标公式　设P1
 （x1
 ，y1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ），则P1
 P2
 的中点P（x，y）的坐标是

[image: ]
 ．

[image: ]
图12－9



（2）向量公式　在图12－9中，若P为P1
 P2
 的中点时，有

[image: ]


5．三角形的重心公式

（1）坐标公式　若△ABC的各顶点坐标分别为A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），C（x3
 ，y3
 ），则△ABC的重心G（x，y）的坐标是

[image: ]


（2）向量公式　在△ABC中，O是平面内任一点，[image: ]
 ，G为△ABC的重心，则

[image: ]


6．两点注意

（1）定比分点公式中的实数λ值，必须是起点到分点、分点到终点的有向线段的数量比（不是长度比）；

（2）起点、终点、分点可根据题目条件灵活选择，但用定比分点公式，必须首先确定起点、终点、分点，不同的起点、终点、分点对应不同的λ值．


 §12.4　平面向量的数量积


向量的夹角
 　两个非零向量a
 和b
 ，作[image: ]
 ，则∠AOB＝θ（0°≤θ≤180°）叫作向量a
 和b
 的夹角．显然，当θ＝0时，a
 与b
 同向；当θ＝180°时，a
 与b
 反向．


两向量垂直
 　如果a
 与b
 的夹角是90°，我们说a
 与b
 垂直，记作a
 ⊥b
 ．规定零向量与任一向量垂直．


向量的数量积
 　已知两个非零向量a
 和b
 ，它们的夹角为θ．则数量｜a
 ｜•｜b
 ｜cosθ叫作a
 与b
 的数量积（或内积，点积），物理学上常称为标量积．记作a•b
 ，即


a
 •b
 ＝｜a
 ｜•｜b
 ｜cosθ．


【注意】
 　（Ⅰ）两向量的数量积是个数量，而不是向量，其符号由夹角决定．

（Ⅱ）｜b
 ｜cosθ叫作向量b
 在a
 方向上的投影．当θ为锐角时，它是正值；当θ为钝角时，它是负值；当θ＝90°时，它是0；当θ＝0°时，它是｜b
 ｜；当θ＝180°时，它是－｜b
 ｜．

数量积的几何意义

数量积a•b
 等于a
 的长度｜a
 ｜与b
 在a
 的方向上的投影｜b
 ｜cosθ的乘积．

数量积的性质

设a，b
 都是非零向量，e
 是单位向量，θ是a
 与e
 的夹角，则

（1）e
 •a
 ＝a•e
 ＝｜a
 ｜cosθ．

（2）a⊥b
 ⇔a
 •b
 ＝0．

（3）当a
 与b
 同向时，a
 •b
 ＝｜a
 ｜•｜b
 ｜；

当a
 与b
 反向时，a
 •b
 ＝－｜a
 ｜•｜b
 ｜．

特别地，a
 •a
 ＝｜a
 ｜2
 或[image: ]


（a•a
 可以简写成a
 2
 ）．

（4）[image: ]


（5）｜a•b
 ｜≤｜a
 ｜•｜b
 ｜

（仅当a∥b
 时等号成立）．


【说明】
 　规定：零向量与任一向量的数量积为0，

即　　0
 •a
 ＝0．


数量积的运算律
 　已知向量a，b，c
 和实数λ，μ，则

（1）交换律　　a
 •b
 ＝b•a
 ；

（2）结合律　　λa
 •b
 ＝λ（a•b
 ）＝a
 •（λb
 ）；

（λa
 ）•（μb
 ）＝λμa•b
 ；

（3）分配律　　（a＋b
 ）•c
 ＝a•c＋b•c
 ．


【注意】
 　对于向量a，b，c：


（1）[image: ]
 ；

（2）（a•b）C≠a（b•C）；


（3）[image: ]
 ．


数量积的坐标表示
 　设a
 ＝（x1
 ，y1
 ），b
 ＝（x2
 ，y2
 ），则

（1）a
 •b
 ＝x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]


（5）[image: ]
 ．

平面内两点间的距离公式

如果表示向量a的有向线段的起点和终点的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则

[image: ]
 ．

三角形的中线长公式

如图12－10，AO是△ABC的BC边上的中线，则

[image: ]


[image: ]
图12－10




平移
 　如果点P（x，y）按向量a
 ＝（h，k）平移至P′（x′，y′），则

[image: ]



例1
 　点P在平面上作匀速直线运动，速度向量v＝（4，－3）（即点P的运动方向与v相同，且每秒移动的距离为｜v｜个单位）．设开始时点P的坐标为（－10，10），则5秒后点P的坐标为（　）

A．（－2，4）

B．（－30，25）

C．（10，－5）

D．（5，－10）


解
 　令平移至点P′（x，y），有[image: ]
 ，

∴（x，y）＝（－10，10）＋5（4，－3）＝（10，－5）．

∴选C．


例2
 　已知向量a
 ＝（1，2），b
 ＝（－2，－4），[image: ]
 ，若[image: ]
 ，则a
 与c
 的夹角为（　）

A．30°

B．60°

C．120°

D．150°


解
 　由题意知a
 ＋b
 ＝（－1，－2），

设c
 ＝（x，y），而[image: ]
 ，

∴[image: ]
 ．

∴[image: ]
 ．

∴a
 与c
 的夹角为120°，∴选C．


例3
 　已知两点M（－2，0），N（2，0），点P为坐标平面内的动点，且满足[image: ]
 ，则动点P（x，y）的轨迹方程为（　）

A．y2
 ＝8x

B．y2
 ＝－8x

C．y2
 ＝4x

D．y2
 ＝－4x


解
 　[image: ]
 [image: ]
 ．

又∵[image: ]
 ．

∴[image: ]
 ．

[image: ]
图12－11



∴[image: ]
 ，如图12－11所示．

∴[image: ]
 ．∴轨迹为抛物线．

又∵｜MO｜＝2，∴方程为y2
 ＝－8x，故选B．


例4
 　已知点A（[image: ]
 ，1），B（0，0），C（[image: ]
 ，0）．设∠BAC的平分线AE与BC相交于E，那么有[image: ]
 ＝λ[image: ]
 ，其中λ等于（　）

A．2

B．[image: ]


C．－3

D．[image: ]



解
 　由三角形内角平分线定理知，[image: ]
 ，

∴E为BC的三等分点．

又[image: ]
 ，

∴λ＜0且λ＝－3，∴选C．


例5
 　设向量a
 与b
 的夹角为θ，且a
 ＝（3，3），2b
 －a
 ＝（－1，1），则cosθ＝_____．


解
 　令b
 ＝（x，y），∴2b
 －a
 ＝（2x，2y）－（3，3）＝（2x－3，2y－3）．

∵又2b
 －a
 ＝（－1，1），

∴（2x－3，2y－3）＝（－1，1），即[image: ]


∴[image: ]


即b
 ＝（1，2），∴a
 •b
 ＝9．又｜a
 ｜＝[image: ]
 ，｜b｜＝[image: ]
 ，

∴[image: ]
 ．

[image: ]
图12－12




例6
 　在直角坐标系xOy中，已知点A（0，1）和点B（－3，4）．若点C在∠AOB的平分线上且[image: ]
 ，则[image: ]
 ＝_____．


解
 　如图12－12，取A′（0，5），则｜OB｜＝｜OA′｜，∴M为A′B中点，M（[image: ]
 ），[image: ]
 为[image: ]
 的方向向量．

∴[image: ]
 ．

[image: ]
 ，

∴[image: ]
 ．


例7
 　设向量a，b，c
 满足a＋b＋c＝0
 ，（a－b）⊥c，a⊥b
 ．若｜a
 ｜＝1，则｜a
 ｜2
 ＋｜b
 ｜2
 ＋｜c
 ｜2
 的值是_____．


解
 　∵a＋b＋c＝0
 ，a
 •b
 ＝0（∵a⊥b
 ），

∴c＝－（a＋b）．

∵（a－b）⊥c，∴（a－b）•［－（a＋b）］＝0．

即｜a｜2
 －｜b｜2
 ＝0，∴｜a｜＝｜b｜＝1，

∴｜c｜2
 ＝（a＋b）2
 ＝｜a｜2
 ＋2a•b＋｜b｜2
 ＝1＋0＋1＝2．

∴｜a｜2
 ＋｜b｜2
 ＋｜c｜2
 ＝4．


例8
 　设O（0，0），A（1，0），B（0，1），点P是线段AB上的一个动点，[image: ]
 ＝[image: ]
 ，若[image: ]
 ，则实数λ的取值范围是_____．


解
 　设P（x，y），则[image: ]
 ．

又∵[image: ]
 ＝（－1，1），

∴由[image: ]
 ，得－x＋y≥x（x－1）＋y（y－1）．　　①

又∵[image: ]
 ，∴（x－1，y）＝λ（－1，1）＝（－λ，λ）．

∴[image: ]
 ，即[image: ]


代入式①得

λ2
 －λ－λ＋λ2
 ≤λ－1＋λ，即[image: ]
 ．

又∵P在线段AB上，∴[image: ]
 ．


例9
 　已知平面上三点A，B，C满足[image: ]
 ，则[image: ]
 •[image: ]
 ＝_____．


解
 　由已知，A，B，C恰为直角三角形的三顶点，AB⊥BC，∠B＝90°．

[image: ]



例10
 　已知向量a
 ＝（sinθ，1），b
 ＝（1，cosθ），[image: ]
 ．

（1）若a⊥b
 ，求θ；

（2）求｜a＋b
 ｜的最大值．


解
 　（1）若a⊥b
 ，则sinθ＋cosθ＝0，

由此得[image: ]
 ，

∴[image: ]
 ．

（2）由a
 ＝（sinθ，1），b
 ＝（1，cosθ）得a
 ＋b
 ＝（sinθ＋1，1＋cosθ），

[image: ]


当[image: ]
 时，｜a
 ＋b
 ｜取得最大值，

即当[image: ]
 时，｜a
 ＋b
 ｜的最大值为[image: ]
 ．


例11
 　如图12-13，在Rt△ABC中，已知BC＝a，若长为2a的线段PQ以点A为中点，问[image: ]
 与[image: ]
 的夹角θ取何值时[image: ]
 的值最大？并求出这个最大值．

[image: ]
图12-13



解法1

[image: ]


当cosθ＝1，即θ＝0（[image: ]
 与[image: ]
 方向相同）时，[image: ]
 最大，最大值为0．


解法2
 　建立直角坐标系如图12-14所示，设｜AB｜＝c，｜AC｜＝b，则A（0，0），B（c，0），C（0，b），且｜PQ｜＝2a，｜BC｜＝a．

[image: ]
图12-14



设P（x，y），

[image: ]


[image: ]


故当cosθ＝1，即θ＝0（[image: ]
 与[image: ]
 方向相同）时，[image: ]
 最大，其最大值为0．


例12
 　如图12-15，三定点A（2，1），B（0，-1），C（-2，1）；三动点D，E，M满足[image: ]
 ，[image: ]
 ，t∈［0，1］．

[image: ]
图12-15



（1）求动直线DE斜率的变化范围；

（2）求动点M的轨迹方程．


解
 　（1）设D（xD
 ，yD
 ），E（xE
 ，yE
 ），由[image: ]
 知（xD
 -2，yD
 -1）＝t（-2，-2），

[image: ]


（2）设M（x，y）是轨迹上任一点，则由[image: ]
 得（x＋2t-2，y＋2t-1）＝t（-2，4t-2），

[image: ]


消去参数t得x2
 ＝4y．又x＝2（1-2t）∈［-2，2］，故所求轨迹方程为x2
 ＝4y，x∈［-2，2］．



第十三章　三角恒等变换

基本公式

[image: ]


除上表所列公式外，还有几种常用的公式：

（1）万能公式

[image: ]


（2）辅助角公式

[image: ]


由此得[image: ]
 ．

（3）三倍角公式

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）凡使公式中某个式子无意义的角，都不适合公式．

（Ⅱ）半角公式中根号前的“±”号的选择，由半角所在的象限确定．

（Ⅲ）要熟悉一些公式的几个重要的变形：

降幂：[image: ]


正切和：

[image: ]


正切分解：tanθ＝cotθ-2cot2θ．

正弦平方差：

sin2
 α-sin2
 β＝sin（α＋β）·sin（α-β）．

三倍角公式的另一种形式：

sin3θ＝4sinθsin（60°＋θ）sin（60°-θ）；

cos3θ＝4cosθcos（60°＋θ）cos（60°-θ）；

tan3θ＝tanθtan（60°＋θ）tan（60°-θ）．

（Ⅳ）任意角是半角的两倍．因此：

[image: ]


（Ⅴ）对于两个以上角的和或差的三角函数式，可以归纳为两角和或差的问题来解决，如：

sin（α＋β＋γ）＝sin［（α＋β）＋γ］．


三角函数式的恒等变形
 　三角函数式的变换主要指化简、求值、计算及恒等式的证明，而其中大量用到三角函数式的恒等变形．在进行各种三角函数式的恒等变形中，虽然由于问题的差异，方法也有很大差别，但仍有某些规律可循．现归纳如下：

（1）先用诱导公式，化为锐角三角函数．在同一问题中，需要用诱导公式和其他公式，一般是先用诱导公式，后用其他公式．若给定具体角度，则先用诱导公式化为锐角三角函数再解．

（2）化为同角的同名函数．对待变形的三角函数式应尽量化为同一个角，尽量统一三角函数的名称．

（3）角的变换至关重要．注意已知角与已知角，已知角与要求角之间的互余、互补关系，注意常见角的变换：α＝（α＋β）-β，2α＝（α＋β）＋（α-β），[image: ]
 ，[image: ]
 等．

（4）化“切”、“割”为“弦”．若待变形的三角函数式中，三角函数名称较多，而又不能直接运用某些三角公式时，一般把正切、余切、正割、余割函数化为同角的正弦或余弦函数，以利于发现函数间的内在联系．

（5）降幂．若待变形的三角函数式含有正弦、余弦的平方项，一般先用降幂公式降幂再解；若含有高次幂三角函数，常用因式分解或倍角公式，降低高次项的幂次，从而简化变形过程．

（6）注意使用“1”的代换．

（7）在变形过程中，要尽量避免使用开方运算，从而避免根式前符号的讨论．如果必须使用含有开方运算的公式，则要特别注意根据已知条件或具体情况讨论根式的正负号．

在解题时，采用什么方法为好，还应根据具体情况来定，通常情况下常常是许多方法的综合应用．

三角函数式的求值

常见类型有给角求值问题、给值求值问题、给出条件式子求值问题．

求值应注意的几个问题是：

①给定具体角度，应注意先化为锐角三角函数，再注意互余函数的相互转化．

②对于含有sin2
 α，cos2
 α，sinαcosα偶次幂的函数，一般先降幂再变形．

③角成等差数列的余弦求和，分子、分母同乘以角公差一半的正弦的2倍，再239积化和差，抵消求和．

④角成等比数列（公比为2）的余弦积，分子、分母同乘以最小角的正弦的2n（n为余弦的个数）倍，再反复利用正弦的二倍角公式，最后约分求得结果．

⑤条件sinα＋sinβ＝a，cosα＋cosβ＝b（a2
 ＋b2
 ≠0）的使用，一般有两条途径：一条是两式平方相加，求得cos（α-β）的值，再解；另一条是两式分别化积，相除求得[image: ]
 的值，再用万能公式或其他公式求解．


给值求角的步骤
 　一般有两步：

（1）求出未知角的某一三角函数值；

（2）确定未知角的所在范围．

再（1）、（2）结合求解．


三角函数式的化简
 　常见类型有：

（1）根式形式的三角函数式的化简；

（2）多项式形式的三角函数式的化简；

（3）分式形式的三角函数式的化简．

一般化简要求：项数最少，三角函数种类最少，三角函数的次数最低，分母尽量不含三角函数，尽量不带根号，尽量化同角、化同名，能求值的要求出值来．


三角恒等式
 　含有三角函数的等式，如果对于使它两边具有意义的角（或数）都成立，就叫作三角恒等式．

三角恒等式的证明

1．不附条件的三角恒等式的证明

常用方法有：

（1）从等式较繁的一边逐步变形推证出另一边，即“左右互推法”；

（2）把等式两边同时变形化简，得到同一个式子，从而证明等式成立，即“左右归一法”；

（3）将原结论变形（如化除为乘，左右移项等）予以证明，再还原为原来的结论，即“变更论证法”；

（4）从结论成立入手分析，逐步变形得到已知或熟知的等式，即“分析法”；

（5）对于某些与正整数n有关的三角恒等式，亦可采用数学归纳法；

（6）对于若干个因式相乘的三角恒等式可采用相乘、相约的方法证明；

（7）对于若干个项求和，则可采取裂项法相加、抵消的方法证明．

2．附条件的三角恒等式的证明

关键在于恰当而适时地使用所附的条件，分析条件、结论的组成元素与解析特征，找出条件与结论之间的内在联系，从而发现证明途径．

证明条件恒等式的常用方法有：消去法、代入法、分析法、分离变量法以及利240用比例性质等．


三角函数式的最值
 　三角函数式的最值，常见的有一次型、二次型和其他类型．

1．一次型

（1）只含一个三角函数：若是正、余弦，可根据有界性｜sinx｜≤1，｜cosx｜≤1确定；若是正、余切，可由约束条件确定．

（2）形如asinnx＋bcosnx的函数，利用辅助角公式化为一个角的三角函数，有最大值[image: ]
 ，最小值[image: ]
 ．

2．二次型

（1）含一次项和二次项的二次型，一般化同角的同名函数，通过配平方，结合三角函数的有界性求解．

（2）若是关于正、余弦的二次齐次式，则用降幂公式转化为一次型处理．


3．其他类型
 　用判别式法求解．

几个常用的三角不等式

（1）若[image: ]
 ，则sinx＜x＜tanx（x为弧度）；

（2）若[image: ]
 ，则[image: ]
 ；

（3）｜sinx｜＋｜cosx｜≥1（x∈R
 ）．

特殊角的三角函数值

[image: ]
 [image: ]



例1
 　求函数[image: ]
 的最小正周期、最大值和最小值．

解

[image: ]


最小正周期为π，最大值是[image: ]
 ，最小值是[image: ]
 ．


例2
 　已知6sin2
 α＋sinαcosα-2cos2
 α＝0，[image: ]
 ，求[image: ]
 的值．


解
 　由已知cosα≠0，原式化为

6tan2
 α＋tanα-2＝0，

即　（3tanα＋2）（2tanα-1）＝0．

[image: ]



例3
 　已知[image: ]
 ，[image: ]
 ．

（1）求tanα的值；

（2）求[image: ]
 的值．


解
 　（1）由[image: ]
 ，得3tan2
 α＋10tanα＋3＝0，即tanα＝-3或[image: ]
 ．又[image: ]
 ，所以[image: ]
 为所求．

[image: ]



例4
 　若函数[image: ]
 的最大值为[image: ]
 ，试确定常数a的值．

解

[image: ]


当[image: ]
 时，f（x）取得最大值[image: ]
 ，

∴[image: ]
 ．解得[image: ]
 为所求．


例5
 　已知函数[image: ]
 ，x∈R
 ．

（1）求函数f（x）的最小正周期和单调增区间；

（2）函数f（x）的图像可以由函数y＝sin2x（x∈R
 ）的图像经过怎样的变换得到？

解

[image: ]


∴f（x）的最小正周期[image: ]
 ．

由题意得[image: ]
 ，

即[image: ]
 ．

∴函数f（x）的单调增区间为[image: ]
 ．

（2）先把y＝sin2x图像上所有的点向左平移[image: ]
 个单位长度，得到函数[image: ]
 的图像，再把所得图像上所有的点向上平移[image: ]
 个单位长度，就得到函数[image: ]
 的图像．


例6
 　已知函数[image: ]
 ，[image: ]
 ．

（1）设x＝x0
 是函数y＝f（x）图像的一条对称轴，求g（x0
 ）的值；

（2）求函数h（x）＝f（x）＋g（x）的单调递增区间．


解
 　（1）由题设知[image: ]
 ．

因为x＝x0
 是函数y＝f（x）图像的一条对称轴，所以[image: ]
 ，

即[image: ]
 ．

所以[image: ]
 ．

当k为偶数时，[image: ]
 ，

当k为奇数时，[image: ]
 ．

[image: ]


当[image: ]
 ，即[image: ]
 时，

函数[image: ]
 是增函数．

故函数h（x）的单调递增区间是[image: ]
 ．
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第十四章　解三角形


形三角形的基本元素
 　一个三角形的边、角、中线、高线、角平分线、周长、面积等都叫作三角形的元素．其中边和角叫作三角形的基本元素．△ABC中，∠A，∠B，∠C的对边一般用小写字母a，b，c表示．


解三角形
 　根据三角形中已知的元素求它的未知元素，叫作解三角形．

直角三角形的解法

Rt△ABC中，∠C＝90°，三边分别为a，b，c，h是斜边上的高．

角的关系：A＋B＝90°．

边的关系：a2
 ＋b2
 ＝c2
 ．

边角间的关系：

[image: ]


面积[image: ]
 ．由此可得ab＝ch．

解直角三角形的基本类型

[image: ]


三角形中三内角的三角函数关系

△ABC中，A＋B＋C＝π，则

（1）sinA＝sin（B＋C），cosA＝-cos（B＋C），

tanA＝-tan（B＋C）．

[image: ]


（3）sin2A＝-sin（2B＋2C），

cos2A＝cos（2B＋2C），

tan2A＝-tan（2B＋2C）．

[image: ]


tanA＋tanB＋tanC＝tanAtanBtanC．

（5）sin2A＋sin2B＋sin2C＝4sinAsinBsinC，

cos2A＋cos2B＋cos2C

　＝-1-4cosAcosBcosC．

（6）sin2
 A＋sin2
 B＋sin2
 C

　＝2（1＋cosAcosBcosC）．

（7）cos2
 A＋cos2
 B＋cos2
 C＝1-2cosAcosBcosC．

（8）sinAcosBcosC＋sinBcosCcosA＋sinCcosAcosB＝sinAsinBsinC．


正弦定理
 　在一个三角形内，各边和它的对角的正弦的比相等，并且都等于这个三角形的外接圆直径．即

[image: ]


其中，a，b，c分别是△ABC的∠A，∠B，∠C的对边，R是△ABC外接圆的半径．

由正弦定理，可以得到一些有关的等式，如

a：b：c＝sinA：sinB：sinC，

a＝2RsinA，[image: ]
 ，

asinB＝bsinA，…．


余弦定理
 　三角形任一边的平方等于其他两边平方的和减去这两边与它们夹角的余弦的积的两倍．即

a2
 ＝b2
 ＋c2
 -2bccosA，

b2
 ＝c2
 ＋a2
 -2cacosB，

c2
 ＝a2
 ＋b2
 -2abcosC．

从余弦定理，可以得到

[image: ]


其中a，b，c分别是△ABC的∠A，∠B，∠C的对边．


射影定理
 　在△ABC中，设∠A，∠B，∠C的对边分别是a，b，c，则

a＝bcosC＋ccosB，

b＝ccosA＋acosC，

c＝acosB＋bcosA．

这三个式子叫作射影定理．

*正切定理
 　三角形任意两边的和与差的比，等于它们所对的角的和的一半的正切与差的一半的正切的比．用式子表示就是

[image: ]


其中a，b，c分别是△ABC的∠A，∠B，∠C的对边．

*半角定理
 　在△ABC中，a，b，c分别是∠A，∠B，∠C的对边，[image: ]
 ，r是△ABC内切圆的半径，则

[image: ]


*摩尔外得公式
 　在△ABC中，设a，b，c分别为∠A，∠B，∠C的对边，则

[image: ]


这两个式子通常叫作摩尔外得公式．


三角形的面积公式
 　在△ABC中，设∠A，∠B，∠C的对边为a，b，c；a，b，c边上的高分别为ha
 ，hb
 ，hc
 ；r为内切圆半径，R为外接圆半径，S△ABC
 为面积，[image: ]
 （半周长），则

[image: ]


三角形中的角所满足的常用三角不等式

设A，B，C是△ABC的三个内角，则

（1）若A＞B，则sinA＞sinB．

（2）锐角△ABC中，有

sinA＋sinB＋sinC＞cosA＋cosB＋cosC＞1，

tanA＋tanB＋tanC＝tanAtanBtanC≥[image: ]


（正三角形时取等号），

sinC＝sin（A＋B）＜sinA＋sinB．

[image: ]


[image: ]


其中（3）～（8）当且仅当△ABC为正三角形时取等号．

几个重要结论：

在△ABC中，

（1）A＞B⇔sinA＞sinB⇔cosA＜cosB；

（2）三内角A，B，C成等差数列⇔B＝60°，A＋C＝120°；

（3）三内角成等差数列，三边成等比数列⇔三角形为正三角形；

（4）已知两边a，b及边a所对角A有两解的条件是　bsinA＜a＜b．

解三角形应用题的有关名词、术语

（1）仰角和俯角：与目标视线在同一铅垂平面内的水平视线和目标视线的夹角，目标视线在水平视线上方时叫仰角，目标视线在水平视线下方时叫俯角，如图14-1．

[image: ]
图14-1



（2）方位角：一般是指北方向线顺时针转到目标方向线的水平角，如方位角是45°，指北偏东45°，即东北方向．

解三角形应用题的一般思路

（1）读懂题意，理解问题的实际背景，明确已知和所求，理清量与量之间的关系．

（2）根据题意画出示意图，将实际问题抽象成解三角形模型．

（3）选择正弦定理和余弦定理求解．

（4）将三角形的解还原为实际问题，注意实际问题中的单位、近似计算要求．

这一思路描述如下：

[image: ]



例1
 　已知锐角三角形ABC中，

[image: ]


（1）求证：tanA＝2tanB；

（2）设AB＝3，求AB边上的高．

（1）证明


[image: ]


（2）解


[image: ]


将tanA＝2tanB代入上式，并整理得

2tan2
 B-4tanB-1＝0．

解得[image: ]
 ．∵B为锐角，tanB＞0，

∴[image: ]
 ，从而[image: ]
 ．

设AB边上的高为CD，则

[image: ]


由AB＝3，得[image: ]
 ．

故AB边上的高等于[image: ]
 ．


例2
 　在△ABC中，∠A，∠B，∠C所对的边为a，b，c，且[image: ]
 ．

（1）求[image: ]
 的值；

（2）若[image: ]
 ，求bc的最大值．


解


[image: ]


[image: ]


当且仅当[image: ]
 时，[image: ]
 ．

故bc的最大值为[image: ]
 ．


例3
 　在某海滨城市附近的海面有一台风，据监测，当前台风中心位于城市O（图14-2）的东偏南[image: ]
 方向300km的海面P处，并以20km/h的速度向西偏北45°方向移动．台风侵袭的范围为圆形区域，当前半径为60km，并以10km/h的速度不断增大，问几小时后该城市开始受到台风的侵袭？

[image: ]
图14-2




解
 　设在时刻t（h）台风中心为Q，此时台风侵袭的圆形区域半径为（10t＋60）km．

若在时刻t城市O受到台风的侵袭，则

OQ≤10t＋60．

由余弦定理知

OQ2
 ＝PQ2
 ＋PO2
 -2·PQ·POcos∠OPQ，

由于PO＝300，PQ＝20t，

[image: ]


因此202
 t2
 -9600t＋3002
 ≤（10t＋60）2
 ，

即t2
 -36t＋288≤0，解得12≤t≤24．

答：12小时后该城市开始受到台风的侵袭．


例4
 　设锐角△ABC的内角A，B，C的对边分别为a，b，c，a＝2bsinA．

（1）求B的大小；

（2）求cosA＋sinC的取值范围．


解
 　（1）由a＝2bsinA，根据正弦定理得sinA＝2sinBsinA，所以，[image: ]
 ，

由△ABC为锐角三角形得[image: ]
 ．

[image: ]


由△ABC为锐角三角形知，

[image: ]


所以，cosA＋sinC的取值范围为[image: ]
 ．



第十五章　数列


 §15.1　数列的一般概念


数列
 　按一定次序排列的一列数叫作数列．

数列中的每一个数都叫作这个数列的项．各项依次叫作数列的第1项（或首项），第2项，…，第n项，…．其一般形式为a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ，…．简记作｛an
 ｝．


【注意】
 　｛an
 ｝与an
 是不同的：｛an
 ｝表示数列a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ，…，而an
 只表示这个数列的第n项．


数列与函数的关系
 　数列可以看作一个定义域为正整数集N
 *（或它的有限子集｛1，2，3，…，n｝）的函数当自变量从小到大依次取值时对应的一列函数值．


数列的通项公式
 　数列的第n项叫作数列的通项．

如果数列｛an
 ｝的第n项an
 与n之间的函数关系可以用一个公式an
 ＝f（n）来表示，则这个公式叫作这个数列的通项公式．


【说明】
 　（Ⅰ）并非所有的数列都存在通项公式．

（Ⅱ）只给出一个数列的最初若干项，而未指明构成规律时，该数列的通项公式不能唯一地确定．例如，使数列

1，4，7，10，…

前四项适合的通项公式可以是an
 ＝3n-2，也可以是

an
 ＝1＋3（n-1）＋（n-1）（n-2）（n-3）（n-4）．

另外，数列通项公式的表示法也不是唯一的．如an
 ＝cosnπ及an
 ＝（-1）n
 均是数列-1，1，-1，1，…的通项公式．

数列的表示法

（1）列举法：如1，3，5，7，9，…；

（2）图解法：用（n，an
 ）这些孤立点表示；

（3）解析法：用通项公式表示，如an
 ＝2n-1；

（4）递推法：如果已知数列的第一项（或前几项），且任一项an
 与前一项an-1
 （或前几项）间的关系可以用一个公式表示，这个公式叫作数列的递推公式．如

[image: ]



数列的分类
 　数列可按不同的方法进行分类．

（1）按数列项数的有限和无限分为两大类：

有限数列　项数有限的数列叫作有限数列或有穷数列．

无限数列　项数无限的数列叫作无限数列或无穷数列．

（2）按数列的单调性分为四类：

递增数列　一个实数列｛an
 ｝，如果从第二项起，每一项都不小于它的前一项，即有an＋1
 ≥an
 （n∈N
 *），这样的实数列叫作递增数列，也叫上升数列或说这一数列单调增加．

递减数列　一个实数列｛an
 ｝，如果从第二项起，每一项都不大于它的前一项，即有an＋1
 ≤an
 （n∈N
 *），这样的实数列叫作递减数列，也叫下降数列或说这一数列单调下降．

递增数列和递减数列统称单调数列．

摆动数列　从第二项起，有些项大于它的前一项，有些项小于它的前一项，这样的数列叫作摆动数列．

常数列　各项都相等的数列叫作常数列．

（3）按数列的有界性分为两大类：

有界数列　如果一个数列｛an
 ｝的每一项的绝对值都不大于某一个正数M，即｜an
 ｜≤M（n∈N
 *），这样的数列叫作有界数列．

无界数列　一个无穷数列，如果对于任意一个正数，在这个数列中总可以找到某一项，使其绝对值大于这个正数，这样的数列叫无界数列．


【说明】
 　（Ⅰ）有穷数列一定是有界数列，反之不一定成立．

（Ⅱ）无界数列一定是无穷数列，反之不一定成立．

数列的前n项和

[image: ]


叫作数列｛an
 ｝的前n项和，记作Sn
 ．

数列的通项an
 与前n项和Sn
 的相互关系是

[image: ]



递推公式
 　如果已知数列的an
 的第1项（或前几项），且任一项an
 与它的前一项an-1
 （或前几项）间的关系可以用一个公式来表示，即an
 ＝f（a1
 ，a2
 ，…，an-1
 ），那么这个公式就叫作这个数列的递推公式．

递推公式是给出数列的一种重要方法．


数列的归纳定义
 　用前面若干项及第k项ak
 与第k＋1项ak＋1
 的关系式来定义数列｛an
 ｝，叫作数列的归纳定义．例如

给出首项a1
 及连续两项an
 ，an＋1
 的递推关系是

[image: ]


给出前面两项a1
 ，a2
 以及连续三项的递推关系是：

[image: ]


等差数列和等比数列都是用归纳定义给出的．


求数列
 ｛an
 ｝中的最大（小）项


设an
 最大，则[image: ]


设an
 最小，则[image: ]


*斐波那契数列
 　是指数列

1，1，2，3，5，8，13，21，…

其递推公式是　[image: ]


它的通项公式为

[image: ]


斐波那契数列有下列性质：

①Sn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝an＋2
 -1；

②a2
 ＋a4
 ＋a6
 ＋…＋a2n
 ＝a2n＋1
 -1；

③a1
 ＋a3
 ＋a5
 ＋…＋a2n-1
 ＝a2n
 ；

[image: ]



 §15.2　等差数列和等比数列

一、等差数列

1．定义及基本公式

[image: ]



2．等差中项
 　如果三个数a，A，b成等差数列，那么A叫作a与b的等差中项，即[image: ]
 ．

反之，若[image: ]
 ，则a，A，b三个数成等差数列．

两个数的等差中项又叫作这两个数的算术平均数．

3．等差数列的性质

设｛an
 ｝为等差数列，公差为d，则

（1）an
 ，an-1
 ，an-2
 ，…，a2
 ，a1
 仍为等差数列，公差为-d．

（2）从第二项起，每一项是它相邻两项的等差中项，也是与它等距离的前后两项的等差中项，即

[image: ]


（3）a1
 ＋an
 ＝a2
 ＋an-1
 ＝a3
 ＋an-2
 ＝…．

若n＋m＝p＋q，则an
 ＋am
 ＝ap
 ＋aq
 ，反之不一定成立（m，n，p，q∈N
 *）．

（4）a1
 ，a3
 ，a5
 ，a7
 ，…仍为等差数列，公差为2d（首项不一定选a1
 ）．

a1
 ，a4
 ，a7
 ，a10
 ，…仍为等差数列，公差为3d（同样，首项不一定选a1
 ）．

依此类推，还可以构成许多成等差数列的子数列．

（5）项数相同的连续项和a1
 ＋a2
 ＋…＋ak
 ，ak＋1
 ＋ak＋2
 ＋…＋a2k
 ，…也成等差数列．

（6）若｛bn
 ｝也为等差数列，公差为D，则｛an
 ±bn
 ｝仍为等差数列，公差为d±D；对常数k，b，｛kan
 ｝，｛kan
 ±b｝仍为等差数列．

[image: ]


（8）｛an
 ｝是等差数列的充要条件是an
 ＝an＋b或Sn
 ＝an2
 ＋bn（a，b为常数，n∈N
 *）．

（9）对于等差数列｛an
 ｝，若项数为2n（n∈N
 *），则

[image: ]


若项数为2n-1（n∈N
 *），则

[image: ]


（10）通项公式an
 ＝An＋B（A≠0）是项数n的一次函数（其中A＝d）；前n项和Sn
 ＝An2
 ＋Bn（A≠0）是不含常数项的二次函数（其中[image: ]
 ），[image: ]
 ＝An＋B是一次函数，[image: ]
 仍为等差数列；

点列（1，a1
 ），（2，a2
 ），…，（n，an
 ），…共线；

点列[image: ]
 ，[image: ]
 ，…，[image: ]
 ，…共线．

等差数列解题基本方法

（1）证明数列｛an
 ｝是等差数列的基本方法

①利用定义：证明an＋1
 -an
 ＝d（常数）；

②利用中项公式证明2an
 ＝an-1
 ＋an＋1
 （n≥2）．

（2）若已知等差数列｛an
 ｝的a1
 ，d，n，an
 和Sn
 五个元素中任意三个，就可以列方程求出其余两个．

特别地，[image: ]
 ．

（3）若已知n个数成等差数列，又知其和，则当n为奇数时，可设n个数为

…，a-2d，a-d，a，a＋d，a＋2d，…，

公差为d．

n为偶数时，可设n个数为

…，a-3d，a-d，a＋d，a＋3d，…，

公差为2d．

（4）若四个数中已知三个数成等差、三个数成等比，则可先设成等差的三个数a＋d，a，a-d，再按等比求得另一个数．

（5）等差数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 的最大值为[image: ]


（6）等差数列｛an
 ｝的最大项为[image: ]


（7）记住一些小结论，如在等差数列｛an
 ｝中，

①am
 ＝n，an
 ＝m（n≠m），则an＋m
 ＝0；

②若Sm
 ＝n，Sn
 ＝m（n≠m），则

Sm＋n
 ＝-（m＋n）；

③若Sm
 ＝Sn
 （n≠m），则Sn＋m
 ＝0．

（8）若｛an
 ｝与｛bn
 ｝均为等差数列，公差分别为d1
 ，d2
 ，前n项和分别为Sn
 与Tn
 ，则

[image: ]


二、等比数列

1．定义与基本公式

[image: ]
 [image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）非零常数列既是等差数列（公差为0）又是等比数列（公比为1）．

（Ⅱ）零数列只能是等差数列．


2．等比中项
 　如果a，G，b三个数成等比数列，则有

G2
 ＝ab．反之不一定成立．

任意两个同号的数的等比中项都有两个，它们互为相反数．当a＞0，b＞0时，[image: ]
 又叫作a，b的几何平均数．

3．等比数列的性质

若｛an
 ｝为等比数列，公比为q（q≠0），则

（1）an
 ，an-1
 ，an-2
 ，…，a2
 ，a1
 仍为等比数列，公比为[image: ]
 ．

（2）从第二项起，每一项是它相邻两项的等比中项，也是与它等距离的前后两项的等比中项．即

[image: ]


（3）a1
 ·an
 ＝a2
 ·an-1
 ＝a3
 ·an-2
 ＝…

若m＋n＝p＋q，则am
 ·an
 ＝ap
 ·aq
 ；反之不一定成立（m，n，p，q∈N
 *）．

（4）等比数列｛an
 ｝的倒数列[image: ]
 仍为等比数列，公比为[image: ]
 ．

a1
 ，a3
 ，a5
 ，a7
 ，…仍为等比数列，公比为q2
 （首项不一定选a1
 ）．

a1
 ，a4
 ，a7
 ，a10
 ，…仍为等比数列，公比为q3
 （同样，首项不一定选a1
 ）．

依此类推，还可以构成许多等比数列的子数列．

（5）若｛bn
 ｝为等比数列，公比为D（D≠0），则｛an
 bn
 ｝仍为等比数列，公比为q·D．[image: ]
 也为等比数列，公比为[image: ]
 ．特别地，对非零常数k，｛kan
 ｝仍为等比数列，公比为q．

（6）若｛an
 ｝成等比数列，且an
 ＞0⇔｛loga
 an
 ｝成等差数列（a＞0，a≠1）．

[image: ]


（8）等比数列中项数相同的连续项的和（和不为0）a1
 ＋a2
 ＋…＋ak
 ，ak＋1
 ＋ak＋2
 ＋…＋a2k
 ，…仍构成等比数列．

等比数列解题基本方法

（1）若已知等比数列｛an
 ｝的a1
 ，n，q，an
 ，Sn
 五个元素中的三个，就可以列方程求出另外两个．

（2）若已知n个数成等比数列，一般可设为a1
 ，a1
 q，a1
 q2
 ，…；若又已知其积，则

当n为奇数时，可设为…，[image: ]
 ，a，aq，aq2
 ，…；

当n为偶数时，可设为…，[image: ]
 ，aq，aq3
 ，…．

（3）等比数列｛an
 ｝的最大项为

[image: ]


（4）证明数列｛an
 ｝是等比数列的基本方法：

①用定义：｛an
 ｝是等比数列[image: ]
 （q≠0为常数）．

②用等比中项公式：

｛an
 ｝是等比数列[image: ]
 ．


例1
 　设等比数列｛an
 ｝的公比为q，前n项和为Sn
 ，若Sn＋1
 ，Sn
 ，Sn＋2
 成等差数列，则q的值是_____．


解
 　∵Sn＋1
 ，Sn
 ，Sn＋2
 成等差数列，

∴Sn
 -Sn＋1
 ＝Sn＋2
 -Sn
 ，即-an＋1
 ＝an＋2
 ＋an＋1
 ．

∴an＋2
 ＝-2an＋1
 ．故[image: ]
 ．


例2
 　设等比数列｛an
 ｝的公比为q，前n项和Sn
 ＞0（n＝1，2，…）．

（1）求q的取值范围；

（2）设[image: ]
 ，记｛bn
 ｝的前n项和为Tn
 ，试比较Sn
 和Tn
 的大小．


解
 　（1）因为｛an
 ｝是等比数列，Sn
 ＞0，可得a1
 ＝S1
 ＞0，q≠0．

当q＝1时，Sn
 ＝na1
 ＞0；当q≠1时，[image: ]
 ，即[image: ]
 （n＝1，2，…），

上式等价于不等式组

[image: ]


[image: ]


解①式得q＞1；

解②，由于n可为奇数，可为偶数，得-1＜q＜1．

综上所述，q的取值范围是（-1，0）∪（0，＋∞）．

[image: ]


又Sn
 ＞0，且-1＜q＜0或q＞0，则

当[image: ]
 或q＞2时，Tn
 -Sn
 ＞0，即Tn
 ＞Sn
 ；

当[image: ]
 且q≠0时，Tn
 -Sn
 ＜0，即Tn
 ＜Sn
 ；

当[image: ]
 或q＝2时，Tn
 -Sn
 ＝0，即Tn
 ＝Sn
 ．


例3
 　已知数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，a2
 ＝3，an＋2
 ＝3an＋1
 -2an
 （n∈N
 *）．

（1）证明：数列｛an＋1
 -an
 ｝是等比数列；

（2）求数列｛an
 ｝的通项公式；

（3）若数列｛bn
 ｝满足[image: ]
 （n∈N
 *），证明：｛bn
 ｝是等差数列．


（1）证明
 　∵an＋2
 ＝3an＋1
 -2an
 ，

∴an＋2
 -an＋1
 ＝2（an＋1
 -an
 ）．

[image: ]


又∵a1
 ＝1，a2
 ＝3，

∴｛an＋1
 -an
 ｝是以a2
 -a1
 ＝2为首项，2为公比的等比数列．


（2）解
 　由（1）得an＋1
 -an
 ＝2n
 （n∈N
 *），

[image: ]



（3）证明


[image: ]


④-③，得nbn＋2
 -2nbn＋1
 ＋nbn
 ＝0，

即bn＋2
 -2bn＋1
 ＋bn
 ＝0，

∴bn＋2
 -bn＋1
 ＝bn＋1
 -bn
 （n∈N
 *）．

∴｛bn
 ｝是等差数列．


例4
 　设无穷等差数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ．

（1）若首项[image: ]
 ，公差d＝1，求满足[image: ]
 的正整数k；

（2）求所有的无穷等差数列｛an
 ｝，使得对于一切正整数k都有[image: ]
 ．


（1）解


[image: ]


[image: ]



（2）解法1
 　设数列｛an
 ｝的公差为d，则在[image: ]
 中分别取k＝1，2，得

[image: ]


由①得a1
 ＝0或a1
 ＝1．

当a1
 ＝0时，代入②得：d＝0或d＝6．

若a1
 ＝0，d＝0，则an
 ＝0，Sn
 ＝0，从而[image: ]
 成立；

若a1
 ＝0，d＝6，则an
 ＝6（n-1），由S3
 ＝18，（S3
 ）2
 ＝324，S9
 ＝216知S9
 ≠（S3
 ）2
 ，故所得数列不符合题意．

当a1
 ＝1时，代入②得4＋6d＝（2＋d）2
 ，解得d＝0或d＝2．

若a1
 ＝1，d＝0，则an
 ＝1，Sn
 ＝n，从而[image: ]
 成立；

若a1
 ＝1，d＝2，则an
 ＝2n-1，Sn
 ＝1＋3＋…＋（2n-1）＝n2
 ，从而[image: ]
 成立．

综上，共有3个满足条件的无穷等差数列：

①｛an
 ｝：an
 ＝0，即0，0，0，…；

②｛an
 ｝：an
 ＝1，即1，1，1，…；

③｛an
 ｝：an
 ＝2n-1，即1，3，5，…．


解法2
 　设等差数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ＝An2
 ＋Bn，则由[image: ]
 得Ak4
 ＋Bk2
 ＝（Ak2
 ＋Bk）2
 ，即


Ak4
 ＋Bk2
 ＝A2
 k4
 ＋2ABk3
 ＋B2
 k2
 ．

上式对一切正整数k恒成立的充要条件是

[image: ]


故满足题意的无穷等差数列｛an
 ｝有3个，它们的前n项和分别为Sn
 ＝0，Sn
 ＝n，Sn
 ＝n2
 ．其对应的通项公式分别为an
 ＝0，an
 ＝1，an
 ＝2n-1．


 §15.3　特殊数列的求和

特殊数列求和的常用方法

（1）直接求和法　对于等差数列或等比数列，以及可转化为等差或等比的数列的求和，可直接利用公式求和．

可直接用的公式除等差、等比外，还有：

[image: ]


（2）倒序相加法　倒序相加源于等差数列求和．其目的在于利用与首末两项等距的两项相加后有公因子可提，以便化简后求和．

（3）错位相减法　错位相减源于等比数列求和．形如｛an
 bn
 ｝的数列，其中｛an
 ｝为等差数列，｛bn
 ｝为等比数列，均可用此法求和．

（4）分裂通项法又称拆项求和法．如果一个数列的每一项都能拆为两项之差，且拆开后相邻两项之间可消去一部分可用此法．此法多用于分母为等差数列某相邻k项之积，而分子为常数的分式型数列的求和．其裂项可采用待定系数法确定．例如：

[image: ]


（5）分解求和法　若数列的通项是若干项的代数和，一般采取分解求和，即分项求和．


常用数列的前
 n项和公式


[image: ]



 §15.4　简单的递归关系

两类基本的递归关系

1．等差数列[image: ]


[image: ]


反向递归：an
 ＝an-1
 ＋d＝an-2
 ＋2d＝…＝a1
 ＋（n-1）d．

∴　　　　an
 ＝a1
 ＋（n-1）d．

2．等比数列[image: ]


[image: ]


反向递归：an
 ＝an-1
 q＝an-2
 q2
 ＝…＝a1
 qn-1
 ，

∴ 　　　an
 ＝a1
 qn-1
 ．

简单的线性递归关系

1．an＋1
 ＝an
 ＋f（n）型

一般地，当数列｛an
 ｝满足an＋1
 ＝an
 ＋f（n）时，可利用等式

[image: ]


来求通项．


例1
 　已知数列｛an
 ｝满足a1
 ＝-1，an＋1
 ＝an
 ＋n2
 ，求an
 ．

解

[image: ]


2．an
 ＝can-1
 ＋d型（c≠1）


例2
 　若数列｛an
 ｝满足[image: ]
 ，且a1
 ＝1，求an
 ．


解法1
 　（阶差法）由[image: ]
 ，得

[image: ]


两式相减，有[image: ]
 ．

数列｛an＋1
 -an
 ｝是首项为[image: ]
 ，公比为[image: ]
 的等比数列．

[image: ]



解法2
 　（参数法）对[image: ]
 两边同时加上[image: ]
 ，得

[image: ]


于是数列｛an
 -2｝是以a1
 -2＝-1为首项，[image: ]
 为公比的等比数列．

[image: ]



解法3
 　（递推法）

[image: ]



【说明】
 　设[image: ]
 ，则[image: ]
 可以写成an＋1
 ＝f（an
 ）．

于是解法3可表示为

[image: ]


解法3还可以用下面的方式来表述：

[image: ]


将上述n-1个式子左右分别相加，得

[image: ]



解法4
 　（列举归纳法）

[image: ]


再用数学归纳法证明．


3．递归关系中既含项
 an
 ，又含和
 Sn


一般先换成仅含项或仅含和的关系，然后再作处理．

这种变换中必须依据：

[image: ]



例3
 　已知数列｛an
 ｝满足[image: ]
 ，求an
 ．

解

[image: ]


即2n-1
 an
 -2n-2
 an-1
 ＝1．

令bn
 ＝2n-1
 an
 ，　则bn-1
 ＝2n-2
 an-1
 ，

∴ bn
 -bn-1
 ＝1．

于是数列｛bn
 ｝是公差为1的等差数列．

又[image: ]
 ，解得a1
 ＝1．

从而b1
 ＝21-1
 a1
 ＝1，bn
 ＝1＋（n-1）·1＝n．

即2n-1
 an
 ＝n，∴[image: ]
 ．

4．其他类型


例4
 　已知数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，a2
 ＝5，an＋1
 ＝5an
 -4an-1
 （n≥2），求an
 ．


解
 　由已知，当n≥2时，

[image: ]



 §15.5　数列的综合应用


例1
 　已知方程（x2
 -2x＋m）（x2
 -2x＋n）＝0的四个根组成一个首项为[image: ]
 的等差数列，则｜m-n｜＝_____．


解
 　不妨设[image: ]
 是方程x2
 -2x＋m＝0的一个根，则由韦达定理知另一个根为[image: ]
 ．

设方程x2
 -2x＋n＝0的两根为x1
 ，x2
 ，则由x1
 ＋x2
 ＝2及四个根成等差数列，可知[image: ]
 和[image: ]
 是等差数列的首项和末项．

[image: ]



例2
 　设数列｛an
 ｝是一个公差不为零的等差数列，a5
 ＝6．

（1）当a3
 ＝4时，请在数列｛an
 ｝中找一项am
 ，m＞5，使得a3
 ，a5
 ，am
 成等比数列；

（2）当a3
 ＝2时，若有正整数n1
 ，n2
 ，…，nt
 ，…，且5＜n1
 ＜n2
 ＜…＜nt
 ＜…，使得a3
 ，a5
 ，[image: ]
 ，…成等比数列，求nt
 ．


解
 　（1）设公差为d，则[image: ]
 解得d＝1，a1
 ＝2．

∴ an
 ＝2＋（n-1）＝n＋1．

若a3
 ，a5
 ，am
 成等比，则[image: ]
 ，

即36＝4（2＋m-1），解得m＝8，所求为a8
 ．

（2）当a3
 ＝2时，[image: ]


解得d′＝2，a1
 ＝-2．

∴ an
 ＝-2＋2（n-1）＝2n-4．

设等比数列的公比为q，

则　[image: ]
 ．

∵[image: ]
 在等比数列中是第t＋2项，

[image: ]


故所求nt
 ＝3t＋1
 ＋2．


例3
 　设正项等比数列｛an
 ｝的首项[image: ]
 ，前n项和为Sn
 ，

且210
 S30
 -（210
 ＋1）S20
 ＋S10
 ＝0．

（1）求｛an
 ｝的通项；

（2）求｛nSn
 ｝的前n项和Tn
 ．


解
 　（1）由210
 S30
 -（210
 ＋1）S20
 ＋S10
 ＝0

得　210
 （S30
 -S20
 ）＝S20
 -S10
 ，

即210
 （a21
 ＋a22
 ＋…＋a30
 ）＝a11
 ＋a12
 ＋…＋a20
 ，

可得210
 ·q10
 （a11
 ＋a12
 ＋…＋a20
 ）

　＝a11
 ＋a12
 ＋…＋a20
 ．

因为an
 ＞0，所以210
 q10
 ＝1，解得[image: ]
 ，

因而[image: ]
 ，n＝1，2，…，

（2）因为｛an
 ｝是首项[image: ]
 ，公比[image: ]
 的等比数列，

[image: ]


则数列｛nSn
 ｝的前n项和

[image: ]


两式相减，得

[image: ]


即　[image: ]
 ．


例4
 　已知a1
 ＝2，点（an
 ，an＋1
 ）在函数f（x）＝x2
 ＋2x的图像上，其中n＝1，2，3，…．

（1）证明数列｛lg（1＋an
 ）｝是等比数列；

（2）设Tn
 ＝（1＋a1
 ）（1＋a2
 ）…（1＋an
 ），求Tn
 及数列｛an
 ｝的通项；

（3）记[image: ]
 ，求数列｛bn
 ｝的前n项和Sn
 ，并证明[image: ]
 ．

（1）证明
 　由已知[image: ]
 ，

∵a1
 ＝2，∴an
 ＋1＞1，两边取对数得lg（1＋an＋1
 ）＝2lg（1＋an
 ），

即[image: ]
 ．

∴｛lg（1＋an
 ）｝是公比为2的等比数列．

（2）解


[image: ]


[image: ]


（3）证明


[image: ]


[image: ]



例5
 　设数列｛an
 ｝的前n项的和为[image: ]
 （n＝1，2，3，…）．

（1）求首项a1
 与通项an
 ；

（2）设[image: ]
 （n＝1，2，3，…），证明：[image: ]
 ．

（1）解


[image: ]


∴a1
 ＝2．

再由①式得

[image: ]


即数列｛an
 ＋2n
 ｝是首项为a1
 ＋2＝4，公比为4的等比数列，

即an
 ＋2n
 ＝4×4n-1
 ＝4n
 ，n＝1，2，3，…．

∴通项为an
 ＝4n
 -2n
 ，n＝1，2，3，…．

（2）证明
 　将an
 ＝4n
 -2n
 代入①得

[image: ]



例6
 　已知有穷数列｛an
 ｝共有2k项（整数k≥2），首项a1
 ＝2，设该数列的前n项和为Sn
 ，且an＋1
 ＝（a-1）Sn
 ＋2（n＝1，2，…，2k-1），其中常数a＞1．

（1）求证：数列｛an
 ｝是等比数列；

（2）若[image: ]
 ，数列｛bn
 ｝满足[image: ]
 log2
 （a1
 a2
 …an
 ）（n＝1，2，…，2k），求数列｛bn
 ｝的通项公式；

（3）若（2）中的数列｛bn
 ｝满足不等式[image: ]
 [image: ]
 ，求k的值．

（1）证明


[image: ]


两式相减得

an＋1
 -an
 ＝（a-1）（Sn
 -Sn-1
 ）＝（a-1）an
 ，

∴an＋1
 ＝aan
 ，∴[image: ]
 为常数．

∴数列｛an
 ｝是以a1
 ＝2为首项，以a为公比的等比数列．

（2）证明
 　由（1）知an
 ＝2·an-1
 ，

[image: ]


（3）证明


[image: ]


[image: ]


∴k的值为2，3，4，5，6，7．


例7
 　已知数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，且a2k
 ＝a2k-1
 ＋（-1）k
 ，a2k＋1
 ＝a2k
 ＋3k
 ，其中k＝1，2，3，…

（1）求a3
 ，a5
 ；

（2）求｛an
 ｝的通项公式．


解
 （1）a2
 ＝a1
 ＋（-1）1
 ＝0，a3
 ＝a2
 ＋3＝3，

a4
 ＝a3
 ＋（-1）2
 ＝4，a5
 ＝a4
 ＋32
 ＝13．

∴ a3
 ＝3，a5
 ＝13．

（2）a2k＋1
 ＝a2k
 ＋3k
 ＝a2k-1
 ＋（-1）k
 ＋3k
 ，

∴ a2k＋1
 -a2k-1
 ＝3k
 ＋（-1）k
 ，

同理　a2k-1
 -a2k-3
 ＝3k-1
 ＋（-1）k-1
 ，

………………

a3
 -a1
 ＝3＋（-1）．

∴（a2k＋1
 -a2k-1
 ）＋（a2k-1
 -a2k-3
 ）＋…＋（a3
 -a1
 ）＝（3k
 ＋3k-1
 ＋…＋3）＋［（-1）k
 ＋（-1）k-1
 ＋…＋（-1）］．

[image: ]


故｛an
 ｝的通项公式：

当n为奇数时，[image: ]
 ，

当n为偶数时，[image: ]
 ．


例8
 　数列｛an
 ｝的首项a1
 ＝1，前n项和Sn
 满足关系式3tSn
 -（2t＋3）Sn-1
 ＝3t（t＞0，n＝2，3，4，…）．

（1）求证数列｛an
 ｝是等比数列；

（2）设数列｛an
 ｝的公比为f（t），作数列｛bn
 ｝，使b1
 ＝1，[image: ]
 （n＝2，3，4，…），求bn
 ；

（3）求b1
 b2
 -b2
 b3
 ＋b3
 b4
 -b4
 b5
 ＋…＋（-1）n-1
 bn
 bn＋1
 ．


解
 　（1）由S1
 ＝a1
 ＝1，S2
 ＝a1
 ＋a2
 ＝1＋a2
 得

3t（1＋a2
 ）-（2t＋3）＝3t，

由此可得[image: ]
 ，∴[image: ]
 ．

[image: ]


②①-②得　3tan
 -（2t＋3）an-1
 ＝0．

[image: ]


∴数列｛an
 ｝是首项为1，公比为[image: ]
 的等比数列．

[image: ]


∴数列｛bn
 ｝是首项为1，公差为[image: ]
 的等差数列．

故　[image: ]
 ．

（3）∵[image: ]
 ，∴数列｛b2n-1
 ｝和｛b2n
 ｝是首项分别为1和[image: ]
 ，公差均为[image: ]
 的等差数列．

又　[image: ]
 ，

∴当n＝2m（m∈N
 *）时，

[image: ]


当n＝2m＋1（m∈N
 *）时，

[image: ]


[image: ]




第十六章　不等式


 §16.1　不等关系与不等式


不等式
 　用不等号（大于“＞”、小于“＜”，大于等于“≥”，小于等于“≤”）表示不等关系的式子叫作不等式．记作f（x）＞g（x），f（x）≥g（x），等等．

用“＞”、“＜”连接的不等式称为严格不等式；用“≥”、“≤”连接的不等式称为非严格不等式，又叫广义不等式．


【说明】
 　（Ⅰ）a＝b，a＞b中，只要有一个成立，就有a≥b．

（Ⅱ）不等式的研究一律在实数集内进行．

不等式建立的基础

若a，b∈R
 ，则a-b＞0⇔a＞b，a-b＝0⇔a＝b，a-b＜0⇔a＜b．

由此可知，要比较两个实数的大小，只要考察它们的差就可以了．

不等式的有关名称

同向不等式　不等号方向相同的两个不等式．

异向不等式　不等号方向相反的两个不等式．

绝对不等式　不等式中的字母取任意实数值恒能成立的不等式叫作绝对不等式．如x2
 -x＋1＞0，｜sinx｜≤1均是绝对不等式．

条件不等式　不等式中的字母取某些允许值才能成立的不等式叫作条件不等式．如x2
 -3x-4＜0是条件不等式，因只有-1＜x＜4时它才成立．

矛盾不等式　不等式中的字母不论取何实数值都不能成立的不等式叫作矛盾不等式．如3x2
 ＋1＜0，[image: ]
 均是矛盾不等式．

不等式的性质

（1）反对称性　若a＞b，则b＜a；

（2）传递性　若a＞b，b＞c，则a＞c；

（3）加法单调性　若a＞b，c为任意实数，则a＋c＞b＋c；

（4）乘法单调性　若a＞b，c＞0，则ac＞bc，

若a＞b，c＜0，则ac＜bc；

（5）不等式相加（指同向不等式）　若a＞b，c＞d，则a＋c＞b＋d；

（6）不等式相减（指异向不等式）　若a＞b，c＜d，则a-c＞b-d；

（7）不等式相乘　若a＞b＞0，c＞d＞0，则ac＞bd；

（8）不等式相除　若a＞b＞0，0＜c＜d，则[image: ]
 ；

（9）乘方法则　若a＞b＞0，n∈N
 *，且n＞1，则an
 ＞bn
 ；

（10）开方法则　若a＞b＞0，n∈N
 *，且n＞1，则[image: ]
 ；

（11）倒数法则　若a＞b，ab＞0，则[image: ]
 ．

实数比大小的方法

（1）作差法

其一般步骤是：

第一步，作差；

第二步，变形，常采用配方、因式分解等恒等变形手段，将“差”化成“积”；

第三步，定号，就是确定是大于0，等于0，还是小于0．

最后得出结论．

概括为“三步一结论”，这里的“定号”是目的，“变形”是关键．其中变形的技巧较多，常见的有因式分解法、配方法、有理化法等．

（2）作商法

若a，b都是正数，则可用作商法比较大小：a

[image: ]


作商法比较大小的步骤是：

①作商；②变形；③与1比较大小；④下结论．即“三步一结论”．

作商法适用于均为正数且是指数幂的形式的两数（或式）的比较大小．


 §16.2　一元二次不等式及其解法

一元二次不等式

形如ax2
 ＋bx＋c＞0（≥0）或ax2
 ＋bx＋c＜0（≤0）（其中a≠0）的不等式叫作一元二次不等式．例如：x2
 -5x＜0，3x2
 -2x＋5＞0，x2
 ＋1≥0．


一元二次不等式的解
 　（a＞0，Δ＝b2
 -4ac）

[image: ]



【说明】
 　（Ⅰ）“x大
 ”表示ax2
 ＋bx＋c＝0的较大根，“x小
 ”表示较小根．

（Ⅱ）二次项系数a＜0的不等式，可先化成a＞0的不等式再求解．

一元二次不等式与相应函数、方程的联系

[image: ]


含参数的一元二次不等式的解法

解含参数的一元二次不等式，往往需要对参数进行讨论，比较（相应方程的）根的大小．


一元高次不等式
 　含有一个未知数且未知数的最高次数不小于3的不等式叫作一元高次不等式．其解法是：

（1）将最高次项的系数化为正数．

（2）高次不等式必须转化为一边为零，另一边都是一次因式的积或分子、分母都是一次因式的积的形式（不能化成一次因式的二次三项式可约去），然后利用所有一次因式的根作为零点，用数轴标根法写出解集．

（3）若化成一次因式出现乘方形式，可以通过去掉偶次转化为不含乘方的形式仍用数轴标根法求解，但最后的解集中应考虑加入（或去掉）是偶次方的因式的根．

（4）把根在数轴上标出后，用曲线表示函数值的正负时，一定要注意从最右端一个点自上而下穿过．


例1
 　解不等式　x4
 ＋2x3
 -13x2
 -14x＋24＜0．


解
 　原不等式左边因式分解，化为

（x-1）（x＋4）（x＋2）（x-3）＜0．

在数轴上标根（如图16-1），得

[image: ]
图16-1



所以原不等式的解集为（-4，-2）∪（1，3）．


【说明】
 　“数轴标根”法是把各因式的根在数轴上标出，它们将数轴分成若干区间，在没有重根出现的情况下，这些区间的正、负号是相间的，而最右边的区间是正的．


分式不等式
 　含有分式的不等式叫分式不等式．

分式不等式的解法

[image: ]



【注意】
 　不能确定分母恒正、恒负时，解分式不等式应先移项再通分，然后转化为等价的整式不等式，千万不能“乱去分母”．


例2
 　若a＞0，b＞0，则不等式[image: ]
 等价于（　）

[image: ]


解

[image: ]


故选D．


例3
 　已知函数[image: ]
 （a，b为常数），且方程f（x）-x＋12＝0有两个实根为x1
 ＝3，x2
 ＝4．

（1）求函数f（x）的解析式；

（2）设k＞1，解关于x的不等式：[image: ]
 ．


解
 　（1）将x1
 ＝3，x2
 ＝4分别代入方程[image: ]
 ，得

[image: ]


即（x-2）（x-1）（x-k）＞0．

①当1＜k＜2时，解集为x∈（1，k）∪（2，＋∞）；

②当k＝2时，不等式为（x-2）2
 （x-1）＞0，解集为x∈（1，2）∪（2，＋∞）；

③当k＞2时，解集为x∈（1，2）∪（k，＋∞）．


例4
 　解关于x的不等式[image: ]
 （a∈R
 ）．


解
 　原不等式等价于（x-a）（x-a2
 ）＜0．

讨论：（1）若a＝0，则a＝a2
 ＝0，不等式为x2
 ＜0，解集为Ø；

（2）若a＝1，则a＝a2
 ＝1，不等式为（x-1）2
 ＜0，解集为Ø；

（3）若0＜a＜1，则a2
 ＜a，∴a2
 ＜x＜a，故解集为｛x｜a2
 ＜x＜a｝；

（4）若a＜0或a＞1，则a2
 ＞a，∴a＜x＜a2
 ，故解集为｛x｜a＜x＜a2
 ｝．


 §16.3　二元一次不等式（组）与简单的线性规划问题


二元一次不等式
 　含有两个未知数，并且未知数的次数都是一次的不等式叫作二元一次不等式．


二元一次不等式的解
 　使不等式成立的未知数的值叫作它的解．二元一次不等式的解集不是数轴上的一个区间，而是平面上的一个区域．


二元一次不等式表示的平面区域
 　以二元一次不等式的解为坐标的所有点的集合表示的平面图形，叫作不等式所表示的区域．

（1）不等式　y＞kx＋b表示的区域是直线y＝kx＋b上方的半平面；

y＜kx＋b表示的区域是直线y＝kx＋b下方的半平面；

y＝kx＋b是这两个半平面的边界线．

（2）二元一次不等式Ax＋By＋C＞0表示的区域：

①在直线Ax＋By＋C＝0
 的某一侧取一个特殊点（x0
 ，y0
 ），若Ax0
 ＋By0
 ＋C＞0
 ，则Ax＋By＋C＞0
 与点（x0
 ，y0
 ）共区域；若Ax0
 ＋By0
 ＋C＜0
 ，则Ax＋By＋C＞0
 与点（x0
 ，y0
 ）分属两个不同的区域．

特别地，当C≠0时，常取原点作为特殊点．

②一般地：

B＞0时，是直线Ax＋By＋C＝0上方的半平面；

B＜0时，是直线Ax＋By＋C＝0下方的半平面；

B＝0，A＞0时，是直线[image: ]
 右侧的半平面；

B＝0，A＜0时，是直线[image: ]
 左侧的半平面．

（3）二元一次不等式Ax＋By＋C＜0表示的区域和Ax＋By＋C＞0相反．


【注意】
 　不等式Ax＋By＋C＞0表示的是直线Ax＋By＋C＝0的某一侧的平面区域，一定要注意不包括边界；

不等式Ax＋By＋C≥0表示的是直线Ax＋By＋C＝0及直线某一侧的平面区域，一定要注意包括边界．

二元一次不等式组表示的平面区域

二元一次不等式组中各不等式表示的平面区域的公共部分就是二元一次不等式组表示的平面区域．


【注意】
 　已知平面区域写出相应的不等式组时，要注意边界的虚实，取“特殊点”代入验证，确定不等号的方向．


约束条件
 　在数学问题中，变量必须要满足的条件．用不等式表示的条件叫不等式约束条件；用等式表示的条件叫等式约束条件．等式约束条件的个数m一般不超过变量的个数n，即：m≤n．


线性约束条件
 　约束条件都是关于x，y的一次不等式或一次方程的称为线性约束条件．


目标函数
 　在数学问题中，要求在一定条件下，欲达到最大值或最小值的函数（所涉及的变量x，y的解析式）叫作目标函数．

目标函数又叫作“评价函数”．


线性目标函数
 　若目标函数是关于变量x，y的一次解析式，则称为线性目标函数．


线性规划
 　求线性目标函数在线性约束条件下的最大值或最小值的问题，统称为线性规划问题．

线性规划是运筹学的一个重要分支，它主要应用在企业管理和工农业的管理决策等方面，此外，还应用在经济理论之中．


可行解
 　满足线性约束条件的解（x，y）叫作可行解．

所有可行解组成的集合叫作可行域．


最优解
 　在线性规划问题中，满足所有约束条件，且使目标函数取最大（小）值的解，都叫作这个问题的最优解．

图解法解决线性规划问题的一般步骤

根据实际问题写出目标函数、约束条件，作出可行域，由目标函数作直线，将直线平移，在可行域内找出最优解．

线性规划的应用

一般分为两类：一类是在人力、物力、资金等资源一定的条件下，如何使用它们来完成最多的任务；另一类是给定一项任务，如何合理安排和规划，能以最少的人力、物力、资金等资源来完成该项任务．


例1
 　已知平面区域D由以A（1，3），B（5，2），C（3，1）为顶点的三角形内部和边界组成．若在区域D上有无穷多个点（x，y）可使目标函数z＝x＋my取得最小值，则m＝（　）

A．-2

B．-1

C．1

D．4


解
 　如图16-2，要使目标函数z＝x＋my的最优解有无穷多个，则直线x＋my-z＝0应与直线AC或AB，BC重合，但要使目标函数z＝x＋my取得最小值，必须使得函数斜率为负值，且斜率的绝对值要大，从而只能与直线AC重合，则[image: ]
 ．所以m＝1为所求，故选C．

[image: ]
图16-2




例2
 　已知变量x，y满足约束条件1≤x＋y≤4，-2≤x-y≤2，若目标函数z＝ax＋y（其中a＞0）仅在点（3，1）处取得最大值，则a的取值范围为_____．


解
 　作出可行域，如图16-3所示．易知直线ax＋y-z＝0斜率存在，且斜率-a＜0，要使目标函数z＝ax＋y（其中a＞0）仅在点（3，1）处取得最大值，则应保证-a＜kBC
 ＝-1，否则将在（1，3）处取得最大值，从而a＞1为所求．

[image: ]
图16-3




例3
 　如图16-4在约束条件[image: ]
 下，

当3≤s≤5时，目标函数z＝3x＋2y的最大值的变化范围是（　）

[image: ]
图16-4



A．［6，15］

B．［7，15］

C．［6，8］

D．［7，8］


解
 　如图16-5所示，由图形知A（2，0），C′（0，4）．

[image: ]
图16-5



又由[image: ]
 知，B（4-s，2s-4），C（0，s）．

（1）当3≤s＜4时，可行域是四边形OABC，此时7≤z＜8；

（2）当4≤s≤5时，可行域是△OAC′，此时zmax
 ＝8．

故选D．


例4
 　某人上午7时乘摩托艇以匀速v海里/h（4≤v≤20）从A港出发到相距50海里的B港，然后乘汽车以匀速wkm/h（30≤w≤100）的速度自B港向距300km的C市驶去，要求在当天下午4～9时到达C市．设汽车、摩托艇所需时间分别为xh，yh．

（1）作图表示满足上述条件的x，y的范围；

（2）如果已知所需经费p＝100＋3·（5-x）＋2·（8-y）（元），那么v，w分别是多少时所要的经费最少？此时需花费多少元？


分析
 　本题是一个线性规划问题．根据题目条件列出不等式组（约束条件），作出可行域，建立目标函数，求出最优解．


解
 　（1）根据题意，知[image: ]
 ．由4≤v≤20，30≤w≤100，得

[image: ]


由于汽车、摩托艇所需要的时间和x＋y应在9～14h之间，也就是：

9≤x＋y≤14．

由此说明x，y满足[image: ]


x，y的存在范围是图16-6中阴影部分（包括边界）．

[image: ]
图16-6



（2）该问题是一个线性规划问题．约束条件为

[image: ]


目标函数是p＝100＋3·（5-x）＋2·（8-y），

即　3x＋2y＝131-p．

作出一组平行直线3x＋2y＝t（t为参数），

由图16-6可知，当直线3x＋2y＝t经过点（10，4）时，其在y轴上截距最大．

而此时p有最小值．

∴当x＝10，y＝4时，p最小．即当v＝12.5，w＝30时，p有最小值93（元）．


 §16.4　基本不等式：[image: ]



算术平均数
 　我们称[image: ]
 为a、b的算术平均数．


几何平均数
 　我们称[image: ]
 为a、b的几何平均数．


定理
 　两个正数的算术平均数不小于它们的几何平均数，即若a＞0，b＞0，则[image: ]
 （当且仅当a＝b时取等号）．

常用的基本不等式

（1）若a，b∈R
 ，则｜a｜≥0，a2
 ≥0，（a-b）2
 ≥0，｜a｜≥a，｜a｜≥-a；

（2）若a，b∈R
 ，则a2
 ＋b2
 ≥2ab，a2
 ＋b2
 ≥2｜ab｜；

（3）若a，b，c为正数，则

[image: ]


推广：一般地，若ai
 ＞0（i＝1，2，…，n），则

[image: ]


即n个正数的算术平均值，不小于它们的几何平均值；

（4）若a、b、c为正数，则

a3
 ＋b3
 ＋c3≥3abc；

（5）若a、b同号，则[image: ]
 ；

若a≠0，b≠0，则[image: ]
 ；

（6）若a，b∈R
 ，则｜a｜-｜b｜≤｜a±b｜≤｜a｜＋｜b｜．

对上述基本不等式要注意：

①等号成立的条件：以上各式中，（除（1）（5）（6）外）当且仅当各字母（不包括n）彼此都相等时，等号成立．

②要掌握基本不等式的逆用，如

[image: ]


一些重要不等式

（1）若a＞0，b＞0，则

[image: ]


（当且仅当a＝b时等号成立）．

（2）若a、b、m为正数，且a＜b，则　[image: ]
 ．

*（3）柯西不等式　设a1
 ，a2
 ，…，an
 与b1
 ，b2
 ，…，bn
 （bi
 ≠0）是任意两列实数，

则（a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋…＋an
 bn
 ）2


[image: ]



推论1
 　当b1
 ＝b2
 ＝…＝bn
 ＝1时，

[image: ]


（当且仅当a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 时等号成立）．

这表明：n个实数的算术平均值不大于它们的平方平均值的算术平方根．如[image: ]
 （当且仅当a＝b＝c时等号成立）．


推论2
 　若c1
 ，c2
 ，…，cn为正数，则

[image: ]


当且仅当c1
 ＝c2
 ＝…＝cn
 时等号成立．

如：a，b，c为正数，则[image: ]
 ，[image: ]
 ，分别当且仅当a＝b，a＝b＝c时等号成立．

（4）若a1
 ，a2
 ，…，an
 与b1
 ，b2
 ，…，bn
 是两列正实数，则

[image: ]


[image: ]


当且仅当[image: ]
 时等号成立．


【注意】
 　利用公式[image: ]
 求函数最值时应注意以下三个条件：

（1）a、b均为正数；

（2）a＋b与ab有一个为定值；

（3）等号必须取到．

以上三个条件缺一不可．

另外使用a2
 ＋b2
 ≥2ab（a，b∈R
 ）也可以求某些函数的最值．


例1
 　若a，b，c＞0且[image: ]
 ，则2a＋b＋c的最小值为（　）

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]


解

[image: ]


∴ 当且仅当a＋b＝a＋c，即b＝c时取等号．故选D．


例2
 　设a、b、c是互不相等的正数，则下列不等式中不恒成立的是（　）

A．｜a-b｜≤｜a-c｜＋｜b-c｜

B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]



解
 　对于A，｜a-b｜＝｜（a-c）＋（c-b）｜≤｜a-c｜＋｜c-b｜，一定成立．

[image: ]


对于C，｜a-b｜＞0，而a-b∈R
 ，

∴不能使用均值不等式，∴ C不正确．

对于D，要证[image: ]
 ，

只要证[image: ]
 ，

即证[image: ]
 ，

即证a（a＋3）≤（a＋1）（a＋2），

即证a2
 ＋3a≤a2
 ＋3a＋2，显然此式恒成立．

∴原不等式成立，即[image: ]
 恒成立，∴ D正确．故选C．


例3
 　若关于x的不等式（1＋k2
 ）x≤k4
 ＋4的解集是M，则对任意实常数k，总有（　）

A．2∈M，0∈M

B．2∉M，0∉M

C．2∈M，0∉M

D．2∉M，0∈M

解

[image: ]


∴2∈M，0∈M，故选A．


例4
 　若x，y是正数，则[image: ]
 的最小值是（　）

A．3

B．[image: ]


C．4

D．[image: ]


解

[image: ]


∴最小值为4，故选C．
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