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序　言

复变函数是大学数学系的一门重要基础课，为配合这门课程的教学，国内外已出版了许多复变函数的教材．国内复变函数的教材数量太少，使讲课教员在确定教材和主要参考书时，没有可供选择的余地．作者在多次讲授这门课的基础上，把融入个人教学经验的讲义编写成书，只是供使用者多一种选择的可能．

据作者讲授的经验，课中有些内容较易讲授．如Cauchy定理与Cauchy公式，Taylor展式与Laurent展式，留数定理与Rouché定理及其应用等．对这部分内容力求在逻辑上编排得更有条理、更加系统，有利于读者主动地、积极地去思考问题，能更好、更快地领会和理解所讲述的内容．课中有些内容不易讲授，如多值函数的单值域选取和黎曼曲面的构造，解析函数沿曲线的解析开拓与单值性定理，黎曼存在定理与边界对应定理等．对这部分内容力图在概念上讲得更清楚些、方法上讲得更透彻些．

书中充分吸取国外教材中有意思、有启发性的内容．如第三章作为导数法则的应用，证明多项式零点与其导数零点的关系；Cauchy公式的证明采用数学归纳法处理；第六章在单叶解析函数的应用中加进解析函数局部映射的性质．本书与当前国外教材主要差别在于Cauchy定理的处理．国外教材都是先引入曲线绕一点的环绕数和闭曲线族在区域上同调于零的概念，定理的证明采用Dixon证法或Beurdon证法、Artin证法等．而本书仍采用传统的Pringsheim方法处理．因为这样做并不影响今后学习黎曼曲面、多复变函数、Hp
 空间、单叶函数论等专门化课程，而且国外教材的讲法不能替代本书的讲法，比如本书讨论积分路径可以是区域的边界，和区域可以包含无穷远点情形．

本书在与数学分析的衔接上，尽量做到相互推证、彼此呼应．如在第三章应用数学分析中反函数存在定理来证解析函数的反函数定理，用数学分析中曲线积分与路径无关定理，证明单连通区域内调和函数一定有共轭调和函数和对数函数在不含原点的单连通域内一定可取出单值解析分支等．特别实初等函数是解析函数在实轴上的限制，所以关于初等函数的一些命题，用解析函数方法可给出统一的、简明的处理．如重新得初等函数的Taylor展式，而不必去证余项趋于零；正切、余切函数展成部分分式，在数学分析中用Fourier级数技巧，一些特殊广义积分计算用参变积分技巧，现在用留数定理给出统一的、有一定程式可循的处理．但e-x2

 在实轴上积分是例外，用复分析方法比数学分析中办法来得复杂，所以本书插入一段数学分析的内容，使读者对有关公式前后左右关系有一完整的认识．

本书是按64学时的课程编写的，对只有48学时的课程也是适用的，当然课程内容需要作些删减．如第三章反余弦、反正切函数不讲；第五章第一节只着重讲Weierstrass定理；第六章关于对半纯函数的应用不讲；第七章有选择地只讲前三节内容；第八章只讲前两节内容，单值性定理仅介绍不证明；第九章只讲第一节内容，黎曼映射定理与边界对应定理只介绍不证明．在顺序上，把第七章移到最后，必要时可以删去．经这样删节后，这些内容是能够在48学时内讲授完的．

此书编写过程中，张顺燕教授仔细审阅书稿，并提出了许多有益的修改意见．责任编辑刘勇同志为审编此书付出了辛勤的劳动，在此，谨向他们表示衷心的感谢．

由于作者水平所限，书中缺点和错误在所难免，恳切希望大家批评指正．


方企勤
 　　

1996年1月于北京


第一章　复数与复空间

在中学代数课程里，为了解一元二次方程而引进了复数的概念，并且阐明了它的运算和若干基本性质．这一章在复习复数的运算和性质的基础上，我们要讨论关于圆周的对称点和球极射影．
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 1　复数域

在中学课程里，我们把[image: alt]
 记为i，并引进复数a＋ib，其中a，b为实数．这样讲对今后进一步的讨论不会产生什么麻烦，但从逻辑上来说毕竟是有缺陷的，它回避了虚数i的存在问题，因为我们没有定义过负实数开平方根．为了从逻辑上克服这一缺陷，必须只用实数来给出复数的定义．

我们把复数集定义为所有有序数对（a，b）的集合，其中a，b为实数．有序数对的加法与乘法定义如下：

（a，b）＋（c，d）＝（a＋c，b＋d），

（a，b）（c，d）＝（ac－bd，bc＋ad）．

容易验证，这样定义的复数集满足域的所有公理，也就是说满足加法和乘法的结合律、交换律、分配律，对加法存在零元素（0，0）和逆元素（-a，-b），对乘法存在单位元素（1，0）和每一个非零元素（a，b）有逆元素（a／（a2
 ＋b2
 ），－b／（a2
 ＋b2
 ）），所以复数集在定义加法与乘法运算后为一域．根据运算定义，任一有序数对（a，b）总可表示成：

（a，b）＝（a，0）＋（0，1）（b，0）．

我们通过映射[image: alt]
 ，建立实数域和复数子域间的同构，即不仅映射是一一对应，而且保持加法和乘法，所以我们可以把实数域看成是复数域的一个子集，记号（a，0）与a可以不加区分．再记（0，1）为i，那么我们有

[image: alt]


i2
 ＝（0，1）（0，1）＝（-1，0）＝-1．

这说明用有序实数对定义的复数可以用我们熟知的记号来表示．数i的平方为-1．现在i表示一个实数对（0，1），这就解决了i的存在问题，而熟知的复数运算仍有效．为方便起见，我们仍记[image: alt]
 ，称i为纯虚数单位．

[image: alt]
 2　复数的表示

上节定义有序实数对（x，y）为复数，记做z．引入记号i＝（0，1）和恒同实数a与复数（a，0）后，复数z可记为z＝x＋iy，x，y分别称为复数z的实部
 和虚部
 ，记做：

x＝Rez，　y＝Imz．

在平面上取正交坐标系Oxy，用坐标为（x，y）的点P表示复数z＝x＋iy．这样复数就与平面上的点一一对应．实数与x轴上的点一一对应，x轴称为实轴；虚数iy与y轴上的点一一对应，y轴称为虚轴．与复数建立了这种对应关系的平面就称为复平面
 ．今后，复数与复平面的点可以不加区别．全体复数或复平面记做[image: alt]
 ．

复数也可与平面上的自由向量一一对应．该复数z＝x＋iy对应于点P＝（x，y），则复数z与向量[image: alt]
 对应（向量[image: alt]
 平移后所得向量与原向量视作同一向量）．反之，给定一向量，将其起点置于原点，设其终点为P，x和y分别是[image: alt]
 在x轴和y轴上的投影，则给定向量对应于复数z＝x＋iy．

向量[image: alt]
 的长度r称为复数z＝x＋iy的模
 ，记做∣z∣．显然（图1-1）

[image: alt]


[image: alt]


图　1-1

假如P不是原点（即z≠0），则称向量[image: alt]
 与x轴正向之间的夹角θ为复数z的辐角
 ，记做Argz．辐角的符号规定为：由正实轴依反时针方向转到[image: alt]
 为正，顺时针方向为负．显然一个复数有无穷多个辐角，若θ0
 为复数z的一个辐角，那么

θ＝θ0
 ＋2kπ　（k∈[image: alt]
 ——整数集）

就给出了复数z的全部辐角．为确定起见，我们只取一个辐角与之对应，称为辐角的主值
 ，记做argz．主值通常有两种取法，一种取法是在Argz中取满足0≤θ0
 ＜2π的辐角作为主值，这时

[image: alt]


另一种取满足-π≤θ0
 ＜π的辐角作为z的辐角主值，这时

[image: alt]


不管主值如何取，总有

Argz＝argz＋2kπ，　k∈[image: alt]
 ．

上面公式是说：给定复数的实部与虚部，我们可以求出复数的模与辐角（z＝0时，辐角是不定的）．反之给定复数的模r与辐角θ，我们有

[image: alt]


所以

z＝x＋iy＝r（cosθ＋isinθ）．

我们定义eiθ
 为：

eiθ
 ＝cosθ＋isinθ．

这么定义的合理性在于它仍保留了指数运算规则，如容易证明[image: alt]
 [image: alt]
 ．这样复数z可表示为

z＝reiθ
 ．

复数x－iy称为复数z＝x＋iy的共轭复数
 ．记做[image: alt]
 ．显然z和[image: alt]
 关于实轴是对称的（图1-2）．若取辐角主值在［-π，π），则有

[image: alt]


[image: alt]


图　1-2

[image: alt]
 3　复数的运算

我们称两复数z1
 ＝x1
 ＋iy1
 ，z2
 ＝x2
 ＋iy2
 相等，如果x1
 ＝x2
 ，y1
 ＝y2
 ，仍记为z1
 ＝z2
 ．注意，复数无大小可言．

两复数的加法和减法定义为：

z1
 ±z2
 ＝（x1
 ±x2
 ）＋i（y1
 ±y2
 ）．

若用[image: alt]
 分别表示复数z1
 和z2
 对应的向量，由于复数的加减法与向量的加减法规则一致，因此求两复数的和与差可化为求两向量的和与差，按向量求和的平行四边形规则，向量[image: alt]
 表示复数z1
 ＋z2
 ，向量[image: alt]
 表示复数z1
 －z2
 （图1-3）．

[image: alt]


图　1-3

讨论复数乘除法时，我们采用复数的极坐标形式．设[image: alt]
 [image: alt]
 ，则

[image: alt]


所以

[image: alt]


由此得

[image: alt]


这表明两复数乘积的模等于模的乘积，乘积的辐角等于辐角的和．

同理可得（z2
 ≠0时）

[image: alt]


即两复数商的模等于模的商，商的辐角等于辐角之差．

因[image: alt]
 ，所以∣i∣＝1，argi＝π/2．于是iz对应的向量可以由z对应的向量经逆时针旋转90°而得到，z/i＝-iz对应的向量可以由z对应的向量经顺时针旋转90°而得到．

[image: alt]
 4　不等式

利用复数加法的几何意义及三角形两边长的和不小于第三边的长，我们可得三角不等式．


定理1
 　[image: alt]



证明
 　由

[image: alt]


和Re（z1
 [image: alt]
 2
 ）≤∣z1
 [image: alt]
 2
 ∣＝∣z1
 ∣∣z2
 ∣，所以

[image: alt]


上式开根即得（1）式．证毕．


推论


[image: alt]



证明
 　由定理1，

∣z1
 ∣≤∣z1
 －z2
 ∣＋∣z2
 ∣，

因此

∣z1
 ∣－∣z2
 ∣≤∣z1
 －z2
 ∣．

同理

∣z2
 ∣－∣z1
 ∣≤∣z2
 －z1
 ∣＝∣z1
 －z2
 ∣．

由上两式即可得（2）．利用三角不等式和归纳法不难推出（3）式．证毕．


定理2
 　设ak
 ，bk
 （k＝1，2，…，n）为复数，则

[image: alt]



证明
 　设t为任意复数，则

[image: alt]


对指标k求和，得

[image: alt]


取

[image: alt]


（无妨设分母不为零）代入（5）式得

[image: alt]


化简即得（4）式．证毕．

[image: alt]
 5　圆周和直线方程

若[image: alt]
 ，则

[image: alt]


这表明[image: alt]
 在几何上表示z1
 ，z2
 对应的向量的内积或数量积．利用这个几何解释，我们来讨论直线方程和关于直线的对称点．

给定复平面上直线L，它的法向量对应于复数B（不要求为单位向量），则直线L的方程可用

[image: alt]


来表示（图1-4），其中C为某一实数．当z对应的向量与B对应的向量夹角为锐角时，C取负值；钝角时C取正值．利用

Rez＝（z＋[image: alt]
 ）／2，

[image: alt]


图　1-4

直线L方程（6）可改写成

[image: alt]


反之，给定方程（7），其中B为复数，C为实数，则（7）式等价于（6）式，所以（7）式表示一直线方程．

设圆周K的圆心为z0
 ，半径为R，则K的方程为

∣z－z0
 ∣＝R或∣z－z0
 ∣2
 ＝R2


（图1-5）．将其乘开得

[image: alt]


[image: alt]


图　1-5

若令[image: alt]
 ，圆周K的方程可写成

[image: alt]


反之，若给定上述方程，其中系数满足：

[image: alt]


则方程（8）表示直线或圆周方程．事实上A＝0时，（8）式即为直线方程（7）式．若A≠0，（8）式除以A得

[image: alt]


类似于解二次方程，把上式改写成

[image: alt]


得到

[image: alt]


所以方程（8）表示以-B/A为圆心，以[image: alt]
 为半径的圆周方程．

在复分析中，我们把直线也称为过无穷点的圆周．综合上面讨论可得


定理3
 　给定方程Az[image: alt]
 ＋[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0，其中A，C为实数，B为复数，且∣B∣2
 －AC＞0，则方程是一圆周方程．反之，每一圆周方程总可表示成系数满足式（9）式的方程（8）．

[image: alt]
 6　关于圆周的对称点

设两点z1
 ，z2
 位于直线L的两侧，若L是连接z1
 ，z2
 线段的垂直平分线时，则称z1
 ，z2
 关于直线L对称
 （图1-6）．

[image: alt]


图　1-6

设L的方程为[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0，怎么判断两点z1
 ，z2
 关于L是对称的呢？直线L与连接z1
 ，z2
 的线段垂直，即向量z2
 －z1
 与向量iB正交，用式子来表示为：

[image: alt]


L是连接z1
 ，z2
 线段的平分线，即点[image: alt]
 满足L的方程：

[image: alt]


由（10）式可得

iB（[image: alt]
 2
 一[image: alt]
 1
 ）－i[image: alt]
 （z2
 －z1
 ）＝0，

或

B[image: alt]
 2
 ＋[image: alt]
 z1
 ＝B[image: alt]
 1
 ＋[image: alt]
 z2
 ．

将上式代入（11）式便得

[image: alt]


这表明若z1
 ，z2
 关于直线L：[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0对称，则z1
 ，z2
 要满足（12）式．反之，若z1
 ，z2
 满足（12）式，对（12）式取共轭可得

[image: alt]


将（13）式与（12）式相加，得（11）式；将（13）式减去（12）式，可得

B（[image: alt]
 2
 －[image: alt]
 1
 ）－[image: alt]
 （z2
 －z1
 ）＝0，

上式乘以i/2，便得（10）式．这说明若（12）式成立，必有（10），（11）式成立，其几何意义为直线L是连接z1
 ，z2
 线段的垂直平分线，所以z1
 ，z2
 关于直线L对称．

设两点z1
 ，z2
 位于圆周K的两侧，并位于过圆心z0
 的同一条射线上，还满足

∣z1
 －z0
 ∣∣z2
 －z0
 ∣＝R2
 ，

其中R为圆周K的半径，则称z1
 ，z2
 关于圆周K对称
 （图1-7）．

[image: alt]


图　1-7

事实上，若z1
 ，z2
 满足

[image: alt]


则z1
 ，z2
 关于K对称．因为对上式取模与辐角得

[image: alt]


上面第二式表明z1
 ，z2
 位于过圆心z0
 的同一射线上．

若K由方程Az[image: alt]
 ＋[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0给出，系数满足（9）式，怎么判断z1
 ，z2
 关于K对称呢？因K的方程等价于

[image: alt]


若z1
 ，z2
 关于K对称，则由（14）式可得

[image: alt]


化简得

[image: alt]


反之，若z1
 ，z2
 满足（16）式，必满足（15）式，即z1
 ，z2
 关于K对称．综合上面讨论，可得下面定理．


定理4
 　给定两点z1
 ，z2
 和圆周Az[image: alt]
 ＋[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0，其系数满足（9）式．则z1
 ，z2
 关于圆周对称的充分必要条件为

Az2
 [image: alt]
 1
 ＋[image: alt]
 z2
 ＋B[image: alt]
 1
 ＋C＝0．

[image: alt]
 7　复数的球面表示与扩充复平面

在[image: alt]
 3
 中考虑一个半径为1的球面S：

[image: alt]


点（0，0，1）称为北极，记做N．平面Ox1
 x2
 与复平面[image: alt]
 重合，所以复数z＝x＋iy也可看成三维实空间的点z＝（x，y，0）（图1-8）．

[image: alt]


图　1-8

我们来建立[image: alt]
 上的点z与S上的点Z之间的一一对应．先设给定z，在[image: alt]
 3
 中作过z，N的直线，它与S交于一点Z≠N．若∣z∣＜1，那么Z在下半球面；若∣z∣＞1，那么Z在上半球面；若∣z∣＝1，则Z＝z．反之若给定球面S上一点Z≠N，过Z，N作直线，它与[image: alt]
 交于一点z．这样除N点外，复平面[image: alt]
 与S＼｛N｝上的点是一一对应的，并且当∣z∣→+∞时，z的对应点Z趋于N．因此很自然会想到在[image: alt]
 中引进一理想点，称为无穷远点，记做z＝∞，它与N点对应．添加∞点的复平面称为扩充复平面，记做[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∪｛∞｝．我们应当注意，平面的∞点，跟原点一样，也设有辐角．这样[image: alt]
 与S上的点建立起一一对应，S称为黎曼球面
 ，[image: alt]
 与S这种一一对应称为球极射影
 ．

设z＝x＋iy，对应的Z＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ），我们来求坐标之间的对应公式．过z，N的直线上的点为

tN＋（1－t）z，　-∞＜t＜+∞．

写成分量形式为

（（1－t）x，（1－t）y，t），　-∞＜t＜+∞．

∃t∈（-∞，+∞），使

[image: alt]


因Z点在S上，坐标应满足

1＝（1－t）2
 x2
 ＋（1－t）2
 y2
 ＋t2
 ＝（1－t）2
 ∣z∣2
 ＋t2
 ，

或

1－t2
 ＝（1－t）2
 ∣z∣2
 ．

解出t＝1或[image: alt]
 ．因Z≠N，所以与Z对应的t只能是

[image: alt]


由（17）与（18）得到与z点对应的Z点的坐标为：

[image: alt]


反之，由Z的坐标（x1
 ，x2
 ，x3
 ）求对应点z的公式为：

[image: alt]


有了对应公式，我们可以说明球面S上一圆周，经球极射影到[image: alt]
 上，其像仍是圆周．反之亦然．事实上球面S上的圆周可以用方程

[image: alt]


来表示，其中α1
 ，α2
 ，α3
 ，α为实数，且满足

[image: alt]


利用（19）式中的对应公式，代入（21）式中第二式得

[image: alt]


化简得

[image: alt]


因A＝α3
 －α，C＝-α3
 －α为实数，B＝α1
 ＋iα2
 为复数，且

[image: alt]


所以（22）式表示圆周方程．当α＝0时，（21）式表示S上的一大圆周，它在[image: alt]
 上的球极射影（22）中系数满足A＋C＝0．又若S上的圆周过N点，即α3
 ＝α，这时它的球极射影为[image: alt]
 上一直线，这也说明为什么我们把直线统一称作圆周的理由．

反之，[image: alt]
 上的圆周Az[image: alt]
 ＋[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0，其系数满足（9）式，它一定是S上某一圆周的球极射影．事实上利用（20）式可得

[image: alt]


化简得

[image: alt]


令α1
 ＝B＋[image: alt]
 ，α2
 ＝i（[image: alt]
 －B），α3
 ＝A－C，α＝-（A＋C），则它们皆为实数，且[image: alt]
 ，所以把平面方程（23）的法向量单位化，即为（21）中第二式，说明平面（23）必与S相交，其交线为S上的一个圆周．若A＋C＝0，有α＝0．故方程Az[image: alt]
 ＋[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0是S上大圆周的球极射影的充要条件为A＋C＝0．若A＝0，这时有α3
 ＝α，说明[image: alt]
 上直线是S上过N点圆周的球极射影．

对[image: alt]
 空间我们用∣z1
 －z2
 ∣表示z1
 ，z2
 两点间的欧氏距离，有了距离就可引入邻域、开集、闭集等概念．对[image: alt]
 空间，怎么定义两点间距离呢？设z，z′∈[image: alt]
 ，它们在S上对应的点记为

Z＝（x1
 ，x2
 ，x3
 ）和[image: alt]


我们定义z，z′两点间的球距离为：

[image: alt]


即利用Z，Z′在[image: alt]
 3
 中的欧氏距离来定义[image: alt]
 中的球距离
 ．由

[image: alt]


由（19）式不难得出

[image: alt]


显然，球距离也满足三角不等式．

习题

1．求复数1＋i，2－3i，1＋cosθ＋isinθ（-π≤θ＜π）的模和辐角主值．

2．将下列复数表为a＋bi形式

[image: alt]


3．设z＝cosθ＋isinθ≠1，求[image: alt]


4．证明：（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 ，并说明其几何意义．

5．证明：

（1）[image: alt]


（2）当∣z1
 ∣＜1，∣z2
 ∣＜1时，[image: alt]


（3）当∣z1
 ∣＝1或∣z2
 ∣＝1之一成立时，[image: alt]


6．证明：当∣z1
 ∣＜1，∣z2
 ∣＜1时，

[image: alt]


7．求下列关系式确定的z的集合E，并作图（z1
 ≠z2
 ）．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


8．设z1
 ≠z2
 ，λ是不为1的正实数，证明：

[image: alt]


是一圆周，并求出圆心和半径．

9．求复数z0
 ≠0关于直线L：（1）x－y＝0；（2）x＋y＝0的对称点．

10．设z0
 不在直线L：x＝a（实数）上，求z0
 关于直线L的对称点．

11．求出关于虚轴和圆周∣z－2∣＝1的公共对称点．

12．求出关于圆周∣z∣＝1和[image: alt]
 的公共对称点．

13．证明：z，[image: alt]
 的球面S上像是关于Ox1
 x2
 平面的对称点．

14．证明：z，z′对应于球面S上一直径的两端点的充要条件为：z[image: alt]
 ′＝-1．

15．证明：∣z－z0
 ∣＝R是S上大圆周的球极射影，当且仅当R2
 ＝1＋∣z0
 ∣2
 ．

16．证明图1-8中线段[image: alt]
 与[image: alt]
 长之积为2．（即球极射影为[image: alt]
 关于球面S（N；[image: alt]
 ）的反射）


第二章　复平面的拓扑

这章我们讨论复平面的拓扑，即讨论[image: alt]
 空间的完备性、[image: alt]
 内集合的紧性、连通性和其上的连续函数的性质．对[image: alt]
 空间只要借助于对[image: alt]
 空间拓扑的理解和几何直观，很容易作出相应的结论．

§ 1　复平面上的开集与闭集

我们称以a∈[image: alt]
 为圆心，以ε为半径的圆是a点的一个ε邻域，简称a点的邻域
 ，记做V（a；ε）：

[image: alt]


V（a；ε）中除去a点，称为a的一个空心邻域
 ，记做：

[image: alt]


有了邻域概念，我们可以定义开集．给定集合E⊂[image: alt]
 ，a称为E的一个内点，如果∃ε＞0，使得V（a；ε）⊂E．由集E的所有内点作成的集合，称为E的内部，记做E°．显然E°⊂E．一个集合E的内部可以是空集，空集记做∅．

若E＝E°，则称E为开集
 ．所以开集是由内点组成的集合．特别邻域V（a；ε）为一开集．关于开集我们有以下结论：

（1）[image: alt]
 与∅为开集；

（2）有限个开集的交集为开集；

（3）任意个开集的和集为开集；

（4）集合E的内部E°为开集，即[image: alt]


下面讨论闭集．点a称为集合的极限点或聚点，如果∀ε＞0，总有

[image: alt]


则称a为E的极限点．E的极限点a可以属于E，也可以不属于E．

由集E的所有极限点组成的集，称为E的导集，记做E′．属于E而不属于E′的点，称为E的孤立点．由集E的所有极限点和孤立点组成的集，称为E的闭包，记做[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＝E∪E′．显然E⊂[image: alt]
 ．

若E＝[image: alt]
 ，则称E为闭集
 ，所以闭集是包含所有它的极限点的集合．关于闭集我们有以下结论：

（1）[image: alt]
 与∅为闭集；

（2）有限个闭集的和集为闭集；

（3）任意个闭集的交集为闭集；

（4）集合E的闭包[image: alt]
 为闭集，即[image: alt]


[image: alt]
 中所有不属于E的点组成的集，称为E的余集，记做E∘，Eε
 ＝[image: alt]
 ＼E．可以证明E是闭集的充分必要条件是E∘为开集．

最后称[image: alt]
 ＼E°为E的边界
 ，记做∂E，∂E为一闭集．

对扩充复平面[image: alt]
 ，用球距离我们也可引入一点的邻域和空心邻域，进而定义开集和闭集．上述关于开集和闭集的结论只要把[image: alt]
 换成[image: alt]
 都保持有效．但要注意的是，如果取定的基本空间是[image: alt]
 ，则[image: alt]
 既是开集又是闭集．如果取定的基本空间是[image: alt]
 ，则[image: alt]
 是[image: alt]
 的开集，不是闭集．一般来说E⊂[image: alt]
 是开集，则看成[image: alt]
 空间的子集也是开集，E⊂[image: alt]
 是闭集，看成[image: alt]
 空间的子集不一定是闭集．例如

[image: alt]


是闭集（E不含∞点），它不是[image: alt]
 中闭集．但集合

[image: alt]


是闭集，E包含∞点．

讨论[image: alt]
 空间拓扑时，我们也可以直接从邻域出发，不必依赖球距离．若a∈[image: alt]
 ，邻域定义同上；若a＝∞，定义

[image: alt]


为∞点的R邻域，或∞点邻域．称

[image: alt]


为∞点空心邻域．

§ 2　完备性

讨论[image: alt]
 空间完备性时，首先要引入复数序列的收敛概念．设有复数zn
 ∈[image: alt]
 （n＝1，2，…），称序列｛zn
 ｝收敛到点z0
 ∈[image: alt]
 ，或｛zn
 ｝趋于z0
 ，记做[image: alt]
 ，如果∀ε＞0，∃正整数N，使得当n≥N时，有∣zn
 －z0
 ∣＜ε，即当n≥N时，zn
 ∈V（z0
 ；ε）．容易证明[image: alt]
 [image: alt]
 的充分必要条件为：

[image: alt]


序列｛zn
 ｝称为收敛到∞，记做[image: alt]
 ，如果∀R＞0，∃正整数N，使得当n≥N时，有∣zn
 ∣＞R，即当n≥N时，zn
 ∈V（∞；R）．

[image: alt]
 中序列｛zn
 ｝称为Cauchy序列
 ，如果∀ε＞0，∃正整数N，使得当n，m≥N时，有∣zn
 －zm
 ∣＜ε．


定理1
 　设｛zn
 ｝为[image: alt]
 中Cauchy序列，则序列｛zn
 ｝收敛到z0
 ∈[image: alt]
 ，或序列极限存在．


证明
 　令zn
 ＝xn
 ＋iyn
 （n＝1，2，…），由∣zn
 －zm
 ∣＜ε，可得∣xn
 －xm
 ∣＜ε和∣yn
 －ym
 ∣＜ε，所以序列｛xn
 ｝和｛yn
 ｝为实Cauchy序列．在分析中已证明实Cauchy序列必有极限存在，设

[image: alt]


令z0
 ＝x0
 ＋iy0
 ，则[image: alt]
 ．证毕．

若[image: alt]
 空间的Cauchy序列必为收敛序列，则称[image: alt]
 空间是完备
 的．定理1说明[image: alt]
 空间是完备的．对于[image: alt]
 空间，利用球距离同样可以定义序列收敛和Cauchy序列概念，而且可证每一Cauchy序列必为收敛序列，所以[image: alt]
 空间也是完备的．这里我们承认[image: alt]
 3
 中的Cauchy序列必为收敛序列．

空间的完备性也可用集合来刻画．E⊂[image: alt]
 的直径记做diamE，其定义为：

[image: alt]



Cantor定理
 　若Fn
 ⊂[image: alt]
 （n＝1，2，…）为闭集，且[image: alt]
 [image: alt]
 ，则[image: alt]
 由一点组成．


证明
 　对于每个n，在Fn
 中任取一点zn
 ．由于[image: alt]
 [image: alt]
 ，于是当n，m≥N时，zn
 ，zm
 ∈FN
 ．因[image: alt]
 ，所以∀ε＞0，∃正整数N，当n，m≥N时，有

[image: alt]


即序列｛zn
 ｝为Cauchy序列．根据定理1，存在z0
 ∈[image: alt]
 ，使得[image: alt]
 ．固定k，当n≥k时，Fn
 ⊂Fk
 ，也就有[image: alt]
 ．由于Fk
 是闭集，所以z0
 ∈Fk
 ．既然上式对一切k成立，故[image: alt]


现在假如F还包含另一点[image: alt]
 ，那么z0
 ，[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，由此推出[image: alt]
 或[image: alt]
 [image: alt]
 ，即证明F只由一点z0
 组成．证毕．

若F⊂[image: alt]
 为闭集，利用球距离定义F的直径：

[image: alt]


则相应的Cantor定理成立．

§ 3　紧性

[image: alt]
 或[image: alt]
 中集合E称为紧集，如果任一开集族[image: alt]
 覆盖E，即E的每一点至少属于[image: alt]
 中某一开集，则必能从[image: alt]
 中选出有穷个开集G1
 ，G2
 ，…，Gn
 覆盖E，即

[image: alt]



Heine-Borel定理
 　若E⊂[image: alt]
 是有界闭集，则E为[image: alt]
 中的紧集．


证明
 　设[image: alt]
 是E的一个开覆盖，假设[image: alt]
 中不存在E的有穷子覆盖．因为E是有界集，总可使E包含在正方形Q＝｛（x，y）：∣x∣≤M，∣y∣≤M｝中．分Q为相等的四个小正方形，其中至少有一个小正方形Q1
 满足：

（1）E∩Q1
 是有界闭集；

（2）在[image: alt]
 中不存在E∩Q1
 的有穷子覆盖．重复这一作法，可得到一列闭正方形｛Qn
 ｝，记

Fn
 ＝E∩Qn
 ，

则Fn
 满足条件：

（1）Fn
 是有界闭集，Fn＋1
 ⊂Fn
 （n＝1，2，…）；

（2）在[image: alt]
 中不存在Fn
 的有穷子覆盖；

（3）[image: alt]


根据Cantor定理，存在复数[image: alt]
 ．由于Fn
 ⊂E，也就有z0
 ∈E，所以z0
 必属于[image: alt]
 中某一开集G0
 ，我们总可求得邻域V（z0
 ；ε）⊂G0
 ．由于diamFn
 →0，所以当n充分大时，Fn
 ⊂V（z0
 ；ε）⊂G0
 ，即用[image: alt]
 中一个开集便可覆盖Fn
 ，这与[image: alt]
 中不存在Fn
 的有穷子覆盖相矛盾．证毕．


推论
 　若E⊂[image: alt]
 为闭集，则E是[image: alt]
 中紧集．


证明
 　E有界时，由上一定理便知，所以只要证E无界情形．由于E是闭集，所以∞∈E，总可求得[image: alt]
 中开集G0
 ，使∞∈G0
 ．而集合E＼G0
 为有界闭集，由上一定理，从[image: alt]
 中必能选出有穷个G1
 ，…，Gn
 覆盖E＼G0
 ，故[image: alt]
 ．证毕．

特别地[image: alt]
 本身为紧集．


Bolzano-Weierstrass定理
 　任一无穷集至少有一极限点（或任一序列至少有一收敛子列，子列可以收敛到∞）．


证明
 　设E为无穷集，若E无界，则显然z＝∞就是E的一个极限点．若E有界，我们用反证法．如果E没有极限点，则∀z∈E，∃V（z；δz
 ），使得V*
 （z；δz
 ）∩E＝∅，且E＝[image: alt]
 ．令

[image: alt]
 ＝｛V（z；δz
 ）:z∈E｝，

则[image: alt]
 为E的一个开覆盖，由上一定理，总可选出有穷个V（zj
 ；δj
 ）（j＝1，2，…，n）覆盖E，即E至多有有限个点组成，这与E是无穷集矛盾，这矛盾说明反证法假设不成立，所以E必有一极限点．证毕．

上面定理反映[image: alt]
 是紧集，一般可证若E是紧集，则E中任一点列，必有收敛子列，且收敛于E中一点．

§ 4　曲线

今后在行文中经常要遇到连续曲线、可求长曲线、光滑曲线和Jordan曲线等概念，因此有必要给出它们的明确定义．


连续曲线
 　连续曲线简称曲线或路径，定义为区间［α，β］上的连续复值函数γ（t），写成

γ（t）＝x（t）＋iy（t），α≤t≤β，

其中x（t），y（t）都是实连续函数．γ（α），γ（β）分别称为曲线的起点和终点，曲线的方向就是参数t增加的方向．如果γ（α）＝γ（β），即两端点重合，则称γ为闭曲线．

曲线γ（t）的反向曲线为γ（-t），-β≤t≤-α，记做[image: alt]



可求长曲线
 　给定曲线γ（t）：α≤t≤β．对区间［α，β］作分割

∆：α＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tn-1
 ＜tn
 ＝β．

以zj
 ＝γ（tj
 ）（0≤j≤n）为顶点作折线P，P的长度为

[image: alt]


若对［α，β］的任意分割∆，上式有界，则称曲线γ（t）为可求长曲线
 ，并称上确界

[image: alt]


为曲线γ（t）的长度．


光滑曲线
 　如果γ′（t）＝x′（t）＋iy′（t）存在、连续（在端点理解为左、右导数存在，若γ为闭曲线时，要求γ′（α）＝γ′（β）），且γ′（t）≠0，则称γ（t）为光滑曲线
 ．因γ′（t0
 ）表示曲线γ在z0
 ＝γ（t0
 ）点的切向量，所以γ′（t）连续，即切向量的长度和切向量与正实轴的夹角连续地变化．当γ非闭曲线时，Argγ′（t）总可在［α，β］上取出连续单值分支．注意，我们把光滑闭曲线，规定在两端点重合处切线存在．而闭的光滑曲线，规定为在两端点重合处切线不存在（左、右切线存在）．

若区间［α，β］能分成有穷个小区间，在每个小区间上γ（t）为光滑曲线，则称γ为逐段光滑曲线
 ．

若在闭曲线定义中，再要求t1
 ，t2
 ∈［α，β），且t1
 ≠t2
 时，γ（t1
 ）≠γ（t2
 ），则称γ为Jordan曲线
 ，或称简单闭曲线．若曲线定义中要求t1
 ，t2
 ∈［α，β］，且t1
 ≠t2
 时，γ（t1
 ）≠γ（t2
 ），则称γ为Jordan弧，或简单曲线．

我们指出，非Jordan曲线可以自身相交．

下面我们证明光滑曲线一定是可求长曲线，且长度为

[image: alt]


为此先要定义区间［α，β］上的连续复值函数f（t）＝x（t）＋iy（t）在［α，β］上的积分为：

[image: alt]


记做[image: alt]
 ．由定义容易看出：

（1）[image: alt]


（2）c为复数，[image: alt]



引理
 　设f（t）为［α，β］上的复值连续函数，则

[image: alt]



证明
 　设复数[image: alt]
 的辐角主值为θ，则

[image: alt]


或

[image: alt]


对上式取实部得

[image: alt]


注意上式只用到两个实函数积分不等式．证毕．


定理2
 　设γ（t）（α≤t≤β）为光滑曲线，则必为可求长曲线，且长度为

[image: alt]



证明
 　由引理得

[image: alt]


这说明折线P的长度有界，且[image: alt]


引入弧长函数s（t），它表示曲线限制在［α，t］上的弧长，则

[image: alt]


我们来证s′（t）存在，且s′（t）＝∣γ′（t）∣．

考虑［t，t＋∆t］（∆t＞0），相应弧长记为∆s，应用上面的结果与弧长大于等于弦长得：

[image: alt]


上式除以∆t，并令∆t→+0，左端趋于∣γ′（t）∣，右端利用分析中积分中值定理也趋于∣γ′（t）∣，故有

[image: alt]


将（2）代入（1）即得结论．证毕．

§ 5　连通性

讨论[image: alt]
 中的连通性，等价于讨论[image: alt]
 2
 中的连通性，由于数学分析中对连通性讲述太少，这里有必要着重来讨论关于连通性的一些概念．


定义1
 　设E为[image: alt]
 （或[image: alt]
 ）中集合，称E为连通集
 ，如果不存在[image: alt]
 （或[image: alt]
 ）中满足下列条件的开集G1
 ，G2
 ：

（1）G1
 ∩G2
 ＝∅；

（2）E∩G1
 ≠∅，E∩G2
 ≠∅；

（3）E⊂（G1
 ∪G2
 ）．

即E不能用两个不相交非空开集将其一分为二，则称E为连通集．

例如集合（图2-1）

[image: alt]


图　2-1

E＝｛iy：|y|≤1｝∪｛x＋isin[image: alt]
 ：0＜x≤1｝显然不能用两个不交开集将其分开，所以E是连通集．但E不是道路连通集
 ，即在E中存在两点，不存在属于E的连续曲线连接所取两点．

又如集合E＝｛x±ie-x
 ：0＜x＜+∞｝可用开集G1
 ＝｛z:Imz＞0｝和G2
 ＝｛z:Imz＜0｝将其分开，所以E不是连通集．

如果E是开集，则E为连通集时，不可能拆成两个不交、非空开集的和．若开集E能拆成两个不交开集的和，则必有一个开集为空集．


定义2
 　称连通开集为区域
 ，称区域的闭包为闭区域
 ．


定理3
 　若D是开集，则D的连通性与道路连通是等价的．


证明
 　设D连通，任取一点z0
 ∈D．考虑集合

G1
 ＝｛z∈D：可用D中曲线连接z与z0
 ｝，

G2
 ＝｛z∈D：不能用D中曲线连接z与z0
 ｝．

我们证G1
 ，G2
 为开集．设z1
 ∈G1
 ⊂D，由于D为开集，∃V（z1
 ；ε）⊂D，显然邻域V（z1
 ；ε）中的点z可用D中的曲线连接z与z0
 ，所以V（z1
 ；ε）⊂G1
 ，即G1
 为开集．设z2
 ∈G2
 ⊂D，∃V（z2
 ；ε）⊂D，则邻域V（z2
 ；ε）中的点z不能用D中的曲线连接z与z0
 ，否则的话有D中曲线连接z2
 与z0
 ，这与G2
 定义矛盾，所以V（z2
 ；ε）⊂G2
 ，即G2
 亦为开集．由G1
 ∩G2
 ＝∅，D＝G1
 ∪G2
 和D的连通性，G1
 与G2
 中必有一为空集，再由z0
 ∈G1
 ，推出G2
 ＝∅，故D＝G1
 为道路连通集．

反之，若D是道路连通，要证D连通．假设D不连通，∃不交非空开集G1
 和G2
 ，D＝G1
 ∪G2
 ．设z1
 ∈G1
 ，z2
 ∈G2
 ，由条件存在曲线γ：［α，β］→D，使得γ（α）＝z1
 ，γ（β）＝z2
 ．对［α，β］二等分，分点记为c1
 ，若γ（c1
 ）∈G1
 ，则记α1
 ＝c1
 ，β1
 ＝β；否则记α1
 ＝α，β1
 ＝c1
 ．再对［α1
 ，β1
 ］二等分，分点记做c2
 ，若γ（c2
 ）∈G1
 ，记α2
 ＝c2
 ，β2
 ＝β1
 ；否则记α2
 ＝α1
 ，β2
 ＝c2
 ．依此下去可得一区间套［αn
 ，βn
 ］，γ（αn
 ）∈G1
 ，γ（βn
 ）∈G2
 ．由区间套定理，∃c∈［α，β］，且[image: alt]
 ．若γ（c）∈G1
 ，则n充分大时，γ（βn
 ）∈G1
 与区间套作法矛盾，γ（c）∈G2
 同样可得矛盾，这矛盾说明D不连通不成立，即D为连通集．证毕．


定义3
 　D为区域，若[image: alt]
 ＼D是连通集，则称D为单连通区域
 ．


Jordan定理
 　设γ⊂[image: alt]
 为Jordan曲线，则它把[image: alt]
 分成两个单连通区域，其中一个是有界的，称为γ的内部，另一个是无界的，称为γ的外部，γ是这两个单连通区域的共同边界．

这个定理看来非常直观，证明却比较复杂，因此恕不证明．下一定理也只叙述不加证明．


定理4
 　设D⊂[image: alt]
 为区域，则D为单连通区域的充分必要条件是：对任一Jordan曲线γ⊂D，γ的内部属于D．

对不自身相交的非Jordan曲线γ：（α，β）→[image: alt]
 （图2-2中区域D的边界曲线），当t→β－0与t→α＋0时，曲线γ在单位圆内无限地旋转，且无限地接近单位圆周．这条曲线γ围成一螺旋形的单连通区域D，而[image: alt]
 ＼[image: alt]
 由三个单连通区域组成，这说明对这样的曲线Jordan定理不成立．

[image: alt]


图　2-2


定义4
 　集合E的最大连通子集称为E的一个分支．

可以证明E能唯一地分解成不交的分支之和．


定义5
 　设D为区域，若[image: alt]
 ＼D由n个连通分支组成，则称D为n连通区域
 ．

直观地说，n连通区域D⊂[image: alt]
 ，可以通过单连通区域挖去n－1个“洞”得到．若对应到黎曼球面S上，n连通域即S去掉n个“洞”得到．

§ 6　连续函数

设集合E，F⊂[image: alt]
 ，若对每一个z∈E，按照一规则使F中有唯一确定的复数值w与之对应，则称在E上确定一函数f，记做f：E→F，或记做w＝f（z）．“函数”着重于说明复数与复数之间的对应关系，为了强调点与点之间的对应关系，我们也把函数称为映照
 或映射
 ．今后，除非特别声明，我们所讨论的函数总是指单值函数，即符合上述定义的函数．

E称为函数f的定义域，f（E）＝｛f（z）:z∈E｝⊂F，F称为f的取值域，f将E映入F，或说f是E到F里的映射．如果f（E）＝F，则称f是把E映为F的满射，或说f是E到F上的映射．

如果f（z1
 ）＝f（z2
 ）蕴含着z1
 ＝z2
 ，即E中不同点的像也是F中不同点，则称映射f是一一的，或单叶
 或双方单值
 的．在这种情况下，w＝f（z）有一个定义在f（E）上的反函数或逆映射，记做z＝f-1
 （w）．

设f（z）定义在E上，z0
 是E的极限点，当z在E内趋于z0
 时，我们称f（z）有极限l，记做

[image: alt]


如果∀ε＞0，∃δ＞0，使得当z∈V*
 （z0
 ；δ）∩E时，f（z）∈V（l；ε）．

又若a∈E，称f（z）在z＝a点连续，如果

[image: alt]


即∀ε＞0，∃δ＞0，使得

f（V（a；δ）∩E）⊂V（f（a）；ε）．

若f（z）在E的每一点连续，则称f（z）在E上连续．

若E⊂[image: alt]
 为紧集，f（z）在E上连续，则有：

（1）f（z）在E上有界，f（E）为闭集，即f把紧集映为紧集；

（2）∣f（z）∣在E上取到最大、最小值，即存在点z1
 ，z2
 ∈E，使得对∀z∈E，有

∣f（z2
 ）∣≤∣f（z）∣≤∣f（z1
 ）∣；

（3）f（z）在E上一致连续，即∀ε＞0，∃δ＞0，使得对于E上任意两点z1
 ，z2
 ，只要∣z1
 －z2
 ∣＜δ，就有

∣f（z1
 ）－f（z2
 ）∣＜ε．

注意（2）事实上是数学分析中的命题．（3）通过将f分解为实部与虚部也可把它归结为数学分析中相应命题．

若E⊂[image: alt]
 为连通集，f（z）在E上是连续的，则f（E）也为连通集．但我们用不到这条性质．

当E，F为[image: alt]
 中集合时，函数f（z）允许取∞，这时讨论连续与一致连续就要利用球距离．同样有紧集上连续函数一定是一致连续的，且把紧集映为紧集．

习题

1．证明：序列｛zn
 ｝⊂[image: alt]
 收敛到z0
 ∈[image: alt]
 的充要条件为序列｛Rezn
 ｝、｛Imzn
 ｝分别收敛到Rez0
 ，Imz0
 ．

2．证明：序列｛zn
 ｝⊂c收敛到z0
 ∈[image: alt]
 ，z0
 ≠0的充要条件是：lim∣zn
 ｜＝∣z0
 ∣，lim argzn
 ＝argz0
 （先要说明辐角主值的取法）．

3．证明：（1）[image: alt]


（2）设z≠0，[image: alt]
 1，2，…）．

4．设A，B⊂[image: alt]
 为两个点集，A，B的距离定义为

[image: alt]


证明：

（1）∣d（z1
 ，A）－d（z2
 ，A）∣≤∣z1
 －z2
 ∣，其中z1
 ，z2
 为任意两个复数；

（2）若A为闭集，B为紧集，且A∩B＝∅，则d（A，B）＞0．

5．设f（t）为［α，β］上复值连续函数，c∈[image: alt]
 ，则

[image: alt]


6．E⊂[image: alt]
 为紧集，f（z）在E上连续，证明f（E）为紧集．


第三章　解析函数概念与初等解析函数

单复变函数论主要是研究解析函数的．本章给出解析函数的两个等价定义．在随后两章中还要给出解析函数的积分与级数形式的等价定义．本章用映射观点讨论每一初等函数所表示的变换，和多值初等函数如何取出单值分支的问题，即如何使其局部单值化的问题，并给出如何构造初等黎曼曲面使其整体单值化．

§ 1　解析函数概念

设D⊂[image: alt]
 为区域，函数f（z）在D内定义，我们来定义函数在一点z0
 ∈D的导数与微分概念．


定义1
 　当z∈D趋于z0
 时，若极限

[image: alt]


存在（有限复值），则称f（z）在点z＝z0
 可导
 ，这个极限值就称为f（z）在z0
 点的导数
 ，记做f′（z0
 ）．

若记∆z＝z－z0
 ，∆f＝f（z）－f（z0
 ）＝f（z0
 ＋∆z）－f（z0
 ）．


定义2
 　如果函数在z0
 点的改变量可写成

∆f＝A（z0
 ）∆z＋ρ（∆z），

其中ρ（∆z）满足

[image: alt]


则称f（z）在z＝z0
 点可微
 ，函数改变量的线性主部A（z0
 ）∆z称为f（z）在z0
 点的微分，记做

df（z0
 ）＝A（z0
 ）∆z．

若函数f（z）在z0
 点可导，则取

ρ（∆z）＝∆f－f′（z0
 ）∆z，

显然有

[image: alt]


所以f（z）在z0
 点可微，且df（z0
 ）＝f′（z0
 ）∆z．反之，若函数f（z）在z0
 点可微，易知f（z）在z0
 点可导，且f′（z0
 ）＝A（z0
 ）．对特殊函数f（z）＝z，有f′（z）≡1，dz＝∆z．我们定义dz＝∆z，这样微分和导数可记做

[image: alt]


所以导数也称为微商．显然f（z）在z0
 点可导，那么f（z）必在z0
 点连续．

如果函数f（z）在域D内的每一点可导，则称函数f（z）在域D内是解析
 的或全纯
 的，记做f∈A（D）．若存在z0
 点邻域V（z0
 ；ε），函数f（z）在邻域内解析，则称函数f（z）在z0
 点解析
 ．


例1
 　证明：函数f（z）＝（Rez）2
 在z＝0点可导，但在该点不解析．


证明
 　因为

[image: alt]


所以f（z）在z＝0点可导，且f′（0）＝0．

当Rez0
 ≠0时，设z0
 ＝x0
 ＋iy0
 ，先取∆z＝∆x＝x－x0
 ，这时

[image: alt]


再取∆z＝i∆y＝i（y－y0
 ），这时

[image: alt]


所以除虚轴上点外函数f（z）不可导，故z＝0不是解析点．

§ 2　可导的充要条件

复函数f（z）＝u（z）＋iv（z）在区域D内连续，其充要条件是实部u（z）和虚部v（z）在D内连续，所以D内复连续函数不可能蕴含比实连续函数更多的性质．从例1可以看出，复函数f（z）在区域D内可微不等价于实部和虚部在D内可微，所以复函数在区域D内可微有可能蕴含着比实可微更好的性质．由实部和虚部可微外，应再附加什么条件使f（z）可微呢？下面定理就回答这问题．


定理1
 　设f（z）＝u（z）＋iv（z）在区域D内定义，则f（z）在z0
 ∈D点可微的充要条件为：u（z），v（z）在z0
 点可微，且在该点偏导数满足Cauchy-Riemann方程
 （简称C-R方程）：

[image: alt]


注意记号u（z）与u（x，y）意义一样．


证明
 　由f（z）在z0
 点可微，令∆f＝f（z）－f（z0
 ），∆u＝u（z）－u（z0
 ），∆v＝v（z）－v（z0
 ），则

[image: alt]


其中ρ（∆z）满足

[image: alt]


再令f′（z0
 ）＝a＋ib，∆z＝∆x＋i∆y，ρ（∆z）＝ε1
 （∆z）＋iε2
 （∆z），将其代入（2）式，并取实部和虚部得

[image: alt]


由（3）知

[image: alt]


所以（4）式表明u（z），v（z）在z0
 点可微，且

[image: alt]


反之，若u（z），v（z）在z0
 点可微，且偏导数满足C-R方程，则（4）式成立，因此有

[image: alt]


其中∆z＝∆x＋i∆y，ρ（∆z）＝ε1
 （∆z）＋iε2
 （∆z）．由

[image: alt]


说明函数f（z）在z0
 点可微，且

[image: alt]


或

[image: alt]


证毕．

由定理1可得函数f（z）在区域D内解析的充要条件为：实部u（z）和虚部v（z）在D内可微，且一阶偏导数在D内满足C-R方程．正是u（z），v（z）不是孤立地可微，而是通过C-R方程相联系，使解析函数具有极好的性质．下章我们要证明D内解析函数一定无穷多次可导，即有下面定理．


定理2
 　若f（z）在区域D内解析，则f（z）在D内有各阶导数．

在承认这一定理的基础上，我们引出几个推论．由（5）和（6）式，在D内

[image: alt]


因[image: alt]
 存在，所以f′（z）的实部和虚部在区域D内连续，即得u，v∈C1
 （D）（记号表示具有一阶连续偏导数）．把刚才所得结论用到解析函数f′（z）上，因[image: alt]
 存在，所以f′的实部和虚部属于C1
 （D），即得u，v∈C2
 （D）．


推论1
 　函数f（z）在区域D内解析的充要条件为：u（z）＝Ref（z）和v（z）＝Imf（z）在D内有一阶连续偏导数，且满足C-R方程．


推论2
 　函数f（z）＝u（z）＋iv（z）在区域D内解析，则u（z），v（z）为D内调和函数．


证明
 　由定理2知u，v∈C2
 （D）．再由C-R方程可得

[image: alt]


推出u满足Laplace方程：

[image: alt]


所以u（z）为D内调和函数．同理可证v（z）在D内调和．证毕．

若两调和函数u（z），v（z），满足C-R方程：

[image: alt]


则称v是u的共轭调和函数
 ，-u是v的共轭调和函数．


推论3
 　若区域D为单连通，u（z）为D内调和函数，则一定存在共轭调和函数v（z），因而f（z）＝u（z）＋iv（z）在D内解析．


证明
 　任取z0
 ∈D，∀z∈D，考虑曲线积分：

[image: alt]


因[image: alt]
 与D是单连通，所以曲线积分与路径无关．而线积分与路径无关时，被积表达式一定是某一函数v（z）的全微分，即存在函数v（z），使

[image: alt]


或

[image: alt]


上式表明v（z）是u（z）的共轭调和函数，根据推论1知f（z）在D内解析．

§ 3　导数的运算

由导数定义容易推出导数的四则运算成立．设f（z），g（z）在区域D内解析，则f（z）±g（z），f（z）·g（z）也在D内解析，且

[image: alt]


若对于D内每一点有g（z）≠0，则f（z）/g（z）在D内解析，且

[image: alt]


由此可知多项式

[image: alt]


在[image: alt]
 上解析，且

[image: alt]


设P（z），Q（z）为两个多项式，则有理函数R（z）＝P（z）/Q（z）在[image: alt]
 中除去方程Q（z）＝0的根外是解析的．

证复合函数求导公式前，注意微分定义中的余项ρ（∆z），[image: alt]
 ，也可写成ε（∆z）∆z，其中ε（∆z）满足

[image: alt]



定理3
 　若函数ζ＝f（z）在区域D内解析，函数g（ζ）在区域G内解析，且f（D）⊂G，则函数φ（z）＝g［f（z）］在区域D内解析，且

[image: alt]



证明
 　∀z0
 ∈D，由条件ζ0
 ＝f（z0
 ）∈G，g（ζ）在ζ0
 点可微，所以有

[image: alt]


这里∆ζ＝ζ－ζ0
 ，[image: alt]
 补充定义ε（0）＝0，则上式当ζ＝ζ0
 时也成立．故可用ζ＝f（z），ζ0
 ＝f（z0
 ）代入得

[image: alt]


再除以∆z，得

[image: alt]


当∆z→0时，有∆f→0，进而有ε（∆f）→0．所以当∆z→0时，上式右端趋于g′［f（z0
 ）］f′（z0
 ），故上式左端极限存在，且

[image: alt]


由z0
 的任意性知（7）式成立．证毕．


定理4
 　设w＝f（z）在区域D内单叶解析，且f′（z）≠0，则有（1）G＝f（D）为区域；（2）反函数z＝g（w）在区域G内解析，且

[image: alt]



证明
 　我们把映射f：D→G看成

[image: alt]


自D⊂[image: alt]
 2
 到G⊂[image: alt]
 2
 的变换．由定理2知u，v∈C1
 （D），且变换的Jacobi行列式为

[image: alt]


根据分析中反函数存在定理，知G＝f（D）为区域，且反函数x＝x（u，v），y＝y（u，v）∈C1
 （G），即z＝g（w）在G内有一阶连续偏导数，特别g（w）在G内连续．

设w0
 ∈G，z0
 ＝g（w0
 ）∈D，由

[image: alt]


当w→w0
 时，有g（w）→g（w0
 ），因此上式右端趋于[image: alt]
 ，所以上式左端极限存在，且

[image: alt]


证毕．

以后我们要证明单叶解析函数的导数不为零，所以定理4中条件f′（z）≠0是多余的．

我们来讨论多项式零点与其导数零点间的关系．先承认n次多项式必有n个零点（几重零点算几个）．设n次多项式P（z）的零点为ak
 （k＝1，2，…，n），包含这n个点的最小凸集记做D，则P′（z）的零点一定属于D．为了简单起见，我们以三次多项式为例加以证明．


例2
 　设P（z）＝（z－a1
 ）（z－a2
 ）（z－a3
 ），其中a1
 ，a2
 ，a3
 不在一直线上，D表示以a1
 ，a2
 ，a3
 为顶点的三角形，则P′（z）的零点属于D．


证明
 　过a1
 ，a2
 两点的直线记做L3
 ，它把[image: alt]
 分成两个半平面，记不含a3
 的半平面为H3
 （图3-1）．类似有直线L1
 ，L2
 与半平面H1
 ，H2
 ．

[image: alt]


图　3-1

只要证P′（z）的零点不属于Hk
 （k＝1，2，3），则零点必属于D＝[image: alt]
 ＼｛H1
 ∪H2
 ∪H3
 ｝．

由求导公式得

[image: alt]


设B为复数，它对应的向量垂直于L3
 ，且指向H3
 半平面．∀z∈H3
 ，有

[image: alt]


从几何上可以看出，向量B与向量z－ak
 的内积大于零，所以∀z∈H3
 时，

[image: alt]


这说明P′（z）在H3
 上无零点．同理可证P′（z）在H1
 ，H2
 上无零点，故P′（z）的零点位于三角形D内．

上面例子顺便也告诉我们，在复变函数里没有相应的微分中值定理和积分中值定理．如果有微分中值定理，由P（z）在a1
 ，a2
 为零，可得P′（z）在连接a1
 ，a2
 的线段上某一点为零，这样P′（z）就有三个零点与P′（z）为二次多项式矛盾．

§ 4　导数的几何意义与函数的实可微

1．导数的几何意义

设f（z）在区域D内解析，z0
 ∈D，f′（z0
 ）≠0，则

f（z）－f（z0
 ）＝f′（z0
 ）（z－z0
 ）＋ρ（z－z0
 ），

其中ρ（z－z0
 ）为高阶无穷小．当我们在z0
 邻域考查时，略去高阶无穷小项，得

f（z）－f（z0
 ）≈f′（z0
 ）（z－z0
 ）．

这表明在z0
 无穷小邻域，f（z）可以近似看做线性变换，也就是说把z0
 与f（z0
 ）取作平面的原点，则f（z）近似看做先作角度为

Argf′（z0
 ）

（通常取主值）的旋转，再作伸长度为

∣f′（z0
 ）∣

的相似变换．所以导数的模∣f′（z0
 ）∣表示映射f（z）在z0
 点的伸长度，它将z平面上充分小的圆周∣z－z0
 ∣＝r近似地映为w平面上充分小圆周∣w－f（z0
 ）∣＝∣f′（z0
 ）∣r．

为了使辐角Argf′（z0
 ）在变换中作用看得更清楚，我们考虑D内过z0
 的一条光滑曲线γ（t）：0≤t≤1，γ（0）＝z0
 ，γ（t）在点z0
 的切线与实轴正向的夹角为Argγ′（0）．映射f（z）把γ（t）映为过点w0
 ＝f（z0
 ）的光滑曲线σ（t）＝f［γ（t）］，σ′（t）＝f′［γ（t）］γ′（t），特别有σ′（0）＝f′（z0
 ）γ′（0）．所以像曲线σ（t）在点w0
 的切线与实轴正向的夹角为：

[image: alt]


这里Argf′（z0
 ），Argγ′（0）的值已取定，比如取辐角的主值，则Argσ′（0）的值，由（8）式而定．（8）式表示曲线σ（t）在w0
 点的切向量可以由γ（t）在z0
 点的切向量转过角度Argf′（z0
 ）得到．

若考虑过z0
 点的任意两条光滑曲线γ1
 （t），γ2
 （t）（0≤t≤1），γ1
 （0）＝γ2
 （0）＝z0
 ．它们在f（z）映射下的像为过w0
 ＝f（z0
 ）的两条光滑曲线（图3-2）σ1
 （t），σ2
 （t）．由（8）式得

[image: alt]


[image: alt]


图　3-2

于是有

[image: alt]


如果我们定义两曲线在交点的夹角，即为该点两切线的夹角．上式表示曲线γ1
 ，γ2
 在z0
 点的夹角的大小和旋转方向，与像曲线σ1
 ，σ2
 在f（z0
 ）点的夹角大小和旋转方向都保持不变．这时，我们称映射f（z）在z0
 点是保角的
 ，或称f（z）在z0
 点是第一类保角的
 ．如果只保持两曲线的夹角的大小不变，而旋转方向相反，则称映射f（z）在z0
 点是第二类保角的
 ．例如f（z）＝[image: alt]
 在[image: alt]
 上每点是第二类保角的．由上面讨论可得下面定理．


定理5
 　若f（z）在区域D内解析，则在f′（z）≠0的点处，映射f（z）是保角的．

导数等于零的点，映射一定是不保角的．如f（z）＝z2
 在z＝0点不保角．考查自z＝0点出发的光滑曲线γ（t），像曲线为σ（t）＝［γ（t）］2
 ．因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


规定

[image: alt]


于是有

[image: alt]


这说明两像曲线在w＝0点的夹角是原曲线在z＝0点的夹角放大一倍．

2．函数的实可微

设f（z）＝u（z）＋iv（z）在区域D内定义，若u（z），v（z）在z0
 点可微．我们称f（z）在z0
 点实可微
 ．下面来求函数改变量的线性主部．因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


因为[image: alt]
 ．所以上式可写为：

[image: alt]


引入形式符号

[image: alt]


则得

[image: alt]



定理6
 　设f（z）＝u（z）＋iv（z）在区域D内定义，则f（z）在D内解析的充要条件为：u（z），v（z）在D内可微，且[image: alt]



证明
 　由f（z）实可微与[image: alt]
 ，从而（9）式变为：

[image: alt]


根据可微定义知f（z）在D内可微，且[image: alt]


反之，f（z）可微，则

[image: alt]


因为可微必实可微，及实可微的微分形式的唯一性，比较（9）与（10）式得

[image: alt]


证毕．


例3
 　设f（z）＝（Rez）2
 ，求证Rez≠0时，f（z）不可导．


证明
 　因为[image: alt]
 ，所以Rez≠0时，[image: alt]
 故f（z）不可导．

注意[image: alt]
 即为C-R方程，验证满足C-R方程变为验证[image: alt]
 ＝0，而后者验证起来更方便．

采用形式符号我们有

[image: alt]



例4
 　求证u（z）＝log∣z∣在[image: alt]
 ＼｛0｝上调和．


证明
 　因为[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


即u（z）在[image: alt]
 ＼｛0｝上满足Laplace方程
 ．故u（z）＝log∣z∣在[image: alt]
 ＼｛0｝上调和．

§ 5　指数函数

这节起我们讨论常用的初等函数及其所构成的映射．设z＝x＋iy，指数函数
 ez
 的定义为：

ez
 ＝ex
 （cosy＋isiny）．

由此可得指数函数的如下性质：

（1）指数函数不取零值：ez
 ≠0．事实上∣ez
 ∣＝ex
 ＞0；

（2）对任意的z1
 ，z2
 ，有

[image: alt]


事实上由z1
 ＝x1
 ＋iy1
 ，z2
 ＝x2
 ＋iy2
 ，可得

[image: alt]


（3）ez
 是以2πi为周期的周期函数．

因为[image: alt]
 ，所以由（2）得

[image: alt]


（4）ez
 在[image: alt]
 上解析，且[image: alt]


由定义，ez
 的实部和虚部为：

[image: alt]


求一阶偏导数得

[image: alt]


可见一阶偏导数在[image: alt]
 上连续，且满足C-R方程，所以ez
 在[image: alt]
 上解析，且

[image: alt]


（5）ez
 的单叶域．

若函数在区域D内是单叶的，则称D为函数的单叶域．我们来求ez
 的单叶域．设[image: alt]
 ，由性质（2）得[image: alt]
 ，再由性质（3）得

z1
 －z2
 ＝2kπi，　k∈[image: alt]
 ．

所以区域D中任意两点之差不为2kπi时（k≠0），由[image: alt]
 ，推出z1
 ＝z2
 ，即区域D为ez
 的单叶域．例如我们可取平行于实轴的带域Dk
 ：

2kπ＜y＜2（k＋1）π　（k＝0，±1，±2，…）

作为ez
 的单叶域．

我们来看ez
 把这些单叶域映为什么样区域．由于ez
 的周期性，只需考查带域D0
 ：

0＜y＜2π．

设z＝x＋iy（0＜y＜2π），令[image: alt]
 ，则

ρ＝ex
 ，　φ＝y．

可见映射ez
 把直线y＝y0
 （0＜y0
 ＜2π）映为射线φ＝y0
 ；把线段x＝x0
 （0＜y＜2π）映为去掉[image: alt]
 点的圆周[image: alt]
 ，因此它把带域D0
 映为全平面除去正实轴：[image: alt]
 ＼［0，+∞）（图3-3）．

[image: alt]


图　3-3

同理映射ez
 把带域0＜y＜π映为上半平面；把带域-π＜y＜π映为[image: alt]
 ＼（-∞，0］；一般来说ez
 把宽为h（0＜h≤2π）的水平带域映为张角为h的角域．

除水平带域作为ez
 的单叶域外，当然也可取其他的区域为单叶域，如直线y＝x±π围成的区域也是ez
 的单叶域．

§ 6　儒可夫斯基函数

称函数

[image: alt]


为儒可夫斯基函数
 ，它在[image: alt]
 ＼｛0｝上解析，把z＝0↦w＝∞，把z＝∞↦w＝∞，所以我们将它看成[image: alt]
 到[image: alt]
 的映射．由

[image: alt]


当z≠±1时，由f′（z）≠0，所以映射是保角的．至于∞点保角性
 ，先要定义两曲线在∞点的夹角．设有两条过无穷远点的光滑曲线γ1
 和γ2
 ，经[image: alt]
 变换后，γi
 映为过原点的光滑曲线[image: alt]
 ，定义[image: alt]
 与[image: alt]
 在原点的夹角的大小和定向，即为γ1
 与γ2
 在无穷远点的夹角的大小和定向．所以讨论无穷远点的保角性时，若z＝∞，作[image: alt]
 ＝1/z的变换，若w＝∞，作[image: alt]
 ＝1/w的变换，从而转化为讨论原点的保角性．如考查儒可夫斯基函数在z＝∞点的保角性，先作[image: alt]
 ＝1/w，[image: alt]
 ＝1/z变换，得

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，所以儒可夫斯基函数在∞点是保角的．同理在z＝0点也是保角的（注意，我们没有定义函数在∞点的导数，今后我们要定义函数在∞点解析概念，和微分在∞点全纯概念）．

下面我们来求儒可夫斯基函数的单叶域．设z1
 ，z2
 使得

[image: alt]


就有

[image: alt]


推得

z1
 ＝z2
 　或　z1
 z2
 ＝1．

所以只要D内任意两点z1
 ，z2
 不满足条件z1
 z2
 ＝1，则区域D为函数的单叶域．例如我们可以取单位圆作为单叶域，也可以取单位圆外部（包含∞）为单叶域，或取上半平面或取下半平面均为函数的单叶域．

我们来考查w＝f（z）把单叶域映为什么样区域．为此设

[image: alt]


代入（11）式得

[image: alt]


因此z平面上每个圆周∣z∣＝r0
 ≠0都映为w平面上一椭圆：

[image: alt]


其半轴为[image: alt]
 ．并且当0＜r0
 ＜1时，上半圆周变为下半椭圆，下半圆周变为上半椭圆；当1＜r0
 ＜+∞时，上半圆周变为上半椭圆，下半圆周变为下半椭圆．对不同的r0
 ，[image: alt]
 ，所以z＝±1为所有椭圆的公共焦点．当r0
 →1时，a→1，b→0，椭圆压缩成实轴上线段［-1，1］；当r0
 →0或r0
 →+∞时，a，b→+∞，椭圆渐渐扩张成圆周（图3-4）．

[image: alt]


图　3-4

函数把z平面上的射线argz＝θ0
 ，映为w平面上双曲线

[image: alt]


[image: alt]


或

[image: alt]


当θ0
 ＝0，2π时，对应的是线段｛u≥1，v＝0｝；当θ0
 ＝π时，对应的是线段｛u≤-1，v＝0｝；当θ0
 ＝π/2，3π/2时，对应的是虚轴．除此之外，对不同的θ0
 ，它们对应的双曲线是共焦的，焦点为±1（图3-4）．

总之，函数把单位圆内部映为[image: alt]
 ＼［-1，1］，上半圆映为下半平面，下半圆映为上半平面．把单位圆外部也映为[image: alt]
 ＼［-1，1］，我们把映射过程设想成上下一起挤压，圆周∣z∣＝1被挤压成线段［-1，1］．

如果取上半平面或下半平面作为函数的单叶域时，根据上面的讨论，其像区域为[image: alt]
 除去实轴上1≤u＜+∞和-∞＜u≤-1的两线段所得的区域（图3-5与图3-6）．

[image: alt]


图　3-5

[image: alt]


图　3-6

§ 7　分式线性变换

我们称函数

[image: alt]


为分式线性变换
 ，也称为Möbius变换
 ．c＝0时，函数在[image: alt]
 上解析，f（∞）＝∞；c≠0时，函数在[image: alt]
 ＼｛-d/c｝上解析，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．所以f（z）可以看成[image: alt]
 到[image: alt]
 上的映射．不难证明它在[image: alt]
 上是保角映射，函数

[image: alt]


满足f（f-1
 （z））＝f-1
 （f（z））＝z，即f-1
 是f的逆变换，这也说明f是[image: alt]
 到[image: alt]
 上的单叶变换．两个分式线性变换的复合也是分式线性变换．因此，分式线性变换的集合在复合运算下构成一个群．

我们称满足f（z）＝z的点z为分式线性变换的不动点，不动点z满足方程

cz2
 ＋（d－a）z－b＝0．

因此，不为恒等变换的分式线性变换至多只有两个不动点．如果一分式线性变换有三个不动点，则必为恒等变换．

我们称

（1）w＝z＋a（a∈[image: alt]
 ）为平移变换；

（2）[image: alt]
 为旋转变换；

（3）w＝rz（r＞0）为伸缩变换；

（4）w＝1/z为反演变换．


定理7
 　每一个分式线性变换一定是平移、旋转、伸缩、反演变换的复合（当然其中有的变换可以不出现）．


证明
 　由

[image: alt]


即可看出f（z）是上述简单变换的复合．证毕．


定理8
 　分式线性变换把圆周变为圆周．


证明
 　显然，平移、旋转、伸缩变换把圆周变为圆周（这里把直线统一称为圆周），所以只要证反演变换把圆周变为圆周即成．设给定一圆周，由第一章定理3，其方程总可写成

Az[image: alt]
 ＋[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0，

A，C∈[image: alt]
 ，B∈[image: alt]
 ，∣B∣2
 －AC＞0．作w＝1/z变换，上述方程变为方程

A＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＋Bw＋Cw[image: alt]
 ＝0，

系数满足C，A∈[image: alt]
 ，[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ，∣[image: alt]
 ∣2
 －CA＞0，再由第一章定理3知方程表示一圆周．证毕．


定理9
 　设分式线性变换把圆周Γ1
 变为圆周Γ2
 ，则它把关于Γ1
 的一对对称点映为关于Γ2
 的一对对称点．


证明
 　对平移、旋转、伸缩变换定理显然成立，所以只要对反演变换证明定理即成．设Γ1
 的方程为：

Az[image: alt]
 ＋[image: alt]
 z＋B[image: alt]
 ＋C＝0，

A，C∈[image: alt]
 ，B∈[image: alt]
 ，∣B∣2
 －AC＞0．z1
 ，z2
 为关于Γ1
 的对称点，由第一章定理4知

[image: alt]


反演变换把Γ1
 变为Γ2
 ：A＋[image: alt]
 [image: alt]
 ＋Bw＋Cw[image: alt]
 ＝0，把zi
 变为[image: alt]
 [image: alt]
 ，将其代入（13）式得

[image: alt]


化简得

[image: alt]


再由第一章定理4知w1
 ，w2
 关于Γ2
 对称，证毕．

设给定圆周Γ，在Γ上任取三点z1
 ，z2
 ，z3
 ，我们用三点的顺序（z1
 ，z2
 ，z3
 ）来定义Γ的定向．


定理10
 　在z平面上给定圆周Γ1
 ，其定向表示为（z1
 ，z2
 ，z3
 ），在w平面上给定圆周Γ2
 ，其定向表示为（w1
 ，w2
 ，w3
 ）．则存在唯一的分式线性变换w＝f（z），满足wi
 ＝f（zi
 ）（i＝1，2，3）．


证明
 　令

[image: alt]


解之得w＝f（z），显然f（z）为分式线性变换，且满足wi
 ＝f（zi
 ）（i＝1，2，3）．假如另有一分式线性变换w＝g（z），也满足wi
 ＝g（zi
 ）（i＝1，2，3），则分式线性变换f［g-1
 （w）］有三个不动点w1
 ，w2
 ，w3
 ，因此它只能是恒等变换，即f［g-1
 （w）］≡w，故f（z）≡g（z）．证毕．

我们把圆周的内部和外部，或直线的一侧和另一侧统称为圆域．则任意给定两个圆域，一定存在分式线性变换把一个映为另一个．事实上设给定圆域D1
 ，D2
 ，其边界为圆周Γ1
 ，Γ2
 ．在Γ1
 上取三点z1
 ，z2
 ，z3
 ，使Γ1
 的定向（z1
 ，z2
 ，z3
 ）为圆域D1
 边界的正定向，同样取Γ2
 上三点w1
 ，w2
 ，w3
 ，使Γ2
 的定向（w1
 ，w2
 ，w3
 ）为圆域D2
 边界的正定向．则由定理10，存在分式线性变换f，把Γ1
 映为Γ2
 ，故f把Γ1
 的左侧区域D1
 映为Γ2
 的左侧区域D2
 ．注意，由于符合定向的z1
 ，z2
 ，z3
 和w1
 ，w2
 ，w3
 可以任意取，所以把D1
 映为D2
 的分式线性变换有无穷多个．

具体求分式线性变换f：D1
 →D2
 时，常用定理9和其他办法，很少用定理10．我们通过例子加以说明．


例5
 　求把右半平面Rez＞0映为单位圆∣w∣＜1的分式线性变换．


解
 　由定理9，使所求分式线性变换把关于虚轴对称点z＝1和z＝-1，映为关于单位圆周的对称点w＝0和w＝∞．这种分式线性变换形式为：

[image: alt]
 （K为复数）．

注意虚轴上的点到1与-1的距离相等以及函数把虚轴映为单位圆周∣w∣＝1，可推出∣K∣＝1．故所求的分式线性变换为：

[image: alt]


应用时通常取θ＝0那个变换，这时反函数[image: alt]
 把单位圆∣z∣＜1映为右半平面Rew＞0．


例6
 　求把上半平面Imz＞0映为单位圆∣w∣＜1的分式线性变换．


解
 　可以利用上例的结果，将（14）中z用-iz代入即得．也可以用上例的方法，得到所求的分式线性变换为

[image: alt]


应用中通常取θ＝0，这时反函数[image: alt]
 把∣z∣＜1映为Imw＞0．


例7
 　求把单位圆∣z∣＜1映为单位圆∣w∣＜1的所有分式线性变换．


解
 　设分式线性变换把z＝a（∣a∣＜1）映为w＝0，则把[image: alt]
 映为∞．这种分式线性变换有形式：

[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，推得∣K∣＝1．故所求的分式线性变换为

[image: alt]



例8
 　求把上半平面Imz＞0映为上半平面Imw＞0的所有分式线性变换．


解
 　所求分式线性变换把实轴上三点映为实轴上三点，由定理10的证明可以看出分式线性变换的系数为实数，即

[image: alt]


反之，实系数的分式线性变换一定把实轴变为实轴．由

[image: alt]


所以当ad－bc＞0时，z在实轴上由-∞趋向+∞时，w也由-∞趋向+∞，根据解析函数的保角性，这时分式线性变换把上半平面映为上半平面．

或由

[image: alt]


也可得出ad－bc＞0时，（15）式的函数把上半平面映为上半平面．

故所求的分式线性变换为

[image: alt]


分式线性变换除有上述不变性质外，还有一个不变量．


定义3
 　给定四个不同的有序点z1
 ，z2
 ，z3
 ，z4
 ．称比值

[image: alt]


为四点的交比
 ，记做

[image: alt]


若上式中有一点zk
 ＝∞，则上式理解成zk
 →∞的极限．例如交比

[image: alt]


形式上把含有z1
 的分子、分母换成1即得．


性质1
 　交比在分式线性变换f作用下不变，即

（z1
 ，z2
 ，z3
 ，z4
 ）＝（f（z1
 ），f（z2
 ），f（z3
 ），f（z4
 ））．

事实上，经平移、旋转和伸缩变换，显然交比不变．经反演变换，容易验证下式

[image: alt]


成立．所以交比在分式线性变换作用下不变．


性质2
 　四点共圆周的充要条件是其交比为实数．

事实上，记由三点z2
 ，z3
 ，z4
 所确定的圆周为K，则存在分式线性变换f，把K映为实轴．由定理8知，z1
 ∈K的充要条件为f（z1
 ）是实数，而f（z1
 ）是实数的充要条件为交比（f（z1
 ），f（z2
 ），f（z3
 ），f（z4
 ））是实数．再由性质1，z1
 ∈K的充要条件为交比（z1
 ，z2
 ，z3
 ，z4
 ）是实数．

§ 8　三角函数

当x是实数时，由Euler公式

[image: alt]


可得

[image: alt]


当z是复数时，我们定义

[image: alt]


这样定义的正弦函数
 和余弦函数
 ，当z＝x时与数学分析中的正弦函数和余弦函数是一致的．它俩具有下列性质：

（1）sinz，cosz在[image: alt]
 上解析，且

[image: alt]


（2）sinz，cosz以2π为周期，即

sin（z＋2π）＝sinz，　cos（z＋2π）＝cosz；

（3）sinz是奇函数，cosz是偶函数，即

sin（-z）＝-sinz，cos（-z）＝cosz；

（4）“和角”公式成立，即

sin（z1
 ＋z2
 ）＝sinz1
 cosz2
 ＋cosz1
 sinz2
 ，

cos（z1
 ＋z2
 ）＝cosz1
 cosz2
 －sinz1
 sinz2
 ；

（5）基本关系式成立，即

[image: alt]


（6）∣sinz｜和∣cosz｜在[image: alt]
 上无界．

事实上，取z＝iy，由定义即可看出函数的模无界．

为了后面需要我们来推函数模的公式．设z＝x＋iy，由（4）得

∣sinz∣2
 ＝∣sinxcos（iy）＋sin（iy）cosx∣2
 ，

因为

cos（iy）＝chy，　sin（iy）＝ishy，

所以

[image: alt]


同理可得

∣cosz∣2
 ＝ch2
 y－sin2
 x．

（7）sinz仅在z＝kπ处为零，cosz仅在[image: alt]
 处为零（k∈[image: alt]
 ）．

事实上，由性质（6）知∣sinz∣＝0，必有sh2
 y＝0，sin2
 x＝0，即得y＝0，x＝kπ（k∈[image: alt]
 ）．又[image: alt]
 ，所以由cosz＝0得[image: alt]
 [image: alt]
 或[image: alt]


（8）sinz和cosz的单叶域．

先看余弦函数

[image: alt]


它可以看做是下面三个函数的复合函数：

[image: alt]


z′＝iz把带域0＜Rez＜π单叶地映为带域[image: alt]
 把后一带域单叶地映为上半平面Imζ＞0；最后[image: alt]
 把上半平面单叶地映为[image: alt]
 除去实轴上-∞＜u≤-1和1≤u＜+∞的区域．故带域0＜Rez＜π是cosz的单叶域，映射w＝cosz把此带域映为域G＝[image: alt]
 ＼｛（-∞，-1］∪［1，+∞）｝（图3-7）．

[image: alt]


图　3-7

一般地带域Dk
 ：kπ＜Rez＜（k＋1）π（k∈[image: alt]
 ）为cosz的单叶域，函数把每一带域映为G＝[image: alt]
 ＼｛（-∞，-1］∪［1，+∞）｝．当k为偶数时，Dk
 的上半条带域映为G的下半平面，下半条带域映为G的上半平面，Dk
 的左边界直线映为G的右边割口，Dk
 的右边界直线映为G的左边割口，这里上下左右正好颠倒．当k为奇数时，Dk
 与G的对应上、下、左、右正好一致．

利用性质（5），sinz的单叶域为[image: alt]
 [image: alt]
 ，函数把每一带域映为区域G＝[image: alt]
 ＼｛（-∞，-1］∪［1，+∞）｝．

下面讨论正切函数tanz
 和余切函数cotz
 ，其定义为：

[image: alt]


正切函数在去掉[image: alt]
 的有穷平面上解析，余切函数在去掉z＝kπ（k∈[image: alt]
 ）的有穷平面上解析，其他性质读者不难自行列出．

我们来求tanz的单叶域．因为

[image: alt]


它可看成下面四个映射的复合：

[image: alt]


变换z′＝2iz把带域0＜Rez＜π单叶地映为带域0＜Im z′＜2π；函数[image: alt]
 把后一带域单叶地映为（[image: alt]
 ＼［0，+∞）＝[image: alt]
 ＼［0，+∞］；函数[image: alt]
 把域[image: alt]
 ＼［0，+∞］单叶地映为[image: alt]
 ＼［-1，1］；函数w＝-iζ′把[image: alt]
 ＼［-1，1］单叶地映为[image: alt]
 ＼［-i，i］．总之，函数w＝tanz把带域0＜Rez＜π单叶地映为[image: alt]
 ＼［-i，i］（图3-8），把z＝π/2↦∞．

[image: alt]


图　3-8

一般地带域Dk
 ：kπ＜Rez＜（k＋1）π（k∈[image: alt]
 ）为tanz的单叶域，函数把带域Dk
 映为域G＝[image: alt]
 ＼［-i，i］．把Dk
 的左边界直线映为G割口［-i，i］的右边沿，把Dk
 的右边界直线映为割口［-i，i］的左边沿．

如果取带域[image: alt]
 为单叶域，变换z′＝2iz把带域映为带域0＜Imz′＜π；函数[image: alt]
 把后一带域映为上半平面Imζ＞0；分式线性变换[image: alt]
 把上半平面映为上半平面；旋转变换[image: alt]
 [image: alt]
 把上半平面映为右半平面Rew＞0．最后函数w＝tanz把带域[image: alt]
 单叶地映为右半平面Rew＞0．

又如取带域-π/4＜Rez＜π/4，函数w＝tanz把此带域单叶地映为单位圆∣w∣＜1．

由[image: alt]
 ．所以其单叶域为[image: alt]
 ，函数w＝cotz把此带域单叶地映为G＝[image: alt]
 ＼［-i，i］．

§ 9　对数函数


对数函数
 是指数函数的反函数．对于z≠0，满足方程ew
 ＝z的复数w称为z的对数
 ，记做Logz．由于指数函数的周期性，Logz是无穷多值函数．若令[image: alt]
 ，那么由

[image: alt]


得u＝logr，v＝θ＋2kπ，k∈[image: alt]
 ．所以

w＝logr＋（θ＋2kπ）i，　k∈[image: alt]


或

w＝Logz＝log∣z∣＋iArgz．

对数函数的多值性，是由于z的辐角多值性．它的实部为单值函数，虚部为多值函数．


定义4
 　设D为[image: alt]
 中区域，0⋶D．若存在D内连续函数f（z），在D内满足

[image: alt]


则称f（z）是Logz在D内的单值分支．


定理11
 　若D为单连通区域，0⋶D⊂[image: alt]
 ，则Logz在D内存在单值解析分支．


证明
 　由例4知实部log∣z∣为D内调和函数，再由推论3，log∣z∣在D内有共轭调和函数v（z），log∣z∣＋iv（z）为D内解析函数，取实数α，使在z0
 ∈D点有v（z0
 ）＋α＝argz0
 ．则令

f（z）＝log∣z∣＋i（v（z）＋α）

它在D内解析，满足

[image: alt]


事实上解析函数[image: alt]
 的模[image: alt]
 ，因此z与ef（z）
 在D内相差一常数因子，又在z0
 点等式成立，所以在D内恒等．根据定义f（z）即为Logz在D内的单值解析分支．证毕．

若f（z）是Logz在D内的单值解析分支，则f（z）＋2kπi（k∈[image: alt]
 ）也是Logz在D内的单值解析分支．反之Logz在D内的单值解析分支一定可以表示成f（z）＋2kπi的形式．事实上设g（z）为另一解析分支，即[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，推出

g（z）－f（z）＝2k（z）πi，

其中k（z）为D内取整数值的连续函数，所以k（z）为一常数．

由[image: alt]
 ，我们还可得到单值解析分支f（z）在D内单叶．利用复合函数求导得[image: alt]
 ，所以f′（z）＝1/z．因每点z≠0的邻域为单连通区域，邻域上Logz的任意两个单值分支相差为一常数，由此得出

（Logz）′＝1/z　（z≠0）．

若取D＝[image: alt]
 ＼［0，+∞），这时取Logz的单值解析分支为

w0
 （z）＝logz＝log∣z∣＋iargz　（0＜argz＜2π），

称为Logz的主值（支）．

wk
 （z）＝log∣z∣＋i（argz＋2kπ），k∈[image: alt]


给出Logz的所有单值分支．

若取D＝[image: alt]
 ＼（-∞，0］，这时取Logz的单值解析分支为

w0
 （z）＝logz＝log∣z∣＋iargz　（-π＜argz＜π），

也称为Logz的主值．wk
 （z）＝log∣z∣＋i（argz＋2kπ）（k∈[image: alt]
 ）给出D内所有单值解析分支．

多值函数的单值域和确定单值分支，也可用如下方法，为此先要引入分支点的概念．设多值函数F（z）在a点的空心邻域上定义，环绕a作一简单闭路C，取定一点z0
 ∈C和多值函数F（z）在z0
 的值．让动点z从z0
 出发沿C绕行，同时使F（z）的值连续地变化．当z绕行一圈回到z0
 时，若函数F（z）不回到出发时的值，则称a为F（z）的一个分支点
 ．若动点z不管绕C多少圈，F（z）总不回到原来的值，则称a是F（z）的一个对数分支点；若动点z绕行n圈后，F（z）回到原来的值，则称a为一个代数分支点．将复平面沿连接分支点的曲线（可以是一条或几条）切开，得到区域D（可以是单连通域也可是多连通域），只要动点z沿D内任一简单闭路绕行一周时，函数F（z）总是回到出发时的值，则D即为多值函数F（z）的一个单值域．取定多值函数F（z）在一点z0
 ∈D的值，即取定它在D内的一个单值分支．

例如多值函数Logz在z＝0的空心邻域内定义，动点沿环绕z＝0的充分小闭路一圈时，函数虚部增加2π，绕行n圈时，虚部增加2nπ，所以z＝0是一对数分支点．同理z＝∞也是Logz的对数分支点，其他点都不是分支点，用一曲线或直线段连接这两分支点，记此曲线为γ，则D＝[image: alt]
 ＼｛γ｝即为Logz的单值域．取定Logz在z0
 ∈D的值，即得Logz的一个单值分支，这时没有主值概念．

对多值函数取单值域，这是对一完整函数取一片断进行讨论．能不能将其整体单值化呢？为此我们要构造Riemann曲面S，使多值函数在S上是单值解析函数．下面我们构造Logz的Riemann曲面．

先看反函数z＝ew
 ，它的单叶域为

Dk
 :2kπ＜Imw＜2（k＋1）π，　k＝0，±1，±2，…

函数z＝ew
 把每个单叶域Dk
 映为沿正实轴割开的区域G＝[image: alt]
 ＼［0，+∞）．为了构造黎曼面，我们把Dk
 映过去的区域记为Gk
 ，k∈[image: alt]
 ．我们设想把无穷多张沿正实轴切开的复平面Gk
 水平叠放在一起，编号顺序与Dk
 编号保持对应，如果我们沿正实轴方向看去，所看到的Gk
 为一有切口的直线（图3-9）．函数z＝ew
 把D0
 的下边直线y＝0映为G0
 的切口上边沿，D0
 的上边直线y＝2π映为G0
 切口的下边沿；函数把D1
 的下边直线y＝2π映为G1
 切口的上边沿．当我们把D0
 ，D1
 的公共边粘合在一起时，相应的把G0
 的切口下边沿与G1
 的切口上边沿粘合在一起．这里把所有Dk
 ，Dk＋1
 公共边粘合在一起得到复平面w，那里相应的把所有Gk
 的切口下边沿与Gk＋1
 切口上边沿粘合在一起，得到黎曼面S．注意切口理解为闭区间［0，+∞］，而把切口两边沿粘合时，理解为开区间（0，+∞）粘合．这样，函数z＝ew
 把[image: alt]
 单叶地映为曲面S，所以函数w＝Logz把S单叶地映为[image: alt]
 ．还要注意我们的黎曼面构造似乎依赖Gk
 ，但实质上与单值域Gk
 无关，Logz的黎曼面只依赖于Logz．

[image: alt]
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§ 10　幂函数


幂函数
 w＝zα
 的定义为

[image: alt]


其中α为复数．它是[image: alt]
 ＼｛0｝上的多值函数，由定义可得如下性质：

（1）若D为单连通，0⋶D，则幂函数在D内可取出单值解析分支．当D＝[image: alt]
 ＼［0，+∞）或D＝[image: alt]
 ＼（-∞，0］时，可以定义幂函数取主值的单值解析分支．但现在函数在D内可以不单叶．例如D为右半平面：Rez＞0，则幂函数[image: alt]
 在D内不单叶．因ζ＝logz主值把Rez＞0单叶地映为带域-π/2＜Imζ＜π/2，而函数w＝eiζ
 在此带域内不单叶，所以复合函数w＝zi
 在D内不单叶．

（2）[image: alt]
 ．这里等式两边的zα
 理解成D上取定的同一单值分支．

（3）当α是实数时，若α＜0，w＝zα
 可以看成ζ＝z-α
 ，与w＝1/ζ的函数复合而成，所以只需讨论α＞0情形．

当0＜α＜1时，w＝zα
 在角域D：0＜argz＜2π上不仅单值而且单叶，把D映射为角域0＜argw＜2απ；当α＞1时，w＝zα
 在角域D：0＜argz＜2π/α内单叶，把D映为角域0＜argw＜2π．

α为实数时，有

[image: alt]


（4）当α为正有理数时，无妨设α＝p/q，0＜p＜q．则

[image: alt]


（0＜θ＜2π）．函数在D＝[image: alt]
 ＼［0，+∞］内有q个单值分支，对应于k＝0，1，…，q－1．

（5）对多值函数w＝zα
 构造黎曼面时，我们只讨论α＝1/n：[image: alt]
 ，n∈[image: alt]
 ．首先看反函数z＝wn
 ，它的单叶域是张角为2π/n的角域：

[image: alt]


它把每个单叶域Dk
 映为沿正实轴割开的区域G＝[image: alt]
 ＼［0，+∞）．为了构造黎曼面，我们把Dk
 的像区域记为Gk
 （k＝0，1，…，n－1）．把n张Gk
 水平叠放在一起，沿正实轴方向看去，其图像为带切口的n条直线．函数z＝wn
 把D0
 的下边射线映为G0
 切口的上边沿，把D0
 的上边射线映为G0
 切口的下边沿；把D1
 的下边射线[image: alt]
 [image: alt]
 映为G1
 切口的上边沿，当我们把D0
 ，D1
 的公共边[image: alt]
 粘合在一起时，相应地把G0
 的切口下边沿与G1
 切口的上边沿粘合在一起，依此把D1
 ，D2
 ，…，Dn-1
 的公共边都粘合在一起，相应地把G1
 ，G2
 ，…，Gn-1
 中前一切口的下边沿与后一切口上边沿粘合在一起．当把Dn-1
 与D0
 的公共边粘合起来时得复平面[image: alt]
 ，相应地把Gn-1
 切口的下边沿与G0
 切口上边沿粘合起来（在三维空间里，最后一次粘合时会与前面粘好的平面相交，但我们想象可以不相交粘合起来，事实上在高维空间里是可以实现的）．这样我们构造出一黎曼面S（图3-10）．因为函数z＝wn
 把原点映为原点，无穷远点映为无穷远点，所以把n张平面Gk
 的n个原点粘合成一点，n个无穷远点也粘合成一点，这就是最后的黎曼面S．函数z＝wn
 把[image: alt]
 单叶地映为S，所以[image: alt]
 把黎曼面S单叶地映为[image: alt]
 ．

[image: alt]
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§ 11　儒可夫斯基函数的反函数与反三角函数

11.1　儒可夫斯基函数的反函数

儒可夫斯基函数[image: alt]
 的反函数为

[image: alt]


习惯上我们把它写成：

[image: alt]


由于[image: alt]
 是双值函数，所以反函数也是一个双值函数．它在什么样区域能取出单值分支呢？

先讨论分支点．设C是只环绕z＝1的简单闭路，当点z沿C绕行一圈后，看[image: alt]
 值的变化．为此记

[image: alt]


当z沿C绕行一圈后，θ的值增加2π，φ，r，ρ的值不变，因此[image: alt]
 的值比出发时的值多一个因子[image: alt]
 ，即与出发时值相差一符号，所以z＝1为[image: alt]
 的分支点，因而z＝1是反函数的分支点．同理z＝-1也是反函数的分支点（图3-11）．

[image: alt]


图　3-11

z＝∞是否是分支点呢？我们作一环绕z＝±1的充分大闭路C，当z沿C绕行一圈后，θ，φ值都增加2π，[image: alt]
 的值比出发时的值多一个因子[image: alt]
 ，故z＝∞不是[image: alt]
 ，也就不是反函数的分支点．总之，z＝±1是反函数分支点，其余点都不是分支点．把复平面从一个分支点到另一分支点切开，所得区域即为反函数的单值域．

如在D＝[image: alt]
 ＼［-1，1］上可取出反函数的两个单值分支f1
 （z），f2
 （z），其中f1
 （z）为[image: alt]
 时值为[image: alt]
 的那个分支，f2
 （z）为[image: alt]
 时，值为[image: alt]
 的那个分支．函数fi
 （z）在D内其余点的值也随之而定．如求[image: alt]
 ．设动点z从[image: alt]
 沿[image: alt]
 上半圆周运动到点[image: alt]
 ，由[image: alt]
 的取法知开始时θ＝0，φ＝0，运行到[image: alt]
 点时，θ＝π，φ＝π，r·ρ的值不变，所以[image: alt]
 ．事实上f1
 （z）把D单叶地映为单位圆的外部∣w∣＞1，f2
 （z）把D单叶地映为单位圆内部∣w∣＜1．

又如在[image: alt]
 上也可取出反函数的两个单值分支f1
 （z），f2
 （z），其中f1
 （z）为f1
 （0）＝i的那个分支（φ＝0，θ＝π），f2
 （z）为f2
 （0）＝-i（φ＝0，θ＝-π）的那个分支．比如求f1
 （z）在切口［1，+∞）上边沿z＝2点的值，我们让动点z从原点沿∣z－1∣＝1的上半圆周运动到z＝2，这时rρ＝3，φ＝0，θ＝0，所以[image: alt]
 ．若求f1
 （z）在切口［1，+∞）下边沿z＝2点的值，我们让动点z从原点沿∣z－1∣＝1的下半圆周运动到z＝2，这时rρ＝3，φ＝0，θ＝2π，所以f1
 （2）＝2－[image: alt]
 ．事实上由-π＜φ＜π和0＜θ＜2π，不难看出f1
 （z）把D映为上半平面；又由-π＜φ＜π，-2π＜θ＜0，不难看出f2
 （z）把D映为下半平面．

讨论双值函数[image: alt]
 的黎曼曲面时，我们已知儒可夫斯基函数[image: alt]
 把上半平面D1
 单叶地映为[image: alt]
 [image: alt]
 ，把下半平面D2
 单叶地映为[image: alt]
 [image: alt]
 ，它把

[image: alt]


把上面所有区间换成关于y轴对称区间，即得Dj
 负实轴边界映为Gj
 切口的对应关系．当我们把D1
 与D2
 边界粘合成一复平面[image: alt]
 时，相应地把G1
 与G2
 的切口［1，+∞］和［-∞，-1］上、下边沿交岔粘合在一起，再把G1
 ，G2
 的两个z＝1粘成一点，z＝-1也粘成一点，这样得到的黎曼面S即为所求，也就是说反函数[image: alt]
 [image: alt]
 把S单叶地映为[image: alt]
 ．注意它把G1
 切口上边沿与G2
 切口下边沿粘合所得无穷远点映为w平面上无穷远点，把G1
 切口下边沿与G2
 切口上边沿粘合所得无穷远点映为w平面上原点．

11.2　反三角函数

1．余弦函数的反函数w＝Arccosz

从方程

[image: alt]


解出

[image: alt]


得到

[image: alt]


再把自变量与因变量记号互换，即得反余弦函数


[image: alt]


这是一无穷多值函数．先求它的分支点．设C是只环绕z＝1的简单闭路，当z沿C绕行一圈后，[image: alt]
 的值与出发时的值相差一符号，由两复数和的规则可以看出，[image: alt]
 的辐角与出发时的辐角是不同的，因此当我们让z沿C绕行一圈后，函数[image: alt]
 [image: alt]
 的实部与出发时的实部是不同的，所以z＝1是反余弦函数的分支点．同理z＝-1也是一个分支点．现在来看z＝∞，当z沿包含z＝±1的简单闭路C绕行一圈后，[image: alt]
 的辐角得到增量2π，因此[image: alt]
 的实部得到增量2π，所以z＝∞也是分支点，此外无其他分支点．于是区域[image: alt]
 [image: alt]
 为Arccosz的单值域，再取z＝0的值为π/2，即在G上取定一单值分支．一般地z＝0的值为[image: alt]
 ，可得G上的所有单值分支．

下面来构造Arccosz的黎曼曲面．我们已知z＝cosw的单叶域为Dk
 ：kπ＜Rew＜（k＋1）π（k∈[image: alt]
 ），cosw把每一个单叶域映为区域G．为了构造黎曼面，我们把Dk
 映过去的区域记为Gk
 （k∈[image: alt]
 ）．Gk
 是沿（-∞，-1］，［1，+∞）切开的复平面．如果把实轴画成图3-12形状，则从正实轴方向看去，所看到的Gk
 为有两个切口的直线．现把无穷多张带切口复平面Gk
 水平叠放在一起．函数z＝cosw把D0
 右边界直线映为G0
 的切口（-∞，-1］，直线的上半段映为切口的下边沿，直线的下半段映为切口的上边沿，又函数把D1
 左边界直线映为G1
 的切口（-∞，-1］，直线的上半段映为切口的上边沿，直线的下半段映为切口的下半沿．所以把D0
 ，D1
 的公共边界粘合在一起，相应地把G0
 ，G1
 的左切口（-∞，-1］上、下边沿交岔地粘合在一起，且把G0
 ，G1
 的z＝-1点粘合成一点．当把所有Dk
 的公共边粘合得到复平面w，相应地当k为偶数时，将Gk
 ，Gk＋1
 切口（-∞，-1］的上、下边沿交岔粘合，且将两个z＝-1点粘合成一点；当k为奇数时，将Gk
 ，Gk＋1
 切口［1，+∞）的上、下边沿交岔粘合，且将两个z＝1点粘合成一点，这样得到曲面S，它就是反余弦函数的黎曼面（图3-13），w＝Arccosz把S单叶地映为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图　3-12

[image: alt]


图　3-13

2．正切函数的反函数w＝Arctan z

从方程

[image: alt]


解出

[image: alt]


于是得到

[image: alt]


习惯上记反正切函数
 为

[image: alt]


这是一个无穷多值函数．先求它的分支点．设C是只环绕z＝i的简单闭路，当z沿C绕行一圈后，函数[image: alt]
 的辐角得到增量2π，因此函数Arctanz的实部得到增量π，所以z＝i为一分支点．同理z＝-i也是一个分支点．考查z＝∞，设C是包含z＝±i的简单闭路，当z沿C绕行一圈后，[image: alt]
 的辐角增加为零，因此Arctanz的值不变，所以z＝∞不是分支点．这样区域[image: alt]
 为Arctanz的单值域，再取定z＝∞时的值为[image: alt]
 ，即得单值分支fk
 （z）（k∈[image: alt]
 ）．

为了构造黎曼面，先来看函数z＝tanw，它的单叶域为Dk
 :kπ＜Rew＜（k＋1）π（k∈[image: alt]
 ）．函数把Dk
 映为区域Gk
 ＝[image: alt]
 ＼［-i，i］，把Dk
 的左边界直线映为Gk
 切口［-i，i］的右边沿，把Dk
 的右边界直线映为Gk
 切口［-i，i］的左边沿，当将Dk
 与Dk＋1
 的公共边粘合在一起，相应地把Gk
 切口的左边沿与Gk＋1
 切口的右边沿粘合在一起，于是得曲面S．如果从实轴剖开，这曲面断层图像与图3-9是一样的．w＝Arctanz将S单叶地映为[image: alt]
 ．

习题

1．验证下列函数的可导性：

（1）f（z）＝∣z∣；

（2）f（z）＝[image: alt]
 ．

2．验证函数[image: alt]
 在z＝0点满足C-R方程，f（z）在z＝0点可导吗？

3．证明：若函数f（z）在区域D内解析，并且f′（z）≡0，则f（z）在D内为常数．

4．若函数f（z）在区域D内解析，且满足下列条件之一：（1）Ref（z）在D内为常数；（2）Imf（z）在D内为常数；（3）∣f（z）∣在D内为常数．则f（z）在D内为常数．

5．若函数f（z）＝u（z）＋iv（z）在区域D内解析，且u（z）＝v2
 （z），则f（z）在D内为常数．

6．若f（z）在上半平面内解析，证明：函数[image: alt]
 在下半平面内解析．

7．设[image: alt]
 ，证明[image: alt]


8．若f（z）＝u（z）＋iv（z）是解析函数，且f′（z）≠0，则曲线u（x，y）＝C1
 与v（x，y）＝C2
 正交，C1
 ，C2
 ∈[image: alt]
 ．

9．若函数f（z），g（z）在点z0
 解析，且f（z0
 ）＝g（z0
 ）＝0，g′（z0
 ）≠0，则

[image: alt]


10．设f（z）在区域D内解析，且f（z）≠0，求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


11．给定函数f（z）＝u（z）＋iv（z），若u（z），v（z）在z0
 点可微，利用

[image: alt]


证明：若

[image: alt]


存在（即f在z0
 点保形），则或f（z）在z0
 点可导或[image: alt]
 在z0
 点可导．

12．在极坐标系下[image: alt]
 ，则C-R方程为

[image: alt]


且

[image: alt]


13．设[image: alt]
 ，则C-R方程为

[image: alt]


（提示：对logf（z）应用上一题）．

14．证明：函数[image: alt]
 在带域[image: alt]
 上单叶的充要条件为：a2
 ＋b2
 ≤2｜a｜．

15．证明：幂函数zα
 （α＝a＋ib）在右半平面Rez＞0内单叶的充要条件为：a2
 ＋b2
 ≤2｜a｜．

16．设γ是过-1，1的任意圆周，z1
 ，z2
 两点不在γ上，且z1
 ·z2
 ＝1．证明：z1
 ，z2
 两点中一个在γ内部，而另一个在γ的外部．

（此题说明过-1，1的圆周内部或外部是儒可夫斯基函数的单叶域）

17．求出圆｜z｜＜R到单位圆｜ω｜＜1的分式线性变换．

18．求把直线Rez＝a（实数）的左半平面变为单位圆内部，且把半平面上一点z0
 变为原点的分式线性变换．

19．证明：只有一个不动点z＝∞的分式线性变换为ω＝z＋b（b≠0）；有两个不动点z＝0，∞的分式线性变换为ω＝az（a≠0）．

20．求分式线性变换[image: alt]
 的不动点．

21．证明：分式线性变换[image: alt]
 若有不动点z0
 （｜z0
 ｜＜1），则[image: alt]
 也是不动点，并求出函数在单位圆内的不动点．

22．设[image: alt]
 ，证明：[image: alt]


23．设[image: alt]
 ，a，b，c，d∈[image: alt]
 ，ad－bc＞0．证明：[image: alt]
 [image: alt]


24．设[image: alt]
 ，ad－bc≠0，c≠0．证明：存在以[image: alt]
 为圆心的圆周C，它的像圆周与C有相同半径．

25．设四点z1
 ，z2
 ，z3
 ，z4
 顺序位于圆周C上，证其交比

（z1
 ，z2
 ，z3
 ，z4
 ）＞1．

26．设z1
 ，z2
 位于上半平面，证明：

[image: alt]


27．设｜a｜＞1，且满足

（1/ā，2，1/2，a）＝（0，2，1/2，∞）．

证明：存在单位圆到自身的分式线性变换，它以2，1/2为不动点，且把a映为∞．

28．求出单位圆到自身的分式线性变换，使得2，1/2为不动点，点5/4映为∞．

29．求i1
 的主值，并求[image: alt]


30．求多值函数Log（z－a）（z－b）（a≠b）的分支点与单值域．

31．函数[image: alt]
 在[image: alt]
 \［-ai，ai］上能否取出单值解析分支，若能，它是奇函数还是偶函数．

32．求下列多值函数的分支点与单值域，其中a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 两两不同．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


33．设a1
 ，a2
 ，a3
 两两不同．[image: alt]
 ．问

（1）[image: alt]
 平面除去三条不交线段［a1
 ，∞），［a2
 ，∞），［a3
 ，∞）后区域是否为单值域；

（2）[image: alt]
 平面除去不交线段［a1
 ，a2
 ］，［a3
 ，∞）后区域是否为单值域；

（3）[image: alt]
 平面除去折线［a1
 ，a2
 ，a3
 ］后区域是否为单值域．

34．设[image: alt]
 ，求分支点和单值域．

35．问函数Log（1－z2
 ）在[image: alt]
 除去线段［-1，i］，［1，i］及射线x＝0，y≥1的域内是否可取出单值分支？若可以，取z＝0时，f（0）＝0的那个分支，试求f（2）与f（-2）．


第四章　Cauchy定理与Cauchy公式

这一章引进积分的概念，叙述并证明关于解析函数积分的Cauchy定理．Cauchy定理是整个解析函数理论的基础．此外，还将以Cauchy公式为工具证明解析函数任意次可导和其他重要性质．

§ 1　积分

设γ：［α，β］→[image: alt]
 为一条可求长曲线，其定向规定为参数增加的方向．再设函数f（z）＝u（x，y）＋iv（x，y）定义在γ上．沿γ的正向取分点a＝z0
 ，z1
 ，…，zn
 ＝b，这些分点把γ分成n个小段，第k段记做γk
 （k＝1，2，…，n）．在γk
 上任取一点ζk
 ＝ξk
 ＋iηk
 ，作和数

[image: alt]


如果当[image: alt]
 （sk
 是γk
 的弧长）趋于零时，不管分点zk
 和ζk
 如何选取，和数S都趋于一极限值，那么这个极限值称为f（z）沿定向曲线γ的积分
 ，记做

[image: alt]


这个积分的存在与计算可以归结为数学分析中第二型曲线积分的存在与计算．事实上，设zk
 ＝xk
 ＋iyk
 ，f（ζk
 ）＝u（ξk
 ，ηk
 ）＋iv（ξk
 ，ηk
 ），则

[image: alt]


[image: alt]


当λ→0时，若S极限存在，则实部和虚部极限也存在，根据第二型曲线积分定义，有

[image: alt]


当γ为可求长曲线，函数u，v在γ上连续时，第二型曲线积分存在（证明要用到斯蒂尔斯积分概念），所以若γ为可求长曲线，f（z）在γ上连续时，复积分（1）存在．

当γ为光滑或逐段光滑曲线γ（t）＝x（t）＋iy（t）（α≤t≤β），函数u，v在γ上连续时，数学分析中证明了第二型曲线积分的计算公式：

[image: alt]


将上面第二式乘以i后两式相加，即得积分（1）的计算公式：

[image: alt]


公式（2）把f（z）沿曲线γ的积分化为关于实参数t的定积分．

设γ是可求长曲线，f（z），g（z）在γ上连续，由积分定义可推出下列性质：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）如果γ由γ1
 和γ2
 组成，则

[image: alt]


（5）[image: alt]
 L为γ的弧长．

我们只证（5）．由于

[image: alt]


令[image: alt]
 ，即得

[image: alt]


又由于在γ上｜f（z）｜≤M，所以

[image: alt]


当γ为光滑曲线时，dz＝γ′（t）dt，｜dz｜＝｜γ′（t）｜dt＝ds，第一型曲线积分也可记成

[image: alt]



例1
 　设γ（t）（α≤t≤β）是一条可求长曲线，求[image: alt]
 和[image: alt]



解
 　按定义

[image: alt]


同样

[image: alt]


所以

[image: alt]


如果γ（t）为光滑曲线，由计算公式（2）得：

[image: alt]



例2
 　计算积分[image: alt]
 ，其中γ（t）＝a＋Reit
 ，0≤t≤2π，a∈[image: alt]
 ．


解
 　因为[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


注意这个积分与积分路径的半径R的大小和圆心a的位置无关．


例3
 　计算积分[image: alt]
 ，其中γ是圆环｛z：1≤｜z｜≤2｝在第一象限部分的边界，方向取正定向（图4-1）．

[image: alt]


图　4-1


解
 　由计算公式（2）与例1得

[image: alt]


§ 2　Cauchy定理

设f（z）在区域D内解析，γ（t）（α≤t≤β）为D内可求长简单闭曲线，其所围区域Q属于D．由上节的论述我们有

[image: alt]


如果u，v∈C1
 （D），则应用数学分析中的Green公式及C-R方程，得

[image: alt]


这样一来，我们得出结论：

[image: alt]


这个公式正是我们在本节要证明的主要结果，即Cauchy定理所断言的东西．

读者应注意到，在推导过程中，我们假定解析函数f（z）的实部和虚部在D内都有一阶连续偏导数，但是这一点我们目前并不知道．

因此，为了证明Cauchy定理，我们还需要一个引理．


引理1
 　设f（z）是区域D内的连续函数，γ（t）是D内的可求长曲线．则∀ε＞0，存在内接于γ且完全位于D内的折线P，使得

[image: alt]



证明
 　无妨设D是有界域（否则设γ包含在圆｜z｜＜M内，取D与圆｜z｜＜M的交域即成）．因γ（作为点集）为一紧集，边界∂D为一闭集，所以距离d（γ，∂D）＝2ρ＞0．令

[image: alt]


则D1
 为区域，且

[image: alt]


设r的长度为L，由于f（z）在紧集[image: alt]
 1
 上是一致连续的，所以，对于∀ε＞0，∃δ＞0，当z，z′∈[image: alt]
 1
 ，且｜z－z′｜＜δ时，有

[image: alt]


在γ上依此取分点a＝z0
 ，z1
 ，…，zn
 ＝b（a，b为γ的起点和终点），这些分点把γ分成n段，第k段记做γk
 ，其弧长记做sk
 ，我们这样取分点，使

[image: alt]


这时以z0
 ，z1
 ，…，zn
 为顶点的折线P就属于[image: alt]
 1
 ．事实上d（γ，∂D1
 ）＝ρ＞0，因此γk
 落在以zk－1
 为圆心、以sk
 为半径的圆内，而该圆又包含在[image: alt]
 1
 内，所以γk
 ——因而折线P位于[image: alt]
 1
 内．用［zk－1
 ，zk
 ］表示连接zk－1
 ，zk
 的线段，由于

[image: alt]


于是有

[image: alt]


[image: alt]
 ．证毕．


定理1（Cauchy定理）
 　设D⊂[image: alt]
 是单连通区域，函数f（z）在D内解析，γ是D内任意一条可求长Jordan曲线，则

[image: alt]



证明
 　只要证明对D内任一闭折线P，积分

[image: alt]


则Cauchy定理成立．事实上∀ε＞0，由引理1，存在内接于γ且完全属于D的折线P，使得

[image: alt]


由于ε任意性，即得

[image: alt]


闭折线P总可拆成有限个自身不交的闭折线，所以可设P为自身不交的闭折线．若P围成的多边形∆不是凸多边形，则总有一些顶点的内角大于π．任取这样一顶点，作其内角的角平分线直至与折线P相交，此角平分线段把多边形∆分成两个多边形∆1
 ，∆2
 （图4-2），∆1
 与∆2
 中内角大于π的顶点个数，至少比∆中内角大于π的顶点个数要少一个．依此下去，总可把多边形∆分解成有限个凸多边形∆1
 ，…，∆n
 ．函数沿多边形∆的边界∂∆＝P的积分，正好等于函数沿每一个∂∆k
 积分的和．这是因为沿角平分线段的积分恰好出现两次，且积分路径方向相反，所以沿角平分线段的两积分抵消．这样，证函数沿闭折线的积分为零，可归结为证函数沿凸多边形的边界P的积分为零．对于凸多边形，显然可从一点出发，与其余顶点作连线，把它分解成若干个三角形区域的和．所以只要证函数沿每一个三角形T的积分为零即成．

[image: alt]


图　4-2

设

[image: alt]


我们要证M＝0．把T的三边中点相互连接起来，得到四个小三角形T1
 ，T2
 ，T3
 ，T4
 （图4-3），则

[image: alt]


[image: alt]


图　4-3

上式右端的四个积分中至少有一个积分的模不小于M/4，这个三角形记做T（1）
 ：

[image: alt]


同样，从T（1）
 出发，按照上面的做法，得到三角形T（2）
 ，沿T（2）
 的积分满足条件：

[image: alt]


如此继续下去，我们得到一串三角形序列T（0）
 ＝T，T（1）
 ，T（2）
 ，T（3）
 ，…，相应的积分满足条件：

[image: alt]


设L是T的长度，T（n）
 的长度为L/2n
 ．∆n
 表示T（n）
 所围成的闭区域，显然[image: alt]
 ．记[image: alt]
 ，则[image: alt]
 [image: alt]
 ．由第二章的Cantor定理，存在唯一的一点[image: alt]
 [image: alt]
 ．因为z0
 ∈D，f（z）在z0
 可导，所以在z0
 的邻域V（z0
 ；δ）⊂D内有

f（z）－f（z0
 ）＝f′（z0
 ）（z－z0
 ）＋ρ（z，z0
 ）（z－z0
 ），

其中[image: alt]
 ．又因为[image: alt]
 ，所以当n充分大时，[image: alt]
 [image: alt]
 ．这样一来，

[image: alt]


由例1知

[image: alt]


所以

[image: alt]


立得

[image: alt]


结合（3）式可得

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，所以M＝0．证毕．

Cauchy定理有下面的重要推广．


定理2
 　设区域D是可求长Jordan曲线γ的内部，函数f（z）在D内解析，在[image: alt]
 上连续，则

[image: alt]



证明
 　我们对D是单位圆情形加以证明，一般情形只给出证明的思想．

当D是单位圆时，[image: alt]
 [image: alt]
 ．由定理1得

[image: alt]


或

[image: alt]


也就有

[image: alt]


于是

[image: alt]


因f（z）在[image: alt]
 上一致连续，所以∀ε＞0，∃δ＞0，当｜1－r｜＜δ时，有

[image: alt]


从而

[image: alt]


由ε的任意性，即得结论．

对于一般的Jordan区域，总可用辅助线段将它分解成特殊的Jordan区域．即分解成由左右为两直线段，上下为两可求长曲线所围成的区域（图4-4）；或上下为两直线段，左右为两可求长曲线所围成的区域．设D如图4-4所示，D的边界记做γ，在D内作简单闭曲线γ1
 ，则由定理1得

[image: alt]


[image: alt]


图　4-4

然后取极限得

[image: alt]
 证毕．

讨论多连通区域之前，我们要约定一记号．所谓Jordan曲线族[image: alt]
 ，指该曲线族由n＋1条Jordan曲线组成，γ0
 取正定向，γ1
 ，…，γn
 取负定向；γ1
 ，…，γn
 都在γ0
 的内部，并且其中任意一条均在其他各条的外部．所谓Jordan曲线族[image: alt]
 [image: alt]
 围成区域D，就是指由γ0
 ，γ1
 ，…，γn
 范围成的一个n＋1连通区域D．称Jordan曲线族γ可求长，即指组成γ的每一条曲线可求长．


定理3
 　设可求长Jordan曲线族[image: alt]
 围成区域D，函数f（z）在D内解析，在[image: alt]
 上连续，则

[image: alt]



证明
 　我们可以用一些可求长辅助曲线把区域D分解成n＋1个由简单可求长闭曲线围成的区域Dk
 （k＝1，…，n＋1）（图4-5）．由定理2得

[image: alt]


[image: alt]


图　4-5

所以

[image: alt]


证毕．

定理的结论也可写成

[image: alt]


特别地，当n＝1时，有

[image: alt]


这说明在二连通区域上，函数沿两条边界曲线的积分相等．


例4
 　γ为可求长Jordan曲线，[image: alt]
 ．求积分

[image: alt]



解
 　若a在γ的外部，由Cauchy定理知积分为零．若a在γ内部，作以a为心的小圆周γ1
 ，并且位于γ内部（图4-6）．由（5）式及上节例2得

[image: alt]


[image: alt]


图　4-6

我们再约定一记号．所谓Jordan曲线族[image: alt]
 ，指该曲线族由n条Jordan曲线γ1
 ，…，γn
 组成，每条取负定向，且其中任意一条在其他各条的外部．所谓Jordan曲线族[image: alt]
 围成无界区域D，就是指由γ1
 ，…，γn
 范围成的一个无界区域D．


推论1
 　设可求长Jordan曲线族[image: alt]
 围成无界区域D，函数f（z）在D\｛∞｝内解析，满足

[image: alt]


其中a为常数（这时，称f（z）在∞点至少有二阶零点），又f（z）在[image: alt]
 上连续，则

[image: alt]



证明
 　作充分大圆周γ0
 ：｜z｜＝R，使之包含γ1
 ，…，γn
 ．由（4）式得

[image: alt]


利用积分性质（5）与推论中条件有

[image: alt]


所以

[image: alt]


证毕．

为了把前面定理与推论统一起来，我们引入下面定义．


定义1
 　设f（z）在空心邻域V*
 （∞；R）内解析．

（1）若[image: alt]
 可开拓成邻域[image: alt]
 内解析函数，则称f（z）在∞点解析
 ；

（2）若[image: alt]
 可开拓成[image: alt]
 内全纯微分（即[image: alt]
 在[image: alt]
 内解析），则称f（z）dz在∞点全纯
 ．

下一章我们要证明：若f（z）在V*
 （∞；R）内解析．则f（z）在∞点解析的充要条件为[image: alt]
 存在；f（z）dz在∞点全纯的充要条件为f（z）在∞点至少有二阶零点．

这节的定理与推论可表述成统一的形式．

设可求长Jordan曲线γ或可求长Jordan曲线族γ围成区域D，微分f（z）dz在D内全纯，函数f（z）在[image: alt]
 上连续，则

[image: alt]



例5
 　设γ是一可求长Jordan曲线，a，b（a≠b）不在γ上，求积分

[image: alt]



解
 　注意到

[image: alt]


应用Cauchy定理和例4可得：

[image: alt]


§ 3　Cauchy公式

Cauchy定理最直接、最重要的结果是Cauchy积分公式．这一公式揭示了解析函数在区域内的值可以通过其边界值积分表示，从而导出区域D内解析函数一定任意次可导．


引理2
 　设γ为可求长Jordan弧或Jordan曲线，φ（ζ）在γ上连续，则函数（称Cauchy型积分
 ）

[image: alt]


在[image: alt]
 \γ的每一个区域D内解析，且对有限点z，有

[image: alt]



证明
 　若γ为Jordan弧，则[image: alt]
 \γ为一单连通区域；若γ为Jordan曲线，则[image: alt]
 \γ由两个单连通区域组成．显然有

[image: alt]


所以只要证F（z）在有限点解析，在∞点也就解析．

（1）首先证F（z）在区域D内连续．∀z0
 ∈D，取邻域V（z0
 ；δ）⊂D．令z∈V（z0
 ；δ/2），则当ζ∈γ时，有｜ζ－z｜≥δ/2，所以

[image: alt]


[image: alt]


立得

[image: alt]


上式表明F（z）在z0
 点连续．由z0
 的任意性，得F（z）在区域D内连续．

（2）其次证

[image: alt]


∀z0
 ∈D，由（6）式得

[image: alt]


取[image: alt]
 作为（1）中的φ（ζ），由（1）知上式右端积分表示D内的连续函数，特别在z0
 点连续，所以

[image: alt]


由z0
 的任意性即得（7）式．

（3）用数学归纳法证高阶导数公式．设1≤k≤n－1时，公式成立：

[image: alt]


要证k＝n时公式成立．∀z0
 ∈D，考虑

[image: alt]


[image: alt]


所以

[image: alt]


令[image: alt]
 ，上式右端前两项应用归纳法假设，当z→z0
 时，两项之差趋于

[image: alt]


考查（8）式右端第三个积分，注意

[image: alt]


令ψ（ζ）＝φ1
 （ζ）/（ζ－z0
 ），利用归纳法假设和函数可导必连续，所以当z→z0
 时，上式右端方括号趋于零．上式右端第三个积分显然也趋于零．于是当z→z0
 时，（8）式右端第三个积分趋于

[image: alt]


由（8），（9），（10）式我们得到

[image: alt]


由z0
 的任意性结论得证．证毕．


定理4（Cauchy公式）
 　设区域D是可求长Jordan曲线γ的内部，函数f（z）在D内解析，在[image: alt]
 上连续，则

（1）在D内

[image: alt]


（2）f（z）在D内有各阶导数，且在D内

[image: alt]



证明
 　∀z0
 ∈D，以z0
 为心，以r为半径在D内作一小圆周Cr
 ，其内部属于D（图4-7）．设D1
 是由γ和Cr
 所围成的二连通区域．函数[image: alt]
 在D1
 内解析，在[image: alt]
 1
 上连续，由（5）式得

[image: alt]


[image: alt]


图　4-7

由于f（z）在z0
 点可导，所以

f（z）＝f（z0
 ）＋f′（z0
 ）（z－z0
 ）＋ρ（z，z0
 ）（z－z0
 ），

其中[image: alt]
 ，于是有

[image: alt]


因

[image: alt]


所以（11）式中令r→0，便得

[image: alt]


由z0
 的任意性即得所证．

（2）应用引理2便知．证毕．


定理5
 　设可求长Jordan曲线族γ＝γ0
 ＋[image: alt]
 ＋…＋[image: alt]
 围成区域D，函数f（z）在D内解析，在[image: alt]
 上连续，则在D内

[image: alt]


又f（z）在D内有各阶导数，且在D内

[image: alt]



证明
 　固定z0
 ∈D，类似于定理3的证明，作辅助线把D分解成n＋1个单连通区域，使z0
 属于某一单连通区域．对包含z0
 的单连通区域应用定理4，其他单连通区域应用定理3，然后相加即得

[image: alt]


由z0
 的任意性即得所证．证毕．


定理6
 　若函数f（z）在区域D内解析，则f（z）在D内有各阶导数．


证明
 　∀z0
 ∈D，以z0
 为心作一小圆周Cr
 ，使Cr
 及其内部属于D．由定理4知f（z）在Cr
 内部有各阶导数．由z0
 的任意性，所以f（z）在D内有各阶导数．证毕．

在第三章，我们承认解析函数一定无限次可导，现在利用积分工具证明了这一事实．


定理7
 　若函数f（z）在圆｜z－a｜＜R内解析，并且｜f（z）｜≤M．则

[image: alt]


这个不等式称为Cauchy不等式
 ．


证明
 　设γ是圆周｜z－a｜＝r（0＜r＜R），由定理4得

[image: alt]


所以

[image: alt]


令r→R，得到

[image: alt]


证毕．


定理8（Liouville）
 　若函数f（z）在[image: alt]
 上解析（这样的函数f（z）称为整函数），且有界，则f（z）必为一常数．


证明
 　由定理假设，存在常数M，使∀z∈[image: alt]
 ，｜f（z）｜≤M．∀z0
 ∈[image: alt]
 ，在｜z－z0
 ｜＜R上应用Cauchy不等式，得

[image: alt]


令R→＋∞，得到f′（z0
 ）＝0．所以f′（z）≡0，故f（z）为一常数．证毕．

这个定理是说整函数不取某一圆外的值时，则整函数为一常数．Picard证明了更深刻的定理：


Picard小定理
 　若整函数f（z）不取两个复值a，b（a≠b），则f（z）为一常数．

Picard定理的证明超出基础课范围，故略去．

下面给出无界区域的Cauchy公式．


推论2
 　设可求长Jordan曲线族[image: alt]
 围成无界区域D，函数f（z）在D内解析，且在[image: alt]
 上连续．则∀z∈D\｛∞｝，

[image: alt]



证明
 　∀z0
 ∈D\｛∞｝，取充分大R，使｜z｜＝R包含z0
 与γk
 （k＝1，2，…，n），由定理5得

[image: alt]


和

[image: alt]


（12）式中右端第一个积分可改写成

[image: alt]


因

[image: alt]


所以由（12）与（14）式即得

[image: alt]


由z0
 的任意性第一式得证．

为证第二式只要对（13）式中右端第一个积分应用推论1即得．证毕．


例6
 　计算积分

[image: alt]



解
 　解法一
 　由

[image: alt]


和Cauchy公式得

[image: alt]



解法二
 　取[image: alt]
 ，它在｜z｜≥2内解析．应用推论2，并注意积分路径的定向得

[image: alt]


§ 4　变上限积分确定的函数

上面我们证明了解析函数f（z）一定无限次可导，现在要问它是否是某一解析函数F（z）的导函数呢？或是否无限次可求原函数呢？


定义2
 　设f（z）在区域D内连续，若存在D内函数F（z），使F′（z）＝f（z），则称F（z）是f（z）的一个原函数
 ．

若F（z）是f（z）的一个原函数，则F（z）＋C（C为任意复常数）也是f（z）的原函数，并且它的任意原函数都具有这一形式．


定理9
 　设D为单连通区域，函数f（z）在D内解析，则变上限积分确定的函数

[image: alt]


为f（z）的原函数，即

F′（z）＝f（z）．


证明
 　由Cauchy定理，对D内任一可求长闭曲线积分为零，所以变上限积分只依赖于起点z0
 和终点z，而与连接z0
 ，z的积分路径无关，因此变上限积分确定D内一单值函数F（z）．

∀z1
 ∈D，∃邻域V（z1
 ；δ）⊂D，对邻域内任意一点z，

[image: alt]


上式右端从z1
 到z的积分路径可取直线段［z1
 ，z］，于是有

[image: alt]


因为f（z）在z1
 点连续，所以∀ε＞0，∃δ1
 ＞0（无妨设δ1
 ＜δ），使得当｜z－z1
 ｜＜δ1
 时，｜f（z）－f（z1
 ）｜＜ε．这样当｜z－z1
 ｜＜δ1
 时，我们有

[image: alt]


即F′（z1
 ）＝f（z1
 ）．由于z1
 的任意性，得到F′（z）＝f（z）．证毕．


注
 　在证明中f（z）的解析性保证单值函数F（z）存在，而证F（z）的可导只用到f（z）的连续性．

若D是多连通区域，函数f（z）在D内解析，f（z）是否有单值原函数呢？或在什么条件下有单值原函数呢？设D是n＋1连通区域，即[image: alt]
 \D有n＋1个连通分支Ek
 （0≤k≤n），设∞∈E0
 ，称Ek
 （1≤k≤n）为“洞”，设Γj
 （j＝1，2，…，n）是只环绕第j个“洞”的可求长简单闭曲线（图4-8）．记

[image: alt]


图　4-8

[image: alt]


称Kj
 为全纯微分
 f（z）dz的周期
 ．注意Kj
 值与Γj
 的具体取法无关，若Γ′j
 是另一条只环绕第j个“洞”的可求长简单闭曲线，Γj
 与Γ′j
 位于D内且不交，则应用Cauchy定理得

[image: alt]


若Γj
 与Γ′j
 相交，作一与两者不交的可求长简单闭曲线过渡即可．


定理10
 　设D为n＋1连通区域，函数f（z）在D内解析，Kj
 为全纯微分f（z）dz的周期（j＝1，2，…，n），则f（z）有单值原函数的充分必要条件为Kj
 ＝0（j＝1，2，…，n）．


证明
 　设f（z）有原函数F（z），若γ为D内可求长曲线γ（t）（α≤t≤β），则

[image: alt]


事实上，若γ（t）为光滑曲线时，由计算公式（2）得

[image: alt]


若γ是分段光滑曲线时，显然（15）仍成立；若γ是可求长曲线时，由引理1，γ总可用分段光滑曲线Pn
 逼近，所以

[image: alt]


既然（15）式对任意可求长曲线成立，取γ为Γj
 ，即得

[image: alt]


反之，若Kj
 ＝0（j＝1，2，…，n），则对D内任一可求长闭曲线Γ，容易看出

[image: alt]


即有[image: alt]
 ．而积分沿任一闭曲线为零，等价于积分与路径无关，所以变上限积分

[image: alt]


确定D内的单值函数F（z）．重复上一定理的证明，可知F′（z）＝f（z）．证毕．

定理10也说明，如果有一周期Kj
 ≠0，则变上限积分确定D内的多值函数F（z），这个多值函数的导数为单值函数f（z）．若D1
 是D内单连通区域，取定z1
 ∈D1
 ，又取定一条连接z0
 ，z1
 的曲线γ0
 ，则

[image: alt]


应用定理9，可知F（z）在D1
 上可取出单值分支，记为F1
 （z）．∀nj
 ∈[image: alt]
 ，显然函数

[image: alt]


也是F（z）在D1
 上的单值分支．且构成F（z）的全部单值分支．事实上设F2
 （z）为F（z）在D1
 上的另一单值分支，则F′2
 （z）－F′1
 （z）＝f（z）－f（z）＝0，得出F2
 （z）－F1
 （z）在D1
 上为常数C，要确定常数C，只需考查z1
 点的值．

[image: alt]


因为F2
 （z）是F（z）的单值分支，所以一定存在连接z0
 ，z1
 的曲线γ1
 ，使

[image: alt]


即得

[image: alt]


这是由于[image: alt]
 为D内闭路，必存在nj
 ∈[image: alt]
 使

[image: alt]



定理11
 　设D是单连通区域，函数f（z）在D内解析且不为零，则Logf（z）可取出单值分支g（z），即

[image: alt]


且g（z）＋2πki（k∈[image: alt]
 ）为Logf（z）的全部单值解析分支．


证明
 　取定z0
 ∈D和w0
 ，使[image: alt]
 ．由定理6知f′（z）在D内解析，所以f′（z）/f（z）在D内解析．因D是单连通区域，再由定理9，知函数

[image: alt]


为D内的单值解析函数，且[image: alt]


考虑D内解析函数[image: alt]
 ，因为

[image: alt]


所以φ（z）在D内为常数．由[image: alt]
 ，得

[image: alt]
 　或　[image: alt]


这表明g（z）是Logf（z）的单值解析分支．显然g（z）＋2kπi（k∈[image: alt]
 ）也是Logf（z）在D内的单值解析分支．

假如g1
 （z）也是Logf（z）的单值解析分支，即[image: alt]
 ，则

[image: alt]


得[image: alt]
 为D内取整数值的连续函数，故k（z）为常数．这说明g（z）＋2πki为全部单值解析分支．证毕．

定理11表明，若Logf（z）的两个单值解析分支，在单连通区域D上一点z0
 的值相等，则两单值分支一定恒等．所以在z0
 ∈D点取定Logf（z0
 ）的值w0
 ，则满足g（z0
 ）＝w0
 的单值分支g（z）就唯一地确定了．

在定理11的条件下，[image: alt]
 也可取出单值分支．这可从定义

[image: alt]


与定理11知晓．特别地，[image: alt]
 在D内可取出单值分支．

最后我们讨论Cauchy定理的逆定理．


定理12（Morera定理）
 　若函数f（z）在区域D内连续，γ为D内任一可求长简单闭曲线，且γ所围区域属于D．若f（z）沿γ的积分为零，则f（z）在D内解析．


证明
 　∀z0
 ∈D，只要证f（z）在z0
 邻域V（z0
 ；δ）⊂D内解析．由定理条件f（z）沿V（z0
 ；δ）内任一可求长简单闭曲线的积分为零，所以

[image: alt]


在V（z0
 ；δ）内为单值函数．在单连通区域V（z0
 ；δ）上应用定理9的注得F′（z）＝f（z）．再由定理6知，f（z）在V（z0
 ；δ）内解析．由z0
 的任意性得f（z）在D内解析．证毕．


注
 　由引理1，条件f（z）沿γ积分为零，可以改为f（z）沿任一三角形T的积分为零，这里要求T所围区域属于D．

§ 5　最大模原理与Schwarz引理


引理3
 　若函数f（z）在圆｜z－a｜＜R内解析，则

[image: alt]



证明
 　设[image: alt]
 ．由Cauchy公式得

[image: alt]


即得

[image: alt]


证毕．

这个公式称为平均值
 公式，它表示f（z）在圆心的值等于它在圆周上值的积分平均．由平均值公式可导出最大模原理．


定理13（最大模原理）
 　若函数f（z）在区域D内解析，且不为常数，则｜f（z）｜在D内取不到它的最大值．


证明
 　令[image: alt]
 ．若M＝＋∞，定理显然成立．设M＜+∞．因f（z）不是常数，所以0＜M＜+∞．我们令

[image: alt]


显然Ω2
 为开集．现证Ω1
 为开集．设a∈Ω1
 ，即｜f（a）｜＝M．因a∈D，∃V（a；δ）⊂D，由平均值公式，当0＜r＜δ时

[image: alt]


从而得

[image: alt]


或

[image: alt]


我们知道，定义在区间［0，2π］上实的非负连续函数，如果它的积分等于零，则此函数必恒为零．故有[image: alt]
 2π）．这表明V（a；δ）⊂Ω1
 ，所以Ω1
 为开集．

由于D是连通集和Ω1
 ⋂Ω2
 ＝∅，Ω1
 ⋃Ω2
 ＝D，故Ω1
 ，Ω2
 中必有一个是空集．若Ω2
 ＝∅，Ω1
 ＝D，则函数模恒为常数，因此f（z）在D上为常数，这与假设矛盾．故必有Ω1
 ＝∅，Ω2
 ＝D，即｜f（z）｜在D内取不到它的最大值．证毕．


推论3
 　设D为有界区域，f（z）在D内解析，在[image: alt]
 上连续，则∀z∈D，有

[image: alt]


若f（z）不为常数，则上式中严格不等号成立．


证明
 　因[image: alt]
 为紧集，｜f（z）｜在[image: alt]
 上取到它的最大值M．而由最大模原理，｜f（z）｜一定在边界∂D上取到它的最大模[image: alt]
 ，所以（16）式成立．若存在z0
 ∈D，使（16）式中等号成立，由最大模原理知f（z）为常数，故f（z）不为常数时，严格不等号成立．证毕．


推论4
 　设D为区域，f（z）在D内解析，∀ζ∈∂D（ζ可以是∞点）

[image: alt]


则在D内

[image: alt]


若f（z）不为常数，则上式中严格不等号成立．


证明
 　令[image: alt]
 ，只要证M′≤M．按定义，∃zn
 ∈D（n＝1，2，…），使

[image: alt]


由第二章Bolzano定理，存在子序列[image: alt]
 ．若z0
 ∈D，则

[image: alt]


即｜f（z）｜在D内取到最大值M′，由最大模原理知｜f（z）｜≡M′，显然M′≤M．

若z0
 ∈∂D（z0
 可以为∞），则由条件得

[image: alt]


所以（17）式成立，余下的证明同上一推论．证毕．

作为最大模原理的一个应用，我们下面证明Schwarz引理．


Schwarz引理
 　设函数f（z）在｜z｜＜1内解析，且满足条件f（0）＝0，｜f（z）｜≤1，那么在圆｜z｜＜1内必有

[image: alt]


和

[image: alt]


如果（19）式等号成立，或（18）式在一点z0
 （0＜｜z0
 ｜＜1）等号成立，则

[image: alt]


其中α为实数．


证明
 　在｜z｜＜1内定义函数

[image: alt]


则函数φ（z）在圆环0＜｜z｜＜1内解析．因

[image: alt]


所以φ（z）在圆｜z｜＜1内连续．现证φ（z）在圆｜z｜＜1内解析．根据Morera定理及其注，只需证φ（z）沿圆｜z｜＜1内的任意三角形T的积分为零．如取定三角形T，分两种情形来看：当z＝0不在T的内部时，由定理2得到[image: alt]
 ；当z＝0在T内部时，利用z＝0到T的3个顶点的线段，把T分解成3个小三角形Tk
 （k＝1，2，3），而对每一个小三角形有

[image: alt]


相加有

[image: alt]


于是由Morera定理知φ（z）在圆｜z｜＜1内解析．

对于单位圆内任意一点z0
 ，∃r，使｜z0
 ｜＜r＜1，应用推论3得

[image: alt]


令r→1，即得

｜φ（z0
 ）｜≤1．

由z0
 的任意性，得

｜φ（z）｜≤1　（｜z｜＜1）．

因而有（18）和（19）式．

若存在一点z0
 （0＜｜z0
 ｜＜1），使｜f（z0
 ）｜＝｜z0
 ｜，即｜φ（z0
 ）｜＝1，或者｜f′（0）｜＝1，即｜φ（0）｜＝1，则由最大模原理，｜φ（z）｜≡1，故[image: alt]
 ，α为实数，即[image: alt]
 ．证毕．

Schwarz引理表明：若f（z）是单位圆到单位圆的解析映照，z＝0为映照的不动点，则z的像点f（z）到原点的距离比z点到原点的距离近（图4-9），如果有一点使得两者相等，那么f（z）就是一个旋转映照．

[image: alt]


图　4-9

习题

1．计算积分

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


2．计算积分

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 ，a，b不在圆周｜z｜＝R上，n∈[image: alt]
 ．

3．计算积分

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]
 [image: alt]


4．通过计算积分[image: alt]
 ，求证

[image: alt]


5．计算积分

[image: alt]


求证

[image: alt]


6．设f（z）在[image: alt]
 上解析，且Ref（z）＞0，证明：f（z）为一常数．

7．设f（z）在[image: alt]
 上解析，且当z→∞时，｜f（z）｜＝O（｜z｜k
 ）（k＞0）．证明：f（z）是一次数≤k的多项式．

8．试用Liouville定理证明每一多项式P（z）至少有一零点．

9．设函数f（z）在有界区域D内解析，在[image: alt]
 上连续，并且f（z）≠0．证明：如果在D的边界上｜f（z）｜＝M，则[image: alt]
 ，α是实常数．

10．若非常数函数f（z）在1＜｜z｜＜+∞内解析，且[image: alt]
 ＝f（∞）存在，证明：

（1）[image: alt]


（2）在｜z｜＞1上最大模原理成立．

11．若Pn
 （z）是n次多项式，当｜z｜＜1时，｜Pn
 （z）｜≤M，则当｜z｜≤R（R＞1）时，｜Pn
 （z）｜≤MRn
 ．

12．设Pn
 （z）是首项系数为1的n次多项式．证明：

[image: alt]


13．设f（z）在｜z｜＜1内解析，在｜z｜≤1上连续，且满足

[image: alt]


证明：

[image: alt]


14．设函数f（z）在圆｜z｜＜R内解析，且｜f（z）｜≤M，f（0）＝0．证明：

[image: alt]


其中等号仅当[image: alt]
 （α为实数）时才成立．

15．设f（z）在｜z｜＜1内解析，且｜f（z）｜≤1．证明：

｜f′（0）｜≤1．

16．设函数f（z）在｜z｜＜R内解析，｜f（z）｜≤M，且f（zj
 ）＝0（1≤j≤n），其中｜zj
 ｜≤λR（0≤λ＜1）．证明：

[image: alt]


17．设函数f（z）在｜z｜＜1内解析，Ref（z）≥0，f（0）＝α＞0．

证明：

[image: alt]


若α＝1，证明：

[image: alt]


18．设函数f（z）在圆｜z｜＜1内解析，f（0）＝0，Ref（z）≤A（A＞0）．证明：当｜z｜＜1时，

[image: alt]


19．设函数f（z）在｜z｜＜1内解析，在｜z｜≤1上连续，A表示Ref（z）在｜z｜＝1上的最大值．证明：当｜z｜＜1时，

[image: alt]


20．设Pn
 （z）为n次多项式，｜z｜≤1时，｜Pn
 （z）｜≤M．证明：｜z｜≤1时，

｜P′（z）｜≤enM．

（提示：利用第5题与第11题）


第五章　解析函数的级数展开

这一章，我们从解析函数的Cauchy公式这一积分表达式出发，给出圆内解析函数的Taylor展式和圆环内解析函数的Laurent展式．并以级数展式为工具，研究解析函数零点与极点附近的性质．

§ 1　函数项级数

1.1　数项级数

设zn
 ∈[image: alt]
 （n＝1，2，…），我们称级数

[image: alt]


是收敛
 的，如果它的部分和[image: alt]
 序列收敛到点z0
 ∈[image: alt]
 ，并称z0
 为级数（1）的和，记做[image: alt]
 ．否则，称级数（1）是发散
 的．

级数（1）收敛的充分必要条件为项的实部和虚部组成的级数[image: alt]
 和[image: alt]
 收敛，所以由实数项级数的Cauchy收敛原理即得级数（1）的收敛原理
 ．

级数（1）收敛的充分必要条件是：∀ε＞0，∃正整数N，使得当n≥N，p≥1时，

｜zn＋1
 ＋zn＋2
 ＋…＋zn＋p
 ｜＜ε．

特别地，若级数（1）收敛，在上式中取p＝1，即得收敛级数的一般项趋于零：[image: alt]


若级数[image: alt]
 收敛，则称级数[image: alt]
 绝对收敛
 ．显然绝对收敛的级数一定收敛．绝对收敛级数的项任意重排后级数也绝对收敛，且其和不变．若级数[image: alt]
 发散，级数[image: alt]
 收敛，则称级数（1）条件收敛
 ．可以证明对于条件收敛的级数，考虑它的项经各种可能重排后的级数，除发散级数外，这些级数收敛所得的点，或组成一直线或组成复平面．

1.2　函数项级数与Weierstrass定理

下面讨论函数项级数的一致收敛性、一致收敛原理及和函数的连续、可积、可导等性质．

设集合E⊂[image: alt]
 上给定函数序列fn
 （z）（n＝1，2，…），若对于E上每一点z，级数

[image: alt]


收敛，则称级数（2）在E上收敛，其和函数记为f（z）：

[image: alt]


我们称级数（2）在E上一致收敛
 到f（z），如果∀ε＞0，∃正整数N，使得当n≥N时，不等式

[image: alt]


在E上成立，其中[image: alt]


所以级数（2）在E上一致收敛于和函数f（z），等价于函数序列｛Sn
 （z）｝在E上一致趋于极限函数f（z）．

级数（2）在E上一致收敛等价于fn
 （z）的实部和虚部组成的级数在E上一致收敛．所以有一致收敛原理
 ：

级数（2）在E上一致收敛的充分必要条件是：∀ε＞0，∃正整数N，使得当n≥N，对任意正整数p≥1，有

[image: alt]


在E上成立．


Weierstrass M-判别法
 　若函数序列｛fn
 （z）｝在E上定义，且[image: alt]
 ，正项级数[image: alt]
 ．则级数[image: alt]
 在E上一致收敛．


证明
 　∀ε＞0，由[image: alt]
 收敛，∃N，当n≥N，p≥1时，有

[image: alt]


再由定理条件得

[image: alt]


在E上成立，根据一致收敛原理，知级数（2）在E上一致收敛．证毕．


定理1
 　若fn
 （z）（n＝1，2，…）在集合E上连续，级数（2）在E上一致收敛到f（z），则f（z）在E上连续．


证明
 　∀z0
 ∈E，因[image: alt]
 在E上一致收敛到f（z），所以对∀ε＞0，∃N，使得当n≥N时，

[image: alt]


又由于[image: alt]
 在点z0
 连续，∃δ＞0，使得当[image: alt]
 [image: alt]
 时，

[image: alt]


于是当[image: alt]
 时，

[image: alt]


这表明f（z）在点z0
 连续．由于z0
 的任意性，所以f（z）在E上连续．证毕．


定理2
 　若fn
 （z）（n＝1，2，…）在可求长曲线γ上连续，级数（2）在γ上一致收敛到函数f（z），则

[image: alt]


上式表明级数可以沿γ逐项积分．


证明
 　由定理1知f（z）在γ上连续．因为级数[image: alt]
 在γ上一致收敛到f（z），所以∀ε＞0，∃N，使得当n≥N时，

[image: alt]


在γ上成立，其中L是γ的长度．

于是当n≥N时，

[image: alt]


即

[image: alt]


证毕．

上面两个定理的叙述与证明与数学分析中相应定理的叙述和证明完全一样，而逐项可微定理与数学分析中的相应定理大不相同，本质上类似于数学分析中幂级数的逐项可微定理．


定义1
 　设fn
 （z）（n＝1，2，…）在区域D内定义．若[image: alt]
 在D内的任一紧集K上一致收敛，则称级数（2）在D内内闭一致收敛
 或在D内局部一致收敛
 ．

显然，级数（2）在D内内闭一致收敛，则级数在D内每一点（点集为紧集）收敛，但得不出在D内一致收敛．反之级数（2）在D内一致收敛，必定在D内内闭一致收敛．如果D是圆域｜z－a｜＜R，则级数在D内内闭一致收敛等价于对任意的r（0＜r＜R），级数在圆｜z－a｜≤r上一致收敛．


定理3（Weierstrass）
 　若（1）函数序列fn
 （z）（n＝1，2，…）在区域D内解析；（2）级数[image: alt]
 在D内内闭一致收敛到函数f（z）．则（1）函数f（z）在D内解析；（2）级数[image: alt]
 在D内内闭一致收敛到[image: alt]
 ．


证明
 　（1）由级数[image: alt]
 在D内收敛，所以和函数f（z）在D内定义．∀z0
 ∈D，由定理1知f（z）在闭邻域[image: alt]
 （z0
 ；δ）⊂D上连续，特别在z0
 点连续．由z0
 的任意性，即得f（z）在D内连续．

设γ为D内任一可求长简单闭曲线，且其所围区域属于D．由级数在γ上一致收敛与定理2得

[image: alt]


再由Cauchy定理和上式得出[image: alt]
 ．最后根据Morera定理知f（z）在D内解析．

（2）设∀z0
 ∈D，圆周C：｜z－z0
 ｜＝r及其内部属于D．当[image: alt]
 [image: alt]
 ，ζ∈C时．

[image: alt]


∀ε＞0，由级数[image: alt]
 在C上一致收敛到f（ζ），∃N，当n≥N，∀ζ∈C，有

[image: alt]


也就有

[image: alt]


于是当[image: alt]
 时，由Cauchy公式得

[image: alt]


上式表明[image: alt]
 在[image: alt]
 内一致收敛到f（k）
 （z）．

若K⊂D为一紧集，考虑开覆盖

[image: alt]


由有限覆盖定理，存在有限个邻域

[image: alt]


覆盖K，在每个邻域上级数[image: alt]
 一致收敛到[image: alt]
 ，所以级数[image: alt]
 在K上一致收敛到[image: alt]
 ，即得定理结论（2）．证毕．

定理3我们称为Weierstrass第一定理，下面的定理称为Weierstrass第二定理
 ．


定理4
 　设D为有界区域，其边界为∂D．若fn
 （z）（n＝1，2，…）在D内解析，在D上连续，且级数[image: alt]
 在∂D上一致收敛，则[image: alt]
 在[image: alt]
 上一致收敛．


证明
 　∀ε＞0，∃N，使得当n≥N，p≥1时，

[image: alt]


在∂D上成立．由最大模原理，上述不等式在[image: alt]
 上成立，再由级数的一致收敛原理知结论成立．证毕．

1.3　级数[image: alt]
 的收敛性

利用上面的结果，我们研究函数项级数

[image: alt]


收敛与一致收敛范围．


定理5
 　设级数[image: alt]
 在点z0
 ＝x0
 ＋iy0
 收敛，则

（1）它在半平面Rez＞x0
 内收敛；

（2）它在以z0
 为顶点，以水平射线［z0
 ，∞）为角平分线且张角2θ0
 ＜π的闭角域A上一致收敛（图5-1）．

[image: alt]


图　5-1


证明
 　级数的每一项为指数函数，在[image: alt]
 上解析．下面证明级数收敛与一致收敛性，证明的关键是估计片断

[image: alt]


为此令

[image: alt]


由级数[image: alt]
 的收敛性，∀ε＞0，∃N，当n≥N，∀p≥1时，有

[image: alt]


又有

[image: alt]


为了估计

[image: alt]


我们固定z，Rez＝x＞x0
 ，把上式看成幂函数在两点值之差．注意到幂函数在单连通域[image: alt]
 \（-∞，0］上总可取出单值分支（取主值），再由幂函数的导数公式，我们有

[image: alt]


于是由（3），（4）和上式得

[image: alt]


由此可见，当Rez＞x0
 时，级数[image: alt]
 收敛．当z∈A时，

[image: alt]


故级数[image: alt]
 在闭角域A上一致收敛．证毕．


定理6
 　任一形如[image: alt]
 的函数级数都有一收敛直线Rez＝c，满足：

（1）级数在直线的右半平面内收敛，在直线的左半平面内发散；

（2）若在直线上一点z0
 收敛，则在闭角域A（见上一定理）上级数一致收敛；

（3）级数在收敛直线的右半平面内内闭一致收敛．


证明
 　（1）若级数处处发散，则收敛直线为Rez＝+∞；若级数处处收敛，则收敛直线为Rez＝-∞；若∃z1
 ∈[image: alt]
 使级数收敛，[image: alt]
 使级数发散，如果[image: alt]
 ，取c＝Rez1
 ；如果[image: alt]
 [image: alt]
 ，无妨设[image: alt]
 为实数，则由定理5知[image: alt]
 ，且级数在直线Rez＝z1
 的右半平面内收敛，在直线[image: alt]
 的左半平面内发散，因为如果其上有一点收敛，根据定理5级数就要在[image: alt]
 收敛，这与假设矛盾．然后将区间[image: alt]
 二等分，分点记为c1
 ，若级数在c1
 收敛，则记[image: alt]
 ，否则记a1
 ＝c1
 ，b1
 ＝z1
 ．依此下去可得一区间套［an
 ，bn
 ］（n＝1，2，…），级数在an
 发散，在bn
 收敛．由区间套定理存在实数c，满足[image: alt]
 ．显然直线Rez＝c即符合定理的要求．

（2）即为定理5中的（2）．

（3）在收敛半平面上给定紧集K，由于K与收敛直线Rez＝c的距离大于零，所以总可求得点z0
 （Rez0
 ＞c）及角A，使得闭角域A⊃K．由定理5级数在A上，因此在K上一致收敛．证毕．

例如级数[image: alt]
 ，当z＝1时发散，z＝x＞1时收敛，所以收敛直线为Rez＝1．由定理6，级数在半平面Rez＞1内内闭一致收敛，故和函数[image: alt]
 在半平面Rez＞1内解析．函数ζ（z）称为Riemann zeta函数
 ，它在解析数论中有重要应用．函数ζ（z）可以解析开拓到[image: alt]
 \｛1｝，开拓后的函数在z＝-2m（m＝1，2，…）有明显零点，Riemann猜测
 其余所有零点都分布在直线[image: alt]
 上，这就是数学史上著名的Riemann猜测，这一猜测至今仍未得到证明．

§ 2　幂级数与Taylor展式

2.1　幂级数

这节研究一类重要的函数项级数，即形如

[image: alt]


的级数，通常称为幂级数，其中cn
 是复数，称为幂级数的系数，a也是复常数．借助z＝z′－a的变换，使我们可以讨论形式更简单的幂级数

[image: alt]



定理7（Abel第一定理）
 　若幂级数（5）在点z0
 ≠0处收敛，则（5）在圆｜z｜＜｜z0
 ｜内绝对收敛，并且在任意闭圆｜z｜≤k｜z0
 ｜（0＜k＜1）上一致收敛．


证明
 　因级数[image: alt]
 收敛，所以一般项趋于零，于是存在常数M，使得对一切n，都有[image: alt]
 ．则当｜z｜＜｜z0
 ｜时，

[image: alt]


由于[image: alt]
 ，级数[image: alt]
 收敛，所以级数（5）在圆｜z｜＜｜z0
 ｜内绝对收敛．

又若｜z｜≤k｜z0
 ｜（0＜k＜1），则

[image: alt]


而[image: alt]
 收敛，由M-判别法知级数（5）在｜z｜≤k｜z0
 ｜上一致收敛．证毕．


推论1
 　任一幂级数（5）都有一个收敛半径R和一个收敛圆｜z｜＜R，在收敛圆内级数（5）绝对收敛和内闭一致收敛，在收敛圆外级数（5）发散．


证明
 　若级数（5）处处收敛，则取R＝+∞；若级数（5）处处发散，则取R＝0；若有一点z1
 ≠0使级数（5）收敛，和一点[image: alt]
 使其发散，如果[image: alt]
 ，则取R＝｜z1
 ｜；如果[image: alt]
 ，无妨设[image: alt]
 为正实数，则由定理7知[image: alt]
 ，且级数（5）在圆｜z｜＜z1
 内收敛，在[image: alt]
 上发散，因为如果在其上有一点收敛，根据定理7得级数在[image: alt]
 收敛，这与假设矛盾．然后将区间[image: alt]
 二等分，分点记为c1
 ，若级数在c1
 收敛，记a1
 ＝c1
 ，[image: alt]
 ，否则记b1
 ＝c1
 ，a1
 ＝z1
 ．依此下去可得一区间套［an
 ，bn
 ］（n＝1，2，…），级数在an
 收敛，在bn
 发散．由区间套定理，存在实数R满足[image: alt]
 ．这个R即符合推论的要求．证毕．


推论2
 　幂级数（5）的收敛半径为

R＝1/L，

其中

[image: alt]



证明
 　考虑实幂级数[image: alt]
 ，数学分析中已证明实幂级数有收敛半径R1
 ＝1/L，[image: alt]
 ．所以只要证明级数[image: alt]
 与[image: alt]
 有相同的收敛半径．

当0＜r＜R1
 时，级数[image: alt]
 收敛，也就有[image: alt]
 收敛，所以r≤R．令r→R1
 ，即得R1
 ≤R．反之，当0＜r＜R时，由推论1知级数[image: alt]
 收敛，所以r≤R1
 ，令r→R，即得R≤R1
 ．故R＝R1
 ．证毕．


推论3
 　幂级数[image: alt]
 的和函数f（z）在收敛圆｜z－a｜＜R内是解析的，且

[image: alt]


和

[image: alt]



证明
 　由推论1得幂级数在收敛圆内内闭一致收敛，再由定理3知和函数f（z）在｜z－a｜＜R内解析且可逐项求各阶导数，所以（6）式成立．（6）中令z＝a，即得（7）式．证毕．

在圆｜z－a｜＜R上给定解析函数f（z），我们称由（7）式确定的cn
 为f（z）的Taylor系数，级数[image: alt]
 为函数f（z）的Taylor级数
 ．推论3说明幂级数一定是其和函数的Taylor级数．

若幂级数[image: alt]
 在收敛圆周｜z－a｜＝R上一点z0
 收敛到s，那么和函数f（z）与s有何关系呢？不失一般性，无妨设a＝0，收敛半径R＝1，级数在z＝1收敛，否则作[image: alt]
 变换，即可化为所述情形．下面的定理回答了上面所提出的问题．


定理8（Abel第二定理）
 　若幂级数

[image: alt]


的收敛半径R＝1，且在点z＝1收敛到s．则

（1）级数在以z＝1为顶点，以［0，1］为角平分线，开度为2θ0
 ＜π的四边形角域A（图5-2）上一致收敛；

（2）[image: alt]



证明
 　设A是图5-2所示的四边形角域，要证级数在A上一致收敛，只要说明级数的片断

[image: alt]


[image: alt]


图　5-2

在A上可任意小．为此令

[image: alt]


∀ε＞0，由级数[image: alt]
 的收敛性，∃N，当n≥N，∀p≥1时，有

[image: alt]


又有

[image: alt]


由（8）式与上式得

[image: alt]


余下只要说明z∈A，z≠1时，[image: alt]
 有界．为此设ρ＝｜1－z｜，r＝｜z｜，r2
 ＝1＋ρ2
 －2ρcosθ（0≤θ≤θ0
 ），所以

[image: alt]


当z∈A时，ρ≤cosθ，于是

[image: alt]


这样由（9）式，当n≥N，∀p≥1，

[image: alt]


在A上成立，表明级数在A上一致收敛，结论（1）得证．根据定理1，级数的和函数在A上连续，因此（2）成立．证毕．


例1
 　求级数[image: alt]
 的和．


解
 　由[image: alt]
 ，所以收敛半径

[image: alt]


记｜z｜＜1内的和为[image: alt]
 ，应用推论3得

[image: alt]


因f（0）＝0，所以当｜z｜＜1时，

[image: alt]


上式第三个等式是由于函数1－ζ在｜ζ｜＜1内不为零，由上一章定理11，Log（1－ζ）可取出单值分支，就取ζ＝0时，函数值为零的那个分支，记做log（1－ζ）．又函数-log（1－ζ）的导数为[image: alt]
 ，和上一章定理10的公式（15），知第三个等式成立．这样我们得到

[image: alt]


根据所取分支有

[image: alt]


对于收敛圆周上点[image: alt]
 ，级数

[image: alt]


收敛．由定理8得

[image: alt]


从图5-3看出

[image: alt]


[image: alt]


图　5-3

所以

[image: alt]


把上式代入（10）式，并对等式取实部和虚部得

[image: alt]


这里我们用复分析的方法求出了两个实函数的Fourier展式．

2.2　解析函数的Taylor展式

上面我们证明了一个收敛半径为正的幂级数，其和函数在收敛圆内是解析的，下面证明其逆亦真．


定理9
 　若函数f（z）在圆C：｜z－a｜＜R内解析，则f（z）在C内可以展为幂级数

[image: alt]


这个幂级数称为f（z）在z＝a点的Taylor级数．


证明
 　设z是圆C内任意一点，作圆周γ：｜ζ－a｜＝r＜R，使z位于γ的内部（图5-4），由Cauchy公式得

[image: alt]


[image: alt]


图　5-4

为了得到f（z）的幂级数展式，关键在于将Cauchy积分核[image: alt]
 展为z的幂级数．当ζ∈γ时，[image: alt]
 ，于是有

[image: alt]


当z固定，上述级数关于ζ∈γ是一致收敛的．由定理2得

[image: alt]


即得

[image: alt]


其中

[image: alt]


又由于z是C内任意一点，所以（11）式在圆｜z－a｜＜R内成立．证毕．

容易说明f（z）在圆｜z－a｜＜R内的幂级数展式是唯一的．事实上设f（z）还有另一幂级数展式[image: alt]
 ，由推论3得[image: alt]
 f（n）
 （a）/n!＝cn
 ，故展式唯一．

如果我们定义f（z）在z＝a点全纯，意指f（z）在a点某一邻域内处处可导．f（z）在z＝a点解析，定义为f（z）在a点某一邻域内可展为幂级数．则由上面的讨论可知函数在一点全纯与解析是等价的．

有了定理9，求解析函数的幂级数展式变成非常容易之事．


例2
 　求f（z）＝ez
 在[image: alt]
 上的Taylor展式．


解
 　因f（z）在[image: alt]
 上解析，[image: alt]
 f（n）
 （0）/n!＝1/n!，所以

[image: alt]


顺便得出

[image: alt]


[image: alt]



例3
 　求f（z）＝log（1＋z）在｜z｜＜1内的Taylor展式．


解
 　log（1＋z）表示Log（1＋z）当z＝0时取值为零的那个单值分支．上面已求出

[image: alt]


所以

[image: alt]



例4
 　求f（z）＝（1＋z）α
 （α∈[image: alt]
 ）在｜z｜＜1内的Taylor展式．


解
 　（1＋z）α
 在｜z｜＜1内可取出单值分支，这里我们取z＝0时，f（0）＝1的那个单值分支．由

[image: alt]


和单值分支的取法可得

[image: alt]


所以

[image: alt]


2.3　零点的孤立性与唯一性

利用函数的Taylor展式，我们来讨论零点情形．设f（z）在区域D内解析，且不恒为零，若z0
 ∈D使f（z0
 ）＝0，则称z0
 是f（z）的一个零点
 ．若

[image: alt]


则称z0
 是f（z）的m级零点
 ，特别当m＝1时，称z0
 是f（z）的简单零点
 ．


引理
 　设f（z）在区域D内解析，则z0
 ∈D是函数m级零点的充要条件是存在邻域V（z0
 ；δ）⊂D，且在该邻域内

[image: alt]


其中φ（z）在V（z0
 ；δ）内解析，且不为零．


证明
 　设V（z0
 ；r）⊂D，由函数的Taylor展式，得

[image: alt]


其中

[image: alt]


它是一个在V（z0
 ；r）内收敛的幂级数，所以φ（z）在V（z0
 ；r）内解析，且φ（z0
 ）≠0．再由φ（z）的连续性，存在V（z0
 ；δ）（δ≤r），使得φ（z）在邻域V（z0
 ；δ）内不为零．必要性得证．充分性显然．证毕．

若z0
 是f（z）的零点，存在空心邻域V*
 （z0
 ；δ），使f（z）在V*
 （z0
 ；δ）内不为零，则称零点
 z0
 是孤立
 的．由引理知f（z）的m级零点z0
 是孤立的．反之，若z0
 是f（z）的孤立零点，由Taylor展式[image: alt]
 总存在不为零的Taylor系数，设不为零的Taylor系数中指标最小的为[image: alt]
 ，则z0
 是f（z）的m级零点．


定理10
 　若函数f（z）在区域D内解析，且不恒为零，则f（z）在D内的零点是孤立的．


证明
 　考虑集合

G1
 ＝｛z∈D：∃V（z；δ），f（z）在V（z；δ）内恒为零｝，

G2
 ＝｛z∈D：∃V（z；δ），f（z）在V*
 （z；δ）内不为零｝．

显然G1
 ，G2
 为开集，D＝G1
 ⋃G2
 ，这是因为z∈D点的所有Taylor系数若皆为零，则z∈G1
 ，否则z∈G2
 ．由D的连通性，G1
 ，G2
 中必有一为空集，若G2
 ＝∅，则D＝G1
 ，这与函数不恒为零相矛盾，因此G1
 ＝∅，G2
 ＝D，即f（z）的零点是孤立的．证毕．

定理说明区域D内不恒为零的解析函数，如果在D内有无穷多个零点，则零点的极限点一定属于边界∂D．如函数[image: alt]
 在｜z｜＜1内解析，[image: alt]
 为函数的零点，它的极限点z＝1为区域的边界点．由定理也可得出下面结论：设γ是D内简单闭曲线，且γ所围区域Ω⊂D．则函数在Ω上只能有有限个零点，不然的话，零点序列在[image: alt]
 上就有极限点z0
 ，而且z0
 也是函数的零点，z0
 不是函数的孤立零点，这与零点的孤立性矛盾．

由零点孤立性容易得到下面重要的唯一性定理
 ．


定理11
 　若函数f1
 （z），f2
 （z）在区域D内解析，点集E⊂D有一个属于D的极限点z0
 ．若f1
 （z）＝f2
 （z）在集E上成立，则f1
 （z）＝f2
 （z）在D内成立．


证明
 　令f（z）＝f1
 （z）－f2
 （z），f（z）在D内解析，函数f（z）在集合E上取零值，由连续性得f（z0
 ）＝0．若f（z）在D内不恒为零，根据定理10，∃V（z0
 ；δ），使得f（z）在V*
 （z0
 ；δ）内无零点，即有

V*
 （z0
 ；δ）∩E＝∅

这与z0
 是E的极限点定义矛盾．所以f（z）在D内恒为零，即f1
 （z）≡f2
 （z）在D内成立．证毕．

这定理说明一个区域上的解析函数，若能解析开拓到更大区域上的解析函数，则开拓一定唯一．事实上，如果解析开拓到更大的区域上得出两个解析函数，则由于这两个解析函数在原区域上相等，由唯一性定理在大区域上应恒等．

§ 3　Laurent级数与Laurent展式

3.1　Laurent级数

我们称级数

[image: alt]


为Laurent级数
 ，其中cn
 是复常数，称为（12）的系数，a也是复常数．当c-n
 ＝0（n≥1）时，（12）即为幂级数．

我们称级数（12）在z＝z0
 收敛，如果级数

[image: alt]


和

[image: alt]


在z0
 点收敛，只要有一个级数发散，就称级数（12）在z0
 点发散，所以求级数（12）的收敛域，只要求级数（13）和（14）收敛域的公共部分即成．级数（13）为幂级数，设其收敛半径为R，则级数（13）在｜z｜＜R内绝对收敛，且内闭一致收敛．

对级数（14），我们作变换[image: alt]
 ，则级数变为幂级数

[image: alt]


设其收敛半径为λ，若λ＞0（λ＝0时，级数（14）处处发散），则级数（15）在｜ζ｜＜λ内绝对收敛和内闭一致收敛．回到原变量z，得级数（14）在[image: alt]
 内绝对收敛和内闭一致收敛（例如在包含∞的闭域｜z－a｜≥r＋1上一致收敛）．

所以，对于级数（12），只有以下两种情况：

（1）r≥R，这时级数要么处处发散（r＞R），要么除｜z｜＝R（r＝R）外处处发散，总之在[image: alt]
 上不存在级数（12）的收敛域；

（2）r＜R，这时级数（12）在圆环r＜｜z－a｜＜R内绝对收敛和内闭一致收敛．该圆环称为级数（12）的收敛圆环，这里r可以为零，R可以为+∞．级数（12）的和函数f（z）在圆环内解析．令

[image: alt]


那么函数φ（z）在圆｜z－a｜＜R内解析，φ（z）在圆环｜z－a｜＞r内解析（指在+∞＞｜z－a｜＞r内解析，且

[image: alt]


存在）．在r＜｜z－a｜＜R内

[image: alt]


综上所述，我们有下面定理．


定理12
 　Laurent级数

[image: alt]


若有收敛域，则其收敛域为圆环D：r＜｜z－a｜＜R．级数在D内绝对收敛和内闭一致收敛，和函数f（z）在D内解析，且可分解成

[image: alt]


φ（z）在圆｜z－a｜＜R内解析，φ（z）在｜z－a｜＞r内解析．

3.2　Laurent展式

下面定理是上一定理的逆定理．


定理13
 　若函数f（z）在圆环D：r＜｜z－a｜＜R（0≤r＜R≤+∞）内解析，则

[image: alt]


其中

[image: alt]


并且展式（16）是唯一的，我们称它为f（z）在D内的Laurent展式
 ．


证明
 　首先我们说明（17）式中的积分与ρ的选取无关．事实上，若r＜ρ1
 ＜ρ2
 ＜R，由于函数[image: alt]
 在D内解析，根据第四章定理3可得

[image: alt]


即可看出（17）式中积分与ρ无关．

要证（16）式在D内成立，只要证它在D内任意一点z成立．

[image: alt]


图　5-5

设∀z∈D，然后固定z，在D内取两个圆周γ1
 ：｜ζ－a｜＝ρ1
 和γ2
 ：｜ζ－a｜＝ρ2
 （ρ1
 ＜ρ2
 ），使得z在圆环ρ1
 ＜｜z－a｜＜ρ2
 内（图5-6）．由第四章定理5得

[image: alt]


当ζ∈γ1
 时，因为[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


且级数关于ζ在γ1
 上一致收敛．

同理当ζ∈γ2
 时，因为[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


且级数关于ζ在γ2
 上一致收敛．

将（20），（21）式代入（19）式，根据定理2得到

[image: alt]


再由（18）式，就有

[image: alt]


其中cn
 由（17）式给出．

现在证唯一性．设f（z）在D内还展为另一Laurent级数

[image: alt]


由定理12，级数（22）在圆周｜z－a｜＝ρ（r＜ρ＜R）上一致收敛到f（z），用[image: alt]
 乘（22）式的两端，所得级数仍在｜z－a｜＝ρ上一致收敛，故可逐项积分，从而得到

[image: alt]


这是因为由Cauchy定理

[image: alt]


（n＜m时，可用无界域上Cauchy定理，也可用Cauchy公式），于是即得

[image: alt]


证毕．

与幂级数一样，任意一个Laurent级数总是它的和函数在收敛圆环内的Laurent展式．


例5
 　求函数

[image: alt]


在（1）1＜｜z｜＜2；（2）2＜｜z｜＜+∞内的Laurent展式．


解
 　注意

[image: alt]


当1＜｜z｜＜2时，

[image: alt]


即得函数在1＜｜z｜＜2内的Laurent展式为：

[image: alt]


当2＜｜z｜＜+∞时，

[image: alt]


即得函数在2＜｜z｜＜+∞内的Laurent展式为：

[image: alt]


3.3　孤立奇点

若函数f（z）在a点的空心邻域V*
 （a；R）内解析，则称a是f（z）的一个孤立奇点（a可以为∞），这时f（z）在0＜｜z－a｜＜R内可展为Laurent级数

[image: alt]


这里我们把[image: alt]
 称为f（z）的解析部分
 ，φ（z）＝[image: alt]
 称为f（z）的奇异部分
 或主要部分
 ，它刻画f（z）的奇点性质．


定义2
 　设a为f（z）的孤立奇点（a可以为∞），

（1）若[image: alt]
 存在（有限复数），则称a是f（z）的可去奇点
 ；

（2）若[image: alt]
 ，则称a是f（z）的极点
 ；

（3）若[image: alt]
 不存在，则称a是f（z）的本性奇点
 ．


定理14
 　设a∈[image: alt]
 ，f（z）在V*
 （a；R）内解析，则下面三个命题等价：

（1）a是f（z）的可去奇点；

（2）f（z）在V*
 （a；δ）（δ≤R）上有界：｜f（z）｜≤M；

（3）f（z）的Laurent展式的负幂项系数皆为零，或奇异部分ψ（z）≡0．


证明
 　（1）⇒（2）　显然．

（2）⇒（3）　取ρ＜δ，

[image: alt]


（n＝1，2，…）．令ρ→+0，得到c-n
 ＝0　（n＝1，2，…）．

（3）⇒（1）　由条件，在V*
 （a；R）内，f（z）＝φ（z）＋ψ（z）＝φ（z），而φ（z）在｜z－a｜＜R内解析，所以

[image: alt]
 　　证毕．


定理15
 　设a∈[image: alt]
 ，f（z）在V*
 （a；R）内解析，则下列三个命题等价：

（1）a是f（z）的极点；

（2）[image: alt]
 ，其中m∈[image: alt]
 ，g（z）在V（a；δ）（δ≤R）内解析且不为零；

（3）f（z）的Laurent展式中只有有限多负幂项的系数不为零，或奇异部分ψ（z）为有理函数．


证明
 　（1）⇒（2）　由条件，无妨设f（z）在V*
 （a；R）内不为零，所以函数[image: alt]
 在V*
 （a；R）内解析，且

[image: alt]


根据定理14，a是[image: alt]
 的可去奇点，补充定义a点值为零后，函数[image: alt]
 在V（a；R）内解析．设a是[image: alt]
 的m级零点，则

[image: alt]


h（z）在邻域V（a；δ）（δ≤R）内解析且不为零，因而

[image: alt]


其中g（z）＝1/h（z）在V（a；δ）内解析且不为零．

（2）⇒（3）　设g（z）有幂级数展式：

[image: alt]


即得f（z）的Laurent展式为：

[image: alt]


可见只有有限个负幂项系数不为零．

（3）⇒（1）　由条件，设c-m
 ≠0，c-n
 ＝0（n＞m），则

f（z）＝φ（z）＋ψ（z），

其中φ（z）在｜z－a｜＜R内解析，

[image: alt]


所以有

[image: alt]


证毕．

由证明知道，若a是f（z）的极点，则定理15中（2）成立，这时称a是f（z）的m级极点，并由证明可知，a是f（z）的m级极点的充要条件为a是1/f（z）的m级零点．

作为上面两个定理的推论，我们可得下面的定理．


定理16
 　设a∈[image: alt]
 ，f（z）在V*
 （a；R）内解析，则a是f（z）的本性奇点的充要条件为：f（z）的Laurent展式中有无穷多负幂项的系数不为零，或奇异部分为一无穷级数．

例如[image: alt]
 ，z＝0是f（z）的本性奇点，因为

[image: alt]


故极限[image: alt]
 不存在．或从Laurent展式

[image: alt]


有无穷多项负幂推断．


定理17（Weierstrass）
 　设a∈[image: alt]
 是f（z）的本性奇点，则对于任意一个有穷复数A和数ε＞0，在0＜｜z－a｜＜δ内总有一点z，使得

｜f（z）－A｜＜ε．


证明
 　用反证法．假设结论不成立，∃A∈[image: alt]
 ，∃ε0
 ＞0，∀z∈V*
 （a；δ），有

｜f（z）－A｜≥ε0
 ．

于是函数

[image: alt]


在V*
 （a；δ）内解析、有界．由定理14，a是F（z）的可去奇点．设

[image: alt]


则

[image: alt]


即a或是f（z）的可去奇点或是极点，这与假设矛盾．证毕．

给出定理几何解释前，先定义稠密集的概念．称集E在[image: alt]
 上稠密，如果[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ．即每一复数A∈[image: alt]
 都是集合E的极限点．如E＝｛x＋iy：x，y为有理数｝，则E是[image: alt]
 上稠密集
 ．

任取一串εn
 →0，定理保证有一点列zn
 ：0＜｜zn
 －a｜＜δ，而使f（zn
 ）→A．所以A是集合f［V*
 （a；δ）］的极限点，由于A的任意性，说明集合f［V*
 （a；δ）］是[image: alt]
 上稠密集．这里尤其要注意的是，对任意的δ＞0，f（z）均把空心邻域V*
 （a；δ）映为[image: alt]
 上的稠密集f［V*
 （a；δ）］．

Picard（1879）证明了一个比Weierstrass定理更一般、更深刻的定理，即Picard大定理
 ：解析函数在本性奇点的空心邻域内无穷多次地取到每个有穷复值，至多可能除去一个例外值．例如z＝0是[image: alt]
 的本性奇点，因[image: alt]
 ，所以A＝0是它的例外值，对任意有穷复数A≠0，有点列

[image: alt]


而使f（zn
 ）＝A．这表明在V*
 （0；δ）内有无穷个点，函数在这无穷个点取值为A．

下面讨论a＝∞是函数f（z）孤立奇点情形．设函数f（z）在R＜｜z｜＜+∞内的Laurent级数为：

[image: alt]


这里[image: alt]
 称为f（z）的主要部分或奇异部分，而把

[image: alt]


称为f（z）的解析部分．由于

[image: alt]


所以判断z＝∞是函数f（z）的哪一类型的奇点，可以归结为判断ζ＝0是函数[image: alt]
 的哪一类型的奇点，并注意到f（z）在R＜｜z｜＜+∞上有界等价于[image: alt]
 在[image: alt]
 上有界，f（z）在R＜｜z｜＜+∞上Laurent展式的正幂项变为[image: alt]
 在[image: alt]
 上Laurent展式的负幂项．所以由定理14—17不难导出下面的推论．


推论4
 　设f（z）在V*
 （∞；R）内解析，则下面三个命题等价：

（1）∞是f（z）的可去奇点；

（2）f（z）在V*
 （∞；R1
 ）（R1
 ≥R）上有界；

（3）f（z）的Laurent展式中所有正幂项的系数皆为零，或奇异部分φ（z）为常数．


推论5
 　设f（z）在V*
 （∞；R）内解析，则下面三个命题等价：

（1）∞是f（z）的极点；

（2）f（z）＝zm
 g（z），g（z）在V（∞；R1
 ）（R1
 ≥R）内解析且不为零，这时称∞是f（z）的m级极点；

（3）f（z）的Laurent展式中只有有穷多正幂项的系数不为零，或奇异部分φ（z）为一个m次多项式．


推论6
 　z＝∞是f（z）的本性奇点充要条件是：f（z）的Laurent展式中有无穷多正幂项的系数不为零，或奇异部分φ（z）为一个无穷级数．


推论7
 　若∞是f（z）的本性奇点，则f［V*
 （∞；R）］是[image: alt]
 上的稠密集．


例6
 　设f（z）在V*
 （a；R）内解析，非常数，且Ref（z）＝u（z）有界：｜u（z）｜≤M．则a是f（z）的可去奇点．


证明
 　方法一
 　由Laurent级数的系数公式，当n≥1时，

[image: alt]


又

[image: alt]


将上面两式相加得

[image: alt]


由此可得估计式

[image: alt]


上式中令ρ→0，得c-n
 ＝0（n≥1）．故a是f（z）的可去奇点．


方法二
 　考虑函数[image: alt]
 ，它在V*
 （a；R）上有界：[image: alt]
 ，所以a是F（z）的可去奇点．补充定义F（a）使F（z）在V（a；R）内解析．因

[image: alt]


所以在V（a；R）内对数函数可取出单值解析分支，f（z）＝logF（z）这说明a是f（z）的可去奇点．

下面两个证法只要求u（z）有上界．


方法三
 　考虑函数[image: alt]
 ．它可看成[image: alt]
 与ζ＝f（z）的复合，所以当z∈V*
 （a；R）时，有｜F（z）｜≤1，知a是F（z）的可去奇点．补充定义F（a）使其在V（a；R）内解析，由最大模原理得｜F（a）｜＜1．而

[image: alt]


这表明a是f（z）的可去奇点．


方法四
 　由定理17和条件知a不是f（z）的本性奇点．证a也不是f（z）的极点．假设不然，则

[image: alt]


其中整数m≥1，g（z）在V（a；r）（r≤R）内解析不为零．令z＝a＋ρeiθ
 ，则

[image: alt]


在[image: alt]
 中总存在一值，使

[image: alt]


这与假设Ref（z）有上界矛盾．所以a是可去奇点．

§ 4　整函数与亚纯函数

若函数f（z）在[image: alt]
 上解析，则称f（z）是一整函数
 ．对整函数f（z），它的Taylor展式

[image: alt]


在[image: alt]
 上成立．另一方面z＝∞是f（z）的孤立奇点，由Laurent展式的唯一性，（23）也是f（z）在无穷远点邻域内的Laurent展式．它的奇异部分φ（z）＝f（z），解析部分φ（z）＝0．


定理18
 　若函数f（z）在[image: alt]
 上解析，则f（z）为常数．


证明
 　条件表明f（z）为一整函数，且[image: alt]
 存在，所以z＝∞是f（z）的可去奇点，由推论4，f（z）的奇异部分φ（z）＝f（z）应为常数．证毕．

定理也可利用连续函数｜f（z）｜在紧集[image: alt]
 上某一点z0
 取到它的最大值，再根据最大模原理得f（z）为一常数．

若z＝∞是整函数f（z）的m级极点，根据推论5，f（z）的奇异部分φ（z）＝f（z）为一个m次多项式．

若z＝∞是整函数f（z）的本性奇点，称f（z）是超越整函数
 ，例如ez
 ，sinz，cosz都是超越整函数．

若函数f（z）在区域D⊂[image: alt]
 上除去极点外解析，则称f（z）是D内的亚纯函数
 或半纯函数
 ．由极点定义知极点是孤立的，所以D上亚纯函数的极点集不可能有属于D的极限点．例如函数tanz是[image: alt]
 上的亚纯函数，有理函数

[image: alt]


其中Pn
 （z），Qm
 （z）分别是n，m次多项式，称max（n，m）为有理函数R（z）的次数．则有理函数是[image: alt]
 上的亚纯函数，因为在[image: alt]
 上至多只有m个极点．事实上它也是[image: alt]
 上的亚纯函数，因为当n≤m时，R（z）在∞点解析，当n＞m时，由[image: alt]
 ，知z＝∞是R（z）的n－m级极点，这说明R（z）在[image: alt]
 上除去有限个极点外解析，所以R（z）是[image: alt]
 上亚纯函数．下面定理说明其逆亦真．


定理19
 　若函数f（z）是[image: alt]
 上的亚纯函数，则f（z）为一有理函数．


证明
 　首先注意f（z）在[image: alt]
 上只能有有限个极点．若有无穷个极点，则极点集的极限点z0
 不是f（z）的孤立奇点，所以z0
 不是f（z）的极点或解析点，这与亚纯函数f（z）只有极点和解析点矛盾．

无妨设f（z）在[image: alt]
 上的极点为：

z1
 ，z2
 ，…，zk
 ，∞．

相应的Laurent展式的主要部分为：

[image: alt]


和

[image: alt]


解析部分为[image: alt]
 和ψ（z）．令

[image: alt]


则F（z）仍是[image: alt]
 上的亚纯函数．它除去点z1
 ，z2
 ，…，zk
 ，∞外的复平面上解析，在这些点处有：

[image: alt]


所以z1
 ，z2
 ，…，zk
 ，∞是F（z）的可去奇点，补充定义后F（z）在[image: alt]
 上解析，根据定理18和（24）式得F（z）≡0，故

[image: alt]


为一有理函数．证毕．


推论8
 　设f（z）是[image: alt]
 上亚纯函数且单叶，则f（z）为分式线性变换．


证明
 　由定理19知f（z）为一有理函数，设

[image: alt]


其中Pn
 （z），Qm
 （z）分别为n，m次多项式，记有理函数次数为k＝max（n，m）．任给复数A∈[image: alt]
 ，方程

[image: alt]


等价于

[image: alt]


易见，方程有k个根（几重根算几个根），或有理函数k次取到值A．再由单叶性得k＝1，故f（z）为分式线性变换．证毕．

推论8的条件可以减弱如下：


定理20
 　设f（z）在[image: alt]
 \｛z0
 ｝上解析、单叶，则f（z）为一分式线性变换．


证明
 　显然z0
 不可能是f（z）的可去奇点，否则由定理18得f（z）为一常数，这与单叶条件矛盾．下面证z0
 也不可能是f（z）的本性奇点．因f′（z）在[image: alt]
 \｛z0
 ｝上解析与零点孤立性，总可求出邻域V（z1
 ；δ）满足：

（1）f′（z）在V（z1
 ；δ）上不为零；

（2）V（z1
 ；δ）⋂V（z0
 ；δ）＝∅．

由第三章反函数可导定理，f（z）把V（z1
 ；δ）映为w平面上区域f［V（z1
 ；δ）］．再由单叶性条件，有

[image: alt]


这说明集合f［V*
 （z0
 ；δ）］不是[image: alt]
 的稠密集，应用定理17推出z0
 不是f（z）的本性奇点．因此z0
 只能是f（z）的极点，然后引用推论8即得．证毕．

习题

1．设[image: alt]
 收敛，[image: alt]
 ，求证：级数[image: alt]
 收敛．

2．求下列级数的收敛范围：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


3．证明：级数[image: alt]
 在不包含正整数的任意有界闭集上一致收敛．

4．证明：级数[image: alt]
 在不包含负整数的任意有界闭集上一致收敛．

5．设fn
 （z）（n＝1，2，…）在区域D内解析，[image: alt]
 在D内一致收敛，证明[image: alt]
 在D内内闭一致收敛．

6．设幂级数[image: alt]
 的收敛半径R＞0，和函数为f（z）．证明：当0＜r＜R时，

（1）[image: alt]


（2）若f（z）在圆｜z｜＜R内有界，可设为｜f（z）｜≤M，则[image: alt]


7．若幂级数[image: alt]
 在单位圆｜z｜＜1内收敛到有界函数f（z），证明[image: alt]
 ．（提示：利用上一题）

8．设[image: alt]
 在｜z｜≤R上收敛（0＜R＜+∞），求证φ（z）＝[image: alt]
 在[image: alt]
 上解析，且[image: alt]


9．证明：（1）对任意的复数z，

[image: alt]


（2）当0＜｜z｜＜1时，[image: alt]


10．设f（z）＝u（z）＋iv（z）在｜z｜＜1内解析，0＜r＜1．证明

（1）[image: alt]


（2）设[image: alt]
 ，则[image: alt]


（3）若Ref（z）＝u（z）≥0，f（0）＝1，则｜cn
 ｜≤2；

（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


11．若幂级数[image: alt]
 的系数cn
 满足条件

c0
 ＝c1
 ＝1，　cn
 ＝cn－1
 ＋cn－2
 　（n≥2）．

试求出幂级数的收敛半径．

12．设f（z）在｜z｜＜1内解析，在｜z｜≤1上连续，则f（z）在｜z｜≤1上可用多项式一致逼近．

（提示：考虑f（rz），0＜r＜1）．

13．将下列函数在指定域内展为Laurent级数．

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]
 （要求写出负幂项）．

14．将下列函数在指定域内展为Taylor级数或Laurent级数：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 （要求写出前四项）；

（3）[image: alt]


15．若f（z）在0＜｜z－a｜＜R上解析，且圆环内有一点列zn
 →a，f（zn
 ）＝0．证明：a是f（z）的本性奇点．

16．设f（z）在圆环0＜r＜｜z－a｜＜R＜+∞内解析，在闭圆环r≤｜z－a｜≤R上连续，且f（Reiθ
 ）＝0（0≤θ≤2π）．证明：f（z）≡0（r＜｜z－a｜＜R）．

17．若函数f（z）在0＜｜z－a｜＜R内解析，且

[image: alt]


证明：a是f（z）的可去奇点．

18．设函数f（z）在R＜｜z｜＜+∞内解析，且｜Ref（z）｜≤M．试用f（z）＝φ（z）＋φ（z）的主要部分φ（z）为常数来证∞是f（z）的可去奇点．

19．若函数f（z）在[image: alt]
 \｛a1
 ，…，an
 ｝内解析，且有界，证明f（z）为常数．

20．若函数f（z）在圆｜z｜＜1内解析，f（0）＝0，则[image: alt]
 在圆｜z｜＜1内收敛，且和函数在圆｜z｜＜1内解析．

21．求级数[image: alt]
 的收敛域及和函数，说明级数收敛域包含第11题中幂级数的收敛圆．

22．利用Cauchy公式，给出第11题中系数cn
 的公式．


第六章　留数定理和辐角原理

这章除继续研究解析函数外，还要研究半纯函数和单叶解析函数．把Cauchy定理和Cauchy公式推广到半纯函数，就成为留数定理，它的特殊形式即为辐角原理和Rouché定理．从方法上来说，辐角原理是复变函数一种特有的方法，它是利用函数的辐角在边界上的变化来讨论函数在区域内部的性质，这比用函数的模来讨论函数的性质更具有复分析的韵味．

§ 1　留数定理

1.1　留数的定义与计算

设函数f（z）在0＜｜z－a｜＜r内解析，a是f（z）的孤立奇点．函数f（z）在孤立奇点的留数
 ，记做Res（f；a），定义为：

[image: alt]


利用f（z）在a点的Laurent展式：

[image: alt]


其中

[image: alt]


可得

[image: alt]


若f（z）在R＜｜z｜＜+∞内解析，定义f（z）在z＝∞点的留数为：

[image: alt]


利用f（z）在z＝∞点的Laurent展式：

[image: alt]


其中

[image: alt]


即得

[image: alt]


留数Res（f；a）是函数Laurent展式的主要部分的第一项系数c-1
 ，而留数Res（f；∞）是函数Laurent展式的解析部分的第一项系数，但要改变符号．要理解这一差别，最好把留数看成是微分f（z）dz（称全纯微分）在奇点的留数．对以∞为奇点的全纯微分作[image: alt]
 变换，则把

[image: alt]


变为

[image: alt]


求f（z）dz在z＝∞点留数变为求[image: alt]
 在ζ＝0点留数，显然留数应为-c-1
 ．所以把留数理解成全纯微分的留数，则两者的定义是一致的．

若a≠∞是f（z）的可去奇点，则Res（f；a）＝0，但在a＝∞时，Res（f；∞）不一定为零．比如[image: alt]
 ，它在z＝∞点解析，而Res（f；∞）＝-1．若z＝∞至少是f（z）－f（∞）的二级零点，则Res（f，∞）＝0．

若a≠∞是f（z）的m（m≥1）级极点，这时f（z）在a点邻域可表示成

[image: alt]


其中g（z）在a点邻域内解析且不为零．由Cauchy公式得

[image: alt]


或

[image: alt]


这就是a为极点时求留数的公式．特别当m＝1时，

[image: alt]


若f（z）可写成φ（z）/ψ（z），φ（a）≠0，ψ（a）＝0，ψ′（a）≠0，则由（6）可得

[image: alt]


1.2　留数定理

下面叙述关于留数的基本定理．


定理1
 　设γ是可求长Jordan曲线，函数f（z）在γ内部D中除去z1
 ，z2
 ，…，zn
 外解析，并且f（z）在闭区域[image: alt]
 上除去z1
 ，z2
 ，…，zn
 外连续，则

[image: alt]



证明
 　在D内以zk
 （k＝1，2，…，n）为中心作一小圆周γk
 ，使得每一个γk
 都在其余圆周的外部．由Cauchy定理得
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根据留数定义，即得

[image: alt]
 ．证毕．

如果定理1中的D表示γ的外部，f（z）在区域[image: alt]
 [image: alt]
 内解析，在[image: alt]
 上连续，且zk
 （k＝1，2，…，n）不为∞，则公式（8）应改为：

[image: alt]


其中γ取顺时针方向．


定理2
 　若函数f（z）在[image: alt]
 上除去点z1
 ，z2
 ，…，zn
 外是解析的（∞也是f（z）的孤立奇点），则f（z）的所有孤立奇点的留数之和为零，即
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证明
 　以原点为心，以充分大R为半径作圆周γ，使γ的内部包含点z1
 ，z2
 ，…，zn
 ．由定理1得

[image: alt]


而按定义

[image: alt]


把上面两式结合起来即得（9）式．证毕．


例1
 　求[image: alt]
 的孤立奇点及其留数．


解
 　z＝±i是函数的一级极点，z＝∞是函数的本性奇点．由（7）式得
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再由定理2得
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例2
 　求[image: alt]
 （其中αβ＝1，α≠β）的奇点和留数．


解
 　z＝α，β为函数的一级极点，z＝0是函数的二级极点，z＝∞是函数的可去奇点．由（6）
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为求z＝0点的留数，我们把f（z）拆成三个函数之和：
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前两个函数在z＝0点解析，它们的留数为零，故求Res（f；0）只需求最后一个函数在z＝0的留数，
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由定理2得

[image: alt]


如果先求Res（f；∞）．注意（10）式中后两个函数在∞点至少为二级零点，所以其留数为零，故只需求（10）中第一个函数在∞点的留数．由
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可得Res（f；∞）＝-（α＋β）．再由定理2得

Res（f；0）＝（α＋β）．

§ 2　辐角原理与Rouché定理

2.1　关于零点与极点的一般定理

设f（z）是区域D内的亚纯函数，曲线γ⊂D，且γ所围的区域Ω属于D．由解析函数零点与极点的孤立性，f（z）在Ω内只有有限个零点与极点．


定理3
 　若函数f（z）是区域D内的亚纯函数，γ是D内可求长Jordan曲线，其内部Ω属于D．ak
 （k＝1，2，…，n）和bj
 （j＝1，2，…，m）分别是f（z）在γ内部的零点和极点，f（z）在γ上无零点和极点，函数φ（z）在D内解析．则
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其中αk
 是f（z）在零点ak
 的级，βj
 是f（z）在极点bj
 的级．


证明
 　令F（z）＝φ（z）f′（z）/f（z），F（z）仍为D内的亚纯函数，在Ω内除ak
 ，bj
 外解析，在[image: alt]
 上除ak
 ，bj
 外连续，对F（z）应用定理1得
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在Ω内存在以ak
 为心的小圆｜z－ak
 ｜＜δ，在这个小圆内
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其中g（z）在小圆内解析，且不为零．对上式求导得

[image: alt]


所以在0＜｜z－ak
 ｜＜δ内有
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这表明不管ak
 是f（z）的几级零点，ak
 总是函数f′（z）/f（z）的一级极点，且其留数等于αk
 ．由定义
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在以bj
 为心的小圆｜z－bj
 ｜＜δ内，
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其中h（z）在｜z－bj
 ｜＜δ内解析，且不为零．所以在0＜｜z－bj
 ｜＜δ内
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这表明不管bj
 是f（z）的几级极点，z＝bj
 总是函数f′（z）/f（z）的一级极点，且其留数等于-βj
 ．于是有
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将（13），（14）式代入（12）式，即得（11）式．证毕．


注
 　设定理3中D为包含∞的无界区域，Ω表示曲线γ的外部，且Ω⊂D．ak
 和bj
 分别是f（z）在Ω内的零点和极点，αk
 和βj
 表示f（z）的零点ak
 和极点bj
 的级，φ（z）在D内解析，则（11）式仍成立，这时积分路径γ的方向取顺时针方向．


推论1
 　在定理3条件下，若φ（z）＝z，则
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如果把αk
 级零点算作αk
 个零点，βj
 级极点算作βj
 个极点，则上式右端的第一个和数表示f（z）在γ内部所有零点之和，第二个和数表示f（z）在γ内部所有极点之和．

2.2　辐角原理与Rouché定理


定理4（辐角原理）
 　设函数f（z）在区域D内亚纯，γ是D内可求长Jordan曲线，且其内部属于D，f（z）在γ上无零点和极点，则
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其中N，P分别表示f（z）在γ内部零点个数和极点个数（几级算几个）．


证明
 　在定理3中取φ（z）≡1，则

[image: alt]


上式右端第一个和数即为N，第二个和数即为P．证毕．


注
 　在定理3后注的条件下，公式（15）仍成立，这时积分路径γ取顺时针方向．

我们给出（15）式中积分一个几何解释，借此说明为什么称定理4为辐角原理．映射w＝f（z）把可求长曲线γ：z＝γ（t）（α≤t≤β）映为w平面上可求长曲线Γ：w＝Γ（t）＝f［γ（t）］（α≤t≤β）．由于z∈γ时，f（z）≠0，所以曲线Γ不过原点w＝0．若γ为光滑曲线，由积分计算公式可得

[image: alt]


可以证明上式对可求长的γ也成立（图6-1）．求积分
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[image: alt]


图　6-1

值时，因原函数Logw在[image: alt]
 \｛0｝上为多值函数，为此取定一点w0
 ∈Γ和Logw在w0
 点的值，由于Logw＝log｜w｜＋iArgw，即取定辐角Argw在w0
 点的值．当w沿Γ运行时，使Logw或Argw连续地改变．动点w跑过Γ又回到出发点w0
 时，Logw的实部log｜w｜回到出发时的值，而辐角增加2π的整数倍，也就是说辐角沿Γ的改变量，记做∆Γ
 Argw，是2π的整数倍，这个整数表示Γ绕原点的圈数和方向，所以
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回到变量z，得
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特别地，当f（z）在D内解析时，上式变为
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即f（z）在γ内部零点的个数，等于函数辐角沿γ的改变量除以2π．

由辐角原理可推出Rouché定理．


定理5（Rouché）
 　设γ是区域D内的可求长Jordan曲线，且其内部属于D．函数f（z），g（z）在D内解析，在γ上满足条件
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则f（z）和f（z）±g（z）在γ内部有相同的零点个数（几级零点算几个）．


证明
 　由（17）式知f（z）与F（z）＝f（z）±g（z）在γ上无零点．Nf
 ，NF
 表示f（z）和F（z）在γ内部零点的个数，由辐角原理，
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所以
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由（17）式，当z∈γ时，
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这说明映射[image: alt]
 的像点总落在右半平面，所以γ的像曲线不可能绕原点，故

[image: alt]


证毕．


注1
 　若定理5中函数条件改为f（z），g（z）在D内亚纯，在γ上满足｜g（z）｜＜｜f（z）｜＜+∞．则结论改为f（z）和f（z）±g（z）在曲线γ内部零点个数与极点个数之差是相同的．


注2
 　若定理5中D为包含∞的无界域，γ的外部属于D，函数f（z），g（z）在D内亚纯，在γ上满足｜g（z）｜＜｜f（z）｜＜+∞，则f（z）和f（z）±g（z）在γ外部零点个数与极点个数之差是相同的．


例3
 　设｜ak
 ｜＜1（k＝1，2，…，n），

[image: alt]


若｜b｜＜1，则方程f（z）＝b在圆｜z｜＜1内恰有n个根；若｜b｜＞1，则方程f（z）＝b在圆｜z｜＞1内也恰有n个根．


解
 　在单位圆周｜z｜＝1上有

｜b｜＜｜f（z）｜＝1．

由Rouché定理知f（z）与f（z）－b在圆｜z｜＜1内有相同的零点个数，而f（z）在｜z｜＜1内有n个零点，故f（z）－b在｜z｜＜1内也有n个零点，即方程f（z）－b＝0有n个根．

又当｜b｜＞1时，在｜z｜＝1上有

1＝｜f（z）｜＜｜b｜．

由Rouché定理的注2知b与b－f（z）在｜z｜＞1上有相同的零点个数与极点个数之差，而常数b在｜z｜＞1上零点个数与极点个数之差为零，及b－f（z）在｜z｜＞1上显然有n个极点，故b－f（z）在｜z｜＞1上必有n个零点，即方程f（z）＝b在｜z｜＞1上有n个根．

§ 3　求解析函数的零点数

应用辐角原理和Rouché定理可以讨论解析函数零点的个数．


代数基本定理
 　n次代数方程

[image: alt]


在[image: alt]
 上恰有n个根．


证明
 　显然有
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所以∃R，当｜z｜≥R时，
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或
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由Rouché定理，函数[image: alt]
 与[image: alt]
 在｜z｜＜R内有相同的零点个数，而a0
 zn
 有n个零点，故P（z）在｜z｜＜R内有n个零点．当｜z｜≥R时，由（18）式知P（z）无零点，所以P（z）在[image: alt]
 上恰有n个零点．证毕．

设[image: alt]
 是有界闭区域，[image: alt]
 是任一首项系数为1的n次多项式，在所有这种多项式中，使最大模
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最小的多项式（可以证明一定存在），称为[image: alt]
 的n次切比雪夫多项式
 ．


定理6
 　设[image: alt]
 为闭圆｜z｜≤R，则它的n次切比雪夫多项式为zn
 ，即
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其中Qn
 （z）为任一首项系数为1的n次多项式．


证明
 　用反证法．假设存在一个Qn
 （z），使得
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则由Rouché定理，函数zn
 与zn
 －Qn
 （z）在｜z｜＜R内有相同的零点个数．而zn
 在｜z｜＜R内有n个零点，故zn
 －Qn
 （z）在｜z｜＜R内也有n个零点，但zn
 －Qn
 （z）为n－1次多项式，至多只有n－1个零点，这矛盾说明反证法假设不成立．所以定理结论成立．证毕．


例4
 　求方程z4
 －6z＋3＝0在圆｜z｜＜1内与圆环1＜｜z｜＜2内根的个数．


解
 　当｜z｜＝1时，

｜z4
 ＋3｜≤4＜｜-6z｜＝6，

由Rouché定理，函数-6z与z4
 －6z＋3在｜z｜＜1内有相同的零点个数，所以z4
 －6z＋3在｜z｜＜1内只有一个零点．从上面不等式也可得出z4
 －6z＋3在｜z｜≤1上只有一个零点．

当｜z｜＝2时，

｜-6z＋3｜≤15＜｜z4
 ｜＝16，

由Rouché定理知z4
 －6z＋3在｜z｜＜2内有四个零点，因此在1＜｜z｜＜2环内有三个零点，即方程z4
 －6z＋3＝0在｜z｜＜1内只有一根，在环1＜｜z｜＜2内有三个根．


例5
 　证明方程P（z）＝z4
 ＋2z3
 －2z＋10＝0在每个象限内恰有一根．


证明
 　首先方程P（z）＝0无实根．事实上由

P（x）＝（x2
 －1）（x＋1）2
 ＋11，

即可看出当｜x｜≥1时，P（x）≥11；当｜x｜＜1时，P（x）≥7，所以在实轴上P（x）≠0．

在虚轴上，P（iy）＝y4
 ＋10－2iy（y2
 ＋1）≠0，即在虚轴上P（z）也没有零点．

考虑图6-2表示的路径γ，它是由γ1
 ，γ2
 ，γ3
 组成．在γ1
 上P（z）取实值，所以
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图　6-2

在γ2
 上，[image: alt]
 ，所以
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在γ3
 上，

[image: alt]


因为我们求辐角改变量，起点辐角可以独立取定，然后使辐角连续改变求出终点的辐角，即可求得改变量，现取
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由于γ3
 的像曲线Γ3
 在右半平面上，Γ3
 不绕原点，所以
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于是
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这样得
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由辐角原理，P（z）在第一象限只有一个零点．因为实系数多项式的零点是共轭出现的，所以P（z）在第四象限也只有一个零点．另外两个零点必共轭地出现在第二、三象限．

下面定理在讨论解析函数映射性质时起重要作用．


定理7
 　若函数f（z）在区域D内解析，w0
 ＝f（z0
 ），z0
 ∈D是f（z）－w0
 的m级零点，则∃ρ＞0，∃δ＞0，使得对于0＜｜w－w0
 ｜＜δ内每一个值A，函数f（z）－A在｜z－z0
 ｜＜ρ内恰有m个不同的零点．


证明
 　因z0
 是f（z）－f（z0
 ）的m级零点，由零点孤立性，∃ρ＞0，使得在属于D的闭圆｜z－z0
 ｜≤ρ上，f（z）－f（z0
 ）在0＜｜z－z0
 ｜≤ρ上无零点，同时使f′（z）在0＜｜z－z0
 ｜≤ρ上也无零点．令
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对于0＜｜w－w0
 ｜＜δ内的任意值A，当｜z－z0
 ｜＝ρ时，
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由Rouché定理，函数f（z）－f（z0
 ）与
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在｜z－z0
 ｜＜ρ内有相同的零点个数，故f（z）－A在｜z－z0
 ｜＜ρ内有m个零点．因在0＜｜z－z0
 ｜＜ρ上f′（z）≠0，所以这m个零点是简单零点，即为m个不同零点．证毕．


定理8
 　函数f（z）在D内解析，且不为常数．

（1）若D是开集，则f（D）为开集（开映射定理）；

（2）若D是区域，则f（D）为区域（保域性定理）．


证明
 　（1）∀w0
 ∈f（D），∃z0
 ∈D，使f（z0
 ）＝w0
 ．由定理7，∃ρ＞0，∃δ＞0，使得对于0＜｜w－w0
 ｜＜δ内每一个值w，函数f（z）－w在｜z－z0
 ｜＜ρ内至少存在一点z，使得f（z）＝w，即邻域V（w0
 ；δ）⊂f（D），所以f（D）为开集；

（2）只要证f（D）是道路连通．设w1
 ，w2
 ∈f（D），意味着D内存在两点z1
 ，z2
 ，使得
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因D道路连通，所以在D内有一连续曲线γ（t）（α≤t≤β）连接z1
 ，z2
 ，则连续曲线f［γ（t）］属于f（D），且连接w1
 ，w2
 ．再由（1）知f（D）为区域．证毕．

§ 4　单叶解析函数的性质


定理9
 　若函数f（z）在区域D内单叶解析，则对于D内每一点z，f′（z）≠0；反之，若点z0
 ∈D，f′（z0
 ）≠0，则∃邻域V（z0
 ；ρ1
 ）⊂D，f（z）在V（z0
 ；ρ1
 ）内单叶．


证明
 　先证f′（z）≠0．若不然，∃z0
 ∈D，使得f′（z0
 ）＝0，则z0
 是函数f（z）－f（z0
 ）的m（m≥2）级零点．由定理7，∃ρ＞0，∃δ＞0，使得对于0＜｜w－f（z0
 ）｜＜δ内的每一个值w，函数f（z）－w在｜z－z0
 ｜＜ρ内恰有m个不同零点，这与f（z）在D内单叶假设相矛盾，所以在D内有f′（z）≠0．

反之，若f′（z0
 ）≠0，z0
 是f（z）－f（z0
 ）的简单零点．同样由定理7，∃ρ＞0，∃δ＞0，使得对于0＜｜w－f（z0
 ）｜＜δ内的每一个值w，函数f（z）－w在｜z－z0
 ｜＜ρ内只有一个零点，即只有一个z使f（z）＝w．再由f（z）的连续性，∃ρ1
 ＞0（ρ1
 ≤ρ），使得
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于是f（z）在V（z0
 ；ρ1
 ）内单叶．证毕．

注意，若函数f（z）在D内有f′（z）≠0，由定理9只能推出f（z）在每点邻域内是单叶的，得不出f（z）在D内单叶．这时我们称f（z）在D内是局部单叶
 的．如函数ez
 在[image: alt]
 上不是单叶的，但由定理9知它是局部单叶的．

下面利用定理8和定理9，重证第三章的反函数定理．


定理10
 　若函数w＝f（z）在区域D内单叶解析，则

（1）映射f将D保角地映为区域G＝f（D）；

（2）反函数z＝g（w）在G内单叶解析，且

[image: alt]



证明
 　（1）由定理8知G＝f（D）为区域．又由定理9，f′（z）≠0，所以f将D保角地映为区域G；

（2）反函数z＝g（w）在G上定义．我们先证它连续．∀w0
 ∈G，令z0
 ＝g（w0
 ），∀ε＞0，使邻域V（z0
 ；ε）⊂D，由开映射定理，f［V（z0
 ；ε）］为开集，所以∃δ＞0，使V（w0
 ；δ）⊂f［V（z0
 ；ε）］，即g［V（w0
 ；δ）］⊂V（z0
 ；ε），此式表明函数g（w）在w0
 点连续．由w0
 的任意性，得g（w）在G内连续．再由

[image: alt]


当w→w0
 时，g（w）→g（w0
 ），对上式取极限得

[image: alt]


所以g（w）在G内单叶解析．证毕．

在证明单叶解析函数把单连通区域映为单连通区域之前，我们先来证边界对应原理
 ．


定理11
 　设D是区域，γ是D内的可求长简单闭曲线，其内部D1
 属于D．若函数f（z）在D内解析，把γ双方单值地映为简单闭曲线Γ，则w＝f（z）在D1
 内单叶，把D1
 映为Γ的内部G1
 （图6-3）．

[image: alt]


图　6-3


证明
 　设w0
 是不在Γ上一点，由辐角原理知函数f（z）－w0
 在γ内部的零点个数N等于积分

[image: alt]


这里若f把γ正定向映为Γ正定向时，上式右端取“+”号，若f把γ正定向映为Γ负定向时，上式右端取“-”号．

当w0
 在Γ外部时，

[image: alt]


所以N＝0，即f（z）－w0
 在D1
 内没有零点；当w0
 在Γ内部G1
 时，

[image: alt]


就有N＝±1，由于N总是一个非负整数，所以N＝1，即f（z）－w0
 在D1
 内有一零点，同时得出f把γ的正定向一定映为Γ的正定向．从上面的讨论有[image: alt]


证f（D1
 ）＝G1
 ．事实上G1
 和f（D1
 ）为开集，对集合取内部运算得

[image: alt]


所以f（D1
 ）＝G1
 ．证毕．


推论2
 　若f（z）在区域D\｛z0
 ｝内解析，z0
 为f（z）的一级极点．γ是D内的可求长简单闭曲线，其内部记为D1
 ，z0
 ∈D1
 ⊂D．若函数f（z）把γ双方单值地映为简单闭曲线Γ，且把γ的正定向映为Γ的负定向，则f（z）把γ的内部D1
 单叶地映为Γ的外部G1
 ．


证明
 　设w0
 在Γ的外部．由辐角原理知f（z）－w0
 在γ内部零点个数N减去极点个数P为：

[image: alt]


由于P＝1及∆Γ
 Arg（w－w0
 ）＝0，得N＝1，即f（z）在γ内部有一点取到值w0
 ，故G1
 ⊂f（D1
 ）．

设w0
 在Γ的内部．这时

[image: alt]


得N＝0，即f（z）在γ内部取不到值w0
 ，故[image: alt]
 ．类似于定理11的讨论，可得f（D1
 ）＝G1
 ．证毕．

定理条件中如果f把γ的正定向映为Γ的正定向，则结论不成立．考虑儒可夫斯基函数

[image: alt]


它把圆周γ：｜z｜＝r（r＞1）映为椭圆周Γ，且保持定向，这时圆｜z｜＜r映过去的像域不是Γ的外部．


定理12
 　若D⊂[image: alt]
 为单连通区域，f（z）在D内单叶解析，则G＝f（D）亦为单连通区域．


证明
 　只要证G内的任一条可求长Jordan曲线Γ的内部G1
 ⊂G．由定理10，反函数z＝g（w）在域G内单叶解析，把G映为D，把Γ映为D内的可求长Jordan曲线γ．由于D是单连通的，所以γ的内部D1
 ⊂D．根据定理11，f（D1
 ）＝G1
 ，故

G1
 ＝f（D1
 ⊂f（D）＝G

证毕．

用同样方法可证单叶解析函数把n连通区域映为n连通区域．

利用上面的结果，我们来讨论解析函数的局部映射性质．设f（z）在区域D内解析，[image: alt]


（1）若f′（z0
 ）≠0，由定理9，∃邻域V（z0
 ；δ），f（z）在邻域V（z0
 ；δ）内单叶解析．再由定理12，f把V（z0
 ；δ）一一地、保角地映为w0
 点的单连通邻域U（图6-4）．f限制在V＝V（z0
 ；δ）上的函数f｜V有反函数（f｜V）-1
 ，它把U一一地、保角地映为V；

[image: alt]


图　6-4

（2）若f′（z0
 ）＝0．设[image: alt]
 ，函数g（z）在邻域V（z0
 ；ρ）内解析，且不为零，因此在V（z0
 ；ρ）上[image: alt]
 可选出单值解析分支h（z）．令

[image: alt]


函数ζ（z）在V（z0
 ；ρ）内解析．w＝f（z）可以看成[image: alt]
 与ζ＝ζ（z）的复合．因ζ′（z0
 ）＝h（z0
 ）≠0，由定理9，∃z0
 点的单连通邻域U⊂V（z0
 ；ρ），ζ（z）在U内单叶解析，且把U一一地、保角地映为原点邻域V（0；δ）．又函数w＝w0
 ＋ζn
 把V（0；δ）映为V（w0
 ；δn
 ），所以f把z0
 点单连通邻域U映为V（w0
 ；δn
 ）．使空心邻域U*
 到V*
 （w0
 ；δn
 ）之间为n对1的对应（图6-5）．

[image: alt]


图　6-5

下面讨论序列的情形．


定理13（Hurwitz）
 　若函数序列｛fn
 （z）｝在区域D内解析，并且在D内内闭一致收敛到一个不恒为零的函数f（z）．γ是D内可求长简单闭曲线，其内部属于D，且不经过f（z）的零点．则存在正整数N，使得当n≥N时，在γ内部fn
 （z）和f（z）的零点个数是相同的．


证明
 　首先由Weierstrass定理得，f（z）在D内解析．因f（z）在γ上不为零，所以

[image: alt]


又｛fn
 （z）｝在γ上一致收敛到f（z），所以∃N，使得当n≥N时，在γ上有

[image: alt]


于是当n≥N时，在γ上有

[image: alt]


由Rouche定理，知f（z）与fn
 （z）在γ内部有相同的零点个数．证毕．


定理14
 　若函数序列｛fn
 （z）｝在区域D内单叶解析，并且在D内内闭一致收敛到函数f（z），若f（z）不为常数，则f（z）在D内单叶解析．


证明
 　由Weierstrass定理知f（z）在D内解析．假如f（z）在D内不单叶，那么在D内存在两点z1
 ，z2
 （z1
 ≠z2
 ），使得f（z1
 ）＝f（z2
 ）．记f（z1
 ）＝w0
 ，则序列｛fn
 （z）－w0
 ｝在D内内闭一致收敛于不恒为零的函数f（z）－w0
 ．在D内以z1
 ，z2
 为心作两不交的小圆周γ1
 ，γ2
 ，由上一定理，∃N，使得当n≥N时，fn
 （z）－w0
 在γ1
 ，γ2
 内部与f（z）－w0
 有相同的零点个数，这也就是说在γ1
 和γ2
 内部分别存在点[image: alt]
 与[image: alt]
 ，使

[image: alt]


这与fN
 （z）在D内单叶相矛盾．证毕．

§ 5　求亚纯函数的展式

应用留数定理，可以将复平面上亚纯函数展成部分分式．我们通过例子来说明如何展开．


例6
 　证明：[image: alt]



证明
 　∀z0
 ∈[image: alt]
 \[image: alt]
 ，固定z0
 ，作一闭路γn
 ，它是正方形[image: alt]
 [image: alt]
 的边界，使γn
 包含z0
 （图6-6）．函数[image: alt]
 在z＝n（n＝0，±1，±2，…）和z0
 有一级极点，其留数为：

[image: alt]


[image: alt]


图　6-6

由留数定理，

[image: alt]


现在来估计上式左端的积分．在γn
 平行于y轴的两边上，

[image: alt]


在γn
 平行于x轴的两边上，

[image: alt]


所以当n充分大时，或λ充分大时，在γn
 上有

[image: alt]


又

[image: alt]


上式右端第一个积分由留数定理，

[image: alt]


第二个积分由（20）式，有

[image: alt]


由（21），（22）式和上式，可得

[image: alt]


（19）式中令n→+∞取极限，利用上式即得

[image: alt]


由z0
 ∈[image: alt]
 \[image: alt]
 的任意性，结论得证．

函数zcotz在圆｜z｜＜π内解析，所以在｜z｜＜π内可展成Taylor级数．因zcotz为偶函数，展式中只含偶次幂，记偶次幂系数c2n
 为[image: alt]
 ，则

[image: alt]


其中Bn
 称为Bernoulli数
 ．


例7
 　证明：[image: alt]



证明
 　由（23）式得

[image: alt]


又由例6，当z充分小时，

[image: alt]


[image: alt]


根据幂级数展式的唯一性，比较（24）与（25）式，得

[image: alt]


由此可知Bernoulli数皆大于零．


例8
 　求出级数[image: alt]
 的具体值．


解
 　因为

[image: alt]


上式偶次幂系数皆为有理数，因此Bernoulli数为有理数．比较例7与（26）式可得

[image: alt]


§ 6　求某些函数的定积分

对数学分析中的初等函数，从复变函数观点，可以进行有效的、统一的处理．如初等函数展成Taylor级数的问题，在分析中对不同基本初等函数证其余项趋于零，所用方法各不相同．但在复变函数中，只要解析就可展开成Taylor级数，利用这个一般定理就得到所有基本初等函数的Taylor展式，特别限制到实轴上，即得实基本初等函数的Taylor展式．这节应用留数定理计算数学分析中一类定积分，这里所指定积分主要是被积函数的原函数不能用初等函数表示出来的积分．数学分析中通常采用含参变量积分的方法，一般来说，这种方法较为复杂，不易掌握．而用复变函数留数理论来求这类积分，可以用统一的程序来求．这一程序可分为四步：设求积分

[image: alt]


（1）先适当选取函数F（z），通常使F（x）＝f（x）或

ReF（x）＝f（x）；

（2）然后选取一有限简单闭路γ，区间（-R，R）为γ的一部分；

（3）再在γ所围区域上应用留数定理，求出F（z）在极点的留数；

（4）最后取极限，要估计γ不在实轴上部分的积分极限值．

下面我们要讨论五种类型的积分．

1．两个引理

我们把取极限时常遇到的积分估计写成引理．


引理1
 　若函数f（z）在D：0＜｜z－a｜≤r，θ1
 ≤arg（z－a）≤θ2
 上连续（图6-7），且

[image: alt]


[image: alt]


图　6-7

则

[image: alt]


其中γρ
 ：[image: alt]



证明
 　设（z－a）f（z）＝A＋ε（z），其中[image: alt]
 ，则

[image: alt]


因

[image: alt]


所以

[image: alt]


证毕．


引理2（Jordan）
 　若函数f（z）在R0
 ≤｜z｜＜+∞，Imz≥0上连续（图6-8），且

[image: alt]


[image: alt]


图　6-8

a是正常数，则

[image: alt]


其中γR
 ：[image: alt]



证明
 　设[image: alt]
 ，则

[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]
 于是

[image: alt]


由条件[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


证毕．

2．有理函数的积分

应用留数定理可以计算积分[image: alt]
 ，这里P（x），Q（x）为多项式，且Q（x）在实轴上无零点，其次数比P（x）的次数至少大2，则广义积分收敛．设[image: alt]
 在上半平面内的极点为a1
 ，…，an
 （图6-9），则

[image: alt]


[image: alt]


图　6-9

事实上取R充分大，使得上半圆：｜z｜＜R，Imz＞0包含[image: alt]
 的极点a1
 ，…，an
 ．由留数定理得

[image: alt]


因[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


这样令（27）中R→+∞，取极限即得所证公式．


例9
 　计算积分

[image: alt]


n是正整数．


解
 　函数[image: alt]
 在上半平面有唯一的孤立奇点z＝i，它是函数的n＋1级极点，其留数为

[image: alt]


由所证公式得到

[image: alt]



注
 　如果f（x）是偶函数，则

[image: alt]


如果f（x）不是偶函数，我们可以选取适当的扇形角域的边界作为闭路γ．

3．三角函数有理式的积分

应用留数定理可以计算形如[image: alt]
 R（sinθ，cosθ）dθ的积分，其中R（x，y）是两个变量x与y的有理函数．对此积分只要令[image: alt]
 ，则

[image: alt]


所求积分化为单位圆周上有理函数的积分：

[image: alt]



例10
 　计算积分

[image: alt]



解
 　将（28）变换式代入积分，得

[image: alt]


方程bz2
 ＋2az＋b＝0的两个根为

[image: alt]


在｜z｜＜1内只有一根α，由留数定理，

[image: alt]


4．有理函数乘正弦或余弦函数的积分

应用留数定理，我们可以计算形如[image: alt]
 R（x）sinxdx和[image: alt]
 R（x）cosxdx的积分，其中R（x）为有理函数，分母多项式在实轴上无零点，且其次数比分子多项式的次数至少大1．


例11
 　计算积分（Laplace）

[image: alt]



解
 　取[image: alt]
 （若取[image: alt]
 ，以后回路积分不好估计），取回路γ如图6-10．由留数定理

[image: alt]


[image: alt]


图　6-10

令R→+∞，应用引理2，得

[image: alt]


上式取实部即得

[image: alt]



例12
 　计算积分（Dirichlet）

[image: alt]



解
 　取[image: alt]
 ，因为z＝0是f（z）的一级极点，所以不能取如上题的回路，为此取如图6-11所示的回路．由Cauchy定理，

[image: alt]


[image: alt]


图　6-11

在II上，令z＝-x得

[image: alt]


将上式代入（29）式得

[image: alt]


应用引理2，可得

[image: alt]


应用引理1，可得

[image: alt]


在（30）式中令R→+∞，γ→+0，利用上面结果，得到

[image: alt]


5．利用函数[image: alt]
 （c为复常数）求积分


例13
 　计算积分[image: alt]
 与[image: alt]



解
 　取[image: alt]
 ，并选取如图6-12的回路．由Cauchy定理，

[image: alt]


[image: alt]


图　6-12

在γR
 上，[image: alt]


[image: alt]


由此得到

[image: alt]


所以

[image: alt]


在I上，z＝x；在II上，[image: alt]
 由上式得

[image: alt]


[image: alt]


利用[image: alt]
 ，由上式可得

[image: alt]


对上式取实部与虚部即得

[image: alt]



例14
 　计算积分（Poisson）

[image: alt]



解
 　取[image: alt]
 ，并选取如图6-13所示的回路．由Cauchy定理，

[image: alt]


图　6-13

[image: alt]


在I上，z＝R＋iy，0≤y≤b，z2
 ＝R2
 －y2
 ＋2iRy，所以在I上

[image: alt]


由此得到

[image: alt]


同理

[image: alt]


在III上，z＝x＋ib，-R≤x≤R，

[image: alt]


所以得

[image: alt]


或

[image: alt]


取实部得

[image: alt]


6．证明B-函数与Γ-函数的关系式

B-函数与Γ-函数的关系式为：

[image: alt]



Gamma函数
 的定义为

[image: alt]


容易得出Γ（p＋1）＝pΓ（p）（p＞0）．Beta函数
 的定义为

[image: alt]


不难证明[image: alt]


证明公式（31）用数学分析的方法比用复分析方法简单．为此如图6-14所示取区域D1
 ⊂D2
 ⊂D3
 ，当p＞1，q＞1时，由重积分的几何意义，显然有

[image: alt]


[image: alt]


图　6-14

把D2
 上重积分化为极坐标形式，得

[image: alt]


上式令R→+∞即得

[image: alt]


所以当p＞1，q＞1时，得到公式

[image: alt]


再分别应用递推公式知上式当p＞0，q＞0时仍成立．

（31）式中令[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


即得

[image: alt]


7．利用多值函数求积分

当0＜p＜1时，由（31）式得

[image: alt]



例15
 　计算积分

[image: alt]



解
 　取[image: alt]
 ，函数f（z）在[image: alt]
 \［0，+∞）上可以取出单值分支，取切口［0，+∞）的上边沿f（z）为正值的那个单值分支．选取如图6-15所示的回路，其中I位于切口［0，+∞）的上边沿，II位于切口［0，+∞）的下边沿．z＝-1为f（z）的一级极点，由留数定理

[image: alt]


图　6-15

[image: alt]


在γR
 和γr
 上的积分有估计式：

[image: alt]


在II上，[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


在（33）式中令r→+0，R→+∞，得

[image: alt]


化简得

[image: alt]


或

[image: alt]


利用上述结果，也就证明了公式：

[image: alt]



例16
 　计算积分

[image: alt]



解
 　取[image: alt]
 ，logz在[image: alt]
 \［0，+∞）上取主值．取回路如图6-11所示．由留数定理

[image: alt]


在II上，z＝-x，

[image: alt]


在γR
 和γr
 上的积分有估计式

[image: alt]


在（34）式中令R→+∞，r→+0，得

[image: alt]


上式取实部得

[image: alt]


取虚部得

[image: alt]



注
 　这题若采用上一题的回路，在I、II上出现的含logx积分正好抵消．所以若采用上一题回路时，函数必须取

[image: alt]


习题

1．求下列函数在指定点的留数：

（1）[image: alt]
 　（α≠β，β≠0），z＝0；

（2）[image: alt]
 　（a≠b），z＝∞；

（3）[image: alt]
 ，　z＝0，1，∞．

2．求下列积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 平方根的分支取在∞邻域展开式为z＋c0
 ＋…的那个分支．

3．若zk
 是[image: alt]
 的极点，则

[image: alt]


4．设[image: alt]
 ，f（z）在包含实轴邻域内解析，求证

[image: alt]


5．设φ（z）在z＝a点解析，φ′（a）≠0，证明：

[image: alt]
 （ρ充分小，A为常数）．

6．设φ（z）在z＝a点解析，且[image: alt]
 是函数f（ζ）的简单极点，其留数为A，求

Res（f[image: alt]
 φ；a）．

7．若f（z）是偶函数，且是[image: alt]
 上亚纯函数，证明：

（1）Res（f；a）＝-Res（f；-a）；

（2）[image: alt]
 在｜z｜＝R上无极点．

8．求方程z5
 ＋13z2
 ＋15＝0在圆环1＜｜z｜＜2和[image: alt]
 内根的个数．

9．求方程z5
 ＋11z＋9＝0在下列区域内根的个数：

（1）3/4＜｜z｜＜1；

（2）1＜｜z｜＜2；

（3）x＞0，y＞0；

（4）x＜0，y＞0．

10．证明方程（z＋1）e-z
 ＝z＋2在右半平面没有根．

11．证明方程z8
 ＋3z3
 ＋7z＋5＝0在第一象限恰有两个根．

12．证明z4
 ＋iz3
 ＋1的四个零点都在圆[image: alt]
 内，而第一象限内恰有一个零点．

13．若多项式[image: alt]
 的系数满足｜ak
 ｜≤M（1≤k≤n）．证明：多项式P（z）的零点皆位于圆｜z｜＜1＋M内．

14．若多项式P（z）＝zn
 ＋a1
 zn－1
 ＋…＋an
 在｜z｜≤1上满足｜P（z）｜≤M，则多项式的零点皆位于圆｜z｜＜1＋M内．

15．设a是f（z）的孤立奇点，证明：

（1）a是f（z）的可去奇点的充要条件是a为[image: alt]
 的可去奇点；

（2）a是f（z）的极点或本性奇点，问a是F（z）的什么奇点？

16．用保域性定理证明最大模原理．

17．设f：D→G是解析函数，F：G→[image: alt]
 是非常数的解析函数，若F（f（z））在D上为常数，证明f（z）为常数．

18．证明：如果ρ＜1，则对于充分大的n，多项式

Pn
 （z）＝1＋2z＋3z2
 ＋…＋nzn－1


在圆｜z｜＜ρ内无零点．

19．设[image: alt]
 ，δn
 表示Pn
 （z）的n个零点模的最小值，证明：n→+∞时，δn
 →+∞．

20．设f（z）在D：｜z｜＜1上单叶解析，f（0）＝0，f′（0）＝1，且f（z）不是恒等映射．证明：像域f（D）不可能覆盖｜w｜＜1．

21．设f（z）在D：｜z｜＜1上单叶解析，且映满单位圆｜w｜＜1．试求f（z）的表达式．

22．设f（z）在包含｜z｜≤1的域内解析，证明：

（1）当｜z｜＝1时，｜f（z）｜＜1，则f（z）在｜z｜＜1内有唯一的不动点z0
 ，即f（z0
 ）＝z0
 ；

（2）若｜z｜＝1时，｜f（z）｜≤1，问f（z）在｜z｜＜1内是否有不动点，证明如果有不动点，则不动点唯一（f（z）非恒等映射）．

23．求下列积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]
 （n为自然数且n≥3）．

24．求下列积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


25．求下列积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


26．求下列积分：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（提示：考虑图6-16所示路径）

[image: alt]


图　6-16

27．计算积分[image: alt]
 ．（提示：取[image: alt]
 ，参考图6-12，II：[image: alt]
 ．）

28．设γr
 为｜z－1｜＝r在单位圆内的部分（图6-17），γ1
 为单位圆周｜z｜＝1除去落在圆｜z－1｜＜r内的部分．证明：

[image: alt]


图　6-17

（1）[image: alt]


（2）定义[image: alt]
 ，则

[image: alt]


（3）[image: alt]



第七章　调和函数

讨论解析函数就是讨论一对共轭的调和函数，但调和函数本身也是一个重要的研究课题．通过解析函数来研究调和函数的一些性质，处理起来比实分析方法要简单些．也有些调和函数的性质不能用解析函数来处理，正是这些性质使调和函数反过来成为研究解析函数的工具．如利用调和函数可解边界值问题，我们能构造多连通区域的保角映射函数，使其边界预先满足某种对应，然后通过辐角原理论证内部也满足某种对应．具体构造映射函数已超出基础课的要求，这一章我们只讨论调和函数的性质．

§ 1　共轭调和微分与Green公式

1.1　调和微分与共轭调和微分

先回顾一下关于调和函数的定义与性质．


定义1
 　若区域D内的实函数u（z）＝u（x，y）在D内二次连续可微，且满足Laplace方程：

[image: alt]


则称u（z）为D内的调和函数
 ．

若D内定义的复函数f（z）＝u（z）＋iv（z），其实部与虚部为D内的调和函数，则称f（z）为复调和函数
 ．若u1
 （z），u2
 （z）是D内调和函数，c为实常数，则u1
 （z）±u2
 （z），cu1
 （z）也是D内的调和函数．


引理1
 　若u（ζ）是区域Ω内的调和函数，f（z）是区域D内的解析函数，且f（D）⊂Ω，则函数u［f（z）］是D内的调和函数．


证明
 　由复合函数求导公式得

[image: alt]


根据条件知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即u［f（z）］在D内调和．

证毕．


引理2
 　若z＝0不属于区域D，则u（z）在D内调和的充要条件为

[image: alt]


或

[image: alt]



证明
 　只要证明在D的每点z0
 邻域V＝V（z0
 ；δ）上（2）式与（1）式等价即成．在V上对数函数可取出单值解析分支ζ＝logz，因[image: alt]
 ，无妨设ζ＝logz在V上单叶，且把V映为单连通邻域U．反函数z＝eζ
 把U映为V．根据引理1，函数u（z）在V内调和的充要条件是函数u（eζ
 ）在U内调和，即

[image: alt]


在V上成立与

[image: alt]


在U上成立等价．对上式通过ζ＝logz＝logr＋iθ回到变量z，得

[image: alt]


在V上成立．证毕．

（2）式称为极坐标形式的Laplace方程．由（2）可知logr在不含原点的区域D内调和．

对单连通区域D内的调和函数u（z），一定存在共轭调和函数v（z）．但对多连通区域D，一般来说没有单值共轭调和函数．我们只能退而求其次，不是从函数出发，而是从微分出发求共轭调和微分．由

dx＝（dz＋d[image: alt]
 ）/2，　dy＝（dz－d[image: alt]
 ）/2i

和

[image: alt]


调和函数u（z）的微分可写成：

[image: alt]



定义2
 　设u（z）是区域D内的调和函数，则称

[image: alt]


为du的共轭调和微分
 ，记做*
 du，即

[image: alt]


若D是单连通区域，设v（z）是u（z）的共轭调和函数，则

[image: alt]



定义3
 　设f（z）在区域D内解析，则称f（z）dz为D内的全纯微分
 ．


引理3
 　设u（z）是区域D内的调和函数，令

[image: alt]


则f（z）dz是D内全纯微分，且

[image: alt]



证明
 　由[image: alt]
 ，所以f（z）在D内解析，故[image: alt]
 [image: alt]
 为D内全纯微分，再由（3）＋i×（4），即得

[image: alt]


证毕．

当du，*
 du限制在D内的光滑曲线γ上时，我们可以给一几何解释．设γ是由方程z＝z（t）给定的定向光滑曲线，α＝argz′（t）表示z（t）点的单位切向量τ与正实轴的夹角．已知ds＝｜dz｜，dx＝cosαds，dy＝sinαds．设n
 为z（t）点单位法向量，使（n
 ，τ
 ）成右手系标架．令n
 与正实轴的夹角为β，则β＝α－π/2（图7-1）．dx＝-sinβds，dy＝cosβds，所以

[image: alt]


[image: alt]


图　7-1

这说明du，*
 du限制在γ上时，即为u（z）的切向导数乘ds和法向导数乘ds．


引理4
 　设u（z）在区域D内调和，可求长Jordan曲线族γ＝[image: alt]
 所围成的n＋1连通区域属于D，则

[image: alt]


若γ为逐段光滑曲线族时，则

[image: alt]



证明
 　由引理3，du＋i*
 du＝f（z）dz为D内全纯微分，再由Cauchy定理得

[image: alt]


对上式取虚部，即得

[image: alt]


证毕．

下面讨论多连通区域D内调和函数有单值共轭调和函数的充要条件．


定义4
 　设D⊂[image: alt]
 为n＋1连通区域，[image: alt]
 \D的第n＋1个连通分支En＋1
 包含∞点，Γj
 为只环绕第j个连通分支Ej
 （j＝1，2，…，n）的可求长Jordan曲线．u（z）在D内调和，则称

[image: alt]


为共轭调和微分的周期
 ，｛Γj
 ｝称为一组同调基
 ．

在周期定义中，周期Kj
 与具体的Γj
 取法无关（参看第四章第四节），称｛Γj
 ｝为同调基，意即对D内任一可求长闭曲线Γ，总有

[image: alt]



定理1
 　设D⊂[image: alt]
 为n＋1连通区域，｛Γj
 ｝为一组同调基，函数u（z）在D内调和．则u（z）在D内有共轭调和函数的充分必要条件是：所有共轭调和微分的周期皆为零，即

[image: alt]



证明
 　若u（z）在D内有共轭调和函数v（z），则*
 du＝dv，由数学分析中线积分与路径无关的充要条件得

[image: alt]


反之，若（9）式成立和明显等式[image: alt]
 ，得

[image: alt]


由引理3，du＋i*
 du＝f（z）dz为D内全纯微分及第四章定理10，知f（z）在D内有单值原函数F（z）：

[image: alt]


上式取实部得

[image: alt]


这说明u（z）与ReF（z）只差一常数，所以u（z）或ReF（z）＋u（z0
 ）在D内有共轭调和函数ImF（z）．证毕．

1.2　Green公式


定理2
 　设函数u1
 （z），u2
 （z）在区域D内调和，可求长Jordan曲线族[image: alt]
 所围的区域属于D，则

[image: alt]


（称上式为Green公式
 ）


证明
 　先设D是单连通的，这时uj
 （z）有共轭调和函数vj
 （z），函数[image: alt]
 在D内解析．由引理3，[image: alt]
 为D内的全纯微分．现把（10）式中被积表达式分成两部分

[image: alt]


第一部分u1
 dv2
 ＋v1
 du2
 是全纯微分

[image: alt]


的虚部，由Cauchy定理得

[image: alt]


第二部分d（u2
 v1
 ）显然有

[image: alt]


因此由（11）式，有

[image: alt]


若D是多连通的区域，用添加辅助线方法把γ分解成n＋1条简单闭曲线Γk
 （k＝1，2，…，n＋1），每条简单闭曲线Γk
 ，总可看成单连通区域Dk
 ⊂D内的简单闭曲线（图7-2），应用单连通区域的结果得

[image: alt]


[image: alt]


图　7-2

将n＋1个等式相加，即得

[image: alt]


证毕．

§ 2　平均值性质

在第五章第三节，我们知道若f（z）在圆环r＜｜z｜＜R内解析，则积分

[image: alt]


与ρ无关，其值即为f（z）的Laurent展式中的系数c0
 ．对圆环内调和函数有下面定理．


定理3
 　若u（z）在圆环R0
 ＜｜z｜＜R内调和，则

[image: alt]


其中α，β为实常数．


证明
 　取γj
 ：[image: alt]
 ．记[image: alt]
 [image: alt]
 ，令[image: alt]
 ，并注意到在圆周γj
 上

[image: alt]


所以应用公式（10）得

[image: alt]


这表明量

[image: alt]


为一与r无关的常数，记做2πβ．

同理令u1
 （z）＝u（z），u2
 （z）＝1，代入公式（10）得

[image: alt]


这表明量[image: alt]
 也是一个与r无关的常数，记做

[image: alt]


由（13）与（14）式即得

[image: alt]


或

[image: alt]


证毕．


推论1
 　若u（z）在｜z｜＜R内调和，则

[image: alt]



证明
 　在（12）式中，令r→0，左端极限为u（0）：

[image: alt]


所以必有α＝0，β＝u（0），（12）式即变为要证等式．证毕．


推论2
 　若u（z）在0＜｜z｜＜R内调和，且｜u（z）｜≤M，则u（z）可调和开拓到｜z｜＜R．


证明
 　在（12）式中，令r→0，左端为一有界量，故必有α＝0．由（14）式，共轭调和微分的周期

[image: alt]


由定理1知u（z）有共轭调和函数v（z），再由第五章例6知解析函数f（z）＝u（z）＋iv（z）可解析开拓到｜z｜＜R内，故u（z）可调和开拓到｜z｜＜R，即补充定义u（0），使u（z）在｜z｜＜R内调和．证毕．

一般来说u（z）在圆｜z－z0
 ｜＜R内调和，则有

[image: alt]


上述公式称为平均值公式
 ．平均值公式与函数的最大、最小值密切相关，有下面定理．


定理4
 　区域上非常数的调和函数，在区域内取不到它的最大值和最小值．


证明
 　设u（z）在区域D内调和，先证它取不到最大值．令[image: alt]
 ．若M＝+∞，结论显然成立．设M＜+∞，假设有一点z0
 ∈D，使u（z0
 ）＝M，则由平均值公式

[image: alt]


或

[image: alt]


由此推出

[image: alt]


令D1
 ＝｛z∈D：u（z）＝M｝，D2
 ＝｛z∈D：u（z）＜M｝．由上式知D1
 为开集，又由连续性知D2
 也为开集，显然有

D1
 ∪D2
 ＝D，D1
 ∩D2
 ＝∅

根据D是连通区域，推出D1
 ，D2
 必有一为空集．若D2
 ＝∅，D1
 ＝D，这时u（z）在D内恒为M，与假设u（z）非常数相矛盾．所以D1
 ＝∅，D2
 ＝D，即u（z）在D内取不到它的最大值．

因-u（z）亦为D内调和函数，已知-u（z）在D内取不到它的最大值，所以u（z）在D内取不到它的最小值．证毕．

类似于解析函数最大模原理的推论，我们有下面推论．


推论3
 　设D为有界区域，u（z）在D内调和，在[image: alt]
 上连续，则

[image: alt]


若u（z）不为常数，上式中严格不等号成立．


推论4
 　设D为区域，函数u（z）在D内调和，∀ζ∈∂D（ζ可以为∞），

[image: alt]


则

m≤u（z）≤M，　∀z∈D．

若u（z）不为常数，上式中严格不等号成立．

§ 3　Poisson公式与Poisson积分

3.1　Poisson公式

若函数u1
 （z），u2
 （z）在有界区域D内调和，在[image: alt]
 上连续，且在边界∂D上两函数值相等，则由推论3可得出在D内u1
 （z）≡u2
 （z）．这说明调和函数的边界值唯一地决定其内部的值．Poisson公式就是用调和函数在圆周上的值来表示其圆内的值．给出Poisson公式前，先要做些准备工作．


定理5
 （Schwarz公式）　设函数f（z）＝u（z）＋iv（z）在圆｜z｜＜R内解析，在闭圆｜z｜≤R上连续，则

[image: alt]



证明
 　当｜z｜＜R时，由Cauchy公式得

[image: alt]


又由Cauchy定理

[image: alt]


注意到R2
 ＝ζ[image: alt]
 ，将上式化简得

[image: alt]


对上式取共轭得

[image: alt]


（15）＋（16）式得

[image: alt]


证毕．


引理5
 　设u（z）在｜z｜＜R1
 内调和，R＜R1
 ，则当｜z｜＜R时，

[image: alt]



证明
 　在单连通区域｜z｜＜R1
 内，调和函数u（z）有共轭调和函数v（z），所以f（z）＝u（z）＋iv（z）在｜z｜＜R1
 内解析，特别在｜z｜≤R上解析．由Schwarz公式得

[image: alt]


上式取实部，即得

[image: alt]


证毕．


定理6（Poisson公式）
 　设函数u（z）在｜z｜＜R内调和，在｜z｜≤R上连续，则当｜z｜＜R时，

[image: alt]



证明
 　任取0＜r＜1，则u（rz）在[image: alt]
 内调和，由引理5，当｜z｜＜R时有

[image: alt]


因u（z）在｜z｜≤R上连续，所以r→1时，在｜ζ｜＝R上u（rζ）一致地趋于u（ζ）．又因z固定时，

[image: alt]


即[image: alt]
 在｜ζ｜＝R上一致有界，所以r→1时，在｜ζ｜＝R上一致地有

[image: alt]


这样对（18）式令r→1取极限，即得

[image: alt]


证毕．


注1
 　在（17）式中，令[image: alt]
 ，得

[image: alt]


在实变函数中常用上面形式的Poisson公式，而在复变函数中常用（17）形式的Poisson公式．


注2
 　在（17）式中，令u（z）≡1，得

[image: alt]


说明Poisson核是正的，即[image: alt]
 ，而且积分为1．


注3
 　当｜z｜＜R换成｜z－a｜＜R时，Schwarz公式应为（设Imf（a）＝0）

[image: alt]


Poisson公式应为：

[image: alt]


3.2　Poisson积分

Poisson积分要解决如下问题：在圆域的边界上给定一实连续函数，问是否存在一函数u（z），它在圆内调和，在闭圆上连续，并在边界上取给定连续函数的值．这个问题称为Dirichlet问题．


定理7（Poisson积分）
 　设函数u（ζ）在｜ζ｜＝1上逐段连续，则函数

[image: alt]


在｜z｜＜1内调和，在u（ζ）的连续点ζ0
 ，有

[image: alt]



证明
 　先证u（z）在｜z｜＜1内调和．当｜z｜＜1时，

[image: alt]


根据数学分析中黎曼可积性，它确定｜z｜＜1内函数u（z）．因积分

[image: alt]


为Cauchy型积分，由第四章引理2（引理2中假定边界函数连续，事实上逐段连续时引理2仍成立），上述两个积分表示｜z｜＜1内的解析函数，所以函数

[image: alt]


在｜z｜＜1内解析，而u（z）＝Ref（z），故u（z）在｜z｜＜1内调和．

其次证（20）式，由条件知∀ε＞0，∃δ＞0，当｜ζ－ζ0
 ｜＜δ时，[image: alt]
 令[image: alt]
 ．把单位圆周记为C，将C分成两段Cδ
 与C\Cδ
 ，其中Cδ
 ＝C∩V（ζ0
 ；δ）（图7-3）．由注2有
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图　7-3

估计积分I：

[image: alt]


估计积分II：我们限制z，使｜z－ζ0
 ｜＜δ/2，则当ζ∈C\Cδ
 时，｜ζ－z｜≥δ/2，所以
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取[image: alt]
 ，当｜z－ζ0
 ｜＜δ1
 时，
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这样当｜z－ζ0
 ｜＜δ1
 时，
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即

[image: alt]


证毕．


推论5
 　若f（ζ）在｜ζ｜＝1上连续，则存在函数u（z），它在｜z｜＜1内调和，在｜z｜≤1上连续，且在｜ζ｜＝1上取值为f（ζ）．


证明
 　定义

[image: alt]


由上一定理即可看出函数u（z）满足推论要求．证毕．

上述u（z）也记做Pf
 （z）．

§ 4　几个等价命题与Harnack原理

4.1　调和函数的几个等价命题

在叙述命题之前，先定义两个术语．

设函数u（z）在区域D内连续．

（1）∀z0
 ∈D，∃邻域V（z0
 ；δ）⊂D，使得

[image: alt]


则称函数u（z）在D内具有平均值
 性质．

若（21）式中“＝”换成“≤”，则称u（z）在D内具有次平均值
 性质．

（2）若u（z）在D内不为常数，函数在D内必取不到它的最大、最小值，则称u（z）在D内满足最大、最小值原理．


定理8
 　若函数u（z）在区域D内连续，则下列三个命题等价：

（1）函数u（z）是D内的调和函数；

（2）函数u（z）在D内具有平均值性质；

（3）对任一子区域Ω⊂D和Ω内任一调和函数h（z），函数u（z）－h（z）在Ω内满足最大、最小值原理．


证明
 　（1）⇒（2）的证明见第2节推论1．

（2）⇒（3）　因函数u（z）－h（z）和-u（z）＋h（z）在区域Ω内具有平均值性质，根据第2节定理4的证明方法，可证u（z）－h（z）和-u（z）＋h（z）在Ω内满足最大值原理，所以u（z）－h（z）在Ω内满足最大、最小值原理．

（3）⇒（1）　只要证u（z）在D的每点邻域内调和．为此∀z0
 ∈D，取V（z0
 ；δ），使[image: alt]
 （z0
 ；δ）⊂D．利用函数u（z）在圆周｜ζ－z0
 ｜＝δ的值u（ζ），构造调和函数

[image: alt]


如推论5补充定义｜ζ－z0
 ｜＝δ上的值后，h（z）在｜ζ－z0
 ｜＜δ内调和，在｜ζ－z0
 ｜≤δ上连续，且在｜ζ－z0
 ｜＝δ上h（ζ）＝u（ζ）．由假设函数u（z）－h（z）在V（z0
 ；δ）内满足最大、最小值原理，因此在边界｜ζ－z0
 ｜＝δ上取到它的最大、最小值．而函数u（z）－h（z）在｜ζ－z0
 ｜＝δ上恒为零，故在V（z0
 ；δ）内也恒为零，即在V（z0
 ；δ）内u（z）≡h（z），这说明函数u（z）在V（z0
 ；δ）内调和．证毕．

4.2　Harnack原理


定理9（Harnack）
 　设函数un
 （z）（n＝1，2，…）在圆｜z－z0
 ｜＜R内调和，且在圆内满足un
 （z）≤un＋1
 （z）（n＝1，2，…）．则函数序列｛un
 （z）｝在圆内或内闭一致趋于+∞，或内闭一致收敛于调和函数u（z）．


证明
 　考虑递增数列｛un
 （z0
 ）｝．若[image: alt]
 ，证｛un
 （z）｝在圆内内闭一致趋于+∞；若[image: alt]
 ，证序列｛un
 （z）｝在圆内内闭一致收敛．

∀r＜R，∃ρ，满足r＜ρ＜R．当｜z－z0
 ｜≤r及n＞m时，由Poisson公式得

[image: alt]


利用Poisson核的正值性和序列递增性可得

[image: alt]


因此当｜z－z0
 ｜≤r时，有

[image: alt]


若[image: alt]
 ，固定m及um
 （z）在｜z－z0
 ｜≤r上有界，由（22）式左端不等式即可看出序列｛un
 （z）｝在｜z－z0
 ｜≤r上一致趋于+∞，所以序列｛un
 （z）｝在｜z－z0
 ｜＜R内内闭一致趋于+∞．

若[image: alt]
 ，由（22）式右端不等式和收敛原理，即可看出序列｛un
 （z）｝在｜z－z0
 ｜≤r上一致收敛，所以序列在｜z－z0
 ｜＜R内内闭一致收敛．设内闭一致收敛于函数u（z）．

余下证u（z）在｜z－z0
 ｜＜R内调和．容易证明函数u（z）在｜z－z0
 ｜＜R内连续．∀r＜R，当｜z－z0
 ｜＜r时，由Poisson公式
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因｛un
 （z）｝在｜z－z0
 ｜≤r上一致收敛于u（z），所以对上式取极限得

[image: alt]


根据Poisson积分定理，u（z）在｜z－z0
 ｜＜r内调和，由r的任意性知u（z）在｜z－z0
 ｜＜R内调和．证毕．

§ 5　次（下）调和函数

调和函数的基本问题是Dirichlet问题．当区域是圆时，我们用Poisson积分解决了Dirichlet问题．解决一般区域的Dirichlet问题，需要用到次调和函数概念．次调和函数本身也有独立的意义，如解析函数的模是区域内的次调和函数．

在一维情形，调和函数即为线性函数，凸函数就是次调和函数．区间（a，b）上凸函数f（x）的定义为：对（a，b）上任一子区间［x1
 ，x2
 ］，过（x1
 ，f（x1
 ））和（x2
 ，f（x2
 ））两点作线性函数（即直线段）l（x），若x∈（x1
 ，x2
 ）时，有f（x）≤l（x），则称f（x）为凸函数．定义用到在区间［x1
 ，x2
 ］端点取指定值的线性函数l（x）一定存在．对二维情形，在子区域Ω⊂D边界上取指定值的调和函数是否存在，正是我们要解决的问题，所以上述凸函数定义无法移植到二维情形．为此，我们修改凸函数的定义为：对任一子区间（x1
 ，x2
 ）和子区间上任一线性函数h（x），若f（x）－h（x）在（x1
 ，x2
 ）上满足最大值原理（即如果有一点x0
 ∈（x1
 ，x2
 ）取到它的最大值，则f（x）－h（x）在（x1
 ，x2
 ）上为常数），则称f（x）为区间（a，b）上的凸函数．可以证明这两个凸函数定义是等价的，而后一定义可推广到二维情形．


定义5
 　函数v（z）在区域D内连续，若对任一子区域Ω⊂D，和Ω内任一调和函数h（z），函数v（z）－h（z）在Ω内满足最大值原理，则称v（z）是D内的次（下）调和函数
 ．

定义中取Ω＝D，h（z）≡0，得到次调和函数v（z）若不为常数，则在D内取不到它的最大值．由定义可知调和函数也是次调和函数．


引理6
 　函数v（z）在区域D内连续，则v（z）是D内次调和函数的充要条件为：v（z）在D内每点的一个邻域内为次调和．


证明
 　必要性显然．证充分性．对∀Ω⊂D，和Ω内任一调和函数h（z），要证v（z）－h（z）在Ω内满足最大值原理，只要证若z0
 ∈Ω，v（z）－h（z）在z0
 点取到最大值M：

v（z）－h（z）≤v（z0
 ）－h（z0
 ）＝M，　∀z∈Ω，

则v（z）－h（z）在Ω内为常数M．为此令

Ω1
 ＝｛z∈Ω：v（z）－h（z）＝M｝，

Ω2
 ＝｛z∈Ω：v（z）－h（z）＝M｝．

若z1
 ∈Ω1
 ，由条件∃V（z1
 ；δ）⊂D，函数v（z）在V（z1
 ；δ）内为次调和，无妨设V（z1
 ；δ）⊂Ω（否则可缩小δ），函数v（z）－h（z）在V（z1
 ；δ）内满足最大值原理，而v（z1
 ）－h（z1
 ）＝M，故v（z）－h（z）在V（z1
 ；δ）内为常数M，即V（z1
 ；δ）⊂Ω1
 ，这说明Ω1
 为开集．又由连续性知Ω2
 也是开集．因Ω1
 ∪Ω2
 ＝Ω，Ω1
 ∩Ω2
 ＝∅及Ω的连通性，所以Ω1
 ，Ω2
 中必有一个为空集，而z0
 ∈Ω1
 ，故Ω2
 ＝∅，Ω1
 ＝Ω，这证明了v（z）－h（z）在Ω内为常数．证毕．


定理10
 　若函数v（z）在区域D内连续，则v（z）是D内次调和函数的充要条件为：∀z0
 ∈D，∃邻域V（z0
 ；δ）⊂D，使得

[image: alt]


即v（z）在D内具有次平均值性质．


证明
 　必要性
 　∀z0
 ∈D，取δ＝d（z0
 ，∂D）＞0，∀r＜δ，在[image: alt]
 （z0
 ；r）上利用Poisson积分构造函数

[image: alt]


由推论5知h（z）在V（z0
 ；r）内调和，在[image: alt]
 （z0
 ；r）上连续，且在边界｜ζ－z0
 ｜＝r上h（ζ）＝v（ζ）．由定理假设，函数v（z）－h（z）在V（z0
 ；r）内满足最大值原理，因此v（z）－h（z）在[image: alt]
 （z0
 ；r）的最大值在边界的点取到，而v（z）－h（z）在边界上恒为零，所以在V（z0
 ；r）内

v（z）－h（z）≤0．

特别在z0
 点有

[image: alt]



充分性
 　任给子区域Ω⊂D，和Ω内任一调和函数h（z），要证v（z）－h（z）在Ω内满足最大值原理．由定理假设，∀z0
 ∈Ω，∃V（z0
 ；δ）⊂Ω，使得

[image: alt]


（0＜r＜δ），

即函数v（z）－h（z）在Ω内具有次平均值性质．然后用引理6中连通性方法，若v（z）－h（z）在Ω内一点取到最大值，则它在Ω内恒为常数（参看解析函数的最大模原理证明），即v（z）－h（z）在Ω内满足最大模原理．证毕．

根据定理10，容易推出次调和函数的下列性质：


性质1
 　若v（z）是区域D内的次调和函数，c≥0，则cv（z）是D内的次调和函数；


性质2
 　若v1
 （z），v2
 （z）是区域D内的次调和函数，则

（1）v1
 （z）＋v2
 （z）是D内的次调和函数；

（2）v（z）＝max（v1
 （z），v2
 （z））是D内的次调和函数；


性质3
 　若v（z）是区域D内的次调和函数，[image: alt]
 （z0
 ；r）⊂D，Pv
 （z）表示以v（ζ）（｜ζ－z0
 ｜＝r）为边值的Poisson积分，则函数

[image: alt]


为D内的次调和函数．


证明
 　我们只证性质3．显然函数[image: alt]
 （z）在D内连续．当z1
 满足｜z1
 －z0
 ｜＝r时，由假设∃δ1
 ＞0，有

[image: alt]


从次调和函数定义不难看出在D内v（z）≤[image: alt]
 （z），和v（z1
 ）＝[image: alt]
 （z1
 ），所以0＜ρ＜δ1
 时有

[image: alt]


当z1
 属于V（z0
 ，r）或D\V（z0
 ；r）时，∃δ1
 ＞0，使0＜ρ＜δ1
 时上式成立．这说明函数[image: alt]
 （z）在D内具有次平均值性质，由定理10得出[image: alt]
 （z）为D内次调和函数．证毕．

类似于调和函数三个等价命题，对于次调和函数除了定理10所述两个等价命题外，也有下面定理．


定理11
 　若函数v（z）在区域D内二次连续可微，则函数v（z）是D内的次调和函数的充要条件为：

[image: alt]


在D内成立．


证明
 　充分性
 　先设∆v＞0．∀子区域Ω⊂D和Ω内任一调和函数h（z），在Ω内有

[image: alt]


则v（z）－h（z）在Ω内取不到它的最大值．如其不然，存在z0
 ∈Ω，函数v（z）－h（z）在z0
 取到它的最大值，由数学分析中极值必要条件得

[image: alt]


因此[image: alt]
 ，这与条件（23）相矛盾，所以v（z）是D内次调和函数．

其次设∆v≥0，令[image: alt]
 ，则∆vε
 ＞0．由上面证明知vε
 （z）是D内的次调和函数．当ε→0时，vε
 （z）在D内内闭一致收敛于v（z）．所以由vε
 （z）在D内具有次平均值性质，可得v（z）在D内具有次平均值性质，即得v（z）是D内次调和函数．


必要性
 　用反法法．若[image: alt]
 ，由连续性[image: alt]
 ，使得在V（z0
 ；r）内有∆v（z）＜0．由充分性证明知函数-v（z）在V（z0
 ；r）内为次调和函数，记h（z）是以v（ζ）（｜ζ－z0
 ｜＝r）为边值的Poisson积分，则-v（z）＋h（z）在V（z0
 ；r）内满足最大值原理，而它在边界｜ζ－z0
 ｜＝r上恒为零，所以在V（z0
 ；r）内

-v（z）＋h（z）≤0　或　h（z）≤v（z）．

由定理假设v（z）是V（z0
 ；r）内的次调和函数，同理可得在V（z0
 ；r）内

v（z）－h（z）≤0　或　v（z）≤h（z）．

由此推出在V（z0
 ；r）内v（z）≡h（z），即有∆v＝0，这与∆v＜0矛盾．这矛盾说明反证法假设不成立，即∆v≥0．证毕．


注
 　上面次调和函数定义中，前提是函数v（z）连续．其实一般的次调和函数定义中，只要求v（z）为D内的上半连续函数．设D为区域，D上给定函数v：D→［-∞，+∞），∀z0
 ∈D，有

[image: alt]


则称v（z）为D内的上半连续函数
 ．这时前面的定义，定理和性质仍成立．如函数f（z）在区域D内解析，则log｜f（z）｜是上半连续函数．∀z0
 ∈D，若f（z0
 ）≠0，log｜f（z）｜在z0
 邻域调和；若f（z0
 ）＝0，log｜f（z0
 ）＝-∞，所以log｜f（z）｜在D内具有次平均值性质，故log｜f（z）｜为D内的次调和函数．

§ 6　Dirichlet问题

这节讨论一般区域上的Dirichlet问题．设D为有界区域，边界∂D记为Γ，可以由几条简单闭曲线组成，函数f（ζ）在Γ上连续．所谓Dirichlet问题
 ，即求方程

[image: alt]


的边值问题解．下面讨论时对f（ζ）只假定逐段连续，且

[image: alt]


记满足下列条件的函数集合为[image: alt]
 （f）：

（1）v（z）是D内的次调和函数；

（2）[image: alt]


（2）中不等式是说：∀ε＞0，∃V（ζ；δ），当z∈V（ζ；δ）∩D时，有v（z）＜f（ζ）＋ε．

容易看出函数集合[image: alt]
 （f）具有下列性质：


性质1
 　[image: alt]
 （f）非空，事实上v（z）≡-M∈[image: alt]
 （f）；


性质2
 　若v1
 ，v2
 ∈[image: alt]
 （f），则v＝max（v1
 ，v2
 ）∈[image: alt]
 （f），一般地若v1
 ，v2
 ，…，vn
 ∈[image: alt]
 （f），则v＝max（v1
 ，v2
 ，…，vn
 ）∈[image: alt]
 （f）；


性质3
 　若v∈[image: alt]
 （f），则在邻域[image: alt]
 （z0
 ；r）⊂D上修改成调和函数的函数

[image: alt]


仍属于[image: alt]
 （f）；


性质4
 　若v∈[image: alt]
 （f），则在D内有v（z）≤M．


定理12
 　令[image: alt]
 ，则函数u（z）在区域D内调和．


证明
 　由函数类[image: alt]
 （f）的性质4，知u（z）≤M．要证它在D内调和，只要证∀z0
 ∈D，∃[image: alt]
 （z0
 ；r）⊂D，函数u（z）在V（z0
 ；r）内调和．

由u（z0
 ）定义，∃vn
 ∈[image: alt]
 （f），使得

[image: alt]


令V1
 ＝v1
 ，V2
 ＝max（v1
 ，v2
 ），…，Vn
 ＝max（v1
 ，v2
 ，…，vn
 ），…，由于性质2，知Vn
 ∈[image: alt]
 （f）（n＝1，2，…），且序列｛Vn
 （z）｝在D内递增．再令

[image: alt]


由于性质3，[image: alt]
 n
 ∈[image: alt]
 （f），序列｛[image: alt]
 n
 （z）｝仍在D内递增且在V（z0
 ；r）内调和．根据Harnack原理，｛[image: alt]
 n
 （z）｝在V（z0
 ；r）内内闭一致收敛于一调和函数U（z）．在D内有

[image: alt]


由（24）式与上式可得

[image: alt]


要证u（z）在V（z0
 ；r）内调和，只要证在该邻域内U（z）≡u（z），也就是证对V（z0
 ；r）内任意一点z1
 ，有

[image: alt]


为了证明（26），我们故技重演．由u（z1
 ）的定义，∃wn
 ∈[image: alt]
 （f），使得

[image: alt]


令W1
 ＝max（w1
 ，[image: alt]
 1
 ），W2
 ＝max（w1
 ，w2
 ，[image: alt]
 2
 ），…，Wn
 ＝max（w1
 ，w2
 ，…，wn
 ，[image: alt]
 n
 ），…，则Wn
 ∈[image: alt]
 （f）（n＝1，2，…），且序列｛Wn
 （z）｝在D内递增．再令

[image: alt]


则[image: alt]
 n
 ∈[image: alt]
 （f），序列｛[image: alt]
 n
 （z）｝仍在D内递增，且｛[image: alt]
 n
 （z）｝在V（z0
 ；r）内调和．由Harnack原理，序列｛[image: alt]
 n
 （z）｝在V（z0
 ；r）内内闭一致收敛于调和函数U1
 （z）．因在D内有

[image: alt]


由（27）式与上式可得

[image: alt]


再由（25）与（28）式得

[image: alt]


从（28）与（29）我们得出V（z0
 ；r）内调和函数U（z）－U1
 （z）≤0，但在z0
 点取到它的最大值，所以调和函数U（z）－U1
 （z）在V（z0
 ；r）内恒为零，即

U（z）≡U1
 （z），　z∈V（z0
 ；r）．

将上式与（28）式结合起来得

[image: alt]


这就证明了（26）式．由z1
 的任意性，证得在V（z0
 ；r）内

U（z）≡u（z）．

证毕．

讨论调和函数取边值时，只有f（ζ）在ζ0
 ∈Γ连续，得不出

[image: alt]


它还与区域D的几何形状有关．为此引入ζ0
 点闸函数的概念．


定义6
 　设D为有界区域，若存在函数ω（z），它在D内调和，在[image: alt]
 上连续，并满足

[image: alt]


则称ω（z）为ζ0
 点的一个闸函数
 ．


定理13
 　设D为有界区域，ζ0
 ∈Γ＝∂D点有闸函数存在，f（ζ）在Γ上有界：｜f（ζ）｜≤M，在ζ0
 点连续，则上一定理中的调和函数u（z）满足：

[image: alt]



证明
 　只要证

[image: alt]


先证（30）中第一式．可能会想到构造一在D内调和、[image: alt]
 上连续，在边界Γ上大于等于f（ζ），在ζ0
 点取值为f（ζ0
 ）的上控制函数．但具体构造时会遇到很大困难，其实要得到第一式，只要上控制函数在ζ0
 点取值为f（ζ0
 ）＋ε即成．下面我们来构造此函数．∀ε＞0，由f（ζ）在ζ0
 点连续，∃V（ζ0
 ；δ），使得当ζ∈V（ζ0
 ；δ）∩Γ时，有

[image: alt]


设ω（z）为ζ0
 点的闸函数，它在[image: alt]
 \V（ζ0
 ；δ）上有正的下确界ω0
 ．取上控制函数为：

[image: alt]


当ζ∈Γ∩V（ζ0
 ；δ）时，由（31）式得

[image: alt]


当ζ∈Γ\V（ζ0
 ；δ）时，

[image: alt]


所以当ζ∈Γ时，

[image: alt]


∀v∈[image: alt]
 （f），由[image: alt]
 （f）类的条件（2）与上式，得∀ζ∈Γ，

[image: alt]


根据下调和函数的最大值原理，在D内有

v（z）≤W（z）．

也就有

[image: alt]


因此得

[image: alt]


由ε的任意性，即得

[image: alt]


再证（30）式中第二式．先构造在D内调和、[image: alt]
 上连续，在边界Γ上小于等于f（ζ），在ζ0
 点取值为f（ζ0
 ）－ε的下控制函数．取下控制函数为：

[image: alt]


当ζ∈Γ∩V（ζ0
 ；δ）时

[image: alt]


当ζ∈Γ\V（ζ0
 ；δ）时，

V（ζ）≤f（ζ0
 ）－ε－（M＋f（ζ0
 ））＝-M－ε≤f（ζ）．

所以当ζ∈Γ时，V（ζ）≤f（ζ）．由[image: alt]
 （f）定义知V∈[image: alt]
 （f）．故在D内有

u（z）≥V（z），

对上式取下极限得

[image: alt]


由ε的任意性，即得

[image: alt]


结合（32）与（33）式证得

[image: alt]


证毕．

什么样的区域其边界点有闸函数存在呢？下面我们给出一个充分条件．


引理7
 　设D为有界区域，ζ0
 ∈Γ＝∂D，若存在以ζ0
 为端点的线段［ζ0
 ，ζ1
 ］，除ζ0
 外该线段落在[image: alt]
 的外部，即

[image: alt]


则ζ0
 点的闸函数存在．


证明
 　作分式线性变换[image: alt]
 ，它把［ζ0
 ，ζ1
 ］变为ξ平面上负实轴［-∞，0］，把D变为[image: alt]
 \［-∞，0］中区域G，原点ξ＝0为G的边界点，且

[image: alt]


再作[image: alt]
 变换，把[image: alt]
 \［-∞，0］变为w平面上的右半平面，把G变为右半平面上区域Ω，w＝0是Ω的边界点，且

[image: alt]


所以映射[image: alt]
 在D内解析，在[image: alt]
 上连续，把[image: alt]
 变为Ω，把ζ0
 变为w＝0（图7-4）．显然取

[image: alt]


符合闸函数的所有条件．证毕．

[image: alt]


图　7-4

综合上面讨论，我们已证明了下面定理．


定理14
 　设D为有界区域，Γ为D的边界，若Γ上每一点ζ是[image: alt]
 外部开集中一线段的端点，f（ζ）在Γ上连续，则存在函数u（z），它在D内调和，在[image: alt]
 上连续，且u（ζ）＝f（ζ）（ζ∈Γ）．

若D是由Jordan曲线族[image: alt]
 围成的n＋1连通区域，D可以不满足定理14中的条件，但我们能证明Dirichlet问题仍有解．当然，D不满足定理14中条件时，Dirichlet问题可以无解，如区域D：0＜｜z｜＜R，给定边值函数

[image: alt]


则Dirichlet问题无解．如果有解u（z），它在0＜｜z｜＜R内调和，在0≤｜z｜≤R上连续，u（0）＝1，u（ζ）＝0（｜ζ｜＝R），则由推论2，事实上函数u（z）在｜z｜＜R内调和，再由最大最小值原理，知u（z）恒为零，这与u（0）＝1矛盾．

习题

1．设函数u（z）在区域D内调和，满足[image: alt]
 的点z0
 称为u（z）的临界点
 ．证明：若临界点的集合E在D内有一极限点，则u（z）为常数．

2．设函数u（z）在区域D内调和，且在邻域V（z0
 ；δ）⊂D内恒为零，证明u（z）在D内恒为零．

3．设函数f（z）在区域D内解析，且不为零，证明log｜f（z）｜为D内调和函数．

4．设函数u（z）在区域D内调和，证明[image: alt]
 为D内复调和函数．

5．设f（z）与f2
 （z）是区域D内复调和函数，证明f（z）或[image: alt]
 在D内解析．

6．设函数u（z）在0＜｜z｜＜R内调和，在0＜｜z｜≤R上连续有界，且[image: alt]
 ，证明u（z）≡0．

（提示：考虑函数u（z）＋εlog｜z｜）

7．证明｜z｜＜1内调和函数

[image: alt]


的径向极限为零：

[image: alt]


8．若函数u（z）是｜z｜＜1内正的调和函数，u（0）＝1，证明：

[image: alt]


且上述不等式不能改进．

9．设函数f（z）＝u（z）＋iv（z）在｜z｜＜R内解析，证明：

[image: alt]


10．设f（z）为整函数，满足

[image: alt]


证f（z）为常数．

11．设函数u（z）在｜z｜＜1内调和，在｜z｜≤1上除z＝1点外连续、有界．证明当｜z｜＜1时，Poisson公式成立：

[image: alt]


12．令[image: alt]
 把上半平面Imz＞0映为单位圆｜w｜＜1，把上半平面内点z＝x＋iy映为单位圆内一点w，把边界点z＝t映为单位圆周上点ζ．证明：

[image: alt]


13．设函数u（z）在Imz＞0内调和，在Imz≥0上连续、有界．则Imz＞0时，

[image: alt]


14．设函数u（z）在区域D内调和，证明u2
 （z）为D内次调和函数．

15．设f（z）在区域D内解析，p＞0，证明｜f（z）｜p
 为D内次调和函数．

（提示：证每点次平均值不等式成立）．

16．设函数u（z）在区域D内调和，p≥1，证明｜u（z）｜p
 为D内次调和函数．

（提示：若u（z0
 ）≠0，则在z0
 某邻域上｜u｜＝u或-u）

17．设v1
 （z），v2
 （z）为区域D内次调和函数，证明

v（z）＝max（v1
 （z），v2
 （z））

为D内次调和函数．

18．设u（z）在区域D内调和，证明：

（1）∀z0
 ∈D，有

[image: alt]


（2）[image: alt]
 为D内次调和函数．


第八章　解析开拓

这章讨论的问题是：区域D内的解析函数f（z）能否解析地开拓成更大区域G⊃D内的解析函数．首先给出什么样的解析函数一定具有某种不可开拓性，其次说明什么样的解析函数一定能够开拓，最后讨论在什么条件下，开拓得到的函数是单值解析函数．

§ 1　解析开拓概念与幂级数解析开拓

1.1　解析开拓概念

前面都是在给定区域内讨论解析函数，解析开拓事实上是讨论两个不同区域内两解析函数的关系，所以我们把区域D和D内的解析函数f（z）合在一起称为一个解析元素
 ，记做（f，D）．若两个解析元素（f1
 ，D1
 ），（f2
 ，D2
 ），且D1
 ∩D2
 ≠∅（图8-1），对∀z∈D1
 ∩D2
 ，有

f1
 （z）＝f2
 （z），

[image: alt]


图　8-1

则称一个解析元素是另一个解析元素的直接解析开拓
 ，记做

（f1
 ，D1
 ）～（f2
 ，D2
 ）．

如令G＝D1
 ∪D2
 ，在G内定义函数

[image: alt]


则F（z）在G内解析．这就把D1
 内解析函数f1
 （z）解析开拓到更大的区域G，且开拓是唯一的．事实上，假如还有另一种方法把f1
 （z）解析开拓成G内解析函数[image: alt]
 （z），根据解析函数唯一性定理，两函数在D1
 ⊂G内恒等，必在G内恒等，即F（z）≡[image: alt]
 （z）．

若有一串解析元素

[image: alt]


其中（fk
 ，Dk
 ）与（fk＋1
 ，Dk＋1
 ）（k＝1，2，…，n－1）彼此是直接解析开拓，则称（1）是解析元素链
 ，解析元素（fn
 ，Dn
 ）是解析元素（f1
 ，D1
 ）的解析开拓
 ．当然，（f1
 ，D1
 ）也是（fn
 ，Dn
 ）的解析开拓．

在解析开拓定义中，当D1
 ∩Dn
 ≠∅时，得不出（fn
 ，Dn
 ）是（f1
 ，D1
 ）的直接解析开拓．例如我们考虑三个解析元素（fi
 ，Di
 ）（i＝1，2，3），D1
 ，D2
 ，D3
 分别是以1，[image: alt]
 为心、以1为半径的圆，f1
 （z）为[image: alt]
 在D1
 上取f1
 （1）＝1的单值分支，f2
 （z）为[image: alt]
 在D2
 上取[image: alt]
 的那个单值分支，f3
 （z）为[image: alt]
 在D3
 上取[image: alt]
 的那个单值分支（图8-2）．可以看出

（f1
 ，D1
 ）～（f2
 ，D2
 ），　（f2
 ，D2
 ）～（f3
 ，D3
 ）．

[image: alt]


图　8-2

这时D1
 ∩D3
 ≠∅，但在D1
 ∩D3
 上有f3
 （z）＝-f1
 （z），所以（f3
 ，D3
 ）不是（f1
 ，D1
 ）的直接解析开拓．


引理1
 　若Di
 为圆域（i＝1，2，3），且D1
 ∩D2
 ∩D3
 ≠∅．又设解析元素（f1
 ，D1
 ）～（f2
 ，D2
 ），（f2
 ，D2
 ）～（f3
 ，D3
 ），则有

（f1
 ，D1
 ）～（f3
 ，D3
 ）．


证明
 　记∆＝D1
 ∩D2
 ∩D3
 ，由条件∆为区域，且在∆内有

[image: alt]


当Di
 为圆域时，D1
 ∩D3
 是连通区域，∆⊂D1
 ∩D3
 ，所以由（2）式和解析函数唯一性定理得

f1
 （z）＝f3
 （z），　∀z∈D1
 ∩D3
 ，

即（f1
 ，D1
 ）～（f3
 ，D3
 ）．证毕．


定义1
 　一个解析元素（f1
 ，D1
 ）的全部解析开拓形成一个集，这个集称为解析元素（f1
 ，D1
 ）所生成的完全解析函数
 ．

完全解析函数定义与通常函数定义是不一致的，因为它没有函数定义中要求的定义域与对应规则．要使完全解析函数定义符合通常的函数定义，必须引入黎曼曲面，完全解析函数可以看成是黎曼曲面上的解析函数．这超出基础课的范围．因为我们只讨论最简单曲面[image: alt]
 及其子区域上的解析函数，而讨论任意具有复结构曲面上的解析函数是属于黎曼曲面课程的内容．

若（fn
 ，Dn
 ）是（f1
 ，D1
 ）的解析开拓，显然由（f1
 ，D1
 ）和（fn
 ，Dn
 ）所生成的完全解析函数是一样的，所以在完全解析函数定义中，初始解析元素并无特殊的意义．

1.2　幂级数的解析开拓

设幂级数

[image: alt]


的收敛半径为R（0＜R＜+∞），它的和函数f（z）在收敛圆｜z｜＜R（记做D）内解析．我们讨论解析元素（f，D）的开拓性质．


定义2
 　设D为圆域，f（z）在D内解析，ζ0
 ∈∂D，若存在邻域V＝V（ζ0
 ；δ）及V内解析函数g（z），使得

（f，D）～（g，V），

则称ζ0
 为函数f（z）的正则点
 ，∂D上的非正则点称为f（z）的奇异点
 ．

从定义不难看出下列诸点：

（1）函数f（z）的正则点集是∂D上的开集，因此奇异点集就是∂D上的闭集；

（2）设D是以原点为心、R为半径的圆，ζ0
 ∈∂D，在半径［0，ζ0
 ］内任取一点z0
 ，f（z）在z0
 的邻域内可展为Taylor级数：

[image: alt]


设上式幂级数有收敛半径ρ．则当ζ0
 是正则点时，ρ＞R－｜z0
 ｜，当ζ0
 是奇异点时，ρ＝R－｜z0
 ｜；

（3）f（z）的导函数f′（z）和原函数F（z）有相同的正则点与奇异点；

（4）f（z）的正则点可以是幂级数（3）的收敛点或发散点，f（z）的奇异点也可以是幂级数（3）的收敛点或发散点．


定理1
 　在幂级数（3）的收敛圆周上，至少有一个和函数的奇异点．


证明
 　用反证法．假设收敛圆周C：｜z｜＝R上每个点都是正则点，则由C的紧性，存在圆心在C上的n个邻域Vk
 ＝V（ζk
 ；δk
 ）和Vk
 内解析函数fk
 （z），使得

[image: alt]


若Vi
 ∩Vj
 ≠∅，考查ζi
 ，ζj
 两点的连线，即知Vi
 ∩Vj
 ∩D≠∅．由引理1得

（fi
 ，Vi
 ）～（fj
 ，Vj
 ）．

所以在Ω＝D∪V1
 ∪…∪Vn
 内可以定义解析函数g（z）：

[image: alt]


由于[image: alt]
 ⊂Ω，∃ε＞0，使圆｜z｜＜R＋ε包含在Ω内，函数g（z）在｜z｜＜R＋ε内可展为Taylor级数，显然该Taylor级数即为（3）中幂级数，从而推出（3）中幂级数收敛半径≥R＋ε，这与已知幂级数收敛半径为R相矛盾．此矛盾说明在收敛圆周上必有和函数的奇异点．证毕．

定理说明在收敛圆内一定存在一条半径，和函数不能沿该半径方向解析开拓到收敛圆外．已知在收敛圆周上至少有和函数的一个奇异点，那么至多可以有几个奇异点呢？我们来看例子．


例
 　证明：幂级数

[image: alt]


的收敛圆周上的每个点都是f（z）的奇异点．


证明
 　由

[image: alt]


得[image: alt]
 ，所以收敛半径R＝1．要证｜z｜＝1上的每个点皆为f（z）的奇异点，只要证｜z｜＝1上有一稠密集E的点为f（z）的奇异点．因为f（z）的奇异点集为｜z｜＝1上的闭集，所以该奇异点集应包含[image: alt]
 ＝｛z：｜z｜＝1｝，即｜z｜＝1上的每个点皆为f（z）的奇异点．

考虑集合

[image: alt]
 ：整数p≥0，整数q＞0，p/q为既约数｝，显然集合E是｜z｜＝1上的稠密集．任取[image: alt]


[image: alt]


记

[image: alt]


它是［0，1）区间上的递增函数，我们来证

[image: alt]


如果不然，设[image: alt]
 ，则N＞q时，

[image: alt]


得

[image: alt]


令r→1-
 ，可得

N－q≤M，

由N的任意性即得矛盾．所以（5）式成立：再由（4）式得

[image: alt]


令r→1-
 有

[image: alt]


这表明ζ1
 是f（z）的奇异点．由ζ1
 任意性，E为f（z）的奇异点集．证毕．


定义3
 　若区域D内存在一个解析函数f（z），它不可能开拓成更大区域内的解析函数，则称D为全纯域
 ，∂D称为该函数的自然边界
 ．

例子说明单位圆是全纯域，｜z｜＝1是例子中函数的自然边界．可以证明复平面上的任意区域D都是全纯域．证明思路是：任取D的内点集E，使∂D的每一点都是E的极限点，而在D内无E的极限点，然后构造D内不恒为零的解析函数f（z），它仅以E中的点为其零点．显然f（z）不可能解析开拓到更大的区域上去．

§ 2　对称原理

在讨论什么样的解析函数可开拓前，先证两个引理．


引理2
 　设区域Ω被可求长开弧γ分成两个区域D1
 ，D2
 ：Ω\γ＝D1
 ∪D2
 ．函数f（z）在Ω内连续，在Dj
 （j＝1，2）内解析，则f（z）在Ω内解析（图8-3）．

[image: alt]


图　8-3


证明
 　由Morera定理，只要证对任一可求长简单闭曲线l，其内部属于Ω，有

[image: alt]


即成．若l⊂Dj
 ∪γ（j＝1，2），则由Cauchy定理知（6）式成立．若l同时属于D1
 和D2
 ，记lj
 是l属于Dj
 的那部分（j＝1，2），γ在l内部那部分记做l0
 ，取定l0
 定向，使l1
 ＋l0
 构成一简单闭路，此时[image: alt]
 也为一简单闭路，应用Cauchy定理，得

[image: alt]


故（6）式成立．证毕．


引理3
 　设区域Ω关于实轴对称，实轴上的区间（a，b）⊂Ω．函数F（z）在Ω内解析，在区间（a，b）内取实值，则

[image: alt]



证明
 　记[image: alt]
 ，由Ω的对称性，知G（z）在Ω内定义．∀z0
 ∈Ω，有

[image: alt]


这表明[image: alt]
 存在，由z0
 的任意性，得G（z）在Ω内解析．又由条件在（a，b）上F（z）与G（z）的值相等，根据解析函数的唯一性定理，在Ω内[image: alt]
 证毕．

定理说明若映射F把实区间映为实区间，则一定把关于实轴的对称点映为关于实轴的对称点（图8-4）．初等函数ez
 ，sinz，cosz，logz，zα
 （α∈[image: alt]
 ）都有此性质．

[image: alt]


图　8-4


定理2
 　设区域D位于实轴的一侧，其边界包含实轴上的开线段S，D′是D关于实轴的对称区域．若函数f（z）在D内解析，在D∪S上连续，且在S上取实值．则存在函数F（z），满足：

（1）在区域[image: alt]
 内解析，且在D内F（z）＝f（z）；

（2）[image: alt]



证明
 　定义

[image: alt]


从引理3的证明知F（z）在D′内解析．当z∈D′趋于x∈S时，由条件得

[image: alt]


上式说明F（z）在Ω内连续，应用引理2得F（z）在Ω内解析，定理第一个结论证完．第二个结论由引理3即得．证毕．


定理3
 　记号D，D′，S同定理2，若函数v（z）在D内调和，在D∪S上连续，且在S上取值为零，则函数

[image: alt]


在区域Ω＝D∪S∪D′内调和．


证明
 　因v（[image: alt]
 ）＝v（x，-y），直接计算可验证其在D′内满足Laplace方程，所以V（z）在D′内调和．容易看出V（z）在Ω内连续．要证V（z）在Ω内具有平均值性质，只要证z0
 ＝x0
 ∈S时，平均值公式成立．这时V（x0
 ）＝0，而

[image: alt]


因此V（z）在Ω内具有平均值性质，所以V（z）在Ω内调和．证毕．

利用定理3我们可以将定理2中条件稍加减弱．


定理4
 　记号D，D′，S，Ω同定理2，函数f（z）在D内解析，[image: alt]
 在D∪S上连续，且在S上取值为零．则f（z）可解析开拓到Ω（开拓后函数仍记为f（z）），且[image: alt]



证明
 　只要证得u（z）＝Ref（z）在D∪S上连续，本命题可归结为定理2．为此作单连通区域G，使

S⊂G⊂Ω．

由定理3，调和函数v（z）可调和开拓到Ω（开拓后函数仍记为v（z）），因此它在G内调和，所以在G内存在v（z）的共轭调和函数-[image: alt]
 （z）（即[image: alt]
 ，v满足C-R方程）．而在D∩G内已知v（z）有共轭调和函数-u（z），所以在D∩G内u（z）＝[image: alt]
 （z）＋α，其中α为实常数，这表明u（z）可以连续开拓到D∪S．证毕．

由于直线只是圆周的特殊情形，我们不难把上面解析函数的对称原理推广到一般情形．


定理5
 　设区域D为圆周C内的区域，D的边界一部分为C上圆弧S，D′为D关于C的对称区域．函数f（z）在D内解析，在D∪S上连续，f（S）为圆周K上一段圆弧F（图8-5）．若K的圆心b不属于f（D），则f（z）可解析开拓到区域Ω＝D∪S∪D′；若K的圆心b属于f（D），则f（z）可半纯地开拓到区域Ω．
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图　8-5


证明
 　设圆周C的圆心为a，半径为r．圆周K的圆心为b，半径为R．在Ω＝D∪S∪D′上考查函数

[image: alt]


我们来说明F（z）或是Ω内解析函数，或是半纯函数．为此令

[image: alt]


记E关于C的对称点集为E′⊂D′．则F（z）在Ω\E′上取有限值，在E′上取值为∞．

在D′\E′上，记[image: alt]
 ，则有

[image: alt]


所以F（z）在D′\E′上解析，E′为F（z）的孤立奇点集．由函数的连续性，知E′为F（z）的极点集．

讨论F（z）在S上的解析性，首先注意F（z）在S上连续．事实上只要说明[image: alt]
 时，[image: alt]
 ．因

[image: alt]


和定理的假设，可得

[image: alt]


故F（z）在z0
 点连续．由z0
 的任意性，F（z）在S上连续．再由引理2，得F（z）在S的每点邻域内解析．

总之，若[image: alt]
 ，集合E＝E′＝∅，这时f（z）可解析开拓到区域Ω；若b∈f（D），集合E≠∅，也就有E′≠∅，这时f（z）可半纯地开拓到区域Ω．证毕．


注
 　若K为直线时，类似可证f（z）可解析开拓到区域Ω．


定理6
 　记号D，D′，S，C同定理5，设函数f（z）在D内解析，v（z）＝Imf（z）在D∪S上连续，且v（z）在圆弧S上取值为零．则f（z）可解析开拓到区域Ω＝D∪S∪D′．

§ 3　单值性定理

3.1　沿曲线的解析开拓

设f0
 （z）在圆域D0
 内解析，a∈D0
 ，γ：［0，1］→[image: alt]
 为一连续曲线，a＝γ（0），b＝γ（1）．我们要定义解析元素（f0
 ，D0
 ）沿曲线γ解析开拓的概念．

给定一串圆域

[image: alt]


若[image: alt]
 ，则称（7）为一圆链
 ．若存在区间［0，1］的分法T：

0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ＝1＝tn＋1
 ，

使[image: alt]
 ，1，…，n），则称（7）是一覆盖曲线γ的圆链
 （图8-6）．几何上表示γ的第k个子弧段包含在第k个圆域内，且γ的每一个分点对应一个圆域．

[image: alt]


图　8-6


定义4
 　给定解析元素（f0
 ，D0
 ）和连续曲线γ：［0，1］→[image: alt]
 ，a＝γ（0）∈D0
 ，b＝γ（1）．若存在覆盖γ的圆链｛D0
 ，D1
 ，…，Dn
 ｝和相应的解析元素链

（f0
 ，D0
 ），（f1
 ，D1
 ），…，（fn
 ，Dn
 ），

则称（f0
 ，D0
 ）可以沿曲线γ解析开拓
 ．也称上述解析元素链为（f0
 ，D0
 ）沿γ的解析开拓，（fn
 ，Dn
 ）是（f0
 ，D0
 ）沿γ解析开拓到b点的解析元素．

要说明定义4有意义，必须证明沿曲线γ的解析开拓只与（f0
 ，D0
 ）和γ有关，而与覆盖γ的圆链取法无关．下面引理即说明这一事实．


引理4
 　设｛D0
 ，D1
 ，…，Dn
 ｝和｛G0
 ，G1
 ，…，Gm
 ｝为覆盖γ：［0，1］→[image: alt]
 的两个圆链，a＝γ（0）∈D0
 ∩G0
 ，b＝γ（1）∈Dn
 ∩Gm
 ．相应有两个解析元素链：

（f0
 ，D0
 ），（f1
 ，D1
 ），…，（fn
 ，Dn
 ）

和

（g0
 ，G0
 ），（g1
 ，G1
 ），…，（gm
 ，Gm
 ）．

若（f0
 ，D0
 ）～（g0
 ，G0
 ），则（fn
 ，Dn
 ）～（gm
 ，Gm
 ）．


证明
 　首先设两个覆盖γ的圆链所对应的区间［0，1］的分法T相同，这时n＝m，且记T为：

0＝t0
 ＜t1
 ＜…＜tn
 ＝1＝tn＋1
 ．

由条件z1
 ＝γ（t1
 ）∈D0
 ∩D1
 ∩G0
 ，和（f0
 ，D0
 ）～（f1
 ，D1
 ），（f0
 ，D0
 ）～（g0
 ，G0
 ）．根据引理1得

（f1
 ，D1
 ）～（g0
 ，G0
 ）．

又由z1
 ∈G0
 ∩G1
 ∩D1
 和（g0
 ，G0
 ）～（g1
 ，G1
 ）及上式，再根据引理1得

（f1
 ，D1
 ）～（g1
 ，G1
 ）．

这样依照数学归纳法，即可得（fn
 ，Dn
 ）～（gn
 ，Gn
 ）．

其次设两个圆链所对应的区间［0，1］的分法T1
 ，T2
 不同．把两个分法的分点合起来得一分法T，使问题转化为对应于同一分法T的两个圆链．T看成由T1
 添加T2
 的分点所得，设T1
 的第k个小区间内部有T2
 的jk
 （jk
 ≥0，k＝1，2，…，n）个分点，则分法T对应一解析元素链：

[image: alt]


同理T也可看成由T2
 添加T1
 的分点所得，设T2
 的第k个小区间内部有T1
 的lk
 （lk
 ≥0，k＝1，2，…，m）个分点，则分法T也对应一解析元素链：

[image: alt]


（若lk
 ，jk
 中为零时，表示第k个解析元素不重复）．然后应用已证明的第一部分结果，即得

（fn
 ，Dn
 ）～（gm
 ，Gm
 ）．

证毕．

引理说明若f0
 与g0
 在起点a的邻域内的函数值相同，若解析元素可以沿覆盖γ的圆链解析开拓，则所得函数fn
 与gm
 在终点b的邻域内的值也相同．因此定义解析元素（f0
 ，D0
 ）沿γ的解析开拓，可以用（f0
 ，D0
 ）沿任一覆盖γ的圆链的解析元素链来定义．

设（f0
 ，D0
 ）为解析元素，a∈D0
 ⊂Ω．如果对于起点在a的任一连续曲线γ⊂Ω，（f0
 ，D0
 ）沿γ的解析开拓总存在，则称（f0
 ，D0
 ）在Ω内可以无限制地解析开拓．

3.2　单值性定理

单值性定理就是要讨论如下问题：设（f0
 ，D0
 ）在区域Ω内可以无限制地解析开拓，γ0
 ，γ1
 为Ω内两条连接a，b的连续曲线，问（f0
 ，D0
 ）沿γ0
 与γ1
 解析开拓到b点的解析元素，在b点邻域内是否恒等．如果对γ0
 ，γ1
 不附加条件，回答是否定的．如果γ0
 在Ω内可以连续地变为γ1
 ，则回答是肯定的．为此需要下面定义．


定义5
 　设γ0
 ，γ1
 为Ω内连接a，b两点的两条曲线．若存在连续映射φ：［0，1］×［0，1］→Ω，满足：

[image: alt]


则称曲线γ0
 ，γ1
 在Ω内同伦
 ．

令γs
 ＝φ（t，s），它是Ω内连接a，b的一条曲线．当s由0变到1时，曲线γ0
 通过曲线γs
 ，连续地变为曲线γ1
 （图8-7）．这就是同伦的几何意义．

[image: alt]


图　8-7


定理7（单值性定理）
 　设（f0
 ，D0
 ）为一解析元素，a∈D0
 ⊂Ω，（f0
 ，D0
 ）在区域Ω内可以无限制地解析开拓．γ0
 ，γ1
 为Ω内连接a，b的两条曲线，且在Ω内同伦．记[image: alt]
 为（f0
 ，D0
 ）沿γs
 解析开拓到b点的解析元素（其中ns
 为正整数），则

[image: alt]



证明
 　由条件在［0，1］×［0，1］上存在二元连续函数φ（t，s）．记γs
 （t）＝φ（t，s），固定s∈［0，1］，由已知条件存在覆盖γs
 的圆链[image: alt]
 ．记域

[image: alt]


则紧集γs
 （［0，1］）包含在G内，所以

[image: alt]


再由φ（t，s）的一致连续性，∃δ＞0，当｜s－s′｜＜δ时，有

[image: alt]


这说明圆链[image: alt]
 同样覆盖曲线[image: alt]
 [image: alt]
 ．所以[image: alt]
 也是（f0
 ，D0
 ）沿[image: alt]
 解析开拓到b点的解析元素．根据引理4得

[image: alt]


由此得出，区间［0，1］上每点s，存在一邻域∆＝（s－δ，s＋δ），对参数s属于此邻域内的任意两条曲线[image: alt]
 沿曲线[image: alt]
 ，[image: alt]
 解析开拓到b点的解析元素满足

[image: alt]


［0，1］为紧集，总可用有限个开邻域∆1
 ，…，ΔN
 覆盖它，所以总存在N＋1个点：

s＝0＜s1
 ＜s2
 …＜sN-1
 ＜sN
 ＝1

使

[image: alt]


证毕．

由于单连通区域内连接任意两点的任意两条连续曲线是同伦的（证明略），所以我们可得下面结论．


推论
 　设Ω为单连通区域，（f0
 ，D0
 ）为一解析元素，a∈D0
 ⊂Ω．若（f0
 ，D0
 ）可以在Ω内无限制地解析开拓，则存在Ω内单值解析函数f（z），在D0
 内，f（z）＝f0
 （z）．


证明
 　∀b∈Ω，用位于Ω内的曲线γ连接a，b．设（f0
 ，D0
 ）沿γ解析开拓为

（f0
 ，D0
 ），（f1
 ，D1
 ），…，（fn
 ，Dn
 ），b∈Dn
 ．

则定义

f（b）＝fn
 （b）．

由单值性定理，f（b）与曲线γ的取法无关，所以f（b）由b点唯一确定．由b的任意性，即得Ω内定义的单值函数f（z），显然在D0
 内，f（z）＝f0
 （z）．其次证f（z）在Ω内解析．如上取b，γ和z∈Dn
 ，及连接a，z的曲线γ∪［b，z］，则（f0
 ，D0
 ）沿该曲线的解析开拓为：

（f0
 ，D0
 ），（f1
 ，D1
 ），…，（fn
 ，Dn
 ，fn
 ，Dn
 ）．

根据f（z）定义，得z∈Dn
 时，

f（z）＝fn
 （z）．

所以f（z）在b点邻域解析．由b点的任意性，得f（z）在Ω内解析．证毕．


注1
 　推论主要应用之一是证明Picard小定理（见第四章第三节），我们只介绍证明的思路．证明关键是构造模函数λ（z），它在单位圆D内解析，λ′（z）≠0，把单位圆映满区域[image: alt]
 ，反函数λ-1
 （w）为多值函数，可用如下办法得到．因λ′（z0
 ）≠0（z0
 ∈D），函数λ（z）在w0
 ＝λ（z0
 ）的邻域内可求出反函数，然后沿Ω内自w0
 点出发的连续曲线解析开拓，设想对所有可能的这种曲线已经解析开拓，于是得Ω上多值函数λ-1
 （w），其值域为D．若整函数f（z）不取值0，1，设f（0）＝w0
 ∈Ω，则在原点邻域λ-1
 （f（z））可取出单值分支，然后在[image: alt]
 内沿自原点出发的连续曲线解析开拓，由单值性定理，得到[image: alt]
 上单值解析函数，仍记为λ-1
 （f（z））．再由Liouville定理得λ-1
 （f（z））为常数，从而f（z）为常数．


注2
 　推论的条件中除要求Ω是单连通区域外，还要求对任意一点z∈Ω，任意一条连接a，z的曲线γ，（f0
 ，D0
 ）都可沿γ解析开拓．若条件改为任意一点z∈Ω，存在一条连接a，z的曲线γ，解析元素（f0
 ，D0
 ）可以沿γ解析开拓，则推论的结论可以不成立．我们考查下面例子．

函数w＝z3
 －3z把[image: alt]
 映满[image: alt]
 ，w′（0）＝-3≠0，所以在z＝0邻域内单叶，在w（0）＝0的邻域D0
 ＝V（0；δ）内反函数z＝f0
 （w）存在．

为了说明对于[image: alt]
 中每一点w，存在一条连接0，w的曲线γ，使（f0
 ，D0
 ）可以沿γ解析开拓．我们来看w＝z3
 －3z的反函数的黎曼曲面．因w′（±1）＝0，所以w（±1）＝∓2为反函数的分支点．映射w＝z3
 －3z把z＝x＋iy映为

（x＋iy）3
 －3（x＋iy）＝x（x2
 －3y2
 －3）＋iy（3x2
 －y2
 －3）．

可见映射把双曲线3x2
 －y2
 ＝3映为w平面上的实区间．把双曲线的右边一支映为w平面上区间（-∞，-2］；把双曲线的左边一支映为区间［2，+∞）．根据解析函数把区域映为区域和把边界正定向映为边界正定向．所以把右边一支以右的区域D1
 映为G1
 ＝[image: alt]
 \（-∞，-2］，把左边一支以左的区域D3
 映为G3
 ＝[image: alt]
 \［2，+∞），把中间区域D2
 映为G2
 ＝[image: alt]
 \｛（-∞，-2］∪［2，+∞）｝（图8-8）．

[image: alt]


图　8-8

当把D1
 ，D2
 的公共边界粘合在一起，相应地把G1
 ，G2
 的切口（-∞，-2］的上、下边沿交岔地粘在一起．同样把D2
 ，D3
 的公共边界粘在一起，相应地把G2
 ，G3
 的切口（2，+∞）的上、下边沿交岔地粘在一起．这样由G1
 ，G2
 ，G3
 构造出一张黎曼曲面S，函数w＝z3
 －3z的反函数z＝f（w）在S上解析．回到解析元素（f0
 ，D0
 ），D0
 ⊂G2
 ．当w∈[image: alt]
 \｛±2｝时，对任意一条连接0，w的连续曲线γ⊂[image: alt]
 \｛±2｝，总可将它放置到黎曼面S上，看成S上的一条从w＝0∈G2
 出发的连续曲线γ，所以（f0
 ，D0
 ）可以沿γ解析开拓．当w＝2时，线段［0，2］不能放置到S上，看成S上一条从w＝0∈G2
 出发的曲线，所以（f0
 ，D0
 ）不能沿线段［0，2］解析开拓，但可以沿如图8-9中的曲线γ解析开拓．这说明（f0
 ，D0
 ）对每一点w∈[image: alt]
 ，存在一条连接0，w的曲线γ，（f0
 ，D0
 ）可以沿γ解析开拓，但反函数为三值函数，显然不可能在[image: alt]
 上单值解析．

[image: alt]


图　8-9

习题

1．设a＝i，证明级数

1＋az＋a2
 z2
 ＋…＋an
 zn
 ＋…

与级数

[image: alt]


所定义的函数互为直接解析开拓．

2．设函数f（z）在｜z｜＜1内解析，且[image: alt]
 时满足

f（2z）＝2f（z）f＇（z）．

证明f（z）可解析开拓到[image: alt]
 ．

3．设函数f（z）除z0
 ∈D外在D内解析，z0
 为f（z）的一级极点，留数为α，则函数

[image: alt]


在D内解析．

4．证明：若和函数[image: alt]
 在收敛圆周上有一奇异点z0
 ，并可解析开拓到[image: alt]
 ，z0
 为f（z）的一级极点，则

（1）幂级数[image: alt]
 在收敛圆周上处处发散；

（2）[image: alt]


（提示：利用上一题）

5．若函数[image: alt]
 在收敛圆周上有一个极点z1
 （即f（z）可解析开拓到空心邻域V*
 （z1
 ；δ）），证明幂级数[image: alt]
 在收敛圆周｜z｜＝R上处处发散．（说明有理函数的幂级数在收敛圆周上处处发散）．

（提示：设ζ为｜z｜＝R上任意一点，则当z沿半径［0，ζ］趋于ζ时，证明[image: alt]
 ．）

6．若[image: alt]
 的收敛半径R＝1，cn
 ≥0（n＝1，2，…）．证明：

（1）[image: alt]


（2）令[image: alt]


（3）z＝1是f（z）的一个奇异点．

7．设f（z）在二连通区域D内解析，D的边界由两条可求长Jordan曲线γ1
 ，γ2
 围成，且γ2
 位于γ1
 的内部，证明

f（z）＝f1
 （z）＋f2
 （z），

其中f1
 （z）在γ1
 内部解析，f2
 （z）在γ2
 外部解析．

8．设f（z）为整函数，在实轴上取实值，在虚轴上取纯虚数．证明：f（z）为奇函数．

9．设f（z）在关于实轴对称区域Ω内解析，证明

f（z）＝f1
 （z）＋if2
 （z），

其中f1
 （z），f2
 （z）在Ω内解析，且在实轴上取实值．

10．设f（z）在｜z｜＜1内解析，在｜z｜≤1上连续，且当｜z｜＝1时｜f（z）｜＝1．证明：f（z）为有理函数．

11．设f（z）在圆环D：γ＜｜z｜＜R内解析，γ为｜z｜＝R上一开圆弧，f（z）在D∪γ上连续，且在γ上取值为零，证明

f（z）≡0，　z∈D．


第九章　共形映射

这章要证明任一不是全平面的单连通区域，一定存在单叶解析函数，将此区域保角地映为单位圆．如果单连通区域由Jordan曲线围成，则映射函数可以连续扩充到边界，建立闭区域与闭单位圆之间双方单值、双方连续的映射．如果单连通区域由闭折线围成，则映射函数的逆函数可用变上限积分公式给出．

§ 1　共形映射的例子

1.1　单连通区域情形

根据下节的黎曼映射定理，非全平面的单连通区域，一定可以保角地映为单位圆．所以两个非全平面的单连通区域，一定存在单叶解析函数f（z），把一个保角地映为另一个．定理只证明f（z）的存在性，并未给出f（z）的求法．一般来说，映射函数f（z）不能用初等函数复合来表示．对于如下面例中的简单区域，可以用分式线性变换、幂函数、指数函数、儒可夫斯基函数等初等函数复合来表示．


例1
 　设H表示上半平面，令[image: alt]
 ．求把D映为H的保角映射函数．


解
 　首先利用函数

z1
 ＝z2


把D映为D1
 ＝[image: alt]
 \［-h2
 ，+∞）；再作平移变换

z2
 ＝z1
 ＋h2


把D1
 映为D2
 ＝[image: alt]
 \［0，+∞）；最后作变换

[image: alt]


将D2
 映为上半平面H，这里根式是取[image: alt]
 的那个分支．所以函数

[image: alt]


把D保角地映为上半平面H（图9-1）．把D的边界（-∞，0）和（0，+∞）映为H的边界（-∞，-h）和（h，+∞）．

[image: alt]


图　9-1


例2
 　将单位圆｜z｜＜1内去掉线段［1/2，1）的区域D映为上半平面H．


解
 　作分式线性变换

[image: alt]


把D映为D1
 ＝H\［i/3，0］；由例1知，变换

[image: alt]


把D1
 映为上半平面H（图9-2）．所以变换

[image: alt]


[image: alt]


图　9-2

把带裂缝的单位圆D映为上半平面H．


注
 　用两种不同的方法实现D到H的共形映射，所得的映射函数在形式上可以不同，但这两个函数只能相差一个从上半平面到上半平面的分式线性变换．如例2中先作儒可夫斯基变换

[image: alt]


把D映为D1
 ＝[image: alt]
 \［-1，5/4］；再作变换

[image: alt]


把D1
 映为D2
 ＝[image: alt]
 \［-1，1］；然后作儒可夫斯基变换的逆变换

[image: alt]


把D2
 映为｜z3
 ｜＜1，其中根式取z2
 ＞1时为负的那个分支；最后作变换

[image: alt]


把｜z3
 ｜＜1映为上半平面H．所以复合函数

[image: alt]


把D映为H．w与w1
 只相差从H到H的分式线性变换：

[image: alt]


下面讨论由两个圆周所决定的区域．当两个圆周相切、相交时决定单连通区域，当两个圆周不交时围成二连通区域．二连通区域放到稍后讨论．


例3
 　设D是圆周[image: alt]
 和虚轴围成的无界区域，求把D映为上半平面H的保角映射函数．


解
 　先作变换

[image: alt]


它把虚轴变为虚轴，实轴变为实轴．因此把与实轴正交的圆周[image: alt]
 映为与实轴正交的直线Rez1
 ＝1，把D映为D1：0＜Rez1
 ＜1；再作变换

z2
 ＝πiz1


它把垂直带域D1
 变为水平带域D2：0＜Imz2
 ＜π；最后作变换

[image: alt]


把带域D2
 变为上半平面H．所以函数

[image: alt]


把D→H（图9-3）．

[image: alt]


图　9-3


例4
 　求把圆｜z－1｜＜2和圆｜z＋1｜＜2的公共部分D保角地映为上半平面H的映射函数．


解
 　容易求出圆周｜z＋1｜＝2和｜z－1｜＝2的交点为[image: alt]
 [image: alt]
 ．作分式线性变换

[image: alt]


它把[image: alt]
 [image: alt]
 ．所以它将圆周｜z－1｜＝2变为直线L1
 ，将圆周｜z＋1｜＝2变为直线L2
 ，将域D变为角域D1
 ：[image: alt]
 （图9-4）．再作旋转变换

[image: alt]


它把D1
 变为角域D2
 ：[image: alt]
 ．最后作变换

[image: alt]


它把角域D2
 变为H．所以复合函数

[image: alt]


把D→H（图9-4）．

[image: alt]


图　9-4


例5
 　[image: alt]
 上除去线段｛x＋iy：-a≤x≤a，y＝0｝和｛x＋iy：-a≤y≤a，x＝0｝的区域记做Ω，试求将Ω映为单位圆外部区域1＜｜w｜＜+∞的映射函数．


解
 　Ω在上半平面和下半平面的部分分别记做D和D′．由例1，函数

[image: alt]


把D映为上半平面H，把D的边界（-∞，-a）和（a，+∞）分别映为H的边界（-∞，-1）和（1，+∞）．记集合S＝（-∞，-a）∪（a，+∞），则（1）式表示的函数在D内解析，在D∪S上连续，且在S上取实值，所以由对称原理，（1）中函数可解析开拓到Ω＝D∪S∪D′．由于函数[image: alt]
 在Ω内可取出单值解析分支，和解析函数的唯一性定理，所以开拓后的函数在Ω内仍可用（1）表示，它把Ω映为域G＝[image: alt]
 \［-1，1］，把[image: alt]
 [image: alt]
 ．再作儒可夫斯基函数的逆函数变换

[image: alt]


它把G映为单位圆外部区域W，[image: alt]
 ．所以复合函数

[image: alt]


把Ω映为1＜｜w｜＜+∞，把Ω∪｛∞｝映为｜w｜＞1；其中根式取z＞a时为正的那个分支（图9-5）．

[image: alt]


图　9-5


例6
 　求将椭圆[image: alt]
 的外部区域D保角地映为单位圆的外部区域．


解
 　已知儒可夫斯基函数把以原点为心的圆周映为以±1为焦点的椭圆．题中椭圆的焦点为

[image: alt]


所以先作变换

[image: alt]


它把椭圆[image: alt]
 变为以±1为焦点的椭圆

[image: alt]


且把D映为椭圆（2）的外部区域．已知函数

[image: alt]


将｜ω｜＝r（r＞1）的外部区域映为椭圆

[image: alt]


的外部区域．为了使上式是椭圆（2），只要解方程

[image: alt]


得r＝3．所以[image: alt]
 把｜ω｜＝3的外部区域映为（2）的外部区域，其反函数

[image: alt]


将（2）的外部区域映为｜w｜＝3的外部区域．再作变换

[image: alt]


它把（2）的外部区域映为单位圆的外部区域．所以函数

[image: alt]


将D映为｜w｜＞1．

1.2　二连通区域情形

设D为二连通区域，[image: alt]
 \D由两个连通分支组成，若每个分支都不退化为一点时，一定存在单叶解析函数f（z），把D保角地映为圆环1＜｜w｜＜R，其中R由二连通区域D所决定，不能任意选取．所以两个二连通区域D1
 ，D2
 ，设Dj
 映射成标准二连通区域1＜｜w｜＜Rj
 （j＝1，2），只有当R1
 ＝R2
 时，才能把一个保角地映为另一个，具体求出把二连通区域D映为标准二连通区域1＜｜w｜＜R的映射函数f（z），是一个很困难的问题．这里我们只考查最简单情形．设D是由两个不交的圆周所围成的二连通区域，则一定可以用分式线性变换将其映为圆环．


例7
 　求将圆周｜z｜＝1和圆周[image: alt]
 所围成的二连通区域D保角地映为某一圆环1＜｜w｜＜R的映射函数．


解
 　方法一
 　先求出两个圆周的公共对称点z1
 ，z2
 ．显然z1
 ，z2
 应位于自外圆周的圆心出发，且过内圆周的圆心的射线上．在现在情形下，z1
 ，z2
 应在负实轴上（图9-6）．由对称点的定义，z1
 ，z2
 应满足方程组：

[image: alt]


[image: alt]


图　9-6

由此解出[image: alt]
 ．所以分式线性变换

[image: alt]
 （k，k1
 为常数）

把偏心圆环D映为同心圆环．要使z＝1时w＝1，可取k1
 ＝1．由于[image: alt]
 时，w＝2，故[image: alt]
 把偏心圆环D映为1＜｜w｜＜2．


方法二
 　因公共对称点在实轴上，所以存在实系数的分式线性变换，把偏心圆环D映为1＜｜w｜＜R．设在该变换下点与点之间的对应为：

[image: alt]


由分式线性变换下交比的不变性得

（-R，-1，1，R）＝（-3/2，-1，1，7/2），

化简得

2R2
 －5R－2＝0，

解出R＝2，1/2．R＝2即为所求的解．映射函数为：

（w，-1，1，2）＝（z，-1，1，7/2），

化简得

[image: alt]



例8
 　将圆周｜z＋2｜＝1和圆周｜z－3｜＝2所围成的区域D映为圆环1＜｜w｜＜R．


解
 　设两圆周的公共对称点z1
 ，z2
 如图9-7所示．作分式线性变换把z1
 ↦0，z2
 ↦∞，则把D变为圆环1＜｜w｜＜R，该变换下点与点之间的对应为

[image: alt]


[image: alt]


图　9-7

由分式线性变换下交比的不变性得

（-R，-1，1，R）＝（5，-3，-1，1）．

化简得

R2
 －10R＋1＝0，

解出[image: alt]
 即为所求．映射函数为：

[image: alt]


化简得

[image: alt]


反过来可求出公共对称点：

[image: alt]


§ 2　黎曼存在定理

Riemann映射定理是复变函数几何理论的中心定理．早在1851年Riemann就证明了这一定理．证明中他假定了Dirichlet积分的某类极值问题的解存在，但这一存在性不是无条件成立的．Weierstrass指出了他的证明中这一缺陷．50年后Hilbert证明了这类变分的极值问题解总是存在的．1869年Schwarz用不同方法，严格地证明了Riemann映射定理，同时也给出了关于单叶解析函数的Schwarz引理．现在形式的Schwarz引理是Poincaré在1884年给出的．

设D是[image: alt]
 内单连通区域．若D＝[image: alt]
 ，则不存在D内单叶解析函数f（z），把D映为｜w｜＜1．否则由Liouville定理，f（z）应为常数．若D≠[image: alt]
 ，黎曼证明了一定存在D内单叶解析函数f（z），把D映为｜w｜＜1．怎么来证明f（z）存在呢？先来考查如果映射函数f（z）存在，它应具有什么特征．设z0
 ∈D，考虑所有在D内单叶解析函数g（z），且满足

[image: alt]


的函数集合[image: alt]
 ．显然映满单位圆的函数f∈[image: alt]
 ，复合函数g（f-1
 （w））满足Schwarz引理条件，所以

｜g′（z0
 ）（f-1
 ）′（0）｜≤1　或　｜g′（z0
 ）｜≤｜f′（z0
 ）｜．

称函数到数的对应为泛函，考虑正泛函

[image: alt]


则映射函数f使泛函[image: alt]
 达到最大值．这就给出了Riemann映射定理证明的思路．第一步考虑函数集合[image: alt]
 和正泛函[image: alt]
 ；第二步证明该泛函在[image: alt]
 上一点f取到它的最大值f′（z0
 ）；第三步证f把D映满单位圆；最后一步证明这种f唯一．这几步中第二步最困难．我们知道实连续函数在紧集上能取到最大值，现在正泛函[image: alt]
 在集合[image: alt]
 上能否取到最大值，关键要证[image: alt]
 是否有“紧”性．Montel定理就是要解决集合[image: alt]
 的“紧”性问题．

2.1　Montel定理

我们知道有界点列必有收敛子列．现在要把这一性质推广到函数集合上去．


定义1
 　设｛fn
 （z）｝是定义于区域D内的函数列，若任给紧集K⊂D，存在常数M＝M（K）＞0，使得对任意n和∀z∈K，有

[image: alt]


则称｛fn
 （z）｝在D内内闭一致有界
 ．

若D为圆域｜z－a｜＜R，则函数列在D内内闭一致有界，等价于任给r（0＜r＜R），函数列在圆｜z－a｜≤r上一致有界．若函数列在区域D内一致有界，必在D内内闭一致有界．反之不然，如函数列fn
 （z）＝nzn
 在｜z｜＜1内内闭一致有界，但在｜z｜＜1内不一致有界．


定义2
 　设｛fn
 （z）｝是在区域D内定义的函数列，若任给紧集K⊂D，∀ε＞0，∃δ＝δ（ε，K）＞0，使得当｜z1
 －z2
 ｜＜δ，z1
 ，z2
 ∈K时，对任意自然n，有

[image: alt]


则称｛fn
 （z）｝在D内内闭等度连续
 ．

如函数列fn
 （z）＝zn
 在｜z｜＜1内内闭等度连续．

下面讨论的函数列为解析函数列，函数列fn
 （z）在紧集K上一致连续，所以对每个fn
 （z），存在δ＞0使（4）式成立．内闭等度连续性要求对所有的fn
 （z），有公共的δ存在使（4）式成立．


定理1
 　设｛fn
 （z）｝是在区域D内定义的函数列．若

（1）｛fn
 （z）｝在D内内闭等度连续；

（2）点集E在D内稠密，且｛fn
 （z）｝在E上收敛，

则｛fn
 （z）｝在D内内闭一致收敛．


证明
 　只要证任给紧集K⊂D，∀ε＞0，∃N，当n，m≥N时，有

[image: alt]


记ρ＝dist（K，∂D）＞0．考虑紧集F：

[image: alt]


显然K⊂F⊂D．由条件｛fn
 （z）｝在F上等度连续，所以对于给定的ε，∃δ＝δ（ε，F）＞0，当｜z1
 －z2
 ｜＜δ，z1
 ，z2
 ∈F时，有

[image: alt]


[image: alt]


图　9-8

在[image: alt]
 上作边平行于坐标轴的正方形网格，其间距为min｛ρ/4，δ/2｝．由于K为有界闭集，所以与K相交的闭网格至多为有穷多个，记做d1
 ，d2
 ，…，dp
 （图9-8），[image: alt]
 ．闭正方形dj
 的直径满足：

[image: alt]


（j＝1，2，…，p）．可见[image: alt]
 [image: alt]
 ．又由于集合E在D内稠密，所以在每一dj
 上必可求出E的点zj
 （1≤j≤p），序列｛fn
 （z）｝在｛z1
 ，z2
 ，…，zp
 ｝上收敛，所以存在N，当n，m≥N时，就有

[image: alt]


∀z∈K，它一定属于某一网格dj
 及diamdj
 ＜δ，由（6）式得

[image: alt]


所以当n，m≥N时，由（7）与（8）式得

[image: alt]


这表明｛fn
 （z）｝在K上一致收敛，即在D内内闭一致收敛．证毕．


定理2
 　设（1）｛fn
 （z）｝在区域D内解析，且在D内内闭一致有界；

（2）点集E⊂D在D内稠密，且｛fn
 （z）｝在E上收敛，则｛fn
 （z）｝在D内内闭一致收敛．


证明
 　根据上一定理，只要证｛fn
 （z）｝在D内内闭等度连续，即证任给紧集K⊂D，∀ε＞0，一定有使（4）式成立的δ＝δ（ε，K）存在．

记ρ＝dist（K，∂D）＞0，考虑紧集F：

[image: alt]


显然K⊂F⊂D．由条件∃M＝M（F）＞0，使得

[image: alt]


设点z1
 ，z2
 ∈K，且令｜z1
 －z2
 ｜＜ρ/4．考虑圆周γ：｜ζ－z1
 ｜＝ρ/2，则γ与其内部属于F．由Cauchy公式与（9）式，得

[image: alt]


取δ＝min（ρ/4，ρε/（4M））＞0，则当｜z1
 －z2
 ｜＜δ，z1
 ，z2
 ∈K时，就有

[image: alt]


这表明｛fn
 （z）｝在D内内闭等度连续．证毕．


定理3（Montel定理）
 　若｛fn
 （z）｝在区域D内解析，且在D内内闭一致有界，则必有子列｛fnk

 （z）｝在D内内闭一致收敛．


证明
 　根据定理2，只要证明存在子列｛fnk

 （z）｝在D的稠密集E上收敛．取E为集合

E＝｛x＋iy∈D：x，y为有理数｝．

显然E在D上稠密．证E可排列成一序列．为此记x，y为简约分数形式：[image: alt]
 ，其中n，q为正整数，m，p为整数．E中满足条件

n＋q＋｜m｜＋｜p｜≤4

的点至多有限个，不管按什么顺序排成一有限点列．E中满足条件

4＜n＋q＋｜m｜＋｜p｜≤42


的点至多有限个，不管按什么顺序接着上面有限点列排下去，依此下去，E中满足条件

4k
 ＜n＋q＋｜m｜＋｜p｜＜4k＋1


的点至多有限个，不管按什么顺序接着前面有限点列排下去（k＝2，3，…）．这样就把E排成一点列．

再证在E上可求出收敛子列．设E为

｛z1
 ，z2
 ，z3
 ，…，zp
 ，…｝．

由定理条件｛fn
 （z1
 ）｝有界，所以存在z1
 点收敛的子列：

[image: alt]


又[image: alt]
 有界，存在z1
 ，z2
 点收敛的子列：

[image: alt]


由[image: alt]
 有界，存在在z1
 ，z2
 ，…，zp
 点收敛的子列：

[image: alt]


依此下去可得无穷个子序列，后一序列是前一序列的子序列．每抽一次子序列，收敛点增加一点，抽有限次子序列，也只能使该序列在有限个点上收敛．怎么能使子序列在E上收敛呢？诀窍是抽取“对角线序列”：

[image: alt]


则它在E上收敛．因为∀zp
 ∈E，序列（11）中自第p项以后序列，是第p个序列（10）的子列，所以它在zp
 点收敛．由p的任意性，即知序列（11）在E上收敛．证毕．

2.2　黎曼存在定理

下面的引理是为了证明定理4作准备．


引理1
 　若Ω是单位圆D：｜z｜＜1内的单连通区域，且Ω≠D和z＝0∈Ω．则存在单叶解析函数h（z），满足

[image: alt]



证明
 　由条件∃a∈D，a⋶Ω．令

[image: alt]


因φ（z）在单连通区域Ω内不为零，故[image: alt]
 可取出单值解析分支，记为[image: alt]
 ，函数g（z）仍在Ω上单叶．事实上设g（z1
 ）＝g（z2
 ），两边平方得φ（z1
 ）＝φ（z2
 ），推出z1
 ＝z2
 ．令[image: alt]
 [image: alt]
 ，显然0＜｜b｜＜1．再令

[image: alt]


则函数

[image: alt]


h（z）在Ω内单叶解析，且

[image: alt]


[image: alt]


证毕．


定理4（Riemann定理）
 　若Ω⊂[image: alt]
 为单连通区域，且不为[image: alt]
 ，z0
 ∈Ω，θ0
 为一实数（0≤θ0
 ＜2π）．则存在一函数f（z）满足：

（1）w＝f（z）在Ω内单叶解析，且把Ω保角地映为单位圆｜w｜＜1，f（z0
 ）＝0；

（2）argf′（z0
 ）＝θ0
 ．

这样的函数是唯一的．


证明
 　若定理对θ0
 ＝0，即f′（z0
 ）＞0时已证毕，则对一般的θ0
 ，映射函数也存在唯一．事实上函数

[image: alt]


满足定理中（1）与（2），其中f（z）是θ0
 ＝0时的映射函数；如果有两个映射函数f1
 （z）与f2
 （z）满足（1）与（2），则[image: alt]
 与[image: alt]
 满足θ0
 ＝0时的条件（1）与（2），因此

[image: alt]


推出f1
 （z）≡f2
 （z）．所以定理只需对θ0
 ＝0或f′（z0
 ）＞0加以证明．证明分四步．

（1）在Ω上考虑函数集合

[image: alt]
 ＝｛g：g在Q内单叶解析，g（z0
 ）＝0，g′（z0
 ）＞0，

｜g（z）｜＜1｝．

证集合[image: alt]
 非空．由定理假设，∃a∈[image: alt]
 ，a⋶Ω，在Ω内可取出[image: alt]
 的单值解析分支，记做

[image: alt]


当z，z′∈Ω时，有等式

[image: alt]


由（12）式，首先可得出φ（z）在Ω内单叶，其次可得出[image: alt]
 [image: alt]
 ．如果不然，∃z，z′∈Ω，使-φ（z）＝φ（z′），由（12）式得z＝z′，因而φ（z）＝φ（z′），进一步得φ（z）＝0，这与φ（z）在Ω上不为零矛盾．这说明φ把Ω映为单连通区域G＝φ（Ω），把z0
 映为ζ0
 ＝φ（z0
 ）∈G．则-ζ0
 ⋶G．任取闭圆｜ζ－ζ0
 ｜≤r属于G，则该闭圆关于原点对称的闭圆｜ζ＋ζ0
 ｜≤r完全不属于G．总存在分式线性变换L（ζ），把圆｜ζ＋ζ0
 ｜≤r的外部映为单位圆｜w｜＜1内部，并使L（ζ0
 ）＝0．再适当取θ∈［0，2π），使

[image: alt]


这证明了[image: alt]
 非空集．

（2）令

[image: alt]


首先说明λ不可能为+∞，这是因为g（z）限制在Ω内圆｜z－z0
 ｜＜r0
 上时，应用Schwarz引理得

[image: alt]


由此可得

[image: alt]


其次说明存在f∈[image: alt]
 能取到上确界λ．由上确界定义，∃gn
 ∈[image: alt]
 使得

[image: alt]


序列｛gn
 （z）｝在Ω内一致有界，根据Montel定理，存在子序列｛gnk

 （z）｝，它在Ω内内闭一致收敛于f（z）．由Weierstrass定理知函数f（z）在Ω内解析，且[image: alt]
 在Ω内内闭一致收敛于f′（z），特别有

[image: alt]


这表明f（z）不是常数，由Hurwitz定理知f（z）在Ω内单叶．容易看出f（z0
 ）＝0，｜f（z）｜≤1，但由最大模原理得｜f（z）｜＜1，所以f∈[image: alt]
 ．

（3）w＝f（z）把Ω保角地映为｜w｜＜1．假设不然，单叶解析函数f（z）把单连通区域Ω映为单连通区域f（Ω），f（Ω）不是单位圆，则由引理1，存在f（Ω）内单叶解析函数h（w），把f（Ω）映入单位圆，h（0）＝0，h′（0）＞1．函数

[image: alt]


而

[image: alt]


这与λ的定义矛盾．所以f（z）把Ω映为｜w｜＜1．

（4）证唯一性．假如函数w＝f1
 （z）也把Ω映为｜w｜＜1，且满足[image: alt]
 ，则函数[image: alt]
 满足Schwarz引理的条件，所以有

[image: alt]


同理，函数[image: alt]
 也满足Schwarz引理的条件，又有

[image: alt]


由（14）与（15）得｜f（z）｜≡｜f1
 （z）｜，因而[image: alt]
 ．再由[image: alt]
 和条件（2），推出α＝0，即得f（z）≡f1
 （z）．证毕．

黎曼的映射定理也可表述成如下形式．


推论1
 　设Ω⊂[image: alt]
 为单连通区域，且不为[image: alt]
 ，z0
 ∈Ω．则一定存在函数w＝F（z），它在Ω内单叶解析，把Ω保角地映为以原点为心的圆，F（z0
 ）＝0，F′（z0
 ）＝1，且这种映射函数是唯一的．


证明
 　设f（z）是定理4中对应于θ0
 ＝0的映射函数，令

[image: alt]


它即为所求函数，把Ω映为半径是[image: alt]
 的圆．如还有另一函数w＝F1
 （z），把Ω映为[image: alt]
 ．由定理4的唯一性得

[image: alt]


因此[image: alt]
 ，代入上式得

[image: alt]


证毕．

称半径[image: alt]
 为区域Ω在z0
 点的映射半径
 ．

§ 3　边界对应

单连通区域Ω到单位圆D：｜w｜＜1的保角映射函数w＝f（z）能否扩充为[image: alt]
 到[image: alt]
 的同胚映射，即f（z）在[image: alt]
 上是连续，一一的，反函数g（w）在[image: alt]
 上是连续、一一的，这时区域Ω的边界起了决定性作用．


定义3
 　设Ω为单连通区域，ζ∈∂Ω，对任一点列｛zn
 ｝⊂Ω，[image: alt]
 ，总存在一连续曲线

[image: alt]


和递增序列｛tn
 ｝：0＜t1
 ＜t2
 ＜…＜tn
 ＜…，tn
 →1，使γ（tn
 ）＝zn
 （n＝1，2，…）和γ（t）∈Ω（0≤t＜1）．则称ζ是Ω的简单边界点
 ．

若Ω是Jordan区域，可以证明它的每一边界点是简单边界点．单连通区域的边界点不一定是简单边界点，例如单连通区域Ω＝D\｛x：0≤x＜1｝的边界点x（0＜x≤1），不是Ω的简单边界点．这节我们要证明：若单连通区域Ω的每一边界点是简单边界点，则Ω到单位圆D的映射函数w＝f（z），可以扩充为[image: alt]
 到[image: alt]
 的同胚映射．所以单连通区域Ω的每一边界点为简单边界点，则它一定是Jordan区域．

3.1　函数g（w）的连续开拓

把证明中要用到的一些事实先作一交待．

（1）若zn
 →∂Ω，则wn
 ＝f（zn
 ）→∂D，事实上如果有一子列[image: alt]
 ，考虑反函数z＝g（w），有[image: alt]
 [image: alt]
 ．这与假设矛盾，所以wn
 →∂D．同理，若wn
 →∂D．则zn
 ＝g（wn
 ）→∂Ω．

（2）设z＝g（w）在D内单叶解析，把D映为Ω．γ是D内光滑曲线，其方程为w＝w（t）（a≤t≤b），g（w）把γ映为光滑曲线Γ，其方程为z＝g［w（t）］（a≤t≤b）．则Γ的长度为

[image: alt]


事实上利用参数方程计算上式两个积分，得到的定积分是一样的，所以（16）式成立．

（3）设E⊂D是可求面积的集合，则g（E）⊂Ω也是可求面积的集合，且

[image: alt]


事实上利用重积分换元公式：把g（w）＝x（u，v）＋iy（u，v）看成二元函数变换得：

[image: alt]


（4）定积分的Cauchy不等式：

[image: alt]



定理5
 　设单连通区域Ω的每个边界点为简单边界点，w＝f（z）在Ω内单叶解析，且把Ω保角地映为单位圆D：｜w｜＜1．则其反函数z＝g（w）可连续扩充到[image: alt]
 ．


证明
 　∀w0
 ∈∂D，证明

[image: alt]


存在．无妨设w0
 ＝-1．反证法．假设[image: alt]
 不存在，则存在D内的序列｛wn
 ｝和[image: alt]
 ，满足[image: alt]
 ，但

[image: alt]


且ζ1
 ≠ζ2
 ．

可以求出连续曲线

[image: alt]


使γi
 （1）＝ζi
 ，γi
 （t）∈Ω，t∈［0，1）（i＝1，2），曲线γ1
 通过点列zn
 ，曲线γ2
 通过点列[image: alt]
 ．无妨设曲线γ1
 ，γ2
 不交．由一致连续性，∃c∈（0，1），当t1
 ，t2
 ∈［c，1）时，有

[image: alt]


因为γi
 （［0，c］）为Ω中紧集，所以f［γi
 （［0，c］）］为D中紧集，于是∃δ＞0，使得区域D∩V（-1；δ）＝A（δ）与f［γi
 （［0，c］）］不交．区域A（δ）的点用极坐标（r，θ）来表示（见图9-9）为：

0＜r＜δ，　-φ（r）＜θ＜φ（r），

[image: alt]


图　9-9

其中

[image: alt]


由（17）式得

[image: alt]


下面用弧长来估计上式右端的积分．∀r：0＜r＜δ，考虑圆周Cr
 ：｜w＋1｜＝r，Cr
 必与曲线[image: alt]
 相交，分别取一交点记为α1
 ，α2‧
 Cr
 上的圆弧[image: alt]
 在z＝g（w）映射下，其像为一端点在γ1
 ，γ2
 上的光滑曲线．由（18）与（16）式可得

[image: alt]


应用Cauchy不等式，得

[image: alt]


进而得

[image: alt]


上式对r积分，然后应用（19）式得到

[image: alt]


这个矛盾证明了极限

[image: alt]


存在．定义g（w0
 ）为上述的极限值．由w0
 的任意性，g（w）在[image: alt]
 上有定义．

不难说明g（w）在[image: alt]
 上连续．事实上∀ε＞0，∃δ＞0，当w∈D∩V（w0
 ；δ）时，

[image: alt]


令w→w1
 ∈∂D∩V（w0
 ；δ），得

[image: alt]


即当w∈[image: alt]
 ∩V（w0
 ；δ）时，有

[image: alt]


上式说明g（w）在w0
 点连续．由w0
 的任意性，函数g（w）在[image: alt]
 上连续．证毕．

3.2　函数f（z）的连续开拓

先证一引理．


引理2
 　函数h（w）在单位圆D内解析、有界．[image: alt]
 为｜w｜＝1上两个不同的点，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别为收敛于[image: alt]
 和[image: alt]
 的D内的序列．ln
 是D内连接[image: alt]
 与[image: alt]
 的曲线，且位于环

[image: alt]


内，其中[image: alt]
 ．又｛δn
 ｝为一趋于零的正序列，使

[image: alt]


则h（w）≡0．


证明
 　无妨设[image: alt]
 关于实轴对称（图9-10）：[image: alt]
 ，否则考虑函数[image: alt]
 即成．取整数N充分大，使n≥N时，点列[image: alt]
 和[image: alt]
 落在角域｜θ｜≤π/N之外．记射线θ＝π/N为L′．设ln
 ：［an
 ，bn
 ］→D，令tn
 为从[image: alt]
 出发，曲线ln
 与L′的最后一个交点ln
 （tn
 ）的参数，sn
 是ln
 与实轴的第一个交点ln
 （sn
 ）的参数．ln
 限制在［tn
 ，sn
 ］上的曲线ln
 ｜［tn
 ，sn
 ］落在角0≤θ≤π/N内．将曲线ln
 ｜［tn
 ，sn
 ］关于实轴作反射，得一连接点ln
 （tn
 ）与[image: alt]
 ，且过ln
 （sn
 ）点的曲线σn
 ．令T表示由函数[image: alt]
 给定的旋转变换．考虑N条曲线

[image: alt]


[image: alt]


图　9-10

则这N条曲线首尾相接，正好构成一条闭曲线，且位于圆环1－εn
 ＜｜w｜＜1内．令

[image: alt]


它在D内解析，在σn
 上

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．再令

[image: alt]


它仍在D内解析，在σn
 上

[image: alt]


当w属于曲线列（20）中任意一条曲线时，上式仍成立．固定w∈D，（21）式中令n→∞，得G（w）＝0．因此在D内G（w）≡0，由此可推出h*
 （w）≡0，进而得h（w）≡0．证毕．


定理6
 　设单连通区域Ω的每一边界点为简单边界点，w＝f（z）在Ω内单叶解析，把Ω映为单位圆D．则f（z）可扩充为[image: alt]
 到[image: alt]
 的同胚映射（即扩充后的f（z）在[image: alt]
 上是连续、一一的，其反函数g（w）在[image: alt]
 上是连续、一一的）．


证明
 　首先证∀ζ∈∂Ω，函数极限

[image: alt]


存在．用反证法．假设不然，则在Ω内存在序列[image: alt]
 与[image: alt]
 ，[image: alt]
 [image: alt]
 ，而

[image: alt]


考虑序列[image: alt]
 ，它趋于ζ，所以存在曲线γ：［0，1］→[image: alt]
 ，使γ（1）＝ζ，γ（t）∈Ω，t∈［0，1），且对t的一个递增序列，γ（t）依次取到序列[image: alt]
 中的点．记γn
 为γ限制在[image: alt]
 的那部分．令ln
 ＝f[image: alt]
 γn
 ，则曲线ln
 一致地趋于边界∂D．事实上只要证

[image: alt]


如果不然，∃ε0
 ＞0，与[image: alt]
 ，而

[image: alt]


则点列[image: alt]
 有一子序列趋于w0
 ，｜w0
 ｜≤1－ε0
 ．令

[image: alt]


则点列[image: alt]
 有一子序列趋于g（w0
 ）∈Ω，这与sn
 →1时，γ（sn
 ）趋于ζ∈∂Ω矛盾．所以（23）式成立，即曲线列ln
 满足引理2中的条件．令h（w）＝g（w）－ζ，当w∈ln
 时，z＝g（w）∈γn
 ，所以

[image: alt]


应用引理2得h（w）≡0，即g（w）≡ζ，这与g（w）的单叶性相矛盾，故（22）式成立．补充定义

[image: alt]


如定理5中的讨论知f（z）在[image: alt]
 上连续．

其次证f（z）是[image: alt]
 到[image: alt]
 的同胚映射，因z∈Ω时，

g［f（z）］≡z．

令z→ζ∈∂Ω，由复合函数取极限得

g［f（ζ）］≡ζ，　ζ∈∂Ω．

所以在[image: alt]
 上有g［f（z）］≡z．这说明f（z）在[image: alt]
 上是一一的，g（w）为满射．同理有

[image: alt]


这说明g（w）在[image: alt]
 上是一一的，f（z）为满射．由此得出扩充后的f（z）与g（w）仍互为反函数．证毕．

利用定理6与分式线性变换性质，可证明下面推论．


推论2
 　设Ωi
 （i＝1，2）为Jordan区域，z1
 ，z2
 ，z3
 为∂Ω1
 上三点，w1
 ，w2
 ，w3
 为∂Ω2
 上三点，且均按边界正向排列．则一定存在唯一的函数w＝f（z），满足：

（1）w＝f（z）在Ω1
 内单叶解析，把Ω1
 映为Ω2
 ；

（2）w＝f（z）在[image: alt]
 1
 上连续，把∂Ω1
 一一地映为∂Ω2
 ，且把z1
 ，z2
 ，z3
 映为w1
 ，w2
 ，w3
 ．

证明留给读者作为练习．

上半平面虽不是Jordan区域，推论2中Ωi
 有一为上半平面时结论仍成立．

§ 4　多角形的共形映射

4.1　Schwarz-Christoffel公式

考虑z平面上的上半平面D到w平面上的n角形P的内部Ω的保角映射

w＝f（z）．

由上两节知映射函数存在，且可连续开拓到边界，建立边界点之间的一一对应．这节来求函数f（z）的表示式．设n边形P的顶点依正向排列为w1
 ，w2
 ，…，wn
 ，在点wk
 的内角为λk
 π（0＜λk
 ＜2），且

λ1
 ＋λ2
 ＋…＋λn
 ＝n－2．

设D的边界点ak
 与wk
 对应（图9-11），且设

-∞＜a1
 ＜a2
 ＜…＜an
 ＜∞．

[image: alt]


图　9-11


引理3
 　函数[image: alt]
 可解析开拓到[image: alt]
 \｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝．


证明
 　令Sk
 ＝（ak
 ，ak＋1
 ），Pk
 ＝（wk
 ，wk＋1
 ）（an＋1
 ＝a1
 ，wn＋1
 ＝w1
 ，Sn
 ＝（an
 ，+∞）∪（-∞，a1
 ）），则f（z）在D内解析，在D∪Sk
 上连续，在Sk
 上取值为Pk
 ．由一般的对称原理，f（z）可越过Sk
 解析开拓到下半平面D′，得到函数Fk
 （z），它满足：

（1）Fk
 （z）在D∪Sk
 ∪D′内解析；

（2）在D内Fk
 （z）＝f（z）．因Fk
 （z）把关于Sk
 的对称点映为关于Pk
 的对称点和把上半平面D映为Ω，所以它把下半平面D′映为Ω关于Pk
 的对称区域；

（3）Fk
 （z）在D∪Sk
 ∪D′内导数F′k
 （z）≠0．这是因为Fk
 （z）在D和D′内单叶，当z∈D或D′时，F′k
 （z）≠0．当z∈Sk
 时，存在z点的邻域，使Fk
 （z）在该邻域内单叶，所以也有F′k
 （z）≠0．（注意：Fk
 （z）在D∪Sk
 ∪D′内可以不单叶）．

这样我们得到n个函数

F1
 （z），F2
 （z），…，Fn
 （z），

它们在D内都等于f（z），而在下半平面D′内两两不等，但我们要证明相邻两个函数只相差一个一次式变换，即要证：z∈D′时，

[image: alt]


其中Ak
 ，Bk
 为常数．

任取点z∈D′，则[image: alt]
 ∈D．记

[image: alt]


[image: alt]
 与[image: alt]
 两点关于Pk
 是对称的，w′与[image: alt]
 两点关于Pk＋1
 是对称的．由图9-12看出，向量[image: alt]
 可由向量[image: alt]
 经旋转角度2πλk＋1
 得到，于是

[image: alt]


即

[image: alt]


[image: alt]


图　9-12

取[image: alt]
 便得（24）式．因此在D′内

[image: alt]


这表明n个函数[image: alt]
 在D′内相等，在D内都等于[image: alt]
 ，在D∪Sk
 ∪D′内解析．所以[image: alt]
 可通过Sk
 （k＝1，2，…，n）解析开拓到下半平面．开拓后的函数仍记为[image: alt]
 ，它在[image: alt]
 \｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝上解析．证毕．


引理4
 　令[image: alt]
 ，则ak
 是g（z）的一级极点，Res（g；ak
 ）＝λk
 －1（k＝1，2，…，n），且[image: alt]



证明
 　设∆k
 是Ω内以wk
 为顶点的扇形：∆k
 ＝Ω∩V（wk
 ；δ）．在D内与∆k
 对应的是域dk
 ，dk
 的边界有一段是实轴上含有ak
 的线段[image: alt]
 将dk
 保角地映为∆k
 ，将[image: alt]
 双方单值地映为∆k
 的两条边线．再利用幂函数

[image: alt]
 （取定分支），

将∆k
 保角地映为半圆ωk
 ，∆k
 的边界与ωk
 的边界一一对应（图9-13）．则复合函数

[image: alt]


[image: alt]


图　9-13

把dk
 保角地映为ωk
 ，把线段[image: alt]
 一一地映为ωk
 的直径，ak
 映为ζ＝0．根据对称原理，可以将ψk
 （z）解析开拓到[image: alt]
 ，其中[image: alt]
 为dk
 关于实轴的对称区域．开拓后的函数仍记为ψk
 （z），它在[image: alt]
 内单叶解析，所以在以ak
 为心的小圆Ck
 内可展成Taylor级数：

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．因此在Ck
 内

[image: alt]


无妨设在Ck
 内μk
 （z）≠0，所以当z∈dk
 时，

[image: alt]


其中[image: alt]
 为Ck
 内取出的不为零的单值分支．对（25）式求导得

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．函数hk
 （z）在Ck
 内解析，hk
 （ak
 ）≠0，无妨设在Ck
 内hk
 （z）不为零，对（26）式求导可得

[image: alt]


上式可解析开拓到[image: alt]
 ，即知ak
 是g（z）的一级极点，且

[image: alt]


最后证[image: alt]
 ．由于f（z）在D内有界，所以∞是Fn
 （z）的可去奇点．它在z＝∞邻域有Laurent展式：

[image: alt]


于是有

[image: alt]


其中函数H（z）在z＝∞邻域内解析，且不为零．对上式求导得

[image: alt]


进而得

[image: alt]


z＝∞至少是H′（z）/H（z）的二级零点，所以z＝∞是函数[image: alt]
 f′（z）的一级零点，即得

[image: alt]
 　　证毕．


定理7
 　设w＝f（z）保角地将上半平面D：Imz＞0映到多边形P围成的域Ω，ak
 依次对应P的顶点wk
 （k＝1，2，…，n），P在wk
 的内角为λk
 π，0＜λk
 ＜2（k＝1，2，…，n），且

[image: alt]


则

[image: alt]


其中C1
 ，C2
 为常数，z0
 ∈[image: alt]
 ，积分路径是[image: alt]
 内任一从z0
 到z的可求长曲线．


证明
 　考虑函数

[image: alt]


由引理3知G（z）在[image: alt]
 \｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝上解析，又由引理4知ak
 （k＝1，2，…，n）与∞是G（z）的可去奇点，因此G（z）补充定义后在[image: alt]
 上解析．根据第五章第四节得G（z）≡常数，而G（∞）＝0，得G（z）≡0，或

[image: alt]


在D内对上式积分得

[image: alt]


化简得

[image: alt]


由此看出[image: alt]
 在[image: alt]
 上解析，所以当连接z0
 ，z的积分曲线属于[image: alt]
 时，有

[image: alt]


因

[image: alt]


这表明（27）式中瑕积分与广义积分皆绝对收敛，所以可取z0
 ∈[image: alt]
 ，连接z0
 ，z的积分曲线也可取位于[image: alt]
 内的任一可求长曲线．证毕．

公式（27）称为Schwarz-Christoffel公式
 ．有了这个公式，求上半平面到多角形域的映射函数问题似乎完全解决了．其实并非如此，因为多边形P给定后，顶点wk
 与内角λk
 π虽是已知数，而ak
 是由映射函数所确定的，其具体值是未知的，若ak
 的值定不出来，公式（27）只是理论上有意义．一般来说，我们可以指定∂D边界上三个点a1
 ，a2
 ，a3
 映为顶点w1
 ，w2
 ，w3
 ．所以P为三角形时，求映射函数问题已完全解决．对一般多边形P，需要由方程f（ak
 ）＝wk
 来确定ak
 ．


推论3
 　设w＝f（z）把D：Imz＞0映为多边形P围成的区域Ω，ak
 依次对应P的顶点wk
 （k＝1，2，…，n－1），∞对应于顶点wn‧
 wk
 点的内角为λk
 π（0＜λk
 ＜2）（k＝1，2，…，n），[image: alt]
 ．则

[image: alt]


其中C1
 ，C2
 为常数，z0
 ∈[image: alt]
 ，积分路径是[image: alt]
 内任一连接z0
 ，z的可求长曲线．


证明
 　令[image: alt]
 ，它是上半平面到上半平面的映射，且把点

a1
 ＜a2
 ＜…＜an－1
 ＜+∞

映为

β1
 ＜β2
 ＜…＜βn－1
 ＜βn
 ＝0，

这里[image: alt]
 ．令[image: alt]
 ，它把Imζ＞0映为Ω，把点βk
 映为wk
 （k＝1，2，…，n）．由定理7得

[image: alt]


所以

[image: alt]


其中[image: alt]
 ．证毕．

4.2　矩形情形

给定矩形区域Ω，其顶点为[image: alt]
 [image: alt]
 ．把上半平面D映为Ω的映射函数w＝f（z）可以很多，我们希望f（z）具有某种对称性，使积分表示公式的形式能简单些．为此先作把第一象限区域D1
 映为Ω在第一象限部分Ω1
 的保角映射，且使D1
 与Ω1
 的三个边界点对应如下（图9-14）：

[image: alt]


[image: alt]


图　9-14

由推论2知这种映射函数f（z）存在唯一．它一定把某一点1/k（0＜k＜1）映为点w2
 ＝K＋iK′，把正虚轴映为线段［0，iK′］．应用对称原理，w＝f（z）可解析开拓到上半平面D，开拓后函数仍记为w＝f（z），它把D映为矩形Ω，[image: alt]
 ．根据公式（27），我们有

[image: alt]


由f（0）＝0，推出C2
 ＝0，所以

[image: alt]


上述积分称为椭圆积分
 ，它给出了D到Ω的映射函数表示式．但公式中包含两个未知常数C和k，它俩可通过已知常数K与K′来决定．由f（1）＝K，得

[image: alt]


再由[image: alt]
 ，得

[image: alt]


注意根式[image: alt]
 取0＜ζ＝x＜1时为正值的那个分支，所以当1＜ζ＝x＜1/k时，

[image: alt]


这样由（28）与（29）式得

[image: alt]


令[image: alt]
 ，上式变为：

[image: alt]


由（28），（30）两个方程可解出两个未知数C与k．

下面考查f：D→Ω的反函数，记做F：Ω→D．由定理6，F（w）可连续扩充到[image: alt]
 （F（iK′）＝∞，在该点连续理解为[image: alt]
 ，且在边界∂Ω上取实值．应用对称原理，F（w）可解析开拓到Ω1
 （图9-15），不难看出F（w）可连续开到[image: alt]
 ；在∂Ω1
 上取实值；关于实轴对称的边界点[image: alt]
 ，有

[image: alt]


[image: alt]


图　9-15

同理F（w）可解析开拓到Ω2
 （图9-15），并且可连续开拓到[image: alt]
 ；在∂Ω2
 上取实值；关于直线Rew＝K对称的点w∈∂Ω与2K－w∈∂Ω2
 ，有

F（w）＝F（2K－w）．

仍用对称原理，F（w）可由Ω2
 解析开拓到Ω3
 ，或由Ω1
 解析开拓到Ω3
 ，两者所得结果是一样的．F（w）可连续开拓到[image: alt]
 3
 ；在∂Ω3
 上取实值；关于实轴对称的边界点F（w）取值一样，或关于直线Rew＝K对称的边界点F（w）取值一样．

令[image: alt]
 ，这样F（w）在R内部解析；在[image: alt]
 上广义意义下连续；当w属于R的下面边界时，有

[image: alt]


当w属于R的左面边界时，有

[image: alt]


且在矩形R的边界∂R上取实值．利用公式（31）与（32），我们可将F（w）开拓到全平面[image: alt]
 ，得到[image: alt]
 上的半纯函数，F（w）是一个具有周期4K和2iK′的双周期函数
 ，称双周期的半纯函数为椭圆函数
 ．

作为这节结束，我们说明任一四边形总可保角地映为一矩形，并使四边形顶点依次序对应于矩形的顶点．


定义4
 　设γ为Jordan曲线，在γ上依正向任意取定四点z1
 ，z2
 ，z3
 ，z4
 ．则称γ内部是一以zk
 （1≤k≤4）为顶点的曲线四边形
 ，记做Q（z1
 ，z2
 ，z3
 ，z4
 ）．


定理8
 　设Q（z1
 ，z2
 ，z3
 ，z4
 ）为一曲线四边形，则存在Q内单叶解析函数w＝f（z），把Q保角地映为某一矩形R，且使Q的顶点对应于R的顶点．


证明
 　由定理6，存在保角映射η＝g（z），把Q保角地映为上半平面Imη＞0．设[image: alt]
 ，其中aj
 为实数，且满足

-∞＜a1
 ＜a2
 ＜a3
 ＜a4
 ＜+∞．

又存在分式线性变换ζ＝L（η），把Imη＞0映为Imζ＞0，并使

[image: alt]


这种分式线性变换存在性是因为交比（a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ）＝r＞1（事实上通过分式线性变换把[image: alt]
 ，则a3
 ↦b＞1，和交比不变性[image: alt]
 ，和交比在分式线性变换下的不变性，得

[image: alt]


由上式可定出常数k（0＜k＜1），这说明变换ζ＝L（η）存在．再作变换

[image: alt]


它把Imζ＞0映为矩形R，其顶点为K，K＋iK′，-K＋iK′，-K，其中

[image: alt]


[image: alt]
 ．则复合函数w＝f[image: alt]
 L[image: alt]
 g（z）把Q映为R，且使顶点互相对应．证毕．

习题

1．求把下列所示区域D共形映为上半平面的映射函数．

（1）

[image: alt]


（2）

[image: alt]


（3）

[image: alt]


（4）

[image: alt]


（5）

[image: alt]


（6）

[image: alt]


图　9-16

2．求下列所示区域D（图9-17）映为单位圆，且[image: alt]
 的映射函数．

（1）

[image: alt]


（2）

[image: alt]


图　9-17

3．求将下列所示区域D（图9-18）映为单位圆外部的映射函数．

（1）

[image: alt]


（2）

[image: alt]


（3）

[image: alt]


图　9-18

4．求出将偏心圆环｜z－3｜＞9，｜z－8｜＜16映为同心圆环1＜｜w｜＜R的分式线性变换．

5．试将｜z－2｜＝1与虚轴围成的二连通区域映为1＜｜w｜＜R，并求出R．

6．若｛fn
 （z）｝在区域D内解析，且内闭一致有界．证[image: alt]
 也在D内内闭一致有界．

7．求下列区域Ω在指定点z0
 的映射半径．

（1）Ω：｜z｜＜1，z0
 ＝a（0＜｜a｜＜1）；

（2）Ω：Imz＞0，z0
 ＝hi（h＞0）．

8．设Ω是单连通区域，Ω≠[image: alt]
 ，z0
 ∈Ω，δ和d分别表示z0
 到Ω的边界的最小距离和最大距离．证明

δ≤R≤d，

其中R是Ω在z0
 点的映射半径．

9．证明：单位圆｜z｜＜1到多角形P的内部Ω的共形映照函数为：

[image: alt]


其中ak
 （｜ak
 ｜＝1）依次序与多角形顶点wk
 对应，λk
 π为顶点wk
 的内角，｜z0
 ｜≤1，连接z0
 ，z的积分路径位于｜z｜≤1内．C1
 ，C2
 为常数．

10．设Ω为正n边形，多边形中心在w＝0，w＝a＞0为一顶点，证｜z｜＜1到Ω的共形映射函数为：

[image: alt]


11．求上半平面到菱形（图9-19）的共形映射，使得0，1，∞分别与菱形的顶点0，a，[image: alt]
 相对应．

[image: alt]


图　9-19


附　录

我们来讨论分式线性变换的分类及其应用．给定分式线性变换

[image: alt]


它是[image: alt]
 到[image: alt]
 的单叶保角映射，在[image: alt]
 \｛-d/c｝上解析．对任一非零复数λ，函数

[image: alt]


与（1）表示的是同一分式线性变换．反之，若

[image: alt]


与（1）表示的是同一分式线性变换，则（3）一定可表示成（2）的形式．事实上，对所有的z∈[image: alt]
 ，由

[image: alt]


可推出

[image: alt]


由（4）中第一与第三式得

[image: alt]


其中p，q为复数．将（5）代入（4）中第二式，得

q（ad－bc）＝p（ad－bc），

进而得p＝q．取λ＝p（＝q），（5）式化为（2）的形式．在（2）中若取[image: alt]
 （开根随意取定一值），考虑函数（2）的系数构成的矩阵：

[image: alt]


它的行列式之值为1．凡具有这一性质的表示式（2）称为分式线性变换（1）的规范化表示．注意，当λ＝-λ1
 时，（2）式也是（1）的规范化表示．每个分式线性变换只有两个规范化表示．

由上所述，我们可以只讨论如下的分式线性变换

[image: alt]


记系数矩阵也为T：

[image: alt]


（6）的逆变换仍为分式线性变换

[image: alt]


其对应的系数矩阵为T的逆矩阵

[image: alt]


设另有一分式线性变换

[image: alt]


对应系数矩阵记为

[image: alt]


则复合函数w＝T[image: alt]
 S（z）仍为分式线性变换，其对应的系数矩阵为两矩阵的乘积：

[image: alt]


恒等变换对应于单位矩阵I．

这样一来，所有形如（6）的分式线性变换构成一个群，它与（7）所表示的二阶矩阵群同构，后者群用记号SL（2，[image: alt]
 ）表示，由于同构，我们也说分式线性变换属于群SL
 （2，[image: alt]
 ）．

矩阵T的迹
 定义为主对角线元素之和：

Trace T＝a＋d．

每一分式线性变换有两个规范式，但（Trace T）2
 是唯一确定的，于是我们可以利用迹的平方对分式线性变换加以分类．


定义1
 　给定

[image: alt]


为非恒等变换的分式线性变换，对应的系数矩阵

[image: alt]


（1）若（Trace T）2
 ＝4，则称T（z）为抛物型
 ；

（2）若0≤（Trace T）2
 ＜4，则称T（z）为椭圆型
 ；

（3）若（Trace T）2
 ＞4，则称T（z）为双曲型
 ；

（4）若（Trace T）2
 ⋶［0，+∞），则称T（z）为斜驶型
 ．


例1
 　设w＝T（z）＝z＋1，它的规范式对应的矩阵为

[image: alt]


由（Trace T）2
 ＝（1＋1）2
 ＝4，所以T（z）为抛物型．


例2
 　设[image: alt]
 ．它的规范式对应的矩阵为

[image: alt]


由[image: alt]
 ，所以T（z）为椭圆型．


例3
 　设w＝T（z）＝λz（λ＞0，λ≠1），它的规范式对应的矩阵为

[image: alt]


由[image: alt]
 ，所以T（z）为双曲型．


例4
 　设[image: alt]
 ，它的规范式对应的矩阵为

[image: alt]


又由于[image: alt]
 [image: alt]
 ，所以T（z）为斜驶型．


定理1
 　设[image: alt]
 为非恒等变换，则T（z）是抛物型当且仅当T（z）只有一个不动点．


证明
 　求方程T（z）＝z或

cz2
 ＋（d－a）z－b＝0

的根．若c≠0，得方程的根为

[image: alt]


由此可见，T（z）只有一个不动点，当且仅当（a＋d）2
 ＝4，即T（z）只有一个不动点，当且仅当T（z）为抛物型．

若c＝0，由

[image: alt]


知T（z）只有一个不动点（z＝∞），当且仅且a＝d，结合规范化条件ad＝1，推出T（z）只有一个不动点，当且仅当a＝d＝±1，即T（z）为抛物型．证毕．


定理2
 　设[image: alt]
 为非恒等变换，且把上半平面映为上半平面．则T（z）是非斜驶型的，并且，

（1）T（z）为抛物型，当且仅当T（z）在实轴上只有一个不动点；

（2）T（z）为双曲型，当且仅当T（z）在实轴上有两个不动点；

（3）T（z）为椭圆型，当且仅当在上半平面内有一不动点．


证明
 　由于T（z）把实轴映为实轴，和把实轴上三点映为实轴上三点的分式线性变换唯一性，推得a，b，c，d为实数，所以有

0≤（Trace T）2
 ＝（a＋d）2
 ＜+∞，

这说明，T（z）是非斜驶型的．

（1）若T（z）为抛物型，由定理1知T（z）只有一个不动点z0
 ，z0
 必位于实轴上，否则[image: alt]
 0
 也是T（z）的一个不动点，这与T（z）只有一不动点矛盾．反之，T（z）在实轴上有一不动点，则不能有其他不动点，所以T（z）为抛物型．

（2）若c≠0，由（8）式看出，T（z）在实轴上有两个不动点，当且仅当T（z）为双曲型；若c＝0，由（9）式看出，T（z）在实轴上有两个不动点，当且仅当a≠d．结合规范化条件ad＝1，有

（a＋d）2
 ＝（a－d）2
 ＋4．

所以T（z）在实轴上有两个不动点，当且仅当T（z）为双曲型．

（3）由（1）与（2），知T（z）在实轴上有不动点，当且仅当T（z）为抛物型或双曲型，所以，T（z）为椭圆型当且仅当T（z）在实轴上无不动点，而T（z）在实轴上无不动点，当且仅当T（z）在上半平面有一不动点．证毕．

研究分式线性变换，我们常把它变到最简单形式进行讨论．为此我们引进共轭变换的概念．


定义2
 　设T（z），M（z）为分式线性变换，则称

S（z）＝M-1
 [image: alt]
 T[image: alt]
 M（z）

是T（z）（关于分式线性变换群）的共轭分式线性变换
 ．

显然，T（z）也是S（z）的共轭分式线性变换．若T（z）有不变集E：T（E）＝E，则T（z）的共轭变换S（z）也有不变集M-1
 （E），所以T（z）与S（z）有相同个数的不动点．又T（z）有不变圆E，则S（z）也有不变圆M-1
 （E）．


定理3
 　变换T（z）与其共轭变换S（z）有相同的类型．


证明
 　对任意两个矩阵A，B∈SL（2，[image: alt]
 ），容易验证

Trace（AB）＝Trace（BA）．

再注意到求逆变换规范化的系数矩阵，等于先求变换规范化的系数矩阵，然后再求逆；求两变换复合的规范化系数矩阵，等于先求两变换的规范化的系数矩阵，然后再求积．设S（z）＝M-1
 [image: alt]
 T[image: alt]
 M（z）的规范化的系数矩阵仍用S，M，T表示，则

[image: alt]


所以T（z）与S（z）属于同一类型．证毕．


定理4
 　（1）T（z）属于抛物型的充要条件，为T（z）共轭于变换S（z）＝z＋1；

（2）T（z）属于双曲型的充要条件，为T（z）共轭于变换S（z）＝λz（λ＞0，λ≠1）；

（3）T（z）属于椭圆型的充要条件，为T（z）共轭于变换S（z）[image: alt]


（4）T（z）属于斜驶型的充要条件，为T（z）共轭于变换S（z）[image: alt]



证明
 　定理的充分性，由前面的例与定理3即知．所以只需证必要性．

（1）设T（z）为抛物型，则T（z）只有一个不动点z0
 ，令

[image: alt]


则T（z）的共轭变换L（z）＝M[image: alt]
 T[image: alt]
 M-1
 （z）也只有一个不动点z＝∞，故L（z）可表示成

L（z）＝M[image: alt]
 T[image: alt]
 M-1
 （z）＝z＋b　（b≠0）．

再令

[image: alt]


则S（z）＝N[image: alt]
 L[image: alt]
 N-1
 （z）＝z＋1，或

S（z）＝（N[image: alt]
 M）[image: alt]
 T[image: alt]
 （N[image: alt]
 M）-1
 （z）＝z＋1，

即T（z）共轭于变换S（z）＝z＋1．

设T（z）有两个不动点z1
 ，z2
 （z1
 ≠z2
 ），令

[image: alt]


则T（z）的共轭变换S（z）＝M[image: alt]
 T[image: alt]
 M-1
 （z）有不动点z＝0和z＝∞，故S（z）可表示成

[image: alt]


记S（z）的规范式系数矩阵为S，则

[image: alt]


（2）若T（z）是双曲型，由定理3知S（z）也是双曲型，因此λ，θ要满足关系式：

[image: alt]


这只有当θ＝0，λ≠1时才成立，所以S（z）＝λz（λ＞0，λ≠1）．

（3）若T（z）是椭圆型，知S（z）也是椭圆型，因此λ，θ要满足关系式：

[image: alt]


这只有当λ＝1，0＜θ＜2π时才成立，所以

[image: alt]


（4）若T（z）是斜驶型，S（z）也是斜驶型，因此λ，θ要满足关系式

[image: alt]


这只有当λ≠1，0＜θ＜2π时才成立，所以

[image: alt]


证毕．

由定理4可以看出，若T（z）是斜驶型，则T（z）可共轭于[image: alt]
 ．而S（z）在复平面上没有不变圆，所以T（z）在复平面上也没有不变圆；

若T（z）是抛物型，则它可共轭于S（z）＝z＋1，S（z）有无穷多个不变圆Imz＞c（c为实数），这些不变圆的边界交于一点z＝∞，所以T（z）有无穷多个不变圆，它们的边界交于T（z）的不动点z＝z0
 ；

若T（z）是双曲型，则它可共轭于S（z）＝λz（λ＞0，λ≠1），S（z）有无穷多个不变圆（过原点直线的一侧），它们的边界交于两点z＝0和z＝∞，所以T（z）有无穷多个不变圆，它们的边界交于T（z）的两个不动点z1
 ，z2
 ；

若T（z）是椭圆型，则它可共轭于[image: alt]
 ，它有无穷多个不变圆｜z｜＜r，它们的边界两两不交，但有公共的对称点z＝0和z＝∞，所以T（z）有无穷多个不变圆，它们的边界两两不交，但以T（z）的不动点z1
 ，z2
 为其公共的对称点．

总之我们可以说：若T（z）没有不变圆，则它是斜驶型；若T（z）有一不变圆，则必有无穷多个不变圆，若它们的边界交于一点，则T（z）为抛物型；若它们的边界交于两点，则T（z）为双曲型；若它们的边界两两不交，则T（z）为椭圆型．

下面讨论定理4的一些应用．


定义3
 　非恒等变换T（z），若满足

T[image: alt]
 T（z）≡z，

则称T（z）为对合变换
 ．

若T（z）为对合变换，则其共轭变换S（z）也是对合变换．由定理4知对合变换一定是椭圆型，且可共轭于变换S（z）＝-z．


定理5
 　设T（z），S（z）是两个非恒等变换的分式线性变换，满足

T[image: alt]
 S（z）＝S[image: alt]
 T（z）．

则或T（z），S（z）有相同的不动点，或T（z），S（z）为对合变换，且T（S）把S（T）的一个不动点映为另一不动点．


证明
 　设S（z）为抛物型或只有一个不动点．因S（z），T（z）用其共轭变换[image: alt]
 代之，仍具有复合运算可交换性，若对[image: alt]
 （z），[image: alt]
 （z）证得定理结论成立，则对S（z），T（z）定理结论也成立．故无妨设S（z）＝z＋1，并设S（z），T（z）规范式的系数矩阵为：

[image: alt]


注意到矩阵±TS对应于同一分式线性变换T[image: alt]
 S（z），所以由定理条件得到

[image: alt]


要使上式成立，上式右端必须取“＋”号，且c＝0，a＝d．再结合规范条件ad＝1，得a＝d＝±1，于是T（z）＝z±b，所以T（z），S（z）有相同的不动点z＝∞．

设S（z）有两个不动点．无妨设S（z）＝kz（k≠0，1），由定理条件得

[image: alt]


或

[image: alt]


若c≠0，要使上式成立，右端必须取“－”号，并由此推出a＝0，d＝0，k＝-1．因此[image: alt]
 ，因bc＝-1，所以λ≠0），这表明S（z），T（z）是对合变换，S（z）的不动点为0，∞，T（z）的不动点为[image: alt]
 ，-[image: alt]
 ．故T（S）把S（T）的一个不动点映为另一个不动点．

若c＝0，要使（10）式成立，右端必须取“＋”号，且b＝0．因此S（z）＝kz，T（z）＝λz（λ＝a/d，因ad＝1，所以λ≠0），即可看出S（z），T（z）有相同的不动点0，∞．证毕．


定义4
 　设G为一分式线性变换群，称

[image: alt]


为z0
 点的G的稳定化子群
 ．

定理6　若[image: alt]
 是有限群，则[image: alt]
 是由椭圆元素生成的有限循环群，且存在z0
 点的任意小邻域U，使

[image: alt]



证明
 　（1）证[image: alt]
 不含抛物元素．假设[image: alt]
 包含一抛物元素T（z），它仅有不动点z0
 ，令[image: alt]
 ，则[image: alt]
 也是有限群，记做[image: alt]
 ，它含有抛物元素[image: alt]
 ，它的n次复合[image: alt]
 ，这与[image: alt]
 是有限群相矛盾．所以[image: alt]
 不包含抛物元．

（2）证[image: alt]
 中元素除恒等变换外有相同的不动点．假设[image: alt]
 有元素T（z）与S（z），其不动点分别为z0
 ，z1
 和z0
 ，z2
 ，且z1
 ≠z2
 ．由定理5可知T[image: alt]
 S[image: alt]
 T-1
 [image: alt]
 S-1
 （z）非恒等变换，下面来说明它是一抛物元．事实上，考虑有限群[image: alt]
 共轭于[image: alt]
 中元素[image: alt]
 （z），[image: alt]
 （z），它们对应的规范式矩阵设为：

[image: alt]


容易求出

[image: alt]


这说明[image: alt]
 为抛物元素，所以T[image: alt]
 S[image: alt]
 T-1
 。S-1
 （z）也是抛物元素，这与已证的结论（1）矛盾．

（3）证[image: alt]
 是由椭圆元素生成的有限循环群．设[image: alt]
 中元素有不动点z0
 ，z1
 ，令

[image: alt]


考虑有限群

[image: alt]


则[image: alt]
 中元素为[image: alt]
 ．因[image: alt]
 ，使

[image: alt]
 　（记号[image: alt]
 表示函数的n次复合），

所以λ＝1，即[image: alt]
 （z）为椭圆元素．我们列出[image: alt]
 的全部元素：

[image: alt]


（0＜θ1
 ＜θ2
 ＜…＜θN－1
 ＜2π），对[image: alt]
 ，存在最小自然数N1
 ，使

[image: alt]


所以[image: alt]
 ．显然N1
 ≤N，否则[image: alt]
 的元素个数要大于N．证N1
 ＝N．若N1
 ＜N，则在下面N1
 ＋1个数

[image: alt]


之外，一定存在θk
 ，使

[image: alt]


或

[image: alt]


既然[image: alt]
 都属于[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


这与[image: alt]
 元素中θ1
 是最小的取法矛盾．于是N1
 ＝N，且[image: alt]
 是由椭圆元素[image: alt]
 生成的循环群．因此[image: alt]
 是由椭圆元素T1
 （z）＝M-1
 [image: alt]
 [image: alt]
 1
 [image: alt]
 M（z）生成的有限循环群，又对邻域V＝V（0；δ），有

[image: alt]


所以对邻域U＝M-1
 （V），有

[image: alt]


证毕．

下面讨论分式线性变换群G是否有不变圆呢？如由g（z）＝z＋1生成的群G有无限多个不变圆，而由g1
 （z）＝z＋1和g2
 （z）＝z＋i生成的群G没有不变圆．


定理7
 　设G为分式线性变换群，不含斜驶元，且含有两个无公共不动点的双曲元g，h，则G有不变圆D：∀f∈G，f（D）＝D．除D与[image: alt]
 \D外G无其他不变圆．


证明
 　若G的共轭群

[image: alt]


有不变圆，则G也有不变圆．所以无妨设

[image: alt]


∀f∈G，设f的系数矩阵为

[image: alt]


令

[image: alt]


因f，gf为非斜驶型，所以t1
 ，t2
 为实数，由此得出α，δ为实数，即G的每个元素的系数矩阵中，其对角线元素为实数．特别有a，d为实数，h的不动点为

[image: alt]


因h的不动点不为0，∞，故bc≠0（否则h有一不动点为0或∞）．由此推出z1
 /z2
 为实数，即h，g的不动点位于一直线上．无妨设该直线即为实轴（否则考虑共轭群），于是得出c，b为实数．

∀f∈G，由f[image: alt]
 h对应的矩阵

[image: alt]


和已证得αa＋βc，γb＋δd，a，b，c，d，α，δ为实数，推出β，γ为实数，即f把上半平面H映为H，故G有不变圆H．

G的不变圆除H和下半平面外，没有其他的不变圆．这是因为G的不变圆也是g，h的不变圆，而g的不变圆边界为过0，∞的直线，h的不变圆边界为过z1
 ，z2
 的圆周，它们的公共不变圆只能是H与下半平面．证毕．

分式线性变换与黎曼曲面、间断群、非欧几何等都有密切的联系，由于这方面内容太丰富，无法作简单地介绍．这儿只讨论分式线性变换与球面几何的关系．

在第一章，利用球极射影，我们在[image: alt]
 上引入球距离

[image: alt]


令z′→z，即得[image: alt]
 上球度量
 或椭圆度量


[image: alt]


设L为黎曼球面S上一光滑曲线，通过球极射影，将L射影到[image: alt]
 上，得[image: alt]
 上一光滑曲线l．则

[image: alt]



定理8
 　分式线性变换T（z）保持球度量不变，即满足

[image: alt]


当且仅当

[image: alt]



证明
 　设T（z）由（12）式给出，因

[image: alt]


所以

[image: alt]


即推出（11）式成立．

反之，设[image: alt]
 ．由（11）式成立得

[image: alt]


或

[image: alt]


比较系数得出

[image: alt]


结合规范化条件-cb＋ad＝1，解出c＝-[image: alt]
 ，a＝[image: alt]
 ．故（12）式成立．证毕．

若T（z）非恒等变换，则由（12）式得

[image: alt]


由｜Rea｜≤｜a｜≤1，若｜Rea｜＝1，则a＝±1，c＝0，由此推出T（z）为恒等变换，与假设相矛盾．所以｜Rea｜＜1，即T（z）为椭圆型．若z0
 为其不动点，则[image: alt]
 也是T（z）的不动点．它们是球面S上某一直径的两个端点的球极射影．


定理9
 　给定分式线性变换（12）：

[image: alt]


则可导出黎曼球面S到S上的欧氏变换Z′＝HZ，H是正交矩阵，detH＝1．用分量表示为：

[image: alt]


反之，给定S到S上的欧氏变换Z′＝HZ（H为正交矩阵，detH＝1），则可导出[image: alt]
 到[image: alt]
 上的分式线性变换（12）．


证明
 　由球极射影关系式，得

[image: alt]


令

[image: alt]


设[image: alt]
 ，通过直接验算知H为正交矩阵．detH＝1，即得S到S上的欧氏变换Z′＝HZ．

反之，给定S到S上的欧氏变换Z′＝HZ，H为正交矩阵，detH＝1．通过球极射影，得[image: alt]
 到[image: alt]
 上的单叶变换z′＝T（z），它在[image: alt]
 上除一点外实可微，且保持球距离不变，即

[image: alt]


令z2
 →z1
 ，推出T（z）在z1
 点是保形变换，即

[image: alt]


由第一章习题第16题知，T（z）是两次反定向的反射变换和一次保定向的正交变换的复合，所以T（z）在z1
 点保定向．再由第三章习题第23题知T（z）在z1
 点可导．设T（z0
 ）＝∞，则T（z）在[image: alt]
 \｛z0
 ｝上解析．根据第五章最后一个定理，知T（z）为分式线性变换．再根据定理8，得T（z）为（12）形式的分式线性变换．证毕．

形如（12）的分式线性变换有不动点z0
 ，[image: alt]
 ，它们对应于S上点Z0
 和-Z0
 ．这表明S到S上的欧氏变换一定是绕过Z0
 ，-Z0
 轴的旋转．


习题答案与提示

第一章

1．[image: alt]


2．[image: alt]


3．[image: alt]


4．平行四边形两对角线长度平方之和，等于其四边长度平方之和．

6．由第5题可得

[image: alt]


用｜z1
 ｜，±｜z2
 ｜代替式中的z1
 ，z2
 ，又可得两个等式，然后进行比较．

7．（1）设L是线段［z1
 ，z2
 ］的垂直平分线，集合E为包含z1
 且以L为边界的开半平面；

（2）当z≠z2
 时，条件可化为Re（z－z1
 ）（[image: alt]
 －[image: alt]
 2
 ）＝0，所以集合E是以［z1
 ，z2
 ］为直径的圆周除去z2
 点．或利用

[image: alt]


得圆周方程[image: alt]
 ，同样得出集合E．

（3）由0＜-y＜1，所以E是带域-1＜y＜0．

（4）当z≠z2
 时，条件可化为[image: alt]
 ，或

Rei（z－z1
 ）（[image: alt]
 －[image: alt]
 2
 ）＝0，

要使向量i（z－z1
 ）与z－z2
 正交，可知E为过z1
 ，z2
 的直线（除去z2
 ）．或利用[image: alt]
 ，方程可化为直线方程

[image: alt]


（5）条件等价于[image: alt]
 ．由

[image: alt]


推出Rez＞0；由[image: alt]
 ，推出｜z－1｜2
 ＞2．所以E是右半平面Rez＞0与圆周[image: alt]
 外部区域的交集．

8．圆周方程为[image: alt]
 0，圆心为[image: alt]
 ，半径为[image: alt]


9．（1）直线方程为（-1＋i）[image: alt]
 ＋（-1－i）z＝0，故所求的点为i[image: alt]
 0
 ；

（2）直线方程为（1－i）z＋（1＋i）[image: alt]
 ＝0，故所求的点为-i[image: alt]
 0
 ．

10．直线方程为z＋[image: alt]
 －2a＝0，故所求的点为2a－[image: alt]
 0
 ．

11．[image: alt]


12．[image: alt]


13．设z对应于S上的点为（x1
 ，x2
 ，x3
 ），证1/[image: alt]
 对应的点为（x1
 ，x2
 ，-x3
 ）．

14．设z，z′对应于S上的点为（x1
 ，x2
 ，x3
 ）和[image: alt]
 ，证z[image: alt]
 ′＝-1成立充要条件为[image: alt]


15．利用Az[image: alt]
 ＋B[image: alt]
 ＋[image: alt]
 z＋C＝0是S上大圆周的球极投影的充要条件为A＋C＝0．

16．[image: alt]


第二章

1．利用不等式

[image: alt]


2．第一式利用｜｜zn
 ｜－｜z0
 ｜｜≤｜zn
 －z0
 ｜．证第二式时，先在［-π，π）内取定复数zn
 /z0
 的主辐角，则由zn
 /z0
 →1，得

[image: alt]


然后取定z0
 的辐角主值argz0
 ，则一定可取出zn
 的辐角argzn
 ，使[image: alt]
 [image: alt]


3．（1）利用极限

[image: alt]


[image: alt]


（2）利用极限

[image: alt]


4．（1）∀ζ∈A，则

d（z1
 ，A）≤｜z1
 －ζ｜≤｜z1
 －z2
 ｜＋｜z2
 －ζ｜，

然后对ζ∈A取下确界．

（2）∀z∈B，由A是闭集，证d（z，A）＞0．再由（1）知d（z，A）是紧集B上的连续函数，所以

[image: alt]


5．设c＝a＋ib，f（t）＝x（t）＋iy（t），则

[image: alt]


6．先证f（E）为闭集．设w0
 是f（E）的极限点，即存在｛zn
 ｝⊂E，使[image: alt]
 ．由E的紧性，∃[image: alt]
 ，使[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


即f（E）为闭集．又利用实函数｜f（z）｜在E上有界，可知f（E）为有界集，因此f（E）是[image: alt]
 中紧集．

第三章

1．（1）u（x，y）在z＝0点不可微，故f（z）在z＝0不可导．当z≠0时，u（x，y），v（x，y）不满足C-R方程，故f（z）不可导．

2．在z＝0点满足C-R方程，但u（x，y）在z＝0不可微，故f（z）不可导．

3．引用数学分析中一阶偏导数恒为零时，二元函数为常数．

4．（3）设｜f（z）｜≡C．若C＝0，则f（z）≡0；若C≠0，由[image: alt]
 得[image: alt]
 ，推出[image: alt]


5．利用C-R方程可推出[image: alt]


6．当z0
 位于下半平面时，由导数定义得

[image: alt]


7．由[image: alt]
 ，得

[image: alt]


8．利用曲线u（x，y）＝C1
 在（x0
 ，y0
 ）点的法向量为[image: alt]


9．利用导数定义或微分．

10．[image: alt]
 ．微分时注意[image: alt]


11．[image: alt]
 ，其中θ＝arg（z－z0
 ）．若[image: alt]
 都不为零，总可求出两个方向，当z沿该方向趋于z0
 时，上式极限不等，这与假设矛盾．所以两偏导数至少有一为零．

12．方法一
 　利用[image: alt]
 ，类似有[image: alt]
 表示式．


方法二
 　当动点[image: alt]
 趋于定点[image: alt]
 时，

[image: alt]


再令动点[image: alt]
 趋于[image: alt]
 时，

[image: alt]



方法三
 　任取z0
 ≠0，令ζ0
 ＝logz0
 ，则ζ＝logz把z0
 邻域V（z0
 ；δ）映为ζ0
 邻域U，由反函数定理，z＝eζ
 把U映为V（z0
 ；δ）．函数f（eζ
 ）在U内解析，令ζ＝ξ＋iη＝logr＋iθ，得

[image: alt]


再令ζ＝logz，故在V（z0
 ；δ）内有

[image: alt]


14．方法一
 　令ζ＝αz，ζ＝ξ＋iη，它把带域[image: alt]
 映为两平行直线[image: alt]
 围成的带域D．当a2
 ＋b2
 ≤2｜a｜时，此带域垂直宽度不超过2π，所以eζ
 在此带域内单叶，故[image: alt]
 在带域[image: alt]
 内单叶．反之，若a2
 ＋b2
 ＞2｜a｜，则带域D的垂直宽度大于2π，eζ
 在D内不单叶，故[image: alt]
 在[image: alt]
 内不单叶，即要单叶时必有a2
 ＋b2
 ≤2｜a｜．


方法二
 　由[image: alt]
 ，得

[image: alt]


当z1
 ，z2
 位于[image: alt]
 内时，

[image: alt]


推出k＝0，即得z1
 ＝z2
 ．反之，若a2
 ＋b2
 ＞2｜a｜，则在

[image: alt]


内总存在两不同点z1
 ，z2
 使

[image: alt]


即[image: alt]
 在带域内不单叶．

16．方法一
 　设圆周C的方程为[image: alt]
 ，由[image: alt]
 [image: alt]
 ，可推出[image: alt]



方法二
 　作分式线性变换[image: alt]
 ，把圆周C映为过原点的直线L，把z1
 ，z2
 映为w1
 ，w2
 ，由w2
 ＝-w1
 即知z1
 ，z2
 在C的两侧．

17．[image: alt]


18．[image: alt]


19．（1）论证[image: alt]


20．[image: alt]


21．[image: alt]


22．[image: alt]


23．证[image: alt]


24．方法一
 　[image: alt]
 ，推出

[image: alt]


取[image: alt]



方法二
 　因

[image: alt]


当z1
 ，z2
 位于圆周[image: alt]
 上时，

[image: alt]


25．作分式线性变换，使[image: alt]
 ，则由条件[image: alt]


26．计算[image: alt]


27．考虑分式线性变换[image: alt]
 ，它把｜z｜＝1映为圆周C，C以0，∞为对称点，所以C有形式｜w｜＝R，又C以2，[image: alt]
 为对称点，故R＝1．

28．[image: alt]


29．[image: alt]


30．分支点为a，b，∞．单值域为

[image: alt]
 \｛［a，∞）∪［b，∞）｝而［a，∞）∩［b，∞）＝∅．

31．可取出单值解析分支，它是奇函数．

32．（1）分支点为a1
 ，a2
 ，a3
 ，∞．单值域为

[image: alt]
 \｛［a1
 ，a2
 ］∪［a3
 ，∞）｝而［a1
 ，a2
 ］∩［a3
 ，∞）＝∅．

（2）分支点为a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ．单值域为

[image: alt]
 \｛［a1
 ，a2
 ］∪［a3
 ，a4
 ］｝而［a1
 ，a2
 ］∩［a3
 ，a4
 ］＝∅．

33．（1）是；（2）是；（3）是．

34．分支点为0，1．单值域为[image: alt]
 \［0，1］．

35．可以．f（2）＝log3＋iπ，f（-2）＝log3－iπ．

第四章

1．（1）2πsinli；（2）[image: alt]


2．（1）[image: alt]
 ；（2）a，b在｜z｜＝R内部或外部时，I＝0；a在内部，b在外部时，[image: alt]
 ；a在外部，b在内部时，[image: alt]


3．（1）8πi；（2）0；（3）应用圆外Cauchy定理和圆内Cauchy公式，

[image: alt]


4．[image: alt]


5．[image: alt]


6．考虑辅助函数[image: alt]


7．固定z，取R充分大

[image: alt]


8．反证并考虑f（z）＝1/P（z）．

9．对f（z）与1/f（z）应用最大模原理．

10．（1）对函数[image: alt]
 在R≤｜z｜≤R1
 上应用Cauchy定理，然后令R1
 →+∞；

（2）令[image: alt]
 ，证｜f（∞）｜＜M．

11．对函数[image: alt]
 在｜z｜≥1上应用最大模原理，然后再对Pn
 （z）在｜z｜≤R上应用最大模原理．

12．对Pn
 （z）/z在｜z｜≥1上应用最大模原理．

13．考虑函数F（z）＝f（z）f（-z）．

14．对函数[image: alt]
 应用Schwarz引理．

15．对函数[image: alt]
 应用Schwarz引理．

16．作辅助函数

[image: alt]


17．对函数[image: alt]
 应用Schwarz引理．

18．对函数[image: alt]
 应用Schwarz引理．

19．考虑函数F（z）＝f（z）－f（0），由调和函数最大模原理知A－Ref（0）＞0，然后应用18题．或考虑函数

F（z）＝f（z）－f（0）＋ε　（∀ε＞0），

最后令ε→0．

20．[image: alt]


取[image: alt]
 ，得

[image: alt]


第五章

1．利用[image: alt]


2．（1）当Imz≠0时，一般项

[image: alt]


所以收敛域为实轴；

（2）｜z｜＜1．

3．∀紧集K，∃R使K包含在｜z｜≤R内，∃N＞R，说明级数[image: alt]
 在K上一致收敛．

4．利用级数[image: alt]
 在K上一致收敛．

5．∀紧集K⊂D，记2ρ＝d（K，∂D）＞0．则当z∈K时，

[image: alt]


6．利用[image: alt]


8．由条件[image: alt]
 ，故级数[image: alt]
 收敛半径为+∞．令[image: alt]
 ，可得估计式．

9．（2）[image: alt]


[image: alt]


10．（1）利用[image: alt]
 　（2）利用cn
 公式和（1）；

（3）[image: alt]


（4）对[image: alt]
 展成z的幂级数；　（5）利用Cauchy公式与（4）．

11．先求出和函数[image: alt]
 ，可得收敛半径[image: alt]


12．∀r＜1，函数f（rz）在[image: alt]
 解析，故其幂级数部分和在｜z｜≤1上一致收敛于f（rz）．

13．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


14．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）利用第三章第7题知[image: alt]


15．证明a不是f（z）的极点和可去奇点．

16．证Laurent展式系数皆为零．

17．由a是φ（z）＝（z－a）f（z）的可去奇点，推出a是f（z）的可去奇点．

18．证明φ（z）在[image: alt]
 上实部有界，然后证φ（z）为常数．

19．注意ak
 （1≤k≤n）为f（z）的可去奇点．

20．利用｜f（zn
 ）｜≤｜zn
 ｜．

21．用11题有相同和函数[image: alt]
 ，但所给级数的收敛域为｜z（1＋z）｜＜1．

22．记方程1－z－z2
 ＝0的根为

[image: alt]


设δ充分小，R充分大，则有

[image: alt]


由此得

[image: alt]


第六章

1．（1）[image: alt]
 ；（2）a－b；（3）Res（f；1）＝-e，Res（f；∞）＝1，Res（f；0）＝e－1．

2．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


3．利用[image: alt]


4．先由[image: alt]
 是ζ的偶函数，得Laurent展式

[image: alt]


或[image: alt]
 ．所以有[image: alt]
 ，然后利用等式

[image: alt]


化为求一级极点的留数．

5．即求留数．

6．利用[image: alt]
 在a点解析．

7．（1）利用留数定义和积分变换；　（2）要说明原点留数为零．

8．在1＜｜z｜＜2内有两个根，在2＜｜z｜＜5/2内有三个根．

9．（1）一个根；（2）四个根；（3）一个根；（4）一个根．

10．利用[image: alt]
 把右半平面映为过z＝1，2，且与实轴正交的圆内部．

11．取如图6-2中的回路γ，∆γargP（z）＝4π＋o（1）．

12．取如图6-2中的回路γ，∆γargP（z）＝2π＋o（1）．

13．在[image: alt]


14．先证｜ak
 ｜≤M（1≤k≤n），然后应用上一题．

15．（1）a是f（z）的可去奇点时，要说明F（a）≠0，即证积分

[image: alt]


（2）本性奇点．

17．反证．得F（f（z））把D映为一区域．

18．利用Pn
 （z）在｜z｜＜1内内闭一致收敛于[image: alt]


19．即证∀R＞0，∃N，当n≥N时，Pn
 （z）在｜z｜≤R内无零点．

20．反证．考虑反函数g（w）限制在｜w｜＜1上的函数，仍记为g（w），对g（w）应用Schwarz引理．

21．设[image: alt]
 ，对φ［f-1
 （z）］和f［φ-1
 （z）］应用Schwarz引理．

22．（1）应用Rouché定理；

（2）函数[image: alt]
 在｜z｜＜1内无不动点．考虑[image: alt]
 [image: alt]
 或考虑[image: alt]
 ，其中z0
 ，z1
 为两个不动点，设法得一矛盾．

23．（1）[image: alt]
 ．计算时可利用恒等式：

[image: alt]


（2）[image: alt]


24．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


25．（1）[image: alt]
 　（2）0．

26．（1）[image: alt]
 　（2）[image: alt]


27．[image: alt]


28．（1）[image: alt]


（3）利用[image: alt]


第七章

1．利用[image: alt]
 在D内解析和解析函数的唯一性定理．

2．利用上一题．

3．利用第一节引理1，或对[image: alt]
 求[image: alt]
 ，或利用每点邻域内logf（z）可取出单值解析分支．

4．利用求偏导数与次序无关性质．

5．先由条件可得[image: alt]
 ，再由第4题与第2题得[image: alt]
 或[image: alt]


6．方法一
 　利用推论2与调和函数的最大最小值原理；


方法二
 　对函数±u（z）＋εlog｜z｜应用最大最小值原理，然后令ε→0．

7．方法一
 　从几何考虑．因变换[image: alt]
 把单位圆变为[image: alt]
 \［-∞，0］，把半径变为从1出发终至于负实轴上一点的曲线；


方法二
 　固定θ∈（0，π）∪（π，2π），由

[image: alt]


即可得出r→1时极限为零．

8．在｜z｜≤r＜1上利用Poisson公式，然后令r→1．对调和函数[image: alt]
 [image: alt]
 ，即可看出结果不能改进．

9．由

[image: alt]


对每个积分应用第四章引理2．

10．固定z，由上题可得

[image: alt]


11．要证公式

[image: alt]


可以两边对r→1求极限．即要证∀ε＞0，∃r0
 ，当r0
 ＜r＜1时，有

[image: alt]


12．将[image: alt]
 代入，得

[image: alt]


13．函数[image: alt]
 在｜w｜＜1内调和，在｜w｜＜1除去w＝1外连续、有界．由第11题得

[image: alt]


对上式作[image: alt]
 变换，得

[image: alt]


14．计算[image: alt]


15．若f（z0
 ）＝0，[image: alt]
 在z0
 点的平均值不等式显然成立．若f（z0
 ）≠0，∃V（z0
 ；δ），f（z）在其上不为零．[image: alt]
 可取出单值解析分支，由解析函数平均值公式，得[image: alt]
 在z0
 点的平均值不等式．

16．若[image: alt]
 在z0
 点的平均值不等式显然成立．若u（z0
 ）≠0，∃V（z0
 ；δ），u（z）在其上不为零．无妨设[image: alt]
 [image: alt]
 ，所以在V（z0
 ；δ）上[image: alt]
 为次调和函数，故在z0
 点平均值不等式成立．

17．由

[image: alt]


（j＝1，2，0＜r＜δ），即得

[image: alt]


18．（1）在｜z－z0
 ｜＜d（z0
 ，∂D）上u（z）有共轭调和函数v（z），对解析函数[image: alt]
 应用平均值公式，然后取模即得．

（2）因[image: alt]
 为｜z－z0
 ｜＜d（z0
 ，∂D）内解析函数，所以其模为次调和函数．由z0
 的任意性，[image: alt]
 为D内次调和函数．

第八章

1．第一个级数收敛域为｜z｜＜1，和函数为[image: alt]
 ，第二个级数收敛域为｜z＋1｜＜[image: alt]
 ，和函数为[image: alt]


2．方法一
 　在｜z｜＜2内定义解析函数

[image: alt]


当｜z｜＜1时，F（z）＝f（z），所以f（z）可解析开拓到｜z｜＜2．由解析函数唯一性定理，｜z｜＜2时，

[image: alt]


依此下去可开拓到[image: alt]
 ．


方法二
 　反证．假设f（z）的幂级数展式收敛半径为R＜+∞．由条件f（2z）与2f（z）f′（z）应有相同的收敛半径．但f（2z）展式的收敛半径为[image: alt]
 ，2f（z）f′（z）展式的收敛半径≥R，故矛盾．

3．z0
 为[image: alt]
 的可去奇点．

4．（1）设[image: alt]
 的收敛半径为R＝｜z0
 ｜，利用[image: alt]
 的幂级数在｜z｜＝R＜R1
 上处处收敛，[image: alt]
 的幂级数在｜z｜＝R上处处发散．

（2）利用[image: alt]
 在z0
 点收敛．

5．反证．假设在｜z｜＝R上一点z0
 收敛，ζ＝Reiθ
 ，利用不等式

[image: alt]


证明[image: alt]
 的模r充分接近R时，上式小于ε．证明时注意N充分大时，[image: alt]
 ，固定N，[image: alt]
 为常数．

6．（1）

[image: alt]


（3）反证．如果1是正则点，则[image: alt]
 ．由此推出｜z｜＝1上每一点为正则点．

7．在D内作两条可求长Jordan曲线C1
 ，C2
 ，使C2
 位于C1
 的内部．当z位干C2
 与C1
 之间区域时，

[image: alt]


f1
 （z）在C1
 内部解析，f2
 （z）在C2
 外部解析．由f1
 （z）＝f（z）－f2
 （z），可将f1
 （z）解析开拓到γ1
 的内部．同理，由f2
 （z）＝f（z）－f1
 （z），可将f2
 （z）解析开拓到γ2
 的外部．

8．由条件可得[image: alt]


9．[image: alt]


10．方法一
 　f（z）可开拓成[image: alt]
 上的半纯函数．


方法二
 　先说明f（z）在｜z｜＜1内只有有限个零点，设为a1
 ，…，an
 ，然后考虑函数

[image: alt]


11．f（z）可解析开拓到区域

[image: alt]


第九章

1．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


2．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


3．（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


4．[image: alt]


5．[image: alt]


6．∀紧集K⊂D，记ρ＝dist（K，∂D）＞0，令

F＝｛z∈D；dist（z，K）≤ρ/2｝．

由｛fn
 （z）｝在F上一致有界，利用Cauchy不等式，证[image: alt]
 在K上一致有界．

7．（1）R＝1－｜a｜2
 ；

（2）R＝2h．

8．在｜z－z0
 ｜＜δ上对映射函数f：Ω→D，f（z0
 ）＝0应用Schwarz引理；对f的反函数g：D→Ω看成g：D→｜z－z0
 ｜＜d应用Schwarz引理．

9．变换[image: alt]
 把[image: alt]
 ．对F（ζ）有表示式：

[image: alt]


先通过[image: alt]
 把上式变成f（z）的积分公式，再作积分变换即得所证公式．

10．利用对称原理知[image: alt]
 [image: alt]
 ，代入上一题公式得

[image: alt]


11．[image: alt]



名词索引

Abel 第一定理

Abel 第二定理

Bernoulli 数

Beta 函数

Bolzano-Weierstrass 定理

Cantor 定理

Cauchy 序列

Cauchy 定理

Cauchy 型积分

Cauchy 公式

Cauchy 不等式

Cauchy-Riemann 方程

Dirichlet 问题

Gamma 函数

Green 公式

Harnack 原理

Heine-Borel 定理

Hurwitz 定理

Jordan 曲线

Jordan 定理

Laplace 方程

Laurent 级数

Liouville 定理

Montel 定理

Möbius 变换

Morera 定理

Picard 小定理

Picard 大定理

Poisson 公式

Poisson 积分

Riemann 定理

Riemann Zeta 函数

Riemann 猜测

Rouché 定理

Schwarz 引理

Schwarz 公式

Schwarz-Christoffel 公式

Taylor 级数

Weierstrass 第一定理

Weierstrass 第二定理

Weierstrass M-判别法

一画

一点解析

一致收敛

一致收敛原理

三画

上半连续函数

四画

开集

区域

分式线性变换

分支点

内闭一致收敛

切比雪夫多项式

反余弦函数

反正切函数

内闭一致有界

内闭等度连续

双周期函数

双曲型分式线性变换

五画

边界

可导

可微

发散

主要部分

可去奇点

本性奇点

代数基本定理

边界对应原理

对数函数

正弦函数

正切函数

正则点

对合变换

六画

共轭复数

关于直线对称

关于圆周对称

闭集

闭区域

多连通区域

全纯

共轭调和函数

交比

全纯微分的周期

级数

收敛原理

亚纯函数

共轭调和微分

全纯微分

共轭调和微分的周期

同调基

次调和函数

全纯域

自然边界

同伦

曲线四边形

共轭分式线性变换

七画

邻域

连通集

条件收敛

局部一致收敛

极点

局部单叶

余弦函数

完全解析函数

抛物型分式线性变换

八画

实部

空心邻域

单连通区域

单叶

实可微

沿定向曲线积分

函数在∞点解析

奇点的留数

闸函数

直接解析开拓

奇异点

沿曲线的解析开拓

单值性定理

九画

复平面

映射在∞点保角性

绝对收敛

映照或映射

指数函数

覆盖曲线的圆链

映射半径

矩阵迹

十画

圆链

原函数

十一画

虚部

球极射影

球距离

第一类保角映射

第二类保角映射

唯一性定理

斜驶型分式线性变换

球度量

十二画

辐角

道路连通集

最大模原理

辐角原理

幂函数

超越整函数

椭圆积分

椭圆函数

椭圆型分式线性变换

椭圆度量

十三画

解析

微分在∞点全纯

零点

简单零点

零点孤立性

解析部分

稠密集

解析元素

解析元素链

解析开拓

简单边界点

群SL（2，[image: alt]
 ）

十四画

模

稳定化子群

十五画

整函数

十六画

儒可夫斯基函数

儒可夫斯基函数的反函数
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