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内容提要




我们是如此需要数学，以至于从远古时代的古巴比伦人开始就已经积累了一定的数学知识。不过，那时的数学还只是观察和经验所得，没有烦琐且枯燥的证明。经过漫长的发展，数学逐渐成为学习和研究现代科学技术必不可少的基本工具，但同时它也成为让不少学生十分苦恼的一门课程。本书汲取最原始的经验，从生活出发，通过有趣的画图练习和模型制作等，向读者展示自然、空间以及时间里的数学知识。“一沙一世界，一花一天堂。”飘落的雪花是几何，太阳、月亮的运转是周期，叶子的节点是数列……换个方式看数学，你将发现自然的美丽及宇宙的秩序。





编者说明




本书作者任教于华德福教育体系，这是他针对澳大利亚12~14岁的学生所需要掌握的数学知识，为授课老师准备的一些教学素材。本书内容比较生活化，且形式活泼，步骤详尽，通过大量彩图，引导学生认识自然、空间以及时间里的数学。我国教授的数学通常比国外的难度大，所以本书也适合我国10岁以上的孩子自己阅读。

华德福的教育方式强调学习与生活经验的联结。对教师和家长而言，点燃孩子的学习热情远胜于掌握某个知识点。对学生而言，概念与实践的结合会带来无限惊喜。数学不只是计算与公式，更是探索、兴趣与应用，它也是一项重要的生活技能。

为了更好地呈现原著的魅力，书中配图的文字没有用中文替换，而是在必要的地方，在图的旁边（或下方）附上了对图中文字的翻译，以辅助理解。

书中部分地方出现了一些英制单位和日常生活或学习中不常用的单位，在此统一说明。in——英寸，1in=0.0254m；ft——英尺，1ft=0.3048m；yd——码，1yd=0.9144m；rad——弧度，1rad≈57°；grad——百分度，1grad=1

g


 =0.9°。





导论




一篇发表于《悉尼晨锋报》上的文章（2001年12月20日），引述了在教会学校任职的约翰·梅特卡夫所说的一段话：“孩子被教导说，数学是一种描述世界的语言——一种由上帝所创造的语言……”

这也是我多年来的感受，而且只要严肃对待，我认为这是可以走得非常远的一条路。这条路表明，在自然之书中有一个秘密等着被揭示，我们这个世界不只是一个长程的、概率上的偶遇，也不是通过各种令人不安的推断过程可以计算的，没有一个具有实践经验的工程师会梦想可以这么做。

有一种观点主张，数学的世界是由假设的理念构成的一种抽象的集合体。这些理念本身没有什么实际意义，有的只是与理解外在世界有关的便利性与实用性。虽然有些学者提到过这一点，但对于数学是如此有用的这个事实，我们通常视而不见。

还有一种观点认为，数学在多元的意义上是诸神的语言。可以说，我们的心智对数学与几何概念的理解，只是让这个世界存在的那些作用力的残余。这种观点并不是假定我们的思想只是知识上的一种假设，只是心智的影子，它其实是一条真实的通道，引领我们进一步了解大自然这个工作室。

对我来说，莎士比亚所谓的“被思维盖上了一层灰色”（译注：《哈姆雷特》，朱生豪译），只适用于我们现在浅薄的智力，而非思想生命可以到达的最终境界——正如鲁道夫·斯坦纳在他的《灵性活动的哲学》（Philosophy of Spiritual Activity
 ）一书中指出的：“有了思维活动，我们就已经掌握了灵性的一个小小角落。”

毋庸置疑，在这些角落中还有各种变化，而这整件事情可以无止境地辩论下去。令人惊讶的是，数学概念与细心观察到的现象之间的相互吻合（比如图I.1所示的广义螺旋形）所带来的惊喜，可以让我们忙于探索，激发我们的好奇心。它们无疑是重要的。




图I.1　广义螺旋形

本书包括我教授七、八年级学生的主要内容。每一个课程单元都需要超过3周的时间来完成，在我们的学校——澳大利亚的斯坦纳学校，每天早上有一个半小时的上课时间。

每位教师都以不同的方式来教授这些课程，而其成果就学生、教师、地点及时间而言，都是独一无二的。不过，对我而言，似乎存在着一条我们共同努力打造的“黄金线”。

学生学习每年设置的课程，我们也在教授这门课程的过程中对它有了进一步的理解。我常想，如果我们无法以身作则，又如何要求学生产生学习兴趣呢？如果连我们都做不到，学生又如何做到？教师与学生之间，必须是一种等式关系。

这些内容是我们对数学主题的贡献。

我要感谢许多学生与友人，他们的作品为本书提供了很多实例。倘若我无法亲自指明他们的贡献，在此也要诚挚致歉。

当然，这些内容只是我个人的选择，其他人还会有许多其他的选择。然而，这是我经过20多年的教学所积累的素材，它引起了许多学生与同事的兴趣，这从材料复印的次数就可以看出来！

约翰·布莱克伍德





第1章　大自然中的数学




从青春期开始，年轻人便有一种越来越强烈的需求，他们希望能够将自己对世界的想法与他们的实际经验结合在一起。数学，尤其是几何学，此时便在我们周围许多大自然的奇迹中显露出来。发自我们内心深处的某些东西，呼应了我们身边的这些现象。

以下所呈现的一些教学主题概要（见图1.1），来自我多年前在斯坦纳学校教过的一门特别的课程，我试着涵盖我认为属于这个时代的内容。当然，还有其他许多内容可以纳入，这里只是我在当时所教授的部分内容。

我按照当时授课的顺序，选取了一些典型的练习。有时候提供了一些课堂活动建议，有时候给出了一些练习的指引。




图1.1　学生的作业簿封面，提示了3周内课程的主题与学习内容





作图技巧回顾




我们来看几个简单的几何作图实例：平分一个角，画一条已知直线的垂线，再画一道如图1.2和图1.3所示的彩虹——就从这里开始吧。

作图要用到圆规和直尺。对我而言，小心使用圆规是必须永远强调的事。准备一把好用的圆规，两脚不会晃动，也不会自动张开，还要有削尖的铅笔芯；一把边缘齐整的直尺，长度必须有30cm或更长一些。这两种工具是必备的。




图1.2　过点P
 作已知直线的垂线，平分一个角，并且画一道彩虹（圆规作业）




图1.3　横跨悉尼上空的双彩虹



练习一：画已知直线的垂线



①画一条直线p
 ，在其上选择一点P
 ，通过点P
 作直线p
 的垂线，如图1.4所示。




图1.4　画一条直线并在其上选择一点

②任取一个半径（如5cm），将圆规尖点置于点P
 上画圆，圆与直线p
 分别相交于点A
 和点B
 ，如图1.5所示。




图1.5　用圆规画圆

③取大于5cm（如7cm）的半径，分别以点A
 和点B
 为圆心画两个圆（或两条圆弧），它们相交于点C
 和点D
 ，如图1.6所示。




图1.6　画两个大圆

④连接点C
 和点D
 ，如图1.7所示，我们就得到了所需的过点P
 且垂直于直线p
 的直线。




图1.7　连接点C
 和点D


下面是一个属于入门级的更加简单的例子。



练习二：平分任意给定角α



①画直线b
 和直线c
 ，二者交于点A
 并形成一个夹角α
 ，如图1.8所示。这是两线之间待平分的角。




图1.8　画两条相交直线

②任取一个半径（如5cm），并将圆规两脚张开到此半径的大小。置圆规尖点在点A
 上画圆（或圆弧），圆与直线b
 和直线c
 分别交于点B
 和点C
 ，如图1.9所示。




图1.9　以点A
 为圆心画圆

③选取同样大小的半径（如3cm），分别以点B
 和点C
 为圆心画圆（或圆弧），二者交于点D
 ，如图1.10所示。




图1.10　分别以点B
 和点C
 为圆心画圆

④最后，连接点A
 和点D
 ，如图1.11所示。AD
 就是所求的角α
 的平分线，其中∠BAD
 ＝∠CAD
 ＝β
 ，因此2β
 ＝α
 。




图1.11　画直线AD


上述的这两个作图技巧将会用在未来绘制其他的图形上，只是在必要时简短地引用。



练习三：画彩虹



在大自然中，究竟什么拥有明显的几何结构？答案是：非常多的东西，只要我们看得够深入；一个令人愉悦的候选者经常现身于骤雨过后的天空中（见图1.12）。

第三个练习是画彩虹。当彩虹横跨天边时，我们可以用手机拍下这个令人欣喜的景象。先画出同心圆，然后涂上适当的颜色，这是一个很棒的练习。注意，红色是在明亮的虹的外侧，在黯淡的霓的内侧。

通常虹霓有7种颜色，Richard Of York Gained Battles In Vain是为红、橙、黄等设计的一种记忆术[译注：西方顺口溜。Richard对应Red（红），Of对应Orange（橙），York对应Yellow（黄），Gained对应Green（绿），Battles对应Blue（蓝），In对应Indigo（靛），Vain对应Violet（紫）]。




图1.12　一道呈圆弧状的彩虹

①画一条水平线段。

②在线段上（线段中点附近）标记一点当作圆心。

③取一把圆规，使其两脚张开约为此线段一半的距离。

④用圆规画出8个半圆（形成7个空间），其中每一个半圆的半径都比前一个大一点（如3mm）。

⑤在半圆与半圆之间着色（见图1.13）。

在灰卡纸上以蜡笔完成此项工作，它看起来令人惊奇。图1.13中只有3个同心圆，这模仿的是我在悉尼清晨所见的一道真实的彩虹，当时阳光还不够强。要将这种奇迹转换到纸上，并且让它还能保有魔幻般的光泽，简直太奇妙了。




图1.13　画彩虹





圆的形式




我们在哪儿看到过圆形？试着丢一颗石头到池塘里，波纹会从撞击点开始不断向外扩散。



练习四：通过点与直线画同心圆



用绘制角平分线的方法，将圆（周）十六等分，最终将得到一系列由相近切线所构成的同心圆。

①首先，在纸的正中间轻轻画一条水平线
 。然后，利用练习一中作直角的方法，再画一条水平线的垂线
 ，两线的相交处为点O
 ，如图1.14所示。

②将4个直角二等分，再将这8个新形成的角二等分。以点O
 为圆心画一个圆，这将会形成围绕点O
 的16个等分点，如图1.15所示。现在，相邻两直线之间的夹角是360°/16=22.5°。




图1.14　画水平线和垂线




图1.15　画出16个等分点

③为了画出一个同心圆，接下来沿着圆周连接相隔一定份数（如5份）的等分点，如图1.16所示。将等分点以1到16的数字来标示，这样就容易依序连下去了。

④从包含16（＝2×16÷2）条直线的直线族造出这样的圆之后，试着再连接每隔6份的等分点，然后试着连接每隔7份的等分点，等等。




图1.16　连接相隔一定份数的等分点

最终我们将得到一族近似圆，它们都是由同心圆的切线所构成的。如果每一个这样的圆又由不同颜色的直线所构成，那么将形成一个更加有趣的图形（见图1.17）。通过上述的方法，我们获得了一个纯粹由一系列有序的直线所构成的图形
 。开动大脑，你还会画出更多像这样神奇的东西。

在绘图的过程中，连接两点的直线还超出
 了这两个点。本质上，一条直线可以无限长，两个点只是定义了它的位置。

圆形到处都有，例如花朵的螺旋纹、太阳的圆盘、月亮的截面以及池塘中扩散的涟漪（见图1.18）。

下一个练习将探索一些不符合圆的特征的图形。




图1.17　同心圆




图1.18　池塘中的许多同心圆



练习五：构造其他形式



圆的构造可以如练习四所示，如果我们在作图上做一点小小的调整，就会出现相当不同的其他形式。让我们先作图，然后看看身边是否有这样的东西存在。

①在纸的下方画一条水平线a
 和一条垂线b
 ，二者相交于点O
 ，如图1.19所示。

②通过点O
 画等角的辐线。在本例中，我们选定相邻两直线的夹角为15°。

③画一个圆，使其圆心略高于点O
 ，然后以数字（1~24）标示圆与20条辐线和两条坐标轴相交的点，如图1.20所示。

④连接每隔5份的分割点，使这些直线穿过这个圆（见图1.21），这将构造出第一条曲线。




图1.19　画水平线和垂线




图1.20　画等角的辐线与圆




图1.21　连接每隔5份的分割点作直线

另外，正如在之前作图中那样以不同颜色的直线连接每隔两份、3份……的分割点，这里给出了由切线所构成的若干近似卵形的图形。一系列不同的形式
 就出现了（见图1.22）。

⑤图1.23的素描图显示的是这些曲线或近似卵形的全族的一部分。许多作图如连接每隔6、7、8、9份的分割点，可以依此类推。当圆位于正中心时，这些直线会构成同心圆（见图1.17）。不过，当这个圆偏离中心位置时，嵌套的卵形就会出现。

如果选择偶数标示的点，你必须有一个以上的起点，以得到完整的图形。如果是奇数点，则终将回到同一起点上。

你在生活中见过这样的卵形吗？这种形状看起来有点像椭圆。暂且不管它们是不是真的椭圆，我们会注意到某些蛋的样子从外观上看非常接近这些形状。

鸸鹋蛋是一个很好的例子。经过精确的分析，它很接近椭圆，但又不完全是（见图1.24）。其他动物的蛋也类似，不仅是鸟蛋，澳大利亚的鸭嘴兽和针鼹也有椭圆形的蛋。如此已足以表明：蛋与概念性设计的卵形具有显著的相似性。




图1.22　嵌套的卵形




图1.23　卵形作图




图1.24　鸸鹋蛋及椭圆

如果以圆为出发点，当把圆一分为六时会发生什么事情？这是值得探索的一件事。大自然中有对六重特性的表征吗？这一点是确定无疑的。





正六边形的形式




我们曾经画过很多六重对称的例子，如图1.25所示。我们要鼓励学生找到他们自己的例子，越多越好。当许多双眼睛（包括父母及朋友的）一起四处寻找时，可以找到的资源会令人惊讶！




图1.25　各式各样的正六边形

生活中的六边形图案很多。蜜蜂一直在做这件事，人工蜂巢基底的搭建可以由蜂蜡（见图1.26）压印而成。我自己养蜂，因此观察过蜜蜂如何利用人工基底筑巢，过程相当引人入胜。水晶（见图1.27）经常显示出六重对称的特点。许多花朵，尤其是百合家族也展示了这个特征。图1.28所示的是新南威尔士州的兰花，它也充分展示了六重对称特征。




图1.26　蜂蜡




图1.27　水晶




图1.28　兰花

如何运用圆规、铅笔和直尺来制作一个正六边形？简单！

对于自己作图的精度，有一个好的检验方法，就是按照图1.29所示方法，用圆规在圆周上依次画出6道弧线，圆弧的半径与该圆的半径相等。最精确的画法是最后的圆弧既不会超过起始点，也不会够不到起始点！试试看。




图1.29　检验我们作图的精度（此图有些许误差）



练习六：绘制一个正六边形



①先画一个半径约5cm的圆，圆心为O
 。通过点O
 画一条水平线，与圆相交于点A
 和点B
 。

②将圆规尖点置于点A
 ，以圆的半径为半径画弧，标记出圆弧与圆周的交点。针对点B
 ，也同样画弧。

③依次通过相邻的两点作直线，分别连接点A
 和点C
 、点C
 和点D
 、点D
 和点B
 、点B
 和点E
 、点E
 和点F
 、点F
 和点A
 ，就得到了所求的正六边形，如图1.30所示。




图1.30　画正六边形



练习七：造一片雪花



另一种在大自然中凸显了六重对称性的六边形是雪花。制作一个纸片“雪花”的方法如下。

①取一张薄的白色A4纸，用圆规在其上画一个半径约为8cm的圆。

②如同练习六一样，绘制一个正六边形。

③整齐地切下这个正六边形。

④沿着一条对角线对折正六边形。

⑤将对折后的正六边形继续折叠，直到形成一个等边三角形。

⑥从原正六边形的中心点想象一条通到底边的直线，平分等边三角形60°的顶角，沿着这条直线再对折一次，将得到一个直角三角形，如图1.31所示。




图1.31　由正六边形折叠得到直角三角形

⑦你可以用各种模仿雪花的裁剪方式来进行切割[可以参考本特利和汉弗斯的惊奇之作《雪片水晶》（Snow Crystals
 ），其中有种类繁多的雪花照片]，图1.32是一个典型的切割图。

⑧展开纸片，小心不要撕破纸张，如此我们可以得到一个如图1.33所示的巨大“雪花”！学生们通常会很喜欢这个作业。




图1.32　典型的雪花切割图




图1.33　展开纸片后形成的雪花





螺线的形式




像上述这样的练习，让我们看到在自然界中，有大量符合几何或其他数学特征的东西。这意味着数学隐藏在自然界宽广的表现形式中吗？可能是另外的情况吗？这些问题或许较次要，但的确值得许多科学家思考。

起初，形状是简单且易于构建的。下面我们讨论的是一种按特别的方式弯曲
 的形状。这样的形状也存在于大自然中吗？首先，我们来认识一种经典的螺线。





阿基米德螺线




阿基米德螺线也被称为绳索螺线，这是一种用一段绳索就很容易构造的螺线，如图1.34和图1.35所示。先握住绳索的一端，旋成一个紧密的圆，一直绕到绳索的另一个端点。

这种螺线有一个特性：每绕一圈，螺旋就以相同的幅度变大一点，它会逐步递增，只要绳子足够长！




图1.34　绳索螺线




图1.35　以绳索作为典范：一条阿基米德螺线



练习八：绘制阿基米德螺线



如图1.36所示，这条螺线由学生所绘制。




图1.36　阿基米德螺线

①先画一条竖直线和一条水平线，二者相交于点O
 。

②以点O
 为中心画同心圆，半径以5mm递增。

③绕着点O
 每隔30°画一条辐线。

④从圆心O
 开始，沿着辐线与同心圆的交点依序往外画弧线，每道弧线的弧心角为30°。

这是一条特殊且定义明确的螺线。不过，据我所知，它在大自然中并不那么普遍。如果你在自然界中发现了这样的螺线，请与我分享。



练习九：绘制螺线素描图



到此，环顾四周，看看你是否能够在各式物品中，尽可能多地找到一些一般
 螺线形式。少数几个样本如图1.37~图1.40所示。

在找到我们身边的螺线的例子后，可以用素描的方式画出来，从贝壳到银河系，从水的漩涡到人的头发（男孩和女孩的头发长得一样吗？），如图1.41所示。




图1.37　蜗牛壳




图1.38　绮蛳螺




图1.39　来自弗莱贝格的鹦鹉螺化石




图1.40　水的漩涡




图1.41　各种螺线的素描图





等角螺线




除阿基米德螺线外，还有其他种类的螺线，其中一种就是等角螺线（也称对数螺线）。有趣的是，我们可以再次运用六边形画出一个简单的等角螺线，稍后将加以说明。我们利用圆和六边形作图，不过还需要掌握几个基本的作图方法。



练习十：平分一条线段



我们将需要掌握一个平分给定线段的方法。当然，这可以通过运用直尺度量来完成，但正如此处所示，从几何观点来看，运用圆规和直尺作图更加优雅，而且这是一项值得拥有的技能。

①画线段AB
 ，图1.42（a）中是待平分的线段。

②选取一个圆规，使其两脚所张的距离约等于线段AB
 的长度。分别以点A
 和点B
 为圆心画弧，两弧交于点C
 和点D
 ，如图1.42（b）所示。

③连接点C
 和点D
 ，直线会穿过线段AB
 。AB
 与CD
 的交点E
 就是使得AE
 等于EB
 的位置，因此直线CD
 也就平分了线段AB
 ，如图1.42（c）所示。




图1.42　平分线段的方法



练习十一：经由一系列正六边形作等角螺线



现在绘制一系列正六边形，使其层层相套，越来越小，但须按一定的顺序执行。当然也可以以反方向画越来越大的正六边形。这个系列如果持续下去，往外会越来越大，往内会越来越小——永远到不了中心点。

①画一个半径为10cm的圆。在这个圆上，画一个如练习六所示的正六边形，如图1.43（a）所示。

②按照练习十的方法，找出这6条边中每一边的中点，如图1.43（b）所示。

③连接这6个平分点，这会形成另一个更小的正六边形。然后，用同样的方法平分这个更小的六边形的每一条边。

④再次连接平分点，我们会得到第三个更小的正六边形，如图1.43（c）所示。




图1.43　绘制一个正六边形，连接各边的中点，得到一个更小的正六边形，如此持续下去。这些六边形会越来越小

⑤找出以逆时针方向环绕且（大小）递减的等腰三角形，如图1.44所示。

⑥在继续此程序多次之后，这些三角形会趋近原来的圆心。这个三角形系列构造出的就是一个等角螺线，在同一图形中还可以看到许多等角螺线（见图1.44）。




图1.44　等角螺线族

类似的方法还可以得出其他有趣的效果，学生通常会以他们的想象力为我们带来惊喜！

针对这样的螺线，更一般的（代数的）表达式有点复杂。这些表达式是解析几何的主题，那是我们在更高的年级所要学习的内容。极坐标
 也是我们要学习的一个知识点——尽管现在还没有提及。

无论是推演自递减的正六边形，还是以更一般的表达式呈现，我们所作的螺线都试着收敛到图形的中心点。

当六边形的大小递减时，图将会越来越难画。重点是，我们可以在心理上想象
 它们永远延续下去，趋近页面上无穷远的一点
 ，但似乎永远无法到达。因此，我们得到了“局部无限”的概念。

对于一般的表达式r
 =A
 e


bθ



 而言，其图形也是这样的（见图1.45）。如果我们利用计算机程序来绘制这条曲线，并且让它取连续递减
 的θ
 值，程序将永远不会停止！（如果我们不设限制，程序最终将产生“溢出”现象。）




图1.45　运用Basic程序画出来的等角螺线

同样地，对于递增的
 六边形及θ
 而言，螺线将会一直向外扩张。这一点意义深远，我们所画的几何图形不只是一些片段，实际上还蕴涵了这一事实：这样的绘图（至少在我们的心中）可以向无穷远处延伸。这实际上可以应用到所有的
 几何绘图中，而且在某种意义上，我们永远无法绘制出完整的（任一种可以无限延伸的）几何图形！

我们在生活中能够看到像这样的螺线吗？是的！学生们需要观察、寻找并分享他们的发现。在此介绍的少数例子中包括著名的鹦鹉螺（见图1.46），这种形状在各类设计作品中常被看到。




图1.46　鹦鹉螺的截面

沿着任意一个锥形贝壳的轴线观察，我们都会看到螺线形式。有趣的是，大部分锥形贝壳的螺线都有一种特殊的“手性”（左旋或右旋）特征。



练习十二：贝壳的手性（左旋或右旋）检视



①寻找右旋性螺线（即螺线由中心开始，以顺时针方向旋绕，如图1.47所示）。贝壳都是右旋的吗？检察你所能找到的贝壳，答案可能令你惊奇！




图1.47　右旋贝壳。从尖端开始看，并且观察要沿着贝壳的哪一个方向旋绕，才会使螺线远离自己

②寻找左旋性螺线（即螺线由中心开始，以逆时针方向旋绕）。你能找到左旋性螺线吗？这种螺线在大自然中非常少见。努力试试看！来自墨西哥湾尤卡坦半岛的左旋香螺（见图1.48）就是非常罕见的左旋贝壳。




图1.48　左旋香螺

让学生阅读一些有关贝壳的书籍，看看他们是否找得到任何
 逆时针（或左旋性）螺线。

其他右旋性螺线的例子还有来自俄罗斯的美丽黄铁矿化石（见图1.49）和白石螺线贝壳（见图1.50），以及经常可以在悉尼海边看到的涡轮状贝壳（见图1.51）。




图1.49　黄铁矿化石（戴维·鲍登收藏）




图1.50　白石螺线贝壳（安·雅各布森收藏）




图1.51　涡轮状贝壳（来自悉尼海边）

接下来我们将发现，交互作用
 的螺线既有顺时针旋绕的，又有逆时针旋绕的，它们不只出现在贝壳上，在植物界中也有大量的例子。





斐波那契数及其数列




当六边形越来越小时，它们是按同样的比例
 递减的，相当于每一个连续的直径乘以一个相同的
 小于1的数。这个数被称为公比
 ，它定义了一个特殊的数列。同时应该指出的是，大自然中还有其他具有特殊重要性的数列。

这些具有特殊重要性的数列之一，就是著名的斐波那契数列，出自斐波那契的著作《计算之书》（Liber Abaci
 ，约1202，也译为《算盘全书》《算经》）中有关兔子繁殖的数学问题。其形式如下。

1，1，2，3，5，8，13，21，34，55，89，…

在89之后的下一项是什么？试着寻找之后的5项，并且写出任意项F
 n的表达式。



练习十三：斐波那契数——芹菜茎及其他



在哪里可以观察到这些斐波那契数？实际上，很多地方都有，图1.52列举了一些例子。平淡无奇的芹菜茎，如果在靠近根部处横切出一个截面，那么茎秆间将出现两个不同方向的螺线，而这两个方向上螺线的条数对应于相邻的两个斐波那契数1及2。有趣的是，这些螺线并非真的在那里，而是介于茎秆间。说来话长……




图1.52　寻找斐波那契数列

许多植物都具有两组螺线——一组顺时针，一组逆时针，只是有时难以察觉。这些螺线数经常是相连的斐波那契数。我们可以轻易地在纸上“印制”一个芹菜茎的横截面。试试看。

①取一棵新鲜的芹菜。

②用一把锋利的刀，在芹菜的根部附近横切（小心使用，不要划到手）。

③稳稳地握住茎秆，并在其截面上涂上明显的颜料。注意要将涂到茎秆外的多余的颜料擦掉。

④在干净的纸上“印制”这个截面，如图1.53所示。




图1.53　芹菜茎的横截面印制图

此处颜色所显示的并非植物的实体，而是它的结构（或形式）。你可以多试几次，寻找它的双螺线。

此外，图1.54中的草木刚被火焚烧后的截面（见图1.55）也显示了交互作用的螺线的清晰图像。

看看学生（及老师）能否找到里面有多少条螺线，并且观察它们旋绕的方式。当然，并不容易做到。




图1.54　自然中的常见草木




图1.55　草木被火焚烧后的截面





斐波那契螺线




上述两例只是显示了一种隐藏在大自然中的秩序。为了更好地进行研究，我们可以找出画这种螺线的几何方法。在彼得·史蒂文斯的《大自然中的模式》（Patterns in Nature
 ）一书中，作者相当完整地描述了一个非常简要的方法。



练习十四：制作一对斐波那契螺线



如图1.56所示，我们打算按顺时针方向画出5条螺线（黄色部分），按逆时针方向画出3条螺线（红色部分）。

①在纸张中间画一条水平线。在这条线的中心，轻轻标记一个中点O
 。以O
 为中心，画一个半径为10mm的圆。

②绕点O
 画一系列的同心圆。这些绕着点O
 的同心圆的半径由乘数（或公比）决定。“公”是因为它一再地被使用。在本例中，我们以1.2为乘数。从半径10mm开始来计算下一项，不断地将它乘以1.2（如第二项为10×1.2＝12）。因此，前几个半径如下（后7个数保留到10位有效数字）。




图1.56　从中心点向外扩展，有5条顺时针螺线，3条逆时针螺线

10

12

14.4

17.28

20.736

24.8832

29.85984

35.831808

42.99816960

51.59780352

61.91736422

74.30083706

89.16100448

106.9932054

128.3918465

③由于很难用铅笔和直尺画出精度超过0.5mm的（比例）图，因此我们可以进行四舍五入。我们需要画到半径约为100mm的圆，圆的半径四舍五入到小数点后一位，如下所示。

10.0

12.0

14.4

17.3

20.7

24.9

29.9

35.8

43.0

51.6

61.9

74.3

89.2

107.0

128.4

④以点O
 为圆心，以上述所有数字为半径，在整个页面上画满同心圆，如图1.57所示。对这个年龄段的学生而言，这是一次练习圆规准确操作的好机会。




图1.57　画同心圆

⑤这一步骤稍后才会得到验证。目前这么说已经足够：就像我们有黄金分割（或黄金比），因此黄金角也是有可能的。黄金分割的概念将会在稍后加以探索，现在先来研究黄金角本身，这个角非常接近137.5°（对那些感兴趣的读者来说，精确值可按照如下方格内所示的方法来计算）。



黄金角



就大部分学校用的计算器而言，黄金分割（或黄金比）为




现在，用360°除以这个数，即




以360°减去这个角度，将得到137.5077641°，而这个角度精确到半度，则是137.5°，这就是我们所求的角，其绕着圆心的角度之比为




换句话说，全部与较大部分的比值，和较大部分与较小部分的比值相同。

我们现在可以使用正规的量角器，沿着水平线，以这个角依序逆时针方向从圆心标记直线。更容易的做法是造一个单角为137.5°的“纸张量角器”（见图1.58），将这个特殊的量角器绕着圆心逆时针旋转，画出一系列射线。




图1.58　黄金角量角器

⑥从最小的圆（半径为10mm）开始，在圆心右边的水平线上标记出圆与水平线的交点，将这一点标记为点1。然后，点2将是半径12mm的圆与过点O
 和点1的直线逆时针旋转137.5°后的直线的交点，点3将是半径14.4mm的圆与过点O
 和点2的直线逆时针旋转137.5°后的直线的交点。依此类推，按逆时针方向标记，直到用完所有的点（共15个，如图1.59所示），或者已覆满页面！

⑦为了得到螺线本身，以平滑的曲线连接一系列标记数字的点。其中5个顺时针的螺线可以通过分别连接点（5，10，15）、（2，7，12）、（4，9，14）、（1，6，11）、（3，8，13），这些都是每隔5个点的序列。而3个逆时针的螺线则是连接每隔3个点的3个序列（见图1.60）。轻轻标记这些螺线。




图1.59　标记同心圆与黄金角的交点




图1.60　以平滑的曲线连接标记点

⑧对做出的螺线进一步优化。在引导学生做此功课之前，你先做一次吧。

注意，如同印制芹菜茎的截面，我们可以在螺线之间上色。有人说，在某些形式中正是因为填入
 了一些东西，我们才能看到实体。然而对我来说，学生能看到且画出这么美的图案，就已经足够了。

我们已经看到斐波那契数列如何以植物形式中的螺线被人们所认识，我们甚至还画出了这样的螺线。另一种形式出现在人体中，其中某些比例逼近与这个特别的序列密切相关的特殊数。

我根据好友麦克休多年前设计的一种特殊两脚规模型，造了一种比例测量仪。他的优雅模型如图1.61所示。在后面的练习十五中描述了一个更简单的装置的制作方法。




图1.61　黄金比两脚规（麦克休设计的模型）

有关黄金分割、黄金比例、黄金比或黄金切割的文献，实在数不胜数，甚至在美国还有一本专研此学术的杂志《斐波那契季刊》（Fibonacci Quarterly
 ）！学生此刻需要知道的是大自然（包括人体）中这种无所不在的形式。而它究竟是什么呢？它是一个比，一个非常特殊的比。这个特殊的比的值也被称为φ
 。





φ与黄金分割




什么是φ
 ？这个符号被赋予了一个相当特殊的数。它取4位小数的值是1.6180，算是一个粗略的近似值。它出现在许多地方，比我们可以想到的更多的地方。不过，也有人说，它是不确定的。虽然一组神奇的关系式可以应用到非常多的事物上，但不应假定它可以被应用到所有事物上。



φ的精确值（按它的定义来计算）



这个数是按下列方式来定义的：当一条线在特别处被分割，而使得：

全部对较大部分之比，与较大部分对较小部分之比相同。

这个定义非常关键。以图示来看，显示如下。




而这些比的图示，则可以用如下方式表示。




从代数操作来看，这些部分的比可以从这个特殊分割中找到。如果我们令较小部分的长是1个单位，且较大部分的长为x
 个单位，那么，全部的长将是（1+x
 ）个单位。或者，我们可以将此事实表示如下。




按惯用的数学符号法则，比例式如下，而我们的目的是求解x
 。






黄金分割



黄金分割（或黄金比）是(
 ＋1)/2＝1.618033989…，这是用普通的计算器所能算出的近似值。为了精确计算，我们将按如下所示进行。给定所要的条件，全部对较大部分的比，与较大部分对较小部分的比相同，如此可以表示成如下的式子：




首先，我们交叉相乘，得：




移项到等号左边，得：




现在，这是一个一元二次方程式，它可以将x
 视为未知数，运用公式来求解：




其中ax

2



 +bx
 +c
 =0。而在本例中，a
 =1，b
 =-1且c
 =-1。因此，代换a
 、b
 和c
 的值，我们有：




化简，可得
 ，即


所以，x
 的正确解为
 或


是的，有两个解。但我们只取正值，将它改写成：




根据上述说明得出φ
 的正确值，可以写成下列形式：




如果表示成一个无限不循环的十进制小数，则为：




通常被记成：




另一个负值(1-
 )/2给出了φ
 的倒数的负值-0.618。由于这个数表示一个比例关系，因此，正或负其实都无关紧要。





1.618或0.618？




这个数常被记为φ
 或phi。有时候，它的倒数也被称为phi。这多少有点令人困惑。但大部分的作者似乎都使用1.618而非0.618，请参考书末的文献。



练习十五：打造一组黄金分割两脚规



这样的两脚规可以使用卡片和别针来制作，其基本结构很清楚，适当的模型尺寸如图1.62所示。




图1.62　一组黄金分割两脚规的标准尺寸

①画出如图1.63所示的4张卡片的轮廓（或者自行设计，也可以让学生来设计）。

②沿着红色虚线剪开。

③在标记的点上穿洞。

④沿着粗黑实线将4个轮廓裁剪下来。

⑤以张开的别针为支点，将两脚规组合起来。

⑥用直尺测量你的两脚规有多精确。（两脚规比较宽的那一段距离为10cm，比较窄的那一段距离为6.18cm。）




图1.63　两脚规的4个组件

例如，我们可以检测我们手指节的比例（见图1.64），看看这些比例有多接近黄金分割。如果我们可以看到真正的骨节，结果或许将更加精确吧。




图1.64　使用中的两脚规

在人体中哪里存在这样的比例呢？“人”是万物的度量？或者这单纯地只是一种巧合？但我并不这么认为。



练习十六：人体中的黄金分割



让学生测量自己身体的A
 值和B
 值（见图1.65），看看这两部分的比值是否接近黄金分割。

中学生这个年龄段的人由于尚未完全成熟，比例多少会有些不一样。看看在这个群体中是否能找出比φ
 更大或更小的比值，想一想原因何在。

①测量整个身高，令其为A
 。

②测量由地面到肚脐的距离，令其为B
 。

③用A
 除以B
 。




图1.65　人体比例

④将这些值制成一张表，如表1.1所示。

表1.1　人体比例测量值




⑤计算这些比值的平均值，看看它接近什么数。

法国建筑师勒·柯比意设计了一种以黄金比为基础，被称为“模数”的尺度，作为建筑设计的辅助，如图1.66所示。




图1.66　模数，一种黄金分割尺度

在这个图示中，主要的尺寸是108和66.5。如果将其相加，然后除以108，我们会得到1.616——一个接近φ
 的数。



练习十七：植物中的斐波那契数列



某些植物在分叉时会显现出斐波那契数列的规律。根据杭特立的观察，当珠蓍往花部延伸时，展现了这种数列（见图1.67）。




图1.67　珠蓍的节点

注意观察，在这张素描中，叶子的节点看起来排成一条线。茴香也有类似的情况吗？你必须自己观察！把它当作一个练习。



练习十八：phi——黄金分割



如前所述，如果我们细心观察，这个特殊数（φ
 ）会被下面所描述的（新）数列趋近：这个（新）数列由斐波那契数列的相邻两项的后项与前项之比所构成，例如5/3=1.666…，8/5=1.6，以及13/8=1.625等。

前述这些比值都不尽相同，但比值会缓慢地趋近φ
 （见图1.68）。



练习十九：自然形式的拼贴簿



让学生制作一个展示这些简单形式的拼贴簿，也许是总结这个主题的一个好方法。将图形、照片或工艺品等收集在一起，无论是银河系、鳃盖、菠萝、鸡蛋、龙卷风、贝壳、花芽等实物的素描图，还是他们自行发现的众多其他形式。在图1.69和图1.70中有一些提示。




图1.68　斐波那契数列相邻两项的比值

我希望学生（以及大人）能慢慢开始欣赏存在于大自然中的某些规律。只要有规律存在，就会有数学特别是几何存在。我们可以在年轻的时候，更多地发现生活中的美。




图1.69　银河系、人的耳蜗等螺线图形




图1.70　鸡蛋、瓮、花芽以及树的形式





第2章　毕达哥拉斯与数字




本章内容是我们经常与七年级学生（12~13岁）一起做的功课，它引入了性质、种类以及（尤其是）数字
 的概念。数字与几何之间永远关系密切。在第1章中，我们强调几何，而本章的主题是数字，如图2.1所示。




图2.1　本章的主题





为何是毕达哥拉斯？




在此，我们要感谢古希腊，毕达哥拉斯是当时众多持有探索知识的态度的古希腊学者之一，而我们大部分人直到现在仍然不具备这种探索精神。

这些伟大的学者看到了全局，也看到了某些构成全局的部分。泰勒斯（约前624—前547）、欧几里得（约前330—前275）、阿基米德（前287—前212）及柏拉图（约前427—前347）是其中几位。他们的作品在欧洲文艺复兴之前就已经存在了大约2000年之久，这当然也受惠于更早的阿拉伯学者。我们必须感谢这些阿拉伯学者，他们对早期作品的翻译与推广为文艺复兴时期的思想家提供了辩论的基础材料。

七年级学生正处在探寻之路上，他们似乎在不断追寻，想要在“脑中所想”与“外在何物”之间找到一种对应。这是我们所有人都需要的探索精神。这种内在思考与外在表现的不一致经常在我们的提问中涌现。如果内在与外在的对应是显然的，那么我们将无须提问。但事实上我们心中确实有很多问题，因此它们的对应并不明显。





数字




在七年级的主要课程中，所关注的两个方向分别是数字和几何。几何的内容已经涵盖在前面的章节中，而数字的内容则大约要花3个星期的时间来学习。虽然这两个方向有重叠，但本章将着重介绍各种数字间的关系，尤其是数字及数字系统的历史。为何是数字？因为它是我们在这个世界中从一出生就接触到的东西。

并非所有的文化都着迷于我们今天普遍使用的十进制。我们当然可以解释说，采用十进制是人类有10根手指的缘故（见图2.2，一只手有5根手指），不过古代的迦勒底人采用的是六十进制。你必然好奇为何如此。




图2.2　计数的简单开端

此外，还有一进制
 、二进制
 及许多其他进制
 ，我们可以说那是所谓的原始部落的作为。曾有一个原住民部落采用三进制（见图2.3），经过3个步骤就进位了，而不是数到10。

然而，数字有其神秘性，它们不仅用于计算金钱、人数和数字谜题，还包括数独游戏，又或者测量高楼大厦的高度。音乐亦在其中，就如同计算和测量。




图2.3　一个原住民部落的记数法：逢3进位





数字的意义




抽象数字的意义是我们最常用的方法。它可以简化为纯粹的计算
 。比如，最近我与一位女士在谈到数学时，她对我说数字就是银行里存了多少钱。不过，数字还可以从不同的角度来看待，如图2.4和图2.5所示。




图2.4　定性与定量




图2.5　度量单位

相较于二重性（或对偶性）和三重性，单一性是否有一些本质的区别呢？比较“一”与“多”，它们的区别非常大！



练习二十：思考单一性和多重性



尝试探索数字的特征至少到数字12。例如，什么是单一性？它是指全部吗？如何进位？……有太多问题可以讨论。

①思考什么是单一性。

②思考什么是二重性（或对偶性），寻找具有二重性的东西的对立面。例如，热和冷，上和下，平面和点。这是指一件事与另一件事有本质上的不同。请至少列出3组具有二重性的词。

③思考什么是三重性，我们可以找到任何具有三重性的东西吗？一个基本的三重性特征可以在几何学中发现，它们是几何元素中的点
 、线
 和面
 。但我不认为这就足够说明基思·克里奇洛的看法，即一个对象是由其他对象所构成的，它们相互依赖
 ，如图2.6所示。红色、蓝色和黄色可以被认为是三重性特征吗？大多数人将它们视作三原色。试着寻找更多的三重性，例如空间的维度。




图2.6　点、线和面相互依赖

④我们在哪里可以看到四重性？每次呼吸时心脏跳动的次数？可以找到更多吗？需要注意这与生物学中的四界是不同的，它们存在本质上的差异，尽管生物学中我们也只说“四个”。

⑤在哪里可以看到五重性？查查蔷薇科的有关资料。

⑥在哪里可以看到六重性？查查百合科的有关资料。我们不禁要问为什么昆虫有那么多只脚？它们是二重性的3倍？

⑦在哪里可以看到七重性？

⑧在生物界有跟“八”相关的事物吗？蜘蛛。

⑨九呢？在细胞中存在由9束三体微管围绕中心轴所组成的中心粒。

⑩现在，我们觉得紧张了。

⑪这有点难了……

⑫一打？

⑬挑战：寻找十三重性。

⑭有什么是跟“一百”有关的？

⑮还有哪些具有特殊意义的数字吗？





各种数字系统




世界各地的数字系统已经建立，从一个到一对（两个一组），再到如上所述的3个一组，还有6个一捆；从十进制、十二进制到二十进制，甚至六十进制。世界上存在许多不同的记数方式。

罗马的记数方式不同于阿拉伯或印度的方式。针对不同的数字已有许多种表示方法。古埃及人以十为基数，图2.7展示了这些符号。




图2.7　用古埃及符号表示数字122405





十进制数、指数写法（长式）和我们常用的简写形式




大家都十分熟悉十进制系统，这源于它有位值的概念与包含无
 （什么都没有或零）的优点。

如果我写下1，并把0放在1的右边，那么这个数就会变得比1大很多。事实是，把0放到1的右边表示有10个1。因此，数字的意义取决于它被放置的位置
 。更好玩的是，1这个数也有不同的符号
 表达方式。

我们今天使用的一系列符号大都源自古印度天才和阿拉伯学者。这些符号可能是任何形状。




毋庸置疑，和1+1+1+1+1+1+1+1+1相比，9在书写时所花的时间大大地减少了，且占用的空间也大大地变小了。不仅如此，如果我们在书写数字时妥善地使用位值，还将产生经济效益，表现出简化性和便利性。将1+1+1+1+1+1+1+1+1简化成9（甚至还没达到10）的表达形式后，大数字的书写形式得到了进一步的简化。这不仅是符号本身的意义，还是数学领域的一大壮举。

重述所有这些位值：




以10个1为一组，重新表示这些数字：




将组数乘以每组的数值：




如果将组数表示为幂的形式（在这里指数为2），我们可以将上面的数写成10

2


 。如此，我们就可以大大简化大数字的书写形式了。




更大的数字也可以依此类推，用简洁的形式表示。会有人喜欢将10000000000000000000000000写出来？不会！我们只需写下10

25


 便可以表示这个超级大的数，多么简单的形式呀！





长式写法和简式写法




下面这种方法甚至能够将指数的书写变得非常简单。例如，我们写下76540这个数，它真正的意思如下。

该数可表示为：




或表示成十倍数的总和：




写成指数形式为：




所以，上面式子的简式写法为76540，长式写法为7×10

4


 +6×10

3


 +5×10

2


 +4×10

1


 。



练习二十一：十进制的长式写法和简式写法



①写出360的长式写法。

3×10

2


 +6×10

1




②将5×10

4


 +9×10

3


 +1×10

2


 +2×10

1


 表示成简式写法。

59120

③365的长式写法是什么？

3×10

2


 +6×10

1


 +5×10

0




④5×10

4


 +3×10

3


 +2×10

2


 +9×10

1


 +7×10

0


 的简式写法是什么？

53297

我们在上面的题目中用到了10

0


 =1这个知识点，要证明这个，七年级学生是难以理解的。但如果他们已经知道了一些指数或幂的运算技巧，就可以通过以下的推导过程加以理解。




这表示如果上述这个等式成立，则5

0


 =1。而且我们可以选择任意数。不只是5。因此，我们可以说x

0



 =1，其中x
 是（非0的）任意数。如果x
 =10，则10

0


 =1。换句话说，任何数（非0）的零次幂都是1。这也就是说，2

0


 =1成立。我们将利用此知识点继续处理二进制数。





二进制数




我们发现计算器和计算机里的现代数字系统是基底为2
 的系统。二进制常被解释为开或关，或任何电路系统的两个关键条件——启动
 或关闭
 ，常以符号1（启动）和0（关闭）来表示。

通常1表示开
 ，而0表示关
 ，一般电器开关的控制按钮就是这样设计的，如图2.8和图2.9所示。




图2.8　电器的开／关按钮




图2.9　二进制数

有时候，我们会看到写成101011

2


 形式的数字。这是什么意思呢？这个数是多少呢？

如果这些1和0代表2的指数，并且位值也是如此重要，那么我们要如何解释这些数？正如上面十进制的表示方法，我们也可以用同样的方式理解二进制（见图2.9）。









练习二十二：将二进制数转换成十进制数



①二进制数1　1　1的十进制表示是多少？

=1×2

2


 +1×2

1


 +1×2

0




=1×4+1×2+1×1

=4+2+1

=7

也就是111

2


 =7

10


 。

②二进制数1　0　1　0的十进制表示是多少？

=1×2

3


 +0×2

2


 +1×2

1


 +0×2

0




=1×8+0×4+1×2+0×1

=8+0+2+0

=10

也就是1010

2


 =10

10


 。

③将二进制数1000转换成十进制数。

1000

2


 =8

10




④将二进制数101011转换成十进制数。

101011

2


 =32+0+8+0+2+1=43

10




⑤如何将十进制数145转换成二进制数呢？

首先将145减去一个小于它且是2的最高整数幂的数，也就是：

145-128=17

再将17减去一个小于17且是2的最高整数幂的数，也就是：

17-16=1

如此可得：

145=128+16+1

放入系数为0的幂可得：

145=1×128+0×64+0×32+1×16+0×8+0×4+0×2+1×1

也就是145

10


 =10010001

2




⑥将十进制数999转换成二进制数是多少？

999

10


 =512+256+128+64+32+0+0+4+2+1=1111100111

2




⑦请证明十进制数38转换成二进制数为100110。

38

10


 =32+0+0+4+2+0=100110

2








度量




数字系统是一回事，但它还有别于计数本身，测量就是一个例子！如果我们希望度量
 什么物体，除了求助于数之外，还需要其他东西的协助。例如，在测量距离时，我们必须借助一些工具。有非常多不同的度量标准。或者曾经如此。今天，许多国家都使用国际单位制，还有的国家则使用英制单位。在此之前，世界上还有许多其他标准。在广泛讨论这个话题之前，我们要先认识平面上两种不同的度量方法。





距离与角度




在我们的日常生活中，常见的有距离
 和角度
 这两种不同的度量方法，即线延伸的距离和围绕线（或点）的角度。想象一下它们有多么不同。

在某种情况下，我们可以用一固定长度的物体作为度量工具。比如，以我们迈出的步子的长度来测量距离，或是短一点，用我们脚的长度。脚的确是一个好的度量工具，而且至今许多地方还在使用。

早期的一些文明将腕尺当作度量单位，如图2.10所示。但前臂有多长呢？这条前臂是法老（或国王）的吗？如果是这样，这个长度就不可避免地会随时改变（见图2.11）。




图2.10　一种度量单位：腕尺

对不同的民族而言，同一个单位表示的长度亦不相同。对于古埃及人和古巴比伦人，腕尺大约是51cm（《牛津初级百科全书》，1951），其他来源也会出现不同的数值（见图2.10）。

度量的历史进程似乎是从人体本身（例如国王前臂的长度）开始的，再到大自然（地球周长的一部分），现在是光波长的某些倍数。

将北极到赤道的长度除以10000000之后的距离定义为米，这大约是在1791年由法兰西科学院所制定的。在梅辛和达伦伯史诗般的努力下，他们得到1m等于100cm的结果。米（metre）源自希腊文的度量（metron）
 一词。今天我们利用反向思维，定义1m为光在真空中1/299792458s的时间内所行走的距离！这是国际单位制中关于“米”的定义。如果要度量一栋房屋的大概长度，大多数人都乐于用步伐去测量。但是基于某些原因，有时需要比较高的精度，特别是当你是购房者时！




图2.11　度量标准的演化过程



练习二十三：距离的度量



①度量一些距离，并在一个表格中分别用英寸和厘米注明其估计的长度。

②1in是多少毫米呢？25.4mm

③计算图2.10中1腕尺的平均长度。

（52.3cm+49.61cm+55.37cm+51.74cm）÷4=52.255cm

④为什么法国对于“米”的最初定义是有问题的呢？

它假定地球是一个精确的球体，然而事实并非如此。就地球表面来看，它一直都呈梨形。

⑤“英寸”是如何制定的？

1284年，爱德华二世在所颁布的法令中写道：“3粒干燥的麦粒首尾相接排成一行的长度就是1in，12in就是1ft，3ft就是1yd（见编者说明）。”





角的度量




这是一片不同的天地。比起过去，现在只剩下少数还在使用的角度单位。我知道3种，它们分别是角度、弧度和百分度，每一种都与圆有关。角度是目前最常用的，弧度多用在数学上，而百分度我也是刚知道。

角度　一圈为360°

（1°=60'，1'=60''）

弧度　一圈大约为6.28rad

（1rad≈57°）

百分度　一圈为400

g




欧洲国家的一些测绘人员经常使用百分度，它是十进制的角度单位，100g即为90°。如果我们检查一个普通的计算器，就可以发现角度
 、弧度
 和百分度
 的计算功能。看看你自己的计算器吧。



练习二十四：角度的测量



①圆周角的1/4是多少度？360°/4=90°

②绕中心旋转100圈是多少度？360°×100=36000°

③绕中心旋转8.345圈是多少百分度？8.345×400

g


 =3338

g




④如果π=3.141592653589793rad，那么一个完整的圆周是多少弧度？

3.141592653589793rad×2=6.283185307179586rad

⑤这3种角度单位如何换算？

1

g


 =90°/100=0.9°　1rad=360°/(2π)=57.2957°





常用的度量工具




距离可以用直尺来度量，这个工具的刻度常以厘米表示（某些国家则以英寸表示），长度通常为20cm或30cm。

角可以用量角器来度量，这个工具通常以10°为一个区间，再将这个区间以1°间隔进行十等分，并做成半圆形的样子（整个圆的量角器不太常见）。

这两个工具（见图2.12）代表两个完全不同的世界：直线及曲线。两者之间的区别很明显，其中一个的度量与另一个是不可公度量
 的，即这两个度量结果没有大于1的公约数。我们以直径为2个单位的圆为例，其周长为：

2×π=2×3.141592653589793…

=6.283185307179586…

这与古代三大作图难题之一的“化圆为方”有关：已知圆之半径，请用圆规与直尺画出一个正方形，使其面积与此圆相等。

它需要的长度
 在过去是不可能画出的，传统的尺规作图法只能产生代数数，而π是超越数，不单单是无理数。




图2.12　两个基本的作图工具





数的种类




各种数（仅就实数而言）的分类如图2.13所示。




图2.13　从自然数到超越数的集合





质数和埃拉托色尼筛选法




有一个领域里全都是迷人的数，它们比1大，而且我们找不到任何数（除了1与该数本身）可以整除它们，这些数被称为质数。如果1不被视为质数，则第一个质数就是2，接下来是3，但4不是质数，因为它可以被2整除。

质数是神秘的，因为没有人能给出有关它们的预测方法，一个数只能被验证是不是一个质数。

这是怎么做到的？只要检查它是否有除1以外的其他因数即可。什么是因数？斐波那契称质数为非合数，因为如果它们是合数，则它们还有除1和该数本身以外的其他因数。如果一个整数将某整数（不为0）整除得到商且没有余数，就说它是某数的因数。例如，99不是质数，它可以被9整除得商11且没有余数。

97是一个质数，它不能被2和3整除，也不能被4到96间的任意整数整除。检验看看，这样的测试很冗长。有一些简单的方法可以用来协助判断。987654322是质数吗？不是，因为任何个位数字是偶数的数，至少有一个因数2。通过这种方式，我们可以筛去一大堆数字——所有偶数即2的倍数。

对于如下数列：

1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，13，14，15，16，17，18，19，20

我们注意到，所有的蓝色数字都是偶数，也就是当中至少有一半数字都不是质数。这是否意味着一直数到无穷，会有一半的数是偶数，而另一半的数就是质数呢？它看似正确，但事实并非如此，因为其中的一些可以被3整除。我们以绿色来显示：

1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，13，14，15，16，17，18，19，20

可以被5整除的数我们以红色显示（已被标记的数颜色不变）：

1，2，3，4，5，6，7，8，9，10，11，12，13，14，15，16，17，18，19，20

这种方法可以一直持续下去，但确实很乏味，不过留下的黑色数字
 将是质数。一位名为埃拉托色尼（约前276——前194）的古希腊学者提出了一个图像式的计算方法。他的设计被称为埃拉托色尼筛选法。





质数的筛选法




在认识到1不是质数后，我们将2之后每隔1个数涂色。如果颜色尚未涂满，则将3之后每隔2个数涂色，如表2.1所示。如果颜色仍未涂满，则将5之后每隔4个数涂色，依此类推。注意：那些没有被涂色
 的数（除了1）就是质数了（筛选法的另一种表现形式如图2.14所示）。

表2.1　利用埃拉托色尼筛选法找出1到50中的质数







图2.14　埃拉托色尼筛选法的另一种表现形式



练习二十五：寻找质数



①在表2.2中涂上颜色，直到100，这样就只留下质数了。

表2.2　找出1到100中的质数







②列出2到100之间的质数。

2，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，53，59，61，67，71，73，79，83，89，97。

③2到100之间有多少个质数？25个。

④你至少需要用到多少种颜色？

不会是11、13、17，它们的倍数皆已被上色了。

⑤在这些质数数组中，你发现了什么规律吗？

质数有时隔一个数字成对出现，大于3的所有质数在加1或减1后可以被6整除。

⑥二进制数1000011是质数吗？（注意：质数的性质与基底无关）

1000011

2


 =1×2

6


 +0×2

5


 +0×2

4


 +0×2

3


 +0×2

2


 +1×2

1


 +1×2

0


 =2

6


 +2

1


 +2

0


 =67

10


 。所以这是一个质数。





毕氏三数组




是什么样的壮举使得毕达哥拉斯如此广为人知呢？



练习二十六：毕氏三数组



这是一个探索所谓的“毕氏三数组”的练习。什么样的两个整数的平方相加所形成的整数本身也是一个平方数
 ？

下面这些数是否符合这个要求呢？

①40和30可行吗？是的，30

2


 加40

2


 即30×30+40×40，得到2500。而2500当然是50

2


 ，也就是说50是2500的平方根（译注：一个正数有两个实平方根，它们互为相反数，本书中均取正平方根）。马上试试看吧。

②20和30呢？

③3和4？

④5和13？

⑤12和5？

⑥1和1？

⑦240和250？

是否有一个规则，如此我们就不用反复试验，而且它还可以告诉我们如何构建像这样的毕氏三数组
 ？

是的，这个规则是有的，而且也不是太困难，我们将在下一个练习中阐述。并非我们用任何两个数尝试都可以得到一个完美平方数
 。如果某个整数不是一个完美平方数，我们可以找到它的平方根吗？有一个演算法
 ，并且不需要用到计算器，稍后我们再作讨论。

与此同时，我们要如何构建这样的三数组呢？



练习二十七：一种确定毕氏三数组的方法



对于我们要求的3个未知数a
 、b
 和c
 ，令a

2



 +b

2



 =c

2



 。

现在，我们令a
 =2pq
 ，b
 =p

2



 -q

2



 和c
 =p

2



 +q

2



 ，其中p
 和q
 均为正整数，并且p
 大于q
 （以符号表示，p
 >q
 >0）。有了这些附加条件，我们就可以构造一些三数组。

①令p
 =4和q
 =3（它们都是正整数，且4>3，p
 是偶数，但q
 不是），那么a
 、b
 和c
 分别是多少呢？


a
 =2×4×3=24，b
 =4

2


 -3

2


 =7，c
 =4

2


 +3

2


 =25

检查是否满足a

2



 +b

2



 =c

2



 ，其中a
 =24，b
 =7。

24

2


 +7

2


 =24×24+7×7

=576+49

=625

=25

2




正如预期，a

2



 +b

2



 =c

2



 ，现在试试下面这些练习。

②令p
 =2和q
 =1（这是最受人喜爱的一组数），那么a
 、b
 和c
 分别是多少？

③令p
 =3和q
 =2，则a
 、b
 和c
 分别是多少？

④令p
 =5和q
 =2，则a
 、b
 和c
 分别是多少？

⑤令p
 =4和q
 =2，则a
 、b
 和c
 分别是多少？

⑥列出4个毕氏三数组。


p
 与q
 是否需要符合其他条件呢？有的书上说两个数当中有一个必须为偶数（即可被2整除），真是如此吗？

利用上述方法可以找到所谓的“纯粹”三数组。但是，不需要特殊条件仍然可以找到c
 的值。我们通过图形上的（或几何上的）进一步探索，可以看到这一点。

练习二十七中第二题的答案是a
 =4，b
 =3和c
 =5。一个数的平方加上另外一个不同数的平方等于第三个数的平方，在空间中（或者平面上）的意义是什么（见图2.15）？




图2.15　a

2



 +b

2



 =c

2



 的几何表达

上图可以按照更有意义的方式排列吗？当然可以。我们发现，可以将这些正方形放在一起，它们在空间中便形成一个三角形（见图2.16）。这也是最有意思的三角形之一，因为在它的3个内角（如我们所知，3个内角的和是180°）中有一个是直角，如图2.17所示。在这里，数和几何之间产生了一种神秘的关系……很久以前的苏美尔人似乎就发现了这一点，但这一知识的推广要归功于古希腊数学家毕达哥拉斯。

这些正方形与直角三角形还有很多可以讨论，但现在让我们先画出练习二十八中两直角边均为10cm的直角三角形的最长边
 ，看看会有什么结果。




图2.16　3个正方形形成一个三角形空间




图2.17　其中一个角是90°



练习二十八：找出特定直角三角形的最长边



以一条直角边开始，我们要如何找到直角三角形的最长边呢？当然我们可以画出完整的三角形（见图2.18），并且得到答案。




图2.18　画直角三角形

①首先绘制长10cm的底边水平线，如图2.18所示。

②现在，在底边的左端点画出长10cm，并与底边垂直的线（回忆一下练习一的作图方法，见图2.19）。连接两直角边的另一端点，便得到了三角形的斜边（即最长边）。




图2.19　绘制垂线的方法

③尽可能准确地度量三角形的最长边，它大约是14cm，或许是14.1cm，检查一下。我们可以得到更精确的数据吗？它可以是14.14cm，甚至是14.142cm。

从以上得到的数来看，此三角形中两个直角边的平方和与最长边（即斜边
 ）的平方是相等的。

1

2


 +1

2


 =2，没错，至少到目前都正确。或者，10

2


 +10

2


 =200。但什么数的平方
 是2呢？或者，什么数的平方是200呢？是14或14.1或14.14或14.142吗？检查这些数的平方。

14×14=196；

14.1×14.1=198.81，距离200不太远；

14.14×14.14=199.9396，非常接近200了；

最后（如果我们可以准确地度量到）14.142×14.142=199.996164，这就非常接近200了。

利用度量工具不同的精度，看看它与200能有多接近，这是一个有意思的练习。



练习二十九：200的平方根是多少？



学生应先用他们标准的直尺来度量，首先精确到厘米。然后，精确到小数点后一位，再到小数点后两位。用标准的直尺去找小数点后的更多位并没有多大意义，因为其位置与第一次画出来的地方差不多！现在，制作一张表（见表2.3），请完成下面这个表格。

表2.3　探求200的平方根




有关精确性，你注意到什么？如果使用更多的小数位数，是否可以得到更接近的结果？

当然可以，但我们可以恰好得到200吗？我不这么认为。因此，在这里学生们可以看到一些有趣的数，这些数预示着我们无法得到精确的平方根。虽然如此，但我们知道它大约
 是14.14。

在表2.3中最好的答案是14.14，即使如此，它也出现了0.0302％的误差。这虽然已经很不错了，但也不是精确
 的平方根。据说，这个3条边长分别为10、10和14.14的简单三角形对古希腊世界造成了很大的麻烦。因为此三角形中的一个边长不是整数，对他们而言，世界是由整数构成的。

在进一步的练习中，我们将会找到几个有趣的数。这些特殊有趣的数被称为不尽根数
 或无理数。
 重要的是，我们已经发现有些数并不是简单的自然数，而这全都来自几个三角形，如下面练习中所展示的那样。



练习三十：几个无理数



一开始选择画边长为10cm的三角形，是为了让作图更精确。

①在图2.20中，标记点O
 ，并画一条长10cm的水平线到点A
 。

②从点A
 向上画一条10cm的垂线到点B
 。

③连接OB
 ，形成三角形OAB
 。

④以点O
 为圆心，以OB
 线段长为半径画圆。

⑤该圆与OA
 的延长线相交于点C
 ，则OC
 线段的长度约为14.14cm（或
 cm）。

⑥从点C
 继续向上画一条长10cm的垂线至点D
 。

⑦连接OD
 ，形成三角形OCD
 。

⑧以点O
 为圆心，以OD
 线段长为半径画圆。

⑨该圆与OA
 的延长线相交于点E
 ，则OE
 线段的长度约为17.32cm（或
 cm）。

⑩这个程序当然可以一直持续下去！学生应该试着画到整个序列中的下一个整数（也就是30）。这也是绘图和圆规使用的一个精确性测试。

⑪写下直线OA
 上所有半径的长，应该有OA
 =10cm，OC
 =14.14cm，OE
 =17.32cm等。在这里已经产生了不少有趣的数。像200、300和500都是整数（或无小数点的数），而
 、
 和
 就是我们所说的不尽根数或无理数。




图2.20　作图法求无理数

现在，产生了一种只能用根式符号（
 ）才能准确
 表达的数。在不使用计算器的情况下，该怎样做才能得到这些数的良好近似值呢？（即使不是精确的。）这些无理数对制造者或木匠似乎有帮助！有一种方法（或算法）可以找到平方根。这有点复杂，但不会太困难。我们用已知的数进行第一个测试，以确保我们晓得这个运算的正确性。例如，678×678的结果为459684，于是我们就会知道
 等于678。这个方法将在下面的练习中演示，它有点像是一种特别的长除法。



练习三十一：通过计算找出一个数的平方根



①在一个如图2.21所示的网格纸上写下一个数（本例是459684）。以小数点位数开始向左每隔两个数画一条垂线。想想哪个数在自乘后不超过且接近45。答案是6。将6置于由右数第6列的5的上方的空格中。将45减去36，得到余数9。




图2.21　步骤1

②将最上方的6乘以2，得到12。将1和2分别置于图2.22中左数第3列和第4列的空格中，将后面两个数字（即96）下移至第6行。现在，想想看什么数与120相加后的结果再乘以这个数会小于且最接近996。答案是7，也就是127×7=889。将7置于右数第4列第4行的6的上方，并将889放在996的下方，将两数相减得107（见图2.22）。




图2.22　步骤2

③重复此过程。现在，将最顶端的67乘以2，得到134。将134分别放在第2列、第3列和第4列的空格中。正如你所看到的，接下来将后面两个数字（即84）下移到第8行。此时想想什么数与1340相加后的结果再乘以这个数会小于或等于10784。这将是8，即1348×8=10784。将8置于由右数第2列第4行的4的上方。将10784置于10784的下方并相减，恰好得到0，如图2.23所示。




图2.23　步骤3

由于没有余数，所以我们可以断言678正是459684的平方根。为什么这种方法可行，则是另外一回事了。

但是，假使我们并没有一个具有精确平方根的整数呢？这种方法可以无止境地进行。请尝试计算2的平方根到小数点后第十位。大部分的计算器只能显示到小数点后第九位，所以要求计算到第十位会有点麻烦！但是，现在不会了，我们有了上面的计算方法。我真的请一些七年级学生做了这个练习，他们都通过上述方法得到了结果。



练习三十二：计算任何数（本例是2）的平方根



①找出2的平方根到小数点后第十位。正如上面所述，首先将2置于小数点前，然后在小数点之后填入22个零（没错！），如图2.24所示。




图2.24　在小数点后填入22个0

②想想看哪个数在自乘后接近2，答案是1×1=1。因此，将一个1放在2的上方，另一个1则放在2下方的左侧，并在2的下方也写下1，如图2.25所示。

③此时用2减去1，得到1。将两个0下移得到100。把最顶端的1加倍再乘以10，得到20，把2放于竖式左侧1的左下角。从22×2=44，23×3=69，24×4=96中，看看哪个结果小于且最接近100。只有24和4这组，它们的乘积被100减后余数小于24（见图2.26）。对于估算
 而言，这是一个不错的练习。




图2.25　放入1×1=1




图2.26　放入24×4=96

④将100减去96，余数是4。再一次将两个0下移得到400。持续这个过程。

这里显示了多达11位小数（为什么是11位小数，而不是10位呢？），如图2.27所示。涉及加法、减法、乘法及估算的整个计算过程是一个超棒的练习。虽然有计算器把关，我们直到最后一分钟，或者更确切地说，在所求的最后两位小数的地方都保持在正确的计算轨道上，但这个练习仍很容易出现错误。




图2.27　求2的平方根的计算过程



练习三十三：请找出下列数的平方根（但不要使用计算器）



①计算1522756的精确平方根。1234

②计算2.618的平方根到小数点后两位。1.62

③计算3的平方根到小数点后3位。1.732

④计算3的平方根到小数点后10位。（要花一个周末！）

1.73205080756…小数点后第11位四舍五入后是1.7320508076。

⑤你能找到-1的平方根吗？（可能吗？）不能。





勾股定理




这个定理通常叙述如下。

对一个直角三角形而言，以其斜边为边长的正方形的面积等于另外两个以直角边为边长的正方形的面积之和。

对于许多直角三角形，我们不需要借助花哨的技巧（甚至是计算器）就可以找到其平方根。这是当我们已经知道一个数的平方是多少的时候。

一些熟悉的毕氏三数组实例如下。

3-4-5，5-12-13，7-24-25。

以及它们的倍数，如6-8-10，21-72-75。

如果某个数的平方根没有整数解，那么我们也知道如何找到最接近的近似值。

这一切都很美好。但是，对于数学家来说，无论如何，他们都想要知道事物发展的原理！这也是为什么他们对于证明如此重视。某些特例的呈现只能说是演示
 ，而不能说是证明。因此，我们需要找出规律。

对代数式的证明是在多年后才出现的，因此，这里显示的只是一些和作图有关的案例。





演示




想想这样的地砖……共9块地砖，每一块正方形地砖里都镶嵌着4块等腰直角三角形，这就是一个很好的演示（见图2.28）。




图2.28　利用地砖演示勾股定理




图2.28　利用地砖演示勾股定理（续）



练习三十四：毕达哥拉斯3-4-5三角形演示



①在一张黄纸上绘制3cm×3cm的正方形。该正方形的面积即3

2


 =3×3=9（cm

2


 ）。

这可以表示一个边长为3个单位长度的正方形，如图2.29所示。

②在一张蓝纸上绘制4cm×4cm的正方形。该正方形的面积即4

2


 =4×4=16（cm

2


 ）。

这可以表示一个边长为4个单位长度的正方形，如图2.30所示。




图2.29　3×3=9




图2.30　4×4=16

③分别切割两个正方形，将得到25个边长为单位长度的小正方形。

④将这两个正方形拆开，然后把这25个小正方形重组成一个完整的、每边边长为5个单位长度的大正方形
 ，如图2.31所示。

图2.32是学生完成的作业，最长边所对应的角是直角这件事在图中十分明显。就如字面上所言，一个直角三角形两股上的正方形的面积之和，等于斜边上的正方形的面积。





图2.31　9+16=25




图2.32　边长为3-4-5的直角三角形

斜边是指最长的边（见图2.33），它是从希腊文延伸而来的。其他两边则被称为“股”，或简称“边”。

亚历山大·伯格穆尼曾列出了54个有关这个定理的证明，他还提到一本由20世纪早期的罗密士教授所著的书，里面有367个有关勾股定理的证明！




图2.33　斜边





婆什迦罗的证明




大多数定理的证明都含有代数的成分，因此，这对七年级学生而言可能有些困难。其中一个漂亮的证明是由婆什迦罗在大约公元1150年给出的（见图2.34）。




图2.34　婆什迦罗有关勾股定理的证明



练习三十五：婆什迦罗有关勾股定理的证明



①找4个大小完全一样的直角三角形，如图2.35所示。

②现在，将这些直角三角形重新排列成正方形
 ，其中正方形的边是原直角三角形中的斜边，如此在大正方形的中央会形成一个小正方形，如图2.36所示。




图2.35　4个全等的直角三角形




图2.36　组成正方形

③分别用a
 、b
 和c
 标注直角三角形的三边（见图2.37）。

④令小正方形的边长为d
 （见图2.38）。




图2.37　标注直角三角形的三边长




图2.38　标注小正方形的边长

⑤我们注意到这些直角三角形与小正方形的面积之和为大正方形的面积，如图2.39所示。




图2.39　面积的相等关系

⑥因为d
 =b
 -a
 （仔细观察图2.36），所以d

2



 =(b
 -a
 )

2


 。另外，我们注意到，一个蓝色三角形的面积为
 。将图2.39中的关系以符号形式书写，可以表示为：




现在，将右式展开，我们得到：




证明完毕。故得：




正如这个公式通常表示的样子！

图2.40~图2.43是近年来一些学生的作品。




图2.40　学生作品1




图2.41　学生作品2




图2.42　学生作品3




图2.43　学生作品4





第3章　柏拉图立体




八年级学生（13~14岁）开始从平面图像进入到对空间立体图形的学习阶段，他们渴望利用黏土、泥巴、橡皮或蜂蜡等材料，制作各式各样的立体模型。如今，这个活动被赋予一种抽象的意义，其形式本身被视为具有潜藏的价值。

现在，这些形式可以转换成易于计算的关系式。在过去制作模型的经验中，这些关系式并非那么显而易见，需要准确计算与细心绘图，以制作出令人满意的形式。对此，学生多已能驾轻就熟，他们制作的模型（见图3.1）与绘制的作品经常是如此独一无二。




图3.1　正十二面体（由学生制作的玻璃模型）

在这门课程中，学生们所探索的形式
 是可以转换及互相关联的最简单、最规则的形式，它们也常出现在我们的空间中。这些形式甚至可以在大自然中被看到——前提是我们必须去看
 。大自然不会轻易暴露它的秘密，即使是最基本的结构。我们必须做些功课，才能看到这种“被隐藏的秘密”。

图3.2仿自开普勒在《宇宙的奥秘》（Cosmographicum
 ）一书中所表达的著名想法，其概念是将所有的行星排列在巨大的球面上，太阳位于共同的球心上，整个太阳系依照5种柏拉图立体定位。例如，对应在土星和木星之间的球面是立方体（正六面体）；在木星和火星之间则是正四面体等。由于当时尚未发现其他行星，因此该模型的最外层行星只到土星。对八年级学生而言，要制作这些边长迥异的正多面体或至少其中某些部分，挑战不可谓不大。




图3.2　各种多面体形式

然而，图3.3所示的5种柏拉图立体究竟是什么？为什么这些立体会是八年级学生的重要课题？这两个问题将在本章中逐一介绍。




图3.3　5种柏拉图立体





历史上的柏拉图立体




过去看待这5种正多面体的各种方式、理由，以及其呈现手法不一而足。在埃及，曾出土正二十面体骰子（见图3.4）。

在苏格兰东北部，曾发现许多球状的小石头，上面的主要刻纹清楚地绘出了这5种立体图形，虽然不全然局限于此，但数量已达500多个。考古学家虽已估测出这些石球约诞生于公元前2500年，也就是4500多年前，但究竟是何人、何时、为何而刻？我们总想要一个说法，不是吗？




图3.4　大英博物馆馆藏的古埃及正二十面体骰子

早在柏拉图之前，尼安德特人大量刻制这些石球，到底是何用途？其造型并非我们今日所熟悉的正多面体，图3.5所示即为其中两种，透过大小适中的圆环，我们可以清楚地看到石球上刻画的立方体结构。




图3.5　苏格兰石球上的立方体结构

柏拉图在其著作《蒂迈欧篇》（Timaeus
 ）中介绍了5种正多面体（见图3.6和图3.7），它们分别与当时所认知的5种元素（土、水、气、火和以太）有关。




图3.6　《蒂迈欧篇》引言页




图3.7　柏拉图的《蒂迈欧篇》

不知柏拉图所指的空间是否就是宇宙，若真是如此，柏拉图可真有先见之明，因为2003年刊登在《自然》科学期刊上的一篇文章暗喻说：就某些观点来看，宇宙即是正十二面体结构。

此概念源自于：倘若宇宙是平坦的，为什么背景辐射波不具有它应有的最宽的波长，而许多科学家相信，这种辐射波至今一直都在扩张。因此，如果宇宙不是平坦的，那么就必然是有形体的！有学者举出数学家庞加莱的十二面体
 的空间概念。宇宙真的会是十二面体的结构吗？





平面图形




在平面上，利用铅笔、圆规和直尺来精确画出正三角形、正方形和正五边形是一项相当简单的任务。只要将圆分别三等分、四等分和五等分即可。为什么在画正多边形时这3个数如此显而易见呢？

因为如果将圆心角除以“一”，则360°/1=360°，那是所谓的“无意义”，我们显然无法得出一个“一”边形。360°/2=180°，仅仅只有两条边，亦无法构成一个封闭的图形。直到360°/3=120°，如果先从圆心画出夹角为120°的射线，它们与圆周相交，然后连接3个交点，即可得正三角形（见图3.8）。




图3.8　等分圆

依此步骤，利用夹角90°（=360°/4）的射线可得正方形，夹角72°（=360°/5）的射线可得正五边形
 。





3种特殊的三角形




若再进一步分析，则会出现3种特殊的三角形，它们将在后文中被陆续介绍。图3.9显示了这3种三角形的作图方法，请同学们务必熟练掌握第三个三角形的作图方法。



练习三十六：画出3种三角形






图3.9　画出直角以及含120°、90°和72°角的3个三角形



练习三十七：画出3种正多边形



画出圆内接正三角形、正方形和正五边形，如图3.10所示。在此，我们亦可在图中见到前述的3种三角形。





立方体折纸




到目前为止，除练习七外的所有练习都是在平面上进行的，立方体折纸将会是第一个有趣的立体模型练习（见图3.11）。这个折纸方法出自肯地和罗列特编撰的《数学模型》（Mathematical Models
 ，1981），该书涵盖其他多样的折纸方法，是几何折纸书中的优秀作品。




图3.10　圆内接正多边形




图3.11　立方体折纸



练习三十八：制作立方体



学生可以采用多种方式来呈现这个立方体折纸。由于所需的15个正方形需要全等
 ，故此练习也有助于提升学生操作的精度。学生可以随意制作不同尺寸的立方体，但若要营造合作学习的氛围，让每位学生都能贡献力量，最好先商定好某一确定的边长（如5cm），最后再将全班的作品（如同砖块般）堆砌出城墙或其他令人满意的形式。





3种三角形的细节




我们知道任意平面三角形的内角和总是180°
 ，在图3.12中，便可轻易算得这3种三角形的内角角度和。




图3.12　3种三角形的内角



练习三十九：计算三角形的内角



试求下列三角形的未知角。

①当三角形已知其中两个内角分别为90°和24°，则第三个角为多少度？66°

②给定三角形的两个角分别为35.5°与64.5°，求最后一个角。80°

③若三角形有两个角皆为63°，则第三个角为多少度？54°

④钝角三角形ABC
 已有内角12°45'和3°56'，则最大的角为多少度？163°19'

⑤在AB
 边上，已知∠CAB
 =100°且∠DBA
 =110°，能否以这些信息造出一个三角形？

可以，延长CA和DB交于点E，则三角形ABE即为所求。



练习四十：勾股定理



《数学就在你身边》（Mathematics Around Us
 ）一书曾探索过勾股定理。若以符号简单表示，此定理如下：


a

2



 +b

2



 =c

2





其中，c
 是与直角相对的最长边（即斜边），a
 和b
 分别是另外两直角边，图3.13给出了该公式的实际运用。柏拉图立体和其他多面体的边长、角度、表面积与体积皆须利用此关系式推算。




图3.13　特殊三角形的边长

试利用勾股定理，计算下列直角三角形的边长（画出对应的三角形会很有帮助）。

①当三角形的一边是3个单位长度，另一边是4个单位长度，且这两边的夹角为直角时，求其斜边的边长。5个单位长度

②若直角三角形的最长边（即斜边）是2cm，而最短边是1cm，计算第三边（精确到小数点后第三位，可求助于小组讨论）。约1.732cm

③90°夹角的一边是13.33个单位长度，另一边是其3倍，则最长边为多少？（给出最接近的整数答案。）42个单位长度

④一只蚂蚁身长4mm，它在地面上的影子（垂直于蚂蚁）长13.5mm。从蚂蚁的头部到影子的顶端有多长？（精确到0.1mm，在地球上谁会想知道这个答案呢？）14.1mm

⑤三边分别是5km、13km和12km的三角形是直角三角形吗？如果是，请给出证明。

5

2


 +12

2


 =25+144=169=13

2


 ，因此它是直角三角形。





碗和马鞍




本节将以另一种相当不同的视角来审视平面图形，这是我二十几年前参考希德里皮·莱思布里奇的研究所发展出来的成果。稍后我们将继续介绍各种简单多变的平面图形，但这些平面图形或曲面图形是如何联系起来的呢？这个问题看似奇特，却引出了其他问题。

如果我们想象要将一种均匀的材料压制成一个厚度适中的圆盘，那么从材料的中心开始加工或从边缘开始加工，结果会有何不同呢？

如果将材料的中心压薄，结果会变成一个碗
 ；如果在边缘
 操作，便会出现一个马鞍形，如图3.14所示。不难看出，如果材料不是
 可塑性的，则存在一些限制条件，结果就会出现某些特定的形状。想象这种材料是只能在某些转折点或直线上弯曲的刚性材料。莱思布里奇发现这样的图形就是柏拉图立体。如果特定数量的正多边形（正三角形、正方形和正五边形）汇集在一起，便形成特定的柏拉图立体。

想象正六边形是由6个正三角形所组成的，当移去两个正三角形时，剩下的4个可以翻折成正八面体的一部分；当移去3个正三角形时，剩下的3个可以翻折成一个三角锥，即正四面体的一部分；若只移除一个正三角形，则剩下的5个可以组成正二十面体的一角。




图3.14　碗和马鞍

有趣的是，当正三角形的个数增加
 到6个时，它不能再被折成碗状。若要保留规则的辐射对称，便须增加三角形的数量，图3.15显示了增加两个三角形之后的马鞍形结构。当安插更多的面进入平面结构时，便会发生这种屈曲现象。




图3.15　由规则图形构成的“碗形”





叶面及其孔洞和皱褶




我通过对形态学的研究发现，植物的叶片是最明显也最常见的曲面状对象。叶面通常都相当平整，但是当有更多的东西试图融入叶面的扁平结构时，便会造成叶面屈曲。叶缘有环带、皱褶，甚至有镂空或孔洞的叶片也随处可见，图3.16~图3.18真实地展示了一些布满皱褶、孔洞和内部屈曲的叶片。

在许多植物的叶片上，皆可发现相当一致的屈曲或皱褶，只有少数叶面未被填满——留下缝隙或孔洞。

在众多矿物的结晶中，则常见由平面包覆而成的封闭结构，两面相交成棱，三面相交（即3条棱相交）成角或顶点。如此包折而成的晶体并无屈曲或孔洞，事实上，所有的柏拉图立体皆如此。




图3.16　澳大利亚当地的山龙眼叶边缘的皱褶




图3.17　天南星科植物叶子上的孔洞




图3.18　无果西番莲叶面上的皱褶





中心点与外围




就像柏拉图立体一样，规则多面体上的点、线及面都围绕着一个中心点（即重心）。

这是否意味着它的双重性？这几年来，我们实际上已经使用过这个遥远的平面，它早已被视为一种与规则的形式（如柏拉图立体）有关的绝对平面，它是一种几何的必然性。比如当我们试图画出“类方体”（这是我用来指一个从几何上与立方体的形式结构一致的术语，如图3.19所示）的变换时，我们必须使用一个外在
 平面ABC
 来作图，且必定有一个内点
 出现，它就变得相当清楚了。

我们发现这种类似矿物的形式总是关联到一个几何中心点
 及其外围
 平面。




图3.19　平面ABC
 和内点之间的类方体





正四面体




紧接着，我们将回到空间中最基本的立体。它不是球体，而是由最少
 数量的点、线及面构成的正多面体——它们可以围成一个封闭图形。这就是众所周知的正四面体
 （见图3.20）。

几乎不可能有更重要却又如此简单的结构了。它有4个点、6条边和4个面（见图3.21）。若少于这些数量，便无法围成一个封闭的立体图形。四面体中藏有许多未解之谜（参见劳伦斯·爱德华兹的著作），但此处只着眼于它最容易构建的最规则结构。

正四面体是一个立体图形，它的所有面都是等边三角形。利用平面展开图，我们可以制作一个模型，这里给出了一个清楚、简洁的例子。不过，我们也可以强调其顶点（将4个网球或足球堆积在一起）或棱。可以用树枝、吸管、榫木等简易搭接，完成这个模型。真的，其中一个顶点（或棱）不会比另一些更重要，它们都是固有的，且是整体不可分割的一部分。




图3.20　正四面体




图3.21　正四面体



练习四十一：制作正四面体模型



①先在卡纸上画一条水平线，间隔5cm取A
 、B
 两点，如图3.22所示。




图3.22　画水平线并在其上取两点

②分别以点A
 和点B
 为圆心，取半径为5cm，用圆规画圆。两圆交于点C
 和点D
 ，如图3.23所示。




图3.23　分别以点A
 和点B
 为圆心画圆

③连接AC
 与BC
 ，得正三角形ABC
 。

④以点C
 为圆心、5cm为半径，再画一个圆，如图3.24所示。圆C
 和另外两个圆分别交于点E
 和点F
 。

⑤分别连接点D
 、C
 、E
 ，点E
 、B
 、F
 ，点F
 、A
 、D
 ，所形成的4个三角形即为所求的正四面体的展开图，如图3.25所示。为利于用胶水将展开图粘贴成型，还需预留粘贴边的位置（简称为预留边），不妨引导学生找找哪些位置最适合放预留边。宽度不要太窄（学生制作中的常见问题），若三角形的边长是5cm，则预留边至少要宽1cm。




图3.24　以点C
 为圆心画圆




图3.25　正四面体的展开图

如图3.26所示的三角形瓷砖图案，展开图可向各个方向延伸扩展。重要的是，此网格在绘制另外两种柏拉图立体的展开图时会再次用到。卡纸上的折线可以使用剪刀的刀背、钝的美工刀、圆规的尖脚等小心地水平刻画，以利于对卡纸进行翻折。图3.27是用细的钢笔尖划的折痕。




图3.26　三角形瓷砖图案




图3.27　用钢笔刻画折痕





正四面体在哪里？




生活中哪里可以看到正四面体呢？处处皆是，只要我们细心观察。化学家和物理学家告诉我们，以一个碳原子为中心，通过分子键向外连接4个碳原子的正四面体结构，造就了自然界中最坚硬的物质——钻石。由此观之，正四面体是我们生活中的一个相当基础的形式。

请留意下列数字：

4个点

6条棱

4个面

这是欧拉发现一个重要定理的线索，待后续对其他多面体进行探索后，我们会进一步讨论。

在某种程度上，新石器时代的苏格兰人是否也意识到了这一点？为何在石球上会有这些精致的雕刻（见图3.28），其形式是一个刻入球体的正四面体？他们是否已经察觉到正四面体的重要性？还是这些精雕细琢的石球仅仅被当作门挡？我认为不是。




图3.28　新石器时代石球上的正四面体雕刻

对考古学家而言，这些细致的造型至今仍是一个谜。克里其罗的研究发现，在苏格兰（靠近阿伯丁的地方）有为数众多的柏拉图立体石球。





正八面体




这个立体图形的每个面都是正三角形，不同于正四面体的是，它有8个面、6个顶点和12条棱。

在这些点、线和面的个数之间，是否存在规律？答案为是，这是欧拉发现的。他发现任何一个凸多面体的点、线和面的个数之间，皆存在一个简单的数量关系式。看看学生们能否自行发现潜藏在其中的规律。在自然界中，哪里能找到正八面体？





正八面体展开图




正八面体模型仍可强调其顶点或棱的结构特征。不过，在此我们仅介绍其平面展开图的设计制作。既然正八面体和正四面体都是由正三角形构成的，我们只需将制作正四面体展开图所用的平铺网格以特定的方式向外延伸即可。

若能精确辨别哪些三角形会用到，哪里需要放预留边，哪些线条是折痕，则完成展开图并非难事。可以提供给学生一些正三角形网格，让他们尝试从中挑选8个适当的三角形来组成一个正八面体，这将是一个小小的挑战。在过关之后，学生们得从头自行绘制正三角形网格，如此一来，学生们不仅对正八面体更加了解，他们的绘图技能也可以同步得到发展。



练习四十二：制作正八面体模型1



①利用半径为5cm的圆在卡纸上绘制正三角形网格，再按照图3.29所示方法绘制展开图。（此练习有助于后续正二十面体展开图的制作。）

②在适当的位置画出预留边，为避免重复，需要花点心思。

③沿虚线刻画折痕（包含连接预留边的折线，在图3.29中未显示）。




图3.29　正八面体的展开图1

④剪下展开图（注意预留边不要剪去）。

⑤沿折痕进行翻折。

⑥在预留边抹上胶水，并与邻近的三角形进行粘贴。有时，最后一个预留边会不容易粘住，在等待胶水变干的过程中，可辅以数片小胶带或类似的定型物，最后再小心地取下。



练习四十三：制作正八面体模型2



图3.30的折法源自肯地和罗列特，也是由正三角形网格绘制而成的，只是更加复杂。

剪下黄色区域，并剪开正六边形中标有O
 和U
 的两个三角形的公共边，让O
 在上层，U
 在下层，依折痕开始翻折三角形，收尾时无须涂抹胶水。




图3.30　正八面体的展开图2

将最后一片三角形巧妙地插入夹缝中，完成立体模型。要弄懂这个折法颇具挑战性，试试看！





正八面体实例




萤石可裂解成正八面体，如图3.31所示；在黄铁矿的结晶中，亦可发现正八面体。（译注：黄铁矿又称愚人金，其晶体结构有正六面体、正八面体与正十二面体等多种变化，其中以正六面体结晶较为普遍。）




图3.31　裂解的萤石

即使是在有机生物界，正八面体亦出现在极微小的放射虫的钙质骨架中，详见海克尔约于1900年完成的名著《自然界的艺术形态》（Art Forms in Nature
 ）。柏拉图在《蒂迈欧篇》中也有关于正八面体的描述，如图3.32所示。从图3.33可以看出正八面体是如何由小立方体堆叠而成的。图中有几个小立方体？[译注：若含内部的实心组成，则小立方体积木共有63个，其逐层推算的规律可归纳为(0+1)2+(1+4)2+(4+9)2+(9+16)。]




图3.32　正八面体：柏拉图术语中的“气”之形式




图3.33　由小立方体堆叠而成的正八面体

既然正八面体可以通过同样大小的小立方体进行构造，便暗示了这两种立体图形之间有更深层的关联。由此，我们可以建立立方体模型，进一步探索这个形式本身，以及从一种形式到另一种形式的可能变换。





正六面体（立方体）




正六面体与正八面体密切相关，故紧随其后登场。六边形有6条边，而六面体有6个面。柏拉图立体的命名方式是如此有趣，人们依据面的数量来命名，而非点或边的数量。对立体图形而言，后两者当然也同样重要，只是不太明显。正六面体有8个顶点，而不是6个，且其顶点也通常未如面一般被强调。其实，只要清楚地知道要讨论的立体的特点，那些都无关紧要，毕竟这种命名法则只是约定俗成的习惯。点和线或许会抱怨受到不公平的待遇……而我们看待事物也常常无法面面俱到，总会有顾此失彼的问题。

正六面体与正八面体之间究竟有何关联呢？它们互为对偶正多面体，可以互相变换，且其点、线和面的数量可以说是同中有异，请参阅表3.1。

表3.1　正八面体和正六面体的比较




表中数据正显示了两个立体图形之间的密切关系，这在几何结构上亦是显而易见的，因此，我们最好先做个正六面体模型。





正六面体展开图




正六面体的展开图有许多种，以下仅呈现其中一种。正六面体的每个面都是正方形，整张卡纸需画上以正方形平铺的网格。（译注：若排除旋转或翻转之后的差异，则正六面体共有11种不同的展开图。）



练习四十四：制作正六面体模型



如图3.34所示，画出正六面体的展开图并进行制作。展开图还有其他样式，图3.35展示的十字架形展开图是其中一个。




图3.34　正六面体的展开图之一




图3.35　十字架形的正六面体展开图

①先在卡纸上画一条水平线，并在线上标注相距6cm的A
 、B
 两点，如图3.36所示。




图3.36　画水平线并在线上标注两点

②如图3.37所示，分别以A
 和B
 为圆心画弧，两弧相交于点C
 和点D
 ，此为直角作图法之一。连接C
 、D
 两点，则直线CD
 与水平线AB
 垂直。

③以AB
 与CD
 的交点为圆心，以AB
 /2长为半径，用圆规画圆。圆与CD
 交于点E
 和点F
 。

④连接AE
 、EB
 、BF
 与FA
 ，得一正方形。

⑤向右下方延长EB
 和AF
 ，向左下方延长BF
 。

⑥如图3.37所示，以点F
 为圆心、BF
 长为半径画弧，交BF
 的延长线于一点。依此分别在AF
 和EB
 的延长线上取点。作图至此，应知如何继续往下画展开图，直到画完6个正方形为止。




图3.37　画正六面体的展开图

由于每次延长直线都会造成误差，故本作法的精度会越来越低。想一想有无其他更精确的作图法。例如，从一个足够大的正方形开始不断地细分。

⑦画出至少1cm宽的预留边。

⑧沿着所有折线刻画折痕。

⑨剪下展开图。

⑩涂抹胶水并进行粘贴。





正六面体实例




正六面体与长方体存在于自然界中，在黄铁矿、盐和方铅矿（铅石）的结晶中，可以找到接近正六面体的结构，以及彼此垂直的平面。有时候，这些结晶的结构是如此精致，以至于很难让人相信它们真的是浑然天成，未经过人工精雕细琢的。我收藏的一个完美的黄铁矿结晶（见图3.38）就常常被误以为是精工艺品。

若将图3.38的两张照片放在至少一臂长
 之外观察，同时调整视线焦点，使两个红点的视像重合，则原本在平面上的晶体照片将一跃变成3D图像。此立体观察法的成效极佳，值得反复练习。




图3.38　黄铁矿结晶

正六面体不仅是正八面体的对偶正多面体，而且5个
 正六面体还可外接一个正十二面体，一个正六面体还可内接两个
 正四面体。图3.39显示了一个正四面体在正六面体之内。




图3.39　正六面体

制作正六面体模型是玻璃工艺课的练习之一，图3.40是多年前一位学生展示正六面体结构之美的优秀作品。




图3.40　学生哈丽雅特制作的正六面体玻璃模型





正六面体和正八面体




正六面体与正八面体互为对偶多面体，图3.41是以等角投影的方法绘制的。这是一种以一点为中心，将3个视点拉到无穷远处，让彼此的视线夹角为120°，而各视线上所有距离的比例大小仍保持相等的绘图方法。这种图示也被称为等角视图。[译注：本书所指的“等角投影”即在绘画构图中，将3个方向的消失点（或隐藏点）同时拉到无穷远处，故图3.41所示的正六面体三轴方向的棱边仍分别保持两两平行的关系。]




图3.41　正六面体与正八面体对偶的模型

这两种形式之间还有另外一种关系，同样也是一种有趣的模型，请自行探索。





正二十面体与正十二面体




这两种立体图形也密切相关，图3.42和图3.43分别是正十二面体和正二十面体的骨架构图。




图3.42　正十二面体




图3.43　正二十面体

·数一数图3.42的面是12个吗？

·数一数角或顶点有多少个呢？

·确认棱的数量。

（使用模型数会比只从图中观察更容易！）

·数一数图3.43中的立体有多少个面，其结果与正十二面体的哪一个数据相等？

·数一数角或顶点的个数。

·最后，检查棱（或线段）的总数。

现在比较这两种立体的棱、面和顶点的个数（见表3.2），你发现了什么？

表3.2　正二十面体和正十二面体的比较




若你还没有想到欧拉法则，这里简单给点提示：有个东西加上别的东西，会等于另一个东西加2，但这些“东西”是什么呢？

面数（平面）+顶点数（点）=棱数（线）+2

空间中的任何结构，即使是最简单的立体也藏有不少秘密，值得我们深入研究。这些图形的概念虽然需要透过物理模型或绘图来确认，但并不依赖于它们。

透过绘图，人人皆有可能发现这些概念，然而，这并不意味着这些想法或观念是先例。它们已经存在很长一段时间了，肯定长到足以让柏拉图认真思索并赋予它们意义。或许苏格兰北部新石器时代的原始人像古埃及人一样，把正十二面体当作骰子，而我们至今仍旧使用这些骰子（见图3.44）来玩游戏呢！




图3.44　游戏用的骰子（可能是《龙与地下城》桌游中的）





正二十面体展开图




如图3.45所示，在卡纸上画好以正三角形平铺的网格，即可制作正二十面体模型。




图3.45　正二十面体展开图



练习四十五：正二十面体



以下说明适用于图3.46。

①画出正三角形网格。

②创意美化！

③绘制预留边（黄色）。

④沿虚线（红色）刻画折痕。

⑤按粗的轮廓线（深绿色）进行裁剪。




图3.46　正二十面体展开图（含美化设计、预留边、虚线折痕和粗的轮廓裁切线）

⑥翻折成正二十面体。

⑦每次挑选一两个适当的预留边上胶，在等待黏胶晾干时，辅以一小片胶带轻轻地粘贴，定型后再小心地取下胶带。

⑧完成并展示模型。

这是利用最多个正三角形所组装成的凸（封闭的）多边形，其上每5个三角形共顶点。不难看出，这是正三角形数量最多的组合，因为如果增加到6个，则这6个正三角形将展成一个平面。

新石器时代的苏格兰人制作的石球结构也可被诠释成这种形式。柏拉图关于正二十面体的说明如图3.47所示。




图3.47　正二十面体





正二十面体的黄金分割结构




正二十面体有一个核心结构，这也是很有意义的一个特点。若将3个全等的黄金矩形（见图3.48）彼此互相垂直组装，则其顶点即可构造出正二十面体上由正三角形汇集而成的角。




图3.48　3片呈黄金矩形的夹板

黄金矩形两条边的边长成黄金比例，其边长比近似于1∶1.618…，或精确表示为1∶(1+
 )/2。



练习四十六：黄金矩形作图



以下是我所知的最简单的黄金矩形作图方法。

①先作正方形（红色框，如图3.49所示）。

②将正方形最左的边二等分。

③以正方形最左的边上的中点为圆心，以该点与对角之距离为半径，向左上角的延长线方向画弧。

④圆弧与左上角的延长线交于一点，即得黄金矩形之长边（见图3.49）。

⑤完成黄金矩形。




图3.49　画圆弧

⑥找出矩形（对角线）的中心点，然后在向上和向下半个短边长的位置处作标记，即得夹缝的端点。

⑦裁切夹缝。将3片夹板按如图3.50所示的形式进行穿插，形成正二十面体的骨架。




图3.50　3片夹板交错穿插而成的正二十面体骨架

如图3.51所示，用虚线连接骨架上的顶点，即可看出一个正二十面体。




图3.51　连接正二十面体骨架的各个顶点

利用勾股定理可证明上述比例为黄金比例。若正方形的边长为1个单位长度，则矩形之长边近似于1.6180339…个单位长度。证明过程虽然有点难，但这会是一个很好的延伸作业。[译注：若将步骤①中正方形的边长设为1个单位长度，则步骤③所得的半径即为
 /2个单位长度，再根据步骤②和步骤④，得矩形的长边为(1+
 )/2个单位长度，故作图所得矩形的长宽比符合黄金比例。]





正十二面体




正二十面体的伴随结构形式是正十二面体，这是最后一个，也是最有趣的柏拉图立体。柏拉图曾描述其特征说：“此外，还有第五种复合而成的立体，被神用来界定宇宙的轮廓，同时使用的还有生物的形状。”（译注：《柏拉图全集》第三卷，王晓朝译，人民出版社，2003。）

正十二面体也是正二十面体的对偶正多面体，如图3.52所示，请从图中找出这两种立体好好观察。




图3.52　对偶正多面体

看看“绿色”，可察觉正二十面体；注意“紫红色”，会跳出正十二面体。如果用线段连接所有正二十面体中相邻三角形的中心点，会出现一系列的正五边形的面，进而得出一个正十二面体。若用线段连接这些新的正五边形面的中心点，则会得出一个正二十面体。如此交替进行，一系列的正二十面体与正十二面体将会永无止境地往中心点逼近。多年前在阅读《新科学家》（New Scientist
 ）时，有位作者阐明螺旋
 与正十二面体
 是自然界中最常被发现的两种结构。令人惊讶的是，某些很小的病毒的基本结构也是这些立体形式。

此外，若是往外交互扩充这两种越来越大的正多面体，便可直达宇宙最遥远的地方。近期，在《自然》中有篇文章报道称：根据对卫星观测收集的背景辐射数据的分析，整个宇宙空间好像真的就是正十二面体。想象一下我阅读这篇文章时的雀跃心情，就某种意义而言，柏拉图一直以来都是对的吗？也许是吧！然而，这些想法又后继无人。





再谈黄金矩形




我们再次观察这3个黄金矩形，每个正五边形面的中心点都会接触矩形的一个角，因此，每个矩形都有4个正五边形与之对应。而矩形有3个，4×3=12，因此，该立体图形有12个面，不是吗？





正十二面体展开图




这次我们无法轻易地平铺网格。事实上，要用正五边形来平铺平面，根本不可能不留下任何空隙，或没有任何重叠。

我选择使用的是一个单一的正五边形被其他全等的正五边形所环绕的网格，如图3.53所示。




图3.53　正十二面体展开图（只显示了其中一半）



练习四十七：制作正十二面体模型



由于正十二面体的制作过程与正二十面体十分相似，故此处不再赘述。要稍加留意粘贴边的设计。为了最后立体图形的定型，可先将6个正五边形包覆成“碗”状，待黏胶完全晾干后，再将另外6个正五边形逐一“编织”进来。最后一面可能会很棘手，但完成后一定是一个非常令人满意的模型。

这个方法的关键在于能够精确地绘制正五边形，做法如下。在认识其与黄金分割或黄金矩形的关系时，我们将再次描述。



练习四十八：正五边形作图



参照图3.54~图3.56，绘制正五边形，简要的作图步骤如下。

①画一个圆（红色）。

②画一个正方形（咖啡色）。

③找出正方形最右的边的中点（双箭头处）。

④以正方形最右边的中点（红点处）为圆心，以圆心与左上角之距离为半径画圆，交正方形最右的边向上的延长线于一点（图3.55中白色箭头所指之处）。




图3.54　绘制正五边形步骤1




图3.55　绘制正五边形步骤2




图3.56　绘制正五边形步骤3

⑤以正方形左上角的顶点为圆心，以该点距白色箭头标记处的长度为半径画圆（蓝色）。

⑥再分别以蓝色圆与第一个红色圆的交点为圆心，继续画出另外4个等圆，第一个红色圆与两个蓝色圆的交点即为五边形的顶点。连接这5个交点，所得的正五边形（深蓝色）即为所求（见图3.56）。





欧几里得《几何原本》第十三卷




有趣的是，在伟大的几何学家欧几里得的《几何原本》中，正十二面体是被放在第十三卷的最后介绍的一个正多面体。柏拉图对正十二面体也有如图3.57所示的描述。

1926年，在由托马斯·希斯爵士编著的《几何原本》第十三卷的命题十七中，欧几里得提出：“作一个球的内接正十二面体，并证明这个正十二面体的边长是被称作余线的无理线段。”（译注：在《几何原本》中，把长度为
 -
 的线称为余线，其中a
 、b
 均为正有理数，且不能同为完全平方数。参见《欧几里得几何原本》，蓝纪正、朱恩宽译，陕西科学技术出版社，2003。）




图3.57　正十二面体结构

这个作图须花费数页的篇幅。在罗伯特·劳勒的著作《神圣几何学》（Sacred Geometry
 ）中，已有很好的描述。在本书中，熟悉这些形式本身，并有能力制作模型已经足够，至于推导细节，则留待高中课程探讨。

2300多年以来，一直有很多思想学派对正十二面体这样的形式感到好奇。当初这些研究的兴趣到底是从何而来，我们很难得知。不过现代的研究发现，认真审视这些立体图形的确有其必要性，因为多面体的踪迹已遍及病毒的结构（微生物）、巴克球（一种益智玩具）、巴克敏斯特·富勒的圆顶苍穹设计（建筑物），乃至宇宙本身的形状（巨型空间）。





欧拉法则




欧拉法则通常被写成F
 +V
 =E
 +2的形式，在多面体中，如果将面数与顶点数相加，其和等于棱的个数再加2。欧拉证明了该法则不仅在规则的立体图形（如正多面体）上成立，同时也适用于其他不规则的凸多面体。

本书将之改写为：

F-E+V=2



练习四十九：凸多面体的欧拉法则



①检验欧拉法则是否对所有柏拉图立体都为真，完成表3.3。

表3.3　检验欧拉法则




②检验欧拉法则是否适用于图3.58和图3.59所示的不规则立体。

是／否　是




图3.58　不规则立体1

是／否　是




图3.59　不规则立体2

[译注：图3.59虽是凹多面体，但其点(24)、线(36)和面(14)的数量仍适用于欧拉法则，读者不妨亲自数数看。]





学生作品




学生经常会制作出美轮美奂的作品。下面展示的是2005年时，由斯坦纳学校的陆丝潘老师带领的八年级学生所制作的几套柏拉图立体模型（见图3.60~图3.62）。




图3.60　班级作品1




图3.61　班级作品2




图3.62　班级作品3





第4章　节奏与周期








旋转、节奏与周期




生活中的很多事物都有着某种节奏，好比日出日落，种子开花结果。鲁道夫·斯坦纳曾提到：“理解大自然的节奏，才能理解真正的自然科学。”这对教师（及科学家）是一种巨大的挑战，本书可以帮助心情与激素起伏震荡的学生更好地面对改变。





时间




所谓时间，就是万物皆有时（见图4.1），它就像一幅双面的图画，包含了我们世界中有变化的内容。这种两面性表达了大自然具有双重性的特质。图4.2是学生关于节奏与周期的抽象表达。

我们现在要关注的不仅是性质截然不同的两个极端，还有两者之间的交替节奏。这种节奏往往是固定的，为两个极端的交替增添了规律性。就像是夜晚与白天交替，或是睡觉与清醒交替。举例来说，春分（或秋分）是渐渐走向季节属性极端的夏至（或冬至）的特殊时刻。

人类生存也存在同样的周期。我们吸气与呼气，从广阔的自然界中吸入，从自己的体内呼出。在这两者之间，有吸入与呼出的动作。节奏与周期是贯穿本章的主题：四季的轮回，反映了宏观世界的节奏；呼吸的循环，反映了微观世界的节奏。

一个简单的空间起源可以形成圆周
 ；而一个时间的开端，则可以形成不间断的旋转
 。




图4.1　人体和宇宙中的若干节奏




图4.2　学生作品：生命和时间的节奏与周期





轮子




轮子（见图4.3）周而复始地旋转，这就是它需要做的事。如果卡车的轮子在每一个旋转周期中做了些不一样的事，那我们就会有些紧张了。在相同的活动中，我们期待一种固定的重复性。或许，这就是一种我们所能想象到的最简单的周期性活动。我们讨论轮子的转速
 ，其每一刻的转速或周期都是相同的。




图4.3　平板车轮子的模型

只要轮子的转动有那么一点卡滞，就会立即被注意到，吱吱作响的轮子可能要上油了。我记得年少时，脚踏车的轮子突然卡住了，我整个人便直接向前冲了出去，飞过把手。有个我认识的人，在骑车时前轮卡到树枝，车子猛然停下，他随即被抛了出去。所以，轮子能如预期地持续运转，真的很重要。这类循环通常是一致的：重复，甚至无聊，但是我们依赖它们。

在我们的太阳系以及很多生命系统中还有许多周期性现象，会发生各种各样的事情，我们稍后将进行探索。那么，圆和循环有什么关系呢？





圆




来看看圆的直径与周长的关系。我们所知道的圆周率π其实还有很多谜团。

圆周率有许多地方值得探索，甚至被写成了书，例如由波萨门提尔与利门合著的《世界上最神秘的数》（A Biography of the World's Most Mysterious Number
 ），以及由布拉特纳所著的《神奇的π》（The Joy of π
 ）。

圆，我们是如何发现其半径、直径、周长以及面积间的关系的呢？圆是一个完美而又简单的图形（见图4.4），图4.5引出了一个从古希腊时期就非常有名的难题：如何化圆为方？可以在已知圆面积的条件下，（按尺规作图的方式）画出一个具有相同面积的正方形吗？




图4.4　圆，单纯且简单，或者其实没那么简单

只能用圆规与直尺？显然是不可能的，而且早在19世纪时，这就已经被林德曼证明不可能。在图4.5中，A

1



 =A

2



 吗？

我们更乐于看到圆具有双重性。稍后，我们会看到它起码具有三重性。因此，我们可以问：如果这个圆有圆心（而且它真的有，因为那就是我们画圆时，圆规尖点所放的位置），那么它真的有圆周吗？如果它有内部
 ，那么它有外部
 吗？




图4.5　图中的面积相等吗？我们可以用直尺和圆规画出一个与正方形面积相等的圆吗？答案是……不行

如果把圆想象成一个球的通过球心的截面（见图4.6），那么我们可以考虑该球面的内部与外部。线索就在于此球面可无限地缩小，直到我们想象它变成一个点，然后想象它无限地扩大，那么该球面会扩展成什么样子呢？它会变得越来越平坦，就在两个方向上（向左与向右）将它无限延展。不，不是接近
 无限，而是到达
 无限，它就会变平坦了。然而，它还是同样的球面。在这里极性的概念开始隐约出现，球面本身（无论其大小）存在于极点
 O
 及平面o
 之间。




图4.6　放大与收缩球面

当圆在无穷远处时，它看起来就像一条直线。这是值得思考的，但学生在这个时期不喜欢这种具有明显矛盾的事物。尽管如此，我们的球面还是无处不在，像太阳、月亮、金星和气泡（见图4.7）！




图4.7　瑞秋与缤纷的球形气泡

现在，先来简要地探索一般书中的写法。譬如，对于给定的圆（指周长与直径已经固定），如果按圆的周长及直径来描述，它们究竟是什么关系？





圆的周长与直径




在一个班级中做这样的练习，可以使学生清楚地明白二者的关系。就度量这方面来说，它也是一个有用的练习，最后对整个班级的结果做简单的统计。



练习五十：圆的周长与直径



①找一个罐子或瓶子（瓶底最好是平的）。为了方便，再准备一条40cm长的细绳。

②用胶带固定细绳的一端于罐子的中间位置，使得细绳与罐子的轴线垂直。在胶带与细绳的交接处，标注一个记号（绿点），如图4.8所示。




图4.8　准备罐子与细绳

③用细绳绕罐子一圈，并叠合于胶带旁第一次的标记处，然后标记第二个点，如图4.9所示。




图4.9　用细绳绕罐子一圈

④展开细绳并撕下胶带。

⑤仔细地测量这两个标记之间的长度（见图4.10），它将是该罐子的周长C
 。

⑥仔细地测量罐子的直径d
 （需特别注意重叠边缘），如图4.11所示。




图4.10　测量两个标记之间的长度




图4.11　测量罐子的直径

⑦将这些测量值记录于表4.1中。将圆的周长C
 除以直径d
 ，并记录这些值。如果测量大小不同的圆形罐子，结果的精度会更高。

表4.1　圆的周长与直径的记录表




在这个练习中，我的答案是k
 ≈3.18。换句话说，该圆的周长大约是直径的3.18倍。从所有答案来看，这大都是合适的。还有其他方法能找出k
 值是多少吗？阿基米德的想法如下，他还计算出了数值k
 的上、下限。阿基米德生于大约公元前300年的西西里岛。





阿基米德应用多边形的方法




他采用几何上的穷举法
 ，下面通过一些较简单的练习做简要说明。



练习五十一：粗略估计圆的直径及周长与正方形的关系



给定一个直径为10cm的圆，找出该圆的外切多边形和内接多边形的周长。令这两个多边形均为正方形，那么，圆的周长必然介于这两个正方形之间。

①画一个以点O
 为圆心，直径为10cm的圆。

②分别画出圆O
 的外切正方形以及内接正方形，并画出对角线，如图4.12所示。

③测量这两个正方形的每一条边的长。如果作图够精确，那么外切正方形的周长将接近40cm，内接正方形的周长将接近28cm。




图4.12　画圆的外切正方形和内接正方形

④假设此圆的周长是10×C
 ，那么，我们可以写成：




现在，将不等式的各项同除以10（使得圆的直径化为10/10=1），得：




我们得到：




所以，我们知道这个数介于2.843与4.02之间。这并不是特别有用，因为我们甚至只凭借经验，运用细绳与罐子就能得到3.18这个更精确的值。我们可以做得更好吗？阿基米德在用（正）多边形的方法求圆周率时，他运用了边数更多的多边形，甚至用了外切九十六多边形及内接九十六多边形。



练习五十二：使用内接正六边形与外切正六边形估计圆的直径与周长的关系式



①画一个直径d
 =10cm的圆。

②以与半径相同的长度将点A
 ~点F
 标示出来，如图4.13所示。




图4.13　画圆的内接正六边形

③作∠AOB
 、∠BOC
 、∠COD
 、∠DOE
 、∠EOF
 和∠FDA
 的角平分线，分别交圆周于点G
 、H
 、I
 、J
 、K
 和L
 ，连接各点，可得圆的内接正六边形（见图4.13）。

④作一条通过点G
 且与圆相切的直线，此切线与直线GOJ
 （即直径）垂直
 。

⑤这条切线与直线BOE
 及直线AOD
 分别相交于N
 、M
 两点。用圆规以点O
 为圆心，OM
 为半径画圆弧。

⑥连接MN
 ，这是外切正六边形的一条边。接着，画出剩下的P
 、Q
 、R
 、S
 各点。

⑦进一步完成外切正六边形的另外5条边，如图4.14所示。




图4.14　画圆的外切正六边形

⑧度量外切正六边形的每一条边，并将所有的边长相加，得到外切
 正六边形的周长。度量内接正六边形的每一条边，并将所有的边长相加，得到内接
 正六边形的周长。

⑨将这些数值以如下形式表示：

内接正六边形的周长<（C
 ×10）<外切正六边形的周长

另一种方法是进行计算
 ，在这个相对简单的练习中，这是可行的。所以在这里，我们可以运用计算来检验我们度量的结果。



练习五十三：计算内接正六边形与外切正六边形的周长



①从内接正六边形中截取一个三角形OIJ
 （见图4.15）。注意，圆O
 的半径是直径的一半，也就是5cm。




图4.15　取三角形OIJ


②因为三角形OIJ
 是等边三角形（通过圆规用相同半径的标尺作图），所以，线段IJ
 也是5cm。

③由于IJ
 是内接正六边形的一条边，所以，这个内接正六边形的周长为6×5cm＝30cm。

④外切正六边形周长的计算就复杂一点。过点O
 作IJ
 的垂线，并交直线IJ
 于点T
 （见图4.16）。因为∠OIT
 =60°，所以IT
 是IJ
 长的一半，即2.5cm。

⑤延长线段OT
 交圆的切线于点Q
 ，从图4.14中可以看出三角形OIQ
 为直角三角形，其中∠OIQ
 为直角。

⑥利用勾股定理a

2



 ＋b

2



 ＝c

2



 计算OT
 的长度。




因此，OT

2



 ＝25-6.25＝18.75，得OT
 ＝4.3301（cm）。




图4.16　直角三角形OQI


⑦现在，需要求出IQ
 的长度。这必须要使用三角形OIT
 与三角形OQI
 相似
 的性质。因为两个三角形相似，所以对应边成比例，也就是：




然后，代入已知值，得：


IQ
 /2.5＝5/4.3301，IQ
 ＝2.5×（5/4.3301）＝2.8868（cm）。

⑧因为IQ
 是PQ
 的一半（见图4.14），所以PQ＝2×2.8868＝5.7736（cm）。

⑨因为PQ
 是外切正六边形的一条边，所以外切正六边形的周长是6×5.7736＝34.642（cm）。

⑩结论：30<(C
 ×10)<34.642，将不等式的各项同时除以10，可得：

3<C<3.464

所以，当d
 ＝1时，C
 的值介于3与3.464之间。





用正八边形来计算π的值




最后，采用同样的方法，做圆的内接正八边形和外切正八边形（见图4.17），可得：

30.4<(C×10)<33.2

在这个例子中，用π取代符号C
 ，并将不等式的各项同除以10，得到：

3.04<π<3.32




图4.17　正八边形

阿基米德发现在使用九十六边形计算时，π必介于
 到
 之间。这是一个伟大的成就，而且就大部分的用途而言，其精度已绰绰有余了。如果我们取下列两数的平均值：




这时它已精确到小数点后第二位，就是3.14。仅仅这样，就足以说明π的秘密真的很多。





π的命名




圆的周长与直径的比一直都没有被命名，直到1700年初，它才被赋予了π这个符号，它取自希腊词periphery的第一个字母（一般发音是pie）。

1706年，英国数学家威廉·琼斯首次使用符号π代表了圆的周长与直径的比。接下来，就归功于著名的欧拉，他在1748年使π这个符号得到了普及。它需要一个名字，因为直到1706年，它还必须用下列古怪的拉丁文措辞表示：quantitatis in quam cum mulitplicetur diameter，provenient circumferentia
 。它意指，“这个数量，当直径乘上它时，就可以得到圆的周长”。所以，π是一种值得赞扬的简写方式。

在17世纪早期，π一直被称作鲁道夫数，因为鲁道夫·范科伊伦将π值计算到了小数点后第35位。





π的递增精度




目前，π已经精确到了非常多的小数位，但最常见的近似值还是3.142或3.1416。在图4.18中，针对曾经试图决定我们今天称为π这个数的人，我列出了一份小小的名单。




图4.18　在过去的4000年中，π被记录的情况

许多近似值已经流传了很长一段时间，这里只显示了一小部分。即使在《圣经·旧约》中，也有一个故事来说明这个数（见图4.19）：“于是，他铸了一个铜海，样式近似一个圆柱体，高5腕尺，径10腕尺，圆的周长为30腕尺。”（译注：腕尺是古代的一种量度，自肘部至中指指尖，长46~56cm，见第65页。）




图4.19　用一根30腕尺长的线度量铜海的周长

这样的叙述很像是在说明一个直径为10腕尺的圆，其周长是30腕尺。

我们并未试图掩盖今天的努力，利用计算机计算π已经可以精确到小数点后10亿位。我不确定这件事的意义！似乎在数字3的后面没有一个可以明确表达的模式。不过，如果这可以计算，那么计算法则本身应该会有模式。在布拉特纳、吉尔伯格和普萨米特的著作中，就列出了一些像这样级数（展开式）模式的例子，其中π的表达式如下。




出自1593年，法国数学家韦达。




出自1655年，英国数学家沃利斯。




出自英国数学家格雷戈里（1670），以及晚一点的莱布尼兹（1673）。

像这样许多不同的级数表达式，却给了我们相同
 的值，实在有趣。像这样一个可用多种方法找到、却没有可辨识的模式的数，代表了曲线和直线之间、圆形与方形之间的一种联结，而这种联结可能有着特殊的意义。至少从古希腊人想要化圆为方以来，这就已经困扰着我们。





圆的周长




在苦苦思索这个特殊的值和上述这些奇妙的关系式之后，我们可以用实际例子再次检查。图4.20中列出了多种圆形物体的直径和周长。




图4.20　圆的直径和周长

倘若当圆的直径是1个单位时，圆的周长就是π个单位，则这个关系式最终可以写成如下形式。




两边同时乘以d
 ，得：




由于d
 ＝2×r
 ，因此：




一般表示为：


C
 ＝π×2×r


或者简化成：


C
 ＝2πr
 （C
 就是半径为r
 个单位的圆的周长）

这是一个值得记住的公式，但这个公式与πr

2



 经常让学生混淆，我们现在就要处理这些问题。如果圆的周长和直径（或半径）的关系会引起这样的困惑，那么用π这个奇怪的数去计算面积也不会简单到哪里去。

我们从一个练习开始，使用剪下的硬纸板图样。



练习五十四：找出圆面积的近似值



如果我们可以化圆为方，那么计算圆的面积将非常容易做到，但是我们不能（当林德曼证明π是一个超越数时，就已经证明做不到了）。超越数在这里的意思是，它不是任何整系数代数方程（由有理数与有限多个单项式所构成）的根。

取一个圆，把它裁剪开，重新排列成一个近似的长方形，然后进行计算。这就是图4.21所要表达的意思。

①画一个半径为4cm的圆。

②将圆十六等分（也就是先四等分，再将这些四等分后的扇形二等分，然后再一次二等分，请使用第1章所学的角平分线作图法精确完成），每一个扇形的角度都应该是22.5°。

③重新排列这16个小扇形，排成的形状近似于一个平行四边形。

④这个平行四边形的高近似为r
 cm（在这个例子中是4cm）。它的底边长度近似圆的周长的一半，即
 。

⑤平行四边形的面积是A
 ＝底×高=b
 ×h
 ，因为b
 ≈πr
 ，h
 ≈r
 ，可得A
 ≈πr
 ×r
 ，或者我们可以说：

圆面积A
 ≈πr

2





所以，这个特别的圆的面积就是A
 ≈π×4

2


 ，或者

A≈π×16，即A≈16πcm

2




如果我们可以画出足够窄的扇形，那么，上述的图形将会更趋近于一个长方形，如此，面积就会是A
 ＝πr

2



 了。


A
 ＝πr

2



 （其中A
 是圆的面积，r
 是圆的半径）




图4.21　一个圆在分割重组后可拼成一个近似的平行四边形（图文由安妮·杰克布森提供）





微小、中等及巨大的尺寸




可以这么说，轮子是中型尺寸，它处在微观与宏观中间的某处。现代世界运用光在真空中的速度来定义“米”的长度。自1983年起，1m被定义为光在真空中于1/299792458s内行进的距离。对木匠来说，这不是一个实用的定义！但物理学家需要用它来进行特别的研究。这似乎是无关紧要的，因为我们可以体会到的事实是，每秒差不多有一次心跳。这样的测量尺度我们才可以感觉到。

在宏观层面上，天文学家告诉我们，宇宙中存在一个巨大的周期，它表现为巨大的螺旋银河系的慢速旋转。据说太阳正在进行穿越银河系的运动，天文学家霍伊尔描述说：太阳正在以240km/s的速度穿越银河系。这个数字也超出了我们可以理解的范围。

所以周期和节奏有各式各样的尺寸，与速度的测量有很大的差异。音乐的核心是节奏（有时几乎要排除所有其他的声音，如果你听过由车载音箱发出的噪声）。上述这些都是物理世界的节奏。生命的秘密也是
 一种节奏，是另一个层次的节奏。这里的节奏完全不同于机械打击式的，而是在任何周期中，由于质的差异所带来的不同，不仅仅是重复。透过周期产生变化，想象一下椭圆，当我们行经它的路径时，可以产生速度的变化。就像开普勒所发现的行星运动，速度快的在椭圆的一端，速度较慢的在椭圆的另一端。现在要回到简单的图形上。





圆形




圆形（或者环形）可被视为在时间中转动的轮子在空间中的表现形式：在空间中是圆形，在时间中则是周期。就像当我们不经意地瞥见太阳时，就看到了圆形，而月亮的圆形似乎更容易见到。

这也就是18世纪后期那些年，在太平洋上库克船长曾下令让人观察的事件（金星凌日，如图4.22~图4.24所示）。罕见吗？是的，但那不过就是一个周期性事件。让学生知道这些事情是很重要的，它们提醒我们伟大的节奏要深留在记忆中。




图4.22　太阳前面的金星。艾瑞克（现为澳大利亚科学与工业研究组的一员）把金星的影像投射在纸上




图4.23　金星凌日现象




图4.24　金星凌日现象的原理图



金星凌日



凌日报导者　JB撰写

如果今天的太阳是明亮的，而且有一点点的云，我们应该就能够把太阳的影像投射到一个屏幕上，并且可以观察金星（大约是太阳大小的1/30）的变化。

没有光学设备的辅助，绝对不能直视太阳。

2004年6月8日出现了金星凌日现象，它的确切位置是在太阳圆盘的上半部，如图4.25镶嵌处。金星出现时，像是一个黑点缓慢地穿越太阳。开始接触到太阳时，是在下午3:07，到它完全在太阳之上，几乎又花了20分钟时间。与水星相比，它真的像是一个很慢的拖车。下一次的凌日现象将出现在2117年。




图4.25　金星出现在太阳圆盘的上半部

金星围绕太阳旋转的周期是不需要任何宇宙学理论来确定的，至少不需要参考地球的相关理论。我们只要简单地注视天空即可。对于金星的公转周期，几千年前的观察者就已有所记载了。这个周期可以转换为0.615地球年（224.701/365.256≈0.615）。我们知道，地球的周期也是通过实际观测得到的，大约是365.256天，这是凭借经验得到的数据。这种经验就是透过时间所看到的所有周而复始的四季运行。

这里有两件事：在空间中是太阳与金星的圆盘，在时间中是金星凌日现象出现的节奏。





白天、黑夜及内布拉星象盘




日复一日，年复一年，如此周而复始……然而，“一天”的长度从不相等，这是任何一位生活在温带至高纬度地区的人都知道的事。我记得当我在英格兰南部当学徒时，时值冬日，我们上班时天总是黑的，下班时天还是黑的。当时常听到的玩笑是：如果你一眨眼，可能就会错过太阳（在一个无云的晴天）！而这还只是在北纬50多度的地方，这和太阳在何时、何处升起相关。太阳在升起时笼罩地平线的范围相当广，而这当然取决于纬度。

不久前发现的青铜时代的工艺品，我们从其素描图（见图4.26）就可以知道它有多么了不起。一群东欧的宝藏收藏迷发现了这个令人好奇的工艺品，它被认为是青铜时代文化的一种展现。如果它不是伪造的（真实性被挑战是不可避免的），就暗示着那时候已经有了天文学，这件工艺品被称为内布拉星象盘。

内布拉星象盘的直径是32cm，并有若干的说明。左边的圆圈代表太阳（或白天），右边的月牙代表新月（或夜晚）。太阳右上方的7个小圆圈（见图4.27）可能代表昴星团的7颗亮星。下方的弧线（见图4.28）代表“天空之船”，带领我们从黑夜走到白天，如此周而复始。这是许多平行发展的文化共有的符号。




图4.26　青铜时代的星象盘




图4.27　7个小圆圈

神话中记载昴星团共有7颗亮星，它们是阿特拉斯的7个温柔的女儿。但是用裸眼去看，一般只能看到其中6颗。这引出了一种想法，即群体之一已经开始变暗或渐渐消失了。在很多文化的神话中，这个“消失的昴宿星的传说”一直流传到现在。




图4.28　下方的弧线

左、右两侧边缘的圆弧代表在一年中，这件工艺品被挖掘的位置的日出和日落的范围
 ，如图4.29所示。

这个角度被解释为：一年之中，在特定的纬度内，日出和日落所跨的角度范围。古人（约公元前2000年）在当时就已经知道这些事，着实令人诧异。这片圆盘上的角度是82°，跟它被发现的纬度位置一样。圆盘中其他的小圆圈可能是其他的小星星吗？值得思索！




图4.29　两个圆弧的角度大约是82°。它们的交点接近太阳影像的边缘

这个角度的摆动是由于地球轴心的轨道倾斜了23.5°。南北极轴的方向定义了回归线，北回归线在北半球，南回归线在南半球，它们是赤道以北和以南、纬度为23.5°的圆圈（见图4.30）。




图4.30　地球的倾斜与回归线

太阳在南北回归线之间是以螺旋方式出现的。在北半球的夏季，太阳的升起和落下是从东北方到西北方；到了冬季，太阳的升起与落下则逐渐南移。在南半球是相反的，在南半球的夏季，太阳的升起和落下是从东南方到西南方，到了冬季，又变成从东北方到西北方。这就是在内布拉星象盘上角度摆动的原因，如图4.31所示。




图4.31　地球轨道倾斜的效应以及不同季节的产生





奠基于哥白尼的当代基本图像




如果地球的基本图像如上所构想的那样，那么两极与垂直轴就会形成一个角度（见图4.30）。这个角度被认为是23.5°。

在很长的一段时间内，这个角度似乎是一个恒定的常数，也就是因为这个倾斜角与黄道有关，才使得我们有了季节的变化。





季节




在图4.31中，我们看到了地轴倾斜的影响。如果我们想象夏季时地球是在呼气，冬季是在吸气，那么在任何一个极端的时间（译注：指夏季或冬季）内，一面的地球在吸气，另一面则在呼气：“呼气在一个地方，吸气在另一个地方。”因此，它在相同的时间里既有冬天又有夏天，每半年在不同的半球交替一次。

这已经够复杂了，但不只如此。在图4.31中，它始终在黄道上移动。这是地球的轨道平面（我们必须从某个地方开始），它与太阳的中心相交，而且地球的运动就像其他行星一样，都是绕着太阳运行的。通常从“上面”（北极上方）观察，地球是逆时针旋转的，这被称为顺行
 。





地球绕着太阳旋转的椭圆路径




地球在黄道上运动的路径几乎是一个椭圆形（它仅仅只有0.0167的偏心率，如图4.32所示）。即使如此，还是造成了地球与太阳的距离有时较近，有时较远。

地球距离太阳的最近位置被称为近日点
 ，距离太阳最远的位置被称为远日点
 。近日点在黄道上向东移动，周期约为11万年。这的确是一个缓慢的运动。

即使是巨大的太阳也被认为在朝着一个星座运动——而这使问题复杂化了。这个星座是武仙座，靠近织女星，它被称为太阳向点
 ，与此相反的方向是太阳背点
 。太阳朝向织女星运行的速度据说是19.7km/s。




图4.32　地球绕着太阳旋转的椭圆路径（偏心率很小）


仅仅为了描述的目的，
 夸大地球轨道的椭圆性，将可以更清楚地说明近日点和远日点的概念，如图4.33所示。




图4.33　近日点与远日点

在宇宙、太阳系和地球之间，特别是月球和太阳系，也都有着令人好奇的关系。这样的关系是由开普勒发现的，其中有3个关系最为特别。上述所提到的就是其中一个，地球按照一个椭圆形路径围绕太阳运行。是谁首先提出这个想法的？正是开普勒（他在1609年发表了第一个定律，1619年发表了最后一个定律）。





开普勒的行星运动定律




开普勒发现了行星运动的3个主要关系。如果我们以一种特殊的方式挤压一个圆，将会得到另一种形式，这种形式被称为椭圆。椭圆的特殊之处在哪里？

椭圆就是这个特有的天体（地球）的运行轨道（如果开普勒是可信的话），我们正运行在此轨道上！地球绕行太阳的路径被视为椭圆形，如图4.34所示。




图4.34　地球沿着椭圆轨道绕太阳运行

在古希腊时期，托勒密和亚里士多德认为行星绕着地球做圆周运动。虽然行星是在一个本轮上运动（即另一圆又在这个圆上，如图4.35所示），然而，为了精确地说明这个运动的不规律性，小圆必须附加在本轮上——这是一个非常复杂的图像。

1453年，哥白尼展示了一个简化后的图形，他将太阳放在圆心，让所有行星绕着太阳在周周上运行。这个简化有点过度，因此留下了一些无法说明的不规律性问题。这使得天才开普勒得以发现行星以椭圆
 轨迹运动，且太阳处在椭圆轨道的一个焦点上。这就是开普勒第一定律
 。




图4.35　托勒密及亚里士多德时期的行星周期与本轮

开普勒第一
 定律是：

所有行星的运动轨迹，是一个以太阳为其中一个焦点的椭圆轨道。

开普勒第二
 定律是：

在相同时间内，行星和太阳的连线所扫过的面积相同（见图4.36）。




图4.36　开普勒第二定律示意图

开普勒第三
 定律是：

太阳系内所有行星的椭圆轨道周期T的平方，正比于椭圆轨道半长轴（常用行星到太阳的平均距离代替）R的立方（见图4.37）。




图4.37　开普勒第三定律

运用符号，开普勒第三定律可以表示成T

2



 ＝kR

3



 ，即




其中，T
 为轨道周期，R
 为行星到太阳的平均距离，k
 是取决于所使用的时间和距离单位的某个常数。

我们可以用两个例子来计算k
 的值，如邻近地球的金星和火星。金星：恒星周期T

V



 =224.701天，平均距离R

V



 =108.21百万千米；火星：恒星周期T

M



 =686.980天，平均距离R

M



 =227.94百万千米。




因此，在这两个例子中k
 ≈0.03984！试试看其他的行星，即使是小行星（见练习五十七）。

首先，我们从某一个观点来看椭圆——就是让这个年级的学生能够抓住重点和建立模型。这也算是预习了九年级的圆锥曲线课程。

了解椭圆的曲线性质的一个好方法就是将它与圆作比较。用一根线、胶带、铅笔和纸，就能画出一个椭圆。有很多针对椭圆的作图方法（我们在九年级会做），但在这个例子中，椭圆的动态性质很明显，因为铅笔真实地
 在移动，并得到了图形。



练习五十五：不用圆规画圆



①取一张A4大小的纸板（30cm×21cm），一支有长引线的铅笔，一根纤细的线和一卷胶带。

②将纸板摆成横向，如图4.38所示。

③先画一条水平线，然后标记出中点（见图4.39）。




图4.38　摆放纸板




图4.39　画水平线并标记中点

④如图4.40所示，在中点O
 的左右两侧各标出5个点，并以1cm为单位长。




图4.40　在中点O
 的左右两侧各标出5个点

⑤取一根大约15cm长的细线，从其中一个端点起，标记出2.5cm的长度。再从标记点开始，标记出下一个距离2.5cm的点，依此类推。

⑥在O
 点穿个小洞，将细线对折后，从纸板的背面穿过小洞，直到纸板前面细线的长度为10cm。用胶带将细线固定于纸板的背面。

⑦好玩的来了。在纸板前面，将削尖的铅笔套在细线上，拉紧这根细线，使得铅笔的笔尖距离O
 点为5cm。拉紧细线，并让铅笔在纸板上垂直地画出一个路径，绕行完整的一圈。我们会画出什么呢？应该是一个半径为5cm的圆（见图4.41）。




图4.41　用铅笔画圆



练习五十六：制作一个椭圆族模型



现在开始有趣了。先移除胶带并将细线拉出，然后再次从纸板背面插入细线，穿过各自距离O
 点1cm的F

1



 及F

2



 两个孔，会发生什么事？

①将细线穿过F

1



 及F

2



 两个孔，纸板前面留有10 cm的长度。

②再次将削尖的铅笔套在细线上，使铅笔的笔尖距离F

1



 及F

2



 分别是5cm，如图4.42所示。同样保持细线绷紧和铅笔垂直在纸板上作图。能画出什么？应该是一个椭圆
 。

③短轴和长轴分别是多少？记住，这根细线的长度并没有改变。在图4.42中，竖直高度（短轴的一半或半短轴长）为b
 ，我们可以使用勾股定理进行计算。




图4.42　将细线穿过距O
 点1cm的两个孔作图




取到小数点后第2位，则b≈4.90(cm)。

④a
 的长度（长轴的一半或是半长轴长）是5cm，可用简单的计算检验一下。

⑤现在绘制椭圆，其中F

1



 及F

2



 距离O
 点分别为2cm、3cm、4cm和5cm。你应该得到如图4.43所示的图形，一个用相同的长轴画出的椭圆族。（针对椭圆，这将是一个计算b
 值的有效练习。）




图4.43　椭圆族

下面这些都是学生必须知道的：如果c
 是F

1



 与F

2



 之间的距离（两焦点间的距离），那么，我们发现e
 ＝c
 /(2a
 )，e
 为椭圆的离心率，a
 是半长轴的长。而且，如果椭圆的半短轴的长为b
 ，那么




针对上述例子，我们知道c
 ＝8cm，a
 ＝5cm，那么e
 和b
 又是多少呢？

由于e
 ＝c
 /(2a
 )，则e
 ＝8/(2×5)＝8/10=0.8(cm)。

又已知e

2



 ＝1-(b

2



 /a

2



 )，则0.8

2


 ＝1-(b

2



 /5

2


 )，也就是0.64＝1-(b

2



 /5

2


 )，b

2



 /5

2


 ＝1-0.64＝0.36，b

2



 ＝0.36×5

2


 ＝9，所以b
 ＝3(cm)。

检查所画的图，验证计算结果的正确性。

就椭圆本身而言，能进行这样的计算就已足够。开普勒第二定律很难理解，因此我们置而不论，只要知道当行星距离太阳较近时绕行的速度较快就行了。



练习五十七：开普勒第三定律



观察如图4.44所示的内容。




图4.44　行星到太阳的平均距离以及轨道周期

①找出两颗内行星（金星和水星）的单一轨道的地球日数字。

金星：224.701　水星：87.969

②找出3颗外行星（火星、木星和土星）的单一轨道的地球日数字。

火星：686.98　木星：4332.59

土星：10759.2

③计算这些时间与地球年的比值，假设1地球年为365.26天（例如，对水星来说，这个比值是87.969÷365.26≈0.241，保留3位小数）。




④探索开普勒第三定律。开普勒告诉我们，T

2



 ＝kR

3



 ，其中T
 是轨道周期，R
 是行星到太阳距离的平均值，k
 是一个常数，它取决于使用的单位。在此，取k
 =0.03984。

对于金星来说：

左边T

2



 ＝224.701×224.701≈50490.54

右边kR

3



 ＝0.03984×108.21×108.21×108.21≈50480.25

对于火星来说：

左边T

2



 ＝686.98×686.98≈471941.52

右边kR

3



 ＝0.03984×227.94×227.94×227.94≈471825.01

对于土星来说：

左边T

2



 ＝10759.2×10759.2≈115760384.64

右边kR

3



 ＝0.03984×1427.01×1427.01×1427.01≈115771158.52

所以，左边与右边非常接近。

⑤矮行星谷神星到太阳的平均距离为375百万千米，假设它遵循开普勒第三定律，那么它的轨道周期将会是多少？


kR

3



 ＝0.03984×375×375×375＝2100937.5＝T

2





所以，T
 ＝
 ≈1449（天）。





各种节奏间的关系




不仅有大的节奏，也有小的节奏。大节奏和小节奏的关系有点像宏观与微观。令人惊讶的是，有一个非常重要的例子，它涉及我们所有人，以及整个太阳系。





人类和宇宙的节奏




柏拉图宇宙年（见图4.45）与人类寿命的关系，乃至和我们一天中呼吸次数的关系都很密切，正如鲁道夫·斯坦纳所指出的：“这是我的第一次邂逅。这是一个值得检验的关联性。”




图4.45　柏拉图宇宙年



练习五十八：微观和宏观节奏的对应关系



①用一只手表或计时器，让学生在课堂上测量他们每分钟呼吸的次数。

每分钟呼吸的次数B
 ＝16~20次（成年人平静的状态下）。

②找出班上n
 个学生呼吸次数的平均值。


x
 ＝（班上学生B
 值的总和）/n


这大约应该是18次，对于这个年龄而言还是少了一点。

③现在，计算一下每人每天呼吸的次数是多少。

18次×60分钟×24小时＝25920次／天

每人每天大约呼吸26000次。

④太阳与群星具有同一个周期，就是所谓的柏拉图宇宙年。根据天文学家的评估，这是多长时间呢？

从图4.45可知，太阳是25920年。

⑤如果人类的平均寿命是70年（虽然许多人的寿命远大于这个数，但人类整体的平均寿命目前就是这样）。

一年用360天计算，然后360×70是多少？25200

如果人的平均寿命是72年，然后360×72是多少？25920

⑥制作一个如下的表格：




我们不仅有非常大和非常小的节奏，现在我们又发现，它们透过数字的魔力链接在了一起。甚至有一个中介，那就是我们特有的生命本身！将这些摆在一起，全都变得有趣了——人类真的是宏观中的微观表现。
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第1章 大自然中的数学




作图技巧回顾






圆的形式






正六边形的形式






螺线的形式
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φ与黄金分割






1.618或0.618？





第2章 毕达哥拉斯与数字




为何是毕达哥拉斯？






数字






数字的意义






各种数字系统






十进制数、指数写法（长式）和我们常用的简写形式






长式写法和简式写法






二进制数






度量






距离与角度






角的度量






常用的度量工具






数的种类






质数和埃拉托色尼筛选法
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婆什迦罗的证明





第3章 柏拉图立体




历史上的柏拉图立体






平面图形






3种特殊的三角形






立方体折纸






3种三角形的细节






碗和马鞍






叶面及其孔洞和皱褶






中心点与外围






正四面体






正四面体在哪里？






正八面体






正八面体展开图






正八面体实例






正六面体（立方体）






正六面体展开图






正六面体实例






正六面体和正八面体






正二十面体与正十二面体






正二十面体展开图






正二十面体的黄金分割结构






正十二面体






再谈黄金矩形






正十二面体展开图






欧几里得《几何原本》第十三卷






欧拉法则






学生作品





第4章 节奏与周期




旋转、节奏与周期






时间






轮子






圆






圆的周长与直径






阿基米德应用多边形的方法






用正八边形来计算π的值






π的命名






π的递增精度






圆的周长






微小、中等及巨大的尺寸






圆形






白天、黑夜及内布拉星象盘






奠基于哥白尼的当代基本图像






季节






地球绕着太阳旋转的椭圆路径






开普勒的行星运动定律






各种节奏间的关系






人类和宇宙的节奏
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