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第一章　线性方程组


【答案链接】


思考

某食品厂收到了某种食品2000 kg的订单，要求这种食品含脂肪5%，碳水化合物12%，蛋白质15%. 该厂准备用5种原料配制这种食品，其中每一种原料含脂肪、碳水化合物、蛋白质的百分比如下表所示（省写了“%”）.
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用上述5种原料能不能配制出2000 kg的这种食品？如果可以，那么有多少种配方？

分析

设所需要的原料（单位：kg）A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 分别为x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 ，则根据题意得
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如果这个方程组有解，并且x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 取的值都是正数，那么用这5种原料可以配制出2000 kg的这种食品. 此时，方程组（1）的满足xi
 >0（i=1，2，3，4，5）的解的个数就是配方的个数.

抽象

上述方程组（1）的每个方程中，左端都是未知量x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，x5
 的一次齐次式，右端是常数，像这样的方程组称为线性方程组
 . 每个未知量前面的数称为系数
 ，右端的项称为常数项
 .

日常生活或生产实际中经常需要求一些量，用未知数x1
 ，x2
 ，…表示这些量，根据问题的实际情况列出方程组，有许多是线性方程组. 数学的各个分支以及自然科学、工程技术中，有不少问题可以归结为线性方程组的问题. 因此我们抽象出线性方程组这一数学模型，深入地研究它.

含n个未知量的线性方程组称为n元线性方程组
 ，它的一般形式是
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其中a11
 ，a12
 ，…，asn
 是系数，b1
 ，b2
 ，…，bs
 是常数项，常数项一般写在等号的右边. 方程的个数s与未知量的个数n可以相等，也可以s<n或s>n.

对于线性方程组（2），如果x1
 ，x2
 ，…，xn
 分别用数c1
 ，c2
 ，…，cn
 代入后，每个方程都变成恒等式，那么称n元有序数组（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ）是线性方程组（2）的一个解
 . 方程组（2）的所有解组成的集合称为这个方程组的解集
 .

从上述配制食品的问题看出，需要研究线性方程组的下列几个问题：

1. 线性方程组是否一定有解？有解时，有多少个解？

2. 如何求线性方程组的解？

3. 线性方程组有解时，它的每一个解是否都符合实际问题的需要？（符合实际问题需要的解称为可行解
 .）

4. 线性方程组的解不止一个时，这些解之间有什么关系？

这一章和第二、三章都是围绕这些问题展开讨论.


§1　解线性方程组的算法

思考


例1
 　求解线性方程组
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分析

如果我们能设法消去未知量x1
 ，x2
 ，剩下一个含x3
 的一元一次方程，那么就能求出x3
 的值. 进而得到含x1
 ，x2
 的方程组. 类似地，可以求出x2
 ，x1
 的值. 所谓消去未知量x1
 ，就是使x1
 的系数变成0. 为了使线性方程组的求解方法能适用于未知量很多的方程组，用计算机编程序去计算，我们应当使解法有规律可循. 今后我们用记号②+①·（-3）表示把方程组的第1个方程的（-3）倍加到第2个方程上；用记号（②，④）表示把方程组的第2、第4个方程互换位置；用记号③·[image: 003-2]
 乘第③个方程.

示范


例2
 　求线性方程组（1）的解.


解
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因此，（3，-1，2）是线性方程组（1）的惟一的一个解.

评注

［1］从例2的求解过程看出，我们对线性方程组作了三种变换：

Ⅰ. 把一个方程的倍数加到另一个方程上；

Ⅱ. 互换两个方程的位置；

Ⅲ. 用一个非零数乘某一个方程.

这三种变换称为线性方程组的初等变换
 .

［2］在例2中，施行初等变换把线性方程组（1）先变成了方程组（2），像（2）这样的方程组称为阶梯形方程组
 . 对于阶梯形方程组（2）进一步施行初等变换，变成了方程组（3）. 像（3）这样的方程组称为简化阶梯形方程组
 ，从它立即看出解是（3，-1，2）.

［3］不难看出，线性方程组经过初等变换Ⅰ，得到的方程组的解集与原方程组的解集相等，此时称这两个方程组同解
 . 同样容易看出，初等变换Ⅱ（或Ⅲ）把线性方程组变成与它同解的方程组. 因此，经过一系列初等变换变成的简化阶梯形方程组与原线性方程组同解
 . 从而，例1中线性方程组（1）有惟一的一个解：（3，-1，2）.

观察

例2的求解过程中，所有的计算都是对方程组的哪些对象做的？

分析

例2的求解过程中，只是对线性方程组的系数和常数项进行了运算. 因此，为了书写简便，对于一个线性方程组可以只写出它的系数和常数项，并且把它们按照原来的次序排成一张表，这张表称为线性方程组的增广矩阵
 . 而只列出系数的表称为方程组的系数矩阵
 . 例如，线性方程组（1）的增广矩阵和系数矩阵依次是：
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抽象

线性方程组可以用由它的系数和常数项排成的一张表来表示. 本章开头讲的配制食品的例子，5种原料所含的脂肪、碳水化合物、蛋白质的百分比也可以用一张表来直观清晰地显示. 许许多多的实际问题，各种各样的数学研究对象都常常可以用一张表来表示. 因此我们有必要建立一个数学模型来统一深入地研究这种表.


定义1
 　由s·m个数排成s行、m列的一张表称为一个s×m矩阵
 ，其中的每一个数称为这个矩阵的一个元素
 ，第i行与第j列交叉位置的元素称为矩阵的（i，j）元
 .

例如，线性方程组（1）的增广矩阵的（2，4）元是9，（4，2）元是7.

矩阵通常用大写英文字母A，B，C，…表示. 一个s×m矩阵可以简单地记作As×m
 ，它的（i，j）元记作A（i；j）. 如果矩阵A的（i，j）元是aij
 ，那么可以记作A=（aij
 ）.

元素全为0的矩阵称为零矩阵
 ，简记作0. s行m列的零矩阵可以记成0s×m
 .

如果一个矩阵A的行数与列数相等，则称它为方阵
 . m行m列的方阵也称为m级矩阵
 .

本章和第二、三章只围绕线性方程组来研究矩阵，第四、五、六章再深入地研究矩阵的运算和其他性质.

利用线性方程组的增广矩阵，我们可以把例2中的求解过程按照下述格式来写.

示范


例3
 　求线性方程组（1）的解.


解
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以最后一个矩阵为增广矩阵的方程组是
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因此，原线性方程组有惟一解：（3，-1，2）.

评注

［1］从上述求解过程看出，我们对线性方程组的增广矩阵施行了三种变换：

Ⅰ. 把一行的倍数加到另一行上；

Ⅱ. 互换两行的位置；

Ⅲ. 用一个非零数乘某一行.

这三种变换称为矩阵的初等行变换
 .

［2］在例3的求解过程中，先把增广矩阵经过初等行变换化成了下述矩阵
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像这种矩阵称为阶梯形矩阵
 . 它的特点是：

（1）元素全为0的行（称为零行
 ）在下方（如果有零行的话）；

（2）元素不全为0的行（称为非零行
 ），从左边数起第一个不为0的元素（称为主元
 ），它们的列指标随着行指标的递增而严格增大.

在例3的求解过程中，我们对阶梯形矩阵继续施行初等行变换，直至化成下述矩阵

[image: 006-4]


像这种矩阵称为简化行阶梯形矩阵
 ，它的特点是：

（1）它是阶梯形矩阵；

（2）每个非零行的主元都是1；

（3）每个主元所在的列的其余元素都是0.

［3］在解线性方程组时，把它的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，写出相应的阶梯形方程组，进行求解；或者一直化成简化行阶梯形矩阵，写出它表示的简化阶梯形方程组，从而立即得出解.

［4］可以证明：任何一个矩阵都能经过一系列初等行变换化成阶梯形矩阵，并且能进一步用初等行变换化成简化行阶梯形矩阵. 证明的思路从例3的增广矩阵化成简化行阶梯形矩阵的过程可以看出，然后用数学归纳法写出证明.

示范


例4
 　解线性方程组

[image: 007-1]


写出最后这个阶梯形矩阵表示的线性方程组：

[image: 007-2]


x1
 ，x2
 ，x3
 无论取什么值都不能满足第3个方程：0=-2，因此，原线性方程组无解.


例5
 　解线性方程组

[image: 007-3]


最后这个简化行阶梯形矩阵表示的线性方程组是

[image: 008-2]


从第1个方程看出，对于x2
 每取一个值c2
 ，可以求得x1
 =c2
 +2，从而得到原方程组的一个解：（c2
 +2，c2
 ，-1）. 由于c2
 可以取任意一个数，因此原方程组有无穷多个解. 我们可以用下述表达式来表示这无穷多个解：

[image: 008-3]


这个表达式称为原线性方程组的一般解
 ，其中以主元为系数的未知量x1
 ，x3
 称为主变量
 ，而其余未知量x2
 称为自由未知量
 . 一般解就是用含自由未知量的式子表示主变量.

观察

从例3、例4、例5的求解过程，你能找出判别线性方程组有没有解的方法吗？方程组有解时，例3的方程组有惟一解，例5的方程组有无穷多个解，你能从它们的增广矩阵化成的阶梯形矩阵找出它们的不同之处吗？

评注

［1］从例4看出，把线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，如果相应的阶梯形方程组出现“0=d（其中d是非零数）”这样的方程，则原方程组无解. 从例3和例5，我们猜想：如果相应的阶梯形方程组不出现“0=d（其中d≠0）”这种方程，则原方程组有解. 下一节将证明这个猜想是正确的.

［2］例3的阶梯形矩阵的非零行个数为3，与未知量个数相等. 例5的阶梯形矩阵的非零行个数为2，小于未知量的个数. 由此猜想：在线性方程组有解的情况下，它的增广矩阵经过初等行变换化成的阶梯形矩阵中，如果非零行的个数等于方程组的未知量个数，则原方程组有惟一解；如果非零行的个数小于未知量的个数，则原方程组有无穷多个解. 在下一节将证明这个猜想也是正确的.

［3］线性方程组有解时，把阶梯形矩阵经过初等行变换进一步化成简化行阶梯形矩阵，则可以立即写出原方程组的惟一解或者无穷多个解.

小结

解线性方程组的方法如下：

[image: 002]


上述解线性方程组的方法称为高斯（Gauss）-约当（Jordan）算法
 .

习题　1.1

1. 解下列线性方程组：

[image: 010-1]


2. 一个投资者想把1万元投入给3个企业A1
 ，A2
 ，A3
 ，所得的利润率分别是12%，15%，22%. 他想得到2000元的利润.

（1）如果投入给A2
 的钱是投给A1
 的2倍，那么应当分别给A1
 ，A2
 ，A3
 投资多少？

（2）可不可以投给A3
 的钱等于投给A1
 与A2
 的钱的和？

3. 解线性方程组：


§2　线性方程组的解的情况及其判别准则

回顾

上一节的例3，例4，例5的线性方程组分别有惟一解，无解，有无穷多个解. 例4的阶梯形方程组出现0=-2这个方程，从而无解. 例3和例5的阶梯形方程组没有出现“0=d（其中d是非零数）”这种方程，它们分别有惟一解和无穷多个解. 这启发我们猜想线性方程组的解只有三种可能：无解，有惟一解，有无穷多个解，而且猜想阶梯形方程组是否出现“0=d（其中d≠0）”这种方程，是线性方程组无解还是有解的判别准则.

上一节的例3和例5的线性方程组都有解，但前者有惟一解，后者有无穷多个解. 从它们的增广矩阵经过初等行变换化成的阶梯形矩阵的不同之处，我们猜想：在有解的情况下，当阶梯形矩阵的非零行个数r等于未知量个数n时，有惟一解；而当r<n时，有无穷多个解.

上述猜想正确吗？

论证

由于线性方程组与对它进行初等变换得到的阶梯形方程组同解，因此我们只要讨论阶梯形方程组的解有几种可能及其判别准则. 设阶梯形方程组有n个未知量.


情形1
 　阶梯形方程组中出现“0=d（其中d≠0）”这种方程. 由于这种方程无解，从而阶梯形方程组无解.


情形2
 　阶梯形方程组中不出现“0=d（其中d≠0）”这种方程. 我们设阶梯形方程组的增广矩阵中，非零行的个数为r，则主元个数为r.


情形2.1
 　r=n. 此时n个未知量都是主变量. 由于n个主元应分布在不同的列，因此阶梯形方程组一定是下述形式：

[image: 011-2]


其中c11
 ，c22
 ，…，cnn
 都不为零. 对于（1）的增广矩阵施行初等行变换化成的简化行阶梯矩阵一定形如

[image: 012-1]


从而阶梯形方程组有惟一解：[image: 012-2]



情形2.2
 　r<n. 此时阶梯形方程组形如

[image: 012-3]


其中[image: 012-4]
 都不为0. 这时[image: 012-5]
 是主变量，其余n-r个未知量是自由未知量. 任意给n-r个自由未知量一组值，则方程组（3）的第r个方程变成[image: 012-6]
 的一元一次方程，可解出[image: 012-6]
 ；将[image: 012-6]
 的值代入前r-1个方程中，从第r-1个方程可解出[image: 012-7]
 ；依次往上代入，可解出[image: 012-8]
 . 从而得到方程组的一个解. 由于这n-r个自由未知量可以取无穷多组值，因此方程组（3）有无穷多个解. 这无穷多个解可以用一般解表示：

[image: 012-9]


其中xk
 ，…，xl
 是自由未知量.


情形2.3
 　r>n. n元阶梯形方程组的增广矩阵共有n+1列，由于r个主元应当分布在不同的列，因此r≤n+1. 于是r=n+1. 这时有n+1个主元，分别位于第1，2，…，n+1列. 于是第n+1行的主元cn+1
 位于第n+1列. 从而第n+1个方程为0=cn+1
 ，这与情形2的已知条件矛盾. 因此r>n是不可能的.

综上述，我们得到下面的结论：


定理1
 　n元线性方程组的解的情况只有三种可能：无解，有惟一解，有无穷多个解. 把n元线性方程组的增广矩阵经过初等行变换化成阶梯形矩阵，如果相应的阶梯形方程组出现“0=d（其中d是非零数）”这样的方程，则原方程组无解；否则，有解. 当有解时，如果阶梯形矩阵的非零行个数r等于未知量个数n，则原方程组有惟一解；如果非零行个数r<n，则原方程组有无穷多个解.

如果一个线性方程组有解，则称它是相容的
 ；否则，称它是不相容的
 .

示范


例1
 　a为何值时，线性方程组

[image: 013-1]


有解？当有解时，求出它的所有解.


解


[image: 013-2]
 *
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