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国际数学奥林匹克与奥林匹克数学（代序）

数学是锻炼思维的体操，以数学为内容的竞赛已有悠久的历史．在公元16世纪意大利的Tartalia和Cardano曾以解一元三次方程为内容进行过激烈的竞赛．在9世纪，法国科学院等也曾以悬赏的形式征求对数学难题的解答，通过有奖比赛而得到重要的数学发现．

国际数学奥林匹克的权威人士认为，以激发数学才能和引起数学兴趣为目的，中学生自愿参加的数学竞赛，是从匈牙利开始的．

1894年，著名数学家、物理学家L．Eötrös男爵就任匈牙利文化大臣．从这一年起，便开始了为选拔有数学才能的学生的国家考试．开始命名为Eötrös竞赛，后来又以对这一竞赛做出了贡献的J．Kurschak的名字命名，这一竞赛对匈牙利的数学发展起了很重要的作用．后来很多有成就的数学家都曾是这一竞赛的优胜者，例如：1897年的优胜者利波特·费叶尔，在傅立叶级数的可积性理论方面做出了许多出色的工作．1898年的优胜者忒奥多耳·冯·卡门是著名的应用力学家和工程师，对航空和航天技术的发展有过卓越的贡献．1903年的优胜者阿尔伏瑞德·哈尔提出了哈尔测度．马赛尔·黎斯是1904年的优胜者，在泛函分析中提出黎斯凸性定理．而1912年的优胜者嘎波尔·基格，他和波利亚合著的《分析中的定理和问题》至今仍享有盛名．

继匈牙利之后，罗马尼亚于1902年由《数学杂志》组织过数学竞赛．在以后的30年中再没有其他国家系统举办过重大的类似活动，直到匈牙利数学竞赛造就的大师们纷纷登台的时候，欧洲其他国家才睁开惊奇的目光，产生了浓厚的兴趣，并争相效仿．

1934年，前苏联在列宁格勒（今圣彼得堡）大学举办中学生数学奥林匹克，首次将中学生的数学竞赛与体育竞赛的奥林匹克相提并论，把这种活动命名为“数学奥林匹克”．

1949年，保加利亚举办了数学竞赛．

1950年，波兰举办了数学竞赛．

1951年，捷克斯洛伐克举办了数学竞赛．

1956年，中国举办了数学竞赛．

1958年，印度举办了数学竞赛．

此后还有前东德、瑞典（1961）、越南、前南斯拉夫、荷兰、古巴、意大利（1962）、蒙古、卢森堡（1963）、西班牙（1964）、英国、芬兰、阿根廷、比利时（1965）、以色列（1968）、加拿大、希腊（1969）、前西德（1970）、澳大利亚（1971）、美国（1972）等国举办了数学竞赛．

事实表明，20世纪50年代以来，世界各地的这股举办中学生数学竞赛的热潮，它既为国际数学奥林匹克（IMO）的诞生准备了条件，又为世界数学奥林匹克的发展提供了动力．

1956年，经罗马尼亚罗曼教授的积极活动，东欧国家正式确定了开展国际数学奥林匹克竞赛的计划．并在1959年7月在罗马尼亚古都布拉索举行了第一届国际数学奥林匹克竞赛．保加利亚、捷克、匈牙利、波兰和罗马尼亚各派出了由8名学生组成的代表队，前苏联（实际是莫斯科）派出了4名学生组成的代表队．以后几年，参赛的国家并未增多．在1963年和1964年，南斯拉夫和蒙古先后加入，1965年芬兰加入，1967年法国、英国、意大利和瑞典也参加进来．从此参加的国家逐渐增多．1971年共有34个队，以后逐年发展，2008年共有103个国家及地区的549名选手参加了第49届IMO．

随着世界各地各级各类数学竞赛活动的蓬勃开展，对数学奥林匹克竞赛的试题的研究也悄然兴起．国际数学奥林匹克的发展使得竞赛的试题也形成一定的规范：它不再限定在各国高中数学的范围，而更多的是一般中学不怎么涉及的领域．如初等数论、组合论、一般几何、不等式等方面．而且试题的难度不在于了解和解决试题所需要的数学知识的多少，而在于对数学本质的洞察力以及是否具有创造力和数学的机智，试题无模式可套，要求学生探索思考，寻找规律．

由于IMO试题的上述特点，有人认为IMO试题代表的是一种特殊的数学，可以称为“奥林匹克数学”．

对于数学奥林匹克活动而言，其中最吸引人的，无疑就是那一道道闪耀着数学智慧，散发着数学美的试题．

数学大师华罗庚教授曾经说过：“出题比做题要难，题目要出得妙，出得好，要测得出水平．一次数学竞赛成功与否，主要取决于命题．”

基于数学竞赛试题的重要作用，对竞赛试题的研究和分析就成为一项重要的工作．为加强交流学习，开阔视野，给数学奥林匹克爱好者提供学习的源泉，我们特组织编写了“国际数学奥林匹克题库”系列丛书．

“国际数学奥林匹克题库”汇集了国内外重大数学竞赛的试题和解答．这些竞赛试题构思独特，新颖别致，灵活深邃，内容广，内涵深．解这些题不仅需要扎实的基础知识和基本技能，也需要灵活的思维和坚强的毅力．因此，对于有志于参加数学竞赛的同学来说，本丛书中的问题是不可或缺的训练材料．

“国际数学奥林匹克题库”的编写也是对国际数学竞赛资料的一次大整理，可作为各数学竞赛老师的一份重要资料，作为数学爱好者了解数学竞赛的一个窗口．

丛书的编写过程中，我们参考了一些国内外的资料，在此对这些资料的作者表示感谢．

本丛书篇幅较大，内容庞杂．虽然作者仔细认真地核查多遍，但囿于我们的水平，不当乃至错误之处恐难避免，敬请读者不吝指正．请将您的意见发到sxjszcbjb＠163.com.或至网站：http://www.jsmaths.com留言．





编　者　　

2010年1月于苏州


数学奥林匹克在美国

美国是世界上开展数学竞赛较早的国家之一，早在1950年，美国数学会就开始举办美国高中数学考试（AHSME），并在1957年，将美国高中数学考试纳入国家方案，发展成全美国的数学竞赛。今天，世界上已经有很多国家和地区参加了这项竞赛活动。

随着美国数学竞赛活动的发展成长，今天，美国已经形成了一套系统的高中数学竞赛体系。其主要有以下几个层次：





一、美国数学竞赛（AMC）

美国数学竞赛（AMC）的前身就是1950年开始举办的美国高中数学考试（AH‐SME），自2000年开始，美国高中数学考试就分成两个不同级别的竞赛AMC10和AMC12。

AMC10一般在每年2月份举行，考试时间75分钟，共25道题，全为单项选择题，使用2B铅笔填涂答题卡，答对一题得6分，答错得0分，不答得1.5分，满分150分。考试可以使用普通计算器，不可使用编程计算器。此赛事于2000年开赛，2008年2月举行第10届。此赛事主要是给高一及高一以下学生设置。

AMC12是针对中等学校学生的数学测验，高三及高三以下学生均可报名参加。考试时间75分钟，共25道题，全为单项选择题，使用2B铅笔填涂答题卡，答对一题得6分，答错得0分，不答得1.5分，满分150分。考试可以使用普通计算器，不可使用编程计算器。

AMC10和AMC12的主要目的是在刺激学生对数学的兴趣，并且通过以选择题方式来考察学生的数学才能。

AMC的另一个特殊的目的是帮助一些学生发掘出他们的数学才能，让学校注意到这些学生的才能及存在。AMC10得分在120分或名列全球前5％者和AMC12得分在100分或名列全球前5％者将获得参加美国数学邀请赛（AIME）的资格。





二、美国数学邀请赛（AIME）

美国数学邀请赛（AIME）一般在每年的3月份举行，考试时间3小时，共15道题，每题答案均设计成000～999之间的三位整数，使用2B铅笔填涂答题卡，答对一题得1分，答错得0分，不答得0分，满分15分，考试不可使用任何类型的计算器。此赛事于1983年开赛，主要是考虑到AMC和美国数学奥林匹克（USAMO）之间差距较大，故设置此赛事。2009年3月份举行了第27届AIME。





三、美国数学奥林匹克（USAMO）

美国数学奥林匹克（USAMO）开始于1972年，至2009年已举办38届，在每年的4月底或5月初举行，每次竞赛分两天举行，每次四个半小时解答三道试题（早期要求三个半小时解答五道试题）。美国数学奥林匹克的参加者都来自美国数学邀请赛（AIME）的优胜者。

美国数学奥林匹克的模式和国际数学奥林匹克一致，难度也大体相当，是数学奥林匹克训练的好材料，本书对1990—2009年美国数学奥林匹克（USAMO）的试题进行收集、整理，并加以翻译和解答。为使读者了解完整的美国数学奥林匹克（USAMO）资料，特将1972—1989年美国数学奥林匹克（USAMO）的试题作为附录，供读者参考。





四、美国数学奥林匹克夏令营（MOSP）

美国数学奥林匹克夏令营（MOSP）为期3～4周，在每年的6月和7月举行，它的举办目的是：将在一些重要的数学领域中给学生提供丰富的知识、深入的内容以激发他们保持和提高在数学方面的兴趣，为进一步研究数学做充分准备．这些内容包括组合论证，生成函数，图论，递推关系，嵌进和与积，概率，数论，多项式，方程理论，复数，算法证明，函数方程，Ramsey＇S定理，几何，鸽笼原理，包含排除，古典不等式等内容（传统上，与其他国家相比，这些内容在美国的学校受到较少重视），深入认识理解这些内容才能在国际数学奥林匹克竞赛中有出色的表现．夏令营还努力在参加者中营造一种友好的合作关系，并让他们感受到合作及自尊的愉快．在夏令营期间，还将举行国际数学奥林匹克美国队选拔考试，以选拔参加国际数学奥林匹克的6名美国队队员。

美国于1974年开始参加国际数学奥林匹克，是国际数学奥林匹克传统强队，名次大多在前五名，并先后四次获得团体总分第一名，分别是：1977年第19届IMO、1981年第22届IMO、1986年第27届IMO和1994年第35届IMO。

尤其值得说明的是，1994年在中国香港举行的第35届IMO上，美国队全队6名队员都获得满分。这至今在IMO历史上前无古人，是一个了不起的奇迹。

本书中的题目和解答一是来源于领队交流资料中的官方解答，二是来源于作者和作者辅导的学生的解答，还有一些来源于国内一些期刊杂志中发表的解答．在此，对这些资料的提供者表示深深的谢意。


一、美国数学奥林匹克（1990—2008）试题

第19届美国数学奥林匹克（1990）





1　某州发行的执照的底版由6个数字组成（数字指0到9）．每两个底版至少有两处的数字不同（因此底版[image: alt]
与[image: alt]
不能同时使用）．试确定（并证明）这个州可以发行的执照底版的数目最大是多少？





2　一列函数｛fn（x）｝，定义如下：

[image: alt]


对每个正整数n，求方程fn（x）＝2x的全部实数解．





3　项链A由14颗珠子组成，B由19颗组成．证明对每个奇数n≥1，均可将33颗珠子标以

n，n＋1，n＋2，…，n＋32．

使得上述每个整数各用一次，并且相邻的两颗珠子对应于互素的整数．





4　求出在n进制中，由不同的数字表示并且除去最左的数字外，每个数字与它左边的某个数字均差±1的数的个数（答案应读为n的一个尽可能简单的显函数），并予以证明．





5　平面上已给一锐角三角形ABC．以AB为直径的圆交高CC′及其延长线于M，N，以AC为直径的圆交高BB′及其延长线于P，Q．证明点M，N，P，Q共圆．

第20届美国数学奥林匹克（1991）





1　对于满足∠A＝2∠B，∠C是钝角，三边长a，b，c是整数的△ABC，求周长的最小值并给出证明．





2　对任何非空数集S，令σ（S）和π（S）分别表示S中所有元素的和与乘积，求证：

[image: alt]


其是“[image: alt]
”表示对｛1，2，…，n｝的所有非空子集求和．





3　对于任意固定的整数n≥1，求证数列

[image: alt]


自某项后是常数．





4　设[image: alt]
，其中m，n是正整数，求证：

[image: alt]






5　设D是已给△ABC的边AB上的动点，E点在该三角形的内部且是△ACD和△BCD内切圆的外公切线与CD的交点．求证：点E的轨迹是一段圆弧．

第21届美国数学奥林匹克（1992）





1　求下面乘积的数码和（关于n的函数）

[image: alt]


其中每个因子的数码的个数等于它前面的因子的数码个数的两倍．





2　证明：

[image: alt]






3　对于由整数构成的非空集合S，令σ（S）表示S中的所有元素和．设A＝｛a1
，a2
，…，an
｝是一个由正整数构成的集合，并且a1
＜a2
＜…＜an
．如果对每个正整数n≤1500，都存在A的一个子集S，使得σ（S）＝n，求a10
的最小可能值．





4　设AA′，BB′，CC′是过球内一点P的不在同一平面上的三条弦，过A，B，C，P的球与过A′，B′，C′，P的球相切．证明：AA′＝BB′＝CC′．





5　P（z）是次数为1992的复系数多项式，且有不同的根．证明：存在复数a1
，a2
，…，a1992
，使得P（z）整除多项式

[image: alt]


第22届美国数学奥林匹克（1993）





1　对每一个整数n≥2，确定并证明满足下列等式：

an
＝a＋1　及　b2n
＝b＋3a

的两个正实数a，b谁大．





2　设凸四边形ABCD的对角线AC、BD互相垂直，垂足为E，证明：点E关于AB、BC、CD、DA的对称点共圆．





3　设函数f：［0，1］→R满足：

（1）[image: alt]


（2）f（1）＝1；

（3）f（x）＋f（y）≤f（x＋y），x，y，x＋y∈［0，1］．

求出最小的常数c，使f（x）≤cx对一切满足上述条件的函数f及一切x∈［0，1］都成立，并证明你的结论．





4　设a、b是正奇数，序列fn
定义下：f1
＝a，f2
＝b，对n≥3，fn
是fn－1
＋fn－2
的最大奇约数．证明，当n充分大时fn
为常数，并确定此常数之值（用关于a，b的函数表示）．





5　设a0
，a1
，a2
，…是一个正实数序列，满足[image: alt]
，证明：对一切n＞1，有

[image: alt]


第23届美国数学奥林匹克（1994）





1　设K1
＜K2
＜K3
＜…是正整数，且没有两个数是相邻的，Sm
＝K1
＋K2
＋…＋Km
，m＝1，2，3，…．证明：对每一个正整数n，区间［Sn
，Sn＋1
）中至少有一个完全平方数．





2　将一个99边形的边依次涂色为红，蓝，红，蓝，…，红，蓝，黄．每条边涂一种颜色．然后允许进行如下操作：在保证任何相邻两边都不同色的条件下，每次可改变一条边的颜色．问能否经过若干次操作而使99条边的涂色状态变为红，蓝，红，蓝，…，红，黄，蓝？





3　凸六边形ABCDEF内接于圆，并且AB＝CD＝EF，对角线AD、BE和CF共点于Q．设AD和CE相交于P．求证：[image: alt]
．





4　设a1
，a2
，a3
，…是正实数数列，对所有的n≥1满足条件[image: alt]
．证明对所有的n≥1，[image: alt]






5　设｜v｜、σ（v）和π（v）分别表示由正整数组成的有限集合v的元素的个数，元素的和以及元素的积（如果集合v是空集，则｜v｜＝0，σ（v）＝0，π（v）＝1）．若S是由正整数组成的有限集合．证明

[image: alt]


对所有的正整数m≥σ（S）成立．

第24届美国数学奥林匹克（1995）





1　设p是奇素数．各项不同的数列an
，n≥0定义如下：a0
＝0，a1
＝1，…，ap－2
＝p－2，并且对所有的n≥p－1，an
是这样一个最小的正整数，使得它和它前面的任何项都不能组成长度为p的等差数列．证明：对所有的n，an
是将n写成p－1进制数而将它看作是p进制数时所得出的数．





2　一个损坏的计算器只有sin，cos，tan，arcsin，arccos，arctan这几个键可以工作．初始显示为0．证明对任一正有理数q，都可以揿有限多次键得出q（假定计算器做实数计算无限精确，所有的函数都采用弧度制）．





3　设△ABC是非等腰非直角三角形．设O是它的外接圆圆心．并且设A1
、B1
和C1
分别是边BC、CA和AB的中点．点A2
在射线OA1
上，使得△OAA1
∽△OA2
A．点B2
和C2
分别在射线OB1
和OC1
上，使得△OBB1
∽△OB2
B和△OCC1
∽△OC2
C．证明直线AA2
、BB2
和CC2
共点．





4　设q0
，q1
，q2
，…是满足下列两个条件的无限整数数列：

（i）对所有的m＞n≥0，m－n整除qm
－qn
．

（ii）对所有n存在多项式p，使得｜qn
｜＜p（n）．

证明：存在多项式Q，对所有的n有qn
＝Q（n）．





5　一个社团内，每一对人不是友好就是敌对．设这个社团共有n个人和q个友好对子，并在任三人中至少有一对人是敌对的，证明：这个社团中至少有一个成员，他的敌人所组成的集合中友好对子不多于[image: alt]
．

第25届美国数学奥林匹克（1996）





1　证明数nsinn°（n＝2，4，6，…，180）的平均值是cot1°．





2　对任意非空实数集S，令σ（S）为S的元素之和．已知n个正整数的集A，考虑S跑遍A的非空子集时，所有不同和σ（S）的集．证明这些和可以分为n类，每一类中最大的和与最小的和的比不超过2．





3　已知△ABC．证明存在一条直线l（在△ABC所在平面内），使得△ABC关于l的对称图形△A′B′C′与△ABC的公共部分，面积大于△ABC面积的2/3．





4　n项的0、1序列（x1
，x2
，…，xn
）称为长为n的二元序列．an
为无连续三项成0，1，0的、长为n的二元序列的个数．bn
为无连续四项成0，0，1，1或1，1，0，0的、长为n的二元序列的个数．证明：对每一正整数[image: alt]






5　△ABC具有下面性质：存在一个内部的点P使∠PAB＝10°，∠PBA＝20°，∠PCA＝30°，∠PAC＝40°．证明：△ABC是等腰三角形．





6　确定（并证明）是否有整数集的子集X具有下面的性质：对任意整数n，恰有一组a、b∈X，使a＋2b＝n．

第26届美国数学奥林匹克（1997）





1　令p1
，p2
，p3
，…为依递增次序排列的全体素数，实数x0
在0，1之间，对正整数k，定义

[image: alt]


其中｛x｝＝x－［x］表示x的小数部分．求出所有适合0＜x0
＜1，并使序列x0
，x1
，x2
，…最终成为0的x0
，并予以证明．





2　分别以△ABC的边BC、CA、AB为底向外作等腰三角形BCD，CAE，ABF．证明分别过A、B、C作EF、FD、DE的垂线，这三条垂线共点．





3　证明对任意整数n，存在一个唯一的多项式Q（x），系数∈｛0，1，…，9｝，Q（－2）＝Q（－5）＝n．





4　切一个凸n边形只选出一个相邻的边AB、BC，切去△MBN得出一个凸n＋1边形，其中M、N分别为AB、BC的中点．一个正六边形P6
，面积为1，切成七边形P7
，再将P7
（用七种可能的切法之一）切成八边形P8
，如此继续下去．证明不论怎么切，对所有n≥6，Pn
的面积大于1/3．





5　证明对所有正实数a，b，c，

[image: alt]






6　设非负整数a1
，a2
，…，a1997
满足

[image: alt]


（1≤i，j，i＋j≤1997）．证明存在实数x，对所有1≤n≤1997，满足an
＝［nx］．

第27届美国数学奥林匹克（1998）





1　设集合｛1，2，3，…，1998｝被分为999个彼此不交的二元子集｛ai
，bi
｝，并且对1≤i≤999，均有|ai
－bi
|＝1或6．证明：和数[image: alt]
的末尾数字为9．





2　已知C1
和C2
是两个同心圆（C2
在C1
内），点A为C1
上任意一点，过A引C2
的切线AB（B∈C2
），交C1
于另一点C．取AB的中点D，过A引一条直线交C2
于点E和F，使得DE和CF的中垂线交于AB上的一点M．求[image: alt]
的值，并予以证明．





3　设α0
，α1
，…，αn
∈（0[image: alt]
）．使得[image: alt]
．求证[image: alt]
．





4　一电脑屏幕上显示了一个98×98的棋盘，其格子依常用方式染色（类似于国际象棋棋盘，进行黑白染色）．允许用鼠标任意选择一个矩形（矩形的边都在格子线上），然后按鼠标键，则被选中的矩形中的每个小方格改变颜色（黑变白，白变黑）．求出并证明：至少需要多少次上述操作，才能使棋盘上的格子均同色．





5　证明：对任意n∈N，n≥2，存在一个由n个整数构成的集合S，使得对S中的任意两个不同的数a，b，均有（a－b）2
｜ab．





6　设n≥5，n∈N，求最大的正整数k（用n表示），使得存在一个凸n边形A1
A2
…An
，其中恰存在k个四边形Ai
Ai＋1
Ai＋2
Ai＋3
，它们都有内切圆，这里An＋i
＝Ai
．

第28届美国数学奥林匹克（1999）





1　把一些棋子放置在一个n×n的棋盘上，满足如下条件：

（i）每个不含棋子的小方格均与含有棋子的小方格有一公共边；

（ii）给出任意一对含有棋子的小方格，总有一系列包含有棋子的小方格、起始位置和终止位置是这一对小方格，使得其中任意两个连续的小方格都有公共边．

证明：至少需在棋盘上放置[image: alt]
个棋子．





2　已知四边形ABCD是圆内接四边形．证明：

[image: alt]






3　设p是素数，p＞2，a、b、c、d是不能被p整除的整数，并且满足对于任意一个不能被p整除的整数r均有

[image: alt]


证明：a＋b、a＋c、a＋d、b＋c、b＋d、c＋d这六个数中至少有两个数能被p整除，其中｛x｝＝x－［x］．





4　实数a1
，a2
，…，an
（n＞3）满足

[image: alt]


求证：max｛a1
，a2
，…，an
｝≥2．





5　Y2K游戏在一个1×2000的方格内进行，规定如下：两位游戏者轮流在空格内填写S或O，谁先在三个连续的格子内拼出SOS，则为获胜．若填满后未出现SOS，则视为平局．证明：第二位游戏者有获胜策略．





6　已知等腰梯形ABCD中，AB∥CD，△BCD的内切圆切CD于E，F是∠DAC的角平分线上一点，且EF⊥CD，△ACF的外接圆交CD于G．证明：△AFG是等腰三角形．

第29届美国数学奥林匹克（2000）





1　如果对任意实数x，y均有

[image: alt]


则称f（x）是“强凸”函数，证明：不存在“强凸”函数．





2　已知S是满足下列条件的△ABC组成的集合：

[image: alt]


其中r是△ABC的内切圆半径，P，Q，R分别是内切圆在AB，BC，CA边上的切点．

求证：S中的所有三角形，均为相似的等腰三角形．





3　有一种单人纸牌游戏，共有R张红牌，W张白牌和B张蓝牌．玩家一次要出完手中所有的牌，每出一张牌，都会得到一个相应的分数：

若他出蓝牌，则他得到的分数等于他手中的白牌的数目；

若他出白牌，则他得到的分数等于他手中红牌数目的2倍；

若他出红牌，则他得到的分数等于他手中蓝牌数目的3倍．

问：他以什么方式出牌能使得到的分数最少，最少的分数是多少？





4　在100×100棋盘中有几个小方格被染色．求n的最小值，使得一定有3个染色方格的连线构成直角三角形，且直角边与棋盘的边框平行．





5　已知△A1
A2
A3
，圆w1
过点A1
，A2
，若存在圆w2
，w3
，…，w7
，满足wk
过点Ak
与Ak＋1
且与wk－1
相切．（k＝2，3，…，7）且对n≥1有An
＋3＝An
．证明：w7
＝w1
．





6　已知a1
，b1
，a2
，b2
，…，an
，bn
是非负实数，证明[image: alt]


第30届美国数学奥林匹克（2001）





1　有八个盒子，每个盒子中有6个球，每个球均被染成n种颜色中的一种．已知同一个盒子中的球均不同色，且任意两个盒子中的球至多有一种相同颜色，求n的最小可能值．





2　已知△ABC的内切圆w分别切BC，AC边于D1
，E1
，D2
，E2
分别在BC、AC上，且CD2
＝BD1
，CE2
＝AE1
，记AD2
与BE2
的交点为P，圆w与AD2
相交两点中离A较近的点为Q，求证：AQ＝D2
P．





3　已知非负实数a，b，c满足a2
＋b2
＋c2
＋abc＝4，求证：

[image: alt]






4　已知点P为△ABC内一点，且线段PA、PB、PC恰可构成一个以PA为钝角对应边的钝角三角形，求证：∠BAC为锐角．





5　集合S由整数组成，且满足：

（1）存在a，b∈S，使得（a，b）＝（a－2，b－2）＝1．

（2）如果x，y∈S（x，y可能相等），则有x2
－y∈S．

求证：S是所有整数组成的集合，即S＝Z．





6　给平面上的每个点标上一个实数，若对每个三角形，均有三顶点上数的算术平均值等于其内心上的数，试证所有点上所标的数相同．

第31届美国数学奥林匹克（2002）





1　设S是2002元素，N为整数，满足0≤N≤22002
．证明：可将S的所有子集染上黑色或白色，使得下列条件成立：

（a）任两个白色子集的并集是白的；

（b）任两个黑色子集的并集是黑的；

（c）恰好存在N个白色的子集．





2　设△ABC满足

[image: alt]


其中[image: alt]
，r为内切圆半径．证明：△ABC与一个三角形T相似，T的边长均为整数，并且三边的最大公约数为1，确定T的边长．





3　证明：任一n次实系数的首一（首项系数为1）多项式是两个n次的、有n个实根的首一多项式的平均．





4　设R为实数集，确定所有满足下列条件的函数f：R→R，

[image: alt]






5　设a、b为大于2的整数．证明：存在一个正整数k及正整数的有限序列n1
，n2
，…，nk
，满足n1
＝a，nk
＝b且对所有i（1≤i≤k），ni
ni＋1
被ni
＋ni＋1
整除．





6　有一版n×n的邮票．要从中分出由3张在同一行或同一列相连的邮票组成的块（只能沿着针孔线分，而且每个块就是分下的一片纸），分下一些块以后，不可能再分下更多的块了，令这时的块数的最小值为b（n）．证明：存在实常数c、d，对所有n＞0，都有

[image: alt]


第32届美国数学奥林匹克（2003）





1　证明：对每个正整数n，存在一个可以被5n
整除的n位正整数，它的每一位上的数字都是奇数．





2　一个凸多边形P被它所有的对角线分成一些小凸多边形．且P满足：它的所有的边和对角线的长度都为有理数．证明：所有小凸多边形的边长都是有理数．





3　n是正整数．对每个满足0≤ai
≤i，i＝0，1，…，n的正整数数列A＝｛a0
，a1
，…，an
｝，定义另一个数列t（A）＝｛t（a0
），t（a1
），…，t（an
）｝．其中t（ai
）为A数列中位于ai
项之前的与ai
不等的数的个数．证明：从任意一个上述数列A开始，在少于n次t变化后，总能得到一个数列B，满足t（B）＝B．





4　△ABC是一个三角形．一个过A、B的圆交边AC、BC于点D、E．AB、DE交于点F，BD、CF交于点M．求证：MF＝MC的充要条件是MB·MD＝MC2
．





5　a、b、c是正实数．求证：

[image: alt]






6　在一个正六边形的顶点上写着6个和为2003的非负整数．伯特可以做如下操作：他可以选出一个顶点，把它上面的数擦去，然后写上相邻两个顶点上数的差的绝对值．证明：伯特可以进行一系列操作，使得最后每个顶点的数都为0．

第33届美国数学奥林匹克（2004）





1　设ABCD是一个有内切圆的凸四边形，它的每个内角和外角都不小于60°．证明：

[image: alt]


等号何时成立？





2　设a1
，a2
，…，an
是整数，它们的最大公约数等于1．设S是具有下述性质的一个由整数组成的集合：

（1）ai
∈S，i＝1，2，…，n；

（2）ai
－aj
∈S，1≤i，j≤n（i、j可以相同）；

（3）对任意整数x，y∈S，若x＋y∈S，则x－y∈S．

证明：S等于由所有整数组成的集合．





3　求所有的实数k＞0，使得可以将1×k的矩形分割为两个相似但不全等的多边形．





4　爱丽丝和鲍勃在一个6×6的方格表上玩一种游戏，每次在某个空格内写上一个有理数，要求该数与已写在表格中的数都不相同，爱丽丝先写，然后两人交替进行．当每个格子中都写上数后，将每一行中最大的数所在的方格染为黑色．爱丽丝如果能够从表格的最上端到最下端作一条直线，使该直线一直在黑格内，则她赢，否则鲍勃赢（这里若两个黑格有公共点就可作一条直线，使该直线一直在这两个黑格中）．问哪一个玩家有必胜策略？





5　设a、b、c为正实数，证明：

[image: alt]






6　凸四边形ABCD有内切圆ω，设I为ω的圆心，且

　　（AI＋DI）2
＋（BI＋CI）2
＝（AB＋CD）2
．

证明：ABCD是一个等腰梯形．

第34届美国数学奥林匹克（2005）





1　求所有的正整数n，使得n为合数，并且可以将n的所有大于1的正约数排成一圈，其中任意两个相邻的数不互质．





2　证明：方程组

[image: alt]


没有整数解．





3　设△ABC是一个锐角三角形，P，Q是边BC上的点．取点C1
，使得凸四边形AP‐BC1
有外接圆，且QC1
∥CA，且C1
与Q在直线AB的异侧．取点B1
，使得凸四边形APCB1
有外接圆，且QB1
∥BA，且B1
与Q在直线AC的异侧．证明：B1
，C1
，P，Q四点共圆．





4　设L1
，L2
，L3
，L4
是一个正方形桌子的四只脚，它们的高度都是正整数n．问：有多少个有序四元非负整数数组（k1
，k2
，k3
，k4
），使得将每只脚Li
锯掉长为ki
的一段后（从地面开始锯），i＝1，2，3，4．桌子仍然是稳定的？这里当且仅当可以将桌子的4只脚同时放在地面上时，称桌子是稳定的．





5　设n是大于1的正整数，平面上有2n个点，其中任意3点不共线．将其中的n个点染为蓝色，其余n个点染为红色．如果一条直线过一个蓝点和一个红点，且该直线的每一侧的蓝点数与红点数都相同，那么称该直线为平衡的．证明：至少存在两条平衡直线．





6　对正整数m，用s（m）表示m的各数码之和．当n≥2时，用f（n）表示满足下述条件的最小正整数k：存在一个由n个正整数组成的集合S，对S的任意一个非空子集X，都有[image: alt]
．证明：存在常数0＜C1
＜C2
，使得

[image: alt]


第35届美国数学奥林匹克（2006）





1　已知p为一质数，0＜s＜p且s∈N*
．证明：存在整数m、n（0＜m＜n＜p）使得

[image: alt]


的充分条件是p－1不能被s整除．

（其中｛x｝＝x－［x］，［x］表示不超过实数x的最大整数）





2　对于给定的正整数k，试求正整数N的最小值，使得存在一个2k＋1元正整数集，其元素和大于N，但是其任意k元子集的元素和至多为[image: alt]
．





3　设函数p（m）表示整数m的最大质因子（规定p（±1）＝1，p（0）＝∞）．试求所有的整系数多项式f（x）使得数列｛p（f（n2
））－2n｝n≥0
有上界（特别地，这里要求对n≥0，f（n2
）≠0）．





4　试求所有的正整数n，使得存在k（k≥2）个正有理数a1
，a2
，…，ak
，使得

[image: alt]






5　一只青蛙从1开始在数轴上按如下规则跳动：若该青蛙位于n，则下一步跳向n＋1或[image: alt]
（[image: alt]
为能整除n的最大的2的方幂）．求证：对正整数k（k≥2）和非负整数i，跳至2i
·k所需的步数的最小值大于跳至2i
所需的步数的最小值．





6　在四边形ABCD中，点E和F分别在边AD和BC上，且[image: alt]
．射线FE分别交线段BA和CD延长线于S和T．

求证：△SAE，△SBF，△TCF和△TDE的外接圆有一个公共点．

第36届美国数学奥林匹克（2007）





1　设n是一个正整数．定义数列｛ak
｝：a1
＝n，对每一个k＞1，设ak
为满足：0≤ak
≤k－1，且k｜（a1
＋a2
＋…＋ak
）的唯一整数．例如n＝9时，得到数列为9，1，2，0，3，3，3，…．求证：对任意正整数n，数列a1
，a2
，a3
，…最终变为常数．





2　欧几里得平面上的正方形方格组成了所有的格点（m，n），其中m、n都是整数．是否可能用有限个半径不小于5的圆面无重叠地覆盖所有格点？





3　设S为含有n2
＋n－1个元素的一个集合，n为正整数．设S的n元子集族被分拆为两类．求证：至少存在n对不交子集在同一类中．

解答：为用数学归纳法，将结论一般化如下：

命题：集合S有（n＋1）m－1个元素，把它的所有n元子集分拆为两类，那么至少有m对不交子集在同一类．

[image: alt]






4　一个具有n个胞腔的动物，它是由n个全等正方形胞腔构成的一个连通图
【1】

．右图为一个8—胞腔动物：

恐龙是一种有至少2,007个胞腔的动物．据说如果某种动物的胞腔不能被分成两块或更多的胞腔，则它是原始的．

试求原始的恐龙具有的胞腔的最小数目，并给出证明．





5　求证：对任何非负整数n，数[image: alt]
是至少2n＋3个（不必互异）的素数的乘积．





6　设△ABC是锐角三角形．ω、Ω和R分别为它的内切圆、外接圆和外接圆半径．圆ωA
与圆Ω内切于点A，与圆ω相外切．圆ΩA
与圆Ω内切于点A，与圆ω相内切．设PA
、QA
分别为圆ωA
、ΩA
的圆心．类似定义点PB
、QB
，PC
、QC
．

求证：8PA
QA
·PB
QB
·PC
QC
≤R3
，等号成立当且仅当△ABC为等边三角形时．

第37届美国数学奥林匹克（2008）





1　求证：对任意正整数n，存在两两互素且大于1的整数k0
，k1
，…，kn
，使得k0
k1
…kn
－1为等于两个相邻整数的乘积．





2　设△ABC是一个不等边的锐角三角形，M、N、P分别为BC、CA、AB边上的中点．AB、AC边上的中垂线分别交射线AM于点D、E，直线BD和CE交于△ABC内一点F．求证：A、N、F、P四点共圆．





3　设n是正整数．定义Sn
为满足

[image: alt]


的整点（x，y）的集合．若Sn
中不同点的序列（x1
，y1
），（x2
，y2
），…，（xl
，yl
）满足对任意i＝2，3，…，l，点（xi
，yi
）与（xi－1
，yi－1
）之间的距离均为1，则称之为Sn
中的一条路径．

求证：Sn
中的点不能划分成少于n条路径．





4　P为凸n边形，任意n－3条不在P内相交的对角线把P剖分成n－2个三角形．如果P是正n边形且存在三角形剖分，使得其中所有三角形都是等腰三角形，求n的所有可能值．





5　黑板上写着3个非负实数r1
，r2
，r3
满足存在三个不全为0的整数a1
，a2
，a3
使a1
r1
＋a2
r2
＋a3
r3
＝0．称以下运算为一次操作：对于黑板上的两个数x，y，其中x≤y，将y用y－x替换．求证：可经过有限次操作使黑板上至少出现一个0．





6　某次数学家大会上，每两个数学家或互为朋友或互为陌生人．会场提供两个餐厅，且用餐的时候，每一位到会的数学家都坚持要和偶数个朋友在同一个餐厅．求证：符合所有数学家要求的就餐位置的安排方法数是2的正整数次幂．

注释


【1】
　动物也可称为聚合物．它们可用归纳法方式定义．如果两个胞腔公用一条完整的边，则称它们是邻接的．一个单胞腔动物和一个给定的n胞腔动物，可通过把一个新的胞腔与一个或几个已有的胞腔邻接起来而得到一个n＋1胞腔动物．


二、美国数学奥林匹克（1990—2008）解答

第19届美国数学奥林匹克（1990）

1　某州发行的执照的底版由6个数字组成（数字指0到9）．每两个底版至少有两处的数字不同（因此底版[image: alt]
与[image: alt]
不能同时使用）．试确定（并证明）这个州可以发行的执照底版的数目最大是多少？

【解】至多可以发行105
个．

我们可以造出105
个互不相同的五位的底版a1
a2
a3
a4
a5
．第6位数字a6
规定为和a1
＋a2
＋a3
＋a4
＋a5
的个位数字．这时，如果两个底版的前5位数字a1
a2
a3
a4
a5
与[image: alt]
中仅有一处不同，那么第6位数字也不相同．因此得到105
个所需的底版．

另一方面，在105
＋1个底版中，必有两个底版的前5位完全相同，从而它们至多有一处（第6位）数字不同．

2　一列函数｛fn（x）｝，定义如下：

[image: alt]


对每个正整数n，求方程fn（x）＝2x的全部实数解．

【解】由于fn（x）≥0，所以fn（x）＝2x的解不是负数．我们只需考虑x≥0．当x∧4（∧表示＞、＝、＜中的某一个，而∨表示与∧方向相反的不等号）时，

[image: alt]


设当x∧4时，fn（x）∨2x，则

[image: alt]


所以，每一个方程fn（x）＝2x都只有一个解x＝4．

3　项链A由14颗珠子组成，B由19颗组成．证明对每个奇数n≥1，均可将33颗珠子标以

n，n＋1，n＋2，…，n＋32．

使得上述每个整数各用一次，并且相邻的两颗珠子对应于互素的整数．

【证明】设项链A上的珠子依次标上数

[image: alt]


这里m为一待定整数，满足1≤m≤5．

由于连续的整数是互质的，所以只需

[image: alt]


将项链B上的珠子依次标上数

[image: alt]


为满足题述要求，只需

[image: alt]


即

[image: alt]


由于n为奇数，（n，32）＝1，只需取m使

[image: alt]


在｛1，2，3，4，5｝中，使m≡1－n（mod3）的m至多两个，使m≡1－n（mod5）的只有一个，使m≡－n（mod13）的至多1个．因此，必有m满足（4），（5），（6）．

4　求出在n进制中，由不同的数字表示并且除去最左的数字外，每个数字与它左边的某个数字均差±1的数的个数（答案应读为n的一个尽可能简单的显函数），并予以证明．

【解】如果允许0为最左的数字，设这时满足条件的数的个数为F（n），则

F（1）＝1（这样的数为0），

F（2）＝4（0，01，1，10），

F（3）＝11（0，01，012，1，10，102，12，120，2，21，210），等等．

F（n＋1）个合乎要求的数可以分为3类：

（1）0，1，2，…，n．

（2）n进制中的F（n）个数，右面添上一个数字，这数字比该数已用到的数字的最大的多1．

（3）n进制中的F（n）个数，将各位数字增加1，然后在右面添上一个数字，这数字比左面用到的数字的最小的少1．

因此，有递推关系

[image: alt]


即

[image: alt]


从而

[image: alt]


即

[image: alt]


本题的答案为2n＋1
－2n－2（在F（n）个数中除去以0为首位的数0，01，012，…，012，…（n－1））．

5　平面上已给一锐角三角形ABC．以AB为直径的圆交高CC′及其延长线于M，N，以AC为直径的圆交高BB′及其延长线于P，Q．证明点M，N，P，Q共圆．

【证明】在直角三角形AMB中，

[image: alt]


同理

[image: alt]


由于　　∠BC′C＝∠BB′C＝90°，

所以B，C′，B′，C四点共圆，

[image: alt]


综合（1），（2），（3）得

AM2
＝AP2
，

[image: alt]


即

AM＝AP．

由于N与M关于直径AB对称，所以

AN＝AM．

同理

AQ＝AP．

因此，N，M，P，Q均在以A为圆心，AM为半径的圆上．

第20届美国数学奥林匹克（1991）

1　对于满足∠A＝2∠B，∠C是钝角，三边长a，b，c是整数的△ABC，求周长的最小值并给出证明．

[image: alt]


【解】延长BA到D使得AD＝AC＝b，连接CD．由于∠CAB＝2∠ABC，易知CD＝CB＝a，且△DAC∽△DCB．从而

[image: alt]


即

[image: alt]


由于∠ACB是钝角，所以c2
＞a2
＋b2
＝2b2
＋bc．于是，

（2b－c）（b＋c）＜0．

由此可知c＞2b．再由（1）可得

[image: alt]


从△DAC易知[image: alt]


容易验证，如果正整数a，b，c满足（1），（2），（3），则分别以它们为三边长的△ABC满足∠A＝2∠B，∠C是钝角．

由（1）得b｜a2
，从而b的任何素因子必能整除a．再由（2）和（3）可知，在b的分解式中不可能所有的素因子都是一次的．容易验证当b＝4，8，9，12时，不存在正整数a，使得b｜a2
且（2）和（3）都成立，所以b≥16．对于b＝16，由于4｜a且[image: alt]
，从而a＝28，再由（1）得c＝33．于是周长为77．如果b≥17，则由（1）和（2）可得

[image: alt]


因此最小可能的周长是77．

2　对任何非空数集S，令σ（S）和π（S）分别表示S中所有元素的和与乘积．求证：

[image: alt]


其是“[image: alt]
”表示对｛1，2，…，n｝的所有非空子集求和．

【证明】因为[image: alt]
，所以

[image: alt]


其中[image: alt]
”表示关于一切含有k的一切子集S求和．对于固定的k＝1，2，3，…，n，则

[image: alt]


由此可得

[image: alt]


3　对于任意固定的整数n≥1，求证数列

[image: alt]


自某项后是常数．

【证明】用归纳法．当n＝1时要证的结论显然成立．对于n＞1，假设对于所有小于n的自然数要证的结论成立．令n＝2k
q，其中q为奇数．如果q＝1，则要证之结论也是显然成立的，不妨设q是大于1的奇数．记

[image: alt]


由于[image: alt]
，0≤t≤q－1，所以存在0≤i＜j≤q－1使得2i
≡2j
（modq），即

[image: alt]


记　r＝j－i，则1≤r＜q≤n且

[image: alt]


由归纳假设，存在自然数i1
，使得

[image: alt]


于是　[image: alt]
．从而对任何i≥i1
，有

[image: alt]


又显然存在i2
，使得当i≥i2
时，2k
｜ai
．令i0
＝max（i1
＋1，i2
），则对于任何i，j≥i0
，

有　　　　　　　　　　　　　ai
≡aj
(modn)

即要证的结果对于n也成立．

4　设[image: alt]
，其中m，n是正整数．求证：

[image: alt]


【证明】设N是正整数，由于

[image: alt]


从而

[image: alt]


于是

[image: alt]


即　am
＋an
≥mm
＋nn
．

5　设D是已给△ABC的边AB上的动点，E点在该三角形的内部且是△ACD和△BCD内切圆的外公切线与CD的交点．求证：点E的轨迹是一段圆弧．

【证明】如下图所示，设M，N，R，T，S，Q，O和P都是相应直线与圆的切点．

[image: alt]


由于　　CE＝CO－EO＝CQ－SE，

　　CE＝CP－EP＝CR－ET，

从而　　2CE＝CQ＋CR－ST．

又　　　CQ＋CR＝CA＋CB－（QA＋RB）

　　　　　＝CA＋CB－（AM＋NB），

　　　ST＝MN，

所以，2CE＝CA＋CB－（AM＋MN＋NB）

　　　＝CA＋CB－AB．

故E点的轨迹是以C点为圆心，[image: alt]
为半径且在△ABC内的一段圆弧．

第21届美国数学奥林匹克（1992）

1　求下面乘积的数码和（关于n的函数）

[image: alt]


其中每个因子的数码的个数等于它前面的因子的数码个数的两倍．

【解】记[image: alt]
．用数学归纳法可以证明An
是2n＋1
－1位数．

n＝0时，A0
＝9是一位数，命题成立．

设Ak
是2k＋1
－1位数．当n＝k＋1时，

[image: alt]


由于Ak
是2k＋1
－1位数，所以Ak＋1
是2k＋1
＋2k＋1
－1＝2k＋2
－1位数，从而上述命题得证．

设An
的数码和为Sn
．由于

[image: alt]


令[image: alt]
，那么，由上式知

[image: alt]


2　证明：

[image: alt]


【证明】因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


所以[image: alt]


即[image: alt]


3　对于由整数构成的非空集合S，令σ（S）表示S中的所有元素和．设A＝｛a1
，a2
，…，an
｝是一个由正整数构成的集合，并且a1
＜a2
＜…＜an
．如果对每个正整数n≤1500，都存在A的一个子集S，使得σ（S）＝n，求a10
的最小可能值．

【解】设[image: alt]
，则有ak＋1
≤Sk
＋1，k＝1，2，…，10．事实上，若存在j，使得aj＋1
＞Sj
＋1，那么对于n＝Sj
＋1．由于[image: alt]
，而若at
∈S（t＞j），则σ（S）≥aj
＋1＞n，故不存在[image: alt]
，使得σ（S）＝n．于是由a1
＝1知a2
≤2，a3
≤4，a4
≤8，a5
≤16，a6
≤32，a7
≤64，a8
≤128．

若a10
≤247，则a9
≤246，因此a11
≤S10
＋1＝（1＋2＋…＋128）＋246＋247＋1＝749，于是S11
≤748＋749＝1497，这不可能，从而a10
≥248．又当a1
＝1，a2
＝2，a3
＝4，…，a8
＝128，a9
＝247，a10
＝248，a11
＝751时，集A＝｛a1
，…，a11
｝满足题设要求．

实际上，1，2，4，…，128可表示1至255之间的所有整数，1，2，4，…，128，248可表示1至255＋248＝503之间的所有整数，1，2，4，…，128，247，248可表示1至255＋247＋248＝750之间所有的整数，从而1，2，4，…，128，247，248，751可表示1至1500之间的所有整数．

4　设AA′，BB′，CC′是过球内一点P的不在同一平面上的三条弦，过A，B，C，P的球与过A′，B′，C′，P的球相切．

证明：AA′＝BB′＝CC′．

[image: alt]


【证明】考虑AA′，BB′所在的平面，如图所示，有A，B，A′，B′四点共圆，并且△ABP的外接圆与△A′B′P的外接圆相切于P点，过P点作这个圆的公切线，则有

∠A＝∠B′，∠A＝∠DPB，∠B′＝∠DPA′，

∠DPA′＝∠DPB＝∠A＋∠B，

∴∠A＝∠B，即　PA＝PB．

同理PA′PB′．所以AA′＝BB′．同样可得PB′＝CC′．

因此

AA′＝BB′＝CC′．

5　P（z）是次数为1992的复系数多项式，且有不同的根．证明：存在复数a1
，a2
，…，a1992
，使得P（z）整除多项式

[image: alt]


【证明】我们证明一般的命题：P（z）是次数为n（n≥2）的复系数多项式，且有不同的根，那么存在复数a1
，a2
，…，an
，使得P（z）整除多项式[image: alt]
[image: alt]


当n＝2时，P（z）＝c（z－z1
）（z－z2
）．令[image: alt]
，则P（z）整除[image: alt]


设n＝k时命题成立．当n＝k＋1时，设k＋1次复系数多项式P（z）的k＋1个根为z1
，z2
，…，zk
，zk＋1
．对于多项式（z－z1
）（z－z2
）…（z－zk
），由归纳假设，存在复数a1
，a2
，…，ak
，使得（z－z1
）…（z－zk
）整除[image: alt]
，于是令[image: alt]
．对于多项式

[image: alt]
，有[image: alt]


所以P（z）｜Q（z），即当n＝k＋1时命题也成立．于是命题对自然数n（≥1）都成立．特别地，当n＝1992时，就是本题．

第22届美国数学奥林匹克（1993）

1　对每一个整数n≥2，确定并证明满足下列等式：

an
＝a＋1　及　b2n
＝b＋3a

的两个正实数a，b谁大．

【解】我们证明对一切n≥2，有a＞b．

显然a≠1，从而（a＋1）2
＞4a．假设b≥a，则得到如下两个互相矛盾的结果：

[image: alt]


及　　　　　　　　[image: alt]


故a＞b．

2　设凸四边形ABCD的对角线AC、BD互相垂直，垂足为E，证明：点E关于AB、BC、CD、DA的对称点共圆．

[image: alt]


【证明】以E为相似中心作相似变换，相似比为1/2，此变换把E关于AB、BC、CD、DA的对称点变为E在AB、BC、CD、DA上的射影P、Q、R、S（如图），只须证明PQRS是圆内接四边形．

由于四边形ESAP、EPBQ、EQCR及ERDS都是圆内接四边形（每个四边形都有一组对角为直角），由E、P、B、Q共圆，有∠EPQ＝∠EBQ，由EQCR共圆，有∠ERQ＝∠ECQ，于是

∠EPQ＋∠ERQ＝∠EBQ＋∠ECQ＝90°

同理可得　　　　　　　　　　∠EPS＋∠ERS＝90°

从而，有∠SPQ＋∠QRS＝180°，故PQRS是圆内接四边形．

3　设函数f：［0，1］→R满足：

（1）[image: alt]


（2）f（1）＝1；

（3）f（x）＋f（y）≤f（x＋y），x，y，x＋y∈［0，1］．

求出最小的常数c，使f（x）≤cx对一切满足上述条件的函数f及一切x∈［0，1］都成立，并证明你的结论．

【解】最小常数c＝2．

首先，我们证明：如果f满足（1）－（3），则f（x）≤2x对一切x∈［0，1］成立．

由（3）与（1），f（x）≤f（x）＋f（y）≤f（x＋y），即f（x）在［0，1］上是增函数．

对x∈（0，1］，取非负整数n，使

[image: alt]


而由（3），2f（x）≤f（2x），所以

[image: alt]


又显然有f（0）＋f（1）≤f（0＋1）＝f（1），所以由（1），

f（0）＝0

于是f（x）≤2x，x∈［0，1］．

另一方面，令

[image: alt]


这函数显然满足（1）和（2）．

设x，y及x＋y都在［0，1］内，由对称性可以假定[image: alt]
，从而

f（x）＋f（y）＝f（y）≤f（x＋y）．

即f（x）满足题述的所有条件．

如果0＜c＜2，取[image: alt]
，则f（x）＝1＞cx，所以2为所求的最小常数．

4　设a、b是正奇数，序列fn
定义下：f1
＝a，f2
＝b，对n≥3，fn
是fn－1
＋fn－2
的最大奇约数．证明，当n充分大时fn
为常数，并确定此常数之值（用关于a，b的函数表示）．

【证明】因为fn－1
、fn－2
都是奇数，所以fn－1
＋fn－2
是偶数，从而它的最大的奇约数

[image: alt]


所以fn
≤max｛fn－1
，fn－2
｝，当且仅当fn－1
＝fn－2
时等号成立．

对k≥1，令Ck
＝max｛f2k
，f2k－1
｝，则

[image: alt]


且[image: alt]


于是，Ck＋1
≤Ck
，当且仅当f2k
＝f2k－1
时等号成立．

因｛Cn
｝是不增的正整数序列，所以它最终是一个常数，｛fn
｝同样如此．

当n充分大时，fn
＝常数C，所以

[image: alt]


5　设a0
，a1
，a2
，…是一个正实数序列，满足ai－1
ai＋1
≤a2
i（i＝1，2，…），证明：对一切n＞1，有

[image: alt]


【证明】由题给条件，有

[image: alt]


于是[image: alt]


令S＝a1
＋a2
＋…＋an－1
，将要证的不等式化为

[image: alt]


去掉两边相同的项，上式等价于

[image: alt]


为了证明（2），利用算术几何平均值不等式并结合（1），有

[image: alt]


再由[image: alt]
，有

[image: alt]


第23届美国数学奥林匹克（1994）

1　设K1
＜K2
＜K3
＜…是正整数，且没有两个数是相邻的，Sm
＝K1
＋K2
＋…＋Km
，m＝1，2，3，…．证明：对每一个正整数n，区间［Sn
，Sn＋1
）中至少有一个完全平方数．

【证明】区间［Sn
，Sn＋1
）中有完全平方数，当且仅当区间[image: alt]
中有整数．所以只需证明对每一个正整数n≥1，[image: alt]
．将Sn＋1
＝Sn
＋Kn＋1
代入上述不等式并化简知，所要证明的不等式就是[image: alt]
．因为Km＋1
－Km
≥2．对每一个正整数m成立，

[image: alt]


其中Ln
＝2，如果Kn
是偶数；Ln
＝1，如果Kn
是奇数，由此可得

[image: alt]


所以，[image: alt]
，因而[image: alt]
．

2　将一个99边形的边依次涂色为红，蓝，红，蓝，…，红，蓝，黄．每条边涂一种颜色．然后允许进行如下操作：在保证任何相邻两边都不同色的条件下，每次可改变一条边的颜色．问能否经过若干次操作而使99条边的涂色状态变为红，蓝，红，蓝，…，红，黄，蓝？

【解】将99边形的99条边依次编号为1，2，…，99．定义函数f（i）如下：当i－1，i，i＋1这3条边中第1条与第3条同色时，令f（i）＝0；当这3条边的颜色依次为红黄蓝，黄蓝红或蓝红黄时，令f（i）＝1；当这3条边的颜色依次为红蓝黄，蓝黄红或黄红蓝时，令f（i）＝－1．

考察操作前后和数[image: alt]
的变化情形．注意，仅当第i－1与第i＋1条边同色时，才能将第i条边改变颜色．当第i条边改变颜色时，又仅仅影响到f（i－1）与f（i＋1）的值，而其他的诸f（j）都保持不变．当写出i－2，i－1，i，i＋1，i＋2这5条边的颜色时，变化情况如下：

[image: alt]


这里只列出了第i－1与i＋1条边均为红色的情形，均为蓝色或黄色的情形可由此轮换得出．易见，操作前后f（i－1）＋f（i＋1）的值不变，即在允许操作之下，和数S的值是不变量．

因为初始状态所对应的和数S0
＝－3，而希望达到的状态所对应的和数S1
＝3，所以不可能实现．

3　凸六边形ABCDEF内接于圆，并且AB＝CD＝EF，对角线AD、BE和CF共点于Q．设AD和CE相交于P．求证：[image: alt]


[image: alt]


【证明】因为CD＝EF，所以CF∥DE．由此可得△CPQ∽△EPD，因而

[image: alt]


又∠QDE＝∠ACE，∠QED＝∠AEC．所以△QDE∽△ACE，

[image: alt]
，同理，△CQD∽△ACE，[image: alt]


所以[image: alt]


4　设a1
，a2
，a3
，…是正实数数列，对所有的n≥1满足条件[image: alt]
．证明对所有的n≥1，[image: alt]


【证明】先证一个更一般的命题：

设a1
，a2
，…，an
和b1
，b2
，…，bn
是正数，且

[image: alt]


若对所有的k＝1，2，…，n

[image: alt]


则有

[image: alt]


事实上，设bn＋1
＝0，由（1）和（3）可得

[image: alt]


改变求和的次序得

[image: alt]


由此可得

[image: alt]


两边同时平方，再利用Cauchy不等式就可以得到

[image: alt]


为了证明本题的不等式，令

[image: alt]


则　　[image: alt]


5　设｜V｜、σ（V）和π（V）分别表示由正整数组成的有限集合V的元素的个数，元素的和以及元素的积（如果集合V是空集，则｜V｜＝0，σ（V）＝0，π（V）＝1）．若S是由正整数组成的有限集合．证明

[image: alt]


对所有的正整数m≥σ（S）成立．

【证明】设S＝｛a1
，a2
，…，an
｝．长为m的、由m－n个0与n个1组成的数列共有[image: alt]
个．

将这样的数列分为n＋1段，第一段a1
个数，第二段a2
个数，…，第n段an
个数．

前n段的第一段中恰有1个1的数列，由于第i段的1有ai
种位置（1≤i≤n），所以这样的数列共有

[image: alt]


另一方面，第i段没有1的数列（1≤i≤n）有[image: alt]
个．更一般地，设[image: alt]
，对所有V的元素ai
，在第i段均没有1的数列有

[image: alt]


个．根据容斥原理，

[image: alt]


即本题的等式成立．

第24届美国数学奥林匹克（1995）

1　设p是奇素数．各项不同的数列an
，n≥0定义如下：a0
＝0，a1
＝1，…，ap－2
＝p－2，并且对所有的n≥p－1，an
是这样一个最小的正整数，使得它和它前面的任何项都不能组成长度为p的等差数列．证明：对所有的n，an
是将n写成p－1进制数而将它看作是p进制数时所得出的数．

【证明】用归纳法．对n＜p－1，结论显然．假设命题对＜n的数均成立．设b是将n写成p－1进制数[image: alt]
后，看成p进制得出的数[image: alt]
[image: alt]


b以及a1
，a2
，…，an－1
的p进制表示中，各位数字都不为p－1．如果b与其中一些项组成长为p的等差数列，设首项为a，公差为d，将d表成p进制时右数第一个非零数字为d′，在右数第t位；a写成p进制时在右数第t位上的数字为a′，则

[image: alt]


写成p进制时，右数第t位上的数字为

[image: alt]


（超过p的则往上进一位）．由于（1）构成modp的完全剩余系，其中必有一个为p－1（modp），这与b，a1
，…，an－1
的各位数字都不为p－1矛盾．所以，所说的等差数列不存在，从而an
≤b．

另一方面，设正整数c＜b且与a1
，…，an－1
均不相同，将c写成p进制，如果其中各位数字均不为p－1，则可将它看作（p－1）进制的数c′．但由c的定义，c′＜n并且与1，2，…，n－1均不相同，这是不可能的．因此c的数字中必有p－1．设将这些p－1改为1，其余≠p－1的数字改为0所得的p进制数为d，则c－d，c－2d，…，c－（p－1）d这些数的p进制中数字均不为p－1，并且均小于b，因而它们即是a1
，a2
，…，an
－1中的p－1个数．由于它们与c构成p项的等差数列，所以an
≥b．

综上所述，an
＝b．于是结论对一切自然数n成立．

2　一个损坏的计算器只有sin，cos，tan，arcsin，arccos，arctan这几个键可以工作．初始显示为0．证明对任一正有理数q，都可以揿有限多次键得出q（假定计算器做实数计算无限精确，所有的函数都采用弧度制）．

【解】对任意实数x≠0，

[image: alt]


因此可以用这计算器由x得出[image: alt]


又[image: alt]
，所以有[image: alt]


对于正整数x，重复进行上述运算即可得到[image: alt]
[image: alt]


由于cos0＝1，所以反复用g便可得出任一正整数．假设用g、f可以得出一切分母小于n的正有理数，考虑分母为n的正有理数[image: alt]


先设m＜n．由归纳假设可得[image: alt]
，再用f即得[image: alt]


假设m＝kn＋r，k为正整数，0≤r＜n，则先得出[image: alt]
，再用gk次便得[image: alt]


于是一切正有理数q均可揿有限多次键得出．

3　设△ABC是非等腰非直角三角形．设O是它的外接圆圆心．并且设A1
、B1
和C1
分别是边BC、CA和AB的中点．点A2
在射线OA1
上，使得△OAA1
∽△OA2
A．点B2
和C2
分别在射线OB1
和OC1
上，使得△OBB1
∽△OB2
B和△OCC1
∽△OC2
C．证明直线AA2
、BB2
和CC2
共点．

[image: alt]


图a

[image: alt]


图b

【证明】设Γ是△ABC的外接圆．因为△OAA1
∽△OA2
A，所以

[image: alt]


从而

[image: alt]


即[image: alt]
，于是△OA2
B∽△OBA1
，∠OBA2
＝∠OA1
B＝90°，因而A2
B和Γ相切于B点．同理A2
C与Γ相切于C点，B2
C、B2
A、C2
A2
、C2
B分别与圆Γ相切于C、A、B、B．于是Γ是△A2
B2
C2
的内切圆，切点分别是A、B和C．由切线长相等和Ceva定理，即得A2
A、B2
B、C2
C共点．

4　设q0
，q1
，q2
，…是满足下列两个条件的无限整数数列：

（i）对所有的m＞n≥0，m－n整除qm
－qn
．

（ii）对所有n存在多项式p，使得｜qn
｜＜p（n）．

证明：存在多项式Q，对所有的n有qn
＝Q（n）．

【证明】设d是多项式p的次数，一次数不超过d的多项式

[image: alt]


满足Q（i）＝qi
（i＝0，1，2，…，d），这个多项式称为Lagrange插值多项式，我们将证明：对所有的n≥0，有qn
＝Q（n）．

Q的系数显然都是有理数，设k≥1是Q的所有系数的公分母．令rn
＝K（Q（n）－qn
），则ri
＝0，对i＝0，1，…，d成立．因为对任一整系数多项式L（x）和任意两个不相同的整数m、n，m－n整除L（m）－L（n），又已知m－n整除qm
－qn
，所以m－n整除rm
－rn
，对所有m＞n≥0成立．

因为|rn
|≤K（|Q（n）|＋|qn
|）＜K（|Q（n）|＋p（n）），所以存在充分大的正数a、b，使得对n≥0，

[image: alt]


另一方面，对任意n＞d与0≤i≤d，n－i整除rn
－ri
＝rn
．所以n，n－1，…，n－d的最小公倍数Mn
整除rn
．由于最大公约数（n－i，n－j）＝（n－i，j－i）整除j－i（0≤i≤j≤d），所以[image: alt]
，A是仅与d有关的常数．易知[image: alt]
（
设一素因数p在n，n－1，…，n－d中次数分别为a0
，a1
，…，[image: alt]
，则[image: alt]
．at
是p在Mn
中的次数，而a0
＋a1
＋…＋ad
是p在n（n－1）…（n－d）中的次数[image: alt]
小于p在[image: alt]
中的次数），所以[image: alt]
．由于n（n－1）…（n－d）是n的d＋1次多项式，所以n≥N，N充分大时Mn
＞and
＋b．结合（1）及Mn
整除rn
便得n≥N时rn
＝0．

对N＞n＞d，取m≥N，则rm
－rn
＝－rn
．m－n整除rm
－rn
，所以m－n整除rn
．由于m可任意大，所以此时亦有rn
＝0．

于是，一切rn
＝0（n≥0），即对所有n，Q（n）＝qn
．

5　一个社团内，每一对人不是友好就是敌对．设这个社团共有n个人和q个友好对子，并在任三人中至少有一对人是敌对的，证明：这个社团中至少有一个成员，他的敌人所组成的集合中友好对子不多于[image: alt]


【证明】将n个人用n个点表示．对友好对子，用边连结相应的两个点，并称它们为相

邻的．点w引出的边数记为degw．易知

[image: alt]


因为

[image: alt]


所以必有一个w0
满足

[image: alt]


（2）式左边表示一类友好对子的个数，这类友好对子中总有一个人与w0
友好（由于每三个人中至少有一对人是敌对的，所以没有发生重复计算）．于是[image: alt]
表示另一类友好对子的个数，即w0
的敌人中，友好对子的个数．由（2），这类友好对子的个数[image: alt]


第25届美国数学奥林匹克（1996）

1　证明数nsinn°（n＝2，4，6，…，180）的平均值是cot1°．

【解】[image: alt]


所以　　　　　　　　[image: alt]


2　对任意非空实数集S，令σ（S）为S的元素之和．已知n个正整数的集A，考虑S跑遍A的非空子集时，所有不同和σ（S）的集．证明这些和可以分为n类，每一类中最大的和与最小的和的比不超过2．

【解】设A＝｛a1
，a2
，…，an
｝，a1
＜a2
＜…＜an
．令

fj
＝a1
＋a2
＋…＋aj
，ej
＝max｛aj
，fj－1
｝，则fj
＝fj－1
＋aj
≤2ej
（1≤j≤n）．

每个和ai1
＋ai2
＋…＋ait
，i1
＜i2
＜…＜it
，必在某个区间（fj－1
，fj
］中．因为

ai1
＋ai2
＋ait
＞fj－1
＝a1
＋a2
＋…aj－1
．

所以

it
≥j．

从而

ai1
＋ai2
＋…＋ait
≥aj
．

于是ai1
＋ai2
＋…＋ait
∈［ej
，fj
］．

这样σ（S）被分为n个类，在ej
与fj
之间的和为第j类（1≤j≤n），fj
本身在第j类，而ej
＝fj－1
时，ej
不在第j类；ej
＞fj－1
时，ej
在第j类．每一类中最大的和与最小的和的比不超过2．

[image: alt]


3　已知△ABC．证明存在一条直线l（在△ABC所在平面内），使得△ABC关于l的对称图形△A′B′C′与△ABC的公共部分，面积大于△ABC面积的2/3．

【解】设AD为∠BAC的平分线，则B、C关于AD的对称点B′、C′分别在直线AC、AB上（如图）．而且由对称性，B′C′过D．

不妨设AB＝c≥b＝AC≥a＝BC．因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


而2b≥b＋a＞c，所以[image: alt]


于是直线AD就是所求的直线l．

4　n项的0、1序列（x1
，x2
，…，xn
）称为长为n的二元序列．an
为无连续三项成0，1，0的、长为n的二元序列的个数．bn
为无连续四项成0，0，1，1或1，1，0，0的、长为n的二元序列的个数．证明：对每一正整数n，bn＋1
＝2an
．

【解】对任一n＋1项的0、1序列y＝（y1
，y2
，…，yn＋1
），令它与n项的0，1序列x＝（x1
，…，xn
）对应，其中

[image: alt]


显然这样的x由y唯一确定．

反过来，对任一个n项的0，1序列x＝（x1
，…，xn
）及y1
＝0或1，有一个n＋1项的0、1序列y＝（y1
，y2
，…，yn＋1
），其中

[image: alt]


由于这时yj
＋yj＋1
≡yj
＋yj
＋xj
≡xj
（mod2），所以由（2）定义的对应恰好是（1）的逆对应．

在由（1）定义的对应中，连续四项0011或1100产生连续三项010．反之，由（2）定义的对应，连续三项010产生连续四项0011或1100．

于是an
个所述n项无连续三项成010的序列，每个恰好与两个无连续四项成0011或1100的所述n＋1项序列对应．从而bn＋1
＝2an
．

5　△ABC具有下面性质：存在一个内部的点P使∠PAB＝10°，∠PBA＝20°，∠PCA＝30°，∠PAC＝40°．证明：△ABC是等腰三角形．

【解】作AC边上的高BD，又作AQ使∠QAD＝30°，AQ交BD于Q，连PQ．设直线PQ交AC于C′．

因为∠BAD＝10°＋40°＝50°，所以∠ABD＝90°－50°＝40°，∠PBQ＝40°－∠PBA＝20°＝∠PBA，∠PAQ＝∠PAC－∠QAD＝10°＝∠PAB，从而P是△ABQ的内心，

[image: alt]


而∠PCA＝30°，所以C′与C重合．

从而QA＝QC，QD平分AC，BA＝BC．

6　确定（并证明）是否有整数集的子集X具有下面的性质：对任意整数n，恰有一组a、b∈X，使a＋2b＝n．

【解】这样的X存在．首先令X2
＝｛0，1｝．假设已有Xk
＝｛a1
，a2
，…，ak
｝，使得ai
＋2aj
（1≤i，j≤k）互不相同．令Sk
＝｛ai
＋2aj
｜1≤i，j≤k｝．对任一不属于Sk
的整数n，取正整数ak＋1
，又令ak＋2
＝－2ak＋1
＋n．

只要ak＋1
充分大，对1≤i，j，s，t≤k，有3ak＋1
＞as
＋2ak＋1
＞ak＋1
＋2ai
＞n＞ak＋2
＋2aj
＞ak＋1
＋2ak＋2
＞at
＋2ak＋2
＞3ak＋2
，而且ak＋1
＋2ai
大于Sk
中一切正数，ak＋2
＋2aj
小于Sk
中一切负数．于是，对

[image: alt]


中任二数a、b，a＋2b互不相同．

令　[image: alt]


则X满足要求．

第26届美国数学奥林匹克（1997）

1　令p1
，p2
，p3
，…为依递增次序排列的全体素数，实数x0在0，1之间，对正整数k，定义

[image: alt]


其中｛x｝＝x－［x］表示x的小数部分．求出所有适合0＜x0
＜1，并使序列x0
，x1
，x2
，…最终成为0的x0
，并予以证明．

【解】如果x0
是有理数[image: alt]
，n、m为自然数，n＜m，那么[image: alt]
是一个分数，分母为n或n的约数，因此x1
仍是有理数，在0、1之间，并且分母小于x0
的分母．类似地，xk
为有理数，分母严格小于xk－1
的分母（k＝1，2，…）．于是，经有限多步后，序列成为0．

如果x0
是无理数，那么[image: alt]
是无理数，去掉整数[image: alt]
也是无理数，即x1
是无理数．类似地，xk
（k＝1，2，…）都是无理数，序列永远不会为0．

2　分别以△ABC的边BC、CA、AB为底向外作等腰三角形BCD，CAE，ABF．证明分别过A、B、C作EF、FD、DE的垂线，这三条垂线共点．

【解】分别以D、E、F为圆心，DB、EC、FA为半径作圆．

⊙E、⊙F的公共弦，⊙F、⊙D的公共弦，⊙D、⊙E的公共弦（所在直线）即分别过A、B、C所作的EF、FD、DE的垂线．

熟知三条公共弦交于一点，这点（即三圆的根心）对于三个圆的幂相等．因此本题结论成立．

3　证明对任意整数n，存在一个唯一的多项式Q（x），系数∈｛0，1，…，9｝，Q（－2）＝Q（－5）＝n．

【解】如果多项式f（x）与g（x）在x＝－2与－5时值均相等，就记成f（x）＝g（x），如x2
＋7x＋10＝0．

在n∈｛0，1，…，9｝时，常数n就是满足要求的多项式Q（x）．在n＝10时，Q（x）＝x3
＋6x2
＋3x满足要求，将它简记为（0，3，6，1）．一般地，[image: alt]
简记为（a0
，a1
，…，ak
）．

设Q（x）＝（a0
，a1
，…，ak
）的系数∈｛0，1，2，…，9｝，我们证明存在多项式P（x），系数∈｛0，1，2，…，9｝，并且P（x）＝Q（x）＋1，P（x）的系数和也等于Q（x）的系数和＋1．为此，对Q（x）的系数和a0
＋a1
＋…＋ak
进行归纳，奠基显然．设对系数和较小的多项式结论已经成立．

若a0
＜9，结论显然．若a1
＝9，则

（a0
，a1
，…，ak
）＋1＝（0，a1
，…，ak
）＋（0，3，6，1）．

（i）若3＋a1
≤9，则

　　（0，a1
，…，ak
）＋（0，3，6，1）

　　＝（0，a1
＋3，a2
，…，ak
）＋（0，0，6，1）．

对多项式（a2
，a3
，…，ak
）运用归纳假设，得多项式（a′2
，a′3
，…，a′h
）＝（a2
，a3
，…，ak
）＋1．继续对所得多项式用归纳假设，直至得到

[image: alt]


再用归纳假设得

[image: alt]


多项式[image: alt]
即为所求的P（x）．

（ii）若3＋a1
≥10，则令[image: alt]
，

　　（0，a1
，…，ak
）＋（0，3，6，1）．

　　＝（0，a1
′，a2
，…，ak
）＋（0，0，9，7，1）．

在a2
＝0时，（0，a1
′，a2
，…，ak
）＋（0，0，9，7，1）＝（0，a1
′，9，a3
，…，ak
）＋（0，0，0，7，1），情况与（i）类似．

在a2
≥1时，令[image: alt]
，则

（0，a′1
，a2
，…，ak
）＋（0，0，9，7，1）

　　＝（0，a′1
，a′2
，a3
，…，ak
）＋（0，0，10，7，1）

　　＝（0，a′1
，a′2
，a3
，…，ak
）．

最后一步利用了10＋7x十x2
＝0．

另一方面，设Q（x）＝（a0
，a1
，…，ak
）的系数∈｛0，1，2，…，9｝，可以证明存在多项式R（x），系数∈｛0，1，2，…，9｝，并且R（x）＝Q（x）－1．这只要注意

Q（x）－1＝Q（x）＋（9，7，1）．

再多次利用上面关于Q（x）＋1的结果即得．

因此，对一切整数n，均有合乎要求的多项式Q（x）存在．

如果又有多项式Q1
（x）满足要求，设

Q（x）－Q1
（x）＝（b0
，b1
，…，bk
），bi
∈｛0，±1，…，±9｝，

0≤i≤k．

由Q（－2）－Q1
（－2）＝0得2｜b0
．同理，5｜b0
，所以10｜b0
．但｜b0
｜＜10，所以b0
＝0．

于是bk
（－2）k
＋…＋b1
（－2）＝0，从而22
｜2b1
，2｜b1
．同理5｜b1
．所以b1
＝0．

依此类推，可得b2
＝…＝bk
＝0．从而合乎条件的Q（x）是唯一的．

4　切一个凸n边形只选出一个相邻的边AB、BC，切去△MBN得出一个凸n＋1边形，其中M、N分别为AB、BC的中点．一个正六边形P6
，面积为1，切成七边形P7
，再将P7
（用七种可能的切法之一）切成八边形P8
，如此继续下去．证明不论怎么切，对所有n≥6，Pn
的面积大于1/3．

[image: alt]


图a

[image: alt]


图b

【解】一个凸n边形，任一顶点A有两个相邻顶点B、C，称线段BC为小对角线．

设P6
为正六边形ABCDEF（如图），它的小对角线围成一个六边形A1
B1
C1
D1
E1
F1
，简记为S，易知它是正六边形，外接圆半径OA1
是O到AF的距离的2/3，即[image: alt]
的，所以正六边形S的面积为[image: alt]


显然P6
严格含有S并且小对角线不经过S的内部．假设Pn
（n≥6）严格含有S并且小对角线不经过S的内部．所切的一刀切去△LM′N′，其中M′、N′分别为Pn
的边LM、LN的中点．这样Pn＋1
新增加的小对角线M′N在△LMN内，M′K在△LMK内（K是与M相邻的顶点）．LK、MN均不过S的内部，所以M′N、M′K也都不过S的内部．同样过N′的小对角线也是如此．于是Pn＋1
严格含有S并且小对角线不过S内部．

一切Pn
（n≥6）都严格含有S，因而面积＞[image: alt]


5　证明对所有正实数a，b，c，

[image: alt]


【解】去分母并化简，原式等价于

[image: alt]


由对称性，不妨设a≥b≥c．

因为

[image: alt]


而

[image: alt]


所以（1）成立．

6　设非负整数a1
，a2
，…，a1997
满足

[image: alt]


（1≤i，j，i＋j≤1997）．证明存在实数x，对所有1≤n≤1997，满足an
＝［nx］．

【证明】我们证明对任意不超过1997的自然数m，n

[image: alt]


在m＝n时（1）显然成立，在m＝2，n＝1或m＝1，n＝2时，（1）也显然成立．假设在m、n都小于k（3≤k≤1997）时，（1）成立．考虑m、n中较大的为k的情况．

若m＝k，设m＝qn＋r，q为自然数，0≤r＜n．由已知

[image: alt]


于是利用归纳假设ran
＋r＞nar
便有

[image: alt]


若n＝k，设n＝qm＋r，q为自然数，0≤r＜m．由已知

[image: alt]


于是利用归纳假设mar
＋m＞ram
便有

[image: alt]


因此恒有（1）成立，即

[image: alt]


取[image: alt]
，则对任一自然数1≤n≤1997，

[image: alt]


即［nx］＝an
．

第27届美国数学奥林匹克（1998）

1　设集合｛1，2，3，…，1998｝被分为999个彼此不交的二元子集｛ai
，bi
｝，并且对1≤i≤999，均有|ai
－bi
|＝1或6．证明：和数[image: alt]
的末尾数字为9．

【证明】由条件，对任意1≤i≤999，均有|ai
－bi
|＝1（mod5），所以，和数[image: alt]
．这表明，S的末尾数字只能为4或9；另一方面，[image: alt]
．这表明S为奇数．综上可知S的末尾数字只能为9．

2　已知C1
和C2
是两个同心圆（C2
在C1
内），点A为C1
上任意一点，过A引C2
的切线AB（B∈C2
），交C1
于另一点C．取AB的中点D，过A引一条直线交C2
于点E和F，使得DE和CF的中垂线交于AB上的一点M．求[image: alt]
的值，并予以证明．

[image: alt]


（第2题图）

【解】由条件，AE×AF＝AB2
＝AD×AC，所以C，D，E，F四点共圆．而点D，E，F在以M为圆心，MD为半径的圆上，这表明MC＝MD，由此可得[image: alt]


3　设[image: alt]
．使得[image: alt]


．求证：[image: alt]


【证明】由条件，可得

[image: alt]


由此可得[image: alt]


我们设[image: alt]
，则[image: alt]
，其中[image: alt]
．于是

[image: alt]


从而，命题成立．

4　一电脑屏幕上显示了一个98×98的棋盘，其格子依常用方式染色（类似于国际象棋棋盘，进行黑白染色）．允许用鼠标任意选择一个矩形（矩形的边都在格子线上），然后按鼠标键，则被选中的矩形中的每个小方格改变颜色（黑变白，白变黑）．求出并证明：至少需要多少次上述操作，才能使棋盘上的格子均同色．

【解】最少需要经过98次上述操作，才能使棋盘上的格子均同色

事实上，如果我们依次选取第2行、第4行、…、第98行操作，然后，再选取第2列、第4列、…、第98列操作，这样经过98次操作后，棋盘上的格子均同色，因而98次是足够的．

下证：至少需经过98次操作

首先，对于1×98的棋盘，依常用方式染色后，我们说至少要经过49次上述操作，才能使此1×98的棋盘的方格均同色，这是因为：对这个1×98的棋盘进行的任何二个有公共方格的操作，均可在去掉公共方格后，换为两次没有公共方格的操作，而达到同样的效果，所以，可认为任何两次操作都没有公共方格．而由于要改变颜色的49个方格是不相邻的，从而至少需经过49次操作，才能使1×98的棋盘同色．

[image: alt]


（第4题图）

其次，对98×98的棋盘进行操作，不妨设最后棋盘上的格子均与左上角A同色（否则将棋盘旋转90°再讨论）．考虑对表格中，第一行及第一列中起作用的操作，这些操作中，有公共部分方格的两次操作结束后，公共部分的方格不改变颜色，只考虑第一行与第一列中方格的改变颜色情况时，这两次操作也可分为两次无公共方格的操作（图中，给出的操作XYZW与XBCD等价于进行操作BYZE和WECD，它们无公共方格，其它情形类似），当把这些操作，只取其落在第一行与第一列内的子操作时，它们应使第一行与第一列中的方格变为与A格同色．由前面的讨论，第一行要变为与A同色需49次，第一列要变为与A同色也需49次，所以共需98次操作．

5　证明：对任意n∈N，n≥2，存在一个由n个整数构成的集合S，使得对S中的任意两个不同的数a，b，均有（a－b）2
｜ab．

【证明】我们对n采用归纳的构造．

当n＝2时，取S2
＝｛1，2｝即可．

设n＝k时，存在含k个元素的集合Sk
＝｛a1
，…，ak
｝满足条件，即对任意1≤i＜j≤k，均有[image: alt]


令A＝a1
…ak
，考虑如下的k＋1个数

[image: alt]


构成的集合Sk＋1
．容易验证Sk＋1
满足题中的条件．

6　设n≥5，n∈N，求最大的正整数k（用n表示），使得存在一个凸n边形A1
A2
…An
，其中恰存在k个四边形Ai
Ai＋1
Ai＋2
Ai＋3
，它们都有内切圆，这里An＋i
＝Ai
．

[image: alt]


（第6题图）

【解】满足条件的最大正整数[image: alt]


先证：[image: alt]


事实上，我们可以证明，四边形Ai
Ai＋1
Ai＋2
Ai＋3
与四边形Ai＋1
Ai＋2
Ai＋3
Ai＋4
不同时具有内切圆．

如图所示，如果图中四边形Ai
Ai＋1
Ai＋2
Ai＋3
与四边形Ai＋1
Ai＋2
Ai＋3
Ai＋4
都具有内切圆，则

[image: alt]


两式相加，应有

[image: alt]


但是，Ai＋1
Ai＋4
＋Ai
Ai＋3
＝Ai
O＋Ai＋1
O＋Ai＋3
O＋Ai＋4
O＞Ai
Ai＋1
＋Ai＋3
Ai＋4
，矛盾．

由上述结论可知，有内切圆的四边形Ai
Ai＋1
Ai＋2
Ai＋3
由边Ai＋1
Ai＋2
唯一确定，并且任意相邻两边（如Ai
Ai＋1
，Ai＋1
Ai＋2
）不能都是题中某个有内切圆的四边形的唯一确定边，这表明[image: alt]


再证：当n≥5时，可取满足条件的最大正整数k为[image: alt]


若n为偶数，设n＝2m，构造一个凸2m边形A1
A2
…A2m
，使得此2m边形的每个内角均等于[image: alt]
，且A1
A2
＝A3
A4
＝…＝A2m－1
A2m
＝a，A2
A3
＝A4
A5
＝…＝A2m－2
A2m－1
＝A2m
A1
＝b，这里[image: alt]
，则此凸n边形有m个四边形Ai
Ai＋1
Ai＋2
Ai＋3
（i＝2，4，…，2m）有内切圆．

若n为奇数，设n＝2m－1，考虑上述的凸2m边形，可在四边形A2m
A1
A2
A3
中，取一点P，使得四边形PA3
A4
A5
和PA2m－2
A2m－1
A2m
为有内切圆的四边形．这时，凸2m－1边形PA3
A4
…A2m
中有m－1个满足条件的四边形．

综上所述，题中所求的最大值k为[image: alt]


第28届美国数学奥林匹克（1999）

1　把一些棋子放置在一个n×n的棋盘上，满足如下条件：

（i）每个不含棋子的小方格均与含有棋子的小方格有一公共边；

（ii）给出任意一对含有棋子的小方格，总有一系列包含有棋子的小方格、起始位置和终止位置是这一对小方格，使得其中任意两个连续的小方格都有公共边．

证明：至少需在棋盘上放置[image: alt]
个棋子．

【证明】为叙述方便，用平面上的点代表放有棋子的格．若两个放有棋子的格相邻，则在代表它们的两点间连一条直线，这样构成一个图．由（ii）知该图为连通图．

若一个放有棋子的格与一空格相邻，我们称这个有棋子的格“管住”该空格．

从我们已设好的图中可以看出，每个顶点至多分为四类，每一类点称为“度点”；每个一度点管住三个空格；每个二度点管住两个空格；每个三度点管住一个空格；每个四度点管不住空格．设i度点的个数为Vi
（i＝1，2，3，4）．由（i）知棋盘上的方格要么是图中的点，要么至少被图中的点管住．因此，

[image: alt]


记V1
＋V2
＋V3
＋V4
＋V3
＋2V2
＋3V1
＝f（V1
，V2
，V3
，V4
）．

①若V1
≤2，则

[image: alt]


故[image: alt]


②若V1
≥3，由于该图是连通图，则任意三个悬挂点中一定可找到两个悬挂点，它们各自所在的连通分支交汇于一个三度点或四度点．

若它们交汇于一个三度点，则令

[image: alt]


若它们交汇于一个四度点，则令

[image: alt]


故每经过一次这样的调整f（V1
，V2
，V3
，V4
）的值不变，而V1
的值减少1．

经过若干次调整可使V1
≤2，由情形（i）知

[image: alt]


且　　　　　[image: alt]


综上所述，棋盘上至少有[image: alt]
个棋子．

2　已知四边形ABCD是圆内接四边形．证明：

｜AB－CD｜＋｜AD－BC｜≥2｜AC－BD｜．

【证明】记O为四边形ABCD的外接圆圆心，设圆O的半径为1，∠AOB＝2α，∠BOC＝2β，∠COD＝2γ，∠DOA＝2δ．则α＋β＋γ＋δ＝π，并不妨设α≥γ，β≥δ．

故｜AB｜＝2sinα，｜BC｜＝2sinβ，

｜CD｜＝2sinγ，｜DA｜＝2sinδ．所以，

[image: alt]


同理，[image: alt]


由β＞δ，得｜AB－CD｜－｜AC－BD｜

[image: alt]


又0＜δ≤β＜π，[image: alt]


则[image: alt]


故｜AB－CD｜≥｜AC－BD｜．

同理，｜AD－BC｜≥｜AC－BD｜．

所以，｜AB－CD｜＋｜AD－BC｜≥2｜AC－BD｜．

当且仅当α＝γ、β＝δ，即四边形ABCD为矩形时，等号成立．

3　设p是素数，p＞2，a、b、c、d是不能被p整除的整数，并且满足对于任意一个不能被p整除的整数r均有

[image: alt]


证明：a＋b、a＋c、a＋d、b＋c、b＋d、c＋d这六个数中至少有两个数能被p整除，其中｛x｝＝x－［x］．

【证明】因为[image: alt]
，所以，0，d，2d，…，（p－1）d构成了关于p的完全剩余系，其中必有R∈｛1，2，…，p－1｝使得Rd≡p－1（modp）．设

[image: alt]


（A、B、C、D∈｛1，2，…，p－1｝）

不妨设A≤B≤C≤D．假设A≠1，由于对任意r，[image: alt]
都有

[image: alt]


取[image: alt]
，得

[image: alt]


∴[image: alt]


∵D＝p－1，

∴[image: alt]


即[image: alt]


取k＝1，得

A＋B＋C＋D＝2p，A＋B＋C＝p＋1．

取k＝2，得

[image: alt]


故[image: alt]


∵[image: alt]


∴[image: alt]


（i）当[image: alt]
时，

左＝[image: alt]


∴存在n∈N，使得

[image: alt]


（ii）当[image: alt]
时，

[image: alt]


当[image: alt]
时，

[image: alt]


由（1）得[image: alt]


∴[image: alt]


（iii）取[image: alt]
，有[image: alt]


∴[image: alt]


而[image: alt]
，

∴[image: alt]


∵[image: alt]
，

∴[image: alt]


故（l－1）A＜2（l－1）．

与A≥2矛盾．故A＝1．

从而，[image: alt]


由于[image: alt]
，故[image: alt]
．

4　实数a1
，a2
，…，an
（n＞3）满足

[image: alt]


求证：max｛a1
，a2
，…，an
｝≥2．

【证明】设a1
，a2
，…，an
中有i个非负数，记为x1
，x2
，…，xi
，有j个负数，记为－y1
，－y2
，…，－yi
（y1
，y2
，…，yj
＞0）；其中i≥0，j≥0，且i＋j＝n．

不妨假设max｛a1
，a2
，…，an
｝＜2，即

[image: alt]


∵x1
＋x2
＋…＋xi
＋〔（－y1
）＋（－y2
）＋…＋（－yj
）〕≥n，

∴x1
＋x2
＋…＋xi
≥n＋y1
＋y2
＋…＋yj
．

又max｛x1
，x2
，…，xi
｝＜2，y1
，y2
，…，yj
＞0，则2i＞x1
＋x2
＋…＋xi


≥n＋y1
＋y2
＋…＋yj


＝i＋j＋y1
＋y2
＋…＋yj
，

∴i－j＞y1
＋y2
＋…＋yj
．

∵[image: alt]
，

∴[image: alt]


∵y1
，y2
，…，yi
＞0，max｛x1
，x2
，…，xi
｝＜2，

∴[image: alt]


由于i≥0，故j＜1．

又j≥0，所以，j＝0．

故a1
，a2
，…，an
均为非负数．

∴[image: alt]


从而，n＜4．这与n＞3矛盾．所以，max｛a1
，a2
，…，an
｝≥2．

5　Y2K游戏在一个1×2000的方格内进行，规定如下：两位游戏者轮流在空格内填写S或O，谁先在三个连续的格子内拼出SOS，则为获胜．若填满后未出现SOS，则视为平局．证明：第二位游戏者有获胜策略．

【证明】称形如[image: alt]
的方格为“陷阱”，易知先在陷阱中填数的人必败．称形如[image: alt]
的方格为“半成品”，易知先造出半成品的人必败．不妨设第一位游戏者甲在游戏过程中不会造出半成品，也不会在陷阱中填数．则第二位游戏者乙的策略如下：

若甲第一步在一空格中填入S，则乙在与之相隔两格处填入S，这样就造成了一个陷阱．

若甲第一步在某格中填入O，则乙在与之足够远处填入S．待到乙走第二步时，再在与第一个S相距两格处填入另一个S．

在以后的各步中，乙需保证不在陷阱中填字母并且不造出半成品，这是可以做到的．

由于在前几步中已造出一个陷阱，因此，在若干步之后，方格表中剩余的所有空格都是陷阱中的空格．显然这些空格有偶数个，这时该轮到甲填字母了．因此，甲不得不在陷阱中填字母，所以乙赢得了胜利．

因此，乙有必胜策略．

6　已知等腰梯形ABCD中，AB∥CD，△BCD的内切圆切CD于E，F是∠DAC的角平分线上一点，且EF⊥CD，△ACF的外接圆交CD于G．证明：△AFG是等腰三角形．

【证明】以E为原点，以CD为x轴建立平面直角坐标系，设△BCD内切圆I的半径1，C、D、F三点坐标分别为（c，0）（－d，0），（0，－f），其中c、d、f＞0．

∵∠BCD＝2∠ICE，∠BDC＝2∠IDE，

∴[image: alt]


[image: alt]


故[image: alt]


因此，AD的直线方程为[image: alt]


AC的直线方程为[image: alt]


则解得A点坐标为[image: alt]


由于F在∠DAC的角平分线上，所以F到AD、AC距离相等，即

[image: alt]


解得f＝cd．

故F点坐标为（0，－cd），且

[image: alt]


又[image: alt]
，所以

[image: alt]


2∠AFC＝∠ADC．

又∠ADC＝∠GAD＋∠AGD，

故2∠AFC＝∠GAD＋∠AGD．

∵A、C、F、G四点共圆，∴∠AFC＝∠AGC，

2∠AGC＝∠AGD＋∠GAD，∠DGA＝∠DAG．

又∠FGC＝∠FAC＝∠DAF，故∠AGF＝∠DGA＋∠FGC＝∠DAG＋∠DAF＝∠GAF．

所以，FG＝FA，即△AFG是等腰三角形．
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1　如果对任意实数x，y均有

[image: alt]


则称f（x）是“强凸”函数，证明：不存在“强凸”函数．

【证明1】令n≥1，对任意整数i，定义[image: alt]


令[image: alt]
，则

[image: alt]


即　　[image: alt]


也即　[image: alt]
，

从而　[image: alt]
，

　　　[image: alt]
，

　　　……

　　　[image: alt]


以上n式相加，得　Δi＋n
≥Δi
＋4，

从而　Δn
≥Δ0
＋4，

　　　Δ1＋n
≥Δ1
＋4，

　　　……

　　　Δn－1＋n
≥Δn－1
＋4．

以上各式相加得

[image: alt]


即　[image: alt]


即　f（2）－f（1）≥f（1）－f（0）＋4n．

上式不能对所有的n≥1均成立，故不存在“强凸”函数．

【证明2】首先我们用数学归纳法证明

[image: alt]


对任意非负整数n均成立．

当n＝0时，（1）式显然成立．

假设对给定的n≥1，（1）式成立，则对实数a，b，有

[image: alt]
，

[image: alt]
，

[image: alt]


三式相加，得

[image: alt]


令x＝a，y＝a＋4b，则

[image: alt]


从而（1）式对任意非负整数n成立．

显然对于给定的x，y（x≠y），（1）式左边为定值，而（1）式右边可任意大，矛盾．从而不存在“强凸”函数．

2　已知S是满足下列条件的△ABC组成的集合：

[image: alt]
，

其中r是△ABC的内切圆半径，P，Q，R分别是内切圆在AB，BC，CA边上的切点．

求证：S中的所有三角形，均为相似的等腰三角形．

【证明】不失一般性，设AP＝min｛AP，BQ，CR｝，记[image: alt]
[image: alt]
，则

[image: alt]


代入题设条件，得

[image: alt]


由熟知的结论，知

[image: alt]


消去x，得

[image: alt]


即　（3y－1）2
＋（3z－1）2
＝4（y－z）2
．

令　3y－1＝u，3z－1＝v，则[image: alt]
，从而

[image: alt]


注意到Δ＝82
－25·4＜0．

∴方程有唯一解u＝v＝0．

即[image: alt]


∴S中的三角形均为相似的等腰三角形．

3　有一种单人纸牌游戏，共有R张红牌，W张白牌和B张蓝牌．玩家一次要出完手中所有的牌，每出一张牌，都会得到一个相应的分数：

若他出蓝牌，则他得到的分数等于他手中的白牌的数目；

若他出白牌，则他得到的分数等于他手中红牌数目的2倍；

若他出红牌，则他得到的分数等于他手中蓝牌数目的3倍．

问：他以什么方式出牌能使得的分数最少，最少的分数是多少？

【解】最少的分数应是min｛BW，2WR，3RB｝．

BW，2WR，3RB所对应的出牌方式分别是：

bb…brr…rww…w，

rr…rww…wbb…b，

ww…wbb…brr…r．

对于一个给定的出牌方法，我们把连续出现的同色牌叫做“段”．由下面的引理可以很快得到上述牌方式的最优性（反对红牌作说明，对于蓝牌和白牌，同样成立）．

引理1　对任意给定的出牌方法，我们可以在不增加分数的情况下，结合任两个红色的“段”．

引理1证明　假设有w张白牌和b张蓝牌在两个红“段”之间．

若把第一“段”中的一张红牌移到第二“段”中，则当出w张白牌时手中多了一张红牌，故分数增加了2w，而出该张红牌时，手中少了b张蓝牌，故分数减少了3b．

若3b－2w≥0，则可以在不增加分数的情况下，将第一“段”的红牌全部移到第二“段”中．

若3b－2w＜0，则可以在不增加分数的情况下，将第二“段”的红牌全部移到第一“段”中．

也就是说，我们可以在不增加分数的情况下，把所有红“段”结合到一起，因此，上面三种出牌方式必有一种是最优的．

再看有没有其他的最优出牌方式．

首先注意到wr不会出现在最优的出牌方式中，因为用rw替代wr可得到较少的分数．同样地bw和rb也不会出现在最优出牌方式中，接下来证明下面的引理2．

引理2　任意是优玩法中的“段”必须少于5个．

引理2证明　假设有一最优玩法至少有5个“段”．

若第一张出的是红牌（蓝、白牌的证明同理）．我们以下列方式出牌：

[image: alt]


由引理1的证明可得：[image: alt]


所以下列玩法也是一种最优玩法：

[image: alt]


从而有3b1
－2（w1
＋w2
）＝0．矛盾！

故任意最优玩法至多只能有4个“段”．

由最初的观察和引理1的证明，我们得出下列形式的玩法．

[image: alt]


是最优的当且仅当2W＝3B且2WR＝3RB≤WB．

第一张牌是w或b时结论同样成立．

4　在100×100棋盘中有几个小方格被染色．求n的最小值，使得一定有3个染色方格的连线构成直角三角形，且直角边与棋盘的边框平行．

【解】我们来证最小的n值是1999．

事实上，n≥1999，因为我们可以染1998个方格使得不存在正三角形：给第一行和第一列的方格都染色．（除了它们的公共方格）假设现在部分方格被染色并且不存在直角三角形．

若某一行（或列）中染色方格多于一个，则称其为重行（或重列），反之称其为轻行（或轻列）．

我们的假设意味着没有一个染色方格同处于重行和重列．

如果没有重行，那么每一行至多有一个染色方格，从而总共染色方格数不超过1000．

如果没有重列，结果同上．

如果有一个重行和一个重列，那么由初步观察可知，重行（或重列）上的染色方格一定在轻列（或轻行）上．

所以染色方格的数目不超过轻行和轻列的数目，

即　2·（1000－1）＝1998．

从而我们断定1999是满足题意的最小n值．

5　已知△A1
A2
A3
，圆w1
过点A1
，A2
，若存在圆w2
，w3
，…，w7
，满足wk
过点Ak
与Ak＋1
且与wk－1
相切．（k＝2，3，…，7）且对n≥1有An＋3
＝An
．证明：w7
＝w1
．

【证明】不失一般性，假设A1
，A2
，A3
是逆时针方向排列的．设w1
上A1
与A2
所夹的弧的度数为θ1
（逆时针方向），同样定义θ2
，θ3
，…，θ7
．

令l是w1
与w2
的公切线，则A1
A2
到l的角为[image: alt]


同理，l到A2
A3
的角为[image: alt]


令A1
A2
到A2
A3
的角为∠A1
A2
A3
．

则有θ1
＋θ2
＝2∠A1
A2
A3
．

同理可得

θ1
＋θ2
＝2∠A1
A2
A3
，（1）　θ2
＋θ3
＝2∠A2
A3
A1
，（2）

θ3
＋θ4
＝2∠A3
A1
A2
，（3）　θ4
＋θ5
＝2∠A1
A2
A3
，（4）

θ5
＋θ6
＝2∠A2
A3
A1
，（5）　θ6
＋θ7
＝2∠A3
A1
A2
，（6）

（（1）＋（3）＋（5））－（（2）＋（4）＋（6））得θ1
＝θ7


注意到同一段弧所对的角相同，故两圆为等圆．

6　已知a1
，b1
，a2
，b2
，…，ar
，bn
是非负实数，证明[image: alt]
[image: alt]


【证明】定义[image: alt]
接下来只需证对a1
，b1
，…，an
，bn
≥0有L（a1
，b1
，…，an
，bn
）≥0

当n＝1时结论显然成立．

易得L（a1
，0，a2
，b2
，…）＝L（a1
，b1
，a2
，b2
，…）＝L（a2
，b2
，…），

　　L（x1
，x1
，a2
，b2
，…）＝L（a2
，b2
，…）．

且当[image: alt]
时，有

L（a1
，b1
，a2
，b2
，a3
，b3
，…）＝L（a1
＋a2
，b1
＋b2
，a3
，b3
，…），

当[image: alt]
且a1
≤b2
时，有

L（a1
，b1
，a2
，b2
，a3
，b3
，…）＝L（a2
－b1
，b2
－a1
，a3
，b3
，…）．

由上面结论可知，只要不是下列三种情形．均可得出原不等式成立．

1．ai
，bi
均不为0；

2．对i＝1，2，…，n，ai
≠bi
；

3．对i≠j，均有[image: alt]
且[image: alt]


对i＝1，2，…，n，令[image: alt]


不失一般性，假定1＜r1
＜r2
＜…＜rn
．且a1
＜b1
，注意到f（x）＝L（a1
，x，a2
，b2
，…，an
，bn
）在区间［a1
，r2
a1
］上是关于x的线性函数．

特别地，

[image: alt]


当aj
＞bj
时，cj
＝－bj


当aj
＜bj
时，cj
＝aj


又因为f是线性函数．所以有f（x）≥min｛f（a1
），f（r2
a1
）｝．

注意到　f（a1
）＝L（a1
，a1
，a2
，b2
，…）＝L（a2
，b2
，…），

[image: alt]


所以，我们得出在上述三种情况下原不等式也成立．

【注】我们还可以证出当ai
，bi
＞0时，等号成立当且仅当对每个r＞1，满足[image: alt]
的i构成集合Sr
．

有以下性质[image: alt]
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1　有八个盒子，每个盒子中有6个球，每个球均被染成几种颜色中的一种．已知同一个盒子中的球均不同色，且任意两个盒子中的球至多有一种相同颜色，求n的最小可能值．

【解】设这n种颜色分别为1，2，…，n，令a1
，a2
，…，an
分别是染色为1，2，…，n的球的数目，则有

[image: alt]


又有[image: alt]
对盒子同时用到颜色i，八个盒子共组成[image: alt]
个“盒子对”，每一个至多有一种相同颜色，从而

[image: alt]


则有　　[image: alt]


由均值不等式，有

[image: alt]


从而　　[image: alt]


当n＝23时，我们给出一种符合要求的染色方案，下表中数字表示盒子中球所染颜色：

[image: alt]


综上，n的最小值为23．

2　已知△ABC的内切圆w分别切BC，AC边于D1
，E1
，D2
，E2
分别在BC、AC上，且CD2
＝BD1
，CE2
＝AE1
，记AD2
与BE2
的交点为P，圆w与AD2
相交两点中离A较近的点为Q，求证：AQ＝D2
P．

[image: alt]


【证明】注意到

[image: alt]
，

[image: alt]
，

则D2
，E2
，分别为∠A，∠B内旁切圆与BC，AC边的切点，注意到旁切圆与内切圆w关于A点为位似中点，成位似变换，从而过Q作圆w的切线必与BC平行．从而有D1
、I、Q三点共线．

又[image: alt]
，

注意到B、P、E2
截△AD2
C，由梅涅劳斯定理，得

[image: alt]


所以　[image: alt]


所以　[image: alt]


从而　　PD2
＝AQ．

3　已知非负实数a，b，c满足a2
＋b2
＋c2
＋abc＝4，求证：

[image: alt]


【证明】先证左侧不等式：

注意到条件式表明a，b，c中至少有一个≤1，不妨设a≤1，则

[image: alt]


下证右侧不等式成立：

注意到a，b，c中至少有两个数同时≥1或同时≥1（由抽屉原理）．不妨设是b，c，则有

[image: alt]


由a2
＋b2
＋c2
＋abc＝4和b2
＋c2
≥2bc，得

[image: alt]


即　　bc（2＋a）≤4－a2
＝（2＋a）（2－a）．

所以　[image: alt]


由（1）（2），得

　　　　ab＋bc＋ca－abc≤ab＋2－a＋ac（1－b）

　　　＝2－a（1－b＋bc－c）

　　　＝2－a（1－b）（1－c）≤2．

故原不等式成立．

4　已知点P为△ABC内一点，且线段PA、PB、PC恰可构成一个以PA为钝角对应边的钝角三角形，求证：∠BAC为锐角．

【证明】用反证法．假设∠BAC不是锐角，令AB＝c，BC＝a，CA＝b，则a2
≥b2
＋c2
．

在四边形ABPC中，由广义托勒密定理，可得

[image: alt]


∴PA2
≤PB2
＋PC2
．

与已知PA、PB、PC是一钝角三角形的三边，且PA为钝角边矛盾．故假设不成立，∠BAC为锐角．

5　集合S由整数组成，且满足：

（1）存在a，b∈S，使得（a，b）＝（a－2，b－2）＝1．

（2）如果x，y∈S（x，y可能相等），则有x2
－y∈S．

求证：S是所有整数组成的集合，即S＝Z．

【证明】由题得[image: alt]
，均有c2
－x∈S，d2
－x∈S

[image: alt]


同理可得x＋（d2
－c2
）∈S．

∴S中的所有元素可写成x＋n或x－n的形式．（n＝c2
－d2
，c，d∈S）

特别地，当n＝m＝gcd｛c2
－d2
：c，d∈S｝也成立．

由（1）得[image: alt]
，下证m＝1．

用反证法假设m≠1，令p是m的素因子，则[image: alt]


即[image: alt]


又∵[image: alt]
，有c2
－c∈S　∴[image: alt]
或[image: alt]


∴[image: alt]
，有[image: alt]
或[image: alt]
　（*）

由（1）得，存在a，b∈S，使得gcd（a，b）＝1．

即a，b中至少有一个数不能被p整除，设为α，则有[image: alt]
，又由gcd（a－2，b－2）＝1得p不能同时被a－2与b－2整除，即存在β∈S，使得[image: alt]


由式（*）得[image: alt]
，[image: alt]


由（2）得β2
－α∈S，在（*）式中令c＝β2
－α得[image: alt]
或[image: alt]
．

∴p＝2．从而S中的数全是偶数．与（1）矛盾．

∴假设不成立．m＝1，从而S是所有整数的集合．

6　给平面上的每个点标上一个实数，若对每个三角形，均有三顶点上数的算术平均值等于其内心上的数，试证所有点上标的数相同．

【证明】只需证明，对任意点A，B，它们对应的数字相同即可．

分别以A、B为圆心，作半径相同的圆w1
和w2
，使得两圆相切于点O，令C、D是直线AB上任意两点，满足C、D关于O对称，且在圆外，令l是过点O与AB垂直的直线．

考虑w1
，w2
的外切三角形XCY与XDY，可得

　　c＋x＋y＝3a，

　　d＋x＋y＝3b，

则　c－d＝3（a－b）．

同上方法，取点E、F，使得EO＞2CO，则有e－f＝3（a－b）．

再同上方法，以C、D为圆心作两圆，有e－f＝3（c－d）．

从而3（a－b）＝3（c－d）＝9（a－b）．

所以，a＝b，命题得证．

第31届美国数学奥林匹克（2002）

1　设S是2002元素，N为整数，满足0≤N≤22002
．证明：可将S的所有子集染上黑色或白色，使得下列条件成立：

（a）任两个白色子集的并集是白的；

（b）任两个黑色子集的并集是黑的；

（c）恰好存在N个白色的子集．

【证明】我们用数学归纳法证明更一般的结论：

对n元集S＝｛1，2，…，n｝．N为整数，满足0≤N≤2n
．则可将S的所有子集染上黑色或白色，使得

（a）任两个白色子集的并集是白的；

（b）任两个黑色子集的并集是黑的；

（c）恰好存在N个白色的子集．

当n＝1时，集合S＝｛1｝有两个子集[image: alt]
和｛1｝．

N＝1时，将上述两个集合中的任一个染白，另一个染黑，满足条件．

N＝2时，将上述两个集合均染白即知满足条件．

设结论对n元集合S＝｛1，2，…，n｝成立，则对n＋1元集合S∪｛n＋1｝，有以下染色方案：

对于N≤2n
的情形，只需按S中的染色方式进行，并将所有含有元素n＋1的子集均染黑色，显然满足条件．

对于N＝2n
＋k（k＝1，2，…，2n
）时，我们先将所有含有元素n＋1的2n
个集染白，然后在S＝｛1，2，…，n｝中选取k个子集染白，使得它们满足（a），（b）．这样的2n
＋k个子集满足要求．

从而对n＋1元集合，结论成立，命题得证．

2　设△ABC满足

[image: alt]
，

其中[image: alt]
，r为内切圆半径．证明：△ABC与一个三角形T相似，T的边长均为整数，并且三边的最大公约数为1，确定T的边长．

【证明】我们知道

[image: alt]
，

则条件式即为

[image: alt]


又72
＝49＝36＋9＋4＝62
＋32
＋22
，则

[image: alt]


其中等号成立，当且仅当

[image: alt]


注意到（1）式，故可设

[image: alt]
，

则　s－a＝6k，[image: alt]
[image: alt]
，相加得

[image: alt]


也即

[image: alt]


则

[image: alt]


所以，a∶b∶c＝13∶40∶45

则三角形T的三边长分别为13，40，45．

3　证明：任一n次实系数的首一（首项系数为1）多项式是两个n次的、有n个实根的首一多项式的平均．

【证明】由拉格朗日插值定理，对任意两组实数a1
＜a2
＜…＜ak
及b1
，b2
，…，bk
，有一个k－1次多项式h（x）存在，且满足h（ai
）＝bi
（1≤i≤k），其中

[image: alt]


以下对n为偶数的情形作出证明，n为奇数时，略作调整即可．

设原给定的n次首一多项式为f（x），记T＝max｛2|f（1）|，2|f（2）|，…，2|f（n）|｝，下取ai
＝i（1≤i≤n），b1
＝b3
＝…＝bn－1
＝－M，b2
＝b4
＝…＝bn
＝M（其中M为大于T的正实数），则

[image: alt]


满足h（ai
）＝bi
（1≤i≤n），取

[image: alt]
，

则g（x）为n次首一多项式，且

[image: alt]


从而g（x）在（－∞，1），（1，2），…，（n－2，n－1），（n－1，n）上各有一个根，即g（x）有n个实根．

记φ（x）＝2f（x）－g（x），则φ（x）为n次首一多项式，且φ（x）在x＝1，3，5，…，n－1处的值大于0，在x＝2，4，…，n处的值小于0．从而φ（x）在（1，2），（2，3），…，（n－1，n），（n，＋∞）上各有一个根，即φ（x）有n个实数．

注意到[image: alt]


也即f（x）是g（x）与φ（x）的平均，故命题得证．

4　设R为实数集，确定所有满足下列条件的函数f：R→R，

[image: alt]


【解】令x＝y＝0，得

[image: alt]


令y＝0，得

[image: alt]


令x＝0，得

[image: alt]


所以f（x）是奇函数，只需在（0，＋∞）上讨论．

由（1），得

[image: alt]


将x2
、y2
改写为x，y（x，y＞0），则

[image: alt]


即（将x改写为x＋y，x－y改写为x）

[image: alt]


又，一方面　f（（x＋1）2
）＝（x＋1）f（x＋1）＝（x＋1）（f（x）＋f（1）），

另一方面　（f（x＋1）2
）＝f（x2
＋2x＋1）＝f（x2
）＋f（2x）＋f（1）

　　　　　　　　　　＝xf（x）＋2f（x）＋f（1）．

比较上述两方面，得

[image: alt]


综上，f（x）的表达式为f（x）＝kx，k＝f（1）．

5　设a、b为大于2的整数．证明：存在一个正整数k及正整数的有限序列n1
，n2
，…，nk
，满足n1
＝a，nk
＝b且对所有i（1≤i≤k），ni
ni＋1
被ni
＋ni＋1
整除．

【证明】对于正整数a，b，若存在满足条件的序列n1
，n2
，…，nk
，则称a，b“可链结”，问题即为证明任意正整数a，b（a，b＞2）均“可链结”．以下我们证明对于任意正整数m＞2，m，m＋1“可链结”．

取n1
＝m，n2
＝m（m－1），n3
＝m（m－1）（m－2），n4
＝2m（m－1），

n5
＝2m（m＋1），n6
＝m（m＋1）（m－1），n7
＝m（m＋1），n8
＝m＋1．

显然上述序列表明m与m＋1“可链结”．

从而任意a，b（a，b＞2）均“可链结”，命题得证．

6　有一版n×n的邮票．要从中分出由3张在同一行或同一列相连的邮票组成的块（只能沿着针孔线分，而且每个块就是分下的一片纸），分下一些块以后，不可能再分下更多的块了，令这时的块数的最小值为b（n）．证明：存在实常数c、d，对所有n＞0，都有

[image: alt]


[image: alt]


图1

【证明】首先考虑上界：

对每一行，从左向右，按如下方式剪出邮票块：对奇数行，依次为1×3块，1×1块2个，1×3块，1×1块2个，…，对偶数行，依次为1×1块2个，1×3块，1×1块2个，1×3块，…（如图1所示）

其中黑色表示剪下的块，每块由3张邮票组成．这样剪下去，第一行剪到最后，可能出现以下两种情况：

（1）恰好剪完或剩下1张或剩下2张邮票；

（2）剩下3张或4张邮票．这时再剪下1块．

其他行与第一行相同或类似．

设这时剪下的块数为c（n）．

在剪先后的剩余块的最右侧补上4列邮票（4n张），此时，每个剪出的1×3块的左（或右）必有至少2个1×1的块，也即每个1×3块至少“控制”5张邮票，则

[image: alt]


从而[image: alt]


[image: alt]


图2

其次考虑下界：

每个块，无论横坚，右面与下面有5张相邻的邮票，如图2（包括与这块仅有一个公共顶点的邮票）．

如果已经不能再剪下更多的块，那么下方或右方的4张邮票中至少有1张属于其他被剪下的块．规定每一块控制如图2所示的8张邮票中的7张（去掉属于其他块的1张）．如果这版邮票的每张邮票都被控制了，那么就有

[image: alt]


而最上面的两行与最左面的两列可能有未被控制的．

这些邮票不超过4n张，只需将（1）改为

[image: alt]


[image: alt]


图3

如果其他地方有1张邮票A未被控制，那么A的上方B、左方C及左上方D都不属于任何一块（图3）．

这时D的上方必属于一块，而D的左方又属于另一块．D受到双重控制，将D改为只受一块控制，A改为受另一块控制．

这样处置后，除去第一、二行与第一、二列，每张邮票都受到控制．所以（2）成立，即

[image: alt]


综上：[image: alt]
．命题得证．

第32届美国数学奥林匹克（2003）

1　证明：对每个正整数n，存在一个可以被5n
整除的n位正整数，它的每一位上的数字都是奇数．

【证明】当n＝1时，5｜5．

设n＝m时，[image: alt]
，其中ai
（i＝1，2，…，m）为一位奇数．

当n＝m＋1时，考查[image: alt]


因为它们的差2×10m
，4×10m
，6×10m
，8×10m
不能被5m＋1
整除，故这五个数被5m＋1
整除的余数两两不等，所以，这五个数中存在一个能被5m＋1
整除的数．

2　一个凸多边形P被它所有的对角线分成一些小凸多边形．且P满足：它的所有的边和对角线的长度都为有理数．证明：所有小凸多边形的边长都是有理数．

[image: alt]


图1

【证明】（1）当P是凸四边形时，由已知，AB、BC、CD、DA都是有理数．如图1，设AC、BD交于点E，延长DA、CB交于点I，作AF⊥BC，DG⊥BC，垂足分别为F、G，作AH⊥DG于点H．

在△ABC中，设AB＝c，BC＝a，CA＝b．

则BF＋FC＝BC＝a，

[image: alt]


两式相除得[image: alt]


由于a、b、c∈Q，故（BF＋FC）∈Q，（BF－FC）∈Q．

从而，BF、FC∈Q．

同理，BG、GC∈Q．

又AF＋DH＝DG，所以，

[image: alt]


设AB2
－BF2
＝p，AD2
－AH2
＝q，CD2
－CG2
＝r，

则[image: alt]
，其中p、q、r∈Q．

两边平方，得[image: alt]


于是[image: alt]


同理[image: alt]


进而[image: alt]


因为[image: alt]


故[image: alt]


又[image: alt]
，从而[image: alt]


由于AD、FG∈Q，且

[image: alt]


故ID、IG∈Q．

进而，IA、IB、IC∈Q．

因为直线CEA截△IBD，由梅涅劳斯定理，有[image: alt]


所以[image: alt]
，BE、ED∈Q．

同理，AE、EC∈Q．

（2）对凸n边形A1
A2
…An
的任一条对角线Ai
Aj
，设Ai
Aj
被其他对角线截得的点为B1
，B2
，…，Bm
，只须证Ai
B1
，B1
B2
，…，Bm
Aj
都是有理数，即Ai
B1
，Ai
B2
，…，Ai
Aj
都是有理数．

设Bk
是Ai
Aj
与Ax
Ay
的交点．则四边形Ai
Ax
Aj
Ay
的各边及各对角线的长度都是有理数，由（1）知Ai
Bk
∈Q．

又k是｛1，2，…，m｝中的任意数，所以，Ai
B1
，Ai
B2
，…，Ai
Aj
都是有理数，即小凸多边形的各边长都是有理数．

3　n是正整数．对每个满足0≤ai
≤i，i＝0，1，…，n的正整数数列A＝｛a0
，a1
，…，an
｝，定义另一个数列t（A）＝｛t（a0
），t（a1
），…，t（an
）｝．其中t（ai
）为A数列中位于ai
项之前的与ai
不等的数的个数．证明：从任意一个上述数列A开始，在少于n次t变化后，总能得到一个数列B，满足t（B）＝B．

【证明】（1）设bi
是B中的某一项．若bi
≠bi－1
，分以下两种情形：

（i）b1
，b2
，…，bi－1
中存在一项与bi
相等，设为bk
．则bi
之前与bi
不等的数比bk
之前与bk
不等的数至少多了一个bi－1
．则t（bi
）＞t（bk
），与bi
＝bk
矛盾．

（ii）b1
，b2
，…，bi－1
均不与bi
相等，则

[image: alt]


故满足t（B）＝B的数列的充分必要条件是：B是非减的，且bi
＝i或bi－1
，b0
＝0，i＝1，2，…，n．

（2）若ai
＝ai－1
，则依定义知t（ai
）＝t（ai－1
）

（3）若ai
＝i，则依定义知t（ai
）＝i．

（4）设al
＝k，且al
前面有a个k．

因为i≤k－1时，ai
＜k，所以，

[image: alt]


故t（ai
）＝l－a≥k＝al
．

（i）当t（al
）＝al
时，a＝l－k，则

[image: alt]


由（1）知，al
满足成为B中第l项的条件，又由（2）、（3）知，al
将在t变化后保持不变．

（ii）当t（al
）≠al
时，因为al
≥0，B中l项的值不大于n，所以，至多n次t变化后，al
将满足成为B中第l项的条件．

于是，对A中每一项，在至多n次t变化后都将满足成为B中该项的条件，此时得到的数列A0
满足t（A0
）＝A0
．

4　△ABC是一个三角形．一个过A、B的圆交边AC、BC于点D、E．AB、DE交于点F，BD、CF交于点M．求证：MF＝MC的充要条件是MB·MD＝MC2
．

[image: alt]


图2

【证明】如图2，因为A、B、E、D四点共圆，所以，∠CBD＝∠EAD．

又AC、BM、FE交于点D，由塞瓦定理有

[image: alt]


因此，[image: alt]


[image: alt]


5　a、b、c是正实数．求证：

[image: alt]


【证明】不妨设a＋b＋c＝1，则原不等式即

[image: alt]


下面首先证

[image: alt]


[image: alt]


最后一式显然成立．

从而：[image: alt]


从而原不等式得证．

6　在一个正六边形的顶点上写着6个和为2003的非负整数．伯特可以做如下操作：他可以选出一个顶点，把它上面的数擦去，然后写上相邻两个顶点上数的差的绝对值．证明：伯特可以进行一系列操作，使得最后每个顶点的数都为0．

【证明】用[image: alt]
表示操作过程中的某个状态，这里A、B、C、D、E、F为6个点上所写的数字．用[image: alt]
表示所写的数字模2，s表示某一状态时的所有数字的和，M表示其中的最大值．我们将证明，从任何s为奇数的状态出发，都可以变到各顶点数字全为零的状态．构造下面两个步骤，交替操作：

（1）从一个s为奇数的状态变到只有一个奇数的状态；

（2）从只有一个奇数的状态变到s为奇数且M变小或6个数字全为0的状态．

注意到任何操作都不会增加M，而每次操作（2）都使得M至少减少1，所以，上面的步骤一定会结束，且只能结束在各顶点数字全为零的状态．下面给出每一步的操作．

首先，对某个s为奇数的状态[image: alt]
，A＋C＋E和B＋D＋F有一个是奇数．不妨设A＋C＋E是奇数．若A、C、E中只有一个是奇数，比如A，则可按下面的顺序操作：

[image: alt]


注：黑体字表示在该点进行了操作．若操作的点互不影响，为了简洁，把它们写作一步．

因此，可以变到只有一个奇数的状态．

类似地，若A、C、E全是奇数，则可按下面的顺序操作：

[image: alt]


我们已经证明了（1）是可行的．下面不妨考虑只有A是奇数，其他都是偶数的状态A[image: alt]
．我们希望变到某个使M更小的状态．记M0
为该状态的M，根据M0
的奇偶性，分两种情况讨论．

（i）M0
是偶数，即B、C、D、E、F中的某一个是最大值，且A＜M0
．我们断言，按照B、C、D、E、F的顺序操作，则s是奇数且M＜M0
．下面的顺序

[image: alt]


表明数字在每次操作后奇偶性的改变．称这个新的状态为[image: alt]
，则s是奇数，且　A′、B′、C′、D′、E′都小于M0
（因为它们是奇数，而M0
是偶数），同时，F′＝｜A′－E′｜≤max｛A′，E′｝＜M0
，所以，M变小了．

（ii）M0
是奇数，即M0
＝A，其余的数都小于M0
．若C＞0，则按照B、F、A、F的顺序操作：

[image: alt]


称这一状态为[image: alt]
，则s是奇数．而M只在B′＝A时才不减少；但这是不可能的，因为B′＝｜A－C｜＜A，而0＜C＜M0
＝A，这样又变到了一个s为奇数而M较小的状态．

若E＞0，因为C和E是对称的，可类似讨论．

若C＝E＝0，可以按照下面的顺序操作把数字变到全是0的状态

[image: alt]


这里的0表示数字0，而非偶数．

这样，我们展示了怎样操作（2），证明了所需的结论．作为一个特例，2003是奇数，当然满足结论．
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1　设ABCD是一个有内切圆的凸四边形，它的每个内角和外角都不小于60°．证明：

[image: alt]


等号何时成立？

[image: alt]


【证明】利用余弦定理，知

　　BD2
＝AD2
＋AB2
－2AD·ABcosA

　　　＝CD2
＋BC2
－2CD·BCcosC．

由条件知60°≤A，C≤120°，故[image: alt]
，于是

[image: alt]


即

[image: alt]


再由ABCD为圆外切四边形，可知AD＋BC＝AB＋CD，所以，｜AB－AD｜＝｜CD－BC｜．结合上式，就有

[image: alt]


等号成立的条件为[image: alt]
或者｜AB－AD｜＝｜CD－BC｜＝0．所以，等号成立的条件是AB＝AD且CD＝BC．

同理可证另一个不等式成立，等号成立的条件同上．

2　设a1
，a2
，…，an
是整数，它们的最大公约数等于1．设S是具有下述性质的一个由整数组成的集合：

（1）ai
∈S，i＝1，2，…，n；

（2）ai
－aj
∈S，1≤i，j≤n（i、j可以相同）；

（3）对任意整数x，y∈S，若x＋y∈S，则x－y∈S．

证明：S等于由所有整数组成的集合．

【证明】将命题加强：我们证明对任意t∈Z，数（a1
，a2
，…，an
）t∈S，这里（a1
，a2
，…，an
）表示a1
，…，an
的最大公约数，在n＝1时，（a1
）＝a1
．①

对n归纳予以处理．当n＝1时，先证对任意t∈N*
，均有a1
t∈S．事实上，在条件（2）中令i＝j＝1，就有0∈S，结合a1
∈S及条件（3）可知－a1
∈S；现在设－a1
，0，a1
，2a1
，…，（t－1）a1
都属于S（t∈N*
），则由（t－1）a1
∈S，－a1
∈S及（t－2）a1
∈S，利用条件（3）可知（t－1）a1
－（－a1
）＝ta1
∈S．所以，对任意t∈N*
，数ta1
∈S．进一步，由0∈S，ta1
∈S知0－ta1
∈S，即－ta1
∈S，所以，对任意t∈Z，均有ta1
∈S，命题①对n＝1成立．

当n＝2时，由前已证：对任意x，y∈Z，均有xa1
∈S，ya2
∈S．下证：对任意k1
，k2
∈Z，均有k1
a1
＋k2
a2
∈S．②

为此对k＝｜k1
｜＋｜k2
｜予以归纳．当k＝0时，k1
＝k2
＝0，命题②显然成立；当k＝1时，由±a1
∈S，±a2
∈S知②成立；当k＝2时，由条件（2）知a1
－a2
∈S，结合a1
，－a2
∈S及条件（3）可知a1
－（－a2
）＝a1
＋a2
∈S，再由0，a1
＋a2
∈S知0－（a1
＋a2
）＝－a1
－a2
∈S，结合－2a1
∈S，－2a2
∈S，－2a2
∈S可知②成立．现在设②对0，1，2，…，k－1都成立，考虑（k≥3）的情形．这时｜k1
｜＋｜k2
｜≥3，故｜k1
｜与｜k2
｜中必有一个不小于2，不妨设｜k1
｜≥2．若k1
≥2，由归纳假设知（k1
－1）a1
＋k2
a2
∈S，（k1
－2）a1
＋k2
a2
∈S，结合－a1
∈S及条件（3）知（k1
－1）a1
＋k2
a2
－（－a1
）＝k1
a1
＋k2
a2
∈S，若k1
≤－2，由归纳假设知（k1
＋1）a1
＋k2
a2
∈S，（k1
＋2）a1
＋k2
a2
∈S，结合a1
∈S及条件（3）知（k1
＋1）a1
＋k2
a2
－a1
＝k1
a1
＋k2
a2
∈S．从而命题②对k成立．这表明命题②是正确的．

由命题②及裴蜀定理，知对任意t∈Z，均有（a1
，a2
）t∈S，即命题①对n＝2成立．

现在我们设命题①对1，2，…，n－1都成立，考虑n（≥3）的情形．此时，记（a1
，a2
，…，an
）＝d，（a2
，a3
，…，an
）＝d1
，（a1
，a3
，…，an
）＝d2
，（a1
，a2
，a4
，…，an
）＝d3
．由归纳假设可知，对任意t1
，t2
，t3
∈Z，都有d1
t1
∈S，d2
t2
∈S，d3
t3
∈S．

由d及d1
、d2
、d3
的定义知d＝（d1
，d2
）＝（d1
，d3
）＝（d2
，d3
），设di
＝xi
d，i＝1，2，3，则x1
、x2
、x3
两两互质，故x1
、x2
、x3
中必有一个为奇数，不妨设x3
为奇数．下证：对任意t∈Z，存在m1
，m2
，m3
∈Z，使得

d1
m1
＋d2
m2
＝d3
m3
且d1
m1
－d2
m2
＝dt．　　　　③

事实上，对任意t∈Z，由（x1
，x2
）＝1，可知存在y∈Z，使得x1
y＝t（modx2
），于是，令l＝2x1
y－t，就有[image: alt]
而由x3
为奇数，及x1
、x2
、x3
两两互质，可知（x3
，2x1
x2
）＝1，于是存在m3
∈Z，使得[image: alt]
，因此，令m＝[image: alt]
，则m1
，m2
∈Z，且m1
、m2
、m3
满足③．

由归纳假设及③中的结论，知d1
m1
∈S，d2
m2
∈S，d1
m1
＋d2
m2
＝d3
m3
∈S，从而结合条件（3），知dt＝d1
m1
－d2
m2
∈S．所以，命题①对n成立．

综上可知，对任意t∈Z，数（a1
，a2
，…，an
）t∈S，这样，由题给条件（a1
，…，an
）＝1，故每个整数t都属于S．命题获证．

3　求所有的实数k＞0，使得可以将1×k的矩形分割为两个相似但不全等的多边形．

【解】结论是：k＞0，k≠1．

先证明：1×1的正方形不能作出满足条件的分割．

考虑分割折线的端点，如果这两个端点分属于正方形的两条对边（包括正方形的顶点），那么所分成的两个多边形是最长的边相等的，结合它们是相似的，可知这两个多边形必是全等的．如果两个端点中恰有一个为正方形的顶点，则这两个多边形的边数相差1（注意：此时另一个端点在与该顶点不相邻的边上）；如果两个端点在正方形相邻的两条边上，则两个多边形的边数相差2．都不可能成为相似的两个多边形．故当k＝1时，不存在符合要求的分割．

再证：当k＞0，k≠1，1×k的矩形可作出满足条件的分割．

只需证k＞1的情形（当k∈（0，1）时，把k当作1个单位，转到[image: alt]
的情形），取n∈N*
，使[image: alt]
，考虑下面的两个相似的台阶形状，将它们拼为一个1×k的矩形，其中λ（＞1）与x待定．

[image: alt]


这样我们只需证明λ与x的存在性，即可说明符合条件的分割存在，事实上，记f（λ）[image: alt]
，则[image: alt]
，而当λ→＋∞时，f（λ）→＋∞，故存在λ＞1，使得f（λ）＝k，对此λ，取x，使得（λ＋λ3
＋…＋λ2n－1
）x＝1，那么上述分割符合要求．

综上，所求k为不等于1的正实数．

4　爱丽丝和鲍勃在一个6×6的方格表上玩一种游戏，每次在某个空格内写上一个有理数，要求该数与已写在表格中的数都不相同，爱丽丝先写，然后两人交替进行．当每个格子中都写上数后，将每一行中最大的数所在的方格染为黑色．爱丽丝如果能够从表格的最上端到最下端作一条直线，使该直线一直在黑格内，则她赢，否则鲍勃赢（这里若两个黑格有公共点就可作一条直线，使该直线一直在这两个黑格中）．问哪一个玩家有必胜策略？

[image: alt]


【解】鲍勃有必胜策略．

注意到鲍勃总可以使每一行中最大的数在他希望的3个方格中，因为他每次只需填入的数与爱丽丝在同一行中，并调节与已填数的大小即可保证每行中最大的数落在他希望的3个方格中．

现在鲍勃有策略使得前3行中，每行的最大数都在阴影格中（如图所示），这时爱丽丝作不出符合要求的直线（事实上，折线都作不出）．故鲍勃有必胜策略．

5　设a、b、c为正实数，证明：

（a5
－a2
＋3）（b5
－b2
＋3）（c5
－c2
＋3）≥（a＋b＋c）3
．

【证明】注意到，当a＞0时，有

（a5
－a2
＋3）－（a3
＋2）＝a5
－a3
－a2
＋1

　　　　　　　　　　　　＝a3
（a2
－1）－（a2
－1）＝（a3
－1）（a2
－1）

　　　　　　　　　　　　＝（a－1）2
（a＋1）（a2
＋a＋1）≥0．

所以　　　　　　　　　　　　　　a5
－a2
＋3≥a3
＋2．

依此，我们只需证明：

（a3
＋2）（b3
＋2）（c3
＋2）≥（a＋b＋c）3
．

为此，我们证明更一般的结论：对任意正实数xi
、yi
、zi
（i＝1，2，3），均有

[image: alt]


事实上，由于

[image: alt]


同理

[image: alt]


[image: alt]


上述3个不等式相加可知（1）成立．

所以（a3
＋2）（b3
＋2）（c3
＋2）＝（a3
＋1＋1）（1＋b3
＋1）（1＋1＋c3
）

　　　　　　　　　　　　　　　≥（a＋b＋c）3
．

6　凸四边形ABCD有内切圆ω，设I为ω的圆心，且

　　（AI＋DI）2
＋（BI＋CI）2
＝（AB＋CD）2
．

证明：ABCD是一个等腰梯形．

[image: alt]


【证明】设ω分别切四边形ABCD的边AB、BC、CD、DA于点E、F、G、H．记∠AIE＝α，∠BIF＝β，∠CIG＝γ，∠DIH＝δ，圆ω的半径为R，则α、β、γ、δ都是锐角，且α＋β＋γ＋δ＝π．进一步，

[image: alt]


而

AB＋CD＝AE＋EB＋CG＋GD

＝R（tanα＋tanβ＋tanγ＋tanδ）．

所以，由条件可知

[image: alt]


上式展开后，整理得

[image: alt]


记α＋δ＝θ，则β＋γ＝π－θ，上式变形为

[image: alt]


[image: alt]


注意到，[image: alt]
，所以，cos（α－β）＝1，cos（β－γ）＝1，于是，α＝δ，β＝γ．进而AB＝R（tanα＋tanβ）＝R（tanγ＋tanδ）＝CD，并且∠BAD＝π－2α＝π－2δ＝∠CDA，同理∠ABC＝∠BCD，故有∠BAD＋∠ABC＝π，即BC∥AD．

所以，ABCD是以BC、AD为上、下底的等腰梯形．

第34届美国数学奥林匹克（2005）

1　求所有的正整数n，使得n为合数，并且可以将n的所有大于1的正约数排成一圈，其中任意两个相邻的数不互质．

【解】只要合数n不是两个不同质数的乘积，n就符合要求．

当n＝pq，p，q为不同质数时，n的大于1的正约数只有p，q和pq，任何排列中p与q都相邻，它们互质，故此时不存在符合要求的排列．

对其余的n，分别就n的质因子个数分类予以讨论．

若n＝pα
，p为质数，α（≥2）为正整数，则n的大于1的正约数为p，p2
，…，pα
，任何排列都符合要求．

[image: alt]


（第1题图）

若[image: alt]
为质数，α1
，…，αk
∈N*
，这里k＞2或者k＝2而max｛a1
，a2
｝＞1．记Dn
＝｛d｜d∈N*
，d｜n，且d＞1｝，先将n，p1
p2
，p2
p3
，…，pk－1
pk
如右图排列．然后，将Dn
中所有最小质因子为p1
的数随意放置在n与p1
p2
之间；将所有最小质因子为p2
的数随意放置在p1
p2
与p2
p3
之间；依此类推；最后将[image: alt]
放在pk－1
pk
与n之间．这样，Dn
中的每个数都恰在该排列中出现一次，且任意相邻两个数不互质．所以，n符合要求．

2　证明：方程组

[image: alt]


没有整数解．

【解1】将两式相加后两边都加上1，得

[image: alt]


对比Femat小定理，我们对上式两边mod19，可知[image: alt]
或1（mod19），故[image: alt]
或1（mod19）．

而对任意a∈Z，有[image: alt]
，从而[image: alt]
－8，7，5（mod19）．

对比上述两个结论，可知（1）式左边满足：

[image: alt]


而再由Femat小定理，可知（1）式右边满足：

[image: alt]


所以，（1）式左右两边不能相等．

从而，原方程没有整数解．

【解2】获得解法1中的（1）式后，也可选择两边模13．这时，利用Fermat小定理：对任意a∈N*
，若[image: alt]
，则[image: alt]
，知[image: alt]
，而[image: alt]
（mod13），故

[image: alt]


另一方面，由条件式中的第一个式子，知

[image: alt]


而立方数[image: alt]
，±1或±5（mod13），结合上式，可知[image: alt]
，所以，[image: alt]
或－5，对比（3）可知对应地有[image: alt]
，从而

[image: alt]


再利用z9
是一个立方数，故[image: alt]
或12（mod13），结合（4）就有

[image: alt]


这与（2）式矛盾．

【说明】这个解法表明将z9
改为z3
后，命题仍然成立．

3　设△ABC是一个锐角三角形，P，Q是边BC上的点．取点C1
，使得凸四边形AP‐BC1
有外接圆，且QC1
∥CA，且C1
与Q在直线AB的异侧．取点B1
，使得凸四边形APCB1
有外接圆，且QB1
∥BA，且B1
与Q在直线AC的异侧．证明：B1
，C1
，P，Q四点共圆．

[image: alt]


（第3题图）

【证明】如图所示，连C1
A并延长交过点A，P，C的圆于点B2
，连结PC1
，PB2
．

注意到，

　　∠PC1
A＝∠PBA；∠PB2
C1
＝∠ACB．

所以，△PB2
C1
∽△ACB．进而，由QC1
∥AC知，∠PQC1
＋∠ACB＝180°，故P，Q，C1
，B2
四点共圆．因此，为证命题成立，只需证明B2
与B1
重合．

由P，Q，C1
，B2
四点共圆，可知∠C1
QB2
＝∠C1
PB2
＝∠BAC．而由QC1
∥AC及QB1
∥AB，可知∠C1
QB1
＝∠BAC，故Q，B1
，B2
三点共线，再由B1
，B2
都在过A，P，C的圆上，可得B1
与B2
重合．

命题获证．

4　设L1
，L2
，L3
，L4
是一个正方形桌子的四只脚，它们的高度都是正整数n．问：有多少个有序四元非负整数数组（k1
，k2
，k3
，k4
），使得将每只脚Li
锯掉长为ki
的一段后（从地面开始锯），i＝1，2，3，4．桌子仍然是稳定的？这里当且仅当可以将桌子的4只脚同时放在地面上时，称桌子是稳定的．

【解】利用空间坐标表述，不妨设四只脚的坐标分别为（1，0，0），（0，1，0），（－1，0，0），（0，－1，0）．则问题转为求非负整数组（k1
，k2
，k3
，k4
）的组数，使得点F1
（1，0，k1
），F2
（0，1，k2
），F3
（－1，0，k3
）和F4
（0，－1，k4
）四点共面，这里0≤ki
≤n，i＝1，2，3，4．

点F1
，F2
，F3
，F4
共面的充要条件是直线F1
F3
与F2
F4
相交，这等价于F1
F3
的中点与F2
F4
的中点重合（事实上，F1
，F2
，F3
，F4
共面，则F1
F2
F3
F4
为平行四边形）．即转为求满足：[image: alt]
的非负整数组（k1
，k2
，k3
，k4
）的组数．

注意到，当m≤n时，满足x＋y＝m的非负整数解（x，y）＝（j，m－j），0≤j≤m，共m＋1组；而n≤m≤2n时，解为（x，y）＝（j，m－j），m－n≤j≤n，共2n－m＋1组解．

所以，满足[image: alt]
的非负整数组共有

[image: alt]


综上，所求答案为[image: alt]


5　设n是大于1的正整数，平面上有2n个点，其中任意3点不共线．将其中的n个点染为蓝色，其余n个点染为红色．如果一条直线过一个蓝点和一个红点，且该直线的每一侧的蓝点数与红点数都相同，那么称该直线为平衡的．证明：至少存在两条平衡直线．

【证明】取这2n个点的凸包Ω，我们证明：Ω上的每个顶点都在一条平衡直线上．（1）

如果上述命题得证，则由条件知Ω上至少有3个不同的顶点，而每一条平衡直线至多过Ω的两个顶点，所以，平衡直线至少有两条．

现在来证（1）成立，对Ω的任意一个顶点A，不妨设A为红点，过A作一直线l，使Ω在l的一侧，然后，将l绕A逆时针旋转，每次过一个蓝点，得n条直线AB1
，AB2
，…，ABn
，则直线ABi
的左侧的蓝点数bi
＝i－1，这一侧的红点数设为ri
，则0≤r1
≤r2
≤…≤rn
≤n－1．

下证：存在i∈｛1，2，…，n｝，使得bi
＝ri
（从而，（1）成立）．

事实上，记di
＝ri
－bi
，i＝1，2，…，n，则d1
＝r1
≥0，dn
＝rn
－（n－1）≤0，因此，数列d1
，…，dn
从一个不小于零的数开始，以一个不大于零的数结束．进一步，还有

　　di
－di＋1
＝（ri
－ri＋1
）＋（bi＋1
－bi
）≤0＋1＝1，

所以，从d1
到dn
每次至多减少1．所以（2）成立．

命题获证．

6　对正整数m，用s（m）表示m的各数码之和．当n≥2时，用f（n）表示满足下述条件的最小正整数k：存在一个由n个正整数组成的集合S，对S的任意一个非空子集X，都有[image: alt]
证明：存在常数0＜C1
＜C2
，使得

[image: alt]


【证明】熟悉下述命题的读者更容易找到一个恰当的解法：当且仅当M∈｛1｝∪｛10r
－1｜r∈N*
｝时，对任意k∈｛1，2，…，M｝都有s（kM）＝s（M）．

对右边的不等式，只需构造一个例子．取p∈N*
，使得p为满足[image: alt]
的最小正整数，考察下面的集合

[image: alt]


则对S的非空子集X[image: alt]
是形如k（10p
－1）的数，这里[image: alt]
．此时

[image: alt]


于是[image: alt]


＝s（10p
－1）＝9p．这个例子表明

[image: alt]


注意，这里用到[image: alt]
（即p的最小性）．

又当n≥2时，5（n＋1）＜n4
（这个不等式可对n归纳予以证明），所以，

[image: alt]


因此，取c2
＝45，可知右边的不等式成立．

对左边的不等式，考察满足：对任意S的非空子集[image: alt]
的正整数集S．

注意到，对任意m∈N*
，都有s（m）≡m（mod9），所以，对任意非空集[image: alt]
，都有[image: alt]
，这表明：S中的每个数都是9的倍数（这里用到n≥2），并且f（n）≥9．

现在取最大的正整数q，使得10q
－1≤n．下面的引理1表明：（10q
－1）|f（n）；而引理2表明：f（n）≥s（10q
－1）＝9q．于是，由g的最大性，知10q＋1
－1＞n，从而q＋1＞log10
n，因此，

[image: alt]


取[image: alt]
可知左边的不等式成立．

引理1　任意m元正整数集有一个非空子集，其元素和为m的倍数．

证　对任意m元正整数集T＝｛a1
，a2
，…，am
｝，如果a1
，a2
，…，am
中任意两个数模m同余，那么，[image: alt]
；否则，不妨设[image: alt]
，考察下面的m＋1个数

a1
，a2
，a1
＋a2
，a1
＋a2
＋a3
，…，a1
＋…＋am
，

其中必有两个数对模m同余，依此可知引理1成立．

引理2　对10q
－1的任意一个正整数倍数M，都有s（M）≥s（10q
－1）＝9q．

证　如果命题不成立，设M是符合条件但使得s（M）＜9q成立的最小正整数．则由10q
－1|M知M≠10q
－1，因此，M＞10q
－1，即M是一个至少q＋1位的正整数．

设M是一个m＋1位数，则m≥q，令N＝M－10m－q
（10q
－1），则10q
－1|N，且N＜M．写M＝10m－q
x＋y，这里0≤y≤10m－q
－1，则s（M）＝s（x）＋s（y），其中10q＋1
＞x≥10q
．现在有s（N）＝s（x－（10q
－1））＋s（y）＝s（（x－10q
）＋1）＋s（y）≤s（x）＋s（y），即s（N）≤s（M）＜9q，这与M的最小性矛盾．引理2获证．

综上可知，命题成立．
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1　已知p为一质数，0＜s＜p且s∈N*
．证明：存在整数m、n（0＜m＜n＜p）使得

[image: alt]


的充分条件是p－1能被s整除．

（其中｛x｝＝x－［x］，［x］表示不超过实数x的最大整数）

【证明】我们证明原题的等价命题：当p为一质数，s∈N*
且0＜s＜q时，如下两个结论是等价的：

（a）s｜（p－1）；

（b）若整数m，n（0＜m＜p，0＜n＜p）满足[image: alt]
，则

[image: alt]


由p是质数且0＜s＜p，知（s，p）＝1且集合S＝｛s，2s，…，（p－1）s，ps｝是模p的一个完全剩余系．特别地，我们有

（1）存在一个惟一的整数d（0＜d＜p）使得[image: alt]
；

（2）对所有k（0＜k＜p），存在惟一的整数对（mk
，ak
）（0＜mk
＜p），使得mk
s＋ak
p＝k．

考查如下s个方程

m1
s＋a1
p＝1，m2
s＋a2
p＝2，…，ms
s＋as
p＝s．

得　　　　　　　　　　[image: alt]


一方面，（b）成立当且仅当0＜ms
＜ms－1
＜…＜m1
＜p．对1≤k≤s－1，mk
s－mk＋1
s＝（ak＋1
－ak
）p－1，即

[image: alt]


而由0＜mk＋1
＜mk
＜p和（1），知mk
－mk＋1
＝d．从而我们有（b）成立当且仅当ms
，ms－1
，…，m1
成一公差为d的等差数列．

显然ms
＝1，m1
＝1＋（s－1）d＝jp－d（其中j∈N*
），于是j＝1（这是因为m1
和d均为小于p的正整数），故sd＝p－1，亦即（a）成立．

另一方面，若（a）成立，则sd＝p－1且

[image: alt]


于是mk
＝p－dk（1≤k≤s），从而ms
，ms
－1，…，m1
成一公差为d的等差数列，（b）成立．

综上所述，结论成立．

2　对于给定的正整数k，试求正整数N的最小值，使得存在一个2k＋1元正整数集，其元素和大于N，但是其任意k元子集的元素和至多为[image: alt]


【解】所求的最小的N＝2k3
＋3k2
＋3k．

事实上，考虑集合

[image: alt]


它的所有元素的和为

[image: alt]


而其中最大的k个数之和为

[image: alt]


所以，N＝2k3
＋3k2
＋3k满足条件．

假设当N＜2k3
＋3k2
＋3k时，存在正整数a1
＜a2
＜…＜a2k＋1
满足a1
＋a2
＋…＋a2k＋1
＞N且[image: alt]
，则

[image: alt]


于是2kak＋1
≤N－k2
－k且ak＋1
＜k2
＋k＋1．从而ak＋1
≤k2
＋k．

这样，我们有

[image: alt]


另一方面，我们亦有

[image: alt]


即2（k＋1）ak＋1
＞N＋k2
＋k．这与前面的结论矛盾．故不存在集合满足N＜2k3
＋3k2
＋3k．

综上，所求的最小N＝2k3
＋3k2
＋3k．

3　设函数p（m）表示整数m的最大质因子（规定p（±1）＝1，p（0）＝∞）．试求所有的整系数多项式f（x）使得数列｛p（f（n2
））－2n｝n≥0
有上界（特别地，这里要求对n≥0，f（n2
）≠0）．

【解】多项式f（x）满足条件当且仅当

[image: alt]


其中a1
，a2
，…，ak
为正奇数，c为非零整数．

容易验证形如（*）的多项式满足条件．事实上，若p是f（n2
）的素因子而非c的素因子，则对某些j≤k，有p（2n－aj
）或p（2n＋aj
）．于是

[image: alt]


而c的素因子个数有限且对给定的数列是否有上界不产生影响．

下面我们将证明所有使得｛p（f（n2
））－2n｝n≥0
有上界的多项式f（x）均为（*）中给出的多项式．

用Z［x］表示所有的整系数多项式．对给定的f（x）∈Z［x］，用P（f）表示至少整除数列｛f（n）｝n≥0
中某一项的素数构成的集合．先证明如下引理．

引理　若f（x）∈Z［x］，f（x）不是常数多项式，则P（f）是一个无限集．

引理的证明：我们将反复使用如下事实：

若a，b是不同的整数，f（x）∈Z［x］，则

[image: alt]


若f（0）＝0，则对所有的素数p，均有p｜f（p），因此P（f）是无限集．

若f（0）＝1，则f（n！）的所有素因子p满足p＞n．（否则有p｜n！，于是f（n！）－f（0）＝f（n！）－1．这将导致p｜1，矛盾．）从而当f（0）＝1时P（f）也是无限集．

令[image: alt]
，则g（x）∈Z［x］且g（0）＝1．类似前面讨论可知P（g）是无限集，从而P（f）也是无限集．

下面求解原题．

假设f（x）∈Z［x］是一个非常数的整系数多项式，且存在实数M对所有非负整数n均有　　　　　　p（f（n2
））－2n≤M．

对f（x2
）使用引理知，存在一个无穷素数数列｛pj
｝和一个对应的无穷非负整数数列｛kj
｝，使得对所有的j≥1，有[image: alt]


考虑数列｛rj
｝，其中

[image: alt]


则[image: alt]
且[image: alt]
．于是[image: alt]
，所以对所有的j≥1均有1≤pj
－2rj
≤M．

这表明存在整数a1
，满足1≤a1
≤M，并且对无穷多个j，有a1
＝pj
－2rj
．

令m＝degf（x）．则[image: alt]
．反之，若对无穷多个[image: alt]
，则[image: alt]
是多项式f（x）的一个根．由对任何非负整数n，f（n2
）≠0知，a1
必为奇数．从而[image: alt]
，这里g（x）∈Z［x］（注意：这个结论要用到一个关于本原多项式的高斯引理）．显然｛p（g（n2
））－2n｝n≥0
有上界．

若g（x）是零次多项式，则问题已解决；若g（x）不是零次多项式，类似前面讨论，满足条件的多项式都具有（*）的形式．

4　试求所有的正整数n，使得存在k（k≥2）个正有理数a1
，a2
，…，ak
，使得

[image: alt]


【解】所求的所有n为n＝4或n≥6．

（Ⅰ）我们首先证明n∈｛4，6，7，8，9，…｝满足题设．

（1）当n为不小于4的偶数时，设n＝2k，设（a1
，a2
，a3
，…，ak
）＝（k，2，1，…，1）：

[image: alt]


且　　　　　　　　　　[image: alt]


（2）若n为不小于9的奇数时，设n＝2k＋3，设

[image: alt]


则　　　　　　　　　　[image: alt]


且　　　　　　　　　　[image: alt]


（3）特别地，当n＝7时，考虑[image: alt]
．显然满足

[image: alt]


（Ⅱ）下证n∈｛1，2，3，5｝不满足条件．

假设存在k（k≥2）个正有理数，它们的和与积均为n∈｛1，2，3，5｝．根据均值不等式，有

[image: alt]


即　　　　　　　　　　[image: alt]


下证当k≥3时，均有n＞5．

[image: alt]


这表明1，2，3，5均不能表示成不少于3个正实数的和或积．

当k＝2时，假设存在有理数a1
，a2
，使得

a1
＋a2
＝a1
a2
＝n∈｛1，2，3，5｝，

则[image: alt]
，于是

[image: alt]


由于a1
为有理数，故n2
－4n是完全平方数．而对n∈｛1，2，3，5｝，n2
－4n均不是完全平方数，矛盾．

综上，所求的所有n为n＝4或n≥6．

5　一只青蛙从1开始在数轴上按如下规则跳动：若该青蛙位于n，则下一步跳向n＋1或[image: alt]
（[image: alt]
为能整除n的最大的2的方幂）．求证：对正整数k（k≥2）和非负整数i，跳至2i
·k所需的步数的最小值大于跳至2i
所需的步数的最小值．

【证明】设点x0
＝1，x1
，…，xt
＝2i
·k为青蛙从1向2i
·k，k≥2跳跃过程中所经过的所有的点．

令sj
＝xj
－xj－1
为每次跳跃的“步长”．我们定义序列yj
为

[image: alt]


我们称第二种情形中的跳跃sj
是多余的．下面我们将证明yj
中的不同整数可以给出一条从1到2i
的更短路径．

显然，对任何i，均有yj
≤2i
，设

2i
－2r＋1
＜yj
≤2i
－2r
（0≤r≤i－1）．

则yj
之前的每一个多余的跳跃步长必超过2r
，因此，其中必有一个为2r＋1
的倍数．则

[image: alt]


若yj＋1
＞yj
，且sj＋1
＝1，则依规则可以作一次从yj
到yj＋1
的跳跃；

若[image: alt]
，2m
为整除xj
的最高的2的幂次，则由sj＋1
＋yj
≤2i
，知2r
≥sj＋1
＞2m
．

结合[image: alt]
知yj
的质因数分解式中2的幂次也为m，因此，可作从yj
到yj＋1
的跳跃．所以结论成立．

进一步，在前面的讨论中，取j＝t，同余式显示

[image: alt]


这与2i
－2r＋1
＜yt
≤2i
－2r
是矛盾的．故yt
＝2i
，从而上述跳跃以2i
结束．

最后，由于2i
＜2i
·k，因此xj
中至少去掉1次跳动，命题得证．

6　在四边形ABCD中，点E和F分别在边AD和BC上，且[image: alt]
．射线FE分别交线段BA和CD延长线于S和T．

求证：△SAE，△SBF，△TCF和△TDE的外接圆有一个公共点．

[image: alt]


图1

【证明1】记P是△TCF和△TDE的外接圆的第二个交点．

由P，E，D，T四点共圆，得∠PET＝∠PDT，

由P，F，C，T四点共圆，得

∠PFE＝∠PFT＝∠PCT＝∠PCD

所以△PEF～△PDC．

从而∠FPE＝∠CPD且[image: alt]


注意到∠FPC＝∠FPE＋∠EPC＝∠CPD＋∠EPC＝∠EPD．故△EPD～△FPC．

所以[image: alt]
，又[image: alt]
，故[image: alt]


又在△PAE和△PBF中，

∠AEP＝180°－∠PED

＝180°－∠PFC＝∠PFB．

故△PAE～△PBF，则

∠BPF＝∠APE，[image: alt]


故∠BPA＝∠FPE，从而△BPA～△FPE．

从而∠PBA＝∠PFE，

所以P，B，F，S四点共圆．

同理，有P，A，E，S四点共圆．

综上，△SAE，△SBF，△TCF和△TDE的外接圆有一个公共点P．

【证明2】用复数法证明本题．首先证明如下引理：

引理：设s，t∈R，x，y，z∈C，过复平面上x，x＋ty和x＋（s＋t）z对应的点的圆过与t无关的点[image: alt]


引理的证明　复平面上z1
，z2
，z3
，z4
所对应的四点共圆当且仅当比值

[image: alt]


而[image: alt]


[image: alt]


故引理得证．

下面证明原题．用点所在字母表示该点对应的复数，令S＝0为原点建立复平面，使得点E和F位于实轴的正半轴上．

故存在实数r1
，r2
和R，使得B＝r1
A，F＝r2
E，D＝E＋R（A－E）．

于是由条件[image: alt]
，得

C＝F＋R（B－F）＝r2
（1－R）E＋r1
RA．

直线CD包含所有形如sC＋（1－s）D（s∈R）的点，而点T在直线CD上且其虚部为0．而Im（sC＋（1－s）D）＝（sr1
R＋（1－s）R）Im（A），故可得点T对应的[image: alt]
，从而

[image: alt]


在引理中，令x＝E，y＝A－E，[image: alt]
且s＝（r2
－1）（r1
－r2
）．

当t＝1时，有

（x，x＋y，x＋（s＋1）z）＝（E，A，S＝0）．

当t＝R时，有

（x，x＋Ry，x＋（s＋R）z）＝（E，D，T）．

从而△SAE和△TDE有公共点．

[image: alt]


该点只与点A，B，E，F有关．

同理可证，△SBF和△TCF亦交于该点．从而结论得证．
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1　设n是一个正整数．定义数列｛ak
｝：a1
＝n，对每一个k＞1，设ak
为满足：0≤ak
≤k－1，且k｜（a1
＋a2
＋…＋ak
）的唯一整数．例如n＝9时，得到数列为9，1，2，0，3，3，3，…．求证：对任意正整数n，数列a1
，a2
，a3
，…最终变为常数．

【解1】对于k≥1，令Sk
＝a1
＋a2
＋…＋ak
，

则　　　　　　[image: alt]


另一方面，对每一个k，[image: alt]
是一个正整数，因此

[image: alt]
，商数列[image: alt]
最终变为一个常数．

若[image: alt]
，则[image: alt]


这说明数列｛ak
｝最终变为一个常数．

【解2】对于k≥1，令Sk
＝a1
＋a2
＋…＋ak
[image: alt]


∵k≥2时，ak
≤k－1，有

[image: alt]


设m是一个正整数，使得[image: alt]
（这样的整数显然存在），则

[image: alt]


则必有　　　　　　qm
＝am＋1
＝am＋2
＝am＋3
＝am＋4
＝…．

这是因为数列a1
，a2
，a3
，…是唯一确定的，对任意的i≥1，选取am＋i
＝qm
，使之满足条件

0≤am＋i
＝qm
≤m≤m＋i－1，

且满足Sm＋i
＝Sm
＋iqm
＝mqm
＋iqm
＝（m＋i）qm
．

【解3】对于k≥1，令Sk
＝a1
＋a2
＋…＋ak
，必有某个m使Sm
＝m（m－1）．

对于其后的项，考虑Sk
－k（k－1）的差，例如，第k项是Sk
－k（k－1）．注意到这个数列第一项是正的，等于n．

又因为　［Sk
－k（k－1）］－［Sk＋1
－（k＋1）k］＝2k－ak＋1
≥2k－k＝k≥1，

所以｛Sk
－k（k－1）｝严格递减．进而，一个负项不可能紧跟在一个正项后面．不然，假设Sk
＞k（k－1）且Sk＋1
＜（k＋1）k．因为Sk
和Sk＋1
分别被k和k＋1整除，故上述不等式可紧缩为Sk
≥k2
，Sk＋1
≤（k＋1）（k－1）＝k2
－1．但这意味着Sk
＞Sk＋1
．矛盾．故差数列｛Sk
－k（k－1）｝最终必有一项等于零．

设m是一个正整数，使得Sm
＝m（m－1）．必有

m－1＝am＋1
＝am＋2
＝am＋3
＝am＋4
＝…．

这说明数列｛ak
｝是唯一确定的．对于i≥1，适当选取am＋i
＝m－1，使之满足条件0≤am＋i
＝m－1≤m＋i－1．

从而　　Sm＋i
＝Sm
＋i（m－1）＝m（m－1）＋i（m－1）＝（m＋i）（m－1）．

2　欧几里得平面上的正方形方格组成了所有的格点（m，n），其中m、n都是整数．是否可能用有限个半径不小于5的圆面无重叠地覆盖所有格点？

【解】不可以．用反证法证明．假设这样的覆盖F存在．设D（P，ρ）表示圆心为P、半径为ρ的圆面．从与F中与任何圆面均不重叠的任意一个圆面D（O，r）开始，则D（O，r）没有覆盖格点．选取D（O，r）为这样的最大的圆面，即任意再增大都会与不重叠的条件相违背．则D（O，r）必至少与F中三个圆面相切．注意到三个相切的圆面中必存在两个，记为D（A，a）和D（B，b），使∠AOB≤120°．

在△ABO中由余弦定理

（a＋b）2
≤（a＋r）2
＋（b＋r）2
＋（a＋r）（b＋r），

从而　ab≤3（a＋b）r＋3r2
，因此　12r2
≥（a－3r）（b－3r）．

注意到　[image: alt]
，因为D（O，r）不覆盖任何格点及（a－3r）（b－3r）≥（5－3r）2
，因为F中每一个圆面半径至少为5，因此

[image: alt]


对不等式两边平方，得　[image: alt]
．矛盾．结论得证．

注：上述结论说明，不存在半径大于[image: alt]
的圆盘覆盖族．另一方面，存在半径为[image: alt]
的圆盘覆盖族．用圆心在[image: alt]
的这一半径的圆面来覆盖，则任何格点都到其中一个圆心距离小于[image: alt]
，而且任何两个圆的圆心距不小于[image: alt]
．这样的圆面覆盖族的极大半径目前未知．

3　设S为含有n2
＋n－1个元素的一个集合，n为正整数．设S的n元子集族被分拆为两类．求证：至少存在n对不交子集在同一类中．

【解】为用数学归纳法，将结论一般化如下：

命题：集合S有（n＋1）m－1个元素，把它的所有n元子集分拆为两类，那么至少有m对不交子集在同一类．

【证明】固定n、对m用数学归纳法．当m＝1时，无意义．假设命题对m－1（m＞1）时成立．设P是将n元子集分成两类的分划．如果所有的n元子集都属于同一组，结论显然．否则，从两个不同类中分别选取子集A和B，使它们的交集含有最多元素．易见｜A∩B｜＝n－1．（如果｜A∩B｜＝k＜n－1，则从B中构造集合C：用在A中但仍不在B中的一个元素，替换掉某些不在A∩B中元素得到集合C，则｜A∩C｜＝k＋1，且｜B∩C｜＝n－1，而不论A与C，或B与C都不在同一类中．）从S中去掉A∪B后，剩余（n＋1）（m－1）－1个元素．在这个集合S/（A∪B）中，由分划P，根据归纳假设，有m－1对不相交子集在同一类中．适当增加A或B于这一类中，就可得到m对不交子集在同一类中．

注：本题条件中n2
＋n－1很关键．一个具有n2
＋n－2个元素的集合S能被分成一个n2
－1元集合A与一个n－1元集合B．设一类由A的所有n元子集构成，另一类由所有与B相交的n元子集构成，则任何一类都不包含n对不交集合．

4　一个具有n个胞腔的动物，它是由n个全等正方形胞腔构成的一个连通图
【1】

．下图为一个8—胞腔动物：

[image: alt]


恐龙是一种有至少2，007个胞腔的动物．据说如果某种动物的胞腔不能被分成两块或更多的胞腔，则它是原始的．

试求原始的恐龙具有的胞腔的最小数目，并给出证明．

【解】设s表示恐龙具有的胞腔的最小数目，今年这个数s＝2007．

断言：原始恐龙的最大胞腔数是4（s－1）＋1．

首先，一个原始恐龙能包含多达4（s－1）＋1个胞腔．鉴于此，考虑由交叉处一个中心胞腔和4个分支（每个分支有s－1个胞腔）构成的胞腔结构．如果不把它断开，就无法拿走至少s个胞腔的连通图．

下证有至少4（s－1）＋2个胞腔的恐龙，都不是原始的．

引理：设D是有至少4（s－1）＋2个胞腔的恐龙，设R（红色）和B（黑色）为D中的两个互补的子动物，即[image: alt]
．R∪B＝D．设｜R｜≤s－1，则R可被扩充为扩展动物[image: alt]
[image: alt]
，且至少满足下述性质之一：

（i）[image: alt]


（ii）[image: alt]


（iii）[image: alt]


证明　如果有一个黑色胞腔与R邻接，则R可被染成红色而无须断开B，则（ii）成立．否则，有一个黑色胞腔c与R邻接，移走R可使B不连通．与c邻接的方块中，至少有一块是红色的，至少有一块是黑色的，否则B就是不连通的．则在移去c后，B被分为至多三个部分[image: alt]
．不失一般性，可设[image: alt]
是剩下的最大的部分（[image: alt]
可能为空）．那么[image: alt]
有至少［（3s－2）/3］＝s个胞腔．令，则．如果[image: alt]
－2，则[image: alt]
且（i）成立．如果[image: alt]
，则（ii）或（iii）成立（这取决于[image: alt]
是否成立）．证毕．

从｜R｜＝1开始，反复应用引理，由于（i）（ii），｜R｜递增但始终不超过s，最终（i）必能满足．这就表明，含有至少4（s－1）＋2个胞腔的恐龙都不是原始的．

5　求证：对任何非负整数n，数[image: alt]
是至少2n＋3个（不必互异）的素数的乘积．

【解】用数学归纳法证明．当n＝0时，[image: alt]
成立．为证明“归纳递推”步骤，只需证：“若x＝72m－1
（m∈N*
），则[image: alt]
是一个合数．”由此可知，除x＋1外，x7
＋1还有两个以上的素因子．

为证明[image: alt]
是一个合数，注意到

[image: alt]


且每一个因子都大于1．只需检验较小者[image: alt]
，从而

[image: alt]


因此，[image: alt]
是合数．证毕．

6　设△ABC是锐角三角形．ω、Ω和R分别为它的内切圆、外接圆和外接圆半径．圆ωA
与圆Ω内切于点A，与圆ω相外切．圆ΩA
与圆Ω内切于点A，与圆ω相内切．设PA
、QA
分别为圆ωA
、ΩA
的圆心．类似定义点PB
、QB
，PC
、QC
．

求证：8PA
QA
·PB
QB
·PC
QC
≤R3
，等号成立当且仅当△ABC为等边三角形时．

【证明】设内切圆分别与边AB、BC和CA相切于C1
、A1
、B1
．

设AB＝c，BC＝a，CA＝b．由切线长相等，

设AB1
＝AC1
＝x，BC1
＝BA1
＝y，CA1
＝CB1
＝z，则a＝y＋z，b＝z＋x，c＝x＋y．由算术—几何平均值不等式，有[image: alt]


三个不等式两边分别相乘，得abc≥8xyz　（Ⅰ）（等号成立当且仅当x＝y＝z，即△ABC为等边三角形时）

记△ABC的面积为k．由正弦定理的推论　c＝2RsinC

因此　　[image: alt]


若有　　[image: alt]


同理，可得如下循环对称形式的结论

[image: alt]


上面三个等式两边相乘，得

[image: alt]


结合（Ⅰ）、（Ⅱ），有

[image: alt]


等号成立当且仅当△ABC是等边三角形时．

因而，只需证明（*）．设r，rA
，r′A
分别表示ω、ωA
、ΩA
的半径．考虑以A为中心、半径为x的反演变换I．显然I（B1
）＝B1
，I（C1
）＝C1
，I（ω）＝ω．设射线AD分别交ωA
、ΩA
于S、T．不难看出AT＞AS，因为圆ω与ωA
外切，而与圆Ω内切．设S1
＝I（S），T1
＝I（T）．设l表示过A与圆Ω相切的直线，则在反演变换下，圆ωA
的像为过点S1
且平行于l的直线l1
，圆ΩA
的像为过点T1
且平行于l的直线l2
．又因为圆ω与圆ωA
、ΩA
均相切，所以l1
，l2
也与ω的像（即它本身）也相切．因此，这两条直线间的距离为2r；即S1
T1
＝2r．因此，如图（加粗的圆为ωA
，它的像为粗线l1
）

由反演变换的定义，有AS1
·AS＝AT1
·AT＝x2
．注意到AS＝4rA
，[image: alt]
，S1
T1
＝2r，有

[image: alt]


因此，[image: alt]


设HA
为从A到边BC引垂线的垂足．易见

∠BAS1
＝∠BAO＝90°－∠C＝∠CAHA
．因为射线AI平分∠BAC，所以射线AS1
与AHA
关于射线AI对称．进而注意到直线l1
（过点S1
）与直线BC（过点HA
）都与圆ω相切，可得AS1
＝AHA
．鉴于此，由2k＝AHA
·BC＝（AB＋BC＋CA）r，计算PA
QA
如下：

[image: alt]


[image: alt]


（*）式得证．证毕．
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1　求证：对任意正整数n，存在两两互素且大于1的整数k0
，k1
，…，kn
，使得k0
k1
…kn
－1为等于两个相邻整数的乘积．

【证明1】用数学归纳法证明．

当n＝1时，取k0
＝3，k1
＝7，结论显然成立．

假设对给定的n，存在两两互素的整数1＜k0
＜k1
＜…＜kn
及正整数an
使得k0
k1
…kn
－1＝an
（an
－1）．取[image: alt]
，则

[image: alt]


所以k0
k1
…kn＋1
－1是两个相邻整数[image: alt]
和[image: alt]
的乘积，且

[image: alt]


因此k0
，k1
，…，kn＋1
两两互素，从而结论成立．

【证明2】
【2】

利用恒等式

（x2
－x＋1）（x2
＋x＋1）＝（x2
＋1）2
－x2
＝x4
＋x2
＋1，

任取整数a＞1，令k0
＝a2
＋a＋1，[image: alt]
．显然每个ki
＞1，对任意n∈N，

[image: alt]


又因为[image: alt]
，（ki
，2a）＝1，故km
与所有ki
（i＜m）互素，从而ki
两两互素．命题得证．

【证明3】我们只需证明：对任意正整数n，存在正整数x，使得x2
＋x＋1至少含有n个不同的素因子．

下面证明更一般的结论．

命题　设P（x）＝ad
xd
＋…＋a1
x＋1为整系数多项式，d≥1．则对任意正整数n，存在正整数x，使得P（x）至少含有n个不同的素因子．

命题的证明由下面两个引理给出．

引理1　集合Q＝｛p｜p是素数，存在整数x，使得p整除P（x）｝是无限集．

证明　假设集合Q仅存在有限个素数p1
，p2
，…，pk
，则对任一整数m，P（mp1
p2
…pk
）是个不存在素因子的整数，因此P（mp1
p2
…pk
）等于1或－1．然而P（x）为d次多项式，故P（x）最多出现d个1和d个－1．矛盾！

引理2　设p1
，p2
，…，pn
（n≥1）为属于集合Q的n个素数，则存在正整数x，使得P（x）被p1
p3
…pn
整除．

证明　对于i＝1，2，…，n，因为pi
∈Q，所以存在ci
，使得P（x）被pi
整除，其中[image: alt]
（modpi
），根据中国剩余定理，一次同余方程组x≡ci
（modpi
），i＝1，2，…，n有正整数解．因此，对每个正整数解x，都有P（x）被p1
p2
…pn
整除．

2　设△ABC是一个不等边的锐角三角形，M、N、P分别为BC、CA、AB边上的中点．AB、AC边上的中垂线分别交射线AM于点D、E，直线BD和CE交于△ABC内一点F．求证：A、N、F、P四点共圆．

[image: alt]


图1

【证明1】设O为三角形ABC的外心，如果

∠APO＝∠ANO＝∠AFO＝90°，

则A、P、O、F、N五点在以AO为直径的圆上．事实上，因为OP、ON分别为AB和AC的中垂线，故∠APO＝∠ANO＝90°．因此我们只需证明∠AFO＝90°．

不失一般性，设AB＞AC（如图1）．因为PO为AB的中垂线，所以△ADB为等腰三角形，且AD＝BD．同理，△AEC为等腰三角形且AE＝CE．设x＝∠ABD＝∠BAD，y＝∠CAE＝∠ACE，则x＋y＝∠BAC．

在△ABM和△ACM中应用正弦定理，得

[image: alt]


再由sin∠BMA＝sin∠CMA可得

[image: alt]


因为BM＝MC，所以

[image: alt]


在△ABF和△ACF中应用正弦定理，得

[image: alt]


两式相比可得

[image: alt]


再由（1）有

[image: alt]


因为∠ADF是△ADB的一个外角，所以∠EDF＝2x，类似地，∠DEF＝2y．则

∠EFD＝180°－2x－2y＝180°－2∠BAC，

因此∠BFC＝2∠BAC＝∠BOC，故B、O、F、C四点共圆．而

∠AFB＋∠AFC＝360°－2∠BAC＞180°，

由（2）有　　　　　　∠AFB＝∠AFC＝180°－∠BAC．

由B、O、F、C四点共圆，△BOC为等腰三角形及顶角∠BOC＝2∠BAC，可得∠OFB＝∠OCB＝90°－∠BAC．因此

∠AFO＝∠AFB－∠OFB

＝（180°－∠BAC）－（90°－∠BAC）＝90°．

【证明2】
【3】

由正弦定理，有

[image: alt]


注意到　　　　∠ABF＝∠ABD＝∠BAD＝∠BAM，

　　　　　　　∠ACF＝∠ACE＝∠CAE＝∠CAM，

则　　　　　　　sin∠AFC＝sin∠AFB．

显然有∠AFC＋∠AFB＞180°，从而∠AFC＝∠AFB．

从而　　　　∠FAB＋∠ABF＝∠FAC＋∠ACF，　　　　　（3）

又　　　∠ABF＋∠ACF＝∠BAD＋∠CAE＝∠FAC＋∠ACF，　　（4）

（3）、（4）两式相加，并化简，得

∠ABF＝∠FAC．

即有△ABF∽△CAF．而P、N分别为两三角形对应边的中点，从而有

∠FNC＝∠FPA．

因此，A、N、F、P四点共圆．

[image: alt]


图2

【证明3】我们在△APN的外接圆上取一点K，使得∠KAN＝∠BAM．下面证明K＝F．（图2）

由A、P、K、N四点共圆知∠AKN＝∠APN＝∠ABM，又∠KAN＝∠BAM，则△AKN∽△ABM（这是以A为中心的位似旋转变换）．

因此△AKB∽△ANM．又MN∥AB，故

　　　∠ABK＝∠AMN＝∠MAB．　　（5）

而D在AB的中垂线上，则

∠ABD＝∠DAB＝∠MAB．（6）

由（5）、（6）有　　　　∠ABK＝∠ABD，

故B、D、K共线．

同理，C、E、K共线（取∠KAN＝∠BAM同时蕴含着∠KAP＝∠CAM）．

故K是BD与CE的交点，即K＝F．

3　设n是正整数．定义Sn
为满足

[image: alt]


的整点（x，y）的集合．若Sn
中不同点的序列（x1
，y1
），（x2
，y2
），…，（xl
，yl
）满足对任意i＝2，3，…，l，点（xi
，yi
）与（xi－1
，yi－1
）之间的距离均为1，则称之为Sn
中的一条路径．

求证：Sn
中的点不能划分成少于n条路径．

[image: alt]


图3

【证明】由Sn
的定义，易知Sn
中－n≤y≤n－1，对每个0≤y≤n－1，｜x｜≤n－y－1．而对－n≤y≤－1，｜x｜≤n－｜y｜．

将每条水平线上的点交替地染黑、白两色，两端点染黑色．即y≥0时（x，y）染黑色当且仅当x＋y＋n为奇数，而y＜0时（x，y）染黑色当且仅当x＋y＋n为偶数．这样，每条水平线上黑色点比白色点多一个，故Sn
中黑色点比白色点多2n个．除直线y＝0，1上有n个相邻黑点对和n－1个相邻白点对外，其它相邻点都是一黑一白（如图3）．

现在设Sn
的点划分成m条路径，其中共有k个相邻黑点对．将每个相邻黑点对断开，成为m＋k条路径．每条新路径上的相邻点或为一黑一白或为二白．故每条新路径上黑色点至多比白色点多一个．于是应有m＋k≥2n，但k≤n，故m≥n．即Sn
中的点划分成的路径不少于n条．

4　P为凸n边形，任意n－3条不在P内相交的对角线把P剖分成n－2个三角形．如果P是正n边形且存在三角形剖分，使得其中所有三角形都是等腰三角形，求n的所有可能值．

【解】答案是n＝2m＋1
＋2k
，其中m，k均为非负整数．

首先证明下面的引理．

引理　设圆内接多边形Q＝Q0
Q1
…Qt
中，Q0
Q1
＝Q1
Q2
＝…＝Qt－1
Qt
，且Q的外接圆圆心不在Q内．若Q可剖分成等腰三角形，则t＝2a
，其中a为正整数．

证明　我们称一条弧为劣弧如果它的度数小于等于180°．由题意，点Q1
，…Qt－1
在Q的外接圆的劣弧Q0
Qt
上，所以没有一个∠Qi
Qj
Qk
（0≤i＜j＜k≤t）为锐角．易知边Q0
Qt
在Q的所有边及对角线中是最长的，因此Q0
Qt
必为Q的三角分划后一个等腰三角形的底边，故t为偶数．令t＝2s，则Q0
Qs
Qt
为Q的三角分划后的一个等腰三角形．用同样的方法考虑多边形Q0
Q1
…Qs
可得s是偶数．这样进行下去即可得t＝2a
，a为正整数．（a＝0时，Q0
Q1
为一边，算是退化情形）

回到原题．设P＝P1
P2
…Pn
为正n边形，P的等腰三角形剖分中必存在某个三角形包含外接圆圆心．不失一般性，不妨设△P1
Pi
Pj
，P1
Pi
＝P1
Pj
（即Pj
＝Pn－i＋2
），为该三角形．分别对多边形P1
…Pi
，Pi
…Pj
，Pj
…P1
应用引理可得，劣弧P1
Pi
，Pi
Pj
，Pj
P1
内所含P的边数为2m
，2k
，2m
（其中m，k非负整数）．因此

n＝2m
＋2k
＋2m
＝2m＋1
＋2k
，

其中m，k为非负整数．上述证明实际上已给出剖分方法，故满足条件的所有n就是n＝2m＋1
＋2k
．（图2为n＝18＝23＋1
＋21
时的情形，图4为n＝16＝22＋1
＋23
时的情形．）
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图4

5　黑板上写着3个非负实数r1
，r2
，r3
满足存在三个不全为0的整数a1
，a2
，a3
使a1
r1
＋a2
r2
＋a3
r3
＝0．称以下运算为一次操作：对于黑板上的两个数x，y，其中x≤y，将y用y－x替换．求证：可经过有限次操作使黑板上至少出现一个0．

【证明】若r1
，r2
，r3
中有0，结论已成立．若有两个相等，相减即得．故下设0＜r1
＜r2
＜r3
．

若a1
，a2
，a3
中有两个为0（比如a1
＝a2
＝0），则由a3
≠0得a3
＝0，矛盾．

若a1
，a2
，a3
中有一个为0（比如a3
＝0），则[image: alt]
，可设r1
＝mr，r2
＝nr（m，n∈N*
）．依m，n辗转相除的过程对r1
，r2
作辗转相减最后必只剩下r和0．

从而我们只需考虑a1
，a2
，a3
都不为0的情况．由于可以用－a1
，－a2
，－a3
代替a1
，a2
，a3
，不妨设a3
＞0，此时由于

[image: alt]


故a1
、a2
中必有一个小于[image: alt]


不妨设[image: alt]
，对r1
，r3
操作，得到新数组（r1
，r2
，r3
－r1
）和新的相关系数（a1
＋a3
，a2
，a3
）．由于

[image: alt]


所以，　　｜a1
｜＋｜a3
｜＋｜a2
｜＋｜a3
｜＜｜a1
｜＋｜a2
｜＋｜a3
｜．

由无穷递降原理，经过有限次操作一定变为前述情形（有ri
为0，或有ri
相等，或有ai
为0），从而得到结论．

6　某次数学家大会上，每两个数学家或互为朋友或互为陌生人．会场提供两个餐厅，且用餐的时候，每一位到会的数学家都坚持要和偶数个朋友在同一个餐厅．求证：符合所有数学家的要求的就餐位置的安排方法数是2的正整数次幂．

【证明】设参加会议的数学家有n人，下面对n进行归纳．

当n＝1时，这位数学家可被任意安排在两个餐厅之一，安排的办法数为2＝21
．

设n≥2．如果存在某位数学家P没有朋友，则P可被任意安排在两个餐厅之一，这时安排的方法数为去掉P后剩下n－1位数学家时安排方法的两倍，而由归纳假设，n－1位数学家安排就餐的方法数为2k
，因此在这种情况下n位数学家的安排方法数为2×2k
＝2k＋1
．故下面我们只需考虑参加会议的每位数学家至少有一个朋友．

下面分两种情形进行讨论：存在某种数学家有奇数个朋友和每位数学家都有偶数个朋友．

情形1：某位数学家Z有奇数个朋友．

先去掉Z，再改变Z的每一朋友对（X，Y）的关系（即若X和Y是朋友，则变为陌生人，若X和Y是陌生人，则变为朋友）．先证明下面的命题．

命题　去掉Z，再改变Z的每一朋友对（X，Y）的关系不改变就餐安排方法数．

命题的证明　根据假设，在Z就餐的餐厅里有偶数个Z的朋友，不妨设为a个．

如果a＝0，去掉Z后的安排仍然满足题目的要求．

如果a＞0，设X为和Z同一餐厅的Z的任意一个朋友．根据假设，X在该餐厅里也有偶数个朋友．去掉Z后，X变为有奇数个朋友，而Z在餐厅里有奇数个不包含X的朋友，则改变X和Z的每一朋友的关系后，X在该餐厅里仍然有偶数个朋友．在另一个餐厅里，Z有奇数个朋友，则他们中的第一人改变关系偶数次，在这个餐厅里他们仍然有偶数个朋友．

此外，因为在这种情形下只有一个餐厅含有Z的偶数个朋友，所以不包含Z的每一个合理安排都由包含Z的一安排唯一导出．命题得证．

因此，在这种情形下n位数学家合理的安排方法数为n－1位数学家时的两倍，而由归纳假设，n－1位数学家时的合理安排方法数为2的幂次，故n位数学家时的合理安排方法也是2的幂次．

情形2：每一位数学家都有偶数个朋友．

在这种情形下，对于每一个合理的安排，每一位数学家在两个餐厅里的朋友数都为偶数．

设（A，B）为一对朋友，进行下面操作：支掉（A，B），考虑（C，D），如果C为A的朋友且D为B的朋友，则改变C和D的关系；如果C为B的朋友且D为A的朋友，也改变C和D的关系．这样，如果C和D为A和B的共同朋友，C和D的关系改变两次，即不变．

现在考虑除A和B外的任意一个数学家X及选择一个餐厅．（在该情形下，参加会议的数学家至少有三位，所以这样的三元组（A，B，X）是存在的．）设A和B在所选的餐厅里分别有m和n个朋友，m和n都为偶数．当去掉（A，B）后，X将与n，或m，或m＋n－2k（k为该餐厅里A和B的公共朋友数），或0个数学家的关系发生改变（这依赖于X仅是A的朋友，仅是B的朋友，是A和B的公共朋友，或不是A和B的朋友）．因为m和n都为偶数，所以改变后X在该餐厅的朋友数仍然是偶数．

此外，不包含A和B的每一个合理安排都由包含A和B的一安排唯一导出．而对于不包含A和B的每一个合理安排，把A和B安排进含有他的奇数个朋友的餐厅里得到含A和B的一个安排．这样，我们建立了去掉（A，B）前和去掉（A，B）后一个一一对应．

因此，这种情形下n位数学家合理的安排方法数为n－2位数学家的两倍，而由归纳假设，n－2位数学家时的合理安排方法数为2的幂次，故n位数学家时的合理安排方法数也是2的幂次．

注释


【1】
　动物也可称为聚合物．它们可用归纳法方式定义．如果两个胞腔公用一条完整的边，则称它们是邻接的．一个单胞腔动物和一个给定的n胞腔动物，可通过把一个新的胞腔与一个或几个已有的胞腔邻接起来而得到一个n＋1胞腔动物．


【2】
　本解答属于林常（福建教育学院）．


【3】
　本解答属于文心（《数学竞赛之窗》编辑部）．


三、附录部分

附录1　第1～18届美国数学奥林匹克（1972～1989）

第一届（1972年）





1　符号（a，b，……，g）和［a，b，……，g］分别表示正整数a，b，……，g的最大公约数和最小公倍数．例如：（3，6，18）＝3，［6，15］＝30．

证明：[image: alt]






2　已知四面体的对棱均相等，证明它的四个面都是锐角三角形．





3　设一个随机数选择器每次只能从九个整数1，2，……，9中选择一个，而且每种选择都具有相等的概率．试求经过n（n＞1）次选择后得到的n个数的乘积能被10整除的概率．





4　用R表示一个非负有理数，试确定整数a，b，c，d，e，f的一组值，使得对于R的每一个任意选取的值，均有[image: alt]
成立．





5　一个给定的凸五边形ABCDE中五个三角形ABC，BCD，CDE，DEA和EAB的面积均为1．证明具有这种性质的每个非全等五边形都有相同的面积，且存在有无穷多个这样的非全等五边形．

第二届（1973年）





1　设P、Q是正四面体A‐BCD内部两点，证明：∠PAQ＜60°．





2　设整数数列｛xn
｝和｛yn
｝定义如下：

x0
＝1，x1
＝1，xn＋1
＝xn
＋2xn－1
（n＝1，2，3，……）；

y0
＝1，y1
＝7，yn＋1
＝2yn
＋3yn－1
（n＝1，2，3，……）．

所以两个数列的最初几项是｛xn
｝：1，1，3，5，11，21，……，｛yn
｝：1，7，17，55，161，487，……．，

证明：除了“1”以外，这两个数列没有其他相同的项．





3　从已给的正2n＋1边形的各个顶点中随机选取三个不同的顶点组成一个三角形．如果所有各种选法都是等可能的，试求已给多边形之中心位于所确定的三角形内部的概率．





4　解方程组[image: alt]
，求出所有实根或复根．





5　证明三个不同素数的立方根不可能是一个等差级数的三项．（这三项不一定相邻）．

第三届（1974年）





1　设a，b，c是三个不同的整数，p是一个整系数多项式．试证P（a）＝b，P（b）＝c，P（c）＝a是不可能的．





2　证明：若a，b，c为正实数，则[image: alt]






3　已知半径为1的球面上的两个点可以用长度小于2的一条内弧（即含于球面上的曲线）连结，证明这条弧一定位于已给球体的某个半球之内．





4　父亲、母亲、儿子三人进行纸牌比赛，这种比赛每局只有两人对策，第三人局外．规定每局的胜者再参加下一局比赛．败者由没有参加该局比赛的第三人替换，如此继续．第一个连胜两局的人算作比赛的优胜者．因为父亲是最弱的局中人，他有权决定参加第一局比赛的两个对手．已知儿子是最强的局中人，经验表明，如果父亲决定他儿子和他的妻子进行第一局比赛，那他成为优胜者的概率将达到最大值．证明父亲的这一策略确是最好策略．假定每个人在各局比赛中取胜他（她）对手的概率始终相同．





5　如图，△ABC和△PQR中，∠ADB＝∠BDC＝∠CDA＝120°．证明：X＝u＋v＋w．

[image: alt]


第四届（1975年）





1　①证明［5x］＋［5y］≥［3x＋y］＋［3y＋x］＋［x］＋［y］，其中x，y≥0．［u］表示不超过u的最大整数（例如[image: alt]
）．

②利用①或其他方法，证明对于所有的正整数m和n表示式[image: alt]
是一个整数．





2　若A、B、C、D表示空间四点，AB表示A、B两点间的距离，AC表示A、C两点间的距离，……，等等．

证明：AC2
＋BD2
＋AD2
＋BC2
≥AB2
＋CD2
．





3　设P（x）是一个n次多项式，且对K＝0，1，2，……，n有[image: alt]
．试求P（n＋1）的值．





4　已知两定圆交于P、Q两点，说明如何过P点作一直线，它与两圆相交于A、B两点，使乘积AP·BP达到最大．





5　随机排列的N张纸牌中有三张爱司（假定纸牌中的各种排列都是等可能的）．从第一张纸牌开始一张张地进行抽取，直至出现第二张爱司为止．证明：抽取的纸牌的平均数（期望值）等于[image: alt]


第五届（1976年）





1　①如图，一个格子板由4×7个小方格组成，每一格均用黑色或白色涂饰．证明：对于任意一种涂法，格子板必定包含一个矩形（此矩形由格子板的水平线和竖直线围成），其四角上的小方格涂有的颜色完全相同．

[image: alt]


②试用黑白两色涂饰出一个由4×6小方格组成的格子板，使其包含的每一个矩形（同样由格子板的水平线和竖直线围成）四角上的小方格涂有的颜色不完全相同．





2　设A、B是一个已知圆上的两定点，XY是同一圆内绕圆心转动的直径（AB不是直径），求直线AX、BY的交点的轨迹，并证明之．





3　求方程a2
＋b2
＋c2
＝a2
b2
的所有整数解．





4　如果一个四面体PABC中有三个角为直角（即∠APB＝∠BPC＝∠CPA＝90°），六条棱的长度和为S，试确定它的最大体积，并证明之．





5　如果P（x）、Q（x）、R（x）和S（x）都是多项式，使P（x5
）＋xQ（x5
）＋x2
R（x5
）＝（x4
＋x3
＋x2
＋x＋1）S（x）成立．

证明：x－1是P（x）的一个因子．

第六届（1977年）





1　试确定出所有的正整数对（m，n），使得（1＋xn
＋x2n
＋……xmn
）能被（1＋x＋x2
＋……＋xm
）整除．





2　△ABC和△A′B′C′是同一平面内的两个三角形，并且直线AA′、BB′、CC′互相平行．如果△ABC表示带有适当符号±的△ABC的面积，等等．

证明：3（△ABC＋△A′B′C′）＝△AB′C＋△BC′A′＋△CA′B′＋△A′BC＋△B′CA＋△C′AB．





3　设a和b是x4
＋x3
－1＝0的两个根，证明ab是x6
＋x4
＋x3
－x2
－1＝0的一个根．





4　证明：如果一个空间四边形的两组对边分别相等，那么连结两对角线中点的直线垂直于两对角线．反之，如果连结空间四边形两对角线中点的直线与两对角线垂直，那么这个四边形的两组对边分别相等．





5　如果a、b、c、d、e是以p和q为界的正数，即0＜p≤a；b，c，d，e≤q．

证明：[image: alt]


并确定等号在什么时候成立．

第七届（1978年）





1　已知a，b，c，d，e是满足a＋b＋c＋d＋e＝8和a2
＋b2
＋c2
＋d2
＋e2
＝16的实数，试确定e的最大值．





2　正方形ABCD和A′B′C′D′是同一地区按不同比例尺绘制的地图，如图所示，将它们重叠起来．试证明：大地图上有且只有一点O与小地图上表示同一地点的O′重合．并用直尺和圆规作出点O．

[image: alt]






3　如果整数n可以表示成n＝a1
＋a2
＋……＋ak
，其中a1
，a2
……，ak
是满足[image: alt]
[image: alt]
的正整数（不一定相异），那么我们称n是“好数”．已知整数33至73是“好数”，证明每一个不小于33的整数都是“好数”．





4　①若四面体的六个二面角（即两面之间的夹角）相等，那么这个四面体一定是正四面体．

②如果五个二面角相等，那么这个四面体是正四面体吗？





5　九位数学家在一次国际会议上相遇，其中任意三人中至少有两人会说同一种语言，试证明：至少有三位数学家能用同一种语言交谈．

第八届（1979年）





1　如果不定方程[image: alt]
有解，求出其所有非负整数解（不计排列顺序）．





2　球面上一个大圆E是以球心O为圆心的圆．大圆E的极值P是球面上的一个点，使得OP是E所在平面的垂线．在过P的任一大圆上，取与P等距离的两点A和B，又设C点在E上，证明：对于任何球面三角形ABC（边是大圆弧），大圆弧CP是角C的平分线．





3　给定三只相同的n面骰子，它们的对应面标上同样的任意整数．证明：如果随机投掷它们，那么向上的三个面上的数的和被3整除的概率大于或等于[image: alt]






4　已知A为给定的角，P是角A的给定点．求作过P点的直线段（交两边于B、C）BPC，使得[image: alt]
极大．





5　某个团体有n个成员（n≥5），并且有n＋1个三人委员会，其中没有两个委员会有完全相同的成员．证明：有两个委员会恰好有一个成员相同．

第九届（1980年）





1　有一个不准的双盘天平，臂长不等，盘重不等．三个重量不同的物件A、B、C逐个用它来称．当放在左盘，依次用砝码A1
，B1
，C1
平衡；当放在右盘，依次用砝码A2
，B2
，C2
平衡．

试仅用五个值决定物体C的重量．





2　从n个实数的序列a1
＜a2
＜……＜an
中选出三项，组成不同的等差数列，最多有几种？





3　设Fr
＝xr
sin（rA）＋yr
sin（rB）＋zr
sin（rC），其中x、y、z、a、A、B、C为实数，A＋B＋C为π的整数倍．

证明：若F1
＝F2
＝0，则对于一切正整数r，都有Fr
＝0．





4　已知四面体的内切球切四面于其重心处，试证：这个四面体是正四面体．





5　若0≤a，b，c≤1，证明[image: alt]
≤1．

第十届（1981年）





1　已知一角大小为[image: alt]
，其中n是不被3整除的正整数，证明：这个角可以用直尺和圆规三等分．





2　某个县下辖某些区，已知每两个区都恰好由以下三种交通方式：汽车、火车、飞机中之一直接联系．在全县里三种交通方式都有，但没有一个区三者全有；并且没有任何三个区中两两联系方式相同，试问这个县里至多有几个区？





3　若A、B、C是三角形的三个角，证明：[image: alt]
，并确定等号何时成立？





4　已知一凸多面角的所有面角之和等于它所有二面角之和．证明：这个多面角为三面角．





5　若x为正实数，n为正整数．证明：[image: alt]
，其中［t］表示不超过t的最大整数．

第十一届（1982年）





1　一个团体有1982人，在任何4人的小组中，至少有一人认识其他3人，问在此团体中，认识其他所有人的最少人数是多少？





2　设Sr
＝xr
＋yr
＋zr
，这里x、y、z是实数．已知：若S1
＝0，则对于（m，n）＝（2，3），（3，2），（2，5）或（5，2），有[image: alt]
．试确定所有（如果有的话）满足上述等式的其他整数对（m，n）．





3　如果点A1
在等边△ABC内部，点A2
在△A1
BC内部，证明：I．Q．（A1
BC）＞I．Q．（A2
BC）这里图形F的等周商定义为[image: alt]






4　证明：存在一个正整数k，使得对各个正整数n，k·2n
＋1都是合数．





5　已知A、B、C是球S内部三点，AB和AC垂直于经过A的直径．过A、B、C可作两个球与S相切．求证它们的半径之和等于S的半径．

第十二届（1983年）





1　在给定的圆周上随机地选择A、B、C、D、E、F六点，这些点的选择是独立的，对于弧长而言是等可能的．求△ABC、△DEF这两个三角形不相交（即没有公共点）的概率．





2　求证：若2a2
＜5b，则方程x5
＋ax4
＋bx3
＋cx2
＋dx＋e＝0的根不全是实数．





3　考虑一条直线上的子集的有限组，其中每一子集是两个闭区间的并集，并且任何三个子集都有一个公共点．求证：这条直线上存在一个点，它属于这有限组中至少一半的子集．





4　平面上给出6条线段S1
，S2
，S3
，S4
，S5
，S6
，它们分别与四面体ABCD的各个棱AB、AC、AD、BC、BD、CD相等．试用圆规、直尺作出与四面体经过A的高相等的线段．





5　实数轴上任给一个开区间，长度为[image: alt]
，其中n为正整数．

求证：形如[image: alt]
的既约分数至多有[image: alt]
个属于该区间．

第十三届（1984年）





1　四次方程x4
－18x3
＋kx2
＋200x－1984＝0的四个根中的两个根的乘积为－32，试决定k的值．





2　m个非负数的几何平均数，是指它们乘积的m次方根．①对怎样的正整数n，存在由n个不同的正整数组成的有限数集Sn
，使得Sn
的任何子集的几何平均数为一整数？

②是否存在不同正整数的无限集合S，使得S中的任何有限子集的几何平均数均为整数？





3　P、A、B、C、D是空间中不同的五点，使得∠APB＝∠BPC＝∠CPD＝∠DPQ＝θ，θ是一给定的锐角．试确定∠APC＋∠BPD的最大值和最小值．





4　一次高难度的数学竞赛由第一试与第二试两部分问题组成，两试题目共28个，每一参赛者恰恰解出了七题．对于这28道题中的每一对题目恰有两个参赛者解出．求证：必有一个参赛者，他没能解出第一试的题目，或者至少解出了其中的四题．





5　P（x）是一个3n次多项式，P（0）＝P（3）＝……＝P（3n）＝2；

　　　　　　　　　　　　　P（1）＝P（4）＝……＝P（3n－2）＝1；

　　　　　　　　　　　　　P（2）＝P（5）＝……＝P（3n－1）＝0．

并且P（3n＋1）＝730．试决定n．

第十四届（1985）年





1　试判定下述丢番图方程组是否存在正整数解[image: alt]
，其中xi
≠xj
（i≠j）．





2　求方程x4
－（2×1010
＋1）x2
－x＋1020
＋1010
－1＝0的所有实数根，精确到小数点后4位．





3　设A、B、C、D为空间四点，边AB、AC、AD、BD、CD中至多有一条边长大于1，试求六边长之和的极大值．





4　晚会有n个人，试证：其中存在2人，使得其余的n－2人中至少有[image: alt]
人，每人或者同这2人都认识，或者都不认识．假定“认识”是对称关系．





5　设a1
，a2
，a3
，……是一不减的正整数序列，对于m≥1，定义bm
＝min｛n｜an
≥m｝（即bm
是使an
≥m的n的最小值）．若a19
＝85，试求a1
＋a2
＋……＋a19
＋b1
＋b2
＋……＋b85
的最大值．

第十五届（1986年）





1　①是否存在14个陆续正整数，其中每一个数均至少可被一个不小于2、不大于11的质数整除？

②是否存在21个连续正整数，其中每一个数均至少可被一个不小于2、不大于13的质数整除？





2　在一次演讲中，有5名数学家每人均打二次盹，且每二人均有同时在打盹的时刻．证明：一定有三人，他们有同时在打盹的时刻．





3　求使前n个自然数（n＞1）的平方平均是一个整数的最小正整数n．





4　平面上的两个圆⊙k1
和⊙k2
交⊙k1
的直径AB二端点，点P是⊙k2
上、⊙k1
内一定点，请用丁字尺在k1
上作出点C、D，使CD⊥AB且∠CPD＝90°．





5　对正整数n≥1的一个划分，是指将n分成一个或若干个正整数之和，且按非减顺序排列（如n＝4，划分π有1＋1＋1＋1，1＋1＋2，1＋3，2＋2，及4共五种）．对任一划分π，定义A（π）为划分π中数1出现的个数；B（π）为π中出现不同的数的个数（如对n＝13的一个划分π：1＋1＋2＋2＋2＋5而言，A（π）＝2，B（π）＝3）．求证：对任意正整数n，其所有划分π的A（π）之和等于B（π）之和．

第十六届（1987年）





1　求方程（a2
＋b）（a＋b2
）＝（a－b）2
的所有非零整数解（a，b）．





2　设AD、BE与CF为△ABC的内角平分线，D、E、F在边上，如果∠EDF＝90°，求∠BAC的所有可能值．





3　用以下规则归纳地造出多项式的集合S：

①x∈S；

②若f（x）∈S，则xf（x）∈S，x＋（1－x）f（x）∈S．

证明：S中没有两个不同的多项式，它们在区间0＜x＜1上的图像相交．





4　平面上已知三个圆Ci
（i＝1，2，3），其中C1
的直径AB＝1，C2
与C1
同心，直径k满足1＜k＜3．C2
以A为圆心，直径为2k，考虑所有线段XY，一端X在C2
上，一端Y在C3
上，且XY含有点B．问当比[image: alt]
为何值时，线段XY的长度最小？





5　已给一个由0，1组成的数列x1
，x2
，……，xn
．A为等于（0，1，0）或（1，0，1）三元数组（xi
，xj
，xk
）的个数（这里i＜j＜k）．对1≤i≤n，令di
为满足j＜i并且xj
＝xi
或j＞i并且xj
≠xi
的个数．

①证明A＝[image: alt]
；

②对给定的奇数n，A的最大值是多少？

第十七届（1988年）





1　如果一个混循环小数表为既约分数[image: alt]
，

求证：分母q必可被2或5整除，或同时被它们整除．





2　三次方程x3
＋ax2
＋bx＋c＝0有三实根，求证：a2
－3b≥0并且[image: alt]
不大于最大根与最小根之差．





3　设M＝｛1，2，3，……，20｝对M的任一9元子集S，函数f（S）取1至20之间的整数值．

求证：不论f如何规定，总存在M的一个10元子集T，使对所有k∈T，都有f（T＼｛k｝）≠k．





4　设I为△ABC的外心，且A′、B′、C′分别是△IBC、△ICA、△IAB的外心，求证：△ABC与△A′B′C′有相同的外心．





5　多项式[image: alt]
，其中bi
（i＝1，2，……，32）为正整数．把它乘开后，如果忽略高于32次的那些项，留下的只是1－2z．

试决定b32
．（答案可以表示成2的两个方幂之差）

第十八届（1989年）





1　对于每个正整数n，令[image: alt]
；Tn
＝S1
＋S2
＋……＋Sn
；Un
＝[image: alt]


试求整数0＜a，b，c＜106
，使T1988
＝a·S1989
－b，U1988
＝c·S1989
－d．并证明你的结果．





2　某地区网球俱乐部的20名成员举行14场单打比赛，每人至少上场一次．

求证：必有6场比赛，其12个参赛者各不相同．





3　P（z）＝zn
＋c1
zn－1
＋c2
zn－2
＋……＋cn
是复变数z的实系数多项式．设｜P（z）｜＜1，

求证：存在实数a，b，适合P（a＋bi）＝0，且（a2
＋b2
＋1）2
＜4b＋1．





4　设p（x）是一个三次多项式，且有三个不同的实根，求方程（p′（x））2
－2p（x）pn
（x）＝0的根的数目．





5　设m，n为正整数，证明存在与m，n无关的常数a＞1，使得当[image: alt]
时，有[image: alt]
[image: alt]
并求a的最大值．





6　数列a1
，a2
，……，an
，……是由递推公式[image: alt]
定义的，首项a1
＝1，求证：对于所有n≥1，可以找到这样的a，使得[image: alt]


附录2　美国代表队在历届IMO中成绩一览

第16届IMO（1974年）

领队：SamuelL．Greitzer

副领队：CecilC．Rousseau

团体总分第2名

[image: alt]


注：DouglasOman还获得了特别奖。





第17届IMO（1975年）

团体总分第3名

[image: alt]


[image: alt]


说明：其中，另五名参赛选手分别是：BernardBeard，ReedKelly，RussellLyons，Ste‐phenModzelewski，StevenTschantz，．但是他们的成绩不能和姓名匹配上．

第18届IMO（1976年）

团体总分第3名

[image: alt]


第19届IMO（1977年）

团体总分第1名

[image: alt]


[image: alt]


第20届IMO（1978年）

团体总分第2名

[image: alt]


第21届IMO（1979年）

团体总分第5名

[image: alt]


第22届IMO（1981年）

团体总分第1名

[image: alt]


第23届IMO（1982年）

团体总分第3名

[image: alt]


第24届IMO（1983年）

团体总分第2名

[image: alt]


[image: alt]


第25届IMO（1984年）

团体总分第4名

[image: alt]


第26届IMO（1985年）

团体总分第2名

[image: alt]


第27届IMO（1986年）

团体总分第2名

[image: alt]


注：JosephKeane还获得了特别奖。





第28届IMO（1987年）

团体总分第5名

[image: alt]


第29届IMO（1988年）

团体总分第6名

[image: alt]


[image: alt]


第30届IMO（1989年）

团体总分第5名

[image: alt]


第31届IMO（1990年）

团体总分第3名

[image: alt]


第32届IMO（1991年）

团体总分第5名

[image: alt]


第33届IMO（1992年）

团体总分第2名

[image: alt]


第34届IMO（1993年）

团体总分第7名

[image: alt]


[image: alt]


第35届IMO（1994年）

团体总分第1名

[image: alt]


第36届IMO（1995年）

团体总分第11名

[image: alt]


第37届IMO（1996年）

团体总分第2名

[image: alt]


第38届IMO（1997年）

团体总分第4名

[image: alt]


第39届IMO（1998年）

团体总分第3名

[image: alt]


[image: alt]


第40届IMO（1999年）

团体总分第10名

[image: alt]


第41届IMO（2000年）

团体总分第3名

[image: alt]


第42届IMO（2001年）

团体总分第2名

[image: alt]


第43届IMO（2002年）

团体总分第3名

[image: alt]


第44届IMO（2003年）

团体总分第3名

[image: alt]


[image: alt]


第45届IMO（2004年）

团体总分第2名

[image: alt]


第46届IMO（2005年）

团体总分第2名

[image: alt]


第47届IMO（2006年）

领队：ZumingFeng

副领队：AlexSaltman

团体总分第5名

[image: alt]


第48届IMO（2007年）

领队：ZumingFeng

副领队：IanLe

团体总分第5名

[image: alt]


第49届IMO（2008年）

领队：ZumingFeng

副领队：RazvanGelca

团体总分第3名

[image: alt]
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