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前　言

本书脱胎于北京大学哲学系本科“数理逻辑”课程的讲义，书名从课名。原讲义在实际使用中，经过了多次删改与修补，最后成书时，我们做了进一步的加工，重写了若干部分，增加了一些内容，以求能够满足更大范围的读者的需要。

下面就本书的内容及编写方式做几点说明。

第一，这是一本入门教材，针对逻辑学的初学者，尤其是初学逻辑的学生，而不要求读者有数学方面的预备知识。在内容方面，本书只介绍一阶逻辑的最基本的知识和技术，包括一阶语言的语形和语义、一阶推演系统、一阶逻辑的完全性定理等。这些知识和技术已经成为逻辑入门的必要装备，也因此构成目前大学教育的一个基础部分，在哲学、语言学等文科专业和数学、计算机科学等理科专业里，普遍列为必修或选修的内容。当然，按照一种比较理想的要求，大学生对逻辑的了解，还应该包括更深层次的内容，如适当部分的模型论、基本的不可判定性结果、哥德尔不完全性定理的证明等。但这些更深层次的内容适合于在更加专门的课程中介绍。按照许多学校的安排，在逻辑的入门课之后，还有相应的进深课程，供有兴趣的同学选修。我们在课程设置上，也采取了这个策略。在这样的安排之下，本书的内容，对应于大学本科的第一门“数理逻辑”或“符号逻辑”课程。

第二，根据我们的经验，本书的主要部分，如果安排得紧凑一些，可以构成一学期的教学内容，以每周4学时的进度讲述完毕。如果使用者面临不同的情况和不同的需要，可以有所取舍，而不必按部就班地涵括全部章节。比如，第一章绪论可以做不同程度的减缩；对于已经具备素朴集合论基础知识的读者，第二章可以省略；第三章关于项和公式的读法唯一性的部分，有些教师也许认为不必讲述严格的证明，只要提一下结果即可；另外，如果只注重经典逻辑，则第五章的极小逻辑和直觉主义逻辑部分，就不需独立讨论，而它们与经典逻辑的关系，以及第六章中对于直觉主义逻辑完全性的证明，都可省略。这样省下来的时间，可以加在某些重点章节上，也可以用于弥补一些薄弱环节。比如，一些教师愿意在语义学部分花更多的时间，或认为自然语言与形式语言之间的翻译方面，需要单独提出来，进一步加强练习。

第三，如前所述，本书除经典逻辑外也介绍了一点非经典逻辑，重点是直觉主义逻辑。这是出于以下的考虑：直觉主义思想在数学哲学和语言哲学中占有重要地位，它的方法和技术在逻辑的一些分支及其实际应用中也有广泛的价值，因此，学生和一般读者都有了解直觉主义逻辑的需要。另外，直觉主义逻辑既然可以处理为经典逻辑的一个子系统，那么对于它的介绍，就不需要另做铺陈，而可以在介绍经典逻辑的进程中顺带展开，相比较而进行。这或许也有助于加深对经典逻辑的了解。

第四，许多通行的逻辑教材，把命题逻辑与谓词逻辑分开处理，先讲前者，再过渡到后者。这个顺序有很多好处，既突出了命题逻辑，又符合由简入繁、循序渐进的教学原则。但本书采取了另一种“套路”，即把命题逻辑“嵌入”一阶逻辑里，起头便提出整个一阶语言，而不单独介绍命题逻辑语言，在讨论联结词的语义解释时再借助公式的“布尔形式”引出命题逻辑语言，到推演系统一章才用联结词规则自然地定义相对独立的命题逻辑推演。我们之所以这样做，主要是考虑到对于文科同学而言，一开始就与命题逻辑这样一个代数系统打交道，多少有脱离语言直观的感觉，反而如果是从谓词、量词等入手，则较容易维持一种“实在感”和学习的动机。另外，这种“笼统”的做法也许强调了一阶语言和一阶逻辑的整体性。

第五，在推演系统部分，我们选择了自然推演，而没有介绍公理系统。这也是为了在最大程度上保持读者在日常推理中积累的经验和直观。另一个原因是，自然推演传达了这样一种理解：逻辑是推演规则（而数学的或其他的理论的公理都是非逻辑的）。这个理解符合某种传统的看法，也切合逻辑在数学等领域的实际应用。自然推演可以有多种形式，我们采取的是较为传统的Gentzen树形推演。这种形式，与其他形式比较，写起来或许稍麻烦，但每一步的前提和结论的关系一目了然，是各个引入或消去规则的最直观的图示，理论上既优美，使用起来也并不格外困难。

最后，整体而言，本书在介绍基础知识的同时，强调了几种基本的技术和方法，包括语形对象（项、公式、推演等）的归纳定义以及由此而来的归纳证明，一致公式集的极大扩张以及建立项结构的自然的方法（Henkin方法）等。对于这些抽象的知识与方法，我们试图在不失精确性的前提下，尽量做相对直观的讨论，以求明确其背后的思想，不使读者迷失在技术的细节中。另外，本书的习题编排在各个段落里，而不是各章的末尾。它们是相关内容的延续：有些习题，是对前面内容的直接补充；还有些习题，本身就是新的内容，若是跳过，便影响对后面段落的理解。这种编排，是为了“迫使”读者在阅读中动手做题。逻辑的学习，与数学的学习一样，只有通过练习才能加深对于相关概念的理解。

北大哲学系本科2003、2004和2005级的同学使用这本讲义修习了“数理逻辑”课程，并对讲义的编写慷慨地贡献了自己的问题和意见。刘壮虎、周北海和叶峰等教研室同事审阅了本书的初稿，订正了一些不妥之处。北大出版社的吴敏耐心地检查、修正和加工了全书的文字和符号。编写者对他们致以衷心的谢意。本书的编写，还受到教育部“十五”国家级规划教材项目的资助，在此一并致谢。





邢滔滔　　

2007年9月　


第一章

绪论：从直观到形式

逻辑的所有应用加在一起，都无法与宝贵的纯粹逻辑理论本身相比。当你登高望远，一览这门科学的全貌，就会看到，我们眼下享有的逻辑理论，乃是理性视野的极致，天与地都是为这理性而造。

C. S. Peirce





逻辑是对于直观的一种形式透视。

S. Lesniewski

1　从“矛盾”说起

两千多年前，韩非讲过这样一个故事：





楚人有鬻盾与矛者，誉之曰：“吾盾之坚，莫能陷也。”又誉其矛曰：“吾矛之利，于物无不陷也。”或曰：“以子之矛，陷子之盾，何如？”其人弗能应也。（《韩非子·难一》）





为什么“其人弗能应也”？因为“夫不可陷之盾，与无不陷之矛，不可同世而立”。换句话说，那楚人的话同时导致了“这支矛能刺破这张盾”和“它不能刺破这张盾”（或“这张盾不能被刺破”和“这张盾能被刺破”）的结论，而这一对“矛盾”句子不能同时成立。感谢古人给我们留下了“矛盾”这个生动的词语，但是，除了这一对特殊句子，一般而言矛盾是什么？矛盾到底为什么不能成立？矛盾的句子不违反语法，但它显然违反另一种法则。这是什么样的法则呢？对这样的问题，我们的古人总体来说没有表示出多大的兴趣。
①

 毕竟，这种问题看起来跟实际生活没有太大的关系。我们能够看出那个楚人的话是矛盾，凭着直觉，也能在许多重要的场合避免矛盾，这还不够吗？

然而，从古希腊开始的西方思想家却在兴致勃勃地思考这种问题。他们愿意对很多事情刨根问底，即使这些东西并不实用。假如让古希腊的哲学家接着韩非的问题解释下去，他们大致会说：第一，同时肯定和否定同一个主张就是矛盾（“矛盾”一词，按他们的话来说，相当于“不可能”或“荒谬”），而不管这个主张是什么。第二，我们有一条普遍的形而上学原则，即所有的矛盾都不可能为真。如亚里士多德所说：“同一个东西同时且在同一方面既属于又不属于同一个东西，这是不可能的”（《形而上学》，1005b）。第三，这条“（不）矛盾律”同时是我们思想的“最确定的推理原则”或规则，这条规则说：如果你从一个主张推出了矛盾，你就要否定这个主张。后来的西方人把这条思想规则称为reductio ad absurdum（以下简称RAA）。

追问这类“无用”的问题有什么意义呢？现在一些历史学家认为，RAA提供的间接证明方法，在西方思想史上起了十分关键的作用。他们甚至说，这条规则或方法，导致了整个演绎科学的产生。
②

 比如，上古的希腊数学，使用经验的方法，依赖视觉的形象（如人们用黑白石子代表奇偶数来做算术）。当RAA在公元前5世纪左右开始应用到数学中时，数学就逐渐脱离了石子和眼睛，发展出单纯诉诸理智的抽象证明方法。经验方法只能显示一些特例，抽象证明才能建立全称命题。
③

 构成一个理论的核心的，是一些全称命题，一旦有了证明全称命题的严格方法，古希腊人从东方学来的实用测量术，就逐渐演变成了欧几里得严格的公理系统，而这是演绎科学的不朽典范。如今许多人认为，中国古代缺乏演绎科学的方法，这是我们没有发展出西方意义上的现代科学的重要原因之一。

诚然，古代中国人（甚至所有人）实际思考起来，也不言而喻地“默契”于RAA或类似的规则，但是，对于什么样的普遍规则制约着我们的思考这个问题，我们的先人虽不是“其人弗能应也”，却没有提供像古希腊人那样系统与清晰的答案。回不回答或如何回答这个问题，也许不影响或不严重影响实际的思考，但严重影响了人们对于自己的思想结构的理论认识。当爱利亚的哲学家开始思考为什么“是”不可能不是，也不可能既是又不是时，当毕达哥拉斯前后的数学家开始使用RAA证明全称数学定理时，其中孕育的对于抽象概念的关注以及处理抽象概念的思想方法，的确为演绎科学和思辨哲学开辟了道路，为人类的“认识自己”迈出了一大步。从对于自然的玄想到亚里士多德的形而上学，从实际测量的经验方法到欧几里得的几何学，这种巨大的发展大概不能完全归功于几个思想规则的确立，但如果没有对于思想方法的深刻反思，这发展根本不可想象。什么是矛盾？为什么矛盾不可接受？上面说的“推出”是什么意思？除了RAA，还有什么规则制约着我们的推理？亚里士多德（和希腊化时期的一些学者）把古希腊人的答案总结成一个理论——逻辑，或关于演绎推理的学说。

两千多年以来，西方逻辑经历了几个发展阶段。从亚里士多德到中世纪甚至到近代一些时候的理论可以称为传统逻辑，主要借助于自然语言，特别是对于自然语言的语法分析来理解命题和推理。17世纪，哲学家、数学家莱布尼茨（G. W. Leibniz）鉴于自然语言的模糊和歧义，提出建立一种普遍的人工语言（他称为“通用文字”），使用数学那样精确的方法研究和表达概念之间的关系，使这种语言中的推理成为严格的计算。后来，数学家布尔（George Boole）设计了这样的一个命题逻辑演算，把复合命题间的推理组织为一个代数系统。19世纪的数学家、哲学家弗雷格（Gottlob Frege）建立了他称为“概念文字”的符号语言，发明出一种全新的谓词和量词分析方法，构造了第一个谓词逻辑的演算系统。其后通过罗素（Bertrand Russell）、希尔伯特（David Hilbert）、甘岑（Gerhard Gentzen）、哥德尔（Kurt Gödel）和塔斯基（Alfred Tarski）等人的工作，逻辑语言的语形和语义诸问题逐渐得到澄清，关于逻辑系统的元逻辑理论也得到深入的研究。这条近代以来的线索标志着在传统逻辑的基础上，数理逻辑或现代逻辑的产生和发展。一言以蔽之，西方逻辑从亚里士多德发展至今，变得愈来愈精致、愈来愈严格、愈来愈完备。如今广义的逻辑学科不仅研究推理，还研究符号系统本身的性质，它的解释，它在数学、哲学、计算机科学以及语言学中的应用等等。

本书介绍数理逻辑的基本思想和技术，着重介绍它对于推理的研究，考察如何建立一个完全的形式推理系统。这是现代逻辑的第一步。我们会看到，其中的核心思想仍然沿袭了古希腊的传统，但处理技术和结果远远超越了传统逻辑。在系统展开逻辑理论之前，我们在本章中先解释一系列逻辑概念的直观背景，从中引申出本书的主题，说明这个主题的思想动机和其中主要部分的起承转合。本章涉及的某些逻辑概念，只是在直观的层面上提出和讨论，到后面的章节我们才能逐渐得到它们的严格定义。既然只是一个鸟瞰式图景，读者就不必在这里强求细节的清晰。但在探究后面的细节时返回来参照本章，或许是有益的。我们的策略是“先见森林，后见树木”，以求在考察一棵棵树木时胸中有全局的森林，在推敲形式技术时眼里有直观的图景，而不致迷失在枝节的问题中。

2　直观上的推理

逻辑研究推理。让我们先解释推理这个概念。我们都很熟悉作为思想活动的推理，不但用它肯定或否定某个日常的看法，更用它来建立或反驳某个严肃的观点。在某种意义上，推理像是与生俱来的技能，不研究推理的人，对什么是正确的推理也有某种实用意义上的充分直觉。本章的讨论尤其借重这种直觉。先看两个推理的例子：





1）没有矛能刺破这张盾。所以，这支矛不能刺破这张盾。

2）如果这支矛能刺破所有的盾，则这支矛能刺破这张盾。这支矛不能刺破这张盾。所以，并非这支矛能刺破所有的盾。





二者的每一个都是独立的推理。从语言的层次看来，一个推理由（有限多的）句子组成，其中一些句子“推出”某个句子。这个推出关系用“所以”这个词表达。

在1）中，“没有矛能刺破这张盾”推出“这支矛不能刺破这张盾”。

在2）中，“如果这支矛能刺破所有的盾，则这支矛能刺破这张盾”和“这支矛不能刺破这张盾”两个句子推出“并非这支矛能刺破所有的盾”。

这些是什么句子呢？是描述某种情形的句子，而不是提出疑问，发布命令或表达感情的句子。以下凡谈到句子，皆指这种用于声言或陈述的句子，它的特点是有真假：如果确有它所描述的那种情形，则它为真，否则为假。比如，当这支矛真的能刺破所有的盾时，句子“这支矛能刺破所有的盾”为真，否则为假。

但是，简单地说推理由句子组成，会遇到一些问题。比如，考虑：





1′) No spear can penetrate this shield. Therefore, this spear cannot penetrate this shield.





如果把句子理解成物理的东西，则1）和1′）由不同的句子组成，似乎应该是不同的推理。但如果“这支矛”和“this spear”，“这张盾”和“this shield”在我们的语境里指同一个东西，那么1）和1′）应当是同一个推理，因为相应的各句描述相同的情况，或者说表达相同的意义。再如，即使在同一个语言中，不同的句子“没有矛能刺破这张盾”和“所有的矛都不能刺破这张盾”显然也表达相同的意义。也许你有一种理论，不把笔画或声音作为句子本质的东西，而可以把比如1）和1′）中对应的句子看成相同的。即使如此，也有哲学家论证道，在相应的语言还未存在时，像“2＋3＝5”这样的句子（如今）所表达的意义（那时）也是存在的，而推理所关心的，正是这个抽象的意义。

我们把句子的这种意义，或表达在句子之中的思想称为命题。命题由相应的句子表达。不同的句子可以表达相同的命题，用其中哪个句子来表达这个命题，无关乎推理。显然，1）和1′）由相同的命题组成，而且命题之间的关系相同，的确是同一个推理，语言层次上的差别完全可以忽略。所以，我们倾向于说推理由命题，而不是由句子组成。推理虽然用句子来表达，但它实际上是命题之间的某种关系。命题有真假，它符合于相关的情形时就是真的，否则是假的；或者，表达它的句子为真时，它为真，否则为假。
④



于是，推理是一组命题，其中之一（称为结论）是从其他的（全部或部分）命题（称为前提）推出的，而这个“推出”关系，表现为某种结构。

比如，上面那些推理，都只有一步，它们是基本的推理，其结构用图式表达为：
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其中A1
 ，…，An
 是前提，B是结论，横线——表示从前提到结论的推出关系。例如，推理1）可表达为：
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推理2）可表达为：
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一般而言，为了得到一个结论，我们往往需要多次运用基本的推理。这时候前面基本推理的结论，要充当后面基本推理的前提。这样连串起来，最后组合成一个较复杂的推理。例如，上述1）、2）两个基本推理就组成如下的树形图表达的推理：
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它的前提是A1
 和A2
 ，结论是B2
 。其中的B1
 既是A1
 的结论，又是B2
 的前提（之一），但不是整个推理的前提或结论。在这种树形图中，上面没有横线的（叶）是整个推理的前提；下面没有横线的（根），是整个推理的结论；上下都有横线的，是中间步骤。人们有时称这种复合的推理为论证或证明。但我们这里不做名词上的区分。不管是基本的还是复合的，我们都称推理。所有推理的结构都可以像上面一样表达为由一些基本“树”组成的“树”。

当然，在实际的谈话和著述中表达出来的推理，不必沿循这个格式。有时我们把结论表述在前提的前面，有时我们省略某个明显的前提甚至结论，有时我们不用“所以”这个词（甚至不用任何词）来表达推出关系。但任何方式表述的推理，都可以像上面这样“标准化”：找到它的所有前提和唯一的结论，明确所有的中间步骤，把它们的关系表述为上面那样的树形图。我们考察一个推理时，为清楚明白起见，经常要把它标准化。

3　正确推理

逻辑研究的一个目的，是区别正确的推理与不正确的“推理”。首先需要说明，这里所谓正确的推理，不是说推理的前提为真，也不是说它的结论为真。前提和结论本身是真是假，或者你对它们有什么信念、感觉或体察，都不是逻辑所关心的问题。一个推理是正确的，从直观上讲，意味着一旦你（或其他任何人）接受了它的前提，就必须接受它的结论。因此，一个正确的推理，说的是它的前提和结论之间有某种确定的关系。虽然正确的推理不一定都能说服你（你可能不接受它的前提），但你显然应该只让正确的推理说服。

那么，是什么东西保证了一个推理是正确的呢？凭着我们的某种“逻辑直觉”，我们就可看出上面的1）、2）都是正确的推理，而且，下面这个“推理”：
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是错误的。可是，我们的确有时候在推理上犯错；比如，我们可能一厢情愿地使用了某个错误的“规则”，或者像那个卖矛和盾的楚人一样，自己的某个说法推出矛盾了，还是茫然无知。所以，即使为实用的目的，我们也不应仅仅依赖直觉。更重要的是，我们需要对所有推理的正确与否有一整套清晰明白的把握。直觉当然不是这里的可靠标准，我们因而有必要探讨判断推理对错的严格的理论标准。

逻辑学家大体上用两种标准来确定一个推理是否正确。第一种是从语形上来考虑，就是说，考虑组成推理的命题的逻辑形态，确定从前提到结论的哪些“变形”是可以接受的，哪些是不能接受的。这就需要某种类似语法的规则，来规定正确的变形，排除错误的。一旦确立了这些规则，一个推理是否正确，就取决于它是否合乎有关的规则。第二种是从语义上考虑，即从前提和结论的真假方面考虑。一个推理在这个意义上正确，意味着不可能它的前提（都）真而结论假。按逻辑的术语，这称为推理的有效性。让我们稍微细致一些讨论一下这两种标准。

3.1　合规则性

为什么1）是正确的推理？你大概会说，这再明显不过了：既然没有矛能刺破这张盾，就是说，所有的矛都不能刺破这张盾，那么这支矛自然不能例外。按同样的道理，所有的人都会推理，（而韩非是人），所以韩非也会推理；一切东西都会变化，（我眼前的桌子是一样东西），所以我眼前的桌子也会变化；……这些都是正确的推理。如此看来，1）之所以正确，跟其中的命题描述什么情形，跟矛和盾有什么性质等等实质性的东西无关，而只跟上面这些推理共同具有的某种形式结构有关。你于是总结出一个“套路”，它说的是，所有具有如下形式的推理都是正确的基本推理：
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这就是一个推理规则。一般而言，一个推理规则首先明确一个基本推理的形式，然后规定：具有这种形式的推理都是合乎此规则的。我们的推理当然不止需要一个规则。若干推理规则组成一个逻辑系统。一个推理的每一步（其中的每个基本推理）如果都合乎这个系统中的某个规则，则称这个推理在这个系统中是合规则的，否则称它在其中不合规则。一个逻辑系统采取的推理规则，只能直接或间接地肯定某些推理形式，未被它肯定的，便是这个理论不接受的形式。因此，对于一个逻辑系统而言，一个推理是正确的，当且仅当它在这个系统中是合规则的。我们为了方便，有时把推理规则直接表述为它所肯定的推理形式。

但是，究竟什么是一个推理形式呢？我们从上例看到，正如推理由命题组成，推理形式也是由命题形式组成的，而命题形式是由相应的命题表达式通过删除其中一些“有实义的”部分（即容许这些部分用其他的同类语言单位替换）构成的。比如，我们可以把命题





所有的人都会思考





中的“人”（语法上的主语部分）和“会思考”（语法上的谓语部分）删除，留下空位，或代之以“这样的”、“那样的”等没有明确指称的代词，而得到这个命题的某种形式：





所有这样的都是那样的。





再把“韩非”换成不定代词“某某”，由同样过程分别得到命题“韩非是人”和“韩非是会推理的”的形式：





某某是这样的；

某某是那样的。





这三个命题形式就组成上面的推理形式4）。

注意，命题中不同类型的部分，如代表性质的（“会思考”）和代表个体的（“韩非”），要由相应的不同类型的代词（如“那样的”、“某某”）来替换，而同一个命题或不同命题中相同的部分，要由相同的不定代词替换（如两个命题中的“韩非”都由相同代词“某某“替换）。

由于数学语言中的变项和自然语言中的不定代词有类似的功能，我们可以在自然语言中增加一些变项符号，进一步把命题形式中的代词换成一些变项符号，如把“某某”换成x，把“这样的”换成A，把“那样的”换成B等等。选择什么样的变项符号，完全是一种约定。但不同的代词需要用不同的符号替换。命题形式中未经变项符号替换的部分（如“所有的”），我们称为逻辑常项。

比如，推理形式4），借助变项表示，就是：
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因此，一个推理，如果把其中作前提和结论的命题分别代换成相应的命题形式，就得到这个推理的形式。要明确一个推理的形式，关键要看如何分析命题的形式，即确定命题表达式的哪些部分是可以替换为变项的，哪些部分是不可以这样替换的。换言之，我们要确定命题的哪些部分是逻辑常项。这个问题，需要对命题结构做出适当分析后才能解决。但这里我们不妨先看一下几个逻辑史上的例子。

亚里士多德建立的三段论学说，把简单命题——即述说某个、某些或所有的某类东西具有某种性质的命题——分析为四种形式：





所有的S都是P。（全称肯定）

所有的S都不是P。（全称否定）

有些S是P。（特称肯定）

有些S不是P。（特称否定）





其中的逻辑常项是：“所有的”（全称量词）、“有些”（存在量词）、“是”和“不是”，而命题的主项和谓项是可以替换的（分别替换为S和P两个变项，或随便什么变项）。对于“韩非是人”、“这支矛不能刺破这张盾”这类的单称命题，传统逻辑把它们分别归到全称肯定和全称否定的形式里。这称为命题的主—谓形式分析。

这样，若把“所有的人都会推理”的形式表达为“所有的M是P”，则“韩非是人”的形式就可表达为“S是M”，“韩非会推理”的形式表达为“S是P”。于是，三个命题组成一个推理，其形式为：
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这是三段论第一格的第一式。由此便得到一个规则：所有合乎这个形式的推理都是正确的。把这个推理形式中的变项M、S、P反过来换成任意合适的词，都得到一个具体的推理，而这个推理便具有这个形式，也即合乎这个规则。比如，推理1）便合乎这个规则。一般地讲，从每一个推理形式都能够类似地得到一些具体推理，而每一个这样得到的具体推理就叫做这个形式的一个实例，这个形式也称作它的诸实例的一个模式。在同样的意义上，每一个命题形式也称作它的实例——就是所有具有这个形式的命题——的模式。

因此，一个推理合乎某个规则，又可以说成，这个推理是这个规则规定的推理形式的一个实例。

有些推理的正确与否，是由命题之间的联结关系（而非简单命题内部的结构）所决定的，单独研究这种推理的称为命题逻辑，它是整个逻辑的一部分，在历史上，它的出现稍晚于亚里士多德的三段论。命题逻辑不分析简单命题的形式，只分析复合命题的联结形式，所以其中的变项是代表命题的。比如，用p、q等代表命题，复合命题





如果这支矛能刺破所有的盾，则这支矛能刺破这张盾





的形式就可以表达为：





如果p，则q；





而命题“并非这支矛能刺破这张盾”的形式为：





并非q。





在这里，简单命题直接处理成变项，而逻辑常项为“如果……则……”、“并非”等命题联结词。

命题逻辑的规则，我们举几个例子，第一个传统上称为肯定前件式，或分离规则（modus ponens）：
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而推理
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是它的一个实例。命题逻辑还有一个称为否定后件式的规则（modus tollens）：
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推理2）是它的一个实例。

但是，我们前面凭直觉否定了的3），就不合乎任何推理规则。它的形式：
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没有被命题逻辑的任何规则所直接或间接地肯定。

但是，推理到底应该有哪些规则呢？或者说，我们应该建立怎样的逻辑系统，选择哪些规则来约束推理呢？这个问题是本书的主题之一，我们晚些时候才能回答它。这里我们只想指出，逻辑学家对此问题的回答不尽一致。比如，从经典逻辑的观点来看，排中律——从任何前提都能推出形如“p或者非p”的结论——是一个普遍可接受的规则。但20世纪出现的有些非经典逻辑，如直觉主义逻辑，却不接受一般形式的排中律。以后我们会看到，这相当于把前面提到的RAA一分为二，只接受归谬法规则——如果从p推出矛盾，则得到非p；而不接受反证法规则——如果从非p推出矛盾，则得到p。对不同规则的取舍，导致了从小到大的一系列有趣的逻辑系统，其中经典逻辑是最大的。

3.2　有效性

我们还可以不考虑推理规则，而仅从语义的角度来评价推理，就是说，从前提和结论的真假关系方面判断一个推理是否正确。在这里我们假设所有的命题都有真假，而且非真即假。这个假设实际上是排中律的语义版本。因此，我们在这里假设了经典逻辑的立场——以下如果未加说明，我们总是站在这个立场上。

前面提到，一个推理是否正确（合规则），不单纯取决于它的前提或结论是否为真。我们考虑下面的例子：
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①　让我们姑且假设这个统计数字是正确的，就是说，这个前提是真的。





这些是不是正确的推理？显然，5）是正确的，虽然它的一个前提是假的（另外它也合乎三段论规则）。至于6），直觉告诉我们，它不正确，因为它的前提不足以“支持”它的结论，即使它的前提和结论都真。换句话说，5）的前提100％支持它的结论，而6）的前提对结论只有1％的支持度。如果我们把6）的第一个前提改成“没有希腊人是哲学家”，则这两个前提对结论就没有任何支持，或者说支持度为0。

因此，从语义上判断一个推理是否正确，要看它的前提如何支持它的结论。前提100％支持结论的，我们称为有效的推理，否则称为非有效的。研究推理的有效性的称为演绎逻辑。与演绎逻辑相对的研究领域一般称为归纳逻辑，它关心前提对结论的不同支持程度。本书不讨论归纳逻辑，凡提到“逻辑”之处，皆指演绎逻辑。正是在演绎逻辑里，我们把推理的正确性等同于有效性。

但是，这里的有效性究竟是什么呢？前提100％支持结论，严格来说应如何理解呢？我们先考虑什么是“前提支持结论”。所谓前提支持结论，说的就是：如果前提为真，则结论为真；或者，并非（前提都真而结论假）。所以，“前提都真，而结论假”足以决定一个推理不是有效的。排除了这种情况，前提和结论的真假情形，就剩下下列三种：





a．前提都真，结论也真；

b．前提中有假的（包括前提都假的情形），结论真；

c．前提中有假的，结论假。





三种情况中，都可以出现正确的推理。（请读者对这三种情形，各举一个正确推理的例子。）但是，a、b、c任何一种条件，都不能决定一个推理是正确的。（请读者对这三种情况，各举一个不正确推理的例子。）

所以，单是“并非（前提都真而结论假）”或“前提支持结论”这个条件，还不足以决定有效性。这里还缺少一个“100％支持”的程度概念。

前提100％支持结论，确切来说是：





不可能（前提都真而结论假）。





我们做一点解释。

第一，这里的“可能”是逻辑意义上的（不是物理意义或其他意义上的）可能概念。假设p代表任意一个命题。命题“可能p”说的是在某种情形之下，p是真的。所谓情形，就是任意一种可以无矛盾地设想的境况。每种情形，都被一组（在其中为真的）命题所描述。现实世界（的所有事实）构成一种情形——我们当然可以无矛盾地设想它。但可以设想的，不必都是现实世界上的事实。例如，总可以设想一些境况（逻辑学家称其为可能世界），在其中“所有的希腊人都是哲学家”、“太阳从西边升起”甚至“世界是5分钟前被创造的”等等命题为真。因此这些命题就都是可能的，虽然它们在现实世界里为假。这相当于说，一个命题p，如果它的形式在某个可能的情形中有一个真的实例，则p总是可能的，或者，“可能p”是真的。

第二，因此，命题“不可能p”就是说在任何情形之下，p都不真。这样的p是一种什么样的命题呢？它只能是矛盾的。不矛盾的命题其形式总可以在某个可能的情形中找到真的实例，因此都是可能的。但矛盾不可能。我们不能设想一种情形，在其中亚里士多德既是哲学家又不是哲学家，或这支矛既能刺破这张盾又不能刺破这张盾等等。无论你把“亚里士多德”、“哲学家”、“这支矛”、“这张盾”这些名称和概念设想或解释成什么，换言之，无论你构造以上命题形式的什么实例，你都同时得到一个命题和它的否定，二者不能同时为真。

我们把在任何可能的情形中都没有真实例的命题形式称为矛盾式，把矛盾式的实例称为逻辑上假的命题（或矛盾）。反之，在任何可能的情形中都只有真实例的命题形式是有效式，有效式的实例是逻辑上真的命题。显然，逻辑上真（假）的命题在一切情形下都是真（假）的。一命题是逻辑上真（假）的，当且仅当它的否定是逻辑上假（真）的。许多命题，如“亚里士多德是哲学家”等等，既不是逻辑上真的，也不是逻辑上假的，它们在一些情形下为真，在另一些情形下为假。

第三，假设一个推理D的前提为A1
 ，…，An
 ，结论为B。把命题“A1
 ，…，An
 为真，且B不真”前面加上“不可能”，就得到推理D有效的刻画，按前面的说明，这个刻画可以表达为：





在任何情形之下，并非（A1
 ，…，An
 为真，且B不真）。或者，

在任何情形之下，如果A1
 ，…，An
 为真，则B为真。





我们把这两种表达看作等价的。在日常语言里，“如果……则……”有多种意思或用法，如表示自然规律（“如果给金属加热，则它会膨胀”）、反事实条件（“如果我是你的话，我就不会那么做”）等等，这里我们取的是它与推理相关的一种简单意义，即把





“如果p，则q”读为

“并非（p且非q）”。





这种意义上的“如果……则……”称为实质蕴涵。

第四，如上定义的推理的有效性，只涉及前提和结论的真假，不要求它们之间一定有内容上的联系，但这并不损害我们关于推理的正确性的直观概念。比如，一个推理如果含有逻辑上假的前提，则它的前提在所有情形下都无法全体为真，这时它满足“在任何情形之下，并非（前提都真而结论不真）”这个条件，所以是有效的，不管它的结论是什么。这符合“矛盾推出一切”的直观规则。
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 另一方面，一个推理如果有逻辑上真的结论，则根据同样道理，这个推理也是有效的，不管它的前提是什么。这符合“永真结论被任何前提推出”或“永真结论不须任何前提”的直观理解。

显然，非有效的推理是这样的：





在某种情形之下，它的前提都真而结论为假。





前面的例子3）和6）不是有效的。容易设想一些情形，在其中它们的前提都真，而结论为假。一般而言，对前提为A1
 ，…，An
 ，结论为B的推理D，如果能找到命题形式“A1
 ，…，An
 为真，且B不真”的实例，则D就不是有效的。每一个这样的实例，都称为D（的有效性）的一个反例。

我们现在有了两种决定一个推理是否正确的标准：语形上的合规则性与语义上的有效性。自然会出现这样一个问题：对于一个特定的逻辑系统而言，合规则性和有效性这两个概念是否吻合？就是说，这个系统的全部合规则的推理是否恰好是全部有效的推理？这个问题的提出使我们能够对于本书的主题做进一步的表述：我们现在面临着这样的任务，建立一个逻辑系统（设计一组推理规则），使得其中合规则的推理都是有效的推理，而且全部有效的推理在其中都是合规则的。可是，要严格地表述这个任务，还需将其中涉及的一系列概念做进一步的澄清。我们以后会看到，经典逻辑的规则足以实现全部有效的推理，而较弱的如直觉主义逻辑，其规则只能实现部分有效的推理。这是因为直觉主义逻辑不接受我们这样定义的有效性标准，特别地，它不承认排中律在任何情形下都成立。

4　一阶语言

到此为止，我们只是通过几个例子在直观上说明什么是推理，以及什么是推理的合规则性和有效性。我们强调合规则性和有效性只与推理的形式有关。下面我们打算把合规则性和有效性这两个概念进一步精确化，以便更加明确地阐述我们的主题和任务。这牵涉到如下几个问题：如何严格分析命题的形式，从而明确推理的形式？如何澄清有效性概念中“情形”一词的模糊意义？如何确切理解一命题在某个情形下为真？怎样严格表达和应用一个规则？前面简单谈到了传统逻辑如何分析命题形式的几个例子，但我们不准备在传统逻辑里继续深入，现代的观念和技术提供了更加严格和有力的分析手段。

4.1　命题成分

按照一种广为接受的观念，最简单的命题是述说某个体具有某种性质的，如“这是一支矛”、“这支矛非常锐利”等等，其中的“这”、“这支矛”等指称个体，而“……是一支矛”、“……非常锐利”等表达个体的性质。稍微复杂一点的命题述说几个个体之间具有某种关系，如“这支矛能刺破这张盾”表达了两个个体之间具有“……能刺破……”的关系，“点a居于点b和点c之间”表达了三个个体具有“……居于……和……之间”的关系，等等。

我们称命题中指称个体的成分为个体项，表达性质和关系的成分为概念。像“韩非”、“这支矛”等专名和确定指示词指称确定的个体，因此是个体项。概念的特点是，它们具有“空位”，当空位被确定的词项填充进去，我们就得到一个完整的命题。如概念“……是哲学家”有一个空位，用专名“亚里士多德”填充后，我们得到“亚里士多德是哲学家”这个命题，它表达一个确定的个体具有某个确定的性质；概念“……喜欢……”有前后两个空位，用名字“韩非”与“这支矛”分别填充后，我们得到“韩非喜欢这支矛”这个命题，它表达两个确定个体具有某个确定的关系。关系不但有两个个体之间的，还有三个个体之间的、四个个体之间的等等，分别称为二元关系、三元关系、四元关系等等。表达n元关系的，称为n元概念。一个典型的二元概念是等同，就是“……等于……”，在数学里经常记为＝，它表达同一关系。为方便起见，我们把一个个体的性质也称为一元关系。于是，一元概念就表达性质。

对命题的这种个体项—概念式分析不同于传统逻辑的主—谓式分析，后者只讲性质，不讲关系，把“这支矛能刺破这张盾”这样的关系命题仅分析为“这支矛”具有“能刺破这张盾”这个性质。这种分析表达力较弱，比如，它无法说明数学中“a等于b，b等于c，因此a等于c”这种推理的有效性。（三段论不能解释这里的有效性。）

更复杂一点的命题，表述某一类个体的全部或部分具有某种性质。命题“所有的人都会推理”，按主—谓式分析，它的形式是“所有的S是P”，但按我们更精细的个体项—概念式分析，它表达“人”这一类的每个个体都具有“……会推理”这个性质，这相当于说“对任何个体x，如果x是人，则x会推理”。同样，命题“有些数是偶数”表达“数”这一类中至少有一个个体具有“……是偶数”这个性质，或者“至少有一个x，x是数，并且x是偶数”。
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 我们称“所有的”（或“任何一个”）为全称量词，“有些”（或“至少有一”）为存在量词。变项x是个体变项，个体变项大体相当于自然语言中的不定代词，它们虽然也是个体项，但不是确定个体的名字，其作用与数学中的变项一样，代表某类个体中的随便一个。上例中的个体变项都随量词出现，或者说有量词约束它们。如果一个个体变项出现在概念中而没有量词约束它，则它出现之处就相当于空位。比如，“x是偶数”不是一个命题，它其实就是概念“……是偶数”。

有量词在手，我们便可重叠使用，进一步表达比较复杂的关系。而某些复杂的关系，在日常语言不精确的形式下，往往被掩盖。如日常语言的句子“每支矛都能刺破某张盾”有歧义，它可能表达“对任何一支矛，都存在一张盾，使得这矛能刺破这盾”（注意这里全称量词在前，存在量词在后），也可能表达“存在一张盾，对任何一支矛，这矛能刺破这盾”（这里量词次序颠倒了）。我们借助重叠量词的分析，看出这是两个不同的命题，因而可以在不同的语境中捕捉“每支矛都能刺破某张盾”这个句子的不同意义，将它们分别处理。这种分析，传统逻辑很难做到。

现代逻辑的命题形式分析，从历史上看，首先是为了说明数学推理的有效性。数学语言描述的对象，除了个体和关系之外，还有函数，如自然数的加法和乘法函数。我们一般用＋和·分别表示加法和乘法，它们称为函数符号。这里的函数是某种运算，一元函数施于一个对象之上，n元函数施于n个对象之上，“变换”出一个对象（函数值）。个体域上的运算，其函数值仍然是个体，例如自然数的二元加法运算f（x，y）＝x＋y施于个体1和2，就得到值1＋2，也就是个体3。因此，个体域上的函数运算，其表达式也是一种个体词项，它以某种（复杂的）方式代表个体。注意，函数里面虽然出现个体变项或空位，但它不同于概念。概念里的空位被个体项填充后得到命题，而上例中函数的空位被个体项填充后还得到个体项。

最后，我们可以使用命题联结词从已有的命题构造出复合命题。自然语言里有许多命题联结词，但逻辑所关心的只是“并非”、“并且”、“或者”、“如果……则……”等少数几个。利用它们，我们可以得到诸如“如果这支矛能刺破所有的盾，则这支矛能刺破这张盾”、“并非这支矛能刺破所有的盾”等直接由联结词复合的命题，还可再加量词，得到“对任何一支矛，都存在一张盾，使得这矛能刺破这盾，并且并非这矛能刺破所有的盾”等等更复杂的命题。另外，从这些复杂的命题，我们又可以得到复杂的概念，如去除上例中最前面的量词等部分，我们得到概念“x是一支矛，存在一张盾，使得x能刺破这盾，并且并非x能刺破所有的盾”，它表达个体的一个复杂性质。进一步去除量词等部分，得到概念“x是一支矛，y是一张盾，x能刺破y，并且并非x能刺破所有的盾”，这表达个体间的某个二元关系。这样复杂的性质和关系，在传统逻辑中也是难以处理的。

上述命题，总体上说，表达的是个体具有什么性质及个体间具有什么关系，我们称这类命题为一阶命题。一阶命题描述的世界，由个体、性质和关系（包括函数）组成，大部分的数学“世界”正是这样组成的，我们日常的世界，在某种哲学观点之下也可以“看成”是这样组成的。因此，一阶命题能描述大部分的数学及非数学情形，能够满足科学的需要。我们的逻辑将在一阶命题里展开。

一阶命题的成分里，量词和命题联结词是逻辑常项，其余是可替换部分。因此，量词和命题联结词决定了一阶命题的形式。

4.2　外延性与真

在什么条件下我们说一个一阶命题为真呢？

个体具有性质，如韩非、亚里士多德等个体分别具有“……是人”这个性质，用术语来说，韩非、亚里士多德等个体分别例示了“……是人”这个性质；反过来，每个性质规定或“挑出”一些个体，就是那些例示了这个性质的个体，如“……是人”这个性质挑出了韩非、亚里士多德等个体。关系的情形与之类似，月亮和地球例示了“……是……的卫星”这个二元关系，而这个关系挑出了月亮和地球这一对个体以及其他那些例示这个关系的成对的个体。不同之处在于，性质挑出个体，而多元关系挑出的是个体的序列，所谓个体的序列就是有顺序的一系列个体。（注意，“……是……的卫星”挑出了〈月亮，地球〉这个二元序列，或有序对，但并未挑出〈地球，月亮〉这个不同的有序对。）

我们似乎能这样说，正是这种例示或挑出关系，决定了最简单的（从而决定了更复杂的）一阶命题的真假。比如，“韩非是人”为真，当且仅当个体韩非例示了性质“……是人”；“月亮是地球的卫星”为真，当且仅当有序对〈月亮，地球〉例示了关系“……是……的卫星”。

但是，不同的性质或关系却可以挑出相同的一些个体或个体序列，或者说，它们对应的概念有相同的外延。假如你喜爱所有的狗，而不喜爱其他动物，那么性质“……是一只狗”和“……是你喜爱的动物”就挑出了相同的一些个体，而这两个概念就具有相同的外延，但这两个性质或概念显然是不同的。这说明，性质和关系不是被它们所挑出的个体或个体序列所唯一决定的，它们还含有其他方面的内容，表达性质和关系的概念，也因此有外延和内涵的区分。

类似于概念的内涵和外延，（弗雷格等人认为）个体项也有涵义和指称两个方面。比如“晨星”和“暮星”有共同的指称——金星（这个个体），但二者指称金星的方式却是不同的，或者说，二者的涵义不同。关于这些问题，语言哲学中有许多的讨论，我们不准备在这里涉及。

回到真假问题，概念的内涵和名字的涵义，不管它们是什么，对一阶命题的真假都没有影响，就是说，在任何一阶命题里，都可以将具有相同外延的概念或具有共同指称的名字相互替换而不改变这个命题的真假。这是因为，一阶命题的真假只与个体是否例示关系有关，而与如何指称个体或如何表达关系无关。在这个意义上，只涉及一阶命题的语言是外延性的。既然推理的有效性只与命题的真假有关，那么其他方面的内容对推理的有效性也就没有影响——在任何推理里面，对任何一阶命题而言，都可以将其中具有相同外延的名字或概念相互替换而不改变这整个推理的有效性。

因此，对概念来说，我们可以忽略它的非外延方面的内容，而只考虑它所涉及的那些个体或个体序列。这种抽象的结果，逻辑学家们称为集合。集合作为概念的外延，包含了性质或关系挑出的个体或个体序列。比如与一元概念（性质）“……是人”相对应的集合包含所有的人，与二元概念（二元关系）“……是……的卫星”相对应的集合，包含〈月亮，地球〉、〈木卫一，木星〉、〈木卫二，木星〉等等有序对。一个集合所包含的东西，称为这个集合的元素。a是集合A的元素，记为a∈A，读作a属于A。

但是，跟概念或性质和关系不同，一个集合是被它的元素所唯一决定的。这称为集合的外延性原则：





如果集合A与集合B包含相同的元素（就是说，对任意的x，x∈A当且仅当x∈B），则A与B就是同一个集合。





所以，前面提到的“……是一只狗”和“……是你喜爱的动物”，虽然是不同的概念，但作为集合，是同一个东西；“……是有心的动物”和“……是有肾的动物”，也是不同的概念，但也对应于同一个集合。

类似地，对名字来说，我们也可以忽略它的涵义，只考虑它的指称。这样，“晨星”和“暮星”如果看作个体项，也就成了同一个指示词，这种指示词的唯一意义就是标示能成为集合元素的个体。

这样建立的集合概念恰好解释了命题的真假：命题“韩非是人”为真的充分必要条件，不需再表述为韩非这个个体例示了性质“……是人”，而只要表述为这个个体属于这个性质决定的集合。同样，命题“月亮是地球的卫星”为真，当且仅当〈月亮，地球〉属于“……是……的卫星”相对应的集合。

4.3　一阶符号语言

推理的有效性只与命题的真假有关，而命题的真假又只由个体和集合来决定，所以，探讨有效性问题就只需要关注集合和个体。这要求我们设计一种专供逻辑使用的语言，使其中的句子不再描述个体具有什么性质或关系，而描述个体或个体序列属于什么集合。就是说，这个语言中的“概念”不再表示个体的性质和关系，而表示个体或个体序列的集合，这个语言中的“名字”也不再有涵义，而只有指称。这个语言的句子，因此表达而且只表达一阶命题的真假。

显然，自然语言不能在这里继续使用了，因为它们的词项有其约定俗成的意义（且经常有歧义），无法剥离。我们需要的是一种人工语言，其中有一些专门设置的符号来表示个体、集合、函数
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 、量词和联结词。

为了确定一个这样的语言，首先要明确它所对应的世界。这样的一个世界或者可以叫做原先那个含有性质和关系的世界的“外延”世界。它同样由个体组成，但在原先存在性质和关系的地方，这里却只存在对应于那些性质和关系的个体集合与个体序列的集合。这样一种情形或世界，逻辑学家称为关系结构，或简称结构。结构中所有的个体组成我们语言的论域（它也是一个集合），就是这个语言准备谈论的那些个体。为了能够述说一个结构里的事实或情况，我们的语言首先需要以下这些词汇：





i．（对应于名字）个体常项：a，b，c等，它们指称论域里某些特定的个体。

ii．（对应于概念）谓词：F，G，H等，表达论域中那些个体的集合和个体序列的集合。

iii．函数符号：f，g，h等，表达论域上的函数。





比如，假定我们要谈论某个结构[image: alt]
 中的情况，论域是所有的人组成的集合。我们可以定义一种语言L1
 ，其中个体常项a指称韩非，b指称亚里士多德；一元谓词F代表哲学家的集合，二元谓词G表达的集合由这样的有序对〈x，y〉组成，其中x与y是同时代人（这个集合对应于关系“……与……是同时代人”）；还可以有别的个体常项（c，d等等）和谓词（I，H等等）。到底需要哪些个体常项和谓词，根据[image: alt]
 的具体情况而定。

表达一阶命题（的真假）的，在我们的新语言里称为公式。
⑧

 于是，一阶命题“亚里士多德是哲学家”在L1
 中就可以用公式F（b）（它的意义就是：b所指称的个体属于F所表达的集合）来表达，“韩非与亚里士多德是同时代人”可以表达为公式G（a，b）（同理，这意味着：〈a所指称的个体，b所指称的个体〉∈G所表达的集合）。

当然，L1
 中的词汇一旦给定，你也可以对它们做不同的解释，如把a解释成亚里士多德的指示词，b解释成韩非的指示词，F解释成会思考的人的集合等等。你甚至可以找一个不同的结构，将L1
 的词汇在其中另做一番解释，这样L1
 就可用来谈论另一套话题（这当然要求L1
 的词汇够用）。

又比如，我们要谈论算术结构[image: alt]
 ，这里的论域便是自然数集合。我们可以定义另一种语言L2
 ，其中个体常项a指称自然数0，b指称数1，等等。至于谓词，由于相等关系一般而言是不可缺少的，所以我们需要设定一个符号，比如F，来表达二元关系“＝”。如果我们想讨论自然数的“小于”关系，则又需要另一个二元谓词G表示“＜”。很多情况下，我们需要谈及自然数的函数，如此我们则需要二元函数符号，如f和g，分别解释为“＋”和“·”。函数运算0＋1和0·1于是在L2
 中分别表示为词项f（a，b）和g（a，b），复合运算（1·0）＋0表示为词项f（g（b，a），a），（假）命题1＝（1·0）＋0表示为公式F（b，f（g（b，a），a））。

所以，我们需要的不是一个，而是一类语言，其中每一个都因其所描述的结构不同，而有不同意义的词汇。但是，不管我们谈论什么结构，都需要以下这些词汇：





iv．个体变项：x，y，z，u，v，……；

v．全称量词∀和存在量词∃，它们使用在论域的个体之上；

vi．真值联结词：[image: alt]
 （并非）、∧（并且）、∨（或者）、→（如果……则……）





这些称为一个语言的逻辑符号，其中量词和联结词对应于前面所说的逻辑常项，它们在任何一个语言中的任何解释中都有固定的意义。相应地，i—iii称为一个语言的非逻辑符号，它们在不同语言的不同解释中意义不同。所有这些符号组成一个语言的字母表（或初始符号表）。有了全部这些符号，我们就可以构造更复杂的公式。比如，在L1
 中，我们有公式∃xF（x），∃y[image: alt]
 F（y）——它们分别表达F代表的集合和它的余集非空。还有更复杂的公式，如：





∃xF（x）∧∃y[image: alt]
 F（y）（在[image: alt]
 中，它表达的是哲学家这个集合既非空集又非全集，翻译成自然语言就是：有些人是哲学家，并且有些人不是哲学家。）

∀x（G（x，b）→F（x））（任意一个人，如果他跟亚里士多德同时代的话，则他是哲学家。即：所有跟亚里士多德同时代的人都是哲学家。）

∀x（G（x，b）→F（x））→F（a）（如果所有跟亚里士多德同时代的人都是哲学家的话，那么韩非是哲学家）

等等。





在L2
 中，有公式：





∃x（[image: alt]
 F（x，a））（在[image: alt]
 中，它表达：存在自然数x，x≠0。）

∀x∀y（[image: alt]
 F（x，a）→∃u∃v（F（y，f（g（x，u），v））））（对任何自然数x和y，如果x≠0，则存在自然数u和v，使得y＝（x·u）＋v。）

等等。





这些公式所表达的，严格来讲，不是命题，而是抽象的真值（真和假）。公式只捕捉到了自然语言命题的真假，而舍弃了其他方面的内容。因此，这里的真值联结词，不等同于（括号中与它们对应的）命题联结词，这里被联结的，只是真值。我们语言中的任何公式φ和ψ，作为真值的表达式，都可以用任何一个联结词联结起来构成复合公式[image: alt]
 φ，φ∧ψ，φ∨ψ和φ→ψ，不管φ、ψ对应的自然语言命题有无内容上的联系。而这些复合句子的真值，也唯一地被φ和ψ的真值所决定。特别地，如前所述，→表达实质蕴涵，φ→ψ等值于[image: alt]
 （φ∧[image: alt]
 ψ）。这虽然跟自然语言中“如果……则……”的许多用法有明显区别，但可用来表达与推理相关的保真条件，这正是我们需要的意义。

这一类语言，统称一阶符号语言（以后简称一阶语言），其公式称为一阶公式。一阶公式作为人工设定的符号序列，单独拿来看并无真假可言，只有用它们来描述一个特定的结构时，它们的非逻辑符号才在这个结构中有了具体解释，它们才表达某种意义，并因而有了真值。确定业经解释的一阶公式的真值时，我们仍然遵循某种符合论的原则，就是说，公式φ在某个结构中为真，当且仅当这个结构中有φ所描述的情形。比如，考虑L1
 -公式和[image: alt]
 这个结构，F（b）在[image: alt]
 中为真，当且仅当[image: alt]
 中用来解释b的个体属于用来解释F的集合；G（a，b）在[image: alt]
 中为真，当且仅当[image: alt]
 中用来解释a和b的个体组成的有序对属于用来解释G的集合；∃xF（x）在[image: alt]
 为真，当且仅当[image: alt]
 中至少存在一个个体属于F对应的集合（即这个集合非空）；如此等等。当一个（一些）公式经解释后在一个结构中为真时，我们称这个结构为这个（这些）公式的模型。

我们以前曾经把推理的有效性在直观上表达为：在任何情形下，如果前提都真，则结论为真。这里的“情形”、“真”等概念仍然是模糊的。现在，我们有了一阶语言及其语义学，就可以用一阶公式表达推理中的命题，用严格的结构概念代替原先的“情形”，用严格的模型概念阐释“真”，从而把推理的有效性精确化。在任意一个一阶语言中，设Φ为一组公式，φ为一个公式，我们用Φ⊧φ表达如下事实：Φ的任何模型都是φ的模型。此时我们称φ是Φ的语义后承。显然，把Φ⊧φ放在直观背景下来理解，它说的恰好是：从前提Φ到结论φ的推理是有效的。

用一阶语言这样的人工语言来表达命题，处理推理，标志着逻辑的巨大进步。在历史上，这种语言的建立，是弗雷格（Frege, 1879）的贡献，其思想可上溯到莱布尼茨。而一阶语言语义学的研究，则由塔斯基（Tarski, 1933）奠定了基础。

5　推演系统

5.1　公式模式与推理规则

所有一阶命题，都可以表达为某个一阶语言中的公式，所有用一阶命题进行的推理，也因此可以表达为某个一阶语言中的推理。比如，自然语言中的推理

[image: alt]


在L1
 中就“翻译”成如下推理：

[image: alt]


既然一阶公式表达了一阶命题的真假，推理的合规则性，现在就可以放在一阶语言里考察。如何考察呢？头一个问题是，既然决定一个推理是否合规则的是命题和推理的形式，那么，一阶公式是否表达了一阶命题的形式？7′）中的三个公式，是否分别表达了7）中的三个命题的形式，因而使得7′）成为7）的推理形式？

还不是。跟7）的情形类似，7′）的合规则性或有效性，与a，b，F，G等非逻辑符号如何解释无关。如果这些非逻辑符号在L1
 中有具体解释的话，则7′）中的公式就仍然有某种“内容”，而这些内容对这个推理是否正确没有影响。因此，从一阶命题到一阶公式的翻译，并不是恰好得到了那个命题的形式。

实际上，决定一阶命题的形式的，是一阶公式中的逻辑符号。仅从命题形式的角度来看，非逻辑符号无所贡献，可以看成空位，或者用合适的变项替换掉。比如，我们用变项α、β等代表L1
 中的那些个体常项，用变项π、γ等代表其中的谓词，则7）中的三个命题的形式以及它们组成的推理形式就可以表达成：

[image: alt]


注意，α、β、π、γ（包括前面使用的代表一阶公式的变项φ、ψ）等不是一阶语言中的符号，而是我们为了讨论一阶语言的公式形式而使用的变项。因此，7″）中的那些符号序列不是一阶公式。这里出现了两个层次的语言，一是一阶语言（在这里具体是L1
 ），它是我们眼下讨论和研究的对象，称为对象语言；另一个是我们讨论对象语言时使用的语言，就目前情形而言，它是汉语加上一些特别的符号（包括L1
 中的逻辑符号），这称为元语言。
⑨



7″）中的三个元语言公式，我们称为7′）中相应的L1
 -公式的模式。这跟前面介绍的模式概念是统一的。一般而言，一个公式模式是用元语言变项替换一个公式中的非逻辑符号而得到的，这个公式是这个模式的一个实例，其他同形的公式也是这个模式的实例。比如，公式模式





∀x（π（x，β）→γ（x））





在L1
 中的实例有：





∀x（G（x，b）→F（x）），

∀x（H（x，a）→F（x）），

∀x（H（x，f（a，b））→I（x）），





等等。在其他一阶语言中也有类似的实例。而公式模式





φ→ψ





的实例是所有一阶蕴涵公式。

总之，给定一阶命题A，我们可以把它表达成一阶公式A′，再借助元语言变项得到A′的模式A″，A″即可以看成A的命题形式（同时是A′的形式）。命题形式一旦明了，推理形式也就得到澄清。由于一个推理规则表达为一个基本的推理形式，所以，我们的推理规则，就用一阶公式的模式来表达。比如，可以这样表达某种“全称量词消去”规则：

[image: alt]


撇开技术性术语，公式φ（x）相当于一个（复杂的）谓词，表示个体的一个（复杂）性质，而φ（α）是说个体常项α所代表的个体具有性质φ（x）。因此，这个规则直观上说的是，如果所有个体都有某性质，则特别地个体α也有此性质。它符合我们的“从一般推出个别”的直观原则。前面提到的命题逻辑的肯定前件式和否定后件式规则，可以分别表达为：

[image: alt]


和

[image: alt]


不过在这里我们统一从语形上考虑，把它们称作蕴涵消去规则（前提中的那个蕴涵号在结论中不复存在）。

5.2　形式推演系统

一组选定的推理规则形成一个推演系统。这些规则既然表达了所有一阶语言的基本推理模式，就可以应用于任何一个一阶语言里。假定我们选定了一个推演系统[image: alt]
 。在任意一个一阶语言里，从一组给定的前提Φ出发，经过一系列（有穷的）推理步骤，若每一步都合乎[image: alt]
 的一个规则，而最后得到公式φ，我们就称这个过程是前提Φ在[image: alt]
 中对结论φ的一个推演。推演是对推理的合规则性的精确的表达。我们看一个例子。假设[image: alt]
 包含全称量词消去和蕴涵消去规则，当[image: alt]
 应用于L1
 ，推理7′）及其每一个中间步骤就可以用一个树形图来表示：

[image: alt]


这便是[image: alt]
 中的一个推演。其中每一个横线都表示一个推理步骤，横线右边标出这个步骤所根据的推理规则，横线上下的公式组成这个规则的一个实例。其上无横线的公式（叶）是证明的前提，其下无横线的公式（根）是总结论，上下都有横线的公式同时是上个步骤的结论和下个步骤的前提。这种推演称自然推演，主要是甘岑（Gentzen, 1934）的发明。

如果在[image: alt]
 中存在从Φ到φ的一个推演，则称Φ在[image: alt]
 中可推演φ，记为Φ[image: alt]
 φ。此时我们也称φ是Φ的语形后承。上例8）显示：

｛∀x（G（x，b）→F（x）），G（a，b）｝[image: alt]
 F（a）

日常使用的自然语言中的推理一般而言不具有确定性，就是说，我们常常无法严格地判定一个推理是不是合乎规则。这首先是因为我们没有一组明确的规则，即使在欧几里得的公理系统中，也没有明确规定哪些规则可以用，哪些不可以用，因此容易导致推理上的错误。其次，由于自然语言意义模糊，且形式不严格，所以一个推理步骤是否合乎某个规则，我们经常确定不下来。

一阶语言中的推演必须避免这些缺点。显然，一切推演都是在给定的系统中做出的，所以，事先给定一组明确的规则这一条已经得到满足；然后，为了使推演具有最终的确定性，我们要求每一个推演都满足下面的条件：





第一，必须在有穷步内完成（否则你无法按部就班地推出结论）。

第二，我们可以能行地检验推演中每一个推理步骤是否合乎系统的某个规则（否则你就没有判定推演是否合法的严格标准）。“能行”的意思是，有一套指令或程序，使得一台机器或者一个被动地（“不用脑子地”）服从指令的人，可以在有穷时间内完成这套程序，从而判定（即给出是或否的回答）某个问题（这里的问题是：一个推理步骤是否合乎系统的某个规则）。

第三，推演的前提与结论可以能行地找出来。





满足这些条件的证明系统称为形式推演系统。第一个条件包含在推演的定义里面；第三个条件可以通过对推演的树形图做例8）中那样的约定得到满足。第二个条件就复杂一些，它要求我们能够机械地检验一个语言L中的公式是不是某个模式的实例，这进一步要求如下的问题是能行可判定的：





i．任意一个符号是不是L的符号；

ii．L中任意符号是一个逻辑符号还是非逻辑符号；

iii．L中任意符号是哪一类逻辑符号或非逻辑符号；

iv．任意符号序列是不是一个L-公式或其组成部分。





如果在L中i—iv都是能行可判定的，则称L是一个形式语言。在形式语言中，我们需要对公式、词项等对象进行严格的归纳定义，也就是用一种能行的方法把它们从符号表中构造出来，以使它们满足可判定的要求。

建立在形式语言之上的形式推演系统使推理成为计算，成为机械的过程。给定一套公式的变形过程，它是否构成一个推演，在形式系统里是可以能行地判定的。这部分满足了莱布尼茨的要求。他设想“通用文字”要有这样的功能：当两个使用者对于一个推理的正确性产生争执的时候，只须坐下来，“让我们算一下吧”。

现在可以比较准确地概括本书的主题了。我们要建立这样一个形式推演系统：对任意给定一个一阶形式语言L，第一，它的规则在L中产生且仅产生有效推理的实例，这就是说，对任何L-公式集Φ和公式φ，如果Φ⊢φ，则Φ⊧φ；第二，L中所有有效推理的实例，都可以用系统的规则产生，换言之，如果Φ⊧φ，则Φ⊦φ。第一点称为系统的可靠性（或健全性），第二点称为完全性。二者合起来就是这样一个要求：Φ⊦φ，当且仅当Φ⊧φ。这表明了语形后承和语义后承这两个概念（在外延上）的重合，精确解释了推理的合规则性与有效性相互吻合的直观思想。一阶逻辑的这个结果，由哥德尔（Gödel, 1930）证明。

这里说的完全性是经典逻辑的完全性，直觉主义逻辑只接受一部分经典意义下有效的推理。实际上，从某一组完全的经典逻辑规则中，除掉排中律或与之等价的某个规则，就得到直觉主义逻辑的全部规则。这组规则在某种意义下也是完全的，但这个完全性不是针对有效性而言的。逻辑学家们对直觉主义逻辑设计了另外几种语义学，使得这组直觉主义规则恰好产生这样一种语义下全部正确的推理。

莱布尼茨将推理变成计算的思想，大概还蕴涵着这样一个要求：有一个机械过程，对任意的Φ和φ，都可以能行地判定Φ⊦φ是否成立。这个要求称为系统的可判定性。但丘奇（A. Church, 1936）证明，一般而言，形式推演系统不具有可判定性。与此相关的还有著名的哥德尔不完全性定理，它表明形式化的算术理论不能穷尽真算术命题。这些是形式化的代价，其中的哲学意义也许可以这样表述：当我们从直观一步步走向形式，确定性和清晰性都逐步加强，但直观方面的一些内容却不可避免地损失掉了。





注释


①
 　先秦的名家、辩者与后期墨家等的确深入思考过这类问题，但他们的作品传世既少，在后来的两千年里又未受到重视，虽然百余年来开始得到研究，但如今仍然是聚讼纷纭的疑案。


②
 　参考Arpad Szabo（1964）。


③
 　想象一下，你当然不能用摆石子来直接证明“任何多个（而不只是某几个具体的）偶数的和是偶数”这个全称命题，因为你没有无穷多石子；即使有，你也摆不完。但是，RAA可以帮助你间接地证明这个定理：假设这命题为假，然后你推出矛盾，根据RAA，你就要否定那假设，从而证明了原命题。这个证明不再诉诸视觉等经验因素，因此是抽象的。


④
 　命题这种抽象对象到底存在与否，是哲学家们仍然在争论的问题。较典型的反对意见认为，我们没有适当的标准决定两个“命题”是否同一，因此，命题在本体论上没有存在的资格。我们在这里谈论命题，当然假设命题是存在的。但是，这并不表明逻辑学的建立，必须依赖某种特定的哲学立场。不管有没有命题，我们都可以采取某些逻辑学家喜欢的做法，只讲句子，不说命题（这样处理起来麻烦一些）。后面要谈到的概念、性质、关系等，也有类似的问题。


⑤
 　这也说明了我们为什么要排除矛盾。如果一个理论中出现了矛盾的命题，则这个理论就要接受所有的命题，因此它不成其为适当的理论——它主张了一切，相当于什么也没主张。


⑥
 　在日常语言里，说“有些……是……”往往同时肯定了一种言外之意，即“有些……不是……”。但这里的“有些……是……”，没有这种言外之意，它只意味着“至少有一个……是……”。


⑦
 　函数既然是特殊的关系，就也可以处理成集合，具体介绍见下章。这里说的函数即指特别的集合。


⑧
 　这里我们暂不区分开公式和闭公式，这个区分见后面诸章。本章以下所谓公式，实际上都是闭公式，或语句。


⑨
 　元语言与对象语言的划分不只在眼下的情形中出现。比如，你用汉语述说英语语法，这时的汉语是元语言，英语是对象语言。元语言和对象语言不必是两种不同的语言：你也可以用汉语述说汉语的语法。显然，元语言和对象语言的划分是相对的，一种语言在某种情形下是元语言，在另一种情形下可成为对象语言。但是，一旦在某种情形下这个划分固定了，则这两个层次的语言就有必要区分清楚，否则会造成一些不愉快的结果。（著名的说谎者悖论，根据某种解释，就是混同了这两个层次的结果。）


第二章

集合

如果我们能够把多个对象设想为整体上“共存”而不引起矛盾，就是说，我们能够把它们聚集为“一个东西”，那么我称这样的复多为一致的复多，或者“集合”。

康托尔





上一章里，在讨论一阶语言的语义的时候，我们遇到了集合，而且把它初步理解为概念的外延。为了明确结构、模型等语义概念，我们有必要对集合多做些了解，特别要了解如何用集合（从外延上）来确定性质、关系和函数。另外，即使研究一阶语言的语形，也涉及到集合概念。因此，有关集合的初等知识，可以说是逻辑研究的先行知识。从更广泛的方面来看，集合概念有深刻的数学与哲学意义，百余年来得到了深入的探讨，形成了集合论这个学科。集合论是数理逻辑的一个分支，在某种意义上，也被认为是数学的基础。下面的第1节是对集合概念的直观介绍，其他各节的内容属于集合论的初等部分。
①



1　集合（不）是什么？

集合是数学和哲学的最重要的概念之一，集合论试图对集合概念做某种刻画，但严格来讲，我们迄今为止对这个概念还没有一个标准的共识，或许我们对它的一些深层性质理解得仍然不够清晰；然而，在基本的层面上，通行的集合论可以说已经对它做出了相对充分的描述。下面我们尝试按集合论创始人康托尔（Georg Cantor）的定义来介绍集合的一些基本性质。他说：

我们把一个“集合”理解为任意这样一个聚合M，它将我们的直观或思想的确定的、有明确分别的一些对象m（称为M的“元素”）聚为一个整体。

比如，把韩非和亚里士多德这两个“我们的直观或思想的确定的、有明确分别的对象”放在一起，就得到一个集合，我们把它记为｛韩非，亚里士多德｝。同理，我们有集合｛1，2，3｝，甚至｛1，亚里士多德｝等等。有序对也是我们的“思想的对象”，所以，我们可以构造集合｛〈1，2〉，3｝，｛〈1，2〉，〈2，1〉｝，等等。这样的集合记法，是通过枚举其中的元素得到的。

x是集合A的元素，记为x∈A。比如，韩非∈｛韩非，亚里士多德｝；〈1，2〉∈｛〈1，2〉，〈2，1〉｝，等等。

特别而言，单独一个对象，也可以聚为一个集合，如｛韩非｝、｛〈1，2〉｝。注意，｛韩非｝不是韩非，前者是只有一个元素的集合，后者是前者包含的元素。只有一个元素的集合，称为单元集。

如果一个集合的元素太多，无法一一枚举出来，那么我们可以采取明确其共同性质的抽象表达法来标记它。比如，我们可以把所有自然数的集合N表为｛x｜x是自然数｝。按前面的理解，这即是说，集合N是概念“……是自然数”的外延。抽象法不限于表达那些大的集合，如｛x｜x是地球的自然卫星｝就是单元集。一般而言，如果φ（x）表示一个性质，则我们就用｛x｜φ（x）｝表示所有具有此性质的元素的聚合；换言之：

任给x，x∈｛x｜φ（x）｝当且仅当x满足φ（即φ（x）成立）。

枚举法是抽象法的特例，如｛1，亚里士多德｝可以表达为｛x｜x＝1或x＝亚里士多德｝（这里的“x＝1或x＝亚里士多德”是一个“复合”性质）。因此，直观上看来，对任意一个集合，我们似乎可以设计一个概念来表述它；而任意一个概念，也似乎决定一个集合。这与弗雷格的观念（集合是概念的外延）吻合。但是，这个简单观念蕴涵着复杂的问题，我们稍后讨论这里的问题。

有些性质，没有任何对象具有它们，如性质“x≠x”，显然没有东西不与自身等同。因此，集合｛x｜x≠x｝不含任何元素。不含任何元素的集合称为空集。空集A因此是这样的集合：

对任意的x，都有x∉A。

康托尔要求集合的元素彼此之间“有明确的分别”，其含义之一大概是，我们应该忽略重复出现的元素以及元素出现的顺序，比如集合｛a，a，b，c，c，c｝和｛b，a，c｝都应等于｛a，b，c｝。就是说，

给定集合A与B，如果对任意x，x∈A当且仅当x∈B，则A＝B。

这即是前面说的外延性原则，它给出了集合的同一性条件。

外延性原则保证了空集是唯一的，“唯一”的意思是说，如果A和B都是空集，则A＝B。下面给出一个证明：

假设A和B是空集。由A是空集知，对任意的x，都有x∉A。此时有：如果x∈A，则x∈B（注意，这里的“如果……则……”是实质蕴涵）。同理，由B是空集得到，如果x∈B，则x∈A。所以，x∈A当且仅当x∈B。根据外延性原则，A＝B。

一个证明就是一个推理。下面用一个树形图表示这个推理的结构，以帮助我们熟悉树形图表示方法：

[image: alt]


这棵树有两个叶，即两个前提（“A是空集”和“B是空集”）。由此出发，经过中间步骤，得到根（结论）：A＝B。各个结点的来龙去脉层次分明。

所以，任何空集都等于｛x｜x≠x｝。这使得我们可以用一个专名∅来标记空集。

集合的相等关系，有两方面的蕴涵，减弱一方面，就得到子集概念。

1.1定义　集合A是集合B的子集，记为A⊆B，当且仅当对任意的x，如果x∈A，则x∈B。





例　｛韩非，亚里士多德｝⊆｛x｜x是人｝；

　　｛〈刘禅，刘备〉，〈曹植，曹操〉｝⊆｛〈x，y〉｜x是y的儿子｝；

　　｛x｜x是素数｝⊈｛x｜x是奇数｝。

我们现在不知道哥德巴赫猜想，即

　　｛x｜x＞2并且x是偶数｝⊆｛x｜存在素数y和z，使得x＝y＋z｝是否为真。





如果A⊆B且A≠B，则称A是B的真子集，记为A⊆B。

1.2　习题　证明：

1）对任意集合A和B，如果A⊆B，且B⊆A，则A＝B。

2）对任意集合A，B和C，如果A⊆B，且B⊆C，则A⊆C。

3）对任意集合A，∅⊆A且A⊆A。（提示：子集定义中的“如果……则……”是实质蕴涵。）

4）对不同的个体a和b，

｛a｝∈｛a，｛a｝｝，｛a｝⊆｛a，｛a｝｝。

｛a｝∉｛b，｛a，｛a｝｝｝，｛a｝⊈｛b，｛a，｛a｝｝｝





康托尔所说的元素的“确定性”，一般认为是要求一个给定的对象和一个给定的集合之间，有确定的关系。这似乎规定了关于集合的确定性原则：

对任意的对象x和任意的集合A，x∈A或x∉A。

这是排中律在集合的属于关系上的应用。我们可能没有能行的方法判定，甚至根本不知道x∈A还是x∉A，但x∈A和x∉A必定有一个且只有一个成立。确定性原则要求在集合论里使用经典逻辑进行推理。如上例中提到的哥德巴赫猜想，按照确定性原则，这个命题或者为真，或者为假（直觉主义逻辑不承认这一点）。

关于一个集合的元素，康托尔要求它们是“直观的”或“思想的”对象。按后来的某种理解，直观的对象指个体，而思想的对象指集合。因此，一个集合也可以是另一个集合的元素，属于关系不仅是前面所说的个体（和个体序列）与集合之间的关系，也可以是集合之间的关系。正如有性质的性质，也有集合的集合。“勇敢是一种美德”这个命题是对“勇敢”——或“……是勇敢的”——这个性质的述说，表示这个性质有“……是一种美德”的性质。“……是勇敢的”是个体的性质（一阶性质），而“……是一种美德”则是个体的性质的性质（二阶性质）。相应地，令集合A＝｛x｜x是勇敢的｝，B＝｛X｜X是一种美德｝，则命题“勇敢是一种美德”就对应于A∈B。A是个体的集合，B是个体的集合的集合。当然，还有个体的性质的性质的性质等等；相应地，也有个体的集合的集合的集合等等。

在一个语言里，如果不仅允许量词使用在个体之上，而且允许它们使用在个体的性质和关系之上，则这个语言就不仅能谈论个体有什么性质（关系），而且能谈论个体的性质或关系有什么性质或关系。这称为二阶语言，研究其中推理的，称为二阶逻辑。二阶语言的论域里面不仅有个体，还有个体的集合。比如，上一章提到，一阶算术语言L2
 可用来描述N＝｛x｜x是自然数｝这个论域。但二阶算术语言描述的论域里不但有自然数，还有自然数的集合，如｛1，2，3｝，｛2，3，5，14，2798｝，｛x｜x是偶数｝，等等——就是说，任意的N的子集。这些子集也构成一个集合，称为N的幂集。

1.3　定义　设A是集合，称集合｛X｜X⊆A｝为A的幂集，记为[image: alt]
 （A）。





直观上说，一个集合的幂集就是这个集合的所有子集的集合。根据习题1.2-3，任何集合A的幂集都不是空集，它至少包含∅和A。





例　｛a，b，c｝的幂集是

　　｛｛a，b，c｝，｛a，b｝，｛a，c｝，｛b，c｝，｛a｝，｛b｝，｛c｝，∅｝。

由于∅⊆∅，且没有其他集合是空集的子集，所以[image: alt]
 （∅）＝｛∅｝（注意，单元集｛∅｝不等于空集∅）。

1.4　习题

1）列出｛a，｛b，c｝｝的幂集的所有元素。

2）设集合A有n（n是某个自然数）个元素。证明[image: alt]
 （A）有2n
 个元素。





给出一个集合，预设了它的元素已经先行确定。因此，给定任意两个集合，我们可以把它们的元素聚在一起，构成一个新的集合。同样，这两个集合共同的元素，既然已经确定，也可以构成一个集合。另外，在其中一个集合里，去掉两个集合共同的元素，剩下的那些元素还可以构成一个新集合。这三种形成新集合的运算分别称为并、交和差。

1.5　定义　给定集合A和B，

称集合｛x｜x∈A或x∈B｝为A和B的并集，记为A∪B。

称集合｛x｜x∈A且x∈B｝为A和B的交集，记为A∩B。

称集合｛x｜x∈A且x∉B｝为A和B的差集，记为A－B。





例　｛a，b，c，d｝∪｛c，d，e｝＝｛a，b，c，d，e｝；

　　｛a，b，c，d｝∩｛c，d，e｝＝｛c，d｝；

　　｛a，b，c，d｝－｛c，d，e｝＝｛a，b｝；

偶数集与奇数集的并集是自然数集，其交集是空集；

偶数集与自然数集的并是自然数集，其交是偶数集。

根据定义1.5，显然有





A∪∅＝A；

A∩∅＝∅；以及

A∪A＝A∩A＝A（幂等律）。





再考虑一个稍微复杂点的例子：





如果B⊆A且C⊆A，则B∪C⊆A。





证明：给定B⊆A且C⊆A。考虑任意的x，假设x∈B∪C。根据定义1.5，我们首先有如下推理：





x∈B或x∈C。（前提）

由x∈B推出x∈A（因为B⊆A）；

由x∈C推出x∈A（因为C⊆A）。

总之（根据分情况证明规则），x∈A。（结论）





这一推理片段的结构，我们也用树形图表示一下：

[image: alt]


（注意：“x∈B”和“x∈C”虽然出现在前提的位置上，但并不是这段推理的最后结论的前提。它们只是临时引进的假设，目的是得到“由x∈B推出x∈A”和“由x∈C推出x∈A”这两个条件。这两个条件一旦得到，“x∈B”和“x∈C”就应该从原位置上抹去。所以，我们把它们用方括号标记出来，以区别于最后结论的真正前提：“x∈B或x∈C”，以及B⊆A和C⊆A。）

从上面这段推理，我们得到：

（在前提B⊆A和C⊆A之下）若（x∈B或x∈C），则x∈A。

再由x的任意性，得到最后的全称结论：

（在前提B⊆A和C⊆A之下）任给x，若x∈B∪C，则x∈A——即B∪C⊆A。





两个集合的并集和交集运算可以推广到任意多集合上。其元素都是集合的集合叫集合族。设A是一个集合族，

我们称集合｛x｜存在集合B∈A，使得x∈B｝为A的并，记作∪A，它是A中所有元素的并；

称集合｛x｜对所有B∈A，都有x∈B｝为A的交，记作∩A，它是A中所有元素的交。

1.6　习题

1）X，Y，Z是任意集合。证明集合运算∪和∩满足交换律、结合律和分配律：

i）X∪Y＝Y∪X（交换律）；

ii）X∩Y＝Y∩X（交换律）；

iii）X∪（Y∪Z）＝（X∪Y）∪Z（结合律）；

iv）X∩（Y∩Z）＝（X∩Y）∩z（结合律）；

v）X∩（Y∪Z）＝（X∩Y）∪（X∩Z）（分配律）；

vi）X∪（Y∩Z）＝（X∪Y）∩（X∪Z）（分配律）。

2）证明（德摩根律）：对任意集合X，Y和Z，

i）X－（Y∪Z）＝（X-Y）∩（X-Z）；

ii）X－（Y∩C）＝（X-Y）∪（X-Z）。

3）证明：设A是集合族。

i）A的任意元素是∪A的子集。

ii）∩A是A的任意元素的子集。





我们回到康托尔的集合定义上来。它最后要求集合是对象聚合成的“整体”，这似乎意味着，集合是某种统一体，是由“多”聚成的“一”。按照一种朴素的哲学观念，当我们用一个概念（谓词）“把握”了多个东西之后，这多就同时成了作为思想对象的一。例如我们用“人”或“自然数”等概念把某类的许多个体在思想上“统观”成一。用上述观念解释康托尔，就似乎有以下结论：第一，每个集合都有一个定义它的谓词；第二，每个谓词都决定一个集合（其元素是所有满足这个谓词的对象）。这似乎是一种自然的想法，也是集合概念之所以出现的原始动机之一。

但是，现在人们意识到，这两点恐怕都错了，且都不是康托尔的原义。我们着重谈第二点，因为这是弗雷格关于每个性质决定一个集合的想法的另一种表述。文献上称这个想法为一般概括原则，它说的是：

对任意性质词φ，存在一个集合S，它的元素是所有满足这个性质的对象，即S＝｛x｜φ（x）｝。

1902年，罗素给弗雷格写了一封信，说明当φ表达某种集合的性质时，这个原则导致矛盾。其推论如下：

1.7　罗素悖论　令φ为X∉X．根据上述原则，存在集合S＝｛X｜X∉X｝，即对任意X，X∈S当且仅当X∉X。特别地，S∈S当且仅当S∉S．矛盾。





直观上看，这里的φ表达性质“……不属于自身”，而S相当于所有不属于自身的集合的“集合”。如果S∈S，则根据S的定义，S有“……不属于自身”这个性质，即S∉S；另一方面，如果S∉S，则S具有“……不属于自身”这个性质，再根据S的定义，S∈S。所以，S∈S当且仅当S∉S。矛盾。

因此，S不可能是一个集合。这意味着，并非任意一类“多”都能聚为“一”，即使你能用某个概念或谓词把握或理解这类“多”。换言之，不能简单地说集合是概念或谓词的外延，有的概念的外延不是集合，有的性质不对应任何集合，这是集合概念深藏不显的特性之一。康托尔早就指出，有“不一致的聚合”，也许他的意思就是，有些聚合不是集合。这个例子也表明，我们直观的哲学观念不是那么可靠的，精确的分析可能揭示其中的矛盾，而哲学分析要达到精确的程度，就需要借助逻辑和数学的方法。

罗素悖论是历史上出现的几个集合论悖论之一，它不表示集合概念本身有矛盾，而只说明人们对集合概念的初始的、朴素的理解有误差。通过把集合概念的直观内容阐述为一系列确定的原则或公理，限制集合的构造方式，人们避免了迄今为止所发现的所有集合论悖论。既然概念的外延不全是集合，一种处理方式是把概念的外延统称为类。有的类是集合，有的不是，不是集合的类（如罗素悖论里的S），叫作真类。真类不是一个统一体，因而不能成为其他类的元素。虽然我们对于有关集合的许多问题还不能回答，但经过一百余年的数学研究，人们对集合概念已经有了相当深刻的理解。

遗憾的是，我们在哲学上对于什么是概念、什么是性质理解得还相当肤浅。比如，我们仍然无法解决关于性质的罗素悖论：有的性质能例示自身，如“……是抽象的”（“……是抽象的”这个性质是抽象的），有的不能，如“……是人”（“……是人”这个性质不是人）。性质“……是不能例示自身的”本身是一个（性质的）性质，令它为S。现在问：S能否例示自身？如果S能例示自身，则由S的定义，S不能例示自身；如果S不能例示自身，则S具有S这个性质，即它能例示自身。所以，S能例示自身，当且仅当S不能例示自身。矛盾。

一切好像顺理成章。我们无法断定这里面是否存在对“性质”这个概念的误解问题，因为我们不知道都有什么原则制约着它。情形似乎是，我们对概念、性质的外延方面（类、集合）有了相当了解，但对它们的内涵方面所知不多。哥德尔认为，逻辑不但要研究外延，也要研究内涵，不但要有集合论，也要发展一种概念论。这种逻辑观念，与我们前面所讲的逻辑观念显然不同。我们不打算讨论概念的本质问题以及由此带出的广泛的逻辑观念问题，但在这个广泛的观念之下，本书介绍的，可以叫做某种狭义的外延逻辑。

这里需要说明，上一章讨论一阶语言的语义的时候，我们曾把集合理解为概念的外延，但那里谈的是个体的性质和关系，个体和个体序列的集合，不牵涉高阶的性质和任意集合，特别是不出现一个集合是否属于自身的问题，因而我们前面提到的，是最低层次的集合，它们不受集合论悖论的影响，我们所有先前的讨论，仍然可以在那个范围里成立。

2　关　系

前面说过，一阶命题里的概念代表个体的关系，而在一阶语言中，谓词表达概念的外延，即关系所对应的个体序列组成的集合。比如，二元关系“……是……的卫星”对应于集合

｛〈月亮，地球〉，〈木卫一，木星〉，〈木卫二，木星〉，……｝，

也就是｛〈x，y〉｜x是y的卫星｝。这里有两样东西我们需要进一步考察，一是（有穷长的）个体序列，一是这种序列的集合。

一般而言，给定任意n（≥1）个对象x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，我们都可以构造一个有序n元组（或n元组）〈x1
 ，x2
 ，…，xn
 〉，其中的诸xi
 不必不同，n称为这个有序组的长度。

有序组的构成对象是有序排列的，这是它区别于集合（其中元素无序）的特征。因此，我们规定：

〈x1
 ，x2
 ，…，xm
 〉＝〈y1
 ，y2
 ，…，yn
 〉当且仅当m＝n且x1
 ＝y1
 ，x2
 ＝y2
 ，…，xn
 ＝yn
 。

这就是说，有序组被其长度、构成对象及其顺序所决定。对象的改变，导致有序组的改变。如〈月亮，地球〉和〈地球，地球〉是不同的有序二元组，因为二者中的第一个对象不同。即使长度和对象已经确定，一个有序n元组中任何顺序的改变，都使得它可能不再是原来的有序组。比如〈月亮，地球〉与〈地球，月亮〉也是不同的有序二元组。

有序二元组，我们简称有序对；有序一元组〈x〉就定义为x本身。

在许多情形下，一个由n元组组成的集合，恰好对应于一个我们熟悉的n元关系；但在另外一些情况下，这样的一个集合很难说就对应某个我们直观上容易理解的关系。无论如何，至少局限于个体n元组的集合，所有我们能够理解的关系，都对应于某个由n元组组成的集合。另外，我们以后说到关系时，关心的只是它对应的集合。因此，我们不妨直接称任何一个由n元组组成的集合为一个n元关系。

如果R是一个n元关系，那么对任何的〈x1
 ，x2
 ，…，xn
 〉∈R，称x1
 ，x2
 ，…，xn
 具有关系R。特别对二元关系来说，如果存在集合A，B，使得对任何的〈x，y〉∈R，都有x∈A，y∈B，则称R为从A到B的关系。

例如，｛〈x，y〉｜x是词，y是人，且x是y的姓名｝是从词的集合到人的集合的关系；｛〈x，y〉｜x是y的同时代人｝则是人的集合到自身的关系。

集合｛x｜存在y，使得〈x，y〉∈R｝叫做关系R的前域；

集合｛x｜存在y，使得〈y，x〉∈R｝叫做关系R的后域。

R是从A到B的关系，当且仅当R的前域是A的子集，而R的后域是B的子集。

反过来，任给集合A和B，我们可以把A作前域，B作后域，从而组成一些二元关系。把这些关系都并在一起，显然也组成一个从A到B的关系：

集合｛〈x，y〉｜x∈A且y∈B｝称为集合A和B的笛卡尔积，记为A×B。

直观上，A×B就是把A中所有元素与B中所有元素一一配成有序对而组成的二元关系。显然，任何从A到B的关系，都是A×B的子集。这使得我们可以把“R是从A到B的二元关系”简单地表示成：





　　R⊆A×B。





如果A＝B，则称R是A中的一个二元关系。

当然，笛卡尔积的概念，可以推广到任意多个集合上。设n≥1，A1
 ，…，An
 是集合，则





　　笛卡尔积A1
 ×A2
 ×…×An


　　＝｛〈x1
 ，x2
 ，…，xn
 〉｜x1
 ∈A1
 ，x2
 ∈A2
 ，…，xn
 ∈An
 ｝。





若A1
 ＝A2
 ＝…＝An
 ＝A，则A1
 ×A2
 ×…×An
 就简记为An
 。如果关系R⊆An
 ，则称R为A中的一个n元关系。如｛〈x，y〉｜x是y的配偶｝是｛x｜x是已婚的人｝中的二元关系，也是｛x｜x是人｝中的二元关系。

由于一元组〈x〉就是x本身，集合A中的一个一元关系，显然是A的一个子集，也称为A中的一个性质。比如，B＝｛x｜x是哲学家｝是A＝｛x｜x是人｝的子集，B表示人的一个性质：“……是哲学家”。

下面我们考虑两种常用的二元关系。

2.1　等价关系

2.1.1　定义　设R是集合A中的二元关系。

R是A中的自反关系，如果对于任意的x∈A，都有xRx（为了看起来更自然一些，我们把〈x，y〉∈R记为xRy）。

R是A中的对称关系，如果对任意的x，y∈A，若xRy则yRx。

R是A中的传递关系，如果对任意的x，y，z∈A，若（xRy且yRz）则xRz。





例如，自然数集合N中的“＝”关系，就是自反、对称、传递的。所有人的集合中的二元关系“……是……的同时代人”也是自反、对称、传递的。N中的“＜”关系是传递的，但不是自反的，也不是对称的。人的集合中的二元关系“……是……的母亲”非自反，不对称，也不传递。





2.1.2　习题　上一章谈到一阶语言的语义学的时候，我们提到了结构的概念。一个结构包含一个非空集合（称为它的论域或个体域），以及其中的一些关系（可能包含一些函数），还可能特别列出集合中的一些元素。一个特别设计的一阶语言，就是用来描述这样一个结构的，语言中的任一n元谓词表达结构中的某个n元关系，语言中的个体常项指称结构中的特定元素。神学家、哲学家阿奎那（Thomas Aquinas）认为（或有人认为他如此设想），上帝是一个结构[image: alt]
 ，其论域中仅含有三个元素，分别命名为圣父、圣子和圣灵。这个论域中只有一个二元关系R（读作relatio originis），它是禁对称的，也就是说，对论域中任意的x，y，如果xRy，则并非yRx。另外，三个元素可以利用R唯一地确定下来，或彼此分别开来（就是说，对其中任意两者，一定有一个借助R所表达的性质，使得一个具有这个性质，而另一个不具有）。阿奎那断言，如果〈圣父，圣子〉∈R，且〈圣父，圣灵〉∈R，那么有序对〈圣子，圣灵〉和〈圣灵，圣子〉有且仅有一个属于R。请证明阿奎那的断言。
②



2.1.3　定义　集合A中的二元关系R是A中的等价关系，如果R是A中的自反关系、对称关系和传递关系。

因此，“＝”是N中的等价关系；｛〈x，y〉｜x与y是同时代的人｝是集合｛x｜x是人｝中的等价关系。｛〈x，y〉｜x与y平行｝是平面上直线的集合中的等价关系。

在一个集合中，相互间有等价关系的元素不能用这个关系来区别，因此，从这个关系来考虑，我们可以把那些元素看作性质相同的一类甚至一个东西。这是数学中非常有用的一个方法，我们将来会用到它。

2.1.4　定义　令R是集合A中的一个等价关系，a是A的一个元素。称A的子集｛x｜x∈A且aRx｝为a生成的R-等价类，记为［a］R
 。

一个R-等价类反映了其中元素的某类共同性质，我们也可以从中挑出一个元素，作为这个等价类的代表元。考虑［a］R
 ，由于R是自反的，所以aRa，根据定义2.1.4，有a∈［a］R
 。因此，我们自然可以选取a作等价类［a］R
 的代表元。但是，［a］R
 其他的元素也可以充当代表元，只要它们也生成等价类［a］R
 。假设b∈［a］R
 ，因为aRb，且R是传递的，所以对任意的x，如果bRx，则aRx。这说明，［b］R
 ⊆［a］R
 。另一方面，R是对称的，所以有bRa。再根据R的传递性，对任意的x，如果aRx，则bRx。由此得到［a］R
 ⊆［b］R
 。两者结合，［a］R
 ＝［b］R
 。由a和b的任意性，我们实际上证明了如下引理：

2.1.5　引理　令R是集合A中的一个等价关系。那么，

对所有x，y∈A，如果y∈［x］R
 ，则［x］R
 ＝［y］R
 。





因此，一个等价类的所有元素都是“平等的”，它们都生成同一个等价类，其代表元可以在这个等价类中任意选取。

2.1.6　习题　令R是集合A中的一个等价关系。证明：对所有x，y∈A，如果，［x］R
 ＝［y］R
 ，则xRy。

一个有趣的事实是，集合A中的等价关系R把A中全部的元素划分成互不相交的等价类。这称为R对A的划分。首先，A的每个元素都在某个（它生成的）等价类中：任一个x∈A，因为xRx，所以x∈［x］R
 。其次，不同的等价类不相交，就是说，如果［x］R
 ≠［y］R
 ，则［x］R
 ∩［y］R
 ＝∅。否则存在z∈［x］R
 ∩［y］R
 ，因此有z∈［x］R
 和z∈［y］R
 。根据引理2.1.5，我们得到［x］R
 ＝［z］R
 ＝［y］R
 。这与［x］R
 ≠［y］R
 矛盾。

2.2　序关系

2.2.1　定义　集合A中的一个二元关系R是反对称的，如果对任意的x，y∈A，若（xRy且yRx）则x＝y．

R是反对称的，等价于说，对任意的x，y，若（xRy且x≠y）则并非yRx。（请读者自己验证这一点。）试比较反对称与习题2.1.2中提到的禁对称，注意其间的差别。反对称关系的一个明显的例子是自然数集N中的≤关系。

2.2.2　定义　集合A中的二元关系R称为A中的一个偏序，如果R是A中的自反、反对称和传递关系。

对于x∈A，如果不存在另一个y∈A，使得yRx，则称x为此偏序的一个极小元。

对于x∈A，如果不存在另一个y∈A，使得xRy，则称x为此偏序的一个极大元。





例如，N中的≤是N中的偏序，0是极小元，没有极大元。正整数集中的二元关系“……能被……整除”是其中的偏序，没有极小元，1是极大元。在一个集合族A（集合的集合，如N的幂集[image: alt]
 （N））中，可以定义二元关系⊆。从子集的定义易知，⊆是反对称的（习题1.2-1），传递的（习题1.2-2）和自反的（习题1.2-3）。所以“⊆”是A中的偏序。在[image: alt]
 （N）中，∅是⊆-极小元，N是⊆-极大元。

2.2.3　习题　证明：正整数集中的关系｛〈x，y〉｜存在正整数z，使得x＝yz
 ｝是其中的偏序。问：这个偏序的极小元和极大元是什么？

注意，一个集合A中的二元关系R是A中的偏序，并不意味着A中的随便两个元素之间都具有R。比如，正整数集中的2和3之间就不具有习题2.2.3中的关系：2不是3的幂，3也不是2的幂。[image: alt]
 （N）中有许多互不为子集的集合，如｛0，1，2｝和｛1，3｝。

2.2.4　定义　集合A中的一个偏序R称为全序（或线性序），如果对任意x，y∈A，xRy和yRx必有一个成立。

例如，N中的“≤”不但是N中的偏序，也是N中的全序。

假设集合A非空。如果R是A中的全序，则A中所有的元素就可以按这个全序排成一条线，其中y在x后面，当且仅当x≠y且xRy。这条线没有分叉（因为A的任何两个元素之间都有R关系，所以它们都在这条线上），也不会“打卷”，就是说，任给x，它后面的任何元素都不等于它前面的任何元素。这是因为：

2.2.5　习题　对于x后面的任何y，都有xRy，但对x前面的任意z，则有并非xRz。

因此，全序可以用一条直线或射线或线段来直观地表示，如N中的“≤”可以表示为：





　　0——1——2——3……





其中左到右的关系表示“≤”（自反性在线上没有表示，但我们可以把它作为缺省默认下来）。如果要表示整数集合中的“≤”，只要让这条线继续往左边延伸就行。





2.2.6　习题　证明：

1）一个全序至多有一个极小元，并且至多有一个极大元。

2）如果A是至少有两个元素的集合，则[image: alt]
 （A）中的关系⊆不是全序，且它有一个极小元和一个极大元。





一种特殊的偏序称为树。





2.2.7　定义　集合A中的一个偏序R称为一棵树，如果它有唯一的极小元a，而且对任意x∈A，｛y｜yRx｝中的R是全序。

A中元素称为此树的结点，极小元a称为此树的根。

A的一个子集B是一条枝，如果，（1）a∈B；（2）B中的R是全序；（3）B是满足（1）和（2）的最大子集。

枝上的极大元称为此树的叶。





我们以后要使用的，都是有穷树。它们的直观图示即如我们日常看到的树：任何树都只有一个根（因为极小元唯一），从根往上长出有穷多枝，每个枝都有一个顶点（叶），任何两个枝分开后再不相交（否则成为一枝）。例如，下图

[image: alt]


就是一棵由6个结点组成的树，它从根往上生长，有3条枝，3个叶。从根往上沿任何一枝到任何一个结点，都是一个全序，而每一枝从根到叶形成极大全序（不能再生长了）。

最简单的树是单点树。它只有一个结点，此点既是根，又是叶，还形成一枝。

前面我们用树形图表示推理结构的时候，即是在一棵树的每个结点处写上一个或0个命题，前提在叶上（可空），结论在根上（不空），由此形成一个有标记的树（为简便计，仍称为树）。只不过我们那里为了表达方便，使用横线（而不是这里的竖线和斜线）显示结点上的命题之间的推导关系。以后我们继续采取横线表示法。

3　函　数

有一些特殊的二元关系R，如果xRy成立，则x至多只与一个y具有R。比如一个人与他的母亲，自然数x与x2
 ，都是这样的关系。由此我们可以定义函数概念。





3.1　定义　令A和B为非空集合。从A到B的二元关系R称为从A到B的一个函数，当且仅当

（1）对任意的x∈A，都有y∈B，使得xRy；

（2）如果存在y，z∈B，使得xRy并且xRz，则y＝z。





因此，一个从A到B的二元关系R只在两种情况下不是A到B的函数：一是A中有某个元素不与B中的任何元素具有R，如一个人与他的配偶的关系，不是人的集合到自身的函数（有人无配偶）；二是A中某个元素跟B中多于一个的元素具有R，如一个人与他的国籍的关系，不是人的集合到每个人的国籍的集合的函数（有人有多重国籍）。

我们以后用f，g，h等表示函数。A到B的函数f经常表示为：

f: A→B。

设f是从A到B的函数，a是A中的元素，则f把a与B中的一个元素对应起来，或者说，f把a映射到B中一个元素上。B中这个元素，称为f在a处的函数值，记作f（a）。比如，令f＝｛〈x，y〉｜y是x的母亲｝是人的集合到自身的函数，则f（孟子）＝孟母。再如，考虑自然数集合到自身的函数f＝｛〈x，y〉｜y＝x2
 ｝，我们有f（1）＝1，f（3）＝9等等。这个函数，习惯上写为f（x）＝x2
 。一般而言，我们经常把〈x，y〉∈f写为f（x）＝y。

从A到B的函数f，定义在A上，A称为f的定义域；而f在A上的函数值都在B中，称这些函数值的集合为f的值域。准确些讲，f的值域是B的一个子集，它等于｛y｜存在x∈A，使得f（x）＝y｝或｛f（x）｜x∈A｝。

如果f的定义域是笛卡尔集A1
 ×A2
 ×…×An
 （n≥1），则称f为一个n元函数。n元函数把其定义域中的有序n元组映射到其值域的元素上。

例如，从N2
 到N的加法函数＋，是一个二元函数，其定义域是N2
 ，值域是N。如果考虑正整数集Z中的加法函数，则其定义域是Z2
 ，值域是Z－｛1｝。＋在〈1．2〉处的函数值＋（〈1，2〉）＝3。这可以简写为：＋（1，2）＝3（习惯上写为1＋2＝3）。一般而言，若f是一个n元函数，则f（〈x1
 ，…，xn
 〉）就记为f（x1
 ，…，xn
 ）。

从An
 到A的函数，称为A中的n元函数，或A中的n元运算。

设f是从A到B的函数，如果还有一个从B到C的函数g，则我们可以定义g和f的复合函数gf，它是从A到C的函数，使得对任意x∈A，gf（x）＝g（f（x））。比如，令A＝B＝C＝N，N到自身的函数f（x）＝2x，g（x）＝x2
 ，则gf（x）＝（2x）2
 。又如，使一个人对应于他的母亲的函数自身复合后，就成为使一个人对应于他的外祖母的函数。

一般而言，一个从A到B的函数，其值域不必恰好是B，而且，它经常是一种“多一关系”，即它的定义域中有多个元素映射到值域里的同一个元素上。可是，也有些函数是较为“齐整的”。

3.2　定义　设f: A→B。

（1）如果f的值域等于B，即任给y∈B，都有x∈A，使得f（x）＝y，则称f为A到B上的满射。

（2）如果对任意的x，y∈A，若f（x）＝f（y）则x＝y，即f的定义域中不同的元素对应于值域中不同的元素，则称f为A到B中的单射，或一一映射。

（3）如果f既是满射又是单射，则称f为A到B的双射，或一一对应。





例如，人的集合到自身的函数f＝｛〈x，y〉｜y是x的母亲｝，不是满射（有人不是任何人的母亲），也不是单射（有的人是多人的母亲）。自然数集合N到自身的函数f（x）＝x2
 是一一映射，但不是满的，它的值域是｛0，1，4，9，…｝，这是N的真子集。但是，我们如果把这个f的后域限制一下，不叫它等于N，而叫它等于f的值域｛0，1，4，9，…｝，则f就变成了N到｛0，1，4，9，…｝的双射。

3.3　习题　证明：

1）任何单射是从其定义域到其值域的双射。

2）若f和g都是单射，且f的值域包含在g的定义域中，则gf也是单射。

一个A到B的双射f，建立了A和B的元素之间一对一的关系。这个关系，如果反过来考虑，则构成了B到A的双射。这就是说，有一个函数g，定义在B上，对任意的y∈B，g（y）＝A中唯一的那个x，使得f（x）＝y。这样的g，称为f的反函数，记为f-1
 。

3.4　习题　证明：这个f-1
 是满射、单射。





根据习题3.3-1，任何单射都有从其值域到其定义域的反函数。

4　可数集与不可数集

一一对应概念的一个重要应用，是处理集合的“大小”问题。任给集合A和B，如果有一个从A到B的双射，则这个双射就把A的元素与B的元素分别地、一一地对应了起来。这意味着，A和B有同样多的元素，因为直观上所谓“A与B一样大”或“A与B的元素一样多”，严格说来，正是A与B的元素能够分别地、一一地配成对。因此，两个集合之间有没有一个双射，就可以作为一个标准，来衡量这两个集合是否有同样多的元素。

例如，容易找到｛0，5，8｝和｛1，5，10｝之间的双射f（比如令f（0）＝1，f（5）＝5，f（8）＝10；或令f（0）＝10，f（5）＝5，f（8）＝1，…），也可以类似地定义桌子上的3个苹果的集合与3个盘子的集合之间的双射，一个包含n个元素的集合与另一个包含n个元素的集合之间的双射，等等。正是在这个意义上，我们说，比如，｛0，5，8｝和｛1，5，10｝一样大。

我们把一个集合A的“大小”叫做A的基数，记为｜A｜。于是，集合A和集合B“一样大”就表为：

｜A｜＝｜B｜，这称为A和B等势，其定义就是：存在A到B的双射。

因此，｜｛0，5，8｝｜＝｜｛1，5，10｝｜，｜｛x｜x是地球的天然卫星｝｜＝｜｛x｜x是偶素数｝｜，等等。通过对等势关系的刻画，我们以一种隐定义的方式，定义了集合的基数这个概念。

直观上看，集合之间“一样大”的关系显然是等价关系，我们的等势概念，捕捉到了这个直观观念。

4.1　引理　集合间的等势是一种等价关系。

证明：我们依次验证，等势关系是自反、对称、传递的。首先，对任意的集合A，｜A｜＝｜A｜，A到自身的恒等函数即是所要求的双射。其次，若｜A｜＝｜B｜，则有A到B的双射f，而f-1
 即是B到A的双射（参习题3.4），所以｜B｜＝｜A｜。最后，设｜A｜＝｜B｜，｜B｜＝｜C｜，则有A到B的双射f和B到C的双射g，考虑它们的复合gf，它显然是A到C的满射，根据习题3.3-2，gf也是单射，因此，gf是A到C的双射，即有｜A｜＝｜C｜。





因此，等势关系把全体集合划分为一些等价类。每个集合都属于某一类，即有确定的基数；基数不同的集合分属不同的类。

数学家们很早就注意到，有些集合看起来不一样大，但实际上是等势的。如前面举过一个例子，N与｛0，1，4，9，…｝之间有双射f（x）＝x2
 ，因此，N与它的真子集｛0，1，4，9，…｝实际上一样大，即｜N｜＝｜｛0，1，4，9，…｝｜。又如：

4.2　习题　证明：｜N｜＝｜｛x｜x是偶数｝｜＝｜｛x｜x是奇数｝｜。





我们可以借助这个现象来区分有穷集和无穷集。像｛0，5，8｝或一堆苹果的集合等等，显然没有它们的某个真子集与它们之间有一一对应，它们是有穷的；但N这样的集合，因为存在它的真子集（如偶数集、｛0，1，4，9，…｝等）跟它等势，所以是无穷的。我们断言：一个集合，若与自身的一个真子集等势，就称为无穷集，否则称为有穷集。
③



这样定义的有穷／无穷集与我们关于有穷和无穷的直观观念是吻合的。可以证明，一个非空集合A在这个意义下有穷，当且仅当我们可以把A的元素（在理论上）“数完”，就是说，用不大于某个n的那些自然数跟这些元素一一对应起来。所以：

集合A是有穷的，当且仅当，或者A是空集，或者存在自然数n，使得｛0，1，2，…，n｝与A之间有双射。

称序列“0，1，2，…，n”为自然数序列“0，1，2，…”的一个真前段，则有穷集A或是空集，或与自然数序列的某个真前段等势。在后一种情形下，存在双射

f: ｛0，1，2，…，n｝→A。

A可表示为｛f（0），f（1），…，f（n）。更简单的是采取下标的记法，把A的元素列为序列：

a0
 ，a1
 ，…，an


其中ai
 ＝f（i）。

4.3　习题　令集合A有穷，且非空。证明存在N到A上的满射。（此时A的元素可列为a0
 ，a1
 ，a2
 …。注意这个序列里有重复的元素。）





非有穷的集合就是无穷集。根据上面的说明，一个无穷集A首先不是空集，其次它也不与自然数序列的任何真前段等势。所以，A的大小就有两种可能。一种是A与N本身等势，比如N与自身等势，偶数集与N等势，等等。这样的A称为可数无穷的，其元素可以列为：a0
 ，a1
 ，a2
 ，…。另一种可能是，A与N之间没有一一对应，这样的A，其基数大于N的基数，不能用N来映满，称为不可数的。借用这些术语，可以把全部集合分为可数的与不可数的两个部分：可数的集合，包含全部可数无穷集和有穷集，其他是不可数集合。既然有穷集与可数无穷集的共同特性是能用自然数（允许重复地）全部“数”出，我们就可以如下严格定义可数集概念：

4.4　定义　集合A是可数的，当且仅当，或者A是空集，或者存在从N到A上的满射f。





这个满射f称为A的一个枚举。f的值f（0），f（1），f（2），…（或a0
 ，a1
 ，a2
 ，…）包含了A的全部元素。为简便计，我们有时把序列

a0
 ，a1
 ，a2
 ，…

直接称为A的一个枚举。当A有穷时，a0
 ，a1
 ，a2
 ，…中必有重复的元素；当A（可数）无穷时，a0
 ，a1
 ，a2
 ，…不必不重复：这个枚举不重复，当且仅当f是双射。容易证明（请读者自证），当A可数无穷时，一定有其中元素的不重复的枚举。

4.5　习题　证明：

1）非空集合A是可数的，当且仅当存在A到N中的单射。

2）若集合B是可数的，且A⊆B，则A也是可数的。若此时A是无穷的，则B也是无穷的。

3）若集合A、B是可数的，则A∪B也是可数的。

4.6　引理　设非空集合A是可数的，集合B＝∪｛An
 ｜n≥1｝，则B是可数无穷的。

证明：如果A是有穷的，则有其中元素的不重复序列a0
 ，a1
 ，…，an
 ，使得A＝｛a0
 ，a1
 ，…，an
 ｝；如果A是无穷的，亦有其中元素的不重复枚举a0
 ，a1
 ，a2
 ，…，使得A＝｛a0
 ，a1
 ，a2
 ，…｝。不论哪种情况，B中任意一个元素都可表示为

[image: alt]
 对某个n≥1。

我们定义f: B→N，使得：

[image: alt]


其中p1
 ＝2，p2
 ＝3，p3
 ＝5，…，pn
 ＝第n个素数。由数的素分解的唯一性（“算术基本定理”），f是单射。因此，根据习题4.5-1，B是可数的。

另一方面，由于B包含〈a0
 〉，〈a0
 ，a0
 〉，〈a0
 ，a0
 ，a0
 〉，…，所以根据习题4.5-2，B是无穷的。





在本节的最后，我们证明：

4.7　定理　有些集合是不可数的。

证明：考虑由0、1两个数字组成的无穷序列，如01001110101…，令A为这样的序列的集合。我们用归谬法证明，A是不可数的。就是说，我们先假设A是可数的，然后从这个假设推出矛盾，由此得到这个假设的否定，即A不可数。

设A是可数的。根据可数集的定义，存在从N到A上的满射f。比如说，我们有以下的枚举：





　　f（0）＝100011010100…

　　f（1）＝011100000001…

　　f（2）＝110011001111…

　　f（3）＝100000111000…

　　……





注意等号右边的这个阵的对角线上的数字，即f（0）的第1个、f（1）的第2个……f（n）的第n＋1个……数字，它们组成一个无穷序列（在上面的例子里，这个序列是1100…）。把这个序列里的每个0换成1，每个1换成0，我们又得到一个新的无穷序列α（在上面的例子里，α是0011…）。显然，α属于A（它是由0、1两个数字组成的无穷序列）。因为f是满射，所以存在自然数m，使得f（m）＝α。但是，由α的构造，我们知道，f（m）的第m＋1个数字与α的第m＋1个数字不同，即f（m）≠α。矛盾。因此，最初的假设为假，A是不可数的。





这是著名的康托尔对角线定理。由此我们立即得到下面几个推论：

第一，因为一个由0、1组成的无穷序列a0
 a1
 a2
 …可以唯一对应于一个［0，1］区间里的实数a（用2进制表达的），所以，对角线定理表明，［0，1］区间里的实数是不可数的（因此实数集也是不可数的）。

第二，一个由0、1组成的无穷序列a0
 a1
 a2
 …也可以唯一对应于一个自然数集M，只要令n∈M当且仅当an
 ＝0即可。因此，对角线定理又表明，N的幂集[image: alt]
 （N）是不可数的。

第三，一个由0、1组成的无穷序列a0
 a1
 a2
 …还可以看成对集合｛0，1｝的一个无穷长（有重复的）枚举，即从N到｛0，1｝上的一个满射f的值，使得f（n）＝an
 。显然a0
 a1
 a2
 …唯一对应于一个这样的f。因此，对角线定理还表明，从N到｛0，1｝上的函数的集合是不可数的。





注释


①
 　晏成书（1994）、刘壮虎（2001）等有对于集合论基本知识的更详细的介绍。


②
 　此题取自Hodges（1997），第5页。


③
 　对有关内容的严格描述和证明需要集合论中更多的假设与知识，在此我们不拟涉及。读者可参考书后文献目录中列出的集合论课本。


第三章

一阶语言的语形

我的概念文字与日常语言的关系，就好比显微镜和肉眼的关系。眼睛……诚然比显微镜优越许多。……可一旦涉及科学所要求的毫发不爽的分辨力，肉眼就变得无能为力。显微镜则恰能适合这样的要求。

弗雷格





从这一章开始，我们进入一阶逻辑的正文。先回忆一下第一章叙述的直观背景里的思路。我们需要一种人工语言，排除日常自然语言的歧义和形式上的缺陷，严格刻画概念（的外延）间的关系，进而从形式上表达命题的真假，以建立我们所需要的形式推演系统。这种语言，如果限制于表达一阶命题，则称为一阶语言。一阶语言有语形和语义两个方面需要我们了解。语形方面牵涉到下面这些问题：一阶语言由哪些最基本的符号组成？这些符号如何构成语言中的词项和公式等对象？怎样能行地处理这些对象，比如辨认和区别它们，讨论它们构成方面的性质？等等。至于语言和它之外的世界的关系，如这些词项和公式到底表达了什么，如何确定词项的指称和公式的真假等问题，则涉及语言的意义，越出了语形学的范围，归语义学来研究。本章介绍一阶语言的语形学。

1　字母表

如前所说，一阶语言述说的，是结构中的事情或情况，这种结构是外延化的情形或世界。一般而言，一个结构由下面这些东西组成：

1）一个由个体组成的非空集合A，称为这个结构的全域或语言的论域；就是说，这些个体是这个语言要谈论的对象；

2）A中一些特指的个体，就是在这个语言中需要用名字来指称的那些个体；

3）A的一些子集（它们对应于个体的性质）和A的元素的有序组形成的一些集合——一个n元有序组的集合就是An
 的一个子集，它对应于个体间的一个n元关系；

4）A中的一些函数。

根据情形的不同，2）、3）、4）中的项目可多可少，甚至可缺。典型的结构是数学结构，如群的结构、等价关系结构等等。但我们也可以设想其他种类的结构，比如下面这个“日常”的结构。

想象一个简单的特殊情形S，它涉及的个体是：孟子，孟母，孟母的母亲，孟母的母亲的母亲，……我们去除现实世界里的大部分因素，让S仅含有如下基本成分：一个特指个体（即有“孟子”这个名字的个体），一个性质（“……贪玩”），一个二元关系（“……教导……”），还有一个一元函数（“……的母亲”）。S中所有事实，都可利用这些基本成分描述。特别而言，我们有两个基本事实：孟子贪玩，孟母教导孟子；并且，性质“……贪玩”和关系“……教导……”不被S中其他个体所具有。

于是，从S得到的结构[image: alt]
 就由下面几部分组成：

1）全域Am
 ＝｛孟子，孟母，孟母的母亲，……｝；

2）一个特指个体a＝孟子；

3）Am
 的一个子集P＝｛孟子｝（P即是“……贪玩”这个性质）；

4）[image: alt]
 的一个子集Q＝｛〈孟母，孟子〉｝（Q即是“……教导……”这个二元关系）；

5）Am
 上的一个一元函数f: f（x）＝x的母亲。

如果我们设计一个一阶语言[image: alt]
 来描述[image: alt]
 ，[image: alt]
 就必须包含下列符号：

1）个体常项a（指称孟子）；

2）一元谓词P（表达集合P）；

3）二元谓词Q（表达集合Q）；

4）函数符号f（表达函数f）。

（我们把语言[image: alt]
 之内的符号用斜体书写，如a、P等。这是为了把它们与元语言符号a、P等区别开来。）

当然，这些只是[image: alt]
 中的非逻辑符号。为了表达结构[image: alt]
 中的“a∈P并且〈f（a），a〉∈Q”（对应于情形S中的“孟子贪玩并且孟母教导孟子”），“并非所有的个体都不属于P”等较复杂的事实，[image: alt]
 中还需要量词、等词、个体变项和联结词等逻辑符号。这些非逻辑符号和逻辑符号，组成了[image: alt]
 的初始符号表或字母表。

对这个例子做一下抽象，考虑一般的情形，其中的全域、特定个体、关系、函数等都无特别的限制。按照上例提示的语言构造方法，我们可以如下定义一般的一阶语言的字母表：

1.1　定义　一个一阶语言[image: alt]
 的字母表由以下符号组成：

1）一组非逻辑符号，其中包含：

i）一个（可能空的）个体常项集；

ii）对每个n≥1，一个（可能空的）n元谓词集；

iii）对每个n≥1，一个（可能空的）n元函数符号集。

2）一组固定的逻辑符号，其中包含：

i）个体变项x0
 ，x1
 ，x2
 ，…（可数无穷多）；

ii）量词∀，∃；

iii）联结词[image: alt]
 ，∧，∨，→；

iv）等词≡；

v）括号），（。





在所有这几类中，采用什么样的符号无关紧要，但我们要求所有这些符号都是可辨认的、相互不同的。这里采用的符号中，∀称为全称量词，∃是存在量词。[image: alt]
 ，∧，∨，→分别称为否定词、合取词、析取词和蕴涵词。这个定义涵括了种种不同的一阶语言。从定义可以看出，所有的一阶语言都具有共同的逻辑符号，它们的差别只在非逻辑符号上。

等词是一个特别的二元谓词，旨在表达论域中的等同关系。我们假定每个一阶语言都需要等词，所以把它单拿出来作逻辑符号。还有其他的定义方式，不假定等词是每个一阶语言都必需的，因而把等词与其他二元谓词平等看待，若是需要就放到非逻辑符号里。相对于这种定义，我们上面定义的，可以叫做带等词的一阶语言的字母表。

[image: alt]
 的这些初始的符号，是用来进一步构造[image: alt]
 的词项、公式等语言对象的。后面会说明，一个词项或公式是有穷长的符号串，能够出现于其中的个体变项，其数量也是有穷的。但为了使语言有充分的表达力，我们不拟对这个数量规定一个上限，所以在字母表里“储备”了可数无穷多的个体变项。至于个体变项之外的其他逻辑符号，我们只需要有穷多个。二者相加，每个一阶语言都有可数无穷多逻辑符号（参考第2章习题4.5-3）。

另一方面，不同的语言的非逻辑符号的任何一类，根据语言所要描述的结构的不同，都可以是有穷集（包括空集）或无穷集，甚至是不可数集。因为

　　字母集＝逻辑符号集∪非逻辑符号集

而逻辑符号集是可数的，所以，一个语言的字母表的大小取决于它的非逻辑符号集的大小。当非逻辑符号集可数时，字母集可数（无穷）；当非逻辑符号集不可数时，字母集也不可数（参考第2章习题4.5-2）。

如果我们进一步要求[image: alt]
 是一个形式语言（见第一章4.2节的描述），我们就必须要求它的字母集及其每个子类都是能行可判定的，就是说，我们有能行的程序来判定下面的问题：任给一个符号，它是不是[image: alt]
 的字母？是不是[image: alt]
 的逻辑符号？是不是[image: alt]
 的非逻辑符号？是逻辑符号的哪一类？是非逻辑符号的哪一类？

形式语言对其字母集（及其每个子类）的大小做了限定，要求它（它们）是可数的。这是因为，对不可数集合，一般没有一个能行的方法来判定一个对象是否属于它。我们以下谈论的，除非特别指明，都是形式语言。所以，它们的字母表和其中的每一类符号都是能行可判定的，特别就大小来说，是可数的。
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词项、公式等语言对象的形态最终由字母决定。又因为所有一阶语言有共同的逻辑符号，它们的字母表的差别完全由非逻辑符号决定，所以，在不引起误解的情况下，我们不妨把一个一阶语言就简单地看成它的非逻辑符号集。若它的非逻辑符号集是有穷的，我们就说这个语言是有穷的；反之就称这个语言是无穷的。比如，上例的[image: alt]
 可以简化地表达为：

[image: alt]
 ＝｛a，P，Q，f｝。

显然，[image: alt]
 是有穷语言。

一个语言（的字母表）虽然可能是为了描述某个特殊的结构而设计的，但字母表一旦给定，这个语言也可以用来描述其他的结构，只要这些字母的种类和数量足够表达这些结构的组元就行。比如，[image: alt]
 能够用来描述任何只具有一个特指个体，一个性质，一个二元关系和一个一元函数的结构，甚至组成上更贫乏的结构。比如，[image: alt]
 能描述以自然数集N为全域的包含特指个体0、N中一元后继函数s与N中二元关系“……小于或等于……”的结构。这时，a指称0，Q表达“……小于或等于……”，f表示s。

在谈论一个一阶语言的时候，我们需要一些元语言的变项来代表这个（对象）语言字母表中的任意某类符号。我们约定，在元语言中用





　　x，y，z等代表一阶语言的个体变项；

　　c，d，e等代表一阶语言的个体常项；

　　P，Q，R等代表一阶语言的谓词；

　　f，g，h等代表一阶语言的函数符号。





注意，在本书的书写中，为了强调对象语言和元语言的区别，我们用斜体字母表示个体变项和非逻辑符号在对象语言（一阶语言）里的出现，用黑体字母表示它们的元语言变项。至于其他的逻辑符号（量词、联结词、等词等），它们在元语言中的出现，就用原符号来表示，从上下文即可分辨这些出现的语言层次。

下面我们举几个具体的一阶语言字母表的例子。

1.2　例　[image: alt]
 ＝∅。这个语言没有非逻辑符号，但有一个二元谓词（等词），能表达相等关系。它是最小的一阶语言。

1.3　例　[image: alt]
 。它有可数无穷多个体常项：

c0
 ，c1
 ，c2
 ，…；

对每个n≥1，还有可数无穷多n元谓词：

[image: alt]


…

和可数无穷多n元函数符号：

[image: alt]


每个谓词或函数符号的上标表示它是多少元的，下标用法如前，表示这个符号是（某元的）第几个符号。[image: alt]
 是最大的一阶语言，它有足够多的非逻辑符号，一般的数学和非数学结构都可以用它来描述。所以，对于一阶语言的理论探讨，常用[image: alt]
 为例。但是，在描述一些特殊的结构时（如[image: alt]
 ）这个“全能”的语言就多余出许多符号，反而显得不那么方便。

1.4　例　[image: alt]
 ＝｛≤｝。这里的≤是个二元谓词，除此之外[image: alt]
 没有非逻辑符号。[image: alt]
 可以描述任何只有一个二元关系（没有特指个体、函数）的结构，如偏序、全序结构等。

1.5　习题　设计一阶语言的字母表，使它们能够分别描述：

1）等价关系结构。

2）全域是自然数集N的一个结构，它包含特指个体0和1，N中二元关系“……小于或等于……”，以及N中的加法和乘法函数。

3）第二章习题2.1.2中的“三位一体”结构[image: alt]
 。

2　归纳定义

下一步我们要从字母表中构造一阶语言的词项（以下简称项）。项的作用是指称或代表结构中的个体，所以个体常项是一种项，个体变项是另一种项，而函数，如f（x）＝x的母亲，其函数值也代表个体，所以函数表达式也是项。现在的问题是：到底哪些东西是项，或者，我们如何确切定义项的集合？

让我们先回到上面提到的情形S或结构[image: alt]
 中来，考虑一个相似的问题：我们如何定义其中的个体集？从中我们可以总结出一种适用于项的定义方法。

结构[image: alt]
 中的个体集Am
 ，初看起来可以定义为：｛x｜x是孟子，或x是孟子的母亲，或x是孟子的母亲的母亲，……｝，如此枚举，把其中的元素一直这样列下去。可是，这个做法一是繁复不堪，二是不能推广到无穷的情形：假设某种情形中继续下去的过程没有尽头，我们就需要用一个无穷长的语句做定义的条件，但我们的语句都是有穷长的。
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那么，是否可以借助某个总括了“母亲”、“母亲的母亲”等等的二元关系来定义Am
 ？假设“……是……的女性直系先辈”是这样一个二元关系，那么似乎有Am
 ＝｛x｜x是孟子或x是孟子的女性直系先辈｝。但是，在[image: alt]
 的情形中，这个关系不是直接给定的，因此，我们需要首先定义这个关系，而定义这个关系，其实相当于定义Am
 这个集合。我们绕了个圈子，最后退回了原地。

适当的方法是把Am
 定义为满足以下三个条件的个体集：

1）孟子∈Am
 。

2）对任意的x，如果x∈Am
 ，则x的母亲属于Am
 ，即f（x）∈Am
 。

3）除了1）和2）所要求的那些元素，没有别的东西属于Am
 （或者，Am
 只包含有穷步使用条件1）和2）而得到的那些元素）。

容易看出，这样定义的Am
 包含且仅仅包含孟子、孟母、孟母的母亲等。根据1），孟子在Am
 中；再由2），孟母也在Am
 中；重复使用2），孟母的母亲，孟母的母亲的母亲……都在Am
 中；最后由3），只有上述人在Am
 中，Am
 不包含其他元素。

这种定义集合的方法叫做归纳定义。一般而言，对一个集合A的归纳定义包含上例那样的三个步骤：





第一步，我们规定某些（不限于一个）特定的元素属于A，这一步叫基始条件。上例的基始条件便是1）。

第二步称归纳条件，它包含有穷的一组条件，其中每个条件涉及一个n（n≥1）元函数f，并规定，对任何a1
 ，…，an
 ∈A，函数值f（a1
 ，…，an
 ）∈A。上例的归纳条件只有一个，表达在2）中，其中涉及的是一元函数：f（x）＝x的母亲。

第三步陈述的是封闭条件，它规定A只包含有穷步使用基始条件和归纳条件而得到的元素，如上例中3）。





直观上看，一个归纳定义可以理解为层层“生成”某个集合的过程。基始条件规定了这个集合的最初元素，这是第一层。然后，我们把归纳条件应用于这些基始元素，生出新的元素，就是说，把每个条件涉及的函数运算分别施于基始元素，生成函数值作为新元素，这是第二层。在第三层，归纳条件反过来再应用于第一层的元素加上第二层得到的新元素，生出更多的元素。如此等等，一层层反复应用归纳条件，最终得到这个集合的全部元素。归纳定义的集合可以是无穷的，但封闭条件保证了，集合的每个元素都是有穷步应用归纳条件之后“加入”这个集合的，不存在其他的“加入”途径。换句话说，对每个元素都有某个自然数n，标志它生成的步数。

从另一个角度理解，一个归纳定义“挑出”了满足其基始条件与归纳条件的最小的集合，也就是满足基始条件与归纳条件的所有集合的交集。这同时说明，归纳定义的确确定了唯一的集合，因此是合适的定义。我们用上面Am
 的归纳定义作例子，讨论一下这种理解。

在Am
 的例子里面，令

C＝｛X｜X满足Am
 的归纳定义中的条件1）和2）｝，或者，

C＝｛X｜孟子∈X；而且，对任意的x，如果x∈X，则f（x）∈X｝。

那么，我们有下面的“引理”：

2.1　∩C是C中最小的集合。

证明：先验证∩C∈C。第一，孟子属于C中每个集合，因此也属于∩C。第二，设x∈∩C，则x属于C中每个集合。根据C的定义，f（x）也属于C中每个集合。因此，f（x）∈∩C（由x的任意性，我们证明了，对任意x，如果x∈∩C，则f（x）∈∩C）。所以，∩C满足C中元素的定义条件，即∩C∈C。

再证明∩C的“最小性”。任给集合D，如果D满足1）和2），则由C的定义，D∈C。所以，∩C⊆D（参见第二章习题1.6-3）。

综合以上，∩C是C中最小的集合。





实际上，∩C就是Am
 的归纳定义所“挑出”的集合。这是因为，∩C也满足这个定义的封闭条件，即条件3）。否则的话，就存在c∈∩C，c≠孟子，而且c也不是有穷次使用f运算从孟子得到的元素。那么，从∩C中去掉c得到的集合∩C－｛c｝显然还满足那个归纳定义中的条件1）和2），就是说，∩C－｛c｝∈C。但这与∩C的“最小性”（2.1）矛盾。

同样由∩C的“最小性”，我们知道Am
 的归纳定义确定了唯一的集合。因为，假设集合E满足这个归纳定义的所有条件，那么E∈C，而且E中不含上面提到的那种元素c。所以，E是C中最小的集合，即E＝∩C。

由此我们得到下面的“定理”：

2.2　Am
 的归纳定义确定了唯一的集合，即∩C。





这是我们针对Am
 的归纳定义得到的结果。虽然特殊的例证不保证一般的结果，但是这个证明的思路并不依赖集合Am
 的特殊性质，因此它可以推广到任意归纳定义的情形中。具体的推广留作习题。

2.3　习题　证明：每一个归纳定义都唯一地确定一个集合。





归纳定义在数学中有广泛的应用。我们举一个例子，用0、1和函数f（x）＝x＋1归纳定义自然数集合N：

1）0∈N。

2）如果x∈N，则x＋1∈N。

3）除了上面所要求的，没有别的东西是N的元素。

2.4　习题

1）用0、1和函数f（x）＝x＋1与g（x）＝x－1归纳定义整数集合Z。

2）设计基始条件和归纳条件，归纳定义奇数集合。

3）归纳定义有穷树集（树的定义见第二章2.2.7）。





一个集合，如果对它有一个归纳定义，那么我们就可以设计一个有力的证明方法，来证明这个集合的全部元素都有某性质P，这个方法叫做归纳证明：对归纳定义的集合A，要证明任意x∈A都有P（x），我们只要做两步工作：





1）证明A的基始元素（基始条件确定的元素）都有性质P。这一步称为归纳基始。

2）证明每个归纳条件涉及的函数都“保持”性质P。就是说，对任意这样的一个n元函数f，证明：

如果a1
 ，…，an
 ∈A，且P（a1
 ），…，P（an
 ），则P（f（a1
 ，…，an
 ））。

这一步称为归纳推步，其中的条件——a1
 ，…，an
 ∈A且P（a1
 ），…，P（an
 ）——称为归纳假设。





为什么这两步就保证了A中所有元素都具有性质P呢？直观上看，步骤1）保证了A的所有基始元素有性质P；步骤2）保证了由基始元素“生成”的、以及“再生成”的、以及……的元素，都有性质P。A的归纳定义里的封闭条件规定，A只有这些元素。因此，A中所有元素都具有性质P。

比如，具体到上面关于孟子等人的集合Am
 ，步骤1）保证了孟子有性质P；步骤2）保证了

孟子有性质P⇒孟母有性质P⇒孟母的母亲有性质P⇒……

从此推出，孟子、孟母、孟母的母亲……都有性质P。最后根据Am
 的归纳定义中的封闭条件，这些是Am
 的所有元素，所以Am
 中所有个体具有性质P。

这是直观的理解，严格的证明留作习题。

2.5　习题　对于任意可归纳定义的集合A和任意性质P，假设你已经完成了归纳基始和归纳推步的证明。现在令Q＝｛x｜x有性质P｝。请证明：A⊆Q，即A的所有元素都有性质P。（提示：考虑Q∩A是否满足那个归纳定义中的基始条件和归纳条件，注意A是满足这样的条件的最小集合。）





至于归纳证明的应用，我们所熟悉的数学归纳法就是一个典型的例子。要证明任意的自然数都有性质P，只要证

1）归纳基始：P（0）。

2）归纳推步：对任意的自然数k，P（k）⇒P（k＋1）。

就完成了这个证明。这是因为，自然数集合可以像上面那样归纳定义。

在以后的运用中，我们还要采取归纳证明的第二种形式。就是在归纳假设里，不光假定眼下用来生成新元素的那些“老”元素有某性质，而是进一步假定先前生成的所有“老”元素都有此性质，由此证明当下用函数生成的新元素也有这个性质。比如，要证明任意的自然数都有性质P，我们只要证明：

1）归纳基始：P（0）。

2）归纳推步：对任意的自然数k，如果小于k的数都有性质P，则P（k）。

3　项

现在回到我们的一阶语言中来，讨论项的定义问题。一个一阶语言一经给定，我们就可以暂且忘记它所要描述的结构，而把这个语言看作一些单纯的符号，以及符号的组合。这是语形研究的特点，语形性质应该独立于语言的解释或意义而得到研究。

给定一个一阶语言的字母表，我们可以把这个语言的项定义为其中的字母形成的某种符号串。

3.1　定义　对于一阶语言[image: alt]
 ，一个[image: alt]
 的符号串（简称[image: alt]
 -串）是[image: alt]
 的字母表中的符号组成的一个有序n元组（n≥1），n称为这个[image: alt]
 -串的长度。





例如，如果[image: alt]
 的字母表中包含符号a、f和g，则〈f〉，〈f，g〉，〈f，g，a〉等分别为长度为1，2，3的三个[image: alt]
 -串。长度为1的符号串就是一个符号本身。以下表示符号串时，我们去掉尖括号和逗号，直接把符号按顺序排列，如上面三个符号串分别表示为：f，fg，fga。

我们约定，在元语言中用λ，µ，[image: alt]
 等代表任意[image: alt]
 -串。如果[image: alt]
 的字母集为A，则

　　[image: alt]
 -串的集合＝∪｛An
 ｜n≥1｝。

我们先前已经假定[image: alt]
 是可数语言，所以，根据第2章引理4.6，

　　[image: alt]
 -串的集合是可数无穷大的。

对任意有穷个符号串λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，我们用λ1
 λ2
 …λn
 表示这n个符号串前后邻接起来形成的新符号串。如λ1
 ＝f，λ2
 ＝gf，则λ1
 λ2
 ＝fgf。这使得我们可以对任意n≥1，在[image: alt]
 -串的集合上定义如下的n元邻接函数函数Cn
 ：

Cn
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）＝λ1
 λ2
 …λn


因此，Cn
 的作用就是把n个串按顺序头尾连接起来，形成一个新的串。容易验证，对每个n≥1和任意n个符号串λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，Cn
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）总是有穷长的。

3.2　习题　证明：对每个n，Cn
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）的长度为λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 的长度之和。





如果同时有Cn
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）＝μ和[image: alt]
 ，则根据有序组的定义，μ和[image: alt]
 长度相同且每个位置上相对应的符号分别相同，就是说，μ＝[image: alt]
 。这说明，Cn
 的确是函数。以下称函数值Cn
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）为λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 的邻接。

我们还可以定义某类特殊的邻接函数，使它们总与一个或多个给定的串相关。比如，给定[image: alt]
 -串μ，我们有n元邻接函数[image: alt]
 使得[image: alt]
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）＝μλ1
 λ2
 …λn
 ，即它总在Cn
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）的最前端接上μ。当然，也可以定义另一个邻接函数，它把μ放在Cn
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）的中间的某个位置或最后端。最后，给定多个[image: alt]
 -串，我们仍然可以定义特殊的邻接函数，把这些符号串分别放到Cn
 （λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）中指定的位置上去。

利用[image: alt]
 的字母表和[image: alt]
 -串上的邻接函数，我们就可以归纳定义[image: alt]
 的项（或[image: alt]
 -项）。

3.3　定义　设[image: alt]
 为一阶语言。[image: alt]
 -项定义为：

1）基始条件：

　　i）[image: alt]
 的字母表中的每个个体常项c是[image: alt]
 -项。

　　ii）每个个体变项x是[image: alt]
 -项。

2）归纳条件：对任意n≥1，若f是[image: alt]
 的n元函数符号，且[image: alt]
 -串t1
 ，…，tn
 是n个[image: alt]
 -项，则

　　[image: alt]
 -串ft1
 …tn
 也是[image: alt]
 -项。

3）封闭条件：没有其他[image: alt]
 -串是[image: alt]
 -项。

定义中的基始条件由[image: alt]
 的字母表决定。对每个n≥1，归纳条件涉及的函数是一个特殊的邻接函数[image: alt]
 ，它把一个给定的n元函数符号f和n个已有的项连接为一个新的项，并且把f放在最前端。封闭条件相当于说[image: alt]
 -项的集合是满足1）和2）的最小集合，或者说，每个[image: alt]
 -项都是从基始的个体常项和变项出发，有穷次应用归纳条件而生成的。叙述这个定义时，我们用到了新的元语言变项t，以后我们就用r，s，t（可以加下标）等代表项。

[image: alt]
 -项既然是邻接函数在[image: alt]
 字母表基础上生成的，根据习题3.2，

　　每个[image: alt]
 -项都是有穷长的[image: alt]
 -串。

[image: alt]
 -项的集合与[image: alt]
 的字母集一样大，都是可数无穷的。这是因为，一方面，[image: alt]
 -项的集合是[image: alt]
 -串的集合的子集，而[image: alt]
 -串集＝∪｛[image: alt]
 字母集n
 ｜n≥1｝是可数的，所以，[image: alt]
 -项集也是可数的。另一方面，[image: alt]
 -项集包含个体变项集，而后者是无穷的，所以[image: alt]
 -项集也是无穷的（见第2章习题4.5-2）。

3.4　例　语言[image: alt]
 ＝∅（见例1.2），它没有个体常项和函数符号，但有个体变项。根据定义3.3的1-ii，x0
 ，x1
 ，x2
 ，…是[image: alt]
 -项。因为这个语言没有函数符号，所以不能用归纳条件生成新的项。根据定义3.3第3条，[image: alt]
 只有这些项。

语言[image: alt]
 ＝｛≤｝（见例1.4）也没有个体常项和函数符号。同理，它的项只是个体变项。





3.5　例　考虑语言[image: alt]
 （见例1.3）。由定义3.3的1），个体常项c0
 ，c1
 ，c2
 ，…与个体变项x0
 ，x1
 ，x2
 ，…都是[image: alt]
 -项；由2），n元函数符号与n个常项或变项的连接也是[image: alt]
 项，如：

[image: alt]


再由2），归纳条件重复使用可构造更复杂的[image: alt]
 -项，如：

[image: alt]


但c1
 x0
 不是项，[image: alt]
 也不是项。（为什么？）





对一个形式语言[image: alt]
 来说，一个符号串是不是[image: alt]
 -项，或者是否属于[image: alt]
 -项的集合，是能行可判定的。这就是说，存在一个有穷长的机械过程或程序，其中每一步到下一步都由确定的规则决定，而对每个符号串，在其上执行这个程序后，都在有穷步后得到一个是或否的答案，回答这个符号串是不是[image: alt]
 -项。一般而言，这样一种程序叫算法。如对任意自然数是不是偶数，我们就有一个算法来判定这个问题。对集合A，如果有一个算法来判定任意a是否属于A，则称A为可判定的。这样描述的算法和可判定性，仍然是直观的概念。下面我们在这个直观的基础上，说明形式语言的项集是可判定的。

3.6　定理　设[image: alt]
 为形式语言。[image: alt]
 -项的集合是可判定的。

首先说明，因为[image: alt]
 是形式语言，所以它的个体常项集、个体变项集以及（对每个n≥1）n元函数符号集都是可判定的。设符号串λ的长度为n（≥1），我们描述一个判定λ同是否[image: alt]
 -项的程序。

第一步：若n＝1，则λ只有一个符号。根据以上说明，我们可以判定λ是不是一个[image: alt]
 的个体常项或变项。如果是，则λ是[image: alt]
 -项；如果不是，则λ不是[image: alt]
 -项。

第二步：若n＞1，则判定λ的第一个符号是不是[image: alt]
 的某个m元函数符号（m＜n）。这只要对[image: alt]
 的每个元数小于n的函数符号集，逐一判定λ的第一个符号是否属于这个集合。如果不是，则λ不是[image: alt]
 -项；如果是，则继续下一步。

第三步：判定λ的其他符号是否[image: alt]
 的个体常项、变项或某个元数小于n的函数符号。若有一个符号不是三者之一，则λ不是[image: alt]
 -项；否则继续下一步。

第四步：在串λ中，从后往前找到第一个函数符号f，设为k元，检查f后面是否有不少于k个个体常项或变项。若否，则λ不是[image: alt]
 -项；若是，则把f和其后的这k个符号抹去，在原位置上写上符号r1
 ，然后继续往前找到下一个函数符号，看它后面是否有足够多个符号，包括个体常项、变项或r1
 。若否，则λ不是[image: alt]
 -项；若是，则重复上面过程，抹去这个函数符号及其后的相应个符号，代以r2
 。按此法继续检查前面的函数符号，直到λ的第一个符号（根据第二步，它是一个m元函数符号）。这时，第一个符号后面必须刚好有m个符号，包括个体常项、变项或ri
 ，才能保证λ是[image: alt]
 -项。





这个判定过程提示，任何语言的项的构造可用树形图来分析。个体常项或变项是只有一个结点的树；复杂的项从最后一个函数符号开始，逐步列出各简单项和每个ri
 。如果项t是项s的一部分，则把t写在s的上面。

比如[image: alt]
 -项[image: alt]
 的构造过程可以分析为下面的分解树：

[image: alt]


每一层所有的符号串都是项。最上面没有横线的（叶上的项），是基始条件确定的项，即个体常项或个体变项；上面有横线的项，则表明它是横线之上的项根据归纳条件与适当的函数符号连接所形成的。下面没有横线的（根上的项），是最终形成的项。

这样的树，如果从下向上看，则是把一个给定的项逐渐去除函数符号，而一步步得到新项的过程。每个横线表示去除一个函数符号。最后，这个项所包含的所有函数符号都被去除，而它所包含的每个个体常项或变项都成为一叶，除此之外，这个树没有其他的叶。

注意，我们约定，在每一横线处，去除ft1
 …tn
 的函数符号f后，横线上面得到的新结点按t1
 ，…，tn
 的顺序从左到右排列。

如果项s（作为符号串）是项t的一部分（包括t本身），则称s是t的子项。项的分解树从根到叶，正是把根上的项拆开为其子项的过程。对每一枝来说，位置在上的每一项都是位置在下的所有项的子项；而树上的所有项，恰是根上的项的所有子项。所以，子项也可以这样定义：

　　s是t的子项，当且仅当s出现在t的分解树上。

3.7　习题

1）判断以下[image: alt]
 -串是不是[image: alt]
 -项：

　　[image: alt]


2）用树形图分析下列[image: alt]
 -项的构造过程：

　　[image: alt]


3）设语言[image: alt]
 有一个一元函数符号f，一个常项a，但没有其他的常项或函数符号。试分析[image: alt]
 -项的一般形式。

3.8　项的归纳证明

项集是归纳定义的集合，所以，对于一个关于项的性质，如果我们想证明每个项都具有这个性质的话，就可以使用前述归纳证明的方法。这种方法，使用在项集上，表现为如下的证明格式：





设[image: alt]
 为一阶语言，P为关于[image: alt]
 -项的性质。要证明每个[image: alt]
 -项都具有性质P，只要证：

1）[image: alt]
 字母表中的每个个体常项具有性质P；

2）每个个体变项具有性质P；

3）对[image: alt]
 的n元函数符号f和[image: alt]
 -项t1
 ，…，tn
 ，证明：

若t1
 ，…，tn
 都具有性质P，则[image: alt]
 -项ft1
 …tn
 也有性质P。





其中1）、2）为归纳基始，3）为归纳推步，3）中的条件“t1
 ，…，tn
 都具有性质P”为归纳假设。以后我们也把项的归纳证明表述为“施归纳于项”。

作为这种方法的一个应用实例，我们证明下面的引理。首先解释一下什么是项分解树的等同。如下的直观理解已经能够满足我们这里的需要：设T1
 和T2
 为项分解树，T1
 ＝T2
 当且仅当它们能够“重合”起来。这里的“重合”意味着：想象T1
 和T2
 在空间中移动，当它们的根“合并”在一起的时候，它们的其他每层结点、每条枝都能相应地一一“合并”起来，而且，任何并在一起的两个结点上有相同的符号串（符号串λ和μ相同意味着λ和s的长度相同，由相同的符号组成，且符号的排列顺序相同）。

3.9　引理　设[image: alt]
 为一阶语言。每个给定的[image: alt]
 -项的分解树都不同于其他项的分解树。

证明：施归纳于[image: alt]
 -项。

1）[image: alt]
 字母表中的一个个体常项的分解树，是只有一个结点的树。既然一个个体常项是[image: alt]
 -字母表中唯一的、不同于其他的符号，所以它的分解树是唯一形成的，不同于其他。

2）同理，每个个体变项的分解树也是唯一形成的，不同于其他。

3）对[image: alt]
 的n元函数符号f和[image: alt]
 -项t1
 ，…，tn
 ，令t1
 ，…，tn
 的分解树分别为T1
 ，…，Tn
 （每个Ti
 的根为ti
 ）。

现在考虑项ft1
 …tn
 的分解树。根据前面对分解过程的约定，它具有如下的形态：

　　[image: alt]


这是T1
 ，…，Tn
 扩张而成的一个新树，即把原先的根t1
 ，…，tn
 结合为一个新的根ft1
 …tn
 ，从而形成ft1
 …tn
 的项分解树。根据归纳假设，t1
 ，…，tn
 的分解树，即T1
 ，…，Tn
 ，都不同于其他项的分解树。

对任意一个项s，如果s的分解树与这里ft1
 …tn
 的分解树相同，那么，根据树的构造，s一定具有fs1
 …sn
 的形式，且s1
 ，…，sn
 分别以T1
 ，…，Tn
 为其分解树。但此时若有某个si
 不同于ti
 的话，则si
 就不会以Ti
 为分解树。因为根据归纳假设，ti
 的分解树Ti
 不同于其他项的分解树。因此我们有s1
 ＝t1
 ，…，sn
 ＝tn
 。这说明，s与ft1
 …tn
 是相同的项。由此得到结论：ft1
 …tn
 的分解树不同于其他项的分解树。





这个引理表明，不同的项有不同的分解树，每个项分解树只对应于一个项，因而从项分解树集到项集有一个函数关系，而且是满射。我们自然会问：这个函数是不是单射？或者，一个给定的项是不是只有唯一的分解树？既然一个项在语形上是一个符号串，那么，这个问题就相当于：以同一个项符号串为根，有没有可能存在不同的分解方法，从而产生两个不同的项分解树？下面的引理回答了这个问题。

3.10　引理　如果符号串λ组成项，则λ只有唯一的项分解树。

我们只解释证明的思路。

首先，如果λ的长度为1，则它必为一个个体项（常项或变项），显然它不可能有两个项分解树。

其次，设λ的长度大于1。既然λ是项，那么它的第一个符号一定是某个n元函数符号，且后面有n个项。按照定理3.6介绍的判定方法，λ的项分解树是如下构成的：

在λ中，从后往前找到第一个函数符号f，设为k元。把f连同后面的k个个体项抹去，在原位置上写上符号r1
 。另外画出r1
 的分解树（即在r1
 上面画一道横线，横线之上按原顺序列出f后面的k个个体项）。若λ中r1
 右边还有符号，则每一个都是一个个体项，形成一个分解树，按原顺序把这些分解树画在r1
 的分解树的右边，形成r1
 和一些个体项的分解树序列。

然后在λ中往前找到第二个函数符号，抹去这个函数符号及其后的相应个符号，代以r2
 。另外画出r2
 的分解树。将此次抹去的所有符号（项）的分解树嵌在r2
 的分解树中相应的位置上；未被抹去的符号，按λ中的顺序将其分解树画在r2
 的分解树的右边，形成新的分解树序列。

一般而言，在λ中倒数第m个函数符号处，抹去这个函数符号及其后的相应个符号，代以rm
 。将此次所有抹去的符号的分解树分别嵌在rm
 的分解树中相应的位置上；未被抹去的符号，其分解树按原顺序留在rm
 的分解树的右边，形成新的分解树序列。

按此法前进到λ的第一个符号（一个n元函数符号）。这时，所有遗留的符号被一并抹去，代之以一个项（λ所组成的项）。而此前的分解树序列则结合成以λ为根的一个树。

最后，可以用归纳法证明，每一步画出的分解子树序列都是唯一的。这是因为，首先，序列中的每个树或是由某个确定的个体项或是由某个确定的ri
 形成的树，因而（根据归纳假设）是唯一的树。第二，序列中子树的排列顺序也是唯一的，这个顺序取决于相应的符号串在λ中唯一的位置。所以，最后形成的树是唯一的，λ不会有另外的分解树。





因此，一个项只有一个分解树，在项集和项分解树集之间有一一对应。每个项分解树确定了一个项的唯一构造方法或路径，因此决定了这个项之为自身。由此我们立即得到：

3.11　定理（项的读法唯一性）　设λ为一个[image: alt]
 -串。如果λ组成[image: alt]
 -项t，又组成[image: alt]
 -项s，则t与s为同一个项。

证明：用反证法。假设项t不是项s。根据引理3.9，t与s有不同的项分解树。这意味着λ有两个不同的项分解树。又据引理3.10，λ不是任何项。矛盾。因此，t与s是同一个项。





这个事实从一个侧面反映了一阶语言的严格和精确：一个符号串如果组成项的话，则它只组成一个固定的项；不存在不同的读法，把其中的符号排列重新“点断”，使得这个串同时也能组成另一个不同的项。日常语言中的词项，显然没有这种语形上的读法唯一性。比如，汉语中的“她的孩子的心态”一词，根据对其中符号串的不同点断，有“（她的）（孩子的心态）”、“（她的孩子的）（心态）”等不同读法。

4　公　式

语言中有了项，我们便可以指称和表示结构中的个体。但是，仅能指涉个体，还不足以描述结构。我们还需要语言中其他种类的表达式，来表达个体具有什么性质（属于什么集合）以及个体间具有什么关系（个体的有序组属于什么集合），用它们形成一阶命题，来描述结构。这种表达式，叫做公式。

公式与项类似，也是字母表中的符号组成的符号串，也能用归纳定义把它确定下来。

4.1　定义　设[image: alt]
 为任意一阶语言。[image: alt]
 的公式（或[image: alt]
 -公式）定义为：

1）基始条件：

　　i）对[image: alt]
 的任意n（n≥1）元谓词P和任意n个[image: alt]
 -项t1
 ，t2
 ，…，tn
 ，Pt1
 …tn
 是[image: alt]
 -公式；

　　ii）对任意的[image: alt]
 -项t和s，

t≡s是公式。

2）归纳条件：

　　i）如果φ是[image: alt]
 -公式，则[image: alt]
 φ也是[image: alt]
 -公式；

　　ii）如果φ，ψ是[image: alt]
 -公式，则（φ∧ψ）也是[image: alt]
 -公式；

　　iii）如果φ，ψ是[image: alt]
 -公式，则（φ∨ψ）也是[image: alt]
 -公式；

　　iv）如果φ，ψ是[image: alt]
 -公式，则（φ→ψ）也是[image: alt]
 -公式；

　　v）如果φ是[image: alt]
 -公式，x是个体变项，则∀xφ也是[image: alt]
 -公式；

　　vi）如果φ是[image: alt]
 -公式，x是个体变项，则∃xφ也是[image: alt]
 -公式。

3）封闭条件：没有其他[image: alt]
 -串是[image: alt]
 -公式。





可以看出，这里定义的还是[image: alt]
 -串的某种邻接形成的[image: alt]
 -串。基始条件确定的公式，称为原子公式。原子公式由谓词（包括等词）和项直接邻接而成。其他非原子公式都是从原子公式出发，添加联结词或量词形成的。归纳条件涉及一些特殊的邻接函数，其中有一元的邻接函数，把[image: alt]
 、∀x或∃x放在最前端；也有二元的邻接函数，把∧，∨，→等放在中间，再把左右括号分别加在最前与最后。

2）中的公式i）—iv）分别称为否定式、合取式、析取式和蕴涵式，它们合称布尔式。[image: alt]
 施于一个公式之上，是一元联结词，其余的∧，∨，→等联结两个公式，是二元联结词。2）中的公式v）和vi）分别称为全称式和存在式。∀x或∃x放在一个公式φ之前形成新公式的时候，并不要求φ中一定出现x。

定义中出现了元语言变项φ和ψ，我们约定以后就用φ、ψ、θ等（可以加下标）代表公式。有元语言变项出现于其中的，像Pt1
 …tn
 、φ、（φ∧ψ）、∀xφ等等，本身都不是公式（公式只由对象语言中的符号组成），它们称为公式模式。每个公式模式都代表形如这个模式的一切公式。

显然，与[image: alt]
 -项的情形一样，

　　每个[image: alt]
 -公式都是有穷长的。

[image: alt]
 -公式集跟[image: alt]
 -项集一样，也是可数无穷的。理由是：一方面，[image: alt]
 -公式集是[image: alt]
 -串集的子集，因此是可数的；另一方面，[image: alt]
 -公式集包含x0
 ≡x1
 ，x0
 ≡x2
 ，……等可数无穷个原子公式，因而它又是无穷的。

4.2　例　语言[image: alt]
 ＝｛≤｝。它的谓词只有≡和≤，都是二元的；从前面的例子（3.4）知，它的项只有个体变项x0
 ，x1
 ，x2
 ，…。所以，它的原子公式的一般形式是：

xi
 ≡xj
 ，　≤xi
 xj
 ，　i，j＝0，1，…

重复运用归纳条件，就可得以下[image: alt]
 -公式：

[image: alt]
 x0
 ≡x1
 ，（[image: alt]
 x0
 ≡x1
 ∧≤x0
 x1
 ），

（[image: alt]
 x0
 ≡x1
 →（[image: alt]
 x0
 ≡x1
 ∧≤x0
 x1
 ）），

∀x0
 （[image: alt]
 x0
 ≡x1
 ∧≤x0
 x1
 ）

等等。其中≤x0
 x1
 等原子公式的写法，依定义把≤放在前面，但习惯上我们经常把二元关系符号放在中间，写做x0
 ≤x1
 。以后不引起歧义时，对一个二元谓词，我们不妨按习惯把它放到中间，或者说，把xi
 ≤xj
 这类的记法看作≤xi
 xj
 等记法的缩写来使用。

[image: alt]
 可以描述偏序关系的结构。偏序关系要求的自反性、反对称性和传递性，可以用以下三个[image: alt]
 -公式表述：

1）自反性：∀x0
 x0
 ≤x0
 ；

2）反对称性：∀x0
 ∀x1
 （（x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x0
 ）→x0
 ≡x1
 ）；

3）传递性：∀x0
 ∀x1
 ∀x2
 （（x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x2
 ）→x0
 ≤x2
 ）。

4.3　例　考虑[image: alt]
 等等都是[image: alt]
 -项，[image: alt]
 等都是[image: alt]
 的谓词，所以，[image: alt]
 的原子公式有：

[image: alt]


用归纳条件，可生成以下复杂的[image: alt]
 -公式：

[image: alt]


但[image: alt]
 以及[image: alt]
 等不是公式，封闭条件排除了它们。

4.4　习题

1）判断下列符号串是否为[image: alt]
 -公式。

　　[image: alt]


2）用本章习题1.5-1中设计的语言的公式表达等价关系的自反性、对称性和传递性。





对一个形式语言[image: alt]
 来说，既然它的每个n元谓词集、项集和逻辑符号集及其各子类都是可判定的，它的公式集也应该是可判定的。当然，这里的可判定性依然是直观概念，因此，我们以下的“证明”实际上只能是某种尽量严格的“说明”。

4.5　定理　设[image: alt]
 为形式语言。[image: alt]
 -公式集是可判定的。

我们用归纳法证明：存在一个算法或程序，对任意[image: alt]
 -串λ，可以判定λ是否为一个[image: alt]
 -公式。为此，我们先引进一个概念。对任意的[image: alt]
 -串λ，称其中出现的联结词加上量词的个数为λ的秩，注意，一个联结词或量词若多次出现，则每次出现都要计入秩数。显然，原子公式作为串，其秩只能为0，非原子公式的秩都不小于1。因此，我们施归纳于[image: alt]
 -串的秩，先对秩为0的串说明，有算法判定它们是不是[image: alt]
 的原子公式。然后，对于秩为n（n≥1）的情况，我们假设秩小于n的[image: alt]
 -串是否[image: alt]
 -公式的问题可判定，在此基础上证明秩等于n的情形也可判定。这样，我们就证明了对任意秩数的[image: alt]
 -串（因此对任意的[image: alt]
 -串），都可判定它是不是[image: alt]
 -公式。

归纳基始。设[image: alt]
 -串λ的秩为0。先判定λ的第一个符号是不是[image: alt]
 的某个m元谓词（m＜λ的长度）。若是，则从λ的第二个符号开始，往后逐个检查，直到得到一个[image: alt]
 -项；然后再往后检查直至最后一个符号。若恰好总共得到m个[image: alt]
 -项，则λ是[image: alt]
 -公式；若不行，则不是。因为[image: alt]
 的每个元数的谓词集与[image: alt]
 -项集都可判定，且项的读法唯一，所以以上的确是一个算法。

如果λ的第一个符号不是这样的m元谓词，则从第一个符号开始，往后找到一个[image: alt]
 -项，看其后是否紧跟着一个等词，再判定其后所有符号是否构成一个[image: alt]
 -项。若以上都满足，则λ是[image: alt]
 -公式；若有一点不满足，则不是。

归纳推步。设λ的秩为n（n≥1）。如果λ＝[image: alt]
 μ（μ是某个[image: alt]
 -串），则μ的秩小于λ的秩。根据归纳假设，μ是否[image: alt]
 -公式的问题可判定。λ是[image: alt]
 -公式当且仅当μ是[image: alt]
 -公式。

如果λ＝（μ□[image: alt]
 ），其中μ和[image: alt]
 是[image: alt]
 -串，□∈｛∧，∨，→｝，则μ和[image: alt]
 的秩都小于λ的秩。由归纳假设，μ和[image: alt]
 是否[image: alt]
 -公式的问题可判定。λ中可能出现多个联结词，但因为只是有穷多，所以可以逐一考察。λ是[image: alt]
 -公式当且仅当存在联结词□，使得μ和[image: alt]
 都是[image: alt]
 -公式。

如果λ＝◇xμ，◇∈｛∀，∃｝，x是个体变项（个体变项集是可判定的），则μ的秩小于λ的秩。由归纳假设，μ是否[image: alt]
 -公式的问题可判定。λ是[image: alt]
 -公式当且仅当μ是[image: alt]
 -公式。

若λ不是上面三种[image: alt]
 -串，则根据公式定义，λ不是[image: alt]
 -公式。





这个过程提示，对每个公式，我们也有一个树形分解图，来显示它的构造过程。原子公式是只有一个节点的树，非原子公式从原子公式出发，通过逐步增加联结词、量词和括号而构造出来。

例如，对[image: alt]
 -公式∀x1
 [image: alt]
 有如下分解树（我们不妨把这棵树倒过来画，根朝上，叶朝下，这样也许写起来更方便一些）：

[image: alt]


每个公式分解到原子公式为止，因此，根是原公式，叶是原公式包含的所有原子公式。倒过来以后，从下往上，每一步增加一个联结词（包括一对括号）或量词，简单的原子公式逐步形成复杂的公式；从上往下，则是复杂公式逐步除去所有的量词、联结词（包括左右括号）还原到原子公式的过程。

从下往上最后增加的如果是联结词，则根公式为布尔式，我们称此联结词为根公式的主联结词。换言之，一个布尔式的主联结词，就是这个公式分解时第一步要去除（连带最外层括号）的那个联结词。

跟项的情形类似，在公式φ的分解树中，每一层的所有串都是公式，它们称为φ的子公式。因此，





一个公式的子公式就是出现在它的分解树上的所有公式。

4.6　习题

1）用树形分解图分析下列[image: alt]
 -公式的构造过程：

[image: alt]


2）用树形分解图说明下列[image: alt]
 -串不是[image: alt]
 -公式：

[image: alt]


4.7　公式的归纳证明

公式集是归纳定义的集合，所以，类似于项的情形，给定一个关于公式的性质，如果我们想证明每个公式都具有这个性质的话，也可以使用归纳证明的方法。公式的归纳证明表现为如下的证明格式：





设[image: alt]
 为一阶语言，P为关于[image: alt]
 -公式的性质。要证明每个[image: alt]
 -公式都具有性质P，只要证：

1）归纳基始：[image: alt]
 的每个原子公式具有性质P。

2）归纳推步：

i）如果[image: alt]
 -公式φ具有性质P，则[image: alt]
 φ也具有性质P；

ii）如果[image: alt]
 -公式φ，ψ具有性质P，则（φ∧ψ）也具有性质P；

iii）如果[image: alt]
 -公式φ，ψ具有性质P，则（φ∨ψ）也具有性质P；

iv）如果[image: alt]
 -公式φ，ψ具有性质P，则（φ→ψ）也具有性质P；

v）如果[image: alt]
 -公式φ具有性质P，则∀xφ也具有性质P；

vi）如果[image: alt]
 -公式φ具有性质P，则∃xφ也具有性质P。





我们也常把公式的归纳证明表述为“施归纳于公式”或“施归纳于公式的复杂度”。

作为这种方法的应用实例，我们证明如下的结果：

4.8　引理　设[image: alt]
 为一阶语言。每个[image: alt]
 -公式中的左、右括号数目相同，其中每个左括号唯一对应一个右括号。

证明：施归纳于[image: alt]
 -公式的复杂度。

1）[image: alt]
 的原子公式是[image: alt]
 的谓词（包括等词）与[image: alt]
 -项组成的符号串。容易归纳证明，所有的项不含括号。因此，[image: alt]
 的原子公式的左、右括号数目都为0。

2）如果[image: alt]
 -公式φ有相同数目的左、右括号（且左、右括号成对出现），则[image: alt]
 φ亦然。

3）设[image: alt]
 -公式φ的左、右括号成n对，ψ的左、右括号成m对。令□∈｛∧，∨，→｝，则（φ□ψ）的左、右括号亦成对（最左与最右两头成对，其他为原对），数目＝n＋m＋1。

4）如果[image: alt]
 -公式φ的左、右括号成对，则∀xφ和∃xφ显然也如此。

4.9　引理　设[image: alt]
 为一阶语言，λ、μ为[image: alt]
 -串（根据定义，每个符号串的长度都不小于1）。如果[image: alt]
 -串λμ是公式，则λ不是[image: alt]
 -公式。

证明：施归纳于[image: alt]
 -公式。

1）设λμ是原子公式Pt1
 …tn
 。此时λ是Pt1
 …tn
 的某个真前段（即从P开始的一个符号串，构成Pt1
 …tn
 前面某一部分，但非全部）。如果λ是公式，则由于它开始于P，所以它必形如Ps1
 …sn
 ，其中si
 为项。于是有以下两个串的等同：

Pt1
 …tn
 ＝Ps1
 …sn
 μ

去除两个串的第一个符号P，代之以一个n元函数符号f（如果[image: alt]
 中没有n元函数符号，那么就添加一个，形成新语言[image: alt]
 ），两个新串仍相等。但此时左边是项，所以右边必是项。我们于是有以下两个（可能是[image: alt]
 的）项的等同：

ft1
 …tn
 ＝fs1
 …sn
 μ

由引理3.10知，项ft1
 …tn
 与项fs1
 …sn
 μ有相同的项分解树。由此推出，ti
 ＝si
 ，且μ不是串（它的长度为0）。矛盾。故λ不是公式。

2）λμ是原子公式t≡s的情形，留作习题。

3）设λμ是公式[image: alt]
 φ。若λ是公式，则它只能是[image: alt]
 ψ，其中ψ是某个公式，而且是φ的一个真前段。但据归纳假设，公式φ的任何真前段不是公式。因此，λ也不是公式。

4）λμ是∀xφ或∃xφ的情形，与3）类似。

5）设λμ是公式（φ□ψ），其中□∈｛∧，∨，→｝。根据引理4.8，（φ□ψ）的左右括号数目相等，且成对出现。所以，不管λ是（φ□ψ）的哪个真前段，其中的左括号总多于右括号。再由引理4.8，λ不是公式。

4.10　定理（公式的读法唯一性）　一个[image: alt]
 -串λ或者不是任何[image: alt]
 -公式，或者是唯一的一个[image: alt]
 -公式。

证明：施归纳于[image: alt]
 -公式。

1）设λ是开始于n元谓词P的原子公式。如果λ是Pt1
 …tn
 ，又是Ps1
 …sn
 ，那么，取任意n元函数符号f，项ft1
 …tn
 和fs1
 …sn
 就是相同的符号串。根据项的读法唯一性定理（定理3.11），我们有s1
 ＝t1
 ，…，sn
 ＝tn
 。因此，Ps1
 …sn
 与Pt1
 …tn
 是同一个公式。

2）λ是等式的情形，类似于1）。

3）设λ是公式[image: alt]
 φ。根据归纳假设，φ不能是别的公式。显然[image: alt]
 φ也只有一个读法。

4）λ是∀xφ或∃xφ的情形，与3）相同。

5）设λ是公式（φ□ψ），其中□∈｛∧，∨，→｝。既然λ开始于括号，那么它只能是合取式、析取式或蕴涵式。令λ同时是公式（φ1
 [image: alt]
 ψ1
 ），其中[image: alt]
 ∈｛∧，∨，→｝。此时，或者公式φ为公式φ1
 的前段，或者φ1
 为φ的前段。但是，根据引理4.9，两者都不能是对方的真前段。因此，φ＝φ1
 。随之即得：□＝[image: alt]
 ，ψ＝ψ1
 。因此，（φ□ψ）与（φ1
 [image: alt]
 ψ1
 ）是同一个公式。





这个定理推广了项的读法唯一性定理，进一步表明了一阶语言的严格和精确：一个给定的公式，只有一种读法，不存在其他的点断方法，把它同时读为另一个公式。日常语言中的句子，没有这样的读法唯一性。比如，考虑句子“他的个子不低于或高于她的”。其中的“不低于或高于”可以读为“（不低于）或（高于）”——相当于“不低于”，也可以读为“不（低于或高于）”——等于。

4.11　习题

1）在公式的定义（定义4.1）中，去除归纳条件中对某些复合公式加括号的限制，比如把（φ∧ψ）写为φ∧ψ。证明这样定义的新“公式”不具有读法唯一性。（提示：构造一个反例，比如形如∀xφ∧ψ的“公式”，说明它的分解树不是唯一的。）

2）假设公式φ的一个子公式为ψ（ψ在φ中可以有多处出现）。把ψ在φ中的若干次（不一定是全部）出现抹去，在空白处都填入公式ψ′，得到一个符号串φ′。我们称φ′为由公式ψ′替换ψ在φ中的一些出现而得到的符号串。归纳证明：φ′也是公式。

5　递归定义

在定理4.5中，我们曾提到符号串的秩——一个符号串中出现的联结词加上量词的个数。秩这个概念当然可以用于公式。简单地说，一个公式中出现的联结词和量词的个数（重复出现多次计数）就是这个公式的秩。但是，严格讲来，公式的秩r是从公式集到自然数集的函数。给定[image: alt]
 -公式集，其上的秩可以如下分步定义：

1）对于[image: alt]
 的原子公式φ，r（φ）＝0；

2）对于[image: alt]
 的非原子公式φ，

　　i）如果φ为[image: alt]
 ψ，则r（φ）＝r（ψ）＋1；

　　ii）如果φ为（ψ1
 □ψ2
 ），其中□∈｛∧，∨，→｝，则r（φ）＝r（ψ1
 ）＋r（ψ2
 ）＋1；

　　iii）如果φ为◇xψ，◇∈｛∀，∃｝，则r（φ）＝r（ψ）＋1。

这种定义函数的方式，称为递归定义。对原子公式，我们直接规定其对应的自然数；非原子公式的秩，则由分解树中其上一层的子公式的秩所决定，决定的方式表现为值域中的某个函数运算（在这里是自然数集中的加法运算及其复合）。以不同方式形成的非原子公式，可能由不同的函数运算决定其值。由于公式集是归纳定义的，所以这里的r把每个公式都对应到至少一个自然数；又由于公式具有读法唯一性，所以r把每个公式只对应到一个自然数。因此，这样递归定义的公式的秩，的确是从公式集到自然数集的函数。

一般而言，如果一个集合A有归纳定义，而且A中的元素是可以唯一识别的，那么，我们就可以用递归定义的方法，在A上定义函数。对于f: A→B，它的递归定义包含如下的步骤：





1）对A中任何一个基始元素，规定B中唯一的元素为它的f值。

2）如果A中元素x由x1
 ，x2
 ，…，xn
 根据某个归纳条件所确定，则

f（x）＝g（f（x1
 ），…，f（xn
 ））

其中的g是B中某个给定的运算，与那个归纳条件相关，其中可能包含其他参数。





借助A上的归纳证明，容易验证每个f值都是唯一的，因此f的确是一个函数。另外我们看出，对f: A→B的递归定义，相当于在B中对f的值域的归纳定义。这里的f把A中的归纳结构，同态地映射到f的值域上。因此，我们可以在这个值域上使用归纳证明，论证它的所有元素都具有某个性质。

我们前面提到的子项和子公式概念，是借助于分解树加以直观说明的，它们还没有严格的定义。一个项的所有子项形成一个集合，根据读法唯一性，这个项不会有另一个子项集。而项集又是归纳定义的。所以，我们可以采取递归定义的方法，确定一个函数，把每一个项对应到它的子项集。同理可以递归定义子公式概念。

5.1　定义　设[image: alt]
 为一阶语言。一个[image: alt]
 -项t的所有子项形成一个[image: alt]
 -项的集合，记为S（t）。其中S为从[image: alt]
 -项集到其幂集的函数，按如下方式递归定义：

1）若t为个体常项或变项，则S（t）＝｛t｝；

2）若t为ft1
 …tn
 ，其中t1
 ，t2
 ，…，tn
 为[image: alt]
 -项，则

　　　　　S（t）＝S（t1
 ）∪…∪S（tn
 ）∪｛ft1
 …tn
 ｝。

5.2　定义　设[image: alt]
 为一阶语言。一个[image: alt]
 -公式φ的所有子公式形成一个[image: alt]
 -公式的集合，记为S（φ）。其中S为从[image: alt]
 -公式集到其幂集的函数，按如下方式递归定义：

1）若φ为原子公式，则S（φ）＝｛φ｝；

2）设φ为非原子公式，

　　i）如果φ为[image: alt]
 ψ，则

S（φ）＝S（ψ）∪｛[image: alt]
 ψ｝；

　　ii）如果φ为（ψ1
 □ψ2
 ），其中□∈｛∧，∨，→｝，则

S（φ）＝S（ψ1
 ）∪S（ψ2
 ）∪｛（ψ1
 □ψ2
 ）｝；

　　iii）如果φ为◇xψ，◇∈｛∀，∃｝，则

S（φ）＝S（ψ）∪｛◇xψ｝。





子项（子公式）的递归定义，提供了一个算法或程序，使我们从任一给定的项（公式）能行地得到它的全体子项（子公式）。比如，对于[image: alt]
 -公式[image: alt]


根据定义5.2，我们有

[image: alt]


这个程序，描述的即是项（公式）的分解树方法。所以，子项（子公式）的递归定义对于我们所描述的带有直观因素的分解树提供了严格的形式刻画。

5.3　习题　根据定义5.2，重新找出习题4.6-1中公式的全体子公式。





本节的最后，我们附带讨论一下公式的一种简化写法，约定如何从公式中去除一些括号。

1）一个公式单独出现的时候，如果其左右两头是括号，则这对括号可以去除，而不至引起歧义。如（φ∧ψ）单独出现时，我们可以把它写成φ∧ψ。

2）其他情况下简单地去括号会引起错误或歧义。如（[image: alt]
 （φ∧ψ）→（∀xφ∨ψ））去除内层括号则影响读法（参考习题4.11）。但是我们约定，量词和联结词的“结合力”以量词和[image: alt]
 为最强，其次是∧和∨，最后是→。有了这种约定，这个公式就可以写成[image: alt]
 （φ∧ψ）→∀xφ∨ψ而不引起歧义。注意，前件[image: alt]
 （φ∧ψ）不能再去括号而写成[image: alt]
 φ∧ψ，因为按我们的约定，后者表达（[image: alt]
 φ∧ψ）。

3）我们还约定，同一个二元联结词相继多次出现的时候，从后往前结合。比如，φ→（ψ→φ）可以写成φ→ψ→φ。（但是，（φ→ψ）→φ不能写成φ→ψ→φ。）

注意，一个公式去除部分括号后，按定义已经不再是公式。它是我们特别约定的符号串，作为原公式的缩写，以简化我们的表达。另外，不是任何公式的任何括号都可以去除，如∀x（φ∨ψ），去除这对括号后变为另一个公式（的缩写）∀xφ∨ψ；又如，（φ∧ψ）∨ψ不能写成φ∧ψ∨ψ，因为我们没有约定∧和∨的结合力孰大孰小，这使得φ∧ψ∨ψ有多种读法。

在以后的叙述中，我们经常去除公式的一些括号，以简化书写，但根据情况的不同，并不一定最大程度地去除括号。

6　自由和约束　代入

本节介绍几个技术性概念，核心是公式中的自由或约束变项，以及项对公式中自由变项的代入。

6.1　定义　对一个量化式∀xφ（或∃xφ），称其子公式φ是量词∀x（或∃x）的辖域。一般而言，如果∀xφ（或∃xφ）作为子公式出现在公式ψ中，则称φ是这处量词在ψ中的辖域。

直观上看，一个量词的辖域就是紧跟着它的最短公式。比如，在[image: alt]
 -公式

[image: alt]


中，∀x1
 的辖域就是

[image: alt]


而在

[image: alt]


中，∀x1
 的辖域则是

[image: alt]


一个量词在一个公式中可能有多次出现，此时它的每一次出现都有一个辖域。例如，在

[image: alt]


中，∀x1
 的第一次出现的辖域是

[image: alt]


而第二次出现的辖域则是

[image: alt]


6.2　定义　在公式φ中，一个变项x如果出现在某个形如∀x（或∃x）的量词的某处辖域中，则称x在φ中的这处出现（以及它在这个量词中的出现）是约束的。变项的非约束的出现，称为自由出现。

如果x出现在φ中，那么，只要x有一处自由出现，就称x是φ中的自由变项；否则称x为φ中的约束变项。

6.3　例　考虑以下[image: alt]
 -公式：

[image: alt]


在第一个公式中，所有变项的所有出现都是自由的，因此两个变项都是自由变项。第二个公式中，x0
 的三处出现都是约束的，因此x0
 是约束变项，而x1
 的两处出现都是自由的，所以x1
 是自由变项。第三个公式中，x1
 的第一处出现是自由的，第二处出现是约束的，但既然x1
 有自由出现，它就是这个公式中的自由变项。

6.4　习题

1）在下面的[image: alt]
 -公式中，判别每个变项的各次出现是自由的还是约束的，进而判别每个变项是公式中的自由变项还是约束变项：

[image: alt]


2）令Free（φ）为公式φ中所有自由变项的集合。递归定义函数Free，并根据定义重新找出1）中三个公式的自由变项。





我们称含有自由变项的公式为开公式，称不含有自由变项的公式为闭公式或语句。下一章我们会看到，语句表达关于相应的结构的确定的命题，开公式则随其中自由变项（“参数”）的取值不同，而可能表达不同的命题。这里的自由变项，就如同数学语言里的变项（变量）或自然语言中的不定代词，在不同的语境中，可以代表不同的东西。自由变项的这种“自由”性质，反映在语形上，就是容许代入。

一般而言，对于给定公式里的一个自由变项，我们如果用一个项来替换它，从而得到一个新的公式，就叫做代入。为了使代入后的公式与原公式保持某种构成上的一致，我们规定，这个自由变项的所有自由出现的地方，都要代入。当然，我们也可以用几个项对一个公式中的几个自由变项分别代入。这时要注意，几处的代入必须同时进行。

代入是施于公式的一种运算，可以递归定义。为了定义公式中的代入，首先我们要定义项中的代入。为了便于表述，我们约定一种元语言记法：如果x1
 ，x2
 …，xn
 是不同的变项，我们有时用s（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）代表项s，表示x1
 ，x2
 ，…，xn
 可能是s中的变项。这个记法不意味着x1
 ，x2
 ，…，xn
 一定在s中出现，也不意味着s中没有别的变项，只表示我们当前关心的是x1
 ，x2
 ，…，xn
 在s中可能的出现。

6.5　定义　设[image: alt]
 是一个一阶语言，s（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是一个[image: alt]
 -项。对任意[image: alt]
 -项t1
 ，t2
 ，…，tn
 ，我们如下递归定义t1
 ，t2
 ，…，tn
 在s中对x1
 ，x2
 ，…，xn
 的代入，代入结果记为s（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）：

1）若s为个体常项，则

s（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）＝s；

2）若s为个体变项y，则

[image: alt]


3）若s为fs1
 …sn
 ，则

[image: alt]






容易归纳证明，s（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）仍然是[image: alt]
 -项。

由定义可以看出，项s中的代入就是把指定的变项xi
 在s中的出现都替换为给定的项ti
 。如果某个xi
 不在s中出现，则就没有ti
 的代入。如果x1
 ，x2
 ，…，xn
 都不在s里出现，则代入结果仍是原项。

公式中的代入也是对指定的自由变项进行。同样，我们先约定一种元语言记法：如果x1
 ，x2
 ，…，xn
 是不同的变项，我们有时用φ（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）代表公式φ，表示x1
 ，x2
 ，…，xn
 可能是φ中的自由变项。这个记法不意味着x1
 ，x2
 ，…，xn
 一定是φ中的自由变项，也不意味着除它们之外φ中没有别的自由变项，只表示我们当前关心的是x1
 ，x2
 ，…，xn
 在φ中可能的自由出现。

6.6　定义　设[image: alt]
 是一个一阶语言，φ（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）是一个[image: alt]
 -公式。对任意[image: alt]
 -项t1
 ，t2
 ，…，tn
 ，我们如下递归定义t1
 ，t2
 ，…，tn
 在φ中对x1
 ，x2
 ，…，xn
 的代入，代入结果记为φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）。

1）若φ为原子公式Ps1
 …sn
 ，则

[image: alt]


2）若φ为原子公式s1
 ≡s2
 ，则

[image: alt]


3）若φ为[image: alt]
 ψ，则

[image: alt]


4）若φ为ψ1
 □ψ2
 ，其中□∈｛∧，∨，→｝，则

[image: alt]


5）若φ为◇yψ，◇∈｛∀，∃｝，则

[image: alt]


φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）＝　如果xi
 ＝y，对某个i（1≤i≤n）；

◇yψ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ），否则。





容易归纳证明，φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）仍然是[image: alt]
 -公式。

由定义看出，公式φ中的代入是把指定的变项在φ中的所有自由出现都替换为给定的项，而且，对各指定变项的替换同时进行。定义中的5）表明，凡指定的变项在原公式中的约束出现，都不进行替换（因此，闭公式的代入结果仍是原公式）。另外，如果某些指定的变项在原公式中未出现，那么对这样的变项也不进行替换。

6.7　习题

1）写出代入结果：

∀x0
 （[image: alt]
 x0
 ≡x1
 ∧∃x1
 ≤x0
 x1
 ）（x1
 ／x0
 ，c／x1
 ）；

（[image: alt]
 x0
 ≡x1
 ∧∃x1
 ≤x0
 x1
 ）（fx0
 x2
 ／x0
 ，x1
 ／x1
 ）；

（[image: alt]
 x0
 ≡x1
 ）（c／x2
 ）。

2）设计公式φ和项t1
 ，t2
 ，使得

φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ）≠φ（t1
 ／x1
 ）（t2
 ／x2
 ）。

（φ（t1
 ／x1
 ）（t2
 ／x2
 ）意味着先对φ中的x1
 代入t1
 ，再对结果中的x2
 代入t2
 。）

3）证明：对任意公式φ，

r（φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ））＝r（φ）。





我们以后对代入的应用，主要涉及推理规则。比如，我们希望从∀xφ推出φ的任意代入结果φ（t／x）。但是，考虑一个特殊的φ，比如公式∃x0
 [image: alt]
 x0
 ≡x1
 ，如果在其中用x0
 代入x1
 ，结果为∃x0
 [image: alt]
 x0
 ≡x0
 。下一章我们会看到，从∀x1
 ∃x0
 [image: alt]
 x0
 ≡x1
 ，推不出∃x0
 [image: alt]
 x0
 ≡x0
 （因为前者是可满足的，而后者则非）。这样，我们就得到一个公式φ，即∃x0
 [image: alt]
 x0
 ≡x1
 ，使得从∀x1
 φ不能推出φ（x0
 ／x1
 ）。这构成了前面所说的规则的一个反例。这个反例之所以出现，是因为被代入的x0
 ，在代入结果φ（x0
 ／x1
 ）中被约束了，从而使得代入破坏了原公式的构成。

因此，我们需要增加一个实用性的要求：代入结果φ（t／x）不破坏原公式φ的构成，换言之，φ（x）对于x“所说的”，与φ（t／x）对于t“所说的”，应该完全相同。要满足这个要求，只需要排除一种情形，即：原先x的一处自由出现，被t替换后，t中的某个变项在这个辖域中恰好被约束了，或者说，原公式中某个“自由的位置”代入后变成了约束的。一旦排除了这种情形，我们称t对x可代入。

6.8　定义　给定公式φ。对任意变项x和项t，称t在φ中对x可代入（或代入自由），如果x在φ中不自由出现于某个∀y或∃y的辖域中。这里的y是出现于t中的一个变项。





比如，在∃x0
 [image: alt]
 x0
 ≡x1
 中，x1
 只自由出现在∃x0
 的辖域中。那么，[image: alt]
 等项既然不含变项x0
 ，它们就在这个公式中对x1
 可代入。但[image: alt]
 等对x1
 不可代入，因为x0
 出现在这些项中。

6.9　习题　检查以下情形是否可代入。对可代入的，写出代入结果。

1）在x0
 ≡x0
 中，x0
 对x0
 。

2）在x0
 ≡x0
 中，x1
 对x2
 。

3）在

[image: alt]


4）在[image: alt]
 对x1
 。





我们已经知道，在∃x0
 [image: alt]
 x0
 ≡x1
 中，x0
 对x1
 不可代入。但是，我们可以把公式中影响可代入性的约束变项x0
 改写一下，换为某个不在原公式和被代入项中出现的变项，比如改写为x2
 ，从而得到一个新公式∃x2
 [image: alt]
 x2
 ≡x1
 。显然，在新公式里，x0
 对x1
 可代入。这个变化的关键是，我们把阻碍代入的量词（∃x0
 ）所约束的变项（x0
 的两次出现）改写为允许代入的新约束变项（x2
 ）。约束变项的这种改变，称为易字。

6.10　定义　对一个量化式∀xφ（或∃xφ），和不在式中自由出现的变项y，称公式

∀yφ（y／x）（或∃yφ（y／x））

为由∀xφ（或∃xφ）经易字而得到的变式。





由定义知，一个量化式的变式不是唯一的。因为语言里有可数无穷多的变项，而每个公式里面只能出现有穷多变项，所以每个量化式都有无穷多变式。

易字对于公式没有实质性的影响。下一章我们将说明，在任意解释下，一公式与其变式表达同样的命题。比如，∃x0
 [image: alt]
 x0
 ≡x1
 与∃x2
 [image: alt]
 x2
 ≡x1
 说的是同一件事情。所以，我们可以采用易字的方式解决实际情形中的不可代入的问题，而不至于对公式做实质性的改变。

一般而言，给定公式φ（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）和项t1
 ，t2
 ，…，tn
 ，假设φ中有m个约束变项，原则上我们可以把这m个约束变项同时易字，分别换为xr
 ，xr＋1
 ，…，xr＋m-1
 ，其中xr
 是x0
 ，x1
 ，x2
 ，…里面第一个不出现于φ和t1
 ，t2
 ，…，tn
 之中的变项。这样的统一易字，保证了t1
 ，t2
 ，…，tn
 对x1
 ，x2
 ，…，xn
 分别可代入。代入结果仍记为φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）。当然，在实际的代入中，我们只要对相关的约束变项易字即可，而不一定对所有约束变项统一易字。

根据这个说明，对于任意公式φ（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）和项t1
 ，t2
 ，…，tn
 ，我们总可以在易字的基础上假设，t1
 ，t2
 ，…，tn
 在φ中对x1
 ，x2
 ，…，xn
 分别可代入，从而得到φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）。





注释


①
 　但是，在使用一阶语言描述某些数学结构时，我们有时放弃这里描述的形式化的要求，而采取一个非常“大”的语言；比如对每个实数r，我们都引入一个个体常项cr
 ，从而建立一个不可数的字母表。这种做法，在某些考虑之下，是合理且方便的。因此，虽然我们这里做了可数的约定，但一般而言字母表的大小不必有上限。


②
 　虽然在实际的情形中，孟子、孟母等等的序列应该是有穷的（尽管不容易确定谁是这里面的最后一个），但至少我们在理论上可以假定这是个无穷序列。想象的可能情形，不必与现实相符。


第四章

经典语义学

是而言非，非而言是，言为假；是而言是，非而言非，言为真。

亚里士多德





给定一个一阶语言，比如[image: alt]
 ＝｛a，P，Q，f｝，其中a是个体常项，P是一元谓词，Q是二元谓词，f是一元函数符号。我们考虑[image: alt]
 -公式

1）∃x0
 Px0
 ∧Qfaa。

我们对它就像对日常语言的表达式一样，不只有语形上的兴趣，还想用它来表达某种意思。但是，单纯就语形而言，这个公式只是一串符号，我们迄今为止除了知道这是一些不同类型的符号组成的一个闭公式之外，并不知道这些符号和这个闭公式表达了什么。只有把这些符号与语言之外的个体、关系、函数等联系起来，就是说，我们开始用这些符号来谈论某些事物时，它们才有了指称和意义，这个闭公式或语句也才能表达某个命题。

比如，按照这些符号的类型，我们把a当作孟子的名字，把P当作表达性质“……贪玩”的谓词，把Q当作表达二元关系“……教导……”的谓词，把f当作一元函数“……的母亲”的符号，把∃x0
 读作“存在某个体”，把∧读作“并且”。现在，公式1）对应到一个命题。如果我们希望这个命题是：

　　有某人贪玩，并且孟母教导孟子

那么，做上面这一切之前，我们需要把个体变项的取值范围首先确定下来。因为，只有把变项x0
 的取值范围确定为人的集合，∃x0
 才能读作“存在某人”。一旦我们划定了一个范围或个体域，让个体变项只在其中取值，这个个体变项的变域就是我们的语言要谈论的个体的集合，也称为语言的论域。例如，我们可以用所有人的集合做个体变项的变域，这时∃x0
 读作“存在某人”，∃x0
 Px0
 于是对应到命题“有某人贪玩”。

当然，我们之所以需要事先确定一个论域，不仅因为个体变项需要变域，还因为性质、关系和函数必须相对于某个合适的个体域才能确定下来。因此，个体变项的变域，同时是性质、关系和函数在其中得以定义的集合。

所以，要使一个语言中的公式获得意义，我们首先要划定一个个体域A，挑出其中的特指个体，确定其中的性质、关系、函数等，然后把语言中的个体常项、谓词、函数符号等与A中的这些东西对应起来。这个过程就是对语言的解释（当然，我们也需要解释逻辑符号）。可以看出，对一个给定语言的解释主要需要两样东西，一是语言之外的某个世界（包括个体域及其中的性质、关系、函数等），二是语言的非逻辑符号与这个世界之间的某种对应关系，二者合起来称为关于这个语言的一个结构。

对一个语言的解释不是唯一的。例如对[image: alt]
 ，我们既可以采用第二章开头提到的结构[image: alt]
 ，把[image: alt]
 的字母如前那样解释，也可以另外找一个结构，如自然数集合，加上其中通常的不大于关系和函数f（x）＝x＋1等，把a对应到0，P对应到性质“……是大于0的”，Q对应到关系“……不大于……”，f对应到函数f。在第一种解释下，公式1）对应到命题：

2）（在孟子、孟母、孟母的母亲等等中）有某个贪玩的，并且孟母教导孟子。

在第二种解释下，1）对应到命题：

3）（在自然数集合中）存在大于0的数，并且0＋1不大于0。

由两个结构中已经成立的事实可知，2）在[image: alt]
 中是真命题，3）在相应的结构中是假命题。所以，不同的解释，可以使同一个公式对应到真假不同的命题。如第一章里说明的，（经典）逻辑研究所关心的，不是命题的内容，而是它们的真假（真值）。与此相应，结构中的性质、关系等，就由集合来代表。这是因为，一个命题的真假，决定于相关的元素和集合之间的属于关系。因此，一个公式经解释后虽然在直观上对应到某个命题，但它实际表达的是这个命题的真值。
①



语义学研究语言表达式的意义，或语言表达式与其所对应的对象、事态之间的关系。对于一阶语言而言，经过适当的解释后，项对应于结构中的个体，而公式则对应于关于结构的命题的真值。一阶语言的语义学，于是研究一阶语言的解释及解释所衍生出的满足、真等概念，这些语义概念澄清之后，我们就可以对推理的有效性这个直观概念做一种严格的刻画。我们之所以称这个理论为经典语义学，是因为它预先接受了经典逻辑的一个基假设：命题有真假两个值，每个命题非真即假（排中律）。

1　结构与解释

我们首先讨论结构。前面对结构已经做过直观的描述，现在我们对它下一个严格的定义。

1.1　定义　设[image: alt]
 是一阶语言。一个[image: alt]
 -结构[image: alt]
 是一个有序对〈A，η〉，它满足以下性质：

1）A是个体的非空集合，称为[image: alt]
 的全域或[image: alt]
 的论域。

2）η是定义在[image: alt]
 的非逻辑符号集上的函数，使得

　　i）对[image: alt]
 的每个个体常项c，η（c）∈A。

　　ii）对[image: alt]
 的每个n元谓词P，η（P）是A中的一个n元关系。

　　iii）对[image: alt]
 的每个n元函数符号f，η（f）是A中的一个n元函数。





我们用花体字母[image: alt]
 、[image: alt]
 等代表结构，相应地用A、B等代表它们的全域。全域A的基数｜A｜标示结构[image: alt]
 的大小，当A为有穷集、可数无穷集、不可数集时，[image: alt]
 也就分别称为有穷结构、可数无穷结构或不可数结构。

由定义知，一个[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ＝〈A，η〉首先有一个作为语言[image: alt]
 的论域的非空个体域A，然后它有一个解释函数η，把[image: alt]
 中的个体常项、谓词、函数符号分别对应或解释为A中的个体、关系（一元关系是性质）和函数：η（c）是常项c的指称，η（P）是谓词P所表达的关系，η（f）是函数符号f表达的函数。一个[image: alt]
 -结构确定了[image: alt]
 的所有非逻辑符号的意义。

以后我们把η的值η（c）、η（P）、η（f）分别记作：

[image: alt]


对应于语言的记法，我们也可以把一个结构记为它的全域和其中的[image: alt]
 等组成的有序组。

例如，[image: alt]
 ＝｛a，P，Q，f｝，一个[image: alt]
 结构就可记为

[image: alt]


其中

a是A中个体[image: alt]
 的名字；

P表达A的子集（A中的性质）[image: alt]
 ；

Q表达A2
 的子集（A中的二元关系）[image: alt]
 ；

f表达A中一元函数[image: alt]
 。

注意这里两套语言的区别。首先，我们有一阶语言[image: alt]
 ，a，P，Q，f等是这个语言中的符号，它们可以构成项、公式等[image: alt]
 -表达式。这是我们要解释，或通过结构赋予意义的对象语言。比如，我们有[image: alt]
 -公式：





Pa；

Qfaa；

等等。





它们有待于被相应的结构赋予意义，并因此表达结构中成立或不成立的命题。

其次，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，∈等，不是[image: alt]
 中的符号，它们属于元语言层次，是用来解释[image: alt]
 的。我们虽然也用它们组成命题，描述结构里的事实，但这种描述不是在[image: alt]
 之内，而是在其外进行的。在对象语言之外述说结构中的事实，就要使用这些元语言符号。比如，对一个[image: alt]
 -结构，我们可以进行如下的述说：





[image: alt]
 （[image: alt]
 ）（或[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ）；

[image: alt]
 （[image: alt]
 （[image: alt]
 ），[image: alt]
 ）（或〈[image: alt]
 （[image: alt]
 ），[image: alt]
 〉∈[image: alt]
 ）；

等等。





它们就是上述[image: alt]
 -公式的意义，或它们所表达的命题。
②



两套语言中的符号在写法上已经有严格的区别，不能混同：a，P，Q，f等不能用在[image: alt]
 之外述说关于结构的事实；而[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，∈等不能出现在[image: alt]
 的项、公式之中。混同二者的表达，如

P[image: alt]
 ，[image: alt]
 （a）或Q（[image: alt]
 （[image: alt]
 ），a）等

都是没有意义的，或不合语法的。这类似于，“孟子”这个名字可以出现在汉语当中，而孟子本人却不行；而我们说孟子贪玩的时候，不是说“孟子”这个名字贪玩。

还要注意，一个n元函数符号必须解释为论域A上的n元全函数，即它的定义域为An
 （对An
 的所有元素有定义），值域包含在A中（函数对A封闭）。如[image: alt]
 中的一元函数[image: alt]
 必须对A中所有的a有定义，且所有的fn
 （a）均属于A。我们曾经要求[image: alt]
 的全域Am
 包含孟子、孟母、孟母的母亲……，目的之一就是为了使其中的函数“……的母亲”对全域封闭。

1.2　例　[image: alt]
 ＝｛≤｝，它的非逻辑符号只有一个二元谓词。一个[image: alt]
 -结构可一般地表示为[image: alt]
 ＝〈A，[image: alt]
 〉，其中[image: alt]
 是非空集合A中的二元关系。这样的结构有很多，下面是三个例子：

1）[image: alt]
 ＝〈N，[image: alt]
 〉，其中N是自然数集，[image: alt]
 是N中的不大于关系。

2）[image: alt]
 ＝〈N，[image: alt]
 〉，其中[image: alt]
 是如下定义在自然数集N上的二元关系：

[image: alt]
 ＝｛〈m，n〉｜m，n∈N，m≠0，并且m整除n｝。

3）[image: alt]
 ＝〈B，[image: alt]

 〉，其中B为三个[image: alt]
 -项的集合[image: alt]
 B中二元关系[image: alt]

 定义为：

[image: alt]


显然，这个关系是B中的子项关系。

1.3　例　[image: alt]
 ＝∅，它没有非逻辑符号，所以，定义在它的非逻辑符号集上的函数是空的。对个体的任意非空集合A和空函数η0
 ，〈A，η0
 〉都是一个[image: alt]
 -结构。





我们希望把一阶语言中的项与结构中的个体联系起来，把公式与关于结构的命题联系起来。比如项a指称个体[image: alt]
 ，而公式Pa就规定它表达命题[image: alt]
 （[image: alt]
 ）。但到目前为止，因为结构只对语言的非逻辑符号做了解释，我们还只能处理闭项（不含变项的项）和非等式原子语句。直观上说，当这样一个语句经解释后表达结构中成立的事实时，我们就说这个语句在这个结构中为真，否则说它为假。比如[image: alt]
 -公式Pa在结构[image: alt]
 中为真，因为它经过解释后表达[image: alt]
 中的事实[image: alt]
 （[image: alt]
 ）。下面先用一个例子表明这个直观想法，严格的定义在后面给出。

1.4　例　[image: alt]
 含有可数无穷多个体常项，可数无穷多n元谓词和n元函数符号（对每个n≥1）。所以，一个[image: alt]
 -结构[image: alt]
 包含：

一个非空集合A。

A中特指个体[image: alt]


A中关系[image: alt]


　　　　 等等。

A中函数[image: alt]


　　　　　等等。

对于[image: alt]
 的项和公式的解释，我们考虑如下几个例子：

个体常项ci
 在[image: alt]
 中指称个体[image: alt]


闭项[image: alt]
 在[image: alt]
 中代表个体[image: alt]


闭项[image: alt]
 代表个体[image: alt]


闭公式[image: alt]
 表达命题[image: alt]


闭公式[image: alt]
 表达命题[image: alt]


如此等等。





一般而言，如果t1
 ，…，tn
 都是[image: alt]
 中的闭项，f是n元函数符号，a1
 ，…，an
 分别为t1
 ，…，tn
 在[image: alt]
 中代表的个体，则闭项ft1
 …tn
 在[image: alt]
 中代表[image: alt]
 （a1
 ，…，an
 ）。

如果P是n元谓词，那么原子语句Pt1
 …tn
 在[image: alt]
 中表达的就是这样一个命题：a1
 ，…，an
 具有n元关系[image: alt]
 ，即[image: alt]
 （a1
 ，…，an
 ），或〈a1
 ，…，an
 〉∈[image: alt]
 。

1.5　习题　设语言[image: alt]
 ＝｛0，1，＋，·｝，其中0、1为个体常项，＋、·为二元函数符号。试确定[image: alt]
 的一个有穷结构和一个无穷结构（注意：函数符号的解释必须对个体域封闭）。在这两个结构中，按目前的直观理解，下面的[image: alt]
 -项代表什么元素？[image: alt]
 -公式表达什么命题？

＋01；·1＋01；＋·011≡1。





一个[image: alt]
 -结构给语言[image: alt]
 的所有非逻辑符号做了一种解释，这使得[image: alt]
 的闭项和非等式原子语句都在这个结构中获得意义。但要处理其他的项和公式，就必须对[image: alt]
 中的逻辑符号也做出解释。在逻辑符号中，对于等词、量词、联结词的解释，是独立于结构的，我们在下一节讨论；至于个体变项，我们需要考虑它们在某种情况下的取值。因为这种取值与具体的结构有关，所以我们在此一并处理。

1.6　定义　对给定的[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ＝〈A，η〉，一个[image: alt]
 中的赋值是从[image: alt]
 的个体变项集到[image: alt]
 的全域A中的一个函数：

ρ: ｛x0
 ，x1
 ，x2
 ，…｝→A。





[image: alt]
 对每个个体变项x指定A中的一个元素ρ（x）作为其值。对个体变项的赋值加上结构中已有的对非逻辑符号的解释，就使[image: alt]
 中的所有项（包括含有个体变项的）都代表个体，所有的非等式原子公式（包括开公式）都有真值。比如，[image: alt]
 -项fx0
 本来不对应于确定的个体（它表示一个函数），[image: alt]
 -公式Px0
 也不表达确定的命题（它表达一个性质）。这里的自由变项就如函数的主目，或日常语言中的不定代词，本来没有确定的指称。一旦加入一个赋值，则就如对函数提供了一个确定的“输入”，或对不定代词提供了一个具体语境，使得我们的自由变项好像名字那样去“指称”对象，也使得含有自由变项的项和公式有了一个确定的值（“输出”）。比如我们提供一个[image: alt]
 中的赋值ρ，项fx0
 就获得了一个值，即Am
 中的个体[image: alt]
 （ρ（x0
 ））；公式Px0
 也获得了一个真值，即命题[image: alt]
 （ρ（x0
 ））。

另外，如果ρ（x0
 ）＝孟子，则根据前面对[image: alt]
 的描述，这个个体就是孟母，这个命题就是“孟子贪玩”。如果换一个赋值，使x0
 不对应于孟子，则相应的个体和命题都将改变。这说明，不同的赋值即使与同一个结构结合，也可以导致对语言的不同的解释。

所以，我们需要把赋值概念与结构概念结合起来，形成一个新的概念。这个扩充的概念，我们就称之为解释。

1.7　定义　对语言[image: alt]
 的一个解释指有序对σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，其中[image: alt]
 是一个[image: alt]
 -结构，ρ是一个[image: alt]
 中的赋值。





定义中的[image: alt]
 叫做σ的结构，[image: alt]
 的全域A也称解释σ的全域。显然，一个解释就是一个结构加上其中的一个赋值，把语言中的个体变项一并规定了确定的取值。

一个[image: alt]
 -解释能够确定所有[image: alt]
 -项对应的个体，我们把这个事实总结为如下的递归定义：

1.8　定义　设t是一个[image: alt]
 项，σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉是一个[image: alt]
 -解释。我们称t在σ之下所对应的个体为t在σ之下的值，记为σ（t）。σ（t）是满足以下条件的函数的值：

1）若t为个体变项xi
 （i≥0），则σ（t）＝ρ（xi
 ）；

2）若t为[image: alt]
 的个体常项c，则σ（t）＝[image: alt]
 ；

3）若t为ft1
 …tn
 ，其中f是[image: alt]
 的n元函数符号（n≥1），t1
 ，…，tn
 是n个[image: alt]
 -项，则

σ（t）＝[image: alt]
 （σ（t1
 ），…，σ（tn
 ））。

可以用归纳法简单地证明，对每个t，σ（t）是σ的全域A中的个体。个体常项的值即其指称，这直接由结构确定；个体变项的值由赋值确定；ft1
 …tn
 的值则是其子项ti
 ，…，tn
 的值经过结构中的函数[image: alt]
 运算而得到的。

定义了每个[image: alt]
 -项t的值σ（t）之后，[image: alt]
 的每个形如Pt1
 …tn
 的原子公式都有了确定的真值。Pt1
 …tn
 在[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉之下为真，当且仅当[image: alt]
 （σ（t1
 ），…，σ（tn
 ））在结构[image: alt]
 中成立，或者说在[image: alt]
 中有事实：〈σ（t1
 ），…，σ（tn
 ）〉∈[image: alt]
 。

1.9　例　设语言[image: alt]
 ＝｛0，1，＋，·，≤｝，其中0、1为个体常项，＋、·为二元函数符号，≤为二元谓词。[image: alt]
 ＝〈N，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 〉是一个[image: alt]
 -结构，其中N是自然数集，[image: alt]
 、[image: alt]
 是数0和1，[image: alt]
 和[image: alt]
 是自然数的加法和乘法，[image: alt]
 是自然数的不大于关系。[image: alt]
 中赋值ρ定义为ρ（xn
 ）＝2n（对n≥0）。则σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉是一个[image: alt]
 -解释。在这个解释之下，

[image: alt]


[image: alt]


或“（2加4）小于或等于（2乘以（0加1））”。这在[image: alt]
 中为假。

1.10　习题　令[image: alt]
 -结构[image: alt]
 如上例定义，[image: alt]
 中赋值ρ使得ρ（x1
 ）＝2，ρ（x2
 ）＝3，ρ（x6
 ）＝0，……在二者组成的新解释下，上面及下面的[image: alt]
 -项的值是什么？公式的真值又如何？

项：·＋x2
 x1
 1，＋x2
 ·x1
 0，＋·＋x2
 x1
 ·01＋x6
 0

公式：·＋x2
 x1
 1≤x6
 ，·＋x2
 x1
 ·11≤＋＋x2
 x2
 1





给定一个[image: alt]
 中的赋值ρ。我们以后需要用到这样一个新的赋值ρ′：ρ′把某个体变项x对应到某个体a上，而对其他个体变项，ρ′维持ρ的结果。当a＝ρ（x）时，两个赋值实际上没有区别；当a≠ρ（x）时，二者的唯一区别就是在x处的函数值不同。这个新的赋值ρ′，我们记为ρ（a／x），它的定义如下：

对任意的个体变项y，

[image: alt]


如果解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，则把相应的新解释〈[image: alt]
 ，ρ（a／x）〉记为σ（a／x）。显然，σ（a／x）保持了σ中的结构，所以，对语言中的所有非逻辑符号，二者都有相同的解释。但是，σ（a／x）用ρ（a／x）替换了σ中的ρ，从而具有了一个新的赋值。两个解释若有区别的话，则它们唯一的区别在于x处的赋值不同。

2　等词、量词和联结词

在一阶语言的所有初始符号里，现在只需要对等词、量词和联结词做解释。这些解释的一个共同特点是独立于语言和结构，换言之，对所有的语言来说，在所有的结构和赋值之下，等词、量词和联结词的解释都是相同的。我们在前面对这些逻辑常项做过一些直观说明，本节的任务是进一步把这些直观观念精确化。

2.1　等词

一阶语言里的等词≡解释为个体的等同关系。“……等同于……”或“…＝…”是一个二元关系，通常被描述为一个个体只与自身而不与任何其他个体所具有的关系。因此，对于个体词a和b，“a＝b”就表示a与b指称或代表同一个个体。例如，在日常语言里，当我们说“鲁迅是（等同于）周树人”、“这座山就是（等同于）珠穆朗玛”等等的时候，意思是句子里的前一个词项与后一个词项（虽然它们可能是不同的个体词）指称同一个个体。同样，在一阶语言[image: alt]
 里，若t和s是[image: alt]
 -项，则[image: alt]
 -公式t≡s在任何[image: alt]
 -解释里都表示t与s代表此结构中的同一个个体。就是说，在任意[image: alt]
 -解释σ下，

t≡s表达σ（t）＝σ（s）。

2.1.1　例　令语言[image: alt]
 和[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉如例1.9中那样定义，则在σ中

[image: alt]


σ（·x0
 ＋x1
 1）＝σ（0），　　　　

　　　　　即ρ（x0
 ）[image: alt]
 （ρ（x1
 ）[image: alt]
 [image: alt]
 ）＝[image: alt]
 ，

或“0乘以（2加1）＝0”。　　　　

这是[image: alt]
 中的真命题。





所谓“等同关系是一个个体只与自身而不与任何其他个体具有的关系”，并不是对等同关系的严格的刻画。（什么是“自身”、“其他”？这两个概念是不是反而需要“等同”来说明？）在哲学上如何解释个体的“等同”是个复杂的问题，但在一阶逻辑里，我们对等同关系的刻画，只要借助如下两个条件：





第一，在任何结构里，任何个体a都与a等同。所以，对任何语言的任何项t，公式t≡t在任何解释下都为真。

第二（同一者不可分辨原则），在任何结构里，若个体a可以跟个体b区别开来，或者说，有一性质，a具有它而b不具它（或反之），则a与b不等同。所以，若t≡s在一解释下为真，则t代表的个体与s代表的个体满足相同的性质，即对任何公式φ（x），φ（t／x）与φ（s／x）在此解释下同真或同假。





以上两点可以看作对于等同关系的（隐）定义。等词即解释为如上定义的等同关系。

2.2　量词

在任何解释下，全称量词∀读作“对所有的……”或“对任意的……”，存在量词∃读作“存在……”或“至少有一个……”。

于是，公式∀xφ（x）似乎能“解释”为：对论域中所有的x，φ（x）为真；而∃xφ（x）则“解释”为：论域中至少有一个x，使得φ（x）为真。

但是，这种表达方式有问题：这里的x，根据我们的约定，代表对象语言中的个体变项，因此不能在未加限制的情况下，同时又表示论域中的对象。所谓“论域中所有的x”、“论域中至少有一个x”的说法，混淆了两种表达。

其实，∀xφ（x）要说的无非是：论域中所有个体都有φ（x）所表达的性质；而∃xφ（x）则表示：论域中至少有一个个体有φ（x）所表达的性质。但要严格表述这些意思，则需要从“一个个体a具有性质φ（x）”开始分析。

对任意解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，“论域A中的个体a具有φ（x）所表达的性质”的准确的意思是，当我们用a来解释x而其他符号的解释都不变时，φ（x）在这个新解释下为真。采用上节末引入的记法，这即是说，φ（x）在新解释σ（a／x）之下为真。所以，

∀xφ（x）在σ之下应读为：

　　对所有的a∈A，φ（x）在σ（a／x）之下为真。

∃xφ（x）则读作：

　　存在a∈A，使得φ（x）在σ（a／x）之下为真。

2.2.1　例　[image: alt]
 -公式∃x0
 Px0
 在解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉之下表达：

存在Am
 中个体a，使得Px0
 在σ（a／x0
 ）之下为真，即σ（a／x0
 ）（x0
 ）∈[image: alt]
 ，或a∈[image: alt]
 。简言之，这个公式表达：

存在Am
 中个体a，使得[image: alt]
 （a）。

即“在孟子、孟母、孟母的母亲等等中，有某个贪玩的”。注意，我们对公式里的约束变项易字后，新公式（如∃x1
 Px1
 ，∃x2
 Px2
 等等）在σ之下仍然表达这个命题。





2.2.2　例　设语言[image: alt]
 [image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉如例1.9中定义。[image: alt]
 -公式

　　∀x1
 ＋x1
 x2
 ≤·x1
 ＋01

表达：

对所有的a∈N，＋x1
 x2
 ≤·x1
 ＋01在σ（a／x1
 ）之下为真。

即：

对所有的a∈N，σ（a／x1
 ）（x1
 ）[image: alt]
 σ（a／x1
 ）（x2
 ）

[image: alt]
 σ（a／x1
 ）（x1
 ）[image: alt]
 （[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ）。

（注意：σ（a／x1
 ）与σ对个体常项、谓词、函数符号等解释相同。）

也就是，

　对所有的[image: alt]


就是说，

　对所有的自然数n，（n加4）小于或等于n乘以1。

试对原公式的约束变项x1
 易字，换为不出现在原公式中的x3
 ，x4
 等等，得到的新公式仍然表达相同的命题。此例与上例都提示，如果x是公式φ的约束变项，则x的值σ（x）与φ在σ下表达什么命题无关。

2.2.3　习题　设语言[image: alt]
 解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉如上例2.2.2定义。问[image: alt]
 -公式

　　　　∀x1
 x0
 ＋x1
 ≤x1
 ；

　　　　∃x0
 x1
 ＋x0
 ≡x0
 ·x2
 ；

　　　　∀x0
 ∃x1
 x0
 ≤x1
 ；

表达什么命题？

2.3　联结词

语言中联结词的作用是从已有的公式构造新的复合公式。公式在确定的解释下表达命题。但我们是在外延意义下谈论命题的，就是说，我们提到一个命题的时候，关心的实际上是命题的真假，而不是命题的内容或内涵。当我们在上面说“孟子贪玩”的时候，并不追究“孟子”这个名字的指称方式或“贪玩”这个性质有何等的意义，我们的意思只是这个名字指称某个体，这个性质对应于某集合，而这个个体属于这个集合。比如，在上面具体的解释里，“孟子贪玩”无非是说[image: alt]
 （[image: alt]
 ）或[image: alt]
 ∈[image: alt]
 。这种元素—集合分析方式捕捉到的只是命题的真假。在这个意义下，我们所说的命题就是真或假的代名词，或者说，命题是真或假的“名字”：当一个命题在一个结构里为真的时候，它在这里“指称”真，否则它“指称”假。

我们把真记为T，假记为F。T和F合称真值。于是命题就代表真值，公式解释后就取真值，含有联结词的布尔式经解释后，就是子公式的真值到布尔式的真值的某种关系。我们希望能从子公式的真值唯一地确定布尔式的真值，就是说，我们要求这种关系是某种函数。为此，我们引进真值函数的概念。





2.3.1　定义　对n≥1，一个n元真值函数f是从集合｛T，F｝n
 到集合｛T，F｝的函数：

f:｛T，F｝n
 →｛T，F｝

“输入”了一个T和F组成的长度为n的有序组α，f就“输出”一个真值f（α），它是T或F。一个n元真值函数的定义域｛T，F｝n
 是有穷集，其基数是2n
 。所以，对于一个真值函数，我们原则上可以把所有相关的“输入”和对应的“输出”全部列出来，作为它的一种完全刻画。如对某个二元真值函数f，我们可以这样刻画它：





f（T，T）＝T，

f（T，F）＝T，

f（F，T）＝T，

f（F，F）＝F。





或者，我们可以列一个表：

[image: alt]


这称为真值函数f的真值表。其中左边一列自变元x和y的取值穷尽了｛T，F｝2
 的所有元素，右边一列给出相应的函数值。

显然，真值函数的复合还是真值函数。

下面我们就把全部联结词解释为特定的真值函数。这样做的结果，就使得布尔式经解释后，其真值被其子公式的真值唯一地确定。如此解释的联结词，联结的是真值，得到的结果还是真值，它们称为真值联结词。

1）否定词

否定词[image: alt]
 是一元联结词，它置于一个公式φ之前，形成公式[image: alt]
 φ。[image: alt]
 表达一个一元真值函数[image: alt]
 （否定函数），其真值表如下：

[image: alt]


这即是说，在任何解释之下，[image: alt]
 φ为真当且仅当φ为假。这样刻画的[image: alt]
 ，与日常语言中的命题联结词“并非”、“并不是”等（的标准用法）有类似的含义，所以，在所有解释中，我们把[image: alt]
 φ读为“并非φ”。

2）合取词

合取词∧联结两个公式φ和ψ，形成公式φ∧ψ。∧表达一个二元真值函数[image: alt]
 （合取函数），它的真值表是：

[image: alt]


就是说，在所有解释下，φ∧ψ为真，当且仅当φ和ψ都为真。这样刻画的∧，大约相当于日常语言中的命题联结词“并且”、“又……又……”、“一方面……另一方面……”、“不但……而且……”等等。但是，日常语言中的这些词并不完全是真值联结词，它们还有内涵方面的意义，比如有转折、递进、因果、强调某一方面等意义。一般而言，这些联结词的前后两个命题颠倒过来会影响复合命题的意义。比如，许多人认为，命题“他得了病，并且吃了药”与命题“他吃了药，并且得了病”在意义上有明显差别。类似的例子还有“屡战（而）屡败”与“屡败（而）屡战”等等。这说明，即使前后两个命题都真，这样的复合命题在联结词的内涵方面理解不见得都能说是真的。

可是，如果用这些联结词组成的复合命题为真的话，则前后两个命题都是真的。∧捕捉到了这一点，而且，为了表达一个真值函数，它增加了一个条件：反之亦成立。这个条件虽然排除了日常语言里“并且”的内涵意义，但符合我们眼下的目的，因为我们在外延方面理解命题，不考虑命题及其成分的内涵。一旦舍去了“并且”隐含的递进、因果等内涵方面的东西，“他得了病，并且吃了药”与“他吃了药，并且得了病”是等价的说法。因此，∧是对日常语言的这些联结词的一种抽象，舍去了它们内涵方面的意义，只抽象出它们代表的命题间的真值关系。

在所有解释下，φ∧ψ读为“φ并且ψ”。注意这里的“并且”是按真值联结词理解的。

3）析取词

析取词∨表达如下二元真值函数[image: alt]
 ：

[image: alt]


这表明，在所有解释下，φ∨ψ为真，当且仅当φ和ψ至少有一为真（不排斥两者都真）。∨接近日常语言的命题联结词“……或者……”、“不是……就是……”等等的含义。但是，与“并且”类似，“或者”在日常语言中也是多义的，也有内涵方面的意义。在两个命题有一为真，或同真时，用“或者”把二者联结起来的复合命题，不见得就有意义。比如，考虑句子“2＋2＝4或者雪是白的”。在某些语境中，有人认为它没什么意义，因为虽然前后两个命题都是真的，但它们之间没有内容上的联系，我们平常是不会构造这种句子的。

因此，∨是对日常的命题联结词“或者”的抽象，舍去了前后命题内容上的联系，仅保留了子命题和复合命题间的真值关系。

4）蕴涵词

蕴涵词→在所有解释下都表达实质蕴涵。对形如φ→ψ的公式，我们称φ为蕴涵的前件，ψ为蕴涵的后件。前件表达的命题实质蕴涵后件表达的命题，当且仅当并非前真而后假。因此，公式φ→ψ与[image: alt]
 （φ∧[image: alt]
 ψ）的解释应该是相同的。这一点，我们在第一章讨论推理的有效性的时候，就曾提到。当时我们说，一个推理有效，当且仅当在一切情形之下，如果前提都真，则结论就真。我们强调，这里的命题联结词“如果……则……”表达的是实质蕴涵，因此，说一个推理有效，其实是说在一切情形之下，并非前提都真而结论为假。蕴涵词→，最终与推理相关，所以我们要求它表达这个意义上的“如果……则……”。

现在，直观概念“情形”已经被严格的“结构”或“解释”概念取代，而实质蕴涵意义上的“如果……则……”，根据我们前面对“并非”和“并且”的外延性解释，也可以解释为一种真值函数。

公式[image: alt]
 （φ∧[image: alt]
 ψ）中的联结词复合[image: alt]
 （…∧[image: alt]
 …），表达一个复合真值函数[image: alt]
 （x[image: alt]
 （[image: alt]
 y）），这个函数可以用下面的真值表刻画：

[image: alt]


其中第二和第三列是[image: alt]
 （φ∧[image: alt]
 ψ）的两个子公式[image: alt]
 ψ和φ∧[image: alt]
 ψ的解释。我们从子公式的解释根据函数的复合逐渐得到最后一列[image: alt]
 （φ∧[image: alt]
 ψ）的解释。一般而言，对于含有多个联结词的复合布尔式，我们总是可以这样逐步构造它的联结词的复合所表达的复合函数的真值表，表中定义的真值函数，称为这个公式所对应的真值函数。

显然，[image: alt]
 （φ∧[image: alt]
 ψ）为真，当且仅当，并非φ真而ψ假。

既然φ→ψ与[image: alt]
 （φ∧[image: alt]
 ψ）的解释相同，φ→ψ也应该对应上面的真值函数，就是说，→所表达的真值函数[image: alt]
 有如下的真值表：

[image: alt]


所以，在所有解释下，φ→ψ表达“并非φ真而ψ假”。换言之，φ→ψ为假，当且仅当φ真而ψ假。在其他三种情况下（前后都真、前假后真、前后都假），φ→ψ都为真。我们也可以等价地说，φ→ψ为真，当且仅当φ假或者ψ真。

实质蕴涵的这个特征，与“如果……则……”的许多日常用法不尽符合。在日常语言里，“如果……则……”在不同的语境中有相当不同的意义。它可以表达：

某种规律或因果联系（“如果你抽烟，就会伤身体”）；

充分条件（“如果你戒烟，就会受到奖励”）；

反事实条件（“如果我是你，我就不抽烟”）；

推理关系（“如果健康的人都不抽烟而你抽烟，那么你就不是健康的人”）；
③



等等。

在这些意义下，并不是那三种情况（前后都真、前假后真、前后都假）都能保证复合命题为真的。比如，两个命题都为真，并不保证一个表达了另一个的充分条件，或二者构成一个推理等等。在很多语境中，要使上面那样的复合命题为真，前后件起码要有内容上的联系。某个语境中内容上没有联系的命题，如平常所谓的“2＋2＝4”和“雪是白的”，即使它们都是真的，但你若构造句子“如果2＋2＝4，则雪是白的”，那么这个复合句在“如果……则……”的上面那些意义下，还是叫人不知所云。

这只说明，上面意义下的那些“如果……则……”不表达实质蕴涵，也不表达任何真值函数。所以，把日常语言“翻译”为一阶语言的时候，不能把那些“如果……则……”简单地翻译成→。实质蕴涵舍去了前后件之间的内容上的联系，只抽象出它们的一种真值函数关系。

但是，我们在数学里和很多日常推理的语境中说到“如果……则……”的时候，基本上不是表达实质蕴涵，就是表达推理有效。在“如果……则……”表达实质蕴涵的时候，“如果2＋2＝4，则雪是白的”在现实的情形下就是真命题。只要不把这里的“如果……则……”在因果关系、充分条件等等的内涵意义下理解，这个命题就没有什么悖理之处。





2.3.2　习题　证明：下面每组的两个布尔式对应于同样的真值函数（这样的两个公式，称为布尔等值的。）

1）φ∧ψ和[image: alt]
 （[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ）；

2）φ∨ψ和[image: alt]
 （[image: alt]
 φ∧[image: alt]
 ψ）；

3）φ→ψ和[image: alt]
 φ∨ψ；

4）φ∨ψ和[image: alt]
 φ→ψ。





对上面各组公式间布尔等值关系的断定，1）和2）称为德摩根（De Morgan）律，3）和4）揭示了→和∨的真值关系。布尔等值的公式对应于同样的真值函数，因而具有相同的意义。如2）表明：φ真或ψ真，相当于并非二者都假；3）表明：实质蕴涵式为真，当且仅当前件假或后件真。这些关系在直观上是不难理解的。

另外，这些布尔等值关系还表明，我们的语言并不是非得同时需要这四个联结词不可。我们可以只选择其中一部分作初始符号，而把其他的根据上面的布尔等值关系用初始联结词定义出来。

比如，根据1），所有形如φ∧ψ的公式都可以用形如[image: alt]
 （[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ）的公式定义，或者说，前者可以看成后者的缩写。因而，我们有了[image: alt]
 和∨以后，原则上不再需要∧。

再根据3），→可以用[image: alt]
 和∨定义。所以，[image: alt]
 和∨实际上可以定义所有其他的联结词。这说明，我们的语言在理论上只需要[image: alt]
 和∨两个联结词。

还可以重新选择一遍。根据1）、2）和3），[image: alt]
 和∧也可以定义所有其他的联结词，所以在语言的字母表中，我们可以只列出[image: alt]
 和∧两个联结词。

现在考虑4），它说明∨可以用[image: alt]
 和→定义。再加上1），∧也可以用[image: alt]
 和→定义。因此，[image: alt]
 和→是我们的第三种选择。

总之，语言的初始联结词集合，我们只要在｛[image: alt]
 ，∨｝、｛[image: alt]
 ，∧｝或｛[image: alt]
 ，→｝中随便选择一个就行。由于其他的联结词可以用它们等值地定义出来，所以这样的选择不减弱语言的表达力。我们之所以开始就采取了全部四个联结词，而在某种程度上牺牲了理论的简洁性，是因为在实际应用上，较多的联结词能提供较大的方便（同时也因为，在以后涉及的较弱的逻辑中，联结词不能这样相互定义）。

这个事实也提示，给定我们的四个联结词，我们可以继续从中定义出新的联结词。这样的新联结词虽然不增强语言的表达力，但可能使得语言实际上更“好用”。比如，新联结词↔可以使用∧和→如下定义：

[image: alt]


在直观上，φ↔ψ表达了“（φ蕴涵ψ）且（ψ蕴涵φ）”，即“φ当且仅当ψ”的意思。

2.3.3　习题

1）画出↔所表达的真值函数的真值表。证明：如果φ和ψ布尔等值，则φ↔ψ对应的真值函数其值恒等于T。

2）证明：以下各式对应于其值恒为T的真值函数（我们约定↔在诸联结词里结合力最弱）：

[image: alt]


由上一章知，每个公式都有一个子公式分解树，其中的子公式或为原子公式，或为量化式、布尔式，分解进行到原子公式为止（原子公式出现且仅出现在叶上）。为了单独研究布尔式的性质，我们把所有原子公式和量化式看作一类，统称为素公式。

设想每个公式φ只分解到素公式为止（即φ的分解树的叶上只有素公式，且每个素公式都在叶上）。再把叶上的公式抹掉，从左到右分别代以p0
 ，p1
 ，…，pn－1
 等，相同的公式代以相同的pi
 。现在把这些pi
 还原到根公式φ中，即把φ中的每个素子公式按其在叶上的替换也代换成相应的pi
 。这样，我们就从φ得到一个元语言表达式φp
 ，其中只含诸pi
 和联结词，而不含谓词（包括等词）、量词、函数符号以及由此产生的项和公式等。由公式的分解唯一性知，给定φ，φp
 是唯一的。我们称φp
 为φ的布尔形式。比如，如果φ为

∃x0
 Px0
 ∧[image: alt]
 Qfaa→[image: alt]
 Qfaa，

则其布尔形式φp
 为

p0
 ∧[image: alt]
 p1
 →[image: alt]
 p1
 。

而∀x0
 ∃x1
 （x0
 ≤x1
 →[image: alt]
 x1
 ≡x2
 ）的布尔形式为

p0
 。

2.3.4　习题　递归定义公式φ的布尔形式φp
 。

给定一个解释，布尔形式φp
 的值完全由其中诸pi
 的取值经相应的真值函数运算而确定。诸pi
 代表素公式。素公式既为公式，解释后就取真值；但是，一个素公式即使含有联结词（如∃x1
 （x0
 ≤x1
 →[image: alt]
 x1
 ≡x2
 ）），它的值也不是仅由相应的真值函数的复合所决定的。因此，对于φp
 来说，那些pi
 的值是事先给定的，或者说，它们表达0元真值函数。换言之，我们可以把诸pi
 看成直接在｛T，F｝中取值的（命题）变项，而把φp
 看成主目为诸pi
 的真值函数表达式。不妨把φp
 对应的真值函数的真值表直接称为φp
 的真值表，此时的诸pi
 相当于真值函数中的自变元x，y等。比如，p0
 ∧p1
 的真值表为：

[image: alt]


而p0
 ∧[image: alt]
 p1
 →[image: alt]
 p1
 的真值表为：

[image: alt]


如果φp
 与一个真值函数f有相同的真值表，则称φp
 表达f。比如，p0
 ∧[image: alt]
 p1
 →[image: alt]
 p1
 表达二元真值函数（x[image: alt]
 [image: alt]
 y）[image: alt]
 （[image: alt]
 y）。

下面我们借助布尔形式讨论联结词的表达完全性。一个联结词集合C称为表达完全的，如果对任一n元真值函数f，都有在C的基础上定义的公式φ（即其中的联结词都在C中），使得φp
 表达函数f。





2.3.5　定理　联结词集合｛[image: alt]
 ，∧，∨｝是表达完全的。

证明：我们只讨论一个特殊二元真值函数f（x，y）。读者可以按这里的方法推广到一般的情形。设f（x，y）有如下的真值表：

[image: alt]


我们的目的是构造一个φp
 ，其中的联结词都在｛[image: alt]
 ，∧，∨｝中，而且它有上面这样的真值表。为此，我们注意上表中f（x，y）取T的那些行，它们是第一和第三行。在第一行，x和y都为T，我们相应地得到p0
 和p1
 并构造合取表达式p0
 ∧p1
 ；在第三行，x为F，y为T，因此我们得到[image: alt]
 p0
 和p1
 ，并构造合取表达式[image: alt]
 p0
 ∧p1
 。最后，把这两个合取表达式析取起来，得到

（*）　（p0
 ∧p1
 ）∨（[image: alt]
 p0
 ∧p1
 ）。

直观上，（*）为真，当且仅当p0
 和p1
 都为真，或者p0
 为假而p1
 为真。所以，（*）严格符合上表，它表达的正是f（x，y）。实际上容易验证，（*）的真值表就是：

[image: alt]


2.3.6　习题　推广上面的证明，即证：对任意的n元真值函数f，都存在φp
 ，其中的联结词都在｛[image: alt]
 ，∧，∨｝中，使得φp
 表达f。［提示：n元真值函数的真值表有2n
 行，找出f取T的那些行。对其中任一行，如果输入是〈s0
 ，s1
 ，…，sn－1
 〉，则构造合取表达式q0
 ∧q1
 ∧…∧qn－1
 ，其中qi
 ＝pi
 （如果si
 ＝T），或qi
 ＝[image: alt]
 pi
 （如果si
 ＝F）。最后构造全部这些合取表达式的析取式，它就是所需要的φp
 。证明：φp
 与f有同样的真值表。］





这个结果表明，[image: alt]
 ，∧和∨三个联结词构成的公式，就足以表达所有的真值函数。虽然我们可以参照日常语言，设计其他的一些联结词，但就我们表达真值函数的目的而言，一阶语言里不需要再增加联结词：我们已经有了｛[image: alt]
 ，∧，∨，→｝这个表达完全的联结词集合。

由习题2.3.2可推知，｛[image: alt]
 ，∨｝、｛[image: alt]
 ，∧｝和｛[image: alt]
 ，→｝等联结词集合，也是表达完全的。

2.3.7　习题　证明：联结词集合｛[image: alt]
 ，∨｝、｛[image: alt]
 ，∧｝和｛[image: alt]
 ，→｝是表达完全的。

在前面的讨论中，我们把素公式当作某种原子公式，不再分解，从而得到每个公式φ的布尔形式φp
 ，这使得我们可以抛开量词、谓词等，而独立研究联结词的性质。这里的φp
 ，是元语言表达式，可是，我们可以通过改变语言的定义，把它“搬”到某个对象语言中来，就是说，我们可以设计一个只含有布尔公式的语言，其中的原子公式表达0元真值函数，而复合公式表达一元以上的真值函数。这样的语言，称为命题逻辑语言。下面我们就描述一个这样的语言[image: alt]
 。

[image: alt]
 -初始符号：

1）（可数无穷多）命题变项：p0
 ，p1
 ，p2
 ，…；

2）联结词：[image: alt]
 ，∧，∨，→；

3）括号：），（。

[image: alt]
 -公式：

1）任何命题变项是[image: alt]
 -公式（原子公式）；

2）如果φ是[image: alt]
 -公式，则[image: alt]
 φ也是；

3）如果φ，ψ是[image: alt]
 -公式，则（φ∧ψ）也是；

4）如果φ，ψ是[image: alt]
 -公式，则（φ∨ψ）也是；

5）如果φ，ψ是[image: alt]
 -公式，则（φ→ψ）也是；

6）只有以上是[image: alt]
 -公式。

2.3.8　习题

1）证明：[image: alt]
 -公式集是可判定的。

2）证明：[image: alt]
 -公式具有读法唯一性。

3）从命题变项集到｛T，F｝一个函数

[image: alt]
 :｛p0
 ，p1
 ，p2
 ，…｝→｛T，F｝

称为一个真值赋值。它把每个命题变项对应到一个真值，从而把原子公式解释为命题。

使用递归定义，我们能够把[image: alt]
 扩展成为从[image: alt]
 -公式集到｛T，F｝的唯一的函数[image: alt]
 ：

[image: alt]


[image: alt]
 由[image: alt]
 出发，通过把联结词解释为相应的真值函数，确定了每个[image: alt]
 -公式的真值，把其中的非原子公式解释为复合命题。因为[image: alt]
 有唯一的扩展[image: alt]
 ，所以我们不妨把[image: alt]
 也记成[image: alt]
 。这样，一个真值赋值[image: alt]
 就是一个[image: alt]
 -解释。

一个[image: alt]
 -公式φ称为重言式，如果对任意真值赋值[image: alt]
 ，都有[image: alt]
 （φ）＝T。

证明以下断言：

i）如果[image: alt]
 -公式φ含有的命题变项都出现在p1
 ，p2
 ，…，pn
 中，则[image: alt]
 （φ）只被[image: alt]
 （p1
 ），[image: alt]
 （p2
 ），…，[image: alt]
 （pn
 ）所决定。

ii）[image: alt]
 -公式φ是重言式，当且仅当φ表达常真的真值函数。（提示：如果φ含有n个命题变项，则根据i），[image: alt]
 （φ）只被这n个命题变项的值所决定。由此可构造φ的真值表，它共有2n
 行。）

iii）重言式集合是可判定的。（提示：可以用真值表方法。）

3　满足　真

字母表中的所有符号都得到解释之后，一个一阶语言的所有公式都获得真值。那么，一个公式在什么条件下被解释为真或假呢？前面我们讨论了在一个解释之下，一个原子公式何时为真，一个量化式或含有联结词的复合式的真值如何被它们的子公式的真值决定。这些内容构成了一个充分的基础，使我们能够递归地确定“一个[image: alt]
 -解释满足一个[image: alt]
 -公式”的确切含义。

3.1　定义　设[image: alt]
 是一阶语言，σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉是一个[image: alt]
 -解释。对任意[image: alt]
 -公式φ，σ满足φ，记为σ（φ）＝T；σ不满足φ，记为σ（φ）＝F。σ（φ）是以下递归定义的唯一的函数的值：

1）若φ是原子公式Pt1
 …tn
 ，其中P是[image: alt]
 的n元谓词，t1
 ，…，tn
 是n个[image: alt]
 -项，则

[image: alt]


2）若φ是等式t≡s，其中t和s是[image: alt]
 -项，则

[image: alt]


3）若φ为[image: alt]
 ψ，则σ（φ）＝[image: alt]
 σ（ψ），即

[image: alt]


4）若φ为ψ1
 ∧ψ2
 ，则σ（φ）＝σ（ψ1
 ）[image: alt]
 σ（ψ2
 ），即

[image: alt]


5）若φ为ψ1
 ∨ψ2
 ，则σ（φ）＝σ（ψ1
 ）[image: alt]
 σ（ψ2
 ），即

[image: alt]


6）若φ为ψ1
 →ψ2
 ，则σ（φ）＝σ（ψ1
 ）[image: alt]
 σ（ψ2
 ），即

[image: alt]


7）若φ为∀xψ，其中x为个体变项，则

[image: alt]


8）若φ为∃xψ，其中x为个体变项，则

[image: alt]


从定义可见，σ（φ）＝T说的就是相对于赋值ρ而言，φ在结构[image: alt]
 中为真。定义中的1）和2）直接规定了一个解释满足原子公式的条件。3）至6）确定了如何从子公式的真值得到布尔公式的真值，它们实际上定义了上一节对联结词的解释。7）和8）则定义了对量词的解释。量化式的真值也是由子公式的真值决定的，但这里要考虑的不仅是子公式在原解释下的真值，还包括解释中赋值变动后对子公式真值的影响。

对一个[image: alt]
 -公式集Φ和一个[image: alt]
 -解释σ，我们用σ（Φ）＝T表示σ满足Φ，它的定义为：

对每个φ∈Φ，都有σ（φ）＝T（或者，对任意的φ，若φ∈Φ，则σ（φ）＝T）。

当Φ为空集∅时，因为对任意的φ，φ∈∅总为假，所以，对任意的σ，σ（∅）＝T。

3.2　例　设语言[image: alt]
 ＝｛a，P，Q，f｝，其中a是个体常项，P是一元谓词，Q是二元谓词，f是一元函数符号。再设[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ＝〈Am
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 〉，其中

[image: alt]


令[image: alt]
 中赋值ρ使得ρ（x0
 ）＝孟子，ρ（x1
 ）＝孟母。构造[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，则

1）σ（Pa）＝T（因为[image: alt]
 ∈[image: alt]
 ）；

2）σ（Px0
 ）＝T（因为ρ（x0
 ）∈[image: alt]
 ）；

3）σ（a≡x0
 ）＝T（因为[image: alt]
 ＝ρ（x0
 ））；

4）σ（Qx1
 x0
 ）＝T（因为〈ρ（x1
 ），ρ（x0
 ）〉∈[image: alt]
 ）；

5）σ（[image: alt]
 Px0
 ）＝F（因为σ（Px0
 ）＝T）；

6）σ（Pa∨Qx1
 x0
 ）＝T（因为σ（Pa）＝T，或σ（Qx1
 x0
 ）＝T）；

7）σ（∃x0
 Px0
 ）＝T，因为存在a（孟子）∈Am
 ，使得ρ（a／x0
 ）（x0
 ）∈[image: alt]
 ，即σ（a／x0
 ）（Px0
 ）＝T；

8）σ（∀x0
 Px0
 ）＝F，因为存在a∈Am
 （比如孟母），使得ρ（a／x0
 ）（x0
 ）∉[image: alt]
 ，即σ（a／x0
 ）（Px0
 ）＝ F（这等价于：并非对所有的a∈Am
 ，σ（a／x0
 ）（Px0
 ）＝T）；

9）σ（∃x0
 Px0
 ∧Qfaa）＝T，因为，一方面σ（∃x0
 Px0
 ）＝T；另一方面，〈[image: alt]
 （[image: alt]
 ），[image: alt]
 〉∈[image: alt]
 ，于是σ（Qfaa）＝T。

3.3　例　设[image: alt]
 ＝｛≤｝，≤是二元谓词；[image: alt]
 ＝〈N，[image: alt]
 〉是一个[image: alt]
 -结构，其中N是自然数集，[image: alt]
 是N中的不大于关系；ρ是[image: alt]
 中赋值，ρ（x0
 ）＝0，ρ（x1
 ）＝1，ρ（x2
 ）＝2，等等。则[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉使得以下成立：

1）σ（∀x2
 （x1
 ≤x2
 →x0
 ≤x2
 ））＝T。

这是因为，对n∈N，如果σ（n／x2
 ）（x1
 ≤x2
 ）＝T（即1小于或等于n），则σ（n／x2
 ）（x0
 ≤x2
 ）＝T（即0小于或等于n）。这相当于：

或者σ（n／x2
 ）（x1
 ≤x2
 ）＝F或者σ（n／x2
 ）（x0
 ≤x2
 ）＝T。

由此，

σ（n／x2
 ）（x1
 ≤x2
 →x0
 ≤x2
 ）＝T。

n是任意的自然数，所以1）成立。

2）σ（∀x0
 ∃x1
 x0
 ≤x1
 ）＝T。

这个断言成立，当且仅当对任意自然数n，σ（n／x0
 ）（∃x1
 x0
 ≤x1
 ）＝T，这又等值于，存在自然数m，使得σ（n／x0
 ）（m／x1
 ）（x0
 ≤x1
 ）＝T，即n小于或等于m。所以，2）成立，当且仅当对任意自然数n，存在自然数m，使得n小于或等于m。这是[image: alt]
 中的事实。

注意，这里的σ（n／x0
 ）（m／x1
 ）是对σ中的赋值ρ先后做两次改动后得到的新解释，先把ρ换为ρ′＝ρ（n／x0
 ），再把ρ′换为ρ″＝ρ′（m／x1
 ）。而σ（n／x0
 ）（m／x1
 ）＝〈[image: alt]
 ，ρ″〉。

3）令公式

φ1
 为∀x0
 x0
 ≤x0
 ，

φ2
 为∀x0
 ∀x1
 （x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x0
 →x0
 ≡x1
 ），

φ3
 为∀x0
 ∀x1
 ∀x2
 （x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x2
 →x0
 ≤x2
 ），

公式集Φ＝｛φ1
 ，φ2
 ，φ3
 ｝，

则σ（Φ）＝T。

这就是说，结构[image: alt]
 中的“小于或等于”关系是自反的、反对称的和传递的，即这个关系是集合N中的偏序。首先，对任意的n∈N，n小于或等于n，因此σ（n／x0
 ）（x0
 ≤x0
 ）＝T，即σ（∀x0
 x0
 ≤x0
 ）＝T。其次，对任意的n，m∈N，（（n小于或等于m）且（m小于或等于n））蕴涵n＝m。因此，σ（n／x0
 ）（m／x1
 ）（x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x0
 →x0
 ≡x1
 ）＝T，即σ（∀x0
 ∀x1
 （x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x0
 →x0
 ≡x1
 ））＝T。第三，对任意的n，m，k∈N，（（n小于或等于m）且（m小于或等于k））蕴涵n小于或等于k，因此，σ（n／x0
 ）（m／x1
 ）（k／x2
 ）（x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x0
 →x0
 ≤x2
 ）＝T，即σ（∀x0
 ∀x1
 ∀x2
 （x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x2
 →x0
 ≤x2
 ））＝T。三者结合，σ（Φ）＝T。





3.4　例　设语言[image: alt]
 ＝｛a，P，Q，f｝如例3.2中定义。令φ为[image: alt]
 -公式：

∀x0
 ∃x1
 fx0
 ≡x1
 →∃x0
 Qafx0
 。

我们找一个满足φ的[image: alt]
 -解释和一个不满足φ的[image: alt]
 -解释。

1）因φ是蕴涵式，所以满足φ的解释只需满足它的后件或不满足它的前件。定义[image: alt]
 -解释σ1
 ＝〈[image: alt]
 ，ρ1
 〉如下：

A＝N；

[image: alt]
 ＝0；

[image: alt]
 （n）＝n，对n∈N；

[image: alt]
 ＝｛〈n，m〉｜n，m∈N，n小于或等于m｝；

[image: alt]
 是A的随便一个子集（P不在φ中出现）。

ρ1
 是任意到[image: alt]
 中赋值。

只要验证：σ1
 （∃x0
 Qafx0
 ）＝T。

在[image: alt]
 中，0小于或等于1，即〈[image: alt]
 ，[image: alt]
 （1）〉∈[image: alt]
 。所以，存在n∈N（n＝1），使得σ1
 （n／x0
 ）（Qafx0
 ）＝T。按定义即有σ1
 （∃x0
 Qafx0
 ）＝T。

因此，σ1
 （∀x0
 ∃x1
 fx0
 ≡x1
 →∃x0
 Qafx0
 ）＝T。

2）不满足φ的[image: alt]
 -解释，必须使φ的前件为真，后件为假。上面例3.2里的σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉就是一个，这里把它记为σ2
 。

首先，对任意的a∈Am
 ，都存在b∈Am
 ，使得[image: alt]
 （a）＝b。所以σ2
 （∀x0
 ∃x1
 fx0
 ≡x1
 ）＝T。

其次，不存在a∈Am
 ，使得〈[image: alt]
 ，[image: alt]
 （a）〉∈[image: alt]
 ，所以σ2
 （∃x0
 Qafx0
 ）＝F。

因此，σ2
 （∀x0
 ∃x1
 fx0
 ≡x1
 →∃x0
 Qafx0
 ）＝F。

3.5　习题

1）设语言[image: alt]
 其中0、1为个体常项，＋、·为二元函数符号，≤为二元谓词。[image: alt]
 ＝〈N，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 〉是一个[image: alt]
 -结构，其中N是自然数集，[image: alt]
 、[image: alt]
 是数0和1，[image: alt]
 和[image: alt]
 是自然数的加法和乘法，[image: alt]
 是自然数的不大于关系。[image: alt]
 中赋值ρ使得ρ（x1
 ）＝1，ρ（x2
 ）＝0，ρ（x5
 ）＝3，等等。构造[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉。试确定σ是否满足以下各公式。

[image: alt]


2）设计[image: alt]
 -公式，表达如下命题：

　　0[image: alt]
 0＋1；

　　0是[image: alt]
 -最小元；

　　N中有[image: alt]
 -最小元；

　　N中没有[image: alt]
 -最大元；

　　对每个自然数，都有另一个自然数大于它。

　　对任意的n，m∈N，如果n[image: alt]
 m，则存在r∈N，使得n＋r＝m。

3）对下列各[image: alt]
 -公式，分别找出满足及不满足它的[image: alt]
 -解释：

[image: alt]


对一个[image: alt]
 -公式φ和一个[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，σ（φ）＝T意味着φ相对于赋值ρ来说，在[image: alt]
 -结构[image: alt]
 中为真。[image: alt]
 确定了φ中非逻辑符号的意义，ρ确定了φ中个体变项的值，φ中其他逻辑符号的意义，是独立于σ的。上面的例子和习题显示出，第一，σ是否满足φ，至多只与φ中出现的符号的解释有关，这就是说，如果有另外一个解释σ′，只要它跟σ对φ中出现的符号赋予相同的意义（不管它对其他符号的解释与σ如何不同），那么φ在σ和σ′下的真值就是相同的。第二，不仅如此，由量词的解释可知，如果个体变项x在φ中的所有出现都是约束出现，则ρ（x）对确定φ的真值不起作用。就是说，确定φ的真值时，只需考虑ρ对φ中自由变项的赋值。

下面我们严格证明这两点。证明之前先引进一个概念。

设[image: alt]
 和[image: alt]
 是两个语言，σ1
 ＝〈[image: alt]
 ，ρ1
 〉和σ2
 ＝〈[image: alt]
 ，ρ2
 〉分别是[image: alt]
 和[image: alt]
 的解释，且它们有相同的全域，即A1
 ＝A2
 。

如果t同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的项，而且对t中出现的每个非逻辑符号u，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，对t中出现的每个个体变项x，σ1
 （x）＝σ2
 （x），则称σ1
 与σ2
 在t上合同。

如果φ同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的公式，而且对φ中出现的每个非逻辑符号u，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，对φ的每个自由变项x，σ1
 （x）＝σ2
 （x），则称σ1
 与σ2
 在φ上合同。

显然，σ1
 与σ2
 在t上合同的直观意义是，它们对t中所有符号都有相同的解释；σ1
 与σ2
 在φ上合同，则意味着二者对φ中除了只有单纯约束出现的变项之外的所有符号解释相同。

3.6　合同引理　设σ1
 ＝〈[image: alt]
 ，ρ1
 〉和σ2
 ＝〈[image: alt]
 ，ρ2
 〉分别是[image: alt]
 和[image: alt]
 解释，A1
 ＝A2
 ，t和φ是语言[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∩[image: alt]
 的项和公式。

1）若σ1
 与σ2
 在t上合同，则

σ1
 （t）＝σ2
 （t）；

2）若σ1
 与σ2
 在φ上合同，则

σ1
 （φ）＝σ2
 （φ）。

证明：

1）施归纳于项。

i）t是个体变项x。由于σ1
 与σ2
 在t上合同，所以

σ1
 （t）＝σ1
 （x）＝σ2
 （x）＝σ2
 （t）；

ii）t是个体常项c。由σ1
 与σ2
 在t上合同，有

σ1
 （t）＝[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝σ2
 （t）；

iii）t是ft1
 …tn
 ，其中f是[image: alt]
 的n元函数符号，t1
 ，…，tn
 是n个[image: alt]
 -项。由σ1
 与σ2
 在t上合同知，σ1
 与σ2
 在ti
 上合同（i＝1，…，n）。因此，由归纳假设，

σ1
 （ti
 ）＝σ2
 （ti
 ），i＝1，…，n。

再根据合同假设，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


综上所述，1）得证。

2）施归纳于公式。

i）φ是原子公式Pt1
 …tn
 ，其中P是[image: alt]
 的n元谓词，t1
 ，…，tn
 是n个[image: alt]
 -项。因为σ1
 与σ2
 在φ上合同，所以[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ，而且σ1
 与σ2
 在t1
 ，…，tn
 上合同。由1），

σ1
 （ti
 ）＝σ2
 （ti
 ），i＝1，…，n。

因此，

σ1
 （φ）＝T，

当且仅当，[image: alt]
 （σ1
 （t1
 ），…，σ1
 （tn
 ）），

当且仅当，[image: alt]
 （σ2
 （t1
 ），…，σ2
 （tn
 ）），

当且仅当，σ2
 （φ）＝T。

ii）φ是t≡s，其中t与s为[image: alt]
 -项。则由σ1
 与σ2
 在φ上合同知，σ1
 与σ2
 在t，s上合同。再由1），σ1
 （t）＝σ2
 （t），σ1
 （s）＝σ2
 （s）。因此，

　　　　　σ1
 （φ）＝T，

当且仅当，σ1
 （t）＝σ1
 （s），

当且仅当，σ2
 （t）＝σ2
 （s），

当且仅当，σ2
 （φ）＝T。

iii）φ是[image: alt]
 ψ。由合同假设，σ1
 与σ2
 在ψ上也合同。再由归纳假设，σ1
 （ψ）＝σ2
 （ψ）。因此

σ1
 （φ）＝T，

当且仅当，σ1
 （ψ）＝F，

当且仅当，σ2
 （ψ）＝F，

当且仅当，σ2
 （φ）＝T。

φ是ψ1
 ∧ψ2
 ，ψ1
 ∨ψ2
 或ψ1
 →ψ2
 的情况，可类似证明。这些留作习题。

iv）φ是∀xψ。ψ比φ（至多）多一个自由变项x，而它们中出现的非逻辑符号是相同的。因此，根据σ1
 与σ2
 在φ上合同，对任意的a∈A1
 （＝A2
 ），σ1
 （a／x）与σ2
 （a／x）对ψ中出现的非逻辑符号和自由变项解释相同，即它们在ψ上合同。所以，由归纳假设，对任意的a∈A1
 （＝A2
 ），

σ1
 （a／x）（ψ）＝σ2
 （a／x）（ψ）。

因此，

σ1
 （φ）＝T，

当且仅当，对任意的a∈A1
 ，σ1
 （a／x）（ψ）＝T，

当且仅当，对任意的a∈A2
 ，σ2
 （a／x）（ψ）＝T，

当且仅当，σ2
 （φ）＝T。

φ是∃xψ的情况，也留作习题。

综上，2）得证。

3.7　习题　把以上合同引理证明中的空缺部分补上。





合同引理表明，一公式是否被满足，至多只由这个公式中出现的非逻辑符号的意义和自由变项的赋值决定。因此，给定[image: alt]
 -公式φ和[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，如果φ的自由变项包含在x1
 ，x2
 ，…，xn
 之中，且ρ（xi
 ）＝ai
 （i＝1，2，…，n），则σ（φ）＝T实际上意味着a1
 ，a2
 ，…，an
 在[image: alt]
 中满足φ。至于ρ对x1
 ，x2
 ，…，xn
 之外的变项的赋值，则与此无关。这时，σ（φ）＝T可以记为：

〈[image: alt]
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 〉（φ）＝T。

我们把这读作“在结构[image: alt]
 中，a1
 ，a2
 ，…，an
 满足φ”。特别地，当φ为闭公式（即n＝0）时，〈[image: alt]
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 〉（φ）＝T就是：

〈[image: alt]
 〉（φ）＝T，　即[image: alt]
 （φ）＝T。

下面证明合同引理的两个推论。

设语言[image: alt]
 ，[image: alt]
 ＝〈A，η〉是[image: alt]
 -结构，[image: alt]
 ＝〈A′，η′〉是[image: alt]
 -结构。如果A＝A′，且η和η′对[image: alt]
 中符号解释相同，则称[image: alt]
 为[image: alt]
 ′的限制（[image: alt]
 ′为[image: alt]
 的展开），记为[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ｜[image: alt]
 。比如，

[image: alt]


我们有：

[image: alt]


3.8　系理　设[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ｜[image: alt]
 如上定义，[image: alt]
 -公式φ的自由变项包含在x1
 ，x2
 ，…，xn
 之中，a1
 ，a2
 ，…，an
 ∈A。则〈[image: alt]
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 〉（φ）＝T，当且仅当〈[image: alt]
 ′，a1
 ，a2
 ，…，an
 〉（φ）＝T。

证明：令赋值ρ（xi
 ）＝ai
 （i＝1，2，…，n），[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，[image: alt]
 -解释σ′＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，则σ与σ′在φ上合同。根据合同引理，σ（φ）＝T当且仅当σ′（φ）＝T。换言之，〈[image: alt]
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 〉（φ）＝T当且仅当〈[image: alt]
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 〉（φ）＝T。





例如，令φ为[image: alt]
 -公式·x0
 ＋x1
 1≡0（它同时是[image: alt]
 -公式），[image: alt]
 为[image: alt]
 -结构〈N，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 〉，[image: alt]
 为[image: alt]
 -结构〈N，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 〉。显然，〈[image: alt]
 ，a1
 ，a2
 〉（φ）＝〈[image: alt]
 ，a1
 ，a2
 〉（φ）＝T，当且仅当a1
 ＝0。

当φ是闭公式时，我们上面把σ（φ）＝T记为[image: alt]
 （φ）＝T。这个记法提示，一个闭公式或语句在一解释下的真值被解释中的结构完全决定，而与解释中的赋值无关。也就是说，只要有一个赋值使得这个解释满足（或不满足）这个语句，则所有的赋值就都使得这个解释满足（或不满足）这个语句。以下的推论，保证了这一点：

3.9　系理　设φ是[image: alt]
 的语句，σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉是一个[image: alt]
 -解释。σ（φ）＝T，当且仅当对[image: alt]
 中任何赋值ρ′，σ′＝〈[image: alt]
 ，ρ′〉满足φ。

证明　充分性显然。

必要性。因为φ不含自由变项，所以对任意的ρ′，σ与σ′在φ上合同。由合同引理，σ（φ）＝σ′（φ）。





所以，闭公式被一个解释所满足或不满足，实际上意味着它在相应的结构中直接为真或为假。我们于是有如下的定义：

3.10　定义　对[image: alt]
 -语句φ和[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，如果σ（φ）＝T，则称φ在结构[image: alt]
 中为真，或[image: alt]
 为φ的模型，记为[image: alt]
 （φ）＝T。如果Φ为[image: alt]
 -语句集，且对每个φ∈Φ，[image: alt]
 为φ的模型，则称[image: alt]
 为Φ的模型，记为[image: alt]
 （Φ）＝T。





一点直观说明。我们把闭公式称语句，就是因为闭公式表达关于结构的命题，或者说，对于给定的结构，一个闭公式在其中或真或假，而它为真为假与赋值无关。我们使用语言是为了描述结构里的情形，而描述要靠命题。所以，我们要刻画一个结构（如算术结构）时，需要选择一组闭公式，组成一个理论。这组闭公式起码要表达关于这个结构的真命题，即以这个结构为模型。

但开公式则不同。相对于结构而言，一个开公式中的自由变项没有确定的值，因而它不表达命题。含有一个自由变项的开公式，类似于一元谓词，表达结构中个体的某个性质；含有n个自由变项的开公式φ则类似于n元谓词，表达个体间的某个n元关系。
④

 一个解释σ满足φ，实际上就是论域里的个体的一个n元组例示这个n元关系，就如〈月亮，地球〉这个有序对例示“……是……的卫星”这个二元关系，而这个例示又形成一个真命题——月亮是地球的卫星。但这个命题为真，不意味着那个二元关系在我们的世界里有真假。同样道理，“σ满足φ”表示〈[image: alt]
 ，a1
 ，a2
 ，…，an
 〉（φ）＝T，这意味着〈a1
 ，a2
 ，…，an
 〉在[image: alt]
 中“例示”φ。我们虽然把这表示为“φ在σ之下为真”，但这只能理解为那个例示关系产生了一个真命题，而不能理解为开公式φ本身在[image: alt]
 中为真。因此，我们区分了“满足”与“真”：公式被解释所满足或不满足，而闭公式的满足就是在结构中为真。

4　语义后承

在第一章中，我们讨论了推理有效这个概念的直观表达：一个推理是有效的，当且仅当在一切情形之下，如果它的前提都真，则它的结论为真。现在，就一阶命题的范围而言，我们对这个直观表达中涉及的所有概念都有了精确的分析。首先，我们建立了一阶语言，用其中的公式表示一阶命题（的真值）。然后我们用“结构”、“解释”概念代替了模糊的“情形”概念。最后我们澄清了“满足”和“真”概念的确切含义。于是，推理的有效性就可以用如下方式精确地定义。

4.1　定义　设Φ为语言[image: alt]
 的一个公式集，φ是一个[image: alt]
 -公式。如果对任意的[image: alt]
 -解释σ，只要σ（Φ）＝T，就有σ（φ）＝T，则称φ为Φ的语义后承，记为Φ⊧φ。





当然，在实际的推理中，我们遇到的前提和结论都是语句。如果Φ是语句集，φ是语句，则由定义知，Φ⊧φ，当且仅当

对任意的，[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，只要[image: alt]
 （Φ）＝T，就有[image: alt]
 （φ）＝T。

显然，φ为Φ的语义后承，直观上表达的就是：前提集Φ和结论φ组成一个有效的推理。这也可以表述为：Φ语义蕴涵φ。虽然实际的推理中前提集总是有穷的，但定义中没有做这个限制：这里的Φ既可以是有穷集（包括空集），也可以是无穷集。后面（第六章）我们会证明，Φ语义蕴涵φ，当且仅当Φ的一个有穷子集语义蕴涵φ。

定义中的“只要……就……”表达的是实质蕴涵。因此，

φ不是Φ的语义后承，当且仅当存在[image: alt]
 -解释σ，使得σ（Φ）＝T，但σ（φ）＝F。

注意，φ不是Φ的语义后承（并非Φ⊧φ）不蕴涵Φ⊧[image: alt]
 φ。就是说，一般情况下我们没有：Φ⊧φ或Φ⊧[image: alt]
 φ。例子请读者自己举。

从定义4.1的表述来看，Φ⊧φ是否成立，似乎与语言[image: alt]
 有关。我们可以提出这样的问题：如果Φ同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的公式集，φ同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的公式，那么会不会出现这样的情况：对[image: alt]
 有Φ⊧φ（或Φ⊧1
 φ），但对[image: alt]
 却并非Φ⊧φ（并非Φ⊧2
 φ）？不会。我们先证明一个引理。

4.2　引理　设语言[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 ，Φ为[image: alt]
 -公式集，φ是[image: alt]
 -公式。则Φ⊧1
 φ当且仅当Φ⊧2
 φ。

证明：我们只对闭公式的情况作证明。一般情形留作习题。

充分性。设Φ⊧2
 φ，则按定义，

（*）对任意的[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，只要[image: alt]
 （Φ）＝T，就有[image: alt]
 （φ）＝T。

现在考虑[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，使得[image: alt]
 （Φ）＝T（我们要证[image: alt]
 （φ）＝T）。将[image: alt]
 展开成一个[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，即令[image: alt]
 ｜[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （在[image: alt]
 而不在[image: alt]
 中的符号可以任意解释）。根据系理3.8，有[image: alt]
 （Φ）＝T。再由（*），有[image: alt]
 （φ）＝T。再用一次系理3.8，我们得到[image: alt]
 （φ）＝T。于是，Φ⊧1
 φ。

必要性。设Φ⊧1
 φ。按定义，

（**）对任意的[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，只要[image: alt]
 （Φ）＝T，就有[image: alt]
 （φ）＝T。

考虑[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，使得[image: alt]
 （Φ）＝T（要证[image: alt]
 （φ）＝T）。将[image: alt]
 限制为一个[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，即令[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ｜[image: alt]
 。根据系理3.8，有[image: alt]
 （Φ）＝T。再由（**），有[image: alt]
 （φ）＝T。所以（系理3.8），[image: alt]
 （φ）＝T。于是，Φ⊧2
 φ。





这个引理立即导出：

4.3　定理　设Φ同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的公式集，φ同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的公式，则

Φ⊧1
 φ，当且仅当Φ⊧2
 φ。

证明：令[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∩[image: alt]
 ，则Φ为[image: alt]
 -公式集，φ是[image: alt]
 -公式。既然[image: alt]
 ⊆[image: alt]
 ，[image: alt]
 ⊆[image: alt]
 ，根据引理4.2，

Φ⊧1
 φ，当且仅当[image: alt]
 ，当且仅当Φ⊧2
 φ。





定理表明，语义后承关系是否成立，与语言背景无关。因此，“Φ⊧φ”的记法里，不需标注语言。就如日常语言中推理的有效性，只与相关命题（前提和结论）有关，而不在乎用什么语言表达这些命题。

以后我们经常把｛φ1
 ，…，φn
 ｝⊧φ简写为：

φ1
 ，…，φn
 ⊧φ；

把Ψ∪｛φ1
 ，…，φn
 ｝⊧φ（Ψ为公式集）简写为：

Ψ，φ1
 ，…，φn
 ⊧φ。

特别地，对于空集∅，

∅⊧φ就记为⊧φ。

因为对任意的σ，σ（∅）＝T，所以，⊧φ相当于说：对所有的σ，σ（φ）＝T。

4.4　例　对任意公式φ、ψ、θ，以下的语义后承关系成立：

　　1）φ、ψ⊧φ∧ψ；

　　2）φ∧ψ⊧φ；φ∧ψ⊧ψ；

　　3）φ⊧φ∨ψ；ψ⊧φ∨ψ；

　　4）φ⊧ψ→φ；

　　5）φ，[image: alt]
 φ⊧ψ；

　　6）φ→ψ，φ→[image: alt]
 ψ⊧[image: alt]
 φ。

证明：

1）任给解释σ，设σ（φ）＝σ（ψ）＝T。由定义3.1-4即知，σ（φ∧ψ）＝T。再根据语义后承定义（4.1），我们有：φ，ψ⊧φ∧ψ。

2）任给解释σ，设σ（φ∧ψ）＝T。由定义3.1-4知，σ（φ）＝σ（ψ）＝T。再根据语义后承定义（4.1），我们有：φ∧ψ⊧φ和φ∧ψ⊧ψ。

3）任给解释σ，设σ（φ）＝T。则有：σ（φ）＝T或σ（ψ）＝T。由定义3.1-5，σ（φ∨ψ）＝T。再由语义后承定义，φ⊧φ∨ψ。同理，ψ⊧φ∨ψ。

4）任给解释σ，设σ（φ）＝T。则有：σ（φ）＝T或σ（ψ）＝F（即，如果σ（ψ）＝T，则σ（φ）＝T），根据定义3.1-6，σ（ψ→φ）＝T。再由语义后承定义，φ⊧ψ→φ。（真命题被任何命题实质蕴涵。）

5）任给解释σ，由定义3.1-3知，“σ（φ）＝T且σ（[image: alt]
 φ）＝T（即σ（φ）＝F）”为假，所以，“如果σ（φ）＝T且σ（[image: alt]
 φ）＝T，则σ（ψ）＝T”为真。由语义后承定义，φ，[image: alt]
 φ⊧ψ。（矛盾语义蕴涵任何命题。）

6）任给解释σ，设σ（φ→ψ）＝σ（φ→[image: alt]
 ψ）＝T。由σ（φ→ψ）＝T知，

（*）　σ（φ）＝F或σ（ψ）＝T；

由σ（ψ→[image: alt]
 ψ）＝T知，

（**）　σ（φ）＝F或σ（ψ）＝F。

但σ（ψ）＝T和σ（ψ）＝F不能同真，不管哪个为假，由（*）或（**）得：σ（φ）＝F。因此总有σ（φ）＝F，即σ（[image: alt]
 φ）＝T。最后由语义后承定义，φ→ψ，φ→[image: alt]
 ψ⊧[image: alt]
 φ。（归谬法：导致矛盾的皆须否定。）

4.5　习题　证明：

1）φ，φ→ψ⊧ψ（分离律）；

2）[image: alt]
 φ⊧φ→ψ（假命题实质蕴涵任何命题）；

3）φ→ψ，ψ→θ⊧φ→θ（蕴涵三段论）；

4）[image: alt]
 φ，φ∨ψ⊧ψ；[image: alt]
 ψ，φ∨ψ⊧φ（析取三段论）；

5）φ→θ，ψ→θ，φ∨ψ⊧θ（分情形推论原则）；

6）[image: alt]
 φ→ψ，[image: alt]
 φ→[image: alt]
 ψ⊧φ（反证法）；

7）φ→（ψ→θ）⊧φ∧ψ→θ；并且φ∧ψ→θ⊧φ→（ψ→θ）（条件合取原则）。

4.6　例　在直观推理中，我们有所谓的“一般推出个别”和“个别推出存在”的原则。下面两个例子，是这两个原则的特例（两个原则的一般形式，见后面系理6.4和习题6.6）。

1）∀xφ⊧φ，但并非φ⊧∀xφ；

2）φ⊧∃xφ，但并非∃xφ⊧φ。

证明：

1）任给解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，设σ（∀xφ）＝T。根据定义3.1，对每个a∈A，σ（a／x）（φ）＝T。特别对于ρ（x）∈A，有σ（ρ（x）／x）（φ）＝T。但σ（ρ（x）／x）即是σ。所以，σ（φ）＝T。由语义后承定义，∀xφ⊧φ。

令φ为[image: alt]
 -公式Px0
 ，σ为例3.2中的解释〈[image: alt]
 ，ρ〉。显然有σ（Px0
 ）＝T，但是，[image: alt]
 不是全域（有a∈Am
 ，使得a∉[image: alt]
 ）。因此，σ（∀x0
 Px0
 ）＝F。由语义后承定义，并非φ⊧∀xφ。

2）任给解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，设σ（φ）＝T。由于σ（ρ（x）／x）＝σ，所以σ（ρ（x）／x）（φ）＝T。因此，存在a（＝ρ（x））∈A，使得σ（a／x）（φ）＝T。即σ（∃xφ）＝T。由语义后承定义，φ⊧∃xφ。

令φ为[image: alt]
 -公式Px1
 ，σ为例3.2中的解释〈[image: alt]
 ，ρ〉。因为存在a（孟子）∈Am
 ，使得a∈[image: alt]
 ，所以σ（∃x1
 Px1
 ）＝T。但σ（Px1
 ）＝F。因此，并非∃xφ⊧φ。

4.7　习题　证明：

1）∀xφ⊧∃xφ；并非∃xφ⊧∀xφ；（前者成立，依赖于所有结构的论域非空这个事实。这是我们定义结构时做出的规定。）

2）∀x（φ→ψ）⊧∀xφ→∀xψ；

3）∀x（φ→ψ）⊧∃xφ→∃xψ；

4）∃x∀yφ⊧∀y∃xφ；并非∀y∃xφ⊧∃x∀yφ。（可以想象一些直观例证。如，从“有一人为所有人所爱”可推出“任何人都有其所爱的人”，但反之不成立。）





下面我们从语义后承关系的定义，推导它的几个基本性质。

4.8　引理　设Φ、Ψ是[image: alt]
 的公式集，φ，ψ是[image: alt]
 -公式。我们有：

　　1）如果φ∈Φ，则Φ⊧φ。

　　2）如果Φ⊧φ，且Φ⊆Ψ，则Ψ⊧φ。

　　3）如果Φ⊧Ψ，且Ψ⊧φ，则Φ⊧φ。（Φ⊧Ψ定义为：对任意φ∈Ψ，都有Φ⊧φ。）

4）Φ，φ⊧ψ，当且仅当Φ⊧φ→ψ。

证明：

我们只证明4），其余都很简单，留作习题。

“⇒”：设Φ，φ⊧ψ。对任意[image: alt]
 -解释σ，假设σ（Φ）＝T，我们要证σ（φ→ψ）＝T。用反证法。若σ（φ→ψ）＝F，则有σ（φ）＝T，且σ（ψ）＝F。但由σ（Φ）＝T和σ（φ）＝T，我们有σ（Φ∪｛φ｝）＝T。再由Φ，φ⊧ψ，得到σ（ψ）＝T。这与σ（ψ）＝F矛盾。所以，σ（φ→ψ）＝T。

“⇐”：设Φ⊧φ→ψ。对任意[image: alt]
 -解释σ，假设σ（Φ∪｛φ｝）＝T，则有σ（Φ）＝T和σ（φ）＝T。前者与Φ⊧φ→ψ导出σ（φ→ψ）＝T；再加后者，得到σ（ψ）＝T。





这表明了语义蕴涵与实质蕴涵之间的关系。令Φ为空集，我们有：

φ⊧ψ，当且仅当⊧φ→ψ。

这个断言的直观意义是：从φ到ψ形成一个有效推理，当且仅当蕴涵式“φ→ψ”永真（在一切情形或解释下为真）。这只是一个前提的情形，下面的习题4.9-3把这推广到任意n个前提的情形。

4.9　习题

1）证明引理4.8的1）、2）和3）。

2）证明：Φ，φ∨ψ⊧θ，当且仅当，Φ，φ⊧θ且Φ，ψ⊧θ。

3）证明：

i）φ1
 ，φ2
 ，…，φn
 ⊧φ，当且仅当⊧φ1
 →φ2
 →…→φn
 →φ。（根据上一章去括号的约定，φ1
 →φ2
 →…→φn
 →φ是（φ1
 →（φ2
 →…→（φn
 →φ）…）的缩写。）

ii）φ1
 →φ2→…→φn
 →φ⊧φ1
 ∧φ2
 ∧…∧φn
 →φ；而且

　　φ1
 ∧φ2
 ∧…∧φn
 →φ⊧φ1
 →φ2
 →…→φn
 →φ。

iii）φ1
 ，φ2
 ，…，φn
 ⊧φ，当且仅当⊧φ1
 ∧φ2
 ∧…∧φn
 →φ。





我们在直观上有这样的推理经验：如果从一些给定的前提能够推出某东西有某种性质（即φ（x）），而且，前提对这个东西没有做任何限定（即x不在任何一个前提中自由出现，在这个意义上，我们有时把x叫做“任意的”），那么，在x的位置上代以任何东西对推理都没有影响。因此，我们从同样的前提，实际上可以得出一个全称结论，即∀xφ。下面的引理，陈述了语义后承关系的这种性质。

4.10　引理　设Φ是[image: alt]
 的公式集，φ是[image: alt]
 -公式。如果Φ⊧φ，且x不在Φ的任何公式中自由，则Φ⊧∀xφ。

证明：设Φ⊧φ，且x不在Φ的任何公式中自由。对任意[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，又设σ（Φ）＝T。由于x不在Φ的任何公式中自由，所以对任何a∈A，σ（a／x）与σ在Φ中任一公式上合同。根据合同引理，有σ（a／x）（Φ）＝T。再由Φ⊧φ得：σ（a／x）（φ）＝T。因为a是任意的，所以，σ（∀xφ）＝T。因此，Φ⊧∀xφ。

4.11　习题　证明：

1）如果去除“x不在Φ的任何公式中自由”的条件，引理4.10不成立。

2）如果Φ，φ⊧ψ，且x不在Φ的任何公式及ψ中自由，则Φ，∃xφ⊧ψ。

5　可满足性　有效性　语义等值

任给一个公式φ，或者有解释满足它，或者没有。前一种又包括所有解释都满足φ的情形。本节讨论这几种类型的公式（公式集）。

5.1　定义　[image: alt]
 -公式φ称为可满足的，如果存在一个[image: alt]
 -解释σ，使得σ（φ）＝T。

[image: alt]
 的公式集Φ称为可满足的，如果存在一个[image: alt]
 -解释σ，使得σ（Φ）＝T。





直观上讲，公式φ可满足说的是φ可能为真，或者，φ语义上不蕴涵矛盾；而公式集Φ可满足说的是Φ中的公式可以同时为真，或者，Φ语义上不蕴涵矛盾。反之，φ不可满足则意味着φ是“永假的”、矛盾的；Φ不可满足意味着Φ中的公式不能同真，它们蕴涵着矛盾。从定义可以看出，φ的可满足性等价于｛φ｝的可满足性，因此公式的可满足性是公式集的可满足性的特殊情况。

与语义后承关系一样，可满足性跟公式属于哪个语言无关。

5.2　习题　证明：如果Φ同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的公式集，那么，存在[image: alt]
 -解释满足Φ，当且仅当存在[image: alt]
 -解释满足Φ。





上面对可满足性的直观说明，可以严格表述为下面的引理。

5.3　引理　设Φ为[image: alt]
 的公式集，φ为[image: alt]
 -公式，则

Φ∪｛φ｝可满足，当且仅当，并非Φ⊧[image: alt]
 φ。

（特别地，φ可满足，当且仅当，并非⊧[image: alt]
 φ。）

证明：

“⇒”：设Φ∪｛φ｝可满足，则存在[image: alt]
 -解释σ，使得σ（Φ）＝σ（φ）＝T。如果此时Φ⊧[image: alt]
 φ，则σ（[image: alt]
 φ）＝T，与σ（φ）＝T矛盾。所以并非Φ⊧[image: alt]
 φ。

“⇐”：设并非Φ⊧[image: alt]
 φ，则存在[image: alt]
 -解释σ，使得σ（Φ）＝σ（φ）＝T。所以，Φ∪｛φ｝可满足。

5.4　习题

1）举例说明，存在公式φ，使得φ与[image: alt]
 φ都是可满足的。

2）证明：公式集Φ不可满足，当且仅当Φ⊧φ∧[image: alt]
 φ。（特别地，由于φ∧[image: alt]
 φ⊧φ∧[image: alt]
 φ，所以矛盾式φ∧[image: alt]
 φ不可满足。）

3）设Φ⊧φ。证明：如果Φ可满足，则Φ∪｛φ｝可满足。

4）设Φ可满足，证明：对任意公式φ，Φ∪｛φ｝可满足或Φ∪｛[image: alt]
 φ｝可满足。





可满足公式的一种特殊情形，是所谓的有效公式。

5.5　定义　[image: alt]
 -公式φ称为有效的，如果对所有的[image: alt]
 -解释σ，都有σ（φ）＝T。（按照我们已经引入的记法，φ有效可以记为⊧φ。）





有效的公式不但可满足，而且是“永真的”，或不可能为假的，就是说，不管你给出什么解释，不管其论域是什么、有多大，也不管它对相关语言中的符号赋予什么意义，有效公式在其中总是真的。

根据定义，φ不是有效的，当且仅当存在解释σ，使得σ（φ）＝F（这相当于说，[image: alt]
 φ是可满足的）。引理5.3的特例也表明，⊧φ，当且仅当[image: alt]
 φ不可满足。因此，有效公式恰是那些其否定不可满足的公式。根据习题5.4-1，并非对任意公式φ，都有φ有效或[image: alt]
 φ有效。

5.6　例　等词在任何解释里都表达相等关系，而相等关系是一个等价关系，即：

1）⊧∀xx≡x；

2）⊧∀x∀y（x≡y→y≡x）；

3）⊧∀x∀y∀z（x≡y→y≡z→x≡z）

证明：

任给解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，因为对任何a∈A，都有a＝a，所以σ（a／x）（x≡x）＝T，即σ（∀xx≡x）＝T。这证明了1）。同样，对任何a，b，c∈A，都有

如果a＝b，则b＝a；

如果a＝b，则b＝c蕴涵a＝c（等价于：如果a＝b，且b＝c，则a＝c。参考习题4.5-7）。

所以，

　　σ（∀x∀y（x≡y→y≡x））＝T；且

　　σ（∀x∀y∀z（x≡y→y≡z→x≡z））＝T。

这证明了2）和3）。

5.7　例　根据引理4.8-4，我们有：φ1
 ，φ2
 ，…，φn
 ⊧φ，当且仅当⊧φ1
 →φ2
 →…→φn
 →φ。（习题4.9-3）。因此，有穷多前提的语义后承关系，可以等价地转化为一个蕴涵式的有效性。例如，从前面的引理和习题可得：

1）⊧φ→（ψ→φ∧ψ）；

2）⊧φ∧ψ→φ；⊧φ∧ψ→ψ；

3）⊧φ→φ∨ψ；⊧ψ→φ∨ψ；

4）⊧（φ→θ）→（（ψ→θ）→（φ∨ψ→θ））；

5）⊧φ→（ψ→φ）；

6）⊧φ→（（φ→ψ）→ψ）；

7）⊧[image: alt]
 φ→（φ→ψ）；

8）⊧（φ→ψ）→（（φ→[image: alt]
 ψ）→[image: alt]
 φ）

9）⊧（[image: alt]
 φ→ψ）→（（[image: alt]
 φ→[image: alt]
 ψ）→φ）

10）⊧∀xφ→φ；并非⊧φ→∀xφ；

11）⊧φ→∃xφ；并非⊧∃xφ→φ；

12）⊧∃x∀yφ→∀y∃xφ；并非⊧∀y∃xφ→∃x∀yφ。

等等。





在讨论联结词的解释的那一节，我们曾经说过，对一个公式φ，把其中的素公式当作原子式，就得到它的布尔形式φp
 。φp
 可以表达为一个命题逻辑公式（[image: alt]
 -公式）。如果这个[image: alt]
 -公式是重言式，则我们也称φ为重言式。可以证明：

5.8　定理　如果φ为重言式，则⊧φ。

证明：我们只描述大意。做φ的子公式分解，设其中有n个素公式，把它们分别写成p0
 ，p1
 ，…，pn－1
 ，得到φp
 。任给解释σ，它作用于这n个素公式之上，得到真值σ（p0
 ），σ（p1
 ），…，σ（pn－1
 ）。φ在σ下的值，即是φp
 在σ下的值，它由φp
 中的联结词复合所对应的真值函数复合运算作用于σ（p0
 ），σ（p1
 ），…，σ（pn－1
 ）而得。

另一方面，φp
 可表为一个[image: alt]
 -公式，其中所含命题变项仅为p0
 ，p1
 ，…，pn－1
 。因为φp
 是重言式，所以，对任何真值赋值[image: alt]
 ，[image: alt]
 （φp
 ）＝T。特别地，对[image: alt]
 （p0
 ）＝σ（p0
 ），[image: alt]
 （p1
 ）＝σ（p1
 ），…，[image: alt]
 （pn－1
 ）＝σ（pn－1
 ），…，也有[image: alt]
 （φp
 ）＝T。根据[image: alt]
 的定义，这就是说，φp
 中的联结词复合所对应的真值函数复合运算作用于σ（p0
 ），σ（p1
 ），…，σ（pn－1
 ）得到值T。

因此，σ（φ）＝T。既然σ是任意的，我们得到：⊧φ。

所以，所有的重言式是有效的。上例5.7的1）—9）中的公式，都是重言式。我们有无穷多的重言式（为什么？），除了已经和以后要提到的，比较简单和重要的还有：

φ→φ（同一律）；

φ∨[image: alt]
 φ（排中律）；

[image: alt]
 （φ∧[image: alt]
 φ）（矛盾律）。

其中排中律的有效，集中体现了我们这个语义学的经典性质：每个公式在每个解释下非真即假。因此，这个语义学不适于那些否定排中律的有效性的逻辑，如直觉主义逻辑。

当然，有些有效式并不是重言式。如上例5.7中的∀xφ→φ和φ→∃xφ，以及例5.6中的三个公式，它们是有效式，但不是重言式。非重言的有效式也是无穷多的。

5.9　习题　证明：

1）⊧φ∧ψ，当且仅当，⊧φ且⊧ψ；但是，从⊧φ∨ψ推不出：⊧φ或⊧ψ。（比较可满足性的相应情形。比如：φ∨ψ可满足，当且仅当，φ可满足或ψ可满足。）

2）Φ⊧φ∧ψ，当且仅当，Φ⊧φ且Φ⊧ψ；但是，一般而言从Φ⊧φ∨ψ得不到：Φ⊧φ或Φ⊧ψ。（特例：排中律有效，因此有Φ⊧φ∨[image: alt]
 φ。但是，我们没有：Φ⊧φ或Φ⊧[image: alt]
 φ。）

2）如果⊧φ→ψ，则由⊧φ可得⊧ψ；但反之不成立。

3）如果⊧φ，则⊧∃xφ；但反之不成立。

4）⊧φ，当且仅当⊧∀xφ。

5）若φ的所有自由变项按脚标顺序排列为x1
 ，x2
 ，…，xn
 ，则称∀x1
 ∀x2
 …∀xn
 φ为φ的全称闭包。φ有效，当且仅当φ的全称闭包有效。

6）公式集｛φ1
 ，…，φn
 ｝可满足，

当且仅当，并非⊧[image: alt]
 （φ1
 ∧…∧φn
 ）；

当且仅当，并非⊧φ1
 ∧…∧φn－1
 →[image: alt]
 φn
 。

5.10　定义　对公式φ和ψ，如果⊧φ→ψ，并且⊧ψ→φ，则称φ和ψ是语义等值的。

因为⊧φ→ψ当且仅当φ⊧ψ（引理4.8-4），所以，φ和ψ语义等值也可以表达成：φ⊧ψ并且ψ⊧φ，即二者互为对方的语义后承。显然，φ和ψ语义等值，当且仅当，对任意的解释σ，σ（φ）＝σ（ψ）。由此即得：语义等值关系是自反的、对称的、传递的。因此，语义等值关系是一个等价关系。

如果我们在语言里引入一个新的二元联结词↔，并按照第2.3节的说明，把它定义为：

φ↔ψ＝df
 （φ→ψ）∧（ψ→φ），

那么，由于（⊧φ→ψ并且⊧ψ→φ）当且仅当⊧（φ→ψ）∧（ψ→φ）（习题5.9-1），于是，依据定义5.10，φ和ψ语义等值，就可以等价地表为⊧φ↔ψ。

以下凡出现↔的地方，皆假设我们在语言里已经如上定义了这个联结词，且它的结合力在诸联结词里最弱。

5.11　例　如果公式φ和ψ是布尔等值的（它们对应于相同的真值函数），则φ↔ψ是重言式（习题2.3.3）。根据定理5.8，此时我们有⊧φ↔ψ。（这就是说，凡布尔等值的，都是语义等值的。）例如，从前面习题2.3.2和2.3.3直接得到：

[image: alt]


5.12　例　容易验证：

⊧φ↔[image: alt]
 [image: alt]
 φ（双重否定律），

和以下的易位律：

⊧（φ→ψ）↔（[image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ）；

⊧（φ→[image: alt]
 ψ）↔（ψ→[image: alt]
 φ）；

⊧（[image: alt]
 φ→ψ）↔（[image: alt]
 ψ→φ）；

证：先验证双重否定律。根据前面的说明，我们只要证明，对任意的解释σ，

σ（φ）＝σ（[image: alt]
 [image: alt]
 φ）。

任给解释σ，σ（φ）＝T，当且仅当，σ（[image: alt]
 φ）＝F，当且仅当σ（[image: alt]
 [image: alt]
 φ）＝T。因此，σ（φ）＝σ（[image: alt]
 [image: alt]
 φ）。

对于易位律，我们只验证第一个，其余同理可证。根据语义等值的定义，我们只要证明

1）⊧（φ→ψ）→（[image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ），和

2）⊧（[image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ）→（φ→ψ）。

证1）：根据引理4.8-4，我们只要证

φ→ψ，[image: alt]
 ψ⊧[image: alt]
 φ。

任给解释σ，设σ（φ→ψ）＝σ（[image: alt]
 ψ）＝T。由σ（φ→ψ）＝T得：或者σ（φ）＝F，或者σ（ψ）＝T。再由σ（[image: alt]
 ψ）＝T，只能有σ（φ）＝F。因此，σ（[image: alt]
 φ）＝T。

证2）：只要证

[image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ，φ⊧ψ。

任给解释σ，设σ（[image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ）＝σ（φ）＝T。由σ（[image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ）＝T得：或者σ（φ）＝F，或者σ（ψ）＝T。再由σ（φ）＝T，只能有σ（ψ）＝T。

5.13　例　一个全称式∀xφ被一个解释所满足意味着论域中所有的元素满足φ，而一个存在式∃xφ被满足则意味着论域中至少有一个元素满足φ。因此，对于一个有穷解释（即其论域有穷，设其中元素为a1
 ，a2
 ，…，an
 ）来说，它满足∀xφ即是说：

a1
 满足φ，并且a2
 满足φ，…，并且an
 满足φ；而它满足∃xφ即是说：

a1
 满足φ，或者a2
 满足φ，…，或者an
 满足φ。

在这个意义上，全称式是合取式的推广，存在式是析取式的推广。前面关于合取式与析取式的德摩根律，也可以做如下的推广：

1）⊧[image: alt]
 ∀xφ↔∃x[image: alt]
 φ；

2）⊧[image: alt]
 ∃xφ↔∀x[image: alt]
 φ；

3）⊧∀xφ↔[image: alt]
 ∃x[image: alt]
 φ；

4）⊧∃xφ↔[image: alt]
 ∀x[image: alt]
 φ

证：我们证明1），其余留为习题。

任给解释σ，σ（[image: alt]
 ∀xφ）＝T，

当且仅当，σ（∀xφ）＝F，

当且仅当，存在论域中的元素a，使得σ（a／x）（φ）＝F，

当且仅当，存在论域中的元素a，使得σ（a／x）（[image: alt]
 φ）＝T，

当且仅当，σ（∃x[image: alt]
 φ）＝T。





从直观上讲，这4个等值式表明的是同一个事实。就4）而言，它一方面说的是，在一个论域中，如果存在一个个体具有某性质，则并非全部个体都没有此性质。这就是说，“至少有一个，使得……”蕴涵“并非对所有的，都不……”。另一方面，我们的语义学假定了经典逻辑的排中律，就是说，我们假定，全域中任何一个个体或者有某性质或者没有某性质。这导致，“并非对所有的，都不……”反过来蕴涵“至少有一个，使得……”（即使我们不能明确指出“有”的是哪个）。所以，∃xφ语义上等值于[image: alt]
 ∀x[image: alt]
 φ。

4）表明，我们可以用全称量词∀加上联结词[image: alt]
 来定义存在量词∃。换言之，我们可以把所有形如∃xφ的公式看作形如[image: alt]
 ∀x[image: alt]
 φ的公式的缩写，因而在原则上去除符号∃，而不至于减弱语言的表达力。同理，3）表明，我们也可以用存在量词定义全称量词。两个量词，在理论上只需要一个，不必都作为初始符号放在语言的字母表中。我们之所以同时采取两个，一方面是因为在实际应用上这样更方便一些，另一方面是因为在后面要讨论的直觉主义逻辑里，这两个量词不能像上面这样相互定义。

5.14　例　上例5.7中有⊧∀xφ→φ和⊧φ→∃xφ（但反过来的蕴涵式不是有效的）。可是，如果x不在φ中自由，则我们进一步有：

1）⊧∀xφ↔φ；

2）⊧∃xφ↔φ。

证：第一个作习题。对于第二个，我们只要证：⊧∃xφ→φ。

任给解释σ，若σ（∃xφ）＝T，则存在论域中的元素a，使得σ（a／x）（φ）＝T。由于x不在φ中自由，所以σ与σ（a／x）在φ上合同。根据合同引理，σ（φ）＝T。因此，⊧∃xφ→φ。





这说明，如果x不在φ中出现或只有约束出现，则∀xφ或∃xφ就是“空”的量化。虽然我们在语形上允许这样的量化，但实际上这里的量词∀x或∃x是多余的，就意义上而言可以去除。

从这个事实容易推得，重复量化可以如下归约：

[image: alt]


5.15　习题　证明：

1）如果⊧φ↔ψ，则⊧φ当且仅当⊧ψ；但反之不成立（因此，不能由证明后者而得到前者）。

2）吸收律：⊧φ∧（φ∨ψ）↔φ；⊧φ∨（φ∧ψ）↔φ。

3）悖论等值于矛盾：⊧（φ↔[image: alt]
 φ）↔φ∧[image: alt]
 φ。

4）⊧[image: alt]
 （φ→ψ）↔φ∧[image: alt]
 ψ。

5）例5.13的2-4；例5.14的1）。

6）同类量词的交换：⊧∀x∀y↔∀y∀xφ；⊧∃x∃yφ↔∃y∃xφ。

7）令S为二元谓词。证明：⊧[image: alt]
 ∃x0
 ∀x1
 （Sx0
 x1
 ↔[image: alt]
 Sx1
 x1
 ）。（请回忆第二章提到的罗素悖论：存在集合A，任给集合X，X∈A当且仅当X[image: alt]
 X。罗素悖论的一个通俗版本是所谓的“理发师悖论”：某村有一个理发师，他规定，他给且只给村里所有不给自己理发的人理发。这里的S可读为集合间的（后对前的）属于关系，也可读为人之间的“……给……理发”。）

5.16　例　关于全称与存在量词对合取和析取的分配，我们举出以下几个等值式：

　　1）⊧∀x（φ∧ψ）↔∀xφ∧∀xψ；

　　2）⊧∃x（φ∨ψ）↔↔∃xφ∨∃xψ；

　　3）⊧∀x（φ∨ψ）↔∀xφ∨ψ，若x不在ψ中自由；

　　4）⊧∃x（φ∧ψ）↔∃xφ∧ψ，若x不在ψ中自由。

证1）：任给解释σ，σ（∀x（φ∧ψ））＝T，

当且仅当，对论域中任意元素a，σ（a／x）（φ∧ψ）＝T，

当且仅当，对论域中任意元素a，σ（a／x）（φ）＝σ（a／x）（ψ）＝T，

当且仅当，σ（∀xφ）＝σ（∀xψ）＝T，

当且仅当，σ（∀xφ∧∀xψ）＝T。

证3）：任给解释σ，设σ（∀x（φ∨ψ））＝T。因此对论域中任意元素a，σ（a／x）（φ∨ψ）＝T，即σ（a／x）（φ）＝T或σ（a／x）（ψ）＝T。假如σ（ψ）＝F，则由x不在ψ中自由以及合同引理，有σ（a／x）（ψ）＝F，此时有σ（a／x）（φ）＝T。因为a是任意的，所以σ（∀xφ）＝T。（我们从σ（ψ）＝F推出了σ（∀xφ）＝T）因此，σ（∀xφ∨ψ）＝T。

反之，设σ（∀xφ∨ψ）＝T。因此σ（∀xφ）＝T或σ（ψ）＝T。如果σ（∀xφ）＝T，则对论域中任意元素a，σ（a／x）（φ）＝T。由此得σ（a／x）（φ∨ψ）＝T，即σ（∀x（φ∨ψ））＝T。如果σ（ψ）＝T，则由x不在ψ中自由以及合同引理，对论域中任意元素a，有σ（a／x）（ψ）＝T。此时亦有σ（a／x）（φ∨ψ）＝T及σ（∀x（φ∨ψ））＝T。因此，不论情况如何，总有σ（∀x（φ∨ψ））＝T。

2）与4）留作习题。

5.17　习题

1）证明上例5.16中的2）与4），以及以下断言：

　　i）⊧∀xφ∨∀xψ→∀x（φ∨ψ）；并非⊧∀x（φ∨ψ）→∀xφ∨∀xψ；（容易找出这个事实的直观例证。比如，想象一个袋子，里面有一些球。从“所有球是红的，或者，所有球是白的”可推出“任何球都或红或白”，但反之不成立。）

　　ii）⊧∃x（φ∧ψ）→∃xφ∧∃xψ；并非⊧∃xφ∧∃xψ→∃x（φ∧ψ）；（找出这个事实的一个直观例证。）

　　iii）⊧∀x（φ→ψ）↔φ→∀xψ，若x不在φ中自由；

　　iv）⊧∃x（φ→ψ）↔φ→∃xψ，若x不在φ中自由；

　　v）⊧∀x（φ→ψ）↔∃xφ→ψ，若x不在ψ中自由；

　　vi）⊧∃x（φ→ψ）↔∀xφ→ψ，若x不在ψ中自由；

2）举例说明，以上iii—vi中的条件是必需的。

3）证明：⊧∃x（φ→ψ）↔∀xφ→∃xψ。问：⊧∀x（φ→ψ）↔∃xφ→∀xψ是否成立？





本节的最后，我们讨论一下等值替换。考虑任意公式φ，假定其中的一个子公式为ψ。如果我们用公式ψ′替换ψ在φ中的一些出现，则得到公式φ′（参考第三章习题4.11-2）。由于公式的真值被其子公式的真值所决定，我们可以合理地猜测，如果被替换的子公式ψ与用来替换的ψ′语义等值，则原公式φ与替换后得到的φ′也是语义等值的。这个事实从一个侧面表达了一阶语言的外延性。下面我们证明这一点。

5.18　等值替换定理　设φ、ψ、ψ′为公式，φ′是由ψ′替换ψ在φ中的一些出现而得到的公式。我们有：

如果⊧ψ↔ψ′，那么⊧φ↔φ′。

证明：首先考虑ψ＝φ的特殊情况。此时φ′＝ψ′，由⊧ψ↔ψ′即得⊧φ↔φ′。以下假定ψ≠φ，施归纳于φ。

1）φ是原子公式。因为φ的子公式只有φ本身，所以ψ＝φ。此情形已被排除。

2）φ是[image: alt]
 φ1
 。由子公式的定义
⑤

 ，ψ的全部出现都在φ1
 中，因此替换只在φ1
 中进行，结果为[image: alt]
 所以，[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 因此，[image: alt]
 （为什么？），即⊧φ↔φ′。

3）φ是φ1
 ∧φ2
 。由子公式的定义，ψ的全部出现都在φ1
 或φ2
 中。同样有[image: alt]
 其中的[image: alt]
 和[image: alt]
 分别是原替换在φ1
 和φ2
 中得到的结果。根据归纳假设，[image: alt]
 并且[image: alt]
 因此，[image: alt]
 [image: alt]
 （请自行证明），即⊧φ↔φ′。

φ是ψ1
 ∨ψ2
 、ψ1
 →ψ2
 的情况，留作习题。

4）φ是∀xφ1
 。与2）类似，我们有[image: alt]
 且由归纳假设，[image: alt]
 [image: alt]
 因此，[image: alt]
 （请自行证明），即⊧φ↔φ′。

φ是∃xφ1
 的情况，留作习题。

等值替换定理的一个应用，是严格说明语言中联结词与量词数量可以减少的情形。我们曾经提到，虽然我们最初定义的一阶语言[image: alt]
 中有4个初始联结词，但我们可把它们减为两个，比如[image: alt]
 与∧。这是因为所有的析取式或蕴涵式都语义等值于一个只含[image: alt]
 与∧的公式（参见本章2.3节）。现在我们可以明确地解释这个说法。对任意的[image: alt]
 -公式φ，我们把其中所有的析取式和蕴涵式逐次替换为与其等值的只含[image: alt]
 与∧的公式，得到公式φ′，其中的联结词只有[image: alt]
 与∧。依次应用等值替换定理，由等值关系的传递性，我们有⊧φ↔φ′。进一步，我们可以重新定义语言[image: alt]
 ，其中的联结词只有[image: alt]
 与∧（其余初始符号与[image: alt]
 相同），而对每个[image: alt]
 公式φ，我们有与其语义等值的[image: alt]
 -公式φ′（当然，反之亦然）。在这个意义上，我们说[image: alt]
 与[image: alt]
 有相同的表达力。同样，我们既然有⊧∀xφ↔[image: alt]
 ∃x[image: alt]
 φ，也就可以消除[image: alt]
 -公式φ中的全称式，得到与[image: alt]
 表达力相同的一个语言，其中的量词只有∃。因此，我们在不减弱表达力的情况下，可以把一阶语言中的联结词与量词只限于[image: alt]
 、∧和∃，或者[image: alt]
 、→和∀，等等。当然，为了表达方便，我们可以按以前提到的方式，在新语言中把其他的那些联结词和量词用等值式定义出来，作为缩写使用。

5.19　习题

1）补全等值替换定理的证明。

2）设φ是由ψ′替换子公式ψ在φ中的一些出现而得到的公式，举例说明：

并非⊧（ψ↔ψ′）→（φ↔φ′）。

3）但是，如果增加这样的条件——ψ在φ中被替换的出现，凡在形如∀xφ1
 （或∃xφ1
 ）的子公式中的（ψ不是这个子公式），都有：x不在ψ与ψ′中自由——那么，

⊧（ψ↔ψ′）→（φ↔φ′）。

6　代入引理

在这一节里，我们讨论语形方面的代入对项和公式的语义解释的影响。为简便起见，我们只讨论一个项的代入情形。设s，t，为项，φ为公式，t在s中对变项x的代入记为s（t／x），t在φ中对自由变项x的代入记为φ（t／x）。
⑥

 假设我们已知s在解释σ之下的值σ（s），和公式φ在σ之下的真值σ（φ）。那么，项s（t／x）在σ之下的值σ（s（t／x））是什么呢？公式φ（t／x）在σ之下的真值σ（φ（t／x））又如何确定呢？

对于项中的代入，我们在直观上可以做如下的分析：首先，既然t是s（t／x）的子项，σ（s（t／x））就（部分地）被σ（t）所决定，令σ（t）＝a（a是论域中元素）；其次，t在s（t／x）中的位置恰是x在s中的位置，因此，如果σ（x）＝a，则σ（s（t／x））＝σ（s）；第三，这无非是说，σ（s（t／x））＝σ（a／x）（s），这里的解释σ（a／x）也就是σ（σ（t）／x）；所以，最后有：σ（s（t／x））＝σ（σ（t）／x）（s）。这个过程，把语形代入s（t／x）在σ之下的解释，归结为相应的语义“代入”σ（σ（t）／x）对s的解释。

在这个基础上，我们可对公式中的代入做直观分析：x在φ中的每处自由出现都作为某个项s的子项出现，因此t对x的代入，只是把φ中这样的s变为s（t／x）。σ作用在s（t／x）上，得到σ（σ（t）／x）（s）。对φ（t／x）中其他部分的解释，σ与σ（σ（t）／x）一样。因此，σ满足φ（t／x），当且仅当σ（σ（t）／x）满足φ——语形的代入又被归结为语义的“代入”。

下面我们严格证明这些结果。

6.1　代入引理　设[image: alt]
 为一阶语言，σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉是[image: alt]
 -解释，t是[image: alt]
 -项，x是个体变项。

1）对任意[image: alt]
 -项s，有

σ（s（t／x））＝σ（σ（t）／x）（s）；

2）对任意[image: alt]
 -公式φ，若t在φ中对x可代入，则

σ（φ（t／x））＝σ（σ（t）／x）（φ）。

证明：

1）施归纳于项。

　　i）s是变项。第一，若s＝x，则s（t／x）＝t。此时

　　σ（s（t／x））＝σ（t）＝σ（σ（t）／x）（x）＝σ（σ（t）／x）（s）。

　　第二，若s≠x，则s（t／x）＝s。且σ与σ（σ（t）／x）在s上合同，

因此，σ（s）＝σ（σ（t）／x）（s）。此时有

σ（s（t／x））＝σ（s）＝σ（σ（t）／x）（s）。

　　ii）s是常项。与上面第二种情形类似。

　　iii）s是fs1
 …sn
 ，其中f是[image: alt]
 的n元函数符号，s1
 ，…，sn
 是[image: alt]
 -项。根据归纳假设，已经有：

σ（si
 （t／x））＝σ（σ（t）／x）（si
 ），i＝1，…，n。

因此，

[image: alt]


综上所述，1）得证。

2）施归纳于公式。

　i）φ是原子公式Ps1
 …sn
 ，其中P是[image: alt]
 的n元谓词，s1
 ，…，sn
 是n个[image: alt]
 -项。由1）得：

σ（si
 （t／x））＝σ（σ（t）／x）（si
 ），i＝1，…，n。

因此，

σ（φ（t／x））＝T

　　当且仅当σ（Ps1
 （t／x），…，sn
 （t／x））＝T，

　　当且仅当[image: alt]
 （σ（s1
 （t／x）），…，σ（sn
 （t／x））），

　　当且仅当[image: alt]
 （σ（σ（t）／x）（s1
 ），…，σ（σ（t）／x）（sn
 ）），

　　当且仅当σ（σ（t）／x）（φ）＝T。

　　ii）φ是t≡s，其中t与s为[image: alt]
 -项。与i）类似。

　　iii）φ是[image: alt]
 ψ。由归纳假设，

σ（ψ（t／x））＝σ（σ（t）／x）（ψ）。

因此，

σ（φ（t／x））＝T

　　当且仅当σ（[image: alt]
 ψ（t／x））＝T，

　　当且仅当σ（ψ（t／x））＝F，

　　当且仅当σ（σ（t）／x）（ψ）＝F，

　　当且仅当σ（σ（t）／x）（φ）＝T。

　　φ是ψ1
 ∧ψ2
 ，ψ1
 ∨ψ2
 或ψ1
 →ψ2
 的情况，可类似证明。

　　iv）φ是∀yψ。第一，如果x不在φ中自由，则根据代入定义，

φ（t／x）＝φ，且σ与σ（σ（t）／x）在φ上合同。因此，

σ（φ（t／x））＝σ（φ）＝σ（σ（t）／x）（φ）。

第二，设x为φ中自由变项。那么，x≠y。又因为t在φ中对x可代入，所以y不在t中出现。因此，

σ（φ（t／x））＝T，

当且仅当，σ（∀yψ（t／x））＝T（代入定义），

当且仅当，对论域中任意的a，σ（a／y）（ψ（t／x））＝T，

当且仅当，对论域中任意的a，σ（a／y）（σ（a／y）（t）／x）（ψ）＝T（归纳假设），

当且仅当，对论域中任意的a，σ（a／y）（σ（t）／x）（ψ）＝T（y不在t中出现，所以σ（a／y）（t）＝σ（t）），

当且仅当，对论域中任意的a，σ（σ（t）／x）（a／y）（ψ）＝T（x≠y，所以σ（a／y）（σ（t）／x）＝σ（σ（t）／x）（a／y）），

当且仅当，σ（σ（t）／x）（∀yψ）＝T，

当且仅当，σ（σ（t）／x）（φ）＝T。

φ是∃xψ的情况，也可类似证明。

综上，2）得证。

6.2　习题　陈述并证明代入引理的一般形式（即代入为s（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）和φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）的形式）。





下面应用代入引理证明几个系理。

在第三章末尾，我们曾经提到可以对公式φ的约束变项易字，得到φ′
⑦

 ，使得给定的项对φ′中的自由变项可代入。因为φ与φ′没有实质性的差别，所以φ′中的代入，可视为φ中的代入。现在我们可以解释，φ与其易字后的变式φ′在什么意义上“没有实质性的差别”。

6.3　系理　如果φ是一个量化式，φ′是由φ经易字而得到的变式，那么，

⊧φ↔φ′。

证明：设φ为∀xψ（φ为存在式的情况可同理证明），则其变式φ′为∀yψ（y／x），其中的y不在φ中自由。于是我们要证明：⊧∀xψ↔∀yψ（y／x）。

任给解释σ，

　　σ（∀yψ（y／x））＝T，

当且仅当，对论域中任意的a，σ（a／y）（ψ（y／x））＝T，

当且仅当，对论域中任意的a，σ（a／y）（σ（a／y）（y）／x）（ψ）＝T（代入引理），

当且仅当，对论域中任意的a，σ（a／y）（a／x）（ψ）＝T（因为σ（a／y）（y）＝a），

当且仅当，对论域中任意的a，σ（a／x）（ψ）＝T（y不在ψ中自由，因此，σ（a／y）（a／x）与σ（a／x）在ψ上合同），

当且仅当，σ（∀xψ）＝T。

因此，⊧∀xψ↔∀yψ（y／x）。





我们可以推广易字的概念：对任意公式φ，把其中的一个量化式ψ替换为其变式ψ′，称结果φ′为由φ经一次易字得到的公式。由系理6.3和等值替换定理知，⊧φ↔φ′。显然，由φ经连续多次易字得到的公式，仍与φ等值。对于任意公式φ（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）和项t1
 ，t2
 ，…，tn
 ，我们总可以使得t1
 ，t2
 ，…，tn
 对φ的一个多次易字式中的x1
 ，x2
 ，…，xn
 可代入。因为易字保持等值关系，这可以视为对φ的代入，仍记为φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）。

在前面的例子中（例4.6，5.7），我们已知：

⊧∀xφ→φ，和

⊧φ→∃xφ。　

前一个说的是：如果论域的全部元素都有φ表达的性质，那么x代表的元素亦有此性质；后一个说：如果论域中x代表的元素有φ表达的性质，则论域中至少有一个元素具有此性质。这些是所谓“一般推出个别”和“个别推出存在”原则的特例。这两个原则的一般形式是：

如果论域的全部元素都有φ表达的性质，那么项t代表的元素亦具有此性质；

如果项t代表的元素具有φ表达的性质，那么论域中至少有一个元素具有此性质。

下面证明这两点。

6.4　系理　如果φ是公式，t是项，那么，

1）⊧∀xφ→φ（t／x）；

2）⊧φ（t／x）→∃xφ。

证明：1）设解释σ使得σ（∀xφ）＝T。于是，对论域中任意的a，σ（a／x）（φ）＝T。特别地，对论域中的σ（t），σ（σ（t）／x）（φ）＝T。根据代入引理，σ（φ（t／x））＝T。

2）的证明，留作习题。





注意：这里的φ是给定公式，而φ（t／x）是φ的代入结果。一般而言，仅从φ的一个代入结果，不能恢复原公式φ。比如，一个代入结果Px0
 x0
 可能是Px0
 x1
 （x0
 ／x1
 ），也可能是Px1
 x1
 （x0
 ／x1
 ）。因此，根据上面系理的2），我们从Px0
 x0
 既可推得∃x1
 Px0
 x1
 ，也可得到∃x1
 Px1
 x1
 。到底得到哪个，要看这个给定的φ是Px0
 x1
 ，还是Px1
 x1
 。

这个系理为下一章语形推演中的全称消去规则和存在添加规则提供了语义支持。

前面的引理4.10印证了我们这样的推理原则：如果x是“任意的”（x不在任何一个前提中自由出现），那么我们从φ（x）可以得到它的全称概括∀xφ。现在我们陈述并证明这个原则的一般形式：

6.5　系理　设Φ是[image: alt]
 的公式集，φ是[image: alt]
 -公式。如果Φ⊧φ（y／x），则Φ⊧∀xφ，其中y不在Φ的任何公式及∀xφ中自由。

证明：若x＝y，则回到引理4.10的情形。现设x≠y且Φ⊧φ（y／x）。既然y不在Φ的任何公式中自由，根据引理4.10，有Φ⊧∀yφ（y／x）。又因y不在∀xφ中自由，所以y不在φ中自由。由系理6.3，⊧∀xφ↔∀yφ（y／x）。因此，Φ⊧∀xφ。





这个系理为下一章语形推演中的全称添加规则和存在消去规则（关于存在的情形，见下面习题6.7-2）提供了语义支持。

本章第2.1节曾使用t≡t和“同一者不可分辨”原则的有效性来刻画等同关系。现在可以证明，两者的确是有效的。首先，我们已知⊧∀xx≡x（例5.6），再由系理6.4立即得：

⊧t≡t。

其次，“同一者不可分辨”原则说的是：代表同一个个体的项在一个公式里可以彼此替换而不影响公式的真值。这由下面的系理保证。

6.6　系理　如果s、t是项，φ是公式，那么，

⊧t≡s→（φ（t／x）↔φ（s／x））。

证明：设解释σ使得σ（t≡s）＝T。于是，σ（t）＝σ（s）。现在要证明：

σ（φ（t／x）↔φ（s／x））＝T，　即σ（φ（t／x））＝σ（φ（s／x））。

根据代入引理，

[image: alt]


因此，⊧t≡s→（φ（t／x）↔φ（s／x））。





这些有关等词的有效式，也为推演一章将介绍的等词规则提供了语义保证。

6.7　习题

1）设φ是公式，r、s、t是项。证明：

i）⊧φ（t／x）→∃xφ；

ii）⊧t≡s→r（t／x）≡r（s／x）；

iii）⊧∃x（x≡t）（x不出现在t中）；

iv）⊧φ（t／x）↔∀x（x≡t→φ）（x不出现在t中）；

v）⊧cφ（t／x）↔∃x（x≡t∧φ）（x不出现在t中）。

2）证明：如果Φ，φ（y／x）⊧ψ，且y不在Φ的任何公式、∃xφ及ψ中自由，则Φ，∃xφ⊧ψ。

3）设Φ⊧φ（c／x），其中c是不出现于Φ的任何公式及φ中的个体常项。证明：Φ⊧∀xφ。

4）Φ是可满足的公式集，∃xφ∈Φ，c是不出现于Φ的任何公式中的个体常项。证明：

Φ∪｛φ（c／x）｝

也是可满足的。

5）Φ可满足，φ是任意公式，c是不出现于Φ的任何公式及φ中的个体常项。证明：

Φ∪｛∃xφ→φ（c／x）｝

也是可满足的。

7　模型举例

前面讨论的，主要是语形对象的语义解释问题；本节的问题，则是语义对象如何被语形对象所描述。我们通过几个例子，简单说明如何用语句或语句集（理论）述说或刻画我们熟悉的一些结构。

我们知道，结构需要用语句（闭公式）来述说或描述。在某结构中为真的每个语句，都述说了关于这个结构的某个事实。一个语句或语句集的“意义”，可以看成它在其中为真的所有结构的类。如果语句φ在结构[image: alt]
 中为真（即[image: alt]
 （φ）＝T），则称[image: alt]
 是φ的模型；语句集Φ的模型是Φ的所有语句都在其中为真的结构（定义3.10）。所以，本节要讨论的就是，给定某类结构，什么样的语句或语句集“意味”着或恰好“意味”着它，换言之，什么样的语句或语句集是以或只以这类结构为模型的。

7.1　等价关系结构

考虑语言[image: alt]
 ＝｛～｝，其中～是二元谓词。于是，所有的[image: alt]
 -结构[image: alt]
 中都有一个非空论域和论域上的二元关系[image: alt]
 ，但其中有些结构中的这个二元关系是论域上的等价关系。我们把这些等价关系结构组成的类记为E。哪些语句以E中的结构为模型呢？我们知道，下面3个语句

[image: alt]


分别表达了自反、对称和传递性，它们在所有等价关系结构中为真。记它们组成的语句集为Φ，那么，我们有：任给[image: alt]
 ∈E，[image: alt]
 （Φ）＝T。

那么，Φ还有其他的模型吗？实际上，根据等价关系的定义，任意满足Φ的结构都是等价关系结构。因此，对任意[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，

[image: alt]
 ∈E⇔[image: alt]
 （Φ）＝T。

就是说，Φ恰好以E中的结构为模型。在这个意义上，我们说语句集Φ刻画了结构类E，或者说，Φ是E的公理集，Φ中的语句，称为E的公理。

对于任何包含[image: alt]
 的语言[image: alt]
 ，考虑其等价关系结构类E′。我们可以通过把[image: alt]
 -结构限制到[image: alt]
 -结构，而把E′限制到E。根据系理3.8，E′和E两个结构类满足同样的[image: alt]
 -公式。因此，Φ可以看作独立于语言的大小而刻画了等价关系结构类。

7.2　序结构

考虑语言[image: alt]
 ＝｛≤｝，其中≤是二元谓词。由例3.3知道，下面3个[image: alt]
 -语句

1）∀x0
 x0
 ≤x0


2）∀x0
 ∀x1
 （x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x0
 →x0
 ≡x1
 ）

3）∀x0
 ∀x1
 ∀x2
 （x0
 ≤x1
 ∧x1
 ≤x2
 →x0
 ≤x2
 ）

分别表达自反性、反对称性和传递性，因此它们恰好以所有的偏序关系结构为模型，或者说，它们是刻画偏序结构的公理。

我们增加一个语句：

4）∀x0
 ∀x1
 （x0
 ≤x1
 ∨x1
 ≤x0
 ）。

任给结构[image: alt]
 ，[image: alt]
 是4）的模型，当且仅当[image: alt]
 的论域中的任意两个元素“可比较”，就是说，对论域中任意a、b，或者a[image: alt]
 b，或者b[image: alt]
 a。自反性、反对称性和传递性加上可比较性定义了全序。因此，语句1）—4）组成一个公理集，刻画全序结构。

令x＜y为x≤y∧[image: alt]
 x≡y的缩写。再考虑下面的语句：

5）∀x0
 ∀x1
 （x0
 ＜x1
 →∃x2
 （x0
 ＜x2
 ∧x2
 ＜x1
 ））

6）∀x0
 ∃x1
 ∃x2
 （x1
 ＜x0
 ∧x0
 ＜x2
 ）

任给结构[image: alt]
 ，[image: alt]
 是5）的模型，当且仅当[image: alt]
 的序关系里任意两个不同的元素之间有第三者（它不同于前两者）。这个性质称为序关系的稠密性。[image: alt]
 是6）的模型，当且仅当[image: alt]
 的序关系上没有极小元，也没有极大元。

因此，[image: alt]
 是1）—6）的模型，当且仅当[image: alt]
 的序关系是无端点的、稠密的全序。这样的[image: alt]
 的一个例子是有理数结构[image: alt]
 ＝〈Q，[image: alt]
 〉，其中Q是有理数集合，[image: alt]
 是有理数上的“小于或等于”关系。

7.3　刻画大小

我们可以设计简单的语句，来表达有穷结构的大小。这只要使用最小的一阶语言[image: alt]
 ＝∅就够了。

考虑[image: alt]
 -语句：

φ≥2
 ＝∃x0
 ∃x1
 [image: alt]
 x0
 ≡x1
 。

任给结构[image: alt]
 ，[image: alt]
 （φ≥2
 ）＝T，当且仅当，[image: alt]
 的论域里至少存在元素a和b，使得a≠b。这意味着，[image: alt]
 的论域中至少有2个元素。因此，φ≥2
 刻画了论域中至少有2个元素的结构组成的类。

同样，对于n≥3，构造[image: alt]
 -语句

φ≥n
 ＝

∃x0
 …∃xn－1
 （[image: alt]
 x0
 ≡x1
 ∧…∧[image: alt]
 x0
 ≡xn－1
 ∧…∧[image: alt]
 xn－2
 ≡xn－1
 ）。

容易验证，[image: alt]
 （φ≥n
 ）＝T，当且仅当，[image: alt]
 的论域中至少有n个元素。因此，φ≥n
 是刻画这样的结构组成的类的公理。

显然，[image: alt]
 φ≥n
 表达：论域中的元素少于n个。

而φ≥n
 ∧[image: alt]
 φ≥n＋1
 表达：论域中恰好有n个元素。

因此，论域中恰好有n个元素的结构组成的类，也有一个公理来刻画。

现在考虑无穷大的[image: alt]
 -语句集：

Φ＝｛φ≥n
 ｜n≥2｝。

任意一个论域中有n个元素的结构，都不满足φ≥n＋1
 。所以，任意有穷结构都不是Φ的模型。反之，任意一个无穷结构，都满足Φ的所有元素。因此，Φ是所有无穷结构组成的类的公理集。

一个自然的问题是：我们能不能找到一个一阶公理集，刻画所有有穷结构组成的类？答案是否定的，我们将在后面第六章（定理7.7）证明，任何一阶语句集都不会只以全部有穷结构为模型。这表明，一阶语言在表达力方面有其局限性：它不能刻画“有穷”这个普通的数学概念。

7.4　算术结构

在历史上，公理或公理集多被用来刻画一个特定的数学结构，而不是一类结构。这相当于对于一个单元类，我们来寻找刻画这个类的公理集的情形。当一个语句集或理论的目的是刻画某个特定的结构时，就称这个结构为这个理论的目标结构或标准结构。

算术结构是数学中最重要的结构之一。从直观上看，它的论域是自然数集，其上有加法和乘法两种函数运算。0是第一个元素，1是0加1，2是1加1，3是2加1，……，如此不断生成元素。所以，只要有了0和1，其他的数都能从0出发由“加1”运算产生出来。我们因此可以把0和1作为基本元素，而把其他的看作生成元。
⑧

 为了保证每步“加1”都得到不同以往的新元素，就要规定“加1”这个函数是单射（或一一映射）。另外，为了保证论域里只有0和从0出发用“加1”产生的数（自然数），我们需要一个归纳原则：论域的任何子集X，如果0在X中且X中任何元素加1以后也在X中，那么，X就是整个论域。

因此，要在某个语言中唯一地刻画这个结构，这个语言就应该能够表达以下命题：

（P1）0是第一个元素（任给x，0≠x＋1）。

（P2）函数S（x）＝x＋1是单射（任给x、y，如果x＋1＝y＋1，则x＝y）。

（P3）归纳原则（对论域的任意子集X，如果0∈X，且x∈X⇒x＋1∈X，则对所有x，x∈X）。

（P1）—（P3）称为Peano公理，它们的目标结构就是上面描述的算术结构。

Dedekind证明，Peano公理的确达到了它们的目的，就是说，这个公理集“实质上”只有一个模型，即它的目标结构。假设Peano公理集还有另一个模型M，那么，因为M满足（P1），M就有一个“首元”a。把目标结构的0与a对应起来，继续定义如下对应：

[image: alt]


上一序列的元素各不相同；但M既然满足（P2），下一序列的元素也是各不相同的，就是说，后面的后继元不会等同于前面的某个。否则由（P2），x的后继与y的后继若相同，则x与y相同，这样退回去，就会得到a等同于某后继，违反（P1）。这表明，我们的对应是N到M中的单射。

但这个对应也是N到M上的满射。（P3）表明，M中只有N中元素的像：

a，SM
 （a），SM
 （SM
 （a）），…。

因为这个序列包含了首元，也包含了其中每个元的后继，按照（P3），它穷尽了M的论域。

所以，我们建立了N与M之间的双射（或一一对应）。由此可以推论：第一，N与M一样大（二者基数相同，见第二章第4节）。第二，要完全刻画自然数结构，还要往Peano公理集中加入定义加法和乘法的公理。但上面的这个一一对应，把这些公理在N中定义出的函数关系“原封不动”地搬到M里去，即M中的元素有某函数关系，当且仅当它们在N中的“原像”有这个函数关系。

如果两个结构之间有一一对应，而且这个对应保持结构中的函数关系（也保持相关语言能够表述的任何其他关系），那么我们就称这两个结构是同构的。上面说明了，N与M是同构的。同构的结构“实质上”是同一的结构（因为它们的语言无法分辨它们）。在这个意义上，我们说Peano公理集刻画了唯一的结构，即它的标准模型。
⑨



所以，我们有一个语句集或理论，它（在同构的意义上）只有一个模型，即算术标准模型。在同构的意义上只有一个模型的理论，称为范畴的。

但是，这个结论依赖于这样一个假设，即我们的理论的语言能够表达上面的Peano公理。（P1）与（P2）显然容易在一阶语言里表达，问题出在归纳原则（P3），它涉及到论域的任意子集，所以，要完整地表述（P3），就需要一个二阶语言，它不但包含个体变项，还包含集合变项X、Y等（它们解释为论域的子集），而且允许将量词用于集合变项。在一个二阶语言里，（P3）表达为如下的二阶归纳公理：

∀X（X0∧∀x0
 （Xx0
 →Xx0
 ＋1）→∀x1
 Xx1
 ）。

Dedekind证明的，是这样的二阶Peano理论的范畴性。

那么，我们能不能把Peano公理表达在一阶语言里，从而得到一个一阶算术理论？尝试如下做法。

选择一阶算术语言[image: alt]
 ＝｛0，1，＋，·｝，其中的常项0和1分别是算术结构的特指元0和1的名字，函数符号＋和·分别解释为结构中的加法和乘法。上面所说的算术结构中没有特别的关系（除了＝），所以语言中不需要作为非逻辑符号的谓词（如果结构中有“小于或等于”关系，则我们的语言就要添加二元谓词≤）。

直观上的算术结构于是就表达为[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ＝〈N，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ），其中N是自然数集，[image: alt]
 、[image: alt]
 是数0和1，[image: alt]
 和[image: alt]
 是自然数的加法和乘法。[image: alt]
 是我们要建立的一阶算术理论的目标结构。

考虑下面的[image: alt]
 -语句（我们把函数符号写在中间，便于阅读）：

1）∀x0
 [image: alt]
 x0
 ＋1≡0

2）∀x0
 ∀x1
 （x0
 ＋1≡x1
 ＋1→x0
 ≡x1
 ）

3）∀x0
 x0
 ＋0≡x0


4）∀x0
 ∀x1
 x0
 ＋（x1
 ＋1）≡（x0
 ＋x1
 ）＋1

5）∀x0
 x0
 ·0≡0

6）∀x0
 ∀x1
 x0
 ·（x1
 ＋1）≡（x0
 ·x1
 ）＋x0


其中1）表达了（P1），2）表达了（P2）；3）和4）是加法的递归定义；5）和6）是乘法的递归定义。但是，我们如何表达（P3）呢？一阶语言没有集合变项，不能用一个句子说所有的子集如何如何。前面我们解释过，只含一个自由变项的一阶开公式φ表达一个性质，也就是论域的一个子集。因此，（P3）在[image: alt]
 里就表达为：

7）φ（0／x）∧∀x（φ→φ（x＋1／x））→∀xφ。

这是一个语句模式，代表所有（无穷多）形如它的语句。其中的φ是只含一个自由变项x的[image: alt]
 -公式。7）叫作一阶归纳模式。1）—7）称为一阶Peano公理。一阶Peano公理集记为P。

公理1）—6）所对应的意义，在二阶语言里，也是用同样的一阶语句表达。而一阶归纳模式7），显然被二阶归纳公理所蕴涵。所以，如果7）完全表达了二阶归纳公理的意义，那么，P就跟二阶Peano公理集一样，刻画了唯一的目标结构[image: alt]
 。

但是，我们将在后面（第六章第7节）证明，P有与[image: alt]
 不同构的模型，它们称为P的非标准模型。因此P不是范畴的。P有非标准模型这个事实，表明一阶归纳模式7）实际上不能完全表达归纳原则（P3），后者本质上是二阶的。
⑩

 直观上说，二阶归纳公理具有唯一的意义，而一阶归纳模式则允许不同的解释。这显示了一阶语言的表达力弱于二阶语言。

Skolem首先发现P的非标准模型。可这里涉及的非标准模型，虽然不与[image: alt]
 同构，却与[image: alt]
 一阶等价，就是说，它们与[image: alt]
 满足同样的一些一阶语句。如果P只有这样的模型，那么任何在[image: alt]
 中为真的一阶语句φ，都在P的所有模型中为真，因此，P⊧φ。根据后面的（逻辑）完全性定理，这也意味着P在经典逻辑中能够推出φ。所以，如果P只有一阶等价的模型，那么P仍然能够推出所有在[image: alt]
 中为真的一阶语句，在这个稍弱的意义上，我们仍然能够说P刻画了[image: alt]
 ，或者说，P将[image: alt]
 一阶公理化了。果然如此，我们就称P是完全的。
⑪



但是，哥德尔著名的不完全性定理表明，P不能推出所有在[image: alt]
 中为真的一阶语句。所以，P的模型，不都是与[image: alt]
 一阶等价的。这意味着，P还有另一类模型，它们与[image: alt]
 相冲突——有些一阶语句，在[image: alt]
 中为真，在它们那里却为假。因此，P的模型类是复杂的。

那么，我们何必拘泥于P，难道不能另找一个完全的公理集来刻画[image: alt]
 ？当然，[image: alt]
 中所有为真的一阶语句，自动组成这样一个完全的“公理集”。可是，这个集合不是一个形式理论，也就是说，我们没有能行的方法，判定任一个公式是不是这个集合的元素。而一个数学上合理的公理集，却应该是可判定的，否则我们就无法全面地知道哪个语句是公理，因而也就无法断定一组语句是否组成一个证明（注意，前面提到的等价关系公理，序关系公理，刻画大小的公理，以及P等，都是可判定的）。哥德尔定理实际上表明，我们不能找到一个可判定的一阶语句集，来推出所有在[image: alt]
 中为真的一阶语句。因此，[image: alt]
 没有形式的一阶公理化。在这个意义上，我们说哥德尔定理显明了形式化的局限。
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7.5　习题

1）寻找合适语言的语句集Φ1
 、Φ2
 ，使得

　　[image: alt]
 （Φ1
 ）＝T，当且仅当[image: alt]
 是等价关系结构，且其中至少有两个等价类；

　　[image: alt]
 （Φ2
 ）＝T，当且仅当[image: alt]
 是非稠密的、有极小元而没有极大元的全序结构。

2）设计一阶语句，表达：

　　i）论域中只有1个元素。

　　ii）论域中恰好有1个元素具有性质P。

　　iii）论域中恰好有n个元素具有性质P。

　　iv）论域上的一元函数f是单射而不是满射。

　　v）如果论域中的二元关系R是自反的、传递的且论域的元素都是R-可比较的，那么，存在一个元素，它与所有元素有R关系。

　　vi）（在算术结构中）对任意x，如果x＞2并且x是偶数，那么存在素数y，z，使得x＝y＋z。

3）证明：上面语句iv）只有无穷模型；语句v）在所有有穷结构中为真，但在某些无穷结构中为假。

4）设I为正整数集的一个有穷子集。构造一阶语句φ，使得

　　I＝｛n｜存在φ的模型，其论域中恰好有n个元素｝。

5）令φ为公式，x是变项，y是不同于x的变项且不在φ中自由。定义：

[image: alt]


证明：对任何解释σ，σ（∃＝1
 xφ）＝T，当且仅当，σ的论域里恰好有一个元素a，使得

[image: alt]


因此，∃＝1
 xφ表达：论域里恰好有一个元素满足φ。

仿照这个例子，定义一阶公式表达“论域里恰好有n个元素满足φ”与“论域里至多有n个元素满足φ”。

6）讨论（摹状词）：在日常语言里，我们有一些短语，表达“那个唯一的具有某性质的个体”，如“教室里个子最高的那个同学”，“3和7之间的那个素数”，等等。这种表达式，似乎指称一个确定的个体，西文里用定冠词标示，称为（确定的）摹状词。

在一阶语言里，一般没有合适的项直接表达摹状词。那么我们如何分析带有摹状词的句子呢？设φ为一个语言的一个只含有一个自由变项的公式（它表达一个性质），如果我们约定用ιxφ（x）指示“论域中那个唯一的具有φ所表达的性质的个体”，那么，我们应如何表达下面的命题：

i）“ιxφ（x）存在”；ii）“ιxφ（x）具有某性质”

这两种命题何时为真？如果φ对应一个空集或非单元集，那么ιxφ（x）就没有“指称”或“指称”不唯一。这种情况下，如何确定“ιxφ（x）具有某性质”的真假呢？

罗素的例子是“当今的法国国王是秃子”。情况似乎是，根据排中律，“当今的法国国王是秃子”与“当今的法国国王不是秃子”必有一真。可哪个为真呢？这提示出，摹状词ιxφ（x）恐怕不能像一般的项那样来处理（一阶语言的项起码都不是“空指”的）。罗素认为，这样的摹状词是“不完全的符号”，比如，在句子“当今的法国国王是秃子”里，摹状词“当今的法国国王”虽然在语法上似乎用如项，但在逻辑上不是项那样的语言单位。根据罗素的分析，这个句子在逻辑上说的是：“存在唯一一个人，他是当今的法国国王，并且他是秃子”。同样，“当今的法国国王不是秃子”应分析为：“存在唯一一个人，他是当今的法国国王，并且他不是秃子”。这样分析之后，后一个句子不再是前一个的否定。既然没有人满足“……是当今的法国国王”这个性质，那么两个句子都是假的，上面提到的排中律应用的问题，也因此得到解决。

关于这种和其他几种摹状词理论的讨论，牵涉到一系列语言哲学问题，有兴趣的读者可参考有关文献。
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注释


①
 　在不致引起混淆的时候，我们简单地用“命题”代表“命题的真值”，因此以下经常有某公式表达某个命题的说法。但在必要的时候，我们会强调二者的区别。


②
 　假如[image: alt]
 就是前面提到的结构[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ＝孟子，[image: alt]
 ＝性质“……贪玩”，它是Am
 的子集｛孟子｝。于是[image: alt]
 （[image: alt]
 ）说的就是[image: alt]
 中成立的事实：孟子贪玩。而如果[image: alt]
 中的函数[image: alt]
 （x）＝x的母亲，则[image: alt]
 （[image: alt]
 （[image: alt]
 ），[image: alt]
 ）说的就是孟母和孟子有关系。[image: alt]
 ，或孟母教导孟子，这也是[image: alt]
 中成立的事实。


③
 　注意这个例子里的“如果……则……”与实质蕴涵的联系与区别。这里的“如果……则……”表达的是推理的有效性，即：在一切情形（解释）中，“健康的人都不抽烟”和“你抽烟”都实质蕴涵“你不是健康的人”。这个意义上的“如果……则……”，我们下面会用语义后承关系⊧来表达。


④
 　请回忆第一章中关于性质和关系的介绍。个体的性质或关系的表达式中有空位，当空位被个体的名字填充后，这个表达式就表达命题。开公式中的自由变项相当于这样的空位。但开公式表达的性质或关系的范围，比语言中作为初始符号的谓词表达的要广。一个n元谓词只表达一个初始的n元关系，而一个含有n个自由变项的开公式，则表达语言中可定义的一个n元关系。比如，设想某个关于自然数的语言，其中一元谓词P表达性质“……是偶数”，这是个初始性质。而开公式Px0
 ∧[image: alt]
 x0
 ≤1则表示性质“……是大于1的偶数”，这是借助于这个公式定义出来的一个（复杂）性质，是这个语言在初始谓词之外可以进一步表达的性质。在我们讨论过的算术语言[image: alt]
 ＝｛0，1，＋，·｝中，甚至“……是偶数”都不能表达为初始性质（除了等词，[image: alt]
 中根本没有其他谓词），但它可以用开公式∃x0
 x0
 ＋x0
 ≡x1
 定义出来。


⑤
 　第三章定义5.2。


⑥
 　参见第三章第6节相关定义。


⑦
 　见第三章定义6.10。


⑧
 　我们也可以把“x加1”表达为S（x）。一元函数S称为后继函数，S（x）称为x的后继。这时，基本元素只保留0就可以了。


⑨
 　这里叙述的Dedekind定理的证明，以及同构概念，只是大意。细节请参看相关文献，如Ebbinghaus, Flum and Thomas（1984），第Ⅲ章。


⑩
 　直观上即可想象，（P3）谈论了自然数集N的所有子集，它们是不可数多的（第二章定理4.7）。一阶归纳模式用φ（x）来“模拟”这些子集，但这个语言的公式却是可数多的。因此这种“模拟”不完全。


⑪
 　一个理论是完全的，如果它能够推出它的标准模型的全部真语句。注意区分这个“完全性”与逻辑的完全性：一种逻辑是完全的，如果它的规则能够实现它的所有“目标推理”。对经典逻辑来说，它的目标推理就是有效推理。


⑫
 　哥德尔定理的原始证明见Gödel（1931）。对于哥德尔定理的数学及哲学意义，有不少专业的及通俗的介绍和讨论，一个相对通俗而又不失精确性的介绍是Smith（2007）。


⑬
 　王宪钧（1982）第二篇第6.2—6.4节介绍了对摹状词的三种处理方法，并列出了相关历史文献。


第五章

自然推演系统

逻辑推演的形式化，尤其是弗雷格、罗素和希尔伯特等人发展的形式化，虽然有诸多优点，但与数学证明中实际使用的推演却相去甚远。我希望构造一个形式系统，使它尽量接近实际的推理过程。所以我称它为“自然推演”。

甘岑





上一章里，我们利用结构、解释、满足、真等语义概念，把经典逻辑的有效推理严格表述为语义后承概念。在这个意义上，一个给定的推理是否正确，取决于它的前提和结论在相关解释中的真假关系，而不取决于我们是否真的能够从前提一步步推出结论来，甚至不取决于是否存在这么一个推理过程。比如，在一个合适的算术语言中，如果语句φ表达哥德巴赫猜想，而Φ是Peano公理集，那么，Φ⊧φ，当且仅当φ在Φ的所有模型中为真，不管数学家能不能以Φ为前提实际证明或否证φ，也不管到底有没有这样的证明。但是，我们要判断φ是否成立，数学上合适的办法是提供实际的证明，而不是诉诸语义模型。实际上，（经典）数学家正是通过证明，来确定一个定理在相关的所有结构中为真。

现在，我们就换到语形的角度来讨论具体的推理或证明的问题。就是说，我们要独立于语义概念，仅从公式的组合性质出发来确定一些推理规则，描述如何从前提一步步利用这些规则得到一个正确的推理。这些规则实际上规定了一套公式变形的过程，从而在语形的角度，也就是在实际推理的角度，定义了联结词、量词和等词在推理中的意义。这种意义，可以叫做这些逻辑常项的“证明论意义”，它在原则上不依赖于前一章中讨论的这些逻辑常项的“模型论意义”。然后，由这些推理规则可以归纳定义语形后承的概念，得到对于推理正确性的另一种刻画。用第一章里的话来说，我们现在不是考虑推理的有效性，而是要建立推演系统，严格刻画推理的合规则性。

哲学家关于什么是合规则的推理，有不同的看法。比较广泛为人接受的，是经典逻辑的框架，它接受经典数学中使用的推理的正确性，特别承认排中律等规律的合规则性。这种语形上的合规则性，恰好对应于经典语义上的有效性。直觉主义者则不承认排中律以及与其等价的“规则”的普遍性，这使得直觉主义推演概念弱于经典推演概念，也使得直觉主义数学（或更一般的构造主义数学）弱于经典数学。直觉主义虽然是少数派的看法，但仍然在哲学上以及在许多应用领域里有显著的地位。因此我们下面关于推理的讨论，也包括直觉主义等较弱的观点。

逻辑学家使用的推演系统有许多，比较常见的，从风格上大体可分为希尔伯特式的公理系统、甘岑式的自然推演以及矢列演算三类（上面所描述的推理步骤，是自然推演或自然演绎的过程）。一般而言，给定一个推理概念，如经典的、直觉主义的等，这三类系统都可以等价地刻画它。可是，就处理方法而言，公理系统首先把一些公式确定为逻辑公理，然后从这些公理推导所需要的公式（定理）；矢列演算则从给定的正确推理过渡到其他正确的推理。这两种过程虽然各有其特别的优点，但距离我们熟悉的非形式推理步骤，都有一定的距离，因为我们日常做推理时，不管在数学里还是在其他领域里，既不使用逻辑公理，也不将推理本身看作“前提”或“结论”。而自然推演既是从公式过渡到公式，又不需要逻辑公理，仅依据给定的逻辑规则，从前提推导结论，因此在步骤上最贴近日常的推理过程，比较容易从直观上理解和把握。我们在这一章就介绍一种自然推演系统。

1　推理规则概说

让我们回忆一下。一个推理是由前提过渡到结论的有穷长的一系列步骤，每一步都由一个推理规则约束，全部这些步骤的前后依赖关系可以用树形图来表示，这种树有有穷多叶（前提），只有一个根（结论）。由上面一层到下面一层的过渡，是通过我们事先接受的推理规则来进行的。一个推理规则肯定了一个最简单的（只有一步的）推理形式。所谓推理的某一步符合某个规则，说的是这一步是这个规则所肯定的推理形式的一个实例。给定一组推理规则R，我们说一个推理（相对于R）是合规则的，即是说这个推理的每一步都符合R中的某一个。

现在我们用一阶语言[image: alt]
 来表达这样的自然推理或推演。[image: alt]
 中的一个推理，于是就表达为由[image: alt]
 -公式组成的一棵树，它有有穷多叶（前提），只有一个根（结论）。由于公式模式表达公式的“形式”，所以，把树上的公式都用合适的公式模式代换，就得到了这个推理的形式。我们把一个规则表达为它所肯定的那个简单推理形式，所以我们的规则也就用[image: alt]
 的元语言中的公式模式形成的树来表达。例如，

[image: alt]


表达这样一个规则，它说：在一个推理中，如果你在某一步得到了公式φ∧ψ，那么你在下一步就可以得到公式φ。换言之，这个规则规定，在推理中从φ∧ψ直接得到φ是“合法的”。[image: alt]
 中的推理

[image: alt]


是这个推理形式的一个实例，因此合乎这个规则。不管哪个一阶语言中的推理，只要是这个推理形式的一个实例，就合乎这个规则。

从语形方面看，这个规则是通过消去前提φ∧ψ中的主联结词（φ与ψ中间的那个∧）而得到φ的一步变形，可以叫做∧-消去规则。如此的变形规定了合取号在推理中的部分意义，这正是“并且”这个联结词在日常推理中的部分涵义。在日常推理中，如果p和q是句子，那么我们从（p并且q）自然可以得到p。这样的“得出”依赖于“并且”一词的日常涵义或用法，而∧-消去规则“模拟”了这个用法，因此在这一点上规定了一阶语言中的“∧”的部分意义，就是说，“∧”在这里用如日常语言中推理意义上的“并且”。
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关于∧，我们还有另一个规则：

[image: alt]


它说的是：在一个推理中，如果你在某一步得到了φ和ψ这两个公式，那么在下一步可以直接得到φ∧ψ。这个步骤是对结论的主联结词∧的某种引入过程，因此这个规则可以叫做∧-引入规则。它也规定了∧在推理中的部分意义。显然，这个意义正是“并且”一词在日常语言中的部分涵义：在日常推理中，我们可以从已经得到的句子p和q直接得到下一步结论（p并且q）。因此，∧-引入规则，进一步规定了∧的另一部分意义，这部分意义也符合于“并且”的推理意义。关于∧的引入和消去规则，共同规定了∧在一阶语言的推理中的基本用法。（但我们可以想象，∧-引入规则在某种意义上是更“基本”的：正因为有如此的引入，我们才可以像那样消去。）

作为以上两个规则的应用实例，我们考虑[image: alt]
 中的推理

[image: alt]


它的第一步（由第一条横线标示）符合上述∧的消去规则，而第二步（由第二条横线标示）符合上面的∧引入规则。从直观上看，这个推理的前提是上面没有横线的公式（∃x0
 Px0
 ∧Qfaa和Pa），即这个树的叶；结论是下面没有横线的公式（∃x0
 Px0
 ∧Pa），即这个树的根；上下都有横线的∃x0
 Px0
 是中间步骤，既是上面的结论，又是下面的前提（之一）。这个推理的形式是

[image: alt]


它是由上述两个规则（两个树）的接续使用形成的新树。每个推理形式都是这样由规则的接续使用而从已有的树扩张成的新树。

对其他的联结词和量词、等词，我们也可以找到类似的引入和消去规则，来确定它们在推理中的意义。引入规则的一种特殊形式，是无前提的规则。比如，如果我们想按照个体的“相等”关系规定等词的意义，那么，根据“相等”的用法，我们容易想象有如下规则：
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这仍然是一棵树，叶上无公式，根上是t≡t。这表示不需要任何前提（或从空的前提）即可得到结论。公式t≡t表达个体的自我同一，它恒常成立，不依赖任何前提条件。

当然，推理规则不必都具有这样的引入或消去形式，还可以有其他形式的规则。我们眼下的任务，是找到一些适当的规则，组成一个推演系统，从中产生所有我们希望得到的推理形式。但是，在寻找规则之前，我们还需要考虑一下规则之间的某种“层次”关系。这个关系，我们用例子来说明一下。

把上面的推理形式（*）“压缩”一下，保留前提和结论，去除中间步骤，就得到关于∧的另一个规则：

[image: alt]


这个规则无所谓引入或消去，但显然正确。我们需要把这个规则放到系统中去吗？这要看系统中已经有什么规则。如上得到的这个规则，是由∧-消去和∧-引入规则推导出来的，可以称为那两个规则的导出规则。如果系统里有了前面两个规则，再添加这个规则就不会增强系统的推演能力，因为它的每次使用，都可以看作形如（*）的推理过程的“缩写”，所以由它推出的东西，显然都可以由∧-消去和∧-引入两个规则推出。

这个例子提示，一个推演系统要确定一些初始的规则，它们不是任何规则的导出规则。初始规则加上由它们导出的规则，就是这个系统承认的全部规则。导出规则既然能够由初始规则导出，它们在理论上就不是必需的（虽然它们在实际推演中能提供方便）。决定一个系统的推演强度（因此决定这个系统本身）的，是系统的初始规则。

选取初始规则的基本原则有两条：一是要考虑这个系统有多强，是经典推理系统，还是直觉主义系统，或者是更弱的系统？不同的系统刻画强弱不同的推理概念，因此它们承认的规则的强弱与多寡不同；二是在一个特定的系统里，选取的初始规则要能够表现从此系统角度对每个逻辑常项的完整理解，从而能够导出此系统所要刻画的全部规则。

下面，对每个联结词、量词和等词，我们都准备考虑两种规则，一是引入，一是消去，供后面要介绍的推理系统从中选取初始的规则。当然，初始规则不必从这些引入、消去规则中选取，还有其他种类的规则可供选择。实际上，我们为了能够通过简单地加减规则来定义几个特定的系统，允许一个别类的规则（直觉主义规则）充当一些系统的初始规则。

2　联结词规则

区别不同的推演系统的，是联结词规则。我们首先介绍这类规则，同时结合日常推理经验，对每个规则做出直观说明。

2.1　规则的说明

我们先看几个显明的规则。

1）∧-引入（∧I）

[image: alt]


2）∧-消去（∧E）

[image: alt]


3）∨-引入（∨I）

[image: alt]


4）→-消去（→E）

[image: alt]


这些规则是最简单的。就如（∧I）和（∧E）规定了联结词∧在推理中的用法，（∨I）和（→E）分别规定了∨和→的部分意义或用法。（∨I）说的是，如果在推理的某一步得到了一个公式，那么在下一步就可以在右边或左边引入∨，得到一个析取式。这样规定的∨，符合于“或者”一词的日常推理用法，比如，从“柏拉图是哲学家”可以推出“柏拉图是哲学家，或者柏拉图是诗人”（“柏拉图或是哲学家，或是诗人”）。

（→E）则规定，从φ和φ→ψ，可以直接得到ψ。这即是有名的分离规则（modus ponens），其中的→符合日常推理中的“如果……则……”的用法：由前提p和“如果p，则q”，我们当然可以得到结论q，比如，从“a是等腰三角形”和“如果a是等腰三角形，则a的两底角相等”，我们推出“a的两底角相等”。

下面我们考察几个复杂一点的规则。在推理中，我们有这样的经验：有时为了得到一个结论，需要做一个或几个辅助性的推理，作为中间步骤。这些辅助性推理可能需要一些临时引入的前提，其结论因此也依赖于这些前提。但是，辅助性推理一旦完成，中间结论一经获得，那些临时性前提就不再充当后面结论的前提（不管这后面的结论是中间的还是最终的），因此需要在这些辅助性推理完成时消除。下面的大部分规则都有这个特点。

5）→-引入（→I）

如果我们从假设φ（和其他前提）推出了ψ，那么就可以进一步得到结论φ→ψ。这个结论不依赖于φ，只依赖于其他前提。

例如，我们假设“a是等腰三角形”，经过一系列步骤，推出“a的两底角相等”，于是得到结论“如果a是等腰三角形，则它的两底角相等”。当然，这个结论不再以“a是等腰三角形”为前提，因为这个条件性结论对任何平面图形都成立，而不仅对等腰三角形成立。因此，我们有规则（→I）：
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把φ用方括号标示出来，表明它是ψ的前提，但在使用这个规则时（在由——表示的这一步推理中）被消除，不再是φ→ψ或以下结论的前提。
②



联结φ和ψ的竖虚线[image: alt]
 表示ψ依赖于前提φ，依赖的意思是二者连通（φ与ψ在同一枝上），直观上表示有一个子推理，ψ是它的结论，而φ是前提（之一）。显然，这个规则是把→作为推理意义上的“如果……则……”来规定的。它和前面的（→E）共同表明：在推理中肯定φ→ψ就意味着“从φ推出ψ”。

注意，使用这个规则得到φ→ψ时，我们并不要求必须存在一个ψ所依赖的形如φ的公式。如果有这样一个φ，就可以消除它；如果没有，我们仍然可以得到φ→ψ，这可以理解为，我们先在ψ之上增加了一个前提φ，然后使用（→I）消除了φ。所以，（→I）的一个特例是：

[image: alt]


从形式上看，这相当于引入→，但消除了一个空的前提。这个规则的直观意义是：对于推理中已经得到的结论ψ，再增加随便什么前提φ，仍然能够推出此结论，因此总可以有φ→ψ。当然，这个增加的“前提”φ，在实际推出ψ的过程中，可能不起什么作用，但加上它是无害的，因为我们既然已经得到了结论ψ，现在又声称ψ在条件φ之下成立，这至多是减弱了原结论，而不会造成非法的推理。结论可以通过增加前提而减弱（但不能无条件增强），这一点，显示了推理的“单调性”。

6）∨-消去（∨E）

如果你有前提“φ或者ψ”，又分别从φ和ψ都推出了θ，那么，结论θ就是不可避免的。但是，从φ推出θ和从ψ推出θ在这里都是辅助性的子推理，一旦完成，其前提φ和ψ就可以消除。最终结论θ只依赖于“φ或者ψ”和其他未消除的前提。这提示出以下的规则：
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（∨E）和（∨I）共同确定了∨的意义：∨在这里即用如日常推理中的“或者”。

（∨E）规则实际上表达了我们平时所说的分情况证明的推理形式。这种形式，多见于数学推理，但我们在其他情况下，也经常运用。举例来说，史载陈胜在大泽乡起义前与同伴分析局势，摆在他们面前的有两个选择，或者逃跑（“亡”），或者造反（“举大计”），但盘算的结果是“今亡亦死，举大计亦死”，两种情形有同一个结论。陈胜由此得出最后结论：“等死”——都是死，总之是死（由此他进一步建议起义“死国”）。从“亡”推出的“死”和从“举大计”推出的“死”，这两个中间结论分别依赖于“亡”和“举大计”这两个前提，但是最后的结论“等死”显然不再依赖于这两个前提，而只依赖于它们的析取（和其他未消除的前提）。

7）[image: alt]
 -引入（[image: alt]
 I）

我们的语言里还有否定词[image: alt]
 ，直观上我们把它读为“并非”。在经典语义里，[image: alt]
 的作用是转换真值（[image: alt]
 φ真当且仅当φ假）。可是，在推理的意义上[image: alt]
 表示什么呢？在什么情况下，我们可以推出[image: alt]
 φ？

第一，关于φ与[image: alt]
 φ的关系，我们在直观上有一个最基本的原则：一命题与它的否定不能同时成立，或者说，φ∧[image: alt]
 φ不可能成立。这就是所谓的（不）矛盾律。我们把一切形如φ∧[image: alt]
 φ的公式称为矛盾式，或矛盾。

第二，在推理的意义上，φ成立意味着φ是可推导的，或可证的，就是说，我们可以找到一个推演，它证明了φ；而[image: alt]
 φ的涵义是φ可驳，φ可驳的意思是，我们可以找到一个推演，它证明φ不可证。比如，我们说哥德巴赫猜想成立，就意味着找到了一个它的证明；而说哥德巴赫猜想不成立，或它的否定成立，就意味着找到了一个证明，证明了这个猜想没有证明，或不可证。矛盾律在这里要求：不存在推演，既证明了φ，又证明φ不可证；换言之，矛盾律要求：φ∧[image: alt]
 φ不可证。

第三，但是，怎样的一个证明，才算是证明了[image: alt]
 φ（或φ没有证明）呢？我们可以考虑把所有可能的推演列成一个表，逐一排除每一个推演是φ的证明的可能性。可我们的语言有无穷多的公式，因此那个推演表是无穷长的。这意味着，如果φ真的没有证明，则我们的排除过程将永无完结，而一个无穷的过程，不能构成一个证明，所有的证明都是有穷长的。

我们考虑另一个途径。如果从φ能推出矛盾，那么任何一个对φ的证明，如果有的话，都可通过添加从φ到矛盾的推理过程，扩充为对矛盾的证明。但矛盾律要求矛盾不可证，这就迫使我们要求这样的φ也不可证，或可驳。这提示出如下的推理规则：从φ推出矛盾的过程即是对于[image: alt]
 φ的一个证明。这个规则，是对于[image: alt]
 的可驳性的恰当解释。

在本书的开头，我们就谈到过古老而著名的RAA规则，还提到可以从两种形式来理解它，其归谬法形式为：如果从假设φ推出了矛盾，就要否定φ，即得到[image: alt]
 φ。归谬法完全表达了上述规则，因此满足对于[image: alt]
 的可驳性解释。

归谬法可以表为如下的[image: alt]
 -引入规则：

[image: alt]


归谬法是一种反驳的方法：为了反驳φ，我们暂且假设它，然后从它推出矛盾。这样得出的[image: alt]
 φ，不再依赖于先前的假设φ。日常推理中使用归谬法的例子不胜枚举。比如，韩非子所讲的鬻盾与矛的楚人，他的说法推出了“这支矛能刺破这张盾”这个命题和其否定“这支矛不能刺破这张盾”，因此推出二者的合取，这是个矛盾。按归谬法那楚人原初的说法就必须被否定，以避免矛盾。这个说法的否定，当然不再以这个说法本身为前提。归谬法的假设，只在推导矛盾的过程中起前提的作用。

我们从形式上怠结一下归谬法所体现的对于[image: alt]
 的可驳性解释。

第一，既然矛盾推出本身，那么按归谬法就可以推出[image: alt]
 （ψ∧[image: alt]
 ψ），即矛盾可驳，或矛盾律可证。
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第二，一方面，根据归谬法，如果φ推出某个矛盾，则得到[image: alt]
 φ；另一方面，假设[image: alt]
 φ成立，此时从φ可根据（∧I）推出矛盾φ∧[image: alt]
 φ。因此，归谬法（加上先前的规则）意味着：

[image: alt]
 φ（φ可驳）等价于“φ→某个矛盾（可驳的）”。

第三，虽然矛盾意味着任何形如φ∧[image: alt]
 φ的公式，但这里的矛盾仍然是“散的”，就是说，用我们这里表述的归谬法（加上前面的规则）还不能证明任意两个矛盾式等价。因此，我们目前还不能给矛盾一个统一的名字。

8）直觉主义规则（IN）

对于[image: alt]
 的可驳性解释，体现于归谬法规则，但是，对于[image: alt]
 还有更强的解释，牵涉到另一个一个古老而著名的规则：矛盾推出一切（ex falso sequitur quodlibet）。由于在我们准备介绍的推理系统中，这个规则表现了直觉主义逻辑的特征，所以我们又称它为直觉主义规则：

[image: alt]


（IN）表达了[image: alt]
 的什么特点呢？首先，假设[image: alt]
 φ成立，此时从φ可根据（∧I）推出φ∧[image: alt]
 φ；再由（IN），φ推出一切。反之，假设φ推出一切，那么φ也推出矛盾；再根据归谬法，得到[image: alt]
 φ。所以，（IN）和先前的规则表明：[image: alt]
 φ即意味着φ推出一切。我们把推出一切的称为荒谬的，因此，[image: alt]
 φ即意味着φ是荒谬的。这叫做对于[image: alt]
 的荒谬性解释。荒谬性是对可驳性的进一步说明：我们为什么要求矛盾不可证呢——因为矛盾荒谬！

因此，直觉主义规则解释了为什么要避免矛盾：一个主张或理论如果含有矛盾，则它在逻辑上就承认了一切，包括每个命题及其否定。所以，这样的主张实际上什么也没有肯定，这样的理论什么也没有建立，它们是极端的“无稽之谈”，是本义上的“荒谬”。

我们总结一下对于[image: alt]
 的荒谬性解释。

第一，矛盾是荒谬的。这从（IN）直接得到。

第二，根据（IN），φ∧[image: alt]
 φ与ψ∧[image: alt]
 ψ可互推。因此，所有的矛盾式等价。我们现在可以把矛盾看成一个东西，而给它一个确定的元语言名称，并利用这个名称重新表述（IN）。但如此一来，我们就要增加约束一个元语言符号的规则，而破坏规则类型上的统一性（我们的规则都是有关对象语言里的逻辑常项的）。为了减少这类麻烦，我们打算牺牲一点简洁性，以后仍然用φ∧[image: alt]
 φ，ψ∧[image: alt]
 ψ等表示矛盾。
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第三，荒谬性解释含归谬法，因此，形式上我们仍然有：

[image: alt]
 φ等价于“φ→矛盾”。

但此时的矛盾不但可驳，而且荒谬，所以它反过来推出φ。因此上式可以进一步表为：

[image: alt]
 φ（φ荒谬）等价于“φ↔矛盾（荒谬的）”。

9）反证法（CL）

到此为止，我们对于[image: alt]
 的推理意义的解释，还没有强到足以支持排中律：φ∨[image: alt]
 φ在以上规则下得不到证明。这是因为，在可驳性或荒谬性解释之下，φ∨[image: alt]
 φ意味着：或者φ可证，或者φ可驳（或荒谬）。但是，我们不能排除φ既不可证又不可驳（或φ既不可证又不荒谬）的情况。比如，可能有这种情况，在算术系统里，哥德巴赫猜想既不能证明，也不能从它推出矛盾，这时，关于哥德巴赫猜想的排中律就不成立。一般而言，给定一个数学理论，我们不能保证对任何一个语句φ，都能在其中找到φ的证明，或者找到[image: alt]
 φ的证明。直觉主义逻辑，在这个意义上，不承认排中律是无条件成立的。

但是，在经典语义学里，我们对公式及联结词有不同的解释：φ成立，不意味着φ可证，而意味着φ为真；[image: alt]
 φ也不意味着φ可驳（或荒谬），而意味着φ为假。在这个解释下，φ∨[image: alt]
 φ不是说我们若不能找到φ的证明，就能找到[image: alt]
 φ的证明，而是说φ非真即假。比如，哥德巴赫猜想在任何算术结构里非真即假。这符合经典语义学的二值原则。因此，排中律在经典解释下成立。接受了排中律的逻辑叫做经典逻辑。

我们可以在直觉主义逻辑中直接添加排中律规则，得到经典逻辑。但我们在这里考虑添加的，是另外一个规则：反证法规则。

反证法是RAA的另一种形式，它规定，如果从[image: alt]
 φ推出了矛盾，就要得到φ。注意它跟归谬法的区别：归谬法是反驳的方法，为论证的缘故，先假设φ，再借矛盾来否定它，因此结论是否定式[image: alt]
 φ；而反证法是证明的方法，也是为论证的缘故，先假设否定式[image: alt]
 φ，结论却是φ。跟归谬法一样，反证法的假设，只在推出矛盾的过程中起作用，得到最后的结论，它便消除了。

反证法在形式上表现为一种[image: alt]
 -消去规则：

[image: alt]


反证法从经典语义的角度来理解，是有效的推理。在经典语义学中，如果我们有

[image: alt]


那么，容易证明

[image: alt]


经典数学推理使用经典逻辑，因此包含反证法。直觉主义逻辑接受前面的规则1）—8），但不能无条件接受反证法。这是因为，当[image: alt]
 φ推出矛盾后，按直觉主义可以接受的解释，这只是意味着[image: alt]
 φ是荒谬的（或[image: alt]
 [image: alt]
 φ可证），而不意味着对于φ本身有了一个证明（排中律φ∨[image: alt]
 φ不成立，因此，不能从否定[image: alt]
 φ得到φ）。要进一步得到φ，就需要一个特别的规则，如从[image: alt]
 [image: alt]
 φ得到φ双重否定消去规则）、排中律规则等。后面我们会看到，反证法与排中律、双重否定消去等规则等价，所以，它们都被直觉主义逻辑所排斥，而都可以充当经典逻辑的特征规则。

日常的推理中，我们也大量使用反证法，因为日常推理一般不涉及无穷的论域，而在有穷的情形下，经典逻辑的特征规则能够不诉诸经典语义解释而成立。直觉主义逻辑不排斥在有穷的情形下使用反证法、排中律等，它反对的，是经典逻辑规则的普遍适用性。

2.2　规则的应用

理解规则的办法，莫过于在实际中应用它们。所谓应用一个规则，就是由给定的一个或几个推理树，按这个规则的指示，增加一个根，从而形成一个新树。规则的应用构成推理或推演。我们下面通过一些例子，初步熟悉一下联结词规则的应用。

2.2.1　几个例子

1）一个单独的公式φ，形成只有一个结点的一棵树，φ本身既是叶又是根。或者说，φ构成从自身到自身的一个推理，φ既是这个推理的前提，又是结论。所以，我们可以对单点树φ应用规则（→I），得到

[image: alt]


横线上面单独的公式φ这时被看成从自身到自身的一个子推理。作为这个子推理的前提，φ按规则的要求在应用（→I）时被消除；作为这个子推理的前提和结论，φ又使得整个推理成为规则（→I）的一个应用，而得到最后结论φ→φ。

2）上面这个推理完成后，由于横线上面的φ被消除，我们实际上得到：

[image: alt]


这是（→I）的一个导出规则，它没有前提。没有前提的规则表示结论恒常成立，或者，不需任何前提即得结论。这个规则称同一律规则，表示φ→φ无条件成立。

3）我们来看看归谬法（[image: alt]
 I）的一个应用实例，这也涉及“从自身到自身的推理”和导出规则：

[image: alt]


横线上面单独的公式ψ∧[image: alt]
 ψ现在被看成从自身到自身的一个子推理，ψ∧[image: alt]
 ψ既是这个子推理的前提，又是结论。由于这是个矛盾结论，所以按归谬法，我们最后得到这个前提（即ψ∧[image: alt]
 ψ）的否定。然后，按归谬法的要求，这个前提（即ψ∧[image: alt]
 ψ）又被消除。

所以，我们得到归谬法的一个导出规则：

[image: alt]


这便矛盾律规则的证明。矛盾律规则表明，矛盾的否定不依赖于任何前提而成立。

4）考虑下面的推演：
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为明白起见，我们在每条横线的右侧列出这一步推导所依据的规则。这个推演用了两条规则，并在应用反证法时消除了叶上的[image: alt]
 φ，因此，整个推演的前提是[image: alt]
 [image: alt]
 φ，结论是φ。（应用反证法时，我们当然也可以消除前提[image: alt]
 [image: alt]
 φ，而留下前提[image: alt]
 φ。但这形成另一个推演，其前提和结论都是[image: alt]
 φ。）由此我们得到（∧I）和反证法的导出规则：

[image: alt]


这称为双重否定消去规则。注意这个规则的导出，使用了经典逻辑的反证法。

5）我们试从几个给定的规则导出析取三段论规则：
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推导如下：

[image: alt]


注意，标示出来的φ和ψ同在（∨E）处被消除。（∨E）上面那一行最右边的ψ是从自身到自身的推理，这个ψ既是（∨E）所要求的这个子推理的前提（因此被消除），又是这个子推理的结论。可以看出，整个推理中，只有φ∨ψ和[image: alt]
 φ是未消除的前提，因此最终结论ψ只依赖于φ∨ψ和[image: alt]
 φ这两个前提。这便是析取三段论的证明。证明中使用了直觉主义规则，但未使用经典逻辑规则。

6）使用导出规则，又可以导出新的规则。比如，下面的推演里，除了我们前面介绍过的规则外，还使用了4）中导出的双重否定消去规则。

[image: alt]


为了明确前提在推论的哪一步被消除，我们把标示出的前提进一步编上数字下标，并在此前提被消除的地方用同一个数字标明。上面归谬法的两次使用，分别消除了φ和[image: alt]
 （φ∨[image: alt]
 φ）两个前提，而[image: alt]
 （φ∨[image: alt]
 φ）被消除时，它作为前提的两次出现都被消除。整个树上，曾经出现在叶的位置的只有φ和[image: alt]
 （φ∨[image: alt]
 φ）两个公式，既然它们都被消除，我们就得到下面的导出规则：

[image: alt]


这是排中律规则。上述证明中使用了双重否定消去规则，而后者又由反证法导出，所以，我们这里对排中律规则的证明，是依赖于反证法的。

7）我们在日常推理中，常碰上所谓的“二难推理”，其形式可以用下面的规则表达：

[image: alt]


它说的是：如果你用一个前提和它的否定都推出同一个结论，那么这个结论不依赖于这个前提或其否定而成立。从排中律规则可以导出二难推理规则。下面是推演：

[image: alt]


比较这个推演与（∨E）规则，注意这里无前提规则（排中律）的使用：因为其上无前提，所以最后结论ψ只依赖于右边两个子推理中未消除的前提。把推演中的这个前提结论关系表示出来，就是上面的二难推理规则（而不是（∨E））。

2.2.2　习题

1）用2.1中介绍的规则推演以下规则：

[image: alt]


（提示：对于推演的构造，有以下一些粗略的经验。第一，先看结论的主联结词，考虑应用相应的添加规则。比如，i）的结论是合取式，所以可以考虑利用前提分别导出两个合取支，再应用合取添加规则得到结论；v）的结论是蕴涵式，则考虑蕴涵添加，这需要先假设前件，加上给定前提导出后件后，再消除假设的前件；iv）的情况稍复杂，结论的两个合取支又是析取式，所以合取添加之前，考虑分别用析取添加先导出这两个析取式。第二，有时上面的思路行不通。比如ii）的情形里，前提没有提供足够的条件，使我们直接用析取添加得到结论。这时可以不分解结论，而考虑前提提供的条件，选择其他规则——如归谬法、反证法、直觉主义规则、析取消去等——将结论总体导出。仍以ii）为例，既然前提是析取式，就可以考虑利用析取消去规则推得结论。第三，前二者的综合运用。比如vii），结论为φ→ψ，所以总体思路是蕴涵添加，先假设φ；下一步的任务是用φ和给定前提[image: alt]
 φ∨ψ推导ψ，这时考虑前提的条件，自然会想到利用析取消去规则；最后完成推导时，再消去假设的前提φ。）

2）用二难推理规则（加上其他必要的规则）导出反证法。

3）证明：反证法、排中律、二难推理和双重否定消去规则在2.1中规则1）—8）的基础上可以两两互相导出。（提示：只要证：反证法⇒双重否定⇒排中律⇒二难推理⇒反证法，推导中除了假设的规则，只使用2.1中规则1）—8）。这个结论说明，上述几个规则可以等价地充当经典逻辑的特征规则。）

2.2.3　关于消除前提的说明

在（→1）、（→E）、（[image: alt]
 I）和反证法等规则中，一些子推理的前提在整个推理中被消除了。消除的理由，我们在介绍相关规则时，已经做过解释。但是，还有几点说明，我们在这里强调一下。

第一，相关前提的消除是允许的，但不是必须的。虽然这些辅助性前提实际上不再是有关的子推理之外的结论的前提，可是，把它们留作最后结论的前提，并不影响整个推理的正确性。一个合规则的推理，给它增加一些多余的前提，仍然是合乎规则的。前提集扩大后，仍然能推出原结论。因此，如果我们把一个待消除的前提φ在相关枝上的所有出现看成一个集合C（φ的每次出现都是C的一个元素），那么我们可以消除C的任何一个子集。这就是说，我们可以消除φ的全部出现，一部分出现，乃至一次出现也不消除。

第二，任何推理，增加无用的前提，实际上就减弱了结论。因此，我们为了得到最佳结果，通常要消除C的全部元素。但这会不会阻止我们得出某些结论？比如，我们从φ推出了ψ，根据（→I），进一步得到φ→ψ，如果此时不消除φ，下一步我们可以继续用（→I）合理地得到φ→（φ→ψ），甚至φ→（φ→（φ→ψ））等等。若开始就消除φ，后面那些结论还能得到吗？能。由于我们有（→I）的特例
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所以能不断地把φ引入作前件，即使φ已经被消除。这个规则也可以这样理解：我们允许待消除的C为空集，于是这个规则就是（→I）在C为空集时的特殊情形。这样，我们就可以合理地约定：在通常情形下，消除C的全部元素。

第三，一个被消除的前提，可以同时是相关规则应用的条件。例如

[image: alt]


横线上的φ是自身到自身的推理，既是这个推理的前提，又是结论。所以，它既根据（→I）被消除，又是使用（→I）得到横线下结论的条件。类似的例子前面我们已经见过不少，在此不赘。

3　命题推演　语形后承

我们已经熟悉了一些推理规则，并且对于如何运用这些规则进行推演，积累了初步的经验。但是，对于推演本身，我们还没有概念层次上的了解。我们下一步的任务，就是在已经熟悉的规则的基础上，定义推演概念。

前面介绍的，只是有关联结词的规则，运用这些规则，可以归纳定义命题逻辑的推演概念，这可以看作一阶逻辑推演概念的一部分，适合于放在前面，单独讨论。至于完整的一阶推演概念，涉及后面要介绍的量词和等词规则，我们将按部就班处理。

为了清楚表示如何用归纳定义从已有的推演树产生新的推演树，我们首先约定几种元语言记法，其中我们统一用D表示推演（derivation）。

第一，我们用
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表示其结论为φ的一个推演D。如果需要标示D的某个前提ψ，则可以进一步把D表示为

[image: alt]


注意：ψ和φ都是D的一部分。

第二，如果
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是推演，那么

[image: alt]


分别是对原推演的结论运用规则而得到的新的推演：左边的那个运用某规则于φ，对原推演树加了一个根ψ，得到一个新推演树；右边的那个运用某规则于φ和φ′，把原推演树扩展为一个新推演树，其结论为ψ′。

第三，我们如下表示前提的消除。如果
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是一个推演，则

[image: alt]


表示应用某规则于推演D，得到一个新的推演，其结论为θ，同时按这个规则的要求，消除了D的前提ψ。应用某些规则时，横线以上除D外可能还有其他的推演，其中被消除的前提，类似地用方括号标示出来。

现在归纳定义命题逻辑推演和与其相关的语形后承概念。这牵涉到从小到大几种逻辑，包括极小逻辑、直觉主义逻辑和经典逻辑。
⑤

 它们都接受关于合取、析取、蕴涵的添加和消去规则。但是，关于否定，极小逻辑只接受归谬法规则（否定添加），而古典逻辑还接受反证法规则（否定消去）。直觉主义逻辑居间，它接受归谬法，不接受反证法，但比极小逻辑多了直觉主义规则。下面我们逐一考察这三种逻辑的命题推演和语形后承概念。

3.1　极小命题逻辑





3.1.1　定义　设[image: alt]
 为一阶语言，φ、ψ、θ为[image: alt]
 -公式。[image: alt]
 中的极小命题推演定义为：

1）基始条件：

任何单点树φ是[image: alt]
 -极小命题推演。

2）归纳条件为以下7条规则：

　　2.1）（∧I）如果

[image: alt]


　　是[image: alt]
 -极小命题推演，那么
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　　也是。

　　2.2）（∧E）如果
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　　是[image: alt]
 -极小命题推演，那么
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　　也是。

　　2.3）（∨I）如果
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　　是[image: alt]
 -极小命题推演，那么
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　　也是。

　　2.4）（∨E）如果
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　　是[image: alt]
 -极小命题推演，那么
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　　也是。

　　2.5）（→I）如果
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　　是[image: alt]
 -极小命题推演，那么
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　　也是。

　　2.6）（→E）如果
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　　是[image: alt]
 －极小命题推演，那么

[image: alt]


　　也是。

　　2.7）（[image: alt]
 I）如果
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　　是[image: alt]
 -极小命题推演，那么

[image: alt]


　　也是。

3）封闭条件：只有以上的是[image: alt]
 -极小命题推演。





对一个推演D，称其叶上未被消除的公式为D的前提，根上的公式为D的结论。上述定义的归纳条件中涉及的规则，称为初始的极小命题规则。

从定义看出，一个极小命题推演是一棵树，最简单的推演是单点树，其他推演则是由一个或多个单点树通过一次或多次运用极小命题规则扩充而成。每次运用一个规则，都是对已有的树增加一个共同的根，从而把它们组成为一个新树，而原来那些树的有些叶可能会消除。最后形成的根公式是结论，最后留下的叶上的那些公式是前提。

推演既然是归纳定义的，就能对之进行归纳证明：对于一个有关推演的性质，只要证明单点树推演有此性质，而且归纳条件“保持”此性质，就可证明了所有推演都有此性质。

施归纳证明于推演，容易看出，每个推演恰有一个结论，至多有有穷多前提。这一点不但对极小命题推演成立，而且对以后要定义的推演都成立。





3.1.2　例　前面2.2.1节里，同一律规则和矛盾律规则的证明，都是极小命题推演。其中对同一律规则的证明，按照定义3.1，可以严格理解为如下构造的极小命题推演：

第一步：我们建立一个单点树φ。按照定义里的基始条件，树φ是推演。因为φ既是叶，又是根，所以φ既是这个推演的前提，又是结论。

第二步：运用规则（→I）于树φ，得到新树：

[image: alt]


由定义中的归纳条件2.5，这也是推演，它没有前提，结论为φ→φ。

同理，对于单点树ψ∧[image: alt]
 ψ运用归纳条件（[image: alt]
 I），得到极小命题推演：

[image: alt]


它也没有前提，结论为[image: alt]
 （ψ∧[image: alt]
 ψ）。

这些推演，因为由公式模式构成，因此实际上是推演模式，代表无穷多具有这样形式的推演。





3.1.3　例　任何推演模式，去除中间步骤，只留下前提和结论，便表述一个导出规则。比如根据例3.1.2的推演，我们有同一律和矛盾律两个导出规则，它们都是无前提的规则。我们再看两个导出规则。前面习题2.2.2-i的证明，也是极小命题推演（模式）。这个推演的两个特例，只留下前提和结论，便形成极小命题逻辑的如下导出规则：

[image: alt]


因此，比如，凡推演中得到中间结论[image: alt]
 φ∧φ时，我们就可以根据2）直接得到进一步的结论φ∧[image: alt]
 φ。这可以理解为，我们在写出这一步时，省略了2）的原初推演过程，而原初推演里只有初始规则。因此，这一步只是一段严格符合定义的标准推演的简写。一般而言，使用了导出规则的推演，都可以像这样逐步还原为标准推演，所以都可以看作标准推演的简写。

我们以前把矛盾表述为φ∧[image: alt]
 φ，现在由1）和2）知，[image: alt]
 φ∧φ与φ∧[image: alt]
 φ等价。以后的推演中，我们可以在写法上进一步省略这两个导出规则，而把φ∧[image: alt]
 φ和[image: alt]
 φ∧φ都直接看作矛盾。





3.1.4　例　考虑单点树φ与φ→[image: alt]
 ψ。按照（→E），我们得到推演：

[image: alt]


其前提集为｛φ，φ→[image: alt]
 ψ｝，结论为[image: alt]
 ψ。把这个推演与单点树推演ψ结合，由（∧I），再得到新的推演：

[image: alt]


其前提集为｛φ，φ→[image: alt]
 ψ，ψ｝，结论为矛盾[image: alt]
 ψ∧ψ。对这个推演应用（[image: alt]
 I），消除其中前提φ，又得到如下推演：

[image: alt]


其前提集为｛φ→[image: alt]
 ψ，ψ｝，结论为[image: alt]
 φ。再对此推演应用（→I），消除前提ψ，最后得到：

[image: alt]


这是一个极小命题推演（模式），其前提为φ→[image: alt]
 ψ，结论是ψ→[image: alt]
 φ。





3.1.5　习题　写出以下的极小命题推演（模式）：

1）前提集：｛φ→ψ｝；结论：[image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ。

2）前提集：｛φ｝；结论：（ψ→φ）。

3）前提集：｛φ→ψ，ψ→θ｝；结论：φ→θ。

4）前提集：空集；结论：φ→[image: alt]
 [image: alt]
 φ。





下面我们用推演概念定义语形后承概念。





3.1.6　定义　设Φ是一个[image: alt]
 -公式集，φ是一个[image: alt]
 -公式。如果存在一个极小命题推演D，使得D的前提集是Φ的子集，且D的结论为φ，则称φ为Φ的极小命题语形后承（或在极小命题逻辑里，从Φ可推演φ），记为Φ⊦m
 φ。

当Φ为空集时，记Φ⊦m
 φ为⊦m
 φ。此时称φ为极小命题逻辑定理。





显然，Φ⊦m
 φ表明，以Φ的某个子集为前提集，可以按极小逻辑的规则推出结论φ，从而形成一个极小逻辑推演D（注意，D不必是唯一的）。有时我们也把这里的Φ直接称为“前提集”，但这个前提集是在广义上理解的，它不必等同于推演D的前提集，而可能包含D的前提之外的公式，甚至包含无穷多公式。

就如语义后承概念是对于推理的直观有效性的刻画，语形后承概念是对于推理的直观合规则性的严格刻画。不过这里的极小命题语形后承概念，是对于极小命题逻辑的合规则性的刻画，这个“极小”意义上的合规则性，排除了一些我们日常习用的推理。

以后我们还要定义更强的⊦，但统一约定把｛φ1
 ，…，φn
 ｝⊦φ简写为：

φ1
 ，…，φn
 ⊦φ；

把Φ∪｛φ1
 ，…，φn
 ｝⊦φ简写为：

Φ，φ1
 ，…，φn
 ⊦φ。

根据语形后承的定义，一旦有推演模式，使得φ1
 ，…，φn
 ⊦φ，则这个关系就可以作为导出规则

[image: alt]


来使用（其中的φ1
 ，…，φn
 ，φ为公式模式）。





3.1.7　例　从前面的例3.1.2、3.1.4和习题3.1.5，我们立即得到：

⊦m
 φ→（φ同一律），

⊦m
 [image: alt]
 （ψ∧[image: alt]
 ψ）（矛盾律），

φ⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ（双重否定添加），

φ→[image: alt]
 ψ⊦m
 ψ→[image: alt]
 φ（易位律），

φ→ψ⊦m
 [image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ（易位律），

φ→ψ，ψ→θ⊦m
 φ→θ（蕴涵三段论）。

把⊦m
 前面的公式模式写在横线上面，⊦m
 后面的公式模式写在横线下面，它们都可以作为导出规则使用。反之，用树形图表示的规则，如果把其中φ到ψ的推演改写为φ→ψ，也可以简化表达为语形后承的形式。





3.1.8　习题　对任意[image: alt]
 -公式φ、ψ、θ，证明以下极小逻辑规则的简化语形后承形式表达（这些规则的完整语形后承形式表达，见下面习题3.1.17）：

1）φ，ψ⊦m
 φ∧ψ；

2）φ∧ψ⊦m
 φ；φ∧ψ⊦m
 ψ；

3）φ⊦m
 φ∨ψ；ψ⊦m
 φ∨ψ；

4）φ→θ，ψ→θ，φ∨ψ⊦m
 θ；

5）φ⊦m
 ψ→φ；

6）φ，φ→ψ⊦m
 ψ；

7）φ→ψ，φ→[image: alt]
 ψ⊦m
 [image: alt]
 φ。





极小推演的一个特点是，对∧、∨和→，它同时都有引入和消去规则，但对于[image: alt]
 ，它只有引入，而没有消去规则。这个特点一方面体现了它对[image: alt]
 的可驳性理解，另一方面也限制了它的推演范围。





3.1.9　例　从例3.1.7知，在经典语义下全部成立的4个易位律中，其结论的后件有[image: alt]
 的两个在极小逻辑里成立（其他两个在极小逻辑中不成立）。对于双重否定律，我们也是只有中φ⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ（双重否定添加），而没有[image: alt]
 [image: alt]
 φ⊦m
 φ（双重否定消去）。以下的极小逻辑推演，即是双重否定添加规则的证明：

[image: alt]






3.1.10　例　类似地，德摩根律也只有一半在极小逻辑里成立。我们证明其中一个（另一个留为习题）：

[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ⊦m
 [image: alt]
 （φ∧ψ）．

证明：构造以下极小逻辑推演：

[image: alt]






3.1.11　例　在极小逻辑里，虽然排中律不成立，但其否定可驳，也就是说，[image: alt]
 [image: alt]
 （φ∨[image: alt]
 φ）是极小逻辑定理：

⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 （φ∨[image: alt]
 φ）。

证明：首先证φ→ψ，[image: alt]
 φ→ψ⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 ψ。构造以下极小逻辑推演：

[image: alt]


临时记导出规则φ→ψ，[image: alt]
 φ→ψ⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 ψ为R。再证⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 （φ∨[image: alt]
 φ）：

[image: alt]


（注意导出规则的使用如何简化推演：试试只使用初始规则证明

⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 （φ∨[image: alt]
 φ），

这个推演写出来显然比此处的冗长得多。）





3.1.12　习题　证明：对任意[image: alt]
 -公式φ、ψ、θ，和[image: alt]
 -公式集Φ，以下的语形后承关系成立：

1）φ→（ψ→θ）⊦m
 （φ→ψ）→（φ→θ）；

2）[image: alt]
 [image: alt]
 φ，φ→ψ⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 ψ；

3）[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ⊦m
 [image: alt]
 φ；

4）φ→[image: alt]
 φ⊦m
 [image: alt]
 φ；

5）[image: alt]
 （φ∨ψ）⊦m
 [image: alt]
 φ∧[image: alt]
 ψ（德摩根律）；

6）[image: alt]
 （φ∧ψ）⊦m
 ψ→[image: alt]
 φ；[image: alt]
 （φ∧ψ）⊦m
 φ→[image: alt]
 ψ；

7）[image: alt]
 φ，φ⊦m
 [image: alt]
 ψ（矛盾推出一切否定命题）；

8）[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ，φ⊦m
 [image: alt]
 ψ（析取三段论特殊形式）；

9）如果Φ，φ⊦m
 ψ，且Φ，[image: alt]
 φ⊦m
 ψ，那么Φ⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 ψ（弱二难推理）；

10）如果Φ，φ⊦m
 [image: alt]
 ψ，且Φ，[image: alt]
 φ⊦m
 [image: alt]
 ψ，那么Φ⊦m
 [image: alt]
 ψ（弱二难推理）。





下面我们从极小语形后承关系的定义，推导它的几个基本性质。
⑥

 由于推导中只用到⊦m
 的定义，而后面要介绍的直觉主义和经典语形后承是⊦m
 的通过增加规则的扩充，所以这些性质不仅极小语形后承具有，而且对直觉主义、经典语形后承也成立。因此，我们这里省去语形后承的下标，用⊦表示三种里面的任何一种语形后承关系，而证明⊦具有下面这些性质。

设Φ、Ψ是[image: alt]
 的公式集，φ，ψ是[image: alt]
 -公式。

首先，由于单点树是推演，从⊦的定义直接得到同一律的推广：Φ可推演自身所有的公式。另外，⊦的定义对前提集做广义的理解，允许它包含无用的“前提”，这导致所谓⊦的单调性：前提集扩大后，仍可推演原来那些结论。所以，我们有：

3.1.13　引理

1）如果φ∈Φ，则Φ⊦φ。

2）如果Φ⊦φ，且Φ⊆Ψ，则Ψ⊦φ。

其次，给定Φ⊦φ，就有从Φ到φ的推演D。虽然前提集Φ可包含随便多少公式，但真正充当D的前提的，只是其中有穷的一些公式。这是⊦关系的实质所在。所以，⊦除单调性外，还有以下的“前提有穷性”：





3.1.14　引理　如果Φ⊦φ，则存在Φ的有穷子集Ψ，使得Ψ⊦φ。

证明：设Φ⊦φ。据⊦的定义，存在推演D，其结论为φ，前提都在Φ中。因为任何推演都只有有穷多前提，所以存在Φ的有穷子集Ψ，Ψ＝｛ψ｜ψ是D的前提｝。再根据⊦的定义，D也是从Ψ到φ的推演。因此，Ψ⊦φ。





第三，如果从φ可推演ψ，从ψ可推演θ，那么就有如下两个推演：

[image: alt]


把这两个推演上下“接起来”，即在D2
 的前提ψ上面接上D1
 ，使D2
 的前提ψ与D1
 的结论ψ重合，则构成新的推演：

[image: alt]


这是从φ到θ的推演（其中的ψ是D1
 的结论，D2
 的前提）。这说明，关系⊦具有传递性。为了表示传递性的一般情形，我们引进记号Φ⊦Ψ，把它定义为：对任意φ∈Ψ，都有Φ⊦φ。这样，传递性就表达为以下引理：





3.1.15　引理　如果Φ⊦Ψ，且Ψ⊦φ，则Φ⊦φ。

证明：设Ψ⊦φ。由引理3.1.14，存在Ψ的有穷子集｛ψ1
 ，…，ψn
 ｝，使得ψ1
 ，…，ψn
 ⊦φ，记这个推演为D（不妨令D的前提恰好是ψ1
 ，…，ψn
 ）。又因为Φ⊦Ψ，所以Φ⊦ψ1
 ，…，Φ⊦ψn
 ，记这n个推演为D1
 ，…，Dn
 。对每个i＝1，…，n，在D的前提ψi
 上面接上Di
 。这构成一个新的推演，其结论仍为φ，而前提都在Φ中。由⊦的定义，Φ⊦φ。





第四，我们看看⊦与→的关系。如果φ⊦ψ，那么有推演D；

[image: alt]


它的唯一前提是φ。运用规则（→I）于D，可得到推演：

[image: alt]


它无前提。从此即得⊦φ→ψ。反过来，设⊦φ→ψ，则有推演D；

[image: alt]


它无前提。构造如下推演：

[image: alt]


它证明了：φ⊦ψ。以上说明，φ可推演ψ，当且仅当φ→ψ是逻辑定理。推演的前提在这个意义上，相当于逻辑上肯定的相应蕴涵式的前件。这个结果的一般形式是以下的演绎引理：





3.1.16　引理　Φ，φ⊦ψ当且仅当Φ⊦φ→ψ。

证明留作习题（下面习题3.1.17-4-v）。

3.1.17　习题

1）证明：如果Φ，φ⊦ψ，且⊦φ，那么，Φ⊦ψ。

2）证明：Φ，φ1
 ，…，φn
 ⊦φ，

当且仅当，Φ⊦φ1
 →…→φn
 →φ，

当且仅当，Φ⊦φ1
 ∧…∧φn
 →φ。

3）证明：φ1
 ，…，φn
 ⊦ψ，当且仅当，

如果Φ1
 ⊦φ1
 ，…，Φn
 ⊦φn
 ，那么Φ1
 ∪…∪Φn
 ⊦ψ。

（因此，规则的简化语形后承形式表达，等价于下题这种完整语形后承形式表达。）

4）证明以下对极小逻辑规则的完整语形后承形式表达：

i）如果Φ⊦m
 φ，且Ψ⊦m
 ψ，则Φ∪Ψ⊦m
 φ∧ψ；

ii）如果Φ⊦m
 φ∧ψ，则Φ⊦m
 φ，且Φ⊦m
 ψ；

iii）如果Φ⊦m
 φ，则Φ⊦m
 φ∨ψ，且Φ⊦m
 ψ∨φ；

iv）如果Φ，φ⊦m
 θ，且Ψ，ψ⊦m
 θ，则Φ∪Ψ，φ∨ψ⊦m
 θ；

v）如果Φ⊦m
 ψ，则Φ－｛φ｝⊦m
 φ→ψ；

vi）如果Φ⊦m
 φ，且Ψ⊦m
 φ→ψ，则Φ∪Ψ⊦m
 ψ；

vii）如果Φ，φ⊦m
 ψ∧[image: alt]
 ψ，则Φ⊦m
 [image: alt]
 φ。





为了方便，我们可以考虑在语言中引入一个新的二元联结词↔，把它定义为：

φ↔ψ＝df
 （φ→ψ）∧（ψ→φ）。

从这个定义立即得到下面的规则：

↔-引入：φ→ψ，ψ→φ⊦φ↔ψ（∧-引入的特例）；

↔-消去：φ↔ψ⊦φ→ψ；φ↔ψ⊦ψ→φ（∧-消去的特例）。

如果在一种逻辑里有⊦φ↔ψ，则称φ和ψ在此逻辑里等价。说两公式等价，即是说它们可相互推演：





3.1.18　引理　⊦φ↔ψ，当且仅当，φ⊦ψ且ψ⊦φ。

证明：“⇒”：设⊦φ↔ψ。根据↔-消去和引理3.1.15及3.1.16，有φ⊦ψ且ψ⊦φ。

“⇐”：设φ⊦ψ且ψ⊦φ。根据引理3.1.16，有⊦φ→ψ和⊦ψ→φ。因此有⊦｛φ→ψ，ψ→φ｝。再由↔-引入和⊦的传递性，得到⊦φ↔ψ。

3.1.19　例

1）⊦m
 [image: alt]
 φ↔[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ

2）⊦m
 （φ→[image: alt]
 φ）↔[image: alt]
 φ。

证明：

1）由双重否定添加（例3.1.7），我们有[image: alt]
 φ⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。

再根据习题3.1.12-3，[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ⊦m
 [image: alt]
 φ。

因此，据引理3.1.18，⊦m
 [image: alt]
 φ↔[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。

2）首先，根据习题3.1.12-4，φ→[image: alt]
 φ⊦m
 [image: alt]
 φ。

其次，由习题3.1.5-2，[image: alt]
 φ⊦m
 φ→[image: alt]
 φ。

综合二者，得到：⊦m
 （φ→[image: alt]
 φ）↔[image: alt]
 φ。





3.1.20　习题　证明：

1）⊦m
 φ∧φ↔φ（幂等律）；

2）⊦m
 φ∨φ↔φ（幂等律）；

3）⊦m
 （φ∧ψ）∨ψ↔ψ（吸收律）；

4）⊦m
 （φ∨ψ）∧ψ↔ψ（吸收律）；

5）⊦m
 φ∧ψ↔ψ∧φ（交换律）；

6）⊦m
 φ∨ψ↔ψ∨φ（交换律）；

7）⊦m
 φ∧（ψ∧θ）↔（φ∧ψ）∧θ（结合律）；

8）⊦m
 φ∨（ψ∨θ）↔（φ∨ψ）∨θ（结合律）；

9）⊦m
 φ∧（ψ∨θ）↔（φ∧ψ）∨（φ∧θ）（分配律）；

10）⊦m
 φ∨（ψ∧θ）↔（φ∨ψ）∧（φ∨θ）（分配律）；

11）⊦m
 （φ→（ψ→θ））↔（φ∧ψ→θ）（条件合取）；

12）⊦m
 （φ→ψ）∧（φ→θ）↔（φ→ψ∧θ）（结论合取）；

13）⊦m
 （φ∨ψ→θ）↔（φ→θ）∧（ψ→θ）。

3.2　直觉主义命题逻辑





3.2.1　定义　设[image: alt]
 为一阶语言，φ、ψ为[image: alt]
 -公式。[image: alt]
 中的直觉主义命题推演定义为：

1）基始条件：任何单点树φ都是[image: alt]
 -直觉主义命题推演。

2）归纳条件：前7条规则照搬定义3.1.1中归纳条件（把其中的“极小”字样全部改为“直觉主义”），再加上：

2.8）（IN）如果

[image: alt]


是[image: alt]
 -直觉主义命题推演，那么

[image: alt]


也是。

3）只有以上是[image: alt]
 -直觉主义命题推演。





从定义看出，一个直觉主义命题推演是以单点树为基础，通过使用极小命题推演规则和直觉主义规则（IN）扩充而成的树。所有极小命题推演都是直觉主义命题推演（但反之不真）。直觉主义命题推演与极小命题推演的差别是多出了新规则（IN）：矛盾推出一切命题（不仅是否定命题）。

相应地，直觉主义的语形后承⊦i
 是⊦m
 的扩充：





3.2.2　定义　设Φ是一个[image: alt]
 -公式集，φ是一个[image: alt]
 -公式。如果存在一个直觉主义命题推演D，使得D的前提集是Φ的子集，且D的结论为φ，则称φ为Φ的直觉主义命题语形后承（或在直觉主义命题逻辑里，从Φ可推演φ），记为Φ⊦i
 φ。

如果⊦i
 φ，则称φ为直觉主义命题逻辑定理。





从定义可以证明以下极小与直觉主义命题可推演性的关系：





3.2.3　定理　对任何公式集Φ和公式θ，

1）如果Φ⊦m
 θ，则Φ⊦i
 θ；

2）Φ⊦i
 θ，当且仅当，Φ∪｛形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式｝⊦m
 θ。

证明：

1）由于任何极小推演是直觉主义推演，结论显然成立。

2）“⇒”：设Φ⊦i
 θ。因此存在直觉主义推演D，其结论为θ，前提都在Φ中。

如果D中未使用直觉主义规则（IN），则D为极小推演，所以有Φ⊦m
 θ。根据⊦m
 的单调性（引理3.1.13），也有Φ∪｛形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式｝⊦m
 θ。

如果D中使用了直觉主义规则（IN），则应用（IN）的片段有下面的形式：

[image: alt]


从｛形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式｝中选择合适的公式，把所有如上的片段改写为：

[image: alt]


则得到一个新推演D′。我们注意到，第一，D′不再含（IN）的应用实例，因此是极小推演；第二，D′的结论仍然是θ，但前提中比原先D的前提多了一些形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式。因此，

Φ∪｛形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式｝⊦m
 θ。

“[image: alt]
 ”：设Φ∪｛形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式｝⊦m
 θ。因此存在极小推演D，其结论为θ，前提在Φ加上所有形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式中。

如果D的前提中没有形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式，那么就有Φ⊦m
 θ。根据1），也有Φ⊦i
 θ。

如果D的前提中有形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式，那么记这些公式的（有穷）集合为Ψ。显然，Φ∪Ψ⊦m
 θ。由1）得：

（*）Φ∪Ψ⊦i
 θ。

另外，易证⊦i
 φ∧[image: alt]
 φ→ψ。因此，⊦i
 Ψ（即Ψ中元素都是直觉主义逻辑定理）。根据引理3.1.13，我们有：

（**）Φ⊦i
 Φ∪Ψ。

由（*）、（**）和⊦i
 的传递性（引理3.1.15），最后有：

Φ⊦i
 θ。

（上面证明的“⇒”部分，依赖于我们对推演图示的直观理解，严格说来只表明了一种证明思想。一个完整的证明是对推演做归纳：按直觉主义推演定义，先证明单点推演树可以通过增加那些前提转换为极小推演，再证明每个直觉主义规则“保持”这种转换性质。请读者自己做出这个归纳证明。）

所以，前面的极小可推演关系，自动成为直觉主义可推演关系；极小命题逻辑定理，自动成为直觉主义命题逻辑定理；而直觉主义推演，可以理解为往极小推演的前提中，加上形如φ∧[image: alt]
 φ→ψ的公式，或者说，加上公式模式φ∧[image: alt]
 φ→ψ。（由此看出，推演中加规则相当于前提里加相应的公式模式。）

以后我们约定把“Φ∪｛形如α的公式｝”记为：

Φ＋α，其中的α理解为一个公式模式。

直觉主义推演既然比极小推演多出了规则（IN），它就能比极小逻辑推出更多的东西。





3.2.4　例　在直觉主义逻辑里，我们有以下所谓的“蕴涵怪论”：从φ可以推出[image: alt]
 φ蕴涵一切；从[image: alt]
 φ可以推出φ蕴涵一切，即：

1）φ⊦i
 [image: alt]
 φ→ψ；

2）[image: alt]
 φ⊦i
 φ→ψ。

证明：我们只证1）。构造以下推演：

[image: alt]


这实际上与（IN）等价，无非是表明矛盾推出一切。





3.2.5　例　在直觉主义逻辑里，所有矛盾式等价：

φ∧[image: alt]
 φ⊦i
 ψ∧[image: alt]
 ψ。

证明：构造以下推演：

[image: alt]


在这个意义上，我们只有一个矛盾。这使得我们可以按下述方法证明另一个德摩根律：

[image: alt]
 φ∧[image: alt]
 ψ⊦i
 [image: alt]
 （φ∨ψ）。

证明：构造推演：

[image: alt]


由于[image: alt]
 （φ∨ψ）⊦m
 [image: alt]
 φ∧[image: alt]
 ψ（习题3.1.12），所以我们有：⊦i
 [image: alt]
 （φ∨ψ）[image: alt]
 [image: alt]
 φ∧[image: alt]
 ψ。





3.2.6　例　直觉主义规则的一个导出规则是析取三段论：

φ∨ψ，[image: alt]
 φ⊦i
 ψ和[image: alt]
 φ∨ψ，φ⊦i
 ψ

证明：见前面例2.1.1-5。

运用这个导出规则，可以简化上述德摩根律的推演：

[image: alt]


由引理3.1.16，析取三段论又可表为φ∨ψ⊦i
 [image: alt]
 φ→ψ和[image: alt]
 φ∨ψ⊦i
 φ→ψ，但我们没有[image: alt]
 φ→ψ⊦i
 φ∨ψ，也没有φ→ψ⊦i
 [image: alt]
 φ∨ψ（因此，在直觉主义逻辑里不能按往常方式将→与∨相互定义——实际上，在直觉主义逻辑里，[image: alt]
 、∧、∨、→等4个联结词，没有一个可以用其他的按等价式的形式来定义）。从直观上理解，这一点表现了直觉主义逻辑对于∨的构造性解释：证明φ∨ψ，就是至少证明φ和ψ中的一个（从此也可以看出排中律φ∨[image: alt]
 φ为什么不普遍成立——我们不能保证对任何φ，都能证明φ与[image: alt]
 φ中的一个）。下面的例子，或许能够帮助我们理解对于∨的这种构造性解释：
⑦



我们有能行的方法计算π的小数展开（3.141592…）。令φn
 ＝在π的小数展开中存在n个接续的7。那么，φ100
 →φ99
 显然成立；但是，没有数学上的证据，表明我们或者能证明[image: alt]
 φ100
 ，或者能证明φ99
 ，因此，直觉主义不接受[image: alt]
 φ100
 ∨φ99
 。（一旦接受了排中律的实例φ100
 ∨[image: alt]
 φ100
 ，则[image: alt]
 φ100
 ∨φ99
 可证。）





3.2.7　例　由前面习题2.2.2-3知，反证法、排中律、二难推理和双重否定消去规则在直觉主义逻辑中可以相互推导（注意它们在直觉主义逻辑中都不成立）。每个规则的（简化）语形后承形式，把前提变为前件后，对应于一个公式模式。这几个规则对应的公式模式分别为：

φ∨[image: alt]
 φ　（排中律）；

[image: alt]
 [image: alt]
 φ→φ　（双重否定消去）；

（[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ　（反证法）；

（φ→ψ）∧（[image: alt]
 φ→ψ）→ψ　（二难推理）。

因此我们可以期望：上述4个公式模式，在直觉主义逻辑中可以两两相互推演。





3.2.8　习题　证明上例的最后一句话（对公式模式α和β，所谓α⊦β，即是说｛形如α的公式｝⊦｛形如β的公式｝）。





3.2.9　例　由例3.1.11知，排中律的双重否定是极小逻辑定理，因此我们有：

⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 （φ∨[image: alt]
 ψ）。

又由极小逻辑中已经成立的易位律知：

如果⊦i
 φ→ψ，那么⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ→[image: alt]
 [image: alt]
 ψ。

上面习题3.2.8证明，在直觉主义逻辑中，排中律可以推演反证法、二难推理和双重否定消去。因此，这些公式的双重否定是直觉主义逻辑定理：

[image: alt]






3.2.10　习题　证明：

1）φ⊦i
 φ∧[image: alt]
 φ，当且仅当，对任何ψ，Φ⊦i
 ψ（矛盾荒谬）；

2）⊦i
 [image: alt]
 φ，当且仅当，对任何ψ，φ⊦i
 ψ（[image: alt]
 φ意味着φ荒谬）；

3）⊦i
 φ∧[image: alt]
 （ψ∧[image: alt]
 ψ）↔φ（已经是极小逻辑定理）；

⊦i
 φ∨（ψ∧[image: alt]
 ψ）↔φ；

4）⊦i
 （[image: alt]
 [image: alt]
 φ→[image: alt]
 [image: alt]
 ψ）→[image: alt]
 [image: alt]
 （φ→ψ）；

5）⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 （（[image: alt]
 φ→[image: alt]
 ψ）→（ψ→φ））；

6）⊦i
 （[image: alt]
 φ→φ）↔[image: alt]
 [image: alt]
 φ；

7）⊦i
 （φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）↔[image: alt]
 φ（比较：⊦m
 （φ→φ∧[image: alt]
 φ）↔[image: alt]
 φ）；

8）⊦i
 （（φ→ψ）→φ）→[image: alt]
 [image: alt]
 φ；

9）⊦i
 （φ↔[image: alt]
 φ）↔ψ∧[image: alt]
 ψ（悖论等价于矛盾）。

3.3　经典命题逻辑





3.3.1　定义　设[image: alt]
 为一阶语言，φ、ψ为[image: alt]
 -公式。[image: alt]
 中的经典命题推演定义为：

1）基始条件：任何单点树φ是[image: alt]
 -经典命题推演。

2）归纳条件：前8条规则照搬定义3.2.1中归纳条件（但把其中的“直觉主义”字样全部改为“经典”）。再加上：

2.9）（CL）如果

[image: alt]


是[image: alt]
 -经典命题推演，那么

[image: alt]


也是。

3）只有以上是[image: alt]
 -经典命题推演。





所以，一个经典命题推演是从单点树出发，通过使用极小命题推演规则、直觉主义规则（IN）和经典逻辑的反证法规则（CL）扩充而成的树。所有直觉主义命题推演都是经典命题推演，但反之不真。经典命题推演与直觉主义命题推演的差别是多出了反证法规则。

经典语形后承⊦c
 是⊦i
 的扩充：





3.3.2　定义　设是Φ一个[image: alt]
 -公式集，φ是一个[image: alt]
 -公式。如果存在一个经典命题推演D，使得D的前提集是Φ的子集，且D的结论为φ，则称φ为Φ的经典命题语形后承（或在经典命题逻辑里，从Φ可推演φ），记为Φ⊦c
 φ。

如果⊦c
 φ，则称φ为经典命题逻辑定理。





由定义可证以下直觉主义与经典命题可推演性的关系：





3.3.3　定理　对任何公式集Φ和公式θ，

1）如果Φ⊦i
 θ，则Φ⊦c
 θ；

2）Φ⊦c
 θ，当且仅当Φ＋（[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ⊦i
 θ。

证明留作习题（参考定理3.2.3）。





所以，直觉主义可推演关系，都是经典可推演关系；直觉主义命题逻辑定理，都是经典命题逻辑定理；而经典可推演可以理解为直觉主义可推演加上前提模式（[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ。

经典逻辑的推演概念是最强的。反证法规则是一种[image: alt]
 -消去规则，因此，它可以在否定前提下得到以前得不到的肯定结论，而前面那些双重否定形式的结论或定理，在经典逻辑里都能得到肯定的形式。（实际上，所有经典语义后承关系，都是经典语形后承关系，所有的重言式，都是经典逻辑定理。具体证明见下一章。）





3.3.4　例　在极小和直觉主义逻辑里，4个易位律只成立两个，但在经典逻辑里，它们全部成立：

1）[image: alt]
 φ→[image: alt]
 ψ⊦c
 ψ→φ；

2）[image: alt]
 φ→ψ⊦c
 [image: alt]
 ψ→φ

证明：两个证明类似，我们只证1）。构造以下推演：

[image: alt]


因此我们有经典逻辑定理：

1）⊦c
 （φ→ψ）↔（[image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ）；

2）⊦c
 （[image: alt]
 φ→ψ）↔（[image: alt]
 ψ→φ）；

3）⊦c
 （φ→[image: alt]
 ψ）↔（ψ→[image: alt]
 φ）。





3.3.5　例　反证法规则可以表达为：

如果Φ，[image: alt]
 φ⊦c
 ψ∧[image: alt]
 ψ，则Φ⊦c
 φ。

相应地，这个规则对应的公式（[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ是经典命题逻辑定理。

证明：由上述反证法规则得：

（*）如果Φ⊦c
 [image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ，则Φ⊦c
 φ。

显然，[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ⊦c
 [image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ。

因此，根据（*），有：

[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ⊦c
 φ，即

⊦c
 （[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ。

由此定理反推回去，也能得出上面反证法规则。





既然在直觉主义逻辑中，反证法、排中律、二难推理和双重否定消去规则可以相互推导，而反证法又是经典规则，那么排中律、二难推理和双重否定消去规则就都是经典逻辑接受的导出规则。就是说，对任意的公式集Φ、Ψ和公式φ、ψ，我们有：

3.3.6　引理

1）Φ⊦c
 φ∨[image: alt]
 φ（排中律规则）；

2）如果Φ⊦c
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ，那么Φ⊦c
 φ（双重否定消去规则）；

3）如果Φ，φ⊦m
 ψ，且Ψ，[image: alt]
 φ⊦m
 ψ，则Φ∪Ψ⊦m
 ψ（二难推理规则）。

证明：参考习题2.2.2-3。





相应地，它们对应的公式都是经典命题逻辑定理：

3.3.7　系理

1）⊦c
 φ∨[image: alt]
 φ；

2）⊦c
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ→φ（因为φ⊦m
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ，所以实际上有：⊦c
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ↔φ）；

3）⊦c
 （φ→ψ）∧（[image: alt]
 φ→ψ）→ψ（实际上有：

⊦c
 （φ→ψ）∧（[image: alt]
 φ→ψ）↔ψ）。





3.3.8　习题　证明以上系理。





3.3.9　例　在直觉主义逻辑里已经成立3个德摩根律，而经典逻辑里最后一个也成立：

[image: alt]
 （φ∧ψ）⊦c
 [image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ。

证明：根据易位律[image: alt]
 φ→ψ⊦c
 [image: alt]
 ψ→φ，这相当于证明：

[image: alt]
 （[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ）⊦c
 φ∧ψ。

由直觉主义逻辑里已经成立的德摩根律⊦i
 [image: alt]
 （φ∨ψ）↔[image: alt]
 φ∧[image: alt]
 ψ，我们只要证：

[image: alt]
 [image: alt]
 φ∧[image: alt]
 [image: alt]
 ψ⊦c
 φ∧ψ。

但由双重否定律，这显然成立。

因此我们有经典逻辑定理：

1）⊦c
 [image: alt]
 （φ∧ψ）↔[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ；

2）⊦c
 [image: alt]
 （φ∨ψ）↔[image: alt]
 φ∧[image: alt]
 ψ。





3.3.10　例　反证法规则也可以表为：

[image: alt]
 φ→ψ，[image: alt]
 φ→[image: alt]
 ψ⊦c
 φ。

它的一个特例是：

[image: alt]
 φ→（φ→ψ），[image: alt]
 φ→[image: alt]
 （φ→ψ）⊦c
 φ。

前面例3.2.4已经证明：⊦c
 [image: alt]
 φ→（φ→ψ）。因此，根据习题3.1.17，我们有：

[image: alt]
 φ→[image: alt]
 （φ→ψ）⊦c
 φ。

又由易位律φ→ψ⊦c
 [image: alt]
 ψ→[image: alt]
 φ和⊦c
 的传递性，有规则：

（φ→ψ）→φ⊦c
 φ。

因此，我们得到如下的经典逻辑定理：

⊦c
 （（φ→ψ）→φ）→φ。

这称为皮尔斯律（Peirce's law）。





3.3.11　习题　证明以下公式是经典逻辑定理：

1）（[image: alt]
 φ→φ）↔φ；

2）[image: alt]
 [image: alt]
 φ→（ψ→φ）；

3）φ∧ψ↔[image: alt]
 （φ→[image: alt]
 ψ）；

4）φ∨ψ↔[image: alt]
 φ→ψ；

5）φ→ψ↔[image: alt]
 φ∨ψ；

6）（φ↔ψ）↔（[image: alt]
 ψ↔[image: alt]
 φ）；

7）（[image: alt]
 φ↔ψ）↔（[image: alt]
 ψ↔φ）；

8）φ∧ψ↔[image: alt]
 （[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ）；

9）φ∨ψ↔[image: alt]
 （[image: alt]
 φ∧[image: alt]
 ψ）；

10）φ∧（ψ∨[image: alt]
 ψ）↔φ。

由以上3）、4）、5）、8）、9）可知，在经典逻辑里，我们原则上不需要全部的4个初始联结词，初始联结词集合，只要在｛[image: alt]
 ，∨｝、｛[image: alt]
 ，∧｝或｛[image: alt]
 ，→｝中随便选择一个，其他的都可按上面几个等价式定义出来（参考第四章2.3节），而被定义联结词的引入和消去规则，可以从初始联结词的规则导出（请读者自行证明）。





下面我们讨论经典命题推演的几个等价定义。

引理3.3.6列出了几个导出规则，这几个导出规则的任何一个，都可以代替反证法，作为经典逻辑的初始规则使用。就是说，将定义3.3.1中的（CL）换为排中律、二难推理或双重否定消去规则，仍然得到经典命题推演。假设我们做了这样的替换，而把相应的语形后承关系记为⊦e
 ，那么，可以得到以下定理：





3.3.12　定理　对任何公式集Φ和公式φ，Φ⊦e
 φ当且仅当Φ⊦c
 φ。

证明：不妨假设与⊦e
 对应的推演中，用来替换反证法规则的是排中律规则。对其他的替换情形，结果类似可证。

由定理3.3.3-2的证明可知，对于⊦e
 ，也有：

（*）Φ⊦e
 θ，当且仅当，Φ＋φ∨[image: alt]
 φ⊦i
 θ。

由于模式（[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ与模式φ∨[image: alt]
 φ在直觉主义逻辑里可以相互推演（习题3.2.8），所以，根据⊦i
 的传递性，我们有：

（**）　Φ＋φ∨[image: alt]
 φ⊦i
 θ，当且仅当，

Φ＋（[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ⊦i
 θ。

因此，Φ⊦e
 θ，

当且仅当，Φ＋φ∨[image: alt]
 φ⊦i
 θ（由（*）），

当且仅当，Φ＋（[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ⊦i
 θ（由（**）），

当且仅当，Φ⊦c
 φ（定理3.3.3-2）。





3.3.13　习题　证明：

1）对任何公式集Φ和公式θ，

Φ⊦c
 θ，当且仅当，Φ＋（[image: alt]
 φ→[image: alt]
 ψ）→（ψ→φ）⊦i
 θ。

（因此，直觉主义逻辑加上上面这个形式的易位律，也是经典逻辑。）

2）直觉主义逻辑加上模式（[image: alt]
 φ→φ）→φ是经典逻辑。





反证法是[image: alt]
 -消去，易位律、排中律、二难推理和双重否定消去规则也都与否定词有关。那么，是不是只有直接与否定词有关的规则，才能加到直觉主义逻辑里而得到经典逻辑？不是。考虑例3.3.10中的皮尔斯律，它的表述里只涉及蕴涵词，不涉及否定词，但在直觉主义逻辑里可证它与反证法等价。





3.3.14　定理　对任何公式集Φ和公式θ，

Φ⊦c
 θ，当且仅当，Φ＋（（φ→ψ）→φ）→φ⊦i
 θ。

（直觉主义逻辑加上皮尔斯律是经典逻辑。）

证明：充分性。设Φ＋（（φ→ψ）→φ）→φ⊦i
 θ。直觉主义推演都是经典推演，所以，

Φ＋（（φ→ψ）→φ）→φ⊦c
 θ。

上例3.3.10已证：⊦c
 （（φ→ψ）→φ）→φ。因此，

Φ⊦c
 θ。

必要性。设Φ⊦c
 θ。那么，根据习题3.3.13-2，有

Φ＋（[image: alt]
 φ→φ）→φ⊦i
 θ。

我们证明，模式（（φ→ψ）→φ）→φ在直觉主义逻辑里可推演模式（[image: alt]
 φ→φ）→φ。这个结果立即推出结论：

Φ＋（（φ→ψ）→φ）→φ⊦i
 θ。

首先，容易证明：

⊦i
 （φ→[image: alt]
 φ）→[image: alt]
 φ　（例3.1.19）

所以，根据⊦i
 的传递性，有：[image: alt]
 φ→φ⊦i
 （φ→[image: alt]
 φ）→φ，即

（*）　⊦i
 （[image: alt]
 φ→φ）→（（φ→[image: alt]
 φ）→φ）。

皮尔斯模式（（φ→ψ）→φ）→φ的一个特例是：

（（φ→[image: alt]
 φ）→φ）→φ

（注意它的前件是（*）中公式的后件）。将这个特例和（*）的公式作前提，根据极小逻辑里已经成立的蕴涵三段论（例3.1.7），我们有：

（[image: alt]
 φ→φ）→（（φ→[image: alt]
 φ）→φ），（（φ→[image: alt]
 φ）→φ）→φ⊦i
 （[image: alt]
 φ→φ）→φ。

但由（*），最前面的（[image: alt]
 φ→φ）→（（φ→[image: alt]
 φ）→φ）已经是直觉主义逻辑定理，所以，

（（φ→[image: alt]
 φ）→φ）→φ⊦i
 （[image: alt]
 φ→φ）→φ。

所以，皮尔斯模式（（φ→ψ）→φ）→φ在直觉主义逻辑里可推演模式（[image: alt]
 φ→φ）→φ。





这个定理说明，皮尔斯律虽然看起来与否定词无关，但它实际上刻画了否定词的经典意义。因此，否定词的意义不一定仅能靠有关否定的规则来规定，联结词规则之间的相互影响是复杂的。

以上表明，在经典逻辑里，我们可以改换某个初始规则，而得到等价的推演概念。那么，我们可不可以考虑去除某个初始规则呢？也可以。比如，在前面关于推演的定义里，直觉主义规则（IN）是经典逻辑的初始规则，但这个规则在经典逻辑里不具有独立性，它可以由反证法规则导出（证明留作习题）。因此，极小逻辑规则加上反证法就已经是经典逻辑；在经典推演的定义（3.3.1）中，我们可以去除直觉主义规则，而不会减弱推演的强度。





3.3.15　习题　在极小逻辑里，用反证法规则导出直觉主义规则（IN）。





本节最后，我们讨论一下经典命题逻辑与直觉主义命题逻辑之间的关系。

首先，我们已经知道，所有的直觉主义命题推演都是经典命题推演，所有的直觉主义命题逻辑定理都是经典命题逻辑定理（定理3.3.3）。在这个意义上，经典命题逻辑不弱于直觉主义命题逻辑。

其次，由上面积累的经验，我们得到一个很强的信念：有些经典可推演关系，不是直觉主义可推演关系，有些经典逻辑定理，不是直觉主义逻辑定理（如反证法、排中律、二难推理和双重否定消去等）。因此，经典命题逻辑严格强于直觉主义命题逻辑。但是，这一点目前还没有得到证明。在下一章里，我们将讨论直觉主义逻辑的某种语义解释，并证明这个逻辑相对这种语义的健全性。那时我们有机会提供反例，说明经典逻辑的某些定理（如排中律）在直觉主义语义里不成立，因此不是直觉主义逻辑定理。

再次，在直觉主义逻辑里，虽然反证法、排中律、二难推理和双重否定消去等经典定理不可证，但它们的双重否定可证（例3.2.9）。这引导我们猜测，经典命题逻辑定理的双重否定都是直觉主义命题逻辑定理。下面的结果肯定了这个猜测。





3.3.16　定理（Glivenko）　对任何公式φ，⊦c
 φ，当且仅当⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。

证明：充分性。设⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。显然有⊦c
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。另外，我们有：

⊦c
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ→φ　（系理3.3.7）。

因此，⊦c
 φ。

必要性。设⊦c
 φ。根据定理3.3.12，排中律模式在直觉主义逻辑中可推出φ。又由于一切推演都有有穷多前提，所以，有排中律的特例ψ1
 ，ψ2
 ，…，ψn
 ，n≥0，使得

ψ1
 ，ψ2
 ，…，ψn
 ⊦i
 φ，　即ψ1
 ，ψ2
 ，…，ψn－1
 ⊦i
 ψn
 →φ。

两次运用直觉主义逻辑的易位律（例3.1.7），得到：

ψ1
 ，ψ2
 ，…，ψn－1
 ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 ψn
 →[image: alt]
 [image: alt]
 φ。

但⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 ψn
 （例3.2.9）。所以，

ψ1
 ，ψ2
 ，…，ψn－1
 ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。

重复上面过程，消去全部ψi
 ，得到：

⊦i
 [image: alt]
 …[image: alt]
 φ（φ前有2n个[image: alt]
 ）。

但是，⊦i
 [image: alt]
 φ↔[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ（例3.1.19），所以，否定式前的否定号可以成对地去除，最后得到：

⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。

3.3.17　习题

1）证明：对任何公式φ，⊦c
 [image: alt]
 φ，当且仅当⊦i
 [image: alt]
 φ。

2）如果Φ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ，则Φ⊦i
 φ∧[image: alt]
 φ。（反之亦然。因此在命题逻辑里，经典一致性与直觉主义一致性等价。
⑧

 ）

3）Φ为公式集，令[image: alt]
 [image: alt]
 Φ＝｛[image: alt]
 [image: alt]
 φ│φ∈Φ｝。证明：Φ⊦c
 φ，当且仅当[image: alt]
 [image: alt]
 Φ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。（提示：参考上面Glivenko定理的证明方法。）

4　量词和等词规则

到此为止，我们讨论了联结词规则所确定的三种命题推演和命题逻辑。但是，还有许多推理，它们之所以正确，与语言中的量词和等词的推理意义相关，而不能用联结词规则来保证。量词与等词的意义或用法，在推理中也是用规则来确定的。在命题推演的概念中加入这些规则，才得到完整的一阶推演概念。下面我们就介绍关于量词和等词的推理规则，它们也表现为引入或消去的形式。

4.1　量词规则

在直观上，∀xφ（x）读为：“对所有的个体，都……”，而∃xφ（x）则是说：“至少有一个个体，它……”。那么，量词的这种意义，在推理中是如何表现的？我们能从∀xφ（x）或∃xφ（x）推演出什么结论，又能从什么前提推演出它们？总之，什么样的推理规则，确定了∀和∃两个量词在推理中的意义或用法？

我们先分析简单的情形。日常推理中，有两个习用的原则，一个是“一般推出个别”，另一个是“个别推出存在”。前者的实例如，从“每个自然数都有后继”，我们可推出“自然数0有后继”，“自然数1有后继”，等等。用我们的语言来表达，这个原则说的是：一旦我们在推理的某一步得到了“所有的个体都具有φ所表达的性质”，而项t又已给定，那么我们在下一步就可得到“t所代表的个体也有φ所表达的性质”。就是说，我们有下面的规则：

1）∀-消去（∀E）

[image: alt]


其中项t对φ中的x可代入，而φ（t／x）是代入结果——以后我们只要写出φ（t／x），都假设t对φ中的x可代入。代入保证了，φ对x“所说的”，即是φ（t／x）对t“所说的”，因此，这里的结论，的确是前提所表达的一般情况的一个特例。

“个别推出存在”的原则，同样简单明了。要证明具有某性质的东西存在，只要找到具有这个性质的个别对象即可，这个对象，构成那个存在命题的“证据”。比如，从“自然数1有后继”，我们立即得到“至少存在一个自然数，它有后继”。一般而言，只要我们在推理中得到“t所代表的个体有φ所表达的性质”，那么下一步就可得到“至少存在一个个体，它具有φ所表达的性质”。我们因此有规则：

2）∃-引入（∃I）

[image: alt]


注意，一个代入结果，可能由不同公式的代入得到。比如，x0
 ≡x0
 既可以是x1
 ≡x1
 （x0
 ／x1
 ），也可以是x0
 ≡x1
 （x0
 ／x1
 ）。因此，根据∃-引入规则，我们从x0
 ≡x0
 既可以推出∃x1
 x1
 ≡x1
 ，也可以推出∃x1
 x0
 ≡x1
 。在实际推演中，到底得到什么样的∃xφ，取决于事先给定的公式φ及其代入。

这两个规则，极小逻辑、直觉主义逻辑和经典逻辑都接受。关于它们在经典语义下的有效性，参见第四章系理6.4。

现在我们考虑，在什么前提下可以引入∀或消去∃。回到我们日常推理的经验，在数学推理中，我们经常诉诸一个对象的“任意性”来证明一个全称命题。比如，我们要证明，每个三角形的内角和是180度。第一步我们假设a为一个“任意的”三角形；第二步证明a的内角和为180度；第三步，“由a的任意性”，我们直接得出全称结论“每个三角形的内角和是180度”。在这里，a代表一个三角形，但不固定地代表任何一个具体的三角形，它是任意的。“任意”的意思是，我们只把它当作一个三角形，而不赋予它任何具体的性质（不假设它是直角的，或面积为某某大的，或边长之和为某个具体数的，等等），也就是说，在这个证明中，没有一个前提述说它有什么具体性质。因此，它可以代表一切三角形。或者说，由于a的任意性，对于“a的内角和为180度”的证明，就是一个证明模式，其中的a可以替换成随便哪个三角形的名字而不影响证明。因此，我们得到那个全称结论。

把这个步骤用到一阶语言里，我们可以用某个个体变项表达这种“任意性”。这样，当我们在一个推理的某步得到φ（x），而x又是“任意的”，我们就可以在下一步得到全称结论∀xφ。但为了保证“任意性”，这个x必须在某种意义下是“新”的变项，就是说，在得到φ（x）的推演中，除了假设x代表的个体在论域中之外，相关的前提未表明这个个体还有某种别的性质。表现在语形方面，这个任意性条件相当于说：x不能在φ（x）所依赖的任何前提中有自由出现。因此，对于φ（x）的推演是一个推演模式，其中的x可以代换成任何一个t。正是这一点保证了我们的全称结论。我们于是有一个∀-引入规则，这个规则的一般形式是：

3）∀-引入（∀I）

[image: alt]


其中y不在φ（y／x）所依赖的任何（未消除的）前提及∀xφ中自由。这两个条件，前者保证了y的“任意性”，后者保证∀yφ（y／x）与∀xφ互为（经易字得到的）变式，因此表达同样的命题。如果y＝x，则y当然不在∀xφ中自由，这时y只需满足前面那个“任意性”条件即可。

为了强调“任意性”条件的重要，我们举一个例子，说明违反它的后果。假设一个语言含有个体常项0，考虑在这个语言中做出的“推演”：

[image: alt]


这个“推演”表明，结论0≡0→∀x0
 x0
 ≡0无条件成立。但情况显然不是如此，因为这意味着从永真的前提0≡0可以推出所有东西都为0。任何一个也包含非0个体的论域，都构成它的反例。

∃的消去与∀的引入遵循类似的道理。在日常数学推理中，当我们要从一个存在命题推出某结论时，也经常涉及“任意性”条件。比如，我们要从前提“集合A非空”（∃xx∈A）与A⊆B推出“集合B非空”（∃xx∈B），可以按如下直观的推理过程进行：

有元素属于A。让我们用y代表它。

既然A是B的子集，那么y也是B的元素。

因此，有元素属于B（即y）。

我们对y的全部假定只是y∈A，或者说，y具有“任意性”。另外，y只是暂时借用的，最后的结论并不含有y，而且，这个结论不依赖于假定y∈A，而只依赖于“有元素属于A”和“A是B的子集”。

这个推理，用树形图可以表为：

[image: alt]


注意：Ay是临时引入的假设，关键变项y的选择，满足这三个条件：第一，它不在上面那个∃xBx所依赖的前提（除Ay外）中自由；第二，它不在∃xAx中自由；第三，它也不在最后结论∃xBx中自由。这些条件保证了，y不被其他前提所限定，因而是“任意的”，而最后结论不依赖于它代表什么。

在最后一步（1所标示的），前提Ay被消除。这一步遵循的，即是下面这个规则：

4）∃-消去（∃E）

[image: alt]


其中的变项y，需要满足如下条件：

第一，y不在上面那个ψ所依赖的前提——除φ（y／x）外——中自由。

第二，y不在∃xφ中自由。

第三，y不在ψ中自由。

我们举三个例子，分别说明这三个条件的必要性。假设一个语言含有一元谓词F和G，二元谓词＜，考虑在这个语言中所做的“推演”：

例1：

[image: alt]


例2：

[image: alt]


例3：

[image: alt]


容易找到反例，说明这些“推演”不正确（比如想象一个描述算术结构的语言，其中F表达“……是偶数”，G表达“……是奇数”，＜表达“……小于……”关系）。

全称引入和存在消去规则，也为极小逻辑、直觉主义逻辑和经典逻辑普遍接受。关于它们在经典语义下的有效性，参见第四章系理6.5。

4.2　等词规则

等词≡的意义，是平常所谓的“相等”、“等同”或“同一”。从推理方面说，这个意义由下面两条规则决定（参考第四章2.1节）。

1）≡-引入（≡I）

[image: alt]


这个无前提的规则说的是：对任何项t，t≡t无条件成立。这在语形上表达了关于“同一”的第一个原则：任何个体都是自身同一的。

2）≡-消去（≡E）

[image: alt]


这是“同一者不可分辨”原则的表达：同一的东西有相同的性质，所以，若项t和s代表相同的东西，那么对t所说的，对s同样成立（φ（t／x）对于t“所说的”，显然是φ（s／x）对于s“所说的”）。

这两个规则，也分别称为等同的自反性规则和代入规则。

5　一阶推演

现在，我们在推演定义中加入量词和等词规则，把原先的命题推演，扩充为完整的一阶推演。处理方法很简单：只要在极小、直觉主义或经典命题推演中加入全部的量词和等词的引入和消去规则，就分别得到极小、直觉主义或经典的一阶推演概念。

5.1　定义　取极小、直觉主义、经典命题推演之一，把其归纳定义（定义3.1.1、3.2.1或3.3.1）中的“（极小、直觉主义或经典）命题推演”字样改为“[image: alt]
 -推演”；增加1条基始条件：

1）（≡I）对于任何项t，

[image: alt]


是[image: alt]
 -推演。

再增加以下5条归纳条件：

1）（∀I）如果

[image: alt]


是[image: alt]
 -推演，且y不在D的任何前提及∀xφ中自由，那么

[image: alt]


也是[image: alt]
 -推演。

2）（∀E）如果

[image: alt]


是[image: alt]
 -推演，那么

[image: alt]


也是。

3）（∃I）如果

[image: alt]


是[image: alt]
 -推演，那么

[image: alt]


也是。

4）（∃E）如果

[image: alt]


都是[image: alt]
 -推演，且y不在∃xφ、ψ及D2
 的除φ（y／x）外的前提中自由，那么，

[image: alt]


也是[image: alt]
 -推演。

5）（≡E）如果

[image: alt]


是[image: alt]
 -推演，那么，

[image: alt]


也是。

这样定义的[image: alt]
 -推演，称为相应的（极小、直觉主义或经典）逻辑的一阶推演。





与一阶推演相对应的完整语形后承和逻辑定理概念定义如下：





5.2　定义　设Φ是一个[image: alt]
 -公式集，φ是一个[image: alt]
 -公式。如果存在一个极小、直觉主义或经典一阶推演D，使得D的前提集是Φ的子集，且D的结论为φ，则称φ为Φ的极小、直觉主义或经典一阶语形后承（或在极小、直觉主义或经典逻辑里，从Φ可推演φ），仍分别记为Φ⊦m
 φ、Φ⊦i
 φ或Φ⊦c
 φ。

令⊦是⊦m
 、⊦i
 或⊦c
 。如果⊦φ，则分别称φ为极小、直觉主义或经典逻辑定理。





由上述定义容易证明，命题可推演性的下述性质，对一阶可推演性仍然成立：

5.3定理　对任何公式集Φ和公式φ，

1）Φ⊦m
 φ⇒Φ⊦i
 φ⇒Φ⊦c
 φ。

2）前面引理3.1.13—3.1.16所描述的命题语形后承的性质（单调性、前提有穷性、传递性、演绎引理等），对一阶语形后承同样成立。

证明留作习题。

5.4　例　如果φ是公式，t是项，那么，

1）⊦m
 ∀xφ→φ（t／x）；

2）⊦m
 φ（t／x）→∃xφ。

证明：1）从单点树∀xφ，根据（∀E），得到推演

[image: alt]


它证明了∀xφ⊦m
 φ（t／x），即⊦m
 ∀xφ→φ（t／x）。

2）的证明类似。

特例：⊦m
 ∀xφ→φ；⊦m
 φ→∃xφ。

根据定理5.3，这些极小逻辑定理也是直觉主义和经典逻辑定理。

5.5　习题　设Φ是[image: alt]
 的公式集，φ、ψ是[image: alt]
 -公式，⊦是⊦m
 、⊦i
 或⊦c
 。证明：

1）如果Φ⊦φ（y／x），则Φ⊦∀xφ，其中y不在Φ的任何公式及∀xφ中自由。

2）如果Φ，φ（y／x）⊦ψ，且y不在Φ的任何公式、∃xφ及ψ中自由，则Φ，∃xφ⊦ψ。

3）如果⊦φ，则⊦∀xφ。

4）（约束变项易字）设∀yφ（y／x）（或∃yφ（y／x））为由∀xφ（或∃xφ）经易字而得到的变式，则

⊦∀yφ（y／x）↔∀xφ；⊦∃yφ（y／x）↔∃xφ。

5.6　例　全称量词对蕴涵、合取，存在量词对析取等分配规律，在极小逻辑中即可证。下面举两个例子，其余见习题。

1）∀x（φ→ψ）⊦m
 ∀xφ→∀xψ；

2）∃x（φ∧ψ）⊦m
 ∃xφ∧∃xψ

证明：1）构造以下极小推演：

[image: alt]


（注意（∀I）的应用符合相关条件：x不在前提及∀xψ中自由。）

2）构造以下极小推演：

[image: alt]


（注意（∃E）的应用符合相关条件：x不在∃x（φ∧ψ）、∃xφ∧∃xψ中及φ∧ψ以外的前提中自由。）

5.7　习题　证明：

1）∀xφ⊦m
 ∃xφ；

2）∀x（φ→ψ）⊦m
 ∃xφ→∃xψ；

3）⊦m
 ∀xφ∨∀xψ→∀x（φ∨ψ）；

4）⊦m
 ∀x（φ∧ψ）↔∀xφ∧∀xψ；

5）⊦m
 ∃x（φ∨ψ）↔∃xφ∨∃xψ；

6）⊦m
 ∀xφ↔φ，x不在φ中自由；

7）⊦m
 ∃xφ↔φ，x不在φ中自由；

5.8　例　同类量词的交换，蕴涵的量化与前后件量化的关系，也举两个例子：

1）⊦m
 ∀x∀yφ↔∀y∀xφ；

2）∃xφ→ψ⊦m
 ∀x（φ→ψ），x不在ψ中自由

证明：1）构造以下极小推演：

[image: alt]


这证明了⊦m
 ∀x∀yφ→∀y∀xφ；另一个方向同理可证。

2）构造以下极小推演：

[image: alt]


5.9　习题　证明：

1）⊦m
 ∃x∃yφ↔∃y∃xφ；

2）⊦m
 ∃x∀yφ→∀y∃xφ；

3）⊦m
 ∀x（φ→ψ）↔φ→∀xψ，若x不在φ中自由；

4）⊦m
 ∃x（φ→ψ）→φ→∃xψ，若x不在φ中自由；

5）⊦m
 ∀x（φ→ψ）↔∃xφ→ψ，若x不在ψ中自由；

6）⊦m
 ∃x（φ→ψ）→∀xφ→ψ，若x不在ψ中自由。

5.10　例　全称与存在量词的关系，在直觉主义逻辑里可证下面三个：

1）⊦i
 ∃x[image: alt]
 φ→[image: alt]
 ∀xφ；

2）⊦i
 [image: alt]
 ∃xφ→∀x[image: alt]
 φ；

3）⊦i
 ∀x[image: alt]
 φ→[image: alt]
 ∃xφ。

证明：1）构造以下直觉主义推演：

[image: alt]


2）和3）的证明，留作习题。把全称式看作合取式的推广，存在式看作析取式的推广，那么，这三个直觉主义逻辑定理，分别是下面三个直觉主义命题逻辑中的德摩根律的推广：

[image: alt]


它们表达了这样的思想：证明φ∨ψ，就是至少证明φ和ψ中的一个；相应地，证明∃xφ，就是找到论域中至少一个确定的个体（“证据”），使它满足φ表达的性质。这是直觉主义对于∨和∃的构造性解释。在这个解释下，

[image: alt]
 （φ∧ψ）→[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ

不为直觉主义逻辑所接受，因为即使不能同时证明φ和ψ，也不保证我们能证明[image: alt]
 φ和[image: alt]
 ψ中的一个。相应地，

[image: alt]
 ∀xφ→∃x[image: alt]
 φ

也不为直觉主义逻辑所接受：即使“所有元素都满足φ表达的性质”导致矛盾，也不意味着我们能找到一个“证据”，使它满足φ表达的性质。

5.11　例　但是，在经典逻辑里，φ∨ψ表示二者至少有一为真，而所有命题非真即假（排中律），所以，并非“φ和ψ同真”，就是二者至少有一为假。因此，[image: alt]
 （φ∧ψ）→[image: alt]
 φ∨[image: alt]
 ψ是经典逻辑定理。相应地，“所有元素都满足φ表达的性质”为假，就表示“至少有一元素不满足φ表达的性质”。就是说，

⊦c
 [image: alt]
 ∀xφ→∃x[image: alt]
 φ。

证明：构造以下经典推演：

[image: alt]


5.12　习题　证明：

1）⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 ∀xφ→∀x[image: alt]
 [image: alt]
 φ；

2）⊦c
 [image: alt]
 ∃x[image: alt]
 φ↔∀xφ；

3）⊦c
 [image: alt]
 ∀x[image: alt]
 φ↔∃xφ；

4）⊦c
 ∃x（φ→ψ）↔φ→∃xψ，若x不在φ中自由；

5）⊦c
 ∃x（φ→ψ）↔∀xφ→ψ，若x不在ψ中自由；

6）⊦i
 ∃x（φ∧ψ）↔∃xφ∧ψ，若x不在ψ中自由；

7）⊦c
 ∀x（φ∨ψ）↔∀xφ∨ψ，若x不在ψ中自由；





等词的两个规则，刻画了等词在推理中的意义。下面我们运用这些规则，推导有关相等关系的一些常见的逻辑定理。

5.13　例　根据等词规则，我们可以证明相等关系是一个等价关系，即：

1）⊦∀xx≡x（自反性）；

2）⊦∀x∀y（x≡y→y≡x）（对称性）；

3）⊦∀x∀y∀z（x≡y→y≡z→x≡z）（传递性）；

其中⊦是⊦m
 、⊦i
 或⊦c
 。

证明：1）首先我们有推演：

[image: alt]


即⊦x≡x。再根据习题5.5-3直接得到⊦∀xx≡x。

2）构造如下推演：

[image: alt]


其中的x≡x为z≡x（x／z）。这证明了：⊦x≡y→y≡x。两次运用习题5.5-3即得：

⊦∀x∀y（x≡y→y≡x）。

3）构造推演：

[image: alt]


由此得：⊦∀x∀y∀z（x≡y→y≡z→x≡z）。

5.14　习题

1）设t，s，t1
 ，…，tn
 ，s1
 ，…，sn
 是项，φ为公式。证明：

i）⊦t1
 ≡s1
 ∧t2
 ≡s2
 ∧…∧tn
 ≡sn
 →t（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）≡t（s1
 ／x1
 ，s2
 ／x2
 ，…，sn
 ／xn
 ）。

ii）⊦t1
 ≡s1
 ∧t2
 ≡s2
 ∧…∧tn
 ≡sn
 →φ（t1
 ／x1
 ，t2
 ／x2
 ，…，tn
 ／xn
 ）→φ（s1
 ／x1
 ，s2
 ／x2
 ，…，sn
 ／xn
 ）。

iii）⊦∀x∃yx≡y；⊦∃xx≡t。

iv）⊦∀x（φ→∃y（x≡y∧φ（y／x））），y不在φ中出现。

v）⊦∀x（φ→∀y（x≡y→φ（y／x））），y不在φ中出现。

vi）⊦φ（t／x）↔∀x（x≡t→φ），x不在t中出现。

2）（等价替换）设φ、ψ、ψ′为公式，φ′是由ψ′替换子公式ψ在φ中的一些出现而得到的公式。证明：

如果⊦ψ↔ψ′，那么⊦φ↔φ′。（参考第四章定理5.18）

3）设φ′为由φ经多次易字得到的公式，证明：⊦φ↔φ′。





最后简单讨论一下推演的判定问题。对于形式语言来说，我们已经知道它的公式集是可判定的（第三章定理4.5），现在我们可以前进一步，证明它的推演集也是可判定的。就是说，我们有一个算法，对于任意给定的由公式组成的树，判定这个树是不是一个推演。这只要按照推演的定义，来检查这个树是否符合相关的规定：单点树是容易辨别的；叶上无公式而只有一道横线的树是推演，当且仅当根上是t≡t（我们假设推演只使用初始规则）。对于复杂的树，逐层检查每道横线的上下公式是否形成某个推演规则的实例。由于我们只有有穷多推演规则，每个规则只涉及有穷多公式的变形，而每种变形不是消去或添加某个指定公式的主联结词、等词或量词，就是增加某公式（IN），所以，推演规则的实例都是能够辨别的（量词和等词规则牵涉到公式的代入，但是，一个公式是否某个公式的代入结果，是可判定的）。这个过程能够判定一个树是否一个推演，它是一个极小的、直觉主义的还是一个经典的推演。当然，对于存在这样一个算法的完整证明，需要按照树的构造方式进行归纳（参考第三章习题2.4-3），其中细节请读者来补充。

但是，推演集是可判定的，并不意味着“可推演性”是可判定的。对于公式集Φ和公式φ，“Φ可推演φ”意味着存在一个从Φ到φ的推演D，要判定这一点，不但要求我们能判定什么是推演，还要求我们找到特定的推演。直观上想象，即使我们能列出所有的推演（无穷多），逐一查验其“身份”，但如果不存在从Φ到φ的推演，那么查验过程将永无完结。实际上，Church证明，不存在一个算法，对于一般语言的Φ和φ，判定Φ⊦c
 φ是否成立。
⑨



6　经典与直觉主义逻辑的关系

这一节里，我们讨论一下经典与直觉主义一阶推演之间的关系。我们首先注意到，一阶推演跟命题推演相比较，多出了量词和等词规则，而量词规则（∀I）和（∃E）要求对前提中的“任意性”变项作语形方面的限制，所以，不能像命题逻辑中那样，通过增加前提模式，把较弱逻辑的推演变成较强逻辑的推演。因为，增加的前提可能含有原先的“任意性”变项的自由出现，从而阻碍了原先的（∀I）和（∃E）的合法使用。由于这个原因，对于命题逻辑成立的一些结果，如极小命题推演加上前提模式φ∧[image: alt]
 φ→ψ等价于直觉主义命题推演（定理3.2.3-2），直觉主义命题推演加上前提模式（[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ等价于经典命题推演（定理3.3.3-2），对于一阶推演不再成立。这又影响了其他一些结果，如直觉主义与经典命题逻辑的如下关系：

对任何公式φ，⊦c
 φ，当且仅当⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ（定理3.3.16），以及

如果Φ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ，则Φ⊦i
 φ∧[image: alt]
 φ（习题3.3.17），

由于其证明实质上依赖于上述增加前提模式的方法，所以对于一阶推演也不再成立。

但是，对于一阶推演，我们仍然可以得到较弱的类似结果。从前面的内容中我们看到，直觉主义推演中所包含的构造性要求，主要表现于对[image: alt]
 、∨和∃的解释上，让我们考虑通过如下限制语言而得到的一个特殊公式集：

6.1　定义　一阶语言中的公式φ称为否定化的，如果φ中的原子公式的出现，都直接处于否定词之后，且φ中不含∨或∃。





下面的引理表明，否定化的公式在直觉主义推演中的“表现”，与它们在经典推演中的“表现”是一样的，就是说，在直觉主义里，它们也满足双重否定消去律。

6.2　引理　如果φ是否定化的，那么

⊦i
 φ↔[image: alt]
 [image: alt]
 φ。

证明：已知直觉主义逻辑有下面的定理：

1）⊦i
 φ→[image: alt]
 [image: alt]
 φ；

2）⊦i
 [image: alt]
 φ↔[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ；

3）⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 （φ∧ψ）→[image: alt]
 [image: alt]
 φ∧[image: alt]
 [image: alt]
 ψ；

4）⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 （φ→ψ）→（φ→[image: alt]
 [image: alt]
 ψ）；

5）⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 ∀xφ→∀x[image: alt]
 [image: alt]
 φ。

运用这些定理，我们施归纳于否定化的公式φ，来证明这个引理。

因为φ是否定化的，所以它具有下列形式之一：

[image: alt]
 ψ（ψ是原子公式或否定化公式），ψ1
 ∧ψ2
 ，ψ1
 →ψ2
 ，∀xψ，其中ψ1
 、ψ2
 、ψ是否定化的。

我们只证明φ＝ψ1
 →ψ2
 的情形，其余留作习题。

因为上面直觉主义逻辑定理1），我们只要证：⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ→φ。

因为φ＝ψ1
 →ψ2
 ，所以[image: alt]
 [image: alt]
 φ＝[image: alt]
 [image: alt]
 （ψ1
 →ψ2
 ）。根据上面定理4），

⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 （ψ1
 →ψ2
 ）→（ψ1
 →[image: alt]
 [image: alt]
 ψ2
 ）。

由归纳假设，⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 ψ2
 →ψ2
 。所以，

⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 （ψ1
 →ψ2
 ）→（ψ1
 →ψ2
 ），

即⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ→φ。

6.3　习题　完整证明引理6.2。

因此，我们可以期望，如果按一种合适的方式把公式“归约”为否定化的，那么就可以把经典推演“嵌入”直觉主义推演。哥德尔和甘岑证明了这一点。下面这种否定化归约方法，称为哥德尔翻译。

6.4　定义　从公式集到公式集中的函数g
 由以下条件归纳定义：

1）φg
 ＝[image: alt]
 [image: alt]
 φ，如果φ为原子公式。

2）（[image: alt]
 φ）g
 ＝[image: alt]
 φg
 。

3）（φ∧ψ）g
 ＝φg
 ∧ψg
 。

4）（φ∨ψ）g
 ＝[image: alt]
 （[image: alt]
 φg
 ∧[image: alt]
 ψg
 ）。

5）（φ→ψ）g
 ＝φg
 →ψg
 。

6）（∀xφ）g
 ＝∀xφg
 。

7）（∃xφ）g
 ＝[image: alt]
 ∀x[image: alt]
 φg
 。





容易看出，对任意φ，φg
 是否定化的公式。

对于公式集Φ，记Φg
 ＝｛φg
 ｜φ∈Φ｝。借助哥德尔翻译，我们可以把经典推演与直觉主义推演之间的关系表达为如下定理：

6.5　定理　任给公式集Φ和公式φ，Φ⊦c
 φ当且仅当Φg
 ⊦i
 φg
 。

证明：充分性。设Φg
 ⊦i
 φg
 。因此有Φg
 ⊦c
 φg
 。但容易归纳证明，对任何ψ，

⊦c
 ψ↔ψg
 。

所以，Φ⊦c
 Φg
 ，Φ⊦c
 φ。

必要性。设Φ⊦c
 φ。因此有经典推演D，其前提在Φ中，结论是φ。施归纳于D，我们证明Φg
 ⊦i
 φg
 。

1）D是单点树φ，则φ∈Φ。显然φg
 ∈Φg
 ，因此有Φg
 ⊦i
 φg
 。

D是没有前提而结论为t≡t的树。此时φg
 为[image: alt]
 [image: alt]
 t≡t，但显然

⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 t≡t。

2）D是最后一步应用合取、析取或蕴涵的引入或消去规则或归谬法规则得到的推演。我们只证明（→I）和（∨E）的情形。其他情形留作习题。

[image: alt]


由归纳假设（对于D1
 ），[image: alt]
 所以，[image: alt]
 即Φg
 ⊦i
 （ψ1
 →ψ2
 ）g
 。

[image: alt]


分别对于D1
 、D3
 、D3
 ，此时的归纳假设为：[image: alt]
 [image: alt]
 和[image: alt]
 即：

[image: alt]


构造以下直觉主义推演：

[image: alt]


这个推演与上面三个归纳假设一起证明了Φg
 ⊦i
 φg
 。

3）D的最后一步应用直觉主义规则（IN）。此情形容易证明，留作习题。

4）D的最后一步应用反证法规则。

[image: alt]


归纳假设为：Φg
 ，（[image: alt]
 φ）g
 ⊦i
 （ψ∧[image: alt]
 ψ）g
 ，即Φg
 ，[image: alt]
 φg
 ⊦i
 ψg
 ∧[image: alt]
 ψg
 。因此，Φg
 ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φg
 。根据引理6.2，Φg
 ⊦i
 φg
 。

5）D的最后一步应用量词规则。我们也证明两种情形。

[image: alt]


其中y满足规则的条件。此时的归纳假设为：Φg
 ⊦i
 ψ（y／x）g
 。注意，哥德尔翻译不影响代入和变项的自由与否，因此，在推演Φg
 ⊦i
 ψ（y／x）g
 中，y仍然不在前提中自由，也不在∀xψg
 中自由。所以，由（∀I）得到Φg
 ⊦i
 ∀xψg
 ，即Φg
 ⊦i
 （∀xψ）g
 。

[image: alt]


其中y满足规则的条件。对于D1
 的归纳假设为：Φg
 ⊦i
 （∃xψ）g
 ，即Φg
 ⊦i
 [image: alt]
 ∀x[image: alt]
 ψg
 。对于D2
 的归纳假设为：Φg
 ，ψ（y／x）g
 ⊦i
 φg
 ，其中y不在相应的前提中自由，也不在∃xψg
 与φg
 中自由。因此，根据习题5.5-2，Φg
 ，∃xψg
 ⊦i
 φg
 ，即Φg
 ⊦i
 ∃xψg
 →φg
 。

现在构造以下直觉主义推演：

[image: alt]


这与两条归纳假设一起证明了Φg
 ⊦i
 φg
 。

量词规则的其他情形，留作习题。

6）D的最后一步应用等词规则（≡E）。

[image: alt]


归纳假设为Φg
 ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 t≡s，Φg
 ⊦i
 ψ（t／x）g
 。首先，我们有

⊦i
 t≡s→ψ（t／x）g
 →ψ（s／x）g
 （习题5.14-2）。

两次易位，得到

⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 t≡s→[image: alt]
 [image: alt]
 （ψ（t／x）g
 →ψ（s／x）g
 ）。

又根据直觉主义逻辑定理[image: alt]
 [image: alt]
 （φ→ψ）→φ→[image: alt]
 [image: alt]
 ψ得

⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 t ≡ s→ψ（t／x）g
 →[image: alt]
 [image: alt]
 ψ（s／x）g
 。

再由归纳假设，

Φg
 ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 ψ（s／x）g
 。

但ψ（s／x）g
 是否定化的，所以Φg
 ⊦i
 ψ（s／x）g
 。

6.6　习题

1）证明：Φ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ当且仅当Φg
 ⊦i
 φ∧[image: alt]
 φ。

2）证明：⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ当且仅当⊦i
 φ∧[image: alt]
 φ。

3）证明：对于否定化的φ，⊦i
 φg
 ↔φ。





从这个定理知道，全部经典逻辑定理经过哥德尔翻译，都成为直觉主义逻辑定理。在这个意义上，经典逻辑可以嵌入直觉主义逻辑，因而前者虽然是后者的扩充，但却是一种相对保守的扩充。特别是，矛盾式经哥德尔翻译后仍然是矛盾式，因此，如果经典逻辑可推出矛盾，则直觉主义逻辑也可推出矛盾（习题6.6-2）；换言之，直觉主义逻辑的无矛盾性，即可保证经典逻辑的无矛盾性。经典逻辑在这个意义上，并不比直觉主义逻辑更不“安全”。

经典逻辑对于直觉主义逻辑的保守性，明显地体现在下面的系理上：

6.7　系理　对于否定化的φ，⊦c
 φ当且仅当⊦i
 φ。

证明：运用定理6.5和习题6.6-3。





经典逻辑纵然较强，也不能比直觉主义逻辑推出更多的否定化定理。我们把这个事实表达为：经典逻辑是直觉主义逻辑的相对于否定化公式的保守扩张。

从定理6.5，我们还可以得到下面的推论：

假定语言的公式集是可判定的。依据哥德尔翻译的定义易知，翻译结果组成的公式集也是可判定的。因此，如果有一个算法能够判定，对任意一个φ，⊦i
 φ是否成立，那么，我们就有一个算法来判定，对任意一个公式φg
 ，⊦i
 φg
 是否成立。根据定理6.5，⊦i
 φg
 当且仅当⊦c
 φ。可是，Church证明，一般情况下，经典逻辑定理集不可判定。因此，直觉主义逻辑定理集也不可判定。





注释


①
 　注意，我们这样规定∧的意义不必依赖对∧的经典语义解释，即真值函数[image: alt]
 。虽然我们知道依据这个解释有φ∧ψ⊧φ，而这一点“支持”∧-消去规则，但这个规则就其本身而言定义的是∧的某种语形方面的用法，不涉及“满足”、“真”、“语义后承”等语义概念。其他的规则也是如此。至于规则规定的逻辑常项的用法与它们的语义解释的“重合”关系，我们在下一章考虑。


②
 　虽然不严格，但为了帮助理解，我们也可以说从φ到ψ的子推理，而不是φ本身，是φ→ψ的“前提”；或者说，那个子推理的前提φ，在子推理完成后，“变成”了结论φ→ψ的前件。


③
 　具体证明见下面2.1.1。


④
 　给矛盾一个统一的名字，或许是更普通的做法。文献中经常用⊥或其他符号作矛盾的名字，但对此名有不同的处理。一种处理是把它看作元语言里的符号［参见Tennant（1978）］。但为了避免“元元规则”的麻烦，另一种常见的处理方法是把⊥直接当作对象语言里的符号（公式常项或零元联结词），而把[image: alt]
 φ定义为φ→⊥。这样，我们就有下面的⊥-引入规则：

　　[image: alt]


这是（→E）的特例。归谬法则成为（→I）的特例。直觉主义规则和后面的反证法规则可以看作不同的⊥-消去规则。这种开始就把矛盾当作“一个东西”的处理方法，跟我们这里的处理方法的主要差别是，它的极小逻辑较强，因此，我们这里对直觉主义逻辑成立的一些结果（如本章定理6.5），在那里对于极小逻辑就已经成立［见Troelstra and Schwichtenberg（2000），第二章，2.3节］。关于有⊥的与无⊥的一阶语言的差别及其对推论的影响。可参看Felscher（2000）。


⑤
 　极小逻辑由I. Johanason提出，作为直觉主义逻辑的“弱化”或“归约”的形式（Johansson 1937）。


⑥
 　可对应参照第四章引理4.8所述有关语义后承关系的类似性质。


⑦
 　见van Dalen（1980），页171。


⑧
 　一致性概念的定义，见第六章第2节。


⑨
 　Church定理的证明，需要用到递归论中的知识，超出本书范围。可参考递归论专门教材或较为深入的逻辑教程，如Kleene（1952）第14章，Tennant（1978）第7章。


第六章

可靠性与完全性

德尔斐神谕：认识你自己。项堪当此任——它们能描述自身。

Wilfrid Hodges





回头总结一下，我们迄今为止的主要成就，是获得了一阶语言的两个后承概念：语义方面是Φ⊧φ，语形方面是Φ⊦φ，它们分别是对于推理的有效性与合规则性的严格刻画，其中的语形后承概念，有强弱之分——极小的最弱，经典的最强，直觉主义的居中。这自然引起下面的元逻辑问题：这两个概念之间有什么关系？从语义方面与从语形方面对于推理的正确性的两种刻画，是殊途同归，还是分道扬镳？

本章回答这个问题。我们要证明，经典语义后承概念⊧与经典语形后承概念⊦c
 在外延上恰好重合，就是说，

Φ⊧φ⇔Φ⊦c
 φ。

方向“⇐”表明，经典逻辑的推演都是有效的推理，语形上的推演不会导致语义上不正确的推理，这称为经典逻辑的可靠性；而“⇒”表明有效的推理都能实现为经典逻辑的推演，语形上的推演穷尽了语义上正确的推理，这称为经典逻辑的完全性。因此，正如我们所期望的，两个经典后承概念殊途同归，一阶经典推理的语形刻画与语义刻画完美呼应。

这个重要结果的一个特例是：⊧φ⇔⊦c
 φ——经典逻辑定理集恰好是有效公式集。这说明了经典逻辑定理的“意义”所在。

直觉主义逻辑也享有某种可靠性与完全性。但直觉主义逻辑既然只是经典逻辑的一个真子系统，它的完全性自然不能相对于经典语义而获得。所以，我们还将介绍一个特别的语义学——Kripke语义，并证明直觉主义逻辑相对于这种语义的可靠性与完全性。这同时为直觉主义推演的意义提供了一种直观说明。

在证明这些结果时，我们允许在元语言里使用反证法等非构造性方法。因此，这些结果是在经典逻辑的元框架下得到的。

1　经典可靠性

我们首先证明经典逻辑的可靠性。这个证明相对简单，它只是一个验证过程，其中所有的关键资源，前面第四章就已经提供了。

1.1　经典逻辑的可靠性定理　对于[image: alt]
 -公式集Φ与[image: alt]
 -公式φ，

如果Φ⊦c
 φ，那么Φ⊧φ。

证明：Φ⊦c
 φ，当且仅当有经典推演，其前提在Φ中，结论是φ。因此，我们只要证明，对任何这样的经典推演D，都有Φ⊧φ。施归纳于D。

1）D是单点树φ。此时φ∈φ，显然有Φ⊧φ（第四章引理4.8-1）。

D是没有前提而结论为t≡t的树。易证⊧t≡t。

2）D是最后一步应用极小逻辑规则（合取、析取或蕴涵的引入或消去规则或归谬法规则）得到的推演。我们只证明（→I）和（∨E）的情形。其他情形留作习题。

[image: alt]


D1
 的结论为ψ2
 ，前提比D的前提（都在Φ中）多了一个ψ1
 。由归纳假设，D1
 的前提集语义蕴涵ψ2
 。根据第四章引理4.8-2，亦有Φ，ψ1
 ⊧ψ2
 。因此，Φ⊧ψ1
 →ψ2
 （第四章引理4.8-4）。

[image: alt]


D1
 的前提在Φ中，由归纳假设，这些前提语义蕴涵ψ1
 ∨ψ2
 ，因此，Φ⊧ψ1
 ∨ψ2
 。同理，由针对D2
 、D3
 的归纳假设，我们有：Φ，ψ1
 ⊧φ和Φ，ψ2
 ⊧φ。由这两者得Φ，ψ1
 ∨ψ2
 ⊧φ（第四章习题4.9-2）。再由Φ⊧ψ1
 ∨ψ2
 ，我们有Φ⊧φ。

3）D的最后一步应用直觉主义规则（IN）。易证。

4）D的最后一步应用反证法规则。

[image: alt]


归纳假设为：Φ，[image: alt]
 φ⊧ψ∧[image: alt]
 ψ，即Φ⊧[image: alt]
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ。因此，Φ⊧[image: alt]
 （ψ∧[image: alt]
 ψ）→φ（经典逻辑易位律），而Φ⊧[image: alt]
 （ψ∧[image: alt]
 ψ），所以，Φ⊧φ。

5）D的最后一步应用量词规则。我们也证明两种情形。

[image: alt]


其中y满足规则的条件。此时的归纳假设为：Φ⊧ψ（y／x）。由于y不在Φ的任何公式及∀xψ中自由，所以Φ⊧∀xψ（第四章系理6.5）。

[image: alt]


其中y满足规则的条件。设Φ1
 是D1
 的前提集，Φ2
 是D2
 的不包括ψ（y／x）的前提集。那么，

对于D1
 的归纳假设为：Φ1
 ⊧∃xψ；

对于D2
 的归纳假设为：Φ2
 ，ψ（y／x）⊧φ，其中y不在Φ2
 中自由，也不在∃xψ与φ中自由。

根据第四章习题6.7-2，Φ2
 ，∃xψ⊧φ，即Φ2
 ⊧∃xψ→φ。

再由D1
 的归纳假设，Φ1
 ∪Φ2
 ⊧φ。但Φ1
 ∪Φ2
 ⊆Φ，因此，Φ⊧φ。

量词规则的其他两种情形，留作习题。

6）D的最后一步应用等词规则（≡E）。

[image: alt]


归纳假设为Φ⊧t≡s，Φ⊧ψ（t／x）。因为⊧t≡s→（φ（t／x）→φ（s／x））（第四章系理6.6），所以Φ⊧ψ（s／x）。





令Φ为空集，则我们得到这个定理的特例：

1.2　系理　对于[image: alt]
 -公式φ，如果⊦c
 φ，那么⊧φ。

所以，经典逻辑定理（因此极小和直觉主义逻辑定理）都是有效公式。

1.3　习题

1）补全上面定理1.1的证明。

2）证明：如果Φ⊦m
 φ，或Φ⊦i
 φ，那么Φ⊧φ。

2　一　致　性

完全性的证明，比可靠性要复杂得多。在证明之前，我们需要做一点概念上的准备。这里牵涉的一个重要概念，是公式集的一致性或无矛盾性。这个概念不仅在完全性证明中起作用，而且本身具有独立的意义和显赫的历史。
①



2.1　定义　对于[image: alt]
 -公式集Φ，Φ是c-一致的，当且仅当，不存在[image: alt]
 -公式φ，使得Φ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ。





并非c-一致，称为c-不一致。因此，Φ是c-不一致的，当且仅当在经典逻辑里，Φ可推出矛盾。以后我们把“c-一致（c-不一致）”简称为“一致（不一致）”。

由于直觉主义逻辑里就已经有“矛盾推出一切”，所以，

2.2　引理　Φ是不一致的，当且仅当，对任意公式φ，Φ⊦c
 φ。

证明：充分性。既然对任意公式φ，Φ⊦c
 φ，那么Φ⊦c
 ψ∧[image: alt]
 ψ。因此Φ是不一致的。

必要性。设有公式ψ，使得Φ⊦c
 ψ∧[image: alt]
 ψ。那么，对任意公式φ，因为⊦c
 ψ∧[image: alt]
 ψ→φ，所以，Φ⊦c
 φ。





因此，Φ一致也意味着它不能推出所有公式：

2.3　系理　Φ是一致的，当且仅当，存在公式φ，使得并非Φ⊦c
 φ。

证明：从引理2.2即得。





一致性概念的定义提示，它与经典语义中的可满足性概念相匹配（回忆第四章习题5.4-2：Φ不可满足，当且仅当Φ⊧φ∧[image: alt]
 φ）。下面的引理和习题进一步印证了这一点（比较第四章引理5.3和习题5.4）。

2.4　引理　公式集Φ∪｛φ｝是一致的，当且仅当，并非Φ⊦c
 [image: alt]
 φ。

证明：充分性。设并非Φ⊦c
 [image: alt]
 φ。我们用反证法，证明Φ∪｛φ｝是一致的。

假设Φ∪｛φ｝不一致，那么Φ∪｛φ｝⊦c
 ψ∧[image: alt]
 ψ，即Φ⊦c
 φ→ψ∧[image: alt]
 ψ。因此Φ⊦c
 [image: alt]
 φ（第五章习题3.1.8-7）。这与前提矛盾。所以Φ∪｛φ｝是一致的。

必要性。设Φ∪｛φ｝是一致的。如果Φ⊦c
 [image: alt]
 φ，那么也有Φ∪｛φ｝⊦c
 [image: alt]
 φ。但显然Φ∪｛φ｝⊦c
 φ，所以Φ∪｛φ｝⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ，即Φ∪｛φ｝是不一致的。这与前提矛盾。因此，并非Φ⊦c
 [image: alt]
 φ。

2.5　习题　证明：

1）如果Φ是一致的，那么Φ的任何子集都是一致的。

2）Φ∪｛[image: alt]
 φ｝是一致的，当且仅当，并非Φ⊦c
 φ。

3）如果Φ⊦c
 φ，且Φ是一致的，那么Φ∪｛φ｝也是一致的。

4）如果Φ是一致的，那么，对任意公式φ，Φ∪｛φ｝一致，或Φ∪｛[image: alt]
 φ｝一致。





那么，我们能不能证明一致性与可满足性相互等价呢？前面证明的经典逻辑的可靠性，已经保证了可满足性蕴涵一致性：

2.6　引理　可满足的公式集都是一致的。

证明：假设Φ可满足，但不一致。那么Φ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ。由定理1.1，Φ⊧φ∧[image: alt]
 φ。但这意味着Φ不可满足（第四章习题5.4-２）。矛盾。





至于另一个方向，实际上与经典逻辑的完全性等价：

2.7　引理　对于任意公式集Φ和公式φ，下面两个陈述等价：

1）一致的公式集都是可满足的。

2）如果Φ⊧φ，那么Φ⊦c
 φ。

证明：

“1）⇒2）”：设Φ⊧φ，但并非Φ⊦c
 φ。由习题2.5-2，Φ∪｛[image: alt]
 φ｝是一致的。再由1），Φ∪｛[image: alt]
 φ｝是可满足的，因此，并非Φ⊧φ。矛盾。

“2）⇒1）”：设Φ一致，但不可满足。因此，Φ⊧φ∧[image: alt]
 φ。由2），Φ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ，即Φ不一致。矛盾。





后面我们证明经典逻辑的完全性定理时，就将采取这个引理提供的策略，即证明：一致的公式集都是可满足的。

对于一致的公式集，容易证明下面这个很好的性质：

2.8　引理　Φ是一致的，当且仅当，Φ的任何有穷子集都是一致的。

证明：Φ是不一致的，

当且仅当，存在公式φ，使得Φ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ，

当且仅当，存在Φ的有穷子集Ψ，使得Ψ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ（第五章引理3.1.14），

当且仅当，存在Φ的有穷子集Ψ，Ψ不一致。





我们因此期望，这个引理的“语义版本”也成立，就是说：

（紧致性定理）Φ是可满足的，当且仅当，Φ的任何有穷子集都是可满足的。

可是，引理2.8的证明，依赖于“每个推演都有有穷多前提”这个事实，而与此对应的语义事实，却并不容易仅仅通过考察语义来发现。因此，紧致性定理没有类似引理2.8这样简单的语义证明。但是，我们一旦确立了一致性与可满足性之间的等价关系（证明了经典逻辑的完全性），紧致性就成为简单的推论。

2.9　习题

1）证明：引理2.6等价于定理1.1。

2）引理2.8等价于“每个推演都有有穷多前提”；紧致性定理等价于：若Φ⊧φ，则存在Φ的有穷子集Ψ，使得Ψ⊧φ。

3）设Φ0
 ，Φ1
 ，Φ2
 ，…是一致的[image: alt]
 -公式集，且Φ0
 ⊆Φ1
 ⊆Φ2
 ⊆…。令Φ＝∪｛Φn
 │n∈N｝，则Φ是一致的。

4）定义i-一致性如下：

对于[image: alt]
 -公式集Φ，Φ是i-一致的，当且仅当，不存在[image: alt]
 -公式φ，使得Φ⊦i
 φ∧[image: alt]
 φ。

证明：

i）Φ是一致的⇒Φ是i-一致的。

ii）Φ∪｛φ｝是i-一致的，当且仅当，并非Φ⊦i
 [image: alt]
 φ；

Φ∪｛[image: alt]
 φ｝是i-一致的，当且仅当，并非Φ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。

iii）可满足的公式集都是i-一致的。

iv）如果i-一致的公式集都是可满足的，则经典逻辑具有完全性。

v）Φ是i-一致的，当且仅当，Φ的任何有穷子集都是i-一致的。





下面我们介绍一种特殊的一致公式集，叫做极大一致集，它是完全性证明的一个重要工具。

2.10　定义　[image: alt]
 -公式集Φ称为极大一致的，如果

1）Φ是一致的；

2）对于任何[image: alt]
 -公式φ，若Φ∪｛φ｝是一致的，则φ∈Φ。





因此，极大一致集兼有一致和极大两个性质，极大的意思是，再往里加公式将得到不一致的公式集。举例来说，一个可满足的公式集是一致的，但不一定是极大的。但是，一个[image: alt]
 -解释σ所满足的所有[image: alt]
 -公式构成一个极大一致集：

令Φ＝｛φ|φ是，[image: alt]
 -公式且σ（φ）＝T｝，显然σ（Φ）＝T，因此Φ可满足，故一致；另一方面，若Φ∪｛φ｝是一致的，则[image: alt]
 φ∉Φ，即σ（[image: alt]
 φ）＝F。因此σ（φ）＝T，故φ∈Φ。

2.11　引理　设Φ为极大一致的公式集。对任何公式φ、ψ，

1）如果Φ⊦c
 φ，则φ∈Φ（Φ是推演封闭的）。

2）要么φ∈Φ，要么[image: alt]
 φ∈Φ。

3）φ∧ψ∈Φ，当且仅当，φ∈Φ并且ψ∈Φ。

4）φ∨ψ∈Φ，当且仅当，φ∈Φ或ψ∈Φ。

5）φ→ψ∈Φ，当且仅当，[image: alt]
 φ∈Φ或ψ∈Φ。

证明：

1）设Φ⊦c
 φ。由Φ的一致性，Φ∪｛φ｝是一致的（习题2.5-3）。再由Φ的极大性，φ∈Φ。

2）因为Φ一致，所以Φ∪｛φ｝一致或Φ∪｛[image: alt]
 φ｝一致（习题2.5-4）。又因Φ极大，所以φ∈Φ或[image: alt]
 φ∈Φ。（但φ与[image: alt]
 φ不能都属于Φ。）

4）设φ∨ψ∈Φ。根据2），若φ∉Φ，则[image: alt]
 φ∈Φ。但φ∨ψ，[image: alt]
 φ⊦c
 ψ（析取三段论，第五章例3.2.6），所以Φ⊦c
 ψ。再由1），ψ∈Φ。

另一方面，不论φ∈Φ还是ψ∈Φ，都有Φ⊦c
 φ∨ψ。由1）即得φ∨ψ∈Φ。

3）与5）的证明，留作习题。

2.12　习题

1）证明上述引理2.11的3）和5）。

2）证明：Φ是极大一致的，当且仅当，Φ是一致的，而且对任意φ，要么φ∈Φ，要么[image: alt]
 φ∈Φ。

3）把定义2.10中的“一致”改为“i-一致”（见习题2.9-4），证明引理2.11对这种“i-极大一致集”仍然成立（其中的⊦c
 改为⊦i
 ）。





一个一致的公式集Φ不必是极大的，但是，上面习题2.12-2提示，我们可以通过加入公式而扩充Φ，在保持一致的前提下，使得对任意φ，要么φ加入其中，要么[image: alt]
 φ加入其中，从而得到一个极大一致的集合。下面是这一点的证明：

2.13　极大化引理（Lindenbaum）　设[image: alt]
 为一阶语言。如果[image: alt]
 -公式集Φ是一致的，则存在极大一致的[image: alt]
 -公式集Ψ，使得Φ⊆Ψ。

证明：设Φ是一致的。令φ0
 ，φ1
 ，φ2
 ，…是全部[image: alt]
 -公式的一个（不重复的）枚举。
②



我们如下归纳定义[image: alt]
 -公式集Ψn
 ：

Ψ0
 ＝Φ；

[image: alt]


然后令

Ψ＝∪｛Ψn
 │n∈N｝。

显然，Φ⊆Ψ。现在验证Ψ是极大一致的。

一致性：容易归纳证明，Ψ0
 ⊆Ψ1
 ⊆Ψ2
 ⊆…，且所有的Ψn
 （n∈N）都是一致的。因此，Ψ是一致的（习题2.9-3）。

极大性：任给[image: alt]
 -公式φ，φ必是某个φn
 。如果Ψ∪｛φn
 ｝是一致的，那么它的子集Ψn
 ∪｛φn
 ｝也是一致的（习题2.5-1），因此并非Ψn
 ⊦c
 [image: alt]
 φn
 。根据Ψn＋1
 的定义，此时Ψn
 ∪｛φn
 ｝＝Ψn＋1
 ，所以φn
 ∈Ψn＋1
 ，故φ∈Ψ。

2.14　习题　证明：

1）｛φ│Φ⊦c
 φ｝是极大一致的，当且仅当，对任何φ，要么Φ⊦c
 φ要么Φ⊦c
 [image: alt]
 φ（二者不能同时成立）。

2）任何i-一致公式集都能扩充为i-极大一致公式集。

3）如果在引理2.13中，把“Φ一致”定义为Φ在经典命题逻辑中推不出矛盾，“极大一致”也做相应的改变，则引理结果仍然成立。

3　经典命题完全性

我们现在着手证明完全性。经典逻辑的完全性定理归功于哥德尔，但如今的证明多采用Henkin的方法，因为这个方法简洁直观，而且应用范围非常广，已经成为很多类完全性证明的典范方法。

前面曾经说明，一个解释满足的所有公式构成一个极大一致集。而Henkin方法则“反其道而行之”，由给定的极大一致公式集来建立一个解释，使得这个解释恰好满足这个极大一致集中的公式。根据极大化引理，任何一致的公式集Φ都能扩充为一个极大一致集Ψ。利用Henkin方法，我们能够得到满足Ψ的解释，当然这个解释也满足Ψ的子集Φ。所以，Henkin方法的结果是：一致的公式集都可满足。由此我们立即得到经典逻辑的完全性（引理2.7）。

我们下面由简入繁，分两步处理经典完全性问题：第一步证明经典命题逻辑的完全性，展示Henkin方法的一个简单的样板；第二步填充其他细节，过渡到经典一阶逻辑的完全性。本节是第一步。

命题逻辑的推演中，只有联结词规则，而没有量词和等词规则，所以，公式中的素子公式（原子公式和量化式）在推演中不受影响，因而可用一些固定的符号代换。就是说，命题推演实际上不是作用在完整的公式上，而是作用在公式的布尔形式上，全部推演都只是按联结词规则对布尔形式的变形。因此，命题逻辑的语言，实际上是[image: alt]
 （见第四章第2.3节）。对于这种语言的公式集Φ和公式φ，下面这些语义概念是一阶语言相应概念的“退化”：

Φ可满足：存在真值赋值τ，使得τ（Φ）＝T。

Φ⊧φ：对任意真值赋值τ，如果τ（Φ）＝T，则τ（φ）＝T。

本节涉及的公式，都是[image: alt]
 -公式。

3.1　可满足性引理　如果[image: alt]
 -公式集Φ是一致的，则Φ可满足。

证明：首先，因为Φ是一致的，所以存在极大一致的公式集Ψ，使得Φ⊆Ψ（习题2.14-3）。

其次，我们如下定义真值赋值τ：

对命题变项pi
 ，τ（pi
 ）＝T当且仅当pi
 ∈Ψ。

下面我们归纳证明，对公式任何φ，τ（φ）＝T当且仅当φ∈Ψ。

1）φ为原子公式的情形，由τ的定义直接得到。

2）φ＝[image: alt]
 ψ。τ（φ）＝T，

当且仅当，τ（ψ）＝F，

当且仅当，ψ∉Ψ（归纳假设），

当且仅当，[image: alt]
 ψ∈Ψ（Ψ极大一致），

当且仅当，φ∈Ψ。

3）φ＝ψ1
 □ψ2
 ，□∈｛∧，∨，→｝。分别用引理2.11-3、4、5。我们只证明φ＝ψ1
 ∧ψ2
 的情形：τ（ψ1
 ∧ψ2
 ）＝T，

当且仅当，τ（ψ1
 ）＝τ（ψ2
 ）＝T，

当且仅当，ψ1
 ∈Ψ且ψ1
 ∈Ψ（归纳假设），

当且仅当，ψ1
 ∧ψ2
 ∈Ψ（引理2.11-3）。

因此，τ（Ψ）＝T。又因为Φ⊆Ψ，所以τ（Φ）＝T。

这个主引理显示了Henkin方法的步骤：

第一，把给定的一致集Φ扩张到极大一致集Ψ（极大化引理保证）。

第二，寻找一个自然的解释，使它恰好满足Ψ所包含的原子公式（这里的原子公式，对应于一阶语言中的素公式）。

第三，这个解释自动满足Ψ的其他公式（极大一致集的性质保证），因而满足Φ。

下节的证明沿用这个步骤，其中的“第二”最为关键。由于[image: alt]
 -公式较为简单，所以这里的解释τ容易找到，它几乎是现成的。但是，当语言复杂起来的时候，寻找这样一个解释就要考虑更多的因素。

由前面引理2.7，我们从可满足性引理马上得到完全性（但由于这里的可满足概念与那里的稍有不同，我们还是重复一下证明）：

3.2　经典命题逻辑完全性定理　对于任意的公式集Φ和公式φ，

如果Φ⊧φ，那么Φ⊦c
 φ。

证明：若并非Φ⊦c
 φ，则Φ∪｛[image: alt]
 φ｝是一致的。由引理3.1，Φ∪｛[image: alt]
 φ｝是可满足的，即有真值赋值τ，使得τ（Φ）＝T，τ（φ）＝F。因此，并非Φ⊧φ。





这个定理的一个特例是：

3.3　定理　如果φ是重言式，则⊦c
 φ。
③







既然重言式集合是可判定的（第四章习题2.3.8-3），这个定理加上经典命题逻辑的可靠性定理（下面习题3.5-1）直接得到：

　　经典命题逻辑定理集是可判定的。

紧致性也由引理3.1得到：

3.4　定理　Φ是可满足的，当且仅当，Φ的任何有穷子集都是可满足的。

证明：“可满足的公式集是一致的”如前证明；另一个方向由引理3.1提供。因此，可满足性等价于一致性。据引理2.8，直接得定理的结果。

3.5　习题

1）证明：如果⊦c
 φ，则φ是重言式。

2）用定理3.3和3.4推出定理3.2。

3）如果把引理3.1中的“一致”换为“i-一致”，则引理仍然成立。

4）用这样改变的“引理3.1”，推出定理3.2、3.3、3.4（但这样改变的“引理3.1”，不能如引理3.1推出经典命题逻辑的完全性那样，推出类似版本的“直觉主义命题逻辑的完全性”——实际上，许多重言式不是直觉主义命题逻辑定理）。

5）用3）的结果重新证明：如果Φ⊦c
 φ∧[image: alt]
 φ，则Φ⊦i
 φ∧[image: alt]
 φ（第五章习题3.3.17-2）。

4　Henkin定理

现在我们前进到一阶语言[image: alt]
 里，考虑整个经典逻辑的完全性。

首先简化一下语言。由第四、五章的相关内容我们知道，在经典逻辑中，可以把∀xφ看作[image: alt]
 ∃x[image: alt]
 φ的缩写，从而在语言的初始符号中去除∀。这样改变的语言，与原来的语言有相同的表达力，相同的（经典）语义与语形后承关系。因此，在新语言里证明的经典完全性，对原来的语言同样成立。为了简化证明步骤，我们假定本节的[image: alt]
 不含∀，其中的量词只有∃一个。

然后我们梳理证明的总体思路。

同命题逻辑的情形一样，完全性证明的关键步骤是得到可满足性引理；同前面的区别是，这里的可满足性引理是针对一阶公式集的，因此还要处理谓词、等词和量词带来的问题。按照前面描述的Henkin方法，我们既然已经有了把一致集扩充为极大一致集的办法，那么目前的任务就是对于给定的极大一致集，找到一个满足其中的素公式的解释。就是说，给定极大一致[image: alt]
 -公式集Φ，我们要定义一个[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，使得：

第一，对于[image: alt]
 的原子公式φ，σ（φ）＝T当且仅当φ∈Φ。

第二，对于[image: alt]
 的量化式∃xφ，σ（∃xφ）＝T当且仅当∃xφ∈Φ。按照满足概念的定义，这相当于要求：





1）对于[image: alt]
 -原子公式Pt1
 …tn
 ，Pt1
 …tn
 ∈Φ当且仅当[image: alt]
 σ（t1
 ），…，σ（tn
 ））。

2）对于[image: alt]
 -等式t≡s，t≡s∈Φ当且仅当σ（t）＝σ（s）。

3）对于[image: alt]
 -量化式∃xφ，∃xφ∈Φ，当且仅当，存在a∈A，使得σ（a／x）（φ）＝T。





我们逐条分析这些要求。

1）是针对σ的论域和其中的基本关系的，它要求，一旦Φ“规定”了Pt1
 …tn
 ，那么这些项对应的个体在论域中就恰好具有P表达的关系。我们如何找到一个这样一个论域呢？显然不能凭空造出一个论域。可我们有什么东西可资利用呢？我们现在仅有的资源是语言[image: alt]
 及其中的项与公式，它们是一些语形对象（符号串），我们曾经说过，语形对象需要跟语义对象区别开来，一边是语言符号，一边是世界里的个体、关系和命题，前者表达后者，但不能混同于后者。

但是，[image: alt]
 的符号串毕竟也是对象，因此我们能够使用某个语言[image: alt]
 谈论它们。在这个意义上，被谈论的[image: alt]
 -串构成语言[image: alt]
 的论域。特别是，没有什么阻碍我们，让[image: alt]
 直接等于[image: alt]
 ，即让[image: alt]
 述说自身。这不意味着我们混同了[image: alt]
 的语形和语义，我们只是让符号串身兼二任。比如，我们可以令个体常项a指称a本身。作为语形对象，a是一个名字，而作为语义对象，a是某个名字的指称。同一个符号，扮演的角色不同，两个角色，没有在这里混淆。实际上，这只是定义了结构中的解释函数ŋ，使得ŋ（a）＝a。

回到1）的问题。既然1）要求项的语形“表现”跟语义“表现”相同，那么，一个自然的想法是：我们把项的语形“表现”直接“搬”到语义中去。具体而言，我们让语言[image: alt]
 中的项直接充当个体而组成[image: alt]
 的一个论域，然后定义解释σ，使得每个[image: alt]
 -项t对应于论域中的个体t，即

（*）　σ（t）＝t。

进一步，对[image: alt]
 的每个n元谓词P，我们如下定义它在这个论域中的解释[image: alt]
 ：

[image: alt]
 （σ（t1
 ），…，σ（tn
 ）），当且仅当，Pt1
 …tn
 ∈Φ。

这满足了1）的要求，其中的关键思想是：让语言中的项“指称”它们本身。

但是，2）对上面的想法提出了一个疑问：对于不同的项t和s，有可能t≡s∈Φ，而2）要求这时候σ（t）与σ（s）是同一个体。因此，（在有等词的语言中）仅仅把项当作论域中的个体还不行，因为这会使得不同的项充当不同的个体。可是，这个困难并不严重，我们可以通过取项的等价类的办法来避免它。就是说，我们可以稍微改变一下原初的想法，不直接用项充当个体，而把Φ规定它们“相等”的那一类项当作一个个体。具体而言，我们可以这样定义一个项之间的等价关系～：

t～s，当且仅当，t≡s∈Φ。

然后把项t的指称定义为t所对应的～等价类。这样，（*）就改变为：

（**）　σ（t）＝｛s│t～s｝。

这没有改变“项‘指称’自身”的思想，因为这样定义的t的等价类与这个类的代表元t，对Φ而言，实质上是一个对象。我们稍后验证，～的确是等价关系，而这样改变的解释仍然满足1）和2）。

3）的要求是，对Φ所肯定的每个存在式∃xφ，有σ的论域中的个体a（“证据”），使得a具有φ所表达的性质。如何满足这个要求呢？为方便计，我们暂且只考虑简单的存在式∃xPx，其中P为一元谓词。现在，σ的论域中的全部个体都是[image: alt]
 -项的解释，因此，这个要求就成为：

∃xPx∈Φ，当且仅当，存在[image: alt]
 -项t，使得σ（σ（t）／x）（Px）＝T。

根据代入引理（第四章引理6.1），这相当于说：

∃xPx∈Φ，当且仅当，存在[image: alt]
 -项t，使得σ（Pt）＝T。

而根据1），σ（Pt）＝T等价于Pt∈Φ。因此，∃xPx所要求的语义上的证据a，变为语形上的证据t。这提示我们，要达到3）的要求，只要做到：

对每个，[image: alt]
 -存在式∃xφ，∃xφ∈Φ，当且仅当，存在[image: alt]
 -项t，使得φ（t／x）∈Φ。

满足这个性质的公式集Φ，称为包含证据的。因此，3）的语义要求，可以转化为对Φ的语形要求，即要求它包含证据。如何使Φ包含证据，我们准备在下一节讨论。本节里面，我们只证明，对任何包含证据的极大一致集，都可以找到上面描述的这样一个解释来满足它。

下面我们处理这个总体思路中的细节问题。

4.1　定义　设Φ为极大一致的[image: alt]
 -公式集，t、s是[image: alt]
 -项。定义[image: alt]
 -项之间关系～如下：

t～s，当且仅当，t≡s∈Φ。

4.2　引理

1）～是一个等价关系。

2）如果t1
 ～s1
 ，…，tn
 ～sn
 ，那么，对[image: alt]
 的任何n元函数符号f，

　　ft1
 …tn
 ～fs1
 …sn
 ；

并且对[image: alt]
 的任何n元谓词P，

　　Pt1
 …tn
 ∈Φ，当且仅当，Ps1
 …sn
 ∈Φ。

证明：

1）～是自反的：显然有Φ⊦c
 t≡t。因此据引理2.11-1，t≡t∈Φ，即t～t。

～是对称的：如果t～s，则t≡s∈Φ，所以Φ⊦c
 t≡s。但由第五章例5.13-2，Φ⊦c
 t≡s→s≡t。故Φ⊦c
 s≡t。因此s≡t∈Φ，即s～t。

～是传递的：留作习题。

2）根据前提，t1
 ≡s1
 ∈Φ，…，tn
 ≡sn
 ∈Φ。因此，Φ⊦c
 t1
 ≡s1
 ∧…∧tn
 ≡sn
 。由第五章习题5.14，Φ⊦t1
 ≡s1
 ∧…∧tn
 ≡sn
 →ft1
 …tn
 ≡fs1
 …sn
 。所以，Φ⊦c
 ft1
 …tn
 ≡fs1
 …sn
 ，即ft1
 …tn
 ～fs1
 …sn
 。

第二条的验证留作习题。

4.3　习题　完成上面引理的证明。

对于[image: alt]
 -项t，记其等价类｛s│s是[image: alt]
 -项且t～s｝为［t］。我们用全部的［t］组成一个论域（注意它是非空的），如下建立项结构与项解释：

4.4　定义　令Φ为极大一致的[image: alt]
 -公式集。与Φ对应的项结构[image: alt]
 ＝〈A，ŋ〉由如下条件定义：

1）论域A＝｛［t］│t是[image: alt]
 -项｝。

2）对[image: alt]
 的每个个体常项c，

　　[image: alt]
 ＝［c］。

3）对[image: alt]
 的每个n元谓词P，

　　[image: alt]
 （［t1
 ］，…，［tn
 ］），当且仅当，Pt1
 …tn
 ∈Φ。

4）对[image: alt]
 的每个n元函数符号f，

　　[image: alt]
 （［t1
 ］，…，［tn
 ］）＝［ft1
 …tn
 ］。

再定义赋值ρ为：

5）对每个个体变项x，

　　ρ（x）＝［x］。

令σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉。称σ为与Φ对应的项解释，记为σΦ
 。





根据引理4.2，上面定义3）和4）中的条件与代表元t1
 ，…，tn
 的选择无关，因而我们的定义是合理的：

只要t1
 ～s1
 ，…，tn
 ～sn
 ，就有ft1
 …tn
 ～fs1
 …sn
 ，因此[image: alt]
 （［t1
 ］，…，［tn
 ］）的值是唯一的；

只要t1
 ～s1
 ，…，tn
 ～sn
 ，就有Pt1
 …tn
 ∈Φ当且仅当Ps1
 …sn
 ∈Φ，因此[image: alt]
 （［t1
 ］，…，［tn
 ］）是否成立总是确定的。

容易验证，σΦ
 把每一个[image: alt]
 -项t解释为［t］：

4.5　引理　对每个[image: alt]
 -项t，

σΦ
 （t）＝［t］。

证明：施归纳于项t。

1）t是个体常项或变项的情况，直接由定义4.4-2、5得到。

2）[image: alt]


项解释σΦ
 就是我们所需要的[image: alt]
 -解释。下面我们证明，对于包含证据的极大一致集Φ，项解释σΦ
 恰好满足Φ。

4.6　Henkin定理　设Φ是包含证据的极大一致[image: alt]
 -公式集。对于任何对任何[image: alt]
 -公式φ，

σΦ
 （φ）＝T，当且仅当，φ∈Φ。

证明：施归纳于φ的秩，即r（φ）。
④



1）r（φ）＝0。此时φ为原子公式。

i）φ＝Pt1
 …tn
 。σΦ
 （φ）＝T，

　　当且仅当，[image: alt]
 （σΦ
 （t1
 ），…，σΦ
 （tn
 ）），

　　当且仅当，[image: alt]
 （［t1
 ］，…，［tn
 ］）（引理4.5），

　　当且仅当，Pt1
 …tn
 ∈Φ（定义4.4-3）。

ii）φ＝t≡s。σΦ
 （φ）＝T，

　　当且仅当，σΦ
 （t）＝σΦ
 （s），

　　当且仅当，［t］＝［s］（引理4.5），

　　当且仅当，t～s，

　　当且仅当，t≡s∈Φ。

2）r（φ）＞0。此时φ为布尔式或量化式∃xψ。

i）φ为布尔式情形，证明同引理3.1。

ii）φ＝∃xψ。σΦ
 （φ）＝T，

　　当且仅当，存在[image: alt]
 -项t，使得σΦ
 （［t］／x）（ψ）＝T，

　　当且仅当，存在[image: alt]
 -项t，使得σΦ
 （σΦ
 （t）／x）（ψ）＝T（引理4.5），

　　当且仅当，存在[image: alt]
 -项t，使得σΦ
 （ψ（t／x））＝T（代入引理），

　　当且仅当，存在[image: alt]
 -项t，使得ψ（t／x）∈φ（归纳假设，r（ψ（t／x））＝r（ψ）＜r（∃xψ），第三章习题6.7-3），

　　当且仅当，∃xψ∈Φ（Φ包含证据）。

4.7　习题　设语言[image: alt]
 不含全称量词∀，Φ是包含证据的i-极大一致[image: alt]
 -公式集。证明：存在[image: alt]
 -解释σ，使得对任何[image: alt]
 -公式φ，

σ（φ）＝T，当且仅当，φ∈Φ。

（提示：按4.1—4.6的思路，在“Φ是i-极大一致集”的前提下，证明对应的结果。）

5　可满足性定理

我们的目标是证明所有一致的公式集都可满足。到现在为止，我们证明了包含证据的极大一致集都可满足。所以，余下的工作是把任意的一致集Θ扩充为包含证据的极大一致集Φ。要完成这个工作，可以考虑先往Θ里面添加证据，然后再扩充成极大一致集。

我们从一个较为简单的情形开始，先假设Θ所包含的自由变项有穷。在这种情形里，添加证据的过程不需要改变语言。

5.1　引理　设Θ为一致的[image: alt]
 -公式集，且Θ的所有公式中的自由变项总共有有穷多个。那么，存在一致的[image: alt]
 -公式集Ψ，使得Θ⊆Ψ，且Ψ包含证据。

证明：第一步，我们对每个∃xφ设置证据。令

∃x0
 φ0
 ，∃x1
 φ1
 ，…

为[image: alt]
 中所有形如∃xφ的公式的一个不重复的枚举。我们选择“新变项”y0
 ，y1
 ，…，分别作为它们的证据，归纳定义证据公式序列：

φ0
 （y0
 ／x0
 ），φ1
 （y1
 ／x1
 ），…，

其中y0
 为不在Θ∪｛∃x0
 φ0
 ｝中自由出现的第一个变项。由于在Θ中——因此在Θ∪｛∃x0
 φ0
 ｝中——自由出现的变项是有穷多的，因此总可以找到第一个不在其中自由出现的变项。

假设对所有m＜n，φm
 （ym
 ／xm
 ）已经定义完毕，则选择yn
 为不在此前或∃xn
 φn
 中自由出现（即不在Θ∪｛φm
 （ym
 ／xm
 ）│m＜n｝∪｛∃xn
 φn
 ｝中自由出现）的第一个变项，构成φn
 （yn
 ／xn
 ）。

第二步，归纳定义公式集序列Ψ0
 ，Ψ1
 ，…，作为Θ的扩充：

[image: alt]


第三步，令Ψ＝∪｛Ψn
 │n∈N｝。

下面我们验证，Ψ具有引理所说的性质：

1）Θ⊆Ψ。显然。

2）Ψ是一致的。由定义，Ψ0
 ⊆Ψ1
 ⊆…。因此，根据习题2.9-3，只要Ψ0
 ，Ψ1
 ，…都是一致的，则Ψ也是一致的。下面归纳证明，对每个n∈N，Ψn
 是一致的。

Ψ0
 ＝Θ，前提已经保证它是一致的。

假设Ψn
 是一致的。如果Ψn＋1
 ＝Ψn
 ，那么Ψn＋1
 是一致的。

如果Ψn＋1
 ＝Ψn
 ∪｛∃xn
 φn
 ，φn
 （yn
 ／xn
 ）｝，那么根据定义，并非Ψn
 ⊦c
 [image: alt]
 ∃xn
 φn
 。此时Ψn＋1
 是一致的。否则的话，令φ为一个矛盾语句，我们有

Ψn
 ，∃xn
 φn
 ，φn
 （yn
 ／xn
 ）⊦c
 φ。

由于yn
 不在Ψn
 、∃xn
 φn
 或φ中自由，所以，由存在消去规则（第五章习题5.5-2的形式），

Ψn
 ，∃xn
 φn
 ，∃xn
 φn
 ⊦c
 φ。

根据归谬法，

Ψn
 ⊦c
 [image: alt]
 ∃xn
 φn
 。

这与“并非Ψn
 ⊦c
 [image: alt]
 ∃xn
 φn
 ”矛盾。

3）Ψ包含证据。每个形如∃xφ的[image: alt]
 -公式必是某个∃xn
 φn
 。

如果∃xn
 φn
 ∈Ψ，那么根据定义，∃xn
 φn
 ∈Ψn＋1
 。此时φn
 （yn
 ／xn
 ）也在Ψn＋1
 中，因此在Ψ中。

反之，如果存在[image: alt]
 -项t，使得φn
 （t／xn
 ）∈Ψ，那么，由于⊦c
 φn
 （t／xn
 ）→∃xn
 φn
 （第五章例5.4），所以Ψ⊦c
 ∃xn
 φn
 。因Ψ是一致的，所以并非Ψn
 ⊦c
 [image: alt]
 ∃xn
 φn
 。由定义，此时∃xn
 φn
 ∈Ψn＋1
 ，故∃xn
 φn
 ∈Ψ。





这样得到的Ψ既然是一致的，由极大化引理，Ψ就可以扩充为一个极大一致集Φ；又因为Ψ包含证据，所以Φ也包含证据（请读者验证）。这样我们就得到了一个包含证据的极大一致集Φ，使得Θ⊆Ψ⊆Φ。由Henkin定理，σΦ
 满足Φ，因此，σΦ
 也满足Θ。于是，我们得到了下面这个较弱的可满足性结果：

5.2　系理　设Θ为一致的[image: alt]
 -公式集，且Θ的所有公式中的自由变项总共有有穷多个。那么Θ是可满足的。





注意，对Θ的两次扩充，都没有改变Θ原来的语言[image: alt]
 ，最后满足Θ的解释，也是[image: alt]
 -解释。

5.3　习题

1）证明：对于任意[image: alt]
 -公式φ，如果⊧φ，那么⊦c
 φ（弱完全性）。

2）令Θ为如下定义的[image: alt]
 -公式集：

Θ＝｛x0
 ≡t│t为[image: alt]
 -项｝∪｛∃x0
 ∃x1
 [image: alt]
 x0
 ≡x1
 ｝。

证明：Θ是一致的，但是，不存在一致的[image: alt]
 -公式集Ψ，使得Θ⊆Ψ且Ψ包含证据。（这个结果表明，引理5.1对Θ中自由变项数量的限制是必要的。）





下面我们去除引理5.1对Θ中自由变项数量的限制，证明任意一致集Θ的可满足性。习题5.3-2提示，在这种情况下，原来的语言[image: alt]
 中已经没有足够的项，来充当存在式的证据。所以，要给Θ添加证据，就需要扩充语言。比如，可以通过增加新的常项c0
 ，c1
 ，…而把[image: alt]
 扩充为[image: alt]
 。然后列出[image: alt]
 -存在式，让那些新常项充当这些存在式的证据，按引理5.1的方式扩充Θ，得到的包含证据的[image: alt]
 -公式集。进而证明Θ的可满足性。

但是，我们这里采取另一种方法，不直接添加证据，而借助新常项的代入消除Θ中的自由变项，得到新语言的一个一致的语句集Θc
 ，从而把Θ中自由变项数量无穷的情形归结为Θc
 中数量有穷（为0）的情形，使得系理5.2可应用于Θc
 。最后由Θc
 的可满足性推出Θ的可满足性。

5.4　定义　设[image: alt]
 为一阶语言，c0
 ，c1
 ，…是可数无穷多个体常项，它们互不相同，都不属于[image: alt]
 。定义语言[image: alt]
 为：

[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∪｛c0
 ，c1
 ，…｝。

对每个[image: alt]
 -公式φ，如果n是最小的数，使得φ中的所有自由变项包含在｛x0
 ，x1
 ，…，xn－1
 ｝里，定义[image: alt]
 -公式φc
 为：

φc
 ＝φ（c0
 ／x0
 ，c1
 ／x1
 ，…，cn－1
 ／xn－1
 ）。

如果Θ为[image: alt]
 -公式集，定义[image: alt]
 -公式集Θc
 为：

Θc
 ＝｛φc
 │φ∈Θ｝。





显然，每个φc
 都是一个[image: alt]
 -语句，而Θc
 为[image: alt]
 -语句集。下面由语义途径证明：

Θ一致[image: alt]
 Θc
 一致[image: alt]
 Θc
 可满足[image: alt]
 Θ可满足。

5.5　引理　如果Θ为一致的[image: alt]
 -公式集，那么Θc
 也是一致的。

证明：假设Θ一致。对Θc
 的任意一个有穷子集[image: alt]
 我们下面证明它是一致的。由此即得Θc
 是一致的（引理2.8）。

考虑Θ中相应的子集｛φ1
 ，φ2
 ，…，φn
 ｝，它是一致的（Θ一致），又只包含有穷多自由变项，因此，根据系理5.2，有[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，使得

σ（｛φ1
 ，φ2
 ，…，φn
 ｝）＝T。

在[image: alt]
 中增加对常项c0
 ，c1
 ，…的解释，将[image: alt]
 -结构[image: alt]
 展开为[image: alt]
 -结构[image: alt]
 （结构展开的定义，见第四章第3节），使得对每个[image: alt]
 令σ′＝〈[image: alt]
 ，ρ〉。

那么，对于[image: alt]


当且仅当，[image: alt]


当且仅当，[image: alt]
 （代入引理，第四章习题6.2），

当且仅当，[image: alt]


当且仅当，σ′（φi
 ）＝T（σ′（ρ（x0
 ）／x0
 ，…，ρ（xn－1
 ）／xn－1
 ）＝σ′），

当且仅当，σ（φi
 ）＝T（第四章系理3.8）。

既然对于任何φi
 ∈｛φ1
 ，φ2
 ，…，φn
 ｝，σ（φi
 ）＝T，那么我们有：

对于任何[image: alt]


即

[image: alt]


所以，[image: alt]
 可满足，因此是一致的（引理2.6）。

5.6　可满足性定理　如果Θ为一致的[image: alt]
 -公式集，那么Θ是可满足的。

证明：设Θ为一致的[image: alt]
 -公式集。由引理5.5，[image: alt]
 -语句集Θc
 也是一致的。既然Θc
 不含自由变项，据系理5.2，Θc
 可满足，即有[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，使得σ（Θc
 ）＝T。

重新定义赋值ρ′，使得对所有[image: alt]
 定义σ′＝〈[image: alt]
 ，ρ′〉。

既然Θc
 是闭公式集，根据第四章系理3.9，σ′（Θc
 ）＝T。

因此，对任何φc
 ∈Θc
 ，σ′（φc
 ）＝T，即

σ′（φ（c0
 ／x0
 ，…，cn－1
 ／xn－1
 ））＝T。

由代入引理，

[image: alt]


即　　　σ′（ρ′（x0
 ）／x0
 ，…，ρ′（xn－1
 ）／xn－1
 ）（φ）＝T，

即　　　σ′（φ）＝T。

令[image: alt]
 ＝[image: alt]
 │[image: alt]
 。由第四章系理3.8，[image: alt]
 -解释〈[image: alt]
 ，ρ′〉满足φ。

因此，对任何φ∈Θ，〈[image: alt]
 ，ρ′〉满足φ。[image: alt]
 -公式集Θ被一个[image: alt]
 -解释所满足。

5.7　习题　对于任意[image: alt]
 -公式集Φ，[image: alt]
 -公式φ，证明：

1）Φg
 是i-一致的⇒Φ是可满足的。（提示：使用第五章定理6.5。）

2）Φ是i-一致的⇒｛φ│φ∈Φ且φ是某个ψg
 ｝是可满足的。

3）如果[image: alt]
 不含全称量词∀，那么，Φ是i-一致的⇒Φ是可满足的。（提示：重复本节证明，把其中公式集的“一致”换为“i-一致”。）

4）如果[image: alt]
 不含全称量词∀，那么，Φ⊦c
 φ⇒[image: alt]
 [image: alt]
 Φ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φ。（比较第五章习题3.3.17-3。这里的结果，是对命题逻辑中相应结果的推广。）

6　经典完全性

所有的实质性工作都已完成，下面我们列出主要结果。

由可满足性定理（5.6）和它与完全性的等价（引理2.7），我们立即得到：

6.1　经典逻辑完全性定理　对于任意[image: alt]
 -公式集Φ和[image: alt]
 -公式φ，

如果Φ⊧φ，那么Φ⊦c
 φ。





加上经典逻辑的可靠性，我们有：

6.2　定理　对于任意[image: alt]
 -公式集Φ和[image: alt]
 -公式φ，

[image: alt]


因此，在经典逻辑里，推理的合规则性与推理的有效性等价。作为这个定理的一个特例，我们有下面的弱完全性定理：

6.3　定理　对于任意[image: alt]
 -公式φ，

[image: alt]


也就是说，经典逻辑的定理恰好是有效公式。因此，经典逻辑中不需任何前提就可以得到的结论，正是直观上所谓逻辑上真的命题。

从定理5.6和引理2.6，我们又得到：

6.4　定理　对于任意[image: alt]
 -公式集Φ，

Φ一致⇔Φ可满足。





因此，经典语形后承和语义后承，以及公式集的一致性和可满足性，是彼此等价的概念（而且，这两个等价性也是等价的）。我们只是对于可数的一阶语言证明了这个结果，几个主要步骤，如极大化引理的证明和添加证据的过程，都假设了语言中的公式可以枚举。但是，对于不可数语言，如果利用相关的集合论假设来处理这些步骤中公式不可枚举的问题，那么也能够应用Henkin方法证明同样的结果。
⑤



第四章的第4、5节曾经说明，经典语义后承概念和可满足性概念是独立于语言的选择的：只要Φ同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的公式集，φ同时是[image: alt]
 和[image: alt]
 的公式，那么，在[image: alt]
 中有Φ⊧φ当且仅当在[image: alt]
 中有Φ⊧φ，而且，Φ作为[image: alt]
 -公式集可满足当且仅当Φ作为[image: alt]
 -公式集可满足。由定理6.2和6.4，我们知道经典语形后承概念和一致性概念也是独立于语言的选择的，即

在[image: alt]
 中有Φ⊦c
 φ当且仅当在[image: alt]
 中有Φ⊦c
 φ；

Φ作为[image: alt]
 -公式集是一致的当且仅当Φ作为[image: alt]
 -公式集是一致的。

6.5　习题

1）证明：对于任意[image: alt]
 -语句集Φ和[image: alt]
 -语句φ，

[image: alt]


2）证明：对于任意[image: alt]
 -公式集Φ和[image: alt]
 -公式φ，

[image: alt]


｛φ│φ∈Φ且φ是某个ψg
 ｝⊧φ⇒Φ⊦i
 [image: alt]
 [image: alt]
 φg
 。

3）问题：我们能否根据习题5.7-3推出：如果语言中不含全称量词，那么

Φ⊧φ⇒Φ⊦i
 φ，

从而得到不含全称量词语言中直觉主义逻辑的完全性？为什么？

7　紧致性定理与Löwenheim-Skolem定理

我们从完全性定理的证明得到下面两个关于一阶语言语义性质的重要推论。

7.1　紧致性定理　一阶公式集Φ是可满足的，当且仅当，Φ的任何有穷子集都是可满足的。

证明：Φ是可满足的，

当且仅当，Φ是一致的（定理6.4），

当且仅当，Φ的任何有穷子集都是一致的（引理2.8），

当且仅当，Φ的任何有穷子集都是可满足的（定理6.4）。

7.2　Löwenheim-Skolem定理　设一阶公式集Φ是可数的。如果Φ是可满足的，那么它被一个可数的解释所满足。

证明：假设Φ是某个语言[image: alt]
 的公式集（[image: alt]
 可以是不可数语言）。既然Φ是可数的，而每个公式都是有穷长的[image: alt]
 -串，那么，Φ中所出现的[image: alt]
 的非逻辑符号一定是可数多的。设这些符号包含在一个可数语言[image: alt]
 里，则Φ也是[image: alt]
 公式集。我们知道，Φ作为[image: alt]
 -公式集是可满足的（一致的），当且仅当Φ作为[image: alt]
 -公式集是可满足的（一致的）。因此，我们不妨假定Φ是一个可数语言[image: alt]
 的公式集。

设Φ是可满足的，那么Φ是一致的。给[image: alt]
 增加新常项c0
 ，c1
 ，…，按定义5.4得到[image: alt]
 和它的语句集Φc
 。[image: alt]
 仍然是可数语言。根据系理5.2的证明，存在[image: alt]
 -解释σ，它满足Φc
 ，而且，它是[image: alt]
 的项解释，其论域为｛［t］│t是[image: alt]
 -项｝。由于

｛［t］│t是[image: alt]
 -项｝的基数≤｛t│t是[image: alt]
 -项｝的基数，而[image: alt]
 -项只有可数多，因此，

σ的论域｛［t］│t是[image: alt]
 -项｝是可数的，即σ是一个可数解释。

按照可满足性定理（5.6）证明中的做法，将σ限制成一个[image: alt]
 -解释σ′，其论域维持不变。由这个定理的证明，[image: alt]
 -解释σ′满足[image: alt]
 -公式集Φ。

因此，Φ被一个可数的解释所满足。





这两个定理是一阶模型论的基础，其应用极其广泛。下面我们讨论一下它们所揭示的一阶语言在表达力方面的局限。

7.3　定义　设Φ是一个[image: alt]
 -语句集，K为一个[image: alt]
 -结构类。

1）称[image: alt]
 -结构类｛[image: alt]
 │[image: alt]
 （Φ）＝T｝为Φ的模型类，记为Mod（Φ）。

2）称Th（K）＝｛φ│φ是[image: alt]
 -语句，且对任何[image: alt]
 ∈K，[image: alt]
 （φ）＝T｝为K的理论。

3）如果存在[image: alt]
 -语句集Ψ，使得K＝Mod（Ψ），则称K是可公理化的。若此时Ψ是有穷集，则称K为可有穷公理化的。





我们把Mod（｛φ1
 ，…，φn
 ｝）简记为Mod（φ1
 ，…，φn
 ）。

Mod（φ）总括了语句φ的所有模型，可以看作φ的模型论“意义”，而Mod（Φ）则是语句集Φ的模型论“意义”。如果对某个语句集Ψ，K＝Mod（Ψ），那么K就被Ψ所“表达”和刻画，或者说，K被Ψ所公理化。能够被一阶语句集所公理化的K，又称初等类。

一般而言，所谓一种语言的表达力问题，就是问：哪些结构类能够被这种语言的语句集所公理化？或者，这种语言能够表达或刻画些什么？而一阶语言的表达力问题相当于：哪些结构类是初等类？一阶语言能辨别和区分结构的什么性质？

7.4　例　考虑一阶语句φ≥2
 （φ≥n
 的定义，见第四章第7.3节）。任给结构[image: alt]
 ，

[image: alt]
 （φ≥2
 ）＝T，当且仅当，[image: alt]
 的论域中至少有2个元素．

因此，

Mod（φ≥2
 ）＝｛[image: alt]
 │[image: alt]
 的论域中至少有2个元素｝。

如果令K＝论域中至少有2个元素的结构的类，则K＝Mod（φ≥2
 ），即K被φ≥n
 所（有穷）公理化。

把这推广一下。φ≥n
 表达“论域中至少有n个元素”，即

Mod（φ≥n
 ）＝｛[image: alt]
 │[image: alt]
 的论域中至少有n个元素｝。

所以，论域中至少有n个元素的结构的类是初等类，它被φ≥n
 所（有穷）公理化。

对于无穷大语句集Φ＝｛φ≥n
 │n≥2｝，则有

Mod（Φ）＝｛[image: alt]
 │[image: alt]
 是无穷结构｝。

就是说，所有无穷结构组成的类是初等类，它被Φ所公理化。

另外，由第四章第7节知，等价关系结构、偏序结构、全序结构、无端点稠密全序结构等组成的类，都是初等类，而且都可有穷公理化。

7.5　例　令P为一阶Peano公理集，[image: alt]
 为算术标准结构（见第四章第7.4节）。则我们由前面的内容知道，[image: alt]
 ∈Mod（P）。

考虑[image: alt]
 在一阶算术语言[image: alt]
 中的理论Th（[image: alt]
 ），它是所有在[image: alt]
 中为真的[image: alt]
 -语句的集合（但它不是一个形式理论，见第四章第7.4节的说明）。它的模型类Mod（Th（[image: alt]
 ））是什么样的呢？

任给结构[image: alt]
 ，[image: alt]
 ∈Mod（Th（[image: alt]
 ））当且仅当[image: alt]
 （Th（[image: alt]
 ））＝T。因此，对任意语句φ，

[image: alt]
 （φ）＝T⇒φ∈Th（[image: alt]
 ）⇒[image: alt]
 （φ）＝T。

[image: alt]
 （φ）＝F⇒φ∉Th（[image: alt]
 ）⇒[image: alt]
 φ∈Th（[image: alt]
 ）⇒[image: alt]
 （[image: alt]
 φ）＝T⇒[image: alt]
 （φ）＝F。

这说明，Mod（Th（[image: alt]
 ））中的结构，都与[image: alt]
 满足同样的一阶语句。满足同样的一阶语句的两个结构，称为初等等价（或一阶等价）的结构。因此，Mod（Th（[image: alt]
 ））中的结构，都与[image: alt]
 初等等价。

另外，因为[image: alt]
 是P的模型，所以P⊆Th（[image: alt]
 ）。由此可知：

Mod（Th（[image: alt]
 ））⊆Mod（P）（见下面习题7.6-2）。

结构类Mod（P）可以叫作Peano类，它的理论Th（Mod（P））＝｛φ│P⊧φ｝。根据经典逻辑的完全性，Th（Mod（P））＝｛φ│P⊦c
 φ｝，它是P所推出的语句的集合，称为一阶算术理论。

我们曾经希望[image: alt]
 是Mod（P）的唯一元素，即P（在同构的意义上）唯一地刻画标准模型[image: alt]
 ，但下面的Skolem定理将表明，Mod（Th（[image: alt]
 ））中已经有与[image: alt]
 “本质上”不同（即不同构）的结构，虽然它们与[image: alt]
 初等等价。文献上称它们为Th（[image: alt]
 ）的——因此是P的——非标准模型。

7.6　习题

1）对于公式φ1
 ，…，φn
 ，证明：Mod（φ1
 ，…，φn
 ）＝Mod（φ1
 ∧…∧φn
 ）。

2）对于语句集Φ1
 、Φ2
 ，用Φ1
 ⊧Φ2
 表达：对于任何φ∈Φ2
 ，Φ1
 ⊧φ。证明：

Φ1
 ⊧Φ2
 当且仅当Mod（Φ1
 ）⊆Mod（Φ2
 ）。

3）设K为一个[image: alt]
 -结构类。证明：

　　i）K⊆Mod（Th（K））。

　　ii）K是可公理化的，当且仅当K＝Mod（Th（K））。

4）证明：如果K是初等类，则K中的所有无穷结构也组成一个初等类。

5）一个[image: alt]
 -语句集Φ称为完全的，如果对任何[image: alt]
 -语句φ，要么Φ⊦c
 φ要么Φ⊦c
 [image: alt]
 φ。证明：

　　i）Th（[image: alt]
 ）是完全的。（但P不是完全的，见第四章第7.4节的说明。）

　　ii）Φ是完全的，当且仅当Mod（Φ）中的结构是初等等价的。

　　iii）Φ是完全的，当且仅当｛φ│Φ⊦c
 φ｝是极大一致的。





我们下面表明，有些普通的结构类，不能被一阶语言的语句集所公理化。

7.7　引理　设Φ是[image: alt]
 -语句集。如果Φ有任意大的有穷模型（即对任意自然数n，Φ有一个模型，其论域有穷，且至少含n个元素），则Φ也有无穷模型。

证明：令Ψ＝Φ∪｛φ≥n
 │n≥2｝，其中φ≥n
 表达“至少有n个元素”（见例7.4）。

如果Ψ可满足，则Ψ有模型[image: alt]
 ，而这个[image: alt]
 既是Φ的模型，又是｛φ≥n
 │n≥2｝的模型；由后者，[image: alt]
 是无穷模型（例7.4）。因此，如果Ψ可满足，则Φ有无穷模型。

我们证明Ψ可满足。根据紧致性定理（7.1），我们只要证明Ψ的任意有穷子集可满足。

设Θ是Ψ的一个有穷子集。Θ中只包含有穷多的φ≥n
 ，因此，一定有自然数m，使得

Θ⊆Φ∪｛φ≥n
 │2≤n≤m｝。

因为Φ有任意大的有穷模型，所以，Φ有一个模型，其论域里至少有m个元素。显然这个模型是Θ的模型。

7.8　定理　设[image: alt]
 是一阶语言。所有有穷的[image: alt]
 -结构组成的类不是初等类。

证明：令K＝｛[image: alt]
 │[image: alt]
 是[image: alt]
 -结构，且[image: alt]
 的论域有穷｝。假设存在[image: alt]
 -语句集Φ，使得K＝Mod（Φ）。那么，Φ只有有穷模型。但是，Φ既然有任意大的有穷模型，根据引理7.7，Φ也有无穷模型。矛盾。因此，不存在[image: alt]
 -语句集Φ，使得K＝Mod（Φ），即K不是初等类。

所以，有穷结构类不可在一阶语言里公理化；换言之，一阶语言不能刻画“有穷”这个普通的数学概念。这个事实在一个侧面表明了一阶语言表达力的局限。由此我们又得到：

7.9　系理　设[image: alt]
 是一阶语言。所有无穷的[image: alt]
 -结构组成的类不可有穷公理化。

证明：假设K是无穷的[image: alt]
 -结构组成的类，而且K可以有穷公理化。那么，存在有穷的[image: alt]
 -语句集Φ，使得K＝Mod（Φ）。

设Φ＝｛φ1
 ，…，φn
 ｝。由习题7.6-1，Mod（Φ）＝Mod（φ1
 ∧…∧φn
 ）。因此，

K＝Mod（φ1
 ∧…∧φn
 ）。

现在，任给[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，

　　　　　[image: alt]
 是有穷的，

当且仅当，[image: alt]
 ∉K，

当且仅当，[image: alt]
 （φ1
 ∧…∧φn
 ）＝F，

当且仅当，[image: alt]
 （[image: alt]
 （φ1
 ∧…∧φn
 ））＝T。

因此，Mod（[image: alt]
 （φ1
 ∧…∧φn
 ））＝有穷的[image: alt]
 -结构的类。

这与定理7.8矛盾。





所以，无穷结构类虽然可在一阶语言里公理化（例7.4），但不可有穷公理化。

7.10　Skolem定理　[image: alt]
 的理论Th（[image: alt]
 ）有可数的非标准模型。

证明：令一阶算术语言[image: alt]
 的公式集

[image: alt]


首先证明Φ是可满足的。

设Ψ为Φ的一个有穷子集。记项0为[image: alt]
 为[image: alt]
 为[image: alt]
 令n为最大的自然数，使得[image: alt]
 包含在Ψ中。定义[image: alt]
 -解释

σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉，　其中ρ（x0
 ）＝n＋1。

容易看出，σ（Ψ）＝T。

因此，根据紧致性定理，Φ是可满足的。

显然，Φ是可数集。由Löwenheim-Skolem定理（7.2），Φ被一个可数解释σ′＝〈[image: alt]
 ，ρ′〉所满足。因此，σ′满足Th（[image: alt]
 ），其中的可数结构[image: alt]
 是语句集Th（[image: alt]
 ）的模型。

注意，对任意自然数[image: alt]
 所以，ρ′（x0
 ）不是任何自然数。就是说，[image: alt]
 的论域里有“非自然数”，它不是0、1、2、…。这说明，[image: alt]
 与[image: alt]
 不同构，因为我们无法把[image: alt]
 中的非自然数与[image: alt]
 中的任何自然数对应起来，而仍然能够保持加法和乘法的运算关系。

另一方面，[image: alt]
 既然是Th（[image: alt]
 ）的模型，那么它与[image: alt]
 就是初等等价的（例7.5）。





Th（[image: alt]
 ）的这种非标准模型，是可数的（因此，根据例7.5的说明，一阶Peano公理集P也有可数非标准模型）。但是，Th（[image: alt]
 ）也有不可数的非标准模型。这牵涉到一阶语言的下面这个一般的性质。

7.11　升Löwenheim-Skolem定理　设一阶语言[image: alt]
 的公式集Φ可被一个有无穷论域的解释（无穷解释）所满足。那么，对任何集合A，存在一个解释满足Φ，其论域中至少有A中那么多元素。

证明：令指标集I与集合A等势。
⑥

 对每个i∈I，定义ci
 为新常项（不在[image: alt]
 中的常项），使得对于i，j∈I，如果i≠j，则ci
 ≠cj
 。

设[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ∪｛ci
 │i∈I｝。令[image: alt]
 -公式集

Ψ＝Φ∪｛[image: alt]
 ci
 ≡cj
 │i，j∈I且i≠j｝。

我们先证明Ψ是可满足的。对Ψ的任意有穷子集Θ，Θ中只有有穷多形如[image: alt]
 ci
 ≡cj
 的公式，设其中出现的新常项只有c1
 ，c2
 ，…，cn
 （它们互不相同，1，2，…，n为它们的重新编号）。

根据假设，有一个无穷[image: alt]
 -解释σ＝〈[image: alt]
 ，ρ〉满足Φ。因为[image: alt]
 的论域无穷，所以可以找到其中不同的个体a1
 ，a2
 ，…，an
 。将[image: alt]
 展开成[image: alt]
 -结构[image: alt]
 ，使得

[image: alt]
 （不在c1
 ，c2
 ，…，cn
 中的新常项，可以任意解释）。

现在令[image: alt]
 -解释σ′＝〈[image: alt]
 ，ρ〉。根据第四章系理3.8，σ′满足Φ；再由[image: alt]
 的定义，σ′满足Θ中所有形如[image: alt]
 ci
 ≡cj
 的公式。因此，σ′满足Θ。

由紧致性定理，Ψ是可满足的。但任何满足Ψ的解释，由于它满足｛[image: alt]
 ci
 ≡cj
 │i，j∈I且i≠j｝，所以其论域中至少有I中那么多元素（即A中那么多元素）。

将满足Ψ的[image: alt]
 -解释限制到[image: alt]
 上，则这个解释就是满足Φ的、其论域中至少有A中那么多元素的[image: alt]
 -解释。





这个定理说明，一阶公式集（语句集）只要被无穷解释所满足（有无穷模型），则它就被任意大的解释所满足（有任意大的模型）。因此，一阶语言不能区分无穷结构的大小，不能表达结构的无穷基数。

从这个定理马上得到：

7.12　系理　Th（[image: alt]
 ）有不可数的非标准模型。

证明：因为Th（[image: alt]
 ）有无穷模型[image: alt]
 ，所以，根据定理7.11，它有任意大的模型，包括不可数模型。当然，不可数模型不能与[image: alt]
 同构（它们之间没有一一对应）。





根据例7.5，Th（[image: alt]
 ）的不可数模型，也是P的模型，而且，它们与[image: alt]
 初等等价。容易看出，这个系理可以推广为：对任意无穷结构[image: alt]
 ，Th（[image: alt]
 ）有任意大的与[image: alt]
 初等等价的模型。因此，任一无穷结构都不能用一阶语言唯一地刻画。

以上结果，都表明了一阶语言的表达力的局限。我们可以看出，克服这些局限的一种方法，是扩展一阶语言。比如，增加集合变项（二阶语言），或允许无穷长公式，或增加其他量词（如“存在不可数多”），等等。这些语言都有效地增强了表达力，但是，它们也同时丧失了一阶语言的一些好的性质。比如，我们在第四章末尾曾提到，与一阶Peano理论P恰成对照，二阶Peano理论是范畴的：它在同构的意义上只有唯一的模型，即算术标准模型。另一方面，考虑二阶公式集：

二阶Peano理论∪｛[image: alt]
 x0
 ≡0，[image: alt]
 x0
 ≡0＋1，[image: alt]
 x0
 ≡（0＋1）＋1，…｝。

按照定理7.10的思路，我们同样可以证明这个公式集的每个有穷子集都是可满足的。但是，这个公式集本身却不可满足，因为二阶Peano理论的模型里没有“非自然数”。因此，对二阶语言，紧致性定理不成立。既然完全性定理蕴涵紧致性定理，从此又得出，二阶逻辑没有完全性：其中的语形推演不能实现全部语义上有效的推理。我们看到，二阶量化所收获的表达力，被推演力方面的损失“抵消”了。

Lindström证明，在一个比一阶语言表达力强的语言里，紧致性定理和Löwenheim-Skolem定理不能同时成立。因此，一阶语言唯一具有这样两个性质，它在模型论的意义上被紧致性和Löwenheim-Skolem性质所刻画。
⑦



7.13　习题　证明：

1）如果φ为一阶语句，且Mod（φ）包含所有无穷结构，那么存在自然数n＞0，使得Mod（φ）也包含所有基数大于n的结构。

2）设Φ1
 、Φ2
 为一阶语言[image: alt]
 的语句集。如果

Mod（Φ1
 ）∩Mod（Φ2
 ）＝∅，

那么，存在[image: alt]
 -语句φ，使得

Mod（Φ1
 ）⊆Mod（φ），且Mod（Φ2
 ）⊆Mod（[image: alt]
 φ）。

3）设K为所有[image: alt]
 -结构组成的类。如果K的子类K1
 与K－K1
 都是初等类，则K1
 与K－K1
 都是可有穷公理化的。

4）一阶语言[image: alt]
 的语句集Φ称为独立的，如果Φ中任意语句φ都不能由Φ－｛φ｝推出。

i）对[image: alt]
 的任何有穷语句集Φ，存在Φ的独立子集Ψ，使得Mod（Φ）＝Mod（Ψ）。

ii）（如果[image: alt]
 是可数的）对每个[image: alt]
 -结构组成的初等类K，存在独立的[image: alt]
 -语句集Φ，使得





K＝Mod（Φ）。

8　直觉主义完全性

经典逻辑的语形后承和语义后承等价。从我们在第五、六章中获得的经验来看，直觉主义逻辑严格弱于经典逻辑，因此，它的语形后承不对应于经典语义后承。那么，对直觉主义推演，我们能不能找到一个合适的语义恰好刻画它呢？本节回答这个问题。我们要描述一种特殊的语义，证明直觉主义逻辑对于这个语义也有可靠性与完全性。

首先说明两点。第一，直觉主义逻辑有没有甚至需不需要语义学，本身就是个问题。严格的直觉主义者不承认他们的逻辑观念有语义刻画（他们甚至不承认直觉主义推演的形式化），所谓“直觉主义语义”，因此只是对于直觉主义观念的一种代数描述，而并不严格表达直觉主义的哲学观点。这与经典逻辑的情形不同：经典语义虽然也是一种代数结构，但它同时提供了对于逻辑常项的经典哲学解释。第二，在经典逻辑的立场上，可以为直觉主义逻辑设计不同的“语义解释”，但这些语义学使用的语言与逻辑，仍然是经典的，所以它们可以看作在直觉主义之外对其推演概念的一种理解。在这些不同的设计中，Kripke语义较为简明，其直观图景也更能帮助我们理解直觉主义的思想。我们下面介绍Kripke语义。

以下的讨论里，我们使用一个固定的一阶语言[image: alt]
 。为了突出直观思路而避免细节的繁杂，我们假设[image: alt]
 不含等词，但含有足够多的个体常项；而且，我们只关心[image: alt]
 -语句，所有的描述与证明，都是针对语句的。

8.1　直观描述

大体而言，哲学上的直觉主义主张，数学是个体的构造性的心智活动，而逻辑则标示和研究数学构造过程中的特定规则，因此数学先于逻辑。数学对象产生于某种先天的直觉。比如，自然数列源于某种关于时间的原始直觉，这种直觉从一个自然呈现的单位开始，意识到这个单位自身迭加的可能性，从而产生数1、2等等。这是一个潜无穷的构造过程，永无终点。数学命题的意义即是它的证明或构造：我们构造了7，构造了5，把它们“合起来”，发现这正是12的构造结果，这就是“7＋5＝12”的意义。命题中逻辑常项的意义也必须用构造这个基本概念来解释：当我们说存在具有某性质的数时，这只是意味着我们已经构造出了具有这个性质的一个具体数；反之，当我们说不存在这样的数时，这并不意味着我们已经穷尽了“所有”数而终未发现它（我们没有能力“统观”整个过程），而只能意味着我们证明了这个存在命题导致矛盾。所以，我们不能在正反两个证明或构造都未得到时就无条件地断定或者有或者没有这样的数（排中律不成立）。
⑧



因此，没有一个已经完成的所有数学对象的集合，也没有一蹴而就的总体理论，一切都在构造中增长。我们想象一个理想的直觉主义数学家（“创造主体”），他在时间进程中自由地扩大他的论域，积累他的知识。在每个时刻i，他都拥有业已构造出的一组个体D（i），它们也可以说是一组业已确定了有指称的项（对一些直觉主义者来说，数学对象其实就是指称它们的项，即符号串）；此外，他还拥有一组关于D（i）中的元素的基本知识A（i），它们都是原子语句，被他直接“直觉”到，或从仅涉及原子语句的规则推出。这个数学家在时间进程中的可能的活动方式，组成一个偏序（甚至一个树），就是说，对于将来的某时刻j，他的D（j）和A（j）不是被D（i）和A（i）所唯一决定的，他可以用不同的方式扩大他的论域和基本知识，甚至在某一点干脆停下来。但是，个体一旦构造，便不会消亡；命题一经证明，便永远成立。所以，D（i）⊆D（j），A（i）⊆A（j）。

那么，这个数学家如何确立复合语句呢？他依据的是直觉主义的可证性原则：确立一个命题就是提供它的一个证明，而联结词和量词的意义，也由此决定：

φ∧ψ的证明由φ的证明加上ψ的证明构成；

φ∨ψ的证明由φ的证明或者ψ的证明构成；

φ→ψ的证明是一个构造方法，它把每个φ的证明转换为ψ的一个证明；

[image: alt]
 φ的证明是一个构造方法，它把每个φ的证明转换为对于矛盾或荒谬句（如0＝1）的证明（即证明φ没有证明）。

∀xφ的证明是一个构造方法，它对每个有指称的项t，导出φ（t／x）的证明。

∃xφ的证明是φ（t／x）的证明，其中的项t是某个已知的有指称的项。

在每个时刻i，A（i）包含基本的可证的语句，或“真”的语句，这为递归定义“φ在i时刻为真”提供了一个基始。
⑨

 但是，凡是牵涉到构造方法的证明，都不仅涉及当下的时刻，而且涉及将来，因为方法是可以普遍应用的。所以，φ→ψ在i时刻为真，如果有一个构造方法，它不仅在i时刻而且在将来也把每个φ的证明转换为ψ的一个证明。同样，[image: alt]
 φ在i时刻为真，如果不仅在i时刻而且在将来φ的证明都导致矛盾；∀xφ在i时刻为真，如果对将来（包括i时刻）每个有指称的项，都有φ（t／x）的证明。

8.2　Kripke模型

Kripke依据上面的直观图景，建立了下面的语义概念。





8.2.1　定义　一个Kripke模型[image: alt]
 是一个如下规定的四元组〈I，≤，D，A〉：

1）I是一个非空指标集，其中的指标i，j等也称为状态。

2）≤是I上的偏序。

3）对每个i∈I，D（i）是一个非空的闭项集，满足对任意j∈I，i≤j[image: alt]
 D（i）⊆D（j）。

4）对每个i∈I，A（i）是一个原子语句的集合，其中出现的项都在D（i）中，且对任意j∈I，i≤j[image: alt]
 A（i）⊆A（j）。





指标集I包含所有可能的状态。这里状态的直观含义不仅是时刻，还包括这个时刻的论域大小、知识状况等。D（i）是i状态下已知有指称的项组成的集合，这些项的指称构成i状态的论域。A（i）是i状态下的基本知识，也就是此时为真的原子语句。对每个i，i状态的论域和A（i）构成一个经典结构，其中的基本关系由A（i）决定：Pt1
 …tn
 ∈A（i），当且仅当t1
 ，…，tn
 的指称具有P所表达的关系。在将来的状态里，结构的论域扩大，关系增加。所以，Kripke模型可以说描述了动态的经典结构。

函数A可以扩张为如下赋值函数：





8.2.2　定义　对于[image: alt]
 ＝〈I，≤，D，A〉，语句φ在[image: alt]
 中的i状态下为真，记为[image: alt]
 （i，φ）＝T；φ在[image: alt]
 中的i状态下为假，如果[image: alt]
 （i，φ）≠T，记为[image: alt]
 （i，φ）＝F。[image: alt]
 （i，φ）是如下递归定义的唯一的函数的值：

1）φ是原子语句。[image: alt]
 （i，φ）＝T⇔φ∈A（i）。

2）φ为[image: alt]
 ψ。[image: alt]
 （i，φ）＝T⇔对任意j∈I，若i≤j，则[image: alt]
 （j，ψ）＝F。

3）φ为ψ1
 ∧ψ2
 。[image: alt]
 （i，φ）＝T⇔[image: alt]
 （i，ψ1
 ）＝[image: alt]
 （i，ψ2
 ）＝T。

4）φ为ψ1
 ∨ψ2
 。[image: alt]
 （i，φ）＝T⇔[image: alt]
 （i，ψ1
 ）＝T或[image: alt]
 （i，ψ2
 ）＝T。

5）φ为ψ1
 →ψ2
 。[image: alt]
 （i，φ）＝T⇔对任意j∈I，若i≤j，则（[image: alt]
 （j，ψ1
 ）＝T⇒[image: alt]
 （j，ψ2
 ）＝T）。

6）φ为∀xψ。[image: alt]
 （i，φ）＝T⇔对任意j∈I，任意t∈D（j），若i≤j，则[image: alt]
 （j，ψ（t／x））＝T。

7）φ为∃xψ。[image: alt]
 （i，φ）＝T⇔存在t∈D（i），使得[image: alt]
 （i，ψ（t／x））＝T。





否定式、蕴涵式与全称式的真假，都与未来状态有关。2）表明，[image: alt]
 ψ在某状态下为真（可证），意味着ψ不仅在此状态下为假（无证明），而且永假（永无证明），即荒谬。5）表明，要确定蕴涵式的真假，我们不必知道前后件的真假，只要前件的证明永远能转换为后件的证明，蕴涵式就是真的（可证的）。6）表明，全称式不仅涉及当前状态里的个体，而且包括未来状态的所有个体。其余语句的真假，只与当前的状态有关。

根据2）和3）矛盾句在任何[image: alt]
 的任何状态下为假。

从定义可推出如下的“单调性”引理：





8.2.3　引理　设φ是语句。对任意[image: alt]
 ＝〈I，≤，D，A〉和i，j∈I，i≤j，

如果[image: alt]
 （i，φ）＝T，则[image: alt]
 （j，φ）＝T。

证明：施归纳于φ。假设[image: alt]
 （i，φ）＝T。

1）φ是原子公式。由定义8.2.1-4，A（i）⊆A（j）。再由8.2.2-1即得结果。

2）φ为[image: alt]
 ψ。由定义8.2.2-2即得结果。

3）φ为ψ1
 ∧ψ2
 。

[image: alt]


4）φ为ψ1
 ∨ψ2
 。与3）类似。

5）φ为ψ1
 →ψ2
 。令j≤k。如果[image: alt]
 （k，ψ1
 ）＝T，则由于i≤k，有[image: alt]
 （k，ψ2
 ）＝T。由定义8.2.2-5，[image: alt]
 （j，φ）＝T。

6）φ为∀xψ。令j≤k。由于i≤k，所以对任意t∈D（k），有[image: alt]
 （k，ψ（t／x））＝T。由定义8.2.2-6，[image: alt]
 （j，φ）＝T。

7）φ为∃xψ。由定义8.2.1-3与8.2.2-７即得结果。

引理说明，我们的知识是单调递增的，命题一旦为真，则永远为真。

8.3　可靠性

模仿经典语义的情形，我们可以定义Kripke语义的后承概念。首先扩展一下术语：如果Φ是语句集，那么我们用[image: alt]
 （i，Φ）＝T表示：对于任意φ∈Φ，[image: alt]
 （i，φ）＝T。





8.3.1　定义　设Φ是语句集，φ为语句。如果对于任意的Kripke模型[image: alt]
 和[image: alt]
 中任意状态i，只要[image: alt]
 （i，Φ）＝T，就有[image: alt]
 （i，φ）＝T，则称φ是Φ的[image: alt]
 -语义后承，记为Φ╟φ。

ø╟φ记为╟φ。这意味着，对于任意的[image: alt]
 和[image: alt]
 中任意状态i，都有[image: alt]
 （i，φ）＝T。





下面证明，相对于这个语义后承概念，直觉主义逻辑是可靠的。





8.3.2　直觉主义逻辑的可靠性定理　设Φ是语句集，φ为语句。

如果Φ⊦i
 φ，那么Φ╟φ。

证明：Φ⊦i
 φ，当且仅当有直觉主义推演，其前提在Φ中，结论是φ。因此，我们只要证明，对任何这样的推演D，都有Φ╟φ。下面我们固定[image: alt]
 ＝〈I，≤，D，A〉，施归纳于D。

1）D是单点树φ。此时φ∈Φ，显然有Φ╟φ。

2）D是最后一步应用合取、析取或蕴涵的引入或消去规则，归谬法规则或直觉主义规则（IN）得到的推演。我们只证明（→I）和（∨E）的情形。其他情形留作习题。

[image: alt]


D1
 的结论为ψ2
 ，前提比D的前提多了一个ψ1
 。此时归纳假设为Φ∪｛ψ1
 ｝╟ψ2
 。我们要证：对[image: alt]
 中任意状态i，只要[image: alt]
 （i，Φ）＝T，就有[image: alt]
 （i，ψ1
 →ψ2
 ）＝T。

设[image: alt]
 （i，Φ）＝T。根据单调性引理（8.2.3），对j∈I，i≤j，我们有[image: alt]
 （j，Φ）＝T。如果[image: alt]
 （j，ψ1
 ）＝T，则[image: alt]
 （j，Φ∪｛ψ1
 ｝）＝T。根据归纳假设，此时有[image: alt]
 （j，ψ2
 ）＝T。由定义8.2.2-５，[image: alt]
 （i，ψ1
 →ψ2
 ）＝T。

[image: alt]


设D1
 、D2
 、D3
 的前提集分别为Φ1
 、Φ2
 、Φ3
 ，则Φ＝Φ1
 ∪（Φ2
 －｛ψ1
 ｝）∪（Φ3
 －｛ψ2
 ｝）。针对D1
 、D2
 、D3
 的归纳假设分别为：

（*）Φ1
 ╟ψ1
 ∨ψ2
 ；

（**）Φ2
 ╟φ；

（***）Φ3
 ╟φ。

对[image: alt]
 中任意状态i，设[image: alt]
 （i，Φ）＝T，我们要证[image: alt]
 （i，φ）＝T。

由于Φ1
 ⊆Φ，所以[image: alt]
 （i，Φ1
 ）＝T。根据（*），[image: alt]
 （i，ψ1
 ∨ψ2
 ）＝T。由定义8.2.2-4，

[image: alt]
 （i，ψ1
 ）＝T或[image: alt]
 （i，ψ2
 ）＝T．

如果[image: alt]
 （i，ψ1
 ）＝T，那么根据[image: alt]
 （i，Φ）＝T，有[image: alt]
 （i，Φ2
 ）＝T。再由（**）[image: alt]
 （i，φ）＝T。

如果[image: alt]
 （i，ψ2
 ）＝T，那么根据（***）同理可证，[image: alt]
 （i，φ）＝T。

总之，[image: alt]
 （i，φ）＝T。

3）D的最后一步应用量词规则。由于我们只考虑语句组成的推演，所以（∀I）和（∃E）需要稍作改动，用个体常项代替其中的关键自由变项。但这些常项为了能够保持“任意性”，也必须满足原先对于变项的那些限制条件，具体见以下的叙述：

[image: alt]


条件是：常项a不在前提集Φ中出现。因此，D1
 实际上是一个推演模式，其前提未规定a有任何特殊性质，换言之，在a的位置上可以代以任何项t而仍然能够从原前提依据D1
 推出ψ（t／x）。因而，我们可以有全称的结论。
⑩



此时的归纳假设为：Φ╟ψ（a／x）。由a的“任意性”，这意味着，对[image: alt]
 中任意状态i，如果[image: alt]
 （i，Φ）＝T，则对任何t∈D（i），都有[image: alt]
 （i，ψ（t／x））＝T。

现在假定[image: alt]
 （i，Φ）＝T，我们要证[image: alt]
 （i，∀xψ）＝T。根据单调性引理，对j∈I，i≤j，我们有[image: alt]
 （j，Φ）＝T。由归纳假设，对任何t∈D（j），[image: alt]
 （j，ψ（t／x））＝T。因此，据定义8.2.2-6，[image: alt]
 （i，∀xψ）＝T。

再考虑D的最后一步应用（∃E）的情形。

[image: alt]


其中a满足如下条件：第一，a不在∃xψ中出现；第二，a不在φ中出现；第三，a不在D2
 的除ψ（a／x）以外的前提中出现。这些条件保证了a的“任意性”，也保证了D2
 的结论φ独立于a。这些条件满足后，对任何项t，我们都能依据D2
 从ψ（t／x）（和D2
 的其他前提）得到φ。

设D1
 和D2
 的前提集分别为Φ1
 和Φ2
 ∪｛ψ（a／x）｝，则D的前提集Φ＝Φ1
 ∪Φ2
 。

对于D1
 的归纳假设为：Φ1
 ╟∃xψ。对于D2
 的归纳假设为：Φ2
 ∪｛ψ（a／x）｝╟φ，即对[image: alt]
 中任意状态i，任何t∈D（i），如果[image: alt]
 （i，Φ2
 ∪｛ψ（t／x）｝）＝T，则[image: alt]
 （i，φ）＝T。

现在假定[image: alt]
 （i，Φ）＝T，我们要证[image: alt]
 （i，φ）＝T。根据Φ1
 ⊆Φ和对于D1
 的归纳假设，存在t∈D（i），使得[image: alt]
 （i，ψ（t／x））＝T。再由Φ2
 ⊆Φ，我们有[image: alt]
 （i，Φ2
 ∪｛ψ（t／x）｝）＝T。最后根据对于D2
 的归纳假设，[image: alt]
 （i，φ）＝T。

量词规则的其他两种情形，留作习题。





我们把[image: alt]
 中i状态下为真的语句集｛φ│[image: alt]
 （i，φ）＝T｝记为Th（i）。从可靠性定理，我们得到以下的系理：





8.3.3　系理　对任何[image: alt]
 和[image: alt]
 中任何i，如果Th（i）⊦i
 φ，则φ∈Th（i）。

证明：设Th（i）⊦i
 φ。根据可靠性定理，Th（i）╟φ。因此，对[image: alt]
 中任何j，若[image: alt]
 （j，Th（i））＝T，则[image: alt]
 （j，φ）＝T。特别地，[image: alt]
 （i，Th（i））＝T，所以[image: alt]
 （i，φ）＝T，即φ∈Th（i）。

所以，Th（i）包含了它能推出的所有结论，或者说，它对直觉主义推演是封闭的。





8.3.4　系理　如果φ是原子语句，则Th（i）⊦i
 φ⇔φ∈A（i）。

证明：[image: alt]






这就是说，我们从Th（i）推不出不在i状态中为真的原子语句。一个状态的基本知识，不因推理而增加。

我们在前面诸章中一直声言，排中律、双重否定等经典逻辑定理不是直觉主义逻辑定理，但始终未证明这一点。现在我们可以方便地给出证明。





8.3.5　系理　并非对任意语句φ，⊦i
 φ∨[image: alt]
 φ。

证明：对某原子句φ，构造下面的简单的Kripke模型[image: alt]
 ：

指标集I＝｛i，j｝；

≤＝｛〈i，j〉｝；

A（i）＝∅，A（j）＝｛φ｝（在状态i中没有原子知识，在状态j中原子知识仅为φ）。

那么，因为A（i）＝∅，所以由定义8.2.2-1，[image: alt]
 （i，φ）≠T。

又因为A（j）＝｛φ｝，所以同样由定义8.2.2-1，[image: alt]
 （j，φ）＝T。

但i≤j，根据定义8.2.2-2，[image: alt]
 （i，[image: alt]
 φ）≠T。

于是，[image: alt]
 （i，φ）≠T且[image: alt]
 （i，[image: alt]
 φ）≠T。再由定义8.2.2-4，[image: alt]
 （i，φ∨[image: alt]
 φ）≠T。

因此，并非╟φ∨[image: alt]
 φ。据可靠性定理，并非⊦i
 φ∨[image: alt]
 φ。





既然在直觉主义逻辑中，排中律、反证法、二难推理、双重否定消去、皮尔斯律等等相互等价，那么，依据这个系理，它们都不是直觉主义逻辑定理。

8.4　完全性

直觉主义逻辑完全性的证明，大体上也采取经典情形下的步骤。我们需要类似前面的极大化引理和可靠性引理，使用Henkin方法，得到最后的结果。但这里的情况毕竟不同，我们首先定义一个新的概念。





8.4.1　定义　语句集Φ称为一个素理论，如果

1）Φ是i-一致的，即存在φ，并非Φ⊦i
 φ。

2）对任意语句φ，Φ⊦i
 φ⇒φ∈Φ（Φ对直觉主义推演是封闭的）。

3）φ∨ψ∈Φ⇒φ∈Φ或ψ∈Φ。

4）∃xφ∈Φ⇒φ（t／x）∈Φ，对Φ的语言的某个闭项t。





素理论的作用，类似于经典情形下的（包含证据的）极大一致集。我们知道，每个经典结构中为真的全体语句构成一个极大一致集。与此类似，[image: alt]
 中每个i状态下为真的语句集Th（i）也是一个素理论：首先，由系理8.3.3，Th（i）对直觉主义推演是封闭的。再由定义8.2.2，Th（i）满足素理论定义的3）和4）。最后，Th（i）推不出矛盾句，否则由它的封闭性，i状态中就有矛盾为真。

下面的极大化引理相当于前面的“添加证据”与“极大一致扩张”的结合。注意，我们一直在一个固定的语言[image: alt]
 里谈论语句和语句集，但下面的扩张，涉及到更大的语言。





8.4.2　直觉主义极大化引理　设Φ是[image: alt]
 -语句集，φ是[image: alt]
 -语句。如果并非Φ⊦i
 φ，那么，存在素理论Ψ，使得Φ⊆Ψ，且并非Ψ⊦i
 φ。

证明：首先，往语言[image: alt]
 里添加可数无穷多个体常项，把[image: alt]
 扩张为[image: alt]
 。

其次，我们针对[image: alt]
 的存在句和析取句，逐步往Φ中添加证据式和析取支。为此，如下归纳定义[image: alt]
 -语句集的序列Ψ0
 ，Ψ1
 ，…：

1）Ψ0
 ＝Φ。

2）假设Ψn
 已经定义，且并非Ψn
 ⊦i
 φ。

i）如果n为偶数，则找到第一个满足Ψn
 ⊦i
 ∃xψ而且其证据式尚未得到添加的[image: alt]
 -存在句∃xψ。定义Ψn＋1
 ＝Ψn
 ∪｛ψ（c／x）｝，其中c为不在Ψn
 、ψ中出现的第一个新常项（Ψn
 中只含有穷多新常项，因此可以找到这样的c）。

ii）如果n为奇数，则找到第一个满足Ψn
 ⊦i
 ψ1
 ∨ψ2
 而且其析取支尚未得到添加的[image: alt]
 -析取句ψ1
 ∨ψ2
 。定义：

[image: alt]


注意，如果Ψn
 ∪｛ψ1
 ｝⊦i
 φ，则不会有Ψn
 ∪｛ψ2
 ｝⊦i
 φ。否则据（∨E），有Ψn
 ⊦i
 φ。这与关于Ψn
 的假设矛盾。

现在令Ψ＝∪｛Ψn
 │n≥0｝。显然，Φ⊆Ψ。

下面验证，并非Ψ⊦i
 φ，而且Ψ是（相对于语言[image: alt]
 的）素理论。

1）并非Ψ⊦i
 φ。

我们归纳证明：对任意n≥0，并非Ψn
 ⊦i
 φ。

a）n＝0时，结果由引理假设保证。

b）假设并非Ψn
 ⊦i
 φ。

n是奇数时，Ψn＋1
 ＝Ψn
 ∪｛ψ1
 ｝或Ψn＋1
 ＝Ψn
 ∪｛ψ1
 ｝。由定义知，二种情形下都有：并非Ψn＋1
 ⊦i
 φ。

n是偶数时，Ψn＋1
 ＝Ψn
 ∪｛ψ（c／x）｝。如果Ψn
 ∪｛ψ（c／x）｝⊦i
 φ，则由于Ψn
 ⊦i
 ∃xψ，据我们新的存在消去规则（见定理8.3.2），有Ψn
 ⊦i
 φ。这与归纳假设矛盾。

总之，并非Ψn＋1
 ⊦i
 φ。归纳证明完毕。

2）Ψ是（相对于语言[image: alt]
 的）素理论。

a）因为并非Ψ⊦i
 φ，所以Ψ是i-一致的。

b）设∃xψ∈Ψ。因此，Ψ⊦i
 ∃xψ。令n是使得Ψn
 ⊦i
 ∃xψ的最小的数。那么，在第n步之前，∃xψ的证据式未得到添加。但是，对某个m≥n，∃xψ在第m步得到处理。因此，对某个c，ψ（c／x）∈Ψm＋1
 ，故ψ（c／x）∈Ψ。

c）设ψ1
 ∨ψ2
 ∈Ψ。令n是使得Ψn
 ⊦i
 ψ1
 ∨ψ2
 的最小的数。那么，对某个m≥n，ψ1
 ∨ψ2
 在第m步得到处理。因此，ψ1
 ∈Ψm＋1
 或φ2
 ∈Ψm＋1
 ，故ψ1
 ∈Ψ或ψ2
 ∈Ψ。

d）Ψ对直觉主义推演是封闭的。

如果Ψ⊦i
 ψ，则Ψ⊦i
 ψ∨ψ。有最小的n，使得Ψn
 ⊦i
 ψ∨ψ。根据c），ψ∈Ψ。





在目前的阶段，我们得到了语句集的素理论扩张，这相当于获得了经典情形下的包含证据的极大一致集。下一阶段的任务是建立由这样的集合决定的“项结构”，从而证明“可满足性引理”。但是，对于一个Kripke模型[image: alt]
 来说，其中每个状态i下的D（i）和A（i）都对应一个经典项结构。因此，我们需要的不是一个，而是一组素理论，来建立Kripke“项模型”。





8.4.3　定义　[image: alt]
 是如下定义的Kripke模型〈Ip
 ，⊆，D，A〉：

1）Ip
 ＝｛Φ│Φ是素理论｝；

2）⊆是子集关系；

3）对每个Φ∈Ip
 ，D（Φ）是Φ中闭项的集合；

4）对每个Φ∈Ip
 ，A（Φ）＝｛φ│φ是原子语句，且Φ⊦i
 φ｝。





由引理8.4.2，存在素理论，因此Ip
 是非空的，D（Φ）也是非空的。⊆显然是一个偏序。如果Φ⊆Ψ，那么A（Φ）⊆A（Ψ），且D（Φ）⊆D（Ψ）。因此，[image: alt]
 的确是一个Kripke模型。

因此，给定一个素理论Φ，我们就有[image: alt]
 中的一个状态Φ，或者说，一个“经典结构”，其论域为项集D（Φ），论域中的基本关系由A（Φ）决定。按照Henkin方法，我们需要证明，理论Φ恰好被状态Φ所“满足”，即理论Φ中的语句恰好是状态Φ中的真语句。

下面证明Henkin定理的这个直觉主义版本。





8.4.4　直觉主义可满足性引理　对于[image: alt]
 中的每个Φ∈Ip
 ，Φ＝Th（Φ）。

证明：我们要证，对任意语句φ，φ∈Φ当且仅当[image: alt]
 （Φ，φ）＝T。施归纳于φ的秩。

1）φ是原子句。

[image: alt]


2）φ是合取式。易证。

3）φ是ψ1
 ∨ψ2
 。

[image: alt]


4）φ是ψ1
 →ψ2
 。

设ψ1
 →ψ2
 ∈Φ。令Ψ∈Ip
 ，使得Φ⊆Ψ。如果[image: alt]
 （Ψ，ψ1
 ）＝T，则由归纳假设，ψ1
 ∈Φ。据Φ的封闭性，ψ2
 ∈Φ。再由归纳假设，[image: alt]
 （Ψ，ψ2
 ）＝T。所以，[image: alt]
 （Ψ，ψ1
 →ψ2
 ）＝T。

反之，设ψ1
 →ψ2
 ∉Φ。那么，由Φ的封闭性，并非Φ⊦i
 ψ1
 →ψ2
 。所以，并非Φ∪｛ψ1
 ｝⊦i
 ψ2
 。根据极大化引理（8.4.2），存在素理论Ψ，使得Φ∪｛ψ1
 ｝⊆Ψ，且并非Ψ⊦i
 ψ2
 。因此，Φ⊆Ψ，且ψ2
 [image: alt]
 Ψ。由归纳假设，[image: alt]
 （Ψ，ψ2
 ）＝F。据定义8.2.2，[image: alt]
 （Ψ，ψ1
 →ψ2
 ）＝F。

5）φ是[image: alt]
 ψ。设θ为一矛盾句。

[image: alt]


6）φ是∃xψ。设∃xψ∈Φ。既然Φ是素理论，那么存在项t，使得ψ（t／x）∈Φ。t出现在Φ中，因此t∈D（Φ）。据归纳假设，[image: alt]
 （Φ，ψ（t／x））＝T。由定义8.2.2，[image: alt]
 （Φ，∃xψ）＝T。

反之，设[image: alt]
 （Φ，∃xψ）＝T。那么存在t∈D（Φ），使得[image: alt]
 （Φ，ψ（t／x））＝T。据归纳假设，ψ（t／x）∈φ。但⊦i
 ψ（t／x）→∃xψ。由Φ的封闭性，∃xψ∈Φ。

7）φ是∀xψ。留作习题。





现在，准备工作都已完成，让我们推导最后的结果。





8.4.5　直觉主义逻辑完全性定理（Kripke）　设Φ是语句集，φ为语句。

Φ╟φ⇒Φ⊦i
 φ。

证明：假定并非Φ⊦i
 φ，那么，根据极大化引理，存在素理论Ψ，使得Φ⊆Ψ，但并非Ψ⊦i
 φ——因此φ∉Ψ。Ψ既然是素理论，它就是[image: alt]
 的一个状态。由可满足性引理（8.4.4），Ψ＝Th（Ψ）。于是，Φ⊆Th（Ψ），但φ∉Th（Ψ）。

以上证明了：如果并非Φ⊦i
 φ，那么，存在Kripke模型[image: alt]
 （即[image: alt]
 ）和其中的状态i（即Ψ），使得[image: alt]
 （i，Φ）＝T，而[image: alt]
 （i，φ）＝F——就是说：并非Φ╟φ。





注释


①
 　一致性是对于一个理论或主张的基本要求。含有矛盾的理论或主张，是荒谬的，或在逻辑上不可能成立。有一种观点认为，一致性提供了对于一个数学理论的根本性辩护（比如保证了这个理论谈论的对象的存在，等等）。在历史上，著名的希尔伯特方案，就是试图使用最初等的（有穷主义的）方法证明经典数学的一致性，而哥德尔的不完全性定理则表明，形式算术理论若是一致的，则这个一致性不能在这个理论里面得到证明（从而否定了希尔伯特原初想法的可行性）。


②
 　本书一直假定，我们所讨论的一阶语言[image: alt]
 都是可数的。由于可数语言的公式集也是可数的（参见第三章“公式”一节），所以，有函数枚举所有的[image: alt]
 -公式。对于不可数语言，Lindenbaum引理的证明需要集合论中的选择公理或与之等价的假设，具体证明参阅通行教科书（如Ebbinghaus，Flum and Thomas 1984，或叶峰1994）。


③
 　3.2称为强完全性定理，而3.3则是弱完全性定理。命题逻辑的弱完全性可以不用强完全性而通过构造性方法证明，就是说，这些方法提供了能行的过程，从一个重言式找到它的一个命题推演。而这里完全性的Henkin证明则是非构造性的方法。


④
 　公式的秩即公式所包含的联结词和量词的个数之和。具体定义见第三章第5节。


⑤
 　具体的证明，本书不做介绍。读者可参考其他的教科书，如Ebbinghaus, Flum and Thomas（1984）第Ⅴ章第3节，叶峰（1994）第三章第6节等。


⑥
 　即I的基数│I│＝A的基数│A│，就是说，I与A之间有双射。等势的定义见第二章第4节。


⑦
 　Lindstöm定理的证明，参见Ebbinghaus，Flum and Thomas（1984）第Ⅺ，Ⅻ章。


⑧
 　与此相反，关于数学的“柏拉图主义”认为，数学对象（数、函数、集合等）独立于我们的定义与构造而存在，数学理论描述客观的数学世界，因此数学命题非真即假，而其是真是假也不依赖于我们的构造或证明。经典数学和经典逻辑虽然不必然采取这种哲学上的“柏拉图主义”立场，但经常与后者联系在一起。


⑨
 　注意，这里的“真”不是经典意义上的，而是直觉主义意义上的，相当于“可证”或“可构造”。下面提到的直觉主义“真”概念，都要在这个意义上理解。


⑩
 　这样改变的（∀I）与原来的（∃I）的等价性，可以这样理解：原规则中关键变项y的所有出现都可以代以这里的常项a，而不改变规则的构成；反之亦然。下面的（∃E）同样如此。但这里的新规则要求语言中有足够多的常项以供使用。我们在本节开始已经假设了这一点。
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