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翻了翻UVa（Valladolid大学）在线评测系统的数据库，关于汝佳的第一条记录是在2000年11月15日，UTC时间是13点58分00秒——他在那时刚刚注册。这个时间在中国已经不算早了，但对于汝佳来说这完全不是问题，因为据我所知他随时都在工作。在那个即将结束的一天中，他提交了10道题目的22份C++代码，其中第一份代码是在注册后的短短数分钟之内提交的，并且获得了AC（正确），通过了题目264（Count on Cantor）。

当然，他也会犯一些错，不过当天结束时他已经搞定了3道题目，并且第二天就解决了剩下的全部题目。在年底之前（其实只有45天），汝佳提交了90道题目的307份代码，其中通过了59道。那个时候他还很年轻（差不多就是个孩子，就像他现在的模样），但他的思路已经很清晰了——那就是勤加练习的结果。

尽管上面讲的这些已经是陈年旧事了，但从中我可以断定：你们手中的这本书是一个非比寻常的伴侣，将带领你们走进计算机编程世界，尤其是编程竞赛世界。遗憾的是，书是用中文写成的，因此唯有懂中文的人才能享受到汝佳创造的这份魔法。幸运的是，他用UVa在线评测系统作为书中题目的来源，这使得我们这些不懂中文的人也可以透过题目了解到本书的知识体系和教学计划。他的这一举措是我们的荣幸，因为这本书给UVa网站增加了一份特殊的价值。汝佳很爱学习，也很乐意把自身所学倾囊相授。有了这本书，我们的工作有了更大的意义。

对我们来说，这也是一项挑战，因为我们必须更加努力地完善评测系统和网站，以回馈那些因为本书而对UVa网站产生兴趣的读者。我们也乐于接受这个挑战，因为我们很高兴看到UVa网站除了可以用来备战竞赛之外，还可以用来帮助人们学习算法。事实上，我们已经开始着手开发一个新的评测系统，挖掘学生群体中新的需求。我们希望能有更多的人参与，比如你。

最后，我想向所有的中国读者表达一份特殊的欢迎——欢迎你们通过本书认识和了解UVa在线评测系统（如果能顺便了解一下Valladolid这座城市就更好了），同时感谢汝佳邀请我用这些平凡的文字为这本不平凡的书作序。





Miguel A. Revilla

UVa在线评测系统创始人

ACM-ICPC国际指导委员会成员、题目归档专家

Valladolid大学／西班牙

http://uva.onlinejudge.org

http://livearchive.onlinejudge.org


前　言

“请问新书《算法实践手册》什么时候出版？望眼欲穿啊……”

自《算法竞赛入门经典》（以下简称《入门经典》）出版以来，我收到的这样的来信已经不计其数。

不过，我心里有着自己的打算。《入门经典》的出版固然为广大算法爱好者提供了一些帮助，但其中的缺憾也是很明显的，如例题太少，习题没有中文翻译，而且限于篇幅，基础知识还没讲完……这样看来，《算法实践手册》的出版时机尚未成熟，还需要一本书来铺垫，弥补上述缺憾。可惜的是，由于创业的繁忙，这个想法一直未能实现。

2010年8月底，我收到了一封读者的E-mail，和我探讨《入门经典》中的一些问题，从此和本书的第二位作者陈锋相识。我万万没有想到，这位来自银行业的软件工程师、产品架构师学习编程的时间只有两三年，他对算法的热爱、严谨求实的态度和认真刻苦的专业精神绝不亚于有着多年算法和软件工程经验的行家。在与陈锋的交流过程中，我重新开始了对这本新书的构思。

事实上，在《入门经典》的写作过程中，完成的书稿远远不止印刷出来的220多页，只是因为篇幅和内容限制没有用到该书中。如果好好地把这些书稿加以整理，再算上笔者多年来外出讲课时制作的课件、题目翻译，那么本书的轮廓已经呼之欲出。这些东西对我来说已经是老生常谈，但接触算法不久的陈锋却觉得很新鲜。这样，我萌生出了一个有趣的念头：和陈锋一起合著一本书，我提供资料和总揽全局，而陈锋一边学习以前没有接触过的新知识，一边把这些东西按照适合初学者的方式重新进行组织和细化，并以“没参加过算法竞赛的软件工程师”这样一个独特的视角提出各种意见和建议。

细水长流了一年多之后，这个构想终于成为了现实。虽然大量的业余时间都奉献给了这本书，但我相信这是值得的。

参与本书编写和校对工作的还有中国人民大学的陈卓华和陈怡、北京大学的鲍由之（绘制了书中的几乎全部插图）等；一位不愿透露姓名的台湾朋友阅读了几乎全部书稿并给出了非常详细的修改意见。为了更好地配合本书，我在UVa上举办了3场专题比赛（数据结构、几何、实用程序），并将其中的典型题目收录在了正文例题或者习题当中。由于题目难度颇大，如果没有李益明、梁盾、沈业基、李耀、周而进、陈卓华、陈怡、唐迪、李晔晨、肖刘明镜、鲍由之等朋友的鼎力相助，这些比赛几乎不可能取得圆满成功。

另外，我还要感谢CCF（中国计算机学会）的杜子德秘书长、吴文虎教授、王宏教授等，还有NOI科学委员会及竞赛委员会的专家们，以及ACM/ICPC亚洲区主席黄金雄教授和中国指导委员会秘书长周维民教授。他们都是我的良师益友，在我接触NOI和ACM/ICPC以来的十多年里让我学到了很多东西。

感谢清华大学出版社辛勤劳动的编辑们，尤其是与我合作多年的朱英彪老师，在本丛书的编写、出版和推广方面都做了大量的工作，是一位真心实意为读者着想的好编辑。

最后，感谢我的爸爸妈妈。不管我做什么，不管别人怎么说怎么看，你们总是那样的支持我，让我可以全身心的投入自己喜爱的事业，没有半点后顾之忧。你们教给我的善良、感恩和奉献，正是我多年来坚持写书的源动力。

刘汝佳





许多计算机相关专业的人在毕业之后除了为应付面试外基本都很少再去碰算法，而在实际的产品或者项目开发过程中，大多数人也没有必要亲自去实现复杂的算法。因此，算法渐渐淡出程序员的日常生活。同时，在现实生活中有另外一种声音：程序员的生活太纠结，coding的速度永远跟不上需求变化的速度，提需求的客户似乎成了程序员的“天敌”，成了他们“苦逼”生活的罪魁祸首。

那么，一本讲算法比赛的书跟这又有多少关系？就从我自身的经历说起吧。我不是计算机科班出身，但因种种原因进入了这个行业，而且是从一个很低的起点进入。于是我像所有人一样，平时很难静下心来学习算法，有的面试就去临时抱本书突击一下。终于有一天我受不了这种循环，问自己难道一定是为了一个急功近利的目的才去付出自己的时间吗？佛家有句话叫“凡夫求果，菩萨求因”，我就想，既然成不了圣人，就学一回圣人吧。

因缘际会，我接触到了《入门经典》及其作者刘汝佳，于是一发不可收拾，写这本书的过程也变成了修行与学习的过程。慢慢地，我发现算法对于实际工作的人而言，有着比应付面试更大的价值。所谓的算法、组件、模式，就像是一些基础的原材料，对于优秀的建筑师来说，需要透彻的理解（不一定写得很熟练）它们的关键性。因为一个错误的设计，对于系统来说，所要付出的代价远比一般的程序bug要高得多。更进一步说，现在做软件的为啥苦，为啥抱怨需求变化快？因为解决问题的思维有偏差。需求分析绝对不是简单地拿着需求，直接翻译成代码——这是最低层次的。算法分析的意义，更多地不在于性能，不在于那些脑筋急转弯，而在于发现纷繁复杂的问题背后的不变式，而这正是本书要着力与大家分享的。

没有大家的支持和帮助，这本书几乎是不可能写好的。尤其要感谢我的家人和朋友，为了这本书的写作，他们投入了大量的时间和精力。这里尤其是在我工作非常繁忙的情况下，写作占用了大量跟家人在一起的时间，没有妻子梁明珠和女儿婉之的支持，我几乎不可能集中精力参与本书的写作过程。

另外，也感谢我的同事徐海波、张大用、周洲、王洪桥、朱宗耀、朱洁晨等，他们不仅在工作上给了我非常大的支持和帮助，也对我参与写作的章节提出了很多非常好的建议。

陈锋






声明：
 书中用到了大量的例题和习题，感谢这些命题者和竞赛组织方的辛勤劳动。笔者已经尽可能地找到他们并征求了题目的使用权，但如果你认为本书侵犯了你的权益，请与出版社和作者取得联系。在UVa网站上可以找到本书大多数例题／习题的作者。


阅读说明

如何阅读本书

欢迎大家阅读本书！为了最大限度地发挥本书的作用，强烈建议您在阅读正文之前仔细地读完《阅读说明》，还要时不时地在学习过程中重读这些文字，以确保自己不会因为纠缠于书中的一些细节而变得舍本逐末，甚至偏离了预定的学习航线。切记！

“覆盖面广，点到为止，注重代码”是本书的最大特点，而这3个特点都是为了向业界靠拢，注重广度而非深度。为了方便练习，书中所有题目来自于UVa在线评测系统和ACM/ICPC真题库（Live Archive, LA）。虽然这两个题库的题目不能包罗万象，但对于“点到为止”来说绰绰有余。书中的代码更多是为了提供一个容易理解、适合比赛的参考实例，并不推荐读者直接使用甚至背诵它们（关于这一点，在稍后还会有详细叙述）。

关于知识点

本书不是一本算法竞赛入门类图书，因此并不从程序设计语言、算法的概念、基础数据结构、渐进时间复杂度分析这些内容讲起。如果你是一个新手，建议先阅读《算法竞赛入门经典》（和本书搭配着阅读也可以）。

聪明的选手都是善于利用网络资源的，如在网上交流讨论、阅读牛人的博客，寻找解题报告和测试数据等。这些方法也是阅读本书的重要辅助手段。由于算法竞赛涉及的知识点非常广，并且读者所具备的知识水平参差不齐
[1]

 ，因此，不同读者在阅读本书时会遇到不同的困难。这些困难有时并不是读者的问题，而且也无法靠修改书稿来避免
[2]

 ，因此，最好的办法就是上网搜索！

本书是完全的题目导向，掌握了书中的所有例题，也就掌握了书中的主要知识点和方法、技巧。在习题中也有少量相对不那么重要、例题没有涉及的东西，在每章的小结部分会明确指出。换句话说，对于每个知识点，最好的方法是结合例题分析和代码去理解，上机实践，最终达到能独立解决同类问题的目的。

本书的学习顺序不是单一的，但最好先阅读第1章，因为其中不少思想和编码技巧适用于全书。接下来，数学（第2章）、数据结构（第3章）、几何（第4章）、图论（第5章）等内容可以根据读者需要按任意顺序进行学习。事实上，笔者建议大家先学习这些章节的重要内容，等对全书有了一个整体认识之后再精读精练，千万不要过早地陷入难懂的细节（每章都有一些相对难懂的内容）。第6章主要是一些零散的知识点和技巧、方法，可以与其他章节穿插阅读。

请重视每章后面的小结与习题部分。虽然每章前面的文字一视同仁地对所有内容进行了逐一讲解，但在算法竞赛中，这些内容并不是同等重要的，思维训练和编程训练的内容和比重也不尽相同。当你不知道接下来应该学些什么、练些什么时，这些内容会是你最好的帮手。比如，如果关于某个知识点的习题特别少，这通常意味着该知识点很少在竞赛中出现，或者只需要很少的练习就能掌握到其精髓
[3]

 。

如何做题

书中的重要题目（包括例题和习题）均配有完整代码（限于篇幅，这些代码不一定会在书中出现）和测试数据，以方便读者学习，而其他题目也大都附有中文翻译，并且指明了题号、提交人数和通过比例等统计数据，以供读者训练参考。

书中题目数量不少，因此做题时必然要有一个先后顺序，建议初学者优先解决那些通过人数较多的题目，而已经开始专项训练的读者则可以根据需要选择难一些的题目。

考虑到很多读者并不是“久经沙场”的老手，这里以“蚂蚁”例题为例介绍做题的一般步骤。


蚂蚁（Piotr's Ants, UVa 10881）


一根长度为L厘米的木棍上有n只蚂蚁，每只蚂蚁要么朝左爬，要么朝右爬，速度为1厘米／秒。当两只蚂蚁相撞时，二者同时掉头（掉头时间忽略不计）。给出每只蚂蚁的初始位置和朝向，计算T秒之后每只蚂蚁的位置。

【输入格式】

输入第一行为数据组数。每组数据的第一行为3个正整数L，T，n（0≤n≤10000），以下n行每行描述一只蚂蚁的初始位置。其中，整数x为它距离木棍左端的距离（单位：厘米），字母表示初始朝向（L表示朝左，R表示朝右）。

【输出格式】

对于每组数据，输出n行，按输入顺序给出每只蚂蚁的位置和朝向（Turning表示正在碰撞）。在第T秒之前已经掉下木棍的蚂蚁（正好爬到木棍边缘的不算）输出Fell off。

【样例输入】

2

10 1 4

1 R

5 R

3 L

10 R

10 2 3

4 R

5 L

8 R

【样例输出】





Case #1:

2 Turning

6 R

2 Turning

Fell off





Case #2:

3 L

6 R

10 R





这是第1章中的例题5，是一道很有意思的题目。题目正文只有3句话，并不难理解，但正文并不是题目的全部。可以看到，一道完整的题目至少包含3个部分：题目描述、输入输出格式和样例输入输出，缺一不可
[4]

 。

题目描述可以让你了解到你需要解决一个什么样的问题，但有些细节可能不会涉及。在第一次阅读时可以忽略掉不明白的地方，直接看输入输出格式，以了解具体的输入输出方法。对照输入输出格式和题目描述，可以更清楚地知道这道题目已知什么，要求什么。

输入输出格式往往有规律可循。例如，本书的题目全部采用ACM/ICPC比赛题目的格式，采用多数据输入输出。最常见的格式有以下两种。

格式一：输入第一行包含数据组数T。每组数据的第一行包含……主程序通常这样编写：

[image: alt]


格式二：输入包含多组数据。每组数据的第一行包含一个整数n，输入结束标志为n＝0。主程序通常这样编写：

[image: alt]


注意，上述代码用到了scanf的返回值，它返回的是成功读取的元素数目。换句话说，即使真实数据的最后并没有n＝0的“标志”，上述程序也会在文件结束后退出主循环。当然，正常情况下命题者不会忘记在数据末尾加上这个“标志”。但人非圣贤，孰能无过，即使在ACM/ICPC世界总决赛这样的重量级比赛中，也曾出现过数据不符合题目描述的情况。因此，作为选手来说，最好的方法是编写一个尽量鲁棒的程序，即使在数据有瑕疵的情况下仍然能够通过数据
[5]

 。

输入输出格式的另一个作用是告知数据范围和约束。比如上述题目中，“n≤10000”这个约束实际上是在警告选手：O（n2
 ）时间复杂度的算法也许会超时
[6]

 。另一些重要的约束包括“输出保证不超过64位无符号整数的范围”、“输入文件大小不超过8MB”。前者通常意味着我们不必使用高精度整数
[7]

 ，而后者通常意味着我们需要注意输入数据的时间，不要采用太慢的输入方法（这个问题会在第1章中详细讨论）。

在很多题目中，正确的输出并不是唯一的。在这种情况下，题目要么会明确指出多解时任意输出一个解即可（此时会有一个称为special judge的程序来判断你的解是否正确），要么会告诉你输出哪一组解，以确保输出的唯一性。多数情况都是输出字典序最小或者最大的解。

看完题目描述和输入输出格式之后，还有一件重要的事要做，那就是阅读样例。很多题目的样例都是“可读”的，即至少包含一个简单到能够手算出来的例子。在这种情况下，强烈建议读者手算一下这个样例，因为这不仅可以帮助你理解题意、消除潜在的歧义，还能启发你的思路，使你从手算的过程中概括整理出本题的通用解法。如果有疑问，还可以很方便地向主办方提出
[8]

 。

接下来，就可以设计算法并编写程序了。如何设计算法？如何编写程序？这正是本书的主题，所以在这里不再赘述，假定你已经顺利地写完程序。

接下来应当测试，看看你的程序是不是正确。编程的一大特点是“失之毫厘，谬以千里”，因此，哪怕只是写错了一个运算符，程序的结果也可能完全不对。所以，在提交程序之前应当好好测试一下。测试什么数据呢？最现成的当然就是样例了，但即使这样也远远不够。很多时候，样例并不具有典型性，通过样例也许只是碰巧；如果题目很难，就算样例很典型，也未必能覆盖到所有情况。也许你的程序几乎是完美的，但在一些特殊情况下也会出错，而样例并不包含这些特殊情况。因此，进行全面的测试是很有必要的。

一旦测试出错，就需要调试（debug）你的程序。调试的方法有很多种，如跟踪调试，即利用IDE的单步、断点、watch等功能，动态地检查程序的执行过程是否和预想中的一样。这样的技巧固然有用，但在算法竞赛中更常见的还是“断言＋输出中间结果”的方法，这在《算法竞赛入门经典》中已有详细叙述。需要特别注意的是，修改程序后最好测试一下以前测过的数据，以免“拆东墙补西墙”，修改了老bug的同时又引入了新bug。

不管是参加什么样的比赛，都有一个“提交代码”的过程
[9]

 。为了尽可能地避免一些“非正常因素”的干扰，进行一些提交前的检查还是很有必要的。主要包括检查输入输出渠道是否正确（比如，文件输入还是标准输入，有没有忘记关闭文件）、调试用的中间结果是否已被屏蔽、数组有没有开得足够大、输出中的常量字符串有没有打错（一般来说，Yes打成yes将被判错）等。

本书的题目风格均为ACM/ICPC式的，因此每个程序只有“对”和“不对”两种结果（当然，还会告知“不对”的原因，详见《算法竞赛入门经典》），而没有“半对半错”之说。好在本书的所有题目均选自UVa在线评测系统和ACM/ICPC真题库（Live Archive，简称LA），这两个在线题库的操作几乎一样，都可以很方便地提交题目（只需要知道题号，通过网站左下方菜单中的“Quick Submit”命令即可提交）。在完成书后习题时，常常需要参考原题（如看样例或者输入输出格式），这里介绍两个“快捷方式”（以题目12345和2345为例）：

UVa题目链接：http://uva.onlinejudge.org/external/123/12345.html

LA题目链接：http://livearchive.onlinejudge.org/external/23/2345.html

当然，还可以直接用搜索引擎搜索“UVa 12345”或者“livearchive 2345”。

为了方便读者，书中给出了所有例题和习题的提交统计信息，比如511/80％是指有511个用户提交，其中约80％的用户通过。

请注意，题号越大，说明加入题库的时间越晚。新加入题库的题目，其提交量不会很大，因此统计数据并不一定能客观反映其真实难度。

很多选手都有过“一道题折腾了一个星期，交了100次才过”的经历，可见，在算法竞赛中，坚韧不拔的精神是多么地重要。当然了，笔者并不建议读者每道题目都错上100次以后才罢手，因此提供了重要题目的数据和代码。毕竟，在初学阶段，学习他人的代码以及“对着评测数据调试”都是重要的学习方法。但在达到一定水平之后，最好是独立编写程序，并且不借助评测数据——要知道，在真实比赛时，你能拿到的所有数据仅仅是样例。

关于范例代码

本书中有很多代码，如果善加利用，这些代码可以帮你很大的忙；但如果滥用，非但不能发挥它们的最大好处，还可能会起到不好的作用。

关于书中的范例代码，笔者的建议只有一点：不要直接使用。理由有如下3点。

第一，不理解的代码不好用。所有代码都有它自身的适用范围，如果不理解其中的原理，不但有可能错误地使用这些代码，而且一旦需要对这些代码进行一定的修改才能符合题目要求时，你就会束手无策。解决方法很简单：想用的代码，事先重写一遍。这样不仅能加深你的理解，用的时候也更放心。

第二，代码习惯因人而异。书中的代码符合笔者的思维习惯和编码风格，却不一定适合你。比如，书中的代码把某个东西从0开始编号，而你习惯把任何东西从1开始编号，则当你混用自己的代码和书中的代码时，不仅编程时必须小心翼翼，而且很容易出现一些难以找到的bug。

第三，代码风格与传统的工程代码有冲突。作为从事软件开发工作多年的工程师，笔者深知算法竞赛代码和工程代码的差异。在算法竞赛中，由于时间紧迫，很多东西都“从简”了，很多“规矩”也都被无视了。比如，算法竞赛中经常使用全局变量、内存往往是事先分配一大堆而不是按需分配、很少使用OO特性（顶多用几个带有成员函数的struct，所有成员都是public的，并且很少用继承）、单个函数通常比工程代码长，但代码总长度通常更短，标识符通常也更短……如果本书采用传统的工程风格来编写代码，不仅会让书的厚度成倍增加，还会让读者在阅读了大量“无关紧要”的代码之后仍然不得要领，找不到最关键、最核心的地方。因此，笔者宁可让代码紧凑些，一方面让读者很容易抓住问题的核心，另一方面也锻炼了读者对程序整体逻辑（而非表达方式）的“感觉”——这恰恰是很多程序员所缺乏的
[10]

 。一旦真正理解了这些“紧凑代码”，将其改成工程代码并不是难事。如前所述，这些代码会更好用，更符合你的需要。

不过，笔者有一点需要澄清：虽然和传统的工程代码有如此多的差异，但这并不是说本书的代码风格完全不适合工程项目。相反，本书的写作目的之一是希望读者能把两种风格有机地结合起来。比如，算法竞赛的选手写出来的代码通常比较简洁，这使程序具有更好的可读性和易维护性。笔者不主张把可读性肤浅地理解成“变量名取得长且有意义”、“注释足够多”、“每个函数都不超过10行”以及“拥有一个看上去很棒的类层次结构”，而应该更加看重程序的逻辑关系和执行流程。例如，对于下面这一段代码：

[image: alt]


任何一个具备一定算法基础的程序员都能够毫不犹豫地说出它的作用，不需要任何注释，也不需要给任何变量改一个“更有意义”的名字；相反，很多工整、干净甚至看起来很优美的“工程型”的算法代码，却用了1000行来完成100行就能搞定的功能
[11]

 。随着代码长度的增加，潜在的bug数量、配套的单元测试数量以及人力成本等都会随之增长，而且增速通常快于线性函数。在这样的情况下，采用竞赛式的风格编写工程项目中的算法代码不仅是可行的，也是值得提倡的
[12]

 。如果认真体会本书中的代码，你会发现它们比传统工程代码短的主要原因并不是变量名短、函数分得不细，而是因为逻辑更简单、清楚、直接。

考虑到参赛语言限制（ACM/ICPC只能使用C、C++和Java，NOI支持Pascal，但不支持Java），本书的正文选择了两种竞赛都支持的C++。但由于笔者在工作中还使用了大量的非C++语言（包括Java、C#、Python、JavaScript/CoffeeScript、ActionScript、Erlang、Scala等），因此，我们特别编写了一个附录来简单介绍其他3种语言——Java、C#和Python。强烈建议读者反复阅读这个特别的附录，它不仅能开阔你的眼界，还能帮你在竞赛和真实的软件开发之间架起一座桥梁。算法是软件开发的基石，但不是全部。

注释


[1]
 　笔者认为，本书的读者至少会覆盖从小学高年级学生到从事IT工作多年的工程师。


[2]
 　比如，有些术语在学术界并没有统一的叫法，或者在不同文献中的叫法不同，如果本书采用的名称和你所熟知的不同，反而会产生误导。


[3]
 　这两个原因并不是孤立的。一般来说，竞赛会偏爱那些精巧、灵活的内容，而非那些很难变形、扩展的死板东西。


[4]
 　有的题目还包含其他部分，比如背景介绍、样例解释，甚至解题提示，但这些都不是必需的。


[5]
 　书中多次强调的“把数组开大一些”也是基于这个考虑。


[6]
 　多数情况如此，但如果常数特别小，O（n2
 ）时间算法也有可能通过n＝10000的数据。


[7]
 　但如果算法糟糕或者实现不好的话，中间结果有可能溢出！


[8]
 　如果你问：“这题是什么意思？”，通常不会有人回答你；如果你问“这个样例为什么输出1”，常常都能得到满意的回答。


[9]
 　有的比赛是上机结束后由机器自动收取，没有明显的“提交”过程，在此情况下，请把“提交”理解成“比赛结束”。


[10]
 　如果你是在进行逆向工程，面对的是大量二进制的机器码，不仅没有注释，连变量名都没了，所能把握的就只有逻辑了。


[11]
 　笔者一点都没有夸张。经验表明，10倍的比例是很正常的。


[12]
 　也许最大的问题是：如果仍然以LOC（代码行数）来衡量工作量，习惯于编写紧凑代码的程序员往往很吃亏。


第1章　算法设计基础

在《算法竞赛入门经典》一书中，已经讨论过算法分析、渐进时间复杂度等基本概念，以及分治、贪心、动态规划等常见的算法设计方法。本章是《算法竞赛入门经典》的延伸，通过例题介绍更多的算法设计方法和技巧。

1.1　思维的体操

例题1　勇者斗恶龙（The Dragon of Loowater, UVa 11292）

你的王国里有一条n个头的恶龙，你希望雇一些骑士把它杀死（即砍掉所有头）。村里有m个骑士可以雇佣，一个能力值为x的骑士可以砍掉恶龙一个直径不超过x的头，且需要支付x个金币。如何雇佣骑士才能砍掉恶龙的所有头，且需要支付的金币最少？注意，一个骑士只能砍一个头（且不能被雇佣两次）。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为正整数n和m（1≤n，m≤20000）；以下n行每行为一个整数，即恶龙每个头的直径；以下m行每行为一个整数，即每个骑士的能力。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最少花费。如果无解，输出“Loowater is doomed!”。

【样例输入】

2 3

5

4

7

8

4

2 1

5

5

10

0 0

【样例输出】

11

Loowater is doomed!

【分析】

能力强的骑士开价高是合理的，但如果被你派去砍一个很弱的头，就是浪费人才了。因此，可以把雇佣来的骑士按照能力从小到大排序，所有头按照直径从小到大排序，一个一个砍就可以了。当然，不能砍掉“当前需要砍的头”的骑士就不要雇佣了。代码如下。
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例题2　突击战（Commando War, UVa 11729）

你有n个部下，每个部下需要完成一项任务。第i个部下需要你花Bi
 分钟交待任务，然后他会立刻独立地、无间断地执行Ji
 分钟后完成任务。你需要选择交待任务的顺序，使得所有任务尽早执行完毕（即最后一个执行完的任务应尽早结束）。注意，不能同时给两个部下交待任务，但部下们可以同时执行他们各自的任务。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据的第一行为部下的个数N（1≤N≤1000）；以下N行每行两个正整数B和J（1≤B≤10000，1≤J≤10000），即交待任务的时间和执行任务的时间。输入结束标志为N＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出所有任务完成的最短时间。

【样例输入】

3

2 5

3 2

2 1

3

3 3

4 4

5 5

0

【样例输出】

Case 1: 8

Case 2: 15

【分析】

直觉告诉我们，执行时间较长的任务应该先交待。于是我们想到这样一个贪心算法：按照J从大到小的顺序给各个任务排序，然后依次交待。代码如下。
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上述代码直接交上去就可以通过测试了。

可是为什么这样做是对的呢？假设我们交换两个相邻的任务X和Y（交换前X在Y之前，交换后Y在X之前），不难发现其他任务的完成时间没有影响，那么这两个任务呢？

情况一：交换之前，任务Y比X先结束，如图1-1（a）所示。不难发现，交换之后X的结束时间延后，Y的结束时间提前，最终答案不会变好。

情况二：交换之前，X比Y先结束，因此交换后答案变好的充要条件是：交换后X的结束时间比交换前Y的结束时间早（交换后Y的结束时间肯定变早了），如图1-1（b）所示。这个条件可以写成B[Y]＋B[X]＋J[X]＜B[X]＋B[Y]＋J[Y]，化简得J[X]＜J[Y]。这就是我们贪心的依据。

[image: alt]


图　1-1

例题3　分金币（Spreading the Wealth, UVa 11300）

圆桌旁坐着n个人，每人有一定数量的金币，金币总数能被n整除。每个人可以给他左右相邻的人一些金币，最终使得每个人的金币数目相等。你的任务是求出被转手的金币数量的最小值。比如，n＝4，且4个人的金币数量分别为1，2，5，4时，只需转移4枚金币（第3个人给第2个人两枚金币，第2个人和第4个人分别给第1个人1枚金币）即可实现每人手中的金币数目相等。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为整数n（n≤1000000），以下n行每行为一个整数，按逆时针顺序给出每个人拥有的金币数。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出被转手金币数量的最小值。输入保证这个值在64位无符号整数范围内。

【样例输入】

3

100

100

100

4

1

2

5

4

【样例输出】

0

4

【分析】

这道题目看起来很复杂，让我们慢慢分析。首先，最终每个人的金币数量可以计算出来，它等于金币总数除以人数n。接下来我们用M来表示每人最终拥有的金币数。

假设有4个人，按顺序编号为1，2，3，4。假设1号给2号3枚金币，然后2号又给1号5枚金币，这实际上等价于2号给1号2枚金币，而1号什么也没给2号。这样，可以设x2
 表示2号给了1号多少个金币。如果x2
 ＜0，说明实际上是1号给了2号-x2
 枚金币。x1
 ，x3
 和x4
 的含义类似。注意，由于是环形，x1
 指的是1号给4号多少金币。

现在假设编号为i的人初始有Ai
 枚金币。对于1号来说，他给了4号x1
 枚金币，还剩Ai
 －x1
 枚；但因为2号给了他x2
 枚金币，所以最后还剩A1
 －x1
 ＋x2
 枚金币。根据题设，该金币数等于M。换句话说，我们得到了一个方程：A1
 －x1
 ＋x2
 ＝M。

同理，对于第2个人，有A2
 －x2
 ＋x3
 ＝M。最终，我们可以得到n个方程，一共有n个变量，是不是可以直接解方程组了呢？很可惜，还不行。因为从前n－1个方程可以推导出最后一个方程（想一想，为什么）。所以，实际上只有n－1个方程是有用的。

尽管无法直接解出答案，我们还是可以尝试着用x1
 表示出其他的xi
 ，则本题就变成了单变量的极值问题。

对于第1个人，A1
 －x1
 ＋x2
 ＝M→x2
 ＝M－A1
 ＋x1
 ＝x1
 －C1
 （规定C1
 ＝A1
 －M，下面类似）

对于第2个人，A2
 －x2
 ＋x3
 ＝M→x3
 ＝M－A2
 ＋x2
 ＝2M－A1
 －A2
 ＋x1
 ＝x1
 －C2


对于第3个人，A3
 －x3
 ＋x4
 ＝M→x4
 ＝M－A3
 ＋x3
 ＝3M－A1
 －A2
 －A3
 ＋x1
 ＝x1
 －C3


…

对于第n个人，An
 －xn
 ＋x1
 ＝M。这是一个多余的等式，并不能给我们更多的信息（想一想，为什么）。

我们希望所有xi
 的绝对值之和尽量小，即｜x1
 ｜＋｜x1
 －C1
 ｜＋｜x1
 －C2
 ｜＋…＋｜x1
 －Cn－1
 ｜要最小。注意到｜x1
 －Ci
 ｜的几何意义是数轴上点x1
 到Ci
 的距离，所以问题变成了：给定数轴上的n个点，找出一个到它们的距离之和尽量小的点。

下一步可能有些跳跃。不难猜到，这个最优的x1
 就是这些数的“中位数”（即排序以后位于中间的数），因此只需要排个序就可以了。性急的读者可能又想跳过证明了，但是笔者希望您这次能好好读一读，因为它实在是太优美、太巧妙了，而且不少其他题目也能用上（我们很快就会再见到一例）。

注意，我们要证明的是：给定数轴上的n个点，在数轴上的所有点中，中位数离所有顶点的距离之和最小。凡是能转化为这个模型的题目都可以用中位数求解，并不只适用于本题。

让我们把数轴和上面的点画出来，如图1-2所示。
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图　1-2

任意找一个点，比如图1-2中的灰点。它左边有4个输入点，右边有2个输入点。把它往左移动一点，不要移得太多，以免碰到输入点。假设移动了d单位距离，则灰点左边4个点到它的距离各减少了d，右边的两个点到它的距离各增加了d，但总的来说，距离之和减少了2d。

如果灰点的左边有2个点，右边有4个点，道理类似，不过应该向右移动。换句话说，只要灰点左右的输入点不一样多，就不是最优解。什么情况下左右的输入点一样多呢？如果输入点一共有奇数个，则灰点必须和中间的那个点重合（中位数）；如果有偶数个，则灰点可以位于最中间的两个点之间的任意位置（还是中位数）。代码如下。
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程序本身并没有太多技巧可言，但需要注意的是long long的输入输出。在《入门经典》中我们已经解释过了，％lld这个占位符并不是跨平台的，比如，Windows下的mingw需要用％I64d而不是％lld。虽然cin/cout没有这个问题，但是本题输入量比较大，cin/cout会很慢。有两个解决方案。一是自己编写输入输出函数（前面已经给过范例），二是使用ios::sync_ with_stdio（false），通过关闭ios和stdio之间的同步来加速，有兴趣的读者可以自行搜索详细信息。

中位数可以在线性时间内求出，但不是本例题的重点（代数分析才是重点），有兴趣的读者可以自行搜索“快速选择”算法的资料。另外，这个程序里的A数组实际上是不必保存的，你能去掉它吗？

例题4　墓地雕塑（Graveyard, NEERC 2006, LA 3708）

在一个周长为10000的圆上等距分布着n个雕塑。现在又有m个新雕塑加入（位置可以随意放），希望所有n＋m个雕塑在圆周上均匀分布。这就需要移动其中一些原有的雕塑。要求n个雕塑移动的总距离尽量小。

【输入格式】

输入包含若干组数据。每组数据仅一行，包含两个整数n和m（2≤n≤1000，1≤m ≤1000），即原始的雕塑数量和新加的雕塑数量。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

输入仅一行，为最小总距离，精确到10-4
 。

【样例输入】

2 1

2 3

3 1

10 10

【样例输出】

1666.6667

1000.0

1666.6667

0.0

【样例解释】

前3个样例如图1-3所示。白色空心点表示等距点，黑色线段表示已有雕塑。
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图　1-3

【分析】

请仔细看看样例。3个样例具有一个共同的特点：有一个雕塑没有移动。如果该特点在所有情况下都成立，则所有雕塑的最终位置（称为“目标点”）实际上已经确定。为了简单起见，我们把没动的那个雕塑作为坐标原点，其他雕塑按照逆时针顺序标上到原点的距离标号，如图1-4所示。
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图　1-4

注意，这里的距离并不是真实距离，而是按比例缩小以后的距离。接下来，我们把每个雕塑移动到离它最近的位置。如果没有两个雕像移到相同的位置，那么这样的移动一定是最优的。代码如下。
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注意在代码中，坐标为pos的雕塑移动到的目标位置是floor（pos＋0.5），也就是pos四舍五入后的结果。这就是坐标缩小的好处。

这个代码很神奇地通过了测试，但其实这个算法有两个小小的“漏洞”：首先，我们不知道是不是一定有一个雕塑没有移动；其次，我们不知道会不会有两个雕塑会移动到相同的位置。如果你对证明不感兴趣，或者已经想到了证明，再或者迫不及待地想阅读更有趣的问题，请直接跳到下一个例题。否则，请继续阅读。

第一个“漏洞”的修补需要证明我们的猜想。证明思路在例题3中我们已经展示过了，具体的细节留给读者思考。

第二个“漏洞”有两种修补方法。第一种方法相对较容易实施：由于题目中规定了n，m≤1000，我们只需要在程序里加入一个功能——记录每座雕塑移到的目标位置，就可以用程序判断是否会出现“人多坑少”的情况。这段程序的编写留给读者，这里可以明确地告诉大家：这样的情况确实不会出现。这样，即使无法从理论上证明，也可以确保在题目规定的范围内，我们的算法是严密的。

第二种方法就是直接证明。在我们的程序中，当坐标系缩放之后，坐标为x的雕塑被移到了x四舍五入后的位置。如果有两个坐标分别为x和y的雕塑被移到了同一个位置，说明x和y四舍五入后的结果相同，换句话说，即x和y“很接近”。至于有多接近呢？差距最大的情况不外乎类似于x＝0.5，y＝1.499999…。即便是这样的情况，y－x仍然小于1（尽管很接近1），但这是不可能的，因为新增雕塑之后，相邻雕塑的距离才等于1，之前的雕塑数目更少，距离应当更大才对。

例题5　蚂蚁（Piotr's Ants, UVa 10881）

一根长度为L厘米的木棍上有n只蚂蚁，每只蚂蚁要么朝左爬，要么朝右爬，速度为1厘米／秒。当两只蚂蚁相撞时，二者同时掉头（掉头时间忽略不计）。给出每只蚂蚁的初始位置和朝向，计算T秒之后每只蚂蚁的位置。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数。每组数据的第一行为3个正整数L，T，n（0≤n≤10000）；以下n行每行描述一只蚂蚁的初始位置，其中，整数x为蚂蚁距离木棍左端的距离（单位：厘米），字母表示初始朝向（L表示朝左，R表示朝右）。

【输出格式】

对于每组数据，输出n行，按输入顺序输出每只蚂蚁的位置和朝向（Turning表示正在碰撞）。在第T秒之前已经掉下木棍的蚂蚁（正好爬到木棍边缘的不算）输出Fell off。

【样例输入】

2

10 1 4

1 R

5 R

3 L

10 R

10 2 3

4 R

5 L

8 R

【样例输出】

Case #1:

2 Turning

6 R

2 Turning

Fell off





Case #2:

3 L

6 R

10 R

【分析】

假设你在远处观察这些蚂蚁的运动，会看到什么？一群密密麻麻的小黑点在移动。由于黑点太小，所以当蚂蚁因碰撞而掉头时，看上去和两个点“对穿而过”没有任何区别，换句话说，如果把蚂蚁看成是没有区别的小点，那么只需独立计算出每只蚂蚁在T时刻的位置即可。比如，有3只蚂蚁，蚂蚁1＝（1，R），蚂蚁2＝（3，L），蚂蚁3＝（4，L），则两秒钟之后，3只蚂蚁分别为（3，R）、（1，L）和（2，L）。

注意，虽然从整体上讲，“掉头”等价于“对穿而过”，但对于每只蚂蚁而言并不是这样。蚂蚁1的初始状态为（1，R），因此一定有一只蚂蚁在两秒钟之后处于（3，R）的状态，但这只蚂蚁却不一定是蚂蚁1。换句话说，我们需要搞清楚目标状态中“谁是谁”。

也许读者已经发现了其中的奥妙：所有蚂蚁的相对顺序是保持不变的，因此把所有目标位置从小到大排序，则从左到右的每个位置对应于初始状态下从左到右的每只蚂蚁。由于原题中蚂蚁不一定按照从左到右的顺序输入，还需要预处理计算出输入中的第i只蚂蚁的序号order[i]。完整代码如下。
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例题6　立方体成像（Image Is Everything, World Finals 2004, LA 2995）

有一个n×n×n立方体，其中一些单位立方体已经缺失（剩下部分不一定连通）。每个单位立方体重量为1克，且被涂上单一的颜色（即6个面的颜色相同）。给出前、左、后、右、顶、底6个视图，你的任务是判断这个物体剩下的最大重量。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为一个整数n（1≤n≤10）；以下n行每行从左到右依次为前、左、后、右、顶、底6个视图，每个视图占n列，相邻视图中间以一个空格隔开。顶视图的下边界对应于前视图的上边界；底视图的上边界对应于前视图的下边界。在视图中，大写字母表示颜色（不同字母表示不同颜色），句号（.）表示该位置可以看穿（即没有任何立方体）。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，即物体的最大重量（单位：克）。

【样例输入】
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【样例输出】
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【分析】

这个问题看上去有点棘手，不过仍然可以找到突破口。比如，能“看穿”的位置所对应的所有单位立方体一定都不存在。再比如，如果前视图的右上角颜色A和顶视图的右下角颜色B不同，那么对应的格子一定不存在。如图1-5所示。
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图　1-5

在删除这个立方体之后，我们可能会有新发现：C和D的颜色不同。这样，我们又能删除一个新的立方体，并暴露出新的表面。当无法继续删除的时候，剩下的立方体就是重量最大的物体。

可能有读者会对上述算法心存疑惑。解释如下：首先不难证明第一次删除是必要的（即被删除的那个立方体不可能存在于任意可行解中），因为只要不删除这个立方体，对应两个视图的“矛盾”将一直存在；接下来，我们用数学归纳法，假设算法的前k次删除都是必要的，那么第k＋1次删除是否也是必要的呢？由刚才的推理，我们不能通过继续删除立方体来消除矛盾，而由归纳假设，已经删除的立方体也不能恢复，因此矛盾无法消除。

下面给出完整代码。
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程序用了一个get函数来表示第k个视图中，第i行j列、深度为len的单位立方体在原立方体中的坐标（x，y，z），另外还使用了宏REP精简程序。尽管用宏缩短代码在很多时候会降低程序可读性，但本题却不会（如果到处都是for循环，反而容易令人犯晕）。

1.2　问题求解常见策略

例题7　偶数矩阵（Even Parity, UVa 11464）

给你一个n×n的01矩阵（每个元素非0即1），你的任务是把尽量少的0变成1，使得每个元素的上、下、左、右的元素（如果存在的话）之和均为偶数。比如，如图1-6（a）所示的矩阵至少要把3个0变成1，最终如图1-6（b）所示，才能保证其为偶数矩阵。
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图　1-6

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤30）。每组数据的第一行为正整数n（1≤n≤15）；接下来的n行每行包含n个非0即1的整数，相邻整数间用一个空格隔开。

【输出格式】

对于每组数据，输出被改变的元素的最小个数。如果无解，应输出-1。

【分析】

也许最容易想到的方法就是枚举每个数字“变”还是“不变”，最后判断整个矩阵是否满足条件。遗憾的是，这样做最多需要枚举2255
 ≈5×1067
 种情况，实在难以承受。

注意到n只有15，第一行只有不超过215
 ＝32768种可能，所以第一行的情况是可以枚举的。接下来根据第一行可以完全计算出第二行，根据第二行又能计算出第三行（想一想，如何计算），以此类推，这样，总时间复杂度即可降为O（2n
 ×n2
 ）。代码如下。
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例题8　彩色立方体（Colored Cubes, Tokyo 2005, LA 3401）

有n个带颜色的立方体，每个面都涂有一种颜色。要求重新涂尽量少的面，使得所有立方体完全相同。两个立方体相同的含义是：存在一种旋转方式，使得两个立方体对应面的颜色相同。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为正整数n（1≤n≤4）；以下n行每行6个字符串，分别为立方体编号为1～6的面的颜色（由小写字母和减号组成，不超过24个字符）。输入结束标志为n＝0。立方体的6个面的编号如图1-7所示。
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图　1-7

【输出格式】

对于每组数据，输出重新涂色的面数的最小值。

【分析】

立方体只有4个，暴力法应该可行。不过不管怎样“暴力”，首先得搞清楚一个立方体究竟有几种不同的旋转方式。

为了清晰起见，我们借用机器人学中的术语，用姿态（pose）来代替口语中的旋转方法。假设6个面的编号为1～6，从中选一个面作为“顶面”，然后在剩下的4个面中选一个作为“正面”，则其他面都可以唯一确定，因此有6×4＝24种姿态。

在代码中，每种姿态对应一个全排列P。其中，P[i]表示编号i所在的位置（1表示正面，2表示右面，3表示顶面等，如图1-8所示）。如图1-9所示的姿态称为标准姿态，用排列｛1，2，3，4，5，6｝表示，因为1在正面，2在右面，3在顶面等。
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图　1-8
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图　1-9

图1-10是标准姿态向左旋转后得到的。对应的排列是｛5，1，3，4，6，2｝。
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图　1-10

接下来有两种方法。一种方法是手工找出24种姿态对应的排列，编写到代码中。显然，这种方法比较耗时，且容易出错，不推荐使用。下面的方法可以用程序找出这24种排列，而且不容易出错。除了刚才写出的标准姿态向左翻之外，我们再写出标准姿态向上翻所对应的排列：｛3，2，6，1，5，4｝，如图1-11所示。
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图　1-11

注意到旋转是可以组合的，比如，图1-11标准姿态先向左转再向上翻就是5→5，1→3，3→6，4→1，6→4，2→2，即｛5，3，6，1，4，2｝。因此，有了这两种旋转方式，我们就可以构造出所有24种姿态了（均为从标准姿态开始旋转）。

1在顶面的姿态：向上翻1次（此时1在顶面），然后向左转0～3次。

2在顶面的姿态：向左转1次（此时2在顶面），向上翻1次，然后向左转0～3次。

3在顶面的姿态：（3本来就在顶面）向左转0～3次。

4在顶面的姿态：向上翻2次（此时4在顶面），然后向左转0～3次。

5在顶面的姿态：向左转2次，向上翻一次（此时5在顶面），然后向左转0～3次。

6在顶面的姿态：向左转3次，向上翻一次（此时6在顶面），然后向左转0～3次。

这段代码应该写在哪里呢？一种方法是直接手写在最终的程序中，但是一旦这部分代码出错，非常难调；另一种方法是写到一个独立程序中，用它生成24种姿态对应的排列，而在最终程序中直接使用常量表。生成排列表的程序如下（注意，在代码中编号为0～5，而非1～6）。
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下面让我们来看看如何“暴力”。一种方法是枚举最后那个“相同的立方体”的每个面是什么，然后对于每个立方体，看看哪种姿态需要重新涂色的面最少。但由于4个立方体最多可能会有24种不同的颜色，最多需要枚举246
 种“最后的立方体”，情况有些多。

另一种方法是先枚举每个立方体的姿态（第一个作为“参考系”，不用旋转），然后对于6个面，分别选一个出现次数最多的颜色作为“标准”，和它不同的颜色一律重涂。由于每个立方体的姿态有24种，3个立方体（别忘了第一个不用旋转）的姿态组合一共有243
 种，比第一种方法要好。程序如下（程序头部是生成的常量表，为了节省篇幅，合并了一些行）。
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例题9　中国麻将（Chinese Mahjong, UVa 11210）

麻将是一个中国原创的4人玩的游戏。这个游戏有很多变种，但本题只考虑一种有136张牌的玩法。这136张牌所包含的内容如下。

饼（筒）牌：每张牌包括一系列点，每个点代表一个铜钱，如图1-12所示。本题中用1T、2T、3T、4T、5T、6T、7T、8T、9T表示。
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图　1-12

索（条）牌：每张牌由一系列竹棍组成，每根棍代表一挂铜钱，如图1-13所示。本题中用1S、2S、3S、4S、5S、6S、7S、8S、9S表示。
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图　1-13

万牌：每张牌代表一万枚铜钱，如图1-14所示。本题中用1W、2W、3W、4W、5W、6W、7W、8W、9W表示。
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图　1-14

风牌：东、南、西、北风，如图1-15所示。本题中用DONG、NAN、XI、BEI表示。
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图　1-15

箭牌：中、发、白，如图1-16所示。本题中用ZHONG、FA、BAI表示。
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图　1-16

总共有9×3＋4＋3＝34种牌，每种4张，一共有136张牌。

其实麻将中还有如图1-17所示的8张花牌，所以共有136＋8＝144张牌，但是本题中不予考虑。
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图　1-17

中国麻将的规则十分复杂，本题中只需考虑部分规则。在本题中，手牌（即每个人手里的牌）总是有13张。如果多了某张牌以后，整副牌可以拆成一个将（两张相同的牌）、0个或多个刻子（3张相同的牌）和0个或多个顺子（3张同花相连的牌。注意，风牌和箭牌不能形成顺子），我们就说这手牌“听”这张牌，即拿到那张牌以后就赢了，称为“和”（实战中还要考虑番数和特殊和法，在本题中可以忽略）。

比如，如图1-18所示的这手牌：
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图　1-18

听牌[image: alt]
 、[image: alt]
 和[image: alt]
 ，即1S、FA和4S。听牌[image: alt]
 的原因是：“发”做将，另有3个顺子（1S2S3S, 1S2S3S, 2S3S4S）。

【输入格式】

输入数据最多50组。每组数据由一行13张牌给出，输入保证给出的牌是合法的。输入结束标记为一行单个0。

【输出格式】

对于每组数据，输出所有“听”的牌，按照描述中的顺序列出（1T-9T，1S-9S，1W-9W，DONG，NAN，XI，BEI，ZHONG，FA，BAI）。每张牌最多被列出一次。如果没有“听”牌，输出Not ready。

【分析】

如果您和笔者一样对麻将很熟悉，不妨回忆一下自己平时打麻将时，是如何知道自己有没有听牌的。虽然多数情况都容易判断，但对于一些复杂的情况，新手容易看不出自己“听”牌了，或者看不全所有“听”的牌，而麻将老手却可以。原因在于，麻将老手擅长把手里的牌按照不同的方式进行组合。在程序里，我们也需要用一点“暴力”来枚举所有可能的组合方式。

一共只有34种牌，因此可以依次判断是否“听”这些牌。比如，为了判断是否“听”一万，只需要判断自己拿到这张一万后是否可以和牌。这样，问题就转化为了：给定14张牌，判断是否可以和牌。为此，我们可以递归求解：首先选两张牌作为“将”，然后每次选3张作为刻子或者顺子。如图1-19所示，即为一次递归求解的过程。
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图　1-19

选将有5种方法（一二三四五万都可以做将）。如果选五万做将，一万要么属于一个刻子，要么属于一个顺子（二三四）。注意，这时不必考虑其他牌是如何形成刻子或者顺子的，否则会出现重复枚举（想一想，为什么）。

为了快速选出将、刻子和顺子，我们用一个34维向量来表示状态，即每种牌所剩的张数。除了第一次直接枚举将牌之外，每次只需要考虑编号最小的牌，看它能否形成刻子或者顺子（一定是以它作为最小牌。想一想，为什么），并且递归判断。本题唯一的陷阱是：每一种牌都只有4张，所以1S1S1S1S是不“听”任何牌的。

完整代码如下。
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例题10　正整数序列（Help is needed for Dexter, UVa 11384）

给定正整数n，你的任务是用最少的操作次数把序列1，2，…，n中的所有数都变成0。每次操作可从序列中选择一个或多个整数，同时减去一个相同的正整数。比如，1，2，3可以把2和3同时减小2，得到1，0，1。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组仅一行，为正整数n（n≤109
 ）。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出最少操作次数。

【分析】

拿到这道题目之后，最好的方式是自己试一试。经过若干次尝试和总结后，不难发现第一步的最好方式如图1-20所示。
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图　1-20

换句话说，当n＝6的时候留下1，2，3，而把4，5，6同时减去min｛4，5，6｝＝4得到序列1，2，3，0，1，2，它等价于1，2，3（想一想，为什么）。换句话说，f（6）＝f（3）＋1。

一般地，为了平衡，我们保留1～n/2，把剩下的数同时减去n/2＋1，得到序列1，2，…，n/2，0，1，…，（n－1）/2，它等价于1，2，…，n/2，因此f（n）＝f（n/2）＋1。边界是f（1）＝1。代码如下。
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例题11　新汉诺塔问题（A Different Task, UVa 10795）

标准的汉诺塔上有n个大小各异的盘子。给定一个初始局面（如图1-21所示），求它到给定目标局面（如图1-22所示）至少需要多少步。移动规则如下：一次只能移动一个盘子；在移动一个盘子之前，必须把压在上面的其他盘子先移走；编号大的盘子不得压在编号小的盘子上。
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图　1-21
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图　1-22

【输入格式】

输入包含不超过100组数据。每组数据的第一行为正整数n（1≤n≤60）；第二行包含n个1～3的整数，即初始局面中每个盘子所在的柱子编号；第三行和第二行格式相同，为目标局面。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最少步数。

【分析】

考虑编号最大的盘子。如果这个盘子在初始局面和目标局面中位于同一根柱子上，那么根本不需要移动它，而如果移动了，反而不可能是最优解（想一想，为什么）。这样，我们可以在初始局面和目标局面中，找出所在柱子不同的盘子中编号最大的一个，设为k，那么k必须移动。

让我们设想一下，移动k之前的一瞬间，柱子上的情况吧。假设盘子k需要从柱子1移动到柱子2。由于编号比k大的盘子不需要移动，而且也不会碍事，所以我们直接把它们看成不存在；编号比k小的盘子既不能在柱子1上，也不能在柱子2上，因此只能在柱子3上。换句话说，这时柱子1只有盘子k，柱子2为空，柱子3从上到下依次是盘子1，2，3，…，k－1（再次提醒：我们已经忽略了编号大于k的盘子）。我们把这个局面称为参考局面。

由于盘子的移动是可逆的，根据对称性，我们只需要求出初始局面和目标局面移动成参考局面的步数之和，然后加1（移动盘子k）即可。换句话说，我们需要写一个函数f（P，i，final），表示已知各盘子的初始柱子编号数组为P（具体来说，P[i]代表盘子i的柱子编号），把盘子1，2，3，…，i全部移到柱子final所需的步数，则本题的答案就是f（start，k－1，6－start[k]－finish[k]）＋f（finish，k－1，6－start[k]－finish[k]）＋1。其中，start[i]和finish[i]是本题输入中盘子i的初始柱子和目标柱子，k是上面所说的“必须移动的编号最大的盘子”的编号。我们把柱子编号为1，2，3，所以“除了柱子x和柱子y之外的那个柱子”编号为6－x－y。

如何计算f（P，i，final）呢？推理和刚才类似。假设P[i]＝final，那么f（P，i，final）＝f（P，i－1，final）；否则需要先把前i－1个盘子挪到6－P[i]－final这个盘子做中转，然后把盘子i移动到柱子final，最后把前i－1个盘子从中转的柱子移到目标柱子final。注意，最后一个步骤是把i－1个盘子从一个柱子整体移到另一个柱子，根据汉诺塔问题的经典结论，这个步骤需要2i－1
 －1步，加上移动盘子i的那一步，一共需要2i－1
 步。换句话说，当P[i]不等于final的时候，f（P，i，final）＝f（P，i－1，6－P[i]－final）＋2i－1
 。

最后，注意答案需要用long long保存（想一想，为什么）。代码如下。
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例题12　组装电脑（Assemble, NWERC 2007, LA 3971）

你有b块钱，想要组装一台电脑。给出n个配件各自的种类、品质因子和价格，要求每种类型的配件各买一个，总价格不超过b，且“品质最差配件”的品质因子应尽量大。

【输入格式】

输入的第一行为测试数据组数T（T≤100）。每组数据的第一行为两个正整数n（1≤n≤1000）和b（1≤b≤109
 ），即配件的数目和预算；以下n行每行描述一个配件，依次为种类、名称、价格和品质因子。其中，价格为不超过106
 的非负整数；品质因子是不超过109
 的非负整数（越大越好）；种类和名称则由不超过20个字母、数字和下划线组成。输入保证总是有解。

【输出格式】

对于每组数据，输出配件最小品质因子的最大值。

【分析】

在《入门经典》一书中，我们曾提到过，解决“最小值最大”的常用方法是二分答案。假设答案为x，如何判断这个x是最小还是最大呢？删除品质因子小于x的所有配件，如果可以组装出一台不超过b元的电脑，那么标准答案ans≥x，否则ans＜x。

如何判断是否可以组装出满足预算约束的电脑呢？很简单，每一类配件选择最便宜的一个即可。如果这样选都还超预算的话，就不可能有解了。代码如下。
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例题13　派（Pie, NWERC 2006, LA 3635）

有F＋1个人来分N个圆形派，每个人得到的必须是一整块派，而不是几块拼在一起，且面积要相同。求每个人最多能得到多大面积的派（不必是圆形）。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为两个整数N和F（1≤N，F≤10000）；第二行为N个整数ri
 （1≤ri
 ≤10000），即各个派的半径。

【输出格式】

对于每组数据，输出每人得到的派的面积的最大值，精确到10-3
 。

【分析】

这个问题并不是“最小值最大”问题，但仍然可以采用二分答案方法，把问题转化为“是否可以让每人得到一块面积为x的派”。这样的转化相当于多了一个条件，然后求解目标变成了“看看这些条件是否相互矛盾”。

会有怎样的矛盾呢？只有一种矛盾：x太大，满足不了所有的F＋1个人。这样，我们只需要算算一共可以切多少份面积为x的派，然后看看这个数目够不够F＋1即可。因为派是不可以拼起来的，所以一个半径为r的派只能切出[πr2
 /x]个派（其他部分就浪费了），把所有圆形派能切出的份数加起来即可。代码如下。
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例题14　填充正方形（Fill the Square, UVa 11520）

在一个n×n网格中填了一些大写字母，你的任务是把剩下的格子中也填满大写字母，使得任意两个相邻格子（即有公共边的格子）中的字母不同。如果有多种填法，则要求按照从上到下、从左到右的顺序把所有格子连接起来得到的字符串的字典序应该尽量小。

【输入格式】

输入的第一行为测试数据组数T。每组数据的第一行为整数n（n≤10），即网格的行数和列数；以下n行每行n个字符，表示整个网格。为了清晰起见，本题用小数点表示没有填字母的格子。

【输出格式】

对于每组数据，输出填满字母后的网格。

【样例输入】

2

3

…

…

…

3

…

A..

…

【样例输出】

Case 1:

ABA

BAB

ABA

Case 2:

BAB

ABA

BAB

【分析】

首先说点题外话。一道题当可能有多个解时，为了确保答案唯一（比如，命题者不想写“输出检查器”，或者为了加大难度），题目通常会加上一些限制条件，其中“字典序最小”就是一个很常见的要求。

所谓“字典序”，就是“在字典中的顺序”。字典中的单词是如何排列的呢？首先按照第一个字母排序，即所有以a开头的单词排在以b开头的单词前面，而以b开头的单词排在以c开头的单词前面，以此类推。把这种方法扩展一下：对于任意两个序列，我们先比较第一个元素，再比较第二个元素……直到有一个元素不同，那么此元素小的序列，其字典序也小。剩下的元素全部不比较。注意，如果比较过程中恰好有一个序列结束，那么该序列较小。如果两个序列同时结束，说明两个序列完全相等，字典序自然也相等。下面是比较两个整数序列字典序的代码。

[image: alt]


不难发现，对于定义了“小于”运算符的任意数据类型，由该类型元素组成的序列的字典序的比较方法是完全一样的。这样，我们可以把上述函数模板化。
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除了阴影部分之外，这份代码和前面的代码完全一样。有了模板函数，不管你定义的是vector＜int＞a，b还是vector＜string＞a，b，甚至是vector＜vector＜int＞ ＞x，y，全部都可以用if（lexicographicallySmaller（a，b））…的方式直接使用上述函数，而不必针对各种类型各写一个函数。

既然只有序列才有字典序，题目中的这句“从上到下、从左到右”就不难理解了。它的意思是首先把每行看成一个字符串，然后从上到下顺次连接，要求得到的这个长长的字符串的字典序最小。

根据字典序的定义，我们可以从上到下、从左到右一位一位地求：先满足第一个元素最小，再满足第二个元素最小，以此类推。落实到本题中，我们只需从左到右、从上到下依次给所有的空格填上最小可能的字母即可，代码如下所示。
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严谨的读者可能又要发问了：如果上述代码顺利执行完毕，即每个格子都有得填，得到的解自然是字典序最小的，但如果某个格子把A～Z的所有字母都尝试完，一个都填不了，该怎么办？这意味着必须推翻以前的决策，一下子让情况变得复杂起来。

幸运的是，这种情况不会发生，因为一个格子的上下左右只有4个格子，不可能包含A～Z这26个字母。因此，每个空格都能填上字母。

例题15　网络（Network, Seoul 2007, LA 3902）

n台机器连成一个树状网络，其中叶结点是客户端，其他结点是服务器。目前有一台服务器正在提供VOD（Video On Demand）服务，虽然视频质量本身很不错，但对于那些离它很远的客户端来说，网络延迟却难以忍受。你的任务是在一些其他服务器上也安装同样的服务，使得每台客户端到最近服务器的距离不超过一个给定的整数k。为了节约成本，安装服务的服务器台数应尽量少，如图1-23所示，当k＝2时还要在结点4处放一台服务器。
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图　1-23

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为树中的结点数n（3≤n≤1000）；下一行包含两个整数s和k（1≤s≤n，1≤k≤n），其中s是已经放置好的VOD服务器的结点编号，k是叶子和服务器的距离上限；以下n－1行每行包含两个整数，即树中的一条边。

【输出格式】

对于每组数据，输出一个整数，即还需要放置的VOD服务器的个数的最小值。

【分析】

通常来说，把无根树变成有根树会有助于解题。何况在本题中，已经有了一个天然的根结点：原始VOD服务器。对于那些已经满足条件（即到原始VOD服务器的距离不超过k）的客户端，直接当它们不存在就可以了，如图1-24所示。
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图　1-24

接下来，我们考虑深度最大的结点。比如结点8，应该在哪里放新的服务器来覆盖（“覆盖”一个叶子是指到该叶子的距离不超过k）它呢？只有结点5和结点4满足条件。显然，结点4比结点5划算，因为结点5所覆盖的叶子（6，7，8）都能被结点4所覆盖。一般的，对于深度最大的结点u，选择u的k级祖先是最划算的（父亲是1级祖先，父亲的父亲是2级祖先，以此类推）。证明过程留给读者自行思考。

下面给出上述算法的一种实现方法：每放一个新服务器，进行一次DFS，覆盖与它距离不超过k的所有结点。注意，本题只需要覆盖叶子，而不需要覆盖中间结点，而且深度不超过k的叶子已经被原始服务器覆盖，所以我们只需要处理深度大于k的叶结点即可。为了让程序更简单，我们可用nodes表避开“按深度排序”的操作，代码如下。
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例题16　长城守卫（Beijing Guards, CERC 2004, LA 3177）

有n个人围成一个圈，其中第i个人想要ri
 个不同的礼物。相邻的两个人可以聊天，炫耀自己的礼物。如果两个相邻的人拥有同一种礼物，则双方都会很不高兴。问：一共需要多少种礼物才能满足所有人的需要？假设每种礼物有无穷多个，不相邻的两个人不会一起聊天，所以即使拿到相同的礼物也没关系。

比如，一共有5个人，每个人都要一个礼物，则至少要3种礼物。如果把这3种礼物编号为1，2，3，则5个人拿到的礼物应分别是：1，2，1，2，3。如果每个人要两个礼物，则至少要5种礼物，且5个人拿到的礼物集合应该是：｛1，2｝，｛3，4｝，｛1，5｝，｛2，3｝，｛4，5｝。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为一个整数n（1≤n≤100000）；以下n行按照圈上的顺序描述每个人的需求，其中每行为一个整数ri
 （1≤ri
 ≤100000），表示第i个人想要ri
 个不同的礼物。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出所需礼物的种类数。

【分析】

如果n为偶数，那么答案为相邻的两个人的r值之和的最大值，即p＝max｛ri
 ＋ri＋1
 ｝（i＝1，2，…，n），规定rn＋1
 ＝r1
 。不难看出，这个数值是答案的下限，而且还可以构造出只用p种礼物的方案：对于一个编号为i的人，如果i为奇数，发编号为1～r的礼物ri
 ；如果i为偶数，发礼物p－ri
 ＋1～p，请读者自己验证它是否符合要求。

n为奇数的情况比较棘手，因为上述方法不再奏效。这个时候需要二分答案：假设已知共有p种礼物，该如何分配呢？设第1个人的礼物是1～r1
 ，不难发现最优的分配策略一定是这样的：编号为偶数的人尽量往前取，编号为奇数的人尽量往后取。这样，编号为n的人在不冲突的前提下，尽可能地往后取了rn
 样东西，最后判定编号为1的人和编号为n的人是否冲突即可。比如，n＝5，A＝｛2，2，5，2，5｝，p＝8时，则第1个人取｛1，2｝，第2个人取｛3，4｝，第3个人取｛8，7，6，5，2｝，第4个人取｛1，3｝，第5个人取｛8，7，6，5，4｝，由于第1个人与第5个人不冲突，所以p＝8是可行的。

程序实现上，由于题目并不要求输出方案，因此，只需记录每个人在[1～r1
 ]的范围内取了几个，在[r1
 ＋1～n]的范围里取了几个（在程序中分别用left[i]和right[i]表示），最后判断出第n个人在[1～r1
 ]里面是否有取东西即可。代码如下。
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1.3　高效算法设计举例

例题17　年龄排序（Age Sort, UVa 11462）

给定若干居民的年龄（都是1～100之间的整数），把它们按照从小到大的顺序输出。

【输入格式】

输入包含多组测试数据。每组数据的第一行为整数n（0＜n≤2000000），即居民总数；下一行包含n个不小于1、不大于100的整数，即各居民的年龄。输入结束标志为n＝0。

输入文件约有25MB，而内存限制只有2MB。

【输出格式】

对于每组数据，按照从小到大的顺序输出各居民的年龄，相邻年龄用单个空格隔开。

【分析】

由于数据太大，内存限制太紧（甚至都不能把它们全读进内存），因此无法使用快速排序方法。但整数范围很小，可以用计数排序方法。下面是程序代码。
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上述优化使得运行时间缩短了约2/3。一般情况下，当输入输出数据量很大时，应尽量用scanf和printf函数；如果时间效率还不够高，应逐字符输入输出，就像上面的readint和writeint函数
[1]

 。不管怎样，在确信I/O时间成为整个程序性能瓶颈之前，不要盲目优化。测试方法也很简单：输入之后不执行主算法，直接输出一个任意的结果，看看运行时间是否过长。

例题18　开放式学分制（Open Credit System, UVa 11078）

给一个长度为n的整数序列A0
 ，A1
 ，…，An－1
 ，找出两个整数Ai
 和Aj
 （i＜j），使得Ai
 －Aj
 尽量大。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤20）。每组数据的第一行为整数的个数n（2≤n≤100000）；以下n行，每行为一个绝对值不超过150000的整数。

【输出格式】

对于每组数据，输出Ai
 －Aj
 的最大值。

【分析】

最简单的一种方法是用二重循环，代码如下。
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可惜上述算法的时间复杂度是O（n2
 ），在n＝100000的规模面前无能为力。怎么办呢？对于每个固定的j，我们应该选择的是小于j且Ai
 最大的i，而和Aj
 的具体数值无关。这样，我们从小到大枚举j，顺便维护Ai
 的最大值即可。代码如下。
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不难发现，上述程序的时间复杂度为O（n）。和刚才的平方算法相比，这个算法快就快在每次用O（1）时间更新了MaxAi，而不是重新计算。

如果你已经理解了这个算法，不妨思考一下，如果题目要求输出对应的i和j，应该怎么办？另外，你能不用A数组实现边读边计算么？这样可以让附加空间从O（n）降低到O（1）。

例题19　计算器谜题（Calculator Conundrum, UVa 11549）

有一个老式计算器，只能显示n位数字。有一天，你无聊了，于是输入一个整数k，然后反复平方，直到溢出。每次溢出时，计算器会显示出结果的最高n位和一个错误标记。然后清除错误标记，继续平方。如果一直这样做下去，能得到的最大数是多少？比如，当n＝1，k＝6时，计算器将依次显示6、3（36的最高位），9、8（81的最高位），6（64的最高位），3……

【输入格式】

输入的第一行为一个整数T（1≤T≤200），即测试数据的数量。以下T行，每行包含两个整数n和k（1≤n≤9，0≤k＜10n
 ）。

【输出格式】

对于每组数据，输出你能得到的最大数。

【分析】

题目已经暗示了计算器显示出的数将出现循环（想一想，为什么），所以不妨一个一个地模拟，每次判断新得到的数是否以前出现过。如何判断呢？一种方法是把所有计算出来的数放到一个数组里，然后一一进行比较。不难发现，这样每次判断需要花费非常多的时间，相当慢。能否开一个数组vis，直接读vis[k]判断整数k是否出现过呢？很遗憾，k的范围太大，开不下。在这种情况下，一个简便的方法是利用STL的集合，代码如下。
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上述程序在UVa OJ上的运行时间为4.5秒。有经验的读者应该知道，STL的string很慢，stringstream更慢，所以需要考虑把它们换掉。
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上述程序的运行时间降为1秒。

当然，也可以用哈希表（详见《入门经典》的相关部分），但和set一样，空间开销比较大。有没有空间开销比较小且速度也不错的方法呢？答案是肯定的。

想象一下，假设有两个小孩子在一个“可以无限向前跑”的跑道上赛跑，同时出发，但其中一个小孩的速度是另一个的两倍。如果跑道是直的（如图1-25（a）所示），跑得快的小孩永远在前面；但如果跑道有环（如图1-25（b）所示），则跑得快的小孩将“追上”跑得慢的小孩。
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图　1-25

这个算法称为Floyd判圈算法，不仅空间复杂度将降为O（1），运行时间也将缩短到0.5秒。主程序如下。

[image: alt]


例题20　流星（Meteor, Seoul 2007, LA 3905）

给你一个矩形照相机，还有n个流星的初始位置和速度，求能照到流星最多的时刻。注意，在相机边界上的点不会被照到。如图1-26所示，流星2、3、4、5将不会被照到，因为它们从来没有经过图中矩形的内部。

[image: alt]


图　1-26

相机的左下角为（0，0），右上角为（w，h）。每个流星用两个向量p和v表示，其中，p为初始（t＝0时）位置，v为速度。在时刻t（t＞＝0）的位置是p＋tv。比如，若p＝（1，3），v＝（-2，5），则t＝0.5时该流星的位置为（1，3）＋0.5×（-2，5）＝（0，5.5）。

【输入格式】

输入的第一行为测试数据组数T。每组数据的第一行为两个整数w和h（1≤w，h≤100000）；第二行为流星个数n（1≤n≤100000）；以下n行每行用4个整数xi
 ，yi
 ，ai
 ，bi
 （-200000≤xi
 ，yi
 ≤200000，-10≤ai
 ，bi
 ≤10）描述一个流星，其中（xi
 ，yi
 ）是初始位置，（ai
 ，bi
 ）是速度。ai
 和bi
 不同时为0。不同流星的初始位置不同。

【输出格式】

对于每组数据，输出能照到的流星个数的最大值。

【分析】

不难发现，流星的轨迹是没有直接意义的，有意义的只是每个流星在照相机视野内出现的时间段。换句话说，我们把本题抽象为这样一个问题：给出n个开区间（Li
 ，Ri
 ），你的任务是求出一个数t，使得包含它的区间数最多（为什么是开区间呢？请读者思考）。开区间（Li
 ，Ri
 ）是指所有满足Li
 ＜ x ＜Ri
 的实数x的集合。

把所有区间画到平行于数轴的直线上（免得相互遮挡，看不清楚），然后想象有一条竖直线从左到右进行扫描，则问题可以转化为：求扫描线在哪个位置时与最多的开区间相交，如图1-27所示。
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图　1-27

不难发现，当扫描线移动到某个区间左端点的“右边一点点”时最有希望和最多的开区间相交（想一想，为什么）。为了快速得知在这些位置时扫描线与多少条线段相交，我们再一次使用前面提到的技巧：维护信息，而不是重新计算。

我们把“扫描线碰到一个左端点”和“扫描线碰到一个右端点”看成是事件（event），则扫描线移动的过程就是从左到右处理各个事件的过程。每遇到一个“左端点事件”，计数器加1；每遇到一个“右端点事件”，计数器减1。这里的计数器保存的正是我们要维护的信息：扫描线和多少个开区间相交，如图1-28所示。

[image: alt]


图　1-28

这样，我们可以写出这样一段伪代码。
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这段伪代码看上去挺有道理，但实际上暗藏危险：如果不同事件的端点相同，那么哪个排在前面呢？考虑这样一种情况——输入是两个没有公共元素的开区间，且左边那个区间的右端点和右边那个区间的左端点重合。在这种情况下，两种排法的结果截然不同：如果先处理左端点事件，执行结果是2；如果先处理右端点事件，执行结果是1。这才是正确答案。

这样，我们得到了一个完整的扫描算法：先按照从左到右的顺序给事件排序，对于位置相同的事件，把右端点事件排在前面，然后执行上述伪代码的循环部分。如果你对这个冲突解决方法心存疑虑，不妨把它理解成把所有区间的右端点往左移动了一个极小（但大于0）的距离。代码如下。
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另外，本题还可以完全避免实数运算，全部采用整数：只需要把代码中的double全部改成int，然后在update函数中把所有返回值乘以lcm（1，2，…，10）＝2520即可（想一想，为什么）。
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例题21　子序列（Subsequence, SEERC 2006, LA 2678）

有n个正整数组成一个序列。给定整数S，求长度最短的连续序列，使它们的和大于或等于S。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n和S（10＜n≤100000，S＜109
 ）；第二行为n个正整数，均不超过10000。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的最短序列的长度。如果不存在，输出0。

【分析】

和《开放式学分制》一样，本题最直接的思路是二重循环，枚举子序列的起点和终点。代码如下（输入数据已存入数组A[1]～A[n]）。
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很可惜，上述程序的时间复杂度是O（n3
 ）的，因此，当n达到100000的规模后，程序将无能为力。有一个方法可以降低时间复杂度，即常见的前缀和技巧。令Bi
 ＝A1
 ＋A2
 ＋…＋Ai
 ，规定B0
 ＝0，则可以在O（1）时间内求出子序列的值：Ai
 ＋Ai＋1
 ＋…＋Aj
 ＝Bj
 －Bi－1
 。这样，时间复杂度降为O（n2
 ），代码如下。
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遗憾的是，本题的数据规模太大，O（n2
 ）时间复杂度的算法也太慢。不难发现，只要同时枚举起点和终点，时间复杂度不可能比O（n2
 ）更低，所以必须另谋他路。比如，是否可以不枚举终点，只枚举起点，或者不枚举起点，只枚举终点呢？

我们首先试试只枚举终点。对于终点j，我们的目标是要找到一个让Bj
 －Bi－1
 ≥S，且i尽量大（i越大，序列长度j－i＋1就越小）的i值，也就是找一个让Bi－1
 ≤Bj
 －S最大的i。考虑图1-29所示的序列。
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图　1-29

当j＝5时，B5
 ＝12，因此目标是找一个Bi－1
 ≤12－7＝5的最大i。注意到B是递增的（别忘了，本题中所有Ai
 均为整数），所以可以用二分查找。如果使用STL的话，这里的i就是lower_bound（B，B＋j，B[j]－S）。代码如下。
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上面代码的时间复杂度是O（nlogn）。可以将其继续优化到O（n）。由于j是递增的，Bj
 也是递增的，所以Bi－1
 ≤Bj
 －S的右边也是递增的。换句话说，满足条件的i的位置也是递增的。因此我们可以写出这样的程序。

[image: alt]


这段程序的时间复杂度如何？似乎答案并不那么明显，因为它是一个二重循环：外层循环j，内层循环i。这时我们需要一点技巧，用不同方式统计不同语句的执行次数。语句（1）和（2）的执行次数为n，因为每个不同的j都执行了一次；语句（2）的执行次数有些复杂，因为不同的j对应的执行次数不一样。但我们可以从另外一个角度考虑：i从未减小，一直递增，所以递增次数一定不超过n。换句话说，整个程序的时间复杂度为O（n）。

例题22　最大子矩阵（City Game, SEERC 2004, LA 3029）

给定一个m×n的矩阵，其中一些格子是空地（F），其他是障碍（R）。找出一个全部由F组成的面积最大的子矩阵，输出其面积乘以3后的结果。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为整数m和n（1≤m，n≤1000）；以下m行每行n个字符（保证为F或者R），即输入矩阵。

【输出格式】

对于每组数据，输出面积最大的、全由F组成的矩阵的面积乘以3后的结果。

【分析】

最容易想到的算法便是：枚举左上角坐标和长、宽，然后判断这个矩形是否全为空地。这样做需要枚举O（m2
 n2
 ）个矩形，判断需要O（mn）时间，总时间复杂度为O（m3
 n3
 ），实在是太高了。本题虽然是矩形，但仍然可以用扫描法：从上到下扫描。

我们把每个格子向上延伸的连续空格看成一条悬线，并且用up（i，j）、left（i，j）、right（i，j）表示格子（i，j）的悬线长度以及该悬线向左、向右运动的“运动极限”，如图1-30所示。列3的悬线长度为3，向左向右各能运动一列，因此左右的运动极限分别为列2和列4。
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图　1-30

这样，每个格子（i，j）对应着一个以第i行为下边界、高度为up（i，j），左右边界分别为left（i，j）和right（i，j）的矩形。不难发现，所有这些矩形中面积最大的就是题目所求（想一想，为什么）。这样，我们只需思考如何快速计算出上述3种信息即可。

当第i行第j列不是空格时，3个数组的值均为0，否则up（i，j）＝up（i－1，j）＋1。那么，left和right呢？深入思考后，可以发现：
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其中lo是第i行中，第j列左边的最近障碍格的列编号。如果从左到右计算left（i，j），则很容易维护lo。right也可以同理计算，但需要从右往左计算，因为要维护第j列右边最近的障碍格的列编号ro。为了节约空间，下面的程序用up[j]，left[j]和right[j]来保存当前扫描行上的信息。
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程序的时空复杂度均为O（mn）。另外，本题可以用一个栈来代替left和right数组，有兴趣的读者可以自行研究。但不管采用怎样的程序实现，上述的递推、扫描思想都是解决问题的关键。

例题23　遥远的银河（Distant Galaxy, Shanghai 2006, LA 3695）

给出平面上的n个点，找一个矩形，使得边界上包含尽量多的点。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤100）；以下n行每行两个整数，即各个点的坐标（坐标均为绝对值不超过109
 的整数）。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出边界点个数的最大值。

【分析】

不难发现，除非所有输入点都在同一行或者同一列上（此时答案为n），最优矩形的4条边都至少有一个点（一个角上的点同时算在两条边上）。这样，我们可以枚举4条边界所穿过的点，然后统计点数。这样做的时间复杂度为O（n5
 ）（统计点数还需要O（n）时间），无法承受。

和《子序列》一题类似，可以考虑部分枚举，即只枚举矩形的上下边界，用其他方法确定左右边界，过程如图1-31所示。
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图　1-31

对于竖线i，我们用left[i]表示竖线左边位于上下边界上的点数（注意，不统计位于该竖线上的点），on[i]和on2[i]表示竖线上位于上下边界之间的点数（区别在于on[i]不统计位于上下边界上的点数，而on2[i]要统计）。这样，给定左右边界i和j时，矩形边界上的点数为left[j]－left[i]＋on[i]＋on2[j]。当右边界j确定时，on[i]－left[i]应最大。

枚举完上下边界后，我们先花O（n）时间按照从左到右的顺序扫描一遍所有点，计算left、on[i]和on2[i]数组，然后枚举右边界j，同时维护on[i]－left[i]（i＜j）的最大值。这一步本质上等价于例题《开放式学分制》。代码如下。
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例题24　废料堆（Garbage Heap, UVa 10755）

有个长方体形状的废料堆，由A×B×C个废料块组成，每个废料块都有一个价值，可正可负。现在要在这个长方体上选择一个子长方体，使组成这个子长方体的废料块的价值之和最大。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤15）。每组数据的第一行为3个整数A，B，C（1≤A，B，C≤20）。接下来有A×B×C个整数，即各个废料块的价值，每个废料块的价值的绝对值不超过231
 。如果给每个废料块赋予一个空间坐标（一个角为（1，1，1），对角线的另一端为（A，B，C）），则这些废料块在输入文件中的出现顺序为：（1，1，1），（1，1，2），…，（1，1，C），（1，2，1），…，（1，2，C），…，（1，B，C），…，（2，1，1），…，（2，B，C），…，（A，B，C）。

【输出格式】

对于每组数据，输出最大子长方体的价值和。

【分析】

还是老规矩，先想一个正确但低效的方法。枚举x，y，z的上下界x1，x2，y1，y2，z1，z2，然后比较这O（n6
 ）个长方体的价值和，而每个长方体还需要O（n3
 ）时间累加出价值和，所以总时间复杂度为O（n9
 ），即使对于n≤20这样的规模，也太大了。

解决高维问题的常见思路是降维。让我们先来看看本题的二维情况：给定一个数字矩阵，求一个和最大的连续子矩阵。借用上题的思路，我们枚举上下边界y1和y2（规定x从左到右递增，y从上到下递增），则问题转化为了一维问题，如图1-32所示。
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图　1-32

注意，右图这个一维问题中的一个元素对应左图4个灰色格子的数之和。比如，（-1）＋（-5）＋1＋9＝4，（-2）＋1＋3＋（-4）＝-2等。

为了节省时间，这4个元素不能再用一重循环来累加得到，否则时间复杂度会变成O（n4
 ）。我们得想办法让这些元素可以在O（1）时间内得到，这样，二维问题才能在O（n3
 ）时间内解决。

解决方法仍然是前面曾多次使用的递推法：设sum（x，y1，y2）表示满足y1≤y≤y2的所有格子（x，y）里的数之和，则当y1＜y2时，sum（x，y1，y2）＝sum（x，y1，y2－1）＋A[x][y2]。这样，可以事先在O（n3
 ）时间内算出整个sum数组，则所有一维问题中的元素都可以在O（1）时间内得到，完整的二维问题在O（n3
 ）时间内得到了解决。尽管这个方法在时间效率上不错，但却占据了较大空间。

有没有一种办法可在保持O（n3
 ）时间复杂度的同时，降低空间开销呢？办法之一就是使用二维前缀和。设S（x，y）为满足x'≤x，y'≤y的所有A[x'][y']之和，即以（x，y）为右下角的矩形中的所有元素之和，这样所有子矩形的元素之和等于4个“前缀矩形”的元素之和经过加减之后得到。如图1-33所示，黑色部分的元素之和等于以1号、4号为右下角的前缀矩形的元素和减去以2号、3号为右下角的前缀矩形的元素和。
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图　1-33

这个关系也可以用来递推出整个S数组（注意，x，y都从1开始编号）。
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第二个方法是边枚举边递推。此时，需要用到一个辅助数组C。先按照升序枚举y1，对于每个y1，先清空C，再按照升序枚举y2；每枚举一个新的y2，先把所有C[x]都累加A[x][y2]，然后计算数组C的最大连续和。对于给定的（y1，y2），这个C[x]实际上就是sum（x，y1，y2），但是因为及时用新数据覆盖了旧数据（那些数据再也用不到了），所以辅助空间占用仅为O（n）。

上述两种方法都可以很方便地推广到三维情形，时间复杂度为O（n5
 ）。因为三维情况下的n很小，因此前面所说的空间问题并不严重。下面是算法一的完整代码，它用三维数组S保存以（x，y，z）为“右下角”的长方体的元素和。代码效率不算高，但读者很容易把它推广到四维或更高维的情形。
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例题25　侏罗纪（Jurassic Remains, NEERC 2003, LA 2965）

给定n个大写字母组成的字符串。选择尽量多的串，使得每个大写字母都能出现偶数次。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为正整数n（1≤n≤24），以下n行每行包含一个大写字母组成的字符串。

【输出格式】

对于每组数据，第一行输出整数k，即字符串个数的最大值。第二行按照从小到大的顺序输出选中的k个字符串的编号（字符串按照输入顺序编号为1～n）。

【样例输入】

6

ABD

EG

GE

ABE

AC

BCD

【样例输出】

5

1 2 3 5 6

【分析】

在一个字符串中，每个字符出现的次数本身是无关紧要的，重要的只是这些次数的奇偶性，因此想到用一个二进制的位表示一个字母（1表示出现奇数次，0表示出现偶数次）。比如样例的6个数，写成二进制后如图1-34所示。
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图　1-34

此时，问题转化为求尽量多的数，使得它们的xor（异或）值为0。

最容易想到的方法是直接穷举，时间复杂度为O（2n
 ），有些偏大。注意到xor值为0的两个整数必须完全相等，我们可以把字符串分成两个部分：首先计算前n/2个字符串所能得到的所有xor值，并将其保存到一个映射S（xor值→前n/2个字符串的一个子集）中；然后枚举后n/2个字符串所能得到的所有xor值，并每次都在S中查找。

如果映射用STL的map实现，总时间复杂度为O（2n/2
 logn），即O（1.44n
 logn），比第一种方法好了很多。这样的策略称为中途相遇法（Meet-in-the-Middle）。密码学中著名的中途相遇攻击（Meet-in-the-Middle attack）就是基于这个原理。
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1.4　动态规划专题

在《算法竞赛入门经典》中，我们已经接触过了不少动态规划题目，下面简单回顾一下。如果还没有系统地学习过动态规划，建议先熟读《算法竞赛入门经典》的第9章。本节是在该章基础之上的复习、拓宽与加深。


问题1：
 数字三角形。如图1-35（a）所示，有一个由非负整数组成的三角形，第一行只有一个数，除了最下行之外，每个数的左下方和右下方各有一个数。从第一行的数开始，每次可以往左下或右下走一格，直到走到最下行，把沿途经过的数全部加起来。如何走，可使得这个和最大？


分析：
 这是一个多段图上的最短路径问题，其中每行是一个阶段。设d（i，j）为从格子（i，j）出发能得到的最大和，则d（i，j）＝a（i，j）＋max｛d（i＋1，j），d（i＋1，j＋1）｝，边界是d（n＋1，j）＝0，各个格子的编号如图1-35（b）所示。
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图　1-35


问题2
 ：嵌套矩形。有n个矩形，每个矩形可以用两个整数a，b描述，表示它的长和宽。矩形X（a，b）可以嵌套在矩形Y（c，d）中的条件为：当且仅当a＜c，b＜d，或者b＜c，a＜d（相当于把矩形X旋转90°）。例如，矩形（1，5）可以嵌套在矩形（6，2）内，但不能嵌套在矩形（3，4）内。选出尽量多的矩形排成一行，使得除了最后一个之外，每一个矩形都可以嵌套在下一个矩形内。


分析：
 本题是DAG最长路问题。设d（i）为以矩形i结尾的最长链的长度，则d（i）＝max｛0，d（j）｜矩形j可以嵌套在矩形i中｝＋1。


问题3：
 硬币问题。有n种硬币，面值分别为V1
 ，V2
 ，…，Vn
 ，每种都有无限多。给定非负整数S，可以选用多少个硬币，使得面值之和恰好为S？输出硬币数目的最小值和最大值。其中，1≤n≤100，0≤S≤10000，1≤Vi
 ≤S。


分析：
 本题是DAG最长路和最短路问题。设f（i）和g（i）分别为面值之和恰好为i时，硬币数目的最小值和最大值，则f（i）＝min｛∞，f（i－Vj
 ）＋1｜Vj
 ≤i｝，g（i）＝max｛-∞，g（i－Vj
 ）＋1｜Vj
 ≤i｝，边界条件是f（0）＝g（0）＝0。


问题4
 ：01背包问题。有n种物品，每种只有一个。第i种物品的体积为Vi
 ，重量为Wi
 。选一些物品装到一个容量为C的背包，使得背包内物品在总体积不超过C的前提下重量尽量大。其中，1≤n≤100，1≤Vi
 ≤C≤10000，1≤Wi
 ≤106
 。


分析：
 用f（i，j）表示“把前i个物品装到容量为j的背包中的最大总重量”，则状态转移方程为f（i，j）＝max｛f（i－1，j），f（i－1，j－Vi
 ）＋Wi
 ｜Vi
 ≤j｝，边界为f（0，j）＝0。可以使用滚动数组优化空间，最终程序如下。
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它的道理蕴含在图1-36中。
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图　1-36

f是从上到下、从右到左（而不是从左到右）计算的，所以不会覆盖到以后需要的值。


问题5：
 点集配对问题。空间里有n个点P0
 ，P1
 ，…，Pn－1
 ，把它们配成n/2对（n是偶数），使得每个点恰好在一个点对中。要求所有点对中，两点的距离之和应尽量小。其中，n≤20，｜xi
 ｜，｜yi
 ｜，｜zi
 ｜≤10000。


分析
 ：设d（S）为集合S配对后的最小距离和，则
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再次强调，由于S中的最小元素i无论如何都是要配对的，所以无须枚举（否则时间复杂度会多乘上一个n）。为了进一步帮助读者理解，这里画出状态转移图的一部分，如图1-37所示。
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图　1-37

其中，d（｛2，3，5，6｝）＝min｛d（｛5，6｝）＋｜P2
 P3
 ｜，d（｛3，6｝）＋｜P2
 P5
 ｜，d（｛3，5｝）＋｜P2
 P6
 ｜｝，d（｛1，2，3，4，5，6｝）＝min｛d（｛3，4，5，6｝）＋｜P1
 P2
 ｜，d（｛2，4，5，6｝）＋｜P1
 P3
 ｜，…，d（｛2，3，4，5｝）｜P1
 P6
 ｜｝。因为1必须配对，因此｛1，2，3，4，5，6｝的这5种决策涵盖了所有情况。程序中，集合用二进制表示，在《入门经典》中已有详细描述。


问题6：
 最长上升子序列问题（LIS）。给定n个整数A1
 ，A2
 ，…，An
 ，按从左到右的顺序选出尽量多的整数，组成一个上升子序列（子序列可以理解为：删除0个或多个数，其他数的顺序不变）。比如，从序列1，6，2，3，7，5中，可以选出上升子序列1，2，3，5，也可以选出1，6，7，但前者更长。选出的上升子序列中相邻元素不能相等。


分析：
 设d（i）为以i结尾的最长上升子序列的长度，则d（i）＝max｛0，d（j）｜j＜i，Aj
 ＜Ai
 ｝＋1，最终答案是max｛d（i）｝。如果LIS中的相邻元素可以相等，把小于号改成小于等于号即可。上述算法的时间复杂度为O（n2
 ），下面介绍一种可把时间复杂度优化到O（nlogn）的方法。

假设已经计算出的两个状态a和b满足Aa
 ＜Ab
 且d（a）＝d（b），则对于后续所有状态i（即i＞a且i＞b）来说，a并不会比b差——如果b满足Ab
 ＜Ai
 的条件，a也满足，且二者的d值相同；但反过来却不一定了，a满足Aa
 ＜Ai
 的条件时，b却不一定满足。换句话说，如果我们只保留a，一定不会丢失最优解。

这样，对于相同的d值，只需保留A最小的一个。我们用g（i）表示d值为i的最小状态编号
[2]

 （如果不存在，g（i）定义为正无穷）。根据上述推理可以证明
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需要特别注意的是，上述g值是动态改变的。对于一个给定的状态i，我们只考虑在i之前已经计算过的状态j（即j＜i），上述g序列也是基于这些状态的。随着i的不断增大，我们要考虑的状态越来越多，g也随之发生改变。在给定状态i时，可以用二分查找得到满足g（k）≥Ai
 的第一个下标k，则d（i）＝k
[3]

 ，此时Ai
 ＜g（k），而d（i）＝k，所以更新g（k）＝Ai
 。
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问题7
 ：最长公共子序列问题（LCS）。给出两个子序列A和B，如图1-38所示，求长度最大的公共子序列。比如，1，5，2，6，8，7和2，3，5，6，9，8，4的最长公共子序列为5，6，8（另一个解是2，6，8）。
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图　1-38


分析：
 设d（i，j）为A1
 ，A2
 ，…，Ai
 和B1
 ，B2
 ，…，Bj
 的LCS长度，则当A[i]＝B[j]时，d（i，j）＝d（i－1，j－1）＋1；否则，d（i，j）＝max｛d（i－1，j），d（i，j－1）｝。时间复杂度为O（nm）
[4]

 ，其中n和m分别是序列A和B的长度。LCS问题也可以用滚动数组法进行优化。


问题8：
 最大连续和。给出一个长度为n的序列A1
 ，A2
 ，…，An
 ，求一个连续子序列Ai
 ，Ai＋1
 ，…Aj
 ，使得元素总和Ai
 ＋Ai＋1
 ＋…＋Aj
 最大。


分析：
 本题在《算法竞赛入门经典》中已经给出了一个利用前缀和的线性时间算法。用动态规划可以得到另一个线性算法：设d（i）为以i结尾的最大连续和，则d（i）＝max｛0，d（i－1）｝＋A[i]。


问题9：
 货郎担问题（TSP）。有n个城市，两两之间均有道路直接相连。给出每两个城市i和j之间的道路长度Li，
 j，求一条经过每个城市一次且仅一次，最后回到起点的路线，使得经过的道路总长度最短。其中，n≤15，城市编号为0～n－1。


分析：
 TSP是一道经典的NPC难题，不过因为本题规模小，可以用动态规划求解。首先注意到可以直接规定起点和终点为城市0（想一想，为什么），然后设d（i，S）表示当前在城市i，访问集合S中的城市各一次后回到城市0的最短长度，则
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边界为d（i，｛｝）＝dist（0，i）。最终答案是d（0，｛1，2，3，…，n－1｝），时间复杂度为O（n2
 2n
 ）。


问题10：
 矩阵链乘（MCM）。一个n×m矩阵由n行m列共n×m个数排列而成。两个矩阵A和B可以相乘的条件为：当且仅当A的列数等于B的行数。一个n×m的矩阵乘以一个m×p的矩阵等于一个n×p的矩阵，运算量为mnp。

矩阵乘法不满足分配律，但满足结合律，因此A×B×C既可以按顺序（A×B）×C进行，也可以按A×（B×C）来进行。假设A、B、C分别是2×3，3×4和4×5矩阵，则（A×B）×C的运算量为2×3×4＋2×4×5＝64，A×（B×C）的运算量为3×4×5＋2×3×5＝90。显然，第一种运算顺序更节省运算量。

给出n个矩阵组成的序列，设计一种方法把它们依次相乘，使得总运算量最小。假设第i个矩阵Ai
 是pi－1
 ×pi
 的。


分析：
 设f（i，j）表示把Ai
 ，Ai＋1
 ，…，Aj
 乘起来所需要的乘法次数，枚举“最后一次乘法”是第k个乘号，则f（i，j）＝max｛f（i，k）＋f（k＋1，j）＋pi－1
 pk
 pj
 ｝，边界是f（i，i）＝0，时间复杂度为O（n3
 ）
[5]

 。


问题11：
 最优排序二叉树问题（OBST）。给n个符号建立一棵排序二叉树
[6]

 。虽然平衡树的高度最小，但如果各个符号的频率相差很大，平衡反而不好。比如，若有7个符号ABCDEFG，频率分别为729，243，81，27，9，3，1，如图1-39所示，则下面的平衡树的总检索次数（即所有关键字频率和深度的乘积之和）为27×1＋（243＋2）×2＋（729＋81＋9＋1）×3＝2977。
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图　1-39

相比之下，图1-40所示的链状树反而好得多。
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图　1-40

它的总检索次数仅为1636次。给定n个关键字的频率f1
 ，f2
 ，…，fn
 ，要求构造一棵最优的排序二叉树，使得每个关键字的频率和深度的乘积之和最小。


分析：
 根据排序二叉树的递归定义，可以先选根，然后递归建立左右子树。记d（i，j）为符号i，i＋1，…，j所建立的排序二叉树的最小检索次数。如果选根为k，总检索次数应该如何计算？

树根k只需要检索一次，累加上fk
 。左子树在单独作为一棵树时，其总检索次数为d（i，k－1）；但在作为k的子树后，所有结点的深度都增加了1，因此总检索次数需要加上fi
 ＋fi＋1
 ＋…＋fk－1
 。右子树类似。这样，若记w（i，j）＝fi
 ＋fi＋1
 ＋…＋fj
 ，状态转移方程为d（i，j）＝max｛d（i，k－1）＋d（k＋1，j）｝＋w（i，j）。状态有O（n2
 ）个，每个状态的决策有O（n）个，总时间复杂度为O（n3
 ）。

有一个方法可以把时间复杂度降为O（n2
 ）。记K（i，j）为让d（i，j）取到最小值的决策，则可以证明K（i，j）≤K（i，j＋1）≤K（i＋1，j＋1）（i≤j），即K在同行和同列上都是递增的。证明需要用到四边形不等式，这里略去，有兴趣的读者可以自行查阅相关资料。

有了这个结论，我们在计算d（i，j）时，只需把决策枚举从i～j改成从K（i，j－1）～K（i＋1，j）即可。注意到后面两个状态都在d（i，j）之前已经算过，所以K（i，j－1）和K（i＋1，j）已经得到。

下面分析时间复杂度。当L＝j－i固定时，

d（1，L＋1）的决策是K（1，L）～K（2，L＋1）

d（2，L＋2）的决策是K（2，L＋1）～K（3，L＋2）

d（3，L＋3）的决策是K（3，L＋2）～K（4，L＋3）

…

全部合并起来，当L固定时的总决策为K（1，L）～K（n－L＋1，n），共O（n）个。由于L有O（n）个，总时间复杂度降为O（n2
 ）。

例题26　约瑟夫问题的变形（And Then There Was One, Japan 2007, LA 3882）

n个数排成一个圈。第一次删除m，以后每数k个数删除一次，求最后一个被删除的数。当n＝8，k＝5，m＝3时，删数过程如图1-41所示。
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图　1-41

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据包含3个整数n，k，m（2≤n≤10000，1≤k≤10000，1≤m≤n）。输入结束标志为n＝k＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最后一个被删除的数。

【分析】

本题是约瑟夫问题的变种，唯一的区别就是：原版问题中，从1开始数数，而在本题中，规定第一个删除的数是m。约瑟夫问题作为链表的经典应用，出现在很多数据结构与程序设计语言的书籍中。可惜链表法的时间复杂度为O（nk），无法承受本题这样大的规模。

如果像本题这样只关心最后一个被删除的编号，而不需要完整的删除顺序，则可以用递推法求解。假设编号为0～n－1的n个数排成一圈，从0开始每k个数删除一个，最后留下的数字编号记为f（n），则f（1）＝0，f（n）＝（f（n－1）＋k）％n。为什么呢？因为删除一个元素之后，可以把所有元素重新编号，如图1-42所示。
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图　1-42

本题第一个删除的为m，因此答案为（m－k＋1＋f[n]）％n
[7]

 。注意，本题虽然不是动态规划，但思路是相通的
[8]

 。代码如下。

[image: alt]


例题27　王子和公主（Prince and Princess, UVa 10635）

有两个长度分别为p＋1和q＋1的序列，每个序列中的各个元素互不相同，且都是1～n2
 之间的整数。两个序列的第一个元素均为1。求出A和B的最长公共子序列长度。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤10）。每组数据包含3行，第一行为3个整数n，p，q（2≤n≤250，1≤p，q≤n2
 ）；第二行包含序列A，其中第一个数为1，其元素两两不同，且都是1～n2
 之间的整数；第三行包含序列B，格式同序列A。

【输出格式】

对于每组数据，输出A和B的最长公共子序列的长度。

【分析】

本题是LCS问题，但因为p和q可以高达2502
 ＝62500，O（pq）的算法显然太慢。注意到A序列中所有元素均不相同，因此可以把A中元素重新编号为1～p＋1。例如，样例中A＝｛1，7，5，4，8，3，9｝，B＝｛1，4，3，5，6，2，8，9｝，因此把A重新编号为｛1，2，3，4，5，6，7｝，则B就是｛1，4，6，3，0，0，5，7｝，其中0表示A中没有出现过（事实上，可以直接删除这些元素，因为它们肯定不在LCS中）。这样，新的A和B的LCS实际上就是新的B的LIS。由于LIS可在O（nlogn）时间内解决，因此本题也可在O（nlogn）时间内得到解决。代码如下。
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例题28　Sum游戏（Game of Sum, UVa 10891）

有一个长度为n的整数序列，两个游戏者A和B轮流取数，A先取。每次玩家只能从左端或者右端取一个数，但不能两端都取。所有数都被取走后游戏结束，然后统计每个人取走的所有数之和，作为各自的得分。两个人采取的策略都是让自己的得分尽量高，并且两人都足够聪明，求A的得分减去B的得分后的结果。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为正整数n（1≤n≤100），第二行为给定的整数序列。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出A和B都采取最优策略的情况下，A的得分减去B的得分后的结果。

【分析】

整数的总和是一定的，所以一个人得分越高，另一个人的得分就越低。不管怎么取，任意时刻游戏的状态都是原始序列的一段连续子序列（即被两个玩家取剩下的序列）。因此，我们想到用d（i，j）表示原序列的第i～j个元素组成的子序列（元素编号为1～n），在双方都采取最优策略的情况下，先手得分的最大值（只考虑i～j这些元素）。

状态转移时，我们需要枚举从左边取还是从右边取以及取多少个。这等价于枚举给对方剩下怎样的子序列：是（k，j）（i＜k≤j），还是（i，k）（i≤k＜j）。因此：
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其中，sum（i，j）是元素i到元素j的数之和。注意，这里的“0”是“取完所有数”的决策，有了它，方程就不需要显式的边界条件了。

两人得分之和为sum（1，n），因此答案是d（1，n）－（sum（1，n）－d（1，n））＝2d（1，n）－sum（1，n）。注意，sum（i，j）的计算不需要循环累加，可以预处理S[i]为前i个数之和，则sum（i，j）＝S[j]－S[i－1]。

下面是完整代码。它采用了记忆化搜索的方式，显得更加自然。
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状态有O（n2
 ）个，每个状态有O（n）个转移，所以时间复杂度为O（n3
 ），空间复杂度为O（n2
 ）。对于本题的规模，这样的时间复杂度已经不错了，但其实还可以进一步改进。让我们回顾一下状态转移方程：
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如果令f（i，j）＝min｛d（i，j），d（i＋1，j），…，d（j，j）｝，g（i，j）＝min｛d（i，j），d（i，j－1），…，d（i，i）｝，则状态转移方程可以写成：
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f和g也可以快速递推出来：f（i，j）＝min｛d（i，j），f（i＋1，j）｝，g（i，j）＝min｛d（i，j），g（i，j－1）｝，因此每个f（i，j）的计算时间都降为了O（1）。下面我们用递推（而非记忆化搜索）的方法编写。代码如下。
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新算法的时间复杂度为O（n2
 ）。

例题29　黑客的攻击（Hacker's Crackdown, UVa 11825）

假设你是一个黑客，侵入了一个有着n台计算机（编号为0，1，…，n－1）的网络。一共有n种服务，每台计算机都运行着所有服务。对于每台计算机，你都可以选择一项服务，终止这台计算机和所有与它相邻计算机的该项服务（如果其中一些服务已经停止，则这些服务继续处于停止状态）。你的目标是让尽量多的服务器完全瘫痪（即：没有任何计算机运行该项服务）。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤16）；以下n行每行描述一台计算机的相邻计算机，其中第一个数m为相邻计算机个数，接下来的m个整数为这些计算机的编号。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出完全瘫痪的服务器的最大数量。

【分析】

本题的数学模型是：把n个集合P1
 ，P2
 ，…，Pn
 分成尽量多组，使得每组中所有集合的并集等于全集。这里的集合Pi
 就是计算机i及其相邻计算机的集合，每组对应于题目中的一项服务。注意到n很小，可以用《算法竞赛入门经典》中提到的二进制法表示这些集合，即在代码中，每个集合Pi
 实际上是一个非负整数。输入部分代码如下。
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为了方便，我们用cover（S）表示若干Pi
 的集合S中所有Pi
 的并集（二进制表示），即这些Pi
 在数值上的“按位或”。
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不难想到这样的动态规划：用f（S）表示子集S最多可以分成多少组，则
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这里有一个重要的技巧：枚举S的子集S0
 。详见下面的代码。
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如何分析上述算法的时间复杂度呢？它等于全集｛1，2，…，n｝的所有子集的子集个数之和，也可以令c（S）表示集S的子集的个数（它等于2｜
 S｜），则本题的时间复杂度为sum｛c（S0
 ）｜S0
 是｛1，2，3，…，n｝的子集｝。

注意到元素个数相同的集合，其子集个数也相同，我们可以按照元素个数“合并同类项”。元素个数为k的集合有C（n，k）个，其中每个集合有2k
 个子集，因此本题的时间复杂度为sum｛C（n，k）2k
 ｝＝（2＋1）n
 ＝3n
 ，其中第一个等号用到了二项式定理（不过是反着用的）。

本题比较抽象，但对思维训练很有帮助，希望读者花点时间将它彻底搞懂。

例题30　放置街灯（Placing Lampposts, UVa 10859）

给你一个n个点m条边的无向无环图，在尽量少的结点上放灯，使得所有边都被照亮。每盏灯将照亮以它为一个端点的所有边。在灯的总数最小的前提下，被两盏灯同时照亮的边数应尽量大。

【输入格式】

输入的第一行为测试数据组数T（T≤30）。每组数据第一行为两个整数n和m（m＜n≤1000），即点数（所有点编号为0～n－1）和边数；以下m行每行为两个不同的整数a和b，表示有一条边连接a和b（0≤a，b≤n）。

【输出格式】

对于每组数据，输出3个整数，即灯的总数、被两个灯照亮的边数和只被一个灯照亮的边数。

【分析】

无向无环图的另一个说法是“森林”，它由多棵树组成。动态规划是解决树上的优化问题的常用工具，本题就是一个很好的例子。

首先，本题的优化目标有两个：放置的灯数a应尽量少，被两盏灯同时照亮的边数b应尽量大。为了统一起见，我们把后者替换为：恰好被一盏灯照亮的边数c应尽量小，然后改用x＝Ma＋c作为最小化的目标，其中M是一个很大的正整数。当x取到最小值时，x/M的整数部分就是放置的灯数的最小值；x％M就是恰好被一盏灯照亮的边数的最小值。

一般来说，如果有两个需要优化的量v1
 和v2
 ，要求首先满足v1
 最小，在v1
 相同的情况下v2
 最小，则可以把二者组合成一个量Mv1
 ＋v2
 ，其中M是一个比“v2
 的最大理论值和v2
 的最小理论值之差”还要大的数。这样，只要两个解的v1
 不同，则不管v2
 相差多少，都是v1
 起到决定性作用；只有当v1
 相同时，才取决于v2
 。在本题中，可以取M＝2000
[9]

 。

每棵树的街灯互不相干，因此可以单独优化，最后再把答案加起来即可。下面我们只考虑一棵树的情况。首先对这棵树进行DFS，把无根树转化为有根树，然后试着设状态d（i）为以i为根的子树的最小x值，看看能不能写出状态转移方程。

决策只有两种：在i处放灯和不在i处放灯。后继状态是i的各个子结点。可是问题来了：i处是否放灯将影响到其子结点的决策。因此，我们需要把“父结点处有没有放灯”加入状态表示中。新状态为：d（i，j）表示i的父结点“是否放灯”的值为j（1表示放灯，0表示没放），以i为根的树的最小x值（算上i和其父结点这条边）。

注意到各子树可以独立决策，因此可作出如下决策。


决策一：
 结点i不放灯。必须j＝1或者i是根结点时才允许作这个决策。此时d（i，j）等于sum｛d（k，0）｜k取遍i的所有子结点｝。如果i不是根，还得加上1，因为结点i和其父结点这条边上只有一盏灯照亮。


决策二
 ：结点i放灯。此时d（i，j）等于sum｛d（k，1）｜k取遍i的所有子结点｝＋M。如果j＝0且i不是根，还得加上1，因为结点i和其父结点这条边只有一盏灯照亮。

用数学式子很难表达上面的状态转移，但用程序表达却可以很清晰。
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例题31　捡垃圾的机器人（Robotruck, SWERC 2007, LA 3983）

有n个垃圾，第i个垃圾的坐标为（xi
 ，yi
 ），重量为wi
 。有一个机器人，要按照编号从小到大的顺序捡起所有垃圾并扔进垃圾桶（垃圾桶在原点（0，0））。机器人可以捡起几个垃圾以后一起扔掉，但任何时候其手中的垃圾总重量不能超过最大载重C。两点间的行走距离为曼哈顿距离（即横坐标之差的绝对值加上纵坐标之差的绝对值）。求出机器人行走的最短总路程（一开始，机器人在（0，0）处）。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数。每组数据的第一行为最大承重C（1≤C≤100）；第二行为正整数n（1≤n≤100000），即垃圾的数量；以下n行每行为两个非负整数x，y和一个正整数w，即坐标和重量（重量保证不超过C）。

【输出格式】

对于每组数据，输出总路径的最短长度。

【分析】

如果把“当前垃圾序号”和“当前载重量”作为状态，则状态个数就已经高达O（NC），不管怎样优化状态转移，时间也无法承受。迫不得已，我们只得设d（i）为从原点出发、将前i个垃圾清理完并放进垃圾筒的最小距离，则
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其中，dist（j＋1，i）表示从第j＋1个垃圾出发，依次经过垃圾j＋2、垃圾j＋3、…、最终到达垃圾i的总距离，dist2origin（i）表示垃圾i到原点的距离（即｜xi
 ｜＋｜yi
 ｜），w（i，j）表示第i～j个垃圾的总重量。

设total_dist（i）为从第1个垃圾开始，依次经过垃圾2，3，…，最终到达垃圾i的总距离，则dist（j＋1，i）＝total_dist（i）－total_dist（j＋1）。这样，上式可以改写为：

d[i]＝min｛d[j]－total_dist（j＋1）＋dist2origin（j＋1）｜w（j＋1，i）≤C｝＋total_dist（i）＋dist2origin（i）

如果令func（j）＝d[j]－total_dist（j＋1）＋dist2origin（j＋1），上式还可以进一步简化为
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其中，阴影部分是问题的关键。注意到满足w（j＋1，i）≤C的所有j形成一个区间，而且随着i的增大，这个区间会往右移动（因为所有wi
 均为正数），我们常常把这个区间称为滑动窗口，则问题就转化为：维护一个滑动窗口中的最小值。

当滑动窗口的右边界增大时，相当于往滑动窗口里添加新元素；当滑动窗口的左边界增大时，相当于往滑动窗口里删除元素。这样，我们可以用一个数据结构维护滑动窗口，要求支持插入、删除、取最小值。在学习完本书的数据结构部分后，相信读者能够找到一个合适的数据结构，在O（logn）时间内完成上述3种操作。但其实这并不是最高效的方法。

假设滑动窗口中有两个元素1和2，且1在2的右边，会怎样？这意味着2在离开窗口之前一直会被1给“压迫着”，永远不可能成为最小值。换句话说，这个2是无用的，应当及时删除。当删除掉无用元素之后，滑动窗口中剩下的东西（有用元素）从左到右是递增的。我们把这些元素看成一个队列
[10]

 ，每次有新元素进来时，需要删除所有比新元素大的元素，如图1-43所示。
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图　1-43

还需要及时把不在滑动窗口范围之内的元素移出队列。读者可能会问，如果老是要删除很多元素怎么办，时间复杂度会不会很差？不会的，因为每个元素最多被删除一次，所以总时间复杂度仍是O（n）。

[image: alt]


[image: alt]


例题32　分享巧克力（Sharing Chocolate, World Finals 2010, LA 4794）

给出一块长为x，宽为y的矩形巧克力，每次操作可以沿一条直线把一块巧克力切割成两块长宽均为整数的巧克力（一次不能同时切割多块巧克力）。


问：
 是否可以经过若干次操作得到n块面积分别为a1
 ，a2
 ，…，an
 的巧克力。如图1-44所示，可以把3×4的巧克力切成面积分别为6，3，2，1的4块。
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图　1-44

【输入格式】

输入包含若干组数据。每组数据的第一行为一个整数n（1≤n≤15）；第二行为两个整数x和y（1≤x，y≤100）；第三行为n个整数a1
 ，a2
 ，…，an
 。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，如果可以切割成功，输出“Yes”，否则输出“No”。

【分析】

注意到n的规模很小，可以把与n有关的子集作为动态规划状态的一部分。设f（r，c，S）表示r行c列的巧克力是否可以切割成面积集合S。样例1的答案为Yes，即f（3，4，｛6，3，2，1｝）＝1。第一刀把巧克力切成了3×3和3×1两块，即f（3，3，｛6，2，1｝）＝f（3，1，｛3｝）＝1。

不难得到下面的状态转移规则：f（r，c，S）＝1当且仅当

❑　存在1≤r0
 ＜r和S的子集S0
 ，使得f（r0
 ，c，S0
 ）＝f（r－r0
 ，c，S－S0
 ）＝1，或者

❑　存在1≤c0
 ＜c和S的子集S0
 ，使得f（r，c0
 ，S0
 ）＝f（r，c－c0
 ，S－S0
 ）＝1。

前者对应横着切，后者对应竖着切。状态有O（xy2n
 ）个，每个状态转移到O（x＋y）个状态，总时间复杂度为O（（x＋y）xy2n
 ），有些偏大。

其实，上述状态有些浪费。如果r×c不等于S中所有元素之和（记为sum（S）），显然f（r，c，S）＝0。换句话说，我们可以只计算r*c＝sum（S）的状态f（r，c，S）。另外，f（r，c，S）＝f（c，r，S），所以不妨设r≤c，然后用g（r，S）代替f（r，c，S）。这样，状态降为了O（x2n
 ）个。在枚举决策时，一旦确定了S0
 ，实际上可以计算出r0
 或者c0
 （或者发现不存在这样的r0
 或者c0
 ），因此总决策数为O（x3n
 ），这也是本算法的时间复杂度。由于很多状态达不到，推荐用记忆化搜索实现，实际运算量往往远小于O（x3n
 ）。

最后有一点需要注意，输入之后需要比较所有ai
 之和是否为x×y（想一想，为什么）。

代码如下。
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1.5　小结与习题

本章介绍了不少问题求解和算法设计的方法和技巧。这些内容有难有易，不必强求第一次就全部看懂，需要反复阅读、细心体会。

1．问题求解策略

本章介绍了贪心法、暴力法、二分法等常用算法，以及各种思维方式。表1-1中列出了本章中的例题。

表　1-1
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仅完成书中的例题还远远不够，下面将给出一定数量的习题，以方便读者练习和提高。限于篇幅，有些输入输出格式较为简单的题目省略了“输入格式”和“输出格式”两个部分，读者可自行参考英文原题。

首先是一些入门习题，如表1-2所示。

表　1-2

[image: alt]


接下来是需要多一些思考的题目，如表1-3所示。

表　1-3
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你好　世界！（Hello World!, UVa 11636）

你刚刚学会用“printf（"Hello World!\n"）”向世界问好了，因此非常兴奋，希望输出n条“Hello World”信息，但你还没有学习循环语句，因此只能通过复制／粘贴的方式用n条printf语句来解决。比如，经过一次复制／粘贴后，一条语句会变成两条语句，再经过一次复制／粘贴后，两条语句会变成4条语句……至少需要复制／粘贴几次，才能使语句的条数恰好为n？输入n（0＜n＜10001），输出最小复制／粘贴的次数。

提示：每次可以只复制／粘贴一部分语句。

设计建筑物（Building Designing, UVa 11039）

有n个绝对值各不相同的非0整数，选出尽量多的数，排成一个序列，使得正负号交替，且绝对值递增。输入整数n（1≤n≤500000）和n个整数，输出最长序列长度。

古老的密码（Ancient Cipher, NEERC 2004, LA 3213）

给定两个长度均为n的字符串，判断它们之间的26个字母能否一一对应，即做一个一一映射后使得两个字符串相同（比如ABB和CDD可以一一对应，方法是A→C，B→D，但ABC和DED不能一一对应）。输入两个字符串，输出YES或者NO。

DNA序列（DNA Consensus String, Seoul 2006, LA 3602）

给定m个长度均为n的DNA序列，求一个DNA序列，使其到所有序列的总Hamming距离尽量小。两个等长字符串的Hamming距离等于字符不同的位置个数。如有多解，求字典序最小的解。输入整数m和n（4≤m≤50，4≤n≤1000），以及m个长度为n的DNA序列（只包含字母A、C、G、T），输出让Hamming距离最小的DNA序列和其对应的距离。

大块巧克力（Big Chocolate, UVa 10970）

把一个m行n列的矩形巧克力切成mn个1×1的方块，需要切几刀？每刀只能沿着直线把一块巧克力切成两部分（不能用一刀同时去切两块巧克力）。输入m和n，输出最少需要的刀数。

子序列（All in All, UVa 10340）

输入两个字符串s和t，判断是否可以从t中删除0个或多个字符（其他字符顺序不变），得到字符串s。比如，abcde可以得到bce，但无法得到dc。

喷水装置（Watering Grass, UVa 10382）

有一块草坪，长为l，宽为w。在其中心线的不同位置处装有n个点状的喷水装置。每个喷水装置i可将以它为中心，半径为ri
 的圆形区域润湿（见图1-45）。请选择尽量少的喷水装置，把整个草坪全部润湿。
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图　1-45

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n、l、w（1≤n≤10000）；以下n行每行包含两个整数pi
 和ri
 ，即每个喷水装置的位置和半径。

【输出格式】

对于每组数据，输出需要打开的喷水装置数目的最小值。如果无解，输出-1。

孩子们的游戏（Children's Game, UVa 10905）

给定n个正整数，你的任务是把它们连接成一个最大的整数。比如，123、124、56、90有24种连接方法，最大的结果是9056124123。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤50）；第二行为n个正整数。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出可以得到的最大整数。

处理器（Processor, Seoul 2008, LA 4254）

有n个任务，每个任务有3个参数ri
 、di
 和wi
 ，表示必须在时刻[ri
 ，di
 ]之内执行，工作量为wi
 。处理器执行的速度可以变化，当执行速度为s时，一个工作量为wi
 的任务需要执行wi
 /s个单位时间。另外，任务不一定要连续执行，可以分成若干块。你的任务是求出处理器在执行过程中最大速度的最小值。处理器速度可以是任意整数值。

假设有5个任务，ri
 和di
 分别是[1，4]，[3，6]，[4，5]，[4，7]，[5，8]，工作量分别为2，3，2，2，1，则图1-46是一个最优执行方案，最大速度为2。
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图　1-46

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤20）。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤10000）；以下n行每行包含3个整数ri
 ，di
 ，wi
 （1≤ri
 ＜di
 ≤20000，1≤wi
 ≤1000）。

【输出格式】

对于每组数据，输出在执行过程中处理器最大速度的最小值。

障碍滑雪比赛（Slalom, UVa 11627）

在一场滑雪比赛中，你需要通过n个旗门（均可看成水平线段）。第i个旗门左端的坐标为（xi
 ，yi
 ），所有旗门的宽度均为W。旗门海拔高度严格递减，即对所有1≤i＜n满足yi
 ＜yi＋1
 。你有S双滑雪板，第j双的速度为sj
 （即向下滑行速度为sj
 米／秒）。你的水平速度在任何时刻都不能超过vh
 米／秒，但可以任意变速。如果起点和终点的水平坐标可以任意选择，用哪些滑雪板可以顺利通过所有旗门？

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为3个整数W、vh
 和N（1≤W≤108
 ，1≤vh
 ≤106
 ，1≤N≤105
 ）；以下N行每行为两个整数xi
 和yi
 ，即每个旗门左端的坐标（1≤xi
 ，yi
 ≤108
 ）。下一行包含一个整数S，即滑雪板的数量（1≤S≤106
 ）；以下S行每行一个整数sj
 ，即每双滑雪板的速度（1≤sj
 ≤106
 ）。

【输出格式】

对于每组数据，输出可以通过所有旗门的滑雪板的最大速度。

传说中的车（Fabled Rooks, UVa 11134）

你的任务是在n×n棋盘上放n辆车，使得任意两辆车不相互攻击，且第i辆车在一个给定的矩形Ri
 之内。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤5000）；以下n行每行用4个整数xli
 ，yli
 ，xri
 ，yri
 （1≤xli
 ≤xri
 ≤n，1≤yli
 ≤yri
 ≤n）描述一个矩形，其中（xli
 ，yli
 ）是左上角坐标，（xri
 ，yri
 ）是右下角坐标。换句话说，第i个车的位置（x，y）必须满足xli
 ≤x≤xri
 和yli
 ≤y≤yri
 。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，如果无解，输出IMPOSSIBLE；否则，输出n行，依次为第1，2，…，n个车的坐标。

旅行2007（The Trip, 2007, UVa 11100）

给定n个正整数，把它们划分成尽量少的严格递增序列（前一个数必须小于后一个数）。比如，6个正整数1，1，2，2，2，3至少要分成3个序列：｛1，2｝，｛1，2｝和｛2，3｝。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤10000），第二行是n个不超过1000000的正整数。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出序列个数的最小值k和这k个序列。如果有多种划分方法，任何一组解均可。

机场（Airport, Seoul 2009, LA 4725）

有一个客流量巨大的机场，却只有一条起飞跑道，如图1-47所示。
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图　1-47

换句话说，每个时刻只能有一架飞机起飞（从E或者W通道进入起飞跑道），每个时刻也都有一些飞机到达E或者W通道中。在任意时刻，E通道和W通道里的飞机分别从0开始编号（图1-47中，E通道里的飞机编号为0和1，W通道里的飞机编号为0，1，2）。你的任务是在每个时刻选择一架飞机起飞，使得任意时刻飞机的最大编号最小。

例如，若飞机到达方式如表1-4所示。

表　1-4
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最优策略是这样的：时刻1，飞机A1，A2，A3编号为0，1，2，飞机B1，B2编号为0，1，然后让B1起飞；时刻2，飞机B3，B4，B5编号为1，2，3，然后让A1起飞；时刻3，A4和A5编号为2，3。这样，飞机的最大编号为3，是所有可能的方案中最小的。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为时刻总数n（1≤n≤5000）；以下n行每行两个整数ai
 和bi
 （0≤ai
 ，bi
 ≤20），分别是该时刻到达W通道和E通道的飞机数量。

【输出格式】

对于每组数据，输出飞机最大编号的最小值。

安装服务（Installations, Daejon 2010, LA 4850）

工程师要安装n个服务，其中第i个服务Ji
 需要si
 单位的安装时间，截止时间为di
 。如果在截止时间之前完成任务，不会有任何惩罚；否则惩罚值为任务完成时间与截止时间之差。换句话说，如果实际完成时间为Ci
 ，则惩罚值为max｛0，Ci
 －di
 ｝。从t＝0时刻开始执行任务，但同一时刻只能执行一个任务。你的任务是让惩罚值最大的两个任务的惩罚值之和最小。

假定有两个任务，安装时间si
 和截止时间di
 所组成的二元组（si
 ，di
 ）分别为（1，7），（4，7），（2，4），（2，15），（3，5），（6，8）。如图1-48所示描述了一个最优解，其中惩罚值最小的两个任务分别为J2
 和J6
 ，二者的惩罚值之和为6＋1＝7。
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图　1-48

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤500）；以下n行每行两个整数si
 和di
 ，即任务Ji
 的安装时间和截止时间（1≤si
 ≤di
 ≤10000）。

【输出格式】

对于每组数据，输出两个最大惩罚值之和的最小值。

田忌赛马（Tian Ji - The Horse Racing, Shanghai 2004, LA 3266）

田忌与齐王赛马，两人各出N匹马。赢一场比赛得200两银子，输了赔200银子，平局不赔不赚。已知两人每匹马的速度，问田忌至多能赢多少两银子。

【输入格式】

输入包含最多50组数据。每组数据的第一行为一个整数n（n≤1000）；第二行包含n个正整数，即田忌每匹马的速度；第三行包含n个正整数，即齐王每匹马的速度。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出田忌最多能赢多少两银子。

巴士司机问题（The Bus Driver Problem, UVa 11389）

有n个司机、n个下午路线和n个夜间路线。给每个司机安排一个下午路线和夜间路线，使得每条路线恰好被分配到一个司机，且需要支付给司机的总加班费尽量少。如果一个司机的行驶总时间（下午路线的时间与夜间路线的时间之和）不超过d，则没有加班费；超出的部分每小时需要支付r元的加班费。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行包含3个整数n，d，r（1≤n≤100，1≤d≤10000，1≤r≤5）；第二行包含n个整数，即各条下午路线的行驶时间；第三行包含n个整数，即各夜间路线的行驶时间。所有行驶时间均为不超过10000的正整数。输入结束标志为n＝d＝r＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最小总加班费。

梦之队（Wonder Team, Tehran 2007, LA 4094）

有n（1≤n≤50）支队伍比赛，每两支队伍打两场（主客场各一次），胜得3分，平得1分，输不得分。比赛结束之后会评选出一个梦之队（也可能空缺），它满足如下条件：进球总数最多（不能并列），胜利场数最多（不能并列），丢球总数最少（不能并列）。

求梦之队的最低可能排名。一支得分为p的球队的排名等于得分严格大于p的球队个数加1。

积木艺术（Cubist Artwork, Tokyo 2009, LA 4636）

用一些等大的立方体搭积木，每个立方体或者直接放在地面的网格上，或者放在另一个立方体的上面，给出正视图和侧视图，如图1-49所示。你的任务是判断最少要用多少个立方体。
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图　1-49

图1-50是两种可能的方案，其中图1-50（b）所示的是最优方案（立方体数目最少）。
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图　1-50

最后是一些需要暴力求解的题目，见表1-5。其中有些题目难度较大，请读者根据实际情况选择适合自己的题目完成，不必勉强。

表　1-5

[image: alt]


箭术（Archery, Seoul 2008, LA 4253）

有n个平行于x轴的线段，每条线段代表一个靶子。你的任务是判断是否可以站在x轴上[0，W]区间内的某个位置射箭，使得箭能穿过所有靶子。假设箭沿直线飞行，直到无穷远处。不同靶子的高度（y坐标）不同。

如图1-51所示，站在B点可以射穿所有靶子，但站在A点不行。
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图　1-51

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤30）。每组数据的第一行为整数W（2≤W≤10000000）；第二行为整数n（2≤n≤5000），即靶子的个数，以下n行每行3个整数Di
 ，Li
 ，Ri
 （1≤Di
 ≤W，0≤Li
 ＜Ri
 ≤W），表示有一个高度为Di
 ，左右端点的x坐标分别为Li
 和Ri
 的靶子。不同靶子的高度Di
 保证不同。

【输出格式】

对于每组数据，如果可以射穿所有靶子，输出YES，否则输出NO。

刻度尺（Ruler, Beijing 2006, LA 3667）

给出n种距离di
 ，设计一个有m个刻度的尺子，使得每个di
 都可以直接量出来（即存在某两个刻度之间的距离恰好为di
 ）。要求在m尽量小的前提下保证尺子的总长度尽量短。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据包含两行，第一行为一个整数n（1≤n≤50），第二行包含n个整数di
 （1≤di
 ≤106
 ）。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出m和这m个刻度（从小到大排列，第一个数必须为0）。输入保证m≤7。

美味的三角匹萨（Yummy Triangular Pizza, Shanghai 2011, LA5704）

用n（1≤n≤16）个等大的等边三角形，可以组成多少个形状不同的匹萨？匹萨必须是连通的，中间可以有洞。平移或旋转（不能翻转）之后能重合的只算一种。例如，n＝4时有4种组合方案，如图1-52所示。n＝10时有866种组合方案。
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图　1-52

神奇的乘法（Anagram and Multiplication, UVa 10825）

有些m位n进制整数非常神奇：乘以2，3，…，m之后，所得到的数恰好是原数各数字的一个排列。比如，142857就是这样一个十进制6位整数。

2×142857＝285714

3×142857＝428571

4×142857＝571428

5×142857＝714285

6×142857＝857142

输入m、n，你的任务是找到这样一个整数。输入保证这样的整数最多只有一个。

【输入格式】

输入包含若干组数据。每组数据包含两个整数m和n（3≤m≤6，4≤n≤400）。输入结束标志为m＝n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出这个整数。每位数字是0～n－1之间的整数，相邻两位数字之间用一个空格隔开。如果无解，输出“Not found.”。

正方形拼图（Square Puzzle, UVa 10639）

给出一些拼块，如图1-53所示。你的任务是判断它们是否可以拼成一个给定大小的正方形。拼块可以旋转，但不能翻转，所有拼块都必须使用，且拼块不能重叠。
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图　1-53

每个拼块用多边形表示。所有顶点坐标都是整数，所有边都是横、竖或者斜向45°。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤20）。每组数据的第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤6），其中n为拼块的个数，m为正方形边长。以下n行每行描述一个拼块，其中第一行为整数k，即多边形顶点数；接下来为k对整数，按照逆时针顺序给出各顶点的坐标。所有顶点坐标均为0～m的整数。

【输出格式】

对于每组数据，根据情况输出yes或者no。

天平难题（Mobile Computing, Tokyo 2005, LA 3403）

给出房间的宽度r和s个挂坠的重量wi
 。设计一个尽量宽，但宽度不能超过房间宽度r的天平，挂着所有挂坠。

每个天平的每一端要么挂一个挂坠，要么挂另外一个天平。如图1-54所示，设n和m分别是两端挂的总重量，要让天平平衡，必须满足n×a＝m×b。

[image: alt]


图　1-54

例如，如果有3个重量分别为1，1，2的挂坠，有如图1-55所示3种平衡方案。
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图　1-55

挂坠的宽度忽略不计，且不同的子天平可以相互重叠。如图1-56所示，宽度为（1/3）＋1＋（1/4）。
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图　1-56

房间宽度r和挂坠数目s满足0＜r＜10和1≤s≤6，且每个挂坠的重量wi
 满足1≤wi
 ≤1000。输入保证不存在天平的宽度恰好在r－10-5
 和r＋10-5
 之间。

Bingo游戏（Bingo, Tokyo 2005, LA 3406）

有P个M×M的数字矩阵（2≤P≤4，3≤M≤4）。你可以依次选择一些整数，每选一个整数后就把所有矩阵中的同一数字全部圈起来。如果某个矩阵中某一行、某一列或者某条主对角线（一共有两条）上的M个数字都被圈起来了，我们就说这个矩阵Bingo了。你的任务是找到一个最短的数字序列，使得最后所有的矩阵按照从左到右的顺序依次Bingo（相邻矩阵可以同时Bingo）。

图1-57是一个成功的序列。注意，5不能在16之前选择，否则第4列会在第2、3列之前Bingo，违反了题目规定。
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图　1-57

快速幂计算（Power Calculation, Yokohama 2006, LA 3621）

给出x和正整数n（1≤n≤1000），问最少需要几次乘除法可以得到xn
 。比如，x31
 需要6次乘除计算：x2
 ＝x×x，x4
 ＝x2
 ×x2
 ，x8
 ＝x4
 ×x4
 ，x16
 ＝x8
 ×x8
 ，x32
 ＝x16
 ×x16
 ，x31
 ＝x32
 /x。计算过程中x的指数应当总是正整数（比如x-3
 ＝x/x4
 是不允许的）。

2．高效算法设计

还有一些题目并不需要巧妙的思路和缜密的推理就能找到一个解决方案，只是时间效率难以令人满意。降低时间复杂度的方法有很多，本章的例题就覆盖了其中最常见的一些，如表1-6所示。

表　1-6
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接下来仍然列举一些习题，以供读者练习和提高，如表1-7所示。

表　1-7
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超级传输（Hypertransmission, NEERC 2003, LA 2963）

需要在n个星球上各装一个广播装置，作用范围均为R（即和它距离不超过R的星球能收听到它的广播）。每个星球广播A类节目或者B类节目。令N＋
 （i）表示星球i收听到的和自己广播相同节目的星球数（包括星球i自己），N-
 （i）表示星球i收听到的广播另一种节目的星球数。如果N＋
 （i）＜N-（i），我们说星球i是不稳定的。你是暗黑世界的间谍，因此希望选择R，使得不稳定的星球尽量多些。在此前提下，R应尽量小。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤1000），即星球个数；以下n行每行包含4个整数xi
 ，yi
 ，zi
 和pi
 ，其中，（xi
 ，yi
 ，zi
 ）是星球i的空间位置，pi
 ＝0表示星球i广播A类节目，pi
 ＝1表示星球i广播B类节目。所有坐标的绝对值不超过10000。不同星球的位置保证不同。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出两行。第一行为不稳定的星球个数。第二行为让不稳定星球数最大化的最小的R值，精确到10-4
 。

环面上的最大和（Maximum sum on a torus, UVa 10827）

把一个网格的第一行和最后一行粘起来，第一列和最后一列粘起来，可以得到一个环面。给定一个整数网格，求出所对应环面上的最大子矩形（该子矩形的所有元素之和最大）。如图1-58所示就是一个最大的子矩形。
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图　1-58

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤18）。每组数据的第一行为网格的行数和列数（它总是一个正方形）n（1≤n≤75）；以下n行每行n个-100～100之间的整数。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，即最大子矩形内元素的和。

和集（Sumsets, UVa 10125）

给定一个整数集合S，找出一个最大的d，使得a＋b＋c＝d，其中a，b，c，d是S中的不同元素。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为集合内的元素个数n（1≤n≤1000），以下n行每行一个-536870912～+536870911的整数。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最大的d。如果无解，输出“no solution”。

交换学生（Foreign Exchange, UVa 10763）

有n个学生想交换到其他学校学习。为了简单起见，规定每个想从A学校换到B学校的学生必须找一个想从B学校换到A学校的“搭档”。如果每个人都能找到搭档（一个人不能当多个人的搭档），学校就会同意他们交换。你的任务是判断交换是否可以进行。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为学生个数n（1≤n≤500000）；以下每行包含两个不同的非负整数A和B，表示该学生想从A学校换到B学校。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出YES或者NO。

复合词（Compound Words, UVa 10391）

给定一个词典，要求找出其中所有的复合词，即恰好由两个单词连接而成的单词。

【输入格式】

输入只有一组数据，其中每行都是一个由小写字母组成的单词。输入已按照字典序排序，且不超过120000个单词。

【输出格式】

输出所有复合词，按照字典序排列。

Gergovia的酒交易（Wine trading in Gergovia, UVa 11054）

直线上有n个等距的村庄，每个村庄要么买酒，要么卖酒。把k个单位的酒从一个村庄运到相邻村庄需要k个单位的劳动力。问最少需要多少劳动力才能满足所有村庄的需求。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为村庄个数n（2≤n≤100000）；第二行从左到右给出各个村庄对酒的需求ai
 （-1000≤ai
 ≤1000），其中ai
 ＞0表示买酒，ai
 ＜0表示卖酒。输入保证所有ai
 之和等于0。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

输出劳动力总和的最小值。输出保证在64位带符号整数的范围内。

平均值（Average, Seoul 2009, LA 4726）

给定一个长度为n的01序列，选一个长度至少为L的连续子序列，使得子序列中数字的平均值最大。如果有多解，子序列长度应尽量小；如果仍有多解，起点编号应尽量小。序列中的字符编号为1～n，因此[1，n]就是指完整的序列。

例如，对于长度为17的序列00101011011011010，如果L＝7，子序列[7，14]的平均值最大，为6/8（它的长度为8）；如果L＝5，子序列[7，11]的平均值最大，为4/5。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为两个整数n和L（1≤n≤100000，1≤L≤1000），第二行为一个长度为n的01序列。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的最优子序列的起点和终点编号。

餐厅（Restaurant, Daejon 2010, LA 4851）

有一个M×M的网格，左下角坐标为（0，0），右上角坐标为（M－1，M－1）。网格里有两个y坐标相同的宾馆A和B，以及n个餐厅。宾馆A和宾馆B里各有一个餐厅，编号为1和2，其他地方的餐厅编号为3～n。现在你打算开一家新餐厅，需要考查一下可能的位置。

一个位置p是“好位置”的条件为：当且仅当对于已有的每个餐厅q，要么p比q离A近，要么p比q离B近，即dist（p，A）＜dist（q，A）或者dist（p，B）＜dist（q，B）。如图1-59所示，A和B的坐标分别为（0，5）和（10，5），（7，4）是个好位置，但（4，6）不是好位置，因为位于（3，5）处的餐厅不管是到宾馆A还是到宾馆B，都比（4，6）要近。
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图　1-59

你的任务是统计网格中好位置的个数。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为两个整数M和n（2≤M≤60000，2≤n≤50000）；以下n行每行包含两个数x和y（0≤x，y＜M），即各个餐厅的坐标。不同餐厅的坐标保证不同，宾馆A里的餐厅编号为1，宾馆B里的餐厅编号为2。餐厅1和餐厅2的y坐标保证相同。

【输出格式】

对于每组数据，输出好位置的个数。

火势控制系统（Fire-Control System, Hangzhou 2008, LA 4356）

在平面上有n个目标点，你的任务是找出一个圆心在（0，0）点处的扇形，至少覆盖其中的k个点，使得该扇形的面积最小。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为两个整数n和k（1≤n≤5000，k≤n）；以下n行每行包含两个整数x和y，即每个目标点的坐标。坐标均为绝对值不超过1000的整数，且没有目标点在（0，0）。输入结束标志为n＝k＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出覆盖至少k个点的最小扇形的面积，保留两位小数。

基因组进化（Genome Evolution, Tehran 2010, LA 5052）

给出1～n的两个排列A和B，统计有多少个二元组（A'，B'）满足以下条件：A'是A的连续子序列，B'是B的连续子序列，且A'和B'包含的整数集完全相同。A'和B'均应至少包含两个元素。

例如，A＝｛3，2，1，4｝，B＝｛1，2，4，3｝时，有3组解：｛2，1｝，｛1，2｝；｛2，1，4｝，｛1，2，4｝；｛3，2，1，4｝，｛1，2，4，3｝。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为n（2≤n≤3000）；第二行和第三行各包含一个1～n的排列，分别为A和B。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的二元组的个数。

DNA突变区域（DNA Regions, CERC 2006, LA 3716）

给出两条长度均为n的DNA链（字符串）A和B，你的任务是找出一段最长的区域，使得该区域内的突变位置不超过p％。换句话说，你需要找出一个尽量长的闭区间[L，R]，使得对于区间内的所有位置x（L≤x≤R），有不超过p％的x满足Ax
 ≠Bx
 。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为两个整数n和p（1≤n≤150000，1≤p≤99）；以下两行各为一条长度为n的DNA链，只由大写字母A、C、G、T组成。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

输出满足条件的区域长度的最大值。如果不存在，输出“No solution.”（不含引号）。

3．动态规划

动态规划是几乎所有算法竞赛的宠儿。理由很简单：动态规划对思维的要求比较高，常用来解决那些其他算法都不奏效的题目。本章的动态规划例题并不多，但却包含了不少重要的思想和方法，如表1-8所示。

表　1-8
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下面仍然列举一些习题。数量虽不少，但却并不是前面例题的简单重复和改头换面。其中有些题目可以直接转化为经典题目，或者顺着经典问题的思路即可解决，但也有一些题目需要认真分析才能解决。动态规划题目对思维训练非常有帮助，请读者予以重视。

首先是相对简单的题目，如表1-9所示。

[image: alt]


表　1-9

续表
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划分成回文串（Partitioning by Palindromes, UVa 11584）

输入一个由小写字母组成的字符串，你的任务是把它划分成尽量少的回文串。比如，racecar本身就是回文串；fastcar只能分成7个单字母的回文串；aaadbccb最少可分成3个回文串：aaa、d、bccb。字符串长度不超过1000。

商人（Salesman, Seoul 2008, LA 4256）

给定一个包含n个点（n≤100）的无向连通图和一个长度为L的序列A（L≤200），你的任务是修改尽量少的数，使得序列中的任意两个相邻数或者相同，或者对应图中两个相邻结点。

波浪子序列（Wavio Sequence, UVa 10534）

给定一个长度为n的整数序列，求一个最长子序列（不一定连续），使得该序列的长度为奇数2k＋1，前k＋1个数严格递增，后k＋1个数严格递减。注意，严格递增／递减意味着该序列中的两个相邻数不能相同。n≤10000。

最小的块数（Fewest Flops, UVa 11552）

输入一个正整数k和字符串S，字符串的长度保证为k的倍数。把S的字符按照从左到右的顺序每k个分成一组，每组之间可以任意重排，但组与组之间的先后顺序应保持不变。你的任务是让重排后的字符串包含尽量少的“块”，其中每个块为连续的相同字母。比如，uuvuwwuv可分成两组：uuvu和wwuv，第一组可重排为uuuv，第二组可重排为vuww，连起来是uuuvvuww，包含4个“块”。

【输入格式】

输入的第一行包含一个整数t（t≤100），即测试数据的数量；以下t行每行包含整数k和字符串S。串长保证是k的整数倍。S由不超过1000个小写字母组成。

【输出格式】

对于每组数据，输出重排后的S所包含的最小“块”数。

回文子序列（Palindromic Subsequence, UVa 11404）

给定一个由小写字母组成的字符串，删除其中的0个或多个字符，使得剩下的字母（顺序不变）组成一个尽量长的回文串。如果有多解，输出字典序最小的解。

【输入格式】

输入包含多组测试数据。每组数据仅一行，为一个长度不超过1000的非空字符串。

【输出格式】

对于每组数据，输出所求的最长回文串。

蜂窝网络（Cellular Network, Seoul 2009, LA 4731）

手机在蜂窝网络中的定位是一个基本问题。假设蜂窝网络已经得知手机处于c1
 ，c2
 ，…，cn
 这些区域中的一个，最简单的方法是同时在这些区域中寻找手机。但这样做很浪费带宽。由于蜂窝网络中可以得知手机在这不同区域中的概率，因此一个折中的方法就是把这些区域分成w组，然后依次访问。比如，已知手机可能位于5个区域中，概率分别为0.3、0.05、0.1、0.3和0.25，w＝2，则一种方法是先同时访问｛c1
 ，c2
 ，c3
 ｝，再同时访问｛c4
 ，c5
 ｝，访问区域数的数学期望为3*（0.3＋0.05＋0.1）＋（3＋2）*（0.3＋0.25）＝4.1。另一种方法是先同时访问｛c1
 ，c4
 ｝，再访问｛c2
 ，c3
 ，c5
 ｝，访问区域数的数学期望为2×（0.3＋0.3）＋（3＋2）×（0.05＋0.1＋0.25）＝3.2。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据的第一行为两个整数n和w（1≤w≤n≤100）；第二行为包含n个不超过10000的正整数u1
 ，u2
 ，…，un
 。手机在ci
 的概率为pi
 ＝ui
 /（u1
 ＋u2
 ＋…＋un
 ）。

【输出格式】

对于每组数据，输出访问区域数的数学期望的最小值。

洛克人的难题（Mega Man's Missions, UVa 11795）

洛克人最初只有一个武器“Mega Buster”。你需要按照一定的顺序消灭n个其他机器人。每消灭一个机器人将会得到他的武器，而某些机器人只能用特定的武器才能消灭。你的任务是计算出可以消灭所有机器人的顺序总数。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤50）。每组数据的第一行为机器人个数n（1≤n≤16）；以下n＋1行描述各种武器，其中第1行描述Mega Buster，第k＋1行描述消灭k号机器人后获得的武器。其中每行包含n个整数，分别表示该武器是否能消灭第1、2、3、…、n号机器人（1表示可以，0表示不可以）。注意，一个机器人的武器可能可以消灭自己，但不会影响到本题的答案，因为必须先消灭这个机器人，才能拿到武器。

【输出格式】

对于每组数据，输出可以消灭所有机器人的顺序总数。

跳跃（Jump, Seoul 2009, LA 4727）

把1～n按逆时针顺序排成一个圆圈，从1开始每k个数字删掉一个，直到所有数字都被删除。这些数的删除顺序记为Jump（n，k）（n，k≥1）。

例如，Jump（10，2）＝[2，4，6，8，10，3，7，1，9，5]，Jump（13，3）＝[3，6，9，12，2，7，11，4，10，5，1，8，13]，Jump（13，10）＝[10，7，5，4，6，9，13，8，3，12，1，11，2]，Jump（10，19）＝[9，10，3，8，1，6，4，5，7，2]。

你的任务是求出Jump（n，k）的最后3个数。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据仅一行，为两个整数n和k （5≤n≤500000，2≤k≤500000）

【输出格式】

对于每组数据，按顺序输出Jump（n，k）的最后3个元素。

火星采矿（Martian Mining, LA 3530）

给出n×m网格中每个格子的A矿和B矿的数量，A矿必须由右向左运输，B矿必须由下向上运输，如图1-60所示。管子不能拐弯或者间断。要求收集到的A、B矿总量尽量大。
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图　1-60

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤500），即行数和列数；以下n行每行m个整数，即每个格子中的A矿数量；再以下n行每行m个整数，即每个格子中的B矿数量。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出收集到的矿总量的最大值。

沙漏里的路径（Paths through the Hourglass, UVa 10564）

有一个沙漏，第一行有n个格子，第二行n－1个格子……最中间的行只有1个格子，然后它下面一行2个格子，再下面一行3个格子……最后一行n个格子，如图1-61所示。你可以从第一行开始往下走，每次往下走一行，往左或往右走一列，但不能走出沙漏。你的目标是让沿途经过的所有整数之和恰好为一个给定整数S。求出符合上述条件的路径条数和一条路径。
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图　1-61

如果有多条路径，起点编号应尽量小（第一行格子从左到右编号为0～n－1）。如果仍有多解，移动序列（L代表左，R代表右）的字典序应最小。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为两个整数n和S（2≤n≤20，0≤S＜500）。以下2n－1行为各个格子里的整数（均为0～9的整数）。

【输出格式】

对于每组数据，输出路径条数和路径（如果有解的话）。

校长的烦恼（Headmaster's Headache, UVa 10817）

某校有n个教师和m个求职者。已知每人的工资和能教的课程集合，要求支付最少的工资使得每门课都至少有两名教师教学。在职教师必须招聘。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为3个整数s、m和n（1≤s≤8，1≤m≤20，1≤n≤100），即科目的个数、在职教师个数和申请者个数；以下m行每行用一些整数描述一位在职教师，其中第一个整数c（10000≤c≤50000）是工资，接下来的若干整数是他能教的科目列表（课程编号为1～s之间的整数）；接下来的n行描述申请者，格式同上。输入结束标志为s＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出工资总额的最小值。

战略游戏（Strategic Game, SEERC 2000, LA 2038）

给定一棵树，选择尽量少的结点，使得每个没有选中的结点至少和一个已选结点相邻。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为结点数n（n≤1500）；以下n行每行描述一个结点的相邻点列表。结点编号为0～n－1，每条边恰好在输入中出现一次。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最少需要选的结点数。

接下来的题目有一定难度，如表1-10所示。

表　1-10
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续表
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字符串“刷子”（String Painter, Chengdu 2008, LA 4394）

给定两个长度相等，只有小写字母组成的字符串s和t，每步可以把s的一个连续子串“刷”成同一个字母，问至少需要多少步才能把s变成t。比如，s＝bbbbbbb，t＝aaabccb，最少需要两步可实现将s变成t：bbbbbbb→aaabbbb→aaabccb。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据包含两行，第一行为s，第二行为t。两个字符串的长度保证相等，且不超过100。

【输出格式】

对于每组数据，输出一个整数，即最少步数。

游行（Parade, Beijing 2008, LA 4327）

F城由n＋1个横向路和m＋1个竖向路组成。你的任务是从最南边的路走到最北边的路，使得走过的路上的高兴值和最大（注意，一段路上的高兴值可以是负数）。同一段路不能经过两次，且不能从北往南走，如图1-62所示。另外，在每条横向路上所花的时间不能超过k。

[image: alt]


图　1-62

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为3个整数n，m，k（1≤n≤100，1≤m≤10000，0≤k≤3000000）；以下n＋1行每行m个整数，按照从北到南、由西向东的顺序给出各段横向道路上的高兴值；再以下n＋1行每行m个整数，按照从北到南、由西向东的顺序给出各段横向道路的行走时间。

【输出格式】

对于每组数据，输出最大高兴值。

洞穴（Cave, Chengdu 2007, LA 4015）

一棵n个结点的有根树，树的边有正整数权，表示两个结点之间的距离。你的任务是回答这样的询问：从根结点出发，走不超过x单位距离，最多能经过多少个结点？同一个结点经过多次只算一个。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为结点数n（0≤n≤500）；以下n－1行每行3个整数i，j，d（1≤d≤10000），表示结点i的父亲为结点j，二者的距离为d；洞穴编号为0～n－1；下一行包含整数Q（1≤Q≤1000），即查询的个数；以下Q行每行包含一个整数x（0≤x≤5000000），即机器人可以行走的最大距离。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出Q行，每个查询占一行，即可以经过的结点数的最大值。

帮助布布（Help Bubu, Wuhan 2009, LA 4490）

书架上有n本书。如果从左到右写下书架上每本书的高度，我们能够得到一个序列，比如30，30，31，31，32。我们把相邻的高度相同的书看成一个片段，并且定义该书架的混乱程度为片段的个数。比如，30，30，31，31，32的混乱程度为3。同理，30，32，32，31的混乱程度也是3，但31，32，31，32，31的混乱程度高达5（请想象一下这个书架，确实够乱的吧。）。

为了整理书架，你最多可以拿出k本书，然后再把它们插回书架（其他书的相对顺序保持不变），使书架的混乱程度降至最低。

【输入格式】

输入包含不超过20组数据。每组数据的第一行为两个正整数n和k（1≤k≤n≤100）；第二行包含n个整数hi
 （25≤hi
 ≤32），即初始时从左到右每本书的高度。输入结束标志为n＝k＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出在整理结束后书架混乱程度的最小值。

消灭妖怪（Masud Rana, UVa 11600）

某国有n个城市，编号为1～n。这些城市两两之间都有一条双向道路（一共有n（n－1）/2条），其中一些路上有妖怪，其他路是安全的。为了保证城市间两两可达，你第一天晚上住在城市1，然后每天白天随机选择一个新的城市，然后顺着它与当前所在城市之间的道路走过去，途中消灭这条道路上所有的妖怪，晚上住在这座城市。在平均情况下，需要多少个白天才能让任意两个城市之间均可以不经过有妖怪的道路而相互可达？

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤100）。每组数据的第一行为两个整数n和m（1≤n≤30，0≤m≤n（n－1）/2），即城市数目和安全的道路数目；以下m行每行两个整数a和b（1≤a，b≤n），表示连接城市a和城市b的道路是安全的（即没有妖怪）。

【输出格式】

对于每组数据，输出平均情况下需要的白天数目。

疏散计划（Evacuation Plan, NEERC 2010, LA 4987）

战争时期，有n支施工队在修一条笔直的高速公路，其中第i支队伍离高速公路起点的距离为ai
 。另外还有m个避难所，其中第i个避难所离高速公路起点的距离为bi
 。给每只施工队分配一个避难所，以方便其在敌人轰炸时能够迅速逃往避难。假定施工队i分配到避难所j，施工队的移动距离为｜ai
 －bj
 ｜。由于避难所的门只能从里面反锁，要求每个避难所至少应分配一支施工队。你的任务是确定分配方案，使得所有施工队移动的总距离最小。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤4000）；第二行包含n个整数，即a1
 ，a2
 ，…，an
 。第三行为整数m（1≤m≤n）。第四行包含m个整数，即b1
 ，b2
 ，…，bm
 。所有坐标均为不超过109
 的正整数，且不同的施工队位置不同，不同的避难所位置也不同。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，第一行输出最小总距离，第二行输出每个施工队分配的避难所编号。避难所按照输入顺序编号为1～m。

独占访问2（Exclusive Access 2, NEERC 2009, LA 4593）

在一个庞大的系统里运行着n个守护进程。每个进程恰好用到两个资源。这些资源不支持并发访问，所以这些进程通过锁来保证互斥访问。每个进程的主循环如下。
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注意，P和Q的顺序是至关重要的。如果某进程用到了消息队列和数据库，“先获取数据库的锁”与“先获取消息队列的锁”可能会产生截然不同的效果。给定每个进程所需要的两种资源，你的任务是确定每个进程获取锁的顺序，使得进程永远不会死锁，且最坏情况下，等待链的最大长度最短。

在本题中，一个长度为n的等待链是一个不同资源和不同进程的交替序列：R0
 c0
 R1
 c1
 …Rn
 cn
 Rn＋1
 ，其中进程ci
 已经获取Ri
 的锁，正在等待Ri＋1
 的锁。当R0
 ＝Rn＋1
 时死锁，否则说明已获取Rn＋1
 的锁的进程正在执行操作（而非等待中）。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤100）；以下n行每行两个L～Z之间的大写字符（即一共有15种资源），即该进程需要的两个资源。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，第一行输出最坏情况下等待链的最大长度。以下n行每行输出两个字符，表示该进程获取锁的顺序（先获取第一个字符对应资源的锁）。

基金管理（Fund Management, NEERC 2007, LA 4048）

你有c美元，但没有股票。给你m天时间和n支股票供你买卖（c≤108
 ，m≤100，n≤8），问最后最多能剩下多少钱（最后一天结束时不能持有任何股票）。

每天只能买卖一支股票，并且只能买一手或卖一手，对于第i支股票来说，已知第j天的价格为pi，j
 ，一手为si
 股，且每天最多能持有ki
 手这支股票。所持股票的总“手”数每天都不能超过k。k≤8，si
 ≤106
 ，ki
 ≤k，0＜pi，j
 ≤1000。

一个调度问题（A Scheduling Problem, Kaoshiung 2006, LA 3683）

有n（n≤200）个恰好需要一天完成的任务，要求用最少的时间完成所有任务。任务可以并行完成，但必须满足一些约束。约束分有向约束和无向约束两种，其中，A→B表示A必须在B之前完成，A－B表示A和B不能在同一天完成。输入保证约束图是将一棵树的某些边定向后得到的。

（提示：有这样一个定理。设由有向边组成的最长路长度为k，则答案为k或者k＋1）。

书架（Bookcase, NWERC 2006, LA 3637）

有n（3≤n≤70）本书，每本书有一个高度Hi
 和宽度Wi
 （150≤Hi
 ≤300，5≤Wi
 ≤30）。现在要构建一个3层的书架，你可以选择将n本书放在书架的哪一层。设3层高度（该层书的最大高度）之和为h，书架总宽度（即每层总宽度的最大值）为w，要求h×w尽量小。

修缮长城（Fixing the Great Wall, CERC 2004, LA 3181）

长城被看做一条直线段，有n个损坏点需要用机器人GWARR修缮。可以用三元组（xi
 ，ci
 ，di
 ）描述第i个损坏点的参数，其中，xi
 是位置，ci
 是立刻修缮（即时刻＝0时开始修缮）的费用，di
 是单位时间增加的修缮。换句话说，如果在时刻ti
 开始修缮第i个损坏点，费用为ci
 ＋ti
 di
 。修缮的时间忽略不计，GWARR的速度恒定为v，因此从修缮点i走到修缮点j需要｜xi
 －xj
 ｜/v单位的时间。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据和第一行包含3个整数：n，v，x（1≤n≤1000，1≤v≤100，1≤x≤500000），即损坏点的个数、GWARR的速度和初始坐标；以下n行每行包含3个整数xi
 ，ci
 ，di
 （1≤xi
 ≤500000，0≤ci
 ≤50000，1≤di
 ≤50000），含义如题。输入保证损坏点的位置各不相同，且GWARR的初始位置不与任何一个损坏点重合。输入结束标志为n＝v＝x＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，即最小费用（用截尾法保留整数部分）。输入保证最小费用不超过109
 。

给孩子起名（The Best Name for Your Baby, Japan 2006, LA 3623）

给定一个包含n条规则的上下文无关文法和长度l，求出满足该文法的字符串中，长度恰好为l的字典序最小串。

“满足文法”是指可以不断使用规则，把单个大写字母S变成这个字符串。每条规则形如A→a，其中A是一个大写字母（表示非终结符），a是一个由大小写字母组成的字符串。该规则的含义是可以用字符串a来替换当前字符串中的大写字母A（如果有多个A，每次只替换一个）。

比如，有4条规则：S→aAB，A→，A→Aa，B→AbbA，那么aabb满足该文法，因为S→aAB（规则1）→aB（规则2）→aAbbA（规则4）→aAabbA（规则2）→（规则3）→aAabb（规则2）→aabb（规则2）。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为两个整数n和l（1≤n≤50，0≤l≤20），即规则的个数和字符串的长度。接下来的n行每行为一条规则，其中每条规则的第一个字母为大写字母，然后是等号，然后是由大小写字母组成的字符串。等号右端的字符串长度不超过10，且可以为空串。规则内部无空白字符。输入结束标志为n＝l＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的字典序最小串。如果不存在，输出一个字符'-'。

方块消除（Blocks, UVa 10559）

n（n≤200）个带颜色的方块排成一列。每次可以选择一段颜色相同的连续方块消除，得分为x2
 ，其中x是这一段连续方块的个数。图1-63是两种可能的操作序列，其中第一个是最优的。
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图　1-63

你的任务是消除所有的方块，以得到尽量多的分数。

越大越好（Bigger is Better, Xi'an 2006, LA 3782）

你的任务是用不超过n（n≤100）根火柴摆一个尽量大的，能被m（m≤3000）整除的正整数，如图1-64所示。例如n＝6和m＝3，解为666。无解时输出-1。
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图　1-64

整数传输（Integer Transmission, Beijing 2007, LA 4031）

你要在一个仿真网络中传输一个n比特的非负整数k。各比特从左到右传输，第i个比特的发送时间为i。每个比特的网络延迟总是为1～d的实数（因此从左到右第i个比特的到达时间为i～i＋d之间）。若同时有多个比特到达，实际收到的顺序任意。求实际收到的整数有多少种，以及它们的最小值和最大值。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据仅一行，为3个整数n，d，k（1≤n≤64，0≤d≤n，0≤k＜2n
 ）。输入结束标志为n＝d＝k＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出可能收到的整数个数以及最小值和最大值。

压缩（Compressor, UVa 11521）

压缩一个字符串，在压缩串中，[S]k表示S重复k次，[S]k｛S1
 ｝t1
 ｛S2
 ｝t2
 …｛Sr
 ｝tr
 表示S重复k次，然后在其中第ti
 个S后面插入Si
 。压缩是递归进行的，因此上面的S，S1
 ，S2
 ，…也可以是压缩串。你的任务是使压缩串的长度最小。比如，I_am_WhatWhat_is_WhatWhat的最优压缩结果是I_am_[What]4｛_is_｝2。注意，上述k，t1
 ，t2
 ，…的长度均算作1，哪怕它们的十进制表示中包含超过1个数字。

【输入格式】

输入包含不超过20组数据。每组数据包含不超过200个可打印字符，但不含空白字符、括号（小括号（）、方括号[]或者花括号｛｝都算括号）或者数字。字母是大小写敏感的。

【输出格式】

对于每组数据，输出长度和压缩串。如果有多个解，任意输出一个压缩串即可。

注释


[1]
 　注意：上述readint和writeint只能处理非负整数，请读者自行编写适用于负整数的函数。


[2]
 　即满足d（j）＝i的最小j。


[3]
 　实际上是要找满足g[k']＜A[i]的最后一个下标k'，则d（i）＝k'＋1，令k＝k'＋1即可得到。


[4]
 　事实上，LCS问题存在渐进时间复杂度比O（nm）更低的算法，但超出了本书的范围。


[5]
 　事实上，本问题存在O（nlogn）时间的算法，但超出了本书的范围。


[6]
 　详见第3章。


[7]
 　需要把这个数改成1～n之间的。


[8]
 　事实上，很多人习惯把所有递推都叫做动态规划，不管它是否真的是在解决最优化问题。


[9]
 　M不要取得太大，以免算术运算溢出。


[10]
 　队列中的元素递增，因此也称为单调队列。


第2章　数学基础

算法竞赛不是数学竞赛，但它是一门离不开数学的竞赛。它涉及组合数学、数论、概率论、抽象代数、线性代数、微积分、游戏论等领域，要求选手有较为全面的数学基础。本章力图介绍算法竞赛中常用的数学知识点与思考方法，并通过题目和代码加深读者的理解。

2.1　基本计数方法

计数方法的两个最基础的原理是加法原理和乘法原理。

加法原理。做一件事情有n个办法，第i个办法有pi
 种方案，则一共有p1
 ＋p2
 ＋…＋pn
 种方案。

乘法原理。做一件事情有n个步骤，第i个步骤有pi
 种方案，则一共有p1
 p2
 …pn
 种方案。

乘法原理是加法原理的特殊情况（按照第一步骤进行分类），二者都可用于递推。注意应用加法原理的关键是分类，各类别之间必须没有重复、没有遗漏。如果有重复，可以使用容斥原理，如下所述。

容斥原理。假设班里有10个学生喜欢数学，15个学生喜欢语文，21个学生喜欢编程，班里一共有多少个学生呢？是10＋15＋21＝46个吗？不是的，因为有些学生可能同时喜欢数学和语文，或者语文和编程，甚至还有可能三者都喜欢。为了叙述方便，我们把喜欢语文、数学、编程的学生集合分别用A，B，C表示，则学生总数等于｜A∪B∪C｜。刚才已经讲过，如果把这三个集合的元素个数｜A｜、｜B｜、｜C｜直接加起来，会有一些元素重复统计了，因此需要扣掉｜A∩B｜、｜B∩C｜、｜C∩A｜，但这样一来，又有一小部分多扣了，需要加回来，即｜A∩B∩C｜。这样，我们就得到了一个公式：
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一般地，对于任意多个集合，我们都可以列出这样一个等式，等式左边是所有集合的并的元素个数，右边是这些集合的“各种搭配”。每个“搭配”都是若干个集合的交集，且每一项前面的正负号取决于集合的个数——奇数个集合为正，偶数个集合为负。事实上，第1章例题24《废料堆》中的“加加减减”也符合这个规律。

容斥原理有一个变种：假设全集为S，另有3个集合A，B，C，不属于A、B、C任何一个集合，但属于全集S的元素一共有多少个呢？和前面的方法类似，我们首先扣除A，B，C，然后把｜A∩B｜、｜B∩C｜和｜C∩A｜加回来，最后再扣掉多加的｜A∩B∩C｜。

容斥原理还有其他变种，但思路万变不离其宗：都是加加减减，把重复的扣掉，再把扣多的加回来。如果很难一次性想清楚，可以先推导两个集合或者3个集合的例子，然后进行深入。

下面列举几个常见的计数问题。


问题1：
 排列问题。有n个不同的数，选k个排成一排，每个数最多选一次，问有多少种排列方法？


分析：
 记答案为P（n，k）。由乘法原理，每个步骤选一个数，第1个步骤有n种选择，第2个步骤有n－1种选择（不管第1步选了什么），…，第k个步骤有n－k＋1种选择，所以P（n，k）＝n（n－1）（n－2）…（n－k＋1）。用阶乘表示就是P（n，k）＝n!/（n－k）!。特别地，n个数的全排列P（n，n）＝n!


问题2：
 组合问题。有n个不同的数，选出k个（顺序无关），每个数最多选一次，问有多少种选法？


分析：
 记答案为C（n，k）。把n选k的排列问题看成两个步骤：首先选出k个数的组合，然后把这k个数进行全排列。由乘法原理知P（n，k）＝C（n，k）×P（k，k），因此C（n，k）＝P（n，k）/P（k，k）＝n!/（（n－k）!k!）。

C（n，k）在组合计数中占有极重要的地位。常用性质如下。


性质1：
 C（n，0）＝C（n，n）＝1


性质2：
 C（n，k）＝C（n，n－k）


证明：
 选了k个数以后剩下的数恰好有n－k个，因此选k个和选n－k个的方案一一对应。


性质3：
 C（n，k）＋C（n，k＋1）＝C（n＋1，k＋1）

这是组合数的递推公式，经常用于预处理，证明如下：n＋1个数里选k＋1有两类办法。要么选第1个数，要么不选第1个数。如果不选，则问题转化为n个数里选k＋1个数；如果选，则问题转化为n个数里选k个数。这两类办法是不重复不遗漏的，由加法原理得证。


问题3（二项式展开）：
 求（a＋b）n
 展开式的各项系数。


分析：
 根据二项式定理[image: alt]
 ，只需求出所有的C（n，k）。不管是用定义（阶乘相除）还是性质3，时间复杂度都是O（n2
 ）。有没有办法算得更快呢？答案是肯定的。这需要用到下面的性质4。


性质4：
 C（n，k＋1）＝C（n，k）×（n－k）/（k＋1）


证明：
 直接利用公式
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两式相除得C（n，k＋1）/C（n，k）＝（n－k）/（k＋1）。

有了这个性质，从C（n，0）开始递推，只需要O（n）时间就能求出所有的C（n，0），C（n，1），C（n，2），…，C（n，n）。注意不要让运算过程中出现乘法溢出。


问题4：
 有重复元素的全排列。有k个元素，其中第i个元素有ni
 个，求全排列个数。


分析：
 令所有ni
 之和为n，再设答案为x。首先做全排列，然后把所有元素编号，其中第s种元素编号为1～ns
 （比如，有三个a，两个b，先排列成aabba，然后可以编号为a1
 a3
 b2
 b1
 a2
 ）。这样做以后，由于编号后所有元素均不相同，方案总数为n的全排列数n!。根据乘法原理，我们得到了一个方程：n1
 !n2
 !n3
 !…nk
 !x＝n!，移项即可。


问题5：
 可重复选择的组合。有n个不同元素，每个元素可以选多次，一共选k个元素，有多少种方法？比如n＝3，k＝2有6种：（1，1），（1，2），（1，3），（2，2），（2，3），（3，3）。


分析：
 设第i个元素选xi
 个，问题转化为求方程x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ＝k的非负整数解的个数。令yi
 ＝xi
 ＋1，则答案为y1
 ＋y2
 ＋...＋yn
 ＝k＋n的正整数解的个数。想象有k＋1个数字“1”排成一排，则问题等价于把这些“1”分成n个部分，有多少种方法？这相当于在k＋n－1个“候选分隔线”中选n－1个，即C（k＋n－1，n－1）＝C（n＋k－1，k）。最后一步用到了组合数的性质2。


问题6：
 单色三角形。给定空间里的n（n≤1000）个点，其中没有三点共线。每两个点之间都用红色或黑色线段连接。求3条边同色的三角形个数。


分析：
 直接统计需要O（n3
 ）时间，需要优化。从反面考虑，只要求出了非单色三角形，就可以间接得到单色三角形的个数。在每个非单色三角形中，恰好有两个顶点连接两条异色边（不包含不在此三角形中的边），而且有一个公共点的两条异色边总是唯一对应一个非单色三角形，因此如果第i个点连接了ai
 条红边n－1－ai
 条黑边，则这些边属于ai
 （n－1－ai
 ）个非单色三角形。每个非单色三角形考虑了两次，因此最终答案应除以2，即[image: alt]
 。

例题1　象棋中的皇后（Chess Queen, UVa 11538）

在2×2棋盘上放两个相互攻击的皇后（一白一黑），一共有12种方法，如图2-1所示。
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图　2-1

如果棋盘是n×m的，有多少种方法放置两个相互攻击的皇后？例如n＝100，m＝223时答案为10907100。

【输入格式】

输入由不超过5000行组成，每行均为一组数据，包含两个整数n，m（0≤n，m≤106
 ）。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出在n×m棋盘上放两个相互攻击的皇后的方案数。输出保证不超过64位带符号整数的范围。

【分析】

因为只有两个皇后，因此相互攻击的方式只有两个皇后在同一行、同一列或同一对角线3种情况。这3种情况没有交集，因此可以用加法原理。设在同一行放两个皇后的方案数为A（n，m），同一列放两个皇后的方案数为B（n，m），同一对角线放两个皇后的方案数为D（n，m），则答案为A（n，m）＋B（n，m）＋D（n，m）。

A（n，m）的计算可以用乘法原理：放白后有nm种方法，放黑后有m－1种方法，相乘就是nm（m－1）。也可以理解为先选一行（有n种方法），然后在这一行中选两个位置做全排列，因此有m（m－1）种方案。根据乘法原理得到nm（m－1）。

B（n，m）其实就等于A（m，n）（想一想，为什么），也就是mn（n－1）。

求D（n，m）的思考过程会稍微麻烦一些。不妨设n≤m，所有／向的对角线，从左到右的长度依次为
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考虑到还有另一个方向的对角线，上面的整个结果还要乘以2，即
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程序如下。
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《算法竞赛入门经典》中曾多次强调：计数问题一定要考虑算术运算溢出。我们用64位无符号整数保存n和m，最大可以保存264
 －1＞1.8×1019
 ，则nm（m＋n－2）≤106
 ×106
 ×2×106
 ＝2×1018
 ，不会溢出；而2n（n－1）（3m－n－1）≤2×106
 ×106
 ×3×106
 ＝6×1018
 也不会溢出，不难验证，最终答案也不会溢出
[1]

 。虽然本题的输入保证答案不超过带符号64位整数范围内，但因为在运算结果中不会出现负数，使用无符号64位整数更加保险。

例题2　数三角形（Triangle Counting, UVa 11401）

有多少种方法可以从1，2，3，…，n中选出3个不同的整数，使得以它们为三边长可以组成三角形？比如n＝5时有3种方法，即（2，3，4），（2，3，5），（3，4，5）。n＝8时有22种方法。

【输入格式】

输入包含多组测试数据，每组数据的第一行为整数n（3≤n≤1000000）。输入用n＜3的标志结束。

【输出格式】

对于每组数据，输出其方案总数。

【分析】

三重循环的时间复杂度为O（n3
 ），采用这种方法肯定超时。这样的规模即使是O（n2
 ）时间的算法都很难承受，那么只能进行一些数学分析了。

用加法原理，设最大边长为x的三角形有c（x）个，另外两条边长分别为y和z，根据三角形不等式
[2]

 有y＋z＞x。所以z的范围是x－y＜z＜x。

根据这个不等式，当y＝1时x－1＜z＜x，显然无解；y＝2时只有一个解（z＝x－1）；y＝3时有两个解（z＝x－1或者z＝x－2）……直到y＝x－1时有x－2个解。根据等差数列求和公式，一共有0＋1＋2＋…＋（x－3）＋（x－2）＝（x－1）（x－2）/2个解。

可惜，这并不是c（x）的正确数值，因为上面的解包含了y＝z的情况，而且每个三角形算了两遍（想一想，为什么）。解决方案很简单，首先统计y＝z的情况。y的取值从x/2＋1开始到x－1为止，一共有x－1－x/2＝（x－1）/2个解，然后把这部分解扣除，再除以2，即
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原题要求的实际上是“最大边长不超过n的三角形数目”f（n）。根据加法原理，f（n）＝c（1）＋c（2）＋…＋c（n）。可以写成递推式f（n）＝f（n－1）＋c（n）。代码如下。
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例题3　拉拉队（Cheerleaders, UVa 11806）

在一个m行n列的矩形网格里放k个相同的石子，问有多少种方法？每个格子最多放一个石子，所有石子都要用完，并且第一行、最后一行、第一列、最后一列都得有石子。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤50），每组数据包含3个整数m，n，k（2≤m，n≤20，k≤500）。

【输出格式】

对于每组数据，输出方案总数除以1000007的余数。

【分析】

如果题目求的是“第一行、最后一行、第一列、最后一列都没有石子”的方案数，该有多好啊！这相当于一共只有m－2行n－2列，答案自然是C（（m－2）（n－2），k）了。幸运的是，利用容斥原理，我们可以把本题转化为上述问题。

设满足“第一行没有石子”的方案集为A，最后一行没有石子的方案集为B，第一列没有石子的方案集为C，最后一列没有石子的方案集为D，全集为S，则所求答案就是“在S中但不在A，B，C，D任何一个集合中”的元素个数，可以用容斥原理求解。

在程序中，我们用二进制来表示A，B，C，D的所有“搭配”（S对应于“空搭配”）。如果在集合A和B中，相当于少了一行；如果在集合C或D中，相当于少了一列。假定最后剩了r行c列，方法数就是C（rc，k）。
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2.2　递推关系

与学习动态规划专题一节一样，我们先来回顾一些常见的递推题目。如果读者理解下面的内容有困难，请先阅读《算法竞赛入门经典》的相关章节。


问题1：
 兔子的繁殖。把雌雄各一的一对新兔子放入养殖场中。每对兔子从第二个月开始每月产雌雄各一的一对新兔子。试问第n个月后养殖场中共有多少对兔子？


分析：
 第n个月的兔子由两部分组成，一部分是上个月就有的老兔子，一部分是刚出生的新兔子。前一部分等于f（n－1），后一部分等于f（n－2）（第n－1个月时具有生育能力的兔子数等于第n－2个月的兔子总数）。根据加法原理，f（n）＝f（n－1）＋f（n－2），边界是f（1）＝f（2）＝1。

数列为1，1，2，3，5，8，…，称为斐波那契（Fibonacci）数列。


问题2：
 凸多边形的三角剖分数。给出一个凸n边形，用n－3条不相交的对角线把它分成n－2个三角形，求不同的方法数目。例如n＝5时，有5种剖分方法，如图2-2所示。
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图　2-2


分析：
 设答案为f（n）。按照某种顺序给凸多边形的各个顶点分别编号为V1
 ，V2
 ，…，Vn
 。既然分成的是三角形，边V1
 Vn
 在最终的剖分中一定恰好属于某个三角形V1
 Vn
 Vk
 ，所以可以根据k进行分类。不难看出，三角形V1
 Vn
 Vk
 的左边是一个k边形，右边是一个n－k＋1边形，根据乘法原理，包含三角形V1
 Vn
 Vk
 的方案数为f（k）f（n－k＋1）；根据加法原理有：f（n）＝f（2）f（n－1）＋f（3）f（n－2）＋…＋f（n－1）f（2），边界是f（2）＝f（3）＝1。

从f（3）开始的数列为：1，2，5，14，42，132，429，1430，4862，16796，…，称为卡特兰（Catalan）数。


问题3：
 火柴
[3]

 。用n（1≤n≤2000）根火柴棍能组成多少个非负整数？火柴不必用完，组成的整数不能有前导零（但整数0是允许的）。比如，若你有3根火柴，可以组成1或者7；如果有4根，除了可以组成1和7之外，还可以组成4和11。


分析：
 把“已经使用过的火柴数i”看成状态，可以得到一个图。从前往后每添加一个数字x，就从状态i转移到i＋c[x]，其中c[x]代表数字x需要的火柴数。当i＝0的时候不允许使用数字0（最后当n≥6时，给答案单独加上1，代表整数0）。从结点0和x（x＞0）出发的边分别如图2-3（a）和图2-3（b）所示。
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图　2-3

令d（i）为从结点0到结点i的路径条数，则答案f（n）＝d（1）＋d（2）＋d（3）＋…＋d（n）（因为火柴不必用完，所以使用的火柴数目可能是1，2，3，…，n）。

程序实现时，我们可以按照从小到大的顺序用d（i）更新所有的d（i＋c[j]）（j取遍数字0～9），代码如下（请注意，下面的代码中略去了高精度运算）。
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问题4：
 立方数之和
[4]

 。输入正整数n（n≤10000），求将n写成若干个正整数的立方之和有多少种方法。

比如21有3种写法：21＝13
 ＋13
 ＋13
 ＋…＋13
 ＝23
 ＋13
 ＋13
 ＋13
 ＋…＋13
 ＝23
 ＋23
 ＋13
 ＋13
 ＋13
 ＋13
 ＋13
 。77有22种写法，9999有440022018293种写法。


分析：
 建立多段图。结点（i，j）表示“使用不超过i的整数的立方，累加和为j”这个状态，设d（i，j）为从（0，0）到（i，j）的路径条数，则最终答案为d（21，n）（因为对于题目范围，223
 ＞n）。

这个多段图的特点是每个结点一步只能走到下一个阶段的结点，因此我们可以一个阶段一个阶段的计算，代码如下。
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这个程序是正确的，但时间复杂度可以进一步降低，实现方法留给读者思考（提示：d（i，j）＝d（i－1，j）＋d（i，j－i3
 ））。


问题5：
 村民排队
[5]

 。村子里现在有n（1≤n≤40000）个人，有多少种方式可以把他们排成一列，使得没有人排在他父亲的前面（有些人的父亲可能不在村子里）？输入n和每个人的父亲编号（村里的人编号为1～n），输出方案总数除以1000000007的余数。


分析：
 村民由父子关系组织成了一个森林。虽然森林中可能有多棵树，但只要设置一个虚拟的树根root，就可以成功地转化成树的情形。这个root的编号为0，其余结点编号为1～n。

下面考虑这棵拥有虚拟根的树。排第一的一定是“老祖宗”root；他的各棵子树相互独立，如图2-4所示。
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图　2-4

假设根有上述3棵子树，那么一共有多少种排法呢？首先，各个子树相互独立，因此第一棵子树的3个结点在所有11个非根结点里可以任选3个位置，而第二棵子树的位置是8选6。这样，一共有C（11，3）×C（8，6）×5×4×1＝92400种方法。还可以这么想，先给每棵子树中的结点确定顺序，有5×4×1种方法，然后把3棵子树的结点“穿插”起来。这相当于把每棵子树中的所有结点看成相同元素，根据有重复元素的全排列公式共有11!/（3!×6!×2!）种方法。再根据乘法原理，一共有5×4×1×11!/（3!×6!×2!）＝92400种方法。

一般地，设以结点i为根的子树有f（i）种排法，则
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其中cj
 是结点i的第j个儿子，结点i一共有k个儿子，s（i）表示以i为根的子树的结点总数。递归把所有非根结点的f带入上式，可以发现所有非根结点u以（s（u）－1）!的形式出现在分子一次，以s（u）!的形式出现在分母一次，约分后相当于分子为1，分母为s（u）。这样，我们得到一个简化的表达式
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注意到s（root）＝n＋1（所有普通结点加上虚拟结点本身），所以最终答案等于n!除以所有的s（i）!，其中i取遍1～n的所有整数。剩下的唯一问题是如何快速求出这个表达式的值除以MOD＝1000000007的余数。注意到MOD是个素数
[6]

 ，所以在模MOD下，除以x等价于乘以x的逆。这样，只需要预处理出所有阶乘和它们的逆即可。求逆的方法在《算法竞赛入门经典》或下一小节中均有详述。


问题6：
 带标号连通图计数。统计有n（n≤50）个顶点的连通图有多少个。图的顶点有编号。例如n＝3时有4个不同的图，如图2-5所示；n＝4有38个图；n＝5、6时分别有728和26704个图。
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图　2-5


分析：
 设f（n）为所求答案，g（n）为有n个顶点的非连通图，则f（n）＋g（n）＝h（n）＝2n（n－1）/2
 。g（n）可以这样计算：先考虑1所在连通分量包含哪些顶点。假设该连通分量有k个点，就有C（n－1，k－1）种集合。确定点集后，1所在连通分量有f（k）种情况，其他连通分量有h（n－k）种情况，因此有递推公式：g（n）＝sum｛C（n－1，k－1）×f（k）×h（n－k）｜k＝1…n－1｝。注意每次计算出g（n）后应立刻算出f（n）和h（n），时间复杂度为O（n2
 ）（不考虑高精度）。

数列为：1，1，1，4，38，728，26704，1866256，251548592，…。在OEIS中编号为A001187
[7]

 。

例题4　多叉树遍历（Exploring Pyramids, NEERC 2005, LA 3516）

给出一棵多叉树，每个结点的任意两个子结点都有左右之分。从根结点开始，每次尽量往左走，走不通了就回溯，把遇到的字母顺次记录下来，可以得到一个序列。如图2-6所示的5个图的序列均为ABABABA。给定一个序列，问有多少棵树与之对应。
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图　2-6

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据仅一行，即由大写字母组成的访问序列。序列非空，且长度不超过300。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的多叉树的数目除以109
 的余数。

【分析】

设输入序列为S，d（i，j）为子序列Si
 ，Si＋1
 ，…，Sj
 对应的树的个数，则边界条件是d（i，i）＝1，且Si
 不等于Sj
 时d（i，j）＝0（因为起点和终点应是同一点）。在其他情况下，设第一个分支在Sk
 时回到树根（必须有Si
 ＝Sk
 ），则这个分支对应的序列是Si＋1
 ，…，Sk－1
 ，方案数为d（i＋1，k－1）；其他分支对应的访问序列为Sk
 ，…，Sj
 ，方案数为d（k，j）。这样，在非边界情况，递推关系为d（i，j）＝sum｛d（i＋1，k－1）×d（k，j）｜i＋2≤k≤j，Si
 ＝Sk
 ＝Sj
 ｝，如图2-7所示。
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图　2-7
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例题5　数字和与倍数（Investigating Div-Sum Property, UVa 11361）

给定正整数a，b，k，你的任务是在所有满足a≤n≤b的整数n中，统计有多少个满足n自身是k的倍数，且n的各个数字（十进制）之和也是k的倍数？比如k＝7时，322满足条件，因为322和3＋2＋2都是7的整数倍。当a＝1，b＝1000，k＝4时，有64个整数满足条件。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T（T＜100）。以下T行每行3个整数a，b，k（1≤a≤b≤231
 ，1≤k＜10000）。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的整数个数。

【分析】

这类题目的第一步大都相同，设f（x）表示不超过x的非负整数中满足条件的个数，则本题的答案等于f（b）－f（a－1）。这样，问题的关键就是计算f函数。假设我们要计算f（23456），就是要数一数0～12345有哪些数满足条件。由于题目中给出的a和b的范围很大，不能一一判断，可以考虑用加法原理，分段求和，如图2-8所示。
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图　2-8

每一段都可以用一个包含一个固定前缀和若干星号作为后缀的“模板”，其中星号表示任选一个数字。比如模板“***”就是3个数字都任选，因此对应000～999；模板“31**”表示前两个数字必须为31，后两个数字任选，因此对应3100～3199。

设f（d，m1
 ，m2
 ）表示共d个数字，其中各数字之和除以k的余数为m1
 ，这些数字组成的整数除以k的余数为m2
 的整数的个数，则每个模板对应的解个数都等于某个f（d，m1
 ，m2
 ）。比如，模板“22***”对应的解个数等于f（3，3，1），因为：

（1）一共有3个星号。

（2）2＋2＝4，因此剩下3个数字之和除以7余3，相加之后才能被7整除。

（3）22000除以7的余数是6，因此后3个数字组成的整数除以7的余数应为1。

f函数可以用递推求解，只需枚举最高位的数字（0～9）即可，递推式为：
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注意，在上面的式子中，a mod k的结果必须保证为0～k－1之间，当a为负数时要当心。程序留给读者编写。

例题6　葛伦堡博物馆（Glenbow Museum, World Finals 2008, LA 4123）

对于一个边平行于坐标轴的多边形，我们可以用一个由R和O组成的序列来描述它：从某个顶点开始按照逆时针顺序走，碰到一个90°的内角（也就是左转）记R；碰到一个270°的内角（右转）记O。这样的序列称为角度序列。

给定正整数L，有多少个长度为L的角度序列至少可以对应一个星型多边形（即多边形中存在一个点可以看到多边形边界上每一个点）？多边形每条边的长度任意。注意，一个多边形有多条序列与之对应，比如图2-9中的多边形可以描述为RRORRORRORRO，或者RORRORRORROR，或者ORRORRORRORR。
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图　2-9

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据仅一行，即角度序列的长度L（1≤L≤1000）。输入结束标志为L＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的角度序列的个数。

【分析】

不难发现，多边形的顶点数n一定等于角度序列的长度。因此当n为奇数或n＜3答案为0，否则一定有（n＋4）/2个R和（n－4）/2个O（想一想，为什么）。

假设从星型多边形的核上的某个点（即可以“看到”整个多边形的某个点）往上下左右4个方向看，一定可以看到4条边，并且这4条边一定是RR；而且相邻两条RR边之间有一个“阶梯”，序列为OROROR…RORO，如图2-10所示。
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图　2-10

不难发现，序列中会有4个子序列RR，但不会出现OO。另一方面，只要是R比O多4个，且没有两个O相邻，一定可以构造出上面这样的多边形（想一想，为什么）。这样，问题转化为：把（n＋4）/2个R和（n－4）/2个O排成一个环状序列，要求没有两个O相邻，有多少种方法？

可以递推计算：设f（i，j，k，p）表示i个R，j个O，第一个元素为R（k＝0）还是O（k＝1），最后一个数为R（p＝0）还是O（p＝1），且没有相邻O的方案总数，则边界为f（1，0，0，0）＝f（0，1，1，1）＝1，而在其他情况下，f（i，j，k，0）＝f（i－1，j，k，0）＋f（i－1，j，k，1），f（i，j，k，1）＝f（i，j－1，k，0），最终答案为f（（n＋4）/2，（n－4）/2，0，0）＋f（（n＋4）/2，（n－4）/2，0，1）＋f（（n＋4）/2，（n－4）/2，1，0）。

如果用递推的方式实现上述算法，时间复杂度为O（n2
 ），因为合法的f（i，j，k，p）有O（n2
 ）个，而每个f值需要O（1）时间计算。尽管这样的时间复杂度对于本题的范围来说已经足够，但其实这个算法离O（n）时间复杂度的算法只有一步之遥：满足i－j＞5的f值不会对答案产生影响，根本不用计算。这样，需要计算的f值减少到了O（n）个，总时间复杂度也降为了O（n）。

也可以直接写出一个O（n）时间的递推式。设d（i，j，k）表示共有i个R，其中有j对相邻的R（如果有3个R相邻，看成两对），第一个元素是k，最后一个元素是R，且没有相邻O的序列个数，则答案为d（（n＋4）/2，3，0）＋d（（n＋4）/2，4，1）＋d（（n＋4）/2，4，0），其中第一项对应于首末两个字母均为R，第二项对应于O开头R结尾，第三项对应于R开头O结尾（想一想，为什么）。类似于上面的推理，边界为d（1，0，1）＝1（序列OR），d（1，0，0）＝1（序列R），其他d（1，j，k）＝0；在非边界情况，d（i，j，k）＝d（i－1，j，k）＋d（i－1，j－1，k），其中第一项表示在末尾添加两个字母OR，第二项表示在末尾添加单个字母R。

代码如下。注意n＜4或者n为奇数时输出0，并且L＝1000时答案高达5208312500。
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例题7　串并联网络（Series-Parallel Networks, UVa 10253）

串并联网络有两个端点，一个叫源，一个叫汇，递归定义如下。

（1）一条单独的边是串并联网络。

（2）若G1和G2是串并联网络，把它们的源和汇分别接在一起也能得到串并联网络。

（3）若G1和G2是串并联网络，把G1的汇和G2的源并在一起也能得到串并联网络。

其中规则2说的是并列，规则3说的是串联。

注意在串并联网络中两点之间可以有多条边，而且串联在一起的各个部分可以任意调换顺序，比如图2-11中（a）、（b）和（c）3种网络被看做相同的。
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图　2-11

类似地，并联在一起的各个部分也可以任意调换顺序。比如图2-12中（a）、（b）和（c）3种网络也被看做相同的。

[image: alt]


图　2-12

输入正整数n，你的任务是统计有多少个n条边的串并联网络。例如，n＝4时有10个，n＝15时有1399068个。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据仅包含一个整数，即边数n（1≤n≤30）。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，即包含n条边的串并联网络的数目。

【分析】

每个串并联网络都可以看成一棵树：为每次串联或并联创建一个结点，并且把所有串联／并联部分看成该结点的子树，如图2-13所示。
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图　2-13

假定根结点是并联结点，则第二层的所有非叶结点都是串联结点，第三层的非叶结点都是并联结点……这样就可以知道所有非叶结点的类型。同理，如果根结点是串联结点，也可以推导出其他所有非叶结点的类型。换句话说，其实我们根本不需要理会什么并联结点、串联结点，只要算出“共n个叶子，且每个非叶结点至少有两个子结点”的树的数目f（n），再乘以2就是本题的答案。

如何求f（n）呢？我们可以用分类统计的方法。如图2-14所示，根据根结点的子结点数目，可以把所有的“5叶子树”分成6种（注意，根结点不能只有一个子结点）。
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图　2-14

为什么只有这6种呢？各子树的叶子数可以为1，2，1，1或者3，1，1吗？注意题目中规定“串并联的各个部分可以任意调换顺序”，为了避免重复，规定各个子树按照包含叶子的数目从小到大排列。

如何计算每种情况的数目呢？可以用递推。考虑这种情况，根结点有5棵子树，分别包含4，4，4，6，6个叶子，如图2-15所示。
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图　2-15

问题转化为可重复选择的组合问题。注意到“4叶子”子树和“6叶子”子树相互独立，根据乘法原理，上述情况的树的个数为C（5＋3－1，3）×C（33＋2－1，2）。

这样，我们得到了算法一：枚举n的所有整数划分（即把n写成若干正整数之和的形式，其中各个加数按从小到大排列），然后直接按照上述方法计算出结果。由于n不大，整数划分不是很多，这个方法可以奏效。

事实上，本题还有更加高效的算法。设d（i，j）表示每棵子树最多包含i个叶子，一共有j个叶子的方案数，则所求的f（n）＝d（n－1，n）。

d（i，j）的递推方式和算法一的思路一致。假设恰好包含i个叶子的子树有p棵，那么这些树的组合数等于从f（i）棵树中选p棵的方案数，即C（f（i）＋p－1，p），因此
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边界比较复杂。首先，当i≥0时d（i，0）＝1，其次，i≥1时d（i，1）＝1，但d（0，i）＝0。注意计算组合数时不要溢出。n＝30时的解为90479177302242。代码如下。
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2.3　数　　论

《算法竞赛入门经典》中已经介绍了数论的一些基本概念和算法，包括唯一分解定理、欧几里得算法、扩展的欧几里得算法、同余模算术、线性不定方程和模方程。书中的组合数学部分还介绍了欧拉函数。本节将回顾这些数论基础知识，并补充一些新的内容。

2.3.1　基本概念

为了便于理解，下面先回顾一些基本概念和常用代码。

素数。素数也称质数，即恰好包含两个不同因子的整数。注意1不是素数。所有素数从小到大排成一行为2，3，5，7，11，13，17，19，…。素数表生成代码如下。
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欧几里得算法。原始算法只能求出两个整数a和b的最大公约数d，扩展算法还可以求出两个整数x和y，使得ax＋by＝d。在此前提下｜x｜＋｜y｜取最小值。代码如下。
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注意我们创建的自定义类型LL，它等价于long long。如果在很多地方都出现了long long类型，使用LL会方便许多。这样做还有一个好处，那就是如果题目范围使得int已经足够，无需用long long，只需把LL改成int的同义词，代码本身不需要修改。

模算术。最基本的加减法无须赘述。下面是乘积取模与幂取模。注意，在调用函数之前，应确保下面的a和b都满足0≤a，b＜n。
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欧拉phi函数。欧拉函数phi（x）等于不超过x且和x互素的整数个数。《算法竞赛入门经典》中已经推导出phi函数的公式为
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单个欧拉函数和函数表可以用下面代码求出。
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剩余系。通俗地说，模n的完全剩余系就是｛0，1，2，…，n－1｝，而简化剩余系（也称缩系）就是完全剩余系中与n互素的那些元素。比如n＝12时，缩系中只有4个元素：1，5，7，11。模n的完全剩余系最常见的写法是Z/nZ，也可以写成Z/n或者Zn
 。为了简单，本书记为Zn
 。缩系记为Zn
 *。

Zn
 中的每个元素都代表所有与它同余的整数。比如n＝5时，Z5
 中的元素“3”实际上代表了3，3＋5＝8，3＋10＝13，3＋15＝18等，所有这些整数除以5的余数都是3。我们把满足同余关系的所有整数看成一个同余等价类，比如3，8，13，18等都属于“模5等于3”这个等价类。

既然Zn
 中的每个元素代表着一个同余等价类，Zn
 中的加法自然不能是普通的加法，而应是“模加法”，乘法也不是普通的乘法，而是“模乘法”。因此，在Z5
 中3＋4＝2，在Z12
 中5*7＝11。

模乘法的逆。在某些情况下，Zn
 中的两个元素a和b满足ab＝1，比如在Z15
 中，7*13＝1。在这种情况下，我们说a和b互为乘法的逆，记为b＝a-1
 ，a＝b-1
 。这个逆很像“倒数”，因为在剩余系中，当a-1
 存在时，“除以”一个数a等价于乘以它的乘法逆a-1
 。比如在Z15
 中7-1
 ＝13，因此3/7＝3*7-1
 ＝3*13＝9。

看到这里，读者可能会产生疑问：3/7甚至不是整数，怎么可能等于9？请注意，因为剩余系中的每个元素对应一个同余等价类。3/7＝9的实际含义是“假定有两个整数a和b，其中a/b是整数，且a和b除以15的余数分别为3和7，则a/b除以15的余数等于9”。比如a＝528，b＝22就是一例。

由于“乘法逆”太重要了，这里给出计算它的完整代码，代码中用到了扩展欧几里得算法。
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在执行完gcd之后，x可能为负数，但因为｜x｜＋｜y｜最小，所以加上n以后一定非负。如果d不等于1，a的逆不存在。此时，上述函数会返回-1。

求逆的另一个方法是利用欧拉定理。给定整数n＞1，对于任意a∈Zn
 *，aΦ（n）
 ≡1（mod n）。因此，a的逆就是aΦ（n）－1
 ，只不过需要取个模，变成0～n－1之间的整数（当然，实际上模不会等于0）。如果n是素数的话，Φ（n）＝n－1，所以a的逆就是pow_mod（a，n－2，n）。

例题8　总是整数（Always an Integer, World Finals 2008, LA 4119）

组合数学主要研究计数问题。比如，从n个人中选两个人有多少种方法？圆周上有n个点，两两相连之后最多能把圆面分成多少部分？如图2-16所示。有一个金字塔，从塔顶开始每一层分别有1×1，2×2，…，n×n个小立方体，问一共有多少个小立方体？
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图　2-16

很多问题的答案都可以写成n的简单多项式。比如上述第一个问题的答案是n（n－1）/2，也就是（n2
 －n）/2；第二个问题的答案是（n4
 －6n3
 ＋23n2
 －18n＋24）/24；第三个问题的答案是n（n＋1）（2n＋1）/6，即（2n3
 ＋2n2
 ＋n）/6。

由于上述3个多项式是计数问题的答案，因此当n取任意正整数时，这些多项式的值都是整数。当然，对于其他多项式，这个性质并不一定成立。

给定一个形如P/D（其中P是n的整系数多项式，D是正整数）的多项式，判断它是否在所有正整数处取到整数值。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据仅一行，即一个多项式（P）/D，其中P是若干个形如Cn^E的项之和，其中系数C和E满足以下条件。

（1）E是一个满足0≤E≤100的整数。如果E＝0，则Cn^E写成C；如果E＝1，则Cn^E写成Cn，除非C等于1或者-1（C＝1时写成n，C＝-1时写成-n）。

（2）C是一个整数。如果C等于1或者-1，且E不是0或者1，则Cn^E写成n^E或者-n^E。

（3）只有不在第一项的非负C的前面才会有一个加号。

（4）E的数值严格递减。

（5）C和D都在32位带符号整数范围内。

输入结束标志为单个句号。

【输出格式】

对于每组数据，如果满足条件，输出“Always an integer”，否则输出“Not always an integer”。

【样例输入】

（n^2－n）/2

（2n^3＋3n^2＋n）/6

（-n^14－11n＋1）/3

．

【样例输出】

Case 1: Always an integer

Case 2: Always an integer

Case 3: Not always an integer

【分析】

本题实际上是判断一个整系数多项式P的值是否总是正整数D的倍数。一个容易想到的方法是，随机代入很多整数计算P/D，如果全都是整数，那么很有可能是“Always an integer”；如果有的不是整数，那么答案必然是“Not always an integer”。

这个方法看起来有些投机取巧，但效果非常不错。事实上，不需要随机代入，只需要把n＝1，2，3，…，k＋1全试一遍就可以了，其中k是多项式中最高项的次数。

为什么可以这样做呢？让我们从k较小的情况开始研究。

当k＝0时，P里根本就没有n个变量，所以只需代入P（1）计算即可。

当k＝1时，P是n的一次多项式，设为an＋b，则P（n＋1）－P（n）＝a。如果把P（n）看成一个数列的第n项，则｛P（n）｝是一个首项为P（1），公差为整数a的等差数列，因此只要首项和公差均为D的倍数，整个数列的所有项都会是D的倍数。因此只需验证P（1）和P（2）。

当k＝2时，P是n的二次多项式，设为an2
 ＋bn＋c，则P（n＋1）－P（n）＝2an＋a＋b。注意到这个2an＋a＋b是n的一次多项式，根据刚才的结论，只要n＝1和n＝2时它都是D的倍数，对于所有正整数n，它都将是D的倍数。这样，相邻两项的差为D的倍数，再加上首项也为D的倍数，则P（n）将总是D的倍数。整理一下，只要P（1），P（2）－P（1），P（3）－P（2）都是D的倍数即可。这等价于验证P（1），P（2）和P（3）。

看到这里，结论已经不难猜到了。对于k次多项式P（n），相邻两项之差P（n＋1）－P（n）是关于n的k－1次多项式，根据数学归纳法，命题得证。顺便说一句，数列dP（n）＝P（n＋1）－P（n）称为P（n）的差分数列（difference series）。而差分数列的差分数列为二阶差分数列d2
 P（n），依此类推。这样，k＝2的证明可以用图2-17说明。
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图　2-17

如果P（1），P（2），P（3）都是D的倍数，意味着P（1），dP（1）和d2
 P（1）都是D的倍数。由于第三行（即所有的d2
 P（n））是常数，所以整个第三行都是D的倍数；根据差分的定义，可以推导出整个第二行都是D的倍数，再进一步得到第一行也都是D的倍数。

程序留给读者编写。

例题9　最大公约数之和——极限版II（GCD Extreme（II）, UVa 11426）

输入正整数n，求gcd（1，2）＋gcd（1，3）＋gcd（2，3）＋…＋gcd（n－1，n），即所有满足1≤i＜j≤n的数对（i，j）所对应的gcd（i，j）之和。比如n＝10时答案为67，n＝100时答案为13015，n＝200000时答案为143295493160。

【输入格式】

输入包含不超过100组数据，每组数据占一行，包含正整数n（2≤n≤4000000）。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，即所求和。答案保证在64位带符号整数范围内。

【分析】

设f（n）＝gcd（1，n）＋gcd（2，n）＋gcd（3，n）＋…＋gcd（n－1，n），则所求答案为S（n）＝f（2）＋f（3）＋…＋f（n）。只需求出f（n），就可以递推出所有答案：S（n）＝S（n－1）＋f（n）。因此，本题的重点在于如何计算f（n）。

注意到所有gcd（x，n）的值都是n的约数，可以按照这个约数进行分类，用g（n，i）表示满足gcd（x，n）＝i且x＜n的正整数x的个数，则f（n）＝sum｛i×g（n，i）｜i是n的约数｝。注意到gcd（x，n）＝i的充要条件是gcd（x/i，n/i）＝1，因此满足条件的x/i有phi（n/i）个，说明g（n，i）＝phi（n/i）。

问题到这里还没有结束。如果依次计算f（n），需要对每个n枚举它的约数i，速度较慢，但如果把思路逆转过来，对于每个i枚举它的倍数n（并且更新f（n）的值），时间复杂度将降为与素数筛法同阶。至此，问题得到了完整的解决。代码如下。
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2.3.2　模方程

线性模方程。《算法竞赛入门经典》中曾介绍过模线性方程的求解方法，即把它转化为线性不定方程。下面让我们换一个角度看看这个问题。首先还是把ax≡b（mod n）转化为ax－ny＝b，当d＝gcd（a，n）不是b的约数时无解，否则两边同时除以d，得到a'x－n'y＝b'，即a'x≡b'（mod n'）（这里a'＝a/d，b'＝b/d，n'＝n/d）。此时a'和n'已经互素，因此只需左乘a'在模n'下的逆，则解为x≡（a'）-1
 b'（mod n'）。这个解是模n'剩余系中的一个元素，但一般我们还需要把解表示成模n剩余系中的元素。应当怎么做呢？

令（a'）-1
 b'＝p，上述解相当于x＝p，p＋n'，p＋2n'，p＋3n'…。对于模n来说，这无穷多个整数有多少个等价类呢？假定p＋in'和p＋jn'同余，则（p＋in'）－（p＋jn'）＝（i－j）n'是n的倍数，因此i－j必须是d的倍数。换句话说，在模n剩余系下，ax≡b（mod n）恰好有d个解，为p，p＋n'，p＋2n'，p＋3n'，…，p＋（d－1）n'。

中国剩余定理。如果有多个方程；变量还是只有一个，该怎么做呢？可以考虑用中国剩余定理（Chinese Remainder Theorem）。假定有方程组x≡ai
 （mod mi
 ），且所有模mi
 两两互素。令M为所有mi
 的乘积，wi
 ＝M/mi
 ，则（wi
 ，mi
 ）＝1。用扩展欧几里得算法可以找到pi
 和qi
 使得wi
 pi
 ＋mi
 qi
 ＝1。然后令ei
 ＝wi
 pi
 ，则方程组等价于单个方程x≡e1
 a1
 ＋e2
 a2
 ＋…＋en
 an
 （mod M）。换句话说，在模M剩余系下，原方程组有唯一解。

不难验证x0
 ＝e1
 a1
 ＋e2
 a2
 ＋…＋en
 an
 是一个解，把等式wi
 pi
 ＋mi
 qi
 ＝1两边模mi
 后立即可得ei
 mod mi
 ＝1，而对于不等于i的j，wi
 是mj
 的倍数（想一想，为什么），因此ei
 mod mj
 ＝0。这样，x0
 对mi
 取模时，除了ei
 ai
 这一项余数为1×ai
 ＝ai
 之外，其余项的余数均为0。代码如下。
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离散对数。首先回忆一下初等代数里的对数。如果ax
 ＝b，就说x＝loga
 b，即x是以a为底b的对数。在模算术里，也有类似的概念，但要比初等代数里的复杂一些。简单起见，这里只考虑一种简单的情况，即当n为素数时，解模方程ax
 ≡b（mod n）。因为n是素数，只要a不为0，一定存在逆a-1
 。

根据欧拉定理，只需检查x＝0，1，2，…，n－1是不是解即可。因为an－1
 ≡1（mod n），当x超过n－1时ax
 就开始循环了。我们先检查前m项（m的取值稍后叙述），即a0
 ，a1
 ，…，am－1
 模n的值是否为b，并把ai
 mod n保存在ei
 里，求出am
 的逆a-m
 。

下面考虑am
 ，am＋1
 ，…，a2m－1
 。这次不用一一检查，因为如果它们中有解，则相当于存在i使得ei
 ×am
 ≡b（mod n）。两边左乘a-m
 得ei
 ≡b'（mod n），其中b'＝a-m
 b（mod n）。这样，只需检查是否真的有ei
 等于这个b'即可。为了方便，可以把ei
 保存在一个STL集合中，但考虑到还需要得到具体的下标i，我们用一个map＜int，int＞ x，其中x[j]表示满足ei
 ＝j的最小的i（因为可能有多个ei
 的值相同）。在下面的代码中，b'采用递推计算，覆盖了输入参数b。
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上面的代码中，m＝n1/2
 ，这是为什么呢？因为计算e数组需要O（mlogm）时间，以后每一轮需要O（logm）时间，一共O（n/m）轮，因此总时间复杂度为O（（m＋n/m）logm），当m和n/m接近，即m＝n1/2
 时总时间较短，为O（n1/2
 logn）。这个算法称为Shank的大步小步算法（Shank's Baby-Step-Giant-Step Algorithm）。

当n不是素数时，可以把这个算法加以扩展，方法留给读者思考。

例题10　数论难题（Code Feat, UVa 11754）

有一个正整数N满足C个条件，每个条件都形如“它除以X的余数在集合｛Y1
 ，Y2
 ，…，Yk
 ｝中”，所有条件中的X两两互素，你的任务是找出最小的S个解。

【输入格式】

输入包含若干组数据。每组数据第一行为两个整数C和S（1≤C≤9，1≤S≤10）。以下C行每行描述一个条件，首先是整数X和k（X≥2，1≤k≤100），然后是Y1
 ，Y2
 ，…，Yk
 （0≤Y1
 ，Y2
 ，…，Yk
 ＜X）。所有X的乘积保证在32位带符号整数的范围内。输入结束标志为C＝S＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出S个最小正整数解，并按照从小到大顺序排列。

【样例输入】

3 2

2 1 1

5 2 0 3

3 2 1 2

0 0

【样例输出】

5

13

【分析】

“除以X的余数在集合｛Y1
 ，Y2
 ，…，Yk
 ｝中”这个条件很不好处理。如果我们知道这个余数具体是Y1
 ，Y2
 ，…，Yk
 中的哪一个，问题就会简单很多。一种容易想到的方法是枚举每个集合中取哪个元素，它可以解决样例。样例有3个条件，即x mod 2＝1，x mod 5＝0或3，x mod 3＝1或2，一共有如下4种可能．
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当所有k的乘积很大时这种方法会很慢，此时我们有另外一个方法，直接枚举x。找一个k/X最小的条件（比如样例中的第二个条件k＝2，X＝5），按照t＝0，1，2，…的顺序枚举所有的tX＋Yi
 （相同的t按照从小到大的顺序枚举Yi
 ），看看是否满足条件。因为所有k的乘积很大，这个算法很快就能找到解。

有两个需要注意的地方。首先，如果用中国剩余定理求解，若得到的解不超过S个，需要把这些解加上M，2M，3M，…，直到解足够多（M为所有X的乘积）。其次，根据题意，0不能算作解，因为它不是正整数。但不要因此把M，2M，3M，…这些解也忽略了。代码如下。
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例题11　网格涂色（Emoogle Grid, UVa 11916）

有这样一道题目，要给一个M行N列的网格涂上K种颜色，其中有B个格子不用涂色，其他每个格子涂一种颜色，同一列中的上下两个相邻格子不能涂相同颜色。给出M，N，K和B个格子的位置，求出涂色方案总数除以100000007的结果R。

本题的任务和这个相反：已知N，K，R和B个格子的位置，求最小可能的M。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤150）。每组数据第一行为4个整数N，K，B，R（0≤R＜100000007）。以下B行每行为两个整数x和y（1≤x≤M，1≤y≤N），即每个不需要涂色的格子的行列编号。这些格子的位置各不相同。

【输出格式】

对于每组数据，输出最小的M。输入保证一定有解。

【分析】

一列一列地涂色，每列从上往下涂。如果一个格子位于第一行，或者它上面相邻格子不能涂色，则它有K种涂色方法；其他可涂色格有K－1种方法。虽然M是未知的，但由于M至少应当等于不能涂色的格子的行编号的最大值，因此可以把整个网格分成不变部分和可变部分，如图2-18所示。
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图　2-18

假定不变部分以及可变部分的第一行一共有cnt种涂色法，则每加一行之后，涂色方案数都会乘以P＝（K－1）N
 。这样，我们得到了一个模方程cnt×PM
 ＝R，移项得PM
 ＝R×cnt-1
 。用大步小步算法求解即可。注意要事先判断M＝L是否满足条件，否则不仅“可变部分”为空，“不变部分”也是不完整的。
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2.4　组合游戏

考虑这样一个游戏，有3堆火柴，分别有a，b，c根，记为状态（a，b，c）。每次一个游戏者可以从任意一堆中拿走至少一根火柴，也可以整堆拿走，但不能从多堆火柴中同时拿。无法拿火柴的游戏者输。这个游戏称为Nim游戏。

举个例子，假设a＝1，b＝2，c＝3，也就是3堆火柴分别有1，2，3根。若是你先拿，你会怎么拿呢？


方案1：
 拿走第一堆唯一的一根火柴。这样的话只剩两堆火柴了，分别有2根和3根，即状态（0，2，3）。在这种情况下，对手只要在第三堆火柴中拿走一根，即变成（0，2，2），你就输了。为什么？因为以后不管你怎么拿，对手总能在另一堆里采用相同的拿法，所以对手肯定不会出现无法拿火柴的情况，因此输的只能是你。当然了，如果对手比较笨，不把火柴拿成（0，2，2）的状态，你仍然有机会获胜，但这不在讨论范围之内。我们假定游戏双方都是绝顶聪明的，在有必胜策略时一定采取必胜策略。


方案2：
 完全拿走第二堆或者第三堆，即变成（1，0，3）或者（1，2，0）。这样做其实和方案1是等价的（想一想，为什么），仍然是你输。


方案3：
 拿成（1，1，3），（1，2，2）或者（1，2，1）。不难发现，对手只需分别拿成（1，1，0），（0，2，2）和（1，0，1），又是你输。

至此，我们已经讨论完了所有6种可能的拿法，都是你输。所以我们说（1，2，3）是一个先手必败的状态，简称必败状态
[8]

 。

上述思考方法不仅适用于Nim游戏，在本节中，我们将考虑这样一类组合游戏：

（1）两个游戏者轮流操作。

（2）游戏的状态集有限，并且不管双方怎么走，都不会再现以前出现过的状态。这保证了游戏总是在有限步后结束。

（3）谁不能操作谁输，另一个游戏者获胜。不难发现，在这样的规则下是不会出现平局的。

状态图。为了方便分析，我们可以把游戏中的状态画成图。每个结点是一个状态，每条边代表从一个状态转移到另一个状态的操作。本节只讨论公平游戏（impartial game），也就是说，如果一个游戏者可以把状态A变为状态B，另一个游戏者也可以。国际象棋不是公平游戏，因为白方可以移动白子，但黑方却不可以。

上面的例子可以画出如图2-19所示的状态图（不完整）。
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图　2-19

把刚才的分析搬到图上来叙述，就是（1，2，3）的后继状态都是先手必胜状态，因此（1，2，3）是先手必败状态。注意，先手必胜状态（简称必胜状态）是指先手存在必胜策略，而不是先手不管怎么走都能赢。别忘了我们的假设是双方都足够聪明。这样不难得到如下两个规则。


规则1：
 一个状态是必败状态当且仅当它的所有后继都是必胜状态。


规则2：
 一个状态是必胜状态当且仅当它至少有一个后继是必败状态。

作为特例，没有后继状态的状态是必败状态（我们的规则是不能操作的游戏者输）。有了这两个规则，就可以用递推的方法判断整个状态图的每一个结点是必胜状态还是必败状态。因为状态图是无环的，所以如果按照拓扑序的逆序进行判断，在判断每个结点的时候，它的所有后继都已经判断过了。

Ferguson游戏。为了加深对状态图的理解，我们来考虑一个简单的游戏。有两个盒子，一开始其中一个有m颗糖而另一个有n颗糖，把这样的状态记为（m，n）。每次移动是将一个盒子清空而把另一个盒子的一些糖拿到被清空的盒子中，使得两个盒子至少各有一颗糖。显然唯一的终态为（1，1）。如果最后移动的游戏者获胜，那么状态为（m，n）的先手是胜还是败？根据上述定义，按照k＝m＋n从小到大的顺序判断即可。下面的代码输出了所有k＜20的必败状态。由于状态（n，m）和（m，n）是等价的，程序只输出了n≤m的必败状态。
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Chomp!游戏。有一个m×n棋盘，每次可以取走一个方格并拿掉它右边和上面的所有方格。拿到左下角的格子（1，1）者输。例如在8×3棋盘中拿掉（6，2）和（2，3）后的状态，如图2-20所示。
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图　2-20

给出m和n，问先手必胜还是必败。


分析：
 本题的结论有些出乎意料，除了（1，1）是先手必败之外，其他情况都是先手必胜。证明如下。

如果后手能赢，也就是说后手有必胜策略，使得无论先手第一次取哪个石子，后手都能获得最后的胜利。那么现在假设先手取最右上角的石子（n，m），接下来后手通过某种取法使得自己进入必胜的局面。但事实上，先手在第一次取的时候就可以和后手这次取的一样，抢先进入必胜局面，与假设矛盾。

约数游戏。有1～n个数字，两个人轮流选择一个数，并把它和它的所有约数擦去。擦去最后一个数的人赢，问谁会获胜。


分析：
 本题和“Chomp!游戏”有着异曲同工之妙，读者不妨试着证明一下（提示，假设先手选“1”）。

Nim游戏的解法。回到Nim游戏，我们实际上已经得到了一个判断任意状态（a，b，c）是否为必败状态的算法，可惜时间复杂度比较高，因为当a、b、c很大时，状态图的结点数和边数会很大。有没有直接判断的方法呢？L.Bouton在1902年给出了这样一个定理，状态（x1
 ，x2
 ，x3
 ）为必败状态当且仅当x1
 xor x2
 xor x3
 ＝0，这里的xor是二进制的逐位异或操作，也称为Nim和（Nim sum）。

举个例子，状态为（13，12，8）的情况是先手胜还是先手败，只需要计算

[image: alt]


因为不是0，所以先手胜。那么应当怎样操作才能胜利呢？不难发现，应该给对手留下一个先手败的状态，即Nim和等于0的状态。比如，把13＝11012
 变成4＝1002
 。

事实上，这个定理适合于任意堆的情况，即每堆火柴的数目全部放在一起求异或，当且仅当结果为0时，状态是先手必败的。下面用数学归纳法证明。

首先，如果每堆都没有火柴，显然先手败；否则根据前面介绍的规则，需要证明两个结论。

（1）对于必胜状态，一定有一个后继状态是必败的。


证明：


假设Nim和为X＞0，且X的二进制表示最左边的1在第k位，则一定存在一个该位为1的堆（想一想，为什么）。设这堆火柴的数量为Y，则只需要把它拿成Z＝Y xor X根火柴，得到的状态就是必败状态。为什么呢？我们需要证明两个结论：Z＜Y，以及新的Nim和等于0。注意，Y和X异或之后第k位变成了0，且第k位左边那些位均不变，因此Z一定比Y小；所有堆的Nim和原先等于X，现在Y变成了Z，新的Nim和等于X xor Y xor Z＝X or Y xor （Y xor X）＝0。

（2）对于必败状态，所有后继状态都是必胜的。


证明：


由于只能改变一堆火柴，不管修改它的哪一位，Nim和对应的那一位一定不为0，因此不可能是必败状态。

这样，我们就证明了Bouton定理。

组合游戏的和。假设有k个组合游戏G1
 ，G2
 ，…，Gk
 ，可以定义一个新游戏，在每个回合中，当前游戏者可以任选一个子游戏Gi
 进行一次合法操作，而让其他游戏的局面保持不变，不能操作的游戏者输。这个新游戏称为G1
 ，G2
 ，…，Gk
 的和。

考虑这样3个游戏：

（1）有一堆火柴，共有3根。每次一个游戏者可以拿走至少一根火柴，也可以整堆拿走。无法拿火柴的游戏者输。

（2）有一堆火柴，共有7根。每次一个游戏者可以拿走至少一根火柴，也可以整堆拿走。无法拿火柴的游戏者输。

（3）有一堆火柴，共有8根。每次一个游戏者可以拿走至少一根火柴，也可以整堆拿走。无法拿火柴的游戏者输。

则这3个游戏的“和”就是下面这个Nim游戏。

有3堆火柴，分别有3，7，8根。每次一个游戏者可以从任意一堆中拿走至少一根火柴，也可以整堆拿走，但不能从多堆火柴中同时拿。无法拿火柴的游戏者输。

为什么呢？因为每个回合里，当前游戏者可以选择一个子游戏（即选一堆火柴），然后进行一次合法操作（从该堆中拿火柴），但其他子游戏的局面保持不变（不能从多堆火柴中同时拿）。

组合游戏的和通常是很复杂的
[9]

 ，下面介绍一个很好的工具，可以解决组合游戏的和的问题，那就是SG函数和SG定理。

SG函数和SG定理。对于任意状态x，定义SG（x）＝mex（S），其中S是x的后继状态的SG函数值集合，mex（S）表示不在S内的最小非负整数。比如，若x有3个后继状态，SG函数值分别为0，1，1，2，4，7，则SG（x）＝3，因为3是第一个没有出现在后继状态SG函数值集合中的非负整数。这样，终态的SG值显然为0（因为S是空集），而其他值可以递推算出。不难发现，SG（x）＝0当且仅当x为必败状态。

SG函数的威力需要借助于Sprague-Grundy定理（SG定理）才能发挥。游戏和的SG函数等于各子游戏SG函数的Nim和。这样，就可以把各个子游戏分而治之，大大简化了问题。顺便说一句，上述Bouton定理可以看做Sprague-Grundy定理在Nim游戏中的直接应用，因为单堆Nim游戏的SG函数满足SG（x）＝x（想一想，为什么）。

上述描述有些难懂，但即使你有些迷糊也没有关系，可以直接阅读下面的例题。在学习组合游戏时，例题往往能大大加深你对知识点的理解。

翻棋子游戏。一个棋盘上每个格子有一个棋子，每次操作可以随便选一个朝上的棋子（x，y）（代表第x行第y列的棋子），选择一个形如（x，b）或者（a，y）（其中b ＜ y，a ＜ x）的棋子，然后把它和（x，y）一起翻转，无法操作的人输。


分析：
 把坐标为（x，y）的棋子看做大小分别为x和y的两堆火柴，则本题转化为了经典的Nim游戏。如果难以把棋子“看做”火柴，可以先把Nim游戏中的一堆火柴看成一个正整数，则Nim游戏中的每次操作是把其中一个正整数减小或者删除。

除法游戏
[10]

 。有一个n×m（1≤n，m≤50）矩阵，每个元素均为2～10000之间的正整数。两个游戏者轮流操作。每次可以选一行中的1个或多个大于1的整数，把它们中的每个数都变成它的某个真因子，比如12可以变成1，2，3，4或者6，不能操作的输（换句话说，如果在谁操作之前，矩阵中的所有数都是1，则他输）。


分析：
 考虑每个数包含的素因子个数（比如12＝2×2×3包含3个素因子），则让一个数“变成它的真因子”等价于拿掉它的一个或多个素因子。这样，每行对应一个火柴堆，每个数的每个素因子看成一根火柴，则本题就和Nim游戏就完全等价了。

例题12　石子游戏（Play with Stones, Jakarta 2010, LA 5059）

有n堆石子，分别有a1
 ，a2
 ，…，an
 个。两个游戏者轮流操作，每次可以选一堆，拿走至少一个石子，但不能拿走超过一半的石子。比如，若有3堆石子，每堆分别有5，1，2个，则在下一轮中，游戏者可以从第一堆中拿1个或2个，第二堆中不能拿，第三堆只能拿一个。谁不能拿石子，就算输。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤100）。每组数据的第一行为整数n（1≤n≤100），第二行包含n个整数a1
 ，a2
 ，…，an
 （1≤ai
 ≤2×1018
 ）。

【输出格式】

对于每组数据，如果先手胜，输出YES，否则输出NO。

【分析】

本题和Nim游戏不同，但也可以看做n个单堆游戏之和。遗憾的是，即使是单堆游戏，由于ai
 的范围太大，也不能按照定义递推出所有的SG函数。尽管如此，我们还是可以先写一个递推程序，看看SG函数有没有规律。代码如下。
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打印出来的结果是1 0 2 1 3 0 4 2 5 1 6 3 7 0 8 4 9 2 10 5 11 1 12 6 13 3 14 7 15。我们发现当n为偶数时，SG（n）＝n/2，但n为奇数时似乎没什么规律。但当把n为偶数的值全部删除后得到的数列是0 1 0 2 1 3 0 4 2 5 1 6 3 7…，和原数列是一样的。换句话说，当n为奇数时，SG（n）＝SG（n/2）（这里的n/2是向下取整），代码如下。
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例题13　Treblecross游戏（Treblecross, UVa 10561）

有n个格子排成一行，其中一些格子里面有字符X。两个游戏者轮流操作，每次可以选一个空格，在里面放上字符X。如果此时有3个连续的X出现，则该游戏者赢得比赛。初始情况下不会有3个X连续出现。你的任务是判断先手必胜还是必败，如果必胜，输出所有必胜策略。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤100）。每组数据为一行，有至少3个，最多200个字符，每个字符要么是“.”（表示空格），要么是X。保证不会有3个X字符连续出现。

【输出格式】

对于每组数据，第一行输出WINNING（先手胜）或者LOSING（先手败）。如果先手胜，在第二行输出所有必胜策略（即下一步放X的格子编号。格子从左到右编号为1，2，3，…）。如果先手败，第二行应为空。

【分析】

如果输入中已经有XX或者X.X出现，则一定先手胜，且必须选择那些和两个X相邻的格子。因此，在接下来的分析中，可以假定输入中不会出现XX或者X.X。不仅如此，我们还得出了一个结论，即聪明的游戏者不会在X的旁边或者旁边的旁边放X。这两种位置（最多4个格子）都属于不许放X的“禁区”。谁无法放X了，谁就输了。

这样，我们不难发现，整个游戏已经被X和它们旁边的“禁区”分成了若干个独立的棋盘片段，每次都可以选择一个片段进行游戏，谁无法继续游戏了，就算输。联想到了什么？没错，这就是若干个游戏的和。由于每个棋盘片段都是连续的，我们想到用一个正整数（即棋盘的长度）来表示状态，g（x）表示由连续的x个格子组成的棋盘所对应的游戏的SG函数值，则可以得到递推方程g（x）＝mex｛g（x－3），g（x－4），g（x－5），g（1）xor g（x－6），g（2）xorg（x－7）…｝。

边界为g（0）＝0，g（1）＝g（2）＝g（3）＝1。在上式中，g（x－3）对应“把X放在最左边的格子”这一决策，注意到最左边的3个格子都成为了“禁区”，实际能放的格子只有x－3个，而g（2）xor g（x－7）对应图2-21的局面，左边两个格子和右边x－7个格子是两个独立的子游戏，根据SG定理应该用异或。
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图　2-21

有了g函数，很容易算出初始局面的SG函数，但如何找到必胜策略呢？枚举所有策略，那些使得后继状态SG值为0的决策就是所求策略。

2.5　概率与数学期望

《入门经典》中已经介绍过离散概率的基础知识，本节是这些知识的延伸。

全概率公式。把样本空间S分成若干个不相交的部分B1
 ，B2
 ，…，Bn
 ，则P（A）＝P（A｜B1
 ）×P（B1
 ）＋P（A｜B2
 ）×P（B2
 ）＋…＋P（A｜Bn
 ）×P（Bn
 ）。这里的P（A｜B）是指在B事件发生的条件下，事件A发生的概率。

公式看上去复杂，但其实思想很简单。比如，参加比赛，得一等奖、二等奖、三等奖和优胜奖的概率分别为0.1，0.2，0.3和0.4，这4种情况下，你会被妈妈表扬的概率分别为1.0，0.8，0.5，0.1，则你被妈妈表扬的总概率为0.1×1.0＋0.2×0.8＋0.3×0.5＋0.4×0.1＝0.45。使用全概率公式的关键是“划分样本空间”，只有把所有可能情况不重复、不遗漏地进行分类，并算出每个分类下事件发生的概率，才能得出该事件发生的总概率。

数学期望。简单地说，随机变量X的数学期望EX就是所有可能值按照概率加权的和。比如一个随机变量有1/2的概率等于1，1/3的概率等于2，1/6的概率等于3，则这个随机变量的数学期望为1×1/2＋2×1/3＋3×1/6＝5/3。在非正式场合中，可以说这个随机变量“在平均情况下”等于5/3。在解决和数学期望相关的题目时，可以先考虑直接使用数学期望的定义求解。计算出所有可能取值，以及对应的概率，最后求加权和。如果遇到困难，则可以考虑使用下面两个工具。

（1）期望的线性性质：有限个随机变量之和的数学期望等于每个随机变量的数学期望之和。比如对于两个随机变量X和Y，E（X＋Y）＝EX＋EY。

（2）全期望公式：类似全概率公式，把所有情况不重复、不遗漏地分成若干类，每类计算数学期望，然后把这些数学期望按照每类的概率加权求和。

例题14　麻球繁衍（Tribbles, UVa 11021）

有k只麻球，每只活一天就会死亡，临死之前可能会生出一些新的麻球。具体来说，生i个麻球的概率为Pi
 。给定m，求m天后所有麻球均死亡的概率。注意，不足m天时就已全部死亡的情况也算在内。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T。每组数据第一行为3个整数n，k，m（1≤n≤1000，0≤k≤1000，0≤m≤1000）。以下n行每行为一个概率，即P0
 ，P1
 ，…，Pn－1
 。

【输出格式】

对于每组数据，输出所求概率，保留小数点后七位。

【分析】

由于每只麻球的后代独立存活，只需求出一开始只有1只麻球，m天后全部死亡的概率f（m）。由全概率公式，有
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其中Pj
 f（i－1）j
 的含义是这个麻球生了j个后代，它们在i－1天后全部死亡。注意这j个后代的死亡是独立的，而每个死亡的概率都是f（i－1），因此根据乘法公式，j个后代全部死亡的概率为f（i－1）j
 。同理，由于一开始共有k只麻球，且各只麻球的死亡是独立的，由乘法公式，最终答案是f（m）k
 。程序如下（注意m＝0的情况）。
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例题15　和朋友会面（Joining with Friend, UVa 11722）

你和朋友都要乘坐火车，并且都会途径A城市。你们很想会面，但是你们到达这个城市的准确时刻都无法确定。你会在时间区间[t1
 ，t2
 ]中的任意时刻以相同的概率密度到达。你朋友则会在时间区间[s1
 ，s2
 ]内的任意时刻以相同的概率密度到达。你们的火车都会在A城市停留w分钟。只有在同一时刻，你们所在的火车都停在城市A的时候，才有可能会面。你的任务是计算出现这种情况的概率。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T（T≤500）。接下来的T行每一行包含5个整数，分别为t1
 ，t2
 ，s1
 ，s2
 和w（360≤t1
 ＜t2
 ＜1080，360≤s1
 ＜s2
 ＜1080，1≤w ≤90）。这些数都以分钟为单位。t1
 ，t2
 ，s1
 ，s2
 指的是从午夜00:00开始算起的时间。

【输出格式】

对于每组数据，输出会面成功的概率。

【分析】

假设x和y分别是两辆火车到城市A的时间，则整个概率空间是平面上的一个矩形，而两人相遇的条件是｜x－y｜≤W。因此，这个矩形被两条直线y＝x－w和y ＝x＋w切割后中间的那个“类似菱形的图形”的面积除以整个矩形的面积就是所求概率，如图2-22所示。
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图　2-22

注意，上图只是众多情况中的一种，需要分类讨论。程序留给读者编写。

例题16　玩纸牌（Expect the Expected, UVa 11427）

每天晚上你都玩纸牌游戏，如果第一次就赢了就高高兴兴地去睡觉；如果输了就继续玩。假设每盘游戏你获胜的概率都是p，且各盘游戏的输赢是独立的。你是一个固执的完美主义者，因此会一直玩到当晚获胜局数的比例严格大于p时才停止，然后高高兴兴地去睡觉。当然，晚上的时间有限，最多只能玩n盘游戏，如果获胜比例一直不超过p的话，你只能垂头丧气地去睡觉，以后再也不玩纸牌了。你的任务是计算出平均情况下，你会玩多少个晚上的纸牌。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤3000），以下每行包含每盘游戏的获胜概率p和每晚上最多可以玩的盘数n。其中p表示成分数形式（p的分母不超过1000，1≤n≤100）。

【输出格式】

对于每组数据，输出平均情况下玩游戏的晚上的个数，用截尾法保留整数部分。答案保证为1～1000的整数。

【分析】

不难发现，每天晚上的情况相互独立，因此先研究一下单独一天的情况，计算出只玩一晚上纸牌时，“垂头丧气地去睡觉”的概率Q。

设d（i，j）表示前i局中每局结束后的获胜比例均不超过p，且前i局一共获胜j局的概率，则根据全概率公式，有：j/i≤p时d（i，j）＝d（i－1，j）×（1－p）＋d（i－1，j－1）×p，其他d（i，j）＝0，边界为d（0，0）＝1，d（0，1）＝0。则d（n，0）＋d（n，1）＋d（n，2）＋…就是所求的Q。

下面我们用数学期望的定义来计算游戏总天数X的数学期望。

X＝1概率为Q。

X＝2概率为Q（1－Q）：第一天高高兴兴（概率为1－Q），第二天垂头丧气。

X＝3概率为Q（1－Q）2
 ：前两天高高兴兴（概率为（1－Q）2
 ），第三天垂头丧气。

…

X＝k概率为Q（1－Q）k－1
 ：前k－1天高高兴兴（概率为（1－Q）k－1
 ），第k天垂头丧气。

因此，X的数学期望EX＝Q＋2Q（1－Q）＋3Q（1－Q）2
 ＋4Q（1－Q）3
 …注意，这是个无穷级数，需要一点数学技巧来计算。

首先，令
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则
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（1）－（2）得
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有个方法可以更简单地得到上述结论。设数学期望为e天，把情况分成两类，第一天晚上垂头丧气，概率为Q，期望为1；第一天晚上高高兴兴，概率为1－Q，数学期望为e＋1（想一想，为什么）。根据全期望公式，我们得到一个方程e＝Q×1＋（1－Q）×（e＋1），解得e＝1/Q。
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例题17　得到1（Race to 1, UVa 11762）

给出一个整数N，每次可以在不超过N的素数中随机选择一个P，如果P是N的约数，则把N变成N/P，否则N不变。问平均情况下需要多少次随机选择，才能把N变成1？比如N＝3时答案为2，N＝13时答案为6。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤1000），以下T行每行一个整数N（1≤N≤1000000）。

【输出格式】

对于每组数据，输出平均情况需要的操作次数。

【分析】

本题可以看做一个随机转移的状态机，如图2-23所示，转移弧旁的数字为转移概率，每个状态出发的所有转移概率之和等于1。N的每个约数（包括N和1）对应一个状态。各状态转移都有一定的概率。从每个状态出发的各转移的概率和总是1
[11]

 。
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图　2-23

设f（i）表示当前的数为i时接下来需要选择的次数，则根据数学期望的线性和全期望公式可以为每个状态列出一个方程，例如：

[image: alt]


等式右边最前面的“1”是指第一次转移，而后面的几项是后续的转移，用全期望公式展开。一般地，设不超过x的素数有p（x）个，其中有g（x）个是x的因子，则
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边界为f（1）＝0。移项后整理得
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因为x/y＜x，可以用记忆化搜索的方式计算f（x），核心代码如下。
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最后结果是dp（n）。在调用之前，需要求出不超过1000000的所有素数，放到primes数组中，素数个数为primt_cnt。注意，数组vis只需在程序开始时清零，每次新处理一组数据时不必清零，这样可以加快处理速度（想一想，为什么）。

2.6　置换及其应用

简单来说，置换（permutation）就是把n个元素做一个全排列。比如1，2，3，4分别变成3，1，2，4，或者分别变成4，3，2，1。一般地，1变a1
 ，2变a2
 ，…的置换记为
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置换实际上就是一一映射。在程序上，可以用一个数组f=｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝来表示1～n的一个置换，其中f[i]表示元素i所映射到的数（f[0]未使用）。这个f也可以看成是定义域和值域为｛1，2，3，…，n｝的函数，其中f（1）＝a1
 ，f（2）＝a2
 ，f（3）＝a3
 ，…，f（n）＝an
 。由于不同的元素映射到不同的数，这个函数是可逆的。

置换之间可以定义乘法，对应于函数复合（function composition）。比如置换f=｛1，3，2｝和g=｛2，1，3｝，乘积fg=｛2，3，1｝，因为各个元素的变化为1→1→2，2→3→3，3→2→1。在数学上，函数复合总是满足结合律，所以置换乘法也满足结合律。注意，置换乘法不满足交换律，比如在上面的例子中gf=｛3，1，2｝。如果你对上面的描述仍有疑问，请看下式。
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置换f=｛1，5，6，2，4，3｝，g=｛6，2，4，3，5，1｝，则fg=｛6，5，1，2，3，4｝。比如，5先由f映射到4，这个4再由g映射到3，所以总的来说，5映射到了3。同理，1先映射到1，再映射到6；2先映射到5，再映射到5；3先映射到6，再映射到1等。

为了处理方便，常常把置换分解成循环（permutation cycle）的乘积，其中每个循环代表一些元素“循环移位”。比如（1 4 3）这个循环表示1→4，4→3，3→1。下面是一个把置换分解成循环乘积的例子
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为什么任意置换都可以这样分解呢？因为我们把每个元素看成是一个结点，如果a变成b，连一条有向边a→b，则每个元素恰好有一个后继结点和一个前驱结点（想一想，为什么），借用图论的术语就是每个点的出度和入度均为1。不难发现，这样的图只能是若干个有向圈，其中每个圈对应一个循环。如上面的例子，一共有5条有向边：1→3，2→5，3→1，4→4，5→2。

这个思维过程实际上对应着一个循环分解算法。任取一个元素，顺着有向边走，最终一定会走成一个环，然后换一个没被访问过的元素如法炮制，直到所有元素都被访问过。

虽然在一般情况下置换乘法不满足交换律，但对于不相交的循环来说，按照任意顺序相乘都是等价的。在忽略顺序的情况下，刚才已经证明，任意置换只有唯一的方法表示成不相交循环的乘积。我们称循环分解中循环的个数为该置换的循环节。比如（13）（25）（4）的循环节为3。

等价类计数问题。有这样一个经典问题，给2×2方格中涂黑白两色，有几种方法？答案是16种，如图2-24所示。
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图　2-24

但如果定义一种“旋转操作”，规定逆时针旋转90°、180°或者270°后相同的方案算作一种，那么答案就变成6种了，如图2-25所示。
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图　2-25

这样的问题称为等价类计数问题。也就是说，题目中会定义一种等价关系，满足等价关系的元素被看成同一类，只统计一次。等价关系需要满足自反性（每个元素和它自身等价）、对称性（如果A和B等价，则B和A等价）和传递性（如果A和B等价，B和C等价，则A和C等价）。比如上面的“旋转后相同”就是一个等价关系。有了等价关系，所有元素会分成若干个等价类，每个等价类里的所有元素相互等价，不同等价类里的元素不等价。

为了统计等价类的个数，首先需要用一个置换集合F来描述等价关系。如果一个置换把其中一个方案映射到另一个方案，就说二者是等价的。比如“逆时针转90°”这个置换把上面的C3映射到C4。注意，F中任意两个置换的乘积也应当在F中，否则F无法构成置换群（读者暂时不必追究细节，只需记住即可）。例如，不能定义F＝｛逆时针旋转0°，逆时针旋转90°，逆时针旋转270°｝，因为两个“逆时针旋转90°”叠加的效果是旋转180°，不在F内。

对于一个置换f，若一个着色方案s经过置换后不变，称s为f的不动点。将f的不动点数目记为C（f），则可以证明等价类数目为所有C（f）的平均值。此结论称为Burnside引理。

例如，在本题中“逆时针旋转180度”的不动点有C1，C2，C11，C12这4个，“逆时针旋转90°”和“逆时针旋转270°”都只有C1和C2两个不动点，“逆时针旋转0°”有16个不动点（任意方案经过“不旋转”这样的置换后都不变），根据Burnside引理，等价的方案有（4＋2＋2＋16）/4＝6个。

如何求C（f）呢？我们先把格子编号为如图2-26所示的形式。
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图　2-26

比如“逆时针旋转180°”这个置换写成循环的乘积就是（13）（24），即1和3互变，2和4互变。不难发现，1和3的颜色必须相同，2和4的颜色也必须相同，而1－3和2－4的颜色互不相干。根据乘法原理，有2×2＝4种方案，即C（逆时针旋转180°）＝4。

一般地，如果置换f分解成m（f）个循环的乘积，那么每个循环内所有格子的颜色必须相同（想一想，为什么），假设涂k种颜色，则有C（f）＝km（f）
 。代入Burnside引理的表达式之后得到Pólya定理：等价类的个数等于所有置换f的km（f）
 的平均数。

Pólya定理很容易用Burnside引理证明，因此建议读者记住Burnside引理，一般的等价类计数问题均可以用它解决。

例题18　项链和手镯（Arif in Dhaka（First Love Part 2）, UVa 10294）

项链和手镯都是由若干珠子穿成的环形首饰，区别在于手镯可以翻转，但项链不可以。换句话说，图2-27中（a）、（b）两个图，如果是手镯则看做相同，项链则看做不同。当然，不管是项链还是手镯，旋转之后一样的看做相同。
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图　2-27

输入整数n和t，输出用t种颜色的n颗珠子（每种颜色的珠子个数无限制，但珠子总数必须是n）能制作成的项链和手镯的个数。比如n＝5，t＝3时，项链有51个，手镯有39个。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据仅一行，包含两个整数n和t（1≤n≤50，1≤t≤10）。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出项链的个数和手镯的个数。

【分析】

本题是等价类计数问题，可以用Pólya定理或者Burnside引理解决。一共有两种置换，即旋转和翻转，其中项链只有第一种置换，而手镯则是两种都有。为了叙述方便，假定所有珠子按照逆时针顺序编号为0～n－1。

旋转：如果逆时针旋转i颗珠子的间距，则珠子0、i、2i、…构成一个循环。这个循环有n/gcd（i，n）个元素（想一想，为什么）。根据对称性，所有循环的长度均相同，因此一共有gcd（i，n）个循环。这些置换的不动点总数为[image: alt]


翻转：需要分两种情况讨论。当n为奇数时，对称轴有n条，每条对称轴形成（n－1）/2个长度为2的循环和1个长度为1的循环，即（n＋1）/2个循环。这些置换的不动点总数为[image: alt]
 。当n为偶数时，有两种对称轴。穿过珠子的对称轴有n/2条，各形成n/2－1个长度为2的循环和两个长度为1的循环；不穿过珠子的对称轴有n/2条，各形成n/2个长度为2的循环。这些置换的不动点总数为[image: alt]


根据Pólya定理，项链总数为a/n，手镯总数为（a＋b）/2n。代码如下。
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本题的规模比较小，还有一种更简单的方法，那就是直接写出这些置换，用程序，而非数学推导计算循环节，代码留给读者编写。

例题19　Leonardo的笔记本（Leonardo's Notebook , NWERC 2006, LA 3641）

给出26个大写字母的置换B，问是否存在一个置换A，使得A2
 ＝B。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤500），以下每行为一组数据，即一个长度为26的字符串，也就是大写字母的一个置换。

【输出格式】

对于每组数据，如果存在A，输出Yes，否则输出No。

【分析】

在解决这个问题之前，先来看一下置换A与A2
 究竟有着怎样的关系。先把置换做循环分解，比如A＝（a1
 a2
 a3
 ）（b1
 b2
 b3
 b4
 ）。那么

A2
 ＝（a1
 a2
 a3
 ）（b1
 b2
 b3
 b4
 ）（a1
 a2
 a3
 ）（b1
 b2
 b3
 b4
 ）

注意：不相交的循环的乘法满足交换律，所以我们重新写成

A2
 ＝（a1
 a2
 a3
 ）（a1
 a2
 a3
 ）（b1
 b2
 b3
 b4
 ）（b1
 b2
 b3
 b4
 ）

根据置换乘法的结合律，前面两个循环的乘积和后面两个循环的乘积可以分别算。计算得

（a1
 a2
 a3
 ）（a1
 a2
 a3
 ）＝（a1
 a3
 a2
 ）

（b1
 b2
 b3
 b4
 ）（b1
 b2
 b3
 b4
 ）＝（b1
 b3
 ）（b2
 b4
 ）

不难总结出如下规律：两个长度为n的相同循环相乘，当n为奇数时结果也是一个长度为n的循环；当n为偶数时分裂为两个长度为n/2的循环。相反，对于任意一个长度n为奇数的循环B，都能找到一个长度为n的循环A使得A2
 ＝B；对于任意两个长度为n（n不一定为偶数）的不相交循环B和C，都能找到一个长度为2n的循环A使得A2
 ＝BC。

现在，问题已经解决了大部分。把题目中给出的B分解成不相交循环的乘积。注意，长度n为奇数的循环既可能是两个长度为n的相同循环乘出来的，也可能是两个长度为2n的循环分裂成的，但长度n为偶数的循环只能是两个长度为2n的循环分裂成的。所以对于任意偶数长度，循环的个数必须是偶数才能配对。反过来，只要能成功配对，根据刚才的结论，一定有解。

例如，若B＝（1 3 4）（2 5）（6 9）（7 8），则无解，因为长度为2的循环有3个，无法两两配对。而B＝（1 3 4）（2 5）（6 9）（7）有解，因为（2 5）（6 9）＝（2 6 5 9）（2 6 5 9），而（1 3 4）＝（1 4 3）（1 4 3），（7）＝（7）（7）。代码如下。
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例题20　排列统计（Find the Permutations, UVa 11077）

给出1～n的一个排列，可以通过一系列的交换变成｛1，2，3，…n｝。比如｛2，1，4，3｝需要两次交换（1和2，3和4），｛4，2，3，1｝只需要一次（1和4），｛2，3，4，1｝需要3次，而｛1，2，3，4｝本身一次都不需要。给定n和k，统计有多少个排列至少需要交换k次才能变成｛1，2，…，n｝。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据仅一行，包含两个整数n和k（1≤n≤21，0≤k＜n）。输入结束标志为n＝k＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的排列数目。

【分析】

首先来考虑一个简单一些的问题。任意给出一个排列P，至少需要交换几次才能变成｛1，2，…，n｝？这个次数也等于从｛1，2，…，n｝变换到该排列所需的次数（想一想，为什么）。因此，直接把排列P理解成一个置换，并且分解成循环，则各循环之间独立。

不难发现，单元素循环是不需要交换的，两个元素的循环需要交换一次，3个元素的循环需要交换两次，…，c个元素的循环需要交换c－1次。这样，如果排列P的循环节为x，则总的交换次数为n－x次。

有了上述结论，就不难进行递推了。设f（i，j）表示满足“至少需要交换j次才能变成｛1，2，3，…，i｝”的排列的个数，则f（i，j）＝f（i－1，j－1）＋f（i－1，j）×（i－1），因为元素i要么自己形成一个循环，要么加入前面任意一个循环的任意一个位置。边界为f（1，0）＝1，其他f（1，j）＝0。

代码如下。注意n＝21，k＝18时答案为13803759753640704000。
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例题21　像素混合（Pixel Shuffle, CERC 2005/SWERC 2005, LA 3510）

在一个n×n黑白位图上反复执行同一个像素混合序列，问重复做几次后会得到原图像？每个混合序列是由若干个混合命令组成，这些命令如下。

❑　id：不变。

❑　rot：逆时针旋转90°。

❑　sym：水平翻转。

❑　bhsym：下一半的图像水平翻转。

❑　bvsm：下一半图像垂直翻转。

❑　div：第0，2，4，…，n－2变成第0，1，2，…，n/2－1行，第1，3，5，…，n－1行变成第n/2，n/2＋1，…，n－1行。

❑　mix：行混合。新图像的第2k行依次是原图像的（2k，0），（2k＋1，0），（2k，1），（2k＋1，1），…，（2k，n/2－1），（2k＋1，n/2－1）这些像素，第2k＋1行依次是原图像的（2k，n/2），（2k＋1，n/2），（2k，n/2＋1），（2k＋1，n/2＋1），…，（2k，n－1），（2k＋1，n－1）这些像素。

对字母A使用这8种混合法后的效果如图2-28所示。
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图　2-28

比如，当n＝256时，“rot- div rot div”只需重复8次，但“bvsym div mix”却需要重复63457次。

【输入格式】

输入第一行为数据组数，以下每组数据第一行为位图边长n（2≤n≤210
 ），第二行为不超过k（k≤32）个混合命令。如果一个命令后面有一个减号“－”，表示应该执行该命令的逆。命令从右往左执行。比如对字母A执行“bvsym rot-”后的结果如图2-29所示。
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图　2-29

【输出格式】

对于每组数据，输出最小重复次数，使得任意位图执行完这些像素混合之后都会恢复原状。输入保证这个最小重复次数小于231
 。相邻两组数据的输出之间应有一个空行。

【分析】

虽然有这么多复杂的混合命令，但每个命令其实是所有像素的一个置换，而一个混合序列就是这些置换的乘积。虽然过程比较复杂，需要一些耐心，但求出这个乘积的难度并不大，时间复杂度为O（n2
 k）是可以承受的。接下来，问题就转化为给出一个置换A，求最小的正整数m，使得Am
 为全等置换（即所有元素映射到自己）。

还是先把置换分解为不相交循环的乘积，不难发现：对于一个长度为L的循环A，当且仅当m是L的整数倍时Am
 才是全等置换，所以最终答案是每个循环的长度的最小公倍数。

2.7　矩阵和线性方程组

矩阵（matrix）是一个由数排列成的矩形，例如
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是一个2×3矩阵A＝（aij
 ），其中i＝1，2，j＝1，2，3。第i行第j列的元素用ai
 j表示。一般用大写字母表示矩阵，小写字母表示它的元素。A的转置AT
 通过翻转A的行和列得到，例如，对于上面的A，有
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矩阵的运算。加法和减法简单的定义为逐个元素进行加减。注意，两个矩阵的行数、列数分别相等时，加减法才有定义。矩阵的乘法比较复杂，当A的列数等于B的行数，则可以定义乘法C＝AB。如果A是m×n矩阵，B是n×p矩阵，那么C是一个m×p矩阵，其中cij
 满足
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根据这个定义容易得到一个O（n3
 ）时间的矩阵乘法。虽然有更快的，但是在算法竞赛中，立方时间的矩阵乘法已经足够。

如果你觉得矩阵乘法很奇怪，想一想下面这个线性方程组吧。
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也就是
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这3个矩阵分别为A，x和b（注意x和b都是n×1的矩阵，也称列向量），则线性方程组可以简单的写成Ax＝b。这样是不是很方便呢？建议读者仔细研究一下这个Ax＝b。它意味着A把一个列向量x变成了另外一个列向量b。也就是说，矩阵A描述的是一个线性变换，它把向量x变换到了向量b。在算法竞赛中，只要遇到“把一个向量v变成另一个向量v'，并且v'的每一个分量都是v各个分量的线性组合”的情况
[12]

 ，就可以考虑用矩阵乘法来描述这个关系。这里的线性组合是指每个元素乘以一个常数后相加。比如2x＋3y－z就是x、y、z的线性组合，但5xy和x2
 －3y都不是。矩阵乘法最重要的性质就是满足结合律，即（AB）C＝A（BC），因此和幂取模一样，An
 也可以用倍增法加速。

逆矩阵。在数论部分我们曾证明，在模n的缩系中，每个元素a都存在唯一的逆元a-1
 使得a×a-1
 ＝a-1
 ×a＝1（我们还介绍了用扩展欧几里得算法计算这个a-1
 的方法）。类似地，在n阶方阵（即n×n矩阵）的集合中，也存在一些特殊的矩阵A存在唯一逆元A-1
 使得A×A-1
 ＝A-1
 ×A＝In
 ，其中In
 是n阶单位矩阵（identity matrix）
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我们暂且不管怎样的矩阵是可逆的，如果已知矩阵A可逆，并且逆矩阵为A-1
 ，那么方程组Ax＝b是很容易求解的。两边左乘A-1
 后得到x＝A-1
 b。这说明方程组有唯一解。

“矩阵可逆”有一个常用的充分必要条件：所有行向量是线性无关的。什么叫线性无关呢？就是任意一个向量都不是其他向量的线性组合。比如3个向量（1，2，3），（1，3，5），（1，1，1）不是线性无关的，因为（1，1，1）＝2×（1，2，3）－（1，3，5）。而（1，0，0），（0，1，0）和（0，0，1）就是线性无关的。

这个条件和“矩阵可逆”等价的严格证明超出了本书的范围，但其中的思想还是很直观的。比如
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为什么上面的方程组无解？因为（1，1，1）是（1，2，1）和（1，3，5）的线性组合，所以得到了两个左边是x＋y＋z的方程，并且右边不同（一个等于11，一个等于8），所以无解（我们称这两个方程为矛盾方程）。就算是等号右边恰好相同，也说明两个方程重复了（其中一个是多余方程），相当于两个方程3个未知数，于是有无穷多解。注意我们用方程x＋y＋z＝11代替了原来的x＋3y＋5z＝9（而不是添加一个新的方程）。这是因为由x＋2y＋z＝10和x＋y＋z＝11可以推导出x＋3y＋5z＝9。这样的变换保持了方程组的解集不变，称为同解变换。

顺便说一句，虽然逆矩阵看上去很吸引人，但实际上在多数情况下我们都可以避开矩阵求逆。事实上，算法竞赛中极少会用到矩阵求逆的过程，因此本书不加以讨论（尽管求逆的过程几乎就是一个高斯消元）。

高斯消元计算举例。理论知识已经介绍得较充分了，还是来求解方程组吧！在中学时，我们学过高斯消元（gauss elimination）。在算法领域，这个方法仍然可以用来解方程组。简单起见，先假设系数矩阵A是一个n阶可逆矩阵。例如
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写成矩阵的形式为
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这个矩阵称为增广矩阵（augmented matrix），其中最后一列并不是系数矩阵，而是等式右边的常数列。

从整体上来说，我们从上到下依次处理每一行，处理完第i行后，让Aii
 非0，而Aji
 （j＞i）均为0，过程如下。
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其中最后一个增广矩阵的系数部分是上三角阵（0用空白表示），而且主对角元aii
 均非0。该矩阵对应的方程组为
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直接可得z＝-1，把z的值代入第二个方程得y＝3；把y和z的值代入第一个方程得x＝2。

这是一个比较直观的例子，求解过程还需要细化。在消元部分中，假设正在处理第i行，则首先需要找一个r＞i且绝对值最大的ari
 ，然后交换第r行和第i行。因为每行对应一个方程，交换两个方程的位置不会对解产生任何影响，但可以提高数值稳定性
[13]

 。当A可逆时，可以保证交换后aii
 一定不等于0。这种方法称为列主元法。

接下来进行所谓的“加减消元”。比如在下面的例子中，要用第一个方程（-3，1，2－11）消去第二个方程（2，1，-1，8）的第一列，方法是把第二个方程中的每个数都减去第一行对应元素的-2/3倍。
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一般情况下，如果要用第i个方程来消去第k个方程的第i列，那么第k行的所有元素A[k][j]都应该减去A[i][j]的A[k][i]/A[i][i]倍。

下一个过程是回代。现在A已经是一个上三角矩阵了，即第1、2、3…行的最左边非0元素分别在第1、2、3…列。这样，最后一行实际上已经告诉我们xn
 的值了；接下来像前面说的那样不停地回代计算，最终会得到每个变量的唯一解。代码如下。
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消元中的精度问题。需要注意的是上述代码的消元部分中有一个中间变量f，保存的是为了使A[k][i]＝0，第i行所乘以的倍数。注意，f的类型是double，有可能会损失精度。解决这个问题，有一种办法是不使用中间变量，但前提是A[k][i]不会过早地被破坏，所以应写成按照列编号从大到小的顺序消元，代码如下。
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当然，对于大多数题目，前面的逐行消元法已经可以满足要求，但对于精度要求很高的题目，不妨采用上面的方法。

高斯-约当消元法。在消元过程中，还可以把系数矩阵变成对角阵而非上三角阵，从而省略回代过程（因为第i行只有A[i][i]和A[i][n]两项非0，所以直接可得x[i]＝A[i][n]/A[i][i]）。这个方法称为高斯-约当消元法（Gauss-Jordan elimination），运算量比高斯消元略大，但代码更简单（因为少了回调过程）。

A不可逆的情形。上述讨论和代码都只针对A可逆的情况。当A不可逆时，会引入一些复杂性，下面我们继续讨论。

一般情况下，消元过程的目标是在解不变的情况下把线性方程组的系数矩阵A变成阶梯矩阵（Row Echelon Form, REF），也就是说，除了第一行外，每一行最左边的非0元素在上一行最左边非0元素的右边（即前者的列编号严格大于后者的列编号），比如：
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注意，那些A矩阵全0的行所对应的方程要么是多余方程（它们总是成立），要么是矛盾方程（整个方程组无解），应放在所有非全0行的下方。

上面的矩阵应该怎么“回代”呢？把方程三的x5
 ＝2代入方程二的x3
 －x4
 －2x5
 ＝0只能得到x3
 －x4
 ＝4，无法得到x3
 和x4
 的具体数值。但只要知道了x4
 的值，就能算出x3
 的值。继续“回代”，可以得到方程x1
 ＋2x2
 ＝a，其中a取决于x4
 的具体数值。如果知道了x2
 的值，就可以算出x1
 。换句话说，这个方程组有两个自由变量（free variable）x2
 和x4
 ，这两个变量本身可以取任意数值，而且只要这两个变量的取值确定了，所有其他变量（也就是每行最左边的非0元素所对应的那些变量）的取值也能确定。换句话说，设消元后矩阵有r个非0行，且不存在矛盾方程（对应于系数部分全为0，但常数不为0的行），则一共有r个非自由变量，即有界变量（bound variable）。这个r称为系数矩阵的秩（rank）。另外，不难发现，自由变量集的选择并不是唯一的。比如在刚才的例子中，也可以选x1
 和x3
 为自由变量。但不管怎么选，自由变量的数量不会改变。

例题22　递推关系（Recurrences, UVa 10870）

考虑线性递推关系f（n）＝a1
 f（n－1）＋a2
 f（n－2）＋a3
 f（n－3）＋…＋ad
 f（n－d），最著名的例子是Fibonacci数列f（1）＝f（2）＝1，f（n）＝f（n－1）＋f（n－2），因此d＝2，a1
 ＝a2
 ＝1。你的任务是计算f（n）除以m的余数。

【输入格式】

输入包含若干组数据。每组数据第一行为3个整数d，n，m（1≤d≤15，1≤n≤231
 －1，1≤m≤46340）。第二行为d个非负整数a1
 ，a2
 ，…，ad
 。第三行为d个非负整数f（1），f（2），…，f（d）。这些非负整数均不超过232
 －1。输入结束标志为d＝n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出f（n）除以m的余数。

【分析】

线性递推关系是组合计数中很常见的一种递推关系。直接利用递推式，需要O（nd）时间才能算出f（n），时间无法承受。

现在已经有了f（n）＝a1
 f（n－1）＋a2
 f（n－2）＋a3
 f（n－3）＋…＋ad
 f（n－d），再加上f（n－1）＝f（n－1），f（n－2）＝f（n－2）等显然成立的式子，可以得到如下关系式
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其中A称为相伴矩阵，也称友矩阵
[14]

 （companion matrix）或者Q矩阵。这正是“把一个向量变成另一个向量”。根据矩阵乘法的定义，F（n）＝An－d
 F（d）。利用快速矩阵幂，本题的总时间复杂度为O（d3
 logn）。

程序留给读者编写。唯一需要说明的是矩阵幂的写法。在数论中，幂取模都是用递归写法，但这里推荐用迭代写法，因为矩阵的数据量较大，如果递归求幂，一不注意就会占用更多的空间，相比之下迭代写法更自然。

例题23　细胞自动机（Cellular Automaton, NEERC 2006, LA 3704）

一个细胞自动机包含n个格子，每个格子的取值为0～m－1。给定距离d，则每次操作后每个格子的值将变为到它的距离不超过d的所有格子在操作之前的值之和除以m的余数，其中i和j的距离为min｛｜i－j｜，n－｜i－j｜｝。给出n，m，d，k和自动机各格子的初始值，你的任务是计算k次操作以后各格子的值。

如图2-30所示，n＝5，m＝3，d＝1，一次操作将把图2-30（a）图变为图2-30（b）图。比如，与格子3距离不超过1的格子（即格子2，3，4）在操作前的值分别为2，2，1，因此操作后格子3的值为（2＋2＋1）mod 3＝2。
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图　2-30

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据有两行，第一行包含4个整数n，m，d，k（1≤n≤500，1≤m≤106
 ，0≤d＜n/2，1≤k≤107
 ）。第二行包含n个0～m－1的整数，即各格子的初始值。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，包含n个0～m－1的整数，即k次操作以后各格子的值。

【分析】

如果我们把t次操作以后的各格子值写成列向量vt
 ，不难发现vt＋1
 的每一维都是vt
 中各维的线性组合（注意，这里的加法是剩余系中的加法，即模加法），因此可以用矩阵乘法来刻画。比如，设vt＋1
 ＝Avt
 ，当d＝1时有

[image: alt]


其中加法和乘法在模m的剩余系中完成。最终答案vk
 ＝Ak
 v0
 ，其中v0
 是初始向量。如果直接用倍增法计算Ak
 ，总时间复杂度为O（n3
 logk），有些高（注意n≤500，而且有多组数据）。注意A比较特殊，从第二行开始每一行都是上一行循环右移（即移出右边界后从左边移进来）一列的结果。我们把这样的矩阵称为循环矩阵（circulant matrix）。

可以证明，两个循环矩阵的乘积仍然是循环矩阵，因此在存储时只需保存第一行，而计算矩阵乘法时也只需算出第一行即可。这样，矩阵乘法的时间复杂度降为O（n2
 ），总时间降为O（n2
 logk），可以承受。

例题24　随机程序（Back to Kernighan-Ritchie, UVa 10828）

给出一个类似下图的程序控制流图，从每个结点出发到每个后继结点的概率均相等。当执行完一个没有后继的结点后，整个程序终止。程序总是从编号为1的结点开始执行。你的任务是对于若干个查询结点，求出每个结点的期望执行次数。

比如，在图2-31中，如果从结点U开始执行，那么结点U，V和W的期望执行次数分别为2，2，1。
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图　2-31

【输入格式】

输入包含不超过100组数据。每组数据第一行为整数n（1≤n≤100）即控制流图的结点数。结点编号为1～n。以下若干行每行包含两个整数a，b，表明从结点a执行完后可以紧接着执行结点b。这部分以两个0结束。下一行为整数q（q≤100），即查询的个数。以下q行每行为一个结点编号。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据的每个查询，输出该结点执行次数的数学期望。

【分析】

在数学期望部分，我们曾经接触过一个类似的题目：《得到1》。虽然所求的结果略有差别，但思路一致，且都是关于马尔可夫过程的。那道题目的做法是列方程，由于方程有特殊性，可以直接解出递推关系，采用记忆化搜索求解。本题也可以这样列方程，但是无法直接解除递推关系，只能列出方程组后用高斯消元。

设结点i的出度为di
 ，期望执行次数为xi
 。对于一个拥有3个前驱结点a，b，c的结点i，可以列出方程xi
 ＝xa
 /da
 ＋xb
 /db
 ＋xc
 /dc
 。

为什么这个方程成立呢？a结点的期望执行次数为xa
 ，而执行完结点a后，接下来执行结点i的概率是1/da
 ，所以弧a→i的期望经过次数为xa
 /da
 。由于要到达结点i，必须先经过弧a→i、b→i或者c→i，根据期望的线性性质，结点i的期望执行次数就是这3条弧的期望经过次数之和。

对于题目中的例子，设x1
 ，x2
 和x3
 分别为结点U，V，W的期望执行次数，则可以列出下面的方程组
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注意，结点1比较特殊，可以将其理解为还有一个虚拟的结点0，它才是真正的程序入口，并且结点0以概率1转移到结点1。因为x0
 ＝d0
 ＝1，所以在方程中就是一个数字1。

方程组都列出来了，似乎本题已经基本解决了？很可惜，不是这样的。注意到输出可能是“无穷大”，我们在解方程组的时候就需要考虑这一点。可不可以先解方程，然后再判断解出来的值是不是无穷大呢？这很困难。比如一个3个结点的图，包含两条边1→3和3→2，则消元后的增广矩阵为
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直接解出x3
 ＝INF，回代x2
 ＝0－0×INF。0和无穷大的乘积是一个不定式，但计算机里储存的值是确定的。写一段小程序就能发现，假定x＝1.0/0.0，那么x×0.0的值是一个NaN。在《算法竞赛入门经典》中曾提到，NaN指“不是数”（Not a Number），它的最大特点是不等于任何数，包括它自己（即，如果x是NaN，那么x＝＝x不成立）。

除了矛盾方程之外，本题还有可能出现多余方程。比如一个有3个结点的图，包含两条边2→3和3→2，则消元后的增广矩阵为
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注意，从方程本身，我们无法确定x3
 的值，只知道x3
 ＝x4
 。换句话说，需要根据题目背景确定结果。哪些结点的期望执行次数是无穷大的呢？不难发现，就是那些无法到达“终态”（即没有后继的点）的结点。哪些点的期望执行次数是0呢？不难发现，就是那些起点到不了的点。这样，就可以先用Floyd算法求出传递闭包，先找到无穷点和零点，然后用高斯消元法求出其他变量的解。根据本题的物理意义，其他点的解一定唯一。

如何求解其他点呢？是不是需要把那些解唯一的点重新编号，然后再高斯消元？不需要。我们可以改用前面介绍过的高斯-约当消元法，省略回代过程，从而避免那些“无穷大值”的干扰。事实上，用这个方法还可以避开刚才所说的预处理（即先用Floyd算法求传递闭包），当A[i][i]＝A[i][n]＝0时xi
 ＝0，而A[i][i]＝0但A[i][n]＞0时xi
 为正无穷（这个结论并不显然，有兴趣的读者可以自行思考）。
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例题25　乘积是平方数（Square, UVa 11542）

给出n个整数，从中选出1个或多个，使得选出的整数乘积是完全平方数。一共有多少种选法？比如｛4，6，10，15｝有3种选法：｛4｝、｛6，10，15｝和｛4，6，10，15｝。

【输入格式】

输入第一行为一个整数T（1≤T≤30），即测试数据的数量。每组数据包含两行，第一行为整数n（1≤n≤100），第二行包含n个整数。所有整数均不小于1，不大于1015
 ，并且不含大于500的素因子。

【输出格式】

对于每组数据，输出方案总数。输入保证总数不超过带符号64位整数的范围。

【分析】

“不含大于500的素因子”提示我们考虑每个数的唯一分解式，用01向量表示一个数，再用n个01变量xi
 来表示我们的选择，其中xi
 ＝1表示要选第i个数，xi
 ＝0表示不选它，则可对每个素数的幂列出一个模2的方程。

这话听起来比较抽象，让我们分析一下题目中的例子。4个整数4，6，10，15的素因子只有2，3，5这3种，首先把这些整数写成01向量的的形式，即4＝22
 ×30
 ×50
 →（2，0，0），6＝21
 ×31
 ×50
 →（1，1，0），10＝21
 ×30
 ×51
 →（1，0，1），15＝20
 ×31
 ×51
 →（0，1，1）。

选出来的数乘积为22x1
 ＋x2
 ＋x3

 ·3x2
 ＋x4

 ·5x3
 ＋x4

 。如果要让这个数是完全平方数，每个幂都应该是偶数，即
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注意，这也是一个线性方程组，只是代数系统变成了Z2
 （模2的剩余系）。可是第一个方程里的2x1
 不见了。这是因为2x1
 总是偶数，所以没必要写在方程里。同理，3x1
 会变成x1
 ，任意变量的系数非0即1。还可以把这个方程组看成是如下xor方程组

[image: alt]


xor方程组是很好消元的，因为不需要做乘法和除法，只需要做xor；每次也不需要找绝对值最大的系数ari
 （每个ari
 不是0就是1），任意一个ari
 ＝1即可实现消元。

最后，假设自由变量有f个，则线性方程组的解共有2f
 个，因为每个自由变量可以取0和1。比如，刚才的方程组对应的增广矩阵消元后为
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有两个自由变量x1
 和x4
 ，有两个有界变量x2
 和x3
 ，因此一共有22
 ＝4种选法。注意，本题不允许一个整数都不选，因此最终答案需要减1，代码如下。
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本题的规模很小，上述代码的速度已经非常快了。如果变量增多，xor方程组还有一个常见的优化，即位压。即把32列合并到一个无符号32位整数中，然后只需用一次逐位xor就可以处理32列了。另外，在上述代码中并没有判断是否存在矛盾方程，这是为什么？留给读者思考。

2.8　数值方法简介

很多在数学上难以求出封闭形式解的问题，都可以用数值的方法算出近似解。数值算法有很多，算法竞赛中最常用的是非线性方程求根、凸函数求极值、数值积分。下面直接介绍例题。

例题26　解方程（Solve It!, UVa 10341）

解方程pe-x
 ＋qsin（x）＋rcos（x）＋stan（x）＋tx2
 ＋u＝0，其中0≤x≤1。

【输入格式】

输入包含不超过2100组数据。每行为一组数据，包含6个整数p，q，r，s，t，u（0≤p，r≤20，-20≤q，s，t≤0）。

【输出格式】

对于每组数据，输出所有解，按照从小到大顺序排列，每个解均保留小数点后4位。如果无解，输出No solution。

【分析】

在0≤x≤1时，pe-x
 ＋qsin（x）＋rcos（x）＋stan（x）＋tx2
 ＋u的前5个加数都是减函数（注意各个系数的符号），而最后一项是常数，所以当f（0）≥0且f（1）≤0时f（x）＝0有唯一解，否则无解，如图2-32所示。
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图　2-32

有解的时候可以用二分法求解。如图2-32所示，图2-32（a）中的f（1/2）≥0，所以根在[1/2，1]内；图2-32（b）中的f（1/2）≤0，所以根在[0，1/2]内。一般地，如果已知解在[x，y]内，只需判断f（（x＋y）/2）的符号即可把解的范围缩小一半。由于实数区间可以无限二分，通常当区间长度小于特定值（比如10-5
 ）时终止，也可以当迭代次数超过一定值（比如100次）时终止
[15]

 。
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例题27　误差曲线（Error Curves, Chengdu 2010, LA 5009）

已知n条二次曲线Si
 （x）＋ai
 x2
 ＝bi
 x＝（c ai
 ≥0），定义F（x）＋max｛Si
 （x）｝，求出F（x）在[0，1000]上的最小值。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T（T＜100）。每组数据第一行为正整数n（n≤10000），以下n行每行包含3个整数a，b，c（0≤a≤100，｜b｜，｜c｜≤5000）。

【输出格式】

对于每组数据，输出F（x）在[0，1000]中的最小值，保留4位小数。

【分析】

首先来分析一下简单的情况。n＝1的时候，F（x）是一条抛物线，怎么求最小值？注意到a≥0，所以它要么退化成了直线，要么是一条开口向上的抛物线。后者是标准的下凸函数，而直线也可以看成是下凸的，所以n＝1的时候就是一个下凸函数求极值的问题。

n＝2时是怎样的情况呢？似乎要复杂很多。比如它可能是由两段甚至三段组成，如图2-33所示。
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图　2-33

尽管如此，图形仍然是下凸的。n＞2时候图形更复杂，但最后的图形总是下凸的（想一想，为什么）。下凸函数的最小值可以用三分法（ternary search）来求解，具体方法如下。取区间[L，R]的两个三分点m1
 和m2
 ，比较F（m1
 ）和F（m2
 ）的大小，如图2-34所示。
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图　2-34

在图2-34（a）中，如果F（m1
 ）＜F（m2
 ），说明解在[L，m2
 ]中，否则如图2-34（b）所示，说明解在[m1
 ，R]中。注意，三分法不仅适用于凸函数，还适用于所有单峰函数（unimodal function）。所谓单峰函数就是先严格递增再严格递减（此时存在唯一的最大值），或者先严格递减再严格递增（此时存在唯一的最小值）的函数。
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注意上面的100次迭代上限是实验得出的，比赛中可以多尝试几个值。如果答案不正确，则加大迭代次数；如果超时，则减小迭代次数。如果以上两种方法都不行，最好把终止条件改写成解区间的长度小于阈值
[16]

 。

另外，本题的目标是“最大值最小”，是否可以用二分答案的办法做呢？答案是肯定的。有兴趣的读者不妨实验一下，并且和三分法的效果进行比较。

最后有一点要告诉读者，黄金分割法（gold section search，也称优选法）和Fibonacci搜索（Fibonacci search）也可以求单峰函数的极值（前者适合连续情形，后者适合离散情形），而且函数计算的次数小于三分法，不过在绝大多数算法竞赛题目中，三分法已经足够了。

例题28　桥上的绳索（Bridge, Hangzhou 2005, LA 3485）

你的任务是修建一座大桥。桥上等距地摆放着若干个塔，塔高为H，宽度忽略不计。相邻两座塔之间的距离不能超过D。塔之间的绳索形成全等的对称抛物线。桥长度为B，绳索总长为L，如图2-35所示求建最少的塔时绳索的最下端离地的高度y。
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图　2-35

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T。每组数据包含4个整数D，H，B，L（B≤L）。

【输出格式】

对于每组数据，输出绳索底部离地高度，保留两位小数。

【分析】

本题需要用到一些微积分基础知识，如求导法则和定积分的概念，但不要求有很强的解题能力。

为了叙述方便，我们把每两个相邻塔之间的部分称为“间隔”。不难发现，塔的数目最小时，间隔数为n＝ceil（B/D），每个间隔宽度D1
 ＝B/n，每段绳索长度L1
 ＝L/n。接下来就需要根据D1
 和L1
 计算底部离地高度y了。

y似乎很难直接计算，所以考虑解方程。设宽度为w，高度为h的抛物线的长度为p（w，h），需要解一个关于h的方程p（D1
 ，h）＝L1
 ，然后计算y＝H－h。注意到p（w，h）关于h单调递增，所以可以二分求解。因此，最关键的问题就是：p（w，h）怎么求？

根据微积分知识，可导函数f（x）在区间[a，b]的弧长为
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为了写出函数f（x）和它的导函数f'（x），首先要加一个坐标轴，如图2-36所示。
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图　2-36

因为顶点在（0，0），因此b＝c＝0，抛物线为f（x）＝ax2
 。又因为f（-w/2）＝h，解得a＝4h/w2
 。根据对称性，弧长为
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这个定积分怎么算？根据定积分表里的公式
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把上述公式变形为
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然后就可以套公式了。代码如下。
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题目虽解完了，但我们心有余悸。上面的解法中关键问题要用数学方法求解，如果下次遇到一个积不出来的函数怎么办？事实上，很多函数的积分都是没有封闭形式的，无法像上面这样推出公式以后再“套”。这种情况下，数值积分（numerical integral）是一个很好的工具。

假定要求这样一个积分
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如果把f（x）画到平面直角坐标系下，则答案为曲线f（x）下方的面积。有很多种办法可以近似求出曲线下方的面积，其中一种既容易理解又容易实现的方法是利用辛普森公式（见图2-37）。
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图　2-37

先在整个区间[a，b]中等距地取奇数个点a＝x0
 ，x1
 ，x2
 ，…，xn
 ＝b，相邻两个点的距离为△x，再设yi
 ＝f（xi
 ），然后套用上面的公式。点取得越多，近似程度就越高，但计算量也越大。取多少个点合适呢？这是一个棘手的问题。好在辛普森公式有一个重要的“变种”，称为自适应辛普森法（adaptive Simpson's rule），只需要设一个精度需要eps，算法就可以根据情况递归地划分区间。容易近似的地方少划几份，不容易近似的地方多划几份。具体来讲，设区间[a，b]中点为c，则当且仅当｜S（a，c）＋S（c，b）－S（a，b）｜＜15eps时直接返回结果，否则递归调用。这里的S（a，b）是指区间[a，b]的“三点辛普森公式”值。
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有了自适应辛普森公式，本题的求解就很简单了。主程序不变，其他代码如下。
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虽然代码略长，但思维难度大大降低，而且代码依然非常快。最后需要说明的一点是，上述自适应辛普森公式的代码并不是最优的写法，因为有很多重复的函数计算（请读者找一找）。请读者试着修改这份代码，把每次递归调用中的函数计算从6次降为2次（提示：递归过程需要多3个参数，即端点和中点的函数值）。

2.9　小结与习题

本节介绍了很多数学专题，但这些知识并不能代替扎实的数学基础。请读者首先确认表2-1中的问题大部分都能较为轻松地解决。

表　2-1
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最大公约数和最小公倍数（GCD LCM, UVa 11388）

输入两个整数G，L（1≤G，L＜232
 ），找出两个正整数a和b，使得二者的最大公约数为G，最小公倍数为L。如果有多解，输出a≤b且a最小的解。无解输出-1。

最小公倍数（Benefit, UVa 11889）

输入两个整数A和C（1≤A，C≤107
 ），求最小的整数B使得lcm（A，B）＝C。如果无解，输出“NO SOLUTION”（不含引号）。

全加和（How do you add?, UVa 10943）

把K个不超过N的非负整数加起来，使得它们的和为N，有多少种方法？比如N＝5，K＝2，有6种方法，即0＋5，1＋4，2＋3，3＋2，4＋1，5＋0。输入N和K（1≤N，K≤100），输出方法总数除以106
 的余数。

幂和阶乘（Again Prime? No time., UVa 10780）

输入两个整数n和m（1＜m＜5000，0＜n＜10000），求最大的整数k使得mk
 是n!的约数。

LCM的个数（LCM Cardinality, UVa 10892）

输入正整数n（n≤2000000000），统计有多少对正整数a≤b，满足lcm（a，b）＝n。比如有8对整数满足lcm（a，b）＝12，即（1，12），（2，12），（3，12），（4，12），（6，12），（12，12），（3，4），（4，6）。输出n和满足条件的整数对数。

超级幂（Super Power, UVa 11752）

如果一个数至少是两个不同的正整数的幂，那么称它为超级幂。比如64就是一个超级幂，因为64＝82
 ＝43
 。你的任务是找出1～264
 －1之间的所有超级幂，按照升序输出（本题无输入）。

排列之和（Add Again, UVa 11076）

输入n个数字（1≤n≤12），这些数字的任何一种排列都是一个整数。你的任务是求出所有这些整数之和。比如3个数字2，2，4能组成3个整数224，242，422，它们的和是888。

组队（Teams, UVa 11609）

有n个人，选一个或多个人参加比赛，其中一名当队长，有多少种方案？如果参赛者完全相同，但队长不同，算作不同方案。输入n（1≤n≤109
 ），输出方案总数除以1000000007的余数。

回文数（Palindrome Numbers, Dhaka 2003, LA 2889）

回文数从小到大排列为：1，2，3，4，5，6，7，8，9，11，22，33…。输入n（1≤n≤2×109
 ），求第n小的回文数。如第24小的数为151。

整数游戏（Integer Game, UVa 11489）

给出一个数字串N，两个人轮流从中取出一个数字，要求每次取完之后剩下的数是3的倍数，不能取数者输。如果两个游戏者都足够聪明，谁会获胜？输入非空数字串N（N由不超过1000个非0的数字组成），如果先手胜，输出S，否则输出T。

和最小的LCM（Minimum Sum LCM, UVa 10791）

输入正整数n（n≤231
 －1），找到至少两个正整数，使得它们的LCM为n，并且和最小。

完全平方数（Square Numbers, UVa 11461）

如果一个整数可以写成一个整数的平方，则说它是一个完全平方数。比如1，4，81都是完全平方数。输入正整数a，b（0＜a≤b≤100000），有多少个完全平方数介于a和b之间（包括a和b本身）？

1．组合计数

本章介绍了加法原理、乘法原理、容斥原理和递推等组合计数的常见技巧。下面先给出相关例题，如表2-2所示。

表　2-2
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下面是习题和翻译，如表2-3所示。和动态规划一样，很多组合数学问题对思维锻炼都很有帮助。如果练习完这些题目仍意犹未尽的话，请读者在附录A中寻找更多的组合数学题目。

表　2-3
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有多少个0（How many 0's? UVa 11038）

输入两个非负整数m和n（m≤n＜231
 ），求将m～n的所有整数写出来，一共要写多少个数字0？

超级平均数（Supermean, UVa 10883）

给出n（n≤50000）个数，每相邻两个数求平均数，将得到n－1个数。这n－1个数每相邻两个数求平均数，将得到n－2个数。依次类推，最后得到1个数。求这个数。

高速公路（Highway, CERC 2006, LA 3720）

有一个n行m列（1≤n，m≤300）的点阵，问一共有多少条非水平非竖直的直线至少穿过其中两个点？如图2-38所示，n＝2，m＝4时答案为12，n＝m＝3时答案为14。
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图　2-38

霓虹灯广告牌（Neon Sign, Daejon 2011, LA 5846）

圆周上有n（3≤n≤1000）个点，两两相连，只能涂红色或蓝色。求单色三角形（即3条边的颜色相同的三角形）的个数。

数三角形（Counting Triangles, Dhaka 2005, LA 3295）

输入正整数m和n（m，n≤1000），数出m行n列的网格顶点能组成多少个三角形。比如，m＝1，n＝2，可以组成18个，如图2-39所示。
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图　2-39

数四边形（Counting Quadrilaterals, UVa 11139）

在图2-40的10×10网格中，你可以看到5个四边形（注意，四边形的4条边不能相交，而且没有三点共线）。

[image: alt]


图　2-40

当然，还可以连出其他网格四边形。你的任务是统计出n×n（n≤120）网格里可以连出多少个网格四边形。如n＝2时有94个，n＝10时有12046294个。

奇怪的税（Strange Tax Calculation, UVa 11529）

一个城市里有n（n≤1200）个建筑物，每个建筑物用平面上一个点来表示。不存在3个建筑物在同一条直线上的情况，因此任意3个建筑物都可以组成一个三角形，称为Bermuda块。计算平均每个Bermuda块内部包含多少个建筑物。任意两个建筑物的坐标都不相同。

铁轨（Magnetic Train Tracks, Dhaka 2007, LA 4064）

给定平面上n（3≤n≤1200）个无三点共线的点，问这些点共组成了多少个锐角或直角三角形。

堆计数（Counting Heaps, CERC 2008, LA 4390）

给出一棵n（1≤n≤500000）个结点的有根树，要求给结点标号为1～n，使得不同结点的标号不同，且每个非根结点的标号比父结点小。求方案总数除以m的余数（2≤m≤109
 ）。

Pinary数（Pinary, Seoul 2005, LA 3357）

把所有不含前导0和连续1的二进制串从小到大排列，即1，10，100，101，1000，1001，…，求第k个串。k≤90000000。

连续的比特（Bits, UVa 11645）

定义A（n）为n的二进制表示中，“连续两个1”出现的次数，比如A（12）＝1（12的二进制为1100），A（15）＝3（15的二进制为1111），A（27）＝2（27的二进制为11011）。输入整数n（0≤n≤263
 －2），你的任务是计算S＝A（0）＋A（1）＋…＋A（n）的值。

重排问题（Arrange the Numbers, UVa 11481）

可以把序列1，2，3，…，n任意重排，但重排后的前m（m≤n）个位置中恰好要有k（k≤m）个不变。比如，若n＝5，m＝3，k＝2，可以把序列重排成1，4，3，2，5，其中前m＝3个位置（1，4，3）中恰好有k＝2个（1、3）没有变。输入整数n，m，k（k≤m≤n≤1000），输出重排方法数除以1000000007的余数。

互不攻击的象（Bishops, UVa 10237）

两个象互不攻击，当且仅当它们不处于同一条斜线上。输入整数n（n≤30），统计在一个n×n的棋盘上放k个互不攻击的象有多少种方法。如n＝8，k＝6时有5599888种。

金属（Metal, Seoul 2008, LA 4258）

平面上有n（3≤n≤50）个点，任意两个点的x坐标不同。你的任务是统计有多少种方法把它们连成一个单调多边形。注意，多边形的非相邻边不能有公共点，且任意两条边不能重叠。在本题中，单调多边形是指，如果把多边形看成实心物体，该物体与任意竖线的相交部分是单点或者一条线段。如图2-41所示，左边的点集能连成4个不同的单调多边形。
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图　2-41

外接矩形（Persephone, UVa 10884）

用n（n≤100）根长度为1的木条拼出一个周长为n的，各边与坐标轴平行的多边形，并要求其最小外接矩形周长也是n，如图2-42所示。求满足条件的方案数。
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图　2-42

排列统计（Permutation Counting, Harbin 2010, LA 5092）

给定1～n的排列｛a1
 ，a2
 ，…，an
 ｝，满足ai
 ＞i的下标i的个数称为此排列的E值。例如｛1，3，2，4｝的E值为1，｛4，3，2，1｝的E值为2。给定整数n和k（1≤n≤1000，0≤k≤n），求E值恰好为k的排列个数。

Delta脑电波（Delta Wave, Tianjin 2010, LA 5028）

有一种特殊生物的脑电波是一条从（0，0）到（n，0）的折线。这条折线每向右延伸一个单位长度，高度要么不变，要么加1，要么减1。例如，n＝4时有如图2-43所示的9种折线。
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图　2-43

已知n（3≤n≤10000），求折线种数除以10100
 的余数。

二进制整数（Binary Integer, Hangzhou 2008, LA 4352）

你的任务是把整数S变成T，方法是选K个（不能多选也不能少选）不同的“恰有3个比特为1”的N（K＝N≤40）位二进制整数Ni
 ，使得S与所有Xi
 的异或值为T。0≤K≤min｛20，C（N，3）｝

例如，S＝1101，T＝1001，则只有一种方法，即选择N＝｛1110，1101，0111｝。S xor N1
 xor N2
 xor N3
 ＝1101 xor 1110 xor 1101 xor 0111＝1001（上述数字均为二进制）。

输入N，K，S和T，输出方案总数除以10007的余数。

数学老师的作业（Math Teacher's Homework, Fuzhou 2010, LA 5101）

给出整数k和n个整数m1
 ，m2
 ，…，mn
 ，问有多少组整数x1
 ，x2
 ，…，xn
 满足0≤xi
 ≤mi
 ，且x1
 xor x2
 xor x3
 xor … xor xn
 ＝k。1≤n≤50，0≤k，m1
 ，m2
 ，…，mn
 ≤231
 －1。

输出解的数目除以1000000003的余数。

2．数论

数论有很多主题。本书只涉及到了一些最常用的，而把一些特殊的专题放在了第6章，如表2-4所示。虽然例题只有4道，但却相当经典，请读者认真学习。

表　2-4
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下面是习题和翻译，如表2-5所示。数论题目多而杂，有时还需要一些灵感，有兴趣的读者可以在附录A中找到更多数论题目。

表　2-5
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玩转Floor和Ceil（Play with Floor and Ceil, UVa 10673）

对于任意的整数x和k，存在两个整数p和q满足
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输入正整数x和k（x，k＜108
 ），找出符合条件的p和q。如果有多组答案，输出任意一组即可。

格点判定（Lattice Point or Not, UVa 11768）

给定两个点A（x1
 ，y1
 ）和B（x2
 ，y2
 ），其中x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 均为0.1的整数倍，且绝对值均不超过200000。你的任务是统计线段AB穿过多少个整点。A和B的坐标都是0.1的整数倍。

虚张声势（Just Another Problem, UVa 11490）

你有S个士兵，并打算把他们排成一个r行c列，但有两个“洞”的矩形方队，以迷惑敌人（从远处看，敌人可能误以为一共有r×c个士兵）。洞是两个大小相同的正方形，为了让隐蔽性更强，方队边界（即第一行、最后一行、第一列、最后一列）的所有士兵都得在场，且每个洞的4个方向的士兵“厚度”总是相同。如图2-44所示，洞的边长是2，周围士兵的厚度为3。缺失的士兵数为8。
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图　2-44

输入士兵的实际个数S（1≤S≤1012
 ），计算出缺失士兵数的所有可能值。

已知因子之和（Alternate Task, UVa 11728）

输入一个正整数S（S≤1000），求一个最大的正整数N，使得N的所有正因子之和为S。

超大数取模（Huge Mod, UVa 10692）

指数运算和四则元素不太一样，因为它的计算顺序是从上到下，而非从下到上。如2^3^2指的是2（32

 ）＋29
 ＋512，而非（23
 ）2
 ＋82
 ＋64。

输入正整数a1
 ，a2
 ，…，an
 和模m（2≤m≤10000，1≤n≤10，1≤ai
 ≤1000），求a1
 ^a2
 ^…^an
 mod m的值。

多项式的最大公约数（Polynomial GCD, UVa 10951）

给定两个Zn
 上的多项式f（x）和g（x），求出它们的GCD，即Zn
 上的一个多项式r（x），使得它同时整除f（x）和g（x），并且次数尽量大。你找到的多项式的最高项系数应当为1。例如，2x3
 ＋2x2
 ＋x＋1和x4
 ＋2x2
 ＋2x＋2的GCD为x2
 ＋2x＋1。

注：Zn
 上多项式的所有系数都为0～n－1的整数，并且加法和乘法均在模n意义下进行。

离散平方根（Discrete Square Roots, LA 4270）

在模n意义下，非负整数x的离散平方根是满足0≤r＜n且r2
 ≡x（mod n）的整数。和每个正实数恰好有两个平方根不同，一个整数可能有更多的离散平方根。比如n＝12时，则有4个离散平方根，即1，5，7，11。你的任务是在已知一个离散平方根的情况下求出其他所有的离散平方根。

输入3个整数x，n，r（1≤x＜n，2≤n≤109
 ，1≤r＜n），输出数据编号和所有离散平方根（包括输入的r），按照从小到大排序。输入保证r是模n下的x的离散平方根。

高斯素数（Gauss Prime, Changchun 2007, LA 4079）

输入正整数a和b（0≤a≤10000，0＜b≤10000），判断高斯整数[image: alt]
 是否为高斯素数。当且仅当不存在两个高斯整数（0，1，-1除外）之积为x时，我们说x为高斯素数。注意，整数0，1，-1都不算高斯素数，但[image: alt]
 是高斯素数。

例如，[image: alt]
 不是高斯素数，因为[image: alt]


密码学问题（Cryptography Reloaded, Hangzhou 2008, LA 4353）

一般RSA算法是这样的：选两个素数p和q，计算n＝pq，然后选一个整数e，满足gcd（e，（p－1）（q－1））＝1，最后根据de＝1（mod （p－1）（q－1））中计算出d。

需要加密时，用（n，e）作公钥，任意消息x（0≤x＜n）可以加密成y＝xe
 mod n；需要解密时，用d作私钥，因为x＝yd
 mod n。

由于手持设备的计算能力比较弱，通常会选取一个相对较小的e，但这也造成了安全隐患。即如果同时得知n，d和e，很容易算出p和q（即分解n）。你的任务是通过n，d，e计算p和q（应满足n＝pq且p＜q），且n≤10100
 ，3≤e≤31。输入保证符合题目限制。

制作水晶（Make a Crystal, UVa 11014）

三维空间中有一个N×N×N的立方体（N为偶数），坐标范围是-N/2≤x，y，z≤N/2。你的任务是选择尽量多的网格点（除坐标原点O），使得对于任意两个选出的点P和Q，OPQ不共线。输入N（N≤200000），输出能选出的点数的最大值。

敲钟（The Bells are Ringing, Dhaka 2007, LA 4060）

输入整数N，统计有多少组t1
 ，t2
 ，t3
 满足：0＜t1
 ＜t2
 ＜t3
 ≤1000000，t3
 －t1
 ≤25，且t1
 ，t2
 ，t3
 的最小公倍数是N。N在64位带符号整数范围内。

素数k元组（Prime k-tuple, Hanoi 2007, LA 3998）

如果k个相邻素数p1
 ，p2
 ，p3
 ，…，pk
 （pi
 ＜pi＋1
 ）满足pk
 －p1
 ＝s，称这些素数组成一个距离为s的素数k元组。例如，k＝4，s＝8时｛11，13，17，19｝是一个距离为8的素数4元组。输入4个整数a，b，k，s（a，b＜2×109
 ，k＜10，s＜40），输出区间[a，b]内距离为s的素数k元组的个数。

不同的数字（Different Digits, Shanghai 2004, LA 3262）

输入正整数n（n＜65536），求它的最小倍数m，使得m包含的不同的数字种类尽量少（例如，1334有3种数字：1，3，4）。如果有多解，m的值应尽量小。例如，n＝101时答案为1111。


Vivian的难题（Vivian's Problem, Guangzhou 2003, LA 2955）


输入k（1≤k≤100）个正整数p1
 ，p2
 ，…，pk
 （1 ＜ pi
 ＜ 231
 ），找出k个非负整数ei
 使得[image: alt]
 （x为正整数）。注意，由于x＞0，ei
 不能全为0。如果无解输出NO，否则输出最大的x。

简单加密法（Simple Encryption, Kuala Lumper 2010, LA 4998）

输入正整数K1
 （K1
 ≤50000），找一个12位正整数K2
 （不能含有前导0）使得[image: alt]
 。例如，K1
 ＝78和99时，K2
 分别为308646916096和817245479899。

最大公约数版猜字游戏（GCD Guessing Game, NEERC 2011, LA 5916）

输入正整数n（2≤n≤10000），要求猜出一个1～n之间的正整数p。每次可以猜一个正整数x（1≤x≤n），然后告诉你p和x的最大公约数。要求在最坏情况下需要猜测的次数最小。

例如，n＝6时的最优策略为先猜6，如果回答1，则p＝1或5；如果回答2，则p＝2或4；如果回答3，则p＝3；如果回答6，则p＝6。无论在哪种情况下，最多猜两次就能知道p是多少。

约瑟夫的数论问题（Joseph's Problem, NEERC 2005, LA 3521）

输入正整数n和k（1≤n，k≤109
 ），计算[image: alt]


YAPTCHA（YAPTCHA, CERC 2008, LA4382）

输入正整数n（1≤n≤106
 ），计算[image: alt]
 其中[x]表示不超过x的最大整数。

名片切割（Business Card, CERC 2008, LA4384）

输入正整数a，b，c，d，1≤a，b，c，d≤109
 ，判断c×d的纸片是否可以切割成若干个完整的a*b名片，如图2-45所示。比如a＝2，b＝3，c＝9，d＝6时有解。
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图　2-45

3．组合游戏

本章介绍了经典的组合游戏理论，包括Nim游戏和SG定理。当然，还有一些组合游戏的题目既不能转化为Nim游戏，也用不上SG定理，但需要一些推理甚至灵感，请读者注意相关例题如表2-6所示。

表　2-6
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下面是习题和翻译，如表2-7所示。这些题目只涉及了最基本的组合游戏理论和SG定理。有兴趣的读者可以在附录A中找到更多其他类型的组合游戏题目。

表　2-7
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盒子游戏（Box Game, UVa 12293）

有两个相同的盒子，其中一个盒子里有n个球，另一个盒子里有1个球。Alice和Bob两人轮流操作，每次清空球较少的那个盒子（如果球数相同，任意清空一个），然后从另一个盒子里拿些球到这个空盒子中，使得操作后两个盒子都至少有一个球。如果无法操作（当且仅当两个盒子都只有1个球时），则当前游戏者输。输入n（n≤109
 ），你的任务是判断先手（Alice）胜还是后手（Bob）胜。

类Nim游戏（ENimEN, UVa 11892）

有N（N≤20000）堆石子，第i堆有ai
 个（1≤ai
 ≤109
 ）。两人轮流取，每次可以选择一堆石子，取一个或多个（可以把整堆都取走），但不能同时在两堆或更多堆石子中取。第一个人可以任选一堆取，但后面每次取石子的时候须遵守以下规则：如果对手刚才没有把一堆石子全部取走，则他只能继续在这堆石子里取；只有当对手把一堆石子全部取走时，他才能换一堆石子取。谁取到最后一个石子，谁就赢。假定游戏双方都绝顶聪明，谁会赢呢？

有趣的石子游戏（A Funny Stone Game, LA 3668）

有n（n≤23）堆石子，编号为0～n－1。第i堆初始有si
 个石子（0≤si
 ≤1000）。两个游戏者轮流操作。每次可以选3堆i，j，k，使得i＜j≤k，且第i堆至少还剩一个石子，然后从第i堆拿走一个石子，再往第j堆和第k堆各放一个石子（若j＝k，则相当于往第j堆放了两颗石子）。谁不能操作，就算输。判断先手必胜还是必败。如果必胜，求出字典序最小的必胜操作（i，j，k）。

擦数游戏（Alice and Bob, Chengdu 2011, LA 5760）

黑板上有n（n≤50）个不超过1000的正整数，Alice和Bob两人轮流操作，Alice先操作。每次操作可以把一个数减1，或者擦掉两个数，然后写上它们的和。当一个数变成0时，会被自动擦掉，不能操作者输。问题是，如果双方均采用最优策略，谁会赢？

4．概率

概率是一个很有意思的数学分支，有时候很直观，有时候却相反；很多概率问题可以转化为组合计数问题，但也有一些问题需要用概率自身的工具和方法解决，如表2-8所示。

表　2-8
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下面是习题和翻译，如表2-9所示。题目并不多，建议读者认真思考其中的每个问题。有兴趣的读者可以在附录A中找到更多概率问题，其中一些题目具有相当的难度。

表　2-9
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条件概率（Probability｜Given, UVa 11181）

有n个人准备去逛超市，其中第i个人买东西的概率是Pi
 。逛完以后得知有r个人买了东西。根据这一信息，请计算每个人实际买了东西的概率。输入n（1≤n≤20）和r（0≤r≤n），输出每个人实际买了东西的概率。

奶牛和轿车（Cows and Cars, UVa 10491）

有这样一个电视节目：你的面前有3扇门，其中两扇门后面是奶牛，另外一扇门后则藏着奖品——一辆豪华小轿车。在你选择一扇门之后，门并不会被立即打开。这时，主持人会给出一个提示，具体方法是打开一扇有奶牛的门（不会打开你已经选择的那个门，即使里面是牛）。接下来你有两种可能的决策，即保持先前的选择，或者换成另外一扇未开的门。当然，你最终选择打开的那扇门后面的东西就归你了。

在这个例子里面，你能得到轿车的概率是2/3（难以置信吧），方法是总改变自己的选择。2/3这个数是这样得到的：如果你选择了两头牛之一，你肯定能换到车前面的门，因为主持人已经让你看了另外一头牛；而如果你开始选择的就是车，就会换成剩下的牛并且输掉奖品。由于你的最初选择是任意的，因此选错的概率是2/3。也正是这2/3的情况让你能换到那辆车（另外1/3的情况你会从车切换到牛）。

现在把问题推广一下，假设有a头牛，b辆车（门的总数为a＋b），在最终选择前主持人会替你打开c个有牛的门（1≤a≤10000，1≤b≤10000，0≤c＜a），输出在总是换门的策略下，赢得车的概率。

背单词（Garbage Remembering Exam, UVa 11637）

你刚刚背熟了一个单词表，里面有n个单词。你担心自己的记忆依赖于各个单词在词表中的相对位置（这是很常见的），因此准备把这些单词随机排列后检验记忆效果。给定整数k，如果某两个单词在单词表和随机排列中的距离均不超过k，就说这两个单词是无效的（因为二者的位置关系可能帮助了你的记忆）。输入n和k（1≤k≤n≤100000），你的任务是计算平均情况下，无效单词的个数。

注意，因为你在背了最后一个单词后紧接着又会背第一个单词，词表被看做是环状的而随机排列是线状的。换句话说，词表中的第1个单词和第n个单词的距离为1，而随机排列中第1个单词和第n个单词的距离为n－1。

三维网格中的灯（Lights inside a 3D Grid, UVa 11605）

给一个M×N×P的三维网格，每个格子里有一盏灯。每次均匀随机选择一个格子A和格子B（二者可以相同），然后把以A和B为对角顶点的长方体内所有灯的状态改变（开变关，关变开）。具体来说，如果A的坐标为（x1
 ，y1
 ，z1
 ），B的坐标为（x2
 ，y2
 ，z2
 ），则所有改变状态的灯是那些满足min（x1
 ，x2
 ）≤x≤max（x1
 ，x2
 ），min（y1
 ，y2
 ）≤y≤max（y1
 ，y2
 ）和min（z1
 ，z2
 ）≤z≤max（z1
 ，z2
 ）的格子（x，y，z）。一开始所有灯都是灭的，经过K次操作后，平均情况下有多少灯是亮着的？输入M，N，P，K（0＜M，N，P≤100，0≤K≤10000），输出亮着的灯的平均数量。

你想当2n
 元富翁吗？（So you want to be a 2n
 -aire?, UVa 10900）

在一个电视娱乐节目中，开始你有1元钱，主持人会问你n个问题，每次你听到问题后有两个选择：一是放弃回答该问题，退出游戏，拿走奖金；二是回答问题。如果回答正确，奖金加倍；如果回答错误，游戏结束，你一分钱也拿不到。如果正确的回答完所有n个问题，你将拿走所有的2n
 元钱，称为2n
 元富翁。

当然，回答问题是有风险的。每次听到问题后，你可以立刻估计出答对的概率。由于主持人会随机提问，你可以认为每个问题的答对概率在t和1之间均匀分布。输入整数n和实数t（1≤n≤30，0≤t≤1），你的任务是求出在最优策略下，拿走的奖金金额的期望值。这里的最优策略是指让奖金的期望值最大。

传球游戏（Game, NEERC 2007, LA 4049）

有n（n≤50）个人围成一圈。一开始第k个人手上有一个球。然后每个人随机往左或往右传球（往右传的概率为pi
 ，往左传的概率为1－pi
 ）。当每个人都拿过球时游戏结束，最后一个拿到球的人获胜。求第n个人的获胜概率。

5．置换

和置换、置换群相关的题目主要是两类，一是等价类计数；二是把置换分解成循环的乘积，然后分析。首先是例题，如表2-10所示。

表　2-10
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如表2-11所示是习题和翻译。题目并不多，建议读者认真思考每道题目，但不必强求一定要解出来。

表　2-11
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立方体（Cubes, UVa 10601）

有12根等长的小木棍，每根木棍都被涂上一种颜色。输入每根木棍的颜色编号（为1～6的整数），你的任务是统计出用它们能拼成多少种不同的立方体。旋转之后完全相同的立方体被认为是相同的。

世界末日（Doom's Day, UVa 11774）

有一个3n
 ×3m
 的矩阵，一开始按照行优先的顺序填好1～3n＋m
 的整数。然后每次按照行优先的顺序把所有数取出，再按列优先的顺序放回，比如：
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输入整数n和m（1≤n，m≤109
 ），你的任务是计算出多少次操作后，矩阵会和初始状态相同。输出保证在64位带符号整数范围内。

安迪的鞋架（Andy's Shoes, UVa 11330）

小Andy有很多鞋，穿完了到处扔。后来，他把所有鞋都放回了鞋架排成一排，并且左右交替。遗憾的是，所有颜色混在一起。你的任务是用最少的交换（一次交换任意两只鞋）次数，将每双鞋的左右脚放在一起。

苏丹的吊灯（Sultan's Chandelier, UVa 11540）

苏丹的吊灯是一种树状结构，树上的每个结点处都有一个彩色的灯泡，且该结点的所有子结点等距地挂在以它为圆心的圆周上。这些子结点可以旋转，因此一组吊灯可能在旋转后看起来像另一组吊灯。我们把这两组吊灯看成是本质相同的。

例如，对于如图2-46所示的吊灯结构。
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图　2-46

如果灯泡只有红、绿两种颜色，则有如图2-47所示的6种本质不同的吊灯。
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图　2-47

吊灯结构用如下方式表达。
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换句话说，每组吊灯（subtree）要么只有一个灯泡，要么还有多个子吊灯（tree list）。

输入吊灯的结构（由“[”、“，”和“]”组成的字符串）和灯泡颜色的数量C（C≤100），输出方案总数除以1000000007的余数。每个吊灯的结点数不超过100。

6．矩阵与线性方程组

和矩阵、线性方程组有关的题目大都有规律可循。表2-12中的几道例题相当经典，请读者认真学习。

表　2-12
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如表2-13所示的习题有一定难度，但能很好地锻炼思维和编程能力。

表　2-13
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n次方之和（Contemplation! Algebra, UVa 10655）

输入非负整数p，q，n，求an
 ＋bn
 的值，其中a和b满足a＋b＝p，ab＝q。注意，a和b不一定是实数。

矩阵的幂（Power of Matrix, UVa 11149）

输入一个n×n矩阵A，计算A＋A2
 ＋A3
 ＋…＋Ak
 的值。

有理数电阻（Rational Resistors, UVa 10808）

给你一个包含n个结点，m条导线的电阻网络，求结点a和b之间的等效电阻（单位：欧姆）。a和b的等效电阻等于有一安培电流从a流进，b流出时，ab之间的电压值（单位：伏特）。注意两个结点之间可以有多条导线相连，一条导线的两端也可以是同一个结点。输出用最简分数表示（无穷大用1/0表示）。

怪盗基德（Kid's Problem, Beijing 2004, LA 3139）

你的任务是帮助怪盗基德打开如图2-48所示的一个密码锁。
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图　2-48

该锁一共有k（1≤k≤20）个按钮和k个齿轮，每个齿轮上有n（2≤n≤10）个齿，分别印有整数1～n，其中最上面的那个齿上的数字在外部可见。初始时所有齿轮的可见数（即最上面齿的整数）均为1。每个按钮可以控制多个齿轮，用序列｛a1
 ，b1
 ，a2
 ，b2
 ，…，ap
 ，bp
 ｝来描述，表示该按钮控制p个齿轮：a1
 ，a2
 ，…，ap
 ，其中每按一下这个按钮，齿轮ai
 将逆时针旋转bi
 个齿。当每个齿轮的可见数组成的序列恰好等于密码，锁将会打开。密码保证不是全1，因此初始情况下密码锁是锁上的。

7．数值方法

表2-14中的3道例题覆盖了算法竞赛中3个最常见的数值方法：二分法、三分法、数值积分。

表　2-14
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下面是习题和翻译。请读者在完成如表2-15所示的题目时注意精度问题。有些式子在数学上是等价的，但写成程序时对误差的敏感程度却不同。

表　2-15
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变长的木棍（Expanding Rods, UVa 10668）

把一个长度为L的细木棍加热n度，它的长度会变为L'＝（1＋nC）L，其中C为伸缩系数。如果把木棍的两端固定好，木棍在变长的过程中会变成圆弧形。输入L，n，C，你的任务是计算出木棍中心的位移。输入保证木棍长度增量不超过原长的一半。

铁人两项（Duathlon, UVa 10385）

有n（n≤20）个选手参加一个“铁人两项”比赛，比赛项目是先跑步r千米，再骑车k千米。总赛程是t（t≤100）千米，跑步和骑车的距离可以调整，但必须保证r＋k＝t。已知每个人的跑步速度和骑车速度（假设速度不变且不随距离变化），并且指定其中一名选手。是否可以通过调整r和k的值，使得这个指定选手取胜？如果可以，还要让他和第二名的差距（时间）尽量大。

体积（Volume, Harbin 2010, LA 5096）

有两个底面半径为R，高为H的全等圆柱体在中心重合的位置正交，如图2-49所示。
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图　2-49

给出R和H，求相交部分体积。注意R可以小于H的一半。

高精度十进制小数计算器（Big Decimal Calculator, UVa 12413）

你的任务是实现一个高精度十进制小数的计算器，支持以下15个运算。

❑　双目运算：add, sub, mul, div, pow, atan2。

❑　单目运算：exp, ln, sqrt, asin, acos, atan, sin, cos, tan。

在所有三角函数／反三角函数中，角均用弧度表示。

提示：在使用泰勒展开时，需要配合一些数值技巧以保证级数快速收敛。相关信息参见http://www.tc.umn.edu/~ringx004/sidebar.html。

注释


[1]
 　注意，“除以3”是在乘法之后，所以应当判断除以3之前的部分是不是会溢出。


[2]
 　即两边之和大于第三边。


[3]
 　UVa 11375


[4]
 　UVa 11137。


[5]
 　UVa 11174。


[6]
 　如果你无法注意到MOD是素数，至少应该注意编程判断题目中给出的模是否为素数。这是一个好习惯。


[7]
 　参考http://oeis.org/A001187。


[8]
 　再如，在上面的讨论中我们实际上已经得出（x，x，0）总是必败状态。


[9]
 　例如，单堆Nim游戏很简单（直接把所有火柴拿走就赢了），但n堆火柴就复杂得多了。


[10]
 　UVa 11859。


[11]
 　这样的随机过程称为马尔可夫过程（markov process）。尽管这个名称本身不会对解题带来什么帮助，但要知道它以后会对阅读某些文献有所帮助。


[12]
 　请反复阅读这句拗口的话。


[13]
 　算法不同，稳定性的精确定义也有所不同，但是都与算法的精确性与正确性相关。


[14]
 　请不要和伴随矩阵（adjugate matrix）混淆。


[15]
 　如果是在二分int，最多32次就够了；同理，因为float和double存在精度极限，也可以计算出最大迭代次数。


[16]
 　如果不愿意实验，直接计算出迭代次数也可以，但需要注意的是，本题输出的是函数值而不是x的值，因此计算迭代次数并不是想象中那么简单。


第3章　实用数据结构

在《算法竞赛入门经典》中，我们已经接触到了很多数据结构，如队列、栈、链表、二叉树、优先队列、并查集等，本章会给出更多关于它们的实例。而对于算法竞赛中涉及的一些更为复杂的数据结构，本章也会予以详细介绍。

与算法设计及数学问题相比，数据结构题目有更多规律可循，但编程难度通常也会更大。对于不能带资料的比赛（如IOI）来说，现场编写复杂数据结构是一种很大的挑战。

3.1　基础数据结构回顾

3.1.1　抽象数据类型（ADT）

《算法竞赛入门经典》中已经介绍过不少常用的数据结构，但重点在于知识点的讲授而不是应用。在算法竞赛中，往往是先思考需要一个怎样的数据结构，再考虑如何去实现（或者用已有的）。通俗地说，这个与实现无关的数据结构称为抽象数据类型（Abstract Data Type, ADT），它描述的是数据结构的外部特征，即使用方法。

例题1　猜猜数据结构（I Can Guess the Data Structure!, UVa 11995）

你有一个类似“包包”的数据结构，支持两种操作，如表3-1所示。

表　3-1
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给出一系列操作以及返回值，你的任务是猜猜这个“包包”到底是什么。它可能是一个栈（后进先出），队列（先进先出），优先队列（数值大的整数先出）或者其他什么奇怪的东西。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为一个整数n（1≤n≤1000）。以下n行每行要么是一条类型1的命令，要么是一条类型2的命令后面跟着一个整数x（1≤x≤100）。这个整数x表示执行完这条类型2的命令后，包包无错地返回了x。输入结束标志为文件结束符（EOF）。输入文件大小不超过1MB。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行。一共有5种可能的输出，如表3-2所示。

表　3-2
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【分析】

本题考查了栈、队列和优先队列3种ADT的概念。只要熟悉这些概念，本题不难解决。事实上，STL中已经封装好了这3种数据结构，分别是stack, queue和priority_queue。这样，本题只需要依次判断输入是否有可能是栈、队列或优先队列，然后综合起来即可。注意到题目中说的“无错的返回”，因此在执行pop操作的时候要调用一下empty（），否则可能会异常退出。

例题2　一道简单题（Easy Problem from Rujia Liu?, UVa 11991）

给出一个包含n个整数的数组，你需要回答若干询问。每次询问两个整数k和v，输出从左到右第k个v的下标（数组下标从左到右编号为1～n）。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤100000），第二行包含n个不超过106
 的正整数，即待查询的数组。以下m行每行包含两个整数k和v（1≤k≤n，1≤v≤106
 ）。输入结束标志为文件结束符（EOF）。输入文件不超过5MB。

【输出格式】

对于每个查询，输出查询结果。如果不存在，输出0。

【分析】

本题有很多做法，下面描述一种编程复杂度小，时间效率也满足题目要求的方法。从查询的角度讲，如果能把输入组织成一个可以“直接读结果”的数据结构，是最好不过了。比如，如果data[v][k]就是答案，那该有多好！

事实上，这样的数据结构是存在的。首先，因为v的范围很大，这里的data不应该是一个数组，而是一个STL的map。也就是说，data[v]是指在data这个map中键v所对应的“值”。由于我们还要以data[v][k]这样的方式访问，data[v]的“值”应当是一个数组，保存整数v从左到右依次出现的下标（因此第k次出现的下标就是data[v][k]）。

由于不同整数出现的次数可以相差很大，data[v]不应是一个定长数组，否则会有大量的空间浪费。换句话说，data[v]应该是一个变长数组，如vector＜int＞。

这样，我们就可以利用vector和map这两个现成的数据结构简洁地解决本题，代码如下。
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预处理每个元素的时间复杂度为O（logn）（这是map查找的时间复杂度），总时间复杂度为O（nlogn）。而查询的时间复杂度为O（logn）（这也是map查找的时间复杂度，因为vector＜int＞的随机存取是O（1）的）。如果把map改成hash_map（一个非标准的STL容器，用hash实现），则运行时间还会缩短。

3.1.2　优先队列

例题3　阿格斯（Argus, Beijing 2004, LA 3135）

你的任务是编写一个称为Argus的系统。该系统支持一个Register命令

Register Q_num Period

该命令注册了一个触发器，它每Period秒钟就会产生一次编号为Q_num的事件。你的任务是模拟出前k个事件。如果多个事件同时发生，先处理Q_num小的事件。

【输入格式】

输入仅包含一组数据。前若干行是Register命令，以“#”结尾；最后一行是整数k。对于每条命令，1≤Q_num，Period≤3000。k≤10000。命令条数n不超过1000。

【输出格式】

输出k行，即前k个事件的Q_num。

【分析】

用优先队列来维护每个触发器的“下一个事件”，然后每次从中取出最早发生的一个事件，重复k次即可。任意时刻优先队列中都是n个元素，因此总时间复杂度为O（klogn）。
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推而广之，我们实际上已经学会解决多路归并问题，即把k个有序表合并成一个有序表（假定每个表都是升序排列）——用优先队列维护每个表的“当前元素”。如果一共有n个元素，则时间复杂度为O（nlogk）。

例题4　K个最小和（K Smallest Sums, UVa 11997）

有k个整数数组，各包含k个元素。在每个数组中取一个元素加起来，可以得到kk
 个和。求这些和中最小的k值（重复的值算多次）。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为一个整数k（1≤k≤750）。以下k行每行包含k个不超过106
 的正整数。输入结束标志为文件结束符（EOF）。输入文件不超过5MB。

【输出格式】

对于每组数据，输出k个最小和的值，并按照从小到大的顺序排序。

【分析】

在解决这个问题之前，先看看它的简化版：给出两个长度为n的有序表A和B，分别在A和B中任取一个数并相加，可以得到n2
 个和。求这些和中最小的n个和。

这个问题可以转化为前面介绍过的多路归并问题。这需要我们把这n2
 个和组织成如下n个有序表。

表1：A1
 ＋B1
 ≤A1
 ＋B2
 ≤A1
 ＋B3
 ≤…

表2：A2
 ＋B1
 ≤A2
 ＋B2
 ≤A2
 ＋B3
 ≤…

表3：An
 ＋B1
 ≤An
 ＋B2
 ≤An
 ＋B3
 ≤…

其中第a张表里的元素形如Aa
 ＋Bb
 。我们用二元组（s，b）来表示一个元素，其中s＝Aa
 ＋Bb
 。为什么不保存A的下标a呢？因为我们用不到a的值。如果我们需要得到一个元素（s，b）在表a中的下一个元素（s'，b＋1），只需要计算s'＝Aa
 ＋Bb＋1
 ＝Aa
 ＋Bb
 －Bb
 ＋Bb＋1
 ＝s－Bb
 ＋Bb＋1
 ，并不需要知道a是多少。代码里可以用如下结构体来表示。
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因为在任意时刻，优先队列中恰好有n个元素，一共取了n次最小值，因此时间复杂度为O（nlogn）。代码如下。
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本题不是两个表，而是k个表，怎么办呢？两两合并就可以了（想一想，为什么），代码如下。
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注意（*）处，combine函数对A[0]又读又写，会有问题吗？这个问题请读者思考。程序的时间复杂度为O（k2
 logk）。另外，没有必要在一开始就把所有k2
 个元素保存在二维数组A中，而是可以每次只读k个元素，然后合并，从而大大降低空间复杂度。

3.1.3　并查集

例题5　易爆物（X-Plosives, LA 3644）

有一些简单化合物，每个化合物都由两种元素组成的（每个元素用一个大写字母表示）。你是一个装箱工人，从实验员那里按照顺序依次把一些简单化合物装到车上。但这里存在一个安全隐患：如果车上存在k个简单化合物，正好包含k种元素，那么它们将组成一个易爆的混合物。为了安全起见，每当你拿到一个化合物时，如果它和已装车的化合物形成易爆混合物，你就应当拒绝装车；否则就应该装车。编程输出有多少个没有装车的化合物。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据包含若干行，每行为两个不同的整数a，b（0≤a，b≤105
 ），代表一个由元素a和元素b组成的简单化合物。所有简单化合物按照交给你的先后顺序排列。每组数据用一行-1结尾。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出没有装车的化合物的个数。

【分析】

我们把每个元素看成顶点，则一个简单化合物就是一条边。当整个图存在环的时候，组成环的边对应的化合物是危险的，反之则是安全的。

这样，我们可以用一个并查集来维护图的连通分量集合，每次得到一个简单化合物（x，y）时检查x和y是否在同一个集合中。如果是，则拒绝，反之则接受。
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例题6　合作网络（Corporative Network, LA 3027）

有n个结点，初始时每个结点的父结点都不存在。你的任务是执行一次I操作和E操作，格式如下。

❑　Iuv：把结点u的父结点设为v，距离为｜u－v｜除以1000的余数。输入保证执行指令前u没有父结点。

❑　Eu：询问u到根结点的距离。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T。每组数据第一行为n（5≤n≤20000）。接下来有不超过20000行，每行一条指令，以“O”结尾。I指令的个数小于n。

【输出格式】

对于每条E指令，输出查询结果。

【分析】

因为题目只查询结点到根结点的距离，所以每棵树除了根结点不能换之外，其他结点的位置可以任意改变，这恰好符合并查集的特点，但是需要记录附加信息。如果记录每个结点到根的距离，那么每次I操作都要更新很多结点的信息，时间复杂度难以保证，因此考虑记下每个结点到父结点的距离为d[i]，然后在路径压缩时维护这个d数组，如图3-1所示。
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图　3-1

上图是修改后的查找过程。注意，由于本题的合并操作指定了父结点和子结点，所以不能使用启发式合并。完整代码如下。
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3.2　区间信息的维护与查询

连续和查询问题。给定一个n个元素的数组A1
 ，A2
 ，…，An
 ，你的任务是设计一个数据结构，支持一个查询操作Query（L，R）：计算AL
 ＋AL＋1
 ＋…＋AR
 。

如何做呢？如果每次用循环来计算，单次查询需要O（n）的时间，效率太低；如果借助前缀和思想，可以花O（n）时间事先计算好Si
 ＝A1
 ＋A2
 ＋…＋Ai
 （定义S0
 ＝0），因为Query（L，R）＝SR
 －SL－1
 ，每次查询都只需O（1）时间。我们用O（n）－O（1）来描述这样的时间复杂度：预处理时间为O（n），单次查询时间为O（1）。

上面的问题本身虽然不难，但是只要稍作修改，就可以引申出一系列经典算法和数据结构。下面将一一介绍。

3.2.1　二叉索引树（树状数组）

动态连续和查询问题。给定一个n个元素的数组A1
 、A2
 、…，An
 ，你的任务是设计一个数据结构，支持以下两种操作。

❑　Add（x，d）操作：让Ax
 增加d。

❑　Query（L，R）：计算AL
 ＋AL＋1
 ＋…＋AR
 。

如何让Query和Add都能快速完成呢？如果依照刚才的思路，每次执行Add操作都要修改一批Si
 ，还是会很慢。有一种称为二叉索引树（Binary Indexed Tree, BIT）
[1]

 的数据结构可以很好地解决这个问题。为此，我们需要先介绍lowbit。

对于正整数x，我们定义lowbit（x）为x的二进制表达式中最右边的1所对应的值（而不是这个比特的序号）。比如，38288的二进制是1001010110010000
 ，所以lowbit（38288）＝16（二进制是10000）。在程序实现中，lowbit（x）＝x&－x。为什么呢？回忆一下，计算机里的整数采用补码表示，因此-x实际上是x按位取反，末尾加1以后的结果，如图3-2所示。
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图　3-2

二者按位取“与”之后，前面的部分全部变0，之后lowbit保持不变。

如图3-3所示是一棵典型的BIT，由15个结点组成，编号为1～15。
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图　3-3

灰色结点是BIT中的结点（白色长条的含义稍后叙述），每一层结点的lowbit相同，而且lowbit越大，越靠近根。图中的虚线是BIT中的边
[2]

 。注意编号为0的点是虚拟结点，它并不是树的一部分，但是它的存在可以让算法理解起来更容易一些。

对于结点i，如果它是左子结点，那么父结点的编号就是i＋lowbit（i）；如果它是右子结点，那么父结点的编号是i-lowbit（i）（请读者打草稿验证一下）。搞清楚树的结构之后，构造一个辅助数组C，其中
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换句话说，C的每个元素都是A数组中的一段连续和。到底是哪一段呢？在BIT中，每个灰色结点i都属于一个以它自身结尾的水平长条（对于lowbit＝1的那些点，“长条”就是那个结点自己），这个长条中的数之和就是Ci
 。比如结点12的长条就是从9～12，即C12
 ＝A9
 ＋A10
 ＋A11
 ＋A12
 。同理，C6
 ＝A5
 ＋A6
 。这个等式极为重要，请读者花一些时间来验证“Ci
 就是以i结尾的水平长条内的元素之和”这一事实。

有了C数组后，如何计算前缀和Si
 呢？顺着结点i往左走，边走边“往上爬”（注意并不一定沿着树中的边爬），把沿途经过的Ci
 累加起来就可以了（请读者仔细验证，沿途经过的Ci
 所对应的长条不重复不遗漏地包含了所有需要累加的元素），如图3-4所示。
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图　3-4

而如果修改了一个Ai
 ，需要更新C数组中的哪些元素呢？从Ci
 开始往右走，边走边“往上爬”（同样不一定沿着树中的边爬），沿途修改所有结点对应的Ci
 即可（请读者验证，有且仅有这些结点对应的长条包含被修改的元素），如图3-5所示。
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图　3-5

两个操作的代码如下。
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不难证明，两个操作的时间复杂度均为O（logn）。预处理的方法是先把A和C数组清空，然后执行n次add操作，总时间复杂度为O（nlogn）。

例题7　乒乓比赛（Ping pong, Beijing 2008, LA 4329）

一条大街上住着n个乒乓球爱好者，经常组织比赛切磋技术。每个人都有一个不同的技能值ai
 。每场比赛需要3个人：两名选手，一名裁判。他们有一个奇怪的规定，即裁判必须住在两名选手的中间，并且技能值也在两名选手之间。问一共能组织多少种比赛。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（1≤T≤20）。每组数据占一行，首先是整数n（3≤n≤20000），然后是n个不同的整数，即a1
 ，a2
 ，…，an
 （1≤ai
 ≤100000），按照住所从左到右的顺序给出每个乒乓爱好者的技能值。

【输出格式】

对于每组数据，输出比赛总数的值。

【分析】

考虑第i个人当裁判的情形。假设a1
 到ai
 1
 中有ci
 个比ai
 小，那么就有（i－1）－ci
 个比ai
 大；同理，假设ai＋1
 到an
 中有di
 个比ai
 小，那么就有（n－i）－di
 个比ai
 大。根据乘法原理和加法原理，i当裁判有ci
 （n－i－di
 ）＋（i－ci
 －1）di
 种比赛。这样，问题就转化为求ci
 和di
 。

ci
 可以这样计算：从左到右扫描所有的ai
 ，令x[j]表示目前为止已经考虑过的所有ai
 中，是否存在一个ai
 ＝j（x[j]＝0表示不存在，x[j]＝1表示存在），则ci
 就是前缀和x[1]＋x[2]＋…＋x[ai
 －1]。初始时所有x[i]＝0，在计算ci
 时，需要先设x[ai
 ]＝1，然后求前缀和。换句话说，我们需要动态地修改单个元素值并求前缀和——这正是BIT的标准用法。这样，就可以在O（nlogr）（这里的r是ai
 的上限）的时间内计算出所有ci
 ，类似地，可以计算出di
 ，然后在O（n）时间里累加出最后的答案。

3.2.2　RMQ问题

范围最小值问题（Range Minimum Query, RMQ）。给出一个n个元素的数组A1
 ，A2
 ，…，An
 ，设计一个数据结构，支持查询操作Query（L，R）：计算min｛AL
 ，AL＋1
 ，…，AR
 ｝。

每次用一个循环来计算最小值显然不够快，前缀和的思想也不能提高效率（想一想，为什么），怎么办呢？实践中最常用的是Tarjan的Sparse-Table算法，它预处理的时间是O（nlogn），但是查询只需要O（1），而且常数很小。最重要的是，这个算法非常好写，并且不易写错
[3]

 。

令d（i，j）表示从i开始的，长度为2j
 的一段元素中的最小值，则可以用递推的方法计算d（i，j）：d（i，j）＝min｛d（i，j－1），d（i＋2j－1
 ，j－1）｝，原理如图3-6所示。
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图　3-6

注意2j
 ≤n，因此d数组的元素个数不超过nlogn，而每一项都可以在常数时间计算完毕，故总时间为O（nlogn）。代码如下。
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查询操作很简单，令k为满足2k
 ≤R－L＋1的最大整数，则以L开头、以R结尾的两个长度为2k
 的区间合起来即覆盖了查询区间[L，R]。由于是取最小值，有些元素重复考虑了几遍也没关系，如图3-7所示（注意，如果是累加，重复元素是不允许的）。
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图　3-7

查询代码如下。
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这样就在O（nlogn）预处理后，做到了O（1）时间查询。

例题8　频繁出现的数值（Frequent Values, UVa 11235）

给出一个非降序排列的整数数组a1
 ，a2
 ，…，an
 ，你的任务是对于一系列询问（i，j），回答ai
 ，ai＋1
 ，…，aj
 中出现次数最多的值所出现的次数。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和q（1≤n，q≤100000）。第二行包含n个非降序排列的整数a1
 ，a2
 ，…，an
 （-100000≤ai
 ≤100000）。以下q行每行包含两个整数i和j（1≤i≤j≤n），输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每个查询，输出查询结果。

【分析】

应注意到整个数组是非降序的，所有相等元素都会聚集到一起。这样就可以把整个数组进行游程编码（Run Length Encoding，RLE）。比如-1，1，1，2，2，2，4就可以编码成（-1，1），（1，2），（2，3），（4，1），其中（a，b）表示有b个连续的a。用value[i]和count[i]分别表示第i段的数值和出现次数，num[p]、left[p]、right[p]分别表示位置p所在段的编号和左右端点位置，则在下图的情况，每次查询（L，R）的结果为以下3个部分的最大值：从L到L所在段的结束处的元素个数（即right[L]－L＋1）、从R所在段的开始处到R处的元素个数（即R－left[R]＋1）、中间第num[L]＋1段到第num[R]－1段的count的最大值，如图3-8所示（除了最小值变成了最大值，这几乎就是一个RMQ）。
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图　3-8

特殊情况：如果L和R在同一段中，则答案是R－L＋1。

3.2.3　线段树（1）：点修改

动态范围最小值问题。给出一个有n个元素的数组A1
 ，A2
 ，…，An
 ，你的任务是设计一个数据结构，支持以下两种操作。

❑　Update（x，v）：把Ax
 修改为v。

❑　Query（L，R）：计算min｛AL
 ，AL＋1
 ，…，AR
 ｝。

如果还是使用Sparse-Table算法，每次Update操作都需要重新计算d数组，时间无法承受。为了解决这个问题，这里介绍一种灵活的数据结构：线段树（segment tree）
[4]

 。

如图3-9所示是线段[1，8]所对应的线段树。每个非叶子结点都有左右两棵子树，分别对应该线段的“左半”和“右半”。为了方便，我们按照从上到下、从左到右的顺序给所有结点编号为1，2，3，…，则编号为i的结点，其左右子结点的编号分别为2i和2i＋1。
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图　3-9

假定根结点是一个长度为2h
 的区间，不难发现：第i层有2i
 个结点，每个结点对应一个长度为2h－i
 的区间。最大层编号为h，结点总数为1＋2＋4＋8＋…2h
 ＝2h＋1
 －1，略小于区间长度的两倍。当整个区间长度不是2的整数幂时，虽然叶子不全在同一层，但树的最大层编号和结点总数仍然满足上述结论。

在不同的题目中，线段可以有不同的含义，如数轴上的一条真实的线段，或者一个序列中的连续子序列。在动态范围最小值问题中，用线段[L，R]代表子序列AL
 ，AL＋1
 ，…，AR
 ，则整个序列对应线段[1，n]，它是线段树的根结点。

上图只展示了线段树中各结点所对应的线段，但对于用到线段树的大部分题目来说，这些线段所拥有的附加信息才是重头戏。本题需要维护“最小值”信息，因此可以在每个结点上记录该线段中所有元素的最小值。比如，在写有“[5，8]”的结点里保存元素5，6，7，8的最小值，即min｛A5
 ，A6
 ，A7
 ，A8
 ｝。在程序中，可以用一个数组minv保存这个附加信息，其中minv[o]表示结点o所对应的区间中所有元素的最小值。比如，[5，8]的编号为3，因此minv[3]＝min｛A5
 ，A6
 ，A7
 ，A8
 ｝。

在查询时，我们从根结点开始自顶向下找到待查询线段的左边界和右边界，则“夹在中间”的所有叶子结点不重复不遗漏地覆盖了整个待查询线段。如图3-10所示。
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图　3-10

从图中不难发现，树的左右各有一条“主线”，虽有分叉，但每层最多只有两个结点继续向下延伸（整棵树的左右子树各一个），因此“查询边界”结点不超过2h个，其中h是线段树的最大层编号。这实际上把待查询线段分解成了不超过2h个不相交线段的并。比如图3-10中，[2，5]＝[2]＋[3，4]＋[5]。在后文中，凡是遇到这样的区间分解，就把分解得到的各个区间叫做边界区间，因为它们对应于分解过程的递归边界。

如何更新线段树呢？显然需要更新线段[i，i]对应的结点，然后还要更新它的所有祖先结点。不难发现，其他结点的值并没有改变。

下面是代码。这里的o是当前结点编号，L和R是当前结点的左右端点（比如，当o＝3时，L＝5，R＝8）。查询时，全局变量ql和qr分别代表查询区间的左右端点；修改时，全局变量p和v分别代表修改点位置和修改后的数值。
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最后叙述一下建树过程。一种方法是每读入一个元素x后执行修改操作A[i]＝x，则时间复杂度为O（nlogn）。其实只需要事先设置好每个叶结点的值，自底向上递推即可（也可以写成递归）。每个结点仅计算了一次，因此时间复杂度为O（n）。

值得一提的是，除了上述方法之外，线段树还有一种自底向上的写法，速度比上述递归方法快。但由于理解难度有所增加，而且在实际比赛中极少出现递归写法不够快的情况，这里不予介绍，有兴趣的读者可以自行查阅相关资料。

例题9　动态最大连续和（Ray, Pass me the Dishes, LA 3938）

给出一个长度为n的整数序列D，你的任务是对m个询问作出回答。对于询问（a，b），需要找到两个下标x和y，使得a≤x≤y≤b，并且Dx
 ＋Dx＋1
 ＋…＋Dy
 尽量大。如果有多组满足条件的x和y，x应该尽量小。如果还有多解，y应该尽量小。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤500000），即整数序列的长度和查询的个数。第二行包含n个整数，依次为D1
 ，D2
 ，…，Dn
 的值。这些整数的绝对值均不超过109
 。以下m行每行为一个查询，包含两个整数a和b。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出数据编号，然后为每个查询输出一行，包含两个整数x和y。

【分析】

本题看上去很像RMQ问题，但稍微琢磨一下就会发现本题和RMQ的重要区别：整个区间的解不能简单地通过各个子区间的解合并得到（想一想，为什么），所以Sparse-Table算法中的预处理和查询部分均不适用于本题。

《算法竞赛入门经典》中讨论过本题的静态版本，即最大连续和子序列，并且介绍过它的分治算法：最优解要么完全在左半序列，要么完全在右半序列，要么跨越中点。由于线性算法的存在，这个算法可能并没有引起很多读者的重视，但这个思路却是解决本题的关键。

构造一棵线段树，其中每个结点维护3个值：最大连续和max_sub、最大前缀和max_ prefix与最大后缀和max_suffix。具体来说，max_sub（a，b）是满足a≤x≤y≤b且Dx
 ＋Dx＋1
 ＋…＋Dy
 最大的二元组（x，y）；max_prefix（a，b）是满足a≤x≤b且Da
 ＋Da＋1
 ＋…＋Dx
 最大的整数x；max_suffix（a，b）是满足a≤x≤b且Dx
 ＋Dx＋1
 ＋…＋Db
 最大的整数x。

比如，n＝64，询问为（20，50），则线段[20，50]在线段树的根结点处被分成了两条线段[20，32]和[33，50]。则max_sub（20，50）的起点和终点有3种情况。

情况一：起点和终点都在[20，32]中，则max_sub（20，50）＝max_sub（20，32）。

情况二：起点和终点都在[33，50]中，则max_sub（20，50）＝max_sub（33，50）。

情况三：起点在[20，32]中，终点在[33，50]中，则max_sub（20，50）＝（max_suffix（20，32），max_prefix（33，50））（想一想，为什么）。

类似地，max_prefix和max_suffix也可以这样递推。建树的时间复杂度为O（n），单组查询的时间复杂度为O（logn）。

3.2.4　线段树（2）：区间修改

第3.2.3节介绍的是支持点修改和区间查询的线段树。事实上，线段树还可以做得更多。本节讨论区间修改问题，比3.2.3节的内容更难懂，但也更巧妙。

快速序列操作I。给出一个n个元素的数组A1
 ，A2
 ，…，An
 ，你的任务是设计一个数据结构，支持以下两种操作。

❑　Add（L，R，v）：把AL
 ，AL＋1
 ，…，AR
 的值全部增加v。

❑　Query（L，R）：计算子序列AL
 ，AL＋1
 ，…，AR
 的元素和、最小值和最大值。

根据查询需要，不难设计出线段树中需要维护的3个信息sum，min，max，分别对应3个查询值。但如何实现修改呢？注意，本题的add操作是区间修改，而不是前面介绍的点修改。点修改只会影响logn个结点，但区间修改在最坏情况下会影响到树中的所有结点。比如，如果对整个区间执行add操作，所有结点的sum都会改变。怎么办呢？

回忆前面讲区间查询时曾给出一个结论：任意区间都能分解成不超过2h个不相交区间的并（这里h依然是指线段树的最大层编号）。利用这个结论，我们可以“化整为零”，把一个add操作分解成不超过2h个操作，记录在线段树的结点中。图3-11展示了执行完add（1，7，5）和add（3，6，2）之后的情形。注意结点[5，6]中执行了两个add操作，分别加了2和5。这等价于一个add（7）操作。
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图　3-11

维护的信息也需要修改，理由前面已经讲过了。如果仍然用sum[o]表示“结点o对应区间中所有数之和”，则add操作在最坏情况下会修改所有的sum（不管add有没有分解）。解决方法是把sum[o]的定义改成“如果只执行结点o及其子孙结点中的add操作，结点o对应区间中所有数之和”。这样的附加信息仍可以方便地维护，而且每个原始add所影响到的结点数目变为了O（h）（想一想，为什么）。

信息维护的代码如下。
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在执行add操作时，哪些结点需要调用上述maintain函数呢？很简单，递归访问到的结点全部要调用，并且是在递归返回后调用。代码如下。
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查询操作如何实现呢？仍然是把查询区间递归分解为若干不相交子区间，把各个子区间的查询结果加以合并，但需要注意的是每个边界区间的结果不能直接用，还得考虑祖先结点对它的影响。为了方便，我们在递归查询函数中增加一个参数，表示当前区间的所有祖先结点add值之和，方法如下。
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怎么样，是不是比点修改复杂多了？还有更复杂的。

快速序列操作II。给出一个有n个元素的数组A1
 ，A2
 ，…，An
 ，你的任务是设计一个数据结构，支持以下两种操作。

❑　Set（L，R，v）：把AL
 ，AL＋1
 ，…，AR
 的值全部修改为v（v≥0）。

❑　Query（L，R）：计算子序列AL
 ，AL＋1
 ，…，AR
 的元素和、最小值和最大值。

不难想到把set操作也进行分解，记录在结点中，但很快就会发现一个新问题，即add操作的时间顺序不会影响结果，但set操作会。比如先执行add（1，4，1）再执行add（2，3，2）等价于先执行add（2，3，2）再执行add（1，4，1），但先执行set（1，4，1）再执行set（2，3，2）却不等价于先执行set（2，3，2）再执行set（1，4，1）。怎么办呢？

完整的解决方案有些复杂，但大体思路是清晰的：除了对本操作进行分解之外，还要修改以前分解好的操作，使得任意两个set操作都不存在祖先后代关系
[5]

 。因此，不管这些set操作以何种顺序进行，结果总是唯一的。

举例说明。在一棵根结点为[1，8]的线段树上先执行set（1，8，1）操作，再执行set（1，3，2）操作，会怎样呢？首先，set（1，8，1）就是简单设置根结点的set值为1，但set（1，3，2）就比较复杂了，分为3个步骤。

先把根结点的set（1）操作往下传递给左右子结点，如图3-12所示。
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图　3-12

接下来把[1，4]的set（1）继续往下传（想一想，为什么[5，8]不用传），如图3-13所示。
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图　3-13

注意，现在[1，2]不需要往下传，因为set（1，3，2）完整地覆盖了区间[1，2]，因此只需要把它的set值直接设为2即可，然后把[3，4]的set值往下传，最后覆盖[3，3]的set值，如图3-14所示。
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图　3-14

这样，修改操作代码如下。
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上述代码有两个需要注意的地方。首先是pushdown函数。它的作用是把set值往下传递，代码如下。
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另一个值得注意的地方是，与上一题相比，代码中多了两处maintain的调用。这是因为只要标记下传，该子树的附加信息就必须重新计算（想一想，为什么）。对于本来就要递归访问的子树，递归访问结束之后自然会调用maintain，因此只需要针对不进行递归访问的子树调用maintain。如图3-15所示。
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图　3-15

递归访问顺序是1→3→7，但是除了这3个结点之外，结点2和结点6也需要重新计算统计信息。

介绍完了set操作，可能有读者会产生疑问，如果先执行set（1，3，2）再执行set（1，8，1）会怎样呢？最终的线段树如图3-16所示。
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图　3-16

这违反了前面讲的“任意两个set操作不会存在祖先-后代关系”。的确如此。上面的方法并不一定满足上述要求，但这又如何？我们只需规定在这种情况下，以祖先结点上的操作为准即可，在递归查询时，一旦碰到一个set操作就立即停止，代码如下。
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例题10　快速矩阵操作（Fast Matrix Operations, UVa 11992）

有一个r行c列的全0矩阵，支持以下3种操作，如表3-3所示。

表　3-3
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子矩阵（x1，y1，x2，y2）是指满足x1≤x≤x2，y1≤y≤y2的所有元素（x，y）。输入保证任意时刻矩阵所有元素之和不超过109
 。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为3个整数r，c，m（1≤m≤20000），其中r为行数，c为列数，m是查询个数。矩阵不超过20行，元素总数不超过106
 。输入结束标志为文件结束符（EOF），输入文件大小不超过500KB。

【输出格式】

对于每条类型3的操作，输出3个整数，即该子矩阵的元素和、最小值和最大值。

【分析】

矩阵不超过20行，矩阵元素却可能多达106
 个，可以想到每行建一棵线段树，则本题转化为一维问题。

本题有两个操作，add和set，因此需要两个标记addv和setv，含义同前。规定同时有两个标记时，表示先执行set再执行add，传递代码如下。
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其他代码留给读者编写。注意update函数的递归边界代码，对于set操作要清除结点上的addv标记；但对于add操作不清除setv标记；在maintain函数中先考虑setv再考虑addv，而在query操作中要综合考虑setv和addv。

3.3　字符串（1）

3.3.1　Trie

我们常常用Trie（也叫前缀树）来保存字符串集合。如图3-17所示就是一个Trie。
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图　3-17

上图表示的字符串集合为｛a, to, tea, ted, ten, i, in, inn｝，每个单词的结束位置对应一个“单词结点”。反过来，从根节点到每个单词结点的路径上所有字母连接而成的字符串就是该结点对应的字符串。在程序上，将根结点编号为0，然后把其余结点编号为从1开始的正整数，然后用一个数组来保存每个结点的所有子节点，用下标直接存取。

具体来说，可以用ch[i][j]保存结点i的那个编号为j的子结点。什么叫“编号为j”呢？比如，若是处理全部由小写字母组成的字符串，把所有小写字母按照字典序编号为0，1，2，…，则ch[i][0]表示结点i的子结点a。如果这个子结点不存在，则ch[i][0]＝0
[6]

 。用sigma_size表示字符集的大小，比如，当字符集为全体小写字母时，sigma_size＝26。

使用Trie的时候，往往需要在单词结点上附加信息，其中val[i]表示结点i对应的附加信息。例如，如果每个字符串有一个权值，就可以把这个权值保存在val[i]中。简单起见，下面的代码中假定权值大于0，因此val[i]＞0当且仅当结点i是单词结点。

Trie的定义和插入代码如下。
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查询和插入类似，代码留给读者编写。

例题11　背单词（Remember the Word, LA 3942）

给出一个由S个不同单词组成的字典和一个长字符串。把这个字符串分解成若干个单词的连接（单词可以重复使用），有多少种方法？比如，有4个单词a、b、cd、ab，则abcd有两种分解方法：a＋b＋cd和ab＋cd。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为小写字母组成的待分解字符串，长度L不超过300000。第二行为单词个数S（1≤S≤4000）。以下S行每行为一个单词，由不超过100个小写字母组成。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出分解方案数除以20071207的余数。

【分析】

不难想到这样的递推法：令d（i）表示从字符i开始的字符串（即后缀S[i..L]）的分解方案数，则d（i）＝sum｛d（i＋len（x））｜单词x是S[i..L]的前缀｝。

如果先枚举x，再判断它是否为S[i..L]的前缀，时间无法承受（最多可能有4000个单词，判断还需要一定的时间）。可以换一个思路，先把所有单词组织成Trie，然后试着在Trie中“查找”S[i..L]。查找过程中每经过一个单词结点，就找到一个上述状态转移方程中的x，最多只需要比较100次就能找到所有的x。

例题12　strcmp（）函数（"strcmp（）" Anyone?, UVa 11732）

strcmp（）是C/C++的一个库函数，它的作用是比较两个字符串的字典序大小。在本题中，考虑strcmp（）的如下实现。
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如上所述，比较操作一直进行到两个字符串的对应位置处的字符不相同为止（假定字符串总是以'\0'结尾）。比如，strcmp（"than"，"that"）和strcmp（"there"，"the"）各需要7次比较（注意s[i]＝＝t[i]和s[i]＝＝'\0'各有一次比较），如图3-18所示。
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图　3-18

输入n个字符串，两两调用一次strcmp（）（即一共调用n（n－1）/2次），问字符比较的总次数是多少？

【输入格式】

输入最多包含10组测试数据，每组数据第一行为一个整数N（0＜N＜4001），即字符串总数。以下N行每行包含一个由不超过1000个数字和大小写字母组成的非空字符串。输入结束标志为n＝0。输入文件大小约为23MB。

【输出格式】

对于每组数据，输出字符比较的总次数T。输入保证T在64位带符号整数范围内。

【分析】

字符串很多，数据量大，按题意两两比较显然不现实。如果把所有单词插入到一棵Trie里面会怎样呢？考虑than和that对应的结点，如图3-19所示。
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图　3-19

than和that的前3个字符相同，但第4个字符不同，因此比较次数为7。不仅如此，任何两个在灰色结点处分叉的字符串都需要比较7次。想到这里，知道该怎么做了吗？

3.3.2　KMP算法

下面考虑字符串匹配问题。假设文本是一个长度为n的字符串T，模板是一个长度为m的字符串P，且m≤n。需要求出模板在文本中的所有匹配点i，即满足T[i]＝P[0]，T[i＋1]＝P[1]，…，T[m－1]＝P[m－1]的非负整数i（注意字符串下标从0开始）。如图3-20所示，P在T中有且只有一个匹配点，即位置3。
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图　3-20

最朴素的方法是依次判断每个位置s是不是一个匹配点。检查匹配点需要O（m）时间（每个字符逐一比较），而可能的匹配点有O（n－m）个，所以最坏情况时间复杂度为O（m（n－1））。有一个简单的优化：在检查匹配点的合法性时只要有一个字符不同，立即停止比较，换下一个匹配点。但最坏情况下仍然需要O（m（n－1））时间
[7]

 。

和朴素算法相比，KMP算法的时间效率就强多了。它首先用O（m）的时间对模板进行预处理，然后用O（n）时间完成匹配。从渐进意义上说，这样的时间复杂度已经是最好的了（至少需要O（m＋n）时间，因为需要检查文本串和模板的每个字符）。

虽然代码很短，但KMP算法的细节并不容易理解。考虑到网上已经有很多介绍KMP的资料，这里只对它进行简单介绍，作为学习Aho-Corasick自动机的铺垫。

KMP算法的精髓蕴含在图3-21中。
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图　3-21

假定在匹配的过程中正在比较文本串*位置的字符和模板串abbaaba的最后一个字符，发现二者不同（称为失配），这时，朴素算法会把模板串右移一位，重新比较abbaaba的第一个字符和文本串!!位置的字符。

KMP算法认为，既然!!位置已经比较过一次，就不应该再比一次了。事实上，我们已经知道灰色部分就是abbaab，应该可以直接利用模板串本身的特性判断出右移一位一定不是匹配。同理，右移两位或者三位也不行，但是右移四位是有可能的。这个时候，需要比较*处的字符和abbaaba的第三个字符。

图3-21下方的那条链是一个状态机，其中编号为i的结点表示已经匹配了i个字符
[8]

 。匹配开始时当前状态是0，成功匹配时状态加1（表示多匹配了一个字符），而失配时沿着“失配边”走。比如在这个例子中，如果在状态6时失配，应转移到状态2。为方便起见，这里用失配函数（failure function）f[i]表示状态i失配时应转移到的新状态，要特别注意的是f[0]＝0。

有了失配函数后，KMP算法不难写出，代码如下。
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这个代码的时间复杂度如何？答案可能并不明显。失配的时候也许会反复向左走很多次，会不会太慢？不会。可以这样计算时间复杂度。每次j＋＋的时候伴随着一次i＋＋，而每次j＝f[j]的时候j至少会减1。最坏情况下j增加了n次，因此j＝f[j]的次数不会超过n，因此总时间复杂度为O（n）。

状态转移图的构造是KMP算法的关键，也是它最巧妙的地方。算法的思想是“用自己匹配自己”，根据f[0]，f[1]，…，f[i－1]递推f[i]，代码和匹配部分非常相似，如下所示。

[image: alt]


如表3-4所示是ABRACADABRA的状态转移表，供读者理解和模拟刚才介绍的算法。

表　3-4

[image: alt]


上述算法其实并不是完整的KMP算法
[9]

 ，但因为现在的算法已经达到了时间复杂度的下限，并且足够使用，这里不再继续探讨，有兴趣的读者可自行查阅相关资料。

例题13　周期（Period, SEERC 2004, LA3026）

给定一个长度为n的字符串S，求它每个前缀的最短循环节。换句话说，对于每个i（2≤i≤n），求一个最大的整数K＞1（如果K存在），使得S的前i个字符组成的前缀是某个字符串重复K次得到。输出所有存在K的i和对应的K。

比如对于字符串aabaabaabaab，只有当i＝2，6，9，12时K存在，且分别为2，2，3，4。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为正整数n（2≤n≤106
 ），第二行为一个字符串S。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，按照从小到大的顺序输出每个i和对应的K，一对整数占一行。

【分析】

如图3-22所示，根据后缀函数的定义，“错位部分”长度为i－f[i]。
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图　3-22

如果这i个字符组成一个周期串，那么“错位”部分恰好是一个循环节，因此i－f[i]＝k*i（注意k＞1，因此i－f[i]不能等于i，即必须有f[i]＞0）。不难证明反过来也成立。代码如下。
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3.3.3　Aho-Corasick自动机

在模式匹配问题中，如果模板有很多个，KMP算法就不太合适了。因为每次查找一个模板，都要遍历整个文本串。可不可以只遍历一次文本串呢？可以，方法是把所有模板建成一个大的状态转移图（称为Aho-Corasick自动机，简称AC自动机），而不是每个模板各建一个状态转移图。注意到KMP的状态转移图是线性的字符串加上失配边组成的，不难想到AC自动机是Trie加上失配边组成的。

图3-23是｛he, she, his, hers｝的Trie。
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图　3-23

图3-24是对应的Aho-Corasick自动机。
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图　3-24

如果已经构造好AC自动机，匹配算法几乎和KMP是一样的，代码如下。
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代码中出现了一个陌生的数组last，下面解释一下。和Trie一样，我们认为所有val[j]＞0的结点j都是单词结点，反之亦然。但和Trie不同的是，同一个结点可能对应多个字符串的结尾，如图3-25所示。
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图　3-25

结点B不仅意味着找到串101，还意味着找到串01。换句话说，当找到一个模板后，应该顺着失配指针往回走，看看有没有其他串。当然，失配指针不一定指向一个单词结点（比如，两个串是101和010，那么上图中的结点A不是单词结点），为了提高效率，这里增设一个指针last[j]，表示结点j沿着失配指针往回走时，遇到的下一个单词结点编号。这个last[j]在正规文献里叫做后缀链接（suffix link）。

计算失配函数的方式和KMP很接近，只是把线性递归改成了按照BFS顺序递推，代码如下。
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由于失配过程比较复杂，要反复沿着失配边走，在实践中常常会把上述AC自动机改造一下，把所有不存在的边补上，即把计算失配函数中的语句“if（!u） continue;”改成：
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这样，就完全不需要失配函数，而是对所有的转移一视同仁。也就是说，find函数中的语句“while（j && !ch[j][c]） j＝f[j];”可以直接完全删除。

例题14　出现次数最多的子串（Dominating Patterns, LA 4670）

有n个由小写字母组成的字符串和一个文本串T，你的任务是找出哪些字符串在文本中出现的次数最多。例如字符串aba在ababa中出现2次，但字符串bab只出现了1次。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据第一行为字符串个数n（1≤n≤150）。以下n行每行包含一个字符串，长度为1～70之间的整数。下一行是文本串T，长度为1～106
 之间的整数。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，第一行输出最多出现的次数，接下来每行包含一个出现次数最多的字符串，按照输入顺序排列。

【分析】

本题模板多但长度短，而文本串又很长，正适合用AC自动机，只需要把“递归打印”的print函数改成如下所示即可
[10]

 。
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另一个容易忽略的地方是重复出现的模板。如果模板有重复，后一个子串会覆盖前一个（想一想，为什么），因此需要用其他方法判重，其中一个简单的方法
[11]

 是建一个字符串到编号的索引map＜string，int＞ ms，每次在初始化的时候清空，代码如下。
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插入的时候更新（在val[u]＝v; 之后加一条ms[string（s）]＝v;），最后在输出的时候使用，方法如下。
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例题15　子串（Substring, UVa 11468）

给出一些字符和各自对应的选择概率，随机选择L次后将得到一个长度为L的随机字符串S（每次独立随机）。给出K个模板串，计算S不包含任何一个串的概率（即任何一个模板串都不是S的连续子串）。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤50）。每组数据第一行为模板串个数K（K≤20）。以下K行每行包含一个模板串（长度不超过20）。下一行为整数N，即字符个数。以下N行每行为一个不同的字符（保证为大小写字母或者数字）和选择它的概率pi
 。所有pi
 之和保证为1。最后一行为生成的字符串长度L。模板串保证只由上述N个字符组成。

【输出格式】

对于每组数据，输出生成的串不包含任何一个模板串的概率。

【分析】

构造出AC自动机之后，每随机生成一个字母，相当于在AC自动机中随机走一步。所有单词结点标记为“禁止”，则本题就是求从结点0开始走L步，不进入任何禁止结点的概率。设d（i，j）表示当前在结点i，还需要走j步，不碰到任何禁止结点的概率，由全概率公式不难得到下面的记忆化搜索过程，代码如下。
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这个过程利用的是改造之后的AC自动机，因此所有字符一视同仁。上面的match[i]表示结点i是否为单词结点，有了它，就不需要维护val和last数组了。在insert函数中，新插入字符串结尾的match等于1，其他结点的match设为0，计算last的语句改成match[u]｜＝match[f[u]]即可。

例题16　矩阵匹配器（Matrix Matcher, UVa 11019）

给出一个n×m的字符矩阵T，你的任务是找出给定的x×y的字符矩阵P出现了多少次。即需要在二维文本串T中查找二维模式串P。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数。每组数据第一行为整数n和m（1≤n，m≤1000），以下n行每行m个字符，即字符矩阵T。下一行是整数x和y（1≤x，y≤100），以下x行每行y个字符，即字符矩阵P。

【输出格式】

对于每组数据，输出P在T中出现的次数。

【分析】

要想整个矩阵匹配，至少各行都得匹配。所以先把P的每行看做一个模式串构造出AC自动机，然后在T中的各行逐一匹配，找到P中每一行的所有匹配点。

只要在匹配时做一些附加的操作，就可以把匹配出来的单一的行拼成矩形。用一个count[r][c]表示T中以（r，c）为左上角、与P等大的矩形中有多少个完整的行和P对应位置的行完全相同。当P的第i行出现在T的第r行，起始列编号为c时，意味着count[r－i][c]应当加1（行列均从0开始编号）。所有匹配结束后，count[r][c]＝x（P的行数）的那些（r，c）就是一个二维匹配点。

这个算法的时间复杂度为O（nm＋xy），达到了理论下限（最坏情况下，必须检查T和P的每个字符）。

3.4　字符串（2）

3.4.1　后缀数组

3.3节讲到Aho-Corasick自动机可以解决多模板匹配问题，但前提是事先知道所有的模板。在实际应用中，很多时候是无法事先知道查询的（如搜索引擎）。这时需要预处理文本串T，而不是模板。

假定文本串为BANANA，可以在它的末尾加一个字符$（代表一个没在串中出现过的字符），然后把它的所有后缀（BANANA$，ANANA$，NANA$，ANA$，NA$，A$）插入到一颗Trie中。由于尾字符$的存在，字符串的每个后缀和叶结点一一对应。如图3-26所示。
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图　3-26

有了这个后缀Trie，查找一个长度为m的模板时只需要进行一次普通的Trie查找，时间复杂度为O（m），比如查找字符串ANAN，如图3-27所示。
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图　3-27

在实际应用中，会把后缀Trie中没有分支的链合并到一起，得到所谓的后缀树（suffix tree），但由于后缀树的构造算法比较复杂难懂，且容易写错（虽然最终代码并不长），在算法竞赛中很少使用。相比之下，后缀树的一个简单替代品——后缀数组却是选手必备的有利武器，它不仅时间效率高，而且代码简单，不易写错。

读者也许已经注意到了，在绘制上面的后缀Trie时，我们故意把每个结点的所有子结点排好序，字典序小的在左边，字典序大的在右边（规定$比所有其他字符都小），然后在叶结点里标上该后缀首字符的下标。比如后缀ANA开始于BANANA的下标3（注意下标从0开始），因此后缀ANA所对应的叶结点标有“3”。为叙述方便，直接把“以下标k开头的后缀”叫做“后缀k”。换句话说，对于文本串BANANA，后缀3就是ANA。

现在只需自左向右把所有叶子的编号排列出来，就可以得到后缀数组（suffix array）。比如，BANANA的后缀数组为SA＝｛5，3，1，0，4，2｝，它就是所有后缀按照字典序从小到大排序后的结果
[12]

 。

根据定义，后缀数组可以直接通过一次快速排序得到，但是在最坏情况下，直接排序需要的时间是O（n2
 logn）（虽然比较次数是O（nlogn），但两个字符串的比较不是O（1）的，而是O（n）的）。下面介绍Manber和Myers发明的倍增算法，它的时间复杂度是O（nlogn）。

首先把所有单个字符排序，计算出每个字母的“名次”，最小的字母是第1名，第二小的字母是第2名，依此类推，如图3-28所示。
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图　3-28

下面来给所有后缀的前两个字符排序（之前实际上是给所有后缀的第1个字符排序），如图3-29所示。
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图　3-29

这一步等价于给一些二元组排序，其中每个二元组就是一个后缀的前两个字符的名次。

接下来给所有后缀的前4个字符排序（注意不是前3个），如图3-30所示。
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图　3-30

注意，这次的排序对象仍然是二元组，而不是四元组。注意到每个后缀k的前4个字符是由“后缀k的前2个字符”和“后缀k＋2的前2个字符”连接而成的，如果要把它和某个后缀k'相比较，应该先比较“后缀k的前2个字符”和“后缀k'的前2个字符”，如果相同再比较“后缀k＋2的前2个字符”和“后缀k'＋2的前2个字符”。这正是在比较一个二元组。请仔细阅读这段话，再对照图3-30，直到完全弄懂为什么这样排序是对的。

还需要给所有后缀的前8个字符排序吗？不必了，因为所有名次已经两两不同（请读者思考，为什么名次两两不同以后就不用排序了）。不过为了加深理解，这里仍然给出第4次排序的图，如图3-31所示。
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图　3-31

如果这个图和你想象的不同，说明你并未真正理解这个算法，请重新阅读前一段文字。

下面考虑程序实现。由于比较的字符数每次翻倍，不难发现最多需要O（logn）次排序。每次排序需要多长时间呢？第一次是给单个字符排序，第二次是给二元组排序，如果采用快速排序，各需要O（nlogn）时间，总时间复杂度为O（nlog2
 n）。注意到字符种类数最多只有n，所以可以用基数排序
[13]

 ，算法每一轮的时间复杂度降为O（n），总时间复杂度为O（nlogn）。程序的具体实现有很多技巧，这里仅给出最终代码，细节留给读者推敲。
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上述代码除了输入的字符串s之外，还需要4n个辅助空间，因此空间复杂度为O（n）。后缀数组还有线性时间复杂度的算法，但不好理解，不仅运行效率没有显著改善，所占用的空间也大幅提高。在算法竞赛中，倍增算法是后缀数组构造的不错选择。

有了后缀数组，就能处理在线的多模板匹配问题了。直接在后缀数组里进行二分查找即可。下面是一个示例代码，找到其中一个匹配位置，读者不难把它改写成找出所有位置的代码。
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每次查询的时间复杂度为O（mlogn），其中n是文本串的长度，m是模板串的长度。

3.4.2　最长公共前缀（LCP）

只有上面的sa这一个数组，能做的事情并不多。我们通常还需要两个辅助数组：rank和height，其中rank[i]代表后缀i在sa数组中的下标，height[i]定义为sa[i－1]和sa[i]的最长公共前缀（Longest Common Prefix, LCP）长度。两个字符串的LCP长度为k，意味着这两个字符串的前k个字符都相同，但第k＋1个字符不同（或者某个字符串一共只有k个字符）。

对于两个后缀j和k，不妨设rank[j]＜rank[k]，则不难证明后缀j和k的LCP长度等于height[rank[j]＋1]，height[rank[j]＋2]，…，height[rank[k]]中的最小值，即RMQ（height，rank[j]＋1，rank[k]）。

比如在图3-32中，后缀1（abaaaab）和后缀4（aaab）的LCP长度等于min｛2，3，1，2｝＝1。
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图　3-32

如果根据定义，计算height[i]需要进行一次字符串比较，整个height数组需要O（n2
 ）时间，比后缀数组的构造时间还要长。下面给出一个O（n）时间计算height数组的代码，它用到了一个辅助数组h[i]＝height[rank[i]]，然后按照h[1]，h[2]，…的顺序递推计算。递推的关键是这样一个性质：h[i]≥h[i－1]－1。这样做，就不必每次都从头比较了。
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如果你很好奇这个性质为什么成立，下面将给出一个简单的证明，如图3-33所示。

[image: alt]


图　3-33

在图3-33中，设排在后缀i－1前一个的是后缀k。后缀k和后缀i＋1分别删除首字符之后得到后缀k＋1和后缀i，因此后缀k＋1一定排在后缀i的前面，并且最长公共前缀长度为h[i－1]－1，如图3-34所示。
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图　3-34

这个h[i－1]－1是一系列h值的最小值，这些h值中包括后缀i和排在它前一个的后缀p的LCP长度，即h[i]。因此h[i]≥h[i－1]－1。

前面讲过，有了height数组之后，任意两个后缀的LCP相当于一次RMQ，因此可以用前面介绍的Sparse-Table算法，在O（nlogn）时间的预处理之后用O（1）时间回答每次询问。利用这个方法可以加速多模式匹配，把时间复杂度由前面的O（mlogn）降为O（m＋logn），当n很大的时候效果显著。具体应该怎么做，请读者思考。

例题17　生命的形式（Life Forms, UVa 11107）

输入n个DNA序列，你的任务是求出一个长度最大的字符串，使得它在超过一半的DNA序列中连续出现。如果有多解，按照字典序从小到大输出所有解。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为DNA串的个数n（1≤n≤100），以下n行每行为一个由不超过1000个小写字母组成的非空字符串。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出所有解，按照字典序从小到大排列。如果无解，输出一行“?”（不含引号）。

【分析】

这是一道经典的题目，解法有很多，这里仅介绍一种易于理解的方法。首先用不同的分隔字符把所有输入字符串（以下简称原串）拼起来，如abcdefg、bcdefgh、cdefghi可以拼成abcdefgXbcdefghYcdefghZ（注意最后也要加一个字符）。

求这个新串的后缀数组和height数组，然后二分答案，每次只需要判断是否有一个长度为p的串在超过一半的串中连续出现，判断方法是扫描一遍height数组，把它分成若干段。每当height[i]小于p时开辟一个新段，则每一段的最初p个字符均相同。只要某一段中包含了超过n/2个原串的后缀，p就是满足条件的，如图3-35所示。
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图　3-35

如何进行上述判断呢？最简单的方法是用一个数组标记当前段中是否包含了各个原串的后缀（比如，可以用flag[i]＝1表示当前段中包含原串i的后缀），然后在每次开启一个新段时检查flag为1的i的个数是否超过n/2，然后清空flag数组
[14]

 。这样，每次判断的时间复杂度为O（L）（L为拼接串的总长度），总时间复杂度为O（LlogL）。

本题还可以做到O（n）时间复杂度，有兴趣的读者可以自行思考。提示：扫描一次height数组即可，需要一个栈。

3.4.3　基于哈希值的LCP算法

在本节内容结束之前，来看一个另类的LCP算法。除了能够实现LCP算法之外，它的思路还可以用来解决其他很多问题。

还记得哈希函数吗？为每个后缀计算一个哈希值，满足递推式H（i）＝H（i＋1）x＋s[i]（其中0≤i＜n，H（n）＝0），例如
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一般地，H（i）＝s[n－1]xn－1－i
 ＋s[n－2]xn－2－i
 ＋…＋s[i＋1]x＋s[i]

对于一段长度为L的字符串s[i]～s[i＋L－1]，定义它的哈希值Hash（i，L）＝H（i）－H（i＋L）xL
 ，展开后等于[image: alt]


上述表达式只和s[i]～s[i＋L－1]以及L有关，适合作为这一段子串的哈希值。而且当预处理H和xL
 之后，Hash（i，L）是可以在常数时间内算出的。注意到这里的Hash值可能很大，但一般只把它存在unsigned long long里，这样在算术运算时会自然溢出，相当于模264
 。看到这里，读者可能会问，这样能保证字符串不同时，哈希函数值也不同吗？不一定。不同的字符串，哈希函数值有可能相同，但概率很小。可以随机多取几个不同的x来验证，如果算出的哈希函数值全部相同，字符串不同的概率就更小了。

有了哈希数组Hash，回答LCP（i，j）问题就很容易了。首先二分答案L，然后判断Hash（i，L）和Hash（j，L）是否相等。如果相等，就认为从i和j出发，长度为L的字符串相同，即LCP（i，j）≥L，否则LCP（i，j）＜L。

怎么样，简单吧。这个方法通常适合在没有时间编写复杂的字符串算法时使用，而且常常比“标准算法”效率更高。对概率算法的深入讨论已经超出了本书的范围，但可以告诉大家的是，基于哈希值的字符串算法真的很不错。

例题18　口吃的外星人（Stammering Aliens, SWERC 2009, LA 4513）

有一个口吃的外星人，说的话里包含很多重复的字符串，比如babab包含两个bab。给定这个外星人说的一句话，找出至少出现m次的最长字符串。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为整数m，第二行为一个仅包含小写字母的字符串，长度在m～40000之间。输入结束标志为m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，如果不存在，则输出“none”，否则输出两个整数，即最长字符串的长度及其起始位置的最大值。

【分析】

二分答案L，然后判断是否有长度为L的字符串出现了至少m次。判断方法很简单，从左到右计算出所有起始位置的长度为L的字符串的哈希值，一旦该哈希值出现了至少m次，就说明有解。代码如下。
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这种方法虽然不如后缀数组快（其实也只差了两三倍），但代码短且易于编写，不失为一种实用的方法。作为练习，请读者再用后缀数组解一遍本题，感受一下二者的区别。

3.5　排序二叉树

3.5.1　基本概念

排序二叉树（Binary Search Tree，BST，也称二叉搜索树、二分检索树）是一种数据结构，它的每个结点都保存着一个可以比较大小r的东西（如整数、字符串），并且对于任意结点u来说，u的左子树中的所有结点（如果存在的话）都比根结点小，u的右子树的所有结点（如果存在的话）都比根结点大。

注意，这个定义涉及了元素的比较操作，因此要求任意两个结点都可以比较大小。

BST最原始的用法是实现集合。这要求BST支持3种操作，即插入、删除和查找。根据定义，查找过程可以从根开始递归进行。假定要查找的元素为x，如果x比根小，递归在左子树中查找x；如果比根大，递归在右子树中查找x。如果根和x相等，直接返回结果即可。不难发现，在最坏情况下，查找的时间复杂度为O（h），其中h是树的高度。

插入过程类似，假设要插入的元素为x，如果x比根小，递归在左子树插入x；如果比根大，递归在右子树中插入x。如果根和x相等，插入失败（集合中不能有相同元素）。这个过程和查找过程最大的区别是，如果在递归查找／插入前发现对应的子树并不存在，查找过程的做法是返回“元素不存在”，而插入过程的做法是在该子树的位置创建新结点。删除比较复杂，暂不讨论。

同样的结点集合，可以构造出很多种不同的BST。注意到每次插入结点时，实际上只有一种正确的插入位置，所以BST不唯一的原因在于结点插入顺序不同。比如，按照不同顺序插入1，2，3，…，n，就会得到高度不同的BST。在极端情况下，它甚至会成为一条链，那么查找元素就和线性查找没什么两样了。所以实用的BST必须是平衡的。可问题来了，加入每次插入结点方式是唯一的，而插入结点的顺序又不是我们所能控制的（这取决于BST的使用者），如何让BST平衡呢？答案是通过旋转，让BST在保持合法的前提下改变形态。

图3-36为BST的两种旋转方式，分别为左旋和右旋。注意，这里的“左右”指的是旋转方向（如果觉得难以理解，可认为左是逆时针，右是顺时针）。不管是左旋还是右旋，旋转对象都是根结点，旋转结束以后，根结点发生变化。
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图　3-36

不难发现，旋转前后各子树的左右位置保持不变（a＜o＜x＜k＜b），因此仍然是棵合法的排序二叉树。

遗憾的是，只学会旋转还不够，还需要知道在什么情况下如何旋转，才能让BST保持平衡，而这并不是一件容易的事。幸运的是，主流编程语言大多数都提供了直接可用的BST，比如STL中的set和map。本着“不要重新发明轮子”的作风，如果二者（或者multiset/ multimap）已经可以满足要求，建议不要实现自己的平衡BST。下面的例题19就是一个直接使用“现成BST”的例子。

例题19　优势人群（Efficient Solutions, UVa 11020）

有n个人，每个人有两个属性x和y。如果对于一个人P（x，y），不存在另外一个人（x'，y'），使得x'＜x，y'≤y，或者x'≤x，y'＜y，我们说P是有优势的。每次给出一个人的信息，要求输出在只考虑当前已获得的信息的前提下，多少人是有优势的。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T。每组数据第一行为整数n（0≤n≤15000），以下n行每行两个整数x，y，分别为每个人的两个属性（不超过109
 的非负整数）。

【输出格式】

对于每组数据，输出获得每条信息后，有优势的人数。

【分析】

注意到人是只增不减的，因此一个现在有优势的人，以后可能会失去优势，而且一旦失去优势，便再也不会重新获得优势。这样可以动态维护优势人群集合。如果用平面坐标上的点表示一个人，那么优势人群对应的集合会是什么样的呢？

首先，根据定义，不会有两个不同点的x坐标或者y坐标相同。其次，对于任意两个点A和B，如果A在B的左边（即A的x坐标严格小于B的x坐标），那么A一定在B的上边（即A的y坐标严格大于B的y坐标）。这样，从左到右看，各个点的y坐标越来越小，如图3-37所示。
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图　3-37

新增一个点P后，会是什么情况呢？

情况一：这个点可能本身没有优势，因此直接忽略此点即可。判断方法很简单，只需判断它左边相邻点的y坐标是否比它小即可。如图3-38（a）所示。

情况二：这个点有优势，则把它加入到集合中。注意这个点可能会让一些其他点失去优势，从而被删除，如图3-38（b）所示。
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图　3-38

这里采用STL中的multiset（可重集）来表示这个点集（因为集合中可以有相同点，代表属性完全相同的人），则第一种情况只需要比较lower_bound（P）和P的y坐标，而第二种情况只需要从upper_bound（P）开始，删除所有没有优势的点。代码如下。
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由于每个点最多被删除一次，每次删除需要O（logn）时间复杂度，因此总时间复杂度为O（nlogn）。

3.5.2　用Treap实现名次树

在主流STL版本中，set都是用BST实现的，具体来说是用的一种称为红黑树（Red-black tree）的动态平衡BST，但红黑树在竞赛中并不常用。为什么呢？因为红黑树太复杂。它的插入有5种情况，删除有6种情况，不仅代码量大，编写的过程中也容易写错。相比之下，有一种称为Treap的动态平衡BST，不仅插入和删除非常简单直观，速度也不错，很好地平衡了编码复杂度和时间效率，是算法竞赛中同类数据结构中的首选。

简单地说，Treap是一棵拥有键值、优先级两种权值的树。对于键值而言，这棵树是排序二叉树；对于优先级而言，这棵树是堆。即在这棵树的任意子树中，根结点的优先级是最大的（这个性质称为堆性质）。图3-39就是一棵treap，其中结点内的数字表示键值，结点旁的数字表示优先级（该数值越大，优先级越高）。
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图　3-39

不难证明，如果每个结点的优先级事先给定且互不相等，整棵树的形态也唯一确定了，和元素的插入顺序无关。在Treap的插入算法中，每个结点的优先级是随机确定的，因此各操作的时间复杂度也是随机的。幸运的是，可以证明插入、删除和查找的期望时间复杂度均为O（logn），实际表现也不错。

下面是Treap结点的定义。
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下面是旋转。为方便起见，请结合图3-40来分析。
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图　3-40
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注意上述代码中的小技巧。因为d为0或1，d^1等价于1－d，但计算速度更快。另一个关键之处在于o的类型。首先，o是指向一个Treap结点的指针，因此为Node*类型；其次，o本身是可以修改的，因此o是引用。比如可以对某个结点u的左子结点进行旋转，即rotate（u－＞ch[0]），如果o不是引用，那么在旋转结束后，u的左子结点并没有改变，就会引起错误。当然，可以让rotate返回旋转后的结点指针，但代码会变长，且直观性会降低。

插入结点时，首先随机给新结点一个优先级，然后执行普通的插入算法（根据键值大小判断插在哪棵子树中）。执行完毕后用左右旋让这个结点“往上走”，从而维持堆性质。比如在图3-40中插入结点18，随机优先级为6，插入步骤如下。

首先按照标准的BST插入算法，不考虑优先级，如图3-41所示。
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图　3-41

新结点违反了堆性质，它的优先级比它的父结点大。解决方法是进行一次左旋，如图3-42所示。
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图　3-42

现在堆性质得到了满足，插入过程结束。一般情况下，Treap的插入操作分为BST插入和旋转两个部分。如果采用递归实现，则只需在递归插入之后判断是否需要旋转，代码如下。
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基本逻辑是，如果x比o的值小，应当插入到左子树。插入完毕后，如果o的左子树的优先级比o高，就应该对o执行右旋操作，没有别的选择。x比o的值大的情况进行类似处理，旋转方向和插入位置相反。

删除时，首先找到待删除结点。如果它只有一棵子树，情况就简单了。直接用这棵子树代替这个待删除结点成为根即可（注意o是叶子的情况也符合这个条件）。麻烦的是o有两棵子树的情况，我们先把这两棵子树中优先级高的一棵旋转到根，然后递归在另一棵子树中删除结点o。比如，如果左子结点的优先级比较高，就必须右旋，否则会违反堆性质；如果右子结点优先级高，就必须左旋。代码如下。
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有意思的是，删除和插入是对称的。事实上，前面那个例子从前往后看是插入，从后往前看是删除。二者的共同特点是“只有一种旋转方法”，所以即使不想记住上述代码，自己推导也不难。

Treap的所有难点都已经被攻破（怎么样，简单吧），请读者把它改写成一个“山寨set＜int＞”，并且和STL中的set＜int＞比一下速度
[15]

 。注意，上面的代码没有处理“待插入值已经存在”和“待删除值不存在”这两种情况，因此在调用相应函数之前请进行一次查找，代码如下。
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如果Treap只能用来仿写STL中的set方法，本书就不必用这么多篇幅介绍它，直接使用set即可。事实上，STL对set的过度封装使得一些用Treap可以实现的功能用STL的set却实现不了。这里仅举名次树（rank tree）一例。

在名次树中，每个结点均有一个附加域size，表示以它为根的子树的总结点数，如图3-43所示。
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图　3-43

名次树可以支持两个新操作。

❑　Kth（k）：找出第k小元素。

❑　Rank（x）：值x的“名次”，即比x小的结点个数加1。

用Treap实现名次树的方法是这样的：给结点新增一个成员变量s（就是上述size域），然后编写一个maintain函数，方法如下。
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注意这里并没有判断ch[0]和ch[1]是否为NULL，为什么呢？因为在实际编码中，为了减少出错的可能性，一般用一个真实的指针null代替空指针NULL，方法如下。
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这样即使读写了null的内容也没有影响，因为null指向一个实际存在的东西。但是有一点需要注意，null的变量s必须始终为0，并且Treap相关代码中所有用到NULL的地方，包括初始化和比较，全部要改成null。当然，之前那种使用NULL的方法也完全可行，但maintain函数需要采用如下写法。
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旋转操作也要修改。当s可能发生改变时，要调用maintain重新计算，方法如下。
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了解了上述知识，实现kth和rank操作并非难事。细节留给读者思考（也可参考例题20的代码）。

例题20　图询问（Graph and Queries, Tianjin 2010, LA 5031）

有一张n个结点m条边的无向图，每个结点都有一个整数权值。你的任务是执行一系列操作。操作分为3种，如表3-5所示。

表　3-5
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操作序列的结束标志为单个字母E。结点编号为1～n，边编号为1～m。

【输入格式】

输入第一行为两个整数n和m（1≤n≤20000，0≤m≤60000），以下n行每行有一个绝对值不超过106
 的整数，即各结点的初始权值，以下m行每行有两个整数，即一条边的两个端点。接下来是各条指令，以单个字母E结尾。保证Q指令和C指令均不超过200000条。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出所有Q指令的计算结果的平均值，精确到小数点后6位。

【分析】

本题只需要设计离线算法，因此可以把操作顺序反过来处理，先读入所有操作，执行所有的D操作得到最终的图，然后按照逆序把这些边逐步插入，并在恰当的时机执行Q和C操作。用一棵名次树维护一个连通分量中的点权，则C操作对应于名次树中一次修改操作（可以用一次删除加一次插入来实现），Q操作对应Kth操作，而执行D操作时，如果两个端点已经是同一连通分量则无影响，否则将两个端点对应的两棵名次树合并。树合并的时间复杂度是多少呢？假设有两棵树T1
 和T2
 ，结点数分别为n1
 和n2
 ，若n1
 ＜n2
 ，显然把T1
 合并到T2
 里比较高效，即把T1
 中的所有结点一一插入到T2
 中，时间复杂度为O（n1
 logn2
 ）。这样的策略叫启发式合并。如果使用启发式合并，对于任意结点来说，每当它被移动到新树中时，该结点所在树的大小至少加倍。由于树的结点数不超过n，任意结点至多“被移动”log2
 n次，而每次移动需要O（logn）时间，因此总时间复杂度为O（nlog2
 n）。

完整代码如下。由于本题非常经典，强烈建议读者实现自己的程序，仅把下面的代码当做参考。
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3.5.3　用伸展树实现可分裂与合并的序列

另一种常用的BST是伸展树。前面已经介绍了Treap了，为什么还要讲伸展树呢？因为它除了具有Treap的所有功能之外，还能快速地分裂与合并
[16]

 。

伸展树最重要的操作是伸展操作，它把一个指定结点x自底向上逐步旋转到根结点。具体来说，这个旋转过程要分3种情况考虑。

情况一：x的父结点是根结点。这样进行一次单旋即可。如果它是父结点的左子结点，就右旋，否则左旋，如图3-44所示。
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图　3-44

情况二：x的父结点不是根结点，且x、x的父结点、x父结点的父结点“三点共线”。这样需要两次相同方向的单旋（先旋转x的父结点，再旋转x），如图3-45所示。
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图　3-45

情况三：剩下的情况是把情况二的“共线”改成“不共线”。这样需要两次方向相反的旋转（x旋转两次），如图3-46所示。
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图　3-46

反复执行上述操作，直到x成为树根结点后，整个伸展过程结束。再次强调，伸展操作的作用就是把一个特定结点旋转到根结点。

前面提过，伸展树可以用来实现一种“可分裂与合并的序列”（以下简称“序列”），它支持以下3种操作。

❑　build（A）：把数组A转化为序列，返回这个序列

❑　merge（S1
 ，S2
 ）：把序列S1
 和S2
 连接在一起，S1
 在左边，S2
 在右边。返回新序列。

❑　split（S，k）：把序列S分裂成两个连续的子序列，左子序列包含左边k个元素，右子序列包含其余的元素。

为了支持这3种操作，我们需要像名次树那样增加一个附加信息s，然后在旋转代码中增加对maintain函数的调用。由于在很多地方都会用到“找到序列的左数第k个元素并伸展到根”这个过程，下面把查找和伸展过程写到一起，代码如下。
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上述代码和前面讲过的3种情况对应，建议读者仔细阅读，看看二者是如何对应起来的。有了伸展操作，就不难实现分裂与合并了，其中分裂如图3-47（a）所示，合并如图3-47（b）所示。
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图　3-47

在合并过程中，先把left中的最大元素伸展到根结点，则伸展之后的根结点一定没有右子树（想一想，为什么）。这时，只需要把right作为left的右子树即可。注意要重新计算left的附加信息。

在分裂过程中，直接把待分裂序列o的第k小元素伸展到根，然后断开树根及其右子树的链接关系，就得到了两个子序列。
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可分裂合并序列的一个典型的应用是文本编辑器。由于需要在文本的任意位置插入和删除字符，链表与数组都是不合适的，因为链表无法快速定位，而数组无法实现快速插入和删除（将引起大量元素移动）。虽然在实践中更常用的方法是把二者组合起来，形成链式数组（将在第6章中讨论），但存在一个理论时间复杂度更优的解决方案，即把整个文本用一个可分裂合并的序列来表示，则插入对应一次split和两次merge，删除对应两次split和一次merge，如图3-48所示。

[image: alt]


图　3-48

插入的时候先把待插入文本转化成序列mid，并且把当前文本分裂成left和right，然后合并left，mid，再与right合并。

删除的时候直接分裂两次，把当前文本分裂成left、mid和right，然后合并left和right，最后丢掉mid。

虽然单次伸展可能会比较慢，但可以证明平均情况下，伸展操作的时间复杂度是O（logn）的，实际效果也很好。

例题21　排列变换（Permutation Transformer, UVa 11922）

你的任务是根据m条指令改变排列｛1，2，3，…，n｝。每条指令（a，b）表示取出第a～b个元素，翻转后添加到排列的尾部。

【输入格式】

输入仅一组数据。第一行为整数n和m（1≤n，m≤100000）。以下m行每行为一条指令a，b（1≤a≤b≤n）。

【输出格式】

输出n行，即最终排列。

【分析】

用一个可分裂合并的序列来表示整个序列，则“截取出序列并放到序列末尾”的操作是不难实现的。如何实现“翻转”呢？根据前面线段树部分的经验，可以用标记来完成。给结点增加一个flip标记（表示以本结点为根的子树有没有旋转过），也可以写出与前面类似的pushdown函数，代码如下。
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核心代码如下。
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例题22　魔法珠宝（Jewel Magic, UVa 11996）

给定一个长度为n的01串，你的任务是依次执行如表3-6所示的m条指令。

表　3-6
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在这里指令中，L代表字符串的当前长度。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤200000）。第二行为一个长度为n的01串。以下m行每行为一条指令。输入结束标志为文件结束符。输入文件大小不超过5MB。

【输出格式】

对于每个类型4操作，输出对应的结果。

【分析】

这是一个和LCP有关的问题。经过思考，我们发现后缀数组很难派上用场，因为修改操作太乱，很难维护后缀数组。前面讲过LCP可以用哈希法快速求出，本题是不是也可以用此方法呢？答案是肯定的。用一棵伸展树维护这个01序列，其中每个结点除了记录子树大小和flip标记之外还要记录该子树所对应连续序列的Hash值，及其反转序列的Hash值。根据Hash值的递推关系，仍然可以在O（1）时间内完成附加域的维护，插入和删除也可以快速完成（细节请读者思考），那LCP应如何计算呢？同样用二分法，用merge和split提取子树，然后比较Hash值是否相等。总时间复杂度为O（mlogn）。

需要注意的是，理论上Hash值相同的字符串不一定相同，因此即使程序完全正确地实现了本算法，答案也有可能出现错误。如果出现这种情况，可以修改Hash函数或者加长Hash值。当Hash函数足够好，Hash值足够长时，错误概率将降到足够小。

3.6　小结与习题

数据结构的实践性很强，下面直接给出本章的主要知识点和对应的例题、习题，供读者参考。

1．基础数据结构

如表3-7所示是本章中只用到基础数据结构的例题。

表　3-7
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如表3-8所示是一些只用到基础数据结构的题目。它们并不简单，需要一些灵感和分析，但对思维和实践很有帮助。

表　3-8
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破损的键盘（又名：悲剧文本）（Broken Keyboard （a.k.a. Beiju Text）, UVa 11988）

你有一个破损的键盘。键盘上的所有键都可以正常工作，但有时候Home键或者End键会自动按下。你并不知道键盘存在这一问题，而是专心地打稿子，甚至没有打开显示器。当你打开显示器之后，展现在你面前的是一段混乱的文本。你的任务是在打开显示器之前计算出这段混乱文本。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据占一行，包含不超过100000个字母、下划线、字符“[”或者“]”。其中字符“[”表示Home键，“]”表示End键。输入结束标志为文件结束符（EOF）。输入文件大小不超过5MB。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，即屏幕上的混乱文本。

促销活动（Hoax or what, UVa 11136）

沃尔玛举行了一个促销活动，要求每个参加活动的顾客在小票上签字，然后放到一个特制的箱子里。活动第一天早上，这个箱子是空的。每天超市关门后，沃尔玛从箱子里取出购物金额最大和最小的两张小票，前者对应的顾客将得到沃尔玛提供的价值max-min的礼品，其中max和min分别为最大和最小的购物金额，然后把这两张小票扔掉（箱子里的其他小票留在箱子里）。你的任务是计算在整个活动中沃尔玛提供的奖品总价值。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为活动天数n（1≤n≤5000）。接下来的n行每行描述一天所收到的所有小票，其中第一个整数k（0≤k≤105
 ）是小票个数，接下来的k个整数是各小票的金额。输入保证每天结束后，箱子里至少有两张小票。每张小票金额均为不超过106
 的正整数，小票总个数不超过106
 。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出活动期间沃尔玛提供的奖品总价值。

异或（Exclusive-OR, Wuhan 2009, LA 4487）

有n个小于220
 的非负整数X0
 ，X1
 ，...，Xn－1
 ，但你并不知道它们的值。我会逐步提供一些信息，你的任务是根据这些信息回答问题。

有两种信息和一种问题如表3-9所示。

表　3-9
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【输入格式】

输入最多包含10组数据。每组数据第一行为两个整数n和Q（1≤n≤20000，2≤Q≤40000）。以下Q行按顺序给出每条信息或者问题，其中参数k为不超过15的正整数，v是小于220
 的非负整数。信息和问题混在一起，在回答每个问题时只能依据那之前给出的信息。输入结束标志为n＝Q＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出测试数据编号，然后是各个问题的答案。如果某个问题的答案不能唯一确定，输出“I don't know.”；如果某条信息和之前的信息矛盾，输出“The first i facts are conflicting.”然后忽略之后所有的问题（但不要忽略这之前的问题）。每组数据之后输出一个空行。

几乎就是并查集（Almost Union-Find, UVa 11987）

你的任务是实现一个并查集的变种。它也是需要维护一些不相交集合，并且支持如表3-10所示3种操作。

表　3-10
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初始时，一共有n个单元素集合：｛1｝，｛2｝，｛3｝，…，｛n｝。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤100000）。以下m行每行为一条指令（格式见题目，1≤p，q≤n）。输入结束标志为文件结束符（EOF）。输入大小不超过5MB。

【输出格式】

对于每条类型3的指令，输出p所在集合的元素个数。

2．区间信息维护

包括Fenwick树、线段树和RMQ问题。如表3-11所示的4道例题极为经典，建议读者做到熟练编写程序。

表　3-11
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如表3-12所示是习题和翻译。这些题目多数都不难，建议读者一一完成。

表　3-12
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电位计（Potentiometers, Dhaka 2006, LA 2191）

给定n个整数，你的任务是实现如表3-13所示的两种操作。

表　3-13
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【输入格式】

输入最多包含两组数据。每组数据第一行为整数n（1＜＝n＜＝200000）。以下n行每行一个不超过1000的非负整数。接下来包含不超过200000个操作，以END结束。

【输出格式】

对于每组数据，输出测试数据编号和每个M操作的答案。

带循环移动的RMQ（RMQ with shifts, UVa 12299）

在传统的RMQ问题中，有一个不变的数组A，然后需要对每个询问（L，R）（L≤R），输出A[L]，A[L＋1]，…，A[R]中的最小值。

在本题中，A是可变的：我们还需要支持一种询问移动操作，即shift（i1
 ，i2
 ，…，ik
 ），表示把元素A[i1
 ]，A[i2
 ]，…，A[ik
 ]循环移动（1≤i1
 ＜i2
 ＜…＜ik
 ≤n，k＞1）。例如，若A＝｛6，2，4，8，5，1，4｝，则执行shift（2，4，5，7）后得到｛6，8，4，5，4，1，2｝，再执行shift（1，2）后得到｛8，6，4，5，4，1，2｝。

【输入格式】

输入仅包含一组数据，第一行为两个整数n和q（1≤n≤100000，1≤q≤250000），即数组A中的元素个数和操作个数。第二行包含n个不超过100000的正整数，即数组A各个元素的初始值A[1]，A[2]，…，A[n]。以下q行每行为一个字符串格式的操作，长度不超过30，并且不含空白字符。所有操作保证合法。

【输出格式】

对于每个query操作，输出范围最小值（而不是下标）。

轮廓线（Skyline, Singapore 2007, LA 4108）

我们要在地平线（看成数轴）上依次建造n座建筑物。建筑物的修建按照从后往前的顺序，因此新建筑物可能会挡住一部分老建筑物。

修建完一座建筑物之后，统计它在多长的部分是最高的（可以和其他建筑物并列最高），并把这个长度称为该建筑物的“覆盖度”。如图3-49所示，假定最先修建的是灰色建筑物，然后是黑色，最后是白色，则三者的覆盖度依次为6，4，4。例如，白色建筑物在3～5，11～13是最高的，因此覆盖度为（5－3）＋（13－11）＝4。
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图　3-49

【输入格式】

输入第一行为数据组数。每组数据第一行为建筑物个数n（1≤n＜100000）。以下n行按照先后顺序给出n座建筑物的左边界li
 ，右边界ri
 和高度hi
 （0＜li
 ＜ri
 ≤100000）。

【输出格式】

对于每组数据，输出所有建筑物的总覆盖度（保证不超过2000000）。

排列（Permutation, UVa 11525）

给定整数n和k，输出1～k的所有排列中，按照字典序从小到大排序后的第n个（编号从0开始）。由于n可能很大，本题用k个整数S1
 ，S2
 ，...，Sk
 来间接给出n，方式如下。
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【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T（T≤10），每组数据第一行为一个整数k（1≤k≤50000），第二行包含k个整数Si
 （0≤Si
 ≤k－i）。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的1～k的排列。

王国（Kingdom, Seoul 2009, LA 4730）

平面上有n个城市，初始时城市之间没有任何双向道路相连。你的任务是依次执行以下指令。

❑　road A B：在城市A和城市B之间连接一条双向道路，保证这条道路不和其他道路在非端点处相交。

❑　line C：询问一条y＝C的水平线和多少个州相交，以及这些州一共包含多少座城市。在任意时刻，每一组连通的城市形成一个州。在本指令中，C的小数部分保证为0.5。

例如，在图3-50中，y＝4.5穿过两个州，共8个城市；y＝6.5穿过一个州，共5个城市。
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图　3-50

【输入格式】

输入第一行为数据组数T。每组数据第一行为一个整数n（1≤n≤100000）。以下n行每行两个整数x，y（0≤x，y≤1000000），即各城市坐标。城市编号为0～n－1。下一行为指令总数m（1≤m≤200000）。以下m行每行一条指令，其中A和B为不同的整数，且0≤A，B＜n；C是小数部分保证为0.5的实数，且0＜C＜1000000。不会有两条道路连接一对相同的城市。每组数据至少有一条line指令。

【输出格式】

对于每条line指令，输出y＝C穿过的州的数目和这些州包含的城市总数。

3．字符串算法

字符串算法很有使用价值，广泛的用在信息检索、文本处理、生物信息学等领域。本章涉及的Trie、KMP、AC自动机、后缀树／后缀数组、LCP等问题和算法是其中最为经典和实用的。如表3-14所示的8道例题道道经典，请读者认真学习。

表　3-14
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如表3-15所示的习题也很经典，但其中有一些难度较大。

表　3-15
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超级前缀集合（Hyper Prefix Sets, UVa 11488）

给定一个字符串集合S，定义P（S）为所有字符串的公共前缀长度与S中字符串个数的乘积。比如P（｛000，001，0011｝）＝6。给n个01串，从中选出一个集合S，使得P（S）最大。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤20）。每组数据第一行为字符串总数n（n≤50000），以下n行每行为一个01串，长度不超过200。

【输出格式】

对于每组数据，输出P（S）的最大值。

破解密码（Password Suspects, World Finals 2008, LA 4126）

你想破解一个长度已知、仅由小写字母组成的密码。通过各种途径，你知道了它的一些连续子串（但不知道出现的位置。这些子串可能相互重叠）。比如，若密码长度为10，包含两个连续子串hello和world，则只有两种可能，即helloworld和worldhello。

你的程序应首先输出可能的密码个数，如果最多只有42种可能，则按照字典序输出所有可能的密码。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n≤25，0≤m≤10），即密码长度和已知的子串数量。以下m行每行一个长度不超过10的，仅由小写字母组成的字符串。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，首先输出可能的密码个数。如果个数不超过42，输出所有可能的密码。密码个数保证不超过1015
 。

L-空隙子串（L-Gap Substrings, UVa 10829）

如果一个字符串可以写成UVU的形式，其中U非空，V恰好包含L个字符，我们说这个字符串是一个L-Gap串。如abcbabc是个1-Gap串，xyxyxyxyxy既是2-Gap串，又是6-Gap串，但不是10-Gap串（因为U必须非空）。

给定字符串S和正整数g，你的任务是统计S的g-Gap连续子串的个数。相同的串在不同的位置出现算作不同的子串。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数t（t≤10），每组数据仅一行，为整数g（1≤g≤10）和字符串S。S由不超过50000个小写字母组成。

【输出格式】

对于每组数据，输出它的g-Gap子串的个数。

生成器（Generator, Hangzhou 2005, LA3490）

从空串开始，我们可以不断地从前n个大写字母中随机选出字母，然后加到串的末尾，直到这个串包含一个给定的连续子串时停止。假定每次随机都是均匀且独立的，求停止时字符串长度的数学期望。比如，若n＝2，出现连续子串ABA时停止，则字符串长度的数学期望为5。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数t（t≤10）。每组数据仅一行，包含整数n（1≤n≤26）和一个长度不超过12的字符串。该字符串中的所有字符均为前n个大写字母。

【输出格式】

对于每组数据，输出字符串长度的数学期望。

魔法阵（Casting Spells, CERC 2010, LA 4975）

强大的魔法阵一般都拥有一个十分拗口的名字，比如abrahellehhelleh。研究发现，一个魔法阵的威力正比于名字中形如wwR
 wwR
 的连续子串的最大长度（wR
 是指将w反着写以后得到的串）。比如，abrahellehhelleh的威力值为12，因为hellehhelleh就是一个满足条件的连续子串（其中w＝hel）。注意，根据定义，魔法阵的威力值总是4的倍数。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤40）。每组数据包含一个长度不超过3×105
 的字符串，仅包含大小写字母。

【输出格式】

对于每组数据，输出以该字符串命名的魔法阵的威力值。

4．排序二叉树

需要直接用到排序二叉树的题目并不多（有一些特定算法会用到，但超出了本章的范围，见第6章），如表3-16所示的4道例题堪称经典。

表　3-16
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下面是习题和翻译，要么和二叉树本身相关，要么需要用二叉树求解。其中一些题目有不止一种做法（比如，还可以用线段树或者第6章中介绍的分块表），但用排序二叉树的方法往往最简洁、效率也最高，如表3-17所示。

表　3-17
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排序二叉树（Binary Search Tree, Daejon 2010, LA 4847）

给定一个1～n的排列P，首先把它们依次插入到一棵空的排序二叉树中。你的任务是统计有多少个排列（包括P本身）插入到空排序二叉树中，将得到一棵完全相同的排序二叉树，如图3-51所示。
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图　3-51

在图3-51（a）中插入结点80，将得到图3-51（b）中的排序二叉树。插入树后能得到图3-51（c）的排列有8种，比如2，1，4，3，5或者2，4，3，1，5。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T。每组数据第一行为整数n（1≤n≤20），第二行为排列P。

【输出格式】

对于每组数据，输出排列总数除以9999991的余数。

西部枪手（Wild West, CERC 2005, LA 3525）

有n个已知三元组（xi
 ，yi
 ，zi
 ），你的任务是统计有多少个三元组（x，y，z）满足：对于任意已知三元组（xi
 ，yi
 ，zi
 ），要么x＞xi
 ，要么y＞yi
 ，要么z＞zi
 （可以有多个条件同时满足）。上述所有3元组的三个分量都是1～m的正整数。比如，若m＝1，已知一个三元组（2，2，2），有19个三元组满足条件。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n≤100000，2≤m≤100000）。以下n行每行包含3个整数xi
 ，yi
 ，zi
 （1≤xi
 ，yi
 ，zi
 ≤m）。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出满足条件的三元组个数。输出保证不超过1018
 。

机器排序（Robotic Sorting, CERC 2007, LA3961）

一个实验室里有n个长短不一的试管。你的任务是编写一段程序，用机器臂把它们按照高度从小到大的顺序排列。对于高度相同的试管，排序前后的相对位置应保持不变。排序方法如图3-52所示。
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图　3-52

排序需要n次操作，其中第i次操作是“反转”序列i～Pi
 ，其中Pi
 是目标状态中第i个试管当前所在的位置。比如，在上图中，初始时P1
 ＝4，因此反转试管1～4就能把最左边的试管归位。类似地，第2次操作前P2
 ＝6，因此反转试管2～6就能把左数第2个试管归位。

你的任务是输出P1
 ，P2
 ，…，Pn
 的值，以便控制机器臂移动。注意i＝Pi
 时实际上不需要反转，但仍然需要输出Pi
 。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为试管个数n（1≤n≤100000），第二行从左到右依次为各个试管的高度。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，依次为P1
 ，P2
 ，…，Pn
 。

防线（Defense Lines, CERC 2010, LA 4976）

给出一个序列，你的任务是删除一个连续子序列，使剩下的序列中有一个长度最大的连续递增子序列。比如将序列｛5，3，4，9，2，8，6，7，1｝中的｛9，2，8｝删除，得到的序列｛5，3，4，6，7，1｝包含一个长度为4的连续递增子序列｛3，4，6，7｝。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤25）。每组数据第一行为序列长度n（n≤200000），第二行为序列本身（每个数均为不超过109
 的正整数）。

【输出格式】

对于每组数据，输出最长连续递增子序列的长度。

内存分配（Heap Manager, UVa 12419）

内存以内存单元为基本单位，每个内存单元用一个固定的整数作为标识，称为地址。地址从0开始连续排列，地址相邻的内存单元被认为是逻辑上连续的。我们把从地址i开始的s个连续的内存单元称为首地址为i长度为s的地址片。

运行过程中有若干进程需要占用内存，对于每个进程有一个申请时刻t，需要内存单元数m及运行时间p。在运行时间p内（即t时刻开始，t＋p时刻结束），这m个被占用的内存单元不能再被其他进程使用。

假设在t时刻有一个进程申请m个单元，且运行时间为p，则：

（1）若t时刻内存中存在长度为m的空闲地址片，则系统将这m个空闲单元分配给该进程。若存在多个长度为m的空闲地址片，则系统将首地址最小的那个空闲地址片分配给该进程。

（2）如果t时刻不存在长度为m的空闲地址片，则该进程被放入一个等待队列。对于处于等待队列队头的进程，只要在任一时刻，存在长度为m的空闲地址片，系统马上将该进程取出队列，并为它分配内存单元。注意，在进行内存分配处理过程中，处于等待队列队头的进程的处理优先级最高，队列中的其他进程不能先于队头进程被处理。

现在给出一些描述进程的数据，请编写一程序模拟系统分配内存的过程。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为3个整数n，b（10≤n≤109
 ，0≤b≤1），表示一共有n个内存单元。b＝1表示需要输出详细事件，b＝0表示不需要。接下来有不超过200000行，每行为3个整数t，m，p（m≤n，0≤t≤109
 ，0＜p≤109
 ），描述一个进程。进程按照t从小到大排列，不同进程的t保证不同。t＝m＝p为数据结构标记，整个输入结束标记为文件结束符（EOF）。输入总大小不超过10MB。

【输出格式】

对于每组数据，如果b＝1，先输出详细事件列表，按照先后顺序排列。每个事件格式为T i a，表示时刻T时，进程i（按照输入顺序从1开始编号）分配到了以第a为首地址的地址片。不管有没有输出事件列表，最后两行应各输出一个整数，分别为所有进程执行完毕的时刻，以及曾经被放入过等待队列的进程个数。

注释


[1]
 　俗称树状数组，或者Fenwick树，因为作者是Fenwick。


[2]
 　在代码中并不需要储存这些边。画出来仅仅是为了在概念上能更好地理解BIT。


[3]
 　RMQ问题可以做到O（n）预处理，O（1）查询，但有些麻烦，这里不进行介绍。


[4]
 　据笔者所知，这个数据结构在学术界并没有统一的术语，但线段树是最常见的叫法。其他叫法包括区间树（interval tree）、范围树（range tree）等，但这些属于在特定的场合（如计算几何）中有着特殊含义。本书中只采用“线段树”这一名称。


[5]
 　这样说其实并不准确。但我们很快就会看到正确的说法。


[6]
 　这并不会引起误会，因为任何结点的子结点都不可能是根结点。


[7]
 　注意，尽管最坏情况下朴素匹配算法表现不佳，但实际上对于随机数据，它的表现非常好，这一点希望读者注意。


[8]
 　如果你像本书这样采用C字符数组的方式保存字符串，也可以表示“正在匹配第i号字符”。


[9]
 　这是MP算法。KMP算法还需要对失配函数进行优化。


[10]
 　修改以后的函数还叫print就不合适了。如果你在代码中对这个函数进行了改名，别忘了在调用这个函数的地方也进行修改。


[11]
 　这里当然也可以用一棵Trie，但没有必要。另一个方法是用repr[i]表示所有与第i个模板相同的模板中，编号的最小值。


[12]
 　这里用每个后缀的编号代表了后缀本身。


[13]
 　限于篇幅，这里不介绍基数排序，请读者自行参考相关资料。


[14]
 　其实还有一个不用清空flag数组，也不用每次重新统计flagh[x]＝1的个数的方法，留给读者思考。提示：别让flag[x]只保存01值。


[15]
 　如果你的代码比STL的set＜int＞快，也千万不要得意，因为你的代码可能并不鲁棒，缺少错误处理，或者缺少一些细小的功能。这个比较只是让你对Treap的性能有一个直观的认识。


[16]
 　其实Treap也能很快地分裂与合并，但实践中伸展树用的更多。


第4章　几何问题

几何问题是高水平算法竞赛中不可或缺的题型。由于背景知识多，内容杂乱，因此《算法竞赛入门经典》几乎没有涉及真正意义上的几何问题。本章通过介绍一些几何中的常见问题和算法，力图让读者具备一定的几何解题能力，并感受到几何的美。

4.1　二维几何基础

简单地说，向量（vector）就是有大小和方向的量，如速度、位移等物理量都是向量。向量最基本的运算是加法，满足平行四边形法则，如图4-1所示。
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图　4-1

在平面坐标系下，向量和点一样，也用两个数x、y表示。它等于向量的起点到终点的位移，也相当于把起点平移到坐标原点后，终点的坐标。尽管如此，请读者不要在概念上把点和向量弄混。比如，点－点＝向量，向量＋向量＝向量，点＋向量＝点，而点＋点是没有意义的。在第6章中，我们会介绍齐次坐标的概念，从而在程序上区分开点和向量，但在本章中，点和向量都用两个数x、y表示。

下面是它们的常用定义。
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注意上面的“相等”函数用到了“三态函数”dcmp，减少了精度问题。另外，向量有一个所谓的“极角”，即从x轴正半轴旋转到该向量方向所需要的角度。C标准库里的atan2函数就是用来求极角的，如向量（x，y）的极角就是atan2（y，x）（单位：弧度）。

4.1.1　基本运算

点积。两个向量v和w的点积等于二者长度的乘积再乘上它们夹角的余弦。如图4-2所示这里的θ是指从v到w逆时针旋转的角，因此当夹角大于90°时点积为负。

[image: alt]


图　4-2

余弦是偶函数，因此点积满足交换率。如果两向量垂直，点积等于0。不难推导出：在平面坐标系下，两个向量OA和OB的点积等于xA
 xB
 ＋yA
 yB
 。下面是点积计算方法，以及利用点积计算向量长度和夹角的函数。
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叉积。简单地说，两个向量v和w的叉积等于v和w组成的三角形的有向面积的两倍。什么叫“有向面积”呢（见图4-3）？
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图　4-3

顺着第一个向量v看，如果w在左边，那么v和w的叉积大于0，否则小于0。如果两个向量共线（方向相同），那么叉积等于0（三角形退化成线段）。不难发现，叉积不满足交换率。事实上，cross（v，w）＝-cross（w，v）。在坐标系下，两个向量OA和OB的叉积等于xA
 yB
 －xB
 yA
 。代码如下。
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两个向量的位置关系。把叉积和点积组合到一起，我们可以更细致地判断两个向量的位置关系。如图4-4所示，括号里的第一个数是点积的符号，第二个数是叉积的符号，第一个向量v总是水平向右，另一个向量w的各种情况都包含在了图中。比如，当w的终点在下图左上方的第二象限时点积为负但叉积均为正，用（-，+）表示。
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图　4-4

向量旋转。向量可以绕起点旋转，公式为x'＝xcosaysina，y'＝xsina＋ycosa。其中a为逆时针旋转的角。代码如下。
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作为特殊情况，下面的函数计算向量的单位法线，即左转90°以后把长度归一化。
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基于复数的几何计算。在本节结束前，笔者还想介绍另外一种实现点和向量的方法，即使用C++里的复数。
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这样定义之后，我们自动拥有了构造函数、加减法和数量积。用real（p）和imag（p）访问实部和虚部，conj（p）返回共轭复数，即conj（a＋bi）＝a－bi。相关函数如下。
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上述函数的效率不是很高，但是相当方便、好记。

4.1.2　点和直线

直线的参数表示。直线可以用直线上一点P0
 和方向向量v表示（虽然这个向量的大小没什么用处）。直线上所有点P满足P＝P0
 ＋tv，其中t称为参数。如果已知直线上的两个不同点A和B，则方向向量为B－A，所以参数方程为A＋（B－A）t。

参数方程最方便的地方在于直线、射线和线段的方程形式是一样的，区别仅仅在于参数。直线的t没有范围限制，射线的t＞0，线段的t在0～1之间。这样，很多对于直线适用的公式可以很方便地用在射线和线段上。

直线交点。下面介绍参数方程下的直线交点公式。设直线分别为P＋tv和Q＋tw，设向量u＝QP，交点在第一条直线的参数为t1
 ，第二条直线上的参数为t2
 ，则x和y坐标可以列出一个方程，解得（过程略）
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代码如下。
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需要提醒读者注意的是，从上述公式可以看到，如果P，v，Q，w的各个分量均为有理数，则交点坐标也是有理数。在精度要求极高的情况下，可以考虑自定义分数类。

点到直线的距离。点到直线的距离是一个常用的函数，可以用叉积算出，即用平行四边形的面积除以底，代码如下。
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点到线段的距离。点到线段的距离有两种可能，如图4-5所示。
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图　4-5

简单地说，设投影点为Q，如果Q在线段AB上，则所求距离就是P点直线AB的距离（左图）；如果Q在射线BA上，则所求距离为QA距离；否则为QB距离。判断Q的位置可以用点积进行（还记得那张四个象限的图吗）。
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还有其他方法可以求出上述距离，但不仅速度慢，而且也更容易产生精度误差。

点在直线上的投影。虽然上面的运算避免了求出P在直线AB上的投影点Q，但有时候还是需要把它求出来的。为此，我们把直线AB写成参数式A＋tv（v为向量AB），并且设Q的参数为t0
 ，那么Q＝A＋t0
 v。根据PQ垂直于AB，两个向量的点积应该为0，因此Dot（v，P－（A＋t0
 v））＝0。根据分配率，有：Dot（v，P－A）－ t0
 ×Dot（v，v）＝0，这样就可以解出t0
 ，从而得到Q点。
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线段相交判定。最后介绍线段相交判定，即给定两条线段，判断是否相交。我们定义“规范相交”为两线段恰好有一个公共点，且不在任何一条线段的端点
[1]

 。线段规范相交的充要条件是：每条线段的两个端点都在另一条线段的两侧（这里的“两侧”是指叉积的符号不同）。代码如下。
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如果允许在端点处相交，情况就比较复杂了：如果c1和c2都是0，表示两线段共线，这时可能会有部分重叠的情况；如果c1和c2不都是0，则只有一种相交方法，即某个端点在另外一条线段上。为了判断上述情况是否发生，还需要如下一段判断一个点是否在一条线段上（不包含端点）的代码
[2]

 。
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4.1.3　多边形

如何计算多边形的有向面积？如果多边形是凸的，可以从第一个顶点出发把凸多边形分成n－2个三角形，然后把面积加起来，代码如下。
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其实这个方法对非凸多边形也适用。由于三角形面积是有向的，在外面的部分可以正负抵消掉。实际上，可以以任意点出发进行划分，如图4-6所示。
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图　4-6

可以取p[0]点为划分顶点，一方面可以少算两个叉积（0和任意向量的叉积都等于0），另一方面也减少乘法溢出的可能性，还不用特殊处理（i＝n－1的时候，下一个顶点是p[0]而不是p[n]，因为p[n]不存在）。代码如下。
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也可以取坐标原点为划分点，乘法次数减少，代码留给读者编写。

4.1.4　例题选讲

例题1　Morley定理（Morley's Theorem, UVa 11178）

Morley定理是这样的：作三角形ABC每个内角的三等分线，相交成三角形DEF，则DEF是等边三角形，如图4-7所示。
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图　4-7

如图4-7所示，你的任务是根据A、B、C3个点的位置确定D、E、F 3个点的位置。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T（T≤5000）。每组数据包含一行6个整数xA
 ，yA
 ，xB
 ，yB
 ，xC
 ，yC
 ，即A、B、C3个点的坐标。输入保证三角形ABC的面积非0。所有坐标为不超过1000的非负整数。A、B、C按照逆时针顺序排列。

【输出格式】

对于每组数据，输出6个整数xD
 ，yD
 ，xE
 ，yE
 ，xF
 ，yF
 。

【分析】

本题没有什么算法可言，主要是根据题意计算，作为练习。考虑到对称性，只需要知道如何求D点即可。首先需要计算∠ABC的值a，然后把射线BC逆时针旋转a/3，得到直线BD。同理可以得到直线CD，求交点即可。代码如下。
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主程序代码很简单，如下所示。
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例题2　好看的一笔画（That Nice Euler Circuits, Shanghai 2004, LA 3263）

平面上有一个包含n个端点的一笔画，第n个端点总是和第一个端点重合，因此图案是一条闭合曲线。组成一笔画的线段可以相交，但是不会部分重叠，如图4-8所示。求这些线段将平面分成多少部分（包括封闭区域和无限大区域）。
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图　4-8

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为n（4≤n≤300），第二行为n对整数，依次为一笔画上各顶点的坐标（均为绝对值不超过300的整数）。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出平面被分成的区域数。

【分析】

若是要直接找出所有区域，会非常麻烦，而且容易出错。但用欧拉定理可以将问题进行转化，使解法更容易。

欧拉定理：设平面图的顶点数、边数和面数分别为V，E和F，则V＋F－E＝2。

这样，只需求出顶点数V和边数E，就可以求出F＝E＋2－V。

该平面图的结点由两部分组成，即原来的结点和新增的结点。由于可能出现三线共点，需要删除重复的点。代码如下。
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例题3　狗的距离（Dog Distance, UVa 11796）

甲和乙两条狗分别沿着一条折线奔跑。两只狗的速度未知，但已知它们同时出发，同时到达，并且都是匀速奔跑。你的任务是求出甲和乙在奔跑过程中的最远距离与最近距离之差。

【输入格式】

输入第一行为数据组数I（I≤1000）。每组数据第一行为整数A和B，分别为甲和乙线路上的顶点数。第二行用2×A个整数描述甲的路线，即X1
 ，Y1
 ，X2
 ，Y2
 ，…，XA
 ，YA
 。其中（X1
 ，Y1
 ）和（XA
 ，YA
 ）分别是路线的起点和终点。第三行用2×B个整数描述乙的路线，格式同上。

【输出格式】

对于每组数据，输出所求值，四舍五入到最近的整数。

【分析】

先来看一种简单的情况：甲和乙的路线都是一条线段。因为运动是相对的，因此也可以认为甲静止不动，乙自己沿着直线走，因此问题转化为求点到线段的最小或最大距离。

有了简化版的分析，只需模拟整个过程。设现在甲的位置在Pa，刚经过编号为Sa的拐点；乙的位置是Pb，刚经过编号为Sb的拐点，则我们只需要计算他俩谁先到拐点，那么在这个时间点之前的问题就是我们刚才讨论过的“简化版”。求解完毕之后，需要更新甲乙的位置，如果正好到达下一个拐点，还要更新Sa和／或Sb，然后继续模拟。因为每次至少有一条狗到达拐点，所以子问题的求解次数不超过A＋B。代码如下。
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4.1.5　二维几何小结

至此，二维几何基础已经告一段落了。内容很散乱，因此有必要小结为表4-1。

表　4-1
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4.2　与圆和球有关的计算问题

4.2.1　圆的相关计算

圆上任意一点拥有唯一的圆心角，所以在定义圆的时候，可以加一个通过圆心角求坐标的函数，代码如下。
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直线和圆的交点。假定直线为AB，圆的圆心为C，半径为r。第一种方法是解方程组。设交点为P＝A＋t（B－A），代入圆方程整理后先得到（at＋b）2
 ＋（ct＋d）2
 ＝r2
 ，进一步整理后得到一元二次方程et2
 ＋ft＋g＝0。根据判别式的值可以区分3种情况，即无交点（相离）、一个交点（相切）和两个交点（相交）。代码如下（变量a，b，c，d，e，f，g对应于上述方程中的字母）。
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函数返回的是交点的个数，参数sol存放的是交点本身。注意上述代码并没有清空sol，这给很多题目带来方便：可以反复调用这个函数，把所有交点放在一个sol里。

另一种方法是几何法，即先求C在AB上的投影p，再求向量AB对应的单位向量v，则两个交点分别为p－Lv和p＋Lv，其中L为p到交点的距离（p到两个交点等距），可以由勾股定理算出，如图4-9所示，代码略。
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图　4-9

两圆相交。假定圆心分别为C1
 和C2
 ，半径为r1
 和r2
 ，圆心距为d，根据余弦定理可以算出C1
 C2
 到C1
 P1
 的角da，根据向量C1
 C2
 的极角a，加减da就可以得到C1
 P1
 和C1
 P2
 的极角。有了极角，就可以很方便地计算出P1
 和P2
 的坐标了，如图4-10所示。
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图　4-10

计算向量极角的方法如下。
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两圆相交的代码如下。
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过定点作圆的切线。先求出pq的距离和pc的夹角ang，则向量pc的极角加减ang就是两条切线的极角。注意切线不存在和只有一条的情况，如图4-11所示。
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图　4-11
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两圆的公切线。根据两圆的圆心距从小到大排列，一共有6种情况。

情况一：两圆完全重合。有无数条公切线。

情况二：两圆内含，没有公共点。没有公切线。

情况三：两圆内切。有1条外公切线。

情况四：两圆相交。有2条外公切线。

情况五：两圆外切。有3条公切线，其中一条内公切线，两条外公切线。

情况六：两圆相离。有4条公切线，其中内公切线两条，外公切线两条。

可以根据圆心距和半径的关系辨别出这6种情况，然后逐一求解。情况一和情况二没什么需要求的，情况三和情况五中的内公切线都对应于“过圆上一点求圆的切线”，只需连接圆心和切点，旋转90°后即可知道切线的方向向量。这样，问题的关键是求出情况四、五中的外公切线和情况六中的内公切线。

先考虑情况六中的内公切线，它对应于两圆相离的情况，如图4-12所示。
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图　4-12

根据三角函数定义不难求出角度a，然后和前面一样通过极角进行计算即可。

外公切线类似。假定r1≥r2，不管两圆是相离还是相交，a的余弦值都是（r1－r2）/d。剩下的过程又和前面一样了，如图4-13所示。代码如下
[3]

 。

[image: alt]


图　4-13
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例题4　二维几何110合一！（2D Geometry 110 in 1!, UVa 12304）

这是一个拥有1102
 个子问题的2D几何问题集。

❑　CircumscribedCircle x1 y1 x2 y2 x3 y3：求三角形（x1，y1）－（x2，y2）－（x3，y3）的外接圆。这3点保证不共线。答案应格式化成（x，y，r），表示圆心为（x，y），半径为r。

❑　InscribedCircle x1 y1 x2 y2 x3 y3：求三角形（x1，y1）－（x2，y2）－（x3，y3）的内切圆。这3点保证不共线。答案应格式化成（x，y，r），表示圆心为（x，y），半径为r。

❑　TangentLineThroughPoint xc yc r xp yp：给定一个圆心在（xc，yc），半径为r的圆，求过点（xp，yp）并且和这个圆相切的所有切线。每条切线格式化为angle，表示直线的极角（角度，0≤angle＜180）。整个答案应格式化为列表（见后）。如果无解，应打印空列表。

❑　CircleThroughAPointAndTangentToALineWithRadius xp yp x1 y1 x2 y2 r：求出所有经过点（xp，yp）并且和直线（x1，y1）－（x2，y2）相切的半径为r的圆。每个圆格式化为（x，y），因为半径已经给定。整个答案应格式化为列表（同上）。

❑　CircleTangentToTwoLinesWithRadius x1 y1 x2 y2 x3 y3 x4 y4 r：给出两条不平行直线（x1，y1）－（x2，y2）和（x3，y3）－（x4，y4），求所有半径为r并且同时和这两条直线相切的圆。每个圆格式化为（x，y），因为半径已经给定。整个答案应格式化为列表（同上）。

❑　CircleTangentToTwoDisjointCirclesWithRadius x1 y1 r1 x2 y2 r2 r：给定两个相离的圆（x1，y1，r1）和（x2，y2，r2），求出所有和这两个圆外切的，半径为r的圆。注意，因为是外切，求出的圆不能把这两个给定圆包含在内部。每个圆格式化为（x，y），因为半径已经给定。整个答案应格式化为列表（同上）。

对于上述所有直线，输入的两个点保证不重合。当格式化实数列表时，所有数应从小到大排列；当格式化二元组（x，y）时，先按x从小到大排序，当x相同时按y从小到大排序。

【输入格式】

输入包含不超过1000个子问题，每个占一行，格式同题目描述。所有坐标均为绝对值不超过1000的整数。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于输入的每行，按题目要求格式化输出。每个实数保留小数点后6位。列表用方括号，元组用圆括号。每行的输出中不应有空白符。

【分析】

本题的6个子问题相互独立，可以逐一求解。前两个问题可以用前面介绍的基本二维几何工具计算，也可以直接使用下面的代码。
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第三个问题在前面已经叙述过，注意在得到向量以后要计算极角。

第四个问题解法如下：因为已知半径为r，所以要想和直线L相切，圆心到直线的距离一定为r。满足这个条件的点的轨迹是两条直线。而要想过定点，圆心点该点的距离一定为r，满足这个条件的点的轨迹是一个圆。求出圆和这两条直线的交点即可。

第五个问题解法类似，根据每条直线得到两条新直线，再两两求交点即可。

第六个问题解法也类似，根据两个圆得到两个新的圆，求交点即可。

需要特别注意的是精度问题，普通的误差不会影响到输出（只需要精确到小数点后6位），但第四个子问题比较特殊：圆和直线相切的判定很容易受到误差影响，因为这里的直线是计算出来的，而不是题目中输入的。解决方法是特殊判断圆心到输入直线的距离，当然也可以通过调整eps的数值来允许一定的误差
[4]

 。

例题5　圆盘问题（Viva Confetti, Kanazawa 2002, LA 2572）

我已经把n个圆盘依次放到了桌面上。现按照放置顺序依次给出各个圆盘的圆心位置和半径，问最后有多少圆盘可见？如图4-14所示。
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图　4-14

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据第一行为圆盘数n（1≤n≤100），以下n行每行3个实数x，y和r，按照放置顺序（即第一个圆盘是最底部的，最后一个圆盘是最顶部的）给出各个圆盘的圆心坐标和半径。保证在对输入数据进行微小扰动后答案不变。

【输出格式】

对于每组数据，输出可见圆盘的个数。

【分析】

题目说“保证在对输入数据进行微小扰动后答案不变”，意味着圆盘的可见部分不会太小。不难发现，每个可见部分都是由一些“小圆弧”围成的，因此可以先求出所有小圆弧，然后判断每段小圆弧是否可见
[5]

 。小圆弧可见，意味着它所在的圆是可见的。接下来，对于所有可见的小圆弧，看看这段圆弧中点的正下方都有哪些圆盘，则其中最顶部的圆盘也是可见的（想一想，为什么）。

如何求出所有小圆弧？所有圆两两求交点，则每个圆上任两个相邻交点之间的圆弧就是所求。需要注意的是，如果一个圆不和其他所有圆相交，则整个圆是一条所求圆弧。

4.2.2　球面相关问题

经纬度转换为空间坐标。经线圈（范围：-180°～180°）和纬线圈（范围：0°～360°）的概念相信大家并不陌生，但如何把经纬度转化为对于球心的空间坐标呢？可以先算出z坐标：用半径乘以sin（纬度）就可以了，然后乘以cos（纬度），投影到x，y平面，再按照平面上的方法乘以经度的正余弦，得到x和y坐标。即
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球面距离。已知球面两点，如何求出它们的最短路？注意，只能沿着球面走，不能穿过球的内部。从表面走的话，最近的路径是走圆弧，具体来说是走大圆（Great Circle）圆弧。用一个穿过球心的平面截这个球，截面就是一个大圆。怎么求大圆弧长呢？你无需想象那个大圆的空间位置，而可以把它们想象成一个平面问题：求半径为r，弦长为d的圆弧长度。如图4-15所示，圆心角为2arcsin（d/2r），因此弧长为2arcsin（d/2r）r。
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图　4-15

4.3　二维几何常用算法

与直线、多边形相关的问题有很多。本节介绍点与多边形的位置关系、直线切割多边形、凸包、半平面交等基本问题。

4.3.1　点在多边形内判定

直观地讲，一个多边形就是二维平面上被一系列首尾相接、闭合的折线段围成的区域，在程序中一般用顶点数组表示，其中各个顶点按照逆时针顺序排列。

给定一个多边形和一个点，如何判断该点是否在多边形内？主要有两种方法。一是射线法，即判断穿越数（Crossing Number）。具体来说，就是从某个判定点出发，任意引一条射线。如果和边界相交奇数次，说明点在多边形内；如果相交偶数次，说明点在多边形外。注意射线如果在端点处和多边形相交，或者穿过一条完整的边，则需要重新引一条射线
[6]

 。

第二种方法是转角法，基本思想就是看多边形相对于这个点转了多少度，如图4-16所示。具体来说，我们把多边形每条边的转角加起来，如果是360°，说明在多边形内；如果是0°，说明在多边形外；如果是180°，说明在多边形的边界上（想一想，为什么）。
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图　4-16

这个方法比射线法更方便，因为如果多边形的一些边是弧形的，转角法丝毫不受影响，只需要把每一段的终点到起点的转角累加起来即可。另外，这个多边形甚至可以不是简单多边形（即可以自交）。

如果直接按照定义实现，需要计算大量的反三角函数，不仅速度慢，而且容易产生精度误差。算法竞赛中我们通常不这样做，而是假想有一条向右的射线，统计多边形穿过这条射线正反多少次，把这个数记为绕数wn（Winding Number），逆时针穿过时，wn加1，顺时针穿过时，wn减1。

注意在程序实现的时候，判断是否穿过，以及穿过方向时，需要用叉积判断输入点在边的左边还是右边。代码如下。
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点在凸多边形内的判定更简单，只需要判断是否在所有边的左边（假设各顶点按照逆时针顺序排列）即可。

4.3.2　凸包

顾名思义，凸包就是把给定点包围在内部的、面积最小的凸多边形，它在计算几何中有着极其重要的作用。如图4-17所示就是点集的凸包。
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图　4-17

在网上很容易找到很多关于凸包算法的资料，这里仅简单叙述一下基于水平序的Andrew算法
[7]

 。首先把所有点按照x从小到大排序（如果x相同，按照y从小到大排序），删除重复点后得到序列p1
 ，p2
 ，…，然后把p1
 和p2
 放到凸包中。从p3
 开始，当新点在凸包“前进”方向的左边时继续，否则依次删除最近加入凸包的点，直到新点在左边。

如图4-18所示，新点P18
 在向量P10
 P15
 （即当前“前进方向”）的右边，因此需要从凸包上删除P15
 和P10
 ，让P8
 的下一个点为P18
 。重复这个过程，直到碰到最右边的pn
 ，就求出了“下凸包”。然后反过来从pn
 开始再做一次，求出“上凸包”，合并起来就是完整的凸包。
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图　4-18

这个算法在排序后仅仅是从左到右和从右到左各扫描了一次，时间复杂度为O（n）。加上排序后时间复杂度也仅为O（nlogn）。
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例题6　包装木板（Board Wrapping, UVa 10652）

有n块矩形木板，你的任务是用一个面积尽量小的凸多边形把它们包起来，并计算出木板占整个包装面积的百分比，如图4-19所示。
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图　4-19

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤50）。每组数据第一行为木板个数n（2≤n≤600）。以下n行每行5个实数x，y，w，h，j（0≤x，y，w，h≤10000，-90≤j≤90），其中（x，y）是木板中心的坐标，w是宽，h是高，j是顺时针旋转的角度（j＝0表示不旋转，此时长度为w的那条边应该是水平方向）。木板保证互不相交。

【输出格式】

对于每组数据，输出木板总面积占包装面积的百分比，保留小数点后1位。

【分析】

学过凸包之后，本题应当是不难解决的。每块木板的4个点都作为输入，求出的凸包就是包装。代码如下。
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例题7　飞机场（Airport, UVa 11168）

给出平面上n个点，找一条直线，使得所有点在直线的同侧（也可以在直线上），且到直线的距离之和尽量小。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T（T≤65）。每组数据第一行为正整数n（n≤10000），以下n行分别包含一个点的坐标。所有坐标均为绝对值不超过80000的整数。

【输出格式】

对于每组数据，输出距离之和的最小值。

【分析】

要求所有点在直线同侧，因此直线不能穿过凸包。不难发现，选择凸包的边所在的直线，比选择和凸包相离的直线更划算。由于凸包上的边不超过n条，如果可以在O（1）时间内求出每条边对应的总距离，就能在O（n）时间内解决本题。

如何在O（1）时间内求出总距离呢？似乎用向量的方式思考有些困难。我们改用解析几何的思路，设直线的一般式方程为Ax＋By＋C＝0，则点（x0
 ，y0
 ）到该直线的距离为
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注意由于所有点在Ax＋By＋C＝0的同侧，所有Ax0
 ＋By0
 ＋C的正负号相同。这样，我们预处理算出所有点的x坐标和y坐标之和，就可以在O（1）时间内算出总距离了。

现在只剩下一个问题了：如何把直线的两点式转化为一般式？这个问题留给读者思考。

例题8　点集划分（The Great Divide, UVa 10256）

平面上有n个红点和m个蓝点，是否存在一条直线，使得任取一个红点和一个蓝点都在直线的异侧？这条直线不能穿过红点或者蓝点。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤500）。以下n行每行两个整数x和y（-1000≤x，y≤1000），即各红点坐标。以下m行为各蓝点坐标，格式同红点。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，如果直线存在，输出Yes，否则输出No。

【分析】

先求红点的凸包和蓝点的凸包，则分离两个点集的充要条件是分离两个凸包。进一步可以发现，两个凸包可分离的充要条件是两个凸包的边界和内部没有公共部分（哪怕是一个点也不行）。这只需判断两件事：

（1）任取红凸包上的一条线段和蓝凸包上的一条线段，判断二者是否相交。如果相交（不一定是规范相交。有公共点就算相交），则无解。

（2）任取一个红点，判断是否在蓝凸包的内部。如果是，则无解。类似地，任取一个蓝点，判断是否在红凸包的内部。如果是，则无解。

注意，如果其中一个凸包退化成点或者线段，还需要进行特殊判断，留给读者思考。

例题9　正方形（Square, Seoul 2009, LA 4728）

给定平面上n个边平行于坐标轴的矩形，在它们的顶点中找出两个欧几里得距离最大的点。如图4-20所示，距离最大的是S1
 的左下角和S8
 的右上角。正方形可以重合或者交叉。
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图　4-20

你的任务是输出这个最大距离的平方。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T。每组数据第一行为一个整数n（1≤n≤100000）。以下n行每行3个整数x，y，w（0≤x，y≤10000，1≤w≤10000），其中（x，y）为正方形的左下角顶点，w是边长。

【输出格式】

对于每组数据，输出所有正方形的顶点中，两点最大距离的平方。

【分析】

首先把矩形的所有顶点求出，得到一个点集，则本题的目标就是要求出这个点集的直径（diameter），即点之间的最大距离（因此本题也叫最远点对）。两两枚举的方法需要O（n2
 ）时间，对于本题的规模来说无能为力。

有一个办法可以更快的求出点集的直径。首先求点集的凸包，则最大距离一定来自于凸包上的两个顶点（想一想，为什么）。由于凸包上点的个数往往比原始点少很多，就算还是两两枚举，速度也比直接枚举快很多。当然，在最坏情况下的时间复杂度仍是O（n2
 ），所以需要继续改进。

假设我们已经找到了直径，端点为Pi
 和Pj
 。现在我们分别从Pi
 和Pj
 出发各作一条垂直于Pi
 Pj
 的直线，如图4-21所示。
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图　4-21

可以证明：整个凸包都被夹在了这两条直线中间。如若不然，不妨设Pi
 的下方有一个凸包上的点P'，则连接P'Pj
 ，假设和下面那条直线交于Q，则P'Pj
 ＞ Pj
 Q ＞Pi
 Pj
 （想一想，为什么），与Pi
 Pj
 是直径矛盾。为了方便，我们把两条直线看成有向直线，使得凸包位于两条直线的左侧。

像Pi
 Pj
 这样存在两条分别穿过这两个点的平行直线，把凸包夹在中间的点被称为对踵点对（antipodal pair）。给定一个角，有无数条以它为倾角的平行直线，但其中只有两条能把凸包紧紧的夹在中间，因此对踵点最多只有4对（想一想，为什么）。这样，我们可以用一种称为旋转卡壳（rotating calipers）的方式找出所有对踵点对，具体方法如下。

初始时，有两条有向直线把凸包夹在中间，一条水平向右，一条水平向左。这时可以求出初始对踵点为Pi
 和Pj
 （就是y坐标最小和最大点）。接下来，逆时针旋转两条直线，看看对踵点对是如何变化的。假设穿过Pi
 的有向直线还需要逆时针旋转θi
 角度才能贴住边Pi
 Pi＋1
 ，类似定义θj
 ，则当旋转的角度同时小于θi
 和θj
 时，对踵点对始终不变。

如果θi
 ＜θj
 ，当旋转角度等于θi
 时，穿过pi
 的直线会贴住边Pi
 Pi＋1
 ，对踵点对中的Pi
 会变成Pi＋1
 ；同理，如果θi
 ＞θj
 ，当旋转角度等于θj
 时，穿过pj
 的直线会贴住边Pj
 Pj＋1
 ，对踵点对中的Pj
 会变成Pj＋1
 。如果θi
 ＝θj
 ，则两条直线同时贴住新的边，因此Pi
 和Pj
 分别变为Pi＋1
 和Pj＋1
 。注意，Pi
 和Pj＋1
 、Pi＋1
 和Pj
 也分别是对踵点对，不要漏掉它们。重复这一过程，直到穿过Pi
 的直线倾角大于180°（想一想，为什么）时终止。由于每次旋转至少会有一条直线贴出一条新的边，旋转过程的时间复杂度为O（n）。

既然最远点对只会在对踵点对中取到，只需在上述过程中每找到一对新的对踵点对时更新答案，就可以求出最远点对，代码留给读者编写。

4.3.3　半平面交

简单地说，半平面交问题就是给出若干个半平面，求它们的公共部分。如图4-22所示就是一些半平面的交（用灰色表示），其中每个半平面用一条有向直线表示，它的左侧就是它所代表的半平面。
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图　4-22

有向直线的定义如下。
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在很多情况下，这个半平面交都是一个凸多边形，但也有时候会得到一个无界多边形，甚至是一条直线、线段或者是点。不管怎样，结果一定是凸的
[8]

 。当然，半平面交也可以为空。

计算半平面交的一个方法是增量法，即初始答案为整个平面，然后逐一加入各个半平面，维护当前的半平面交。为了编程方便，我们一般用一个很大的矩形（4个半平面的交）代替“整个平面”，计算出结果以后删除这4个人工半平面。这样，每加入一个平面都相当于用一条有向直线去切割多边形。

切割的方法很简单：按照逆时针顺序考虑多边形的所有顶点，保留在直线左侧和直线上的点，而删除直线右边的点。如果有向直线和多边形相交时产生了新的点，这些点应加在新多边形中。具体来说，每考虑完一个顶点Pi
 ，在考虑Pi＋1
 之前要先判断Pi
 Pi＋1
 是否和有向直线在Pi
 Pi＋1
 的内部（端点不算）相交。如果是，则还要把交点加入新多边形中。切割代码如下。
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可惜，每次切割需要O（n）时间，因此上述算法的时间复杂度为O（n2
 ），不是很优秀。有没有更快的算法呢？答案是肯定的。从学术上说，和凸包类似
[9]

 ，半平面交也可以通过排序、扫描的方法在O（nlogn）时间内解决，不同的是凸包用的是栈，而半平面交用的是双端队列。注意，按照极角排序后，每次新加入的半平面可能会让队尾的半平面变得“无用”，从而需要删除。

如图4-23所示，（a）图中新加一个半平面后，从队尾删除了两个半平面，得到（b）图。
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图　4-23

注意，由于极角序是环形的，新加的半平面也可能“绕了一圈”以后让队首的半平面变得无用。
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代码比凸包长，且细节更多。在多数情况下，若干半平面的交是一个凸多边形，但也有例外，比如可能得到的是一个无界的区域。解决方法和前面一样，在外面加一个坐标很大（注意不要让运算溢出）的“包围框”（由4个半平面组成），最后再把框去掉。但对于保证不会产生无界区域的情况下，就不需要加这4个特殊半平面了。

例题10　离海最远的点（Most Distant Point from the Sea, Tokyo 2007, LA 3890）

在大海的中央，有一个凸n边形的小岛。你的任务是求出岛上离海最远的点，输出它到海的距离。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为整数n（3≤n≤100），即小岛的顶点数。以下n行按照逆时针顺序给出各个顶点的坐标。坐标均为不超过10000的非负整数。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出离海最远点与海的距离。你的输出和标准答案的差不应超过10-5
 。

【分析】

本题有很多做法，概念上最简单的一种是二分答案，然后解决一个判定问题：是否有离海距离不小于d的点？对于每条边来说，这些点形成一个半平面，如图4-24所示。
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图　4-24

如果半平面交非空，就有满足题意的点存在。下面是主程序。
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例题11　铁人三项（Triathlon, NEERC 2000, LA 2218）

铁人三项比赛分成连续的3段：游泳、自行车和赛跑。现在每个单项比赛的长度还没定，但已知各选手在每项比赛中的平均速度（假定该平均速度和赛程长度无关），所以你可以设计每项比赛的长度，让其中某个特定的选手获胜。你的任务是判断哪些选手有可能获得冠军（并列冠军不算）。

注意，3个单项比赛的长度均不能为0。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为选手个数n（1≤n≤100），以下n行每行包含3个整数vi
 ，ui
 和wi
 （1≤vi
 ，ui
 ，wi
 ≤10000），即第i个选手在游泳、自行车和赛跑比赛中的平均速度。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，按照输入顺序给出对每个选手是否能夺冠（且不是并列）的判断，Yes表示有可能，No表示不可能。每个选手的判断单独占一行。

【分析】

设比赛总长度为1，其中游泳长度为x，自行车长度为y，赛跑长度为1－x－y，则选手i打败选手j（不能并列）的条件是
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可以把它整理成Ax＋By＋C ＞ 0的形式，其中
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这对应于一个半平面。这样，对于每个选手i，可以得到n－1个半平面（每个半平面代表一个选手被i打败），加上x＞0，y＞0和1－x－y＞0这3个固定约束，一共是n＋2个半平面。如果所有半平面的交非空，则有解（半平面交之中的任何一个点对应的方案都可以使选手i打败其他n－1个人，从而夺冠），否则无解。算法的总时间复杂度为O（n2
 logn），对于n≤100的规模绰绰有余。

注意上面的数值都很小，容易产生精度误差，在后面的代码中，我们让A，B，C同时乘以10000（根据题目的数据范围）。谨慎起见，下面的代码还特判了3个速度均小于／大于另一个选手的情况。
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例题12　丛林警戒队（Jungle Outpost, NEERC 2010, LA 4992）

在丛林中有n个瞭望台，形成一个凸n多边形。这些瞭望台的保护范围就是这个凸多边形内的任意点。敌人进攻时，会炸毁一些瞭望台，使得总部暴露在那些剩下瞭望台的凸包之外，如图4-25所示。你的任务是选择一个点作为总部，使得敌人需要炸坏的瞭望台数量尽量多。
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图　4-25

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为整数n（3≤n≤50000）。以下n行每行两个整数，即每个瞭望塔的坐标，按照顺时针顺序给出。没有3个瞭望台共线的情况。坐标均为绝对值不超过106
 的整数。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出当总部位置最优时，敌人需要炸毁的瞭望台数目。

【分析】

如果敌人只有一颗炸弹，你会把总部建在哪里呢？对于每个点，炸掉它以后不会暴露在外面的区域是一条有向直线的“左边”。这让我们想到了什么？没错，半平面交！综合考虑所有点，可以建总部的范围就是所有这些半平面的交。

如果敌人有两颗炸弹，总部应该建在哪里呢？分析后发现，敌人最聪明的做法是炸掉两个连续的顶点，而不是分散火力（想一想，为什么）。这样，每两个连续顶点对应一个新的半平面，可以建总部的范围仍然是所有半平面的交，如图4-26所示。
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图　4-26

有了上面的分析，整个问题迎刃而解：二分答案，用上述方法判断答案是否可行（也就是半平面交是否为非空）。二分需要O（logn）时间，半平面交需要O（nlogn）时间，总时间复杂度为O（n2
 logn）。

4.3.4　平面区域

当平面上有很多线段时，组成的图形往往不止一个多边形，而是一个平面直线图（Planar Straight-Line Graph, PSLG），它代表一个平面区域划分，其中每个区域是一个多边形，如图4-27所示。
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图　4-27

如果只有点和边的信息，如何找出所有的区域呢？为方便起见，我们把每条边u－v拆成两条“半边”u→v和v→u，并且每条半边只与它左边的面相邻。比如在图4-27中，A→B的左边是灰色区域，而B→A的左边是黑色区域。接下来，我们从一条“半边”出发遍历，每次像卷包裹算法那样找一个“逆时针转得尽量多”的边作为下一条边，直到回到出发的那条半边。

程序实现上可以把边表扩大一倍，让编号为i的半边的反向边的编号为i^1。

例题13　怪物陷阱（Monster Trap, Aizu 2003, LA 2797）

给出一些线段障碍，你的任务是判断怪物能否逃到无穷远处。如图4-28所示，其中（a）图无法逃出，（b）图的可以逃出。
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图　4-28

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为整数n（1≤n≤100），即线段条数。以下n行每行4个整数，即一条线段两端的坐标。假定线段的长度均为正，坐标绝对值不超过50。假设任意两条线段最多只有一个公共点，无三线共点。任意两个交点的距离大于10-5
 。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，如果怪物成功被困住，输出yes；否则（即可以逃到无穷远处）输出no。

【分析】

本题的输入是一个PSLG，目标是判断起点和终点是否在同一个区域内，因此一个可行的方法是先找出所有区域，然后判断起点和终点分别属于哪个区域。但笔者并不推荐这样做，因为这种做法不仅麻烦，而且很容易出错。这道题看上去像个迷宫，可不可以用图论求解呢？比如，每条线段的端点看成一个点，再加上起点和无穷远点（随便取一个坐标很大的点）构图。如果两个点u和v的连线没有与其他线段规范相交，则连接一条边（表示可以从点u沿着直线直接走到点v），最后做一次BFS，看看起点和无穷远点是否连通即可。注意，线段交点并没有参与构图（想一想，为什么）。

看上去似乎合理，但其实这样做不仅是错的，而且错得很离谱。

如图4-29所示，S和A、A和T都有边直接相连，因此S和T连通。问题出在哪里？实际上，“S可以直接到达A”和“A可以直接到达T”中的A并不是同一个点。我们把迷宫墙的厚度画出来，就容易理解了，如图4-30所示。
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图　4-29
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图　4-30

S可以直接到达的是墙内点A，可以直接到达T的是墙外点A'，而墙内点A和墙外点A'却被墙挡住了，过不去。

解决方法很多，其中有一个容易理解，程序也很好写的方法，那就是把每条线段延长一点点，则原先仅有公共端点的两条线段变成了相交线段，如图4-31所示。
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图　4-31

这样一来，就无法从S出去了。需要注意的是，还有一个小小的细节不能忽略：如果要输入的两条有公共端点的线段共线，则上述算法会出问题（想一想，为什么）。解决方案是在线段加宽后判断一下，如果加宽后的某个端点位于另一条线段的内部，则该端点不参与构图。

例题14　找边界（Find the Border, NEERC 2004, LA 3218）

一条可自交的封闭折线将平面分成了若干个区域，其中无限大的那个区域称为折线的外部区域，所有有界区域和折线本身合称内部区域（在图4-32中用阴影表示）。你的任务是求出内部区域的轮廓。
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图　4-32

为了确保答案唯一，你求出的轮廓应当满足以下几个条件：不自交（但可以自己和自己接触）、相邻两点不重合、相邻两条线段不共线、当按照轮廓线顺序访问它的各个顶点时，内部区域总是在边的左侧。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为折线顶点数n（3≤n≤100），接下来是n对0～100之间的整数，即折线上各顶点的坐标。所有顶点坐标均不同，且不会有顶点在另外两个顶点之间的线段上。相邻两条线段不共线。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，首先输出一行，包含一个整数m，即轮廓线上的顶点个数，接下来是各顶点的坐标。

【分析】

本题是求PSLG的外轮廓，需要借助于前面所说的“类似卷包裹”的算法。具体来说，首先找到x坐标最小的点（如果有多个，找y坐标最小的点），然后开始“卷包裹”。

首先找到初始边（如图4-33所示的粗边）。
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图　4-33

然后每次都执行如下操作。

首先看看当前线段是否和其他线段相交（根据题意，一定是规范相交），如果不相交，说明可以直接走到当前线段的终点，否则走到最近的交点时就得停下来。接下来转弯并继续前进。转弯时如果有多条路可以走，选择那条右转得最厉害的线段（见图4-34）。转回原点以后，整个过程结束。
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图　4-34

例题15　块和圆盘（Pieces and Discs, UVa 12296）

平面上有一个矩形，左下角在（0，0），右上角在（L，W）。接下来，画一些线段把这个矩形分成若干个块，其中每条线段的两个端点分别位于矩形两条不同的边上，如图4-35所示。
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图　4-35

最后再画一些圆盘（即圆及其内部区域），你的任务是判断每个圆盘和哪些块相交（相交部分的面积必须为非0），并按照从小到大的顺序输出这些块的面积。注意，每个圆盘互不相干。

如上图，圆盘和4个块相交，这些块的面积（不是相交部分的面积）分别为0.50，10.03，10.77和18.70（已四舍五入到两位小数）。

【输入格式】

输入包含最多100组数据。每组数据第一行为4个整数n，m，L，W（1≤n，m≤20，1≤L，W≤100），其中n是线段条数，m是圆盘个数。以下n行每行4个整数x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 ，表示一条连接（x1
 ，y1
 ）和（x2
 ，y2
 ）的线段。这两个端点保证分别在矩形的两条不同边上。以下m行每行3个整数x，y，R，表示一个圆心在（x，y），半径为R的圆盘。输入的任意两条线段不会重合。输入结束标志为n＝m＝L＝W＝0。

【输出格式】

对于每组数据，按照输入顺序给出与每个圆盘相交的块的面积。这些面积应四舍五入保留两位小数，且按照从小到大的顺序排好序。

【分析】

除了圆盘之外，本题的输入也是一个PSLG，因此可以按照前面叙述的算法求出各个区域。但由于本题的特殊性，不难发现把线段改成直线后答案不变，因此每个块都是凸多边形，可以用切割凸多边形的方法求解：每读入一条线段，都把它当做直线，切割所有块。这样，我们最终得到了若干凸多边形，需要分别判断是否与圆盘相交。

如何判断多边形是否和圆盘相交？显然，如果多边形的边和圆周规范相交，圆盘和多边形一定相交，但反过来却不成立——圆盘和多边形相交，多边形的边和圆周不一定规范相交。

（1）即使完全没有公共点的时候，圆盘和多边形也可以相交，原因是二者可以相互内含。因此，需要判断多边形是否有顶点在圆内，还需要判断圆心是否在多边形内。

（2）如果是非规范相交，需要分情况讨论。在图4-36（a）中，待判断的线段（用粗线表示）完全在圆外；在图4-36（b）中待判断的线段则是完全在内部。判断方法很简单，只需判断线段中点是否在圆内即可。
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图　4-36

4.4　三维几何基础

我们已经在前面介绍过向量运算，其中很多内容也适合三维几何，比如点＋向量＝点；向量＋向量＝向量，“点＋点”没有定义。
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直线的表示。直线仍然可以用参数方程（点和向量）来表示，并且射线和线段仍然可以看成“参数有取值范围限制”的直线，而且点到直线的投影也和二维情形一样。

平面的表示。通常用点法式（p0
 ，n）来描述一个平面。其中点p0
 是平面上的一个点，向量n是平面的法向量。每个平面把空间分成了两个部分，我们用点法式表示其中一个半空间。具体是哪一个呢？是这个法向量所背离的那一个（即法向量指向远离半空间的方向）。既然是法向量，n就垂直于平面上的所有直线。换句话说，平面上的任意点p满足Dot（n，p－p0
 ）＝0。设点p的坐标为（x，y，z），p0
 的坐标为（x0
 ，y0
 ，z0
 ），向量n的坐标表示为（A，B，C），上述等式等价于
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整理得Ax＋By＋Cz－（Ax0
 ＋By0
 ＋Cz0
 ）＝0。如果令D＝-（Ax0
 ＋By0
 ＋Cz0
 ），我们就得到了平面的一般式：Ax＋By＋Cz＋D＝0。注意，当Ax＋By＋Cz＋D＞0时，上述点积大于0，即点（x，y，z）在半空间（p0
 ，n）外。换句话说，Ax＋By＋Cz＋D＞0表示的是一个半空间（half space）。

4.4.1　三维点积

三维点积的定义和二维非常类似，而且也能用点积计算向量的长度和夹角。
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用三维点积可以解决很多基本问题。

过定点垂直于定直线的平面。平面的法向量就是这条直线，所以可以直接写出所求平面的点法式。

直线和平面的夹角、两平面的夹角、两直线的夹角。注意到与平面的夹角可以转化为与法向量的夹角，这些问题都不难解决
[10]

 。

点到平面的距离。如图4-37所示，把向量p－p0
 投影到向量n上可得：p到平面的有向距离为Dot（p－p0
 ，n）/Length（n）。这是一个相当简洁的结论，如果n是单位向量，甚至会更简单。
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图　4-37
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点在平面上的投影。有了距离，投影点本身就不难求了。设点p在平面（p0
 ，n）上的投影为p'，则p'－p平行于n，且p'－p＝dn，其中d就是p到平面的有向距离。
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直线和平面的交点。可以简单地通过解方程得到。设平面方程为Dot（n，p－p0
 ）＝0，过点p1
 和p2
 的直线的参数方程为p＝p1
 ＋t（p2
 －p1
 ），则与平面方程联立解得
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其中分母为0的情况对应于直线和平面平行，或者直线在平面上（想一想，如何区分）。
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顺便说一句，如果平面用一般式Ax＋By＋Cz＋D＝0，则联立解出的表达式为
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4.4.2　三维叉积

三维空间里也有叉积的概念，但形式和二维叉积大不一样，它是一个向量，而不再是一个带符号的数。
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虽然在学术上并不严谨，但在算法竞赛中读者可以认为叉积同时垂直于v1
 和v2
 ，方向遵循右手定则
[11]

 。当且仅当v1
 和v2
 平行时，叉积为0。
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有了叉积的工具，可以解决更多的基础问题。

过不共线三点的平面。法向量为Cross（p2
 －p0
 ，p1
 －p0
 ），任取一个点即可得到平面的点法式。

三角形的有向面积。和二维情形一样，注意求出叉积之后要取长度。

判断点是否在三角形内。先判断点是否在三角形所在平面上，然后利用简单的面积关系即可，代码如下（假定点P在P0、P和P2确定的平面上）。
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判断线段和三角形是否相交。利用上面的函数不难得到。代码如下（注意：为简单起见，我们没有考虑线段在平面上的情况）。
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点到直线／线段的距离。仍然可以用面积法（注意三维叉积是向量，要用Length函数而不是fabs），代码如下。
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四面体的体积。已知四边形的4个顶点A，B，C，D。根据叉积和点积的定义不难得出四面体的带符号体积为
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其中AB，AC，AD呈右手系时为正。括号内的部分也称为混合积，代码如下。
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多面体的体积。平面多边形的面积等于三角形的有向面积之和，空间多面体也类似。不过首先需要规定好多面体的存储方式。一种简单的表示法是点－面，即一个顶点数组V和面数组F。其中V里保存着各个顶点的空间坐标，而F数组保存着各个面的3个顶点在V数组中的索引。简单起见，假设各个面都是三角形，且3个点由右手定则确定的方向指向多边形的外部（即从外部看，3个顶点呈逆时针排列），所以这些面上3个点的排列顺序并不是任意的。

4.4.3　三维凸包

和二维情形类似，给定三维空间中的一些点，包含它们的最小凸多面体称为这些点的凸包。三维凸包的求法有很多，常用的有暴力法、卷包裹法和增量法
[12]

 。

暴力法。枚举每3个点组成的有向三角形（实际上对应一个半空间），判断是否所有点都在这个三角形的同侧（即半空间的内部）。如果是，则这个三角形是凸包中的一个面，否则就不是。判断一个点在三角形的哪一侧需要一次叉积和一次点积（也可以理解为一次混合积），因此一共需要O（n4
 ）次叉积和点积。

卷包裹法。该算法的思想是先找到一条肯定在凸包上的边Pi
 Pj
 （比如，投影在平面上的凸包的边），然后想象一张纸紧贴这条边向左（这里是指向量Pi
 Pj
 的左边）旋转，直到碰到一个点Pk
 ，然后以Pk
 Pj
 和Pi
 Pk
 为轴继续旋转。

尽管看上去简单，卷包裹法在实现上仍有一些需要注意的地方。首先是初始边的选择。一般先把点投影到z＝0平面，求出二维凸包，然后把二维凸包上的一条边作为三维凸包卷包裹的初始边。根据二维凸包的性质，不必真的做投影和找凸包，而只需要找一个y坐标最小的点作为起点，到它极角最小的点作为第二点。看上去是不是很简单？请注意，当“y最小”和“极角最小”的选择不止一个时很容易出问题，读者不妨仔细思考。另外，在卷包裹的过程中，多点共面也是比较麻烦的问题（想一想，为什么）。总之，卷包裹的实现需要非常小心。

增量法。该算法的基本思想是把点依次加到凸包中。初始时随机选两个点p1
 和p2
 ，然后找一个不和这两个点共线的点p3
 ，再找一个不和它们共面的点p4
 ，组成初始凸包，然后依次考虑其他点pr
 ：如果这个点在当前凸包内，直接忽略；否则找到这个点能“看到”的所有面（如图4-38左图），删除它们，然后把阴影边界上的所有点和pr
 连接起来，其中每条边和pr
 一起构成一个三角形，如图4-38右图所示。
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图　4-38

这个算法的简单实现方法是遍历所有面，判断是否可见；然后遍历所有边，判断是否在阴影边界上（即该边的两侧恰好有一个面可见）
[13]

 。代码如下。
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注意到上述代码中的注释了吗？上述代码简单而清晰，但却没有考虑特殊情况（比如凸包上多点共面）。简单起见，实践中常常把输入点进行微小扰动后再调用上述过程。比如可以使用以下代码。
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注意扰动之前的点要备份。上述代码中的Face结构体是顶点下标，所以可以用扰动后的点求三维凸包，然后用这些下标引用原来（未扰动）的点。此外，还有一个很容易忽略的问题，即输入点应先判重，否则在扰动后很容易出现极小的面。这样的面很容易造成麻烦。

4.4.4　例题选讲

例题16　三维三角形（3D Triangles, UVa 11275）

给出三维空间的两个三角形，判断二者是否有公共点。若两个点距离小于0.000001，则认为它们是同一个点。三角形的内部、边和顶点都算作三角形的一部分。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T（T≤1000）。每组数据包含6行共18个实数（最多包含7位小数），前3行为第一个三角形的3个顶点坐标，后3行为第二个三角形的3个顶点坐标。输入三角形不会退化。

【输出格式】

对于每组数据，如果两个三角形有公共点，则输出1，否则输出0。

【分析】

如果相交，那么必然有一个三角形的一条边经过另一个三角形的内部、边上或者顶点，因此判断方法代码如下。
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主程序也是相当短的，代码如下。
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例题17　Ardenia王国（Ardenia, CERC 2010, LA 4973）

给出空间中两条线段，求它们的最近距离。

【输入格式】

输入第一行为文件组数T（T≤105
 ），以下每两行为一组数据，包含6个绝对值不超过20的整数x1，y1，z1，x2，y2，z2。

【输出格式】

对于每组数据，输出两个互素的整数l和m，使得m＞0且l/m为所求距离的平方。

【分析】

首先判断两直线是否平行（或重合），如果是的话直接求。考虑4个端点到另一条线段的距离，取最小值即可。

如果不平行或重合，说明两条直线是异面直线，这时最短距离既可能是某端点到另一条线段的距离，也可能是异面直线的最短距离。

如何求异面直线的最短距离？假设两条直线分别为l1
 ＝（p1
 ，v1
 ）和l2
 ＝（p2
 ，v2
 ），那么最短距离会在某个q1
 ＝p1
 ＋sv1
 和q2
 ＝p2
 ＋tv2
 上取到，其中q1
 和q2
 分别在l1
 和l2
 上，且q1
 q2
 是这两条异面直线的公垂线。

向量q1
 q2
 ＝q2
 －q1
 ＝p2
 －p1
 ＋tv2
 －sv1
 垂直于v1
 ，因此Dot（p2
 －p1
 ＋tv2
 －sv1
 ），v1
 ）＝0。根据分配率，有Dot（p2
 －p1
 ，v1
 ）＋t×Dot（v2
 ，v1
 ）－s×Dot（v1
 ，v1
 ）＝0。注意这里的3个点积都是可以直接算出来的，因此实际上得到的是一个关于t和s的一次方程。根据q1
 q2
 垂直于v2
 还可以得到一个一次方程，联立求解即可。下面的代码直接使用了经过复杂化简以后的结果，读者可以参考。
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两条直线相交的情况下算出的距离为0，并且返回true。

注意，本题比较特殊，要求以分数形式输出。所以可以考虑定义一个Rat类（代表Rational）来保存和计算有理数，并且重载加法、减法和乘法，然后把本题用到的两个关键函数：点到线段距离Distance2ToSegment和异面直线的最小距离LineDistance3D改写成返回有理数的版本。代码留给读者编写。

例题18　行星（Asteroids, NEERC 2009, LA 4589）

给定两颗凸多面体行星，你的任务是求出二者重心的最近距离。两颗行星的密度都是均匀分布的，且可以任意旋转和平移。每颗行星顶点数不超过60。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据分成两部分，依次描述两颗行星。每颗行星第一行为顶点数n（4≤n≤60），以下n行每行给出一个顶点坐标。这n个点保证是一个非退化凸多面体的各个顶点。

【输出格式】

对于每组数据，输出两个行星重心的最近距离。

【分析】

不难发现，最优放置方法是贴住两颗行星的某两个面，而最近距离为各自重心到这两个面的距离之和。换句话说，我们可以独立求出两颗行星的“重心到各面的最短距离”，再相加即可。

由于只给出了顶点，需要先求一次三维凸包，找到所有面，然后求出重心，最后依次计算重心到各个面的距离。如何求重心呢？因为行星是均匀的，可以先随便找一个位于行星内部的点（比如所有顶点的坐标平均数），连接该点和各个面，得到若干个三棱锥。把每个三棱锥等价成一个质点，再求这些质点的重心。质点的重心是质点坐标按照质量加权的平均数，而质量均匀的三棱锥的重心的坐标为4个顶点坐标的平均数。

例题19　压纸器（Paperweight, World Finals 2010, LA 4795）

你的公司从事压纸器的生产，压纸器由两个有公共面的四面体组成，四面体由透明玻璃构成，内部镶嵌数个彩色微粒，其中有一个微粒是一个RFID芯片。

使用时，需要把压纸器稳定的放置在一台计算机的顶部，其中紧贴计算机的那个面称为压纸器的底面。所谓“稳定”是指压纸器的重心向任意方向移动不超过0.2米时，压纸器都能回到原位。你可以认为压纸器密度均匀，并且芯片体积足够小（可以被认为是一个点）。你的任务是计算当压纸器处于稳定位置时RFID芯片离底面的最近距离和最远距离（见图4-39）。
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图　4-39

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据仅一行，包含18个绝对值不超过1000的整数，即6个点A，B，C，D，E，F的坐标，其中ABC是公共面，D和E分别在面ABC的两侧。点F是RFID芯片的位置，F点保证严格包含在压纸器内部。输入保证四面体ABCD和ABCE体积均为正，且每个压纸器都至少有一个稳定位置。输入结束标志为单个0。

【输出格式】

对于每组数据，输出当压纸器稳定时RFID芯片到底面距离的最小值和最大值，保留5位小数。

【分析】

压纸器一共有5个顶点，底面至少有3个顶点，所以可以枚举底面上的3个顶点P1
 P2
 P3
 ，判断是否可以以该面为底面进行稳定放置。具体来说需要判断是否所有顶点都在该面的同侧，然后整个压纸器的重心是否在底面三角形的内部，且离各边的距离不超过0.2。

有一种特殊情况很容易漏掉：如果还有一个点P4
 也在底面上（即四点共面），那么重心落在P1
 P2
 P3
 P4
 的凸包内
[14]

 即可，不一定在三角形P1
 P2
 P3
 内。

4.4.5　三维几何小结

表　4-2
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4.5　小结与习题

1．基础题目

要想较好地解决算法竞赛中的几何题目，必要的平面几何、三角和解析几何知识也是不可缺少的。下面是一些偏数学，和算法关系不大的题目（如表4-3所示），供读者练习基本功。

表　4-3
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三角形趣题（Triangle Fun, UVa 11437）

给定△ABC，在边BC，CA，AB上分别取点D，E，F，使得CD＝2BD，AE＝2CE，BF＝2AF。求△PQR的面积，如图4-40所示。
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图　4-40

形状（Determine the Shape, UVa 11800）

给定平面上4个点，没有3点共线。你的任务是判断这4个点能组成怎样的四边形。如果能组成正方形，输出Square；如果能组成矩形，输出Rectangle。其他形状按照顺序依次为：菱形（Rhombus）、平行四边形（Parallelogram）、梯形（Trapezium）、普通四边形（Ordinary Quadrilateral）。

运动场的跑道（Athletics Track, UVa 11646）

如图4-41所示，体育场的跑道一圈是400米，其中弯道是两段半径相同的圆弧。已知矩形的长宽比例为a:b，求长和宽的具体数值。
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图　4-41

地球隧道（Tunnelling the Earth, UVa 11817）

从地球上的一个点到另一个点，可以沿着球面最短路走，也可以钻隧道，走直线。这两种方法的路程之差是多少？在本题中，假定地球是正球体，半径为6371009米。起点和终点的位置均按经纬度给出，北纬和东经用正数表示，南纬和西经用负数表示。

马戏团的屋顶（Dome of Circus, NEERC 2010, LA 4986）

给定n（n≤10000）个空间中的点，你的任务是找一个底面在z＝0平面上，底面中心在（0，0，0）点的体积最小的圆锥，包含所有点（点在圆锥表面上也可以）。所有点的z坐标均为正数，且至少有一个点不在z轴上，如图4-42所示。
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图　4-42

内切圆（In-Circle, UVa 11524）

如图4-43所示，△ABC的内切圆把它的三边分别划分成m1
 :n1
 ，m2
 :n2
 和m3
 :n3
 的比例。另外已知内切圆的半径r，求△ABC的面积。
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图　4-43

外切圆（Ex-Circles, UVa 11731）

如图4-44所示，已知△ABC的3条边长，求△DEF的面积，以及阴影部分的总面积。
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图　4-44

最小正多边形（Smallest Regular Polygon, UVa 12300）

给定两个点A和B，求穿过这两个点的面积最小的正n边形。

交叉的梯子（Crossed Ladders, UVa 10566）

如图4-45所示，已知x，y，c，求“？”的长度。
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图　4-45

圆周上的三角形（Circum Triangle, UVa 11186）

在一个圆周上有n（n≤500）个点。不难证明，其中任意3个点都不共线，因此都可以组成一个三角形。求这些三角形的面积之和。

三角形难题（Triangle Hazard, Kuala Lumpur 2008, LA 4413）

如图4-46所示，已知BC，CA，AB分别被点D，E，F分成了m1
 :m2
 ，m3
 :m4
 和m5
 :m6
 。已知△ABC的顶点坐标很容易计算出△PRQ；但反过来呢？你的任务是根据P、Q、R三点的坐标，以及m1
 ～m6
 的数值，计算出△ABC3个顶点A、B、C的坐标。
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图　4-46

Malfatti圆（Malfatti Circles, Tokyo 2009, LA 4642）

给出一个三角形的3顶点的坐标，求3个圆，使得每个圆和三角形的两条边以及另两个圆均相切，如图4-47所示。输出这3个圆的半径。
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图　4-47

2．二维几何计算

这些题目没有太多算法可言，但有很多细节需要注意，比如线段的规范相交和非规范相交的区别；圆和圆的众多位置关系、圆的公切线的各种情况等。表4-4中的几道例题堪称经典，希望读者认真学习。

表　4-4
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如表4-5所示是几道巩固练习。

表　4-5
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渔网（Fishnet, Hakodate 2001, LA 2402）

有一个左下角在（0，0），右上角在（1，1）的正方形，4条边上各有n个点。对于1≤i≤n，连接两条线段（ai
 ，0）－（bi
 ，1）和（0，ci
 ）－（1，di
 ），可以把正方形划分成若干部分。输入ai
 ，bi
 ，ci
 ，dn
 的值（0＜ai
 ，bi
 ，ci
 ，di
 ＜1，序列a，b，c，d均严格递增），求划分成的最大块的面积。如图4-48所示，最大块用阴影部分标出。
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图　4-48

美梦（Sweet Dream, UVa 10969）

在平面上依次放置n（n≤100）个圆（后放的覆盖先放的），如图4-49所示。按照放置顺序依次输入各个圆的圆心坐标和半径，求圆周上的可见弧长之和。
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图　4-49

多边形怪兽（Fighting against a Polygonal Monster, UVa 11177）

有一个棱柱形怪物，从正面看是一个凸n（n≤50）边形。保证（0，0）在该多边形内部（不会在边界上）。

你的任务是用一根光柱打败这个怪物。从正面看，光柱是圆心在（0，0）的圆。要想打败怪物，这个圆和凸多边形的公共面积应该不小于R。为了节约能源，这个圆的半径应尽量小。

数小山（Hills, Hangzhou 2005, LA 3491）

平面上有n（n≤500）条线段，其中每条线段的端点都不会在其他线段上。你的任务是数一数有多少个“没有被其他线段切到”的三角形（即小山）。如图4-50所示，虽然有两个三角形，但其中一个被切到了，所以答案是1。

[image: alt]


图　4-50

3．几何算法

几何算法有很多，且大都复杂，容易写错。本章只介绍最常用的几种，分别为凸包、半平面交和平面区域的相关算法。有的例题并不直接和凸包、半平面交等问题相关，甚至并不是几何问题，但可以通过问题转化和建模与这些算法巧妙的联系起来。相关题目如表4-6所示。

表　4-6
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下面是习题（见表4-7）。这些题目大都比较传统，主要用来巩固对算法的理解以及代码实现。

表　4-7
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围墙（Wall, NEERC 2001, LA 2453）

给出一个n（n≤1000）边形城堡，在它的外部造一个总长度尽量小的围墙，使得围墙的任何一部分离城堡的距离都不小于L，如图4-51所示。
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图　4-51

艺术画廊（Art Gallery, SEERC 2002, LA 2512）

有一个n边形的艺术画廊，管理者想在里面放一个监视摄像机，能够看到整个画廊，如图4-52所示。你的任务是计算有多大面积的区域可以放这个摄像机。

[image: alt]


图　4-52

更冷更热（Hotter Colder, UVa 10084）

“更冷更热”是一个小孩子玩的游戏，游戏玩法是这样的：甲闭上眼睛，让乙在房间里藏一个东西。睁开眼睛后，甲可以猜这个东西在哪里。第一次必须猜（0，0），以后每猜一个位置，乙根据这个位置和上一次猜的位置哪里离正确位置近做出回答。如果新猜的点比较近，回答“Hotter（更热）”；如果上次猜的点比较近，回答“Colder（更冷）”。如果二者一样近，回答“Same（相同）”。按顺序给出甲每次猜的位置和乙的回答，依次输出乙每次回答之后，所有可能位置占的总面积。

犯罪现场（Crime Scene, UVa 11726）

给定n（n≤100）个物体，每个物体都是一个圆或者k（k≤10）边形，用长度尽量小的绳子把它们包围起来。

最小包围盒（Smallest Enclosing Rectangle, UVa 12307）

平面上有n（3≤n≤100000）个点，你的任务是求出包含所有点的面积最小矩形（设面积为A），以及包含所有点的周长最小矩形（设周长为P）。输出A和P的值。

过街——极限版（Street Crossing EXTREME, UVa 11595）

平面上有n（n≤35）条直线，各代表一条街道。街道相互交叉，形成一些路段（对应于几何上的线段）。你的任务是设计一条从A到B的路线，使得穿过路段的拥挤值之和尽量小。为了安全，你的路线不能直接穿过街道的交叉点，也不能沿着街道走，而只能从路段的中间过街。

平面上还有c（c≤1000）座大楼。正常情况下，每条路段的拥挤值为1，但如果和一座大楼相邻（即可以从这座大楼出发，不经过其他路段或者交叉点到达这条路段），拥挤值需要加上该大楼的拥挤度。

战争的艺术（Art of War, CERC 2004, LA 3176）

地图上有m条线段，围成了n个封闭区域（1≤n≤600，1≤m≤4000），每个封闭区域由一条连续的边界围成，代表一个国家。在这些封闭区域外面是一个无限大的荒地。每个国家内部都有一个首都。每条线段的两侧要么是两个不同的国家，要么一侧是国家，另一侧是荒地。边界上有公共线段的两个国家被称为相邻的。

输入每个国家的首都坐标，以及每条线段的两个端点坐标，你的任务是计算出每个国家的相邻国家。输入线段不会相交，但可以有公共端点。

4．三维几何

本章仅介绍了三维几何中比较简单的内容，比如点积、叉积的基本应用和三维凸包。下面是几道经典例题，如表4-8所示。

表　4-8
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相比之下，表4-9中的习题内容更加丰富，不仅包含了一些比较基础的计算题，还有具有一定难度的算法题，有些题目虽然算法不难，但对空间思维有较高的要求。

表　4-9
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导弹的距离（The Deadly Olympic Returns, UVa 10794）

三维空间中有两枚沿直线匀速飞行的导弹（看作点），已知某时刻它们的位置、飞行方向和速度，求它们的最短距离（假设两枚导弹将按照原来的速度和方向一直飞行）。

星球大战（Star War, UVa 11836）

空间里有两个四面体行星，要求在二者的表面上各取一个点，使得选出的两个点距离最近。输入每个行星的4个顶点坐标（保证两个四面体不相交，且体积均不等于0），输出最短距离。

球的横切面（Inherit the Spheres, Ehime 2004, LA 3192）

空间里有n（n≤100）个球。用一个水平面从下到上扫描，可以发现截面的连通块个数会发生变化，如图4-53所示。
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图　4-53

你的任务是输出每次变化的方式，1表示变大，0表示变小。比如，图4-53的变化方式为11011000。

空气动力学（Aerodynamics, NEERC 2008, LA 4371）

给出空间中的n（4≤n≤100）个点和两个整数zmin和zmax（0≤zmin≤zmax≤100），对于[zmin，zmax]内的每个整数z0
 ，分别输出给定点的凸包被z＝z0
 所截得的面积，如图4-54所示。
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图　4-54

提示：可以避开三维凸包吗？

阴影（Shade of Hallelujah Mountain, Fuzhou 2010, LA 5100）

天空中有一块大石头挡住了部分阳光。输入太阳坐标（x，y，z）和地平线的方程ax＋by＋cz＝d，你的任务是计算出无限大地平面上的阴影面积。石头保证是一个有n（4≤n≤100）个顶点的凸多面体，太阳和石头位于地平面的同侧，且严格位于石头的外面。

球和四面体（Tetrahedrons and Spheres, UVa 11887）

三维空间中有a个四面体和b个球（1≤a，b≤5），求它们并的体积。所有坐标为绝对值不超过5的整数，球的半径ri
 ≤3。

微型光线追踪器（A Tiny Raytracer, UVa 12313）

本题的任务是实现一个小型光线追踪渲染器。场景由若干三角形网格（triangle mesh）组成，有且仅有一个点光源（point-light）。

相机模型

本题使用的相机是透视相机，位置在camera_pos，指向camera_target，up向量为camera_up，横向FOV等于f度，拍摄出来的图片是W×H像素，如图4-55所示。
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图　4-55

上图中，假想在相机的正前方有一个矩形（称为图像平面），代表着场景在相机中的影像，则它的离散形式就是渲染器的输出。在本题中，所有像素都是正方形，因此图像平面的宽度与高度之比总是W:H。

从camera_pos出发指向camera_target的射线穿过图像平面的中心，而图像平面的局部y轴就是camera_up。横向FOV是指图像平面左右边界相当于相机的张角。

为了计算三维场景中一个点在最终图像中的位置，只需从相机出发引一条射线穿过该点，则该射线与图像平面的交点就是所求。如果没有交点，则该点不可见。不难证明，图像平面离相机的距离无关紧要，只要y轴方向为camera_up，从camera_pos出发指向camera_ target的射线穿过图像平面的中心即可。

光线追踪原理

对于最终图像中的每个像素，我们考虑一条射线，从眼睛（也就是相机，下同）出发，穿过像素的中心。只要跟踪这条射线，看它在场景中碰到了什么颜色的物体，根据光路可逆原理，就能知道这个像素是什么颜色的。

上述原理是高度简化的，不过足以解决本题。在最简单的情况下，所有物体既不反光也不透明，则每当射线碰到一个物体时，可以直接计算这个物体的颜色，方法是连接碰撞点和光源（本题只有一个光源），如果连线被其他物体挡住，说明这个点处于阴影中，否则用随后介绍的着色算法计算这个点的颜色。

在真实场景中，由于玻璃和水这样的物体存在，我们需要考虑光线和物体的多次碰撞，以处理反射（reflection）和折射（refraction），方法如下：如果射线碰到了一个反射性物体，则派生出一条新的反射光线，从碰撞点射出，指向碰撞表面的外部。同理，如果射线碰到了一个有一定透明度的物体，则派生出一条新的折射光线，从碰撞点射出，指向碰撞表面的内部。如果碰撞面两侧物体的折射系数（index of refraction）不同，则光线的方向将发生改变，改变方式遵守snell定律
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注意，如果发生了全反射（total internal reflection），应当停止跟踪该光线，而不是派生出一条反射光线。

事实上，反射光线和折射光线本身还能继续派生出新的光线，所以我们实际上拥有一棵光线树。为了避免无穷无尽的递归下去，我们规定树的最大高度（在本题中总是等于4），这样，每个叶子要么在深度上达到了最大值，要么碰到了一个既不反射也不折射的物体（或者什么都没射到）。

递归过程伪代码如下。
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注意，只要深度没有达到最大值，不管反射系数是多么小的正数，都应该跟踪反射光线；折射光线也是如此。两个颜色的加法将在随后定义。

着色

前面遗留了一个问题，就是如何计算碰撞点的颜色（即上面的get_point_color函数）。在本题中，用Lambertian着色法（也叫余弦着色法），即根据碰撞表面的法线和从碰撞点到光源的向量的点积计算亮度。当夹角增大时，亮度按照余弦函数减小。

如果点积等于0，说明两向量垂直，此时我们并不希望这个点完全呈黑色，而是要给它一点所谓的“环境光”。我们用ambient_coefficient来表示这个系数，而diffuse_coefficient＝1-ambient_coefficient表示漫反射系数。在本题中，三角形都看成是双面反光的，因此点积部分取了绝对值。object_color是物体的一个属性，即完全照明时的颜色。着色伪代码如下。
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简单起见，只要连接交点和光源的线段被一个物体阻挡（即使该物体反光或者透明），就算作该交点在阴影中。这样做的确会让渲染结果不正确，但在本题中请忽略这个Bug。

在本题中，颜色用三元组（r，g，b）表示，其中实数r，g，b满足0≤r，g，b≤1。颜色加法和向量加法一样，也是每一维分别相加。不难发现，如果严格按照上面的规则编写代码，颜色加法的结果总是合法的（即相加后的结果仍满足0≤r，g，b≤1）。

注释


[1]
 　也可以理解成两条线段均不含端点。


[2]
 　这段代码的点积部分可以改成坐标比较，比较跨度较大的那一位坐标。


[3]
 　可以直接用来解决UVa 10674《切线》。


[4]
 　但并不推荐这样做。调节eps只是掩盖了问题，并没有消除。


[5]
 　在程序实现中，可以用圆弧中点代替整条圆弧进行判断。


[6]
 　事实上，也可以不重新引射线，而是通过一些条件进一步判断。不过由于转角法实在太好用了。这里不再叙述射线法的细节。


[7]
 　它是Graham扫描算法的变种。和原始的Graham算法相比，Andrew更快，且数值稳定性更好。


[8]
 　因为凸集的交是凸的。


[9]
 　从学术上讲，凸包的对偶问题很接近半平面交，所以二者算法很接近。


[10]
 　比如，两平面的夹角等于这两个平面的法线的夹角。


[11]
 　事实上叉积的方向和左右手系有关。如果还要更严密的话，叉积其实不是一个真正的向量，而是一个伪向量（pseudovector）。


[12]
 　增量算法有一种实践上非常有效的实现方法，即快速凸包，但在多数算法竞赛中，普通增量法已经足够快了。


[13]
 　一个较好的方法是先找到一个可见面，然后用DFS的方法找到其他可见面和阴影边界，不过一般来说不必如此。


[14]
 　程序上并不需要先求凸包。具体做法留给读者思考。


第5章　图论算法与模型

在《算法竞赛入门经典》中我们已经学习过基本的图论问题和算法，如无根树转有根树、表达式求值、最小生成树、最短路、最大流、最小割、最小费用流等。本章除了介绍更多图论问题和算法外，也对这些常见问题进行了更加深入的讨论，并通过更多例题展示建模和分析技巧。

5.1　基础题目选讲

本节介绍一些只用到比较基础的图论知识的题目，比如图的宽度优先遍历、欧拉回路、拓扑排序。

例题1　大火蔓延的迷宫（Fire!, UVa 11624）

你的任务是帮助Joe走出一个大火蔓延的迷宫。Joe每分钟可以走到上下左右4个方向的相邻格之一，而所有着火的格子都会往四周蔓延（即如果某个空格与着火格有公共边，则下一分钟这个空格将着火）。迷宫中有一些障碍格，Joe和火都无法进入。当Joe走到一个迷宫的边界格子时，我们认为他已经出了迷宫。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T。每组数据第一行为两个整数R和C（1≤R，C≤1000）。以下R行每行有C个字符，即迷宫。其中“#”表示墙和障碍物，“.”表示空地，“J”是Joe的初始位置（也是一个空地），“F”是着火格。每组数据的迷宫中恰好有一个格子是“J”。

【输出格式】

对于每组数据，输出走出迷宫的最短时间（单位：分钟）。如果无法走出迷宫，则输出IMPOSSIBLE。

【分析】

如果没有火，那么本题是一个标准的迷宫问题，可以用BFS解决。加上了火，难度增加了多少呢？其实没多少。注意，火是不会自动熄灭的，因此只要某个格子在某时刻起火了，以后将一直如此。所以只需要预处理每个格子起火的时间，在BFS扩展结点的时候加一个判断，当到达新结点时该格子没着火才真的把这个新结点加到队列中。

最后需要考虑一下如何求出每个格子起火的时间，其实这也是一个最短路问题，只不过起点不是一个，而是多个（所有的初始着火点）。这只需要在初始化队列时把所有着火点都放进去即可
[1]

 。

两个步骤的时间复杂度均为O（RC）。

例题2　独轮车（The Monocycle, UVa 10047）

独轮车是一种仅有一个轮子的特殊自行车。它的轮子被等分成5个扇形，分别涂上一种不同的颜色。现在有一个人骑车行驶在M×N的网格平面上。每个格子的大小刚好使得当车从一个格子骑到下一个格子时，轮子恰好转过一个扇形。

如图5-1所示，当轮子在1号格子的中心时，蓝色扇形的外弧线中点刚好与地面接触。当它移动到下一个格子（2号格子）的时候，白色扇形的外弧线中点与地面接触。
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图　5-1

有些格子中有障碍，所以车子不能通过这些格子。骑车人从某个格子出发，希望用最短的时间移动到目标格。在任何一个格子上，他要么骑到下一个格子，要么左转或者右转90°。其中每项动作都恰好需要1秒来完成。初始时，他面朝北并且轮子的绿色扇形贴着地面。到达目标格时，也必须是绿色扇形贴着地面，但是朝向无限制，如图5-2所示。
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图　5-2

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行包含两个整数M和N（1≤M，N≤25），表示网格的行数和列数，接下来是网格的描述，用M行长度为N的字符串来表示。字符“#”表示一个障碍方格，其他方格均可通行。骑车路线的起点用“S”表示，终点用“T”表示。输入结束标志为M＝N＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出测试数据编号和到达目标格的最短时间（单位：秒）。如果无法到达，输出“destination not reachable”。相邻两组数据的输出之间应有一个空行。

【分析】

本题看上去也是一个最短路问题，但似乎有一些特殊：到达同一个格子时，自行车可能处于不同的“状态”，因为朝向可能不同，接触地面的扇形颜色可能会不同。这样，我们把这两个附加因素纳入到考虑范围内，把每个（x，y，d，c）作为一个结点，表示自行车当前位置在格子（x，y），朝向为d，底面颜色为c，一共有20MN个结点。从每个结点出发最多有3条边（分别对应前进、左转和右转），因此有不超过60MN条边的情况，完全可以承受。

例题3　项链（The Necklace, UVa 10054）

有一种由彩色珠子连接成的项链。每个珠子的两半由不同颜色组成。如图5-3所示，相邻两个珠子在接触的地方颜色相同。现在有一些零碎的珠子，需要确认它们是否可以复原成完整的项链。
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图　5-3

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T。每组数据的第一行是一个整数N（5≤N≤1000），表示珠子的个数。接下来的N行每行包含两个整数，即珠子两半的颜色。颜色用1～50的整数来表示。

【输出格式】

对于每组数据，输出测试数据编号和方案。如果无解，输出“some beads may be lost”。方案的格式和输入相同，也是一共N行，每行用两个整数描述一个珠子（从左到右顺序），其中第一个整数表示左半的颜色，第二个整数表示右半的颜色。根据题目规定，对于1≤i≤n－1，第i行的第二个数必须等于第i＋1行上的第一个数，且第N行的第二个数必须等于第一行的第一个数（因为项链是环形的）。则如果有多解，输出任意一组即可。在相邻两组输出之间应有一个空行。

【分析】

如果把珠子看成点，似乎无法把题目转化成一个经典的、可以有效解决的问题，但如果把每种颜色看成一个结点，每个珠子的两半连一条有向边，则题目转化为了欧拉回路问题，可以在线性时间内解决。通过此题，数学建模的重要性可见一斑。

例题4　猜序列（Guess, Seoul 2008, LA 4255）

对于一个序列a1
 ，a2
 ，...，an
 ，我们可以计算出一个符号矩阵S，其中Sij
 为ai
 ＋…＋aj
 的正负号（连加和大于0则Sij
 ＝'＋'，小于0则Sij
 ＝'－'，等于0则Sij
 ＝'0'）。例如，序列-1，5，-4，2的矩阵如下。
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根据序列A不难算出上述符号矩阵。你的任务是求解它的“逆问题”，即给出一个符号矩阵，找出一个对应的序列。输入保证存在一个满足条件的序列，其中每个整数的绝对值均不超过10。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T。每组数据第一行为整数n（1≤n≤10），即序列的长度。第二行有n（n＋1）/2个字符，由符号矩阵的每一行按照从上到下的顺序连接而成。

【输出格式】

对于每组数据，在一行中输出n个绝对值不超过10的整数，即序列A。

【分析】

在前面的章节中，我们已经多次用到了“连续和转化为前缀和之差”的技巧，该技巧对本题仍然适用。设Bi
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋ai
 ，规定B0
 ＝0，则矩阵中的任意一项都等价于两个Bi
 相减之后的正负号。例如，第x行y列的符号为正，表示ax
 ＋…＋ay
 ＞0，即By
 －Bx－1
 ＞0，即By
 ＞Bx－1
 。这样，本题就转化为已知B0
 ＝0，B1
 ，…，Bn
 的一些大小关系，求它们的值（只要一组解即可）。这个问题可以通过拓扑排序完成，细节留给读者思考。

5.2　深度优先遍历

在《算法竞赛入门经典》中，我们已经学过图遍历算法，包括深度优先算法（DFS）和宽度优先算法（BFS）。通过本节我们将看到，DFS可以做到的远不止那些。

这里先强调一点，本节的例题极为重要，请读者仔细阅读。

DFS框架。深度优先遍历（depth-first search，DFS）依次递归访问当前结点的所有相邻结点（adjacent vertices）。代码如下。
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上面的代码使用了一个标志数组vis，初始值全为0，表示所有结点都没有被访问过。上面的PREVISIT（u）和POSTVISIT（u）允许访问结点之前和之后进行其他操作，我们很快会完善它们的细节。上面的代码使用了vector式的邻接表，其中G[u][i]表示结点u的第i个子结点
[2]

 。

上述代码最值得注意的是，由于用到了递归，当结点特别多而且深度很大时，可能会栈溢出。一种解决方案是增加程序可用栈的大小，但在竞赛中通常不可行（选手无法修改评测时的运行环境或者编译开关）；更可靠的解决方案是把递归改成非递归，使用自己编写的栈即可
[3]

 。

连通分量。在无向图中，如果从结点u可到结点v，那么从结点v必然也能到达结点u（只需把路径“反过来”走）；如果结点u可达结点v，而结点v又可达结点w，则结点u必然也能到达结点w（只需把两段路径拼起来）。再加上每个结点可到自身这一明显的事实，实际上证明了在无向图中，可达关系满足自反性、对称性和传递性，是一个等价关系。

从等价关系可以定义等价类。我们把相互可达的结点称为一个连通分量（connected component），则很容易用DFS在线性时间内求出任意无向图的连通分量。下面的代码为每个结点计算出了该结点所属的连通分量编号。
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注意，这里有一个全局变量current_cc，表示当前连通分量的编号。如果要记录每个结点的连通分量编号，就需要在PREVISIT（u）中赋值cc[u]＝current_cc。

对于棋盘，我们常常听到“四连块”和“八连块”这样的说法。前者是指把“上下左右”作为相邻关系时，棋盘的连通分量；而后者是指把“仅有一个公共点”的格子也看做相邻时，棋盘的连通分量。

如果只需求连通分量，还可以使用第3章中介绍的并查集，不仅不会出现DFS栈溢出的问题，而且连图都不需要保存，只需按照某种顺序处理所有的边即可。

二分图判定。对于无向图G＝（V，E），如果可以把结点集分成不相交的两部分，即X和Y＝V－X，使得每条边的其中一个端点在X中，另一个端点在Y中，则称图G是二分图（bipartite graph）。二分图的另一种等价说法是，可以把每个结点着以黑色和白色之一，使得每条边的两个端点颜色不同。不难发现，非连通的图是二分图当且仅当每个连通分量都是二分图，因此我们只考虑无向连通图。

下面，我们用DFS来给任意无向图G进行黑白二着色（bicoloring
[4]

 ）。首先，总是假定结点0是黑色的。如果你找到了一种让它着白色的方案，只需把所有结点的颜色“翻转”一下，就能让结点0着黑色。

接下来，对DFS进行小小的修改，代码如下。
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我们用颜色1和2分别表示黑色和白色，0表示没着色，则vis数组就没有存在的必要了。记得在调用之前把color数组初始化为0。

5.2.1　无向图的割顶和桥

对于无向图G，如果删除某个点u后，连通分量数目增加，称u为图的关节点（articulation vertex）或割顶（cut vertex）。对于连通图，割顶就是删除之后使图不再连通的点。

如何求出图的所有割顶呢？我们有两个选择。

选择一：尝试删除每个结点，然后用DFS判断连通分量是否增加，时间复杂度为O（n（n＋m）），其中n和m分别是图中的点数和边数。

选择二：深入挖掘DFS的性质，在线性时间（即O（n＋m）时间）内求出所有割顶。

毫无疑问，第二个选择比“删除－测试”的方法高效许多，并且达到了理论下界，是理想的方案。下面我们就来学习这个方法。

时间戳。本节的算法依赖于“时间戳”这个概念。反应到代码中，只需在PREVISIT（u）和POSTVISIT（u）中加如下代码，就可以为每个结点记录两个时间戳。
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其中，全局的“当前时间”dfs_clock初始化为0。不难发现，当所有结点都访问过以后，dfs_clock的值将等于2m。

如图5-4所示是一个无向图和对应的DFS森林，每个结点u均标记以pre[u]和post[u]。强烈建议读者根据自己的理解模拟DFS过程，看看是否能得到相同的DFS森林。执行dfs（u）时，应当按照字母从小到大的顺序考虑u的各个子结点。
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图　5-4

边分类。注意无向图的每条边（u，v）会处理两次：访问u的时候一次，访问v的时候一次。DFS森林中的边称为树边（tree edge）。第一次处理时从后代（descendant）指向祖先（ancestor）的边称为反向边（back edge）。在无向图中，除了树边之外，其他边都是反向边。有向图除了树边和反向边外还有前向边（forward edge）和交叉边（cross edge），这里不再赘述。

割顶和桥的条件。简单起见，我们只考虑连通图。在这样的情况下，DFS森林一定只有一棵树。树根是不是割顶呢？不难发现，当且仅当它有两个或更多的子结点时，它才是割顶——无向图只有树边和反向边，不存在跨越两棵子树的边。对于其他点，情况就要复杂一些。我们有下面的定理。


定理：
 在无向连通图G的DFS树中，非根结点u是G的割顶当且仅当u存在一个子结点v，使得v及其所有后代都没有反向边连回u的祖先（连回u不算）。


证明：
 如图5-5所示，考虑u的任意子结点v。如果v及其后代不能连回f，则删除u之后，f和v不再连通；反过来，如果v或它的某一个后代存在一条反向边连回f，则删除u后，以v根的整棵子树中的所有结点都可以利用这条反向边与f连通。如果所有子树中的结点都和f为连通，根据“连通”关系的传递性，整个图就是连通的。
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图　5-5

方便起见，设low（u）为u及其后代所能连回的最早的祖先的pre值，则定理中的条件就可以简写成结点u存在一个子结点v，使得low（v）≥pre（u）。

作为一种特殊情况，如果v的后代只能连回v自己（即low（v）＞pre（u）），只需删除（u，v）一条边就可以让图G非连通了，满足这个条件的边称为桥（bridge）。换句话说，我们不仅知道结点u是割顶，还知道了（u，v）是桥。

注意对于每个割顶或者桥来说，上述条件可能不止成立一次，所以一般不要边判定边输出，而是用数组来记录每个结点是不是割顶，以及每条边是不是桥，最后一次性输出。

low函数的计算。现在唯一的问题是low函数本身的计算，它可以用下面的代码来递推计算。注意，代码中已经加入了割顶的判断，桥的判断留给读者。
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每次递归访问结束时，该结点的low函数就被正确计算出来了。在上面的代码中，最容易写错的是，漏掉v不等于fa的判断。边（u，fa）不是反向边，而是树边（fa，u）的第二次访问。在调用这个代码之前不要忘记把所有结点的pre初始化为0，且第一次调用时，fa的值应该等于负数。

5.2.2　无向图的双连通分量

对于一个连通图，如果任意两点至少存在两条“点不重复”的路径，则说这个图是点－双连通的（一般简称双连通，biconnected）。这个要求等价于任意两条边都在同一个简单环中，即内部无割顶。

类似地，如果任意两点至少存在两条“边不重复”的路径，我们说这个图是边－双连通的（edge-biconnected）。这个要求要低一点，只需要每条边都至少在一个简单环中，即所有边都不是桥。

对于一张无向图，点－双连通的极大子图
[5]

 称为双连通分量（Biconnected Component, BCC）或块（block）。不难发现，每条边恰好属于一个双连通分量，但不同双连通分量可能会有公共点。可以证明不同双连通分量最多只有一个公共点，且它一定是割顶。另一方面，任意割顶都是至少两个不同双连通分量的公共点。

同理，边－双连通的极大子图称为边－双连通分量（edge-biconnected component）。除了桥不属于任何边－双连通分量之外，其他每条边恰好属于一个边－双连通分量，而且把所有桥删除之后，每个连通分量对应原图中的一个边－双连通分量。

如图5-6所示有两个点－双连通分量：｛1，2，3｝和｛3，4，5｝，但只有一个边－双连通分量：｛1，2，3，4，5｝。
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图　5-6

计算点－双连通分量一般用如下算法
[6]

 。该算法用一个栈S来保留在当前BCC中的边（注意不是点而是边），细节请看代码。
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边－双连通分量可以用更简单的方法求出，分两个步骤，先做一次dfs标记出所有的桥，然后再做一次dfs找出边－双连通分量。因为边－双连通分量是没有公共结点的，所以只要在第二次dfs的时候保证不经过桥即可。

例题5　圆桌骑士（Knights of the Round Table, LA 3523）

有n个骑士经常举行圆桌会议，商讨大事。每次圆桌会议至少应有3个骑士参加，且相互憎恨的骑士不能坐在圆桌旁的相邻位置。如果发生意见分歧，则需要举手表决，因此参加会议的骑士数目必须是奇数，以防止赞同和反对票一样多。知道哪些骑士相互憎恨之后，你的任务是统计有多少个骑士不可能参加任何一个会议。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n≤1000，1≤m≤106
 ）。以下m行每行包含两个整数k1
 和k2
 （1≤k1
 ，k2
 ≤n），表示骑士k1
 和骑士k2
 相互憎恨。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，即无法参加任何会议的骑士个数。

【分析】

以骑士为结点建立无向图G。如果两个骑士可以相邻（即他们并不相互憎恨），在他们之间连一条无向边，则题目转化为求不在任何一个简单奇圈
[7]

 上的结点个数。如果图G不连通，应对每个连通分量分别求解。下面假设图G连通。

简单圈上的所有结点必然属于同一个双连通分量，因此需要先找出所有双连通分量。二分图是没有奇圈的，因此我们只需要关注那些不是二分图的双连通分量。虽然这些双连通分量一定含有奇圈，但是不是其中的每个结点都在奇圈上呢？换句话说，如果结点v所属的某一个双连通分量B（因为v可能属于多个双连通分量）不是二分图，v是否一定属于一个奇圈呢？

问题在于，尽管B不是二分图意味着它一定包含一个奇圈C，这个C可能并不包含v。我们得想办法让v参与进来。

如图5-7所示，根据连通性，从v一定可以到达C中的某个结点u1
 ；根据双连通性，C中还应存在另一个结点u2
 ，使得从v出发有两条不相交路径（除起点外无公共结点），分别到u1
 和u2
 。由于在C中，从u1
 到u2
 的两条路的长度一奇一偶，总能构造出一条经过v的奇圈。
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图　5-7

这样，主算法就很清楚了：对于每个连通分量的每个双连通分量B，若它不是二分图，给B中所有结点标记为“在奇圈上”。注意，由于每个割顶属于多个双连通分量，它可能会被标记多次。算法的时空复杂度都是线性的。核心代码如下。
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例题6　井下矿工（Mining Your Own Business, World Finals 2011, LA 5135）

有一座地下的稀有金属矿由n条隧道和一些连接点组成，其中每条隧道连接两个连接点。任意两个连接点之间最多只有一条隧道。为了降低矿工的危险，你的任务是在一些连接点处安装太平井和相应的逃生装置，使得不管哪个连接点倒塌，不在此连接点的所有矿工都能到达太平井逃生（假定除了倒塌的连接点不能通行外，其他隧道和连接点完好无损）。为了节约成本，你应当在尽量少的连接点安装太平井。还需要计算出当太平井的数目最小时的安装方案总数。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为隧道的条数n（n≤50000），以下n行每行两个整数，即一条隧道两端的连接点编号（所有连接点从1开始编号）。每组数据的所有连接点保证连通。

【输出格式】

对于每组数据，输出两个整数，即最少需要安装的太平井数目以及对应的方案总数。方案总数保证在64位带符号整数的范围内。

【分析】

本题的模型是：在一个无向图上选择尽量少的点涂黑（对应太平井），使得任意删除一个点后，每个连通分量至少有一个黑点。不难发现，把割顶涂黑是不划算的，而且在同一个点－双连通分量中涂两个黑点也是不划算的。进一步分析发现，当一个点－双连通分量只有一个割顶时才需要涂，而且是任选一个非割顶涂黑即可。两个问题同时解决。

一个特殊情况是整个图没有割顶。此时需要涂两个点，方案总数是V（V－1）/2，其中V是连接点个数。在求出BCC之后的核心代码如下。
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本题还有一种不用求BCC的简单做法，即先找出割顶，然后从非割顶的结点开始DFS，在DFS过程中不许经过割顶。细节留给读者思考。

5.2.3　有向图的强连通分量

和无向图的连通分量类似，有向图中有“强连通分量”的说法。“相互可达”的关系在有向图中也是等价关系。每一个集合称为有向图的一个强连通分量（Strongly Connected Componenet, SCC）
[8]

 。如果把一个集合看成一个点，那么所有SCC构成了一个SCC图。这个SCC图不会存在有向环，因此是一个DAG。

如何求出有向图的各个强连通分量呢？我们再次借助DFS。以图5-8（a）为例，如果从I开始DFS，将得到只包含｛G，H，I，J，K，L｝的一棵DFS树，然后从C出发，得到｛C，F｝，再从D出发得到｛D｝，以此类推，每次得到一个SCC，如图5-8（b）所示。
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图　5-8

遗憾的是，并不是每个顺序都是“好用”的。如果一开始就不幸选择从A开始进行遍历，这棵DFS树将包含整个图。也就是说，这次不明智的DFS把所有SCC混在了一起，什么也没得到。很明显，我们希望按SCC图拓扑顺序的逆序进行遍历。这样才能每次DFS只得到一个SCC，而不会把两个或多个SCC混在一起。

Kosaraju算法便是基于这个思想的
[9]

 ，代码如下（假设G的转置事先计算好并保存在G2中）。
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算法的正确性证明略，有兴趣的读者可以参考相关书籍。

最后，我们来学习SCC的Tarjan算法。它的时间复杂度也是线性的，不需要计算图的转置，并且比Kosaraju算法常数更小。该算法由Tarjan于1972年提出，是SCC的第一个线性算法。Tarjan算法仍然借助DFS，但它并不是靠遍历顺序来把不同SCC分离到不同的DFS树中，而是允许多个SCC并存于同一棵DFS树中，然后用某种手段把它们分开。

考虑强连通分量C，设其中第一个被发现的点为x，则C中其他点都是x的后代。我们希望在x访问完成时立刻输出C。这样，就可以在同一棵DFS树中区分开所有SCC了。因此问题的关键，是判断一个点是否为一个SCC中最先被发现的点。

如图5-9所示。假设我们正在判断u是否为某SCC的第一个被发现结点。如果我们发现从u的子结点出发可以到达u的祖先w，显然u、v、w在同一个SCC中，因此u不是该SCC中第一个被发现的结点（见图5-9（a））；另一方面，如果从v发现最多只能到u，那么u是该SCC中第一个被发现的结点（见图5-（9b））。这样，问题转化为求一个点u最远能到达的祖先的d值。注意，这里的“到达”只能通过当前SCC中的点，而不能通过已经确定SCC编号的其他点。图中虚线表示一条或多条边。

[image: alt]


图　5-9

很像无向图DFS中的low函数是么？没错，我们可以类似的定义lowlink（u）为u及其后代能追溯到的最早（最先被发现）祖先点v的pre（v）值，如此便可以在计算lowlink函数的同时完成SCC计算，代码如下。
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程序用一个附加栈S保存当前SCC中的结点（注意这些结点形成一棵子树而不一定是一个链），scc_cnt为SCC计数器，sccno[i]为i所在的SCC编号。

例题7　等价性证明（Proving Equivalences, NWERC 2008, LA 4287）

在数学中，我们常常需要完成若干个命题的等价性证明。比如，有4个命题a，b，c，d，我们证明a↔b，然后b↔c，最后c↔d。注意每次证明都是双向的，因此一共完成了6次推导。另一种方法是证明a→b，然后b→c，接着c→d，最后d→a，只需4次。现在你的任务是证明n个命题全部等价，且你的朋友已经为你做出了m次推导（已知每次推导的内容），你至少还需要做几次推导才能完成整个证明？

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤100）。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n≤20000，0≤m≤50000），即命题的个数和已完成的推导个数。以下m行每行包含两个整数s1
 和s2
 （1≤s1
 ，s2
 ≤n，s1
 ≠s2
 ），表示已证明s1
 →s2
 。

【输出格式】

对于每组数据，输出还需要完成的推导数目的最小值。

【分析】

如果把命题看做结点，推导看做有向边，则本题就是给出n个结点m条边的有向图，要求填加尽量少的边，使得新图强连通。算法如下。

首先找出强连通分量，然后把每个强连通分量缩成一个点，得到一个DAG。接下来，设有a个结点（别忘了，这里的每个结点对应于原图的一个强连通分量）的入度为0，b个结点的出度为0，则max｛a，b｝就是答案。注意特殊情况：当原图已经强连通时，答案是0而不是1。证明部分留给读者完成。
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例题8　最大团（The Largest Clique, UVa 11324）

给一张有向图G，求一个结点数最大的结点集，使得该结点集中任意两个结点u和v满足：要么u可以到达v，要么v可以达到u（u和v相互可达也可以）。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T。每组数据第一行为结点数n和边数m（0≤n≤1000，0≤m＜＝50000）。以下m行每行两个整数u和v，表示一条有向边u→v。结点编号1～n。

【输出格式】

对于每组数据，输出最大结点集的结点个数。

【分析】

不难发现，在最优方案中，同一个强连通分量中的点要么都选，要么都不选。把强连通分量收缩点后得到SCC图，让每个SCC结点的权等于它的结点数，则题目转化为求SCC图上权最大的路径。由于SCC图是一个DAG，可以用动态规划求解。

5.2.4　2-SAT问题

2-SAT问题是这样的：有n个布尔变量xi
 ，另有m个需要满足的条件，每个条件的形式都是“xi
 为真／假或者xj
 为真／假”。比如：“x1
 为真或者x3
 为假”、“x7
 为假或者x2
 为假”都是合法的条件。注意这里的“或”是指两个条件至少有一个是正确的，比如x1
 和x3
 一共有3种组合满足“x1
 为真或者x3
 为假”，即x1
 真x3
 真、x1
 真x3
 假、x1
 假x3
 假。2-SAT问题的目标是给每个变量赋值，使得所有条件得到满足。

2-SAT的解法有多种不同的叙述方式，这里采用一种比较容易理解，且效率也不错的方式。构造一张有向图G，其中每个变量xi
 拆成两个结点2i和2i＋1，分别表示xi
 为真和xi
 为假。最后要为每个变量选其中的一个结点标记。比如，若标记了结点2i，表示xi
 为真；如果标记了2i＋1，表示xi
 为假。

对于“xi
 为真或者xj
 为真”这样的条件，我们连一条有向边2i＋1→2j，表示如果标记结点2i＋1那么也必须标记结点j（因为如果xi
 为假，则xj
 必须为真才能使条件成立）。这条有向边相当于“推导出”的意思。同理，还需要连一条有向边2j＋1→2i。对于其他情况，也可以类似连边。换句话说，每个条件对应两条“对称”的边
[10]

 。

接下来逐一考虑每个没有赋值的变量，设为xi
 。我们先假定它为真，然后标记结点2i，并且沿着有向边标记所有能标记的结点。如果标记过程中发现某个变量对应的两个结点都被标记，则“xi
 为真”这个假定不成立，需要改成“xi
 为假”，然后重新标记。注意，这个算法没有回溯过程。如果当前考虑的变量不管赋值为真还是假都会引起矛盾，可以证明整个2-SAT问题无解（即使调整以前赋值的其他变量也没用）。
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例题9　飞机调度（Now or later, LA 3211）

有n架飞机需要着陆。每架飞机都可以选择“早着陆”和“晚着陆”两种方式之一，且必须选择一种。第i架飞机的早着陆时间为Ei
 ，晚着陆时间为Li
 ，不得在其他时间着陆。你的任务是为这些飞机安排着陆方式，使得整个着陆计划尽量安全。换句话说，如果把所有飞机的实际着陆时间按照从早到晚的顺序排列，相邻两个着陆时间间隔的最小值（称为安全间隔）应尽量大。

【输入格式】

输入包含若干组数据。每组数据第一行为飞机的数目n（2≤n≤2000）。以下n行每行两个整数，即早着陆时间和晚着陆时间。所有时间t满足0≤t≤107
 。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出安全间隔的最大值。

【分析】

“最小值尽量大”的典型处理方法是二分查找最终答案P。这样，原来的问题转化为了判定问题“是否存在一个调度方案，使得相邻两个着陆时间差总是不小于P”，而这个问题可以进一步转化为：任意两个着陆时间差总是不小于P。令布尔变量xi
 表示第i架飞机是否早着陆，则唯一的限制就是“时间差小于P的两个着陆时间不能同时满足”。例如，若Ei
 和Lj
 的时间差小于P，则不能同时满足xi
 ＝true和xj
 ＝false。可以用一个子句来表达这样的限制。每一组不能同时满足的着陆时间对应于一个子句，则整个约束条件对应于一个[image: alt]
 2-SAT问题的实例，包含n个变量和不超过n（n－1）/2个子句。

考虑到还要在所有O（n2
 ）种可能的答案中二分查找，总时间复杂度为O（n2
 logn）。考虑到时间范围比较大，也可以直接二分时间的数值，时间复杂度为O（n2
 logT），其中T为所有时间的最大值。
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例题10　宇航员分组（Astronauts, LA 3713）

有A、B、C3个任务要分配给n个宇航员，其中每个宇航员恰好要分配一个任务。设所有n个宇航员的平均年龄为x，只有年龄大于或等于x的宇航员才能分配任务A；只有年龄严格小于x的宇航员才能分配任务B，而任务C没有限制。有m对宇航员相互讨厌，因此不能分配到同一任务。编程找出一个满足上述所有要求的任务分配方案。

【输入格式】

输入包含若干组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n≤100000，1≤m≤100000）。以下n行为各飞行员的年龄（年龄为0～200的整数）。以下m行每行包含两个整数i和j（1≤i，j≤n），表示宇航员i和宇航员j相互讨厌。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出n行，即每个宇航员分配到的任务（用大写字母A，B，C表示）。如果无解，输出“No solution.”。

【分析】

不难发现每个宇航员只有两种选择，因此可以用布尔变量xi
 表示第i个宇航员的分配方案。年龄大于或等于x的宇航员要么做任务A（xi
 ＝true），要么做任务C（xi
 ＝false），而年龄严格小于x的宇航员要么做任务B（xi
 ＝true），要么做任务C（xi
 ＝false）。

下面考虑一对相互讨厌的宇航员i和j。如果他们属于同一种类型，那么xi
 和xj
 必须不相同。这个条件看起来简单，但却无法用一个子句表达，需要用两个，即[image: alt]
 前者表示二者至少有一个true，后者表示二者至少有一个false，因此不可能同时为true或同时为false。如果属于不同类型，那么唯一的冲突可能就是xi
 ＝xj
 ＝false，用子句[image: alt]
 可以排除这种情况。

每对冲突的宇航员对应不超过两个子句，因此我们得到了一个包含n个变量、不超过2m个子句的2-SAT问题实例。

5.3　最短路问题

在《算法竞赛入门经典》中我们曾经学过最短路问题及其经典算法——Dijkstra、Bellman-Ford和Floyd。请读者在继续阅读之前确保自己已熟练掌握了这3种算法。遗憾的是，限于篇幅，《算法竞赛入门经典》里没有相关例题，而形形色色的题目恰恰是图论中最优美、最吸引人的东西。本节在一定程度上弥补了这一缺憾，请读者细细品味。

5.3.1　再谈Dijkstra算法

单源最短路。在很多情况下，我们使用Dijkstra算法只是为了计算两点之间的最短路
[11]

 ，但Dijkstra的威力并不止这些，它可以计算从起点出发到每个点的最短路，即单源最短路（Single-Source Shortest Paths, SSSP）。这一特点使得Dijkstra常常用来进行其他算法的预处理。为了更好地和图论其他算法统一，从本章开始，本书使用结构体来保存加权图中的有向边
[12]

 （也称弧），方法如下。
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这里的dist是距离（distance）的缩写。这里的“距离”是一个抽象概念，如果要求的是“最短总时间”，那么这个“距离”就是指时间。在后面的小节中，我们还会在这个结构体里添加更多的内容，比如网络流中的容量、费用等。但不管怎样，图的存储结构都是类似的。下面是Dijkstra算法的完整代码。
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例题11　机场快线（Airport Express, UVa 11374）

在Iokh市中，机场快线是市民从市内去机场的首选交通工具。机场快线分为经济线和商业线两种，线路、速度和价钱都不同。你有一张商业线车票，可以坐一站商业线，而其他时候只能乘坐经济线。假设换乘时间忽略不计，你的任务是找一条去机场最快的线路。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为3个整数N，S和E（2≤N≤500，1≤S，E≤100），即机场快线中的车站总数，起点和终点（即机场所在站）编号。下一行包含一个整数M（1≤M≤1000），即经济线的路段条数。以下M行每行3个整数X，Y，Z（1＜＝X，Y＜＝N，1≤Z≤100），表示可以乘坐经济线在车站X和车站Y之间往返，其中单程需要Z分钟。下一行为商业线的路段条数K（1≤K≤1000），以下K行是这些路段的描述，格式同经济线。所有路段都是双向的，但有可能必须使用商业车票才能到达机场。保证最优解唯一。

【输出格式】

对于每组数据，输出3行。第一行按访问顺序给出经过的各个车站（包括起点和终点），第二行是换乘商业线的车站编号（如果没用商业线车票，输出Ticket Not Used），第三行是总时间。

【分析】

因为商业线只能坐一站，所以可以枚举坐的是哪一站，比较所有可能性下的最优解。如果可以在O（1）时间内计算出每种方案对应的最优方案，整个问题就可以在O（K）时间内得到解决。

假设我们用商业线车票从车站a坐到车站b，则从起点到a、从a到终点这两部分路线对于“经济线网络”来说都应该是最短路。换句话说，我们只需要从起点开始、到终点结束做两次单源最短路，记录下从起点到每个点x的最短时间f（x）和从每个点x到终点的最短时间g（x），则总时间为f（a）＋T（a，b）＋g（b），其中T（a，b）为从a坐一站商业线到达b的时间。

算上预处理时间O（mlogn），本算法的总时间复杂度为O（mlogn＋k）。

路径统计。用Dijkstra还可以枚举两点之间的所有最短路，以及统计最短路的条数。枚举最短路的方法是这样的：先求出所有点到目标点的最短路长度d[i]，然后从起点开始出发行走，但只沿着d[i]＝d[j]＋w（i，j）的边走。不难证明，如果一直顺着这样的边走，走到目标点时，走出的一定是最短路；反过来，只要有一次走的不是这样的边，走到目标点时，走出的一定不是最短路。有了这样的结论，计数也不是难事，令f[i]表示从i到目标点的最短路的条数，则f[i]＝sum｛f[j]｜f[i]＝d[j]＋w（i，j）｝，边界条件为终点的f值等于1。

例题12　林中漫步（A Walk through the Forest, UVa 10917）

Jimmy下班需要穿过一个森林。劳累一天后在森林中漫步是件非常惬意的事，所以他打算每天沿着一条不同的路径回家，欣赏不同的风景。但他也不想太晚回家，因此他不打算走“回头路”。换句话说，他只沿着满足如下条件的道路（A，B）走：存在一条从B出发回家的路径，比所有从A出发回家的路径都短。你的任务是计算一共有多少条不同的回家路径。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为n，m（1≤n≤1000），即交叉点的数目和道路的数目。交叉点编号为1～n，公司的编号为1，家的编号为2。以下m行每行3个整数a，b，d，表示有一条连接a和b的双向道路，长度为d（1≤d≤106
 ）。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出路径的条数。输入保证答案不超过231
 －1。

【分析】

首先求出从每个点u回家的的最短路长度d[u]，则题目中的条件“存在一条从B出发回家的路径，比所有从A出发回家的路径都短”实际上是指d[B]＜d[A]。这样，我们创建一个新的图，当且仅当d[B]＜d[A]时加入有向边A→B，则题目的目标就是求出起点到终点的路径条数。因为这个图是DAG，可以用动态规划求解。

最短路树。用Dijkstra算法可以求出单源最短路树，方法是在发现d[i]＋w（i，j）＜d[j]时除了更新d[j]之外还要设置p[i]＝j。这样，把p看成是父指针，则所有点形成了一棵树
[13]

 。这样，要从起点出发沿最短路走到任意其他点，只需要顺着树上的边走即可。前面的Dijkstra算法的代码已经求出了p数组。

例题13　战争和物流（Warfare And Logistics, LA 4080）

给出一个n个结点m条边的无向图，每条边上有一个正权。令c等于每对结点的最短路长度之和。例如n＝3时，c＝d（1，1）＋d（1，2）＋d（1，3）＋d（2，1）＋d（2，2）＋d（2，3）＋d（3，1）＋d（3，2）＋d（3，3）。要求删除一条边后使得新的c值c'最大。不连通的两点的最短路长度视为L。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据第一行为3个整数n，m，L（1＜n≤100，1≤m≤1000，1≤L≤108
 ）。以下m行每行包含3个整数a，b，s，表示结点a和结点b有一条长度为s的双向道路相连。

【输出格式】

对于每组数据，输出c的原始值和删除一条边后的最大值c'。

【分析】

如果用floyd算法计算c，每尝试着删除一条边都要重新计算一次，时间复杂度为O（n3
 m），很难承受。如果用n次Dijkstra计算单源最短路，时间复杂度为O（nm2
 logn）。虽然看上去比O（n3
 m）略好，但由于floyd算法的常数很小，实际运行时间差不多。这时候，最短路树派上用场了。因为在源点确定的情况下，只要最短路树不被破坏，起点到所有点的距离都不会发生改变。换句话说，只有删除最短路树上的n－1条边，最短路树才需要重新计算。这样，对于每个源点，最多只需要求n次而不是m次单源最短路，时间复杂度降为O（n2
 mlogn），可以承受。另外，本题有一个不容易发现的“陷阱”：如果有重边，删除一条边时，应该用第二短的边代替。

例题14　过路费（加强版）（Toll! Revisited, UVa 10537）

运送货物需要缴纳过路费。进入一个村庄需要缴纳1个单位的货物，而进入一个城镇时，每20个单位的货物中就要上缴1个单位（比如，携带70个单位货物进入城镇，需要缴纳4个单位）。如图5-10所示，由于你必须途径一个城镇和两个村庄才能到达目的地，为了运送66把勺子，你必须携带76把勺子出发。
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图　5-10

当起点与终点固定时，到达目的地的路线往往不唯一。如图5-11所示，运送39把勺子的最佳路线是A→b→c→X，而运送10把勺子的最佳路线是A→D→X。这里，大写字母表示城镇，小写字母表示村庄。
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图　5-11

你的任务是找一条缴纳过路费最少的路线。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为整数n，即地图上道路的条数（n≤0）。以下n行每行包含两个字母，即每条道路两端的村庄或城镇编号。大写字母表示城镇，小写字母表示村庄。道路都是双向的。接下来的一行包含一个整数p（0＜p≤109
 ）和两个字母，即运送的货物数量、起点和终点。输入保证货物可以从起点运送到终点。输入结束标志为n=-1。

【输出格式】

对于每组数据，输出3行，分别为测试数据编号、需要的货物数量的最小值，以及对应的路线。如果有多条路线，输出字典序最小的。

【分析】

尽管和普通的最短路不尽相同，本题仍然可以用Dijkstra算法的思路解决，所不同的是需进行逆推而非顺推。令d[i]表示进入结点i之后，至少要有d[i]单位的货物，到达目的地时货物数量才足够，则每次选择一个d[i]最小的未标号结点，更新它的所有前驱结点的d值即可算出所有的d值，然后在输出路径时根据d值可以直接构造字典序最小解。需要注意的是，d[i]可能会超过无符号32位整数的范围，需要用long long。

5.3.2　再谈Bellman-Ford算法

Bellman-Ford算法的一个重要应用是判负圈。在迭代n－1次后如果还可以进行松弛操作，说明一定存在负圈。如果采用队列实现，那么当某个结点入队了n次时可以判断出存在负圈，代码如下。
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例题15　在环中（Going in Cycle!!, UVa 11090）

给定一个n个点m条边的加权有向图，求平均权值最小的回路。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T。每组数据第一行为图的点数n和边数m（n≤50）。以下m行每行3个整数u，v，w，表示有一条从u到v的有向边，权值为w。输入没有自环。

【输出格式】

对于每组数据，输出最小平均值。如果无解，输出“No cycle found.”。

【分析】

使用二分法求解。对于一个猜测值mid，只需要判断是否存在平均值小于mid的回路。如何判断呢？假设存在一个包含k条边的回路，回路上各条边的权值为w1
 ，w2
 ，…，wk
 ，那么平均值小于mid意味着w1
 ＋w2
 ＋…＋wk
 ＜k*mid，即：
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换句话说，只要把每条边（a，b）的权w（a，b）变成w（a，b）-mid，再判断新图中是否有负权回路即可。代码如下
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 。
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本题还有一个称为Karp算法的专门算法，时间复杂度仅为O（mn），但只适用于强连通图，在应用到本题时需要先找出强连通分量，有兴趣的读者可以一试。

例题16　Halum操作（Halum, UVa 11478）

给定一个有向图，每条边都有一个权值。每次你可以选择一个结点v和一个整数d，把所有以v为终点的边的权值减小d，把所有以v为起点的边的权值增加d，最后要让所有边权的最小值非负且尽量大。

【输入格式】

输入包含若干组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（n≤500，m≤2700），即点和边的个数。以下m行每行包含3个整数u，v，d，即有一条以u为起点v为终点的边，权值为d（1≤u，v≤n，-10000≤d≤10000）。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出边权最小值的最大值。如果无法让所有边权都非负，输出“No Solution”；如果边权最小值可以任意大，输出“Infinite”。

【分析】

注意，不同的操作互不影响，因此可以按任意顺序实施这些操作。另外，对于同一个结点的多次操作也可以合并，因此可以令sum（u）为作用于结点u之上的所有d之和。这样，本题的目标就是确定所有的sum（u），使得操作之后所有边权的最小值尽量大。

“最小值最大”又让我们想到了二分答案。二分答案x之后，问题转化为是否可以让操作完毕后每条边的权值均不小于x。对于边a→b，不难发现操作完毕后它的权值为w（a，b）＋sum（a）－sum（b），因此每条边a→b都可以列出一个不等式w（a，b）＋sum（a）－sum（b）≥x，移项得sum（b）－sum（a）≤w（a，b）－x。这样，我们实际上得到一个差分约束系统（system of difference constraints）。

所谓差分约束系统是指一个不等式组，每个不等式形如xj
 －xi
 ≤bk
 ，这里的bk
 是一些事先已知的常数。注意到这个不等式类似于最短路中的不等式d[v]≤d[u]＋w（u，v），我们可以用最短路算法求解：对于约束条件xj
 －xi
 ≤bk
 ，新建一条边i→j，权值为bk
 ，再加一个源点s，从s出发与所有其他点相连，权值为0。在这个图上运行Bellman-Ford算法，则源点s到每个点i的距离就是xi
 的值。如果Bellman-Ford算法失败，即图中有负权环，则差分约束系统无解（想一想，为什么）。

考虑下面的不等式组（注意存在冗余不等式）：
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对应的图如图5-12所示。
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图　5-12

注意，在用Bellman-ford算法判断负圈时，每条边的权值都减少了x，是不是和例题15很像？本题和“平均值最大回路”问题是否有联系呢？这个问题留给读者思考。

5.3.3　例题选讲

例题17　蒸汽式压路机（Steam Roller, LA 4128）

有一个r条横线和c条竖线组成的网格，你的任务是开着一辆蒸汽式压路机，用最短时间从起始点（r1，c1）出发，最后停到目的地（r2，c2）。其中一些线段上有权值，代表全速通过需要的时间。权值为0的边不能通过。

由于蒸汽式压路机的惯性较大，对于任意一条边，如果在进入这条边之前刚转弯，或者离开这条边以后立即需要转弯，则实际时间为理想值的两倍。同样的道理，整条路线的起点和终点所在的边也需要两倍时间。注意，“时间加倍”规则不可叠加。比如，若离开整条路线的第一条边之后立即转弯，第一条边所花的时间仍是理想值的两倍而不是4倍。

如图5-13所示。
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图　5-13

沿着理想值为9的边走，总时间为18＋18＋18＋18＋18＋18＝108，而沿着理想值为10的边走，总时间为20＋10＋20＋20＋10＋20＝100。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行包含6个整数R，C，r1，c1，r2，c2（1≤r1，r2≤R≤100，1≤c1，c2≤C≤100）。接下来有2RC-R-C个整数，从上到下从左到右给出各条边的权值，0表示此路不通，在其他情况下，权值为不超过10000的正整数，代表全速通过的时间。输入结束标志为R＝C＝r1＝c1＝r2＝c2＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最短时间。如果无法到达，则输出“Impossible”。

【分析】

把每个点（r，c）拆成8个点（r，c，dir，doubled），分别表示上一步从上下左右的哪个方向（dir）移动到这个点，以及移动到这个点的这条边的权值是否已加倍（double）。注意，我们规定总是在“已确定某个权值会加倍”的时刻立即给权值加倍，因此在如图5-14（a）所示的情况下，边（u，v）未加倍，但在图5-14（b）中会加倍。灰色的结点v表示当前点，u是上一个经过的点，下同。
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图　5-14

在构图时，每个点最多有4个后继点（分别对应上、下、左、右4个方向）。需要小心考虑当前的方向与上一步方向是否一致，以及当前点的权值是否已经加倍来计算后继结点。如图5-15所示是3种典型的情况。
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图　5-15

在图5-15（a）中，需要再累加一次（u，v）的权值；图5-15（b）不需要累加权值，因为（u，v）是全速通过；而在图5-15（c）的情况下也不需要累加权值，因为已经加过一次了。

接下来只需对这8rc个点求最短路。需要注意的是，本题有两个不易想到的细节。

（1）可能先往左移动若干步后又往右移动。因为权值加倍的限制，这样可能比直接往右移动的权值之和要小，上下方向也是类似的。这意味着我们要老老实实地构图，不要想当然地删除一些看上去没用的边。

（2）即使走到了终点（r2，c2），路线也不一定结束，因为有可能在走到（r2，c2）时再往前移动一格然后回退一格，使得走到（r2，c2）的那条边不用加倍而权值之和更小。这意味着我们必须等（r2，c2）的8个分裂点全部标号完毕之后才能终止程序。
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还有另外一种构图方法。将一个点拆成5个点（r，c，dir），代表到达（r，c），并且正在沿着方向dir走。增加一个新的方向——静止，然后规定不能直接改变方向，只能先改成静止，再改成新的方向。这样一来，“动点”有“停下来”和“继续走”两种决策，而“静点”只有一种决策，即“开始走”。上述3种决策中，当且仅当“继续走”时权值不需要加倍，而开始和停止时权值需要加倍。

这样就可以了吗？很可惜，漏掉了一种情况，那就是“开始走了一条边以后停下来”。如果用刚才的模型，这条边会加倍两次，不符合题意。解决方法是为“静点”增加一种决策，即“走一条边后立即停止”。
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例题18　低价空中旅行（Low Cost Air Travel, World Finals 2006, LA 3561）

很多航空公司都会出售一种联票，要求从头坐，上飞机时上缴机票，可以在中途任何一站下飞机。比如，假设你有一张“城市1→城市2→城市3”的联票，你不能用来只从城市2飞到城市3（因为必须从头坐），也不能先从城市1飞到城市2，再用其他票飞到其他城市玩，回到城市2后再用原来的机票飞到城市3（因为机票已经上缴）。

这里有一个例子。假设有3种票，每种票的情况如下所示。

❑　票1：城市1→城市3→城市4，票价225美元

❑　票2：城市1→城市2，票价200美元

❑　票3：城市2→城市3，票价50美元

你想从城市1飞到城市3，有两种方法可以选择。买票1，只飞第一段；买票2和3，通过城市2中转。显然，第一种方法比较省钱，虽然浪费了一段。

给出票的信息，以及一个或多个行程单，你的任务是买尽量少的票（同一种票可以买多张），使得总花费最小。输入保证行程总是可行的。行程单上的城市必须按顺序到达，但中间可以经过一些辅助城市。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为一个整数NT，即联票的种类数。以下NT行每行为一个联票描述，其中第一个整数为票的价格，然后是联票上城市的数目以及这些城市的整数编号（按顺序给出）。接下来为一个整数NI，即需要计算最小花费的行程单数目。以下NI行每行为一个行程单，其中第一个整数为行程单上的城市数目（包括起始城市），以及这些城市的编号（按顺序给出）。输入保证每组数据最多包含20种联票和20个行程单，每张票或者行程单上有至少2个，最多10个城市。票价不超过$10000。联票或者行程单上的相邻城市保证不同。票和行程单都从1开始编号。输入结束标志为NT＝0。

【输出格式】

对于每组数据的每张行程单，输出最小花费和对应的方案（见样例输出）。输出保证唯一。

【分析】

要依次经过行程单上的各个城市，那么是不是可以先求出每两个相邻城市的最小花费，再加起来呢？不可以，因为不一定每两个相邻城市都是用一张或多张完整的票。比如行程单上是城市1→城市2→城市3，只有一张票：城市1→城市2→城市3。在这样的情况下，单独从城市2到城市3是无解的。

正确的方法是把“目前已经经过了行程单上的几个城市”i（不超过10）作为状态的一部分，再加上当前城市编号j（注意，最多可能有400个城市），以合起来的（i，j）为结点构图。构图方法是考虑每张机票的每种用法（飞前面几段），计算出新的状态。

比如，有一张票FABCAD，行程单为BA，则以（0，F）为起点有5条边，分别指向（0，A），（1，B），（1，C），（2，A）和（2，D）。

还有几点需要注意：本题最坏情况下可能会用200张票，金额超过100万美元。另外，虽然题目说答案唯一，但这并不代表图上的最短路是唯一的，因为就算是以相同的顺序使用相同的票，每张票使用的部分也可以不同。

例题19　动物园大逃亡（Animal Run, Beijing 2006, LA 3661）

由于控制程序出了bug，动物园的笼子无缘无故被打开，所有动物展开了一次大逃亡。整个城市是一个网格，另外每个单位方格都有一条从左上到右下的对角线，其中动物园在左上角，动物们的目的地是右下角。所有道路（即网格的边和对角线）都是双向的。

每条道路上都有一个正整数权值，代表拦截这条边所需要的工作人员数，如图5-16所示。你的任务是派尽量少的工作人员，使动物无法从动物园走到目的地（动物只能经过没有被拦截的边）。
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图　5-16

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（3≤n，m≤1000），即网格的行数和列数。以下n行每行m－1个整数，即拦截每条横边所需的人数。以下n－1行每行有m个整数，即拦截每条竖边所需的人数。以下n－1行每行m－1个整数，表示拦截每条对角线边所需的人数。上述边的排列顺序为从上到下从左到右。所有权值均为不超过106
 的正整数。输入结束标志为n＝m＝0。输入文件大小约为16MB。

【输出格式】

对于每组数据，输出需要派遣的工作人员总数。

【分析】

如果把网格的交叉点看做结点，横竖线和斜线看成边，则本题转化为经典的最小割问题。很可惜，由于数据规模太大，常用的最大流算法对于本题而言实在是太慢了。怎么办呢？注意到本题的图是一张平面图，“左上角无法走到右下角”实际上等价于“障碍物从左／下连到右／上”，如图5-17所示（为了使图清晰，斜线已略去）。
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图　5-17

无论是上述哪种情况，中间的线都是不能断的，否则无法成功拦截；另一方面，任何多余的边都是不需要拦截的（因为“需要拦截的人数”是非负的），因此问题转化为从左／下边界到右／上边界的最短路问题。

把每条道路看做一个结点，每个三角形的3条道路两两直接相连，于是得到了一个结点和边均有O（nm）个的点带权图。初始化时，令左边界与下边界的所有道路的d值为0，求一次Dijkstra之后，找出右边界与上边界上所有道路的d值的最小值即可。

5.4　生成树相关问题

《算法竞赛入门经典》中已经给出了最小生成树的Kruskal算法。为了更好地理解最小生成树问题，下面不加证明地给出两个性质。

（1）切割性质。假定所有边权均不相同。设S为既非空集也非全集的V的子集，边e是满足一个端点在S内，另一个端点不在S内的所有边中权值最小的一个，则图G的所有生成树均包含e。

（2）回路性质。假定所有边权值均不相同。设C是图G中的任意回路，边e是C上权值最大的边，则图G的所有生成树均不包含e。下面将介绍生成树的相关问题。

增量最小生成树。从包含n个点的空图开始，依次加入m条带权边。每加入一条边，输出当前图中的最小生成树权值（如果当前图不连通，输出无解）。


解：
 如果每次重新求解完整的最小生成树问题，总时间复杂度高达O（m2
 logn）。有没有高效的方法呢？答案是肯定的。根据回路性质，可以得到如下的改进算法：每次求出新的最小生成树后，把其他所有边删除。由于每次只需计算一个n条边（原生成树有n－1条，新加入一条）的图的最小生成树，Kruskal算法的时间复杂度降为O（nlogn），总时间为O（nmlogn）。

这个算法还可以进一步改进为，加入一条边e＝（u，v）后，图中恰好包含一个环。根据回路性质，删除该回路上权值最大的边即可，因此只需在加边之前的MST上找到u到v的唯一路径上权值最大的边，再和e比较，删除权值较大的一条。由于路径唯一，可以用DFS或者BFS找到这条u到v的路径，总时间复杂度为O（nm）。

最小瓶颈生成树。给出加权无向图，求一棵生成树，使得最大边权值尽量小。


解：
 由于只关心最大边权值，我们可以从一个空图开始，按照权值从小到大的顺序依次加入各条边，则图第一次连通时，该图的最小生成树就是原图的最小瓶颈生成树。细心的读者可能看出了，这个过程不就是Kruskal算法么？没错，原图的最小生成树就是一棵最小瓶颈生成树
[15]

 。

最小瓶颈路。给定加权无向图的两个结点u和v，求出从u到v的一条路径，使得路径上的最长边尽量短。


解：
 这个问题可以用二分法与BFS法解决，但我们有更好的算法。先求出这个图的最小生成树，则起点和终点在树上的唯一路径就是我们所要找的路径，这条路径上的最长边就是问题的答案。证明方法和上面几乎相同，读者不妨一试。

每对结点间的最小瓶颈路。给出加权无向图，求每两个结点u和v之间的最小瓶颈路的最大边长f（u，v）。


解：
 有了前面的经验，不难想到先求出最小生成树。接下来，用DFS把最小生成树变成有根树，同时计算f（u，v），当新访问一个结点u时，考虑所有已经访问过的老结点x，更新f（x，u）＝max（f（x，v），w（u，v）），其中v是u的父结点。每个f（u，v）只需常数时间计算，因此时间复杂度为O（n2
 ）。

次小生成树。把所有生成树按照权值之和从大到小的顺序排列，求排在第二位的生成树。注意，如果最小生成树不唯一，次小生成树的权值和最小生成树相同。


解
 ：次小生成树不会和最小生成树完全相同，因此可以枚举最小生成树中不在次小生成树中出现的边。注意最小生成树只有n－1条边，所以只需枚举n－1次。每次在剩下的边里求一次最小生成树，则这n－1棵“缺一条边的图”的最小生成树中权最小的就是原图的最小生成树，时间复杂度为O（nmα（n，m））（注意边只需排序一次）。

还有一种更好的方法：枚举要加入哪条新边。在最小生成树上加一条边u－v之后，图上会出现一条回路，因此删除的边必须在最小生成树上u到v的路径上，而且是这条路径上的最长边。可以证明，次小生成树一定可以由最小生成树加一条边再删一条边
[16]

 得到，因此只需按照“每对结点之间的最小瓶颈路”的方法求出每对结点u和v在最小生成树中唯一路径的最大边权maxcost[u][v]，则剩下部分只需要O（m）时间（枚举所有m－n＋1条边进行交换，每次花O（1）时间求出新生成树的权值）。总时间复杂度为O（n2
 ）。

最小有向生成树。给定一个有向带权图G和其中一个结点u，找出一个以u为根结点，权和最小的有向生成树。有向生成树（directed spanning tree）也叫树形图（arborescence），是指一个类似树的有向图，满足以下条件。

❑　恰好有一个入度为0的点，称为根结点。

❑　其他结点的入度均为1。

❑　可以从根结点到达所有其他结点。

不难发现，如果树型图的结点数为n，它的边数一定为n－1，且树型图中不存在有向环。


解
 ：固定根的最小树形图可以用朱－刘算法解决。首先是预处理，删除自环
[17]

 并判断根结点是否可以到达其他结点。如果不是，输出无解并终止程序。

接下来是算法的主过程。首先，给所有非根结点选择一条权最小的入边。如果选出来的n－1条边不构成圈，则可以证明这些边就形成了一个最小树形图，否则把每个圈各收缩成一个点，继续上述过程。

缩圈之后，圈上所有边都消失了，因此在最终答案里需要累加上这些边权之和。但这样做有个问题：假设在算法的某次迭代中，把圈C收缩为了人工结点v，则在下一次迭代中，给v选择的入弧将与v在圈C中的入弧发生冲突。如图5-18所示，X在圈中已经有了入弧Y→X；如果收缩之后又选了一个入弧Z→X，必须把弧Y→X从最小树型图中删掉。这等价于把弧Z→X的权值减小了Y→X的权值。
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图　5-18

例题20　秦始皇修路（Qin Shi Huang's National Road System, Beijing 2011, LA 5713）

秦朝有n个城市，需要修建一些道路使得任意两个城市之间都可以连通。道士徐福声称他可以用法术修路，不花钱，也不用劳动力，但只能修一条路，因此需要慎重选择用法术修哪一条路。秦始皇不仅希望其他道路的总长度B尽量短（这样可以节省劳动力），还希望法术连接的两个城市的人口之和A尽量大，因此下令寻找一个使A/B最大的方案。你的任务是找出这个方案。

任意两个城市之间都可以修路，长度为两个城市之间的欧几里得距离。

【输入格式】

输入第一行为数据组数t（t≤10）。每组数据第一行为城市数目n（3≤n≤1000），以下n行每行3个整数X，Y，P，即一个城市坐标在（X，Y），人口为P（0≤X，Y≤1000，1≤P≤100000）。输入保证所有城市位置均不同。

【输出格式】

对于每组数据，输出A/B的最大值，四舍五入保留两位小数。

【分析】

本题和前面讲过的《机场快线》一题有些类似。法术只能修一条路，不妨枚举它两端的城市u和v。如果可以在O（1）时间内算出“在原图中删除边u－v后的最小生成树权值”，就可以在O（n2
 ）时间内解决本题了。

这个问题看上去和次小生成树有些相像？是的，本题也可以采取相同的方法，先求出最小生成树，在枚举边u－v后删除最小生成树中u和v之间唯一路径上的最大权maxcost[u][v]。只需在预处理时用O（n2
 ）时间算出maxcost数组，问题就得到了解决。

例题21　邦德（Bond, UVa 11354）

有n座城市通过m条双向道路相连，每条道路都有一个危险系数。你的任务是回答若干个询问，每个询问包含一个起点s和一个终点t，要求找到一条从s到t的路，使得途径所有边的最大危险系数最小。

【输入格式】

输入包含最多5组数据。每组数据第一行为n和m（2≤n≤50000，1≤m≤100000）。以下m行每行包含3个整数x，y，d（1≤x，y≤n，0≤d≤109
 ），即城市x和城市y之间有一条危险系数为d的道路（城市编号为1～n）。下一行包含一个整数Q（1≤Q≤50000），以下Q行每行包含两个整数s，t（1≤s，t≤n，s!＝t），即询问的起点和终点。

【输出格式】

对于每个询问，输出最优路线上所有边的危险系数的最大值。不同数据之间输出一个空行。

【分析】

本题也是要求瓶颈路，但需要快速回答很多查询。这很像前面数据结构部分的题目，因此也可以考虑先做预处理，把信息组织成某种易于查询的结构。

首先求出最小生成树，并把它改写成有根树，让fa[i]和cost[i]分别表示结点i的父亲编号和它与父亲之间的边权，L[i]表示结点i的深度（根结点深度为0，根结点的子结点深度为1，依此类推）。前面已经介绍过将无根树转化为有根树的方法，这里略去。

接下来，通过预处理计算出数组anc和maxcost数组，其中anc[i][j]表示结点i的第2j
 级祖先编号（anc[i][0]就是父亲fa[i]，anc[i][j]=-1表示该祖先不存在），maxcost[i][j]表示结点i和它的2j
 级祖先之间的路径上的最大权值。预处理代码如下。
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有了这些预处理，我们就可以编写查询处理过程了。假定查询的两个结点为p和q，并且p比q深（如果不是的话，交换），则可以先把p提升到和q处于同一级的位置，然后利用类似二进制展开的方法不断把p和q同时往上“提”（要保证二者深度始终相等），同时更新最大边权。代码如下。
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上述代码也能求出p和q的最近公共祖先（见注释）。这样，就在预处理O（nlogn），查询O（logn）的时间内解决了本题。

例题22　比赛网络（Stream My Contest, UVa 11865）

你需要花费不超过cost元来搭建一个比赛网络。网络中有n台机器，编号为0～n－1，其中机器0为服务器，其他机器为客户机。一共有m条可以使用的网线，其中第i条网线的发送端是机器ui
 ，接受端是机器vi
 （数据只能从机器ui
 单向传输到机器vi
 ），带宽是bi
 Kbps，费用是ci
 元。每台客户机应当恰好从一台机器接受数据（即恰好有一条网线的接收端是该机器），而服务器不应从任何机器接收数据。你的任务是最大化网络中的最小带宽。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤50）。每组数据第一行为3个整数n，m，cost（1≤n≤60，1≤m≤10000，1≤cost≤109
 ）。以下m行每行用4个整数u，v，b，c（0≤u，v＜n，1≤b，c≤106
 ，u!＝v）描述一条网线。

【输出格式】

对于每组数据，输出最小带宽的最大值。如果无法搭建网络，输出“streaming not possible.”（不含引号）。

【分析】

如果已知最小带宽，则问题转化为：如果禁用小于此带宽的网线，是否可以成功搭建网络？利用最小树形图，不难作出判断。只需求出从0出发的最小树形图，判断权值和是否超过cost即可。由于最小带宽越小越容易有解，所以只需二分这个最小带宽。注意在求最小树形图之前不要忘记前面提到的两个预处理。

5.5　二分图匹配

本节介绍二分图匹配。虽然很多问题都可以借助最大流或者最小费用流算法解决，但这里介绍的方法更简单，速度也更快。和前面的内容一样，这些算法思想本身也是很有启发性的，请不要简单地把它们看做黑盒算法，只知其然而不知其所以然。

5.5.1　二分图最大匹配

在图论中，匹配是指两两没有公共点的边集。二分图最大匹配问题是这样的：给出一个二分图，找一个边数最大的匹配，即选尽量多的边，使得任意两条选中的边均没有公共点。如图5-19所示就是一个最大匹配。注意，如果所有点都是匹配点（匹配中的某一条边的端点），则称这个匹配是完美匹配（perfect matching）。

为方便叙述，在本书中我们总是把二分图的两个结集称为X和Y，有时也称左边和右边，其中左边是X集，右边是Y集，如图5-19所示。
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图　5-19

这个问题可以用后面即将介绍的网络流解决，但用增广路算法更加简洁。

增广路定理。为了叙述增广路算法，我们首先学习增广路定理。为方便叙述，我们用未盖点来表示不与任何匹配边邻接的点，其他点为匹配点，即恰好和一条匹配边邻接的点。从未盖点出发，依次经过非匹配边、匹配边、非匹配边、匹配边……所得到的路径称为交替路。注意，如果交替路的终点是一个未盖点，则称这条交替路为一条增广路。在增广路中，非匹配边比匹配边多一条。

增广路的作用是改进匹配。假设我们已经找到一个匹配，如何判断它是不是最大匹配呢？看增广路。如果有一条增广路，那么把此路上的匹配边和非匹配边互换，得到的匹配比刚才多一条边。反过来，如果找不到增广路，则当前匹配就是最大匹配（证明略）。这就是增广路定理，即一个匹配是最大匹配的充分必要条件是不存在增广路。注意，这个充要条件适合于任意图，不仅仅是二分图。

有个很有意思的游戏可以加深对增广路算法的理解。这是一个无向图上的游戏，Alice和Bob轮流操作，Alice先走。第一次可以任选一个点放一枚棋子，以后每次把棋子移动到一个相邻点上，并把棋子原先所在的点删除，谁不能移动就算输。若双方都采取最优策略，谁将取胜？


解：
 如果有完美匹配，则Alice输，因为Bob只需沿着匹配边走即可。否则Alice赢，因为任意求一个最大匹配，Alice把棋子放在任一个未盖点上，Bob都只能把它移动到已盖点上（否则得到增广路）。Alice沿着匹配边移动，下一步Bob又只能把它移到另一个已盖点上，只要Bob能移动，Alice就能移动。

增广路算法。根据增广路定理，最大匹配可以通过反复找增广路来求解。如何找增广路呢？根据定义，首先需要选一个未盖点u作为起点。不失一般性，设这个u是X结点。接下来，需要选一个从u出发的非匹配边（u，v），到达Y结点v。如果v是未盖点，说明我们成功地找到了一条增广路，否则说明v是匹配点，下一步得走匹配边。因为一个匹配点恰好和一条匹配边邻接，这一步没得选择。设匹配点v邻接的匹配边的另一个端为left[v]，则可以理解为从u直接走到了left[v]，而这个left[v]也是一个X结点。如果始终没有找到未盖点，最后会扩展出一棵所谓的匈牙利树。

这样，我们得到了一个算法，即每次选一个未盖点u进行DFS
[18]

 。注意，如果找不到以u开头的增广路，则换一个未盖点进行DFS，且以后再也不从u出发找增广路。换句话说，如果以后存在一个从u出发的增广路，那么现在就找得到。证明并不复杂，留给读者思考。

5.5.2　二分图最佳完美匹配

假定有一个完全二分图G，每条边有一个权值（可以是负数）。如何求出权值和最大的完美匹配？Kuhn-Munkres算法（KM算法，也称为匈牙利算法）可以解决这个问题。为了学习这个算法，我们先来看两个概念。

可行顶标是一个结点函数l，使得对于任意弧（x，y），有l（x）＋l（y）≥w（x，y）。相等子图是G的生成子图，包含所有点，但只包含满足l（x）＋l（y）＝w（x，y）的所有边（x，y）。关于这两个概念，有一个极为重要的定理，即如果相等子图有完美匹配，则该匹配是原图的最大权匹配。

这个定理看上去很高深，其实很容易证明。设M*
 是相等子图的完美匹配，根据定义有M*的权和等于所有点的顶标之和。另一方面，任取G的一个完美匹配M，由于M中的边只满足不等式w（x，y）≤l（x）＋l（y），M的权和不超过所有顶标之和，也就是M*的权和。

这样看来，问题的关键就是寻找好的可行顶标，使相等子图有完美匹配。

算法思路是这样的：任意构造一个可行顶标（比如，Y结点顶标为0，X结点的顶标为它出发所有边的最大权值），然后求相等子图的最大匹配，如果存在完美匹配，算法终止，否则修改顶标使得相等子图的边变多，有更大机会存在完美匹配。

如何修改顶标呢？我们仍然从匈牙利树入手。设匈牙利树中的X结点集为S，Y结点集为T，则S到T'没有边（否则匈牙利树可以继续生长）；S'到T的边都是非匹配边（想一想，为什么）；如果把S中所有点的顶标同时减少一个相同整数a，则S到T'中可能会有新边进入相等子图。为了保证S－T的匹配边不离开相等子图，还要把T中所有点的顶标同时增加a。如图5-20所示。
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图　5-20

不难发现，应取a＝min｛l（x）＋l（y）－w（x，y）｜x in S，y in T'｝，因为如果S中每个顶标的实际减小值比这个值小，则不会有新边进入；如果比这个值大则顶标将变得不可行。

设边（x，y）进入相同子图，有以下两种情况。


情况一：
 y是未盖点，则找到增广路。


情况二：
 y和S中的点z匹配，则把z和y分别加入S和T中。

不难发现，每次修改顶标要么找到增广路，要么使匈牙利树增加两个结点，因此一共需要O（n2
 ）次修改顶标操作。这样，问题关键就在于快速修改顶标。

最朴素的做法，是枚举S和T中的每个元素，根据定义计算最小值，每次修改的时间为O（n2
 ），总时间O（n4
 ）。第二种方法是给T中的每个结点y定义松弛量
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则a的计算公式变为a＝min｛slack（y）｜y in T'｝。

每次增广后，需要用O（n2
 ）时间计算所有点的初始slack。由于每次扩展匈牙利树时所有S－T弧的增量相同，因此修改每个slack值只需要常数时间，而计算所有slack值需要O（n）时间。这样，每次增广后最多修改n次顶标，因此每次增广后修改顶标总时间降为O（n2
 ），总时间为O（n3
 ）
[19]

 。

下面给出O（n4
 ）时间复杂度的实现，它清晰易懂，且实际效果并没有理论上那么糟糕。改写成O（n3
 ）的代码留给读者练习。
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例题23　蚂蚁（Ants, NEERC 2008, LA4043）

给出n个白点和n个黑点的坐标，要求用n条不相交的线段把它们连接起来，其中每条线段恰好连接一个白点和一个黑点，每个点恰好连接到一条线段，如图5-21所示。
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图　5-21

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为整数n（1≤n≤100），以下n行每行包含两个整数，即各白点坐标；以下n行每行包含两个整数，即各黑点坐标。坐标均为绝对值不超过10000的整数。输入保证没有两个坐标相同的点，且任意3点不共线。所有白点和黑点均按照输入顺序编号为1～n。

【输出格式】

对于每组数据，输出n行，其中第i行为第i个白点所连接的黑点编号。

【分析】

因为结点有黑白两色，我们不难想到构造一个二分图，其中每个白点对应一个X结点，每个点对应一个Y结点，每个黑点和每个白点相连，权值等于二者的欧几里得距离。建模之后，最佳完美匹配就是问题的解。为什么呢？假设在最佳完美匹配中有两条线段a1
 －b1
 与a2
 －b2
 相交，那么dist（a1
 ，b1
 ）＋dist（a2
 ，b2
 ）一定大于dist（a1
 ，b2
 ）＋dist（a2
 ，b1
 ），因此如果把这两条线段改成a1
 －b2
 和a2
 －b1
 后总长度会变少，与“最佳”二字矛盾。换句话说，最佳匹配中不会出现线段相交的情况。这样，我们只需直接套用KM算法即可解决本题，非常方便
[20]

 。

例题24　少林决胜（Golden Tiger Claw, UVa 11383）

给定一个N×N矩阵，每个格子里都有一个正整数w（i，j）。你的任务是给每行确定一个整数row（i），每列也确定一个整数col（i），使得对于任意格子（i，j），w（i，j）≤row（i）＋col（j）。所有row（i）和col（i）之和应尽量小。

【输入格式】

输入包含最多15组数据。每组第一行为正整数N（N≤500），以下N行每行N个整数，即各个格子的整数值（均为不超过100的正整数）。输入结束标志为文件结束符。

【输出格式】

对于每组数据，输出3行，第一行为从上到下各行的row（i）；第二行为从左到右各列的col（i），第三行为所有row（i）和col（i）的总和的最小值。如果有多种方案，任意输出一种即可。

【分析】

本题看上去和最佳匹配没有任何关系，事实上也确实没有关系。那为什么本题还会出现在这个小节中呢？因为虽然它和最佳匹配这个模型无关，却是KM算法的一个副产品。还记得等式l（x）＋l（y）≥w（x，y）吗？算法结束后，所有顶标之和是最小的。

例题25　固定分区内存管理（Fixed Partition Memory Management, World Finals 2001, LA 2238）

早期的多程序操作系统常把所有的可用内存划分成一些大小固定的区域，不同的区域一般大小不同，而所有区域的大小之和为可用内存的大小。给定一些程序，操作系统需要给每个程序分配一个区域，使得它们可以同时执行。可是每个程序的运行时间可能和它所占有的内存区域大小有关，因此调度并不容易。

编程计算最优的内存分配策略，即给定m个区域的大小和n个程序在各种内存环境下的运行时间，找出一个调度方案，使得平均回转时间（即平均结束时刻）尽量小。具体来说，你需要给每个程序分配一个区域，使得没有两个程序在同一时间运行在同一个内存区域中，而所有程序分配的区域大小都不小于该程序的最低内存需求。程序对内存的需求不会超过最大内存块的大小。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为正整数m和n，即区域的个数和程序的个数（1≤m≤10，1≤n≤50）。下一行包含m个正整数，即各内存区域的大小。以下n行描述每个程序在各种内存大小中的执行时间，其中第一个整数为情况总数k（k≤10），然后是k对整数s1
 ，t1
 ，s2
 ，t2
 ，...，sk
 ，tk
 ，满足si
 ＜si＋1
 。当内存不足s1
 时程序无法运行；当内存大小s满足si
 ≤s＜si＋1
 时运行时间为ti
 ；如果内存至少为sk
 ，运行时间为tk
 。输入结束标志为m＝n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最小平均回转时间和调度方案。格式参考样例输出。如果有多组解，任意输出一组即可。

【分析】

先来看一个内存区域的情况。假设在这个内存区域按顺序执行的k个程序的运行时间分别为t1
 ，t2
 ，t3
 ，…，tk
 ，那么第i个程序的回转时间为ri
 ＝t1
 ＋t2
 ＋…＋ti
 ，所有程序的回转时间之和等于r＝kt1
 ＋（k－1）t2
 ＋（k－2）t3
 ＋…＋2tk－1
 ＋tk
 。换句话说，如果程序i是内存区域j的倒数第p个执行的程序，则它对于总回转时间的“贡献值”为pTi，j
 ，其中Ti，j
 为程序i在内存区域j中的运行时间。

这样一来，算法就比较明显了。构造二分图G，X结点为n个程序，Y结点为n×m个“位置”，其中位置（j，p）表示第j个内存区域的倒数第p个执行的程序。每个X结点i和Y结点（j，p）连有一条权为pTi，j
 的边，然后求最小权匹配即可。注意，并不是每个匹配都对应一个合法方案（比如，一个区域不能只有倒数第一个程序而没有倒数第二个程序），但最佳匹配一定对应一个合法方案（想一想，为什么）。

5.5.3　稳定婚姻问题

例题26　女士的选择（Ladies' Choice, SWERC 2007, LA 3989）

在一个盛大的校园舞会上有n位男生和n位女生，每人都对每个异性有一个排序，代表对他们的喜欢程度。你的任务是将男生和女生一一配对（每人恰好有一个舞伴），使得男生u和女生v不存在以下情况：（1）男生u和女生v不是舞伴；（2）他们喜欢对方的程度都大于喜欢各自当前舞伴的程度。如果出现了（2）中的情况，他们可能会擅自抛下自己的舞伴，另外组成一对。

你的任务是对于每个女生，在所有可能和她跳舞的男生中，找出她最喜欢的那个
[21]

 。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T。每组数据第一行为整数n（1≤n≤1000），以下n行每行包含n个1～n的整数，表示每个女生对所有男生的排序（例如，第一个整数就是该女生最喜欢的男生的编号）。以下n行为男生对女生的排序，格式同上。

【输出格式】

对于每组数据，输出n行，即每个女生在最好情况下的舞伴编号。相邻数据之间应输出一个空行。

【分析】

本题就是著名的稳定婚姻问题（stable marriage problem），只是把“结婚”和“配偶”换成了“跳舞”和“舞伴”。下面用原题中的术语来介绍这个问题的Gale-Shapley算法（Gale-Shapley Algorithm）。这个算法也称求婚-拒绝算法（Propose-and-reject algorithm），因为算法过程就是男士不停地求婚，女士不停地拒绝。

算法的详细过程是，在每一轮中，每个尚未订婚的男士在他还没有求过婚的女士中选一个自己最喜欢的求婚（不管她有没有订婚）。然后每个女士在向她求婚的人之中选择她最喜欢的一个订婚，并且拒绝其他人。注意，这些向她求婚的人中包含她的未婚夫，因此她可以选择另一个自己更喜欢的人订婚，而抛弃自己的现任未婚夫。

当所有人都订婚时，算法结束。接下来他们就可以挑个良辰吉日，举行集体婚礼。不过，结局一定是这样吗？有没有可能出现某个人会孤独终老的情况？幸运的是，这种情况不会发生，因为每个女士一旦订婚，将一直处于订婚状态，因此如果有女士始终没有订婚，只有一种可能，就是从来没有人向她求过婚。但这是不可能的，因为如果存在一个找不到伴侣的男士，在放弃之前一定会向所有女士求婚。

接下来让我们证明算法得到的方案是稳定的。考虑任意男士A和女士B，假设算法结束后A和C订婚，B和D订婚，是否有可能B（和喜欢D相比）更喜欢A，而A（和喜欢C相比）更喜欢B？如果A更喜欢B，那么在算法结束之前A一定已经向B求过婚了，并且B拒绝了她。注意到女士每次换未婚夫时，一定是更喜欢新的那个，所以B不可能认为她曾拒绝过的A比她的最终伴侣D更好。

这个算法看上去对男士们有些残酷，但结果却出人意料。所有男士都能娶到自己有可能娶到的最好的妻子，而女士却相反——只能嫁给自己有可能嫁到的最差的丈夫。这其实不难理解：男士按照自己喜欢的顺序来求婚，因此他在找到最终伴侣之前，已经确认了他更喜欢的女士不那么喜欢自己，可以死心了；但另一方面，女士是被动的，就算她已经拒绝了很多人，自己真正喜欢的那些人却有可能从来没有向她求过婚（因为她很喜欢的人，未必很喜欢她）。限于篇幅，这里不给出严密的证明，有兴趣的读者可以查阅相关资料。代码如下。
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注意，上面的代码并没有像上面叙述的那样一轮一轮地进行（因为算法的证明中没有用到这一点），而是每次直接选一个光棍进行求婚，并且根据情况让求婚对象接受或者拒绝他即可。因为每个男士最多考虑每个女士各一次，而每次考虑的时间复杂度均为O（1），因此算法的总时间复杂度为O（n2
 ），这已经是输入下限了。

5.5.4　常见模型

二分图匹配有一些直接应用，现仅举几例。

例题27　我是SAM（SAM I AM, UVa 11419）

给出一个R×C大小的网格，网格上面放了一些目标。可以在网格外发射子弹，子弹会沿着垂直或者水平方向飞行，并且打掉飞行路径上的所有目标，如图5-22所示。你的任务是计算出最少需要多少子弹，各从哪些位置发射，才能把所有目标全部打掉。
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图　5-22

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为3个整数R，C和N（1≤R，C≤1000，1≤N≤106
 ），即网格的行数、列数和目标个数。以下N行每行包含两个整数ri
 和ci
 （1≤ri
 ≤R，1≤ci
 ≤C）即每个目标所在的行列编号。各行从上到下编号为1～R，各列从左到右编号为1～C。输入结束标志为R＝C＝N＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行。其中第一个整数表示最少需要的子弹数目，接下来是这些子弹的发射位置。用rx表示第x行，cx表示第x列。

【分析】

本题的模型是二分图最小覆盖，即选择尽量少的点，使得每条边至少有一个端点被选中。可以证明，最小覆盖数等于最大匹配数。

建模方法为，将每一行看作一个X结点，每一列看做一个Y结点，每个目标对应一条边。这样，子弹打掉所有目标意味着每条边至少有一个结点被选中。

如何构造解呢？我们需要借助于匈牙利树。从X中的所有未盖点出发扩展匈牙利树，标记树中的所有点，则X中的未标记点和Y中的已标记点组成了所求的最小覆盖。证明留给读者思考
[22]

 。

例题28　保守的老师（Guardian of Decency, NWERC 2005, LA3415）

Frank是一个思想有些保守的高中老师。有一次，他需要带一些学生出去旅行，但又怕其中一些学生在旅途中萌生爱意。为了降低这种事情发生的概率，他决定确保带出去的任意两个学生至少要满足下面4条中的一条。

（1）身高至少相差40厘米。

（2）性别相同。

（3）最喜欢的音乐属于不同类型。

（4）最喜欢的体育比赛相同（他们很有可能是不同队伍的球迷，这样他们就可能聊得不愉快）。

你的任务是帮Frank挑选尽量多的学生，使得任意两个学生至少满足上述条件中的一条。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T（T≤100）。每组数据第一行为学生总数n（n≤500）。以下n行每行描述一个学生，先是一个整数，表示身高（单位：厘米），然后是一个字符，表示性别（M为男性，F为女性），然后是一个字符串，即喜欢的音乐风格，最后是一个字符串，即最喜欢的体育比赛名称。上述字符串不超过100个字符，且不含空白符。

【输出格式】

对于每组数据，输出可以参加旅行的学生数目的最大值。

【分析】

本题的模型是二分图的最大独立集，即选择尽量多的结点，使得任意两个结点不相邻（即任意一条边的两个端点不会同时被选中）。最大独立集与最小覆盖是互补的，因此答案就是结点总数减去最大匹配数。

什么叫“互补”呢？就是说，把最小覆盖中的“已选点”和“未选点”互换，就可以得到最大独立集。为什么二者互补呢？让我们来看看二者的条件。

覆盖集：对于每条边，至少有一个点要被选中。

独立集：对于每条边，至少有一个点不被选中。

这样，每个覆盖集都和一个唯一的独立集互补，而每个独立集也都和一个唯一的覆盖集互补，因此最小覆盖集与最大独立集互补。

本题的建模方法为，将每个人看做一个结点，如果两个人4个条件都不满足，就意味着他们不能同时被选择，连一条无向边。这样，问题就转化为求这个图的最大独立集。因为每个人不是男生就是女生，所以这个图是二分图。

例题29　出租车（Taxi Cab Scheme, NWERC 2004, LA 3126）

你在一座城市里负责一个大型活动的接待工作。明天将有m位客人从城市的不同位置出发，到达他们各自的目的地。已知每人的出发时间、出发地点和目的地，你的任务是用尽量少的出租车送他们，使得每次出租车接客人时，至少能提前一分钟到达他所在的位置。注意，为了满足这一条件，要么这位客人是这辆出租车接送的第一个人，要么在接送完上一个客人后，有足够的时间从上一个目的地开到这里。

为简单起见，假定城区是网格型的，地址用坐标（x，y）表示。出租车从（x1
 ，y1
 ）处到（x2
 ，y2
 ）处需要行驶｜x1
 －x2
 ｜＋｜y1
 －y2
 ｜分钟。

【输入格式】

输入第一行为测试数据组数T。每组数据第一行为客人数目m（0≤m＜500）。以下m行每行描述一个客人的行程，先是出发时间（格式为hh:mm，范围从00:00—23:59），然后是起点坐标和终点坐标。坐标均为小于200的非负整数。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，即最少需要的出租车数目。

【分析】

本题的模型是DAG的最小路径覆盖。所谓最小路径覆盖，就是在图中找尽量少的路径，使得每个结点恰好在一条路径上（换句话说，不同的路径不能有公共点）。注意，单独的结点也可以作为一条路径。

在本题中，“时间”是一个天然的序，因此可以构图如下：每个客人是一个结点，如果同一个出租车在接完客人u以后来得及接客人v，连边u→v。不难发现，这个图是一个DAG，并且它的最小路径覆盖就是本题的答案。

DAG最小路径覆盖的解法如下：把所有结点i拆为X结点i和Y结点i'，如果图G中存在有向边i→j，则在二分图中引入边i→j'。设二分图的最大匹配数为m，则结果就是n－m。为什么呢？因为匹配和路径覆盖是一一对应的。对于路径覆盖中的每条简单路径，除了最后一个“结尾结点”之外都有唯一的后继和它对应（即匹配结点），因此匹配数就是非结尾结点的个数。当匹配数达到最大时，非结尾结点的个数也将达到最大。此时，结尾结点的个数最少，即路径条数最少。

需要注意的是，本算法也适用于带权的DAG，但不适用于非DAG的有向图（即有环的有向图）。具体原因留给读者思考。

5.6　网络流问题

在《算法竞赛入门经典》中，我们已经学习过网络流的基本算法。那些算法很经典，但效率不够高，无法满足算法竞赛的需求。本节补充一些相对较快的网络流算法，并且用大量的实例锻炼读者的建模和算法设计能力。请读者把主要精力放在思维锻炼和题目的分析上，不要过于执著于那些经典算法的细节优化
[23]

 。本节中给出的代码在大多数比赛中已经完全够用了。

5.6.1　最短增广路算法

《算法竞赛入门经典》中已经介绍过一些基本算法，其中最快的当属“最短增广路算法”，即每次沿着最短增广路（即边数最少的增广路）进行增广。可以证明，这样最多需要O（nm）次增广，因此算法的时间复杂度取决于找最短增广路的效率。在《算法竞赛入门经典》中，直接用BFS进行查找，每次需要O（m）时间，总时间复杂度高达O（nm2
 ），还有很大提升空间。

数据结构。和前面的Dijkstra算法、Bellman-Ford算法类似，下面要介绍的算法均使用如下数据结构来表示一条弧。
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这代表一条从from到to的容量为cap，流量为flow的弧。当且仅当flow ＜ cap的时候，该弧存在于残量网络中。注意，也可以只用一个变量residual表示残量
[24]

 ，当cap＝0的时候，意味着此边是反向弧，此时flow≤0。

下面是插入弧的过程。注意，原图中的一条弧对应于两个Edge结构体，一个是这条弧本身，另一个是它的反向弧。根据插入顺序不难看出，edges[0]和edges[1]互为反向弧，edges[2]和edges[3]互为反向弧，依次类推，一般地，edges[e]和edges[e^1]互为反向弧。
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这个数据结构兼顾了效率、代码清晰度和调试难度，虽然效率不及一些其他写法，但对于正常比赛题目来说已经足够快。它的最大好处是同时适用于稠密图和稀疏图，而且支持重边
[25]

 。

Dinic算法。我们要介绍的第一种算法称为Dinic算法。从宏观上讲，该算法就是不停地用BFS构造层次图，然后用阻塞流来增广。“层次图”和“阻塞流”是Dinic算法的关键字。

什么叫层次图呢？假设在残量网络中，起点到结点u的距离为dist（u），我们把dist（u）看做结点u的“层次”。只保留每个点出发到下一个层次的弧
[26]

 ，得到的图就叫做层次图。层次图上的任意路径都是“起点→层次1→层次2→层次3→…”这样的顺序。不难发现，每条这样的路径都是s－t最短路。

阻塞流听起来比较玄乎，但实际上就是指不考虑反向弧时的“极大流”。看不懂这句话也没关系，对应到程序里就是从起点开始在层次图中DFS，每找到一条路就增广。

这里有一个层次图的例子，如图5-23所示。
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图　5-23

3次增广过程及最终结果如图5-24所示。
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图　5-24

这3次增广后层次图中不存在s－t路径，合称阻塞流。

最多计算n－1次阻塞流（因为每次沿阻塞流增广后，最大距离至少会增加1），而每次阻塞流的计算时间均不超过O（mn），因此总时间复杂度为O（n2
 m）。实际上Dinic算法比这个理论界要好得多。如果所有容量均为1，可以证明Dinic算法的时间复杂度为O（min（n2/3
 ，m1/2
 ）m）；对于二分图最大匹配这样的特殊图，可以证明Dinic算法的时间复杂度为O（n1/2
 m）
[27]

 。

下面给出一个参考实现。为了使思路更清晰，代码采用递归DFS找增广路，如果效率要求很高，可以改成迭代实现
[28]

 。

BFS并没有什么特别之处，唯一需要注意的是只能考虑残量网络中的弧。代码如下。

[image: alt]


DFS过程除了当前结点x外，还需要传入一个表示“目前为止所有弧的最小残量”的a，当x为汇点或者a＝0时终止DFS过程
[29]

 ，否则多路增广。这里还有一个重要的优化：保存每个结点x正在考虑的弧cur[x]，以避免重复计算（想一想，为什么）。代码如下。
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最后是主过程。不停地用BFS构造分层网络，然后用DFS沿阻塞流增广。代码如下。
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ISAP算法。第二种算法没有正式的名称，首次出现于Ahuja和Orlin的经典教材《Network Flows: Theory, Algorithms and Applications》中，作者称它是一种“改进版的SAP（Improved SAP, ISAP）”。

算法基于这样一个事实：每次增广之后，任意结点到汇点（在残量网络中）的最短距离都不会减小。这样，我们可以用一个函数d（i）表示残量网络中结点i到汇点的距离的下界，然后在增广过程中不断修正这个下界（而不是像dinic算法那样多次增广以后才重建层次图），则增广的时候和Dinic类似，只允许沿着d（i）＝d（j）＋1的弧（i，j）走。

严格地说，算法中的d函数是满足如下两个条件的非负函数，即d（t）＝0；对于残量网络中的任意弧（i，j），d（i）≤d（j）＋1。不难证明，只要满足这两个条件，d（i）就是i～t距离的下界。而且当d（s）≥n时，残量网络中不存在s－t路。

和Dinic算法类似，找增广的过程就是从s开始沿着“允许弧”（即在残量网络中的，满足d[i]＝d[j]＋1的弧i→j）往前走（ISAP算法中叫Advance）。如果走不动了怎么办？在Dinic算法中，直接“往回走一步”即可，因为如果找不到增广路，会重新构造层次图；但在ISAP中，并没有一个“一次性修改所有距离标号”的过程，只能边增广边修改。具体来说，在从结点i往回走的时候，把d（i）修改为min｛d（j）｜（i，j）是残量网络中的弧｝＋1（ISAP算法叫Retreat）即可。注意，如果残量网络中从i出发没有弧，则设d（i）＝n。

ISAP算法看上去不难理解，但是实现起来却有诸多细节。首先，我们需要使用一种“当前弧”的数据结构加速允许弧的查找，其次，还需要一个num数组维护每个距离标号下的结点编号。当把一个结点的距离标号从x改成y的时候，把num[x]减1，num[y]加1，然后检查num[x]是否为0。如果是0的话，说明s－t不连通，算法终止（想一想，为什么）。这就是所谓的gap优化。最后，初始距离标号可以统一设为0，也可以用逆向BFS找，单次运行时效率相差不大，但如果是多次求解小规模网络流，加上BFS以后速度往往会有明显提升。

数据结构方面，只多了如下两个数组。
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BFS过程改成了逆向，留给读者编写。增广过程分为两步，先从汇点开始逆推，计算出可改进量a，然后再逆推一次，进行增广。
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最后是主过程。根据情况前进或者后退，走到汇点时增广。
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5.6.2　最小费用最大流算法

在《算法竞赛入门经典》中我们已经学习过最小增广路算法，但实现时使用的邻接矩阵，无法支持多重边。下面我们仍然实现这个算法，但采用的是前述数据结构，代码如下。
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下面是沿最短路增广的过程。

[image: alt]


主过程很好编写，代码如下。
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上述过程求出的是最小费用最大流。如果是要固定流量k，可以在增广的时候检查一下，在flow＋a≥k的时候只增广k-flow单位的流量，然后终止程序。

需要注意的是，网络中可以有负权边，但不能有负权圈，否则连续最短路算法的“数学归纳法基础
[30]

 ”将失效，算法会计算出错误的结果。

5.6.3　建模与模型变换

在算法竞赛中，解决和网络流相关的问题往往重在建模。下面给出一些经典问题及其建模方法，以帮助读者理解和应用。

多源多汇问题。源有多个，汇也有多个，流可以从任意一个源流出，最终可以流向任意一个汇，总流量等于所有源流出的总流量，也等于流进所有汇的总流量。


解
 ：加一个超级源s'和超级汇t'，然后从s'向每个源引一条有向弧，容量为无穷大，每个汇向t'引一条弧，容量为无穷大即可，如图5-25所示。
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图　5-25

结点容量。每个结点都有一个允许通过的最大流量，称为结点容量。


解：
 把每个原始结点u分裂成u1
 和u2
 两个结点
[31]

 ，中间连一条有向弧，容量等于u的结点容量。原先到达u的弧改成到达u1
 ；而原先从u出发的弧改成从u2
 出发，如图5-26所示。
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图　5-26

无源无汇有容量下界网络的可行流。这个问题比较特殊。不仅无源无汇，而且每条弧除了有容量上界c之外，还有一个容量下界b。既然无源无汇，所有结点都应满足“入流＝出流”这个流量平衡条件。由于下界的存在，仅仅是求出满足这些流量平衡条件的可行流就已经有难度了
[32]

 。


解
 ：建立附加源s和汇t，然后对弧进行改造：首先添加弧t→s并设容量为无穷大，然后把每条下界为b弧拆成3条，如图5-27（a）所示，然后合并，如图5-27（b）所示。
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图　5-27

最后，求改造后的网络的s－t最大流即可。当且仅当所有附加弧满载时原网络有可行流。

有容量下界网络的s－t最大／最小流。容量同时有上下界，且源点s和汇点t各有一个，求s到t的最大流和最小流
[33]

 。


解：
 先用上题的解法求出可行流，然后用传统的s－t增广路算法即可得到最大流。把t看成源点，s看成汇点后求出的t－s最大流就是s－t最小流。注意，原先每条弧u→v的反向弧容量为0，而在有容量下界的情形中，反向弧的容量应该等于容量下界。

费用与流量平方成正比的最小流。容量c均为整数，并且每条弧还有一个费用系数a，表示该弧流量为x时费用为ax2
 ，如何求最小费用最大流？


解：
 用拆边法。如图5-28所示，一个费用系数为a，容量为5的边被拆成5条容量为1，费用各异的弧。
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图　5-28

因为求的是最小费用流，如果这条弧的流量为1，走的肯定是cost＝1的那条弧；如果流量为2，肯定走的cost＝1和cost＝3那两条；如果流量为3，走的肯定是cost＝1，3，5那3条……不难验证，不管流量是1～5之间的哪一个，左右两个图都是等价的。这样，问题就转化为普通的最小费用最大流问题。

需要注意的是，因为有重边，普通的邻接矩阵无法满足要求。要么采用前面给出的代码，要么采用把邻接矩阵加一维，表示某两点间的第几条弧。

流量不固定的s－t最小费用流。如果网络中的费用有正有负，如何求s－t最小费用流？注意，这里的流量并不固定。


解：
 如果费用都是正的，最小费用流显然是零流；但由于负费用的存在，最短增广路的权值可能是负的，这样增广后会得到更小的费用；但随着增广的进行，增广路权值逐渐增大，最后变成正数，此时应停止增广。换句话说，最小费用随着流量增大先减小，后增大，成下凸函数。前面说过，下凸函数求最小值一般使用三分法，但这里可不用这么麻烦，只需在最短增广路费用为正时停止增广即可，三分反而比较慢（想一想，为什么）。需要注意的是，如果一开始不仅有负费用弧，还有负费用圈，必须先用消圈法消去负圈，否则最短增广路算法的前提不成立。当然，如果网络是无环的，则无此问题。

下面通过一些例子说明一些建模技巧。

二分图带权最大独立集。给出一个二分图，每个结点上有一个正权值。要求选出一些点，使得这些点之间没有边相连，且权值和最大。


解：
 在二分图的基础上添加源点S和汇点T，然后从S向所有X集合中的点连一条边，所有Y集合中的点向T连一条边，流量均为该点的权值。X结点与Y结点之间的边的容量均为无穷大。这样，对于该图中的任意一个割，将割中的边对应的结点删掉就是一个符合要求的解，权和为所有权和减去割的容量。因此，只需要求出最小割，就能求出最大权和。

公平分配问题
[34]

 。把m个任务分配给n个处理器。其中每个任务有两个候选处理器，可任选一个分配。要求所有处理器中，任务数最多的那个处理器所分配的任务数尽量少。不同任务的候选处理器集｛p1
 ，p2
 ｝保证不同。


解：
 本题有一个比较明显的二分图模型，即X结点是任务，Y结点是处理器。二分答案x，然后构图，首先从源点S出发向所有的任务结点引一条边，容量等于1，然后从每个任务结点出发引两条边，分别到达它所能分配到的两个处理器结点，容量为1，最后从每个处理器结点出发引一条边到汇点T，容量为x，表示选择该处理器的任务数不能超过x。这样，网络中的每个单位流量都是从S流到一个任务结点，再到处理器结点，最后到汇点T。只有当网络的总流量等于m时才意味着所有任务都选择了一个处理器。这样，我们通过O（logm）次最大流便算出了答案。

区间k覆盖问题。数轴上有一些带权值的左闭右开区间，选出权和尽量大的一些区间，使得任意一个数最多被k个区间覆盖。


解：
 本题可以用最小费用流解决，构图方法是把每个数作为一个结点，然后对于权值为w的区间[u，v），加边u→v，容量为1，费用为-w。再对所有相邻的点加边i→i＋1，容量为k，费用为0。最后，求最左点到最右点的最小费用最大流即可，其中每个流量对应一组互不相交的区间。如果数值范围太大，可以先进行离散化。

最大闭合子图。给定带权图G（权值可正可负），求一个权和最大的点集，使得起点在该点集中的任意弧，终点也在该点集中。


解：
 新增附加源s和附加汇t，从s向所有正权点引一条边，容量为权值；从所有负权边向汇点引一条边，容量为权值的相反数。求出最小割以后，S－｛s｝就是最大闭合子图。

最大密度子图。给出一个无向图，找一个点集，使得这些点之间的边数除以点数的值（称为子图的密度）最大。


解
 ：如果两个端点都选了，就必然要选边，这就是一种推导。如果把每个点和每条边都看成新图中的结点，是否可以把问题转化为最大闭合子图呢？请读者继续思考。

5.6.4　例题选讲

例题30　网络扩容（Frequency Hopping, UVa 11248）

给定一个有向网络，每条边均有一个容量。问是否存在一个从点1到点N，流量为C的流。如果不存在，是否可以恰好修改一条弧的容量，使得存在这样的流？

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为3个整数N，E，C（1≤N≤100，E≤10000，C≤2000000000），即网络的点数、边数和需要的流量。以下E行每行为3个整数u，v，cap，即点u到点v的容量为cap（1≤u，v≤N，1≤cap≤5000）。输入结束标志为N＝E＝C＝0。

【输出格式】

对于每组数据，如果流量已经存在，输出possible；如果目前不存在，但可以通过修改恰好一条弧的容量得到，则输出“possible option:”和这些弧的列表（按照起点从小到大排序，起点相同时按照终点从小到大排序）；否则输出not possible。

【分析】

先求一次最大流，如果流量至少为C，则直接输出possible，否则需要修改的弧一定是最小割里的弧。依次把这些弧的容量增加到C，然后再求最大流，看最大流量是否至少为C即可。

很可惜，这样写出来的程序会超时，还需要加两个重要优化。第一个优化是求完最大流后把流量留着，以后每次在它的基础上增广，第二个优化是每次没必要求出最大流，增广到流量至少为C时就停下来。

例题31　运送超级计算机（Bring Them There, NEERC 2003, LA 2957）

宇宙中有n个星球，你的任务是用最短的时间把k个超级计算机从星球S运送到星球T。每个超级计算机需要一整艘飞船来运输。行星之间有m条双向隧道，每条隧道需要一天时间来通过，且不能有两艘飞船同时使用同一条隧道。隧道不会连接两个相同的行星，且每一对行星之间最多只有一条隧道。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行包含5个正整数n，m，k，S，T（2≤n≤50，1≤m≤200，1≤k≤50，1≤S，T≤N，S≠T）。以下m行每行包含两个不同的整数u和v，表示行星u和v之间有一条隧道。注意，隧道是双向的，但每一天只有一艘飞船能穿过一条隧道。另外，两艘飞船不能同时沿着相反的方向穿过同一个隧道。

【输出格式】

输出第一行为最少需要的天数L。以下L行每行描述一条的行动。每行第一个整数为Ci
 ，即当天移动的飞船数。接下来有Ci
 对整数（A，B），表示有一艘飞船从行星A出发到达行星B。输入保证有解。

【分析】

首先假定答案是T，如何判断是否可以成功地运送所有k台超级计算机呢？构图如下。把原图中的每个点u拆成T＋1个，分别为u0
 ，u1
 ，...，uT
 ，其中u0
 是初始状态的结点u，而ui
 表示经过i天之后的结点u。对于原图中的相邻结点a和b，在新图中添加一条从ai
 到bi＋1
 的边，容量为1，再添加一条bi
 到ai＋1
 的边，容量也为1。对于原图中的每个结点u，添加边ui
 →ui＋1
 ，容量为无穷大，表示飞船总是可以原地不动。在这个图中求最大流，判断流量是否至少为k即可。

不难想到二分答案，然后用上面的方法判定，但其实有更好的方法。可逐步增大天数T，但每次不要重新求最大流，而是直接新加一层结点，在上次求出的最大流基础上继续增广，直到流量达到k。

最后还有一个细节需要注意。如果在某时刻ai
 →bi＋1
 和bi
 →ai＋1
 同时有流量，是不符合题意的。这个问题并不难解决，只需相互抵消，仅留一个方向的流量即可。

例题32　足球联赛（The K-league, Taejon 2002, LA 2531）

有n支队伍进行比赛，每支队伍需要打的比赛数目相同。每场比赛恰好一支队伍胜，另一支败。给出每支队伍目前胜的场数和败的场数，以及每两个队伍还剩下的比赛场数，确定所有可能得冠军的球队（获胜场数最多的得冠军，可以并列）。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T。每组数据第一行为队伍数n（1≤n≤25），第二行为2n个非负整数w1
 ，d1
 ，w2
 ，d2
 ，…，wn
 ，dn
 （1≤wi
 ，di
 ≤100），其中wi
 为队伍i已经取胜的场数和输掉的场数。第三行包含n2
 个不超过100的非负整数a1，
 1，a1，
 2，…，a1，
 n，a2，
 1，…，an，
 n，其中ai，j
 表示队伍i和队伍j之间还需要打的场数。输入保证ai，j
 ＝aj，i
 ，且ai，i
 ＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出一行，按照从小到大顺序给出所有可能获得冠军的队伍编号。

【分析】

依次判断每支队伍i是否可能成为冠军。首先，让i在所有剩下的比赛中获胜，计算出i获胜的总场数total，然后判断其他队伍是否可以相互制约，使得每支队伍的获胜场数均不超过total。如何判断呢？注意到任意两支队伍u和v之间的比赛只有u胜或者v胜两种可能性，可以把每场比赛看成一个“任务”，每支队伍看成“处理器”，则会得到一个和“公平分配问题”几乎一样的模型。

具体来说，对每两支队伍（u，v）构造一个X结点，从S引一条弧过来，容量为这两支队伍还需要比赛的场数；对每支队伍u构造一个Y结点，引一条弧到T，容量为total-win（u），其中win（u）表示队伍u已经获胜的场数。最后，每个结点（u，v）到u和v各连一条弧，容量为无穷大（想一想，为什么）。这样，当且仅当当前图的最大流使从S出发的所有弧满载时，当前判断的队伍可以得冠军。

例题33　收集者的难题（Collector's Problem, UVa 10779）

Bob和他的朋友从糖果包装里收集贴纸。这些朋友每人手里都有一些（可能有重复的）贴纸，并且只跟别人交换他所没有的贴纸。贴纸总是一对一交换。

Bob比这些朋友更聪明，因为他意识到只跟别人交换自己没有的贴纸并不总是最优的。在某些情况下，换来一张重复贴纸更划算。

假设Bob的朋友只和Bob交换（他们之间不交换），并且这些朋友只会出让手里的重复贴纸来交换他们没有的不同贴纸。你的任务是帮助Bob算出他最终可以得到的不同贴纸的最大数量。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤20）。每组数据第一行包含两个整数n和m（2≤n≤10，5≤m≤25）。n表示总人数（包括Bob），m是贴纸的种数。接下来的n行描述了每个人收藏的贴纸，其中第一行描述的是Bob。第i行的开头是一个整数ki
 （ki
 ≤50），表示第i个人有多少张贴纸，接下来有ki
 个1～m的整数，表示这些贴纸的种类。

【输出格式】

对于每组数据，输出Bob最终能得到多少种贴纸。

【样例输入】

2

2 5

6 1 1 1 1 1 1

3 1 2 2

3 5

4 1 2 1 1

3 2 2 2

5 1 3 4 4 3

【样例输出】

Case #1: 1

Case #2: 3

【样例解释】

在第一组数据中，不可能发生任何交换，所以Bob只能得到1号贴纸。在第二组数据中，Bob可以出让一个1号贴纸并且跟第2个人换回一个2号贴纸，然后用这个贴纸跟第3个人换回一个3号或者4号贴纸。最终他拥有的贴纸种类集合是｛1，2，3｝或者｛1，2，4｝。

【分析】

我们用n－1个点表示每个除Bob之外的人，再用m个点表示每个物品，同时添加一个源s和汇t。从s向每个物品连边，容量为Bob拥有该物品的数量。如果Bob以外的某个人i拥有至少两个物品j，就从i向物品j连边，容量为i所拥有的物品j的数量减1（因为i自己要留一个）；反之，如果i没有物品j，从物品j向i连边，容量为1，表示i最多接受1个物品j。最后从每个物品向t连边，容量为1。不难证明，这张图上最大流的流量就是Bob所能拥有的物品个数。样例2对应的网络，如图5-29所示。
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图　5-29

上图还描述了3个单位流量的走向。首先是一个物品1，先给B，换得2，然后给C，换得3。第二个单位流量和第三个单位流量没有做任何交换，只是把本来就拥有的物品1和物品2留到了最后。

例题34　生产销售规划（Acme Corporation, UVa 11613）

Acme公司生产一种X元素。给出该元素在未来M个月中每个月的单位售价、最大产量、生产成本、最大销售量，以及最大存储时间（过期报废，不过可以存储任意多的量）。你的任务是计算出公司能够赚到的最大利润。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤100）。每组数据第一行为两个整数M和I（M≤100，0≤I≤106
 ），表示要考虑的月数，以及每个单位的X元素存放一个月的代价。接下来的M行描述了每个月的参数，其中第i行包含5个整数mi
 ，ni
 ，pi
 ，si
 ，Ei
 （0≤mi
 ，ni
 ，pi
 ，si
 ≤106
 ，0≤Ei
 ≤M），其中mi
 是第i月的每单元生产成本，ni
 是最大产量，pi
 是销售单价，si
 是当月最大销售量，Ei
 是这个月生产的X元素能够储存的最大时间。比如说对于第1个月，E1
 ＝3，这个月生产的元素就只能在第1～4个月销售，到了第5个月就不能卖了。

【输出格式】

对于每组数据，输出前M个月能够取得的最大利润。注意，只能考虑前M个月的销售。如果有任何元素的储存超过这个期限，无论卖不卖都得忽略。

【样例输入】

2 2

2 10 3 20 2

10 100 7 5 2

【样例输出】

Case 1: 20

【分析】

给每个月建立两个点i和i'，再建立源点s和汇点t。源点i向每个点i连一条边，流量表示第i个月的产量；每个点i'到汇点连一条边，表示第i个月的销量。每个点i向点i'，（i＋1）'，（i＋2）’…连一条边，表示存储0，1，2…个月以后卖掉。各个弧的容量和费用比较直观，不再赘述。

读者可能会问，为什么要用两个点表示一个月呢？一个点不行么？如果只有一个点的话，流量可能无法表示一个合法的方案。比如，本来我们希望每个月的产品最多存放一个月，即连边i→i＋1，但实际上可以通过i→i＋1→i＋2…的方式连续存储，违反了题意。

样例对应的网络如图5-30所示。图中（cap，cost）表示一条容量为cap，单位费用为cost的弧。
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图　5-30

前面说过，求不固定流量的最小费用流可以直接做，当s－t增广路长度大于0时停止增广。样例前两次增广如图5-31所示。
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图　5-31

再增广的话就必须走cost＝10的那条弧了，s－t最短路长度大于0，停止增广。注意必须用Bellman-ford求最短路，因为有初始负费用。

5.7　小结与习题

基础知识和算法。下面是一些比较基础的题目，作为知识回顾，如表5-1所示。

表　5-1

[image: alt]


1．DFS及其应用

DFS可以用来计算连通分量、双连通分量、求割顶和桥、进行二分图判定、求SCC及SCC图，还可以求解2-SAT。下面的例题（见表5-2）覆盖了这些常见应用。

表　5-2
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下面是习题，如表5-3所示，其中有些题目偏难，初学者不必强求。

表　5-3
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爪分解（Claw Decomposition, UVa 11396）

给出一个n个结点（n≤300）的简单无向图，每个点的度数均为3。你的任务是判断能否把它分解成若干个爪（即K1，3
 ，如图5-32所示）。在你的分解方案中，每条边必须恰好属于一个爪，但同一个结点可以出现在多个爪里。
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图　5-32

鸽子和炸弹（Doves and Bombs, UVa 10765）

给定一个n个点的连通的无向图，一个点的“鸽子值”定义为将它从图中删去后连通块的个数。求每个点的“鸽子值”。

婚宴（Wedding, UVa 11294）

有n（n≤30）对夫妻参加一个婚宴。所有人都坐在一个长长的餐桌左侧或者右侧，新郎和新娘面对面坐在桌子的两侧。由于新娘的头饰很复杂，她无法看到和她坐在餐桌同一侧的其他人，但能看到餐桌另一侧的所有人。任意一对夫妻不能坐在桌子的同侧，另外还有m对人吵过架，而新娘不希望同时看到两个吵过架的人。你的任务是安排每个人坐在餐桌的左侧或右侧，使得上述条件全部满足。

投票（The Minister's Major Mess, World Finals 2009, LA 4452）

n个人对m个方案投票。每个人最多只能对其中的4个方案投票（其他相当于弃权票），每一票要么支持要么反对。问是否存在一个最终决定（对每个方案要么采用要么否定），使得每个投票人都有超过一半的建议被采纳。在所有可能的最终决定中，哪些方案的态度是确定的？

无向仙人掌（Cactus, NEERC 2005, LA 3514）

仙人掌被定义为每个点最多在一个简单回路上的连通无向图。所有简单回路，是指结点不重复经过的环，如图5-32所示。

给出一个有n（n≤20000）个结点，m（m≤1000）条边的无向图，你的任务是计算一个无向图的“仙人掌度”，即它有多少生成子图（包括自身）也是仙人掌。如果原图不是仙人掌，输出0。比如，图5-32（a）的仙人掌度为35，图5-32（b）为0（因为边2-3在两个简单回路上），图5-32（c）为0（因为不连通）。

道路修建（RevolC FaeLoN, UVa 10972）

题目大意是给定一个无向图，要求把所有无向边改成有向边，并且添加最少的有向边，使得新的有向图强连通。

有绳电话（String Phone, Daejon 2010, LA 4849）

平面网格上有n（n≤3000）个单元格，各代表一个重要的建筑物。为了保证建筑物的安全，警察署给每个建筑物派了一名警察，并配发了一些有绳电话以供联络。顾名思义，有绳电话是指长度固定的电话，电话两端的距离必须保持不变。在本题中，坐标（x1，y1）和（x2，y2）之间的距离为｜x1－x2｜＋｜y1－y2｜。我们将以无向加权图的形式给出哪些警察之间会使用有绳电话，以及每根绳子的长度，如图5-33（a）所示。这个图保证是连通的。
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图　5-33

现在已经确定每名警察所巡逻的建筑物，你的任务是确定每个警察守在建筑物4个顶点中的哪一个，使得所有有绳电话都能正常使用，如图5-33（b）所示。

有歧义的编码（General Sultan, UVa 11604）

给一个包含n（n≤100）个符号的二进制编码方式，是否存在一个二进制序列，存在至少两种解码方法。比如｛a＝01，b＝001，c＝01001｝是有歧义的，因为01001可以解码为a＋b或者c。每个编码由不超过20个0或1组成。

2．最短路及其应用

最短路问题看上去简单，其实有很多可以挖掘的东西。如表5-4所示的例题就覆盖了很多与最短路相关的算法和技巧，堪称经典。

表　5-4
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下面是习题（见表5-5）。和前面一样，部分题目颇有难度，初学者不必强求。

表　5-5
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续表
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倒水（Fill, UVa 10603）

有3个没有刻度的水壶，容量分别为a，b和c（单位为升，都是不大于200的正整数）。初始时前两个水壶是空的，而第三个装满了水。每次可以从一个水壶往另一个水壶里倒水，直到一个水壶倒空或者另一个水壶倒满。为了使某个水壶恰好有d升水，至少要倒多少升的水？如果无解，则找一个小于且最接近d的d'代替d。

超级马里奥大冒险（Adventure of Super Mario, UVa 10269）

再次成功营救出桃子公主之后，马里奥需要从Bowser魔王的城堡返回他的家。马里奥世界里一共有A个村庄和B个城堡（1≤A，B≤50），其中村庄编号为1～A，城堡编号为A＋1～A＋B。马里奥住在村庄1，而Bowser住在城堡A＋B。

马里奥能以1千米／小时的速度沿着村庄和城堡之间的双向道路行走，也可以用魔法鞋加速。魔法鞋可以让马里奥瞬间移动不超过L（L≤50）千米，但由于城堡中有很多陷阱，稍不留神就会中圈套，因此马里奥从不使用魔法鞋穿过城堡。另外，使用魔法鞋的起点和终点都只能是城堡或者村庄，且最多只能使用K（K≤10）次魔法鞋。

你的任务是计算马里奥回家的最短时间。输入需保证马里奥一定能回家。

加满油（Full Tank? UVa 11367）

n（n≤1000）个城市之间有m（m≤10000）条道路。给出起点s和终点t，以及汽车的油箱容量c，求从s到t的最便宜路径。假定初始时油箱是空的，第i个城市的油价为pi
 。需要回答q（q≤100）组询问。

飞到弗雷德里顿（Flying to Fredericton, UVa 11280）

给出n（2≤n≤100）个城市之间的m（0≤m≤1000）条航线以及对应的机票价格，要求回答一些询问，每个询问是给出最大停留次数s，求从Calgary（起点城市）到Fredericton（终点城市），中途停留次数不超过s的最便宜的行程。对于每条航线，保证该航线起点到Calgary的距离小于航线终点到Calgary的距离。

程序分析（Tomato Automata, SEERC 2005, LA3310）

有n行程序，每行程序为一个命令，共有5种命令。

❑　Ifgo x：任意选择跳至第x行或下一行。

❑　Jump x：跳至第x行。

❑　Pass：跳到下一行。

❑　Loop s，x：从第s行到当前行，循环x次。

❑　Die：终止程序的运行。

要求循环只能严格嵌套，不能从循环外直接跳至某个循环内部，也不能从循环内部直接跳出循环外部。当前在第一行，问最多可以运行多少行的程序或者如果程序可以死循环，输出infinity。x≤100000。

3．最小生成树

相比之下，最小生成树的题目大都比较传统，有规律可循。表5-6中的例题已经覆盖了大多数算法和技巧，不过还有一些较为偏门的变形没有涉及，有兴趣的读者可以在附录A中介绍的两场图论比赛问题中寻找更多的题目。

表　5-6
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下面是习题，如表5-7所示。和例题一样，这些题目相对传统，但也需要小心。

表　5-7
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生成树的苗条度（Slim Span, Japan 2007, LA 3887）

给出一个n（2≤n≤100）个结点的无向图，找一棵苗条度（最大边减最小边的值）最小的生成树。图中不含自环和重边。

ACM竞赛和停电（ACM Contest and Blackout, UVa 10600）

为了举办ACM竞赛，市长决定给所有的n（3≤n≤100）所学校提供可靠的电力供应。当且仅当一个学校直接连到电站，或者连到另一个有可靠供应的学校时，才有可靠供应。现在给出在不同的学校之间布线成本，找出最便宜的两种连线方案。一个方案的成本等于所有学校之间连线的成本的总和。

广播消息（Teen Girl Squad, UVa 11183）

你有一个好消息要告诉你的n－1（n≤1000）个好朋友，不过你们不在同一个地方，因此只能靠打电话。给出m（0≤m≤40000）个三元组（u，v，w）表示u打电话给v要花w分钱（注意，这不代表v可以给u打电话），你的任务是用最少的总费用把这个好消息通知到所有人。除了给出的三元组外，其他的通话方式都是不允许的。

沙漠探险（Traval in Desert, UVa 10816）

你想在沙漠中探险。由于沙漠非常热，你希望尽可能地降低旅途中的最高温度。沙漠中有一些绿洲，可以用来休息，而绿洲之间的道路则是温度不低的沙漠。你的任务是选择一条从起点到终点（起点和终点均为绿洲）的路线，使得途经道路的最高温度尽量低。如果有多个路线满足此条件，则选择长度最短的那一条。

北极通信网络（Arctic Network, UVa 10369）

北极某区域共有P座村庄，每座村庄均有自己的平面坐标。现决定在村庄之间建立通信网络，其中通信工具可以是无线电收发机，也可以是卫星设备。你的任务是让任意两座村庄之间都可以直接或间接地通信。

卫星设备一共有S台，拥有卫星设备的两座村庄无论相距多远都可以直接通信；其他每个村庄都可以配备一台无线电收发机，但必须具有相同的参数d。只有欧几里得距离不超过d的村庄才能用无线电收发机直接通信。由于d值越大的无线电收发机越贵，你需要合理分配这S台卫星设备，才能让其他村庄的无线电收发机的d值最小。

旅游路线（Tour Belt, Daejon 2010, LA 4848）

给出一个有n个结点m条边的加权无向图G（2≤n≤5000，1≤m≤n（n－1）/2），满足如下条件的结点集B（2≤｜B｜≤n）称为候选子图。B内的结点在G中连通，且B的任何一条内弧的权值严格大于任何一条边界弧的权值。这里的内弧是指两个端点都在B中的弧，边界弧是指恰好有一个端点在B中的弧。你的任务是求出所有候选子图的结点数之和。

如图5-34所示，图（a）有3个候选子图｛1，2｝，｛3，4｝和｛1，2，3，4｝，结点数之和为8。图（b）有6个候选子图，分别为｛1，2｝，｛3，4｝，｛5，6｝，｛7，8｝，｛3，4，5，6｝和｛1，2，3，4，5，6，7，8｝，结点数之和为20。注意｛1，2，7，8｝不是候选子图，因为这些结点在G中不连通（｛1，2｝和｛7，8｝之间没有边相连）。
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图　5-34

4．二分图匹配

涉及二分图匹配的经典问题有不少，很能启发思维。表5-8中的例题包括了二分图最大基数匹配、最佳匹配、稳定婚姻问题、二分图的最小覆盖和最大独立集、DAG的最小路径覆盖等问题。

表　5-8
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续表
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下面是习题，如表5-9所示，其中个别题目有难度。

表　5-9
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最优巴士线路设计（Optimal Bus Route Design, Taipei 2005, LA 3353）

给出一个n（n≤100）个点的有向带权图，找若干个圈，使得每个结点恰好属于一个圈。要求总长度尽量小。注意即使有向边（u，v）和（v，u）都存在，它们的长度也不一定相同。

车（Rooks, UVa 10615）

给出一个N×N（N≤100）的棋盘，上面放了一些车。现在要用尽量少的颜色对这些车进行着色，使得同一行或同一列的任意两个车的颜色都不同。

猫和狗（Cat vs. Dog, NWERC 2008, LA4288）

一群猫和一群狗参加选美。观众要么是猫的爱好者，要么是狗的爱好者。每一个猫的爱好者会特别喜欢某一只猫（每个人喜欢的猫不同）而且特别讨厌某只狗；每一个狗的爱好者会特别喜欢某一只狗而且特别讨厌某只猫。现有猫的爱好者s人，狗的爱好者t人，猫m只，狗n只。组委会要淘汰一些猫和狗，剩下的都能进下一轮。问怎样安排，才能使尽可能多的人的两个愿望都满足（即喜欢的晋级，讨厌的淘汰）？

长城游戏（The Great Wall Game, World Finals 2005, LA 3276）

在一个n×n的棋盘上有n个棋子，要求通过移动棋子使棋子的排布满足以下情况之一：呈横行排列；呈纵行排列；呈对角线排列（有两条）。棋子移动一个单元格的费用为1，总费用为所有棋子的移动费用之和。求最小费用。

国王的要求（King's Quest, NEERC 2003, LA 2966）

从前有一个国王，他有n（n≤2000）个儿子。皇宫里还有n个美丽的女孩，并且国王知道每一个王子喜欢的女孩都是谁。王子们都年轻强壮并且富有智慧，所以一个王子喜欢很多女孩也是很正常的。

国王找到巫师，告诉巫师每个王子所喜欢的女孩们，并且要求巫师找到一种方案，使每个王子都娶到一个自己喜欢的女孩。当然，一个女孩只能嫁给一个王子。

巫师提交了一种方案，国王看了之后说：“我挺喜欢你的方案，但我不是十分满意。我还想知道每一个王子能娶的所有女孩，当然，他娶了某个女孩之后，剩下的其他王子还是可以找到自己喜欢的人作为自己的伴侣。”

输入n个王子各自喜欢的女孩的列表，以及巫师提交的方案（即每个王子的新娘），你的任务是计算出每个王子有可能娶到的女孩的列表。

5．网络流

网络流是本章中建模技巧最多、经典算法最复杂的算法。寥寥几道例题不足以展示出网络流的全部建模技巧，请读者在表5-10所示的例题和附录A中寻找更多的题目。

表　5-10
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下面是习题，如表5-11所示。

表　5-11
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最短往返路（Dijkstra, Dijkstra, UVa 10806）

给出一个带有n（n≤100）个结点的带权无向图，找到从起点S到终点T的最短往返路径，不能重复走过同一条边。输入图中不含重边。

号码簿分组（Jamie's Contact Group, Shanghai 2004, LA 3268）

有n（n≤1000）个人和m（m≤500）个组。一个人可能属于很多组。现在请你从某些组中去掉几个人，使得每个人只属于一个组，并使得人数最多的组中人员数目为最小值。

峨眉山猴子（Monkeys in the Emei Mountain, UVa 11167）

雪雪是一只猴子。它在每天的2:00—9:00之间非常渴，所以在这个期间它必须喝掉2个单位的水。它可以多次喝水，只要它喝水的总量是2。它从来不多喝，在1小时内它只能喝1个单位的水。所以它喝水的时间段可能是2:00—4:00，或者3:00—5:00，或者7:00—9:00。甚至喝两次，第一次2:00—3:00，第二次8:00—9:00。但是它不能在1:00—3:00喝水，因为在1:00时它不渴，也不能在8:00—10:00喝水，因为9:00必须结束。

一共有n（n≤100）只这样的猴子。我们用一个（v，a，b）（0≤v，a，b≤50000，a＜b，v≤b－a）来描述一个在时间a～b之间口渴，并且必须在这个期间喝够v个单位水的猴子。所有猴子喝水的速度都是1小时喝1个单位的水。

现在的问题是只有一个地方可以让m只猴子同时喝水，需要作出一个能满足所有猴子的喝水需要的安排。多解时任意输出一组即可。

矩阵解码（Matrix Decompressing, UVa 11082）

对于一个R行C列的正整数矩阵（1≤R，C≤20），设A[i]为前i行所有元素之和，B[i]为前i列所有元素之和。已知道R，C和数组A和B，找一个满足条件的矩阵。矩阵中的元素必须是1～20之间的正整数。输入保证有解。

航程规划（Objective:Berlin, SWERC 2004, LA 3645）

有n个城市和m条航线。给出每条航线的出发地、目的地、座位数、起飞时间和到达时间（用HHMM方式表示），再给出城市A和B，以及最晚到达B的时间（用HHMM方式表示），求一天之内最多能有多少人从A飞到B（可以通过其他城市中转）。假设上下飞机的时间忽略不计）。

滑雪场地检查（Inspection, NEERC 2009, LA 4597）

你带领一支团队检查一所新建的滑雪场地。滑雪场地可以用一个有向无环图表示，其中图的结点代表滑坡之间的交叉点，边代表滑坡，方向总是从高到低（否则就没有办法借助重力滑雪了）。

你的团队必须检查每一个滑坡。由于电梯还没有正式启用，你必须用直升机完成任务。每次使用直升机可以在滑雪场地的某个交叉点放置一人，让他顺着滑坡往下滑，沿途检查他所滑过的所有滑坡。每个滑坡可以被检查多次，但必须至少被检查一次。你现在要计算至少用几次直升机才能完成所有滑坡的检查工作。

企鹅的游行（March of the Penguins, NWERC 2007, LA 3972）

网格上有n（n≤100）片荷叶，初始时第i片荷叶上有ni
 只企鹅（0≤ni
 ≤10）。由于承受力有限，第i片荷叶最多只能承受mi
 （1≤mi
 ≤200）只企鹅从上面跳走。一只企鹅每次最多跳D（D≤105
 ）单位距离。要求所有企鹅在同一片荷叶上集合。问哪些荷叶可以成为这个汇合地点。

寡头的竞争（Duopoly, Hangzhou 2005, LA 3487）

T公司和M公司想向政府申请一些资源的使用权。每一项申请包含一个资源列表和该公司愿意支付的金额。如果该申请得到批准，该公司将得到列表中所有资源的使用权。政府只能完整地批准或拒绝一个申请，不能只批准申请中的部分资源，也不能将一个资源的使用权同时批给两个公司。同一个公司的两项申请中保证不包含相同的资源。你的任务是帮助政府决定应当批准哪些申请，使得政府收益最大化，即被批准的那些申请的金额之和最大。

每个公司申请数目n不超过3000，每项申请愿意支付的金额为不超过1000的正整数，每项申请涉及的资源数为1～32的整数。

粉刷道路（Paint the Roads, Dhaka 2006, LA 2197）

某国有n个城市，用m条单向道路相连。你的任务是粉刷其中一些道路，使得被粉刷的道路组成一些没有公共边的回路，且每个城市恰好在其中的k条回路上。被粉刷的所有道路的总长度应尽量小。

音乐厅调度（Concert Hall Schedule, Aizu 2003, LA 2796）

一个著名的音乐厅因为财务状况恶化快要破产，你临危受命，试图通过管理的手段来拯救它，方法之一就是优化演出安排，即聪明地决定接受或拒绝哪些乐团的演出申请，使得音乐厅的收益最大化。该音乐厅有两个完全相同的房间，因此各乐团在申请演出的时候并不会指定房间，你只需要随便分配一个即可。每个演出都会持续若干天，每个房间每天只能举行一场演出。申请数目n为不超过1000的正整数，每个申请用3个整数i，j，w描述，表示从第i天演到第j天，愿意支付w元。

货物运输（Transportation, Harbin 2010, LA5095）

某国有n（n≤100）座城市，由m（m≤5000）条单向道路相连。你希望从城市1运送k（0＜＝k＜＝100）单位货物到城市n，这些道路并不安全，有很多强盗，所以你决定雇保镖来保护你。每条道路都有一个危险系数ai
 （0＜ai
 ≤100），如果你带着x个单位的货物通过，需要给保镖ai
 x2
 元钱才能保证你的安全（这是合理的，因为带在身边的货物越多越不安全）。另外，每条路还有一个容量限制Ci
 （Ci
 ≤5），表示最多只能带Ci
 个单位的货物通过。注意，货物不能拆开，因此在通过每条路时，身上的货物数量必须是整数。

芯片难题（Chips Challenge, World Finals 2011, LA Transportation, Harbin 2010, LA 5131）

在一个N×N（N≤40）网格里放部件。其中一些格子已经放了部件（用C表示），还要放一些（用W表示），使得第x行的总部件个数（C和W之后）等于第x列。有些格子不能放（用／表示）。为了保证散热，任意行／列的部件（包括C和W）不能超过总部件数的A/B。

注释


[1]
 　这是一个通用的思路——当有多个源点的时候，增加一个“超级源”。这个技巧在网络流中也很常见。


[2]
 　我们很容易把数据结构改成邻接矩阵，细节留给读者思考。


[3]
 　多数情况并不存在此问题。建议先编写递归版，实测后发现确实会栈溢出时再改成非递归代码。


[4]
 　很多选手更喜欢用BFS进行二着色。和DFS相比，BFS的好处是不会发生栈溢出。


[5]
 　请注意“极大”二字。


[6]
 　这个算法是Tarjan提出的，但由于他提出的算法太多了，请读者不要把它和其他Tarjan算法混淆。


[7]
 　奇圈是指包含奇数个结点的圈（回路）。这里强调“简单”二字，是因为同一个骑士不能在圆桌上出现两次。


[8]
 　每个强连通分量都是原图的一个极大强连通子图。


[9]
 　思想如此，但细节并不相同。在学习kosaraju算法时，请读者以代码为准。


[10]
 　但有时会出现已知某个变量为某个取值的情况，导致整个图不对称。


[11]
 　如果不熟悉Dijkstra算法，请参阅《算法竞赛入门经典》的相关章节。


[12]
 　无向边往往需要拆成两条有向边，但也不一定（比如最小生成树的Kruskal算法）。


[13]
 　因为连通且有n－1条边（注意起点的p值等于它自己，其他每个点u对应一条边p[u]→u。


[14]
 　别忘了把Bellman-Ford代码中的dist和d数组改成double类型的。


[15]
 　但并不是每棵最小瓶颈生成树都是最小生成树。这一点请读者注意。


[16]
 　称为“边交换”。


[17]
 　即起点和终点相同的有向边。它们显然不在最小树型图中。


[18]
 　从上述分析可知，BFS也是可以的，但DFS更容易编写。另外，为了加快速度，实践中一般会先执行某种贪心算法预先求出一个匹配，然后在此基础上增广，而不是从空匹配开始增广。


[19]
 　这个改进方法由Edmonds和Karp提出。


[20]
 　另外，本题还有一个分治算法，在《算法竞赛入门经典》中已经简要的介绍过，有兴趣的读者可以实现一下。


[21]
 　原题不严密。这里在不影响结果的前提下对题目做了修改。


[22]
 　提示：如果用匈牙利树思考起来比较困难，可以用最小切割最大流定理。


[23]
 　这个建议同样适用于其他知识点。


[24]
 　很多人直接用变量cap表示残量。


[25]
 　我们很快就会看到，重边在最小费用流里是不能避免的。


[26]
 　也就是说，只保留满足dist（u）＋1＝dist（v）的边（u，v）。


[27]
 　事实上，这个界限满足所有“单位网络”，即除了源点和汇点之外，每个点要么只有一条入弧，且容量为1，要么只有一条出弧，且容量为1，其他弧的容量为任意整数。


[28]
 　一般来说不必如此。如果效率要求很高，推荐使用后面介绍的ISAP或者预流推进算法。Dinic算法最大的优点就是概念简单，且速度也不错。


[29]
 　实践中，如果不在a=＝0时及时终止，整个程序的效率往往会大打折扣，原因请读者思考。


[30]
 　连续最短路算法的正确性依赖于消圈定理。根据数学归纳法，这需要确保两件事：初始时没有负圈；增广过程中也不引入负圈。


[31]
 　图5-26中u1
 ＝u，u2
 ＝u＋n，但实际上编号是无关紧要的。


[32]
 　相比之下，原始最大流问题中的容量下界全等于0，因此零流就是可行流。


[33]
 　如果没有下界，最小流就是零流，没什么好求的。


[34]
 　本题可以提交，题目名为Fair Share （LA 3231）。


第6章　更多算法专题

我们在前5章中已经学到了很多经典算法和数据结构，但限于篇幅，还有很多专题尚未讨论。本章选取了算法竞赛中一些相对常用的专题进行了分析讲解，对前5章的内容是一个重要的补充。

6.1　轮廓线动态规划

本节介绍一类特殊的问题，需要用一种称为“轮廓线动态规划”的方法进行求解。这类问题的共同特点是：在一个比较“窄”（行数少或者列数少）的棋盘上进行复杂操作。如果采用传统方法（以整行整列为状态）进行动态规划，将无法进行状态转移，因此只能把参差不齐的“轮廓线”（每道题目都不一样，详见例题）也作为状态的一部分。尽管轮廓线的形态复杂，但由于棋盘比较窄，状态总数仍然可以控制在可以接受的范围内。

本节的基础模型是在“递推关系”部分中学到的多段图路径问题，因此在这里以计数问题为例稍费笔墨把它回顾一下。如图6-1所示，从左到右有n列结点，每列称为一个“阶段”，每个阶段的结点只会往下一个阶段的结点连有向边（每个结点出发可以连多条边），求从阶段1到阶段n每个结点的路径条数（起点可以任意，只要是从阶段1开始即可）。
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图　6-1

设d[i][j]为从阶段1到结点（i，j）的路径条数，则可以写出如下伪代码（已用滚动数组）。
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这里的cur就是“正在计算”的那一个阶段。最后d[cur]为阶段n各结点的值。不难发现，这些阶段的名字和编号并不重要，只需要从小到大枚举这些阶段即可。

本节各例题都可以看成多段图的问题，其中例题1和例题3是计数问题，例题2是优化问题（需要修改上述伪代码中的初始化代码和更新代码）。

例题1　铺放骨牌（Tiling Dominoes, UVa 11270）

用1×2骨牌覆盖n×m棋盘，有多少种方法？如图6-2所示为一种铺放方法。
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图　6-2

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据占一行，包含两个正整数n和m（nm≤100）。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出总数。

【分析】

本题也许是最为经典的轮廓线动态规划问题了，请读者在继续阅读之前先尝试着用整行整列为状态（比如，用d（i）表示前i行的铺法总数）设计动态规划算法，以获得“轮廓线需要纳入到状态表示中”这一关键点的直观感受。

题目规定mn≤100，因此m和n至少有一个数不超过10。为了简单起见，我们规定m≤n（当m＞n的时候，交换m和n即可，结果不变），因此m≤10，符合前面说的“窄棋盘”的条件。

对于本题来说，我们按照从上到下、从左到右的顺序把棋盘划分成若干个阶段，每个阶段有2m
 个结点，其中每个结点用一个m位二进制整数表示。比特1表示已覆盖，0表示没有覆盖，如图6-3所示。
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图　6-3

阶段决策是“以当前格子为右下角，要不要放骨牌以及放哪种骨牌”。答案有3种：不放骨牌、放竖的骨牌、放横的骨牌。


情况一：
 不放。如果k4
 ＝0，并不能转移到任何合法状态，因为棋盘不可能铺满。只有当k4
 ＝1的时候，转移到二进制为k3
 k2
 k1
 k0
 0的状态。


情况二：
 往上放。只有当k4
 ＝0并且i不是最上面一行的时候，这个骨牌才放得下。转移到k3
 k2
 k1
 k0
 1的状态。


情况三：
 往左放。当k0
 ＝0且j不是最左列的时候才能放下，而且还要当k4
 ＝1的时候才能转移到合法的状态。新状态为k3
 k2
 k1
 11。

不难发现，时间复杂度为O（2m
 ×nm），其中m是行数和列数的较小值，n是另外一个值。

下面考虑程序实现。我们把各行编号为0～n，各列编号为0～m，然后初始状态d[0][2m
 －1]＝1，其他d[0][j]无所谓（想一想，为什么），最终答案为d[cur][2m
 －1]。

状态转移用位运算写起来比较方便。设旧状态为k，什么都不放的话，新状态为k左移一位的结果，即k＜＜1。为了清晰起见，这里用LEFT（k）表示。转移的必要条件是LEFT（k）的第m位为1，即k的第m－1位为1。为了清晰起见，我们用TEST（k，b）表示k的第b位是否为1，用CLEAR（k，b）表示k把第b位清0后的数。这样，我们可以写出如下的代码。
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不放：
 代码如下。
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上放：
 需要判断k的第m－1位是否为1，转移时先左移，然后打开第0位和第m位，代码如下。
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左放：
 需要判断k的第0位是否为1，转移时先左移，然后打开第0位和第1位，代码如下。
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如果对位运算很熟悉，可以直接把上述代码写成位运算的形式。完整代码如下。
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例题2　连线（Manhattan Wiring, Japan 2006, LA 3620）

n×m网格里有空格和障碍，还有两个2和两个3。要求把这两个2和两个3各用一条折线连起来，使得总长度尽量小（线必须穿过格子的中心，每个单位正方形的边长为1）。

限制条件如下：障碍格里不能有线，而每个空格里最多只能有一条线。由此可知，两条折线不能相交，每条折线不能自交。

如图6-4所示，折线总长度为18（别忘了两个2和两个3所在的4个格子中各有一条长度为0.5的线）。
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图　6-4

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为正整数n和m（1≤n，m≤9），以下n行每行为m个整数，描述该网格。0表示空格，1表示障碍，2表示写有“2”的格子，3表示写有“3”的格子。

【输出格式】

对于每组数据，输出两条折线的最小总长度。如果无解，输出0。

【分析】

本题看似是图论问题，却很难用我们学过的图论工具进行解决。比如，若先用最短路线连接两个数字2，也许会迫使两个数字3用一条特别长的路线连接（答案错）。如果枚举两个数字2之间的所有路径，再分别求两个数字3的最短路，则虽然正确性得到了保证，但运行时间可能会很长（超时）。

我们沿用例题1的思路，把本题看成是一个多阶段的决策问题，其中“决策”是指“搭积木”。一共有11种积木，如图6-5所示。
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图　6-5

拼的规则很简单：两块积木在接触的地方或者都有线，或者都没线。如图6-6所示，左边两个是非法的，而右边两个是合法的。
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图　6-6

这样，每个状态仍用当前格子和“轮廓线”来表示。如何表示轮廓线呢？我们可以用“每个位置是否有线”来描述一条轮廓线，但为了避免把“2线”（连接两个2的线）和“3线”（连接两个3的线）搞混，我们还需要给线加一个标记。这样，轮廓线上的每个位置有3种可能：0（无线）、1（2线）、2（3线）。如图6-7所示。

[image: alt]


图　6-7

这样，我们可以很自然地用三进制来表示轮廓线状态
[1]

 ，因此状态总数是O（nm3n＋1
 ）的。每个状态最多有11种转移，因此总时间复杂度为O（nm3n＋1
 ）。算法梗概并不难理解，但状态转移却有些复杂，强烈建议读者编写程序。

例题3　黑和白（Black and White, UVa 10572）

在一个m行n列的网格中已经有一些格子涂上了黑色或者白色。你的任务是把其他格子也涂上黑色或者白色，使得任意2×2子网格不会全黑或者全白，且所有黑格四连通
[2]

 ，所有白格也四连通。

比如，在如图6-8所示的4幅图中，第一幅中黑格不连通，第三幅中存在2×2的全黑子网格，其余两幅图合法。
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图　6-8

输出方案总数和其中一组方案。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤100）。每组数据的第一行为两个整数m和n（2≤n，m≤8）。以下m行每行包含n个字符，即网格本身。其中“#”表示黑格，“o”表示白格，“.”表示尚未涂色的格子。

【输出格式】

对于每组数据，第一行输出方案总数，接下来是任意一组方案（如果有的话）。

【分析】

本题和例题1、例题2有些相似，也可用基于轮廓线的动态规划算法解决，但问题在于：“连通”应如何表示呢？我们可以给每个连通分量编号，像图6-9（a）那样。
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图　6-9

目前一共有5个连通分量，编号为0～4，则轮廓线上各个格子的连通分量如图6-9（b）所示
[3]

 。注意到连通分量的编号方式不唯一，为了避免重复，我们采用最小表示法，即所有等价的表示法中字典序最小的一个。

记录了轮廓线上各个格子的颜色和连通分量编号后，就可以开始设计状态转移方程了。本题的状态转移比较复杂，总的来说就是尝试两种决策（涂黑、涂白），判断转移时候合法。具体规则如下。

（1）首先，如果涂色方案和输入冲突，不合法。

（2）其次，如果涂色方案导致了2×2同色子网格，不合法。这也解释了轮廓线上为什么待涂色格子的左边一列要有两个格子——如果只存在一个格子的话，无法进行这个判断。

（3）现在，涂色方案通过了初步测试，把原状态S复制成新状态T，然后把T中新格子的连通分量编号设为S的最大连通分量编号加1（代表这是一个新的连通分量）；如果新格子的颜色和它上方格子的颜色相同，则改成那个格子的颜色；设这一步结束后，T中新格子的连通分量编号为c。

（4）再接下来尝试合并连通分量。如果新格子和它左边格子的颜色也相同，则把T中所有编号为c的连通分量都改成c'，其中c'是新格子左边格子在T中的连通分量编号。

（5）最后一步判断最为关键，也最容易想错。注意到新格子上方的那个格子很快就要退出轮廓线了，我们需要确保它所在的连通分量不能消失（否则就无法和目前尚未出现的格子连通了）。但这里有一个特殊情况：如果剩下的格子全部涂上另外一种颜色，则这个连通分量消失了也没关系。请读者思考如何区分这两种情况（提示：可以考虑修改状态表示）。

强烈建议读者编写程序，因为这既是一个不错的思维练习，也是一个不错的编程练习。此外，本题还可以用一种称为“广义括号法”的方法表示连通性信息，往往比最小表示法效率更高，但代码相对容易写错，有兴趣的读者可以自行查找相关资料。

6.2　嵌套和分块数据结构

在第3章中，我们学到了不少实用的数据结构，如优先队列、并查集、Fenwick树、线段树、Treap和伸展树。特别是后三者，灵活的信息维护机制使得它们可以高效解决很多问题。与这些经典数据结构不同的是，本节介绍的是两种“非主流”的数据结构设计方法：嵌套和分块。它们通常不出现在教科书中，但思想精巧，实用性高。

数据结构的嵌套。嵌套的思想是把一个数据结构的基本单元进一步细化，用所谓的“子数据结构”来表示，比如所谓的“线段树套Treap”，就是用Treap来表示线段树中的结点，即线段树中每个结点保存着一棵Treap
[4]

 ，而不是一个仅仅写着几个附加信息的圆圈。作为一种特殊情况，“二维线段树”是指一棵线段树的每个结点都保存着一棵线段树
[5]

 。听起来很玄乎？下面来看一道需要二维线段树的例题。

例题4　人口普查（Census, UVa 11297）

你的任务是维护一个n行m列的数字矩阵，要求支持以下两种操作。

❑　qx1
 y1
 x2
 y2
 ：查询所有满足x1
 ≤x≤x2
 ，y1
 ≤y≤y2
 的格子（x，y）的最大值和最小值。

❑　cxyv：把格子（x，y）的值修改成v。

【输入格式】

输入仅包含一组数据。第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤500）；以下n行每行m个整数，即矩阵中的元素；下一行为整数Q（Q≤40000），即查询的个数；以下Q行每行一个查询。

【输出格式】

对于每个q查询，依次输出最大值和最小值。

【分析】

本题是动态RMQ的二维情况，因此可以用类比的方式构造二维线段树。具体来说，先对x坐标构造一棵线段树（简称x树），其中每个结点是一棵y方向的线段树（简称y树），然后用Max[xo][yo]和Min[xo][yo]分别表示编号为xo的这棵y树中编号为yo的这棵子树所代表的所有元素的最大值和最小值。

查询过程（query2D函数）相对简单，包括以下两种情况。

❑　查询x树叶结点时直接查询该结点对应的y树（调用query1D函数）。

❑　查询x树非叶结点时分别查询两棵子树（递归调用query2D函数）。

因为涉及O（logn）个x结点，其中每个结点对应的y树涉及不超过O（logn）个结点，因此时间复杂度为O（log2
 n）。

修改过程（modify2D函数）稍微复杂一点，包括以下两种情况。

❑　修改x树叶结点时直接修改该结点对应的y树（调用modify1D函数）。

❑　修改x树的非叶结点分为两个步骤，第一步是递归修改x树上的子树，第二步是修改此结点对应的y树（调用modify1D函数）
[6]

 。

一共有O（logn）棵y树需要修改，而每棵y树最多需要O（logn）个结点，一共要修改O（log2
 n）个结点。修改单个结点只需O（1）时间，因此总时间复杂度为O（log2
 n）。

上述叙述过于抽象，因此强烈建议读者认真阅读下面的代码。
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为了让代码和第3章中的线段树在外观上尽量保持一致，我们用到了很多临时成员变量。比如，查询参数x1，y1，x2，y2可以被query1D和query2D所公用，xo用来给query1D和modify1D提供“当前主线段树结点编号”，而isleaf表明正在修改的y树是不是主线段树的叶子（这会影响到结点修改方式）。

上述代码的速度已经足够快，但还有优化的余地：编写一个build函数，递归构造出初始线段树，而不是像上面的代码那样连续执行nm次modify操作。有了上述代码作为参考，相信读者可以独立完成这个build函数，这里不再赘述。

例题5　“动态”逆序对（"Dynamic" Inversion, UVa 11990）

给一个1～n的排列A，要求按照某种顺序删除一些数（其他数顺序不变），输出每次删除之前逆序对的数目。所谓逆序对数，就是满足i＜j且A[i]＞A[j]的有序对（i，j）的数目。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据的第一行为两个整数n和m（1≤n≤200000，1≤m≤100000）；接下来的n行表示初始排列；接下来的m行按顺序给出删除的整数，每个整数保证不会删除两次。输入结束标志为文件结束符（EOF）。输入文件大小不超过5MB。

【输出格式】

对于每次删除，输出删除之前的逆序对数。

【分析】

首先用O（nlogn）时间求出初始排列的逆序对数
[7]

 ，则每次需要求出被删除的那个数左边有多少个数比它大，右边有多少个数比它小。根据对称性，我们只考虑如何求出“左边有多少个数比它大”即可。

令larger（p，v）表示Ap
 ＞v是否成立（1表示成立，0表示不成立），则“前k个数有多少个比v大”等于larger（1，v）＋larger（2，v）＋larger（3，v）＋…＋larger（k，v）。

注意，这是一个前缀查询
[8]

 ，因此可以用Fenwick树维护。回忆第3章中对Fenwick树的C数组的定义
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对应到本题中，Ci
 的值实际上等于“Ai－lowbit（i）＋1
 ，…，Ai
 中有多少个元素比v大”。考虑到本题还有删除操作，可以用第3章介绍过的名次树来实现这些Ci
 。这样，我们得到了一个“Fenwick树套名次树”的特殊数据结构，在O（log2
 n）时间内解决了本题。

具体来说，对于每个i，我们用Ai－lowbit（i）＋1
 ，…，Ai
 这些数构造第i棵名次树，支持两个操作：删除元素和统计树里有多少个元素小于某个k。当删除第i个位置的数v时，按照Fenwick树算法计算Q（i－1）＋…＋Q（i－lowbit（i－1））…这里的Q（i）就是查找第i棵BST中大于v的个数。

这里的名次树并不需要用Treap或者伸展树实现，因为它只有删除没有插入和修改。如果给每个结点添加一个“是否已删除”的标记，就可以在不改变树结构的情况下支持删除操作。换句话说，只要在预处理时把每棵名次树都建成完全平衡的二叉树，则两个操作的时间复杂度总是对数级别的。

另外，本题题目中的Dynamic加了引号，暗示着本题并不一定要写动态的在线算法。事实上，借助于分治法和Fenwick树，本题可以用更短的代码在更短的运行时间内解决问题，读者不妨一试。

数据结构的分块。这是另一种常见的数据结构设计思路，多用于线性结构的分块。分块的细节很多且并不唯一，下面仅举一例，建议有兴趣的读者完成本章后面的习题。

例题6　数组变换（Array Transformation, UVa 12003）

输入一个数组A[1，…，n]和m条指令，你的任务是对数组进行变换，输出最终结果。每条指令形如（L，R，v，p），表示先统计出A[L]，A[L＋1]，…，A[R]中严格小于v的元素个数k，然后把A[p]修改成uk/（R－L＋1）。这里的除法为整数除法（即忽略小数部分）。

【输入格式】

输入的第一行为3个整数n，m，u（1≤n≤300000，1≤m≤50000，1≤u≤109
 ）。以下n行为数组A[i]（1≤A[i]≤u）；再以下m行每行为4个整数L，R，v，p（1≤L≤R≤n，1≤v≤u，1≤p≤n）。

【输出格式】

输出n行，每行为一个整数，即变换后的最终数组。

【分析】

设A[L]，A[L＋1]，…，A[R]中严格小于v的元素个数为count（L，R，v），我们可以把它转化为前缀和的减法：count（L，R，v）＝prefix_count（R，v）－prefix_count（L－1，v），其中prefix_count（n，v）表示前n个数中严格小于v的元素个数。这样，我们可以沿用上题的思路，用嵌套数据结构来解决问题，只是要把删除操作改成修改操作。这样一来，静态BST必须换成动态BST，算法的时间效率降低了，编程复杂度却提高了。

有没有编程简单、速度又快的方法呢？有，那就是分块法。预设一个整数值SIZE，然后每SIZE个元素分成一块，分别排好序，则查询（L，R，v，p）的执行可以分成两步。

第一步，先找出L和R所在块，逐一比较出有多少个元素比v小，然后对于中间的那些块直接用二分查找，相加后得到k。

第二步，在p所在块中找到修改前的A[p]，改成uk/（R－L＋1），然后不断交换相邻元素，直到该块重新排好序。

如果SIZE太大，第二步会比较慢；如果SIZE太小，第一步会比较慢（因为块变多了）。根据前面的经验，SIZE设为n的算术平方根附近会比较快，也可以实验得出比较好的SIZE值。代码如下。
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分块法非常实用。事实上，很多用伸展树或者树套树才能解决的问题都可以用分块法解决，比如，第3章中的《排列变换》和《魔法珠宝》，以及例题5《“动态”逆序对》，有兴趣的读者不妨一试。当然，尽管可以解决上述问题，分块法并不一定是最理想的解决方案，关键还是要具体问题具体分析。

6.3　暴力法专题

6.3.1　路径寻找问题

在《算法竞赛入门经典》中，我们曾经介绍过“8数码”问题。还有很多这样的问题，它们的共同特点是：把一个初始状态一步一步转变为终止状态，要求步数最小，或者费用最小（可以定义每次状态转移的费用）。在人工智能中，称这样的问题为路径寻找问题（Path-Finding Problems），属于单智能体搜索（single-agent search）的范畴
[9]

 。

聪明的读者一定注意到了，状态是这类问题的关键词。还想到了什么？没错，它也是动态规划的关键词，我们甚至还在最短路问题中也不止一次提到过它。

这并不是偶然。状态及其错综复杂的关系构成了一张有向图。如果它是一个DAG（有向无环图），可以使用动态规划，否则只能使用图论中的最短路算法，如Dijkstra算法。但有一点需要注意，状态图有隐式和显式之分。很多题目有类似这样的输入格式：“输入第一行为整数n和m，代表结点数和边数，其中结点编号为1～n…”这就是典型的显式图，因为所有结点和边在一开始就给出了；还有很多问题却不是这样，比如下面的例题7，在这样一个智力游戏中，只有初始状态是事先已知的，还有哪些状态可以到达？要试一试才能知道。

一般而言，适合路径寻找问题的算法有4个：广度优先搜索（BFS）、迭代加深搜索（IDDFS）、A*搜索和IDA*搜索
[10]

 ，其中前两个是盲目搜索算法，后两个是启发式搜索。限于篇幅，这里只介绍一个问题，不过它足够经典，请读者认真阅读。如果对BFS、结点查找表和h函数的作用还不太清楚，请阅读《算法竞赛入门经典》并参考相关资料。

例题7　冰人（Iceman, Xi'an 2006, LA 2417）
[11]



在寒冰王国的一个房间里有一个冰人，你的任务是让他到达一个给定的目的地。这个房间是一个n×m网格，各行从上到下编号为1～m，各列从左到右编号为1～n。每格要么为空，要么是冰，要么是石头。石头始终不变，而冰可以由魔法创造或者销毁。空格用“.”表示，石头用“X”表示，而冰有4种，我们稍后介绍。房间的第一行、最后一行、第一列和最后一列都是石头。冰人的初始位置总是一个空格，用“@”表示。它的目的地也是一个空格，它的正下方总是一块石头，用“#”表示。虽然冰人看上去比较大，但他总是恰好占据一个空格，如图6-10所示。
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图　6-10

冰人有4种移动方式：左移（L），右移（R），左魔法（＜），右魔法（＞）。假设冰人在格子（r，c），则左魔法（＜）作用于他的左下方，即（r＋1，c－1）格子。如果该格子是石头，则魔法无效；如果格子是空格，则变为冰；如果是冰，则变为空格。有4种类型的冰：双端自由的冰（O），左端自由的冰（[），右端自由的冰（]）和无自由端的冰（=），其中“自由”的意思是不与该方向的相邻冰或者石头粘在一起。当魔法把空格变成冰以后，如果它的左边（右边）相邻格是冰或者石头，那么这块新创造出来的冰会和左边（右边）的相邻冰或者石头粘在一起。“粘”的作用是相互的，因此同一行的多块冰或者石头可以粘成一个整体。上述连接只能通过魔法，而不能通过推移（见后）创建，且只有水平连接，没有垂直连接。我们把连接在一起且最左、最右端都不是石头的整体称为冰棒（特别地，双端自由冰是长度为1的冰棒）。当冰棒中每个格子的正下方均为空时该冰棒将整体下落。但如果一块冰直接或者间接的与一块石头粘在一起，它是不会下落的（石头不会动）。当魔法作用在冰上并销毁它时，它左右的连接（如果有的话）都将随之被销毁。右魔法“＞”与左魔法对称，它作用在（r＋1，c＋1）格子上。

左移（L）比较复杂。仍然假设冰人在（r，c），如果（r，c－1）为空，则冰人移动到此方格。如果此时他脚下的方格（r＋1，c－1）为空，则冰人垂直下落，直到脚下是冰或者石头为止，且下落过程中不能进行操作；如果（r，c－1）是石头，则他会试着往上爬。如果（r－1，c－1）和（r－1，c）均为空，则他将到达（r－1，c－1），否则留在（r，c）；如果（r，c－1）是冰，则当且仅当（r，c－2）也为空时，该自由冰被推向左方，并将一直向左运动，直到被冰或石头挡住，或者正下方为空（此时冰块按照前面叙述的规则下落，且落地后不再继续往左移动）。注意，冰块被推走后，它上方的自由冰棒将会落下。每次操作后，冰人总是等所有冰块都不再移动后才能继续操作。如果（r，c－1）是冰但不能被推走，则把它当作石头一样处理（可以尝试着爬上去）。

编程用最少步数把冰人移动到目标格中。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤10）；以下n行每行包含m个字符，即游戏地图。每个字符都是'．'，'X'，'@'，'O'，'［'，'］'，'='之一。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出步数最小的解。输入保证最优解不超过15步，且最优解唯一。

【分析】

本题就是一道路径寻找问题：从输入的初始状态到“冰人在目标格中”的任意一个状态。由于状态非常直观，我们不妨沿用输入格式，把每行字符串按照从上到下的顺序拼接成一个长度为n×m的字符串。

由于已知解的长度上限，下面的代码直接把启发信息（h函数）用到了BFS中进行最优性剪枝。如果阅读下面的代码有困难，请参考《算法竞赛入门经典》中的算法框架（注意，查找表的作用包含在了sol中）。
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不难发现，程序的核心在于上面的expand函数，它负责计算对某个状态进行某个特定操作后生成的子状态，其代码如下。

[image: alt]


[image: alt]


上述代码中用到了一个重要函数fall，它的作用是让状态中悬空的冰块和冰人落地，代码如下。
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expand函数中还有一个重要的函数h，计算状态的“启发函数”。具体来说，任意状态s至少还需要h（s）次操作才能到达目标位置
[12]

 ，代码如下。
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上述代码中还有几个数组没有交待：icy[c]表示字符c是冰，即'O'，'［'，'］'和'='4种，link_l[c]和link_r[c]分别表示字符c往左、右连接后的新字符，如link['O']=']'；clear_l[c]和clear_r[c]分别表示字符c拆除左、右连接后的新字符，如clear_r['［'］='O'。这些数组都是常量，在init（）函数中初始化，这里不再赘述。

6.3.2　对抗搜索

博弈是人工智能研究的起源和动力之一。我们曾在组合游戏部分中介绍过对“必胜状态”和“必败状态”的概念，并且得出结论：当且仅当后继状态中至少有一个必败状态时，本状态是必胜状态。遗憾的是，这个方法有两个缺陷。首先，根据上述定义，必须穷举从初始状态开始能到达的所有状态才能判断出初始状态是必胜还是必败。如果状态数过多（比如国际象棋或者围棋），计算出整棵“解答树”几乎是不可能的。其次，即使能算出结果，也只能得到胜负关系，无法区分出“大胜”和“险胜”，也无法区分出“惨败”和“惜败”。

本节的内容正是上述概念和算法的推广，它的适用范围更广，包括各种完全信息、无概率因素、轮流操作的双人零和（即双方利益完全对立）博弈。二人麻将不在本节的讨论范围内，因为它不是完全信息的（不能看到对方的牌）；石头剪刀布也不在本节的讨论范围内，因为不是轮流操作，而是同时操作；大富翁也不在讨论范围内，因为有概率因素（需要扔骰子）。

既然双方完全对立，我们可以把自己喜欢的那一方称为MAX游戏者，另一方称为MIN游戏者，然后画出一棵所谓的博弈树，如图6-11所示。
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图　6-11

这棵树是如何得来的呢？首先，画出整棵树，即不断扩展所有非终局状态，使得树上的所有叶子对应所有可能的终局。接下来，给每个终局打个分。分数越高，表示对MAX游戏者越有利。由于二者利益完全对立，分数越高对MIN游戏者越不利。

接下来，我们自底向上一层一层递推每个非终局的分数。MAX结点的分数等于它所有子局面分数的最大值（因为MAX游戏者会选择一个最有利于自己的操作），MIN结点的分数等于它所有子局面分数的最小值（因为MIN游戏者会选择一个最不利于对手的操作）。

最后一步是找出最优策略并自顶向下走即可。不难发现，沿途经过的所有局面的分数都相同。

在实际系统中，由于完整的博弈树往往很大，我们无法先扩展出整棵树，而是当树的高度达到预设的最大深度后采取主观估价的方式给结点打分，而不是继续扩展。这样做虽然无法保证找到全局最优策略，但至少已经是“多考虑了好几步”之后得出的策略。

上述过程就是著名的极大极小搜索算法（minimax search）。为了发挥它的最大威力，我们还需要请出它的最佳拍档——alpha-beta剪枝。它的基本思想是这样的：每个MAX结点设置一个目前已知的下界alpha，每个MIN结点设置一个目前已知的上界beta。当计算一个MIN结点时，如果它的beta值小于等于其父结点（一定是MAX结点）的alpha值，则可以立即停止此结点的计算（alpha剪枝）；当计算一个MAX结点的时候，如果它的alpha值大于等于其父结点（一定是MIN结点）的beta值，也可以立即停止此结点的计算（beta剪枝），如图6-12所示。
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图　6-12

在图6-12中，子结点的扩展从左到右进行
[13]

 ，因此当刚遍历完B的第一棵子树时，B的alpha值等于5，而A的beta值等于3，因此B的第二棵子树被beta剪枝。当计算完D的第一棵子树时，D的beta值为0，而C的alpha值为3，因此D的第二棵子树被alpha剪枝。同理，E的第二棵子树叶会被alpha剪枝。

下面是用了alpha-beta剪枝的minimax搜索框架，读者可以领会其思想，根据情况修改，使代码为已所用。
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其中，MAX游戏者编号为0，MIN游戏者编号为1。初始调用为alphabeta（initial, player, -INF, +INF），其中player是第一个游戏者。

例题8　纸牌房屋（House of Cards, World Finals 2009, LA 4451）

有一副牌，共有红黑两种花色，其中每种花色有M张牌。把这2M张牌按照某种顺序排好，取出前8张牌拼成如图6-13所示的“房子”状（有4个峰和3个谷），剩下的牌正面朝上排列好放在桌面上，这样两个游戏者都能知道接下来的每轮各是什么牌。
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图　6-13

Axel和Birgit两人进行游戏，其中Axel拥有红色，Birgit拥有黑色。左数第一张牌的颜色对应的游戏者为先手。Birgit为先手，因为第一张牌6B是黑色的。

游戏者轮流操作。每次操作都取出剩下的左数第一张牌，然后进行以下3种操作之一。

❑　拿在手里（成为“拿着的牌”）。

❑　在两个相邻峰之间搭一张牌（使用拿着的牌或者新取的牌），作为一层楼面。剩下的一张（如果有的话）拿在手里。

❑　将两张牌搭在一张楼面牌上，形成一个新的峰（其中一张牌一定是拿着的牌）。

注意，不是所有情况下这3种操作都是可行的。游戏规定手里最多只能拿一张牌，因此第一种操作可行的前提是手里没有牌。

每当组成一个新的三角形（加楼面牌时会形成一个向下的三角形，加峰的时候会形成一个向上的三角形）时，计分如下：首先数一数组成三角形的3张牌中哪种花色较多，然后给该游戏者加分，分值为这3张牌的点数之和。

在上面的例子中，如果Birgit在中间的谷上放一张（11R）作为楼面牌，她将得到14分；如果她把这张牌放在左边的谷上，Axel将得到19分；如果放到右边的谷上，Axel将得到29分。

当桌面上没有正面朝上的游戏牌时游戏结束。如果一个游戏者手里拿着牌，那么还将对他的得分进行最后的调整：如果此牌的花色和自己拥有的颜色相同，加分；否则减分，加减的分值均为该牌的点数。

假定两位游戏者都足够聪明，你的任务是计算某个游戏者最多可以比对手高多少分。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为一个游戏者名字；第二行是整数M（5≤M≤13）；第三行按顺序给出2M张牌，其中每种花色和点数的组合恰好出现一次。红色牌用1R，2R，…，MR表示，黑色牌用1B，2B，…，MB表示。输入结束标志为字符串END。

【输出格式】

对于每组数据，输出给定游戏者的分数与对手相差的最大值。如果两人平手，输出“Axel and Birgit tie”。

【分析】

本题是标准的对抗搜索问题。前面已经给出了框架，因此只需设计状态即可。不难发现，最多能放下26张牌（见图6-14），因此题目中M≤13这个条件是合理的。
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图　6-14

在任意时刻，被“压在底下”的牌都不会影响后面的游戏，因此不应纳入到状态表示中。比如，如图6-15所示，只有7张牌是有用的。为了避免不必要的元素移动，我们用两张相等的牌表示一张楼面牌，这样任意时刻都有8张牌是有用的。
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图　6-15

我们用card[i]和type[i]表示第i张牌的数值（正数表示红色，负数表示黑色）和类型（UP、FLOOR或者DOWN），hold[p]表示游戏者p手里的牌（p＝0表示Axel，p＝0表示Birgit，hold[p]＝0表示手里没牌），pos表示下一张需要拿的牌的编号，score是当前得分。状态定义如下。
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状态扩展比较麻烦。为简单起见，我们先编写一个“复制结点”的过程，它只是简单地复制数据，并且给pos加1。其他修改留在状态扩展中编写。
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请读者再次阅读题目，然后一口气看完下面的状态扩展代码。
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虽然这里给出了完整代码，但仍建议大家独立实现本题（或者在本章习题中挑一个感兴趣的对抗搜索项目）。上面的alpha-beta代码框架虽然方便（只需编写状态定义和扩展函数），但时间和空间上会有一些不必要的开销（需要先显式生成并保存一系列的子状态）。有趣的是，有些语言可以在保持代码整洁的前提下用惰性序列来避免这些开销，有兴趣的读者可以阅读附录中的介绍。

6.3.3　精确覆盖问题和DLX算法

看到这个标题，读者也许会奇怪：精确覆盖问题和DLX算法有什么特别之处？为什么要花一小节的篇幅单独介绍它？答案是为了解决数独问题。后面我们即将看到，数独是精确覆盖问题的一个特例。事实上，精确覆盖问题的DLX算法是目前已知的求解数独（特别是16×16的版本）问题最有效的方法之一。如果你对用计算机求解数独感兴趣，请仔细阅读本节。

精确覆盖问题（Exact Cover Problem）。有一些由整数1～n组成的集合S1
 ，S2
 ，S3
 ，…，Sr
 ，要求选择若干个集合Si
 ，使得1～n的每个整数恰好在一个集合中出现。比如，n＝7，S1
 ＝｛1，4，7｝，S2
 ＝｛1，4｝，S3
 ＝｛4，5，7｝，S4
 ＝｛3，5，6｝，S5
 ＝｛2，3，6，7｝，S6
 ＝｛2，7｝，则一个精确覆盖为S2
 ，S4
 ，S6
 ，因为｛1，4｝，｛3，5，6｝，｛2，7｝无重复、无遗漏地包含了1～7的所有整数。

我们可以用一个r行n列的01矩阵来表示一个精确覆盖问题，其中第i行第j个元素表示Si
 是否包含元素j（1表示包含，0表示不包含）。而n＝7，S1
 ＝｛1，4，7｝，S2
 ＝｛1，4｝，S3
 ＝｛4，5，7｝，S4
 ＝｛3，5，6｝，S5
 ＝｛2，3，6，7｝，S6
 ＝｛2，7｝，可以表示为一个6行7列的矩阵。
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算法X（Algorithm X）。和普通的回溯法一样，我们可以编写一个递归过程求解精确覆盖问题。每次选择一个没有被覆盖的元素，然后选一个包含它的集合进行覆盖。对应到矩阵中，如果我们删除所有已经选择的行和已被覆盖的列，则这个递归过程可以描述为：每次选择一个没有被删除的列，然后枚举该列为1的所有行，尝试删除该行，递归搜索后恢复该行。删除行时，除了需标记“此行已删除”之外，同时还需要把该行中值为1的列删除，恢复时也同样。

舞蹈链（Dancing Links）。删除列并不是一个简单的操作，因为还需要把覆盖它的行也一并删除掉（因为每列只能被一行所覆盖）。为了提高效率，我们需要一种能高效支持上述操作的数据结构，它就是Knuth的舞蹈链（Dancing Links）。使用了舞蹈链的算法X通常称为DLX算法。

舞蹈链是一个4个方向的循环链表结构，每个普通结点对应矩阵中的一个1，另外还有n＋1个虚拟结点，其中每列最上方有一个虚拟结点，而所有虚拟结点的最前面有一个头结点h
[14]

 ，如图6-16所示。每个结点记录5个指针：L、R、U、D和C。
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图　6-16

L和R：表示该结点所在行的左边相邻结点和右边相邻结点（由于是循环链表，每一行最左边结点的L指针指向这一行的最后一个结点；最右边结点的R指针指向这一行的第一个结点）。

U和D：表示该结点所在列的上边相邻结点和下方相邻结点（每一列的最上面虚拟结点的U指针指向这一列的最下方结点，最下方结点的D指针指向最上方的结点）。

C：指向该结点所在列虚拟结点
[15]

 。

另外，每一列还维护一个S值，表示这一列中的普通结点个数（不包括虚拟结点），这样每次可以找一个S值最小的未删除列，进一步加快求解速度。

有了舞蹈链之后，可以高效地实现删除列和恢复列的过程。虽然代码很简单，原理却不太容易叙述清楚，这里略去
[16]

 。请读者在阅读代码时注意恢复时遍历链表的顺序和删除时相反。
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例题9　数独（Sudoku, SEERC 2006, LA 2659）

求解16行16列数独问题的一组解：给定一个16×16的字母方阵，要求将所有的空格子填上A～P中的一个字符，并满足以下条件。

（1）每行A～P恰好各出现一次。

（2）每列A～P恰好各出现一次。

（3）粗线分隔出的每个4×4子方阵（一共有4×4个）中，A～P恰好各出现一次。

该数独问题及其解如图6-17所示。
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图　6-17

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据包含16行，每行包含16个字符。空格用连字符“－”表示。相邻两组数据之间有一个空行。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出填好的字母方阵。相邻两组数据之间输出一个空行。

【分析】

为了套用DLX算法框架，首先需要搞清楚行、列的含义，以及“1”在哪些格子中。

（1）行代表着决策（因为要“选”一些行）。每个决策可以用一个三元组（r，c，v）表示，意思是将（r，c）这个格子填上字母v，因此一共有16×16×16＝4096行。

（2）列代表着任务（因为要让每列恰好有一个1）。一共有以下4种需要达成的任务。

❑　Slot（a，b）表示第a和第b列的格子要有字母。

❑　Row（a，b）表示第a行要有字母b。

❑　Col（a，b）表示第a列要有字母b。

❑　Sub（a，b）表示第a个子方阵要有字母b。

因此一共有16×16×4＝1024列。

（3）“1”代表着一个决策达成了一个任务。上面已经将决策写成了三元组（i，j，k）的形式，不难发现它达成了4个任务：Grid（i，j）、Row（i，k）、Col （i，k）和Sub（Pij
 ，k），其中Pij
 表示第i行第j列所在的子方阵编号。不难算出一共有4096×4＝16384个结点（即矩阵中的“1”）。

这样，本题成功地转化为一个4096行，1024列，1的个数为16384的精确覆盖问题。核心代码如下。
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需要特别说明的是，舞蹈链并不是只能用来求解精确覆盖问题。如果每列可以被覆盖多次，或者有些列可以不覆盖，只需对算法稍作修改即可。比如，经典的n皇后问题就可以转化成这样的问题。虽然n皇后问题可以用构造法求解，但一旦稍作变形，构造法就会失效，但舞蹈链仍然适用。

6.4　几何专题

6.4.1　仿射变换与矩阵

仿射变换（Affine Transformation）是一类很常见的变换，平移、缩放、旋转都属于此类。它的精确定义和性质在很多资料中都能找到，这里不再赘述。

在算法竞赛中，选手除了需要熟悉各种仿射变换对应的代码之外，还应懂得它们所对应的矩阵。

还记得矩阵乘法吗？借助于矩阵记号，可以把二维逆时针旋转公式写成矩阵形式。
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不难发现，缩放也可以这么写，但平移却不行（想一想，为什么）。怎么办呢？我们需要把二维的点改写成三维：（x，y，1）T
 。这样一来，平移、旋转和缩放都可以写成矩阵的形式。对点P进行变换，就等价于给P左乘一个3×3的变换矩阵
[17]

 。

这个看似奇怪的（x，y，1）T
 称为点（x，y）的齐次坐标（Homogeneous Coordinate），它是计算机图形学和射影几何中的重要概念。齐次坐标不仅让“平移”变换拥有了矩阵表示法，而且很好地区分了向量和点——向量的第三维是0而不是1，符合前面说过的“向量＋向量＝向量，向量＋点＝向量，点＋点无定义”的性质。

例题10　仿射变换（Affine Mess, World Finals 2011, LA 5129）

平面上有一幅画，其中有3个特殊点，坐标分别为（x1
 ，y1
 ）、（x2
 ，y2
 ）和（x3
 ，y3
 ）。

首先，我们对画进行旋转变换。旋转时，先在中心为（0，0）、边长为20的正方形边界上指定一个点（x，y），然后把x轴正半轴旋转到穿过（x，y）。旋转后，所有顶点都会被捕捉到最近的整点（如果小数部分恰好为0.5，捕捉到离0较远的坐标点）。

接下来是放大和平移（顺序未知）。放大的中心总是（0，0），放大比例为非0整数（可以是负数，x方向和y方向的放大比例不一定相同）；x和y的平移量均为整数。

现在只知道画上的3个特殊点在变换后的坐标为（x4
 ，y4
 ）、（x5
 ，y5
 ）和（x6
 ，y6
 ），但不知道哪个点对应哪个点。可以确定变换方式么？如果有多种可能的变换，它们是等价的吗？

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据包含6对整数xi
 和yi
 （-500≤xi
 ，yi
 ≤500），前3对在第一行，后3对在第二行。前3对表示3个特殊点的初始坐标（保证两两不同），后3对表示这3个特殊点的最终坐标（保证两两不同）。注意，3个特殊点的最终坐标可以按照任意顺序给出。输入结束标志为6对0。

【输出格式】

对于每组数据，如果有一种或多种可能的变换方式，且这些方式全部等价，输出“equivalent solutions”；如果有多解，且不等价，输出“inconsistent solutions”；如果无解，输出“no solution”。

【分析】

本题看上去很麻烦，但其实只需要暴力枚举：先枚举输入和输出的3!＝6种对应关系，然后枚举80种旋转方式（中心在原点，边长为20的正方形的边界上有80个整点），最后计算平移和放大方式即可。注意到先平移再放大可以转化为先放大再平移，所以只需判断先放大再平移。不难发现，x和y方向是独立的。假设旋转后的点的x坐标为x1
 ，平移和放大之后的点在x2
 ，放大比例为s，平移位移为d，则可以列出方程：sx1
 ＋d＝x2
 。同理，y方向也可以列出这样一个方程，3个点一共有6个方程。这样，每当对应关系和旋转方式确定下来之后，都有一个方程组，只需求解这些方程组并综合它们的解就能得出最终结论。

例题11　组合变换（Composite Transformations, UVa 12303）

空间中有n个点和m个平面，你的任务是按顺序向它们施加t个变换，输出每个点的最终位置和每个平面的最终方程。一共有3种变换，如表6-1所示。

表　6-1
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【输入格式】

输入只有一组数据。第一行是3个整数n，m，t（1≤n，m≤50000，1≤t≤1000）；以下n行每行包含一个点的坐标；用以下m行每行4个整数a，b，c，d，描述一个平面ax＋by＋cz＋d＝0（a，b，c不全为0）；用以下t行描述各个操作。操作中的参数a，b，c，d是绝对值不超过10的实数，最多保留小数点后两位。参数theta是0～359之间的整数。

【输出格式】

对于每个点，输出一行，即变换后的坐标。对于每个平面，输出一行，即变换后平面方程的参数a，b，c和d。输出应保证a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝1，但如果有多种表示方法，任意一种均可。输出应保留两位小数。本题允许一定的浮点误差。

【分析】

最容易想到的方法是逐点变换（对于平面，只需取不共线的3个点分别变换即可），可惜时间复杂度高达O（（n＋m）t），实在是太慢了。

前面提到过，二维仿射变换可以写成矩阵形式。不难想到，三维仿射变换也可以写成矩阵形式，只是齐次坐标将变成四维，因此变换矩阵也将是4×4的。矩阵乘法满足结合律，因此可以把所有变换矩阵事先乘起来，变成所谓的“组合变换矩阵”，然后用它左乘所有点，时间复杂度为O（n＋m＋t）。

需要特别注意的是，有的读者可能会用第4章中介绍的点法式来表示平面，然后用组合变换矩阵分别左乘点和法向量。遗憾的是，这样做是错误的，罪魁祸首在于“缩放”操作。要用点法式也可以，但法向量不应该左乘组合变换矩阵本身，而应该左乘它的逆转置矩阵（inverse transpose）；当然，最简单的做法仍是采用三点式。

关于齐次坐标和变换矩阵的详细内容，以及本题中3个变换所对应的矩阵，请读者自行查阅相关资料。

6.4.2　离散化和扫描法

离散化和扫描法是计算几何中的常用算法设计方法。这里通过几道例题向读者展示两者的基本思路和常用技巧。

离散化。当几何图形复杂起来的时候，即使最常见的面积、周长、体积这些东西也会变得难以计算。一个经典的例子就是求解“圆的并的面积”。平面上有n个大大小小的圆，其中一些圆相互遮挡，求这些圆所覆盖的总面积。其中，被多个圆覆盖到的面积只能算一次（因此答案可能小于所有圆的面积之和）。看上去似乎没什么难的，但如果用现有的几何知识编程求解，会发现这道题目并不简单。

本节将会详细地讨论这个问题。在此之前，让我们先来看一道简单点的题目，这样有助于理解离散化的思想。

例题12　山的轮廓线（The Sky is the Limit, World Finals 2008, LA 4127）

输入n座山的信息，计算它们的轮廓线长度（即从天空往下看，可以看到的线段的总长度）。如图6-18所示，虚线是不可见的，山和山之间的空白地带不算在轮廓线内。每座山都是一个等腰三角形。
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图　6-18

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为一个整数n（1≤n≤100），即山的个数；以下n行每行3个整数X，H，B（H＞0，B＞0），即山峰的横坐标、高度和山底宽度。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出轮廓线的长度，四舍五入到整数。

【分析】

如果山很多，形成的轮廓线可能会非常复杂。既然从整体上考虑比较麻烦，我们不妨考虑局部，把山分成一个一个的竖直长条，统计每个长条内的轮廓线长度，再累加起来，如图6-19所示。
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图　6-19

一共有哪些虚线呢？不难发现，山顶和两个山底各需要一条虚线；两条线段的交点处也需要有一条线段。换句话说，我们可以先把所有端点的x坐标放到一个数组里，再对线段两两求交，把交点的x坐标也放在这个数组里，最后排序、去重，得到所有虚线的x坐标。代码如下。
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现在，我们依次考虑每个竖直长条。不难发现，每个竖直长条内部不会有线段相交的情况（否则该交点处还会有虚线），因此我们可以计算出每条线段在竖直长条中点处的y坐标，其中最高的（即y坐标最大的）线段是可见的。把这条线段在竖直长条中的长度累加进答案即可。完整代码留给读者编写。

例题13　核电厂（Nuclear Plants, LA 3532）

某国是一个长n公里，宽m公里的矩形，边平行于坐标轴，左上角的坐标为（0，0），右下角的坐标为（n，m）。该国领土上有一些核电厂。核电厂有大小之分，小核电厂周围0.58公里内都不能种植大麦，大核电厂周围1.31公里内都不能种植大麦。你的任务是计算出可以种植大麦的总面积。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据的第一行为4个整数n，m，ks
 和kl
 （1≤n，m≤10000，ks
 ，kl
 ≤100），其中ks
 为小核电厂的数目，kl
 为大核电厂的数目，接下来的ks
 行每行为一个小核电厂的坐标（x，y）（0≤x≤n，0≤y≤m），再接下来的kl
 描述大核电厂。输入结束标志为n＝m＝ks
 ＝kl
 ＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出可以种植大麦的国土面积，保留两位小数。输出允许有0.01的绝对误差。

【分析】

以每个小核电厂为圆心各画一个半径为0.58的圆，再以每个大核电厂为圆心各画一个半径为1.31的圆，则答案就是总国土面积减去这些圆的并的面积。因此，我们只需集中精力讨论圆的并的面积这个经典问题。

根据上题的经验，我们可以首先求出两两圆的所有交点，加上每个圆的左右边界，把每个圆离散化成若干个竖直条，如图6-20所示。
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图　6-20

为了计算每个竖直条内的面积并，我们需要竖直条内的圆弧按照y坐标从小到大编号为1，2，3，…（见图6-20）。每个圆弧要么是一个圆的下边界（如圆弧1，2），要么是一个圆的上边界（如圆弧3，4），因此我们可以用第1章学过的扫描法，从下到上处理这些圆弧。

❑　首先设“当前圆计数器”cnt为0。

❑　每次遇到下圆弧时cnt加1。如果此时cnt变成了1，则记录该圆弧为“起始圆弧”。

❑　每次遇到上圆弧时cnt减1。如果此时cnt变成了0，说明“起始圆弧”和正在处理的圆弧构成了一个连通区域。只需计算该区域的面积，然后累加到答案中即可。

如何计算这个连通区域的面积呢？不难发现，该区域由上下两个弓形和中间的一个梯形ABCD组成，分别计算面积即可。

还有一种相对容易编写，效率也更快的方法。对于每个圆，求出没有被其他圆覆盖的圆弧区域，按照逆时针顺序连接这些弧对应的弦，这样，整个图形就变成了若干多边形和若干弓形，分别求和后加起来即可，如图6-21所示。
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图　6-21

注意，多边形面积应按照有向面积计算。比如，在图6-22中，“洞”上的边呈顺时针排列，它的面积应当从大多边形内减去。
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图　6-22

对于每个圆，需要用O（n）时间计算出被其他圆覆盖的角度区间，然后用O（nlogn）时间合并起来，多边形最多一共有O（n2
 ）条边，最多一共有O（n2
 ）个弓形，因此总时间复杂度为O（n2
 logn）。

例题14　可见的屋顶（Raising the Roof, World Finals 2007, LA 3809）

给定一些三角形的屋顶，你的任务是计算出暴露在阳光下的部分（即从天空向地面俯视时能看到的部分）的总面积。注意，被遮挡的部分不应该被算到总面积中。xy平面是地面，z轴竖直向上。

【输入格式】

输入包含多组数据。输入的第一行为顶点总数V和三角形总数T（1≤V≤300，1≤T≤1000）；以下V行每行3个整数x、y和z，即各个顶点的坐标；再以下T行每行3个整数，即3个顶点的编号（各顶点按照输入顺序编号为1～V）。所有坐标均为不超过100的正整数。输入没有退化的三角形。任意两个输入三角形的内部没有公共点（边界可以接触，但不会部分重合或者相交）。输入结束标志为n＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出可见部分的总面积，保留两位小数。

【分析】

注意，本题要求的是可见部分的原始面积而不是投影面积，所以只能分别求出每个三角形的面积，然后累加起来。可以证明，某个平面图形在另一平面上的投影的面积比上这个图形本身的面积恰好是这两个平面夹角的余弦值，因此只需求出每个三角形从上往下看的投影面积，就能反推出其原始面积。

不难想到这样一种算法，对于每个三角形，删除其被其他三角形挡住的部分，再计算面积，如图6-23所示。
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图　6-23

注意，不仅可能会被分成多块，还可能会有“洞”。虽然理论上可以计算出来，但不够简单直观。

另一种算法在概念上比较简单，是解决本题的推荐算法，即把投影图按照x坐标离散化，即把投影分成多个“竖直条”，然后在每个竖直条内单独求解，如图6-24所示。
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图　6-24

注意，在投影图中，每个竖直条由多个不重叠的梯形组成（三角形看成退化的梯形），每个梯形的面积取决于对应三角形在左右两条竖直线上的长度。这样，我们的任务就转化为求出每个三角形被每条竖直线截得的可见线段总长度。

对于一条竖直线（实际上是竖直平面，只不过在投影图上看着是竖直线），首先求出每个三角形被该线截得的线段，则问题转化为统计每条线段的可见部分长度。这一步可以用第1章介绍过的扫描法，从上到下处理各个端点事件：当遇到上端点时，新线段进入集合（注意：此线段不一定可见，有可能被其他线段挡住了）；当遇到下端点时，新线段退出集合。注意，当一条可见线段进入集合之前，应先累加“当前可见线段”的长度；当一条可见线段退出集合时，应累加即将退出的线段的可见长度。由于需要插入、删除和取最小值（z坐标最小的才可见），可以用一个优先队列实现。如图6-25所示为这个扫描过程，注意它画在了yz平面，因此“最上方”的线段是可见的。
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图　6-25

按照时间顺序，6个事件依次如下。

（1）A进入集合，并且是可见线段。

（2）新的可见线段B进入集合。由于挡住了前可见的线段A，给A累加可见长度。

（3）C进入集合，但并不可见（被B挡住了）。

（4）A离开集合。由于此前A并不是可见线段，此事件没有任何影响。

（5）B离开集合。由于此前B是可见线段，给B累加可见长度。可见线段变为C。

（6）C离开集合。由于此前C是可见线段，给C累加可见长度。

到这里，本题已经基本解决，但有一个小问题需要读者注意，即我们并没有很好地处理平行于y轴的线段和竖直平面。后者可以直接扔掉（因为投影面积为0），但前者可能会导致错误。如图6-26所示，可见长度从中间的L＝1突变到L＝0，等价于一个和左边对称的三角形。解决方法是稍微旋转一下三角形，使得左图中间的竖直线分裂成两条。虽然中间的窄条也是错的，但是因为它实在太窄了，误差可以忽略不计。
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图　6-26

求交点、离散化的时间为O（n2
 logn），每条竖直线的扫描过程需要O（nlogn），因此总时间复杂度为O（n3
 logn）。

扫描法。扫描法也是一种很常用的几何算法设计策略。事实上，在例题13和例题14中，我们已经用过扫描法了。离散化的主要思想是把复杂的几何图形划分成若干个相对简单的部分，分而治之。由于离散化通常要求事先输入或者计算出一些变量的取值（比如所有交点），我们说它是一个静态的过程；而扫描法则完全不同：不仅需要在处理事件时动态维护信息，还有可能动态生成新事件，而这些动态生成的事件很难或无法事先预知。下面的例题15就是一个绝好的例子。

例题15　画家（Painter, World Finals 2008, LA 4125）

画家Peer在一个矩形的画布上画了一些三角形。画完之后，他开始涂色。最外层的画布涂最浅的颜色，然后次外层的用次浅的颜色，依此类推。如图6-27所示，一共有4个层次的三角形，加上画布本身一共需要5种颜色。你的任务是帮助Peer在涂色之前判断出需要几种颜色。如果三角形出现相交（即其中一个三角形的某条边和另一个三角形的某条边有公共点），则涂色无法进行。
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图　6-27

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为非负整数n（n≤100000），即三角形的个数；以下n行每行6个整数x1
 ，y1
 ，x2
 ，y2
 ，x3
 ，y3
 （-100000＜xi
 ，yi
 ＜100000），即三角形3个顶点的坐标。这3个顶点保证不共线。输入结束标志为n＝-1。

【输出格式】

对于每组数据，依次输出需要的颜色数。如果无法涂色，输出ERROR。

【分析】

n的规模太大，即使只是两两判断是否相交也会超时，更别说计算最大深度了。这时，我们再次使用第1章介绍的扫描法，并借助第3章中介绍的排序二叉树维护扫描线，可把时间复杂度降为O（nlogn）。

考虑一条竖直扫描线从左向右移动，每次碰到一个顶点就停下来。如图6-28所示，在任意时刻扫描线上都会有若干条直线。
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图　6-28

如果每条线段都记录它上方近邻区域的深度，那么每次插入一个三角形的第一个顶点p1
 （最左边顶点）时，p1
 p2
 和p1
 p3
 都会插入到扫描线上，计算出它们的深度，并更新最大深度。注意，插入线段p2
 p3
 的时候无需更新任何深度（想一想，为什么）。

上面的操作需要对一条插入的线段寻找“上一条”和“下一条”线段，还要保存深度。考虑到线段的数目可能很大，用BST最为方便。BST是基于比较的，因此需要定义线段的“小于”运算符，代码如下。
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注意，比较运算使用的是扫描线和线段交点的y坐标。为了处理竖直线段，这里让p2.x增加了eps；为了避免不同的线段具有相同的y值，扫描线的x坐标也加了eps（相当于往右移动了一点点）。

有经验的读者可能会说：这个比较函数是动态的，对于不同扫描线，算出的y值不同，这样也可以吗？答案是可以。尽管扫描线的x坐标改变了，但所有线段的相对位置并没有改变（除非线段有相交，这个马上会提到）。那是否可以用线段插入时的y坐标进行比较呢？不可以。如图6-29所示，A在C的下面，但线段AB在CD的上面。
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图　6-29

到目前为止，可以涂色的情况已经处理完毕了。线段相交的情况也不难处理：插入线段时判断它和上下相邻线段是否相交（注意，同一个三角形的线段不算相交，这就是Segment结构体中f的作用）；删除线段时判断它的上下相邻线段是否相交。

为了使代码更清晰，我们把事件封装成一个结构体。
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然后主算法就不难编写了：先读入三角形，生成事件（每个三角形生成3个事件），然后对事件进行排序（同一个位置先插入后删除），最后按顺序依次处理每个事件。代码如下。
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最后就是我们的重头戏——Scanline类。该类保存的数据有扫描线位置、被扫描线穿过的所有线段以及对应的深度（这些线段按照y坐标保存在一棵BST里，以支持前驱后继操作）。与之配合的是每个三角形的信息：3个顶点的坐标，以及3条边在扫描线中的位置（以便删除）。

这里的BST可以用STL中的multimap实现，因为我们只需要插入（insert）、删除（erase），以及求给定结点的前驱（--）、后继（++），并不需要维护其他信息。唯一需要注意的是，++和--会改变迭代器，所以在使用之前应进行备份。当然，也可以用前面介绍过的Treap实现这个BST，代码留给读者编写。

下面重申几个细节。

（1）可以在初始化的时候添加两条长长的线段，即画布的上边界和下边界，避免出现“上一条线段／下一条线段不存在”的情况。

（2）扫描线穿过三角形的最左边顶点p1
 时，插入线段p12
 和p13
 ，并根据二者的位置关系（哪个在上，哪个在下）设置两条线段的深度。

（3）扫描线穿过三角形的中间顶点p2
 时，插入线段p23
 ，深度为p12
 的深度，然后删除线段p12
 。

（4）扫描线穿过三角形的最右边顶点p3
 时，删除p13
 和p23
 即可。

（5）在扫描线中插入或删除线段时，判断线段相交。

事件处理的时间为O（nlogn），扫描线上最多有O（n）条线段，因此每个事件排序的时间为O（logn），总时间复杂度为O（nlogn）。实际运算效率也很高。

6.4.3　运动规划

运动规划（motion planning）是来自于机器人领域的一个相当有意思的主题。一般来说，涉及运动规划的题目综合考查了图论和几何的知识，代码复杂，容易出错。下面仅以两个典型例题介绍其中的常见思路。

例题16　拯救公主（Save the Princess, UVa 11921）

平面上有n个圆形障碍物，求从（xp，yp）到（xt，yt）至少要走多长距离。起点和终点保证不同，且不在障碍物的内部或者边界上。障碍物不会相交，但可能会相切，且接触点不能通过。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T（T≤50）。每组数据的第一行为4个整数xp
 ，yp
 ，xt
 ，yt
 。第二行是整数n（0≤n≤50），即障碍物的个数；以下n行每行包含3个整数x，y，r，即障碍物的圆形坐标和半径。

【输出格式】

对于每组数据，输出最短路径长度。

【分析】

本题可以算作一种“最短路问题”，但和我们在第5章中讨论的内容有一个明显差异，即点和边是什么似乎并不明显。而且从起点到终点的路径有无穷多条。

怎么办？首先，需要将“无穷多”的可能性降为有限多个，方法是排除一些明显不可能最短的路线。

如图6-30所示，路线S→A→B→C→D→E→T有很多可以改进的地方。
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图　6-30

❑　A处的拐弯完全没有必要，改成S直接沿直线走到B更好。

❑　S→B→C这条路可以改成先走到S和圆的切点B'，再走到C。

❑　从C到D可以改成走两个圆的公切线C'D'。

❑　从E走到T可以改成从切点E'走到T。

最后，路线改成了S→B'→C'→D'→E'→T。虽然这条路线也不一定是最短路线，但一定比刚才那条路要好。

请读者仔细研究上面的推理。它实际上是一个构图过程：首先求出S和T到所有圆的切线，然后求出每两个圆的公切线，则最短路的“拐点”一定是S、T和这些切点，而连接拐点之间的路径一定是这些切线或者圆弧（沿着圆周走）。这样，我们实际上得到了一张加权图，用Dijkstra算法求最短路即可。

需要注意的是，这些“边”不能穿过障碍物。换句话说，在求出切线之后要先看看它是否和其他圆相交或相切
[18]

 ，仅当没有这种情况出现时才把切线和切点加到图中。另外，对于同一个圆上的切点，只有相邻两点需要连边（权值等于劣弧长度），而不需要两两连边。切点和边最多O（n2
 ）个，每次判断切线是否和障碍物相交需要O（n）时间，因此构图总时间为O（n3
 ）。注意到Dijkstra本身只需O（n2
 ）时间，因此可以用动态构图的方法加速。但对于本题的规模来说，事先构图的方法已经足够快，而且更易写易调，是首选方案。

例题17　拿行李（Collecting Luggage, World Finals 2007, LA2397）

飞机到达之后，需要在行李提取处拿行李。行李会在一个多边形传送带上匀速运动，你的初始位置在多边形外部，并且当行李一出现就立刻开始匀速行走（速度严格大于行李运动的速度），直到拿到行李。求出拿到行李的最短时间。

如图6-31所示，行李沿着ABCDEFABCDEF…的顺序沿着多边形的边界匀速移动，你从P点出发沿着图中的方向移动，最后在M点拿到行李。注意，你从P出发的时间正是行李出现在A点的时间。
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图　6-31

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为多边形的顶点数N（3≤N≤100）；以下N行每行两个整数xi
 和yi
 ，按照逆时针顺序给出多边形的各顶点坐标；下一行有两个整数px
 和py
 ，即人的起始点坐标；最后一行有两个正整数VL
 和VP
 （0＜VL
 ＜VP
 ＜10000），即行李的速度和人的速度。坐标的绝对值均不超过10000，单位为米；速度的单位为米／分钟。输入保证人的起点在多边形外，行李从输入的第一个顶点出发，按照逆时针顺序移动。输入结束标志为N＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出拿到行李的最短时间，四舍五入到最接近的秒数。

【分析】

和例题16一样，本题也是一个最短路问题，但目标点随时间在变，似乎很难处理。是否可以“化动为静”呢？答案是肯定的。

题目中有一个需要注意的条件：人的速度严格大于行李的速度。这样一来，如果人可以在t时间拿到行李，对于t'＞t时刻，一定也能拿到行李：先在t时刻拿到行李，然后跟着行李慢慢走，等到t'时刻到来。尽管这样的移动方式不是题目规定的“匀速移动”，但不难把它变成匀速的，根据移动总距离和时间即可算出等价的匀速移动速度。

这样，我们只需二分答案，计算行李的位置，然后求起点到行李位置的最短路，判断时间是否来得及。二分的初始上下界不难设定
[19]

 ，但最短路部分却需要注意。看上去，我们“只需”以起点、终点（行李的位置）和多边形的各个顶点为顶点，“不被挡住的线段”为边构图后调用Dijkstra算法，但这个“不被挡住的线段”充满了陷阱。

什么样的线段不被挡住呢？如果和多边形的边规范相交，显然会被挡住，因此，关键就在于非规范相交的情形。如图6-32所示，同样是非规范相交，左边的线段AB被挡住了，右边的AB却没有被挡住。一个解决方法是把右图的AB也看成是被挡住了。由于AP和PB都没有被挡住，我们仍然不会遗漏A→P→B这条路
[20]

 。
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图　6-32

综上所述，如果一条线段AB除了A点和B点外还有一个点在多边形上，那么AB就算成是被挡住的。反过来呢？如果AB上只有A和B两个点在多边形上，它是不是一定不会被挡住呢？未必。还需要排除“AB完全位于多边形内部”的情况，方法是测试AB的中点是否位于多边形内。

6.5　数学专题

我们在第2章中已经学到了很多和算法密切相关的数学知识和问题，但正所谓“书到用时方恨少”，对于算法来说，数学知识永远不嫌多。本节补充了一些在竞赛中不那么常见，但很有代表性的数学专题。特别是FFT和线性规划，可以说分别是信号处理领域和运筹学领域的核心。

6.5.1　小专题集锦

例题18　绿色的世界（A Greener World , UVa 11017）

有一个网格，每个格点都有一颗梨树。整个网格错切了theta度，于是每个格子都变成了一个菱形。现在在每个菱形的中间种一颗桃树，如图6-33所示。
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图　6-33

给定一个格点多边形，求它的面积和内部的桃树棵数（种在多边形边界上的树不统计在内）。

【输入格式】

输入包含最多15组数据。每组数据的第一行为3个整数d、theta和N（1≤d＜10000，44＜theta＜136），其中N是多边形的顶点数；以下N行每行包含两个整数x和y，即多边形的顶点（0≤x，y≤100000）。顶点按照顺时针或逆时针顺序排列。输入结束标志为d＝theta＝N＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出桃树的棵数和多边形面积（四舍五入到最接近的整数）。

【分析】

本题的研究对象是格点。关于格点，最著名的定理莫过于Pick定理：给定一个顶点均为整点（即坐标为整数的点）的简单多边形，其面积A和内部格点数目I与边上格点数目B的关系是：A ＝I＋B/2－1。这个定理有很多精彩的证明，有兴趣的读者可以自行搜索相关资料，这里不再赘述。这里的重点是如何应用定理。

首先不难发现，“错切变换”并不会改变桃树的棵树，而只会影响到多边形的面积（这很容易计算出）。因此，此题等价于：给定一个顶点坐标均为整点的多边形，求它内部的x坐标和y坐标的小数部分均为0.5的点。这个问题留给读者思考
[21]

 。

例题19　有趣的杨辉三角（Interesting Yang Hui Triangle, Shanghai 2006, LA 3700）

给出素数P和正整数N，求杨辉三角形的第N行中能整除P的数有几个。P≤1000，N≤109
 。

【分析】

根据杨辉三角的定义，第n行第m个数等于C（n，m），因此本题等价于统计C（n，0），C（n，1），…，C（n－1），C（n，n）中有多少个数能被素数P整除。

关于组合数取模，有个很有趣的Lucas定理，公式如下。
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其中mi
 和ni
 分别是m和n的p进制表示法中的各个数字。根据Lucas定理，不难得到以下推论：C（n，m）是p的倍数当且仅当存在一个ni
 ＞mi
 。根据乘法原理，只需把n写成p进制形式，则所有ni
 ＋1的乘积就是答案。

例题20　信息解密（Decrypt Messages, Shanghai 2009, LA 4746）

假设从2000年1月1日00:00:00到现在经过了x秒，计算xq
 mod p，设答案为a。这里p严格大于x。已知p，q，a，求现在时刻的所有可能值。

提示：如果一个年份是4的倍数但不是100的倍数，或者这个年份是400的倍数，这个年份是闰年。闰年的二月有29天，其他年（平年）的二月只有28天。在本题中，如果年份除以10的余数为5或者8，则这一年的最后还会有一个“闰秒”。比如，2005年12月31日23:59:59的下一秒是2005年12月31日23:59:60，再下一秒才是2006年1月1日00:00:00。

【输入格式】

输入的第一行为数据组数T。每组数据包含一行，包含3个整数p，q，a（2＜p≤1000000007，1＜q≤10，0≤a＜p，p保证为素数）。

【输出格式】

对于每组数据，输出所有可能的时间，按照时间顺序排列。如果无解，输出“Transmission error”。

【分析】

除开日历部分，本题其实是要解一个高次模方程xq
 ≡a（mod p）。为了学习它的解法，我们首先介绍原根（为了简单起见，只考虑素数的情况）。

原根。对于素数p，如果存在一个正整数1＜a＜p，使得a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，ap－1
 模p的值取遍1，2，…，p－1的所有整数，称a是p的一个原根（primitive root）。不难发现，a1，a2，a3，…，ap－1模p的值肯定和1，2，…，p－1一一对应（不重复，也不遗漏）。由欧拉定理可知，ap－1
 ≡1（modp），因此，ap
 ≡a1
 （mod p），ap＋1
 ≡a2
 （mod p），ap＋2
 ≡a3
 （mod p），……换句话说，如果ai
 ≡aj
 （mod p），则i≡j（mod p－1）。这里有两个例子：

❑　3是7的原根，因为3→2→6→4→5→1
[22]

 ，然后开始循环：1→3→2→6…

❑　2不是7的原根，因为2→4→1→2→4…，过早的循环了。

注意到ap－1
 ≡1（mod p），这个生成序列一定会包含1，且在此之前不会有循环——要是在出现1之前就循环了，就永远不会出现1了，与欧拉定理矛盾。同样的道理，因为ap
 ≡a（modp），前p－1个数实际上形成了一个大循环节。如果不是原根，在此之前一定还会有小循环节（比如，在模7下，2的小循环节是2→4→1），且小循环节的长度一定是大循环节长度p－1的约数。

原根的求法。最后让我们考虑一下如何找到原根。方法很简单：由于原根很多（可以证明有phi（p－1）个），所以可以逐一判断，或者不停地随机猜，然后判断。不管怎样，问题的核心在于判断一个数是不是原根。判断方法实际上已经讲过了：枚举小循环节长度b（它一定是p－1的真因子），判断是否有mb
 ≡1（mod p）（如果是，则表示m不是原根）。虽然这个方法在理论上并不优秀，但在算法竞赛中已经够用。

模方程xq
 ≡a（mod p）。如果找到了p的一个原根m，只需设x＝my
 ，a＝mz
 ，则方程变为mqy
 ≡mz
 （mod p）。根据上面的结论，qy≡z（mod p－1）。q是已知量，而z可以用前面介绍过的Shank算法得到（看出来了吗？z是以m为底的a的离散对数，且解唯一），因此只需解这个模线性方程就可以得到y（注意，这一步可能多解），最后进行一次模取幂运算，得到x。当然，本题还需要得到当前时间和格式化输出，但这不是本节的重点，故略去。

最后说一句，并不是只有素数才有原根，而且高次方程也不是只有当模有原根的时候才能解。但相关讨论已经超出本书范围，有兴趣的读者可以自行参考相关资料。

6.5.2　快速傅里叶变换（FFT）

快速傅里叶变换是一个很有工程价值的算法，广泛地应用在音频、图像等数字信号处理软件中。傅里叶变换本身的理论很深，这里仅以快速多项式乘法为例介绍它在算法竞赛中的应用。

快速傅里叶变换（FFT）。什么是FFT？FFT（fast Fourier transform）是用来计算离散傅里叶变换（discrete Fourier transform, DFT）及其逆变换（IDFT）的快速算法。那什么是DFT呢？如果没有数学分析的基础，这里很难用严密的语言把它解释清楚；但如果你只需要一个直观感受的话，不妨记住这句话：DFT把时域信号变换为频域信号。

注意，时域和频域只是两种信号分析方法，并不是指两种不同类别的信号。在谈论语言信号的时候，“音量小”指的是时域，而“声音尖”指的是频域。在录音的时候，音频通常按照时域形式保存，即各个时刻采样到的振幅；如果需要各个频率的数据，则需要DFT。

DFT有一个很有意思的性质：时域卷积，频域乘积；频域卷积，时域乘积。如果你不知道什么是卷积（convolution），也没关系，请再记住一句话：多项式乘法实际上是多项式系数向量的卷积。

多项式乘法。给定两个单变量多项式A（x）和B（x），次数均不超过n，如何快速计算二者的乘积呢？最简单的方法就是把系数两两相乘，再相加。这样计算的时间复杂度为O（n2
 ），当n很大时速度将会很慢。注意，高精度整数的乘法是多项式乘法的特殊情况（想一想，为什么），所以多项式乘法的快速乘法也可以用来做高精度乘法。

上述算法之所以慢，是因为表示方法不好。虽然“系数序列”是最自然的表示方法，但却不适合用来计算乘法。在多项式快速乘法中，需要用点值法来表示一个多项式。点值表示是一个“点－值”对的序列｛（x0
 ，y0
 ），（x1
 ，y1
 ），…，（xn－1
 ，yn－1
 ）｝，它代表一个满足yk
 ＝A（xk
 ）的多项式A。可以证明：恰好有一个次数小于n的多项式满足这个条件。

点值表示法非常适合做乘法：只要两个多项式的点集｛xi
 ｝相同，则只需把对应的值乘起来就可以了，只需O（n）时间。但问题在于输入输出的时候仍需要采用传统的系数表示法，因此需要快速地在系数表示和点值表示之间转换。还记得刚才那句话吗？时域卷积，频域乘积。也就是说，多项式的系数表示法对应于时域，而点值表示法对应于频域，因此只需要用FFT计算出一个DFT，就可以完成转换。

单位根。这样算出来的点值表示法，对应的求值点是哪些呢？答案是2n次单位根。所谓“n次单位根”，是指满足xn
 ＝1的复数。xn
 ＝1的话，x岂不是就等于1？很遗憾，那只是实数域中的情况。在复数域中，1恰好有n个单位根e2kπi/n
 ，其中i是虚数单位（i2
 ＝-1），而eui
 ＝cosu＋isinu。单位根非常特殊，因此FFT才有办法在更短的时间内求出多项式在这些点的取值。

利用FFT进行快速多项式乘法。基础知识已经讲完，下面直接给出具体步骤。


步骤一（补0）：
 在两个多项式的最前面补0，得到两个2n次多项式，设系数向量分别为v1
 和v2
 。


步骤二（求值）：
 用FFT计算f1
 ＝DFT（v1
 ）和f2
 ＝DFT（v2
 ）。这里得到的f1
 和f2
 分别是两个输入多项式在2n次单位根处的各个取值（即点值表示）。


步骤三（乘法）：
 把两个向量f1
 和f2
 的每一维对应相乘，得到向量f。它对应输入多项式乘积的点值表示。


步骤四（插值）：
 用FFT计算v＝IDFT（f），其中v就是乘积的系数向量。

FFT算法（包括DFT和IDFT）的详细过程和代码不难在网上找到，这里略去。

例题21　超级扑克II（Super Joker II, UVa 12298）

有一副超级扑克，包含无数张牌。对于每个正合数p，恰好有4张牌：黑桃p，红桃p，梅花p和方块p（分别用pS、pH、pC和pD表示）。没有其他类型的牌。

给定一个整数n，从4种花色中各选一张牌，问有多少种组合可以使得点数之和等于n。例如，n＝24的时候，有一种组合方法是4S＋6H＋4C＋10D，如图6-34所示。
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图　6-34

不巧的是，有些牌已经丢失（题目会提供已经丢失的牌的列表）。并且为了让题目更有趣，我们还会提供两个正整数a和b，你的任务是按顺序输出n＝a，n＝a＋1，n＝a＋2，…，n＝b时的答案。

【输入格式】

输入包含不超过25组数据。每组数据的第一行为3个整数a，b，c，其中c是已丢失的牌的张数。第二行包含c个不同的字符串，即已丢失的牌。这些牌形如pS，pH，pC或者pD，其中p是一个正合数。输入结束标志为a＝b＝c＝0。最多有一组数据满足a＝1，b＝50000且c≤10000，其他数据满足1≤a≤b≤100，0≤c≤10。

【输出格式】

对于每组数据，输出p行，每行一个整数。每组数据后输出一个空行。

【分析】

首先考虑这样一个组合问题。有k种元素，均有无穷多个，规定第i种元素选取的个数ci
 必须属于一个特定的集合Si
 ，当需要选取r个元素时，有多少种选取方法？比如，有苹果、香蕉和桃子3种水果，如果苹果只能选不超过3个，选香蕉的个数必须是5的倍数，而桃子的个数必须是素数，问选r个水果有几种方法。

解决方法是把每个集合写成一个多项式，使得每一项xi
 的系数取决于i是否在集合中存在：如果存在，则系数等于1；否则，系数等于0。这样，苹果对应的多项式是1＋x＋x2
 ＋x3
 。同理，香蕉对应的多项式是x5
 ＋x10
 ＋x15
 ＋…，桃子对应的多项式是x2
 ＋x3
 ＋x5
 ＋x7
 ＋…。

根据乘法原理和加法原理，不难得出这样的结论：把所有多项式乘起来，则结果的xr
 项的系数就是选r个元素的方法数
[23]

 。

对应到本题中，每个花色对应一个多项式，乘起来就可以得到所有答案。当然，因为多项式的次数可能很大，需要用FFT加速，时间复杂度为O（nlogn）。

6.5.3　线性规划

线性规划是运筹学中研究较早、发展较快、应用广泛、方法较成熟的一个重要分支。它的重要性和各种应用很容易在各种资料中找到，这里不再赘述。但为了方便读者更快地入门，这里仍会给出一些必要的基础知识介绍。

线性规划问题。给定n个实数变量和一些线性约束
[24]

 ，确定这n个变量的值，使得某个线性函数最大化或者最小化。比如下面的式子
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同一个问题往往有多种表述方式（比如约束x1
 －x2
 ≥0也可以写成x2
 ≤x1
 ）。为了方便，一般在求解前先把线性规划改成标准形式，它满足：目标函数是最大化的；所有线性约束都是“左边小于等于某个常数”的形式；所有变量都是非负的。如上面的式子即为标准形式。

对于不是标准形式的问题，如何化成标准形式呢？如果目标函数是最小化的，目标函数取个相反数即可；约束A≥B写成B≤A；约束A＝B拆成两个约束A≤B和B≤A（如果右边有变量，移项到左边），而对于没有非负约束的变量xi
 ，拆成两个变量xi
 ＝（xi
 '－xi
 "）。

图论中很多问题都可以转化为线性规划问题，如最短路问题和最大流、最小费用流问题等。当然，上述问题均已有了自己的成熟解决方案，无须再使用复杂的单纯形法，但对于另外一些问题，如多商品流问题，则直接建立线性规划模型更合适。

线性规划的解法有很多，最经典的算法是单纯形法
[25]

 。该算法思路直观但细节繁琐，这里不再赘述，读者很容易在网上找到较好的讲解和代码实现。

例题22　食物分配（Happiness!, UVa 10498）

有n种食物和m个人，你的任务是买一些食物，使得每个人都不会吃撑，且在此前提下尽量多花钱。对于每个人i来说，每种食物j都有一个系数aij
 ，表示每单位这种食物为这个人带来的愉快值。每个人i还有一个最大愉快值bi
 ，表示当食物为他带来的总愉快值超过bi
 时，此人将会吃撑。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据的第一行为两个整数n和m（3≤n，m≤20），即食物的种数和人数；第二行包含n个实数，表示每种食物的单价；以下m行每行包含n＋1个实数，前n个实数分别为系数ai1
 ，ai2
 ，…，ain
 ，最后一个整数为bi
 。输入结束标志为文件结束符（EOF）。

【输出格式】

对于每组数据，输出花的钱数的最大值，向上取整。

【分析】

本题是非常明显的线性规划，甚至已经写成了标准形式。所有xi
 ＝0就是初始可行解，所以连初始化的过程都不用了。初学的读者可以拿此题作为线性规划的入门题目。

6.6　浅谈代码设计与静态查错

6.6.1　简单的Bash

虽说算法竞赛的重点是算法设计，但编程能力仍然是一项重要的考查方面。因此，参赛者除了要对编程语言非常熟悉（包括语法和库函数）之外，对于复杂程序的设计、编码和调试能力也是有一定要求的。你没有听错，这里使用“设计”一词，为的是表明宏观思维的重要性。强烈建议读者阅读本书附录，以了解更多关于OOP（面向对象编程）、FP（函数式编程）等编程范式（programming paradigm）的内容。学会用设计师而非打字员的思维方式看待程序，是算法走向工程的关键一步。

例题23　简单的Bash（3KP-Bash Project, UVa 10966）

（为了加强严密性，题目文字根据官方数据进行了增删）

你的任务是为一个假想的3KP操作系统编写一个简单的Bash模拟器。由于操作系统本身还没有写完，你暂时需要在模拟器的内存中虚拟出一个文件系统，而不是和真实的文件系统交互。下面介绍3KP操作系统中的文件系统。

文件（file）是数据存储的最小单位。文件名由英文字母（大小写敏感）、数字和点（.）组成，但不能包含两个连续的点。用户创建的文件名不能是单个的点字符（它代表当前目录）。文件名长度不能超过255，文件大小不能超过263
 。一个文件可能具有directory属性和hidden属性。

目录（directory）是一个大小为0、具有directory属性的文件，里面可以保存任意数量的目录和文件。空文件系统只有一个文件，叫做“根目录”。在任意时刻，有一个称为“当前目录”的目录。Bash启动时，当前目录就是根目录。

指令中引用文件的时候，可以使用绝对路径或者相对路径。绝对路径以字符“/”开头，如“/home/acm/uva”；相对路径不以字符“/”开头，当前目录和根目录分别用“.”和“..”表示，如当前目录为／home/acm/uva，那么“../../../home/..”就是根目录。

你的Bash模拟器需要支持8个命令，具体如表6-2所示。

表　6-2
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续表
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命令行包含一条或多条命令，用管道符号“｜”隔开（管道符号的前后不一定有空格）。第一条命令必须是除了grep之外的上述命令之一，而剩下的命令必须是grep。如果违反上述规定，应输出bad usage，并且不执行任何命令。

输入保证满足以下条件：每个命令的必选参数（如果有的话）都是第一个参数，可选参数在必选参数之后，但可能以任意顺序出现。命令和参数、参数和参数之间用一个或多个空格隔开。用户不会忽略必选参数，不会使用非法参数，也不会在除了grep之外的其他命令中使用引号。如果第一条命令是touch或者mkdir，并且命令返回“bad usage”，则不执行后面的命令。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据对应一次独立的BASH会话。数据的每行为一行命令（长度不超过2048个字符）。命令的参数之间可以有任意数量的空白字符。每次会话的最后一条命令保证为exit。输入结束标志为文件结束符（EOF）。假定每次会话开始时，文件系统为空，当前目录为根目录。

【输出格式】

依次输出每行命令的输出（如果有的话）。

【样例输入】

[image: alt]


【样例输出】
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【分析】

这是一个典型的模拟题目。题目本身没有太多的算法可言，但由于需求较多，细节复杂，需要合理设计和规划代码，才能在较短的时间内完成一份高质量的代码。

从逻辑上说，整个文件系统是一棵有根树，我们不妨用“儿子列表”的方法来表示它。首先给每个结点分配一个编号，然后编写以下代码。
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这叫做核心数据结构设计。其实，我们事先并不知道File结构体应该包含哪些内容，所以上面的代码是逐渐完善的，或者说，是用迭代的方式开发的。

有了核心数据结构之后，通常开始进行主流程设计。不难发现，本题的核心就是“执行命令”，所以可以设计如下的runCommandLine函数作为核心函数。由于管道的存在，该函数的一个重要作用是分离出各个命令，从左到右依次执行，并且负责把前一个命令的输出送入到后一个命令的输入。代码中的VS是一个自定义类型，代表vector＜string＞。
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①　trim函数的作用是删除字符串开头和结尾的空白字符，请读者自行实现。





这就是整体的程序逻辑。在编写上述函数时，用到了一个尚未实现的函数，称为runCommand。虽然还没有编写这个函数，但其实我们已经想好了用它干什么——执行单个命令（即不用管道的命令）。这种先使用后定义函数的方法称为“自顶向下，逐步求精”。由于它符合人的思维习惯，因此受到了包括笔者在内的不少人的喜爱。

runCommand函数的实现方法不止一种。由于命令比较少，这里直接把所有命令放到同一个函数中实现，但如果命令过多，可以采用一些工程性更强的方法（如写一个Command的基类，然后派生出很多子类）。
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这份代码继续贯彻了“自顶向下，逐步求精”的方针，而且更加彻底：连函数体都没写完，而是使用了一些注释占位置。根据情况，这些注释可能会被几行代码代替，也可能被一个函数调用代替——如果那个指令太复杂，不适合写在runCommand函数内的话。

不管是处理什么命令，首先都得解析命令参数，代码如下。
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上面给出了3个相对容易的命令（cd、pwd和exit）的实现。它们用到了两个重要的函数：getDirNode（）和newSession（），其中，启动新的会话是这样的。
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获得路径对应的结点也不难，代码如下。
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下面是其他命令的实现。touch和mkdir非常接近，下面给出touch的实现，请读者自行实现mkdir命令。
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下面的代码涉及3个函数。首先是splitFileName函数（用于分离文件名和路径）和isValidFileName函数（用于检查文件名是否合法）。
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下面是创建文件的函数，它也并不复杂，代码如下。
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最后是find和ls命令的实现。二者也很接近，这里给出find的实现，请读者自行实现ls。
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最重要的就是我们的递归查找函数findFileEx，其代码如下。
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comp函数是find命令的输出排序依据，代码如下。
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最后是格式化输出函数，代码如下。
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6.6.2　《仙剑奇侠传四》之最后的战役

对于查错来说，跟踪调试并不是万能的，输出中间结果也不是总能奏效。静态查错
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 这一常被人忽略的“原始方法”是上述两种工具的有效补充。这里举一个例子，希望读者通过它锻炼自己的“眼力”。

例题24　最后的战役（Final Combat, Wuhan 2009, LA4488）

本题是2007年度最佳RPG游戏之一——《仙剑奇侠传四》中最后一战的简化版。你的任务和原作一样，是用4个主人公打败玄霄和夙瑶，阻止琼华派飞升。

游戏的主角有4个：云天河（YTH）、韩菱纱（HLS）、柳梦璃（LML）和慕容紫英（MRZY）。战斗开始前，你需要恰好选3人上场，并且按照某种顺序排列。令排序后的3个主角分别为H1、H2和H3。和游戏中一样，这一战只需打败夙瑶即可。尽管在游戏中，玄霄也是可以打败的，但在本题中，请假设玄霄拥有不死之身。

如图6-35所示是一张战斗截图，其中H1是YTH，H2是HLS，H3是LML。战斗采用半回合制，即战斗双方的每个人都有一个头像在“进度条”上从左到右移动，只有当头像移到最右端时，对应的角色才能行动。如果有多个头像同时到达最右端，则行动的优先级从高到低依次为YTH、HLS、LML、MRZY、XX和SY。当有角色在行动时，所有头像停止移动。至其行动完毕后，该角色的头像重新开始从进度条左端点向右移动。没有角色行动时，所有头像同时向右移动（但速度不一定相同，见下）。
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图　6-35

在本题中，每个角色有4个基本属性：精、气、神、速。

❑　精：生命力。当精的数值小于等于0时，该角色死亡。每个角色都有一个精上限，用maxjing表示。

❑　气：用来进行特殊技攻击。当气不够时，某些特殊技无法使用。每个角色的气上限总是100。

❑　神：用来催动仙术。当神不够时，某些仙术将无法使用。每个角色都有一个神上限，用maxshen表示。

❑　速：决定该角色头像在进度条上的移动速度。速总是1～4的整数。若一个角色的速等于x，则它的头像恰好需要5－x个单位时间从进度条的最左端移到最右端。一个角色的速用su来表示（在本题中，每个角色的速是不变的）。

为简单起见，本题假设玄霄和夙瑶采用如下的简单攻击策略：

❑　在他／她的第4n＋1次（n＝0，1，2，…）行动时，对H1进行武器攻击。

❑　在他／她的第4n＋2次（n＝0，1，2，…）行动时，对H2进行武器攻击。

❑　在他／她的第4n＋3次（n＝0，1，2，…）行动时，对H3进行武器攻击。

❑　在他／她的第4n＋4次（n＝0，1，2，…）行动时，对H1、H2、H3全体进行特殊技攻击。

每个主角都用4个属性来描述玄霄和夙瑶对自己的伤害：d1x和d2x表示玄霄的武器攻击和特殊技攻击对自己的伤害，而d1s和d2s表示夙瑶的武器攻击和特殊技攻击对自己的伤害。

作为一个剧情派玩家，你不想过多的斟酌战斗策略，因此在一名主角需要行动时，你只会考虑以下4种可能。

❑　用武器攻击玄霄或夙瑶（只能选其中一人，不能同时攻击两人）。注意，夙瑶已经使用了九幽猝寒剑护体（见图6-35），因此，如果对她进行武器攻击，攻击者将被反弹致伤，因反弹所受的伤害值等于夙瑶遭受的伤害值，用wad表示。用武器攻击玄霄（如果你乐意的话），则不会被反弹。

❑　用仙术“雨润”回复自己的精（为了避免把事情搞复杂，你决定不使用其他回复类仙术，也不帮其他主角回复精）。使用一次雨润，将消耗yurun_shen个单位的神，增加yurun_jing个单位的精（如果增加后超过了maxjing，精将变回maxjing）。

❑　用道具“鼠儿果”回复自己的神（为了避免把事情搞复杂，你决定不使用其他回复类道具，也不帮其他主角回复神。另外，假设你的鼠儿果有无穷多）。每次只能使用一个鼠儿果，将增加shuerguo_shen个单位的神（如果增加后超过了maxshen，神将变回maxshen）。

❑　进行特殊技攻击。每名主角恰好会一种特殊技，同时攻击夙瑶和玄霄。注意：有些特殊技也是物理攻击（这些特殊技用ssp＝1表示，其他特殊技满足ssp＝0），因此也会被夙瑶反弹致伤，因反弹所受的伤害值等于夙瑶遭受的伤害值，用ssd表示。特殊技需要的气用ssq表示。

你可能已经注意到，仙术和道具都无法回复气。事实上，只有两种方法可以攒气：使用武器攻击或者被武器攻击打中。使用特殊技攻击、被特殊技打中或被反弹致伤时，气不会增加。每次进行武器攻击时，气将增加q1（不管是否被反弹）；每次被武器攻击打中时，气将增加q2。如果增加后气超过100，将变回100。

你是一个完美主义者，因此你不希望战斗中途有任何一位主角死亡，哪怕是暂时的（在原作中，可以使用仙术或道具让死去的主角复活）。特别是在打败夙瑶时，不能让主角与她同归于尽（如主角在武器攻击后被反弹致死）。你的任务是精密计划每个角色的每次行动，使得在上述前提之下，用尽可能短的时间（只计算头像移动时间，不算行动时间）打败夙瑶，赢得这场最后的战役。

【输入格式】

输入包括不超过100组数据。每组数据的第一行为6个正整数，分别是SY_jing（夙瑶的初始精）、XX_su（玄霄的速）、SY_su（夙瑶的速）、yurun_jing、yurun_shen和shuerguo_shen。接下来的4行分别是描述云天河、韩菱纱、柳梦璃和慕容紫英的属性，其中每行包含16个非负整数：maxjing，maxshen，su，d1x，d2x，d2s，wad，ssd，ssq，ssp，q1
 ，q2
 ，jing，qi和shen。最后3个整数表示战斗开始时的精、气、神值（1≤jing≤maxjing，0≤qi≤100，0≤shen≤maxshen），其他属性的含义已在题目中描述过。所有待输入参数的取值范围如表6-3所示。

表　6-3
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输入结束标志为6个0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最短时间和所有可能的角色顺序。每种角色顺序用3个字母来表示，其中每个字母代表一个角色（Y代表云天河，H代表韩菱纱，L代表柳梦璃，M代表慕容紫英）。比如，若H1是韩菱纱，H2是柳梦璃，H3是云天河，则角色顺序用HLY表示。所有可能的角色顺序应按照字典序排列。如果无法在12个回合内取胜，输出-1。一组数据输完之后，打印一个空行。

【样例输入】
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【样例输出】
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【样例解释】

在第一个样例中，所有人的速都是1，因此，最好情况就是在时刻4，每个己方角色攻击一次后立刻结束战斗。这是可以做到的，让我们慢慢分析。

云天河的特殊技很强（伤害值为900），但气不够（因为20＜100），因此第一回合无法使用。韩菱纱也不能使用特殊技攻击，因为她会立即被反弹致死。柳梦璃的武器攻击很弱，但却可以用特殊技——虽然会被反弹（她的特殊技是物理攻击），但不会致死，因为400＜450。慕容紫英的特殊技也是物理攻击，而且攻击力强，同样会被反弹致死，因此不能使用（因为700＞600）。

总结一下，我们可以用的有云天河的武器攻击（伤害值300），韩菱纱的武器攻击（伤害值300），柳梦璃的武器攻击（伤害值100）和特殊技攻击（伤害值400），以及慕容紫英的武器攻击（伤害值250）。不难发现，只有使用云天河、韩菱纱和柳梦璃，才能在第一轮进攻后立即结束战斗，其排列顺序随意。注意，夙瑶被打败后战斗立即结束，因此不用担心玄霄和夙瑶那些可怕的攻击。

在第二个样例中，云天河特别弱，因此可以直接排除。另外，该样例无法避免玄霄的第一次攻击，而这次强大的攻击能直接打败除柳梦璃之外的所有人，因此似乎柳梦璃是H1的不二人选。但这样的推理忽略了一点，那就是韩菱纱会在玄霄之前行动，因此可以通过用雨润回复精来免于一死。慕容紫英就没有这样幸运了，因为他的速度太慢，需要在玄霄之后才能行动。

所有的武器攻击都很弱，因此最好的策略是先攒气，然后使用攻击力较强的特殊技。柳梦璃的速度特别慢，但是她的气在一开始就是足够的，因此只需要先回复神，再回复精，最后进行特殊技攻击（为什么这样复杂？因为她的特殊技是物理攻击）。注意：战斗结束之前夙瑶只能攻击H1和H2，因此H3少一次攒气的机会。事实上，韩菱纱和慕容紫英都不能是H3，否则将无法攒够气。

总结一下，韩菱纱可以是H1或者H2，柳梦璃没有限制，慕容紫英只能是H1，因此唯一的可能排列是HML。

在第三个样例中，韩菱纱的特殊技（伤害值6861）和柳梦璃的特殊技（伤害值24850）联合起来可以打败夙瑶，柳梦璃需要先回复精，但她的初始神不够。如果我们把她的初始神改成543（足够使用一次雨润），则答案将变成6 LYH LYM。

【分析】

不管主算法是什么，我们总是可以写出如下的算法框架。
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问题的关键就在于这个solve函数，即给定最大时间，判断是否能打败夙瑶。由于每个人是独立的，因此，我们可以依次计算所有人在不同位置（H1、H2和H3）时最多可以给夙瑶多大的伤害，然后枚举所有排列方式，判断各个位置上的人对夙瑶的伤害值加起来是否能把她打败。计算单人对夙瑶的伤害时，以当前时间、精气神量作为状态进行记忆化搜索即可。

下面给出solve函数的一种实现。注意，从现在开始，这里给出的代码都是可能有bug的，请读者擦亮眼睛。
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dfs过程代码如下。

[image: alt]


[image: alt]


上述代码看上去很有道理，却隐含着12个错误。这些错误有的比较明显（比如，“＜=”写成了“＜”，q2写成了q1，或者忘记了累加伤害值）；有的虽然难以用肉眼发现，却容易调试出来（比如，记忆化表格没有初始化、位置编号不统一），还有的只在很特殊的情况下才会表现出来，测试样例或简单数据的时候根本无法发现。

强烈建议读者尝试着用肉眼，借助着仔细和严密思考来找到这些错误，这样做对编程能力的提升是巨大的。这并不是一个不可能完成的任务——事实上，笔者在2010年的NOI全国冬令营中曾经用这份代码现场考验了在场的营员
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 ，借助于集体的力量，所有错误都被找到了。

6.7　小结与习题

至此，本书的算法部分已经全部讨论完毕。虽然内容看上去很多很杂，但如果你保持浓厚的兴趣，勤加练习，相信你一定能够掌握这些算法的精髓。

1．轮廓线上的动态规划

如表6-4所示的3道例题都十分经典，请读者仔细体会。

表　6-4

[image: alt]


下面是习题和翻译（见表6-5）。部分题目相当麻烦，但对思维和编程能力的锻炼和提升作用也是巨大的。

表　6-5
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ACM谜题（ACM Puzzles, Dhaka 2007, LA 4058）

输入n（1≤n≤2000），用图6-36中的22种图形铺满一个3行n列的网格有多少种方法？输入答案除以1012
 的余数。
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图　6-36

网格覆盖（Ignore the Blocks, UVa 11741）

在一个R ×C的网格中有n个黑格，其余均为白格。要求用1×2的骨牌覆盖所有白格（每个白格恰好被一块骨牌覆盖，且所有黑格均没有被覆盖），计算有多少种方案，并输出方案总数除以10000007后的余数。其中，1≤R≤4，1≤C≤108
 ，0≤N≤100。

网格里的树（Tree in a Grid, UVa 11443）

有一个r行c列的点阵（1≤r≤200，1≤c≤8），行从上到下编号为0～r－1，列从左到右编号为0～c－1。第i行j列的点记为（i，j），它的上、左、下、右相邻点的坐标分别为（i－1，j）、（i，j－1）、（i＋1，j）和（i，j＋1）。（i，j）和这4个点（如果存在的话）之间可以连一条边。

目前，这个点阵中有一些边已经连好，你的任务是继续连边，使得点阵中的所有点连通，但不构成环，然后统计方案总数除以md的余数（1≤md≤1000000）。

神奇的七（Magical Seven, UVa 11276）

给出一个7×n（1≤n＜264
 ）的网格，每个格子看成一个点，有公共边的格子连一条弧，可以得到一个无向图G。设A为G的完美匹配个数，B为G的哈密顿圈的个数，C为满足以下条件的G的生成子图的个数：该生成子图的每个连通分量均为一个圈。你的任务是计算A＋B＋C。

修筑水道（Channel, World Finals 2010, LA 4789）

有一个r（2≤r≤20）行c（2≤c≤9）列的农田，有些格子是土地（用“.”表示），有些格子是石块（用“#”表示）。你的任务是修筑一条从左上角流到右下角的水道。水道应该尽量长，这样才能灌溉到尽量多的土地。

水道不能穿过任何一个石块，而且为了保证水总是沿着水道流，水道不能和自己接触，哪怕只接触一个角也不行（水可能会从这个角流过去）。如图6-37所示是两个接触到自身（因此非法）的水道，你的任务是输出最长的水道。输入保证最长的水道是唯一的。
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图　6-37

修建长城（Construct the Great Wall, Chengdu 2011, LA 5762）

给定一个H行W列（1≤H，W≤8）的网格，用一个边沿着网格线的简单多边形围住所有的O，但不能围住任何一个X。要求长度最短。如图6-38（a）所示是合法解，如图6-38（b）所示是非法解（简单多边形的非相邻边不能有公共点）。
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图　6-38

2．数据结构综合应用

如表6-6所示的3道例题涉及了两个重要思想：嵌套和分块。

表　6-6
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下面是习题和翻译，如表6-7所示。个别题目涉及了例题部分没有涉及到的数据结构，也有的题目虽然可以只用第3章介绍的数据结构解决，却需要更好的综合能力才能解决。

表　6-7
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交通堵塞（Traffic Jam, Changchun 2007, LA 4082）

有一个两行C列的城市网格。每个城市用（r，c）表示，即第r行的第c列。一共有3C－2条道路，用两端的城市坐标（r1，c1）－（r2，c2）表示。

要求支持3种操作：打开某条边；关闭某条边；检查某两个点是否连通（即：只通过打开的边相互可达）。初始时所有边关闭。

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（1≤T≤11）。每组数据第一行为网格的列数C（1≤C≤100000）。以下是不超过100000条查询，以Exit查询结尾。其中查询格式为：Command r1 c1 r2 c2，其中Command为Open（打开一条边）、Close（关闭一条边）或者Ask（连通性查询）。

【输出格式】

对于每个Ask查询，如果连通，输出Y，否则输出N。

永远的和谐（Harmony Forever, LA 3699）

设计一个数据结构，维护一个集合S（初始为空），支持如下两种指令。

❑　B X：把整数X加入集合S（保证不会重复加入）。

❑　A Y：输出除以Y余数最小的数。如果有多个，输出最后加入的。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为整数T（1≤T≤40000）。以下T行每行描述一条指令，格式为“B X”或者“A Y”，其中1≤X，Y≤500000

【输出格式】

对于每条A指令，输出结果。如果集合为空，输出-1。

动态区间不同值（Dyanmic len（set（a[L:R]））, UVa 12345）

在Python语言中，我们可以用len（set（a[L:R]））来统计元素a[L]，a[L＋1]，...，a[R－1]中不同值的个数。下面是交互式命令行下的几条Python语句的执行情况，帮助你理解它的工作原理（注意列表下标从0开始）。
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你的任务是高效模拟这个过程。

【输入格式】

输入仅包含一组数据，其中第一行为两个整数n和m（1≤n，m≤50000），第二行为列表a的各个元素值。每个元素都是1～106
 之间的整数。以下m行的格式有两种情况：M x y（1≤y≤106
 ）表示执行赋值a[x]＝y；Q x y表示输出len（set（a[x:y]））的值。输入保证不会出现访问越界的情况。

【输出格式】

对于每条Q指令，输出结果。

探照灯（Searchlights, Hangzhou 2010, LA 4841）

在一个n行m列（n≤100，m≤10000）的网格中有一些探照灯，每个探照灯有一个最大等级k（代表这个探照灯可以开到等级k，k－1，k－2，…，1）。如果把一个探照灯开到等级L，它可以照亮上下左右各L个格子（L＝1表示它只能照亮它自己所在的格子）。如图6-39所示是一个开到等级为3的探照灯。
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图　6-39

你的任务是选择一些探照灯，把它们开到一个相同的等级，使得所有格子被监控。为了节约能量，这个相同的等级应尽量小。一个格子被监控的条件是：要么这个格子本身有一个开着的探照灯，要么这个格子同时被水平方向和垂直方向的探照灯照亮。

魔法师的帽子（Hanging Hats, CERC 2010, LA 4980）

魔法师有n顶帽子需要依次悬挂在墙上。每顶帽子在挂好后都会变成一个底在地面上的等腰三角形。帽子分为窄帽子和宽帽子两种。窄帽子底面宽度等于帽尖（即悬挂点）的高度，而宽帽子的底面宽度等于帽尖高度的两倍。如果一顶帽子的帽尖包含在另一顶帽子里（内部或者边界上），它就是不可见的，反之就是可见的。你的任务是计算出悬挂每顶帽子后，可见帽子的数量。注意，如果悬挂点和已有帽子的帽尖重合，或者位于某个已有帽子的内部或者边界上，那么这顶帽子是挂不上的。

如图6-40所示，帽尖上的数字代表挂的顺序（1是最先挂的，7是最后挂的），帽子2和6是窄帽子，其他是宽帽子。帽子3和4挂不上，而帽子7挂上之后，帽子1、2和7是可见的。
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图　6-40

【输入格式】

输入第一行为数据组数T（T≤30）。每组数据第一行为帽子的个数n（1≤n≤100000），以下n行每行包含两个整数xi
 ，yi
 （xi
 是悬挂点的横坐标，yi
 是高度）和一个字母W或者N。

【输出格式】

对于每顶帽子，输出悬挂后可见帽子的个数。如果挂不上这顶帽子，输出FAIL。

切蛋糕（Cutting Cakes, UVa 11607）

平面上有n（n≤1500）个点，其中没有3点共线。另外有m（m≤700000）条直线，你的任务是对于每条直线，输出3个数p，q，r，其中p和q为该直线两侧的点数（p≤q），r是直线穿过的点数。

层次包围盒（Bounding Volume Hierarchy, UVa 12312）

层次包围盒（Bounding Volume Hierarchy, BVH）是由几何体组织成的树状结构。在树结构的最底层，每个几何体自身的包围盒构成了树的叶结点，然后把这些叶结点分组，每组算出一个包围盒，并用一个父结点来表示。重复这个过程，直到构造出根结点。它是所有几何体的包围盒。如图6-41所示是一个二维BVH的例子，其中每个包围盒都是边平行于坐标轴的矩形。
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图　6-41

BVH可以用来给光线跟踪算法加速。在本题中，你的任务是实现一个三维BVH，来回答“射线—三角形相交”（ray-triangle intersection）询问，即对于每条给出的射线r，找出和r相交的三角形。如果有多个三角形和r相交，只需找出最靠近起点的交点。整个几何场景不会变化，因此这棵BVH是静态的。

如果你并没有构造BVH的经验，这里有一个简单方法：首先计算每个物体的边平行于坐标轴的包围盒（Axis-Aligned Bounding Box, AABB），然后按照“最宽维度”给所有物体排序（比如，若所有物体的x坐标范围是-10～10，y坐标是-20～5，z坐标是20～50，则应按照z坐标排序，因为z维度的宽度（30）比x（20）和y（25）都大）。排序结束后，把排序后的前一半物体和后一半物体分别递归建树，作为整个BVH的左子树和右子树。注意，两棵子树的AABB可能会有重叠部分，因此在查询时有可能需要访问两棵子树。当物体数目足够小时，我们不再递归建树，而直接把这些物体的AABB作为整个BVH的叶结点。

以上只是构造BVH的一种方法。另一种方法是直接求出坐标范围的中点，得到一个划分平面（比如在上面的例子中，划分平面是z＝35），然后利用常数时间确定每个物体应该在左子树还是右子树。这个方法节省了排序的开销，但同一个物体可能会同时出现在左右两棵子树中（如果划分平面穿过这个物体的话）。

当然，还有其他构造方法，你也可以自创新方法，只要你的程序正确并且足够快，就可以通过本题。

一共有p（3≤p≤40000）个顶点和t（1≤t≤80000）个三角形，询问有q（1≤q≤10000）个。输入保证每条射线的起点严格位于任何三角形的外部。这些三角形总是构成真实世界中的模型，比如著名的Stanford Bunny，因此不用担心退化情况。

修建魔法灯塔（Let the lights guide us, Fuzhou 2010, LA 5106）

你需要在一个n行m列的网格中修建一些魔法灯塔。每行应当恰好选择一个格子来修建灯塔，并且对于任意两行i和i＋1来说，假定这两行的灯塔分别位于第j列和第k列，这两个灯塔的水平距离｜j－k｜不能超过两个灯塔所在格子的魔法值之和。在每个格子修建灯塔的费用可能会不一样，你的任务是让修建所有灯塔的总费用最小。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为两个整数n和m（2≤n≤100，1≤m≤5000）。以下n行每行m个不超过105
 的非负整数Tij
 ，即在每个格子修建灯塔的费用。以下n行每行m个不超过105
 的非负整数Fij
 ，即每个格子的魔法值。输入保证有解。输入结束标志为n＝m＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出最小总费用。

机械工厂（Machine Works, World Finals 2011, LA 5133）

你有一个空厂房，希望买机器生产产品卖钱。你预测到有一些机器将会在市场上出售，其中每台机器只有一天可以购买（早一天或者晚一天都不行）。其中第i台机器的购买时间为第Di
 ，价格为Pi
 。由于机器很大，你的厂房最多可以容纳一台机器，因此如果厂房里已经有机器了，必须将它卖掉，价格为Ri
 。卖机器所得的钱当天就可以拿到，因此可以在同一天用这些钱购置新机器，但新机器第二天（即第Di
 天）才能使用。第i台机器从购买的第二天开始到被卖出的前一天为止每天都可以获得Gi
 元的利润。第D天结束时工厂关闭，第D＋1天时卖掉厂房里的机器。

你的任务是使得第D＋1天结束后你所拥有的资金数的最大值。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为3个整数N，C，D（N≤105
 ，C≤109
 ，D≤109
 ），即市场上出售的机器个数，初始资金数和工厂营业的天数。以下N行每行4个整数Di
 ，Pi
 ，Ri
 和Gi
 （1≤Di
 ≤D，1≤Ri
 ＜Pi
 ≤109
 ，1≤Gi
 ≤109
 ）。输入结束标志为N＝C＝D＝0。

【输出格式】

对于每组数据，输出第D＋1天结束时你所拥有的资金数的最大值。

3．暴力法

在第1章中已经介绍过一些暴力法求解的题目，本章主要补充路径寻找问题和极大极小过程。表6-8中的3道例题都非常经典，请读者仔细体会。

表　6-8

[image: alt]


下面是习题和翻译（见表6-9）。这些题目虽然在算法框架上大同小异，但在实现细节上千差万别，因此全部值得一做。

表　6-9

[image: alt]


续表
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滚球游戏（Marble Game, World Finals 2007, LA 3807）

滚球游戏由一个n×n（2≤n≤4）网格棋盘和m个小球组成。棋盘上恰好有m个单元格里有洞。球和洞均编号为1～m。滚球游戏的目标为把每个球滚到编号相同的洞中。单元格的4条边上可能会有墙，可以阻挡球的滚动（见后）。

每次可以把棋盘朝着上下左右4个方向之一微微抬起，然后所有球同时朝另一个方向滚动，直到碰到墙、洞或者另一个球。球在滚动的过程不能跳起（因而无法越过墙、其他球或者洞），也不能离开棋盘（整个棋盘的四周都有墙）。每个单元格恰好能容纳一个球。当球落入洞之后，洞将被填平，使得今后可以有其他球经过。入洞的球将无法出洞。

如图6-42所示是一个滚球游戏及其解法。你的任务是解决任意一个n×n棋盘上的滚球游戏，找出移动次数最小的解，输出其长度。
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图　6-42

旋转游戏（The Rotation Game, Shanghai 2004, LA 3265）

如图6-43所示的形状的棋盘上分别有8个1、2、3，要往A～H方向旋转棋盘，使中间8个方格数字相同。下面左图进行A操作后变为中图，再进行C操作后变为右图，这正是一个目标状态（因为中间8个方格数字相同）。
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图　6-43

近乎完美的洗牌（cNteSahruPfefrlefe, World Finals 2005, LA 3272）

你有一副普通的扑克牌，叠成一摞放在桌子上。52张牌从顶部到底部编号为0～51。理想情况下，如果把这些牌均分成上下两部分以后交叉洗牌，结果将是（仍为从顶部到底部排列）：26，0，27，1，28，2，29，3，30，4，31，5，32，6，...，51，25。

你按照这样的方法洗了若干次牌（洗牌次数未知但保证为1～10）。虽然你已经非常小心了，但人无完人，你仍有可能在洗牌后意外的交换两张相邻的牌（假定每次洗牌最多只在一个地方犯错），比如洗成：26，0，27，1，2，28，29，3，30，4，31，5，32，6，...，51，25。

给定洗牌后的结果，问最少犯了多少个错？如果有多组解，输出字典序最小的。

迷你象棋（The Pawn Chess, UVa 10838）

考虑如下的迷你版象棋：4×4的棋盘上有一些黑兵和白兵。黑兵的目标是向下走到第四行，白兵的目标是向上走到第一行。如果一方无棋可走，则立刻输掉。

双方轮流走，白方先走。每次只能移动自己的一个兵，要么直着往前走一格（这个格子必须为空），要么斜着向前走一格，吃掉对方的棋子（不能吃掉己方的棋子，也不能斜着走到空格）。黑兵的“向前”指的是向下；白兵的“向前”指的是向上。

假设双方均采用最优策略，即如果能赢，则应该赢得尽量快；如果必须输，则应该输得尽量慢。

每组输入恰好包含4行4列，其中p为黑兵，P为白兵，'.'为空格。输入保证双方都至少有一种走法。

游戏（The Game, SWERC 2008, LA 4300）

这是一个双人游戏。两个人面对面坐下，每个人正前方有m（1≤m≤4）个杯子，右手边是一只大碗。不难发现，一共有2（m＋1）个杯子和碗，它们摆成一个圈。游戏开始时，这些杯子和碗里有一些石子，加起来不超过15个。每个游戏者碗里的石子数代表他的得分。

游戏规则如下：双方轮流操作，每次游戏者可以选择一个他自己的有石子的杯子，按照逆时针顺序把这些石子放到该杯子的各个相邻杯子／碗中，每次放一个石子。

如图6-44（a）所示的局面中，如果下方的游戏者选择杯子A，则需要把杯子A里的4个石子分到杯子B，C，a和自己的碗里。这样比分从3:4变成了4:4。
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图　6-44

有3种特殊情况。

第一，如果最后一个石子放在了自己碗里，可以再操作一次。如果最后一个石子又放在了自己的碗里，还可以再操作一次，次数不限，直到不满足这个条件为止。

第二，如果最后一个石子放到了对方的杯子里，可以把这个杯子和自己对应的杯子交换（A和a对应，B和b对应…）。如果自己对应的杯子为空，则不能交换。双方在整个游戏中各有三次交换机会，而且当一个杯子被交换过以后，接下来的4轮中不能再次被交换（一次连续操作称为一轮）。考虑如下的操作序列：P0
 ，O1
 ，O2
 ，O3
 ，P4
 ，O5
 ，P6
 ，O7
 ，其中Pi
 是己方的操作，Oj
 是对方的操作。如果P0
 中交换了某两个杯子，接下来的四轮（第一轮是O1
 ，O2
 ，O3
 ，第二轮是P4
 ，第三轮是O5
 ，第四轮是P6
 ）都不能再交换这两个杯子，但O7
 中可以再次交换。

第三，如果最后一个石子放在己方的杯子里，并且放之前这个杯子是空的，并且这个杯子正对的杯子（上图中A正对着c，B正对b，C正对a）在放石子之后非空，这两个杯子中的所有石头都将移到自己的碗里。注意，这种情况不会引起连锁反应（即接下来轮到对方操作）。

所有杯子都为空时游戏结束。如果轮到某一方操作时他的所有杯子均为空，则下一轮仍该对方操作（但对于交换规则来说，“无法操作”也将算作一轮）；但只要有非空杯子，游戏者必须操作，而不能跳过这一轮。

假设双方都是足够聪明的，我的得分与对手的得分之差最大是多少？

扩展数独（Sudoku Extension, Harin 2009, LA 4763）

你的任务是解决一个扩展的3×3×3数独问题，有些格子只能填奇数（用小写字母o表示），有些格子只能填偶数（用小写字母e表示），还有一些格子用除了o和e之外的小写字母表示。用相同字母表示的格子必须填上相同的数字。

999游戏（Game of 999, UVa 12418）

注意，本题选材自NDS经典悬疑类密室逃脱游戏《9小时9人9扇门》。本题不含任何剧透，只包含一些基本游戏规则的描述。这些规则和原游戏中的有所出入，请玩过游戏的读者仔细阅读题目。

迷宫中有n（n≤10）个房间和m（m≤10）个连接它们的走廊。一些走廊的中部有一扇门，门上有一个1～9的数字。走廊都是单向的，因此这些门也只能从一边打开。编号为1～9的9个人一开始在房间1中，目标是从房间n中的出口逃脱。游戏规则如下。

❑　每扇门只能开一次。一旦有人通过，门将永远锁住。

❑　每扇门只能由3～5个人打开，而且这些人编号之和的数字根必须等于门上的数字。所谓数字根，即反复把各个数字加起来，直至得到一个一位数为止。例如，3，5，6，8可以打开4号门，因为3＋5＋6＋8＝22，它的数字根为2＋2＝4。打开门的所有人都必须通过它，并且其他人都不能通过这扇门。

你的任务是编写一个自动求解器，使得尽量多的人能够逃脱，在此前提下输出所有可能的逃脱组合。注意，每个房间可以多次进入（包括房间n），但一旦逃出迷宫，就不能再回到迷宫了。可以有多条走廊连接同一对房间，但不会有走廊的起点和终点是同一个房间。

数字逻辑（Digital Logic, UVa 11211）

给你一些2输入1输出的逻辑门，你的任务是设计一个4输入4输出的数字电路。

每一个逻辑门由3个0－1整数Y00，Y01和Y11描述。代表输入分别为0，1，2个1时的输出。注意所有的逻辑门都是对称的，所以当有一个输入被设置为1时，不管是哪一个输入门，输出的结果都相同。任何一个逻辑门的输入端都是另外一个逻辑门的输出端或者4个源输入端之一。由于当任何一个输入被悬挂时输出结果将不可预料，所以务必保证一个逻辑门的输出将不会再次变为其的输入，不管是直接的还是间接的（换句话说，逻辑电路将不包含环路），如图6-45所示。
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图　6-45

为了让设计更加简单，你需要使用尽可能少的逻辑门。题目保证所有输入数据都可以用最多6个逻辑门实现。

【输入格式】

输入数据最多有30组，每组数据第一行是一个整数n（n＜6）代表逻辑门的种类。接下来n行每行包括4个整数mi，Y00，Y01，Y11，分别表示该类型逻辑门的数目，以及输入端分别有0，1，2个1时的输出。逻辑门的总数量最多只有10（所有种类逻辑门的数量之和最多为10）。接下来一行包括16个整数Y0000，Y0001，Y0010，...，Y1111代表所有可能输入组合的输出情况。Ypqrs'的二进制形式是代表当输入端分别是p，q，r，s时输出端a，b，c，d端的取值。最后一组数据以一行单个0结尾。

【输出格式】

对于每组数据输出数据的组数和一个整数p，代表可以达到要求的最少逻辑门数量。接下来p行s，k，a和b，s是端口的序号（4个输入端口的编号是1～4，逻辑门的编号是5～p＋4），k是该逻辑门的种类（种类的编号按照输入顺序依次编号为1～n），a和b分别是该逻辑门的输入端口编号。注意必须满足a＜s和b＜s。最后一行包含4个整数，为4个输出端口的编号（应该在1～p＋4之间）。每组数据之间输出一个空行。

编辑书稿（Editing a Book, UVa 11212）

你有一篇由n（2≤n≤9）个自然段组成的文章，希望将它们排列成1，2，…，n。你可以用Ctrl＋X（剪切）和Ctrl＋V（粘贴）来完成任务。每次可以剪切一段连续的自然段，粘贴的时候按照顺序粘贴。剪贴版只有一个，所以不能连续剪切两次，只能剪切和粘贴交替。

比如，为了将｛2，4，1，5，3，6｝变为升序，可以剪切1将其放到2前，然后剪切3将其放到4前。再如，对于排列｛3，4，5，1，2｝，只需一次剪切和一次粘贴即可，将｛3，4，5｝放在｛1，2｝后，或者将｛1，2｝放在｛3，4，5｝前。

再如5 4 3 2 1需要3步：5 4 3 2 1→3 2 5 4 1→3 4 1 2 5→1 2 3 4 5。

Flipull游戏（Flipull, UVa 11213）

你是一滴橙色的液体，位于屏幕右方的梯子上。你可以向左方发射方块，消除同色方块，然后将碰到的第一个非同色方块变成发射的方块。你的目标是剩下不超过b个方块（如果最终有多于b个方块而无法继续操作时，你将输掉游戏）。

总共有4种方块，分别为蓝色的三角（T），粉红色的圆圈（O），绿色的方块（#）和十字叉（X）。发射之后，方块将持续往左飞行，直到遇到第一个不同的方块或者撞到墙壁（或者其他障碍物）。在第一种情况下，发射的方块将把原有的方块弹回你手里；在第二种情况下，发射的方块将改变方向，向下飞行。如果向下飞行时落入底部，它将重返回你的手里。注意发射的方块必须至少消除一个同色方块。由于重力作用，当一个方块下方的方块消失时它会自然下落。除了上述4种方块之外，还有一种魔法方块（只可能在游戏开始时位于你的手中），发射后直接变成它所碰到的第一个方块，因此也称为万能方块，如图6-46（a）所示。
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图　6-46

初始的游戏局面为4×4、5×5或者6×6大小，从底部到顶部行号依次编为r1～r6，从左到右列号依次被编为c1～c6。梯子上面总共有12格，从底部到顶部依次被编为1～12。在图6-46（a）中，由于墙壁能够反射方块，在12个位置发射方块实际是沿r1，r2，r3，r4，c1，c1，c1，c1，c2，c3，c4，X移动（X代表在12位置发射不会触碰到任何方块，因此是非法步骤）。图6-46（b）有些许不同，管道也能反射方块，因此在12个位置发射事实上是沿r1，r2，X，r4，X，c1，c1，c1，c1，c2，c3，X移动。注意不可能沿着r3和c4移动。

如图6-47所示是图6-46（a）的求解过程（正好剩余3个方块），在8，9，10，11这4个位置各发射一个方块，然后在10号位置发射，然后是2号位置，最后是1号位置。
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图　6-47

你的任务是写一个程序，用最少的发射次数完成游戏。

一个烦人的问题（A Vexing Problem, World Finals 2001, LA 2240）

Vexed游戏是James McCombe发明的一种类似俄罗斯方块的游戏。在游戏中，一面木头墙上放置了一些标有字母的白色石块。

如果某个石块的左边（或者右边）是空的，那么该石块可以向左（或者向右）移动一步，木头墙永远不能移动，悬空的石块会自动下掉。每个石块都有一个标记，两个或更多具有相同标记的石块相碰时会形成石块群，石块群会自动消失。如果同时形成了多个石块群，那么它们会一起同时消失。石块群消失后，悬空的石块同样会自动下掉，下掉后石块群同样会消失……如此循环，直到石块不再变化为止。游戏的目标就是让所有的石块消失。

如图6-48（a）到（h）所示就是一个从初始状态到石块全部消失的游戏过程：首先上面的“Y”石块左移，这样两个“Y”石块形成石块群自动消失；然后上面的“X”石块右移，右移后下掉，这样两个“X”石块也形成石块群自动消失。
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图　6-48

如图6-49所示是另一个游戏过程：首先最左边的“Z”右移（图a），形成“X”、“Z”石块群（图b）；石块群消失后，又形成“Y”、“Z”、“X”石块群；石块群消失后，最后形成“X”石块群，“X”石块群消失后游戏结束。
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图　6-49

写一个程序，任意给出一个游戏，给出步数最少的解。行数NR和列数NC满足4≤NR，NC≤9，第一列、最后一列和最后一行保证为墙（#）输入保证存在一个不超过11步的解。

4．几何专题

第4章中没有介绍的几何内容有很多，本章只选取了其中最经典的几个，如表6-10所示，请读者仔细体会。

表　6-10

[image: alt]


下面是习题和翻译（见表6-11）。这些题目在算法上并没有什么特别之处，但程序实现有很多细节需要注意，是不错的编程练习。

表　6-11
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给程序员的一封信（A Letter to Programmers, Beijing 2011, LA 5719）

空间里有n（n≤1000）个点，你的任务是执行一段程序，输出程序运行结束后所有点的坐标。一共有5条指令，如表6-12所示。

表　6-12
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程序不超过100行，除了n和k之外所有参数的绝对值均不超过1000。

佳佳的机器人（Jiajia's Robot, Wuhan 2009, LA 4492）

佳佳有一个双目机器人。机器人的两只眼睛各能发出一条射线，且两条射线的夹角总是直角。为了帮助机器人进行自定位，佳佳放了两段形如线段的特殊材料，分别为MA和MB。当且仅当两条射线中一条和MA相交，一条和MB相交时，机器人可以自定位。如图6-50所示是一个例子，其中MA和MB为两条黑色线段，灰色区域是可以自定位的区域。给定MA和MB（保证不会退化成点），你的任务是计算可以自定位的区域的面积。
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图　6-50

十一月的雨（Roof, CERC 2003 LA 2947）

有n（n≤40000）个屋顶，每个屋顶用一条线段表示。屋顶不会是水平或者竖直的，且屋顶之间没有公共点。

现在天上开始竖直落下雨滴，单位时间单位长度的降雨量是1。屋顶接受到的雨都会从较低的那个端点往下落（或者落到地面，或者落到别的屋顶）。输入屋顶的数据，求出单位时间内从每个屋顶边沿往下落的雨量，如图6-51所示。输入保证任意画一条竖线最多与100个屋顶相交。
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图　6-51

过河（River Crossing, UVa 10514）

有一条很宽的河，中间有n（0≤n≤11）个小岛。给出两条河岸线（均为最多有100个顶点的折线）和小岛（均为简单多边形）的信息，求一条过河的路径，使得淌水部分的总长度最短。假定只能从图6-52中看得见的地方过河。
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图　6-52

上学（Go to Class, Chengdu 2007, LA 4019）

给出一个校园，校园中有很多纵横道路，横的平行于x轴，竖的平行于y轴。横向道路有n条，纵向道路有m条（1≤n，m≤25）。道路是有宽度的，并且大小不一。道路之间是草坪。现给出所有道路以及宿舍和教室的坐标，求宿舍到教室且不经过草坪的最短距离（见图6-53）。
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图　6-53

5．数学专题

本章介绍的Pick定理、Lucas定理、原根、生成函数、FFT、线性规划等在算法竞赛中均不算常见，但都属于很重要的数学工具。表6-13中列出的例题非常经典。

表　6-13
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下面是习题和翻译，如表6-14所示。这些题目在程序实现上大都没有太多技巧可言，但在题目分析上有一些技巧。建议读者认真分析所有题目，但只需选择有兴趣的进行程序实现。

表　6-14
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海报张贴（Mayor Election, UVa 11640）

有n（n≤50）个人为了参加竞选，在一条长长的走廊上张贴海报。第i个人能张贴的海报总数应当在li
 和ui
 之间（包含li
 和ui
 ，0≤li
 ≤ui
 ≤2000）。第i个人的海报有Pi
 （1≤Pi
 ≤10）种，其中第j种海报最多只能连续张贴mj
 （1≤mj
 ≤10）次。

最多询问Q（Q≤100000）次，每次询问已知所有人的海报总数L（1≤L≤100000），求方案总数除以786433的余数。

学习数数的Xavier（Xavier is Learning to Count, Shanghai 2011, LA 5705）

已知正整数p、m和m个不同的正整数Ai
 ，从这些正整数中选出p个，使得它们的和为n，方案总数设为f（n）。求出所有f（n）不等于0的n和对应的f（n）。1≤p≤5，1≤m，Ai
 ≤13000。

提花织物电路板（Jacquard Circuits, World Finals 2007, LA 2395）

古怪的雕刻艺术家Mondrian发明了一种称为“提花织物电路板”的艺术品。该艺术品由一系列形状相同，大小不同的多边形电路板构成，层与层之间用细线连接，如图6-54所示。
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图　6-54

方便起见，我们借助于网格来制造这个艺术品。首先需要给定一个称为模板的格点多边形（即各个顶点都是整点的多边形）P，代表电路板的形状。接下来寻找一个形状和P相同的，面积最小的格点多边形作为艺术品的第一层电路板，然后找一个形状相同的，面积第二小的格点多边形作为第二层，依次类推，共M（1≤M≤1000000）层。

每个多边形内部的格点（边界上的不算）都会打一个洞，你的任务是求出所有M个多边形的洞的总数。P是由N（3≤N≤1000）个输入点顺次连接而成。

昂贵的饮品（Expensive Drink, Beijing 2007, LA 4027）

你家那个调皮的小妹妹把水、牛奶、红酒混在一起，还加了点糖，打算给你喝。为了不让自己看上去太不讲理，她说如果你能猜到调制这种“混合饮料”花了多少钱，就可以逃此一劫（别告诉我你想喝它！）。调制饮料的费用等于所有原料的费用。具体来说，如果一种饮料分别用了a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 个单位的水、牛奶、红酒和糖，并且它们的单位价格分别为c1
 ，c2
 ，c3
 ，c4
 ，则调制饮料的花费为a1
 c1
 ＋a2
 c2
 ＋a3
 c3
 ＋a4
 c4
 。

你并不清楚这4样东西的市场价格是多少，但是根据常识，0≤c1
 ≤c2
 ≤c3
 。为了帮助你解决这个难题，小妹妹向你提供了这种饮料中液体的用量（即a1
 ，a2
 ，a3
 ）和另外n（n≤100）种混合饮料的液体用量（即a1
 ，a2
 ，a3
 ）和花费。尽管所有饮料中糖的用量都是未知的，但她向你保证，在上述任何一种混合饮料中，糖的花费a4
 c4
 一定在区间[L，R]中。

凭借平日的了解，你断定她一定采用最贵的原料，因此你的任务是计算眼下这杯饮料的调制费用的最大值。如果她提供的信息有误，输出“Inconsistent data”；如果费用可以任意大，输出“Too expensive!”。

称糖果问题（Unequalled Consumption, NWERC 2005, 3408）

有n（n≤5）种糖果，每种糖果有无限多个，其中第i种糖果重量为wi
 （1≤wi
 ≤10）。有q（q≤10）组询问，每次询问一个P（1≤P≤1015
 ），求最小的w使得至少有P种方案可以用这些糖果称出重量w。输入保证如果有解，解总是不超过100P。

6．代码组织与调试

本章只选了两道题目，如表6-15所示，其中一道代码较长，但是比较好调试，因此重点在于如何写出这个程序；另一个代码不长，却极容易出错，因此重点在于细心查错。这两道题目的通过人数都很少，但对编程、调试能力的锻炼也是很大的。

表　6-15
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下面是习题和翻译，如表6-16所示。这些题目都有一定的“实用性”，但要么代码长，要么容易出错。如果想要锻炼自己的编程基本功，这些题目是再合适不过的了。

表　6-16
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链接加载器（A Linking Loader, World Finals 2003, LA 2727）

目标模块（object module）是编译器处理源码后的产物。链接加载器（linking loader），也称链接器（linker），用来把分别编译好的目标模块合并到一起。它的主要任务有两个：对代码和数据进行重定位（因为编译器并不知道这些模块将被放在内存中的哪个位置），以及解析模块之间的符号引用。比如，主程序可能会引用一个称为sqrt的平方根函数，而此函数可能定义在其他模块中，因此链接器必须给每个模块的数据和代码分配内存地址，然后把sqrt函数的地址写到主函数代码中的合适位置（可能会有多个）。

一个目标模块按顺序包含0个或多个外部符号定义（external symbol definition），0个或多个外部符号引用（external symbol reference），0个或多个字节的代码和数据（它们可能会包含对外部符号的引用），最后是模块结束标志。在本题中，一个目标模块用一个文本序列来描述，其中每一行的第一个字符为一个大写字母，表示该行的类型。在一行中，相邻数据项之间由一个或多个空白字符隔开，最后一个数据项后可能会有多余的空白字符。一共有4种可能的行。

❑　格式为"D symbol offset"的行是一个外部符号定义，表示symbol的地址比当前模块的首地址大offset。这里的symbol由不超过8个大写字母组成，而offset是一个不超过4位的十六进制整数（只用大小字母表示）。比如，在一个首地址为10016
 的模块中，"D START 5C"会让START的地址为15C16
 。此类型的行在单组数据中至多出现100次。

❑　格式为"E symbol"的行是一个外部符号引用，表示本模块可能会引用symbol这个符号（而这个符号很可能在其他模块中定义）。比如，行"E START"表示本模块可以使用START这个符号。在每个模块中，所有的"E"行按照出现顺序从0开始编号。这个编号将被C行使用。

❑　格式为"C n byte1
 byte2
 ...byten
 "的行是需要填充到内存中的n个字节（模块代码或数据），其中n是一或两位十六进制整数，且不超过1016
 。每个byte要么是一个一或两位的十六进制整数，要么是一个美元符号$。美元符号的下一个字节（保证在同一行中）代表一个外部符号引用，该字节的数值等于'E'行的下标。如果这个外部符号有定义，把它的地址拷贝到$和它的下一个字节中，其中地址的高字节拷贝到$所对应的字节中。如果符号无定义，用000016
 覆盖那两个字节。比如，若第一个E行中的符号有定义，地址为15C16
 ，则行"C 4 25$0 37"的作用是把这4个地址放到内存中2516
 ，0116
 ，5C16
 ，3716
 。

❑　单独一行Z表示模块结束。

假定4位十六进制地址总是足够的，各行一定按照D，E，C，Z的顺序出现，并且不会包含格式错误。在本题中，每个模块中的C行应按出现顺序填充到内存中（D和E行只是模块描述，并不对应于实际的内存数据），不同模块按照输入顺序依次填充到内存中。填充时应按照地址从低到高的顺序进行，第一个模块的首地址总是10016
 。

【输入格式】

输入包含多组数据，每组数据包含一个或多个模块定义，最后一行是$（作为单组数据的结束标志）。输入结束标志也是一行$。

【输出格式】

对于每组数据，参考样例格式进行输出。首先是测试数据编号和模块校验码（计算方法见后），然后是所有定义或引用的外部符号列表，按照符号名排序。对于没有定义的符号，在表里用4个问号表示，但在C行引用的时候作为0处理。如果一个符号定义多次，在地址后打印一个大写字母M，并且以第一次出现的定义为准。

校验码计算方式如下：首先设为0，然后按照地址从低到高顺序依次处理各个字节，每次先把校验码循环左移一位，加上当前内存值，然后忽略进位保留低16位。

相邻两组数据的输出之间应有一个空行。

支杆和弹簧（Struts and Springs, World Finals 2009, LA 4453）

本题的任务是模拟屏幕上窗口的缩放和移动。每个窗口占据屏幕上的一个矩形区域，并且可以包含其他窗口，形成一个层次结构。当顶层窗口缩放时，它们的直接包含窗口可能会改变位置和大小（根据支杆和弹簧的参数，见后），而这些改动可能会进一步影响到这些窗口所直接包含的窗口。

概念上讲，支杆是一根长度固定的小棍，可以放在同一个窗口的两个水平边界之间或者两个垂直边界之间，也可以放在一个窗口的某边界与它父窗口的对应边之间。当一个支杆连接两条边时，这两条边之间的距离将保持不变；但如果把支杆换成弹簧，这两条边之间距离可以改变。

每个非顶层窗口都有6根支杆或者弹簧，分别位于两条水平边界之间、两条垂直边界之间、已经上／下／左／右边界和父窗口的对应边界之间。3条垂直支杆和弹簧的长度之和等于父窗口的高度；3条水平支杆和弹簧的长度之和等于父窗口的宽度。当父窗口的宽度改变时，所有水平弹簧按照相同比例缩放，使得水平方向的支杆与弹簧的长度之和仍然等于父窗口的宽度。父窗口高度改变时类似。如果3根水平／垂直的部件都是支杆，其中最右边／上边的支杆将被替换成弹簧。

给定每个窗口的初始位置和大小（保证恰好有一个顶层窗口包含其他所有窗口），以及所有的支杆和弹簧，你的任务是处理顶层窗口的缩放请求，计算出所有窗口的新大小和位置。

【输入格式】

输入包含多组数据。每组数据第一行为4个整数nwin, nresize, owidth, oheight，其中nwin是指非顶层窗口的个数，nresize是指缩放请求的个数，owidth和oheight是指顶层窗口的宽度和高度。

接下来的nwin行每行包含10个非负整数，描述一个非顶层窗口。其中前两个整数表示初始时刻该窗口左上角相对于到父窗口左上角的偏移量。输入保证处理每个缩放请求之后，所有的支杆和弹簧的长度均为正整数，且不同窗口的边界没有公共点。缩放请求不会让一个窗口跑到一个原本和它相离的窗口内部。输入最多有100个窗口和100个缩放请求，且顶层窗口的宽度和高度不会超过1000000。输入结束标志为4个0。

【输出格式】

对于每组数据中的每个缩放请求，输出nwin行，即每个非顶层窗口的位置（x、y）和大小（宽度、高度）。各个窗口应该按照在输入文件中的顺序排列。

折纸袋（Pockets, World Finals 2006, LA 3568）

有一张正方形的纸，经过反复折叠后变成一个小正方形。你的任务是统计其中的pocket的个数。所谓pocket，指的是从折叠后的小正方形的边界处可以看到的开口（位于两张纸的中间），如图6-55所示。
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图　6-55

正式折纸之前，先在纸上折出N条等间距的水平线和N条等间距的垂直线，把纸片分为N×N个等大的小正方形，折痕按照图6-56（a）所示进行编号。每次操作由一条折痕的编号和折叠的方向来确定。如图6-56（b）中的折叠操作用2U表示，图6-56（c）中的折叠操作用1L表示。这里，U和L分别表示向上和向左（折叠方向均是朝向观看者的）。最后纸会被折叠成小正方形的大小。注意，经过折叠后，两条不同的折痕可能会重合（如图6-56（b）中的1，3），此时选择其中的任意一条折痕都将表示相同的折叠操作。
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图　6-56

【输入格式】

输入包含若干组数据。对于每一组数据，第一行包含两个数N和K，分别表示水平和垂直方向的折痕个数以及折叠操作的次数。接下来会描述K个折叠的操作，每个操作由一个折痕的编号和折叠的方向来确定（如题目描述中的2U和1L），中间会有至少一个空格的分隔。当N和K均为0时表示输入数据结束。

【输出格式】

对于每组数据，输出数据编号和对应的pocket的总数。具体格式参见样例输出。

解释SQL语句（Interpreting SQL, UVa 10757）

你的任务是实现新一代数据库管理系统——YourSQL的查询处理部分。这是一个关系数据库（relational database），包含多张表，每张表包含一些行和列，其中每个列有一个名字和一个固定类型（数值或字符串），每个单元格的类型等于它所在列的类型。不同列的名字保证不同，不同表的名字也不同。

下面是表6-17（第一行是列名，数值列右对齐，字符串列左对齐）。

表　6-17
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SQL查询是一个字符串，用来从服务器读取一张或多张表的一些或全部数据，形成一张临时表，然后把数据传回客户端，最后销毁临时表。SQL查询的格式如下。
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相邻两项之间如果有句号（.），表示中间可以没有空白符；反之，则说明必须有空白符。注意，可以用括号来给项（term）分组（比如inner-from）。除了字符串常量之外，大小写不受限制。

查询处理分为以下4个步骤。

第一步：根据FROM子句创建查询表。如果FROM部分只有一个表，那么查询表就是它，否则查询表形如from1
 INNER JOIN from2
 ON name1
 ＝name2
 ，此时需要创建临时表，在from1
 的各列后面加上from2
 的各列（保证两张表没有名字相同的列），求出两张表的笛卡尔积，再选出name1
 ＝name2
 的行。

第二步：根据WHERE子句选择查询表中的行，得到结果表。如果没有WHERE子句，则所有行被选中；否则符合WHERE子句的行被选中。字符串按照字典序比较大小，输入保证被比较的两个列类型相同。所有操作从左到右执行，因此a AND b OR c的含义是（a AND b） OR c。WHERE子句中的名字都代表查询表中的列。

第三步：如果有ORDER BY子句，给结果表排序。如果ORDER BY子句中有多个列名，先按第一列排序，相同时按第二列排序，以此类推。ASCENDING和DESCNDING分别表示升序和降序（默认是升序）。字符串按照字典序比较大小。排序应当是稳定的，即关键字列完全相同的行顺序在排序前后应保持不变。

第四步：在结果表中选择一些列进行输出。如果SELECT后跟着一个星号，选择所有列，否则按照SELECT子句中的顺序输出各个列。注意，同一个列可能会出现多次，应全部输出。

【输入格式】

输入第一行为数据组数。每组数据第一行为整数K（1≤K≤20），即表的个数。接下来是这些表的数据，其中第一行是表名和两个整数M，N（1≤M≤10，0≤N≤100000），即列数和行数。以下M行每行包含一列的名字和类型（S表示字符串，I表示数值）。以下N行每行为表中的一条记录，包含M个字符串或整数（取决于列的类型），用空格隔开。这些字符串是原始形式（不是转义字符串）。接下来是查询，以空行或者文件结束符（EOF）为结束标志。

（输入限制见原题，此处略。）

【输出格式】

对于每条查询，输出结果为表的内容，格式同输入（但不要输出表名和列定义）。

师兄帮帮忙（A Typical Homework （a.k.a Shi Xiong Bang Bang Mang）, UVa 12412）

（题目背景略，有兴趣的读者请自行阅读原题。）

编写一个成绩管理系统（SPMS）。最多有100个学生，每个学生有如下属性。

❑　SID：学生编号，包含10位数字。

❑　CID：班级编号，为不超过20的正整数。

❑　姓名：由不超过10的字母和数字组成，其第一个字符为大写字母。名字中不能有空白字符。

❑　4门课程（语文、数学、英语、编程）成绩，均为不超过100的非负整数。

进入SPMS后，应显示如下主菜单。
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添加学生

选择1之后，会出现如下添加学生记录的提示信息。
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然后等待输入。本题保证输入总是合法的（即不会有非法的SID、CID，并且恰好有4个分数等），但可能会输入重复SID。在这种情况下，需要输出如下一行提示。
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不过名字是可以重复的。你的程序应当不停地打印前述提示信息，直到用户输入0。然后应当再次打印主菜单。

删除学生

选择2之后，会出现如下提示信息。
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然后等待输入，在数据库中删除能匹配上述SID或者名字的所有学生，并且打印如下信息（xx可以等于0）。
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你的程序应当不停地打印前述提示信息，直到用户输入0。然后应当再次打印主菜单。

查询学生

选择3之后，会出现如下提示信息。
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然后等待输入。如果数据库中没有能匹配上述SID或者名字的学生，则什么都不做；否则，输出所有满足条件的学生，按照进入数据库的顺序排列。输出格式和添加的格式相同，但增加了3列：年级排名（第一列）、总分和平均分（最后两列）。所有班级中总分最高的学生获得第1名，如果有两个学生并列第2，则下一个学生的排名为4（而非3）。

你的程序应当不停地打印前述提示信息，直到用户输入单个0。然后应当再次打印主菜单。

显示排名

选择4之后，会出现如下提示信息。
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然后自动返回主菜单。

显示统计信息

选择5之后，会出现如下提示信息。
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当用户输入班级ID之后（0代表全年级），显示如下信息（注意，“及格”是指分数不小于60分）。
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然后自动回到主菜单。

退出系统

选择0之后，程序终止。注意，单科成绩和总分都应格式化为整数，但平均分应恰好保留两位小数。

提示：这个程序适合直接运行，用键盘与之交互，然后从屏幕中看到输出信息。但正因为如此，作为一道算法竞赛的题目，它的输出看上去会比较乱。

公式编辑器（Formula Editor, UVa 12417）

你的任务是编写一个类似于MathType的公式编辑器。从技术上讲，公式就是一个表达式，它是由元素组成的序列。有3种元素：基本元素（算术运算符、括号、数字和字母）、矩阵和分式（见下）。

公式编辑器为每个表达式创建了一个看不见的编辑框。由于矩阵中的每个单元格都是表达式，所以每个单元格也都有一个编辑框。类似的，每个分式的分子和分母分别有一个编辑框。

在如图6-57所示的表达式中，有5个编辑框。F1包围了整个表达式，F2和F3各包围一个矩阵单元格，F4包围了分子，而F5包围了分母。
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图　6-57

不难发现，编辑框相互嵌套。如果编辑框A直接包含编辑框B，我们说A是B的父编辑框（比如在图6-57中，F1是F2和F3的父编辑框，F3是F4和F5的父编辑框）。如果A和B拥有相同的父编辑框，我们说A和B是兄弟（比如在图6-57中F4和F5是兄弟，F2和F3也是兄弟）。

光标移动

在任意时刻，光标总是直接包含在某个编辑框中。它可能位于该编辑框中所有元素的左边（即“框首”），也可能位于所有元素的右边（即“框尾”），还可能位于某两个相邻元素之间。如果光标在元素X和元素Y之间，并且X在Y的左边，我们说光标的左相邻元素为X，右相邻元素为Y。

光标支持6种移动方式：上下左右和HOME、END。假定直接包含光标的编辑框为A，则各种移动方式的细节如下。

Home（End）：把光标移到A的框首（框尾）。注意，光标仍然被A直接包含。

Up（Down）：如果A的上（下）方有一个兄弟B，则把光标移动到B的框首，否则检查A的父编辑框（如果A的父编辑框有这样一个兄弟）。如果A的所有祖先编辑框均不含这样的兄弟，则忽略此命令。

Left（Right）：有以下4种情况。

❑　如果光标在A的框首（框尾），则把它放到A的左（右）兄弟B的框尾（框首）。如果没有这样的B，把光标放到A的父编辑框C中（如果有的话），紧挨着A的左边（右边）。

❑　如果光标的左（右）相邻元素是一个分式，把它放到分子的框尾（框首）。

❑　如果光标的左（右）相邻元素是一个n行m列的矩阵，把它放到第[n/2]行第1列（第m列）的编辑框的框尾（框首）。

❑　如果光标的左（右）相邻元素是一个基本元素，把它放到该元素的左（右）相邻位置。

输出格式化

本题的输出为ASCII格式，因此需要把每个编辑框格式化成一个ASCII字符矩形（尽管多数字符都是空格）。表达式的字符矩形由组成它的各个元素的字符矩形（称为内矩形）经过水平拼接而成。各个内矩形根据基线进行对齐（见后），相邻两个矩形之间没有空白，而内矩形和整个矩形的边界之间也没有空白。

每个元素也格式化为一个字符矩形，规则如下。

❑　基本元素恰好占一行，该行也是它的基线。我们用－（注意前后各有一个空格）来表示减号，而其他基本元素都格式化为单个字符。

❑　矩阵元素的格式化步骤为：首先格式化所有单元格，然后排成一个矩阵。同一行的各个ASCII矩形按它们的基线对齐，同一列的ASCII矩形水平对齐（见下）。相邻两行之间有一个空行，而相邻两列之间有一个空列。最后，在每行的前后分别加一个方括号。当行数为奇数时，整个矩阵的基线为中间那一行的基线；当行数为偶数时，整个矩阵的基线为中间那个空行。

❑　分式元素的格式化步骤为：首先格式化分子和分母，然后在中间画一条水平线（由一些连续的“-”字符组成）。这也是整个分式的基线。这一行的宽度等于分子分母的较大宽度加2（即前后各加一个字符）。分子和分母水平对齐。

前面提到的“水平对齐”是首先把水平宽度最大的矩形固定下来，然后水平移动其他矩形，使得它们的水平中心线尽量对齐。如果对不齐，可以往左错开0.5个单位的宽度，如图6-58所示。
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图　6-58

注意有一个特例。当整个表达式为空时，ASCII矩形是一个空行——它的宽度为0，但高度为1。这一点在拼接和对齐时尤为重要。

输入处理

输入已转化为了一个命令字符串序列。对于每个字符串，可有以下几种操作。

❑　如果它是单个字符，说明它是一个基本元素。在光标处插入此元素，然后把光标移动到它的右相邻位置。

❑　如果是字符串Matrix（Fraction），在光标处插入一个1行1列矩阵（空分式），然后光标右移一次。注意，光标右移之前，新的矩阵（分式）在光标的右相邻位置。

❑　如果是字符串AddRow（AddCol），首先找到直接包含光标的矩阵，然后在最上方（最左方）添加一行（一列），并把光标移动到此行（列）中，保持列（行）不变。如果直接包含光标的编辑框A并不是矩阵的单元格，需要检查A的父编辑框，直到找到一个矩阵。如果找不到，忽略此命令。

❑　如果是字符串Home, End, Left, Right, Up, Down之一，按前述规则移动光标。

输入包含多组数据，每组数据以命令Done结束。单个数据包含不超过1000条命令，输入总大小不超过200KB。

Mua解释器（I）：词法分析（（Jiandan） Mua （I） - Lexical Analyzer, UVa 12421）

在本系列中，你的任务是实现Lua程序设计语言（5.1版）的一个子集，称为迷你Lua（Mini-Lua，简称Mua）。Mua是刘汝佳设计的一门实验性语言，主要用来实现算法，而不是编写实用程序。

这是本系列的第一题，目的是实现Mua的词法分析模块，即把输入的字节流分解成词法单元（Token）。

一共有6种不同的token。

RESERVED：这是Mua的保留字，列表如下。注意Mua是区分大小写的，因此AND并不是一个保留字。另外，Mua语言并没有用到所有的保留字，我们只是希望任何一个合法的Mua程序都是一个合法的Lua程序。
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NUMBER：即数字常量。有如下两种。

❑　整数：十进制整数包含0个或多个数字（0～9），而十六进制整数包含一个前缀（0x或者0X），然后是一个或多个十六进制数字（0～9，a～f，大小写均可）。注意可以有前导0，如0123和123相等。

❑　浮点数总是十进制的，如1.23。可以用科学计数法表示，方法是在后面加上字符e或者E，然后是一个十进制整数（如1.23e2，它等于123.0），小数点和指数不能同时省略，但整数部分可以省略（如.2e3是合法的）。如果省略了整数部分，则必须要有小数点和至少一位小数（因此.e2是非法的）。不支持十六进制浮点小数。注意指数的前面可以有一个前缀＋或者-，如1e＋10和4e－3都是合法的。

注意，“负数”包含两个token，一个“负号”和一个绝对值。比如-34包含两个token，即“-”和“34”。类似的，＋7e8也包含两个token。

STRING：由双引号""或者单引号''包围的字符串常量。只支持4个转义字符：\" \' \\ \n。字符串内部不能有物理换行符。

SYMBOL：有特殊含义的符号，如下所示。
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NAME：即标识符。必须以字母开头，后跟若干个字母、数字或者下划线。注意，保留字不能作为标识符。

EOL：物理换行符。

COMMENT：注释。以--开头，换行符结束。注意换行符并不是注释的一部分，而是单独的EOL。

注意，字符串常量外的所有空白字符都应忽略，因此1＋1和1＋1对于词法分析器来说并没有任何区别。另外，词法分析器应当是贪心的，即总是让第一个token尽量长，在此前提下让第二个尽量长，依此类推。比如，abc123≤x应分成abc123，≤和x。

【输入格式】

一个合法的Mua程序。

【输出格式】

对于每个非注释token，按格式[TYPE] token输出，其中TYPE是类型，token是输入中的文本（字符串中的转义字符按照输入原样打印）。对于EOL，token是空白（而不是空行）。

Mua解释器（II）：表达式求值（（Kengdie） Mua （II） - Expression Evaluator, UVa 12422）

在本系列中，你的任务是实现Lua程序设计语言（5.1版）的一个子集，称为迷你Lua（Mini-Lua，简称Mua）。Mua是刘汝佳设计的一门实验性语言，主要用来实现算法，而不是编写实用程序。

这是本系列的第二题，目的是实现Mua的类型系统和表达式求值模块。下文中的文法都用扩展BNF表示，其中｛x｝表示x出现一次或多次，[x]表示x出现0次或1次，而x｜y表示x或者y恰好出现1次（不能同时出现）。

类型系统

Mua是一个动态类型的语言，即变量没有类型，值有类型。换句话说，Mua中不存在“变量声明语句”，变量保存的值自身含有类型信息。

Mua包含6种基本类型：nil, boolean, number, string, function, table。

❑　Nil是值nil的类型，它的主要作用是和其他所有值区分开。一般用来表示“不存在”。

❑　Boolean是false和true的类型。

❑　Number代表实数。在内部，实数用IEEE-754双精度浮点数表示（C/C++或者Java语言中的double类型）。注意整数也用这种方式表示。这不是大问题，因为IEEE-754可以精确的表示整数，只要你不进行不精确的运算（比如除法）。

❑　String（字符串）代表8比特ASCII字符数组。

❑　Function代表函数。函数都是匿名的（尽管存有函数的变量有名字）。

❑　Table实现了关联数组。换句话说，下标不仅可以是number，也可以是其他任意的非nil值。Table中的元素可以有不同的类型（但不能是nil）。

Table和Function都属于对象（object）：变量并不保存它们的值，而只保存这些值的引用（reference）。赋值、参数传递和函数返回值都只操作引用，而不会涉及任何形式的值拷贝。

Lua程序员请注意：Lua还有两种基本类型，即userdata和thread，它们都不被Mua所支持。Mua对FP（函数式编程）的支持很有限。比如，没有lambda表达式，并且函数返回值不能是函数或者闭包。

变量

变量的定义如下。
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这里“expr”是指任意合法表达式，因为table的下标可以是任意类型（除了nil）。注意table支持一种看起来像OOP中成员访问的“点语法”，比如a.name等价于a["name"]。

变量在赋值前默认为nil。如果你把nil赋值给一个变量，实际效果是删除了那个变量。类似地，你可以把nil赋值给一个table元素，从而在table中删除该元素。

Lua程序员请注意：Mua不支持Lua的冒号（:）语法。

简单表达式

简单表达式（simpleexp）是表达式的基本组成单元，定义如下。
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这里，'｛' '｝'代表空table。

Lua程序员请注意：Mua不支持复杂的table常量，也不支持lambda表达式。

函数调用

刚才出现的functioncall定义如下。
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Lua程序员请注意：在Mua中，调用函数的唯一方法是直接指定保存该函数的变量。比如（print）（1）是不合法的，但是a＝（f）合法，因为（f）是一个合法的表达式（见下）。另外，在Lua中，如果参数是字符串常量或者table常量，括号可以省略；Mua不支持这种语法。

表达式

现在我们已经拥有了构造表达式的所有“零部件”了。表达式（expr）定义如下。
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注意，上述语法并没有涉及运算符的优先级。Mua中所有的运算符及按照优先级从低到高排列如下。
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这些运算符大都可以根据常识判断出含义，下面是一些需要说明的。

❑　不等号不是＜＞，也不是!＝，而是～＝。

❑　％（取余数）定义在整个实数范围内，它等价于a - math.floor（a/b）*b。

❑　^（取幂）是唯一的右结合运算符。

❑　not , and和or总是返回布尔值。只有and和or是短路运算符。在运算之前，需要把操作数转换成布尔型，规则是把nil转化为false，其他非布尔值转化为true

❑　字符串连接运算符是..，而不是＋。

❑　运算符#代表取table或string的长度。假定T的类型是table，则#T是满足T[1]，T[2]，…，T[n]全部存在（即不为nil）的最大非负整数n。这样，每个table都可以看成一个包含#T个元素的数组。后面有些库函数依赖于这一点。

Lua程序员请注意：在Lua中中，字符串连接也是右结合的，不过在本题中，它是否为右结合无关紧要。另外，Lua的and和or运算符不总是返回布尔值，但为了简化语言，Mua中的and和or总是返回布尔值。另一个重要变化是，Mua不支持string和number之间的自动类型转化。

库函数

为了让Mua有一定的使用价值，需要实现一些库函数，包括tonumber, tostring, print，string.rep，string.sub，table.concat，table.sort和一些数学函数，详见原题。

【输入格式】

若干个Mua程序。每个Mua程序中的每行要么为print（expr），要么为var＝expr（即赋值）。所有表达式均符合上述定义。空行标志着一个Mua程序的结束（所有变量都应重置为nil）。所有表达式均可计算出一个合理的值（你不需要考虑NaN、算术运算溢出或者操作数类型不正确等错误的情况）。保证不会修改库函数，但有可能把库函数赋值给其他的变量。程序中不含注释。

【输出格式】

对于每个形如print（expr）的行，输出结果（使用tonumber函数转化非字符串）。

【样例输入】
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【样例输出】
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Mua解释器（III）：完整解释器（（Last） Mua（III） - Full Interpreter, UVa 12423）

在本系列中，你的任务是实现Lua程序设计语言（5.1版）的一个子集，称为迷你Lua（Mini-Lua，简称Mua）。Mua是刘汝佳设计的一门实验性语言，主要用来实现算法，而不是编写实用程序。

这是本系列的第三题，也是最后一题，目的是实现一个完整的Mua解释器。在尝试本题之前，请确保你已经解决了本系列的前两题，否则的话，很可能会遇到困难。

代码块

一个完整的Mua程序在语法上等价为一个语句块（block）。
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注意：你只能在语句块中最后一条语句处进行return或者break（Lua和Mua都不支持continue）。

Lua程序员请注意：在Lua中，你可以在同一行中写两条语句，中间甚至不需要用分号分隔。但在Mua中，一行只能写一条语句，用分号分隔也不行。另外，return只能返回一个值，而不能像Lua那样返回多个值。

简单语句

Mua支持4种简单语句。

❑　空语句：stat -＞

❑　函数调用（但丢弃返回值）： stat -＞ functioncall

❑　赋值： stat -＞ var '=' expr

❑　块语句：do block end

Lua程序员请注意：Mua不支持多重赋值（即a，b＝b，a）。另外，本题不需要尾递归消除。

控制流

While, repeat和if都用到了条件。nil和false代表条件为假，其他值代表条件为真。这3种语句定义如下。

❑　While语句：stat -＞ while expr do block end

❑　Repeat语句：stat -＞ repeat block until expr

❑　If语句：stat -＞ if expr then block｛elseif expr then block｝[else block] end

另外还有两种形式的for循环。第一种形式如下。
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这3个expr分别为初值、上／下限（步长为正为上限，否则为下限）和步长（默认值为1）。这3个表达式都只在循环第一次进入之前计算一次，然后用tonumber函数转化为数字。这3个表达式必须都能转化为数字（即tonumber不能返回nil）。注意，NAME是一个局部变量（循环结束后无法再访问）。可以用break语句退出循环，但不能使用continue语句。输入保证在循环内部不会修改循环变量。

第二种形式的for循环更具一般性，它枚举了一个table的所有键值。
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这里的iterator，要么是ipairs（table），要么是pairs（table）（这里的table是指一个table类型的表达式，在循环开始前计算出）。二者的区别在于，ipairs从1循环到#table，而pairs枚举所有的键值（顺序任意）。输入保证在循环内部不会修改循环变量。

函数定义

有了上述“零部件”，函数定义是很简单的，定义方法如下。
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注意，所有参数都是局部变量。如前所述，你可以用return语句从函数返回（可以有最多一个返回值）。Return语句必须是语句块的最后一条语句，因此如果你想从函数中间返回，需要用前述的“块语句”语法把它包装起来。

作用域和可见性

变量有两种：全局变量和局部变量。可用如下语法定义一个局部变量。
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和Lua一样，Mua采用词法作用域（lexically scoped）。局部变量的作用域从声明它的后一条语句开始，到直接包含这个声明的语句块的末尾结束。如果外面的语句块有同名变量，那个变量将不可见（但是仍然存在，只是无法访问到而已）。词法作用域的一大特点是：当一段代码出现一个变量名时，它具体对应于哪个变量（全局变量还是局部变量？哪个作用域的变量）只取决于代码的书写方式，和程序执行方式无关。

因为局部变量只在声明之后才起作用，语句local x＝x是合法的，它的作用是声明一个局部变量x，初始化为在此之前可见的变量x。

repeat语句比较特殊，在内部语句块中声明的变量在until的条件中仍然可以访问。

根据词法作用域规则，局部变量可以被在它作用域内定义的函数访问，但为了简单起见，你可以假定函数都是全局定义的（不会嵌套在其他函数或者语句块中定义），而且整个程序的局部变量（不在任何函数之内，用local声明的变量）都在函数之后声明。

【输入格式】

若干个Mua程序。每个Mua程序的第一行以注释--PROGRAM开头。程序内部不得出现这样的注释。

【输出格式】

对于每个程序，输出程序编号和运行结果。

【样例输入】
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【样例输出】
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注释


[1]
 　为了方便和高效，实际上一般采用四进制，即用两个比特表示0、1、2这3种情况。


[2]
 　即通过上、下、左、右4个方向连通。


[3]
 　注意待涂色格子左上方的格子并没有标连通分量编号。事实上，我们没有记录它的连通分量编号，而只记了它的颜色。


[4]
 　当然，在代码上，只是保存着这棵Treap的根结点指针。


[5]
 　由于在第3章中我们用数组实现了线段树，这里很自然的采用了二维数组实现二维线段树。


[6]
 　这个先后顺序很重要，因为修改此结点的y树时需要用到“下一层”y树。


[7]
 　可以用分治法，也可以用Fenwick树。


[8]
 　如果觉得不够直观，可以令Xi
 ＝larger（i，v），则上式变为X1
 ＋X2
 ＋…＋Xk
 。


[9]
 　而后面即将介绍的对抗搜索就不属于单智能体搜索，因为有两个游戏者。


[10]
 　虽然听上去很高级，IDA*其实就是加了h函数的迭代加深搜索（IDDFS）。很多人用过IDA*却并不知道那就是IDA*。


[11]
 　改编自FC游戏《所罗门之匙II》。这是一个非常优秀的智力游戏，推荐给读者。


[12]
 　换句话说，h（s）是s到终态距离的乐观估计。这是A*算法和IDA*算法对h函数的要求，称为可接纳性。这里介绍的算法既不是A*，也不是IDA*，而是借用了IDA*的思想，把迭代加深换成了广度优先搜索。即使从来没有接触过IDA*，也不难理解。


[13]
 　这个顺序很重要。为了进一步加快alpha-beta剪枝的效率，我们还可以采用所谓的“结点排序”（node ordering）策略，优先考虑更利于剪枝的结点。


[14]
 　这只是为了文字叙述方便。整个舞蹈链的头结点在代码中并没有保存在特别的变量中，因为它总是结点0。


[15]
 　这只是为了文字叙述方便，在代码中并不需要体现。第i列的虚拟结点就是结点i。


[16]
 　所幸网上已有很多相关资料，有兴趣的读者可以自行查阅。


[17]
 　注意，P是列向量（即3×1矩阵），这样的矩阵乘法是合法的。


[18]
 　为什么相切也不行？因为如果相切的话，路径可以拆分成两段。


[19]
 　比如，下界为0，上界为走到最近顶点后再走半个周长所需的总时间。


[20]
 　这和例题16中“禁止切线和其他圆相切”的道理是一样的。


[21]
 　没有思路？仔细再看看这张图吧。如果还是无法参透其中的奥秘，把头稍稍转一下试试。


[22]
 　这里的箭头是指后一个数可以看成是前一个数生成的（它等于前一个数乘以3再模7）。


[23]
 　如果说得更学术一点，设ai
 为选取i个元素的方法数，则序列a0
 ，a1
 ，a2
 ，…的生成函数就是上述多项式的乘积。生成函数（generating function，也称母函数）这一重要数学工具极为重要，有兴趣的读者可以自行查找更多资料。


[24]
 　所谓线性约束，就是这些变量的线性组合大于等于、小于等于或者等于某个常数。注意约束左右两边总是可以取等号。


[25]
 　具体来说，算法竞赛中一般采用两阶段法的单纯形法。


[26]
 　即用肉眼观察代码，找到bug。


[27]
 　在投影仪中显示出带语法高亮的代码，只能在编辑器中修改代码和翻页，不能编译运行。


附录A　训练指南：使用UVa/LA题库

在书的正文部分，我们已经学到了很多经典算法和数据结构，也完成了相当数量的题目（包括例题和习题），但这样还不够，因为那些例题和习题大都针对某个经典的知识点
[1]

 ，但真实的比赛中有很多“杂题”和“综合题”，无法归到单一的知识点范围内，而且时不时还会出现一些“非典型”知识点。本附录旨在帮助读者更加全面的选择训练题目，加强正文部分没有涉及的方面。

读者应该已经注意到了，包括本附录在内，本书的所有题目均选自UVa
[2]

 和LA
[3]

 题库，例题／习题中的题号和统计数据均来自于这两个题库。两个题库加起来有7000多道题目（不过有些重复），完全没必要（也不大可能）全部都做，而是应当根据自己的情况选择最合适的题目进行练习。本附录中的题目都是笔者比较熟悉的，质量相对比较高，值得一做。

一般来说，初学者的主要任务是熟练掌握经典算法和加强编码能力，并不介意被“剧透”题目的解法，因此很多简单题目在表里直接给出了算法的类型；而那些偏难的题目由于会吸引水平较高的读者来做，多数时候都只给出了题目类型和大意，以免影响读者进行独立思考。

A.1　UVa在线比赛推荐

UVa上经常不定期的举办比赛，其中比较经典的有：

❑　ACM/ICPC区域赛／总决赛热身赛

❑　Waterloo校内比赛的同步赛

❑　各种系列比赛，比如NCPC、Huge Easy Contest、Next Generation Contest等。

下面是其中笔者较为推荐的比赛，如附表A-1所示，其中一些虽然较为早期，但综合性强，且能锻炼基础；另一些比赛属于专题比赛（如数学比赛、图论比赛、搜索比赛等），很适合专项训练。

附表　A-1
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续表
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A.2　LA套题（ACM/ICPC真题）推荐

LA上的题目全部选自历届ACM/ICPC真题，包括总决赛和分区赛，但不包括分区赛的网上预赛
[4]

 。

相比之下，最为推荐的是欧洲赛区的比赛题目，如附表A-2所示。

附表　A-2
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亚洲赛区的题目并不逊色于欧洲，但由于赛区太多，很难以表格方式整体呈现。总的来说，每年的中国大陆赛区、日本赛区和韩国赛区的风格偏向欧洲（对算法基础的要求较高），孟加拉（通常在达卡）、印度和马来西亚的算法性次之
[5]

 。中国台湾、越南和伊朗的题目比较中规中矩，但不时也会出现很不错的题目。

考虑到读者会比较关注中国大陆赛区，现在把2001-2007年中国大陆大多数赛区的题目情况进行总结，如附表A-3所示。

附表　A-3
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考虑到2008年及以后赛区的比赛会有不少队伍拿来当做实战练习，这里就不对它们进行描述了。

北美赛区很多，题目最出色的当属ECNA、Greater New York、Mid Atlantic、Mid Central和Rocky Montain。这些赛区的算法性并不如欧洲和亚洲赛区强，但几乎从不会有偏难怪的题目，适合练习基础。

A.3　UVa在线比赛单题推荐

下面按照题号顺序分卷给出笔者推荐的题目（见附表A-4～附表A-24）。这些题目难度不一，请读者参考统计数据，x/y％表示有x个用户提交过，其中y％的用户通过了此题。请注意，题目越大，说明加入题库的时间越晚。新加入题库的题目，其提交量通常不会很大，因此统计数据并不一定能客观反映其真实难度。

附表　A-4
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续表
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附表　A-5
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续表
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附表　A-6
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续表
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附表　A-7
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附表　A-8
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附表　A-9
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续表
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附表　A -10
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续表
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附表　A-11
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续表
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附表　A-12
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续表
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附表　A-13

[image: alt]


续表

[image: alt]


附表　A-14
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附表　A-15
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续表
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附表　A-16

[image: alt]


续表

[image: alt]


附表　A-17
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续表
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附表　A-18
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续表
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附表　A-19
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续表

[image: alt]


附表　A-20
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续表
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附表　A-21
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续表
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附表　A-22
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续表
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附表　A-23
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续表
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附表　A-24
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续表
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注：以前的regional比赛题中不乏好题（自第12050题开始），但并未收录于此表中。有兴趣的读者可自行查阅相关资料。

注释


[1]
 　即所谓的“专题练习”。


[2]
 　参考http://uva.onlinejudge.org。


[3]
 　参考http://livearchive.onlinejudge.org。


[4]
 　这些比赛的题目可以在国内的几大OJ，如POJ、ZOJ、HDU上提交。


[5]
 　也有例外。比如2008年的马来西亚赛区有几道算法性很强的题目。


附录B　Java、C#和Python语言简介

很多人思想中存在一个误区，认为编程语言之间大同小异，熟悉之后用哪个都一样。诚然，很多语言的代码确实“长得像”（比如C++和Java有很多相似语法），但它们之间也存在很多本质上的差异，直接影响到程序编写方式和调试、测试等流程，甚至还决定了项目和团队的管理方式。

本附录重点通过Python、Java和C#向读者展示C++中不存在或者不常用（往往是因为不好用）的元素。

B.1　Java

Java绝非一门语言那么简单——请把它理解成一个强大的平台
[1]

 。下面将要介绍的东西，有些是Java这门语言的特性，而有些是这个平台的特性。换句话说，如果你使用其他JVM语言
[2]

 ，同样可以享受到这些特性。

多数算法竞赛都支持Java语言。对于选手来说，在竞赛中使用Java而非C++语言的主要动力有以下几点。

出错时会抛出异常，对调试大有帮助。相比之下，调试C++程序要麻烦得多。如果写入了非法内存（比如数组下标越界、使用无效指针），很多时候程序并不会立即崩溃，而是覆盖了某些“无辜”的变量，从而造成各种莫名其妙的问题。

更加强大的库。在C++标准库中
[3]

 ，字符串处理函数相当有限，连最常见的split、trim等功能都没有，更谈不上正规表达式
[4]

 和大整数。事实上，很多平时采用C++参赛的选手学习Java的主要目的是使用大整数（BigInteger）。

面向对象编程（OOP）。如果你是通过算法竞赛接触的C++，很可能你并不熟悉OOP，因为C++程序可以是纯过程式的。Java强制使用OOP：即使只写一个主函数main，也必须写在一个公共类（public class）中。对OOP的深入讨论已经超出了本书范围，即使在这个附录中笔者也不打算讨论。但有一点希望读者注意：不要为了OOP而OOP，也不要为了用设计模式（design patterns）而用设计模式
[5]

 。

引用数据类型。对于熟悉C++的选手来说，学习Java最需要注意的也许是数据类型。Java的数据类型分两种：基本数据类型（primitive type）和引用数据类型（reference type），前者是指那些大小固定的类型，比如int, long, double, char, boolean等
[6]

 ，后者是指大小不定长的类型，具体来说就是类、接口和数组。如果变量a是一个对象或者数组，那么a里实际保存的只是一个引用
[7]

 。Java的这个特性可以减少栈溢出的可能。如果在C++中声明一个int a[1000000]的局部变量，需要1000000*sizeof（int）个字节的栈空间（很可能会引起栈溢出），但在Java中声明一个同样大小的int数组，只在栈中存放了一个引用，而数组中的那些元素占用的是堆内存。

为了加深理解，考虑下面的代码
[8]

 。

[image: alt]


由于cuss＝greet仅仅复制了数组的引用，当修改cuss[4]的时候，greet[4]也会改变，因为二者实际上引用了相同的字符。

另一个例子是函数调用。在C++中，函数的参数可以是值（默认情况），也可以是引用（用&符号修饰），但在Java里，参数只能是值。注意，引用类型的“值”并不是对象或者数组的内容，而是它们的“地址”。换句话说，如果参数是引用类型的，那么函数体可以拿到该变量的“地址”，从而修改这个变量的内容。

垃圾回收。手工创建一个对象需要使用new运算符，但和C++不一样的是，Java并没有delete运算符，你无法手工删除一个对象。这样一来不用的内存岂不是浪费了？并非如此。Java有一套垃圾回收（gabage collection ,gc）机制，自动判断哪些内存不再被使用，然后释放这些内存，以便今后使用。垃圾回收的原理已经超过了本附录的范围，有兴趣的读者可以自行阅读相关资料。

字符串。在字符串上栽跟头的新手并不在少数。在Java中，String只是一个普通的类，属于引用类型，因此判断两个字符串a和b是否相等不能用a=＝b，而应该是a.equals（b），因为a=＝b判断的是二者是否引用的同一个“地址”。类似地，a＝b只是把b这个字符串的引用赋值给了a。如果要做一份真正的新拷贝，应该用a＝b.clone（）。类似地，创建数组的全新拷贝也可以用clone（）函数
[9]

 。

Java的字符串是不可变（immutable）的，有时候会给字符串处理带来诸多不便。常用的处理方法是用toCharArray（）把它转化为字符数组后处理，最后转回字符串（String类有一个构造函数的参数就是字符数组）。如果是要不断地给一个字符串后面添加内容，则应该用StringBuffer类。

输入输出。最后需要注意的是输入输出效率问题。最常用的Scanner类通常比scanf系列慢5～10倍，应尽量避免；下面的代码
[10]

 包装了速度较快的BufferedReader和StringTokenizer（比split函数略快），推荐选手在比赛中使用。
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这样就可以用下面的代码读取数据了。

[image: alt]


数据结构。最后，请认真学习Java集合框架（Java Collection Framework，JCF）。这是一些类似于STL容器的东西，其中ArrayList相当于vector，TreeSet相当于set等。需要注意的是Java泛型和C++模板是两个完全不同的东西，建议读者弄清楚他们的区别，这里不再赘述。

B.2　C#

C#是微软.NET框架中的主力语言
[11]

 ，从3.0开始加入了很多有用的特性，在语言方面已经相当成熟；更棒的是，随着开源框架Mono的逐渐成熟和稳定，C#已经成为一门跨平台的语言，具备了的更大的灵活性。C#的程序看上去和Java有些相似，这里为什么还要单独讲述呢？除了方便那些对Windows程序开发有着浓厚兴趣的选手向工程师过度之外，最主要的原因是C#有着良好的FP（Functional Programming，函数式编程）支持。那到底什么是FP呢？为什么它这么重要呢？

什么是FP？冯·诺依曼机器的基本计算模型是通过一条条的机器指令逐步把输入数据加工成最终的计算结果，在计算过程中有大量内存单元被反复修改；而FP的基本思想是把所有的状态看成一个全集，程序的基本组成部分就是这些状态之间的映射，也就是函数，通过函数之间的复合运算把输入数据映射到最终的结果。顺便说一句，世界上最早的两种编程语言是Fortran和LISP，其中LISP就属于FP类型的语言。

为什么FP如此重要？在现实的工程中，数据的输入／输出需要从标准IO层次进行操作的情况比较少，大部分的算法是以类接口的形式对外提供。工程代码相对比赛代码对质量的要求更高。最重要的一点是，在一般比赛算法程序中大量使用的全局变量、全局数组等，在现实的工程中一般是不出现的，一方面是因为代码的可维护性的要求，另一方面则是现实中普遍存在的高并发环境。现在许多服务型程序的运行环境一般都有少则2路，多则24路的CPU，所以程序设计必须能够考虑到充分利用硬件的优势，在这种场合下，大量使用全局数据是非常不明智的选择。

使用FP的语言。Haskell等纯粹的FP语言因为对于大多数的程序员来说太过“惊世骇俗”而一直应用在比较小众的领域
[12]

 ，在主流静态语言中最早引入FP的良好支持并且得到广泛应用的当属C# 3.0，C#在2.0以及之前的版本中仍然是以传统的面向对象语言的面目出现，跟Java大同小异，在3.0版本中则加入了对FP的基本支持，主要是加入了对λ（lambda['læmdə]）表达式的支持，而λ表达式则是FP语言的基石。

举个例子，如果有两个长度为n的整型数组x和y，要计算二者的内积，不难写出下面的C++代码。
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我们来详细分析这段代码的特征。

❑　它的所有语句通过某种规则来操作一个不明显的变量c。

❑　这段代码基本上没有体现出一种从简单元素构造复杂元素的思想。

❑　这段代码的阅读者必须在脑中执行一遍才能充分理解。

❑　算法是通过重复每次一个字的赋值或者就地修改来实现。

❑　它通过a，b两个命名来指定参数，如果需要复用，需封装在一个更复杂的过程定义中。而这样做会带来更复杂的问题（比如函数参数按值传递还是按引用传递）。

下面我们给出一个使用FP的思维方式写出的版本
[13]

 。
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我们来详细解释一下这段代码。

❑　Zip是一个函数，输入参数是两个序列和一个函数（元素的合并规则），返回按照规则产生的新序列。Zip函数在FP中属于高阶函数，即把函数作为输入参数或者把函数作为结果返回的函数。

❑　（x，y）＝＞ x*y是一个匿名函数（也就是λ算子），返回两个输入参数的积。这个匿名函数传递给Zip，作为两个序列的合并规则。

❑　Sum把序列映射到该序列中所有元素之和。

这段代码有如下的特点。

❑　它仅仅需要输入参数作为变量，没有用到任何需要修改的状态作为中间变量。

❑　它是从更小的元素（基础类库提供的函数）复合组装起来的。

❑　它的含义更为清晰，在已经了解C#中的基础构建元素（基础类库提供的函数）的前提下，与前面的版本相比更加接近思维模式的直观表达。事实上，在其他更为纯粹的FP语言，上面的代码会更加简洁优美
[14]

 。

❑　它的基本概念是函数，以及函数的组合，而非变量、状态修改以及循环等更容易导致代码潜在问题的概念。

是不是迫不及待地想试试了？没问题，只要安装了.NET Framework 4.0（注意：不需要安装任何版本的Visual Studio，包括Express版），就已经拥有了C#编译器，位于％SystemRoot％\ Microsoft.NET\Framework\＜framework-version＞
[15]

 。如果你并没有安装它，或者你使用的是非Windows系统，请安装跨平台Mono
[16]

 。

除了FP之外，C#的不少特性和Java语言很类似，比如OOP、引用数据类型、异常处理、垃圾回收等，但也有一些显著差别（比如，int，double等Java中的基本数据类型在C#中也拥有“方法”——1.2.ToString（）＋3.ToString（）返回字符串“1.23”
[17]

 。另外，还可以用ref修饰符让函数采用引用传递而非值传递。C# 4.0甚至还支持命名参数）。

值得一提的是，从C#3.0开始，C#就支持类型推断了。比如，你可以写var s＝new System.Text.StringBuilder（），而不用明确的指明s的类型。编译器可以通过赋值语句的右边推断出s的类型。

注意，千万不要把类型推断和动态类型搞混了。在采用动态类型的语言（如B.3节中介绍的Python）时，变量没有类型，只有值才有类型。换句话说，同一个变量可以先保存int，再换成double，接下来保存一个对象等。但类型推断不同；虽然上面的s在声明时没有指定类型，但编译器已经为它推断出了类型，并且这个类型是不可以更改的（不信可以接下来写一个s＝1试试，肯定会报错）。

最后，建议大家熟悉集合框架（System.Collections），理由不用多说了吧。

B.3　Python

作为算法竞赛的选手来说，如果不会Python就太可惜了。即使不打算用它编写任何大规模的程序，快速开发实用小程序的能力往往也能让你做事效率大幅度提高。

多数算法竞赛和OJ（包括UVa和LA）都不支持Python，但主流的Linux操作系统都预装了Python。考虑到多数竞赛的比赛环境都是Linux，选手完全可以用Python编写各种小巧的实用工具来辅助自己。

如何学习Python？很简单，直接写程序。只要写出的程序符合自己的需要，就不用深究其中的道理——除非你很好奇。这是一门实践性很强的语言，很多时候都可以“望文生义”。更棒的是，有一个称为REPL（交互命令行）东西可以帮助你即学即用——每敲一行代码就能马上看到执行结果，无须编译
[18]

 。

在算法竞赛中，用Python编写数据生成器是再合适不过的了。下面的代码生成一个长度在5～10之间，恰好包含一个大写字母，其他字符为小写字母的串。
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原理是这样的：首先随机选择一个4～9之间（包括4和9）的整数L作为大写字母的个数，然后随机生成一个长度为L的大写字符串。这是如何做到的？首先，我们随机生成一个长度为L的列表
[19]

 （list），其中每个元素都是一个大写字母，如下所示。
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这个语法叫做列表解析（list comprehension），是一种构造列表的简单方法。range（5）生成列表[0，1，2，3，4]。这条语句用大白话说就是“对于列表[0，1，2，3，4]中的每个数i，调用一次choice（lowercase），把结果拼成一个列表”。接下来用join函数把列表里的字符串连接起来。S.join（L）的作用是把字符串列表L中的各个字符串拼接起来，用字符串S分隔。
[20]



最后随机出小写字符出现的位置p，然后插入到大写字母串中。s[a:b]代表列表或者字符串的第a个元素到第b－1个元素。a和b都可以省略，a默认为0，b默认为列表长度。换句话说，L2＝L[:]的作用是创建一个和L一样的数组。由于Python的所有值都是引用类型的，因此L2＝L只是把L中保存的引用拷贝到了L2。
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其中id（a）返回的是变量a保存的引用。建议读者不要在代码中使用这个函数，仅用它来更好的理解python。刚才的实验还证实了多重赋值的合法性，因此可以简单地用a，b＝b，a来交换两个变量a和b。

Python也支持FP（虽说和C#比较起来，Python的FP实在有点逊色）。比如，计算30!可以采用如下写法
[21]

 ：
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类似的东西还有很多。总之，当你熟练掌握Python之后，能大大缩短编写数据生成器、对拍器、“猜想验证器”等小程序的时间，平时还能用它编写各种实用程序呢。事实上，Python是笔者最常用的编程语言之一，在工作中曾用Python做过桌面GUI程序、网站、数据处理程序、分布式任务调度器以及各类程序的插件（如Blender）。

Python也有很多不足，但随着pyinstaller、SWIG、pypy和execnet等优秀项目的出现和发展，很多问题都得到了解决或者弱化。尽管还有一些不如人意的地方
[22]

 ，但它的简单实用是毋庸置疑的。

注释


[1]
 　事实上，作为一门语言，很多人已经认为Java有些跟不上时代了，但很少有人会否认Java这个平台的成功。


[2]
 　即可以运行在JVM（Java虚拟机）上的语言，比如clojure和Scala。


[3]
 　特指C标准库和STL，不包括boost等第三方库，即使它的应用已经相当广泛。


[4]
 　也译作“正则表达式”，英文是regular expression。


[5]
 　很多人认为学习OOP的必要环节之一是学习设计模式。


[6]
 　注意Java的long类型是64位整数。另外，Java没有C/C++中的无符号整数。


[7]
 　这是一个类似于“地址”的东西，但因为Java程序运行在虚拟机中，这个“地址”并不直接对应于机器的物理内存。


[8]
 　选自《Java in a Nutshell》第2.10小节：http://docstore.mik.ua/orelly/java-ent/jnut/ch02_10.htm。


[9]
 　注意clone（）是浅拷贝，因此对多维数组的拷贝也许会出乎你的意料。强烈建议读者学习浅拷贝的相关内容。


[10]
 　摘自http://www.cpe.ku.ac.th/～jim/java-io.html。


[11]
 　如果你的Windows安装了.NET框架，实际上你已经有了C#编译器，在Windows安装目录下的Microsoft.NET\Framework子目录，程序名叫csc.exe。


[12]
 　Haskell是学术界的产物，虽然有很多“大牛”活跃在Haskell社区，但对于普通程序员来说仍然有些晦涩难懂。尽管如此，很多“流行编程语言”都或多或少地借鉴了Haskell中的元素，如果读者想要入门的话，推荐《Real World Haskell》一书。


[13]
 　需用C# 4.0编译，因为Zip是C# 4.0的新特性。


[14]
 　比如Haskell可以写成sum （zipWith （*） a b）。


[15]
 　％SystemRoot％是指你的Windows安装目录。


[16]
 　如果还想要一个轻量级的IDE，MonoDevelop是个不错的选择。


[17]
 　但它们仍然是值类型，而不是引用类型。


[18]
 　专业人士一般用ipython代替这个自带的命令行，但初学阶段不必如此。


[19]
 　类似于C++的数组，但长度可变，而且每个元素的类型不必相同。


[20]
 　在上面的代码中，S是由两个单引号组成的空串，而不是单个双引号。


[21]
 　这是Python 2.x的写法。Python 3.x需要先from functools import *。


[22]
 　最突出的问题是Python 3.x和2.x并不兼容。
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算法艺术与信息学竞赛

《算法竞赛入门经典》

本书分为三部分：语言篇、算法篇和竞赛篇。首先以实践导向的方式讲解了C/C++的基本语法，然后介绍了算法和数据结构的基础知识，最后是动态规划、数学和图论三大专题。全书短小精悍，但内容全面，既可作为教材，又方便自学。

《算法竞赛入门经典——训练指南》

本书是《算法竞赛入门经典》的重要补充，旨在补充该书中没有涉及或者讲解不够详细的内容，以构建一个较完整的知识体系，同时通过大量有针对性的题目让抽象复杂的算法和数学具体化、实用化。全书分为算法设计基础、数学基础、实用数据结构、几何问题、图论算法与模型、更多算法专题等，通过150多道例题深入浅出地介绍了上述领域的各个知识点、经典思维方式以及程序实现的常见方法和技巧，并在每章末尾和附录中给出丰富的分类习题，供读者查漏补缺、强化学习效果。

《算法艺术与问题求解》

本书的最终目标是让读者感受到算法艺术之美，并灵活掌握更多问题求解的技巧。第一部分是算法竞赛中的高级话题，包括难题、巧题赏析、命题技巧、各种算法竞赛的纵览与分析等，而第二部分则是一些应用空间更加广阔的内容，包括多语言编程、数学软件和算法包，以及若干工程、研究领域的简单介绍，拉近了竞赛和业界的距离。


丛书介绍

算法在计算机科学乃至于整个科学界的作用日益明显。它们不仅具有重要的理论意义，而且解决了生产生活中的很多实际问题。程序设计竞赛就是这样一类以算法为核心但是偏重实用性的比赛。随着各类比赛规模的逐渐扩大，程序设计竞赛在各高校、IT公司和其他社会各界中越来越受到认可和重视。很多研究工作者和从事IT行业的人尽管不参加这类竞赛，但也希望具有这方面的能力，受到这方面的专业训练。

本丛书的前身是5年前的同名图书《算法艺术与信息学竞赛》。5年来，更多的人加入到参赛、命题和组织的队伍中来，各类竞赛的参赛和命题水平也有了长足的进步。作者深知当年的经典之作开始显得题目陈旧，知识的广度和深度也无法达到当今高水平比赛的要求了。因此，将原书的内容扩充、完善后分成三本，以丛书的形式依次展现给读者。这三本书循序渐进，从零语言基础开始讲起，直到超越竞赛本身，真正把算法当成“艺术”。






●《算法竞赛入门经典》



●《算法竞赛入门经典——训练指南》



●《算法艺术与问题求解》


OEBPS/Image00204.jpg
//\3 1/\4 1/2r\2 Z/\3 >5<





OEBPS/Image00447.jpg
Node *null = new Node():
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void maintain() {
s =1;
if (ch[0] != NULL) s += ch[0]->s;
if(ch[1l] != NULL) s += ch[l]->s;
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d(ijy=sum{C(iytp=1, p)xd(i-1, j-pxi) | p=0, pxi<j}
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void maintain() {
s = ch[0]->s + ch[l]->s + 1;
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const int maxn 10000000 + 10;

700000;

const int maxp

int vismaxnl; //vis[il=1, Wi R&H: vis(il=0, Wi /&1 s

int prime(maxp];

/1 TEER
void sieve(int n) {
int m = (int)sgrt (n+0.5); //MERITMIRE

memset (vis, 0, sizeof(vis));

for(int i = 2; i <= m; i++) if (lvis[i])
for(int 3 = i*i; j <= n; j+=i) vis[j] = 1;

}

//EIRFEREE, BAE prime BT, IR [IFAAE

int gen_primes(int n) {
sieve(n);
int ¢ = 0;
for(int i = 2; i <= n; i++) if(lvis[i])
prime[c++] = i;

return c;
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#include<cstdio>

#include<cstring>

long long C(long long n, long long m) {
double ans = 1;
for(int i = 0; i < m; i++)
ans *= n-i;
for(int i = 0; i < m; i++)
ans /= i+l;

return (long long) (ans + 0.5);

const int maxn = 30 + 5;
long long f[maxn];

long long d[maxn] [maxn];//d (i, j) RREMRREAE L DT, —IW § MHTRITTRE

int main() {
£[1] = 1;

memset (d, 0, sizeof(d));

int n = 30;

for(int i = 0; i <= n; i++) d[i][0] = 1;

for(int i = 1; i <= n; i++) { d[il[1] = 1; A[0I[i] = 0; }
for(int i = 1; i <= n; i++) {

for(int j = 2; j <= n; j++) {
dril (il = o;
for (int p

0; p*i <= j; p++)
d[i][]] += C(f[il+p-1, p) * d[i-1]1[j-p*il;

£[i+1] = d[i][i+1];

while(scanf ("%d", &n) == 1 && n)

printf("$1ld\n", n == 1 2 1 : 2*£[n]);

return 0;
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//a=0 {CRZEE, d=1 ARERATE
void rotate (Node* &o, int d) {
Node* k = o->ch[d"1]; o->ch[d*1] = k->ch[d]; k->ch[d]
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#include<cstdio>
#include<cstring>

const int maxn = 1000;

long long d[maxn+1][5][2], ans[maxn+l];

int main() {
memset (d, 0, sizeof(d));
for(int k = 0; k < 2; k++) {
d[1][0][k] = 1;
2
for(int j 08 3 = 55 J+) o
d[i] 31 (k] = d[i-1][3](k];
if(3 > 0) d[i]1[31([k] += d[i-1][]-1]

for(int i i <= maxn; i++)

memset (ans, 0, sizeof(ans));

for(int i = 1; i <= maxn; i++) {
if(i <4 || i%2=
int R = (i+4)/2;

1) continue;

ans[i] = d[R][3][0] + d[R][4][1] + d[R][4]

int n, kase = 1;

while(scanf ("%d", &n) == 1 && n)

printf ("Case %d: %11ld\n", kase++, ans[n

return 0;

[kl

[o1;

1)
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void remove (Node* &o, int x) {

int d = o->cmp(x);

if(d =1 4
if (o->ch[0] == NULL) o = o->ch[1];
else if(o->ch[l] == NULL) o = o->ch[0];
else {
int d2 = (o->ch[0] > o->ch[1l] 2 1 : 0);

rotate (o, d2); remove(o->ch[d2], x);
}
} else

remove (o->ch[d], x);
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int find(Node* o, int x) {
while(o != NULL) {
int d = o->cmp(x);
if(d -1) return 1; //FE
else o = o->chl[d];
}
return 0; ZS i
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//HEEL o MM TR AN x, B o
void insert (Node* &o, int x) {
if (o == NULL) { o = new Node(); o->ch[0] = o->ch[1] = NULL; 0->Vv = x; o->r
= rand(); }
else {
int d = o—>cmp(x);
insert (o->ch([d], x); if(o->ch[d] > o) rotate(o, d*1);
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int main() {

&weight [i]);

int kase =

while (scanf ("%d%d", &n, &m) 2 && n) {
for(int i = 1; i <= n; i++) scanf("%d",
for(int i = 1; i <= m; i++)

memset (removed, 0,

//EwY
int ¢ = 0;
for(;;) {
char type;
int x, p =0, v = 0;
scanf (" %c", stype);
if (type 'E') break;
scanf ("$d", &x);
if (type 'D') removed(x] = 1;
if (type '0') scanf("sd", &p);
if(type == 'C') {
scanf ("sd", &v);
p = weight [x];
weight [x] = v;

}

commands [c++] = (Command) { type,

scanf ("%d%d",

sfrom[i],

sizeof (removed)) ;

%, P )i

&tol[i]);
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//A SN T a . WERAFAER, JR[F-1
LL inv(LL a, LL n) {

LL d, %, ¥i

ged(a, n, d, %, ¥);

return d == 1 ? (x+n)%n : -1;
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#include<cstdio>
#include<cstring>
const int maxn = 4000000;

typedef long long LL;

/ /W2 phi BALM phi_table BRFHIE X

LL S[maxn+1l], f[maxn+l];

int main() {

phi_table (maxn) ;

/ /TR £
memset (£, 0, sizeof(f));

for(int i = 1; i <= maxn; i++)

for(int n = i*2; n <= maxn; n += i) £[n] += i * phi[n / i];
//PsEE s

s[2] = £[2];

for(int n = 3; n <= maxn; n++) S[n] = S[n-1] + £[nl;

int n;

while (scanf ("%d", &n) == 1 && n)

printf("$1ld\n", S[n]);

return 0;
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void mergeto (Node* &src, Node* &dest) {
if(src->ch[0] != NULL) mergeto(src->ch[0], dest);
if (src->ch[1] != NULL) mergeto(src->ch[1], dest);
insert (dest, src—>v);
delete src;
src = NULL;

void removetree (Node* &x) {

if (x->ch[0] != NULL) removetree(x->ch[0]);
if(x->ch[l] != NULL) removetree(x->ch[1]);
delete x;
x = NULL;
}
/1 ERFAR
void add_edge (int x) {
int u = findset (from[x]), v = findset(tolx]);
if(u t=v) {
if(root[u]->s < root[v]->s) { palu] = v; mergeto(root[u], root([v]); }

else { pa[v] = u; mergeto(root[v], root[u]); }
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int query_cnt;
long long query_tot;
void query(int x, int k) {

query_cnt++;

query_tot += kth(root [findset (x)], k);

void change_weight (int x, int v) {
int u = findset (x);
remove (root [u], weight[x]);
insert (root[u], v);

weight[x] = v;
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//n AR x=a[i] (mod m[i]) (0<=i<n)
LL china(int n, int* a, int *m) {
ILM=1,d, vy, x=0;
for(int i = 0; i < n; i++) M *= m[il;
for(int i = 0; i < nj i++) {
LLw=M/mlil;
ged(m(il, w, d, d, y);
x = (x + y*wral[il) & M;
}
return (x+M)%M;
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#include<cstdlib>

struct Node {

Node *ch[2]; //ZAiTH

int r; / /BN S

int v; /18

int s; /1% 54

Node (int v):v(v) { ch[0] = ch[l] = NULL; r = rand(); s = 1;

bool operator < (const Node& rhs) const {
return r < rhs.r;

}

int cmp(int x) const {
if (x == v) return -1;
return x < v 2 0 : 1;

}

void maintain() {
5 = 1
if(ch[0] != NULL) s += ch[0]->s;
if(ch[1] != NULL) s += ch[1]->s;

}i
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typedef long long LL;

//3&MH ged (a, b)
LL gcd(LL a, LL b) {
return b == 0 ? a : ged(b, a%h);

/IREEH x My, i3 ax+by=d, Hix|+|y e HH d=ged(a, b)
7/ a, bfEint N, x My HAREEH int W
void ged(LL a, LL b, LL& d, LL& x, LL& y) {
if(tb){d=a; x=1; y = 0; }
else{ gcd(b, a%b, d, y, x); y -= x*(a/b); }
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void rotate (Node* &o, int d) {
Node* k = o->ch[d*1]; o->ch[d*1] = k->ch[d]; k->ch[d] = o;
o—>maintain(); k->maintain(); o = k; //IEEUHELEY o, PP k
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#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<vector>

using namespace std;

const int maxc = 500000 + 10;
struct Command {

char type;

int x, p; //HfE type, pMRE K HH v

} commands [maxc];

const int maxn = 20000 + 10;
const int maxm = 60000 + 10;
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//3&MHl ab mod n. %K 0<=a,b<n
LL mul_mod(LL a, LL b, int n) {
return a * b % n;

//i2/ a*p mod n, TR 0<=a<n
LL pow_mod(LL a, LL p, LL n) {

if(p == 0) return 1;

LL ans = pow_mod(a, p/2, n);
ans = ans * ans % n;

if (pt2 1) ans = ans * a % n;

return ans;
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int n, m, weight[maxn],

e =2 PS
int pal[maxn];

int findset (int x)

REA/SEEES

Node* root [maxn];

int kth(Node* o, int k)

if (o == NULL ||
int s = (o->ch[1
if (k == s+1) ret
else if(k <= s)

else return kth(

{ return palx]

//Treap

from[maxm], to[maxm],

1= x ? palx

{773 x K

k <=0 |l k > o->s)

1

removed [maxm] ;

= findset (palx])

return 0;

] == NULL ? 0 : o->ch[1]->s);

urn o->v;

return kth(o->ch[1], k);

o->ch[0], k-s-1);
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/JHRTEER T i 5 phi (1), phi(2), ..., phi(n)
int phi[maxn];
void phi_table (int n) {
for(int i = 2; i <= n; i++) phi[i] = 0;
phil[l]

for(int i

2; i <= n; i++) if(!phi[il)
for(int j = i; j <=n; j += i) {

if (!phi[1]) philj] = i;

phil[j] = philj] / i * (i-1);
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void rotate(Node* &o, int d) {

Node* k = o->ch[d*1l]; o->ch[d"1] = k->ch[d]; k->ch[d] = o;

o->maintain(); k->maintain(); o = k;

void insert (Node* &o, int x) {
if (o == NULL) o = new Node (x);
else {
int d = (x < 0=>v 2 0 : 1); //AEM cmp B, FAFRELA ML
insert (o->chl[dl, x);
if(o->ch[d] > o) rotate(o, d*1);
}

o->maintain();
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//WHEL phi BEG phi (n) AR n B n HFEIESEA 1
int euler_phi(int n) {
int m = (int)sqrt(n+0.5);

int ans = n;

for(int i = 2; i <= m; i++) if(n % i == 0) (
ans = ans / i * (i-1);
while(n % i == 0) n /= i;

}
if(n > 1) ans = ans / n * (n-1);
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void remove (Node* &o, int x) {

int d = o->emp(x);

if(d == -1) {
Node* u = o;
if(o->ch[0] != NULL && o->ch[1] != NULL) {
int d2 = (o->ch[0] > o->ch[1] 2?2 1 : 0);
rotate(o, d2); remove(o->ch[d2], x)
) else {
if (0->ch[0] NULL) o = o->ch[1l]; else o = o->ch[0];
delete u;
}
) else

remove (o->ch([d], x);

if (o != NULL) o->maintain();
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#include<iostream> //M cin/cout. BAIXFFALNSGFEERMIES 64 (rBEs, LB E
#include<algorithm> //{#iff] swap

using namespace std;

int main() {
unsigned long long n, m; //BKATLAREAF 25°-1>1.8%10"°
while(cin >> n >> m) {
if(!n && !'m) break;
if(n > m) swap(n, m); //FERREESR T X n<=m A1 nom PR ELA 208
cout << n*m* (m+n-2)+2*n* (n-1) * (3*m-n-1) /3 << endl;
)

return 0;
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[H@=s[4]
H(3)=s[4]x +s[3]
JH(2) = s[4]x + s[3]x + 5[2]
H(1) = s[4]%° +s[3]x* +s[2]x +5[1]
| H(0) = s[4]x* + s[3]x° + s[2]x? + s[1]x + 5[0]
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#include<cstdio>
#include<cstring>

using namespace std;

const int MOD = 1000007;
const int MAXK = 500;
int C[MAXK+10] [MAXK+10];

int main() {

memset (C, 0, sizeof(C));

CI01[0] = 17
for(int i = 0; i <= MAXK; i++) {
C[i][0] = C[i]l[i] = 1; I T ARE G T AR
for(int j = 1; j < i; j++)
C[i1[3] = (C[i-1]1[3] + C[i-1]1[j-1]) % MOD;
}
int T;

scanf ("%d", &T);
for (int kase = 1; kase <= T; kase++) {
int n, m, k, sum = 0;
scanf ("%dzdsd", &n, &m, &k);
for(int § = 0; S < 16; S++) ( //BOSHH 16 Fh “4AITX”
int b =0, r=n, c =m //bJIRGIHEEMGDEL ¢ R c EATLULTR 47515
if(S&l) { r--; b++; /1 ATEA A S BB SR ATH - 1
(
(
(

}
i£(S82) { r-——; b++; }
i£(S&4) { c——; bt+; }
if (S&8) c==; bt+; }
if(b&l) sum = (sum + MOD - Clr*c](k]) % MOD; //#FEUMNEME, fukik
else sum = (sum + C[r*c][k]) % MOD; /BB, ik

}
printf("Case %d: %d\n", kase, sum);
}

return 0;
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n = 0;

memset (id, 0, sizeof(id));

/1B R A
for(int dir = 0; dir < 4; dir++) if(cango(rl, cl, dir)) {
solver.AddEdge (0, ID(rl+drldir], cl+dcldir], dir), grid[rl][cl]
[dir]*2); //¥UK3
solver.AddEdge (0, ID(rl+drldir], cl+dcldir], 4), gridirl]lcl][dir]*2);
s





OEBPS/Image00183.jpg
#include<iostream>

using namespace std;

long long £[1000010];
int main() {
£(3] = 0;
for (long long x = 4; x <= 1000000;
£lx] = £[x-1] + ((x-1)*(x-2)/2 -

int n;
while(cin >> n) {
if(n < 3) break;
cout << f[n] << endl;
}
return 0;

X++)
(x-1)/2)/2;

//int fEAF

/ /e
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W EARARE (x, ¢, dir) B/E4RIRAE

r(int r = 0; r < R; T++)

for(int ¢ = 0; c < C; c++) {
for(int dir = 0; dir < 4; dir++) if(cango(r, ¢, inv([dir])) {
/1 S
solver.AddEdge (ID(r,c,dir), ID(r, c, 4), grid[r]([c][inv([dir]l);
/7L
if (cango(r,c,dir))

solver.Addsdge (ID(r,c,dir), ID(r+drldir]l, c+deldir], dir),

gridir][c][dirl); //¥K2
}

for(int dir = 0; dir < 4; dir++) if(cango(r, ¢, dir)) { //FEHS

i
T

1lel

solver.AddEdge (ID (r,c,4), ID(r+drldir], c+deldir]l, dir), gridl
[dirl*2); //#%3

solver.AddEdge (ID(xr,c,4), ID(r+drldir]l, c+deldir], 4), grid(r]lc]
[dirl*2); //¥%4

}

solver.dijkstra(0);
int ans = solver.d[ID(r2, c2, 4)1;

printf("Case %d: ", ++kase);

if (ans == INF) printf("Impossible\n"); else printf("%d\n", ans);
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memset (d, 0, sizeof(d));
d[(0][0] = 1;
for(int i = 1; i <= MAXI; i++)
for(int § = 0; 3 <= MAXN; j++)
for(int a = 0; jra*i*i*i<=MAXN; at+) //HOBRRAEES,
dli) [j+a*i*i*i] += d(i-1](4);

(i, 3+ai3) . BRE FHARA
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Hash(i,L) = s[i + L =1]x"" + s[i + L= 2]x"7 + ...+ s[i + 1]x + s[i]
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memset (d, 0, sizeof(d)); //dl[i]ARUFH] i HRKSEAT AL IERERL (A 0)
d[o] = 1;
for(int i = 0; i <= MAXN; i++)
for(int j = 0; J < 10; 3++)
if( ¢ ) && i+c[d9] <= MAXN) dli+c[5]1] 4= d[il; //

=0 A RVFEERS
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#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 40000 + 10;
const int x = 123; //BfFE—4 x
int n, m, pos;

unsigned long long H[maxn], xpl[maxn];

unsigned long long hashlmaxn];

int rank[maxn];

int cmp(const int& a, const int& b) {
return hash[a] < hash[b] || (hash[a] == hash[b] && a < b);
/ /hash (A R G T
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const

const
const
const
const
const

int grid[maxr]

int n,

//%R% (r, ¢, dir, doubled) 45
int ID(int r, int ¢, int dir,
id(r][c] [dir] [doubled];

0) x = ++n;

ints x

if(x

int

int
int
int
int

int

id[maxr]

UP = 0, LEFT

inv[] = {2, 3,

drl] = (-1, 0,
del] = {0, -1,
maxr = 100;
maxc = 100;

return x;

[maxc] [4][2];

[maxc] [4];//grid[r]

2, RIGHT = 3; //&IiFM%AT

7 PREATT AR BT )
/RTINS AT R
/RTINS BT

[c] [dir fREMEER A (x, o) R, dir T IANLL

/18 n B HG W& (r, ¢, dir, doubled) 1% 5

int doubled) {

/11 TFS
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b
solver.AddEdge (ID(r, ¢, dir, doubled), ID(newr, newc, newdir,
newdoubled), v);

}

solver.dijkstra(0);

/73RS
int ans = INF;
for(int dir = 0; dir < 4; dir++) if(cango(r2, c2, inv[dir]))
for (int doubled = 0; doubled < 2; doubled++) {
int v = solver.d[ID(r2, c2, dir, doubled)];
if (ldoubled) v += grid[r2][c2][inv[dir]];

ans = min(ans, v);

printf("Case %d: ", ++kase);

if (ans == INF) printf("Impossible\n"); else printf("$d\n", ans);
}
return 0;
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int rank[MAXN], height [MAXN];
void getHeight () {
AL Ly T B S 05
for(i = 0; i < n; i++) rank[sa[il] = i;

for(i = 0; i < n; i++) {

if (k) k-
int j = salrank[i]-1];
while(s[i+tk] == s[j+k]) k++;

height [rank[i]] = k;
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int main() {
int rl, cl, r2, c2, kase = 0;
while (scanf ("$d%d%d%dsdsd", &R, &C, &rl, &cl, &r2, &c2) == 6 && R) {
rl--; cl--; r2--; c2--;
for(int r = 0; r < R; r++) {

for(int ¢ = 0; c < C-1; c++)
grid[r][c] [RIGHT] = grid[r] [c+1] [LEFT] = readint ();
if(r != R-1) for(int ¢ = 0; ¢ < C; ct+)
grid[r] [c] [DOWN] = grid[r+1][c] [UP] = readint();

)
solver.init (R*C*5+1);
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D(n,m)= 2[2”2‘:i(i—1)+(n1 —n+Dn(n —l)]
i1

rtrhft(i—lhiil—§i="("_1§2"_1)—"("2_1)="("_l);zn_4) L

n(n—1)(2n—4)
3

2n(n—1)(3m—n-1)

D(n,m):Z( =

+(m—n+l)n(n—l)):
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char s[MAXN];

int sa[MAXN], t[MAXN], t2[MAXN], c[MAXN], n;
//HIETRR s RS B TRHLHN 0~n-1
void build_sa(int m) {

int i, *x = t, *y = t2;

& %
for(i = 0; i < m; i+4) cl[i] = 0;
for(i = 0; i < n; i++) cl[x[i] = s[i]]++;

for(i = 1; i < m; i++) c[i] += c[i-1];

for (i

for(int k = 1; k <= n; k <<= 1) {

n-1; i >= 0; i--) sal--c[x[i]]] = i;

int p = 0;
/ /BRI sa BT =y

for(i = n-k; i < n; i++) ylp++] = i;

for(i = 0; i < n; i++) if(salil >= k) ylp++] = salil-k;
&= < as =d

for(i = 0; i < m; i++) cl[il] = 0;

for (i 0; 1 < n; i++) clxlyl[i]l]]l++;

for(i = 0; i <m; i++) cl[i] += c[i-1];
for(i = n-1; i >= 0; i--) sal--clx[y[i]]1]] = yl[il;
/R sa Ay B THSRTG < oA

swap (%, y);

p = 1; x[sa[0]] = 0;
for(i = 1; i < n; i++)

x[sali]] =ylsali-1]]==y[sal[i]] && y[sali-1]+k]==y[sa[il+k] ? p-1 : p++;
if(p >= n) break; 7/ UNE BMERREERY, sa WAL, IR

m = p; AR < 3¢ E N
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int R, C; /1 B ATHAN S
/1 RBE AN R (2, 0) WA dir

bool cango(int r, int ¢, int dir) (
if(r <0 || x> R || ¢ <0 || c> C) return false; //EHMN
return grid(r][c][dir] > 0; /10 AR ILERAE

Dijkstra solver;

int readint() { int x; scanf("%d", &x); return x; }  //J{EEASRESGT

int main() {
int rl, cl, r2, c2, kase = 0;
while (scanf ("$d%dsd%dsdsd", &R, &C, &rl, &cl, &r2, &c2)

6 && R) {
Themy oGlomgr By 1685
for(int r = 0; r < R; r++) {

for(int ¢ = 0; ¢ < C-1; c++)

grid[r] [c] [RIGHT] = grid[r] [c+1][LEFT] = readint();
if(r != R-1) for(int c = 0; c < C; c++)
grid[r][c] [DOWN] = grid[r+1][c] [UP] = readint();

}
solver.init (R*C*8+1);

n = 0;
memset (id, 0, sizeof(id));
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int m; /OB . TR, X BARAE A A
int cmp_suffix (char* pattern, int p) { //HIWiBilR s 2% 0G4 p ATE
return strncmp (pattern, s+salpl, m);

int find(char* P) {

m = strlen(P);

if (cmp_suffix(P, 0) < 0) return -1;

if (cmp_suffix (P, n-1) > 0) return -1;

int L =0, R = n-1;

while(R >= L) { 11 =R
int M = L + (R-L)/2;
int res = cmp_suffix(P, M);
if(lres) return M;
if(res < 0) R = M-1; else L = M+l;

)

return -1; /1 BAE
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7 PR R I
for(int dir = 0; dir < 4; dir++) if(cango(rl, cl, dir))
solver.AddEdge (0, ID(rl+dr[dir], cl+dc[dir], dir, 1), grid[rl]([cl]
[dir]*2);

/(SR

(r,c,dir, doubled) (ME4kRE
for(int r = 0; r < R; r++)
for(int ¢ = 0; c < C; c++)

for(int dir = 0; dir < 4; dir++) if(cango(r, ¢, inv[dir]))

for(int newdir = 0; newdir < 4; newdir++) if(cango(r, ¢, newdir))
for (int doubled = 0; doubled < 2; doubled++) (

int newr = r + dr[newdir];

int newc = c + dclnewdirl];

int v = grid[r][c] [newdir], newdoubled = 0;

if (dir != newdir) {
if(!doubled) v += grid[r][c] invldir]]; //ZiLmfF
newdoubled = 1; v += grid[r][c] [newdir]; //Famfs
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struct Node {

Node *ch([2];

int r;

int v;

bool operator < (const Node& rhs)
return r < rhs.r;

}

int cmp(int x) const {
if (x == v) return -1;

return x < v ? 0 : 1;

/AT
7RSS BHEK, Mg
/1

const { //HRANIILE LA AT





OEBPS/Image00195.jpg
#include<cstdio>
#include<cstring>

using namespace std;

const int maxn = 300 + 10;
const int MOD = 1000000000;
typedef long long LL;

char S[maxn];
int d[maxn] [maxn];

int dp(int i, int 3) {
if(i == j) return 1;
if(s[i] != S[3j]) return 0;
int& ans = d[i] []];
if (ans >= 0) return ans;

ans = 0;
for{int k = i+2; k <= jj; k++) if (8[1] == 8[k])
ans = (ans + (LL)dp(i+1,k-1) * (LL)dp(k,3)) % MOD;

return ans;

int main() {
while (scanf ("%s", S)

1) {

memset (d, -1, sizeof(d));

printf ("%d\n", dp(0, strlen(S)-1));
}

return 0;
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#include<cstdio>
#include<set>

using namespace std;

struct Point {
int a, bj

bool operator < (const Point& rhs) const {

return a < rhs.a || (a

}

rhs.a && b < rhs.b);

b
multiset<Point> S;

multiset<Point

iterator it;
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void update () {
int a = 1<<30;

for(int i = 1; i <= n; i++) if(S[i])
for(int j = 1; j <= n; j++) if(!T[3])

a = min(a, Lx[i]+Ly[j] - W[i]1[31);
for(int i = 1; i
if(s[i]) Lx[i]
i£(T[1i]) Lyli]

i++) |
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int main() {
int T;
scanf ("sd", &T);

for (int kase = 1; kase <= kaset++) {

if (kase > 1) printf("\n");
printf ("Case #%d:\n", kase);

int n, a, b;
scanf ("%d", &n);
S.clear();
while (n-=) (
scanf ("%d%d", &a, &b);
Point P = (Point){a, b};
it = S.lower_bound(P);
if(it == S.begin() || (-=it)->b > b) {

S.insert (P);

it = S.upper_bound(P);

while(it != S.end() && it->b >= b) S.erase(it++);
}
printf("$d\n", S.size());

}
return 0;
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void KM() {
for(int i = 1; i

left[i] = Lx[i]

for(int j = 1;

Lx[i] = max(Lx[i],

}
for (int i = 1;
for(;;) {
for(int j
if (match (1))

<= n; i++) {

= Ly[i]

j <=n;
W

i <= n;

= Lge J; <

break;

= 0;
J4+)
410305

i++) |

n; j++) s3]
else update();
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S,y my) = sum{fid-1, (my—x) mod k, (my~10") mod k | x=0, 1,2, ..., 9}
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void preprocess() {

for(int i = 0; i < nj i++) {
anc[i][0] = fa[i]; maxcost[i] (0]
for(int j = 1; (1 << J) < n; j++)
}
for(int j = 1; (1 << j) < n; j++)
for(int i = 0; i < n; i++)
if(ancli] [3-1] != -1) {
int a = ancli] [§-1];
anc[i] [j] = anclal [j-1];

maxcost [1] [J] =

max (maxcost [1]

= cost[i];

anc[i][j] = -1;

[j-1]1, maxcost[a]

3-1;
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//PIWTRBAFERERA L I FF
int possible(int L) {

int ¢

pos = -1;
for(int i = 0; i < n-L+l; i++) (
rank[i] = i;

hash(i] = H[i] - H[i+Ll*xp(L]; //WSEIGMER 1, KER L MFHK hash
}

sort (rank, rank+n-L+1, cmp); /1K LT H I hash fHE
for(int i = 0; i < n-L+1; i++) ( //HHHFFF
if(i == 0 || hash[rank[i]] != hash[rank[i-1]]) c = 0;

if (++c >= m) pos = max(pos, rank[i]);

)
return pos >= 0;
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int query(int p, int q) {
int tmp, log, i;
if(Llp] < Llgl) swap(p, q);
for(log = 1; (1 << log) <= L[pl; log++); log——;

int ans = -INF;
for(int i = log; i >= 0; i--)
if (L[p] - (1 <<1i) >=LI[qg]) { ans =max (ans, maxcost [p] [i]); p=anc[p] [i];}

if (p == q) return ans; //LCAAp

for(int i = log; i >= 0; i--)

if(anclp] [i] != -1 && anclpl[i] != anclql[i])
ans = max(ans, maxcost(p][il); p = anclp][i];
ans = max(ans, maxcost[ql[il); q = anclq][il;

ans = max(ans, cost[pl);

ans = max(ans, cost[ql);
return ans; //LCA N falp] CEWMT falql)
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slack(y)=min {1(x)+1(y)-w(x,y)}
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int W[maxn] [maxn], n;

int Lx[maxn], Ly[maxn];
int left[maxn];

bool S[maxn], T[maxn];

bool match(int i){

S[i] = true;
for(int j = 1; j <= n; Jj++) if (Lx[i]+Ly[3j]
T[j] = true;
if (!left[j] || match(left[3])){
left[3] = i;

return true;

}
return false;

7/ TikR

//1eft (11 0AAS 1 ARG
//S LV T (11028 / A5 1 A RURE iR

== Wi] (3]

&&

ITIIN A
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int main() {

char s[maxn];

while(scanf ("8d", &m) == 1 && m) {
scanf ("%s", s);
n = strlen(s);
H[n] = 0;
for(int i = n-1; i >= ) HIi] = H[i+1)*x + (s[i] - ‘a');//3%HEH (n)
xp[0] = 1;
for(int i = 1; i <= n; i++) xp[i] = xp[i-1]*x; /384 <t

if (!possible (1)) printf ("none\n");
else { JIZHER
int L = 1, R = n+l;
while(R - L > 1) {
int M = L + (R-L)/2;
if (possible (M)) L =
i
possible (L) ; 7/, ISR pos
printf("%d %d\n", L, pos);

return 0;
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struct Edge {
int from, to, dist;
1
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struct HeapNode { //Di dkstra SEMBIHMIEASIHILE T
int d, u;
bool operator < (const HeapNodes rhs) const (

return d > rhs.d;
}
Vi

struct Dijkstra {

int n, m; VRE:S Gut o
vector<Edge> edges;  //iFI%
vector<int> Glmaxnl; //8AZisitiRINILMS (0 FMh%T)

bool done [maxn]; 1/ RB TR
int dmaxn]; / /s BIBA LR
int plmaxn]; YO 3k LRl Sul

void init(int n) {
this->n = n;
for(int i = 0; i < n; i++) G[il.clear(); //WiFEABi#
edges.clear(); VR4 sk S
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#include<cstdio>
const int maxn = 1000000 + 10;
char P[maxn];

int f[maxn];

int main() {
int n, kase = 0;
while(scanf ("%d", &n) == 1 && n) {
scanf ("%$s", P);
£10] = 0; £[1] = 0; //#HEARYIE
for(int i = 1; i < n; i++) {
int j = £[il;
while(j && P[i]1!=P[j]) j = £[31;
£[i+1] = (P[i] P[3] 2 41 : 0);

printf("Test case #%d\n", ++kase);
for(int i = 2; i <= n; i++)
if(£[i) >0 &8 i % (i - £[i]) == 0) printf("%d %d\n", i, i / (i - £[i]));
printf ("\n");
1
return 0;
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int getFail() {
queue<int> q;
f£10] = 0;
/ 1 HIRALBAT
for(int ¢ = 0; c < SIGMA_SIZE; c++) {
int u = ch[0][c];
if(u) { £[u]l = 0; qg.push(u); last[u] = 0; }
}
/ /4% BFS WU 5 R IC bR 30
while(!qg.empty ()) {
int r = g.front(); q.pop();
for(int ¢ = 0; c < SIGMA_SIZE; c++) {
int u = chlr]lc];
if(lu) continue;
g.push (u) ;
int v = f[r];
while(v && !ch[v][c]) v = £[v];
flu] = chv][cl;
last[u] = vall[f[u]] ? f[u] : last[f[u]];
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if('u) { chlr]lc] = ch[f[r]][c]; continue; }
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/IAESCAH T AR
int find(char* T) {
int n = strlen(T);
int j = 0;
for(int i = 0; i < n; i++)
int ¢ = idx(T[i]);
while(j && !ch[j]llc]) J = £031;
j = chljllcl;
if(valljl) print(i, 3);
else if(last[jl) print(i, last[3]);

}
o print BRECh :

//BBVTENLAGS 3 3 SR 7
void print (int j) {
if(3) |
printf("$d: %d\n", j, valljl);
print (last[31);

/7T RS ARG
/1 3R 2R

/ /WA R, ELEI T PALAS

//FT
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void AddEdge (int from, int to, int dist)
/IMRSEL P, AL RIAT WA PIK AddEdge
edges.push_back ( (Edge) {from, to, dist});
m = edges.size();
G[from] .push_back (m-1) ;

void dijkstra(int s) { //3K s BIFiH AMER

priority_queue<HeapNode> Q;
for(int i = 0; i < n; i++) d[i] = INF;
dls] = 0;
memset (done, 0, sizeof(done));
Q.push ( (HeapNode) {0, s});
while (1Q.empty ()) {

HeapNode x = Q.top(); Q.pop();

int u = x.u;

if (done[u]) continue;
done[u] = true;

for(int i = 0; i < Glul.size(); i++)
Edge& e = edges[G[u] [1]];
if(d[e.to] > d[u] + e.dist) {
dle.to] = d[u] + e.dist;
ple.to] = G[ul[il;
Q.push ((HeapNode) {d[e.to], e.to});
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void getFail(char* P, int* f) {
int m = strlen(P);
£[0] = £[1] = 0; 1/ EHEL T

for(int i = 1; i < m; i++) {

int j = £[il;
while(j && P[i]
£[i+1] = P[i] == P[j] 2 §+1 : 0;
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#include<algorithm>
TwoSAT solver;

int n, Tmaxn][2];

bool test (int diff) {

solver.init (n);
for(int i = 0; i < n; i++) for(int a = 0; a < 2; a++)
b < 2; bt+)

for(int j = i+1; j < n; j++) for(int b =
if (abs(T[i] [a] - T[3][b]) < diff) solver.add_clause(i, a*l, j, b*1);

return solver.solve();

int main() {

while(scanf ("%d", 1 && n) {

int L =0, R

for(int i = i < n; i++) for(int a = 0; a < 2; a++) {
scanf ("%d", &T[i][a]);
R = max(R, T[i][a]);
}
while(L < R) {
int M = L + (R-L+1)/2;
if(test(M)) L = M; else R = M-1;
}
printf("$d\n", L);

}
return 0;
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struct TwoSAT {
int n;
vector<int> G[maxn*2];
bool mark[maxn*2];

int S[maxn*2], c;

bool dfs(int x) {
if (mark[x"1]) return false;
if (mark[x]) return true;
mark[x] = true;
Slet+] = x;

for (int i

=0; 1 < G[x].size(); i++)
if (!dfs(G[x][i])) return false;

return true;

void init(int n) {
this->n = n;

for (int i = 0; i < n*2; i++) G[i].clear();
0,

memset (mark, sizeof (mark));
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//x = xval or y = yval
void add_clause(int x, int xval, int y, int yval) |
X = x * 2 + xval;
y =y * 2+ yval;
GIx"1].push_back (y) ;
GIy*1].push_back (x) ;

bool solve() {
for(int i = 0; i < n*2; i += 2)

if (!mark[i] && !mark([i+l]) {

c = 0;
if (1dfs (1)) {
while(c > 0) mark[S[--c]] = false;

if(!dfs(i+l)) return false;

}

return true;
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double getProb(int u, int L) {
if(!L) return 1.0;
if(vis[u] [L]) return d(u][L];
vis[u] [L] = 1;
double &ans = d[u][L];
ans = 0.0;
for(lint £ = 0 'L < B Lad)

if(!match[ch[u][i]]) ans += prob[i] * getProb(ch[u][i], L-1);

return ans;
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int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
for (int kase = 1; kase <= T; kase++) {
int n, m;
scanf ("%dsd", &n, &m);
solver.init (n);
int ub = 0; //BKHUH
while (m--) {
int u, v, w;
scanf ("$d¥d%d", &u, &v, &w); u--; v--; ub = max(ub, w);
solver.AddEdge (u, v, w);
}
printf("Case #3d: ", kase);
if (ltest (ub+1)) printf("No cycle found.\n");
/TR, PR8N T ubL
else {
double L = 0, R = ub;
while(R - L > le-3) {
double M = L + (R-L)/2;
if (test(M)) R = M; else L = M;
}
printf("%.21£\n", L);

return 0;
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void init () {
sz = 1;
memset (ch[0], 0, sizeof(ch[0]));
memset (cnt, 0, sizeof(cnt));

ms.clear ();





OEBPS/Image00652.jpg
(wy—mid)+(wyr-mid)+(ws—mid)+. .. +(we—mid)<0





OEBPS/Image00411.jpg
AhoCorasickAutomata ac;
char text[1000001], P[151][80];

int n, T;

int main() {

while(scanf ("$d", &n) == 1 && n) {
ac.init (); //RERE
for(int i = 1; 1 <= n; i++) {

scanf ("$s", P[il);

ac.insert (P[i], i); / FE RSB ms Wt
}

ac.getFail();

scanf ("%s", text);

ac.find (text); /1 SHFA BRI cne i
int best = -1;
for(int i = 1; i <= n; i++)

if(ac.cnt[i] > best) best = ac.cnt[il; /1RO
printf("sd\n", best);
for(int i = 1; i <= n; i++)
if (ac.cnt [ms[string(P[1]1)]1] == best) printf("$s\n", P[il);
J/RET ms B
}

return 0;
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BellmanFord solver;

bool test (double x) {
for(int i = 0; i < solver.m; i++)
solver.edges(i].dist -= x; //fE8UUE
bool ret = solver.negativeCycle();
for(int i = 0; i < solver.m; i++)
solver.edges(i].dist += x; //WREMfY

return ret;
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struct BellmanFord {
int n, m;
vector<Edge> edges;

vector<int> G[maxn];

bool ing[maxn]; /I RELERSIH
int d[maxn]; //s BIBA R
int plmaxn]; / /SRR I b4

int cnt[maxn]; 7 /AL

void init(int n) {
this->n = n;
for(int i = 0; i < n; i++) G[i].clear();

edges.clear();

void AddEdge (int from, int to, int dist) {
edges.push_back ( (Edge) {from, to, dist});
m = edges.size();
Glfrom] .push_back (m-1) ;
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void print (int j) {
if(9)
ent [vall[3]]++; //FAFHit 4 1
print (last[j]);
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bool negativeCycle() {
queue<int> Q;
memset (ing, 0, sizeof(inq));

memset (cnt, 0, sizeof(cnt));

for(int i = 0; i < n; i++) { d[i] = 0; ing[0] = true; Q.push(i); }
while (1Q.empty () {
int u = Q.front(); Q.pop();

ing[u] = false;
for(int i = 0; i < Glul.size(); i++) {
Edge&t e = edges[G[u] [1]];
if(d[e.to] > d[u] + e.dist) {
dle.to] = d[u] + e.dist;
ple.to] = G[ul[i];

if(!ing[e.to]l) { Q.push(e.to); ing[e.to] = true; if(++cnt[e.to] >
n) return true; }

b

}
return false;
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void query(int o, int L, int R) {
if (setv[o] >= 0) { /BEBR 1 A set bRid
_sum += setv[o] * (min(R,y2)-max(L,yl)+1);
_min = min(_min, setv[ol);
_max = max(_max, setv[o]);

} else if(yl <= L && y2 >= R) ( //#BJ4% 2. 5KH

_sum += sumv[o]; / /AT EATHAERT sec Pfl
_min = min(_min, minv[o]);
_max = max(_max, maxv[o]);

} else { / /&G

int M = L + (R-L)/2;
if(yl <= M) query(o*2, L, M);
if(y2 > M) query(o*2+1, M+l, R);
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void PREVISIT(int u) { prel[u] = ++dfs _clock; }
void POSTVISIT (int u) { post[u] = ++dfs clock; }





OEBPS/Image00865.jpg
One pocket on left. three
on top, three on right





OEBPS/Image00382.jpg
8 9 10 11 12 13 14 15





OEBPS/Image00624.jpg





OEBPS/Image00866.jpg
Figure 2: The sequence 2U. 1L

(c)

(b)

)

(a





OEBPS/Image00379.jpg
void update(int o, int L, int R) {
int lc = o*2, rc = 0*2+1;
if(yl <= L && y2 >= R) { //#HAR
addv[o] += v; 7/ BIMAFH add 1
} else {
int M = L + (R-L)/2;
if(yl <= M) update(lc, L, M);
if(y2 > M) update(rc, M+l, R);
}
maintain(o, L, R); / /BB VAG R TR ST A

I &
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void find_cc() {
current_cc = 0;
memset (vis, 0, sizeof(vis));
for(int u = 0; u < n; i+) if(lvisful) { //KKEEETRHENGE
current_cc++; //WIREEA u BRI, R B T A HT G 5 R
dfs (u) ; // W& i3 u IF SR DF S W] LS ) ) BTEE 4 4 B
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int _min, _max, _sum; /AR, AT E N M B OER S
void query(int o, int L, int R, int add) (
if(yl <= L &8 y2 >= R) ( //3A5 LGN RERER
_sum += sumvlo] + add * (R-L+1);
min

min(_min, minv[o] + add);

_max = max(_max, maxv[o] + add);

} else { //A%, BMZH add
int M = L + (R-L)/2;
if(yl <= M) query(o*2, L, M, add + addv[o]);
if (y2 > M) query(o*2+1, M+1, R, add + addvlol);
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int color([maxn];
/ /IS AL w AL A RO 5 B
bool bipartite(int u) {

for(int i = 0;

i < Glul.size(); i++) {

int v = G[u] [i];
if (color[v] == color[u]) return false;
if (fcolor[v]) {

color(v] = 3 - colorlul;

if (!bipartite(v)) return false;

}

return true;

/I REEEIA (u, v)
/78 v OA, BRIZ S o I h

/1R v A R MRS
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/ /bRt

void pushdown (int o) {
int lc = 0*2, rc = o0*2+l;
if (setvlo]l >= 0) { //A&AIREA LS. ERAGES set kR, HTLA-1 REBA IR
setv([lc] = setv[rc] = setv[o];
setvio] = -1;  //ifBRAL kR
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//EITRE) beeno FR X
int pre[maxn], iscut[maxn], bccno[maxn], dfs_clock, bcc_cnt;
vector<int> G[maxn], bcc[maxn];

stack<Edge> S;

int dfs(int u, int fa) {

int lowu = pre[u] = ++dfs_clock;
int child = 0;
for(int i = 0; i < G[ul.size(); i++) {

int v = Glul [i];
Edge e = (Edge){u, v};
if(tprelv]) ( //BAViiLy
S.push(e);
child++;
int lowv = dfs(v, u);
lowu = min(lowu, lowv); // BRI Low BRECER A T
if (lowv >= pref[ul) {

iscut[u] = true;
bec_cnt++; beebee_cnt].clear(); /IR bee M1 IFHRGR S
for(;i) {

Edge x = S.top(); S.pop();
if (bceno[x.u] !=bec_cnt) { bec[beec_cnt].push_back (x.u); beeno[x.u]

bcc_cnt; }
if (bccno[x.v] !=bcc_cnt) { beelbec_cnt].push_back (x.v); beeno[x.v]
bec. ent; }
if(x.u == u && x.v == v) break;
}
b
}
else if (pre[v] < pref[u] && v != fa) {
S.push(e);

lowu = min(lowu, prel(vl); //MRMAEFHAC

}
if(fa < 0 && child == 1) iscut[u] = 0;
return lowu;

}

void find_bce(int n) (
//VMERIT s RIEDZE, BT AR
memset (pre, 0, sizeof (pre));
memset (iscut, 0, sizeof (iscut));
memset (bceno, 0, sizeof (beeno));
dfs_clock = bce_ent = 0;
for(int i = 0; i < n; i++)

if (lprelil) dfs(i, -1);
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Account LastName FirstName Balance
1 Ivanov Petr 2500
2 Petrov. Ivan 2000
Ivanov Ivan 3000
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void update(int o, int L, int R) {
int lc = o*2, rc = o*2+l;
if(yl <= L && y2 >= R) { //bRidfEiK
setv[o] = v;
} else {
pushdown (o) ;
int M = L + (R-L)/2;
if(yl <= M) update(lc, L, M);

if(y2 > M) update(rc, M+l, R);
}

maintain(o, L, R);

else maintain(lc, L, M);

else maintain(rc, M+l, R);
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int dfs(int u, int fa) { //ufE DFS WPINRLETRUE fa

int lowu = pre[u] = ++dfs_clock;
int child = 0; e b=t G
for(int i = 0; i < Glul.size(); i++) {

int v = G[u] [i];

if(Iprelv]) { /PEA VIR v

child++;
int lowv = dfs(v, u);
//HJERIE) Low BECEHT u f) Low B4

lowu = min(lowu, lowv);

if (lowv >= prefu]) {

iscut[u] = true;
b
}
else if(pre(v] < pre[u] && v != fa) {
lowu = min(lowu, pre(v]); 7 /R ISR u ) 1ow BEL
}
}
if(fa < 0 && child == 1) iscut[u] = 0;
low([u] = lowu;

return lowu;
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query 'SELECT' select 'FROM' from possible-where possible-order;
select '+ | column-list;

column-list name | name ',' column-list;

from name | inner-from 'INNER' 'JOIN' inner-from 'ON' name '=' name;
inner-from name | ' (' inner-from 'INNER' 'JOIN' inner-from 'ON' name

name ')
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vector<int> G[maxn];

int vis[maxn];

void dfs(int w) {
visfu] =1
PREVISIT (u) ;
int d = G[u].size();
for(int i = 0; i < d;
Glul [i1;
if(lvis[v]) dfs(v)
}
POSTVISIT (u);

intw =

it4)

{

/1
/15 RETR bR

/ /T AL u Z BT RAE

/1RG5 (u, v)

VI R u 25 AR
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int find(char* T, char* P, int* f) {
int n = strlen(T), m = strlen(P);

getFail (P, f);

int j = 0; /TGS, WA 0 B
for(int i = 0; i < n; i++) { 713K TR
while(j && P[31!=T[i]) J = £[]]; /A RICE, EEI T LA

1£(P[]] == TIi]) J++;
if(j == m) printf("sd\n", i-m+1); //HRET
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/1 FRER NG TR Trie
struct Trie {
int ch[maxnode] [sigma_size];

int val [maxnode];

int sz; /1R
Trie() { sz = 1; memset (ch[0], 0, sizeof(ch[0])); } //HIEHHAH—MRESH
int idx(char c) { return c - 'a'; } //FffclHS

JIENFRR s, WINGE R v R v AUE 0, B 0 RE ARG
void insert (char *s, int v) {
int u = 0, n = strlen(s);
for(int i = 0; i < n; i++) {
int ¢ = idx(s[i]);
if (Ich[ullc]) { /1%
memset (ch(sz], 0, sizeof(ch[sz]));
vallsz] = 0; REHLES
chlul [e] = sz++; W2 it

I8 o

}
u = chlu][c]; JIETRE

}
vallul = v; JIFR R RS A TR I 8 v
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Showing the ranklist hurts students' self-esteem. Don't do that.
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int stremp(char *s,
{

int i;

for (i=0; s[i]

char

=t [1]7

if (s[i]=='\0")

return 0;

return s[i] - t[i];

*t)

i++)
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vector<int> G[maxn], G2[maxn];
vector<int> §;

int vis[maxn], sccno[maxn], scc_cnt;

void dfsl(int w { //H—Kdfs
if(vis[u]) return;

1;

vis[u]

for(int i = 0; i < G[ul.size(); i++) dfsl(G[u]

S.push_back (u) ;

void dfs2(int u) { //#=RKdfs

if(sccno[u]) return;
scecno[u] = scc_ent;
for(int i = 0; i < G2[u].size(); i++) dfs2(G2[

void find_sce(int n) {
scc_cnt = 0;
S.clear();
memset (sccno, 0, sizeof(sccno));
memset (vis, 0, sizeof(vis));
for(int i = 0; i < n; i++) dfsl(i);

for(int i

n-1; i »>= 0; i--)

if(!sccno[S[i]]) { scc_cnt++; dfs2(S[i]); }

[i1);

10i1);
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Please enter class ID, 0 for the whole statistics.
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/ /bRt
void pushdown(int o) {
int lc = o*2, rc = o*2+1;

if(setv[o] >= 0) {

setv[lc] = setv[rc] = setv([o];
addv([le] = addv(rec] = 0;
setv([o] = -1; / /BRAGS bR

}
if(addvio] > 0) {
addv(lc] += addv(ol; J/HERE 1e Ml re LA set bRid
addv([rc] += addv[o];
addv[o] =

/ FBRAGS bR
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memset (odd, 0,
for(int i = 1;

memset (color,

for(int j = 0;

sizeof (odd));
i <= beec_ent; it+4) |

0, sizeof(color));

RER o2 st

int u = bee[i][0];

color[u] = 1;

if (Ibipartite(u, 1))

for (int j =
}
int ans = n;
for(int i = 0;
printf("sd\n",
}

return 0;

0; 3 <

i< n;

ans) ;

j < beclil.size();

beeli].size();

it++) if(odd[i])

3++) beenolbeelil [31]

j++) odd[bcc[i][]]]

ans--;

1;
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long long ansl = 0, ans2 = 1;
for(int 1 = 1; i <= becc_ent; i++) { / /K BB BCC
int cut_cnt = 0;

for(int j = 0; j < bec[il.size(); j++)

if(iscut[bcc[i]l[J]]) cut_cnt++; /74 Bee HhivEI TR A
if(cut_cnt == 1) {
ansl++; ans2 *= (long long) (bcc[i].size() - cut_cnt);

¥

if (bcc_cnt 1) /1A ER—A B, BATHIT
ansl = 2; ans2 = bec[l].size() * (bec[ll.size() - 1) / 2;

¥

printf ("Case %d: %11d %11d\n", ++kase, ansl, ans2);






OEBPS/Image00875.jpg
Please enter SID or name. Enter 0 to finish.
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int in0O[maxn],

int main() {

int T, n, m;

out0 [maxn];

scanf ("$d", &T);
while (T--) {
scanf ("$dd", &n, &m);
for(int i = 0; i < n; i++) G[il.clear();
for(int i = 0; i < m; i++) {
int u, v;

scanf ("%d%d", &u, &v); u

G[u] .push_back (v) ;

find_scc(n

for(int i
for(int u

for (int

Vi

1; i <= scc_ent; i++) in0[i
= 0; u < n; utt

i =0; i < Glu].size(); i++) {

int v = G[u][i];

if (sccno[u] != scecnolv]) inO[sccnolv]]

b
int a = 0,
for(int i
1£(in0[1
if (out0[
}
int ans =

b= 0;

1 <= scc_ent; i++)
1) at+;
11) bt+;

max (a, b);

if (scc_ent == 1) ans = 0;

printf("td\n", ans);

i
return 0;

out0[sccno[u]]
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Chinese

Average Score: xx.xx

Number of passed students:
Number of failed students:

Mathematics

Average Score: xx.xx

Number of passed students:
Number of failed students:

xx

xx

XX

xx
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vector<int> Glmaxn];

int pre[maxn], lowlink[maxn], sccno[maxn], dfs_clock,
stack<int> S;
void dfs(int u) {
pre(u] = lowlink[u] = ++dfs_clock;
S.push(u);
for(int i = 0; i < Glul.size(); i++) {
int v = G[ul[i];
if(!prelv]) {
dfs(v);
lowlink[u] = min(lowlink[u], lowlink[v]);

} else if(!sccnolv]) {
lowlink([u] = min(lowlink[u], pre([v]);

}
if (lowlink[u] == prelu]) {
scc_cnt++;
for(;;) {
int x = S.top(); S.pop();
sccno[x] = scc_cnt;

if(x == u) break;

void find_scc(int n) {
dfs_clock = scc_cnt = 0;
memset (sccno, 0, sizeof(sccno));
memset (pre, 0, sizeof (pre));
for(int i = 0; i < n; i++)
if(lpreli]) dfs(i);

scc_cnt;
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possible-where empty | 'WHERE' where;

where ::= where-2 | where-2 ('AND' | 'OR') where;

where-2 ' (' where ')' | 'NOT' where-2 | value operation value;
operation :i= '=' | '<' | > | t<=t | =t | '

value ::= number | string-constant | name;

possible-order ::= empty | 'ORDER' 'BY' order-by;

order-by ::= order-column | order-column ',' order-by;
order-column ::= name (empty | 'ASCENDING' | 'DESCENDING');

empty ::= ;

number (empty | '+' | '-') . unsigned;

unsigned digit | digit . unsigned;

digit ORI | R2v | rgr | var | thY [ ve! | Y7V | M8t | 19
name | name . (letter | digit);

letter [ et [ et | RaE ] e [ REY I Vg™ SR W | Ty
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Tl | NN fgE [[Ape ] TgR | RRR | GRR ] MY Mg [ Yge [
| Wy

string-constant '"' . escaped-string . '"';

escaped-string empty | escaped-symbol . escaped-string;
escaped-symbol ::= digit | letter | special-symbol | other-symbol;
special-symbol NN

other-symbol PR LS Jiesd ] tEE | WeR || Mar | o @@ | g | R
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int odd[maxn], color[maxn];

bool bipartite(int u, int b) {

for(int i = 0; i < Glul.size(); i++) {
int v = G[u]l[i]; if(bccnolv] != b) continue;
if(color[v] == color[u]) return false;

if (lcolor[v]) {
color[v] = 3 - color[ul;
if (!bipartite(v, b)) return false;

1
return true;
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Duplicated SID.
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int A[maxn] [maxn];

int main() {
int kase = 0, n, m;
while(scanf ("%d%d", &n, &m) == 2 && n) {
for(int i = 0; i < n; i++) G[i].clear();
memset (R, 0, sizeof(A));
for(int i = 0; 1 < m; i++) {
int u, v;
scanf ("%d%d", &u, &v); u--; v--; Aful[v] = A[v][u] = 1;

}

for(int u = 0; u < n; u++)

for(int v = u+l; v < n; v++)
if (!Afu]l [v]) { G[u].push_back(v); G[v].push_back(u); }

find_bec (n) ;
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Please enter SID or name. Enter 0 to finish.
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Welcome to Student Performance Management System (SPMS).

- Add
- Remove
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Please enter the SID, CID, name and four scores. Enter 0 to finish.
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int main() {
int T;
cin >> T;
while (T--) {
int n, k;

cin >> n >> k;

int ans = k;
int k1 = k, k2 = k;
do {

k1 = next(n, k1); ///#1
k2 = next(n, k2); if (k2 > ans) ans

k2; /12, B
k2; /M2, B

k2 = next(n, k2); if(k2 > ans) ans
} while(kl != k2); //iEBURAFEIE
cout << ans << endl;
)

return 0;
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int main() {
int T;
cin >> T;
while(T--) {
int n, k;
cin >> n >> k;
set<int> s;
int ans = k;
while (!s.count (k)) { /7 VAT B
s.insert (k) ;
if(k > ans) ans = k;
k = next(n, k);
)
cout << ans << endl;
}

return 0;
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int buf[10];
int next(int n, int k) {
if (!'k) return 0;
long long k2 = (long long)k * ki
int L = 0;
while(k2 > 0) { buf[L++] = k2 % 10; k2 /= 10; } //SEIHRE K MEANBTF
if(n > L) n = L;
int ans = 0;
for(int i = 0; i < n; i++) //ERT min {(n, LM A
ans = ans * 10 + buf[--L];

return ans;
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#include<cstdio>
#include<algorithm>
using namespace std;
int A[1000001, n;

int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
while (T--) {
scanf ("%d", &n);

for(int i = 0; i < n; i++) scanf("sd", &A[il);
int ans = A[0]-A[1];

int MaxAi = A[0]; //Maxni SAEYES AL0], ALL], .o AL5-1] MK
for(int j = 1; j < n; ++) { //3 M1TAR o FFUAMES, Bk 5=0 I, AAELE i
ans = max(ans, MaxAi-A[j]);

MaxAi = max(A[j], MaxAi); //MaxAi BT ans HH. B4, Hta
}
printf("$d\n", ans);

)
return 0;
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#include<set>
#include<iostream>
#include<sstream>

using namespace std;

int next(int n, int k) {
stringstream ss;
ss << (long long)k * k; //iERE, k*k AlfE&iiith. BAUSEHILN long long FHAHZE
string s = ss.str();
if(s.length() > n) s = s.substr(0, n); J1EERKK, ST n AL
int ans;
stringstream ss2(s);
ss2 >> ans;

return ans;
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int buf([10]; / /75 B A SR 7 B R LA TR

inline void writeint (int i) {

int p = 0;
(i == 0) p+;  //FEBREEL 1 ART 0 MIRHRTER M o, TIASRIH A A H
else while(i) {

buf[p++] = i % 10;

i /=10;

}
for(int j = p-1; j >=0; j--) putchar('0' + buf[31); //WFF4lt

int main() {
int n, x, c[101];
while(n = readint()) {
memset (c, 0, sizeof(c));
for(int i = 0; i < n; i++) c[readint()]++;

int first = 1;

for(int i = 1; i <= 100; i++)
for(int j = 0; j < cl[il]; J++) {
if (! first) putchar(' ');
first = 0;
writeint (i);
i
putchar ("\n');
}

return 0;
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#include<cstdio>
finclude<algorithm>
using namespace std;
int A[100000], n;
int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
while(T--) {
scanf ("%d", &n);
for(int i = 0; i < n; i++) scanf("%d", &A[i]);
int ans = A[0]-A[1]); //¥MfH. EEAEYLMN 0, BINEAEETHNT 0

for(int i = 0; i < n; i++)

for(int j = i+l; j < n; j++)
ans = max(ans, A[i]-A[j]);
//ans >?= A[i]-A[]] XAGHEOEPHIR g++HFF
printf("sd\n", ans);
)
return 0;
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return 0;

}
WSRO RESRRE, TLMRAAR AR, PRSI . TR .

#include<cstdio>
#include<cstring>

#include<cctype>  //HTHM isdigit %

inline int readint() {
char ¢ = getchar();

while(!isdigit(c)) c = getchar();

int x = 0;
while(isdigit(c)) {

X

x % 10 % g = 0%
&
}

return x;

getchar () ;
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int main() {

int n;

while (scanf ("%d", &n) == 1 && n) {
for(int i = 1; i <= n; i++) scanf("%d", &r[i]);
rln+l] = r[1];

int L =0, R=0;

for(int i = 1; i <= n; i++) L = max(L, r[i] + r[i+l]);
if(n % 2 == 1) {(
for(int 1 = 1; i <= n; i++) R = max(R, r[i]*3);

while(L < R) {
int M = L + (R-L)/2;
if (test(M)) R = M; else L = M+l;

}
printf("sd\n", L);

)
return 0;
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#include<cstdio>
#include<cstring> // 03T Mi] memset 3L
int main() {

int n, x, c[101];

while(scanf ("%d", &n) =

1 & n) {
memset (¢, 0, sizeof(c));
for(int i = 0; 1 < n; i++) {
scanf ("sd", &x);
clx]++;
)
int first = 1; /45 first=1 FRE

for(int i = 1; i <= 100; i++)

SERIIVE S

for(int j = 0; j < c[i]; J++) {
if ({first) printf(" "); //MBTAYOTE, M A
first = 0;
printf("sd", i);
)
printf ("\n");
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int solve() {
int ans = 0;
memset (covered, 0, sizeof(covered));
for(int d = n-1; d > k; d--)
for(int i = 0; i < nodes[d].size(); i++) {

int u = nodes(d][i];

if (covered[u]) continue; /IR IECE NG

int v = u;
for(int j = 0; j < ki j++) v = falvl; //vAulf) k Gk
dfs2(v, -1, 0); /1S v TR

ans++;

}
return ans;

int main() {

int T;

scanf ("%d", &T);

while (T--) {
scanf ("%d%d%d", &n, &s, &k);
for(int i = 1; i <= n; i++) ( grlil.clear(); nodes[i].clear(); }
for(int i = 0; i < n-1; i++) {

int a, b;

scanf ("sdsd", &a, &b);
grlal .push_back (b) ;
grlb] .push_back (a) ;
¥
dfs(s, -1, 0);
printf("sd\n", solve());
}
return 0;
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#include<cstdio>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 100000 + 10;

int n, rlmaxn], left[maxn],

/7R p MALREL .

right [maxn];

//1eft 113 L M AERIN “FEamALY” BEL right F

bool test (int p) {

int x = r[1], y = p - r[l]
left[1l] = x; right[1] = 0;

for(int i =

i<=n; i+4) {

if(i %2 ==0) (
right[i] = min(y - right[i-1], r[i]);
left[i] = rl[i] - right[i];

}

else {
left[i] = min(x - left[i-1], r[i]);
right[i] = r[i] - left[i];

}

return left[n] == 0;

/I REER AN

2SS = vl kiR
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#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<vector>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 1000 + 10;
vector<int> gr[maxn], nodes[maxn];
int n, s, k, falmaxn];

bool covered[maxn];
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void dfs(int u, int £, int d) {
fafu] = £;
int nc = grlul.size();
if(nc == 1 && d > k) nodes[d].push_back (u);
for(int i = 0; i < ne; i++) {
int v = grlul [i];

if(v !'= f) dfs(v, u, d+l);

void dfs2(int u, int £, int d) {
covered[u] = true;
int nc = grlul.size();
for(int i = 0; i < nc; i++) {
int v = grlu] [il;

'= £ && d < k) dfs2(v, u, d+l); 7/ SE BUHRSS SR B AN & 45 R

if(v
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#include<cstdio>
#include<cstring>

const int maxn = 30;

unsigned long long £[maxn] (maxn];

int main() {
memset (£, 0, sizeof(f));
£[1100] = 1;
for(int i = 2; 1 <= 21; it++)
for(int j = 0; j < i; j++) {
£L4103] = £[i-1]10[31;

if(3 > 0) £L1)03) = £01-1][F-1)

}

int n, k;

while(scanf ("%d%d", &n, &k) ==
printf ("$1lu\n", £f[n][k]);

return 0;

2 && n)

(i-1);
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#include<cstdio>
#include<cstring>
int main() {
char B[30];
int vis[30], cnt[30], T;
scanf ("&%d", &T);
while (T--) {
scanf ("%s", B);
memset (vis, 0, sizeof (vis));
memset (cnt, 0, sizeof(cnt));
for(int i = 0; i < 26; i++)

if(tvis[i]) 773 L TFRIGORER
int j =i, n=0;
do {
vis[§) /KRR 3 h “BVR”
§ &= BT = i
n++;

} while (3
cnt [n] ++;
i
int ok = 1;
for(int i = 2; i <= 26; i+=2)
if (ent[i]%2 1) ok = 0;
if (ok) printf("Yes\n"); else printf("No\n");
}

return 0;
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template<class T>

bool lexicographicallySmaller (vector<I> a,

int n = a.size();
int m = b.size();
int i;
for(i = 0; i < n && i < m; i++)
if(ali] < b[i]) return true;
else if(b[i] < a[i]) return false;
return (i == n && i < m);

vector<I> b)

{
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#include<cstdio>
#include<cstring>
const int maxn = 10 + 5;
char grid[maxn] [maxn];
int n;
int main() {
int T;
scanf ("sd", &T);
for (int kase = 1; kase <= T; kase++) {

scanf ("$d", &n);

for(int i = 0; i < n; i++) scanf("$s", grid[i]);

for(int i = 0; i < n; i++)
for(int § = 0; j < n; J++) if(grid(i)[] == '.") {//BHUIOTREARESR
for(char ch = 'A'; ch <= '2'; ch++) { R 2 BRIV e=s"

bool ok = true;
if (>0 && grid[i-1]1[3) == ch) ok = false; //HILHIMTFEH

if (i<n-1 && grid[i+1][j] == ch) ok = false;
if(3>0 && grid[i][j-1] == ch) ok = false;
if(j<n-1 && grid[i] [j+1] == ch) ok = false;

if (ok) { grid(i][j] = ch; break; } //&APh5E, JUEIIHE, fFilakessi

}
printf("Case %d:\n", kase);
for(int i = 0; i < n; i++) printf("%s\n", grid[i]);
}
return 0;
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bool lexicographicallySmaller (vector<int> a,

int n = a.size();
int m = b.size();
int i;
for(i = 0; i < n && i < m; i++)
if(ali] < b[i]) return true;
else if(b[i] < a[i]) return false;
return (i == n && i < m);

vector<int> b)

{
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int maxq = 0;
for(int i = 0; 1 < n; i++) {
char type[30], name[30];
int p, q;
scanf ("%$s%s%d%d", type, name, &p, &q);
maxq = max(maxq, q);

comp [ID (type) ] .push_back ( (Component) {p, q});

int L = 0, R = maxq;
while(L < R) {
int M = L + (R-L+1)/2;
if(ok(M)) L = M; else R = M-1;
}
printf("sd\n", L);
}

return 0;
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typedef double Matrix[maxn] [maxn];

/BRI TT 6
/7KL A SERTERE, MIACL) ()5 £ AMTRAILM T # ol
//BATERIE AL4] [n] A5 1 ASREEL
void gauss_elimination(Matrix A, int n) {
int i, 3, k, r;
/TG
for(i = 0; i < n; i++) {
/BT £ IRE S L AT
E ® 1y
for(j = i+l; j < n; j++)
if (fabs(A[3]1[i]) > fabs(Alr][il)) r = j;
if(r != i) for(j = 0; j <= n; j++) swap(Alrl(jl, A[il[3]);

/155 i1~ ATHHTII

for(k = i+l; k < n; k++) {
double £ = A[Kk][i] / A[i][i]; // HTikAa(k] (11=0, % i fFHTARLLMIMEE
for(j = i; j <= n; j++) A[kI[3] —= £ * A[i][3];

}
/ /AR
for(i = n-1; i >= 0; i--) {
for(j = i+l; j < nj j++)
Alil[n] -= A[31[n] * A[i][3];
A[il[n] /= A[i][il;
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#include<cstdio>
#include<cmath>

#include<algorithm>
using namespace std;

const double PI = acos(-1.0);

const int maxn = 10000 + 5;

int n, f;
double A[maxn];

bool ok(double area) {

int sum = 0;

/ area);

for(int i = 0; i < n; i++) sum += floor(A[i]

return sum >= f+1;

int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
while(T--) {
scanf ("%dsd", &n, &f);
double maxa = -1;
for(int i = 0; i < n; i++) {
int r;

scanf ("%d", &r);

A[i] = PI*r*r; maxa = max(maxa, A[i]);

}

double L = 0, R = maxa;

while (R-L > le-5) {
double M = (L+R)/2;
if(ok(M)) L = M; else R = M;

}

printf("%.51f\n", L);

}

return 0;
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#include<cstdio>

#include<string>
#include<vector>

#include<map>

using namespace std;

int cnt; P& ERHIESIEE e
map<string, int> id;
int ID(string s) {

if (lid.count (s)) id[s] = cnt++;

return id[s];

const int maxn = 1000 + 5;

struct Component {
int price;
int quality;
T
int n, b; /AR, TS

vector<Component> comp[maxn];
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bool ok(int q) {
int sum = 0;
for(int i = 0; i < ent; i++) {
int cheapest = b+l, m = comp[i].size();
for(int j = 0; j < m; j++)
if (comp[i] [§].quality >=q) cheapest =min (cheapest, comp[i] [j].price);

if (cheapest == b+l) return false;
sum += cheapest;
if(sum > b) return false;

}

return true;

int main() {
int T;
scanf ("sd", &T);
while (T--) {
scanf ("%dsd", &n, &b);

cnt = 0;
for(int i = 0; i < n; i++) compli].clear();

id.clear();
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for(k = i+l; k < n;
Alk]I35]

;oJo>=i;
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#include<cstdio>

long long f(int* P, int i, int final) (
if (L
if(P[i] == final) return £(P, i-1, final);
return f(P, i-1, 6-P[i]-final) + (1LL << (i-1));
¥

0) return 0;

const int maxn = 60 + 10;

int n, start([maxn], finish[maxn];

int main() {
int kase = 0;
while(scanf("8d", &n) == 1 && n) {
for(int i = 1; i <= n; i++) scanf("%d", &start[i]);
for(int i = 1; i <= n; i++) scanf("%d", &finish[il]);

int k = n;

while(k >= 1 && start[k] finish(k]) k--;
long long ans = 0;
if(k >= 1) (
int other = 6-start(k]-finish[k];
ans = f(start, k-1, other) + f(finish, k-1, other) + 1;
}
printf("Case %d: %11d\n", ++kase, ans);
}
return 0;
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=3x-y+2z=-11 (L,)
¥ y+22==3 (L)





OEBPS/Image00050.jpg
#include<cstdio>
int £(int n) {

return n == 1?2 1 : £(n/2) + 1;

int main() {

int n;

while (scanf ("$d", &n)
printf ("$d\n", f£(n));

return 0;
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double dp(int x) {
if(x 1) return 0.0; //i4ft
if (vis[x]) return £(x]; //idiZfk

vis[x] = 1;
double& ans = f[x];
int g = 0, p = 0; //RMgx)Mp(x)

ans = 0;
for(int i = 0; i < prime_cnt && primes[i] <= x; i++) {
p+ti
if (x % primes[i] == 0) { g++; ans += dp(x / primes[il]); }
}
ans = (ans + p) / g;

return ans;
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bool check () {
int i;

for(i = 0; i < 34; i++)

if(cli] >= 2){ /1¥5K
clil —= 2;
if(search(0)) return true;

cli] += 2;
}
return false;
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int main(){

int caseno = 0, i, 3;

bool ok;

char s[1001;

int mi[151;

while(scanf ("$s", &s) == 1){
if(s[0] == '0') break;

printf("Case %d:", ++caseno);

m3i[0] = convert (s);
for(i = 1; i < 13; i++){
scanf ("%s", &s);

mj[i] = convert(s);
}

ok = false;
for(i = 0; i < 34; i++){
memset (¢, 0, sizeof(c));
for(j = 0; j < 13; j++) cImj[jll++;
if(c[i] >= 4) continue;  //BHRIRRIRE FAT 4 5K

cli]++; / /BT SRR
if (check () { JZ2:1E i
ok = true; /7 BBV SRR

printf (" %s", mahjongl[il);
¥
clil-=;
}
if (!ok) printf(" Not ready");
printf ("\n");
}

return 0;
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#include<stdio.h>

#include<string.h>

const char* mahjong[] = {

WITW, WQTW, MITN, W4TW WSTW WG Wy wgTw mgTn

LS, S, NG, SAS N, MEE,E
"1W", "2W", "3W", "4W", "5W
"DONG", "NAN", "XI", "BEI",
"ZHONG", "FA", "BAI"

Vi

int convert (char *s){
for(int i = 0; i < 34; i++)
if (stremp(mahjong[il, s)

return -1;

W, n7gn, mggn
e, TR, EWY, "OW",

return i;

"osm,

7/ PAETRAL BN TR, DRtk T K B 2
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#include<cstdio>
#include<cmath>
#include<cstring>

const int maxn = 100 + 5;

int main() {
int T;
scanf ("sd", &T);
for (int kase = 1; kase <= T; kase++) {

int n, a, b;

double d[maxn] [maxn], p;

scanf ("%$d/%d%d", &a, &b, &n); //WHHEM scanf MHTY

p = (double)a/b;
memset (d, 0, sizeof(d));
d[0]1(0] = 1.0; d[0][1] = 0.0;

1; i <= n; i+4)

for(int i
for(int 3 = 0; j*b <= a*i; j++) {
/75 THOER 3/1 <= a/b (B3, (HBERTiRE
d[i][3] = d[i-11[31*(1-p);
i£(3) dlil[3] += dli-1]1[3-11*p;
}
double Q = 0.0;

for(int § =
printf("Case #%d: %d\n", kase, (int)(1/Q));
}

return 0;

i 1*b <= a*n; j++) Q += dIn]l[il;
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int c[34];

bool search(int dep) { YZACE R RN
int i;
for(i = i< 34; it4) if (c[i] >= 3){ //AT
if (dep == 3) return true;
clil -= 3;

if (search(dep+l)) return true;
cli] += 3;
}

for(i=0; i <= 24; i++) if (1 % 9 <= 6 && c[i] >= 1 && c[i+l] >= 1 && c[i+2]
>= 1) ¢ 1/ BT
if(dep == 3) return true;
clil-—; cli+l]-—; cli+2]-—;

if (search(dep+l)) return true;
clil++; cli+ll++; cli+2]++;
}

return false;





OEBPS/Image00241.jpg
EX = Q0s = 1+(1-0)H(1-0)*+(1-Q)





OEBPS/Image00043.jpg





OEBPS/Image00244.jpg
f(6) =1+LA6)x1/3 +A3)x1/3 +f(2)x1/3





OEBPS/Image00044.jpg
P0E00000E000E)

00600006000
900000000063
900000000006
00000000000
90000000006

0000666

AEE6EEEGEE






OEBPS/Image00243.jpg
1/3






OEBPS/Image00041.jpg





OEBPS/Image00246.jpg
2 S+ px)
HORES

g(x)





OEBPS/Image00042.jpg





OEBPS/Image00245.jpg
—1+ fox[1-E8) IH—
f@=1+f)=[ P(X)]Jr\m“%;wf(x })P(»‘f)






OEBPS/Image00039.jpg





OEBPS/Image00040.jpg





OEBPS/Image00258.jpg
int main() {
int n, t;
while(scanf ("$d%d", &n, &t) == 2 && n) (
LL pow[maxn] ;

pow[0] = 1;

for(int i = 1; i <= n; i++) pow[i] = pow[i-1] * t;
LL a = 0;

for(int i = 0; i < n; i++) a += powl[gcd(i, n)];
LL b = 0;

if(n % 2 == 1) b = n * pow[(n+l)/2];

else b = n/2 * (pow[n/2+1] + pow[n/2]);
printf("$1ld %11d\n", a/n, (atb)/2/n);
}
return 0;
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int main() {
while(scanf ("8d", &n) == 1 && n)
names.clear () ;
for(int i = 0; i < n; i++)
for(int 3 = 0; 3 < 6; 3++) {
char name(30);
scanf ("$s", name);

dice[i][3] = ID(name);

)
ans = n*6; //L%: WrﬁYn&SIw%L
r[o] = 0;
dfs(1);

printf("sd\n", ans);
}

return 0;
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int dice24[241(6) = {
12,1, 5,0, 4, 3),12, 0, 1, 4, 5, 30,2, 4, 0, 5, 1, 31,12, 5, 4, 1, 0, 3}, 14,
5,0, 3, 1,

15,2, 1, 4,3, 0),(1, 20,53, 4,0, 2, 4 1, 3, 5,,{0, 1, 2, 3, 4, 5}, {4,
2, 3,5 1),

(5, 4,2, 3,1, 00,41, 5,2, 3,0, 40,5, 1, 3, 2, 4, O}, {1, 0, 3, 2, 5, 4}, {0,
35 27 1; 8)5

4,5,3,2,0, 10,43, 4,5, 0, 1, 2),(3, 5, 1, 4, 0, 21,3, 1, 0, 5, 4, 2}, {3,
41,5, 2,

13, 0,2, 41,0, 3, 1, 4, 2, 5},{4, 3, 0, 5, 2, 11,45, 3, 4, 1, 2, 0,
b

#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<string>
#include<vector>
#include<algorithm>
using namespace std;

const int maxn = 4;
int n, dice(maxn] (6], ans;

vector<string> names;
int ID(const char* name) (
string s (name) ;
int n = names.size();

for(int i = 0; i <n; it+)

if(names(i] == ) return i;
names . push_back (s) ;
return n;
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int r(maxn), color(maxn](6);  //SRASLRNINE )T ARBERE R & A TIME

void check() {

for(int i = 0; i < n; i+

for(int j = 0; 3 < 6; 3++) color[i][dice24[r(i]](3]] = dice(i](3];
int tot = 0; /1 TH R M
for(int j = 0; 3 < 6; j++) { //HEHAE

int cntlmaxn*6]; 1/ SR RRE

memset (cnt, 0, sizeof(cnt));
int maxface =

for(int i = 0; i < n; i+4)
maxface = max(maxface, ++ent(color[il(§11);
tot += n - maxface;

)
ans = min(ans, tot);

void dfs(int d) {
if(d == n) check();
else for(int i = 0; i < 24; i+4) {
r(d] =
dfs(d+1);
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#include<cstdio>
#include<cstring>

int left(] = (4, 0, 2, 3, 5, 1};
int up(l = {2, 1, 5, 0, 4, 3);

/7RI T R RS p
void rot(int* T, int* p) {
int ql6]);
memcpy (4, P, sizeof(q));
for(int i = 0; i < 6; i++) pli] = Tlqlil);

void enumerate_permutations() {
int pO(6] = {0, 1, 2, 3, 4, 5);
printf("int dice24[24](6] = {\n");
for(int 1 = 0; i < 6; i+4) {
int pl61;
memcpy (p, PO, sizeof (p0));
if(i == 0) rot(up, P);
if(i == 1) ( rot(left, p); rot(up, P); }
if(i == 3) ( rot(up, p); rot(up, P); )
if(i == 4) ( rot(left, p); rot(left, p); rot(up, p); |
if(i == 5) ( rot(left, p); rot(left, p); rot(left, p); rot(up, P); }
for(int 3 = 0; 3 < 4; 3+4) {
Printf("(%d, 3d, ¥d, ¥d, %d, ¥d},\n", p(0], P11, p(2], PI3], PL4], PI5));
rot (left, p);

)
printf(");\n");

int main() {
enumerate_permutations();
return 0;
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int main() {
int §;
while (scanf ("%d%d", &C, &S) == 2 && C) {
LL tot = 1;
int bestc = 0;
for(int ¢ = 0; ¢ < C; c++) {
scanf ("$d%d", &X[c]l, s&klcl);
top *= kil
for(int i = 0; i < k[c]; i++) scanf("sd", &¥[c][il);
sort (Y[c], Y[cl+k[c]);
if (k[c]*X[bestc] < k[bestc]*X[c]) bestc = c;
}
if (tot > LIMIT) solve_enum(S, bestc);
else solve_china(s);
printf("\n");
1

return 0;
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int doit() {
int cnt count () ;

if (ent == r) return m; /I RIERG R 5

int ¢ = 0;

for(int i = 0; i < b; i++)
if(x[i] m) ct+; /AR AT AT K BNRTAIRS T2
mt+; /12T AT ARG SR —4T)

cnt = mul_mod(cnt, pow_mod(k, c));
cnt = mul_mod(cnt, pow_mod(k-1, n - c));

if (ent == r) return m; / /LR ent W AARERS AT AR RS AT I T R EL

return log_mod(pow_mod(k-1,n), mul_mod(r, inv(cnt))) + m;

int main() {
int T;
scanf ("sd", &T);
for(int £t = 1; t <= T; t++) {
scanf ("%$dsdsdsd", &n, &k, &b, &r);
bset.clear();
m=1;
for(int i = 0; i < b; i++) {
scanf ("sdsd", &x[il, &y[il);
1£(x[1) > m) m = x[i]; //EHAEWS T
bset. insert (make_pair (x[il, y[il));
)
printf("Case %d: %d\n", t, doit());
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void pushdown () {
if(£flip) {
flip = 0;
swap (ch[0], ch[1]);
ch[0]->flip = !ch[0]->flip;
ch[1]->flip = !ch[1]->flip;
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#include<cstdio>
#include<algorithm>
#include<cmath>
#include<set>
#include<map>

using namespace std;

const int MOD = 100000007;
const int maxb = 500 + 10;
int n, m, k, b, r, x[maxb], y[maxb];

set<pair<int, int> > bset;
/ /W% mul_mod, pow_mod, inv M log_mod I M. AL MoD

AT LK VAV =4
int count () {
int c = 0; //% k PRIk T 5
for(int i = 0; i < b; i++) {
if(x[i] != m && !bset.count (make_pair(x[i]+1, y[i]))) c++;
/I BER R T TR ok
)
c 4= n; /AT AT & Rk
for(int i = 0; i < b; i++) if(x[i] == 1) c--; //HMERMLEARRRAKIKT

//ans = k*c * (k-1)"(mn - b - c)
return mul_mod (pow_mod(k, c), pow_mod(k-1, (long long)m*n - b - c));
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scanf ("%d%d", &n, &m);
ss.init (n+l1); / /S TTHIAT — A ES T

while (m-—-) {
int a, b;
scanf ("$d¥d", &a, &b);
Node *left, *mid, *right, *o;
split (ss.root, a, left, o); //WIRBARULN, a sk a-1, B split IR
split(o, b-a+l, mid, right);
mid->flip *= 1;
ss.root = merge(merge(left, right), mid); //ZBHIRE
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int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
for (int kase = 1; kase <= T; kase+t) {
scanf ("$d", &n);
for(int r = 0; r < n; r++)
for(int ¢ =

c < n; c++) scanf("%d", &A[r](cl);

int ans = INF;
for(int s = 0; s < (1<<n); s+4)
ans = min(ans, check(s));
if(ans == INF) ans =
printf("Case %d: %d\n", kase, ans);
}

return 0;
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7/ EE

for(int i = 1; i <= n; i++) (

pali] = i; if (root[i] NULL) removetree (root[i]);

root[i] = new Node (weight[i]);

for(int i = 1; i <= m; i++) if(!removed[i]) add_edge(i);

// RFRAE
query_tot = query_cnt = 0;
for(int i = c-1; i >= 0; i—-) {

1f (commands [i] .type 'D') add_edge (commands [i].x);

if (commands[i].type Q') query(commands[i].x, commands[i].p);

1f (commands [1] .type == 'C') change_weight (commands[i].x, commands[i].p);
}
printf("Case %d: %.61f\n", ++kase, query_tot / (double)query_cnt);
}

return 0;
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/ 1RIFRTTHE a”x=b (mod n) . n AR EMFRE-1

int log_mod(int a, int b, int n) (
int m, v, e =1, i;
m = (int)sqrt(n+0.5);
v = inv(pow_mod(a, m, n), n);
map <int,int> x;
x[1] = 0;
for(i = 1; i <m; i++){ //HHeli]
e = mul_mod(e, a, n);
if (!x.count(e)) x[e] = i;
3

for(i = 0; i < m; i++){ //FEa~(im), a*(im+l),

if (x.count (b)) return i*m + x[b];
b = mul_mod(b, v, n);
}

return -1;

a” (im+m-1)
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void solve_enum(int S, int bc) {

for(int ¢ = 0; c < C; c++) if(c be)

values[c].clear();

for(int i = 0; i < k[c]; i++) values[c]

}
for(int £t = 0; § ! 0; t++) {
for(int i
LL n = (LL)X[bcl*t + Y([bc] [i];
if(n == 0) continue; // Uit IEHAR
bool ok = true;

i £ k[bely i++) |

For{ine & = 0 & 5.4 eft) TE(E )= be)
ok
if(ok) { printf("%$1ld\n", n); if(--S ==

if (!values([c].count(n % X[c])) {

{

.insert (Y[c][il);

false;

break;

0) break; }

}
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/78 left M right. UE left M ICE right /. HE right ATLLE null, fH left
Avares
Node* merge (Node* left, Node* right) {
splay(left, left->s);
left->ch[1] = right;
left->maintain();

return left;

/748 o BRI k NG SUBAE 1e £t B, JURLIKALAE right Bl 1<=k<=0->s. M k=0->s I}, right=null
void split(Node* o, int k, Node* &left, Node* &right) {

splay (o, k);

left = o;

right = o->ch[1];

o->ch[1l] = null;

left->maintain();
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#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 20;
const int INF = 1000000000;

int n, A[maxn][maxn], B[maxn][maxn];

int check(int s) {
menset (8, 0, sizeof (B));
for(int ¢ = 0; ¢ < n; c++) {
if(s & (1<<c)) B[O][c] =
else if(A[0][c] 1) return INF; //1 RfE%EM 0
)
for(int r = 1;

r<on;ortt)
for(int ¢ = 0; ¢ < n; c++) {

int sum = 0; //7EHK B(r-1] [l k. i\ #i 3ABHLM

if(r > 1) sum += B(r-2] [c];

if(c > 0) sum += B[r-1] [c-1];

if(c < n-1) sum += B(r-1][c+l];

Blr][c] = sum % 2;

if@Afr]e] 1 & B(r][c] == 0) return INF; //1 RHEEM O
)

int cnt = 0;

for(int r = 0; r < n; r++)

for(int ¢ = 0; ¢ < n; c++) if(A[r][c] Blrllcl) cnt++;

return cnt;
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//W% LL KA P ged BN china BRAUNE X
#include<cstdio>

#include<vector>

#include<set>

#include<algorithm>

uszing namespace std;

const int maxc = 9;
const int maxk = 1

const int LIMIT =

set<int> values[maxc];

1, kmaxel;
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#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<cmath>
#include<algorithm>

using namespace std;

#define REP(i,n) for(int i

const int maxn = 10;

int n;

char pos[maxn] [maxn] [maxn];

char view[6] [maxn] [maxn];

char read_char() (
char ch;
for(;i) {
ch = getchar();
if((ch >= 'A' &&

void get (int k, int i,

{
if (k 0) { x=
if (k 1) {x=
if (k== 2) { x =
if (k 3 {x=
if (k== 4) { x =
if (k 5) {x=

ch <=

int 3,

len;

v

2

int len,

3i z

B =1 =g

¥

n -1 - len;

3i

y=n-1

-1

v

3i

z

i

i< (n); it+)

int &x,

') return ch;

int &y,

int &z)
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void solve china(int 8) {
sol.clear();
dfs (0);

sort (sol.begin(), sol.end());

LL M

for(int i = 0; i < C; i++) M *= X[il;

vector<LL> ans;

for(int i = 0; S != 0; i++) {

for(int j i 3 < sol.size(); j++) {
LL n = M*i + sol[j];

if(n > 0) { printf("$lld\n", n); if(--5 == 0) break; }
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void splay (Node* &o, int k) {
int d = o->cmp (k) ;
if(d 1) k -= o->ch[0]->s + 1;
if(d 1= -1) {
Node* p = o->ch[d];

int d2 = p->cmp(k);

int k2 = (d2 == 0 ? k : k - p—>ch[0]->s - 1);
if(d2 != -1) {
splay (p->chld2], k2);
if(d == d2) rotate(o, d"1); else rotate(o->ch[d], d);

}
rotate (o, d"1);
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int main() {

while(scanf ("$d", &n) 18 n) {
REP (i,n) REP(k,6) REP(j,n) view(k][i][j] = read_char();
REP (i,n) REP(j,n) REP(k,n) pos(il[j)[k] = '#';

REP (k, 6) REP(i,n) REP(j,n) if (view(k][i][3] == '.")
REP (p,n) {
int x, y, z;
get(k, i, 3, P X, ¥, 2);

pos[x]lyllz] = '.";

for(;;) {
bool done = true;
REP (k,6) REP(i,n) REP(j,n) if (view[k][i][3]

REP (p,n) {
int x, y, z;
get(k, i, 3, o % ¥, 2)5
if (pos[x](y](z] '.') continue;
if (pos(x][yllz] *) o
pos(x] [yl [z] = view[k][i][j];

break;
}
if (pos[x](y](z]
pos(x][yl[z] = '.
done = false;

view([k] [1][3]) break;

}
if (done) break;

int ans = 0;
REP (i,n) REP(j,n) REP(k,n)
if (pos[il[31(k] != '.') ans +4+;

printf("Maximum weight: %d gram(s)\n", ans);

}
return 0;
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int a[maxc]; /IARFRN G, T E R e B

vector<LL> sol;

void dfs(int dep) {
if(dep == C)
sol.push_back (china(C, a, X));
else for(int i = 0; i < k[dep]; i++) {
aldep] = Y[dep][il;
dfs(dep + 1);
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#include<cstdio>

#include<cmath>
const int maxn = 1000 + 10;
const int maxm = 1000 + 10;
int n, k, m;
double P[maxn], f[maxm];
int main() {
int T;
scanf ("sd", &T);
for (int kase = 1; kase <= T; kase++) {

scanf ("$d¥dsd", &n, &k, &m);

for(int i = 0; i < n; i++) scanf("%1f", &P[i]);

£10] = 0; £[1] = P[0];
for(int 1 =2; 1 s=m; i+4) {
£[i] = 0;

for(int j = 0; j < n; j++) £[i] += P[3] * pow(£[i-1], 3);
}
printf("Case #%d: %.71f\n", kase, pow(f[m], k));
}

return 0;
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#include<cstdio>
#include<algorithm>

using namespace std;
const int maxn = 10000 + 5;

struct Ant |
int id;  //HAUT
int p; 17805
int d; UM -1: FE o:EEHT; 1A

bool operator < (const Ant& a) const {

return p < a.p;

)
} before(maxn], after(maxn];

const char dirName[][10] = {"L", "Turning", "R"};

int order(maxn]; //HIAMM 1 SUBBURAAEPIZEON order (1) RIS

int main() {
int K;
scanf ("4d", &K);
for(int kase = 1; kase <= K; kaset+) {
int L, T, n;
printf("Case #3d:\n", kase);
scanf ("¢d¥did", &L, &T, &n);
for(int i = 0; i < nj i+4) (
int p, d;
char ¢;
scanf("ad %c", &p, &0);
d=(ec=='L'7-1:1);
before(i] = (Ant){i, p, d};
after[i] = (Ant) (0, p+T*d, d}; /KR i RS
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/15t order HHil

sort (before, before+n);

for(int i = 0; i < nj i++)
order[before[i].id] = i;

VATE s

sort (after, after+n);

for(int i = 0; i < n-1; i++) 7/ HETEA XORS T 5 1)
if(after[i].p == after([i+l].p) after[i]l.d = after[i+l].d = 0;

1/
for(int i = 0; i < n; i+4) {
int a = order(il;
if(after(al.p < 0 || after[al.p > L) printf("Fell off\n");
else printf("sd $s\n", after[al.p, dirNamelafter[a].d+1]);
)
printf("\n");
)
return 0;
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#include<cstdio>
#include<cmath>

using namespace std;

int main() {
int n, m;
while(scanf ("$d%d", &n, &m) == 2) {
double ans = 0.0;
for(int i = 1; i < n; i++) {
double pos = (double)i / n * (n+m); /P SEAANTE BRI ) M
ans += fabs(pos - floor (pos+0.5)) / (n+m); //RIEBHEE
}
printf("$.41£\n", ans*10000); /1T KA bR
}
return 0;
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#include<cstdio>

using namespace std;

const int maxn = 100;
int winning(maxn] [maxn];
int main() {
winning[1][1] = false;
for (int k = 3; k < 20; k++)
for(int n = 1; n < kj n++) |
int m = k-n;
winning[n] [m] = false;

for(int i = 1; i < n; it++)

if (!winning[i] [n-i]) winning[n] [m] = true;
for(int 1 = 1; i < m; i++)
if (!winning[i] [m-i]) winning[n] [m] = true;

if(n <= m && !winning[n][m]) printf("%d %d\n", n, m);
}
return 0;
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#include<cstdio>
#include<algorithm>
using namespace std;

const int maxn = 1000000 + 10;
long long Almaxn], Clmaxn], tot, M;

int main() {

int n;
while (scanf ("$d", &n) 1) { //ARAEHRK, scant W cinth

tot = 0;

for(int i = 1; 1 <= n; i+4) ( scanf("$1ld", GA[i]); tot += A[il; )

//MI3114 A Long Long

M= tot / n;

c[o] = 0;

forfine 1= 1; i <n; &%) C[i) = Ci-1] + ALL) - M; //ilifEc Bl
soxt(c, Cin);

long long x1 = CIn/2], ans = 0; //itMx

for(int i = 0; i < n; i++) ans += abs(xl - C[i]);

JHB RN, HITSET S ST

printf("¥11d\n", ans);

)
return 0;
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#include<cstdio>
#include<cstring>
const int maxn = 100;
int SG[maxn];

int vis[maxn];

int main() {
SG[1] = 0;
for(int i = 2; i <= 30; i++) {
memset (vis, 0, sizeof (vis));
for(int j = 1; j*2 <= i; j++) vis[SG[i-jl] = 1;
for(int j = 0; ; j++) if(!vis[j]) |
SG[i] = 3;
break;
}
printf("sd ", SG[il);
}

return 0;
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#include <iostream>

using namespace std;

long long SG(long long x){
02 x/2 : SG(x/2);

return x%2:

int main() {
int T;
cin >> T;
while (T--)({
int n;
long long a, v = 0;
cin >> n;
for(int i = 0; i < n; i++) (
cin >> a;
v "= SG(a);
}
if(v) cout << "YES\n";
else cout << "NO\n";
}

return 0;
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LA5698 6/33.33% Draw a Mess LRB T LU, (RF A
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Maximum weight: 11 gram(s)
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var => NAME [ { '.' NAME | '[' expr ']"'
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simpleexp —> NUMBER | STRING | nil | true | false | '{' '}' | var | functioncall
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and break do else elseif
end false for function if
in local nil not or

repeat return  then true until while
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functioncall -> var '(' [ expr {',"' expr } 1 ")"'
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expr —-> simpleexp | expr binop expr | unop expr | '(' expr ')’
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English
Average Score: xx.xx
Number of passed students: xx

Number of failed students: xx

Programming
Average Score: xx.xx
Number of passed students: xx

Number of failed students: xx

oOverall:
Number of students who passed
Number of students who passed
Number of students who passed
Number of students who passed

Number of students who failed

all subjects:

xx

3 or more subjects: xx

2 or more subjects:

1 or more subjects:

all subjects:

xx
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stat -> local NAME ['=' expr |
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—- PROGRAM: Eight-Queen problem solver

function dfs(d)
if d == n then
ent = cnt + 1
else
for i =1, n do

if (not vis[i]) and (not vis2[d-i]

vis[i] = true
vis2[d-i] = true
vis3[d+i] = true
dfs (d+1)

vis[i] = nil
vis2[d-i] = nil
vis3[d+i] = nil

end

end
end

in Mini-Lua

) and (not vis3[d+i

1)

then
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stat -> for NAME in iterator do block end
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stat -> function NAME ' (' [NAME {',' NAME} ] '")' block end
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end

dfs (0)
print (cnt)

-- PROGRAM: Scoping and Visibility rules
x =10
do
local x = x
print (x)
X = x+1
do
local x = x+1
print (x)
end
print (x)
end
print (x)
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block -> {stat EOL} [laststat EOL]
laststat -> return [expr] | break
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stat —-> for NAME

expr expr expr] do block end
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print (1+2*3/4)

f = math.sin

print (£(1.57))

print (1<2 and 4+5==9)
print (math.max (3, -math.min (5%7,-4)))
a={}

alll={}

al1][2]={}

a[1] [3]="hehe\'\\"
alll[1]=a

print (#a)

print (#a[1])

print (#a[1][3])

print (a)

print (£)

print (af1]1[11[11[3] .. "\n"
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if(i && TEST(k,m-1)) update(k, LEFT(k) + BIT(m) + BIT(0));
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struct Point {
double x, y;

Point (double x=0,

b

double y=0):x(x),y(y) { } //HI&R¥, JERBHES

typedef Point Vector; //MEEFSEILL, vector M2 Point 5|4

/ /T i = ) B
Vector operator
/1 8- Ri=T it
Vector operator
7/ T =l
Vector operator
VRACE v% - SlLE
Vector operator

bool operator <

return a.x < b.x

SR RE= T

+

/

(Vector A,

(Point A,

(Vector A,

(Vector A,

Vector B) { return Vector (A.x+B.x, A.y+B.y);

Point B) { return Vector (A.x-B.x, A.y-B.y);

double p) { return Vector(A.x*p, A.y*p); }

double p) { return Vector(A.x/p, A.y/p); }

(const Point& a, const Point& b) {

const double eps

int decmp (double x)
if (fabs(x) < eps) return 0; else return x < 0 ? -1

bool operator

return demp(a.x-b.x) == 0 && demp(a.y-b.y)

Il (a.x == b.x & a.y < b.y);

le-10;
{

(const Point& a, const Point &b) {

0;

}

1
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void update(int a, int b) {
if (TEST (m,b)) d[cur][ CLEAR(m,b)] += d[l-cur][a];
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update (k, LEFT(k)):
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crosv(wu) i _ cross(v,u)
cross(v, w) > cross(v,w)
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/R DR 2R FLE P+ev Bl Q+tw A ME— 2kl = HAXS Cross (v, w) F O
Point GetLineIntersection(Point P, Vector v, Point Q, Vector w) {
Vector u = P-Q;
double t = Cross(w, u) / Cross(v, w);

return P+vtt;
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double Cross(Vector A, Vector B) { return A.x*B.y - A.y*B.x; }
double Area2 (Point A, Point B, Point C) { return Cross(B-A, C-A); }
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double Dot (Vector A, Vector B) { return A.x*B.x + A.y*B.y; }
double Length(Vector A) { return sqrt (Dot (A, A)); }
double Angle(Vector A, Vector B) { return acos(Dot(A, B) / Length(A) /
Length(B)); }
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int main() {

while(scanf ("$dsd", &n, &m) == 2) (
if(n < m) swap(n, m);
memset (d, 0, sizeof(d));

cur = 0;
d[0] [(1<<m)-1] = 1;
for(int i = 0; i < n; i++)
for(int j = 0; j < m; 3++) { /B TSR B
cur ~= 1;

memset (d[cur], 0, sizeof(d[cur]));

for(int k = 0; k < (l<<m); k++) { //HEEABBIRE
update (k, k<<1);

if (1 && !(k&(l<<m-1))) update(k, (k<<1)"(l<<m)”1);
if (J && !(k&l)) update(k, (k<<1)"3);

}
printf ("$11d\n", dlcur][(1<<m)-1]);
1

return 0;
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tinclude<complex>
using namespace std;
typedef complex<double> Point;

Libedef Boiat Vectes:
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double Dot (Vector A, Vector B) { return real(conj(A)*B); }
double Cross(Vector A, Vector B) { return imag(conj(A)*B); }

Vector Rotate (Vector A, double rad) { return A*exp (Point (0, rad)): }
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#include<algorithm>

using namespace std;

const int INF = 1<<30;
const int maxn = 2000 + 10;
struct IntervalTree2D {

int Max[maxn] [maxn], Min[maxn][maxn], n, m;

int xo, xleaf, x1, yl, x2, y2, %, y, v, vmax, vmin;

//B% A R A

void querylD(int o, int L, int R) { //7E4'S N xo iy Wi
if(yl <= L && R <= y2) {
vmax = max (Max[xo] [0], vmax); vmin = min(Min[xo][o], vmin);
} else {
int M = L + (R-L)/2;
1f(yl <= M) querylD(o*2, L, M);
1£(M < y2) querylD(o*2+1, M+l, R);
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//rad ZIRE
Vector Rotate(Vector A, double rad) {

return Vector (A.x*cos(rad)-A.y*sin(rad), A.x*sin(rad)+A.y*cos(rad));
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Vector Normal (Vector A) {
double L = Length(A);
return Vector(-A.y/L, A.x/L);
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if (7 && TEST(k,0)) update(k, LEFT(k) + BIT(1l) + BIT(0)):;
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#include<cstdio>
#include<cstring>

#include<algorithm>
using namespace std;

int n, m, cur;

const int maxn = 15;

long long d[2] [1<<maxn];

void update(int a, int b) {

if (b&(1<<m)) d[cur] [b"(1<<m)] +=

d[l-cur][al;
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>>> [choice(lowercase) for i in range(5)]
[VEY, et vk vpr g
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char[] greet = { 'h','e','l','l",'0" };
char[] cuss = greet;
cuss[4] = '!';

Svstem.out .println{greet);:
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class Reader {
static BufferedReader reader;

static StringTokenizer tokenizer;

static void init (InputStream input) {
reader = new BufferedReader (new InputStreamReader (input));

tokenizer = new StringTokenizer("");

static String next() throws IOException {
while (!tokenizer.hasMoreTokens()) {
tokenizer = new StringTokenizer (reader.readLine() );
1
return tokenizer.nextToken();

static int nextInt() throws IOException { return Integer.parselnt
(next )); }
static double nextDouble () throws IOException { return Double.parseDouble
(next ()); }
}
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var ¢ = Enumerable.Zip(a, b, (x,v) => x*vy).Sum();
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>>> from random import *

>>> from string import *

>>> L = randint (4, 9)
>>> s = ''.join([choice (lowercase) for i in range(L)])
>>> p = randint (0, len(s))

>>> s[:p] + choice (uppercase) + s[p:]

'"bdsqVagke'
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Reader.init ( System.in );
double x = Reader.nextDouble ();

int n = Reader.nextInt ();
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int ¢ = 0;
for(int 1 0; i < n; i++)

alil*bl[i];
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const int maxc

9;
100;
const int LIMIT = 10000;

const int maxk

set<int> values[maxc];
int C, X[maxc], k[maxc];

bl Eimawe] taamii]s
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} while (3
cnt [n]++;
}
int ok = 1;

for(int i = 2; i <= 26; i+=2)
if(cnt[i]1%2 == 1) ok = 0;
if (ok) printf("Yes\n"); else printf("No\n");
}

return 0;
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#include<cstdio>

#include<cstring>

long long C(long long n, long long m) (

double ans

for(int i
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x[c++] = GetLineIntersection(P1, P2-P1, P3, P4-P3).x;//ZsiMA%4L

/1 AR
sort (x, x+c);

¢ = unique(x, x+c) - X;
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static int nextInt() throws IOException { return Integer.parselnt
(next ()); }
static double nextDouble () throws IOException { return Double.parseDouble
(next ()); }
}
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long long x1 = C[n/2], ans = 0; //HH x,
for(int i = 0; i < n; i++) ans += abs(xl - C[i]);
/AR x RN, WS T RS T M
printf("%$1ld\n", ans);
}
return 0;
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#include<cstdio>

#include<cstring>
int left[] = {4, 0, 2, 3, 5, 1};
int up(] = {2, 1, 5, 0, 4, 3};
/ERIES T e RS p

void rot (int* T, int* p) {
int q[6];
memepy (4, p, sizeof(q));

for(int i = 0; i < 6; i++) plil = T[q[i]]

void enumerate_permutations () (
int pO[6] = {0, 1, 2, 3, 4, 5);
printf("int dice24[24](6] = {\n");
for(int i = 0; i < 6; i++) {
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>>> a,b=1,2

>>> a=[1,3,7]

>>> b=[1,3,7]

>>> c,d=a,al:]

>>> id(a),id(b),id(c),1id(d)

(12598008, 12517288, 12598008, 12517208)
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>>> reduce (lambda x,y: x*y, range(l,31))
265252859812191058636308480000000L
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struct Edge {
int from, to, cap, flow;
J
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void AddEdge (int from, int to, int cap) {
edges.push_back ( (Edge) {from, to, cap, 0});
edges.push_back ( (Edge) {to, from, 0, 0});
m = edges.size();
Glfrom] .push_back (m-2) ;
Glto].push_back (m-1);
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struct Dinic {

int n, m, s, t; /148

A% CRIE R0, G 5 R RG0S
vector<Edge> edges; /7143 . edges(e]Fl edges [e”1] H AR [IK
vector<int> Glmaxnl; //4BHHR, GI1i][J1RRE L 5 § HUTE e BAIT TS
bool vis[maxn]; //BFs

int d[maxn]; 7/ WG KB £ B

int cur[maxn]; RETEISYz

bool BFS() {
memset (vis, 0, sizeof (vis));
queue<int> Q;
Q.push(s);
dls] = 0;
vis[s] = 1;
while (1Q.empty () {
int x = Q.front(); Q.pop();
for(int i = 0; i < G[x].size(); i++) {
Edge& e = edges[G[x][i]];
if (lvis[e.to] && e.cap > e.flow) { //MHIEBEREME I
vis[e.to] = 1;
dle.to] = d[x] + 1;
Q.push(e.to);

}
return vis[t];
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#include<cstdio>
#include<queue>

using namespace std;

const int maxn = 1000 + 10;
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while(!q.empty()) {
int man = q.front(); q.pop();
int woman = pref[man] [next [man]++]; // F—AREHK%
1if (! future_husband [woman])
S ARMGR, TS
else if(order[woman][man] < order[woman] [future_husband[woman]])
engage (man, woman); /A BT ARAER
else q.push(man); //ELEH#HE, FmEx
}
while(!q.empty()) q.pop();

engage (man, woman); e

for(int i = 1; i <= n; i++) printf("sd\n", future_wifel[i]);
i£(T) printf("\n");
}

return 0;
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int prefimaxn] [maxn], order[maxn] [maxn], next[maxn];

int future_husband[maxn], future_wife[maxn];

queue<int> q; /1 RITUSH 53 LAY

/T
void engage (int man, int woman) {
int m = future_husband[woman];

if(m) /1 B EABUEARIER m
future_wife[m] = 0; / /M3 m
q.push (m) ; //m INAAT 18 53 A5

}
future_wife[man] = woman;

future_husband[woman] = man;
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int main() {
int T;
scanf ("d", &T);
while(T--) {
int n;

scanf ("%d", &n);

for(int i = 1; i <= n; i++) {
for(int j # 3 <= g )

spref[i1(31);  //98%50 1 WYL 3 HRIMA

scanf ("%d",

next[i] = 1; /T RBE AR 1 ) LR S
future wife[i] = 0; IRE:SES E S
q.push(i);

rortiae 4o =3 1 %= np i¥8)
for(int j = 1; j <= n; j++) {
int x;
scanf ("%d", &x);
order(i] [x] = 3; JIAERS R L L H R, GRS x A
}
future_husband[i] = 0; /1 BATRIER
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bool BellmanFord(int s, int t, int &flow, int& cost)
for(int i = 0; i < n; i++) d[i] = INF;
memset (ing, 0, sizeof (ing));
d[s] = 0; inqls] = 1; pls] = 0; als] = INF;

queue<int> Q;
Q.push(s);
while (1Q.empty () {
int u = Q.front(); Q.pop();
ingful = 0;
for(int i = 0; i < G[ul.size(); i++) {
Edge& e = edges([G[u] [i]];
if(e.cap > e.flow && d[e.to] > d[u] + e.cost) {
dle.to] = d[u] + e.cost;

ple.to] = G[ul[i];

ale.to] = min(alul, e.cap - e.flow);
if (lingle.to]) { Q.push(e.to); ingle.to] = 1;
b
}
}
if(d[t] == INF) return false; //s-t ANHEill, KRIGEH

flow += a[tl];
cost += d[t] * a[t];

int u =

=5 {
edges[plul].flow += a(t];

while (u

edges[p[u]l*l].flow -= a[t];
u = edges[p[u]].from;
}

return true;

{

}





OEBPS/Image00698.jpg
int Mincost(int s, int t) {
int flow = 0, cost = 0;
while (BellmanFord(s, t, flow, cost));

return cost;





OEBPS/Image00695.jpg
struct Edge {
int from, to, cap, flow, cost;
Vi

struct MCMF {
int n, m, s, t;
vector<Edge> edges;

vector<int> G[maxn];

int ing[maxnl]; 1/ RBAENTIR
int dlmaxn]; //Bellman-Ford
int plmaxn]; 7/ E—%

int a[maxn]; /AT

void init(int n) {
this->n = n;
for(int i = 0; i < n; i++) G[il.clear();

edges.clear () ;
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void AddEdge (int from, int to, int cap, int cost) {
edges.push_back ( (Edge) {from, to, cap, 0, cost});
edges.push_back ( (Edge) {to, from, 0, 0, -cost});
m = edges.size();
GIfrom] .push_back (m-2) ;
Glto] .push_back (m-1) ;

}

7/ AR 5 b
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int DFS(int x, int a) {
if(x == t || a == 0) return a;
int flow = 0, £;
for(int& i = cur[x]; i < G[x].size(); i++) { //MERFBHI
Edge& e = edges([G[x][il];

if(d[x] + 1 == d[e.to] && (f = DFS(e.to, min(a, e.cap-e.flow))) > 0) {
e.flow += f;
edges[G[x] [1]71].flow -= f;
flow += £;

= 0) break;

}

return flow;
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int Maxflow(int s, int t) {
this->s = s; this->t = t;
int flow = 0;
while(BFS()) {
memset (cur, 0, sizeof (cur));
flow += DFS(s, INF);
}

return flow;
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int Maxflow(int s, int t) {

this->s =
int flow = 0;
BFS () ;

this->t = t;

memset (num, 0, sizeof (num));
for(int i = 0; i < n; i++) num[d[i]]++;
int x = s;
memset (cur, 0, sizeof(cur));
while(d[s] < n) {
if(x ==t) {
flow += Augment ();
x = s;
¥
int ok = 0;

for(int i cur[x]; i < G[x].size(); i++) {

Edge&t e = edges[G[x][1]];

if (e.cap > e.flow && d[x] == d[e.to] + 1) { // Advance
ok = 1;

ple.to] = GIx][i];

cur(x] = i;

@ W ECEEE
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break;

i
if(tok)
int m = n-1;
for(int i = 0; i < G[x].size();

{ //Retreat

144y o

Edge& e = edges[G[x][i]l];

if(e.cap > e.flow) m = min(m, d[e.to]);

¥

if (——num[d[x]] == 0) break; //gap ift
numld[x] = ml]++;

curlx] = 0;

if(x 1= s) x = edges(plx]].from;

}
return flow;
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int p(maxn]; VAR T B S
int num[maxn]: J/EEE R R
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int Augment () {
int x = t, a = INF;

while (x s) 1
Edges e = edges[p[x]];
a = min(a, e.cap-e.flow);
x = edges[p(x]].from;

)

x = t;

while(x != s) {
edges[plx]].flow += a;
edges [p[x]*1].flow —= a;
x = edges([p(x]].from;

)

return a;
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int main() {

int T;

scanf ("%d", &T);

while(T--) {

int w, h, n, e = 0;

scanf ("%$d%dsd", &w, &h, &n);
for(int i = 0; i < n; i++) {
int x, y, a, b;
scanf ("$d%d%dsd", &x, &y, &a, &b);
//0<x+at<w, O0<y+bt<h, t>=0
double L = 0, R = le9;
update(x, a, w, L, R);
update(y, b, h, L, R);
if(R > L) {

events [et+]

(Event) {L, 0};

events[e++] = (Event)({R, 1};

}
sort (events, events+e);

int cnt = 0, ans = 0;
for(int i = 0; i < e; i++) {
if (events[i].type == 0) ans = max(ans,

else cnt--;

}
printf("sd\n", ans);

}

return 0;

+t+ent) ;





OEBPS/Image00325.jpg





OEBPS/Image00568.jpg





OEBPS/Image00082.jpg
#include<cstdio>
¥include<algorithm>
using namespace std;
//0<x+at<w
void update(int x, int a, int w, double& L,
if(a == 0) {
if(x <= 0 || x >= w) R = L-1; //KM
¥ else if(a 2 O)
L = max(L, -(double)x/a);
R min(R, (double) (w-x)/a);

} else {
L = max (L, (double) (w-x)/a);
R = min(R, -(double)x/a);

const int maxn = 100000 + 10;

struct Event {
double x;
int type;
bool operator < (const Event& a) const {
return x < a.x || (x
}
} events[maxn*2];

double& R)

{

a.x & type > a.type); //SGACERATHE
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int ans = n+l;
for(int i = 1; i <= nj i++)
for(int j = i; j <= n; 3+ {
int sum = 0;
for(int k = i; k <= j; k++) sum += A[K];

if (sum >= S) ans = min(ans, Jj-i+l);

}

printf ("%$d\n", ans n+l 2 0 : ans):
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void update(int x, int a, int w, int& L, int& R) {
if(a 0) {
if(x 0 || x> w) R=1L-1; //X%#
} else if(a > 0) {
L = max(L, -x*2520/a);
R = min(R, (w-x)*2520/a);

} else {
L = max(L, (w-x)*2520/a);
R = min(R, -x*2520/a);
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double Dot (Vector3 A, Vector3 B) { return A.x*B.x + A.y*B.y + A.z*B.z; }

double Length(Vector3 A) { return sqrt (Dot (A, A)); }

double Angle(Vector3 A, Vector3 B) { return acos(Dot(A, B) / Length(a) /
Length(B)); }
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B[O] 0;
for(int i = 1; i <= n; i++) B[i] = B[i-1] + A[i];

int ans = n+l;

for(int i = 1; i <= n; i++)
for(int j = i; j <= n; j++)
if (B[] - B[i-1] >= §) ans = min(ans, j-i+1);

printf ("%d\n", ans n+l 2 0 : ans):
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B[0] = 0;
for(int 1 = 1; i <= n; i++) B[i] = B[i-1] + A[i];
int ans = n+l1;
for(int j = 1; j <= n; j++) {

int i = lower_bound(B, B+j, B[j]-S) - B;

if(i > 0) ans = min(ans, j-i+l);

¥
SETREEL"Sd\A", Hbs

AEL PO G EEY.E
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struct Point3 {

double x, y, zj

Point3(double x=0, double y=0, double z=0):x(x),y(y),z(z) { }
Yi

typedef Point3 Vector3;
Vector3 operator + (Vector3 A, Vector3 B) (

return Vector3(A.x+B.x, A.y+B.y, A.z+B.z);

Vector3 operator - (Point3 A, Point3 B) {
return Vector3(A.x-B.x, A.y-B.y, A.z-B.z);

Vector3 operator * (Vector3 A, double p) {
return Vector3(A.x*p, A.y*p, A.z*p);

Vector3 operator / (Vector3 A, double p) {
return Vector3(A.x/p, A.y/p, A.z/p);





OEBPS/Image00081.jpg
P SHHL IR ZE 2R

while (EATAKMIRMFME) (
MR LA T
Aif (B “HHIREME ) { ont++; if(ent > ans) ans = cnt; } //EHIEEAER
else cnt——; //—SER “Hiisi "

1





OEBPS/Image00323.jpg
E | m_ s % it HMBAMR (E30 &

il 8 LA4119 312/80.45% Always an Integer E2UENIE -V T 17
kg o UVall426 393/79.90% GCD ged. phi %L

i 10 UVall754 54/57.41% Code Feat RHEESPSE:

g 11 UVall916 42/61.90% Emoogle Grid 5 HOn






OEBPS/Image00562.jpg





OEBPS/Image00080.jpg
il

[V 10]

ent=2





OEBPS/Image00322.jpg





OEBPS/Image00563.jpg





OEBPS/Image00094.jpg
i L)

o . [ e o
® Y °
lefi[i]=3 o lefi[j]=8 ®
onfil2 lon2[j]=4
) / [ ]
e | ° °
: .






OEBPS/Image00336.jpg
EI| L % it BMEABMR (X0 & i

i 12 LA5059 62/88.71% Playing With Stones HeHHE: SG e
517 13 UVal0s61 195/79.49% Treblecross SGEH: iR






OEBPS/Image00093.jpg
int ans = 0;
for(int i = 0; i < m; i++) { /1B EAT AR

int lo = -1, ro = n;
for(int j = 0; j < n; j++) //ERIAE, 45 up R left
if (mat[i103] == 1) { upl[il[3] = left[il[3] = 0; lo = 3; }

else {
upli][3] = 1 ? 1 : upli-1]1(3] + 1;
left[1]([]] = 0 ? lo+l : max(left[i-1][3j], lo+l);
)
for(int j = n-1; j >= 0; j-—-) //MABIARAS, %5 right HEPEE
if(mat[i1[3] == 1) { right[i][3] = n; ro = 3; }
else {

? ro-1 : min(right[i-1]([j], ro-1);

right[i][§] = i == 0
1031*(right [1][j]1-1left[1]1[3]1+1));

ans = max(ans, up(i

}
printf("sd\n", ans*3); / /8 ESRA HROCTI R LA 3 R I

}

return 0;
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//¥5E 1eft, on, on2
int k = 0;

for(int i i < n; i++) |

(/15 B

if(i == 0 Il P[i].x
ktt;
onfk] = on2[k] = 0;
left[k] = k == 0 ?
}
i£(P[i].y > ymin && P[il.y < ymax) on[k]++;
if(P[i].y >= ymin && P[i].y <= ymax) on2[kl++;
i
if (k <= 2) return n; /1B WA x

0 : left[k-1] + on2[k-1] - on[k-1];

int M = 0;

for(int j = 1; j <= ki j++) {
ans = max(ans, left[j]l+on2[jl+M);
M = max(M, on[jl-left[j]);

}

return ans;

int main() {
int kase = 0;
while (scanf ("3d", &n)

1 && n) {

for(int i=0; i <n; i++) { scanf ("%d%d", &P[i].x, &P[i].y); y[i]

printf("Case %d: %d\n", ++kase, solve());
}

return 0;

=Pli].y; }
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//ApOP1P2 AR AB HIZK

bool TriSegIntersection(Point3 PO, Point3 P1, Point3 P2, Point3 A, Point3
B, Point3& P) {

Vector3 n = Cross(P1-P0, P2-P0);
if (demp (Dot (n, B-A)) == 0) return false; //4kF aB FIFifi Pop1p2 FATHRILIH
else { / /P AR 2R P1-P2 A7ME—A0 4
double t = Dot(n, P0-A) / Dot(n, B-A);
if(demp(t) < 0 || demp(t-1) > 0) return false; //ZMATEZELAB I
P = A + (B-A)*t; /IR
return PointInTri(P, PO, P1, P2); /1 HIEE R =Y po-P1-P2
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#include<cstdio>
#include<algorithm>

using namespace std;

struct Point {
int x, y;

bool operator < (const Point& rhs) const {
return x < rhs.x;

}
Vi

const int maxn = 100 + 10;

Point P[maxn];

int n, m, ylmaxn], on[maxn], on2[maxn], left[maxn];

int solve() {
sort (P, P+n);

sort(y, y+n);

m = unique(y, y+n) - y; /BRI y AARIA 2
if (m <= 2) return n; /1B WRHARI y
int ans = 0;

for(int a = 0; a < m; at+)
for(int b = a+l; b < m; b++) {

int ymin = y[a], ymax = y(bl; //3H EFLRFHN ymin fl ymax B
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/75 P BIHL B MHE

double DistanceToLine (Point3 P, Point3 A, Point3 B) {
Vector3 vl =B - A, v2 = P - &;
return Length(Cross(vl, v2)) / Length(vl);

/755 P BIZB AB MRS

double DistanceToSegment (Point3 P, Point3 A, Point3 B)
if(A == B) return Length(P-3);
Vector3 vl =B - A, v2 =P - A, v3 =P - B;
if (demp (Dot (v1, v2)) < 0) return Length(v2);
else if (demp (Dot (vl, v3)) > 0) return Length(v3);
else return Length(Cross(vl, v2)) / Length(vl);
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Point3 LinePlaneIntersection(Point3 pl, Point3 p2, Point3 p0, Vector3 n) {
Vector3 v = p2-pl;
double t = (Dot (n, p0-pl) / Dot (n,p2-pl)); //FIKisEHETN 0
return pl+v*t; //QRRLB, N € RARLE 0 M1 2
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// 5 BPPIE po-n (MFEES . n 250k B4 i it
double DistanceToPlane(const Point3& p, const Point3& p0, const Vector3s& n) {
return fabs (Dot (p-p0, n)); // WIRARIRAXAL, ARMRA FHE
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Point3 GetPlaneProjection(const Point3& p, const Point3& p0, const Vector3s n) {
return p-n*Dot (p-p0, n);
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Vector3 Cross(Vector3 A, Vector3 B) {

return Vector3(A.y*B.z - A.z*B.y, A.z*B.x - A.x*B.z, A.x*B.y - A.y*B.x);
¥
double Area2 (Point3 A, Point3 B, Point3 C) { return Length (Cross (B-A, C-A)): }
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B(0] = 0;

for(int i = 1; i <= n; i++) B[i] = B[i-1] + A[i];

int ans = n+l;

int i = 1;

for(int j = 1; j <= n; ++) {
if(B[i-1] > B[j]-S) continue; 77 (1) BAEWHRSMR 1, BF—A
while (B[i] <= B[]]-8) i++; //(2) KWR BLi-1]<=B[]]1-S KK 1
ans = min(ans, j-i+l);

}

printf ("%$d\n", ans

n+l 2 0 : ans);
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// R PEAPOPLP2

bool PointInTri(Point3 P, Point3 PO, Point3 P1, Point3 P2) {
double areal = Area2 (P, PO, P1);

Area2(P, P1l, P2);

Area2 (P, P2, PO);

double area2

double area3

return dcmp (areal + area2 + area3 - Area2(P0, P1l, P2)) == 0;
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#include<cstdio>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 1000;
int mat[maxn] [maxn], up[maxn] [maxn], left[maxn][maxn], right[maxn] [maxn];
int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
while(T--) {
int m, n;
1 ENYR
scanf ("%d%d", &m, &n);
for(int i = 0; i < m; i++)
for(int § = 0; 3 < n; 3++) |
int ch = getchar();
while(ch != 'F' && ch != 'R') ch = getchar();
R s Iy

mat [i] [§] =
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/7 p A EE L M (& EASD
bool OnLeft(Line L, Point p) {
return Cross(L.v, p-L.P) > 0;

/1 ZHEE N B AR

Point GetIntersection(Line a, Line b) {
Vector u = a.P-b.B;
double t = Cross(b.v, u) / Cross(a.v, b.v);

return a.P+a.v*t;
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int HalfplaneIntersection(Line* L, int n, Point* poly) {

sort (L, L#n); 7 HERAET
int first, last; 7/ WERBAFIR A TCHEAEST A TCE I AR

Point *p = new Point[nl; //p[il}qlilMqli+1]1f1ZA
Line *q = new Line[n]; 1/ XU BAF
qlfirst=last=0] = L[0]; //XUHBAFIRIERIA A —A-Fili L (0]
for(int i = 1; i < n; i++) {
while (first < last && !OnLeft(L[i], p[last-1])) last--;
while (first < last && lOnLeft (L[il, plfirst])) first++;
q[++last] = L[i];
if (fabs (Cross(qllast].v, gllast-1].v)) < eps) {
/P RETAT B, B i A

last--;
if(OnLeft (q[last], L[i].P)) gllast] = L[i];
}
if(first < last) p[last-1] = GetIntersection(qg[last-1]1, qllast]);

)
while(first < last && !OnLeft(g[first], pllast-1])) last——;
//MIBRERITE (%)

if(last - first <= 1) return 0; /1B (%)
pllast] = GetIntersection(q[last], q[first]); 77V ST R AV 58
// M deque EHIE i th

int m = 0;

for(int i = first; i <= last; i++) poly[m++] = p[il;

return m;
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/A EZ a->B PIRZ UL poly, RIA] “Z2M”. WIERIBAL, WTHEZeIR [E] a2 B
Polygon CutPolygon(Polygon poly, Point A, Point B) {

Polygon newpoly;

int n = poly.size();

for(int i = 0; i < n; i++)

Point C

polyli];
Point D = poly[(i+l)%n];
if (demp (Cross (B-A, C-a)) >= 0) newpoly.push_back (C);
if (demp (Cross (B-3, C-D)) != 0) {
Point ip = GetLineIntersection(a, B-A, C, D-C);
if (OnSegment (ip, C, D)) newpoly.push_back (ip);

}
return newpoly;
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#include<cstdio>

#include<cmath>

//sqrt (a*2+x72) [ 5B 5
double F(double a, double x) {

double a2 = a*a, x2 = x*x;

return (x*sqrt(a2+x2)+a2*log (fabs (x+sqrt (a2+x2))))/2;
}

//BEBEES wo BN IR K, R RTSC I p (w, h)
double parabola_arc_length(double w, double h) {
double a = 4.0*%h/(w*w);
double b = 1.0/(2*a);
return (F(b, w/2) - F(b, 0))*d*a;
[ VMBEARRMFAE, #2 (F (o, w/2)-F (b, -w/2))*2*%a
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struct Line { £
Point P; /1 HE TR
Vector v; /5 R 2 LB R RV

double ang;  //Hff, BIA x IEPARIEREE A B v BT RIS I
Line() {}

Line(Point P, Vector v):P(P),v(v){ ang = atan2(v.y, v.x); }

bool operator < (const Line& L) const { //HIFHIMHLBSESF
return ang < L.ang;

}
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int main() {
int T;
scanf ("sd", &T);
while(T--) {
scanf ("%d", &n);
for(int i = 0; i < n; i++) scanf("%d%d%d", &ali], &b[i], &c[il);
double L = 0.0, R = 1000.0;
for(int i = 0; i < 100; i++) {
double ml = L+ (R-L)/3;
double m2 R-(R-L)/3;
if(F(ml)<F(m2)) R = m2; else L = ml;
}
printf("%.41f\n", F(L));
}

return 0;

[
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#include<cstdio>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 10000 + 10;

int n, a[maxn], bmaxn], c[maxn];

double F(double x) {
double ans = a[0]*x*x+b[0]*x+c[0];
for(int i = 1; i < n; i++)
ans = max(ans, a[i]l*x*x+b[i]*x+c[i]);

return ans;
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UVal0892 728/90.52% LCM Cardinality AT
UVall752 244/82.79% The Super Powers AL
UVal1076 680/80.29% Add Again PNR:
UVal1609 439/90.66% Teams PNR:
LA2889 230/76.96% Palindrome Numbers Al
UVall1489 474/88.82% Integer Game IE: WS
UVal0791 1150/74.87% Minimum Sum LCM T
UVall461 2920/94.62% Square Numbers X T4 4 A i 4 it
LA2911 91/85.71% Maximum HOERAT: Fon
LA2756 229/86.46% Crazy tea party B (EERMED
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double a;

//simpson 22 H 2] i #
double F(double x) {
return sqrt (1 + 4*a*a*x*x);

}

// M EIERE simpson AR RN w, FIHER b FHHL K
double parabola_arc_length(double w, double h) {
a = 4.0%n/ (wrw); //BEESRER a, NTISCESREEE 19170

return asr(0, w/2, le-5)*2;
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Point p[200], poly[200];
Line L[200];
Vector v[200], v2[200];
int main() {
int n;
while (scanf("$d", &n) == 1 & n) {

int m, x, y;

for(int i = 0; i < n; i++) { scanf("$d%d", &x, &y); p[il = Point (x,y);
for(int i = 0; i < nj i++) {
vIi] = p[(i+1)%n]-plil;
v2[i] = Normal(v[il); JRE EVAZS R
)
double left = 0, right = 20000;
while(right-left > le-6) { //“H&E%E
double mid = left+(right-left)/2;
for(int i = 0; i < n; i++) L[i] = Line(p[i]+v2[i]*mid, v[i]);

/1 W 2
m = HalfplaneIntersection(L, n, poly);
if(!m) right = mid; else left = mid;
}
printf("$.61f\n", left);
}

return 0;

}
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int main() {

int T;
scanf ("%d", &T);
for (int kase = 1; kase <= T; kase++) {

int D, H, B, L;
scanf ("%dsdsdsd", &D, &H, &B, &L);
int n = (B+D-1)/D; //[IKE%L
double D1 = (double)B / nj;
double L1 = (double)L / n;
double x = 0, y = H;
while (y-x > le=5) { //4MIuRIREIIE
double m = x + (y-x)/2;
if (parabola_arc_length (D1, m) < L1) x = m; else y = m;
}
if (kase > 1) printf("\n");
printf("Case %d:\n%.21f\n", kase, H-x);
}

return 0;
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//Z 15 simpson . XEER F R—AEREH
double simpson (double a, double b) {
double c = a + (b-a)/2;
return (F(a)+4*F (c)+F (b)) * (b-a)/6;

// AR simpson AR GBI . CAEAKE [a,b) EM=xi simpson fi A
double asr (double a, double b, double eps, double A) {
double ¢ = a + (b-a)/2;

double L = simpson(a, c), R = simpson(c, b);
if (fabs (L+R-A) <= 15%eps) return L+R+(L+R-A)/15.0;

return asr(a, ¢, eps/2, L) + asr(c, b, eps/2, R);

//HER simpson AR (EidH)
double asr(double a, double b, double eps) {

return asr(a, b, eps, simpson(a, b));
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const int maxn = 100 + 10;
Point poly[maxn];
Line L[maxn];

int V[maxn], Ulmaxn], Wlmaxn];

int main() {
int n;
while (scanf ("%d", &n) == 1 && n) {

for(int i = 0; i < n; i++) scanf("%d%d%d", &V([i], &U[i], &W[i]);

for(int i = 0; i < n; i++) {
int le = 0, ok = 1;
double k 10000;

for(int j = 0; j < n; j++) if(d
1£(V[i] <= V[j] && ULL] <= U[3] && W[i] <= W[3]) { ok = 0; break; }
if(V[i] >= V[3j] && U[i] >= U[j] && W[i] >= W[j]) continue;
//x/VIi1+y/U[L)+ (1-x-y) /W[i] < x/V[3]+y/U[3]+(1-x-y) /W[]]

//ax+by+c>0

double a = (k/V[Jj]I-k/W[]]) - (k/VIi]-k/W[i]);
double b = (k/U[J1-k/W[31) - (k/ULi]-k/W[il);
double ¢ = k/W[j] - k/W[il;

Point P;

Vector v(b, -a);

if (fabs(a) > fabs(b)) P = Point(-c/a, 0);
else P = Point (0, -c/b);

L{lc++] = Line(P, v);

i
if (ok) {

//x>0, y>0, x+ty<l ==> —x-y+1>0

L{lc++] = Line(Point (0, 0), Vector(0, -1));
L[lc++] = Line(Point (0, 0), Vector(l, 0));
L{lc++] = Line(Point(0, 1), Vector(-1, 1));

if (!HalfplaneIntersection(L, lc, poly)) ok = 0;

}
if (ok) printf("Yes\n"); else printf("No\n");

1
return 0;
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gauss_jordan (&, n);
memset (inf, 0, sizeof(inf));
for(int i = n-1; i >= 0; i--) {
if (fabs(A[i][i])<eps && fabs(A[i][n])>eps) inf[i] = 1;
7/ ALK T2
for(int j = i+l; J < n; j++)
if (fabs(A[i][]]1)>eps && inf[j]) inf[i] = 1;
/I EFTE R AL ERR M R TTTH
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/7RG 30 Hil L
if (hold[player] != 0)
for(int i = 0; i < 7; i++) if(type[i] == FLOOR && type[i+1l] == FLOOR
s& card[i] == card[i+1]) {
State s = child();
s.score += getScore(card[i], hold[player], cur);
s.type[i] = UP; s.type[i+l] = DOWN;
s.card[i] = cur; s.card[i+1] = hold[player]; s.hold[player] = 0;
ret.push_back(s);

swap(s.card[i], s.card[i+1]);

ret.push_back (s) ;
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void expand(int player, vector<State>& ret) const {

int cur = deck[pos];

/RS 1 EAETH

if (hold[player] == 0) {
State s = child();
s.hold[player] = cur;
ret.push_back (s);
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int getTangents(Point p, Circle C, Vector* v) {
Vector u = C.c - p;
double dist = Length (u);
if (dist < C.r) return 0;
else if (demp(dist - C.r)
v[0] = Rotate(u, PI/2);

== 0) ( //pfEML, HAf—HLk

return 1;
} else {
double ang = asin(C.r / dist);
v[0] = Rotate(u, -ang);
v[1l] = Rotate(u, +ang);

return 2;
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for(int i = 0; i < 7; i++) if(type[i]
//use cur
State s = child();
s.score += getScore(card[i], card[i+l],
s.typeli] = s.type[i+1] = FLOOR;
s.card[i] = s.card[i+l] = cur;

ret.push_back(s);

if (hold[player] != 0) {
//use held card

State s = child();

s.score += getScore (card[i], card[i+l]
s.typeli] = s.type[i+1] = FLOOR;
s.card[i] = s.card[i+1] = hold[player]
s.hold([player] = cur;

ret.push_back (s) ;

DOWN && type[i+1]

cur) ;

,» hold[player]);

UP)

{
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#include<algorithm>
#include<cmath>
#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<vector>

using namespace std;

const double eps = le-8;
const int maxn = 100 + 10;
typedef double Matrix[maxn] [maxn];

7/ TAEEREIRYE, IR SRR B, LA BB
/AR x (11 MEME— B, S 4 AFRRT ALL) ()M AL4] [n] ZAMIIARTEH N 0
void gauss_jordan (Matrix A, int n) {
int i, 3, k, x;
for(i = 0; i < n; i++) {
r =i
for(§ = i+l; § < n; j++)
if (fabs(A[j][i]) > fabs(A[r][i])) r = J;
if (fabs(A[r] [i]) < eps) continue; //MFFIX—1T, BEEMEF—T (%)
if(r != i) for(j = 0; j <= n; j++) swap(Alr](3], AlLil1(3iD);

/1 5BT 8 L ATAMHARAT AT
for(k = 0; k < n; k++) if(k != i)

for (3

nj j >= i; j—=) A[k][3] —-= A[k][i]/A[i][i] * A[i][]];
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/I ETT R
memset (A, 0, sizeof(R));

for(int i = 0; i < n; i++) {

A[i1[4] = 1;
for(int j = 0; j < prev[i].size(); j++)
A[i][prev[i][j]1] -= 1.0 / dlprev[il[j]]1;

if(i == 0) A[i][n] 1;
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/BRI RS E -1 RRTITR I,
//alil M b L1 BIRS 1 IEAE a Ml B LY
int getTangents(Circle A, Circle B, Point* a, Point* b) {
int ent = 0;
if(A.r < B.r) { swap(A, B); swap(a, b); }
int d2 = (A.x-B.x)*(A.x-B.x) + (A.y-B.y)*(A.y-B.y);
int rdiff = A.r-B.r;
int rsum = A.r+B.r;
if(d2 < rdiff*rdiff) return 0; /INE

double base = atan2(B.y-A.y, B.x-A.x);

if(d2 == 0 && A.r == B.r) return -1; /I ERE Y%
if(d2 rdiff*rdiff) { //AYL, 1R
afent] = A.getPoint (base); blcnt] = B.getPoint (base); cnt++;
return 1;
}
/1436
double ang = acos((A.r-B.r) / sqrt(d2));
alcnt] = A.getPoint (base+ang); blcnt] = B.getPoint (base+ang); cnt++;
afcnt] = A.getPoint (base-ang); blcnt] = B.getPoint (base-ang); cnt++;
if(d2 rsum*rsum) { 11— %AAYIE
alent] = A.getPoint (base); blcnt] = B.getPoint (PIt+base); cnt++;
}
else if (d2 > rsum*rsum) { /1 HERAN LAY
double ang = acos ((A.r+B.r) / sqrt(d2));
alcnt] = A.getPoint (base+ang); blcnt] = B.getPoint (PI+base+ang); cnt++;
alcnt] = A.getPoint (base-ang); blcnt] = B.getPoint (PI+base-ang); cnt++;

}

return cnt;





OEBPS/Image00768.jpg





OEBPS/Image00286.jpg
Matrix A;
int n, dimaxn];
vector<int> prevmaxn];

int inf[maxn];

int main() {
int kase = 0;

while (scanf ("%d", &n) == 1 && n) {
memset (d, 0, sizeof(d));
for(int i = 0; i < n; i++) prev[i].clear();
int a, b;
while (scanf ("$d3d", &a, &b) == 2 && a) {

a==; b--; //BMN 0 TGS
dlal++; /785 a N 1
prev(b].push_back(a);
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Circle CircumscribedCircle (Point pl, Point p2, Point p3) {
double Bx = p2.x-pl.x, By = p2.y-pl.y;
double Cx = p3.x-pl.x, Cy = p3.y-pl.y;
double D = 2* (Bx*Cy-By*Cx);
double cx = (Cy*(Bx*Bx+By*By) - By* (Cx*Cx+Cy*Cy))/D + pl.x;
double cy = (Bx*(Cx*Cx+Cy*Cy) — Cx* (Bx*Bx+By*By))/D + pl.y;
Point p = Point(cx, cy);

return Circle(p, Length(pl-p));

Circle InscribedCircle(Point pl, Point p2, Point p3) {
double a = Length(p2-p3);
double b = Length(p3-pl);
double ¢ = Length(pl-p2);

Point p = (pl*a+p2*b+p3*c)/(atb+c);

return Circle(p, DistanceToLine(p, pl, p2));
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double angle (Vector v) { return atan2(v.y, v.x); }
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const int UP = 0;
const int FLOOR = 1;
const int DOWN = 2;

struct State {

int card[8], typel8]; / /WA FLOOR MR — KLY FLOOR M
int hold[2];

int pos;

int score; //vAX iRk (B Axel) I

state() {

for(int i = 0; i < 8; i++) (

card[i] = deck[il; //deck [1]ZRERIZ 1 KA
typel[i] =i $ 2 == 0 ? UP : DOWN;

)

hold[0] = hold[1] = score = 0;

pos = 8;

//HR: isFinal () BREECETRARE OMERF M, SHias)
//E LsXXX IR RN R S PSSO GO AR —MFIGRTG I8, SX B T T

bool isFinal() {

if (pos == 2*n) { Es: ik
score += hold[0] + hold[1];
hold[0] = hold[1l] = 0;

return true;

}
return false;
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int getCircleCirclelntersection(Circle Cl, Circle C2, vector<Point>& sol)

double d = Length(Cl.c - C2.c);
if (demp (d) 0 |
if(demp(Cl.r - C2.1)

0) return -1; //PiEA

return 0;

}
if(demp(Cl.r + C2.r - d) < 0) return 0;
if (demp (fabs (Cl.r-C2.r) - d) > 0) return 0;

double a = angle(C2.c - Cl.c); / /TR o, itk
double da = acos((Cl.r*Cl.r + d*d - C2.r*C2.r) / (2*Cl.r*d));
//¢1C, B ¢1py Il

Point pl = Cl.point(a-da), p2 = Cl.point (a+da);

sol.push_back (pl) ;

if (pl == p2) return 1;
sol.push_back (p2) ;
return 2;
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State child() const {
State s;
memcpy (&s, this, sizeof(s));
s.pos = pos + 1;

return s;
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/AN, AR e, MO p, HiTHH AR che BEGRENG R
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/ /AERE PEBE SRR AU domp LU
int ConvexHull (Point* p, int n, Point* ch) {
sort (p, p+n); //SEHER x MR, FEHE v ARbR
int m = 0;
for(int i = 0; i < n; i++) {
while(m > 1 && Cross(ch[m-1]-ch[m-2], p[i]-ch[m-2]) <= 0) m--;
chim++] = pl[il;
}
int k = m;
for(int i = n-2; i >= 0; i--) {
while(m > k && Cross(ch[m-1]-ch[m-2], p[il-ch[m-2]) <= 0) m--;
chm++] = pli];
}
if(n > 1) m—;

return m;
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//gen_primes [{SBLILTHTC
cypedef int Matrix[maxn][maxnl;

//m TR, n AR
int rank(Matrix A, int m, int n) {
int i =0, 3 =0, k, r, u;
while(i <m && j < n) { J/ARTEAEARERSE L AN TR, 8 5 ANV
= 44
for(k = i; k < m; k++)
if(A[k][3]) { r = k; break; }
if Al 3D |
if(r != i) for(k = 0; k <= n; k++) swap(A(r][k], A[i](k]);
/7T L AT A 0 RS 3 51, HE u>1 ATHIE § 58K o
for(u = i+1; u < m; u++) if(A[u](3])
for(k = i; k <= n; k++) Afu][k] "= A[i][k];
144;
}
J++;
i

return i;
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int isPointInPolygon(Point p, Polygon poly) {
int w = 0;
int n = v.size();

for(int i = 0; i < n; i++){

if (isPointOnSegment (p, poly[i], poly[(i+1)%n])) return
int k = demp (Cross (poly[(i+1)%n]-poly[il, p-polylil));
int dl = demp(poly[i].y - p.y)i

int d2
if(k >

demp (poly [ (i+1)%n).y - p.y);
0 && dl <= 0 && d2 > 0) wn++;

if(k < 0 && d2 <= 0 && dl > 0) wn——;

}

if (wn != 0) return 1; 7/

return 0; /1508
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DLX solver;

const int SLOT =

const int ROW = 1;
const int COL = 2;
const int SUB = 3;

/AT /SIS — R RR . 1 TGS
int encode (int a, int b, int c) {
return a*256+b*16+c+l;

void decode(int code, int& a, int& b, int& c¢) {
code--;

code%16; code /= 16;

code$16; code /= 16;

code;

c
b
a
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#include<algorithm>
#include<cmath>
#include<iostream>
#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<vector>

using namespace std;

const int maxn = 500 + 10;

const int maxp = 100;
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char puzzle[16][20]

bool read() {
for(int i = 0; i < 16; i++)

if(scanf("%s", puzzle[i]) != 1) return false;
return true;

int main() {

int kase =

while(read()) {
if (++kase != 1) printf("\n");
solver.init (1024);
for(int r = 0; r < 16; r++)
for(int ¢ = 0; ¢ < 16; c++)
for(int v = 0; v < 16; vi+)
if (puzzle[r] [c] =

vector<int> columns;

' || puzzlelr]lc]

'A+y) |

columns.push_back (encode (SLOT, r, c));
columns.push_back (encode (ROW, r, v));
columns.push_back (encode (COL, ¢, Vv));
columns.push_back (encode (SUB, (r/4)*4+c/4, v));
solver.addRow (encode (r, ¢, v), columns);

vector<int> ans;

solver.solve (ans);

for(int i = 0; i < ans.size(); i++) {

int r, ¢, v;

decode (ans[il, r, ¢, v);
puzzlelr][c] = 'A'+v;

)

for(int i = 0; i < 16; i++)

printf("$s\n", puzzlel[i]);
}
return 0;
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Matrix a;

int main() {

int m = gen_primes(500);

int T;
ein >3 Ty
while (T--) {
int n, maxp = 0;
long long x; JITER x (fiEE
cin >> n;
memset (A, 0, sizeof (A));
for(int i = 0; i < n; i++) (

cin >> x;

for(int j = 0; j < m; j++) 7/ x i) prime (31009, I SEH R AORRE
while(x % prime[3] == 0) { maxp = max (maxp, 3j); x /= prime[jl; A[§][i]
1; 1
)
int r = rank(A, maxp+l, n); 7/ FURET 1 maxp+1 D

cout << (I1LL << (n-r))-1 << endl; //Z4RARM, FTLATR 1
)

return 0;
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tinclude<stdio.h>

#include<math.h>

#define F(x) (p*exp(-x)+q*sin (x)+r*cos (x)+s*tan (x)+t* (x)* (x)+u)
const double eps = le-14;

int main() {

int p, r, @ s, t, u;

while (scanf ("%d%d%d%d%dsd", &p, &q, &r, &s, &t, &u) == 6) {
double £0 = F(0), f1 = F(1);
if(f1 > eps || £0 < -eps) printf("No solution\n");
else {

double x = 0, y = 1, m;
for(int i = 0; i < 100; i++) {
m=x + (y-x)/2;
if(F(m) < 0) y = m; else x = m;
}
printf("s.41£\n", m);

return 0;
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int main() {

int T;

Point P[2500], ch[2500];
scanf ("&%d", &T);

while (T--) {
int n, pc = 0;
double areal = 0;
scanf ("%d", &n);

for(int i = 0; i < nj i++) {
double x, y, w, h, j, ang;
scanf ("$1£$1£%$1£%1£51€", &x, &y, &w, &h, &3);
Point o(x,y);
ang = -torad(j); / /L ER
Plpct+] = o + Rotate(Vector(-w/2,-h/2), ang); //JGHERMrfCe & i &
P[pc++] = o + Rotate(Vector(w/2,-h/2), ang);
Plpc++] = o + Rotate(Vector(-w/2,h/2), ang);
Plpct++] = o + Rotate(Vector(w/2,h/2), ang);
areal += w*h; 7/ BIAH A
}
int m = ConvexHull(P, pc, ch);
double area2 = PolygonArea(ch, m);
printf("$.11f %%\n", areal*100/area2);
}

return 0;
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struct DLX {

int n, sz; VAE.E ST =¥5% 13
int S[maxn]; VIE-2IE Tt
int row[maxnode], col[maxnode]; /1B RATI
int L[maxnode], R[maxnode], U[maxnode], D[maxnodel; //154##

int ansd, ans[maxr]; /1%

void init(int n) { //n REFIH

this->n = n;

/AR
for(int i = 0 ; i <= n; i++) |
Uli] = i; D[i] = i; LIi] = i-1, R[i] = i+1;
)
R[n] = 0; L[O] = n;

sz =n + 1;
memset (S, 0, sizeof(S));
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void addRow(int r, vector<int> columns) {

int first =
for(int i = 0; i < columns.size(); i++) {

int ¢ = columns[il];

L[sz] = sz = 1 Rlsz] = sz: + 1; Dlsz] = o3

}
R[sz - 1] = first; L[first] = sz - 1;

/I WiEEEE A, WHER s SO H AL T
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bool solve(vector<int>& v)
v.clear();
if (!dfs(0)) return false;
for(int i = 0; i < ansd;

return true;

{

itt)

v.push_back (ans[i]) ;





OEBPS/Image00532.jpg





OEBPS/Image00774.jpg
Y
P

3

L

K

FIP[A[R]M[S[E[C|NLIB[D[K[O]G]T

O[3[M|[I|A|N|B|D|P|K|C|G|F|L|A[E
L|N[D|k|c|F|o[T|I(E(A[H|M[B[P[C
Blcc|E|L K|A[P|o[F I M[A[J|D[N
M|F|H|B|E|L|P|0|A|C|K[J|G|N|T|D
ClI|L|N|K|D|G|A|H B M[0|P[E|F|T
blolc|p|1 H[I|M|F|N|L|E[C[A[K[B
JEK[A|F c|N[Blc|T D|P|L[E[O[M
E|B|O|F|P | M|T|J|D|C|A|L|N

n[c|J[p|E[B(a[E|[K[M[o[F[Tc

H[M[P|L|C|G|K|F|I|A|E|N|B[D[J[O

A[x[T|c|n[o[p[L|B [P [J[c|E|F M[E
K|D|E|M|J|T|F|N|C|H|G|A|O[P|B|L
GlL[E[c|p /P M[E[E[0|N[K[I[T[A[F
B[H|[N|O|B|A|L|K|M|J | F|I|D[C|E[C

RNEERDEEEAREEOOER

I

I






OEBPS/Image00290.jpg
X, +x; =0(mod 2)
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#define FOR(i,A,s)

void remove (int c) {

L(R[c]]
R[L[c]]

FOR(i,D,c)

Licl;

Rlcl;

FOR(J,R, i)

{

uID[3l]

void restore(int c) {

FOR(i,U,c)

FOR (3, L, i)
LIR[c]] = ¢;
R[L[c]] =

c;

{

++S[col

311

Toriint 4 =

ulil;

; UlD

D[U

[311

1311

3;

D[31;

D[UL]]1]

—=S[coll

3i

311

}





OEBPS/Image00289.jpg
int q, u;
scanf ("%d", &q);
printf("Case #%d:\n", ++kase);
while(q--) {
scanf ("%d", &u); u--;
if (inf[u]) printf("infinity\n");
else printf("%.31f\n", fabs(A[u][u])<eps ? 0.0 : A[u][n]/Af[u][ul);

)
return 0;
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7/ 0 B e g
double torad(double deg) {
return deg/180 *acos(-1); //acos(-1)#f&PI

/1BEIE I Bt A AR
void get_coord (double R, double lat, double lng, doubles x, double& y, double&
z) |
lat = torad(lat);
Ing = torad(lng);
x = R*cos(lat)*cos(lng);
y = R*cos(lat)*sin(lng);
z = R*sin(lat);
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//d KR
bool dfs(int d) {
if (R[0] == 0) { / 14k EIR
ansd = d; / e

return true;

/73K s JANHE
int ¢ = R[0]; 11— A RMBRH]
FOR(i,R,0) if(S[i] < S[c]) c = i;
remove (c) ; /IR ¢ 51
FOR(i,D,c) { //EERL FTEAT B 5 ¢ 41
ans[d] = row[il;
FOR(j,R,i) remove(col[3]); /7 /MIBRE RT3 FTEEAT R R (BT AT JEAb5)

if(dfs(d+1)) return true;
FOR(J,L,i) restore(coll3l);  //¥RSIHixl i FTAEAT REM it )i 1 H A5

}
restore(c); /1 E c 5l

return false;
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Point GetLineProjection(Point P, Point A, Point B) {
Vector v = B-A;

return A+v* (Dot (v, P-A) / Dot (v, v));
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#include<cstdio>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn 300000 + 10;
const int SIZE = 4096;

int n, m, u, A[maxn], block[maxn/SIZE+1] [SIZE];

void init () {
scanf ("%d%d%d", &n, &m, &u);
int b =0, j = 0;
for(int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("%d", &A[i]l);
block[b] [] = A[i];
if(++] == SIZE) { b++; j = 0; }
}
for(int i = 0; i < b; i++) sort(block[i], block[i]+SIZE);
if(j) sort(block[b], block[bl+j);
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bool SegmentProperIntersection(Point al, Point a2, Point bl, Point b2) {
double cl = Cross(a2-al,bl-al), c2 = Cross(a2-al,b2-al),
c3 = Cross(b2-bl,al-bl), cd=Cross(b2-bl,a2-bl);
return demp (cl) *demp (c2) <0 && demp (c3) *demp (cd) <0;
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int query(int L, int R, int v) {

int 1b = L/SIZE, rb = R/SIZE; / /T AR FHERSGS
int k = 0;
if (b == rb) {
for(int i = L; i <= R; i++) if(A[i] < v) k++;
} else {
for(int i = L; i < (lb+1)*SIZE; i++) if (A[i] < v) k++; //3—H

rb*SIZE; i <= R; i++) if(A[1] < v) k++; /7 tE
for(int b = 1b+l; b < rb; b++) /7R R
k += lower_bound(block[b], block[b]+SIZE, v) - block[bl;

for(int i
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IntervalTree2D t;

#include<cstdio>
int main() {
int n, m, O, x1, yl, x2, v2, %, vy,
char op[10];
scanf ("%d%d", &n, &m);
o = n; t.m=m;
for(int i = 1; i <= n; i++)
for(int j = 1; j <= m; J++) {
scanf ("%d", &t.v);
t.ko=d; £y = 5§
t.modify();
}
scanf ("%d", &Q);
while (Q--) {
scanf ("%s", op);
if(op[0] q') |
scanf ("$d%d%dsd", &t.x1, &t.yl,
t.query();

Vi

&t.x2,

printf("%d %d\n", t.vmax, t.vmin);

} else {
scanf ("

£.modify ();

}
return 0;

dsdsd", &t.x, &t.y, &t.v);

st.y2);

/1B BB

/1B RE NS

/1B RIEH S
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double DistanceToSegment (Point P, Point A, Point B) {
if (A == B) return Length(P-);
Vector vl =B - A, v2 =P - A, v3 = P - B;
if (demp (Dot (v1, v2)) < 0) return Length(v2);
else if (demp (Dot (vl, v3)) > 0) return Length(v3);
else return fabs(Cross(vl, v2)) / Length(vl);





OEBPS/Image00743.jpg
C=Ajtowbittiy+ 1T A towbitiy 2t - HA;





OEBPS/Image00506.jpg





OEBPS/Image00748.jpg





OEBPS/Image00507.jpg
/1 Z I A [ TR
double PolygonArea(Point* p, int n) {
double area =

for(int i = 1; i < n-1; i++)
area += Cross(p[il-p[0], pli+1]1-p[01);
return area/2;
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bool OnSegment (Point p, Point al, Point a2) {
return demp (Cross(al-p, a2-p)) == 0 && dcmp (Dot (al-p, a2-p)) < 0;
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return k;

void change(int p, int x) {

if(A[p] X) return;
int old = A[p], pos = 0, *B = &block([p/SIZE][0]; //B#if p FI{EMB
Alpl = x;
while (B[pos] < old) pos++; B[pos] = x; 7 /43 x PR AR
if(x > old) /1% KKy FEIRAH:

while (pos < SIZE-1 && B[pos] > B[pos+1]) { swap (B[pos+1], B[pos]); pos++; }
else //RERTAH

while(pos > 0 && B[pos] < B[pos-1]) { swap(B[pos-1], B[pos]); pos--; }
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double ConvexPolygonArea(Point* p, int n) {
double area = 0;
for(int i = 1; i < n-1; i++)
area += Cross(p[i]-p[0], p[i+1]-p[0]);

return area/2;





OEBPS/Image00747.jpg
int main() {
init ();
while (m--) {
int L, R, v, p;
scanf ("%$d%d%d%d", &L, &R, &v, &p); L-
int k = query(L, R, v);

change (p, (long long)u * k / (R-L+1));
}
for(int i = 0; i < n; i++) printf("%d\n", A[i]);

return 0;
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void modifylD(int o, int L, int R) { //BE&SH xo )y B
if(L == R) (
/B x B I BB O Y v B
if (xleaf) { Max([xo][o] = Min[xo][o] = v; return; }
/ /%0 Ji EELBUR -4 1

Max[xo] [0o] = max(Max[x0*2][0], Max[xo0*2+1][0]);

Min[xo] [0] = min(Min[xo*2][o], Min[xo*2+1][o]);

) else { //M500x WIARRNZE 25 2 P TE

int M = L + (R-L)/2;

if(y <= M) modifylD(o*2, L, M); //H—HRBIMEN x # LK TH
else modifylD (0*2+1, M+l, R);

7158 A A U SO N y B

Max[xo0] [o] = max(Max[xo] [0*2], Max[xo] [0*2+1]);

Min[xo] [o] = min(Min[xo][0*2], Min[xo] [0*2+1]);
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double DistanceTolLine (Point P, Point A, Point B) {
Vector vl = B - A, v2 = P - A;
return fabs(Cross(vl, v2)) / Length(vl); //WMIRAEAEXHE, 733000247 P S
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void modify2D(int o, int L, int R) { //BHELKER

if(L == R) { %o = o; xleaf = 1; modifylD(1, 1, m); }
7 MEBCEER B TR v
else {

int M = L + (R-L)/2;
if(x <= M) modi

2D(0*2, L, M);
else modify2D(0*2+1, M+l, R);

xo = o; xleaf = 0; modifylD(1, 1, m); //BHELRBMIIIENS

R v B

void query() { vmax = -INF; vmin = INF; query2D(1, 1, n); }

void modify() { modify2D(1, 1, n); }
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void query2D(int o, int L, int R) { //{fEEZ&BMMPEM
/70 x WA I LR A LA SR y B
if(x1 <= L && R <= x2) { xo = o; querylD(l, 1, m); }
else { //¥iilx BRI 45 KON A BIET BT B 704
int M = L + (R-L)/2;
if(x1 <= M) query2D(o*2, L, M);
if(M < x2) query2D(o*2+1, M+l, R);
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const int maxn = 60;
int T, A, B;
Point P[maxn], Q[maxn];

double Min, Max;

void update (Point P, Point &, Point B) {
Min = min(Min, DistanceToSegment (P, A, B));
Max = max(Max, Length(P-3));
Max = max (Max, Length(P-B));

int main() {
scanf ("%d", &T);

for (int kase

scanf ("%d%d", &A, &B);

1; kase <

for(int i = 0; i < A; i++) P[i] = read_point();

for(int i = 0; i < B;j i++) Q[i] = read_point();

double LenA = 0, LenB = 0;
for(int i = 0; i < A-1; i++) LenA += Length(P[i+1]-P[i]);
for(int i = 0; i < B-1; i++) LenB += Length(Q[i+1]-Q[i]);

int Sa = 0, Sb = 0;

Point Pa = P[0], Pb = Q[0];

Min = le9, Max = -le9;

while(Sa < A-1 && Sb < B-1) {
double La = Length(P[Sa+l] - Pa); //HEIT—4
double Lb = Length (Q[Sb+1] - Pb); //ZFI T MM
double T = min(La/LenA, Lb/LenB);

/A IE R B, o] IR PR Z 0 4 A LenA Al LenB
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int h(string s){
int a, b, x = s.find('@");
a = x%m - target%m; if(a < 0) a = -a; /IRRBEE ) &, WA DERBE) 2 K
if (x/m > target/m) b = x/m - target/m; //FEARECELE, KL M LEH
else b = (x/m < target/m 2 1 : 0); // HARRLE LU
return a > b ? a : b;
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Vector Va

(P[Sa+l] - Pa)/La*T*Lena; //HINMIRS IR

Vector Vb = (Q[Sb+1] - Pb)/Lb*T*LenB; //LHfI# I

update (Pa, Pb, Pb+Vb-Va); J/RAE R, SRR/
Pa = Pa + Va;

Pb = Pb + Vb;

if (Pa == P[Sa+l]) Sa++;
if (Pb == Q[Sb+1]) Sb++;
}
printf("Case %d: %.01f\n", kase, Max-Min);
}
return 0;
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string fall(string s){

int k, r, p;
for(int i = n-1; i >=0; i--)
for(int j = 0; 3 < m; j++){
s[i*m+il;

‘0" Il ch

char ch
if(ch

e/ /I kKA

for(k = i+l; k < n; k++) if (s(k*m+j] != '.') break;
s[i*m+j] = '.'; s[(k-1)*m+j] = ch;
Jelse if(ch == '["){

7/ “UKHE” T

for(r = j+l; r <m; r++) if(s[i*mtr] == 'X’

Il s[i*mtr]
/B4

1') break;
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const int maxn = 300 + 10;

Point P[maxn], V[maxn*maxn];

int main() {
int n, kase = 0;
while(scanf ("$d", &n) == 1 && n) {
for(int i = 0; i < n; i++) { scanf("S1£31f", &P[i].x, &P[i].y);
PLil; )
fi==
int ¢ = n, e =n;
for (int i ;oio<on; id+)
for(int j = i+l; j < n; j++)
if (SegmentProperIntersection(P[i], P[i+1], P[3], P[j+1]))
V[c++] = GetLinelntersection (P[i], P[i+1]-P[i], P[]],
PI31);
sort (V, V+c);
c = unique(V, V+c) - V;
for(int i = 0; i < ¢; i++)
for(int j = 0; j < n; j++)
if (OnSegment (V[i], P[3], P[j+1])) e++;

printf("Case %d: There are %d pieces.\n",

}

return 0;

++kase,

e+2-c);

VIi] =

Bj+l]=
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if(s[i*mtr] == ']1"){ 7/ ARUKAR, FTRLT
for(k = i+l; k < n; k++){
J/RRRAER 141, .., oL ATREA RN LSRR

bool found = false;

for(p = j; p <= r; p++) if(slk*m+p] !=
/ FREIAEY)
if (found) break;

}

for(p = 3; p <= rj p++) sli*mipl = '.

."){ found = true; break; }

for(p = j+l; p < r; p++) s[(k-1)*mtp] = '=';
s[(k-1)*m+3] = '["; s[(k-1)*mtr] = ']';

} /KR

Jj=rx

}

return s;
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int getLineCirclelntersection(Line L, Circle C, double& tl, double& t2,
vector<Point>& sol) {
double a = L.v.x, b = L.p.x - C.c.x, ¢ = L.v.y, d = L.p.y - C.c.y;
double e = a*a + c*c, £ = 2*(a*b + c*d), g = b*b + d*d - C.r*C.r;

double delta = f*f - d*e*g; RELVIEN
if (demp (delta) < 0) return 0; /A1
if (demp (delta) == 0) { 2ziiv]
tl =t2 = —f / (2 * e); sol.push_back (L.point (t1));

return 1;

}

/A
tl = (-f - sqgrt(delta)) / (2 * e); sol.push_back(L.point (tl));
t2 = (-f + sqgrt(delta)) / (2 * e); sol.push_back(L.point(t2));

return 2;
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R X

struct Point {...};

aE<A
A ot

L]

S T typedef Point Vector W b R I
H atan2(y,x)
+
*
/
T Dot
WEER | mmis Length AR
84 1) 5k ) £ Angle A B
i i XA Cross
T kSt S Rotate
T ik 4 B4 07 i Normal T AR A
i (BHED GetLinelntersection AT LR 38 R 28
CHAR . (WO GetLinelntersectionB
LB E (5150) | SegmentProperlntersection
SAEZR e R EN) DistanceToLine
PR BB DistanceToSegment
MAEEE LB (B GetLineProjection
RAER B LA (i) OnSegment
L SOTGAT i R 4 £ Area2 A XA
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struct Circle {
Point c;
double r;
Circle(Point ¢, double r):c(c),r(r) {}
Point point (double a) {

return Point(c.x + cos(a)*r, c.y + sin(a)*r);
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int alphabeta(States s,
if(s.isFinal()) return s.score;
vector<State> children;

s.expand (player, children);

int n children.size();
for(int i = 0; i < n; i++) {
int v =

alphabeta(children[i],
if (Iplayer) alpha =
if (beta <= alpha)

max (alpha,
break;

}

return !player ? alpha : beta;

int player,

int alpha, int beta) {
E<

/18IS

player”l, alpha, beta);

v); else beta = min(beta,

//alpha-beta BY#

V)i
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Point getD(Point A, Point B, Point C) {
Vector vl = C-B;
double al = Angle(A-B, vl);
vl = Rotate(vl, al/3);

Vector v2 = B-C;
double a2 Angle (A-C, v2);
v2 = Rotate(v2, -a2/3); //HEHRIUEIEH:

return GetLineIntersection(B, vl, C, v2);
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/)Y RS s BATERAR emd ZJRIHPIRES . WRACE RS, IR E] true

bool expand(string s, char cmd) {

string seq = sol[s] + cmd;
int x = s.find('@");
s(x] = '.';
if(emd == '<' || cmd == '>"){
s(x] = '@';
int p = (cmd == '<' ? x+m-1 : x+mtl);
//BEEAE IR TS . RN p A AT T
if(s(p) == 'X') return false;
else if(s[p] == '."){
slpl = '0';
if (icyls[p-111) s[p-1] = link rls(p-11]
if(s[p-1]1 != '.') s[p] = link_1[s[pll;
if (icy(s[p+1]]) s[p+l] = link_l[s[p+1]];
if(s[p+l] != ".") s[p] = link_r[s(pll;
Yelse{
slpl = '.";
if(icy[s[p-111) slp-1] = clear_r

if(icy(s[p+l]l]) slp+l] =

/PFAR AR5
/ TAREIK N T

/1 B

/I AREXS BRI BE 7
/IR, AR

/7R p FEILSEUKY, WA
/1R p FEUATARIG, W p ) 2SR
/7R p AR, WA
/7R p ATIATARIG, W p FIATER:
/ /34K, At

[slp-111; //W% p 2K, FRERAER:
clear_1[s[p+11]; //WiR p AiJEUK, HRBRm iR
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int main() {

int T;

Point A, B, C, D, E,
scanf ("sd", &T);
while (T--) {

A = read_point ();
= read_point ();
= read_point () ;
getD(A, B, C);
= getD(B, C, A);
= getD(C, A, B);
printf("$.61f %.61f %.61f %.61f %.61f $.61f\n", D.x, D.y, E.x, E.y, F.x,

Mmoo 0w
I

F.y)i

return 0;
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/1¥5)
©ox+1);  //BEIHE
//HBGEE E

/B WAL

if(emd == 'L' && s[p-1] == '.") {//f:%H
for(k = p-1; k > 0; k--) if(s[k-1] ! ') break;
slpl = '.'; s[k] = '0'; s[x] =
)
if (cmd == 'R' && s([p+l] == '.'){//fAH
for(k = p+l; k < n*m; k++) if (s[k+1] !='." || s[k+m] == '.') break;
slpl = '.'; s[k]l = '0'; s[x] = '@';
1
}
if(sp] ! 1 //BBIERS, B LKA B, A e
if(s[p-m] == '.' && s(x-m] == '.') s[p-m] = '@'; else s[x] = '@';
3
i
)
s = fall(s); WRE=stiS St ONE
if(h(s) + seq.length() > 15) return false; /7 /AR
if(s.find('@') == target){ printf("$s\n", seq.c_str()); return true; )
/ /4R

if(!sol.count(s)){ sol[s] = seq; g.push(s); } 1/ RAE AR A R
return false; RES: %] 3
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#include<cstdio>
#include<string>
#include<map>
#include<queue>

using namespace std;

int n, m, target; J/ATEG FUEORE bRk S (R 3 R 40528 0~nm-1)
map<string, string> sol; /7501 [s1ERMHHRERIRE s (RSERIEFS
queue<string> g; //BFS HIFPRA NS

int main() {
int caseno = 0;
init (); /IR R, WS
while (scanf ("8d%d", &n, &m) == 2 && n){
char map[20] [20];

for(int i 0; i < n; i++) scanf("%s", map[i]);
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for(int i = 0; i < n; i++)
for(int j = 0; j < m; 3++){
'#'){ target = i*m + j; map[i][j]

if (map[i][]]
s += map(i] (3];
b
g.push(s);
sol.clear();
sol[s] = "";
printf("Case %d: ", ++caseno);
while(!q.empty()) {
string s = g.front ();

q.pop ()i
if(expand(s, '<')) break; if(expand(s, '>')) break;
if (expand(s, 'L')) break; if(expand(s, 'R')) break;

)
while (!g.empty ()) q.pop();
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loop forever
DoSomeNonCriticalWork ()
P.lock()
0.1lock ()
WorkWithResourcesPandQ ()
Q.unlock ()
P.unlock ()
end loop
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int main() {
int kase = 0, n, x, y;
while (scanf ("%d", &n) == 1 && n) {
scanf ("sdsd", &x, &y);
for(int i = 0; i < n; i++) scanf("sd", &A[i]);

/1A TRAMITHRZ
memset (sum, 0, sizeof (sum));
for(int s = 0; S < (1<<n); S++)
for(int i = 0; i < n; i++) if(S & (1<<i)) sum[S] += A[i];

memset (vis, 0, sizeof(vis));

int ALL = (l<<n) - 1;

int ans;

if (sum[ALL] != x*y || sum[ALL] % x != 0) ans = 0;
else ans = dp(ALL, min(x,y));

printf("Case %d: %s\n", ++kase, ans ? "Yes" : "No");
}

return 0;
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LA4234 231/96.54% Binary Clock RN
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#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 16;
100 + 10;

int n, Almaxn], sum[l<<maxn], £[l<<maxn][maxw], vis[l<<maxn] [maxw];

const int maxw

int bitcount (int x) { return x ? 0 : bitcount(x/2) + (x&l); }
int dp(int §, int x) {
if (vis[S][x]) return £[S][x];
vis[S][x] = 1;
int& ans = f£[S][x];
if (bitcount (S§) == 1) return ans = 1;
int y = sum[S] / x;
for (int S0 = (5-1)&S; S0; SO = (50-1)&S) {
int S1 = S-50;
if (sum[S0]%x==0&&dp (S0, min (x, sum[S0]/x)) &&dp (S1,min (x, sum[S1]/x)))
return ans = 1;

if (sum[S0]%y

&&dp (SO, min (y, sum[S0]/y)) &&dp (S1,min (y, sum[S1]/y)))
return ans = 1;
}

return ans = 0;
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LA3403 63/79.37%  Mobile Computing i
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LA3621 92/82.61%  Power Calculus

LA2108 2/0.00% Houses Divided

LAS842 13/76.92%  Equipment

LA5844 16/75.00%  Leet

LA4644 4/75.00% Hobby on Rails
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for(int S = 0

S < (1<<n); S++) {
cover[s] = 0;
for(int i = 0; i < n; i++)

if(S & (1<<i)) cover[s] |= P[i];
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for(int i = 0; i < n; i++) {
int m, x;
scanf ("%d", &m);
P(i] = 1<<i;

while(m--) { scanf("%d", &x); P[i] |= (1<<x); }
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int sum(int x) {
int ret = 0;
while(x > 0) {
ret += C[x]; x -= lowbit (x);
}

return ret;

void add(int x, int d) {
while(x <= n) {

C[x] += d; x += lowbit (x);





OEBPS/Image00128.jpg
AS)=max {f(So)|So & S [IT4E, cover[So) s T4 81 +1





OEBPS/Image00119.jpg
#include<cstdio>
const int maxn = 10000 + 2;

int f([maxn];

int main() {

int n, k, m;

while (scanf ("%d%d%d", &n, &k, &m) == 3 && n) {
£11] = 0;
for(int i = 2; i <= n; i++) £[i] = (£[i-1] + k) % i;
int ans = (m - k + 1 + £[n]) % n;
if (ans <= 0) ans += n;
printf("%d\n", ans);

}

return 0;





OEBPS/Image00361.jpg
#include<cstdio>
#include<algorithm> /I RN TAER abs. thTLLHTE —4 abs
using namespace std;

const int maxn = 20000 + 10;

int palmaxn], dmaxn];

int findset( int x ) { //BRFEFR4E, FIRMED i) 4 1 SURRIEEE
if (palx] != x) {
int root = findset( pa[x] );
d[x] += d[palx]]
return pa[x] = root;

} else return x;
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d(ij)= sum(i)-min{d(+1,). d(i+2,)..... dGj). d(ij-1), d(ij-

.., d(ii), 0}
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#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 250 * 250;

const int INF = 1000000000;

int S[maxnl, glmaxnl, dlmaxnl; //LIS i

int numimaxnl; //num(x] %4880 x M9HT41 5, num [x]=0 FUR x BAE A hHi BT

int main() {
int T;
scanf ("sd", &T);
for (int kase = 1; kase <= T; kase++) {
int N, p, q, x;
scanf ("%dsdsd", &N, &p, &q);
memset (num, 0, sizeof (num));

for(int i = 1; i <= p+l; i++) { scanf("%d", &x); num[x] = i
int n = 0;

for(int i =0; i <qg+l; i++) { scanf("%d", &x); if (num[x]) S[n++] = num[x]; }

//Kf#s(0]...5[n-11 LIS
for(int i = 1; i <= n; i++) g[i] = INF;

int ans =
forling L= 0 4 < oy 2e8) 4
int k = lower_bound(g+l, g+n+l, S[il) - /7% g[1]1~g[n]FHk
dfi] = k;
glk] = s[il;
ans = max(ans, d[i]);
)
printf("Case %d: %d\n", kase, ans);
)

return 0;
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int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
while(T--) {
int n, u, v;
char cmd[9];

scanf ("%d", &n);

for(int i = 1; n; i++) { palil = }

7 IRV, R AR — B

while(scanf("%s", cmd) && cmd[0] != 'O') {
if (emd[0] == 'E') { scanf("%d", su); findset (u); printf("sd\n", d[ul); }
if (emd[0] == 'I') { scanf("%d%d", &u, &v); palul = v; d[u]l = abs(u-v)

% 1000; }
}
}

return 0;
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d(ij)= sum(iy)-min{d(i+1,), d(i+2,),..., d(,j), d(ij-1), d(ij-2),..., d(i,i), 0}





OEBPS/Image00365.jpg
Ci=Aowbitiy+1H A i lowbitys2+- - - +HA;





OEBPS/Image00122.jpg
#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<algorithm>
using namespace std;

const int maxn = 100 + 10;

int S[maxn], A[maxn], d[maxn][maxn], vis[maxn][maxn], n;

int dp(int i, int 3j) {

if(vis[i][j)) return d[i][3];

vis[il[3] = 1;
int m = 0; / /A
for(int k = i+l; k <= j; k++) m = min(m, dp(k,J));

for(int k = i; k < J; k++) m = min(m, dp(i,k));
dlil[j] = s[3]1-S[i-1] - m; /7R LN 0 TFERGE S, X AT — TR 1

return d[i] []];

int main() {

while (scanf("$d", &n) && n) {
S[0] = 0;
for(int i = 1; i <= n; i++) ({ scanf("%d", &A[i]); S[i]=S[i-1]+A[i]; }
memset (vis, 0, sizeof(vis)); WaWES 3

printf ("$d\n", 2*dp(1l,n)-S[nl);
}
return 0;
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for(int i = 1; i <= n; i++) £[i)[i]) = g[i][i] = d[i])[i]) = A[i]; //34F
for(int L = 1; L < n; L++) / /3G =91 H NI 5
for(int i = 1; i+L <= n; i++) {
int j = i+L;
int m = 0; // m = min{£f(i+1,3), g(i,3-1), 0}

m = min(m, £{i+1](3]);

m = min(m, g[i]l[(3-11);

dlil[3] = S[§1-S[i-1]1 - m;
£[i103] = min(d[i][3], E[i+11([31); //i%fEc Mg
glil [3] = min(d[i]([3], gli)[j-11);

}
printf ("$d\n", 2*d[1]1([n]-S[n]):
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d(ij)= sum(i,j/)-min {f(i+1,)), g(i,j-1), 0}
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#include <cstdio>
const int maxn = 100000 + 10;

int pa[maxn];

/IR IR IRAE, R4

int findset (int x) { return pa[x] != x ? pal[x] = findset(pal[x]) : x; }

int main() {
int x, y;
while(scanf ("%d", &x) == 1) {
for(int i = 0; i <= maxn; i++) pa[i] = i;
int refusals = 0;
while(x != -1) {
scanf ("%d", &y);
x = findset(x); y = findset(y);//IATRITLIG, x My SHRMAMEGIRTT
if(x == y) ++refusals; /IR = Ay AREF A, WHEL
else palx] = y; 7/EMETE h T EAED, KR AR R A I
scanf ("%d", &x);
}
printf ("$d\n", refusals);
}
return 0;
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main() {
int T, ¢, n, w, front, rear;

scanf ("%d", &T);

while(T--) {
scanf ("$d%d", &c, &n);
total_dist[0] = total_weight[0] = x[0] = y[0] = 0;
for(int i = 1; i <= n; i++) {

scanf ("$d%$d%d", &x[i], &y[i], &w);

dist2origin[i] = abs(x[i]) + abs(y[il);

total_dist[i] = total_dist[i-1] + abs(x[i]-x[i-1]) + abs(y[i]-y[i-1]);
total_weight[i] = total_weight [i-1] + w;
}

front = rear

for (int i = 1; i <= n; i++) {
while (front <= rear && total_weight[i] - total_weight [g[front]] > c)
front++;

d[i] = func(q[front]) + total_dist[i] + dist2origin([i];

while (front <= rear && func(i) <= func(q[rear])) rear--;

q[++rear]

}

printf("sd\n", dinl);

if(T > 0) printf("\n");
)

return 0;
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#include<cstdio>
#include<cstring>
#include<vector>
using namespace std;

vector<int> adj[1010]; //ARMUEHHIN, PRI N, HAHIBE AL ER
int vis[1010][2], d[1010][2], n, m;

int dp(int i, int j, int £) {
/ /45 DFs RN B AR, £ /2 1 MR, EARENRER
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int RMQ(int L, int R) {
int k = 0;
while ((1<<(k+1)) <= R-L+1) k++; // I 25"<=R-L+1, M4 k EALUN 1
return min(d[L][K], d[R-(1<<k)+1][K]);
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£[0) =

int ALL = (l<<n) - 1;
for(int § = 1; S < (l<<n); S++) {
f[s] = 0;
for(int SO = S; S0; SO = (S0-1)&S)
if(cover[s0] == ALL) £[S] = max(f[S], £[5"S0]+1);

¥
printf ("Case %d: %d\n", ++kase, f[ALL]):
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int main() {
int T, a, b;
scanf ("sd", &T);
while(T--) {
scanf ("%dsd", &n, &m);
for(int i = 0; i < n; i++) adjlil.clear();
//ady BAAEAT A HARI G, AU
for(int i = 0; i < m; i++) {
scanf ("$dsd", &a, &b);
adjlal .push_back (b) ;
adj[b]l.push_back(a); //BARFERE
)
memset (vis, 0, sizeof (vis));
int ans = 0;
for(int i = 0; i < n; i++)
if (lvis[i][0]) /1A
ans += dp(i,0,-1); //i MR, BIERESAREE (-1
printf("sd %d $d\n", ans/2000, m-ans%$2000, ans%$2000); //M x 5 3 DY
)

return 0;
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if(vis[i][3]) return d[i][3];
vis[il[3] = 1;

int& ans = d[i][]];

/T AR
ans = 2000; //ATRIECE 1, x I 2000
for(int k = 0; k < adj[il.size(); k++)
if(adjlil[k] != £) 7 /EAPIT AR T ZAMIAIAB S SA S L

ans += dp(adj(i] [k], 1, i); //¥ER, XEeE5N
if(13 &6 £ >= 0) ans++; //WUR AR, ARG SBIEIT, W x 1

if(3 11 £<0) ( /71 RMREE AL AT, 1 AT LT
int sum = 0;
for(int k = 0; k < adj[il.size(); k++)
1f(adj(i] [k] != £)
sum += dp(adj[il[k], 0, i);
Pif (£ >= 0) sum++; 7/ AR, W x 1

ans = min(ans, sum);
}

return ans;
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d[i] = min{func(j) | w(j+1,i) =C} + total dist(i) + dist2origin(i)
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int ql, qr; //##iql, qr]PEEMI
int query(int o, int L, int R) {
int M = L + (R-L)/2, ans = INF;
if(gl <= L && R <= gr) return minv([o]; /4G R e A E A WX Y
if(gl <= M) ans = min(ans, query(o*2, L, M)); /IR
if (M < qr) ans = min(ans, query(o*2+1, M+l, R)); //fEATiE

return ans;

int p, v; //fE8: Alpl = v;
void update(int o, int L, int R) {
int M = L + (R-L)/2;
if (L == R) minv[o] = v; //M%
else { //L <R
/SIS R A TR
if(p <= M) update(o*2, L, M); else update(o*2+1, M+l, R);
/1 IRIG SR KA miny

minv([o] = min(minv[o*2], minv[o*2+1]);

EHEEH minv
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d[i] = min{d[j] + dist2origin(j+1) + dist(+1,i) + dist2origin() | /<i, w(i+1,i) <C}
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#include<cstdio>
#include<algorithm>

using namespace std;

const int maxn = 100000 + 10;

int x[maxn], y[maxn];

int total_dist(maxn], total_weight[maxn], dist2origin[maxn];

int g[maxn], dlmaxn];

int func(int i) {
return d[i] - total_dist[i+1] + dist2origin[i+l];
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/TS R o, ERNIXH [L, R]
void maintain(int o, int L, int R) {
int lc = 0*2, rc = o0*2+l;

if(R > L) { //HBELATH

sumv(o] = sumv([lc] + sumv[rc];
minv (o] min(minv(lc], minv[rc]);
maxv[o] = max(maxv[lc], maxvlrcl);

}

minv[o] += addv([o]; maxv[o] += addv[o

/%18 aad #ff

1

sumv [o]

+= addv |

o]

(R-L+1) ;
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void RMQ_init (const vector<int>& A) {
int n = A.size();
for(int i = 0; i < n; i++) d[i][0] = A[i];
for(int j = 1; (1<<j) <= n; Jj++)
for(int i = 0; i + (1<<j) - 1 < n; i++)

d[i][3] = min(d[i][3-1], d[i + (1<<(3-1))1[3-11);
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while(scanf ("%d", &n) == 1 && n) {
/ PINIFVE SRR T 0 R 43 1)
for(int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("%s", s);
A[i] = 0;
for(int j = 0; s[j] != '\0'; 3j++) A[i]
}
7 /BT 0l ATERIFTE TR xor
//table [x] -AFIIE xor i x (M), bitcount RELKINTH

table.clear();

(1<<(s[31-"A"));

int nl = n/2, n2 = n-nl;
for(int i = 0; i < (1<<nl); i++) {
int x = 0;
for(int j = 0; j < nl; j++) if(i & (1<<3)) x ~= A[3);
if(!table.count (x) || bitcount (table[x]) < bitcount(i)) table[x] = i;
}
/BTG n2 ATCHEMPTH TR, HFE cable K
int ans = 0;
for(int i = 0; i < (1<<n2); i++) {
int x = 0;
for(int j = 0; j < n2; j++) if(i & (1<<j)) x *= A[nl+jl;
if (table.count (x)&&bitcount (ans)<bitcount (table[x])+bitcount (1)) ans
= (i<<nl)“table[x];
}
1 /R
printf("$d\n", bitcount(ans));
for(int i = 0; i < n; i++) if(ans & (1<<i)) printf("sd ", i+l);
printf ("\n");
}

return 0;
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#include<cstdio>
#include<map>

using namespace std;

const int maxn = 24;

map<int,int> table;

int bitcount (int x) { return x == 0 2 0 : bitcount(x/2) + (x&l); }

int main() {

int n, Almaxn];
char s[1000];
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memset (£, 0, sizeof(f));
for(int i = 1; i <= n; i++) {
scanf (“%d%d”, &V, &W);
for(int j = C; j >= 0; J——) if(J >= V) f[]] = max(£[]], £[I-VI+W);
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const int maxn = 30;
const long long INF = 1LL << 60;

long long S[maxn][maxn] [maxn];

long long sum(int x1, int x2, int yl, int y2, int zl, int 2z2) {
int dx = x2-x1+41, dy = y2-yl+l, dz = z2-z1+1;
long long s = 0;
for(int i = 0; i < 8; i++) {
int b0, bl, b2;
expand (i, b0, bl, b2);
s -= S[x2-b0*dx] [y2-bl*dy] [22-b2*dz] * sign(b0, bl, b2);
}

return s;
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#include<cstdio>

#include<cstring>

#include<algorithm>

#define FOR(i,s,t) for(int i = (s); i <= (t); ++i)

using namespace std;

void expand(int i, ints b0, ints bl, ints b2) {
b0 = is&l; i >>= 1;
bl = igl; i >>= 1;
b2 = is&l;

int sign(int b0, int bl, int b2) {
return (b0 + bl + b2) % 2 ==1 2 1 : -1;
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int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
while (T--) {
int a, b, ¢, b0, bl, b2;
scanf ("$d%d%d", &a, &b, &c);
memset (S, 0, sizeof(S));
FOR(x,1,a) FOR(y,1,b) FOR(z,1,c) scanf("$11d", &S[x][y][z]);
FOR(x,1,a) FOR(y,1,b) FOR(z,1,c) FOR(i,1,7){
expand (i, b0, bl, b2);
S[x1[yllz] += S[x-b0][y-bl]l[z-b2] * sign(b0, bl, b2);
}
long long ans = -INF;
FOR(x1,1,a) FOR(x2,x1,a) FOR(yl,1,b) FOR(y2,yl,b) {
long long M = 0;
FOR(z,1,¢c) {
long long s = sum(x1,x2,yl,y2,1,2);
ans = max(ans, s - M);

M = min(M, s);

}
printf("$11d\n", ans);
if(T) printf("\n");

3

return 0;
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const int maxn = 768;

int Almaxn] [maxn];

int main() {

int n;
while (scanf ("%d", &n) == 1) {
for(int 4 = 0y 4 <€ np i+4) {

for(int j = 0; j < n; j++) scanf("sd", &A[i][j]);
sort (A[i], A[i]+n);

}
for(int i = 1; i < n; i++) /IBBE I

merge (A[0], A[i], A[O0], n); Lfex)

printf("sd", A[0]1[0]); /AR
for(int i = 1; i < n; i++)
printf (" %d", A[0][i]);

printf ("\n");

)

return 0;
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void merge (int* A, int* B, int* C, int n) (
priority_gueue<Item> q;
for(int i = 0; i < nj i++)
q.push (Item(A[1]+B[0], 0));
for(int i = 0; i < n; i++) {
Item item = g.top(); q.pop();//HiH A(al+B[b]
CIi] = item.s;
int b = item.b;
if (b+1 < n) q.push(Item(item.s-B[b]+B[b+l], b+l));
//MA A[al+Bb+1]1= s-Blbl+B[b+1]





OEBPS/Image00118.jpg





OEBPS/Image00117.jpg
Initial state

Step 1





OEBPS/Image00350.jpg
m_ s % it BEAR (FEO & &

UVal0668 455/77.80%  Expanding Rods L RERAR

UVal03gs 341/77.42%  Duathlon LEk

LA5096 16/62.50% Volume S GRSy, BT DA
LA3962 40/70.00% Tough Water Level Feik R B

LA4330 40/67.50% Timer U CATLAEERUY, ] 20
UVal2413 4/100.00% Big Decimal Calculator ROREIE s BRI






OEBPS/Image00349.jpg
E | a5 % it BEAR (R0 & F

1918 26 UVal0341  2200/83.82% Solve It F£k bk I RSk
15178 27 LA5009 40/92.50% Error Curves 1Y R HOR AR A

151551 28 LA3485  7/85.71% Bridge ML






OEBPS/Image00110.jpg
ll&Aﬁﬁ

LA 'n‘
3A56 M4Ln 2345

2.4.5.6 2346

2356
2 i
ZM& JSSEM\

45





OEBPS/Image00352.jpg
B_f & it
lr G E x G
2 WA Ok






OEBPS/Image00109.jpg
d(S)=min{d(S—{i}—{j)+|PP,| |jeS,j>i,i=min{S}}
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for(int i = 1; i <= n; i++) g[i] = INF;
for(int i = 0; i < n; i++) {
int k = lower_bound(g+l, g+n+l, A[il) - g; // fEg[11Fgln)hik
dril = k;
glk] = A[i];
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#include<cstdio>
#include<vector>
#include<map>

using namespace std;
map<int, vector<int> > a; //IEWASAEEE, HMLERIAN>>

int main() {
int n, m, x, y;
while (scanf ("%d%d", &n, &m) == 2) {
a.clear();
for(int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("$d", &x); if(la.count(x)) al[x] = vector<int>();
a[x].push_back (i+1);
}
while (m--) {
scanf ("$d%d", &x, &y);
if(la.count(y) || alyl.size() < x) printf("0\n");
else printf("sd\n", alyl(x-11);

}
return 0;
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d(i,S)=min{d(j,S—{j}) +dist(i,j)| j €S}
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struct Item {
int s, b; //s=Ala]+B[bl. KHM a HAEE, EULARL
Item(int s, int b):s(s), b(b) { }
bool operator < (const Items rhs) const {
return s > rhs.s;
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#include<cstdio>
#include<queue>

using namespace std;

//REBAB R T #
struct Item {
int QNum, Period, Time;
/7 RS R R DRSS SE HBA
bool operator < (const Item& a) const { //IXM[H const BAN D, FHHH;
return Time > a.Time || (Time == a.Time && QNum > a.QNum);
)
Vi

int main() {
priority_queue<Item> pg;
char s(201;

while(scanf ("%s" , s) && s[0] != "#'){
Item item;

scanf ("$d%d", &item.QNum, &item.Period);
item.Time = item.Period; VR LS 12 Al v S T {UIRGPOREA O b

pg.push (item);

int K;
scanf ("$d" , &K);
while (K--) {
Item r = pg.top(); /1 BE AN
Pq-pop () ;
printf("$d\n" , r.ONum);
r.Time += r.Period; /SRR T AN f
pq.push () ; /ARSI

}

return 0;
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int main() {

scanf ("%d", &T);

while(T--) {
input (); / PR
solve(); / /A1

output ();  //4fth
}

return 0;
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int main() {
while (scanf ("%a", &n) == 1)

if(n 0) break;
7/ BEMAAEAE, R E A

}

return 0;
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#include<cstdio>
#include<vector>
#include<algorithm>

using namespace std;

struct Job {
int j, b;
bool operator < (const Job& x) const { J/EEAF TR REEIL const BT
return j > x.3;
)
Yi

int main() {
int n, b, j, kase = 1;
while (scanf("8d", &n) == 1 && n) {
vector<Job> v;
for(int i = 0; i < n; i++) {
scanf ("d%d", &b, &3j); v.push_back ((Job) {3, b});
}

sort (v.begin(), v.end()); /8T Job KA T < BHAHET
int s = 0;
int ans = 0;

for(int i = 0; i < n; i++) {

s += v[i].b; 7/ AT 55 AU I )

ans = max(ans, s+v[il.3); //UHIESHUTIE R AN
)
printf("Case %d: %d\n", kaset+, ans);

)
return 0;
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for(int i = 0; i < n; i++)
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#include<cstdio>
#include<algorithm> //HHAET sort
using namespace std;

const int maxn = 20000 + 5;
int A[maxn], B[maxn];
int main() {
int n, m;
while (scanf ("$d%d", &n, &m) == 2 && n && m) {
for(int i = 0; i < n; i++) scanf("%d", &A[il);

for(int i
sort (A, A+n);
sort (B, B+m);
int cur = 0; /1 R R
int cost = 0; /75T R
for(int i = 0; i < mj i++)
if(B[i] >= Afcur]) {
cost += B[i]; /1 A%+

0; i < m; i++) scanf("%d", &B[i]);

if (++cur == n) break; 7/ MG CARTRTE, SR AR

}
if(cur < n) printf("Loowater is doomed!\n");
else printf("$d\n", cost);
}

return 0;
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Color trace_ray(int depth, Ray ray) {
Color point_color = BLACK, reflect_color = BLACK, refract_color = BLACK;

Intersection i = get_first_intersection(ray);

if(i.0bjID >= 0) { //HHWHMAR
double refl = scene.obj[i.objID].refl;
double refr = scene.obj[i.objID].refr;
point_color = get_point_color(i) * (1 - refl - refr);
if (depth < maxdepth && refl > 0)
reflect_color = trace_ray(depth+l, get_reflected_ray(ray, i)) * refl;

if (depth < maxdepth && refr > 0)
refract_color = trace_ray (depth+l, get_refracted_ray(ray, 1)) * refr;
}

return point_color + reflect_color + refract_color;
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double shade;
if (is_shadowed (1)) //HIWIAEAL i AL

shade = 0;
else
shade = fabs (Dot (light_vector, normal_vector)); //fEEPAMEHRA—1

return obiject color * light color * (ambient coeff + diffuse coeff*shade):
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//RPEEE pl+su fl p2+ev MAEL NN s WRTAT/EE, WiRM false
bool LineDistance3D(Point3 pl, Vector3 u, Point3 p2, Vector3 v, double& s) {

double b = Dot (u,u) *Dot (v,v) = Dot (u,v) *Dot (u,v) ;

if (demp (b) == 0) return false;

double a = Dot (u,v) *Dot (v,pl-p2) - Dot (v, V) *Dot (u,pl-p2) ;
s = a/b;

return true;
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bool TriTriIntersection(Point3* T1, Point3* T2) {
Point3 P;
for(int i = 0; i < 3; i++) |
if (TriSegIntersection(T1(0], TL[1], T1[2], T2[i], T2[(i+1)%3], P))
return true;
if (TriSegIntersection(T2[0], T2[1], T2[2], T1[i], TI1[(i+1)%3], P))
return true;
}

return false;
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XXT = 5 - XX_su; SYT = 5 - SY_su;
cout << "Case " << ++caseno << ": ";
for(int i = 1; i <= MAXTIME; i++) if(solve(i)) {
cout << i;
for(int j = 0; j < ans.size(); j++) cout << " " << ans[jl;
break;
}

if (ans.size()

0) cout << -1;
cout << endl << endl;

}

return 0;
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int main() {
int T;
scanf ("%d", &T);
while(T--) {
Point3 T1[3], T2[3];

for(int i = 0; i < 3; i++) T1[i]

read_point3();
for(int i = 0; i < 3; i++) T2[i]

read_point3();
printf("$d\n", TriTriIntersection(Tl, T2) ? 1 : 0)
}

return 0;
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int d[4]1[4];

int MaxT, Hero, Pos, HeroT;

const string name[] = {"Y", "H", "L", "M"};
int solve(int maxt) {
for(int h = 0; h < 4; ht+) VAL VRN
for(int p = 0; p < 3; p++) | / /3P R
MaxT = maxt; Hero = h; Pos = p; HeroT = 5 - sulhl;//dfs BEAIMARESR
drh]l[p]l = dfs(1l, Jjinglh], qil[h], shen[h]); YAA A% kS

}
ans.clear();
for(int hl = 0; hl < 4; hl++)

for(int h2 = 0; h2 < 4; h2++) if(h2 h1)
for(int h3 = 0; h3 < 4; h3++) if(h3 != hl && h2 != hl) //HEEERHFIR
if (d[h1]1[1] + d[h2][2] + d[h3][3] > SY_jing) / /T EAAT {5 AR
ans.push_back (name[h1] + name[h2] + name(h3]);
sort (ans.begin(), ans.end()); Wk i %

return ans.size();
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string formatFiles(const VI& out) {

stringstream ss;

for(int i = 0; i < out.size(); i++) {
ss << fslout[i]].fullpath << " " << fs[out[i]].size;
if (fsfout[i]].hidden) ss << " " << “hidden";
if(fsfout[i]].dir) ss << " " << "dir";
ss << "\n";

}

return ss.str();





OEBPS/Image00580.jpg
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double Volume6 (Point3 A, Point3 B, Point3 C, Point3 D) {
return Dot (D-A, Cross(B-A, C-A));
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//¥% filename A, ACE RS SR INE] out e M filename NFN, FRERITHILIM
//£=true W, FORGRPNATEBIN: d=true I, FORGRPRAE HX

void findFileEx (VI& out, int node, string filename, bool recur, bool hidden,

bool f=true, bool d=true) {
VI& subdir = fs[node].subdir;
for(int i = 0; i < subdir.size(); i++) {
int x = subdir[i);
if(fs[x].dir && recur) findFileEx (out, x, filename, recur, hidden, £, d);
/BAERT H R
if (fs[x].hidden && !'hidden) continue; // BRIAINZBKBRICH:

if (filename "" || fs[x].name == filename) {
/7 £ilename WM, FoRAHRATH LI
if ((£s[x].dir && d) || (!fs[x].dir & f£)) out.push_back (x);

//ARAE £/ bRAEHINT
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bool comp(const inté& x, const int& y) {
return fs[x].fullpath < fs[y].fullpath;
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vector<Face> CH3D(Point3* P, int n) {

vector<Face> cur;
/)T OIS, T 3 A
cur.push_back ( (Face) {{0, 1, 2}});
cur.push_back ( (Face) {{2, 1, 0}});
for(int i = 3; i < n; i++) {
vector<Face> next;
/ /SRR T AT
for(int j = 0; j < cur.size(); j++) {
Face& f = cur[jl;
int res = f.cansee(P, i);
if (!res) next.push_back(f);
for(int k = 0; k < 3; k++) vis[f.v[kl][£.v[(k+1)%3]1] = res;
)
for(int j = 0; j < cur.size(); j++)
for(int k = 0; k < 3; k++) {
int a = cur(j].vik], b = cur[j].v[(k+1)$3];
if (vis[a] [b] != vis[bl[a] && vis[a][bl)//(a,b) R4, Alxp i)
next.push_back ( (Face) {{a, b, i}});
}
cur = next;

}

return cur;
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double rand01() { return rand() / (double)RAND_MAX; } //0-1 HIBHHLEL
double randeps() { return (rand0l() - 0.5) * eps; }//-eps/2 ¥l eps/2 MIBHIHLA
Point3 add_noise (Point3 p) {

return Point3(p.x + randeps(), p.y + randeps(), p.z + randeps());
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#include<iostream>
#include<vector>
#include<string>

using namespace std;
const int MAXTIME = 12;

int SY_jing, XX_su, SY_su, yurun_jing, yurun_shen, shuerguo_shen;
int maxjing[4], maxshen[4], sul4];
int dix[4], d2x[4], dls[4], d2s[4];
int wad[4], ssd[4], ssql4], sspl4], qll4], q2[4];
int jing[4], qil4], shen[4];

int XXT, SYT;

vector<string> ans;

int main() {
int caseno = 0;
while(cin >> SY_jing && SY_jing) {
cin >> XX_su >> SY_su >> yurun_jing >> yurun_shen >> shuerguo_shen;
for(int i = 0; i < 4; i++)
cin >> maxjing[i] >> maxshen[i] >> su[i] >> dlx[i] >> d2x[i] >> dls[i]
>> d2s[i] >> wad[i] >> ssd[i] >> ssq[i] >> ssp[i] >> ql[i] >> q2[i] >> jing[i]
>> gifli] >> shen[il:
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s B & B KX {#

SY jing 1 100 000
yurun_jing, maxjing, d1x, d2x, dls, d2s 1 8 000
yurun_shen, shuerguo_shen, maxshen 1 800
XX_su, SY_su,su 1 4
wad, ssd 1 100 000
ssp 0 1

1 100

ql.q2. ssq
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struct Face{
int v[3];
Vector3 normal (Point3 *P) const {
return Cross(P[v[1]]-P[v[0]], P[v[2]]-P[v([0]]);
}
int cansee(Point3* P, int i) const {
return Dot (P[i]-P([v[0]], normal(P)) > 0 2 1 : 0;






OEBPS/Image00824.jpg
1000 1 1 200 15 75

1000 100 1 2000 2000 2000 2000 300 800 20 0 5 5 900 10 100
1000 100 1 2000 2000 2000 2000 120 300 10 0 5 5 100 80 100
1000 100 1 2000 2000 2000 2000 100 400 30 1 5 5 450 40 100
1000 100 1 2000 2000 2000 2000 250 700 10 1 5 5 600 50 100
3000 4 1 800 15 75

2000 100 3 2 2 21110211000 100 100

2000 100 4 2 2 211000 2502111100

2000 100 1 2 2 2110001111 300 1000

2000 100 3 2 2 211000 30 0511 6 100

26399 3 2 3182 543 800

4462 353 2 4300 4875 6856 5527 31497 5633 61 0 68 63 4355 0 351
5444 300 3 7682 1037 597 4214 6744 6861 68 0 65 12 2136 32 143
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>>> a=[1,2,1,3,2,1,4]

>>> print a[l:6]

2, 1, 3, 2, 11

>>> print set(a[l:6])

set ([1, 2, 31)

>>> print len(set(a[l:6]))
3

>>> a[3]=2

>>> print len(set(a[l:6]))
2

>>> print len(set (a[3:5]))
1
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LA4058 138/97.10% ACM Puzzles A8
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UVall741 27/85.19% Ignore the Blocks TR R
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UVall276 16/75.00% Magical Seven [y

LA4789 56/66.07% Channel G AN 8%
LAS5762 3/66.67% Construct the Great Wall G er WD)
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hash([t] [h] = -INF;

ints ans = hash[t][h]; /1AL, s
if(t == MaxT) { /1R A
ans = 0;
if (t % HeroT 0) return 0; //REZACATE), Bl o
//EACATE), PRI AN, kRl
if (j+dj wad[Hero]) ans = max(ans, wad[Hero]);//Bitia 1: MR
if(q+dg >= ssq[Hero]) { /7B R 2 HRR R R
int dj2 = (ssplHero)] == 1 ? -ssd[Hero] : 0); //BIR¥EPTZMIGIEM

if(§+dj+dj2 > 0) ans = max(ans, ssd[Herol);
)

} else {

if (t % HeroT != 0) return ans = dfs(t+l, j+dj, g+dq, s); //AZHCHTH,
zAE]

ans = max(ans, dfs(t+l, j+dj, qtdq+qllHerol, s)); //HE—: WHBHZE

ans = max(ans, dfs(t+l, j+dj-wad[Hero], g+dg+ql[Herol, s)); //HWE:
YIFLBLil JARE

if(s >= yurun_shen && j < maxjing[Hero]) ans = max(ans, dfs(t+l,
j+dj+yurun_jing, q+dq, s-yurun_shen)); //TTHE= HFE IR

if(s < maxshen[Hero]) ans = max(ans, dfs(t+l, j+dj, g+dq, s+shuerguo_
shen) ) ; //IT%M: HEJLS

if(g+dg >= ssqlHero]) { //FETL RERBGE R T A

int dj2 = (ssplHero] == 1 ? ssd[Herol : 0); //BRIPTSMH

ans = max(ans, dfs(t+l, j+dj+dj2, g+dg-ssq(Hero], s) + ssd[Hero]);

return ans;
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#include<map>
const int INF = 100000000;
map<int, int> hash[MAXTIME];

int dfs(int t, int j, int g, int s) {
if(j < 0) return -INF; JTHCEMT, BT CARAEEARE”, BIGER-INF
if(t > MaxT) return 0; //EEN T EEHL TR AT
j = min(j, maxjing[Hero]); g = min(g, 100); s = min(s, maxshen[Hero]);
/ /AR R IE
int h = j*110000 + g*1000 + s;
if (hash[t].count (h)) return hash(t][h]; //WARCIZIERTH, EHGREILR

int dj = 0, dg = 0; / /RSB RR R R
if(t % XXT == 0) {
if((t / XXT) % 4 == Pos) { dj -= dilx[Herol; dq += ql[Herol; }

/IEBRE AL G
if((t / XXT) % 4 == 0) dj -= d2x[Hero]; //XHY itk
}
if(t % SYT == 0) {
if((t / SYT) % 4 == Pos) { dj -= dls[Hero]; dg += g2[Hero]; }
/BB AT CRAg)
if((t / SYT) % 4 == 0) dj -= d2s[Herol; //BFEKHi &tk
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string runCommandLine (string cmd) {

int n = cmd.length();
int start = 0, ing = 0; //start RAHHLMIFAME, ing R “EII5N7 bR&

VS commands; /7T
for(int i = 0; i <= n; i++)
if(i == n || (emd[i] == '|' && !inq))//WURHBURESIS WG 545, WAREIHTH
fir%
{ commands.push_back (cmd.substr (start, i-start)); start = i+l; }
else if(cmd[i] == '"') ing = !ing;

if (!'commands.size()) return ""; /12444, RMESE
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/1T Fe i

string lastoutput = runCommand (split (commands[0]));
//split MR M AR A0 5 H e

string line, s, ret;

/(B EENITE T grep

for(int i = 1; i < commands.size(); i++) {
stringstream ss(commands[i]);
if(!(ss > s) || s != "grep") return ERROR_BAD_USAGE;
/1T RAFEREAR S grep
getline(ss, s);

s = trim(s); /1344 grep MBHL FFMIBE RS

s = s.substr(l, s.length()-2); //WA315+M

stringstream input (lastoutput);
ret = ""; //grep M LR
while (getline (input, line)) {
if(line.find(s) != string::npos) ret += line + "\n";
/IR AR, SR
}
lastoutput = ret;

}
return lastoutput;
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struct File {

int parent; WE S EIEEE b

string name; 1134

string fullpath; /1R AR I SO A, R E

LL size; 7 /3R KRN LL A 64 BT S
bool dir; /IR

bool hidden; //REATR

vector<int> subdir; //THRIIE
File(int parent=0, string name="", LL size=0, bool dir=true, bool
hidden=false)
:parent (parent),name (name) , size (size),dir (dir) ,hidden (hidden) (}
/ /HE R
Vi

vector<File> fs; /XM RS File System, WiFR £s
int curDir: 772400 R g e
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Pwd At i R o B
exit il i1t Bash
Al grep MM BT, B command] | grep"string", #7RSEHH
7 command1, #RJ57E fir 44 45 G FFHs “string”, 44 B ISt iF

grep “string”

AUEEAFRBIT. L, WA — 2042 path not found, A4
grep"ot fou g th path not found. FHIJ*#IAM string 25l 7E— % 5]
TN, HAMARES S, BT
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pwd
cd acm

mkdir ./acm

1s ./acm

cd acm

pwd

touch acm -h -1000
cd

cd /

grep

1s -r -s

Lz =x ~h,

find acm -h -r | grep "1000"

exit
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XX 20
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cdpa WU LR ARAAE A BN 434, 4t path not found

touch filename
[-size] [-h]

A filename H’Jiw: I HZ TS 44, T bad usage (L
JiDe SCHAZ TS L)cu,ﬁfm AFAEMH 3%, A7 path not found.
1E BT, WA RIS B SR SO
KoNt-size ZHH (BRIAH 00, Z4-h i Fo WRAELE—ANFIH
(f3F 5%, 4t} a directory with the same name exists. i/ S35 5E % P-size B4

mkdir path [-h]

QR % path 9065 — AN NAZE &AM 34, A bad usage CALE)D.
SO 2 A5 R 1 SO RGP AR FL S, 7704 Y path not found. 2
Heoh FoROIR R . WRAFAE AN 4 RS, Hit file or directory

with the same name exists

find filename [-r] [-h]

PR AR E . filename (155 — 8 N %O SHEIN SCIF 4 (R IR 3 4k
), imﬁ}hﬁ‘]ﬂa&kﬁ&ﬂﬂ’}%ﬂy IXZ IR S N S RGP A
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B AT B S0, g file not found. 7 I TR E ) AN LA
At A R A AR BR AR SO SO RN, BB hidden (1
] )\ dir CHRRE FI%) . S80I 2 44 R 4 0 B A 1 S 144 11

Is [path]
[-h] [
[s1[-8]
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A H paii Ucﬁl{h it EIH . 5mu w'[emp\y]

R path & SEPAFAEN F o, WIS S G280 B R
B E T path ZHH path AR EIATE R, W path not found. -h &
REH BRI CBROAR SR, -r FOREIHFI AT 7 H R34, -
SCAF RN R B FFHEB . (SO /AT ) 8 A S 0 e 428 ) S A1 44
WEHEBD, S % CHERANRAETH RS, -d FR B F SR, -f
VAR R P AR E-s F0-S,






OEBPS/Image00818.jpg
if ((node = splitFileName(args[0], filename)) == -1) return ERROR DIR_

NOT_FOUND;
VI out;
findFileEx (out, node, filename, sw(['r'l, sw('h']); //#EIHF
if (out.size() == 0) return ERROR_FILE_NOT_FOUND;
sort (out.begin(), out.end(), comp); / /4% fullpath MFIFHES

return formatFiles (out); 7 /¥R





OEBPS/Image00816.jpg
fXfB R A
sValidFileName (string name

(name. length ()

int

{

name.length() > 255) return 0; //ZMELK
|| name.find("..") r

01l

(name

pos) return 0;
for(int i

i < nar

.length(); i++)

if(lisdigit(name[i]) && !isalpha(name([il])

&& name[i]
return 1;

//4E fullpath 4} HREHALFE S (FEN filename), WECR
int splitFileName (string fullpath, s
int n

TH R 4

ings filename) {

fullpath.length();
int x = n;

for(int i = fullpath.length()-1; i >= 0; i--) {
if (fullpath[i] == '/") { JIRBJR—A /" &

filenar fullpath.substr(i+l); /I3 B

string dir = fullpath.substr(0, i); //HZRFFH

return 0; //WHEEE A, KN4 ERATRL
return getDirNode(dir);  //HIH TR AN 4 i

if (dir

}

filename = fullpath;//## “/” 1%, BLW¥A fullpath SRME, HFR 45 HFR
return curDir;
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/ /R I ARIE node XM ¥ 302 F 5%
int createFileInDirectory(int node, string name, LL size, bool dir, bool

hidden) (
fs.push_back (File (node, name, size, dir, hidden)); /7RI File

int x = fs.size()-1;
fs([x].fullpath = joinPath(getAbsolutePath(node), name); //## fullpath
fs[node] .subdir.push_back (x); //¥MEIS 4 node )L T5FH

return x;
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/T ZEL TERIBAE sw B, —size ZHEUNFIAS v i, HALZEUNF] args R

bool parseArgs (VS params, VS& args, bool* sw, LL &v) {

LL v2;
for(int i = 0; i < params.size(); i++)
if (params[i][0] == '=') {
if(isalpha(params(i][1])) swlparams[i][1]] = 1;

else if(get_int (params([i].substr(1l), v2)) v = v2;

//get_int LFRF AL 1L

else return false; 1ARES . AT BHIEEIE, AR
)
else args.push_back (params[i]); /I EBBE ORISR

return true;
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void newSession() {
fs.clear();
fs.push_back (File () ; //TEBRAMEUBLT, Bidif rile #RHFZ (RMIERLD, 11447
£s[0].fullpath = "/";

curDir = 0;
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//PATAE grep 4, IR [l AR

string runCommand (const VS& cmd) {

VS params (cmd.begin()+1, cmd.end()), args; //Bf4ZH
bool sw([256];
LL v = 0;

memset (sw, 0, sizeof (sw));

if (!parseArgs (params, args, sw, v)) return ERROR_BAD_USAGE; //f#HiZ¥

int node;

string filename;

if(emd[0] == "cd") { //HT EHLE, WTLLHW—TF args (0] RELEE, HAGATLE
if ((node = getDirNode (args[0])) == -1) return ERROR_DIR_NOT_FOUND;
curDir = node;

return "";

} else if(cmd[0] == "touch") {
/ /4 #8 touch @4

)

if(ecmd[0] == "mkdir") {

//5bHE mkdir i

)

if(ecmd[0] == "find") {
//4EFE £ind frd

}

if (emd[0] == "1s") {
/7M1

}

if (cmd[0]

"pwd") {

return fs[curDir].fullpath + "\n";
)
if (cmd[0]

mexit™) |

newSession();
return "";
}
return ERROR_BAD_USAGE;
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if (!node) return -1; /1 FAHE
node = fs[node].parent;

} else {
int x = findFileInDirectory(node, dirs[i]);

-1 || !'£s[x].dir) return -1; 7/ BFEAT)

node = x;

if(x

}

return node;
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if((node = splitFileName(args[0], filename)) == -1) return ERROR_DIR_

NOT_FOUND;
if (lisValidFileName (filename)) return ERROR_BAD_USAGE;

int x = findFileInDirectory(node, filename);
if(x != -1 && fs[x].dir) return ERROR _DIR_FOUND;
if (x == -1) createFileInDirectory(node, filename, v, false, swl['h'l);

else { fs[x].size = v; fs[x].hidden = sw['h']; }

return "";
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/ /LSS K node T EAKM name WL, IREIZGSH S . WEREERE], R[H-1
int findFileInDirectory(int node, string name) {
VI& subdir = fs[node].subdir; //FI5IM, AT
for(int i = 0; i < subdir.size(); i++)
if (fs[subdir[i]].name == name) return subdir[il;

return -1;
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/ /B path X NG RS ORI BERR, T LU B WURAMELE, JRIH-1
int getDirNode (string path) {
if (!path.length()) return curDir;

int node = curDir; / FBRNSAR B A
if (path[0] == '/') node = 0; J/REL €7 Ik, SRR AR
VS dirs = split(path, '/'); 71BN ST RS R S RE AN
for(int i = 0; i < dirs.size(); i++) {
if(dirs[i] == ".") continue;

g

else if(dirs[i]
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0; /MR By
for(int i = 0; i < n; i++) {

double X, H, B;

scanf ("$1£%1£%1f", &X, &H, &B);

J/LIEY (OTAILIL] [ AMFIRSS i ME L IR ZE AT P A kB

int ¢

L[i]1[01[0] = Point (X-B*0.5, 0); /1R O BB A 1)
L[i][0][1] = L[i][1][0] = Point(X, H);

77T CFELRBA AT 0T, AR A B 223 20D

L[i][1][1] = Point (X+B*0.5, 0); /A CRERBL 7

x[c++] = X-B*0.5;
x[ct+] = X;
x[ct+] = X+B*0.5;

}
for(int i = 0; i < n; i++) for(int a = 0; a < 2; a++)

for(int j = i+1; j < n; j++) for(int b = 0; b < 2; b++) {
Point P1=L[i][al[0], P2=L[il[al[1l], P3=L[3]1[b][0], P4=L[J][b]I[1];
if (SeqmentProperIntersection(Pl, P2, P3, P4)) //WIRLBAIZ
x[c++] = GetLineIntersection(P1, P2-P1, P3, P4-P3).x;//ZsiMA4L

/1 AR
sort (x, x+c);

¢ = unique(x, x+c) - Xx;
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int main() {

int kase = 1;
while(scanf("$d",sn) == 1 && n >= 0) {
evsize = 0; error = false; mdep = 1;
scanline.init (); /1R AL
for(int i = 1; i <= nj++i) {  //HRASME, LR
tri[i].read(); JVENIHEE, A5 pl<p2<p3

}

Event (trifi].pl.x,1,1);

ev[++evsize]
Event (tri[i].p2.x,2,1);

ev[++evsize]
ev[++evsize] = Event (tri[i].p3.x,3,1i);
}

sort (ev+l, evtevsize+l); /1 HE RS SR T4 e

for(int i=1; i<=evsize && !error; ++i) ev[i].process();

/RO BEA A

if(lerror) printf("Case %d: %d shades\n", kase++, mdep);

else printf("Case %d: ERROR\n", kase++);

return 0;
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struct Event {
int x,w,no; //x: FRH) x AR, we SRR no

bool operator<(const Event& e) const { //#%

T4
x WANELRHERR, Sl A TR

return x<e.x || x==e.x && w<e.w;

}

Event (int x=0,int w=0,int no=0):x(x),w(w),no(no){}

void process() const {
xnow=x; //HHHARLAE, LW segment ML
switch (w) {

case 1: scanline.Insert (no); break; //4¥ pl
case 2: scanline.Change(no); break; //4b¥p2
case 3: scanline.Erase(no); break; //#¥ p3

}
} ev[330000];

int evsize;
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struct Segment {

Point pl, p2;
int £; /IR =SS
Segment (Point pl, Point p2, int f):pl(pl),p2(p2),£(£){}
double y() const { //xnow RFHLk1HfrE

return pl.y+(p2.y-pl.y)* (xnowteps-pl.x)/ (p2.x+eps-pl.x);
}
bool operator<(const Segment& x) const {

return y () <x.y();






