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前言

2012年9月，我离开华为公司，标志着职业生涯一个阶段的结束。

我于1988年考入清华大学精密仪器与机械学系，在这里度过了10年求学生涯，拿到博士学位。毕业后，我在北京大学做博士后研究工作，方向为图像压缩。2000年进入华为公司，开始了我在通信领域的职业生涯，一晃就是12年。

12年的风风雨雨，总算没有虚度：

2002年，在TD-SCDMA领域，我提出了一种新的频域联合检测算法，是业界效率最高的。反映这一成果的论文“A Frequency Domain Multi-User Detector for TD-CDMA Systems
 ”，于2011年9月发表在“IEEE Trans. Commu.，Vol 59，No. 9”上（P2424-2433）。

2003年，提出了随机波束赋形（random beam-forming）技术，高效地解决了智能天线广播信道的赋形问题。反映这一成果的论文“A Random Beamforming Technique for Omni-directional Coverage in Multiple Antenna Systems
 ”，于2012年12月发表在“IEEE Trans. Vehi. Tech.，No.99”上。

2004—2005年，我提出了软频率复用（soft frequency reuse）技术，反映这一成果的论文“Soft frequency reuse scheme for UTRAN LTE
 ”，于2005年5月发表在“Huawei，R1-050507，3GPP RAN1 41”上。该技术解决了长期困扰业界的OFDM的频率复用问题，被广泛研究和应用，成为LTE小区间干扰协调（Inter cell interference coordination）这一领域的事实标准。

2005年，我提出的论文“Proposal for the reduced set of DL transmission parameters
 ”，于2005年8日发表在“R1-050824，3GPP RAN 1 42”上，统一了LTE多种带宽的采样率，并用一个IFFT承载多个载波，提高了LTE产业的规模效应，简化了基站和终端的产品架构，降低了产业成本。

这些创新技术均处于无线通信的核心位置，被业界广泛研究和应用，并且已经获得了中国、美国、欧洲的专利授权。

在我的研究工作过程当中，每当获得了一些心得，总有把它们写出来的冲动，但是由于工作的繁忙一直没能实现。从华为离职后，在寻找新的发展平台之前，利用这段时间实现这个愿望，算是对我12年无线创新人生的一个总结，也希望能够对读者有所帮助。

杨学志

2012年10月22日于北京
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 第1章　绪论

1.1　这是一本什么样的书

我完成博士后研究工作时对通信依然一窍不通，进入华为之后才从BPSK开始学习通信。

没有人指导我，我的老师就是书。但是这个书真的不大容易读懂。

科技书籍的常规写法是按照内容来进行编排。这一部分是讲信号的，就会把有关信号的所有内容都罗列进去，那一部分是讲调制的，也是如法炮制。这样的写法符合作者的思维习惯，而且内容的完备性也容易得到保证。

但是对读者来说，这样的写法就造成了一定的困难。

首先知识是有连续性的。如果你要学习OFDM技术，就要懂数字信号处理，在此之前要懂信号与系统，再之前是高等数学、线性代数、概率论。如果要懂得深入一些，还要懂复变函数、随机过程、矩阵论、泛函分析、信息论。这些基础性的知识你可能也学过，但是在学习的时候你并不知道这些东西有什么用，大多是应付完考试就还给老师了。缺少了这些基础的知识，学习新知识的时候总是觉得很别扭，很多人也因此放弃了学习。

另外，科技书籍的作者即使不是数学专业，也一般都是有数学背景的，必然受到数学家文化的影响。数学家所追求的数学之美
 ，讲究的是要恰好
 。恰好的意思就是用最少的语言把问题描述清楚，而不是更少
 。数学家对简洁之美的追求达到了极致，

他们创造了符号语言，如“∀є
 >0，∃δ
 >0，如果|x
 -x
 0
 |<δ
 ⇒|f
 （x
 ）-A
 |<ϵ
 ，则[image: ]
 ”。科技作者受到这种文化的影响，也尽量把内容写得更简洁一些。但是这样的数学之美是很多的数学家经过历史的沉淀才凝练出来的，初学者并不一定能够欣赏得来。从心理上说，人们在阅读的时候会追求一目十行的畅快淋漓，把眼睛盯在一页书上一整天都翻不过去的体验是不怎么好的。

本书是一本严肃的介绍通信原理的书籍。与传统科技书籍不同的是，本书按照读者的认知水平的发展来行文。我是从对通信一无所知，到通过读书逐渐理解了通信技术，在这个过程当中，最烦恼的事情是遇到知识断点。记得在读博士阶段，我曾经想每个月读一篇IEEE的论文，但是读了一篇没有读懂，换了一篇还没有读懂，半年下来一篇也没有读懂，于是就放弃了。原因就是读懂这些论文需要大量的背景知识，如
 果不具备这些知识，就是知识断点。本书的内容安排结合了我的学习体验，考虑到读者的知识储备和认知水平，前后的行文有光滑的过渡和连接，让读者能够随着本书从简单的知识逐渐了解一些貌似高深的先进技术。对于某一知识内容，开始的时候只介绍一些简单的必要的知识，后续需要的时候，再补充更多的细节或者提高层次。因此某一项内容，会在本书的多个地方介绍，而每一部分可能都不是很完备。

本书的语言采用了一些口语化的因素，在行文上采用了短段落，希望这样的做法能够减少一些读者阅读的凝重感。

同时，我也放弃了对数学严密性的形式追求。如果你对论述的严密性要求比较高，则可能会发现这里不严密，那里论述不完整，但是严密性在我的心中，从宏观上看，你会发现我的整体思想是严密的。

对于公式的态度，有朋友建议我像霍金的《时间简史》那样不采用公式，我尝试了一下，但是发现这是不可能的。我阅读过《时间简史》，里面虽然没有公式，但是内容并不好懂。本书还是定位于严肃的学术书籍，如果放弃了公式，无法实现科学知识的准确表达。通信技术，说到底就是数学，因此本文还是采用了公式。

考虑到很多读者一看到公式就头疼，本书只采用那些最简单、最基本，也是最重要的公式，在推导的节奏上也考虑了读者的接受程度，并且配合详细的解释和说明，让读者能够看明白。公式其实反映了一种思维方式，希望通过本书，能够引导部分读者熟悉和热爱数学公式，进入严肃的学术领域。

本书取名为《通信之道——从微积分到5G》。道在中国有两层意思：一是路径，二是原理方法，与术相对。这里的道，把两种意思都包括了。

按照第一层意思，希望读者可以顺着本书的叙述顺序，从一些基础的概念逐步建立对通信系统的整体理解。按照我目前的设想，本书包括了数学、信号与系统、数字信号处理、通信原理以及一些实际系统的介绍。一般说来，这是一个非常庞大的工程，我现在还不知道能够走多远。

道与术是中国文化当中的两个层面，大概的意思是，道是道理、规律等“形而上”的概念，而术是具体实现的手段、方法等，属于“形而下”。从我的研究经历来看，书本上的知识虽然卷帙浩瀚，但在实际当中获得应用的只是很少的一部分，就是那些最基础、最本质的部分，这就是通信的道。本书主要在这些方面着墨，而抛弃那些比较复杂和高深的部分，这样也可以在一定程度上解决工程量的难题。

所谓大道至简，本书的道也是简单的道，一本让初学者读得懂的道。相对论是改变了人类时空观的理论，但是狭义相对论非常简单，爱因斯坦只用了一个礼拜就完成了论文。狭义相对论是大二的普通物理课程的内容，甚至连高等数学的知识都没有用到。我做了近20年的研究工作，所做出的有价值的创新成果，也都是非常简单的。

总而言之，这本书用简单的语言给你讲述貌似高深的通信之道
 。


 1.2　什么是通信

通信必然发生在两个及以上的人或者物体之间，包括一个发送方和一个或者多个接收方。发送方发出承载信息的信号，接收方收到之后，解调出其中承载的信息，就实现了通信。

大家已经注意到了两个词——信号和信息。怎么理解呢？一种说法是，信号是信息的载体。意思是说，发送方想传达的意思叫信息，而承载这些信息的物理媒介叫信号。

举一个例子，大楼着火了，要告诉楼里面的人马上撤离。“着火了，赶紧走”就是信息，这个信息可以通过多种形式的信号告诉人们。比如广播是一种语音信号，警铃是另外一种声音信号，报警灯和电视用的是光信号。

那么，通信就至少包含了几个环节。首先有需要发送的信息。这个信息的产生过程五花八门，有作家写的，导演拍的，嘴巴说的，或者什么都不做，你只要在那里就是信息。这个信息在发送方那里被加工成信号，然后发送出去，这个过程叫调制。发送的信号到达接收方后并不是不变的，而往往会被扭曲和受到噪声的污染，信道是用来刻画信号是如何被扭曲和污染的。接受方把信息从信号中抽取出来，这个过程叫解调。

接收方要解调出信息，当然需要知道发送方的调制方法，要不然是没法解调的。要实现有效的通信，发送方和接收方是需要合作的。因此，研究如何调制和相应的解调方法，实现更高效的通信，是通信技术的主要部分。

如果接收方并没有获得发送方的许可，而是通过其他途径获得了发送方的调制方法从而获得了发送的信息，这就是窃听。发送方为了防止被窃听，只把调制方法告诉合法的接收方而不让窃听者得到，是保密通信研究的内容。

上面描述的是发送方和接收方直接通信的方式。无论是声、光还是电，信号的传播随着距离的增大会衰减，因此直接通信的方式有一定的距离范围。而在实际当中，如果要给美国的朋友打电话，相隔万里，怎么办呢？这就需要通信网络了。通信网络的边缘部分称作接入网。接入网包含了很多接入点，我先把信息发送到离我最近的接入点；然后通过网络传送到美国离我的朋友最近的接入点，再发送给我的朋友：这样就在网络的帮助下，克服了媒体传播距离的限制，实现了远距离通信。

1.3　通信的历史

前些年政府对信息产业有一个说法，即“信息化带动工业化”，这个提法很好。信息不能当饭吃，通信本身不是目的，而是应服务于某个目的。

通信是从什么时候开始的呢？可以这么说，有了生物，就有了通信。生物是有新
 陈代谢的，需要发现和吸收外界的营养物质，并把废物排出体外。发现营养物质的过程，就是一个通信过程。很多植物具有向光性，这也是植物接收到太阳的光信号而做出的应激反应。猎豹捕捉羚羊，自然要知道羚羊的运动路线，这也是通信过程。人们之间使用自然语言的沟通，当然也是通信。是不是也可以说，信息化带动生物进化呢？

这些紧密伴随生物本能的通信过程，大家一般不会有意识地把它们归类于通信。烽火狼烟，旗帜号角，击鼓鸣金，驿站传输是比较古老的通信方式。在现代社会中，这些古老的通信方式仍然保留，如交警的指挥手语，特警的作战手语，股票交易员的手语，军舰的旗语，等等。

近代意义上的通信是建立在电磁理论的基础之上的。人类在公元前就发现了电现象和磁现象。长期以来，电和磁是作为两个毫无关系的学科独立发展的。直到1820年，丹麦人汉斯·奥斯特（Hans Christian Oersted）发现了电流的磁效应，建立了电与磁的联系。1831年，英国人迈克尔·法拉第（Michael Faraday）发现了电磁感应定律。1865年，英国人詹姆斯·克拉克·麦克斯韦（James Clerk Maxwell）提出了麦克斯韦方程组，建立了经典电动力学，并且预言了电磁波的存在。1888年，德国人海因里希·鲁道夫·赫兹（Heinrich Rudolf Hertz）用实验证实了电磁波的存在。至此，经典电磁理论大厦构筑完成。

1837年，美国人莫尔斯（Morse，Samrel Finley，Breese）发明了莫尔斯电码和有线电报，开启了电通信的时代。1876年，出生于英国的美国人亚历山大·贝尔（Alexander Graham Bell）发明了电话，成为电话之父。1896年，意大利人伽利尔摩·马可尼（Guglielmo Marchese Marconi）发明了无线电报，开启了无线通信时代。

1948年，贝尔实验室的克劳德·艾尔伍德·香农（Claude Elwood Shannon）在Bell System Technical Journal上发表了论文A Mathematical Theory of Communication
 ，标志着信息论的诞生。在这篇划时代的论文当中，香农给出了信息的度量单位bit的定义，并且给出了高斯白噪声信道的容量界，指出在这一容量界下，可以实现无差错的信息传输，这就是信道容量定理。按照之前人们的普遍理解，通信一定会出错，即使通过重传可以降低错误率，也不可能降为零。因此，实现无差错传输的信道容量是零。然而香农告诉我们，可以实现无差错传输的通信速率可以是一个远大于零的数值。虽然香农证明了这一极限的存在，却没有给出可行的实现这一极限的方法。在香农限的指引下，全球的科学家开始了长达60多年的探索，寻找逼近极限的通信方法。

受到信息论激励的首先是信道编码技术。信道编码就是在信息比特当中加入一定的冗余比特，从而纠正在传输当中发生的错误，因此信道编码也被称作前向错误纠正（FEC）编码。人们提出了很多种编码方法，如分组码、卷积码、级联码，但是离香农限都有很大的距离。直到1993年Berro发明了Turbo码，距离香农限只有0.7dB，才使人们第一次看到香农限的现实可达性。受到Turbo码的启发，1962年由Gallager提出的LDPC码被重新发现，能够实现更接近香农限的性能。






 第2章　帮“菜鸟”复习一下微积分

经常有读者谈到，通信技术研究到后来就全都是数学了。这个说法是对的。

通信对数学的要求非常高，高等数学、线性代数、概率论、随机过程、复变函数、数值分析、矩阵分析、泛函分析、信息论等知识是一定需要的。要学完这些课程，没有三年五载恐怕是不行的，我相信多数人坚持不下来。

阅读本书并不需要你掌握这些知识。

相反，阅读本书可以帮助你逐步建立起数学当中最基础和最重要的概念。

如果你已经学习过以上全部或者部分课程，当然对阅读本书是有帮助的，这样可以通过阅读本书印证以前的理解是否正确，或者本书的理解是否正确。

本章帮助“菜鸟”们复习一下微积分当中最基础和最重要的概念。这些概念是数学大师们用200年的时间锤炼而成的精华部分。利用这些概念，我们基本可以应对通信领域的数学问题。

要知道，作为一个受过高等教育的人，不懂微积分是很丢人的事情。

这里也包括了文科学生。

2.1　微积分的创立
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艾萨克·牛顿（Isaac Newton，1643—1727），英国物理学家、数学家和哲学家。1643年1月4日，艾萨克·牛顿出生于英格兰林肯郡。1661年6月，他进入剑桥大学的三一学院学习，1665年发现二项式定理。牛顿与莱布尼茨独立发展出了微积分学，并为之创造了各自独特的符号。1687年7月5日，牛顿发表《自然哲学的数学原理》，用数学方法阐明了宇宙中最基本的法则——万有引力定律和三大运动定律。这4条定律构成了一个统一的体系，被称为“牛顿力学”，奠定了之后3个世纪中物理界的科学观点，并成为现代工程学的基础。1704年，牛顿著成《光学》，其中详述了光的粒子理论。牛顿在1669年被授予卢卡斯数学教授席位，1689年当选为国会中的大学代表，1705年被安妮女王封为贵族。牛顿晚年醉心于炼金术和神学，同时，他花费了大量的时间和同时代的著名科学家如胡
 克、莱布尼茨等进行科学优先权的争论。牛顿逝世后被安葬于威斯敏斯特大教堂，墓碑上镌刻着：“让人们欢呼这样一位多么伟大的人类荣耀曾经在世界上存在”。牛顿为人类建立起“理性主义”的旗帜，开启了工业革命的大门。


微分和积分的思想在古代就已经产生了。

公元前3世纪，古希腊的阿基米德在研究曲线下面积、球面面积和旋转双曲体的体积的问题中，就隐含着近代积分学的思想。

我国三国时期的刘徽在割圆术中提到，“割之弥细，所失弥小，割之又割，以至于不可割，则与圆周合体而无所失矣”，也是朴素的极限概念。

在15世纪初欧洲文艺复兴时期，工业、农业和航海事业大规模发展，向自然科学提出了新的课题。

自然科学是以数学为基础的，科学对数学提出的要求，最后汇总成多个核心问题：运动中速度与距离的互求问题，曲线的切线问题，求长度、面积、体积与重心问题，以及求最大值和最小值问题等。

17世纪许多著名的科学家都为解决上述几类问题进行了大量的研究工作，如法国的费马、笛卡儿、罗伯瓦、笛沙格；
 英国的巴罗、瓦里士；
 德国的开普勒；
 意大利的卡瓦列利等人提出了许多有建树的理论，得到了一系列求面积（积分）、求切线斜率（导数）的重要结果，为微积分的创立做出了贡献。

在前人工作的基础上，英国大科学家牛顿和德国数学家莱布尼茨分别独立完成了微积分的创立工作。他们建立了微分和积分的内在联系，构建系统的微积分学。然而，他们的理论并不完善，并造成了第二次数学危机。

关于微积分的科学发现权，在数学史上有一场激烈的争论。实际上，牛顿的研究早于莱布尼茨，而莱布尼茨的成果发表则早于牛顿。

19世纪初，法国科学学院的科学家柯西建立了极限理论，后来又经过德国数学家维尔斯特拉斯进一步的严格化，使极限理论成为微积分的坚定基础，第二次数学危机得到解决。
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戈特弗里德·威廉·莱布尼茨（Gottfried Wilhelm Leibniz，1646—1716），德国哲学家、数学家。1646年7月1日，莱布尼茨出生于德国东部的莱比锡，好学而有天赋。莱布尼茨15岁时进入莱比锡大学学习法律，获得学士和哲学硕士学位。1665年，莱布尼茨申请博士学位但是遭到莱比锡大学的拒绝。1667年2月，莱布尼茨以同样的论文向阿尔特多夫大学申请博士学位而获得批准。之后，他进入政界，在各个地方担任外交官、法律顾问、科学馆馆长、家族史官等职务。他游历欧洲，遍交学者和社会名流，1700年建立了柏林科学院并出任首任院长，成为英
 国皇家学会、法国科学院、罗马科学与数学科学院、柏林科学院的核心成员。1712年左右，他同时被维也纳、布伦兹维克、柏林、彼得堡等王室所雇用。1716年11月14日，莱布尼茨孤寂地离开了人世。莱布尼茨的研究成果遍及力学、逻辑学、化学、地理学、解剖学、动物学、植物学、气体学、航海学、地质学、语言学、法学、哲学、历史、外交等，“世界上没有两片完全相同的树叶”就是出自他之口，他也是最早研究中国文化和中国哲学的德国人。让莱布尼茨闻名于世的是他与牛顿分别独立创建了微积分。他所创设的微积分符号远远优于牛顿的符号，对微积分的发展产生了极大的影响。


2.2　极限

极限是高等数学区别于初等数学的一个标志性的概念。

初等数学都是实打实的，是几就是几。

而极限，是这么一个东西：它是存在的，可以无限接近，可能达到也可能无法达到。

无限接近，就是你想多近就有多近，但是可能永远达不到。

比如一个实数列{xn

 =1/n
 ，n
 为自然数}。当n
 越来越大的时候，xn

 就越来越接近于零，但是却永远不是零。

零就是数列{xn

 }的极限。

大家明白什么是极限了吧？如果明白了，就不妨回答这个问题，什么是极限？

如果回答不上来，就来看一看数列极限的定义吧。

2.2.1　数列的极限

【定义：数列的极限】设{xn

 }为一个实数列，A
 为一个定数。若对任意给的ϵ
 >0，总存在正整数N
 ，使得当n
 >N
 时有|xn

 -A
 |<ϵ
 ，则称数列{xn

 }收敛于A
 ，定数A
 称为数列{xn

 }的极限，记作
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读作“当n
 趋于无穷大时，{xn

 }的极限等于或趋于A
 ”。

若数列{xn

 }没有极限，则称{xn

 }不收敛。

该定义称为数列极限的ϵ
 -N
 定义。

用符号语言描述为：

∀ϵ>0，∃N
 ，如果n
 >N
 ⇒|xn

 -A
 |<ϵ
 ，则lim
n
 →∞
 xn

 =A
 。

∀读作“对于任意一个”，∃读作“存在”，⇒读作“能够推导出”或者“使得”。


 虽然本书并不打算使用符号语言，但是对于一位立志于科学研究工作的同学，掌握和熟悉这些符号是非常必要的；而对于打算从事工程技术与应用的同学，知道这些符号也是有益的。

极限的定义在数学当中占有极其重要的地位，它是微积分的基础概念。

数学是建立在逻辑之上的。极限定义的意义在于把一种模糊的感觉严格地表达出来，使得分析数学有了严密的逻辑体系。比如，什么叫无限接近呢？这种描述性的语言，如果无法严密地表述，就无法基于此建立起理论体系。

在极限的定义里面，把无限接近表述成，任意给一个大于零的ϵ
 ，数列与极限之间的差别还可以比ϵ
 小。因为无论ϵ
 怎么小，差别还能做到更小，表达的意思就是无限接近了。

有了极限的定义，命题就可以得到证明了。证明的方法就是给定任意一个大于零的ϵ
 ，也就是说，假定这个ϵ
 是一个已知的量，你能够找到一个正整数N
 满足定义的要求就可以了。

怎么找到呢？一般说来，N
 是由ϵ
 决定的，只要能够把符合要求的N
 表达成为ϵ
 的关系式，那么任意给一个ϵ
 ，就能找到这个N
 。

例如，证明{xn

 =1/n
 ，n
 为自然数}的数列极限为零：

对于任意给定的ϵ
 >0，只要n
 >1/ϵ
 ，那么|1/n
 -0|<ϵ
 ；也就是说，如果取N
 为大于1/ϵ
 的整数，当n
 >N
 的时候能够满足|1/n
 -0|<ϵ
 。任意给定一个ϵ
 ，这个N
 是能够找到的，是存在的。

那么就证明了数列的极限就是零。

除零外，其他值都不是数列{xn

 =1/n
 ，n
 为自然数}的极限。

不服气的同学可以证明一下试试。

2.2.2　函数的极限
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柯西（Cauchy，Augustin Louis 1789—1857），法国数学家，出生于巴黎，于1805年考入综合工科学校学习数学和力学；1807年考入桥梁公路学校，1810年以优异的成绩毕业。柯西是一位著名的多产数学家，他一生一共写作了789篇论文和多本专著，他的全集总计28卷。他对数学的主要贡献在于单复变函数、分析基础、常微分方程等。柯西所建立的极限论，为牛顿和莱布尼茨发明的微积分建立了严格的理论。他是久负盛名的科学泰斗，但常常忽视青年学者的创造。由于柯西“失落”了年轻数学家阿贝尔和伽罗华的开创性论文手稿，造成群论晚问世半个世纪。由于家庭的原因，柯西属于拥护波旁王朝的正统派，是一位虔诚的天主教徒。


对于一个函数，极限的定义为：


 【定义：函数的极限】设f
 （x
 ）为一个实函数，在x
 0
 的某一空心邻域内有定义，A
 为一个定数。若对任意小的ϵ
 >0，总存在一个δ
 >0，使得当|x
 -x
 0
 |<δ
 时有|f
 （x
 ）-A
 |<ϵ
 ，则称x
 →x
 0
 时f
 （x
 ）的极限为A
 ，记作
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这个定义叫作极限的δ
 -ϵ
 定义。

这里用到了一个精巧的概念，叫作空心邻域
 。

邻域，通俗地说就是一个开区间。x
 0
 的δ
 邻域，就是开区间（x
 0
 -δ
 ，x
 0
 +δ
 ），一般记作N
 （x
 0
 ，δ
 ）。

空心邻域，就是把x
 0
 从邻域当中抠出去后剩余的部分，也就是（x
 0
 -δ
 ，x
 0
 ）∪（x
 0
 ，x
 0
 +δ
 ）。

极限的定义为什么要用到空心邻域的概念呢？其实这里想表达的意思是，函数在x
 0
 附近有定义，而并不要求在x
 0
 处有定义。当然，在x
 0
 处有没有定义都是可以的。

即使在x
 0
 处没有定义，在这一点函数的极限也是可以存在的。

比如函数
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如果分子与分母约掉一个x
 ，这不就是f
 （x
 ）=x
 吗？

差不多，但是差一点。f
 （x
 ）在x
 ≠0的时候是x
 ，在x
 =0处则没有定义，因为分母不能为零。

虽然函数在x
 =0处没有定义，但是这一点的函数极限是存在的，读者根据函数极限的定义可以验证
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这个验证很简单，但是对于初学的读者还是建议按照极限的定义严格地证明这个结论，主要是体会极限定义的思想以及它所体现的数学的严密逻辑。证明方法与前面的{xn

 =1/n
 ，n
 为自然数}数列极限的证明方法类似。

再说一个邻域概念的应用。

例如，S
 是一个集合，一个点x
 0
 ∈S
 ，如何定义这个点在集合的内部还是边界呢？

数学上是这样定义的：

对于一个点x
 0
 ∈S
 ，如果存在一个邻域N
 （x
 0
 ，δ
 ）⊂S
 ，则x
 0
 在S
 的内部。

体会一下，很妙。

2.3　你讨厌数学公式吗

到目前为止，我们已经给出了4个公式。虽然很简单，但我相信一部分同学已经开始头疼了。有同学跟我说，一看到求和符号“Σ”，头就开始发晕了，而豆芽菜“∫”
 是根本看不得的。

所以有同学建议我，最好不要有数学公式，就像霍金的《时间简史》。

我看过《时间简史》，虽然其中没有公式，但是并不好懂。相对论我还是稍微懂一点，《时间简史》还是看得我云遮雾绕的。

《时间简史》卖得火，是因为霍金的名气。如果想学习黑洞理论，还是要看严肃的学术著作。

我把本书定位于严肃的学术书籍，因此还是要采用公式。但是为什么很多人却讨厌公式呢？

人是一种心理的动物。

在我活了四十多年以后，经常会考虑这个问题：活着是为什么？这个问题在不同的人生阶段有不同的答案。

人的行为的本能目的是为了追求快乐，而终极目的是追求宁静。本能追求的是短期目标，而理性追求的是长期目标。人就是在本能与理性，短期和长期的斗争中成长的。我们凡人一般是短视的，能损失短期目标而成就长期目标的，是圣人。

那么读书，也是有短期目标和长期目标的。短期目标就是赶紧把书读完，算是完成了一件任务。随着书一页页地翻过，你的心里是不是也有一些成就感呢？而长期目标是提升和丰富自己的知识。其实这个目标也不算是特别长期。

公式是什么呢？公式就是浓缩了的语言。看一看下面这个简单的公式：
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这个公式的左边很直观，右边有一点抽象，但表达的是同一个意思。

公式右边的长度明显变短了，这使得表达更加简洁、高效，但同时给阅读者提出一定的挑战。

公式右边的表达要求阅读者具有一定的知识储备，并且能够在脑子中反应出它的实际意义。而且公式与文字相间而行，遇到公式的时候，阅读的节奏马上就慢了。看到Σ符号，你的脑子里要干很多事情：思考符号的意义、求和的对象、上下标是多少，等等。

上下标的字母是多么小啊！

如果对符号不熟悉，反应得很慢，或者干脆就没反应，阅读者就会烦躁，会产生挫败感。

因此，要读懂公式，就要从一开始就弄懂这些符号的意义，经过多次的思考训练，建立起条件反射。只要熟悉了，弄懂了，就能克服内心对公式的恐惧感。

其实，大多数论文当中的公式，我一般也是不看的。因为这些公式既复杂难懂，又没有太大的价值。而教科书当中的公式，一般是基础的重要的公式，特别是一些经
 过多年锤炼的经典公式，我会花很多精力去理解。而这些经典的公式，往往是很简单的。本书当中的公式，都是简单的、基础的和重要的公式。

因为公式是浓缩的语言，因此读公式的速度本来就应该是慢的，打磨钻石不可能和砍瓜切菜一样快。读公式要平心静气，不要指望一目十行。

佛家说人有“贪、嗔、痴”三毒，需要用“戒、定、慧”来克服。读公式想一目十行，谓之贪；没读懂就烦躁，谓之嗔；烦躁之后又去读你的言情小说了，谓之痴。如果不克服，则如何才能有宁静、祥和、幸福的人生呢？

僧人的修行，不是天天听什么高深的佛法，而是要干扫地、打水、做饭这些杂役。佛家的经典《金刚经》首篇是讲释迦牟尼去城里化缘，然后回来吃饭的故事。《天龙八部》里面的武林第一高手，不也是少林寺的扫地老僧吗？这其实反映了佛家的一个理念：做什么并不重要，而是看你做这些事情时的心理状态。如果心怀嗔念，内心不停地抱怨“凭什么让我做这么低级的工作？”那么无论多少年都不会有什么进益的。内心平和了，宁静了，不为外物所扰，就是成佛了。

我不是在鼓励大家去做杂役，或者让大家相信目前的境遇是公平的，而是希望大家看到公式的时候让心态平和下来。

读公式，把它读懂，正是极好的修行。咱们凡人成不了佛，能把通信学好就很不错了。

希望同学们喜欢上公式。

2.4　连续


连续
 ，在直观上很好理解，就是不出现间断。图2.1中的函数有两个间断点x
 1
 、x
 2
 ，其他地方都是连续的。
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图2.1　函数的连续性



连续在数学上是这样定义的：

【定义：连续】如果函数y
 =f
 （x
 ）在点x
 0
 的某个邻域内有定义，并且
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 则称y
 =f
 （x
 ）在点x
 0
 处连续。

在图2.1中，从x
 轴的左边和右边分别逼近x
 1
 ，可以得到两个不同的函数极限，分别叫作左极限
 和右极限
 。

左极限的定义为：

【定义：左极限】设f
 （x
 ）为一个实函数，在x
 0
 的某一空心邻域左侧有定义。A
 为一个定数。若对任意给的ϵ
 >0，总存在一个δ
 >0，使得当x
 0
 -δ
 <x
 <x
 0
 时有|f
 （x
 ）-A
 |<ϵ
 ，则称x
 →x
 0
 时f
 （x
 ）的左极限为A
 ，记作
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右极限的定义是类似的，记为
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在公式中，x
 0
 上面的“-”和“+”，表示从左边和右边逼近x
 0
 。

大家可以验证，极限存在的充分必要条件是左极限和右极限存在并且相等。

因为左极限和右极限不同，所以在这一点上函数的极限不存在。

极限不存在，当然就不连续了。可以看出连续的定义与我们的感觉是一致的。

但是x
 0
 处的左极限与函数值相同，也就是
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这种情况叫作左连续
 。当然也存在右连续
 ，其定义可直接类比左连续。

另外一种不连续的类型可以这样构成：把函数上的一个连续点抠掉，然后把这一点的函数值定义成另外一个不同的值，如图2.1中的x
 2
 。

这种情况下，这一点的极限是存在的，但是与函数值不同，根据定义也是不连续的。这个点是一个孤立的点，与谁都不挨着，当然应该是不连续的。

在数学当中，把x
 1
 和x
 2
 这两种情况叫作第一类间断点，其中x
 2
 叫作可去间断点。不属于第一类间断点则称为第二类间断点。

从这两种不连续的情况中我们可以发现，连续的定义与我们实际的感觉是相同的。数学就是把我们的一种感觉，用严格的公式和逻辑表达出来，使我们的知识从感性上升到理性，建立了严密的理论体系，为近现代工业的发展奠定了基础。

向伟大的柯西同志致敬！

2.5　导数

相信同学们已经了解了斜率
 的概念。


 在直线方程


y
 =kx
 +b


中，k
 称为斜率，表示因变量随自变量变化的快慢。

假如知道了直线上不同的两个点P
 0
 （x
 0
 ，y
 0
 ）和P
 （x
 ，y
 ），则求斜率的方法很简单，即
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这个公式可以理解为，因变量的变化除以自变量的变化，就是直线的斜率。

直线的斜率是唯一
 的，取直线上任意两个点计算得到的斜率相同。

对于一个一般的曲线y
 =f
 （x
 ），我们仍然用P
 0
 （x
 0
 ，y
 0
 ）和P
 （x
 ，y
 ）表示该曲线上的两个点，并假设x
 =x
 0
 +Δx
 ，如图2.2所示。

[image: ]
图2.2　导数的几何解释



当然，有下列关系成立：


y
 0
 =f
 （x
 0
 ）；


y
 =f
 （x
 ）。

经过这两个点做一条直线，称为曲线的割线
 ，其斜率为
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直线的斜率是唯一的，而曲线的斜率是变化的。曲线的割线的斜率，可以认为是P
 0
 和P
 1
 之间曲线斜率的平均值。

那么如何求曲线上的一点P
 0
 的斜率呢？

当P
 点逐渐靠近P
 0
 点的时候，两点之间的距离越来越小，曲线也越来越接近割线。当P
 与P
 0
 重合的时候，割线就变成了曲线的切线，其斜率为曲线在P
 0
 点的斜率，表达为

[image: ]



 这个斜率在微积分当中叫作导数
 ，是微积分的基础概念，非常非常重要。

正规一点，我们给出导数的定义：

【定义：导数】设函数y
 =f
 （x
 ）在点x
 0
 的某个邻域内有定义。如果极限
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存在，则称函数y
 =f
 （x
 ）在点x
 0
 处可导
 ，并称f
 ′（x
 0
 ）为函数y
 =f
 （x
 ）在点x
 0
 处的导数。

如果用变量x
 代表y
 =f
 （x
 ）可导的点，我们就得到f
 ′（x
 ），叫作导函数
 。出于方便，也经常把导函数简称为导数。

对导函数再求一次导函数，叫作二阶导函数，或者二阶导数，记作f
 ′′（x
 ）。

以此类推，可以得到n
 阶导数，记作f
 （n
 ）
 （x
 ）。

这里又用到了邻域的概念，也就是只要求在包含x
 0
 的一个小局部区域有定义就可以了。

定义里说，如果这个极限存在，就叫作导数。换句话说，这个极限也可能是不存在的。

有两种情况函数的导数不存在。

一种是在x
 0
 处不连续。在不连续点上，函数值发生了一个跳变。也就是说，当Δx
 →0的时候，Δy
 不趋向于零，则Δy
 /Δx
 趋向于无穷大，极限不存在，也就是不可导。

另一种情况是，函数在x
 0
 处虽然连续，但却是一个尖点。

如图2.3所示，其中的曲线是由两条直线组成的折线。在两条直线的交点x
 0
 处，函数是连续的。但是x
 0
 左侧的直线斜率为正，右侧的直线斜率为负。如果分别从x
 0
 两侧求斜率的极限，则将收敛于两个不同的值，斜率的极限不存在。也就是x
 0
 处函数不可导。
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图2.3　函数在尖点处连续而不可导




 2.6　微分

【定义：微分】假设y
 =f
 （x
 ）在x
 0
 的某一邻域内有定义，并假设x
 0
 +Δx
 也在此区间内。如果函数的增量Δy
 =f
 （x
 0
 +Δx
 ）-f
 （x
 0
 ）可表示为Δy
 =A
 Δx
 +o
 （Δx
 ），其中A
 是不依赖于Δx
 的常数，而o
 （Δx
 ）是比Δx
 高阶的无穷小，那么称函数f
 （x
 ）在点x
 0
 是可微的，且A
 Δx
 称作函数在点x
 0
 相应于自变量增量Δx
 的微分
 ，记作dy
 。微分的定义如图2.4所示
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图2.4　函数的微分



通常把自变量x
 的增量Δx
 称为自变量的微分，记作dx
 ，即dx
 =Δx
 。

函数的微分是函数增量的主要部分，并且是Δx
 的线性函数，所以说函数的微分是函数增量的线性主部。

对一元函数来说，可微与可导完全等价。可微的函数，其微分等于导数乘以自变量的微分，即

dy
 =f
 ′（x
 ）dx
 ；

换句话说，函数的导数是函数的微分与自变量的微分之商，即
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因此，导数也叫作微商。

把导数表达为微商的记法是莱布尼茨引入的。n
 阶导数的莱布尼茨记法为
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 2.7　积分
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格奥尔格·弗雷德里希·波恩哈德·黎曼（Georg Friedrich Bernhard Riemann，1826—1866），德国数学家。黎曼出生于汉诺威王国（今德国下萨克森）的小镇布列斯伦茨。1846年，黎曼进入哥廷根大学学习哲学和神学，后改学数学。1847年，黎曼转到柏林大学，1851年获博士学位，1857年成为哥廷根大学的编外教授，1859年成为正教授。1862年，他与爱丽丝·科赫结婚，并在4年后去世。1854年他初次登台做了题为《论作为几何基础的假设》的演讲，开创了黎曼几何，并为爱因斯坦的广义相对论提供了数学基础。他的名字出现在黎曼函数、黎曼积分、黎曼引理、黎曼流形、黎曼映照定理、黎曼-希尔伯特问题、黎曼思路回环矩阵和黎曼曲面中，在数学各个领域都做出了划时代的贡献，成为了19世纪伟大的数学家之一。


积分的产生来自于实际的需要。

一个长方形的面积为其长和宽的乘积，但是如何求图2.5中曲线下的面积呢？对这个问题的研究导致了积分的产生。

[image: ]
图2.5　用积分求曲线下的面积



假如有一个函数f
 （x
 ），在闭区间[a
 ，b
 ]上有f
 （x
 ）>0。在区间[a
 ，b
 ]曲线下的面积可以用如下的方法近似：

将区间[a
 ，b
 ]划分成n
 段，每一段都近似成一个矩形来求面积。比如图2.5中[x
 
i
 -1
 ，xi

 ]的那个矩形，其宽度为Δxi

 =xi

 -x
 
i
 -1
 ，高度可以取该区间内任何一点的函数值f
 （ξi

 ）。将n
 个矩形的面积累加起来，就可以得到曲线下面积的近似值。

当划分越来越细，所得到的结果就越接近曲线下的实际面积。也就是说，曲线下的面积是矩形宽度趋向于零时的极限。

下面介绍黎曼给出的积分的严格定义。

【定义：积分】设函数f
 （x
 ）在闭区间[a
 ，b
 ]有定义。在此区间中取一个有限的点列a
 =x
 0
 <x
 1
 <x
 2
 <…<xn

 =b
 。[x
 
i
 -1
 ，xi

 ]为一个子区间，i
 =1，…，n
 ，其长度为Δxi

 =xi

 -x
 
i
 -1
 ，λ
 是子区间长度的最大值，即λ
 =maxΔxi

 ，ξ
i

 是子区间当中的一
 点，ξi

 ∈[x
 
i
 -1
 ，xi

 ]。如果极限
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存在，则称f
 （x
 ）在闭区间[a
 ，b
 ]上黎曼可积，记为
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首先请读者注意，定义里没有要求f
 （x
 ）>0。

我们之所以在前面的例子当中要求f
 （x
 ）>0，是为了符合读者对面积的理解，因为面积总是正的。

对于一个如图2.6所示的有正有负的曲线，x
 轴上方积分结果为正，x
 轴下方积分结果为负，总的结果是x
 轴上方的面积减去x
 轴下方的面积。

[image: ]
图2.6　积分的正与负




ξi

 可以是子区间当中[x
 
i
 -1
 ，xi

 ]中的任意一点。因为后续有取极限的操作，也就是子区间的宽度逼近于零，这个时候该子区间内所有的点实际上收缩为一个点。

求极限的时候采用了让子区间的最大长度λ
 趋向于零，也就意味着所有的子区间的长度趋向于零，也就是子区间的个数n
 趋向于无穷。

下面用δ
 -ϵ
 语言来描述该极限。

如果存在一个常数A
 ，对于任意一个ϵ
 >0，存在δ
 >0，当λ
 <δ
 的时候使得

[image: ]


则
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即
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 如果函数f
 （x
 ）在闭区间[a
 ，b
 ]内是连续的，则其曲线下的面积一定存在，因此一定是黎曼可积的。

而反过来却不成立。如果f
 （x
 ）在闭区间[a
 ，b
 ]内有限，并且只包含有限个不连续点，它包围的面积也是存在的，也是黎曼可积的。

因此黎曼可积比连续的条件弱。

2.8　微积分基本定理

【第一基本定理】设实函数f
 （x
 ）在闭区间[a
 ，b
 ]上连续，如果

[image: ]


那么F
 （x
 ）可导，且F
 ′（x
 ）=f
 （x
 ）。

【第二基本定理】若函数f
 （x
 ）在[a
 ，b
 ]上连续，且存在原函数F
 ′（x
 ）=f
 （x
 ）；则f
 （x
 ）在[a
 ，b
 ]上可积，且
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上式是教科书当中一般的写法。

为了与第一定理符号统一，让公式更具有对称美，更换符号为
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微积分第二基本定理也叫牛顿-莱布尼茨公式，是牛顿和莱布尼茨独立发现的。

这两个定理说明，微分和积分是互逆的运算，使微分和积分形成一个有机的整体，所以称为微积分的基本定理。

第一定理是说，原函数F
 （x
 ）的导数是f
 （x
 ）；第二定理是说，f
 （x
 ）的积分是F
 （x
 ），当然，可以相差一个常数F
 （a
 ）。这个常数求导数之后是零。

可以说，积分和微分互为因果关系，是对同一个问题从不同侧面的观察。

如图2.7所示，函数f
 （x
 ）是[a
 ，b
 ]上的连续函数，F
 （x
 ）是[a
 ，x
 ]上曲线包围的面积。


 [image: ]
图2.7　微积分基本定理



我们从微分的角度看这个问题。如果让自变量x
 变化到x
 +Δx
 ，那么曲线面积的变化为图中深灰色条的部分，其面积大约为

ΔF
 （x
 ）≈f
 （x
 ）Δx
 。

如果Δx
 →0，上式就变成了微分，≈也就变成了=，即

dF
 （x
 ）=f
 （x
 ）dx
 ；（2.1）


两边除以dx
 ，得
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这就是第一基本定理的内容。

从积分的角度去看这个问题，把[a
 ，x
 ]上无数的深灰色条的面积累加起来，就是曲线下的面积，也就是把公式（2.1）两边积分得到
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也就是第二基本定理。

讲到这里，对于初学微积分的读者，如果你觉得已经理解了这两个定理，那么我向你报一个喜，还有一个忧。

喜的是，这说明你对数学很有感觉。

要知道，能称为基本定理的，就只有这两个定理。微分和积分的概念在古希腊时期就已经产生了，而直到17世纪，才由牛顿和莱布尼茨把这两个概念联系起来。如果你感觉懂了，那么说明你的方向感很好，如果把你放在17世纪，说不定你也可以发现这个定理呢。

忧的是，这说明你还没有建立对数学的严格性的理解和敬畏。

我们已经学习了极限、连续、导数、积分等概念，在这个过程当中，我们已经展现了如何用数理逻辑语言去严密地描述我们感觉上的东西。但是，前面的描述过程，却没有遵从严密的逻辑，我采用了“如果Δx
 →0，上式就变成了微分，≈也就变成了=”这样模糊的，不严密的语言。你发现了吗？

在中国有“民间科学家”这样一个群体，他们热衷于研究世界数学难题，比如哥德巴赫猜想、费马大定理等。他们经常宣称已经攻克了这些难题，将自己的研究成果送到中国科学院数学研究所，却得不到职业数学家的回应，常常因此而觉得自己的研究成果受到了压制。


 民间科学家的成果得不到承认，倒不是因为出身问题。爱因斯坦只是一个专利审查员，论出身他也算是民间科学家，但是他的相对论被认为改变了人类的时空观。

原因还是在于逻辑的严密性。我们在前面就存在逻辑不严密的问题。从≈变成=，我们是缺乏严密论证的。这种情况在数学家看来就是出现了逻辑断点，是无法忍受的。

那些世界难题，听上去都不是很难，严密与不严密，本来就只有一线之隔。之所以成为世界难题，就是因为这条线跨不过去。所以，如果不能够遵守数理逻辑的严密性，则证明是没有意义的。

要严密地证明微积分基本定理，需要用到积分中值定理。

2.9　积分中值定理

【积分中值定理】若函数f
 （x
 ）在[a
 ，b
 ]上连续，则在[a
 ，b
 ]上至少存在一点ξ
 ，使得
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证明：

如图2.8所示，因为f
 （x
 ）在[a
 ，b
 ]上有定义，因此一定存在一个最小值m
 和一个最大值M
 。

[image: ]
图2.8　积分中值定理



如果m
 =M
 ，最大值和最小值相等，那么f
 （x
 ）一定是一个常数。那么ξ
 取[a
 ，b
 ]上的任何一点都可以满足定理。

如果m
 <M
 ，则
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即
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 这个表达式介于f
 （x
 ）的最小值和最大值之间，而f
 （x
 ）又是连续的，当f
 （x
 ）从最小值连续变化到最大值的时候，一定会经过它；将经过它的x
 坐标记为ξ
 ，使得下面这个关系成立：
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即
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证明完毕！

接下来我们就可以证明微积分的基本定理了！

2.10　稍微等一等

会不会有同学对积分中值定理的证明过程还有点儿意见？

有意见是对的，这个证明过程还是有漏洞的。

问题出在这句话：“这个表达式介于f
 （x
 ）的最小值和最大值之间，而f
 （x
 ）又是连续的，当f
 （x
 ）从最小值连续变化到最大值的时候，一定会经过它。”

按照普通人的理解，这是不会有什么问题的。但是我们已经算是数学家了，我们需要理性，而不是感觉。

这几句话又是在讲自己的感觉了。

数学的发展历史告诉我们，我们的感觉并不可靠，而必须要靠逻辑去证明。

我们前面说到的民间科学家，在其证明过程当中经常存在这种依靠感觉的东西，所以得不到承认。

其实，这个结论叫作连续函数的介值定理
 。

大家已经了解了连续函数的定义，可以试着证明一下介值定理。虽然这个定理是这么直观，但是你会发现证明它并不是很容易。

介值定理的证明需要用到实数完备性
 的概念，在这里就不给出证明过程了，有兴趣的同学可以去问一下百度。

2.11　微积分第一基本定理的证明

【第一基本定理】设实函数f
 （x
 ）在闭区间[a，b]上连续，如果
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那么F
 （x
 ）可导，且F
 ′（x
 ）=f
 （x
 ）。


 证明：

要证明F
 （x
 ）可导，我们要从导数的基本概念入手。

由定理的条件可知：
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所以
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根据积分中值定理，存在一个ξ
 ∈[x
 ，x
 +Δx
 ]，使得
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也就是


F
 （x
 +Δx
 ）-F
 （x
 ）=f
 （ξ
 ）Δx
 。

那么

[image: ]
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