
[image: ]



内容简介

全书系统地介绍了数字信号处理的基础理论、基本算法和基本应用。内容包括：离散时间信号与系统，傅立叶变换与频谱分析，离散傅立叶变换与快速算法，无限脉冲响应数字滤波器设计，有限脉冲响应数字滤波器设计，多采样率信号处理与小波变换，离散随机信号处理。

本书注重物理概念的透彻分析与介绍，强调理论与实际应用的结合。考虑到频谱分析在实际应用中的重要性，单独设置一章对频谱的概念和频谱分析的意义进行了详细的介绍。另外，还增加了短时傅立叶变换、多采样率信号处理、小波变换以及离散随机信号处理方面的新内容，便于教师根据情况选择性增加教学内容，拓展学生知识面。通过大量例子说明了各种线性相位FIR滤波器的设计方法以及信号处理应用。书中配有丰富的例题、习题和实验指导，每一章最后都有相应的应用示例，便于学生了解所学内容的应用价值。

本书可作为高等院校电子信息工程、通信工程、自动控制、生物医学工程等本科专业的教材，也适合研究生及从事相关领域工作的工程技术人员阅读参考。
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第3版前言


第3版教材的主体结构与第2版一样，仍然是阐述基础理论，强调物理概念和工程含义，重视理论与应用相结合的思路，但对第2版中发现的一些错误进行了修正，并根据教学体会和读者建议对第2版部分内容做了修改和补充。主要修补内容如下：

（1）第1章增加了1.6节“奇偶序列分解的应用”，展示了一个人脸图像合成和识别的例子，通过信号的时域奇偶分量分解和比例调整实现对人脸图像的修改与合成，并且通过奇分量人脸图像提高双胞胎的人脸识别性能。

（2）第3章的实验指导部分，在不改变利用傅里叶变换进行频谱分析、实现信号自动识别处理这一实验目标的前提下，对输入信号的格式作了一定规范并设定为一个4分量正弦复合信号，以便指导老师给不同实验小组指定不同的信号参数。

（3）第3章在3.6.1小节增加了一个自然语音去噪处理的例子，以使读者进一步增强对运用傅里叶频谱分析进行实际信号去噪处理的感性认识。

（4）第4章对4.3.2小节中切比雪夫滤波器的相关内容进行了重写，给出了完整的滤波器分析与设计过程。另外，在4.7.1小节增加了一个滤波器应用的例子“脑电信号自发节律的提取”，使读者更好地理解IIR滤波器的应用。

（5）第5章在实验指导部分对FIR滤波器去噪实验中的输入信号格式进行了规范并设定为一个3分量正弦复合信号，以便指导老师给不同实验小组指定不同的信号参数。

（6）第6章增加了6.5节“希尔伯特变换”，与小波变换一样，作为基础理论之外的一个补充内容，有利于教师根据需要补充教学内容。

在此次新版教材编写中，除笔者外，石霏老师参与了1.6节的编写，胡剑凌老师参与了6.5节的编写，陈雪勤老师提供了3.6.1小节的应用示例，芮贤义老师参与了实验方案的修订。

尽管对原书中存在的一些错误进行了修正，但新版教材仍然难免会出现一些错误，敬请广大读者批评指正。

有关课程网站，请访问http：//kczx.suda.edu.cn，在“课程资源”的“精品课程”中查找。

俞一彪

yuyb@suda.edu.cn





第2版前言


本书自2005年出版以来得到了广大读者的欢迎，并被很多高校采用为本科教材和研究生入学考试参考教材。此书被评为校精品教材，相应的课程被评为江苏省精品课程。许多阅读过本教材的高校教师都对注重物理概念、工程含义以及理论与实际应用相结合的写作思路给予了肯定，同时，也提出了他们在具体教学中的一些体会和建议。我们在这些年的教学中也有了更多的认识和经验，希望将此书进一步完善。

第2版与第1版的主要区别有以下五点：

（1）第1章增加了对高维信号的介绍，以利于读者的全面了解；

（2）第1章的线性系统描述部分对差分方程的描述方法进行了补充介绍，分析了差分方程的特征与优越性；

（3）第4章给出了一个完整巴特沃兹滤波器设计举例，使读者有一个完整的IIR滤波器设计概念；

（4）第1章至第5章都补充了二维图像信号处理的应用举例；

（5）每章最后都增加一个小结，并对和该章内容相关的一些新理论进行简要介绍。

在调整和补充内容的同时，对原书中存在一些错误也进行了修正，但很有可能仍然存在一些细小的错误，敬请广大读者批评指正。Email：yuyb@suda.edu.cn。

俞一彪

2011年5月





前言


随着半导体集成电路和计算机技术的迅速发展，数字信号处理的理论和技术已经应用到社会的各个方面，成为整个数字化技术的基础，“数字信号处理”也成为电子信息、通信、自动控制、机电、生物医学工程等本科专业的必修课程。如何针对本科专业特点，深入浅出地介绍数字信号处理基础理论，透彻地分析其中的物理概念，做到理论联系实际是非常具有挑战性的。

本书是作者在多年“数字信号处理”课程教学的基础上，参考国内外相关文献资料，结合多年教学实践经验编著而成。全书内容包括：离散时间信号与系统；傅立叶变换与频谱分析；离散傅立叶变换与快速算法；无限脉冲响应数字滤波器设计；有限脉冲响应数字滤波器设计；多采样率信号处理与小波变换；离散随机信号处理。数字信号处理理论尽管运用了大量的数学公式，但本书注重公式背后物理概念的分析和描述，强调理论及技术的具体应用。同时，对传统的教科书内容进行了调整，将Z
 变换、有限字长效应等内容进行了合并和简化，对有重要实际应用价值的傅立叶变换与频谱分析进行了突出和详细的介绍，强化了频谱的概念和频谱分析的意义。另外，考虑到数字信号处理理论和应用的最新发展，在传统内容的基础上增加了一些新的内容，以便读者更多地了解实际应用中需要的知识和最新理论。作为一本教材，体系结构应该完整清晰，不应该也不可能包罗万象，因此关于Matlab以及DSP处理器的内容本书没有介绍，该方面的内容可以通过其他课程或资料来学习。

本书区别于其他一些相关书籍的主要特点如下：

（1）单独设置第2章“傅立叶变换与频谱分析”，突出介绍具有重要而且广泛应用价值的傅立叶频谱分析，详细分析介绍了频谱的概念以及频谱分析的应用。

（2）从第2章到第6章，每章的最后一节通过一些简化的具体应用实例介绍了该章内容的实际应用，以便读者了解相关理论的实际应用价值，培养运用所学知识处理实际问题的能力。

（3）第3章在介绍离散傅立叶变换之后增加了“短时傅立叶变换分析”一节，使读者增加对实际应用中大量非平稳信号的认识以及掌握相应的短时傅立叶变换分析技术。

（4）第5章在FIR滤波器的设计部分通过大量例子详细说明了各种设计方法的运用，特别重点介绍了利用凯泽（Kaiser）窗设计各种线性相位FIR滤波器的方法。

（5）介绍了目前得到广泛应用的多分辨率信号处理，包括多采样率信号处理和小波变换分析，便于读者了解和掌握一些新的信号处理知识。

（6）考虑到实际应用中所处理的信号一般为随机信号，设置了“离散随机信号处理”一章对随机信号的一些基本特征进行分析和描述，使读者进一步认清实际应用中数字信号处理的具体对象及其特点。

（7）考虑到前期课程“信号与线性系统”一般已对离散信号和系统进行了一定程度的介绍，因此将Z
 变换合并到第1章。另外，由于目前计算机和各种微处理器的字长都在16位以上，有限字长效应已不像从前那样突出和敏感，因此相应内容不再单独列章，而是分散到相关章节中介绍并着重概念的理解。

（8）第1～5章都配有相应的实验指导，实验内容以具体应用实例的抽象形式给出，以巩固课堂教学内容，培养学生观察、分析问题以及运用所学知识解决问题的能力。

本书适合各类高等院校电子信息工程、通信工程、自动控制工程和生物医学工程等本科专业的学生学习，也可以供研究生和相关专业领域的工程师和技术人员参考。本书的参考教学时数可根据具体情况选择以下两种方式：第一种方式是仅讲授前5章内容，课堂教学48学时，实验12学时；第二种方式是讲授全部内容，课堂教学60学时，实验12学时。教学中应该把重点放在物理概念和工程含义的透彻分析与介绍上，避免变成工程数学课，同时适当安排习题课，加强实验环节。

本书第2、3、5、6章，第4章的4.6节、4.7.2小节和绪论部分由俞一彪撰写，第1、4章由孙兵撰写，第7章由吕建平撰写，全书由俞一彪统稿。在写作过程中，东南大学的吴镇扬教授和南京大学的方元副教授对一些具体问题提出了宝贵的建议，研究生何松完成了实验部分的验证工作，袁冬梅、颜祥、戴志强验证了部分习题，在此一并表示诚挚的感谢。

由于作者水平有限，写作时间较短，书中可能存在某些缺陷和错误，敬请广大读者批评指正。E-mail：yuyb@suda.edu.cn。

如果读者需要本书电子版和相关课件，请到以下网址下载：www.sudadz.com。

俞一彪

2005年5月目
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绪　论

自从20世纪60年代中期Cooley和Tukey提出快速傅立叶变换算法以来，随着信息科学与计算机技术的不断发展，数字信号处理（DSP：Digital Signal Processing）逐渐成为一门具有丰富研究领域和完整理论体系的新兴学科，在通信、控制、信息处理与人工智能、消费电子、国防军事、医疗等领域得到了广泛的应用，是数字技术、信息技术的基础。

一、信号、系统及信号处理

信号是承载、传输信息的媒介或者物理表示，它随时间或空间的变化而变化，是可测量的。通俗地讲，信号就是消息，而信息是包含在信号或消息中的未知内容。例如，上面这段文字就是信号，而其所表达的意思就是信息。信号可以按照不同的性质进行分类。例如，按照维数可以将语音信号划分为一维信号，而图像信号是二维信号。按照周期特征又可以将信号分为周期信号和非周期信号。但从信号处理的角度，一般将信号分为模拟信号、离散信号和数字信号三大类。

（1）模拟信号：信号随时间（空间）连续变化，并且幅度值取自连续数据域。自然界中大部分信号是模拟信号。

（2）离散信号：信号随时间（空间）以一定规律离散变化，幅度值取自连续数据域。自然界中这样的信号很少，一般通过对模拟信号的采样形成。

（3）数字信号：信号随时间（空间）以一定规律离散变化，并且幅度值取自以二进制编码的离散数据域，一般通过对离散信号进行量化得到。

数字信号处理中，一般通过A/D（模拟—数字）转换器实现模拟信号x（t）
 的采样，将模拟信号转换成离散信号x（n）＝x（nT）
 ，并进一步量化编码形成计算机、DSP处理器等数字处理系统能接受和处理的数字信号x
 d
 （n
 ），如图1所示。因为模拟信号连续地取值意味着任何一个时间（空间）区域存在无穷多个信号值，不可能被有限容量的存储器所存储，而且模拟信号幅度取值的连续性同样意味着需要无穷个不同的符号来描述信号，对数字处理系统来说这也是不可能的。因此，数字信号处理的前提是处理对象必须是数字信号。

系统是对信号进行某种处理的物理设备，它往往由若干不同功能的子系统构成。系统一般有输入信号，并通过对它进行处理形成输出信号，这种关系使得系统往往可以用一个函数来描述，自变量为输入信号，函数值为输出信号。系统本质上代表了某种处理，一般可以划分为模拟系统、离散系统和数字系统三种形式。

（1）模拟系统：输入与输出信号都是模拟信号。这种系统一般由硬件来实现。

（2）离散系统：输入与输出信号都是离散信号。这种系统一般仅仅用于理论分析。

（3）数字系统：输入与输出信号都是数字信号。例如，计算机、DSP处理器等系统。

数字信号处理系统并不是孤立的数字系统，一般是以数字处理系统为核心，结合A/D和D/A（数字—模拟）转换器、放大与滤波器等子系统构成，如图1所示。

[image: ]
图1　典型数字信号处理系统及各信号波形



放大器完成对原始信号x
 
a

 （t
 ）的放大，使其幅度与A/D转换器的输入信号范围相匹配。前置低通滤波器将信号中大于1/2采样频率的高频分量过滤掉，防止采样时出现频谱混叠现象。采样得到的离散信号x（n）
 在图中用圆圈表示，量化后（图中假设为3比特量化）每个离散信号值被数字编码，形成数字信号x
 d
 （n
 ）并由3位二进制码表示。数字处理系统的输出信号y
 d
 （n
 ）经过D/A转换形成有跳变的模拟信号y
 （t
 ），必须通过平滑滤波器将信号变成平滑的连续信号y
 a
 （t
 ）。

信号处理是对信号进行运算、变换，提取有用信息的过程，处理内容主要包括滤波、变换、频谱分析、压缩、识别与合成等。数字信号处理过程必定涉及数字化处理系统，由数字化处理器或程序完成对数字信号的处理。

二、数字信号处理的特点

如前所述，数字处理系统只能直接处理数字信号，模拟信号必须先转化成数字信号后才能被数字化处理。可是，采样和量化看起来会引起信号一定程度上的失真，从而产生一个问题，即信号的数字化处理值得吗？答案是肯定的。因为信号本身具有一定的信息冗余，只要采样频率足够高（满足奈奎斯特定理），量化位足够多，采样和量化就不会使信号在时域和频域引起失真，而且数字化处理带来的好处有很多。

（1）软件可实现：纯粹的模拟信号处理必须完全通过硬件实现，而数字化处理则不仅可以通过微处理器、专用数字器件实现，而且可以通过程序的方式实现。软件可实现特性带来的好处之一是处理系统能进行大规模的复杂处理，而且占用空间极小。

（2）灵活性强：对模拟信号处理系统进行调试和修改不便，而数字处理系统的系统参数一般保存在寄存器或存储器中，修改这些参数来对系统进行调试非常简单，软件实现时尤其如此。由于数字器件以及软件的特点，数字信号处理系统的复制也非常容易，便于大规模生产。

（3）可靠性高：模拟器件容易受电磁波、环境温度等因素影响，模拟信号连续变化，稍有干扰立即反映出来。而数字器件是逻辑器件，数字信号由0和1构成的二进制数表示，一定范围的干扰不会引起数字值的变化，因此数字信号处理系统的抗干扰性能强、可靠性高，数据的保存也能永久稳定。

（4）精度高：模拟器件的数据表示精度低，难以达到10-3
 以上，而数字信号处理器和数字器件目前可以实现64比特的字长，表示数据的精度可以达到10-18
 以上。

数字化处理的最大特点应该是大量复杂的处理都可以用软件来实现，这样的软件可以在计算机上运行，也可以在DSP微处理器上运行，因此系统的体积缩小了，可靠性、稳定性提高了，调试和改变系统功能变得方便了。这些就是为什么移动电话等通信电子产品的功能越来越丰富、性能越来越高，而体积越来越小的原因。

三、数字信号处理的应用

数字信号处理是数字通信、数字控制、信息处理与人工智能的技术基础，并在很多领域都得到了广泛的应用，从行业来讲几乎可以涵盖工业、农业、医疗、国防和消费等各个行业。

（1）数字通信

数字通信中信号的编解码、调制以及抗干扰等方面都采用数字信号处理技术来实现，目前的程控交换机、无线基站和终端、数字广播和接收设备等都广泛采用了数字信号处理技术，并且还能实现保密和隐秘通信。

（2）数字控制

采用数字信号处理技术的数字控制不仅控制精度高，而且控制手段更加灵活，并能实现复杂的控制。例如，采用PLC可编程控制方法可以实现模拟控制无法实现或难于实现的控制，并可方便地实现变速变轨等复杂动作。

（3）信息处理与人工智能

数字信号处理技术能够使人与机器的语音对话成为可能，让机器识别具体的人和物体，从大量分散的复杂数据中挖掘有意义的数据等。例如，语音与说话人识别系统、雷达目标识别系统、计算机断层扫描成像和地震勘探等。

目前，数字化、信息化已经深入到每一个社会领域，而数字信号处理理论是整个数字化、信息化技术的基础。



1　离散时间信号与系统



■　模拟信号的采样与量化：奈奎斯特（Nyquist）采样定理

■　线性系统、移不变系统、稳定系统、因果系统、IIR系统、FIR系统

■　线性卷积与差分方程

■　Z
 变换、系统函数



离散时间信号在时域离散分布，表现为一个离散时间序列。可以通过对连续时间信号取样获得离散时间信号，并经过量化编码形成数字信号。离散系统对离散时间信号进行处理并输出另一个离散时间信号。

本章介绍离散时间信号和系统的表示及基本特性。主要内容包括：（1）连续时间信号的采样和量化；（2）离散时间信号的描述和特性分析；（3）离散时间系统的描述和特性分析；（4）Z
 变换。这一章提出了一些重要的概念，例如单位脉冲响应、线性卷积、系统函数和常系数差分方程等。同时，关于系统的介绍部分对各种不同的系统进行了分析，对线性移不变系统、稳定系统、因果系统的定义进行了说明，对无限脉冲响应系统（IIR：Infinite Impulse Res-ponse）和有限脉冲响应系统（FIR：Finite Impulse Response）在系统函数和差分方程表示上的特征和区别进行了分析。


 1.1　连续时间信号的采样与量化

大多数离散时间信号是对连续时间信号的采样。把模拟信号转换为数字形式的过程称为模拟—数字转换（A/D转换：Analog to Digital Conversion），其相反过程是将数字信号转换成模拟信号，称为数字—模拟转换（D/A转换：Digital to Analog Conversion）。


 1.1.1　连续时间信号的采样

采样可以看作对信号进行数字化处理的第一环节。信号的采样由采样器来进行，采样器就像一个电子开关，如图1.1所示，x
 a
 （t
 ）为输入的连续时间信号，[image: ]
 为采样后的离散时间信号。

[image: ]
图1.1　采样电路



对连续时间信号的采样有很多方法，其中最常见的是等间隔采样，即每隔时间T
 s
 ，电子开关闭合一次，闭合持续时间为[image: ]
 ，则在电子开关的输出端得到对x
 a
 （t
 ）的采样信号[image: ]
 。这种开关的作用等同于乘法器，采样信号[image: ]
 就是x
 a
 （t
 ）与开关函数p
 τ
 （t
 ）（实际采样）相乘或x
 a
 （t
 ）与开关函数p
 δ
 （t
 ）（理想采样）相乘的结果，若τ≈0，则实际采样即为理想采样，如图1.2和图1.3所示。

[image: ]
图1.2　采样模型



[image: ]
图1.3　连续时间信号的采样



下面讨论理想采样的过程，周期性的单位冲激函数p
 δ
 （t
 ）表示为

[image: ]


式中，采样间隔即采样周期为T
 s
 ，采样频率[image: ]
 ，采样角频率[image: ]
 。则

[image: ]



 1.1.2　采样前后频谱的变化

理想采样前后信号的频谱会发生变化。用FT［·］表示傅立叶变换，设X
 a
 （jΩ
 ）＝FT［x
 a
 （t
 ）］，P
 δ
 （jΩ
 ）＝FT［p
 δ
 （t
 ）］，[image: ]
 。由于

[image: ]


其中

[image: ]


因此

[image: ]


由式（1.6）得出，若一个连续时间信号的频带是有限的，经过理想采样后，其频谱[image: ]
 是原信号的频谱X
 a
 （jΩ
 ）以Ω
 s
 为周期重复出现形成的，如图1.4（f）所示，并且[image: ]
 的幅度是X
 a
 （jΩ
 ）的幅度的[image: ]
 。

如图1.4（b）所示，假设x
 a
 （t
 ）是频带有限的信号，且其最高截止频率为Ω
 c
 ，若开关函数p
 δ
 （t
 ）的采样角频率Ω
 s
 ≥2Ω
 c
 ，在[image: ]
 区间

[image: ]


可以看到[image: ]
 的频谱是不重叠的。此时如果将[image: ]
 通过一个带宽为[image: ]
 ，幅度增益为T
 s
 的理想低通滤波器，可以得到不失真的原信号x
 a
 （t
 ）的频谱，也就是说，可以不失真地还原出原来的信号x
 a
 （t
 ）。

若x
 a
 （t
 ）不是频带有限的信号，或者其最高截止频率为[image: ]
 ，在[image: ]
 的频谱中，频谱就会互相交叠，这就是频谱的混叠现象，如图1.4（g）所示。因此，采样频率的一半，即[image: ]
 ，也称作折叠频率。

[image: ]
图1.4　采样前后信号频谱的变化



综上所述，采样过程的注意点如下：

（1）对带限的连续时间信号进行等间隔采样形成采样信号，采样信号的频谱是原信号频谱以采样频率为周期进行周期性延拓形成的，用式（1.6）表示。

（2）奈奎斯特（Nyquist）采样定理：若要从采样后的信号频谱中不失真地恢复原信号，则采样频率Ω
 s
 必须大于等于两倍的原信号频谱的最高截止频率Ω
 c
 ，即Ω
 s
 ≥2Ω
 c
 或f
 s
 ≥2f
 c
 。

由奈奎斯特采样定理得知，在数字信号处理系统中，其输入连续时间信号x
 a
 （t
 ）在A/D转换前需要经过前置滤波器，其作用是将x
 a
 （t
 ）中高于Ω
 s
 /2的频率分量滤除，这样才能避免频谱混叠现象。因为实际应用中不具备理想低通滤波器，所以通常选取采样频率为信号最高频率的三到四倍。


 1.1.3　量化

连续时间信号经采样后仅在时间上被离散化，还需将离散的时间信号幅度转换为数字量才能被计算机等数字系统处理，如转换为二进制或十六进制数，这一过程称为量化编码。一个连续时间信号只有经过采样和量化，才能变成数字信号，进行数字信号处理。

量化的示意图见绪论部分。量化在信号幅度上会引起失真，即量化噪声。一般而言，量化比特越多，量化噪声越小，增加1个量化比特对应的信噪比（SNR：Signal to Noise Ratio）大约提高6dB。关于量化的进一步介绍可参考7.4节和其他文献。


 1.1.4　从采样信号恢复连续时间信号

下面介绍如何从采样信号[image: ]
 恢复连续时间信号x
 a
 （t
 ）。

设连续时间信号x
 a
 （t
 ）的频谱是带限的，对其采样满足奈奎斯特采样定理，让采样信号的频谱[image: ]
 通过一个幅度增益为T
 s
 ，截止频率为Ω
 s
 /2的理想低通滤波器，可以唯一地恢复原连续时间信号x
 a
 （t
 ），如图1.5所示。

[image: ]
图1.5　采样恢复



理想低通滤波器g
 （t
 ）的频谱G
 （jΩ
 ）特性如下：

[image: ]


IFT［·］表示傅立叶反变换。图1.5中系统的响应y
 （t
 ）的频谱为

[image: ]


其中，输入信号、系统、输出响应信号的频谱关系如图1.6所示。

[image: ]
图1.6　采样后信号的频谱[image: ]
 通过理想低通滤波器G
 （jΩ
 ）



由卷积定理得

[image: ]


其中，[image: ]
 称为内插函数，式（1.11）称为采样内插公式，表明连续时间函数y
 （t
 ）是如何从其采样信号[image: ]
 重构的。内插函数的波形如图1.7所示。其特点是：当在t
 ＝nT
 s
 处（图中设T
 s
 ＝1），[image: ]
 ；当在t
 ＝mT
 s
 （m
 ≠n
 ）处，[image: ]
 。这样就保证了在各个采样点上，恢复的x
 a
 （t
 ）在该点的值等于原来的x
 a
 （t
 ）的值，而在采样点之间的值等于x
 a
 （nT
 s
 ）乘以对应的内插函数的叠加。由此可见[image: ]
 的作用是在各采样点之间的内插，故称之为内插函数，采样内插恢复如图1.8所示。

[image: ]
图1.7　内插函数



[image: ]
图1.8　采样内插恢复



这种由理想低通滤波器恢复的连续时间信号完全等同于原始连续时间信号x
 a
 （t
 ），故称为无失真恢复。在实际应用中，理想低通滤波器是不存在的，因此无失真恢复是不可实现的。


 1.2　离散时间信号——序列

一般地，离散时间信号是通过周期地采样一个连续时间信号形成的，因此离散时间信号表示为x
 （n
 ），n
 代表不同时刻，定义为一个整数变量，x
 （n
 ）只有在n
 为整数时才有意义，n
 不是整数时x
 （n
 ）是没有定义的。


 1.2.1　典型序列

（1）单位脉冲序列δ
 （n
 ）

[image: ]


单位脉冲序列又称单位采样序列，它有别于单位冲激函数δ
 （t
 ），δ
 （t
 ）是在t
 ＝0处脉冲宽度趋于零，而其幅度值趋于无穷大，但是面积为1的信号。单位脉冲序列δ
 （n
 ）在n
 ＝0处的值为1，其余均为零。δ
 （n
 ）在离散信号处理中所起的作用等同于δ
 （t
 ）在连续时间信号处理中的作用。

[image: ]
图1.9　单位脉冲序列与单位冲激函数的比较



（2）单位阶跃序列u
 （n
 ）

[image: ]



u
 （n
 ）类似于连续时间信号中的单位阶跃函数u
 （t
 ），但u
 （t
 ）在t
 ＝0处没有定义，而u
 （n
 ）在n
 ＝0处的定义为1。


δ
 （n
 ）与u
 （n
 ）的关系为

[image: ]


[image: ]
图1.10　单位阶跃序列与单位阶跃函数的比较



（3）矩形序列R
 
N

 （n
 ）

[image: ]


式中，N
 称为矩形序列的长度，R
 
N

 （n
 ）可以用u
 （n
 ）、δ
 （n
 ）来表示：

[image: ]


[image: ]
图1.11　矩形序列



（4）单边实指数序列

[image: ]


式中，a
 为实数。若|a
 |＜1时，序列x
 （n
 ）为收敛的；若|a
 |＞1时，序列x
 （n
 ）为发散的，波形如图1.12所示。

[image: ]
图1.12　单边实指数序列



（5）复指数序列

[image: ]


式中，σ
 为收敛因子，ω
 0
 称为数字角频率。当σ
 ≠0时，x
 （n
 ）写作

[image: ]


当σ
 ＝0时，x
 （n
 ）写作

[image: ]


（6）正弦序列

[image: ]


式中，ω
 称为正弦序列的数字角频率，单位是弧度。

若正弦序列是由正弦模拟信号采样得到的，假设正弦模拟信号x
 a
 （t
 ）＝cos（Ωt
 ），则对它进行采样得离散信号[image: ]
 或x
 （n
 ）＝cos（ωn
 ）。其中，Ω
 为正弦模拟信号的模拟角频率，单位是弧度；T
 s
 为采样周期，单位是秒。[image: ]
 与x
 （n
 ）在采样点nT
 s
 上的数值相等，因此得到模拟角频率Ω
 与数字角频率ω
 之间的关系为

[image: ]


式（1.24）表示由模拟信号采样得到的序列的模拟角频率Ω
 与序列的数字角频率ω
 呈线性关系，这一关系等式还可由Z
 变换与拉普拉斯变换的关系得到。式（1.24）还可以表示为

[image: ]


式（1.25）表示数字角频率是模拟角频率Ω
 对采样频率的归一化频率。本书中均用Ω
 表示模拟角频率，ω
 表示数字角频率。

[image: ]
图1.13　正弦序列[image: ]
 的波形




 1.2.2　周期序列

序列又可按周期性与非周期性来划分。若对序列x
 （n
 ）的所有n
 ，都存在一个最小的正整数N
 ，

[image: ]


则称x
 （n
 ）是周期序列，N
 为基本周期。

首先讨论正弦序列x
 （n
 ）的周期。若

[image: ]


（1）当[image: ]
 ，K
 为整数，则称x
 （n
 ）是周期序列，其基本周期[image: ]
 。例如，[image: ]
 ，基本周期[image: ]
 ，波形如图1.14所示。

[image: ]
图1.14　[image: ]
 的波形



（2）当[image: ]
 ，其中[image: ]
 为有理数，即P
 、Q
 为没有公约数的两个整数，则称x
 （n
 ）是周期序列，其基本周期N
 ＝P
 。例如，[image: ]
 ，基本周期[image: ]
 ，波形如图1.15（a）所示。另外，[image: ]
 ，基本周期N
 ＝8，波形如图1.15（b）所示。

[image: ]
图1.15　连续时间正弦信号与离散时间正弦序列的周期比较



（3）当[image: ]
 为无理数时，此时x
 （n
 ）不是周期序列。

设复合信号y
 （n
 ）是由离散时间信号x
 1
 （n
 ）与x
 2
 （n
 ）组成，即y
 （n
 ）＝x
 1
 （n
 ）＋x
 2
 （n
 ）。若离散时间信号x
 1
 （n
 ）与x
 2
 （n
 ）的周期都存在，则复合信号y
 （n
 ）的周期存在，其基本周期为

[image: ]


其中，N
 1
 是周期离散时间信号x
 1
 （n
 ）的基本周期，N
 2
 是周期离散时间信号x
 2
 （n
 ）的基本周期，gcd（N
 1
 ，N
 2
 ）表示N
 1
 与N
 2
 的最大公约数。这种情况对于乘积同样成立，即y
 （n
 ）＝x
 1
 （n
 ）·x
 2
 （n
 ），其周期仍为式（1.28），但是其基本周期可能小于式（1.28）。


例1-1
 　若复合信号[image: ]
 ，求y
 （n
 ）的基本周期。

解　设[image: ]
 ，则

[image: ]
 的基本周期N
 1
 ＝5。

同样设[image: ]
 ，则

[image: ]
 的基本周期N
 2
 ＝20。

所以，复合信号y
 （n
 ）的基本周期为

[image: ]



 1.2.3　序列的运算

对离散信号与系统的研究都要考虑序列的运算。序列的运算包括移位、翻折、尺度变换、加法、乘法、卷积和差分等。

（1）移位

假设n
 0
 ＞0，序列x
 （n
 -n
 0
 ）表示序列x
 （n
 ）（图1.16（a））沿时间轴依顺序右移n
 0
 （图1.16（b））；反之，序列x
 （n
 ＋n
 0
 ）表示序列x
 （n
 ）沿时间轴依顺序左移n
 0
 （图1.16（c））。

（2）翻折

序列x
 （-n
 ）（图1.16（d））表示序列x
 （n
 ）以纵轴为对称，翻折形成的。

[image: ]
图1.16　序列的移位与翻折



（3）抽取和插值

假设M
 为整数，序列x
 （Mn
 ）表示序列x
 （n
 ）的抽取，即从x
 （n
 ）中每隔M
 点抽取一个值。序列x
 （n
 /M
 ）表示序列x
 （n
 ）的插值，即在x
 （n
 ）相邻两点之间插入M
 -1个零值点。例如，序列x
 （n
 ）＝（0.75）
n

 R
 
N

 （n
 ）对应的抽取x
 （2n
 ）与插值[image: ]
 ，如图1.17所示。

[image: ]
图1.17　序列的尺度变换



（4）加法

两个或两个以上序列之和定义如下：

[image: ]


序列之和是对序列值逐点对应相加得到的。这里要注意的是对应相加是指同一序号n
 的序列值相加。

（5）乘法

两个或两个以上序列之积定义如下：

[image: ]


序列之积是对序列值逐点对应相乘得到的。同样，这里的对应相乘也是指同一序号n
 的序列值相乘。

设有两个序列[image: ]
 与[image: ]
 [image: ]
 ，则[image: ]
 与[image: ]
 的波形如图1.18所示。

[image: ]
图1.18　序列的相加与相乘运算



（6）差分

前向差分：[image: ]


后向差分：[image: ]


则　[image: ]



 1.2.4　线性卷积

序列的一个重要运算是线性卷积，它对于线性移不变系统的描述和分析有着重要意义。

假设有序列x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ），线性卷积的定义为

[image: ]


线性卷积也称卷积和，它描述线性移不变离散时间系统的输入激励与输出响应之间的关系。线性卷积符合交换律、分配律和结合律。

[image: ]


下面介绍几种卷积和的求解方法。


例1-2
 　设输入[image: ]
 ，[image: ]
 ，如图1.19所示，求它们的线性卷积输出信号[image: ]
 。

[image: ]
图1.19　e
 （n
 ）与h
 （n
 ）序列的图形



（1）卷积和的代数求解方法

代数方法求解卷积和，是从卷积和的定义出发。根据例题的已知条件，求解如下：

[image: ]


当n
 ＜0时，h
 （n
 -m
 ）＝0，所以r
 （n
 ）＝0，表示e
 （n
 ）与h
 （n
 ）无非零的交叠项。

当n
 ＝0时，r
 （0）＝e
 （0）·h
 （0）＋e
 （1）·h
 （-1）＋e
 （2）·h
 （-2）＝1×4＋2×0＋3×0＝4。

当n
 ＝1时，r
 （1）＝e
 （0）·h
 （1）＋e
 （1）·h
 （0）＋e
 （2）·h
 （-1）＝1×4＋2×4＋3×0＝12。

当n
 ＝2时，r
 （2）＝e
 （0）·h
 （2）＋e
 （1）·h
 （1）＋e
 （2）·h
 （0）＝1×0＋2×4＋3×4＝20。

当n
 ＝3时，r
 （3）＝e
 （0）·h
 （3）＋e
 （1）·h
 （2）＋e
 （2）·h
 （1）＝1×0＋2×0＋3×4＝12。

当n
 ≥4时，h
 （n
 -m
 ）＝0，所以r
 （n
 ）＝0，表示e
 （n
 ）与h
 （n
 ）无非零的交叠项。

从解题过程可以看到，卷积和r
 （n
 ）的每一个值都需要一个对应算式，结果由e
 （n
 ）与h
 （n
 ）非零项的相乘、相加计算得到，尤其是当待卷积的序列e
 （n
 ）与h
 （n
 ）的长度增加时，运算比较繁琐。

（2）卷积和的图解方法

离散卷积和的作图求解分为四步：翻折、移位、相乘、累加。

首先将h
 （m
 ）翻折为h
 （-m
 ），逐点移位依次得到h
 （1-m
 ）、h
 （2-m
 ）等。经过卷积和图解运算得到r
 （n
 ），如图1.20和图1.21所示。其中“o”表示h
 （n
 ）与e
 （n
 ）交叠的项。

[image: ]
图1.20　h
 （m
 ）翻折、右移1位、右移2位、右移3位、右移4位时分别与e
 （n
 ）交叠的图解



[image: ]
图1.21　e
 （n
 ）与h
 （n
 ）的离散卷积和r
 （n
 ）



从解题过程可以看到，卷积和r
 （n
 ）的每一个值都需要对h
 （-m
 ）作对应的移位图形，并判断与e
 （n
 ）是否有交叠项，再进行计算得到，需要对h
 （-m
 ）作N
 ＝N
 1
 ＋N
 2
 -1次移位，其中N
 1
 和N
 2
 分别为h
 （n
 ）和e
 （n
 ）的长度。

（3）卷积和的时域竖式乘法

当输入激励e
 （n
 ）与系统单位脉冲响应h
 （n
 ）均为有限长序列时，可以用一种特殊的“乘法”快速地计算卷积和，得到系统的输出响应r
 （n
 ）。具体算法是：将两序列向右依次由低位向高位排列，最高位对齐，乘法运算时不进位，乘积保留在当前位置，排列与运算过程如下：

[image: ]


这种快速算法实质上是将卷积和运算中的翻折、移位、相乘、相加综合在数学算式里，通过简单特殊的乘法运算，完成复杂的卷积和运算。这种算法唯一的不足是不能从算式中确定卷积和的起始位，需要根据卷积和的定义来确定，如例题中的r
 （n
 ）的起始位是n
 ＝0。这也说明任何一个快速算法都离不开其理论基础。


 1.2.5　序列的分解

（1）序列分解为奇偶序列

任意序列x
 （n
 ）都可以分解为一个奇序列x
 o
 （n
 ）与一个偶序列x
 e
 （n
 ）之和，即

[image: ]


其中

[image: ]


序列奇偶分解处理的应用示例见本章1.6节。

（2）序列分解为单位脉冲序列

[image: ]
图1.22　序列x
 （n
 ）



任意序列x
 （n
 ）都可以表示为加权移位单位脉冲的和，即

[image: ]


式中每一项x
 （m
 ）·δ
 （n
 -m
 ）表示在时刻n
 ＝m
 ，幅度值为x
 （m
 ）的脉冲信号。例如，设序列x
 （n
 ）如图1.22所示，则x
 （n
 ）可以表示为x
 （n
 ）＝4δ
 （n
 ＋2）-3δ
 （n
 ）＋3δ
 （n
 -1）＋2δ
 （n
 -2）。


 1.2.6　序列的能量

序列的能量E
 定义为序列各采样值的平方和，即

[image: ]



 1.2.7　多维序列

前面针对一维离散时间序列的概念及其运算进行了介绍，但对于许多实际问题，特别是动态数据处理来说，由于受各种因素的影响，仅仅考虑一个因素并不能充分揭示相关物理量与被监测物理量之间的关系；同时，在实际工程应用中也存在大量多维特征的复杂时间序列，如静态图像是二维信号、动态图像是三维信号等，因此多维序列处理广泛应用于各个领域。


k
 维序列可用k
 个变量的函数表示为f
 （n
 1
 ，n
 2
 ，n
 3
 ，…，n
 
k

 ）。对于二维图像信号f
 （x
 ，y
 ）的数字化也是由采样和量化两个步骤来完成的，其中x
 与y
 分别表示图像信号的水平与垂直分量。如果按矩形格对f
 （x
 ，y
 ）进行采样，样本点水平间隔和垂直间隔分别为Δx
 和Δy
 ，则采样后的二维序列为{f（mΔx，nΔy）
 }，其中m，n
 ＝0，±1，±2，…

[image: ]
图1.23　图像信号的二维序列



[image: ]
图1.24　二维图像



图1.24（a）中，像素f
 （x
 ，y
 ）在图中每一点的值代表该点的温度；图1.24（b）中，像素f
 （x
 ，y
 ）在图中每一点的值代表该点的强度。因此任何一幅图像都可以用不同点上的点源的线性和来表示，每一个像素相当于图像信号的一个采样值。


 1.3　离散时间系统

离散时间系统的输入与输出均为离散时间信号。离散时间系统是一个数学算子，表示为输入序列到输出序列的映射关系，即通过运算把一个输入序列变换成输出序列。一个离散时间系统表示为T
 ［·］，图1.25表示输入序列x
 （n
 ）通过离散时间系统变换成输出序列y
 （n
 ）。

[image: ]
图1.25　离散时间系统模型



图中输入与输出的关系为

[image: ]



 1.3.1　离散时间系统的类型

下面讨论几种离散时间系统，通过对这些离散时间系统的研究，掌握离散时间系统的特性。

（1）线性系统

线性包含两个方面：齐次性与叠加性，同时满足这两个性质的系统称为线性系统。

①齐次性　若系统的输入增加a
 倍，则该系统的输出也增加a
 倍，其中a
 为任意常数，即

[image: ]


②叠加性　若有几个输入同时作用于系统，则系统的输出等效于每一个输入单独作用于该系统所产生输出的累加。

[image: ]


线性系统同时具有齐次性和可叠加性。设有激励x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）同时作用于同一线性系统，系统的输入与输出表示为

[image: ]


其中a
 1
 与a
 2
 为任意常数。


例1-3
 　设系统的输入与输出关系为y
 （n
 ）＝2x
 （n
 ＋1）＋x
 （n
 ）＋3，判断系统是否为线性系统。

解　当系统的输入为x
 1
 （n
 ）＝cx
 （n
 ）（其中c
 为常数）时，该系统的响应为

[image: ]


而线性系统应满足齐次性，即cy
 （n
 ）＝c
 ［2x
 （n
 ＋1）＋x
 （n
 ）＋3］，显然

[image: ]


所以，该系统不是线性系统。


例1-4
 　设系统的输入与输出关系为[image: ]
 ，判断系统是否为线性系统。

解　当系统的输入为x
 1
 （n
 ）＝cx
 （n
 ）（其中c
 为常数）时，由差分方程得到该系统的响应为

[image: ]


而线性系统应满足齐次性，即[image: ]
 ，满足

[image: ]


说明该系统满足齐次性。下面判断是否满足叠加性。

当系统的输入为x
 1
 （n
 ）时，该系统的响应为[image: ]
 ；

当系统的输入为x
 2
 （n
 ）时，该系统的响应为[image: ]
 。

当系统的输入为x
 3
 （n
 ）＝x
 1
 （n
 ）＋x
 2
 （n
 ）时，该系统的响应为[image: ]
 [image: ]
 ，显然满足y
 3
 （n
 ）＝y
 1
 （n
 ）＋y
 2
 （n
 ），说明该系统满足叠加性。

因此，该系统是线性系统。

（2）移不变系统

在系统中，若输入与输出的运算关系不随时间的变化而改变，这样的系统称为移不变系统，即系统的响应与激励施加于系统的时刻无关。即，若T
 ［x
 （n
 ）］＝y
 （n
 ），则移不变系统满足下列条件：

[image: ]


其中，n
 0
 为整数。即输入移位n
 0
 ，其输出也移位n
 0
 ，并且其幅值保持不变。在实际应用中，如果一个系统的性质或特征不随时间变化，则该系统就是移不变系统。若系统有一个移变的增益，则此系统一定是移变系统。


例1-5
 　判断系统y
 （n
 ）＝［x
 （n
 ）］2
 是否为移不变系统。

解　设系统的输入为x
 （n
 ），则系统对x
 （n
 ）的响应为

[image: ]


当系统的输入为x
 1
 （n
 ）＝x
 （n
 -n
 0
 ）时，则系统的响应为

[image: ]


显然，输入与输出满足T
 ［x
 （n
 -n
 0
 ）］＝y
 （n
 -n
 0
 ）的关系，说明系统是移不变系统。


例1-6
 　判断系统y
 （n
 ）＝nx
 （n
 ）是否为移不变系统。

解　设系统的输入为x
 （n
 ）＝δ
 （n
 ），则系统的响应为

[image: ]


当系统的输入为x
 1
 （n
 ）＝x
 （n
 -1）＝δ
 （n
 -1）时，则系统的响应为

[image: ]


而y
 （n
 -1）＝（n
 -1）δ
 （n
 -1）≠y
 1
 （n
 ），因此该系统不是移不变系统。


例1-7
 　判断系统y
 （n
 ）＝x
 （n
 ）＋x
 （-n）是否为移不变系统。

解　设系统的输入为x
 1
 （n
 ）＝δ
 （n
 ），则系统的响应为

[image: ]


当系统的输入为x
 2
 （n
 ）＝δ
 （n
 -1），则系统的响应为

[image: ]


而y
 1
 （n
 -1）＝2δ
 （n
 -1），显然有y
 1
 （n
 -1）≠y
 2
 （n
 ），因此该系统不是移不变系统。

（3）线性移不变系统

同时具有线性和移不变性的系统称为线性移不变系统（LSI：Linear Shift Invariant）。当输入序列为δ
 （n
 ）时，线性移不变系统的响应称为单位脉冲响应h
 （n
 ），即

[image: ]


设一个线性移不变系统的输入信号为x
 （n
 ），输出信号为y
 （n
 ）。由式（1.38）可知，输入信号可以分解为加权移位单位脉冲信号的和。因此，可以根据系统的线性和移不变性推导得出系统的输出信号y
 （n
 ）可以用加权移位单位脉冲响应的和来表示，即

[image: ]


也就是，输出y
 （n
 ）是输入信号x
 （n
 ）和单位脉冲响应h
 （n
 ）的线性卷积和，如图1.26所示。

[image: ]
图1.26　线性移不变系统的数学模型



线性移不变系统可以一定的方式组合，并满足交换律、结合律以及对加法的分配律，图1.27是对这些性质的说明。

[image: ]
图1.27　线性卷积在线性移不变系统中的应用



（4）因果系统

一个系统，如果它的当前输出只与它当前和以前的输入有关，即系统在n
 0
 时刻的输出y
 （n
 0
 ）只取决于输入x
 （n
 0
 ），x
 （n
 0
 -1），x
 （n
 0
 -2）…这样的系统称为因果系统。如果系统在n
 0
 时刻的输出y
 （n
 0
 ）还取决于未来的输入x
 （n
 0
 ＋1），x
 （n
 0
 ＋2），x
 （n
 0
 ＋3）…则不符合因果关系，因而是非因果系统。非因果系统是不可实现的系统。

线性移不变系统是因果系统的充分必要条件是

[image: ]


或者

[image: ]


（5）稳定系统

稳定系统是指有界输入产生有界输出的系统。可以证明，一个线性移不变系统是稳定系统的充分必要条件是

[image: ]


即单位脉冲响应绝对可和。因此，因果稳定的线性移不变系统的单位脉冲响应是因果的且是绝对可和的，即

[image: ]



 1.3.2　离散时间系统的描述

一般地，线性移不变系统用单位脉冲响应表示，除此之外，还可以用差分方程、模拟框图等形式表示。若系统的单位脉冲响应h
 （n
 ）为无限长，即n
 →∞，该系统称为无限脉冲响应系统，也称为IIR（Infinite Impulse Response）系统；若系统的单位脉冲响应h
 （n
 ）为有限长，即0≤n
 ≤N
 -1，该系统称为有限脉冲响应系统，也称为FIR（Finite Impulse Response）系统。

（1）离散时间系统的常系数线性差分方程

正如连续时间线性移不变系统的输入和输出关系常用常系数线性微分方程表示，离散时间线性移不变系统可以用常系数线性差分方程来描述。差分方程提供了一种对于任意输入x
 （n
 ）求解系统响应y
 （n
 ）的方法，其一般形式如下：

[image: ]


式（1.51）为N
 阶差分方程，a
 
k

 ，b
 
k

 均为常系数，该系统的输入为x
 （n
 ），输出为y
 （n
 ）。此式表明当前系统的输出y
 （n
 ）不仅由当前输入x
 （n
 ）及其以前的输入x
 （n
 -1），…，x
 （n
 -M
 ）等决定，而且还由以前的输出y
 （n
 -1），…，y
 （n
 -N
 ），即系统的反馈项所决定，这样的差分方程描述了一个无限脉冲响应系统（IIR）。

若一个系统对应的差分方程可以描述为

[image: ]


即当前系统的输出y
 （n
 ）仅由当前输入x
 （n
 ）及其以前的输入x
 （n
 -1），…，x
 （n
 -M
 ）等决定，与以前的输出y
 （n
 -1），…，y
 （n
 -N
 ）无关，同样可以证明，这样的差分方程描述了有限脉冲响应系统（FIR），而且系统单位脉冲响应[image: ]
 。

一个系统的输出y
 （n
 ）是用输入信号x
 （n
 ）和单位脉冲响应h
 （n
 ）的线性卷积表示的。由于IIR系统的单位脉冲响应h
 （n
 ）是无限长序列，在实际应用中若通过线性卷积的计算是无法得到系统的输出y
 （n
 ）的。对于FIR系统，虽然其单位脉冲响应h
 （n
 ）是有限长序列，但是线性卷积的运算涉及乘法和加法，如x
 （n
 ）的点数为M
 ，h
 （n
 ）的点数为N
 ，计算y
 （n
 ）需要M
 ×N
 次乘法及M
 ＋N
 -1次加法，在实际应用中采取这种方法计算系统的输出y
 （n
 ）是不可能做到实时处理的。因此采用差分方程可以有效地降低计算复杂度。

式（1.51）和（1.52）都是对输入信号的一种直接计算，如果已知输入信号x
 （n
 ）以及a
 
k

 、b
 
k

 和n
 时刻以前的y
 （n
 -k
 ）（对于式（1.51）），就可以递推出y
 （n
 ）的值。计算差分方程的方法很多，有直接型、级联型、并联型等，不同的算法直接影响到系统的运算误差、运算速度和系统实现的成本等。

（2）离散时间系统的模拟框图

[image: ]
图1.28　单位延迟器



类似连续时间系统，离散时间系统也可以用模拟框图的形式来描述。描述离散时间系统的模拟框图也是由三个基本运算单元构成：加法器、乘法器和单位延迟器。其中加法器和乘法器的作用分别是表示加法和乘法运算，而单位延迟器的作用是将输入序列延迟一个单位时间，如图1.28所示。由式（1.51）可得

[image: ]


一个N
 阶常系数离散时间系统的模拟框图如图1.29所示。

[image: ]
图1.29　N
 阶常系数离散时间系统的模拟框图



从图1.29可以看到，N
 阶离散时间系统的模拟框图与N
 阶连续时间系统的模拟框图的结构是一致的，只是离散时间系统的模拟框图中用单位延迟器代替连续时间系统的模拟框图中的单位积分器。

（3）离散时间系统的单位脉冲响应

设系统的单位脉冲响应为h
 （n
 ），对于线性移不变离散时间系统，有

[image: ]


其中，K
 、n
 0
 为常数。下面用递推法计算系统的单位脉冲响应h
 （n
 ）。

如果描述一个离散时间系统的差分方程为

[image: ]


若系统的输入为δ
 （n
 ），初始条件n
 ＜0时，y
 （n
 ）＝0，设系统的单位脉冲响应为h
 （n
 ），对上述差分方程有

[image: ]


由于该系统的初始条件为零，说明当n
 ＜0时，h
 （n
 ）＝0，则

[image: ]


显然，依次递推，可以得到
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 1.4　Z
 变换


Z
 变换在数字信号处理中的作用十分重要，它在离散时间系统分析中的地位等同于拉普拉斯变换在连续时间系统分析中的地位，Z
 变换也是一种广义的变换方法。下面将对Z
 变换及其性质进行分析。


 1.4.1　Z
 变换的定义及其收敛域

（1）Z
 变换的定义

序列x
 （n
 ）的Z
 变换定义为

[image: ]


式中，z
 是一个复数变量，定义为

[image: ]



z
 所在的复平面称为z
 平面。显然式（1.55）是一个无穷级数和，因此Z
 变换存在必须满足的一定条件，也就是z
 的取值必须满足

[image: ]


满足式（1.57）条件的所有z
 称为该Z
 变换的收敛域。一般地，如果序列x
 （n
 ）的Z
 变换为X（z
 ），记作

[image: ]



例1-8
 　若序列x
 （n
 ）＝u
 （n
 ），求序列x
 （n
 ）的Z
 变换。

解　首先根据Z
 变换的定义得出

[image: ]


这是一个关于z
 -1
 的无穷级数和。当|z
 -1
 |≥1时，级数是发散的，只有在|z
 -1
 |＜1时级数收敛。因此

[image: ]


由这个例子可以看出，序列x
 （n
 ）的Z
 变换在z
 平面的一定范围内收敛，这个收敛范围|z
 |＞1称为Z
 ［u
 （n
 ）］的收敛域。

（2）Z
 变换的收敛域

从Z
 变换的定义可知，在z
 平面上使级数一致收敛的z
 的取值区间称为收敛域。

①有限长序列

有限长序列分布在时域的有限长的区域，如图1.30所示。

[image: ]
图1.30　有限长序列



如果序列x
 （n
 ）是有限长的，则序列x
 （n
 ）的Z
 变换为

[image: ]


当n
 1
 ＞0，n
 2
 ＞0时，X
 （z
 ）的收敛域为0＜|z
 |≤∞，即不包括原点的整个z
 平面。

当n
 1
 ＜0，n
 2
 ＞0时，X
 （z
 ）的收敛域为0＜|z
 |＜∞，即不包括原点和无穷的整个z
 平面。

当n
 1
 ＜0，n
 2
 ＜0时，X
 （z
 ）的收敛域为0≤|z
 |＜∞，即不包括无穷的整个z
 平面。

②右边序列

右边序列从时域的某个时间点开始一直分布到＋∞，如图1.31所示。

[image: ]
图1.31　右边序列



如果序列x
 （n
 ）是右边序列，则序列x
 （n
 ）的Z
 变换为

[image: ]


判定正项级数收敛的条件是

[image: ]


当
ρ

 ＜1时正项级数收敛。由式（1.60）得

[image: ]


所以，右边序列x
 （n
 ）的Z
 变换的收敛域是[image: ]
 ，如图1.32所示。

[image: ]
图1.32　右边序列x
 （n
 ）的Z
 变换的收敛域|z
 |＞R
 
x
 1




③左边序列

左边序列从时域的-∞开始一直分布到某个时间点，如图1.33所示。

[image: ]
图1.33　左边序列



如果序列x
 （n
 ）是左边序列，则序列x
 （n
 ）的Z
 变换为

[image: ]


由式（1.60）得

[image: ]


所以，左边序列x
 （n
 ）的Z
 变换的收敛域是|z
 |＜R
 
x
 2
 ，如图1.34所示。

[image: ]
图1.34　左边序列x
 （n
 ）的Z
 变换的收敛域|z
 |＜R
 
x
 2




④双边序列

双边序列在时域的分布范围为（-∞，＋∞），如图1.35所示。

[image: ]
图1.35　双边序列



显然，双边序列可以分解为一个右边序列和一个左边序列的和。如果序列x
 （n
 ）是双边序列，则序列x
 （n
 ）的Z
 变换为

[image: ]


若左边序列的收敛域为|z
 |＜R
 
x
 2
 ，因果序列的收敛域为|z
 |＞R
 
x
 1
 ，则

当R
 
x
 1
 ＜R
 
x
 2
 时，双边序列x
 （n
 ）的Z
 变换存在，收敛域为R
 
x
 1
 ＜|z
 |＜R
 
x
 2
 ，如图1.36所示；

[image: ]
图1.36　双边序列x
 （n
 ）的Z
 变换的收敛域R
 
x
 1
 ＜|z
 |＜R
 
x
 2




当R
 
x
 1
 ≥R
 
x
 2
 时，双边序列x
 （n
 ）的Z
 变换不存在。


 1.4.2　典型序列的Z
 变换

（1）单位脉冲序列δ
 （n
 ）

[image: ]


收敛域为整个z
 平面。

（2）单位阶跃序列u
 （n
 ）

[image: ]


收敛域为|z
 |＞1。

（3）单边指数序列（其中a＞0）

[image: ]


收敛域为|z
 |＞a
 。

同理，若[image: ]
 ，则

[image: ]


收敛域为|z
 |＞1。

[image: ]


收敛域为|z
 |＜a
 。


例1-9
 　求双边序列x
 （n
 ）＝a
 |n
 |
 的Z
 变换，其中a
 为正实数。

解　双边序列x
 （n
 ）＝a
 |n|
 可以分解为一个左边序列[image: ]
 和一个因果序列[image: ]
 ，即

[image: ]


当收敛域满足[image: ]
 时，

[image: ]


反之，当收敛域不满足[image: ]
 时，则双边序列[image: ]
 的Z
 变换不存在。


例1-10
 　求序列[image: ]
 的Z
 变换，其中a
 为实数，N
 为正整数。

解

[image: ]


这是一个因果的有限长序列的Z
 变换。虽然在X
 （z
 ）的结果中z
 ＝a
 是极点，但是从分子z
 
N

 -a
 
N

 中可以分解出z
 ＝a
 的零点，零极相消，收敛域扩大，所以收敛域为|z
 |＞0。

表1.1中列出了常用序列的Z
 变换。


表1.1　典型序列的Z
 变换及其收敛域（a
 ＞0）

[image: ]



 1.4.3　逆Z
 变换

已知序列的Z
 变换X
 （z
 ）及其收敛域，求序列x
 （n
 ）的过程称为逆Z
 变换或Z
 反变换，表示为Z
 -1
 ［X
 （z
 ）］＝x
 （n
 ）或[image: ]
 。设X
 （z
 ）的收敛域为R
 min
 ＜|z
 |＜R
 max
 ，则相应的逆Z
 变换定义为

[image: ]


其中，围线积分路径c
 是一条在收敛域（R
 min
 ，R
 max
 ）内，逆时针方向绕原点的单围线，如图1.37所示。

[image: ]
图1.37　逆z
 变换的围线积分路径c




实际上，若采用围线积分计算逆Z
 变换是很繁琐的。通常逆Z
 变换的求解采用以下三种方法。

（1）长除法（幂级数法）

如果X
 （z
 ）的形式比较简单，可以采用分母多项式直接除以分子多项式的长除法来计算序列x
 （n
 ）。这里需要注意的是，对于右边序列，商应按z
 的降幂次级数排列；对于左边序列，商应按z
 的升幂次级数排列，则序列x
 （n
 ）可以根据商的系数求出。


例1-11
 　Z
 变换[image: ]
 ，求对应信号x
 （n
 ）。

解　由于|z
 |＞|a
 |，说明x
 （n
 ）是右边序列，商应按z
 的降幂次级数排列。运用长除法得

[image: ]


即

[image: ]


所以

[image: ]



例1-12
 　Z
 变换[image: ]
 ，求对应信号x
 （n
 ）。

解　由于|z
 |＜|a
 |，说明x
 （n
 ）是左边序列，商应按z
 的升幂次级数排列。于是

[image: ]


运用长除法得

[image: ]


即

[image: ]


所以

[image: ]


（2）留数法

这种方法基于柯西积分定理。设[image: ]
 在围线积分路径c
 以内的极点是有限的，且所有极点的集合为[image: ]
 ，则根据留数定理，有

[image: ]


其中，[image: ]
 表示对[image: ]
 在围线积分路径c以内所有极点的留数求和。

若z
 
i

 为单阶极点，则

[image: ]


若z
 
k

 为N
 阶极点，则

[image: ]



例1-13
 　计算[image: ]
 的逆Z
 变换。

解　根据式（1.71）可得

[image: ]


其中，围线c
 是半径大于a
 的一个圆。所以，当n
 ≥0时，积分路径仅包含z
 ＝a
 的一个极点；当n
 ＜0时，积分路径不仅包含z
 ＝a
 的一个极点，而且还包含z
 ＝0的n
 阶极点，下面分别讨论。

①当n
 ≥0时，根据式（1.72）可得

[image: ]


②当n
 ＜0时，积分路径不仅包含z
 ＝a
 的留数a
 
n

 ，还包含z
 ＝0的n
 阶极点，由式（1.73）可得

[image: ]


对n
 ＜0时的所有极点的留数求和可得

[image: ]


所以综合①、②得

[image: ]


从上例可以看到，在n
 ＜0时求z
 ＝0的多重极点的计算变得很繁琐。

（3）部分分式展开法

部分分式展开法是把函数X
 （z
 ）展开成部分分式，分别求得各个分式的逆Z
 变换，再将各个序列相加。一般来说序列x
 （n
 ）的Z
 变换通常表示为z
 的有理分式，即

[image: ]


如果是因果序列，其分母Q
 （z
 ）的阶次不能低于分子P
 （z
 ）的阶次，否则将违背因果律。部分分式展开法是利用Z
 变换的性质和典型序列的Z
 变换形式，将X
 （z
 ）展开成常用的部分分式之和，然后根据收敛域将每个部分分式变换成对应的序列。

设X
 （z
 ）为有理分式，其分母的阶次为N
 ，分子的阶次为M
 ，表明X
 （z
 ）中有N
 个极点（单阶）和M
 个零点，X
 （z
 ）表示成

[image: ]


其中，K
 为常系数。

①若N
 ＞M
 ，说明X
 （z
 ）在z
 ＝0还有（N
 -M
 ）个零点，则X
 （z
 ）展开为

[image: ]


其中系数

[image: ]


原序列为

[image: ]


②若N
 ＜M
 ，说明X
 （z
 ）在z
 ＝0还有（M
 -N
 ）个极点，则X
 （z
 ）展开为

[image: ]


其中，B
 
k

 是用长除法以分母除以分子得到的，一直除到余因式的阶次低于分母的阶次为止，系数A
 
i

 的求法同式（1.76）。则序列

[image: ]



例1-14
 　求函数[image: ]
 的逆Z
 变换。

解　[image: ]


因此

[image: ]


其中

[image: ]


所以，部分分式展开为

[image: ]


当收敛域|z
 |＞0.6时，x
 （n
 ）＝1.4·（0.4）
n

 u
 （n
 ）-0.4·（-0.6）
n

 u
 （n
 ）；

当收敛域0.4＜|z
 |＜0.6时，x
 （n
 ）＝1.4·（0.4）
n

 u
 （n
 ）+0.4·（-0.6）
n

 u
 （-n
 -1）；

当收敛域|z
 |＜0.4时，x
 （n
 ）＝-1.4·（0.4）
n

 u
 （-n
 -1）+0.4·（-0.6）
n

 u
 （-n
 -1）。


 1.4.4　Z
 变换的性质


Z
 变换是一种线性变换，同样具有很多重要性质，下面逐一讨论。虽然序列存在双边序列和单边序列，但是单边序列和双边序列的性质基本相同，只在某些情况下需要讨论其边界条件，因此我们把单边序列看成双边序列的一个特例。下面我们讨论的性质都是基于双边序列的。

（1）线性特性

若存在Z
 变换

[image: ]


则

[image: ]


其中，a
 1
 、a
 2
 为常数，收敛域为max（R
 1min
 ，R
 2min
 ）＜|z
 |＜min（R
 1max
 ，R
 2max
 ）。

（2）移序特性

若双边序列x
 （n
 ）存在Z
 变换Z
 ［x
 （n
 ）］＝X
 （z
 ），则

[image: ]


双边序列移位后，其Z
 变换的收敛域不改变。

（3）尺度特性

若存在Z
 ［x
 （n
 ）］＝X
 （z
 ），收敛域为R
 min
 ＜|z
 |＜R
 max
 ，则

[image: ]


证明：[image: ]


（4）翻折特性

若Z
 ［x
 （n
 ）］＝X
 （z
 ），收敛域为R
 min
 ＜|z
 |＜R
 max
 ，则

[image: ]


证明：[image: ]


（5）z
 域微分

若存在Z
 ［x
 （n
 ）］＝X
 （z
 ），则下式成立，而且收敛域不变：

[image: ]


证明：根据Z
 变换的定义

[image: ]


将上式两端同时对z
 微分，有

[image: ]


所以

[image: ]


由z
 域微分特性可得斜变序列nu
 （n
 ）的Z
 变换为

[image: ]


同样可得

[image: ]


（6）卷积定理

若存在Z
 变换

[image: ]


则

[image: ]


收敛域为max（R
 1min
 ，R
 2min
 ）＜|z
 |＜min（R
 1max
 ，R
 2max
 ）。这个结论和连续时间系统中的拉普拉斯变换的卷积定理是完全一致的。


例1-15
 　已知序列[image: ]
 ，求[image: ]
 。

解

[image: ]


[image: ]


根据Z
 变换的卷积性质，有

[image: ]


因此

[image: ]


（7）序列的乘积（复卷积定理）

[image: ]


其中，c
 是[image: ]
 的公共收敛域内环绕原点的一条逆时针旋转的单封闭围线。

[image: ]


收敛域为R
 
x
 min
 R
 
h
 min
 ＜|z
 |＜R
 
x
 max
 R
 
h
 max
 。

（8）帕斯维尔（Parseval）定理

设存在Z
 变换

[image: ]


并且收敛域存在关系

[image: ]


则

[image: ]


积分闭合围线c
 在[image: ]
 的公共收敛域内，即

[image: ]


假设[image: ]
 成立，Y
 （z
 ）在单位圆上收敛，则有

[image: ]


若h
 （n
 ）是实序列，且X
 （z
 ）、H
 （z
 ）在单位圆上都收敛，则围线c
 可取单位圆，即[image: ]
 ，则

[image: ]


若h
 （n
 ）＝x
 （n
 ），则有

[image: ]


式（1.90）说明在时域中求序列的能量与在频域中用频谱密度计算能量是一致的。


 1.4.5　Z
 变换与拉普拉斯变换的关系

拉普拉斯变换是连续时间信号在复频域的变换方法，是连续时间信号到频谱的一种广义变换；Z
 变换是离散时间信号在z
 平面（复平面）的变换方法，也是离散时间信号到频谱的一种广义变换。由于离散时间信号是对连续时间信号采样得到的，因此Z
 变换与拉普拉斯变换之间也具有一定的关系。

设连续时间信号为x
 a
 （t
 ），经理想采样后得到的信号为[image: ]
 ，它们的拉普拉斯变换分别为

[image: ]


由于[image: ]
 ，其中T
 s
 为理想采样周期，则

[image: ]


序列x
 （n
 ）＝x
 a
 （nT
 s
 ）的Z
 变换为

[image: ]


比较式（1.91）与（1.92），当[image: ]
 时，序列x
 （n
 ）的Z
 变换等于信号[image: ]
 的拉普拉斯变换，即

[image: ]


由此可见，Z
 变换与拉普拉斯变换之间的关系即为复变量s到复变量z
 的映射，其映射关系为

[image: ]


由于s
 平面是用直角坐标系来描述，[image: ]
 平面是用极坐标系来描述，[image: ]
 ，分别代入式（1.94）得到

[image: ]


因此有[image: ]
 。

下面讨论z
 平面的收敛半径r
 与s
 平面的实部σ
 的对应关系，以及z
 平面的相角ω
 与s
 平面的虚部Ω
 的对应关系。

（1）[image: ]



σ
 ＝0（s
 平面虚轴）对应于r
 ＝1（z
 平面单位圆上）；


σ
 ＜0（s
 的左半平面）对应于r
 ＜1（z
 平面单位圆内部）；


σ
 ＞0（s
 的右半平面）对应于r
 ＞1（z
 平面单位圆外部）。其映射关系如图1.38所示。

[image: ]
图1.38　r
 与σ
 的对应关系



[image: ]



Ω
 ＝0（s
 平面实轴）对应于[image: ]
 （z
 平面正实轴）；


Ω
 ＝Ω
 0
 （常数，s
 平面平行于实轴的直线）对应于[image: ]
 （z
 平面上始于原点，辐角为[image: ]
 的辐射线）。


Ω
 由[image: ]
 变化到[image: ]
 对应于ω
 由-π
 变化到π
 ，这表明s
 平面上每一条宽度为[image: ]
 的水平条带都相当于z
 平面的辐角转一周，即映射到z
 平面的整个平面上。由此可以看出s
 平面的jΩ
 轴上每增加一个采样角频率[image: ]
 ，z
 平面上的ω
 相应增加一个2π
 ，是ω
 的周期函数。所以s
 平面到z
 平面是多值映射的对应关系，如图1.39所示。

[image: ]
图1.39　Ω
 与ω
 的对应关系



数字角频率ω
 与模拟角频率Ω
 还可以看成[image: ]
 ，即数字角频率ω
 是模拟角频率Ω
 对采样频率f
 
s

 的归一化值。


 1.5　离散时间系统的Z
 变换分析法

对连续时间系统可以用时域分析或变换域分析，变换域分析包括傅立叶变换作频域分析和拉普拉斯变换作复频域分析，其中拉普拉斯变换是广义的傅立叶变换。离散时间系统的分析方法有三种：经典法，这种方法比较繁琐，根据系统的差分方程和边界条件，求出系统的特征根和齐次根；递推法，高阶的差分方程的解不易求得；变换域法，这种方法可以将差分方程进行变换，如Z
 变换、离散时间的傅立叶变换（DTFT）等，利用变换性质求得系统的解。


 1.5.1　系统函数

线性移不变系统的系统函数H
 （z
 ）定义为

[image: ]


由本章前面的分析可知，若线性移不变系统的输入为x
 （n
 ），系统的单位脉冲响应为h
 （n
 ），则系统的输出为

[image: ]


根据Z
 变换的卷积和性质，对等式两端做Z
 变换得

[image: ]


因此，系统函数为

[image: ]


设一个线性移不变系统用下列常系数差分方程描述：

[image: ]


对方程两边求Z
 变换，根据Z
 变换的线性与移序性质可得

[image: ]


由此可见，系统函数H
 （z
 ）的分子、分母均为多项式，可以分解为

[image: ]


其中，A
 为比例因子，z
 ＝c
 
i

 为系统的零点，z
 ＝d
i

 为系统的极点。

若系统函数具有如下形式：

[image: ]


该系统只有零点，除原点外没有极点，称为全零点模型，又称为滑动平均（MA：Moving Average）系统。

FIR系统具有式（1.52）的差分方程，对方程作Z
 变换得

[image: ]


因此FIR系统的系统函数为

[image: ]


将上式与式（1.102）比较，可以得出MA系统也是FIR系统。

若系统函数具有

[image: ]


该系统只有极点，除原点外没有零点，称为全极点模型，又称为自回归（AR：Auto-Regressive）系统。

若系统函数具有

[image: ]


该系统不仅有零点还有极点，称为零极点模型，又称为自回归滑动平均（ARMA：Auto-Regressive and Moving Average）系统。

由于IIR系统具有式（1.51）的差分方程，对方程作Z
 变换，得

[image: ]


则系统函数为

[image: ]


将上式分别与式（1.103）、式（1.104）比较，可以得出AR系统、ARMA系统都属于IIR系统。


例1-16
 　一个离散时间系统的差分方程如下：

[image: ]


（1）试求该系统的系统函数H
 （z
 ）；

（2）若x
 （n
 ）＝u
 （n
 ），求系统的单位阶跃响应y
 （n
 ）。

解　（1）对差分方程y
 （n
 +2）-3y
 （n
 +1）+2y
 （n
 ）＝x
 （n
 +1）-2x
 （n
 ）两边求Z
 变换得

[image: ]


即

[image: ]


所以，系统函数为

[image: ]


（2）当激励x
 （n
 ）＝u
 （n
 ）输入时，该输入信号的Z
 变换为

[image: ]


所以

[image: ]


因此，系统的单位阶跃响应为

[image: ]



 1.5.2　逆系统

对于一个线性移不变系统，设系统函数为H
 （z
 ），其逆系统的系统函数为G
 （z
 ）。逆系统定义如下：

由式（1.101）得

[image: ]


逆系统的收敛域是由H
 （z
 ）和G
 （z
 ）的重叠收敛域确定的。


例1-17
 　设一个线性移不变系统的系统函数为

[image: ]


求其逆系统的单位脉冲响应g
 （n
 ）。

解　逆系统的系统函数为

[image: ]


极点在z
 ＝2处。如果|z
 |＞2，则g
 （n
 ）为右序列；如果|z
 |＜2，则g
 （n
 ）为左序列。

当|z
 |＞2时，逆系统的单位脉冲响应为

[image: ]


当|z
 |＜2时，逆系统的单位脉冲响应为

[image: ]



 1.5.3　因果稳定系统的Z
 变换分析

（1）因果系统

线性移不变系统是因果系统的充分必要条件是当n
 ＜0时，h
 （n
 ）≡0。同样，在系统Z
 变换分析中，线性移不变系统是因果系统的充分必要条件是系统函数H
 （z
 ）的收敛域包含z
 ＝∞。

（2）稳定系统

线性移不变系统是稳定系统的充分必要条件是

[image: ]


假设|z
 |＝1，则上式可等效于

[image: ]


所以在系统Z
 变换分析中，线性移不变系统是稳定系统的充分必要条件是系统函数H
 （z
 ）的收敛域一定包含|z
 |＝1，即单位圆。

（3）因果稳定系统

在系统Z
 变换分析中，综合因果系统和稳定系统的充分必要条件，线性移不变系统是因果稳定系统的充分必要条件是系统函数H
 （z
 ）的收敛域应包含r
 ≤|z
 |≤∞，0＜r
 ＜1，即H
 （z
 ）的所有极点均在单位圆内。


例1-18
 　不进行逆Z
 变换的计算，判断下列系统在不同收敛域下的因果性与稳定性。

[image: ]


解　系统函数H
 （z
 ）的极点z
 1
 ＝-0.8，z
 2
 ＝6。

当｜z
 ｜＞6时，该系统的收敛域包含|z
 |＝∞，是因果系统，但是非稳定系统；

当0.8＜|z
 |＜6，该系统的收敛域包含|z
 |＝1，该系统是非因果系统，但是是稳定系统；

当|z
 |＜0.8，该系统是非因果系统，而且是非稳定系统。


 1.5.4　离散时间系统的信号流图描述

如连续时间系统一样，描述离散时间系统的结构可以用模拟框图的形式，也可以用信号流图的形式。在1.3节中已讲述了离散时间系统的模拟框图，下面介绍用信号流图来表示离散时间系统的结构。

离散时间系统结构中的三个基本运算单元用信号流图表示如图1.40所示。

[image: ]
图1.40　离散时间系统结构中基本运算单元的信号流图表示



离散时间系统的系统函数可表示为

[image: ]


系统结构的描述基于如下梅森公式：

[image: ]


其中，[image: ]
 为正向传输路径的传输值；Δ
k

 为与传输值是G
 
k

 的第k
 条正向传输路径不接触部分的Δ
 值，通常称为第k
 条路径的路径因子。


例1-19
 　设一个离散时间系统用差分方程表示为

[image: ]


则系统的信号流图如图1.41所示。

[image: ]
图1.41　一阶离散时间系统的信号流图



在系统函数保持不变的前提下，系统的结构形式可以进行改变和优化，方法之一是通过信号流图的转置定理来改变。


转置定理：
 如果将信号流图中的所有支路方向倒向，再将输入与输出位置互换，则其系统函数不变。

对图1.41的一阶离散时间系统的信号流图运用转置定理可得到另一种信号流图形式，如图1.42所示。

[image: ]
图1.42　转置后的信号流图



关于IIR和FIR系统结构的信号流图表示在第4章和第5章还有详细的介绍。一般来说，由于系统结构分解和组合的多样性，例如级联形式、并联形式等，相应的信号流图表示也可以有多种形式，实际应用中应选择最具稳定性的来实现系统。


 1.6　奇偶序列分解的应用

将序列分解为奇序列与偶序列之和这一方法可用于分析信号的对称性、提取信号特征。下面以人脸数字图像的处理为例介绍其应用。

二维数字图像用x
 （n
 1
 ，n
 2
 ）表示，其中n
 1
 表示水平方向变量，即列数；n
 2
 表示垂直方向变量，即行数。考虑到人脸主要呈左右对称，将式（1.109）和（1.110）扩展到二维，求出图像在水平方向的奇分量和偶分量：

[image: ]


对图1.43（a）中的人脸图像进行分解，取鼻梁中心作为对称轴，所得的奇、偶分量图像分别如图1.43（b）、（c）所示。从图中可以看出两个分量的明显特征：奇分量关于对称轴呈反对称（浅色与深色分别对应正负信号值），而偶分量呈完全镜像对称。

[image: ]
图1.43　人脸图像的奇偶分量分解




 1.6.1　人脸图像合成

有科学研究表明，对称的人脸更为美观。因此调整人脸图像中对称的偶分量和反对称的奇分量的比例，可观察到对人脸的美化或丑化作用。合成公式为

[image: ]


其中，α
 为介于0和1之间的比例因子，α
 越接近于1，偶分量比例越大，合成人脸图像越对称。图1.44所示为不同α
 取值下的合成人脸图像效果。可以看出α
 由大至小变化时人脸图像由对称到不对称，由美到丑的变化趋势。

[image: ]
图1.44　通过调整奇偶分量合成人脸图像



实际的人脸图像合成中，仍需对合成后的人脸图像进行伪影去除、对比度调整等后处理，以达到更真实的效果。


 1.6.2　双胞胎人脸识别

同卵双胞胎长相非常相似，有时人眼也很难识别，由机器视觉自动识别双胞胎人脸更是人脸识别中的一个难点。而人脸图像的奇分量能反映人脸的细微特征，采用奇分量进行人脸识别有助于提高识别率。

图1.45（a）为一对双胞胎姐妹的人脸图像，1.45（b）、（c）分别为其对应的奇分量和偶分量图像。用式（1.112）计算图像A、B
 间的归一化距离，以衡量图像间的差异：

[image: ]


可得双胞胎人脸的原图像距离D
 ＝0.1326，奇分量距离D
 o
 ＝0.8032，偶分量距离D
 
e

 ＝0.1022。

[image: ]
图1.45　双胞胎人脸图像的奇偶分量分解



从图像和数据都可看出，双胞胎人脸原图像间的差异很小，偶分量图像间的差异更小，而奇分量图像间的差异要远大于前两者，由此说明：人脸奇分量图像间的区分度大于原图像间的区分度，奇分量间距离可作为区分双胞胎人脸的一个有效指标。

除人脸图像处理外，奇偶分量分解也可应用于人体红外图像分析中。因为人体也是一个对称体，通过提取奇分量和偶分量的特征，对人体红外热成像中的不对称区域进行研究，可判断温度异常部位，检测病变。


 1.7　本章小结

本章主要介绍连续时间信号的离散化处理及离散时间信号与系统的特点，内容包括：模拟信号的均匀采样，模拟信号可以用其采样唯一表示的严格条件，即Nyquist采样定理；离散时间信号与系统的分类、描述及特点；Z
 变换及其应用，为离散信号的频谱分析与频谱处理奠定理论基础。

Nyquist采样定理主要描述的是带限连续时间信号的等间隔采样，对于数据压缩处理这样的应用来说，这种传统的方法会产生大量的冗余采样数据，占用过多的存储和传输资源。2004年由Donoho和Candes等人提出了压缩感知理论（Donoho，D．L．Compressed Sensing．IEEE Transactions on Information Theory，2006，52（4）：1289-1306），将信号的采样、压缩编码发生在同一个步骤，利用信号的稀疏性，以远低于Nyquist采样率的速率对信号进行非自适应的测量编码，实现从少量的非适应性随机测量数据重建原始信号。该方法在超宽带雷达信号获取与高分辨率成像等领域得到了广泛应用。


 习题


1-1
 　画出下列序列的示意图。

[image: ]


[image: ]



1-2
 　已知序列x
 （n
 ）的图形如图1.46所示，试画出下列序列的示意图。

[image: ]


[image: ]
图1.46　信号x
 （n
 ）的波形




1-3
 　判断下列序列是否满足周期性？若满足求其基本周期。

[image: ]



1-4
 　判断下列系统是否为线性的？是否为移不变的？

[image: ]



1-5
 　判断下列系统是否为因果的？是否为稳定的？

[image: ]



1-6
 　已知线性移不变系统的输入为x
 （n
 ），系统的单位脉冲响应为h
 （n
 ），试求系统的输出y
 （n
 ）及其示意图。

[image: ]



1-7
 　若采样信号m
 （t
 ）的采样频率为f
 
s

 ＝1500Hz，下列信号经m
 （t
 ）采样后，哪些信号不失真？

[image: ]



1-8
 　已知x
 （t
 ）＝sin（200πt
 ），采样信号m
 （t
 ）的采样周期为T
 
s

 。

（1）x
 （t
 ）的截止模拟角频率Ω
 c
 是多少？

（2）将x
 （t
 ）进行A/D采样后，x
 （n
 ）的数字角频率ω
 与x
 （t
 ）的模拟角频率Ω
 的关系如何？

（3）若T
 
s

 ＝0.005s，求x
 （n
 ）的数字截止角频率ω
 
c

 。


1-9
 　计算下列序列的Z
 变换，并标明收敛域。

[image: ]



1-10
 　利用Z
 变换性质求下列序列的Z
 变换。

[image: ]



1-11
 　利用Z
 变换性质求下列序列的卷积和。

[image: ]



1-12
 　序列x
 （n
 ）的自相关序列φ
 （n
 ）定义为

[image: ]


试用x
 （n
 ）的Z
 变换X
 （z
 ）来表示φ
 （n
 ）的Z
 变换。


1-13
 　求序列[image: ]
 的单边Z
 变换X
 （z
 ）。


1-14
 　试求下列函数的逆Z
 变换。

[image: ]



1-15
 　已知因果序列x
 （n
 ）的Z
 变换如下，试求该序列的初值x
 （0）及终值x
 （∞）。

[image: ]


[image: ]


[image: ]



1-16
 　若存在一离散时间系统的系统函数

[image: ]


根据下面的收敛域，求系统的单位脉冲响应h
 （n
 ），并判断系统是否因果？是否稳定？

[image: ]



1-17
 　一个因果系统由下面的差分方程描述：

[image: ]


（1）求系统函数H
 （z
 ）及其收敛域。

（2）求系统的单位脉冲响应h
 （n
 ）。


1-18
 　若当n
 ＜0时，x
 （n
 ）＝0；当n
 ≥0时，x
 （n
 ）＝x
 （n
 +N
 ），其中N
 为整数。试证明：

[image: ]



1-19
 　一系统的系统方程及初始条件分别如下：

[image: ]


（1）试求零输入响应y
 
zi

 （n
 ）、零状态响应y
 
zs

 （n
 ）以及全响应y
 （n
 ）。

（2）画出系统的模拟框图。


1-20
 　若线性移不变离散时间系统的单位阶跃响应[image: ]
 [image: ]
 ，

（1）求系统函数H
 （z
 ）和单位脉冲响应h
 （n
 ）。

（2）设系统的零状态响应[image: ]
 ，求输入序列x
 （n
 ）。

（3）若已知激励x
 （n
 ）＝u
 （n
 ），求系统的稳态响应y
 
s

 （n
 ）。


1-21
 　设连续时间函数f
 （t
 ）的拉普拉斯变换为F
 （s
 ），现对f
 （t
 ）以周期T
 进行抽样得到离散时间函数f
 （n
 ），试证明f
 （n
 ）的Z
 变换F
 （z
 ）满足：

[image: ]



1-22
 　设序列f
 （n
 ）的自相关序列定义为

[image: ]


[image: ]
 。试证明：当z
 p
 为C
 （z
 ）的一个极点时，[image: ]
 是C
 （z
 ）的极点。


1-23
 　研究一个具有如下系统函数的线性移不变因果系统，其中a
 为常数：

[image: ]


（1）求使系统稳定的a
 的取值范围。

（2）在z
 平面上用图解法证明该系统是一个全通系统。


1-24
 　一离散时间系统如图1.47所示，其中z
 -1
 为单位延时单元，x
 （n
 ）为激励，y
 （n
 ）为响应。

[image: ]
图1.47　系统框图



（1）求系统的差分方程。

（2）写出系统转移函数H
 （z
 ）并画出z
 平面极点分布图。

（3）求系统单位脉冲响应h
 （n
 ）。

（4）保持H
 （z
 ）不变，画出节省了一个延时单元的系统模拟图。


1-25
 　线性移不变离散时间系统的差分方程为

[image: ]


（1）求系统函数H
 （z
 ）。

（2）画出系统的一种模拟框图。

（3）求使系统稳定的A
 的取值范围。


 实验　离散时间信号与系统分析

一、实验目的

（1）熟悉MATLAB的主要操作命令。

（2）掌握连续时间信号的离散化过程，理解采样定理。

（3）掌握典型离散时间信号的特性。

二、实验内容

对带限的连续时间信号进行等间隔采样形成采样信号，采样信号的频谱是原信号频谱以采样频率为周期进行周期性延拓形成的。

[image: ]


从采样后的频谱中不失真地恢复原信号，则采样频率Ω
 s
 必须大于等于两倍的原信号频谱的最高截止频率Ω
 c
 ，即Ω
 s
 ≥2Ω
 c
 或f
 s
 ≥2f
 c
 ，这称为奈奎斯特采样定理。

（1）用MATLAB实现下列序列：

①x
 （n
 ）＝0.8
n

 ，0≤n
 ≤15

②x
 （n
 ）＝3cos（0.125πn
 +0.2π
 ）+2sin（0.25πn
 +0.1π
 ），0≤n
 ≤15

③x
 （n
 ）＝δ
 （n
 ）

（2）序列的翻折与移位：

序列x
 （n
 ）＝0.8
n

 （0≤n
 ≤15），分别求x
 （-n
 ）、x
 （n
 ＋4）、x
 （n
 -4）。

（3）若有两个序列[image: ]
 与[image: ]
 [image: ]
 。试求：

①序列的相加[image: ]
 。

②序列的相乘[image: ]
 。

（4）采样：对连续时间信号[image: ]
 以f
 s
 ＝10Hz进行采样得到x
 1
 （n
 ）；以f
 s
 ＝40Hz进行采样得到x
 2
 （n
 ）。

（5）恢复：采用抽样内插函数[image: ]
 （其中[image: ]
 ）对上述x
 1
 （t
 ）与x
 2
 （t
 ）分别恢复，并与原信号x
 （t
 ）作比较。

三、思考题

（1）在Matlab命令窗里运行demo指令，运行其中的样例程序，体会Matlab的强大功能。编辑Matlab库函数的要点是什么？

（2）理想采样和实际采样有何区别？在实际工程应用中，如何确定采样速率？

（3）通过实验比较采样速率不同时信号恢复的差异。

四、实验要求

（1）简述实验目的和原理。

（2）按实验内容顺序给出实验结果。

（3）回答思考题。



2　傅立叶变换与频谱分析



■　离散时间信号的傅立叶变换及其特性

■　线性移不变系统的频率响应

■　频谱分析及其应用



这一章介绍信号与系统的频域分析和频域处理的理论与方法。频域是区别于时域的另一种数据域，这里信号以各种正弦谐波的叠加形式表现，有些谐波成分的能量较大，有些则较小。频域分析的目的是获取信号的正弦谐波分布范围以及各谐波的能量大小和延迟信息，从而更加全面地分析信号的特征，为进一步的处理、传输和分类识别等提供基础。

频域分析的主要手段是傅立叶变换。离散时间信号通过傅立叶变换得到的频谱（spectrum）是周期性频谱，是相应连续时间信号频谱的一种周期性延拓，并具有对称性。傅立叶变换得到的频谱是一个复数值，由实部和虚部构成，但一种更常用的形式是用幅度和相位来表示，分别称作幅度谱（magnitude spectrum）和相位谱（phase spectrum）。实际应用中，大部分情况下我们感兴趣的是幅度谱，因为其包含了信号频域的主要特征信息，如频谱峰值和谷点等。另外，为了实时处理非平稳信号，一般会采用短时傅立叶变换。


 2.1　离散时间信号的傅立叶变换

离散时间信号通过傅立叶变换得到信号的频域分布，也就是信号的频谱，反映了构成信号的频率成分和大小。


 2.1.1　离散时间信号的傅立叶变换的定义

离散时间信号x
 （n
 ）的傅立叶变换的定义如式（2.1）所示，简称为离散时间傅立叶变换（DTFT：Discrete Time Fourier Transform）：

[image: ]


这里，ω
 称为角频率，其与普通频率f
 和采样频率f
 s
 的关系如式（2.2）所示：

[image: ]


通过离散时间傅立叶变换，时域信号x
 （n
 ）被转化为频域分布信号X
 （ejω

 ）。一般，X
 （ejω

 ）是一个随角频率ω
 变化的复数，并且ω
 分布在（-∞，＋∞）之间。尽管x
 （n
 ）在时域是离散分布的，但X
 （ejω

 ）却是连续分布的，对任意一个实数域的ω
 都有相应的取值。信号x
 （n
 ）的离散时间傅立叶变换X
 （ejω

 ）在实际应用中的一个通常叫法是频谱，即一系列随频率而变化的值，反映了信号的频域分布和变化规律。

离散时间傅立叶变换X
 （ejω

 ）可以表示成式（2.3）的形式或相应的极坐标形式，如式（2.4）所示，它们的关系由式（2.5）和（2.6）表示。

[image: ]


式（2.5）中的[image: ]
 是信号x
 （n
 ）的频率响应幅度谱，而式（2.6）中的[image: ]
 为相位谱。幅度谱的值随频率的变化不会小于零，相位谱的值随频率可以在（-π
 ，＋π
 ）之间变化。


例2-1
 　设一指数离散时间信号x
 （n
 ）如式（2.7）所示：

[image: ]


求其傅立叶变换，并画出［-π
 ，＋π
 ］区间的幅度谱和相位谱。

解　运用式（2.1）求[image: ]
 得

[image: ]


幅度谱和相位谱随角频率ω
 的变化如图2.1和2.2所示。

[image: ]
图2.1　幅度谱



[image: ]
图2.2　相位谱




 2.1.2　离散时间信号的傅立叶反变换

式（2.1）将时域信号转换到频域，如果给定某个信号的离散时间傅立叶变换[image: ]
 ，则可以通过式（2.11）将其转换到时域，得到相应的离散时间信号x
 （n
 ）。即

[image: ]


因此，习惯上将式（2.1）称作离散时间傅立叶正变换，而将式（2.11）称作离散时间傅立叶反变换。两者之间的关系可以证明如下：

将式（2.1）的右边代入式（2.11）的右边得到式（2.12）：

[image: ]


显然，当n
 ≠r
 时，上式中的积分值为零，即

[image: ]


仅当n
 ＝r
 时，式（2.12）中的积分值为2π
 ，即

[image: ]


因此，式（2.11）成立。


例2-2
 　设一信号的频谱如式（2.15）所示：

[image: ]


求其相应的离散时间信号x
 （n
 ）。

解　运用式（2.11）中的离散时间傅立叶反变换公式，得

[image: ]


当n
 ＝0时，其极大值为ω
 c
 /π
 。信号x
 （n
 ）总体表现出振荡衰减特征，并在无穷大处趋向零。


 2.1.3　离散时间信号的傅立叶变换与Z
 变换的关系

离散时间信号的傅立叶变换与Z
 变换的关系可以用式（2.17）来表示：

[image: ]


上式的含义是，单位圆上的Z
 变换就是离散时间信号的傅立叶变换。当然，上式成立的前提条件是单位圆上存在Z
 变换，而这个条件与离散时间信号的收敛稳定性是一致的。因此，离散时间信号的傅立叶变换存在的条件是信号是收敛的，即

[image: ]



 2.2　离散时间信号的傅立叶变换的特性

首先，可以看到式（2.1）所表示的离散时间傅立叶变换与连续时间傅立叶变换一样是连续分布的，只是频率由角频率ω
 表示，而不是普通频率f
 。离散时间傅立叶变换具有以下四大特性，即对称特性、周期特性、线性特性和卷积特性。


 2.2.1　对称特性

所谓对称特性，是指实信号的傅立叶变换[image: ]
 的实部和幅度谱是以纵轴对称分布的，而虚部和相位谱是以纵轴反对称分布的。其对称特性公式如下：

[image: ]


以上对称特性公式可以很容易从式（2.21）推导得出：

[image: ]


从例2-1中的幅度谱和相位谱也可以清楚地看到两者的对称特性。当然，从整体上来看，离散时间傅立叶变换是共轭对称的，即具有式（2.22）的特性：

[image: ]



 2.2.2　周期特性

离散时间傅立叶变换[image: ]
 区别于连续时间傅立叶变换的一个重要特点是其呈现出的周期特性，即随ω
 以一定的周期（2π
 ）连续重复分布。周期特性公式如式（2.23）所示：

[image: ]


由式（2.21）可以清晰地看到，[image: ]
 实际上是一系列正弦信号的叠加，因此其周期特性不足为奇。从例2-1中的幅度谱和相位谱也可以清楚地看到周期特性。

周期特性和对称特性使得实际描述离散时间信号的傅立叶变换或频谱时无须将所有重复部分求出，只需要求出ω
 在［0，π
 ］内的频谱值就可以了。根据式（2.2），角频率ω
 的分布区间［0，π
 ］对应频率f
 的分布区间为［0，f
 s
 /2］。这是符合实际的，因为在采样频率符合奈奎斯特定理时，该区间将包含x
 （n
 ）所对应的连续时间信号x
 （t
 ）的所有频谱成分。


 2.2.3　线性特性

所谓线性特性，是指离散时间傅立叶变换是一种线性变换，其符合线性叠加原理，即

[image: ]


证明：设x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的DTFT分别是[image: ]
 ，则根据DTFT的变换公式，ax
 1
 （n
 ）＋bx
 2
 （n
 ）的离散傅立叶变换如式（2.25）所示：

[image: ]


因此，式（2.24）成立。


 2.2.4　卷积特性

离散时间傅立叶变换的卷积特性也是非常重要的一个特性。这一特性说明时域上两个离散时间信号线性卷积的傅立叶变换是每个信号的傅立叶变换的乘积，而时域上两个离散时间信号乘积的傅立叶变换是每个信号的傅立叶变换的线性卷积。

[image: ]


以下对式（2.26）的特性进行证明，式（2.27）的证明是相似的。

设[image: ]
 ，对两边求傅立叶变换得

[image: ]


因此，式（2.26）描述的卷积特性成立。


 2.2.5　帕斯维尔定理

帕斯维尔（Parseval）定理描述了信号能量与其傅立叶频谱之间的关系。根据Z
 变换的复卷积定理可得

[image: ]


假设收敛域包括单位圆，则Z
 ＝1时式（2.30）成立，即

[image: ]


令[image: ]
 ，代入式（2.31）得

[image: ]


如果信号x
 （n
 ）是实信号，上式成为

[image: ]


其中，[image: ]
 称为信号的功率谱或功率谱密度函数。因此，式（2.33）的帕斯维尔定理说明：信号的能量等于平均功率谱。


 2.3　线性移不变系统的频率响应

线性移不变系统的输入与输出信号之间的关系在时域是线性卷积关系，而在频域是乘积关系。系统单位脉冲响应h
 （n
 ）的傅立叶变换[image: ]
 称为系统的频率响应，其公式为

[image: ]


考察输入一个复正弦信号[image: ]
 到线性移不变系统h
 （n
 ）的情况以更好地理解为什么将[image: ]
 称为系统的频率响应。

设输入信号[image: ]
 ，系统单位脉冲响应为h
 （n
 ），则系统的输出y
 （n
 ）为

[image: ]


上式说明，当线性移不变系统的输入信号x
 （n
 ）是一个复正弦信号时，该系统的输出y
 （n
 ）也是一个复正弦信号，与输入信号相比多了系数[image: ]
 。


例2-3
 　设输入信号为[image: ]
 ，求线性移不变系统h
 （n
 ）的输出y
 （n
 ）。

解　根据式（2.35），可以得到相应的输出信号为

[image: ]


当式（2.35）中的系统频率响应用极坐标形式表示时即转化为式（2.37），该式更清楚地说明了系统频率响应的影响：

[image: ]


当输入信号是实正弦信号，如x
 （n
 ）＝cos（ω
 0
 n
 ）时，该信号可以通过欧拉（Euler）公式展开后进行分析：

[image: ]


所以，根据前面对复正弦信号的讨论，输出信号为

[image: ]


式（2.40）同样说明，当线性移不变系统中输入频率为ω
 0
 的正弦信号时，输出信号也是一个具有相同频率ω
 0
 的正弦信号，但该信号的幅度和相位都发生了变化。幅度的变化由系统频率响应在该频率ω
 0
 处的值[image: ]
 决定，而相位的变化则由系统频率响应在该频率ω
 0
 处的相位值[image: ]
 决定。


例2-4
 　设有一个稳定的因果线性移不变系统，其差分方程如式（2.41）所示，当输入信号x
 （n
 ）＝cos（0.5πn
 ）时，求系统的输出y
 （n
 ）。

[image: ]


解　对式（2.41）两边求Z
 变换，得到如下系统函数H
 （z
 ）

[image: ]


由于收敛域包含单位圆，因此相应的傅立叶变换存在，由H
 （z
 ）推导得

[image: ]


当输入正弦信号x
 （n
 ）＝cos（0.5πn
 ）时，系统的频率响应为[image: ]
 ，相应的幅度频率响应和相位频率响应为

[image: ]


因此，系统的输出信号y
 （n
 ）为

[image: ]



 2.4　系统函数零极点与频率响应的关系

第1章中关于线性移不变系统Z
 变换的分析指出，系统函数的收敛域是以极点为边界的圆形区域，在极点处系统函数的值为无穷大，而在零点处系统函数的值为零。这一节分析系统函数的零极点对系统的频率响应的影响。

对于稳定的线性移不变系统，其系统函数H
 （z
 ）的收敛域包含单位圆，因此系统的频率响应[image: ]
 存在。并且，由于不可能在单位圆上存在极点，所以频率响应不可能出现无穷大值。

设线性移不变系统的系统函数如式（2.47）所示：

[image: ]


其中，λ
 
k

 和p
 
k

 分别是系统函数的零点和极点。这些零点和极点在z
 平面上的分布可以用实部和虚部来描述，也可以用极坐标或向量的形式表示。

图2.3表示了两个极点[image: ]
 [image: ]
 和零点λ
 1
 ＝-0.5的情况。式（2.47）对应的系统频率响应为

[image: ]


相应的幅度谱为

[image: ]


其中，分子和分母的基本项[image: ]
 可以作以下变换，从而看出它们分别表示零点和极点到单位圆上某点[image: ]
 的距离：

[image: ]


[image: ]
图2.3　零极点在z
 平面上的向量表示



如果用[image: ]
 表示零点λ
 
k

 到[image: ]
 的向量，[image: ]
 表示极点p
 
k

 到[image: ]
 的向量，则它们之间的向量关系如图2.4所示，而式（2.49）可以表示成以下形式：

[image: ]


[image: ]
图2.4　零极点到单位圆上的点（对应频率ω
 ）的向量表示



从式（2.52）和图2.4可以看出，[image: ]
 是随着角频率ω
 的变化而变化的。当λ
 
k

 与[image: ]
 两个向量方向一致时（如图2.4中虚线所示），[image: ]
 向量的模[image: ]
 得到极小值，系统的频率响应幅度谱会得到一个局部的极小值。当p
 
k

 与[image: ]
 两个向量方向一致时（如图2.4中虚线所示），[image: ]
 向量的模[image: ]
 得到极小值，系统的频率响应幅度谱会得到一个局部的极大值。

因此，从频谱上看，零点会对系统的频率响应幅度谱产生一个谷点，而极点会产生一个峰值，并且，零极点越是靠近单位圆，这种效果越明显。当然，若一对零极点靠得较近或离单位圆较远的话，会因两者作用的相互抵消而不引起以上现象或表现不明显。


例2-5
 　设有一稳定的线性移不变系统，其系统函数为

[image: ]


分析其零极点以及频率响应幅度谱。

解　从给定的系统函数可以看出，其零极点分别为

[image: ]


从系统函数零极点的位置以及前面的分析可以得出，系统的频率响应幅度谱应该在ω
 ＝±π
 ／4处有两个局部极小值，而在ω
 ＝±π
 ／3处有两个局部极大值。

由系统函数得到以下系统频率响应：

[image: ]


相应的幅度谱计算式如下：

[image: ]


幅度谱如图2.5所示，由于有效频谱的ω
 分布范围为［0，π
 ］，所以图中仅画出了这一范围的幅度谱。可以很明显地从图中看到，在极点[image: ]
 所对应的频率ω
 p
 ＝π
 ／3处有一个峰值，而在零点[image: ]
 所对应的频率ω
 λ
 ＝π
 ／4处有一个谷点。

[image: ]
图2.5　系统的频率响应幅度谱




 2.5　离散信号频谱与模拟信号频谱之间的关系

尽管模拟信号的傅立叶变换（FT：Fourier Transform）不是本书的内容，但为了更好地理解离散信号的傅立叶变换，即离散时间傅立叶变换（DTFT），有必要清楚认识两者之间的关系。特别是对于离散信号的傅立叶变换的角频率ω
 与频率f
 （以Hz为单位）的关系式（2.2），也有必要明白其关系的来历。


 2.5.1　模拟信号的傅立叶变换

模拟信号x
 a
 （t
 ）的傅立叶变换如式（2.56）所示：

[image: ]



X
 a
 （f
 ）被称为模拟信号的频谱，反映了模拟信号在频域随频率变化的特征，并且是一个复数形式，相应的频谱幅度和频谱相位为

[image: ]


显然，模拟信号的幅度谱也是对称分布的。


例2-6
 　设有一指数信号如下：

[image: ]


求其傅立叶变换并画出频谱幅度。

解　由式（2.56）得信号的傅立叶变换为

[image: ]


因此，相应的频谱幅度为

[image: ]


图2.6是模拟信号x
 （t
 ）的幅度谱图形。

[image: ]
图2.6　模拟信号x
 （t
 ）的幅度谱




 2.5.2　离散时间傅立叶变换的导出

对模拟信号x
 a
 （t
 ）的采样在理论上可以通过图2.7所示的采样函数与模拟信号的乘积实现。设采样频率为f
 s
 ，采样周期为T
 ＝1/f
 s
 ，则采样函数δ
 T
 （t
 ）和采样形成的信号x
 s
 （t
 ）的具体形式如下：

[image: ]


[image: ]
图2.7　采样函数δ
 T
 （t
 ）的波形



由于δ
 T
 （t
 -nT
 ）除了采样点t
 ＝nT
 之外处处为零，因此式（2.63）中的x
 a
 （t
 ）可以由x
 a
 （nT
 ）替代表示。这样，式（2.63）与下式是等价的：

[image: ]


根据傅立叶变换公式（2.56）求得x
 s
 （t
 ）的傅立叶变换：

[image: ]


将式（2.64）代入上式得

[image: ]


显然，由于冲击函数δ
 （t
 -nT
 ）仅在t
 ＝nT
 处有值1，所以上式方括弧中的积分可以进一步简化。这样，得到式（2.67）：

[image: ]


因为x
 a
 （nT
 ）是模拟信号的离散值，可以用x
 （n
 ）表示，即x
 （n
 ）＝x
 a
 （nT
 ），因此上式进一步变换为式（2.68）：

[image: ]


其中，ω
 的定义或ω
 与f
 的关系如式（2.2）所示。显然，上式右边就是离散信号x
 （n
 ）的离散时间傅立叶变换，即DTFT，它与X
 s
 （f
 ）一致。这一结果是当然的，因为X
 s
 （f
 ）是由模拟信号x
 a
 （t
 ）采样形成的信号，虽然理论上是时域连续信号，但其本质上是离散分布的，与x
 a
 （nT
 ）或x
 （n
 ）一致，当然其频谱也应该一致。同样，从以上推导过程中可以看到角频率ω
 与频率f的关系为什么如式（2.2）所示。


 2.5.3　DTFT与FT的关系

对于连续域模拟信号x
 a
 （t
 ）与相应的离散信号x
 （n
 ）＝x
 a
 （nT
 ），它们的傅立叶变换X
 a
 （f
 ）和离散时间傅立叶变换[image: ]
 在频域的关系也可以从式（2.63）推导得出。

对式（2.63）两边求傅立叶变换得

[image: ]


上式右边描述的是模拟信号x
 a
 （t
 ）与采样信号δ
 T
 （t
 ）乘积的傅立叶变换。根据卷积定理，两个时域信号乘积的傅立叶变换与它们各自的傅立叶变换的卷积相等，因此

[image: ]



δ
 T
 （t
 ）是周期信号，其周期为T
 ，频率为f
 s
 。因此，δ
 T
 （t
 ）可以表示成如下傅立叶级数的形式：

[image: ]


其中，c
 
n

 为傅立叶系数，计算式为

[image: ]


尽管δ
 T
 （t
 ）是一个无穷脉冲序列，但在区间［-T
 /2，T
 /2］内仅有一个脉冲，因此

[image: ]


这样，式（2.71）成为

[image: ]


运用式（2.56）求其傅立叶变换δ
 T
 （f
 ）得

[image: ]


上式中最后一步推导可以运用傅立叶反变换公式来证明。因此，式（2.70）的卷积可以进一步展开如下：

[image: ]


上式的结果也可以通过将式（2.74）直接代入式（2.69）计算傅立叶变换得到。结合式（2.68）和式（2.76）可以得出离散信号x
 （n
 ）的傅立叶变换与对应模拟信号x
 a
 （t
 ）的傅立叶变换之间的关系如下：

[image: ]


或

[image: ]


从式（2.77）和式（2.78）可以看出，离散积信号的频谱是其对应模拟信号的频谱的周期性延拓，幅度上差一个常系数。从f域看，周期是f
 s
 ；而从ω
 域看，周期是2π
 。图2.8是频谱关系的说明，设模拟信号x
 （t
 ）的频谱如图2.8（a）所示，则相应的离散信号的频谱如图2.8（b）所示。

需要指出的是，以上分析与2.2节关于离散时间傅立叶变换的对称特性和周期特性的讨论是一致的。当采样满足采样定理时，即f
 s
 ≥2f
 c
 ，完全可以从f
 ：［0，f
 s
 /2］或ω
 ：［0，π
 ］范围得到正确的信号频谱（如图2.8（b）所示）。但是，如果不满足采样定理，即f
 s
 ＜2f
 c
 ，那么就会出现频谱的混叠现象，则不能从f
 ：［0，f
 s
 /2］或ω
 ：［0，π
 ］范围得到正确的信号频谱（如图2.8（c））。

[image: ]
图2.8　频谱关系说明




 2.6　频谱分析及应用

信号和系统的时域分析往往只能得到有限的信息，因此需要其他分析手段来全面揭示信号的特征。频谱分析是目前数字信号处理中常用的一种分析方法，被广泛应用于通信和信息处理领域。离散时间傅立叶变换的作用是获取离散信号的频谱或者系统频率响应，为进行频谱分析提供依据。对信号进行频谱分析可以有效地对信号进行识别和处理，对系统进行频谱分析则可以为设计系统和分析系统提供依据。


 2.6.1　信号频谱的基本特征

任何一个信号都是由一系列的正弦信号组合而成，这从模拟信号和离散信号的傅立叶反变换也可以看到。那么，在这个组合中到底包含哪些频率的正弦信号分量，它们的强度或幅度多大？这些都反映了信号的特征，也是频谱的基本特征。

观察图2.9（d）所示的信号x
 （n
 ），它是由4个不同幅度和频率的正弦信号组合构成，采样频率为1000Hz，ω
 0
 ＝0.1π
 （50Hz）。其表达式如下：

[image: ]


显然，从时域波形很难看出这个信号包含的频率分量以及各分量的强度，并且随着分量数目的增加，将更加难以分析。但从图中可以观察到一个现象，那就是信号的缓慢变化部分往往对应低频正弦信号分量，而快速的波动变化一般对应较高频率的正弦信号分量。可以预见，当图2.9（d）中叠加更多的高频正弦信号分量，并且随着频率的提高强度逐步减小的话，将会形成一个方波信号。

下面从频域再来观察分析这个信号，为此，对x
 （n
 ）求DTFT得

[image: ]


[image: ]
图2.9　正弦信号的叠加逐渐形成方波信号



利用欧拉公式，任意一个正弦信号sin（ω
 0
 n
 ）的离散时间傅立叶变换为

[image: ]


从离散时间傅立叶反变换公式容易证明

[image: ]


所以，式（2.81）可进一步推导得到在一个周期（-π
 ，π
 ］内的值如下

[image: ]


同样，式（2.80）中x
 （n
 ）的离散时间傅立叶变换可进一步推导为

[image: ]


幅度谱和相位谱的计算公式分别如式（2.85）和式（2.86）所示，而幅度谱和相位谱的图形则分别表示在图2.10（a）和图2.10（b）中。

[image: ]


[image: ]
图2.10　4个正弦叠加信号的幅度谱和相位谱



显然，从幅度谱分布可以很清楚地看到在角频率ω
 的有效区域［0，π
 ］或频率f的有效区域［0，500］存在4个非零谱值，分别位于50Hz、150Hz、250Hz和350Hz，并且这几个谱值依次减弱。

以上现象说明，尽管对信号x
 （n
 ）的时域分析很难分辨和判断出它的频率分量特征，但是这些在频域却是一目了然。根据图2.10很容易判断信号x
 （n
 ）由4个频率的正弦信号分量构成，这几个分量的频率分别是50Hz、150Hz、250Hz和350Hz，并且后三个分量的强度与第一个相比分别是它的1/3、1/5和1/7。

设想一下通信的情况。如果要求将以上信号x
 （n
 ）从发送端传输到接收端，假如信号是16比特量化的，则传输1秒的数据量是16×f
 s
 ＝16000比特。但是，如果通过频谱分析获得信号的频率分量信息，则仅仅需要传输4个正弦信号分量的频率和幅度，共8个参数，假设每个参数16比特，那么传输的数据量只有128比特。通过这个例子看到，实际应用中对信号进行频谱分析，提取频谱分布特征将对信号的传输、数据压缩、分类识别等处理起到十分重要的作用。

总的来说，无论幅度谱还是相位谱，其提供的直接信息是一条随频率变化的曲线。幅度谱包含的内在信息是信号包含哪些频率的正弦信号分量以及每个频率分量的强度，频谱曲线上的每一点对应一个频率分量及其强度。例如，一个在f
 ：［0，500］之间恒等于1的幅度谱表示该信号具有0～500Hz范围内所有频率的正弦信号分量，并且每个频率分量的强度是一样的。相位谱的分布范围与幅度谱是一样的，它提供的额外信息是各频率的正弦信号分量的延迟。不同的信号由于频谱曲线的表现不同而能够被分辨、识别。例如，元音“a”和“u”的频谱曲线是不同的，因此可以通过频谱特征的比较自动识别这两个音。


 2.6.2　系统频谱的基本特性

系统的频谱就是频率响应，它反映的是系统对输入信号中各频率分量的响应。根据2.3小节的分析，如果一个LSI系统的输入信号是一个频率为ω
 0
 的正弦信号，那么输出信号仍然是一个正弦信号，并且频率保持不变，只是幅度乘以系统的频率响应幅度值[image: ]
 ，而相位加上[image: ]
 。

对于一个如图2.11所示的线性移不变系统，其输入信号与输出信号之间的关系在时域是一个线性卷积关系，根据式（2.26）的卷积定理，其在频域的关系就是乘积的关系。因此，输出信号与输入信号的幅度谱和相位谱之间的关系如下：

[image: ]


显然，上式告诉我们，对于输入信号中不同频率成分的增强与衰减可以通过系统的频率响应进行调节控制。例如，低通滤波器的幅度谱[image: ]
 在某一截止频率ω
 c
 之后为零，这样滤波器的输出信号的频谱中将没有大于ω
 c
 的频率成分（如图2.11所示）。式（2.88）说明，如果需要对输入信号的相位进行补偿，也是可以通过设计相应的相位补偿器[image: ]
 来实现。

[image: ]
图2.11　线性移不变系统的时域与频域对应关系



总之，系统的频率响应[image: ]
 ，包括幅频响应[image: ]
 和相位θ
 
H

 （ω
 ），都是一条随频率变化的曲线，它反映了系统对输入信号中的哪些频率分量进行响应以及响应的强度，其中每一个点都对应一个频率和幅度值，如果幅度值为零则意味着对该分量不响应。在设计一个系统的时候也往往首先规定系统的频率响应，然后求出系统函数或脉冲响应。


 2.6.3　信号调制与解调

数字技术的发展正在逐步改变广播通信的传统方式，而数字广播和软件无线电技术的基础是数字信号处理。例如，数字调制技术就可以应用频谱分析的手段进行。

设有一信号x
 （n
 ），其离散时间傅立叶变换是[image: ]
 。现在将信号x
 （n
 ）应用于幅度调制，载波信号是一复正弦信号[image: ]
 ，则调制后形成的复合调制信号为

[image: ]


求该复合调制信号的傅立叶变换得

[image: ]


上式说明，将信号x
 （n
 ）对载波进行幅度调制后，复合调制信号的频谱是信号原来频谱[image: ]
 的移位，移位后频谱的中心频率是载波频率[image: ]
 。图2.12给出了信号的频谱和调制后形成的复合调制信号的频谱[image: ]
 。

[image: ]
图2.12　信号幅度调制的频谱变化



如果用一个余弦信号cos（[image: ]
 n
 ）作为载波信号，则复合调制信号和相应的频谱为

[image: ]


因此，当复合调制信号变成实余弦信号时，复合调制信号的频谱[image: ]
 是原信号频谱[image: ]
 的两个移位频谱的累加，移位后频谱的中心频率是载波频率[image: ]
 的正值和负值，如图2.12（c）所示。

以上分析说明，在发送端对信号的调制可以通过直接乘以载波信号进行，而在接收端的解调处理可以根据载波频率[image: ]
 将频谱左移，再用低通滤波器过滤出信号的频谱，求离散时间傅立叶反变换以恢复信号输出。图2.13为调制与解调原理图。

[image: ]
图2.13　利用频谱分析实现AM
 调制与解调原理图




 2.6.4　语音合成

语音合成是指通过某种方式人工地让机器产生语音，在通信、智能计算机、控制和消费电子产品等领域有十分广泛的应用需求。一种最基本的方法是事先将需要输出的语音录下来，然后在需要时输出。但这种方法需要的存储量大，并且只能输出固定语音，不能灵活地合成不同的语音，因此只能应用在简单应用场合，例如公共汽车的报站等。一个好的语音合成方法应该能够根据需要合成任何语音，例如运用频谱分析的峰值合成方法就可以根据需要合成任何语音输出。

例如，一个男性说话人所发元音［a］的语音信号的波形和相应的频谱如图2.14（a）和图2.14（b）所示，其中采样频率为11025Hz。从图2.14（b）可以看到，前5个较大的峰值频率依次是775Hz、904Hz、1162Hz、645Hz和516Hz。

频谱的峰值反映了信号的主要能量，即对应频率的正弦信号成分较强。因此，图2.14（a）所示的元音［a］的语音信号可以用以上5个峰值频率f
 1
 ～f
 5
 所对应正弦信号的加权叠加来近似表示如下：

[image: ]


其中，a
 1
 ～a
 5
 是能量加权系数，根据图2.14（b）的频谱计算各峰值幅度的比值，可分别选取0.9、0.88、0.56、0.22和0.2；f
 1
 ～f
 5
 是5个谱峰频率值，分别是775Hz、904Hz、1162Hz、645Hz和516Hz；T
 是采样周期，值为1/11025＝0.0907ms。

[image: ]
图2.14　自然语音信号［a］的波形及其频谱图



由式（2.93）合成的语音信号波形如图2.15（a）所示，对应的频谱如图2.15（b）所示。可以看到，合成的语音信号与原始语音信号相比虽然有一定的失真，但总体形状基本得到了保持，另外，合成语音的频谱与原始语音的频谱基本一致，特别是在主要的峰值频率处几乎相同。对图2.15（a）的合成语音进行试听的结果也表明有相当好的可懂度和清晰度。

峰值语音合成方法也可以推广到其他应用领域，特别是对于某些信号，其频谱仅仅在某些频率处不等于零的话就更加适用，如电子音乐合成。

[image: ]
图2.15　合成语音信号［a］的波形及其频谱图




 2.6.5　图像增强

很多情况下由于光照原因使得拍摄的图像过于灰暗、对比度不高并导致整个图像质量的下降。有很多方法可以改善这种情况，其中之一是采用傅立叶变换方法对图像的高频分量进行提升来增强图像的对比度。

二维离散信号x
 （n，m
 ）的傅立叶变换[image: ]
 定义如下：

[image: ]


反变换为

[image: ]


二维傅立叶变换同样具有在二维空间分解信号频率成分的功能，只是分解的方向不是一个方向，而是有许多不同角度方向上的分解。例如竖条纹图像和横条纹图像的傅立叶变换分别具有横向周期点和纵向周期点的傅立叶频谱，如图2.16（a）所示，其中左上和右上分别是原始图像，而左下和右下分别是对应的傅立叶变换。

[image: ]
图2.16　原始图像及傅立叶变换



图2.16（b）中左上是一幅对比度较低的Lena图像，显得比较灰暗且不够饱满，其下方是对应的傅立叶变换，可以看到中间低频部分具有比较高的幅度，而高频部分的能量下降较大。为了增强图像的对比度，可以将傅立叶变换的低频部分乘以一个系数a
 （a
 ＜1），同时将高频部分乘以另一个系数b
 （b
 ＞1），再经过傅立叶反变换得到图2.16（b）中右上角的图像。可以看到，经过傅立叶变换增强处理后的图像与原始图像相比对比度明显增强。


 2.7　短时傅立叶变换分析

前面介绍的离散时间傅立叶变换（DTFT）需要所有的信号数据（可能是无穷的）才能计算，这在实际应用中显然是不能成立的，因为没有一种存储器能够存储无穷个数据，并且在接收很多数据后才能求DTFT也就意味着无法做到实时处理。另外，DTFT缺乏对信号时变特性的动态跟踪能力，对实际应用中大量的非平稳信号不能很好地提取其频谱的时变特征（平稳信号是指在不同时刻的统计分布特征是一致的信号，反之则是非平稳信号）。

图2.17显示了两种不同的信号，其中（a）是一个平稳信号x
 s
 （n
 ），而（b
 ）则显示了一个非平稳信号x
 u
 （n
 ），图中x
 1
 （n
 ）～x
 3
 （n
 ）表示分段信号。

[image: ]
图2.17　平稳信号与非平稳信号



对于图2.17（a）所示的信号x
 s
 （n
 ），其通过DTFT得到的信号频谱[image: ]
 的特征与各分段信号x
 1
 （n
 ）～x
 3
 （n
 ）的DTFT频谱[image: ]
 所反映的频谱特征完全一致，即表现为频率f
 0
 处的一个脉冲形式。因此，对平稳信号而言，用一个较短的分段信号求DTFT就能够反映整个信号的频谱特征，并且既可以从[image: ]
 恢复原始信号x
 s
 （n
 ），也可以从[image: ]
 恢复原始信号。但对于图2.17（b）所示的非平稳信号x
 u
 （n
 ），其DTFT频谱[image: ]
 的特征与各分段信号x
 1
 （n
 ）～x
 3
 （n
 ）的DTFT频谱[image: ]
 所反映的特征不同。三个分段信号的频谱特征分别表现为直线形式的白噪声频谱特征、在频率f
 0
 处的脉冲形式和在频率f
 1
 处的脉冲形式，而[image: ]
 的频谱形式是这三个分段信号频谱特征的叠加，即既包含了直线形式的白噪声频谱，也包含了f
 0
 和f
 1
 两个频率处的脉冲形式。因此，对于非平稳信号来说，不能够从[image: ]
 恢复原始信号x
 u
 （n
 ），因为由[image: ]
 恢复的信号是一个白噪声信号和两个频率分别为f
 0
 和f
 1
 的正弦信号在整个时域的混合叠加，原始信号只能通过[image: ]
 分段恢复后连接形成，并且[image: ]
 中的任何一个都不能表示信号频谱特征的完整信息，完整信息必须由三个分段频谱[image: ]
 [image: ]
 一起表示，以表示信号不同时刻的频谱特征。

实际应用中大部分信号是非平稳信号，因此对原始信号进行分段后求傅立叶变换是一种有效的频谱分析手段，既解决了频谱计算的实时处理问题，同时也能够完整地反映频谱特征信息，这就形成了所谓的短时傅立叶变换（STFT：Short Time Fourier Transform）分析技术。


 2.7.1　短时傅立叶变换的定义

如图2.18所示，短时傅立叶变换可以通过对信号加短时窗ω
 （n
 ）来实现，定义如下：

[image: ]


其中，m
 表示短时窗的起点，[image: ]
 是短时窗函数，即

[image: ]


例如，矩形窗的[image: ]
 。式（2.96）可以转换成以下更加清晰的形式：

[image: ]


上式表示，时间点m
 处的短时傅立叶变换是以m
 为起始点的N
 个信号值与窗函数的乘积的N
 点DTFT。

[image: ]
图2.18　时间点m处的STFT示意图



一般来说，没有必要对所有时间点求短时离散傅立叶变换，即m
 的移动步长不为1。至于步长多少合适完全由信号的非平稳性决定，信号变化越快，步长应该越短。例如，对语音信号计算STFT时移动步长取10～20ms比较合适。


 2.7.2　短时傅立叶变换的特性

令式（2.96）中m＝0，则短时信号为

[image: ]


对上式两边求离散时间傅立叶变换，则根据傅立叶变换的卷积特性，[image: ]
 的傅立叶变换为

[image: ]


因此，短时信号[image: ]
 的傅立叶变换得到的频谱是原始信号x
 （n
 ）的频谱与短时窗频谱的线性卷积。除非[image: ]
 是冲击信号（实际上不可能），否则在信号截短后其频谱与原来的频谱相比总是会有一定的畸变和失真，特别是会展宽原始信号的频带，造成频谱泄漏现象。显然，[image: ]
 越接近冲击信号，这种畸变和失真就越小，反之则越大。

矩形窗函数的离散时间傅立叶频谱如下：

[image: ]


图2.19是各种长度下的矩形窗幅度谱，其总体特征表现为一个主瓣和一些旁瓣（N
 -2个）的衰减振荡形式。可以看到，幅度谱在ω
 ＝0处有一个最大值N
 ，主瓣的宽度为4π
 ／N
 。随着点数N
 的增大，主瓣的峰值越来越大，宽度越来越窄，而旁瓣数目也随之增加。但是，由于第一旁瓣的峰值也是随N
 的增大而增大，因此与主瓣峰值之比几乎保持不变。

[image: ]
图2.19　矩形窗频谱



从图2.19所示的矩形窗频谱可以看到有很多周期性过零的震荡，这样就会在与信号原始频谱卷积时在短时谱上形成很多振荡，称之为吉布斯（Gibbs）振荡。

频谱泄漏和吉布斯振荡会造成信号频谱的失真，这可以通过观察一个正弦信号加矩形窗的情况来分析。设信号x
 （n
 ）如下：

[image: ]


对x
 （n
 ）求傅立叶变换，并根据式（2.100）与式（2.101）得

[image: ]


根据第2章关于正弦信号频谱的讨论，cos（[image: ]
 n
 ）的频谱是在ω
 ＝[image: ]
 处的一个冲击。但是当被矩形窗截短后，冲击值变成了矩形窗频谱，这意味着频谱出现了失真，频谱泄漏和吉布斯现象明显，如图2.20所示（没有画出负频率轴的频谱）。其中，采样频率等于1000Hz，[image: ]
 ＝0.4π
 （200 Hz），矩形窗长N
 ＝64点。

[image: ]
图2.20　正弦信号加矩形窗后的频谱



可以想象，如果信号是由多个正弦信号叠加合成后加窗的话，则原始频谱（例如图2.10（a）所示）中每个频率分量所对应的冲击值都将变成矩形信号频谱并在频域混叠在一起，整个频谱的失真就会增大，尤其是在窗长较短的时候，如图2.21所示。

[image: ]
图2.21　4个频率的混合正弦信号的短时频谱（幅度归一化）



另外，由于矩形窗频谱的主瓣较宽，频谱的频率分辨率降低了，原来两个可以明显区分的相近的频谱峰值可能将变得不可分辨。例如，设信号x
 （n
 ）如式（2.105）所示，采样频率为1000Hz，ω
 1
 ＝0.278π
 （139 Hz），ω
 2
 ＝0.3π
 （150 Hz），矩形窗长N
 ＝64，则其频谱如图2.22（a）所示。

[image: ]


[image: ]
图2.22　两个频率接近的混合正弦信号的短时频谱（幅度归一化）



但是，当加大矩形窗的宽度，即增加矩形窗的点数时，相应的频率分辨率将得到提高，信号的频谱也越来越接近原始频谱。图2.22（b）是加1024点矩形窗时的信号频谱，显然比图2.22（a）要更接近图2.10（a）显示的原始频谱。同样，虽然图2.22（a）显示的64点信号的频谱不足于区分频率分别为139Hz和150Hz的正弦信号，但图2.22（b）显示的1024点信号的频谱就可以很清楚地分辨这两个频率成分。


 2.7.3　短时频谱的一种表示

短时傅立叶变换得到一系列随时间变化的短时频谱，这些频谱构成了一个（时间-频率-幅度）三维空间。为了表示的方便性，这样的三维空间往往被一种称为谱图（Spectrogram）的二维时频谱表示方式所替代。在谱图中，频谱的幅度是通过颜色或灰度表示，越黑表示能量越大，例如，图2.23显示了一个信号波形以及相应的谱图。从谱图中可以清楚地看到信号由6个包含不同频率成分的信号段构成，其中第一段是噪声，第三段信号包含了1000Hz和3000Hz两个频率成分，并且3000Hz的频率成分能量较大，而第四段信号则包含了1000Hz、2000Hz和3000Hz三个频率成分。

[image: ]
图2.23　二维时频谱表示形式（谱图）




 2.8　本章小结

本章介绍了离散信号傅立叶变换以及基于傅立叶变换的频谱分析和应用，并对实际应用中的短时傅立叶变换分析法做了简要介绍。傅立叶变换是信号处理中广泛应用的一种变换分析技术，其特点是可以揭示信号的频率分量特性和系统的频率响应特性，从而有利于对信号的识别与处理，也有利于系统的分析和设计。

除了傅立叶变换之外，信号处理中还有一些其他的变换，例如离散余弦变换（DCT：Discrete Cosine Transform）和希尔伯特变换（Hilbet Transform）等。不管是何种变换，其目的都是将信号变换到另一个空间进行分析，以得到在原始空间无法得到的信息。


 习题


2-1
 　设有信号[image: ]
 。如果该信号采样后形成的离散信号为x
 （n
 ）＝cos（ω
 0
 n
 ），那么当采样频率分别为f
 s
 ＝1000Hz和f
 s
 ＝10000Hz时，相应的ω
 0
 分别是多少？


2-2
 　设有一信号[image: ]
 输入到一个稳定的线性移不变系统，该系统的频率响应为[image: ]
 。证明：系统的输出为

[image: ]



2-3
 　给定一个线性移不变系统的系统函数为

[image: ]


（1）求系统频率响应[image: ]
 。

（2）画出0≤ω
 ≤2π
 以及-π
 ≤ω
 ≤2π
 范围的幅度谱[image: ]
 。

（3）当系统输入信号[image: ]
 时，系统的输出信号y
 （n
 ）是什么？


2-4
 　设一线性移不变系统的系统函数为

[image: ]


（1）系统的零极点分别是多少？

（2）[image: ]
 并画出0≤ω
 ≤π
 范围的幅度谱。

（3）求θ
 
H

 （ω
 ）。


2-5
 　设有一个处处相等的信号x
 （n
 ）＝A
 ，假设该信号输入到一个系统函数为H
 （z
 ）＝1-z
 -1
 的线性移不变系统，问系统的输出信号y
 （n
 ）是怎样的？（信号可以看成x
 （n
 ）＝A
 cos（ω
 0
 n
 ），其中ω
 0
 ＝0）


2-6
 　证明以下离散时间傅立叶变换关系式：

（1）[image: ]


（2）[image: ]


（3）[image: ]


（4）[image: ]



2-7
 　设一无限长序列信号为

[image: ]


求信号的频谱[image: ]
 并画出其在0≤ω
 ≤π
 内的分布。


2-8
 　对模拟信号[image: ]
 采样形成离散信号x
 （n
 ），设f
 0
 ＝10Hz，采样频率f
 s
 分别为30Hz、200Hz和15Hz，求该离散信号的频谱[image: ]
 并画出0≤f
 ≤f
 s
 区间的幅度谱，同时画出三种采样频率下0≤ω
 ≤2π
 区间的幅度谱[image: ]
 。


2-9
 　设有模拟信号如下：

[image: ]


该信号经采样形成离散信号x
 （n
 ），采样频率f
 s
 分别为1000Hz、300Hz和150Hz，求该离散信号的频谱[image: ]
 并画出三种采样频率下0≤ω
 ≤2π
 区间的幅度谱[image: ]
 。


2-10
 　设一模拟信号x
 a
 （t
 ）的频谱为X
 a
 （f
 ），如图2.24所示，该信号经采样后输入到一理想的低通滤波器，其截止频率为ω
 c
 ＝0.25π
 。画出该低通滤波器在以下4种情况下的输出信号的频谱：

（1）B
 ＝100Hz，f
 s
 ＝200Hz

（2）B
 ＝100Hz，f
 s
 ＝400Hz

（3）B
 ＝100Hz，f
 s
 ＝800Hz

（4）B
 ＝20Hz，f
 s
 ＝160Hz

[image: ]
图2.24　模拟信号频谱X
 a
 （f
 ）




2-11
 　以下信号x
 （n
 ）由一个24点矩形窗截短后形成短时信号g
 （n
 ）：

[image: ]


画出0≤ω
 ≤2π
 区间的短时信号g
 （n
 ）的幅度谱[image: ]
 。


2-12
 　一个具有两个频率的正弦信号叠加所形成的信号为

[image: ]


设该信号加N
 点短时矩形窗截短，形成短时信号g
 （n
 ）＝r
 （n
 ）x
 （n
 ），问如果要将原始信号所包含的两个频率成分在短时幅度谱[image: ]
 上完全分开，矩形窗的长度或点数N
 至少为多少？（需要根据矩形窗主瓣的宽度分析）


2-13
 　一个幅度谱为常量的全通滤波器系统函数为

[image: ]


这里，[image: ]
 。证明：[image: ]
 。（提示：运用[image: ]
 ）


2-14
 　一个线性移不变系统的输入与输出之间的关系可以用以下差分方程描述：

[image: ]


（1）求系统的频率响应[image: ]
 和幅度谱[image: ]
 。

（2）画出N
 分别等于8、16、32时的幅度谱。

（3）求系统的单位脉冲响应h
 （n
 ）。


2-15
 　一个线性移不变系统如图2.25（a）所示，其频率响应[image: ]
 和输入信号x
 （n
 ）的频谱[image: ]
 分别如图2.25（b）和图2.25（c）所示。

（1）画出图中①和②处在-π
 ＜ω
 ＜π
 范围的信号频谱。

（2）求系统的单位脉冲响应h
 （n
 ）。

[image: ]
图2.25　低通滤波器系统




2-16
 　设f
 （n
 ）和g
 （n
 ）为稳定的实因果序列信号，它们的傅立叶变换分别为[image: ]
 和[image: ]
 ，证明：

[image: ]



2-17
 　对于离散信号x
 （n
 ），设其傅立叶变换为[image: ]
 ，证明：

[image: ]



2-18
 　一个因果线性移不变系统由下列差分方程描述：

[image: ]


试确定能使该系统成为全通系统的b
 值（b
 ≠a
 ）。所谓全通系统是指其频率响应的模为常数，与频率无关的系统。


2-19
 　一个理想希尔伯特（Hilbert）系统的频率响应如下：

[image: ]


（1）画出-π
 ＜ω
 ＜π
 范围的幅度谱[image: ]
 。

（2）画出-π
 ＜ω
 ＜π
 范围的相位谱θ
 
H

 （ω
 ）。

（3）设有一输入信号x
 （n
 ）如下，求系统的输出y
 （n
 ）。

[image: ]


（4）证明：系统的单位脉冲响应为

[image: ]


（5）理想希尔伯特系统是因果系统吗？

（6）证明系统的脉冲响应值h
 （0）＝0。


2-20
 　证明：如果信号关于原点奇对称，即x
 （n
 ）＝-x
 （-n
 ），则其傅立叶变换[image: ]
 是关于ω
 的虚函数，即[image: ]
 。


2-21
 　在信号处理系统中经常使用取样器和压缩器进行信号的抽样和压缩，取样器使输入信号的奇数点值为零，而压缩器将输入信号的偶数点值作为输出信号值，如图2.26（a）所示。图2.26（b）为两个应用取样器和压缩器的线性移不变系统，其中FA和FB是因果系统，并且FA的频率响应为

[image: ]


求图2.26（b）中的两个系统等效时，系统FB的频率响应[image: ]
 。

[image: ]
图2.26　取样器、压缩器及其应用




 实验　离散信号频谱分析与应用

一、实验目的

（1）通过实验巩固对离散时间傅立叶变换（DTFT）的认识和理解。

（2）加深理解应用DTFT进行频谱分析的方法。

（3）理解频谱分析的意义和应用价值。

二、实验内容

数字信号广播通信中调制（AM、FM、PM等）与解调可以通过软件的方式实现，其中采用的信号处理方法之一就是频谱分析。这个实验通过一个简化的AM调幅通信系统说明频谱分析在通信中的应用，其基本原理在2.6.2节作了介绍。

AM的调制很简单，用式（2.91）就可以实现。实际应用中还需要根据功率要求给定一个载波信号幅度G
 ，使之成为G
 cos（[image: ]
 n
 ），因此调制信号为[image: ]
 。为了简化问题，本实验仅考虑传输信号x
 （n
 ）是复合正弦信号的情况，当然，调制信号x
 
m

 （n
 ）本身也可能包含多个不同的载波调制信号，如同广播通信中所接收的信号包含不同电台发射的信号一样。相应的解调系统如图2.27所示。

[image: ]
图2.27 AM解调系统框图



设采样频率为2MHz，短时矩形窗将信号截短为有限长2000点，或者说系统只需要接收2000个信号值就进行解调处理。利用DTFT计算调制信号的幅度谱[image: ]
 ，并在0≤ω
 ＜π
 或0≤f
 ＜f
 s
 ／2范围内等间隔取1000个频谱值。峰值检测根据载波频率[image: ]
 和带宽Δf
 在[image: ]
 范围内搜索频谱峰值。在传输信号是复合正弦信号的限定下，IDFT并不需要真正计算，只要根据峰值位置f
 0
 和幅度A
 就能够确定原始信号包含的一个频率成分是[image: ]
 ，幅度（A
 /G
 ）是相对值，绝对值还需要除以1／4窗长。

（1）编程实现AM解调系统，可选择的载波频率[image: ]
 为200kHz、400kHz、600kHz、800kHz，带宽Δf
 为80kHz，载波信号幅度G
 ＝1。

（2）输入调制信号x
 
m

 （n
 ）＝sin（0.008πn
 ）cos（0.6πn
 ），f
 [image: ]

 ＝600kHz。理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际输出结果并分析其正确性。

（3）输入调制信号x
 
m

 （n
 ）＝2.0sin（0.008πn
 ）cos（0.6πn
 ）＋sin（0.01πn
 ）cos（0.2πn
 ），f
 [image: ]

 ＝200kHz。理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际输出结果并分析其正确性。

（4）输入调制信号x
 
m

 （n
 ）＝［sin（0.005πn
 ）＋0.5sin（0.007πn
 ）］cos（0.4πn
 ），f
 [image: ]

 ＝400kHz。理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际输出结果并分析其正确性。

（5）输入调制信号x
 
m

 （n
 ）＝［sin（0.005πn
 ）＋0.5sin（0.007πn
 ）］cos（0.4πn
 ），f
 [image: ]

 ＝800kHz。理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际输出结果并分析其正确性。

（6）输入调制信号x
 
m

 （n
 ）＝sin（0.16πn
 ）cos（0.2πn
 ），f
 [image: ]

 ＝200kHz。理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际输出结果并分析其正确性。

（7）输入调制信号为x
 
m

 （n
 ）＝［sin（0.005πn
 ）＋0.5sin（0.007πn
 ）］cos（0.4πn
 ）＋sin（0.02πn
 ）cos（0.8πn
 ）f
 [image: ]

 ＝800kHz。理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际输出结果并分析其正确性。

三、思考题

（1）为什么对连续频谱的取样只在0≤ω
 ≤π
 和0≤f
 ≤f
 s
 ／2范围内进行？

（2）当输入调制信号x
 
m

 （n
 ）＝0.8sin（0.25πn
 ）cos（0.6πn
 ）且f
 [image: ]

 ＝800kHz时，系统能够得到正确的输出结果吗？为什么？

（3）为什么根据载波频率和带宽的谱峰搜索范围是［f
 [image: ]

 ，f
 [image: ]

 ＋Δf
 ］？

（4）为什么f
 0
 处谱峰对应的信号成分是（A
 /G
 ）sin（2π
 （f
 0
 -f
 [image: ]

 ）nT
 ）？

四、实验要求

（1）简述实验目的和原理。

（2）按实验内容顺序给出实验结果。

（3）回答思考题。



3　离散傅立叶变换与快速算法



■　离散傅立叶变换以及离散频谱

■　频率分辨率和时间分辨率

■　快速傅立叶变换及其应用



这一章介绍频谱分析的离散傅立叶变换（DFT：Discrete Fourier Transform）方法和快速傅立叶变换（FFT：Fast Fourier Transform）方法。快速傅立叶变换只是离散傅立叶变换的一种快速算法，在功能上两者完全一致，但在处理速度和运行效率方面快速傅立叶变换有明显的优势。

第2章介绍的离散时间傅立叶变换（DTFT）是一种有效的频谱分析理论，可以用来对离散信号和系统的频谱特性进行理论分析，指导具体的数字信号处理系统（如数字滤波器）的设计，但由于以下三个方面的原因，使得DTFT不能成为一个可实际应用的方法：（1）计算任何一个频谱值需要所有的信号数据，这意味着实际处理中需要很大的存储量；（2）无法实时处理，因为信号的频谱必须在所有信号都输入以后才能计算；（3）计算得到的频谱是连续的，无法用有限个数字存储器存储。前两个问题可以采用短时傅立叶分析来解决，这在2.7节已经进行了介绍。第3个问题则可以采用本章介绍的DFT来解决。

DFT和FFT是基于实际应用需求提出的频谱分析方法，运用有限个信号值计算信号的离散频谱，解决了存储和实时处理问题，克服了利用DTFT计算频谱的缺点。


 3.1　周期信号的离散傅立叶级数表示

如第1章所述，周期信号x
 （n
 ）是一个长度为N
 的序列信号以该长度N
 为周期在时域上的无限重复，它可以用式（3.1）表示：

[image: ]


虽然某些周期信号存在傅立叶变换，例如，根据式（2.85），正弦信号x
 （n
 ）＝sin（0.5πn
 ）的离散时间傅立叶变换为-πj［δ
 （ω
 -0.5π）-δ
 （ω
 ＋0.5π）］；另外，信号x
 （n
 ）＝u
 （n
 ）＋u
 （-n
 -1）的傅立叶变换为δ
 （ω
 ）。但由于周期信号不满足绝对可和的条件，所以不能保证它相应的傅立叶变换一定存在。


 3.1.1　离散傅立叶级数

实际上，对于周期信号来说，所有的时域特征信息都在一个周期内反映出来了，因此相应的频域特征信息也可以通过一个周期的信号进行分析。根据傅立叶理论，一个周期为N
 的离散信号x
 （n
 ）可以展开为N
 个复正弦信号的叠加形式，即离散傅立叶级数（DFS：Discrete Fourier Series），如下：

[image: ]


其中，c
 
k

 是傅立叶系数，其计算公式如下：

[image: ]


可以证明式（3.2）和式（3.3）都满足周期为N
 的特性，即x
 （n
 ）＝x
 （n
 ＋N
 ），c
 
k

 ＝c
 
k
 ＋N

 ，所以傅立叶系数也具有周期性特征。

式（3.2）说明一个周期为N
 的离散信号可以用N
 个复正弦信号的线性加权表示，而加权系数就是傅立叶系数。从频域的角度来看，式（3.2）说明周期信号x
 （n
 ）共有N
 个频率成分，如下：

[image: ]


每个频率成分的能量大小由加权系数，即傅立叶系数c
 
k

 表示，因此傅立叶系数c
 
k

 ，k
 ＝0～N
 -1完全描述了周期信号的频谱。


例3-1
 　设周期信号x
 （n
 ）的一个周期为

[image: ]


求该周期信号的频谱。

解　周期信号的频谱由傅立叶系数表示，其计算如式（3.3）所示。将式（3.5）代入式（3.3）得

[image: ]


因此，幅度谱|c
 
k

 |和相位谱θ
 
k

 分别如式（3.7）和（3.8）所示：

[image: ]


信号的波形和幅度谱、相位谱如图3.1中黑点所示，对称部分（k
 ＝4～7）以及周期性特征没有在图中表示出来。

[image: ]
图3.1　周期信号x
 （n
 ）的时域波形和频谱



从式（3.3）和图3.1中的频谱可以看出，由傅立叶系数表示的周期信号的频谱一定是离散的，而且一个周期最多在N
 个频率分量处有值，这N
 个频率点如式（3.4）所示。另外，傅立叶系数所表示的周期信号频谱具有与离散时间傅立叶变换相同的特性，如：线性变换特性；周期性，周期为N
 ；共轭对称特性，即幅度谱偶对称，相位谱奇对称。

当一个周期为N
 的周期信号x
 （n
 ）输入到线性移不变系统时，假设系统的频率响应是[image: ]
 ，则根据式（2.37）以及2.3节的讨论，系统的输出信号y
 （n
 ）如下：

[image: ]


其中

[image: ]


容易证明：[image: ]
 。因此，输出信号y
 （n
 ）亦是一个周期信号，而且周期与输入信号的周期相同。


 3.1.2　周期卷积

两个周期为N
 的周期信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ），其线性卷积不存在。但对于周期信号来说，有意义的是周期卷积，而非线性卷积。x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的周期卷积定义如下：

[image: ]


式（3.11）的周期卷积计算公式说明，周期卷积和线性卷积的区别仅仅在于累加求和的范围。线性卷积的累加求和范围是（-∞，∞），而周期卷积的累加求和范围是一个周期，即［0，N
 -1］。

设x
 （n
 ）是x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的周期卷积，则x
 （n
 ＋N
 ）为

[image: ]


因此，x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的周期卷积x
 （n
 ）也是一个周期为N
 的周期信号。


例3-2
 　设有两个周期为8的周期信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）如下：

[image: ]


求它们的周期卷积。

解　x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （-n
 ）的波形分别如图3.2和图3.3所示。

[image: ]
图3.2　x
 1
 （n
 ）的信号波形



[image: ]
图3.3　x
 2
 （-n
 ）的信号波形



周期卷积的累加求和区域如图中虚线所示。设[image: ]
 ，则从以上两图可以得到x
 （0）＝3。随着图3.3中信号的右移，将虚线框中的信号相乘并累加，可进一步得到其他信号值，结果如下：


x
 （0）＝3，　x
 （1）＝2


x
 （2）＝1，　x
 （3）＝0


x
 （4）＝1，　x
 （5）＝2


x
 （6）＝3，　x
 （7）＝4


x
 （n
 ）的信号波形如图3.4所示。

[image: ]
图3.4　周期卷积信号x
 （n
 ）的信号波形



就像线性卷积和离散时间傅立叶变换的对应关系一样，对于周期信号而言，时域上的周期卷积对应傅立叶系数的乘积，即

[image: ]


其中，c
 1
k

 和c
 2
k

 分别是信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的傅立叶系数。式（3.14）的意思是，两个信号的周期卷积形成的信号，其傅立叶系数与每个信号的傅立叶系数的乘积相等。证明如下：

设x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）都是周期为N
 的周期信号，则根据式（3.12）的证明，它们的周期卷积[image: ]
 也是一个周期为N
 的周期信号。对两边求傅立叶系数得

[image: ]


其中，c
 
k

 是x
 （n
 ）的傅立叶系数。令n
 -r
 ＝m
 ，上式成为

[image: ]


上式方括弧中的求和式可以进一步展开为

[image: ]


令m
 -N
 ＝p
 ，则上式右边最后一项成为

[image: ]


将式（3.18）代入式（3.17）得到x
 2
 （n
 ）的傅立叶系数c
 2
k

 。将式（3.17）进一步代入式（3.16）得

[image: ]


因此，式（3.14）所示关系成立。


 3.2　离散傅立叶变换

离散傅立叶变换与离散时间傅立叶变换的根本区别在于实际可应用性。DTFT是一种频谱的理论分析方法，但不具有实用性，而DFT却是一种可实际应用的频谱分析方法，也是目前实际应用中进行频谱分析的主要方法。


 3.2.1　离散傅立叶变换的定义

设x
 （n
 ）是长度为N
 点的有限长信号（注意这个前提），即信号仅仅分布在［0，N
 -1］区间，其余时间均为0，那么该信号的离散傅立叶变换定义如下：

[image: ]


将式（3.20）与离散式（3.3）的傅立叶级数进行比较可以发现两者的相似性。离散傅立叶变换值X
 （k
 ）的计算公式与离散傅立叶系数c
 
k

 的计算公式一致，只是信号x
 （n
 ）的特性有差别，前者针对的x
 （n
 ）是长度为N
 的有限长信号，而后者针对的x
 （n
 ）是以N
 为周期的周期信号。另外，X
 （k
 ）本身也是长度为N
 的序列，而c
 
k

 是周期为N
 的周期序列。同时也注意到，尽管傅立叶系数c
 
k

 的计算针对周期信号，但实际上仅仅利用了一个周期。因此，如果式（3.20）中的有限长信号x
 （n
 ）是式（3.3）中周期信号x
 （n
 ）的一个周期的话，那么离散傅立叶变换值X
 （k
 ），k
 ＝0～N
 -1与离散傅立叶系数c
 
k

 的一个周期即c
 
k

 ，k
 ＝0～N
 -1完全相等。

通过以上讨论可以推断，离散傅立叶变换值X
 （k
 ）与傅立叶系数c
 
k

 具有相同的含义，即都反映了信号的频谱。或者说，离散傅立叶变换值X
 （k
 ），k
 ＝0～N
 -1是有限长信号x
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1的离散频谱。

可以从另一个方向来分析离散傅立叶变换式（3.20）的含义。因为x
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1是一个有限长信号，所以它的离散时间傅立叶变换为

[image: ]


[image: ]
 是以2π
 为周期的连续频谱，也是x
 （n
 ）在单位圆上的Z
 变换。如果对该连续频谱以等间隔方式采样（频域采样），则频率间隔为Δω
 ＝2π
 ／N
 ，在0～2π
 内共有N
 个频率采样点，如下：

[image: ]


从单位圆上的Z
 变换角度看，频率采样的情况如图3.5所示。将式（3.22）的离散频率采样点代入式（3.21）得到信号的离散频谱为

[image: ]


将上式左边以简约形式X
 （k
 ）表示，则上式成为离散傅立叶变换式（3.20）。因此，离散傅立叶变换的含义是求有限长信号的离散频谱，严格地说是[image: ]
 在0～2π
 一个周期内的离散值。图3.5描述了一个由频域中8个采样点形成的离散频谱X
 （k
 ），k
 ＝0～7。

[image: ]
图3.5　由8个频率采样点形成的离散频谱X
 （k
 ），k
 ＝0～7




例3-3
 　设一个长度为8的有限长信号如下：

[image: ]


求它的离散傅立叶变换值X
 （k
 ），k
 ＝0～7。

解　根据离散傅立叶变换公式，x
 （n
 ）的离散傅立叶变换为

[image: ]


[image: ]


进一步简化得

[image: ]


离散幅度谱|X
 （k
 ）|为

[image: ]


图3.6中的黑点描述了由式（3.27）计算得到的离散幅度谱|X
 （k
 ）|，实线为相应的连续幅度谱[image: ]
 。可以清楚地看到，|X
 （k
 ）|是由[image: ]
 离散化形成的离散频谱。

[image: ]
图3.6　离散幅度谱与连续谱的对照



根据式（3.22）的频率采样点计算公式，对于N
 点离散傅立叶变换，k
 ＝N
 ／2相当于ω
 ＝π
 ，k
 ＝N
 相当于ω
 ＝2π
 。将ω
 ＝2πfT
 ＝2πf／f
 s
 代入式（3.22），得到f
 与k
 的关系式如下：

[image: ]


因此，k
 ＝N
 ／2相当于f
 ＝f
 s
 ／2，而k
 ＝N
 相当于f
 ＝f
 s
 ，对于N
 点的DFT，其k与ω
 和f
 的对应关系如下：

[image: ]



例3-4
 　设一个由两个正弦信号叠加形成的有限长信号如式（3.30）所示，采样频率为1000Hz，求离散傅立叶变换X
 （k
 ），并画出其离散幅度谱。

[image: ]


解　信号x
 （n
 ）的波形如图3.7（a）所示。根据DFT计算公式（3.20）得

[image: ]


对X
 （k
 ）的计算可以通过程序进行，其离散幅度谱如图3.7（b）所示。

[image: ]
图3.7　正弦叠加混合信号波形与离散幅度谱



图3.7仅画出了有效离散幅度谱，没有画出k
 ＝64～127的镜像分量。可以看到在k
 ＝13和k
 ＝32处有两个峰，根据式（3.29）可以计算其对应的角频率分别是0.203125π
 和0.5π
 ，对应的频率分别是101.5625Hz和250Hz。显然，第一个峰值频率与由式（3.30）计算所得的理论上的频率值（100Hz）有一定差异，这是由频谱离散化造成的，因为没有一个整数k可以与ω
 ＝0.2π
 或f
 ＝100Hz对应。另外，频谱泄漏（见2.7.2节）现象非常明显。第二个峰值与理论上的频率值（250Hz）一致，而且由于泄漏谱谷点（幅度为零）正好对应频谱离散化采样点而使得频谱泄漏现象被掩盖了。


 3.2.2　离散傅立叶反变换

离散傅立叶反变换（IDFT：Inverse　Discrete　Fourier　Transform）的计算公式如下：

[image: ]


显然，上式与式（3.2）描述的根据傅立叶系数求周期信号的公式一样，只是这里的x
 （n
 ）是有限长信号，但如果将它看作周期信号的一个周期，就一致了。

式（3.32）包含两点含义，一是可以根据N
 个离散傅立叶变换所表示的离散频谱值X
 （k
 ）恢复原始信号x
 （n
 ）；二是长度为N
 的有限长信号可以用N
 个频率分量的复正弦信号的叠加来构成，这也就反映了信号的频谱一定是N
 个离散值。其中后一点是很有意义的，它说明了任何一个短时分布的信号（有限长）都可以通过正弦信号来合成。例如，可以用一些正弦信号的组合来合成任何一段音乐或语音信号。下面对第一点，即式（3.32）进行证明。

设长度为N
 的短时信号x
 （n
 ）的离散傅立叶变换值为X
 （k
 ），k
 ＝0～N
 -1。将式（3.20）代入式（3.32）右边得

[image: ]


上式方括弧中的求和式如下：

[image: ]


由于m
 和n
 都是整数，式（3.34）仅当m
 -n
 ＝rN
 ，r
 ＝0，±1，±2，…时等于N
 ，其余情况下均等于0，但由于x
 （n
 ）是有限长信号，因此m
 和n
 的取值不能超过N
 -1，所以式（3.34）不为零的条件是m
 ＝n
 。将以上结果代入式（3.33）右边得

[image: ]


因此，式（3.32）成立。


例3-5
 　设一个信号的10点离散傅立叶变换值如表3.1所示，求其对应的有限长信号x
 （n
 ）。


表3.1　10点离散傅立叶变换值

[image: ]


解　根据离散傅立叶反变换计算公式（3.32）和表3.1的DFT值，原始信号x
 （n
 ）为

[image: ]


因为sinx
 ＝cos（x
 -π
 ／2），最终得

[image: ]


在实际应用中，大部分情况下是运用DFT分析信号的频谱特征，需要IDFT进行信号恢复和重构的场合主要是通信和数据压缩领域。


 3.3　离散傅立叶变换的特性

离散傅立叶变换的特性主要体现在：有限长特性，即描述有限长信号的离散频谱；循环卷积特性，即时域信号的循环卷积对应频域DFT的乘积。其他一些如线性特性、对称特性、移位特性等与傅立叶变换相同，因此不再重复介绍。


 3.3.1　有限长特性与频域采样定理

正如前面所述，离散傅立叶变换的大前提是时域信号必须是有限长分布的，并且从DFT得到信号离散频谱的角度看，频域的采样点数必须与时域信号的长度一致。只有这样，由式（3.20）和式（3.32）描述的离散傅立叶正反变换才是精确的，相互转换才不会产生失真；否则，转换过程中就会产生失真，导致信号不能恢复等。

设一个任意长度信号x
 （n
 ）存在傅立叶变换[image: ]
 ，对[image: ]
 在［0，2π
 ］之间分布的频谱进行N
 点等间隔采样离散化，得到相应的离散频谱X
 （k
 ）为

[image: ]


其中，每一个k
 对应的角频率如式（3.22）所示。上式表明，任何信号都可以通过频域的采样得到离散频谱，从这一点来讲信号是否有限长无关紧要，问题是能否通过这些离散频谱值恢复原始信号。将上式代入离散傅立叶反变换公式（3.32）的右边得

[image: ]


根据3.2.2小节的分析，上式方括弧中的求和式的计算结果如下：

[image: ]


注意，上式仅适用于m
 和n
 都为整数的情况，否则，不满足m
 -n
 ＝rN
 时不一定为零。将上式代入式（3.39）得

[image: ]


上式说明，由任意长度信号x
 （n
 ）的离散频谱值X
 （k
 ），k
 ＝0～N
 -1恢复得到的时域信号[image: ]
 是原始信号的N
 点周期延拓并叠加后构成的周期信号，周期为N
 。因此恢复信号与原始信号相比有失真，也就是说，对于任意长度信号来说，不能根据频域的有限个离散频谱值无失真地恢复原始信号x
 （n
 ）。

图3.8是一个指数信号x
 （n
 ）＝0.5
n

 u
 （n
 ）的原始信号波形和由其N
 　点离散频谱值恢复得到的信号[image: ]
 的波形，其中，图3.8（b）中虚线部分表示原始信号的N
 点周期延拓。可以看到，恢复信号与原始信号之间有很大的差异，特别是在n
 ＜0和n
 ≥N
 范围内。但是，从图3.8也可以看出，如果原始信号x
 （n
 ）的长度为N
 ，那么其恢复信号[image: ]
 中N
 点周期延拓不会影响原始信号所分布的区域0≤n
 ＜N
 ，原始信号x
 （n
 ）是恢复信号[image: ]
 的一个基本周期，所以可以从[image: ]
 中恢复原始信号，即[image: ]
 ，其中，R
 
N

 （n
 ）是长度为N
 的矩形窗。

[image: ]
图3.8　任意长度信号x
 （n
 ）的原始信号波形与恢复信号波形



同样道理，虽然信号x
 （n
 ）是有限长的，但如果频域采样点数M
 比信号长度N
 小的话，由M
 点离散频谱X
 （k
 ），k
 ＝0～M
 -1恢复得到的信号也是有失真的。只有当采样点数M
 大于等于N
 时（M
 大于N
 时相当于在原始信号x
 （n
 ）后添M
 -N
 个0之后求DFT，对离散频谱的影响将在后续小节介绍）才能无失真地恢复原始信号。因此，关于频域的采样定理如下：


频域采样定理：
 设信号x
 （n
 ）的时域分布长度为N
 ，那么频域采样点数M
 必须满足M
 ≥N
 才能保证原始信号可以无失真地从0≤ω
 ≤2π
 区域的M
 个离散频谱值恢复。


 3.3.2　循环卷积特性

循环卷积是针对两个长度相同的有限长信号求卷积。设x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的长度均为N
 ，则它们的循环卷积定义如下：

[image: ]


上式中，[image: ]
 分别表示x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的周期延拓所构成的周期信号。因此，上式说明，有限长信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的循环卷积等于相应周期信号[image: ]
 的周期卷积形成的周期信号的一个基本周期。


例3-6
 　设两个长度为10的有限长信号如下：

[image: ]


求它们的循环卷积。

解　根据循环卷积计算公式（3.42）可知

[image: ]


[image: ]
 的波形分别如图3.9（a）和图3.9（b）所示。

[image: ]
图3.9　有限长信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的周期延拓形成的[image: ]
 的波形



图中虚线框表示卷积的求和计算区域。由图3.9可知，x
 （0）＝5。将图3.9（b）向右移动，可计算其他卷积值如下：


x
 （0）＝5，x
 （1）＝5，x
 （2）＝5


x
 （3）＝5，x
 （4）＝5，x
 （5）＝5


x
 （6）＝5，x
 （7）＝5，x
 （8）＝5


x
 （9）＝5　　　　　　　　　　　　　　　　　　

因此，循环卷积的结果如下：

[image: ]


设两个长度为N
 的有限长信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的离散傅立叶变换分别为X
 1
 （k
 ）和X
 2
 （k
 ），则两个信号的循环卷积x
 （n
 ）的DFT为各自DFT的乘积，即

[image: ]


或

[image: ]



例3-7
 　两个长度为10点的信号如式（3.43）所示，它们的循环卷积如式（3.45）所示，证明式（3.46）成立。

证明：（1）x
 1
 （n
 ）的DFT为

[image: ]


根据式（3.40），上式为

[image: ]


（2）x
 2
 （n
 ）的DFT为

[image: ]


其中，X
 2
 （0）＝5，X
 2
 （2r
 ）＝0，r
 ＝1，2，3，4，X
 2
 （2r
 ＋1）≠0，r
 ＝0，1，2，3，4。根据以上分析得到

[image: ]


（3）x
 （n
 ）＝x
 1
 （n
 ）⊙x
 2
 （n
 ）的DFT为

[image: ]


因此，式（3.46）所示关系成立。

实际应用中，循环卷积的主要作用就在于它与DFT的关系，可以利用DFT来计算循环卷积，而循环卷积又可以用来计算有限长信号的线性卷积。


 3.4　频率分辨率与时间分辨率

频率分辨率和时间分辨率是离散傅立叶变换频谱分析的两个重要指标，反映了离散频谱能够捕捉频谱特征变化的最小频率间隔和时间间隔，对实际应用有很重要的影响。正如第2章介绍的那样，短时傅立叶变换（STFT）是一种面向实际应用的频谱分析技术，而其中的傅立叶变换可以采用DFT来得到离散频谱。


 3.4.1　频率分辨率

对于N
 点DFT离散频谱，设离散信号的采样频率为f
 s
 ，则离散频率点之间的间隔是Δω
 ＝2π
 ／N
 或Δf
 ＝f
 s
 ／N
 。这个频率间隔就代表了频率分辨率，它反映离散频谱能够描述频谱特征变化的最小频率间隔，间隔越小频率分辨率越高。显然，在采样频率f
 s
 不变的前提下，Δω
 和Δf
 随着N
 的增大而减小，因此频率分辨率随N
 的增大而提高。


例3-8
 　设一个信号x
 （n
 ）由两个同样能量、不同频率的正弦信号构成，如下所示：

[image: ]


时域采样频率为1000Hz，对信号加矩形窗计算短时谱，求窗宽N
 分别为64、128、256、512四种不同情况下的DFT幅度谱。

解　信号x
 （n
 ）是一个确定信号，也是平稳信号，因此不同时间点的短时频谱都一样。对信号加窗之后得到有限个信号值，计算其DFT得

[image: ]


当N
 分别取64、128、256、512时计算得到的离散幅度谱如图3.10（a）～图3.10（d）所示。

信号x
 （n
 ）是两个正弦信号的叠加，因此频谱上应该在f
 1
 ＝350Hz和f
 2
 ＝360Hz处有两个反映频率分量的峰。但是从图3.10可以看到，当N
 取64和128时，短时谱只显示一个峰，并不能反映信号具有两个频率成分，而当N
 取256和512时，则能够在短时谱上看到两个峰，短时谱能够正确反映信号的频率成分。

出现这种差异的关键因素是频率分辨率Δω
 或Δf
 是否达到一定高度。这个例子中，不同的短时窗宽度N
 所对应的频率分辨率如表3.2所示。


表3.2　各种短时窗宽度N
 对应的频率分辨率（f
 s
 ＝1000Hz）

[image: ]


[image: ]
图3.10　各种频率分辨率（窗宽N
 ）下的短时谱



在离散频谱上至少需要三个点才能表示两个峰，即在两个峰值频率点之间至少有一个谷点。图3.10（b）显示虽然在两个频率点k
 ＝45和k
 ＝46上有局部极大值，但在两者之间并没有谷点，所以只能认为是一个峰。信号x
 （n
 ）的两个频率相差10Hz，因此至少需要三个离散频率点表示这个频率范围，对频率分辨率的要求是Δf
 ＝10Hz／2＝5Hz。从表3.2可知，只有当短时窗宽度达到N
 ＝256时才能满足频率分辨率要求，图3.10的实际短时谱也说明了这一点。例如，图3.10（c）显示k
 ＝90和k
 ＝92处有两个极大值，并且在k
 ＝91处有一个谷点，所以短时谱表示了两个峰，与信号包含两个频率成分的实际情况一致。


 3.4.2　时间分辨率

实际应用中，短时谱必须能够及时反映信号随时间变化的特性，这对非平稳随机信号是非常必要的。一般地，时间分辨率越高说明短时谱越能够反映这种变化特性。

显然，时间分辨率与短时窗的长度或者DFT的点数有关，短时窗口越窄时间分辨率越高，因为这样计算得到的DFT能够反映较短时间内信号的频谱特征，从而及时、快速地捕捉短时谱的时变特性。

设时域采样周期为T
 ，那么N
 点短时窗的时间长度为Δt
 ＝NT
 ＝N
 /f
 s
 。这说明在一定的采样周期下，DFT计算的点数越少时间分辨率越高，反之越低。回顾前面频率分辨率的结论，显然与时间分辨率存在短时窗长度的矛盾。


 3.4.3　频率分辨率与时间分辨率的关系与协调

设短时分析窗的时长为Δt，采样频率为f
 s
 ，则该短时窗包含了N
 ＝Δt
 ·f
 s
 个采样点。以这样的窗长进行STFT得到的短时频谱的频率分辨率指标Δf
 是

[image: ]


上式清楚地表明了频率分辨率指标Δf
 与时间分辨率指标Δt是互为倒数的关系。短时窗时长Δt
 越长，时间分辨率越低，但由于频率分辨率指标Δf
 小了，因此频率分辨率越高；反之亦然。另外，从N
 ＝Δt
 ·f
 s
 即Δt
 ＝N
 ／f
 s
 和式（3.58）也可以清楚地看到，在采样频率f
 s
 一定的情况下，频率分辨率随N
 的增大而提高，而时间分辨率随N
 的增大而减小。

显然，频率分辨率与时间分辨率是一对矛盾，但在实际应用中仍然可以协调处理。一种可行的协调方法就是补0法，即通过较窄的短时窗得到较高的时间分辨率，同时通过在短时窗截取的短时信号后补0的方法来虚拟地增加DFT计算点数，从而提高离散频谱的频率分辨率，但前提是补0后短时信号的频谱包络不会发生变化。

设信号x
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1是长度为N
 的有限长信号，其离散频谱如下：

[image: ]


对x
 （n
 ）补L个0，则得到长度为N
 ＋L的信号x′
 （n
 ），其表达式和相应的傅立叶频谱分别如式（3.57）和式（3.58）所示。

[image: ]


将式（3.57）代入式（3.58）右边并进一步推导如下：

[image: ]


因此，[image: ]
 ，即在一个有限长信号后补0并不会改变信号的频谱包络，当然也没有改变短时傅立叶变换的时间分辨率，但离散频谱的频率分辨率提高了。因为x′
 （n
 ）的离散频谱是[image: ]
 的N
 ＋L
 点离散化的结果。根据式（3.58）得

[image: ]


因此，补0后离散频谱的频率分辨率指标成为

[image: ]



例3-9
 　设采样频率为1000Hz，短时信号x
 （n
 ）和补0后的短时信号x′
 （n
 ）分别为

[image: ]



x
 （n
 ）是8点长、幅度均为1的短时信号，它的傅立叶频谱[image: ]
 和离散频谱X
 （k
 ）如图3.11（a）所示。x′
 （n
 ）是一个16点长的信号，前8个时间点的幅度均为1，后8个点的幅度均为0，它的傅立叶频谱[image: ]
 和相应的离散频谱X′
 （k
 ）如图3.11（b）所示。

从图3.11可以看到，短时信号补0后并没有改变信号的频谱包络（图中曲线所画部分），但是频率分辨率指标却从原来的Δf
 ＝1000／8＝125Hz提高到了Δf
 ＝1000／16＝62.5Hz。显然，频率分辨率提高的好处是离散频谱更加接近连续频谱，同时，由于没有增加短时窗的宽度，因此时间分辨率保持不变。

[image: ]
图3.11　通过短时信号补0提高离散频谱的频率分辨率



最后应该指出，这种补0的方法虽然可以在保持时间分辨率不变的前提下提高频率分辨率指标，但提高的结果只是使离散频谱更加接近连续频谱，对信号频谱包络或者连续频谱没有影响。或者说，补0法可以提高离散频谱的频率分辨率，但不能提高连续频谱或者频谱包络的频率分辨率。

例如，例3-8中的信号加128点矩形窗后补128个0得到一个256点长的信号，它的离散频谱如图3.12（a）所示。将图3.12和图3.10（b）比较后可知，由于频率分辨率指标提高了，离散频谱上可以朦胧地看到两个峰，但不明显，与真正的256点离散频谱（如图3.10（c）所示）相比显然没有后者清楚。同样，原始信号加256点矩形窗后补256个0得到的512点信号，其离散频谱如图3.12（b）所示，显然补0后频谱上的两个峰更加明显了，但与真正的512点离散频谱（如图3.10（d）所示）相比也没有后者清晰。

[image: ]
图3.12　短时信号补0对离散频谱的影响




 3.5　快速傅立叶变换

快速傅立叶变换（FFT：Fast Fourier Transform）是离散傅立叶变换的一种快速算法。FFT与DFT在功能上完全一致，都是计算有限长离散信号x
 （n
 ）的离散频谱X
 （k
 ），但是在运算效率上FFT要高很多。例如，计算1024点短时信号的离散频谱时，FFT的速度大约比DFT快200倍。另外，FFT算法要求信号长度N
 是2的整数幂，即N
 ＝2
r

 ，如256、512和1024等。

为了便于分析比较，首先看一下N
 点有限长信号x
 （n
 ）的离散傅立叶变换的运算量。根据DFT计算公式（3.20）得

[image: ]


尽管实际应用中信号x
 （n
 ）一般是实信号，这里假设它为一个复信号，则从式（3.63）可以知道N
 点DFT的运算量如下：

[image: ]


在时间计算中，乘法运算所需的指令周期数往往远大于加法运算所需的指令周期数，因此，在算法的效率分析中主要观察乘法运算次数，加法运算次数一般可以忽略不计。当然，这里有必要指出，对于目前广泛应用的DSP微处理器来说，由于片内有专用乘法累加器，乘法运算所需的指令周期数与加法的相差不大，此时加法运算量的分析应该与乘法运算量同等看待。


 3.5.1　基于时选的快速傅立叶变换

基于时选的FFT算法通过将时域信号x
 （n
 ）分成偶数序列和奇数序列并分别计算离散傅立叶变换来减少运算量。

设信号x
 （n
 ）的长度是N
 ＝2
r

 ，将它分成偶数序列x
 0
 （n
 ）＝x
 （2n
 ），n
 ＝0，1，…，N
 ／2-1和奇数序列x
 1
 （n
 ）＝x
 （2n
 ＋1），n
 ＝0，1，…，N
 ／2-1，这样，求x
 （n
 ）的离散傅立叶变换X
 （k
 ）可以转化成求x
 0
 （n
 ）的离散傅立叶变换X
 0
 （k
 ）和x
 1
 （n
 ）的离散傅立叶变换X
 1
 （k
 ），如下所示：

[image: ]


则式（3.64）可进一步推导如下：

[image: ]


其中，X
 0
 （k
 ）是偶数序列x
 0
 （n
 ）的N
 ／2点DFT，而X
 1
 （k
 ）是奇数序列x
 1
 （n
 ）的N
 ／2点DFT。但是X
 （k
 ）是x
 （n
 ）的N
 点DFT，其k
 的取值范围是0～N
 -1，与X
 0
 （k
 ）和X
 1
 （k
 ）的k
 的取值范围0～N
 ／2-1有差别。当N
 ／2≤k
 ＜N
 时，应该利用X
 0
 （k
 ）和X
 1
 （k
 ）的周期性特征计算X
 （k
 ），即X
 0
 （k
 ）＝X
 0
 （k
 -N
 ／2），X
 1
 （k
 ）＝X
 1
 （k
 -N
 ／2）。

式（3.66）说明，一个N
 点DFT可以分解成两个N
 ／2点的DFT组合。例如，一个8点DFT的分解示意如图3.13所示。这样做的好处是N
 点DFT的复数乘法次数从原来的N
 2
 减少为N
 2
 ／2＋N
 ，运算效率提高了一倍。

[image: ]
图3.13　8点DFT分解成两个4点DFT



显然，式（3.66）中的N
 ／2点离散傅立叶变换X
 0
 （k
 ）和X
 1
 （k
 ）可以进一步分解成4个N
 ／4点DFT，并且只要N
 满足是2的幂这一条件，这种分解就可以一直进行下去。例如，对于图3.13的8点DFT，进一步的分解示意如图3.14和图3.15所示。

[image: ]
图3.14　4点DFT分解成两个2点DFT



[image: ]
图3.15　2点DFT的分解



根据逐步分解原理，一个8点DFT的计算最终可以用图3.16来描述。可以看到，整个DFT的计算被分成3级，其中每一级的复数乘法运算次数为8，因此总的复数乘法运算次数是8×3＝24。图3.16所描述的就是8点离散傅立叶变换的FFT算法，它比标准的DFT运算法减少了40次复数乘法。

仔细分析式（3.66）和图3.16可以发现，因为[image: ]
 ，所以每次分解奇偶序列的复数因子[image: ]
 是可以共用的。这样，图3.16就可以转化为图3.17，每一级的复数乘法次数为4，总的复数乘法运算量为12，比图3.16中的运算量减少了一半。

[image: ]
图3.16　基于时选的8点FFT算法



[image: ]
图3.17　基于时选的FFT算法的改进形式



对于长度为N
 ＝2
r

 的信号x
 （n
 ），分解次数为r
 ＝log2
 N
 ，每一级的复数乘法次数是N
 ／2，因此总的复数乘法次数为（N
 ／2）log2
 N
 。所以，基于时选的FFT算法和DFT算法的运算量之比可以用下式表示：

[image: ]



ρ
 的曲线如图3.18所示，明显地呈现出随N
 增加而快速下降的趋势，当N
 ＝1024时，ρ
 的值大约等于0.005，说明FFT约比DFT快200倍。

[image: ]
图3.18　FFT与DFT运算量比值曲线




 3.5.2　基于频选的快速傅立叶变换

基于频选的FFT算法通过将DFT值X
 （k
 ）分成偶序列X
 e
 （k
 ）＝X
 （2k
 ），k
 ＝0～N
 ／2-1和奇序列X
 o
 （k
 ）＝X
 （2k
 ＋1），k
 ＝0～N
 ／2-1并分别计算，从而简化运算量。

设信号x
 （n
 ）的长度为N
 ＝2
r

 ，则X
 （k
 ）的点数也是N
 ，其表达式如下：
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令n
 -N
 ／2＝m
 ，则上式成为

[image: ]


将X
 （k
 ）分成偶序列X
 e
 （k
 ）和奇序列X
 o
 （k
 ）分别计算，则

[image: ]


式（3.70）和式（3.71）表明，X
 （k
 ）可以转化成两个N
 ／2点DFT来计算。设N
 ＝8，则其按照式（3.70）和式（3.71）分解计算DFT的流程如图3.19所示。

[image: ]
图3.19　8点DFT分解为两个4点DFT



显然，式（3.70）和式（3.71）可以进一步推导，将N
 ／2点偶数DFT和奇数DFT分解成4个N
 ／4点DFT，并且这种分解可以一直进行下去，直到全部分解为止。例如，图3.19中的2个4点DFT可以进一步分解为4个2点DFT，其分解的方式仍然是将4点DFT分解为偶数序列和奇数序列分别计算，如图3.20所示。最后，4个2点DFT也被进一步细化，形成最终的基于频选的8点FFT算法，流程如图3.21所示。

[image: ]
图3.20　4点DFT的进一步分解



[image: ]
图3.21　基于频选的8点FFT算法



从图3.21可以看到，8点FFT算法也是进行了3次DFT分解计算，每次需要的复数乘法次数是4次，因此总的复数乘法次数为12。

对于长度为N
 ＝2
r

 的信号，DFT分解将一直进行到2点DFT，共进行r
 ＝log2
 N
 级分解，每次需要N
 ／2次复数乘法，因此总的复数乘法次数为（N
 ／2）log2
 N
 ，与基于时选的FFT算法一致。也就是说，无论哪一种FFT算法，其运算效率都是一样的。实际上，基于频选的FFT算法流程图（如图3.21所示）和基于时选的FFT算法流程图（如图3.18所示）互为转置关系，运算效率理所当然是一致的。


 3.5.3　同址计算问题

FFT算法中的基本运算是蝶形计算，如图3.15所示，每一级需要进行N
 ／2次蝶形计算。蝶形计算结构的特点是一对输入信号提供一对输出信号，而一对输出信号的计算仅需要一对输入信号，并且输入对与输出对信号的地址序号是一致的。因此，在每个蝶形计算中通过两个临时变量就可以实现输入对与输出对信号的同一地址存储，也就是说，在整个FFT计算中，各级的输出与输入信号可以采用一个数组存储。

在基于时选的FFT算法中，第一级的时域输入信号x
 （n
 ）需要重新排序，其排序方法是：设N
 ＝2
r

 ，则用r
 比特表示序号，然后将各序号的比特位倒序，得到的值就表示该位置应该存放的信号。例如，8点FFT的预排序如表3.3所示。

表3.3　FFT的初始化排序



	排序前
	排序后



	地址
	信号
	地址
	信号



	0
	
x
 （000）
	0
	
x
 （000）



	1
	
x
 （001）
	1
	
x
 （100）



	2
	
x
 （010）
	2
	
x
 （010）



	3
	
x
 （011）
	3
	
x
 （110）



	4
	
x
 （100）
	4
	
x
 （001）



	5
	
x
 （101）
	5
	
x
 （101）



	6
	
x
 （110）
	6
	
x
 （011）



	7
	
x
 （111）
	7
	
x
 （111）





 3.5.4　离散傅立叶反变换的快速计算

观察DFT和IDFT的计算公式（3.20）和（3.32）可知，两者在计算上的差别主要体现在复正弦信号的频率符号和平均量上。将DFT的计算公式中的X
 （k
 ）与x
 （n
 ）交换，[image: ]
 换成[image: ]
 ，并将右计算式除以N
 ，那么DFT的计算公式就转换成IDFT的计算公式。因此，3.5.1和3.5.2两小节介绍的FFT算法在进行以上置换后就变成了IDFT的快速算法IFFT，可以应用于需要从离散频谱恢复信号的领域。


 3.6　离散傅立叶变换的应用

快速傅立叶变换（FFT）和离散傅立叶变换（DFT）都是求有限长信号的离散频谱，但FFT效率高，更加具有实用价值，因此在实时信号处理应用中广泛使用FFT计算信号的离散频谱。当然，FFT要求信号的长度N
 是2的幂，当不能满足时，可以采用补0的方法使长度N
 满足条件。根据前面3.4.2节的讨论，这样处理不会影响信号的频谱，却能够提高离散频谱的频率分辨率，更接近连续频谱。

显然，2.6节所介绍的频谱分析应用都可以使用FFT来实现。下面介绍FFT的其他一些应用领域。


 3.6.1　信号去噪

在信号的通信传输过程中，由于信道噪声的干扰而引起接收端收到的信号与发送端发送的原始信号相比存在失真，如图3.22所示。

[image: ]
图3.22　通信中的信号传输



设发送的原始信号为s
 （n
 ），接收端接收到的信号为x
 （n
 ），信道的干扰可以看作一种叠加性噪声e
 （n
 ）并与原始信号独立，则它们之间的关系如下：

[image: ]


相应的离散频谱和功率谱关系为

[image: ]


信道的干扰大小对接收信号x
 （n
 ）的失真影响很大。当干扰较小时，接收信号还是能够有效地反映信息，但是当干扰大到一定程度时就会发生无法从接收信号中获取信息的情况。例如，图3.23（a）描述了一个接收信号x
 （n
 ）的一段时域信号波形，其信噪比SNR为-14dB，它对应的发送信号s
 （n
 ）和信道干扰信号e
 （n
 ）分别如图3.23（c）和（e）所示。显然，此时x
 （n
 ）已经发生严重失真，原始信号被信道噪声淹没，无法从接收信号x
 （n
 ）的时域波形中获取原始信号的信息，即根本无法确定接收到的是一个正弦信号。但是从信号的离散功率谱上进行分析，结果却是一目了然。比较图3.23（b）、（d）和（f）以及公式（3.73）可知，前者是后两者的线性叠加，当得到信道的功率谱之后，可以从该功率谱|X
 （k
 ）|2
 中减去噪声功率谱|E（k
 ）|2
 。这样，图3.23（b）将变得接近图3.23（d），再经过IDFT就可以恢复原始信号s
 （n
 ），或者使恢复信号与原始信号相比失真较小。

[image: ]
图3.23　通信信号传输中的失真



以上信号去噪方法特别适合语音通信中的去噪处理，将这种方法命名为“减谱法”（Spectrum Subtract），其含义是从接收信号的频谱中减去信道噪声频谱。因为对于语音信号而言相位信息不重要，所以在以上去噪处理中可以主要关注信号的幅度谱。根据式（3.73）的关系，可以直接从接收信号和干扰信号的功率谱恢复原始信号，即

[image: ]


其中，IDFT时可直接采用接收信号x
 （n
 ）的相位。总体而言，减谱法比较适合频谱在所有频率范围内均匀分布的宽带噪声的消除。

图3.24是一段男性说话人的原始语音信号“蓝天白云，碧绿的大海”、含噪语音信号（SNR＝5dB）以及恢复语音信号。

[image: ]
图3.24　一段自然语音的原始、含噪和恢复信号波形




 3.6.2　语音识别

语音识别是一个很复杂的问题，要彻底解决这个问题还很困难。这里并不是介绍有关语音识别的全面内容，仅仅是介绍离散傅立叶变换在元音识别中的一个应用，并且只是讨论一个特定说话人的语音识别问题。

汉语的元音主要有［a］、［i］、［u］、［e］、［o］5个，在发元音时，气流通过声带使之以较大的能量振动，通过声道和嘴唇发出声音。几乎所有的汉语音节都包含这几个元音成分，并且由于它的能量较其他浊音和清音大，因此在语音信号的特征信息上占有较大的比重。5个元音的信号波形如图3.25（a）、（c）、（e）、（g）和（i）所示，可见在整个语音段信号基本平稳，相应的离散傅立叶短时频谱如图3.25（b）、（d）、（f）、（h）和（j）所示，短时窗长度为N
 ＝512，采样频率为11025Hz。

[image: ]


[image: ]
图3.25　元音的信号波形与频谱



对5个元音的短时频谱分析可知，元音［a］的特征是在k
 ＝50（1076Hz）附近有三个较大的谱峰。［i］和［u］的特征是都在k
 ＝20（430Hz）附近有一个谱峰，但是［i］在k
 ＝150（3230Hz）附近有较大的谱值，而［u］的谱值几乎是零。元音［e］和［o］的特征是都在k
 ＝30（646Hz）附近有一个谱峰，但［e］在k
 ＝100（2153Hz）附近的谱值较大，而［o］的谱值几乎是零。

元音识别的依据就是以上短时频谱特征。在实际应用中为了便于比较，需要对频谱进行归一化，即将频谱的取值范围映射到0～1，最大值对应1。另外，为了拉大频谱细节的可分辨程度，一般需要进一步对短时频谱做对数计算，即求对数谱。


 3.6.3　图像纹理处理

有些图像中存在一些有规律的条纹或者说纹理，有时候需要消除这些条纹以使得图像更加清晰并突出主题。例如，图3.26左上角是一幅带有条纹的卡通图，现需要将这些条纹去除。这个问题直接在空域处理显然是比较困难的，但通过离散傅立叶变换将其转换到频域之后就能比较好地找到解决方法。

观察图3.26左上角的图像可以看出，这些条纹的黑白变化存在明显的周期性，并且条纹的宽度均匀，灰度也具有周期渐变性而没有锐变。所有这些特征基本说明这样的条纹具有正弦特性，是一种类似于正弦灰度信号的条纹，在频谱上应该呈现出一个明显的脉冲式谱峰，并且由于条纹是竖条纹且横向变化的，这个谱峰应该出现在横轴方向。对该图做DFT得到二维傅立叶离散频谱，如图3.26左下角所示，可以看到在横轴靠近原点的地方确实有两个对称的谱峰（亮点）。这样，在空域消除条纹变成了在频域消除这两个谱峰，将这两个谱峰进行阈值处理，将其变成平均频谱幅度值或者设置为零，就变成图3.26右下角的频谱。对图3.26右下角的处理后的离散傅立叶变换进行反变换就得到右上角的去除条纹的卡通图，可以看到此图中已经没有那些条纹。

[image: ]
图3.26　通过离散傅立叶变换去除条纹




 3.6.4　利用FFT计算线性卷积

线性卷积具有实际意义。例如，一个线性移不变系统的输入信号与输出信号的关系在时域是线性卷积关系，当系统为FIR系统时，其单位冲击响应h
 （n
 ），0≤n
 ＜N
 是有限长信号。此时，系统的输出信号y
 （n
 ）为

[image: ]


即计算一个输出值y
 （n
 ）需要N
 次乘法。尽管在理论分析时应该考虑信号为复信号的情况，但在实际应用时更应该注重实际情况分析。显然，实际应用中信号h
 （n
 ）和x
 （n
 ）几乎都是实信号，因此式（3.76）中的乘法应该为实数乘法，那么利用式（3.76）计算N
 个输出信号y
 （n
 ），0≤n
 ＜N
 就需要N
 2
 次实数乘法。

可以考虑运用FFT进行线性卷积计算以提高运算效率。但是FFT与循环卷积有对应关系，与线性卷积没有直接联系。因此，首先需要分析循环卷积与线性卷积的关系。

（1）线性卷积与循环卷积的关系

设信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的长度都为N
 ，则它们的线性卷积x
 L
 （n
 ）的长度为2N
 -1，而循环卷积x
 C
 （n
 ）的长度仍然是N
 。线性卷积计算公式如下：

[image: ]


对两边求傅立叶变换得

[image: ]


对以上连续频谱在0≤ω
 ＜2π
 之间等间隔采样N
 个点，得到离散频谱X
 （k
 ），k
 ＝0～N
 -1如下：

[image: ]


根据3.3.1小节关于频率采样定理的讨论，上式左边的IDFT结果是原始信号x
 L
 （n
 ）以N
 为周期形成的周期延拓信号的基本周期，而右边是x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）的循环卷积，即

[image: ]


由于x
 L
 （n
 ）的长度是2N
 -1，因此上式可以进一步简化为

[image: ]


上式表明，循环卷积是线性卷积前N
 个信号值和后N
 -1个信号值的叠加。


例3-10
 　设有两个长度为4的信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）如下所示：

[image: ]


它们的线性卷积x
 L
 （n
 ）和循环卷积x
 C
 （n
 ）分别如图3.27所示，显然，关系式（3.81）成立。

[image: ]
图3.27　通过线性卷积计算循环卷积



式（3.81）不仅解释了可以由线性卷积求循环卷积，而且也解释了如何由循环卷积计算线性卷积。将x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）各后补N
 -1个0之后变成信号[image: ]
 ，使它们的长度都为2N
 -1。线性卷积[image: ]
 的长度为4N
 -3，其中后面2N
 -2个信号值都为0，而循环卷积[image: ]
 的长度是2N
 -1。式（3.81）变为

[image: ]


由于[image: ]
 的前2N
 -1个值与式（3.77）的x
 L
 （n
 ）相同，而后2N
 -2个点全为0，即

[image: ]


因此，式（3.83）的方括弧中第一项当0≤n
 ＜2N
 -1时都为0，而第二项与矩形窗函数R
 2N
 -1
 （n
 ）相乘的结果是x
 L
 （n
 ）。所以，得到以下结果：

[image: ]


上式表明，两个长度为N
 的信号，其线性卷积可以通过将信号补N
 -1个0之后求循环卷积得到。


例3-11
 　设有两个长度为4的信号x
 1
 （n
 ）和x
 2
 （n
 ）如式（3.82）所示，对它们各后补3个0之后形成的信号[image: ]
 如图3.28所示，图中同时显示了这两个信号的循环卷积[image: ]
 。可以清楚地看到，图3.28中的[image: ]
 与图3.27中的x
 L
 （n
 ）一致。

[image: ]
图3.28　通过循环卷积计算线性卷积



（2）由FFT计算线性卷积

FIR系统的输入信号x
 （n
 ）可以通过在不同的时间加短时矩形窗分段，并且可以设置矩形窗的宽度与系统单位脉冲响应信号h
 （n
 ）的时长一致，即

[image: ]


根据式（3.76）所示FIR系统的输入与输出信号的关系，输出信号计算如下：

[image: ]


上式中y
 
r

 （n
 ）是两个长度为N
 的信号的线性卷积，其长度为2N
 -1。这个式子也就是线性卷积的重叠相加法，在第1章曾经介绍过。显然，第r
 段信号的卷积y
 
r

 （n
 ）中，前N
 -1个值与第r
 -1段信号的卷积y
 
r
 -1
 （n
 ）的后N
 -1个值重叠，而后N
 -1个值与第r
 ＋1段信号的卷积y
 
r

 ＋1（n
 ）的前N
 -1个值重叠，唯有中间一个值是独立的，如图3.29所示。因此，任何一个输出信号y
 （n
 ）都只是两个分段卷积信号的叠加，式（3.87）可以简化为

[image: ]


[image: ]
图3.29　分段线性卷积（重叠相加法）



由式（3.85）可知，式（3.88）中的[image: ]
 可以通过补0并求循环卷积的方法进行计算，即等于[image: ]
 ，其中[image: ]
 是h
 （n
 ）后补N
 -1个0形成的信号，[image: ]
 是x
 
r

 （n
 ）后补N
 -1个0形成的信号。因此

[image: ]


根据循环卷积与DFT的对应关系，上式可以进一步推导如下：

[image: ]


这里，[image: ]
 和[image: ]
 分别是[image: ]
 和[image: ]
 的离散傅立叶变换。

现在来分析一下通过式（3.88）计算N
 个输出信号y
 （n
 ）的实数乘法次数。其中，每一个2N
 -1点DFT和IDFT通过FFT计算的复数乘法次数是0.5（2N
 -1）log2
 （2N
 -1），共有3个DFT和一个IDFT计算，另外，还有一个2N
 -1次复数乘法。所以，总的复数乘法次数为1.5（2N
 -1）log2
 （2N
 -1）＋2N
 -1，近似等于3N
 log2
 N
 ＋5N
 。按照一个复数乘法相当于4个实数乘法运算，计算N
 个输出信号y
 （n
 ）的实数乘法次数是12N
 log2
 N
 ＋20N
 。这样，其与式（3.76）的运算量之比是

[image: ]


比值曲线如图3.30所示，当N
 ＝1024时，λ
 ＝0.1367，说明按照式（3.90）利用FFT计算线性卷积的效率更高。

[image: ]
图3.30　利用FFT计算线性卷积的运算量比值曲线




 3.7　本章小结

利用离散傅立叶变换（DFT）计算有限长信号的离散频谱，无论从频谱的离散特性还是信号的有限长特性来看都符合实际应用的需要。快速傅立叶变换（FFT）只是DFT的一种快速算法，理论上可大幅减少离散频谱的运算量，有关FFT的经典论文可查阅J．W．Cooley和O．W．Tukey的《An Algorithm for the Machine Calculation of Complex Fourier Series》（Mathematics of Computation，1965，19：297-301）。大部分实际应用中采用短时傅立叶分析方法，首先用短时窗对输入信号加窗以获取数据，然后采用DFT或FFT计算短时信号的离散频谱，并通过移动短时窗反复处理，得到随时间变化的一系列离散频谱。当然，如果信号是平稳的，只要计算一次傅立叶变换就可以了。

没有一种变换像傅立叶变换一样被广泛应用，简单而有效。并且，以此为基础还派生出一些其他的变换，例如分数阶傅立叶变换。另外，采用其他正交基的变换也被不断地推出，包括一些所谓的多分辨率变换方法，例如小波变换（见第6章）。


 习题


3-1
 　设有一个离散信号x
 （n
 ），其采样频率为f
 s
 ＝1000Hz，对它加短时窗以获取512点信号值，试回答以下问题：

（1）如果求512点的DFT，则离散频谱采样点之间的间隔，即频率分辨率指标Δf
 是多少？

（2）如果信号通过补0至2048点，并求2048点DFT，则频率分辨率指标Δf
 变为多少？

（3）有限长信号补0后其傅立叶频谱[image: ]
 和DFT离散频谱X
 （k
 ）会变化吗？

（4）如果信号因为时域采样频率太低而导致频谱的混叠，那么，可以通过补0的方法来消除这种混叠吗？


3-2
 　给定两个有限长信号f
 （n
 ）＝g
 （n
 ）＝δ
 （n
 ）＋δ
 （n
 -1）。

（1）求循环卷积f
 （n
 ）⊙g
 （n
 ）。

（2）运用DFT求循环卷积f
 （n
 ）⊙g
 （n
 ）。

（3）计算线性卷积[image: ]
 。

（4）将f
 （n
 ）和g
 （n
 ）各补一个0形成长度为3的信号，计算它们的循环卷积。


3-3
 　设一个模拟信号包含两个频率分别为1605Hz和1645Hz的正弦信号，采样频率是10kHz。假设只获得了200个信号采样点，问能否从它的DFT离散频谱中分辨这两个频率分量？为什么？


3-4
 　假设有一个计算N
 点DFT的C程序，函数名为

void fft（double xr［］，double xi［］，double xfr［］，double xfi［］，int N）

其中，数组xr和xi分别保存输入信号的实部和虚部值，xfr和xfi分别保存DFT离散频谱的实部和虚部值，N
 为计算点数。问如何利用该程序计算IDFT？


3-5
 　研究一个长度为M
 的有限时宽序列x
 （n
 ），0≤n
 ＜M
 ，其Z
 变换是

[image: ]


现在需要计算单位圆上的N
 点等间隔采样值，采样点为

[image: ]


试问能否利用一个N
 点离散傅立叶变换来计算这N
 个取样的Z
 变换值？证明之。


3-6
 　有一个信号[image: ]
 ，计算并画出相应的DFT幅度谱和DTFT幅度谱。


3-7
 　一个线性移不变系统的单位脉冲响应是h
 （n
 ）＝（-0.95）
n

 ，0≤n
 ＜4，计算并画出4点DFT离散频谱H
 （k
 ）。


3-8
 　比较以下3个有限长信号x
 1
 （n
 ）～x
 3
 （n
 ）的DFT幅度谱：

[image: ]



3-9
 　一个线性移不变系统的频率响应[image: ]
 如下：

[image: ]


求该系统的单位脉冲响应h
 （n
 ），并计算加矩形窗R
 4
 （n
 ）后形成的短时离散频谱。


3-10
 　一个频率为6kHz的正弦信号经过40kHz的时域采样形成离散信号，问当计算以下不同点数的DFT时幅度谱谱峰的位置k
 分别是多少？

（1）32点DFT

（2）64点DFT

（3）128点DFT


3-11
 　对以下4个信号计算16点DFT，设采样频率为12kHz，预测各信号的离散幅度频谱的峰值位置k
 。

（1）x
 （n
 ）＝cos（nπ
 ／7）

（2）x
 （n
 ）＝sin（2nπ
 ／3）

（3）x
 （n
 ）＝cos（3nπ
 ／4）

（4）x
 （n
 ）＝cos（nπ
 ／4）＋cos（5nπ
 ／9）


3-12
 　以下模拟信号x
 （t
 ）经过每秒500点采样后形成离散信号，图3.31显示了它的64点DFT离散幅度谱。问4个峰与原信号4个频率成分的对应关系，即每个峰对应信号的哪一个频率分量？

[image: ]


[image: ]
图3.31　DFT离散幅度谱




3-13
 　一个模拟信号以22.05kHz的采样频率采样2ms并求DFT，问：（1）共输入多少离散信号值？（2）DFT的频率分辨率是多少？


3-14
 　设一个模拟信号的频率分布范围为0～500Hz，如果需要对这个信号求DFT离散频谱，并且要求频率分辨率至少为0.5Hz，问至少需要多少点信号值？


3-15
 　一个4点DFT的幅度和相位值如表3.4所示：

表3.4



	
k

	｜X
 （k
 ）｜
	
θ
 （k
 ）



	0
	10.0
	0.0



	1
	2.8284
	-0.7854



	2
	2.0
	0.0



	3
	2.8284
	0.7854




求对应的信号x
 （n
 ）。


 实验　基于DFT的信号识别系统

一、实验目的

（1）通过实验巩固对离散傅立叶变换（DFT）的认识和理解。

（2）熟练掌握应用DFT进行频谱分析的方法。

（3）理解DFT离散频谱分析的应用价值。

二、实验内容

在语音识别、雷达信号处理、生物医学信号检测与识别等应用领域广泛使用基于离散傅立叶变换的频谱分析技术。一个典型的信号识别系统如图3.32所示。

[image: ]
图3.32　信号识别系统框图



设系统的输入信号为[image: ]
 ，是由一组参数[image: ]
 构成的复合正弦信号。短时矩形窗将信号截短为有限长的信号，经过DFT变换得到频谱，频率检测器检测频谱最大峰值的位置，即对应的频率，然后由分类器识别信号的类别。分类器的分类判决规则为

第一类：最大峰值频率分布范围（Hz）为0≤f
 ＜200。

第二类：最大峰值频率分布范围（Hz）为200≤f
 ＜500。

第三类：最大峰值频率分布范围（Hz）为500≤f
 ＜1000。

第四类：最大峰值频率分布范围（Hz）为f
 ≥1000。

设采样频率为f
 s
 ＝10000Hz，短时矩形窗宽度N
 为1000。短时加窗信号经过DFT可以得到连续频谱在0≤ω
 ＜2π
 范围内的1000个取样点。

（1）编程实现该系统。

（2）输入信号x
 （n
 ）的参数为{0，1.5，0.08π
 ，0，0，0，0}，理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际识别结果，分析其正确性。

（3）输入信号x
 （n
 ）的参数为{1.2，-3，0.5π
 ，0，0，0，0}，理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际识别结果，分析其正确性。

（4）输入信号x
 （n
 ）的参数为{-2，1.2，0.5π
 ，0，0，0，0}，理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际识别结果，分析其正确性。

（5）输入信号x
 （n
 ）的参数为{0，1.2，0.154π
 ，2，0.2672π
 ，0，0}，理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际识别结果，分析其正确性。

（6）输入信号x
 （n
 ）的参数为{0.5，1.5，0.16π
 ，-0.6，0.12π
 ，2.5，0.06π
 }，理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围的幅度谱，标出峰值频率，观察系统的实际识别结果，分析其正确性。

三、思考题

（1）当矩形窗长度比1000小，例如32，以上实验内容（6）将可能出现什么情况？

（2）当输入信号x
 （n
 ）的参数为{0，0，0，0.9，0.202π
 ，1，0.199π
 }时，系统能够得到正确识别结果吗？为什么？

（3）如果输入信号x
 （n
 ）中含有叠加性宽带噪声e
 （n
 ）会影响识别结果吗？为什么？

（4）如果系统中的DFT需要更新为FFT并且短时窗不变，则FFT计算时应该做哪些考虑？对识别结果会产生什么影响？

四、实验要求

（1）简述实验目的和原理。

（2）按实验内容顺序给出实验结果。

（3）回答思考题。



※ 不同时间或者不同小组的实验可以设定不同的信号参数。



4　无限脉冲响应数字滤波器设计



■　无限脉冲响应（IIR）数字滤波器的结构与特点

■　巴特沃兹、切比雪夫和椭圆滤波器

■　脉冲响应不变设计法，双线性变换设计法

■　滤波器的转换



滤波器是一种有特定意义的系统，它对信号中特定频率的谐波成分进行处理。数字滤波器对数字信号进行处理，可以由硬件或软件实现。一般来说，设计数字滤波器包括下面三个步骤：一，根据信号滤波的要求，确定数字滤波器的技术指标，包括通带截止频率、阻带截止频率、通带最大衰减和阻带最小衰减等；二，用一个因果稳定的离散线性移不变系统逼近所设计的滤波器指标，只有因果稳定的系统是可以实现的；三，用硬件或软件实现该系统，即实现设计的滤波器。数字滤波器相对模拟滤波器的一个优越之处就是可以用软件实现，这也是大部分数字滤波器的实现方式。

本章主要讲述无限脉冲响应（IIR）数字滤波器的结构及设计方法。无限脉冲响应数字滤波器具有以下特点：系统的单位脉冲响应h
 （n
 ）是无限长的；系统函数H
 （z
 ）在有限z
 平面上有极点存在；结构上是递归型。


 4.1　数字滤波器的性能指标

设一个因果稳定的线性移不变离散时间系统的系统函数如下：

[image: ]


当满足M
 ≤N
 时，H
 （z
 ）表示的系统称为N
 阶IIR系统；当M
 ＞N
 时，H
 （z
 ）表示的系统可以看成N
 阶IIR子系统与一个M
 -N
 阶FIR子系统的级联。很容易根据式（4.1）写出相应的差分方程，这也是IIR数字滤波器的软件实现方法。

设滤波器的频率响应特性为

[image: ]


滤波器的滤波特性通常是由幅度频率响应[image: ]
 来描述。对于理想滤波器来说，要求在整个全频带内幅度频率响应[image: ]
 为常数，相位频率响应Φ（ω
 ）为频率的线性函数。但是，这样的理想滤波器不符合因果规律，是不可实现的。实际滤波器的频率响应无论在通带还是阻带都与理想状态有一定的误差，不可能恒定，并且过渡带也不可能锐截止，但只要控制在一定范围同样能满足实际处理要求。一般，数字滤波器的设计从规定滤波器幅度频率响应[image: ]
 的技术指标开始，而这些技术指标与上面提到的误差有关，如图4.1所示。

[image: ]
图4.1　逼近理想低通滤波器的误差容限



（1）滤波器的主要性能指标（以低通滤波器为例）

①频带：包括通带、过渡带、阻带。

②误差：通带和阻带误差。

通带：在通带内，幅度频率响应逼近1，最大误差为δ
 p
 ，即

[image: ]


若[image: ]
 ，设通带允许的最大衰减为α
 p
 ，其计算公式如下：

[image: ]


所谓3dB截止频率，即滤波器幅频响应在通带截止频率ω
 p
 处的下降为3dB，即α
 p
 ＝3dB或[image: ]
 。

阻带：在阻带内，幅度频率响应趋于零，误差小于δ
 s
 ，即

[image: ]


设阻带允许的最小衰减为α
 s
 ，其计算公式如下：

[image: ]


过渡带：位于通带与阻带之间，宽度为Δω
 ＝ω
 s
 -ω
 p
 。

（2）数字滤波器频率响应

数字滤波器频率响应主要由幅频响应表示，在滤波器设计中还使用了幅频响应平方函数、相位响应和群延迟响应。

①幅频响应平方函数

设计一个滤波器，需要根据具体的指标用一个系统函数来逼近，如果不需要考虑相位，可以采用幅频响应平方函数来设计，其定义为

[image: ]


②相位响应

设滤波器的频率响应如下：

[image: ]


则其对应的相位响应为

[image: ]


③群延迟响应

群延迟响应定义为相位对角频率的导数的负值，是滤波器平均延迟的度量，即

[image: ]



 4.2　IIR数字滤波器的结构

无限脉冲响应（IIR）数字滤波器的结构是递归型，表明系统的输出不仅与现在和以前的输入有关，而且还与以前的输出有关，即系统的输入与输出之间存在反馈。系统的结构并不是唯一的，同一系统可以用不同的系统结构来实现。


 4.2.1　直接Ⅰ型

一个N
 阶IIR数字滤波器的系统函数为

[image: ]


其中，H
 （z
 ）是由H
 1
 （z
 ）和H
 2
 （z
 ）级联构成：

[image: ]


由此看出，H
 1
 （z
 ）称为全零点滤波器，实现了系统的零点，是系统的传输网络；H
 2
 （z
 ）称为全极点滤波器，实现了系统的极点，是系统的反馈网络。

从图4.2中可知，直接Ⅰ型结构需要N
 ＋M
 级延迟单元和N
 ＋M
 个乘法器。由于线性系统的特性，其结构还可以将H
 1
 （z
 ）和H
 2
 （z
 ）互换，系统的特性保持不变。

[image: ]
图4.2　IIR数字滤波器的直接Ⅰ型结构




 4.2.2　直接Ⅱ型

直接Ⅰ型结构需要N
 ＋M
 级延迟单元，为节省延迟单元，可以将传输网络与反馈网络的延迟单元合并，这样的结构称为直接Ⅱ型，如图4.3所示。

[image: ]
图4.3　IIR数字滤波器的直接Ⅱ型结构



设N
 ＞M
 ，从图中可知直接Ⅱ型结构需要N
 级延迟单元。在这种结构中，输入x
 （n
 ）先通过全极点滤波器，再通过系统的全零点滤波器。

直接型滤波器的频率响应对系数的变化较灵敏，在具体实现中因为处理器有限字长等因素容易出现极点的漂移，造成系统的不稳定现象，在数字滤波器有限字长效应的运算中，其误差是所有结构中最大的。


 4.2.3　级联型

将系统函数H
 （z
 ）的分子、分母进行因式分解，表示为

[image: ]


其中，a
 
i

 、b
 
i

 均为实数，在分解的因式中，K
 为常数，p
 
i

 、c
 
i

 分别为实数零点和实数极点，（1＋[image: ]
 ）与[image: ]
 为共轭成对的复数合并成的二阶多项式。将实数零点和实数极点看成二阶多项式的特例，则系统函数H
 （z
 ）可以采用二阶子系统表示为

[image: ]


级联型结构的示意图如图4.4所示。

[image: ]
图4.4　IIR数字滤波器的级联型结构



设M
 ＝N
 ，且式（4.15）中N
 为偶数，则[image: ]
 ，即H
 （z
 ）可分解为[image: ]
 个二阶多项式的乘积。当N
 为奇数时，式（4.15）表示为

[image: ]


其中，[image: ]
 ，H
 （z
 ）分解为[image: ]
 个二阶多项式和一个单阶多项式H
 0
 （z
 ）的乘积。

从图4.4可以看到，若p、q
 均小于j
 ，只要p＞q
 ，子系统H
 
p

 （z
 ）就不会影响到子系统H
 
q

 （z
 ），说明在级联型结构中后一级子系统的输出不会反馈到前一级子系统中。


 4.2.4　并联型

将系统函数展开成部分分式之和，表示为

[image: ]


其中，K
 为常数，α
 
i

 、β
 
i

 均为实数，[image: ]
 为共轭成对的复数合并成的二阶多项式。同样将实数零点和实数极点看成二阶多项式的特例，则系统函数H
 （z
 ）可以采用二阶子系统表示如下：

[image: ]


并联型结构的示意图如图4.5。

[image: ]
图4.5　IIR数字滤波器的并联型结构



设M
 ＝N
 ，且式（4.17）中N
 为偶数，则[image: ]
 ，即H
 （z
 ）可分解为常数K
 与[image: ]
 个二阶多项式之和。当N
 为奇数时，式（4.18）表示为

[image: ]


其中，[image: ]
 ，H
 （z
 ）分解为常数K
 、一个单阶多项式[image: ]
 个二阶多项式的和。从图4.5可以看到，子系统H
 
i

 （z
 ）（其中，i
 ＝1～j
 ）之间为并行关系，说明在并联型结构中子系统之间彼此独立。


 4.2.5　全通滤波器

全通滤波器也是一种IIR数字滤波器，其特性是对于所有ω
 ，幅度频率响应是常数，即

[image: ]


全通滤波器系统函数的零点和极点关于单位圆“对称”。对于式（4.21）所示的一阶稳定全通滤波器，若0＜|a
 |＜1，系统的极点为a
 ，则对应的零点为[image: ]
 ；对于二阶稳定全通滤波器，若0＜|a
 |＜1，系统的极点为一对共轭极点[image: ]
 ，则对应的零点分别为[image: ]
 ，也是一对共轭零点。全通滤波器的零点、极点的分布特性如图4.6所示。

[image: ]
图4.6　全通滤波器的零点、极点的分布特性



全通滤波器与系统级联后，不改变系统的幅度频率特性，因此一般用于系统的相位校正，通过零点与极点相消，使非稳定系统变成稳定系统。


 4.3　模拟滤波器的特性

因为IIR模拟滤波器的设计方法已经很成熟，所以IIR数字滤波器的设计一般基于模拟滤波器进行，设计方法是利用已知的模拟滤波器系统函数，通过一定的转换得到IIR数字滤波器，因此有必要掌握模拟滤波器的特性。常用的模拟滤波器有巴特沃兹（Butterworth）滤波器、切比雪夫（Chebyshev）滤波器、椭圆（Elliptic）滤波器等。


 4.3.1　巴特沃兹滤波器

巴特沃兹滤波器的特点是幅度频率响应在通带内具有最大平坦的特性，并且在通带和阻带内随着频率的增加而单调地下降。巴特沃兹滤波器的幅频响应平方函数如下：

[image: ]


其中，N
 为巴特沃兹滤波器的阶数，是整数；Ω
 c
 是通带有效截止频率。图4.7显示了不同阶数N
 的巴特沃兹低通滤波器的幅频响应平方函数。从图中看出，当阶数N
 增加，在通带内的幅度响应很平坦，在阻带的衰减很大，并且过渡带的带宽几乎为零，接近理想低通滤波器的幅度响应曲线。所以阶数N
 的大小是影响幅度特性下降速度的主要因素。

[image: ]
图4.7　巴特沃兹低通滤波器的幅频响应平方函数



图4.7说明了巴特沃兹滤波器具有如下特性：

（1）对于所有的N
 ，[image: ]
 。

（2）对于所有的N
 ，[image: ]
 ，即[image: ]
 是滤波器的3dB点或称为半功率点。

（3）[image: ]
 是Ω
 的单调下降函数。

（4）[image: ]
 随着阶数N
 的递增而更接近理想低通滤波器。

阶数N
 是由通带截止频率Ω
 p
 、阻带截止频率Ω
 s
 、通带最大衰减系数α
 p
 和阻带最小衰减系数α
 s
 确定。当Ω
 ＝Ω
 p
 时，此时幅频响应平方函数为

[image: ]


当Ω
 ＝Ω
 s
 时，此时幅频响应平方函数为

[image: ]


设Ω
 ＝0处的幅度|H
 （j0）|＝1，则

[image: ]


同理

[image: ]


由此可得

[image: ]


阶数N
 表示为

[image: ]


其中，N
 的值为整数。通常N
 取大于或等于式（4.28）的整数。幅频响应平方函数还可以表示为

[image: ]


用拉普拉斯变换表示为

[image: ]


式（4.30）表示的巴特沃兹滤波器的幅频响应平方函数有2N
 个极点，分别以角度间隔[image: ]
 等角度地分布在|s
 |＝Ω
 c
 的圆上。

根据系统的稳定性特点，H
 （s
 ）的极点全部在s
 的左半平面，极点为

[image: ]


由于H
 （-s
 ）的极点与H
 （s
 ）的极点关于jΩ
 轴对称，则H
 （-s
 ）的极点为

[image: ]


因此

[image: ]


在实际设计中，一般使频率归一化，即Ω
 c
 ＝1 rad／s，这样巴特沃兹滤波器的极点分布及相应的系统函数、分母多项式的系数都有现成的表格可查。如三阶巴特沃兹低通滤波器的系统函数为

[image: ]


令Ω
 c
 ＝1 rad／s，Ω
 2
 ＝-s
 2
 ，则有

[image: ]


其中，H
 （s
 ）的极点[image: ]
 ，即：[image: ]
 。

因此归一化的三阶巴特沃兹低通滤波器如下：

[image: ]



 4.3.2　切比雪夫滤波器

巴特沃兹滤波器的幅度特性在通带和阻带内都是单调下降的，在通带和阻带内的衰减都是不均匀的，为了达到衰减的指标，阶数要取得较大。设计的滤波器，其通带和阻带内的衰减最好是均匀的，可通过选择具有等波纹特性的逼近函数来实现。切比雪夫滤波器的幅度特性在通带和阻带中就具有这种等波纹特性。

切比雪夫滤波器有两种类型：切比雪夫Ⅰ型滤波器，其特点是在通带内有等波纹变化，阻带内单调下降，如图4.8所示；切比雪夫Ⅱ型滤波器，其特点是在通带内单调下降，阻带内有等波纹变化，如图4.9所示。若通带和阻带都呈现等波纹变化，则称之为椭圆滤波器。

[image: ]
图4.8　波纹系数为0.5dB的切比雪夫Ⅰ型低通滤波器的幅频响应平方函数



[image: ]
图4.9　阻带衰减为10dB的切比雪夫Ⅱ型低通滤波器的幅频响应平方函数



切比雪夫Ⅰ型滤波器的幅频响应平方函数为

[image: ]


其中，ε
 是小于1的正数，是与通带波纹有关的参量，ε
 值愈大，通带的波纹愈大；Ω
 c
 是通带有效截止频率，也是滤波器的某一衰减分贝处的通带宽度；V
 
N

 是N
 阶切比雪夫多项式，定义为

[image: ]


令x
 ＝Ω
 ／Ω
 c
 ，当N
 ＝0时，V
 
N

 （x
 ）＝1；当N
 ＝1时，V
 
N

 （x
 ）＝x
 ；当N
 ＝2时，V
 
N

 （x
 ）＝2x
 2
 -1；当N
 ＝3时，V
 
N

 （x
 ）＝4x
 3
 -3x
 ……由此N
 阶切比雪夫多项式为

[image: ]


从式（4.38）得出，当阶数N
 为偶数时，在x
 ＝0处，V
 
N

 （0）＝1，则|[image: ]
 ；当阶数N
 为奇数时，在x
 ＝0处，V
 
N

 （0）＝0，则|H
 （j0）|2
 ＝1。图4.8（a）和（b）分别给出了阶数N
 取偶数和奇数两种情况下滤波器的幅频响应特性。

对切比雪夫Ⅰ滤波器的幅频响应平方函数|H
 （jΩ
 ）|2
 来说，当|x
 |＜1时，|H
 （jΩ
 ）|2
 在1与[image: ]
 之间波动；当|x
 |＝1时，[image: ]
 ，即所有的幅度特性曲线都通过[image: ]
 点，因此将Ω
 c
 定义为切比雪夫滤波器的截止频率，在这个截止频率下，幅度函数不一定下降3 dB，也可以下降其他分贝值，这是切比雪夫滤波器与巴特沃兹滤波器的不同之处；当|x
 |＞1时，|H
 （jΩ
 ）|2
 随Ω
 的增加而单调下降，迅速趋于零，见图4.8。在具有相同阶数N
 的情况下，切比雪夫滤波器与巴特沃兹滤波器相比，具有较窄的过渡带，如图4.10所示。

[image: ]
图4.10　切比雪夫Ⅰ型滤波器与巴特沃兹滤波器过渡带的比较



因此，切比雪夫滤波器的滤波特性如下：

（1）所有曲线在Ω
 ＝Ω
 c
 时通过[image: ]
 点，故将Ω
 c
 定义为切比雪夫滤波器的截止角频率。

（2）在通带内[image: ]
 在1与[image: ]
 之间波动；在通带外[image: ]
 ，幅度特性呈单调下降。

（3）当阶数N
 为偶数时，[image: ]
 ；当阶数N
 为奇数时，|H
 （j0）|2
 ＝1。通带内误差分布是均匀的，这种逼近称为最佳一致逼近，因此通带等波纹滤波器是在通带内以最大误差最小化对理想低通滤波器的最佳一致逼近。

（4）由于滤波器通带内有波纹，则通带内的相频特性也有相应的纹波，即相位是非线性的，这会给信号传输带来线性畸变。因此，在要求群时延为常数时不宜采用这种滤波器。

根据式（4.37）的系统函数|H
 （jΩ
 ）|2
 ，将[image: ]
 代入，得

[image: ]


解该方程以求极点分布：

[image: ]


由于[image: ]
 是复变量，为求解切比雪夫多项式，令

[image: ]


将[image: ]
 代入式（4.38），并且令此式等于[image: ]
 ，求解α
 、β
 ：

[image: ]


求得满足上式的α
 、β
 为

[image: ]


将α
 、β
 的值代入式（4.42），求得极点值为

[image: ]



s
 
k

 是切比雪夫滤波器H
 （s
 ）H
 （-s
 ）的极点，给定N
 、Ω
 c
 、ε
 即可求得2N
 个极点分布。

切比雪夫滤波器的系统函数为

[image: ]


其中，[image: ]
 ，这里需要确定常数A
 ，由式（4.37）得

[image: ]


考虑到[image: ]
 的多项式，最高阶次系数是2
N
 -1
 ，因此常数A
 满足

[image: ]


因此切比雪夫滤波器的系统函数表示为

[image: ]



 4.3.3　椭圆滤波器

椭圆滤波器的特点是幅度频率响应在通带和阻带内均为等波纹的，且与上述两种滤波器相比，其在过渡带的下降斜度更大。一般来说，对于指定的滤波器指标（阶数与波纹），椭圆滤波器能以最低的阶数实现。N
 阶椭圆滤波器的幅频响应平方函数为

[image: ]


其中，Ω
 c
 为通带截止角频率；U
 
N

 （x
 ）是N
 阶Jacobian椭圆函数，实际设计中该函数需要查表计算；ε
 为纹波系数，且

[image: ]


式中，R
 p
 为纹波。阶数N
 为

[image: ]


式中，[image: ]
 ，Ω
 s
 为阻带角频率；[image: ]
 ，α
 s
 为阻带衰减（dB）；K
 （x
 ）为第一类椭圆积分，表示为[image: ]
 。图4.11分别显示了N
 ＝4和N
 ＝3时的椭圆低通滤波器的幅频响应平方函数。

[image: ]
图4.11　通带波纹为0.3dB、阻带波纹为10dB的椭圆低通滤波器的幅频响应平方函数




 4.4　模拟滤波器到数字滤波器的转换

模拟滤波器到数字滤波器的转换有很多种方法，其中最重要的有两种：脉冲响应不变法和双线性变换法。从模拟滤波器转换成一个可实现的数字滤波器，必须满足以下条件：

（1）为了保持模拟滤波器的频率特性，s
 平面的jΩ
 轴到z
 平面的单位圆的映射应该一一对应。

（2）为了保持模拟滤波器的因果稳定性，s
 左半平面的极点映射到z
 平面的单位圆内。

由于模拟滤波器的设计方法已经很成熟，而且许多模拟滤波器有现成简单的公式、图表可以利用，所以设计无限脉冲响应数字滤波器的方法是：根据所要求的数字滤波器的技术指标，先设计相应的模拟滤波器，然后再将模拟滤波器经过一定的转换，得到满足预定指标的数字滤波器。


 4.4.1　脉冲响应不变法

脉冲响应不变法就是使数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）等于模拟滤波器的单位冲激响应h
 a
 （t
 ）的采样，即

[image: ]


其中，T
 s
 为模数转换的采样周期。设模拟滤波器的系统函数为

[image: ]


若N
 ＞M
 ，即分子的阶数小于分母的阶数，系统函数可以展开成部分分式如下：

[image: ]


对于因果稳定的模拟滤波器，其单位冲激响应为

[image: ]


对模拟滤波器的单位冲激响应h
 a
 （t
 ）进行采样，得

[image: ]


对两边求Z
 变换得数字滤波器的系统函数H
 （z
 ）为

[image: ]


由此得出模拟滤波器的极点s
 ＝s
 
i

 映射为数字滤波器的极点[image: ]
 。比较式（4.56）与式（4.59），H
 a
 （s
 ）与H
 （z
 ）的部分分式中对应的系数是不变的。

从采样定理可知，采样信号[image: ]
 的频谱[image: ]
 与原连续时间信号h
 a
 （t
 ）的频谱H
 a
 （jΩ
 ）的关系为

[image: ]


此式说明，采样信号的频谱[image: ]
 是原信号频谱H
 a
 （jΩ
 ）按周期[image: ]
 的延拓。从拉普拉斯变换与Z
 变换的关系已知，模拟角频率Ω
 与数字角频率ω
 的关系为ω
 ＝ΩT
 s
 ，s
 平面的每一条[image: ]
 （k
 为整数）的水平带状区域都重叠映射到z
 平面上，因此s
 平面到z
 平面为一对多的映射对应关系。将ω
 ＝ΩT
 s
 代入式（4.47），得到数字滤波器的频率响应[image: ]
 与模拟滤波器的频率响应H
 （jΩ
 ）的关系：

[image: ]


若原模拟信号H
 a
 （jΩ
 ）的频带不是限于[image: ]
 之间，则会在[image: ]
 的奇数倍附近产生频率混叠，如图4.12（b）所示，从而映射到z
 平面上，在ω
 ＝±π
 的奇数倍附近产生混叠，如图4.12（c）所示。这说明脉冲响应不变法设计得到的IIR数字滤波器的频率响应是模拟滤波器的频率响应的周期延拓。

[image: ]
图4.12　脉冲响应不变法对应频率响应的转换



如果不考虑频谱混叠现象，脉冲响应不变法的优点是模拟频率到数字频率的转换是线性的，即ω
 ＝ΩT
 s
 ，用该方法设计的数字滤波器将很好地重现原型模拟滤波器的频率特性。此外，数字滤波器单位脉冲响应的数学表示近似原型模拟滤波器单位冲激响应，因此时域特性逼近好。但该方法的缺点是会产生频谱混叠现象，只适合带限滤波器，如低通、带通滤波器的设计，不适合高通、带阻滤波器的设计，因为混叠对高频段影响较大。

在实际应用中，需要对脉冲响应不变法作一点修正，当|ω
 |＜π
 时，由式（4.61）得

[image: ]


若采样周期T
 s
 很小，数字滤波器的频率响应会有太大的增益。因此为使数字滤波器的频率响应的增益不随采样周期T
 s
 而变化，令

[image: ]


则

[image: ]


当|ω
 |＜π
 时，有

[image: ]


同样，以阶跃响应不变法设计IIR数字滤波器类似于脉冲响应不变法，阶跃响应不变法仍然有幅度频率响应的周期延拓现象，要求模拟滤波器是带限的。具体推导这里就不再论述。


例4-1
 　若模拟滤波器的系统函数为

[image: ]


试用脉冲响应不变法求相应的数字滤波器的系统函数。（设采样周期为T
 s
 ）

解　将系统函数H
 （s
 ）用部分分式法展开为

[image: ]


模拟滤波器的极点s
 1
 ＝-0.5，s
 1
 ＝-2，因此相应数字滤波器的系统函数为

[image: ]



 4.4.2　双线性变换法

采用脉冲响应不变法时，由于是s
 平面到z
 平面多值映射的对应关系，导致数字滤波器会发生频谱混叠现象，因此它只适用于带限滤波器的设计。为了克服多值映射的对应关系，采用双线性变换方法。首先将整个s
 平面压缩到s
 1
 平面的一条带状区域，再通过一定的变换将此带状区域映射到z
 平面上，这样就保证了s
 平面到z
 平面的单值映射关系，从而可以消除频率混叠现象，如图4.13所示。

[image: ]
图4.13　s
 平面到z
 平面的双线性变换映射



双线性变换映射的步骤如下：

（1）将s
 平面的jΩ
 轴（Ω
 ：-∞～∞）映射到s
 1
 平面的jΩ
 1
 轴[image: ]
 上，对应关系式为

[image: ]


根据欧拉公式，式（4.69）为

[image: ]


设s
 ＝jΩ
 ，s
 1
 ＝jΩ
 1
 ，则

[image: ]


（2）s
 1
 平面的jΩ
 轴[image: ]
 带状区域映射到z
 平面的单位圆上，对应关系式为

[image: ]


即

[image: ]


将此式代入式（4.71），得到s
 平面到z
 平面的映射关系为

[image: ]


为使模拟滤波器的频率与数字滤波器的频率有对应关系，一般引入待定系数c
 ，使得

[image: ]


因此

[image: ]


系数c
 通常选择在低频处的值，s
 平面与s
 1
 平面近似有Ω
 ≈Ω
 1
 ，即

[image: ]


代入式（4.76）得

[image: ]


因此

[image: ]


这样，模拟滤波器与数字滤波器有了确切的对应关系。下面分析模拟滤波器与双线性变换后的数字滤波器在幅度频率特性上的逼近情况。

设采样周期T
 s
 ＝1，由式（4.79）可知，双线性变换法中，s
 平面到z
 平面是单值映射，二者的映射关系如图4.14所示。

[image: ]
图4.14　双线性变换法中数字角频率ω
 与模拟角频率Ω
 的映射关系



从图中看到，在低频处，Ω
 与ω
 的对应关系近似为线性的；在高频处，Ω
 与ω
 的对应关系存在严重的非线性。说明在双线性变换法中，数字滤波器的低频特性近似模拟滤波器的低频特性，而数字滤波器的高频特性有严重失真。

下面通过实例说明双线性变换法的变换过程及在高频处产生的失真。设采样周期T
 s
 ＝1，一个模拟微分滤波器的转换过程如图4.15所示。

[image: ]
图4.15　通过双线性变换法将理想微分滤波器转换到数字频域



由图4.15看到，一个模拟微分滤波器的幅频特性|H
 a
 （jΩ
 ）|与模拟频率Ω
 的关系是一条直线，若其中的模拟频率Ω
 1
 、Ω
 2
 、Ω
 3
 按照线性关系变换得到的数字频率分别为

[image: ]


但是，经过双线性变换后的数字频率分别为

[image: ]


显然Ω
 与ω
 是非线性关系，因此得到的数字滤波器的幅频特性[image: ]
 与数字频率ω
 的关系也是非线性的，尤其在高频处的非线性是很严重的，因此如果不做任何处理，一个模拟微分滤波器经双线性变换后是不能转换为数字微分滤波器的。

为了使设计的数字滤波器的频率等于原来要求的ω
 1
 、ω
 2
 、ω
 3
 ，需要先将数字滤波器的频率ω
 
i

 加以预畸变，如图4.16所示，即

[image: ]


得到模拟频率Ω
 
i

 ，并利用Ω
 
i

 来设计对应的模拟滤波器。

[image: ]
图4.16　双线性变换法中的频率非线性预畸变



图4.16显示了利用双线性变换法设计数字带通滤波器的频率变换。首先将数字带通滤波器的截止频率ω
 
i

 进行预畸变，得到模拟频率Ω
 
i

 ，利用Ω
 
i

 设计模拟带通滤波器|H
 a
 （jΩ
 ）|，再用双线性变换法得到数字带通滤波器[image: ]
 。

若将一模拟低通滤波器转换为数字低通滤波器，以脉冲响应不变法设计的数字低通滤波器，其频率特性曲线在ω
 ＝π
 处出现上扬，并且随着采样周期T
 s
 的增加而愈加明显，这一现象说明实际模拟低通滤波器的阻带衰减不为零，在模数转换过程中引起频率混叠。以双线性变换法设计的数字低通滤波器，其频率特性曲线在ω
 ＝π
 处[image: ]
 ，这种Ω
 与ω
 的非线性变换关系消除了频率混叠现象，但是其频率特性曲线与原模拟低通滤波器的频率特性曲线相比有较大失真，因此双线性变换法只适用于分段常数滤波器的设计。相比之下脉冲响应不变法设计的数字低通滤波器的频率特性曲线较接近原模拟低通滤波器频率特性曲线，因为在脉冲响应不变法中ω
 ＝ΩT
 s
 ，Ω
 与ω
 是线性转换的。


 4.5　IIR数字滤波器设计的频率变换方法

双线性变换法适合任意数字滤波器的设计。基于双线性变换法设计数字滤波器，可以有以下两种方法。

（1）从模拟低通滤波器原型到各种数字滤波器

首先设计一个截止频率归一化的模拟滤波器原型，利用频率变换方法，设计符合技术指标要求的低通、高通、带通和带阻数字滤波器，如图4.17所示。

[image: ]
图4.17　从模拟低通滤波器原型到各种数字滤波器



（2）从数字低通滤波器原型到各种数字滤波器

首先给定一个数字低通滤波器原型H
 p
 （z
 ），通过一定的变换关系，设计得到所要求的各种数字滤波器，如图4.18所示。

[image: ]
图4.18　从数字低通滤波器原型到各种数字滤波器




 4.5.1　模拟低通滤波器到各种数字滤波器的变换

利用模拟低通滤波器原型设计数字滤波器的具体步骤如下：

（1）根据数字滤波器的性能指标，确定数字滤波器的各截止频率ω
 
i

 。

（2）将ω
 
i

 预畸变，得到模拟滤波器的各对应截止频率Ω
 
i

 。

（3）根据得到的各截止频率Ω
 
i

 设计一个归一化频率的模拟滤波器原型H
 a
 （s
 ）。

（4）采用双线性变换法，将模拟滤波器原型H
 a
 （s
 ）转换为对应的数字滤波器的转移函数H
 （z
 ）。

下面介绍4种具体的变换。

（1）模拟低通—数字低通变换

用双线性变换法设计一个三阶巴特沃兹数字低通滤波器，其3dB截止频率f
 c
 ＝1kHz，采样频率f
 s
 ＝4kHz。

首先确定数字截止频率[image: ]
 。将数字截止频率ω
 c
 进行预畸变，得到模拟滤波器截止频率[image: ]
 。

三阶归一化频率的巴特沃兹模拟低通滤波器的传输函数如式（4.36）所示，以[image: ]
 代替归一化频率，则三阶巴特沃兹模拟低通滤波器的传输函数为

[image: ]


将[image: ]
 代入上式，得

[image: ]


将双线性变换的关系式[image: ]
 代入，得到数字低通滤波器的传输函数为

[image: ]



例4-2
 　用双线性变换法设计一个巴特沃兹数字低通滤波器，通带和阻带都是频率的单调下降函数，而且无起伏。频率在0.5π
 处的幅度衰减为3.01dB，在0.75π
 处的幅度衰减至少为15dB。

解　①设T
 s
 ＝1，对频率进行预畸处理。

当通带截止频率ω
 p
 ＝0.5π
 时，[image: ]
 ；

当阻带截止频率ω
 s
 ＝0.75π
 时，[image: ]
 。

②根据Ω
 p
 、Ω
 s
 的要求设计模拟低通滤波器。

通带满足的条件为

[image: ]


阻带满足的条件为

[image: ]


根据式（4.28），将a
 p
 、a
 s
 代入得到滤波器的阶数应该满足

[image: ]


所以选N
 ＝2。

③由通带来确定模拟滤波器的归一化截止频率Ω
 c
 ：

[image: ]


查表得二阶巴特沃兹模拟滤波器（图4.19）的系统函数为

[image: ]


[image: ]
图4.19　模拟低通滤波器的幅频响应



④利用双线性变换实现数字低通滤波器（图4.20）如下：

[image: ]


[image: ]
图4.20　数字低通滤波器的幅频响应



（2）模拟低通——数字高通变换

模拟低通滤波器到数字高通滤波器的变换，是将s
 变量进行倒量变换。在双线性变换中将s
 用[image: ]
 代替，就可得到数字高通滤波器，即

[image: ]


由于倒量变换不影响模拟滤波器的稳定关系，因此不会影响双线性变换后的稳定条件。将s
 ＝jΩ
 ，z
 ＝ejω

 代入式（4.90），得

[image: ]


因为截止频率没有负数，因此

[image: ]


由此看出jΩ
 轴仍然映射在单位圆上，只是方向颠倒了，即Ω
 ＝0映射ω
 ＝π
 ，Ω
 ＝∞映射ω
 ＝0。变换曲线如图4.21所示。通过这样的变换关系，可以实现模拟低通滤波器到数字高通滤波器的变换。

[image: ]
图4.21　模拟低通—数字高通变换



（3）模拟低通—数字带通变换

设数字带通滤波器的中心频率为ω
 0
 。模拟低通滤波器到数字带通滤波器的变换是将模拟低通滤波器的Ω
 ＝0点映射到数字频域的±ω
 0
 上，而将Ω
 ＝∞映射到高低频端ω
 ＝0和ω
 ＝π
 上。同样将s
 的原点映射到[image: ]
 ，将s
 ＝±j∞点映射到z
 ＝±1，满足这个要求的双线性变换为

[image: ]


当z
 ＝ejω

 时

[image: ]


则模拟低通滤波器和数字带通滤波器的频率之间的关系为

[image: ]


其关系曲线如图4.22所示。图中可以看到Ω
 ＝0点映射在ω
 ＝ω
 0
 上，而Ω
 ＝±∞映射在ω
 ＝0和ω
 ＝π
 两端。因而满足带通变换的要求，同时，这一变换也满足稳定性要求。

[image: ]
图4.22　模拟低通—数字带通变换



在设计数字带通滤波器时，一般只给出上下边带的截止频率ω
 1
 、ω
 2
 作为设计要求，因此在应用以上变换时，首先从上下边带参数换算到模拟频域的两个参数Ω
 1
 、Ω
 2
 ，即

[image: ]


由于Ω
 1
 和Ω
 2
 是一对镜像频率，即Ω
 1
 ＝-Ω
 2
 ，将其代入式（4.96）得

[image: ]


同时Ω
 1
 也是模拟低通滤波器的截止频率Ω
 c
 ，所以

[image: ]


有了式（4.97）和式（4.98）就可以实现模拟低通滤波器到数字带通滤波器的变换了。

（4）模拟低通—数字带阻变换

和模拟低通滤波器到数字带通滤波器的变换一样，将带通的频率关系倒置就可以得到带阻变换，即

[image: ]


其计算方法同带通变换是一致的。


 4.5.2　数字低通滤波器到其他滤波器的变换

从数字低通滤波器原型到各种数字滤波器的频率变换，也称为z
 平面变换法。将一个数字低通滤波器的原型H
 p
 （z
 ）通过一定的变换，设计出各种不同的数字滤波器传输函数H
 （z
 ），这种变换方法是将H
 p
 （z
 ）的z
 平面映射到H
 （z
 ）的z
 平面，是直接在数字频域上进行的。为区分变换前后的两个不同的z
 平面，将变换前H
 p
 （z
 ）的z
 平面定义为u平面。由于在传输函数中u
 、z
 都是以负幂形式出现的，则u
 平面到z
 平面的映射关系为

[image: ]


这样一来，数字滤波器的原型变换可以表达为

[image: ]


变换的原则是：一个因果稳定的数字低通滤波器H
 p
 （z
 ）经变换后仍然为一个因果稳定的数字滤波器H
 （z
 ）。因此，应该遵循以下三点：

（1）频率响应要满足一定的变换要求，频率轴应该对应，即u
 平面的单位圆必须映射到z
 平面的单位圆上。

（2）满足因果稳定系统的要求，u
 平面的单位圆内部必须映射到z
 平面的单位圆内部。

（3）传输函数[image: ]
 是u
 -1
 的有理函数，G
 （z
 -1
 ）也必须是z
 -1
 的有理函数。

设u
 平面的单位圆为ejθ

 ，z
 平面的单位圆为ejω

 ，由式（4.101）得

[image: ]


其中，Φ（ω
 ）是[image: ]
 的相位函数。由u
 平面的单位圆必须映射到z
 平面的单位圆上可知

[image: ]


说明G
 （z
 -1
 ）在单位圆上的幅度必须恒等于1，这样的函数是全通函数。全通函数可以表示为

[image: ]


其中，a
 
i

 是G
 （z
 -1
 ）的极点，可以为实数，也可以是共轭复数，但必须保证极点在单位圆内，即|a
 
i

 |＜1，才能保证变换的稳定性不改变。

下面介绍4种具体的变换。

（1）数字低通—数字低通变换

从数字低通滤波器[image: ]
 到数字低通滤波器[image: ]
 的变换中，只有截止频率不同，因而θ
 从0变化到π
 ，对应地，ω
 也是从0变化到π
 ，全通函数的相位变化量为Nπ
 ，即变换函数为一阶全通函数，并且满足G
 （1）＝1和G
 （-1）＝-1，因此

[image: ]


其中，a
 为实数，且|a
 |＜1。将[image: ]
 和[image: ]
 代入上式，可以得到u
 平面映射到z
 平面的频率变换关系为

[image: ]


从中得到

[image: ]



θ
 与ω
 的关系如图4.23所示。除a
 ＝0外，在其他a
 情况下，频率变换关系都是非线性关系。从图中可以看到，当a
 ＞0时，此变换表示频率压缩；当a
 ＜0时，此变换表示频率扩张。但是对于幅度响应为分段常数的滤波器，变换后仍然可得类似的频率响应。

[image: ]
图4.23　数字低通—数字低通变换的频率非线性关系



设数字低通滤波器原型的截止频率为θ
 c
 ，变换后对应数字低通滤波器的截止频率为ω
 c
 ，代入式（4.107）可得

[image: ]


这样就确定了整个变换函数。

（2）数字低通—数字高通变换

数字低通滤波器变换到数字高通滤波器，需要把z
 变换成-z
 ，即旋转变换，将数字低通滤波器原型的频率响应在单位圆上旋转π
 。当a
 为实数时，有

[image: ]


旋转变换后，[image: ]
 ，式（4.110）变为

[image: ]


由此得到参数a


[image: ]


表4.1所示为截止频率为θ
 c
 的数字低通滤波器变换成各种类型数字滤波器的变换参数。


表4.1　数字低通滤波器到其他类型滤波器的变换参数

[image: ]


（3）数字低通—数字带通变换

若带通的中心频率为ω
 0
 ，它应该对应于数字低通滤波器原型的通带中心，即θ
 ＝0点。当带通的频率由ω
 0
 →π
 时，表示由通带走向阻带，因此对应的θ
 由0→π
 。同样，当带通频率由ω
 0
 →0时，表示由通带走向另一边阻带，对应的θ
 由0→-π
 ，对应于数字低通滤波器原型的镜像部分。这样当ω
 由0→π
 时，θ
 必须相应变化2π
 ，即全通函数的阶数为Ν＝2。这样，
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将带通的上下截止频率ω
 2
 、ω
 1
 与其对应的数字低通滤波器原型的截止频率θ
 c
 、-θ
 c
 代入式（4.113），参数a
 就可以确定，如表4.1所示。

（4）数字低通—数字带阻

由数字低通滤波器原型到数字带阻滤波器的变换同样可以通过旋转变换来完成，而且全通函数的阶数仍然是N
 ＝2，具体的变换参数如表4.1所示。


 4.6　IIR数字滤波器的实现与系数量化效应

在具体IIR数字滤波器的设计与应用中，还需要考虑滤波器的实现方法以及实现过程中的有限字长和系数量化效应。


 4.6.1　IIR数字滤波器的实现

滤波器的实现主要有两种手段，即硬件实现和软件实现。硬件实现依据4.2节介绍的不同类型设计滤波器结构，采用延迟单元和放大器完成；软件实现则依据滤波器的差分方程设计相应程序完成。滤波器软件既有直接在计算机系统中运行的，也有在数字信号处理器（DSP）等微处理器上运行的。

例如，设一个IIR数字滤波器的系统函数如下：

[image: ]


则其相应的C程序实现如下：


    void iir（double x［］，double a［］，double b［］，int M，int N，double y，int n）
    {
          double ya＝0，yb＝0；
          for（int j＝0；j＜＝M； j＋＋）
                yb＋＝b［j］*

 x［n-j］；
          for（int i＝1；i＜＝N； i＋＋）
          ya＋＝a［i］*

 y［n-i］；
          y＝ya＋yb；
    ｝


无论是硬件实现还是软件实现，滤波器特性都会受到处理器有限字长和系数量化效应的影响而与理论设计值存在差异，这些差异太大时会使滤波器变得不可应用。当然这里要指出，目前大部分DSP等微处理器的字长都在16位以上并具有浮点处理功能，因此有限字长和系数量化效应的影响在应用中已经不像从前那样突出。


 4.6.2　系数量化效应

当IIR数字滤波器实现时，如果定点处理器的字长不足或滤波器系数不能精确表示，则具体实现的滤波器特性会发生变化。

设一个稳定的IIR数字滤波器的系统函数如下：

[image: ]


其极点为

[image: ]


当式（4.115）中的滤波器系数用有限Q
 比特量化时，两个系数的量化值如下：

[image: ]


由于系数发生变化，因此滤波器的极点也会发生变化，甚至漂移到单位圆之外，使系统不稳定。表4.2说明了各量化比特数下系数值和系统的稳定性，从中可以看到，当量化比特在10比特以下时系数变化使得滤波器不能稳定，也就是说要实现这个滤波器，从稳定性来讲量化比特必须达到10比特。

表4.2　系数量化效应



	量化比特
	
q
 1

	
q
 2

	稳定性



	8
	-1.8125
	0.8125
	非



	9
	-1.8125
	0.8125
	非



	10
	-1.8115234375
	0.8134765625
	是



	11
	-1.81201171875
	0.81298828125
	是



	12
	-1.81201171875
	0.81298828125
	是




即便滤波器能够稳定，但量化导致的系数漂移仍然可能使滤波器频率响应出现变化。

例如，设一个窄带滤波器的系统函数如下：

[image: ]


假如用4比特量化，则根据式（4.116）计算得到

[image: ]


因此，4比特量化系数实现的滤波器的系统函数为

[image: ]


显然，滤波器的极点也会由于系数的变化而发生变化。对于式（4.117）的滤波器可以计算出它的极点为

[image: ]


而式（4.118）的用4比特量化系数后实现的滤波器，它的极点是

[image: ]


显然，量化系数后实现的滤波器仍然稳定，但是由于原来的极点靠近单位圆，因此很少的极点变化就导致滤波器的频率响应发生较大的变化，系数量化后滤波器频率响应的峰值高度大约为原来的0.6，如图4.24所示。

[image: ]
图4.24　量化系数前后滤波器频率响应的变化




 4.7　IIR数字滤波器的应用

IIR数字滤波器由于其本身的零极点结构，能以较低的阶数实现系统。通常IIR数字滤波器的滤波阶数一般为4阶到30阶，而FIR数字滤波器的滤波阶数非常高，通常要到100阶。另外，实现IIR数字滤波器所用的存储单元少、运算量小、速度快，具有较高的性价比，缺点是IIR数字滤波器的反馈通道计算会导致结果溢出，且其相位具有非线性。因此，IIR数字滤波器一般应用在可以忽略相位线性要求的领域，在自动控制、信号处理、医学以及航空等领域有着广泛的应用。


 4.7.1　脑电信号自发节律的提取

脑电波（Electroencephalogram，EEG）是大脑在活动时，大量神经元同步发生的突触后电位经总和后形成的。它记录大脑活动时的电波变化，是脑神经细胞的电生理活动在大脑皮层或头皮表面的总体反映，具有很高的时间分辨率，可达毫秒级。

脑电波最早是由德国著名的精神病研究者汉斯·贝格尔（H．Berger）于1924年发现的，他看到电鳗发出电气，认为人类身上必然有相同的现象，进而发现了在人类大脑产生的脑电信号，并完成了人类大脑的历史上第一份脑电图。

在大脑活动时，大脑外层皮质细胞所产生的生物电将随时间和空间出现变化，用置于头皮表面的电极可以探测头部各点的电势差随时间的变化，这是大量脑细胞叠加的结果，EEG信号的单电极记录方法如图4.25所示。

[image: ]
图4.25　单电极脑电波（EEG）信号的记录方法



脑电波可分为自发脑电波和诱发脑电波。自发脑电波是一些自发的有节律的神经电活动，其频率变动范围在每秒1～30次之间，可划分为四个波段，即：


δ
 波（1～3Hz），幅度为20～200μV
 。当人在婴儿期或智力发育不成熟、成年人在极度疲劳、昏睡或麻醉状态下，可在颞叶和顶叶记录到这种波。


θ
 波（4～7Hz），幅度为100～150μV
 。在成年人意愿受挫或者抑郁以及精神病患者中这种波极为显著。但此波为少年（10～17岁）的脑电图中的主要成分。


α
 波（8～13Hz，平均数为10Hz），幅度为20～100μV
 。它是正常人脑电波的基本节律，如果没有外加的刺激，其频率是相当恒定的。人在清醒、安静并闭眼时该节律最为明显，睁开眼睛（受到光刺激）或接受其他刺激时，α
 波即刻消失。


β
 波（14～30Hz），幅度为5～20μV
 。当人精神紧张、情绪激动或亢奋时出现此波，当人从噩梦中惊醒时，原来的慢波节律可立即被该节律所替代。

在人心情愉悦或静思冥想时，一直兴奋的β
 波将减弱，α
 波相对来说得到了强化。因为这种波形最接近右脑的脑电波生物节律，于是人的灵感状态就出现了。

除此之外，在觉醒并专注于某一事时，常可见一种频率较β
 波更高的γ
 波，其频率为30～80Hz，波幅范围不定。

图4.26是正常人与深度昏迷病人的EEG时域信号及其频谱的比较，其中正常人的EEG是在安静环境中闭眼状态下进行测试的，因车祸导致左额颞硬膜下水肿的深度昏迷病人的EEG是在苏州大学第一附属医院进行测试的。从图4.26可以看出，正常人的EEG活跃度及能量均高于昏迷病人的。

[image: ]
图4.26　正常人和深度昏迷病人的EEG时域信号及其频谱的比较



由于α
 、β
 节律可以反映人的精神状态，下面对正常人和深度昏迷病人EEG的α
 、β
 节律进行提取，采用IIR数字器滤波。

对EEG信号的滤波一般要结合计算效率和滤波器特性如阶数、通带、阻带和过渡带特性、延迟等综合考虑。对于相同的数字滤波器设计指标，FIR数字滤波器所要求的阶数比IIR数字滤波器高5～10倍，甚至更高，而且信号的延迟也较大。IIR数字滤波器不仅所要求的阶数较低，而且可以利用模拟滤波器设计出相同滤波器，缺点是相位的非线性及浮点运算。

IIR数字滤波器的类型为巴特沃兹、切比雪夫Ⅰ型、切比雪夫Ⅱ型和椭圆型。由于自发脑电波4个节律的通带频率非常窄，进行滤波处理的数字滤波器必须具有最窄的过渡带，而椭圆滤波器具有这样的特点，并且在其通带和阻带中均具有等波纹幅度响应，对于指定的滤波器设计指标（阶数与波纹），椭圆滤波器可以最低的阶数实现。因此对于自发脑电波节律的提取，采用椭圆滤波器是比较合适的。

首先在MATLAB工具软件中，进入fdatool（Filter Design and Analysis Tool），这是MATLAB软件自带的信号处理工具箱，提供了一种简便且可视化的数字滤波器设计工具。根据自发脑电波4个节律的频带范围，分别设计提取α
 和β
 节律的IIR数字滤波器。

提取α
 节律，设计IIR椭圆数字带通滤波器，阻带f
 stop1
 ＝7Hz，f
 pass1
 ＝8Hz，f
 pass2
 ＝13Hz，f
 stop2
 ＝14Hz，通带纹波＜1 dB，阻带衰减＜-60 dB。图4.27（a）为设计提取α
 节律的带通滤波器的幅度频率响应，阶数为14，分别由7个2阶传递函数级联组成。同样，提取β
 节律，设计IIR椭圆数字带通滤波器，阻带f
 stop1
 ＝13Hz，f
 pass1
 ＝14Hz，f
 pass2
 ＝30Hz，f
 stop2
 ＝31Hz，通带纹波＜1 dB，阻带衰减＜-60 dB。图4.27（b）为设计提取β
 节律的带通滤波器的幅度频率响应，阶数为18，分别由9个2阶传递函数级联组成。

[image: ]
图4.27　IIR椭圆数字带通滤波器幅度频率响应



基于fdatool设计的带通滤波器分别对正常人和深度昏迷病人的EEG进行α
 和β
 节律的提取，如图4.28和图4.29所示。

[image: ]
图4.28　正常人和深度昏迷病人的α
 节律的时域信号及其频谱的比较



[image: ]
图4.29　正常人和深度昏迷病人的β
 节律的时域信号及其频谱的比较



从图4.28和图4.29可以看出，正常人的α
 、β
 节律与昏迷病人的α
 、β
 节律相比，能量占比高，说明昏迷病人的脑电波活动很弱，神经组织的活跃程度较低。


 4.7.2　DTMF双音频信号的合成

IIR数字滤波器的一个典型应用是作为双音频电话的双音频信号（DTMF：Dual Tone Multi-Frequency）发生器。标准的双音频电话的按键布局和对应的双音频率如图4.30所示。例如，按键“5”对应的频率分别为770Hz和1336Hz。

[image: ]
图4.30　双音频电话键盘的频率分配



实际设计中，首先设计产生单一频率音频信号的滤波器，当按键按下时产生一个脉冲信号激励该滤波器，使其输出一个频率为ω
 0
 的单频信号。此时，根据Y
 （z
 ）＝H
 （z
 ）X
 （z
 ）＝H
 （z
 ）可知，滤波器的频率响应应该与单频正弦信号的频谱一致，这样的滤波器的系统函数为

[image: ]


相应的差分方程为

[image: ]


设采样频率f
 s
 ＝8kHz，输出频率f
 0
 ＝1209Hz的滤波器对应的角频率为ω
 0
 ＝0.30225π
 ，根据式（4.119）和（4.120），相应的滤波器系统函数和差分方程如下：

[image: ]


图4.31显示了该滤波器的幅频响应，表现为频率ω
 0
 ＝0.30225π
 处的一个脉冲，与单频正弦信号的频谱一致。

[image: ]
图4.31　单频信号IIR数字滤波器的幅频响应



图4.32是式（4.121）和（4.122）表示的滤波器系统的单位脉冲响应，由此可知，所设计的滤波器能够满足实际应用需要。进一步设计输出频率为f
 ＝852Hz的正弦信号滤波器，并将两个滤波器并联起来，就可以实现按键“7”的双音频信号的输出。

[image: ]
图4.32　单频信号IIR数字滤波器的单位脉冲响应



显然，图4.31显示的IIR数字滤波器的频率响应也说明其可以从输入信号中过滤出特定的频率成分ω
 0
 ，而消除其他频率成分。


 4.8　本章小结

IIR数字滤波器设计的基本思路是借助模拟滤波器原型，再将模拟滤波器转换成数字滤波器，即：首先设计一个模拟滤波器的传输函数H
 a
 （s
 ），然后通过复变量s
 与复变量z
 之间的变换关系求出数字滤波器的系统函数H
 （z
 ）。由于模拟滤波器的设计已经有了一套相当成熟的方法，它不但有完整的公式，而且还有较为完整的图表查询，因此充分利用这些已有的资源将会简化数字滤波器的设计。

在实际应用中，IIR数字滤波器具有结构简单、占用资源少、过渡带宽窄、运算速度快等特点，非常适用于单片机、ARM
 等系统进行实时处理；对于高阶的IIR数字滤波器，可以采用二阶子系统的级联来有效实现。但是IIR数字滤波器的反馈通道计算会导致结果溢出，且其相位具有非线性。因此，IIR数字滤波器一般应用在可以忽略相位线性要求的领域，或者在IIR数字滤波器的输出端增加全通滤波器来做一定的相位补偿。


 习题


4-1
 　对于系统函数

[image: ]


试用一阶系统的级联形式，画出该系统可能实现的信号流图。


4-2
 　一线性时不变因果系统，其系统函数为

[image: ]


对应每种类型画出系统实现的信号流图。

（1）直接Ⅰ型。

（2）直接Ⅱ型。

（3）用一阶和二阶直接Ⅱ型的级联型。

（4）用一阶和二阶直接Ⅱ型的并联型。


4-3
 　已知模拟滤波器的传输函数[image: ]
 ，试用脉冲响应不变法将H
 a
 （s
 ）转换成数字传输函数H
 （z
 ）。（设采样周期T
 ＝0.5）


4-4
 　若模拟滤波器的传输函数为[image: ]
 ，试用脉冲响应不变法将H
 a
 （s
 ）转换成数字传输函数H
 （z
 ）。（设采样周期T
 ＝1）


4-5
 　用双线性变换法设计一个三阶巴特沃兹数字低通滤波器，采样频率f
 s
 ＝1.2kHz，截止频率为f
 c
 ＝400Hz。


4-6
 　用双线性变换法设计一个三阶巴特沃兹数字高通滤波器，采样频率f
 s
 ＝6kHz，截止频率为f
 c
 ＝1.5kHz。


4-7
 　用双线性变换法设计一个三阶巴特沃兹数字带通滤波器，采样频率f
 s
 ＝720Hz，上下边带的截止频率分别为f
 1
 ＝60Hz，f
 2
 ＝300Hz。


4-8
 　设计一个一阶数字低通滤波器，3dB截止频率为ω
 c
 ＝0.25π
 ，将双线性变换法应用于巴特沃兹模拟滤波器。


4-9
 　试用双线性变换法设计一数字低通滤波器，并满足：通带和阻带都是频率的单调下降函数，而且无起伏，频率在0.5π
 处的衰减为-3.01dB，在0.75π
 处的幅度衰减至少为15dB。


4-10
 　一个数字系统的采样频率f
 s
 ＝1000Hz，已知该系统受到频率为100Hz的噪声干扰，试设计一个陷波滤波器来去除该噪声，要求3dB边带频率为95Hz和105Hz，阻带衰减不小于14dB。


 实验　IIR数字滤波器的设计

一、实验目的

（1）掌握双线性变换法及脉冲响应不变法设计IIR数字滤波器的具体设计方法及原理。熟悉双线性变换法及脉冲响应不变法设计低通、高通和带通IIR数字滤波器的计算机编程。

（2）观察双线性变换法及脉冲响应不变法设计的滤波器的频域特性，了解双线性变换法及脉冲响应不变法的特点。

（3）熟悉巴特沃兹滤波器、切比雪夫滤波器和椭圆滤波器的频率特性。

二、实验内容

IIR数字滤波器是无限脉冲响应滤波器，具有相位非线性的特点，从[image: ]
 ，主要有两种设计方法，即脉冲响应不变法（对频带有限的滤波器可采用）和双线性变换法（适用于任意滤波器）。

使用双线性变换法设计IIR数字滤波器的基本设计步骤是：首先，确定相关的技术参数；其次，设计模拟滤波器（巴特沃兹滤波器），得到其传输函数H
 a
 （s
 ）；第三，将模拟滤波器的传输函数H
 a
 （s
 ）从s
 平面转换到z
 平面，得到数字滤波器的系统函数H
 （z
 ）；最后，通过对H
 （z
 ）的处理，输出幅频特性等曲线图。

（1）设采样周期T
 ＝250μ
 s（f
 s
 ＝4kHz），分别用脉冲响应不变法和双线性变换法设计一个三阶巴特沃兹数字低通滤波器，其3dB截止频率为f
 c
 ＝1kHz。

（2）用双线性变换法设计以下滤波器（采用巴特沃兹滤波器）：

①模拟低通滤波器到数字低通滤波器

具体技术指标：通带和阻带都是频率的单调下降函数，而且无起伏；频率在0.5π
 处的幅度衰减为-3.01dB，在0.75π
 处的幅度衰减至少为15dB。

②模拟低通滤波器到数字高通滤波器

具体技术指标：通带截止频率（-3dB处）f
 c
 ＝3kHz，阻带上限截止频率f
 s
 t
 ＝2kHz，通带衰减不大于3dB，阻带衰减不小于14dB，抽样频率f
 s
 ＝10kHz。

三、思考题

（1）脉冲响应不变法和双线性变换法在设计IIR数字滤波器方面各自的优点是什么？

（2）模拟低通滤波器经脉冲响应不变法和双线性变换法转换后，幅频特性如何变化？

四、实验要求

（1）简述实验目的和原理。

（2）按实验内容顺序给出实验结果。

（3）回答思考题。



5　有限脉冲响应数字滤波器设计



■　线性相位有限脉冲响应（FIR）数字滤波器

■　窗函数、频率取样与等波纹逼近设计方法

■　FIR数字滤波器的典型应用



正如前面第2、3章关于频谱的讨论所述，任何一个时域信号可以分解成一系列不同频率正弦波的加权和。滤波器是一种特殊功能的系统，它的主要作用是消除输入信号中不需要的正弦波成分，由于每一个正弦波对应一个频率成分，因此从频域的角度看就是消除信号频谱中不需要的频率成分。滤波器广泛应用在通信、控制和各种信号处理中，也是任何一个数字信号处理系统所必须具备的。

有限脉冲响应（FIR）数字滤波器的系统单位脉冲响应h
 （n
 ）是有限长序列，在实际应用中一般采用可实现的因果FIR数字滤波器。在第1章曾经分析了FIR系统与IIR系统的区别，但作为滤波器来说，还有一个重要的区别是在一定条件下可以保证所设计出的FIR数字滤波器具有线性相位特性，而IIR数字滤波器很难做到。

FIR数字滤波器的设计方法是灵活多样的，主要的设计方法有窗函数设计方法、频率取样设计方法和等波纹逼近设计方法。


 5.1　FIR数字滤波器的特点

有限脉冲响应数字滤波器具有一般FIR系统的一切特性，与IIR系统的特性相比在单位脉冲响应h
 （n
 ）、差分方程形式、系统函数H
 （z
 ）以及系统结构方面有明显的区别。另外，可以设定条件来保证FIR数字滤波器具有线性相位特性，但IIR数字滤波器很难实现线性相位。


 5.1.1　基本特点

设一个因果有限脉冲响应数字滤波器的单位脉冲响应为h
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1，则其相应的系统函数H
 （z
 ）如下：

[image: ]


对上式两边求Z
 反变换可以得到滤波器系统的差分方程描述形式如下：

[image: ]


显然，上式右边也就是单位脉冲响应h
 （n
 ）与输入信号x
 （n
 ）的线性卷积[image: ]
 。上式说明，FIR数字滤波器的当前输出信号值仅仅与当前输入信号值和N
 -1个以前的输入信号值有关。

根据式（5.1）可画出FIR数字滤波器系统结构的直接形式，如图5.1所示。从图中可以看到，FIR数字滤波器是没有反馈的，因此系统能够保持稳定。

[image: ]
图5.1　FIR数字滤波器系统结构图




 5.1.2　线性相位特点

对于滤波器来说，如果能够具有线性相位特性那是非常有意义的，因为这表示滤波器对输入信号中各个频率成分的相位延迟效应是一样的，从时域来看就是各个时间点的信号延时是一样的，这在图像和视频信号的传输与处理中尤其重要。例如，设一个线性相位数字滤波器系统的频率响应[image: ]
 如下：

[image: ]


即，其幅度响应是[image: ]
 ，而相位θ
 
H

 （ω
 ）＝-αω
 是线性的，斜率为-α
 。当输入信号x
 （n
 ）经过这样的滤波器时，得到的输出信号y
 （n
 ）的频谱为

[image: ]


上式说明，输出信号的相位谱是[image: ]
 。对上式求IDTFT得到输出信号如下：

[image: ]


其中

[image: ]



y
 0
 （n
 ）与滤波器的相位无关。可以看出，滤波器相位-αω
 所引起的延时n
 -α
 与频率无关，这意味着输入信号的任何频率成分都有一样的延时。不失一般性，设[image: ]
 ，对式（5.4）两边求傅立叶反变换得

[image: ]


上式说明，如果滤波器具有线性相位特性，则对输入信号的时序不会有影响，即对输入信号的移位是处处相等的。


例5-1
 　设有一个复合正弦信号x
 （n
 ）＝sin（0.2πn
 ）＋cos（0.4πn
 ）分别通过两个低通滤波器，滤波器的频率响应如下：

[image: ]


则两个滤波器的输出信号y
 1
 （n
 ）和y
 2
 （n
 ）分别为

[image: ]


输入信号x
 （n
 ）与输出信号y
 1
 （n
 ）和y
 2
 （n
 ）的时域波形分别如图5.2（a）、图5.2（b）和图5.2（c）所示。可以看到，尽管两个滤波器的幅频特性完全一致，但是通过线性相位数字低通滤波器[image: ]
 的输出信号y
 1
 （n
 ）很好地保持了原始信号的波形，仅仅是延时了5个采样点；而通过非线性相位数字低通滤波器[image: ]
 的输出信号y
 2
 （n
 ）则由于相位的失真而导致波形与输入信号不一致。

[image: ]
图5.2　滤波器相位的影响



几乎所有实际应用中采用的FIR数字滤波器都是线性相位的，否则可以采用同样功能的IIR数字滤波器。下面分析线性相位FIR数字滤波器的实现条件。


 5.1.3　线性相位FIR数字滤波器的实现条件

所有FIR数字滤波器都可以实现线性相位特性。首先分析因果FIR数字滤波器，其单位脉冲响应为h
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1，相应的系统函数如式（5.1）所示，频率响应如下：

[image: ]


假设h
 （n
 ）满足条件h
 （n
 ）＝h
 （N
 -1-n），即它是以中点n
 ＝（N
 -1）／2对称的，则式（5.10）可以写成式（5.11）：

[image: ]


当N
 为偶数时，令m
 ＝N
 -1-n
 ，则频率响应[image: ]
 进一步推导如下：

[image: ]


显然，此时[image: ]
 具有线性相位θ
 
H

 （ω
 ）＝-ω
 （N
 -1）／2，并且与h
 （n
 ）的具体值无关。

当N
 为奇数时，同样令m
 ＝N
 -1-n
 ，则频率响应[image: ]
 进一步推导如下：

[image: ]


该式同样说明，[image: ]
 具有线性相位[image: ]
 ，并且与h
 （n
 ）的具体值无关。因此，无论因果FIR数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）的长度是偶数还是奇数，都不会影响滤波器的线性相位特性，只要满足中点对称条件h
 （n
 ）＝h
 （N
 -1-n
 ），其相位始终具有线性相位特性，即θ
 
H

 （ω
 ）＝-ω
 （N
 -1）／2，并且与h
 （n
 ）的具体值无关。显然，线性相位的中点对称条件并不苛刻，容易实现。

实际上，实现线性相位的中点对称条件还可以扩展为式（5.14）所示，即只要单位脉冲响应是以中点n
 ＝（N
 -1）／2对称的，则无论是偶对称还是奇对称，都能实现[image: ]
 的线性相位特性。

[image: ]


如果h
 （n
 ）满足奇对称条件h
 （n
 ）＝-h
 （N
 -1-n
 ），则当N
 为偶数和奇数时可以从式（5.12）和（5.13）的推导过程得出滤波器的频率响应如式（5.15）所示。应该注意，在h
 （n
 ）以中点奇对称时，中点的值[image: ]
 应该为零。显然，式（5.15）同样表示了[image: ]
 的线性相位特性，即[image: ]
 。

[image: ]


虽然只要FIR数字滤波器的单位脉冲响应满足式（5.14）所示的中点对称条件都能实现线性相位特性，但实际应用中更多地采用偶对称约束条件来设计FIR数字滤波器。

以上分析了因果FIR数字滤波器的线性相位条件，对于其他形式的FIR数字滤波器，其结论是一致的。设一个任意形式的FIR数字滤波器的单位脉冲响应为h
 （n
 ），n
 ＝N
 1
 ～N
 2
 ，则总能找到一个因果FIR数字滤波器，它的单位脉冲响应为h
 c
 （n
 ）＝h
 （n
 ＋N
 1
 ），n
 ＝0～N
 2
 -N
 1
 。两者的频率响应关系为

[image: ]


即

[image: ]


显然，只要因果FIR数字滤波器[image: ]
 是线性相位的，则任意形式的FIR数字滤波器也具有线性相位特性。因为h
 c
 （n
 ）是由h
 （n
 ）的移位形成的，所以任意FIR数字滤波器只要满足中点对称条件都将具有线性相位特性。


 5.2　窗函数设计法

设计FIR数字滤波器的基本方法是窗函数设计法（Window method），可采用的窗函数主要有矩形窗（Rectangular）、汉宁窗（Hanning）、哈明窗（Hamming）、布莱克曼窗（Blackman）和凯泽窗（Kaiser）。它们的频率响应特性不同，因此在设计FIR数字滤波器时的作用也有所不同。最常使用的一种窗函数为凯泽窗。


 5.2.1　窗函数设计法原理

理论上，低通、带通等选频滤波器都是具有幅度锐变的IIR数字滤波器，即其单位脉冲响应h
 
i

 （n
 ）为无限长。窗函数设计法的实质是一种IIR数字滤波器的时域逼近，通过一个短时窗w
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1将IIR的单位脉冲响应h
 
i

 （n
 ）截断为有限长，保留主要能量部分而形成有限长单位脉冲响应h
 （n
 ），从而完成FIR数字滤波器的设计。即

[image: ]


一般，为了得到可实际应用的因果FIR数字滤波器，窗函数w
 （n
 ）的分布应该在n
 ≥0区间。为了实现FIR滤波器的线性相位特性，要求窗函数w
 （n
 ）和h
 
i

 （n
 ）在0≤n
 ≤N
 -1区间内呈中点对称分布。

应用窗函数设计方法的前提条件是：无限长单位脉冲响应h
 
i

 （n
 ）应该随时间逐步衰减，并且越快越好，因为只有这样，式（5.18）的逼近才不至于引起大的失真。

对式（5.18）两边求傅立叶变换得FIR数字滤波器的频率响应如下：

[image: ]


由此可见，FIR数字滤波器的频率响应[image: ]
 是理想选频滤波器[image: ]
 与窗函数频谱[image: ]
 的线性卷积，正如2.6.4小节关于短时谱的讨论所述，这种卷积一定会引起失真，产生频谱泄漏现象。从滤波器设计的角度看，主要设计指标就是要使设计出的FIR数字滤波器的频率响应[image: ]
 尽可能地逼近理想选频滤波器的频率响应[image: ]
 。要做到这一点，不仅关系到窗函数的选择，也涉及窗函数的长度。

窗函数设计方法的基本原理犹如2.6.4小节所介绍的短时谱计算原理，都是用一个短时窗将信号截短。但是，短时谱主要是为了能够实时地得到信号频谱或频谱随时间变化的动态特征，而窗函数设计的目的是构造一个满足一定技术指标的有限脉冲响应FIR数字滤波器，并且这种滤波器可以方便地实现线性相位特性。在实际应用中，FIR滤波器可以依据差分方程由软件实现，也可以按照系统结构由硬件实现。


 5.2.2　理想低通滤波器

一个理想低通滤波器具有式（5.20）和图5.3所示的频率响应，它的作用是使输入信号中频率小于等于截止频率ω
 c
 的成分无损通过，使频率大于该截止频率的成分全部滤除。

[image: ]


[image: ]
图5.3　理想低通滤波器的频率响应



对式（5.20）两边求离散傅立叶反变换得到理想低通滤波器的单位脉冲响应如式（5.21）所示，当ω
 c
 ＝0.4π
 时，信号波形如图5.4所示。显然，从h
 
i

 （n
 ）的表达式和图5.4所示信号波形可以看出，理想低通滤波器是一个不可实现的非因果系统，因此实际应用中不可能真正实现这样的滤波器。

[image: ]
图5.4　理想低通滤波器的单位脉冲响应



[image: ]


从图5.4看到，理想低通滤波器的h
 
i

 （n
 ）是随时间逐步衰减的，因此满足FIR数字滤波器窗函数设计法应用的前提条件。但是，如果要求设计的FIR数字低通滤波器是因果的线性相位滤波器的话，则必须将h
 
i

 （n
 ）向右移动，使其在窗函数分布区域内是中点对称的，或者说频率响应的相位为-αω
 ，α
 是窗函数的中点值。设窗函数w
 （n
 ）分布在0≤n
 ≤N
 -1，则理想低通滤波器移位后的频率响应和单位脉冲响应分别如下：

[image: ]


显然，时域的移位只是改变了理想低通滤波器的相位，并没有改变其幅频响应。例如，如果设计的FIR数字低通滤波器的h
 （n
 ）长度为41点的话，则满足因果性和线性相位条件的h
 d
 （n
 ）如图5.5所示，它是图5.4所示理想低通滤波器的单位脉冲响应右移20点形成的，中点在n
 ＝20处。以下各小节对以各种窗函数设计因果FIR数字低通滤波器的介绍中都采用图5.5所示移位后的理想低通滤波器单位脉冲响应进行分析。

[image: ]
图5.5　移位后的理想低通滤波器单位脉冲响应




 5.2.3　矩形窗的设计特性

矩形窗函数如式（5.24）所示，对其求DTFT可得到相应的频谱[image: ]
 ，如式（5.25）所示。可以看到，矩形窗是中点对称分布的。

[image: ]


如果采用矩形窗设计因果线性相位低通FIR数字滤波器，则根据前面的讨论，所设计的FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和频率响应[image: ]
 分别如式（5.26）和（5.27）所示。

[image: ]


[image: ]


设N
 ＝41，ω
 c
 ＝0.4π
 ，则矩形窗的信号波形w
 （n
 ）和幅度谱20log[image: ]
 以及FIR滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应20log[image: ]
 如图5.6所示。

[image: ]
图5.6　矩形窗特性



从图5.6可以看到，矩形窗幅度谱的第一旁瓣峰值为-13dB，由矩形窗设计出的FIR数字低通滤波器的阻带下降幅度为21dB，过渡带宽度Δω
 ≈0.05π
 。


 5.2.4　汉宁窗的设计特性

汉宁窗函数如式（5.28）所示，对其求DTFT可得到相应的频谱[image: ]
 ，如式（5.29）所示。可以看到，汉宁窗是中点对称分布的。

[image: ]


其中，[image: ]
 是矩形窗函数的频谱，如式（5.25）所示。如果采用汉宁窗函数设计因果线性相位低通FIR数字滤波器，所设计的FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）如式（5.30）所示，并且与矩形窗设计法一样可采用式（5.27）计算其频率响应[image: ]
 。

[image: ]


设N
 ＝41，ω
 c
 ＝0.4π
 ，则汉宁窗的信号波形w
 （n
 ）和幅度谱20log[image: ]
 以及FIR数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应20log[image: ]
 如图5.7所示。

[image: ]
图5.7　汉宁窗特性



从图5.7可以看到，汉宁窗幅度谱的第一旁瓣峰值为-31dB，由汉宁窗设计出的FIR数字低通滤波器的阻带下降幅度为44dB，过渡带宽度Δω
 ≈0.16π
 。


 5.2.5　哈明窗的设计特性

哈明窗与汉宁窗十分相似，窗函数如式（5.31）所示，对其求DTFT可得到相应的频谱[image: ]
 ，如式（5.32）所示。可以看到，哈明窗也是中点对称分布的。

[image: ]


其中，[image: ]
 是矩形窗函数的频谱，如式（5.25）所示。如果采用哈明窗函数设计因果线性相位低通FIR数字滤波器，所设计的FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）如式（5.33）所示，并且与矩形窗设计法一样可采用（5.27）式计算其频率响应[image: ]
 。

[image: ]


设N
 ＝41，ω
 c
 ＝0.4π
 ，则哈明窗的信号波形w
 （n
 ）和幅度谱[image: ]
 以及FIR数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应[image: ]
 如图5.8所示。

[image: ]
图5.8　哈明窗特性



从图5.8可以看到，哈明窗幅度谱的第一旁瓣峰值为-41dB，由哈明窗设计出的FIR数字低通滤波器的阻带下降幅度为54dB，过渡带宽度Δω
 ≈0.16π
 。


 5.2.6　布莱克曼窗的设计特性

布莱克曼窗函数如式（5.34）所示，对其求DTFT可得到相应的频谱[image: ]
 ，如式（5.35）所示。可以看到，布莱克曼窗也是中点对称分布的。

[image: ]


其中，[image: ]
 是矩形窗函数的频谱，如式（5.25）所示。如果采用布莱克曼窗函数设计因果线性相位低通FIR数字滤波器，所设计的FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）如式（5.36）所示，并且与矩形窗设计法一样可采用式（5.27）计算其频率响应[image: ]
 。

[image: ]


[image: ]


设N
 ＝41，ω
 c
 ＝0.4π
 ，则布莱克曼窗的信号波形w
 （n
 ）和幅度谱[image: ]
 以及FIR滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应[image: ]
 如图5.9所示。

[image: ]
图5.9　布莱克曼窗特性



从图5.9可以看到，布莱克曼窗幅度谱的第一旁瓣峰值为-57dB，由布莱克曼窗设计出的FIR数字低通滤波器的阻带下降幅度为75dB，过渡带宽度Δω
 ≈0.28π
 。


 5.2.7　凯泽窗的设计特性

凯泽窗函数如式（5.37）所示，其中I
 0
 （x
 ）是第一类零阶贝塞尔（Bessel）函数，其表达式如式（5.38）所示。

[image: ]


凯泽窗是以n
 ＝α
 为中点对称的函数，两个参数α
 和β
 分别控制窗函数的中点位置和边缘的下降程度。当β
 ＝0时，凯泽窗与矩形窗相同。线性相位FIR数字滤波器设计中α
 取（N
 -1）／2，而β
 一般根据滤波器阻带衰减的大小要求来选择，其值越大则相应的窗函数边缘下降程度越大，阻带衰减也就越大。计算β
 值的经验公式如下：

[image: ]


根据式（5.37）求DTFT可得到相应的频谱[image: ]
 。如果采用凯泽窗设计因果线性相位低通FIR数字滤波器，所设计的FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）如式（5.40）所示，并与矩形窗设计法一样可采用式（5.27）计算其频率响应[image: ]
 。

[image: ]


设N
 ＝41，ω
 c
 ＝0.4π
 ，α
 ＝20，β
 ＝8，则凯泽窗的信号波形w
 （n
 ）和幅度谱[image: ]
 以及FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应[image: ]
 如图5.10所示。

[image: ]
图5.10　凯泽窗特性



从图5.10可以看到，凯泽窗幅度谱的第一旁瓣峰值为-58dB，由凯泽窗设计出的FIR数字低通滤波器的阻带下降幅度为82dB，过渡带宽度Δω
 ≈0.26π
 。


 5.2.8　窗函数设计法的进一步分析

以上各小节以FIR数字低通滤波器设计为例分析了各种窗函数的特性，在窗长一致的前提下得到以下结论：矩形窗的频谱主瓣最窄，相应的低通滤波器过渡带也最窄，但阻带衰减也最小，只有21dB；哈明窗具有较大的阻带衰减（-54dB）和较窄的过渡带，并且阻带呈现较好的等波纹特征，有较好的综合性能；凯泽窗具有最灵活的参数控制手段使低通滤波器具有所需的阻带衰减，而其他窗函数不具备；窗函数两边的平滑下降可以提高其频谱中旁瓣的下降幅度，但同时主瓣变宽了。

无论是根据式（5.19）分析，还是从以上窗函数特性进行分析，可以看到滤波器的阻带衰减与窗函数频谱的旁瓣衰减幅度成正比，而过渡带宽度与窗函数的主瓣宽度成正比。

窗函数的长度N
 也是滤波器设计中需要考虑的一个因素。在选定窗函数类型以后可以通过窗长N
 调节滤波器的过渡带宽度，N
 越大，窗函数主瓣越窄，因此滤波器过渡带也越窄。但是，窗长N
 的变化对阻带衰减几乎没有影响，因为窗函数主瓣和旁瓣的幅度几乎是随N
 一样变化的，其比值几乎不随N
 而变化，也就是说旁瓣衰减（dB值）几乎不变。图5.11显示了41点长和81点长哈明窗的频谱和FIR数字低通滤波器的幅频响应，截止频率为ω
 c
 ＝0.4π
 。可以看到，两种情况下窗函数频谱的旁瓣衰减和滤波器的阻带衰减几乎没有差别，但窗函数的主瓣宽度和滤波器的过渡带宽度随窗长增大而变窄。

[image: ]
图5.11　不同窗长哈明窗的特性



综上所述，FIR数字低通滤波器设计中阻带衰减主要由窗函数类型决定，而过渡带宽度则由窗函数类型和窗长决定。实际应用中FIR数字低通滤波器的阻带衰减至少要达到50dB以上，因此很少采用矩形窗和汉宁窗。

FIR数字滤波器的技术指标包括阻带衰减幅度A
 、截止频率ω
 c
 和过渡带宽度Δω
 或者通带和阻带边界频率ω
 p
 、ω
 r
 。截止频率和过渡带宽度这两个指标与通带和阻带边界频率是可以相互转换的，公式如下：
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设计中首先根据阻带衰减幅度指标A
 和截止频率ω
 c
 选择窗函数类型，然后根据过渡带宽度Δω
 计算窗函数的长度N
 。各种窗函数对应的FIR数字低通滤波器的阻带衰减幅度A
 、窗长N
 与过渡带宽度Δω
 如表5.1所示。

表5.1　窗函数特性



	窗函数
	阻带衰减（A
 dB）
	窗长（N
 ）



	矩形窗
	21
	1.82π
 ／Δω




	汉宁窗
	44
	6.64π
 ／Δω




	哈明窗
	54
	6.88π
 ／Δω




	布莱克曼窗
	75
	11.96π
 ／Δω




	凯泽窗
	可变
	（A
 -8）／（2.285Δω
 ）＋1


	
	64（β
 ＝6）
	8.66π
 ／Δω



	
	82（β
 ＝8）
	10.5π
 ／Δω



	
	100（β
 ＝10）
	12.72π
 ／Δω






 5.3　利用凯泽窗设计FIR数字滤波器

凯泽窗由于设计灵活而被广泛采用。设计中可以通过式（5.39）选择参数β
 以满足滤波器的阻带衰减指标，并由表5.1中相应的计算公式求出窗函数的长度以满足过渡带宽度指标。下面介绍利用凯泽窗设计低通、高通、带通和带阻滤波器的方法。


 5.3.1　低通滤波器设计

低通滤波器设计是所有滤波器设计的基础，因为其他类型的FIR数字滤波器都可以从它推导得出设计方法。


例5-2
 　利用凯泽窗设计FIR数字低通滤波器，其技术指标要求如下：


f
 s
 ＝1000Hz，　A
 ＝60dB


f
 p
 ＝225Hz，　f
 
r

 ＝275Hz

首先将频率指标转化成数字角频率形式：[image: ]
 ＝0.55π
 。然后利用式（5.41）计算截止频率和过渡带宽度：ω
 c
 ＝0.5π
 ，Δω
 ＝0.1π
 。由式（5.39）和表5.1可计算得到凯泽窗参数β
 ＝5.65，窗长N
 ＝73.43，取整为N
 ＝73。采用5.2.7小节所介绍的方法得到利用凯泽窗设计的线性相位FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应[image: ]
 如图5.12所示。可以看到，设计指标得到了很好的满足，滤波器完全符合设计要求。

[image: ]


[image: ]
图5.12　利用凯泽窗设计低通滤波器




 5.3.2　带通滤波器设计

一个理想带通滤波器具有式（5.42）和图5.13所示的频率响应特性，它的作用是使输入信号中ω
 l
 ≤ω
 ≤ω
 u
 的成分无损通过，而使其他频率成分全部滤除。

[image: ]
图5.13　理想带通滤波器的频率响应



[image: ]


对式（5.42）两边求离散傅立叶反变换得到理想带通滤波器的单位脉冲响应如式（5.43）所示，显然，理想带通滤波器是一个不可实现的非因果系统，因此实际应用中不可能真正实现这样的滤波器。

[image: ]


显然，h
 
i

 （n
 ）是以原点对称分布的，与设计FIR数字低通滤波器时的情况一样，如果要求设计的FIR数字带通滤波器是因果的线性相位滤波器的话，则必须将h
 
i

 （n
 ）向右移动，使其在窗函数分布区域内中点对称。设窗函数w
 （n
 ）分布在0≤n
 ≤N
 -1，则理想带通滤波器移位后的单位脉冲响应如下：

[image: ]


对以上h
 d
 （n
 ）加窗就能够得到满足线性相位条件的FIR数字带通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）＝h
 d
 （n
 ）w
 （n
 ），整个设计过程与低通滤波器的设计过程是一样的。


例5-3
 　利用凯泽窗设计FIR数字带通滤波器，其技术指标要求如下：

[image: ]


将频率指标转化成数字角频率形式：[image: ]
 [image: ]
 。由式（5.39）和表5.1可计算得到凯泽窗参数β
 ＝5.65，窗长N
 ＝73.43，取整为N
 ＝73。这样，利用凯泽窗设计的线性相位FIR数字带通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应[image: ]
 如图5.14所示。可以看到，设计指标得到了很好的满足，滤波器完全符合设计要求。
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[image: ]
图5.14　利用凯泽窗设计带通滤波器




 5.3.3　高通滤波器设计

一个理想高通滤波器具有式（5.45）和图5.15所示的频率响应特性，它的作用是使输入信号中ω
 c
 ≤ω
 ≤π
 的成分无损通过，而使其他频率成分全部滤除。

[image: ]


[image: ]
图5.15　理想高通滤波器的频率响应



对式（5.45）两边求离散傅立叶反变换得到理想高通滤波器的单位脉冲响应如式（5.46）所示，显然，理想高通滤波器是一个不可实现的非因果系统，因此实际应用中不可能真正实现这样的滤波器。

[image: ]


实际上，高通滤波器可以看成一个高端边界频率为ω
 ＝π
 的带通滤波器。如果要求设计的FIR数字高通滤波器是因果的线性相位滤波器的话，需要将h
 
i

 （n
 ）向右移动，使其在窗函数分布区域内中点对称。设窗函数w
 （n
 ）分布在0≤n
 ≤N
 -1，则理想高通滤波器移位后的单位脉冲响应如下：

[image: ]
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对以上h
 d
 （n
 ）加窗就能够得到满足线性相位条件的FIR数字高通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）＝h
 d
 （n
 ）w
 （n
 ），整个设计过程与低通滤波器的设计过程是一样的。


例5-4
 　利用凯泽窗设计FIR数字高通滤波器，其技术指标要求如下：

[image: ]


将频率指标转化成数字角频率形式：[image: ]
 。由式（5.39）和表5.1可计算得到凯泽窗参数β
 ＝6.755，窗长N
 ＝87.37，取整为N
 ＝87。这里需要注意的是，当N
 为偶数时，线性相位滤波器的幅度在ω
 ＝0和ω
 ＝π
 时为零，对于高通滤波器不合适，所以设计高通滤波器时N
 应该取奇数值。利用凯泽窗设计的线性相位FIR数字高通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应[image: ]
 如图5.16所示。可以看到，设计指标得到了很好的满足，滤波器完全符合设计要求。

[image: ]


[image: ]
图5.16　利用凯泽窗设计高通滤波器




 5.3.4　带阻滤波器设计

一个理想带阻滤波器具有式（5.48）和图5.17所示的频率响应特性，它的作用是使输入信号中ω
 ≤ω
 1
 和ω
 2
 ≤ω
 ≤π
 的成分无损通过，而使其他频率成分全部滤除。

[image: ]


[image: ]
图5.17　理想带阻滤波器的频率响应



对式（5.48）两边求离散傅立叶反变换得到理想带阻滤波器的单位脉冲响应如式（5.49）所示，显然，理想带阻滤波器是一个不可实现的非因果系统。

[image: ]


实际上，带阻滤波器可以看成一个截止频率为ω
 1
 的低通滤波器与边界频率为ω
 2
 和π
 的带通滤波器的组合。如果要求设计的FIR数字带阻滤波器是因果的线性相位滤波器的话，需要将h
 
i

 （n
 ）向右移动，使其在窗函数分布区域内中点对称。设窗函数w
 （n
 ）分布在0≤n
 ≤N
 -1，则理想带阻滤波器移位后的单位脉冲响应如下：

[image: ]
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对以上h
 d
 （n
 ）加窗就能够得到满足线性相位条件的FIR数字带阻滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）＝h
 d
 （n
 ）w
 （n
 ）。


例5-5
 　利用凯泽窗设计FIR数字带阻滤波器，其技术指标要求如下：

[image: ]


将频率指标转化成数字角频率形式：[image: ]
 [image: ]
 。由式（5.39）和表5.1可计算得到凯泽窗参数β
 ＝3.4，窗长N
 ＝112.44，取整为113。利用凯泽窗设计的线性相位FIR数字带阻滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应[image: ]
 如图5.18所示。可以看到，设计指标得到了很好的满足，滤波器完全符合设计要求。

[image: ]


[image: ]
图5.18　利用凯泽窗设计带阻滤波器




 5.4　频率取样设计法

频率取样设计法是从FIR数字滤波器的频率响应逼近理想滤波器的频率响应这个角度提出的另一种FIR数字滤波器设计方法。


 5.4.1　频率取样设计法原理

频率取样设计法通过对理想滤波器的频谱[image: ]
 在［0，2π
 ］之间进行等间隔取样，将这些取样值[image: ]
 作为FIR数字滤波器的离散频谱值，即[image: ]
 。那么，根据3.3.1节的离散傅立叶变换特性，对H
 （k
 ）求IDFT将得到FIR数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ），0≤k
 ≤N
 -1，它是理想滤波器的单位脉冲响应h
 
i

 （n
 ）周期性叠加形成的周期信号的一个周期，如式（5.51）所示，其中R
 
N

 （n
 ）是长度为N
 的矩形窗。

[image: ]


显然，这样得到的FIR数字滤波器能够保证其频谱[image: ]
 在频域采样点上与理想滤波器的频谱一致，但在其他频率点上不能保证。因此，频率取样法设计的FIR数字滤波器无论在频域还是在时域都会产生失真。

由频率取样法设计的FIR数字滤波器的系统函数H
 （z
 ）和频率响应[image: ]
 可以由h
 （n
 ）推导计算如下：

[image: ]


[image: ]


如果要求设计的FIR数字滤波器是线性相位因果系统，则由H
 （k
 ）求h
 （n
 ）时必须遵循中点对称条件，即其离散谱相位满足[image: ]
 或连续谱相位满足[image: ]
 [image: ]
 。要保证这一点的最简单和有效的方法是在取样时不考虑相位，即令[image: ]
 ＝0，然后根据式（5.51）先求出非线性相位因果FIR数字滤波器的h
 d
 （n
 ），它是以原点对称的，将它右移（N
 -1）／2个点就能得到满足中点对称条件的线性相位FIR数字滤波器的单位脉冲响应[image: ]
 。总之，采用频率取样法设计时，可以先设计一个零相位的FIR因果滤波器，然后通过右移中点的方法得到线性相位FIR数字滤波器。

频域取样点数或FIR数字滤波器的单位脉冲响应长度N
 的选取和过渡带宽度Δω
 有关，一般可以选取[image: ]
 。阻带衰减A
 一般需要通过在过渡带设置采样点，否则很难实现50dB以上的衰减。


 5.4.2　设计实例分析

频率取样设计法是一种较灵活的设计方法，可以根据所需的滤波器理想频谱直接运用IDFT计算得到。鉴于理想频谱的锐变特性，在实际设计中还需要做一些折中考虑。


例5-6
 　采用频率取样设计法设计一个与例5-2中一样的线性相位FIR数字低通滤波器，其技术指标要求如下：

[image: ]


首先将通带和阻带频率指标转化成数字角频率形式：[image: ]
 [image: ]
 。利用式（5.41）计算截止频率和过渡带宽度：[image: ]
 。根据Δω
 可以算出可能的最小取样点数N
 ＝2π
 ／Δω
 ＝20，此时截止频率对应的采样点是k
 ＝ω
 c
 N
 ／2π
 ＝5。图5.19（a）显示了理想低通滤波器的20点取样。将这些取样值作为FIR数字低通滤波器的离散幅度谱并令相位为零，得

[image: ]


对式（5.54）求IDFT得到FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 d
 （n
 ）如式（5.55）所示，将它右移19／2点得到满足线性相位条件的h
 （n
 ），如式（5.56）所示，相应的信号波形如图5.19（b）所示。可以看到，h
 （n
 ）与式（5.21）的理想低通滤波器的单位脉冲响应是有差别的。

[image: ]


[image: ]


对式（5.56）的h
 （n
 ）求傅立叶变换得到FIR数字低通滤波器的频率响应，其幅频响应[image: ]
 的曲线分别如图5.19（c）和图5.19（d）所示。

[image: ]
图5.19　利用频率取样法（20点）设计低通滤波器



从图5.19可以看出，采用最小取样点数N
 ＝20所设计的FIR线性相位低通滤波器并没有满足技术指标，最小阻带衰减仅仅只有16dB，并且过渡带比要求的也宽，因此必须增加取样点数。另外，图5.19（a）中的取样点都在理想滤波器的通带和阻带中，并且对应截止频率的取样点也在通带中，这样势必引起截频处频谱的起伏振荡，减小阻带最小衰减并增加过渡带宽度。如果在取样时根据取样点数N
 和过渡带宽度，将截止频率附近的几个取样点设置在过渡带内，即取样值取（0，1）之间的值，这样能够增加阻带最小衰减，减小过渡带宽度。

例如，若设置2个取样点在过渡带中，则取样点间隔必须为Δω
 s
 ≤Δω
 ／3（Δω
 是要求的过渡带宽度），取样点数必须为N
 ≥2π
 ／Δω
 s
 ，取N
 ＝60。这样，截止频率ω
 c
 对应的取样点为k
 ＝ω
 c
 N
 ／2π
 ＝15，将其附近两个取样点的值分别设置为H
 （14）＝0.5886和H
 （15）＝0.1065。图5.20（a）显示了理想低通滤波器在0≤ω
 ≤π
 范围内的30点取样，另一半没有画出。将这些取样值作为FIR数字低通滤波器的离散幅度谱并令相位为零，得
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对式（5.57）求IDFT得到FIR数字低通滤波器的单位脉冲响应h
 d
 （n
 ）如式（5.58）所示，将它右移59／2点得到满足线性相位条件的h
 （n
 ），如式（5.59）所示，相应的信号波形如图5.20（b）所示。

[image: ]


对式（5.59）的h
 （n
 ）求傅立叶变换得到FIR数字低通滤波器的频率响应，其幅频响应[image: ]
 [image: ]
 的曲线分别如图5.20（c）和图5.20（d）所示。可以看到，在增加取样点和设置过渡带取样点之后，所设计的线性相位FIR数字低通滤波器完全满足各项技术指标。

[image: ]
图5.20　频率取样法（60点）设计低通滤波器



以上通过具体例子说明了怎样采用频率取样法设计线性相位FIR数字低通滤波器，对于其他形式的FIR数字滤波器可采样相同的步骤进行。总体来讲，相对窗函数设计法，频率取样设计法需要多计算一次IDFT，虽然取样点数N
 比较容易计算，但过渡带取样点数和取样值需要通过线性优化算法估计，上例中选取的值就是优化值，一般设置两个点能使阻带最小衰减达到60dB，设置三个点能达到80dB以上。频率取样设计法简单灵活，也可以运用FFT进行快速计算，正如例5-6所示，同样的技术指标下，滤波器单位脉冲响应的长度较小，并且阻带衰减更大些。


 5.5　等波纹逼近优化设计方法

所谓优化设计方法是一种基于最小均方误差或最小化最大误差准则的频域逼近方法，设计滤波器与理想滤波器之间在通带和阻带区域的频率响应差异在一定的准则下能够实现最小化。


 5.5.1　最小均方误差优化设计

设理想滤波器的频率响应和设计滤波器的频率响应分别为[image: ]
 ，则频域设计误差为

[image: ]


均方误差为

[image: ]


根据帕斯维尔（Parseval）定理和式（5.60），得

[image: ]


显然，使上式最小的h
 （n
 ）应该满足如下条件：

[image: ]


即，满足最小均方误差准则的优化设计方法与矩形窗函数设计法相同。关于这一方法前面已经讨论分析，优点是过渡带宽度较小，而主要的问题是阻带衰减较小。


 5.5.2　等波纹逼近优化设计

线性相位FIR数字滤波器的等波纹逼近优化设计方法也称为切比雪夫（Chebyshev）等波纹逼近法，它的指导思想是：如果在通带和阻带内以等波纹方式逼近理想滤波器的频率响应，则在固定FIR数字滤波器的脉冲响应长度N
 以及通带和阻带频率ω
 p
 、ω
 
r

 的前提下能够使这种等波纹逼近引起的误差达到一个最小值。

以低通滤波器为例，设理想FIR数字滤波器的通带和阻带频率分别为ω
 p
 和ω
 r
 ，通带和阻带误差分别是δ
 1
 和δ
 2
 ，则该理想低通滤波器的频率响应曲线[image: ]
 和等波纹逼近频率响应曲线[image: ]
 如图5.21所示。

[image: ]
图5.21　理想低通滤波器的频率响应曲线和等波纹逼近频率响应曲线



设线性相位滤波器的单位脉冲响应是零相位滤波器单位脉冲响应h
 （n
 ），-M
 ≤n
 ≤M
 右移M
 点形成。因此，可以通过零相位滤波器的逼近问题来分析等波纹逼近优化设计方法。通过傅立叶变换可得到零相位滤波器的频率响应如式（5.64）所示，可以看到它是一个实数，即没有相位。

[image: ]


定义逼近误差为

[image: ]


其中，W
 （ω
 ）是加权函数，定义为式（5.66），其作用是描述通带和阻带误差的关系。这样，优化设计时误差|E
 （ω
 ）|的最小化问题就转化成使δ
 1
 或δ
 2
 最小化的问题。

[image: ]


帕克斯（Parks）和麦克莱伦（McClellan）于1972年针对FIR数字滤波器设计问题提出了如下交错定理
 ：设F
 是闭区间0≤ω
 ≤π
 的任一个闭子集，使[image: ]
 在F
 上成为[image: ]
 唯一最好逼近的必要充分条件是误差函数E
 （ω
 ）在F
 上至少呈现M
 ＋2个“交错”，使E
 （ω
 
i

 ）＝-E
 （ω
 
i

 -1）＝±max|E
 （ω
 ）|，其中ω
 0
 ≤ω
 1
 ≤ω
 2
 ≤…≤ω
 
M
 ＋1
 ，且ω
 
i

 ∈F
 ，[image: ]
 。

显然，由于理想滤波器是逐段恒定的，因此对于式（5.64）那样的正弦叠加信号不仅能够做到等波纹方式逼近，而且能够找到满足交错定理的M
 ＋2个频率值。

依据交错定理的等波纹逼近设计中，首先计算误差函数E
 （ω
 ）在通带和阻带内达到极值的M
 ＋2个频率ω
 
i

 ，0≤i
 ≤M
 ＋1，并且ω
 0
 ＝0，ω
 
M
 ＋1
 ＝π
 ，通带和阻带边界频率ω
 p
 和ω
 r
 也是其中的两个频率。然后，根据误差极值和式（5.65）可列出M
 ＋2个方程如下：

[image: ]


这里，δ
 2
 是阻带误差极值。根据以上方程就可以计算出滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ），-M
 ≤ω
 ≤M
 ，将h
 （n
 ）右移M
 个点就得到了线性相位FIR数字滤波器的单位脉冲响应。关于滤波器系数个数N
 ，凯泽（Kaiser）给出了相应的经验公式，其改进的计算公式为

[image: ]


实际应用中，可以采用基于雷米兹（Remez）交替算法的程序计算式（5.67），得到滤波器系数。下面的例子中采用了MATLAB软件包中的程序Remez．m进行设计。


例5-7
 　采用等波纹逼近法设计一个线性相位FIR数字低通滤波器，其技术指标要求如下：

[image: ]


这个滤波器与例5-2和例5-6中的要求实际上是一样的，相应的通带和阻带频率指标分别是ω
 p
 ＝0.45π
 和ω
 r
 ＝0.55π
 ，截止频率和过渡带宽度为ω
 c
 ＝0.5π
 和Δω
 ＝0.1π
 ，阻带衰减A
 ＝60dB。利用式（5.68）计算得到滤波器系数个数为N
 ＝67.37，取整得N
 ＝67。这样，采用Remez交替算法设计得到的线性相位FIR数字低通滤波器如图5.22所示，可以看到，所设计滤波器的逼近误差或阻带衰减完全满足指标δ
 1
 、δ
 2
 和A
 的要求。

[image: ]
图5.22　采用等波纹逼近法设计低通FIR滤波器




例5-8
 　利用等波纹逼近法设计FIR数字带通滤波器，其技术指标要求如下：

[image: ]


设计要求通带和阻带误差不一样，两个过渡带宽度都是500Hz。数字角频率指标分别为[image: ]
 ，过渡带宽度Δω
 ＝0.1π
 ，阻带衰减A
 ＝40dB。利用式（5.68）计算得到滤波器系数个数为N
 ＝53.68，取整得N
 ＝53。这样，利用等波纹逼近法设计的线性相位FIR数字带通滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）和幅频响应[image: ]
 [image: ]
 如图5.23所示。可以看到，设计指标得到了很好的满足，滤波器完全符合设计要求。

[image: ]
图5.23　采用等波纹逼近法设计带通FIR滤波器



等波纹逼近优化设计法具有良好的通带和阻带逼近特性，在最大误差最小化准则下是最优的，即与理想滤波器的频响特性最接近，也就是说其等波纹特性使得通带和阻带能够以接近逐段恒定的方式处理信号。


 5.6　系数量化效应与溢出控制

系数量化误差和溢出是FIR数字滤波器具体实现中可能碰到的实际问题，如果没有注意或者处理不好，滤波器的实际效果可能与设计情况大相径庭。


 5.6.1　系数量化效应

无论采用何种方法设计FIR数字滤波器，最终都得到滤波器的有限长单位脉冲响应h
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1。实际应用中，FIR数字滤波器由差分方程式（5.69）实现，其系统结构框图如图5.1所示。

[image: ]


当这个FIR数字滤波器的差分方程在定点计算机或DSP处理器上编程实现时，滤波器系数h
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1将被量化处理。例如，以8位DSP处理器实现时滤波器系数只能取256个不同的值，而16位处理器则可以取65536个不同的值，总之，都是有限个取值。因此，量化后的系数[image: ]
 必定与理论值h
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1不同，从而产生一个误差信号e
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1，它们的时域与频域关系如下：

[image: ]


式（5.71）说明，系数量化误差不仅引起滤波器系数的失真，而且还引起滤波器频率响应的失真。例如，例5-2中用73点凯泽窗设计的FIR数字低通滤波器如果在8位处理器上实现的话，最终的滤波器频率响应如图5.24（a）所示，与图5.12（c）相比有明显的失真，阻带衰减只有42dB。当然，当处理器位数增多或采用浮点处理器时，量化误差引起的失真将变得微不足道。例如，同样的滤波器在16位处理器上实现的话，则滤波器频率响应如图5.24（b）所示，与图5.12（c）相比没有明显差别，即能够实现设计指标。

[image: ]
图5.24　不同字长处理器上实现的FIR数字滤波器的频率响应



一般来说，滤波器系数越多或者单位脉冲响应h
 （n
 ）越长，引起的量化误差就越大。当然，目前大部分计算机和DSP等微处理器的字长都在16位以上并且有浮点处理功能，因此一般情况下FIR数字滤波器都能够按照设计指标实现。


 5.6.2　溢出控制

输入信号一般经由A／D转换输入到数字信号处理系统，而系统的输出信号由D／A转换器实现数字信号到模拟信号的变换输出。在这个过程中，如果系统输出到D／A转换器的信号值超出D／A转换器的输入信号范围，则产生溢出，引起输出信号的畸变。

滤波器系统由式（5.69）的差分方程描述，要控制溢出也就是要控制输出信号y
 （n
 ）的值不超过D／A转换器的输入范围［-a，a
 ）。一个可行的方法是设置一个归一化因子c
 （c
 ＞0）对单位脉冲响应h
 （n
 ）实行归一化，使式（5.69）的差分方程变成式（5.72）的归一化差分方程：
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对上式两边求绝对值，得

[image: ]


设输入信号x
 （n
 ）的值满足|x
 （n
 ）|≤b
 ，则上式进一步推导为

[image: ]


显然，要使y
 （n
 ）的值不超过D／A转换器的输入范围［-a，a
 ），即|y
 （n
 ）|≤a
 ，可选择的归一化因子应该满足：

[image: ]


假设a
 ＝b
 ＝1，即A／D和D／A转换器的输入与输出范围都是［-1，1），则归一化因子为

[image: ]


因此，可以通过式（5.75）或（5.76）的归一化因子对FIR数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）进行归一化处理来实现溢出控制。


 5.7　FIR数字滤波器的应用

FIR数字滤波器的主要应用是信号去噪和信号增强，在通信、语音信号和图像信号等处理中具有广泛的实际应用价值。


 5.7.1　信号去噪

设原始信号s
 （n
 ）经过无线信道传输时受到某些高频噪声信号w
 （n
 ）的干扰，假设这种干扰是叠加性的并且与原始信号无关，则接收端信号x
 （n
 ）如下：

[image: ]


设采样频率f
 s
 ＝10kHz，s
 （n
 ）是一个方波信号，而噪声信号w
 （n
 ）是两个高频（f
 1
 ＝3.5kHz、f
 2
 ＝4kHz）正弦叠加信号，分别如式（5.78）和（5.79）所示，其波形如图5.25（a）和图5.25（b）所示。

[image: ]
图5.25　FIR数字滤波器的信号去噪处理



[image: ]


从图5.25（c）所示的接收信号x
 （n
 ）的波形可以看到，方波信号已经变形，图5.25（d）显示的频谱[image: ]
 中有明显的高频干扰。为了将干扰噪声去除，可以采用图5.12（a）所示的凯泽窗设计的FIR数字低通滤波器对接收信号x
 （n
 ）进行滤波，其截止频率为5kHz。经过滤波后的信号x
 o
 （n
 ）的波形和频谱[image: ]
 如图5.25（e）和（f
 ）所示，显然，高频噪声被过滤掉了。并且由于原始信号的高频分量也被一起过滤掉的原因，滤波后的信号存在一定的失真。


 5.7.2　信号的高频提升

语音识别的信号预处理中往往需要采用高频提升的方法使语音信号的高频分量得到充分利用和分析。一个简单有效的方法就是采用如下的一阶FIR数字滤波器实现：
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其中，参数a
 ＜1。相应的差分方程和系统频率响应[image: ]
 为

[image: ]


幅频响应为

[image: ]


系统幅频响应如图5.26所示。可以看到，高频提升效果随着a的提高而增强，一般具体应用中取a
 ＝0.95～0.98。

[image: ]
图5.26　高频提升滤波器的幅频响应



图5.27（a）是一段取自一女声“a”的语音信号波形，对它采用高频提升滤波器提升高频成分后的信号波形如图5.27（b）所示，其中滤波器系数a
 ＝0.97。从图中可见，高频分量明显增强，而基音等低频信息得到了保持，只是有了一定程度的衰减。

[image: ]
图5.27　语音信号的高频提升处理




 5.7.3　图像去噪

图像在通信传输过程中会受到噪声干扰而使得图像的质量下降，从而影响后续的识别和处理。其中一个常见的噪声是高斯噪声，受此噪声干扰之后图像因呈现许多非均匀白色小点而变得模糊。图5.28左上角是一张狒狒（Mandril）的原始图像，在传输过程中受到高斯白噪声的干扰，其中大约50％的像素都受到了污染，因此接收端得到的图像如图5.28右上角所示，显然，图像质量下降很大。

[image: ]
图5.28　图像去噪示例



为了恢复图像质量需要去除噪声，并且由于人类视觉对相位的敏感性，图像处理中应该尽量采用线性相位的滤波器。一个比较有效的方法是采用滑动平均方法进行滤波，设计一个二维7×7窗口，对窗口内中心点的像素采用窗口内所有像素的平均值替换，其结果如图5.28左下角所示，可以看到噪声得到了有效消除，图像质量明显改善。另一个方法是采用中值滤波方法去噪，设计一个二维3×3窗口对噪声图像进行处理，窗口中心点像素采用所有窗口内像素的中间值来替代，其结果如图5.28右下角所示，图像质量也得到了明显改善。


 5.8　本章小结

FIR数字滤波器的设计已经可工程化了，按照一定的设计步骤总能设计出符合技术指标要求的滤波器。大部分情况下可以采用窗函数设计方法设计FIR数字滤波器，如果需要有很高的过渡带要求则可以采用等波纹设计方法。FIR数字滤波器无需考虑稳定性问题，系数量化效应或许是影响实现设计要求的主要因素。

DSP应用系统中最低配置需要两个滤波器，一个是输入端的低通抗混叠滤波器，另一个是输出端的低通平滑滤波器。


 习题


5-1
 　设一个线性移不变系统的线性差分方程为

[image: ]


证明该系统是一个FIR系统，给出单位脉冲响应h
 （n
 ）。


5-2
 　一个理想低通滤波器的截止频率ω
 c
 ＝0.25π
 ，提取-3≤n
 ≤3范围内的单位脉冲响应得h
 （n
 ）＝h
 d
 （n
 ），-3≤n
 ≤3，试写出h
 （n
 ）的具体表达式并画图表示。如果要使h
 （n
 ）变成因果系统，则应该如何处理？画出系统的幅频响应[image: ]
 。


5-3
 　一个FIR数字滤波器的幅频响应如图5.29所示，设采样频率f
 s
 ＝10kHz，给出该滤波器的通带和阻带波纹数、通带和阻带边界频率（Hz）及相应的幅度（dB）、阻带最小衰减（dB）和过渡带宽度（Hz）。

[image: ]
图5.29　幅频响应




5-4
 　利用凯泽窗设计一个满足如下技术指标的低通滤波器。要求给出窗长N
 和参数β
 值、系统的单位脉冲响应h
 （n
 ），并粗略画出需要设计的滤波器的幅频响应[image: ]
 ，标出各项指标值。


f
 s
 ＝11kHz，　f
 c
 ＝3kHz

Δf
 ＝300Hz，　A
 ＝80dB


5-5
 　如果题5-4中使用较小的窗函数长度N
 ，则对阻带衰减和过渡带宽度会有什么影响？


5-6
 　如果需要设计一个如图5.30所示的多带通FIR数字滤波器，请写出满足线性相位特性和因果性的FIR数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）。

[image: ]
图5.30　多带通FIR数字滤波器




5-7
 　利用凯泽窗设计一个线性相位FIR数字带通滤波器，使其满足如下技术指标：

[image: ]


要求给出窗长N
 、参数β
 、单位脉冲响应h
 （n
 ），并粗略画出滤波器的幅频响应[image: ]
 ，标出各项指标值。


5-8
 　利用凯泽窗设计一个线性相位FIR数字高通滤波器，使其满足如下技术指标：

[image: ]


要求给出窗长N
 、参数β
 、单位脉冲响应h
 （n
 ），并粗略画出滤波器的幅频响应[image: ]
 ，标出各项指标值。


5-9
 　利用凯泽窗设计一个线性相位FIR数字带阻滤波器，使其满足如下技术指标：

[image: ]


要求给出窗长N
 、参数β
 、单位脉冲响应h
 （n
 ），并粗略画出滤波器的幅频响应[image: ]
 ，标出各项指标值。


5-10
 　利用频率取样设计法设计题5-8要求的线性相位FIR数字高通滤波器，并满足同样的技术指标。


5-11
 　采用等波纹逼近优化设计方法设计一线性相位FIR数字低通滤波器，使其满足如下技术指标：

[image: ]


（1）计算出滤波器的系数个数或单位脉冲响应长度N
 。

（2）写出通带和阻带的边界频率（Hz）。

（3）写出通带与阻带的误差比k
 。

（4）如果增加或减少N
 ，则对滤波器的影响是什么？

（5）粗略画出滤波器的幅频响应[image: ]
 。


5-12
 　采用等波纹逼近优化设计方法设计一线性相位FIR数字带通滤波器，使其满足如下技术指标：

[image: ]


（1）计算出滤波器的系数个数或单位脉冲响应长度N
 。

（2）写出通带和阻带的边界频率（Hz）。

（3）写出通带与阻带的误差比k
 。

（4）如果增加或减少N
 ，则对滤波器的影响是什么？

（5）粗略画出滤波器的幅频响应[image: ]
 。


5-13
 　比较下面系统函数所描述的FIR数字滤波器在8比特和16比特定点处理器上实现时系统幅频响应[image: ]
 的不同。

[image: ]



5-14
 　设一个FIR数字滤波器的单位脉冲响应如下：

[image: ]


如果系统输入信号x
 （n
 ）的绝对值小于等于1，试寻找归一化因子，使系统输出y
 （n
 ）的绝对值也小于1。


5-15
 　设一个FIR数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）的长度为N
 ，试证明：如果N
 为偶数并且h
 （n
 ）中点对称，则滤波器的频率响应[image: ]
 在ω
 ＝π
 处的值是零，即[image: ]
 。


 实验　FIR数字滤波器的设计与实现

一、实验目的

（1）通过实验巩固对FIR数字滤波器的认识和理解。

（2）熟悉掌握FIR数字低通滤波器的窗函数设计方法。

（3）了解FIR数字滤波器的具体应用。

二、实验内容

在通信、信息处理以及信号检测等应用领域广泛使用滤波器进行信号去噪和信号增强。FIR数字滤波器由于可实现线性相位特性以及固有的稳定特征而得到广泛应用，其典型的设计方法是窗函数设计法。设计流程如下：

（1）设定指标：截止频率f
 c
 ，过渡带宽度Δf
 ，阻带衰减A
 。

（2）求理想低通滤波器（LPF）的时域响应h
 d
 （n
 ）。

（3）选择窗函数w
 （n
 ），确定窗长N
 。

（4）将h
 d
 （n
 ）右移（N
 -1）／2点并加窗以获取线性相位FIR数字滤波器的单位脉冲响应h
 （n
 ）。

（5）求FIR数字滤波器的频率响应[image: ]
 ，分析是否满足指标。如不满足，转至步骤（3）重新选择，否则继续。

（6）求FIR数字滤波器的系统函数H
 （z
 ）。

（7）依据差分方程由软件实现FIR数字滤波器或依据系统函数由硬件实现。

实验要求采用哈明窗（Hamming）设计一个FIR数字低通滤波器并由软件实现。哈明窗函数如下：

[image: ]


设系统的输入信号为x
 （n
 ）＝a
 1
 sin（ω
 1
 n
 ）＋a
 2
 sin（ω
 2
 n
 ）＋a
 3
 cos（ω
 3
 n
 ），是由一组参数{a
 1
 ，ω
 1
 ，a
 2
 ，ω
 2
 ，a
 3
 ，ω
 3
 }构成的复合正弦信号；采样频率为f
 s
 ＝10kHz。实验中，窗长N
 和截止频率f
 c
 应该能够调节。具体实验内容如下：

（1）设计FIR数字低通滤波器（FIR_LPF）（书面进行）。

（2）依据差分方程编程实现FIR数字低通滤波器。

（3）输入信号x
 （n
 ）（参数为{0，0，3，0.16π
 ，1，0.8π
 ｝）到f
 c
 ＝2000Hz，N
 ＝65的FIR_LPF，求输出信号y
 （n
 ），理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围内输入信号x
 （n
 ）和输出信号y
 （n
 ）的幅度谱，标出峰值频率，观察滤波器的实际输出结果，分析其正确性。

（4）输入信号x
 （n
 ）（参数为{1.5，0.2π
 ，1.2，0.9π
 ，-1，0.4π
 ｝）到f
 c
 ＝1100Hz，N
 ＝65的FIR_LPF，求输出信号y
 （n
 ），理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围内输入信号x
 （n
 ）和输出信号y
 （n
 ）的幅度谱，标出峰值频率，观察滤波器的实际输出结果，分析其正确性。

（5）输入信号x
 （n
 ）（参数为{1.5，0.2π
 ，1.2，0.9π
 ，-1，0.4π
 ｝）到f
 c
 ＝2100Hz，N
 ＝65的FIR_LPF，求输出信号y
 （n
 ），理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围内输入信号x
 （n
 ）和输出信号y
 （n
 ）的幅度谱，标出峰值频率，观察滤波器的实际输出结果，分析其正确性。

（6）输入信号x
 （n
 ）（参数为{1.5，0.2π
 ，5，0.9π
 ，-1，0.4π
 ｝）到f
 c
 ＝1100Hz，N
 ＝65的FIR_LPF，求输出信号y
 （n
 ），理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围内输入信号x
 （n
 ）和输出信号y
 （n
 ）的幅度谱，标出峰值频率，观察滤波器的实际输出结果，分析其正确性。

（7）输入信号x
 （n
 ）（参数为{1.5，0.2π
 ，1.2，0.9π
 ，-1，0.4π
 ｝）到f
 c
 ＝1990Hz，N
 ＝65的FIR_LPF，求输出信号y
 （n
 ），理论计算并画出0≤f
 ≤f
 s
 范围内输入信号x
 （n
 ）和输出信号y
 （n
 ）的幅度谱，标出峰值频率，观察滤波器的实际输出结果，分析其正确性。

三、思考题

（1）当哈明窗长度N
 比65小（如32）或大（如129）的话，实验结果如何变化？

（2）当采用矩形窗的话，实验内容（3）和（4）的结果是怎样的？

（3）实验内容（6）的结果说明什么？

四、实验要求

（1）简述实验目的和原理。

（2）按实验内容顺序给出实验结果。

（3）回答思考题。



※ 不同时间或不同小组的实验可选择不同的信号参数进行实验，并至少有一项实验内容观察过渡带宽度对滤波的影响。



6　多采样率信号处理与小波变换



■　序列的抽取、插值及多采样率处理

■　小波函数与小波变换

■　小波变换的应用



当一个数字信号处理系统的各个部分所处理的信号的带宽不同时，采用单一的采样率往往会产生大量的数据冗余和增加不必要的系统开销，因此有必要根据具体的信号频带宽度改变采样率，使系统的处理效率最大化。这就是多采样率信号处理在通信、语音、雷达信号处理以及谱分析等领域得到了广泛应用。

同样，实际应用中所处理的信号往往是非平稳信号或随机信号，不同时刻信号的统计分布和频谱在发生变化，此时仅仅依靠单一的时间分辨率和频率分辨率处理分析信号就存在很大的弊端。第2章介绍的短时离散傅立叶变换尽管可以在一定程度上得到信号的非平稳特征，但仍然是一种固定分辨率的分析方法。当信号变化点在短时窗中而不是恰好在边缘位置时就无法正确地分析跟踪信号的变化，而缩小短时窗宽度虽然能够提高时间分辨率，但降低了频率分辨率。小波变换是一种有效的多分辨率信号分析方法，它能够通过调节尺度因子以多种分辨率对信号进行分析，得到信号频谱的详细特征。小波变换被广泛应用于视频数据压缩、信号去噪、语音识别等应用领域。

本章对多采样率信号处理和小波变换分析做一个基础性的介绍。6.1节介绍多采样率信号处理的基本方法，及如何通过信号序列的时间抽取和插值实现采样率的降低与提高。6.2节分析相应的频谱变化及其应用。6.3节介绍小波变换的基本概念以及基于小波变换的多分辨率分析方法，并在6.4通过例子说明其应用价值。


 6.1　多采样率信号处理

多采样率数字信号处理系统中各个部分的采样率是不一样的，它根据各个部分信号的频带宽度选择满足奈奎斯特（Nyquist）采样定理的最低采样率进行处理，目的是在不引起信号频谱混叠的前提下减少系统的资源开销和数据冗余，使系统的运算量最小化。例如，如果系统中使用低通滤波器进行滤波的话，滤波器输出端信号就可以按照滤波后的信号频带分布确定一个新的较低的采样率。

对于离散信号而言可以通过信号序列的抽取（Decimation）和插值（Interpolation）方式实现采样率的变化。


 6.1.1　序列的抽取和插值

如图6.1所示，对原始信号序列x
 （n
 ）以一定的周期M
 抽取信号值将形成x
 （n
 ）的一个降采样序列x
 d
 （n
 ）＝x
 （Mn
 ），而在x
 （n
 ）的相邻信号值之间等间隔地插入L
 个值为0的信号将形成一个升采样序列x
 u
 （n
 ）＝x
 （n
 ／L
 ）。

[image: ]
图6.1　序列的M
 点抽取和L
 点插值处理



根据抽取器的输入与输出信号的关系可知x
 d
 （1）＝x
 （M
 ），即x
 d
 （T
 d
 ）＝x
 （MT
 ），T
 和T
 d
 分别是输入信号x
 （n
 ）和输出信号x
 d
 （n
 ）的采样周期。因此有

[image: ]


即M
 点抽取器输出信号的采样频率比输入信号的采样频率降低了M
 倍。

同样，根据插值器的输入与输出信号的关系可知x
 u
 （T
 u
 ）＝x
 （T
 ／L
 ），其中T
 u
 是插值器的采样周期。因此有

[image: ]


即L
 点插值器输出信号的采样频率比输入信号的采样频率提高了L
 倍。

虽然可以通过序列的抽取和插值来改变采样率，但这种改变一般应该在满足奈奎斯特采样定理的前提下进行，否则将引起信号频谱的畸变。根据抽取器的输入与输出信号的关系可知相应的傅立叶频谱关系如式（6.3）～（6.5）所示：

[image: ]


上式的方括弧中是一个周期为M
 的脉冲序列，可以采用如下傅立叶级数形式表示：

[image: ]


因此，式（6.3）可以进一步推导为

[image: ]


同样，根据图6.1所示插值器的输入与输出信号的关系可知，相应的傅立叶频谱关系如式（6.6）所示：

[image: ]


由此可见，抽取器输入信号的频谱沿ω
 频率轴进行M
 倍扩张后以2π
 /M
 为间隔的M
 次线性叠加形成输出信号的频谱，这种扩张和线性叠加很容易引起频谱混叠。而插值器使输入信号的频谱沿ω
 频率轴进行L
 倍压缩后形成输出信号的频谱，这种压缩虽然不会引起频谱混叠，但会产生多余的频谱。

图6.2显示了一个M
 ＝2的序列抽取前后信号的频谱变化，图6.3描述了信号x
 （n
 ）在2倍插值之后的频谱变化。图中实线表示频谱的周期分量，虚线表示镜像分量。可以清楚看到，如果原始信号x
 （n
 ）的频谱在［0，π
 ］完全分布，则抽取处理将引起频谱混叠，插值处理将带来多余的频谱高频成分。

[image: ]
图6.2　M
 ＝2的序列抽取前后信号的频谱变化



[image: ]
图6.3　L
 ＝2的序列插值前后信号的频谱变化



实际应用中当然不能对信号随便进行抽取和插值，一般是在信号的频带压缩或实施低通滤波后才考虑抽取以降低采样率，同样，当对信号进行插值后需要滤波去除多余的频谱成分。


 6.1.2　序列的采样率降低处理

当一个序列的频带远小于采样率的一半时就可以考虑实行抽取处理来降低采样率，以提高系统运行效率。假设抽取器的抽取周期为M
 点的话，则在抽取前需要通过一个截止频率为ω
 c
 ＝π
 ／M
 的低通滤波器将不需要的频率成分滤除，以避免抽取后引起频谱混叠，如图6.4所示。

[image: ]
图6.4　实际的序列抽取



设滤波器由线性相位FIR数字滤波器实现，则整个序列抽取系统的输入与输出信号的关系为

[image: ]


上式说明，计算输出信号可以直接按照降低后的采样率进行，而不需要按照原采样率先计算x′
 （n
 ）之后再抽取，即滤波器可以在降低后的采样率下工作，在输入信号延时后先抽取，然后做乘加运算。图6.5显示了实际抽取过程中输入信号频谱[image: ]
 、低通滤波器的频率响应[image: ]
 、低通滤波器的输出信号频谱[image: ]
 和抽取器的输出信号频谱[image: ]
 。可以看到，[image: ]
 没有混叠现象。

[image: ]
图6.5　实际的M
 ＝2的序列抽取过程中各信号的频谱变化




 6.1.3　序列的采样率提升处理

如前所述，离散信号可以通过插值处理来提升采样率。但是，插值的结果一定会在高频段带来多余的频谱成分（如图6.3所示），因此必须在插值之后进行低通滤波来将多余频谱成分去除。实际的插值升采样处理过程如图6.6所示。

[image: ]
图6.6　实际的序列插值



滤波器H
 （z
 ）一般是由线性相位FIR数字滤波器实现，设其单位脉冲响应为h
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1，则整个插值系统的输入与输出信号关系为

[image: ]


上式说明，滤波处理可以结合插值一起进行，这样整个处理可以在原来较低的采样率下进行。输入信号先乘以各滤波器系数形成N
 路信号，然后插值并延时后合并形成输出信号。图6.7显示了实际插值过程中输入信号x
 （n
 ）的波形与频谱[image: ]
 、插值器输出信号x′
 （n
 ）的波形与频谱[image: ]
 、低通滤波器h
 （n
 ）的波形与频率响应[image: ]
 以及低通滤波器输出信号x
 u
 （n
 ）的波形与频谱[image: ]
 。可以看到，[image: ]
 中没有混叠和多余的高频频谱成分。

[image: ]
图6.7　实际的L
 ＝2的序列插值过程中各信号的波形与频谱变化



应该注意，抽取器和插值器都是线性系统，但是移变的。在实际应用中，如果需要提升或降低的采样率不是原采样率的整数倍时，例如L
 ／M
 倍，则通常可以先进行L
 倍插值后再以M
 倍抽取的方式进行，并且只需要一个低通滤波器置于插值后、抽取前就可以了。


 6.2　多采样率处理的应用

多采样率处理在通信系统、频谱分析、子带编码以及语音、图像和雷达信号处理中有广泛的应用。以下通过一些实例简要说明它的具体应用。


 6.2.1　带通信号的降采样处理

设一个中心频率为f
 0
 （ω
 0
 ）、频带宽度为Δf
 （Δω
 ）的带通信号的频谱如图6.8（a）所示，为了满足奈奎斯特采样定理，采样率应该是f
 s
 ≥2f
 ＋Δf
 。但由于信号的实际频带只有Δf
 ，这样的采样率显然是浪费，将产生不必要的系统运算量，增加系统开销。可以通过序列抽取的方法来解决以上采样率问题，使抽取后的序列频谱移动到f
 ＝0处，并且采样率f
 d
 在满足f
 d
 ≥Δf
 的同时比原来的采样率大幅降低。

假如希望抽取后信号的频谱[image: ]
 如图6.8（b）所示，原信号的采样率为f
 s
 ，抽取后序列的采样率为f
 d
 ＝Δf
 ，则根据式（6.1）得到抽取周期为

[image: ]


但是这个抽取周期能使原信号在f
 ＝f
 s
 处的频谱与抽取信号在f
 ＝Mf
 d
 处的频谱相对应，却不能使原信号在f
 ＝f
 0
 处的频谱与抽取后信号在f
 ＝Mf
 d
 ＝M
 Δf
 处的频谱对应起来。因此，为了实现如图6.8（b）的要求，应该选择能满足以上对应关系的M
 值，即

[image: ]


[image: ]
图6.8　利用序列抽取进行频谱移位和降采样



实际上，任何一个带通滤波器输出的信号，无论它的频谱是否对称分布都可以通过序列抽取的方式来实现频谱移位和降采样处理，图6.9显示了这一过程。输入信号x
 （n
 ）经过一个带通滤波器H
 （z
 ）滤波后输出带通信号x
 b
 （n
 ），对这个信号进行周期为M
 的抽取处理后得到信号x
 d
 （n
 ），其频谱如图6.9（e）所示，采样率降为原来的1/M
 。应该注意的是，原始带通信号x
 b
 （n
 ）的频谱是抽取后信号x
 d
 （n
 ）的镜像分量，这样处理并不会改变信号的频谱特征。

[image: ]
图6.9　带通信号的降采样处理




 6.2.2　正交镜像滤波器组设计

语音通信中经常采用图6.10所示的滤波器组来实现子带编码压缩和低码率传输，其主要思想是通过滤波器组中的各个滤波器将输入宽带信号x
 （n
 ）分解为各个子带信号来分别进行降采样处理和编码，在接收端则通过综合滤波器将各个子带信号升采样后合成输出信号。

滤波器组的设计不仅要考虑数据的压缩编码，而且要考虑设计的方便性。在所有的滤波器组中，正交镜像滤波器（QMF：Quadrature Mirror Filter）组设计是一种常用的有效方法，分析滤波器组和综合滤波器组都由一对半频带低通和高通滤波器构成（如图6.11所示），其频谱呈现镜像特性，即[image: ]
 。由于每个子带的频带宽度仅仅是输入信号频带宽度的一半，所以每一路信号都实行M
 ＝2的抽取处理，使采样率降为原来的一半。

[image: ]
图6.10　分析-综合滤波器组的一般结构



[image: ]
图6.11　正交镜像滤波器组的结构及频带分布



根据图6.11和式（6.5），子带输出信号x
 0
 （n
 ）和x
 1
 （n
 ）的频谱[image: ]
 以及综合滤波器组输出信号y
 （n
 ）的频谱[image: ]
 如下：

[image: ]


合理的滤波器组应该满足在分析滤波器组的输出直接作为综合滤波器组的输入的情况下，整个系统的输入与输出保持不变。令式（6.11）中[image: ]
 ，则第3式如式（6.12）所示。显然，由于抽取和插值处理对频谱的影响应该相互抵消，因此，式（6.12）中第2项表示的混叠成分应该为零，即满足式（6.13）。

[image: ]


由于滤波器组的一对低通和高通滤波器呈现以ω
 ＝π
 ／2为中心的镜像特性，在设计时只需要设计低通滤波器，高通滤波器可以从低通滤波器直接转换过来，即

[image: ]


进一步令

[image: ]


将式（6.14）和式（6.15）综合起来得到[image: ]
 如式（6.16）所示，可以看到这是一个高通滤波器：

[image: ]


以上设计使滤波器组满足式（6.13）的条件的同时得到这样一个结论：在QMF组设计中只需要设计H
 0
 （z
 ），其他都可以由其转换形成。将式（6.14）～（6.16）代入式（6.12）得

[image: ]


为了使输入与输出保持一致，上式的方括弧中的值应该为1，即满足式（6.18）的条件。这个条件理论上很容易满足，如果H
 0
 （z
 ）是截止频率为ω
 ＝π
 ／2的理想低通滤波器的话就能完全实现，但实际应用中无法获得理想的低通滤波器，只能采用第4章和第5章的滤波器设计方法设计H
 0
 （z
 ）去逼近理想低通滤波器。

[image: ]


当采用线性相位FIR数字滤波器设计时，正如第5章所介绍的，低通滤波器H
 0
 （z
 ）的单位脉冲响应和频率响应具有如下特性，即中点对称性和线性相位特性：

[image: ]


将式（6.19）代入式（6.17）得

[image: ]


上式表明滤波器组系统的相位是线性的，各个频率成分的延时一致。当N
 为奇数时，上式的括弧中的值在ω
 ＝π
 ／2处为0，不满足实际要求，所以只有N
 为偶数时式（6.20）才有意义，即

[image: ]


因此，设计的FIR数字滤波器只要满足式（6.22）或式（6.23）表示的幅度平方和恒等于1的条件就能够满足式（6.18）表示的输入与输出一致性。

[image: ]


或

[image: ]


图6.12显示了利用40点哈明窗设计的滤波器组的频谱分布特性，可以看到低通滤波器和镜像高通滤波器较好地满足了全频带幅度平方和的归一化特性。

[image: ]
图6.12　正交镜像FIR数字滤波器组设计




 6.2.3　树状结构正交镜像滤波器组设计

根据图6.9，图6.11中分析滤波器的输出信号x
 0
 （n
 ）和x
 1
 （n
 ）在降采样后，其频谱X
 0
 （ejω

 ）和X
 1
 （ejω

 ）都分布在0≤ω
 ≤π
 （采样率为原来的二分之一）。因此，这两路信号都可以通过一组新的镜像滤波器组滤波后经抽取来进一步降采样，形成新的子带信号[image: ]
 [image: ]
 ，如图6.13（a）所示，相应的综合滤波器组则如图6.13（b）所示。其中，各个滤波器之间的关系既要符合正交镜像特性，又要符合归一化特性，应该满足式（6.24）～（6.27）：

[image: ]


[image: ]


[image: ]
图6.13　二级抽取-插值正交镜像FIR数字滤波器组设计



根据需要可以采用更多级的树状结构QMF组，一个r
 级分解抽取的QMF组的子带通道数将达到N
 ＝2
r

 ，所有子带信号都有相同的频带宽度，采样率降为原采样率的1/N
 。图6.14表示了图6.13的二级分解抽取分析QMF组各子带信号的频带分布。

[image: ]
图6.14　二级分解抽取分析QMF组各子带信号的频带分布




 6.2.4　倍频程分隔滤波器组设计

一般来说，信号的高频成分表示变化较快的分量，对这部分信号的分析需要较高的时间分辨率，而频率分辨率则可以较低。因此，在频谱分析等应用中，对图6.13所示树状结构分析QMF组每一级的高频分量不再进一步分解，而是直接输出，分解只对低频分量进行，从而形成所谓的倍频程分隔滤波器组。图6.15说明了二级分解倍频程分隔分析-综合滤波器组的情况以及各子带信号的频带分布。

[image: ]
图6.15　二级分解倍频程分隔滤波器组




 6.2.5　子带数据压缩编码

子带数据压缩编码的原理是在基于树状QMF组或倍频程滤波器组的基础上，依据子带的能量大小分配不同的比特，从而实现数据压缩和低码率传输。例如，对于图6.15（a）所示的二级分解倍频程分隔滤波器组，如果输入信号x
 （n
 ）的采样率为16kHz，采用8比特量化，其传输码率为128kbps。由于滤波器组各子带信号x
 0
 （n
 ）～x
 2
 （n
 ）的能量变小，可以分别用4、2、2比特进行量化，因此各子带的传输码率为32kbps、8kbps和8kbps，总的传输码率降为48kbps。


 6.3　小波变换

傅立叶变换对平稳信号有较好的频谱分析能力，但基于正弦函数的分解在频域是完全局部化的，而在时域无任何分辨率。短时傅立叶变换分析虽然可以得到信号的动态频谱，但它的分辨率是有限的，频率分辨率与时间分辨率相互制约，当信号的变化出现在短时窗之内时无法及时捕捉。在实际应用中，经常希望能有一种依据需要调节时间和频率分辨率的多分辨率分析方法，对于低频信号可以用较低的时间分辨率分析，而对于高频信号则用较高的时间分辨率分析。

小波变换（Wavelet Transform）是20世纪80年代后期提出和发展形成的一种变换方法，这种变换方法具有在时域和频域的多分辨率信号分析能力，目前被广泛应用于数据压缩、图像和语音信号处理以及视频信号处理等领域。


 6.3.1　连续小波变换

函数f
 （t
 ）的连续小波变换定义如式（6.28）所示，它是函数f
 （t
 ）与小波函数ψ
a，b

 （t
 ）的内积值，表现为随参数a
 和b
 变化的二维信号形式。

[image: ]


小波函数ψ
 
a，b

 （t
 ）或称分析小波是母小波函数ψ（t
 ）∈L
 2
 （R
 ）经过平移和伸缩形成，如式（6.29）和图6.16所示。其中，a
 为尺度因子，b
 为平移因子。母小波函数ψ
 （t
 ）必须满足式（6.30）表示的全局积分为零的特性，即波的特性。

[image: ]


[image: ]
图6.16　H
 aar
 小波函数的波形和幅度谱



如果母小波函数ψ
 （t
 ）满足式（6.31）的条件，则可以证明式（6.28）的反变换如式（6.32）所示。其中，Ψ
 （ejΩ
 ）是ψ
 （t
 ）的傅立叶变换。

[image: ]


常用的小波函数有Haar小波函数、Shannon小波函数、Daubechies小波函数和Butterworth小波函数等，其共同特点是都具有时间和频率的局部化特征，即主要能量集中在局部区域。例如，Haar小波函数如式（6.33）所示，其函数波形ψ
 （t
 ）和幅度谱[image: ]
 如图6.16所示。

[image: ]


小波变换和傅立叶变换的原理有相似之处，本质上是将信号分解成一系列平移和伸缩小波函数的和，也可以解释成用各种尺度和延迟的分析小波的线性叠加来逼近原信号，其中的分解系数或叠加系数就是小波变换值。例如，尺度为a
 ＝0.5和a
 ＝2的Haar分析小波分别如图6.16（a）和图6.16（e）所示。由于小波函数与正弦函数相比在时域和频域都具有较好的局域化特征，因此小波变换能够比傅立叶变换更好地揭示信号的时频变化特性。


 6.3.2　小波变换的时频特性

就像傅立叶变换一样，小波变换的时频特性可以从滤波的角度进行分析。仔细观察式（6.28）可以发现，小波变换实际上是f
 （t
 ）和分析小波项[image: ]
 的线性卷积，即

[image: ]


这样，小波变换就可以看成信号f
 （t
 ）通过一个线性移不变系统或滤波器的输出，如图6.17所示。该系统的单位脉冲响应h
 a
 （t
 ）和幅频响应[image: ]
 如下：

[image: ]


[image: ]
图6.17　小波变换的滤波器分析方法



显然，系统的频率响应完全由分析小波的频谱决定，不同尺度的分析小波构造出不同的滤波器系统。正如图6.16所反映的那样，分析小波的时域波形和幅度谱随尺度因子a
 的改变而改变，因此滤波器系统的单位脉冲响应h
 a
 （t
 ）和幅频响应[image: ]
 也同样随尺度因子而改变。随着尺度因子a
 的增大，h
 a
 （t
 ）的时域分布变宽，而幅频响应[image: ]
 却变窄，即时间分辨率降低而频率分辨率提高。这样，可以通过尺度因子的大小来调节希望得到的时频分辨率。对快速变化的高频信号选用较小的尺度因子来获取较高的时间分辨率和较小的频率分辨率，而对变化较慢的低频信号则选用较大的尺度因子来获取较高的频率分辨率和较低的时间分辨率。小波变换的时频分析窗口如图6.18所示，其中也显示了短时傅立叶变换的时频分析窗口，它是恒宽分布的。

[image: ]
图6.18　小波变换与STFT时频分析窗




 6.3.3　二进小波变换

就像傅立叶变换和离散傅立叶变换的关系一样，由于连续小波变换往往存在很大的信息冗余以及不容易实现，因此实际应用中一般采用离散小波变换，特别是二进小波变换。

二进小波变换的定义如下：

[image: ]


相应的分析小波[image: ]
 称为二进小波（Dyadic wavelet），它的尺度因子是2的幂，也就是说小波函数时频分析窗的宽度是以2的幂进行伸缩的。

实际应用中，不仅尺度因子a
 需要离散化，平移因子b
 也需要离散化，一般随a
 的增大而增大。例如，取[image: ]
 ，则小波函数为

[image: ]


二进小波变换的计算总是选择（a，b
 ）平面中的一个有限区域进行，因此其反变换是否存在与式（6.37）的二进小波是否符合一定条件有关，即小波的正交特性。关于这一点，S．Mallat和Y．Meyer于1986年提出了多分辨率分析概念来构造正交小波函数；另外，他们还提出了计算离散小波变换的实际算法，即Mallat算法。


 6.3.4　多分辨率分析

设R
 和Z
 分别表示实数域和整数域，[image: ]
 ，对平方可积函数的多分辨率分析（MRA：Multi-Resolution Analysis）或逼近基于以下几条特性：

（1）存在一簇单调的子空间满足[image: ]
 。每个子空间V
 
i

 有不同的基向量和时间分辨率，分辨率随i
 的增加而增加，并且[image: ]
 。

（2）如果函数f
 （t
 ）∈V
 
i

 ，则有伸缩规则：f
 （2t
 ）∈V
 
i
 ＋1
 。

（3）如果函数f
 （t
 ）∈V
 
i

 ，则有平移规则：[image: ]
 。

（4）存在一种尺度函数φ
 （t
 ）以及它的整数平移[image: ]
 ，构成空间V
 0
 的正交基函数[image: ]
 ，满足条件[image: ]
 。

利用V
 0
 子空间的正交基[image: ]
 并根据以上特性（2）～（4），可以推导得出V
 
i

 子空间的正交基函数[image: ]
 如式（6.38）所示。其中，乘积因子2
i
 ／2
 保证正交基函数的模[image: ]
 为1。

[image: ]


对于一个函数f
 （t
 ）∈V
 
i

 ，它可以由V
 
i

 子空间的正交基函数｛φ
 
i
 ，k

 （t
 ）｝展开，如式（6.39）所示。同时，由于子空间的单调包含性，f
 （t
 ）也是V
 
i
 ＋1
 子空间的分量，因此它也可以由V
 
i
 ＋1
 子空间的正交基函数｛φ
 
i
 ＋1，k

 （t
 ）｝展开，如式（6.40）所示。

[image: ]


其中，展开系数[image: ]
 。式（6.39）和（6.40）分别表示f
 （t
 ）在不同空间的展开，相对基函数[image: ]
 在时间轴上压缩了一半，因此展开式的时间分辨率是不一样的。根据以上多分辨率特性，可以证明不同子空间V
 
i

 与V
 
i
 ＋1
 的尺度函数之间满足式（6.41）的关系。

[image: ]


每一个子空间[image: ]
 存在一个对应的正交互补子空间W
 
i

 ，使得[image: ]
 。这个子空间W
 
i

 同样存在一个正交基函数[image: ]
 ，使得任意函数[image: ]
 可以由该正交基函数展开，即

[image: ]


可以证明，式（6.37）的小波函数满足正交互补空间W
 
i

 的正交基函数条件。因此，式（6.42）中的β
 
i

 （k
 ）就代表了尺度因子a
 ＝2-i
 、平移因子b
 ＝k
 2-i
 的离散小波变换系数。当然，因为f
 （t
 ）∈W
 
i

 同样意味着f
 （t
 ）∈V
 
i
 ＋1
 ，所以该f
 （t
 ）∈W
 
i

 也可以用式（6.40）展开。同样，子空间V
 
i

 的小波函数可以由V
 
i
 ＋1
 的尺度函数来构成，其公式如下：

[image: ]


现在，对于任意一个属于子空间V
 
i
 ＋1
 的函数f
 （t
 ）∈V
 
i
 ＋1
 ，除了由式（6.40）直接在子空间V
 
i
 ＋1
 中展开之外，还可以根据[image: ]
 的关系，将它展开成两个互补子空间的正交基函数的线性叠加形式，即

[image: ]


子空间V
 
i

 可以进一步分解成[image: ]
 ，这种分解一直进行下去，从而使得V
 
i
 ＋1
 的分解形式如下所示：

[image: ]


上式可根据分解深度q
 ＜0决定子空间分解到哪一级。这样，函数[image: ]
 可以展开成各级正交互补子空间的小波函数线性叠加和一个深度子空间的尺度函数线性叠加，如下所示：

[image: ]


离散小波系数[image: ]
 的计算公式与式（6.42）一样。当q
 →-∞时，式（6.46）右边第一项将消失，即函数完全由正交小波函数表示；而当i
 →∞时，式（6.46）转化成对函数[image: ]
 的展开。


 6.3.5　Mallat算法

在给定多分辨率分析及其对应的尺度函数φ
 （t
 ）和正交小波函数ψ
 （t
 ）的前提下，Mallat算法可以对f
 （t
 ）∈V
 
i
 ＋1
 进行快速二进小波展开和重构，如式（6.47）所示：

[image: ]


当然，因为[image: ]
 ，所以f
 （t
 ）的另一种表示如下：

[image: ]


子空间[image: ]
 ，它们的尺度函数[image: ]
 和正交基函数[image: ]
 可以由子空间V
 
i
 ＋1
 的正交基函数φ
 
i
 ＋1，k

 （t
 ）表示如下：

[image: ]


将式（6.50）代入式（6.49）得

[image: ]


[image: ]


式（6.53）和（6.54）是Mallat小波分解算法，一般将它称为离散小波变换（DWT：Discrete Wavelet Transform）。它将分辨率较高的子空间尺度函数展开系数α
 
i
 ＋1
 （m
 ）通过两个单位脉冲响应分别为h
 0
 （-m
 ）和h
 1
 （-m
 ）的滤波器滤波并以M
 ＝2的周期抽取后，就可以得到分辨率较低的子空间尺度函数展开系数α
 
i

 （m
 ）和小波系数β
 
i

 （m
 ），如图6.19所示。注意比较式（6.49）与式（6.36），β
 
i

 （k
 ）就是二进小波变换值。

[image: ]
图6.19　离散小波变换M
 allat算法的滤波器组实现



将式（6.48）代入式（6.47）得Mallat小波重构算法，即离散小波逆变换。它通过较低分辨率子空间的尺度函数展开系数α
 
i

 （m
 ）和小波系数β
 
i

 （m
 ）计算较高分辨率子空间的尺度函数展开系数α
 
i
 ＋1
 （m
 ），公式如下：

[image: ]


由上可见，Mallat算法无论是用于分解还是重构，都是在离散域进行的，它的计算关键是两个滤波器h
 0
 （-m
 ）和h
 1
 （-m
 ）。一般，这两个滤波器分别具有低通和高通特性，可以根据式（6.41）和式（6.43）证明其关系如下：

[image: ]


其中，N
 是系数个数。实际应用中，h
 0
 （-m
 ）和h
 1
 （-m
 ）这两个滤波器的单位脉冲响应可以通过尺度函数和小波函数求出，不仅如此，还可以预先规定h
 0
 （-m
 ）和h
 1
 （-m
 ），然后构造小波函数。

常用的Haar小波函数、Daubechies-4小波函数和Daubechies-6小波函数所对应的滤波器系数分别如下：

（1）Haar小波函数

[image: ]


（2）Daubechies-4小波函数

[image: ]


（3）Daubechies-6小波函数

[image: ]



 6.4　小波变换的应用

小波变换的应用一般采用Mallat算法，同时需要根据具体任务选用合适的小波函数。下面首先分析Mallat算法的初始化和具体计算问题，然后给出DWT在信号去噪处理和图像数据压缩中的应用例子。


 6.4.1　离散小波变换的计算

Mallat分解算法（式（6.53）和式（6.54））根据高分辨率子空间的尺度系数计算相对低一些分辨率子空间的尺度系数和小波系数。但整个迭代计算需要对这些系数进行初始化，设置它们的初始值。

如前所述，对于子空间V
 
i

 中的信号x
 （t
 ），它可以通过尺度函数展开，如式（6.62）所示。当子空间V
 
i

 ，i
 →∞时，该式就表示平方可积空间的信号展开。

[image: ]


对它进行离散化则变成

[image: ]


实际应用中一般从某个具有足够分辨率的子空间V
 
i

 开始将信号展开成尺度函数的线性叠加，在这个子空间中尺度函数φ
 （2
j

 nT
 -k
 ）趋于脉冲信号。另外，信号x
 （n
 ）本身可以表达成各脉冲信号的线性叠加形式，如下所示：

[image: ]


将式（6.63）和式（6.64）进行对照，并根据尺度函数φ
 （2
j

 nT
 -k
 ）趋于脉冲信号的特点，可以得到尺度系数与信号值之间的关系式如下：

[image: ]


这样，Mallat小波变换分解算法的初始化问题就得到了解决。即，选取N
 点信号进行分析，并根据式（6.65）设置尺度系数初始值。如果N
 ＝2
r

 ，则每次分解的尺度系数α
 
i

 （k
 ），i
 ＝r
 ～0和小波系数β
 
i

 （k
 ），i
 ＝r
 ～0的个数将减少一半。信号的小波重构迭代计算式（6.56）可以从任何一级开始，最后通过式（6.65）恢复信号。

实际应用中，由于小波变换的线性特征，式（6.65）初始化时可以不考虑尺度因子，直接令尺度系数为信号值，这并不会影响分析结果。当然，小波重构时也一样。


例6-1
 　设信号x
 （n
 ）＝｛1，0，-3，2，1，0，1，2｝是信号在1s范围内的取样，运用Haar小波函数和Mallat算法计算小波变换，并由小波变换值恢复信号。

因为有8个信号值，8＝23
 ，因此离散小波变换迭代共有3次。根据式（6.65）初始化尺度系数得

[image: ]


如果将x
 （n
 ）展开成尺度函数的线性叠加形式，则可以得到信号的一种逼近表示，它由8个不同延时的尺度函数构成：

[image: ]


根据式（6.53）和（6.54）的Mallat分解算法以及式（6.58）的Haar小波函数对应的滤波器系数，可以得到较低分辨率子空间的尺度系数和小波系数：

[image: ]


即

[image: ]


同理可得

[image: ]


进一步迭代计算可以得到更低分辨率子空间的小波变换系数，如下所示：

[image: ]


这样，根据式（6.46），信号x
 （n
 ）可以表示为

[image: ]


[image: ]


由式（6.67）和（6.72）表达的信号x
 （n
 ）如图6.20所示，可以看到，利用尺度函数和小波函数可以很好地表示原始信号。这里，haar小波的尺度函数为φ
 （t
 ）＝1，0≤t
 ＜1。读者可以根据小波重构公式（6.56）证明原始信号可以从以上α
 0
 （k
 ）和β
 0
 （k
 ）逐步恢复。

[image: ]
图6.20　由尺度函数和小波函数表示的原始信号




 6.4.2　信号去噪处理

离散小波变换的过程相当于将信号通过一个树状倍频程分隔滤波器组进行滤波和抽取的多采样率处理，而小波逆变换的过程则相当于插值并由综合滤波器组重构的处理。DWT过程中，尺度系数将得到信号的低频部分信息，而小波系数将得到高频部分信息，利用这一点就可以实现信号的去噪处理。

图6.21显示了利用DWT对信号进行去噪处理的过程。含噪信号x
 （n
 ）是在原始信号s
 （n
 ）上叠加高斯噪声形成，信噪比SNR≈10dB。通过对信号进行5级Haar小波分解得到各级尺度系数α
 
i

 （n
 ），i
 ＝9～5和小波系数β
 
i

 （n
 ），i
 ＝9～5。可以明显看到，尺度系数α
 
i

 （n
 ），i
 ＝9～5在各级滤波后主要保留了低频成分，而小波系数β
 
i

 （n
 ），i
 ＝9～5则保留了高频成分，并且随着分解的不断进行，尺度系数中的噪声越来越少，与原始信号的波形越来越接近。这样，就可以根据尺度系数α
 5
 （n
 ）或α
 6
 （n
 ）恢复原始信号，实现信号的去噪处理。

[image: ]
图6.21　利用DWT的信号去噪处理




 6.4.3　图像数据压缩

小波变换应用得最成功的地方是图像数据压缩。例如，JPEG2000和H．264中都采用了小波变换技术。在图像数据压缩中，DWT和DCT相比有明显的优势，不仅压缩率高，而且在同样压缩率下图像质量好，因为小波变换是对整幅图像进行处理，所以没有方块效应。

图像信号是二维分布信号，因此小波变换不仅需要对行进行处理，而且还要对列进行处理，相应的DWT称为二维离散小波变换。设图像x
 （n，m
 ）的尺寸为N
 ×N
 ，且N
 ＝2
r

 。首先按行进行一维DWT，得到两个N
 ×N
 ／2的行尺度系数矩阵[image: ]
 和小波系数矩阵[image: ]
 。然后对[image: ]
 按列进行一维DWT，得到四个N
 ／2×N
 ／2矩阵[image: ]
 。其中，矩阵[image: ]
 可以认为是原图像经过低通滤波器滤波并抽取后的输出，是原图像的一个逼近；矩阵[image: ]
 则分别反映原图像的垂直方向和水平方向细节；[image: ]
 矩阵则反映原图像的对角方向细节。例如，对图像Mimi进行二维Haar小波变换的结果如图6.22所示。

[image: ]
图6.22　图像Mimi的DWT分解、压缩与恢复



图6.22（a）为原始图像。图6.22（b）为一级DWT分解之后的结果，其中，左上部分对应原图像的低通滤波逼近[image: ]
 ，右上角对应原图像的水平方向细节[image: ]
 ，左下角对应原图像的垂直方向细节[image: ]
 ，右下角对应原图像的对角方向细节[image: ]
 。可以看到，图像的主要信息集中在左上角的低通滤波逼近部分。图6.22（c）是进一步DWT分解的结果，可以看到原图像信息仍然很好地得到了保留。

从图6.22看出，相对低通滤波逼近[image: ]
 而言，其他部分几乎可以忽略。例如，将一级DWT分解的水平、垂直和对角方向的小波系数[image: ]
 全部设为0，通过DWT恢复的图像如图6.22（d）所示，几乎看不到明显的失真。这说明，原图像可以用低通滤波逼近[image: ]
 系数代表，从而使数据得到压缩，例如图6.22（d）的压缩率为1∶4。实际DWT在图像压缩的应用中往往设置一个固定或软门限来对小波系数进行量化，将小于门限的系数设为0，既实现了压缩，又尽量减少了失真。


 6.4.4　语音信号基音检测

基音是语音信号的重要特征，它反映发音时声带的振动频率。一般，男性说话人的基音分布在50～300Hz，而女性说话人的基音分布在250～500Hz。语音信号中的基音信息对于语音识别、语音合成、语音通信等具有重要意义。

小波变换可以用来进行基音的检测和跟踪。如图6.23（a）所示为一段约0.68s的语音“Su Zhou”，采样频率为11025Hz。对该语音段进行6级小波分解得到小波系数β
 
r
 -6
 （n
 ），n
 ＝0～120，如图6.23（b）所示。因为信号的采样频率是11025Hz，根据图6.15和图6.19，β
 
r
 -6
 （n
 ），n
 ＝0～120对应的滤波器频带是86～172Hz，对应该语音信号说话人的基音分布范围。对β
 
r
 -6
 （n
 ），n
 ＝0～120进行傅立叶变换得到其频谱如图6.23（c）所示，相应的镜像频谱如图6.23（d）所示。从这两个频谱图可以明显看到有一个基音谱峰出现在ω
 ＝0.55π
 和ω
 ＝1.45π
 ，具有最大频谱能量0.8。实际的基音频率不能直接根据当前采样频率f
 s
 ＝11025／26
 ＝172Hz计算，因为它是带通信号降采样后的结果。因此，应该将该频谱还原到原始信号频域再进行基音频率的计算。根据图6.9关于带通信号降采样后频谱的变换情况，原始带通信号的频谱[image: ]
 具有与图6.23（d）相似的频谱形状，其恢复到原始频域后的频谱如图6.23（e）所示，映射关系为[image: ]
 ，所以基音频率为

[image: ]


[image: ]


[image: ]
图6.23　利用DWT的语音信号基音检测



就目前来说，小波变换虽然在许多领域得到了应用，但最成功的应用是数据压缩。另外，语音通信中的子带压缩编码可以很容易地由DWT来实现。


 6.5　希尔伯特变换

希尔伯特变换（Hilbert Transform）是信号分析中的一种重要工具，其广泛地应用于信号表示和信号分析中，尤其是在通信信号处理中的窄带信号表示、单边带信号生成、信号调制解调等领域。从物理角度来看，由于正交变换不改变信号的信息成分，因此当一个信号在时域具有因果性（单边性）特征时，则该信号的频域表示的实部和虚部之间应存在一种确定的内在关系，反之亦然，希尔伯特变换正是对这种确定的内在关系的刻画。本节将首先从物理角度导出连续时间信号的希尔伯特变换，随后导出离散时间信号的希尔伯特变换，之后对希尔伯特变换的性质作了简要的讨论。


 6.5.1　连续时间信号的希尔伯特变换

假设有一个实信号x
 （t
 ）的频谱X
 （jΩ
 ）如图6.24（a）所示，现将X
 （jΩ
 ）表示为正频谱X
 ＋
 （jΩ
 ）和负频谱X
 -
 （jΩ
 ）之和，即

[image: ]


由于x
 （t
 ）为实信号，因此X
 （jΩ
 ）的正频谱X
 ＋
 （jΩ
 ）和负频谱X
 -
 （jΩ
 ）互为共轭对称，即

[image: ]


我们希望能由x
 （t
 ）构造一个信号z
 （t
 ），使得z
 （t
 ）的频谱Z
 （jΩ
 ）如图6.24（b）所示，即只存在正频谱成分，没有负频谱成分，且其正频谱形状与X
 ＋
 （jΩ
 ）完全相同，即满足

[image: ]


其中，A
 为常数。

[image: ]
图6.24　双边信号谱到单边信号谱的变换



由于X
 ＋
 （jΩ
 ）和X
 -
 （jΩ
 ）互为共轭对称，因此仅需研究X
 ＋
 （jΩ
 ）即Z
 （jΩ
 ）就能表征x
 （t
 ）信号的所有特性，而Z
 （jΩ
 ）显然比X
 （jΩ
 ）具有更简洁的频域表示形式。现在的问题是满足所述要求的z
 （t
 ）是否存在？如果存在又如何由x
 （t
 ）进行构造？

如图6.24（b）所示，Z
 （jΩ
 ）具有单边性，即只存在正频谱，而实信号的频谱一定是对称的，因此z
 （t
 ）必定为一复信号。设z
 （t
 ）的实部为x
 （t
 ），虚部为[image: ]
 ，即

[image: ]


其中，[image: ]
 也是一个实信号，设其频谱[image: ]
 的正、负频谱分别为[image: ]
 ，即

[image: ]


由式（6.74）、（6.76）、（6.77）和（6.78）可知

[image: ]


从而有

[image: ]


不妨设A
 ＝2，可得

[image: ]


如图6.24（c）所示。因此z
 （t
 ）的构造问题转换成了[image: ]
 的构造，由式（6.81）可知，[image: ]
 可由x
 （t
 ）经过某种变换得到，即

[image: ]


其中，“[image: ]
 ”为卷积运算，h
 （t
 ）为所需设计变换的单位冲激响应。h
 （t
 ）的频率响应函数为H
 （jΩ
 ），由时频域卷积的乘积对偶性可得

[image: ]


结合式（6.81）和（6.83）可得

[image: ]


式（6.84）所示的即为满足设计需要的变换器的频率响应函数。具有式（6.84）所示频率响应的变换器即为希尔伯特变换器，其幅度响应和相位响应分别为

[image: ]


因此，希尔伯特变换器是一个全通滤波器，其对输入信号的作用体现为对信号的正频谱移相-90°，而对信号的负频谱移相90°。希尔伯特变换器的幅频和相频特性如图6.25所示。

[image: ]
图6.25　希尔伯特变换器的频率响应



利用傅立叶逆变换，可得希尔伯特变换器的单位冲激响应h
 （t
 ）为

[image: ]


称[image: ]
 为信号x
 （t
 ）的希尔伯特变换，其变换过程如图6.26所示，可表示为

[image: ]


[image: ]
图6.26　希尔伯特变换器



将复信号z
 （t
 ）称为实信号x
 （t
 ）的解析信号（analytic signal）。正如图6.24（b）所示，解析信号z
 （t
 ）只包含原实信号x
 （t
 ）的正频率成分，即解析信号的频域表示具有因果性（单边性）特征，而构成解析信号z
 （t
 ）的实部x
 （t
 ）和虚部[image: ]
 之间满足希尔伯特变换关系。

由式（6.83）和（6.84）有
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即

[image: ]


从而可得希尔伯特反变换为

[image: ]


因此希尔伯特反变换器的单位冲激响应[image: ]
 和频率响应[image: ]
 分别为

[image: ]



例6-2
 　设信号x
 （t
 ）＝A
 cos（Ω
 0
 t
 ），求其希尔伯特变换和相应的解析信号。

解　信号的频域表示为

[image: ]


所以x
 （t
 ）的希尔伯特变换的频域表示为

[image: ]


因此x
 （t
 ）的希尔伯特变换[image: ]
 为

[image: ]


解析信号为

[image: ]


读者可以证明，若x
 （t
 ）＝A
 sin（Ω
 0
 t
 ），则其希尔伯特变换[image: ]
 ，即正、余弦函数构成一对希尔伯特变换对。


例6-3
 　设有一因果信号x
 （t
 ）＝x
 （t
 ）u
 （t
 ），试证明该信号的频域表示的实部和虚部之间满足希尔伯特变换关系。

证明：对信号两边做傅立叶变换得

[image: ]


对于上式方括弧中表示的傅立叶变换，设

[image: ]


将上式代入信号的傅立叶变换式可得

[image: ]


令上式等号两边的实部和虚部相等，整理可得

[image: ]


上两式分别为信号的频域希尔伯特变换和反变换，即证明：若信号在时域是因果的，则其频域表示的实部和虚部之间满足希尔伯特变换。


 6.5.2　离散时间信号的希尔伯特变换

设离散实信号x
 （n
 ）的希尔伯特变换是[image: ]
 ，希尔伯特变换器的单位抽样响应为h
 （n
 ），频率响应为[image: ]
 。由于离散时间傅立叶变换以2π
 为周期，因此可由连续信号的希尔伯特变换器的频率响应得到[image: ]
 范围内的定义为

[image: ]


则由离散时间傅立叶逆变换可得离散时间信号的希尔伯特变换器的单位脉冲响应h
 （n
 ）为

[image: ]


离散时间信号的希尔伯特变换器的单位脉冲响应如图6.27所示，这样，离散时间信号x
 （n
 ）的希尔伯特变换[image: ]
 为

[image: ]


求出[image: ]
 后，可构造实离散时间信号的复解析信号为

[image: ]


复解析信号z
 （n
 ）频谱和原实信号x
 （n
 ）频谱之间的关系为

[image: ]


由上式可见，复解析信号z
 （n
 ）的频域表示呈现出类似因果性（单边性）的特征（当然，由于DTFT的周期性，该因果性只能要求在-π
 ＜ω
 ＜0范围内[image: ]
 。

[image: ]
图6.27　离散时间信号的希尔伯特变换器的单位脉冲响应



离散时间信号的希尔伯特变换可基于FIR数字滤波器实现，也可基于DFT方便地实现。


 6.5.3　希尔伯特变换的性质

下面对于希尔伯特变换性质的介绍以连续时间信号为例，相关性质对离散时间信号也成立。此外，如无特殊说明，使用H
 ［·］表示希尔伯特变换。


性质1
 　90°移相

希尔伯特变换器是全通滤波器，不改变信号的幅频响应，仅对信号的正频谱移相-90°，而对负频谱移相90°。


性质2
 　线性性质

若a、b
 为任意常数，且[image: ]
 ，则有

[image: ]



性质3
 　移位性质

对时移后的信号做希尔伯特变换等效于将信号做希尔伯特变换后再进行时移，即

[image: ]



性质4
 　希尔伯特变换的希尔伯特变换为对原信号取负，即

[image: ]


更一般地，有

[image: ]



性质5
 　奇偶性质

如果原信号x
 （t
 ）为偶（奇）对称信号，则其希尔伯特变换[image: ]
 为奇（偶）对称信号。

[image: ]



性质6
 　能量守恒

希尔伯特变换前后信号的能量保持不变，即

[image: ]



性质7
 　正交性质

信号x
 （t
 ）与其希尔伯特变换[image: ]
 正交，即

[image: ]



性质8
 　调制性质

对任意信号x
 （t
 ），若其傅立叶变换X
 （jΩ
 ）是带限的，即

[image: ]


且有Ω
 0
 ＞Ω
 c
 /2，则有

[image: ]



性质9
 　卷积性质

若x
 （t
 ）、x
 1
 （t
 ）、x
 2
 （t
 ）的希尔伯特变换分别是[image: ]
 ，且x
 （t
 ）＝x
 1
 （t
 ）[image: ]
 x
 2
 （t
 ），则

[image: ]


证明：由定义可得

[image: ]



 6.6　本章小结

多采样率处理与多分辨率分析是两个不同的概念，前者针对系统中不同带宽的信号自适应地改变采样率，以节约系统开销；后者主要是一种针对非平稳随机信号的分析方法，可以通过不同时间分辨率和频率分辨率的调节来获取信号的多层次特征信息。如果说傅立叶变换这类空间变换犹如改变一种角度观察信号的话，那么小波变换这种多分辨率分析方法就像采用不同倍率的放大镜观察信号一般，从宏观到局部细节都可以根据需要来分析。

小波变换的输出实际上是不同带宽的滤波器组输出，因此其仍然是时域信号，只是这些信号是通过不同滤波器的输出而已。

希尔伯特变换是一种不改变信号频谱幅度而仅仅进行移相的变换，其可用来构成原始信号的解析信号而实现单边频带分布。对于因果实信号，其反映了傅立叶频谱的实部和虚部之间的关系。


 习题


6-1
 　一个数据通信系统以12kHz经过采样后，以后的处理必须将采样率降为2kHz。要求抽取滤波器不存在任何相位失真，试分析抽取滤波器的特性和相应的设计方法。


6-2
 　如果题6-1的系统中包含6.5～7kHz的带通数据，则在以下两种通过抽取进行降采样的过程中相应各级的频谱是怎样的？两种降采样的结果是否一致？

（1）12kHz→6kHz→2kHz

（2）12kHz→4kHz→2kHz


6-3
 　设一个倍频程分隔滤波器组的频带分布如图6.28所示，画出利用序列抽取方式实现这个滤波器组的框图，并分析其运算复杂度。设输入信号的采样率为8kHz，量化位是8比特，各子频带输出信号的比特分配如下：

子带1：8比特，　子带2：6比特

子带3：4比特，　子带4：2比特

[image: ]
图6.28　倍频程分隔滤波器组的频带分布



计算滤波器组输出信号的传输比特率，它与输入信号的传输比特率相比降低了多少？


6-4
 　一个模拟信号的频带宽度为40kHz，中心频率为10MHz。问通过多采样率处理后最小的采样率应该是多少才不引起频谱混叠（依据图6.9计算）？一个频率稳定指标为10-6
 Hz的振荡器作为采样时钟是否足够？


6-5
 　Daubechies-6小波的尺度函数和小波函数如图6.29所示。画出尺度为a
 ＝2，a
 ＝1，a
 ＝0.5和a
 ＝0.25时的波形。

[image: ]
图6.29　Daubechies-6小波的尺度函数和小波函数




6-6
 　设DWT尺度函数和小波函数如图6.30所示，一个在V
 2
 子空间的信号持续时间为0～2s。当用式（6.39）表示信号时需要的所有尺度函数的波形是怎样的？当信号分解到子空间V
 0
 并用式（6.46）表示时所需要的尺度函数和小波函数是哪些？

[image: ]
图6.30　DWT小波




6-7
 　对于Haar小波，验证下列公式是正确的：

（1）[image: ]


（2）[image: ]



6-8
 　Battle和Lemarie-4小波的尺度展开系数如下：


h
 0
 （0）＝0.3875，h
 0
 （1）＝0.6841，h
 0
 （2）＝0.3875，h
 0
 （3）＝-0.0448

计算小波展开系数h
 1
 （k
 ），并画出h
 0
 （k
 ）和h
 1
 （k
 ）的波形。


6-9
 　利用Haar小波表示如下信号：

[image: ]


试给出以下三种情况的信号表示：

（1）φ
 （4t
 ），φ
 （4t
 -1），φ
 （4t
 -2），φ
 （4t
 -3）

（2）φ
 （2t
 ），φ
 （2t
 -1），ψ
 （2t
 ），ψ
 （2t
 -1）

（3）φ
 （t
 ），ψ
 （t
 ），ψ
 （2t
 ），ψ
 （2t
 -1）


6-10
 　对信号f
 （k
 ）＝｛1，2，-1，3，0，5，-1，-2｝进行Haar离散小波变换，并设尺度a
 ＝1时分解的最粗尺度。


6-11
 　设有信号f
 （k
 ）＝｛1，2，3，4，5，6，7，8｝，计算3级Haar小波变换，设置固定门限为TH＝0.3，量化小波系数，然后进行3级IDWT以重建信号，观察失真情况。



7　离散随机信号处理



■　离散随机信号的特征

■　平稳随机信号，遍历随机信号

■　随机信号功率谱

■　维纳滤波与卡尔曼滤波



本书前面的章节主要讨论了确定性信号。与之相对应，本章讨论随机信号的基本概念和基本处理方法。

确定性信号可以描述为复合指数的加权和。给定一个信号的傅立叶变换，我们能够精确地计算出在任何时间t的信号取值。但在实际应用中所遇到的大量信号并不符合这样的特性，它随时间变化的取值无法精确地预测，即在任何时间的取值是不确定的，这样的信号称为随机信号。例如，电子电路中的热噪声、晶体管输出温漂，甚至谈话、音乐、通信信号等许多重要的实际信号，从波形看都是随机的。如果希望用一些特征来表述它们，用前面章节中介绍的确定性信号使用的方法会比较困难。然而，若运用概率的概念，可以对确定性信号的傅立叶、拉普拉斯等变换做出新的描述，使之能够适用于这些随机信号，并可以按概率和统计的概念来寻求信号特征以及做出相应处理。

随机信号的处理内容涉及较多，包括随机信号的时域处理、傅立叶变换、滤波、功率谱估计和时频分析等。本章介绍其中的部分基础内容。


 7.1　随机变量和随机过程

按照概率理论，对于自然界中的随机事件，可以用一个随机变量x
 来描述它。若x
 的取值是连续的，则x
 为连续型随机变量；若x
 的取值是离散的，则x
 为离散型随机变量。对连续型随机变量x
 ，可用它的分布函数、概率密度及数字特征来描述。

（1）概率密度：p
 （x
 ）＝dP
 （x
 ）／dx


（2）概率分布函数：[image: ]


（3）均值：[image: ]


（4）均方值：[image: ]


（5）方差：[image: ]


对于两个随机变量x、y
 ，如果其联合概率密度为p（x，y）
 ，那么它们的协方差函数为

[image: ]


以上各式中的E［］均为求均值运算。

若随机变量x
 服从高斯（Gaussian）分布，则其概率密度为

[image: ]



N
 个随机变量[image: ]
 的联合高斯分布概率密度函数为

[image: ]


式中，[image: ]
 ，是x
 的均值向量。矩阵Σ
 是x
 的协方差矩阵，如式（7.4）所示。若x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
N

 之间相互独立，则协方差矩阵Σ
 将成为对角矩阵。

[image: ]


随机变量在不同时间点的取值构成一个随机信号序列，而所有可能的序列集合构成随机过程。


例7-1
 　考虑某个人每一秒钟抛一次质量同样均匀的硬币，并且用＋1记录出现正面的数目，-1记录出现反面的数目，这样这个人就得到一个离散的随机信号序列。所有可能序列的集合称为总体或随机过程。由某个人抛硬币而产生的一个特别的序列也称为一个实现个体或一个随机过程样本。图7.1表示了一个由三个随机信号序列（或称实现个体、样本）构成的随机过程。

[image: ]
图7.1　时间平均和总体平均



如果单独考虑某一实现个体，计算此个体所做试验的均值，称其为时间平均；如果计算在每一个特定时间点上所有个体的平均值，称其为总体平均，如图7.1所示。如果一个随机过程的时间平均和总体平均相等，我们说这个过程是各态遍历的。各态遍历的严格定义涵盖所有平均的情况，要注意的是，在这个例子中只考虑了最简单的平均数。

一般来说，总体平均和时间平均是不相等的。在抛硬币试验中可能会碰到这种情况：如果随着时间的变化，个体出现正面的概率可能比出现反面的概率高，则总体平均能反映这一变化（这一变化随试验次数不同而不同），但是时间平均不能反映出来。

不是各态遍历的随机过程的例子见图7.2。图中显示了某个线性信号发生器产生的一个矩形波x
 （t-a），其中延迟因子是随机变量。p
 （a
 ＝0）＝0.75和p
 （a
 ＝1）＝0.25，图7.2（a）至（d）显示了四种可能的实现，每个实现的时间平均很显然是0，而总体平均如图7.2（e）的波形所示。

[image: ]
图7.2　非各态遍历的随机过程




 7.2　平稳随机信号

对于随机实验，在相同条件下独立地进行多次观察时，各次观察到的结果一般互不相同。为了全面地了解实验对象的特征，从概念上讲，应该在相同的条件下，独立地做尽可能多次的观察。这样，每一次观察可以得到一个样本函数x
 
i

 （t
 ），i
 ＝1～N
 ，N
 →∞。

如前所述，所有样本函数x
 
i

 （t
 ），i
 ＝1～N
 ，N
 →∞的集合就构成了该随机试验可能经历的整个过程，该集合就是一个随机过程，也称为随机信号，记为x
 （t
 ）。这个概念可以概括为：一个随机信号（或序列）称为一个随机过程，在它的每个时间点上的取值都是随机的，可用一个随机变量表示，或者说，一个随机过程是一个随机试验所产生的随机变量依时序组合得到的序列。

随机信号x
 （t
 ）在任何时刻t都有精确的值，然而对于很多具体问题，讨论这些单独的值意义不大，也不方便，但可以使用它的统计特性。比如，我们可以计算x
 （t
 ）的平均值（期望值），记为E［x
 （t
 ）］，将E［x
 （t
 ）］看成信号的直流（DC）分量。我们还可以计算x
 2
 （t
 ）的平均值，记为E［x
 2
 （t
 ）］，这就是随机信号的平均功率。除此之外，还可以讨论信号的频率分量和频谱及其他更多的东西。一般地，将x
 （t
 ）在任何时刻t的值看成一些基本的概率密度函数p
 
t

 （x
 ），便可利用概率理论对其进行运算。

若将随机信号x
 （t
 ）离散化，则得到离散随机信号x
 （nT
 s
 ）或x
 （n
 ）。对x
 （n
 ）的每一次实现记为x
 
i

 （n
 ），i
 ＝1～N
 ，N
 →∞。显然，对某一固定时刻，如n
 ＝n
 0
 ，x
 
i

 （n
 0
 ），[image: ]
 构成一个随机变量。对应地，其时域离散特征表示如下：

（1）均值（数学期望）

[image: ]


（2）方差

[image: ]


（3）均方值

[image: ]


（4）自相关函数

[image: ]


（5）自协方差函数

[image: ]


上面式子右边的E［］为信号的集合求均值运算，该集合平均是由x
 （n
 ）的无穷样本x
 
i

 （n
 ），i
 ＝1～N
 ，N
 →∞在相应时刻对应相加（或相乘后再相加）来实现的。

随机信号的自相关函数[image: ]
 （n
 1
 ，n
 2
 ）描述了信号x
 （n
 ）在n
 1
 ，n
 2
 这两个时刻的相互关系，是一个重要的统计量。若n
 1
 ＝n
 2
 ＝n，则

[image: ]


对于两个随机信号x
 （n
 ）、y
 （n
 ），其互相关函数和互协方差函数分别定义如下：

（6）互相关函数

[image: ]


（7）互协方差函数

[image: ]


如果[image: ]
 ，我们称信号x
 （n
 ）和y
 （n
 ）是不相关的。因为

[image: ]


因而，如果信号x
 （n
 ）和y
 （n
 ）不相关，必定有

[image: ]


在某些特殊的处理信号中，基本的概率密度函数p
 （x
 ）已知，例如由A／D转换器产生的量化噪声的概率密度函数。但是在大部分情况下，对于p
 （x
 ）的形式并不知道。因此在一些具体情况下，往往假设p
 （x
 ）为高斯（正态）型。

随机信号处理需要很多数学理论知识。为便于学习，假定所讨论的随机信号具有一些简单的一阶和二阶数学特性。首先假定随机信号是广义平稳﹑零均值并且各态遍历的。各态遍历特性在前面已提到，指的是与信号相关的期望值可以由时间平均来决定。如果一个信号是各态遍历的，那么对E［x
 （n
 ）］就可以这样来估计：取x
 （n
 ）的N
 个点，把这些点的采样值加起来再除以N
 。对E［x
 2
 （n
 ）］也可以这样来估计，即取x
 （n
 ）的N
 个点，把这些点的采样值的平方相加再除以N
 。

所谓广义平稳特性是指E［x
 （n
 ）］和E［x
 2
 （n
 ）］不依赖于时间n，或者说各时间点对应的值都一样；零均值特性是指E［x
 （n
 ）］＝0，即信号的DC分量是零。详细地说，对于一个离散随机信号x
 （n
 ），如果其均值与时间n
 无关，其自相关函数[image: ]
 与n
 1
 和n
 2
 的选取无关，而仅仅和n
 1
 与n
 2
 之差有关，那么我们称x
 （n
 ）为广义平稳随机信号。对应地，若概率密度函数不随时间变化，称之为狭义平稳随机信号。此类信号相应的统计参数定义如下：

（1）均值（数学期望）

[image: ]


（2）自相关函数

[image: ]


[image: ]
 是随机过程x
 （n
 ）最主要的统计特性，除阐明相关性外，还涵盖了下面讨论的一些特性。

①[image: ]


②[image: ]


③[image: ]


（3）方差

[image: ]


（4）均方值

[image: ]


（5）自协方差函数

[image: ]


当m
 
x

 ＝0时，上面的自相关函数序列和自协方差函数序列相等。

（6）互相关函数

[image: ]


（7）互协方差函数

[image: ]


自相关函数和自协方差函数往往用来检测混有随机噪声的信号，互相关函数和互协方差函数的应用场合也很多，经常利用系统输入和输出信号间的互相关函数最大值出现的位置来确定线性系统的延时。

广义平稳随机信号是一类重要的随机信号。在实际工作中，我们往往把所要研究的随机信号视为广义平稳的，这样将使问题得以大大简化。实际上，自然界中的绝大部分随机信号都可被认为是广义平稳的。特别是对于讨论的通信信号和噪声信号而言，这是一种较为合理的假设。本章后面所提到的平稳随机信号，如果没有特别说明，均认为是广义平稳随机信号。要注意的是，各态遍历必为平稳的，反之则不一定。


例7-2
 　将一个零均值的平稳白噪声输入到一个冲激响应为［1，0.5］的FIR数字滤波器，因为输入信号是白噪声，其自相关函数具有如下形式：

[image: ]


用S
 
x

 （z
 ）表示[image: ]
 的Z
 变换，如下所示：

[image: ]


根据线性系统输入与输出信号的关系，输出信号自相关函数[image: ]
 的Z
 变换S
 
y

 （z
 ）为

[image: ]


对上式求Z
 反变换得

[image: ]


关于随机信号通过线性移不变系统的具体内容请看7.6节。


例7-3
 　随机相位正弦序列信号如下：

[image: ]


式中，φ
 是一随机变量，在0～2π
 内服从均匀分布，即

[image: ]



A，f
 均为常数。可见，对应φ
 的每一个取值，有一条正弦曲线（因为φ
 在0～2π
 内的取值是随机的，所以其每一个样本x
 （n
 ）都是一正弦信号）。求其均值和自相关函数，并观察其平稳性。

解　根据前面离散随机信号的统计参数定义，x
 （n
 ）的均值和自相关函数分别为

[image: ]


所以随机相位正弦波是广义平稳的。

按照各态遍历的定义，对于一个平稳随机信号x
 （n
 ），如果它的单一样本函数在长时间内的统计特性与所有样本函数在某一固定时刻的一阶和二阶统计特性一致，则称x
 （n
 ）为各态遍历平稳随机信号。它的含义是：单一样本函数随时间变化的过程可以包括该信号所有样本函数的取值特性。因此，我们就可以仿照前述确定信号那样来定义各态遍历平稳随机信号的一阶和二阶数字特征。


例7-4
 　计算例7-3的随机相位正弦波的各态遍历特性。

解　例7-3中，[image: ]
 是一随机变量。确定某一常数φ
 后，其单一的时间样本为[image: ]
 ，对x
 （n
 ）作时间平均，有

[image: ]


由于上式是对n
 求和，因此求和号后第一项与n
 无关，而第二项应等于零，所以

[image: ]


这与例7-3求出的结果一样，所以随机相位正弦波也是各态遍历的。

虽然实际问题中并不能保证随机信号都具有各态遍历性，但由于能使用单一的样本函数来作时间平均，求得其均值和自相关函数，因而都乐于采用这种手段来分析和处理信号。在现实中，对已获得的一个实际信号，往往首先假定它是平稳的，再假定它是各态遍历的。由于平稳的假设，保证了不同时刻的统计特性是相同的，即只要有一个实现时间充分长的过程能够表现出各个特征来，就可用得到的一组样本数据来求得总体的统计特性。在按此假定对信号进行处理之后，可用处理的结果来检验假定的正确性。


 7.3　随机信号的A／D转换噪声和过采样处理

就如第1章介绍的那样，为了得到一个真正的离散随机信号，要利用A／D转换器对随机信号进行采样和量化，并使用有限数量的比特来表达该采样值。正因为比特数有限，信号真值与A／D转换器量化值的差称为量化误差。换个角度叙述，在任何一个时刻n
 ，A／D转换器的输出由信号真值加上一个量化误差组成。这个量化误差能用加在一个真实信号上的一个加性噪声信号来表示。

从理论上说，可以采用增加A／D转换器的比特数来减少此量化噪声。但也可以使用第6章介绍的过采样技术来减少量化噪声功率。过采样就是使A／D转换器的采样频率f
 s
 大大高出采样频率理论最小值2B
 （64或128倍），这里B
 是信号带宽。由理论分析可知，它使在A／D转换器输出端的量化噪声信号频谱伸展到整个可用频带且与采样频率无关。由于在A／D转换器输出端的真实信号仍然受制于原始带宽（-B
 ＜f
 ＜B
 ），相对f
 s
 而言，现在的可用带宽要小很多（-f
 s
 ／2＜f
 ＜f
 s
 ／2），所以在A／D转换器输出端放置一个截止频率为B
 　Hz的离散时间低通滤波器，在真实信号带宽之外的噪声频谱将会被滤除而不改变真实信号自身，这样就减少了多余的噪声而没有损害到真实信号。

当然，过采样技术也存在较严重的问题。一个实时系统中，如果采样频率过高，系统处理速度也必须随之提高。克服的方法之一是，可以在采样信号被送到处理器之前对其进行抽取来降采样，这就意味着数字处理器可以工作在较低速率上。由于采样频率高的时候，D／A转换器的内在失真少，所以信号经处理器处理之后，可以在其被传送到D／A转换器之前进行插值运算或是再次用过采样技术对其采样，得到一个离散时间信号。插值程序使用的工作频率也很高。整个过程可描述为：过采样、抽取、数字处理、插值和D／A转换。下面叙述一下过采样和抽取处理及对量化噪声的影响。

设一个A／D转换器，它的输入电压在-V
 ～＋V
 之间，该A／D转换器的输入信号表示为x
 a
 （t
 ），A／D转换器每T
 秒对x
 a
 （t
 ）采样一次，形成x
 （n
 ），然后对它进行二进制编码得到量化值，输出一个N
 位的二进制数，表示为x
 d
 （n
 ）。N
 位比特可以表示Q
 ＝2
N

 级的量化电平。级与级之间的距离用电压表示为

[image: ]


显然，实际工作时的量化误差在-Δ
 ／2～＋Δ
 ／2之间。因为每个采样都伴随着量化误差，如果用e
 （n
 ）表示第n
 个时刻的量化误差，则这些信号的关系为x
 d
 （n
 ）＝x
 （n
 ）＋e
 （n
 ）。设真实信号x
 （n
 ）的平均功率E［x
 2
 （n
 ）］用[image: ]
 表示，量化噪声信号的平均功率E［e
 2
 （n
 ）］用[image: ]
 表示，则A／D转换器的输出信噪比（SNR）定义为

[image: ]


从统计角度看，在任何时刻n
 ，e
 （n
 ）的可能值在-Δ
 ／2～＋Δ
 ／2范围内随机变化，并且此范围内的任何值都可能均等出现。这表示e
 （n
 ）是均匀分布的。另外，同样因为正值和负值可能均等出现，所以可以将e
 （n
 ）看成均值为零的随机信号。因此可得

[image: ]


因此

[image: ]


从SNRdB
 的计算公式可以看出，量化位N
 每增加1比特，SNRdB
 约提升6dB，称为“每比特6dB规则”。

注意，无论A／D转换器的采样频率如何，[image: ]
 覆盖整个区间，即A／D转换器输出的量化噪声功率总是在-f
 s
 ／2＜f
 ＜f
 s
 ／2频率范围内均匀分布，整个量化噪声功率由Δ
 决定而不是由采样频率决定。因此提高采样频率并不改变[image: ]
 ，但它导致整个频谱上噪声功率的扩展。由于噪声功率一定，扩展使幅度下降，扩展越宽，过滤掉的噪声越多。由此可见，当采样频率f
 s
 提高时，一部分量化噪声的功率谱密度函数就会分布到信号本身覆盖的频率B
 的范围之外。这种溢出的信号宽带噪声可以用截止频率为B
 Hz的低通滤波器消除而不会改变信号本身，并改善输出信噪比SNR。

但是，增加采样频率将会要求使用的存储器数量及处理器速度增加，下面讨论解决这个问题的方法。

设原始模拟信号g
 a
 （t
 ），频率范围限制在B
 Hz，根据采样定理，用频率f
 s
 ＝2B
 对信号g
 a
 （t
 ）采样不会产生频谱混叠。实际采样频率取f
 s
 ＝2MB
 ，M
 为过采样倍率因子。带宽为B
 Hz的低通滤波器输出信号为g
 （n
 ），意味着离散信号g
 （n
 ）的频率也限制在B
 Hz。如果作出分别由f
 s
 ＝2MB
 及f
 s
 ＝2B
 采样频率产生的g
 a
 （t
 ）的傅立叶频谱图，可看出后者的低通滤波器输出的频段比前者的宽，但还在理论允许范围内，不会产生混叠。因此，可以用非常简单的方式得到解决方案。假设过采样参数M
 是整数，且M
 ≥2，如果对g
 （n
 ）的每M
 点采样仅仅取第1个采样值而舍去其余的M
 -1个采样值，所得结果g
 
M

 （n
 ）与f
 s
 ＝2B
 时对g
 a
 （t
 ）的采样得到的结果相同。这个过程称为抽取或降采样。如果按此方法进行信号处理，对处理器运算速度的要求可大为降低。

抽取后得到的离散时间信号g
 
M

 （n
 ）将会在有效采样频率f
 s
 ＝2B
 下得到处理。处理器的输出y
 （n
 ）是离散时间信号，因此必须通过D／A转换器才能转换为连续时间信号y
 a
 （t
 ）。前面提到，D／A转换器要在高于f
 s
 ＝2B
 的频率下运行。不失一般性，我们让D／A转换器在频率f
 s
 ＝2MB
 下运行，M
 为系统输入时的过采样倍率因子。

设信号y
 （n
 ）的每个采样间插入M
 -1个零值采样点，称产生的信号为y
 z
 （n
 ）。对y
 （n
 ）和y
 z
 （n
 ）分别作离散时间傅立叶变换，如图7.3所示。可以看到，两个DTFT谱非常相像，它们之间的唯一区别是周期有所改变，尺度因子发生了变化。图7.3（a）是对应于y
 （n
 ）的DTFT谱，图7.3（b）是对应于y
 z
 （n
 ）的DTFT谱，读者可定性地了解它们的关系，其中M
 ＝4。为把y
 z
 （n
 ）的DTFT表示成对应于y
 （n
 ）的形式，我们可以通过一个低通滤波器来实现，如图7.3（c）所示，结果如图7.3（d）所示，其频段范围为原信号频段的1／M
 。

[image: ]
图7.3　信号插值后谱的改变及滤波结果



有关离散信号序列的抽取和插值、降采样和升采样的完整内容可参考6.1节。

实际应用中，在对随机信号进行处理之前往往需要进行去均值处理，以获取一个零均值的随机信号，例如语音信号处理中就是这样。对于平稳随机信号可按下面的公式完成均值计算及信号去均值处理：

[image: ]



 7.4　随机信号功率谱

一个随机信号在各时间点上的值不能预先确定，它的每个实现样本往往不同，只能用它的各种统计值来表征它，例如自相关值就是一个有效的统计值。另一方面，随机信号是非周期信号，无限长度并且能量无限，不满足绝对可积条件，这些随机序列的Z
 变换和傅立叶变换不存在。但是很容易理解，随着两个随机信号值之间时序差的增长，它们的相关性越来越小，也就是说随机信号的自相关序列趋为零。因此，随机信号的自相关序列或自协方差序列具备有限能量，它们的Z
 变换与傅立叶变换是存在的。

自相关函数的傅立叶变换称为随机信号的功率谱密度，功率谱密度可用来表征随机信号的统计平均谱特性，它是随机信号的一种最重要的表征形式。我们要在统计意义下了解一个随机信号，就要知道或估计它的功率谱密度。

自协方差序列的Z
 变换可定义为

[image: ]


如果假设序列的均值为零，则S
 
x

 （z
 ）也就是自相关序列[image: ]
 的Z
 变换：

[image: ]


若[image: ]
 是稳定的，则S
 
x

 （z
 ）的收敛域包括z
 平面上的单位圆。将z
 与[image: ]
 作简单替换，可以得到随机信号自协方差序列的傅立叶变换，如下所示：

[image: ]


一般来说，任何离散序列的傅立叶变换[image: ]
 是以ω
 ＝2π
 为周期的周期函数。其反变换为

[image: ]


[image: ]
 的傅立叶变换存在的条件为其绝对可和，即

[image: ]


显然，如果随机信号均值不为零，上式往往不成立。因此，一般情况下可在数据预处理时去除均值。当m
x

 ＝0时，绝对可和就意味着S
 
x

 （ω
 ）存在，即[image: ]
 傅立叶变换存在。

下面讨论自相关函数傅立叶变换的一些物理解释。先说明一下随机信号中的平均功率E［x
 2
 （n
 ）］。假设离散时间信号x
 （n
 ）是D／A转换器产生的一个连续时间电压波形x
 a
 （t
 ）。当电压施加于电阻R
 时，它的瞬时功率是[image: ]
 ，平均功率就是P
 （t
 ）的平均值，它与E［x
 2
 （n
 ）］成正比。

方差和自相关函数之间有很多关联。例如，对于零均值的平稳随机过程，方差就是平均功率：

[image: ]


方差也可以使用与S
 
x

 （ω
 ）有关的自相关性得到：

[image: ]


可见，信号的平均功率是S
 
x

 （ω
 ）在整个频段上的积分。因此S
 
x

 （ω
 ）就是频段上的平均功率密度，称为功率谱密度（PSD：Power Spectrum Density）。它是随机信号的频域统计特性，物理意义非常明确。一个平稳随机过程x
 （n
 ）在特定的频率点ω
 0
 估计功率谱密度的简单系统如图7.4所示。

[image: ]
图7.4　频率点ω
 0
 处的PSD估计



图中第一个方块为频率中心在ω
 0
 且带宽为Δω
 的窄带滤波器，信号通过这个滤波器后作时间平均运算，时间平均运算的结果作为所需谱密度的估计值。类似地，两个平稳随机信号x
 （n
 ）与y
 （n
 ）的互功率谱密度为

[image: ]


其中，互相关函数[image: ]
 。将上式改写为傅立叶形式，有

[image: ]


它们有以下4个重要性质：

（1）功率谱非负；

（2）[image: ]


（3）[image: ]
 或[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 。

根据第2章中关于信号频谱的分析，信号的频带宽度和时域脉冲宽度成反比关系。就是说，如果一个时域函数g
 （n
 ）越窄，那么它的DTFT函数[image: ]
 就越宽。同样的经验也适用在这里：如果自相关函数[image: ]
 越窄，那么功率谱密度函数S
 
x

 （ω
 ）就越宽。换言之，一个随机信号的自相关函数越窄，信号的带宽就越大。

一个无限长随机信号的功率谱密度函数可以理解为无限多个无限长信号样本函数的功率谱密度函数的集合平均。假设各态遍历成立，即集合平均可以用时间平均代替，以及考虑到功率谱密度函数不含相位信息，即不含信号的时间轴位置信息，因此一个平稳随机信号的一个样本功率谱密度函数具有集合统计平均的实质。由此可见，随机信号功率谱密度函数和自相关函数均表述了该随机信号的统计平均特性。

按照定义，无限长数据才可求得真实的功率谱。在实际使用中，我们能得到的随机信号长度总是有限的，即能取到的信号一般为有限个采样值，设为N
 个，用y
 （n
 ）＝｛y
 0
 ，y
 1
 ，…，y
 
N
 -1
 ｝表示。根据这个信号样本得到的功率谱是随机信号真实功率谱的估计值，因此这样的功率谱估计常称为谱估计或谱分析，所以谱估计得到的谱和真实谱是有误差的。

若希望根据遍历性假设，用时间平均代替集合平均，可以认为它是平稳随机信号中截取出来的一段。用时间平均来近似计算的自相关函数为

[image: ]


上式称为采样自相关函数。采样自相关函数的双边Z
 变换称为周期图，它就是功率谱的一种估计，表示为

[image: ]


一个好的估计应该是无偏的最小方差估计。如果我们用θ
 表示某个随机变量的真值，[image: ]
 表示它的估计值，则希望有：

（1）无偏估计，即[image: ]
 的偏差（Bias）为零。偏差定义为

[image: ]


如若B
 等于0，即估计量的均值等于待估参量的真值，则该估计为无偏估计。

（2）最小方差估计，即方差为最小的估计，方差为

[image: ]


图7.5显示了两种估计的概率分布，可以看到，估计2较之估计1方差小。

[image: ]
图7.5　两种估计的概率密度分布示意



常常会发生这种情况：某一种估计的偏差较小而方差较大，另一种估计的偏差较大而方差较小。此时很难确定哪一种估计标准较好，因此常用均方误差的大小来衡量估计的优劣。均方误差定义为

[image: ]


不难证明：

[image: ]


上式表明均方误差与偏差和方差均有关，E［e
 2
 ］最小等价于B
 2
 与[image: ]
 之和最小。

从上面一些式子中可得到，当N
 →∞时，有[image: ]
 。即基于各态遍历假设，若观察到的样本的数据为无限多个时，估计到的自相关函数应是自相关函数的真值。换言之，一个正确的估计应有当N
 →∞时，偏差趋于0及方差趋于0。满足该要求的估计称为一致估计。一个正确的估计应该满足一致估计的条件；反之，如果某种估计方法不能满足一致估计的条件，则这种估计方法一定是不正确的。在讨论各种估计方法时，常以此作为估计正确与否的主要准则之一。

常用到的估计方法除最小平方误差估计外，还有最大似然估计、最大后验估计、最小均方误差估计、最优线性无偏估计、最有效估计等。

功率谱估计有着极其广泛的应用，不仅在认识一个随机信号的时候需要估计其功率谱，它还被广泛地应用于各种信号处理中。例如，在最佳线性过滤问题中，要设计一个维纳滤波器，首先要了解信号与噪声的功率谱密度，根据信号与噪声的功率谱才能使设计出的维纳滤波器能够尽量不失真地重现信号，并且最大限度地抑制噪声。另外，从宽带噪声中检测窄带信号也是功率谱估计的一个重要用途。这要求功率谱估计有足够好的分辨率，否则检测比较困难。所谓谱估计的分辨率可以简单定义为可分辨出的两个分立的谱分量间的最小间距。例如一个随机信号，它包括两个频率相差1Hz且振幅相等的正弦波以及加性白噪声。图7.6表示用三种不同的谱估计方法检测这两个正弦分量的效果。图中（a）是用经典法（BT PSD），（b）是用最大熵谱估计法（即自回归PSD法），（c）是用Pisarenko谐波分解法。很明显，（c）的分辨率最好，（a）的分辨率最差，（b）的分辨率在（a）与（c）之间，用（a）无法检测出这两个正弦波分量。因此，如何提高谱估计的分辨率是研究的一个重要方向。

[image: ]
图7.6　三种不同分辨率的谱估计方法




 7.5　线性系统对随机信号的响应

可利用功率谱估计来得到线性系统的参数估计。当我们要了解某一系统的幅频特性[image: ]
 时，可用一白噪声[image: ]
 通过该系统，再从该系统的输出样本y
 （n
 ）估计功率谱密度S
 
y

 （ω
 ）。由于白噪声的PSD为一常数[image: ]
 ，于是有

[image: ]


因此，通过估计输出信号的PSD，可以估计出系统的频率特性[image: ]
 。

对于一个如图7.7所示的离散时间线性移不变系统H
 （z
 ），若输入为一个具有各态遍历性的平稳随机信号x
 （n
 ），则该系统的输出为y
 （n
 ）。自然会提出的一个问题是：如果已经知道随机信号x
 （n
 ）的特征量如[image: ]
 等，那么如何求得y
 （n
 ）对应的特征量？它们与x
 （n
 ）的这些特征量有何关系？因为随机信号不存在傅立叶变换，所以只能从相关函数和功率谱的角度来研究随机信号通过线性系统的行为。线性移不变系统的输入与输出为线性卷积关系，因此很容易证明：如果x
 （n
 ）有界，则y
 （n
 ）亦有界；如果x
 （n
 ）平稳，则y
 （n
 ）也是平稳的。

[image: ]
图7.7　随机信号通过LSI系统




 7.5.1　均值

如果已知输入函数x
 （n
 ）的均值为m
 
x

 ，则可以直接估计出输出函数y
 （n
 ）的均值如下：

[image: ]


因为x
 （n
 ）为平稳随机信号，E［x
 （n
 ）］＝E［x
 （n
 -k
 ）］，所以得

[image: ]


[image: ]
 为系统频响的直流分量。


 7.5.2　自相关函数及功率谱

对于平稳随机信号u
 （n
 ）与[image: ]
 ，它们的线性卷积的自相关等于各自自相关的线性卷积。这称为相关卷积定理，即，如果

[image: ]


则

[image: ]


证明　[image: ]
 的自相关函数[image: ]
 可表示为

[image: ]


因为[image: ]
 是平稳的，所以

[image: ]


故输出信号的自相关函数为

[image: ]


和式的结果与n
 无关，可见输出信号自相关序列只与时间差m
 有关。因此，[image: ]
 也是一个平稳随机信号。

令i
 ＝k-j
 ，上式可表示为

[image: ]


证毕。

根据线性移不变系统的输出信号y
 （n
 ）是输入信号x
 （n
 ）与单位脉冲响应h
 （n
 ）的线性卷积关系以及以上相关卷积定理，y
 （n
 ）的自相关函数[image: ]
 为

[image: ]


其中，[image: ]
 为单位脉冲响应h
 （n
 ）的自相关函数。

上式是随机信号理论中极为重要的一个基本关系式。它说明随机信号通过线性系统时，输出信号自相关函数是输入信号自相关函数与系统单位脉冲响应信号自相关函数的线性卷积。对上式两边进行Z
 变换，得

[image: ]


将[image: ]
 代入并用功率谱密度表示，则上式为

[image: ]


上式称为维纳-辛钦（Wiener-Khinchin）定理。它说明，当一个随机信号通过系统H
 （z
 ），从频域看其输出功率谱密度等于输入功率谱密度与[image: ]
 的模平方的乘积。另外，当然有

[image: ]



 7.5.3　互相关函数和互功率谱密度

当一个平稳随机信号x
 （n
 ）输入到一个线性移不变系统时，其输出信号y
 （n
 ）与输入信号x
 （n
 ）的互相关函数为

[image: ]


根据相关卷积定理，有

[image: ]


上面两式说明了：[image: ]
 等于[image: ]
 的卷积，而[image: ]
 等于[image: ]
 的卷积。它们反映了一个线性移不变系统的输入和输出间的互相关函数[image: ]
 与输入自相关函数[image: ]
 及输出自相关函数[image: ]
 间的关系。

对式（7.56）两边求傅立叶变换得

[image: ]


其中，S
 
x

 （ω
 ）为实函数，所以

[image: ]


对于白噪声输入而言

[image: ]


可得

[image: ]


上式说明如果能够测出输入为白噪声的响应，就能求出系统的h
 （m
 ）或[image: ]
 ，即

[image: ]


零均值白噪声随机信号x
 （n
 ）有以下三个特性：[image: ]
 ；自相关函数是一个n
 ＝0处的脉冲信号，即任意不相同的两点x
 （n
 1
 ）和x
 （n
 2
 ）不相关；x
 （n
 ）和其他信号都不相关。

由于白噪声的自相关函数是一个n
 ＝0处的脉冲信号，所以其功率谱密度S
 
x

 （ω
 ）是常量，对应的平均功率计算如下：

[image: ]


上式中S
 
x

 （ω
 ）实际与ω
 无关。上式结果表明白噪声的平均功率[image: ]
 与功率谱密度S
 
x

 （ω
 ）相同，即

[image: ]



 7.6　功率谱估计

实际应用中采用的功率谱可分为三种。

第一种是白噪声谱，谱的形状表现为水平直线形式，如前面所叙。白噪声序列往往作为一种理想化的噪声模型应用，实际上并不存在。由于它是信号处理中最具代表性的噪声信号，方便研究工作，所以人们提出了很多产生白噪声的方法。

第二种是由一个或多个正弦信号所组成的信号的功率谱，表征为一些谱线，称为线谱。若x
 （n
 ）由N
 个正弦信号组成，即

[image: ]


式中，[image: ]
 是常数，φ
 
k

 是均匀分布的随机变量，可以求出

[image: ]


[image: ]


此即为线谱，它是相对于白噪声水平直线谱的另一个极端情况。

第三种称为ARMA谱，它介于上面两者之间，是一种又有峰点又有谷点的连续谱。

实际应用中一般都需要对随机信号进行谱分析，但这些信号往往不满足理论条件，较难通过理论计算得到精确的结果。因此必须采用谱估计方法对它们的谱进行估计。对于各态遍历随机信号，其集合平均等于时间平均，我们可以从任何一个样本得到随机信号的全部信息，从随机过程单个样本的有限测量集来估计随机信号的功率谱。本节先叙述一些随机特征的估计，再讨论一些谱估计方法。


 7.6.1　谱估计方法分类

一般将估计方法分为两类，一类是传统方法，常称为线性方法或非参数方法，主要有BT法和周期图法等。非参数法不作有关过程的假设，仅是建立在测量的基础上，性能较差。另一类即为现代方法或非线性方法，主要有最大似然法、熵谱估计法、模型参数法、特征分解法等。各个方法中又可分为多个小类，例如熵谱估计法可分为最大熵谱估计法、最小交叉熵谱估计法等；模型参数法根据所取模型不同，分为ARMA谱估计法、AR谱估计法、MA谱估计法；特征分解法可分为多重信号分解法、信号参数法、Prony法、Pisarenko谱分解法等。高阶谱（双谱）分析法是高阶累积量的傅立叶变换，除提供幅度信息外，还提供相位信息。在时频范围，有小波分析等方法。


 7.6.2　自相关函数的估计

自相关函数的公式在本章前面已列出。如果一个样本序列为x
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1，且x
 （n
 ）具备各态遍历性质，则可以用单一样本x
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1的时间平均来计算。

第一种估计公式为

[image: ]


上式中x
 （n
 ）具有N
 个值，|m
 |为绝对值，所以[image: ]
 为偶函数。可以看出，对于每一个延时|m
 |，只有N
 -|m
 |个相乘相加，若|m
 |很大时，乘积项就很少。极端情况下，若|m
 |≥N
 ，[image: ]
 。示例见图7.8。

[image: ]
图7.8　自相关函数估计中m的变化示意



第二种估计公式为

[image: ]


两种估计具备如下关系：

[image: ]


自相关函数的均值估计公式可表示为

[image: ]


对该式分析可见，如若固定N
 ，当[image: ]
 时（或固定|m
 |，N
 →∞时），[image: ]
 →[image: ]
 ，上式为渐近无偏估计；反之，当m
 与N
 接近时，偏差加大。对于第二种自相关函数估计也同样能够得到相应的均值估计和结论。

设x
 （n
 ）是零均值的高斯随机信号，按第一种估计公式，自相关函数估计的方差为

[image: ]


实际应用中，在很多情况下x
 （n
 ）为高斯噪声信号，对非正态零均值平稳过程，方差可由上式近似表示。M
 固定且N
 →∞时，上式结果趋于0，故[image: ]
 的渐近无偏一致估计。

自相关函数方差的第二种估计公式如下：

[image: ]


当N
 →∞时，上式结果趋于0。所以[image: ]
 也是[image: ]
 的无偏一致估计。


 7.6.3　互相关函数的估计

设x
 （n
 ）、y
 （n
 ）为零均值随机信号，其互相关函数的理论值为

[image: ]


对于各有N
 个观察信号的x
 （n
 ）、y
 （n
 ），设其估计值表示为[image: ]
 ，则其估计公式也有两种形式，如下所示：

[image: ]


相应的互相关均值估计公式表示为

[image: ]


[image: ]


式（7.77）和（7.78）可进一步改写为

[image: ]


其中，[image: ]
 为真实的互相关函数。若将m
 视为可正可负的，即：若-N
 ＜m
 ＜N
 ，可将上面的关系式统一改写为

[image: ]


因为当N
 →∞时，[image: ]
 ，所以此估计为渐近无偏估计。


 7.6.4　传统功率谱估计

早期，舒斯特提出一种称为直接法的功率谱估计方法：设随机信号序列x
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1，利用这有限个信号值计算傅立叶变换，直接得到功率谱估计。即

[image: ]


其中，[image: ]
 是信号的离散傅立叶变换，如下所示：

[image: ]


在1965年出现快速傅立叶变换后，此法得到广泛采用。

1958年，Blackman和Tukey提出间接法，该方法又称为BT法或自相关法，在FFT出现前该方法经常被使用。具体如下：

设随机信号序列x
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1，而[image: ]
 为对应自相关函数的渐近无偏一致估计量，利用维纳-辛钦理论，作功率谱的估计：

[image: ]


此方法的特点是：由于当M
 →N
 -1时，估计值[image: ]
 与真实值[image: ]
 之间误差较大，所以相对于N
 -1，M
 应取小一点；M
 较小时，本式计算量不大。

直接法与间接法之间可转化，它们的关系推导如下：

[image: ]


令m
 ＝k
 -n
 ，则k
 ＝m
 ＋n
 ，当m
 ＝N
 -1时，

[image: ]


可以看出，直接法就是有偏自相关函数[image: ]
 当m
 ＝N
 -1时利用傅立叶变换所得的功率谱估计，即BT法。

由于常用于寻找数据中周期性规律且I
 
N

 （ω
 ）本身是ω
 的周期为2π
 的周期函数，直接法被称为周期图。由上面的关系可见，两种方法实质上一样，因而现在又常将自相关函数的双边傅立叶变换称为周期图。

BT法（间接法）与周期图（直接法）都是功率谱S
 
x

 （ω
 ）的渐近无偏估计，但却不是一致估计。

证明　先计算均值，当m
 ＝N
 -1时，

[image: ]


对于三角窗函数[image: ]
 ，它的傅立叶变换为

[image: ]


因此，根据线性卷积傅立叶变换的特性，均值可改写为

[image: ]


对其进行分析，当N
 有限时，上式不等于S
 
x

 （ω
 ）；当N
 →∞时，[image: ]
 ，上式将等于S
 
x

 （ω
 ）。可见，BT法（间接法）与周期图（直接法）都是功率谱S
 
x

 （ω
 ）的渐近无偏估计。

下面再计算方差。设x
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1是平稳随机信号，均值为零。[image: ]
 统一写为[image: ]
 ，它在ω
 1
 、ω
 2
 处的协方差为

[image: ]


因为[image: ]
 ，所以协方差为

[image: ]


令ω
 1
 ＝ω
 2
 ，有

[image: ]


当N
 →∞时，该式不为0。可见，传统谱估计不是功率谱的一致估计。证毕。

传统谱估计只对有限长数据求功率谱，没有求极限运算，也没有求期望，所以产生较大的方差。对于传统谱估计方法有很多改进措施，例如可利用多个周期图取平均来估计功率谱。从几个独立的估计求平均是一种减少估计值方差的标准方法。

若有L
 个互不相关的随机变量x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
L

 ，每一个具有期望值μ
 和方差σ
 2
 ，可证明它们的数学平均[image: ]
 的期望值等于μ
 ，数学平均的方差等于[image: ]
 ，即

[image: ]


因为

[image: ]


所以

[image: ]


可见，当L
 →∞时，数学平均的方差→0，可达到一致谱估计的目的。使用该手段进行谱估计，称为Bartlett平均周期图方法。该方法的主要概念是将序列x
 （n
 ），0≤n
 ≤N
 -1分段求周期图后再进行平均。

设将x
 （n
 ）分成L
 段，每段有M
 个样本，因此N
 ＝LM
 。第i段样本序列可写成

[image: ]


第i
 段的周期图为

[image: ]


如果m
 ＞M
 ，[image: ]
 很小，则可假定各段的周期图[image: ]
 是互相独立的。按功率谱密度的概念，谱估计可定义为L
 段周期图的平均，即

[image: ]


它的期望值写为

[image: ]


实际上，Bartlett估计的期望值是真实谱S
 
x

 （ω
 ）与三角窗函数的卷积。由于三角窗函数不等于δ
 函数，所以Bartlett估计也是有偏估计，即Bias≠0，但当N
 →∞时，偏差趋于0。另外，随着L
 的增加，方差[image: ]
 是下降的，当L
 →∞时，趋于0。因此Bartlett估计是一致估计。

因为周期图就是有偏自相关函数当m
 ＝N
 -1时作傅立叶变换所得。如果自相关函数延时量m
 大时，自相关函数的估计[image: ]
 是不可靠的，自相关函数估计的方差增大。为了减少这种不可靠，可对估计出的[image: ]
 进行加窗加权平滑处理，称为单个周期图平滑的功率谱估计。此外还有一些变化的方法，有兴趣的读者可参考有关书籍。

传统谱估计方法存在优点，也有缺点。优点：由于周期图可采用FFT，计算效率较高；功率谱估计值正比于正弦波信号的功率。缺点：由于加窗、卷积等运算，使频谱展宽，形成泄漏，可能使弱信号的主瓣被强信号的旁瓣所淹没；另外，傅立叶变换的频率分辨率为数据长度的倒数，与数据特征或其信噪比无关，因此傅立叶变换具有一些固有缺陷，不能彻底解决用有限数据来估计无限多个数据特征的问题。采用现代谱估计方法可解决一些传统方法无法解决的问题。


 7.6.5　模型谱估计

传统谱估计方法基本都是通过加窗的数据或加窗自相关函数的傅立叶变换而得到谱估计。这些方法实际上隐含了一个假定，即窗外的数据或自相关函数为0，这与真实随机信号的含义有很大差距，导致处理的效果不尽如人意，谱估计值较为模糊。

在处理信号时，一般情况下人们对于被估过程都有一些了解。因此，若根据已了解情况预先做一些设定，选择近似的模型，放弃经典方法中将未观察到的数据均视为零的假设，结果要好得多。

模型谱估计的步骤如下：首先选择信号的合适模型进行拟合，然后由观察样本数据计算估计模型参数，最后再利用模型参数用有关公式求出功率谱估计值。

（1）有理系统函数模型

在实际应用中出现的随机信号很多都可以用有理系统函数来建模。有理系统函数模型通常还可用于其他类型的随机信号的逼近表示。下面讨论函数描述，给出对应的各种模型。

①ARMA模型

第1章就自回归滑动平均（ARMA）系统的一些基本特征已经进行了说明。设有系统传输模型如图7.7所示，假如输入信号是功率为[image: ]
 、均值为零的白噪声信号，则输出信号的功率谱为

[image: ]


对应图中的系统函数可表示为如下有理式：

[image: ]


其中，B
 （z
 ）称为滑动平均分支（moving average branch）（或前馈分支），表示为MA；A
 （z
 ）称为自回归分支（autoregressive branch）（或反馈分支），表示为AR；α
 
k

 为自回归系数；b
 
k

 为滑动平均系数。我们称符合该公式的随机过程为ARMA（p，q
 ），p
 和q
 分别指出了分子和分母的阶数。

为了使分析的平稳随机过程是因果最小相位的，令A
 （z
 ）＝0，B
 （z
 ）＝0的全部根在单位圆内。A
 （z
 ）的根为系统的极点，如果它们处在单位圆内，可保证系统的稳定。利用维纳-辛钦定理可得

[image: ]


且又因为[image: ]
 ，所以

[image: ]


对应的功率谱为

[image: ]


对应差分方程，也就是系统输入和输出的关系表示为

[image: ]


上式中，因横向滤波器的增益可以被噪声功率[image: ]
 纳入，所以可假设α
 0
 ＝b
 0
 ＝1。


沃尔德（Wold）定理：
 在近似的情况下，任何广义平稳随机过程都可以用一个适当阶数的ARMA（p，q
 ）模型来产生，并通过一个白噪声激励ARMA模型产生ARMA随机信号。通常将用于产生ARMA随机信号的系统H
 （z
 ）称为ARMA的“综合滤波器”，而把H
 -1
 （z
 ）看成ARMA的“分析滤波器”。

②MA模型

如果除α
 0
 ＝1外，其他α
 
k

 ＝0，并且假设b
 0
 ＝1，即等价于去掉ARMA系统函数的分母自回归部分，得到MA模型的系统函数和差分方程如下：

[image: ]


把符合此函数的信号称为滑动平均模型MA（q
 ）。传递函数H
 （z
 ）称为MA过程的综合滤波器，它是一个q
 阶全零点滤波器。功率谱为

[image: ]


③AR模型

去除ARMA模型的滑动平均部分，即除b
 0
 ＝1外，其他b
 
k

 ＝0，得到AR模型的系统函数和差分方程如下：

[image: ]


功率谱为

[image: ]


传递函数A
 （z
 ）即为AR过程的综合滤波器，它是一个全极点滤波器。如果时间序列x
 （n
 ）作用于滤波器A
 -1
 （z
 ）可用来恢复驱动噪声，此滤波器被称为分析滤波器。

关于上述三种模型的功率谱，可以描述为：由于AR模型由全极点滤波器生成，当极点接近单位圆时，AR谱对应的频率处会是一个尖峰；MA模型通过一个全零点滤波器生成，当有零点接近单位圆时，MA谱会是一个深谷；ARMA谱兼而有之，有尖峰和深谷。

（2）三种模型系数间的关系

前面提到，有两类重要的谱估计方法：非参数法和参数法。非参数法不作有关过程的假设，而仅是建立在测量的基础上。这种方法同模型法相比，性能较差。参数法假设随机过程的模型（MA、AR、ARMA），谱估计以模型参数的推导为基础。参数法的一个基本问题是选用哪一个模型更合适，是MA、AR还是ARMA？

Wold定理和Kolmogorov-Szego定理给出了随机过程不同有理传递函数模型间的重要关系，含义是：任何AR（p
 ）模型或ARMA（p，q
 ）模型可用一个可能是无穷阶的MA模型MA（∞）表示；任何MA（q
 ）模型或ARMA（p，q
 ）模型可用一个可能是无穷阶的AR模型AR（∞）表示。

这些结果比较重要，它表明：即使对于待研究的过程选用了不太合适的模型，只要其阶数足够大，就可以作为过程很好的近似。例如，如果我们用AR模型逼近ARMA（p，q
 ）模型，只要选择的AR模型的阶数足够大，结果仍是可接受的。

为了表明ARMA（p，q
 ）模型系数和AR（∞）模型系数间的关系，让G
 （z
 ）是AR（∞）模型的分母，这样

[image: ]


对两边求反Z
 变换得

[image: ]


因为对于k
 ＜0和k
 ＞q
 ，b
 
k

 ＝0，所以

[image: ]


最后，对于n
 ＞p
 ，α
 
n

 ＝0，所以得到

[image: ]


此递推式可用g
 （-1），g
 （-2），…，g
 （-q
 ）＝0来初始化。

从另外的角度考虑这个问题：假如给定了AR（∞）模型的参数，计算等效ARMA（p，q
 ）模型。一般来讲，这是一个数学问题。如果我们先知道p
 和q
 ，这个问题就非常简单。利用式（7.116），对于n
 ＞p
 可得到

[image: ]


从k
 ＝p
 ＋1到k
 ＝p
 ＋q
 ，应用式（7.117）得q
 个方程，依此可以求出MA模型的未知参数b
 
i

 ，以矩阵的形式给出为

[image: ]


其次，对于n
 ＝1，…，p可以给出

[image: ]


AR模型参数可以被重构出来，如下所示：

[image: ]


写成矩阵的形式为

[image: ]


这样，只有AR（∞）模型的多项式A（z
 ）的前p
 ＋q
 个系数对于计算式A（z
 ）和B（z
 ）是必要的。然而，实际上如果G（z
 ）不能从ARMA（p，q
 ）模型获得，G（z
 ）只能和A（z
 ）／B（z
 ）的前p＋q
 项一致。

如果在前面的讨论中，我们调换A（z
 ）和B（z
 ）的位置并令其等于L
 （z
 ），则能得到MA（∞）模型的参数L（z
 ）和AR（p，q
 ）模型的参数之间的关系为

[image: ]


（3）模型的选择

因为实际应用中可用的实测数据有限，所以一般来说模型的待估计参数越多，估计精度也就越差。所以理想模型的选定中，其参数必须尽可能少。选定模型时要考虑模型表示谱峰和谱谷的能力。ARMA模型适合于既有谱峰又有谱谷的过程，MA模型适合于仅有谱谷的过程，AR模型适合于仅有谱峰的过程。由于AR参数估计是线性问题，通常只需解一组线性方程，而ARMA或MA参数估计一般需解一组非线性方程，因此AR估计方法发展得较快。


 7.6.6　AR谱估计

AR模型的系统函数如下：

[image: ]


相应的功率谱估计式可写为

[image: ]


其中，σ
 2
 为输入白噪声信号的平均功率。由于AR模型为全极点模型，所以AR功率谱对谱峰的表示能力较强。另外，由于它是由有理分式计算而来，所以比经典法作出的谱估计要平滑得多。AR模型的差分方程表达式如下：

[image: ]


对上式两边同乘以y
 （n
 -m
 ），m
 ＝1～p
 ，并求期望得

[image: ]


由此可以推导得到下面用于估计AR模型参数α
 
k

 ，k
 ＝1～p
 的公式：

[image: ]


上面两方程称为AR模型的Yule-Walker方程。可见，只要已知或估得M
 ＋1个自相关函数值，就可推得AR模型的p
 ＋1个参数｛α
 1
 ，α
 2
 ，…，α
 
p

 ，σ
 2
 ｝；反之，若已知AR模型的各参数，可外推得到自相关函数，即AR模型自相关函数具有递推特性。Yule-Walker方程可以表示成下列矩阵形式：

[image: ]


为求出该线性方程组的解，可以使用Levinson-Durbin递推算法，该算法的效率比较高，可以依次计算各阶AR模型的参数。该算法先求一阶模型的参数[image: ]
 ，并由此迭代递推计算二阶、三阶等模型的参数，最终计算p阶模型的参数。

一阶AR模型的Yule-Walker矩阵方程为

[image: ]


解得[image: ]
 分别为

[image: ]


再从二阶AR模型的矩阵方程

[image: ]


解得[image: ]
 分别为

[image: ]


由此类推，得到递推公式如下：

[image: ]


当模型系数[image: ]
 得到后，就可以根据前面的公式得到AR功率谱。依据AR模型，利用随机序列过去的p
 个值来预测当前的x
 （n
 ）值，预测公式为

[image: ]


预测误差为

[image: ]


将以上两式合并处理后，对等号两边求Z
 变换得

[image: ]


系统A
 （z
 ）称为预测误差滤波器，将它与AR模型比较可以发现它是AR模型的逆系统。将x
 （n
 ）送入预测误差滤波器，其输出e
 （n
 ）等于由AR模型形成x
 （n
 ）时系统的激励信号，即白噪声，所以A
 （z
 ）又称为白化滤波器。


 7.6.7　最大熵谱估计

1976年B
 ur
 g提出按最大熵外推自相关函数的谱分析法，证明了外推后的自相关序列所对应的时间序列应具有最大熵。该方法基于将已知的有限长度自相关序列以外的数据用外推法计算，而不是把它们当作零。每一步外推都保持未知时间的不确定性，以使熵最大化。这种由已知数据外推自相关函数称为最大熵（ME：Maximum Entropy）谱估计。通过有关分析，一维ME分析与AR谱估计等价，称为ME／AR谱分析。

下面叙述ME谱估计的原理。

设随机事件x
 的信息量为I
 （x
 ）＝-log
r

 p
 （x
 ），其中，p
 （x
 ）为事件x
 出现的概率，0≤p
 （x
 ）≤1，I
 ≥0。可见，必然发生的事件无信息，小概率事件的信息量较大。若取r
 ＝2，信息量单位即为比特。

熵是平均信息量，代表了一种不确定度，最大熵的含义是最大不确定度，即它所对应的时间序列具有最大随机性。熵的计算公式如下：

[image: ]


对于离散随机事件，上式中的积分可用求和替代。例如，设一个离散时间随机序列为x
 （n
 ），n
 ＝1～N
 ，每个值代表了一个随机事件，因此这个随机序列的熵为

[image: ]


对于连续的m
 ＋1维随机变量x
 0
 ，x
 1
 ，…，x
 
m

 ，其信息熵为

[image: ]


其中，p
 （x
 0
 ，x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
m

 ）为m
 ＋1维联合概率密度。可以证明：

[image: ]


其中，[image: ]
 为x
 （n
 ）去均值后的自相关函数的行列式。当m
 →∞时，上式的[image: ]
 不收敛。但是，可以定义熵率[image: ]
 为

[image: ]


时间序列的信息熵与自相关函数具有一定的关系，也意味着时间序列的熵率与信号功率谱有一定关系。设有随机信号x
 （n
 ），其采样周期为T
 ，信号频率范围为［-f
 c
 ，f
 c
 ］，其中[image: ]
 ，在高斯随机过程的假设下，可以证明熵率为

[image: ]


此结果对一般平稳随机信号序列亦适用。若定义谱熵为

[image: ]


则熵率可以写为

[image: ]


从最大熵原理可以进行自相关函数外推，然后再进行谱估计。具体地说，设对于上面给出的x
 （n
 ）共有2m
 ＋1个自相关序列已知，如下所示：

[image: ]


最大熵即意味着求H
 （或h
 ）的极值，可以通过求导得到，即

[image: ]


对于高斯分布，有

[image: ]


因此，对[image: ]
 求导并令其为零后可以求得使[image: ]
 为最大的[image: ]
 ，它应该满足下列方程：

[image: ]


由上式可解出[image: ]
 。在求得[image: ]
 后再用类似方法求得[image: ]
 ，以此类推。这样每步都按最大熵的原则外推后一个自相关序列的值，一直到任意多个。进一步地，由自相关函数与功率谱之间的关系式可求得谱估计。

根据最大熵原则也可直接进行谱估计。在最大熵原则下估计谱S
 
x

 （f
 ），就是要在已知2m
 ＋1个自相关序列的情况下，使H
 ［S
 
x

 （f
 ）］最大且约束于以下条件：

[image: ]


可利用Lagrange乘数法解此有约束的最优化问题，结果为

[image: ]


其中，λ
 
m

 为Lagrange乘数。

根据Fejer-Riesz定理有

[image: ]


因此

[image: ]


可见，此式与AR谱估计式等价。


 7.6.8　Burg谱估计法

对于随机信号序列，还可用Burg谱估计法进行AR模型参数估计。该方法要利用窗外的未知数据，但它不直接估计AR模型的参数，而是先估计反射系数ρ
 
M

 ，然后利用Levinson-Durbin（L-D）算法由反射系数求AR模型的参数。Burg谱估计法是一种在一定约束条件下，使前向和后向预测误差能量之和最小的最小二乘估计方法，可由序列直接计算。

作为扩展，L-D算法中递推多阶模型参数可用多级格型网络模型表示。实质上，格型网络结构传递函数是一种M
 阶预测误差滤波器，可表示为

[image: ]


若输入端为序列信号x
 （n
 ），则输出端为预测误差序列e
 （n
 ）。

在M
 阶滤波器中，前向预测的含义是由之前的信号值计算得到当前值x
 （n
 ）。前向预测误差为

[image: ]


其中，第二项为预测值。后向预测是用x
 （n
 -M
 ）后面的信号值计算信号值x
 （n
 -M
 ）。后向预测误差可表示为

[image: ]


由随机信号的平稳性可以证明：

[image: ]


前向预测误差和后向预测误差间的关系为

[image: ]


其中，ρ
 
M

 称为反射系数。

前后向预测误差的总均方和如下：

[image: ]


通过求导[image: ]
 ，可以得到预测误差的极小值。求得极值情况下的ρ
 
M

 为

[image: ]


可以证明|ρ
 
M

 |＜1，所以预测滤波器保持稳定。最后，利用L-D算法求解参数。具体的计算机程序流程如下：

（1）输入初始信号x
 （n
 ），n
 ＝0～N
 -1。

（2）初始化：令M
 ＝1，同时计算

[image: ]


（3）求

[image: ]


求模型参数α
 
k

 ，k
 ＝1～M
 ，公式如下：

[image: ]


再求

[image: ]


计算误差

[image: ]


（4）令M
 ＝M
 ＋1，若M
 小于预先确定的值，转第（3）步继续，否则结束。

Burg谱估计法不需要估计自相关函数，效果较好。


 7.6.9　阶数的确定

在最大熵谱估计或AR谱估计中，阶数的确定是很重要的问题。阶数M
 估计得太小时，相当于要用低阶曲线去拟合一个高阶曲线，会使结果过分平滑，导致分辨率过低，可能分不出真实谱中的频谱峰值；而阶数M
 估计得太大时，相当于要用一个高阶曲线去拟合一个低阶曲线，会使结果过分波动，产生虚假的谱峰或谱的细节，导致出错。确定阶数M
 是一个较为困难的问题，目前尚无在任何情况下都能给出最佳结果的判决准则。针对具体情况，阿凯克、帕森等学者提出一些准则如下：

（1）信息论准则（AIC）：[image: ]
 。

（2）最终预测误差（FP
 E）准则：[image: ]
 。

（3）自回归传递函数准则（CAT）：[image: ]
 。

使上面各式的值最小时的M
 即为最佳阶数M
 。信噪比较高时，由三种准则确定的阶数M
 基本一致，可以给出较佳的M
 。一般情况下，经常使用以下经验公式：

[image: ]



 7.7　维纳滤波与卡尔曼滤波

信号处理常常需要在噪声中提取信号，因此需要寻找一种滤波器，当信号与噪声同时输入时，这种滤波器有最佳的线性过滤特性，能在输出端将真实信号尽可能精确地重现出来，而噪声却受到最大抑制。在很多书中又把它称为信号检测。维纳滤波与卡尔曼滤波就是这样一类从噪声中提取信号的过滤方法。维纳滤波的概念源自20世纪40年代初，60年代初卡尔曼滤波的概念被提出。

一个线性系统，如果它的单位脉冲响应为h
 （n
 ），当输入一个随机信号x
 （n
 ）＝s
 （n
 ）＋e
 （n
 ），其中s
 （n
 ）表示原始信号，e
 （n
 ）表示噪声，则输出y
 （n
 ）为

[image: ]


作为一个滤波器系统，希望x
 （n
 ）通过系统h
 （n
 ）后得到的输出y
 （n
 ）尽量接近于s
 （n
 ），因此称y
 （n
 ）为s
 （n
 ）的估计值，用[image: ]
 表示，即[image: ]
 。该线性系统h
 （·）称为对s
 （n
 ）的一种估计器。

由于上面的卷积形式可以理解为从观察值x
 （n
 ），x
 （n
 -1），x
 （n
 -2），…，x
 （n
 -m
 ），…来估计信号的当前值[image: ]
 。因此，用h
 （·）进行线性过滤的问题就可以看成一个统计估计问题。维纳滤波与卡尔曼滤波常常被称为以最小均方误差为准则的最佳线性估计。

将e
 （n
 ）表示为[image: ]
 ，它可能为正，也可能为负，并且是一个随机变量。因此可用它的均方值来表达误差，所谓均方误差最小等价于它的平方的统计平均值[image: ]
 最小。

在平稳条件下，维纳滤波与卡尔曼滤波所得到的解决最佳线性滤波和预测问题稳态结果是一致的。但它们的使用方法有所区别。维纳滤波是根据所有过去的和当前的观察数据x
 （n
 ），x
 （n
 -1），x
 （n
 -2），…来估计信号的当前值，它的解是以均方误差最小条件下所得到的系统传递函数H
 （z
 ）或单位脉冲响应h
 （n
 ）形式给出的。而卡尔曼滤波是用前一个估计值和最近一个观察数据（它不需要全部过去的观察数据）来估计信号的当前值，它用状态方程和递推的方法进行估计，它的解是以估计值（常常是状态变量值）形式给出的。维纳滤波器只适用于平稳随机信号，它最先解决了最佳线性过滤问题，而卡尔曼滤波器可用于平稳和非平稳的随机信号、非时变和时变的系统，它基于维纳滤波，可看成对最佳线性滤波问题提出的一种新算法。维纳滤波中用自相关函数表示信号和噪声，因此设计维纳滤波器时要求已知信号和噪声的自相关函数。卡尔曼滤波中用状态方程和测量方程表示信号和噪声，因此设计卡尔曼滤波器时要求已知状态方程和测量方程。卡尔曼滤波用递推法计算，不需要知道全部的过去数据，从而便于运用计算机进行运算。

为便于理解，讨论一下维纳滤波的离散形式。

按维纳滤波的含义，求时域最小均方误差下的h
 （n
 ），表示为h
 opt
 （n
 ）。滤波器输出估计值的均方误差如下：

[image: ]


为求得使[image: ]
 最小的h
 （i
 ），可将上式对各h
 （i
 ）求偏导并令其等于0，得到正交方程：

[image: ]


该式表明，任何时刻的估计误差e
 （n
 ）与滤波器输入信号x
 （n
 -i
 ）正交。将上面有关参数代入正交方程，得维纳方程：

[image: ]


其中，[image: ]
 为x
 （n
 ）的自相关函数。可以从此式中解得h
 opt
 （n
 ）。当然，求解比较困难。对于有限长信号，可使用求逆矩阵方法的FIR维纳滤波器来求解。

进一步说，考虑IIR滤波器。若x
 （t
 ）、s
 （t
 ）互为统计相关且均值为0，x
 （t
 ）在时间间隔［a，b
 ］内的值由x
 （ξ
 ）表示，设所求最佳滤波器为时不变系统。估计量可写为

[image: ]


估计误差为

[image: ]


均方误差为

[image: ]


为使均方误差最小，同理可利用正交方程[image: ]
 。将式（7.166）代入式（7.167），得到维纳-霍夫方程：

[image: ]


即满足该方程时有最小均方误差，误差为

[image: ]


欲求h
 （λ
 ），可分多种情况考虑：

①若滤波器采用IIR非因果系统，当a
 ＝-∞，b
 ＝∞时，维纳-霍夫方程为

[image: ]


此系统不仅用到过去数据，而且要用到未来数据，所以不适合于实时处理场合。

②若滤波器采用IIR因果系统，则当a
 ＝-∞，b＝t
 时，由于λ
 ∈［t-b，t-a
 ］，所以λ
 ∈［0，∞）；同样，因为τ
 ∈［t-b，t-a
 ］，所以τ
 ∈［0，∞）。维纳-霍夫方程为

[image: ]


对于非因果系统，对上式两边作傅立叶变换，得功率谱密度

[image: ]


其中，S
 
yx

 （ω
 ）为输入x
 （t
 ）与待估计量y
 （t
 ）的互谱密度，S
 
x

 （ω
 ）为输入x
 （t
 ）的谱密度。最佳滤波器的传递函数为

[image: ]


根据x
 （t
 ）＝s
 （t
 ）＋e
 （t
 ），当y
 （t
 ）＝s
 （t
 ）并且s
 （t
 ）与e
 （t
 ）相互独立时，

[image: ]


由[image: ]
 ，变换后得[image: ]
 ，得到

[image: ]


可见，当[image: ]
 成反比关系时，此即为维纳滤波器的基本工作原理。

由上面的计算公式可得最佳滤波器的最小均方误差为

[image: ]


对于因果系统，其维纳-霍夫方程为

[image: ]


为求解上述方程，维纳和霍夫提出频谱因式分解法。所得维纳滤波器传递函数为

[image: ]


其中，[image: ]
 等项通过频谱因式分解[image: ]
 而得到。维纳滤波的最小均方误差如下：

[image: ]


卡尔曼滤波实际上是维纳滤波的递推计算方法，要解决的问题是寻找在最小均方误差标准下待求向量x
 
k

 的估计值[image: ]
 。这里叙述一下一般结论。

设已知动态系统的状态方程：

[image: ]


以及测量方程：

[image: ]


式中：

（1）x
 
k

 ——n
 维状态向量，待求；

（2）A
 
k

 ——n
 ×n
 维矩阵，已知；

（3）w
 
k

 ——n
 维均值为零的正态白噪声向量，有E［w
 
k

 ］＝0，为过程噪声；

（4）y
 
k

 ——m
 维观测向量数据，已知；

（5）C
 
k

 ——m
 ×n
 维测量矩阵，已知；

（6）v
 
k

 ——m
 维均值为零的正态白噪声向量，有E［v
 
k

 ］＝0，为测量噪声。

设w
 
k

 与v
 
k

 互不相关，即

[image: ]


这里，[image: ]
 为对称非负定阵，[image: ]
 为对称正定阵。

初始状态x
 0
 为随机向量，它与w
 
k

 、v
 
k

 独立，其统计特性已给定，如下所示：

[image: ]


欲从y
 
k

 及x
 
k
 -1
 求[image: ]
 ，通过推导计算得到[image: ]
 以及对测量方程的处理。卡尔曼递推公式如下：

[image: ]


由式（7.188）可见，若已知H
 
k

 ，利用当前的测量值y
 
k

 与前一个x
 
k

 的估计值[image: ]
 ，就可以求得[image: ]
 。如果H
 
k

 满足最小均方误差条件，将其代入以上公式就得到最小均方误差阵条件下的[image: ]
 。如果初始状态x
 0
 的系统特性E［x
 0
 ］及var［x
 0
 ］已知，并令

[image: ]


用上面一些公式可互相迭代推得[image: ]
 ，保证下一轮求得在最小均方误差条件下的[image: ]
 。这种递推计算法在计算机上的运算效率很高。因此根据观察到的y
 
k

 ，就能得到所有的[image: ]
 以及[image: ]
 。

设计维纳滤波器和卡尔曼滤波器时，需要知道一些关于待处理信号和噪声方面的统计特性知识，有些情况下，这些特性还是时变的，往往很难有清晰了解。因此，要使用自适应滤波器。自适应滤波器不必要求预先知道信号和噪声的自相关函数，而是利用前一时刻已获得的滤波器参数等结果自动地调节现时刻的滤波器参数h
 （n
 ）的值来满足最小均方误差标准，以适应信号或噪声未知或随时间变化的统计特性，从而实现最优滤波。其基本原理可见图7.9，其中，主要部分为一个参数可调节的滤波器h
 （n
 ），x
 （n
 ）为输入信号，y
 （n
 ）为输出信号，y
 （n
 ）将和期望的响应信号p（n
 ）进行对照，产生的结果e
 （n
 ）作为参数提供给调节算法，在同时参考了输入信号后，调节算法要对滤波器h
 （n
 ）进行调整，最终使e
 （n
 ）最小，达到理想效果。此原理与反馈控制系统有相似处。具体计算较为复杂，篇幅有限，请参考有关文章。

[image: ]
图7.9　自适应滤波器原理




 7.8　本章小结

实际应用中几乎所有的输入信号都是不确定的随机信号，这类信号没有确定的表达式而只能用一定的统计特性来描述，但正因为随机信号的这个特点才使得信号处理的意义得到体现，否则一切都是可以预先理论推导而得到结果。

随机信号的处理可以采用前面几章介绍的方法，除此之外还有一些特别的谱估计方法和滤波方法。一般地，对随机信号来说更强调功率谱，因为理论上随机信号不能保证其能量一定是有限的，因此不存在傅立叶变换。但是，实际应用中当采用短时处理时傅立叶变换计算没有任何问题。维纳滤波和卡尔曼滤波是两种最佳滤波，对于消除混杂在信号中的噪声和提取原始信号在最小均方误差准则下具有最佳性能。


 习题


7-1
 　随机信号与确定信号的区别主要有哪些？


7-2
 　给定平稳随机序列x
 （n
 ）：［-1.6129，-1.2091，-0.4379，-2.0639，-0.6484］，估计均值、方差、自相关和自协方差。


7-3
 　方差为2的零均值高斯噪声同时输入到两个滤波器，滤波器1的传递函数为

[image: ]


滤波器2的传递函数为

[image: ]


每个滤波器输出的自相关序列是什么？画出序列的草图，计算互相关序列[image: ]
 和[image: ]
 ，画出序列图。对滤波器1的输出设计一个白化滤波器，对滤波器2的输出设计一个白化滤波器，画出这两个滤波器的构成。这两个白化滤波器也是反变换滤波器吗？


7-4
 　设有N
 维随机向量x
 和M
 维随机向量y
 ，证明：E［x
 ／y
 ］是由y
 对x
 所作的最小均方误差估计，但不一定是线性估计。


7-5
 　一个A／D转换器的输入信号的电压范围是±V
 。设输入信号是一个带有随机相位的正弦信号[image: ]
 ，该信号通过A／D采样形成离散随机信号x
 （n
 ）。显然有[image: ]
 ，试求以下情况中A／D转换器输出端的信噪比SNRdB
 各是多少：

（1）A
 ＝V
 ；（2）A
 ＝V
 ／2；（3）A
 ＝V
 ／4。


7-6
 　一个振幅是5V的3kHz正弦波输入到一个8位的A／D转换器，该转换器的处理电压是±15V，采样频率是8kHz，A／D转换器的输出顺序接到两个数字滤波器上，定义第一个数字滤波器的差分方程为

[image: ]


第一个滤波器输出的信噪比是多少分贝？若第一个滤波器的输出连接到第二个滤波器的输入上，其系统函数为

[image: ]


则第二个滤波器输出的信噪比是多少？


7-7
 　一个单位幅度的白噪声源输入到传递函数为[image: ]
 的数字滤波器，设计一个滤波器来白化第一个滤波器的输出，白化滤波器是H
 （z
 ）的反变换滤波器吗？


7-8
 　对一个特定的FIR滤波器：

[image: ]


输入信号方差与FIR滤波器的输出信号方差之比是多少？


7-9
 　功率谱的概念是什么？


7-10
 　一个振幅是5V的1kHz的正弦波输入到工作电压是±10V的14位A／D转换器，采样频率是10kHz，A／D转换器的输出信号与量化噪声的比值是多少分贝？


7-11
 　随机信号x
 （n
 ）的功率谱密度函数S
 
x

 （ω
 ）是实函数，这是否意味着其自相关函数必须是偶函数，即[image: ]
 ，为什么？


7-12
 　证明下式成立：

[image: ]



7-13
 　设一个零均值平稳随机信号x
 （n
 ）的功率谱密度函数如图7.10所示。

[image: ]
图7.10　随机信号功率谱



（1）求自相关函数[image: ]
 ，并验证如果功率谱带宽减小，则自相关函数将展宽。

（2）求[image: ]
 。


7-14
 　设一个零均值白噪声的功率为[image: ]
 ，该信号输入到一个截止频率为ω
 c
 ＝π
 ／4，通带幅度为1的理想低通滤波器，输出信号为y
 （n
 ）。

（1）大体画出输出信号的功率谱。

（2）求输出信号的[image: ]
 。


7-15
 　维纳滤波器的设计概念是什么？



附录　专业术语英汉对照



	Adaptive FIR filter
	自适应有限脉冲响应滤波器



	Aliasing
	混叠



	All-pole
	全极点



	Amplitude response
	幅频响应



	Amplitude spectrum and bandwidth
	幅度谱和带宽



	Analog signal
	模拟信号



	Analog-to-Digital（A／D）converter
	模数转换



	Anti-aliasing filter
	抗混叠滤波器



	Anti-image filter
	去镜像成分滤波器



	Auto correlation function
	自相关函数



	Band pass filter
	带通滤波器



	Band-limiting
	限带



	Bandwidth
	带宽



	Bessel function
	贝赛尔函数



	BIBO（Bound Input，Bound Output）stable
	有界输入有界输出稳定



	Bilinear transformation
	双线性变换



	Bode plots
	波德图



	Butterworth filters
	巴特沃兹滤波器



	Cascade form
	级联结构



	Causal signal
	因果信号



	Causal system
	因果系统



	Causality
	因果性



	Chebyshev filters
	切比雪夫滤波器



	Coefficient quantization
	系数的量化



	Complex exponential signals
	复指数信号



	Continuous time （analog）signal processing
	连续时间（模拟）信号处理



	Continuous time random signals
	连续时间随机信号



	Continuous time signal processing
	连续时间信号处理



	Convolution
	卷积



	Convolution theorems
	卷积定理



	Cutoff frequency
	截止频率



	D/A converter
	数模转换器



	Decibel amplitude response
	以分贝为单位的幅频响应



	Decimation
	抽样



	Decimation and interpolation
	抽样与插值



	Decorrelation delay
	去相关延时



	DFS
	离散傅立叶级数



	DFT
	离散傅立叶变换



	Difference equation
	差分方程



	Digital signal
	数字信号



	Digital Signal Processing（DSP）
	数字信号处理



	Direct Form
	Ⅰ直接Ⅰ型



	Direct Form
	Ⅱ直接Ⅱ型



	Discrete time processing
	离散时间信号处理



	Discrete time system
	离散时间系统



	Double sideband signal
	双边带信号



	Down-sampling
	降采样



	DTFT
	离散时间傅立叶变换



	Dynamic range
	动态范围



	Ergodic
	遍历性



	Ergodic signals
	各态遍历信号



	Error signal
	误差信号



	Euler's theorem
	欧拉定理



	Feedback
	反馈



	FFT
	快速傅立叶变换



	Filter coefficient
	滤波器系数



	Filter order
	滤波器阶数



	FIR filters
	有限脉冲响应滤波器



	Fixed-point multiplication
	定点乘法



	Fixed-point processor
	定点处理器



	Fourier series
	傅立叶级数



	Fourier transform
	傅立叶变换



	Fourier transform analysis
	傅立叶变换分析



	Frequency axis-warping
	频率轴弯折



	Frequency domain analysis
	频域分析



	Frequency response
	频率响应



	Fundamental frequency
	基频



	Gain
	增益



	Hanning window
	汉宁窗



	Hamming window
	哈明窗



	High pass filters
	高通滤波器



	High pass transformation
	高通变换



	Ideal low pass filter
	理想低通滤波器



	IDTFT
	离散时间傅立叶反变换



	IIR filters
	无限长脉冲响应滤波器



	Image spectrum
	镜像谱



	Impulse
	脉冲



	Impulse function
	冲激函数



	Impulse response
	脉冲响应



	Independent signals
	独立信号



	Infinite -precision multiplication
	无限字长乘法器



	Interpolation
	插值



	Interpolation filter
	内插滤波器



	Inverse
	反转



	Inverse Discrete Time Fourier Transform（IDTFT）
	离散时间傅立叶反变换



	Kaiser window
	凯泽窗



	Laplace transforms
	拉普拉斯变换



	Line spectrum
	线谱



	Linear phase
	线性相位



	Linear phase filters
	线性相位滤波器



	Linear shift-invariant
	线性移不变



	Linearity property
	线性特性



	LMS （Least-Mean-Square）algorithm
	最小均方算法



	Low pass filters
	低通滤波器



	Lowpass-to-highpass transformation
	低通到高通变换



	LSI system
	线性移不变系统



	Modulation
	调制



	Narrowband interference
	窄频干扰



	Negative frequency
	负频率



	Noise signal
	噪声信号



	Noise suppression
	噪声抑制
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