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前言

在学生群体中，大多数学生的学习水平比较接近，但也有些“与众不同”、“出类拔萃”的学生（以下将这些学生统称为资优生），这是一本送给资优生的书．

笔者在杭州市第二中学（以下简称杭二中）有幸连续多年担任重点班的数学教师与班主任，这批学生大多是浙江省各个地区应届初中生中的佼佼者，他们有浓厚的学习兴趣、超常的学习能力、顽强的学习毅力、勇于创新的精神，与一般学生相比，在学习基础、学习能力上存在得天独厚的优势．面对这一特殊的群体，现有的教材肯定无法满足其强烈的求知欲，传统的教法也已不利于其主动探究，不能适应其超常发展．“伯乐相马”故事里所描述的千里马，其习性与众不同，跑得快，但食量大，如果按照普通马的食量喂养，它可能连普通马的能力都发挥不出来．但如果给予特殊的照顾，它能够日行千里．

资优生对书本上的基础知识的掌握基本上是过关的，教师更应该注重培养学生的思维，特别是培养学生思维的深刻性和独创性，要求学生能深入思考问题，善于概括归类，善于抓住事物的本质和规律，不唯上、不唯书，善于独立思考，勇于标新求异．因此，为了资优生，为了让更多的学生掌握一些“更高更妙”的数学思想与方法，从而成为资优生，笔者结合多年的教学实践精心编写了这本书．

数学教育不仅是知识的传授，能力的培养，更是一种文化的熏陶，素质的培养．因此，在本书的创意过程中，笔者力求形成的“亮点”有：

1．高屋建瓴——重视数学思想的渗透

在数学学习中，单纯靠题海战术盲目操练是很难获得理想成绩的，我们必须将自己置身于解题的更高境界．高中数学学习的更高境界主要是指运用数学思想武装自己，并有效地指导解题．数学《考试大纲》中指出，数学思想和方法是数学知识在更高层次上的抽象和概括，蕴涵在数学知识发生、发展和应用的过程中．如果说数学知识是数学内容，可用文字和符号来记录和描述，那么数学思想则是数学意识，只能领会、运用，属于思维的范畴，用以对数学问题的认识、处理和解决．

2．独辟蹊径——将数学竞赛与高考及自主招生有机结合起来

高考数学命题遵循考试大纲和教学大纲，体现“基础知识全面考，主干内容重点考，热点知识反复考，冷门知识有时考”的命题原则．从解答策略上来说，高考一般淡化解题中的特殊技巧，比较注重在解题的通性通法上精心设计．但是认真分析近几年的高考试题，尤其是压轴题，我们不难发现，有很多问题又很难用“通性通法”顺利解决．因此，在平时学习中，对于学有余力的同学来说，有必要适当掌握一些竞赛的方法或技巧，只有这样，才能真正在高考中做到处变不惊，游刃有余．

3．一网打尽——收集、整理、参考了近五年所有的高考原题及自主招生试题

对近五年来高考试卷及全国各重点中学最后一次模拟考试中出现的压轴题进行了系统整理，精选其中最典型的问题，从背景、方法与拓展等方面认真分析．另外，书中也收集了笔者参加浙江省会考命题、浙江省数学竞赛夏令营命题、杭州市统测命题时编写的习题资料．

4．来源实践——所有材料均经过杭二中等学校优秀学生认真检验

本书大多数内容是在原浙江省理科创新实验班课堂实践的基础上发展与完善的．值得一提的是，笔者曾将书中内容向杭二中2003届、2006届、2009届及2012届重点班学生推荐为高考复习专题资料，取得较好成效．2006届全班有50％的同学考取清华、北大，其中卢毅同学为浙江省高考理科第一名．2012届理科有9位同学高考总分进入全省前50名，9位同学保送清华、北大．因此，这本书可以直接供高三学生以及高一、高二的优秀学生提高数学素质所用．

2013年6月，我对原书进行了修订，为了提高质量，增加亮点，我特约了杭州、湖州地区的四位优秀教师李太新、黄超、江战明与陈发志，一起对第二章的“数形结合思想”“分类讨论思想”进行了修订，对第三章的“解析几何综合问题”进行了调整与补充，并在第四章增加了“引参换元”“分离参数”“参数方程”及“运用曲线系方程”等内容。

2013年6月，小儿蔡天乐初中毕业进入杭二中就读，此前他已自学完高中数学所有内容，因此，当他让我推荐一本高中数学“难一点”“有味道点”的书时，我毫不犹豫地推荐了这本凝聚我多年教学心血的书——《更高更妙的高中数学思想与方法》（以下简称《高妙》），并要求他从读者的视角，边看边做边找问题，争取提出修改意见，对于好的建议，我将采纳一处奖励一处。没想到，短短一个月时间，他提出了数十条建议，有的是“更妙”的解法，有的是“更高”的立意，也有的是印刷上的一些问题。种种发现与建议，让我耳目一新，让我激动不已，也让我更加坚定了不断完善这本书的信念。

2014年6月高考结束后的短短几天里，我陆续收到了若干信息和邮件，同行与学生的鼓励与关注让我一直沉浸在幸福与感动中。

一是浙江省内一位重点中学教毕业班的数学教师发来的信息，他告诉我，他的学生用了本书，很有收获，因为2014年高考浙江试卷中有几道试题与书中的试题类似，如理科第16题、文科第17题与本书第五版第179页例2第（2）小题类似，文科第16题与本书第五版第35页例27类似，理科第21题如果运用本书第五版第303页第95条结论解答将更简捷。

二是江苏的一位学生发来的邮件，他是这样写的：“蔡老师，我是江苏的一名普通学生，在2013年暑假期间曾给您发邮件询问贵书中的几处疑点。我在今年参加了高考，取得了满意的成绩。我的总分为411分（满分480分，其中数学学科分数为183分（总分200分）），位列江苏省第31名、盐城市第4名，目前已经初步和清华大学达成入学协议。感谢您对我的指导和期望，我一定在将来的生活中不辜负您对我的期望，继续努力、再攀新峰。”

三是湖州德清县高级中学一位叫柴泽雨的高三学生发来的信息，后来我们通过几次电话，感觉到这是一位很有想法、很肯钻研的“学霸”型好学生。他认真阅读了本书并做了本书中的习题，指出了书中两处印刷错误，另外提供了20道他在复习备考中遇到的、仔细研究过且很有“味道”的好题。我认真看了之后，选择了其中的6道充实到相应的章节中。

2015年有几件事值得回味。一是小儿8月份获得第十一届中国东南数学竞赛金牌（全国第三名），9月份获得全国数学联赛一等奖，是省内少数几个高二获一等奖的学生，当我向他表示祝贺时，他半开玩笑地说是《高妙》给他打下了扎实的高中数学基础；二是我获得了第十届“苏步青数学教育奖”，从李大潜院士手中接过奖牌的那一刻，感触良多，幸福、自豪及对美好教育未来的憧憬交织在一起；三是接到内蒙古包头市一位教师的电话，他说他是《高妙》这本书的忠实读者，从书中收获很多，希望与我加强联系，连着两天他在电话里与我进行了长时间的探讨，那份执着与认真令我感动；四是浙江省教育厅组织成立了“蔡小雄名师工作室”，成立短短两个月来，有223位教师主动加入其中，有国际金牌教练，有全国优质课一等奖获得者，有省教坛新秀，有各地区的名师、骨干，大家积极参加活动，共同探讨教学中的问题，高考前组织的猜题活动效果显著，有两道数列不等式问题与浙江高考理科压轴题“神似”……

应浙江大学出版社邀请，2015年高考后，我又对《高妙》进行了认真的修订，补充完善了“3.3.3　数列不等式”部分的内容，“3.2　导数综合问题”增加了“三次函数的性质”，“1.4.1　临界法则”增加了两道例题，“1.4.3　临界方法”增加了“拉格朗日数乘法”，第四章增加了“4.2.5　借助导数放缩”，另外，修订了原书中的一些印刷错误，替换补充了二十几道“好题”“妙解”。

本书的出版得到许多好朋友的支持与帮助，他们大多是高考命题专家及奋战在中学一线的名师、学科带头人，也得到浙江大学数学系多位教授的指导，在此一并表示感谢．

由于个人学识浅薄，虽然出书后不久我们进行了多次修订，但书中可能还会有不当之处，敬请专家、读者不吝指正．衷心希望这本书能让同学们“如虎添翼”，在数学的海洋里劈波斩浪，勇往直前！


蔡小雄


2015年8月第七次修订于杭州
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第一章　更高更妙的数学解题策略

深化能力立意，突出能力与素质的考查始终是高考数学命题的导向与主题．数学《考试大纲》明确要求：“在考试中创设新颖的问题情境，构造有一定深度和广度的数学问题时，要注重问题的多样化，体现思维的发散性；精心设计考查数学主体内容、体现数学素质的试题；也要有反映数、形运动变化的试题以及研究型、探索型、开放型等类型的试题”．综观近几年高考的数学试卷，我们也可以发现这样一个共同的特征：每份试卷在保证一定量的基础题的同时，也加大了能力题的考查．笔者认为，这也将成为今后命题的一大趋势，因为如此设计的优势在于可以让大部分学生获得基础分数，保证全省高考平均分达到一定的标准，又可满足部分优秀学生“英雄有用武之地”，冲击高分，脱颖而出．因此，要冲击一流大学，必须搞定能力题．

关于能力题似乎没有一个标准的定义，一般认为，一份试卷中最后两题就是能力题，有时也称把关题、综合题．从高考试卷分布来看，能力题一般占全卷总分值的五分之一．

能力题往往具有知识容量大、能力要求高等特点，它能够综合考查数学知识、数学思想与数学方法．对考生灵活运用所学知识解决实际问题的能力以及创新能力的要求较高．因此，解高考能力题没有一种“放之四海而皆准”的统一方法．但即使这样，我们还是可以从把握热点、突破难点、夯实基础、消除思维定式与适当延伸拓展等方面对其进行研究，从而掌握解决策略，增强应试信心．




 1.1　夯实基础知识，争取“拾级而上”

夯实基础知识，掌握基本方法是解决能力题的前提．但夯实基础并不意味着搞题海战术．有人认为，数学教学最简单的方法是把大量的复习资料抛给学生，让学生在解题中自我领悟，教师只需评判结果，对对答案．笔者认为这是一种不负责任的教法，实践也证明了这是一种收效甚微的低水平的教学，是应该摒弃的．

2003年的高考数学被认为是十几年来综合题最多、最难的．然而，笔者的一位女学生却考了满分（当年全省仅有三位同学获得高考数学满分）．她在高三复习时并没有做大量的课外习题，而是非常认真地拿起教材，逐字逐句地阅读，一道一道地解决书本上的题目．这种学习方法值得我们深思与借鉴．因为很多时候，我们是“只在此山中，云深不知处”．

另外，复习中我们发现很多同学数学成绩徘徊不前的一个重要原因就是“急功近利”，不能沉下心来认真研读教材，从教材中明了数学概念，领会数学思想，掌握数学方法．

事实上，即使是高考试题中的能力题也不是空中楼阁，命题者往往会“心太软”，特意设计一些“梯子”，只要熟练掌握教材内容，熟悉常用方法，解答时就可“拾级而上”，甚至渐入佳境，直捣黄龙．

2013年浙江省高考理科第16题被认为是全卷得分率最低的一道题．很多考生不知从何入手，真的有那么难吗？事实上，只要准确把握问题本质，就可以从不同角度得到多种解法．


【例1】
 　在△ABC
 中，∠C
 ＝90°，M
 是BC
 的中点．若，则sin∠BAC
 ＝_____．


解法一
 　建立如图1-1-1所示的直角坐标系．


图1-1-1



设A
 （a
 ，0），B
 （0，2），M
 （0，1），




解法二
 　如图1-1-2，过点B
 作BD
 ⊥AM
 交AM
 延长线于点D
 ，


图1-1-2



令BD
 ＝1，BM
 ＝x
 ，AC
 ＝y
 （x
 ＞0，y
 ＞0）．

因为，所以AB
 ＝3，

由△BDM
 ∽△ACM
 知，

又因为在Rt△ABC
 中，可得，两式消去y
 ，

得，可解得．


解法三
 　如图1-1-3，记∠BAC
 ＝α
 ，∠BAM
 ＝β
 ，


图1-1-3



由得



同理，由化简可得，

将上两式相加得sin（2α
 -β
 ）＝1，注意到α
 ，β
 的范围，可得，

所以．

由此解得．


解法四
 　如图1-1-4，过点M
 作MD
 ⊥AB
 交AB
 于D
 点，


图1-1-4



令MD
 ＝1，则AM
 ＝3，．

又令CM
 ＝MB
 ＝x
 ，则．

因为，

所以．

所以．


另解
 　．


解法五
 　如图1-1-5，过B
 作BD
 ⊥AB
 交AM
 的延长线于D
 点，令BD
 ＝1，则AD
 ＝3．设BM
 ＝x
 ，AM
 ＝y
 ．


图1-1-5





所以在△BDM
 中，由正弦定理知

又因为在Rt△ACM
 中，，

代入①式，得．

所以．


解法六
 　如图1-1-6，设AM
 ＝1，sin
 ∠CAM
 ＝k
 （0＜k
 ＜1），


图1-1-6



则，

在△ABM
 中，由余弦定理，得




解法七
 　利用向量知识求解．设知．因为，所以所以．

2008年浙江省的高考数学试卷被认为是浙江省独立命题以来较难的．然而作为“最难”试卷的压轴题，真的像传说中的那么“恐怖”吗？其实也并非如此．


【例2】
 　已知数列．记



求证：当n
 ∈Z＋
 时，

（1）；

（2）；

（3）．


讲解
 　第（1）小题要证明，实质上是比较两数大小，教材中关于比较两数大小的思路最典型的是：作差比较与作商比较，对于本题两种方法都可顺利实现．


（1）证法一
 　（作差比较）由于，因此，只要证明．

而由已知条件知，所以只要证明．

注意到

因此，同号，也与a
 1
 -1＝-1同号，

因此，，得证．


证法二
 　（作商比较）因为，所以要证明，只要证．

注意到

因此，也只要证明，由证法一可知成立．

如果以上两种方法都想不到，运用数学归纳法也可大功告成．


证法三
 　（数学归纳法）用数学归纳法证明．

①当n
 ＝1时，因为a
 2
 是方程x
 2
 ＋x
 -1＝0的正根，所以．

②假设当．

因为，

所以．即当n
 ＝k
 ＋1时，也成立．

根据①和②，可知对任何n
 ∈Z＋
 都成立．

有了第（1）小题作为基础，第（2）小题只要反复运用已知的递推关系式即可．


（2）证法一
 　欲证，只需证．

而由已知条件知，

所以，

由（1）知a
 
n

 ＜1，从而，所以S
 
n

 ＞n
 -2，得证．


证法二
 　由，

得．

因为a
 1
 ＝0，所以．由以上（1）上证法一可知．

当然，有了（1），a
 
n

 ＜1也可用以下方法证得：

因为．

（3）标准答案中提供的方法看起来简捷，实际上难以想到．原解答如下：



事实上，根本无须如此“兴师动众”．

要证明T
 
n

 ＜3，肯定要对



进行求和化简放缩或放缩求和化简．中学教材中，对于数列求和，最主要的策略就是转化，化归为等差或等比数列来处理．而从已知式的结构特征来看，转化为等比是首选，因此，不妨对通项进行放缩．



至此，原问题圆满解决．


【例3】
 　已知m
 ，n
 为正整数．

（1）用数学归纳法证明：当x
 ＞-1时，；

（2）对于n
 ≥6，已知

（3）求出满足等式的所有正整数n
 ．


讲解
 　本题的第（1）小题所要证明的不等式实际上是伯努利（Bernoulli）不等式的一个变式．伯努利不等式的一般形式为：“设x
 ＞-1，则当0＜α
 ＜1时，（1＋x
 ）
α

 ≤1＋αx
 ，而当α
 ＜0或α
 ＞1时，（1＋x
 ）
α

 ≥1＋αx
 ，当且仅当x
 ＝0时取等号．”用数学归纳法证明该题难度不大，此处证明略．

第（2）小题根据题设提供的不等式，因此，只要证明

而由（1）得，因此，上式成立，从而原不等式得证．

第（3）小题可直接利用（2）的结论．当n
 ≥6时，



故当n
 ≥6时，不存在满足该等式的正整数n
 ．只需要逐一验证n
 ＝1，2，3，4，5的情形即可．不难得到所求的n
 只有2，3．


【例4】
 　（2011年同济大学等九校（卓越联盟）自主招生第13题）如图1-1-7，已知椭圆的两个焦点，且椭圆与直线相切．


图1-1-7



（1）求椭圆的方程；

（2）过F
 1
 作两条互相垂直的直线l
 1
 ，l
 2
 ，与椭圆分别交于P
 ，Q
 及M
 ，N
 ，求四边形PMQN
 面积的最大值与最小值．


讲解
 　（1）．（过程略）

（2）解法一


（i）若直线PQ
 的斜率不存在，即x
 ＝-1，可得，而此时直线MN
 方程为，

故

（ii）若直线PQ
 的斜率存在且不为零，设为k
 ，将直线方程联立，消元得，

则，

故．

而直线MN
 的方程为，利用整体代换，可得



综上（i）（ii）得，故最大值为2，最小值为．


解法二
 　利用焦半径公式．

设，由椭圆的第二定义得焦半径公式：



在解法一的基础上，，以下同解法一．


另解
 　以F
 1
 为极点，垂直于左准线的方向为极轴的正方向，建立极坐标系，

则椭圆的方程为



在求出椭圆方程后，第（2）小题通常的做法是设直线的方程，然后与椭圆方程联立方程组，利用弦长公式可分别求出PQ
 ，MN
 长，思路自然，但计算显繁琐，耗时长，易出错，即易忽视斜率不存在的特殊情形．解法二结合椭圆的第二定义，巧用焦半径公式，在一定程度上简化了运算．而仔细审视条件，妙用选修知识，借助椭圆的极坐标方程，可得焦半径公式的另外一种形式，可大大简化运算，问题快速获解．

解析几何问题着重考查解析几何的基本思想，利用代数的方法研究几何问题的特点和性质．因此，在解题的过程中，计算占了很大的比例，但计算要根据题目中曲线的特点和相互之间的关系进行，所以曲线的定义和性质是解题的基础，而在计算过程中，将某一个“因式”作为一个整体处理，可以简化运算．

在另解的基础上，可得一般情形：过椭圆的左焦点F
 1
 作两条互相垂直的直线l
 1
 ，l
 2
 ，与椭圆分别交于P，Q
 及M
 ，N
 ，则四边形PMQN
 的面积的最大值为，最小值为．

“喝牛奶能品出青草的芳香”，学数学做数学题也是一样，只有真正将基础知识了然于胸，遇到难题时，你才会抓住根本，巧妙得解．




 1.2　防止思维定式，实现“移花接木”

思维定式是指思维在形式上常常采用的、比较固定的甚或是相对凝固的思维逻辑、思维推理或思维内容．它是人脑习惯使用的一系列已被固化的概念、规则、理论和逻辑的抽象形式．而数学解题的思维定式主要是指解题者在解决数学问题的思维过程中表现出来的思维的定向预备状态．它使人们以比较固定的方式去进行认知或做出反应，并影响着问题解决时的趋向性．对于高考中的很多能力题，有时受思维定式的影响，解题思路一不小心就会走进“死胡同”，如下题：


【例1】
 　如图1-2-1，在△ABC
 中，为线段BC
 中点，则∠B
 的余弦值为_____．


图1-2-1




讲解　解法一
 　设∠C
 ＝θ
 ，BD
 ＝a
 ，由余弦定理得



解得a
 ＝1，∴BC
 ＝2．


解法二
 　设BD
 ＝a
 ，令半周长

半周长

由海伦（Helen）公式，得



解得a
 ＝1．易得cosB
 ＝0．



易得cosB
 ＝0．


评注
 　此题来源于一道立体几何题常规解法中的一步．解法一使用了余弦定理，较为常规；解法二使用了海伦公式，此公式在初中竞赛中已引入介绍，但会使用的人不多，方程看似繁琐且有四次方，实际求解并不复杂，因此考验了学生的魄力；解法三是本人在做早操的转体运动时转错方向想到的，运用了中点到线段两端的向量为相反向量，较有创意．


【例2】
 　已知函数

（1）若k
 ＝e
 ，试确定函数f
 （x
 ）的单调区间；

（2）若k
 ＞0，且对于任意恒成立，试确定实数k
 的取值范围；

（3）设函数求证：




讲解
 　本题的三个小题之间联系不密切，其中（1）（2）借助导数不难解得．本处具体解答略；第（3）小题受思维定式的影响，一般会先将F
 （x
 ）具体化，再代入所求证不等式左边，从而将原不等式转化为



注意到不等式左右两边均含有n
 ，因此，很想运用数学归纳法进行证明，为此，从k
 到k
 ＋1时需要证明，而该不等式的证明既要用到放缩技巧又要用到多元柯西不等式，而这些都属于竞赛中的高层次要求．因此，解答时必须另辟蹊径．

注意到n
 ＋1＝（n
 -1）＋2＝…＝1＋n
 ，于是可借鉴课本中推导等差数列前n
 项和公式时运用的“倒序相加法”，进行“倒序相乘”，并统一放缩．简解如下：

设，则



另外，我们经常会遇到有多个变量的问题，这些综合性问题中常常有一个变元处于主要地位，我们称之为主元，由于受思维定式的影响，解决该类问题时，我们往往对“主元”穷追猛打，当然，这在很多情况下是正确的．但在某些特定条件下，此路往往不畅，这时若能变更主元，转移变元在问题中的地位，就能使问题迎刃而解．如下题：

若不等式对一切0≤p
 ≤4均成立，试求实数x
 的取值范围．

若视x
 为主元来处理，既繁琐且易出错，而实行主元的转化，使问题变成关于p
 的一次不等式，则会峰回路转，解答如下：




【例3】
 　（2010年高考全国卷Ⅰ理科第21题）已知抛物线C
 ：y
 2
 ＝4x
 的焦点为F
 ，过点K
 （-1，0）的直线l
 与C
 相交于A
 、B
 两点，点A
 关于x
 轴的对称点为D．

（1）证明：点F
 在直线BD
 上；

（2）设，求△BDK
 的内切圆M
 的方程．


讲解
 　（1）证明“点F
 在直线BD
 上”，常规思路是将点F
 的坐标代入直线BD
 的方程中检验，可做以下解答：设，l
 的方程为x
 ＝my
 -1（m
 ≠0），将x
 ＝my
 -1代入y
 2
 ＝4x
 并整理得y
 2
 -4my
 ＋4＝0，从而，直线BD
 的方程为：所以点F
 （1，0）在直线BD
 上．

由于题目条件的原因，本题求点与求直线方程都不难．如果换一个情境，换一组数据，以上解答就不一定值得提倡了．我们若能突破思维定式，充分挖掘问题的内涵，还能得到许多“更高更妙”的解法．


另证1
 　设直线KB
 的方程为x
 ＝my
 -1（m
 ≠0），直线FB
 的方程为x
 ＝ny
 ＋1，，其中，直线FB
 与抛物线的另一交点为．



对比①②可得y
 3
 ＝-y
 1
 ，结合抛物线的对称性可知，点E
 与点A
 关于x
 轴对称，故点D
 即点E
 ，从而点F
 、D
 、B
 共线，点F
 在直线BD
 上．


另证2
 　设直线AB
 的方程为．



对x
 1
 ＝x
 2
 ＝1，上述结论仍成立．

故点F
 在直线BD
 上．


另证3
 　设．

又易知，

设直线AB
 的方程为



得，即点F
 在直线BD
 上．


另证4
 　如图1-2-2，过点A
 、B
 分别作抛物线C
 的准线的垂线，垂足分别为点E
 、G
 ，EA
 的延长线与BF
 交于点H
 ．


图1-2-2





所以∠FAH
 ＝∠AHF
 ＝∠FBG
 ．又因A
 、D
 关于直线KF
 对称，

所以∠AFK
 ＝∠KFD
 ．又EH
 ∥KF
 ，故∠AFK
 ＝∠FAH
 ，∠KFD
 ＝∠FBG
 ，

从而∠KFD
 ＋∠KFB
 ＝180°，因此F
 在直线BD
 上．


另证5
 　设，易知F
 （1，0），则，设直线AB
 的方程为x
 ＝ny
 -1．



因此BD
 ＝BF
 ＋FD
 ，即点F
 在直线BD
 上．


另证6
 　连结KD
 ，并延长交抛物线C
 于点J
 ，则由对称性知点B
 与点J
 关于x
 轴对称，直线AJ
 与直线BD
 的交点必在x
 轴上，下证直线AJ
 与直线BD
 的交点为F
 ．

设点，易知．

设直线AB
 的方程为



直线AJ
 的方程为



联立①②式解得x
 ＝1，y
 ＝0，

所以直线AJ
 与直线BD
 的交点为F
 （1，0），即点F
 在直线BD
 上．


另证7
 　假设直线BD
 与x
 轴的交点为F
 ′（不同于点F
 ）．由题知点K
 为准线与x
 轴的交点，过点B
 、D
 分别作准线的垂线，垂足为点M
 、N
 ．

因为点A
 关于x
 轴的对称点为点D
 ，所以∠BKF
 ＝∠DKF
 ，则∠BKM
 ＝∠DKN
 ，



据①②③知

所以在△FBD
 中，FF
 ′为∠BFD
 的角平分线，即∠BFK
 ＝∠DFK
 ．

又∠BKF
 ＝∠DKF
 ，KF
 ＝KF
 ，得△BKF
 ≌△DKF
 ，则DK
 ＝BK
 ．

又DK
 ＝AK
 ，故BK
 ＝AK
 ，这与A
 、B
 为不同点矛盾．

综上知F
 ′与F
 为同一点，即点F
 在直线BD
 上．


另证8
 　由于A
 ，B
 两点在抛物线C
 ：y
 2
 ＝4x
 上，不妨设A
 、B
 两点均在x
 轴上方，

则A
 关于x
 轴的对称点D
 的坐标为



所以点F
 在直线BD
 上．


另证9
 　过点A
 、B
 分别作准线的垂线AA
 1
 、BB
 1
 ，垂足分别为点A
 1
 、B
 1
 ，过点A
 、B
 分别作x
 轴的垂线，垂足分别为A
 2
 、B
 2
 ，连结AE
 、BF
 、DF
 ．

∵，由抛物线的定义得AA
 1
 ＝AF
 ，．由于∠AFA
 2
 ，∠BFB
 2
 都是锐角，所以∠AFA
 2
 ＝∠BFB
 2
 ．又A
 、D
 关于x
 轴对称，∴∠AFA
 2
 ＝∠DFA
 2
 ，∴∠BFB
 2
 ＝∠DFA
 3
 ．这就证明了点F
 在直线BD
 上．

（2）高考答案中提供的解法如下：



所以l
 的方程为3x
 ＋4y
 ＋3＝0，3x
 -4y
 ＋3＝0．

又由（1）知，

故直线BD
 的斜率为，

因而直线BD
 的方程为．

因为KF
 为∠BKD
 的平分线，故可设圆心M
 （t
 ，0）（-1＜t
 ＜1），M
 （t
 ，0）到l
 及BD
 的距离分别为，故圆M
 的半径r
 ，所以圆M
 的方程为



不妨取，则AB
 的中点坐标是，



过点B
 作∠KBF
 的平分线交x
 轴于点E
 ，作BH
 垂直准线于点H
 （如图1-2-3），


图1-2-3



则

由△KBF
 的内角平分线性质得

所以，点E
 的坐标为，

所以点E
 到直线AB
 的距离为

又点A
 关于x
 轴的对称点为D
 ，所以∠BKD
 的平分线为x
 轴，故点E
 为△BDK
 的内切圆的圆心，从而△BDK
 的内切圆的方程为


另解2




得，由对称性，不妨取，

则，故直线KD
 的方程为

直线FD
 的方程为

由点到直线距离公式得∠KDB
 的内角平分线所在直线的方程为



故△BDK
 的内切圆的圆心为

故△BDK
 的内切圆M
 的方程为

思维定式还表现在解答策略上，大多数同学在做能力题时，都是从第一小题做到最后一小题，当第一小题解答思路受阻时，就直接将整题放弃．这是不可取的．面对难题，我们不仅可以缺步解答，还可以跳步解答，满分拿不到，则争取获得部分分数，况且，第一小题不会做，仍可利用第一小题结论解决后面的问题，只要解答正确，照样给分．因此，根据需要，调整题干设问顺序进行解答，也是一种值得借鉴的方法．




 1.3　灵活运用策略，尝试“借石攻玉”

古人有“运筹帷幄，决胜千里”的说法．的确，在战场上，有妙计良策才可能打胜仗．在解题中，“妙计良策”也能使我们如鱼得水．因此，当我们对数学知识、数学思想方法的学习和运用达到了一定水平时，应该把一般的思维升华到策略的境界．只有掌握了一定的解题策略，才会在遇到问题时，找到问题的思考点和突破口，迅速、正确地解题．在中学阶段比较常用的解决能力题的策略有归纳猜想、类比迁移、进退互化、整体处理、正难则反等．


 1.3.1　归纳猜想

数学解题与数学发现一样，通常都是在运用观察、分析、归纳等探索性方法进行探索的基础上，获得对有关问题的结论或解决方法的猜想，然后再设法证明或否定猜想，进而达到解决问题的目的．高考中很多能力题，尤其是有关数列的能力题大都可以通过观察、归纳从而猜想一般性结论，再用数学归纳法给出证明．


【例1】
 　已知函数f
 （x
 ）与函数的图象关于直线y
 ＝x
 对称．

（1）在数列｛a
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝1，当n
 ≥2时，a
 
n

 ＞a
 1
 ．在数列若点在函数f
 （x
 ）的图象上，求a
 的值；

（2）在（1）的条件下，过点P
 
n

 作倾斜角为的直线l
 
n

 ，若l
 
n

 在y
 轴上的截距为，求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式．


讲解
 　（1）函数f
 （x
 ）是的反函数，则



在③式中，令n
 ＝2，结合a
 1
 ＝1，可解得a
 2
 ＝1或2，又当
n

 ≥2时，a
 
n

 ＞a
 1
 ，所以取a
 2
 ＝2．同理，在③式中，依次令n
 ＝3，n
 ＝4，可解得a
 3
 ＝3，a
 4
 ＝4．

由此猜想：a
 
n

 ＝n
 ．然后可以用数学归纳法证明．

（i）当n
 ＝1，2，3时，已证成立．

（ii）假设n
 ＝k时命题成立，即时，由③式可得



故只有a
 
k
 ＋1
 ＝k
 ＋1，则当n
 ＝k
 ＋1时命题也成立．

综上可知，数列｛a
 
n

 ｝的通项公式为a
 
n

 ＝n
 ．


评注
 　正如《考试大纲》所指出的那样，对数学问题进行“观察、猜测、抽象、概括、证明”，是发现问题和解决问题的重要途径．第（3）小题的难点也正是在观察归纳、猜测证明的过程中得以突破的．



 1.3.2　类比迁移

所谓类比，就是由两个对象的某些相同或相似的性质，推断它们在其他性质上也有可能相同或相似的一种推理形式．运用类比法的关键是寻找一个合适的类比对象．但很多待解决的问题没有现成的类比物，这时我们可以通过观察、提炼等方法，凭借结构上的相似性寻找类比问题，然后可通过适当的代换，将原问题转化为类比问题来解决．高考命题遵循的一大原则就是“源于课本，高于课本”，因此，解答能力题所运用的“核心技术”往往直接来源于课本，关键看你是否能从题意中寻找出“似曾相识”的因素，类比迁移，借石攻玉．




评注
 　此处借助导数知识使原问题得以快速解决．



【例3】
 　设a
 ，b
 ∈（0，＋∞），b
 ≠0，α
 ，β
 ，γ
 是三次方程x
 3
 ＋ax
 ＋b
 ＝0的3个根，则总以为根的三次方程为　（　）

A．

B．

C．

D．


讲解
 　因为α
 ，β
 ，γ
 是三次方程x
 3
 ＋ax
 ＋b
 ＝0的根，



由韦达定理知，方程符合要求，选B．


评注
 　此题为2011年复旦大学自主招生题，考查了对一元n次方程韦达定理的理解．一般地，若的3个根分别是x
 1
 ，x
 2
 ，x
 3
 ，则．猜测由一元二次方程韦达定理到一元n
 次方程韦达定理的迁移可能是今后创新性命题的一个热点．



【例4】
 　设是函数图象上的两点，且

（1）若点P
 的横坐标为，求证：P
 点的纵坐标为定值，并求出这个定值；

（2）若

（3）记T
 
n

 为数列的前n
 项和，若对一切都成立，试求a
 的取值范围．


讲解
 　（1）由，得P
 是P
 1
 P
 2
 的中点，从而有x
 1
 ＋x
 2
 ＝1．






评注
 　以上三个小题层层递进，解答关键是运用了课本中推导等差数列前n项和的方法，即“倒序相加法”，也称“高斯法”，事实上，（1）的结论也为这种方法的类比迁移提供了线索．（3）上运用的是“裂项相消法”，这也是课本中所介绍方法的类比推广．



 1.3.3　进退互化

当直接解决一个问题比较困难时，可以考虑一个更特殊的问题，由特殊到一般，即以退为进；或先考虑一个更普遍的问题，由一般到特殊，即先进后退．


【例5】
 　设数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，且方程x
 2
 -a
 
n

 x
 -a
 
n

 ＝0有一根为S
 
n

 -1，n
 ＝1，2，3，…．求a
 1
 ，a
 2
 及a
 
n

 ．


讲解
 　当n
 ＝1时，有一根为，于是





当n
 ≥2时，，代入上式得，

因此，要求得a
 
n

 ，只需求出S
 
n

 ．于是问题便转化为如何求S
 
n

 ．

先退到特殊情况，将

在此基础上进一步．从特殊到一般，猜想，用数学归纳法证明：

（i）当n
 ＝1时已知结论成立．

（ii）假设n
 ＝k时结论成立，即

当n
 ＝k
 ＋1时，由①得时结论也成立．

综上，由（i）、（ii）可知对所有正整数n
 都成立．

于是当n
 ≥2时，

又n
 ＝1时，，所以｛a
 
n

 ｝的通项公式为


提炼升华
 　进退互化是分析解题思路时最常用的手段，可以起到直接解答问题（举反例）、探索问题结论、寻找解题途径等作用．



 1.3.4　整体处理

解数学问题时，人们常习惯于把它分成若干个简单的问题，然后再分而治之，各个击破．但有时若能有意识地放大观察问题的“视角”，将需要解决的问题看作一个整体，通过研究问题的整体形式、整体结构，注意已知条件及待求结论在这个“整体”中的地位和作用，则能通过对整体结构的调节和转化使问题获解，这种从整体观点出发研究问题的过程称为整体思维．


【例6】
 　（2013年高考浙江卷试题）将A
 、B
 、C
 、D
 、E
 、F
 六个字母排成一排，且A
 、B
 均在C
 的同侧，则不同的排法有_____种．


讲解
 　先排A
 、B
 、C
 ，则有ABC
 、ACB
 、BAC
 、BCA
 、CAB
 、CBA
 六种排法，其中A
 、B
 均在C
 的同侧的排法有4种，即概率为

然后将六个字母排成一排，则有种，由普遍性寓于特殊性，得A
 、B
 均在C
 的同侧的排法有种．


评注
 　此解法运用了哲学（理科生的文科情怀）上矛盾的普遍性与特殊性的辩证关系，省去了复杂的分类讨论，化繁为简，颇有味道．但解题时须注意防止出现A
 在C
 左边的概率为，B在C左边的概率为，故A
 、B
 在C
 同侧的概率为的错误．



【例7】
 　已知椭圆C
 的中心在坐标原点，焦点在x
 轴上，椭圆C
 上的点到焦点距离的最大值为3，最小值为1．

（1）求椭圆C
 的标准方程；

（2）若直线l
 ：y
 ＝kx
 ＋m
 与椭圆C
 相交于A
 、B
 两点（A
 、B
 不是左右顶点），且以AB
 为直径的圆过椭圆C
 的右顶点，求证：直线l
 过定点，并求出该定点的坐标．


讲解
 　（1）设椭圆的标准方程为b
 2
 ＝3，因此，椭圆C
 的标准方程为



因为以AB
 为直径的圆过椭圆的右顶点D
 （2，0），故k
 
AD

 ・k
 
BD

 ＝-1，



由此解得，且满足

当m
 ＝-2k
 时，l
 ：y
 ＝k
 （x
 -2），直线过定点（2，0），而（2，0）为右顶点，与已知矛盾；

当时，，直线过定点．

综上可知，直线l
 过定点，定点坐标为．


评注
 　解析几何问题中经常要设点，如本题设，但“设而不求”，通过整体代入进行求解，思路简洁，计算量小．“设而不求”是处理解析几何能力题的最基本思路．利用问题中整体与部分的关系，通过整体代入、整体运算、整体消元、整体合并等方法，常常可以简化运算，找到解题的突破口．



 1.3.5　正难则反

每一个命题从结构上讲都由条件和结论两部分组成，通常写成“若A
 则B
 ”的形式，即“”．如果从条件出发，经过推理，结论得到证明，这就是所谓的直接证法．但有些问题直接入手解决相当不易，尤其是对于唯一性或存在性问题的证明，运用反证法更简捷．反证法是从结论的反面出发来考虑的，实际上是证明原命题的逆否命题“若非B
 则非A
 ”，即“”．


【例8】
 　（2012年北京大学保送生考试试题）已知f
 （x
 ）为二次函数，且a
 ，f
 （a
 ），f
 （f
 （a
 ）），f
 （f
 （f
 （a
 ）））成正项等比数列，求证：f
 （a
 ）＝a
 ．


讲解
 　假设f
 （a
 ）≠a
 ，由a
 ，f
 （a
 ），f
 （f
 （a
 ）），f
 （f
 （f
 （a
 ）））成正项等比数列，得

根据比例性质有

所以三点A
 （a
 ，f
 （a
 ）），B
 （f
 （a
 ），f
 （f
 （a
 ））），C
 （f
 （f
 （a
 ）），f
 （f
 （f
 （a
 ））））满足k
 
AB

 ＝k
 
BC

 ，即A
 ，B
 ，C
 三点共线，这与A
 ，B
 ，C
 在二次函数的图象抛物线上矛盾．

因此，假设不成立，所以有f
 （a
 ）＝a
 得证．


评注
 　本题也可直接设二次函数证．





【例9】
 　设F
 1
 、F
 2
 为椭圆的两个焦点，P
 为椭圆上任一点，延长F
 1
 P
 至E
 ，使，l
 为EF
 2
 的垂直平分线，求证：l
 与椭圆只有唯一的公共点．


讲解
 　点P
 显然是l
 与椭圆的公共点，要证明l
 与椭圆只有这个唯一的公共点，自然想到利用反证法．

因为，所以P
 点在l
 上，即P
 是l
 与椭圆的一个公共点．

假设P
 ′是l
 与椭圆的另一个异于P
 的公共点．

如图1-3-1，连结P
 ′F
 1
 、P
 ′F
 2
 、P′E
 ．


图1-3-1



因为l
 是EF
 2
 的垂直平分线，所以，

所以．

而，矛盾．

故假设错误，即l
 与椭圆只有唯一的公共点．


评注
 　反证法是“正难则反”转化思想的一种常见反映形式，它的一般步骤是：（1）否定结论；（2）推出矛盾；（3）肯定命题为真，利用反证法证明的命题，有时常会在语句的陈述上带一些明显的特征，如至少、至多、唯一等字眼．



【例10】
 　A
 是定义在［2，4］上且满足如下条件的函数φ
 （x
 ）组成的集合：

①对任意的x
 ∈［1，2］，都有φ
 （2x
 ）∈（1，2）；

②存在常数L
 （0＜L
 ＜1），使得对任意的x
 1
 ，x
 2
 ∈［1，2］，都有

试求解：

（1）设φ
 （x
 ）∈A，如果存在x
 0
 ∈（1，2），使得x
 0
 ＝φ
 （2x
 0
 ），那么这样的x
 0
 是唯一的；

（2）设φ
 （x
 ）∈A，任取x
 1
 ∈（1，2），令x
 
n
 ＋1
 ＝φ
 （2x
 
n

 ），n
 ＝1，2，…，证明：给定正整数k
 ，对任意的正整数p
 ，成立不等式．


讲解
 　（1）证法一
 　设存在两个，

使得，

有，

所以，所以L
 ≥1，但与0＜L
 ＜1相矛盾，所以这样的x
 0
 是唯一的．



数学考试大纲明确指出高考命题要与高等数学相关联，要为进入高校学习作准备．近几年高考数学试题中出现了大量与高等数学衔接紧密的问题，主要表现为它们或以高等数学符号、概念直接出现，或以高等数学的概念、定理作为依托融于初等数学知识中，或体现高等数学中常用的数学思想方法和推理方法．此类题目的设计虽来源于高等数学，但一般起点高、落点低，其解决方法还是中学所学的初等数学知识，较易突破．它能宽角度、多观点地考查学生基本的数学素养，有层次地深入了解学生数学理性思维和进一步深造的潜能．本题第（2）小题求解的关键在于将具体化并加以推广后，采取叠加求和．明确起止项和项数是求解本例的难点．对于第（1）小题也可以采用以下两种方法：


证法二
 　若有，则两点的连线的斜率，但由条件②．故如果存在，使得x
 0
 ＝φ
 （2x
 0
 ），那么这样的x
 0
 是唯一的．


证法三
 　要证明的唯一性，x
 0
 ∈（1，2），令函数f
 （x
 ）＝φ
 （2x
 ）-x
 ，只需证明f
 （x
 ）在（1，2）上是严格单调便可．因f
 ′（x
 ）＝φ
 x
 ′（2x
 ）-1，而φ
 x
 ′（2x
 ）＝严格单调．故如果存在x
 0
 ∈（1，2），使得x
 0
 ＝φ
 （2x
 0
 ），那么这样的x
 0
 是唯一的．

在第（1）小题的三种证法中，证法一、证法二都属于传统的反证法，其中证法二是从数形结合的角度导出矛盾，证法三是用高等数学的观点处理证明问题．




 1.4　关注临界问题，掌握“秘密武器”

从根本上讲，高考试题是万变不离其宗的，再复杂的问题也是从课本知识点、能力考查点衍生而来的．因此，我们要切实做到重视课本，但仅此还不够．因为高考命题还要实现由“知识立意”向“能力立意”转变．有些问题要在课本的基础上有所变化，有所“拔高”．当然，又不能高到“高处不胜寒”的境界．所以，我们有必要寻找一种平衡，寻找一种恰到好处的考查点．笔者将其统称为“临界点”，并将其分为三类，即临界法则、临界问题与临界方法．下面逐一进行简要介绍．


 1.4.1　临界法则

教材中有许多以黑体字呈现或方框框起来的公式、定理和性质，它们是解题的重要依据．除了这些公式、定理和性质外，还有一些处于“法定”与“编外”之间的公式、定理和性质，我们不妨将其统称为“临界法则”．这些“临界法则”在高考中的作用不容忽视．举几例如下：

（1）函数中的“对数换底公式”，即，m
 ≠1．在教材中，这是以习题的形式给出的：“利用关系式证明换底公式．”本来作为公式直接来用是不妥的，但在解决一些与对数有关的复杂问题时，“用”与“不用”的效果还是大相径庭的．

（2）三角函数中的“合一变形公式”（有时也称辅助角公式），即＋φ
 ），其中φ
 满足．很多三角综合问题的解决都离不开它．

（3）数列中的以下性质更是应用广泛，深受欢迎：对于等差数列｛a
 n
 ｝，若n
 ＋m
 ＝p
 ＋q
 ，则；对于等比数列｛a
 
n

 ｝，若n
 ＋m
 ＝p
 ＋q
 ，则．

（4）立体几何中有关距离或角的“向量版”公式，如点P
 到平面（或两条异面直线）的距离公式，运用它们解题往往比用传统方法直接求解方便得多．

（5）解析几何中的曲线系方程，如与直线Ax
 ＋By
 ＋C
 ＝0平行的直线系方程为Ax
 ＋By
 ＋D
 ＝0（D
 ≠C
 ），垂直的直线系方程为Bx
 -Ay
 ＋E
 ＝0，运用这些小结论将使有些问题的解答更简捷．

因此，高考复习中，对这些问题进行归类整理、适度把握、定能使学生“如虎添翼”．


【例1】
 　（2014年高考广东卷第12题）在△ABC
 中，角A
 、B
 、C
 所对应的边分别为a
 、b
 、c
 ，已知b
 cosC
 ＋c
 cosB
 ＝2b
 ，则_____．


解法一
 　由b
 cosC
 ＋c
 cosB
 ＝2b
 边角互化得sinB
 cosC
 ＋sinC
 cosB
 ＝2sinB
 ，

即sin（B
 ＋C
 ）＝2sinB
 ，即sinA
 ＝2sinB
 ，所以．


解法二
 　由射影定理知，b
 cosC
 ＋c
 cosB
 ＝a
 ，则．


【例2】
 　（2014年高考辽宁卷第16题）对于c
 ＞0，当非零实数a
 ，b
 满足＝0，且使｜2a
 ＋b
 ｜最大时，的最小值为_____．


解法一
 　令2a
 ＋b
 ＝t
 ，则b
 ＝t
 -2a
 ，代入，



因为关于a
 的二次方程①有实根，所以．






解法二
 　借助柯西不等式，由



由柯西不等式取等条件，可算得，当的最小值为-2．


 1.4.2　临界问题

不难发现，有些高考综合题的命题背景往往是竞赛数学问题或高等数学问题．这类经过“加工”的问题，可视为高考与竞赛或初等数学与高等数学的临界问题．对于这类问题，大多考生有“雾里看花”的感觉，因为它们往往立意较深．如何突破难点，把握关键呢？笔者认为，教学中，我们可以借助一些典型试题（如高考原题）进行深入剖析，类比归纳，引导探究．

（一）定义新知型临界问题

从形式上跳出已学知识的旧框框，在试卷中临时定义一种新知识，要求学生快速处理，及时掌握，并正确地运用．充分考查学生独立分析与解决问题的能力．


【例3】
 　（2010年高考山东卷第12题）定义平面向量之间的一种运算“⊙”如下：

对任意的．

下面说法错误的是　（　）

A．若
a

 与
b

 共线，则
a

 ⊙
b

 ＝0

B．
a

 ⊙
b

 ＝
b

 ⊙
a



C．对任意的

D．


讲解
 　根据
a

 ⊙
b

 ＝mq
 -np
 ，得
a

 ⊙
b

 与
b

 ⊙
a

 互为相反数，B错误；由平面向量共线的坐标表示知A正确；根据向量数乘运算，，C正确；由（
a

 ⊙
b

 ）2
 ＝，得正确．所以选B．


【例4】
 　（2010年高考湖北卷第10题）记实数x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
n

 中的最大数为max｛x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
n

 ｝，最小数为min｛x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
n

 ｝．已知△ABC
 的三边长为a
 ，b
 ，c
 （a
 ≤b
 ≤c
 ），定义它的倾斜度为，则“l
 ＝1”是“△ABC
 为等边三角形”的　（　）

A．必要而不充分的条件

B．充分而不必要的条件

C．充要条件

D．既不充分也不必要的条件


讲解
 　由倾斜度的定义知，若△ABC
 为等边三角形，则l＝1．反之，则不一定成立，例如△ABC
 为边长分别为1、2、2的等腰三角形，则，所以选A．


【例5】
 　（2010年高考福建卷试题）对于具有相同定义域D
 的函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ），若存在函数h
 （x
 ）＝kx
 ＋b
 （k
 ，b
 为常数），对任给的正数m
 ，存在相应的x
 0
 ∈D
 ，使得当x
 ∈D
 且x
 ＞x
 0
 时，总有，则称直线l
 ：y
 ＝kx
 ＋b
 为曲线y
 ＝f
 （x
 ）和y
 ＝g
 （x
 ）的“分渐近线”．给出定义域均为D
 ＝｛x
 ｜x
 ＞1｝的四组函数如下：



其中，曲线y
 ＝f
 （x
 ）和y
 ＝g
 （x
 ）存在“分渐近线”的是　（　）

A．①④

B．②③

C．②④

D．③④


讲解
 　透过现象看本质，存在分渐近线的充要条件是x
 →∞时，f
 （x
 ）-g
 （x
 ）→0．对于①，当x
 ＞1时便不符合，所以①不存在；对于②，肯定存在分渐近线，因为当x
 →∞时，f
 （x
 ）-g
 （x
 ）→0；对于③，，所以当x
 →∞时，x
 -lnx
 越来越大，从而f
 （x
 ）-g
 （x
 ）会越来越小，不会趋近于0，所以不存在分渐近线；④当x
 →0时，，因此存在分渐近线．所以存在分渐近线的是②④，选C．


【例6】
 　（2010年高考陕西卷第10题）某学校要召开学生代表大会，规定各班每10人推选一名代表，当各班人数除以10的余数大于6时再增选一名代表．那么，各班可推选代表人数y
 与该班人数x
 之间的函数关系用取整函数y
 ＝［x
 ］（［x
 ］表示不大于x
 的最大整数）可以表示为　（　）

A．

B．

C．

D．


讲解
 　根据题意，若班级人数个位数为7、8、9时需要增加一人，x
 最多需加3，保证十位进一，才能满足要求；若为0、1、2、3、4、5、6时不需要增加，直接取整即可．所以选B．


【例7】
 　（2010年湖南理15）若数列｛a
 
n

 ｝满足：对任意的，只有有限个正整数m
 使得a
 m
 ＜n
 成立，记这样的m
 的个数为（a
 
n

 ）*
 ，则得到一个新数列｛（a
 
n

 ）*
 ｝．例如，若数列｛a
 
n

 ｝是1，2，3，…，n
 ，…，则数列｛（a
 
n

 ）*
 ｝是0，1，2，…，n
 -1，…．已知对任意的n
 2
 ，则．



猜想（（a
 
n

 ）*
 ）*
 ＝n
 2
 ．（证明留给读者）

（二）高等数学背景型临界问题

以高等数学为背景，结合中学数学中的有关知识编制综合性问题，这也是近几年高考试卷的热点之一．

1．高斯函数

定义：对任意实数x
 ，［x
 ］表示不超过x
 的最大整数，称［x
 ］为x
 的整数部分，｛x
 ｝为其相应的小数部分，函数y
 ＝｛x
 ｝，｛x
 ｝＝x
 -［x
 ］．

性质：

①y
 ＝［x
 ］的定义域为R
 ，值域为Z
 ；y
 ＝｛x
 ｝的定义域为R
 ，值域为［0，1）．

②对任意实数x
 ，都有x
 ＝［x
 ］＋｛x
 ｝，且0≤｛x
 ｝＜1．

③对任意实数x
 ，都有［x
 ］≤x
 ＜［x
 ］＋1，x
 -1＜［x
 ］≤x
 ．

④y
 ＝［x
 ］是不减函数，即若x
 1
 ≤x
 2
 则［x
 1
 ］≤［x
 2
 ］，y
 ＝｛x
 ｝是以1为周期的周期函数．




【例8】
 　求函数的值域．





所以f
 （x
 ）＝0，-1，-2，-3，-4，-5．


【例9】
 　解方程x
 3
 -［x
 ］＝3．




评注
 　本题也可利用图象法，考虑函数，与y
 2
 ＝［x
 ］的图象交点，从而快速求得．



【例10】
 　（2005年高考湖北卷试题）已知不等式，其中n
 为大于2的整数，表示不超过的最大整数．设数列｛a
 
n

 ｝的各项为正，且满足a
 1
 ＝b．

（1）证明；

（2）猜测数列｛a
 
n

 ｝是否有极限，如果有，写出极限的值（不必证明）；

（3）试确定一个正整数N
 ，使得当n
 ＞N
 时，对任意b
 ＞0，都有．


讲解
 　本题实际上是以高等数学中的调和级数与高斯函数为背景编制的一道综合题．解答时，无须用到高等数学的知识，只需要先用递推的思想证明或运用数学归纳法证明，便可顺利解决原问题．




证法二
 　设，首先利用数学归纳法证不等式

（i）当n
 ＝3时，由，知不等式成立．

（ii）假设当n
 ＝k
 （k
 ≥3）时，不等式成立，即



即当n
 ＝k
 ＋1时，不等式也成立．

由（i）、（ii）知，

又由已知不等式得

（2）有极限，且．

（3）由，

所以n
 ＞210
 ＝1024，故取N
 ＝1024，可使当n
 ＞N
 时，都有．

2．凸函数

定义：设函数f
 （x
 ）在区间M
 上有定义，如果对于任意x
 1
 ，x
 2
 ∈M
 和t
 ∈（0，1）都有



则说f
 （x
 ）在M
 上为下凸的．如果①中的不等号反向，则说f
 （x
 ）在M
 上为上凸的．特别地，当时，对于下凸函数有，对于上凸函数有

显然，如果f
 （x
 ）在M
 上是上凸的，则-f
 （x
 ）在M
 上就是下凸的．因此，以下只讨论下凸函数．

性质：

1）函数的凸性可以通过图象或求二阶导数来判断；

2）对于凸函数，成立著名的（广义）琴生（Jensen）不等式：设f
 （x
 ）是区间M
 上的下凸函



若f
 （x
 ）在M
 上是严格下凸的（即①中的等号当且仅当x
 1
 ＝x
 2
 时成立），则②中的等号当且仅当x
 1
 ＝x
 2
 ＝…＝x
 
n

 时成立．


【例11】
 　若函数y
 ＝sinx
 在区间（0，π
 ）上是上凸函数，那么在△ABC
 中，求sinA
 ＋sinB
 ＋sinC
 的最大值．


讲解
 　因为y
 ＝sinx
 在（0，π
 ）上是上凸函数，则



当且仅当sinA
 ＝sinB
 ＝sinC
 时，即时，取等号．


【例12】
 　定义在R
 上的函数f
 （x
 ）满足：如果对任意，则称函数f
 （x
 ）是R
 上的下凸函数．已知二次函数，a
 ≠0）．

（1）求证：当a
 ＞0时，函数f
 （x
 ）是下凸函数；

（2）如果，试求实数a
 的范围．


讲解
 　（1）对任意，由a
 ＞0得



所以

所以函数f
 （x
 ）是下凸函数．



所以-2≤a
 ≤0，结合a
 ≠0，得-2≤a
 ＜0．

综上，a
 的范围是［-2，0）．

3．洛比达法则（定理）

洛必达（L’Hopital）法则是在一定条件下通过分子分母分别求导再求极限来确定未定式值的方法．这对于处理一类含参数不等式恒成立的导数问题有一定的作用．


洛比达法则1
 　设①，②在点a
 的某一邻域内（不含a
 点）（｜x
 ｜充分大），f
 ′（x
 ），g
 ′（x
 ）存在且g
 ′（x
 ）≠0，③存在（或为无穷大），则




洛必达法则2
 　设①，②在点a
 的某一邻域内（不含a
 点）（｜x
 ｜充分大），f
 ′（x
 ），g
 ′（x
 ）存在且g
 ′（x
 ）≠0，③存在（或为无穷大），则




【例13】
 　（2011年高考全国新课标卷第21题）已知函数，曲线y
 ＝f
 （x
 ）在点（1，f
 （1））处的切线方程为x
 ＋2y
 -3＝0．

（1）求a
 ，b
 的值；

（2）如果当x
 ＞0且x
 ≠1时，，求k
 的取值范围．


讲解
 　（1）易知a
 ＝b
 ＝1（过程略）；



当x
 ∈（0，1）时，g
 ‴（x
 ）＞0，则g
 ″（x
 ）在（0，1）上是增函数，

则g
 ″（x
 ）＜g
 ″（1）＝0，则g
 ′（x
 ）在（0，1）上是减函数，

则g
 ′（x
 ）＞g
 ′（1）＝0，则g
 （x
 ）在（0，1）上是增函数，所以g
 （x
 ）＜g
 （1）＝0，

所以F
 ′（x
 ）＜0，即F
 （x
 ）在（0，1）上是减函数．

同理可得，当x
 ∈（1，＋∞）时，F
 （x
 ）在（1，＋∞）上是增函数．由洛比达法则可得



因此，可补充定义：令F
 （1）＝0，从而F
 （x
 ）在（0，＋∞）上连续，且当x
 ＝1时，F
 （x
 ）有最小值0，故k
 ∈（-∞，0］．

4．幂级数展开式

高等数学中，e
 
x

 的幂级数展开式特别优美：



上式也叫e
 
x

 的麦克劳林（Maclaurin）展开式．从此式出发，可以演绎出一些十分重要的不等式．



将②式右半部分x
 ＜-ln（1-x
 ）上的x
 用替换又可得



综合②③，便得



注意：上述①～④式均是在0＜x
 ＜1时成立．事实上，①式可以加强为如下两个不等式：e



⑤⑥⑦式中的等号当且仅当x
 ＝0时成立．


证明
 　这里仅证不等式⑤．

构造函数

所以当x
 ＞0时，f
 ′（x
 ）＞0；x
 ＜0时，f
 ′（x
 ）＜0．故当x
 ＝0时，f
 （x
 ）min
 ＝f
 （0）＝0．

即当x
 ∈R
 时，f
 （x
 ）≥f
 （0），亦即（当且仅当x
 ＝0时等号成立）．

对不等式④⑤⑥⑦进行变形、赋值、替换、放缩、累加、累乘等变换方法，可以衍生出一大批高考题或模拟题．

当x
 ＞-1时，由⑤式知

据此，可编拟


题1
 　（2010年高考全国大纲卷第22（Ⅰ）题）设函数，证明：当x
 ＞-1时，．

由⑤式知e
 
x

 -x
 ≥1，从而（e
 
x

 -x
 ）2
 ≥1．借助重要不等式可得



据此，可编拟

题2　（2007年高考辽宁卷第22（Ⅲ）题）已知函数1．证明：．

由不等式⑦知ln（1＋x
 ）≤x
 ，这表明函数f
 （x
 ）＝ln（1＋x
 ）-x
 ≤0恒成立（当且仅当x
 ＝0时等号成立）．

据此，可编拟


题3
 　（2014年高考全国卷Ⅲ第22（Ⅰ）题）已知函数f
 （x
 ）＝ln（1＋x
 ）-x
 ，求函数f
 （x
 ）的最大值．

在④式中，令．

当x
 ＞0时，由不等式⑦，得．

若记f
 （x
 ）＝（1＋x
 ）ln（1＋x
 ），则上式即为，假若f
 （x
 ）≥ax
 对x
 ≥0恒成立，则当x
 ＞0时，，从而a
 ≤1．

据此，可编拟


题4
 　（2006年高考全国卷Ⅱ第20题）设函数f
 （x
 ）＝（1＋x
 ）ln（1＋x
 ），若对所有的x
 ≥0都有f
 （x
 ）≥ax
 成立，求实数a
 的取值范围．

5．不动点原理

详见本书“4.1.3　不动点法”．本处仅举一例说明利用不动点原理解部分递推数列问题的方法与步骤．


【例14】
 　（2007年高考全国卷Ⅰ最后一题）已知数列｛a
 
n

 ｝中：

（1）求｛a
 
n

 ｝的通项公式；

（2）若数列｛b
 
n

 ｝中．


讲解
 　（1）对于本题来说，数列｛a
 
n

 ｝对应的递推函数为，由f
 （x
 ）＝x
 解得不动点为，在等式两边分别减去，化简可得a
 n＋1
 -，从而数列是首项为，公比为的等比数列，易得．

（2）数列｛b
 
n

 ｝对应的递推函数为，由g
 （x
 ）＝x
 解得不动点为，分别在两边同时减去，化简可得



两式相除，得是以为首项，为公比的等比数列．

由此可解得

用分析法易证

6．圆锥曲线的光学性质

①抛物线的光学性质：与对称轴平行的光线投射到抛物线上，经反射后反射光线必通过焦点．

②椭圆的光学性质：从椭圆的一个焦点出发的光线投射到椭圆上，经反射后反射光线必通过另一个焦点．

③双曲线的光学性质：从双曲线的一个焦点出发的光线投射到双曲线上，经反射后反射光线的延长线必通过另一个焦点．

为了节省篇幅，本书只证明椭圆的光学性质，抛物线、双曲线的光学性质请读者仿证．


证明
 　如图1-4-1，已知椭圆在点P
 处的切线PE
 交x
 轴于点E
 ，法线PQ
 交x
 轴于点Q
 ，设椭圆方程为，焦点．


图1-4-1





由角平分线定理知PQ
 平分∠F
 1
 PF
 2
 ，性质得证．


【例15】
 　（2010年高考安徽卷（文）第17题）如图1-4-2，已知椭圆E
 经过点A
 （2，3），对称轴为坐标轴，焦点F
 1
 ，F
 2
 在x
 轴上，离心率e
 ．


图1-4-2



（1）求椭圆E
 的方程；

（2）求∠F
 1
 AF
 2
 的平分线l
 所在的直线方程．


讲解
 　（1）易求得椭圆E
 的方程为．

（2）如图，设椭圆E
 在点A
 处的切线为l
 ′，由于直线l
 为∠F
 1
 AF
 2
 的平分线，所以，由椭圆的光学性质知l
 ⊥l
 ′．


l
 ′的方程为，

所以l的方程为y
 -3＝2（x
 -2），

即2x
 -y
 -1＝0．

故∠F
 1
 AF
 2
 的平分线l
 所在的直线方程为2x
 -y
 -1＝0．


【例16】
 　（2010年全国高中数学联赛辽宁省预赛第14题（1））已知F
 1
 ，F
 2
 分别为椭圆的左右焦点，P
 为椭圆上的一点．△F
 1
 PF
 2
 中，∠F
 1
 PF
 2
 的外角平分线为l
 ，点F
 2
 关于l
 的对称点为Q
 ，F
 2
 Q
 交l
 于点R
 ．当点P
 在椭圆上运动时，求点R
 的轨迹方程．


讲解
 　如图1-4-3，直线l
 为∠F
 1
 PF
 2
 的外角平分线且点F
 2
 与点Q
 关于直线l
 对称，由椭圆的光学性质知，三点F
 1
 ，P
 ，Q
 共线．根据对称性，PQ
 ＝PF
 2
 ，所以．又因为O
 为F
 1
 F
 2
 的中点，R
 为F
 2
 Q
 的中点，所以．设R
 （x
 ，y
 ），则（y
 ≠0），故点R
 的轨迹方程为．


图1-4-3



（三）学科交汇型临界问题

除了数学学科内的临界问题外，数学与其他学科之间的临界问题也是高考命题的“新宠”．该类问题往往从学生已有的认知结构出发，将各科知识融于一体，推陈出新，设置一些跨学科的问题，扩大学生的学习空间，考查学生的综合素质和对数学本质属性的理解程度．


【例17】
 　（2005年高考全国卷Ⅲ试题）计算机中常用的十六进制是逢16进1的计数制，采用数字0～9和字母A～F共16个计数符号，这些符号与十进制数的对应关系如下表：



例如，用十六进制表示：E＋D＝1B，则A×B＝　（　）

A．6E

B．72

C．5F

D．B0

本题是数学与信息学的综合题，考查计数法及信息处理等基础知识．要求考生要有较强的类比应用的能力和研究问题的能力，是一道区分度较好的试题．

对于以上所说的诸多临界问题，我们平时应该如何复习备考呢？笔者认为，教师要学会“眼观六路，耳听八方”，为此，我们要加强学习，注意收集与积累素材，如一些杂志或全国各地地市级的模拟试卷上都会有些让你眼睛为之一亮的好题、新题，对这些素材进行归纳、筛选、深加工后巧妙地融入课堂，定会使你的复习课更加魅力十足．

（四）竞赛数学型临界问题

尽管对数学竞赛的认识一直都是众说纷纭，但有一点是不容置疑的，那就是数学竞赛对学生逻辑思维能力、抽象思维能力和空间想象能力以及自学能力的锻炼与提高都有着积极的作用．即使是应对高考，竞赛选手也比普通学生多具备几分从容与自信．事实上，有些高考试题本身就可视作是从竞赛题改编而来的，只是在解答技巧、能力要求上有所降低而已．

事实上，很多高考题都具有竞赛知识背景，也有很多高考题直接改编自竞赛题．

如2008年高考广东卷的第21题：

设p
 ，q
 为实数，α
 ，β
 是方程x
 2
 -px
 ＋q
 ＝0的两个实根，数列｛x
 
n

 ｝满足x
 1
 ＝p
 ，x
 2
 ＝p
 2
 -q
 ，x
 
n

 ＝p
 x
 
n
 -1
 -q
 x
 
n
 -2
 （n
 ＝3，4，…）．

（1）证明：α
 ＋β
 ＝p
 ，αβ
 ＝q
 ；

（2）求数列｛x
 
n

 ｝的通项公式；

（3）若，求｛x
 
n

 ｝的前n
 项和S
 
n

 ．

这道题的背景知识是竞赛数学中的二阶线性递推关系，处理方法为特征方程法．

如2008年高考全国卷Ⅰ第12题是由2001年全国联赛第12题改编而来．

（2008年高考全国卷Ⅰ第12题）如图1-4-4，一环形花坛分成A
 ，B
 ，C
 ，D
 四块，现有4种不同的花供选种，要求在每块里种1种花，且相邻的2块种不同的花，则不同的种法总数为　（　）


图1-4-4



A．96

B．84

C．60

D．48

（2001年全国联赛第12题）在一个正六边形的六个区块栽种观赏植物（如图1-4-5），要求同一区块中种同一种植物，相邻的两块种不同的植物．现有4种不同的植物可供选择，则有几种栽种方案？


图1-4-5




 1.4.3　临界方法

高考命题遵循的一大原则是：凡涉及学科基本知识的掌握程度及相关内容的测试，一定要遵循教学大纲；就能力要求而言的，则可以“不拘泥于教学大纲”．因此，要顺利解答高考能力题，“通性通法”有时就无用武之地了，“纯”竞赛或“纯”高等数学的方法当然也不合时宜，只有介于两者之间的方法（临界方法）才会屡试不爽，举重若轻．

1．裂项方法

在数列求和中经常要用到裂项方法，尤其是有关数列不等式问题，详见“4.2.2　裂项放缩”．


【例18】
 　（2010年高考山东卷试题）已知等差数列｛a
 
n

 ｝满足：的前n
 项和为S
 
n

 ．

（1）求a
 
n

 及S
 
n

 ；

（2）令，求数列｛b
 
n

 ｝的前n
 项和T
 
n

 ．


讲解
 　（1）设等差数列｛a
 
n

 ｝的公差为d
 ，因为a
 3
 ＝7，a
 5
 ＋a
 7
 ＝26，

所以有，解得a
 1
 ＝3，d
 ＝2，

所以．

（2）由（1）知a
 
n

 ＝2n
 ＋1，所以



即数列｛b
 
n

 ｝的前n
 项和．


【例19】
 　数列｛a
 
n

 ｝定义如下：．


讲解
 　由已知条件得，对此进行分拆变形，得



2．并项方法


【例20】
 　（2007年高考浙江卷试题）已知数列｛a
 
n

 ｝中的相邻两项是关于x
 的方程的两个根，且．

（1）求；

（2）求数列｛a
 
n

 ｝的前2n
 项的和S
 2
 
n

 ；

（3）记

求证：


讲解
 　考生中能顺利解答本题第三问的寥寥无几．主要原因是T
 
n

 中各项的符号很难确定，因此，很难找到放缩的途径．正确解答的主要步骤是：



从以上解答可以发现，正确解决该题的核心技术是运用并项的方法，即不论符号如何，应根据目标进行整体并项处理．这种技巧在竞赛中用得较多．详见本书“4.2.3并项放缩”．

3．递推方法


【例21】
 　（2006年高考福建卷试题）已知数列｛a
 
n

 ｝满足．

（1）求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式；

（2）数列｛b
 
n

 ｝满足，证明：｛b
 
n

 ｝是等差数列；

（3）证明：．


讲解
 　本题所给的递推公式，其一般形式为“．在数学竞赛中，将该类递推公式称为一阶线性递推公式．其通项公式可根据不动点原理求得，也可运用待定系数法、阶差法或数学归纳法等多种方法求得．第二小题，经化简得到的递推公式为，除了可用数学归纳法或阶差法得到外，还可直接求出通项公式b
 
n

 ．为此，可先将原递推式两边同除以n
 （n
 -1）并整理，得，再利用累加法得通项公式c
 
n

 ，从而求得b
 
n

 ．第三小题主要是灵活运用放缩法．具体解答略．


【例22】
 　4个人互相传球，要求接球后马上传给别人，由甲先传球，并作第一次传球，求经过10次传球仍回到发球人甲手中的传球方式的种数．


讲解
 　先将问题一般化，考虑经过n
 次传球仍回到发球人甲手中的传球方式的种数a
 
n

 ，首先由甲发球，球传出后自然不能在他手中，故a
 1
 ＝0，再考虑经两次传球的情形，先由甲发球给其他三人中的一位，再由此人回传给甲，故a
 2
 ＝3，由上述分析可知，经n
 -1次传球后，不同传球方式共有3
n
 -1
 种，这些方式中既包括再经第n
 次传球，由他人将球回传到甲手中的a
 
n

 种不同的传球方式，也包括球经第n
 -1次传球正好入甲手中，第n
 次传球又将是甲把球传给他人的传球方式，而且仅有上面两种情形，故有，即有

4．配凑方法


【例23】
 　函数，若将f
 
n

 （x
 ）的最大值记为a
 
n

 ，求数列｛a
 
n

 ｝的最小值项．


讲解
 　f
 
n

 （0）＝f
 
n

 （1）＝0，当x
 ∈（0，1）时，通过配凑可得



因此，a
 
n
 ＋1
 ＞a
 
n

 ，即数列｛a
 
n

 ｝为递增数列．从而，数列｛a
 
n

 ｝的最小值项为．


【例24】
 　设a
 为给定的正实数，n
 为大于4的整数，




讲解
 　3a
 -2x
 i
 ＞0，将n
 个方程左右两边分别相乘，得．

通过配凑并由均值不等式，有．

因此，上式成立的条件是x
 i
 ＝3a
 -2x
 
i

 ，即x
 
i

 ＝a
 ，于是，原方程组有唯一n
 元正实数解（a
 ，a
 ，…，a
 ）．

5．积分方法

对于有些求和问题，运用定积分的方法也可收到意想不到的效果．


【例25】
 　


讲解
 　考虑到，

两边在［0，1］上求定积分得



两边分别运算得



类似还可以解决下题：求

6．复数方法


【例26】
 　（2011年北大自主招生试题）单位圆x
 2
 ＋y
 2
 ＝1上有三点A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），C
 （x
 3
 ，y
 3
 ），若．





7．拉格朗日数乘法

即借助求多元函数极值点从而求函数最值的方法，该法通常用于求限定条件下的最值问题．


【例27】
 　若正数a
 ，b
 满足2a
 ＋b
 ＝1，则的最小值为_____．


讲解
 　构造拉格朗日函数



联立上述三个方程，解得

从而．此即为所求的最小值．

“以数学知识为载体，从问题入手，把握学科的整体意义，用统一的数学观点组织材料，侧重体现对知识的理解和应用，尤其是综合和灵活的应用，以此来检测考生将知识迁移到不同情境中去的能力，从而检测出考生个体理性思维的广度和深度以及进一步学习的潜能．”这是考试大纲对“能力立意”的解析．认真解读这段话，我们更能深刻地体会到高考复习单靠简单地拼时间、拼精力是不行的，随意地拓宽和加深知识范围，刻意地追求某些特殊技巧与方法也是不行的．只有精读教材、关注大纲、研究高考、分析规律，才能把握重点、事半功倍．




 1.5　完善思维过程，达到“水到渠成”

数学基础知识的学习要充分重视知识的形成过程，解数学题要着重研究解题的思维过程，弄清基本数学知识和基本数学思想在解题中的意义和作用，注意多题一解、一题多解和一题多变．多题一解有利于培养学生的求同思维；一题多解有利于培养学生的求异思维；一题多变有利于培养学生思维的灵活性与深刻性．在分析解决问题的过程中，既构建知识的横向联系，又养成学生多角度思考问题的习惯．

当然，仅有好的解题方法，而没有清晰、严谨的解答过程，那还不算成功的解题．尤其在高考中，对于一道解答题，很多时候即使答案做对了也未必能得满分．因此，高考复习时我们一方面要认真分析、总结规律，争取重点突破，另一方面也要避免“会而不对”“对而不全”等现象，加强解题规范性训练，努力做到“会又对、对又全、全又美”．

为此，在平时的解题训练中，我们要在以下两方面下功夫：


 1.5.1　关注解题过程

高考复习的最后阶段，一般要完成许多练习，我们觉得在解题中，关注以下过程对提高解题效率，真正实现“举一反三”大有好处．


一是认真审题：
 审清题意，发掘隐含．要求全面、深刻、准确地理解题意，分清条件和结论，深挖隐含在题中的相关知识点，找出关键字句，从中选择解题的突破口．“看得越透彻，解法越快捷！”要注意捕捉“题眼”，若能透过现象看本质，抓住问题的关键，则可望速战速决．


二是仔细探路：
 探求解法，注意化归．解题的本质就是通过命题转换，设法消除条件与结论之间的差异，化条件为结论，或设法由已知条件求未知结论．这里“命题转换”就是化归转化，即瞄准解题的目标，展开大跨度、粗线条的联想、类比、归纳、转化与合情推理，力争迅速敏锐地抓住数学知识的内在联系，并且灵活运用数学基本思想方法，最终找出条件与结论之间的联系，拟出合理的解题计划．


三是完整表达：
 整理叙述，简明规范．即实现求解计划，要求层层深入、步步有据，克服会而不对、对而不全，防止丢三落四而失分．面对新题或难题，要沉着冷静，逐步分解和转化，争取分步得分，要树立战胜困难的信心，体现锲而不舍的精神！


图1-5-1




四是及时回顾：
 及时检验，完整表述．回顾还有一个相当重要的作用，即通过反思，优化解题的方法，从而提高思维层次，发展解题能力．

关注解题过程有利于完善思维品质，形成良好的解题习惯．关注解题过程也有利于积累“秘密武器”，实现多题一法，多题一解．请看以下6个问题：

（1）某中学高三7个班中选出12名学生组成校代表队，参加市高中数学竞赛，每班至少1人参加的选法有多少种？

（2）求方程x
 ＋y
 ＋z
 ＋p
 ＋q
 ＋r
 ＋s
 ＝12的正整数解的个数．

（3）如图1-5-1，从5×6方格中的顶点A
 到顶点B
 的最短路线有多少条？

（4）从一楼到二楼共有17级台阶，上楼时，可一步一级，也可一步两级，若要求11步走完这段楼梯，则有多少种不同的走法？

（5）中日围棋擂台赛中，双方都出6名队员，按事先安排好的顺序出场，双方先由1号队员比赛，负者淘汰，直到某一方获得胜利为止．问：中方获胜的所有可能出现的比赛过程有多少种？

（6）一座桥上有编号为1，2，3，…，17，18的18盏路灯，为了节约用电，又不影响照明，可以把其中的6盏灯关掉，但不能同时关掉相邻的灯，也不能关掉两端的路灯，问：不同的关灯方法有多少种？

通过分析可知，以上问题的答案都是．


 1.5.2　了解特殊策略

由于每个人的层次不同，面对同一张数学卷，考试策略也会有所不同．为了尽可能发挥自己的水平，争取多得分，有时我们也可以采取以下特殊办法．

（1）缺步解答　如果遇到一个很困难的问题，确实啃不动，一个聪明的解题策略是，将它们分解为一系列的步骤，或者是一个个小问题，先解决问题的一部分，能解决多少就解决多少，能演算几步就写几步，尚未成功不等于失败．特别是那些解题层次明显的题目，或者是已经程序化了的方法，每进行一步得分点的演算都可以得分，最后结论虽然未得出，但分数却已过半，这叫“大题拿小分”，确实是个好主意．

（2）跳步答题　解题过程卡在某一过渡环节上是常见的．这时，我们可以先承认中间结论，往后推，看能否得到结论．如果不能，说明这个途径不对，立即改变方向；如果能得出预期结论，就回过头来，集中力量攻克这一“卡壳处”．由于考试时间的限制，“卡壳处”的攻克来不及了，那么可以把前面的写下来，再写出“证实某步之后，继续有……”一直做到底，这就是跳步解答．也许，后来中间步骤又想出来，这时不要乱七八糟插上去，可补在后面，“事实上，某步可证明或演算如下”，以保持卷面的工整．若题目有两问，第一问想不出来，可把第一问当作“已知”，“先做第二问”，这也是跳步解答．


【例1】
 　（2005年高考江西卷试题）已知数列｛a
 
n

 ｝各项都是正数，且满足；（2）求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式a
 
n

 ．


讲解
 　按常规解法当然是先解第一小题再完成第二小题．但本题也可先求通项，即先解第二小题再“顺手牵羊”解决第一小题．



由此易得

（3）退步解答

“以退求进”是一个重要的解题策略．对于一个较一般的问题，如果你一时不能解决所提出的问题，那么，你可以从一般退到特殊，从抽象退到具体，从复杂退到简单，从整体退到部分，从参变量退到常量，从较强的结论退到较弱的结论．总之，退到一个你能够解决的问题，通过对“特殊”的思考与解决，启发思维，达到对“一般”的解决．为了不产生“以偏概全”的误解，应开门见山写上“本题分几种情况”．


【例2】
 　一张三角形纸片内有99个点，连同原三角形的顶点共102个点，无任何三点共线，若以这些点为三角形顶点，把三角形纸片剪成小三角形，则这样的小三角形共有（　）个．

A．300

B．156849

C．201

D．199


讲解
 　直接解答有困难，后退到三角形内点比较少的情况分析．设三角形为△ABC
 ，在其内部增加一个点D
 ，可剪成小三角形个数为f
 （1）＝3；若再增加一个点E
 ，则点E
 必定在已经得到的某个三角形内，否则与“无任何三点共线”矛盾，不妨设在△ABD
 内部，则△ABD
 又被从一个剪成三个（增加两个），即f
 （2）＝f
 （1）＋2＝5；以此类推，不难得到在△ABC
 内增加n
 个点时可以得到的小三角形的个数满足f
 （n
 ）＝f
 （n
 -1）＋2；将上述n
 个关系式累加，得f
 （n
 ）＝2n
 ＋1，可得f
 （99）＝2×99＋1＝199，故选D．


评注
 　本题属于较难的排列组合题，运用的方法可称为递推法．递推法是解决一些较复杂计数问题的典型方法，其解题的一般步骤是：先将原问题一般化，再寻找f
 （n
 ）与f
 （n
 -1）之间的关系式，转化为数列求通项问题，从而得以解决．


（4）逆向解答

对一个问题正向思考受阻时，用逆向思维的方法去探求新的解题途径，往往能得到突破性的进展．顺向推有困难就逆推，直接证有困难就反证．如用分析法，从肯定结论或中间步骤入手，找充分条件；用反证法，从否定结论入手找必要条件．


【例3】
 　从正方体的6个面中选取3个面，其中有2个面不相邻的选法共有（　）

A．8种

B．12种

C．16种

D．20种


讲解
 　运用补集思想求解．从6个面中任取3个面的取法共有种方法，其中三个面交于一点共有8种可能，从而满足题意的取法共有种，故应选B．


【例4】
 　设a
 为实数，函数，讨论f
 （x
 ）的奇偶性．


讲解
 　由题意知，其结论可能有三种：奇函数、偶函数或非奇非偶函数．注意到f
 （0）≥1，故f
 （x
 ）不是奇函数．若f
 （-1）＝f
 （1），则2＋｜1-a
 ｜＝2＋｜-1-a
 ｜，解得a
 ＝0，又a
 ＝0时，可验证f
 （x
 ）是偶函数．综上所述，当a
 ＝0时，f
 （x
 ）是偶函数；当a
 ≠0时，f
 （x
 ）既不是奇函数，也不是偶函数．

另外，在平时学习中应尽量从多角度思考问题，从一题多解中复习多方面知识，发散思维，举一反三．波利亚曾说：“认为解题纯粹是一种智能活动是错误的，决心与情绪所起的作用很重要．”他强调指出：“教学生解题是意志的教育，当学生求解那些对他来说并不容易的题目时，他学会了败而不妥，学会了赞赏微小的进展，学会了等待主要的念头，学会了当主要念头出现后全力以赴．如果学生在学校里没有机会尝尽为求解而奋斗的喜怒哀乐，那么他的数学教育就在最重要的地方失败了．”因此，有必要提醒的是，高考不仅是对学生掌握知识的考查，也是对心理素质的挑战．


【例5】
 　（2011年高考浙江卷试题）已知，则2x
 ＋y
 的最大值为_____．


解法一
 　设2x
 ＋y
 ＝t
 ，则y
 ＝t
 -2x
 ，代入4x
 2
 ＋y2
 ＋xy
 ＝1，

得6x
 2
 -3tx
 ＋t
 2
 -1＝0，由Δ≥0得，因此，．


解法二
 　设2x
 ＋y
 ＝t
 ，则，则2x
 ，y
 可看成关于m
 的二次方程m
 2
 -的两个实根，由Δ
 ≥0得


解法三
 　则原题等价于：已知5a
 2
 ＋3b
 2
 ＝2，求2a
 的最大值．由．


解法四
 　令2x
 ＋y
 ＝a
 ，则可设以下同解法三
 ．


解法五
 　则原题等价于：已知，求m
 ＋n
 的最大值．再则原题等价于：已知5a
 2
 ＋3b
 2
 ＝2，求2a
 的最大值．以下同解法三．


解法六
 　令4x
 2
 ＋y
 2
 ＋xy
 ＝m
 （2x
 ＋y
 ）2
 ＋n
 （x
 -ty
 ）2
 ，t
 ＞0，




解法七





解法八
 　




解法九





解法十




若将上题条件方程的右侧“1”换成C
 ，即可改编为2014年高考辽宁卷第16题．




 1.6　加强问题研究，做到“把根留住”

著名数学家苏步青说：“学习数学要多做习题，边做边思索，先知其然，然后知其所以然．”美国著名数学教育家G．波利亚也说：“解题是一种实践性的技能，就像游泳、滑雪或弹钢琴一样，只能通过模仿和实践学到它……你想学会游泳，你就必须下水，你想成为解题的能手，你就必须去解题．”解题是一种复杂的思维过程，解题是数学学习者的基本功，解题也是学数学的主要功课之一．

然而，严峻的现实是，许多考生虽然做了大量的习题，遇到类似的题目仍不知所措，“这道题我好像做过，但还是做不出来”是学生普遍反映的现象；“这道题，我上课讲过的，学生怎么还是不会”，这是一线教师的口头禅．为什么会有这样的偏差？笔者认为，高考数学题既考查学生对基础知识、基本技能的掌握程度，又考查对数学思想方法、数学本质的理解水平．如果学习中仅就题论题，对问题的理解只停留在知识、方法表象层次上，而没有体会到问题背后的“根”，那么做再多的飞题，也只是事倍功半．

什么是数学的“根”？它应该是数学最本质的东西，是数学知识的内在联系、数学规律的形成过程、数学思想方法的提炼、数学核心价值的理解、数学理性精神（依靠思维能力对感性材料进行一系列的抽象和概括、分析和综合，以形成概念、判断或推理）的体验等．

如何把“根”留住？笔者认为，可通过研究问题的变式，留住知识之“根”；通过优化问题的解法，留住方法之“根”；通过拓展问题的应用，留住价值之“根”；通过揭示问题的背景，留住本质之“根”．只有这样，高考数学的复习才能强“根”固本，枝繁叶茂．


 1.6.1　研究问题的变式，留住知识之“根”


【例1】
 　（2013年高考全国新课标卷Ⅱ第13题）已知正方形ABCD
 的边长为2，E
 为CD
 的中点，则_____．


讲解
 　由平面向量基本定理知，以为基底，将进行正交分解：



利用类似的知识求解数量积的高考试题还有：


变式1
 　（2012年高考北京卷（文）第13题）已知正方形ABCD
 的边长为1，E
 为AB
 边上的点，则的最大值是_____．

同理，可对所求向量进行分解，，所以当E
 点位于B
 点位置时，有最大值1．


变式2
 　（2013年高考天津卷第12题）在平行四边形ABCD
 中，AD
 ＝1，∠BAD
 ＝60°，E
 为CD
 的中点，若，则AB的长为_____．

以为基底，则．


变式3
 　（2013年高考浙江卷第7题）设△ABC
 ，P
 0
 是边AB
 上一定点，满足P
 0
 B
 ＝，且对于AB
 边上任一点P
 ，恒有，则　（　）

A．∠ABC
 ＝90°

B．∠BAC＝90°

C．AB＝AC

D．AC＝BC

设PB
 ＝λAB
 （0＜λ
 ＜1），以为基底，，因为都为定值，所以是关于λ
 的二次函数，该二次函数当且仅当时取得最小值，又由已知，当P
 位于P
 0
 位置时有最小值，所以，所以AB
 的高线与AB
 的中线重合，即BC
 ＝AC
 ，选D．


 1.6.2　优化问题的解法，留住方法之“根”


【例2】
 　（2013年高考浙江卷第7题）设e
 1
 ，e
 2
 为单位向量，非零向量
b

 ＝x
 
e

 1
 ＋y
 
e

 2
 ，x
 ，y
 ∈R
 ，若
e

 1
 ，
e

 2
 的夹角为的最大值等于_____．


讲解
 　本题表述简洁清晰，灵活考查了平面向量基本定理、平面向量坐标表示、平面向量的数量积、平面向量的几何意义等知识，渗透了多种数学思想方法，我们可以从多个视角来解决．


解法一
 　从坐标入手，借助配方法求最值．




解法二
 　从方程的角度，运用判别式法．




解法三
 　从“形”的角度入手．

如图1-6-1，设，则．


图1-6-1



当点E
 在∠AOB
 内时，显然有．

当点E
 在∠AOB
 外时，在△ODE
 中，由正弦定理知



当且仅当时，等号成立．


解法四
 　从点到直线的距离这一角度入手．

要求的最大值，只要求的最小值．构造共起点O
 的两个向量，设
e

 1
 的终点为A
 ，则的终点P
 的轨迹为一条经过点O
 的直线，记为l
 ．由题意知，OA
 与l
 的夹角为，则A
 到l
 的距离为，此即为的最小值，因此的最大值为2．


解法五
 　直接求解．

因为
e

 1
 ，
e

 2
 为单位向量且
e

 1
 ，
e

 2
 的夹角为．




 1.6.3　拓展问题的应用，留住价值之“根”

课本中的习题作为教材的重要组成部分，具有非常典型的示范和余味不绝的探究性，它们大都蕴含着一般性的结论、深刻的背景，因此也是高考命题的源头．在高考复习中，我们要充分发挥这些习题的潜在功能，拓展这些问题的应用，适当对这些问题进行变式探究、引申拓展，留住问题背后的数学价值，并应用相关的结论进行解题．


【例3】
 　（2011年高考江苏卷第18题）如图1-6-2，在平面直角坐标系xOy
 中，M
 、N
 分别是椭圆的顶点，过坐标原点的直线交椭圆于P
 、A
 两点，其中P
 在第一象限，过P
 作x
 轴的垂线，垂足为C
 ，连结AC
 ，并延长交椭圆于点B
 ．设直线P
 A
 的斜率为k
 ．


图1-6-2



（Ⅰ）当直线P
 A
 平分线段M
 N
 时，求k
 的值；

（Ⅱ）当k
 ＝2时，求点P
 到直线AB
 的距离d
 ；

（Ⅲ）对任意k
 ＞0，求证：PA
 ⊥PB
 ．


讲解
 　本题第（Ⅲ）小题（第（Ⅰ）（Ⅱ）问的解答略）的命题源于课本上的一道例题（人教版《选修1-1》第35页）：设点A
 ，B
 的坐标分别为（-5，0），（5，0），直线AM
 ，BM
 相交于点M
 ，且它们的斜率之积是，求动点M
 的轨迹方程．

该例题的本质是揭示生成椭圆的一种途径，即有一般性的结论：与两定点A
 （-a
 ，0），
B

 （a
 ，0）的斜率之积为定值的动点M
 的轨迹方程为．该结论从两直线斜率之积为定值的角度剖析了椭圆的生成方式．对该结论进行引申、拓展，可得到更为一般的结论：椭圆上任意一条经过原点的弦的两个端点与椭圆上任一点（除弦的两个端点）连结直线的斜率之积是-．

证明如下：设椭圆上任一点为M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），任意一条经过原点的弦的两个端点为A
 （x
 0
 ，y
 0
 ），B
 （-x
 0
 ，y
 0
 ），则，两式相减得，所以．

利用该结论不难证明第（Ⅲ）题：设点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），A
 （-x
 0
 ，-y
 0
 ），B
 （x
 1
 ，y
 1
 ），C
 （x
 0
 ，0），则．由上述结论知，所以，因此由，可证PA
 ⊥PB
 ．


【例4】
 　如图1-6-3，已知椭圆的左、右顶点分别为A
 ，B
 ，右焦点为F
 ，M
 是椭圆上异于A
 ，B
 的任一点，AM
 ，MB
 分别交右准线于P
 ，Q
 两点，则


图1-6-3




探究一
 　（定点）以PQ
 为直径的圆过定点F
 ．


解法一
 　设M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），直线，直线．

以PQ
 为直径的圆的方程为



令y
 ＝0，注意到，可解得，

所以，以PQ
 为直径的圆过F
 （c
 ，0）点．


解法二
 　设．

利用A
 ，M
 ，P
 三点共线，得．



推广1：将A
 点改为椭圆上任一动点，结论仍成立．

推广2：将问题中的椭圆推广为圆锥曲线，结论仍成立．

推广3：将准线改为动直线l
 ：x
 ＝x
 0
 （｜x
 0
 ｜＞a
 ），则以PQ
 为直径的圆过定点．


探究二
 　（定值）（1）（或可表示为-p
 2
 ）；（2）．


探究三
 　（点共线）设MF
 交椭圆于N
 点，则A
 ，N
 ，Q
 三点共线．


探究四
 　（平分角）（1）PF
 平分∠MFB
 ；（2）设PQ
 与右准线交于A
 1
 点，则FA
 1
 平分∠MA
 1
 N
 ．


探究五
 　（平行性）设MN
 的中点为G
 ，则MA
 1
 ∥GN
 1
 ．


探究六
 　（恒等式）将A
 点改为x
 轴上任一动点，则有．

推广1：将焦点、准线分别推广为更一般的点与线：F
 （m
 ，0）（｜m
 ｜＜a
 ），，仍有．

推广2：将椭圆推广为圆锥曲线，等式仍成立．


探究七
 　（面积关系）设M
 1
 ，N
 1
 分别是M
 ，N
 在右准线的投影，则．

圆锥曲线中蕴含着复杂多变的关系，对其进行分析与研究，往往收获良多，其乐无穷！


 1.6.4　揭示问题的背景，留住本质之“根”

高考数学既考查学生对所学基础知识、基本技能的掌握，也考查学生进行继续深造的可能性和进入高等学校继续学习的潜能．因此，高考数学卷在全面考查基础知识的同时，还会出现一些侧重考查学生创新能力、应用能力的题目．为了体现初等数学与高等数学的衔接，有时会以高等数学知识为背景命制高考题，使试题隐含或直接体现高等数学的一些方法和思想，或者所给的函数的结论具有基本的高等数学背景．这类试题主要考查学生在创新情境中分析解决新问题的能力，虽然背景新颖，但起点高、落点低，解题方法均来自初等数学知识．若我们能在解题过程中揭示出问题的背景，那么，其后所蕴含的考查本质也就水落石出了．


【例5】
 　已知椭圆E
 的两个焦点坐标分别为（-1，0），（1，0），并且经过点．

（1）求椭圆E的标准方程；

（2）设M
 ，N
 为椭圆E
 上关于x
 轴对称的不同两点，A
 （x
 1
 ，0），B
 （x
 2
 ，0）为x
 轴上两点，且x
 1
 x
 2
 ＝2，证明：直线MA
 ，NB
 的交点P
 仍在椭圆E
 上．

（1）解法一
 　（定义法）根据题意，椭圆的长轴长



解得4a
 2
 ＝8，即a
 2
 ＝2．

又b
 2
 ＝a
 2
 -1＝1，所以所求椭圆标准方程为．


解法二
 　（待定系数法）根据题意，设椭圆的标准方程为．，所以所求椭圆标准方程为．

（2）解法一
 　（通性通法，少思多算）设M
 （m
 ，n
 ），N
 （m
 ，-n
 ），则



故直线MA
 与直线BN
 的交点P
 仍在椭圆上．


解法二
 　（构造转化，多思少算）如果我们注意分析题目的条件“x
 1
 x
 2
 ＝2”的结构特征，联想“韦达定理”就会有下面的解法，设交点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），代入①②，并两边平方得



由此可知③④中的x
 1
 ，x
 2
 是方程的两个根，

所以，

故，所以直线MA
 与直线BN
 的交点P
 仍在椭圆E
 上．


解法三
 　（大道至简，深思妙算）设交点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），代入①②并整理得



⑤与⑥两边分别相乘得



所以直线MA
 与直线BN
 的交点P
 仍在椭圆上．


探究一
 　（拓展）题目的条件为什么要假设x
 1
 x
 2
 ＝2，这个2与椭圆中的参数有什么关系？


猜想命题1：
 “若M
 ，N
 为椭圆E
 ：上关于x
 轴对称的不同两点，A
 （x
 1
 ，0），B
 （x
 2
 ，0）为x
 轴上两点，且x
 1
 x
 2
 ＝a
 2
 ，则直线MA
 ，NB
 的交点P
 仍在椭圆E
 上．”

证明：设M
 （m
 ，n
 ），N
 （m
 ，-n
 ），交点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ）．

由解法三中的（*）式可得，

所以，命题1成立．


猜想命题2：
 “若M
 ，N
 为椭圆E
 ：上关于x
 轴对称的不同两点，A
 （x
 1
 ，0），B
 （x
 2
 ，0）为x
 轴上两点，直线MA
 ，NB
 的交点P
 仍在椭圆E
 上，则x
 1
 x
 2
 ＝a
 2
 ．”

证明：设M
 （m
 ，n
 ），N
 （m
 ，-n
 ），交点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ）．

由解法三中的（*）式可得，

所以x
 1
 x
 2
 ＝a
 2
 ，命题2成立．


探究二
 　（类比）双曲线是否也有同样的结论呢？


猜想命题3：
 “若M
 ，N
 为双曲线E
 ：上关于x
 轴对称的不同两点，A
 （x
 1
 ，0），B
 （x
 2
 ，0）为x
 轴上两点，且x
 1
 x
 2
 ＝a
 2
 ，则直线MA
 ，NB
 的交点P
 仍在双曲线E
 上．”


猜想命题4：
 “若M
 、N
 为双曲线上关于x
 轴对称的不同两点，A
 （x
 1
 ，0），B
 （x
 2
 ，0）为x
 轴上两点，直线MA
 ，NB
 的交点P
 仍在双曲线E
 上，则x
 1
 x
 2
 ＝a
 2
 ．”

命题3与命题4均为真命题，请读者自行证明．

数学是一门工具性学科，它研究的是空间形式与数量的关系，数学的本性是“智慧”，是“人的思维”．数学教学的本质是思维过程的引导、启发．因此，做数学题要从根本处抓起，通过研究问题的变式，优化解题的方法，拓展问题的应用，揭示问题的背景等方式，跳出无边无际的“书山题海”，通过对解题过程的“反刍”，留住知识之“根”、方法之“根”、价值之“根”和本质之“根”．只有从“根”处浇灌知识之营养，数学之“花”才能灿烂绽放．


第二章　善于用数学思想武装自己

知识可分成两类，一类是陈述性知识，一类是程序性知识．陈述性知识是知识的事实，如定义、定理、公式、法则等，对它们的学习主要是理解和记忆；程序性知识是怎样认知的知识，主要表现为数学思想和数学方法，相比陈述性知识而言，它是“活知识”，能实现知识的迁移和转换，是创造性思维的基础．通常认为，“数学方法”就是为解决问题而采用的手段、步骤或程序，属于过程性的知识；而“数学思想”则是数学的基本观点，是对数学的概念、原理、方法、法则本质的认识．对于解题，数学思想就是解题策略，它能沟通问题与知识、方法间的联系，调节解题，它是解题的指导思想，属于策略性知识．由于数学思想常常表现为数学方法的形式，所以通常把二者统称为“数学思想方法”．数学思想是数学方法的概括和提炼，思想比方法有更高的层次；数学方法是数学思想的具体体现，具有模式化与操作化的特点．

在数学学习中，单纯靠题海战术盲目操练是很难获得理想成绩的，我们必须将自己置身于解题的更高境界．高中数学学习的更高境界主要就是指运用数学思想武装自己，并有效地指导解题．《考试大纲》中指出，数学思想和方法是数学知识在更高层次上的抽象和概括，它蕴涵在数学知识发生、发展和应用的过程中．如果说数学知识是数学内容，可用文字和符号来记录和描述，那么数学思想则是数学意识，只能领会、运用，属于思维的范畴，用以对数学问题的认识、处理和解决．

中学数学中主要的数学思想有：函数与方程的思想，分类讨论思想，数形结合思想，化归与转化思想．在解决问题的过程中把变量之间的联系用函数关系反映出来，便形成了函数思想，把一系列字母或待求的量通过列方程解方程求值，就是方程的思想，方程是从算术方法到代数方法的一种质的飞跃；对于不同性质的问题用不同的方法或不同的知识加以解决，便有了分类讨论的思想；把代数问题与几何问题中的“形”结合起来，或借助于数的精确性来阐明形，或利用“形”的几何直观性来表示数，这就是数形结合的思想；把复杂的问题转化为简单的问题，把一般的问题转化为特殊的问题，把尚未解决的问题转化为已解决的问题，把抽象的问题转化为具体的问题等，便形成了转化的思想．

数学思想方法与数学基本方法常常在学习、掌握数学知识的同时获得，与此同时，它们又直接对知识的形成起到指导作用．因此，在平时的学习中，我们应对数学思想方法进行认真的梳理与总结，逐个认识它们的本质特征，逐步自觉地、灵活地将其运用于所需要解决的问题之中．




 2.1　函数与方程思想

函数思想，是指用函数的概念和性质去分析问题、转化问题和解决问题．方程思想，是从问题的数量关系入手，运用数学语言将问题中的条件转化为数学模型（方程、不等式或方程与不等式的混合组），然后通过解方程（组）或不等式（组）来使问题获解．方程是从算术方法到代数方法的一种质的飞跃，有时，还可以将函数与方程互相转化、接轨，达到解决问题的目的．

函数描述了自然界中数量之间的关系，函数思想通过揭示问题的数学特征，建立函数关系型的数学模型，从而进行研究．它体现了“联系和变化”的辩证唯物主义观点．运用函数与方程思想解题时，往往需要将字母看作变量，将代数式看作函数，利用函数的性质做工具进行分析，或者将一个等式看作某一个未知数的方程，或者构造一个函数把表面上不是函数的问题化归为函数问题．

宇宙世界，充斥着等式和不等式．哪里有等式，哪里就有方程；哪里有公式，哪里就有方程；求值问题是通过解方程来实现的等等；不等式问题也与方程密切相关．而函数和多元方程没有什么本质的区别，如函数y
 ＝f
 （x
 ），就可以看作是关于x
 、y
 的二元方程f
 （x
 ）-y
 ＝0．可以说，函数的研究离不开方程．列方程、解方程和研究方程的特性，都是应用方程思想时需要重点考虑的．

一般地，函数思想是通过构造函数从而利用函数的性质解题，经常利用的性质是：定义域、值域单调性、奇偶性、周期性、最大值和最小值、图象变换等，要求我们熟练掌握的是一次函数、二次函数、幂函数、指数函数、对数函数、三角函数的具体特性．在解题中，善于挖掘题目中的隐含条件，构造出函数解析式和妙用函数的性质，是应用函数思想的关键．对所给的问题观察、分析、判断比较深入、充分、全面时，才能产生由此及彼的联系，构造出函数原型．另外，方程问题、不等式问题和某些代数问题也可以转化为与其相关的函数问题，即用函数思想解答非函数问题．

函数与方程的思想在解题中的应用主要表现在两个方面：一是借助有关初等函数的性质，解有关求值、解（证明）不等式、解方程以及讨论参数的取值等问题；二是在问题的研究中，通过建立函数关系式或构造中间函数，把所研究的问题转化为讨论函数的有关性质，达到化难为易、化繁为简的目的．函数是方程与不等式的中介，他们既有区别又有联系．高考数学试题既有考查函数与方程思想的基本概念与基本性质的客观性试题，又有从深层次上对函数与方程思想进行综合考查的主观性试题．解答问题时，没有函数，有时需要构造函数，再利用导数，探究函数的单调性、最值性．因此，函数的特色是，将问题放置于一个动态的环境去考察、去处理．


 2.1.1　显化函数关系

在方程、不等式、最值、数列、圆锥曲线等数学问题中，将原有隐含的函数关系凸显出来，从而充分运用函数知识或函数方法使问题顺利获解．


【例1】
 　设等差数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，已知a
 3
 ＝12，S
 12
 ＞0，S
 13
 ＜0，求S
 1
 ，S
 2
 ，S
 3
 ，…，S
 12
 中的最大项．


讲解
 　由a
 3
 ＝12得a
 1
 ＝12-2d
 ，所以S
 12
 ＝144＋42d
 ＞0．



由d
 ＜0，S
 
n

 是关于n
 的二次函数，知对称轴方程为．

又由，得，所以当n
 ＝6时，S
 
n

 最大．


评注
 　数列是定义在正整数集上的特殊函数，等差、等比数列的通项公式，前n
 项和公式都具有隐含的函数关系，都可以看成n
 的函数．在解等差数列、等比数列问题时，有意识地凸现其函数关系，从而用函数思想或函数方法研究、解决问题，不仅能获得简便的解法，且能促进科学思维的培养，提高发散思维的水平．当然，本题也可利用等差数列的性质，得S
 12
 ＝6（a
 6
 ＋a
 7
 ）＞0，S
 13
 ＝13a
 7
 ＜0，从而得a
 6
 ＞0，a
 7
 ＜0，由此推测S
 6
 最大．



【例2】
 　（2010年高考浙江卷第15题）设a
 1
 ，d
 为实数，首项为a
 1
 ，公差为d
 的等差数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，满足S
 5
 S
 6
 ＋15＝0，则d
 的取值范围是_____．


讲解
 　本题考查等差数列的前n
 项和公式及方程有根的判定，体现了函数与方程的思想．

由S
 5
 ·S
 6
 ＋15＝0得（5a
 1
 ＋10d
 ）（6a
 1
 ＋15d
 ）＋15＝0，即2a
 2
 1＋9a
 1
 d
 ＋10d
 2
 ＋1＝0．关于a
 1
 的一元二次方程有解，Δ＝81d
 2
 -8（10d
 2
 ＋1）≥0，解得．


【例3】
 　（2008年高考江苏卷第13题）满足条件AB
 ＝2，的三角形ABC
 的面积的最大值是_____．


讲解
 　可设BC
 ＝x
 ，则，根据面积公式得．

由余弦定理计算得．

由上两式得．




 2.1.2　转换函数关系

在有关函数形态和曲线性质或不等式的综合问题、恒成立问题中，经常需要求参数的取值范围，如果按照原有的函数关系很难奏效时，不妨转换思维角度，放弃题设的主参限制，挑选合适的主变元，揭示它与其他变元的函数关系，切入问题本质，从而使原问题获解．


【例4】
 　已知函数，其中a
 为常数，若当x
 ∈（-∞，1］时，f
 （x
 ）有意义，求实数a
 的取值范围．


讲解
 　参数a
 深含在一个复杂的复合函数的表达式中，欲直接建立关于a
 的不等式（组）非常困难，故应转换思维角度，设法从原式中把a
 分离出来，重新认识a
 与其他变元x
 的依存关系，利用新的函数关系，使原问题“柳暗花明”．



当x
 ∈（-∞，1］时，都是减函数，因此，函数在（-∞，1］上是增函数，所以，故a
 的取值范围是．


评注
 　发掘、提炼多变元问题中变元间的相互依存、相互制约的关系，反客为主，主客换位，创设新的函数，并利用新函数的性质创造性地使原问题获解，是解题人思维品质高的表现．本题主客换位后，利用新建函数的单调性巧妙地求出实数a
 的取值范围．此法也叫主元法．



【例5】
 　已知抛物线x
 2
 ＝4y
 的焦点为F
 ，A
 ，B
 是抛物线上的两动点，且（λ
 ＞0）．过A
 、B
 两点分别作抛物线的切线，设其交点为M
 ．

（1）证明为定值；

（2）设△ABM
 的面积为S
 ，写出S
 ＝f
 （λ
 ）的表达式，并求S
 的最小值．


讲解
 　（1）证明：由已知条件，得F
 （0，1），λ
 ＞0．设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）．

由，得（-x
 1
 ，1-y
 1
 ）＝λ
 （x
 2
 ，y
 2
 -1），

将①式两边平方并把，

解②③式得y
 1
 ＝λ
 ，，且有，

抛物线方程为，求导得．

所以过抛物线上A
 、B
 两点的切线方程分别是



解出两条切线的交点M
 的坐标为，



所以为定值，其值为0．

（2）由（1）知在△ABM
 中，FM
 ⊥AB
 ，因而．



因为｜AF
 ｜、｜BF
 ｜分别等于A
 、B
 到抛物线准线y
 ＝-1的距离，



由知S
 ≥4，且当λ
 ＝1时，S
 取得最小值4．


评注
 　在解析几何中考查三角形面积的最值问题是高考的重点和热点，求解的关键是建立面积的目标函数，再求函数最值，至于如何求最值，应视函数式的特点而定，本题运用的方法是利用均值定理放缩．



 2.1.3　构造函数关系

在数学各分支形形色色的问题或综合题中，将非函数问题的条件或结论，通过类比、联想、抽象、概括等手段，构造出某些函数关系，在此基础上利用函数思想和方法使原问题获解，这是函数思想解题的更高层次的体现．特别要注意的是，构造时，要深入审题，充分发掘题设中可类比、联想的因素，促进思维迁移．


【例6】
 　设，比较a
 、b
 的大小关系．


讲解
 　如果比较a
 -b
 与0或与1的大小，即用作差法、作商法来解，会较繁杂，不易判断．根据a
 ，b
 两数的结构特点可构造函数，则a
 ＝f
 （33），b
 ＝f
 （34），若能判断出此函数的单调性，那么就可简捷地比较出a
 、b
 的大小．



因为3
x
 ＋1
 在R
 上单调递增，所以在R
 上单调递减．

由此得在R
 上单调递减，故f
 （33）＞f
 （34），即a
 ＞b
 ．


【例7】
 　求方程x
 2
 ＋2
x

 ＋2-
 x
 ＝的解．

讲解　显然x
 ＝1是方程的一个根，记f
 （x
 ）＝x
 2
 ＋2
x

 ＋2-x

 ，易证f
 （x
 ）是偶函数．

下面探讨f
 （x
 ）在（0，＋∞）上的单调性，先考察在（0，＋∞）上（除去x
 ＝1外）f
 （x
 ）＝是否还有其他解．因为g（x
 ）＝x
 2
 在（0，＋∞）上是增函数，只需考察h（x
 ）＝2（0，＋∞）上是否是增函数．

任取x
 1
 ，x
 2
 ∈（0，＋∞），且x
 2
 ＞x
 1
 ，则



因为x
 1
 ＋x
 2
 ＞0，所以，由此得．

又x
 2
 ＞x
 1
 ，所以，即，所以h
 （x
 2
 ）-h
 （x
 1
 ）＞0，即h
 （x
 2
 ）＞h
 （x
 1
 ），因此h
 （x
 ）在（0，＋∞）上为增函数．

故f
 （x
 ）＝g
 （x
 ）＋h
 （x
 ）在（0，＋∞）上为增函数．而，所以在（0，＋∞）上只有一解x
 ＝1．

又f
 （x
 ）为偶函数，f
 （x
 ）在（-∞，0）上只有一解x
 ＝-1．

所以原方程的解集为｛-1，1｝．


评注
 　是超越方程，此类方程在中学阶段没有一般解法，通过构造函数f
 （x
 ）＝x
 2
 ＋2
x

 ＋2-x

 ，然后从函数性质的研究中得出结论这是本题的巧妙之处．



【例8】
 　设数列｛a
 
n

 ｝，｛b
 
n

 ｝满足



（1）证明：；

（2）记，｛b
 
n

 ｝的前n
 项和分别为A
 
n

 ，B
 
n

 ，证明：2B
 
n

 -A
 
n

 ＜4a
 ．


讲解
 　（1）由a
 1
 ＝a
 ＞0，知，a
 
n

 ＞0（n
 ∈Z
 ＋
 ），故b
 
n

 ＞0（n
 ∈Z
 ＋
 ）．，构造函数，则其导函数，

当x
 ＞0时，f
 ′（x
 ）＞0，故f
 （x
 ）在（0，＋∞）上为增函数，

所以f
 （x
 ）＞f
 （0）＝0，即b
 
n

 -a
 
n

 ＞0，所以．

，

构造函数g
 （x
 ）＝ln
 （1＋x
 ）-x
 （x
 ≥0），

则导函数为，

当x
 ＞0时，g
 ′（x
 ）＜0，即g
 （x
 ）在（0，＋∞）上为减函数，故g
 （x
 ）＜g
 （0）＝0，



综上所述，．

（2）由，得，故数列为首项，以为公比的等比数列，所以．

因为，由（1）的结论有，

所以，




评注
 　通过构造函数证明不等式＜x
 （x
 ＞0）．本题综合考查了函数、数列、不等式及导数的有关内容．



 2.1.4　转换方程形式

把题目中给定的方程根据题意转换形式，凸现其隐含条件，充分发挥其方程性质，运用有关方程的解的定理（如韦达定理，判别式、实根分布的充要条件）使原问题获解，这是方程思想应用的又一个方面．


【例9】
 　直线y
 ＝x
 -3与抛物线y
 2
 ＝4x
 交于A
 ，B
 两点，过A
 ，B
 两点向抛物线的准线作垂线，垂足分别为P
 ，Q
 ，求梯形APQB
 的面积．


讲解
 　直线y
 ＝x
 -3与抛物线y
 2
 ＝4x
 交于A
 ，B
 两点，过A
 ，B
 两点向抛物线的准线作垂线，垂足分别为P
 ，Q
 ，联立方程组得，消元得x
 2
 -10x
 ＋9＝0，

所以｜AP
 ｜＝10，｜BQ
 ｜＝2，｜PQ
 ｜＝8，梯形APQB
 的面积为48．


【例10】
 　已知函数f
 （x
 ）满足条件，求f
 （x
 ）．


讲解
 　用代换条件式中的x
 得，

因此，f
 （x
 ）与满足方程组：




评注
 　本例实际上是把f
 （x
 ），看作未知数，通过解方程组求得f
 （x
 ），是方程思想的具体应用．



【例11】
 　已知的值．


解法一
 　由已知条件及正弦的和（差）角公式，得




解法二




所以得到方程．解这个方程得．


评注
 　上述解法二运用方程的思想，把已知条件通过变形看作关于sinαcosβ
 与cosαsinβ
 或的方程来求解，从而获得欲求的三角表达式的值．



【例12】
 　已知函数，当点P
 （x
 ，y
 ）在函数y
 ＝f
 （x
 ）图象上时，点在函数y
 ＝g
 （x
 ）图象上．

（1）求y
 ＝g
 （x
 ）的表达式；

（2）若A
 （x
 ＋a
 ，y
 1
 ），B
 （x
 ，y
 2
 ），C
 （3＋a
 ，y
 3
 ）为y
 ＝g
 （x
 ）图象上的三点，且满足2y
 2
 ＝y
 1
 ＋y
 3
 的实数x
 有且只有两个不同的值，求实数a
 的取值范围．


讲解
 　易求出y
 ＝g
 （x
 ）的解析式，问题可转化为一元二次方程φ
 （x
 ）＝0的根的分布问题，利用图象可获解．





问题等价于方程x
 2
 -（2a
 ＋3）x
 ＋a
 2
 ＝0（x
 ＞a
 ）有且仅有两个不等的实根．

记φ
 （x
 ）＝x
 2
 -（2a
 ＋3）x
 ＋a
 2
 ，则φ
 （x
 ）＝0在（a
 ，＋∞）上有两个不等实根的充要条件为




评注
 　本题利用图象法及根与系数关系也可获解，一般涉及一元二次方程的根的分布问题，要结合二次函数的图象进行分析转化，并且要具体问题具体分析．常见的一元二次方程根的分布规律有：


设ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ＝0（a
 ＞0）的两根为x
 1
 ，x
 2
 （x
 1
 ≤x
 2
 ），记f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ．

（1）若x
 1
 ＜p＜x
 2
 ，则等价条件为f
 （p）＜0．

一般地，若x
 1
 ＜m
 ＜n
 ＜x
 2
 ，则等价条件为．

（2）若m
 ＜x
 1
 ≤x
 2
 ＜n
 ，则等价条件为

特别地，若x
 1
 ≤x
 2
 ＜p
 ，则等价条件为

若p
 ＜x
 1
 ≤x
 2
 ，则等价条件为

（3）若二次方程在（m
 ，n
 ）上有且只有一根，则等价条件为f
 （m
 ）·f
 （n
 ）＜0，


 2.1.5　构造方程形式

分析题目中的未知量，根据条件分布列出关于未知数的方程（组），使原问题得到解决，这就是构造方程法，是应用方程思想解决非方程问题的极富创造力的一个方面．


【例13】
 　已知｜
a

 ｜＝2｜
b

 ｜≠0，且关于x
 的方程x
 2
 ＋｜
a

 ｜x
 ＋
a

 ·
b

 ＝0有实根，求
a

 与
b

 夹角的取值范围．

讲解　｜
a

 ｜＝2｜
b

 ｜≠0，且关于x
 的方程x
 2
 ＋｜
a

 ｜x
 ＋
a

 ·
b

 ＝0有实根，则｜
a

 ｜2
 -4
a

 ·
b

 ≥0，设向量
a
 ，b

 的夹角为．

所以
a

 与
b

 的夹角θ
 的范围为．


【例14】
 　已知，求函数的最小值．


讲解
 　将原函数变形为y
 2
 x
 2
 -5x
 ＋2＝0，．设f
 （x
 ）＝y
 2
 x
 2
 -5x
 ＋2，该方程有解的充要条件为



解得，所以，此时x
 ．


评注
 　本例体现了函数与方程思想的相互转化，相互补充，提供了构造方程（或函数）解题的又一途径，扩展了解题思维的空间．应用方程思想解题时，易误认为方程有两个实根，而从判别式考虑，未注意到是在区间上有实根，必须用区间上的根的原理解决，审题时应注意两类情况的区别，不可混为一谈．


当然，本题也可利用配方法解：，其中，根据二次函数性质可知，当．


【例15】
 　已知直线l
 ：y
 ＝k
 （x
 ＋1）与抛物线C
 ：y
 2
 ＝4x
 交于不同的两点A
 ，B
 ，问：是否存在k
 ，使以AB
 为直径的圆过抛物线C
 的焦点F
 ？


讲解
 　显然F
 的坐标为（1，0），设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），

则y
 1
 ＝k
 （x
 1
 ＋1），y
 2
 ＝k
 （x
 2
 ＋1）．

当k
 ＝0时，l
 与C
 只有一个交点不合题意，因此，k
 ≠0．



依题意，x
 1
 ，x
 2
 是①的不相等的两个根．



以AB
 为直径的圆过



综上所述，为所求．


评注
 　“是否存在符合题意的k
 ”，按思路的自然流向应变为“关于k
 的方程是否有解”．另外，解得后，必须经过②式的检验，就是说，时，k
 与C
 要确实有两个不同的交点．



 2.1.6　联用函数与方程思想

在解综合题时，解决一个问题常常不止需要一种数学思想，而是多种数学思想方法的联用．例如函数思想与方程思想的联用．它们间的相互转换使问题一步步获得解决，转换的途径为“函数＋方程＋函数”或“方程＋函数＋方程”．


【例16】
 　已知，则有　（　）

A．b
 2
 ＞4ac


B．b
 2
 ≥4ac


C．b
 2
 ＜4ac


D．b
 2
 ≤4ac



解法一
 　依题设条件有．

则是实系数一元二次方程ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ＝0的一个实根．

得Δ＝b
 2
 -4ac
 ≥0，所以b
 2
 ≥4ac
 ，故选B
 ．


解法二
 　去分母，移项，两边平方，得5b
 2
 ＝25a
 2
 ＋10ac
 ＋c
 2
 ≥10ac
 ＋2·5a
 ·c
 ＝20ac
 ，则b
 2
 ≥4ac
 ，故选B．


评注
 　解法一通过简单转化，敏锐地抓住了数与式的特点，运用方程的思想使问题得到解决；解法二转化为b
 2
 是a
 、c
 的函数，运用重要不等式，思路清晰，水到渠成．



【例17】
 　设a
 ＞1，若仅有一个常数c
 ，使得对于任意的x
 ∈［a
 ，2a
 ］，都有y
 ∈［a
 ，a
 2
 ］满足方程log
a

 x
 ＋log
a

 y
 ＝c
 ，这时，a
 的取值的集合为_____．


讲解
 　方程log
a

 x
 ＋log
a

 y
 ＝c
 是一个不定方程，可视为函数加以分析解决．

由已知得，单调递减，所以当x
 ∈［a
 ，2a
 ］时，，所以因为有且只有一个常数c
 符合题意，所以2＋log
a

 2＝3，解得a
 ＝2，所以a
 的取值的集合为｛2｝．


评注
 　主要是综合考查数学素养．“对于任意的x
 ∈［a
 ，2a
 ］，都有y
 ∈［a
 ，a
 2
 ］”的意义是“函数在［a
 ，2a
 ］上的值域是［a
 ，a
 2
 ］的子集”，不等式“夹逼原则”求出唯一的常数a
 ．



【例18】
 　已知定义域为R
 的函数f
 （x
 ）满足f
 （f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ）＝f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ．

（1）若f
 （2）＝3，求f
 （1）；又若f
 （0）＝a
 ，求f
 （a
 ）；

（2）设有且仅有一个实数x
 0
 ，使得f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 ，求函数f
 （x
 ）的解析表达式．


讲解
 　（1）因为对任意x
 ∈R
 ，有f
 （f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ）＝f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ，所以


f
 （f
 （2）-22
 ＋2）＝f
 （2）-22
 ＋2．又由f
 （2）＝3，得f
 （1）＝1．

若f
 （0）＝a
 ，则f
 （a
 -02
 ＋0）＝a
 -02
 ＋0，即f
 （a
 ）＝a
 ．

（2）因为对任意x
 ∈R
 ，有f
 （f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ）＝f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ．又因为有且只有一个实数x
 0
 ，使得f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 ．所以对任意x
 ∈R
 ，有f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ＝x
 0
 ．在上式中令x
 ＝x
 0
 ，有f
 （x
 0
 ）-x
 0
 2＋x
 0
 ＝x
 0
 ，又因为f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 ，所以x
 0
 -x
 0
 2＝0，故x
 0
 ＝0或x
 0
 ＝1．

若x
 0
 ＝0，则f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ＝0，即f
 （x
 ）＝x
 2
 -x
 ．

但方程x
 2
 -x
 ＝x
 有两个不同实根，与题设条件矛盾，故x
 0
 ≠0．

若x
 0
 ＝1，则有f
 （x
 ）-x
 2
 ＋x
 ＝1，即f
 （x
 ）＝x
 2
 -x
 ＋1．

易验证该函数满足题设条件．

综上，所求函数为f
 （x
 ）＝x
 2
 -x
 ＋1（x
 ∈R
 ）．


评注
 　本题主要考查函数与方程，方程与方程的根，分类讨论思想，反证法，化归思想及抽象思维能力和运算能力．本题对考生的能力要求较高，注重创新，情境新颖，重在考查考生的潜能．第（2）问是一个区分度较大的题，需在第（1）问的基础上，重新获得一种求函数表达式的方法．很多考生做后心里没有底，主要是知识迁移能力不过关和探究数学问题的能力还不够．



【例19】
 　设a
 为实数，记函数的最大值为g
 （a
 ），

（1）设，求t
 的取值范围，并把f
 （x
 ）表示为t
 的函数m
 （t
 ）；

（2）求g
 （a
 ）；

（3）试求满足的所有实数a
 ．


讲解
 　（1）因为，

所以要使t
 有意义，必须有1＋x
 ≥0且1-x
 ≥0，即-1≤x
 ≤1．

又，且t
 ≥0，

所以t
 的取值范围是．

由①得，故．

（2）由题意知g
 （a
 ）即为函数的最大值，因为直线是抛物线的对称轴，所以可分以下几种情况进行讨论：

（i）当a
 ＞0时，函数的图象是开口向上的抛物线的一段，由知，m
 （t
 ）在上单调递增，故g
 （a
 ）＝m
 （2）＝a
 ＋2；

（ii）当a
 ＝0时，，有g
 （a
 ）＝2；

（iii）当a
 ＜0时，函数的图象是开口向下的抛物线的一段，






评注
 　本题主要考查函数、方程等基本知识，考查分类讨论的数学思想方法以及综合运用数学知识分析问题和解决问题的能力．



【例20】
 　已知直线l
 过点A
 （1，-2）和点B
 （4，1）．

（1）若直线l
 与双曲线相交于E
 、F
 两点，且线段EF
 的中点坐标为（4，1），求a
 的值；

（2）对于平面上任一点P
 ，当点Q
 在线段AB
 上运动时，称｜PQ
 ｜的最小值为P
 与线段AB
 的距离．已知点P
 在x
 轴上运动，写出点P
 （t
 ，0）到线段AB
 的距离h
 关于t
 的函数关系式．


讲解
 　（1）由，

设E
 （x
 1
 ，y
 1
 ），F
 （x
 2
 ，y
 2
 ），

则，得a
 =2．

（2）解法一
 　设线段AB
 上任意一点Q
 坐标为Q
 （x
 ，x
 -3），




解法二
 　过A
 ，B
 两点分别作线段AB
 的垂线，交x
 轴于A
 1
 （-1，0），B
 1
 （5，0），如图2-1-1．


图2-1-1



①当点P
 在线段A
 1
 B
 1
 上，即-1≤t
 ≤5时，

由点到直线的距离公式得；

②当点P
 在点A
 1
 的左边，t
 ＜-1时，

③当点P
 在点B
 1
 的右边，t
 ＞5时，．

综上所述，


评注
 　第（1）问是运用了方程的思想，解方程组即可，第（2）问实质上是二次函数在限定区间上的最值问题，注意分类求解．



【例21】
 　已知f
 （x
 ）＝x
 2
 ＋（m
 ＋1）x
 ＋lg
 m
 ＋2（m
 ≠-2，m
 ∈R
 ）．

（1）若f
 （x
 ）能表示成一个奇函数g
 （x
 ）和一个偶函数h
 （x
 ）的和，求g
 （x
 ）和h
 （x
 ）的解析表达式．

（2）若f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间［lg
 m
 ＋2，（m
 ＋1）2
 ］上都是减函数，求m
 的取值范围．

（3）在（2）的条件下，比较f
 （1）和的大小．


讲解
 　第（1）小题可从方程的观点解出g
 （x
 ）和h
 （x
 ）；在第（2）小题中，由f
 （x
 ）和g
 （x
 ）的单调性可得到关于m
 的一个不等式组；第（3）小题则可借助于函数的单调性进行灵活转化．






评注
 　一般地，定义在对称区间（-l
 ，l
 ）上的函数f
 （x
 ）总能表示成一个奇函数和一个偶数函数之和．实际上，．


易证为奇函数，为偶函数．




 2.2　分类讨论思想

在解题时，我们常常遇到这样一种情况，解到某一步之后，不能再以统一的方法、统一的式子继续进行了，因为这时被研究的问题包含了多种情况，这就必须在条件所给出的总区域内，正确划分若干个子区域，然后分别在多个子区域内进行解题，这里集中体现的是由大化小，由整体化为部分，由一般化为特殊的解决问题的方法，其研究方向基本是“分”，但分类解决问题之后，还必须把它们总合在一起，这种“合—分—合”的解决问题的过程，就是分类讨论的思想方法．

分类讨论是许多考生的弱点，也是高考的热点和难点．分类讨论思想在函数、数列、不等式、解析几何、立体几何、排列组合、概率等数学问题求解中有广泛的应用．


 2.2.1　分类讨论的原则与方法

分类讨论思想是以概念的划分、集合的分类为基础的思想方法，对分类讨论思想要特别注意以下几个方面：

1．明确引起分类的原因

根据引起分类的原因确定分类的标准才能有的放矢．引起分类的原因主要有：（1）某些概念、定理、性质、法则、公式分类定义或分类给出；（2）含参数的函数、方程、不等式等问题，由参数值的“量变”而导致结果发生“质变”；（3）在研究几何问题时，由于图形的变化（图形位置不确定或形状不确定），引起问题结果有多种可能；（4）排列组合问题中含有特殊情况或特殊要求．

2．掌握准确分类的方法．

能够进行科学的分类，分类时要注意标准统一，不重不漏．正确分类，有以下几个原则：（1）要有明确的分类标准；（2）对讨论对象分类时要不重复、不遗漏；（3）当讨论的对象

不止一种时，应分层次进行，分大类时有一个统一的标准，每一大类中再分几小类另有统一的标准．

3．注意分类结论的整合．

分类讨论思想具有明显的逻辑特征，解决这类问题需要有一定的分析能力和分类技巧．但是，在重视分类讨论思想应用的基础上，也应防止“逢参就论”的倾向，能整体处理、可避免讨论的就不必自讨苦吃，非“论”不可了．


【例1】
 　设集合I
 ＝｛1，2，3，4，5｝．选择I
 的两个非空子集A
 和B
 ，要使B
 中最小的数大于A
 中最大的数，则不同的选择方法共有　（　）

A．50种

B．49种

C．48种

D．47种


讲解
 　这是一个计数问题，关键在于对题目的条件如何思考，（1）A
 和B
 是非空子集，（2）B
 中最小的数大于A
 中最大的数，怎样实现这两个条件？最好的方法是分类讨论．从条件（2）上的“B
 中最小的数”入手，显然有四种情形：

①B
 中最小的数为2．此时A
 仅有1种选法，即A
 ＝｛1｝，而B
 可以有8种选法，即3，4，5三个元素可以在B
 中，也可以不在B
 中．

②B
 中最小的数为3，此时A
 有3种选法，即A
 ＝｛1｝，｛2｝，｛1，2｝，而B
 有4种选法，即4，5两个元素可以在B
 中，也可以不在B
 中．

③B
 中最小的数为4，此时A
 有7种选法，即A
 为｛1，2，3｝的非空子集，而B
 有2种选法，即5可以在B
 中，也可以不在B
 中．

④B
 中最小的数为5，此时A
 有15种选法，即A
 为｛1，2，3，4｝的非空子集，而B
 仅有1种选法，即5在B
 中．

由以上分析，不同的选择方法共有1×8＋3×4＋7×2＋15×1＝49种．


【例2】
 　“渐升数”是指每个数字比其左边的数字大的正整数（如34689），则五位“渐升数”共有126个，若把这些数按从小到大的顺序排列，则第100个数为_____．


讲解
 　按首位来分类：（1）首位是1的五位“渐升数”有个；（2）首位是2的五位“渐升数”有个，其中首位是2，第2位是3的有个，首位是2，第2位是4的有个，故第100个数应是首位是2，第2位是4的五位“渐升数”中最大的一个，即为24789．


评注
 　本题定义了一个新概念“渐升数”．从这一概念可知，0不能成为“渐升数”中的数码．因此，只需考虑1～9这九个数．按首位从小到大分类，注意到首位是1的有个，首位是2的有个，两者相加已超过100个，因此，可以确定第100个数应是首位为2的，于是再按第2位来分类，从而求得结果．



【例3】
 　对有n
 （n
 ≥4）个元素的总体｛1，2，…，n
 ｝进行抽样，先将总体分成两个子总体｛1，2，…，m
 ｝和｛m
 ＋1，m
 ＋2，…，n
 ｝（m
 是给定的正整数，且2≤m
 ≤n
 -2），再从每个子总体中各随机抽取2个元素组成样本．用P
 
ij

 表示元素i
 和j
 同时出现在样本中的概率，则P
 1n

 ＝_____；所有P
 
ij

 （1≤i
 ＜j
 ≤n
 ）的和等于_____．


讲解




第二空格可分以下情况讨论：

①当i
 ，j
 ∈｛1，2，…，m
 ｝时，P
 
ij

 ＝1；

②当i
 ，j
 ∈｛m
 ＋1，m
 ＋2，…，n
 ｝时，P
 
ij

 ＝1；

③当i
 ∈｛1，2，…，m
 ｝，j
 ∈｛m
 ＋1，m
 ＋2，…，n
 ｝时，




【例4】
 　关于x
 的方程（x
 2
 -1）2
 -x
 2
 -1＋k
 ＝0，给出下列四个命题：

①存在实数k
 ，使得方程恰有2个不同的实根；

②存在实数k
 ，使得方程恰有4个不同的实根；

③存在实数k
 ，使得方程恰有5个不同的实根；

④存在实数k
 ，使得方程恰有8个不同的实根；

其中假命题的个数是　（　）

A．0

B．1

C．2

D．3


讲解
 　关于x
 的方程



（1）当k
 ＝-2时，方程①的解为，方程②无解，原方程恰有2个不同的实根；

（2）当时，方程①有两个不同的实根，方程②有两个不同的实根，即原方程恰有4个不同的实根；

（3）当k
 ＝0时，方程①的解为-1，＋1，，方程②的解为x
 ＝0，原方程恰有5个不同的实根；

（4）当时，方程①的解为，方程②的解为，即原方程恰有8个不同的实根．故选A．


评注
 　本题作为选择题可采用上述特殊化的方法，也可构造函数y
 1
 ＝-k
 ，y
 2
 ＝｜x
 2
 -1｜2
 -｜x
 2
 -1｜，利用数形结合解得．



【例5】
 　已知函数y
 ＝f
 （x
 ）的图象与函数y
 ＝a
 
x

 （a
 ＞0且a
 ≠1）的图象关于直线y
 ＝x
 对称，记g
 （x
 ）＝f
 （x
 ）［f
 （x
 ）＋f
 （2）-1］．若y
 ＝g
 （x
 ）在区间上是增函数，则实数a
 的取值范围是　（　）

A．［2，＋∞）

B．（0，1）∪（1，2）

C．

D．


讲解
 　已知函数y
 ＝f
 （x
 ）的图象与函数y
 ＝a
 
x

 （a
 ＞0且a
 ≠1）的图象关于直线y
 ＝x
 对称，则f
 （x
 ）＝loga
 x
 ，



（1）当a
 ＞1时，y
 ＝g
 （x
 ）在区间上是增函数，y
 ＝loga
 x
 为增函数，



（2）当0＜a
 ＜1时，y
 ＝g
 （x
 ）在区间上是增函数，y
 ＝loga
 x
 为减函数，



所以实数a
 的取值范围是，选D．


【例6】
 　设k
 ∈R
 ，函数

试讨论函数F
 （x
 ）的单调性．


讲解




对于，

当k
 ≥0时，函数F
 （x
 ）在［1，＋∞）上是减函数；当k
 ＜0时，函数F
 （x
 ）在上是减函数，在上是增函数．

对于当k
 ≥0时，函数F
 （x
 ）在［1，＋∞）上是减函数；当k
 ＜0时，函数F
 （x
 ）在上是减函数，在上是增函数．


【例7】
 　设a
 为实数，函数f
 （x
 ）＝x
 2
 ＋｜x
 -a
 ｜＋1，x
 ∈R
 ．

（1）讨论f
 （x
 ）的奇偶性；

（2）求f
 （x
 ）的最小值．


讲解
 　（1）①当a
 ＝0时，函数f
 （-x
 ）＝（-x
 ）2
 ＋｜-x
 ｜＋1＝f
 （x
 ），此时，f
 （x
 ）既不是奇函数，也不是偶函数．

②当a
 ≠0时，．

（i）若，则函数f
 （x
 ）在（-∞，a
 ］上单调递减，从而函数f
 （x
 ）在（-∞，a
 ］上的最小值为f
 （a
 ）＝a
 2
 ＋1．

（ii）若，则函数f
 （x
 ）在（-∞，a
 ］上的最小值为，且．

②当x
 ≥a
 时，函数．

（i）若，则函数f
 （x
 ）在［a
 ，＋∞）上的最小值为，且．

（ii）若，则函数f
 （x
 ）在［a
 ，＋∞）上单调递增，从而函数f
 （x
 ）在［a
 ，＋∞）上的最小值为f
 （a
 ）＝a
 2
 ＋1．

综上，当时，函数f
 （x
 ）的最小值为；当时，函数f
 （x
 ）的最小值为a
 2
 ＋1；当时，函数f
 （x
 ）的最小值为．


评注
 　本题是2002年全国高考题，它的完整解答经历了三次分类讨论的过程：


第一次为讨论函数f
 （x
 ）的奇偶性，按a
 ＝0，a
 ≠0分类；

第二次为去掉绝对值符号，按x
 ≥a
 和x
 ＜a
 分类；

第三次为了求函数f
 （x
 ）的最小值，按分类．


【例8】
 　数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和S
 
n

 ＝10n
 -n
 2
 （n
 ∈Z
 ＋
 ），又b
 
n

 ＝｜a
 
n

 ｜，求｛b
 
n

 ｝的前n
 项和T
n

 ．


讲解
 　当n
 ＝1时，a
 1
 ＝S
 1
 ＝9；

当n
 ≥2时，a
 
n

 ＝S
 
n

 -S
 
n

 -1＝10n
 -n
 2
 -10（n
 -1）＋（n
 -1）2
 ＝11-2n
 ．

所以a
 
n

 ＝11-2n
 ，n
 ∈Z
 ＋
 ．

当n
 ≤5时，T
 
n

 ＝10n
 -n
 2
 ，当n
 ＞5时，T
 
n

 ＝n
 2
 -10n
 ＋50．


【例9】
 　已知｛a
 
n

 ｝是首项为2，公比为的等比数列，S
 
n

 为它的前n
 项和．

（1）用S
 
n

 表示S
 
n
 ＋1
 ；

（2）是否存在正整数c
 和k
 ，使得成立？


讲解
 　（1）由．



又S
 
k

 ＜4，故要使①成立，c
 只能取2或3．




评注
 　本题属于探索性题型，是高考试题的热点题型．在探讨第2问的解法时，采取优化结论的策略，并灵活运用分类讨论的思想，即对双参数k
 ，c
 轮流分类讨论，从而获得答案．



【例10】
 　有一位同学写了一个不等式：．

（1）她发现当m
 ＝1，2，3时不等式都成立，试问：不等式是否对任意的正数m
 都成立？为什么？

（2）对于已知的正数m
 ，这位同学还发现，把不等式右边的等，不等式总是成立的，试求出所有这些值的集合M
 ．


讲解







【例11】
 　已知f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ，其中a
 ∈Z
 ＋
 ，b
 ，c
 ∈Z
 ．

（1）当b
 ＞2a
 时，在［-1，1］上是否存在x
 ，使得｜f
 （x
 ）｜＞b
 成立？

（2）当方程f
 （x
 ）-x
 ＝0的根在（0，1）上时，试求a
 的最小值．


讲解
 　（1）由b
 ＞2a
 ，a
 ∈Z
 ＋
 ，得，则f
 （x
 ）在［-1，1］上递增且b
 ＞0，

因此，f
 （x
 ）∈（a
 -b
 ＋c
 ，a
 ＋b
 ＋c
 ）．

①当a
 ＋c
 ＞0时，a
 ＋b
 ＋c
 ＞b
 ＞0，此时有｜f
 （1）｜＞b
 ，即存在x
 ＝1，使得｜f
 （x
 ）｜＞b
 成立；

②当a
 ＋c
 ＜0时，a
 -b
 ＋c
 ＜-b
 ＜0，此时有f
 （-1）＞b
 ，即存在x
 ＝-1，使得f
 （x
 ）＞b
 成立；

③当a
 ＋c
 ＝0时，f
 （x
 ）∈（-b
 ，b
 ），不存在x
 使得f
 （x
 ）＞b
 成立．

（2）设g
 （x
 ）＝f
 （x
 ）-x
 ＝0的两根为x
 1
 ，x
 2
 ，则g
 （x
 ）＝a
 （x
 -x
 1
 ）（x
 -x
 2
 ），由于，其中当时上述等号成立，所以，由于方程f
 （x
 ）-x
 ＝0的根在（0，1）上，所以g
 （0）＞0，g
 （1）＞0，又已知a
 ，b
 ，c
 为整数，则g
 （0）＝c
 ≥1，g
 （1）＝a
 ＋b
 -1＋c
 ≥1，则，即a
 2
 ≥16（a
 ∈Z
 ＋
 ），则a
 ≥4．

经检验，a
 的最小值为4．


评注
 　第（1）小题在得到f
 （x
 ）∈（a
 -b
 ＋c
 ，a
 ＋b
 ＋c
 ）时，针对a
 ＋c
 进行分类讨论，从而使原问题明确化；第（2）小题利用二次函数与二次方程的关系，巧妙地设“两点式”g
 （x
 ）＝a
 （x
 -x
 1
 ）（x
 -x
 2
 ），并且对g
 （0）·g
 （1）＝a
 2
 x
 1
 x
 2
 （1-x
 1
 ）（1-x
 2
 ）进行合理搭配后，运用均值不等式，将“四元”问题转化为“二元”问题，从而顺利解决难点．



【例12】
 　已知函数．

（1）设a
 ＞0，讨论y
 ＝f
 （x
 ）的单调性；

（2）若对任意x
 ∈（0，1）恒有f
 （x
 ）＞1，求a
 的取值范围．


讲解
 　（1）f
 （x
 ）的定义域为（-∞，1）∪（1，＋∞）．

对f
 （x
 ）求导数得．①当a
 ＝2时，，f
 ′（x
 ）在（-∞，0），（0，1）和（1，＋∞）均大于0，所以f
 （x
 ）在（-∞，1），（1，＋∞）为增函数；②当0＜a
 ＜2时，f
 ′（x
 ）＞0，f
 （x
 ）在（-∞，1），（1，＋∞）为增函数；③当a
 ＞2时，0＜．令f
 ′（x
 ）＝0，解得．

当x
 变化时，f
 ′（x
 ）和f
 （x
 ）的变化情况如下表：




f
 （x
 ）在，（1，＋∞）上为增函数，


f
 （x
 ）在上为减函数．

（2）①当0＜a
 ≤2时，由（1）知：对任意x
 ∈（0，1）恒有f
 （x
 ）＞f
 （0）＝1．

②当a
 ＞2时，取，则由（1）知f
 （x
 0
 ）＜f
 （0）＝1．

③当a
 ≤0时，对任意x
 ∈（0，1），恒有，得

综上，当且仅当a
 ∈（-∞，2］时，对任意x
 ∈（0，1）恒有f
 （x
 ）＞1．


评注
 　含参数的不等式的求解，含参数的二次函数在某区间的最值问题（要考虑开口方向和二次项系数为0这一特殊情形，有时还要讨论对称轴的位置）等，这类由参数值的变化引起的分类讨论问题，一直是高考的热点．导数内容进入高考以来，每年都有多个高考题需要就参数的变化讨论函数的单调性．另外，y
 ＝f
 （x
 ）的单调性的讨论可归结为解不等式ax
 2
 ＞a
 -2，若去掉a
 ＞0这一条件，则首先要考虑不等式两边同乘以（除以）正数与负数对不等号方向的影响，按a
 ＞0，a
 ＝0，a
 ＜0三类考虑．当a
 ＞0时，解不等式，又要考虑两类．



【例13】
 　如图2-2-1，射线OA
 为y
 ＝kx
 （k
 ＞0，x
 ＞0），射线OB
 为y
 ＝-kx
 （x
 ＞0），动点P
 （x
 ，y
 ）在∠AOx
 的内部，PM
 ⊥OA
 于M
 ，PN
 ⊥OB
 于N
 ，四边形ONPM
 的面积恰为k
 ．


图2-2-1



（1）当k
 为定值时，动点P
 的纵坐标y
 是其横坐标x
 的函数，求这个函数y
 ＝f
 （x
 ）的解析式；

（2）根据k
 的取值范围，确定y
 ＝f
 （x
 ）的定义域．


讲解
 　（1）设M
 （a
 ，ka
 ），N
 （b
 ，-kb
 ）（a
 ＞0，b
 ＞0），

则

由动点P
 在∠AOx
 的内部，得0＜y
 ＜kx
 ．



（2）由0＜y
 ＜kx
 ，得



（i）当k
 ＝1时，由不等式②解得．

（ii）当0＜k
 ＜1时，由不等式②得，

故

（iii）当k
 ＞1时，由不等式②得，解得，但垂足N
 必须在射线OB
 上，否则O
 ，N
 ，P
 ，M
 四点不能组成四边形，所以还必须满足条件，将它代入函数解析式，得．

综上所述，当k
 ＝1时，定义域为｛x
 ｜x
 ＞2｝；当0＜k
 ＜1时，定义域为；当k
 ＞1时，定义域为．


【例14】
 　在平面直角坐标系中，已知矩形ABCD
 的长为2，宽为1，AB
 、AD
 边分别在x
 轴、y
 轴的正半轴上，A
 点与坐标原点重合．将矩形折叠，使A
 点落在线段DC
 上．

（1）若折痕所在直线的斜率为k
 ，试写出折痕所在直线的方程；

（2）求折痕的长的最大值．


讲解
 　（1）①当k
 ＝0时，此时A
 点与D
 点重合，折痕所在的直线方程为．②当k
 ≠0时，设A
 点落在线段DC
 上的点A
 ′（x
 0
 ，1）（0≤x
 0
 ≤2），则直线OA
 ′的斜率．



又因为折痕所在的直线与OA
 ′的交点坐标（线段OA
 ′的中点）为，

所以折痕所在的直线方程为．

由①②知折痕所在的直线方程为．

（2）折痕所在的直线与坐标轴的交点坐标为．

由（1）知，k
 ＝-x
 0
 ，0≤x
 0
 ≤2，则-2≤k
 ≤0，设折痕长度为d
 ，所在直线的倾斜角为θ
 ．

①当k
 ＝0时，此时A
 点与D
 点重合，折痕的长为2；

②当-2≤k
 ＜0时，设，

当0＜a
 ≤∣AB
 ∣＝2时，l
 与线段AB
 相交，此时，

当a
 ＞∣AB
 ∣＝2时，l
 与线段BC
 相交，此时，

当0＜b
 ≤1时，l
 与线段AD
 相交，此时-1≤k
 ＜0，

当b
 ＞1时，l
 与线段DC
 相交，此时-2≤k
 ＜-1，

所以①当-2≤k
 ＜-1时，折痕所在的直线l
 与线段DC
 、AB
 相交，折痕的长



②当时，折痕所在的直线l
 与线段AD
 、AB
 相交，折痕的长







③当时，折痕所在的直线l
 与线段AD
 、BC
 相交，




评注
 　这是一个由图形的变化引起的分类讨论问题．它以直线知识为载体，主要考查导数、函数的单调性和极值、分类讨论等基础知识和方法．对（2）的解答，可以通过动手折纸，使A
 点落在线段DC
 上移动，判断折痕与矩形交点的位置，从而确定分类的标准．



 2.2.2　简化或避免分类讨论的途径

分类讨论是一种重要的数学思想方法，但有些题若按部就班地分类讨论，解题过程往往复杂、繁琐．若在解题前注意思维策略，适当作一点“技术处理”，简化或避免分类讨论，往往能给解题带来事半功倍之效．下面介绍几种常用的简化或避免分类讨论的策略或方法．

1．整体把握，避免分类


【例15】
 　（2006年高考北京卷第19题）已知点M
 （-2，0），N
 （2，0），动点P
 满足条件｜PM
 ｜-｜PN
 ｜＝，记动点P
 的轨迹为W
 ．

（1）求W
 的方程；

（2）若A
 、B
 是W
 上的不同两点，O
 是坐标原点，求的最小值．


讲解
 　（1）由知，动点P
 的轨迹是以M
 、N
 为焦点的双曲线的右支，实半轴长a
 ＝．又半焦距c
 ＝2，故虚半轴长b
 ＝，所以W
 的方程为


x
 2
 -y
 2
 ＝2（x
 ≥）．

（2）设A
 、B
 坐标分别为（x
 1
 ，y
 1
 ）、（x
 2
 ，y
 2
 ）．通常需要对AB
 与x
 轴垂直、AB
 与x
 轴不垂直进行分类讨论．根据本题特点，我们可从整体上把握曲线方程，进而进行适当放缩，避免分类．

由已知可得，两式相乘，得，展开并配方，得，于是．当且仅当x
 1
 y
 2
 ＋x
 2
 y
 1
 ＝0即k
 
OA

 ＋k
 
OB

 ＝0时，也即AB
 ⊥x
 轴时，的最小值为2．


【例16】
 　（2011年高考江苏卷第19题）已知a
 ，b
 是实数，函数f
 （x
 ）＝x
 3
 ＋ax
 ，g
 （x
 ）＝x
 2
 ＋bx
 ，f
 ′（x
 ）和g
 ′（x
 ）是f
 （x
 ）、g
 （x
 ）的导函数，若f
 ′（x
 ）g
 ′（x
 ）≥0在区间I
 上恒成立，则称f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间I
 上单调性一致．

（1）设a
 ＞0，若函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间［-1，＋∞）上单调性一致，求实数b
 的取值范围；

（2）设a
 ＜0且a
 ≠b
 ，若函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在以a
 ，b
 为端点的开区间上单调性一致，求｜a
 -b
 ｜的最大值．


讲解
 　（1）因函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间［-1，＋∞）上单调性一致，所以，f
 ′（x
 ）g
 ′（x
 ）≥0在区间［-1，＋∞）上恒成立，即（3x
 2
 ＋a
 ）（2x
 ＋b
 ）≥0在区间［-1，＋∞）上恒成立，因a
 ＞0，所以b
 ≥-2x
 在区间［-1，＋∞）上恒成立，所以b
 ≥2．

（2）因函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在以a
 ，b
 为端点的开区间上单调性一致，所以f
 ′（x
 ）g
 ′（x
 ）≥0在区间I
 上恒成立，这里I
 ＝（a
 ，b
 ）或I
 ＝（b
 ，a
 ）．

令h
 （x
 ）＝f
 ′（x
 ）g
 ′（x
 ）＝6x
 3
 ＋3bx
 2
 ＋2ax
 ＋ab
 ，则h
 ′（x
 ）＝18x
 2
 ＋6bx
 ＋2a
 ．因a
 ＜0，所以h
 ′（x
 ）＝0有两个符号相异的实根x
 1
 、x
 2
 ，不妨设x
 1
 ＜0、x
 2
 ＞0．若b
 ＞0，由a
 ＜0知此时I
 ＝（a
 ，b
 ），因h
 （0）＝ab
 ＜0，而0∈（a
 ，b
 ），这与h
 （x
 ）≥0在（a
 ，b
 ）上恒成立相矛盾，故b
 ≤0．所以开区间I
 应在x
 2
 的左侧，在I
 内h
 （x
 ）的单调性要么递增，要么递减，要么先增后减．从整体上看，不管哪种情形，只需h
 （a
 ）≥0且h
 （b
 ）≥0即可．由h
 （a
 ）≥0且h
 （b
 ）≥0，并结合a
 ＜0、b
 ≤0解得的最大值为．


评注
 　本题由于区间端点不确定，通常需要分三类进行讨论，由于涉及的字母较多，无形之中增加了计算量．这里提供的解法，是从整体上把握问题，有效地避免了繁杂的分类．



【例17】
 　（2010年高考全国卷Ⅰ（文）第21题）已知函数f
 （x
 ）＝3ax
 4
 -2（3a
 ＋1）x
 2
 ＋4x
 ．

（1）当时，求f
 （x
 ）的极值；

（2）若f
 （x
 ）在（-1，1）上是增函数，求a
 的取值范围．


讲解
 　（1）当时，f
 ′（x
 ）＝2x
 3
 -6x
 ＋4＝2（x
 -1）2
 （x
 ＋2），所以f
 （x
 ）在（-∞，-2）上递减，在（2，＋∞）上递增．故当x
 ＝-2时，f
 （x
 ）极小值
 ＝-12，函数f
 （x
 ）无极大值．

（2）因f
 ′（x
 ）＝12ax
 3
 -4（3a
 ＋1）x
 ＋4＝4（x
 -1）（3ax
 2
 ＋3ax
 -1），

要使f
 （x
 ）在（-1，1）上是增函数，只需f
 （x
 ）≥0在（-1，1）上恒成立，也即3ax
 2
 ＋3ax
 -1≤0在（-1，1）上恒成立．接下来，如果用二次函数来处理，需对a
 进行分类讨论，如果分离参数，就需要对x
 进行分类讨论．如果能从整体上的最值来把握，则可避免分类．

令h
 （x
 ）＝3ax
 2
 ＋3ax
 -1，则h
 ′（x
 ）＝3a
 （2x
 ＋1），x
 ＝为可能极值点，所以h
 （x
 ）在［-1，1］上的最大值为上的较大值．



故当f
 （x
 ）在（-1，1）上是增函数时，a
 的取值范围是．


【例18】
 　设a
 ∈R
 ，函数，求当｜a
 ｜≤1时，｜f
 （x
 ）｜的取值范围．


讲解
 　绝对值问题常需分类，如能利用绝对值的性质，整体把握，就能避免分类．

因为｜x
 ｜≤1，｜a
 ｜≤1，所以



当且仅当．

故｜f
 （x
 ）｜的取值范围为．

2．巧设直线，简化或避免分类


【例19】
 　（2009年高考全国卷Ⅱ（文）第22题）已知椭圆C
 ：的离心率为，过右焦点F
 的直线l
 与C
 相交于A
 、B
 两点．当l
 的斜率为1时，坐标原点O
 到l
 的距离为．

（1）求a
 、b
 的值；

（2）C
 上是否存在点P
 ，使得当l
 绕F
 转到某一位置时，有成立？若存在，求出所有的P
 的坐标与l
 的方程；若不存在，说明理由．


讲解
 　（1）因为椭圆的离心率为，故可设c
 ＝m
 、a
 ＝（m
 ＞0）．此时直线l
 的方程为y
 ＝x
 -m
 ，由点到直线的距离公式，得m
 ＝1．故

（2）设A
 、B
 坐标分别为（x
 1
 ，y
 1
 ），（x
 2
 ，y
 2
 ）．注意到直线过x
 轴上的定点F
 （1，0），故设直线l
 的方程为x
 ＝my
 ＋1，代入椭圆方程中并化简，得（2m
 2
 ＋3）y
 2
 ＋4my
 -4＝0，因Δ＞0恒成立，所以．

假设符合条件的P
 点存在，则P
 （x
 1
 ＋x
 2
 ，y
 1
 ＋y
 2
 ）在椭圆2x
 2
 ＋3y
 2
 ＝6上，代入整理得．因A
 （x
 1
 ，y
 1
 ）、B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）也在椭圆上，故2x
 1
 x
 2
 ＋3y
 1
 y
 2
 ＋3＝0，即2（my
 1
 ＋1）（my
 2
 ＋1）＋3y
 1
 y
 2
 ＋3＝0，整理得（2m
 2
 ＋3）y
 1
 y
 2
 ＋2m
 （y
 1
 ＋y
 2
 ）＋5＝0．将y
 1
 y
 2
 、y
 1
 ＋y
 2
 的值代入，解得．

当，直线l
 的方程为．

当，直线l
 的方程为．


评注
 　当直线过一定点时，设直线方程时很容易利用点斜式或斜截式进行，而忽略斜率不存在的情况或是运算较繁，需要分类讨论．如果我们知道直线的斜率不可能为零，可将直线方程设为x
 ＝my
 ＋n
 ，这样，不仅避免或简化了讨论的步骤，且可以大大减少计算量，提高解题速度．



【例20】
 　（2010年高考湖北卷（文）第20题）
 已知一条曲线C
 在y
 轴右边，C
 上每一点到点F
 （1，0）的距离减去它到y
 轴距离的差都是1．

（1）求曲线C
 的方程；

（2）是否存在正数m
 ，对于过点M
 （m
 ，0）且与曲线C
 有两个交点A
 、B
 的任一直线，都有？若存在，求出m
 的取值范围；若不存在，请说明理由．


讲解
 　（1）由抛物线的定义，可得曲线C
 的方程为y
 2
 ＝4x
 ．

（2）显然，过点M
 的直线存在着垂直x
 轴的情况但又不含垂直y
 轴的情况，因此为避免分类，可设直线方程为x
 ＝ty
 ＋m
 ，并设A
 、B
 两点的坐标分别为（x
 1
 ，y
 1
 ）、（x
 2
 ，y
 2
 ）．将直线方程与抛物线方程联立，得y
 2
 -4ty
 -4m
 ＝0，因Δ＞0恒成立，故y
 1
 ＋y
 2
 ＝4t
 ，y
 1
 y
 2
 ＝-4m
 ．所以，得x
 1
 x
 2
 -（x
 1
 ＋x
 2
 ）＋1＋y
 1
 y
 2
 ＜0，所以m
 2
 -6m
 ＋1＜4t
 2
 ．因对任一直线，都有，故m
 2
 -6m
 ＋1＜4t
 2
 在t
 ∈R
 上恒成立，所以m
 2
 -6m
 ＋1＜0，即．可见，存在正数m
 ，对于过点M
 （m
 ，0）且与曲线C
 有两个交点A
 、B
 的任一直线，都有的取值范围为．


【例21】
 　已知点A
 （x
 0
 ，2）在曲线C
 ：y
 2
 ＝4x
 上，过点A
 作曲线C
 的两条弦AD
 、AE
 ，且AD
 、AE
 的斜率分别为k
 1
 、k
 2
 ，且k
 1
 k
 2
 ＝2，试判断直线是否过定点，并证明你的结论．


讲解
 　因动直线DE
 的斜率不可能为0，故设直线DE
 的方程为x
 ＝my
 ＋n
 ，



同理可得，代入k
 1
 k
 2
 ＝2中，得y
 1
 y
 2
 ＋2（y
 1
 ＋y
 2
 ）-4＝0．

联立x
 ＝my
 ＋n
 与y
 2
 ＝4x
 得y
 2
 -4my
 -4n
 ＝0，当Δ＞0时，有y
 1
 ＋y
 2
 ＝4m
 ，y
 1
 y
 2
 ＝-4n
 ，代入y
 1
 y
 2
 ＋2（y
 1
 ＋y
 2
 ）-4＝0，得n
 ＝2m
 -1，此时满足Δ＞0．因此直线DE
 的方程为x
 ＋1＝m
 （y
 ＋2），所以直线DE
 过定点（-1，-2）．

3．变换主元，避免分类


【例22】
 　（2008年高考安徽卷（文）第20题）设函数，其中a
 为实数．

（1）已知函数f
 （x
 ）在x
 ＝1处取得极值，求a
 的值；

（2）已知不等式f
 ′（x
 ）＞x
 2
 -x
 -a
 ＋1对任意的a
 ∈（0，＋∞）都成立，求实数a
 的取值范围．


讲解
 　（1）因f
 ′（x
 ）＝ax
 2
 -3x
 ＋a
 ＋1，由f
 ′（1）＝0及Δ＝3-4a
 （a
 ＋1）＞0得a
 ＝1．

（2）因f
 ′（x
 ）＞x
 2
 -x
 -a
 ＋1对任意的a
 ∈（0，＋∞）都成立，f
 ′（x
 ）＝ax
 2
 -3x
 ＋a
 ＋1，习惯上，我们往往把它整理成关于x
 的二次不等式：（a
 -1）x
 2
 -2x
 ＋2a
 ＞0对任意的a
 ∈（0，＋∞）都成立，这样，就需要对二次项系数进行分类讨论．如以a
 为主元，问题就非常简单了．令g
 （a
 ）＝（x
 2
 ＋2）a
 -x
 2
 -2x
 （a
 ＞0），显然，g
 （a
 ）为增函数，于是，对任意的a
 ∈（0，＋∞），g
 （a
 ）≥0的充要条件是g
 （0）＝-x
 2
 -2x
 ≥0，解得-2≤x
 ≤0．


【例23】
 　（2004年高考福建卷第20题）如图2-2-2，P
 是抛物线C
 ：上一点，直线l
 过点P
 且与抛物线C
 交于另一点Q
 ．


图2-2-2



（1）若直线l
 与过点P
 的切线垂直，求线段PQ
 的中点M
 的轨迹方程；

（2）若直线l
 不过原点且与x
 轴交于点S
 ，与y
 轴交于点T
 ，试求的取值范围．


讲解
 　（1）见本书“3.4解析几何综合问题”

（2）有关线段或线段比的问题，通常要把它转化为坐标问题．如图2-2-2，过P
 、Q
 分别作x
 轴的垂线PB
 、PA
 ，垂足分别为B
 、A
 ，则由平面几何知识得



这自然使人想到韦达定理．故设直线l
 为y
 ＝kx
 ＋b
 （k
 ≠0、b
 ≠0），

与联立得y
 2
 -2（k
 2
 ＋b
 ）y
 ＋b
 2
 ＝0，

由韦达定理得y
 
P

 ＋y
 
Q

 ＝2（k
 2
 ＋b
 ），y
 
P

 ·y
 
Q

 ＝b
 2
 ．

而y
 
T

 ＝b
 ，故由均值不等式得



因y
 
P

 、y
 
Q

 是不相等的正数，故．


评注
 　本题求的取值范围，通常方法是以b
 为主元，然后对b
 进行分类讨论，解题过程较为繁琐，这里正确选用了基本不等式，视b
 为一个常量，无须讨论，很简明地得出了问题的结论．


4．反面入手，避免分类


【例24】
 　（2011年高考江苏卷第14题）设集合A
 ＝｛（x
 ，y
 ）｜≤（x
 -2）2
 ＋y
 2
 ≤m
 2
 ，x
 ，y
 ∈R
 ｝，B
 ＝｛（x
 ，y
 ）｜2m
 ≤x
 ＋y
 ≤2m
 ＋1，x
 、y
 ∈R
 ｝．若A
 ∩B
 ≠Ø
 ，则实数m
 的取值范围是_____．


讲解
 　利用数形结合，对区间端点进行分类，这样显得很麻烦．从反面入手，可避免分类．注意到A
 不可能为空集，故，所以m
 ≤0或，当A
 ≠Ø
 ，A
 ∩B
 ＝Ø
 时，只需满足圆（x
 -2）2
 ＋y
 2
 ＝m
 2
 （m
 ＝0时可看成点圆）与两直线x
 ＋y
 ＝2m
 和x
 ＋y
 ＝2m
 ＋1都没有公共点即可．由，


再在m
 ≤0或范围内取补集，得．


【例25】
 　（2010年高考全国卷Ⅱ（文）第21题）已知函数f
 （x
 ）＝x
 3
 -3ax
 2
 ＋3x
 ＋1．

（1）设a
 ＝2，求f
 （x
 ）的单调区间；

（2）设f
 （x
 ）在区间（2，3）上至少有一个极值点，求a
 的取值范围．


讲解
 　（1）当a
 ＝2时，f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 -12x
 ＋3，f
 ′（x
 ）＝0的根为，所以f
 （x
 ）的单调增区间为的单调减区间为．

（2）要使函数f
 （x
 ）在区间（2，3）上至少有一个极值点，只需函数f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 -6ax
 ＋3的图象在区间（2，3）上与x
 轴有交点且在（2，3）上方程f
 ′（x
 ）＝0无等根．为避免分类，考虑问题的反面．f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 -6ax
 ＋3的图象在区间（2，3）上与x
 轴无交点时，有f
 ′（2）f
 （3）≥0并解得，取其补集，得，方程f
 ′（x
 ）＝0在区间（2，3）上无等根．所以，a
 的取值范围为．


【例26】
 　甲、乙两人参加普法知识竞答，共有10道不同的题目，其中选择题6道，判断题4道，甲、乙两人依次各抽一题．甲、乙两人至少有一人抽到选择题的概率是多少？


讲解
 　正面求解，显然要分类．可以先从问题的反面思考，即甲、乙都没有抽到选择题的概率是，再用对立事件的性质可求得甲、乙两人至少有一人抽到选择题的概率为．

5．数形结合，简化或避免分类


【例27】
 　（2010年高考江苏卷第20题）设f
 （x
 ）是定义在区间（1，＋∞）上的函数，其导函数为f
 ′（x
 ）．如果存在实数a
 和函数h
 （x
 ），其中h
 （x
 ）对任意的x
 ∈（1，＋∞）都有h
 （x
 ）＞0，使得f
 ′（x
 ）＝h
 （x
 ）（x
 2
 -ax
 ＋1），则称函数f
 （x
 ）具有性质P
 （a
 ）．

（1）设函数，其中b
 为实数．

（i
 ）求证：函数f
 （x
 ）具有性质P
 （b
 ）；（ii）求函数f
 （x
 ）的单调区间．

（2）已知函数g
 （x
 ）具有性质P
 （2）．给定x
 1
 ，x
 2
 ∈（1，＋∞），x
 1
 ＜x
 2
 ，设m
 为实数，α＝mx
 1
 ＋（1-m
 ）x
 2
 ，β
 ＝（1-m
 ）x
 1
 ＋mx
 2
 ，且α＞1，β
 ＞1，若｜g
 （α）-g
 （β
 ）｜＜｜g
 （x
 1
 ）-g
 （x
 2
 ）｜，求m
 的取值范围．


讲解
 　（1）

因为x
 ＞1时，恒成立，所以函数f
 （x
 ）具有性质P
 （b
 ）；

（ii）本小题关键是借助二次函数图象分析，以简化分类．

设与f
 ′（x
 ）的符号相同．

由二次函数图象分析可知：

当时，φ
 （x
 ）＞0，f
 ′（x
 ）＞0，

故此时f
 （x
 ）在区间（1，＋∞）上递增；

当b
 ＜-2时，φ
 （x
 ）图象开口向上，对称轴，而φ
 （0）＝1，对于x
 ＞1，总有φ
 （x
 ）＞0，f
 ′（x
 ）＞0，故此时f
 （x
 ）在区间（1，＋∞）上递增；

当b
 ＞2时，φ
 （x
 ）图象开口向上，对称轴，方程φ
 （x
 ）＝0的两根为：



当时，φ
 （x
 ）＜0，f
 ′（x
 ）＜0，故此时f
 （x
 ）在区间上递减；同理得：f
 （x
 ）在区间上递增．

综上所述，当b
 ≤2时，f
 （x
 ）在区间（1，＋∞）上递增；当b
 ＞2时，f
 （x
 ）在上递减；上递增．

（2）本小题如能借助图形分析，不仅可避免繁琐的分类，而且答案显而易见．

由已知可知，α＋β
 ＝x
 1
 ＋x
 2
 ，且α，β
 ，x
 1
 ，x
 2
 都在定义域内，x
 1
 ＜x
 2
 ．所以，即中点相同，所以α
 、β
 要么在区间（x
 1
 ，x
 2
 ）上，要么在区间（x
 1
 ，x
 2
 ）外．因g
 （x
 ）具有性质P
 （2），即（1）上b
 ＝2的情形，所以g
 （x
 ）在（1，＋∞）上递增．又因为｜g
 （α）-g
 （β
 ）｜＜｜g
 （x
 1
 ）-g
 （x
 2
 ）｜，如图2-2-3．由图形可见｜DF
 ｜＞｜CE
 ｜，所以α、β
 只能在区间（x
 1
 ，x
 2
 ）上．


图2-2-3




α
 ＝mx
 1
 ＋（1-m
 ）x
 2
 ，β
 ＝（1-m
 ）x
 1
 ＋mx
 2
 ，

代入解得0＜m
 ＜1．


【例28】
 　已知函数，问：是否存在m
 ，n
 ∈R
 ，使f
 （x
 ）的定义域和值域分别是［m
 ，n
 ］和［2m
 ，2n
 ］？若存在，求出m
 ，n
 的值；若不存在，说明理由．


讲解
 　

一般分m
 ＜1＜n
 ，m
 ＜n
 ≤1，1≤m
 ＜n
 三种情况讨论．

借助图象分析，可知．由图象可发现，


f
 （x
 ）在区间［m
 ，n
 ］上是增函数，于是


【例29】
 　已知二次函数f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋（2a
 -1）x
 ＋1在区间上的最大值为3，求实数a
 的值．


讲解
 　按常规求解，应分a
 ＞0和a
 ＜0两种情况，再考虑对称轴与区间的相对位置关系，共分6种情况讨论，但若借助二次函数的图象特征，则可简化分类步骤．根据二次函数的图象特征可知，f
 （x
 ）的最大值只能在或对称轴处取得．






【例30】
 　已知a
 是实数，函数fx
 ＝2ax
 2
 ＋2x
 -3-a
 ，如果函数y
 ＝fx
 在区间[-1，1]上有零点，求a
 的取值范围．


讲解
 　如果用分类讨论处理该题，则不仅分类情况较多，且过程繁琐．如能结合图象分析，则能避免分类．


fx
 在区间-1，1上有零点，等价于关于x
 的方程2ax
 2
 ＋2x
 -3-a
 ＝0在-1，1上有解．

若a
 ＝0，则，不符题意，所以a
 ≠0．

方程2ax
 2
 ＋2x
 -3-a
 ＝0可化为2x
 2
 -1＝．

在同一坐标系内，作抛物线弧C
 ：y
 ＝2x
 2
 -1（-1≤x
 ≤1）和过定点的直线l
 ：，如图2-2-4所示．


图2-2-4






评注
 　本题也可从反面入手，或参变量分离，来达到避免分类的目的．


6．洞察本质，简化或避免分类


【例31】
 　已知直线l
 1
 ：ax
 -3y
 ＋2＝0和l
 2
 ：x
 ＋（2-a
 ）y
 ＋a
 -1＝0．

（1）若l
 1
 ⊥l
 2
 ，求实数a
 ；　（2）若l
 1
 ∥l
 2
 ，求实数a
 ．


讲解
 　一些同学总喜欢把直线方程化为斜截式，利用斜率来判定，却往往忽视斜率不存在的情况．事实上，对于直线，直线l
 2
 ：A
 2
 x
 ＋B
 2
 y
 ＋，有




如能理解这一本质，我们就能避免分类，快速求解．第（1）小题答案为；第（2）小题的答案为a
 ＝3（一定要注意a
 ＝-1时，两直线重合而不平行）．


【例32】
 　（2011年高考浙江卷（文）第21题）设函数f
 （x
 ）＝a
 2
 lnx
 -x
 2
 ＋ax
 ，a
 ＞0．

（1）求f
 （x
 ）的单调区间；

（2）求所有实数a
 ，使e-1≤f
 （x
 ）≤e2
 对x
 ∈［1，e］恒成立．


讲解
 　（1）

所以f
 （x
 ）的单调增区间是（0，a
 ］，单调减区间是［a
 ，＋∞）．

（2）显然，要根据单调性求函数f
 （x
 ）在［1，e］上的最值．由f
 ′（x
 ）＝0，得，x
 2
 ＝a
 ＞0，从而，f
 （x
 ）在［1，e］上的单调性与a
 的取值有关，通常分三种情况：①a
 ≤1；②1＜a
 ＜e；③a
 ≥e．但如能注意到e-1≤f
 （x
 ）≤e2
 对x
 ∈［1，e］恒成立，则e-1≤f
 （1）＝a
 -1≤e2
 得a
 ≥e，则可回避对a
 ＜e的讨论．

由（1）可知，f
 （x
 ）在［1，e］上递增，所以e-1≤f
 （1），f
 （e）≤e2
 ，又a
 ≥e，联立解得a
 ＝e．


【例33】
 　等比数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，若S
 3
 ＋S
 6
 ＝2S
 9
 ，求公比q
 ．


讲解
 　通常是分q
 ＝1和q
 ≠1两种情况来讨论，如能注意到S
 6
 ＝S
 3
 ＋q
 3
 S
 3
 ，S
 9
 ＝S
 6
 ＋q
 6
 S
 3
 这一本质，则将其代入S
 3
 ＋S
 6
 ＝2S
 9
 中，化简，得（2q
 6
 ＋q
 3
 ）S
 3
 ＝0．因S
 3
 ＝a
 1
 ＋a
 2
 ，所以2q
 6
 ＋q
 3
 ＝0，又因q
 ≠0，所以q
 3
 ＝


【例34】
 　设｛a
 
n

 ｝是由正数组成的等比数列，S
 
n

 是其前n
 项和，求证：


讲解
 　若能洞察到S
 
n

 、S
 
n
 ＋1
 、S
 
n
 ＋2
 的内在关系，则可绕开求和公式，回避分类讨论．其内在关系是，所以，所以，即结论成立．


【例35】
 　已知f
 （x
 ）是定义在［-1，1］上的偶函数，且在［0，1］上递增，若f
 （1＋m
 ）＜f
 （2m
 ），求m
 的取值范围．

讲解　本题通常分四种情况讨论求解，如果注意到偶函数的对称性，把握偶函数f
 （x
 ）满足f
 （x
 ）＝f
 （-x
 ）＝f
 （｜x
 ｜）这一本质，则可避免分类讨论．

已知不等式可转化为f
 （｜1＋m
 ｜）＜f
 （｜2m
 ｜），因f
 （x
 ）在［0，1］上递增，有



7．分离参数变量，避免分类


【例36】
 　函数f
 （x
 ）＝x
 2
 -2ax
 -4a
 在［-1，1］上恒大于零，求实数a
 的取值范围．


讲解
 　若是直接利用二次函数知识，需要考察对称轴与区间相对的位置关系，要分类讨论．要避免分类，可将参数a
 分离出来，问题即等价于上恒成立．令，通过求导得h
 （x
 ）
min

 ＝h
 （0）＝0，故a
 ＜0．

8．二次求导，避免分类


【例37】
 　（2010年高考全国卷Ⅰ第20题）已知函数f
 （x
 ）＝（x
 ＋1）lnx
 -x
 ＋1．

（1）若xf
 ′（x
 ）≤x
 2
 ＋ax
 ＋1，求a
 的取值范围；（2）证明：（x
 -1）f
 （x
 ）≥0．


讲解
 　（1）把xf
 ′（x
 ）≤x
 2
 ＋ax
 ＋1化简，得a
 ≥lnx
 -x
 ，令g
 （x
 ）＝lnx
 -x
 （x
 ＞0），通过求导求得g
 （x
 ）
max

 ＝-1，所以a
 ≥-1．

（2）常规解法是把（x
 -1）f
 （x
 ）进行化简，然后对x
 进行分类讨论，有一定的难度．事实上，要证（x
 -1）f
 （x
 ）≥0，只需证x
 -1与f
 （x
 ）同号即可．依题意，可得f
 ′（x
 ）
min

 ＝f
 ′（1）＝1，所以f
 ′（x
 ）＞0，所以f
 （x
 ）在（0，＋∞）上是增函数，又f
 （1）＝0，所以x
 -1与f
 （x
 ）同号，即有（x
 -1）f
 （x
 ）≥0．


【例38】
 　（2010年高考湖北卷第21题）已知的图象在点（1，f
 （1））处的切线方程为y
 ＝x
 -1．

（1）用a
 表示b
 、c
 ；（2）若f
 （x
 ）≥lnx
 在［1，＋∞）上恒成立，求a
 的取值范围．


讲解
 　（1）因（1，f
 （1））在直线y
 ＝x
 -1上，所以

所以由f
 （1）＝0及f
 ′（1）＝1得b
 ＝a
 -1，c
 ＝1-2a
 ．



9．适当换元，避免分类


【例39】
 　已知函数，若y
 ＝g
 （x
 ）在区间上是增函数，则实数a
 的取值范围是　（　）

A．［2，＋∞）

B．（0，1）∪（1，2）

C．

D．


讲解
 　一般地，需对对数的底数a
 进行分类，作为选择题来讲，显得繁琐些．如果运用对数函数的性质，进行适当换元，就可以避免分类讨论．







 2.3　数形结合思想

数学是研究客观世界的空间形式和数量关系的科学，数是形的抽象概括，形是数的直观表现．华罗庚教授曾指出：“数缺形时少直觉，形少数时难入微．数形结合百般好，隔裂分家万事非．”数形结合的思想就是充分运用数的严谨和形的直观，将抽象的数学语言与直观的图形语言结合起来，使抽象思维和形象思维结合，通过图形的描述、代数的论证来研究和解决数学问题的一种数学思想方法．

数形结合在解决中学数学问题中占有极其重要的地位，在历年的高考中也十分重视对数形结合思想的考查．考试中心对考试大纲的说明中强调：“在高考中，充分利用选择题和填空题的题型特点，为考查数形结合的思想提供了方便，能突出考查考生将复杂的数量关系转化为直观的几何图形问题来解决的意识，而在解答题中，考虑到推理论证的严密性，对数量关系问题的研究仍突出代数的方法而不提倡使用几何的方法，解答题中对数形结合思想的考查以由‘形’到‘数’的转化为主．”

以坐标系为纽带使函数的解析式与函数图象、方程与曲线建立了一一对应关系，从而对数量关系的研究可转化为对图形性质的研究，反之亦然．既充分发挥了“形”的直观性，又注重了“数”的严谨性．这种解决数学问题中的“数”、“形”相互转化、交互使用的技能，体现了“数”与“形”的两面性，反映了数学的本质．

数形结合主要体现在两方面：

一是以形助数，即借助形的直观性来阐明数之间的联系．以形助数常用的有：借助数轴；借助函数图象；借助单位圆；借助数式的结构特征；借助于解析几何方法．

二是以数助形，即借助于数的精确性来阐明形的某些属性．以数助形常用的有：借助于几何轨迹所遵循的数量关系；借助于运算结果与几何定理的结合．

由“形”到“数”的转化，往往比较明显，而由“数”到“形”的转化却需要转化的意识，因此，数形结合的思想的使用往往偏重于由“数”到“形”的转化．

实现数形结合，常与以下内容有关：

1．实数与数轴上的点的对应关系；

2．函数与图象的对应关系；

3．曲线与方程的对应关系；

4．以几何元素和几何条件为背景，建立起来的概念，如复数、三角函数等．

数形结合的思想方法应用广泛，常见的如在解方程和解不等式问题、求函数的值域和最值问题、求复数和三角函数问题中，运用数形结合思想，不仅直观，易发现解题途径，而且能避免复杂的计算与推理，大大简化了解题过程．在解选择题、填空题中更显其优越性，要注意培养这种思想意识，要争取胸中有图，见数想图，以开拓自己的思维视野．

应用数形结合的思想，应注意以下“数”与“形”的转化：（1）集合的运算及韦恩图；（2）函数及其图象；（3）数列通项及求和公式的函数特征及函数图象；（4）方程（多指二元方程）及方程的曲线．


 2.3.1　数形结合的主要应用

图示法是集合的重要表示法之一，对一些比较抽象的集合问题，在解题时若借助韦恩图或用数轴、图象等数形结合的思想方法，往往可以使问题直观化、形象化，从而灵活、直观、简捷、准确地获解．


【例1】
 　设，若，求实数a
 的取值范围．


讲解
 　由y
 ＝2x
 ＋3在［-2，a
 ］上是增函数，

得-1≤y
 ≤2a
 ＋3，即B
 ＝｛y
 ｜-1≤y
 ≤2a
 ＋3｝．

作出z
 ＝x
 2
 的图象，该函数定义域右端点x
 ＝a
 有三种不同的位置情况，如图2-3-1：


图2-3-1












评注
 　本题借助数形结合，考查有关集合关系运算的题目，解决本题的关键是依靠一元二次函数在区间上的值域求法（结合二次函数的图象）确定集合C
 ．利用函数的图象来处理问题，简洁明了，大大减少了出错的机会．



【例2】
 　某班有50名学生报名参加A
 、B
 两项比赛，参加A
 项的有30人，参加B
 项的有33人，且A
 、B
 都不参加的同学比A
 、B
 都参加的同学的三分之一多一人．问：只参加A
 不参加B
 的同学有多少人？

讲解　借助韦恩图解．设两项比赛都参加的同学组成集合A
 ∩B
 ，并设其中有x
 个元素，则各部分人数分布如图2-3-2所示，由题意知：，解得x
 ＝21，30-x
 ＝9，即只参加A
 不参加B
 的人数有9人．


图2-3-2




评注
 　利用数形结合的思想可以避开复杂的运算过程，从而提高解题速度与准确性．



【例3】
 　若集合

集合，则b
 的取值范围为_____．


讲解
 　若（x
 ，y
 ）满足集合，则赋予几何意义后可知，点（x
 ，y
 ）在半圆x
 2
 ＋y
 2
 ＝9（0＜y
 ≤1）上移动，问题转化为：直线y
 ＝x
 ＋b
 与半圆x
 2
 ＋y
 2
 ＝9（0＜y
 ≤1）有公共点．

以3为半径的圆在x
 轴上方的部分，如图2-3-3，而N
 则表示一条直线，其斜率k
 ＝1，纵截距为b
 ，由图形可知，欲使M
 ∩N
 ≠φ
 ，即直线y
 ＝x
 ＋b
 与半圆有公共点，由图形可知：b
 的最小逼近值为-3，最大值为，即．


图2-3-3




评注
 　代数形式的解析式赋予几何意义，利用所学的几何知识来解决代数问题，这是数形结合法的一个重要方面，在解题时应注意适当使用．



【例4】
 　（2010年浙江高考卷试题）设函数集合，平面上点的集合，则在同一平面直角坐标系中，P
 中函数f
 （x
 ）的图象恰好经过Q
 中两个点的函数的个数为（　）

A．4

B．6

C．8

D．10


讲解
 　集合P
 中有12个函数：




解法一
 　（代入检验排除法）将点的坐标代入函数检验判断，只有满足．


解法二
 　（平移变换判断法）如图2-3-4，抓住一个基本函数进行平移：y
 5
 ＝log2
 x
 经过，向左平移，得；向上平移1，得y
 6
 ＝log2
 x
 ＋1也过这两点；



再向下平移1得y
 10
 ＝log2
 （x
 ＋1）-1过（0，-1），（1，0）．


图2-3-4



这一解法是命题者设计的基本想法，而平移变换不仅仅对于三角函数，一般的函数也是非常重要的，思维借助于图象，数与形相结合，可以较快地达到目标．


解法三
 　（定义域排除法）定义域为的y
 1
 ，y
 2
 ，y
 3
 ，不可能过Q
 10
 ，Q
 11
 ，Q
 12
 中的任两个；



对于对数函数，其定义域是非常重要而特殊的，定义域优先意识是函数的重要内容．


解法四
 　（分类列举法）当时，x
 只能取1，函数f
 （x
 ）的图象不可能经过Q
 中两个点；



函数的图象是函数关系的一种表示，它是从“形”的方面来刻画函数的变化规律的．函数图象形象地显示了函数的性质，为研究数量关系问题提供了“形”的直观性，它是探求解题途径、获得问题结果的重要工具．函数的图象和解析式是函数关系的主要表现形式，实质是相同的，在解题时经常要相互转化，在解决函数问题，尤其是较为繁琐的问题（如分类讨论、求参数的范围等）时要充分发挥图象的直观作用，如：解决函数的值域时，可给一些代数式赋予一定的几何意义，如直线的斜率、线段的长度（两点间的距离）等，把代数中的最值问题转化为几何问题，实现数形转换．又如方程f
 （x
 ）＝g
 （x
 ）的解的个数可以转换为函数y
 ＝f
 （x
 ），y
 ＝g
 （x
 ）的图象的交点个数问题．


【例5】
 　设f
 （x
 ）＝｜2-x
 2
 ｜，若0＜a
 ＜b
 ，且f
 （a
 ）＝f
 （b
 ），则ab
 的取值范围是　（　）

A．（0，2）

B．（0，2］

C．（0，4］

D．（0，4）


讲解
 　直接观察函数的图象，如图2-3-5，由图中可得2-a
 2
 ＝b
 2
 -2，即a
 2
 ＋b
 2
 ＝4＞2ab
 ＞0，故选A．


图2-3-5




【例6】
 　对a
 ，b
 ∈R
 ，记，函数f
 （x
 ）＝max
 ｛｜x
 ＋1｜，｜x
 -2｜｝（x
 ∈R
 ）的最小值是_____．


讲解
 　根据题意画出函数f
 （x
 ）的图象（图2-3-6）．由图可知：函数f
 （x
 ）在A
 点取最小值，A
 点可看成两直线的交点，由方程组解得A
 点的坐标为，所以函数f
 （x
 ）的最小值为．


图2-3-6




评注
 　通过数与形的转化分析，根据图形直观，将求函数最小值问题转化为求方程组的解．



【例7】
 　求函数的最小值．


讲解
 　此类问题直接用代数方法求解，困难较大，我们注意到和分别可变形为，便可分别看成是点（x
 ，0）到另两点（1，1）和（3，2）的距离，即问题化为x
 轴上一动点（x
 ，0）到另两定点（1，1）和（3，2）的距离之和的最小值．结合图形，易得．


评注
 　此类问题直接用代数方法求解，困难较大，我们往往对解析式通过变形赋予一定的几何意义，利用数到形的转变解决这类问题．



【例8】
 　关于x
 的方程（x
 2
 -1）2
 -｜x
 2
 -1｜＋k
 ＝0，给出下列四个命题：

①存在实数k
 ，使得方程恰有2个不同的实根；

②存在实数k
 ，使得方程恰有4个不同的实根；

③存在实数k
 ，使得方程恰有5个不同的实根；

④存在实数k
 ，使得方程恰有8个不同的实根．

其中假命题的个数是　（　）

A．3

B．1

C．2

D．4


讲解
 　本题是关于函数、方程解的选择题，考查换元法及方程根的讨论，属一题多选型试题，要求考生具有较强的分析问题和解决问题的能力．


解法一
 　根据题意可令｜x
 2
 -1｜＝t
 （t
 ≥0），则方程化为t
 2
 -t
 ＋k
 ＝0．　（*）

作出函数t
 ＝｜x
 2
 -1｜的图象，结合函数的图象可知：①当t
 ＝0或t
 ＞1时，原方程有两个不等的根；②当0＜t
 ＜1时，原方程有4个根；③当t
 ＝1时，原方程有3个根．

（1）当k
 ＝-2时，方程（*）有一个正根t
 ＝2，相应的原方程的解有2个；

（2）当时，方程（*）有两个相等正根，相应的原方程的解有4个；

（3）当k
 ＝0时，此时方程（*）有两个不等根t
 ＝0或t
 ＝1，故此时原方程有5个根；

（4）当时，方程（*）有两个不等正根，且均小于1，故原方程的解有8个，故选A．


解法二
 　由函数f
 （x
 ）＝（x
 2
 -1）2
 -｜x
 2
 -1｜的图象（如图2-3-7）及动直线g
 （x
 ）＝k
 可得出答案为A．


图2-3-7




解法三
 　设t
 ＝｜x
 2
 -1｜（t
 ≥0），方程t
 2
 -t
 ＋k
 ＝0的判别式为Δ＝1-4k
 ，由k
 的取值依据Δ＞0、Δ＝0、Δ＜0得出解的个数．


解法四
 　设函数



利用数轴标根法得出函数与x
 轴的交点个数为5个，同时考虑到函数的单调性，大体上画出函数的图象，从而得出答案A．


评注
 　解法一、解法二、解法四
 都是利用函数图象求解，但研究的目标函数有别．解法二利用函数的奇偶性以及交轨法直观求解，很好地体现了数形结合的数学思想，是数形结合法中值得肯定的一种方法．解法三
 利用方程的根的个数问题去求解，讨论较为复杂，是我们的弱点，但有利于培养我们思维的科学性、严谨性、抽象性和逻辑推理能力等基本素质．


不等式f
 （x
 ）＞g
 （x
 ）的解集可以转化为函数y
 ＝f
 （x
 ）的图象位于函数y
 ＝g
 （x
 ）的图象上方的那部分点的横坐标的取值范围．


【例9】
 　（2014年高考天津卷）已知函数f
 （x
 ）＝｜x
 2
 ＋3x
 ｜，x
 ∈R
 ．若方程f
 （x
 ）-a
 ｜x
 -1｜＝0恰有4个互异的实数根，则实数a
 的取值范围为_____．


解法一
 　0＜a
 ＜1或a
 ＞9，显然a
 ＞9．

（1）如图2-3-8，当y
 ＝-a
 （x
 -1）与y
 ＝-x
 2
 -3x
 相切时，a
 ＝1，此时f
 （x
 ）-a
 ｜x
 -1｜＝0恰有3个互异的实数根．


图2-3-8



（2）如图2-3-9，当直线y
 ＝a
 （x
 -1）与函数y
 ＝x
 2
 ＋3x
 相切时，a
 ＝9，此时f
 （x
 ）-a
 ｜x
 -1｜＝0恰有2个互异的实数根．


图2-3-9



结合图象可知0＜a
 ＜1或a
 ＞9．


解法二
 　显然a
 ≠1，所以．



结合图2-3-10可得0＜a
 ＜1或a
 ＞9．


图2-3-10




【例10】
 　已知实数x
 ，y
 同时满足下列条件：2x
 ＋y
 -2≥0，x
 -2y
 ＋4≥0，3x
 -y
 -3≤0．那么x
 2
 ＋y
 2
 在x
 ，y
 取何值时取得最大值、最小值？最大值、最小值各是多少？


讲解
 　在线性约束条件下确定可行域，设p
 （x
 ，y
 ），利用几何意义知，数形结合，不难求出x
 2
 ＋y
 2
 的最大（小）值．

不等式组表示的可行域如图2-3-11所示．


图2-3-11



以原点为圆心作圆．显然，当圆过点A
 时，圆的半径最大；当圆与直线y
 ＝2x
 ＋y
 -2相切时，圆的半径最小．

解方程组得A
 点坐标为（2，3）；易得原点到直线y
 ＝2x
 ＋y
 -2的距离，并可求得切点B
 的坐标为．

故当x
 ＝2，y
 ＝3时，x
 2
 ＋y
 2
 有最大值，并且最大值为时，x
 2
 ＋y
 2
 取最小值，并且最小值为．


评注
 　本题若约束条件不变，结论改为求μ
 ＝2x
 ＋3y
 的最大值，那么实际上就是线性规划问题，把它化为，易知过A
 点时，动直线在y
 轴上的截距最大；过C
 （1，0）时最小，故．


数列可看成以n
 为自变量的函数：等差数列可看成正整数n
 的“一次函数”，前n
 项和可看成正整数n
 的缺常数项的“二次函数”，等比数列可看成正整数n
 的“指数函数”．在解决数列问题时可借助相应的函数图象来解决．


【例11】
 　若数列｛a
 
n

 ｝为等差数列，a
 
p

 ＝q
 ，a
 
q

 ＝p
 ，求a
 
p
 ＋q

 ．


讲解
 　不妨设p
 ＜q
 ，由于等差数列中，a
 
n

 关于n
 的图象是一条直线上均匀排开的一群孤立的点，故三点（p
 ，q
 ），（q
 ，p
 ），（p
 ＋q
 ，m
 ）共线，如图2-3-12．设a
 
p
 ＋q

 ＝m
 ，由已知，得三点共线．则k
 
AB

 ＝k
 
BC

 ，即，得m
 ＝0，即a
 
p
 ＋q

 ＝0．


图2-3-12



向量是近代数学中一个重要而基本的数学概念，是沟通代数、几何与三角函数的一种工具，有着极其丰富的实际背景．向量既是代数的对象，又是几何的对象，更是数形结合的重要载体，因此，数形结合思想在向量中得到了充分的体现．


【例12】
 　已知向量
a

 ≠
e

 ，｜
e

 ｜＝1，对任意t
 ∈R
 ，恒有｜
a

 -te

 ｜≥｜
a

 -
e

 ｜，则　（　）

A．
a

 ⊥
e



B．
a

 ⊥（
a

 -
e

 ）

C．
e

 ⊥（
a

 -
e

 ）

D．（
a

 ＋
e

 ）⊥（
a

 -
e

 ）


讲解
 　如图2-3-13，设，则题意即为不论C
 点在OC
 上何处都有，


图2-3-13



故，即
e

 ⊥（
a

 -
e

 ），选C．


评注
 　本题也可直接进行代数运算，但显然没有以上解法直观、简便．



【例13】
 　（2014年高考浙江卷（文）第9题）设θ
 为两个非零向量
a

 ，
b

 的夹角，已知对任意实数t
 ，｜
b

 ＋ta

 ｜的最小值为1，则　（　）

A．若θ
 确定，则｜
a

 ｜唯一确定

B．若θ
 确定，则｜
b

 ｜唯一确定

C．若｜
a

 ｜确定，则θ
 唯一确定

D．若｜
b

 ｜确定，则θ
 唯一确定


讲解
 　如图2-3-14，构造，且〈
a

 ，
b

 〉＝θ
 ．则，根据平行四边形法则，，


图2-3-14



当OC
 ⊥l
 时，取到最小值1，此时，，故若θ
 确定，则｜
b

 ｜唯一确定，选B．


【例14】
 　直线y
 ＝2k
 与曲线9k
 2
 x
 2
 ＋y
 2
 ＝18k
 2
 ｜x
 ｜（k
 ∈R
 且k
 ≠0）的公共点的个数为_____．


讲解
 　不妨取k
 ＝1，有9x
 2
 ＋y
 2
 ＝18｜x
 ｜，即．如图2-3-15，直线y
 ＝2与双椭圆有4个不同的交点．


图2-3-15




【例15】
 　如果实数满足（x
 ＋2）2
 ＋y
 2
 ＝3，则的最大值为_____，2x
 -y
 的最小值为_____．


讲解
 　（1）问题可转化为求圆（x
 ＋2）2
 ＋y
 2
 ＝3上一点与原点的连线的斜率的最大值．

如图2-3-16，由原点向圆（x
 ＋2）2
 ＋y
 2
 ＝3作切线，其中切线斜率的最大值即为yx
 的最大值．设过原点的直线为y
 ＝kx
 ，即kx
 -y
 ＝0，由解得的最大值为3．


图2-3-16



（2）由圆的参数方程，得


【例16】
 　如图2-3-17，点P
 （-3，1）在椭圆＞0）的左准线上．过点P
 且方向为
a

 ＝（2，-5）的光线，经直线y
 ＝-2反射后通过椭圆的左焦点，则这个椭圆的离心率为（　）


图2-3-17



A．

B．

C．

D．

﻿讲解
 　过点P
 （-3，1）的方向向量a
 ＝（2，-5），所以，则（x
 ＋3），即l
 
PQ

 ：5x
 ＋2y
 ＝-13，联立，得，由光线反射的对称性知，所以，即，令y
 ＝0，得F
 1
 （-1，0）．综上所述，得c
 ＝1，，则，所以椭圆的离心率．故选A．


【例17】
 　如图2-3-18，点M
 是椭圆上一点，它到其中一个焦点F
 1
 的距离为2，N
 为MF
 1
 的中点，O
 表示原点，则｜ON
 ｜＝_____．


图2-3-18




解法一
 　设椭圆的另一焦点为F
 2
 ，则｜MF
 1
 ｜＋｜MF
 2
 ｜＝2a
 ，

而a
 ＝5｜MF
 1
 ｜＝2，所以｜MF
 2
 ｜＝8．

又注意到N、O
 各为MF
 1
 、F
 1
 F
 2
 的中点，

所以ON
 是△MF
 1
 F
 2
 的中位线，所以．


解法二
 　联想到第二定义，可以确定点M
 的坐标，进而求MF
 1
 中点的坐标，最后利用两点间的距离公式求出｜ON
 ｜，但这样就增加了计算量，较之解法一显得有些复杂．


【例18】
 　如图2-3-19，正四面体ABCD
 的棱长为1，棱AB
 ∥平面α
 ，则正四面体上的所有点在平面α
 内的射影构成的图形面积的取值范围是_____．


图2-3-19




讲解
 　分析投影图形，当CD
 ∥α
 时，，

当CD
 ⊥α
 时，，所以．


评注
 　本题考查立体几何中的计算问题和空间想象能力．几何最值问题在高考中时有出现，应引起足够重视和深入探讨．



【例19】
 　如图2-3-20，在直三棱柱ABC
 -A
 1
 B
 1
 C
 1
 中，底面为直角三角形，∠ACB
 ＝90°，AC
 ＝6，，P
 是BC
 1
 上一动点，则CP
 ＋PA
 1
 的最小值是_____．


图2-3-20




讲解
 　连A
 1
 B
 ，沿BC
 1
 将△CBC
 1
 展开与△A
 1
 BC
 1
 在同一个平面内，如图2-3-21所示．连A
 1
 C
 ，则A
 1
 C
 的长度就是所求的最小值．通过计算可得，，A
 1
 C
 1
 ＝6，BC
 1
 ＝2，所以∠A
 1
 C
 1
 B
 ＝90°，又∠BC
 1
 C
 ＝45°，

故∠A
 1
 C
 1
 C
 ＝135°，由余弦定理可求得．


图2-3-21




【例20】
 　如图2-3-22，在长方形ABCD
 中，AB
 ＝2，BC
 ＝1，E
 为DC
 的中点，F
 为线段EC
 （端点除外）上一动点，现将△AFD
 沿AF
 折起，使平面AFD
 ⊥平面ABC
 ，在平面ABD
 内过点D
 作DK
 ⊥AB
 ，K
 为垂足，设AK
 ＝t
 ，则t
 的取值范围是_____．


图2-3-22




解法一
 　可以用极端法加以解决．即此题的破解可利用两个极端位置，当点F
 位于DC
 的中点时，t
 ＝1；随着F
 点到C
 点时，由CB
 ⊥AB
 ，CB
 ⊥DK
 ，得CB
 ⊥平面ADB
 ，即有CB
 ⊥BD
 ，由于CD
 ＝2，BC
 ＝1，所以．

又AD
 ＝1，AB
 ＝2，因此有AD
 ⊥BD
 ，可得，因此t
 的取值范围为．


解法二
 　如图2-3-23，作KG
 ⊥AF
 于G
 点，连结DG
 ，则DG
 ⊥AF
 ，设DF
 ＝l
 （1＜l
 ＜2），在Rt△ADF
 中由射影定理可以求出，在Rt△AKG
 中，利用面积公式可得，而AK
 2
 ＝AG
 2
 ＋GK
 2
 ，解得，由1＜l
 ＜2可得．


图2-3-23




解法三
 　空间问题平面化是解决立体几何问题的常用方法，所以此题可以回归到平面状态加以分析．如图2-3-24，将此立体图形进行展开处理．利用三角形相似，…，可以得到，从而也得到了问题的答案．


图2-3-24




解法四
 　设点A
 为坐标原点，直线AB
 为x
 轴建立平面直角坐标系．从而得到点K
 ，D
 ，F
 的坐标分别为（t
 ，0），（0，1），（l
 ，1），则直线DK
 ，AF
 的斜率分别为，再由DK
 ⊥AF
 可得，故而此题得以解决．


解法五
 　如图2-3-25，原问题等价于：点D
 在以A
 为圆心，1为半径的圆弧上移动，若DF
 ＝D
 1
 F
 时，求AK
 的取值范围．但是然后就没有思路了！


图2-3-25



过点F
 作FH
 ⊥AB
 于点H
 ，则可得DF
 2
 ＝DK
 2
 ＋KF
 2
 ＝DK
 2
 ＋KH
 2
 ＋FH
 2
 ，于是有l
 2
 ＝1-t
 2
 -（l
 -t
 ）2
 ＋1，则，仿上，问题得解．

从以上分析我们可以看出，数形结合法的实质是将抽象的数学语言与直观的图形结合起来，使抽象思维和形象思维结合．通过对图形的认识和对数形的转化，使问题化难为易，化抽象为具体．学生要真正掌握数形结合思想的精髓，必须有雄厚的基础知识和熟练的基本技巧，如果只依赖于对几个典型习题的理解，就认为领会了数形结合这一思想方法，显然是一种舍本逐末的短视之举．因此，我们要认真上好每一堂课，深入学习新教材中的系统知识，掌握各种函数的图象特点，理解各种几何图形的性质．注意改变观察和理解问题的角度，揭示问题的本质联系，用“数”的准确澄清“形”的模糊，用“形”的直观启迪“数”的计算，从而使问题解决事半功倍．当然，数形结合也是一把解题的双刃剑，运用不当反受其害．


 2.3.2　数形结合是把“双刃剑”

从上一节我们知道，图形的直观性，能使我们快速找到解题思路，给解题带来方便．但如果图形不完整或不准确，往往会使我们的解题误入歧途．观察图形，既要定性也要定量，有时仅画图示“意”是不够的，还必须注意“数”的严谨，要做到“会意”与“验算”相结合，只有这样，才能充分发挥图形正确的判定作用．

1．过分依赖于直觉


【例21】
 　（2009年高考重庆卷第10题）已知以T
 ＝4为周期的函数f
 （x
 ）＝，其中m
 ＞0．若方程3f
 （x
 ）＝x
 恰有5个实数解，则m
 的取值范围是（　　）

A．

B．

C．

D．


讲解
 　将函数f
 （x
 ）整理得：

当x
 ∈（-1，1］时，（y
 ≥0）表示x
 轴上面的半圆或半椭圆；

当x
 ∈（1，3］时，它表示x
 轴上面的折线段．

在同一直角坐标系里画y
 ＝f
 （x
 ）、的图象（注意周期T
 ＝4）．

通过对0＜m
 ＜1，m
 ＝1，m
 ＞1三种情况画图分析，可知只有当m
 ＞1时，y
 ＝f
 （x
 ）和的图象才可能有5个交点．如图2-3-26．


图2-3-26



由图形可见，只需与y
 ＝f
 （x
 ）（3≤x
 ≤5）有两个交点且与y
 ＝f
 （x
 ）（7≤x
 ≤9）无交点，于是有且，所以选C．

遗憾的是，选项C是错误的答案．其根源在于凭对图形的直觉，简单地认为两个函数图象的位置关系等价于函数最大值之间的关系，这显然是一种不可靠的直觉．

由与（3≤x
 ≤5）有两个交点，

把它们联立，得

（1＋9m
 2
 ）x
 2
 -72m
 2
 x
 ＋135m
 2
 ＝0，

所以Δ1
 ＝108m
 2
 （3m
 2
 -5）．

由与（7≤x
 ≤9）无交点，联立方程，

由（1＋9m
 2
 ）x
 2
 -144m
 2
 x
 ＋567m
 2
 ＝0，

所以其Δ2
 ＝324m
 2
 （m
 2
 -7）．

由．

正确答案为B．

2．图形显示不完整


【例22】
 　方程2
x

 ＝x
 2
 解的个数是（　　）

A．1

B．2

C．3

D．4


讲解
 　在同一直角坐标系里，作y
 ＝x
 2
 与y
 ＝2
x

 的图象，如图2-3-27所示．可见方程解的个数有2个，从而选B．


图2-3-27



这是典型的图形不完整导致的失误．有些同学在用图形解题时，喜欢把图形画得过小，以至于不能整体地把握图形的性质，导致错解．

把图形放大、画完整，如图2-3-28所示，可发现方程有3个解．事实上，如果我们能知道：对于y
 ＝a
 
x

 （a
 ＞1）及y
 ＝x
 
a

 （a
 ＞1），总存在一个正数x
 0，使得当x
 ＞x
 0时，有a
 
x

 ＞x
 
a

 ．也能够发现图2-3-27的不完整性．另一方面，观察2
x

 ＝x
 2
 的特点，可看出方程的两根x
 ＝2或x
 ＝4，再画图确定x
 ＜0时有1个根．因此本题正确答案应选C．当然，本题也可用“零点存在定理”逐一验证．


图2-3-28



3．观察图形不仔细


【例23】
 　直线与曲线y
 ＝｜x
 2
 -1｜有_____个公共点．


讲解
 　两函数的图象如图2-3-29所示，观察图形，不少同学可能认为它们有3个交点．


图2-3-29



由于y
 ＝｜x
 2
 -1｜在x
 ∈［-1，0］上图象是上凸的，这部分图象的处理就需要借助“数”的严谨来规范“形”的属性．

当x
 ∈［-1，0］时，联立

与y
 ＝1-x
 2
 ，得x
 ＝0或x
 ＝-0.1．

可见，当x
 ∈（-1，0），两函数图象还有一交点．因此，两函数图象共有4交点．

或令，则f
 （-1）＝0.9＞0，f
 （-0.01）＝-0.001＋0.0001＜0，

于是可判断当x
 ∈（-1，0），函数f
 （x
 ）还有一零点．


【例24】
 　求方程的解的个数．


讲解
 　因sinx
 ∈［-1，1］，所以，所以x
 ∈［-8，8］，令，y
 ＝2sinx
 ，它们都是奇函数，故只需画出x
 ∈［0，3π］的图象即可．在同一直角坐标系里画出它们的图象，如图2-3-30．观察图象，第一象限有3个交点，因此方程的解共有7个．


图2-3-30



当时，不少同学认为两曲线是相切的．稍加分析即可知道，只有y
 ＝2与y
 ＝2sinx
 才在处相切．注意到是单调递增的，因此当时，一定有．把这部分图象放大，如草图2-3-31所示，可清楚地发现，在的左右附近各有一个交点．因此方程的解的个数应该是9个．


图2-3-31



4．图形过“草”不精确


【例25】
 　方程sinx
 ＝tanx
 在区间上解的个数是（　　）

A．2个

B．3个

C．4个

D．5个


讲解
 　当在同一直角坐标系里，作y
 ＝sinx
 与y
 ＝tanx
 的图象，如图2-3-32，故选D．


图2-3-32



当时，有sinx
 ＜x
 ＜tanx
 ，图2-3-32没有正确反映出这一性质，导致错解．正确答案应选B．


【例26】
 　若，则（　　）

A．a
 ＜b
 ＜c


B．c
 ＜b
 ＜a


C．c
 ＜a
 ＜b


D．b
 ＜a
 ＜c



讲解
 　观察式子结构，设f
 （x
 ）＝lnx
 ，则表示曲线f
 （x
 ）＝lnx
 上的点到原点连线的斜率，如图2-3-33，直观观察可得k
 
OA

 ＜k
 
OB

 ＜k
 
OC

 ，于是选A
 ．


图2-3-33



这是画图太随意导致的直觉错误．正确作图，可发现应选C．

如令，则．

可见g
 （x
 ）在（0，e）上递增，在（e，＋∞）递减．由单调性可确定正确选项．也可作差比较．

5．图形失“真”难判断


【例27】
 　设线段AB
 两端点在抛物线y
 2
 ＝x
 上移动，M
 为线段AB
 的中点，｜AB
 ｜＝a
 （a
 为大于零的常数），求M
 到y
 轴的最短距离．


讲解
 　设F
 为抛物线的焦点，分别过A
 、B
 、M
 向抛物线的准线引垂线，垂足分别为A
 1
 、B
 1
 、M
 1
 ，如图2-3-34．由｜AF
 ｜＋｜BF
 ｜≥｜AB
 ｜，结合抛物线定义及梯形中位线性质，得，所以｜MM
 1
 ｜的最小值为，从而M
 到y
 轴的最短距离为．


图2-3-34



这种解法是错误的，所给的图形并不能反映问题的本质．我们知道，过抛物线焦点的最短弦是抛物线的通径．只有在a
 ≥1时，才符合以上的解法．而当0＜a
 ＜1时，结合图形已无法判断，需用方程知识来解决．设l
 
AB

 ：x
 ＝my
 ＋n
 ，与y
 2
 ＝x
 联立，得y
 2
 -my
 -n
 ＝0，当Δ＝m
 2
 ＋4n
 ＞0时，y
 1
 ＋y
 2
 ＝m
 ，所以


x
 1
 ＋x
 2
 ＝（my
 1
 ＋n
 ）＋（my
 2
 ＋n
 ）＝m
 2
 ＋2n
 ．

设M
 到y
 轴的距离为d
 ，则

．

又｜AB
 ｜＝a
 ，所以（m
 2
 ＋1）（m
 2
 ＋4n
 ）＝a
 2
 ，得

，

所以，

设t
 ＝m
 2
 ＋1≥1，则．

因0＜a
 ＜1，得在t
 ∈［1，＋∞）上是增函数，所以当t
 ＝1时，．

故当0＜a
 ＜1时，M
 到y
 轴的最短距离为；当a
 ≥1时，M
 到y
 轴的最短距离为．


【例28】
 　方程lg
 （x
 ＋4）＝10
x

 的根的情况是（　　）

A．仅有一根

B．有一正根和一负根

C．有两个负根

D．没有实数根


讲解
 　令y
 ＝lg
 （x
 ＋4）、y
 ＝10
x

 ，在同一直角坐标系里画出它们的图象，如图2-3-35．观察图形可选B．


图2-3-35



这个图形画得太不正确了．稍加计算可发现，当x
 ＝0时，lg
 （x
 ＋4）＝lg4＜1，该图没有体现这一特性．画出正确图形，可知正确答案为C．

6．图形选择不合理


【例29】
 　已知4
x

 ＋4
y

 ＝2
x
 ＋1
 ＋2
y
 ＋1
 ，则p
 ＝2
x

 ＋2
y

 的取值范围是_____．


讲解
 　已知等式可化为（2
x

 ＋1）2
 ＋（2
y

 ＋1）2
 ＝2，令2
x

 ＝m
 ，2
y

 ＝n
 ，于是（m
 ＋1）2
 ＋（n
 ＋1）2
 ＝2，所以题目等价于直线m
 ＋n
 ＝p
 与圆（m
 ＋1）2
 ＋（n
 ＋1）2
 ＝2有公共点，结合图形分析，得p
 ∈［0，4］．

本题有一个隐含的条件：m
 ＞0，n
 ＞0．上述解法忽视了这一条件，导致了点（m
 ，n
 ）在整个圆（m
 ＋1）2
 ＋（n
 ＋1）2
 ＝2上移动．实际上，点（m
 ，n
 ）是在半圆：（m
 ＋1）2
 ＋（n
 ＋1）2
 ＝2，m
 ＞0，n＞0上移动的．同样，结合正确图形，得p
 ∈（2，4］．


【例30】
 　已知A
 （-4，0），B
 （4，0），C
 （6，5），求点M
 ，使∠AMB
 的正切值为，且使｜MC
 ｜最大．


讲解
 　因∠AMB
 为定值，所以点M
 的轨迹是以AB
 为弦的一个圆，其圆心在y
 轴上．由圆心角和圆周角的度数关系，可得圆心D
 （0，3），半径r
 ＝｜BD
 ｜＝5，于是点M
 的轨迹方程为x
 2
 ＋（y
 -3）2
 ＝25．要使｜MC
 ｜最大，则直线MC
 过圆心D
 ，此直线与圆的两个交点中离圆心较远的一个点即为点M
 ，这时直线MC
 方程为，与圆方程联立，得．

实际上，点M
 的轨迹并不是完整的一个圆，它是x
 2
 ＋（y
 -3）2
 ＝25（y
 ≥0）及x
 2
 ＋（y
 ＋3）2
 ＝25（y
 ≤0）的两段优弧，当y
 ≤0时，同理求得M
 ′（-3，-7）．比较｜M′C
 ｜与｜MC
 ｜的大小，可知｜M′C
 ｜＞｜MC
 ｜．因此符合条件的点为M
 （-3，-7）．

借助图形解决问题，我们应注意点、线位置的可变性，充分挖掘题目中的隐含条件，不仅要把图形画正确、画完整，而且还要把图形画得大，这样利于观察．不仅观察要仔细，而且要进行动态观察，正确把握临界位置，一定要与计算相结合．真正做到“数—形—数”的和谐统一．




 2.4　化归与转化思想

“抓基础，重转化”是学好中学数学的金钥匙．事实上，数学中的转化比比皆是，如未知向已知转化，复杂问题向简单问题转化，新知识向旧知识的转化，命题之间的转化，数与形的转化，空间向平面的转化，高维向低维转化，多元向一元转化，高次向低次转化，函数与方程的转化等，都是转化思想的体现．对于压轴题的解答，关键是如何顺藤摸瓜，顺利实现转化．熟练、扎实地掌握基础知识、基本技能和基本方法是转化的基础；丰富的联想、机敏细微的观察、比较、类比是实现转化的桥梁．

在平时学习中，我们应该努力培养训练自己自觉的化归与转化意识，为此需要对定理、公式、法则有本质的深刻理解，需要对典型习题进行总结和提炼，需要有意识地去发现事物之间的本质联系．

转化的常用策略有熟悉化、简单化、直观化、特殊化、一般化、整体化、间接化等．

1．熟悉化策略

所谓熟悉化策略，就是当我们面临的是一道以前没有接触过的陌生题目时，要设法把它化为曾经解过的或比较熟悉的题目，以便充分利用已有的知识、经验或解题模式，顺利地解出原题．

一般说来，对于题目的熟悉程度，取决于对题目自身结构的认识和理解．从结构上来分析，任何一道解答题，都包含条件和结论（或问题）两个方面．因此，要把陌生题转化为熟悉题，可以在变换题目的条件、结论（或问题）以及它们的联系方式上多下功夫．

常用的途径有：

（1）充分联想回忆基本知识和题型

按照波利亚的观点，在解决问题之前，我们应充分联想和回忆与原有问题相同或相似的知识点和题型，充分利用相似问题中的方式、方法和结论，从而解决现有的问题．

（2）全方位、多角度分析题意

对于同一道数学题，常常可以从不同的侧面、不同的角度去认识．因此，根据自己的知识和经验，适时调整分析问题的视角，有助于更好地把握题意，找到自己熟悉的解题方向．

（3）恰当构造辅助元素

数学中，同一素材的题目，常常可以有不同的表现形式；条件与结论（或问题）之间，也存在着多种联系方式．因此，恰当构造辅助元素，有助于改变题目的形式，沟通条件与结论（或条件与问题）的内在联系，把陌生题转化为熟悉题．数学解题中，构造的辅助元素是多种多样的，常见的有构造图形（点、线、面、体），构造算法，构造多项式，构造方程（组），构造坐标系，构造数列，构造行列式，构造等价性命题，构造反例，构造数学模型，等等．

2．简单化策略

所谓简单化策略，就是当我们面临的是一道结构复杂、难以入手的题目时，要设法把它转化为一道或几道比较简单、易于解答的新题，以便通过对新题的考察，启迪解题思路，以简驭繁，解出原题．简单化是熟悉化的补充和发挥．一般说来，我们对于简单问题往往比较熟悉或容易熟悉．因此，在实际解题时，这两种策略常常是结合在一起运用的，只是着眼点有所不同而已．解题中，实施简单化策略的途径是多方面的，常用的有寻求中间环节、分类考察讨论、简化已知条件、恰当分解结论等．

（1）寻求中间环节，挖掘隐含条件

某些结构复杂的综合题，就其生成背景而论，大多是由若干比较简单的基本题经过适当组合、抽去中间环节而构成的．因此，从题目的因果关系入手，寻求可能的中间环节和隐含条件，把原题分解成一组相互联系的系列题，是实现复杂问题简单化的一条重要途径．

（2）分类考察讨论

有些数学题，解题的复杂性主要在于它的条件、结论（或问题）包含多种不易识别的可能情形．对于这类问题，选择恰当的分类标准，把原题分解成一组并列的简单题，有助于实现复杂问题简单化．

（3）简单化已知条件

有些数学题，条件比较抽象、复杂，不太容易入手．这时，不妨简化题中某些已知条件，甚至暂时撇开不顾，先考虑一个简化问题．这对于解答原题常常能起到穿针引线的作用．

（4）恰当分解结论

有些问题，解题的主要困难主要来自结论的抽象概括，难以直接和条件联系起来，这时，不妨猜想一下，能否把结论分解为几个比较简单的部分，以便各个击破，解出原题．

3．直观化策略

所谓直观化策略，就是当我们面临的是一道内容抽象、不易捉摸的题目时，要设法把它转化为形象鲜明、直观具体的问题，以便凭借事物的形象把握题中所涉及的各对象之间的联系，找到原题的解题思路．

（1）图表直观

有些数学题，内容抽象，关系复杂，给理解题意增添了困难，常常会由于题目的抽象性和复杂性，使正常的思维难以进行到底．

对于这类题目，借助图表直观，利用示意图或表格分析题意，有助于抽象内容形象化，复杂关系条理化，使思维有相对具体的依托，便于深入思考，发现解题线索．

（2）图形直观

有些涉及数量关系的题目，用代数方法求解，道路崎岖曲折，计算量偏大．这时，不妨借助图形直观，给题中有关数量以恰当的几何分析，拓宽解题思路，找出简捷、合理的解题途径．

（3）图象直观

不少涉及数量关系的题目，与函数的图象密切相关，灵活运用图象的直观性，常常能以简驭繁，获取简便、巧妙的解法．

4．特殊化策略

所谓特殊化策略，就是当我们面临的是一道难以入手的一般性题目时，要注意从一般退到特殊，先考察包含在一般情形里的某些比较简单的特殊问题，以便从特殊问题的研究中拓宽解题思路，发现解答原题的方向或途径．

5．一般化策略

所谓一般化策略，就是当我们面临的是一个计算比较复杂或内在联系不甚明显的特殊问题时，要设法把特殊问题一般化，找出一个能够揭示事物本质属性的一般情形的方法、技巧或结果，顺利解出原题．

6．整体化策略

所谓整体化策略，就是当我们面临的是一道按常规思路局部处理难以奏效或计算冗繁的题目时，要适时调整视角，把问题作为一个有机整体，从整体入手，对整体结构进行全面、深刻的分析和改造，以便从整体特性的研究中，找到解决问题的途径和办法．

7．间接化策略

所谓间接化策略，就是当我们面临的是一道从正面入手复杂繁难，或在特定场合甚至找不到解题依据的题目时，要随时改变思维方向，从结论（或问题）的反面进行思考，以便化难为易解出原题．

高中阶段常用的具体转化主要有变量与变量间的转化、高维与低维的转化、特殊与一般的转化、局部与整体的转化等．


 2.4.1　变量与变量的转化


【例1】
 　设不等式2x
 -1＞m
 （x
 2
 -1）对满足｜m
 ｜≤2的一切实数m
 都成立，求实数x
 的取值范围．


讲解
 　令f
 （m
 ）＝-（x
 2
 -1）m
 ＋2x
 -1，m
 ∈［-2，2］，则原不等式等价于f
 （m
 ）＞0，m
 ∈［-2，2］恒成立．由于f
 （m
 ）是关于m
 的一次函数或常数函数，

故有解得，

从而实数的取值范围是．


评注
 　本题通过变更主元转化为关于m
 的一次函数．有些含参变量的方程或不等式，参变量不易分离，或者分离出来以后求解比较困难，这时我们可以重新审视问题，将主元与参变量进行换位思考，从而简化问题的解法．



【例2】
 　已知k
 ∈R
 ，求方程x
 4
 -2kx
 2
 ＋k
 2
 ＋2k
 -3＝0的实数x
 的取值范围．


讲解
 　把原方程化为关于k
 的方程为：k
 2
 ＋2（1-x
 2
 ）k
 ＋x
 4
 -3＝0，

由k
 ∈R
 ，知Δ≥0，即4（1-x
 2
 ）2
 -4（x
 4
 -3）≥0，

解得．


 2.4.2　高维与低维的转化


【例3】
 　如图2-4-1，在直三棱柱ABC
 -A
 1
 B
 1
 C
 1
 中，底面为直角三角形，△ACB
 ＝90°，AC
 ＝6，，P
 是BC
 1
 上一动点，则CP＋PA
 1
 的最小值是_____．


图2-4-1




讲解
 　连A
 1
 B
 ，沿BC
 1
 将△CBC
 1
 展开，与△A
 1
 BC
 1
 在同一个平面内，如图2-4-2，连A
 1
 C
 ，则A
 1
 C
 的长度就是所求的最小值．


图2-4-2



通过计算可得，A
 1
 C
 1
 ＝6，BC
 1
 ＝2，所以∠A
 1
 C
 1
 B
 ＝90°，又∠BC
 1
 C
 ＝45°，所以∠A
 1
 C
 1
 C
 ＝135°．

由余弦定理可求得．


评注
 　本题把立体几何问题转化为平面几何问题，把沿表面两点的距离问题转化为平面上两点间的距离问题．



【例4】
 　如图2-4-3，在正三棱柱ABC
 -A
 1
 B
 1
 C
 1
 中，AB
 ＝1，若二面角C-A
 B-C
 1
 的大小为60°，则点C
 到平面ABC
 1
 的距离为_____．


图2-4-3




讲解
 　设所求距离为d
 ，两次计算三棱锥C
 1
 -ABC
 （即三棱锥C
 -ABC
 1
 ）的体积，得：

，解得．


评注
 　本题将点到平面的距离问题转化为三棱锥的体积问题．



 2.4.3　特殊与一般的转化


【例5】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝，｛b
 
n

 ｝都是公差为1的等差数列，其首项分别为a
 1
 ，b
 1
 ，且a
 1
 ＋b
 1
 ＝5，a
 1
 ，b
 1
 ∈Z
 ＋
 ，设，则数列｛c
 
n

 ｝的前10项和等于（　　）

A．55

B．70

C．85

D．100


讲解
 　用特殊化策略．设b
 1
 ＝1，则a
 1
 ＝ab
 1
 ＝4．从而b
 
n

 ＝n
 ，于是有

．

．


评注
 　本题根据选择题的特点，对b
 1
 赋予特殊值，求出数列｛c
 
n

 ｝的前10项和，从而排除错误的结果，选出符合题目要求的选项．



【例6】
 　记max｛a
 ，b
 ｝为a
 ，b
 两数的最大值，当正数x
 ，y
 变化时，

的最小值为_____．


解法一
 　由题意知：，

所以．

又因为，

所以，即．

所以，当正数x
 ，y
 （x
 ＞y
 ）变化时，的最小值为．


解法二
 　由题意知：，所以．

又，所以t
 3
 ≥2，即．

所以，当正数x
 ，y
 （x
 ＞y
 ）变化时，的最小值为．


解法三
 　由题意知，所以，

所以，所以t
 3
 ≥2，即．

所以，当正数x
 ，y
 （x
 ＞y
 ）变化时，的最小值为．

一般地，求的最小值问题，我们通常有三种解决思路：


思路一
 　由题意知，，然后将三式相加，再利用基本不等式求解；


思路二
 　由题意知，，然后将三式相乘，再利用基本不等式求解；


思路三
 　由题意知，，由上述三式消去x
 和y
 ，得到关于t
 的不等式，再解出t
 的范围．

如遇到求的最大值问题，同样可以有类似的三种思路．


【例7】
 　（2012年福建卷理科第19题
 ）如图2-4-4，椭圆E
 ：（a
 ＞b
 ＞0）的左焦点为F
 1
 ，右焦点为F
 2
 ，离心率．过点F
 1
 的直线交椭圆于A
 、B
 两点，且△ABF
 2
 的周长为8．


图2-4-4



（1）求椭圆E
 的方程．

（2）设动直线l
 ：y
 ＝kx
 ＋m
 与椭圆E
 有且只有一个公共点P
 ，且与直线x
 ＝4相交于点Q
 ．试探究：在坐标平面内是否存在定点M
 ，使得以PQ
 为直径的圆恒过点M
 ？若存在，求出点M
 的坐标；若不存在，说明理由．


讲解
 　（1）只需根据△ABF
 2
 的周长为8的条件，结合椭圆定义即可求得椭圆方程为．

（2）通过联立直线与椭圆方程，



探求点M
 的存在性，有如下几种解法：


解法一
 　假设平面内存在点M
 满足条件，由图形对称性知，点M
 必在x
 轴上．

设M
 （x
 1
 ，0），则对满足①式的m
 ，k
 恒成立．





由于②式对满足①式的m
 ，k
 恒成立，

所以4x
 1
 -4＝0且．解得x
 1
 ＝1．

故存在定义M
 （1，0），使得以PQ
 为直径的圆恒过点M
 ．



所以x
 ＝1或，所以存在定点M
 （1，0），使得以PQ
 为直径的圆恒过点M
 ．


解法三
 　假设平面内存在点M
 满足条件，由图形对称性知，点M
 必在x
 轴上．



所以若符合条件的点M
 存在，则点M
 的坐标必为（1，0）．

以下证明M
 （1，0）就是满足条件的点．

因为点M
 的坐标为（1，0），



故恒有，即存在定点M
 （1，0），使得以PQ
 为直径的圆恒过定点M
 ．


评注
 　解法一和解法二直接假设点P
 存在，依据条件得出点P
 的坐标．但在动直线有两个参变量的前提下进行推理运算，显然需要较强的技巧，很多学生是无法完成的．解法三通过特殊探路，猜测一般问题的结果，再给予证明，显得自然、合理．这里，特殊与一般的思想有了价值，有了用武之地．



 2.4.4　局部与整体的转化


【例8】
 　设A
 、B
 、C
 、D
 是半径为r
 的球面上的四点，且满足AB
 ⊥AC
 ，AD
 ⊥AC
 ，AB
 ⊥AD
 ，则S
 △
ABC

 ＋S
 △
ABD

 ＋S
 △
ACD

 的最大值是（　　）

A．r
 2


B．2r
 2


C．3r
 2


D．4r
 2



讲解
 　把三棱锥补成一个球内接长方体，则AB
 2
 ＋AC
 2
 ＋AD
 2
 ＝（2r
 ）2
 ，

所以（AB
 2
 ＋AC
 2
 ）＋（AB
 2
 ＋AD
 2
 ）＋（AC
 2
 ＋AD
 2
 ）＝8r
 2
 ，

即2AB
 ・AC
 ＋2AB
 ・AD
 ＋2AC
 ・AD
 ≤8r
 2
 ，

化简得．

由面积公式，得，故选B．


【例9】
 　如图2-4-5，在多面体ABCDEF
 中，已知面ABCD
 是边长为3的正方形，EF
 ∥AB
 ，，EF
 与面AC
 的距离为2，则该多面体的体积是（　　）

A．

B．5

C．6

D．


图2-4-5




讲解
 　将图形特殊化，如图2-4-6所示，使ED
 ⊥平面ABCD
 ，且使ED＝2．连AF
 、DF
 ．则EF
 ⊥面ADE
 ，△ADE
 为直角三角形．


图2-4-6





答案选D．


评注
 　题目提供的图形，除底面是正方形以外，其他没有任何特殊之处．如果直接用割补法求解，难度和计算量会增加好几倍．



 2.4.5　化归与转化的综合运用


【例10】
 　设AB
 是椭圆的长轴，若把AB
 100等分，过每个分点作AB
 的垂线，交椭圆的上半部分于P
 1
 ，P
 2
 ，…，P
 99
 ，F
 1
 为椭圆的左焦点，则｜F
 1
 A
 ｜＋｜F
 1
 P
 1
 ｜＋｜F
 1
 P
 2
 ｜＋…＋｜F
 1
 P
 99
 ｜＋｜F
 1
 B
 ｜的值是（　　）

A．98a


B．99a


C．100a


D．101a



解法一
 　由椭圆的定义知｜F
 1
 P
 i
 ｜＋｜F
 2
 P
 
i

 ｜＝2a
 （i
 ＝1，2，…，99），








【例12】
 　三个同学对问题“关于x
 的不等式x
 2
 ＋25＋｜x
 3
 -5x
 2
 ｜≥ax
 在［1，12］上恒成立，求实数a
 的取值范围”提出各自的解题思路．

甲说：“只需不等式左边的最小值不小于右边的最大值”．

乙说：“把不等式变形为左边含变量x
 的函数，右边仅含常数，求函数的最值”．

丙说：“把不等式两边看成关于x
 的函数，作出函数图象”．

参考上述解题思路，你认为他们所讨论的问题的正确结论，即a
 的取值范围是_____．




评注
 　恒成立问题是高考考试的热点问题，常将其转化为最值问题去处理．不等式有解、无解与恒成立的关系如下（f
 （x
 ）有最大值或最小值）
 ：




【例13】
 　设椭圆方程为，过点M
 （0，1）的直线l
 交椭圆于点A
 、B
 ，O
 是坐标原点，点P
 满足，点N
 的坐标为，当l
 绕点M
 旋转时，求：

（1）动点P
 的轨迹方程；

（2）的最小值与最大值．

（1）解法一
 　当直线l
 的斜率存在时，可设直线l
 的方程为y
 ＝kx
 ＋1．

记A
 （x
 1
 ，y
 1
 ）、B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），由题设可得点A
 、B
 的坐标（x
 1
 ，y
 1
 ）、（x
 2
 ，y
 2
 ）是以下方程组的解．



当k
 不存在时，A、B
 中点为坐标原点（0，0），也满足方程③，

所以点P
 的轨迹方程为4x
 2
 ＋y
 2
 -y
 ＝0．


解法二
 　设点P
 的坐标为（x
 ，y
 ），因A
 （x
 1
 ，y
 1
 ）、B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）在椭圆上，所以





当x
 1
 ＝x
 2
 时，点A
 、B
 的坐标为（0，2）、（0，-2），这时点P
 的坐标为（0，0），也满足⑧，



所以，当时，取得最小值，最小值为，

当时，取得最大值，最大值为．


评注
 　第（1）小题中的解法一主要是通过联立方程，运用韦达定理；解法二则是巧用“点差法”，将求的最值问题转化为二次函数在限定区间上的最值问题．有必要提醒的是，不要忽略直线斜率不存在的情形．



【例14】
 　已知α
 为锐角，且，函数，数列｛a
 
n

 ｝的首项．

（1）求函数f
 （x
 ）的表达式；

（2）求证：．


讲解





评注
 　本题借助函数给出递推关系，第（2）问转化成可以裂项的形式，这是证明数列中的不等式的另一种出路．把复杂的问题转化成清晰的问题是数学中的重要思想．





 2.5　综合运用数学思想解题

数学解题没有具体的思维模式，但有一般的思维趋势，这种思维趋势即解答数学问题的通性通法．数学思想方法与数学基本方法常常在学习、掌握数学知识时获得，与此同时，它们又直接对知识的形成起到指导作用．因此，到高三复习阶段，应对数学思想方法进行认真的梳理与总结，逐个认识它们的本质特征，逐步做到自觉地、灵活地用于所需要解决的问题之中．


【例1】
 　已知函数f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋2ax
 ＋4（a
 ＞0），若x
 1
 ＜x
 2
 ，x
 1
 ＋x
 2
 ＝0，则（　　）

A．f
 （x
 1
 ）＜f
 （x
 2
 ）

B．f
 （x
 1
 ）＝f
 （x
 2
 ）

C．f
 （x
 1
 ）＞ f
 （x
 2
 ）

D．f
 （x
 1
 ）与f
 （x
 2
 ）的大小不能确定




解法二
 　函数f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋2ax
 ＋4（a
 ＞0），二次函数的图象开口向上，对称轴为x
 ＝-1，a
 ＞0，故x
 1
 ＋x
 2
 ＝0，x
 1
 与x
 2
 的中点为0，x
 1
 ＜x
 2
 ，所以x
 2
 到对称轴的距离大于x
 1
 到对称轴的距离，所以f
 （x
 1
 ）＜f
 （x
 2
 ），选A．


评注
 　在比较实数大小的过程中，要遵循异中求同，即先将这些数的部分因式化成相同的部分，再去比较它们剩余部分的规律．一般地，在数的大小比较中，常用的方法有：（1）作差比较法和作商比较法，前者和零比较，后者和1比较大小；（2）找中间量，往往是1，在这些数中，有的比1大，有的比1小；（3）计算所有数的值；（4）选用数形结合的方法，画出相应的图形；（5）利用函数的单调性；等等．



【例2】
 　如图2-5-1已知圆O
 的半径为1，PA
 ，PB
 为该圆的两条切线，A
 ，B
 为两切点，那么的最小值为（　　）

A．

B．

C．

D．


图2-5-1





答案选D．


解法二
 　如图2-5-2，建立坐标的目标函数，以原点为圆心建立直角坐标系，设P
 点在x
 轴正半轴上，设坐标P
 （x
 0
 ，0）（x
 0
 ＞1），又A
 （x
 ，y
 ），则由对称性和B
 （x
 ，-y
 ），可得


图2-5-2












【例4】
 　三棱锥O
 -ABC
 中，OA
 ，OB
 ，OC
 两两垂直且相等，点P
 ，Q
 分别是BC
 和OA
 上的动点，且满足，则PQ
 和OB
 所成角余弦值的取值范围是_____．


解法一
 　过点O
 作PQ
 的平行线OP′
 ，则点P
 ，Q
 的运动相当于点P′
 在如图2-5-3所示的四边形MNGH
 上运动．显然，∠HOB
 最大，∠NOB
 最小．以OB
 ，OA
 和OC
 为x
 轴、y
 轴和z
 轴建立空间直角坐标系，O
 （0，0，0），设点B
 （3，0，0），则点H
 为（1，-2，2），点N
 （2，-1，1），可得．


图2-5-3




解法二
 　以OA
 ，OB
 ，OC
 为x
 轴、y
 轴和z
 轴建立空间直角坐标系，设OA
 为三个单位长度，则O
 （0，0，0），B
 （0，1，0），Q
 （m，0，0），P
 （0，n，3-n）（1≤m
 ，n
 ≤2），，




评注
 　作为客观题，本题也可以从图形的极端情况入手得到答案．



【例5】
 　已知动圆过定点P
 （1，0），且与定直线l
 ：x
 ＝-1相切，点C
 在l
 上．

（1）求动圆圆心的轨迹M
 的方程．

（2）设过点P
 ，且斜率为的直线与曲线M
 相交于A，B
 两点．

（i）问：△ABC
 能否为正三角形？若能，求点C
 的坐标；若不能，说明理由．

（ii）当△ABC
 为钝角三角形时，求这种点C
 的纵坐标的取值范围．


讲解
 　（1）由抛物线的定义知曲线M
 的方程为y
 2
 ＝4x
 ．

（2）（i）由题意得，直线AB
 的方程为，由消y
 得3x
 2
 -10x
 ＋3＝0，解出，x
 2
 ＝3．于是，A
 点和B
 点的坐标分别为，．

如图2-5-4，假设存在点C
 （-1，y
 ），使△ABC
 为正三角形，则｜BC
 ｜＝｜AB
 ｜且｜AC
 ｜＝｜AB
 ｜，


图2-5-4





因为不符合①，所以，由①②组成的方程组无解．

所以，直线l
 上不存在点C
 ，使得△ABC
 是正三角形．

（ii）设C
 （-1，y
 ）使△ABC
 成钝角三角形，由．

即当点C
 的坐标是（-1，）时，三点A
 ，B
 ，C
 共线，故y
 ≠．



（c
 ）当，

即时，该不等式无解，所以∠ACB
 不可能为钝角．

故当△ABC
 为钝角三角形时，点C
 的纵坐标y
 的取值范围是

．


评注
 　本例主要考查直线、圆与抛物线的基本概念及位置关系，是解析几何中的存在性问题．在解答中充分运用了转化与化归、分类与讨论等数学思想．



【例6】
 　已知函数，设正项数列｛a
 
n

 ｝的首项a
 1
 ＝2，前n
 项和S
 
n

 满足S
 
n

 ＝f
 （S
 
n
 -1
 ）（n
 ＞1且n
 ∈Z
 ＋
 ）．

（1）求a
 
n

 的表达式；




评注
 　本题也可借助导数解答如下：





【例7】
 　椭圆E
 经过点A（2，3），对称轴为坐标轴，焦点F
 1
 、F
 2
 在x
 轴上，离心率．

（1）求椭圆E
 的方程；

（2）求∠F
 1
 AF
 2
 的角平分线所在直线的方程．


讲解
 　利用待定系数法及解方程组思想就可得到第（1）问的答案为，下面着重讨论第（2）问的解法及其拓展．


解法一
 　设所求角平分线所在的直线为l
 ，斜率为k
 ，l
 与x
 轴交于B
 （x
 0
 ，0）（注：下同
 ）．显然x
 0
 ＜-2．因为F
 2
 （2，0），A
 （2，3），所以AF
 2
 ⊥F
 1
 F
 2
 ，

易求得直线AF
 1
 的方程为，

即3x
 -4y
 ＋6＝0．直线AF
 2
 的方程为x
 ＝2．

如图2-5-5，可知点B
 到直线AF
 1
 的距离等于它到直线AF
 2
 的距离，即，


图2-5-5



解得，即，则可得k
 ＝2，

于是直线l
 的方程为y
 ＝2x
 -1．


解法二
 　过B
 （x
 0
 ，0）作BH
 ⊥AF
 1
 于H
 ，

则由角平分线性质可知BH
 ＝BF
 2
 ，

则，

故（x
 0
 ＋2）×3＝5×（2-x
 0
 ），则可解得．以下过程略．


解法三
 　设Q
 （x
 ，y
 ）是直线l
 上任意一点．

由直线AF
 1
 的方程3x
 -4y
 ＋6＝0，直线AF
 2
 的方程x
 ＝2，

得，

所以x
 ＋2y
 -8＝0（舍）或2x
 -y
 -1＝0（即为所求直线方程）．


解法四
 　由角平分线可知，F
 1
 关于角平分线的对称点P
 必在直线AF
 2
 上（如图2-5-6），且｜AP
 ｜＝｜AF
 1
 ｜＝5．


图2-5-6



由AF
 2
 ⊥Ox
 ，得P
 （2，-2），于是，

则所求直线的斜率为2．故直线l
 的方程为y
 ＝2x
 -1．


解法五
 　设直线l
 的方程为y
 -3＝k
 （x
 -2），F
 1
 关于直线l
 的对称点P
 在直线AF
 2
 上，可设P
 （2，y
 0
 ），则．

解得k
 ＝2或（舍去），则直线l
 的方程为2x
 -y
 -1＝0．




解法九
 　易得AF
 2
 ⊥F
 1
 F
 2
 ，即△AF
 1
 F
 2
 是直角三角形，且三边分别为3，4，5，故其内切圆半径为r
 ＝1．所以内切圆圆心为I
 （1，1）．

如图2-5-7，由内切圆圆心的特征，得直线AI
 是∠F
 1
 AF
 2
 的角平分线，所以k
 ＝2．


图2-5-7




解法十
 　由向量知识得，所得结果是∠F
 1
 AF
 2
 的角平分线的方向向量，求得




解法十二
 　因为点A
 （2，3）在椭圆上，易得该椭圆在A
 处的切线方程为，

即x
 ＋2y
 -8＝0．又由光学性质（从椭圆的一个焦点发出的光线经椭圆反射后，反射光线过椭圆的另一个焦点
 ）可得直线l
 与切线垂直，故其斜率k
 ＝2．

以下过程略．


解法十三
 　易得Rt△AF
 1
 F
 2
 ，设∠F
 1
 AF
 2
 ＝2α∈（0°，90°），

．

在Rt△AF
 2
 B
 中，k
 ＝tan∠ABF
 2
 ＝tan（90°-α）＝cotα＝2．以下过程略．


解法十四
 　由椭圆“焦点三角形”的性质可得




 好题新题精选（一）


1．
 已知y
 ＝f
 （x
 ）是R
 上的减函数，其图象经过点A
 （0，1）和B
 （3，-1），则不等式｜f
 （x
 ）｜＜1的解集是（　　）

A．｛x
 ｜1＜x
 ＜4｝

B．｛x
 ｜0＜x
 ＜3｝

C．｛x
 ｜-1＜x
 ＜3｝

D．｛x
 ｜x
 ＜0或x
 ＞3｝


2．
 将正三棱柱截去三个角（如图a所示A
 ，B
 ，C
 分别是△GHI
 三边的中点）得到几何体如图b，则该几何体按图b所示方向的侧视图（或称左视图）为（　　）




3．
 如图，在长方体ABCD
 -A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，AB
 ＝6，AD
 ＝4，AA
 1
 ＝3．分别过BC
 、A
 1
 D
 1
 的两个平行截面将长方体分成三部分，其体积分别记为．若V
 1
 :V
 2
 :V
 3
 ＝1:4:1，则截面A
 1
 EFD
 1
 的面积为（　　）

A．

B．

C．

D．16


第3题图




4．
 用红、黄、蓝、绿四种颜色给图中的A
 、B
 、C
 、D
 四个小方格涂色（允许只用其中几种），使邻区（有公共边的小格）不同色，则不同的涂色方式种数为（　　）

A．24

B．36

C．72

D．84


第4题图




5．
 如图，是第七届国际数学教育大会（ICME-7）的会徽图案，它是由一串直角三角形演化而成的，其中OA
 1
 ＝A
 1
 A
 2
 ＝A
 2
 A
 3
 ＝…＝A
 7
 A
 8
 ＝1，它可以形成近似的等角螺线，如果把图中的直角三角形继续下去，并记OA
 1
 ，OA
 2
 ，…，OA
 
n

 的长度所组成的数列为｛a
 
n

 ｝（n
 ∈Z
 ＋
 ），则数列｛a
 
n

 ｝的一个通项公式为_____．


第5题图




6．
 x
 ，y
 为实数，满足x
 2
 ＋y
 2
 ≤1，则｜x
 2
 ＋2xy
 -y
 2
 ｜的最大值为_____．


7．
 已知数列＝_____．


8．
 设函数f
 （x
 ）＝x
 2
 ＋2bx
 ＋c
 （c
 ＜b
 ＜1），f
 （1）＝0，且方程f
 （x
 ）＋1＝0有实根．

（1）证明：-3＜c
 ≤-1且b
 ≥0；

（2）若m
 是方程f
 （x
 ）＋1＝0的一个实根，判断f
 （m
 -4）的正负并加以证明．


9．
 已知函数f
 （x
 ）＝1-ax
 2
 （a
 ＞0，x
 ＞0），该函数图象在点P
 （x
 0
 ，f
 （x
 0
 ））处的切线为l
 ，设切线l
 与x
 轴、y
 轴分别交于M
 （x
 1
 ，0）和N
 （0，y
 2
 ）两点．

（1）将△MON
 （O
 为坐标原点）的面积S
 表示为x
 0
 的函数S
 （x
 0
 ）．

（2）若函数y
 ＝f
 （x
 ）的图象与x
 轴交于点T
 （t
 ，0），则x
 1
 与t
 的大小关系如何？请证明你的结论．

（3）若在处，S
 （x
 0
 ）取得最小值，求此时a
 的值及S
 （x
 0
 ）的最小值．


10．
 设二次函数f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 （a
 ＞b
 ＞c
 ），已知f
 （1）＝0，且存在实数m
 ，使f
 （m
 ）＝-a
 ．

（1）试推断f
 （x
 ）在区间［0，＋∞）上是否为单调函数，并说明你的理由；

（2）设g
 （x
 ）＝f
 （x
 ）＋bx
 ，对于x
 1
 ，x
 2
 ∈R
 ，且x
 1
 ≠x
 2
 ，若g
 （x
 1
 ）＝g
 （x
 2
 ）＝0，求｜x
 1
 -x
 2
 ｜的取值范围；

（3）求证：f
 （m
 ＋3）＞0．


11．
 椭圆的中心是原点O
 ，它的短轴长为，相应于焦点F
 （c
 ，0）（c
 ＞0）的准线l
 与x
 轴相交于点A
 ，｜OF
 ｜＝2｜FA
 ｜，过点A
 的直线与椭圆相交于P
 、Q
 两点．

（1）求椭圆的方程及离心率；

（2）若，求直线PQ
 的方程；

（3）设，过点P
 且平行于准线l
 的直线与椭圆相交于另一点M
 ，证明．


12．
 已知函数．

（1）若x
 1
 、x
 2
 ∈（0，m
 ），求证：①；②；

（2）若a
 
n

 ＝f
 （n
 ），n
 ＝1，2…，m
 -1，其中m
 ≥3，m
 ∈Z
 ＋
 ，求证：a
 1
 ＋a
 
m
 -1
 ≥a
 2
 ＋a
 
m
 -2
 ；

（3）对于任意的，问：以f
 （a
 ），f
 （b
 ），f
 （c
 ）的值为长度的三条线段是否可构成三角形？请说明理由．

好题新题精选（一）解答


1．
 B　2．
 A　3．
 C．提示：由，




4．
 D．提示：选两色有种，一色选择对角有2种选法，共计种；选三色有种，其中一色重复有种选法，该色选择对角有2种选法，另两色选位有2种，共计4×3×2×2＝48种；四色全用有4！＝24种（因A
 ，B
 ，C
 ，D
 为固定位置），合计84种．


5．












解得，c
 ＝2．所以椭圆的方程为，离心率．

（2）由（1）可得A
 （3，0）．设直线PQ
 的方程为y
 ＝k
 （x
 -3）．由方程组得






第三章　高考压轴题热点题型透析

近几年的高考压轴题已经由单纯的知识叠加型转化为知识、方法及能力综合型和创新能力型试题．事实上，从历年全国各地的高考试卷中我们不难发现：压轴题的考查内容主要集中在函数（导数）、数列、不等式与圆锥曲线．本章将以此为线索展开研究．




 3.1　函数综合问题

函数是高中数学中极其重要的内容，其观点和方法贯穿高中代数的全过程，同时应用于几何问题的解决．学习函数，可以从两个方面入手：一是解析式，二是图象特征．从解析式出发，可以进行纯粹的代数推理，这种代数推理、论证的能力反映出一个人的基本数学素养；从图象特征出发，可以实现数与形的自然结合，这正是中学数学中一种非常重要的思想方法．

近年来，以函数为主干的综合题屡见不鲜．从内容上来看，主要有函数与方程问题，函数与不等式问题，函数与导数问题，函数与数列问题，函数与解析几何问题等．从解题策略上来看，解函数综合题的关键是要熟练掌握函数的性质，注意函数与方程、数形结合、转化与化归、分类讨论、换元法、待定系数法、配方法、构造法等数学思想与方法的灵活运用．


 3.1.1　二次函数综合

二次函数是中学代数的基本内容之一，它既简单又具有丰富的内涵和外延．作为最基本的初等函数，可以以它为素材来研究函数的单调性、奇偶性、最值等性质，还可建立起函数、方程、不等式之间的有机联系；作为抛物线，可以联系其他平面曲线讨论相互之间的关系．这些纵横联系，使得围绕二次函数可以编制出层出不穷、灵活多变的数学问题．同时，有关二次函数的内容又与近、现代数学发展紧密联系，是学生进入高校继续深造的重要知识基础．因此，从这个意义上说，有关二次函数的问题在高考中频繁出现，也就不足为奇了．

二次函数需要掌握的基础知识主要有：

1．二次函数的三种表示（以下a
 ≠0）

一般式：y
 ＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ；

零点式：y
 ＝a
 （x
 -x
 1
 ）（x
 -x
 2
 ）；

顶点式：y
 ＝a
 （x
 -m
 ）2
 ＋n
 ．

2．二次函数在限定区间上的最值（值域）问题

当a
 ＞0时，设f
 （x
 ）在区间［p
 ，q
 ］上的最大值为M
 ，最小值为m
 ，令．



3．二次函数的图象

二次函数的图象是抛物线，它关于直线对称；

对称轴与抛物线的交点称为顶点；

当a
 ＞0时，图象的开口向上，顶点是抛物线的最低点，

当a
 ＜0时，图象的开口向下，顶点是抛物线的最高点；

当Δ＝b
 2
 -4ac
 ＞0时，图象与x
 轴有两个不同的交点；

当Δ＝0时，图象与x
 轴相切；

当Δ＜0时，图象与x
 轴无交点．


【例1】
 　设f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 （a
 ≠0），

（1）若｜f
 （0）｜≤1，｜f
 （1）｜≤1，｜f
 （-1）｜≤1，试证明：对于任意｜x
 ｜≤1，有．

（2）若｜x
 ｜≤1时，有｜f
 （x
 ）｜≤1，求证：当｜x
 ｜≤1时，｜2ax
 ＋b
 ｜≤4．


讲解






综上，问题获证．


评注
 　本题所给条件并不足以确定参数a
 ，b
 ，c
 的值，注意到所要求的结论不是｜f
 （x
 ）｜的确定值，而是与条件相对应的“取值范围”，因此，可以把｜f
 （0）｜≤1，｜f
 （1）｜≤1，｜f
 （-1）｜≤1当成三个独立条件，用f
 （-1），f
 （0）和f
 （1）来表示a
 ，b
 ，c
 ，再利用绝对值不等式放缩达到目标．（2）上所述不等式又称为马尔可夫不等式，更一般地，没有n
 次多项式函数f
 （x
 ）满足｜x
 ｜≤1，｜f
 （x
 ）｜≤M
 ，则当｜x
 ｜≤1时，有｜f
 ′（x
 ）｜≤n
 2
 M
 成立．



【例2】
 　已知f
 （x
 ）＝｜x
 2
 -1｜＋x
 2
 ＋kx
 ．

（1）若k
 ＝2，求方程f
 （x
 ）＝0的解；

（2）若关于x
 的方程f
 （x
 ）＝0在（0，2）上有两个解x
 1
 ，x
 2
 ，求k
 的取值范围，并证明．


讲解
 　（1）当k
 ＝2时，f
 （x
 ）＝｜x
 2
 -1｜＋x
 2
 ＋2x
 ＝0．

①当x
 2
 -1≥0，即x
 ≤-1或x
 ≥1时，方程化为2x
 2
 ＋2x
 -1＝0，

解得，而（舍去）．

②当x
 2
 -1＜0，即-1＜x
 ＜1时，方程化为2x
 ＋1＝0，解得．

由①②得，当k
 ＝2时，方程f
 （x
 ）＝0的解为．



如图3-1-1作出函数y
 ＝g
 （x
 ）的图象，由图象可知：当且仅当，即时，-k
 ＝g
 （x
 ）在（0，2）上有两个解x
 1
 ，x
 2
 ，故当时，方程f
 （x
 ）＝0在（0，2）上有两个解x
 1
 ，x
 2
 ．且．


图3-1-1




评注
 　通过数形结合的方法，把方程有解的问题转化为两函数图象有公共点的问题，是解决方程根的分布情况的常用方法之一，但在操作过程中要注意对方程的再加工，使函数图象尽可能简单一些，如本题的动态函数是一条上下平移的直线，能使方程解的情况一目了然．



【例3】
 　已知二次函数f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 （a
 ，b
 ，c
 ∈R
 ，a
 ≠0），满足f
 （-1）＝0，对于任意的x
 ∈R
 ，都有f
 （x
 ）-x
 ≥0，并且当x
 ∈（0，2）时有．

（1）求f
 （x
 ）的表达式；

（2）当x
 ∈［-1，1］时，函数g
 （x
 ）＝f
 （x
 ）-mx
 （x
 ∈R
 ）是单调的，求证：m
 ≤0或m
 ≥1．


讲解
 　（1）由f
 （1）＝1，f
 （-1）＝0解得，对于任意的x
 ∈R
 ，都有f
 （x
 ）-x
 ≥0，




变式
 　已知二次函数f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 （a
 ，b
 ，c
 ∈R
 ，a
 ≠0），满足：

（1）当x
 ∈R
 时，f
 （x
 -4）＝f
 （2-x
 ），且f
 （x
 ）≥x
 ；

（2）当x
 ∈（0，2）时，；

（3）f
 （x
 ）在R
 上的最小值为0．

求最大的m
 （m
 ＞1），使得存在t
 ∈R
 ，只要x
 ∈［1，m
 ］，就有f
 （x
 ＋t
 ）≤x
 ．


讲解
 　同例3可得，假设存在t
 ∈R
 ，只要x
 ∈［1，m
 ］，就有f
 （x
 ＋t
 ）≤x
 ，取x
 ＝1，有f
 （t
 ＋1）≤1，即．

对固定的t
 ∈［-4，0］，取x
 ＝m
 ，有

，

化简得．

当t
 ＝-4时，对任意的x
 ∈［1，9］，

恒有，故m
 的最大值为9．


评注
 　二次函数f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 （a
 ≠0）的图象为抛物线，具有许多优美的性质，如对称性、单调性、凹凸性等．结合这些图象特征解决有关二次函数的问题，可以化难为易，形象直观．



【例4】
 　已知f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ，其中a
 ∈Z
 ＋
 ，b
 ，c
 ∈Z
 ．

（1）当b
 ＞2a
 时，在［-1，1］上是否存在x，使得｜f
 （x
 ）｜＞b
 成立？

（2）当方程f
 （x
 ）-x
 ＝0的根在（0，1）上时，试求a
 的最小值．


讲解
 　（1）由b
 ＞2a
 ，a
 ∈Z
 ＋
 ，得，则f
 （x
 ）在［-1，1］上递增且b
 ＞0，因此，f
 （x
 ）∈（a
 -b
 ＋c
 ，a
 ＋b
 ＋c
 ）．

①当a
 ＋c
 ＞0时，a
 ＋b
 ＋c
 ＞b
 ＞0，此时有｜f
 （1）｜＞b
 ，

即存在x
 ＝1，使得｜f
 （x
 ）｜＞b
 成立．

②当a
 ＋c
 ＜0时，a
 -b
 ＋c
 ＜-b
 ＜0，此时有｜f
 （-1）｜＞b
 ，

即存在x
 ＝-1，使得｜f
 （x
 ）｜＞b
 成立．

③当a
 ＋c
 ＝0时，f
 （x
 ）∈（-b
 ，b
 ），不存在x
 使得｜f
 （x
 ）｜＞b
 成立．

（2）设g
 （x
 ）＝f
 （x
 ）-x
 ＝0的两根为x
 1
 ，x
 2
 ，则g
 （x
 ）＝a
 （x
 -x
 1
 ）（x
 -x
 2
 ），

由于，

其中当时上述等号成立，所以．

由于方程f
 （x
 ）-x
 ＝0的根在（0，1）上，所以g
 （0）＞0，g
 （1）＞0，

又已知a
 ，b
 ，c
 为整数，则g
 （0）＝c
 ≥1，g
 （1）＝a
 ＋b
 -1＋c
 ≥1，

则．

经检验，a
 的最小值为4．


评注
 　第（1）小题在得到f
 （x
 ）∈（a
 -b
 ＋c
 ，a
 ＋b
 ＋c
 ）时，针对a
 ＋c
 进行分类讨论，从而使原问题明确化；第（2）小题利用二次函数与二次方程的关系，巧妙地设“两点式”g
 （x
 ）＝a
 （x
 -x
 1
 ）（x
 -x
 2
 ），并且对g
 （0）g
 （1）＝a
 2
 x
 1
 x
 2
 （1-x
 1
 ）（1-x
 2
 ）进行合理搭配后，运用均值不等式，将“四元”问题转化为“二元”问题，从而顺利突破难点．



【例5】
 　（2015年高考浙江卷第18题）已知函数f
 （x
 ）＝x
 2
 ＋ax
 ＋b
 （a
 、b
 ∈R
 ），记M
 （a
 ，b
 ）是｜f
 （x
 ）｜在区间［-1，1］上的最大值．

（1）证明：当｜a
 ｜≥2时，M
 （a
 ，b
 ）≥2；

（2）当a
 、b
 满足M
 （a
 ，b
 ）≤2，求｜a
 ｜＋｜b
 ｜的最大值．

（1）解法一
 　由，得对称轴为直线．

因为｜a
 ｜≥2，得，

故f
 （x
 ）在［-1，1］上是单调函数，所以M
 （a
 ，b
 ）＝max｛｜f
 （1）｜，｜f
 （-1）｜｝．

而｜f
 （-1）｜＝｜1-a
 ＋b
 ｜＝｜1＋b
 -a
 ｜＝｜a
 -（1＋b
 ）｜，f
 （1）＝｜1＋a
 ＋b
 ｜＝｜1＋b
 ＋a
 ｜＝｜a
 ＋（1＋b
 ）｜，所以｜f
 （-1）｜＋｜f
 （1）｜＝｜a
 -（1＋b
 ）｜＋｜a
 ＋（1＋b
 ）｜≥2｜a
 ｜≥4，

所以｜f
 （-1）｜＋｜f
 （1）｜≥4．

根据抽屉原理，｜f
 （-1）｜与｜f
 （1）｜中至少有一个不小于2，

所以M
 （a
 ，b
 ）＝max｛｜f
 （1）｜，｜f
 （-1）｜｝≥2．


解法二
 　由题意知M
 （a
 ，b
 ）≥｜f
 （1）｜＝｜（b
 ＋1）＋a
 ｜，M
 （a
 ，b
 ）≥｜f
 （-1）｜＝｜（b
 ＋1）-a
 ｜．

结合绝对值的几何意义可知，当且仅当b
 ＋1在［-｜a
 ｜，｜a
 ｜］时，｜f
 （1）｜＋｜f
 （-1）｜有最小值2｜a
 ｜，即M
 （a
 ，b
 ）≥2．


解法三
 　M
 （a
 ，b
 ）＝max｛｜f
 （-1）｜，｜f
 （1）｜｝＝max｛｜1-a
 ＋b
 ｜，｜1＋a
 ＋b
 ｜｝．设x
 ＝b
 ＋1，则问题可化为M
 （a
 ，b
 ）＝max｛｜x
 ＋a
 ｜，｜x
 -a
 ｜｝，这就变成了常见问题，如图3-1-2所示，可直接证得M
 （a
 ，b
 ）≥｜a
 ｜≥2．


图3-1-2




解法四
 　由函数，得对称轴为直线x
 ＝．因为｜a
 ｜≥2，故f
 （x
 ）在［-1，1］上单调，所以


M
 （a
 ，b
 ）＝max｛｜f
 （-1）｜，｜f
 （1）｜｝．

当a
 ≥-2时，由f
 （1）-f
 （-1）＝2a
 ≥4，得

；

当a
 ≤-2时，由f
 （-1）-f
 （1）＝-2a
 ≥4得

．

综上，当｜a
 ｜≥2时，M
 （a
 ，b
 ）≥2．







下面只要验证这样的a
 、b
 存在即可．事实上，当a
 ＝2，b
 ＝-1时，｜a
 ｜＋｜b
 ｜＝3，此时f
 （x
 ）＝｜x
 2
 ＋2x
 -1｜＝｜（x
 ＋1）2
 -2｜在［-1，1］上的最大值为2；当a
 ＝-2，b
 ＝-1时，｜a
 ｜＋｜b
 ｜＝3，此时f
 （x
 ）＝｜x
 2
 -2x
 -1｜＝｜（x
 -1）2
 -2｜在［-1，1］上的最大值为2．


 3.1.2　高次函数综合

一般地，我们将最高次超过二次的函数称为高次函数，解决高次函数的问题一般可利用导数这一有力工具．这将在本章3.2节具体分析，此处仅举一非导数方法的一例．


【例6】
 　已知x
 ∈R
 ，奇函数f
 （x
 ）＝x
 3
 -ax
 2
 -bx
 ＋c
 在［1，＋∞）上单调．

（1）求a
 、c
 的值及b
 的范围；

（2）设x
 0
 ≥1，f
 （x
 0
 ）≥1，且满足f
 （f
 （x
 0
 ））＝x
 0
 ，求证：f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 ．


讲解
 　（1）因为x
 ∈R
 ，f
 （x
 ）＝x
 3
 -ax
 2
 -bx
 ＋c
 为奇函数，所以f
 （-x
 ）＝-f
 （x
 ），

即（-x
 ）3
 -a
 （-x
 ）2
 -b
 （-x
 ）＋c
 ＝-（x
 3
 -ax
 2
 -bx
 ＋c
 ）恒成立，因此a
 ＝c
 ＝0．

又f
 （x
 ）在［1，＋∞）上单调，若f
 （x
 ）在［1，＋∞）上单调递减，则f
 ′（x
 ）≤0恒成立，但f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 -b
 ≤0在［1，＋∞）上不恒成立；

若f
 （x
 ）在［1，＋∞）上单调递增，则f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 -b
 ≥0恒成立．

在［1，＋∞）上f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 -b
 最小值为3-b
 ，故只要3-b
 ≥0，即b
 ≤3．

综上可知，a
 ＝c
 ＝0，b
 ≤3．

（2）解法一
 　假设f
 （x
 0
 ）≠x
 0
 ．

若f
 （x
 0
 ）＞x
 0
 ≥1，由（1）知f
 （x
 ）在［1，＋∞）上单调递增，

则f
 （f
 （x
 0
 ））＞f
 （x
 0
 ）且f
 （x
 0
 ）＞x
 0
 ，有f
 （f
 （x
 0
 ））＞x
 0
 ，与f
 （f
 （x
 0
 ））＝x
 0
 矛盾；

若1≤f
 （x
 0
 ）＜x
 0
 ，同理有f
 （f
 （x
 0
 ））＜f
 （x
 0
 ）且f
 （x
 0
 ）＜x
 0
 ，有f
 （f
 （x
 0
 ））＜x
 0
 ，

与f
 （f
 （x
 0
 ））＝x
 0
 矛盾．

所以假设错误．因此f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 ．


解法二
 　由（1）知f
 （x
 ）＝x
 3
 -bx
 ．设f
 （x
 0
 ）＝m
 ，由f
 （f
 （x
 0
 ））＝x
 0
 有f
 （m
 ）＝x
 0
 ，

于是两式相减，得，

即．

因为x
 0
 ≥1，f
 （x
 0
 ）≥1，b
 ≤3，所以，

所以x
 0
 -m
 ＝0，即f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 ．


 3.1.3　分式函数综合

一般地，分母中含有自变量的函数称为分式函数．除了二次函数，分式函数也是高考命题的热点，尤其是以下被俗称为“打钩函数”或“Nike函数”的函数“”，更是在各类考试中独领风骚．


【例7】
 　点P
 （t
 ，y
 ）在函数的图象上，且有


t
 2
 -c
 2
 at
 ＋4c
 2
 ＝0（c
 ≠0）．

（1）求证：｜ac
 ｜≥4；

（2）求证：在（-1，＋∞）上f
 （x
 ）单调递增；

（3）求证：f
 （｜a
 ｜）＋f
 （｜c
 ｜）＞1．


讲解
 　（1）∵t
 ∈R
 ，t
 ≠-1，　∴Δ＝（-c
 2
 a
 ）2
 -16c
 2
 ＝c
 4
 a
 2
 -16c
 2
 ≥0．

∵c
 ≠0，∴c
 2
 a
 2
 ≥16，∴｜ac
 ｜≥4．

（2）由已知得．






【例8】
 　设a
 ＞0，函数．

（1）当时，求函数f
 （x
 ）的最小值；

（2）证明：当时，函数f
 （x
 ）有零点．


讲解
 　（1）当时，



（2）因为，所以欲证当时，函数f
 （n
 ）有零点，只需证明，当时，函数f
 （x
 ）的最小值小于等于零即可．



①当x
 2
 -（a
 ＋1）x
 ＋a
 （a
 ＋1）＝0有实数根时，

此时，函数f
 （x
 ）的最小值是．

因为，所以．

②当x
 2
 -（a
 ＋1）x
 ＋a
 （a
 ＋1）＝0无实数根时，此时．

因为，

所以，函数f
 （x
 ）的最小值是．

因为，所以．

由①②可知，当时，函数f
 （x
 ）的最小值小于等于零．

因此，当时，函数f
 （x
 ）有零点．


评注
 　本题重点考查函数的性质、基本不等式、零点存在性等知识，对考生的逻辑推理能力与创新意识要求较高．



 3.1.4　抽象函数综合

所谓抽象函数，一般是指题设中只给出函数的一些性质（如单调性、周期性、奇偶性），其函数的解析式不确定，要求考生根据已知的性质探索该函数的其他性质的问题．抽象函数问题，可以将函数、方程和不等式等内容综合于一题，也可以通过构造一定的背景，定义一些新的知识，将高等数学内容有机地渗透在具体问题中，从而在“抽象”中具体考查考生的逻辑推理能力、抽象思维能力与创新能力．

抽象函数可视为某些具体函数的“模特”，如下表：



明确了“抽象”与“具体”之间的联系，我们就可以通观全局，整体把握，局部入手．


【例9】
 　设f
 （x
 ）是定义在R
 上的偶函数，其图象关于直线x
 ＝1对称，对任意x
 1
 ，x
 2
 ∈都有f
 （x
 1
 ＋x
 2
 ）＝f
 （x
 1
 ）・f
 （x
 2
 ），且f
 （1）＝a
 ＞0．

（1）求；

（2）证明：f
 （x
 ）是周期函数；

（3）记，求a
 
n

 ．


讲解
 　（1）因为，都有f
 （x
 1
 ＋x
 2
 ）＝f
 （x
 1
 ）・f
 （x
 2），



（2）证明：依题意，y
 ＝f
 （x
 ）关于直线x
 ＝1对称，故f
 （x
 ）＝f
 （x
 ＋1-x
 ），即


f
 （x
 ）＝f
 （2-x
 ），x
 ∈R
 ，

又由f
 （x
 ）是偶函数知f
 （-x
 ）＝f
 （x
 ），x
 ∈R
 ，


f
 （-x
 ）＝f
 （2-x
 ），x
 ∈R
 ，

将上式中的-x
 以x
 代换，得


f
 （x
 ）＝f
 （x
 ＋2），x
 ∈R
 ，

这表明f
 （x
 ）是R
 上的周期函数，且2是它的一个周期．

（3）由（1）知f
 （x
 ）≥0，x
 ∈［0，1］．




评注
 　本小题主要考查函数的概念、图象，函数的奇偶性和周期性以及数列极限等基础知识；考查运算能力和逻辑思维能力．认真分析处理好各知识的相互联系，抓住条件f
 （x
 1
 ＋x
 2
 ）＝f
 （x
 1
 ）・f
 （x
 2
 ）找到问题的突破口．技巧与方法主要体现在由f
 （x
 1
 ＋x
 2
 ）＝f
 （x
 1
 ）・f
 （x
 2
 ）变形为．



【例10】
 　设函数y
 ＝f
 （x
 ）（x
 ∈R
 ），当x
 ＞0时，f
 （x
 ）＞1，且对任意实数x
 1
 、x
 2
 满足f
 （x
 1
 ＋x
 2
 ）＝f
 （x
 1
 ）・f
 （x
 2
 ），当x
 1
 ≠x
 2
 时，f
 （x
 1
 ）≠f
 （x
 2
 ）．

（1）求f
 （0）的值；

（2）求证：y
 ＝f
 （x
 ）在R
 上为单调递增函数；

（3）判断y
 ＝f
 （x
 ）的奇偶性；

（4）当x
 1
 ≠x
 2
 时，试比较的大小．


讲解
 　（1）令x
 1
 ＝x
 2
 ＝x
 ，则f
 （2x
 ）＝［f
 （x
 ）］2
 ＞0，令x
 1
 ＝x
 2
 ＝0，

则有f
 （0）＝f
 （0）・f
 （0），得到f
 （0）＝0或1．

若f
 （0）＝0，则有f
 （1）＝f
 （0）・f
 （1），

所以f
 （1）＝0，与已知矛盾，即f
 （0）＝1．

（2）由（1）得f
 （0）＝1，令x
 1
 ＝-x
 ，x
 2
 ＝x
 （x
 ＞0），

则f
 （-x
 ＋x
 ）＝f
 （-x
 ）・f
 （x
 ）＝1，故，

，

因为当x
 ＞0时，f
 （x
 ）＞1，所以f
 （x
 2
 -x
 1
 ）＞1，从而有，

故f
 （x
 2
 ）＞f
 （x
 1
 ），即f
 （x
 ）是增函数．

（3）f
 （x
 ）是非奇非偶函数．f
 （0）＝1，f
 （x
 ）不是奇函数；

若f
 （x
 ）是偶函数，即有f
 （-x
 ）＝f
 （x
 ），f
 （0）＝f
 （x
 ）・f
 （-x
 ）＝［f
 （x
 ）］2
 ＝1，


f
 （x
 ）＝1或-1（舍去），这与“当x
 ＞0时，f
 （x
 ）＞1”相矛盾．




评注
 　由题目条件“函数y
 ＝f
 （x
 ）（x
 ∈R
 ），当x
 ＞0时，f
 （x
 ）＞1，且对任意实数x
 1
 ，x
 2
 满足f
 （x
 1
 ＋x
 2
 ）＝f
 （x
 1
 ）・f
 （x
 2
 ）”，可试着把函数y
 ＝f
 （x
 ）归为指数函数f
 （x
 ）＝a
 
x

 （a
 ＞1），从而利用其性质来指导我们对问题的解决，特别是对f
 （0）＝0的排除．



【例11】
 　已知函数f
 （x
 ）对于任意x
 ，y
 ∈R
 都有f
 （x
 ＋y
 ）＝f
 （x
 ）＋f
 （y
 ），且当x
 ＞0时，有f
 （x
 ）＜0．

（1）判断f
 （x
 ）的奇偶性与单调性，并证明你的结论；

（2）设不等式对于一切x
 ∈［-1，1）恒成立，求整数k
 的最小值．


讲解
 　（1）令x
 ＝y
 ＝0，得f
 （0）＝f
 （0）＋f
 （0），解得f
 （0）＝0．

令y
 ＝-x
 ，得，所以，f
 （x
 ）是奇函数．

设x
 1
 ＞x
 2
 ，则x
 1
 -x
 2
 ＞0，由条件得f
 （x
 1
 -x
 2
 ）＜0，

因此，f
 （x
 1
 ）＋f
 （-x
 2
 ）＜0，即f
 （x
 1
 ）＜-f
 （-x
 2
 ）＝f
 （x
 2
 ），

所以，f
 （x
 ）在（-∞，＋∞）上为减函数．

（2）由x
 ∈［-1，1），得x
 -1＜0，因此，f
 （x
 -1）＞0，所以有f
 （x
 2
 ＋1）＜2kf
 （x
 -1）．

②当k
 ＝0时，（*）式显然成立；当k
 ＜0时，由奇函数性质可证明（*）式也成立．

所以，有f
 （x
 2
 ＋1）＜f
 （2kx
 -2k
 ），

由单调性得x
 2
 -2kx
 ＋1＋2k
 ＞0，对于x
 ∈［-1，1）恒成立．




解法二
 　设g
 （x
 ）＝x
 2
 -2kx
 ＋1＋2k
 ＝（x
 -k
 ）2
 -k
 2
 ＋2k
 ＋1＞0，


g
 （x
 ）对于x
 ∈［-1，1）恒成立．

①若k
 ≤-1，g
 （x
 ）min
 ＝g
 （-1）＝4k
 ＋2＞0，此时k
 无解．

②若．

③若k
 ＞1，g
 （x
 ）＞g
 （1）＝2＞0．

综上可得：，又k
 ∈Z
 ，所以k
 min
 ＝0．




评注
 　利用函数的单调性化抽象为具体是解决抽象函数问题的常用技巧，本例由单调性将原问题转化为二次不等式x
 2
 -2kx
 ＋1＋2k
 ＞0对于x
 ∈［-1，1）恒成立问题．解法一运用分离参数求最值，解法二构造函数分类讨论，解法三则从特殊化的角度入手，巧妙获得最小值．



 好题新题精选（二）


1．
 已知二次函数f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋1（a
 ，b
 ∈R
 ，a
 ＞0），设方程f
 （x
 ）＝x
 的两个实数根为x
 1
 和x
 2
 ．

（1）如果x
 1
 ＜2＜x
 2
 ＜4，设函数f
 （x
 ）的对称轴为x
 ＝x
 0
 ，求证：x
 0
 ＞-1；

（2）如果｜x
 1
 ｜＜2，｜x
 2
 -x
 1
 ｜＝2，求b
 的取值范围．


2．
 设，［m
 ］表示不超过实数m
 的最大整数，求函数的值域．


3．
 已知函数，

（1）求f
 （x
 ）值域；

（2）设a
 ≥1，函数g
 （x
 ）＝x
 3
 -3a
 2
 x
 -2a
 ，x
 ∈［0，1］，若对于任意x
 1
 ∈［0，1］，总存在x
 0
 ∈［0，1］，使得g
 （x
 0
 ）＝f
 （x
 1
 ）成立，求a
 的取值范围．


4．
 定义在R
 上的函数f
 （x
 ）满足：对任意实数m
 ，n
 ，总有f
 （m
 ＋n
 ）＝f
 （m
 ）・f
 （n
 ），且当x
 ＞0时，0＜f
 （x
 ）＜1．

（1）试求f
 （0）的值；

（2）判断f
 （x
 ）的单调性并证明你的结论；

（3）设，若A
 ∩B
 ＝Ø，试确定a
 的取值范围．


5．
 函数f
 （x
 ）满足：，且时，f
 （x
 ）＜0；

（1）设a
 n
 ＝f
 （n
 ）（n
 ∈Z
 ＋
 ），求数列｛a
 
n

 ｝的通项；

（2）证明当；

（3）判断f
 （x
 ）的单调性并证明．

好题新题精选（二）解答








3．
 （1）f
 （x
 ）的值域为［-4，-3］．

（2）g
 ′（x
 ）＝3（x
 2
 -a
 2
 ），因此a
 ≥1，当x
 ∈（0，1）时，g
 ′（x
 ）＜3（1-a
 2
 ）≤0，因此当x
 ∈（0，1）时，g
 （x
 ）为减函数，从而当x
 ∈［0，1］时有g
 （x
 ）∈［g
 （1），g
 （0）］；又g
 （1）＝1-2a
 -3a
 2
 ，g
 （0）＝-2a
 ，即当x
 ∈［0，1］时有g
 （x
 ）∈［1-2a
 -3a
 2
 ，-2a
 ］，任给x
 1
 ∈［0，1］，f
 （x
 1
 ）∈［-4，-3］，存在x
 0
 ∈［0，1］使得g
 （x
 0
 ）＝f
 （x
 1
 ），则

解①式得a
 ≥1或，解②式得．又a
 ≥1，故a
 的取值范围为．


4．
 （1）在f
 （m
 ＋n
 ）＝f
 （m
 ）・f
 （n
 ）上，令m
 ＝1，n
 ＝0，得f
 （1）＝f
 （1）・f
 （0）．

因为f
 （1）≠0，所以，f
 （0）＝1．

（2）要判断f
 （x
 ）的单调性，可任取x
 1
 ，x
 2
 ∈R
 ，且设x
 1
 ＜x
 2
 ．

在已知条件f
 （m
 ＋n
 ）＝f
 （m
 ）・f
 （n
 ）上，若取m
 ＋n
 ＝x
 2
 ，m
 ＝x
 1
 ，则已知条件可化为：


f
 （x
 2
 ）＝f
 （x
 1
 ）・f
 （x
 2
 -x
 1
 ）．由于x
 2
 -x
 1
 ＞0，所以1＞f
 （x
 2
 -x
 1
 ）＞0．

要比较f
 （x
 2
 ）、f
 （x
 1
 ）的大小，只需考虑f
 （x
 1
 ）的正负即可．

在f
 （m
 ＋n
 ）＝f
 （m
 ）・f
 （n
 ）上，令m
 ＝x
 ，n
 ＝-x
 ，则得f
 （x
 ）・f
 （-x
 ）＝1．

当x
 ＞0时，0＜f
 （x
 ）＜1，当x
 ＜0时，．又f
 （0）＝1，

所以，综上可知，对于任意x
 1
 ∈R
 ，均有f
 （x
 1
 ）＞0．

所以f
 （x
 2
 ）-f
 （x
 1
 ）＝f
 （x
 1
 ）［f
 （x
 2
 -x
 1
 ）-1］＜0．所以，函数f
 （x
 ）在R
 上单调递减．

（3）首先利用f
 （x
 ）的单调性，将有关函数值的不等式转化为不含f
 的式子．


f
 （x
 2
 ）・f
 （y
 2
 ）＞f
 （1），即x
 2
 ＋y
 2
 ＜1，．

由A
 ∩B
 ＝Ø，得直线与圆面x
 2
 ＋y
 2
 ＜1无公共点．

所以，．解得-1≤a
 ≤1．


5．
 （1）由f
 （x
 ＋y
 ）＋1＝f
 （x
 ）＋f
 （y
 ）．令x
 ＝y
 ＝0，可解得f
 （0）＝1，又，

因此，

则f
 （n
 ＋1）＝f
 （n
 ）＋f
 （1）-1＝f
 （n
 ）-2，所以，a
 1
 ＝-1，a
 
n
 ＋1
 -a
 
n

 ＝f
 （n
 ＋1）-f
 （n
 ）＝-2．

故｛a
 
n

 ｝是首项a
 1
 ＝-1，公差d
 ＝-2的等差数列，a
 
n

 ＝1-2n
 ．

（2）以下用数学归纳法给出证明：

①当n
 ＝1时，，所以f
 （2x
 ）≤0，又f
 （2x
 ）＋1＝2f
 （x
 ），

所以，故当n
 ＝1时命题成立．

②假设当n
 ＝k
 时命题成立，即当，

则当n
 ＝k
 ＋1时，，

则，故当n
 ＝k
 ＋1时命题成立，

综上①②所述，当n
 ∈Z
 ＋
 时，．

（3）f
 （x
 ）在R
 上单调递减，证明如下：设x
 1
 ，x
 2
 ∈R
 且x
 1
 ＜x
 2
 ，则f
 （x
 2
 ）-f
 （x
 1
 ）＝f
 （x
 2-x
 1
 ）-1，

当时，f
 （x
 2
 -x
 1
 ）＜0，所以f
 （x
 2
 ）-f
 （x
 1
 ）＜0．

当时，由（2）知当时，，

当时，f
 （x
 ）＜1即f
 （x
 2
 -x
 1
 ）-1＜0，所以，f
 （x
 2
 ）-f
 （x
 1
 ）＜0，

所以，当x
 1
 ＜x
 2
 时，f
 （x
 2
 ）＜f
 （x
 1
 ），故f
 （x
 ）在R
 上单调递减．




 3.2　导数综合问题

导数是初等数学与高等数学的重要衔接点．在高考试题中，关于导数的考查主要有以下三类形式：一是直接考查导数的基本概念、求导公式和法则；二是利用导数包装函数、数列以及解析几何等传统问题；三是运用导数这一“秘密武器”解决综合问题，尤其在求函数的最值、判断单调性、解决切线问题等方面，导数法有非同一般的作用．

从近几年的高考命题分析，高考对导数的考查可分为三个层次：

第一层次主要是考查导数的概念和某些实际背景、求导公式以及求导法则．

第二层次是考查导数的简单应用，包括求函数的极值，求函数的单调区间，证明函数的增减性等．

第三层次是综合考查，包括解决应用问题，将导数内容和传统内容中有关不等式和函数的单调性、方程根的分布、解析几何中的切线问题等有机地结合在一起，设计综合试题．

根据对近年来高考试卷中出现的导数综合问题的收集、整理、分析，现将其提炼为以下四类，即“三次或四次型”、“指数与一次或二次联袂型”、“对数与一次或二次联袂型”与导数综合，分别归类解析．


 3.2.1　三次或四次型

“三次或四次型”的导数问题主要是指试题中所给函数的最高次不超过三次或四次的导数问题，一般这方面问题在高考文科类试卷中出现得比较多．

三次函数的性质

三次函数的单调性

因为f
 ′（x
 ）＝3ax
 2
 ＋2bx
 ＋c
 ，所以方程f
 ′（x
 ）＝0中，Δ＝4b
 2
 -12ac
 ＝4（b
 2
 -3ac
 ），于是：

（1）当b
 2
 -3ac
 ＞0时，方程f
 ′（x
 ）＝0有两个不同的实数根x
 1
 ，x
 2
 （不妨设x
 1
 ＜x
 2
 ），若a
 ＞0，则f
 （x
 ）＝ax
 3
 ＋bx
 2
 ＋cx
 ＋d
 （a
 ＞0）在（-∞，x
 1
 ），（x
 2
 ，＋∞）上单调递增，在（x
 1
 ，x
 2
 ）上单调递减；

（2）当b
 2
 -3ac
 ＝0时，方程f
 ′（x
 ）＝0有两个相等的实数根x
 1
 ，若a
 ＞0，则该函数恒大于零，所以f
 （x
 ）＝ax
 3
 ＋bx
 2
 ＋cx
 ＋d
 （a
 ＞0）在R
 上单调递增；

（3）当b
 2
 -3ac
 ＜0时，方程f
 ′（x
 ）＝0没有实数根，若a
 ＞0，则该函数恒大于零，所以f
 （x
 ）＝ax
 3
 ＋bx
 2
 ＋cx
 ＋d
 （a
 ＞0）在R
 上单调递增．

三次函数的极值

根据三次函数的单调性可知：

（1）当b
 2
 -3ac
 ＞0时，三次函数有极大值且y
 极大值
 ＝f
 （x
 1
 ），有极小值且y
 极小值
 ＝f
 （x
 2
 ）；

（2）当b
 2
 -3ac
 ≤0时，三次函数无极值．

三次函数的根

（1）若b
 2
 -3ac
 ＞0，当y
 极大值
 ＝f
 （x
 1
 ）＞0且y
 极小值
 ＝f
 （x
 2
 ）＜0时，方程f
 （x
 ）＝ax
 3
 ＋bx
 2
 ＋cx
 ＋d
 （a
 ＞0）有3个实根x
 3
 ，x
 4
 ，x
 5
 ，不妨设x
 3
 ＜x
 4
 ＜x
 5
 （如图3-2-1）；当y
 极大值
 ＝f
 （x
 1
 ）＝0时，方程有两个实根x
 1
 ，x
 3
 且x
 1
 ＜x
 3
 （如图3-2-2）；当y
 极小值
 ＝f
 （x
 2
 ）＝0时，方程有两个实根x
 2
 ，x
 3
 且x
 2
 ＞x
 3
 （如图3-2-3）；当y
 极大值
 ＝f
 （x
 1
 ）＜0或y
 极小值
 ＝f
 （x
 2
 ）＞0时，方程只有一个实根x
 3
 （如图3-2-4，和图3-2-5）．

（2）若b
 2
 -3ac
 ≤0，三次方程f
 （x
 ）＝ax
 3
 ＋bx
 2
 ＋cx
 ＋d
 （a
 ＞0）只有一个实根x
 3
 （如图3-2-6）．
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【例1】
 　已知a
 ，b
 是实数，函数f
 （x
 ）＝x
 3
 ＋ax
 ，g
 （x
 ）＝x
 2
 ＋bx
 ，f
 ′（x
 ）和g
 ′（x
 ）是f
 （x
 ）和g
 （x
 ）的导函数．若f
 ′（x
 ）g
 ′（x
 ）≥0在区间I
 上恒成立，则称f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间I
 上单调性一致．

（1）设a
 ＞0，若f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间［-1，＋∞）上单调性一致，求实数b
 的取值范围；

（2）设a
 ＜0且a
 ≠b，若f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在以a
 ，b
 为端点的开区间上单调性一致，

求｜a
 -b
 ｜的最大值．


讲解


（1）因为函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间［-1，＋∞）上单调性一致，



（2）当b
 ＜a
 时，因为函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间（b
 ，a
 ）上单调性一致，



当a
 ＜b
 ＜0时，因为函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间（a
 ，b
 ）上单调性一致，



当a
 ＜0＜b
 时，因为函数f
 （x
 ）和g
 （x
 ）在区间（a
 ，b
 ）上单调性一致，




【例2】
 　已知f
 （x
 ）＝x
 3
 ＋bx
 2
 ＋cx
 ＋d
 在（-∞，0］上是增函数，在［0，2］上是减函数，且f
 （x
 ）＝0有三个根：α
 ，2，β
 （α
 ≤2≤β
 ）．

（1）求c
 的值，并求出b
 和d
 的取值范围；

（2）求证f
 （1）≥2；

（3）求｜β
 -α
 ｜的取值范围，并写出当｜β
 -α
 ｜取最小值时的f
 （x
 ）的解析式．




【例3】
 　设曲线在点x
 处的切线斜率为k
 （x
 ），且k
 （-1）＝0，对一切实数x
 ，不等式恒成立．

（1）求k
 （1）的值；

（2）求函数k
 （x
 ）的表达式；

（3）求证：．










评注
 　三次函数图象的切线问题涉及高中数学中较多的知识点和数学思想方法，是新旧教材知识与方法的契合点，也是高考命题的热点．



【例4】
 　已知实数a
 满足0＜a
 ≤2，a
 ≠1，设函数．

（1）当a
 ＝2时，求f
 （x
 ）的极小值；

（2）若函数g
 （x
 ）＝x
 3
 ＋bx
 2
 -（2b
 ＋4）x
 ＋lnx
 （b
 ∈R
 ）的极小值点与f
 （x
 ）的极小值点相同．求证：g
 （x
 ）的极大值小于等于．


讲解
 　（1）当a
 ＝2时，f
 ′（x
 ）＝x
 2
 -3x
 ＋2＝（x
 -1）（x
 -2）．列表如下：



所以，f
 （x
 ）极小值为．



令p
 （x
 ）＝3x
 2
 ＋（2b
 ＋3）x
 -1．

①当1＜a
 ≤2时，f
 （x
 ）的极小值点x
 ＝a
 ，则g
 （x
 ）的极小值点也为x
 ＝a
 ，

所以p
 （a
 ）＝0，即3a
 2
 ＋（2b
 ＋3）a
 -1＝0，即，



②当0＜a
 ＜1时，f
 （x
 ）的极小值点x
 ＝1，则g
 （x
 ）的极小值点为x
 ＝1，

由于p
 （x
 ）＝0有一正一负两实根，不妨设x
 2
 ＜0＜x
 1
 ，所以0＜x
 1
 ＜1，即p
 （1）＝3＋2b
 ＋3-1＞0，故．此时g
 （x
 ）的极大值点x
 ＝x
 1
 ，有



综上所述，g
 （x
 ）的极大值小于等于．


【例5】
 　（2012年高考浙江卷试题）已知a
 ＞0，b
 ∈R
 ，函数f
 （x
 ）＝4ax
 3
 -2bx
 -a
 ＋b
 ．

（1）证明：当0≤x
 ≤1时，

（i）函数f
 （x
 ）的最大值为｜2a
 -b
 ｜＋a
 ；

（ii）f
 （x
 ）＋｜2a
 -b
 ｜＋a
 ≥0．

（2）若-1≤f
 （x
 ）≤1对x
 ∈［0，1］恒成立，求a
 ＋b
 的取值范围．



（ii）由于0≤x
 ≤1，故



于是



所以，．

所以当0≤x
 ≤1时，2x
 3
 -2x
 ＋1＞0．

故f
 （x
 ）＋｜2a
 -b
 ｜＋a
 ≥2a
 （2x
 3
 -2x
 ＋1）≥0．

（2）由（i）知，当0≤x
 ≤1，f
 （x
 ）max
 ＝｜2a
 -b
 ｜＋a
 ，所以｜2a
 -b
 ｜＋a
 ≤1．

若｜2a
 -b
 ｜＋a
 ≤1，则由（ii）知f
 （x
 ）≥-（｜2a
 -b
 ｜＋a
 ）≥-1．

所以-1≤f
 （x
 ）≤1对任意0≤x
 ≤1恒成立的充要条件是



在直角坐标系aOb
 中，①所表示的平面区域为如图3-2-7所示的阴影部分，其中不包括线段BC
 ．


图3-2-7



作一组平行直线a
 ＋b
 ＝t
 （t
 ∈R
 ），得-1＜a
 ＋b
 ≤3．

所以a
 ＋b
 的取值范围是（-1，3］．


【例6】
 　已知函数f
 （x
 ）＝x
 3
 ＋ax
 与g
 （x
 ）＝bx
 2
 ＋c
 的图象有一个公共点P
 （t
 ，0）（t
 ＞0）点，且这两函数的图象在点P
 处有相同的切线．

（1）求的值；

（2）若函数y
 ＝f
 （x
 ）-g
 （x
 ）在区间［0，3］上的最小值为0，求t
 的取值范围；

（3）设h
 （x
 ）＝｜f
 （x
 ）｜，x
 ∈［-1，1］，求h
 （x
 ）最大值H
 （a
 ）的解析式．


讲解
 　（1）因为函数f
 （x
 ），g
 （x
 ）的图象都过点（t
 ，0），所以f
 （t
 ）＝0，

即t
 3
 ＋at
 ＝0．因为t
 ≠0，所以a
 ＝-t
 2
 ．


g
 （t
 ）＝0，即bt
 2
 ＋c
 ＝0，所以c
 ＝-bt
 2
 ．

又因为f
 （x
 ），g
 （x
 ）在点（t
 ，0）处有相同的切线，所以f
 ′（t
 ）＝g
 ′（t
 ）．

而f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 ＋a
 ，g
 ′（x
 ）＝2bx
 ，所以3t
 2
 ＋a
 ＝2bt
 ．

将a
 ＝-t
 2
 代入上式，得b
 ＝t
 ．因此，c
 ＝-bt
 2
 ＝-t
 3
 ．

故a
 ＝-t
 2
 ，b
 ＝t
 ，c
 ＝-t
 3
 ．因此，．

（2）y
 ＝f
 （x
 ）-g
 （x
 ）＝x
 3
 -t
 3
 x
 -tx
 2
 ＋t
 3
 ，y
 ′＝3x
 2
 -2tx
 -t
 2
 ＝（3x
 ＋t
 ）（x
 -t
 ），

①当0＜t
 ＜3时，该函数在［0，t
 ］上递减，在（t
 ，3］上递增，因此y
 min
 ＝f
 （t
 ）-g
 （t
 ）＝0．

②当t
 ≥3时，该函数在［0，3］上递减，因此，y
 min
 ＝f
 （3）-g
 （3）＝27-3t
 2
 -9t
 ＋t
 3
 ，由已知条件知27-3t
 2
 -9t
 ＋t
 3
 ＝0，因式分解，得（t
 -3）2
 （t
 ＋3）＝0，由t
 ＞0得t
 ＝3．

综上所述，t
 的取值范围为（0，3］．


另解
 　y
 ＝f
 （x
 ）-g
 （x
 ）＝x
 3
 -t
 2
 x
 -tx
 2
 ＋t
 3
 ＝（x
 -t
 ）2
 （x
 ＋t
 ）≥0，而x
 ＋t
 ＞0，

因此，x
 ＝t
 ，又t
 ＞0，故t
 的取值范围为（0，3］．

（3）f
 （x
 ）为奇函数且f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 ＋a
 ，由（1）知a
 ＜0，此时f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 ＋a
 ＝0有两个不同的实数根，且f
 （x
 ）分别在处取得极大值与极小值，注意到h
 （x
 ）为偶函数，因此，只要考虑h
 （x
 ）在［0，1］上的最大值．

易知h
 （x
 ）在和单调递增，而在单调递减．

（i）当，即a
 ≤-3时，


h
 （x
 ）在［0，1］单调递增，此时，H
 （a
 ）＝｜f
 （±1）｜＝｜1＋a
 ｜＝-1-a
 ，








评注
 　本题系笔者为杭二中2009年5月月考命制的压轴题，巧的是与2012年浙江省高考压轴题无论是考查知识点还是考查方法都有几分“神似”．更让人振奋的是，2013年高考浙江卷理科压轴题与本题几乎同源，将2013年高考题中的函数f
 （x
 ）＝x
 3
 -3x
 2
 ＋3ax
 -3a
 ＋3的图象向左平移1个单位，再向下平移1个单位，可得函数y
 ＝x
 3
 ＋3（a
 -1）x
 ，令b
 ＝3（a
 -1），则y
 ＝x
 3
 ＋bx
 ，同本题系同一函数．


▲附2013年高考浙江卷第22题：

已知a
 ∈R
 ，函数f
 （x
 ）＝x
 3
 -3x
 2
 ＋3ax
 -3a
 ＋3．

（Ⅰ）求曲线y
 ＝f
 （x
 ）在点（1，f
 （1））处的切线方程；

（Ⅱ）当x
 ∈［0，2］时，求｜f
 （x
 ）｜的最大值．


 3.2.2　指数与一次或二次联袂型

“指数与一次或二次联袂型”主要指形如“f
 1
 （x
 ）＝（ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ）e
 
mx
 ＋n

 ，f
 2
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ＋e
 
mx＋n

 或”的导数问题．


【例7】
 　设函数f
 （x
 ）＝1-e-x

 ，

（1）当x
 ＞-1时，证明：；

（2）设当x
 ≥0时，，求a
 的取值范围．


讲解
 　（1）当x
 ＞-1时，当且仅当e
x

 ≥1＋x
 ．

令g
 （x
 ）＝e
x

 -x
 -1，则g
 ′（x
 ）＝e
x

 -1．

当x
 ≥0时，g
 ′（x
 ）≥0，g
 （x
 ）在［0，＋∞）是增函数；

当x
 ≤0时，g
 ′（x
 ）≤0，g
 （x
 ）在（-∞，0］是减函数．

于是g
 （x
 ）在x
 ＝0处达到最小值，因而，当x
 ∈R
 时，g
 （x
 ）≥g
 （0），e
x

 ≥1＋x
 ．

所以当x
 ＞-1时，．

（2）由题设x
 ≥0，此时f
 （x
 ）≥0．

当a
 ＜0时，若．

当a
 ≥0时，令h
 （x
 ）＝axf
 （x
 ）＋f
 （x
 ）-x
 ，则当且仅且h
 （x
 ）≤0．


h
 ′（x
 ）＝af
 （x
 ）＋axf
 ′（x
 ）＋f
 ′（x
 ）-1＝af
 （x
 ）-axf
 （x
 ）＋ax
 -f
 （x
 ）．

（i）当0≤a
 ≤时，由（1）知x
 ≤（x
 ＋1）f
 （x
 ），


h
 ′（x
 ）≤af
 （x
 ）-axf
 （x
 ）＋a
 （x
 ＋1）f
 （x
 ）-f
 （x
 ）＝（2a
 -1）f
 （x
 ）≤0，


h
 （x
 ）在［0，＋∞）是减函数，h
 （x
 ）≤h
 （0）＝0，即．

（ii）当a
 ＞时，由（1）知x
 ≥f
 （x
 ）．



综上，a
 的取值范围是［0，］．


【例8】
 　设函数f
 （x
 ）＝（x
 2
 ＋ax
 ＋b
 ）e
x

 （x
 ∈R
 ）．

（1）若a
 ＝2，b
 ＝-2，求函数f
 （x
 ）的极值；

（2）若x
 ＝1是函数f
 （x
 ）的一个极值点，试求出a
 关于b
 的关系式（用a
 表示b
 ），并确定f
 （x
 ）的单调区间；

（3）在（2）的条件下，设a
 ＞0，函数g
 （x
 ）＝（a
 2
 ＋14）e
x
 ＋4
 ．若存在x
 1
 ，x
 2
 ∈［0，4］使得｜f
 （x
 1
 ）-g
 （x
 2
 ）｜＜1成立，求a
 的取值范围．


讲解
 　（1），

当a
 ＝2，b
 ＝-2时，f
 （x
 ）＝（x
 2
 ＋2x
 -2）e
x

 ，则f
 ′（x
 ）＝（x
 2
 ＋4x
 ）e
x

 ．

令f
 ′（x
 ）＝0，得（x
 2
 ＋4x
 ）e
x

 ＝0，∵e
x

 ≠0，∴x
 2
 ＋4x
 ＝0，解得x
 1
 ＝-4，x
 2
 ＝0．

∵当x
 ∈（-∞，-4）时，f
 ′（x
 ）＞0，当x
 ∈（-4，0）时，f
 ′（x
 ）＜0，当x
 ∈（0，＋∞）时，f
 ′（x
 ）＞0，∴当x
 ＝-4时，函数f
 （x
 ）有极大值，．

当x
 ＝0时，函数f
 （x
 ）有极小值，f
 （x
 ）极小
 ＝-2．

（2）由（1）知f
 ′（x
 ）＝［x
 2
 ＋（2＋a
 ）x
 ＋（a
 ＋b
 ）］e
x

 ，

∵x
 ＝1是函数f
 （x
 ）的一个极值点，∴f
 ′（1）＝0，

即e［1＋（2＋a
 ）＋（a
 ＋b
 ）］＝0，解得b
 ＝-3-2a
 ，

则f
 ′（x
 ）＝e
x

 ［x
 2
 ＋（2＋a
 ）x
 ＋（-3-a
 ）］＝e
x

 （x
 -1）［x
 ＋（3＋a
 ）］．

令f
 ′（x
 ）＝0，得x
 1
 ＝1或x
 2
 ＝-3-a
 ．

∵x
 ＝1是极值点，∴-3-a
 ≠1，即a
 ≠-4，

当-3-a
 ＞1即a
 ＜-4时，

由f
 ′（x
 ）＞0得x
 ∈（-3-a
 ，＋∞）或x
 ∈（-∞，1）；由f
 ′（x
 ）＜0得x
 ∈（1，-3-a
 ）．

当-3-a
 ＜1即a
 ＞-4时，

由f
 ′（x
 ）＞0得x
 ∈（1，＋∞）或x
 ∈（-∞，-3-a
 ）；由f
 ′（x
 ）＜0得x
 ∈（-3-a
 ，1）．

综上可知：当a
 ＜-4时，单调递增区间为（-∞，1）和（-3-a
 ，＋∞），递减区间为（1，-3-a
 ）；当a
 ＞-4时，单调递增区间为（-∞，-3-a
 ）和（1，＋∞），递减区间为（-3-a
 ，1）．

（3）由（2）知，当a
 ＞0时，f
 （x
 ）在区间（0，1）上单调递减，在区间（1，4）上单调递增，∴函数f
 （x
 ）在区间［0，4］上的最小值为f
 （1）＝-（a
 ＋2）e．

又∵f
 （0）＝be
 
x

 ＝-（2a
 ＋3）＜0，f
 （4）＝（2a
 ＋13）e4
 ＞0，

∴函数f
 （x
 ）在区间［0，4］上的值域是［f
 （1），f
 （4）］，即［-（a
 ＋2）e，（2a
 ＋13）e4
 ］．

又g
 （x
 ）＝（a
 2
 ＋14）e
x
 ＋4
 在区间［0，4］上是增函数，且它在区间［0，4］上的值域是［（a
 2
 ＋14）e4
 ，（a
 2
 ＋14）e8
 ］，∵（a
 2
 ＋14）e4
 -（2a
 ＋13）e4
 ＝（a
 2
 -2a
 ＋1）e4
 ＝（a
 -1）2
 e4
 ≥0，

∴存在ξ
 1
 ，ξ
 2
 ∈［0，4］使得｜f
 （ξ
 1
 ）-g
 （ξ
 2
 ）｜＜1成立，需要

（a
 2
 ＋14）e4
 -（2a
 ＋13）e4
 ＜1⇒（a
 -1）2
 e4
 ＜1⇒．


【例9】
 　函数f
 （x
 ）是定义在［-1，1］上的偶函数；当x
 ∈［-1，0］时，，其中a
 ∈R
 ．

（1）求f
 （x
 ）在［0，1］上的解析式，并求出函数f
 （x
 ）的最大值．

（2）当a
 ≠0，x
 ∈［0，1］时，函数，若g
 （x
 ）的图象恒在直线y
 ＝e的上方，求实数a
 的取值范围（其中e为自然对数的底数，e＝2.71828…）．

（1）解法一
 　任取x
 ∈［0，1］，则-x
 ∈［-1，0］，，

又f
 （x
 ）是偶函数，故x
 ∈［0，1］时，．

由f
 （x
 ）是定义域为［-1，1］的偶函数可知，f
 （x
 ）在x
 ∈［0，1］的最大值即可为f
 （x
 ）的最大值．

当x
 ∈［0，1］时，令t
 ＝e
x

 ∈［1，e］，．

当，即a
 ≤e＋1时，f
 max
 （x
 ）＝h
 （e）＝f
 （1）＝e2
 -ae
 ；

当，即a
 ＞e＋1时，f
 max
 （x
 ）＝h
 （1）＝f
 （0）＝1-a
 ．

综上可知：


a
 ≤e＋1时，f
 max
 （x
 ）＝f
 （1）＝e2
 -ae
 ；a
 ＞e＋1时，f
 max
 （x
 ）＝f
 （0）＝1-a
 ．


解法二
 　由f
 （x
 ）是定义域为［-1，1］的偶函数可知，f
 （x
 ）在x
 ∈［0，1］的最大值，即可为f
 （x
 ）的最大值．

当x
 ∈［0，1］时，，

当a
 ≤0时，f
 ′（x
 ）恒大于0，故f
 （x
 ）在区间［0，1］单调递增．

此时，f



max
 （x
 ）＝f
 （1）＝e2
 -ae
 ，

当a
 ＞0时，．

①当，即0＜a
 ≤2时，可得x
 ∈［0，1］时f
 ′（x
 ）＞0，

故f
 （x
 ）在区间［0，1］单调递增。此时f
 max
 （x
 ）＝f
 （1）＝e2
 -ae
 ．

②当，即2＜a
 ≤2e时，可得时时f
 ′（x
 ）≥0，可知f
 （x
 ）在区间上单调递减，在区间上单调递增．

又f
 （1）＞f
 （0）⇒a
 ＜e＋1；

故2＜a
 ≤e＋1时f
 max
 （x
 ）＝f
 （1）＝e2
 -ae
 ；

e＋1＜a
 ≤2e时f
 max
 （x
 ）＝f
 （0）＝1-a
 ．

③，即a
 ＞2e时，可得x
 ∈［0，1］时f
 （x
 ）＜0，

可知f
 （x
 ）在区间［0，1］单调递减。此时f
 max
 （x
 ）＝f
 （0）＝1-a
 ．

综上可知：a
 ≤e＋1时，f
 max
 （x
 ）＝f
 （1）＝e2
 -ae
 ；a
 ＞e＋1时，f
 max
 （x
 ）＝f
 （0）＝1-a
 ．

（2）解法一


．

要x
 ∈［0，1］时，函数g
 （x
 ）的图象恒在直线y
 ＝e上方，则（x
 2
 x
 ＋ax
 -2a
 -3）ex
 ＞e，

当x
 ∈［0，1］时，恒成立。所以，

，令1-x
 ＝t
 ，∴x
 ＝1-t
 ，

∵e
t

 ≥t
 ＋1，所以，

，

所以，，当t
 ＋1＝2，t
 ＝1，x
 ＝0时等号成立．

当a
 ＜-3时，g
 （x
 ）的图象恒在直线y
 ＝e上方．


解法二


．

当x
 ∈［0，1］时，函数g
 （x
 ）的图象恒在直线y
 ＝e上方，即x
 ∈［0，1］时，g
 min
 （x
 ）＞e恒成立．


g
 ′（x
 ）＝（x
 ＋a
 ＋3）（x
 -1）e
x

 ，令g
 ′（x
 ）＝0，解得x
 1
 ＝-a
 -3，x
 2
 ＝1，

①当-a
 -3≤0，即a
 ≥-3且a
 ≠0时，可得x
 ∈［0，1］时g
 ′（x
 ）≤0，

故g
 （x
 ）在区间［0，1］单调递减．

此时，g
 min
 （x
 ）＝g
 （1）＝（-2-a
 ）e＞e⇒a
 ＜-3，与a
 ≥-3且a
 ≠0矛盾．

②当0＜-a
 -3＜1，即-4＜a
 -3时，可得x
 ∈［0，-a
 -3］时g
 （x
 ）≥0，x
 ∈［-a
 -3，1］时g
 （x
 ）≤0，

可知f
 （x
 ）在区间［0，-a
 -3］单调递增，在区间［-a
 -3，1］单调递减．

此时g
 min
 （x
 ）＞e⇔g
 （0）＞e，且g
 （1）＞e，

又，g
 （1）＞e⇒a
 ＜-3，故-4＜a
 ＜-3时可满足题意．

③-a
 -3≥1，即a
 ≤-4时，可得x
 ∈［0，1］时g
 ′（x
 ）≥0，

可知g
 （x
 ）在区间［0，1］单调递增．

此时，又a
 ≤-4，故a
 ≤-4时可满足题意．

综上可知：当a
 ＜-3时，g
 （x
 ）的图象恒在直线y
 ＝e上方．

事实上，可对函数的性质进行深入的研究：

函数（a
 ≠0，x
 ∈R
 ）与二次函数y
 ＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 （a
 ≠0，x
 ∈R
 ）有着千丝万缕的关系，下面讨论函数（a
 ≠0，x
 ∈R
 ）的性质和图象以及运用．

1．性质和图象的讨论

设（a
 ≠0），则。又设Δ＝b
 2
 -4ac
 ，Δ′＝（2a
 ＋b
 ）2
 -4a
 （b
 ＋c
 ）＝4a
 2
 ＋b
 2
 -4ac
 ＝4a
 2
 ＋Δ．

（1）当Δ＞0时，有Δ′＞0。函数与y
 ＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 有相同的零

点x
 1
 和x
 2
 （x
 1
 ＜x
 2
 ），此时方程ax
 2
 ＋（2a
 ＋b
 ）x
 ＋（b
 ＋c
 ）＝0有两个不同的根x
 ′1
 和x
 ′2
 （x
 ′1
 ＜x
 ′2
 ）（下同）．

于是当a
 ＞0时，由下列表中f
 （x
 ）和f
 ′（x
 ）的关系可

得到如下结论：当a
 ＞0时，函数f
 （x
 ）在区间（-∞，x
 ′1
 ）和（x
 ′2
 ，＋∞）上为增函数，而在区间（x
 ′1
 ，x
 ′2
 ）上为减函数，f
 （x
 ′1
 ）为极大值，f
 （x
 ′2
 ）为极小值。当x
 →-∞时，f
 （x
 ）大于零而趋于零，当x
 →＋∞时，f
 （x
 ）→＋∞。最小值为f
 （x
 ′2
 ）．




f
 （x
 ）的图象大致如图3-2-8．


图3-2-8



同理，当a
 ＜0时，由下列表中f
 （x
 ）和f
 ′（x
 ）的关系可得到如下结论：当a
 ＜0时，函数f
 （x
 ）在区间（-∞，x
 ′1
 ）和（x
 ′2
 ，＋∞）上为减函数，而在区间（x
 ′1
 ，x
 ′2
 ）上为增函数，f
 （x
 ′1
 ）为极小值，f
 （x
 ′2
 ）为极大值。当x
 →-∞时，f
 （x
 ）小于零而趋于零，当x
 →＋∞时，f
 （x
 ）→-∞。最大值为f
 （x
 ′2
 ）．




f
 （x
 ）的图象大致如图3-2-9．


图3-2-9




注
 　可证，不论a
 ＞0或a
 ＜0，均有x
 ′1
 ＜x
 1
 ＜x
 ′2
 ＜x
 2
 ．

（2）当Δ＝0时，有Δ′＞0。函数与y
 ＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 有相同的零点x
 0
 ，此时方程ax
 2
 ＋（2a
 ＋b
 ）x
 ＋（b
 ＋c
 ）＝0仍有两个不同的根x
 ′1
 和x
 ′2
 （x
 ′1
 ＜x
 ′2
 ）．

由，

及可知，


x
 0
 ＝x
 ′2
 ，x
 ′1
 ＝-2＋x
 0
 。根据（1）的讨论，我们有如下结论：

当a
 ＞0时，函数f
 （x
 ）在区间（-∞，x
 0
 -2）和（x
 0
 ，＋∞）上为增函数，而在区间（x
 0
 -2，x
 0
 ）上为减函数，f
 （x
 0
 -2）为极大值，f
 （x
 0
 ）＝0为极小值。当x
 →-∞时，f
 （x
 ）大于零而趋于零，当x
 →＋∞时，f
 （x
 ）→＋∞。最小值为f
 （x
 0
 ）＝0。图象大致如图3-2-10．


图3-2-10



当a
 ＜0时，函数f
 （x
 ）在区间（-∞，x
 0
 -2）和（x
 0
 ，＋∞）上为减函数，而在区间（x
 0
 -2，x
 0
 ）上为增函数，f
 （x
 0
 -2）为极小值，f
 （x
 0
 ）＝0为极大值。当x
 →-∞时，f
 （x
 ）小于零而趋于零，当x
 →＋∞时，f
 （x
 ）→-∞。最大值为f
 （x
 0
 ）＝0。图象大致如图3-2-11．


图3-2-11



（3）当Δ＜0，但Δ′＞0时，函数与y
 ＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 均没有零点，此时ax
 2
 ＋（2a
 ＋b
 ）x
 ＋（b
 ＋c
 ）＝0仍有两个不同的根x
 ′1
 和x
 ′2
 （x
 ′1
 ＜x
 ′2
 ）．

由前面的讨论知：

当a
 ＞0时，函数f
 （x
 ）在区间（-∞，x
 ′1
 ）和（x
 ′2
 ，＋∞）上为增函数，而在区间（x
 ′1
 ，x
 ′2
 ）上为减函数，f
 （x
 ′1
 ）为极大值，f
 （x
 ′2
 ）为极小值。且当x
 →-∞时，f
 （x
 ）大于零而趋于零，当x
 →＋∞时，f
 （x
 ）→＋∞。无最大值和最小值。图象大致如图3-2-12．


图3-2-12



当a
 ＜0时，函数f
 （x
 ）在区间（-∞，x
 ′1
 ）和（x
 ′2
 ，＋∞）上为减函数，而在区间（x
 ′1
 ，x
 ′2
 ）上为增函数，f
 （x
 ′1
 ）为极小值，f
 （x
 ′2
 ）为极大值。且当x
 →-∞时，f
 （x
 ）小于零而趋于零，当x
 →＋∞时，f
 （x
 ）→-∞。无最大值和最小值。图象大致如图3-2-13


图3-2-13



（4）当Δ′≤0时，必有Δ＜0，此时函数与y
 ＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 均没有零点，方程ax
 2
 ＋（2a
 ＋b
 ）x
 ＋（b
 ＋c
 ）＝0最多只有一个实数根．

当a
 ＞0时，f
 ′（x
 ）≥0，则f
 （x
 ）在R
 上为增函数，且当x
 →-∞时，f
 （x
 ）大于零而趋于零，当x
 →＋∞时，f
 （x
 ）→＋∞。图象大致如图3-2-14．


图3-2-14



当a
 ＜0时，f
 ′（x
 ）≤0，则f
 （x
 ）在R
 上为减函数，且当x
 →-∞时，f
 （x
 ）小于零而趋于零，当x
 →＋∞时，f
 （x
 ）→-∞。图象大致如图3-2-15．


图3-2-15



综上：对于函数（a
 ≠0，x
 ∈R
 ），

①当Δ＝b
 2
 -4ac
 ＞0时，有Δ′＝4a
 2
 ＋Δ＞0，函数f
 （x
 ）有两个零点和两个极值点，其中x
 ′2
 是最小值点（a
 ＞0）或是最大值点（a
 ＜0）．

②当Δ＝b
 2
 -4ac
 ＝0时，有Δ′＝4a
 2
 ＋Δ＞0，函数f
 （x
 ）有一个零点和两个极值点x
 0
 -2及x
 0
 ，其中x
 0
 为最小值点，且恒有f
 （x
 ）≥0（a
 ＞0），或x
 0
 为最大值点，且恒有f
 （x
 ）≤0（a
 ＜0）．

③当Δ＝b
 2
 -4ac
 ＜0，但Δ′＝4a
 2
 ＋Δ＞0时，函数y
 ＝（ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ）e
x

 （a
 ≠0，x
 ∈R
 ）没有零点，但有两个极值点，无最值点，且恒有f
 （x
 ）＞0（a
 ＞0），或f
 （x
 ）＜0（a
 ＜0）．

④当Δ＝4a
 2
 ＋Δ＜0时，一定有Δ＝b
 2
 -4ac
 ＜0，函数y
 ＝（ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ）e
x

 （a
 ≠0，x
 ∈R
 ），没有零点，也没有极值点，在R
 上是单调的，且恒有f
 （x
 ）＞0（a
 ＞0），或f
 （x
 ）＜0（a
 ＜0）．


 3.2.3　对数与一次或二次联袂型

“对数与一次或二次联袂型”主要指形如“g
 1
 （x
 ）＝（ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ）lnx
 ，g
 2
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ＋lnx
 或（a
 ≠0）”的导数问题．


【例10】
 　已知函数f
 （x
 ）＝ax
 lnx
 （a
 ≠0）．

（1）求函数f
 （x
 ）的单调区间和最值；

（2）若m
 ＞0，n
 ＞0，a
 ＞0，证明：f
 （m
 ）＋f
 （n
 ）≥f
 （m
 ＋n
 ）-a
 （m
 ＋n
 ）ln
 2．


讲解
 　（1）f
 ′（x
 ）＝a
 lnx
 ＋a
 （x
 ＞0），

当a
 ＞0时，令f
 ′（x
 ）≥0，即lnx
 ≥-1＝lne-1
 ，．

同理，令f
 ′（x
 ）≤0，可得．

所以f
 （x
 ）单调递增区间为，单调递减区间为．

由此可知，f
 （x
 ）无最大值．

当a
 ＜0时，令f
 ′（x
 ）≥0，即lnx
 ≤-1＝lne-1
 ，．

同理，令f
 ′（x
 ）≤0可得．

所以f
 （x
 ）单调递增区间为，单调递减区间为．

由此可知，此时f
 （x
 ）无最小值．

（2）证法一
 　不妨设m
 ≥n
 ＞0，令n
 ＝x
 ，




证法二
 　不妨设m
 ≥n
 ＞0，则m
 ＝kn
 （k
 ≥1），




证法三
 　利用凸函数的性质，f
 （m
 ）＋f
 （n
 ）≥f
 （m
 ＋n
 ）-a
 （m
 ＋n
 ）ln2等价于，令g
 （x
 ）＝x
 lnx
 ，注意到，当x
 ＞0时，g
 ″（x
 ）＞0，所以g
 （x
 ）为定义域上的下凸函数．

由琴生不等式，得，代入证得．


【例11】
 　设函数f
 （x
 ）＝（x
 -a
 ）2
 lnx
 ，a
 ∈R
 ．

（1）若x
 ＝e为y
 ＝f
 （x
 ）的极值点，求实数a
 ；

（2）求实数a
 的取值范围，使得对任意的x
 ∈（0，3e］，恒有f
 （x
 ）≤4e2
 成立．


讲解
 　（1）求导得．

因为x
 ＝e是f
 （x
 ）的极值点，所以，解得a
 ＝e或a
 ＝3e．

经检验，符合题意，所以a
 ＝e或a
 ＝3e．

（2）①当0＜x
 ≤1时，对于任意的实数a
 ，恒有f
 （x
 ）≤0＜4e2
 成立．

②当1＜x
 ≤3e时，由题意，首先有f
 （3e）＝（3e-a
 ）2
 ln（3e）≤4e2
 ，



又h
 （x
 ）在（0，＋∞）上单调递增，所以函数h
 （x
 ）在（0，＋∞）上有唯一零点，记此零点为x
 0
 ，则1＜x
 0
 ＜3e，1＜x
 0
 ＜a
 ．

从而，当x
 ∈（0，x
 0
 ）时，f
 ′（x
 1）＞0；当x
 ∈（x
 0
 ，a
 ）时，f
 ′（x
 ）＜0；当x
 ∈（a
 ，＋∞）时，f
 ′（x
 ）＞0。即f
 （x
 ）在（0，x
 0
 ）上单调递增，在（x
 0
 ，a
 ）上单调递减，在（a
 ，＋∞）上单调递增．

所以要使f
 （x
 ）≤4e2
 对x
 ∈（1，3e］恒成立，只要


f
 （x
 0
 ）＝（x
 0
 -a
 ）2
 lnx
 0
 ≤4e2
 ，

成立．

由，知a
 ＝2x
 0
 lnx
 0
 ＋x
 0
 。　　③

将③代入①，得。又x
 0
 ＞1，注意到函数x
 2
 ln3
 x
 在［1，＋∞）上单调递增，故1＜x
 0
 ≤e．

再由③以及函数2x
 lnx
 ＋x
 在（1，＋∞）上单调递增，可得1＜a
 ≤3e．

由②解得，。所以．

综上，a
 的取值范围为．


另解
 　事实上第（2）小题用“分离参数”做更简捷：

当0＜x
 ≤1时，lnx
 ≤0，f
 （x
 ）≤4e2
 ⇔（x
 -a
 ）2
 lnx
 ≤4e2
 对任意a
 ∈R
 恒成立；




【例12】
 　函数f
 （x
 ）＝ln（1＋x
 ）-ax
 的图象在x
 ＝1处的切线与直线x
 ＋2y
 -1＝0平行．

（1）求实数a
 的值；

（2）若方程在［2，4］上有两个不相等的实数根，求实数m
 的取值范围；

（3）设常数p
 ≥1，数列｛a
 
n

 ｝满足a
 
n
 ＋1
 ＝a
 
n

 ＋ln（p
 -a
 
n

 ）（n
 ∈Z
 ＋
 ），a
 1
 ＝lnp
 ，

求证：a
 
n
 ＋1
 ≥a
 
n

 ．


讲解
 　（1），∴，由题意知，∴a
 ＝1．

（2）由（1）f
 （x
 ）＝ln（1＋x
 ）-x
 ，∴原方程为4ln（1＋x
 ）-x
 ＝m
 ，

设g
 （x
 ）＝4ln（1＋x
 ）-x
 ，则，

∴当3≤x
 ≤4时，g
 ′（x
 ）＜0，当2≤x
 ≤3时，g
 ′（x
 ）＞0，g
 ′（3）＝0，


g
 （x
 ）在［2，3］上是增函数，在［3，4］上是减函数．

∴g
 （x
 ）max
 ＝4ln4-3，又g
 （2）＝4ln3-2，g
 （4）＝4ln5-4．

由于，∴g
 （2）＜g
 （4）．

∴a
 的取值范围是［4ln5-4，4ln4-3）．

（3）由f
 （x
 ）＝ln（1＋x
 ）-x
 （x
 ＞1）有，当x
 ＞0时，f
 ′（x
 ）＜0，当-1＜x
 ＜0时，f
 ′（x
 ）＞0，f
 （x
 ）在（0，＋∞）上是减函数，f
 （x
 ）在［-1，0）上是增函数。∴f
 （x
 ）max
 ＝0，在（-1，＋∞）上f
 （x
 ）≤0，

∴ln（1＋x
 ）≤x
 ，又p
 ＞a
 
n

 ，∴p
 -a
 
n

 -1≥-1，

由a
 
n
 ＋1
 -a
 
n

 ＝ln（p
 -a
 
n

 ）＝ln（1＋p
 -1-a
 
n

 ），∴a
 
n
 ＋1
 -a
 
n

 ≤p
 -1-a
 
n

 ，

即a
 
n
 ＋1
 ≤p
 -1，当n
 ≥2时，a
 
n
 ＋1
 -a
 
n

 ＝ln（p
 -a
 
n

 ）≥ln［p
 -（p
 -1）］＝0，即a
 
n
 ＋1
 ≥a
 
n

 ，

当n
 ＝1时，a
 2
 ＝a
 1＋ln（p
 -lnp
 ），由lnp
 ＝ln（1＋（p
 -1））≤p
 -1，

∴a
 2
 ≥a
 1
 ＋ln（p
 -（p
 -1））＝a
 1
 ，结论成立，∴对n
 ∈Z
 ＋
 ，a
 
n
 ＋1
 ≥a
 
n

 ．


【例13】
 　设函数f
 （x
 ）＝x
 2
 -x
 lnx
 ＋2，

（1）求f
 （x
 ）的单调区间；

（2）若存在区间，使f
 （x
 ）在［a
 ，b
 ］上的值域是［k
 （a
 ＋2），k
 （b
 ＋2）］，求k
 的取值范围．


讲解
 　（1）令g
 （x
 ）＝f
 ′（x
 ）＝2x
 -lnx
 -1（x
 ＞0），

则

所以g
 （x
 ）在单调递减，在单调递增．

则g
 （x
 ）的最小值为。所以，

所以f
 （x
 ）的单调递增区间是（0，＋∞）．


另解
 　由，得f
 ′（x
 ）＝2x
 -lnx
 -1＝x
 ＋［（x
 -1）-lnx
 ］≥x
 ＞0，

所以f
 （x
 ）的单调递增区间是（0，＋∞）．

（2）由（1）得f
 （x
 ）在区间递增，

由f
 （x
 ）在［a
 ，b
 ］上的值域是［k
 （a
 ＋2），k
 （b
 ＋2）］，

知f
 （a
 ）＝k
 （a
 ＋2），f
 （b
 ）＝k
 （b
 ＋2），≤a
 ≤b
 ．

则f
 （x
 ）＝k
 （x
 ＋2）在上至少有两个不同的正根，




 3.2.4　导数综合


【例14】
 　设l
 为曲线C
 ：在点（1，0）处的切线．

（1）求l
 的方程；

（2）证明：除切点（1，0）之外，曲线C
 在直线l
 的下方．


讲解
 　（1）设，则，所以f
 ′（1）＝1，所以l
 的方程为y
 ＝x
 -1．

（2）解法一
 　令g
 （x
 ）＝x
 -1-f
 （x
 ），则除切点之外，曲线C
 在直线l
 的下方等价于．


g
 （x
 ）满足g
 （1）＝0，且．

当0＜x
 ＜1时，x
 2
 -1＜0，lnx
 ＜0，所以g
 ′（x
 ）＜0，故g
 （x
 ）单调递减；

当x
 ＞1时，x
 2
 -1＞0，lnx
 ＞0，所以g
 ′（x
 ）＞0，故g
 （x
 ）单调递增．

所以，g
 （x
 ）＞g
 （1）＝0（x
 ＞0，x
 ≠1）．

所以除切点之外，曲线C
 在直线l
 的下方．


解法二
 　令g
 （x
 ）＝x
 -1-f
 （x
 ），g
 （x
 ）＞0即，变形为x
 2
 -x
 -lnx
 ＞0．

记h
 （x
 ）＝x
 2
 -x
 -lnx
 ，则，

所以当0＜x
 ＜1时，h
 ′（x
 ）＜0，h
 （x
 ）在（0，1）上单调递减；

当x
 ＞1时，h
 ′（x
 ）＞0，h
 （x
 ）在（1，＋∞）上单调递增．

所以h
 （x
 ）＞h
 （1）＝0．


解法三
 　由题意，只需证明x
 ≠1时，。因为x
 ＞0，只需证明lnx
 ＜x
 2
 -x
 ．

令f
 （x
 ）＝lnx
 -（x
 2
 -x
 ），则．

当0＜x
 ＜1时，f
 ′（x
 ）＞0，f
 （x
 ）单调递增，

所以f
 （x
 ）＜f
 （1）＝0，即lnx
 ＜x
 2
 -x
 ．

当x
 ＞1时，f
 ′（x
 ）＜0，f
 （x
 ）单调递减，所以f
 （x
 ）＜f
 （1）＝0，即lnx
 ＜x
 2
 -x
 ．

综上所述，除切点之外，lnx
 ＜x
 2
 -x
 ．

所以当x
 ≠1时，，即除切点（1，0）之外，曲线C
 在直线l
 的下方．


【例15】
 　已知函数．

（1）设函数F
 （x
 ）＝f
 （x
 ）-h
 （x
 ），求F
 （x
 ）的单调区间与极值；

（2）设a
 ∈R
 ，解关于x
 的方程；

（3）试比较的大小．


讲解
 　（1）由（x
 ≥0）知，令F
 ′（x
 ）＝0，得．

当时，F
 ′（x
 ）＜0；当时，F
 ′（x
 ）＞0．

故当时，F
 （x
 ）是减函数；当时，F
 （x
 ）是增函数．

函数F
 （x
 ）在处有极小值．

（2）解法一




若a
 ＝5，则Δ＝0，方程有一解x
 ＝3；

若a
 ≤1或a
 ＞5，原方程无解．


解法二
 　原方程可化为




图3-2-16



③当a
 ＝5时，原方程有一解x
 ＝3；

④当a
 ≤1或a
 ＞5时，原方程无解．




【例16】
 　设函数（a
 ，b
 ∈R
 ），若f
 （x
 ）在点（1，f
 （1））处的切线斜率为1．

（1）用a
 表示b
 ；

（2）设g
 （x
 ）＝lnx
 -f
 （x
 ），若g
 （x
 ）≤-1对定义域内的x
 恒成立，

（i）求实数a
 的取值范围；（ii）对任意的，证明：g
 （1-sinθ
 ）≤g
 （1＋sinθ
 ）．


讲解
 　（1），依题意有；

（2）．

（i）g
 （x
 ）≤-1恒成立，即g
 （x
 ）max
 ≤-1．


解法一
 　g
 （x
 ）≤-1恒成立，则g
 （1）＋1＝-a
 -a
 ＋1＋1≤0⇒a
 ≥1．

当a
 ≥1时，

得x
 ＝1，，又由，

则x
 ∈（0，1），g
 ′（x
 ）＞0，g
 （x
 ）单调递增，当x
 ∈（1，＋∞），g
 ′（x
 ）＜0，g
 （x
 ）单调递减，则g
 （x
 ）max
 ＝g
 （1）＝1-2a
 ≤-1，符合题意，

即g
 （x
 ）≤-1恒成立，实数a
 的取值范围为a
 ≥1．


解法二





解法三
 　．

①当a
 ＝0时，x
 ∈（0，1），g
 ′（x
 ）＜0，g
 （x
 ）单调递减，

当x
 ∈（1，＋∞），g
 ′（x
 ）＞0，g
 （x
 ）单调递增，则g
 （x
 ）max
 ＝g
 （1）＝1，不符合题意；



当x
 ∈（1，＋∞）时，g
 ′（x
 ）＜0，g
 （x
 ）单调递减，

则g
 （x
 ）max
 ＝g
 （1）＝1-2a
 ≤-1，符合题意．

综上得g
 （x
 ）≤-1恒成立，实数a
 的取值范围为a
 ≥1．

（ii）由（i）知，g
 （x
 ）≤-1恒成立，实数a
 的取值范围为a
 ≥1．


解法一
 　令sinθ
 ＝t
 ∈［0，1），考虑函数



即证1＋t
 2
 ≥（1＋t
 ）2
 （1-t
 ）2
 ⇐t
 4
 -3t
 2
 ≤0⇐t
 2
 （t
 2
 -3）≤0，显然成立．

即P
 （t
 ）在t
 ∈［0，1）单调递增，P
 （t
 ）min
 ＝P
 （0）＝0，则P
 （t
 ）≥0，

得g
 （1＋t
 ）≥g
 （1-t
 ）成立，则对任意的成立．


解法二
 　考虑函数h
 （θ
 ）＝g
 （1-sinθ
 ）-g
 （1＋sinθ
 ），下证h
 （θ
 ）max
 ≤0．



即y
 ＝H
 （t
 ）在t
 ∈（0，1］上单调递增，则H
 （t
 ）max
 ＝H
 （1）＝0，此时θ
 ＝0，故


g
 （1-sinθ
 ）-g
 （1＋sinθ
 ）≤h
 （θ
 ）
a
 ＝1
 ≤h
 （0）＝0，即g
 （1-sinθ
 ）≤g
 （1＋sinθ
 ）成立．


【例17】
 　函数y
 ＝f
 （x
 ）在区间（0，＋∞）上可导，导函数f
 ′（x
 ）是减函数，且f
 ′（x
 ）＞0。设x
 0
 ∈（0，＋∞），y
 ＝kx
 ＋m
 是曲线y
 ＝f
 （x
 ）在点（x
 0
 ，f
 （x
 0
 ））处的切线方程，并设函数g
 （x
 ）＝kx
 ＋m
 ．

（1）用x
 0
 、f
 （x
 0
 ）、f
 ′（x
 0
 ）表示m
 ；

（2）证明：当x
 0
 ∈（0，＋∞）时，g
 （x
 ）≥f
 （x
 ）；

（3）若关于x
 的不等式在［0，＋∞）上恒成立，其中a
 、b
 为实数，求b
 的取值范围及a
 与b
 所满足的关系．


讲解
 　（1）m
 ＝f
 （x
 0
 ）-x
 0
 f
 ′（x
 0
 ）．

（2）令h
 （x
 ）＝g
 （x
 ）-f
 （x
 ），则h
 ′（x
 ）＝f
 ′（x
 0
 ）-f
 ′（x
 ），h
 ′（x
 0
 ）＝0．

因为f
 ′（x
 ）递减，所以h
 ′（x
 ）递增，因此，当x
 ＞x
 0
 时，h
 ′（x
 ）＞0；当x
 ＜x
 0
 时，h
 ′（x
 ）＜0。所以x
 0
 是h
 （x
 ）唯一的极值点，且是极小值点，可知h
 （x
 ）的最小值为0，因此h
 （x
 ）≥0，即g
 （x
 ）≥f
 （x
 ）．

（3）解法一
 　0≤b
 ≤1，a
 ＞0是不等式成立的必要条件，以下讨论。设此条件成立．

，即x
 2
 -ax
 ＋（1-b
 ）≥0对任意x
 ∈［0，＋∞）成立的充要条件是

．

另一方面，由于满足前述题设中关于函数y
 ＝f
 （x
 ）的条件，利用（2）的结果可知，的充要条件是：过点（0，b
 ）与曲线相切的直线的斜率大于a
 ，该切线的方程为。于是的充要条件是．

综上，不等式对任意x
 ∈［0，＋∞）成立的充要条件是

。　　①

显然，存在a
 、b
 使①式成立的充要条件是：不等式

。　　②

有解．

解不等式②，得。　　③

因此，③式即为b
 的取值范围，①式即为实数a
 与b
 所满足的关系．


解法二
 　0≤b
 ≤1，a
 ＞0是不等式成立的必要条件，以下讨论中设此条件成立．


x
 2
 ＋1≥ax
 ＋b
 ，即x
 2
 -ax
 ＋（1-b
 ）≥0对任意x
 ∈［0，＋∞）成立的充要条件是

，

于是对任意x
 ∈［0，＋∞）成立的充要条件是φ
 （x
 ）≥0．

由得x
 ＝a
 -3
 ．

当0＜x
 ＜a
 -3
 时，φ
 ′（x
 ）＜0；当x
 ＞a
 -3
 时，φ
 ′（x
 ）＞0。所以，当x
 ＝a
 -3
 时，φ
 （x
 ）取最小值．

因此φ
 （x
 ）≥0成立的充要条件是φ
 （a
 -3
 ）≥0，即．

综上，不等式对任意x
 ∈［0，＋∞）成立的充要条件是

。　　①

显然，存在a
 、b
 使①式成立的充要条件是：不等式　　②

有解．

解不等式②得。　　③

因此，③式即为b
 的取值范围，①式即为实数在a
 与b
 所满足的关系．


 好题新题精选（三）

1．设函数f
 （x
 ）＝1-e-x

 ．

（1）证明：当x
 ＞-1时，；

（2）设当x
 ≥0时，，求a
 的取值范围．

2．已知x
 ＝1是函数f
 （x
 ）＝mx
 3
 -3（m
 ＋1）x
 2
 ＋nx
 ＋1的一个极值点，其中m
 ，n
 ∈R
 ，m
 ＜0．

（1）求m
 与n
 的关系式；

（2）求f
 （x
 ）的单调区间；

（3）当x
 ∈［-1，1］时，函数y
 ＝f
 （x
 ）的图象上任意一点的切线斜率恒大于3m
 ，求m
 的取值范围．

3．已知函数f
 （x
 ）＝ax
 4
 lnx
 ＋bx
 4
 -c
 （x
 ＞0）在x
 ＝1处取得极值-3-c
 ，其中a
 ，b
 ，c
 为常数．

（1）试确定a
 ，b
 的值；

（2）讨论函数f
 （x
 ）的单调区间；

（3）若对任意x
 ＞0，不等式f
 （x
 ）≥-2c
 2
 恒成立，求c
 的取值范围．

4．已知函数f
 （x
 ）＝ln（e
x

 ＋1）-ax
 （a
 ＞0）．

（1）若函数y
 ＝f
 （x
 ）的导函数是奇函数，求y
 ＝f
 ′（x
 ）的值域；

（2）求函数y
 ＝f
 （x
 ）的单调区间．

5．已知函数在x
 ＝1处取得极值2，

（1）求函数f
 （x
 ）的解析式；

（2）当m
 满足什么条件时，f
 （x
 ）在区间（m
 ，2m
 ＋1）为增函数；

（3）若P
 （x
 0
 ，y
 0
 ）为函数图象上任意一点，直线L
 与的图象切于P
 点，求直线L
 的斜率的取值范围．

6．已知常数a
 ＞0，n
 为正整数，f
 
n

 （x
 ）＝x
 
n

 -（x
 ＋a
 ）
n

 （x
 ＜0）是关于x
 的函数．

（1）判定函数f
 
n

 （x
 ）的单调性，并证明你的结论．

（2）对任意n
 ≥a
 ，证明：f
 ′
n
 ＋1
 （n
 ＋1）＜（n
 ＋1）f
 ′
n

 （n
 ）．

7．设函数．

（1）求f
 （x
 ）的单调区间和极值；

（2）是否存在实数a
 ，使得关于x
 的不等式f
 （x
 ）≥a
 的解集为（0，＋∞）？若存在，求a
 的取值范围，若不存在，试说明理由．

8．已知函数，其中a
 为实数．

（1）当a
 ＝2时，求曲线y
 ＝f
 （x
 ）在点（2，f
 （2））处的切线方程；

（2）是否存在实数a
 ，使得对任意x
 ∈（0，1）∪（1，＋∞），恒成立？若不存在，请说明理由，若存在，求出a
 的值并加以证明．

9．设函数f
 （x
 ）＝e
x

 ［x
 2
 -（1＋a
 ）x
 ＋1］（x
 ∈R
 ）．

（1）若曲线y
 ＝f
 （x
 ）在点P
 （0，f
 （0））处的切线与直线y
 ＝x
 ＋4平行，求a
 的值；

（2）求函数f
 （x
 ）的单调区间．

好题新题精选（三）解答

1．（1）当x
 ＞-1时，当且仅当e
x

 ≥1＋x
 。令g
 （x
 ）＝e
x

 -x
 -1，则g
 ′（x
 ）＝e
x

 -1。当x
 ≥0时g
 ′（x
 ）≥0，g
 （x
 ）在［0，＋∞）上是增函数；当x
 ≤0时，g
 ′（x
 ）≤0，g
 （x
 ）在（-∞，0］上是减函数。于是g
 （x
 ）在x
 ＝0处达到最小值，因而当x
 ∈R
 时，g
 （x
 ）≥g
 （0），e
x

 ≥1＋x
 ，所以，当x
 ＞-1时，．

（2）由题设x
 ≥0，此时f
 （x
 ）≥0，

当a
 ＜0时，若不成立；

当a
 ≥0时，令h
 （x
 ）＝axf
 （x
 ）＋f
 （x
 ）-x
 ，则当且仅当h
 （x
 ）≤0．


h
 ′（x
 ）＝af
 （x
 ）＋axf
 ′（x
 ）＋f
 ′（x
 ）-1＝af
 （x
 ）-axf
 （x
 ）＋ax
 -f
 （x
 ）．

（i）当0≤a
 ≤时，由（1）知x
 ≤（x
 ＋1）f
 （x
 ），


h
 ′（x
 ）≤af
 （x
 ）-axf
 （x
 ）＋a
 （x
 ＋1）f
 （x
 ）-f
 （x
 ）＝（2a
 -1）f
 （x
 ）≤0，


h
 （x
 ）在［0，＋∞）上是减函数，h
 （x
 ）≤h
 （0）＝0，即．

（ii）当a
 ＞时，由（1）知x
 ≥（x
 ＋1）f
 （x
 ），


h
 ′（x
 ）＝af
 （x
 ）-axf
 （x
 ）＋ax
 -f
 （x
 ）≥af
 （x
 ）-axf
 （x
 ）＋af
 （x
 ）-f
 （x
 ）＝（2a
 -1-ax
 ）f
 （x
 ），

当时，h
 ′（x
 ）＞0，所以h
 （x
 ）＞h
 （0）＝0，即．

综上，a
 的取值范围是．

2．（1）f
 ′（x
 ）＝3mx
 2
 -6（m
 ＋1）x
 ＋n
 ，因为x
 ＝1是函数f
 （x
 ）的一个极值点，

所以f
 ′（1）＝0，即3m
 -6（m
 ＋1）＋n
 ＝0，所以n
 ＝3m
 ＋6．

（2）由（1）知，f
 ′（x
 ）＝3mx
 2
 -6（m
 ＋1）x
 ＋3m
 ＋6＝．

当m
 ＜0时，有，当x
 变化时，f
 （x
 ）与f
 ′（x
 ）的变化如下表：



由上表知，当m
 ＜0时，f
 （x
 ）在上单调递减，在上单调递增，在（1，＋∞）上单调递减．

（3）由已知得f
 ′（x
 ）＞3m
 ，即mx
 2
 -2（m
 ＋1）x
 ＋2＞0，

又m
 ＜0，所以，即。　　①



3．（1）由题意知f
 （1）＝-3-c
 ，因此b
 -c
 ＝-3-c
 ，从而b
 ＝-3。又对f
 （x
 ）求导得f
 ′（x
 ）＝4ax
 3
 lnx
 ＋。由题意，f
 ′（1）＝0，因此a
 ＋4b
 ＝0，解得a
 ＝12．

（2）由（1）知f
 ′（x
 ）＝48x
 3
 lnx
 （x
 ＞0），令f
 ′（x
 ）＝0，解得x
 ＝1。当0＜x
 ＜1时，f
 ′（x
 ）＜0，此时f
 （x
 ）为减函数；当x
 ＞1时，f
 ′（x
 ）＞0，此时f
 （x
 ）为增函数。因此f
 （x
 ）的单调递减区间为（0，1），而f
 （x
 ）的单调递增区间为（1，＋∞）．

（3）由（2）知，f
 （x
 ）在x
 ＝1处取得极小值f
 （1）＝-3-c
 ，此极小值也是最小值，要使f
 （x
 ）≥-2c
 2
 （x
 ＞0）恒成立，只需-3-c
 ≥-2c
 2
 。即2c
 2
 -c
 -3≥0，从而（2c
 -3）（c
 ＋1）≥0，解得或c
 ≤-1。所以c
 的取值范围为．

4．（1）由已知得．

因为函数y
 ＝f
 （x
 ）的导函数是奇函数，所以f
 ′（-x
 ）＝-f
 ′（x
 ），解得a
 ＝．

故，所以．

（2）．

当a
 ≥1时，f
 ′（x
 ）＜0恒成立，所以当a
 ≥1时，函数y
 ＝f
 （x
 ）在R
 上单调递减；

当0＜a
 ＜1时，由f
 ′（x
 ）＞0得（1-a
 ）（e
x

 ＋1）＞1，即，

所以当0＜a
 ＜1时，y
 ＝f
 （x
 ）在上单调递增，在上单调递减．

故当a
 ≥1时，函数y
 ＝f
 （x
 ）在R
 上单调递减；

当0＜a
 ＜1时，y
 ＝f
 （x
 ）在上单调递增，在上单调递减．

5．



6．（1）f
 
n

 ′（x
 ）＝nx
 
n
 -1
 -n
 （x
 ＋a
 ）
n
 -1
 ＝n
 ［x
 
n
 -1
 -1-（x
 ＋a
 ）
n
 -1
 ］．

因为a
 ＞0，x
 ＞0，所以f
 
n

 ′（x
 ）＜0，从而f
 
n

 （x
 ）在（0，＋∞）上单调递减．

（2）由上知：当x
 ＞a
 ＞0时，f
 
n

 （x
 ）＝x
 
n

 -（x
 ＋a
 ）
n

 是关于x
 的减函数，

所以当n
 ≥a
 时，有（n
 ＋1）
n

 -（n
 ＋1＋a
 ）
n

 ≤n
 
n

 -（n
 ＋a
 ）
n

 ．



7．（1）．

故当x
 ∈（0，1）时，f
 ′（x
 ）＞0；当x
 ∈（1，＋∞）时，f
 ′（x
 ）＜0．

所以f
 （x
 ）在（0，1）上单调递增，在（1，＋∞）上单调递减．

由此知f
 （x
 ）在（0，＋∞）上的极大值为f
 （1）＝ln2，没有极小值．

（2）（i）当a
 ≤0时，由于，

故关于x
 的不等式f
 （x
 ）≥a
 的解集为（0，＋∞）．



即当a
 ＞0时，关于x
 的不等式f
 （x
 ）≥a
 的解集不是（0，＋∞）．

综合（i）（ii）知，

存在a
 ，使得关于x
 的不等式f
 （x
 ）≥a
 的解集为（0，＋∞），且a
 的取值范围为（-∞，0］．

8．



当0＜x
 ＜1时，h
 ′（x
 ）＜0，所以h
 （x
 ）在（0，1）上递减，从而当0＜x
 ＜1时，h
 （x
 ）＞h
 （1）＝0，

得，所以g
 （x
 ）在（0，1）上递增，g
 （x
 ）＜g
 （1）＝1，所以a
 ≥1．

（ii）当x
 ＞1时，lnx
 ＞0，则．

由（i）知，当x
 ＞1时，h
 ′（x
 ）＞0，h
 （x
 ）在（1，＋∞）上递增．

当x
 ＞1时，h
 （x
 ）＞h
 （1）＝0，，所以g
 （x
 ）在（1，＋∞）上递增，


g
 （x
 ）＞g
 （1）＝1，所以a
 ≤1．

由（i）及（ii）得a
 ＝1．

9．（1）＝．

由曲线y
 ＝f
 （x
 ）在点P
 （0，f
 （0））处的切线与直线y
 ＝x
 ＋4平行得f
 ′（0）＝1，即e0
 （0-a
 ）（0＋1）＝1，解得a
 ＝-1．

（2）因为e
x

 ＞0，令f
 ′（x
 ）＝0，得x
 ＝a
 或x
 ＝-1．

①若a
 ＝-1，f
 ′（x
 ）≥0，f
 （x
 ）是增函数，增区间为（-∞，＋∞）．

②若a
 ＜-1，当x
 ＜a
 或x
 ＞-1时，f
 ′（x
 ）＞0，f
 （x
 ）是增函数，增区间为（-∞，a
 ），（-1，＋∞）．

当a
 ＜x
 ＜-1时，f
 ′（x
 ）＜0，f
 （x
 ）是减函数，减区间为（a
 ，-1）．

③若a
 ＞-1，当x
 ＜-1或x
 ＞a
 时，f
 ′（x
 ）＞0，f
 （x
 ）是增函数，增区间为（-∞，-1），（a
 ，＋∞）．

当-1＜x
 ＜a
 时，f
 ′（x
 ）＜0，f
 （x
 ）是减函数，减区间为（-1，a
 ）．




 3.3　数列综合问题

数列是高中代数的重点内容之一，也是高考压轴题考查的重点，数列常与函数、不等式、解析几何交汇综合，综合考查了函数与方程、等价转化、分类讨论等数学思想，属中等以上难度。从考查内容上来看，数列部分内容主要以以下六种形式呈现：

（1）以等差、等比数列两种基本数列为载体，考查数列的通项、求和等内容；

（2）已知递推关系求数列的通项及前n
 项和；

（3）根据题设信息，研究数列的有关性质；

（4）数学归纳法的综合运用；

（5）以数列为背景知识的综合不等式问题；

（6）解析几何背景下的数列问题（点列问题）．


 3.3.1　数列性质综合

等差数列的补充性质：

1．公差为非零的等差数列的通项公式为n
 的一次函数．

2．公差为非零的等差数列的前n
 项和公式为n
 的不含常数项的二次函数．

3．设｛a
 
n

 ｝是等差数列，则｛λ
 a
 
n

 ＋b
 ｝（λ
 ，b
 是常数）是等差数列．

4．设｛a
 
n

 ｝与｛b
 
n

 ｝是等差数列，则｛λ
 1
 a
 
n

 ＋λ
 2
 b
 
n

 ｝（λ
 1
 ，λ
 2
 是常数）也是等差数列．

5．设｛a
 
n

 ｝与｛b
 
n

 ｝是等差数列，且b
 
n

 ∈Z
 ＋
 ，则也是等差数列（即等差数列中等距离分离出的子数列仍为等差数列）．

6．若m
 ＋n
 ＝p
 ＋q
 ，则a
 
m

 ＋a
 
n

 ＝a
 
p

 ＋a
 
q

 ，特别地，若m
 ＋n
 ＝2p
 ，则a
 
m

 ＋a
 
n

 ＝2a
 
p

 ．

7．设A
 ＝a
 1
 ＋a
 2
 ＋…＋a
 
n

 ，B
 ＝a
 
n
 ＋1
 ＋a
 
n
 ＋2
 ＋…＋a
 2n

 ，C
 ＝a
 2n
 ＋1
 ＋a
 2n
 ＋2
 ＋…＋a
 3n

 ，则有2B
 ＝A
 ＋C
 ．

8．对于项数为2n
 的等差数列｛a
 
n

 ｝，记S
 偶
 ，S
 奇
 分别表示前2n
 项中的偶数项和与奇数项和，则．

9．对于项数为2n
 -1的等差数列｛a
 
n

 ｝，有S
 奇
 -S
 偶
 ＝a
 
n

 和．

10．S
 n
 是等差数列的前n
 项和，则S
 2n
 -1
 ＝（2n
 -1）a
 
n

 ．

11．其他衍生等差数列：若已知等差数列｛a
 
n

 ｝，公差为d
 ，前n
 项和为S
 
n

 ，则

①，…为等差数列，公差为td
 ；

②，…（即，…）为等差数列，公差为m
 2
 d
 ；

③为等差数列，公差为．

等比数列的补充性质：

1．设｛a
 
n

 ｝是等比数列，则｛λ
 a
 
n

 ｝（λ
 是常数）、｛｝（m
 ∈Z
 ＋
 ）仍成等比数列．

2．设｛a
 
n

 ｝与｛b
 
n

 ｝是等比数列，则｛a
 
n

 ·b
 
n

 ｝也是等比数列．

3．设｛a
 
n

 ｝是等比数列，｛b
 
n

 ｝是等差数列，b
 
n

 ∈Z
 ＋
 ，则｛a
 
bn

 ｝是等比数列（即等比数列中等距离分离出的子数列仍为等比数列）．

4．设｛a
 
n

 ｝是正项等比数列，则｛log
c

 a
 
n

 ｝（c
 ＞0，c
 ≠1）是等差数列．

5．若m
 ＋n
 ＝p
 ＋q
 ，则a
 
m

 ·a
 
n

 ＝a
 
p

 ·a
 
q

 ，特别地，若m
 ＋n
 ＝2p
 ，则．

6．设A
 ＝a
 1
 ＋a
 2
 ＋…＋a
 
n

 ，，则有B
 2
 ＝AC
 ．

7．其他衍生等比数列：若已知等比数列｛a
 
n

 ｝，公比为q
 ，前n
 项和为S
 
n

 ，则

①为等比数列，公比为q
 
t

 ；

②，…即，…为等比数列，公比为q
 
m

 ．


【例1】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝中各项为：

（1）证明：这个数列中的每一项都是两个相邻整数的积．

（2）求这个数列的前n
 项之和S
 
n

 ．


讲解
 　先要通过观察，找出所给的一列数的特征，求出数列的通项，进一步再求和．





评注

 　本题难点在于求出数列的通项，再将这个通项“分成”两个相邻正数的积，解决此题需要一定的观察能力和逻辑推理能力．


【例2】
 　在数列｛a
 
n

 ｝与｛b
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝1，b
 1
 ＝4，数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和｛S
 n
 ｝满足：


n
 S
 
n
 ＋1
 -（n
 ＋3）S
 
n

 ＝0，2a
 
n
 ＋1
 为b
 
n

 与b
 
n
 ＋1
 的等比中项，n
 ∈Z
 ＋
 ．

（1）求a
 2
 ，b
 2
 的值；

（2）求数列｛a
 
n

 ｝与｛b
 
n

 ｝的通项公式．


讲解
 　（1）由题设有a
 1
 ＋a
 2
 -4a
 1
 ＝0，a
 1
 ＝1，解得a
 2
 ＝3．

由题设又有，解得b
 2
 ＝9．

（2）解法一
 　由题设n
 S
 
n
 ＋1
 -（n
 ＋3）S
 
n

 ＝0，a
 1
 ＝1，b
 1＝4及a
 2
 ＝3，b
 2
 ＝9，

进一步可得a
 3
 ＝6，b
 3
 ＝16，a
 4
 ＝10，b
 4
 ＝25，



再用数学归纳法证明b
 
n

 ＝（n
 ＋1）2
 ，n
 ∈Z
 ＋
 ．

（i）当n
 ＝1时，b
 1
 ＝（1＋1）2
 ，等式成立．

（ii）假设当n
 ＝k
 时等式成立，即b
 
k

 ＝（k
 ＋1）2
 ，那么

．

这就是说，当n
 ＝k
 ＋1时等式也成立．

根据（i）和（ii）可知，等式b
 
n

 ＝（n
 ＋1）2
 对任何的n
 ∈Z
 ＋
 都成立．


解法二
 　由题设


n
 S
 
n
 ＋1
 ＝（n
 ＋3）S
 
n

 ，　　①

（n
 -1）S
 
n

 ＝（n
 ＋2）S
 
n
 -1
 。　　②

①的两边分别减去②的两边，整理得na
 n＋1
 ＝（n
 ＋2）a
 
n

 ，n
 ≥2，所以

2a
 3
 ＝4a
 2
 ，3a
 4
 ＝5a
 3
 ，…，（n
 -1）a
 
n

 ＝（n
 ＋1）a
 
n
 -1
 ，n
 ≥3．

将以上各式左右两端分别相乘，得，

由（1）并化简得．

上式对n
 ＝1，2也成立．




解法三
 　由题设有n
 S
 
n
 ＋1
 ＝（n
 ＋3）S
 
n

 ，n
 ∈Z
 ＋
 ，所以S
 2
 ＝4S
 1
 ，2S
 3
 ＝5S
 2
 ，…，

（n
 -1）S
 
n

 ＝（n
 ＋2）S
 
n
 -1
 ，n
 ≥2。将以上各式左右两端分别相乘，得

1×2×…×（n
 -1）S
 
n

 ＝4×5×…×（n
 ＋2）S
 1
 ，

化简得．

由（1），上式对n
 ＝1，2也成立，

所以。上式对n
 ＝1也成立．

以下同解法二，可得b
 
n

 ＝（n
 ＋1）2
 ，n
 ≥1．


【例3】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝和｛b
 
n

 ｝满足：


a
 1
 ＝λ
 ，，b
 
n

 ＝（-1）
n

 （a
 
n

 -3n
 ＋21），其中λ
 为实数，n
 为正整数．

（1）对任意实数λ
 ，证明数列｛a
 
n

 ｝不是等比数列；

（2）试判断数列｛b
 
n

 ｝是否为等比数列，并证明你的结论；

（3）设0＜a
 ＜b
 ，S
 
n

 为数列｛b
 
n

 ｝的前n
 项和。是否存在实数λ
 ，使得对任意正整数n
 ，都有a
 ＜S
 
n

 ＜b
 ？若存在，求λ
 的取值范围；若不存在，说明理由．


讲解
 　（1）假设存在一个实数λ
 ，使｛a
 
n

 ｝是等比数列，则有，即

，矛盾．

所以｛a
 
n

 ｝不是等比数列．

（2）因为



又b
 1
 ＝-（λ
 ＋18），所以，

当λ
 ＝-18时，b
 1＝0，此时｛b
 
n

 ｝不是等比数列．

当λ
 ≠-18时，b
 1＝（λ
 ＋18）≠0，由上可知b
 
n

 ≠0，所以．

故当λ
 ≠-18时，数列｛b
 
n

 ｝是以-（λ
 ＋18）为首项，为公比的等比数列．

（3）由（2）知，当λ
 ＝-18时，b
 
n

 ＝0，S
 
n

 ＝0，不满足题目要求．



当a
 ＜b
 ≤3a
 时，有-b
 -18≥-3a
 -18，不存在实数满足题目要求；

当b
 ＞3a
 时存在实数λ
 ，使得对任意正整数n
 ，都有a
 ＜S
 
n

 ＜b
 ，且λ
 的取值范围是（-b
 -18，-3a
 -18）．


 3.3.2　函数与数列


【例4】
 　已知函数f
 （x
 ）＝x
 2
 ＋x
 -1，α
 ，β
 是方程f
 （x
 ）＝0的两个根（α
 ＞β
 ），f
 ′（x
 ）是f
 （x
 ）的导数；设．

（1）求α
 ，β
 的值；

（2）证明：对任意的正整数n
 ，都有a
 
n

 ＞α
 ；

（3）记，求数列｛b
 
n

 ｝的前n
 项和S
 
n

 ．


讲解
 　（1）∵f
 （x
 ）＝x
 2
 ＋x
 -1，α
 ，β
 是方程f
 （x
 ）＝0的两个根（α
 ＞β
 ），




【例5】
 　函数f
 （x
 ）对任意x
 ∈R
 都有f
 （x
 ）＋f
 （1-x
 ）＝．

（1）数列｛a
 
n

 ｝满足：，数列｛a
 
n

 ｝是等差数列吗？请给予证明．

（2）令，试比较T
 n
 与S
 
n

 的大小．




【例6】
 　已知函数．

（1）设｛a
 
n

 ｝是正数组成的数列，前n
 项和为S
 
n

 ，其中a
 1
 ＝3。若点（n
 ∈Z
 ＋
 ）在函数y
 ＝f
 ′（x
 ）的图象上，求证：点（n
 ，S
 
n

 ）也在y
 ＝f
 ′（x
 ）的图象上．

（2）求函数f
 （x
 ）在区间（a
 -1，a
 ）上的极值．



故点（n
 ，S
 
n

 ）也在函数y
 ＝f
 ′（x
 ）的图象上．

（2）f
 ′（x
 ）＝x
 2
 ＋2x
 ＝x
 （x
 ＋2），由f
 ′（x
 ）＝0，得x
 ＝0或x
 ＝-2．

当x
 变化时，f
 ′（x
 ）、f
 （x
 ）的变化情况如下表：



注意到｜（a
 -1）-a
 ｜＝1＜2，从而有：

①当a
 -1＜-2＜a
 ，即-2＜a
 ＜-1时，f
 （x
 ）的极大值为，此时f
 （x
 ）无极小值；

②当a
 -1＜0＜a
 ，即0＜a
 ＜1时，f
 （x
 ）的极小值为f
 （0）＝-2，此时f
 （x
 ）无极大值；

③当a
 ≤-2或-1≤a
 ≤0或a
 ≥1时，f
 （x
 ）既无极大值又无极小值．


 3.3.3　数列不等式


【例7】
 　数列｛a
 
n

 ｝满足．

（1）求证：；

（2）求证：．




【例8】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝满足（n
 ≥2）．

（1）求证：数列｛a
 
n

 ＋1｝是等比数列；

（2）求证：．




【例9】
 　（2015年高考浙江卷第20题）已知数列｛a
 
n

 ｝满足

（n
 ∈Z
 ＋
 ）．

（1）求证：；

（2）设数列的前n
 项和为S
 
n

 ，证明：（n
 ∈Z
 ＋
 ）．


讲解





证法一





证法二
 　用数学归纳法证明．



由①②可知，结论对n
 ∈Z
 ＋
 都成立．


证法三
 　由条件得



由此可证结论成立．



评注

 　二次递推数列的命题背景一般是高中数学最常见的二次函数，本题的第（1）题可以借助二次函数揭示其背景：根据a
 
n
 ＋1
 ＝（n
 ∈Z
 ＋
 ），可构造二次函数，原题即可转化为证明，结合图3-3-1所示的函数关系不难知，函数的图象在直线y
 ＝x
 与之间，从而可证结论成立．


图3-3-1



第（2）题的多种解法中，数学归纳法是解决数列不等式比较常见的方法，其难点在于根据n
 ＝k
 时成立的式子如何向欲证n
 ＝k
 ＋1时成立的式子转化，本题将其转化为求二次函数值域问题；证法一和证法三都用到了累差叠加将所求的不等式进行转化的策略，同时结合这一类似等差数列递推关系的特征，进行叠加，表示出，进而求证结论．


【变式1】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝满足．

（1）求证：a
 
n
 ＋1
 ＞a
 
n

 ；

（2）求证：，其中n
 ≥2，n
 ∈Z
 ＋
 ．


讲解




即可证结论成立．


【变式2】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝各项均为正数，且满足关系．

（1）求证：；

（2）求证：．


讲解




所以可证结论成立．


【例10】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝的首项，n
 ∈Z
 ．

（1）求｛a
 
n

 ｝的通项公式；

（2）证明：对任意的x
 ＞0，，n
 ∈Z
 ＋
 ；

（3）证明：．



∴原不等式成立．

（3）由（2）知，对任意的x
 ＞0，有




【例11】
 　设b
 ＞0，数列｛a
 
n

 ｝满足．

（1）求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式；

（2）求证：对于一切正整数n
 ，．





所以，不等式（*）成立，从而原不等式成立．

综上所述，当b
 ＞0时，对于一切正整数n
 ，．



评注

 　事实上，如果利用多元均值不等式更简单：




【例12】
 　设数列｛a
 
n

 ｝满足，n
 ∈Z
 ＋
 ，其中c
 为实数．

（1）求证：a
 
n

 ∈［0，1］对任意n
 ∈Z
 ＋
 成立的充分必要条件是c
 ∈［0，1］；

（2）设，求证：，n
 ∈Z
 ＋
 ；

（3）设，求证：，n
 ∈Z
 ＋
 ．


讲解
 　（1）必要性：∵a
 1
 ＝0，∴a
 2
 ＝1-c
 ．

又∵a
 2
 ∈［0，1］，∴0≤1-c
 ≤1，即c
 ∈［0，1］．

充分性：设c
 ∈［0，1］，对n
 ∈Z
 ＋
 用数学归纳法证明a
 
n

 ∈［0，1］．

当n
 ＝1时，a
 1
 ＝0∈［0，1］。假设ak
 ∈［0，1］（k
 ≥1），

则．

∴a
 
k
 ＋1
 ∈［0，1］。由数学归纳法知a
 
n

 ∈［0，1］对所有n
 ∈Z
 ＋
 成立．

（2）设，当n
 ＝1时，a
 1
 ＝0，结论成立，当n
 ≥2时，

∵．

∵，由（1）知a
 
n
 -1
 ∈［0，1］，所以且1-a
 
n
 -1
 ≥0．

∴1-a
 
n

 ≤3c
 （1-a
 
n
 -1
 ）≤（3c
 ）2
 （1-a
 
n
 -2
 ）≤…≤（3c
 ）
n
 -1
 （1-a
 1
 ）＝（3c
 ）
n
 -1
 ，

∴a
 
n

 ≥1-（3c
 ）
n
 -1
 （n
 ∈Z
 ＋
 ）．

（3）设，当n
 ＝1时，，结论成立．

当n
 ≥2时，由（2）知a
 
n

 ≥1-（3c
 ）
n
 -1
 ＞0．




【例13】
 　数列｛a
 
n

 ｝满足．

（1）证明：a
 
n

 ≥2（n
 ≥2）；

（2）已知不等式ln（1＋x
 ）＜x
 对x
 ＞0成立，证明：a
 
n

 ＜e2
 （n
 ≥1），其中无理数e＝2.71828…．

（1）证法一
 　由，且a
 2
 ＝2，所以，有a
 
n

 ≥2（n
 ≥2）．


证法二
 　（i）当n
 ＝2时，a
 2
 ＝2≥2，不等式成立．

（ii）假设当n
 ＝k
 （k
 ≥2）时不等式成立，即a
 
k

 ≥2（k
 ≥2），

那么。这就是说，当n
 ＝k
 ＋1时不等式成立．

根据（i）（ii）可知：a
 
k

 ≥2对所有n
 ≥2成立．

（2）证法一
 　由递推公式及（1）的结论有




证法二
 　由数学归纳法，易证2
n

 ＞n
 （n
 -1）对n
 ≥2成立，故





评注

 　两小题的证法一都未用数学归纳法，其中第一小题利用数列的单调性得到结论，第二小题则巧用递推，累加相消，得到结果．


【例14】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝各项均不为0，其前n
 项和为S
 
n

 ，且对任意n
 ∈Z
 ＋
 都有（1-p
 ）S
 
n

 ＝p
 -pa
 
n

 （p
 为大于1的常数），记．

（1）求a
 
n

 ；

（2）试比较f
 （n
 ＋1）与的大小（n
 ∈Z
 ＋
 ）；

（3）求证：（2n
 -1）f
 （n
 ）≤f
 （1）＋f
 （2）＋…＋f
 （2n
 -1）

．


讲解
 　（1）∵（1-p
 ）S
 
n

 ＝p
 -pa
 
n

 ，　　①

∴（1-p
 ）S
 
n
 ＋1
 ＝p
 -pa
 
n
 ＋1
 。　　②

②-①，得（1-p
 ）a
 
n
 ＋1
 ＝-pa
 
n
 ＋1
 ＋pa
 
n

 ，即a
 
n
 ＋1
 ＝pa
 
n

 ．

在①中令n
 ＝1，可得a
 1
 ＝p
 ．

∴｛a
 
n

 ｝是首项为a
 1
 ＝p
 ，公比为p
 的等比数列，则a
 
n

 ＝p
 
n

 ．






【例15】
 　设数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，a
 1
 ＝1，a
 2
 ＝6，a
 3
 ＝11，

且（5n
 -8）S
 
n
 ＋1
 -（5n
 ＋2）S
 
n

 ＝A
 n
 ＋B
 ，n
 ＝1，2，3，…，其中A
 ，B
 为常数．

（1）求A
 与B
 的值；

（2）证明：数列｛a
 
n

 ｝为等差数列；

（3）证明：不等式对任何正整数m
 ，n
 都成立．


讲解




因此，数列｛a
 
n

 ｝是首项为1，公差为5的等差数列．

（3）由（2）知，a
 
n

 ＝5n
 -4（n
 ∈Z
 ＋
 ）．





评注

 　（1）运用了方程的思想，（2）运用了阶差的方法，（3）的两种解法实际上都体现了转化与化归的思想，这也是解决不等式问题的常用策略．


【例16】
 　已知定义在R
 上的函数f
 
n

 （x
 ）（n
 ∈Z
 ＋
 ）具有下列性质：




【例17】
 　数列｛a
 
n

 ｝的各项均为正值，a
 1
 ＝1，对任意n
 ∈Z
 ＋
 ，，b
 
n

 ＝log2
 （a
 
n
 ＋1
 ）都成立．

（1）求数列｛a
 
n

 ｝与｛b
 
n

 ｝的通项公式；

（2）当k
 ＞7且k
 ∈Z
 ＋
 时，证明对任意n
 ∈Z
 ＋
 都有成立．


讲解
 　（1）不难得到a
 
n

 ＝2
n

 -1，b
 
n

 ＝n
 ．

（2）求证的问题即为：当k
 ＞7且k
 ∈Z
 ＋
 时，对任意n
 ∈Z
 ＋
 ，都有

。　　（*）


证法一
 　下面证明（*）式．




证法二
 　（利用添舍项放缩）因k
 ＞7且k
 ∈Z
 ＋
 ，故对任意n
 ∈Z
 ＋
 有




证法三
 　（利用平均值不等式放缩）平均值不等式的内容为：设x
 1，x
 2
 ，…，x
 
n

 是n
 个正实数，则，当且仅且x
 1
 ＝x
 2
 ＝…＝x
 
n

 时等号成立．

由平均值不等式可得




证法四
 　（利用定积分放缩）设函数（x
 ＞0），其图象如图3-3-2所示，因函数f
 （x
 ）在（0，＋∞）上是向下凸的，可知，在区间［n
 ，nk
 ］（其中k
 ＞7，k
 ∈Z
 ＋
 且n
 ∈Z
 ＋
 ）上的所有小矩形的面积之和大于曲边梯形的面积，即


图3-3-2






 3.3.4　点列问题

解析几何背景下的数列问题，以下简称为“点列”问题。这类问题往往以解析几何的点、直线、曲线的无限运动为背景，融数列、不等式、解析几何以及导数等知识于一题，综合性强，能够全面考查学生运用所学知识分析问题与解决问题能力。因此，“点列”问题已成为近几年高考命题的新宠．

“点列”问题的主要解题步骤可分为三步：第一步是根据解析几何背景抽象出数列的递推关系式；第二步是在递推关系式的基础上求得数列的通项或分析通项的性质；第三步是由通项解决数列求和、数列极限以及不等式等问题．

从近几年的高考试题来看，有关“点列”的试题大都入手容易，但是完全解答较难，试题结构呈现层层递进趋势，需要考生步步为营，拾级而上。值得一提的是，数学归纳法是解决“点列”问题比较常用的方法．


【例18】
 　在x
 O
 y
 平面上有一系列点P
 1
 （x
 1，y
 1），P
 2
 （x
 2
 ，y
 2），…，P
 
n

 （x
 
n

 ，y
 
n

 ），…（n
 ∈Z
 ＋
 ），点P
 
n

 在函数y
 ＝x
 2
 （x
 ≥0）的图象上，以点P
 
n

 为圆心的圆P
 
n

 与x
 轴都相切，且圆P
 
n

 与圆P
 
n

 ＋1又彼此外切。若x
 1
 ＝1，且x
 
n
 ＋1
 ＜x
 
n

 ．

（1）求数列｛x
 
n

 ｝的通项公式；

（2）设圆P
 
n

 的面积为S
 
n

 ，，求证：．


讲解
 　（1）如图3-3-3，圆P
 
n

 与P
 
n
 ＋1
 彼此外切，令r
 
n

 为圆P
 
n

 的半径，


图3-3-3



则｜P
 
n

 P
 
n
 ＋1
 ｜＝r
 
n

 ＋r
 
n
 ＋1
 ，

即，

两边平方并化简，得，

由题意得，圆P
 
n

 的半径．

因为x
 
n

 ＞x
 
n
 ＋1
 ＞0，∴，即（n
 ∈Z
 ＋
 ），

所以数列｛｝是以为首项，以2为公差的等差数列，




【例19】
 　如图3-3-4所以，△
O
 B
 C

 的三个顶点坐标分别为（0，0）、（1，0）、（0，2），设P
 1
 为线段B
 C
 的中点，P
 2
 为线段C
 O
 的中点，P
 3为线段O
 P
 1
 的中点，对于每一个正整数n
 ，P
 
n
 ＋3
 为线段P
 
n

 P
 
n
 ＋1
 的中点，令P
 
n

 的坐标为．


图3-3-4



（1）求a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 及a
 
n

 ；

（2）证明：，n
 ∈Z
 ＋
 ；

（3）若记，n
 ∈Z
 ＋
 ，证明：｛b
 
n

 ｝是等比数列．


讲解




所以，｛a
 
n

 ｝为常数列。因此，有a
 
n

 ＝a
 1
 ＝2，n
 ∈Z
 ＋
 ．





评注

 　本题主要考查数列的递推关系，等比数列等基础知识的综合运用和解决问题的创新能力。其中中点坐标公式的运用对前两小题的顺利解决起到了关键性的作用。证明一个数列是等比数列时，应注意验证首项不为零．


【例21】
 　设点A
 
n

 （x
 
n

 ，0），P
 
n

 （x
 
n

 ，2
n
 -1
 ）和抛物线C
 
n

 ：y
 ＝x
 2
 ＋a
 
n

 x
 ＋b
 
n

 （n
 ∈Z
 ＋
 ），其中a
 
n

 ＝，x
 
n

 由以下方法得到：x
 1
 ＝1，点P
 2
 （x
 2
 ，2）在抛物线C
 1
 ：y
 ＝x
 2
 ＋a
 1
 x
 ＋b
 1
 上，点A
 1
 （x
 1
 ，0）到P
 2
 的距离是A
 1
 到C
 1
 上点的最短距离，…，点P
 
n
 ＋1
 （x
 
n
 ＋1
 ，2
n

 ）在抛物线C
 
n

 ：y
 ＝x
 2
 ＋a
 
n

 x
 ＋b
 
n

 上，点A
 
n

 （x
 
n

 ，0）到P
 
n
 ＋1
 的距离是A
 
n

 到C
 
n

 上点的最短距离．

（1）求x
 2
 及C
 1
 的方程；（2）证明：｛x
 
n

 ｝是等差数列．


讲解
 　（1）由题意得A
 1
 （1，0），C
 1
 ：y
 ＝x
 2
 -7x
 ＋b
 1
 ，设点P
 （x
 ，y
 ）是C
 1
 上任意一点，则



因此，C
 1
 的方程为y
 ＝x
 2
 -7x
 ＋14．

（2）证法一
 　设点P
 （x
 ，y
 ）是C
 
n

 上任意一点，



下面用数学归纳法证明x
 
n

 ＝2n
 -1．

①当n
 ＝1时，x
 1
 ＝1，等式成立；

②假设当n
 ＝k
 时，等式成立，即x
 
k

 ＝2k
 -1，则当n
 ＝k
 ＋1时，

由（*）式知，又，

所以，即n
 ＝k
 ＋1时，等式成立．

由①②知，等式对n
 ∈Z
 ＋
 成立，故｛x
 
n

 ｝是等差数列．


证法二
 　由导数的几何意义知曲线C
 
n

 在点P
 
n
 ＋1
 （x
 
n
 ＋1
 ，2
n

 ）处切线的斜率为k
 1
 ＝2x
 
n
 ＋1
 ＋a
 
n

 ，直线A
 
n

 P
 
n
 ＋1
 的斜率为，

因为点A
 
n

 （x
 
n

 ，0）到P
 
n
 ＋1
 的距离是A
 
n

 到C
 
n

 上点的最短距离，



所以，x
 
n

 ＝2n
 -1，｛x
 
n

 ｝是等差数列．



评注

 　本题以解析几何为背景，以导数的几何意义为依托，通过方程思想建立关系式。其中证法二通过观察、递推，得到通项公式，比用数学归纳法巧妙、简捷。数学归纳法是解决数列问题比较有效的方法，但不是唯一的方法，也未必是最理想的方法。因此，在复习时有必要多掌握一些解决数列综合题的方法，只有这样才能事半功倍，锦上添花．


【例22】
 　已知函数f
 （x
 ）＝x
 3
 ＋x
 2
 ，数列｛x
 
n

 ｝（x
 
n

 ＞0）的第一项x
 1
 ＝1，以后各项按如下方式取定：曲线y
 ＝f
 （x
 ）在（x
 
n

 ＋1，f
 （x
 
n
 ＋1
 ））处的切线与经过（0，0）和（x
 
n

 ，f
 （x
 
n

 ））两点的直线平行（如图3-3-5），求证：当n
 ∈Z
 ＋
 时，


图3-3-5



（1）；

（2）．


讲解
 　（1）因为f
 ′（x
 ）＝3x
 2
 ＋2x
 ，

所以曲线y
 ＝f
 （x
 ）在（x
 
n
 ＋1
 ，f
 （x
 
n
 ＋1
 ））处的切线斜率

．

因为过（0，0）和（x
 
n

 ，f
 （x
 
n

 ））两点的直线斜率是，所以

．

（2）因为函数h
 （x
 ）＝x
 2
 ＋x
 当x
 ＞0时单调递增，





评注

 　本题主要考查函数的导数、数列、不等式等基础知识，以及不等式的证明。解答时首先要将题设中两直线平行转化为斜率相等，从而得到递推关系式，然后充分利用这一关系进行放缩。本题证明长度不大，但思维量很大，对不等式证明的技巧性要求较高。若用数学归纳法证明会发现，证明左边的不等式难度不大，但证明右边部分则困难重重，需要证明其加强命题方可．


【例23】
 　如图3-3-6，直线l
 1
 ：y
 ＝kx
 ＋1-k
 相交于点P
 。直线l
 1
 与x
 轴交于点P
 1
 ，过点P
 1
 作x
 轴的垂线交直线l
 2
 于点Q
 1
 ，过点Q
 1
 作y
 轴的垂线交直线l
 1
 于点P
 2
 ，过点P
 2
 作x
 轴的垂线交直线l
 2
 于点Q
 2
 ，…，这样一直作下去，可得到一系列点P
 1
 ，Q
 1
 ，P
 2
 ，Q
 2
 ，…，点P
 
n

 （n
 ＝1，2，…）的横坐标构成数列｛x
 
n

 ｝．


图3-3-6



（1）证明：；

（2）求数列｛x
 
n

 ｝的通项公式；

（3）比较2｜P
 P
 
n

 ｜2
 与4k
 2
 ｜P
 P
 1
 ｜2
 ＋5的大小．


讲解
 　（1）设点P
 
n

 的坐标是（x
 
n

 ，y
 
n

 ），由已知条件得点Q
 
n

 ，P
 
n

 ＋1的坐标分别是。由P
 
n
 ＋1
 在直线l
 1
 上，得．





评注

 　本题的文字叙述较长，正确理解题意，运用数形结合思想，将“形”翻译成“数”是顺利解题的前提。前两问是对基础知识、基本方法掌握情况的考查，第三问比较大小，要注意利用函数y
 ＝x
 
n

 ，n
 ∈Z
 ＋
 在（0，＋∞）上的单调性．


【例24】
 　如图3-3-7，已知动圆与直线y
 ＝-3相切，并与定圆x
 2
 ＋y
 2＝1相内切．


图3-3-7



（1）求动圆圆心的轨迹C
 ．

（2）过原点作斜率为1的直线交曲线C
 于P
 1
 （P
 1
 为第一象限点），又过P
 1
 作斜率为的直线交曲线C
 于P
 2
 ，再过P
 2
 作斜率为的直线交曲线C
 于P
 3，…，如此继续，一般地，过P
 
n

 作斜率为的直线交曲线C
 于P
 
n
 ＋1
 ，设P
 
n

 （x
 
n

 ，y
 
n

 ），

①令，求证：数列｛b
 
n

 ｝是等比数列；

②设数列｛b
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，试比较的大小．


讲解
 　（1）由题意知，P
 点到原点的距离等于P
 点到直线y
 ＝-2的距离，由抛物线定义知，P
 点轨迹是以坐标原点为焦点，直线y
 ＝-2为准线的抛物线，其轨迹方程为x
 2
 ＝4（y
 ＋1），表示抛物线．

（2）①设，则，



当n
 ＝1时，4＜13，所以4
n

 ＜3n
 ＋10，当n
 ＝2时，16＝16，所以4
n

 ＝3n
 ＋10；

当n
 ＝3时，64＞19，4
n

 ＞3n
 ＋10，猜测当n
 ≥3，n
 ∈Z
 ＋
 时，4
n

 ＞3n
 ＋10．


证法一
 　用数学归纳法证明n
 ≥3，n
 ∈Z
 ＋
 时，4
n

 ＞3n
 ＋10．

（i）当n
 ＝3时，显然成立；

（ii）假设当n
 ＝k
 （k
 ≥3，k
 ∈Z
 ＋
 ）时，4
k

 ＞3k
 ＋10，则当n
 ＝k
 ＋1时，

，

即当n
 ＝k
 ＋1时，4
n

 ＞3n
 ＋10也成立，

由（i）（ii）知4
n

 ＞3n
 ＋10对n
 ≥3，n
 ∈Z
 ＋
 都成立．


证法二
 　利用二项式定理得





评注

 　高考题与竞赛题的最大区别就是前者往往有“梯”可攀，如本题从抛物线定义，斜率公式入手得到递推关系式，根据题设“”的提示构造以下关系式实现顺利过渡：。如果要增加难度，可舍去此提示，直接让考生求x
 
n

 。此时则需要运用递推的方法，如可将式子两边同除以（-1）
n
 ＋1
 ，得，令，再由累加恒等式a
 
n

 ＝求得．


【例25】
 　过点P
 （1，0）作曲线C
 ：y
 ＝x
 
k

 （x
 ∈（0，＋∞），k
 ∈Z
 ＋
 ，k
 ＞1）的切线切点为Q
 1
 ，设Q
 1
 点在x
 轴上的投影是点P
 1
 ；又过点P
 1
 作曲线C
 的切线切点为Q
 2
 ，设Q
 2
 点在x
 轴上的投影是点P
 2
 ；…；依此下去，得到一系列点Q
 1
 ，Q
 2
 ，…，Q
 
n

 ，…，设点Q
 
n

 的横坐标是a
 
n

 ．

（1）求证：；

（2）求证：；

（3）求证：．


讲解
 　（1）为了求切线的斜率，只要对y
 ＝x
 
k

 求导数，得y
 ′＝kx
 
k
 -1
 ．



（2）应用二项式定理，得



（3）证法一





证法二
 　




【例26】
 　已知函数y
 ＝f
 （x
 ）的图象是自原点出发的一条折线，如图3-3-8．


图3-3-8



当n
 ≤y
 ≤n
 ＋1（n
 ＝0，1，2，…）时，该图象是斜率为b
 
n

 的线段（其中b
 为正常数，b
 ≠1），该数列｛x
 
n

 ｝由f
 （x
 
n

 ）＝n
 （n
 ＝1，2，…）定义．

（1）求x
 1
 ，x
 2
 和x
 
n

 的表达式．

（2）求f
 （x
 ）的表达式，并写出其定义域．

（3）求证：f
 （x
 ）的图象与y
 ＝x
 的图象没有横坐标大于1的交点．


讲解
 　这是一道把数列、函数、解析几何等知识联系起来的综合题，主要考查函数、等比数列及直线方程等基础知识，对归纳推理能力、逻辑思维能力有着较高的要求．

（1）由题意易知，当0≤y
 ≤1时，图象为线段y
 ＝x
 ，∴f
 （0）＝0，x
 1
 ＝1。记x
 0
 ＝0，则，即x
 
n
 ＋1
 -x
 
n

 ＝b
 -n

 （n
 ＝0，1，2，…），利用累差迭加法有：







评注

 　本题尽管难度较大，但有较高的思维价值，所给条件需进行逆向思维，求解函数的定义域，实质上涉及数列的收敛与发散，体现了初高等数学在思想方法上的衔接，问题通过函数把数列、解析几何等知识有机地结合在一起，体现了在知识网络的交汇点上命题的思想．

本题第（3）小题也可利用数学归纳法进行证明：




 好题新题精选（四）

1．已知数列｛x
 
n

 ｝满足：．

（1）是否存在m
 ∈Z
 ＋
 ，使x
 
m

 ＝2？证明你的结论．

（2）试比较x
 
n

 与2的大小关系．

（3）设a
 
n

 ＝｜x
 
n

 -2｜，求证：当n
 ≥2时，．

2．已知数列｛a
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝1，且点P
 （a
 
n

 ，a
 
n
 ＋1
 ）（n
 ∈Z
 ＋
 ）在直线x
 -y
 ＋1＝0上．

（1）求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式．

（2）若函数（n
 ∈Z
 ＋
 ，n
 ≥2），求函数f
 （n
 ）的最小值．

（3）设，S
 
n

 表示数列｛b
 
n

 ｝的前n
 项和。试问：是否存在关于n
 的整式g
 （n
 ），使得S
 1
 ＋S
 2
 ＋S
 3
 ＋…＋S
 
n
 -1
 ＝（S
 
n

 -1）·g
 （n
 ）对于一切不小于2的正整数n
 恒成立？若存在，写出g
 （n
 ）的解析式，并加以证明；若不存在，说明理由．

3．设函数y
 ＝f
 （x
 ）对任意的实数x
 、y
 ，都有f
 （x
 ＋y
 ）＝f
 （x
 ）·f
 （y
 ），且f
 （x
 ）≠0．

（1）记a
 
n

 ＝f
 （n
 ）（n
 ∈Z
 ＋
 ），，且｛b
 
n

 ｝为等比数列，求a
 1
 的值．

（2）在（1）的条件下，设，问：是否存在最大的整数m
 ，使得对于任意n
 ∈Z
 ＋
 ，均有？若存在，求出m
 的值，若不存在，请说明理由．

4．设函数f
 （x
 ）＝（x
 -1）2
 ，g
 （x
 ）＝4（x
 -1），数列｛a
 
n

 ｝满足：


a
 1
 ＝2，f
 （a
 
n

 ）＝（a
 
n

 -a
 
n
 ＋1
 ）g
 （a
 
n

 ）（n
 ∈Z
 ＋
 ）．

（1）求证：数列｛a
 
n

 -1｝是等比数列；

（2）令，求函数h
 （x
 ）在点x
 ＝处的导数h
 ′并比较h
 ′与2n
 2
 -n
 的大小．

5．各项均为正数的数列｛a
 
n

 ｝，a
 1
 ＝a
 ，a
 2
 ＝b
 ，且对满足m
 ＋n
 ＝p
 ＋q
 的正整数m
 ，n
 ，p
 ，q
 都有．

（1）当时，求通项a
 
n

 ；

（2）证明：对任意a
 ，存在与a
 有关的常数λ
 ，使得对于每个正整数n
 ，都有．

6．已知曲线C
 
n

 ：x
 2
 -2nx
 ＋y
 2
 ＝0（n
 ＝1，2，…）。从点P
 （-1，0）向曲线C
 
n

 引斜率为k
 
n

 （k
 
n

 ＞0）的切线l
 
n

 ，切点为P
 
n

 （x
 
n

 ，y
 
n

 ）．

（1）求数列｛x
 
n

 ｝与｛y
 
n

 ｝的通项公式；

（2）证明：．

7．如图所示，已知抛物线C
 ：y
 2
 ＝2px
 （p
 ＞0）上横坐标为4的点到焦点的距离为5．


第7题图



（1）求抛物线C
 的方程．

（2）设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）是抛物线C
 上任意两点，且｜y
 1
 -y
 2
 ｜＝a
 （a
 ＞0且a
 为常数）。过弦AB
 的中点M
 作垂直于y
 轴的直线交抛物线于点D
 ，连结AD
 、B
 D
 得到△
AB
 D

 ，求证：△
AB
 D

 的面积为定值．

（3）在（2）的条件下，分别过弦AD
 、B
 D
 的中点作垂直于y
 轴的直线依次交抛物线于点E
 、F
 ，连结AE
 、D
 E
 和B
 F
 、D
 F
 ，得到△
AD
 E

 和△
B
 D
 F

 ，并按此方法继续下去，若设a
 1
 ＝是第n
 次操作时得到的2
n
 -1
 个三角形面积的和，记S
 
n

 ＝a
 1
 ＋a
 2
 ＋…＋a
 
n

 ，求证：．

好题新题精选（四）解答

1．（1）假设存在m
 ∈Z
 ＋
 ，使x
 
m

 ＝2，则．

同理可得x
 
m
 -2
 ＝2，以此类推，有x
 1
 ＝2，这与x
 1
 ＝1矛盾。所以不存在m
 ∈Z
 ＋
 ，使x
 
m

 ＝2．



2．



故存在关于n
 的整式g
 （n
 ）＝n
 ，使等式对于一切不小于2的正整数n
 恒成立．

3．（1）∵f
 （x
 ＋n
 ）＝f
 （x
 ）·f
 （n
 ）对任意x
 ∈R
 都成立，∴f
 （n
 ＋1）＝f
 （n
 ）·f
 （1），

即，

∴｛a
 
n

 ｝是以a
 1
 为首项，a
 1
 为公比的等比数列，．

此时，b
 
n

 ＝2n
 ＋1，｛b
 
n

 ｝不是等比数列，∴a
 1
 ≠1．

｛b
 
n

 ｝是等比数列，



4．



5．



6．



令f
 ′（x
 ）＝0，得，给定区间，则有f
 ′（x
 ）＜0，则函数f
 （x
 ）在上单调递减，

∴f
 （x
 ）＜f
 （0）＝0，即在恒成立，

又，

则有，．


7．
 （1）依题意得，解得p
 ＝2．所以抛物线方程为y
 2
 ＝4x
 ．

（2）若x
 1
 ＝x
 2
 ，即直线AB
 垂直于x
 轴，不妨设y
 1
 ＞y
 2
 ，由y
 1
 -y
 2
 ＝a
 ，又由抛物线对称性可得．

又，得，故．

若x
 1
 ≠x
 2
 ，设直线AB
 方程：y
 ＝kx
 ＋b
 ，由方程组，消去x
 得ky
 2
 -4y
 ＋4b
 ＝0．（*）

依题意可知k
 ≠0．由已知得．

由｜y
 1
 -y
 2
 ｜＝a
 ，得（y
 1
 ＋y
 2
 ）2
 -4y
 1
 y
 2
 ＝a
 2
 ，即，整理得16-16kb
 ＝a
 2
 k
 2
 ．

所以a
 2
 k
 2
 ＝16（1-kb
 ）.AB
 中点，所以点，

依题意知．

又因为方程（*）上判别式Δ＝16-16kb
 ＞0，得1-kb
 ＞0．所以，

又，所以．

又a
 为常数，故S
 △ABD

 的面积为定值．

（3）依题意得．

故．


 3.4　解析几何综合问题

解析几何在高考中必有一道大题．解析几何试题往往更能体现能力立意，强调思维空间，是用活题考知识的典范．解析几何综合题往往综合考查等价转化、数形结构、分类讨论、函数与方程等数学思想，以及定义法、配方法、待定系数法、参数法、判别式法等数学通法．笔者通过对这几年高考试题的归纳分析发现，由于向量与导数等内容的充实，解析几何综合题已经逐渐向多元化、交汇型发展，可分为弦长问题、范围问题、定值（点）问题、轨迹问题等四大类基本题型，同时还增加了开放性、探索性问题．有些同学很怕解析几何题目，认为解析几何既“繁”又“难”．事实上，近年来，高考命题已从“一题把关”向“多题把关”转变，因此解析几何综合题难度有所调整，大多数题以分布设问的方式出现，起点不高，但完整解答并不容易．


 3.4.1　弦长问题

弦长问题是直线与圆锥曲线相交时的基本题型，因这类问题往往与函数、不等式等知识综合、交汇，因此也是重点内容．直线与圆锥曲线相交于点A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则有弦长公式（k
 为直线的斜率），涉及弦长问题时要注意利用韦达定理，设而不求，避免因求交点坐标带来的繁琐运算．


【例1】
 　如图3-4-1，已知⊙M
 ：x
 2
 ＋（y
 -2）2
 ＝1，Q
 是x
 轴上的动点，QA
 ，QB
 分别切⊙M
 于A
 ，B
 两点．


图3-4-1



（1）如果，求直线MQ
 的方程；

（2）求动弦AB
 的中点P
 的轨迹方程．


讲解
 　（1）由，可得



由射影定理，得｜MB
 ｜2
 ＝｜MP
 ｜·｜MQ
 ｜，得｜MQ
 ｜＝3，

在Rt△MOQ
 中，，所以，或，

所以，直线AB
 的方程是．




评注
 　应用平面几何知识，这是快速解答本题的要害所在，还请读者品味其中的奥妙．具体可参考本书4.5节“借助平面几何知识”
 ．


【例2】
 　如图3-4-2，在以点O
 为圆心，｜AB
 ｜＝4为直径的半圆ADB
 中，OD
 ⊥AB
 ，P
 是半圆弧上一点，∠POB
 ＝30°，曲线C
 是满足为定值的动点M
 的轨迹，且曲线C
 过点P
 ．


图3-4-2



（1）建立适当的平面直角坐标系，求曲线C
 的方程．

（2）设过点D
 的直线l
 与曲线C
 相交于不同的两点E
 、F
 ，若△OEF
 的面积不小于，求直线l
 斜率的取值范围．

（1）解法一
 　以O
 为原点，AB
 、OD
 所在直线分别为x
 轴、y
 轴，建立平面直角坐标系，则，依题意得



∴曲线C
 是以原点为中心，A
 、B
 为焦点的双曲线．

设实半轴长为a
 ，虚半轴长为b
 ，半焦距为c
 ，则c
 ＝2，，

∴a
 2
 ＝2，b
 2
 ＝c
 2
 -a
 2
 ＝2．∴曲线C
 的方程为．


解法二
 　同解法一建立平面直角坐标系，则依题意可得



∴曲线C
 是以原点为中心，A
 、B
 为焦点的双曲线．

设双曲线的方程为，则由解得a
 2
 ＝b
 2
 ＝2，

∴曲线C
 的方程为．

（2）解法一
 　依题意，可设直线l
 的方程为y
 ＝kx
 ＋2，代入双曲线C
 的方程并整理得



∵直线l
 与双曲线C
 相交于不同的两点E
 、F
 ，



设E
 （x
 1
 ，y
 1
 ），F
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则由①式得，于是



而原点O
 到直线l
 的距离，



若△OEF
 面积不小于，即，则有



综合②③知，直线l
 的斜率的取值范围为．


解法二
 　依题意，可设直线l
 的方程为y
 ＝kx
 ＋2，代入双曲线C
 的方程并整理，得



∵直线l
 与双曲线C
 相交于不同的两点E
 、F
 ，



设E
 （x
 1
 ，y
 1
 ），F
 （x
 2
 ，y
 2
 ）则由①式得



当E
 、F
 在同一支上时（如图3-4-3所示），




图3-4-3



当E
 、F
 在不同支上时（如图3-4-4所示），




图3-4-4



综上得，于是由｜OD
 ｜＝2及③式，

得．

若△OEF
 面积不小于，即，则有



综合②④知，直线l
 的斜率的取值范围为




【例3】
 　如图3-4-5，设抛物线方程为x
 2
 ＝2py
 （p
 ＞0），M
 为直线y
 ＝-2p
 上任意一点，过M
 引抛物线的切线，切点分别为A
 ，B
 ．


图3-4-5



（1）求证：A
 ，M
 ，B
 三点的横坐标成等差数列；

（2）已知当M
 点的坐标为（2，-2p
 ）时，，求此时抛物线的方程；

（3）是否存在点M
 ，使得点C关于直线AB
 的对称点D
 在抛物线x
 2
 ＝2py
 （p
 ＞0）上，其中，点C
 满足（O
 为坐标原点）．若存在，求出所有符合题意的点M
 的坐标；若不存在，请说明理由．


讲解
 　（1）由题意设．



因此，直线MA
 的方程为，

直线MB
 的方程为．



因此，，即2x
 0
 ＝x
 1
 ＋x
 2
 ．所以A
 、M
 、B
 三点的横坐标成等差数列．

（2）由（1）知，当x
 0
 ＝2时，将其代入①②并整理得，

所以x
 1
 、x
 2
 是方程x
 2
 -4x
 -4p
 2
 ＝0的两根，

因此，x
 1
 ＋x
 2
 ＝4，x
 1
 x
 2
 ＝-4p
 2
 ，又，

所以．由弦长公式得



又，所以p
 ＝1或p
 ＝2，

因此，所求抛物线方程为x
 2
 ＝2y
 或x
 2
 ＝4y
 ．

（3）设D
 （x
 3
 ，y
 3
 ），由题意得C
 （x
 1
 ＋x
 2
 ，y
 1
 ＋y
 2
 ），则CD
 的中点坐标为



设直线AB
 的方程为，由点Q
 在直线AB
 上，并注意到点也在直线AB
 上，代入得．若D
 （x
 3
 ，y
 3
 ）在抛物线上，则，因此x
 3
 ＝0或x
 3
 ＝2x
 0
 ，即D
 （0，0）或．

①当x
 0
 ＝0时，x
 1
 ＋x
 2
 ＝2x
 0
 ＝0，此时，点M
 （0，-2p
 ）符合题意．

②当x
 0
 ≠0时，对于D
 （0，0），此时，

又，AB
 ⊥CD
 ，所以，，

即，矛盾．

对于，因为，此时直线CD
 平行于y
 轴，又，

所以，直线AB
 与直线CD
 不垂直，与题设矛盾，所以x
 0
 ≠0时，不存在符合题意的M
 点．综上所述，仅存在一点M
 （0，-2p
 ）符合题意．


【例4】
 　如图3-4-6，椭圆的离心率为，直线x
 ＝±a
 和y
 ＝±b
 所围成的矩形ABCD
 的面积为8．


图3-4-6



（1）求椭圆M
 的标准方程；

（2）设直线l
 ：y
 ＝x
 ＋m
 （m
 ∈R
 ）与椭圆M
 有两个不同的交点P
 ，Q
 ，l
 与矩形ABCD
 有两个不同的交点S
 ，T
 ．求的最大值及取得最大值时m
 的值．



由①②解得a
 ＝2，b
 ＝1，所以椭圆M
 的标准方程是．



线段CD
 的方程为y
 ＝1（-2≤x
 ≤2），线段AD
 的方程为x
 ＝-2（-1≤y
 ≤1）．

①不妨设点S
 在AD
 边上，T
 在CD
 边上，可知，S
 （-2，m
 -2），D
 （-2，1）．





当且仅当时取得最大值，此时．

②不妨设点S
 在AB
 边上，T
 在CD
 边上，此时-1≤m
 ≤1，



③不妨设点S
 在AB
 边上，T
 在BC
 边上，可知，

由椭圆和矩形的对称性可知，当取得最大值．

综上所述，当和0时，取得最大值．


【例5】
 　如图3-4-7，平面直角坐标系xOy
 中，过椭圆M
 ：右焦点的直线交椭圆M
 于A
 ，B
 两点，P
 为AB
 中点，且OP
 的斜率为．


图3-4-7



（1）求椭圆M
 的方程；

（2）C
 ，D
 为椭圆M
 上的两点，若四边形CDAB
 的对角线CD
 ⊥AB
 ，求四边形CDAB
 面积的最大值．


讲解
 　（1）设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），P
 （x
 0
 ，y
 0），则



将上面前两式相减，知，



又由题意知M
 的右焦点为（，0），即a
 2
 -b
 2
 ＝3，∴a
 2
 ＝6，b
 2
 ＝3，所以M
 的方程为．






【例6】
 　已知双曲线的左、右焦点分别为F
 1
 ，F
 2
 ，离心率为3，直线y
 ＝2与C
 的两个交点间的距离为．

（1）求a
 ，b
 ；

（2）设过F
 2
 的直线l
 与C
 的左、右两支分别交于A
 ，B
 两点，且｜AF
 1
 ｜＝｜BF
 1
 ｜，证明：｜AF
 2
 ｜，｜AB
 ｜，｜BF
 2
 ｜成等比数列．



由圆锥曲线第二定义知．

同理由双曲线第二定义知．

由｜AF
 1
 ｜＝｜BF
 1
 ｜知-3x
 1
 -1＝3x
 2
 ＋1，




评注
 　弦长问题中有一类焦半径问题（焦半径指圆锥曲线上任一点到焦点的距离），用焦半径公式进行求解，能起到化繁为简的效果．其中：



①椭圆上任一点P
 （x
 0
 ，y
 0）到左、右焦点F
 1
 ，F
 2
 （在x
 轴上）的距离为｜PF
 1
 ｜＝a
 ＋ex
 0
 ，｜PF
 2
 ｜＝a
 -ex
 0
 ；

②双曲线上任一点P
 （x
 0
 ，y
 0）到左、右焦点F
 1
 ，F
 2
 （在x
 轴上）的距离为｜PF
 1｜＝-a
 -ex
 0
 ，｜PF
 2
 ｜＝-a
 ＋ex
 0
 ；

③抛物线上任一点P
 （x
 0
 ，y
 0）到焦点F
 （在x
 轴正半轴上）的距离为．




 3.4.2　范围（最值）问题

解析几何中的范围（最值）问题，涉及函数、导数、不等式等知识点，解题思路灵活，一直是高考重点考查的内容．范围问题常见的解决方法有：利用函数的思想，将所求问题转化为某个变量的函数，再用代数方法解决；利用基本不等式，通过等价转化问题为基本不等式型问题求解；利用方程的思想，注意二次方程判别式的运用．


【例7】
 　已知椭圆，的左右焦点分别是F
 1
 ，F
 2
 ，椭圆上有不同的三点A
 ，B
 ，C
 ，且BF
 2
 ⊥Ox
 ，｜F
 2
 A
 ｜，｜F
 2
 B
 ｜，｜F
 2
 C
 ｜成等差数列．

（1）求弦AC
 的中点M
 的横坐标；

（2）设弦AC
 的垂直平分线的方程为y
 ＝kx
 ＋m
 （k
 ≠0），求m
 的取值范围．


讲解
 　（1）由题意可得，F
 2
 （4，0），，设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），C
 （x
 2
 ，y
 2
 ），由焦半径公式，得．因为成等差数列，｜F
 2
 A
 ｜，｜F
 2
 B
 ｜，｜F
 2
 C
 ｜成等差数列，所以，由此有x
 1
 ＋x
 2
 ＝8，所以，弦AC
 的中点的横坐标x
 ＝4．

（2）将x
 ＝4代入y
 ＝kx
 ＋m
 （k
 ≠0），故点M
 的坐标为（4，4k
 ＋m
 ），



将x
 1
 ，y
 1
 和x
 2
 ，y
 2
 分别代入椭圆方程，两式相减得




评注
 　此题的难点在于“如何建立参数m
 的不等关系”，利用点差法求出弦AC
 的中点M
 的坐标（坐标中含参数m
 ），由点M
 必在椭圆内，得关于m
 的不等关系．这是解决二次曲线弦中点问题的通法，大家要认真领会，熟练掌握
 ．


【例8】
 　如图3-4-8，已知椭圆的右顶点为A
 （1，0），过C
 1
 的焦点且垂直长轴的弦长为1．


图3-4-8



（1）求椭圆C
 1
 的方程；

（2）设点P
 在抛物线C
 2
 ：y
 ＝x
 2
 ＋h
 （h
 ∈R
 ）上，C
 2
 在点P
 处的切线与C
 1
 交于点M
 ，N
 ，当线段AP
 的中点与MN
 的中点的横坐标相等时，求h
 的最小值．


讲解
 　（1）由题意得解得所以所求的椭圆方程为．

（2）解法一
 　不妨设M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），N
 （x
 2
 ，y
 2
 ），P
 （t
 ，t
 2
 ＋h
 ），则抛物线C
 2
 在点P
 处的切线斜率为，直线MN
 的方程为y
 ＝2tx
 -t
 2
 ＋h
 ，

将上式代入椭圆C
 1
 的方程中，得4x
 2
 ＋（2tx
 -t
 2
 ＋h
 ）2
 -4＝0，

即4（1＋t
 2
 ）x
 2
 -4t
 （t
 2
 -h
 ）x
 ＋（t
 2
 -h
 ）2
 -4＝0．

因为直线MN
 与椭圆C
 1
 有两个不同的交点，

所以有Δ1
 ＝16［-t
 4
 ＋2（h
 ＋2）t
 2
 -h
 2
 ＋4］＞0．

设线段MN
 的中点的横坐标是x
 3
 ，则．

设线段PA
 的中点的横坐标是x
 4
 ，则，

由题意得x
 3
 ＝x
 4
 即有t
 2
 ＋（1＋h
 ）t
 ＋1＝0，

其中的Δ2
 ＝（1＋h
 ）2
 -4≥0，所以h
 ≥1或h
 ≤-3．

当h
 ≤-3时，有h
 ＋2＜0，4-h
 2
 ＜0，所以Δ1
 ＝16［-t
 4
 ＋2（h
 ＋2）t
 2
 -h
 2
 ＋4］＜0，

这与①式矛盾，故h
 ≤-3应舍去．

因此h
 ≥1，当h
 ＝1时代入方程t
 2
 ＋（1＋h
 ）t
 ＋1＝0，得t
 ＝-1，

将h
 ＝1，t
 ＝-1代入，不等式Δ1
 ＝16［-t
 4
 ＋2（h
 ＋2）t
 2
 ＋4］＞0成立．

因此h
 的最小值为1．


解法二
 　设，易得在点P
 处的切线斜率为2x
 0
 ，

则切线方程为．

又设MN
 中点Q
 （xQ

 ，yQ

 ），则，代入切线方程可得yQ

 ＝x
 0
 ＋h
 ．

再设M
 （x
 1
 ，y
 1
 ）、N
 （x
 2
 ，y
 2
 ），代入椭圆方程，得．

两式相减，变形，得，




【例9】
 　设双曲线的右顶点为A
 ，P
 是双曲线上异于顶点的一个动点，从A
 引双曲线的两条渐近线的平行线与直线OP
 分别交于Q
 和R
 两点．


图3-4-9



（1）证明：无论P
 点在什么位置，总有（O
 为坐标原点）；图3-4-9

（2）若以OP
 为边长的正方形面积等于双曲线实、虚轴围成的矩形面积，求双曲线离心率的取值范围．


讲解
 　（1）设OP
 ：y
 ＝kx
 ，又由条件可设，




【例10】
 　如图3-4-10，P
 是抛物线上一点，直线l
 过点P
 且与抛物线C
 交于另一点Q
 ．


图3-4-10



（1）若直线l
 与过点P
 的切线垂直，求线段PQ
 中点M
 的轨迹方程；

（2）若直线l
 不过原点且与x
 轴交于点S
 ，与y
 轴交于点T
 ，试求的取值范围．


讲解
 　（1）设P
 （x
 1
 ，y
 1
 ），Q
 （x
 2
 ，y
 2
 ），M
 （x
 0
 ，y
 0），依题意x
 1
 ≠0，y
 1
 ＞0，y
 2
 ＞0．



所以，过点P
 的切线的斜率k
 ＝x
 1
 ，直线l
 的斜率，




解法一
 　联立①②，消去y
 ，得．因为M
 是PQ
 的中点，



所以，PQ
 中点M
 的轨迹方程为．



将上式代入②并整理，得，

所以，PQ
 中点M
 的轨迹方程为．

（2）设直线l
 ：y
 ＝kx
 ＋b
 ，依题意k
 ≠0，b
 ≠0，则T
 （0，b
 ）．

分别过P
 、Q
 作PP
 ′⊥x
 轴，QQ
 ′⊥x
 轴，垂足分别为P
 ′，Q
 ′，



又y
 1
 、y
 2
 可取一切不相等的正数，所以的取值范围是（2，＋∞）．



又由方程③有两个相异实根，得Δ＝4（k
 2
 ＋b
 ）2
 -4b
 2
 ＝4k
 2
 （k
 2
 ＋2b
 ）＞0，

于是k
 2
 ＋2b
 ＞0，即k
 2
 ＞-2b
 ．




解法三
 　由P
 、Q
 、T
 三点共线得，





而可取一切不等于1的正数，所以，的取值范围是（2，＋∞）．


评注
 　本题综合性强，主要考查直线、抛物线、不等式等基础知识，以及求轨迹方程的方法，解析几何的基本思想和综合解题能力．第（1）问主要运用代换法，第（2）问可先观察图形，只要找到的最小值即可
 ．


【例11】
 　已知椭圆C
 的方程为，双曲线的两条渐近线为l
 1
 、l
 2
 ，过椭圆C
 的右焦点F
 作直线l
 ，使l
 ⊥l
 1
 ，又l
 与l
 2
 交于P
 点，设l
 与椭圆C
 的两交点从左到右依次为B
 、A
 （如图3-4-11）．求：的最大值及取得最大值时椭圆C
 的离心率e
 的值．


图3-4-11




讲解
 　设椭圆C
 的半焦距为c
 ，由对称性，



设点A
 内分有向线段的比为λ
 ，由定比分点坐标公式求出点A
 的坐标为，由点A
 在椭圆C
 上，将点A
 的坐标代入椭圆方程化简，整理得

（c
 2＋λa
 2
 ）2
 ＋λ
 2
 a
 4
 ＝a
 2
 c
 2
 （1＋λ）2
 ，

两边同除以a
 4
 ，



分别过A
 、B
 作椭圆C
 的右准线的垂线，垂足分别为N
 、M
 ．

设｜PB
 ｜＝t
 ｜PA
 ｜，可得｜BM
 ｜＝t
 ｜AN
 ｜，

根据定义，有，因此，，同理，有，

所以｜BF
 ｜＝t
 ｜AF
 ｜．而｜AB
 ｜＝｜BF
 ｜＋｜AF
 ｜＝（t
 ＋1）｜AF
 ｜，

又｜AB
 ｜＝｜PB
 ｜-｜PA
 ｜＝（t
 -1）｜PA
 ｜，所以（t
 ＋1）｜AF
 ｜＝（t
 -1）｜PA
 ｜，




评注
 　对于解决圆锥曲线的焦半径有关的问题，主要有两种思考方法：一是利用圆锥曲线的第一定义；二是利用圆锥曲线的统一定义（第二定义），将到焦点的距离转化为到相应准线的距离
 ．


【例12】
 　如图3-4-12，已知圆A
 、圆B
 的方程分别是，动圆P
 与圆A
 、圆B
 均外切，直线l
 的方程为．


图3-4-12



（1）求圆P
 的轨迹方程，并证明：当时，点P
 到点B
 的距离与到定直线l
 距离的比为定值；

（2）延长PB
 与点P
 的轨迹交于另一点Q
 ，求｜PQ
 ｜的最小值；

（3）如果存在某一位置，使得PQ
 的中点R
 在l
 上的射影为C
 ，满足PC
 ⊥QC
 ，求a
 的取值范围．


讲解
 　（1）设动圆P
 的半径为r
 ，则，相减得｜PA
 ｜-｜PB
 ｜＝2．因此，根据双曲线定义知，点P
 的轨迹是以A
 、B
 为焦点，焦距为4，实轴长为22的双曲线的右支，其方程为．

若，则直线l
 的方程为，它是双曲线的右准线，

所以，点P
 到点B
 的距离与到直线l
 的距离之比为双曲线的离心率e
 ＝2．

（2）若直线PQ
 的斜率存在，设斜率为k
 ，则直线PQ
 的方程为y
 ＝k
 （x
 -2），代入双曲线方程，得（3-k
 2
 ）x
 2
 ＋4k
 2
 x
 -4k
 2
 -3＝0．



当直线的斜率不存在时，x
 1
 ＝x
 2
 ＝2，得y
 1
 ＝3，y
 2
 ＝-3，｜PQ
 ｜＝6．

所以，｜PQ
 ｜的最小值为6．

（3）当PC
 ⊥QC
 时，P
 、C
 、Q
 构成直角三角形，






评注
 　解解析几何中的最值问题关键是建立目标函数，通过对目标函数中涉及的参数进行分类，逐一求出满足条件的结果．第（3）小题的“如果存在”并不意味着一定存在，请读者思考使该位置不存在的范例
 ．


【例13】
 　（2013年高考广东卷试题）已知抛物线C
 的顶点为原点，其焦点F
 （0，c
 ）（c
 ＞0）到直线l
 ：x
 -y
 -2＝0的距离为．设P
 为直线l
 上的点，过点P
 作抛物线C
 的两条切线PA
 ，PB
 ，其中A
 ，B
 为切点．

（1）求抛物线C
 的方程；

（2）当点P
 （x
 0
 ，y
 0）为直线l
 上的定点时，求直线AB
 的方程；

（3）当点P
 在直线l
 上移动时，求｜AF
 ｜·｜BF
 ｜的最小值．


讲解
 　（1）设抛物线C
 的方程为x
 2
 ＝4cy
 ，由结合c
 ＞0，解得c
 ＝1．

所以抛物线C
 的方程为x
 2
 ＝4y
 ．

（2）由（1）知x
 2
 ＝4y
 ，即，求导得，设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则切线PA
 ，PB
 的斜率分别为，

所以切线PA
 的方程为，即，

即x
 1
 x
 -2y
 -2y
 1
 ＝0，

同理可得切线PB
 的方程为x
 2
 x
 -2y
 -2y
 2
 ＝0，

因为切线PA
 ，PB
 均过点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），所以x
 1
 x
 0
 -2y
 0
 -2y
 1
 ＝0，x
 2
 x
 0
 -2y
 0
 -2y
 2
 ＝0，

所以（x
 1
 ，y
 1
 ），（x
 2
 ，y
 2
 ）为方程x
 0
 x
 -2y
 0
 -2y
 ＝0的两组解．

所以直线AB
 的方程为x
 0
 x
 -2y
 -2y
 0
 ＝0．

（3）由抛物线定义可知｜AF
 ｜＝y
 1
 ＋1，｜BF
 ｜＝y
 2
 ＋1，

所以｜AF
 ｜·｜BF
 ｜＝（y
 1
 ＋1）（y
 2
 ＋1）＝y
 1
 y
 2
 ＋（y
 1
 ＋y
 2
 ）＋1，




【例14】
 　（2014年高考浙江卷试题）如图3-4-13，设椭圆，动直线l
 与椭圆C
 只有一个公共点P
 ，且点P
 在第一象限．


图3-4-13



（1）已知直线l
 的斜率为k
 ，用a
 、b
 、k
 表示点P
 的坐标；

（2）若过原点O
 的直线l
 1
 与l
 垂直，证明：点P
 到直线l
 1
 距离的最大值为a
 -b
 ．

（1）解法一
 　已知椭圆，

设P
 （xp

 ，yp

 ），则椭圆在点P
 处的切线l
 的方程为．



（2）解法一
 　设P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），则切线，设过P
 且与l
 垂直的直线为l
 2
 ，则l
 1
 ∥l
 2
 ，所以点P
 到直线l
 1
 的距离等于点O
 到直线l
 2
 的距离．

因为l
 ⊥l
 2
 ，所以直线l
 2
 的方程为，所以点O
 到直线l
 2
 的距离



当且仅当时取到最大值．


解法二
 　设P
 （a
 cosθ
 ，b
 sinθ
 ），则切线l
 的方程为．

因为l
 1
 ⊥l
 ，所以l
 1
 的方程为a
 sinθx
 -b
 cosθy
 ＝0，所以点P
 到直线l
 1
 的距离



当且仅当时取到最大值．


解法三
 　设P
 （x
 0
 ，y
 0
 ）是椭圆上一点，

且x
 0
 ＞0，y
 0
 ＞0，则椭圆在点P
 处的切线l
 的方程为，所以椭圆在点P
 处的法线l
 2
 的方程为．

显然题设中的点P
 到直线l
 1
 的距离恰等于坐标原点到此法线l
 2
 的距离，设它们为d
 ，则．

，

于是由柯西不等式得



点P
 到直线l
 1
 的距离最大值为a
 -b
 ．


 3.4.3　定值（点）问题

定值（点）问题是指解析几何中的某些几何量（斜率、距离、面积、比值等）和某些参变量的问题．其求解方法通常有两种：一是特殊值求法，即将问题条件特殊化，再证明所特殊化后的定值与变量无关；二是直接推理、计算，将要求的定值表示为某个变量的函数关系，再化简这个关系消去变量，从而得到定值．


【例15】
 　如图3-4-14，已知椭圆长轴长为4，离心率为．过点（0，-2）的直线l
 交椭圆于A
 ，B
 两点、交x
 轴于P
 点，点A
 关于x
 轴的对称点为C
 ，直线BC
 交x
 轴于Q
 点．


图3-4-14



（1）求椭圆方程；

（2）探究：｜OP
 ｜·｜OQ
 ｜是否为常数？


讲解
 　（1）由题意得解得．所以，椭圆方程为．

（2）设直线l
 方程为y
 ＝kx
 -2，则P
 的坐标为．

设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则C
 （x
 1
 -y
 1
 ），




评注
 　判断｜OP
 ｜·｜OQ
 ｜是否为常数的关键是将｜OP
 ｜·｜OQ
 ｜用某个参数表示出来，直线l
 的斜率k
 是最佳“人选”
 ．


【例16】
 　如图3-4-15，过抛物线y
 2
 ＝2px
 （p
 ＞0）上一定点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ）（y
 0
 ＞0），作两条直线分别交抛物线于A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）．


图3-4-15



（1）求该抛物线上纵坐标为的点到其焦点F
 的距离；

（2）当PA
 与PB
 的斜率存在且倾斜角互补时，求的值，并证明直线AB
 的斜率是非零常数．


解法一
 　（1）当时，．

又抛物线y
 2
 ＝2px
 的准线方程为．

由抛物线定义得，所求距离为．

（2）设直线PA
 的斜率为kPA

 直线PB
 的斜率为kPB

 ，由，相减得（y
 1
 -y
 0
 ）（y
 1
 ＋y
 0
 ）＝2p
 （x
 1
 -x
 0
 ），






解法二
 　（1）显然抛物线上该点的坐标为，

由两点间距离公式得所求距离为．

（2）设直线PA
 的斜率为k
 ，则直线PB
 的斜率为-k
 ，且k
 ≠0，所以直线PA
 的方程为y
 -y
 0
 ＝k
 （x
 -x
 0
 ）．



（1）求椭圆C
 的方程；

（2）当过点P
 （4，1）的动直线l
 与椭圆C
 相交于两不同点A
 ，B
 时，在线段AB
 上取点Q
 ，满足，证明：点Q
 总在某定直线上．


讲解
 　（1）由题意解得a
 2
 ＝4，b
 2
 ＝2，所求椭圆方程为．

（2）证法一
 　设点Q
 、A
 、B
 的分别为（x
 ，y
 ），（x
 1
 ，y
 1
 ），（x
 2
 ，y
 2
 ）．





①＋②×2并结合③④得4x
 ＋2y
 ＝4，

即点Q
 （x
 ，y
 ）总在定直线2x
 ＋y
 -2＝0上．


证法二
 　设点Q
 （x
 ，y
 ），A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），由题设知均不为零，且．



由于A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）在椭圆C
 上，将①②式分别代入C
 的方程x
 2
 ＋2y
 2
 ＝4，整理得



④-③得8（2x
 ＋y
 -2）λ＝0．

∵λ
 ≠0，∴2x
 ＋y
 -2＝0，即点Q
 （x
 ，y
 ）总在定直线2x
 ＋y
 -2＝0上．


【例18】
 　已知F
 是双曲线的一个焦点，过F
 作一条与坐标轴不垂直，且与渐近线也不平行的直线l
 ，交双曲线于A
 ，B
 两点，线段AB
 的中垂线l
 ′交x
 轴于点M
 ．

（1）设F
 为右焦点，l
 的斜率为1，求l
 ′的方程；

（2）试判断是否为定值，说明理由．


讲解
 　（1）依题意得F
 （5，0），∴l
 ：y
 ＝x
 -5，由方程组消去y
 得：

7x
 2
 -160x
 ＋544＝0，∴线段AB
 中点坐标为，∴l
 ′的方程为．

（2）解法一
 　不失一般性，F
 取为（5，0）．

设直线AB
 方程为y
 ＝k
 （x
 -5），A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）．



易求得线段AB
 中点坐标为，

∴线段AB
 的中垂线方程为




解法二
 　不失一般性，F
 取为（5，0），设直线AB
 方程为，

由方程组得（9-16k
 2
 ）x
 2
 ＋160k
 2
 -400k
 2
 -144＝0，

设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），AB
 中点为N
 （x
 0
 ，y
 0
 ），则，



又线段AB
 的中垂线方程为，令y
 ＝0得xM

 ＝ky
 0＋x
 0
 ，




解法三
 　（点差法——以斜率k
 为参数）不失一般性，F
 取为（5，0），设直线AB
 方程为，设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），AB
 中点N
 （x
 0
 ，y
 0
 ），则




解法四
 　（点差法——以中点坐标为参数）由解法三③式知，，

又线段AB
 的中垂线方程为，




解法五
 　不失一般性，F
 取为（5，0），当A
 ，B
 位于双曲线同一支时，如图3-4-16，设F
 到右准线的距离为p
 ，AB
 与x
 轴夹角为，，


图3-4-16





当A
 ，B
 位于双曲线的两支时，同理可证．


解法六
 　不失一般性，F
 取为（5，0），设直线AB
 的参数方程为（t
 为参数，θ
 为倾斜角），代入椭圆方程整理得，则




评注
 　事实上，本题结论可作如下推广：已知F
 是双曲线的一个焦点，过F
 作一条与坐标轴不垂直，且与渐近线也不平行的直线l
 ，交双曲线于两点A
 ，B
 ，｜AB
 ｜2线段AB
 的中垂线l
 ′交x
 轴于M
 点，则为定值
 ．


【例19】
 　已知曲线C
 是到点和到直线距离相等的点的轨迹．l
 是过点Q
 （-1，0）的直线，点M
 是C
 上（不在l
 上）的动点；A
 ，B
 在l
 上，MA
 ⊥l
 ，MB
 ⊥x
 轴（如图3-4-17）．


图3-4-17



（1）求曲线C
 的方程；

（2）求直线l
 的方程，使得为常数．


讲解
 　（1）设N
 （x
 ，y
 ）为C
 上的点，则，


N
 到直线的距离为．由题设得．

化简，得曲线C
 的方程为．

（2）解法一
 　设，直线l
 ：y
 ＝kx
 ＋k
 ，则B
 （x
 ，kx
 ＋k
 ），从而．

连结QM
 ，如图3-4-18，在Rt△QMA
 中，因为




图3-4-18



当k
 ＝2时，，从而所求直线l
 方程为2x
 -y
 ＋2＝0．


解法二
 　设，直线l
 ：y
 ＝kx
 ＋k
 ，则B
 （x
 ，kx
 ＋k
 ），

从而．

如图3-4-19，过Q
 （-1，0）作垂直于l
 的直线．


图3-4-19





当k
 ＝2时，，从而所求直线l
 方程为2x
 -y
 ＋2＝0．


评注
 　本题主要考查求曲线的轨迹方程、两条直线的位置关系等基础知识，考查解析几何的基本思想方法和综合解题能力．计算｜AQ
 ｜的长度是本题的难点，如果方法选择不当，计算量将很大．除了以上两种解法，还可通过求交点A
 的坐标来算得｜AQ
 ｜
 ．


【例20】
 　如图3-4-20，已知抛物线y
 2
 ＝4x
 及点P
 （2，2），直线l
 斜率为1且不过点P
 ，与抛物线交于点A
 ，B
 ．


图3-4-20



（1）求直线l
 截距b
 的取值范围；

（2）若AP
 ，BP
 分别与抛物线交于另一点C
 ，D
 ，证明：AD
 ，BC
 交于一定点M
 ．


讲解
 　（1）将直线l
 的方程y
 ＝x
 ＋b
 代入y
 2
 ＝4x
 ，得y
 2
 -4y
 ＋4b
 ＝0，由Δ＝16-16b
 ＞0得b
 ＜1．又斜率为1且经过点P
 （2，2）的直线截距为0，于是直线l
 截距b
 的范围是（-∞，0）∪（0，1）．

（2）证明：设点A
 ，B
 ，C
 ，D
 的坐标分别为，则直线AB
 斜率，于是y
 1
 ＋y
 2
 ＝4．同理知直线AC
 ，BD
 ，AD
 ，BC
 的斜率44分别为，于是由A
 ，P
 ，C
 三点共线知，



设AD
 与BC
 交点为M
 （m
 ，n
 ），由A
 ，D
 ，M
 三点共线知，化简得



将①②两式分别代入④③两式得

（2-n
 ）（y
 1
 ＋y
 4
 ）＋4m
 ＝0，（2-n
 ）（y
 2
 ＋y
 3
 ）＋4m
 ＝0，

易知y
 1
 ＋y
 4
 ≠y
 2
 ＋y
 3
 于是得m
 ＝0，n
 ＝2．即AD
 与BC
 交于定点M
 （0，2）．


【例21】
 　如图3-4-21，在△ABC
 中，已知A
 （-3，0），B
 （3，0），CD
 ⊥AB
 于D
 ，若H
 为△ABC
 的垂心，且．


图3-4-21



（1）求点H
 的轨迹方程；

（2）设P
 （-1，0），Q
 （1，0），是否存在这样的H
 点，使得成等差数列？如果存在，求出H
 点坐标，如果不存在，请说明理由；

（3）设直线AH
 ，BH
 与直线l
 ：x
 ＝9分别交于M
 ，N
 点，请问以MN
 为直径的圆是否经过定点？并说明理由．


讲解
 　（1）设点H
 （x
 ，y
 ），由题意得，则，

由于AC
 ⊥BH
 ，于是．

又y
 ＝0时共线，不合题意．故点H
 的轨迹方程为．

（2）解法一
 　P
 （-1，0），Q
 （1，0）是点H
 的轨迹椭圆的两个焦点，










【例22】
 　（2013年镇海中学5月仿真考试题）已知斜率为k
 （k
 ≠0）的直线l
 交椭圆C
 ：于M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），N
 （x
 2
 ，y
 2
 ）两点．

（1）记直线OM
 ，ON
 的斜率分别为k
 1
 ，k
 2
 ，当3（k
 1
 ＋k
 2
 ）＝8k
 时，证明：直线l
 过定点；

（2）若直线l
 过点D
 （1，0），设△OMD
 与△OND
 的面积比为t
 ，当时，求t
 的取值范围．

（1）解法一
 　依题意可设直线l
 的方程为y
 ＝kx
 ＋n
 ，其中k
 ≠0，代入椭圆方程得



由条件有，而k
 ≠0，则有，从而直线l
 过定点．


解法二
 　依题意可设直线l
 的方程为x
 ＝my
 ＋n
 ，代入椭圆方程得



则直线l
 的方程为，从而直线l
 过定点．

（2）依题意可设直线l
 的方程为y
 ＝k
 （x
 -1），其中8kk
 2≠0，代入椭圆方程得




 3.4.4　轨迹问题

解析几何中求轨迹方程的常用方法有：

1．待定系数法　若已知动点P
 的运动规律符合已知的某种曲线的定义，则可先设出方程，再根据已知条件待定方程中的系数；

2．直译法　先表示出动点P
 满足的几何等量关系，再用P
 （x
 ，y
 ）的坐标表示该等量关系；

3．代入法（相关点法）　若P
 （x
 ，y
 ）点的运动是由另一点P
 ′（x
 ′，y
 ′）运动引发的，且P
 ′（x
 ′，y
 ′）的运动规律已知，则用P
 （x
 ，y
 ）表示出P
 ′（x
 ′，y
 ′）的坐标，代入动点P
 ′的方程即可；

4．参数法　寻求引发动点P
 运动的几何变量t
 ，将P
 （x
 ，y
 ）的横、纵坐标用t
 表示，进而消去参数t
 ；

5．交轨法　求两动曲线的交点轨迹问题，通常用解方程组方法求出交点坐标，再消参得到所求方程．


【例23】
 　已知圆的方程为x
 2
 ＋y
 2
 ＝r
 2
 ，圆内有定点P
 （a
 ，b
 ），圆周上有两个动点A
 、B
 ，使PA
 ⊥PB
 ，求矩形APBQ
 的顶点Q
 的轨迹方程．


解法一
 　如图3-4-22，设AB
 中点为M
 ，在直角三角形AOM
 中，若设Q
 （x
 ，y
 ），则，由｜OM
 ｜2
 ＋｜AM
 ｜2
 ＝｜OA
 ｜2
 ．


图3-4-22





化简可得x
 2
 ＋y
 2
 ＝2r
 2
 -（a
 2
 ＋b
 2
 ），此即Q
 点轨迹方程．


解法二
 　利用｜PQ
 ｜＝｜AB
 ｜，AB
 中点与PQ
 中点重合求得．


解法三
 　利用参数法求解，设A
 （r
 cosα
 ，r
 sinα
 ），B
 （r
 cosβ
 ，r
 sinβ
 ），Q
 （x
 ，y
 ），

由AB
 中点与PQ
 中点重合可得

又由PA
 ⊥PB
 得．以上三式消去α
 ，β
 可得Q
 点轨迹方程．


【例24】
 　已知椭圆的离心率为，以原点为圆心，椭圆短半轴长为半径的圆与直线y
 ＝x
 ＋2相切．

（1）求a
 与b
 ；

（1）设该椭圆的左焦点、右焦点分别为F
 1
 和F
 2
 ，直线l
 1
 过F
 2
 ，且与x
 轴垂直，动直线l
 2
 与y
 轴垂直，l
 2
 交l
 1
 于点P
 ．求线段PF
 1
 垂直平分线与l
 2
 的交点M
 的轨迹方程，并指明曲线类型．



（2）解法一
 　由（1）知F
 1
 ，F
 2
 两点坐标分别为（-1，0），（1，0），由题意可设P
 （1，t
 ）．

那么线段PF
 1
 的中点为，设M
 （x
 ，y
 ），由于，则，消去参数t
 得y
 2
 ＝-4x
 ，其轨迹为抛物线．


解法二
 　如图3-4-23，因为M
 是线段PF
 1
 垂直平分线上的点，所以｜MP
 ｜＝｜MF
 1
 ｜，即动点M
 到定点F
 1
 的距离与定直线l
 1
 的距离相等．由抛物线的定义知，动点M
 的轨迹是以定点F
 1
 为焦点，以定直线l
 1
 为准线的抛物线，易得其方程是y
 2
 ＝-4x
 ．


图3-4-23




评注
 　建立参数关系，再消参是解决这类问题的一种基本思路．分析几何图形，可以发现本题所描述的动点满足抛物线的定义，即到定点F
 1
 （-1，0）和到定直线l
 1
 ：x
 ＝1的距离相等，因此，利用抛物线定义即可求得动点轨迹为抛物线，且方程为y
 2
 ＝-4x
 ．本题第（2）问实际给出了抛物线的几何作图法
 ．


【例25】
 　已知椭圆的两个焦点分别为F
 1
 （-1，0），F
 2
 （1，0），且椭圆C
 经过点．

（1）求椭圆C
 的离心率；

（2）设过点A
 （0，2）的直线l
 与椭圆C
 交于M
 ，N
 两点，点Q
 是线段MN
 上的点，且，求点Q
 的轨迹方程．


讲解
 　（1）由椭圆定义知



（2）椭圆C
 的方程为，设点Q
 坐标为（x
 ，y
 ），

①当直线l
 ⊥x
 轴时，点Q
 坐标为；

②当直线l
 不垂直x
 轴时，设直线l
 方程为y
 ＝kx
 ＋2，

可设M
 ，N
 坐标为（x
 1
 ，kx
 1
 ＋2），（x
 2
 ，kx
 2
 ＋2），则






评注
 　本题根据条件可将Q
 （x
 ，y
 ）坐标用k
 的参数方程表示，消参时根据y
 ＝kx
 ＋2的形式灵活地将k
 用x
 ，y
 表示，继而代入后达到消参的目的
 ．


【例26】
 　椭圆上有两点P
 、Q
 ，O
 为原点．连OP
 、OQ
 ，若，

（1）求证：｜OP
 ｜2
 ＋｜OQ
 ｜2
 等于定值；

（2）求线段PQ
 中点M
 的轨迹方程．



即所求线段PQ
 的中点M
 的轨迹方程为．


评注
 　由椭圆方程，联想到a
 2
 ＋b
 2
 ＝1，于是进行“三角换元”，通过换元引入新的参数，转化成为三角问题进行研究．本题还要求能够熟练使用三角公式和“平方法”，在由中点坐标公式求出M
 点的坐标后，将所得方程组稍作变形，再平方相加，即（cosθ
 1
 ＋cosθ
 2
 ）2
 ＋（sinθ
 1
 ＋sinθ
 2
 ）2
 这是求点M
 轨迹方程“消参法”的关键一步．一般地，求动点的轨迹方程运用“参数法”时们可以将点的x
 、y
 坐标分别表示成为一个或几个参数的函数，再运用“消去法”消去所含的参数，即得所求的轨迹方程
 ．


【例27】
 　过抛物线x
 2
 ＝4y
 上不同两点A
 、B
 分别作抛物线的切线相交于P
 点，．

（1）求点P
 的轨迹方程；

（2）已知点F
 （0，1），是否存在实数λ
 使得？若存在，求出λ
 的值，若不存在，请说明理由．








解法二
 　（1）∵直线PA
 、PB
 与抛物线相切，且，

∴直线PA
 、PB
 的斜率均存在且不为0，且PA
 ⊥PB
 ，设PA
 的直线方程为






【例28】
 　如图3-4-24，已知椭圆的左、右焦点分别是F
 1
 （-c
 ，0）、F
 2
 （c
 ，0），Q
 是椭圆外的动点，满足．点P
 是线段F
 1
 Q
 与该椭圆的交点，点T
 在线段F
 2
 Q
 上，并且满足．


图3-4-24



（1）设x
 为点P
 的横坐标，证明：．

（2）求点T
 的轨迹C
 的方程．

（3）试问：在点T
 的轨迹C
 上，是否存在点M
 ，使△F
 1
 MF
 2
 的面积S
 ＝b
 2
 ．若存在，求∠F
 1
 MF
 2
 的正切值；若不存在，请说明理由．

（1）证法一
 　设点P
 的坐标为（x
 ，y
 ）．由P
 （x
 ，y
 ）在椭圆上，得




证法二
 　如图3-4-25，设点P
 的坐标为（x
 ，y
 ），


图3-4-25






证法三
 　设点P
 的坐标为（x
 ，y
 ），椭圆的左准线方程为．



（2）解法一
 　设点T
 的坐标为（x
 ，y
 ），



在△QF
 1F
 2
 中，，所以有x
 2
 ＋y
 2
 ＝a
 2
 ．综上所述，点T
 的轨迹C
 的方程是x
 2
 ＋y
 2
 ＝a
 2
 ．


解法二
 　设点T
 的坐标为（x
 ，y
 ）．当时，点（a
 ，0）和点（-a
 ，0）在轨迹上．



将①代入②，可得x
 2
 ＋y
 2
 ＝a
 2
 ．

综上所述，点T
 的轨迹C
 的方程是x
 2
 ＋y
 2
 ＝a
 2
 ．

（3）解法一
 　椭圆C
 上存在点M
 （x
 0
 ，y
 0
 ），使S
 ＝b
 2
 的充要条件是




解法二
 　椭圆C
 上存在点M
 （x
 0
 ，y
 0
 ），使S
 ＝b
 2
 的充要条件是




评注
 　一般求已知曲线类型的曲线方程问题，可采用“先定形，后定式，再定量”的步骤
 ．


定形——指的是二次曲线的焦点位置与对称轴的位置．

定式——根据“形”设方程的形式，注意曲线系方程的应用，如当椭圆的焦点不确定在哪个坐标轴上时，可设方程为mx
 2
 ＋ny
 2
 ＝1（m
 ＞0，n
 ＞0）．

定量——由题设中的条件找到“式”中特定系数的等量关系，通过解方程得到量的大小．




 3.4.5　探究性问题

一个数学问题的构成一般含有四个要素，即问题条件、解题依据、解题方法和问题结论．常见的数学问题是条件完备、解题依据准确、解法常规、结论明确、答案唯一的，这样的数学问题通常称为“封闭性问题”．但也有一些数学问题，它们或条件不完备，或结论不确定（有时没有给出结论），或解题方法非常规，或答案不唯一，这类问题相对于“封闭性问题”而言一般称为“探究性问题”．

解答探究性问题需要经历观察、试验、类比、归纳、猜想等探究活动，需要把直觉思维与逻辑思维结合起来．这样的活动，有启迪科学方法的作用，有创造发现的意义，因而具有较高层次的训练价值．

圆锥曲线中的探究性问题是近几年高考的热点内容，常见的题型可分为存在性探究问题、条件探究性问题、结论探究性问题、策略探究性问题．

存在性探究问题，是指在某些确定条件下某一数学对象（如点、直线、圆、数值等）是否存在，或某一结论是否成立的探究性问题．解决这类问题，通常是假设数学对象存在（或结论成立），然后在这个前提下进行逻辑推理．若导出矛盾，则否定了假设；否则，给出肯定结论的证明．存在性探究问题常以适合某种性质的结论或条件（对象）“存在”“不存在”“能不能”等设问形式出现．

“存在”就是有适合某种性质或符合某种条件的对象．对于这类问题，解决的关键一般是利用特殊与一般的关系找到这个可能的数学对象，再通过逻辑推理给出肯定性的证明．

“不存在”一般需要推理论证，常用反证法．“是否存在”结论一般有两种：若存在，则需要求出来；若不存在，则说明理由．解决这类问题，一般可以模仿分析法“执果索因”，先寻找使结论成立的必要条件，再通过检验或论证找到结论成立的充分条件．需要注意的是，在执果索因的过程中确定条件是否多余时，应着眼于每个条件对所求（或所证）目标对象的确定性．在判断条件正误时，常从构造反例入手．

结论探究性问题，是指结论不确定、不唯一，或者需要类比、归纳、推广探索结论，然后再加以论证的一类问题．

策略探究性问题，是指解题策略、方法非常规，而需要解题者探索和构造的一类问题．

解决这类问题，通常运用观察、类比、联想、模拟等方法探索解题思路，成功后再加以严格论证，在条件和结论之间创造某种超常规的途径和方法，而不是通常意义的“一题多解”．解决探究性问题，没有常规的程序和模式，需要认真审题，弄清题意，透彻分析，把握问题的条件和结论，充分联想相关的数学知识，综合使用各种数学思想方法，充分发挥思维能力，打破常规，进行创造性思维，求新求异，需要有新的建树．当然，解决探究性问题，更需要我们发挥不怕困难、刻苦钻研、开拓进取、顽强奋斗的精神．


【例29】
 　已知抛物线C
 ：y
 ＝2x
 2
 ，直线y
 ＝kx
 ＋2交抛物线C
 于A
 ，B
 两点，M
 是线段AB
 的中点，过M
 作x
 轴的垂线交抛物线C
 于点N
 ．

（1）证明：抛物线C
 在点N
 处的切线与AB
 平行；

（2）是否存在实数k
 使，若存在，求k
 的值；若不存在，说明理由．

（1）证法一
 　如图3-4-26，设，


图3-4-26



把y
 ＝kx
 ＋2代入y
 ＝2x
 2
 ，得2x
 2
 -kx
 -2＝0．

由根与系数的关系得．

所以，即N
 点的坐标为．

设抛物线在点N
 处的切线l
 的方程为．

将y
 ＝2x
 2
 代入式中得．

因为直线l
 与抛物线C
 相切，所以．

所以m
 ＝k
 ，即l
 ∥AB
 ．


证法二
 　设，把y
 ＝kx
 ＋2，代入y
 ＝2x
 2
 ，得2x
 2
 -kx
 -2＝0．

由根与系数的关系得．

所以，所以N
 点的坐标为．

因为y
 ＝2x
 2
 ，所以y
 ′＝4x
 ，故抛物线在点N
 处的切线l
 的斜率为，所以l
 ∥AB
 ．

（2）解法一
 　假设存在实数k
 ，使，则NA
 ⊥NB
 ．

又因为M
 是AB
 的中点，所以．




解法二
 　假设存在实数k
 ，使．



因为，所以，解得k
 ＝±2．

即存在k
 ＝±2，使．


【例30】
 　在平面直角坐标系xOy
 中，点B
 与点A
 （-1，1）关于原点O
 对称，P
 是动点，且直线AP
 与BP
 的斜率之积等于．

（1）求动点P
 的轨迹方程；

（2）设直线AP
 和BP
 分别与直线x
 ＝3交于点M
 、N
 ，问：是否存在点P
 使得△PAB
 与△PMN
 的面积相等？若存在，求出点P
 的坐标；若不存在，说明理由．


讲解
 　（1）因为点B
 与点A
 （-1，1）关于原点对称，所以可得点B
 的坐标为（1，-1）．



（2）解法一
 　（解析法——从直线方程入手）设直线AP
 的方程为y
 ＝k
 （x
 ＋1）＋1，则直线BP
 的方程为．



若存在点P
 ，使S
 △PAB

 ＝S
 △PMN

 ，则P
 必在直线AB
 的右上方，且yN

 ＞yM

 ．



化简得（1＋3k
 2
 ）（12k
 2
 ＋9k
 ＋1）＝0．






解法二
 　（解析法——从点的坐标入手）设点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），因为直线AB
 的方程为x
 ＋y
 ＝0，所以点P
 到直线AB
 的距离为，






解法三
 　（解析法——从点的坐标入手，参数形式）设点P
 的坐标为，因为A
 、P
 、M
 共线，所以AP
 ∥AM
 ，故，解得





因为直线AB
 的方程为x
 ＋y
 ＝0，



故存在点P
 ，使得S
 △PAB

 ＝S
 △PMN

 ，此时，P
 点的坐标为．



如图3-4-27，连结BM
 ，AN
 ，若存在点P
 ，使得S
 △PAB

 ＝S
 △PMN

 ，


图3-4-27



则S
 △PAB

 ＋S
 △PBM

 ＝S
 △PMN

 ＋S
 △PBM

 ，即S
 △ABM

 ＝S
 △NBM

 ．

故点A
 、N
 到直线BM
 的距离相等，所以AN
 ∥BM
 ，






解法五
 　（解析法——结合平面图形性质）如图3-4-28，延长直线AB
 ，交直线x
 ＝3于点S
 ．


图3-4-28



因为直线AB
 的方程为x
 ＋y
 ＝0，所以S
 （3，-3）．

若存在点P
 ，使得S
 △PAB

 ＝SPMN

 ，

则S
 △PAB

 ＋S
 四边形PBSM

 ＝S
 △PMN

 ＋S
 四边形PBSM

 ，即S
 △SAM

 ＝S
 △SBN

 ．



由①②可以解得



可以求得直线AP
 、BP
 的方程分别为




解法六
 　（从面积公式入手）根据三角形的面积公式，可得





故存在点P
 ，使得S
 △PAB

 ＝S
 △PMN

 ，此时P
 点的坐标为．


解法七
 　（从三角形相似入手）如图3-4-29，过B
 作BT
 ∥y
 轴，交AP
 于T
 ，因此△PBT
 ∽△PNM
 ．


图3-4-29





以下同解法六．


解法八
 　（从三角形相似入手）如图3-4-30，连结BM
 、AN
 ，根据三角形的面积公式，可得，




图3-4-30





以下同解法六．


解法九
 　（三角形性质——重心）如图3-4-31，延长直线AB
 ，交直线x
 ＝3于点S
 ，连结AN
 ．


图3-4-31



若存在点P
 ，使得S
 △PAB

 ＝S
 △PMN

 ，则S
 △PAB

 ＋S
 四边形PBSM

 ＝S
 △PMN

 ＋S
 四边形PBSM

 ，即S
 △SAM

 ＝S
 △SBN

 ．



所以｜NS
 ｜＝2｜MS
 ｜，M
 为NS
 的中点．

又因为B
 为AS
 中点，所以BN
 、AM
 为△ASN
 的两条中线，故P
 为△ASN
 的重心，



以下同解法六．


【例31】
 　椭圆的离心率为，长轴端点与短轴端点间距离为5．

（1）求椭圆C
 的方程；

（2）过点D
 （0，4）的直线l
 与椭圆C
 交于两点E
 、F
 ，O
 为坐标原点，是否存在使△OEF
 为直角三角形的直线l
 ，若存在，求出直线l
 的斜率；若不存在，请说明理由．


讲解
 　（1）由已知，a
 2
 ＋b
 2
 ＝5，又a
 2
 ＝b
 2
 ＋c
 2
 ，解得a
 2
 ＝4，b
 2
 ＝1，

所以椭圆C
 的方程为．

（2）根据题意，满足条件的直线l
 如果存在，则它不垂直于x
 轴，设其方程为y
 ＝kx
 ＋4，



设E
 、F
 两点的坐标分别为（x
 1
 ，y
 1
 ）、（x
 2
 ，y
 2
 ），则．

（i）当∠EOF
 为直角时，有，即x
 1
 x
 2
 ＋y
 1
 y
 2
 ＝0，

所以（1＋k
 2
 ）x
 1
 x
 2
 ＋4k
 （x
 1
 ＋x
 2
 ）＋16＝0，



（ii）解法一
 　当∠OEF
 或∠OFE
 为直角时，不妨设∠OEF
 为直角，



将①代入②，消去x
 1
 得，解得或y
 1
 ＝-2（舍去）．

将代入①，得，所以，经检验，所求k
 值均符合题意．

综上，满足题设条件的直线l
 存在，其斜率的值为．


解法二
 　当∠OEF
 或∠OFE
 为直角时，不妨设∠OEF
 为直角．



经检验，所求k
 值均符合题意．

综上，满足题设条件的直线l
 存在，其斜率的值为


【例32】
 　已知椭圆的离心率为，过右焦点F
 的直线l
 与C
 相交于A
 、B
 两点，当l
 的斜率为1时，坐标原点O
 到l
 的距离为．

（1）求a
 ，b
 的值；

（2）C
 上是否存在P
 ，使得当l
 绕F
 转到某一位置时，有成立？若存在，求出所有P
 的坐标与l
 的方程；若不存在，说明理由．


讲解
 　（1）设F
 （c
 ，0），当l
 的斜率为1时，直线l
 的方程为x
 -y
 -c
 ＝0，坐标原点O
 到l
 的距离为，解得，所以．

（2）解法一
 　由（1）知椭圆C
 的方程为，设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ）、B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）．

由题意知l
 的斜率一定不为0，故不妨设直线l
 的方程为x
 ＝my
 ＋1，代入椭圆方程，整理得（2m
 2
 ＋3）y
 2
 ＋4my
 -4＝0，显然Δ＞0．



假设存在点P
 ，使成立，则其充要条件为

点P
 的坐标为（x
 1
 ＋x
 2
 ，y
 1
 ＋y
 2
 ），且点P
 在椭圆上，即．




解法二
 　当l
 ⊥x
 轴时，由知，C
 上不存在点P
 ，使成立．






【例33】
 　过抛物线y
 2
 ＝2px
 （p
 ＞0）的对称轴上一点A
 （a
 ，0）（a
 ＞0）的直线与抛物线相交于M
 、N
 两点，自M
 、N
 向直线l
 ：x
 ＝-a
 作垂线，垂足分别为点M
 1
 、N
 1
 ．

（1）当时，求证：AM
 1
 ⊥AN
 1
 ；

（2）记△AMM
 1
 、△AM
 1
 N
 1
 、△ANN
 1
 的面积分别为S
 1
 、S
 2
 、S
 3
 ，是否存在λ
 ，使得对任意的a
 ＞0，都有成立．若存在，求出λ
 的值；若不存在，说明理由．


讲解
 　依题意，可设直线MN
 的方程为x
 ＝my
 ＋a
 ，M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），N
 （x
 2
 ，y
 2
 ），

则有M
 1
 （-a
 ，y
 1
 ），N
 1（-a
 ，y
 2
 ）．



（1）如图3-4-32，当时，点，即抛物线的焦点，l
 为其准线．此时，并由①可得y
 1
 y
 2
 ＝-p
 2
 ．


图3-4-32





由抛物线的定义知，MA
 ＝MM
 1
 ，所以∠MAM
 1
 ＝∠MM
 1
 A
 ．

又MM
 1
 ∥x
 轴，所以∠MAM
 1
 ＝∠M
 1
 AA
 1
 ．

同理∠NAN
 1
 ＝∠N
 1
 AA
 1
 ．



（2）存在λ
 ＝4，使得对任意的a
 ＞0，都有成立，证明如下．


证法一
 　记直线l
 与x
 轴的交点为A
 1
 ，则｜OA
 ｜＝｜OA
 1
 ｜＝a
 ．于是有



将①②③代入上式，化简可得




证法二
 　由图3-4-33，，




图3-4-33



设M
 1
 N
 1
 与x
 轴的交点为A
 1
 ，



比较④⑤两式可以看出．

所以存在λ
 ＝4，使得对任意的a
 ＞0，都有成立．


 好题新题精选（五）


1．
 在直角坐标系xOy
 中，以O
 为圆心的圆与直线相切．

（1）求圆O
 的方程；

（2）圆O
 与x
 轴相交于A
 ，B
 两点，圆内的动点P
 使｜PA
 ｜，｜PO
 ｜，｜PB
 ｜成等比数列，求的取值范围．


2．
 如图，P
 为双曲线（a
 、b
 为正常数）上任一点，过P
 点作直线分别与双曲线的两渐近线相交于A
 、B
 两点．若．


第2题图



（1）求证：A
 、B
 两点的横坐标之积为常数；

（2）求△AOB
 的面积（其中O
 为原点）．


3．
 在Rt△ABC
 中，∠CAB
 ＝90°，AB
 ＝2，，DO
 ⊥AB
 于O
 点，OA
 ＝OB
 ，DO
 ＝2，曲线E
 过C
 点，动点P
 在E
 上运动，且保持｜PA
 ｜＋｜PB
 ｜的值不变．

（1）建立适当的坐标系，求曲线E
 的方程；

（2）过点D
 的直线L
 与曲线E
 相交于不同的两点M
 、N
 且M
 在D
 、N
 之间，设，试确定实数λ
 的取值范围．


4．
 已知△ABC
 的三个顶点均在椭圆4x
 2
 ＋5y
 2
 ＝80上，且点A
 在y
 轴的正半轴上．

（1）若△ABC
 的重心是椭圆的右焦点F
 2
 ，试求直线BC
 的方程；

（2）若∠A
 ＝90°，试证直线BC
 恒过定点．


5．
 设椭圆的焦点在x
 轴上，

（1）若椭圆E
 的焦距为1，求椭圆E
 的方程；

（2）设F
 1
 ，F
 2
 分别是椭圆的左、右焦点，P
 为椭圆E
 上的第一象限内的点，直线F
 2
 P
 交y
 轴于点Q
 ，并且F
 1
 P
 ⊥F
 1
 Q
 ，证明：当a
 变化时，点P
 在某定直线上．


6．
 在直角坐标平面内，已知两点A
 （-2，0）及B
 （2，0），动点Q
 到点A
 的距离为6，线段BQ
 的垂直平分线交AQ
 于点P
 ．

（1）证明：｜PA
 ｜＋｜PB
 ｜为常数，并写出点P
 的轨迹T
 的方程；

（2）过点B
 的直线l
 与曲线T
 相交于M
 、N
 两点，线段MN
 的中点R
 与点S
 （-1，0）的连线的纵截距为t
 ，试求t
 的取值范围．


7．
 如图，在平面直角坐标系中，O
 为坐标原点，点B
 （0，1），且点A
 （a
 ，0）（a
 ≠0）是x
 轴上动点，过点A
 作线段AB
 的垂线交y
 轴于点D
 ，在直线AD
 上取点P
 ，使AP
 ＝DA
 ，（1）求动点P
 的轨迹C
 的方程；


第7题图



（2）点Q
 是直线y
 ＝-1的一个动点，过点Q
 作轨迹C
 的两条切线切点分别为M
 ，N
 ，求证：QM
 ⊥QN
 ．


8．
 已知椭圆的焦点与抛物线C
 2
 ：x
 2
 ＝2py
 （p
 ＞0）的焦点之间的距离为2，如图．


第8题图



（1）求抛物线C
 2
 的方程：

（2）设C
 1
 与C
 2
 在第一象限的交点为A
 ，过A
 斜率为k
 （k
 ＞0）的直线l
 1
 与C
 1
 的另一个交点为B
 ，过点A
 与l
 1
 垂直的直线l
 2
 与C
 2
 的另一个交点为C
 ．设，试求m
 的取值范围．


9．
 在直角坐标平面中，△ABC
 的两个顶点A
 ，B
 的坐标分别为A
 （-1，0），B
 （1，0），平面内两点G
 ，M
 同时满足下列条件：



（1）求△ABC
 的顶点C
 的轨迹方程；

（2）过点P
 （3，0）的直线l
 与（1）上轨迹交于E
 ，F
 两点，求的取值范围．


10．
 已知曲线C
 上任意一点M
 到点F
 （0，1）的距离比它到直线l
 ：y
 ＝-2的距离小1．

（1）求曲线C
 的方程；

（2）过点P
 （2，2）的直线m
 与曲线C
 交于A
 ，B
 两点，设．当△AOB
 的面积为时（O
 为坐标原点），求λ
 的值．


11．
 如图，已知抛物线C
 的顶点在原点，焦点为F
 （0，1）．


第11题图



（1）求抛物线C
 的方程；

（2）在抛物线C
 上是否存在点P
 ，使得过点P
 的直线交抛物线C
 于另一点Q
 ，满足PF
 ⊥QF
 ，且PQ
 与抛物线C
 在点P
 处的切线垂直？若存在，求出点P
 的坐标；若不存在，请说明理由．


12．
 设椭圆的左焦点为F
 ，上顶点为A
 ，过点A
 与AF
 垂直的直线分别交椭圆和x
 轴正半轴于P
 ，Q
 两点，且P
 分向量所成的比为8∶5．

（1）求椭圆的离心率；

（2）若过A
 ，Q
 ，F
 三点的圆恰好与直线相切，求椭圆方程．


13．
 如图，已知点P
 1
 （x
 0
 ，y
 0
 ）为双曲线（b
 为正常数）上任一点，F
 2
 为双曲线的右焦点，过P
 1
 作右准线的垂线，垂足为A
 ，连结F
 2
 A
 并延长交y
 轴于P
 2
 ．


第13题图



（1）求线段P
 1
 P
 2
 的中点P
 的轨迹E
 的方程；

（2）设轨迹E
 与x
 轴交于B
 、D
 两点，在E
 上任取一点Q
 （x
 1
 ，y
 1
 ）（y
 1
 ≠0），直线QB
 ，QD
 分别交y
 轴于M
 ，N
 两点．求证：以MN
 为直径的圆过两定点．


14．
 已知动直线l
 与椭圆交于P
 （x
 1
 ，y
 1
 ），Q
 （x
 2
 ，y
 2
 ）两不同点，且△OPQ
 的面积，其中O
 为坐标原点．

（1）证明：均为定值；

（2）设线段PQ
 的中点为M
 ，求｜OM
 ｜·｜PQ
 ｜的最大值；

（3）椭圆C
 上是否存在三点D
 ，E
 ，G
 ，使得？若存在，判断△DEG
 的形状；若不存在，请说明理由．

好题新题精选（五）解答


1．
 （1）依题设，圆O
 的半径r
 等于原点O
 到直线的距离，即．得圆O
 的方程1＋3为x
 2
 ＋y
 2
 ＝4．

（2）不妨设A
 （x
 1
 ，0），B
 （x
 2
 ，0），x
 1
 ＜x
 2
 ．由x
 2
 ＝4即得A
 （-2，0），B
 （2，0）．设P
 （x
 ，y
 ），由｜PA
 ｜，｜PO
 ｜，｜PB
 ｜成等比数列，得，即x
 2
 -y
 2
 ＝2．




2．
 （1）设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ）、B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）、P
 （x
 0
 ，y
 0
 ）．因为，所以．又．所以．从而．又因为P
 点在双曲线上．所以，为常数．




3．
 （1）建立平面直角坐标系，如图所示．


第3题答图



因为，所以动点P
 的轨迹是椭圆，．所以E
 曲线的方程是．

（2）设直线l
 的方程为y
 ＝kx
 ＋2，代入曲线E
 的方程x
 2
 ＋2y
 2
 ＝2，得（2k
 2
 ＋1）x
 2
 ＋8kx
 ＋6＝0．








4．
 （1）设B
 （x
 1
 ，y
 1
 ），C
 （x
 2
 ，y
 2
 ），BC
 中点为（x
 0
 ，y
 0
 ），F
 （2，0）．则有．



设直线BC
 方程为y
 ＝kx
 ＋b
 ，代入4x
 2
 ＋5y
 2
 ＝80，得




5．
 （1）椭圆E
 的方程．





所以动点P
 过定直线x
 ＋y
 -1＝0．


6．
 （1）连结PB
 ，由于线段BQ
 的垂直平分线与AQ
 交于点P
 ，因此，｜PB
 ｜＝｜PQ
 ｜，

又｜AQ
 ｜＝6，所以，｜PA
 ｜＋｜PB
 ｜＝｜PA
 ｜＋｜PQ
 ｜＝｜AQ
 ｜＝6（常数）．

又｜PA
 ｜＋｜PB
 ｜＞｜AB
 ｜，从而P
 点的轨迹T
 是中心在原点，以A
 、B
 为两个焦点，长轴在x
 轴上的椭圆，其中，2a
 ＝6，2c
 ＝4，所以，椭圆方程为．

（2）当直线l
 与x
 轴垂直时，MN
 的中点为R
 （2，0），直线RS
 的纵截距t
 ＝0，当直线l
 与x
 轴不垂直时，设其斜率为k
 ，点M
 （x
 1
 ，y
 1
 ），N
 （x
 2
 ，y
 2
 ），R
 （xR

 ，yR

 ），



综上可知，所求t
 的取值范围是．


7．
 （1）设动点P
 （x
 ，y
 ），，∵AP
 ⊥AB
 ，∴kAP

 ＝a
 ，∴直线AP
 的方程为y
 ＝a
 （x
 -a
 ）．

由AP
 ＝DA
 ，∴x
 ＝2a
 ，∴点P
 的轨迹C
 的方程是x
 2
 ＝4y
 （y
 ≠0）．




8．
 （1）抛物线C
 2
 的方程为x
 2
 ＝4y
 ．

（1）由得




9．
 （1）设C
 （x
 ，y
 ），G
 （x
 0
 ，y
 0
 ），M
 （xM
 ，yM
 ）．∵，∴M
 点在线段AB
 的中垂线上．



（2）设直线l
 方程为y
 ＝k
 （x
 -3），E
 （x
 1
 ，y
 1
 ），F
 （x
 2
 ，y
 2
 ），




10．
 （1）∵点M
 到点F
 （1，0）的距离比它到直线l
 ：y
 ＝-2的距离小于1，∴点M
 在直线l
 的上方，点M
 到F
 （1，0）的距离与它到直线l
 ′：y
 ＝-1的距离相等，∴点M
 的轨迹C
 是以F
 为焦点，l
 ′为准线的抛物线，所以曲线C
 的方程为x
 2
 ＝4y
 ．

（2）当直线m
 的斜率不存在时，它与曲线C
 只有一个交点，不合题意，设直线m
 的方程为y
 -2＝k
 （x
 -2），即y
 ＝kx
 ＋（2-2k
 ），代入x
 2
 ＝4y
 得x
 2
 -4kx
 ＋8（k
 -1）＝0（*），Δ＝16（k
 2
 -2k
 ＋2）＞0对k
 ∈R
 恒成立，所以，直线m
 与曲线C
 恒有两个不同的交点．设交点A
 ，B
 的坐标分别为A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则x
 1
 ＋x
 2
 ＝4k
 ，x
 1
 x
 2
 ＝8（k
 -1）．




11．
 （1）设抛物线C
 的方程是x
 2
 ＝ay
 ，则，即a
 ＝4．故所求抛物线C
 的方程为x
 2
 ＝4y
 ．

（2）设P
 （x
 1
 ，y
 1
 ），Q
 （x
 2
 ，y
 2
 ），则抛物线C
 在点P
 处的切线方程是，

直线PQ
 的方程是．将上式代入抛物线C
 的方程，



故y
 1
 ＝4，此时，点P
 的坐标是（±4，4）．


12．
 （1）设点Q
 （x
 0
 ，0），F
 （-c
 ，0），其中．



又a
 ＝2c
 ，∴c
 ＝1，a
 ＝2，b
 ＝．∴椭圆方程为



于是x
 ＝±5b
 ，即以MN
 为直径的圆过两定点（-5b
 ，0），（5b
 ，0）．


14．
 （1）当直线l
 的斜率不存在时，P
 ，Q
 两点关于x
 轴对称，则x
 1
 ＝x
 2
 ，y
 1
 ＝-y
 2
 ，由P
 （x
 1
 ，y
 1
 ）在椭圆上，则，而，于是





（2）当直线l
 的斜率不存在时，由（1）知；

当直线l
 的斜率存在时，由（1）知，





（3）假设椭圆上存在三点D
 ，E
 ，G
 ，使得，

由（1）知

解得，

因此只能从±1中选取，

因此D
 ，E
 ，G
 只能从中选取三个不同点，而这三点的两两连线必有一个过原点，这与相矛盾，故椭圆上不存在三点D
 ，E
 ，G
 ，使得．




 3.5　新颖性问题

创新意识的激发，创新思维的训练，创新能力的培养，是素质教育中最具活力的课题．同时，创新是做好高考命题工作的生命力所在．高考数学命题的创新有利于进一步完善试题的选拔功能，促进中学数学素质教育的实施．因此，在近几年的高考试卷中，相继出现了一些内容立意新、情境设置新、设问方式新或题型结构新的新颖题．新颖题突出对数学思想和能力的考查，富有时代生活气息；新颖题“观点高”，关注学生的学习能力；新颖题逻辑推理与合情推理并重，注重学生思维的扩散．新颖题的出现能有效地避免试题的模式化，能够使考生在新的情境中实现知识的迁移，从而创造性地解决问题，真正考出自己的学习能力．所以，新颖题已成为高考试卷中的一道亮丽的风景．

近几年已经出现的新颖题主要有：图表分析型，条件（结论）开放型，定义新知型，学科综合型，代数推理型，多选填空型等．

解决新颖题型的关键在于“饮水思源”，即通过定性分析，列举尝试，归纳猜想，类比转化，检验探索，构造模型等策略，探寻新问题的原始模型，从而“化新为旧”．

平时，我们要注意学习能力的培养．弱化概念的记忆与背诵，强化对概念的理解与运用；弱化公式的直接代入与套用，强化公式的变形与活用；弱化对定理的机械搬用，强化对定理条件的把握；弱化再现性思维，强化求异思维与创新思维．注重知识、能力“板块”的形成并将其及早“焊接”成相应的知识、能力板块，在思维流程中植入集成电路，提高思维速度，建立快速反应机制．


【例1】
 　对于函数f
 （x
 ），x
 ∈［a
 ，b
 ］，以及函数g
 （x
 ），x
 ∈［a
 ，b
 ］，若对任意的x
 ∈［a
 ，b
 ］，总有，那么称f
 （x
 ）可被g
 （x
 ）替代（通常g
 （x
 ）≠f
 （x
 ））．

（1）试给出一个可以替代函数的函数；

（2）试判断f
 （x
 ）＝，x
 ∈［4，16］是否可被直线，x
 ∈［4，16］替代．




评注
 　第（1）小题的答案不唯一，第（2）小题只要检验
 是否成立．


【例2】
 　设n
 为正整数，规定：

已知

（1）解不等式：f
 （x
 ）≤x
 ；

（2）设集合A
 ＝｛0，1，2｝，对任意x
 ∈A
 ，证明：f
 3
 （x
 ）＝x
 ；

（3）求的值；

（4）若集合，证明：B
 中至少包含有8个元素．


讲解
 　（1）①当0≤x
 ≤1时，由2（1-x
 ）≤x
 得，．

②当1＜x
 ≤2时，因x
 -1≤x
 恒成立，∴1＜x
 ≤2．

由①②得，f
 （x
 ）≤x
 的解集为．

（2）∵f
 （0）＝2，f
 （1）＝0，f
 （2）＝1，

∴当x
 ＝0时，f
 3
 （0）＝f
 （f
 （f
 （0）））＝f
 （f
 （2））＝f
 （1）＝0；

当x
 ＝1时，f
 3
 （1）＝f
 （f
 （f
 （1）））＝f
 （f
 （0））＝f
 （2）＝1；

当x
 ＝2时，f
 3
 （2）＝f
 （f
 （f
 （2）））＝f
 （f
 （1））＝f
 （0）＝2．

即对任意x
 ∈A
 ，恒有f
 3
 （x
 ）＝x
 ．



由（2）知，对x
 ＝0或1或2，恒有f
 3
 （x
 ）＝x
 ，

∴f
 12
 （x
 ）＝f
 4
 ×
 3
 （x
 ）＝x
 ，则0，1，2∈B
 ．

由（3）知，对，恒有f
 12
 （x
 ）＝f
 4
 ×
 3
 （x
 ）＝x
 ，

∴

综上所述，，∴B
 中至少含有8个元素．


【例3】
 　记函数f
 （x
 ）的定义域为D
 ，若存在x
 0
 ∈D
 ，使f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 ，则称以（x
 0
 ，x
 0
 ）为坐标的点为函数f
 （x
 ）图象上的不动点．

（1）若函数图象上有两个关于原点对称的不动点，求a
 、b
 满足的条件；

（2）在（1）的条件下，若a
 ＝8，记函数f
 （x
 ）上的两个不动点分别为A
 ，A
 1
 ，P
 为函数f
 （x
 ）图象上的另一点，且其纵坐标y
 
p

 ＞3，求点P
 到直线AA
 1
 距离的最小值及取得最小值时P
 点的坐标；

（3）下述命题“若定义在R
 上的奇函数f
 （x
 ）的图象上存在有限个不动点，则不动点有奇数个”是否正确？若正确，请给予证明；若不正确，请举一反例．


讲解
 　（1）有两个互为相反数的根，

由韦达定理解得b
 ＝3，a
 ＞0，a
 ≠9．

（2）在（1）的条件下，当a
 ＝8时，由得两不动点为，．设P
 （x
 ，y
 ），由y
 
p

 ＞3，解得x
 ＜-3，直线AA
 1
 的方程为y
 ＝x
 ．设点P
 （x
 ，y
 ）到直线AA
 1
 的距离为d
 ，

则，

当且仅当x
 ＝-4时取等号，故P（-4，4）．

（3）命题正确．

因为f
 （x
 ）是奇函数，所以，f
 （-x
 ）＝-f
 （x
 ）．又x
 ∈R
 ，令x
 ＝0，则f
 （0）＝0．

所以，0是奇函数f
 （x
 ）的一个不动点．

设c≠0是奇函数f
 （x
 ）的一个不动点，则f
 （c
 ）＝c
 ．由f
 （-c
 ）＝-f
 （c
 ）＝-c
 ，

因此，-4也是奇函数f
 （x
 ）的一个不动点，且-c
 ≠c
 ．

这说明奇函数f
 （x
 ）的非零不动点如果存在，则必成对出现，又根据题设f
 （x
 ）只有有限个不动点，故奇函数的不动点数目是奇数个．


评注
 　本题是函数、不等式等知识的交汇题，解答时应正确理解“不动点”这一概念，将陌生的数学情境熟悉化，从而寻求解题的突破口．



【例4】
 　设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）是平面直角坐标系xOy
 上的两点，现定义由点A
 到点B
 的一种折线距离ρ
 （A
 ，B
 ）＝｜x
 2
 -x
 1
 ｜＋｜y
 2
 -y
 1
 ｜．对于平面xOy
 上给定的不同的两点A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ）．

（1）若点C
 （x
 ，y
 ）是平面xOy
 上的点，试证明：ρ
 （A
 ，C
 ）＋ρ
 （C
 ，B
 ）≥ρ
 （A
 ，B
 ）；

（2）在平面xOy
 上是否存在点C
 （x
 ，y
 ），同时满足

①ρ
 （A
 ，C
 ）＋ρ
 （C
 ，B
 ）＝ρ
 （A
 ，B
 ）；　②ρ
 （A
 ，C
 ）＝ρ
 （C
 ，B
 ）．

若存在，请求出所有符合条件的点；若不存在，请予以证明．



则所有符合条件的点是线段



则所有符合条件的点是线段




评注
 　本题是2010年高考广东卷中的压轴题．题中定义了“由点A
 到点B
 的一种折线距离ρ
 （A
 ，B
 ）”，形式比较新，运算不复杂，理解定义，转化条件是解题的关键．



【例5】
 　定义：称为n
 个正数p
 1
 ，p
 2
 ，…，p
 
n

 的“均倒数”．已知数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项的“均倒数”为．

（1）求｛a
 
n

 ｝的通项公式；

（2）设，试判断并说明c
 
n
 ＋1
 -c
 
n

 （n
 ∈Z
 ＋
 ）的符号；

（3）设函数，是否存在最大的实数λ
 ，当x
 ≤λ
 时，对于n
 ∈Z
 ＋
 ，都有f
 （x
 ）≤0．



（3）由（2）知c
 1
 ＝1是数列｛c
 
n

 ｝中的最小项，当x
 ≤λ
 时，对于n
 ∈Z
 ＋
 ，

都有f
 （x
 ）≤0，即，

所以，-x
 2
 ＋4x
 ≤c
 1
 ＝1，即x
 2
 -4x
 ＋1≥0，解之，得，

所以，取符合题意．


评注
 　本题还是定义新知型问题．数列的递推关系通过“均倒数”这一新概念提出，只要理解了这一概念，余下的就是纯数列问题了．对于递推式“a
 1
 ＋a
 2
 ＋…＋a
 
n
 -1
 ＋a
 
n

 ＝n
 （2n
 ＋1）”通过阶差法解得通项．



【例6】
 　规定，其中x
 ∈R
 ，m
 是正整数，且，这是组合数（n
 、m
 是正整数，且m
 ≤n
 ）的一种推广．

（1）求的值；

（2）组合数的两个性质：是否都能推广到，m
 是正整数）的情况？若能推广，则写出推广的形式并给出证明；若不能，则说明理由．

（3）已知组合数是正整数，证明：当x
 ∈Z
 ，m
 是正整数时，．


讲解
 　（1）．

（2）性质（1）不能推广．

例如，当x
 ＝时，有定义，但无意义．

性质（2）能推广，它的推广形式是，m
 是正整数，事实上，

当m
 ＝1时，有．

当m
 ≥2时，



综上所述，推广形式成立．

（3）当x
 ＞m
 时，由于x
 ∈Z
 ，故．

当0≤x
 ＜m
 ，x
 ∈Z
 时，．

当x
 ＜0且x
 ∈Z
 时，由于-x
 ＋m
 -1＞0，




评注
 　科学发明需要有较强的类比能力，而较强的类比能力正基于猜想与证明的有机结合．对类比的各种状态要给予严格设证，还要捕捉各种类比念头，抓住两系统间的相似之处，利用类比这座雄伟的桥梁，将信息不断地过渡、不断地证明，使其科学化．把（n
 ，m
 是正整数，且m
 ≤n
 ）类比推广到（x
 ∈R
 ，m
 是正整数），使用组合数公式的方法没有变，但组合数的两个性质一个不能推广到，而另一个能够．



【例7】
 　对于定义域为D
 的函数y
 ＝f
 （x
 ），如果存在区间［m
 ，n
 ］D
 ，同时满足下列条件：①f
 （x
 ）在［m
 ，n
 ］上是单调的；②当定义域是［m
 ，n
 ］时，f
 （x
 ）的值域也是［m
 ，n
 ］，则称［m
 ，n
 ］是该函数的“和谐区间”．

（1）判断函数是否存在“和谐区间”，并说明理由；

（2）如果［m
 ，n
 ］是函数（a
 ≠0）的一个“和谐区间”，求n
 -m
 的最大值；

（3）有些函数有无数个“和谐区间”，如y
 ＝x
 ，请你再举一例（无须证明）．


讲解
 　（1）设［m
 ，n
 ］是函数的“和谐区间”，则在［m
 ，n
 ］上单调．

所以．因此，在［m
 ，n
 ］上为增函数．

则f
 （m
 ）＝m
 ，f
 （n
 ）＝n
 ．即方程有两个解m
 ，n
 ．

又可化为x
 2
 -3x
 ＋4＝0，而x
 2
 -3x
 ＋4＝0无实数解．

所以，函数不存在“和谐区间”．

（2）因为上是单调的，

所以［m
 ，n
 ］（-∞，0）或［m
 ，n
 ］（0，＋∞）．

则f
 （m
 ）＝m
 ，f
 （n
 ）＝n
 ．

所以，m
 ，n
 是方程的两个同号的实数根．

即方程a
 2
 x
 2
 -（a
 2
 ＋a
 ）x
 ＋1＝0有两个同号的实数根．注意到，

只要Δ＝（a
 2
 ＋a
 ）2
 -4a
 2
 ＞0，解得a
 ＞1或a
 ＜-3．



其中a
 ＞1或a
 ＜-3，所以，当a
 ＝3时，n
 -m
 取最大值．

（3）本题答案不唯一，如可写出以下函数：y
 ＝a
 -x
 （a
 为常数），（k
 ＞0为常数），．


评注
 　本题综合考查了函数的各种性质．其中“和谐区间”无非是使定义域与值域均相同的区间．



【例8】
 　对任意函数f
 （x
 ），x
 ∈D
 ，可按图示构造一个数列发生器，其工作原理如下：

①输入数据x
 0
 ∈D
 ，经数列发生器输出x
 1
 ＝f
 （x
 0
 ）；

②若，则数列发生器结束工作；若x
 1
 ∈D
 ，则将x
 1
 反馈回输入端，再输出x
 2
 ＝f
 （x
 1
 ），并依此规律继续下去，如图3-5-1所示．


图3-5-1



现定义．

（1）若输入，则由数列发生器产生数列｛x
 
n

 ｝，请写出｛x
 
n

 ｝的所有项；

（2）若要数列发生器产生一个无穷的常数列，试求输入的初始数据x
 0
 的值；

（3）若输入x
 0
 时，产生的无穷数列｛x
 
n

 ｝满足对任意正整数n
 均有x
 
n

 ＜x
 
n
 ＋1
 ，求x
 0
 的取值范围．


讲解
 　（1）∵f
 （x
 ）的定义域D
 ＝（-∞，-1）∪（-1，＋∞），

∴数列｛x
 
n

 ｝只有三项：．

（2）由题意得，即x
 2
 -3x
 ＋2＝0，

∴x
 ＝1或x
 ＝2，即x
 0
 ＝1或2时，．

故当x
 0
 ＝1时，x
 
n

 ＝1；当x
 0
 ＝2时，x
 
n

 ＝2（n
 ∈Z
 ＋
 ）．

（3）解不等式，得x
 ＜-1或1＜x
 ＜2，

要使x
 1
 ＜x
 2
 ，则x
 1
 ＜-1或1＜x
 1
 ＜2．

对于函数，

若x
 1
 ＜-1，则x
 2
 ＝f
 （x
 1
 ）＞4，x
 3
 ＝f
 （x
 2
 ）＜x
 2
 ；

若1＜x
 1
 ＜2，则x
 2
 ＝f
 （x
 1
 ）＞x
 1
 且1＜x
 2
 ＜2；

依次类推可得数列｛x
 
n

 ｝的所有项均满足x
 
n
 ＋1
 ＞x
 
n

 （n
 ∈Z
 ＋
 ）．

综上所述，x
 1
 ∈（1，2），由x
 1
 ＝f
 （x
 0
 ），得x
 0
 ∈（1，2）．


评注
 　读懂题目，透彻地理解题意，将其翻译成熟悉的数学语言，从而把所给的陌生情境转化到已有的知识体系中去，再利用已有的数学知识，使问题得到顺利解决．



【例9】
 　在平面直角坐标系xOy
 中，若在曲线C
 1
 的方程F
 （x
 ，y
 ）＝0中，以（λx
 ，λy
 ）（λ
 为非零的正实数）代替（x
 ，y
 ）得到曲线C
 2
 的方程F
 （λx
 ，λy
 ）＝0，则称曲线C
 1
 、C
 2
 关于原点“伸缩”，变换（x
 ，y
 ）→（λx
 ，λy
 ）称为“伸缩变换”，λ
 称为伸缩比．

（1）已知曲线C
 1
 的方程为，伸缩比λ
 ＝2，求C
 1
 关于原点“伸缩变换”后所得C
 2
 的方程；

（2）射线l
 的方程，如果椭圆C
 1
 ：经“伸缩变换”后得到椭圆C
 2
 ，若射线l
 与椭圆C
 1
 、C
 2
 分别交于两点A
 、B
 ，且，求椭圆C
 2
 的方程；

（3）对抛物线，作变换，得抛物线；对C
 2
 作变换，得抛物线，如此进行下去，对抛物线作变换，得抛物线，…．若，求数列｛p
 
n

 ｝的通项公式p
 
n

 ．


讲解
 　（1）由条件得．

（2）∵C
 2
 、C
 1
 关于原点“伸缩变换”，对C
 1
 作变换（x
 ，y
 ）→（λ
 x
 ，λ
 y
 ）（λ
 ＞0），

得，得点A
 的坐标为；






【例10】
 　（2014年高考江苏卷第20题）设数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ．若对任意的正整数n
 ，总存在整数m
 ，使得S
 
n

 ＝a
 m
 ，则称｛a
 
n

 ｝是“H
 数列”．

（1）若数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和S
 
n

 ＝2
n

 （n
 ∈Z
 ＋
 ），证明：｛a
 
n

 ｝是“H
 数列”；

（2）设｛a
 
n

 ｝是等差数列，其首项a
 1
 ＝1，公差d
 ＜0，若｛a
 
n

 ｝是“H
 数列”，求d
 的值；

（3）证明：对任意的等差数列｛a
 
n

 ｝，总存在两个“H
 数列”｛b
 
n

 ｝和｛c
 
n

 ｝，使得a
 
n

 ＝b
 
n

 ＋c
 
n

 （n
 ∈Z
 ＋
 ）成立．


讲解
 　（1）当n
 ≥2时，a
 
n

 ＝S
 
n

 -S
 
n
 -1
 ＝2
n

 -2
n
 -1
 ＝2
n
 -1
 ；当n
 ＝1时，a
 1
 ＝S
 1
 ＝2．

∴当n
 ＝1时，S
 1
 ＝a
 1
 ；当n
 ≥2时，S
 
n

 ＝a
 
n
 ＋1
 ．∴｛a
 
n

 ｝是“H
 数列”．



（3）设｛a
 
n

 ｝的公差为d
 ，令b
 
n

 ＝a
 1
 -（n
 -1）a
 1
 ＝（2-n
 ）a
 1
 ，

对n
 ∈Z
 ＋
 ，b
 
n
 ＋1
 -b
 
n

 ＝-a
 1
 ，


c
 
n

 ＝（n
 -1）（a
 1
 ＋d
 ），对n
 ∈Z
 ＋
 ，c
 
n
 ＋1
 -c
 
n

 ＝a
 1
 ＋d
 ，

则b
 
n

 ＋c
 
n

 ＝a
 1
 ＋（n
 -1）d
 ＝a
 
n

 ，且｛b
 
n

 ｝，｛c
 
n

 ｝为等差数列．

｛b
 
n

 ｝的前n
 项和，令T
 
n

 ＝（2-m
 ）a
 1
 ，则，

当n
 ＝1时，m
 ＝1；当n
 ＝2时m
 ＝1；

当n
 ≥3时，由于n
 与n
 -3奇偶性不同，即n
 （n
 -3）是非负偶数，m
 ∈Z
 ＋
 ．

因此对n
 ，都可找到m
 ∈Z
 ＋
 ，使T
 
n

 ＝b
 m
 成立，即｛b
 
n

 ｝为“H
 数列”．

｛c
 
n

 ｝的前n
 项和，

则，

∵对n
 ∈Z
 ＋
 ，n
 （n
 -1）是非负偶数，∴m
 ∈Z
 ＋
 ．

即对n
 ∈Z
 ＋
 ，都可找到m
 ∈Z
 ＋
 ，使得R
 
n

 ＝c
 m
 成立，即｛c
 
n

 ｝为“H
 数列”．


【例11】
 　我们把由半椭圆与半椭圆合成的曲线称作“果圆”，其中a
 2
 ＝b
 2
 ＋c
 2
 ，a
 ＞0，b
 ＞c
 ＞0．

如图3-5-2所示，点F
 0
 ，F
 1
 ，F
 2
 是相应椭圆的焦点，A
 1
 ，A
 2
 和B
 1
 ，B
 2
 分别是“果圆”与x
 ，y
 轴的交点．


图3-5-2



（1）若△F
 0
 F
 1
 F
 2
 是边长为1的等边三角形，求“果圆”的方程；

（2）当A
 1
 A
 2
 ＞B
 1
 B
 2
 时，求的取值范围；

（3）连结“果圆”上任意两点的线段称为“果圆”的弦．试研究：是否存在实数k
 ，使斜率为k
 的“果圆”平行弦的中点轨迹总是落在某个椭圆上？若存在，求出所有可能的k
 值；若不存在，说明理由．





综上所述，当k
 ＝0时，“果圆”平行弦的中点轨迹总是落在某个椭圆上．

当k
 ＞0时，以k
 为斜率、过B
 1
 的直线l
 与半椭圆的交点是．由此，在直线l
 右侧，以k
 为斜率的平行弦的的中点轨迹在直线y
 ＝上，即不在某一椭圆上．

当k
 ＜0时，可类似讨论得到平行弦中点轨迹不都在某一椭圆上．


【例12】
 　已知在数列｛a
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝1，a
 2n
 ＋1
 ＝qa
 2
 
n
 -1
 ＋d
 （d
 ∈R
 ，q
 ∈R
 且q
 ≠0，n
 ∈Z
 ＋
 ）．

（1）若数列｛a
 2
 
n
 -1
 ｝是等比数列，求q
 与d
 满足的条件；

（2）当d
 ＝0，q
 ＝2时，一个质点在平面直角坐标系内运动，从坐标原点出发，第1次向右运动，第2次向上运动，第3次向左运动，第4次向下运动，以后依次按向右、向上、向左、向下的方向交替地运动，设第n
 次运动的位移是a
 
n

 ，第n
 次运动后，质点到达点P
 
n

 （x
 
n

 ，y
 
n

 ），求数列｛n
 ·x
 4 n

 ｝的前n
 项和S
 
n










【例13】
 　对于函数y
 ＝f
 （x
 ），如果存在一个正的常数a
 ，使得定义域D
 内的任意两个不等的值x
 1
 ，x
 2
 ，都有成立，则称函数y
 ＝f
 （x
 ）为D
 上的李普希茨函数．

已知集合M
 
B

 是满足下列性质的函数f
 （x
 ）的全体；对于定义B
 中的任何两个自变量x
 1
 ，x
 2
 （x
 1
 ≠x
 2
 ），有．

（1）当B
 ＝R
 时，是否属于M
 
B

 ？为什么？

（2）当B
 ＝（0，＋∞）时，求证：不属于M
 
B

 ，举例说明存在一个D
 （0，＋∞），使得不属于M
 
B

 ．






评注
 　不等式是研究函数、方程的重要工具，是高等数学最深的一块基石．本题将李普希茨条件与函数、不等式融为一体，有较强的综合性和新颖性，体现了高考以“能力立意”的考查方向，充分体现了中学数学与高等数学在思想方法和形式上的和谐衔接，此类试题在2003年北京高考和2004年江苏高考中都有所体现．



【例14】
 　观察下列类似于杨辉三角的表格，它与杨辉三角的不同之处在于它是有边界的（只有9列），并且两边列的数不再向下行的左右两相邻列累加，而是直接向本列下一行累加．



将第3列中所有的数按照从小到大的顺序排列形成数列｛a
 
n

 ｝，求｛a
 
n

 ｝的通项公式．


讲解
 　将第5列中从第3行起所有的数按照从小到大的顺序排列形成数列｛b
 
n

 ｝，将第1列中所有的数按照从小到大的顺序排列形成数列｛c
 
n

 ｝，由图表的对称性可得：第7列同样满足数列｛a
 
n

 ｝，第9列同样满足数列｛c
 
n

 ｝从a
 
n

 和b
 
n

 所在的行到a
 
n
 ＋1
 和b
 
n
 ＋1
 所在的行满足如下关系：



于是得到递推关系：

设a
 
n
 ＋1
 ＋kb
 
n
 ＋1
 ＝λ
 （a
 
n

 ＋kb
 
n

 ），将递推关系代入得（2＋2k
 ）a
 
n

 ＋（1＋2k
 ）b
 
n

 ＝λa
 
n

 ＋λkb
 
n

 ，




评注
 　本题根据1997年全国高中数学联赛填空题第5题改编而来，观察、归纳、代换是解本题的关键．



【例15】
 　已知函数．

（1）若函数f
 （x
 ）在x
 ＝0处取到极值，求a
 的值．

（2）设定义在D
 上的函数y
 ＝h
 （x
 ）在点P
 （x
 0
 ，h
 （x
 0
 ））处的切线方程为l
 ：y
 ＝g
 （x
 ），若在D
 内恒成立，则称P
 为函数的y
 ＝h
 （x
 ）的“HOLD点”．当a
 ＝0时，试问函数y
 ＝f
 （x
 ）是否存在“HOLD点”，若存在，请至少求出一个“HOLD点”的横坐标；若不存在，请说明理由．



当x
 ∈（0，1），f″
 （x
 ）＞0时，f′
 （x
 ）单调递增；当x
 （1，＋∞），f″
 （x
 ）＜0时，f′
 （x
 ）单调递减．

故f′
 （x
 ）max＝f′
 （1），即x
 0
 ＝1．


解法二
 　存在，为（1，0），下面给出证明．



故当x
 ∈（0，1），φ″
 （x
 ）＜0时，φ′
 （x
 ）单调递减，

当x
 ∈（1，＋∞），φ″
 （x
 ）＞0时，φ′
 （x
 ）单调递增，

所以φ′
 （x
 ）≥φ′
 （1）＝0．

故当x
 ∈（0，1）时，φ
 （x
 ）＞0；当0＜x
 ＜1时，φ
 （x
 ）＜0．


 好题新题精选（六）


1．
 阅读下列文字，然后回答问题：

对于任意实数x
 ，符号［x
 ］表示x
 的整数部分，即［x
 ］是不超过x
 的最大整数．在实数轴R
 （箭头向右）上［x
 ］是在点x
 左侧的第一个整数点，当x
 是整数时，［x
 ］就是x
 ．这个函数［x
 ］叫作“取整函数”，也叫作高斯（Gauss）函数，它在数学本身和生产实践中有广泛的应用．例如当您在学习和使用计算器时，在用到的算法语言中，就有这种取整函数．

从［x
 ］的定义可得下列性质：x
 -1＜［x
 ］≤x
 ＜［x
 ＋1］．

与［x
 ］有关的另一个函数是｛x
 ｝，它的定义是｛x
 ｝＝x
 -［x
 ］，｛x
 ｝称为x
 的“小数部分”，这也是一个很常用的函数．

问题（1），根据上文可知：｛x
 ｝的取值范围是_____，［-5.2］＝_____；

问题（2），求［log2
 1］＋［log2
 2］＋［log2
 3］＋［log2
 4］＋…＋［log2
 1024］的和．


2．
 对于函数f
 （x
 ），若存在x
 0
 ∈R
 ，使f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 成立，则称x
 0
 为f
 （x
 ）的不动点．已知函数f
 （x
 ）＝a
 x
 2
 ＋（b
 ＋1）x
 ＋b
 -1（a
 ≠0）．

（1）当a
 ＝1，b
 ＝-2时，求函数f
 （x
 ）的不动点；

（2）若对任意数b
 ，函数f
 （x
 ）恒有两个相异的不动点，求a
 的取值范围；

（3）在（2）的条件下，若y
 ＝f
 （x
 ）图象上A
 、B
 两点的横坐标是函数f
 （x
 ）的不动点，且A
 、B
 两点关于直线对称，求b
 的最小值．



（1）当m
 ＝2，r
 ＝0时，试写出与上述命题中的①②两式相对应的等式；

（2）已知等差数列｛a
 
n

 ｝的通项公式为a
 
n

 ＝2n
 ，试根据上述命题求a
 1
 ，a
 3
 ，a
 10
 ，a
 18
 的等差平均项；

（3）试将上述真命题推广到各项为正实数的等比数列中，写出相应的真命题．

4．当一个数列中的数均为奇数时，称之为“奇数数列”．我们给定以下法则来构造一个奇数数列｛a
 
n

 ｝：对于任意正整数n
 ，当n
 为奇数时，a
 
n

 ＝n
 ；当n
 为偶数时，．

（1）试写出该数列的前6项；

（2）研究发现，该数列中的每一个奇数都会重复出现，那么第10个5是该数列的第几项？

（3）求该数列的前2
n

 项的和T
 
n

 ．


5．
 对于函数f
 （x
 ），若存在x
 0
 ∈R
 ，使f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 成立，则称x
 0
 为f
 （x
 ）的不动点．如果函数有且只有两个不动点0，2，且．

（1）求函数f
 （x
 ）的解析式；

（2）已知各项均不为零的数列｛a
 
n

 ｝满足，求数列的通项a
 
n

 ；

（3）如果数列｛a
 
n

 ｝满足a
 1
 ＝4，a
 
n
 ＋1
 ＝f
 （a
 
n

 ），求证：当n
 ≥2时，恒有a
 
n

 ＜3成立．


6．
 一个函数f
 （x
 ），如果对任意一个三角形，只要它的三边长a
 ，b
 ，c
 都在f
 （x
 ）的定义域内，就有f
 （a
 ），f
 （b
 ），f
 （c
 ）也是某个三角形的三边长，则称f
 （x
 ）为“三角形函数”．

（1）判断在中，哪些是“三角形函数”，哪些不是，并说明理由．

（2）如果g
 （x
 ）是定义在R
 上的周期函数，且值域为（0，＋∞），证明：g
 （x
 ）不是“三角形函数”．


7．
 若正整数n
 能拆成k
 （k
 是正整数）个成等差数列且公差不为零的正整数的和，即：（其中正整数依次成公差不为零的等差数列），则称n
 有一个k
 阶非平凡等差分拆，记作．并且规定：“n
 的两个非平凡等差分拆是相同的分拆”等价于“相等”．请研究并回答下面的问题：

（1）有非平凡等差分拆n
 的最小正整数是多少？

（2）试写出20的一个非平凡等差分拆，并说明20的非平凡等差分拆不超过5阶．

（3）素数（即质数，除了1和它本身外不再有其他正约数的正整数）有非平凡等差拆吗？若有，试举一例；若没有，试说明你的理由．


8．
 设M
 是由满足下列条件的函数f
 （x
 ）构成的集合：“①方程f
 （x
 ）-x
 ＝0有实数根；②函数f
 （x
 ）的导数f′
 （x
 ）满足0＜f′
 （x
 ）＜1．”

（1）判断函数是否是集合M
 中的元素，并说明理由．

（2）集合M
 中的元素f
 （x
 ）具有下面的性质：若f
 （x
 ）的定义域为D
 ，则对于任意［m
 ，n
 ］D
 ，都存在x
 0
 ∈［m
 ，n
 ］，使得等式f
 （n
 ）-f
 （m
 ）＝（n
 -m
 ）f′
 （x
 0
 ）成立．试用这一性质证明：方程f
 （x
 ）-x
 ＝0只有一个实数根．

（3）设x
 1
 是方程f
 （x
 ）-x
 ＝0的实数根，求证：对于f
 （x
 ）定义域中任意的x
 2
 ，x
 3
 ，当｜x
 2
 -x
 1
 ｜＜1，且｜x
 3
 -x
 1
 ｜＜1时，｜f
 （x
 3
 ）-f
 （x
 2
 ）｜＜2．


9．
 对于数列｛a
 
n

 ｝，定义｛Δa
 
n

 ｝为数列｛a
 
n

 ｝的一阶差分数列，其中Δa
 
n

 ＝a
 
n
 ＋1
 -a
 
n

 （n
 ∈Z
 ＋
 ）．

（1）若数列｛a
 
n

 ｝的通项公式，求｛Δa
 
n

 ｝的通项公式；

（2）若数列｛a
 
n

 ｝的首项是1，且满足Δa
 
n

 -a
 
n

 ＝2
n

 ．

①证明：数列为等差数列；

②求｛a
 
n

 ｝的前n
 项和S
 
n

 ．


10．
 如果有穷数列（m
 为正整数）满足条件，即，我们称其为“对称数列”．例如，数列1，2，5，2，1与数列8，4，2，2，4，8都是“对称数列”．

（1）设｛b
 
n

 ｝是7项的“对称数列”，其中b
 1
 ，b
 2
 ，b
 3
 ，b
 4
 是等差数列，且b
 1
 ＝2，b
 4
 ＝11．依次写出｛b
 
n

 ｝的每一项．

（2）设｛c
 
n

 ｝是49项的“对称数列”，其中c
 25
 ，c
 26
 ，…，c
 49
 是首项为1、公比为2的等比数列，求｛c
 
n

 ｝各项的和S
 ．

（3）设｛d
 
n

 ｝是100项的“对称数列”，其中d
 51
 ，d
 52
 ，…，d
 100
 是首项为2、公差为3的等差数列，求｛d
 
n

 ｝前n
 项的和S
 
n

 （n
 ＝1，2，…，100）．


11．
 已知函数f
 （x
 ）＝ax
 ＋b
 sinx
 ，当时，f
 （x
 ）取得极小值．

（1）求a
 ，b
 的值；

（2）设直线l
 ：y
 ＝g
 （x
 ），曲线S
 ：y
 ＝F
 （x
 ）．若直线l
 与曲线S
 同时满足下列两个条件：

①直线l
 与曲线S
 相切且至少有两个切点；

②对任意x
 ∈R
 都有g
 （x
 ）≥F
 （x
 ），则称直线l
 为曲线S
 的“上夹线”．试证明：直线l
 ：y
 ＝x
 ＋2是曲线S
 ：y
 ＝ax
 ＋b
 sinx
 的“上夹线”．

好题新题精选（六）解答




2．
 （1）当a
 ＝1，b
 ＝-2时，f
 （x
 ）＝x
 2
 -x
 -3．由题意可知x
 ＝x
 2
 -x
 -3，得x
 1
 ＝-1，x
 2
 ＝3．故当a
 ＝1，b
 ＝-2时，f
 （x
 ）的两个不动点为-1、3．

（2）∵f
 （x
 ）＝ax
 2
 ＋（b
 ＋1）x
 ＋（b
 -1）（a
 ≠0）恒有两个不动点，

∴x
 ＝ax
 2
 ＋（b
 ＋1）x
 ＋（b
 -1），即ax
 2
 ＋bx
 ＋（b
 -1）＝0恒有两个相异的实数根，得0（b
 ∈R
 ）恒成立．于是，解得0＜a
 ＜1．故当b
 ∈R
 ，f
 （x
 ）恒有两个相异的不动点时，a
 的取值范围为0＜a
 ＜1．

（3）由题意，A
 、B
 两点应在直线y
 ＝x
 上．设A
 （x
 1
 ，x
 1
 ）、B
 （x
 2
 ，x
 2
 ）．

∵点A
 、B
 关于直线对称，∴k
 ＝-1．

设AB
 的中点为是方程ax
 2
 ＋bx
 ＋（b
 -1）＝0的两个根，



（3）有以下真命题：设是公比为q
 的等比数列a
 
n

 中的任意m
 项，若（0≤r
 ＜m
 ，p
 、r
 、m
 ∈N
 或r
 ＝0），则有．特别地，当r
 ＝0时，称的等比平均项．


4．
 （1）a
 1
 ＝1，a
 2
 ＝1，a
 3
 ＝3，a
 4
 ＝1，a
 5
 ＝5，a
 6
 ＝3．

（2）第1个5出现在第5项，第2个5出现在第10项（2×5），第3个5出现在第20项（22
 ×5），第4个5出现在第40项（23
 ×5），依次类推．第10个5是该数列的第2560项（29
 ×5）．



用累加法得：．

当n
 ＝1时，，∴对一切正整数n
 都有．


5．
 依题意有，化简为（1-b）x
 2
 ＋cx
 ＋a
 ＝0．由韦达定理，得







即数列｛a
 
n

 ｝在n
 ≥2时单调递减，由可知，，在n
 ≥2上成立．


6．
 （1）f
 1
 （x
 ），f
 2
 （x
 ）是“三角形函数”，f
 3
 （x
 ）不是“三角形函数”．

任给三角形，设它的三边长分别为a
 ，b
 ，c
 ，则a
 ＋b
 ＞c
 ．

不妨假设a
 ≥c
 ，b
 ≥c
 ，由于，所以f
 1
 （x
 ），f
 2
 （x
 ）是“三角形函数”．

对于f
 3
 （x
 ），3，3，5可作为一个三角形的三边长，但32
 ＋22
 ＜52
 ，

所以不存在三角形以32
 ，22
 ，52
 为三边长，故f
 3
 （x
 ）不是“三角形函数”．

（2）设T
 ＞0为g
 （x
 ）的一个周期，由于其值域为（0，＋∞），所以，存在n
 ＞m
 ＞0，使得g
 （m
 ）＝1，g
 （n
 ）＝2．取正整数，可知λT
 ＋m
 ，λT
 ＋m
 ，n
 这三个数可作为一个三角形的三边长；但g
 （λT
 ＋m
 ）＝1，g
 （λT
 ＋m
 ）＝1，g
 （n
 ）＝2不能作为任何一个三角形的三边长．故g
 （x
 ）不是“三角形函数”．


7．
 （1）n
 ＝6．

（2）a
 1
 ＝d
 ＝1，k
 ＝6，n
 ＝1＋2＋3＋4＋5＋6＝21＞20，20＝2＋4＋6＋8＝2＋3＋4＋5＋6，所以20的非平凡等差分拆不超过5阶．

（3）设素数p
 有k
 阶非平凡等差分拆（a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，…，a
 
k

 ）
p

 （k
 ≥3，k
 ∈Z
 ＋
 ），




k
 ＝2m
 ＋1（m
 ∈Z
 ＋
 ），p
 ＝（2m
 ＋1）（a
 1
 ＋md
 ），同理，与p
 是素数矛盾．所以，素数没有非平凡等差分拆．


8．
 （1）因为，所以满足条件0＜f′
 （x
 ）＜1．又因为当x
 ＝0时，f
 （0）＝0，所以方程f
 （x
 ）-x
 ＝0有实数根0．所以函数是集合M
 中的元素．

（2）假设方程f
 （x
 ）-x
 ＝0存在两个实数根α
 ，β
 （α
 ≠β
 ），则f
 （α
 ）-α
 ＝0，f
 （β
 ）-β
 ＝0，不妨设α
 ＜β
 ．根据题意存在数c
 ∈（α
 ，β
 ），使得等式f
 （β
 ）-f
 （α
 ）＝f
 （β
 -α
 ）f′
 （c
 ）成立．因为f
 （α
 ）＝α
 ，f
 （β
 ）＝β
 ，且α≠β
 ，所以f′
 （c
 ）＝1，与已知0＜f′
 （x
 ）＜1矛盾，所以方程f
 （x
 ）-x
 ＝0只有一个实数根．

（3）不妨设x
 2
 ＜x
 3
 ，因为f′
 （x
 ）＞0，所以f
 （x
 ）为增函数，所以f
 （x
 2
 ）＜f
 （x
 3
 ），

又因为f′
 （x
 ）-1＜0，所以函数f
 （x
 ）-x
 为减函数，所以f
 （x
 2
 ）-x
 2
 ＞f
 （x
 3
 ）-x
 3
 ，






10．
 （1）设数列｛b
 
n

 ｝的公差为d
 ，则b
 4
 ＝b
 1
 ＋3d
 ＝2＋3d
 ＝11，

解得d
 ＝3，数列｛b
 
n

 ｝为2，5，8，11，8，5，2．



由题意得d
 1
 ，d
 2
 ，…，d
 50
 是首项为149，公差为-3的等差数列．




11．
 （1）因为f
 （x
 ）＝a
 x
 ＋b
 sinx
 ，所以f′
 （x
 ）＝a
 ＋b
 cos x
 ，



所以当时，f′
 （x
 ）取极小值，所以a
 ＝1，b
 ＝-2符合题目条件．

（2）由f′
 （x
 ）＝1-2cos x
 ＝1得cos x
 ＝0，当时，cos x
 ＝0，



所以直线1与曲线S
 相切且至少有两个切点．

对任意x
 ∈R
 ，g
 （x
 ）-F
 （x
 ）＝（x
 ＋2）-（x
 -2sinx
 ）＝2＋2sinx
 ≥0，所以g
 （x
 ）≥F
 （x
 ），

因此直线l
 ：y
 ＝x
 ＋2是曲线S
 ：y
 ＝ax
 ＋b
 sinx
 的“上夹线”．


第四章　用竞赛策略优化高考解题

高考数学试题的命题遵循考试大纲和教学大纲，体现“基础知识全面考，主干内容重点考，热点知识反复考，冷门知识有时考”的命题原则．从解答策略上来说，高考一般淡化解题中的特殊技巧，比较注重在解题的通性通法上精心设计．但是认真分析近几年的高考试题，尤其是压轴题，我们不难发现，有很多问题又很难用“通性通法”顺利解决．因此，在平时学习中，对于学有余力的同学来说，有必要适当掌握一些“竞赛”的方法或技巧，只有这样，才能真正在高考中做到处变不惊，游刃有余．

高中数学竞赛中涉及的内容很多、很广，下面仅举几例：

1．运用多元均值不等式巧解高考题

多元均值不等式：设


【例1】
 　（2001年高考全国卷Ⅰ试题）已知m
 ，n
 是正整数，且1＜m
 ＜n
 ．

求证：（1＋m
 ）
n

 ＞（1＋n
 ）
m

 ．


讲解




2．运用柯西（Cauchy）不等式巧解高考题

柯西不等式：设，当且仅当时取等号，其中λ
 ，μ
 是不全为零的实数．


【例2】
 　点P
 在直径为2的球面上，过P
 点作两两垂直的3条弦，若其中一条弦长是另一条弦长的2倍，则这3条弦长之和的最大值是_____．


讲解
 　以这三条弦为相邻边可构成一个长方体，设其三边长为a
 ，2a
 ，b
 ，

则a
 2
 ＋（2a
 ）2
 ＋b
 2
 ＝4，即5a
 2
 ＋b
 2
 ＝4，由柯西不等式，

得，整理，得．


【例3】
 　（2009年高考安徽卷）给定两个长度为1的平面向量，它们的夹角为120°，点C
 在以O
 为圆心的圆弧A B
 上移动，若，其中x
 ，y
 ∈R
 ，则x
 ＋y
 的最大值为_____．


讲解
 　依题意，两边平方得x
 2
 ＋y
 2
 -x
 y
 ＝1，再配方得

构造柯西不等式



3．运用琴生不等式巧解高考题

琴生不等式：设f
 （x
 ）在区间I
 上是下凸函数，则对任意x
 i
 ∈I
 及pi

 ＞0，其中等号当且仅当x
 1
 ＝x
 2
 ＝…＝x
 
n

 时成立．若f
 （x
 ）在区间I
 上是上凸函数，则不等号反向．


【例4】
 　（2005年高考全国卷Ⅰ试题）

（1）设函数f
 （x
 ）＝x
 log2
 x
 ＋（1-x
 ）log2
 （1-x
 ）（0＜x
 ＜1），求f
 （x
 ）的最小值；





4．运用不动点原理巧解高考题

设函数f
 （x
 ）的定义域为D
 ，若存在x
 o
 ∈D
 ，使f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 成立，则称x
 0
 为f
 （x
 ）的不动点，或称（x
 0
 ，x
 0
 ）为函数f
 （x
 ）图象的不动点．





5．运用排序原理巧解高考题

排序原理：设有两个有序组a
 1
 ≤a
 2
 ≤…≤a
 
n

 ，b
 1
 ≤b
 2
 ≤…≤b
 
n

 ，

则（反序和）（乱序和）（顺序和），即反序和≤乱序和≤顺序和，其中j
 1
 ，j
 2
 ，…，j
 
n

 是自然数1，2，3，…，n
 的任一排列，当且仅当a
 1
 ＝a
 2
 ＝…＝a
 
n

 或b
 1
 ＝b
 2
 ＝…＝b
 
n

 时等号成立．


【例6】
 　有五位同学每人拿一只桶同时到一只公用的水龙头去灌水，灌水所需的时间分别为4，5，6，7，8分钟，若只能逐个地灌水，未轮到的同学需等待，灌完的同学立即离开，只要我们适当地安排这五位同学的灌水顺序，就能使每个人花费的时间（包括等待时间）的总和尽可能小，但至少需要（　　）

A．58分钟　B．80分钟　C．81分钟　D．93分钟


讲解
 　根据排序原理，可知至少需要1×8＋2×7＋3×6＋4×5＋5×4＝80分钟．

6．运用错位排列公式巧解高考题

错位排列公式：设i
 1
 ，i
 2
 ，…，i
 
n

 是自然数1，2，…，n
 的一个排列，如果i
 1
 ，i
 2
 ，…，i
 
n

 满足i
 1
 ≠1，i
 2
 ≠2，…，i
 
n

 ≠n
 ，这样的排列叫作自然数1，2，…，n
 的一个错位排列，将错位排列的个数记作D
 
n

 ，则．


【例7】
 　将数字1，2，3，4填入标号为1，2，3，4的四个方格里，每格填1个数字，则每个方格的标号与所填数字均不相同的填法有多少种？


讲解
 　本题即是当n
 ＝4时的错位排列情形，因此，将n
 ＝4代入以上公式得不相同的填法有种．

7．运用平面几何知识巧解高考题

对于大部分同学来说，平面几何在初中就曾接触过，但平面几何的很多有趣、重要的性质则需要在竞赛培训中才能学到．如“三角形顶点到垂心的距离等于外心到该顶点所对边距离的两倍”等．


【例8】
 　（2005年高考全国卷Ⅱ试题）非等边△ABC
 的外接圆的圆心为O
 ，两条边上的高的交点为，则实数m
 ＝_____．


讲解
 　如图4-1，设D
 为线段BC
 的中点，则由平面几何的知识“三角形顶点到垂心的距离等于外心到该顶点所对边距离的两倍”，得，所以，有m
 ＝1．


图4-1




评注
 　当然，本题也可利用极端原理处理，取△ABC
 为直角三角形，不妨设AC
 为斜边，则有，而，因此，，故m
 ＝1．


8．依靠拉格朗日中值定理巧解高考题

拉格朗日中值定理：设y
 ＝f
 （x
 ）在［a
 ，b
 ］上连续，在（a
 ，b
 ）上可导，则存在ξ
 ∈（a
 ，b
 ）使得．


【例9】
 　（2006年高考陕西卷试题）已知函数，且存在．

（1）证明：f
 （x
 ）是R
 上的单调增函数；

（2）设，其中n
 ＝1，2，…，

证明：；

（3）证明：．


讲解
 　（1），所以f
 （x
 ）是R
 上的单调增函数．



用数学归纳法证明如下：

①当n
 ＝1时，上面已证明成立．






评注
 　本题是以高等数学知识为背景而用初等数学语言表述的综合题，涉及的有函数、导数、数列、不等式等知识，综合考查了迭代、递推、归纳、放缩等方面的能力．事实上，题目中的条件“”可以省略，因为若设g
 （x
 ）＝f
 （x
 ）-x
 ，则g
 （x
 ）在上连续，且，因此，必存在，使g
 （x
 0
 ）＝0，即有f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 ．


9．借助极坐标巧解高考题


【例10】
 　（2007年高考重庆卷试题）如图4-2，中心在原点O
 的椭圆的右焦点为F
 （3，0），右准线l
 的方程为：x
 ＝12．


图4-2



（1）求椭圆的方程．

（2）在椭圆上任取三个不同点P
 1
 ，P
 2
 ，P
 3
 ，使∠P
 1
 FP
 2
 ＝∠P
 2
 FP
 3
 ＝∠P
 3
 FP
 1
 ．

证明：为定值，并求此定值．


讲解
 　（1）略

（2）由（1）知椭圆的方程为，

则椭圆的极坐标方程为：，



对于一个学有余力的同学来说，适当参加一些竞赛学习，掌握一些竞赛知识对高考肯定是大有裨益的，古人云“会当凌绝顶，一览众山小”．

当然，数学竞赛涉及的内容很广，从高考来看，也未必有必要全面深入，我们可以走捷径，抓大放小，何谓“大”，笔者觉得递推方法与放缩技巧在高考压轴题中频频亮相，因此，本章以此为突破，抛砖引玉．




 4.1　熟悉递推方法

通项是数列的“核心元素”，对于很多数列问题只要知道了通项公式，一切问题将迎刃而解．因此，我们要掌握一些递推方法求数列的通项公式．


 4.1.1　累加累乘法


累加恒等式：



累乘恒等式：


累加累乘法能够解决以下类型一与类型二所给的递推数列通项问题．


类型一：
 已知a
 1
 ＝b
 ，a
 
n
 ＋1
 ＝a
 
n

 ＋f
 （n
 ），求a
 
n

 ．


分析
 　累加法：．


类型二：
 已知a
 1
 ＝b
 ，a
 
n
 ＋1
 ＝f
 （n
 ）a
 
n

 ，求a
 
n

 ．


分析
 　累乘法：．


【例1】
 　在数列，求通项公式a
 
n

 ．




【例2】
 　设数列｛a
 
n

 ｝是首项为1的正项数列，且，求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式a
 
n

 ．




 4.1.2　待定系数法

运用待定系数法可解决以下类型三所给的递推数列问题．


类型三：
 已知，求通项．


分析
 　令，再解出，从而构造出等比数列，由等比数列通项公式求得．


类型四：
 已知（A、B、C
 为非零常数），求通项a
 
n

 ．


分析1
 　原递推式可化为的形式，利用待定系数法求得系数λ
 ．


分析2
 　原递推式可化为的形式，令，从而有，转化为类型二的形式．


类型五：
 已知（A
 、B
 为非零常数），求通项a
 
n

 ．


分析1
 　原递推式可化为的形式，利用待定系数法求得系数λ
 ．


分析2
 　运用特征根法．考虑特征方程x
 2
 -px
 -q
 ＝0，设该方程的两个实根为α
 ，β
 ，则

（1）当α≠β
 时，可设；

（2）当α＝β
 时，可设，其中A
 ，B
 是由初始值a
 1
 ，a
 2
 确定的常数．

如果特征根α
 ，β
 为共轭复数，，

则通项可设为．


类型六：
 已知（A
 、B
 、C
 为非零常数），求通项a
 
n

 ．


分析
 　由已知递推式，可得两式相减，

得a
 
n
 ＋3
 -a
 
n
 ＋2
 ＝A
 （a
 
n
 ＋2
 -a
 
n
 ＋1
 ）＋B
 （a
 
n
 ＋1
 -a
 
n

 ）．令b
 
n

 ＝a
 
n
 ＋1
 -a
 
n

 ，

得b
 
n
 ＋2
 ＝A
 ·b
 
n
 ＋1
 ＋B
 ·b
 
n

 ，从而转化为类型五．


类型七：
 已知a
 1
 ＝a
 ，a
 
n
 ＋1
 ＝A
 a
 
n

 ＋Bn
 ＋C
 （A
 、B
 、C
 为非零常数），求通项a
 
n

 ．


分析
 　原递推式可化为的形式，利用待定系数法求得系数λ
 1
 ，λ
 2
 ．


【例3】
 　设数列｛a
 
n

 ｝的首项

（1）求｛a
 
n

 ｝的通项公式；（2）设，证明：b
 
n

 ＜b
 
n
 ＋1
 ，其中n
 为正整数．


讲解
 　（1）由类型三，可知原递推式可化为．

又1-a
 1
 ≠0，所以｛1-a
 
n

 ｝是首项为1-a
 1
 ，公比为的等比数列，得

．

（2）解法一
 　由（1）可知0＜a
 
n

 ，故b
 
n

 ＞0．那么，




解法二
 　由（1）可知




【例4】
 　在数列｛a
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝-1，a
 
n
 ＋1
 ＝2a
 
n

 ＋4·3
n
 -1
 ，求通项a
 
n

 ．


讲解
 　由原递推式可设．

比较系数得λ
 ＝-4，∴．

则数列｛a
 
n

 -4·3
n
 -1
 ｝是一个等比数列，其首项是a
 1
 -4·31-1
 ＝-5，公比是2．

∴a
 
n

 -4·3
n
 -1
 ＝-5·2
n
 -1
 ，即．


评注
 　本题也可通过如下变形再运用累加法求得
 ，



以下略．


【例5】
 　在数列｛a
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝-1，a
 2
 ＝2，a
 
n
 ＋2
 ＝5a
 
n
 ＋1
 -6a
 
n

 ，求通项公式a
 
n

 ．


讲解
 　a
 
n
 ＋2
 ＝5a
 
n
 ＋1
 -6a
 
n

 可化为a
 
n
 ＋2
 ＋λa
 
n
 ＋1
 ＝（5＋λ
 ）（a
 
n
 ＋1
 ＋λa
 
n

 ），

比较系数得λ
 ＝-3或λ
 ＝-2，不妨取λ
 ＝-2，则a
 
n
 ＋2
 -2 a
 
n
 ＋1
 ＝3（a
 
n
 ＋1
 -2 a
 
n

 ）．

则｛a
 
n
 ＋1
 -2a
 
n

 ｝是一个等比数列，首项为a
 2
 -2a
 1
 ＝2-2（-1）＝4，公比为3．

∴a
 
n
 ＋1
 -2 a
 
n

 ＝4·3
n
 -1
 ，所以a
 
n

 ＝4·3
n
 -1
 -5·2
n
 -1
 ．


【例6】
 　在数列｛a
 
n

 ｝中，，求通项公式a
 
n

 ．








 4.1.3　不动点法

不动点的定义：函数f
 （x
 ）的定义域为D
 ，若存在x
 0
 ∈D
 ，使f
 （x
 0
 ）＝x
 0
 成立，则称x
 0
 为f
 （x
 ）的不动点；或称（x
 0
 ，x
 0
 ）为函数f
 （x
 ）图象的不动点．“不动点”是荷兰数学家布劳威尔（Brouwer）首先提出的，它是现代数学的一个有趣概念，现代数学中不少分支都从不同的角度研究与它有关的问题．“不动点”在高中教材中虽未曾出现，但近几年高考中，以“不动点”理论为背景的试题频频出现，值得大家重视．利用不动点原理主要可解决以下两种类型的高考数列问题：


同类型三：
 已知，求通项a
 
n

 ．


分析
 　由f
 （x
 ）＝x
 求出不动点x
 0
 ，在递推关系式两边同时减去x
 0
 ，构造出等比数列，根据等比数列通项公式求出通项．


类型八：
 已知且ad
 -bc
 ≠0，a
 ，b
 ，c
 ，d
 都为常数，求通项a
 
n

 ．




类型九：
 已知，其中a
 ≠0，a
 ，b
 ，c
 都为常数，求通项an
 ．


分析
 　该数列的递归函数为，






【例8】
 　已知数列．

（1）求数列的通项公式；

（2）证明：．


讲解
 　（1）递推数列a
 
n
 ＋1
 ＝2a
 
n

 ＋1对应的特征函数为f
 （x
 ）＝2x
 ＋1，由f
 （x
 ）＝x
 ，得不动点为-1，因此，a
 
n
 ＋1
 ＋1＝2（a
 
n

 ＋1），即｛a
 
n

 ＋1｝是以a
 1
 ＋1＝2为首项，2为公比的等比数列．所以a
 
n

 ＋1＝2
n

 ．即a
 
n

 ＝2
n

 -1（n
 ∈Z
 ＋
 ）．




【例9】
 　在数列，求通项a
 
n




讲解
 　先求出函数的两个不动点1与-2，




【例10】
 　已知




 4.1.4　阶差法

当递推式中既有S
 
n

 又有a
 
n

 时，往往可用阶差法，其运用的公式为：


【例11】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝的各项均为正数，且前n
 项和Sn

 满足，且成等比数列，求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式．



∵｛a
 
n

 ｝各项均为正数，∴a
 
n

 -a
 
n
 -1
 ＝3．

当a
 1
 ＝1时，a
 
n

 ＝1＋3（n
 -1）＝3n
 -2，此时，成立．

当a
 1
 ＝2时，a
 
n

 ＝2＋3（n
 -1）＝3n
 -1．

此时，不成立，故a
 1
 ＝2舍去，所以，a
 
n

 ＝3n
 -2．


评注
 　求得a
 
n

 -a
 
n
 -1
 ＝3后，可设a
 
n

 ＝a
 1
 ＋（n
 -1）×3，将其代入得到a
 1
 ＝1．



【例12】
 　设数列｛a
 
n

 ｝的n
 前项和为S
 
n

 ，已知．

（1）证明：当b
 ＝2时，是等比数列；

（2）求｛an

 ｝的通项公式．


讲解
 　由题意，在ba
 
n

 -2
n

 ＝（b
 -1）S
 
n

 中，令n
 ＝1，得ba
 1
 -2＝（b
 -1）a
 1
 ，a
 1
 ＝2．

由ba
 
n

 -2
n

 ＝（b
 -1）S
 
n

 ，得ba
 
n
 -1
 -2
n
 -1
 ＝（b
 -1）S
 
n
 -1
 （n
 ≥2，n
 ∈Z
 ＋
 ），

两式相减得b
 （a
 
n

 -a
 
n
 -1
 ）-2
n
 -1
 ＝（b
 -1）a
 
n

 ，






 4.1.5　直接代换法

代换的主要目的是简化计算，巧妙代换可以使解题思路变得更顺畅．












 4.1.6　变形转化法

所谓变形转化法，就是通过对递推关系式取倒数、取对数、平方或开平方等变形技巧将原问题转化为等差或等比数列，从而求得通项的方法．


【例17】
 　若数列，S
 n
 是数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项之和，且，求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式．






【例18】
 　已知a
 1
 ＝b
 ，a
 
n
 ＋1
 ＝，求a
 
n

 ．


讲解
 　，

两边平方后整理，得，用n
 -1替换n
 得



由韦达定理，可得a
 
n
 ＋1
 ＋a
 
n
 -1
 ＝2 p
 a
n

 ，以下可用特征方程求得通项，略．


【例19】
 　数列｛a
 
n

 ｝满足a
 1
 ＝1且8a
 
n
 ＋1
 a
 
n

 -16 a
 
n
 ＋1
 ＋2a
 
n

 ＋5＝0（n
 ≥1）．


解法一
 （数学归纳法）





所以是首项为、公比q
 ＝2的等比数列，故，即

．


【例20】
 　已知数列满足条件（n
 -1）a
 
n

 ＋1＝（n
 ＋1）（a
 
n

 -1），且a
 2
 ＝6，

设b
 
n

 ＝a
 
n

 ＋n
 （n
 ∈Z
 ＋
 ），求｛b
 
n

 ｝的通项公式．




评注
 　本题也可根据递推式求出a
 1
 ＝1，a
 2
 ＝6，a
 3
 ＝15，a
 4
 ＝28，由b
 
n

 ＝a
 
n

 ＋n
 解得b
 1
 ＝2，b
 2
 ＝8，b
 3
 ＝18，b
 4
 ＝32，利用不完全归纳法，猜测b
 
n

 ＝2n
 2
 ，再用数学归纳法证明．



【例21】
 　若数列｛a
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝3且a
 
n
 ＋1
 ＝a
 
n
 2
 （n
 是正整数），求它的通项公式a
 
n

 ．


讲解
 　由题意知a
 
n

 ＞0，将a
 
n
 ＋1
 ＝a
 
n

 2
 两边取对数得lga
 
n
 ＋1
 ＝2lga
 
n

 ，即，所以，数列｛lgan
 ｝是以lga
 1
 ＝lg3为首项、公比为2的等比数列，．




 4.1.7　数学归纳法

数学归纳法是一种证明与自然数n
 有关的数学命题的重要方法．其证题步骤为：

设P
 （n
 ）表示一个与自然数n
 有关的命题，

（1）证明P
 （n
 0
 ）（n
 0
 ∈N
 ）成立；

（2）假设P
 （k
 ）（k
 ≥n
 0
 ）成立，可推出P
 （k
 ＋1）成立，

则P
 （n
 ）对一切自然数n
 ≥n
 0
 ，n
 ∈N
 时都成立．

在解决数列综合性问题中，有时运用归纳、猜想与证明将非常有效．其一般步骤是：首先利用所给的递推式求出数列的前几项a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，…，然后猜想出满足递推式的一个通项公式a
 
n

 ，最后用数学归纳法证明猜想是正确的．


【例23】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝各项都是正数，且满足．

（1）证明：a
 
n

 ＜a
 
n
 ＋1
 ＜2，n
 ∈N
 ；

（2）求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式a
 
n

 ．

（1）证法一
 　先求通项，由于，

因此，，




证法二
 　用数学归纳法证明如下：




证法三
 　用数学归纳法另证如下：

（i）当n
 ＝1时，a
 0
 ＝1，，因此，0＜a
 0
 ＜a
 1
 ＜2；

（ii）假设n
 ＝k
 时，有a
 
k
 -1
 ＜a
 
k

 ＜2成立，令，f
 （x
 ）在［0，2］上单调递增，所以由假设有：f
 （a
 
k
 -1
 ）＜f
 （a
 
k

 ）＜f
 （2），

即

也即当n
 ＝k
 ＋1时，a
 
k

 ＜a
 
k
 ＋1
 ＜2成立，所以对一切n
 ∈N
 ，有a
 
k

 ＜a
 
k
 ＋1
 ＜2．

（2）见（1）证法一．


评注
 　证法一先求出通项，再由通项直接得到第一小题的结论，两题并作一题做，妙！



【例24】
 　设a
 0
 为常数，且a
 
n

 ＝3
n
 -1
 -2a
 
n
 -1
 （n
 ∈N
 ）．

（1）证明：对任意．

（2）假设对任意n
 ≥1，都有a
 
n

 ＞a
 
n
 -1
 ，求a
 0
 的取值范围．

（1）证法一
 　（数学归纳法）

（i）a
 1
 ＝30
 -2a
 0
 ＝1-2a
 0
 ，即a
 1
 ＝1-2a
 0
 ，∴当n
 ＝1时，等式成立．

（ii）假设n
 ＝k
 （k
 ≥1）时，等式成立，即，



也就是说，当n
 ＝k
 ＋1时，等式也成立．

根据（i）（ii）可知，等式对于任何n
 ∈N
 成立．






 4.1.8　裂项分解法

在自主招生和各类竞赛中常会看到形如“”的非线性递推数列，裂项分解是解决该类问题比较有效的方法．

1．当p
 （n
 ）＝c
 （c
 为大于0的常数）时．



2．当（常数α
 为正整数）．

对于，一般先利用数列的单调性进行放缩，即，再裂项分解，即．


【例25】
 　（2012年中国西部数学奥林匹克）设数列｛a
 n
 ｝满足（n
 ＝0，1，…）．求整数k
 ，使得ak
 ＜1＜ak
 ＋1．




【例26】
 　设数列｛a
 n
 ｝满足．




【例27】
 　（2011年全国高中数学联赛湖北赛区预赛）已知数列．证明：对一切n
 ∈Z
 ＋
 ，有

（1）a
 
n

 ＜a
 
n
 ＋1
 ＜1；

（2）．






【例28】
 　（2013年清华大学等学校联合自主招生考试）数列｛a
 
n

 ｝各项均为正数，且对任意的n
 ∈Z
 ＋
 满足．

证明：（1）对任意的正数M
 ，存在N
 ∈Z
 ＋
 ，当n
 ＞N
 时，有a
 n
 ＞M
 ；








 4.2　了解放缩技巧

适当放缩是解决不等式问题的重点也是难点所在，中学教材中关于不等式放缩的要求并不高，但高考中经常将其作为压轴题的命题热点．2007年高考浙江卷倒数第二题，2008年高考浙江卷倒数第一题都涉及放缩技巧（关于这两题的详细分析请看本书第一章）．而且，不难发现，这些题都渗透着竞赛的味道．因此，对于学有余力的学生而言，适当学习一些略高于教材的放缩技巧大有裨益．


 4.2.1　直接放缩

为了证明不等式A
 ≤B
 ，可找一个（或多个）上间量C
 作比较，即若能断定A
 ≤C
 与C
 ≤B
 同时成立，那么A
 ≤B
 显然正确．所谓“放”即把A
 放大到C
 ，再把C
 放大到B
 ，反之，由B
 缩小经过C
 而变到A
 ，则称为“缩”，统称为放缩法．放缩是一种技巧性较强的不等变形，必须时刻注意放缩的跨度，放不能过头，缩不能不及．


【例1】
 　已知数列，求证：．


讲解
 　根据递推关系式，运用迭代法求出通项，由通项放缩证得．

由原式得a
 
n
 ＋1
 -1＝（a
 
n

 -1）2
 ，采用迭代法，有




【例2】
 　数列｛a
 
n

 ｝满足，S
 
n

 是｛a
 
n

 ｝的前n
 项的和，a
 2
 ＝1．

（1）求S
 
n

 ；

（2）证明：．






【例3】
 　已知数列｛a
 n
 ｝满足a
 
n

 ＞0，且对一切n
 ∈Z
 ＋
 ，有，

其中，其中．

（1）求证：对一切n
 ∈Z
 ＋
 ，有；

（2）求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式；

（3）求证．








 4.2.2　裂项放缩

常用的裂项公式有：




【例4】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝满足．

求证：．






【例5】
 　数列｛a
 
n

 ｝为等差数列，a
 
n

 为正整数，其前n
 项和为S
 
n

 ，数列｛b
 
n

 ｝为等比数列，且a
 1
 ＝3，b
 1
 ＝1，数列是公比为64的等比数列，且．

（1）求a
 
n

 ，b
 
n

 ；

（2）求证．


讲解
 　（1）设｛a
 
n

 ｝的公差为d
 ，｛b
 
n

 ｝的公比为q
 ，则d
 为正整数，



由（6＋d
 ）q
 ＝64知q
 为正有理数，故d
 为6的因子1，2，3，6之一，




【例6】
 　在数列｛a
 
n

 ｝，｛b
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝2，b
 1
 ＝4，且a
 
n

 ，b
 
n

 ，a
 
n
 ＋1
 成等差数列，b
 
n

 ，a
 
n
 ＋1
 ，b
 
n
 ＋1
 成等比数列（n
 ∈Z
 ＋
 ）．

（1）求a
 2
 ，a
 3
 ，a
 4
 及b
 2
 ，b
 3
 ，b
 4
 ，由此猜测｛a
 
n

 ｝，｛b
 
n

 ｝的通项公式，并证明你的结论；

（2）证明：．


讲解
 　（1）由条件得，

由此可得，

猜测．

用数学归纳法证明：

①当n
 ＝1时，由上可得结论成立．

②假设当n
 ＝k时，结论成立，即，那么当n
 ＝k
 ＋1时，

，．

所以，当n
 ＝k
 ＋1时，结论也成立．

由①②可知对一切正整数都成立．



综上，原不等式成立．


【例7】
 　对任意正整数n
 ，设a
 
n

 是方程的实数根，求证：






评注
 　这是浙江大学李胜宏教授给第三届中国东南数学竞赛提供的试题，题目叙述简洁，构思巧妙，解答不需要特殊技巧．既是一道很好的竞赛题，也可略做改动作为高考压轴题．



【例8】
 　设函数．

（1）当x
 ＝6时，求的展开式中二项式系数最大的项；

（2）对任意的实数x
 ，证明是f
 （x
 ）的导函数）；

（3）是否存在a
 ∈N
 ，使得恒成立？若存在，试证明你的结论并求出a
 的值；若不存在，请说明理由．


讲解
 　（1）展开式中二项式系数最大的项是第4项，这项是．





因为当0＜x
 ＜1时，g′
 （x
 ）＜0，g
 （x
 ）单调递减；

当1＜x
 ＜＋∞时，g′
 （x
 ）＞0，g
 （x
 ）单调递增．所以在x
 ＝1处g
 （x
 ）有极小值1．

故当x
 ＞1时，g
 （x
 ）＞g
 （1）＝1，从而有x
 -ln x
 ＞1，亦即x
 ＞ln x
 ＋1＞ln x
 ．

故有恒成立．所以f
 （2x
 ）＋f
 （2）≥2 f′
 （x
 ），原不等式成立．

（3）对m
 ∈N
 ，且m
 ＞1，






评注
 　本题考查函数、不等式、导数、二项式定理、组合数计算公式等内容和数学思想方法．考查综合推理论证与分析解决问题的能力及创新意识．



 4.2.3　并项放缩

有些不等式问题，直接放缩可能很难达到目标，而对原式进行适当重组，并项处理则可使原问题柳暗花明．


【例9】
 　求证：．


讲解
 　先将原数列各项分别“组合”，得




【例10】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝的通项公式为a
 
n

 ＝3
n

 -（-2）
n

 ，求证．


讲解
 　本题若直接对通项进行放缩则很难达到目标．如果采取“合二为一”的技巧，再进行放缩则能出奇制胜．用分析法易证明，当k
 为正奇数时，有．




【例11】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和S
 
n

 满足，n
 ≥1．

（1）写出数列｛a
 
n

 ｝的前三项a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ；

（2）求数列｛a
 
n

 ｝的通项公式；

（3）证明：对任意的整数m
 ＞4，有．

讲解　（1）为了计算前三项a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 的值，只要在递推式，n
 ≥1中，对n
 取特殊值n
 ＝1，2，3，就可以消除解题目标与题设条件之间的差异．

由a
 1
 ＝S
 1
 ＝2a
 1
 -1，得a
 1
 ＝1；

由a
 1
 ＋a
 2
 ＝S
 2
 ＝2a
 2
 ＋（-1）2
 ，得a
 2
 ＝0；

由a
 1
 ＋a
 2
 ＋a
 3
 ＝S
 3
 ＝2 a
 3
 ＋（-1）3
 ，得a
 3
 ＝2．

（2）解法一
 　为了求出通项公式，应先消除条件式中的S
 
n

 ．



接下来，逐步迭代就有



经验证a
 1
 也满足上式，故．


解法二
 　将关系式两边同除以（-1）
n

 ，得



（3）由通项公式得a
 4
 ＝2．

当n
 ≥3且n
 为奇数时，




 4.2.4　加强放缩

有些数列不等式问题直接证明原问题比证明其某个加强命题更困难，这时，我们不妨“欲擒故纵”，先通过证明原问题的某个“更强的命题”，从而“顺手牵羊”地解决原问题．这种方法我们称之为加强命题法，它是证明数列不等式问题的一种有效方法．


【例12】
 　求证：对一切n
 ∈Z
 ＋
 ，都有．


讲解
 　不等式左边是数列的前n
 项和，右边是一常数．因此，直接用数学归纳法是不可行的．




【例13】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝满足．求证：．


讲解
 　由于不等式右边为常数，因此，直接运用数学归纳法很难实现从k
 到k
 ＋1的过渡．为此，可先证明原不等式的加强不等式．

用数学归纳法证明原不等式的加强命题．

（1）当n
 ＝1时，命题成立；

（2）假设n
 ＝k
 时命题成立，即，则当n
 ＝k
 ＋1时，一方面有＞0，另一方面，有，

因此，当n
 ＝k
 ＋1时命题也成立．

由（1）（2）可知对一切n
 ∈Z
 ＋
 都成立，

所以得证．


评注
 　本题也可利用不动点求出数列｛a
 
n

 ｝的通项，再运用放缩法证得．求出函数的两个不动点，可得




所以，


【例14】
 　设0＜a
 ＜1，定义，证明：对n
 ∈Z
 ＋
 ，都有a
 
n

 ＞1．


讲解
 　用数学归纳法证明以下加强命题：．




评注
 　从表面看，加强命题似乎使原问题变复杂了，而实际上，通过加强命题可以换来一个较强的归纳假设，从而为归纳过渡的顺利完成奠定坚实的基础，反而有利于原问题的有效解决．



【例15】
 　已知数列｛a
 
n

 ｝满足：．求证：．


讲解
 　用放缩法证明以下加强命题：．




【例16】
 　数列｛a
 
n

 ｝满足：，求证：．


讲解
 　数列｛a
 
n

 ｝的递归函数为，由f
 （x
 ）＝x
 求得其不动点为±2，为此，可求出通项公式再进行放缩证明，当然，也可不求通项公式，先证明其加强命题而得证．

先用数学归纳法证明加强命题：对一切正整数n
 ，有．

（1）当n
 ＝1时，显然成立．

（2）假设n
 ＝k
 时，有，那么，

当n
 ＝k
 ＋1时，一方面由均值不等式，有，等号当且仅当时取得，因此，．

另一方面，．

当n
 ＝k
 ＋1时，也成立．

因此，．


【例17】
 　已知函数的图象过点（3，1），且方程f
 （x
 ）＝x
 有两个相等的实数根．

（1）求实数a
 ，b
 的值；

（2）若正项数列｛an

 ｝满足：，求通项an

 ；

（3）对满足（2）上的数列｛an

 ｝，若数列，Tn

 为数列的前n
 项和，证明：

．


讲解
 　（1）由函数的函数图象过点（3，1），得．

又方程f
 （x
 ）＝x
 有两个相等的实数根，得

有相等的实数根，故方程有等根x
 ＝0，则将a
 ＝3代入，得b
 ＝2，故．

（2）由an＋1

 ＝f
 （an

 ），得，即，

因此，，则．

（3），所以．








评注
 　数学思维开拓性指的是对一个问题能从多方面考虑；对一个对象能从多种角度观察；对一个题目能想出多种不同的解法，即一题多解．在一题多解的训练中，我们要密切注意每种解法的特点，善于发现解题规律，从中发现最有意义的简捷解法．本题第3小题的六种不同解法主要区别在于放缩的角度与技巧不同，有些技巧十分巧妙，不是一朝一夕能够掌握的，它需要不断积累，细心品味，逐步提高．



 4.2.5　借助导数放缩


【例18】
 　已知n
 ∈Z
 ＋
 ，求证：．


讲解
 　一般项为的连续形式为，有导数．




【例19】
 　对于n
 ∈Z
 ＋
 ，设，求证：．


讲解
 　一般项的连续形式为x
 -4
 ，有导数．




【例20】
 　求证：当n
 为正整数时，．


讲解
 　一般项的连续形式为，有导数．




评注
 　（*）处放缩用到了常见不等式：
 ．




 4.3　掌握重要不等式

在数学研究中，有许多形式优美而且具有重要应用价值的不等式，一般称其为重要不等式（高中教材中称其为经典不等式）．本节中将着重探讨均值不等式、柯西不等式．


 4.3.1　均值不等式

均值不等式：

设a
 1
 ，a
 2
 ，…，an

 为n
 个非负实数，它们的算术平均值记为，几何平均值记，调和平均值记为，平方平均值记为，则有如下关系：．

高中教材中主要研究以下均值不等式：

设a
 1
 ，a
 2
 ，…，an

 为n
 个非负实数，则．


【例1】
 　设a
 ，b
 ，c
 为正实数，求证：．


讲解
 　因为a
 ，b
 ，c
 为正实数，由均值不等式可得，




【例2】
 　已知x
 1
 x
 2
 …xn

 ＝1，且x
 1
 ，x
 2
 ，…，xn

 都是正数，

求证：．


讲解
 　将常数2拆成1＋1，得．将上述n
 个不等式相乘，得．


【例3】
 　证明：对于任意正整数n
 ，有．


讲解
 　原不等式等价于，故可设法使其左边转化为n
 个数的几何平均，而右边为其算术平均．




评注
 　要将n
 个变量的积的形式变为n
 ＋1个的形式的基本思路是在n
 个变量的积的基础上再乘1，变成n
 ＋1项，拼凑成均值不等式的形式．同理，要将n
 个变量的积的形式变为n
 ＋m
 个的形式的基本思路是在n
 个变量的积的基础上再乘m
 个1，变成n
 ＋m
 项，拼凑成均值不等式的形式．类似地可证．



【例4】
 　设x
 1
 ，x
 2
 ，…，xn

 都是正数，求证：．


证法一
 　由均值不等式得，

各式相加即可得．


证法二
 　．


评注
 　本题也可用柯西不等式证明如下：





【例5】
 　若a
 ，b
 ，c
 是不全相等的正数，求证：．


讲解
 　利用对数运算变形，将原不等式转化为，再用均值不等式证明．



又∵a
 ，b
 ，c
 是不全相等的正数，∴（*）式等号不成立．

所以原不等式成立．




评注
 　本题用了分析法与综合法的两种形式表达证明过程，其本质是一样的，其实，在不等式的证明过程中，是分析与综合交替使用的过程．



【例6】
 　若a
 ，b
 ，c
 ∈R
 *
 ，求证：．


讲解
 　从本题的结构特征分析，其形式是三项的和不小于三项的和，基本思路是利用三个均值不等式相加而成．




评注
 　本题的难点是要多次应用均值不等式．



【例7】
 　设x
 1
 ，x
 2
 ，…，xn

 ∈R
 ＋
 ，，求证：．


讲解
 　根据均值不等式，得




【例8】
 　（2008年南京大学自主招生考试试题）若正数a
 ，b
 ，c
 满足a
 ＋b
 ＋c
 ＝1，求证：．


证法一
 　（运用均值不等式）

注意到时，不等式的等号成立，将原不等式变形为

，

经观察要使不等式的等号成立，只需，解得m
 ＝9．于是运用均值不等式得



所以．


证法二
 　（仍用均值不等式）

注意到，不等式的等号成立（若从出发，不等式不能取等号，故不能运用二元均值不等式），应将平均分成m
 份，使得不等式取等号时，有，此时必须有，解得m
 ＝9，于是利用均值不等式得




证法四
 　（用函数的凹凸性）



结合二次函数图象可知x
 4
 -4x
 2
 -1＝t
 2
 -4t
 -1＜0，故f
 ″（x
 ）＞0，所以f
 （x
 ）在（0，1）上为凸函数，根据琴生不等式有：




评注
 　本题结论可作如下推广：已知a
 1
 ，a
 2
 ，…，an

 ∈R
 ＋
 且，则．证明方法同以上证法四．



 4.3.2　柯西不等式


柯西不等式：


设ai

 ，bi

 ∈R
 ，i
 ＝1，2，…，n
 ，则，等号当且仅当ai

 ＝kbi

 （k
 为常数，i
 ＝1，2，…，n
 ）时成立．


推论1：
 设ai

 ∈R
 ，i
 ＝1，2，…，n
 ，则．


推论2：
 设xi

 ，yi

 ∈R
 ，i
 ＝1，2，…，n
 ，则．


【例1】
 　若正数x
 ，y
 满足x
 ＋3y
 ＝5xy
 ，则3x
 ＋4y
 的最小值是（　）

A．

B．

C．5

D．6


讲解
 　若设3x
 ＋4y
 ＝t
 ，可用判别式法求解；减少未知数，可构造均值不等式或导数法求解；条件x
 ＋3y
 ＝5xy
 可变为，构造柯西不等式，3x
 ＋4y
 ≥5，当且仅当x
 ＝2y
 ，即x
 ＝1，时，3x
 ＋4y
 的最小值是5．


【例2】
 　设（x
 -3）2
 ＋（y
 -3）2
 ＝6，求的最大值．


讲解
 　设，则kx
 -y
 ＝0，应用柯西不等式，得：




评注
 　本题解法很多，其中利用柯西不等式求解如同神来之笔，值得细细品味和充分借鉴．



【例3】
 　（2009年高考全国卷Ⅰ第6题）已知向量
a

 ，
b

 ，
c

 是单位向量，且满足
a

 ·
b

 ＝0，求（
a

 -
c

 ）·（
b

 -
c

 ）的最大值和最小值．


讲解
 　设
c

 ＝（x
 ，y
 ），
a

 ＝（1，0），
b

 ＝（0，1），则x
 2
 ＋y
 2
 ＝1．



由柯西不等式得（12
 ＋12
 ）（x
 2
 ＋y
 2
 ）≥（x
 ＋y
 ）2
 ，




【例4】
 　如图4-3-1，椭圆中心在坐标原点，A
 （2，0），B
 （0，1）是它的两个顶点，直线y
 ＝kx
 （k
 ＞0）与AB
 相交于点D
 ，与椭圆相交于E
 、F
 两点．求四边形AEBF
 面积的最大值．


图4-3-1




讲解
 　由题意知，椭圆的方程为，如图所示，由椭圆的对称性易知四边形AEBF
 的面积等于四边形AOBF
 的面积的两倍．

设点F
 （x
 ，y
 ）（x
 ＞0），所以四边形AEBF
 的面积．



故四边形AEBF
 面积的最大值为．


【例5】
 　已知直线y
 ＝（1-x
 ）tanθ
 与双曲线-x
 2
 ＋y
 2
 cos2
 θ
 ＝1相切，求切线方程和切点坐标．


讲解
 　由柯西不等式，得



当且仅当，即x
 ＝-1时，．此时，由，得．

所以切线方程为y
 ＝x
 -1或y
 ＝1-x
 ，切点坐标为（-1，±2）．


【例6】
 　设a
 ＞0，b
 ＞0，求的最小值．



所以的最小值为9．


评注
 　利用重要不等式的结构拼凑成取到最值是解决最值问题的基本思路，本题除柯西不等式外，也可以通过均值不等式解决．



【例7】
 　已知a
 1
 ，a
 2
 ，a
 3
 ，…，an

 ，b
 1
 ，b
 2
 ，…，bn

 为正数，求证：




评注
 　本题的结论也可以作为证题的依据，它是柯西不等式的推论，在不等式证明中有较重要的作用．



【例8】
 　设ai

 ＞0（1，2，…，n
 ），且a
 1
 ＋a
 2
 ＋…＋an

 ＝1，



令an＋1

 ＝a
 1
 即可得证．


【例9】
 　设a
 1
 ＞a
 2
 ＞…＞an

 ＞an＋1

 ，

求证：


讲解
 　这道题初看似乎无法使用柯西不等式，但可以改变其结构．我们不妨改为求证：



为了运用柯西不等式，我们将a
 1
 -an＋1

 写成




【例10】
 　在△ABC
 中，设其各边长为a
 ，b
 ，c
 ，外接圆半径为R
 ，求证：




讲解
 　三角形的边角结构中，主要依据正、余弦定理转化，根据柯西不等式的结构正好能转化成正弦定理的形式，从而寻找出与外接圆半径的关系．

根据柯西不等式有




【例11】
 　设n
 为自然数，求证：．


讲解
 　由柯西不等式，得




【例12】
 　若n
 是不小于2的正整数，试证：



又由柯西不等式得




评注
 　此不等式左式的证明可由





【例13】
 　已知数列｛an

 ｝的首项

（1）求｛an

 ｝的通项公式；

（2）证明：对任意的；

（3）证明：．





（3）解法一　由（2）知，对任意的x
 ＞0，有




解法二
 　由柯西不等式，得，




评注
 　本题（3）的解法一是高考命题者提供的，解法二是笔者给出的．对比两种解法我们可以领略到柯西不等式在解题中的魅力．





 4.4　引入参数或参数方程


 4.4.1　引参换元

参数法是指在解题过程中，通过适当引入一些与题目研究的数学对象发生联系的新变量（参数），以此作为媒介，再进行分析和综合，从而解决问题．参数法解题的关键是恰到好处地引进参数，沟通已知和未知之间的内在联系，利用参数提供的信息，顺利地解答问题．换元法是引入参数的典型例子．本节我们主要讨论通过换元法引入参数．

换元法又称辅助元素法、变量代换法．常见形式是把某个式子看成一个整体，用一个变量去代替它，从而使问题得到简化．通过引进新的变量，可以把分散的条件联系起来、隐含的条件显露出来、把条件与结论联系起来；或者可以变为熟悉的形式，把复杂的计算和推证简化．换元的实质是转化，关键是构造元和设元，理论依据是等量代换，目的是变换研究对象，将问题移至新对象的知识背景中去研究，从而使非标准型问题标准化、复杂问题简单化，变得容易处理．它可以化高次为低次、化分式为整式、化无理式为有理式、化超越式为代数式，在研究方程、不等式、函数、数列、三角等问题中有广泛的应用．

使用换元法时，要遵循有利于运算、有利于标准化的原则，换元后要注重新变量范围的选取，一定要使新变量范围对应于原变量的取值范围，不能缩小也不能扩大．


【例1】
 　实数x
 、y
 满足4x
 2
 -5xy
 ＋4y
 2
 ＝5，设S
 ＝x
 2
 ＋y
 2
 ，求的值．


解法一
 　设代入条件得4S
 -5S
 sinα
 cosα
 ＝5，解得；




解法二
 　由S
 ＝x
 2
 ＋y
 2
 ，设，

则，代入已知式得，移项平方整理得




解法三
 　设x
 ＝a
 ＋b
 ，y
 ＝a
 -b
 ，代入条件整理得3a
 2
 ＋13b
 2
 ＝5，则，所以




评注
 　解法一由S
 ＝x
 2
 ＋y
 2
 联想到cos2
 α
 ＋sin2
 α
 ＝1，可进行“三角换元”．S
 的最大值和最小值还可由的有界性求得，即解不等式：．解法二为“均值换元”，将问题转化为二次函数（方程、不等式）问题．解法三为“和差换元”，换元后有可能简化代数式．



【例2】
 　△ABC
 的三个内角A
 、B
 、C
 满足：，求的值．


解法一
 　由A
 ＋C
 ＝2B
 ，得，设，代入已知等式得



两式分别相加、相减得




评注
 　两解法均为“均值换元”，主要目的就是减少变量．



【例3】
 　实数a
 、b
 、c
 满足a
 ＋b
 ＋c
 ＝1，求a
 2
 ＋b
 2
 ＋c
 2
 的最小值．


讲解
 　由a
 ＋b
 ＋c
 ＝1想到“均值换元法”，引入新的参数，即设




评注
 　由“均值换元法”引入了三个参数，将代数式进行了有效的简化．



【例4】
 　椭圆上有两点P
 、Q
 ，O
 为原点．连结OP
 、OQ
 ，

（1）求证：｜OP
 ｜2
 ＋｜OQ
 ｜2
 为一定值；

（2）求线段PQ
 中点M
 的轨迹方程．


讲解
 　由“换元法”引入新的参数，即设参数θ
 1
 、θ
 2
 对应P
 、Q
 两点，先计算得出一个结论，再计算｜OP
 ｜2
 ＋｜OQ
 ｜2
 ，并运用“参数法”求中点M
 的坐标，消参而得．



（2）由中点坐标公式得到线段PQ
 的中点M
 的坐标为

所以有，即所求线段PQ
 的中点M
 的轨迹方程为．


评注
 　由椭圆方程，联想到a
 2
 ＋b
 2
 ＝1，于是可进行“三角换元”（得到的即是椭圆的参数方程），通过换元引入新的参数，转化成为三角问题进行研究．本题还要求能够熟练使用三角公式和“平方法”，在由中点坐标公式求出M
 点的坐标后，将所得方程组稍作变形，再平方相加，即（cosθ
 1
 ＋cosθ
 2
 ）2
 ＋（sinθ
 1
 ＋sinθ
 2
 ）2
 ，这是求点M
 轨迹方程“消参法”的关键一步．一般地，求动点的轨迹方程运用“参数法”时，我们可以将点的x
 、y
 坐标分别表示成为一个或几个参数的函数，再运用“消去法”消去所含的参数，即得到了所求的轨迹方程．



【例5】
 　实数x
 、y
 满足，若x
 ＋y
 -k
 ＞0恒成立，求k
 的取值范围．



代入不等式x
 ＋y
 -k
 ＞0得3cosθ
 ＋4sinθ
 -k
 ＞0，

即k
 ＜3cosθ
 ＋4sinθ
 ＝5sin
 （θ
 ＋φ
 ），所以k
 ＜-5．


评注
 　本题进行三角换元，将代数问题（或者是解析几何问题）转化为含参三角不等式恒成立的问题，再运用“分离参数法”转化为三角函数的值域问题，从而求出参数范围．一般地，在遇到与圆、椭圆、双曲线的方程相似的代数式时，或者在解决圆、椭圆、双曲线等有关问题时，经常使用“三角换元”．



【例6】
 　设a
 ＞0，求f
 （x
 ）＝2a
 （sinx
 ＋cosx
 ）-sinx
 ·cosx
 -2a
 2
 的最大值和最小值．




评注
 　此题属于局部换元法，设sinx
 ＋cosx
 ＝t
 后，抓住sinx
 ＋cosx
 与sinx
 ·cosx
 的内在联系，将三角函数的值域问题转化为二次函数在闭区间上的值域问题．换元过程中一定要注意参数的范围与sinx
 ＋cosx
 对应，否则将会出错．一般地，在遇到题目已知和未知中含有sinx
 与cosx
 的和、差、积等而求三角式的最大值和最小值的题型时，即函数为f
 （sinx
 ±cosx
 ，sinx
 cosx
 ），经常用到sinx
 ±cosx
 ＝t
 这样设元的换元法，转化为在闭区间上的二次函数或一次函数的研究．





评注
 　将进行等量代换，减少了变量的个数．在解高次方程时，常使用换元法使方程次数降低．



【例8】
 　如图4-4-1，在扇形OAB
 中，∠AOB
 ＝60°，C
 为弧AB
 上的一个动点，若，则x
 ＋3y
 的取值范围是_____．


图4-4-1




讲解
 　如图4-4-2建立直角坐标系，不妨设扇形半径为1，


图4-4-2



则A
 （1，0），．设∠AOC
 ＝θ
 ，则C
 （cosθ
 ，．




评注
 　此题还可将问题转化为“已知x
 2
 ＋xy
 ＋y
 2
 ＝1，0≤x
 ≤1，0≤y
 ≤1，求x
 ＋3y
 的取值范围”．可由柯西不等式、均值不等式、判别式法等多种解法求得．



 4.4.2　分离参数

分离参数，就是将所求变量与其他变量分离开来，通过研究其他变量构成的解析式的性质来确定所求变量的范围．该法常用于函数中求参数范围的问题，是高考压轴题经常使用的方法，和分类讨论比较起来，该法具有思路清晰、有章可循、易操作等特点．


【例9】
 　已知函数，若对任意两个不等的正实数x
 1
 ，x
 2
 都有恒成立，求a
 的取值范围．


讲解
 　不妨设x
 1
 ＜x
 2
 ，则由得f
 （x
 2
 ）-f
 （x
 1
 ）＞2x
 2
 -2x
 1
 ，

即f
 （x
 2
 ）-2x
 2
 ＞f
 （x
 1
 ）-2x
 1
 ，则g
 （x
 ）＝f
 （x
 ）-2x
 在（0，＋∞）上为增函数，

，则在（0，＋∞）上恒成立，

故a
 ≥-x
 2
 ＋2x
 ．由-x
 2
 ＋2x
 ≤1，得a
 ≥1．


评注
 　通过构造函数将问题转化为单调性问题，通过导数转化为不等式问题，再通过参变分离将问题转化为函数值域问题．此题在得到在（0，＋∞）上恒成立后也可以利用二次函数的图象分类来解决．



【例10】
 　若f
 （x
 ）＝ax
 3
 -3x
 ＋1对于x
 ∈［-1，1］总有f
 （x
 ）≥0成立，求a
 的值．


讲解
 　若x
 ＝0，则不论a
 取何值，f
 （x
 ）≥0都成立．

当x
 ＞0，即x
 ∈（0，1］时，f
 （x
 ）≥0可化为，．

设，则，

所以g
 （x
 ）在区间上单调递增，在区间上单调递减，

因此，从而a
 ≥4；

当x
 ＜0，即［-1，0）时，f
 （x
 ）≥0可化为，


g
 （x
 ）在区间［-1，0）上单调递增，因此，从而a
 ≤4，

综上a
 ＝4．


评注
 　此题所求变量a
 较容易分离，关键要注意分离过程中的分类讨论．



【例11】
 　若定义在（0，＋∞）的函数f
 （x
 ）满足f
 （x
 ）＋f
 （y
 ）＝f
 （xy
 ），且x
 ＞1时不等式f
 （x
 ）＜0成立，若不等式对于任意x
 ，y
 ∈（0，＋∞）恒成立，求实数a
 的取值范围．


讲解
 　设0＜x
 1
 ＜x
 2
 ，则，有．

则，

即f
 （x
 2
 ）＜f
 （x
 1
 ），函数f
 （x
 ）在（0，＋∞）为减函数．

因此，；而（当且仅当x
 ＝y
 时取等号），又a
 ＞0，所以a
 的取>值范围是．


评注
 　当不等式两边为同一函数在相同区间内的两个函数值时，可以巧妙利用此函数的单调性，把函数值大小关系化归为自变量的大小关系，则问题可以迎刃而解．此题的参数可直接分离．



【例12】
 　已知函数，

（1）求函数f
 （x
 ）的单调区间；

（2）若不等式对于任意n
 ∈Z
 ＋
 都成立（其中e
 是自然对数的底数），求a
 的最大值．


分析
 　对于（2）不等式中只有指数含有a
 ，故可以将函数进行分离考虑．


讲解
 　（1）（略）函数f
 （x
 ）的单调增区间为（-1，0），f
 （x
 ）的单调减区间为（0，＋∞）．

（2）不等式等价于不等式．



于是，g
 ′（x
 ）＜0x
 ∈（0，1］，即g
 （x
 ）在区间（0，1］上为减函数．故g
 （x
 ）在（0，1］上的最小值为．

所以a
 的最大值为．


评注
 　不等式恒成立问题中，常常先将所求参数从不等式中分离出来，使参数和主元分别位于不等式的左右两边，然后再巧妙构造函数，最后化归为最值法求解．



【例13】
 　已知函数p
 （x
 ）＝x
 3
 ＋（k
 -1）x
 2
 ＋（k
 ＋5）x
 -1（其中k
 ∈R
 ）在区间（0，3）上不单调
 ，求k
 的取值范围．


讲解
 　p
 ′（x
 ）＝3x
 2
 ＋2（k
 -1）x
 ＋（k
 ＋5），

因p
 （x
 ）在区间（0，3）上不单调
 ，所以


p
 ′（x
 ）＝0在（0，3）上有实数解且无重根，

由p
 ′（x
 ）＝0得k
 （2x
 ＋1）＝-（3x
 2
 -2x
 ＋5），当2x
 ＋1≠0时有



令t
 ＝2x
 ＋1，有t
 ∈（1，7），

记，则h
 （t
 ）在（1，3］上单调递减，在［3，7）上单调递增，

所以有h
 （t
 ）∈［6，10），

于是，得k
 ∈（-5，-2］，

而当k
 ＝-2时有p
 ′（x
 ）＝0在（0，3）上有两个相等的实根x
 ＝1，故舍去，

所以k
 ∈（-5，-2）．


评注
 　此题实际上是将方程根的问题转化为函数值域的问题，是较为常见的参变量分离的问题．



【例14】
 　已知函数f
 （x
 ）＝-x
 3
 ＋6x
 2
 -9x
 ．若过点P
 （-1，m
 ）可作曲线y
 ＝f
 （x
 ）的切线有三条，求实数m
 的取值范围．


讲解
 　设过P
 点的切线切曲线于点（x
 0
 ，y
 0
 ），则切线的斜率，所以切线方程为，

故，要使过点P
 可作曲线y
 ＝f
 （x
 ）的切线有三条，则方程有三解，

即方程m
 ＝2x
 3
 -3x
 2
 -12x
 ＋9有三解，即直线y
 ＝m
 与曲线g
 （x
 ）＝2x
 3
 -3x
 2
 -12x
 ＋9有三个不同的交点，则g
 ′（x
 ）＝6x
 2
 -6x
 -12＝6（x
 ＋1）（x
 -2），易知-1，2为g
 （x
 ）的极大值点和极小值点，又g
 （x
 ）极小
 ＝-11，g
 （x
 ）极大
 ＝16，故满足条件的m
 的取值范围是-11＜m
 ＜16．


评注
 　此题是通过参数分离将根的个数问题转化为两个图象的交点个数问题．



【例15】
 　已知函数，其中a
 ∈R
 ．若g
 （x
 ）在其定义域内为增函数，求正实数a
 的取值范围．


讲解
 　g
 （x
 ）的定义域为（0，＋∞），，

因为g
 （x
 ）在其定义域内为增函数，所以




【例16】
 　已知函数．

（1）若y
 ＝f
 （x
 ）在［1，＋∞）上为单调函数，求m
 的取值范围；

（2）设，若在［1，e］上至少存在一个x
 0
 ，使得f
 （x
 0
 ）＞g
 （x
 0
 ）成立，求m
 的取值范围．


解法一
 　（1），由于y
 ＝f
 （x
 ）在［1，＋∞）上为单调函数，则mx
 2
 -2x
 ＋m
 ≥0或mx
 2
 -2x
 ＋m
 ≤0在［1，＋∞）上恒成立，即或在［1，＋∞）上恒成立，故m
 ≥1或m
 ≤0，综上，m
 的取值范围是（-∞，0］∪［1，＋∞）．

（2）构造函数，

当m
 ≤0时，由x
 ∈［1，e］得，所以在［1，e］上不存在这样的x
 0
 ，使得f
 （x
 0
 ）＞g
 （x
 0
 ）；

当m
 ＞0时，，由x
 ∈［1，e］，2e-2x
 ≥0，mx
 2
 ＋m
 ＞0，

则F
 ′（x
 ）＞0在［1，＋∞］上恒成立，故F
 （x
 ）在x
 ∈［1，e］上单调递增，

，由题意，只要，解得，故m
 的>取值范围是．


解法二
 　（2）由f
 （x
 ）＞g
 （x
 ）可得，令，则当x
 ∈［1，e］时，，则F
 （x
 ）在［1，e］上单调递减，故，所以．


评注
 　参变量分离可以避免较复杂的分类讨论，对观察和分析问题的能力要求略低，但得到的函数有可能较为复杂，需要较强的计算能力．



【例17】
 　（2011年高考浙江卷）设函数f
 （x
 ）＝（x
 -a
 ）2
 lnx
 ，a
 ∈R
 ．

（1）若x
 ＝e为y
 ＝f
 （x
 ）的极值点，求实数a
 ；

（2）求实数a
 的取值范围，使得对任意的x
 ∈（0，3e］，恒有f
 （x
 ）≤4e2
 成立．

注：e为自然对数的底数．


讲解
 　同3.2.3节例12．


【例18】
 　设函数f
 （x
 ）＝e
x

 -1-x
 -ax
 2
 ．

（1）若a
 ＝0，求f
 （x
 ）的单调区间；

（2）若当x
 ≥0时，f
 （x
 ）≥0，求a
 的取值范围．


解法一
 　（1）a
 ＝0时，f
 （x
 ）＝e
x

 -1-x
 ，f
 ′（x
 ）＝e
x

 -1．

当x
 ∈（-∞，0）时，f
 ′（x
 ）＜0；当x
 ∈（0，＋∞）时，f
 ′（x
 ）＞0．故f
 （x
 ）在（-∞，0）上单调递减，在（0，＋∞）上单调递增．

（2）f
 ′（x
 ）＝e
x

 -1-2ax
 ，由（1）知e
x

 ≥1＋x
 ，当且仅当x
 ＝0时等号成立．

故f
 ′（x
 ）≥x
 -2ax
 ＝（1-2a
 ）x
 ，从而当1-2a
 ≥0，即时，f
 ′（x
 ）≥0（x
 ≥0），

而f
 （0）＝0，于是当x
 ≥0时，f
 （x
 ）≥0．由e
x

 ＞1＋x
 （x
 ≠0）可得e-x

 ＞1-x
 （x
 ≠0）．

从而当时，，

故当x
 ∈（0，ln2a
 ）时，f
 ′（x
 ）＜0，而f
 （0）＝0，于是当x
 ∈（0，ln2a
 ）时，f
 （x
 ）＜0．

综合得a
 的取值范围为．


解法二
 　（1）略

（2）当x
 ≥0时，，即，

当x
 ＝0时，（*）式显然成立，即a
 ∈R
 ；当x
 ＞0时，，

令，则，

令，则，则h
 ′（x
 ）在（0，＋∞）上单调递增，由h
 ′（0）＝0，得h
 ′（x
 ）＞0，则h
 （x
 ）在（0，＋∞）上单调递增，由h
 （0）＝0，则h
 （x
 ）＞0，即g
 ′（x
 ）＞0，则g
 （x
 ）在（0，＋∞）上单调递增．

由洛必达法则，．

综上，．


评注
 　本题讲解二中参变分离后得到的函数较为复杂，值域（最值）不是很容易求出，需要连续求导和使用洛必达法则才能解决问题．“分离参数、连续求导、洛必达法则”是运用分离参数法解题的完整策略．



 4.4.3　参数方程


【例19】
 　直线（t
 为参数）和直线的交点P
 的坐标，及点P
 与Q
 （1，-5）的距离．


讲解
 　将代入，

得，而Q
 （1，-5），得．


评注
 　化直线的参数方程为一般方程是求解此类问题的基础．本问题也可应用直线参数方程中t
 的几何意义求解．



【例20】
 　求以椭圆x
 2
 ＋4y
 2
 ＝16内一点M
 （1，-1）为中点的弦所在的直线的方程．


讲解
 　设以点M
 （1，-1）为中点的弦所在的直线l
 的参数方程为（t
 为参数），并将这一方程代入椭圆方程得：（1＋t
 cosθ
 ）2
 ＋4（-1＋t
 sinθ
 ）2
 ＝16，化简得

由于点M
 （1，-1）为弦的中点，则交点的两参数t
 1
 ，t
 2
 的和为0，据韦达定理有cosθ
 -4sinθ
 ＝0，即，故所求直线的方程为，即x
 -4y
 -5＝0．


【例21】
 　已知直线l
 过点P
 （2，0），斜率为，直线l
 和抛物线y
 2
 ＝2x
 相交于A
 、B
 两点，设线段AB
 的中点为M
 ，求：

（1）P
 、M
 两点间的距离｜PM
 ｜；

（2）M
 点的坐标；

（3）线段AB
 的长｜AB
 ｜．


讲解
 　（1）∵直线l
 过点P
 （2，0），斜率为，设直线的倾斜角，，∴直线l
 的标准参数方程为（t
 为参数）（*）．

（1）∵直线l
 和抛物线相交，将直线的参数方程代入抛物线方程y
 2
 ＝2x
 中，

整理得8t
 2
 -15t
 -50＝0，Δ＝152
 ＋4×8×50＞0，设这个二次方程的两个根为t
 1
 、t
 2
 ，由韦达定理得，由M
 为线段AB
 的中点，根据t
 的几何意义，得．

（2）∵中点M
 所对应的参数为，将此值代入直线的标准参数方程（*），M
 点的坐标为即．

（3）．


评注
 　本题是向量与解析几何的综合题，有关直线与圆锥曲线关系的存在性问题，往往需要相应一元二次方程的判别式来判断．



【例22】
 　设椭圆的中心是坐标原点，长轴在x
 轴上，离心率，点到椭圆上的点的最远距离是，求椭圆的方程并求椭圆上到点P
 距离等于的点的坐标．


讲解
 　设椭圆的方程为，由，得a
 ＝2b
 ．设椭圆上点（x
 ，y
 ）到P
 的距离为d
 ，则



故有，解得b
 ＝1，a
 ＝2．即椭圆方程为．

由知所求点的坐标为．


评注
 　本题主要是应用椭圆的参数方程，将最值问题转化为二次函数在给定区间上的最值求解．



【例23】
 　椭圆上有两点P
 、Q
 ，O
 为原点，连结OP
 、OQ
 ，若，

（1）求证：｜OP
 ｜2
 ＋｜OQ
 ｜2
 为定值；

（2）求线段PQ
 中点M
 的轨迹方程．


分析
 　引入参数θ
 ，设（θ
 为参数），参数θ
 1
 、θ
 2
 对应P
 、Q
 两点，先计算得出一个结论，再计算｜OP
 ｜2
 ＋｜OQ
 ｜2
 ，并运用“参数法”求中点M
 的坐标，消参而得．


讲解
 　（1）设，



（2）由中点坐标公式得到线段PQ
 的中点M
 的坐标为

所以有，

即所求线段PQ
 的中点M
 的轨迹方程为．


评注
 　一般地，求动点的轨迹方程运用“参数法”时，我们可以将点的x
 、y
 坐标分别表示成为一个或几个参数的函数，再运用“消去法”消去所含的参数，即得到所求的轨迹方程．



【例24】
 　如图4-4-3，过抛物线y
 2
 ＝2px
 （p
 ＞0）的顶点作两条互相垂直的弦OA
 、OB
 ．


图4-4-3



（1）设OA
 的斜率为k
 ，试用k
 表示点A
 、B
 坐标；

（2）求弦AB
 中点M
 的轨迹方程．


讲解
 　（1）设OA
 的方程为y
 ＝kx
 ，联立方程，

解得，以替代上式中的k
 ，

解方程组解得　xB

 ＝2pk
 2
 ，yB

 ＝-2pk
 ．

得．

（2）设AB
 中点为M
 （x
 ，y
 ），则由中点坐标公式，

得消去参数k
 ，得y
 2
 ＝px
 -2p
 2
 ，即为M
 点轨迹的普通方程．


评注
 　应用参数方程求曲线的轨迹或轨迹方程重要的是消参，消参之后应注意参数及其表达式的取值范围．



【例25】
 　设P
 为等轴双曲线x
 2
 -y
 2
 ＝1上的一点，F
 1
 ，F
 2
 为两个焦点，

证明：｜F
 1
 P
 ｜·｜F
 2
 P
 ｜＝｜OP
 ｜2
 ．


讲解
 　设双曲线上的动点为P
 （x
 ，y
 ），双曲线的参数方程为（θ
 为参数），




评注
 　三角知识是应用参数解决问题的基础，需要熟练掌握．



【例26】
 　如图4-4-4，过点A
 （-2，m
 ）作直线l
 交椭圆于B
 、C
 ．点Q
 在弦BC
 上，且满足，求动点Q
 的轨迹方程．


图4-4-4




讲解
 　设直线l
 的参数方程为（t
 为参数）．

代入椭圆方程，并整理，得



消去α
 ，得ym
 -（x
 ＋1）＝0．

（1）当m
 ＝0时，所求轨迹是x
 ＝-1（过左焦点）被椭圆截下的弦；

（2）当m
 变动时，点Q
 的轨迹恒过定点F
 1
 （-1，0）．


评注
 　（1）已知椭圆的左准线的方程为x
 ＝-2，左焦点的坐标为F
 （-1，0），直线ym
 -（x
 ＋1）＝0是过点A
 （-2，m
 ）作椭圆的两条切线，切点连成的方程，不论点A
 在左准线上的什么位置，过A
 所作椭圆的切点弦总经过左焦点F
 ，反过来，若过椭圆的左焦点F
 作动弦MN
 ，过MN
 的端点M
 、N
 作椭圆的切线，两切线的交点一定在左准线上．


（2）过A
 作椭圆的任意一条割线，交椭圆于B
 、C
 ，交上述切点连线于Q
 ，则有性质．


【例27】
 　（2011年“华约”自主招生试题）双曲线是左、右焦点，P
 是右支上一点，且．

（1）求离心率e
 ；

（2）若A
 为双曲线左顶点，Q
 为右支上任一点，是否存在常数λ
 使∠QAF
 2
 ＝λ∠QF
 2
 A
 恒成立？


讲解
 　（1）如图4-4-5，在△PF
 1
 F
 2
 中，由余弦定理，得




图4-4-5



（2）由（1），双曲线方程为．若QF
 2
 ⊥x
 轴，此时Q
 （2a
 ，3a
 ），c
 ＝2a
 ，△QAF
 2
 为等腰直角三角形，．



所以存在常数，使恒成立．


评注
 　（2）上设，采用的是双曲线方程的参数形式，有利于借助三角公式化简．



【例28】
 　若抛物线y
 2
 ＝2px
 （p
 ＞0）的准线与对称轴的交点为点A
 ，过点A
 作抛物线的一条割线交抛物线于B
 ，C
 两点，过焦点F
 作与割线的倾斜角互补的直线交抛物线于M
 ，N
 两点，则｜FM
 ｜·｜FN
 ｜＝e2
 ｜AB
 ｜·｜AC
 ｜．


证明
 　如图4-4-6，易知．设割线AC
 的倾斜角为θ
 ，则直线AC
 的参数方程为

（t
 为参数）．


图4-4-6



将其代入y
 2
 ＝2px
 中，化简得t
 2
 sin2
 θ
 -2pt
 cosθ
 ＋p
 2
 ＝0，

由参数t
 的几何意义可知

又直线MN
 的倾斜角与直线AC
 的倾斜角互补，所以MN
 的倾斜角为π
 -θ
 ，则直线MN
 的参数方程为（t
 为参数），即（t
 为参数）．

将其代入y
 2
 ＝2px
 中，化简得t
 2
 sin2
 θ
 ＋2pt
 cosθ
 -p
 2
 ＝0．由参数t
 的几何意义可知



由①②得｜FM
 ｜·｜FN
 ｜＝｜AB
 ｜·｜AC
 ｜．

又抛物线的离心率e
 ＝1，故｜FM
 ｜·｜FN
 ｜＝e
 2
 ｜AB
 ｜·｜AC
 ｜．


评注
 　本题结论可推广为：


若圆锥曲线的一条准线与对称轴的交点为点A
 ，过点A
 作圆锥曲线的一条割线交曲线于B
 ，C
 两点，过相应焦点F
 作与割线的倾斜角互补的直线交圆锥曲线于M
 ，N
 两点，则｜FM
 ｜·｜FN
 ｜＝e
 2
 ｜AB
 ｜·｜AC
 ｜．其中e
 为圆锥曲线的离心率．


 好题新题精选（七）


1．
 已知直线l
 经过点P
 （1，1），倾斜角，

（1）写出直线l
 的参数方程；

（2）设l
 与圆x
 2
 ＋y
 2
 ＝4相交于A
 ，B
 两点，求点P
 到A
 ，B
 两点的距离之积．


2．
 点P
 在椭圆上，求点P
 到直线3x
 -4y
 ＝24的最大距离和最小距离．


3．
 过椭圆x
 2
 ＋2y
 2
 ＝2的一个焦点F
 （-1，0）作一直线交椭圆于P
 、Q
 两点．

（1）求｜PQ
 ｜的最大值与最小值；

（2）求△POQ
 面积的最大值（O
 为椭圆中心）．


4．
 已知抛物线y
 2
 ＝4x
 ，弦OQ
 、OR
 互相垂直（O
 为原点），以OQ
 、OR
 为邻边作矩形ORMQ
 ，求M
 点的轨迹方程．


5．
 已知椭圆，直线．P
 是l
 上的点，射线OP
 交椭圆于点R
 ，又点Q
 在OP
 上且满足，当点P
 在l
 上移动时，求点Q
 的轨迹方程，并说明轨迹是什么曲线．


6．
 设椭圆中心为原点O
 ，一个焦点为F
 （0，1），长轴和短轴的长度之比为t
 ．

（1）求椭圆的方程；

（2）设经过原点且斜率为t
 的直线与椭圆在y
 轴右边部分的交点为Q
 ，点P
 在该直线上，且，当t
 变化时，求点P
 的轨迹方程，并说明轨迹是什么图形．


7．
 如图，AB
 为过抛物线的焦点且垂直于对称轴的弦，点M
 分线段AB
 为1∶3，｜AB
 ｜＝m
 ，过M
 点的弦PQ
 使△AMP
 和△BMQ
 面积相等，求直线AB
 和PQ
 的夹角大小和弦PQ
 的长度．


第7题图




8．
 过椭圆的左顶点A
 作直线与椭圆交于Q
 点，与y
 轴交于R
 点，又过椭圆中心作OP
 ∥AQ
 且与椭圆交于P
 点．

求证：｜AQ
 ｜·｜AR
 ｜＝2｜OP
 ｜2
 ．

好题新题精选（七）解答


1．
 （1）直线的参数方程为即．






4．
 设动点M
 （x
 0
 ，y
 0
 ），抛物线（t
 为参数），，因为OQ
 ⊥OR
 ，所以，即t
 1
 ·t
 2
 ＝-1，设QR
 的中点为N
 （x
 ′，y
 ′），则由中点坐标公式得



即，故动点M
 的轨迹方程为y
 2
 ＝2（x
 -4）．


5．
 由题设知点Q
 不在原点．设P
 ，R
 ，Q
 的坐标分别为（xp

 ，yp

 ），（xR

 ，xR

 ），（x
 ，y
 ）其中x
 ，y
 不同时为零．设OP
 与x
 轴正方向的夹角为；


第5题答图





由点P
 在直线l
 上，点R
 在椭圆上，得方程组



将①②③④代入⑤⑥，整理得点Q
 的轨迹方程为（其中x
 ，y
 不同时为零）．所以点Q
 的轨迹是以（1，1）为中心，长、短半轴分别为和且长轴与x
 轴平行的椭圆、去掉坐标原点．








 4.5　借助平面几何知识

解析几何是用代数方法来研究曲线间关系的，因此，解解析几何问题的主要方法是坐标法：建立适当的坐标系，设点的坐标，设曲线方程，列出相应的关系式，解方程或方程组，找问题的联系点与转化点，从而实现问题的解答．但这样做往往计算量较大．事实上，解析几何可视为平面几何的数量化，因此，对于有些解析几何问题可充分利用平面几何的有关知识加以巧妙解决．

在解解析几何问题中常用的平面几何知识有：

1．直角三角形中斜边长恒大于直角边长；

2．三角形两边之和大于第三边，两边之差小于第三边；

3．圆中的垂径定理、切割线定理；

4．三角形中位线性质；

5．三角形的内角平分线定理；

6．直角三角形中的射影定理．


【例1】
 　设F
 1
 ，F
 2
 分别是椭圆的左右焦点，若在直线上存在点P
 使线段PF
 1
 的中垂线过点F
 2
 ，则此椭圆的离心率的取值范围为_____．


讲解
 　｜PF
 2
 ｜＝｜F
 1
 F
 2
 ｜＝2c
 ，｜PF
 2
 ｜≥｜F
 2
 Q
 ｜，




评注
 　若直接计算会异常繁琐．运用“直角三角形斜边长大于直角边长”则可轻松解决．此类题的核心在于将图中直线构成的封闭图形剥离出来，再运用平面几何知识处理，最后代入圆锥曲线的数值中计算，从而轻松解决原题．



【例2】
 　如图4-5-1所示，已知F
 1
 ，F
 2
 是双曲线的左、右焦点，点P
 在双曲线上且不与顶点重合，过F
 1
 作∠F
 1
 PF
 2
 的角平分线的垂线，垂足为A
 ，若｜OA
 ｜＝b
 ，则双曲线的离心率为_____．


图4-5-1




讲解
 　如图4-5-2所示，延长F
 1
 A
 交F
 2
 P
 于点Q
 ，易知，AQ
 ＝F
 1
 A
 ，PQ
 ＝PF
 1
 ．


图4-5-2






评注
 　本题运用了相似三角形知识，解题过程巧妙而精美．



【例3】
 　已知F
 1
 ，F
 2
 为椭圆的两个焦点，M
 是椭圆上与F
 1
 ，F
 2
 不共线的任意一点，I
 是△MF
 1
 F
 2
 的内心，延长MI
 交F
 1
 F
 2
 与点N
 ，求．




【例4】
 　设圆x
 2
 ＋y
 2
 -4x
 -5＝0的弦AB
 的中点为Q
 （3，1），直线AB
 交x
 轴于点P
 ，求｜PA
 ｜·｜PB
 ｜．


讲解
 　由已知得圆心C
 （2，0），∵Q
 （3，1）为弦AB
 的中点，∴CQ
 ⊥AB
 ．

又∵kCQ

 ＝-1，∴kAB

 ＝1，可得直线AB
 的方程为x
 ＋y
 -4＝0，

∴直线AB
 交x
 轴于点P
 （4，0）．

又∵圆C
 与x
 轴的交点为M
 （-1，0），N
 （5，0），∴｜PM
 ｜＝5，｜PN
 ｜＝1，

由圆的相交弦定理得｜PA
 ｜·｜PB
 ｜＝｜PM
 ｜·｜PN
 ｜＝5．


【例5】
 　已知椭圆的左右焦点分别为F
 1
 与F
 2
 ，点P
 在直线上，当∠F
 1
 PF
 2
 取最大值时，求的值．


讲解
 　由平面几何知，要使∠F
 1
 PF
 2
 最大，则过F
 1
 ，F
 2
 ，P
 三点的圆必定和直线l
 相切于P
 点，设直线l
 交x
 轴于点，则∠APF
 1
 ＝∠AF
 2
 P
 ，即△APF
 1
 ∽



而，从而有，代入①②得．


【例6】
 　已知斜率为1的直线l
 与双曲线相交于B
 、D
 两点，且BD
 的中点M
 （1，3）．

（1）求C
 的离心率；

（2）设C
 的右顶点为A
 ，右焦点为F
 ，｜DF
 ｜·｜BF
 ｜＝17，证明：过A
 、B
 、D
 三点的圆与x
 轴相切．

（1）解法一
 　由题设知，l
 的方程为y
 ＝x
 ＋2，代入C
 的方程，并化简得





连结MA
 ，则由A
 （1，0），M
 （1，3）知｜MA
 ｜＝3，从而MA
 ＝MB
 ＝MD
 ，且MA
 ⊥x
 轴，

因此，以M
 为圆心，MA
 为半径的圆经过A
 、B
 、D
 三点，且在点A
 处与x
 轴相切，所以过A
 、B
 、D
 三点的圆与x
 轴相切．


解法二
 　过A
 ，B
 ，D
 的圆与x
 轴相切，则A
 应是切点，又M
 是弦AB
 的中点，可猜想MA
 ⊥Ox
 ，此时A
 （1，0），即a
 ＝1，且AB
 ⊥AD
 ，



所以AB
 ⊥AD
 ，又MA
 ⊥Ox
 ，所以该圆以BD
 为直径，且与x
 轴相切于点A
 ，


评注
 　本题（1）的解法二运用的是点差法．（2）则充分运用平面几何知识，作出“AB
 ⊥AD
 ”的猜想，进而通过验算证明此猜想，使原问题得到简便解答．



【例7】
 　如图4-5-3，椭圆的顶点为A
 1
 ，A
 2
 ，B
 1
 ，B
 2
 ，焦点为


图4-5-3



（1）求椭圆C
 的方程；

（2）设n
 是过原点的直线，l
 是与n
 垂直相交于P
 点、与椭圆相交于A
 ，B
 两点的直线，，是否存在上述直线l
 使成立？若存在，求直线l
 的方程．若不存在，请说明理由．



由①②③解得a
 2
 ＝4，b
 2
 ＝3，故椭圆C
 的方程为

．

（2）解法一
 　设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），假设使成立的直线l
 存在，当l
 不垂直于x
 轴时，设l
 的方程为y
 ＝kx
 ＋m
 ，

由l
 与n
 垂直相交于P
 点且得，即m
 2
 ＝k
 2
 ＋1，



将m
 2
 ＝1＋k
 2
 代入⑥并化简得-5（k
 2
 ＋1）＝0，矛盾．即此时直线l
 不存在．

当l
 垂直于x
 轴时，满足的直线l
 的方程为x
 ＝1或x
 ＝-1，

当x
 ＝1时，A
 ，B
 ，P
 的坐标分别为，



当x
 ＝-1时，同理可得，矛盾，即此时直线l
 也不存在．

综上可知，使成立的直线l
 不存在．


解法二
 　设P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），可知

，在△OAB
 中，有AP
 ·PB
 ＝OP
 2
 ，由直角三角形中射影定理的逆定理，可知△OAB
 是直角三角形，于是由OA
 ⊥OB
 ，得，因此，x
 1
 x
 2
 ＋y
 1
 y
 2
 ＝0．

又直线，则l
 是单位圆的切线，其方程为x
 0
 x
 ＋y
 0
 y
 ＝1．





所以，所求的直线l
 不存在．


评注
 　解法一是常规解法，解法二根据AP
 ·PB
 ＝OP
 2
 ，借助平面几何的知识“直角三角形射影定理的逆定理”得出OA
 ⊥OB
 ，从而x
 1
 x
 2
 ＋y
 1
 y
 2
 ＝0，简化了计算，使原问题得以巧妙解答．



【例8】
 　如图4-5-4，已知m
 ＞1，直线，椭圆，F
 1
 F
 2
 分别为椭圆C
 的左、右焦点．


图4-5-4



（1）当直线l
 过右焦点F
 2
 时，求直线l
 的方程．

（2）设直线l
 与椭圆C
 交于A
 ，B
 两点，△AF
 1
 F
 2
 ，△BF
 1
 F
 2
 的重心分别为G
 ，H
 ．若原点O
 在以线段GH
 为直径的圆内，求实数m
 的取值范围．


讲解
 　（1）因为直线经过，所以，得m
 2
 ＝2，又因为m
 ＞1，所以，故直线l
 的方程为．





所以m
 的取值范围是（1，2）．


解法二
 　由G
 为△AF
 1
 F
 2
 的重心，知O
 ，G
 ，A
 三点共线，同理，O
 ，H
 ，B
 三点共线，由原点O
 在以线段GH
 为直径的圆内，可知∠GOH
 ＞90°，即∠AOB
 ＞90°，



因此，可得m
 的取值范围是（1，2）．

图4-5-5


评注
 　本题是2010年浙江省高考试题．解法一是命题者提供的答案，条件中重心G
 ，H
 的转化较繁琐，利用条件中“点O
 在GH
 为直径的圆内”，写出“2｜MO
 ｜＜｜GH
 ｜”不易想到，且运算量较大，解法二利用平面几何知识“直径所对圆周角为直角的推广”，得到∠AOB
 ＞90°，使解答更自然简捷．


【例9】
 　AB
 是通过圆锥曲线的一个焦点F
 的一条弦，A
 ，B
 在焦点F
 相应准线l
 上的射影分别为A
 1
 ，B
 1
 ，设A
 1
 F
 ，B
 1
 F
 的中点分别为M
 ，N
 ，则直线AM
 与BN
 的交点P
 一定在准线l
 上．


讲解
 　如图4-5-5，设A
 1
 F
 ，B
 1
 F
 的延长线分别与B
 1
 B
 ，A
 1
 A
 的延长线交于C
 ，D
 ，圆锥曲线的离心率为e
 ，


图4-5-5





由①②得｜BB
 1
 ｜＝｜BC
 ｜，即B
 是B
 1
 C
 的中点．

而N
 是FB
 1
 的中点，故BN
 ∥CF
 ，即BN
 ∥CA
 1
 ，

所以直线BN
 过A
 1
 B
 1
 的中点．

同理，直线AM
 过A
 1
 B
 1
 的中点．因此直线AM
 与BN
 的交点P
 一定在准线l
 上．


【例10】
 　过圆锥曲线E
 的一个焦点F
 的一直线（不与焦点所在的对称轴重合）交E
 于不同两点A
 ，B
 ，这两点和E
 上任一点C
 的连线AC
 ，BC
 分别和F
 的对应准线l
 交于M
 ，N
 ，则以MN
 为直径的圆必过焦点F
 ．


讲解
 　如图4-5-6，连结MF
 ，NF
 ，并作AA
 1
 ⊥l
 ，BB
 1
 ⊥l
 ，CC
 1
 ⊥l
 ，A
 1
 ，B
 1
 ，C
 1
 为垂足，D
 为CF
 延长线上一点．


图4-5-6





由三角形外角平分线性质定理的逆定理，得MF
 平分∠AFD
 ．

同理，NF
 平分∠BFD
 ，且∠AFD
 ＋∠BFD
 ＝180°．

因此∠MFN
 ＝90°，即以MN
 为直径的圆过焦点F
 ．


【例11】
 　（2011年高考全国卷Ⅱ第21题）如图4-5-7，已知O
 为坐标原点，F
 为椭圆在y
 轴正半轴上的焦点，过F
 且斜率为的直线与C
 交于A
 、B
 两点，点P
 满足．


图4-5-7



（1）证明：点P
 在C
 上；

（2）设点P
 关于点O
 的对称点为Q
 ，证明：A
 、P
 、B
 、Q
 四点在同一圆上．


讲解
 　（1）略．

（2）因为点P
 关于点O
 的对称点为，所以P
 、Q
 、M
 、Q
 四点共线，即点M
 在直线PQ
 上．设A
 （x
 1
 ，y
 1
 ），B
 （x
 2
 ，y
 2
 ），线段AB
 的中点M
 （x
 0
 ，y
 0
 ）．



所以．因此，｜MA
 ｜·｜MB
 ｜＝｜MP
 ｜·｜MQ
 ｜，由相交弦定理的逆定理可知A
 、P
 、B
 、Q
 四点在同一圆上．




 4.6　运用曲线系方程

方程或方程组的解法思想一般是：多元则消元，高次则降次．对此，学生都有足够的认识与体会，因为这是解方程或解方程组的基本出发点，或者可以说已形成了大家的一种思维模式．但对利用曲线系方程巧妙地解题往往被师生所忽视，从而导致部分试题在解题时出现繁杂的计算过程，阻碍解题顺利进行，甚至思维受阻，无功而返．试想，如果学生能熟练掌握曲线系方程，并在相关问题中加以运用，那么解题过程一定会更加流畅，解题效率也将会大大地提高．下面从三个角度通过实例形式对曲线系的类型、性质、特征加以解读．


 4.6.1　一次曲线系方程

从图形角度来讲，一次曲线系方程所对应曲线是直线，不同类型的一次曲线系方程则对应满足不同的条件的直线系，下面进行分类解读．

类型一：过定点型直线系方程

①过定点（x
 0
 ，y
 0
 ）的直线系方程：λ
 1
 （y
 -y
 0
 ）＋λ
 2
 （x
 -x
 0
 ）＝0，其中λ
 1
 、λ
 2
 为参数；

②若直线l
 1
 ：A
 1
 x
 ＋B
 1
 y
 ＋C
 1
 ＝0与直线l
 2
 ：A
 2
 x
 ＋B
 2
 y
 ＋C
 2
 ＝0相交于点P
 （x
 0
 ，y
 0
 ），

过P
 的直线系方程：λ
 1
 （A
 1
 x
 ＋B
 1
 y
 ＋C
 1
 ）＋λ
 2
 （A
 2
 x
 ＋B
 2
 y
 ＋C
 2
 ）＝0，其中λ
 1
 、λ
 2
 为参数．

类型二：平行直线系方程

①与直线Ax

 ＋By

 ＋C
 ＝0平行的直线系方程：Ax

 ＋By

 ＋λ
 ＝0，λ
 为参数；

②与直线Ax

 ＋By

 ＋C
 ＝0垂直的直线系方程：Bx

 -Ay

 ＋λ
 ＝0，λ
 为参数．

类型三：与距离相关直线系方程

①与原点距离等于定值r
 （r
 ＞0）的直线系方程：x
 cosθ
 ＋y
 sinθ
 ＝r
 ，其中θ
 为参数；

②在两坐标轴上的截距和为定值λ的直线系方程：，其中λ为参数．

一次曲线系方程主要可用以解决直线过定点问题、过两直线交点问题以及一些与直线相关的问题，下面以具体问题为例说明．


【例1】
 　求经过两直线2x
 -3y
 ＝1，3x
 ＋2y
 ＝2的交点，且平行于直线y
 ＋3x
 ＝0的直线方程．


解法一
 　因为所求直线经过两直线2x
 -3y
 ＝1、3x
 ＋2y
 ＝2的交点，所以可设为




解法二
 　因为所求直线与直线y
 ＋3x
 ＝0平行，故可设为y
 ＋3x
 ＋λ
 ＝0（λ
 ≠0），

因为所求直线过两直线2x
 -3y
 ＝1，3x
 ＋2y
 ＝2的交点，

解方程组，得

把点代入y
 ＋3x
 ＋λ
 ＝0，得，故所求直线方程为39x
 ＋13y
 -25＝0．


解法三
 　过两直线2x
 -3y
 ＝1，3x
 ＋2y
 ＝2的交点的直线系方程可设为




评注
 　本题难度不大，但它不仅能检测学生的基本运算能力，更能有效锻炼学生的发散性思维能力．



【例2】
 　（2008年高考江苏卷试题）在平面直角坐标系中，设△ABC
 的顶点分别为A
 （0，a
 ），B
 （b
 ，0），C
 （c
 ，0），点P
 （0，p
 ）在线段AO
 上（异于端点），设a
 ，b
 ，c
 ，p
 均为非零实数，直线BP
 ，CP
 分别交AC
 ，AB
 于点E
 ，F
 ，一同学已正确算得OE
 的方程：

，请你求OF
 的方程：．


讲解
 　由截距式得直线，直线，因为F
 可以看作是直线CP
 与AB
 的交点，由一次曲线系方程可知，可设直线OF
 的方程为，因为直线OF
 过原点O
 （0，0），代入可得λ＝-1，故直线OF
 的方程为


评注
 　合理、恰当、准确地运用曲线系方程，往往可以使解题事半功倍，当然前提条件是必须熟悉各类曲线系．



【例3】
 　经过点（3，2）的一条动直线分别交x
 轴，y
 轴于M
 ，N
 两点，设Q
 为MN
 的中点，连结OQ
 并延长到P
 ，使｜OP
 ｜＝2｜OQ
 ｜，求点P
 的轨迹方程．


讲解
 　因为点（3，2）为两条直线x
 -3＝0和y
 -2＝0的交点，则过点（3，2）的直线系方程为x
 -3＋λ
 （y
 -2）＝0（不包括直线y
 -2＝0）．于是得，设点Q
 ，P
 的坐标分别为（x
 0
 ，y
 0
 ）和（x
 ，y
 ），则，因为点Q
 为MN
 的中点，由中点公式得，消去参数λ得点P
 的轨迹方程为，即xy
 -2x
 -3y
 ＝0，x
 ≠3．


评注
 　过定点的直线不一定非要设成点斜式方程，也可以创造性地构造两条过定点的直线，然后再用直线系方程表示．



【例4】
 　已知点H
 （0，-3），点P
 在x
 轴上，点Q
 在y
 轴正半轴上，点M
 在直线PQ
 上，且满足．

（1）当点P
 在x
 轴上移动时，求动点M
 的轨迹C
 的方程；

（2）过定点A
 （a
 ，b
 ）的直线与曲线C
 相交于两点S
 、R
 ，求证：曲线C
 在S
 、R
 两点处的切线的交点B
 恒在一条直线上．


讲解
 　（1）（过程略去）曲线C
 的方程为．

（2）设，则直线SR
 的方程为

即4y
 ＝（x
 1
 ＋x
 2
 ）x
 -x
 1
 x
 2
 ．

因为点A
 在直线SR
 上，所以



故交点B
 恒在一条直线ax
 -2y
 -2b
 ＝0上．


评注
 　过点A
 有一直线系，即直线SR
 ，过点S
 、R
 又各有一直线系，即切线SB
 、RB
 ，但切线SB
 、RB
 上没有定点，只与点S
 、R
 有关．因此，交点B
 的轨迹须由三个直线系方程共同确定．



【例5】
 　在四边形ABCD
 中，对角线AC
 平分∠BAD
 ，在CD
 上取一点E
 ，BE
 与AC
 相交于F
 ，延长DF
 交BC
 于G
 ．求证：∠GAC
 ＝∠EAC
 ．


讲解
 　如图4-6-1，以A
 为原点，AC
 所在直线为x
 轴建立直角坐标系．


图4-6-1



设C
 （m
 ，0）、F
 （n
 ，0）、D
 （x
 1
 ，kx
 1
 ）．因为AC
 平分∠BAD
 ，故设B
 （x
 2
 ，-kx
 2
 ），所以CD
 的方程为

（x
 -x
 1
 ）（0-kx
 1
 ）＝（y
 -kx
 1
 ）（m
 -x
 1
 ），

即kx
 1
 x
 ＋（m
 -x
 1
 ）y
 -kmx
 1
 ＝0；


BF
 的方程为（x
 -x
 2
 ）（0＋kx
 2
 ）＝（y
 ＋kx
 2
 ）（n
 -x
 2
 ），

即kx
 2
 x
 -（n
 -x
 2
 ）y
 -knx
 2
 ＝0；

过点E
 的直线系方程为



又点E
 （0，0），代入上述方程得，

整理直线AE
 方程得．同理可得，直线AG
 的方程为，显然，直线AE、AG
 的倾斜角互补，由图4-6-1可知，E
 在x
 轴上方，G
 在x
 轴下方．因此，∠GAC
 ＝∠EAC
 得证．


评注
 　解析法解决平面几何问题确实可以使试题的思维量大大下降，又因为直线系方程的巧妙运用，使得解析法证明过程中的计算量降到了最低．



【例6】
 　（2003年高考天津卷试题）
 已知常数a
 ＞0，向量，经过原点O
 以为方向向量的直线与经过定点为方向向量的直线相交于点P
 ，其中．试问：是否存在两个定点E、F
 ，使得｜PE
 ｜＋｜PF
 ｜为定值，若存在，求出E、F
 的坐标；若不存在，说明理由．


讲解
 　因为，所以，所以直线OP
 和AP
 的方程分别为，

由②得　③，将①代入③，消去λ
 得关于x、y
 的方程



因为（x，y
 ）即为点P
 的坐标，显然，点P
 在以（）为中心的椭圆或圆上，下面分情况说明．

当时，E、F
 的坐标分别为；当时，E、F
 的坐标分别为；当时，不存在满足条件的E、F
 ．


评注
 　利用曲线系方程可以减少计算量，但本题求出关于x、y
 的方程不仅仅是减少计算量问题，更是体现了在思维层面上的高要求，即过点P
 有一个直线系，随着λ
 的不同取值，点P
 在不断变换位置．因此，只有求出点P
 坐标满足的方程，才能展开对后续问题的求解，这是关键一环．



 4.6.2　二次曲线系方程

从方程所对应的曲线来说，二次曲线系方程所对应的图形要比一次曲线系复杂得多，因为二次曲线方程可以表示圆、圆锥曲线以及由圆锥曲线退化而成的两条直线．

类型四：圆系方程

①若直线与圆相交于A，B
 两点，则曲线系方程：（λ
 为参数），表示过A，B
 的所有圆．

②若圆表示两个相交圆，则曲线系方程：为参数），表示过交点的所有圆（共轴圆，λ
 1
 ＋λ
 2
 ≠0）或一条直线（根轴，λ
 1
 ＋λ
 2
 ＝0）．

③若（x
 0
 ，y
 0
 ）表示圆上的任意一点，则曲线系方程：

（λ
 为参数），表示与C
 相切于点（x
 0
 ，y
 0
 ）的所有圆．

类型五：圆锥曲线系方程

①共焦点圆锥曲线系方程：（c
 为焦半径，λ
 为参数）．当λ
 ＞0时，表示共焦点椭圆系；当时，表示共焦点双曲线；时，无轨迹．

②共离心率圆锥曲线系方程：（λ
 为参数，λ
 ＞0）．

③共顶点圆锥曲线系方程：（λ
 为参数）．

④共渐近线双曲线系方程：（λ
 为参数，λ
 ≠0）．

类型六：用直线方程构成的二次曲线系方程

①若四条直线相交于不共线的四点，

，则二次曲线系方程：

（λ
 1
 ，λ
 2
 为参数）表示过此四点的所有二次曲线．

②若三条直线相交于不共线三点P
 
i

 ，则二次曲线系方程：（λ
 1
 ，λ
 2
 ，λ
 3
 为参数）表示过此三点的所有二次曲线．

③与两条直线相交于P
 1
 、P
 2
 两点的二次曲线系方程：

为经过P
 1
 、P
 2
 的直线方程，λ
 1
 ，λ
 2
 为参数）．

二次曲线系方程形式较多，内涵丰富，熟练掌握二次曲线系方程，是竞赛数学的基本要求，它主要可以解决求过定点曲线、证明四点共圆、求动点轨迹和证明平面几何等问题，下面给出具体例题．


【例7】
 　已知圆，问是否存在斜率为1的直线l
 ，使直线l
 被圆C
 截得的弦AB
 为直径的圆经过原点，若存在，写出直线l
 的方程；若不存在，说明理由．


讲解
 　假设存在直线l
 ，其方程为y
 ＝x
 ＋b
 ，则以AB
 为弦的圆系方程为

，整理得0，因为圆过原点，所以λ
 b
 -4＝0．又因为圆心在直线y
 ＝x
 ＋b
 上，所以，解得λ
 ＝b
 ＋3代入λ
 b
 -4＝0得b
 ＝-4或b
 ＝1．经检验y
 ＝x＋1和y
 ＝x
 -4都和圆C
 相交，故存在满足条件的直线l
 ，其方程为y
 ＝x＋1或y
 ＝x
 -4．


评注
 　恰当地使用圆系方程可以避免求交点坐标带来的繁琐运算，但使用圆系方程解题，最后结果必须加以验证，因为圆系方程的构成是建立在两曲线相交的前提条件下．



【例8】
 　求过两圆和的两交点的圆中，面积最小的圆的方程．


讲解
 　设圆C
 1
 、C
 2
 相交于A
 、B
 两点，过A
 、B
 两点的曲线方程可设为

．当λ
 ＝-1时，此方程表示过A
 、B
 两点的直线，即；

当λ
 ≠-1时，此方程表示过A
 、B
 两点的所有圆（除C
 2
 以外）．显然，当A
 B
 为直径时，此圆面积取到最小．因为C
 1
 、C
 2
 的圆心分别为（1，1）和（0，0），即两圆心所在直线方程为y
 -x
 ＝0．解方程组即A
 B
 的中点为，而圆的圆心为，则有，解得，代入圆方程得，此圆半径，故过两圆交点面积最小的圆的方程为．


评注
 　圆系方程的运用可以使求过两圆交点曲线问题大大简化，但如果为了运算方便而选择使用带一个参数的圆系方程，则切记讨论圆系中漏掉的那个圆，就好像过定点的直线方程假设，如果选用点斜式则必须讨论斜率不存在的情况．



【例9】
 　求与圆切于点A
 （3，6），且过点B
 （5，6）的圆的方程．


讲解
 　与圆相切于点A
 （3，6）的圆系方程可以设为

，又因为此圆经过点B
 （5，6），把点B
 （5，6）代入圆系方程，得λ
 ＝-2，故所求圆的方程为．


评注
 　在本题的解题过程中是直接套用了与圆相切一点的圆系方程，其实也可以将点（x
 0
 ，y
 0
 ）看成是半径为0的圆（点圆），即（x
 -3）2
 ＋（y
 -6）2
 ＝0，这种思想在椭圆中仍然适用．



【例10】
 　给定曲线族：2（2sinθ
 -cosθ
 ＋3）x
 2
 -（8sinθ
 ＋cosθ
 ＋1）y
 ＝0（θ
 为参数）．求该曲线在直线y
 ＝2x
 上所截得的弦长的最大值．


讲解
 　由已知得，该曲线族恒过原点，而直线y
 ＝2x
 也过原点，已知曲线族在y
 ＝2x
 上所截得弦长仅取决于曲线族与y
 ＝2x
 的另一个交点坐标．把y
 ＝2x
 代入曲线族方程得

2（2sinθ
 -cosθ
 ＋3）x
 2
 -2（8sinθ
 ＋cosθ
 ＋1）x
 ＝0，当x
 ≠0时，有

2（2sinθ
 -cosθ
 ＋3）x
 -2（8sinθ
 ＋cosθ
 ＋1）＝0，则（2x
 -8）sinθ
 -（x
 ＋1）cosθ
 ＋3x
 -1＝0，令μ
 ＝cosθ
 ，ν
 ＝sinθ
 ，得，于是，问题转化为直线系（2x
 -8）ν
 -（x
 ＋1）μ
 ＋3x
 -1＝0与单位圆有交点．因为圆心到直线距离不大于半径，即，解得-8≤x
 ≤2．把x
 ＝-8代入y
 ＝2x
 ，得y
 ＝-16，所以，因此弦长最大值为．


评注
 　看似高深的曲线族，通过逐层分解、数形结合和曲线系方程的运用，使得解题过程不仅流畅，更是简洁明了．



【例11】
 　求与双曲线有共同的渐近线，且与直线5x
 -6y
 -8＝0相切的标准双曲线方程．


解法一
 　设所求双曲线的方程为，因为其与直线5x
 -6y
 -8＝0相切，且显然其渐近线都不平行于直线5x
 -6y
 -8＝0，故可由方程组消去x
 ，得，其判别式Δ
 ＝（-6）2
 -4×4×（25λ
 -4）＝0，解得．

故所求双曲线的标准方程为．


解法二
 　设所求双曲线的方程为，即，设其与直线5x
 -6y
 -8＝0相切的切点为（），则切线方程为，所以有，所以，代入所求双曲线的方程中，化简得4λ
 2
 ＝λ
 ，又因为λ
 ≠0，所以．故所求双曲线的标准方程为．


解法三
 　设所求双曲线的方程为，因为已知切线的斜率为，故应用斜率为m
 的双曲线的切线方程为，得切线方程为．故与已知切线方程对比系数，得，所以．故所求双曲线的标准方程为．


解法四
 　设所求双曲线的方程为，再令过双曲线上一点（）的切线方程为，因为它和直线5x
 -6y
 ＝8重合，所以有，根据等比定理可得代入原双曲线方程得．所以所求双曲线的标准方程为．


评注
 　从上述四种解法可以看到，平时注意曲线系方程的研究，不仅可以巩固所学内容、理解课本知识，更能提高学习水平、启迪思维．这样的一道多解练习题不仅有利于提高综合运用知识能力，对于培养学生的探索精神和创新意识也会起到积极的作用．



【例12】
 　求与抛物线相切于点P
 （0，3），Q
 （-1，-2）两点，且过点A
 （-2，1）的圆锥曲线方程．


讲解
 　本题可以从两个角度设出过两切点的曲线系方程．


解法一
 　设过两点P，Q
 的切线方程为l
 1
 ，l
 2
 ，

则，

化简得，．

则过两切点的圆锥曲线系为．

又因为曲线过点A
 （-2，1），所以．

代入圆锥曲线系方程可得所求圆锥曲线方程为


解法二
 　过点P
 （0，3），Q
 （-1，-2）两切点的直线方程为5x
 -y
 ＋3＝0，则过两点的曲线系为．

把点A
 （-2，1）代入，得，故求得圆锥曲线方程为


评注
 　该题是奥数集训题，用常规思维来解较难，但若通过现有直线系、圆系和圆锥曲线系等进行巧妙的合成，问题就显得简单多了．



【例13】
 　已知三角形三边所在直线方程分别为x
 -6＝0、x
 ＋2y
 ＝0和x
 -2y
 ＋8＝0．求这个三角形的外接圆方程．


讲解
 　经过三角形三顶点的二次曲线系方程为

，整理得



此方程表示圆的充要条件是1＋λ
 1
 ＋λ
 2
 ＝-4λ
 1
 和2-2λ
 2
 ＝0同时成立，得且λ
 2
 ＝1，代入原方程，得，此即为所求的外接圆方程．


评注
 　若三条直线两两相交于相异三点，则经过这三个点的二次曲线方程为，第一个乘式上可以不设置参数．



 4.6.3　一般型过交点（定点）曲线系方程

从上述分类可以发现，曲线系的类型确实较多，但在高中段较为常见或者说运用价值较高的曲线系，应该是过交点型的曲线系方程，因为它不仅可以统一形式，更重要的是可以使问题明朗、清晰，而且能让解题过程大大优化．

类型七：过交点型统一曲线系方程

若曲线与曲线有公共点，则曲线系方程：表示过点P
 
i

 的曲线．

此类曲线系方程不仅包括了前面一次、二次过交点曲线系方程，更是把过交点曲线系方程推导到了一般形式，只要两曲线有交点，那么过交点的曲线就可以用上述方程表示．用此曲线系方程确实可以大大简化解题过程，下面同样用例题说明．


【例14】
 　（2011年高考全国卷Ⅱ试题）
 已知O
 为坐标原点，F
 为椭圆C
 ：在y
 轴正半轴上的焦点，过F
 且斜率为的直线l
 与C
 交于A
 ，B
 两点，点P
 满足．

（1）证明：点P
 在C
 上；

（2）设点P
 关于点O
 的对此点为Q
 ，证明：A
 、P
 、B
 、Q
 四点在同一圆上．


讲解
 　（1）略．

（2）由（1）得，因为P
 、O
 、Q
 三点共线，易求得直线P
 Q
 的方程为．又直线A
 B
 的方程为，即，

故直线A
 B
 、P
 Q
 的二次方程为．

L由此可设过点A
 、P
 、B
 、Q
 的曲线系方程为



因为，所以此方程表示一个圆，故A
 、P
 、B
 、Q
 四点在同一圆上．


评注
 　通过构造二次曲线系方程，然后运用二次方程表示圆的充要条件求解与四点共圆相关问题，不仅程序化、算法化，更具有操作性强便于掌握的特点．用此方法解题的难点和关键是要理解过交点曲线系方程这一方法所蕴含的数学思想．



【例15】
 　（蝴蝶定理）
 过圆A
 B
 弦的中点M
 ，任意作两弦C
 D
 和E
 F
 ，C
 F
 与E
 D
 交弦A
 B
 于P
 、Q
 ．求证：P
 M
 ＝Q
 M
 ．


讲解
 　如图4-6-2，以M
 为原点，A
 B
 所在直线为x
 轴建立直角坐标系．设圆方程．


图4-6-2



设直线C
 D
 、E
 F
 的方程分别为，

将它们合并为，于是过点C
 、D
 、E
 、F
 的曲线系方程为；

令y
 ＝0，得，即过点C
 、D
 、E
 、F
 的曲线系与A
 B
 交于点P
 、Q
 的横坐标是方程的两根，由韦达定理得，即M
 是P
 Q
 中点，故P
 M
 ＝Q
 M
 ．


评注
 　事实上，线段A
 B
 与圆相切或相离，或将圆改为椭圆、双曲线、抛物线以上结论仍然成立．



【例16】
 　已知椭圆与双曲线有四个交点，求证此四个交点共圆，并求出此圆的中心坐标．


讲解
 　设过C
 1
 和C
 2
 交点的曲线系方程为



显然当1＋4λ
 ＝9-λ
 ，即时，曲线系方程表示一个过C
 1
 和C
 2
 交点的圆，

将代入曲线系化简得



即椭圆与双曲线的四个交点共圆．不难看出，此圆的中心坐标为．


评注
 　过曲线交点的曲线方程，一般都可以设成统一型曲线系方程，但是否一定要设成带两个参数方程应该具体问题具体分析，或直接采用分类讨论．



【例17】
 　自点P
 1
 向椭圆引两条切线，切点为Q
 1
 、R
 1
 ，又自点P
 2
 向此椭圆引两条切线，切点为．证明：六点在一条二次曲线上．


讲解
 　设椭圆方程为，则过切点Q
 1
 、R
 1
 的直线方程为，则过切点的直线方程为，所以经过的二次曲线方程设为，

则有．

显然的坐标满足此方程，而此方程又是二次方程，所以六点在一条二次曲线上．


【例18】
 　设0＜a
 ＜b
 ，过两定点A
 （a
 ，0）和B
 （b
 ，0）分别引直线l
 和m
 ，使之与抛物线y
 2
 ＝x
 有四个不同交点．当这四个点共圆时，求直线l
 与m
 交点P
 的轨迹．


讲解
 　利用共交点曲线系方程求解，设l
 的方程为的方程为

的四个交点的二次曲线系方程可设为



故l
 与m
 交点P
 （x
 ，y
 ）的坐标为，即点P
 在线段A
 B
 的中垂线上，

故点P
 的轨迹是直线（除去y
 ＝0和y
 2
 ＝x
 的交点）．


评注
 　解本题的常规思路是：分别设过定点A
 、B
 的两条直线方程，用y
 2
 ＝x
 代入求出四个交点，由其中三点确定一个圆，代入第四点，化简整理．或求出过定点A
 、B
 两直线的交点，用相交弦定理求解，但也较繁琐．而以上解法非常简洁，关键是利用直线和抛物线合成了二次曲线系．





 4.7　利用恒等式解向量题

向量问题是高考命题的热点，也是考生心目中的“难点”所在．综观历届高考向量题，虽然题目千变万化，既没有一招制胜的“妙招”，也没有放之四海而皆准的“通法”，但方法选择是否恰当关系很大，效果迥异．

笔者在研究向量问题时发现，充分利用“恒等式”往往能给解向量问题带来惊喜．好些题目可以用恒等式“妙杀”．

重要恒等式：．

极化恒等式：．

如图4-7-1，在△A
 B
 C
 中，易推导得到以下恒等式：


图4-7-1



（1）当M
 为B
 C
 中点时，有．

（2）当M
 为B
 C
 中点时，有．

（3）当M
 为一般的等分点时，即．


【例1】
 　（2012年高考安徽卷第14题）
 若平面向量
a
 ，b

 满足，则
a
 ·b

 的最小值是_____．


讲解
 　运用极化恒等式，得．

因此
a
 ·b

 的最小值为．


【例2】
 　（2012年高考浙江卷第15题）
 在△A
 B
 C
 中，M
 是B
 C
 的中点，A
 M
 ＝3，B
 C
 ＝10，A
 B
 ·A
 C
 ＝_____

．

讲解


解法一
 　运用极化恒等式，得




解法二
 　建系法．，




解法三
 　解三角形法．在三角形内运用余弦定理，




解法四
 　作为填空题也可以用特殊化的方法．假设△A
 B
 C
 是以A
 B
 ＝A
 C
 的等腰三角形．．




【例3】
 　在直角梯形A
 B
 C
 D
 中，，M
 为腰B
 C
 中点，则　（　）

A．1

B．2

C．3

D．4


讲解
 　如图4-7-2，运用极化恒等式，得


图4-7-2






【例4】
 　（2013年高考浙江卷第7题）
 设△A
 B
 C
 ，P
 0
 是边A
 B
 上一定点，满足，且对于边A
 B
 上任一点P
 ，恒有，则（　）

A．∠A
 B
 C
 ＝90°

B．∠B
 A
 C
 ＝90°

C．A
 B
 ＝A
 C


D．A
 C
 ＝B
 C





解法三
 　如图4-7-3，以A
 为坐标原点，A
 B
 为x
 轴建立直角坐标系，设B
 （4t
 ，0），P
 （x
 ，0），C
 （m，n
 ），则P
 0
 （3t
 ，0），


图4-7-3





故点C
 在A
 B
 的垂直平分线上，即A
 C
 ＝B
 C
 ，故选D．

与此题相类似的有：（2013年浙江省数学竞赛）已知直线A
 B
 与抛物线y
 2
 ＝4x
 交于A
 ，B
 两点，M
 为A
 B
 的中点，C
 为抛物线上一个动点，若C
 0
 满足，则下列一定成立的是

（　）

A．

B．，其中l
 是抛物线过C
 0
 的切线

C．

D．


讲解
 　运用极化恒等式．



当l
 是抛物线过C
 0
 的切线时，．


【例5】
 　如图4-7-4，在△A
 B
 C
 中，A
 B
 ＝3，A
 C
 ＝5，若0为△A
 B
 C
 的外心，则A
 O
 ·B
 C
 的值是_____．


图4-7-4




讲解
 　设D
 为B
 C
 的中点，连结O
 D
 ，A
 D
 ，则O
 D
 ⊥B
 C
 ，



利用恒等式，有




【例6】
 　给定两个长度为1的平面向量，它们的夹角为120°．如图4-7-5所示，点C
 在以0为圆心的圆弧A
 B
 上变动，若，其中的最大值是_____．


图4-7-5




解法一
 　如图4-7-6，设O
 C
 与A
 B
 交于D
 点，


图4-7-6





因为A
 ，D
 ，B
 共线，因此t
 ＝x
 ＋y
 ．

由，当O
 D
 垂直A
 B
 时取等号．




解法三
 　建立如图4-7-7所示的坐标系，则


图4-7-7






解法四
 　坐标系模型“移植”．如图4-7-8建立斜坐标系，则C
 （x
 ，y
 ）在以O
 为圆心的上变动，则问题变成求斜坐标系下的目标函数z＝x
 ＋y
 在y
 轴上的截距的最大值，从而易知直线与A
 B
 平行且与相切时最大，最大值为2．


图4-7-8




【例7】
 　（江淮名校2013届最后一卷第10题）如图4-7-9，A，B，C是圆O
 上的三点，线段C
 O
 的延长线与线段B
 A
 的延长线交于圆O
 外一点D
 ，若，则m
 ＋n
 的取值范围是（　）


图4-7-9



A．（0，1）

B．（1，＋∞）

C．（-∞，-1）

D．（-1，0）


解法一
 　可用恒等式，令，由已知条件，知，

因为B
 ，A
 ，D
 三点共线，所以．


解法二
 　构图法．如图4-7-10，过点O
 作直线E
 F
 ∥A
 B
 交圆于E
 ，F
 ，延长A
 O
 交圆于G
 点，则点C
 在G
 F
 （不含端点）上，由题意知，


图4-7-10



当C
 在F
 点时，m
 ＋n
 ＝0；

当C
 在G
 点时，m
 ＋n
 ＝-1，因此，m
 ＋n
 ∈（-1，0）．


【例8】
 　O
 为△A
 B
 C
 所在平面内一点，且满足，则△A
 O
 C
 与△B
 O
 C
 的面积的比值为　（　）

A．2∶1

B．3∶1

C．4∶1

D．5∶1


解法一
 　构图法．如图4-7-11，构造等边△A
 D
 E
 ，O
 为其中心，则，取点B
 、C
 ，使，则有，选A．


图4-7-11





故可按下列方法作出符合题意的一般图形，

如图4-7-12，在A
 B
 上取点D
 ，使，则有，再作的相反向量，选A．


图4-7-12




【例9】
 　已知圆O
 的半径为2，A
 、B
 是圆上两点且，MN
 是一条直径，点C
 在圆内且满足的最小值为　（　）

A．-2

B．-1

C．-3

D．-4


解法一
 　极化恒等式．因为，所以A
 ，B
 ，C
 三点共线．因为O
 为M
 N
 的中点，所以，因为=2，而的最小值显然是点O
 到直线A
 B
 的距离，即为1，所以的最小值为-3，即选C．


图4-7-13




解法二
 　特值法．因为，又因为A
 、B
 、C
 三点共线，显然当C
 M
 与A
 B
 垂直时，｜C
 M
 ｜可以达到最小值1．而此时．所以的最小值为-3，即选C．


解法三
 　建系．因为点，所以所在直线A
 B
 的方程为．

设M
 ，N
 的坐标分别为（a
 ，b
 ），（-a
 ，-b
 ）且有，设点C
 坐标为（），则有，而点C
 在直线A
 B
 上，所以当有最小值1，所以的最小值为-3，即选C．


【例10】
 　在平行四边形A
 B
 C
 D
 中，A
 D
 ＝1，∠B
 A
 D
 ＝60°，E
 为C
 D
 的中点，若，则A
 B
 的长为_____．


讲解
 　如图4-7-14，作，取E
 F
 的中点G
 ，则．


图4-7-14





由命题知，




 好题新题精选（八）


1．
 在正三角形A
 B
 C
 中，D
 是B
 C
 上的点，A
 B
 ＝3，B
 D
 ＝1，求．


2．
 在△A
 B
 C
 中，A
 B
 ＝2，A
 C
 ＝3，D
 是边B
 C
 的中点，求．


3．
 如图，已知四边形A
 B
 C
 D
 ，A
 C
 是B
 D
 的垂直平分线，垂足为E
 ，O
 为直线B
 D
 外一点，设向量，求的值．


第3题图




4．
 正方体的棱长为2，M
 N
 是它内切球的一条弦（把球面上任意2个点之间的线段称为球的弦），P
 为正方体表面上的动点，当弦M
 N
 最长时，求的最大值．


5．
 点P
 是棱长为1的正方体的底面上一点，求的取值范围．


6．
 设正方形A
 B
 C
 D
 的边长为4，动点P
 在以A
 B
 为直径的圆弧A
 P
 B
 上（如图），求的取值范围．


第6题图




7．
 若点O
 和点F
 分别为椭圆的中心和左焦点，点P
 为椭圆上的任意一点，求的最大值．


8．
 在△A
 B
 C
 中，点E
 ，F
 分别是线段A
 B
 ，A
 C
 的中点，点P
 在直线E
 F
 上，若△A
 B
 C
 的面积为2，求的最小值．


9．
 平行四边形A
 B
 C
 D
 中，若．


10．
 在三角形A
 B
 C
 中，，求三角形A
 B
 C
 面积的最大值．


11．
 在△A
 B
 C
 中，的最小值．


12．
 如图，在平面直角坐标系x
 O
 y
 中，圆分别交x
 轴正半轴及y
 轴负半轴于M
 、N
 两点，点P
 为圆C
 上任意一点，求的最大值．


第12题图



好题新题精选（八）解答




4．
 可用恒等式，设球心为O
 ，半径为R
 ，则，当P
 O
 为对角线长一半时最大，答案为2．


5．
 可用恒等式，设A
 C
 中点为M
 ，则


6．
 取C
 D
 的中点E
 ，连结P
 E
 ，则，注意到的取值范围为［0，4］．


7．
 设O
 F
 的中点为M
 ，则由极化恒等式，有，易知P
 点到M
 点的最大值为，即P
 点为椭圆右顶点时取得．因此，所求最大值为6．


8．
 如图，取B
 C
 中点D
 ，则


第8题答图



由△A
 B
 C
 的面积为2得△A
 B
 C
 的高为，

又E
 F
 为△A
 B
 C
 的中位线，故△P
 B
 C
 的高为，从而，因此，时等号成立．


9．
 （O
 为A
 C
 的中点），所以有．


10．
 （O
 为A
 C
 的中点），因为，显然当A
 O
 为B
 C
 边上的高时，三角形A
 B
 C
 的面积达到最大为12．


11．
 取B
 C
 的中点D
 ，由定理知，，而△A
 B
 C
 内接于圆O
 ，其中，点A
 在劣弧上运动，所以当A
 D
 ⊥B
 C
 时，A
 D
 有最小值，为的最小值为．


第11题答图




第五章　更高更妙的高中数学知识

除了教材中学习到的公理、定理、公式、性质等可以直接作为平时解题的重要依据外，事实上，在日常学习中我们还可以适当储备一点补充的知识，作为自己的秘密武器．下面按高中数学教材顺序列举一些，供大家参考．




 5.1　必修部分

必修一

第一章　集合


1．
 若集合A
 有n
 个元素，则A
 有2
n

 个子集，有2
n

 -1个真子集（或非空子集）．


2．
 满足的集合对（A
 ，B
 ）有3
n

 组．



第二章　函数


6．
 一般地，若f
 （x
 ）的定义域是［a
 ，b
 ］，则f
 ［g
 （x
 ）］的定义域是a
 ≤g
 （x
 ）≤b
 的解集．


7．
 一般地，若f
 ［g
 （x
 ）］的定义域是［a
 ，b
 ］，则f
 （t
 ）的定义域是函数t
 ＝g
 （x
 ），x
 ∈［a
 ，b
 ］的值域．


8．
 画简单幂函数图象步骤：先作第一象限图形，如果α
 ＞0，图象是抛物线型（当α
 ＞1时，开口向上；当0＜α
 ＜1时，开口向右）且过（1，1）和（0，0）点；如果α
 ＜0，图象是双曲线型且过（1，1）点．再作整个幂函数图象，这时需要借助幂函数的定义域及奇偶性．


9．
 函数的单调性

（1）设函数y
 ＝f
 （x
 ），如果对区间I
 上任意的，总有，那么称函数y
 ＝f
 （x
 ）在区间I
 上是增（减）函数，并称函数在这一区间上具有单调性，区间I
 叫作函数y
 ＝f
 （x
 ）的单调区间．

（2）对复合函数的单调性相同（相反），则y
 ＝是增（减）函数．

（3）设y
 ＝f
 （x
 ）在区间I
 1
 和I
 2
 上分别是增（减）函数，且，则f
 （x
 ）在上也是增（减）函数．

（4）设f
 1
 （x
 ）与f
 2
 （x
 ）在（a
 ，b
 ）上递增（减），则在（a
 ，b
 ）上也递增（减）；若增加条件：也是增（减）函数．

（5）设y
 ＝f
 （x
 ）在区间I
 上是增（减）函数，且f
 （x
 ）的值域为I
 ′，则f
 （x
 ）在I
 上必有反函数在I
 ′上也是增（减）函数．


10．
 函数的奇偶性

（1）y
 ＝f
 （x
 ）（x
 ∈A
 ）为奇函数⇔定义域A
 关于原点对称且f
 （x
 ）＝-f（-x
 ）；y
 ＝f
 （x
 ）（x
 ∈A
 ）为偶函数⇔定义域A
 关于原点对称且f
 （x
 ）＝f（-x
 ）．

（2）y
 ＝f
 （x
 ）的图象关于直线x
 ＝a
 对称⇔f
 （a
 -x
 ）＝f
 （a
 ＋x
 ），y
 ＝
f

 （x
 ）的图象关于点（a
 ，0）对称⇔f
 （a
 -x
 ）＝-f
 （a
 ＋x
 ）．

（3）如果奇（偶）函数在区间［a
 ，b
 ］（0≤a
 ＜b
 ）上具有单调性，那么
f

 （x
 ）在［-b
 ，-a
 ］上具有相同（反）的单调性．

（4）定义在R
 上的函数
f

 （x
 ）总可以表示为一个奇函数g
 （x
 ）与一个偶函数h
 （x
 ）之和，其中．


11．
 函数的周期性

（1）设函数y
 ＝
f

 （x
 ）（x
 ∈A
 ），如果（T
 为常数），使得对都有f
 （x
 ＋T
 ）＝
f

 （x
 ），则称函数y
 ＝
f

 （x
 ）是以T
 为周期的周期函数，如果周期函数
f

 （x
 ）的所有正周期中存在一个最小者T
 ，则称T
 为
f

 （x
 ）的最小正周期．

（2）周期性的几个结论．

①设
f

 （x
 ）有最小正周期T
 ，则除±nT
 （n
 ＝1，2，…）外函数无其他周期．

②设周期函数
f

 （x
 ）有最小正周期T
 ，则f
 （λ
 x
 ）（λ
 ≠0）有最小正周期．

③若u
 ＝g
 （x
 ）是周期函数，f
 （u
 ）是任意函数，则f
 （g
 （x
 ））也是周期函数．

（3）设函数
f

 （x
 ）满足f
 （a
 ＋x
 ）＝±f
 （a
 -x
 ），f
 （b
 ＋x
 ）＝±f
 （b
 -x
 ）（a
 ≠b
 ），若两式同号，则
f

 （x
 ）是以2｜b
 -a
 ｜为周期的周期函数，若两式不同号，则
f

 （x
 ）是以4｜b
 -a
 ｜为周期的周期函数．

（4）设λ
 为非零常数，若对函数
f

 （x
 ）定义域中的任意x
 ，恒有f
 （x
 ＋λ
 ）＝φ
 ［
f

 （x
 ）］，其中，但对，则
f

 （x
 ）是以n
 λ
 为周期的周期函数，若λ
 为满足条件的最小正数，则n
 λ
 为
f

 （x
 ）的最小正周期．（这里，1，2，…）

（5）若奇函数
f

 （x
 ）在x
 ＝0处有意义，则f
 （0）＝0，若函数f
 （x
 ）周期为T
 ，则有．

（6）
f

 （x
 ）为奇函数且以直线x
 ＝a
 对称，则函数
f

 （x
 ）是周期函数，且T
 ＝4a
 ，如y
 ＝sinx
 ．

（7）
f

 （x
 ）为偶函数且以直线x
 ＝a
 对称，则函数
f

 （x
 ）是周期函数，且T
 ＝2a
 ，如y
 ＝cosx
 ．


12．
 函数图象的代数特征

（1）奇函数的图象关于原点对称，偶函数的图象关于y
 轴对称．

（2）函数y
 ＝
f

 （x
 ）与其反函数y
 ＝f
 -1
 （x
 ）的图象关于直线y
 ＝x
 对称．

（3）y
 ＝
f

 （x
 ）与y
 ＝f
 （-x
 ）的图象关于y
 轴对称；y
 ＝
f

 （x
 ）与y
 ＝-
f

 （x
 ）的图象关于x
 轴对称．

（4）y
 ＝
f

 （x
 ）与y
 ＝-f
 （-x
 ）的图象关于原点对称；y
 ＝
f

 （x
 ）与y
 ＝-f
 -1
 （x
 ）的图象关于直线y
 ＝-x
 对称．


13．
 求函数最值（值域）的常用方法

（1）判别式法：将y
 ＝
f

 （x
 ）上的y
 视为常数，若它关于x
 是二次的，则可由其关于x
 的判别式非负而求得y
 的范围，注意检验等号是否成立．

（2）换元法：引入适当的变量，将复杂的函数式化归为已知的简单函数式，注意引入变量的范围．

（3）利用二次函数：化归为二次函数的最值或限定条件下的二次函数最值问题，借用配方法来求解．

（4）利用单调性：将所给函数化为熟知的初等函数，利用单调性求最值（值域）．

（5）利用不等式：运用算术—几何不等式，柯西不等式：［设，等号成立当且仅当］等来求最值，但要注意等号成立条件的讨论．

（6）图象法：利用图象的直观性可求一些特殊函数的值域．

第三章　指数函数和对数函数


14．
 对数运算方式

（1）外移公式：

（2）连锁公式：

（3）真数互换公式：

（4）底真互换公式：


15．
 对于单调性相同的两个对数函数的图象，在同一坐标系内它们的图象在点（1，0）两侧上下相反，且右侧底大图低．


16．
 当对数中的底数和真数同时在（0，1）或（1，＋∞）上时，；否则

必修二

第一章　立体几何初步


17．
 .两点的球面距离：过这两点大圆的劣弧长为l
 ，有公式：l
 ＝R
 θ
 （θ
 是球心角的弧度数）．


18．
 .长方体的对角线与共点三条棱之间的长度关系为长方体外接球半径为R
 时有．


19．
 .如果平面图形的面积为S
 ，该平面图形的直观图面积为S
 ′，则有：．


20．
 投影面的面积与被投影面的面积及它们之间的二面角的平面角关系为（α
 是投影面与被投影面所成的二面角的平面角，投影是指垂直投影）．


21．
 共点三线角公式为cosθ
 ＝cosθ
 1
 cosθ
 2
 ＋sinθ
 1
 sinθ
 2
 cosα
 ，其中θ
 ，θ
 1
 ，θ
 2
 是共点三条射线两两所夹的锐角，α
 是θ
 1
 ，θ
 2
 所在两个平面形成的二面角的平面角．当α
 ＝90°时，该公式简化为cosθ
 ＝cosθ
 1
 cosθ
 2
 ．


22．
 相似体（球体之间，正方体之间，锥体被平行于底的平面所截的小锥与大锥之间）有体积之比等于对应高（或对应边）的立体比．


23．
 棱长为a
 的正四面体内切球半径，外接球半径．

证明思路：因为内外球心重合一点，记为O
 ，由，至于R
 外
 可由正方体对角线构成正四面体，这时正四面体外接球就是正方体外接球．


24．
 用向量求空间中角的公式：（1）直线；（2）直线
l

 与平面α
 的夹角θ
 有（其中
n

 是平面α
 的法向量）；（3）平面α
 ，β
 夹角θ
 有cosθ
 ＝，则α
 -l
 -β
 二面角的平面角为θ
 或π
 -θ
 （其中
n

 1
 ，
n

 2
 分别是平面α
 ，β
 的法向量）．

第二章　解析几何初步




28．
 圆x
 2
 ＋y
 2
 ＋D
 x
 ＋E
 y
 ＋F
 ＝0，在x
 轴上截距之和为-D
 ；在y
 轴上截距之和为-E
 ．在两轴上截距之积均为F
 ．


29．
 两圆相交，则两圆方程之差对应的方程是两圆的公共弦方程．


30．
 在圆C
 上找若干点P
 到直线l
 （一般地l
 与圆C
 相交）距离为s
 问题：作直线m
 ∥l
 且距离为s
 ，判定m
 与圆C
 交点（即P
 点）个数即可．


31．
 到两定点A
 ，B
 距离分别为r
 1
 和r
 2
 的直线l
 的条数问题：分别构造以A
 为圆心、半径为r
 1
 的圆和以B
 为圆心、半径为r
 2
 的圆，直线l
 作为两圆的公切线，判断两圆切线的条数即可．


32．
 如下图，在直线l
 上找一点P
 ，使P
 到两定点A
 ，B
 （同侧两点）的张角最大，作法是：作过A
 B
 与l
 相切的圆，P
 为切点．



证明思路：一般地l
 与以A
 B
 为直径的圆是距离⇒∠P
 是锐角，三角形中正弦定理得．

必修四

第一章　三角函数


33．
 三种角所在象限之间关系可借助下图：



（1）由α
 所在象限推出所在象限：若α
 在第k
 象限，则在图中找出数字k
 ，k
 所在的区域位于哪个象限，就说在哪个象限．

（2）由α
 所在象限推出2α
 所在象限：若α
 在第k
 象限，则k
 象限的数字对应2α
 所在象限．


34．
 由sinα
 ±cosα
 符号判断α
 位置：（1）终边在直线y
 ＝x
 上方（特殊地，当α
 在第二象限时有sinα
 -cosα
 ＞1）；（2）终边在直线y
 ＝-x
 上方．（特殊地，当α
 在第一象限时有sinα
 ＋cosα
 ＞1）．


35．
 正弦函数y
 ＝sinx
 关于直线对称（即在对称轴处函数值为1或-1）；关于点（k
 π
 ，0）也对称．


36．
 余弦函数y
 ＝cosx
 关于点对称，关于直线x
 ＝k
 π
 （k
 ∈Z
 ）对称．


37．
 函数y
 ＝A
 sin（ω
 x
 ＋φ
 ）图象间的转换：（1）平移向量
a

 ＝（h
 ，k
 ）＝（h
 ，0）＋（0，k
 ），即左右平移｜h
 ｜，上下平移｜k
 ｜个单位；（2）把y
 ＝
f

 （x
 ）图象向左（φ
 ＞0）或向右（φ
 ＜0）平移｜φ
 ｜个单位可得到y
 ＝f
 （x
 ＋φ
 ）图象．注：平移｜φ
 ｜或平移t
 ＋｜φ
 ｜是不同的形式，却是相同的结果；（3）把y
 ＝
f

 （x
 ）图象上各点纵坐标不变，横坐标伸缩到原来即伸长，若即缩短）可得到y
 ＝f
 （ω
 x
 ）图象．


38．
 由函数y
 ＝sinx
 的图象通过变换得到y
 ＝A
 sin（ω
 x
 ＋φ
 ）的图象．有两种主要途径：“先平移后伸缩”与“先伸缩后平移”．

方法1：先平移后伸缩



方法2：先伸缩后平移




41．
 若函数
f

 （x
 ）的定义域为R
 ，且图象关于点（a
 ，0）和（b
 ，0）上心对称（a
 ≠b
 ），则函数f
 （x
 ）的一个周期为2（b
 -a
 ）．


42．
 若函数f
 （x
 ）的定义域为R
 ，且图象关于点（a
 ，0）和直线x
 ＝b
 对称（a
 ≠b
 ），则函数f
 （x
 ）的一个周期为4（b
 -a
 ）．


43．
 若函数f
 （x
 ）的定义域为R
 ，且图象关于直线x
 ＝a
 和x
 ＝b
 均对称（a
 ≠b
 ），则函数f
 （x
 ）的一个周期为2（b
 -a
 ）．

第二章　平面向量




45．
 ∠B
 A
 C
 的平分线上向量可表示为：，常常反过来用．


46．
 点O
 ，A
 ，B
 不共线，则点P
 在直线A
 B
 上的充要条件是，其中有m
 ＋n
 ＝1．


47．
 如果非零向量
b
 ，c

 在向量
a

 上的投影相等，则
a
 ·b
 ＝a
 ·c
 ．



48．
 已知H、G、
 O
 、I
 是A
 B
 C
 平面上的任意点，a
 ，b
 ，c
 分别是角A
 ，B
 ，C
 的对边．则



第三章　三角恒等变换


49．
 常见的公式变形




50．
 角的变换：“凑”角的思想






54．
 若tan（α
 ±β
 ）＝m
 ，则tanα
 ±tanβ
 ±m
 ·tanα
 ·tanβ
 ＝m



55．
 纯正弦（或余弦）和形式，且角度等差可转化利用如下公式：



证明思路：首先要认清公式中的项数及公差，构造边长为1的正n
 边形，一个顶点放在原点，n
 边形的第一个边与x
 轴正向夹角为θ
 ，用θ
 表示各边上向量，转一圈向量和为0
 可得．


56．
 三角中对于复角形式，要注意已知角与所求角之间关系（互补，互余，和差，倍半关系），以便我们正确地选用公式，如互补，又如和差关系有；倍半关系有30°-2α
 是75°＋α
 余角的二倍．


57．
 三角中余弦乘积，角度成倍时，原式的分子分母同时乘最小角的正弦，能够反复利用公式达到化简．如求cos20°cos40°cos80°的值．

必修五

第一章　数列


58．
 由数列的前n
 项和S
 
n

 与通项a
 
n

 之间的关系，求数列通项．


59．
 形如时，由叠乘法（分别取n
 ＝1，2，…，n
 -1时，各式相乘），求数列通项．


60．
 形如时，由叠加法（分别取n
 ＝1，2，…，n
 -1时，各式相加），求数列通项．


61．
 由数列递推公式，变形后换元成等差（比）数列，求数列通项．

变形是指：给递推公式两边加常数（形如时两边加可换元成等比），或取倒数（a
 
n

 ＋1用a
 
n

 的一次分式表示时取倒数可换元成等差），或同除一项．


62．
 当数列的通项可分解成等差，等比数列积的形式时，用错位相减法求该数列前n
 项和．


63．
 数列．


64．
 等差数列．


65．
 等差数列（称为等距性，遇到等差数列若干项和时常用，也可推广到三项、四项和相等）．


66．
 等差数列｛a
 
n

 ｝中，如果r
 ＋s
 ＝m
 ＋n
 且rs
 ＞m
 n
 ，那么（公差d
 ＝0时取等号）．


67．
 等差数列（当遇到S
 奇
 时常用）．


68．
 等差数列亦等差．


69．
 因为等差数列有，所以在对称轴处，即当最接近的正整数时，S
 
n

 有最值（有关等差数列最值问题常用）．


70．
 若数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，则有为等比（q
 ≠1）数列．


71．
 等比数列｛a
 
n

 ｝，当时，｛a
 
n

 ｝递增，否则递减．


72．
 等比数列｛a
 
n

 ｝，若为等距性，遇到等比数列若干项积时常用，也可推广到三项，四项积相等．


73．
 等比数列｛a
 
n

 ｝中各项为正，如果r
 ＋s
 ＝m
 ＋n
 且r
 s＜m
 n
 ，那么时取等号）


74．
 等比数列亦等比．（注：当q
 ＝-1，k
 为偶数时，各项均为0，这时不成立）．


75．
 等比数列前n
 项和有：（1）．


76．
 分期付款条件：（1）每次付相同数量款．（2）各期所付款及最后一次付款时利率总和＝商品售价＋最后一次付款时利率．公式为，左边是等比数列和，共有m
 项，其中a
 是商品价，p
 是每期利率，分m
 次n
 期限还清，每期还x
 ．



第二章　解三角形




R
 ，r
 分别为外接圆、内切圆半径．



第三章　不等式


83．
 两个数同号，大的倒数反而小（含分式的不等式运算化简证明时常用）．


84．
 一元二次不等式解集口诀：（1）对于a
 x
 2
 ＋b
 x
 ＋c
 ＞0（a
 ＞0），大于零根两端，无根解集R
 全．（2）对于a
 x
 2
 ＋b
 x
 ＋c
 ＜0（a
 ＞0），小于零根中间，无根空集⌀记心间．（3）等根时，不等式配方分析更直观．


85．
 解分式不等式：（1）


86．
 解一元高次不等式：先转化成形如（或＜0），不等式左边作为一元高次函数（保证最高次项系数为正），作出一元高次函数图象，由图象得出原不等式解集．作图规则：在轴上从小到大标出各根，从最大根右上方起笔画图象，依据：“奇穿偶不穿”经过每个根．

证明思路：因为左边的高次函数图象是连续的且当x
 →＋∞时，函数值为正．


87．
 基本不等式的推广，设a
 ，b
 为正数，则，等号当且仅当a
 ＝b
 时取得．


88．
 若想用均值不等式求最值，可是取等号的条件不成立，怎么办？引进对勾函数y
 ＝，画其图象解决问题．该函数是奇函数，当时递减，当时递增，在处有极小值，据此画图象．


89．
 二元柯西不等式




93．
 目标函数型如z
 ＝m
 x
 ＋n
 y
 作为定向量＝（m
 ，n
 ），和动向量＝（x
 ，y
 ）的数量积，在可行域上找出向量何时在上投影有最值，即找出为最优解，用向量数积求z
 最值．




 5.2　选修部分

选修2-1

第一章　常用逻辑用语


94．
 利用等价命题判断充要条件问题：如p
 是q
 的充分条件，即命题“若p
 则q
 ”真，等价命题是“若⇁q
 则⇁p
 ”真，即⇁q
 是⇁p
 的充分条件．

第二章　空间向量与立体几何


95．
 求A
 点到平面距离时，若该距离不易找出怎么办？（1）把距离作为三棱锥的高，借助三棱锥等体积法求（即换个角度，把三棱锥的侧面作为底面）．（2）借助线段上等分点（A
 是其中一个等分点）到这个面平面的距离关系，转化成求另一个点到该平面的距离．


96．
 求异面直线a
 ，b
 距离：先求公垂线的单位向量为
n

 0
 ，然后分别在异面直线a
 ，b
 上各取一点E
 ，F
 ，代入公式

第三章　圆锥曲线


97．
 对于椭圆，设n
 是过原点的直线，l
 是与n
 垂直相交于P
 点、与椭圆相交于A
 ，B
 两点的直线，若，则有


98．
 在椭圆上找一点P
 使∠F
 1
 P
 F
 2
 ＝90°（或＞90°或＜90°）问题：构造以F
 1
 F
 2
 为直径的圆，当P
 在圆上（或圆内或圆外）时＝90°（或＞90°或＜90°）．


99．
 椭圆的焦点三角形有面积公式：；双曲线的焦点三角形有面积公式：．


100．
 若点在曲线上，则过M
 的切线为：；若点M
 内部，则以M
 为中点的弦A
 B
 方程为：（注：双曲线内部，即焦点所在的区域）．


101．
 动点M
 在椭圆上，A
 是椭圆内部一定点，F
 是椭圆的一个焦点．

（1）求｜M
 A
 ｜-｜M
 F
 ｜/e
 的最小值：用第二定义转化为M
 到准线的距离d
 ，再用数形结合求解（其结果：最小值就是M
 到与F
 相对应的准线间距离）．

（2）求｜M
 A
 ｜-｜M
 F
 ｜的最值：用三角形两边差的绝对值小于第三边（其结果：最大值是｜A
 F
 ｜，最小值是-｜A
 F
 ｜）．（注：双曲线、抛物线同样适用）


102．
 卫星绕地球时，卫星轨道椭圆有（其中R
 是地球半径）．


103．
 M
 是椭圆（双曲线或抛物线）上一点，e
 是离心率，p
 是焦点到相应准线距离，θ
 是从x
 轴正向逆时针转到M
 F
 的最小正角，则有

（注：对于椭圆F
 为左焦点，对于双曲线F
 为右焦点，否则分母为＋号；有关过焦点弦长度或弦的倾角问题多用．）


104．
 椭圆上一点M
 ，焦点．


105．
 设P
 为椭圆上的动点，M
 为过P
 且垂直于x
 轴的直线上的点，（c
 为椭圆的半焦距），则M
 点的轨迹方程为．


106．
 对于椭圆（或双曲线），如果是任意两个垂直半径，则有．


107．
 到定点F
 的距离比到直线L
 的距离多（或少）n
 的动点轨迹问题：这时平移L
 使两个距离相等（其结果：动点轨迹是以F
 为焦点的抛物线）；动圆过定点F
 且与直线L
 相切的动圆圆心轨迹问题：也是以F
 为焦点的抛物线（注：这两种状况只考虑F
 就可以写方程）．


108．
 抛物线过焦点的弦A
 B
 有：

（1）（α
 是直线A
 B
 的倾斜角）


109．
 设P
 为双曲线上的动点，M
 为过P
 且平行于x
 轴的直线上的点（其中c
 为双曲线的半焦距），则M
 点的轨迹方程为：．


110．
 双曲线上一点M
 ，焦点F
 有｜M
 F
 ｜≥c
 -a
 ，｜O
 M
 ｜≥a
 ．（若椭圆则｜M
 F
 ｜≥a
 -c
 ）．


111．
 等轴双曲线渐近线方程为y
 ＝±x
 ．


112．
 双曲线的一个焦点为F
 ，准线与渐近线的交点为M
 ，O
 是坐标原点，则△O
 M
 F
 是Rt△O
 M
 F
 且｜F
 M
 ｜＝b
 ．


113．
 圆锥曲线的光学性质

（1）抛物线的光学性质：与对称轴平行的光线投射到抛物线上，经反射后反射光线必通过焦点．

（2）椭圆的光学性质：从椭圆的一个焦点出发的光线投射到椭圆上，经反射后反射光线必通过另一个焦点．

（3）双曲线的光学性质：从双曲线的一个焦点出发的光线投射到双曲线上，经反射后反射光线的延长线必通过另一个焦点．

选修2-2

第一章　推理与证明


114．
 三角形的正弦定理和余弦定理类比到三棱柱中，有



证明思路：作棱的垂面（三角形），记相邻侧面二面角分别为α
 ，β
 ，γ
 ，三侧面积分别为S
 1
 ，S
 2
 ，S
 3
 ．

第二章　变化率与导数


115．
 由导数定义可知．


116．
 求导数时，先将函数化简变形，再用导数四则运算，有助于运算简化．

第三章　导数应用


117．
 用单调性证明函数不等式：A．不等式的左—右记为函数f
 （x
 ），导数证明该函数单调并确定在区间端点处值的符号．B．变形不等式两边，可作为函数在两点的值，并用导数证明函数相应的单调性．


118．
 判断方程根的个数（范围）问题：把方程根转化为两个曲线的交点，数形结合考虑交点个数及范围（借助导数画原函数图象）．


119．
 求函数最值，极值的问题：

（1）闭区间上唯一极值点处取最值，另一个最值在区间端点处，闭区间上有两个极值点时，最大值就在极大值或是距极大值远的端点处；最小值就在极小值或是距极小值远的端点处．

（2）开区间上唯一极值就是最值．因为端点处函数值取不到，开区间上两个极值点时，最大值（存在时）就是极大值，最小值（存在时）就是极小值．

（3）函数的最值可能在导数不存在的点处取得．


120．
 凸函数定义

（1）设f
 （x
 ）是定义在（a
 ，b
 ）上的函数，如果对于（a
 ，b
 ）上的任意两个数x
 1
 ，x
 2
 都有，那么称f
 （x
 ）在（a
 ，b
 ）上是凸函数或下凸函数；如果x
 1
 ≠x
 2
 时，等号不成立，那么称f
 （x
 ）在（a
 ，b
 ）上是严格凸函数，以上（a
 ，b
 ）也可换成［a
 ，b
 ］、（a
 ，b
 ］、［a
 ，b
 ）等．

（2）若（1）上不等式反向，即，则称f
 （x
 ）在（a
 ，b
 ）上是凹函数或上凸函数．


121．
 琴生不等式

（1）若f
 （x
 ）是区间（a
 ，b
 ）上的凸函数，则对任意，当且仅当时，等号成立．当f
 （x
 ）为上凸函数时，不等式反向．

（2）琴生不等式推论：

若f
 （x
 ）是区间（a
 ，b
 ）上连续的凸函数，则对任意和对任意满足，当且仅当时等号成立．


122．
 常见的凸函数

（1）y
 ＝x
 
α

 （α
 为非零常数）在［0，＋∞）区间，当α
 ＜0或α
 ＞1时为下凸函数，当0＜α
 ＜1时为上凸函数；

（2）在R
 上为下凸函数；

（3）上，当a
 ＞1时为上凸函数，0＜a
 ＜1时为下凸函数；

（4）y
 ＝sinx
 在（0，π
 ］区间为上凸函数，区间为下凸函数．


123．
 利用导数判定函数的凸性

函数y
 ＝f
 （x
 ），若f
 ″（x
 ）≥0则f
 （x
 ）为凸函数；若f
 ″（x
 ）＜0则f
 （x
 ）为上凸函数．

第四章　数系的扩充与复数的引入


124．
 复数的概念：形如a
 ＋b
 i（a
 ，b
 ∈R
 ）的数叫作复数，i为虚数单位，其中a
 叫作复数的实部，b
 叫作复数的虚部．


125．
 复数的分类




126．
 复数相等

复数a
 ＋b
 i＝c
 ＋di（a
 ，b
 ，c
 ，d∈R
 ）的充要条件是：a
 ＝c
 ，且b
 ＝d
 ．


127．
 对于两个复数，若不全是实数，则不能比较大小．在复数集里一般没有大小之分，但有相等与不等之分．


128．
 数系扩充后，数的概念由实数集扩充到复数集，但实数集中的一些运算性质、概念、关系就不一定适用于复数集，如绝对值的性质、绝对值的定义、偶次方非负等．


129．
 复数的运算法




130．
 复数的运算定律

（1）复数的加法满足交换律、结合律，即对任何，有



（2）复数的乘法满足交换律、结合律和乘法对加法的分配律，有




131．
 复数运算的常用技巧

（1）i的运算律




132．
 复数的几何意义

（1）假设复数复平面内的点Z
 （a
 ，b
 ）．

（2）复数的模：，它表示点Z
 （a
 ，b
 ）到原点O
 的距离，一般地，表示的对应点间的距离．

（3）复数加法满足平行四边形法则，复数减法满足三角形法则．


133．
 复数的三角形式


z
 ＝r
 （c
 osθ
 ＋isinθ
 ），r
 是复数z的模，θ
 是复数z的辐角，当θ
 ∈（1，2π
 ］时，θ
 称为复数z
 的辐角主值．

（1）乘法与乘方



（2）除法



复数的乘除法都有相应的几何意义．

（3）开方

复数r
 （c
 osθ
 ＋isinθ
 ）的n
 次方根是：




134．
 关于复数的共轭运算有如下性质：




135．
 关于复数模的运算有如下性质：

选修2-3

第一章　计数原理


136．
 两个特殊位置问题集合图示分数法：排列中两个特殊位置可选元素交叉时，可把这两个位置可选元素的集合找出，画集合韦恩图后分三类讨论．


137．
 如果要展开二项式，可借助公式，也要能逆用公式，使运算化简．


138．
 求展开式中某一项的相关问题：

（1）求常数项、系数最大项、有理项时用通项公式．

（2）求两个二项积展开式中x
 
k

 项（或系数），要用系数配对．

特别提醒，在（a
 ＋b
 ）
n

 的展开式中有：

（1）当n
 为偶数时，是最大的二项式系数；

（2）当n
 为奇数时，是最大的二项式系数；

（3）展开式中倒数第r
 项是正数第n
 -r
 ＋2项．


139．
 用赋值法求二项展开式的所有系数之和，若则有：

（1）各项系数之和为f
 （1）；

（2）偶数项系数之和为

（3）奇数项系数之和为


140．
 方程的正整数解的个数为个．非负整数解的个数为个．


141．
 组合数的性质
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