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前　　言

在初中数学的各类练习和考试中，学生们往往很头疼每道大题的最后1～2个小题，这些小题通常是拉开总分差距的决定性要素．为此，我们编写了本套丛书，希望冲刺满分的学生能将重点定位在“拉分题”上，掌握这类题目的解法与技巧．书中所列题目经典、点评新颖、方法实用，主要有以下特点．


1．内容紧扣教材，并高于教材


全书内容以教育部制定的《义务教育数学课程标准》为依据，与第三学段（7～9年级）教科书基本同步．本书注重基础与提高的统一，技巧与知识的统一，知识形成过程与结果的统一，希望让读者在使用中得到最大的收益．


2．经典例题与习题，精挑细选


本书所选每一道题都蕴含着丰富的数学思想与数学方法，充分体现拓展思维、培养数学素养的编写思想．同学们在学习例题的过程中，除了需要掌握基础知识与技能，发展应用数学的意识与能力，还要增强学好数学的愿望与信心．本书所选例题没有重复，并且优质精练习题的设置保证了学习例题之后能及时复习，便于了解学习情况，巩固解题技巧，加深对题目的理解，从而达到举一反三的目的．本丛书的习题量不大，但每个题目都能使认真思考者有所收获，并且方便一线教师在教学中灵活使用．


3．深度剖析例题，思维点评


本书的立足点并不是题海战术，而是对每一类题目的分析理解．通过点评指导学生学会思维方法，引导学生将每种方法和思路逐步转化为自己的理解，掌握一些常用的解题思路、策略和方法，将思维融于探究之中．编排思想是以问题和问题解决为主线，分别对问题的构成及对命题的延伸、变化和推广进行详尽分析、评注和说明，以提高解题的高效性和实用性．

本套丛书适用于对自己有所要求的学生，无论你在普通初中还是重点初中，只要顺着我们的编写思路学习、巩固、拓展，必然会取得进步．我们坚信这本书能够让你夯实基础、拓展思维、掌握技巧，成为你取得优异数学成绩的基石．

我们也恳请教育战线的前辈与同仁给予指导和推荐，同时更希望能够得到读者的建议与批评，使我们不断改进、不断进步．


专题1　相似三角形

编者引言

相似三角形是整个初中数学的重要内容之一，其综合性、技巧性较强，又是中考和竞赛的必考内容之一．

本专题的目的是学会从复杂的图形中找出恰当的相似三角形，从而解题，主要内容如下．

（1）介绍黄金三角形，以及合（分）比、等比例线段等知识的应用．

（2）常见的一些存在“多对相似三角形”的图形．

（3）相似三角形应用之一：“A＝B”结构或求比例线段．

（4）相似三角形应用之二：“A＝B＋C”结构及其变形．

（5）相似三角形应用之三：求面积相关问题以及构造法、分类讨论等．

经典拉分题思维点评


题1
 （2012年上海市虹口区一模）
 　已知在△ABC中（图1-1），AB＝AC＝m，∠ABC＝72°，BB1
 平分∠ABC交AC于B1
 ，过B1
 作B1
 B2
 ∥BC交AB于B2
 ，作B2
 B3
 平分∠AB2
 B1
 交AC于B3
 ，过B3
 作B3
 B4
 ∥BC交AB于B4
 ，则线段B3
 B4
 的长度为____________．

[image: alt]


图1-1






满分解答
 　根据黄金三角形的定义，△ABC为黄金三角形，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，可证得BC＝BB1
 ＝AB1
 ．在黄金三角形AB2
 B1
 中，[image: alt]
 ，将BC代入得[image: alt]
 ，又可证得AB3
 ＝B2
 B3
 ＝B1
 B2
 ，在黄金三角形AB4
 B3
 中，[image: alt]
 ，将B1
 B2
 代入得B3
 B4
 [image: alt]
 ．






技巧贴士
 　顶角为36°的等腰三角形称为黄金三角形，具有“[image: alt]
 ”的性质，因此[image: alt]
 ．利用等量代换，得到[image: alt]
 ．过类比、找规律，就可以求得B3
 B4
 的值．






题2
 　求方程（x3
 －3x2
 ＋x－2）（x3
 －x2
 －4x＋7）＋6x2
 －15x＋18＝0的全部相异实根．






满分解答
 　根据“合（分）比解方程”的思想求解．原式可化为

（x3
 －3x2
 ＋x－2）（x3
 －x2
 －4x＋7）＝－3（2x2
 －5x＋6）．

因[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

由合比性质，得[image: alt]
 ，

则有x3
 －3x2
 ＋x＋1＝0或－2x2
 ＋5x－6＝x3
 －3x2
 ＋x－2，

可得（x－1）（x2
 －2x－1）＝0或（x－1）（x－2）（x＋2）＝0．

解得x1
 ＝1，x2,3
 ＝1±[image: alt]
 ，x4
 ＝1，x5,6
 ＝±2．

故原方程的相异实根为1，±2，1±[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　观察发现原式可整理成比例[image: alt]
 的情况，四个部分让人联想到分解分组，即需要寻找四个部分间的内在关系．由于原式可化为

（x3
 －x2
 －4x＋7）＋（－2x2
 ＋5x－6）＝3＋（x3
 －3x2
 ＋x－2）．

而这个情况便为合分比做出了铺垫，所以根据上式，把原方程化为合比：左右两边各形成一组，为保证能化成合比形式，故需验证－2x2
 ＋5x－6≠0．






题3
 　如图1-2（a）所示，在△ABC中，AD为∠BAC的角平分线，EF是AD的垂直平分线且交AB于E，交BC的延长线于F，求证：DC·DF＝BD·CF．

[image: alt]


图1-2（a）






满分证明
 　连接AF，见图1-2（b）．则AF＝DF，∠FAD＝∠FDA．

[image: alt]


图1-2（b）

因为AD为∠BAC的角平分线，所以∠BAD＝∠CAD．

又因为∠FAD＝∠CAD＋∠CAF，∠FDA＝∠BAD＋∠B，故∠B＝∠CAF．

结合∠F为公共角，可以证明△FAB∽△FCA，得到[image: alt]
 ．由于[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，又因为AF＝DF，代入等式得[image: alt]
 ，化简得[image: alt]
 ，即DC·DF＝BD·CF．






技巧贴士
 　对于证明DC·DF＝BD·CF（ab＝cd）这样的形式，一般可化为[image: alt]
 ，观察发现4条边都在同一直线，所以可能存在“加减关系”．尝试用合（分）比，将分子、分母化为“加减”形式，即[image: alt]
 ．若连接AF，则AF＝DF，即要证[image: alt]
 ，则需证△FAB∽△FCA（这种方法为“逆推”分析，在题4后的“思维点评”中还有另一种解法）．






题4
 　如图1-3所示，I是△ABC三个内角平分线的交点，AI交对边于D，求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-3






满分证明
 　由于I是△ABC三个内角平分线的交点，所以点I到AB、AC、BC三边的距离相等为d．设点B到AD的距离为h．因此[image: alt]
 ，

所以[image: alt]
 ．

同理可得[image: alt]
 ，整理得到[image: alt]
 ，由合比性质可得D[image: alt]
 ．即证得[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　要证[image: alt]
 ，则证D[image: alt]
 ．看到这个就会联想到合比的性质．通过三角形的面积之比间接得到[image: alt]
 ．

思维点评

从题1至题4的分析来看，比例性质的学习为进一步分析相似三角形、找出相似三角形提供了可能．对于等比、合（分）比等性质，难在“逆用”．

通过以上4题，我们可得出以下结论．

（1）等量代换是相似三角形专题中经常使用的方法，如题1、题3、题4．

（2）比例的性质可运用于解方程，关键是找出和（差）式相等的情况，如题2，所以需要观察．

（3）对于a·d＝b·c，关键是化成等价式[image: alt]
 ，进而在分析如题3的[image: alt]
 时，寻找分子、分母之间的关系，再如题2，也是在分析分子、分母之间的关系．

（4）对题4，要证[image: alt]
 ，发现“AB＋AC”这种“A＋B”的形式，除了截长补短，现在还多了“等比”的性质，即将[image: alt]
 转化为[image: alt]
 这种分子、分母性质对应的情况．当然，还请注意[image: alt]
 ．前面等式[image: alt]
 是将比例情况转化成了面积问题（两三角形同底同高），[image: alt]
 的原因在于I为内心，则点I到AB、BC的距离相等．

可见，比例问题可转化为面积问题．

最后，在题3、题4中，都涉及角平分线，角平分线在三角形中存在隐含条件．

【补充1】如图1-4（a）所示，AD为△ABC中∠BAC的角平分线，求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-4（a）

证明：如图1-4（b）所示，作DE∥AC，交AB于E．∠1＝∠2＝∠EDA，则DE＝AE，使用等量代换，可得[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-4（b）

希望下次遇到角平分线，不要忘记这个隐含条件．所以，使用以上条件，题3也可转化为证明[image: alt]
 ，而[image: alt]
 正好是角平分线隐含条件的一部分，故可证[image: alt]
 ，将DF＝AF代入，即证[image: alt]
 ，可得△FAB∽△FCA．






题5
 　如图1-5（a）所示，在△ABC中，AD⊥BC，CE⊥AB，垂足分别为D、E，AD、CE相交于点F，则图中有几对三角形相似？请一一写出（无需证明）．

[image: alt]


图1-5（a）






满分解答
 　一共8对，分别为△AEF∽△CDF∽△ADB∽△CEB，△BDE∽△BAC，△DEF∽△CAF．






技巧贴士
 　△BDE∽△BAC的结论证明请特别注意．由△ABD∽△CBE知[image: alt]
 ，结合公共角∠B，则得证．可见其证明使用了“二次相似”．另外，本题的图形如果变化为图1-5（b），H为垂心（三条垂线的交点），则有△AEF∽△DCF∽△DEB∽△ACB．最后，对于垂心的证明请见8年级专题4或本书专题4的证法（两个为不同证法）．

[image: alt]


图1-5（b）


题6
 　如图1-6所示，在△ABC中，∠ACB＝90°，CD是边AB上的高，求证：（1）AC2
 ＝AD·AB．（2）CD2
 ＝AD·BD．

[image: alt]


图1-6






满分证明
 　（1）因为∠ACB＝90°，CD是△ABC中AB边上的高，所以∠ADC＝∠ACB＝90°．又因为∠A＝∠A，所以△ACD∽△ABC．得[image: alt]
 ，即AC2
 ＝AD·AB．

（2）因为∠ADC＝∠ACB＝90°，所以∠A＋∠B＝90°，∠A＋∠ACD＝90°，得∠B＝∠ACD，因此△ADC∽△CDB，得[image: alt]
 ，即CD2
 ＝AD·BD．






技巧贴士
 　本题是“射影定理”的一部分，本定理还有以下结论．（1）CD2
 ＝DB·AB．（2）AC·CB＝CD·AB．

这里要特别强调，本图形为典型图形，经常出现，所以请记住结论，而且在使用这些结论时，记得要进行简单的证明！在专题2“锐角三角比”中，我们还有一个结论，即“如果直角三角形的两条直角边分别为a和b，斜边上的高为h，求证：[image: alt]
 ”，这个结论可作为本题的一个补充（证明过程详见专题2题13答案）．






题7
 　如图1-7（a）所示，在△ABC中，∠ACB＝90°，CD⊥AB，DE⊥BC，若AC＝6，DE＝4，则CD长多少？

[image: alt]


图1-7（a）






满分解答
 　因为DE⊥BC，∠ACB＝90°，故DE∥AC，得∠CDE＝∠DCA．又因为∠ADC＝∠DEC，所以△ADC∽△CED，得[image: alt]
 ，即CD2
 ＝AC·DE＝24．所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　Rt△ABC与高CD，Rt△CDB与高DE都符合“射影定理”的情况．本图形中存在多对相似三角形，既然求CD，那需要寻找CD所在三角形相似的情况，于是得到△ADC∽△CED．还请注意，如果按照类似题1的规律平分下去，见图1-7（b），可以发现：CD2
 ＝AC·DE，DE2
 ＝CD·EF，EF2
 ＝DE·FG……

[image: alt]


图1-7（b）






题8
 　如图1-8所示，在△ABC中，点D、E分别在边AB、AC上，连接DE并延长交BC的延长线于点F，连接DC、BE若∠BDE＋∠BCE＝180°，回答下列问题．

[image: alt]


图1-8

（1）写出图中所有的相似三角形（注意：不得添加字母和辅助线）．

（2）请在找出的相似三角形中选两对，并说明它们相似的理由．






满分解答
 　（1）相似三角形有：△ADE∽△ACB，△CEF∽△DBF，△AEB∽△ADC，△FEB∽△FCD．

（2）选△ADE∽△ACB，△ADC∽△AEB进行说明．

由于∠BDE＋∠ADE＝180°，∠BDE＋∠BCE＝180°，可得∠ADE＝∠ACB．又∠A＝∠A，所以△ADE∽△ACB，进而得[image: alt]
 ．

因为∠A＝∠A，所以△ADC∽△AEB．

同理可证　△CEF∽△DBF，△FEB∽△FCD．






技巧贴士
 　本题的关键在于将∠BDE＋∠BCE＝180°作为突破口，这个条件也可以认为是唯一的条件，再加上∠A为公共角即可证明．至于类似△ADC∽△AEB的情况，可认为是由“二次相似”所得到的情况．另外，由∠BDE＋∠BCE＝180°，说明了B、C、E、D四点共圆（这个性质详见专题4），由四点共圆可以得到许多等角．






题9
 　如图1-9所示，在3×4的方格纸上，每个方格的边长为1个单位，△ABC的顶点都在方格的格点位置，若点D在格点位置上（与点A不重合），且使△DBC与△ABC相似，则符合条件的点D共有多少个？

[image: alt]


图1-9






满分解答
 　4个．

[image: alt]


①

[image: alt]


②

[image: alt]


③

[image: alt]


④






技巧贴士
 　如图，①、②为全等情况，③、④为相似比为[image: alt]
 的情况，因为三边长都已知，所以要找相似比．一般而言，我们按相似比[image: alt]
 …的情况进行检验（因本题为方格，D在格点上，故[image: alt]
 …而非其他数）．

思维点评

对于题5至题9的解答，事实上是一个寻找相似三角形的过程．在寻找相似三角形时，一般可以从相等角找起，或者通过寻找到比例相同的两组线段，从而找到两个相似的三角形．其主要依据就是“相似三角形的对应角相等，对应边成比例”．但无论采取何种方法，首先都要分析相似三角形的特征，哪些角是定角，哪些边已知，这样才能使分析更有效．

以下是相似三角形中的8种基本模型．

[image: alt]


（“A”字型）

[image: alt]


（“8”字型）

[image: alt]


（“字母”型）

[image: alt]


（“垂直”型）

[image: alt]


（“斜A”字型）

[image: alt]


（“斜8”型）

[image: alt]


（“旋转”型）

[image: alt]


（“三垂直”型）

下面是相似三角形中常见的几种复杂模型．

[image: alt]


性质：[image: alt]


[image: alt]


（“共边”型）

[image: alt]


（“共边”型的变形）

[image: alt]


（“三垂边”型的变形1）

[image: alt]


（“三垂边”型的变形2）

希望大家认真观察并熟记以上模型，因为许多题目往往就是从以上这些图形中演变出来的．最后，对于题7中所提及的一个原则再做一下强调：求某边或某角，往往是寻找某边或某角所在三角形相似的情况，这一点为不少题目提供了解答思路．






题10
 　如图1-10所示，在△ABC中，∠A＝90°，分别以AB、AC为边向外作正方形ABDE、ACFG．设CD交AB于N，BF交AC于M，求证：AM＝AN．

[image: alt]


图1-10






满分证明
 　因为四边形ABDE、ACFG都是正方形，∠BAC＝90°，所以CF∥AB，AC∥BD，AB＝BD，AC＝CF．所以△CFM∽△ABM，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．由合比性质得[image: alt]
 ，同理[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

因为AB＝BD，AC＝CF，所以AB＋CF＝AC＋BD，所以AM＝AN．






技巧贴士
 　要证“AM＝AN”（即“A＝B”形式），常见思路为等量代换，所以将AM、AN分别置于一对相似三角形中，用“中间量”分别表示即可．专题2的题12与本题几乎相同，但采用的是三角比的方法，请注意方法的积累和灵活运用．






题11
 　如图1-11所示，已知D、E分别是△ABC的边BC、AB上的点，AD、CE交于F，BF、DE交于G，过G作BC的平行线MN分别交AB、CE、AC于M、H、N．求证：GH＝NH．

[image: alt]


图1-11






满分证明
 　设MN交AD于O．因为MH∥BC，在△BEC中，有[image: alt]
 ．

在△BFH中，有[image: alt]
 ．在△ABC中，有[image: alt]
 ．

对①，②应用合比性质，有[image: alt]
 ．

由③，④有[image: alt]
 ，从而得到GH＋OH＝OH＋HN，故GH＝NH．






技巧贴士
 　证“A＝B”的基本思路为证相似、等量代换等．在本题中，证相似不太可能．若令MG＝a，GO＝b，OH＝c，HN＝d，要证b＋c＝d，显然“b＋c”的特点暗示要用“合比”．另外，在所有三角形中，BD、CD为唯一公共边，这一特点决定了它是“等量代换”的量，这样才能与其他量找到联系．

此题显然由两部分构成，在利用合（分）比中往往直接使用合（分）比，“逆用”相对困难．






题12
 　如图1-12所示，P为平行四边形ABCD对角线BD上的点，过点P作一直线分别交BA、BC的延长线于Q、R，交CD、AD于S、I，求证：PQ·PI＝PR·PS．

[image: alt]


图1-12






满分证明
 　因为ABCD是平行四边形，所以AD∥BC，DC∥AB．

由AD∥BC，可证得[image: alt]
 ．由DC∥AB，可证得[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ．

因此PQ·PI＝PR·PS．






技巧贴士
 　本题的结论中，五个点都在同一直线上，可将其整理成比例的形式，显然要对[image: alt]
 或[image: alt]
 进行等量代换，而等式的左、右两边应分别置于两对相似三角形中．






题13
 　如图1-13所示，已知在△ABC中，D在BC上，BE∥DA交CA的延长线于点E，CF∥DA交BA的延长线于点F，EF、BC的延长线交于点G，设[image: alt]
 ，求[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-13






满分解答
 　因为BE∥DA，CF∥DA，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，得到[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．于是[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题显然有很多组相似三角形，所以我们的常规思路为“截长补短”，但具体问题具体分析．不难发现DG＝DC＋CG，即[image: alt]
 ，所以要找出相应图形恰当表达[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．






题14
 　如图1-14（a）所示，在△ABC中，底边BC上的两点E、F把BC三等分，BM是AC上的中线，AE、AF分别交BM于G、H两点．求证：BG∶GH∶HM＝5∶3∶2．

[image: alt]


图1-14（a）






满分证明
 　如图1-14（b）所示，过点C作CH′∥AH，CG′∥AE，分别交BM的延长线于H′、G′．

[image: alt]


图1-14（b）

可证得CH′＝AH，HM＝H′M，GH＝G′H′．

设BG＝x，GH＝y，HM＝z，则H′M＝z，H′G′＝y．

由平行线分线段成比例定理，得GE∥CG′，则[image: alt]
 ，有x＝y＋z．

因为HF∥CH′，则[image: alt]
 ，有x＝－y＋4z，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

因此[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题只有“三等分”，“中点”两个条件，而“三等分”并不熟悉，故从最熟悉的“中点”入手．考虑到三等分的因素，故采用“中位倍长”的性质．另外，设x、y、z的技巧也很常用，即将几何问题转化为方程问题，请特别注意．有兴趣的同学还可试试：若D、E、F为四等分点［图1-14（c）］，那BG∶GH∶HM∶MN为多少呢？由此可见，许多问题都可以进行扩展．思考：如果有更多等分，情况又如何呢？

[image: alt]


图1-14（c）






题15
 （2012年上海市徐汇区二模）
 　函数[image: alt]
 和[image: alt]
 的图像关于y轴对称，我们把函数[image: alt]
 和[image: alt]
 叫做互为“镜子”函数，类似地，如果函数y＝f（x）和y＝h（x）的图像关于y轴对称，那么我们就把函数y＝f（x）和y＝h（x）叫做互为“镜子”函数．

（1）函数y＝3x－4的“镜子”函数是________________．

（2）函数y＝x2
 －2x＋3的“镜子”函数是________________．

（3）如图1-15（a）所示，一条直线与一对“镜子”[image: alt]
 和y＝[image: alt]
 的图像分别交于点A、B、C，如果CB∶AB＝1∶2，点C在函数y＝[image: alt]
 的“镜子”函数上的对应点的横坐标是[image: alt]
 ，求点B的坐标．

[image: alt]


图1-15（a）






满分解答
 　（1）y＝－3x－4.（2）y＝x2
 ＋2x＋3.（3）解：分别过点C、B、A作CC′、BB′、AA′垂直于x轴，垂足分别为C′、B′、A′，见图1-15（b）．

[image: alt]


图1-15（b）

设点[image: alt]
 ，其中m＞0，n＞0．

由题意得点[image: alt]
 ．由[image: alt]
 ，CC′∥BB′∥AA′，又CB∶AB＝1∶2，所以可得[image: alt]
 化简得[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 （负值舍去）．

故[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　CB∶AB＝1∶2这个形式暗示解题的关键在于“转化”为证明相似三角形，所以联列的方程组事实上是点A、B、C的纵、横坐标之间的关系．n－m＝[image: alt]
 是因为[image: alt]
 是因为A、B纵坐标之差与A、C纵坐标之差的关系为[image: alt]
 ．还要提醒一下，直角坐标系中作x轴、y轴垂线是较常用的辅助线方式（这种辅助线在直角坐标系中较常见，在专题3“二次函数”中将进行强调）．






题16
 　如图1-16（a）所示，在△ABC中，点D为BC上一点，点P在AD上，过点P作PM∥AC交AB于点M，作PN∥AB交AC于点N，回答下列问题．

[image: alt]


图1-16（a）

（1）若点D是BC的中点，且AP∶PD＝2∶1，求AM∶AB的值．

（2）若点D是BC的中点，求证：[image: alt]
 ．

（3）若点D是BC上任意一点，求证：[image: alt]
 ．






满分解答
 　（1）作DE∥MP交AB于E，见图1-16（b）．易证DE为中位线，故AM∶AB＝1∶3．

[image: alt]


图1-16（b）

（2）取AB、AC的中点E、F，连接DE，DF，易证[image: alt]
 ，又因E、F为中点，故[image: alt]
 ．

（3）过点D作DE∥PM交AB于E，所以[image: alt]
 ，又因为PM∥AC，所以DE∥AC，则[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ．

同理可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题第（3）问的关键是表达出[image: alt]
 （AD左、右两边情况一致，故同理表达[image: alt]
 ）．这里没有基本图形，故添加DE∥PM得△AED∽△AMP，△BED∽△BAC．可见[image: alt]
 很巧妙地利用了同乘除AE的情况，并进行了等量代换．






题17
 　如图1-17（a）所示，AM是△ABC的中线，交BC于点M，任意作一条直线分别交AB、AC于点P、Q．求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-17（a）






满分证明
 　证法一：如图1-17（b）所示，作SC∥PQ，BR∥PQ，则有[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．（其中△BRM≌△CSM）

[image: alt]


图1-17（b）

证法二：如图1-17（c）所示，延长补形，则由平行线定理得

[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，故得证．

[image: alt]


图1-17（c）

证法三：如图1-17（d）所示，作辅助线，由于M是BC的中点，则MN是梯形BEFC的中位线，则BE＋FC＝2MN．

[image: alt]


图1-17（d）

因[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ；因[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，①＋②，得[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　以上三种方法都很典型，其基本要领是通过添加平行线构造两个基本图形，分别表达出[image: alt]
 ，并且两个部分的分母都相同，通过运算得到[image: alt]
 ．要注意，证法一主要是“中线倍长”，证法二和证法三主要是“补形”，通过添加辅助线使MN为梯形的中位线．






题18
 　如图1-18（a）所示，P为△ABC内任一点，过P作AD、BE、CF分别与BC、AC、AB交于D、E、F．求证：（1）[image: alt]
 ．（2）[image: alt]
 ．

[image: alt]
 ．

图1-18（a）






满分证明
 　（1）如图1-18（b）所示，过P作MN∥BC交AB、AC于M、N．由MN∥BC得[image: alt]
 ，由分比性质，有[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-18（b）

（2）由[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题为“A＋B＝C”的变形，其等式右侧分别为1和2的特点暗示使用合分比的性质解决，其特点是分母相同，这样仅剩分子的运算，分子最终运算结果往往是分母的倍数．至于面积法，巧妙使用了同底不同高的特点．可见对于[image: alt]
 比例的情况，除了使用相似三角形的知识，还可以使用面积法．

另外，对于第（1）问，还有另外一种解法，即转化为面积比，有[image: alt]
 ．






题19
 　如图1-19所示，在Rt△ABC中，∠ACB＝90°，CD是角平分线，DE∥BC交AC于点E，DF∥AC交BC于点F．求证：CD2
 ＝2AE·BF．

[image: alt]


图1-19






满分证明
 　由DE∥BC，DF∥AC，∠ADE＝∠B，∠AED＝∠ACB＝∠DFB＝90°，可证得△AED∽△DFB，所以[image: alt]
 ，即AE·BF＝DE·DF．

由题意得，△CDE、△CDF是等腰直角三角形，将[image: alt]
 代入得CD2
 ＝2AE·BF．






技巧贴士
 　本题由相似三角形得到边的相似比[image: alt]
 ，通过边的等量代换，证得CD2
 ＝2AE·BF（其主要依据在于四边形CEDF为正方形）．另外，专题2的题9与本题看似类似，实则不同，一定不要混淆．






题20
 　如图1-20（a）所示，在Rt△ABC中，∠C＝90°，BC＝2AC，AD是∠BAC的平分线，求证：AB＋2BD＝5AC．

[image: alt]


图1-20（a）






满分证明
 　令AC＝a，则[image: alt]
 ，并作DE⊥AB，E为垂足，见图1-20（b），而由平分线性质定理知，[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-20（b）

在Rt△BDE和Rt△ABC中，∠BED＝∠BCA＝90°，故△BDE∽△BAC，则[image: alt]
 ，于是[image: alt]
 ．

由勾股定理，得[image: alt]
 ．

综合①、②，得[image: alt]
 ，即AB＋2BD＝5AC．






技巧贴士
 　本题为“A＋B＝C”的变形结构，我们使用的策略为：寻找“A”与“C”、“B”与“C”的关系，即将问题转化为两个“A＝B”的关系．还要注意的是，为使解答更为方便，往往需要设参，这样本题就转化为证明参数的恒等关系了．

思维点评

题10至题20主要涉及比例在证明、求线段上的应用．根据式子的特点，我们将比例问题分为“A＝B”和“A＋B＝C”两种形式．在证明这些问题时主要可以通过以下几种方式进行．

（1）直接计算，即对所求问题，直接代入计算，但这种方法比较繁琐．

（2）等量代换，即通过中间量，证明两者相等．使用这种方法的关键在于找出、辨别、选择恰当的中间量．在以等量代换为基础思想的解题过程中，可以选择现有的等量，也可以通过添加辅助线来获得更多的等量关系，如题17．

（3）利用合分比，即利用合分比的性质，在证明的过程中，使问题简化从而达到目的．

（4）建立参数，即设立合适的参数，将几何问题转化为代数问题，如题12．

在其他参考书中，相似三角形的应用可分为求线段、求周长、求面积等几类．我们现在按照“A＝B”和“A＋B＝C”的形式分类，是根据结论中式子的特点来进行的，希望同学们从式子本身的特点出发，合理运用合（分）比、等量代换等技巧来化简式子．

如果要从相似三角形在求线段、求周长、求面积等问题上分类，即可以认为题13、题15、题20属于求线段；题18、题21、题23属于“求面积”；而“求周长”的应用则可用专题6中题11来说明．但无论如何，相似三角形的应用都是合理使用以下几个性质．

（1）两个三角形相似，则两个三角形对应的角相等，对应边成比例．

（2）相似三角形对应的高、中线、角平分线的比等于相似比．

（3）相似三角形的周长比等于相似比．

（4）相似三角形的面积比等于相似比的平方．

所以，我们说看到[image: alt]
 的结构，看到求线段（“A＝B”和“A＋B＝C”两种形式），往往就是“求线段所在三角形相似”的讲法（题7技巧贴士中提及）．看到周长，便想到应用相似三角形性质（3），即求另一周长，但前提还是寻找相似三角形．

这里，再补充两题来说明相似三角形在“求面积”上的应用．

【补充1】如图1-21所示，已知△ABC与△ADE都是等边三角形，点D在边BC上（D不与B、C重合），DE与AC相交于点F．（1）求证：△ABD∽△DCF．（2）若BC＝1，设BD＝x，CF＝y，求y关于x的函数解析式及定义域．（3）当x为何值时，[image: alt]
 ？

[image: alt]


图1-21






满分解答
 　（1）由于△ABC与△ADE都是等边三角形，则∠B＝∠C＝∠ADE＝60°，∠CDF＋∠ADE＝∠B＋∠DAB，所以∠CDF＝∠DAB，可证得△ABD∽△DCF．

（2）由△ABD∽△DCF得[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，整理得y＝x－x2
 （0＜x＜1）．

（3）由于△ABC与△ADE都是等边三角形，进而容易得到△AEF∽△ABD，所以[image: alt]
 ．因AE＝AD，AB＝BC＝1，所以AE2
 ＝AF．

由相似可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，则x－x2
 ＝[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

【补充2】如图1-22（a）所示，已知梯形ABCD，AD∥BC，AB＝AD＝5，[image: alt]
 ．E为射线BD上一点，过点E作EF∥DC交射线BC于点F，连接EC，设[image: alt]
 ．（1）求BD的长．（2）当点E在线段BD上时，求y关于x的函数解析式，并写出自变量x的取值范围．

[image: alt]


图1-22（a）






满分解答
 　（1）过点A作AH⊥BD于点H，见图1-22（b）．由AD∥BC，AB＝AD＝5，得∠ABD＝∠ADB＝∠DBC，BH＝HD．

[image: alt]


图1-22（b）

在Rt△ABH中，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，可得BD＝2BH＝8．

（2）由EF∥DC，得[image: alt]
 ，又因为△EFC和△EFB同高，故[image: alt]
 ．

由EF∥DC，得△EFB∽△DCB，所以[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．

以上两个补充题可以和题21、题22、题23归为一类，都与“求面积”相关．虽然看起来几个题目的类型不一样，但总的原则都是在图形中寻找合适的相似三角形．进一步我们可以这样总结：对于[image: alt]
 ，首先需要求证△1∽△2，如果能够证明，那直接依据“相似三角形面积比等于相似比的平方”就能将问题转化成[image: alt]
 ，即线段比；如果△1和△2无法相似，那可依据[image: alt]
 解决（补充2即如此）．

所以对于[image: alt]
 ，其实是在寻找a、b线段所在的三角形相似，如果不行，也可以按照补充2的方式，使问题变化为[image: alt]
 就可以了．一般情况下，该式的一部分应为等量代换，另外一部分就应该直接为相似三角形的情况．

我们发现，题16中，[image: alt]
 也是按照这个情况，即[image: alt]
 ．[image: alt]
 ，并且一部分等量代换，另外一部分直接为相似三角形，可见虽然问题不同，但技巧都是相通的．

最后对于补充2，我们也可以按照[image: alt]
 ．[image: alt]
 进行，其中[image: alt]
 ，这两个三角形同高不同底；[image: alt]
 ，这两个三角形也是同高不同底．






题21
 　如图1-23所示，△PQR与△P′Q′R′是两个全等的等边三角形，六边形ABCDEF的边长分别记为AB＝a1
 ，BC＝b1
 ，CD＝a2
 ，DE＝b2
 ，EF＝a3
 ，FA＝b3
 ．求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-23






满分证明
 　根据对顶角和顶角的性质，有

△PAB∽△Q′CB∽△QCD∽△R′ED∽△REF∽△P′AF．

不妨令△PAB、△Q′CB、△QCD、△R′ED、△REF、△P′AF的面积分别为S1
 、[image: alt]
 、S2
 、[image: alt]
 、S3
 、[image: alt]
 ，而S△PQR
 ＝S△P′Q′R′
 ，同时减去六边形ABCDEF的面积，有

S△PAB
 ＋S△QCD
 ＋S△REF
 ＝S△Q′CB
 ＋S△R′ED
 ＋S△P′AF
 （即S1
 ＋S2
 ＋S3
 ＝[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ＋[image: alt]
 ）．

因为六个三角形相似，所以有

[image: alt]
 ．

因此，[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　根据已学知识，平方项可与勾股定理联系，现在学习了相似三角形的性质，根据“面积比为相似比的平方”得知，这道题的实质为面积法的应用，所以自然需要去找a1
 、b1
 ……这些边所在的三角形相似，还请注意，ai
 、bi
 的对应意味着六个相似三角形的分组，所以面积的等式也意味着要对应．

还要注意的是，本题还有一个隐藏结论：a1
 ＋a2
 ＋a3
 ＝b1
 ＋b2
 ＋b3
 ，有兴趣的同学可以证明一下．这个图形还可以得出一个结论：若△PQR，△P′Q′R′为任意三角形，则∠P＋∠P′＋∠Q＋∠Q′＋∠R＋∠R′＝360°，详见本系列丛书7年级专题4．


题22
 　如图1-24（a）所示，已知在△ABC中，BE＝2EC，AF＝2FC，且S△ABC
 ＝a，求阴影部分的面积．

[image: alt]


图1-24（a）






满分解答
 　过点F作FG∥BC交AE于点G，如图1-24（b）所示．由FG∥BC得[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．又因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-24（b）

因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

由于[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题的另外一种解法是连接CD，令S△CDF
 ＝x，S△CDE
 ＝y，故S△ADF
 ＝2x，S△BDE
 ＝2y．在△AEC中，[image: alt]
 ；在△BCF中，[image: alt]
 ，易解得x和y．还有，这道题和专题2的题16对比可发现，专题2的题16的辅助线方式也为本题提供了第三种解法．






题23
 　如图1-25（a）所示，平行四边形ABCD的面积是60，E、F分别是AB、BC的中点，AF与DE、DB分别交于G、H，求四边形EBHG的面积．

[image: alt]


图1-25（a）






满分解答
 　连接AC交BD于O，延长AF交DC的延长线于I，见图1-25（b）．则可证得CI＝AB＝CD．由于AB∥CD，△ABH∽△IDH，[image: alt]
 ，即BH＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


图1-25（b）

所以得到[image: alt]
 ．

可证得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

所以得到[image: alt]
 ．

从而求得S四边形EBHG
 ＝S△ABH
 －S△AEG
 ＝10－3＝7．






技巧贴士
 　本题利用所求四边形面积为两个三角形的面积之差，间接求出四边形面积．当求两个三角形的面积时，在高相等的情况下求出底边之比，就是三角形的面积之比．题22、题23都可归纳成求两线段交点在某一条线段上的“位置”．如本题，关键为求G、H在ED、BD上的“位置”．而题22关键为求D在FB上的“位置”．至于题14，其特征也是如此．






题24
 　等腰三角形ABC的顶角∠A＝108°，BC＝m，AB＝AC＝n，x＝[image: alt]
 ，则x、y、z之间的大小关系是________________．






满分解答
 　首先作出图形，并在BC上取点D，见图1-26，使DC＝AC＝n，则△BDA∽△BAC，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，n2
 ＝m(m－n)，m2
 ＝n（m＋n）．

[image: alt]


图1-26

代入得[image: alt]
 ．

所以x＝y＝z．






技巧贴士
 　本题的关键为构造图形，在BC中截取一段n，使△BDA∽△BAC，从而得到BD＝m－n，再进行化简就可以了．正因为m－n、m＋n的暗示，联想到“截长补短”与“构造”．






题25
 　如图1-27（a）所示，设a、b、c分别是△ABC的三边长，且[image: alt]
 ．求证：∠B＝2∠A．

[image: alt]


图1-27（a）






满分证明
 　由[image: alt]
 化简得b2
 ＝a（a＋c），所以[image: alt]
 ．

如图1-27（b）所示，延长CB至D，使BD＝c，则CD＝a＋c，∠D＝∠BAD，则∠ABC＝2∠D．

[image: alt]


图1-27（b）

由于[image: alt]
 ，又因为∠C是公共角，可证得△CAB∽△CDA，则∠D＝∠BAC．

因为∠ABC＝2∠D，可证得∠ABC＝2∠BAC，即∠B＝2∠A．






技巧贴士
 　本题关键是条件[image: alt]
 的应用，由b2
 ＝a（a＋c）这个等式，联想到需要构建一对相似三角形，若延长CB至D，使BD＝c，再连接AD，则△CAB∽△CDA．本题可与本专题第6期的练习联系起来学习．






题26
 　如图1-28（a）所示，在直角梯形ABCD中，AB＝7cm，AD＝2cm，BC＝3cm．如果边AB上有一点P，如图1-28（b）所示，以P、A、D为顶点的三角形和以P、B、C为顶点的三角形相似，那么这样的P点有____个．

[image: alt]


图1-28（a）

[image: alt]


图1-28（b）






满分解答
 　设AP＝x，则BP＝7－x．

因为△PAD∽△PBC，在直角梯形ABCD中，∠A＝∠B＝90°，所以△ADP∽△BCP或△ADP∽△BPC．

当△ADP∽△BCP时，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

当△ADP∽△BPC时，[image: alt]
 ，x2
 －7x＋6＝0，解得x＝1或x＝6，即AP＝1cm或6cm．

综上所述，[image: alt]
 或1cm或6cm，使以P、A、D为顶点的三角形和以P、B、C为顶点的三角形相似的P点有3个．






技巧贴士
 　设参后，关键是分类标准，考虑到∠A＝∠B＝90°，则△ADP∽△BCP，或△ADP∽△BPC（注意A，B对应，式子左边D，P不变，而式子右边C，P进行了置换）．还有[image: alt]
 的写法也请注意观察并对应．

思维点评

题21至题23都涉及了相似三角形的面积问题，结合补充1、补充2这两个题目，可见在相似三角形中求面积时常常会涉及以下内容．

（1）直接法：[image: alt]
 ．

[image: alt]


（2）等积法：利用“等底同高”或“同底等高”．

[image: alt]


等底同高

[image: alt]


同底等高

（3）等比法：两三角形相似，其面积比为相似比的平方．

[image: alt]


[image: alt]


相似比的平方

而从特征上看，尤其要注意出现平方项，如题21．而题22、题23的主要特征在于求某点在所在线段上的位置信息．

如题22求阴影面积，C、E、F的位置信息已定，如E、F为三等分，故只要确定D点的位置信息即可下面的思路就是求出D将BF或AE分成几比几．

如题23求四边形EBHG面积，E、B位置信息已有，故要求出G、H在所在线段的关系即可．而下面[image: alt]
 便是确定G、H在DE、BD上的关系．当然，如果发现[image: alt]
 无法使△1∽△2，那可依据[image: alt]
 （补充2即如此）．

接着，注意诸如题24、题25的写法．题24、题25涉及构造法，从我们给出的两题看：①其往往有a＋b，m－n这种和（差）等式的暗示．②这时往往使用截长补短，而不是使用等比、和（分）比性质进行转化．究其原因，主要在于等比、和（分）比更适合于图形比较复杂的情况，这样更便于使用等量代换等技巧，而现在给出的图形则相对简单，故只用构造法．

同时，也要提醒一下，证明题25“∠B＝2∠A”的技巧将在专题2和第6期练习中再次出现．

最后，题26涉及分类讨论．关于相似三角形中的分类讨论主要分布在各种类型的题目中，其分类讨论的要点，主要以“角”为对象进行研究．

现将分类讨论的一般步骤总结如下．

（1）明确讨论的对象．

（2）确定分类的标准，按照一个标准进行分类．

（3）逐步讨论，做到“不重复”、“不遗漏”．

（4）归纳小结，得出结论．

在相似三角形的分类讨论中，要注意“线段”、“直线”、“射线”的区别．至于以边为分类讨论的对象，主要见于如题9出现的“格点”情况，即三角形的三边都已知．当然，专题6中的题3也可以以边为讨论对象，有兴趣者可以看看．在专题6中，我们还将专门涉及分类讨论的隐藏信息．

另补充以下情况．

（1）填空题中分类讨论的标志．

①题中没有“如图”二字．

②“直线”、“射线”的修饰．

（2）综合题中分类讨论的标志，举例如下．

①“以P、O、M为顶点的三角形与△OCD相似，求出符合条件的点P”．用文字写出的“相似”则必定要分类讨论．

②“是否存在点M，使△BDM∽△CEM，求M的坐标”，这种情况一般要分类讨论．

③“△AME∽△ENB”（△AME的顶点A、M、E分别与△ENB的顶点E、N、B对应）已经写了对应点，则不必分类讨论．

分类讨论还请注意类似下题的情况：在△ABC中，∠B＝25°，AD是边BC上的高，并且AD2
 ＝BD·DC，则∠BCA的度数为多少？

此题需要自己画图，所以根据已知条件，并不能确定高的位置，需要进行分类讨论，也就是确定三角形的形状．对比题6，可以根据已知条件画出一个确定的三角形，从而不需要进行分类讨论．

（1）当高在△ABC内部时，见图1-29（a），因为AD2
 ＝BD·DC，推出[image: alt]
 ．又因为∠ADB＝∠CDA，可证得△ADB∽△CDA，故∠BAD＝∠ACD．

[image: alt]


图1-29（a）

可知∠CAD＋∠ACD＝90°，所以∠CAD＋∠BAD＝90°，由∠B＝25°，得到∠BCA＝65°．

（2）当高在△ABC外部时，见图1-29（b），同理可得△ADB∽△CDA，则∠ABD＝∠CAD＝25°，故∠ACD＝65°，此时∠BCA＝180°－∠ACD＝115°．

[image: alt]


图1-29（b）





优质精练

第一期

1．如图所示，△ABC是正方形网格中的格点三角形（顶点在格上），请在正方形网格上按下列要求画一个格点三角形与△ABC相似，并完成以下填空．

（1）在图（a）中画△A1
 B1
 C1
 ，使得△A1
 B1
 C1
 的周长是△ABC的周长的2倍，则[image: alt]
 ＝____________．

[image: alt]


第1题（a）

（2）在图（b）中画△A2
 B2
 C2
 ，使得△A2
 B2
 C2
 的面积是△ABC的面积的2倍，则[image: alt]
 ＝____________．

[image: alt]


第1题（b）

2．如图所示，已知△ABC在方格纸中，回答下列问题．

[image: alt]


第2题

（1）请在方格纸上建立平面直角坐标系，使A（2，3），C（6，2），并求出B点坐标．

（2）以原点O为位似中心（如果两个图形不仅是相似图形，而且每组对应点的连线交于一点，对应边互相平行，这个点叫做位似中心），相似比为2，在第一象限内将△ABC放大，画出放大后的图形△A′B′C′．

（3）计算△A′B′C′的面积S．

3．如图所示，∠B＝∠C＝∠FDE，BD＝DC，则图中有（　）对相似三角形．

A．1对

B．2对

C．3对

D．4对

[image: alt]


第3题

4．如图所示，菱形ABCD的边长为a，点O是对角线AC上的一点，且OA＝a，OB＝OC＝OD＝1，则a等于（　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．1

D．2

[image: alt]


第4题

5．如图所示，△ABC是一张锐角三角形的硬纸片，AD是边BC上的高，BC＝40cm，AD＝30cm，从这张硬纸片上剪下一个长（HG）是宽（HE）的2倍的矩形EFGH，使它的一边EF在BC上，顶点G、H分别在AC、AB上，AD与HG的交点为M．

（1）求证：[image: alt]
 ．（2）求矩形EFGH的周长．

[image: alt]


第5题





第二期

1．在平行四边形ABCD的边AB和AD上分别取点E和F，使[image: alt]
 ，连接EF交对角线AC于G，则[image: alt]
 的值是________________．

[image: alt]


第1题

2．如图所示，在梯形ABCD中，AB∥CD，点F在BC上，连接DF，与AB的延长线交于点G．

（1）求证：△CDF∽△BGF．

（2）当点F是BC的中点时，过F作EF∥CD交AD于点E，若AB＝6cm，EF＝4cm，求CD的长．

[image: alt]


第2题

3．如图所示，在梯形ABCD中，AD∥BC，AD＝3，BC＝9，AB＝6，CD＝4，若EF∥AD，且梯形AEDF与梯形BECF周长相等，求EF的长．

[image: alt]


第3题

4．如图所示，在△ABC中，∠ACB＝90°，CD⊥AB于D，M是CD上的点，DH⊥BM于H，DH的延长线交AC的延长线于E，求证：

（1）△AED∽△CBM．（2）AE·CM＝AC·CD．

[image: alt]


第4题

5．已知△ABC，延长BC到D，使CD＝BC．取AB的中点F，连接FD交AC于点E．

（1）求[image: alt]
 的值．（2）若AB＝a，FB＝EC，求AC的长．

[image: alt]


第5题

6．如图所示，在△ABC中，∠ACB＝90°，CD⊥AB于D，AF平分∠CAB，交CD于E，交BC于F．求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


第6题





第三期

1．如图所示，AB∥CD，AC、BD交于点E，EF∥CD交BC于点F，求证：

[image: alt]


[image: alt]


第1题

2．如图所示，AB∥CD，AD∥CE，F、G分别是AC和FD的中点，过G的直线依次交AB、AD、CD、CE于点M、N、P、Q，求证：MN＋PQ＝2PN．

[image: alt]


第2题

3．如图所示，ABCD是平行四边形，CE⊥AB，交AB延长线于点E，CF⊥AD，交AD延长线于F，求证：AC2
 ＝AB·AE＋AD·AF．

[image: alt]


第3题

4．如图所示，在△ABC中，DE∥BC，CD、BE交于点O，过点O作MN∥BC，分别交AB、AC于点M、N．求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


第4题

5．如图所示，如果M是△ABC中BC边的中点，P是CM上任一点，过点P作PR∥AM，交BA延长线于点Q，交CA于点R，求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


第5题





第四期

1．如图所示，AB∥CD，AE∥FD，AE、FD分别交BC于点G、H，则图中共有（　）相似三角形．

A．4对

B．5对

C．6对

D．7对

[image: alt]


第1题

2．如图所示，在△ABC中，AB＝AC，AD⊥BC于D，DE⊥AC于E，M为DE的中点，AM与BE相交于点N，AD与BE相交于点F．求证：

（1）△ADM∽△BCE．（2）AM⊥BE．

[image: alt]


第2题

3．已知在△ABC中，AB＝10．回答下列问题．

（1）如图（a）所示，若点D、E分别是AC、BC边的中点，求DE的长．

（2）如图（b）所示，若点A1
 、A2
 把AC边三等分，过A1
 、A2
 作AB边的平行线，分别交BC边于B1
 、B2
 ，求A1
 B1
 ＋A2
 B2
 的值．

（3）如图（c）所示，若点A1
 ，A2
 ，…，A10
 把AC边11等分，过各点作AB边的平行线，分别交BC边于B1
 ，B2
 ，…，B10
 ，根据你所发现的规律，直接写出A1
 B1
 ＋A2
 B2
 ＋…＋A10
 B10
 的结果．

[image: alt]


第3题（a）

[image: alt]


第3题（b）

[image: alt]


第3题（c）

4．如图所示，在直角梯形ABCD中，∠ADC＝90°，AD∥BC，点E在BC上，点F在AC上，∠DFC＝∠AEB．

（1）求证：△ADF∽△CAE．（2）当AD＝8，DC＝6，点E、F分别是BC、AC的中点时，求直角梯形ABCD的面积．

[image: alt]


第4题

5．从O点出发，引三条射线OA、OB、OC，使∠AOB＝∠BOC＝60°，任作一直线l，分别交OA、OB、OC于点P、Q、R．求证：O[image: alt]
 ．

[image: alt]


第5题

6．已知P为平行四边形ABCD中AB边上的一动点，直线DP与CB的延长线交于点Q，问P点在什么位置时，能使AP＋BQ的值最小？

[image: alt]


第6题





第五期

1．如图所示，点M是△ABC内一点，过点M分别作直线平行于△ABC的各边，所形成的三个小三角形△1
 、△2
 、△3
 （图中阴影部分）的面积分别是4、9和49则△ABC的面积是________________．

[image: alt]


第1题

2．如图所示，P是△ABC内一点，BP、CP、AP的延长线分别与AC、AB、BC交于点E、F、D，判断下列三个等式：

[image: alt]


其中正确的有（　）．

A．0个

B．1个

C．2个

D．3个

[image: alt]


第2题

3．如图所示，在△ABC中，D是AB的中点，P为BC延长线上一点，且∠CAP＝∠BDP与AC交于点E，求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


第3题

4．如图所示，在正方形ABCD内有一折线段，其中AE⊥EF，EF⊥FC，并且AE＝6，EF＝8，FC＝10，求正方形与其外接圆之间形成的阴影部分的面积．

[image: alt]


第4题

5．在锐角△ABC中，AD⊥BC于D，BE⊥AC于E，求证：AB2
 ＝AC·AE＋BC·BD．

















6．如图所示，在△ABC中，DE∥BC，BE、DC相交于点O，S△DOE
 ＝m2
 ，S△BOC
 ＝n2
 （m，n为常数）．求S△ADE
 ．

[image: alt]


第6题





第六期

1．已知△ABC为钝角三角形，其最长边AC上有一点P（点P与点A、C不重合），过点P作直线l，使直线l截△ABC所得的三角形与原三角形相似，这样的直线l的条数可以是________________．

2．在△ABC中，BC＝1，∠A＝2∠B，求[image: alt]
 的取值范围．

















3．如图所示，AB⊥BD，CD⊥BD，AB＝6，CD＝4，BD＝14，现有点P在直线BD上，并且满足条件：△ABP∽△CDP，求BP．

[image: alt]


第3题

4．将一个量角器和一个含30°角的直角三角板如图（a）放置，图（b）是根据图（a）画出的几何图形，其中点B在半圆O的直径DE的延长线上，AB切半圆O于点F，且BC＝OD．

[image: alt]


第4题（a）

[image: alt]


第4题（b）

（1）求证：DB∥CF．（2）当OD＝2时，若以O、B、F为顶点的三角形与△ABC相似，求OB．

















5．如图（a）所示，在梯形ABCD中，AB∥DC，AD＝2PD，PC＝2PB，∠ADP＝∠PCD，PD＝PC＝4．

（1）求证：PD∥BC．（2）若点Q在线段PB上运动，与点P不重合，连接CQ并延长交DP的延长线于点O，如图（b）所示，设PQ＝x，DO＝y，求x与y的函数关系式，并写出它的定义域．（3）如图（c）所示，若点M在线段PA上运动，与点P不重合，连接CM交于点N，当△PNM是等腰三角形时，求PM．

[image: alt]


第5题（a）

[image: alt]


第5题（b）

[image: alt]


第5题（c）


专题2　锐角三角比

编者引言

锐角三角比是三角学的基本概念之一，它被定义成两条线段的数量比．由于角度的关系，正弦、余弦、正切、余切之间互相存在着特殊关系．所以，三角比经常会单独列出来出计算题．除此之外，三角比也常被运用于几何题和应用题中．

综上所述，本专题分为以下三个部分．

（1）三角比的一些常见填空题．

（2）三角比在几何上的一些应用．

（3）三角比在代数上的一些运用．

总之，理解角与角、不同类三角比之间的关系，熟练运用和掌握三角比中的公式，反复操练是学好三角比的有效方法之一．同时，学好三角比对今后几何的学习及代数和三角比的互换都有帮助．

经典拉分题思维点评


题1
 　在Rt△ABC中，∠C＝90°，如果各边的长都延长到原来的两倍，那么锐角A的各三角比的值（　）．

A．都扩大到原来的2倍

B．都缩小为原来的一半

C．没有变化

D．不能确定






满分解答
 　C．






技巧贴士
 　利用三角比的公式、定义，对前后比值的变化进行比较，便可以得出结果．在许多问题中，解决三角比往往都是从定义出发，所以希望同学们记住三角比的定义．






题2
 　解答或证明以下各题．

（1）已知[image: alt]
 ，求sina·cosa的值．

（2）已知tanθ＋sinθ＝m，tanθ－sinθ＝n，求证：[image: alt]
 ．

（3）若asinθ＋cosθ＝1，bsinθ－cosθ＝1，求证：ab＝1．

（4）在△ABC中，若[image: alt]
 ，则△ABC属于哪种三角形？

（5）已知a是锐角，化简：[image: alt]
 ．

（6）化简：sin2
 1°＋sin2
 2°＋…＋sin2
 88°＋sin2
 89°．

（7）化简：tan1°·tan2°·…·tan88°·tan89°．

（8）化简：[image: alt]
 ．

（9）求值：[image: alt]
 ．

（10）化简：[image: alt]
 ．






满分解答
 　（1）将[image: alt]
 两边平方得[image: alt]
 ，又sin2
 a＋cos2
 a＝1，所以1＋2sinacosa＝2，得[image: alt]
 ．

（2）由已知tanθ＋sinθ＝m，tanθ－sinθ＝n，利用方程解得[image: alt]
 ．代入得[image: alt]
 ．

又因为左边[image: alt]
 ，右边＝tan2
 θ－sin2
 θ＝[image: alt]
 ．

左边＝右边，所以[image: alt]
 ．

（3）因为[image: alt]
 两式相加，得（a＋b）sinθ＝2，所以[image: alt]
 ．

将[image: alt]
 代入，得[image: alt]
 ．

又因为sin2
 θ＋cos2
 θ＝1，即[image: alt]
 ，所以ab＝1，即得证．

（4）由题意可知，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

又因为0°＜∠A＜180°，0°＜∠B＜180°，所以∠A＝∠B＝60°，故△ABC是等边三角形．

（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


（7）[image: alt]


（8）[image: alt]


（9）[image: alt]


（10）当cota＜1，即45°＜a＜90°时，原式[image: alt]
 2cota；

当[image: alt]
 ，即30°≤a≤45°时，原式[image: alt]
 ；

当[image: alt]
 ，即0°＜a＜30°时，原式[image: alt]
 ．

思维点评

对于题1，我们重点强调三角比的定义，三角比是一个比值，当角度确定时，其三角比的值也固定了．

对于题2的第（1）问，我们发现：当已知sina与cosa之间的和或差时，常常考虑运用sin2
 a＋cos2
 a＝1来转化问题．

对于第（2）问，是将tanθ、sinθ视为方程的两个元，第（3）问也类似．

对于第（6）、（7）问，一般都是进行分组配对，需要巧妙利用公式sin2
 a＋cos2
 a＝1和tana·cota＝1，如1＋2＋…＋98＋99的情况，首尾相加（或相乘）、第二位与倒数第二位相加（或相乘），依次类推得到结论．

对于第（10）问，关键在于对a值进行分类讨论．在第（9）问中，[image: alt]
 去掉绝对值，[image: alt]
 去掉根号，事实上也隐藏了要求大家掌握sina、cosa、tana增减性的要求．一般而言，0°＜a＜90°时，sina、tana是随着a的变大而变大，而cosa是随着a的变大而变小．至于“当45°＜a＜90°时，sina、cosa、tana之间的大小关系”，优质精练中第一期第5题有所体现．






题3
 　已知海岛A四周20海里范围内是暗礁区．一艘货轮由东向西航行，在B处测得岛A在北偏西60°，航行24海里后到C处，测得岛A在北偏西30°．请通过计算说明，货轮继续向西航行，有无触礁危险？






满分解答
 　如图2-1所示，作出示意图．过A作AD⊥BC，垂足为D．

[image: alt]


图2-1

由题意可知，∠1＝30°，∠2＝60°，BC＝24，因为∠ECD＝∠FBC＝90°，所以∠ACD＝60°，∠ABD＝30°．在Rt△ECB中，∠CEB＋∠CBA＝90°，所以∠CEB＝60°．

又∠CEB＝∠1＋∠CAE，所以∠1＝∠CAE＝30°，即∠CAE＝∠ABD＝30°．

所以AC＝BC＝24．

在Rt△ADC中，[image: alt]
 ，所以AD＝sin60°×24＝[image: alt]
 ≈20.78＞20，所以没有触礁危险．






技巧贴士
 　此题是将生活中的问题转化为数学问题，主要运用三角比的知识．判断是否会触礁，也就是要求计算出AD的长度，再判断D点是否在危险区域内．






题4
 　如图2-2所示，在直角坐标系中，将矩形OABC沿OB对折，使点A落在A1
 处．已知[image: alt]
 ，AB＝1，求点A1
 的坐标．

[image: alt]


图2-2






满分解答
 　因为OA＝[image: alt]
 ，AB＝1，所以[image: alt]
 ．

所以∠AOB＝∠A1
 OB＝30°，则∠A1
 OC＝30°．

令A1
 （x，y），所以[image: alt]
 ．

又因为A1
 O＝AO＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

综上所述，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题虽然简单，但很典型．从中我们得知，对于图形的翻折问题，往往可以借用锐角三角比和方程的知识来进行解决．同时，三角比的知识常可用于解决一些坐标系的问题．






题5
 　利用几何图形，求15°角的四种三角比值．






满分解答
 　解法一：如图2-3所示，在△ABC中，∠C＝90°，∠ABC＝30°，延长CB到D，使BD＝BA，则[image: alt]
 ．

[image: alt]


图2-3

设AC＝1，则[image: alt]
 ，BD＝2，所以[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

解法二：如图2-4所示，在△ABC中，∠B＝90°，BA＝BC，作∠BAD＝30°，AD交BC于D，作DE⊥AC于E，则∠DAE＝15°．

[image: alt]


图2-4

设BD＝1，则AD＝2，根据勾股定理，[image: alt]
 ，进而[image: alt]
 ，易证[image: alt]
 ．

在Rt△ADE中，[image: alt]
 ，同理[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　从30°、45°、60°这些特殊角的三角比我们发现15°是30°的一半，也是45°减去30°的情况，所以构造了两个直角三角形，利用直角三角形的性质求出15°的四种三角比．

为了简化计算的过程，我们在两种解法中都使用了设单位长的技巧，比如解法一中的AC＝1，解法二中的BD＝1，且两种解法都体现了三角比和几何的结合．






题6
 　利用几何图形，求sin18°的值．






满分解答
 　如图2-5所示，在△ABC中，作∠A＝∠B＝2∠C＝72°，再作∠B的平分线，交AC于T，作CH⊥AB于点H．

[image: alt]


图2-5

不妨设AC＝1，BT是∠B的平分线，故∠CBT＝∠TCB＝36°，∠ATB＝∠ABC＝72°．

而∠ATB＝∠ABC，∠A＝∠A，所以△ABC∽△ATB，[image: alt]
 ．

设AH＝x，AB＝2x，AT＝AC－TC＝AC－TB＝AC－AB＝1－2x，

所以[image: alt]
 （负值舍去）．

在Rt△AHC中，∠HCA＝18°，AC＝1，[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　三角比常会将“角”与“边”联系在一起，本题就是考验读者如何建立起这样的关系．我们容易想到将所需要求解的角放在一个直角三角形中，但是仅仅一个直角三角形难以找出其中的关系．尝试着将此三角形翻折得到另一个全等的三角形之后，我们会发现这个18°角在整个三角形中还可以存在相似的情况．

最后，再复习专题1题1中的一个概念：顶角为36°的等腰三角形称为黄金三角形，具有“[image: alt]
 ”的性质．有了这个概念，明确了18°和36°的关系，本题只要作CH⊥AB就可以解决了．






题7
 　如图2-6（a）所示，在△ABC中，∠B＝45°，[image: alt]
 ，D是BC上一点，AD＝5，CD＝3，求∠ADC的度数及AC的长．

[image: alt]


图2-6（a）






满分解答
 　过点A作AE⊥BC于点E，见图2-6（b），则∠AEB＝90°．

[image: alt]


图2-6（b）

在Rt△ABE中，∠AEB＝90°，∠B＝45°，所以[image: alt]
 ．而在Rt△ADE中，∠AED＝90°，[image: alt]
 ，所以∠ADE＝60°，[image: alt]
 ．

在Rt△ACE中，∠AEC＝90°，[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　在几何题中解三角比，最常见的方法是找到或建立起所求角或所求边所在的直角三角形，而通过从一顶点向另一边添加垂线是一种直接有效的方法．






题8
 　如图2-7（a）所示，已知在△ABC中，∠C＝90°，∠A＝45°，BD为AC边上的中线，求sin∠ABD和tan∠ABD．

[image: alt]


图2-7（a）






满分解答
 　如图2-7（b）所示，过D作AB的垂线，交AB于E．

[image: alt]


图2-7（b）

设AD＝x，因为BD为AC边上的中线，所以AD＝DC＝x．

在Rt△ADE中，因为∠A＝45°，所以AE＝DE．

又因为AE2
 ＋DE2
 ＝AD2
 ＝x2
 ，所以AE＝DE＝[image: alt]
 ．

在Rt△BCD中，因为∠A＝45°，所以AC＝BC＝2AD＝2x，

又因为CD2
 ＋BC2
 ＝BD2
 ，所以[image: alt]
 ．

在Rt△BDE中，因为DE2
 ＋BE2
 ＝BD2
 ，所以BE[image: alt]
 ．

因此[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　等腰直角三角形是解三角比题目类型中比较特殊的图形．除了三角形本身就有直角之外，两个锐角都为45°这一条件就为再次建立起新的等腰直角三角形创造了条件．另外，如果DB是角平分线，本题就转化成“求22.5°的四种三角比值”了．






题9
 　如图2-8所示，在△ABC中，∠ACB＝90°，CD⊥AB于D，DE⊥AC于E，DF⊥BC于F．求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图2-8






满分证明
 　∠ADE＝∠ACD＝∠B，而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

又DF＝EC，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

又[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题直角三角形较多，直接用相似三角形往往找不好关系，而利用等角的三角函数作边的转化，可使关系明确．对于本题，其难点是专题1中所提及的内容，即对于[image: alt]
 ，就是在寻找a、b线段所在的三角形相似，如果不行，可将问题转化为[image: alt]
 ．






题10
 　如图2-9（a）所示，在△ABC中，∠A＝90°，AB＝AC，M是AC边的中点，AD垂直于BM且交BC于D．求证：∠AMB＝∠CMD．

[image: alt]


图2-9（a）






满分证明
 　如图2-9（b）所示，作DF⊥AC于点F，设AB＝3．

[image: alt]


图2-9（b）

因AD⊥BM，∠BAM＝90°，所以∠DAF＝∠ABM．

又[image: alt]
 ．

又∠BAC＝90°，AB＝AC，∠C＝45°，而∠DFC＝90°，故FC＝FD．

[image: alt]
 ，而FC＋FA＝3，FC＝1，FA＝2，而[image: alt]
 ，FD＝1，即[image: alt]
 ．

又[image: alt]
 ，∠AMB、∠CMD是锐角，因此∠AMB＝∠CMD．






技巧贴士
 　此题通过证明两个角的正切值相等来证明两个角相等．利用解三角形的知识把结论中有关的线段用常数或适当的参数表示，通过计算证明几何命题，这种方法称为几何题的三角证法．本题中，利用题中已知的线段关系，可以知道tan∠AMB＝2，若另一个角的正切值同为2，即得证．






题11
 　如图2-10（a）所示，在矩形ABCD中，AD＝2AB，E是BC上的一点，∠CDE＝15°，求证：AD＝AE．

[image: alt]


图2-10（a）






满分证明
 　证法一（几何方法）：以D为圆心、DA长为半径画圆弧交BC的延长线于点F，见图2-10（b）．

[image: alt]


图2-10（b）

由DF＝DA＝2·CD，得∠DFE＝30°，则∠EDF＝15°＋60°＝75°＝∠DEF，EF＝DF＝AD，又EF∥AD，所以AEFD是菱形，从而AD＝AE．

证法二（三角比方法）：设AB＝a，则AD＝2a，在Rt△CDE中，有EC＝CD·[image: alt]
 ．

在Rt△ABE中，[image: alt]
 ，而∠AEB＜90°，所以∠AEB＝30°，故∠AED＝180°－75°－30°＝75°＝∠ADE，从而AD＝AE．






技巧贴士
 　以前我们证明边相等通常有两种方法：要么证明角相等，要么证明三角形的全等．事实上它们都是证法一（几何方法）的演变．现在，我们又多了三角比的方法，当然本题的证法二利用了题5中的15°的四个三角比值，EC＝CD·tan15°[image: alt]
 便是由此而来．

最后提醒一下，证法一中证明四边形是菱形的方法也是一种另辟蹊径的妙法，大家不妨多加思考一下，也请记忆一下，存在这样一种特殊的菱形：角度是30°和150°（两个75°，每个75°又可以划分为60°和15°）．






题12
 　如图2-11所示，以Rt△ABC的两条直角边AC、BC为边长，各向外作正方形AEDC和BCGH，连接BE、AH分别交AC、BC于点P、Q，求证：CP＝CQ．

[image: alt]


图2-11






满分证明
 　设BC＝a，AC＝b，令∠PBC＝a，∠CAQ＝β．

在Rt△PBC中，CP＝BC·tana＝a·tana．①

在Rt△CAQ中，CQ＝AC·tanβ＝b·tanβ．②

在Rt△EBD中，[image: alt]


在Rt△AHG中，[image: alt]


将③、④分别代入①、②，可得CP＝CQ．






技巧贴士
 　看似复杂的题目往往解答过程会很简单．我们只要找出所求角在它所在的三角形中的关系，找到联系两个条件相等的第三个条件（即等量代换），便很容易得出结论．






题13
 　如果直角三角形的两条直角边分别为a和b，斜边上的高为h，求证：[image: alt]
 ．






满分证明
 　证法一（几何方法）：如图2-12所示，作CD⊥AB，设BC＝a，AC＝b，AB＝c，CD＝h，因为c·h＝a·b，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


图2-12

由勾股定理，有[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

证法二（三角比方法）：使用与上面相同的设参，有[image: alt]
 ，而A＋B＝90°，故[image: alt]
 ，于是[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题的图形十分典型，[image: alt]
 还可以作为直角三角形中的定理来使用，使用时做简单证明．






题14
 　如图2-13（a）所示，在正方形ABCD中，N是DC的中点，M是AD上异于点D的点，且∠NMB＝∠MBC，求tan∠ABM．

[image: alt]


图2-13（a）






满分解答
 　如图2-13（b）所示，延长BC、MN交于点E，作EF⊥BM于点F．

[image: alt]


图2-13（b）

设AB＝a，AM＝x（x＜a），则MD＝a－x，[image: alt]
 ．

因为ABCD是正方形及N为DC的中点，故△MDN≌△NCE，因此CE＝MD＝a－x，BE＝2a－x．

由∠NMB＝∠MBC知EB＝EM，且易证[image: alt]
 ，结合∠A＝∠BFE，故△ABM∽△FEB．

所以[image: alt]
 ，BM2
 ＝2AM·BE，a2
 ＋x2
 ＝2x（2a－x），即3x2
 －4ax＋a2
 ＝0，所以[image: alt]
 ．

在△AMB中，显然[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题的关键在于直角三角形和等腰三角形性质的应用，即通过等腰三角形和直角三角形的性质来确定AM与AD的长度关系，从N是DC中点且∠NMB＝∠MBC的情况发现，M是AD上的一个“特殊点”，否则满足∠NMB＝∠MBC如此“苛刻”的条件，所以通过设参来确定AM与AD的长度关系．

当然，熟记了三角比后，本题由“sin∠ABM＝sin∠FEB”得到“[image: alt]
 ”，这是利用了“等角的三角函数相等”的特点．






题15
 　如图2-14（a）所示，在梯形ABCD中，AD∥BC，AB＝4，BC＝6，∠DAC＝∠B＝∠AEF，点E、F分别在BC、AC上（点E与B、C不重合），设BE＝x，AF＝y．

[image: alt]


图2-14（a）

（1）求cosB．

（2）求证：△ABE∽△ECF．

（3）求y与x之间的函数解析式，并求自变量x的取值范围．

（4）当点E在BC上移动时，△AEF是否有可能是直角三角形？若有可能，请求出BE的长；若不能，请说明理由．






满分解答
 　（1）如图2-14（b）所示，过点A作AH⊥BC于点H．

[image: alt]


图2-14（b）

由AD∥BC，∠DAC＝∠B，可知∠B＝∠ACB，故AB＝AC＝4．

又AH⊥BC，BC＝6，所以BH＝3．

在Rt△AHB中，[image: alt]
 ．

（2）由（1）可知，∠B＝∠ACB．又∠AEC＝∠B＋∠BAE＝∠AEF＋∠FEC，∠B＝∠AEF，故∠BAE＝∠CEF，则△ABE∽△ECF．

（3）因为BE＝x，AF＝y，所以CE＝6－x，CF＝4－y．又由△ABE∽△ECF，可得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

（4）△AEF为直角三角形有两种情况．

①∠EAF＝90°，则[image: alt]
 ．又由△ABE∽△ECF，可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

②∠AFE＝90°，则[image: alt]
 ．同理可知，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即x＝3．

综上所述，当BE的长为[image: alt]
 或3时，△AEF为直角三角形．






技巧贴士
 　由条件∠DAC＝∠B＝∠AEF，可知∠AEF是定角．那么△AEF若可能为直角三角形，要么∠EAF＝90°，要么∠AFE＝90°．联系第（1）问[image: alt]
 ，得到[image: alt]
 ，从而得出AE与EF的关系．再由△ABE∽△ECF，建立关于x的等式，算出BE的长．要注意，本题事实上可以视为“一线三角”的形式，在专题6中还将专门进行讲述．






题16
 　如图2-15（a）所示，已知线段OA⊥OB，C为OB的中点，D为AO上一点，连接AC、BD交于点P．

[image: alt]


图2-15（a）

（1）当OA＝OB，且D为AO的中点时，求[image: alt]
 ．

（2）当OA＝OB，且[image: alt]
 时，求tan∠BPC．






满分解答
 　（1）如图2-15（b）所示，过C作CE∥OA交BD于E，则△BEC∽△BDO，得[image: alt]
 ．

[image: alt]


图2-15（b）

再由△ECP∽△DAP，得[image: alt]
 ．

（2）如图2-15（b）所示，设AD＝x，AO＝OB＝4x，则OD＝3x．

由△BEC∽△BDO，得[image: alt]
 ．

再由△ECP∽△DAP，得[image: alt]
 ．

由勾股定理可知BD＝5x，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，可得PD＝AD＝x，则[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　结合专题1的题22、题23，我们发现这种类型的题目其实是求点P在某一线段上的“位置”．最后，再强调一下第（2）问，其实质仍是“等角的三角函数值相等”，可见利用角的等量代换可实现边、角的计算．






题17
 　如图2-16（a）所示，已知正方形ABCD在直线MN的上方，BC在直线MN上，E是BC上一点，以AE为边在直线MN的上方作正方形AEFG．

[image: alt]


图2-16（a）

（1）连接GD，求证：△ADG≌△ABE．

（2）连接FC，观察并猜测∠FCN的度数，并说明理由．

（3）如图2-16（b）所示，将图2-16（a）中正方形ABCD改为矩形ABCD，AB＝a，BC＝b（a、b为常数），E是线段BC上一动点（不含端点B、C），以AE为边在直线MN的上方作矩形AEFG，使顶点G恰好落在射线CD上．判断当点E由B向C运动时，∠FCN的大小是否总保持不变，若∠FCN的大小不变，请用含a、b的代数式表示tan∠FCN的值；若∠FCN的大小发生改变，请举例说明．

[image: alt]


图2-16（b）






满分解答
 　（1）由四边形ABCD和四边形AEFG是正方形，可得AB＝AD，AE＝AG，∠BAD＝∠EAG＝90°，则∠BAE＋∠EAD＝∠DAG＋∠EAD，

即∠BAE＝∠DAG，得△ADG≌△ABE．

（2）如图2-16（c）所示，作FH⊥MN于点H．

[image: alt]


图2-16（c）

由∠AEF＝∠ABE＝90°，可得∠BAE＋∠AEB＝90°，∠FEH＋∠AEB＝90°，得∠BAE＝∠FEH．

又由AE＝EF，∠EHF＝∠EBA＝90°，可得△EFH≌△AEB，即FH＝BE，EH＝AB＝BC，所以CH＝BE＝FH．

因为∠FHC＝90°，所以∠FCN＝45°．

（3）由已知可得∠EAG＝∠BAD＝∠AEF＝90°，结合（1）、（2）得∠FEH＝∠BAE＝∠DAG．

又因G在射线CD上，∠GDA＝∠EHF＝∠EBA＝90°，可得△EFH≌△AGD，△EFH∽△AEB，所以EH＝AD＝BC＝b，CH＝BE，则[image: alt]
 ．

因此在Rt△FEH中，[image: alt]
 ，

即当点E由B向C运动时，∠FCH的大小总保持不变，[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　相信看过7年级专题7“三角形”的同学解答第（1）、（2）问应该没有任何问题．对于第（3）问，“观察并猜测”这类题目，首先做的是精确地作图，这样会方便我们猜测．

值得注意的是，猜测∠FCN的大小，可以画两个图，第一个图中，a＝1，b＝2，第二个图中，a＝2，b＝1．通过a、b取值的不一致，自然可以猜测到[image: alt]
 ．

思维点评

题3到题17都是三角比在几何中的运用．

题3是解三角比问题中常会出现的典型应用题．解答这类题目时先将图像画出来，再进行一定抽象，以便解决问题．

题4类似题3，只要将图形画在直角坐标系中，根据要求进行翻折，再利用三角比便容易求解．

题5、题6和题8都说明了求解15°、18°、22.5°等角度的三角比的基本方法都是“构造”，使用一个恰当的图形合理表达，当然，结合题7、题9、题10，请注意在几何题中解三角比，最常见的方法是找到或建立起所求角、所求边所在的直角三角形，而通过一顶点向另一边添加垂线是一种直接有效的方法．

在题10中，∠AMB和∠CMD并不在同一个三角形中，但∠AMB却已经是一个直角三角形中的一锐角．因此我们需要做的是将∠CMD也构造成是一个直角三角形的内角，从而通过证两者之间的三角比相等来证明这两个角相等．而题11，其中一种方法是设出图形中的一边长，通过边与边的关系（或将已知角度关系通过三角比转化为边之间的关系）来求出结论．

总之，需要强调的是，在几何中，“等角的三角函数相等”这个结论很重要，它为边的计算、角的证明等提供了很重要的依据！后面的题目也都利用这个原则．






题18
 　已知a、b、c分别是△ABC中∠A、∠B、∠C的对边，关于x的一元二次方程a（1－x2
 ）＋2bx＋c（1＋x2
 ）＝0有两个相等的实数根，且3c＝a＋3b．

（1）判断△ABC的形状．

（2）求sinA、sinB．






满分解答
 　（1）原方程整理为（c－a）x2
 ＋2bx＋（c＋a）＝0，由题意得Δ＝0，通过计算有a2
 ＋b2
 ＝c2
 ，所以△ABC是直角三角形，且∠C＝90°．

（2）由3c＝a＋3b得a＝3c－3b，代入a2
 ＋b2
 ＝c2
 得（b－c）（5b－4c）＝0．

因为c＞b，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

因此[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　类似这类代数和三角比结合的问题，我们需要将其划为同一类计算方式．也就是说，将三角比代入代数式中求解，或将代数式代入三角关系中求解．






题19
 　已知方程4x2
 －2（m＋1）x＋m＝0的两个根恰好是一个直角三角形的两个锐角的余弦，试求m的值．






满分解答
 　设Rt△ABC的锐角为∠A、∠B，由题意可知Δ＝4（m＋1）2
 －[image: alt]
 ，以及cosB＝sinA，又因cosA·cosB[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

解得[image: alt]
 ，又因为m＞0，所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　直角三角形中两个锐角的余弦分别为cosA、sinB，根据一元二次方程的求根判别式和韦达定理得到三个式子．由于sinA＝cosB，所以可以用sinA代替cosB．又因为sin2
 A＋cos2
 A＝1，因此可以求出m的值．






题20
 　已知关于x的一元二次方程（m＋2）x2
 －（2m－11）x＋12＝0的两个根是一个直角三角形的两个锐角的正弦，求实数m的值．






满分解答
 　设方程的两个实根x1
 、x2
 分别是Rt△ABC的锐角A、B的正弦值，则[image: alt]
 ．

根据韦达定理，得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

化简得m2
 －24m＋23＝0，解得m＝1或23．

检验：当m＝1时，Δ＝（2m－11）2
 －48（m＋2）＜0，方程无解；

　　　当m＝23时，Δ＝（2m－11）2
 －48（m＋2）＞0，方程有两根．

所以m＝23．






技巧贴士
 　本题与题19一样，都是三角比与一元二次方程的综合，基本解法是利用韦达定理和sin2
 A＋cos2
 A＝1列方程求解．要注意检验方程有无实数根．

在Rt△ABC中，两个锐角为A、B，有[image: alt]
 ，根据勾股定理a2
 ＋b2
 ＝c2
 ，故得sin2
 A＋cos2
 A＝1．






题21
 　在Rt△ABC中，∠C＝90°，[image: alt]
 ，且两直角边长满足条件3a＋2b＝m．当m取最小值时，求△ABC中最小内角的正切值．






满分解答
 　由[image: alt]
 得ab＝m，结合3a＋2b＝m，消去b，得[image: alt]
 ，故实数a满足二次方程3x2
 －mx＋2m＝0，所以Δ＝m2
 －24m＝m（m－24）≥0．

因为m＞0，所以m≥24．

当m＝24时，该方程只有一个实数根a＝4，从而b＝6，由b＞a，知△ABC的最小内角为∠A，其正切值[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　此题首先是将三角形中的面积和边长进行互相转换，先求出m，随后再求出a，最后利用“大边对大角”的性质判别出最小角．






题22
 　设x2
 ＋y2
 ＝1，且x≠-1，y≠-1，求证：[image: alt]
 ．






满分证明
 　设x＝sina，y＝cosa，则

[image: alt]



技巧贴士
 　本题如果直接使用代数方法，通过代数式的运算证明，过程比较复杂．根据已知条件x2
 ＋y2
 ＝1，容易联想到sin2
 a＋cos2
 a＝1，故可设参数，将问题转化．

在一些代数式证明中，如果已知x2
 ＋y2
 ＝1，则可设x＝sina，y＝cosa；如果已知x2
 ＋y2
 ＝a（a＞0），则可设[image: alt]
 ．

思维点评

题18到题22考查的是将三角比与代数结合运用的能力．将三角比和代数结合可以对三角比问题进行更深一步的研究，也可以使三角比的解法更加简单有效．

题18将三角形三边的关系隐藏在一个二元二次方程中，在学习了专题3后，我们还会发现在二次函数中也会出现三角比的内容．

题19和题20是解三角比中的经典题型，属于同一个类型．这类题目常会将一个直角三角形中的两锐角的四种三角比（常见正弦和余弦）转化为一个二次函数的两个根．而通常的解法都是运用韦达定理和所学过的三角比定理，尤其是隐藏条件sin2
 a＋cos2
 a＝1．

题21的解法很简单，将面积转化为边与边之间的关系，于是可以得到一个关于m的二次函数关系式，将m的最值求解出来，此题便迎刃而解．当然，这里提及了面积，下面补充一个公式：

[image: alt]


该公式将在专题4中多次提到．

题22中的x2
 ＋y2
 ＝1与sin2
 a＋cos2
 a＝1在解决三角比问题中经常会互相转换，也叫做“三角换元”，希望各位读者能记住这一规律，多加操练．





优质精练

第一期

1．（1）求值：[image: alt]
 ．

（2）若[image: alt]
 ，求a、β值（a、β都为锐角）．

（3）求值：[image: alt]
 ．

















2．求值：[image: alt]
 ．

















3．在锐角△ABC中，AB＝14，BC＝14，S△ABC
 ＝84，求cotC的值．

















4．如图所示，已知MN是△ABC的中位线，NH⊥BC于H，AB＝6，BC边上的高AD＝4，则cos∠NMH的值为（　）．

A．[image: alt]


B．[image: alt]


C．[image: alt]


D．[image: alt]


[image: alt]


第4题

5．当45°＜a＜90°时，比较sina、cosa、tana之间的大小关系．

















6．六月以来，某地普降大雨，时有山体滑坡灾害发生．北风小学教学楼后面紧邻着一个土山坡，坡上面是一块平地．如图所示，AF∥BC，斜坡AB长为30m，坡角∠ABC＝65°．为了防止滑坡，保障安全，学校决定对该土坡进行改造，经过地质人员勘测，当坡角不超过45°时，可以确保山体不滑坡．

（1）求坡顶到地面的距离AD．（结果精确到0.1m）

（2）为确保安全，学校计划改造时保持坡脚B不动，坡顶A沿AF削进到E点处，问AE至少是多少米？（结果精确到0.1m）

[image: alt]


第6题

7．平地上一棵树高为5m，两次观察地面上的影子，第一次是阳光与地面成45°时，第二次是阳光与地面成30°时，第二次观察到的影子比第一次长多少米？





第二期

1．如图所示，在梯形ABED中，AD∥BE，∠BED＝90°，AB＝BE＝5，AD＝2．若∠ABE的平分线交ED于点C．

（1）求CD的长．

（2）求tan∠CBE的值．

[image: alt]


第1题

2．已知△ABC不是等腰直角三角形，∠BAC＝90°，在BC所在直线的延长线上取点D、点E使DB＝BC＝CE，连接AD、AE．已知∠BAD＝45°，求tan∠CAE的值．

[image: alt]


第2题

3．如图所示，四边形ABCD是正方形，E是BC上一点，将正方形折叠，使点A与点E重合，得折痕MN，其中点M在DC上，点N在AB上．若[image: alt]
 ，DC＋CE＝10，求△ANE的面积和sin∠ENB的值．

[image: alt]


第3题

4．如图所示，在四边形ABCD中，已知AD＝3，BD＝7，[image: alt]
 ，∠A＝120°，AB与BC互相垂直，求CD的长度．

[image: alt]


第4题

5．如图所示，在四边形ABCD中，已知AC⊥BC于点C，DF⊥AC于点E且交AB于点F，AB＝15，[image: alt]
 ，且S△AFE
 ∶S四边形EFBC
 ＝1∶8，求∠DAB的度数．

[image: alt]


第5题





第三期

1．已知方程（m＋15）x2
 －（3m＋5）＋12＝0的两个根分别是一个直角三角形中两个锐角的正弦值，求m的值．

















2．若关于x的一元二次方程x2
 －3（m＋1）x＋m2
 －9m＋20＝0有两个实数根，已知a、b、c分别是△ABC相应角的对边，且∠C＝90°，[image: alt]
 ，问是否存在整数m，使上述一元二次方程的两个实数根的平方和等于Rt△ABC的斜边的平方？若不存在，请说明理由．

















3．若直角三角形中的两个锐角A、B的正弦值是方程x2
 ＋px＋q＝0的两个根．

（1）那么实数p、q应满足哪些条件？

（2）如果p、q满足这些条件，方程x2
 ＋px＋q＝0的两个根是否等于直角三角形的两个锐角A、B的正弦值？

















4．已知A、B为Rt△ABC的两个锐角，sinA、sinB为方程x2
 ＋mx＋n＝0的两个根，且2m＋n＝1，求m、n的值．

















5．已知a为锐角，且[image: alt]
 ，求以tana、cota为两个根的一元二次方程．


专题3　二次函数

编者引言

二次函数是初中函数体系中关键的一环，是中考必考内容之一，其重要性不亚于圆、相似形等任何一个专题．正因为其重要，所以本专题并不是从“求二次函数解析式”、“利用二次函数解决应用性问题”等常见内容出发，而是直接以以下内容为切入点．

（1）二次函数相关性质，其中涉及作图、对称性等．

（2）二次函数在平面直角坐标系中所构造出的几何性质，中间融入了整数问题、最值问题、面积的讨论等．

虽然仅两大类问题，但希望读者能从中加深对二次函数综合性问题的认识．

经典拉分题思维点评


题1
 　已知抛物线y＝x2
 ＋bx＋c的部分图像如图3-1所示，若y＜0，则x的取值范围是（　）．

[image: alt]


图3-1

A．-1＜x＜4

B．-1＜x＜3

C．x＜-1或x＞4

D．x＜-1或x＞3






满分解答
 　B．






技巧贴士
 　在抛物线y＝x2
 ＋bx＋c的图像上，当y＝0时，图像与x轴的一个交点为（-1，0），根据对称轴x＝1得到另外一个交点（3，0）；当y＜0时，图像对应的是x轴下方的部分，x在-1和3内，所以x的取值范围为-1＜x＜3．

解题关键是了解Y＜0所对应的函数图像，即X轴下方的部分．另外利用抛物线的对称性求出交点．






题2
 　已知一抛物线的形状与[image: alt]
 的形状相同，对称轴为x＝-2．它与X轴的两交点之间的距离为2，求此抛物线的解析式．






满分解答
 　设所求抛物线的解析式为y＝a（x－x1
 ）（x－x2
 ），其中a≠0．

因为所求抛物线的对称轴为x＝-2，且它与X轴的两交点之间的距离为2，所以它与X轴两交点的坐标为（-3，0）和（-1，0），所以y＝a（x＋3）（x＋1）．又因为所求抛物线的形状与[image: alt]
 相同，所以[image: alt]
 ，所以抛物线的解析式为y＝[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　对于抛物线一般式y＝ax2
 ＋bx＋c而言，每个字母都有其直接的作用，并且抛物线的三种形式（一般式、两根式、顶点式）都有其特点，需要熟练掌握．






题3
 　函数y＝-2（x－1）2
 －1的图像可由函数y＝-2（x＋2）2
 ＋3的图像平移得到，那么平移的步骤是________________．






满分解答
 　先向右平移3个单位，再向下平移4个单位（答案不唯一）．






技巧贴士
 　对于二次函数的平移问题，一般的技巧是将二次函数的一般式整理成顶点式，所以平移步骤实质上是顶点坐标的平移．遇到二次函数的平移问题时，关键注意顶点坐标，同时千万不要遗漏分类讨论和多解等情况，正如本题答案不唯一一样，平移的方式也是多种的．






题4
 　如图3-2（a）、图3-2（b）所示，抛物线C1
 以P为顶点，与x轴交于点O、A，连接OP、AP，以O为位似中心，作与△OAP位似，且相似比为2∶1的△OA′P′．过点O、A′、P′作抛物线C2
 ．试问抛物线C2
 能否由抛物线C1
 平移得到？给出你的理由．

[image: alt]


图3-2（a）

[image: alt]


图3-2（b）






满分解答
 　抛物线C2
 不能由C1
 平移得到．

解法一：设抛物线C1
 的顶点P的坐标为（h，k）．根据题意，P′是抛物线C2
 的顶点，且坐标为（2h，2k）．假设抛物线C2
 能由C1
 平移得到，则两个抛物线的解析式的二次项系数a相同，即分别为y＝a（x－h）2
 ＋k和y＝a（x－2h）2
 ＋2k．因为两条抛物线都经过原点，所以ah2
 ＋k＝0①，4ah2
 ＋2k＝0，即2ah2
 ＋k＝0②．由②—①，得ah2
 ＝0，因为a≠0，所以h＝0，与题意不符，所以假设抛物线C2
 能由C1
 平移得到是错误的，即两条抛物线不能相互平移得到．

解法二：如图3-2（b）所示，过点P作PB∥x轴交A′P′于点B．由题意易知△OAP≌△PBP′．抛物线C1
 平移后必经过点P、P′、B．但由图3-2（b）知，抛物线C2
 经过点O、P′、A′，则C2
 必同时经过点O、P、P′和B、A′．而点O、P、P′和P′、B、A′分别在同一直线上，这是不可能的，即抛物线C2
 不能由抛物线C1
 平移得到．






技巧贴士
 　本题主要采用了反证法来说明结论不成立．反证法的一般步骤是先假设结论成立，然后从假设出发，经过推理得出和反命题矛盾，或者与定义、公理、定理矛盾，从而得出原命题不成立．解法一中得到h＝0即对称轴为x＝0，显然矛盾；解法二得到抛物线C2
 经过形成三角形的五点，也显然矛盾．






题5
 　已知抛物线y＝-x2
 ＋2x＋3，回答下列问题．

（1）分别写出抛物线的顶点P，与x轴的两个交点A、B（A点在B点的左侧），与y轴的交点C的坐标．

（2）求该抛物线关于y轴对称的抛物线的解析式．

（3）求该抛物线关于x轴对称的抛物线的解析式．

（4）求该抛物线关于原点O对称的抛物线的解析式．






满分解答
 　（1）P（1，4），A（-1，0），B（3，0），C（0，3）．

（2）将解析式y＝-x2
 ＋2x＋3中的（x，y）换成关于y轴对称的对称点（-x，y），所以所求抛物线的解析式为y＝-x2
 －2x＋3．

（3）将解析式y＝-x2
 ＋2x＋3中的（x，y）换成关于x轴对称的对称点（x，-y），所以所求抛物线的解析式为y＝x2
 －2x－3．

（4）将解析式y＝-x2
 ＋2x＋3中的（x，y）换成关于原点O对称的对称点（-x，-y），所以所求抛物线的解析式为y＝x2
 ＋2x－3．






技巧贴士
 　函数的对称性是函数特有的一种特性，常见的情况是关于x轴、y轴、原点、某一点对称的情况．

思维点评

对于题1、题2，一般式y＝ax2
 ＋bx＋c中字母的作用用下表说明．

[image: alt]


所以，题2中“一抛物线与[image: alt]
 形状相同”，则意味着开口大小一致，故|a|一致．

同时，在题2中出现了对称轴，因此最方便的做法是顶点式．下面列举一般式、两根式、顶点式的形式及其特点：

[image: alt]


以上三种形式在使用时要注意以下几点．

（1）一般式、两根式、顶点式三种情况可相互转换，转化中往往涉及配方法．

（2）三点式：过三点A（x1
 ，f（x1
 ））、B（x2
 ，f（x2
 ））、C（x3
 ，f（x3
 ））的二次函数可设为f（x）＝a1
 （x－x2
 ）（x－x3
 ）＋a2
 （x－x1
 ）（x－x3
 ）＋a3
 （x－x1
 ）（x－x2
 ）．

如果在一般式中提及的三点无规律性，有时我们可用上面称为“三点式”的情况进行解答，将A、B、C代入三点式，求出a1
 、a2
 、a3
 再回代整理即可．

（3）注意两根式中x1
 、x2
 关于对称轴对称，故有时出现两点纵坐标相同，便可得到对称轴．

（4）注意顶点坐标[image: alt]
 ，在横坐标上有个负号．

（5）题3、题4说明顶点式是解决平移问题比较简便的方法．

（6）至于题5，关于函数的对称性可用下表说明．

[image: alt]


至于函数y＝f（x）关于某一点P对称的情况，要求求出y′＝g（x′），关键是把握这样一个条件，即令y′＝g（x′）上一点A（x，y），则A（x，y）关于P的对称点必然在函数y＝f（x）上，通过这样的转化，可求出y′＝g（x′），即专题6中题10的解法．






题6
 　已知抛物线y＝x2
 ＋px＋q上有一点M（x0
 ，y0
 ）位于x轴下方．

（1）求证：此抛物线与x轴有两个交点．

（2）设此抛物线与x轴交点为A（x1
 ，0），B（x2
 ，0），且x1
 ＜x2
 ，求证：x1
 ＜x0
 ＜x2
 ．

（3）当点M的坐标为（1，-2）时，求整数x1
 ，X2
 ．


满分解答
 　（1）因点M（x0
 ，y0
 ）位于x轴下方，则[image: alt]
 ，p2
 －4q＞0．

若令抛物线中y＝0，即x2
 ＋px＋q＝0，则Δ＝p2
 －4q＞0，所以此抛物线与x轴有两个交点．

（2）由（1）的方程可知x1
 ＋x2
 ＝-p，x1
 x2
 ＝q，代入[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，所以（x0
 －x1
 ）（x0
 －x2
 ）＜0，即x1
 ＜x0
 ＜x2
 ．

（3）因为M（1，-2）在抛物线上，所以1＋p＋q＝-2，即q＝-p－3，代入判别式得Δ＝p2
 ＋4p＋12＝（p＋2）2
 ＋8．因为x1
 ，x2
 是整数，所以p为整数，且判别式应为完全平方数．

令（p＋2）2
 ＋8＝k2
 （k是整数），则k2
 －（p＋2）2
 －（k＋p＋2）（k－p－2）＝0．

由于k＋p＋2与k－p－2的奇偶性相同，所以

[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

解得[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

那么当p＝-1时，原方程化为x2
 －x－2＝0，则x1
 ＝-1，x2
 ＝2．

当p＝-3时，原方程化为x2
 －3x＝0，则x1
 ＝0，x2
 ＝3．

所以[image: alt]
 或[image: alt]







技巧贴士
 　本题主要和数论、一元二次方程有关．第（1）问的关键在于要将M先代入，接着发现[image: alt]
 ．故[image: alt]
 ，进而得到Δ的情况．

第（2）问出现x1
 、x2
 ，这种情况则暗示用“两根法”．而对于第（3）问，则使用了一个推论，即若x1
 、x2
 为整数，则ax2
 ＋bx＋c＝0的判别式Δ必为完全平方数，否则x1
 、x2
 无法为整数．






题7
 　已知关于x的一元二次方程（m－1）x2
 ＋（m－2）x－1＝0（m为实数）．

（1）若方程有两个不相等的实数根，求m的取值范围．

（2）在（1）的条件下，求证：无论m取何值，抛物线y＝（m－1）x2
 ＋（m－2）x－1总过x轴上的一个固定点．

（3）若m是整数，且关于x的一元二次方程（m－1）x2
 ＋（m－2）x－1＝0有两个不相等的整数根，把抛物线y＝（m－1）x2
 ＋（m－2）x－1向右平移3个单位长度，求平移后的解析式．






满分解答
 　（1）Δ＝（m－2）2
 ＋4（m－1）＝m2
 ．由于方程有两个不相等的实数根，所以m≠0．因为m－1≠0，所以m的取值范围是m≠0且m≠1．

（2）令y＝0，则（m－1）x2
 ＋（m－2）x－1＝0．

所以[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．

则该抛物线必经过（-1，0），即得证．

（3）因为x＝-1是整数，所以只需[image: alt]
 是整数．因为m是整数，且m≠0，m≠1，所以m＝2．当m＝2时，抛物线为y＝x2
 －1．把它的图像向右平移3个单位长度，得到的抛物线解析式为y＝x2
 －6x＋8．






技巧贴士
 　求m的取值时要注意m≠1，因它是一个一元二次方程（遇到函数y＝ax2
 ＋bx＋c，牢记分类讨论）．至于第（2）问，抛物线总过x轴上一固定点，则意味着x1
 或x2
 通过公式法必然为已知．至于第（3）问，关键是对[image: alt]
 为整数进行讨论．






题8
 　已知抛物线P：y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）与x轴交于A，B两点（点A在x轴的正半轴上），与y轴交于点C，矩形DEFG的一条边DE在线段AB上，顶点F，G分别在线段BC，AC上，抛物线P上部分点的横坐标对应的纵坐标如下．

[image: alt]


（1）求A、B、C三点的坐标．

（2）若点D的坐标为（m，0），矩形DEFG的面积为s，求s与m的函数关系，并指出M的取值范围．






满分解答
 　（1）由抛物线过点[image: alt]
 可知抛物线的对称轴方程为x＝-1．

又因为抛物线过（2，0），（-2，-4），则由抛物线的对称性可知，点A，B，C的坐标分别为A（2，0），B（-4，0），C（0，-4）．

（2）由题意得[image: alt]
 ，而AO＝2，OC＝4，AD＝2－m，故DG＝4－2m，又[image: alt]
 ，EF＝DG，得BE＝4－2m，所以DE＝3m，所以

S矩形DEFG
 ＝DG·DE＝（4－2m）·3m＝12m－6m2
 ，0＜m＜2．






技巧贴士
 　本题主要是把二次函数与几何性质联系在一起考查．第（1）问关键在于观察，发现有两个点纵坐标相同，故得到对称轴，而一点（-2，0）则为抛物线与x轴的交点，故得另一个与x轴的交点．可见，当点较多时，应注意观察，选择最合适的方法，而不能只想到使用待定系数法．第（2）问则说明二次函数在平面直角坐标中所构造的几何性质是我们经常处理的情况，其往往结合相似函数等知识来综合考查我们对知识的掌握程度．






题9
 　如图3-3（a）所示，O为坐标原点，∠AOB＝30°，∠ABO＝90°，且点A的坐标为（2，0）．

[image: alt]


图3-3（a）

（1）求点B的坐标．

（2）若二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像经过A、B、O三点，求此二次函数的解析式．

（3）如图3-3（b）所示，在（2）中二次函数的图像的OB段（不包括点O、B）上，是否存在一点C，使四边形ABCO的面积最大？若存在，求出这个最大值及此时点C的坐标；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


图3-3（b）






满分解答
 　（1）在Rt△OAB中，因为∠AOB＝30°，所以OB＝[image: alt]
 ，过点B作BD⊥x轴，垂足为D，见图3-3（b），则[image: alt]
 ，故点B的坐标为[image: alt]
 ．

（2）将A（2，0），[image: alt]
 ，O（0，0）三点的坐标代入y＝ax2
 ＋bx＋c得

[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以解析式为[image: alt]
 ．

（3）假设点C存在，坐标为[image: alt]
 ，因为C点在抛物线OB段上，故[image: alt]
 ．

四边形ABCO由△OAB和△OBC组成，由于△OAB的面积为定值[image: alt]
 ，只要△OBC的面积最大，四边形ABCO的面积就是最大的．

如图3-3（b）所示，过点C作x轴的垂线CE，垂足为E，交OB于点F，则

[image: alt]
 ．

而[image: alt]
 ，故

[image: alt]
 ．

当[image: alt]
 时，△OBC的面积为最大，即[image: alt]
 ，此时点[image: alt]
 ．四边形ABCO的面积最大为[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题从直角三角形出发，引出二次函数．在已知三点的情况下，可直接代入一般式，解方程组得到各项系数．当然，第（2）问也可以用两根式进行解决．在解决第（3）问求解图形面积的最值问题时，采用了割补的思想，将四边形问题转化为三角形问题，进一步转化为二次函数的最值问题．本题处理问题的方式很典型，后面还会出现．对抛物线而言，因为其图像位于直角坐标系中，所以常作垂线作为辅助线．






题10
 （2010年上海市黄浦区一模）
 　已知二次函数y＝-x2
 ＋（k＋1）x－k的图像经过一次函数y＝-x＋4的图像于x轴的交点A（图3-4），回答下列问题．

[image: alt]


图3-4

（1）求二次函数的解析式．

（2）求一次函数与二次函数图像的另一个交点B的坐标．

（3）若二次函数图像与y轴交于点D，平行于y轴的直线l将四边形ABCD的面积分成3∶1的两部分，则直线l截四边形ABCD所得的线段的长是多少？






满分解答
 　（1）由y＝-x＋4，得A（4，0）．又二次函数图像经过点A，则0＝-16＋4（k＋1）－k，解得k＝4．

所以二次函数解析式为y＝-x2
 ＋5x－4．

（2）由[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以点B的坐标为（2，2）．

（3）显然D（0，-4），并且AB⊥AD，同时易证四边形ABCD的面积为9．

[image: alt]


图3-5（a）第一种情况

[image: alt]


图3-5（b）第二种情况

[image: alt]


图3-5（c）第二种情况（添加辅助线）

第一种情况：△AEF是等腰直角三角形，即l与AB、AD相交，则[image: alt]
 [image: alt]
 ．

第二种情况：l与BC、AD相交于E、F两点．过C作平行于y轴的直线交AD于点G．设平行于y轴的直线EF的解析式为x＝1＋d［因点C的坐标为（1，0）］．

由[image: alt]
 ，

解得[image: alt]
 （负值舍去），所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题难点在于第（3）问，由于题目没有明确指明3∶1的划分，故分两种情况进行讨论．另外要注意的是，解答的根据是较小一块的面积，第一种情况是等腰直角三角形（所以需找特殊三角形），第二种情况是不规则图形（需进行划分）．通过这种方式再列方程会使计算量减少很多．






题11
 　如图3-6（a）所示，抛物线y1
 ＝-ax2
 －ax＋1经过点[image: alt]
 ，且与抛物线y2
 ＝ax2
 －ax－1相交于A，B两点．

[image: alt]


图3-6（a）

（1）求a的值．

（2）如图3-6（b）所示，设y1
 ＝-ax2
 －ax＋1与x轴分别交于M、N两点（点M在点N的左边），y2
 ＝ax2
 －ax－1与x轴分别交于E、F两点（点E在点F的左边），观察M、N、E、F四点坐标，写出一条正确结论并通过计算证明．

[image: alt]


图3-6（b）

（3）设A、B两点的横坐标分别记为xa
 、xb
 ，若在x轴上有一动点Q（x，0），且xa
 ＜x＜xb
 ，过Q作一条垂直于x轴的直线与两条抛物线分别交于C、D两点，见图3-6（c），试问x为何值时，线段CD有最大值？最大值为多少？

[image: alt]


图3-6（c）






满分解答
 　（1）因为点[image: alt]
 在抛物线上，所以[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．

（2）由（1）知[image: alt]
 ，故抛物线[image: alt]
 ．

当[image: alt]
 时，解得x1
 ＝-2，x2
 ＝1．

因为点M在点N的左边，所以xM
 ＝-2，xN
 ＝1．

当[image: alt]
 时，解得x3
 ＝-1，x4
 ＝2．

因为点E在点F的左边，所以xE
 ＝-1，xF
 ＝2．

所以xM
 ＋xF
 ＝0，xN
 ＋xE
 ＝0．

因此点M与点F关于y轴对称，点N与点E关于y轴对称．

（3）因为[image: alt]
 ，抛物线y1
 开口向下，y2
 ．开口向上．

根据题意得[image: alt]
 ．

又[image: alt]
 消去y可得[image: alt]
 ．

因此当－[image: alt]
 ≤x≤[image: alt]
 时，CD的最大值为2．






技巧贴士
 　本题的关键在于第（3）问，涉及求最值的问题．求最值在初中数学中往往涉及配方法，分段函数的讨论，函数本身的特点、增减性等．而本题使用的是配方法．

对于C、D的坐标也特别强调，由于与y轴平行，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，其横坐标一致．如果CD所在直线与x轴平行，则表示为（xC
 ，Y），（xD
 ，y），其纵坐标一致．可见与哪条轴平行或垂直，其设参方法应有所不同．

本题第（2）问没有直接证明，只是计算证明，我们通过这个得到一个推论，即若y1
 ＝ax2
 ＋bx＋c，y2
 ＝-ax2
 ＋bx－c，其与x轴的交点是关于y轴对称的．其证明可以运用公式法：y1
 ＝ax2
 ＋bx＋c与x轴的交点为[image: alt]
 ；y2
 ＝-ax2
 ＋bx－c与x轴的交点为[image: alt]
 ．

可见，y＝a（x－h）2
 ＋k交于x轴的交点为[image: alt]
 ．






题12
 　如图3-7所示，抛物线经过点O（0，0），A（4，0），B（5，5），点C是y轴负半轴上的一点，直线l经过B、C两点，且[image: alt]
 ．

[image: alt]


图3-7

（1）求抛物线的解析式．

（2）求直线l的解析式．

（3）过B、O两点作直线，如果P是直线OB上的一个动点，过点P作直线PQ平行于y轴，交抛物线于点Q．是否存在以点P、Q、B为顶点的三角形与△OBC相似？如果存在，请求出点P的坐标；若不存在，请说明理由．






满分解答
 　（1）因为抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c经过点O（0，0），A（4，0），B（5，5），

所以[image: alt]
 解得[image: alt]
 抛物线的解析式为y＝x2
 －4x．

（2）因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，解得OC＝4．

因点C处于y轴负半轴，故得C（0，-4）．

设y＝kx＋b，将B（5，5），C（0，-4），代入得[image: alt]
 即[image: alt]
 所以直线l的解析式为[image: alt]
 ．

（3）由于PQ平行于y轴，所以∠COB＝∠QPB，所以点O与点P为对应点，存在以下两种情况．

①当△BOC∽△BPQ时，∠BQP＝∠BCO，此时Q点在直线l上．而已知直线l与抛物线的交点为Q，故Q为抛物线与直线BC的交点．

由[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，和[image: alt]
 即点Q的坐标为[image: alt]
 ．

过点Q作平行于y轴的直线为[image: alt]
 ，它与直线OB的交点即为所求的P点，直线OB的解析式为y＝x，故P的坐标为[image: alt]
 ．

②当△BOC∽△QPB时，[image: alt]
 ．

因点P在y＝x上，设点P（a，a），则Q（a，a2
 －4a）[image: alt]
 ．

[image: alt]
 5a－a2
 ．

所以[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，a＝5（舍），得点[image: alt]
 ．

综上所述，存在点P使以点P、Q、B为顶点的三角形与△OBC相似，其坐标可为[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题主要围绕二次函数中的几何性质展开，并通过分类讨论来求出点的坐标．在第（2）问中，求点C的坐标时，需要考虑点C的位置在x轴下方，从而确定点的坐标．在第（3）问中，涉及相似三角形，题中因为没有确立对应点，所以必须分类讨论，不然会遗漏掉点P的其他位置．要注意以下几点：（1）因为P、O对应，故△BOC∽△BPQ或△BOC∽△QPB．（2）对于相似三角形的分类讨论，首先要分析三角形的形状特征，哪些是定角，哪些边长可求，有没有相等的角，这样才能使讨论更简单．正因为如此，本题先分析出了∠COB＝∠QPB．（3）本题较简单的做法是分析出∠COB＝∠QPB，得到[image: alt]
 或[image: alt]
 ．其中，[image: alt]
 即为第②种情况，[image: alt]
 即为第①种情况．






题13
 　如图3-8（a）所示，已知在平面直角坐标系中，点A的坐标是（-2，0），点B是点A关于原点的对称点，P是函数[image: alt]
 图像上的一点，且△APB是直角三角形．

[image: alt]


图3-8（a）

（1）求点P的坐标．

（2）如果某二次函数图像经过A、B、P三点，求这个二次函数的解析式．

（3）如果（2）中的二次函数图像与y轴交于C点，过该函数图像上的点C、点P的直线与x轴交于点D，如图3-8（b）所示，试比较∠BPD与∠BAP的大小，并说明理由．

[image: alt]


图3-8（b）






满分解答
 　（1）因点B是点A关于原点的对称点，所以点B的坐标为（2，0）．

若设∠BAP为直角，显然，AP⊥x轴与[image: alt]
 没有交点；若设∠ABP为直角，显然，BP⊥x轴与[image: alt]
 存在交点P（2，1）．

综上所述，只有设∠APB为直角．若P的坐标为[image: alt]
 ，可得

[image: alt]
 ．

解得x4
 －4x2
 ＋4＝0，[image: alt]
 ，又x＞0所以[image: alt]
 ，即P（[image: alt]
 ，[image: alt]
 ）．

（2）根据韦达定理，在一元二次方程ax2
 ＋bx＋c＝0中，x1
 ，X2
 有如下关系

[image: alt]


可得[image: alt]
 ．

把[image: alt]
 或P（2，1）代入，发现P（2，1）无解，

而由[image: alt]
 可得[image: alt]
 ．

所以该二次函数的解析式为[image: alt]
 ．

（3）因为点C的坐标为[image: alt]
 ，所以直线PC表达式为[image: alt]
 ．

所以点D的坐标为[image: alt]
 ，则PD＝2，[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

因为∠PDB＝∠ADP，所以△BPD∽△PAD，∠BPD＝∠BAP．






技巧贴士
 　第（3）问还可用另外一种思路证明．

连接OP，因为∠APB＝90°，OA＝OB．故OP＝OA，∠APO＝∠PAO．

又点[image: alt]
 ，所以直线PC的表达式为[image: alt]
 ，所以点D坐标为（[image: alt]
 ，0，）所以OC＝OD．

因点P的坐标为[image: alt]
 ，所以PC＝PD，所以OP⊥CD，所以∠BPD＝∠APO（两角同时加上∠OPB各为90°），因此∠BPD＝∠BAP．






题14
 　如图3-9所示，已知抛物线y＝-x2
 ＋2mx－m2
 －m＋3．

[image: alt]


图3-9

（1）求证：抛物线的顶点一定在直线y＝-x＋3上．

（2）若抛物线与x轴交于M，N两点，当OM·ON＝3，且OM≠ON时，求抛物线的解析式．

（3）若（2）中所求抛物线顶点为C，与Y轴．交点在原点上方，抛物线的对称轴与x轴交于点B，直线y＝-x＋3与x轴交于点A，点P为抛物线对称轴上一动点，过点P作PD⊥AC，垂足D在线段AC上．是否存在点P，使[image: alt]
 ？若存在，求出点P的坐标；若不存在，请说明理由．






满分解答
 　（1）y＝-x2
 ＋2mx－m2
 －m＋3＝-（x－m）2
 －m＋3，所以顶点坐标为（m，-m＋3），因此顶点在直线y＝-x＋3上．

（2）因为抛物线与x轴交于M、N两点，所以Δ＞0，即（2m）2
 －4（m2
 ＋m－3）＞0，解得m＜3．

因为OM·ON＝3，即x1
 ·x2
 ＝±3，所以m2
 ＋m－3＝±3．

①当m2
 ＋m－3＝-3时，m2
 ＋m＝0，所以m＝0，m＝-1．

所以，当m＝0时，y1
 ＝-x2
 ＋3（与OM≠ON矛盾，舍去）．

当m＝-1时，y1
 ＝-x2
 －2x＋3．

②当m2
 ＋m－3＝3时，m2
 ＋m－6＝0，所以m＝2，m＝-3，y2
 ＝-x2
 ＋4x－3．

（3）因为抛物线与y轴交点在原点的上方，所以y＝-x2
 －2x＋3，所以C（-1，4），B（-1，0）．

因为直线y＝-x＋3与x轴交于点A，所以A（3，0）．

因为BA＝BC，所以∠PCD＝45°．

设PD＝DC＝x，则[image: alt]
 AD＝[image: alt]
 －x·a．

因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ＝0，解得[image: alt]
 ．

当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 或[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　第（2）问利用根与系数的关系求出m值后，由于函数与x轴有两个交点，还要考虑根的判别式必须大于0第（3）问的突破口在于发现△ABC为等腰直角三角形，然后直接应用公式法解出P点坐标．






题15
 　如图3-10所示，已知二次函数y＝-x2
 ＋bx＋c（c＞0）的图像与x轴交于A、B两点（点A在点B的左侧），与y轴交于点C，且OB＝OC＝3，顶点为M．

[image: alt]


图3-10

（1）求二次函数的解析式．

（2）线段BM上是否存在点N，使得△NMC为等腰三角形？如果存在，求出点N的坐标；如果不存在，请说明理由．






满分解答
 　（1）因OB＝OC＝3，所以B（3，0），C（0，3），

所以[image: alt]
 解得[image: alt]


所以二次函数的解析式为y＝-x2
 ＋2x＋3．

（2）设N点的坐标为（x，-2x＋6），因C（0，3）和M（1，4），[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

①若CM＝NC，则[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 （舍），此时[image: alt]
 ．

②若CM＝MN，则[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，[image: alt]
 （舍），此时[image: alt]
 ．

③若CN＝MN，则[image: alt]
 ，解得x＝2，此时N（2，2）．

综上所述，[image: alt]
 时，△NMC为等腰三角形．






技巧贴士
 　本题是等腰三角形和函数相结合的题目，且大多是关于等腰三角形的存在性．解这类题目有几何和代数两种方法．几何法先分类，再画图，后计算；代数法先罗列三边，再分类列方程，最后解方程、检验．在解题过程中也可以两者结合，选择较优的解题方法．

思维点评

从题6到题15，以二次函数为载体，主要涉及几何、方程、定义新概念等知识，尤其是以相似三角形、数形结合等内容居多．

题6、题7主要与一元二次函数方程相联系．题6需注意，若x1
 、x2
 为整数，则ax2
 ＋bx＋c＝0的判别式Δ必为完全平方数，否则x1
 、x2
 无法为整数．

题7则主要强调抛物线的不动点问题，在8年级“一次函数”不动点问题中，主要y整理成a·m＝b，其中a＝0、b＝0即可．而在二次函数中，则主要运用了公式法通过计算得到固定点．

从题8到题15都是以二次函数为背景的几何问题．它们有两个共同点：（1）求二次函数的解析式往往为第一步，并且对知识点的考查并不复杂．（2）随着解析式的求出，其后往往与直线（尤其是一次函数等）相联系，涉及面积、长度的最值、相似三角形的讨论等问题．它们都是几何、代数知识的综合问题．

所以，在引言中提到的本专题并不从“求二次函数解析式”等常见内容出发，而是以“二次函数在平面直角坐标系中所构造的几何性质”等为切入点，希望读者能从中加深对二次函数综合性问题的认识．

另外，从题9到题12这4题都使用了辅助线（即作x轴、y轴的垂线）和设参技巧．





优质精练

第一期

1．（2011年天津市中考）已知抛物线C1
 ∶y1
 [image: alt]
 ，点F（1，1）．

（1）求抛物线C1
 的顶点坐标．

（2）①若抛物线C1
 与y轴的交点为A，连接AF并延长交抛物线C1
 于点B，求证：[image: alt]
 ．

②取抛物线C1
 上任意一点P（xp
 ，yp
 ）（0＜xp
 ＜1），连接PF并延长交抛物线C1
 于点Q（xq
 ，yq
 ），试判断[image: alt]
 是否成立．请说明理由．

（3）将抛物线C1
 作适当的平移，得抛物线[image: alt]
 ，若2＜x≤m时，y2
 ≤x恒成立，求m的最大值．

















2．（2011年广东省广州市中考）已知关于x的二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a＞c）的图像经过点C（0，1），且与x轴交于不同的两点A、B，点A的坐标是（1，0）．

（1）求c的值．

（2）求a的取值范围．

（3）该二次函数的图像与直线y＝1交于C、D两点，设A、B、C、D四点构成的四边形的对角线相交于点P，记△PCD的面积为S1
 ，△PAB的面积为S2
 ，当0＜a＜1时，求证：S1
 －S2
 为常数，并求出该常数．

[image: alt]


第2题

3．（2011年湖北省武汉市中考）如图（a）所示，抛物线y＝ax2
 ＋bx＋3经过A（-3，0），B（-1，0）两点．

（1）求抛物线的解析式．

（2）设抛物线的顶点为M，直线y＝-2x＋9与y轴交于点C，与直线OM交于点D．现将抛物线平移，保持顶点在直线OD上．若平移的抛物线与射线CD（含端点C）只有一个公共点，求它的顶点横坐标的值或取值范围．

（3）如图（b）所示，将抛物线平移，当顶点移至原点时，过Q（0，3）作不平行于x轴的直线交抛物线于E、F两点．问在y轴的负半轴上是否存在点P，使△PEF的内心在y轴上？若存在，求出点P的坐标；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


第3题（a）

[image: alt]


第3题（b）

4．（2011年浙江省杭州市中考）设函数y＝kx2
 ＋（2k＋1）x＋1（k为实数）．

（1）写出其中的两个特殊函数，使它们的图像不全是抛物线，并在同一坐标系中，用描点法画出这两个特殊函数的图像．

（2）根据所画图像，猜想出：对任意实数k，函数的图像都具有的特征，并给出证明．

（3）对任意负实数k，当x＜m时，y随着x的增大而增大，试求出m的一个值．

















5．（2011年四川省成都市中考）如图所示，在平面直角坐标系xOy中，△ABC的两个顶点A、B在x轴上，顶点C在y轴的负半轴上．已知|OA|∶|OB|＝1∶5，|OB|＝|OC|，△ABC的面积S△ABC
 ＝15，抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）经过A、B、C三点．

（1）求此抛物线的函数表达式．

（2）设点E是y轴右侧抛物线上异于点B的一个动点，过点E作x轴的平行线交抛物线于另一点F，过点F作FG垂直于x轴于点G，再过点E作EH垂直于x轴于点H，得到矩形EFGH．则在点E的运动过程中，当矩形EFGH为正方形时，求出该正方形的边长．

（3）在抛物线上是否存在异于点B、C的点M，使△MBC中边BC上的高为[image: alt]
 ？若存在，求出点M的坐标；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


第5题

6．（2011年福建省福州市中考）如图所示，已知二次函数y＝ax2
 ＋2ax－3a（a≠0）图像的顶点为H，与x轴交于A、B两点（B在A点右侧），点H、B关于直线l：[image: alt]
 对称．

（1）求A、B两点坐标，并证明点A在直线l上．

（2）求二次函数的解析式．

（3）过点B作直线BK∥AH交直线l于K点，M、N分别为直线AH和直线l上的两个动点，连接HN、NM、MK，求HN＋NM＋MK的最小值．

[image: alt]


第6题

7．（2011年广东省深圳市中考）如图（a）所示，抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）的顶点为C（1，4），交x轴于A、B两点，交y轴于点D，其中点B的坐标为（3，0）．

（1）求抛物线的解析式．

（2）如图（b）所示，过点A的直线与抛物线交于点E，交y轴于点F，其中点E的横坐标为2，若直线PQ为抛物线的对称轴，点G为直线PQ上的一个动点，则x轴上是否存在一点H，使D、G、H、F四点所围成的四边形周长最小？若存在，求出这个最小值及点G、H的坐标；若不存在，请说明理由．

（3）如图（c）所示，在抛物线上是否存在一点T，过点T作x轴的垂线，垂足为M，过点M作MN∥BD，交线段AD于点N，连接MD，使△DNM∽△BMD？若存在，求出点T的坐标；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


第7题（a）

[image: alt]


第7题（b）

[image: alt]


第7题（c）





第二期

1．（2011年陕西省西安市中考）如图所示，二次函数[image: alt]
 的图像经过△AOB的三个顶点，其中A（-1，m），B（n，n）．

（1）求点A、B的坐标．

（2）在坐标平面上找点C，使以A、O、B、C为顶点的四边形是平行四边形．

①这样的点C有几个？

②能否将抛物线[image: alt]
 平移后经过A、C两点？若能，求出平移后经过A、C两点的一条抛物线的解析式；若不能，说明理由．

[image: alt]


第1题

2．如图所示，在直角坐标系xOy中，二次函数的图像的顶点坐标为C（4，-[image: alt]
 ），且在x轴上截得的线段长为6．

（1）求二次函数的解析式．

（2）在x轴上方的抛物线上，是否存在点P，使得以P、A、B三点为顶点的三角形与△ABC相似？如果存在，请求出点P的坐标；如果不存在，请说明理由．

[image: alt]


第2题

3．如图所示，已知开口向上的抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0）与x轴交于A（m，0）、B（n，0）两点，m和n是方程x2
 ＋2x－3＝0的两个根（m＜n），抛物线与y轴交于点C，∠ACB不小于90°．

（1）求点C的坐标（用含a的代数式表示）．

（2）求系数a的取值范围．

（3）设抛物线顶点为D，求△BCD中，边CD上的的最大值．

[image: alt]


第3题

4．已知抛物线y＝x2
 ＋px＋q与x轴交于A、B两点（A在B的左边），与y轴的负半轴交于点C，∠ACB＝90°，且[image: alt]
 ．

（1）求p、q的值．

（2）求抛物线的解析式．

















5．如图（a）所示，一张矩形纸片OABC平放在平面直角坐标系中，O为原点，点A在x轴的正半轴上，点C在y轴的正半轴上，OA＝5，OC＝4．

（1）求直线AC的解析式．

（2）若M为AC与BO的交点，点M在抛物线[image: alt]
 上，求k的值．

（3）将纸片沿CE对折，如图（b）所示，点B落在x轴上的点D处，试判断点D是否在第（2）问抛物线上，并说明理由．

[image: alt]


第5题（a）

[image: alt]


第5题（b）

6．已知抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c的图像如图所示，直线x＝-1是其对称轴．

（1）确定a、b、c及Δ＝b2
 －4ac的正负号．

（2）求证：a－b＋c＞0．

（3）当x取何值时y＞0？当x取何值时y＜0？

[image: alt]


第6题

7．如图所示，抛物线y＝ax2
 ＋bx－4a经过A（-1，0）、C（0，4）两点，与x轴交于另一点B．

（1）求抛物线的解析式．

（2）已知点D（m，m＋1）在第一象限的抛物线上，求点D关于直线BC对称的点的坐标．

（3）在（2）的条件下，连接BD，点P为抛物线上一点，且∠DBP＝45°，求点P的坐标．

[image: alt]


第7题
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1．二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像如图所示，则下列四组条件中正确的是（　）．

A．b＞0，c＞0，Δ＞0

B．b＜0，c＜0，Δ＞0

C．b＞0，c＜0，Δ＜0

D．b＜0，c＜0，Δ＜0

[image: alt]


第1题

2．对于自然数n，抛物线y＝（n2
 ＋n）x2
 －（2n＋1）x＋1与x轴交于An
 、Bn
 两点，以|An
 Bn
 |表示这两点距离，则|A1
 B1
 |＋|A2
 B2
 |＋…＋|A2005
 B2005
 |＝________________．









3．抛物线y＝x2
 ＋（2m＋1）x＋m2
 ＋2m－1与X轴交于A、B两点，其中m为正整数，点C是直线y＝kx＋2与抛物线的交点，且交点C在第三象限，求△ABC的面积S与k之间的函数关系式，并写出K的取值范围．

















4．已知a、b、c都是正整数，且抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c与X轴有两个交点A、B，若A、B到原点的距离都小于1，求当x＝1时，y的最小值．

















5．如图所示，已知抛物线与x轴交于点A（-2，0），B（4，0），与y轴交于点C（0，8）．

（1）求抛物线的解析式及其顶点D的坐标．

（2）设直线CD交x轴于点E．在线段OB的垂直平分线上是否存在点P，使得点P到直线CD的距离等于点P到原点O的距离？如果存在，求出点P的坐标；如果不存在，请说明理由．

（3）过点B作x轴的垂线，交直线CD于点F，将抛物线沿其对称轴平移，使抛物线与线段EF总有公共点．试探究：抛物线向上最多可平移多少个单位长度？向下最多可平移多少个单位长度？

[image: alt]


第5题





第四期

1．如图所示，在平面直角坐标系中，OA⊥OB于点O，且OB＝2OA，点A的坐标是（-1，2）．

（1）求点B的坐标．

（2）求过点A、O、B的抛物线的表达式．

（3）连接AB，在（2）中的抛物线求出点P，使得S△ABP
 ＝S△ABO
 ．

[image: alt]


第1题

2．如图所示，在等腰梯形ABCD中，AB＝DC＝5，AD＝4，BC＝10，点E在下底边BC上，点F在腰AB上．

（1）若EF平分等腰梯形ABCD的周长，设BE长为x，试用含x的代数式表示△BEF的面积．

（2）是否存在线段EF将等腰梯形ABCD的周长和面积同时平分？若存在，求出此时BE的长；若不存在，请说明理由．

（3）是否存在线段EF将等腰梯形ABCD的周长和面积同时分成1∶2的两部分？若存在，求出此时BE的长；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


第2题

3．如图所示，在平面直角坐标系中，正方形OABC的边长为2cm，点A、C分别在y轴的负半轴和x轴的正半轴上，抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c经过点A、B，且12a＋5c＝0．

（1）求抛物线的解析式．

（2）如果点P由点A开始沿AB边以2cm/s的速度向点B移动，同时点Q由点B开始沿BC边以1cm/s的速度向点C移动．

①移动开始后第ts时，设S＝PQ2
 （cm2
 ），试写出S与t之间的函数关系式，并写出t的取值范围．

②当S取得最小值时，抛物线上是否存在点R，使得以P、B、Q、R为顶点的四边形是平行四边形？如果存在，求出点R的坐标；如果不存在，请说明理由．

[image: alt]


第3题

4．如图所示，二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像与x轴交于A、B两点，其中点A的坐标是（-1，0），与y轴负半轴交于点C，其对称轴是直线[image: alt]
 ，tan∠BAC＝2．

（1）求二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的解析式．

（2）作⊙O′使它经过点A、B、C，点E是AC延长线上一点，∠BCE的平分线CD交⊙O′于点D，连接AD、BD，求△ACD的面积．

（3）在（2）的条件下，二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像上是否存在点P，使得∠PDB＝∠CAD？如果存在，请求出所有符合条件的P点坐标；如果不存在，请说明理由．

[image: alt]


第4题

5．正方形ABCO的边长为3，点B在第一象限．过A点作直线AD交x轴于D点，且D点的坐标为（4，0），线段AD上有一动点，以每秒一个单位长度的速度移动．

（1）求直线AD的解析式．

（2）若动点从A点开始沿AD方向运动2.5s时到达的位置为点P，求经过B、O、P三点的抛物线的解析式．

（3）若动点从点A开始沿AD方向运动ts时到达的位置为点P1
 ，过P1
 作P1
 E⊥x轴，垂足为E，设四边形BCEP1
 的面积为S，请问S是否有最大值？若有，请求出；若没有，请说明理由．





第五期

1．二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c的图像经过第一、三、四象限，则ab、ac、a＋b＋c、a－b＋c、2a＋b、2a－b的符号为正的有____个．

2．已知x1
 、x2
 是x2
 ＋2（m＋3）x＋2m＋4＝0的两个实根，且满足y＝（x1
 －1）2
 ＋（x2
 －1）2
 ，求y的最小值．

















3．抛物线y＝-x2
 －mx＋m＋2与x轴有两个交点A、B，顶点为C，求△ABC面积的最小值．

















4．抛物线y＝（m＋5）x2
 －（2m－5）x＋12与x轴交点的横坐标为直角三角形两锐角的正弦值，求两交点的距离．

















5．抛物线y1
 ＝x2
 ＋2ax－2b＋1与y2
 ＝-x2
 ＋（a－3）x＋b2
 －1都经过x轴两个不同的点，求a＋b的值．

















6．已知P1
 （x1
 ，2001），[image: alt]
 ，P2
 （X2
 ，2002），[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 分别是y＝ax2
 ＋bx＋1（a≠0）图像上不同的点，其中[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，…，[image: alt]
 ．求当x等于m1
 ，m2
 ，…，m5
 时的函数值的和．


专题4　圆

编者引言

“圆”是中考十分重要的考点，由于牵涉条件较多，情况较复杂，所以必须要掌握一定的方法，才能做到快速且准确的求解．

在这一专题中，主要从以下两个方面来介绍解答有关“圆”的题目的方法和技巧．

（1）补充圆的一些性质，如四点共圆、垂径定理、弦切角定理、切割线定理等，希望能让读者通过了解这些性质，增加对有关圆的问题的敏感度，利于进一步解题．

（2）综合题，其涉及的热门考点主要有：垂径定理，计算面积，求函数关系，圆与直线、圆与圆的位置关系等．

经典拉分题思维点评


题1
 　如图4-1所示，M、N中分别是优弧[image: alt]
 、劣弧[image: alt]
 的中点，ME⊥AB于E，NF⊥AB，MN交BC于D，求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-1






满分解答
 　由M、N分别是优弧[image: alt]
 、劣弧[image: alt]
 的中点，知MN⊥BC于D，结合NF⊥AB于F，则B、F、D、N四点共圆，得∠AFD＝∠BNM．

同理，由ME⊥AB于E，MN⊥BC于D，知B、D、E、M四点共圆，得∠BMD＝∠FED，所以△DEF∽△BMN，则[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　要证线段的比例相等，首先想到证线段所在的三角形相似，显然要证明△DEF∽△BMN，而其证明的条件（两对角相等）分别由两次“四点共圆”得到．

“四点共圆”是指同一平面内的四个点在同一个圆上．本题所使用的判定“四点共圆”的方法为题12后的“思维点评”中方法2，而其性质为“共圆的四个点所连成同侧共底的两个三角形的顶角相等”．

B、F、D、N四点共圆是因弧[image: alt]
 所对应的∠BFN＝∠BDN＝90°，而B、D、E、M四点共圆是因弧[image: alt]
 所对应的∠BDM＝∠BEM＝90°．注意这两对角的写法∠AFD＝∠BNM和∠BMD＝∠FED也是因为“四点共圆”的性质，即共圆的四个点所连成同侧共底的两个三角形的顶角相等．






题2
 　如图4-2（a）所示，以△ABC的边AB、AC为边，分别向外作正三角形ABD、正三角形ACE，其中DC、BE交于F，求∠DFE的度数．

[image: alt]


图4-2（a）






满分解答
 　易知△DAC≌△BAE，可得∠ACD＝∠AEB，由此可知点A、E、C、F共圆，连接AF，见图4-2（b），所以∠AFE＝∠ACE＝60°．同理可得∠AFD＝∠ABD＝60°，所以∠DFE＝∠AFD＋∠AFE＝120°．

[image: alt]


图4-2（b）






技巧贴士
 　本题主要考查等边三角形的性质，全等三角形的判定及性质以及四点共圆的性质的运用．

本题实质上将∠DFE分为了两部分，分别求出特殊角．A、E、C、F共圆是因为∠ACD＝∠AEB，使用的判定是题12后的“思维点评”中的方法2．而∠AFE＝∠ACE＝60°则和题1使用同一个性质．






题3
 　求证：三角形的三条高线交于一点．

[image: alt]


图4-3（a）






满分证明
 　设△ABC的高线BE和CF交于H，连接AH交BC于点D，再连接EF，见图4-3（b）．现证三条高交于一点，只需证AD⊥BC即可，为此连接EF．

[image: alt]


图4-3（b）

在四边形AFHE中，因∠AEH＋∠AFH＝180°，则A、F、H、E四点共圆，所以∠AHE＝∠AFE．①

同理，B、C、E、F四点共圆，所以∠AEF＝∠ABC，∠AFE＝∠BCE．②

由①和②得∠AHE＝∠BCE，所以C、E、H、D四点共圆，则∠HDC＋∠HEC＝180°．

又∠HEC＝90°，所以∠HDC＝90°，即AD⊥BC，所以△ABC的三条高线交于一点．






技巧贴士
 　本题反复用到四点共圆的性质．另外，三条高线交于一点的证明还可参见8年级专题4及本书专题2的其他证法．

至于由∠AEH＋∠AFH＝180°，得到A、F、H、E四点共圆的结论，其使用的方法是题12后的“思维点评”中的方法3，而B、C、E、F四点共圆则使用了方法2，有了∠AHE＝∠BCE，得到C、E、H、D四点共圆，则又是使用了方法3，最后判定∠HDC＝90°则使用了性质（2），即圆内接四边形的对角互补．






题4
 　如图4-4（a）所示，在直角坐标系中，ABCD的边BC在y轴上，顶点A在x轴上，OA＝OB，点D的坐标为[image: alt]
 ，以AB为直径的圆P交AC于点Q．

[image: alt]


图4-4（a）

（1）求A、B、C三点的坐标．

（2）求∠ACB的度数和OQ的长．

（3）求CO、CQ与[image: alt]
 所围的阴影部分的面积．






满分解答
 　（1）易证A、B、C三点的坐标分别为[image: alt]
 ，C（0，1）．

（2）因为OA＝[image: alt]
 ，OC＝1，∠COA＝90°，所以∠ACB＝60°．

在△COQ与△CAB中，因为∠OCQ＝∠ACB，∠CQO＝∠B（O、Q、A、B四点共圆），所以△COQ∽△CAB，可得[image: alt]
 ．

又因[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

（3）[image: alt]
 ，而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

连接PO、PQ，因为∠CAO＝30°，所以∠OPQ＝60°，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．所以S阴影部分
 ＝S△COQ
 －（S扇形OPQ
 －S△OPQ
 ）＝[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　这是一道几何运算题，由于图形放置于直角坐标系中，因此可以充分利用坐标来进行解答案由四边形ABCD是平行四边形可知其对边相等，而点D的纵坐标为[image: alt]
 ＋1，因此BC的长度也应该是[image: alt]
 ．而点D的横坐标为[image: alt]
 ，且OA＝OB，因此OB的长也是[image: alt]
 ，于是OC长应是1．由此可推得A、B、C三点的坐标．显然也可求得∠ACB，而OQ的长则可通过△COQ∽△CAB求得，阴影部分的面积则可通过S△COQ
 与弓形面积的差求出．

第（2）问中用到了O、Q、A、B四点共圆的性质，即四边形的一个外角等于这个内角所对的角，在图4-4（b）中，可表示为∠CQO＝∠B，这是证明△COQ∽△CAB的关键．另外，求几何图形的阴影部分的面积一般有两大类：一类是阴影部分是规则图形，直接用公式代入；另一类是不能直接用公式计算的，我们称它为复合图形，这时必须分清它是由哪几种规则图形经过组合而成的，然后分别计算，最后再组合起来．本题就是采用复合图形计算方法来求解的（关于不规则图形面积的计算将在专题6的题16中提及，本专题的题13、题14也将涉及这部分内容）．

[image: alt]


图4-4（b）






题5
 　如图4-5所示，AB是⊙O的直径，AC切⊙O于点A，且AC＝AB，CO交⊙O于点P，CO的延长线交⊙O于点F，BP的延长线交AC于点E，连接AP、AF．

[image: alt]


图4-5

求证：（1）AF∥BE．

（2）△ACP∽△FCA．

（3）CP＝AE．






满分解答
 　（1）由AB是直径，得∠BPA＝90°，同理因∠PAF＝90°，进而有∠BPA＋∠PAF＝180°，所以AF∥BE．

（2）因为AC切⊙O于点A，所以∠CAP＝∠AFC（或由弦切角等于它所夹的弧所对的圆周角知∠CAP＝∠AFC），而∠C是公共角，所以△ACP∽△FCA．

（3）由AF∥BE，得∠CPE＝∠AFC，所以∠CPE＝∠CAP，结合∠C是公共角，有△CPE∽△CAP，所以[image: alt]
 ．

再由AB是直径，知∠BPA＝90°，易证△AEP∽△BAP，所以[image: alt]
 ，又因为AB＝AC，所以[image: alt]
 ，即CP＝AE．






技巧贴士
 　本题中涉及的性质不少．通过本题，除了了解其中的定理、性质，更要对题目的结构有所总结．一般情况下，前几问都会为后几问作铺垫，例如本题中，有了AF∥BE，自然联想到许多角度相等，这为等量代换提供了依据；而△ACP∽△FCA，则暗示了后面一小问的立足点仍旧是相似三角形，并且要从“二次相似”入手，寻找CP＝AE各自所在的三角形，前者自然在△CPE、△ACP中，后者则更典型，如果结合之前直角的结论，AE显然存在于“射影定理”中．

现在既要有CP＝AE，又要有△CPE，△ACP，自然所有的焦点都集中在△CPE，△ACP，发现∠C是公共角，有了一个角，联想到之前的结论，问题还是需要集中在“角”和“相似三角形”上，所以用等量代换，得到△CPE∽△CAP，接着将表达出CP所在的式子，发现[image: alt]
 这个式子已经很好地说明了“射影定理”的存在，所以自然将[image: alt]
 作为等量代换，“二次相似”就可以了．






题6
 　如图4-6（a）所示，直线MN和⊙O切于点C，AB是⊙O的直径，AE⊥MN、BF⊥MN，且BF与⊙O交于点G，垂足分别为E、F，AC是弦．

[image: alt]


图4-6（a）

（1）求证：AC平分∠BAE．

（2）求证：AB＝AE＋BF．

（3）求证：EF2
 ＝4AE·BF．

（4）如果⊙O的半径为5，AC＝6，试写出以AE、BF的长为根的一元二次方程．






满分证明
 　（1）如图4-6（b）所示，连接BC，则∠ACB＝90°，∠ACE＝∠ABC．

[image: alt]


图4-6（b）

由∠EAC＝90°－∠ACE，∠BAC＝90°－∠ABC，知∠EAC＝∠BAC，即AC平分∠BAE．

（2）如图4-6（c）所示，连接OC，则OC⊥MN．因为AE⊥MN，BF⊥MN，所以AE∥OC∥BF．在梯形AEFB中，O为AB的中点，所以OC为梯形的中位线，于是有AE＋BF＝2OC＝AB．

[image: alt]


图4-6（c）

（3）在Rt△AEC和Rt△BCF中，因为∠EAC＋∠ACE＝90°，而∠BCF＋∠ACE＝180°－∠ACB＝180°－90°＝90°，所以∠EAC＝∠BCF，Rt△AEC∽Rt△CFB，[image: alt]
 ，即AE·BF＝EC·FC，

而E[image: alt]
 ，所以EF2
 ＝4AE·BF．

（4）因为Rt△AEC∽Rt△ABC，所以AC2
 ＝AE·AB．

又因为AB＝10，AC＝6，所以[image: alt]
 ．

同理可得BF＝6.4，AE＋BF＝10，AE·BF＝23.04．

所以以AE、BF的长为根的一元二次方程为x2
 －10x＋23.04＝0．






技巧贴士
 　第（1）问中，重点是判断∠EAC＝∠BAC，由弦切角的定理（同弧或等弧上的弦切角与圆周角相等）便可得到．

第（2）问比较容易入手，由C为切点可联系到OC⊥MN，再由梯形中位线定理得到证明．

第（3）问可以通过倒推法，从所要证明的结论入手，EF2
 ＝4AE·BF可以变形为[image: alt]
 ．再由[image: alt]
 ，得到AE·BF＝EC·FC，就很容易想到证明所含边的两组三角形相似．

注意，对于本题的图形结构，还有以下结论．

（1）∠EAC＝∠BAC，∠BCF＝∠CAB．

（2）AC平分∠BAE，CB平分∠ABF．

（3）∠CBG＝∠CAG，∠CBA＝∠CGA．

（4）△EOF是等腰三角形．






题7
 　如图4-7（a）所示，⊙O1
 和⊙O2
 交于D、E，A在⊙O1
 上，AD、AE分别交⊙O2
 于B、C．求证：AO1
 ⊥BC．

[image: alt]


图4-7（a）






满分解答
 　如图4-7（b）所示，连接DE，得∠ADE＝∠C．

[image: alt]


图4-7（b）

设AO1
 交⊙O1
 于F，由于同圆中同一条弦所对的同侧的圆周角相等，所以∠AFE＝∠ADE．

又∠AFE＋∠FAE＝90°，所以∠EAF＋∠C＝90°，即AO1
 ⊥BC．






技巧贴士
 　要证两直线垂直，只要证这两条直线与斜边的两夹角的和等于90°即可，而AO1
 所在直线存在直径，通过直径马上联想到直径所对的圆周角等于90°，两次出现了90°，通过“圆的内接四边形的一个外角等于内对角”进行等量代换，使得∠EAF＋∠C＝90°，即可得证．还要提醒一下，O1
 O2
 垂直且平分DE．这个性质十分重要，后面的题直接用到该结论，这个性质实质是“垂径定理”．所以，我们经常作的辅助线就是连接公共弦．






题8
 　若半径分别为6cm和5cm的两圆相交，且公共弦长6cm，则⊙O1
 和⊙O2
 的圆心距为________________．

[image: alt]


图4-8（a）

[image: alt]


图4-8（b）






满分解答
 　由垂径定理得[image: alt]
 ，所以由勾股定理得O1
 H＝[image: alt]
 ．

同理可得O2
 H＝3[image: alt]
 cm，所以O1
 O2
 ＝O2
 H＋O1
 H＝[image: alt]
 或O1
 O2
 ＝[image: alt]
 ．

综上所述，两圆的圆心距为[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题分“弦固定”，“两圆相交”两种情况，利用“垂径定理”计算．

事实上，本题如果只计算出O1
 O2
 ＝O2
 H＋O1
 H，马上便可以得到O1
 O2
 ＝O2
 H－O1
 H，具体解释参考专题6的题1、题2．本专题中的题26也属于这种分类讨论的情况．






题9
 　如图4-9（a）所示，已知△ABC是⊙O的内接三角形，AD⊥BC于点D，且AC＝5，DC＝3，[image: alt]
 ，则⊙O的直径等于_____．

[image: alt]


图4-9（a）






满分解答
 　过点A作圆的直径AE，交⊙O于点E，再连接BE，见图4-9（b）．

[image: alt]


图4-9（b）

在Rt△ADC中，根据勾股定理，得[image: alt]
 ．

又因为AE是圆的直径，所以∠ABE＝90°，所以∠ABE＝∠ADC．

又因为∠C＝∠E，所以△ABE∽△ADC，所以AB∶AD＝AE∶AC．

因此，[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　遇到题目中出现圆的直径的情况，请记住本题的辅助线添加方式：连接AO并延长到E，再连接BE，作出⊙O的直径，再利用三角形相似解答案当然，本题还有多种解答方法，有兴趣的读者可以自己试试！






题10
 　如图4-10（a）所示，A、B、C在⊙O上，∠ABC＝2∠C，BP平分∠ABC，AE⊥BP于E，求证：AE过圆心O．

[image: alt]


图4-10（a）






满分证明
 　证法一：延长BP交⊙O于点F，见图4-10（b）．

[image: alt]


图4-10（b）

因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

由垂径定理知，AE过圆心O．

证法二：作切线AG，G、B在AC同侧，见图4-10（c）．

[image: alt]


图4-10（c）

由∠GAB＝∠C及[image: alt]
 ，可知AG∥BE．

又因为AE⊥BP，所以AE⊥AG于点A，再由垂径定理知AE过圆心O．






技巧贴士
 　遇到要证“一直线过圆心”的情况，就要想到证以这条直线为弦的垂直平分线，所以补齐图中图形，由垂径定理即可得证．

要说明的是，∠GAB＝∠C是由题6中所提及的弦切角的定理（同弧或等弧上的弦切角与圆周角相等）得到．在题11中，我们还会用到这个定理．






题11
 　切割线定理的证明：过⊙O外一点P作圆的切线PC，割线PBA，求证：PC2
 ＝PA·PB．

[image: alt]


图4-11（a）






满分证明
 　连接AC和BC，见图4-11（b），由于∠PCB＝∠PAC，而∠P公共，所以△PCB∽△PAC，故PC∶PA＝PB∶PC，即PC2
 ＝PA·PB．

[image: alt]


图4-11（b）






技巧贴士
 　弦切角定义：顶点在圆上，一边和圆相交，另一边和圆相切的角叫做弦切角（弦切角就是切线与弦所夹的角）．

弦切角定理：弦切角的度数等于它所夹的弧的圆心角的度数的一半．∠PCB＝∠PAC便是由弦切角定理得到．

弦切角定理推论：若两弦切角所夹的弧相等，则这两个弦切角也相等．

另外，本题关于切割线定理的结论后面会用到，最好能记住并熟练应用．






题12
 　设OD为Rt△MOP斜边PM上的高，DC⊥OP，以O为圆心，OD为半径画半圆，分别交PO及其延长线于A、B，见图4-12．求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-12






满分证明
 　设圆的半径为r，PA＝a，PB＝b，PC＝c，则有PD2
 ＝PA·PB＝a·b①，在Rt△POD中，有PD2
 ＝PC·PO＝c·PO②，而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，代入②得[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　题11已经给出了切割线定理，本题是切割线定理的应用．再次强调切割线定理：从圆外一点引圆的切线和割线，切线长是这点到割线与圆交点的两条线段长的比例中项．

至于本题的解答，关键在于结论的处理．本题的结论能否让大家回忆起这样的结论：如图4-13所示，AB∥CD，AC、BD交于E，EF∥CD交BC于F，则[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-13

如图4-14所示，在△ABC中，DE∥BC，CD、BE交于点O，过点O作MN∥BC，分别交AB、AC于点M、N．求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-14

这些结论都是本书专题1第3期练习中的问题，它们都有一个共同点，就是集中于某一条边上，如[image: alt]
 便集中在公共边BC上，而本题中的结论是将问题的焦点集中在公共边BP上．可见，许多问题之间都是相互联系的！

思维点评

以上几题主要是以圆的概念和性质为基础，研究其在解题中的应用．在学习中，要做到以下几点．

（1）掌握圆周角定理、弦切角定理是推导圆中有关角相等的关键．

（2）利用圆的性质和勾股等与三角形的边角关系相结合是解决圆中计算问题的常用方法．

（3）熟记圆中一些常用辅助线的作法．

（4）重视圆与代数、三角知识的综合运用．

题1到题11主要是圆的一些基本性质在解题中的应用，如解决题5和题6的弦切角知识；题7所用到的“同一条弦所对的同侧的圆周角相等及圆的内接四边形的一个外角等于内对角”等性质；题11、题12的切割线定理的应用．

以上的一些知识虽然属于超纲的内容，但读者通过了解，能加深对圆问题的认识，从而有利于更好的解题．

下面将阐述“四点共圆”及“垂径定理”，它们在解题时非常重要且应用最多．

由题8至题10可知，垂径定理为：如果圆的一条直径垂直于一条弦，那么这条直径平分这条弦，并且平分这条弦所对的弧．

需要注意以下几点（见图4-15）．

[image: alt]


图4-15

（1）虚线部分为遇到“垂径定理”必用的辅助线．

（2）“勾股定理”经常与“垂径定理”一起使用．

（3）题7、题8中，公共弦的技巧也经常出现．

而从题1至题4可知，四点共圆这一技巧主要用于得出角相等，进而为相似提供帮助．

四点共圆有以下三个性质：（1）共圆的四个点所连成同侧共底的两个三角形的顶角相等．（2）圆内接四边形的对角互补．（3）圆内接四边形的外角等于内对角．以上性质可以根据圆周角等于它所对应弧的度数的一半进行证明．

四点共圆常用以下方法进行证明．

方法1：把被证共圆的四个点连成共底边的两个三角形，且两三角形都在该底边的同侧，若能证明其顶角相等（同弧所对的圆周角相等），从而即可肯定这四点共圆（若能证明其两顶角为直角，即可肯定这四个点共圆，且斜边上两点连线为该圆直径）．

方法2：把被证共圆的四点连成四边形，若能证明其对角互补或能证明其一个外角等于其邻补角的内对角时，即可肯定这四点共圆．

还要注意，同斜边的两个直角三角形的四个顶点共圆，其斜边为圆的直径．






题13
 　如图4-16（a）所示，在Rt△ABC中，∠C＝90°，BC＝2，AC＝4，分别以AC、BC为直径画半圆，交于D点，则图中阴影部分的面积为_____________．（结果保留π，注意有三块阴影面积）

[image: alt]


图4-16（a）






满分解答
 　连接CD，则有

[image: alt]


[image: alt]


图4-16（b）






技巧贴士
 　仔细观察图4-16（a）可以发现，这个图形可以看成是两个以AC、BC为直径的半圆，以如图4-16（c）和416（d）所示的位置摆放（即将阴影部分重新组合）．

[image: alt]


图4-16（c）

[image: alt]


图4-16（d）






题14
 　如图4-17（a）所示，四边形ABCD是边长为a的正方形，分别以AB、BC、CD、DA为半径画圆，求这四个半圆弧所围成的阴影部分的面积．

[image: alt]


图4-17（a）






满分解答
 　[image: alt]







技巧贴士
 　如图4-17（b）所示，图4-17（a）中阴影部分是由四个半圆的重叠部分形成的，将四个半圆面积相加后，减去正方形的面积，这两部分面积的差就是阴影部分的面积．

[image: alt]


图4-17（b）






题15
 　如图4-18（a）所示，已知△ABC的内切圆O和各边分别相切于点E、F、G，∠BAC＝60°，AO的延长线交BC于D，[image: alt]
 ．

（1）求⊙O的面积．（2）求AD的长．

[image: alt]


图4-18（a）






满分解答
 　（1）因为⊙O为△ABC的内切圆，D为AO的延长线与边BC的交点，所以点D到AB、AC的距离相等．

又因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

又AC＝5，故AB＝8．

如图4-18（b）所示，现过B作BH⊥AC于点H．由∠BAC＝60°，AB＝8，得AH＝4，[image: alt]
 ，于是CH＝1，从而[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-18（b）

设⊙O的半径为r，因为[image: alt]
 ，而S△ABC
 ＝[image: alt]
 （AB＋BC＋AC）·r，所以[image: alt]
 于是S⊙O
 ＝πr2
 ＝3π．

（2）由[image: alt]
 得到[image: alt]
 ．

而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　要求圆的面积必然要求出圆的半径长．由公式S△ABC
 ＝[image: alt]
 （a＋b＋c）·r联想到如能求出△ABC的三边长以及它的面积，则半径r就可得到．

为此，分析已知条件[image: alt]
 ，如果这两个三角形分别将AB、AC作为底的话，则它们的高是相等的，所以[image: alt]
 ．又为了求出BC的长，则要添加辅助线构造直角三角形，为此可过点B作BH⊥AC，垂足为H．由于∠BAC＝60°，AB、AC已知，因此可通过勾股定理求出BC，而AD的长可以通过面积法来求得．

面积法在数学证明或计算中常被采用，它的依据是图形在运动或割补的过程中面积的不变性．因此，我们可以借助于同底等高、等底等高等手段构成等积变形，给证明或计算带来方便．

当然，做一点说明，本题中事实上已经涉及了求面积的一个三角比公式，即在△ABC中，[image: alt]
 ，本公式在此不做证明，证明时仅需要作相应的垂线即可，但请读者注意一下，甚至可以记忆一下！






题16
 （2010年浙江省嘉兴市中考）
 　如图4-19（a）所示，已知⊙O的半径为1，PQ是⊙O的直径，n个相同的正三角形沿PQ排成一列，所有正三角形都关于PQ对称，其中第一个三角形△A1
 B1
 C1
 的顶点A1
 与点P重合，第二个三角形△A2
 B2
 C2
 的顶点A2
 是B1
 C1
 与PQ的交点，…，最后一个△An
 Bn
 Cn
 的顶点Bn
 、Cn
 在圆上．

[image: alt]


图4-19（a）

（1）如图4-19（b）所示，当n＝1时，求正三角形的边长a1
 ．

[image: alt]


图4-19（b）

（2）如图4-19（c）所示，当n＝2时，求正三角形的边长a2
 ．

[image: alt]


图4-19（c）

（3）如图4-19（a）所示，求正三角形的边长an
 （用含n的代数式表示）．






满分解答
 　（1）设PQ与B1
 C1
 交于点D，连接OB1
 ，见图4-19（d），则OD＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-19（d）

在Rt△OB1
 D中，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得a1
 ＝[image: alt]
 ．

（2）设PQ与B2
 C2
 交于点E，连接OB2
 ，见图4-19（e），则OE＝2A1
 A2
 －OA1
 ＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-19（e）

在Rt△OB2
 E中，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得a2
 ＝[image: alt]
 ．

（3）设PQ与Bn
 Cn
 交于点F，连接OBn
 ，见图4-19（f），则[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-19（f）

在[image: alt]
 中，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得an
 [image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题是找规律的题目．用到了特殊角的三角函数值和勾股定理．






题17
 　如图4-20（a）所示，AB是⊙O的直径，过A作⊙O的切线并在其上取一点C，使AC＝AB＝d，连接OC交⊙O于点D，BD的延长线交AC于E，求AE的长．

[image: alt]


图4-20（a）






满分解答
 　连接AD，见图4-20（b），则∠1＝∠2＝∠3＝∠4．

[image: alt]


图4-20（b）

所以△CDE∽△CAD，则[image: alt]


又因为△ADE∽△BDA，则[image: alt]


由①、②及AB＝AC，可得AE＝CD．

又因为△CDE∽△CAD，所以[image: alt]
 ，即AE2
 ＝CD2
 ＝CE·CA．

设AE＝x，则CE＝d－x，于是x2
 ＝d（d－x），即有[image: alt]
 （负值已舍去）．






技巧贴士
 　在题5中我们就提到，要想解决好问题，需要合理的联想、结合问题具体分析，多联想已经学习过的性质和内容，多思考，多练习．在看完题5的一些性质和特点后，还能让大家想到哪个题目呢？答案就是本题，因为两个题目都有直径（都是AB），都有直径等于切线（都是AC＝AB），并且在图形上都有点相似，只是题5提供的条件更多而已．

而且观察发现两个题目都有△CDE∽△CAD，∠1＝∠2＝∠3＝∠4条件也都是因为“弦切角等于它所夹的弧所对的圆周角”．

再提醒一下，本题的结论[image: alt]
 ，除了“设参”和“方程”的技巧外，还在于这个结论和黄金分割有关联，可见在猜想答案时，除了1、0这些特殊点，还有黄金分割、比例中项这些情况（比例中项的情况请见本书专题1第4期练习6）．






题18
 　如图4-21（a）所示，在平面直角坐标系中，O为坐标原点，P是反比例函数[image: alt]
 （x＞0）图像上的任意一点，以P为圆心、PO为半径的圆与x、y轴分别交于点A、B．

[image: alt]


图4-21（a）

（1）判断点P是否在线段AB上，并说明理由．

（2）求△AOB的面积．

（3）Q是反比例函数[image: alt]
 图像上异于点P的另一点，请以Q为圆心，QO为半径画圆，并与x、y轴分别交于点M、N，连接AN、MB．求证：AN∥MB．






满分解答
 　（1）因为点O在⊙P上且∠AOB＝90°，故AB是⊙P的直径，所以点P在线段AB上．

（2）过点P作PP1
 ⊥x轴，PP2
 ⊥y轴．由题意可知，PP1
 、PP2
 是△AOB的中位线，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-21（b）

（3）如图4-21（c）所示，连接MN，则MN过点Q，且S△MON
 ＝S△AOB
 ＝12，所以OA·OB＝OM·ON，则[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-21（c）

因为∠AON＝∠MOB，所以△AON∽△MOB，则∠OAN＝∠OMB，因此AN∥MB．






技巧贴士
 　本题的结论，尤其是第（3）问，能否让大家联想到什么题目？

回忆如下的题目：如图4-22（a）所示，已知正方形OABC的面积为9，点O为坐标原点，A在x轴上，C在y轴上，B在函数[image: alt]
 的图像上，点P（m，n）是函数[image: alt]
 图像上异于B的任意一点，过点P分别作x轴、y轴的垂线，垂足E、F．设矩形OEPF和正方形OABC不重合部分面积为S．

[image: alt]


图4-22（a）

（1）求点B坐标和k值．

（2）当[image: alt]
 时，求点P坐标（有图4-22（a）和图4-22（b）两种情况）．

[image: alt]


图4-22（b）

（3）写出S关于m的函数关系式．

以上题目是8年级专题3的题4，当时点评到：该题将反比例函数与几何面积相结合，总结得出以下结论．

（1）反比例函数上任一点与原点所形成的矩形面积为k，如本题中的矩形OABC、OEPF面积皆为k．

（2）反比例函数上任两点与原点所形成的三角形面积与这两点向x、y轴作垂线所形成的梯形面积一致．

（3）BP∥CE∥AF．

其中第（3）条就是题18所联想到的性质．当然，现在第（3）问的关键在于通过面积，结合公共角从而得到三角形相似，进而得到平行线．

无论如何，平行线在初中学习阶段总要不可避免地和相似三角形、面积相等的转化，还有一次函数斜率相等这些情况联系在一起．






题19
 （2011年江苏省连云港市中考）
 　已知∠AOB＝60°，半径为3cm的⊙P沿边OA从右向左平行移动，与边OA相切的切点记为点C．

（1）当⊙P移动到与边OB相切时，如图4-23（a）所示，切点为D，求劣弧[image: alt]
 的长．

[image: alt]


图4-23（a）

（2）当⊙P移动到与边OB相交于点E、F时，如图4-23（c）所示，[image: alt]
 ，求OC的长．

[image: alt]


图4-23（c）






满分解答
 （1）因∠AOB＝60°，如图4-23（b）所示，连接DP、CP，半径为3cm的⊙P沿边OA从右向左平行移动，与边OA相切的切点记为点C，故∠DPC＝120°，则劣弧[image: alt]
 的长为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-23（b）

（2）OC的长可分以下两种情况．

①如图4-23（c）所示，当圆心在边OB的右侧时，连接PE、PC，过点P作PM⊥EF于点M，延长CP交OB于点N．

[image: alt]


图4-23（c）

因[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

在Rt△EPM中，[image: alt]
 ．

又因为∠AOB＝60°，则∠PNM＝30°，PN＝2PM＝2cm，NC＝PN＋PC＝5cm．

在Rt△OCN中，OC＝NC·[image: alt]
 ．

②如图4-23（d）所示，当圆心在OB的左侧时，连接PF、PC，过点P作PM⊥EF于点M，PC交EF于点N．

[image: alt]


图4-23（d）

由①可知，PN＝2cm，NC＝PC－PN＝1cm．

在Rt△OCN中，OC＝NC·[image: alt]
 ．

综上所述，OC的长为[image: alt]
 cm或[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　（1）根据∠AOB＝60°，半径为3cm的⊙P沿边OA从右向左平行移动，显然弧[image: alt]
 所对应的圆心角为特殊角，利用弧长公式得出弧[image: alt]
 的长即可．

（2）根据⊙P移动到与边OB相交于点E、F，利用垂径定理，由[image: alt]
 ，得出[image: alt]
 ，这是前提．

此题主要考查了直线与圆的位置关系以及垂径定理和弧长计算公式的应用，根tC据已知得出运动时有两种情况，分类讨论是解决问题的关键．






题20
 　如图4-24（a）所示，∠ABC＝90°，以O为圆心，OB为半径的圆与AB交于点E，与AC切于点D，AD＝2，AE＝1．

[image: alt]


图4-24（a）

（1）求△AOD和△BCD的面积．

（2）若F是线段BE上任一点，FG⊥AC，G为垂足，设CG和OF的长分别为x和y，试写出y与x之间的函数关系式（不要求写出x的取值范围）．

[image: alt]


图4-24（b）






满分解答
 　（1）由切割线定理可得AD2
 ＝AE·AB，即22
 ＝1×（1＋2EO），解得[image: alt]
 ．

因为OD⊥AD，所以[image: alt]
 ．

因为CD＝CB，在Rt△ABC中，AB2
 ＋BC2
 ＝AC2
 ，所以42
 ＋BC2
 ＝（2＋BC）2
 ，解得BC＝3，而AC＝5．

过D作DH⊥BC，垂足为H，因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，于是S△BCD
 ＝[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-24（c）

（2）如图4-24（d）所示，当点F在O、B之间，即当AO≤AF≤AB时，因为△AFG∽△ACB，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，于是有[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-24（d）

[image: alt]


图4-24（e）

同理，当点F在E、O之间，即当AE≤AF＜AO时，有[image: alt]
 ，即y＝[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　计算△BCD的面积时，除了用底乘高的一般方法之外，也可通过相似三角形面积的比来求．至于题中所提及的切割线定理和CD＝CB等的性质，则不再强调．

如果本题要求求出x的定义域，又该如何进行呢？为此，做以下说明．

首先，求出的函数有两个不同的表达式，它是对点F的不同位置而言的，因此也应该分别求出定义域．我们所采用的方法是通过特殊位置来求解．

比如，对第一种情况，当AO≤AF≤AB时，将点F在O、B之间时的x的值求出来．显然，当点F与点B重合时，有BC2
 ＝CG·AC，因此[image: alt]
 ．即[image: alt]
 ．当点F与O重合时，x＝3，于是对函数[image: alt]
 ，x的取值范围是[image: alt]
 ．

而当F在O、E之间时，可通过点F与点E重合求出x，这时有[image: alt]
 ，AG＝[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ，故对函数[image: alt]
 而言，x的取值范围是[image: alt]
 ．

综上所述，特殊值为定义域提供了很好的做法．在题21中，将要涉及特殊值的做法，希望读者了解．






题21
 　如图4-25（a）所示，在直角坐标系中，点O′的坐标为（2，0），⊙O′与x轴交于原点O和点A，其中B、C、E三点的坐标分别为B（-1，0）、C（0，3）、E（0，b），且0＜b＜3．

[image: alt]


图4-25（a）

（1）求点A的坐标和经过B、C两点的直线的解析式．

（2）当点E在线段OC上移动时，直线BE与⊙O′有哪几种位置关系？求出每种位置关系时b的取值范围．






满分解答
 　（1）因为点O′的坐标为（2，0），⊙O与x轴交于原点，所以⊙O′的半径为2，于是得到A点坐标是（4，0）．

由B、C的坐标知BC的解析式为y＝3x＋3．

（2）设BE与⊙O′相切于点M，连接O′、M，则O′M⊥BM．

因为Rt△OBE∽Rt△MBO′，所以[image: alt]
 ，而O′M＝2，OB＝1，BM＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即当[image: alt]
 时，直线BE与⊙O′相切．

由于0＜b＜3，显然当[image: alt]
 时，直线BE与⊙O′相交；当[image: alt]
 时，直线BE与⊙O′相离．






技巧贴士
 　本题的关键是求出直线BE与⊙O′相切位置时b的取值范围，它用到了数学中对特殊值（或特殊位置）处理的思想方法．当特殊位置（本题中的相切）解决以后，其他位置只要在此基础上移动即可求出b的取值范围．如图4-25（b）、图4-25（c）、图4-25（d）所示，分别表示相切、相离、相交的情况．先求出相切时的临界值，在此基础上求出相交、相离的情况的取值范围．特别要注意的是E点只能在线段OC上移动，故在求相离、相交时要留意．

[image: alt]


图4-25（b）

[image: alt]


图4-25（c）

[image: alt]


图4-25（d）






题22
 　如图4-26（a）所示，已知在△ABC中，AB＝AC＝5，BC＝6，点D为边BC上一动点（不与B点重合），过点D作射线DE交AB边于点E，使∠BDE＝∠A，以D为圆心、DC长为半径作⊙D．

[image: alt]


图4-26（a）

（1）设BD＝x，AE＝y，求y关于x的函数关系，并写出定义域．

（2）当⊙D与AB边相切时，求BD的长．

（3）如果⊙E是以E为圆心、AE长为半径的圆，那么当BD为多少时，⊙D与⊙E相切？






满分解答
 　（1）因为∠BDE＝∠A，∠B＝∠B，所以△BDE∽△BAC，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

（2）设切点为H，如图4-26（b）所示，连接DH，则DH⊥AB，DH＝6－x，过点A作AM⊥BC于M．

[image: alt]


图4-26（b）

因为AB＝AC＝5，BC＝6，所以BM＝3，AM＝4．

而[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．

（3）因为△BDE∽△BAC，AB＝AC，所以DE＝BD＝x，而⊙D与⊙E相切，所以有以下三种情况．

①DE＝RD
 ＋RE
 ，即[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．

②DE＝RD
 －RE
 ，即[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．

③DE＝RE
 －RD
 ，即[image: alt]
 ，无解．

因为[image: alt]
 ，所以当[image: alt]
 或[image: alt]
 时，⊙D与⊙E相切．






技巧贴士
 　第（2）问是直线AB与⊙D相切，根据题意列出D到AB的距离d，r＝CD为已知，若⊙D与AB边相切，则可根据d＝r建立方程．当然，本题主要通过锐角三角比进行，也可以利用相似三角形证明．

第（3）问根据题意列出D、E两点的距离d，r＝CD，R＝AE，若⊙D与⊙E相切，依据d＝R＋r或d＝|R－r|建立方程，求解检验便可．

总之，对两圆相切类问题需要严格按照以下三步解题：（1）列出两个或三个条件（d，R，r）．（2）根据题意列出方程并求解（d＝r，d＝R＋r，d＝|R－r|）．（3）检验解是否存在．按照以上步骤做题，就可不必画圆也能顺利求解，并且一目了然．






题23
 （2009年上海市静安区二模）
 　已知⊙O的直径AB＝8，⊙B与⊙O相交于点C、D，⊙O的另外一条直径CF与⊙B相交于点E，设⊙B的半径为d，OE的长为r．

（1）如图4-27（a）所示，当点E在线段OC上时，求y关于x的函数解析式，并写出定义域．

[image: alt]


图4-27（a）

（2）当点E在直线CF上时，如果OE的长为3，求公共弦CD的长．

（3）设⊙B与AB相交于点G，试问△OEG能否为等腰三角形？如果能，请直接写出弧[image: alt]
 的长度（不必写过程）；如果不能，请简要说明理由．






满分解答
 　（1）连接BE，因为⊙O的直径AB＝8，所以[image: alt]
 ．

因为BC＝BE，所以∠BEC＝∠C＝∠CBO，因此△BCE∽△OCB，则[image: alt]
 ．

因为CE＝OC－OE＝4－y，所以[image: alt]
 ，因此y关于x的函数解析式为[image: alt]
 ，定义域为0＜x≤4．

（2）作BM⊥CE，垂足为M，见图4-27（b）．因为CE是⊙B的弦，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-27（b）

设两圆的公共弦CD与AB相交于H，则AB垂直平分CD，所以CH＝OC·sin∠COB＝OB·sin∠COB＝BM．

[image: alt]


图4-27（c）

①当点E在线段OC上时，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．因此[image: alt]
 ．

②当点E在线段OF上时，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ．

综上所述，[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

（3）△OEG若为等腰三角形，弧[image: alt]
 的长度为[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

①当点E在线段OC上时，OG＝EG，设∠BOC＝θ，此时如图4-27（d）所示，BEC＝∠C＝∠CBO＝180。－3θ（由等腰△OEG、等腰△BCE得出），则在△OBC中，θ＋（180°－3θ）＋（180°－3θ）＝180°，得θ＝36°，所以根据弧长公式，弧[image: alt]
 的长度为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-27（d）

②当点E在线段OF上时，OE＝GE．设∠EOG＝θ，在△BCE中，∠C＝∠CEB，则[image: alt]
 ，所以根据弧长公式，弧[image: alt]
 的长度为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-27（e）






技巧贴士
 　第（1）问主要是利用相似三角形解答，显然求x、y的关系就是在x、y所在的三角形中寻找相似三角形的关系．

对于第（2）问，有几点必须注意：①连接CD，这是因为要求该线段的长，在题7、题8中就已经强调，对于公共弦，经常需要连接．②根据性质，自然先求CH，寻找CH所在三角形为RT△OCH，那么继续使用相似三角形或利用三角比sin∠COB即可，此时便可发现CH＝BM．

第（3）问是在第（2）问的基础上进行，通过设参、建立方程，从而解决问题．当然，对于等腰三角形，要记得分类讨论．






题24
 （福建省莆田市初中毕业班质量检查）
 　（1）如图4-28（a）所示，△ABC的周长为l，面积为S，其内切圆圆心为O，半径为r，求证：[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-28（a）

（2）如图4-28（b）所示，在△ABC中，A、B、C三点的坐标分别为A（-3，0），B（3，0），C（0，4），若△ABC的内心为D，求点D的坐标．

[image: alt]


图4-28（b）

（3）与三角形的一边和其他两边延长线相切的圆叫旁切圆，圆心叫旁心，请求出（2）中的△ABC位于第一象限的旁心的坐标．






满分解答
 　（1）如图4-28（c）所示，连接OA、OB、OC，设△ABC的三边分别为a、b、c，则S＝S△OAC
 ＋S△OBC
 ＋S△OAB
 ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-28（c）

（2）因为A（-3，0），B（3，0），C（0，4），所以AB＝6，AC＝BC＝5，l＝AB＋AC＋BC＝16[image: alt]
 ·OC＝12．

由（1）得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

（3）设∠B和∠C的外角平分线相交于点P，则点P为旁心，设M为AC延长线上一点．

因为∠MCB＝2∠PCB＝2∠CBA，所以∠PCB，＝∠CBA，所以CP∥AB．

如图4-28（d）所示，过点P分别作PE⊥x轴于点E，PF⊥CB于点F，则PF＝PE＝OC＝4，在Rt△PFC中，[image: alt]
 ，所以P（5，4）．

[image: alt]


图4-28（d）

[image: alt]


图4-28（e）






技巧贴士
 　本题中重要公式仍为[image: alt]
 ．

第（3）问还有另一种解法：过点B作∠B的外角平分线交AD的延长线于点P，则点P为旁心，过点P作PE⊥x轴于E，连接BD．令P（a，b），由∠1＝∠2、∠3＝∠4得∠DBP＝∠2＋∠3＝∠1＋∠4＝90°，所以Rt△DOB∽Rt△BEP，故[image: alt]
 ，化简得b＝2a－6①．由Rt△AOD∽Rt△AEP，得[image: alt]
 ，化简得2b＝a＋3②．联立①、②，解得a＝5，b＝4，所以P（5，4）．

对于本题，还要说明一点，建立直角坐标系，通过数形结合的技巧来解决综合题，是初中数学中十分好的一种方法，在题26的解答中，我们会再次用到这种方法．






题25
 　如图4-29（a）所示，在矩形ABCD中，AB＝5，AD＝3，点E是CD上的动点，以AE为直径的⊙O与AB交于点F，过点F作FG⊥BE于点G．

[image: alt]


图4-29（a）

（1）当E为CD中点时，①tan∠EAB的值为____________；②求证：FG是⊙O的切线．

（2）试探究BE能否与⊙O相切？若能，求出此时DE的长；若不能，请说明理由．

[image: alt]


图4-29（b）






满分解答
 　（1）[image: alt]
 ．

②在矩形ABCD中，AD＝BC，∠ADE＝∠BCE，又CE＝DE，所以△ADE≌△BCE，则AE＝BE，∠EAB＝∠EBA．

连接OF，则OF＝OA，所以∠OAF＝∠OFA，OF∥BE．

因为FG⊥BE，所以FG⊥OF，因此FG是⊙O的切线．

（2）若BE能与⊙O相切，因为AE是⊙O的直径，所以AE⊥BE，则∠DEA＋∠BEC＝90°．又∠EBC＋∠BEC＝90°，所以∠DEA＝∠EBC，则Rt△ADE∽Rt△ECB，所以[image: alt]
 ．

设DE＝x，则EC＝5－x，AD＝BC＝3，得[image: alt]
 ，整理得x2
 －5x＋9＝0，因为b2
 －4ac＝25－36＝-11＜0，所以该方程无实数根，所以点E不存在，BE不能与⊙O相切．






技巧贴士
 　证明FG是⊙O的切线的另一种解法提示：连接EF、DF，证四边形DFBE是平行四边形，如图4-29（c）所示．

[image: alt]


图4-29（c）

第（2）问，还有另一种解法：若BE能与⊙O相切，因为AE是⊙O的直径，则AE⊥BE，∠AEB＝90°．设DE＝X，则EC＝5－x，由勾股定理得AE2
 ＋EB2
 ＝AB2
 ，即（9＋x2
 ）＋［（5－x）2
 ＋9］＝25，整理得x2
 －5X＋9＝0，因为b2
 －4ac＝25－36＝-11＜0，故该方程无实数根，所以点E不存在，BE不能与⊙O相切．

综上所述，对于第（2）问，无论哪种解答方法，其基本做法都是设参，接着利用其所在的图形的几何性质来进行解答，第一种解法是相似三角形的模型（此处题目中给出的图形和模型略有区别），第二种解法则利用了勾股定理，这个很容易想到，因为有了直角的暗示．

最后还要提醒一下，请不要想当然认为BE能与⊙O相切，如果BE真能与⊙O相切，那么AE⊥BE，此时再画⊙O，发现永远无法画出符合条件的⊙O．






题26
 （2011年北京市海淀区中考模拟题）
 　在Rt△ABC中，∠ACB＝90°，[image: alt]
 ，点D在边AC上（不与A、C重合），连接BD，F为BD的中点．

（1）若过点D作DE⊥AB于E，连接CF、EF、CE，见图4-30（a）．设CF＝kEF，则k＝________________．

[image: alt]


图4-30（a）

（2）若将图4-30（a）中的△ADE绕点A旋转，使D、E、B三点共线，点F仍为BD的中点，见图4-30（b），求证：BE－DE＝2CF．

[image: alt]


图4-30（b）

（3）若BC＝6，点D在边AC上靠近点A的三等分点处，将线段AD绕点A旋转，点F始终为BD的中点，求线段CF长度的最大值．

[image: alt]


图4-30（c）备用图






满分解答
 　（1）在Rt△DBC中，[image: alt]
 ；在Rt△DBE中，[image: alt]
 ，所以CF＝EF，因此k＝1．

（2）如图4-30（d）所示，因[image: alt]
 ，则AE＝2DE．

[image: alt]


图4-30（d）

除了对顶角，还已知DE⊥AB，所以∠ACB＝90°，∠AEB＝90°，所以∠EAC＝∠CBE．

如图4-30（e）所示，构造△CEA∽△CGB，此时∠ECG＝90°．因为AC＝2BC，所以AE＝2BG，BG＝DE，而点F为BD的中点，在BD的两端同时减去等量（即BG＝DE），则点F也为EG的中点．

[image: alt]


图4-30（e）

结合∠ECG＝90°，所以如图4-30（f）所示，EG＝2CF，而BE－DE＝BE－GB＝EG，所以BE－DE＝2CF．

[image: alt]


图4-30（f）

（3）如图4-30（g）所示，在△CFM中，FM与CM是定长，根据两边之和大于第三边，CF＜FM＋CM．

[image: alt]


图4-30（g）

如图4-30（h）所示，当F在CM的延长线上时，CF取得最大值，若BC＝6，点D在边AC的三等分点，则当AD＝4时，线段CF长度的最大值为[image: alt]
 ．

[image: alt]


图4-30（h）

如图4-30（i）所示，当F在CM上时，CF取得最小值．

[image: alt]


图4-30（i）






技巧贴士
 　在第（1）问中，显然k是固定值，通过比较精确的作图，甚至猜想，都能得到k＝1．

至于第（2）问，求证的内容是BE－DE＝2CF，左式意味着“截长补短”，右式具有两倍的特点，结合点F仍为BD的中点和直角三角形的情况，自然联想到“直角三角形中，斜边上中线长等于斜边一半”的性质，所以这才有了构造一对相似三角形，证明BG＝DE的解答案．

第（3）问的解答如下：以BC为x轴，AC为y轴，C为圆心建立直角坐标系，则B（6，0），A（0，12），C（0，0）．令F（x，y），结合点F为BD的中点，利用中点公式得D（2x－6，2y），而AD＝4，有方程（2x－6）2
 ＋（2y－12）2
 ＝16．现求当（x－3）2
 ＋（y－6）2
 ＝4时，x2
 ＋y2
 的最大值，显然，（x－3）2
 ＋（y－6）2
 ＝4表示的含义是F（x，y）与点（3，6）的距离恒为2，F（x，y）所形成的轨迹是一个以（3，6）为圆心，2为半径的圆，x2
 ＋y2
 的最大值为点（3，6）到原点的距离加上半径，即最大值为[image: alt]
 ．

思维点评

从题13到题26，我们用下表作一些说明．

[image: alt]


从题15开始，都是综合题，涉及了圆与相似、三角比等内容，下面重点讲一下由动点所引起的函数问题及其附带的分类讨论．

从题18至题26，多数题目都有以下一些情况．

（1）“若F是线段BE上任一点”或“当E在线段OC上移动时”这样的动点情况．

（2）求写出y与x之间的函数关系式的情况．

（3）分类讨论．

一旦出现以上这些情况，基本上就能判断这个问题属于函数动态问题．在初中数学范围内，这个问题也可以分为以下两类．

（1）图形运动中的函数关系问题：这类问题的主要特征是在图形运动变化的过程中，探求两个变量之间的函数关系，要全面考虑到各种可能的变化对函数关系的影响．

（2）图形运动中的计算说理问题：这类问题的一般特征是第一小题给一个固定的图形进行研究，第二小题及第三小题再研究图形由某一个条件使得图形的位置发生变化后的结论是否发生变化，进而进行证明．解决这类题的关键是，在变化中寻找不变的量、不变的关系，抓住规律，探索其中的关系，通过计算等方法进行说理．

考虑到题18至题26中都有“求y与x之间的函数关系”的特征，我们接着重点讲解情况（2），即求y与x之间的函数关系式．

一般而言，处理的方法是，要么将y与x放置在某一个具体图形中（如直角三角形、一对相似三角形等），要么将y与x一同放在某一条直线上．总之，就是将y与x通过已知条件和特殊图形将其联系起来（专题6中的题19、题20也将涉及这种处理方法）．

下面再说明情况（3）——分类讨论．

当题目中的条件、结论不明确或含参数或图形不确定时，就应考虑进行分类讨论．也就是说，当我们所研究的各种对象之间过于复杂或涉及范围比较广泛时，我们大多采取分类讨论的方法进行解决，即对问题中的各种情况进行分类，或对所涉及的范围进行分割，然后分别研究和求解．分类讨论解题的实质是将整体问题化为部分问题来解决，以增加题设条件．分类讨论的原则是不重复、不遗漏、标准统一、力求最简．讨论的方法是逐类进行，还必须要注意综合讨论的结果，以使解题步骤完整．

接着我们再讨论一下圆与直线，圆与圆的位置关系．做这类题目时，要全面考虑到所有可能的解，做到分类讨论．

涉及两圆位置关系的情况有以下几种．

[image: alt]


续表

[image: alt]


从上面的图像得知，动圆的问题常常和与圆有关的性质联系在一起，比如圆的垂径定理及其推论，圆的等对等定理及其推论，所以要解决此类问题，在圆中添加半径、弦心距等是常用的技巧．

最后，考虑到本专题结束后，整个初中将进入复习阶段，希望读者能认真体会本专题的题13到题26，并且及时复习之前学习过的所有内容，只有不断复习和巩固，才能真正地加深对数学知识的认识和体会．





优质精练

第一期

1．求同一个圆的内接正六边形和外切正六边形的周长比和面积比．

















2．已知在半径为5cm的圆中，有两条弦AB＝8cm，CD＝6cm，且AB∥CD，求AB与CD的距离．

















3．如图所示，正方形ABCD的边长为6，分别以A、B为圆心，以正方形的边长为半径画弧，交点为NB．⊙G与[image: alt]
 相切，切点分别为点E、F、M．

（1）求⊙G的半径r．

（2）求图中阴影部分的面积．

[image: alt]


第3题

4．一个正八边形中最长的对角线等于a，最短的对角线等于b，求这个正八边形的面积．

[image: alt]


第4题

5．如图所示，已知在△ABC中，AD为∠BAC的平分线，以C为圆心，CD的长为半径的半圆交BC的延长线于点E，交AD于点F，交AE于点M，且∠B＝∠CAE，FE∶FD＝4∶3．

（1）求证：AF＝DF．

（2）求cos∠AED的值．

（3）若BD＝10，求△ABC的面积．

[image: alt]


第5题

6．如图所示，已知⊙O的直径AB⊥CD于点E，连接AD、BD、OC、OD，且OD＝5．

（1）若[image: alt]
 ，求CD的长．

（2）若∠ADO∶∠EDO＝4∶1，求扇形OAC（阴影部分）的面积（结果保留π）．

[image: alt]


第6题

7．如图所示，三个圆⊙O1
 、⊙O2
 、⊙O3
 两两相切，它们的半径分别为r1
 、r2
 、r3
 且满足r1
 ＜r2
 ＜r3
 ，连接O1
 、O2
 ，O2
 、O3
 ，O3
 、O1
 ．

（1）比较∠O1
 、∠O2
 、∠O3
 的大小．

（2）如果∠O2
 ＝60°，求r1
 、r2
 、r3
 满足的关系式．

（3）如果r3
 －r2
 ＝r2
 －r1
 ，∠O1
 －∠O2
 ＝∠O2
 －∠O3
 是否成立？证明你的结论．

[image: alt]


第7题

8．（1）如图所示，OA、OB是⊙O的两条半径，且AO⊥OB，点C是OB延长线上任意一点．过点C作CD切⊙O于点D，连接AD交OC于点E．求证：CD＝CE．

（2）若将图中的半径OB所在直线向上平行移动交OA于F，交⊙O于B′，如图（b）所示，其他条件不变，那么上述结论CD＝CE还成立吗？为什么？

（3）若将图中的半径OB所在直线向上平行移动到⊙O外的CF，点E是DA的延长线与CF的交点，如图（c）所示，其他条件不变，那么上述结论CD＝CE还成立吗？为什么？

[image: alt]


第8题（a）

[image: alt]


第8题（b）

[image: alt]


第8题（c）





第二期

1．在△ABC中，∠B＝30°，以△ABC的边AB为直径作⊙O，⊙O与BC的交点D恰好为BC的中点，过点D作DE⊥AC于E，DE为⊙O的切线，求[image: alt]
 的值．

[image: alt]


第1题

2．如图所示，正方形ABCD的边长为a，半径为[image: alt]
 的小圆沿着正方形内部滚动一周，求正方形没有被圆滚动过的部分的面积S．

[image: alt]


第2题

3．如图所示，已知在△ABC中，AC＝BC，圆心O在AB上，⊙O分别与CA、CB相切，切点为P、Q，且∠CAB＝a（定值）．

（1）求∠POQ的大小（用a表示）．

（2）D是CA延长线上一动点，DE与⊙O相切，切点为M，点E在CB的延长线上，试判断∠DOE的大小是否保持不变，并说明理由．

（3）在（2）的条件下，如AB＝m（m为已知数），[image: alt]
 ，设AD＝x，DE＝y，求y与x的关系式及x的定义域．

[image: alt]


第3题

4．如图所示，矩形ABCD的边AD＝18cm，AB＝16cm，⊙O与AB、BC分别切于点E、F，并且与以AD为半径的半圆与⊙O′外切，切点是P．

（1）求证：四边形EBFO是正方形．

（2）求⊙O的半径．

[image: alt]


第4题（a）

[image: alt]


第4题（b）

5．如图所示，⊙O1
 与⊙O2
 外切于点T，连心线与两圆的另两个交点分别为M、N，交外公切线AB于点P，设PA′切⊙O1
 于点A′．

（1）求证：①PA′与⊙O2
 相切．②PT2
 ＝PM·PN．

（2）O3
 在PN上，若⊙O3
 与PA相切于点C，且与⊙O2
 外切于点N，设它与PN的另一个交点为S，试探索PS与PM、PN、PT之间的关系，并给出证明．

[image: alt]


第5题

6．如图（a）所示，两半径为r的等圆⊙O1
 和⊙O2
 相交于M，N两点，且⊙O2
 过点O1
 ．过点M作直线AB⊥MN，分别交⊙O1
 和⊙O2
 于A、B两点，连接NA、NB．

（1）猜想点O2
 与⊙O1
 有什么位置关系，并给出证明．

（2）猜想△NAB的形状，并给出证明．

（3）如图（b）所示，若过M的点所在的直线AB不垂直于MN，且点A、B在点M的两侧，那么（2）中的结论是否成立？若成立请给出证明；若不成立，请给出理由．

[image: alt]


第6题（a）

[image: alt]


第6题（b）

7．如图所示，在矩形ABCD中，CD＝2，AD＝3，P是AD上的一个动点，且和点A、D不重合，过点P作PE⊥CP交直线AB于点E，设PD＝x，AE＝y．

（1）写出y关于x的函数解析式．

（2）判断直线PE是否一定和线段AB相交？证明你的结论．

（3）如果△PCD的面积是△AEP面积的4倍，计算四边形PCBE外接圆的面积．

（4）是否存在这样的点P，使△AEP沿PE翻折后，点A落在BC上？证明你的结论．

[image: alt]


第7题
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1．如图所示，I是△ABC的内心，DE⊥AI，求证：

（1）[image: alt]
 ．

（2）DI2
 ＝BD·CE．

[image: alt]


第1题

2．已知多边形ABDEC是由边长为2的等边三角形ABC和正方形BDEC组成，一圆过A、D、E三点，求该圆的半径长度．

[image: alt]


第2题

3．正三角形AMN与正五边形ABCDE内接于⊙O，求∠BOM的度数．

[image: alt]


第3题

4．如图所示，在△ABC中，∠A＝60°，AC＝8，AB＝10，⊙O与AB、AC相切，切点分别是点E、F．

（1）求⊙O的面积y与AE的长之间的函数关系．

（2）当⊙O与△ABC的三边相切时，求⊙O的面积．

（3）若⊙O在变化过程中都落在△ABC内（含相切）时，求x的取值范围．

[image: alt]


第4题

5．如图所示，已知边长为2cm的正六边形ABCDEF，点A1
 、B1
 、C1
 、D1
 、E1
 、F1
 分别为所在各边的中点，求图中阴影部分的总面积S．

[image: alt]


第5题

6．如图所示，在半径为4的⊙O中，AB、CD是两条直径，M是OB的中点，CM的延长线交⊙O于点E，设[image: alt]
 ．

（1）用含x和a的代数式表示MC的长，并求证：[image: alt]
 ．

（2）当a＝15且EM＞MC时，求sin∠EOM的值．

（3）根据图形写出EM长的取值范围，试问：在弧AB上是否存在一点E，使得EM的长是关于x的方程[image: alt]
 的相等实数根？如果存在，求出sin∠EOM的值；如果不存在，请说明理由．

[image: alt]


第6题

7．如图所示，已知AB切⊙O于点B，AB的垂直平分线CF交AB于点C，交⊙O于点D、E．设点M是射线CF上的任意一点，CM＝a，连接A、M．若CB＝3，DE＝8．

（1）求CD的长．

（2）当M在线段DE（不含端点E）上时，延长AM交⊙O于点N，连接N、E，若△ACM∽△NEM，求证：EN＝AB．

（3）当M在射线EF上时，若a为小于17的正数，问是否存在这样的a，使得AM与⊙O相切？若存在，求出a的值；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


第7题
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1．如图所示，若正方形A1
 B1
 C1
 D1
 内接于正方形ABCD的内接圆，求[image: alt]
 的值．

[image: alt]


第1题

2．如图所示，求⊙O的外切正六边形与内接正六边形的边长之比．

[image: alt]


第2题

3．如图所示，直线AB经过⊙O上的点C，并且OA＝OB，CA＝CB，⊙O交直线OB于点E、D，连接EC、CD．

（1）求证：直线AB是⊙O的切线．

（2）试猜想BC、BD、BE三者之间的等量关系，并加以证明．

（3）若[image: alt]
 ，⊙O的半径为3，求OA的长．

[image: alt]


第3题

4．如图所示，⊙O是矩形ABCD的最大内切圆，⊙O1
 和⊙O2
 是矩形内与矩形及⊙O相切的两个等圆．已知AB＝4，若BC＝a，当⊙O1
 为何值时，⊙O1
 和⊙O2
 外切、相交、相离？

[image: alt]


第4题

5．已知AB为⊙O的直径，延长AB到C，使BC＝AB＝1，过C作⊙O的切线CD，CD与⊙O外切于点D，连接AD和BD．

（1）求AD∶BD的值及BD的长．

（2）求△ACD的面积．

[image: alt]


第5题

6．如图所示，在直角坐标系xOy中，A、B是x轴上的两点，以AB为直径的圆交y轴于点C．设过点A、B、C三点的抛物线为y＝x2
 －mx＋n，若方程x2
 －mx＋n＝0的两根倒数和为-2．

（1）求n的值．

（2）求此抛物线的解析式．

（3）设平行于x轴的直线交此抛物线于E、F两点，是否存在以线段EF为直径的圆恰好与x轴相切？若存在，求出此圆的半径；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


第6题

7．如图所示，正方形ABCD的边长为2a，H是以BC为直径的半圆上的一点，过H与半圆相切的直线交AB于点E，交DC于点F．

（1）当点H在半圆上移动时，切线EF在AB、CD上的两个交点也分别在AB、CD上移动（E与A不重合，F与D不重合），试问四边形AEFD的周长是否也在变化？并证明你的结论．

（2）若∠BEF＝60°，求四边形BEFC的周长．

（3）设△BOE的面积为S1
 ，△COF的面积为S2
 ，正方形ABCD的面积为S，若[image: alt]
 ，求BE和CF的长．

[image: alt]


第7题


专题5　统计初步

编者引言

研究自然界中随机现象统计规律的数学方法，叫做概率统计，又称数理统计方法．概率统计在研究方法上有其特殊性，所以本专题和“圆”、“二次函数”等专题所介绍的方法完全不同．在生活中，统计的应用十分广泛．

中学数学范围内的概率统计较为简单，本专题主要是对一些重要内容进行分析与强调．

经典拉分题思维点评


题1
 　小明用6个球设计一个摸球游戏，下面是他的4个方案，不成功的是（　）．

A．摸到黄球的概率为[image: alt]
 ，红球为[image: alt]


B．摸到黄、白、红球的概率都为[image: alt]


C．摸到黄球的概率为[image: alt]
 ，红球的概率为[image: alt]
 ，白球的概率为[image: alt]


D．摸到黄球的概率为[image: alt]
 ，摸到红球、白球的概率都是[image: alt]







满分解答
 　D．






技巧贴士
 　选项A，黄球、红球各3个；选项B，黄球、红球、白球各2个；选项C，黄球3个，红球2个，白球1个；选项D，黄球4个，红球、白球各2个．需要注意的是，对事件A而言，0≤P（A）≤1.






题2
 　如图5-1（a）所示，格线表示了允许小球滑落的通道．每一个小球在交点处有[image: alt]
 的可能向左滑落，只有[image: alt]
 的可能向右滑落．如果从A点放一个小球让其落下，那么小球最终落到B点的概率有多大？

[image: alt]


图5-1（a）

[image: alt]


图5-1（b）






满分解答
 　根据其向左、向右滚的概率，计算、标数，所以到达B点的概率为[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　连续选择事件的最终结果往往要用乘法原理计算．具体如下：完成一件事情需要A个步骤（缺一不可），第1步有m1
 种不同方法，第2步有m2
 种不同方法，第3步有m3
 种不同方法，…，第n步有mn
 种不同方法，则完成这件事共有N＝m1
 ·m2
 ·m3
 ·…·mn
 种不同的方法，然后根据具体问题进行计算．






题3
 　如图5-2（a）所示的是某公司员工的年龄分布图，根据统计图回答下列问题．

[image: alt]


图5-2（a）

（1）该单位员工共有多少人？

（2）年龄在27岁到42岁之间的员工占员工总人数的百分比是多少？

（3）请用其他统计图表来表示．

[image: alt]


图5-2（b）






满分解答
 　（1）该单位员工共有14＋31＋36＋38＋27＋4＝150（人）．

（2）年龄在27岁到42岁之间的员工有31＋36＋38＝105（人），这个年龄段的人数占员工总人数的百分比为（105÷150）×100％＝70％．

（3）用扇形图来表示（表示方法不唯一）．






技巧贴士
 　折线图、扇形图、直方图等都是反应数据特点的方式，这几种方式可以相互转化，所以还能用其他图形表示，对于这些常见图形要学会基本作图．当然，每个图形都有不同特点．

对于直方图而言，其主要作用有以下三点：（1）显示质量、数量等的波动状态；（2）较直观地传递有关过程状态的信息；（3）通过研究波动状态后，掌握过程，从而确定在什么地方集中力量进行改进．






题4
 （2008年上海市中考一模）
 　近五年来，我国土地荒漠化扩展的面积及沙尘暴发生的次数情况如表5-1、表5-2所示．

表5-1　土地荒漠化扩展的面积情况

[image: alt]


表5-2　沙尘暴发生的次数情况

[image: alt]


（1）求出50年来平均每年土地荒漠化扩展的面积．

（2）在图中画出不同年代沙尘暴发生的次数的折线图．






满分解答
 　（1）平均每年土地荒漠化扩展的面积为：

[image: alt]
 ．

（2）见图5-3.

[image: alt]


图5-3






技巧贴士
 　折线图的作用在于直观显示随时间（根据常用比例设置）而变化的连续数据，因而十分适用于表示在相等时间间隔下数据的趋势．而扇形图的作用在于能清楚了解部分与总体之间的关系与比例．






题5
 　为了分析某品牌A、B两种型号冰箱的销售状况，王明对其专卖店开业以来连续七个月的销售情况进行了统计，并将得到的数据制作成如表5-3所示的统计表．

表5-3　1～7月A、B两种型号冰箱的销售数量

[image: alt]


（1）完成表5-4（精确到0.1）．

表5-4　A、B两种型号冰箱的销售量的平均数、中位数、方差

[image: alt]


（2）将这7个月的销售情况绘制折线统计图，并依据折线统计图的变化趋势，对专卖店今后的进货情况提出建议（字数控制在20～50字）．






满分解答
 　（1）

[image: alt]


（2）见图5-4.

[image: alt]


图5-4

建议：从折线图来看，B型冰箱的月销售量呈上升趋势，若考虑增长势头，进货时可多进B型冰箱．






技巧贴士
 　本题中提到了方差、中位数、平均数等，这些概念需要掌握．同时要与众数进行区分．






题6
 　已知数据x1
 ，x2
 ，x3
 ，…，xn
 的平均数为[image: alt]
 ，方差为S2
 ，求数据[image: alt]
 ，[image: alt]
 的平均数和标准差．






满分解答
 　[image: alt]


[image: alt]


所以S′＝1．






技巧贴士
 　要熟记并掌握平均数和标准差的公式．

思维点评

对于题1和题2，我们对概率的一些基本知识进行分类概括．

[image: alt]


对于题3、题4，主要强调并补充以下一些知识．

[image: alt]


这里着重强调直方图、折线图、扇形图和统计表的释义和作图问题，这是这一部分学习中最为重要的内容之一．

在本专题中，另外一个最为重要的内容是方差、中位数、平均数、众数的概念及公式．

平均数：[image: alt]


方差：[image: alt]


众数：在一组数据中，出现次数最多的数据叫做这组数据的众数（一组数据的众数可能不止一个，也可能没有）

中位数：是指将统计总体中的各个变量值按大小顺序排列起来，形成一个数列，处于变量数列中间位置的变量值就称为中位数．（1）n为奇数时，取第[image: alt]
 个数；（2）n为偶数时，取第[image: alt]
 个和第[image: alt]
 个数的平均值．





优质精练

第一期

1．在一个不透明的口袋中装有红、白、黑三种颜色的相同小球若干个，其中有白球2个、黑球1个．已知从中任意摸出一个球是白球的概率为[image: alt]
 ．

（1）求口袋中红球个数．

（2）求从口袋中一次摸出2个球，得一红一白的概率．

















2．从一副没有大、小王的扑克牌中任意抽取一张，抽到6点以下的概率是多少？

















3．国家主管部门规定：从2008年6月1日起，各商家禁止向消费者免费提供一次性塑料购物袋．为了了解巴中市市民对此规定的看法，对该市年龄在16～65岁的居民进行了400个随机访问抽样调查，并根据每个年龄段的抽查人数和该年龄段对此规定的支持人数绘制了如右所示的统计图．

（1）被调查的居民中，人数最多的年龄段是哪个？

（2）已知被调查的400人中有83％的人对此规定表示支持，请你求出31～40岁年龄段的满意人数，并补全图．

（3）比较21～30岁和41～50岁这两个年龄段对此规定的支持率的高低，四舍五入到1％．已知某年龄段支持率[image: alt]
 ×100％．

[image: alt]


第3题（a）

[image: alt]


第3题（b）

4．若一组数据x1
 ，x2
 ，x3
 ，…，xn
 的平均数是[image: alt]
 ，则

（1）x1
 ＋a，x2
 ＋a，x3
 ＋a，…，xn
 ＋a的平均数是________________．

（2）bx1
 ，bx2
 ，bx3
 ，…，bxn
 的平均数是_______________．

（3）bx1
 ＋a，bx2
 ＋a，bx3
 ＋a，…，bxn
 ＋a的平均数是_______________．

5．甲、乙两台机床在10天中生产同样数量的同一种产品，它们每天生产的次品数量是：

甲：4，2，0，3，5，4，2，1，5，4；

乙：3，3，1，3，4，2，3，3，5，3.

（1）分别求出它们生产次品的平均数与方差．

（2）哪台机床的性能较为稳定？





第二期

1．一个袋中放有一套（五枚）北京2008年奥运会吉祥物福娃纪念币，一次取出（不放回）两枚纪念币，恰好能够组成“欢迎”的概率是多少？

















2．一位销售运动鞋的经销商到一所学校对9名学生的鞋号进行了抽样调查．其号码为：24，22，21，24，23，20，24，23，24．经销商最感兴趣的是这组数据中的（　）．

A．中位数

B．众数

C．平均数

D．方差

3．一组数据x1
 ，x2
 ，x3
 ，…，xn
 的方差是S2
 ，则

（1）x1
 ＋a，x2
 ＋a，x3
 ＋a，…，xn
 ＋a的方差是________________．

（2）bx1
 ，bx2
 ，bx3
 ，…，bxn
 的方差是________________．

（3）bx1
 ＋a，bx2
 ＋a，bx3
 ＋a，…，bxn
 ＋a的方差是________________．

4．为了引导学生树立正确的消费观，某机构随机调查了一所小学100名学生寒假中使用零花钱的情况（金额取整数元），根据调查制成了如下频率分布表．

[image: alt]


（1）补全频率分布表．

（2）使用零花钱金额的中位数在第几组？

（3）此机构认为，应对消费200元以上的学生提出勤俭节约的建议，那么对该校800名学生中约____________名学生提出此项建议．

5．某养鱼户做池塘养鱼已有三年，第一年放养鲑鱼苗20000尾，其成活率约为70％，在秋季捕捞时，随意捞出10尾鱼，称得每尾的重量如下（单位：千克）．

0.8，0.9，1.2，1.3，0.8，0.9，1.1，1.0，1.2，0.8

（1）根据样本平均数估计这塘鱼的总产量是多少千克．

（2）如果把这塘鲑鱼全部卖掉，其市场售价每千克4元，那么能收入多少元？除去当年的投资成本16000元，第一年纯收入多少元？

（3）已知该养鱼户这三年的纯收入为132400元，且每年纯收入的增长率相同，求第二年、第三年每年的增长率是多少？


专题6　部分中考热点问题

编者引言

本专题的目的是对初中数学部分中考热点问题进行一定剖析．在难度上，也许并非最难，在题目编排上，也许并非最新颖，但我们力争会用比较详细的贴士和解答来展现题目的分析与解答过程．

本专题的例题按照如下内容进行编写．

[image: alt]


同时，在学习中考热点问题时，请同学认真体会以下特点：许多问题大都是以二次函数、圆为背景．单纯很难的圆及二次函数知识和技巧等往往并不考查，许多解答困难的地方在于综合，由于许多题中融入了“相似”和“三角比”等作为工具，尤其是“相似”，来解决诸如三角形、四边形和圆、二次函数之间的关系问题，当然分类讨论、数形结合等往往也是中考中不可缺少的内容．

总之，在处理中考热点问题时，要知道圆、二次函数等许多复杂的题目往往背后要综合考查各种数学知识，尤其是9年级正在学习的知识，如数形结合、分类讨论等思想方法．

经典拉分题思维点评


题1
 　如图6-1所示，四边形ABCD是矩形，P是边AB上任意一点，试过点P作两条直线，将矩形分为三个面积相等的图形．

[image: alt]


图6-1






满分解答
 　如图6-1（a）所示，设E、F是AB的三等分点，G、H是CD的三等分点，连接EG、FH，则EG、FH三等分矩形ABCD的面积．

[image: alt]


图6-1（a）

设EG、FH的中点分别是M、N点，下面分情况讨论．

（1）若P与E或F重合，不妨设P与E重合，那么PG与PC即为所求．

[image: alt]


图6-1（b）

（2）若P在线段EF上，则PR和PS即为所求．

（3）若P在AE或FB上，不妨设P在AE上，则PI为所求之一．

[image: alt]


图6-1（c）

因为[image: alt]
 ，所以可连接PC、EC，再过E作ET∥PC交BC于T，连接PT，由S△PTE
 ＝S△CTE
 （同底等高），则PT为所求之二．






技巧贴士
 　分类讨论几乎是每年中考压轴题必考的情况．虽然本题的形式在压轴题中尚未出现过，但选择本题是想说明分类讨论的隐藏信息．

先了解分类讨论的以下一些常见情况．

（1）解一元二次方程ax2
 －bx＋c＝0要进行a≠0和a＝0两种情况的讨论，这是相反的情况．

（2）同时也经常看到a＝0，a＝1，a＝2……接着往下的讨论，这是按顺序讨论的情况．

（3）对于一些关键词也请引起注意，如动点、探索、任意一点等，如8年级专题3的题6中“F是边BC上的一个动点”，本题“P是AB边上任意一点”．

回顾本题，总结出以下三种情况．

（1）P与E重合，即P正好在三等分点E上．

（2）P在EF上，即P在三等分点E的右边．

（3）P在AE上，即P在三等分点E的左边．

第一种情况比较简单，所以，当做出了P点的第一种情况后，接着就要多想一下，是不是可能要分类讨论，如果P与E重合，那是不是还有“当点P在点E右侧”或“当点P在点E左侧”的情况；如果“当点P在点E上方”，那可能就有“当点P在点E下方”，原则就是要分相反或按顺序的情况讨论．

在第二种情况中，事实上M、N正好是线段GE、HF的中点．

在第三种情况中，首先PI与GE的交点M也为线段GE的中点，本题的难点在于将不规则四边形PICB面积一分为二．

此时，借用第一种情况，它在这里起到了“暗示”的作用．

在第三种情况中，连接EC，[image: alt]
 ，而P在E左边，则T只能在CB上（如T在CD上，那点P、T、C、B形成四边形，面积大于[image: alt]
 了），S△EBC
 、S△PTB
 都是[image: alt]
 S矩形ABCD
 且有公共部分△EBT，则S△ETC
 ＝S△PET
 ，即S△EBC
 ＝[image: alt]
 S矩形ABCD
 ＝S△EBT
 ＋S△ETC
 ＝S△PTB
 （S△ETC
 用等量S△PET
 进行代换）．可见PC∥ET（两个三角形有同底ET）．

综上所述，分类讨论的隐藏信息有以下几种．

（1）解决最简单的情况后，接着做出相反或按顺序的情况．

（2）分类讨论的图形中一定存在“特殊”性质，如等分点、平行线等．

所以，现在应该能了解了，许多题做法都是从简单或从特殊性质、特殊情况出发来解决问题．

当然，本题已经明示属于面积的方法，所以有关的面积的技巧处理也应该有所了解，具体可参见题12、题13等．






题2
 　如图6-2（a）所示，在平面直角坐标系中，已知△AOB是等边三角形，点A的坐标是（0，4），点B在第一象限，点P是x轴上的一个动点，连接AP，并把△AOP绕着点A按逆时针方向旋转，使边AO与AB重合，得到△ABD．

[image: alt]


图6-2（a）

（1）求直线AB的解析式．

（2）当点P运动到点（[image: alt]
 ，0）时，求此时DP的长及点D的坐标．

（3）是否存在点P，使△OPD的面积等于[image: alt]
 ？若存在，请求出符合条件的点P的坐标；若不存在，请说明理由．






满分解答
 　（1）如图6-2（b）所示，作BE⊥AO，依题意有AE＝EO＝2，[image: alt]
 ．

[image: alt]


图6-2（b）

设直线AB解析式为y＝kx＋b（k≠0），代入A，B两点坐标得[image: alt]
 ．

（2）因△AOP≌△ABD，所以AP＝AD，∠PAD＝60°，故△APD为等边三角形．

而[image: alt]
 ，且AB⊥BD，所以kDB＝[image: alt]
 ．

设BD所在的直线为[image: alt]
 ，代入[image: alt]
 得m＝-4，所以BD所在直线[image: alt]
 ．

设D点坐标为[image: alt]
 0．

解得x1
 ＝0（舍），[image: alt]
 ．

所以点D的坐标为[image: alt]
 ．

（3）假设存在点P，在它的运动过程中，使△OPD的面积等于[image: alt]
 ．

设点P为（t，0），当P，D同时在x轴上时，[image: alt]
 ．

下面分三种情况讨论．

①当t＞0时，如图6-2（c）所示，BD＝OP＝t，∠DBG＝180°－90°－30°＝60°，[image: alt]
 ．

[image: alt]


图6-2（c）

故[image: alt]
 ，△OPD的面积等于[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．

解得[image: alt]
 （舍）．

所以点P1
 的坐标为[image: alt]
 ．

②当[image: alt]
 时，如图6-2（d）所示，[image: alt]
 ，

[image: alt]


图6-2（d）

所以[image: alt]
 ．

因为△OPD的面积等于[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

解得[image: alt]
 ．

所以点P2
 的坐标为[image: alt]
 ，点P3
 的坐标为[image: alt]
 ．

③当[image: alt]
 时，如图6-2（e）所示，BD＝OP[image: alt]
 ，

[image: alt]


图6-2（e）

故[image: alt]
 ．

而△OPD的面积等于[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

解得[image: alt]
 （舍），[image: alt]
 ．

所以点P4
 的坐标为[image: alt]
 ．

综上所述，点P的坐标分别为[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题的关键在于第（3）问，因为P为动点，所以应考虑分类讨论．下表列出分类情况．

[image: alt]


若OP＝t仅为距离，上表应更新为下表．

[image: alt]


需要注意的是，对于式子[image: alt]
 ，即2的符号、[image: alt]
 的符号都为负号的情况无法出现，因为此时[image: alt]
 ，不可能等于[image: alt]
 ．

同时，OP＝t一直不变，所以问题关键在于“高DH”的情况．

所以，分类讨论的隐藏信息还有以下几种．

（1）先做出其中一种情况，接着做出相反或按顺序的情况．

（2）分析设完参后“一直不变”的量，对“问题关键”进行符号变换，如“a＋b”更换为“a－b”、“-a＋b”、“-a－b”的情况．

（3）反过来分析更换符号后式子含义，同时注意零点、中点等特殊点．

仍以本题为例，[image: alt]
 是点P在x的正半轴的情况，此时点D应在AB上边，那[image: alt]
 说明高在变短，则点D在AB下边，且点P在x轴上方，自然此时点P在x轴负半轴，但是[image: alt]
 无法超过2的情况．

当[image: alt]
 （即“零点”）时，P、D同时在x轴上，而[image: alt]
 说明[image: alt]
 在越来越大，即t在越来越大，自然点P越来越远离原点（在x轴负半轴较远处）．

这三个式子反过来分析便得到第（3）问的完整解答案．

最后，对于本题还有以下两点说明．

（1）请记住题1、题2对于分类讨论的做法：先做出一种简单的情况，接着要么为特殊点（如零点、中点等），要么改变式子符号．

（2）本题讨论的关键突破口还有：第一种情况为点P在x轴正半轴，自然要想点P在x轴负半轴的情况；点P在正半轴“较短”位置，那在正半轴“较长”位置呢？另外，点P决定了点D的位置，第一种情况点D在AB上方，那在AB下方时P又在哪？






题3
 　在平面直角坐标系xOy中，抛物线[image: alt]
 经过点A（1，3），B（0，1）．

（1）求抛物线的表达式和顶点坐标．

（2）过点A作x轴的平行线交抛物线于另一点C．

①求△ABC的面积．

②在y轴上取一点P，使△ABP与△ABC相似，求满足条件的所有P点的坐标．






满分解答
 　（1）将A（1，3），B（0，1）代入[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，C＝1．

所以抛物线的解析式是[image: alt]
 ，故顶点坐标为[image: alt]
 ．

（2）①由对称性得C（4，3），[image: alt]
 ．

②将直线AC与y轴的交点记作D，因[image: alt]
 ，∠CDB为公共角，所以△ABD∽△BCD，则∠ABD＝∠BCD．

当∠PAB＝∠ABC时，[image: alt]
 ，因BC＝[image: alt]
 ，AB[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

当∠PAB＝∠BAC时，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

综上所述，满足条件的P点有[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　两个三角形相似的判定方法主要有以下几种．

（1）两对应角相等，两三角形相似．

（2）两边对应成比例且夹角相等，两三角形相似．

（3）三边对应成比例，两三角形相似．

（4）斜边和直角边对应成比例，两三角形相似．

我们在进行相似三角形的分类讨论时，第（2）条是最常被涉及的．

一般而言，相似三角形的分类讨论有以下两个切入点．

（1）以相似比为切入点，即下面的方法一．

（2）以某角为切入点，结合两边，即下面的方法二．

方法一（以相似比为讨论对象）：因△ABC中，[image: alt]
 三边都已知，而△APB中，AB＝[image: alt]
 ，仅已知一边，故[image: alt]
 成立，而[image: alt]
 ＝AB应为三个分母之一，此时相似比[image: alt]
 ．

（1）当k1
 ＝1时，△ABC≌△ABP，则[image: alt]
 但此时PA≠AC，且知∠PBA≠∠CBA；

（2）当k2
 ＝2时，则[image: alt]
 PB对应AC，[image: alt]
 因PB、AB之间相似比为2时，说明两者夹角∠PBA应等于AB、BC的夹角∠CBA，但无法成立；

（3）当[image: alt]
 时，则[image: alt]
 （PB仍对应AC，原因同上）．

方法二（寻找一个同角）：找到一对等角后，固定一角进行讨论．

[image: alt]


还要注意的是，我们还可以将本方法中相似情况直接表达为：

[image: alt]
 ；

式①、式②、式③的夹角都存在等式∠ABP＝∠BCD．

所以，更便捷的方法是定好等量的角后，其一个角的两边，即①固定，而另一个角的两边，即式②、式③分子、分母互换即可．通过以上两种方法的分析，我们要想讨论明白相似三角形，首先应该分析三角形的形状特征，即哪些角是定角，哪些边长可求，有没有相等的角．这样才能使得分类讨论更加简明．千万不要以为看到两个三角形相似就分三种情况讨论，找到很多本身并不存在的相似三角形，这样会产生很多增根．






题4
 　如图6-3所示，在Rt△ABC中，直角边AC＝3cm，BC＝4cm，设点P、Q分别为AB、BC上的动点，在点P自点A沿AB方向向点B做匀速移动的同时，点Q自点B沿BC方向向点C做匀速移动，它们移动的速度均为1cm/s，当点Q到达点C时，点P就停止移动．设点P、Q移动的时间为t（s）．

[image: alt]


图6-3

（1）写出△PBQ的面积S（cm2
 ）与时间t（s）之间的函数表达式，并写出t的取值范围．

（2）当t为何值时，△PBQ为等腰三角形？

（3）△PBQ能否与Rt△ABC相似？若能，求出t的值；若不能，请说明理由．






满分解答
 　（1）如图6-4所示，过点P作PD⊥BC于点D，由题意可知BQ＝t，AP＝t．

[image: alt]


图6-4

又在Rt△ABC中，AC＝3，BC＝4，所以AB＝5，故BP＝5－t．

由[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

（2）存在三种情况：①BQ＝BP，则t＝5－t，故[image: alt]
 ．

②BQ＝PQ，则PQ＝t．又由[image: alt]
 可知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．在Rt△PDQ中，PQ2
 ＝PD2
 ＋QD2
 ，即[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．

③BP＝PQ，则PQ＝5－t．同理可知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 （舍）．

综上所述，当[image: alt]
 或[image: alt]
 或[image: alt]
 时，△PBQ为等腰三角形．

（3）△PBQ能与Rt△ABC相似．

①当∠BQP＝90°时，由于∠B＝∠B，故Rt△PBQ∽Rt△ABC，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

②当∠BPQ＝90°时，由于∠B＝∠B，故Rt△QBP∽Rt△ABC，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

综上所述，当[image: alt]
 或[image: alt]
 时，△PBQ能与Rt△ABC相似．






技巧贴士
 　证明某三角形为等腰三角形，常用的方法为分类讨论，以避免漏解．以△PBQ为例，总结以下技巧．

（1）先将三角形的三点写下，如P、B、Q．

（2）这三点即为三个讨论对象，分别作为顶点．

（3）以一个点P为例，先写“P＝P”，接着将另两点写上，于是PB＝PQ．

（4）而BP＝BQ（B为顶点），QB＝QP（Q为顶点）也按照（3）的情况来操作．

有了以上的写法，还请注意以下几点．

①其中一组解答很可能仍与特殊点相关，如点P在BP＝BQ时为AB的中点．

②既然为等腰，可用常见的三线合一、勾股定理等技巧来解决，所以本题第（2）问后面都用勾股定理来解决．






题5
 　如图6-5（a）所示，在Rt△ABC中，∠A＝90°，AB＝6，AC＝8，点D、E分别是AB、AC的中点，点P从点D出发沿DE方向运动，过点P作PQ⊥BC于点Q，过点Q作QR∥BA交AC于R，当点Q与点C重合时，点P停止运动．设BQ＝x，QR＝y．

[image: alt]


图6-5（a）

（1）求点D到BC的距离DH的长．

（2）求y关于x的函数关系式，写出自变量的取值范围．

（3）是否存在点P，使△PQR为等腰三角形？若存在，请写出所有满足要求的x的值；若不存在，请说明理由．






满分解答
 　（1）因为∠A＝90°，AB＝6，AC＝8，所以BC＝10．

又点D为AB的中点，故[image: alt]
 ．

因为∠DHB＝∠A＝90°，∠B＝∠B，所以△BHD∽△BAC．

因此[image: alt]
 ．

（2）因为QR∥BA，所以∠QRC＝∠A＝90°．

又∠C＝∠C，所以△RQC∽△ABC．因此[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

即y关于x的函数关系式为[image: alt]
 ．

（3）存在，分以下三种情况：①当PQ＝PR时，如图6-5（b）所示，过点P作PM⊥QR于点M，则QM＝RM．由∠1＋∠2＝90°，∠C＋∠2＝90°，可知∠1＝∠C，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


图6-5（b）

所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

②当PQ＝RQ时，如图6-5（c）所示，[image: alt]
 ，故x＝6．

[image: alt]


图6-5（c）

③当PR＝QR时，如图6-6（d）所示，则R为PQ中垂线上的点，于是点R为EC的中点，故[image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

[image: alt]


图6-5（d）

综上所述，当[image: alt]
 6或1[image: alt]
 时，△PQR为等腰三角形．






技巧贴士
 　当点P在线段DE的延长线上时，PR＝QR，这种情况容易被遗漏，可以从这个角度思考：当P、Q两点自左向右运动时，线段QR的长度逐渐变短，而线段PR的长度先变短后变长，这样比较容易画出PR＝QR的这种情况．

另外还要注意以下几点．

（1）本题直角三角形的三边都已知，除了勾股定理、射影定理，还在暗示锐角三角比，尤其后边还有垂线，更明确暗示通过等量代换来表达三角比，果然在PQ＝PR时，包括PR＝QR时，都使用了三角比，所以“锐角三角比”的知识在综合题中可能经常意味着一种解法，请注意．

（2）分类讨论中很可能出现特殊点，如R为EC的中点．






题6
 　已知在△ABC中，D、E是射线BC上的两点，且满足BD＝BA，CE＝CA．

（1）若AB＝AC，且∠BAC＝90°，求证：AE2＝BE·DE．

（2）若AE2
 ＝BE·DE且△ABC为直角三角形，求∠B的大小．

[image: alt]


图6-6






满分解答
 　（1）由AB＝AC，∠BAC＝90°，可知∠B＝∠ACB＝45°．

又BD＝BA，所以∠BDA＝67.5°，故∠ADE＝180°-67.5°＝112.5°．

因为CE＝CA，所以∠CAE＝∠CEA＝22.5°，故∠BAE＝90°＋22.5°＝112.5°．

由∠E＝∠E，∠ADE＝∠BAE，可知△ADE∽△BAE．

因此[image: alt]
 ，即AE2
 ＝BE·DE．

（2）△ABC为直角三角形可分为以下两种情况讨论．

①∠BAC＝90°，由AE2＝BE·DE，可知△ADE∽△BAE，故∠B＝∠DAE．

因为CE＝CA，可设∠E＝∠CAE＝a，则∠ACB＝2a，∠B＝90°-2a．

又BD＝BA，所以∠BDA＝∠BAD＝45°＋a，故∠DAC＝90°-（45°＋a）＝45°－a．

所以∠B＝∠DAE＝∠DAC＋∠CAE＝45°－a＋a＝45°．

②∠ACB＝90°，同理可知∠B＝∠DAE．

设∠B＝β，则∠DAE＝β，∠BAC＝90°－β．

因为CE＝CA，∠ACE＝∠ACB＝90°，所以∠E＝∠CAE＝45°．

在△ABC中，∠B＝β＝∠DAE，∠E＝45°，故∠BAD＝135°－2β．而在△BAD中，BD＝BA，则[image: alt]
 ，所以1[image: alt]
 ，即∠B＝30°．

综上所述，当△ABC为直角三角形，∠B的大小为45°或30°．






技巧贴士
 　从结构上看，本题的两小问似乎结论、条件在互换，并且读者会意识到第（2）问中答案不止一个．

对于第（1）问，很容易发现证明△ADE∽△BAE即可．而在第（2）问中，因为与（1）类似，自然△ADE∽△BAE仍成立，得到∠B＝∠DAE．

在此强调对于求角度、线段问题，即使并没明确求角度或线段，往往也使用设参技巧．在本题中，因为求角度，其做法便是将剩余的角度都用a、β这些所设参数与特殊角表达出来，进而列出等式．第（2）问中的两种情况都是如此进行．

最后，回到直角三角形分类讨论的主题，此类题常出现在图形运动题目中，当某个图形发生运动时，三角形形状也随之变换．对此，首先要考虑三角形的哪个角可能为直角，结合条件再进行推导．正是以上的原因，第（2）问讨论时分为∠BAC＝90°及∠ACB＝90°两类情况．






题7
 　已知抛物线[image: alt]
 上有不同的两点E（k＋3，-k2
 ＋1）和F（-k－1，-k2
 ＋1）．

（1）求抛物线的解析式．

（2）如图6-7所示，抛物线[image: alt]
 4与x轴和y轴的正半轴分别交于点A和B，M为AB的中点，∠PMQ在AB的同侧以点M为中心旋转，且∠PMQ＝45°，MP交Y轴于点C，MQ交X轴于点D．设AD的长为m（m＞0），BC的长为n，求n和m之间的函数关系式．

[image: alt]


图6-7

（3）当m，n为何值时，∠PMQ的边过点F？






满分解答
 　（1）抛物线[image: alt]
 的对称轴为x＝b．

因为抛物线上不同的两点E和F的纵坐标相同，所以点E和点F关于抛物线的对称轴对称，则[image: alt]
 ，且k≠-2，所以抛物线的解析式为y[image: alt]
 ．

（2）因为抛物线[image: alt]
 与x轴的交点为A（4，0），与y轴的交点为B（0，4），所以AB＝[image: alt]
 ，AM＝BM＝[image: alt]
 ．

在∠PMQ绕点M在AB同侧旋转过程中，∠MBC＝∠DAM＝∠PMQ＝45°．在△BMC中，∠BMC＋∠BCM＋∠MBC＝180°，即∠BMC＋∠BCM＝135°；在直线AB上，∠BMC＋∠PMQ＋∠AMD＝180°，即∠BMC＋∠AMD＝135°，所以∠BCM＝∠AMD，故△BCM∽△AMD．

所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．

故n和m之间的函数关系式为[image: alt]
 ．

（3）因为F（-k－1，-k2
 ＋1）在[image: alt]
 上，所以[image: alt]
 （-k－1）＋4＝-k2
 ＋1，化简得k2
 －4k＋3＝0，所以k1
 ＝1，k2
 ＝3，因为k＞0，则F（-2，0）或F（-4，-8）．

①当MF过M（2，2）和F（-2，0）时，设MF为y＝kx＋b，

则｛[image: alt]
 解得k＝[image: alt]
 ，b＝1，所以直线MF的解析式为[image: alt]
 ．

直线MF与x轴交点为（-2，0），与y轴交点为（0，1）．

若MP过点F（-2，0），则n＝4－1＝3，[image: alt]
 ；

若MQ过点F（-2，0），则m＝4－（-2）＝6，n＝[image: alt]
 ．

②当MF过M（2，2）和F（-4，-8）时，设MF为y＝kx＋b，

则[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ，所以直线MF的解析式为[image: alt]
 ．

直线MF与x轴交点为[image: alt]
 ，与y轴交点为[image: alt]
 ．

若MP过点F（-4，-8），则[image: alt]
 ；

若MQ过点F（-4，-8），则[image: alt]
 ．

故当m1
 ＝[image: alt]
 时，n1
 ＝3；当m2
 ＝6时，n2
 ＝[image: alt]
 ；当m3
 ＝[image: alt]
 时，n3
 ＝[image: alt]
 ；当m4
 [image: alt]
 时，n4
 ＝[image: alt]
 ，∠PMQ的边过点F．






技巧贴士
 　首先观察发现点E和F的纵坐标相同，故利用对称轴得出b的值．

一些同学认为本题的难点在于“分类讨论”后还有“分类讨论”，但实质上不是．本题的真正难点之一在于“一线三角”的中间那个角可以运动．当然，即使在运动过程中，永远存在△BCM∽△AMD，但要注意的是，m和n的值在运动中发生了变化．本题的难点之二在于一些同学容易这样证明：求出F（-2，0）或（-4，-8）后，希望在求出MP或MQ直线的解析式后，通过代入F点，来证明F点正好在直线MP或MQ上．这样做的最大问题在于没有和“验证F点是否在直线MP或MQ上”区分开来．

“∠PMQ的边过点F”是一个命题，而“验证F点是否在直线MP或MQ上”则是一个证明，所以从本质上就决定两个问题的不同取向．“∠PMQ的边过点F”说明点M、P、F或点M、Q、F在同一直线上，而点M（2，2）和点F容易求出的话，自然也就间接决定了P或Q两点的情况，并且∠PMQ的边与x轴、y轴的交点也就直接决定了m和n的情况．

当然，m和n是长度，也要引起注意，所以在问题的解决过程中，m和n需要进行类似“n＝4－1＝3”以及“m＝4－（-2）＝6”的计算．






题8
 　在平面直角坐标系中，[image: alt]
 ABOC如图6-8（a）所示放置，点A和点C的坐标分别为（0，3）和（-1，0），将此平行四边形绕点O顺时针旋转90°，得到[image: alt]
 A′B′OC′．

[image: alt]


图6-8（a）

（1）若抛物线过点C、A、A′，求此抛物线的解析式．

（2）求[image: alt]
 ABOC和[image: alt]
 A′B′OC′重叠部分△OC′D的周长．

（3）点M是第一象限内抛物线上的一动点，点M在何处时△AMA′的面积最大？最大面积是多少？并求此时点M的坐标．






满分解答
 　（1）[image: alt]
 A′B′OC′由[image: alt]
 ABOC旋转得到，且点A的坐标为（0，3），容易得到点A′的坐标为（3，0）．

故抛物线过点C（-1，0），A（0，3），A′（3，0）．

设抛物线的解析式为y＝ax2
 ＋bx＋c（a≠0），可得

[image: alt]
 解得[image: alt]


过点C、A、A′的抛物线的解析式为Y＝-x2
 ＋2x＋3．

（2）因为AB∥CO，所以∠OAB＝∠AOC＝90°．

[image: alt]
 ，又∠OC′D＝∠OCA＝∠B，∠OC′D＝∠BOA，△C′OD∽△BOA，又OC′＝OC＝1，[image: alt]
 ．

又△ABO的周长为[image: alt]
 ，△C′OD的周长为[image: alt]
 ．

（3）解法一：连接OM，设点M的坐标为（m，n），如图6-8（b）所示．

[image: alt]


图6-8（b）

因为点M在抛物线上，则n＝-m2
 ＋2m＋3．

[image: alt]


因为0＜m＜3，所以当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，△AMA′的面积有最大值．

所以当M点的坐标为[image: alt]
 时，△AMA′的面积有最大值，且最大值为[image: alt]
 ．

解法二：如图6-8（c）所示，过点M作y轴的平行线交直线AA′于点N．

[image: alt]


图6-8（c）

设M点的坐标为（m，-m2
 ＋2m＋3），则N点的坐标为（m，-m－3），那么mn＝-m2
 ＋3m．

[image: alt]


所以当M点的坐标为[image: alt]
 时，△AMA′的面积有最大值，且最大值为[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　题8和下面的题9都是考查二次函数中的几何性质．

对于题8，主要强调以下两点．

（1）求重叠部分△OC′D的周长并不常见．一些同学想通过求出C′A′和OB两直线的交点D后，再来求出线段OD、OC′、C′D长，从而最终得出△OC′D的周长．这种做法比较繁琐，比较简便的技巧是巧妙利用“两相似三角比，其周长比等于相似比”，所以第（2）问的关键是寻找相似三角形△C′OD∽△BOA．

所以，下次遇到周长，希望大家记住“相似三角形”的做法，这种情况在2010年上海中考的压轴题的最后一小问中已经有所体现．

（2）至于第（3）问，求不规则面积△AMA′的情况请注意．求面积往往有两大类：一类是规则的情况，直接用公式代入计算就可以了；另外一类则是不规则的情况，这时必须分清它是由哪几种规则图形经过加减组合而成的，然后分别计算，最后再组合起来就可以了．

至于解法二的情况，其特点也希望引起大家的注意．首先是设M点（m，－m2
 ＋2m＋3），N点（m，-m－3）的设参技巧，其次是题9中也要提及的在直角坐标系中的通用辅助线技巧：作x轴，y轴的垂线，“左右逢源”，构造方程．发现[image: alt]
 ，其中MN将△AMA′分为两个三角形，而这两个三角形同底，两高之和又是固定的．可以讲，本解法很好地体现了求面积中“同底等高”或“等底同高”的情况．这些特点在之前的专题1、专题2中都有所涉及．

对于这两种典型解法，希望读者都要认真体会．






题9
 　如图6-9（a）所示，在平面直角坐标系中，矩形OABC的顶点A（3，0）、C（0，1）将矩形OABC绕原点逆时针旋转90°，得到矩形OA′B′C′．设直线B′B与x轴交于点M，与Y轴交于点N，抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c的图像经过点C′、M、N，回答下列问题．

[image: alt]


图6-9（a）

（1）求出抛物线的函数解析式．

（2）将△MON沿直线B′B翻折，点O落在点P处，请你判断点P是否在该抛物线上，并说明理由．

（3）将该抛物线进行一次平移（沿上、下或左、右方向），使它恰好经过原点O，求出所有符合要求的新抛物线的解析式．

[image: alt]


图6-9（b）






满分解答
 　（1）可求出C′（-1，0），[image: alt]
 ，M（5，0），代入得[image: alt]
 [image: alt]
 ．

所求抛物线的解析式为[image: alt]
 ．

（2）解法一：过点O作OD⊥MN垂足为D，因为直线MN为[image: alt]
 ，所以设[image: alt]
 ．易得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

根据两点之间距离公式，求出t＝1，所以D（1，2），P（2，4），故P点不在抛物线上．

解法二：设P（x，y），因为[image: alt]
 ，M（-5，0），则[image: alt]
 ，根据相似三角形得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，那么x2
 ＋y2
 ＝20．

再过P作PE⊥x轴，垂足为点E，在Rt△PEM中，（5－x）2
 ＋y2
 ＝25，两方程联立得P（2，4）．

解法三：[image: alt]
 ．

由射影定理，可得∠NMO＝∠NOD．

由[image: alt]
 ，得xp
 ＝2，再由[image: alt]
 ，得YP
 ＝4，那么P（2，4）．

（3）又因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．OM＝5，所以所求的抛物线的解析式为[image: alt]
 （向下平移），或[image: alt]
 3x（向右平移），或[image: alt]
 （向左平移）．






技巧贴士
 　本题的关键是第（2）问，给出的三种解法都很典型，要认真掌握．

解法一：实质为先作出OD⊥MN，求出D点，再利用OP中点为D点的特性，求出P，其隐藏特点为四边形ONPM为筝形（两组邻边分别相等的四边形，其一条对角线垂直另一条对角线）．

解法二：实质为作出PE⊥x轴，垂足为E后，利用Rt△PEN的边长列出第二个方程，从而求出P（x，y）．

解法三：实质为“利用三角比，从而求出P点”．在专题2的题4中曾提过，三角比的方法能用于求解翻折、直角坐标系的坐标问题．

建议读者重点掌握解法一与解法二，两个方法都隐藏了“数形结合”的思维特点．解法一表明了翻折三角形可形成筝形．解法二表明了在直角坐标系中，通用的辅助线技巧是作x轴、y轴的垂线，“左右逢源”，构造方程．

最后提醒，请不要轻易认为P点就在抛物线上．一些同学看好题目后，往往一下子就在抛物线上标出P点，接着连接他所认为需要的线段后，进行计算，这样的计算已经“不经意间将P点定位于抛物线”上了．

总之，对于“翻折”问题，最合理的方式就是解法一或解法二，合理利用“筝形”等几何性质，结合中点公式、三角函数等知识进行解答案．






题10
 （2009年浙江省义乌市中考）
 　如图6-10（a）所示，抛物线y＝x2
 －2x－3与x轴交于A、B两点（A点在B点的左侧），直线l与抛物线交于A、C两点，其中C点的横坐标为2．

[image: alt]


图6-10（a）

（1）求A、B两点的坐标及直线AC的函数表达式．

（2）P是线段AC上的一个动点，过P点作y轴的平行线交抛物线于E点，求线段PE的最大值．

（3）若点G是抛物线上的动点，在x轴上是否存在点F使以点A、C、F、G为顶点的四边形为平行四边形？如果存在，求出所有满足条件的F点坐标；如果不存在，请说明理由．






满分解答
 　（1）令y＝0，得x1
 ＝-1，x2
 ＝3，所以点A的坐标为（-1，0），点B的坐标为（3，0）．

将x＝2代入抛物线y＝x2
 －2x－3，得y＝-3，所以C（2，-3）．

则直线AC的函数解析式是y＝-x－1．

（2）设点P的横坐标为x（-1≤x≤2），则P、E两点的坐标分别为P（x，-x－1），E（x，x2
 －2x－3）．

因为P点在E点上方，所以PE＝（-x－1）－（x2
 －2x－3）＝-（x2
 －x－2）[image: alt]
 ．

所以当[image: alt]
 时，线段长度的最大值为[image: alt]
 ．

（3）第一种情况：过点C作CG∥x轴，因F点在x轴上，所以CG只能是平行四边形的一边．

此时AG可以是平行四边形一条边或者一条对角线．

若AG为平行四边形的一条边，则易知F1
 （1，0），如图6-10（b）所示．

[image: alt]


图6-10（b）

若AG为平行四边形的一条对角线，则易知F2
 （-3，0），如图6-10（c）所示．

[image: alt]


图6-10（c）

第二种情况：若CG不作为所求四边形的一条边，则CA必为所求四边形的一条边．

设AF＝a，则F3
 （a，0），G（x，x2
 －2x－3）．由两点之间的距离公式，AG＝CF，AC＝GF，构造方程组

[image: alt]


解得a＝4＋[image: alt]
 或4－[image: alt]
 ，故F3[image: alt]
 ，如图6-10（d）、图6-10（e）所示．

[image: alt]


图6-10（d）

[image: alt]


图6-10（e）

综上所述，存在这样的点F，分别是F1
 （1，0）、F2
 （-3，0）、[image: alt]
 、[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题第（3）问属于平行四边形的存在性问题，这类问题大多在直角坐标系内，辅以二次函数为背景，一般会根据两个或三个定点，在某个特定位置上找另外两个顶点或者第四个顶点，这样的顶点往往不止一个．

一般而言，对题目的讨论应以已知两点构成的线段为平行四边形的一边或对角线为基础．在一些书上，第（3）问借用了笔或牙签等工具来解答（本法不作说明）．这里，我们提供一种解决构造平行四边形的方法．

补充公式：若[image: alt]
 ABCD，则Ax＋Cx＝Bx＋Dx，Ay＋Cy＝By＋Dy．其中Ax、By表示A点的横坐标、B点的纵坐标，可见平行四边形中，对角线两点横、纵坐标之和相等（证明利用中点公式）．

以本题为例，若A、C、F、G构成平行四边形，则以AC、AF、AG为对角线，利用中点公式解决（注意AC、AF、AG的写法，A为已知点，往往从已知点出发）．

若AC为对角线，设F（a，0），因A、C中点为（0.5，-1.5），而F、G中点也为A、C中点，故G（1－a，-3），G在抛物线上，代入即可解出a．

若AF为对角线，设F（a，0），因A、F中点为[image: alt]
 ，而C、G中点也为同一点，故G（a－3，3）．代入抛物线即可得到a．

若AG为对角线，方法与上述一致，不再重复（注意，本法设完F，再求G，代入抛物线的过程即为专题3思维点评中所提及y＝f（x）关于某一点P对称的情况）．

最后，还请大家注意：第（2）问的解法在题11的第（3）问中提到过，这种作垂线，P、E两点的坐标分别为P（x，-x－1），E（x，x2
 －2x－3）的技巧在求面积最大值、长度的最大值上有重要作用．






题11
 　如图6-11（a）所示，在平面直角坐标系中，点A、B、C在x轴上，点D、E在y轴上，OA＝OD＝2，OC＝OE＝4，BD⊥DC，直线AD与经过B、E、C三点的抛物线交于F、G两点，与其对称轴交于M点，P为线段FG上的一个动点（与F、G不重合），PQ∥y轴与抛物线交于点Q．

[image: alt]


图6-11（a）

（1）求经过B、E、C三点的抛物线的解析式．

（2）是否存在点P，使得以P、Q、M为顶点的三角形与△AOD相似？若存在，求出满足条件的点P的坐标；若不存在，请说明理由．

（3）若抛物线的顶点为N，连接QN，探究四边形PMNQ的形状：①能否成为菱形？②能否成为等腰梯形？若能，请直接写出点P的坐标；若不能，请说明理由．






满分解答
 　（1）由BD⊥DC，得∠BDC＝90°，即∠ODB＋∠ODC＝90°．

又因为∠ODB＋∠OBD＝90°，所以∠ODC＝∠OBD，由∠DOB＝∠DOC＝90°，得△BOD∽△DOC，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以OB＝1，B（-1，0）．

同时，得到A（-2，0），C（4，0），E（0，4），D（0，2）．

设经过B、E、C三点的抛物线的解析式为y＝a（x＋1）（x－4），将E（0，4）代入，得4＝a（0＋1）×（0－4），所以a＝-1，所以抛物线的解析式y＝-（x＋1）（x－4），即y＝-x2
 ＋3x＋4．

（2）因为[image: alt]
 ，所以抛物线的对称轴为直线x[image: alt]
 ．

设直线AD的解析式为y＝kx＋b，代入点A（-2，0），D（0，2）．

则[image: alt]
 解得[image: alt]


所以直线AD的解析式为y＝x＋2，将[image: alt]
 代入，得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

而△AOD是等腰直角三角形，若以P、Q、M为顶点的三角形与△AOD相似，设P（x，x＋2），则Q（x，－x2
 ＋3x＋4），所以PQ＝-x2
 ＋3x＋4－（x＋2）＝-x2
 ＋2x＋2．

因为PQ∥y轴，所以当点P在对称轴的左侧时，∠MPQ＝∠MDE＝∠ADO＝45°，所以∠PMQ＝90°或45°．

我们需要排除的情况为：当点P在对称轴的右侧时，∠MPQ＝135°，△PQM与△AOD不相似．

第一种情况：若以M为直角顶点，PQ为斜边，如图6-11（b）所示，过点M作MH⊥PQ于点H，则PQ＝2HM，即[image: alt]
 ．

[image: alt]


图6-11（b）

解得x1
 ＝2＋[image: alt]
 （不合题意，舍去），[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．

第二种情况：若以点Q为直角顶点，PM为斜边，如图6-11（c）所示，则PQ＝MQ，即[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 （舍），[image: alt]
 ．

[image: alt]


图6-11（c）

所以[image: alt]
 ．

故存在符合条件的P点，且P点坐标为（2－[image: alt]
 ，4－[image: alt]
 ）或[image: alt]
 ．

（3）①若四边形PMNQ为菱形，如图6-11（d）所示，则PQ＝MN，所以－x2
 ＋[image: alt]
 ，即4x2
 －8x＋3＝0，解得X1
 ＝[image: alt]
 ，x2
 ＝[image: alt]
 （舍）．

[image: alt]


图6-11（d）

此时[image: alt]
 ，所以四边形PMNQ不能成为菱形．

②显然，当NQ∥PM时，四边形PMNQ是平行四边形，所以若四边形PMNQ是梯形，只有一种情况就是PQ∥PM．

若四边形PMNQ为等腰梯形，如图6-11（e）所示，则有[image: alt]
 yQ），即[image: alt]
 ，整理得4x2
 －16x＋15＝0．

[image: alt]


图6-11（e）

解得X1
 ＝[image: alt]
 （舍），x2
 ＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

所以四边形PMNQ能成为等腰梯形，点P的坐标为[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　第（1）问中，易从图中发现二次函数上的三个特殊的点，即与坐标轴的三个交点，故可以设二次函数为y＝a（x－x1
 ）（x－x2
 ），其中x1
 和x2
 为与x轴的两个交点，而交点B的坐标未知，所以可以利用Rt△BDC中△BOD∽△DOC得到关于OB的比例式[image: alt]
 ．

第（2）问中，并没有给定条件，只给出以P、Q、M为顶点的三角形与△AOD相似，故要分类讨论，但发现条件中有PQ∥y轴，所以最后只剩两种情况：（1）以M为直角顶点，PQ为斜边．（2）以Q为直角顶点，PM为斜边．

第（3）问中，若四边形PMNQ是菱形，则由菱形的性质（邻边相等）得到PQ＝MN，即关于x的方程，两个根通过检验后，发现都不满足条件，所以四边形PMNQ不能构成菱形；若四边形PMNQ为等腰梯形，须找到关于x的等式，可以从四个顶点的坐标入手，利用类似中位线的特点，发现[image: alt]
 ，所以得到了一个关于x的方程，计算并检验得到P的横坐标为[image: alt]
 ，所以点P的坐标为[image: alt]
 ．如果使用等腰梯形中腰相等的性质，建立方程，则运算量会大大增加．所以，这时需要考虑几何方面的性质，寻找更简便的计算方法．






题12
 　在平面直角坐标系中，已知抛物线y＝-x2
 ＋bx＋c与X轴交于点A、B（点A在点B的左侧），与Y轴的正半轴交于点C，顶点为E．

（1）若b＝2，c＝3，求此时抛物线顶点E的坐标．

（2）将第（1）问中的抛物线向下平移，若平移后，在四边形ABEC中满足S△BCE
 ＝S△ABC
 ，求此时直线BC的解析式．

（3）将（1）中的抛物线作适当的平移，若平移后四边形ABEC中满足S△BCE
 ＝2S△AOC
 ，且顶点E恰好落在直线y＝-4x＋3上，求此时抛物线的解析式．

[image: alt]


图6-12（a）

[image: alt]


图6-12（b）






满分解答
 　（1）当b＝2，c＝3时，抛物线的解析式为y＝-x2
 ＋2x＋3，即y＝-（x－1）2
 ＋4，所以抛物线顶点E的坐标为（1，4）．

（2）将（1）中的抛物线向下平移，则顶点E落在对称轴x＝1上，又因b＝2，所以抛物线的解析式为y＝-x2
 ＋2x＋c（a＞0）．

此时抛物线与y轴的交点为C（0，c），顶点为E（1，1＋c）．

因为方程-x2
 ＋2x＋c＝0的两个根[image: alt]
 ，所以此时抛物线与x轴的交点为[image: alt]
 ．

过点E作EF∥CB与x轴交点F，连接CF，则S△BCE
 ＝S△BCF．


因为S△BCE
 ＝S△ABC
 ，所以S△BCF
 ＝S△ABC
 ，所以[image: alt]
 ．

设对称轴x＝1与x轴交于点D，则[image: alt]
 ．

由EF∥CB得∠EFD＝∠CBO，所以Rt△EDF∽Rt△COB，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．结合题意，解得[image: alt]
 ，所以点[image: alt]
 ．

设直线CB的解析式y＝mx＋n，则由[image: alt]
 解得[image: alt]
 [image: alt]
 ，所以直线CB的解析式为[image: alt]
 ．

（3）根据题意，设抛物线的顶点为E（h，k），h＞0，k＞0，则抛物线的解析式为y＝-（x－h）2
 ＋k，此时抛物线与y轴的交点为C（0，-h2
 ＋k），与x轴交点为A（H－[image: alt]
 ．

过点E作EF∥CB与x轴交于点F，连接CF，则S△BCE
 ＝S△BCF
 ．

因为S△BCF
 ＝2S△AOC
 ，所以[image: alt]
 ．

设该抛物线的对称轴与x轴交于点D，则[image: alt]
 ．

由Rt△EDF∽Rt△COB，得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ．

点E（h，k）在直线y＝-4x＋3上，所以k＝-4h＋3，综上所述，k＝1，[image: alt]
 ．

所以此时抛物线的解析式为[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　从第（3）问的提示可知第（2）问可以通过添加平行线作为辅助线，巧妙地将两个难以比较面积的三角形，通过中间三角形进行比较．很多题目的设置从结构上看，往往前一问会为后一问提供思路或者前后几问互相“辅助”，所以在解答时要充分利用．

所以，第（3）问中出现直线y＝-4x＋3，这启示我们第（2）问中是否也有类似情，2．况．3如果有，那该直线起到的作用是什么？结合△BCE是一个不规则或一般三角形的特点，要将其面积转化为规则，显然需要有平行线．现在要求直线BC的解析式，有了平行线，BC的斜率便得知了，故第（3）问的直线y＝-4x＋3起到的作用为在第（2）问中，暗示平行线，将不规则三角形面积转化为与△ABC等底同高或同底等高的情况．

综上所述，有了“平行线”的启示，故问题转化为BF＝AB，并且通过Rt△EDF∽Rt△COB来求出所设C点的坐标．

接着讲第（3）问，现在综合了第（2）问、第（3）问，发现两者有点类似“逆命题”．第（2）问是求直线，第（3）问则是已知直线，故第（3）问的处理和第（2）问类似，而且在前后顺序上都很“一致”，唯一区别的是第（3）问有两个未知数h、k而已，体现了“深化提高”的学习目标．

总结这类问题，有两点要特别注意：（1）分类讨论，防止漏解．（2）注意前后的关联，前后几个问题的做法往往可能是类似的．

最后，还有两个细节提醒如下．

（1）在第（2）问与第（3）问中，EF∥CB，但注意两者没有构成基本图形，从而无法给出比例线段，毕竟AC、CE不在同一条直线上，所以借用图形相似，进而才有Rt△EDF∽Rt△COB．

（2）本题得到这样一个公式，对于抛物线y＝a（x－h）2
 ＋k而言，与x轴交点为[image: alt]
 ．如果下次出现对称轴，求与x轴的交点，就可以考虑使用这个公式．






题13
 　如图6-13（a）所示，在平面直角坐标系xOy中，二次函数y＝ax2
 ＋bx＋c（a＞0）的图像顶点为D，与y轴交于点C，与x轴交于点A、B，点A在原点左侧，点B的坐标为（3，0），[image: alt]
 ．

[image: alt]


图6-13（a）

（1）求这个二次函数的解析式．

（2）若点G（2，y）是抛物线上一点，点P是直线AG下方的抛物线上的一动点，当点P运动到什么位置时，△AGP的面积最大？求此时点P的坐标和△AGP的最大面积．

[image: alt]


图6-13（b）






满分解答
 　（1）连接AC，在Rt△AOC中，OA＝OC·[image: alt]
 1，故A（-1，0）．

设所求二次函数的表达式为y＝a（x＋1）（x－3），将点（0，3）代入，得a＝1，所以这个二次函数的表达式为y＝x2
 －2x－3．

（2）如图6-13（b）所示，过点P作y轴的平行线与AG交于点Q，把G（2，y）代入抛物线的解析式y＝x2
 －2x－3，得G（2，-3）．

由A（-1，0）可得直线AG的方程为y＝-x－1．

设P（x，x2
 －2x－3），则Q（x，-x－1），PQ＝-x2
 ＋x＋2，所以S△APG
 ＝S△APQ
 [image: alt]
 ．

当[image: alt]
 时，△APG的面积最大，此时P点的坐标为[image: alt]
 ，△APG的面积的最大值为[image: alt]
 ．






题14
 （2009年广东省深圳市中考）
 　如图6-14（a）所示，在平面直角坐标系中，直线l：y＝-2x－8分别与x轴、y轴相交于A、B两点，P（0，k）是y轴的负半轴上的一个动点，以P为圆心，3为半径作⊙P．

[image: alt]


图6-14（a）

（1）连接PA，若PA＝PB，试判断⊙P与x轴的位置关系，并说明理由．

（2）当k为何值时，以⊙P与直线l两个交点和以圆心P为顶点的三角形是正三角形？

[image: alt]


图6-14（b）

[image: alt]


图6-14（c）






满分解答
 　（1）因直线y＝-2x－8与x轴交于点A（-4，0），与y轴交于点B（0，-8），所以OA＝4，OB＝8．

由题意得OP＝-k，所以PB＝PA＝8＋k（因为k＜0）．

在Rt△AOP中，k2
 ＋42
 ＝（8＋k）2
 ，解得k＝-3，所以OP等于⊙P的半径，故⊙P与x轴相切．

（2）设⊙P与直线l相交于C、D两点，连接P1
 C，P1
 D．

第一种情况：当圆心P在直线OB上时，作PE⊥CD于E．

因为△P1
 CD为正三角形，[image: alt]
 ，P1
 D＝3，所以[image: alt]
 ．

因为∠AOB＝∠P1
 EB＝90°，∠ABO＝∠P1
 BE，所以∠AOB∽∠P1
 EB，[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 ．

第二种情况：当圆心P在线段OB延长线时，同理可得[image: alt]
 ，[image: alt]
 （提示：△AOB∽△P2
 QB）．

综上所述，当[image: alt]
 或[image: alt]
 时，⊙P与直线l的两个交点和以圆心P为顶点的三角形是正三角形．






技巧贴士
 　本题和后面的题15都考查直线和圆的关系．本专题多数的综合题都是用代数方法解决几何问题，即数形结合．

对于第（1）问，要想判断⊙P与x轴的位置关系，可先设出P的坐标P（0，k），求出k的值，再比较|k|与半径的大小．如果|k|大于半径，则⊙P与x轴相离；如果|k|小于半径，则⊙P与x轴相交；如果|k|等于半径，则⊙P与x轴相切．

对于第（2）问，要求对点的位置应有预先的估计，并分析出点P的位置个数，做到不遗漏任何一种情况．通过圆内正三角形的性质找到两组相似三角形，再由相似三角形的比例性质列出比例等式，求出PB，再求得k的值．这里的关键是“运动”意识．要想解决好这个“运动”问题，下面给出一种自创的“工具法”，供读者参考．

请所有同学在考试、平时训练时，尤其是重要考试时，准备好以下材料．

（1）有刻度的直尺：量长度．

（2）没刻度的透明直尺：用于解决平行问题，如题13中使用的工具是笔或牙签，也可以使用没刻度的直尺，需要长度相同时，只需在某处适当做点记号就可以了．

（3）一些直角板：用于一些垂直问题的探索．

（4）量角器：求角度时，可以用量角器作比较精确的图，或进行猜想．

（5）几个半径不一致的圆：可以有几个中间是空白的，只有圆周的圆，也可以有明确标注好圆心的圆，当然其中一种最好是单位长，另外一种则是半径相对较大的圆．

这里要做说明的是，工具只是一种辅助手段，它能帮助我们更直观地分析问题，解决一些动态、运动问题，但最有效的方法还是打好基础，理解每一个性质，每一条定理．

解决好本题的关键有两点：一是垂径定理；二是相似三角形．前者有圆、弦的暗示，后者则因为正三角形，垂径定理中的直角，也包括y轴、x轴的相互垂直，都说明了直角是一个重要的要素，为使用相似三角形提供了切入点．






题15
 （2009年上海市金山区二模）
 　在矩形ABCD中，AB＝3，点O在对角线AC上，直线l过点O，且与AC垂直交AD于点E．

（1）若直线l过点B，把△ABE沿直线l翻折，点A与矩形ABCD的对称中心A′重合．求BC的长．

（2）若直线l与AB相交于点F，且[image: alt]
 ，设AD的长为x，五边形BCDEF的面积为S．

①求S关于x的函数关系式，并指出x的取值范围．

②是否存在这样的x，以A为圆心，以[image: alt]
 长为半径的圆与直线l相切？若存在，求出x的值；若不存在，请说明理由．

[image: alt]


图6-15（a）

[image: alt]


图6-15（b）






满分解答
 　（1）解法一：因为A′是矩形ABCD的对称中心，所以A′B＝A′A[image: alt]
 ．

又因为AB＝A′B，AB＝3，AC＝6，在Rt△ABC中，BC2
 ＝AC2
 －AB2
 ，则BC[image: alt]
 ．

解法二：过A′作BC的平行线A′H交AB于H，如图6-15（c）所示．因为A′是AC的中点，所以BC＝2A′H．由条件可得AB＝A′B，A′B＝A′A，所以得到△A′AB是正三角形，再由AB＝3可以容易算出[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


图6-15（c）

（2）①在Rt△ABC中，因为AD＝x，AB＝3，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]


因为△AOF∽△ABC，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

同理可得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，所以S＝3x－[image: alt]
 ．

②⊙A与直线l相切，则[image: alt]
 ，即15x2
 －24x＝0．

解得x1
 ＝0（舍），x2
 ＝[image: alt]
 （因为x2
 ＝[image: alt]
 ）．






技巧贴士
 　对于第（2）问中的①，经过分析，只需要求出AF、AE就可以了．求AF的关键是想到△AOF∽△ABC，此时利用条件[image: alt]
 ，需要分别寻找AO、AC所在三角形相似的情况，自然∠BAC是公共角，加上两个直角便可以得证．






题16
 （2010年上海市静安区二模）
 　在半径为4的⊙O中，点C是以AB为直径的半圆的中点，OD⊥AC，垂足为D，点E是射线AB上任意一点，DF∥AB，DF与CE相交于点F，设EF＝x，DF＝y．

（1）如图6-16（a）所示，当点E在射线OB上时，求y关于x的函数解析式，并写出函数定义域．

[image: alt]


图6-16（a）

（2）如图6-16（b）所示，当点F在⊙O上时，求线段DF的长．

[image: alt]


图6-16（b）

（3）如果以点E为圆心、EF为半径的圆与⊙O相切，求线段DF的长．






满分解答
 　（1）连接OC，因为AC是⊙O的弦，OD⊥AC，所以OD＝AD．

因为DF∥AB，所以CF＝EF，可得[image: alt]
 ．

因为点C是以AB为直径的半圆的中点，所以CO⊥AB．

因EF＝x，AO＝CO＝4，所以CE＝2x，[image: alt]
 [image: alt]
 ，所以[image: alt]


（2）当点F在⊙O上时，连接OC、OF，[image: alt]
 ，所以OC＝OB＝[image: alt]
 ，即x＝4，所以[image: alt]


（3）第一种情况：当⊙E与⊙O外切于点B时，BE＝FE，因为CE2
 －OE2
 ＝CO2
 ，所以（2x）2
 －（x＋4）2
 ＝42
 ，3x2
 －8x－32＝0．

解得[image: alt]
 （舍）．

所以[image: alt]


[image: alt]


图6-16（c）

第二种情况：当⊙E与⊙O内切于点B时，BE＝FE，因为CE2
 －OE2
 ＝CO2
 ，所以（2X）2
 －（4－X）2
 ＝42
 ，3X2
 ＋8X－32＝0．

[image: alt]


图6-16（d）

解得[image: alt]
 （舍）．

所以[image: alt]


第三种情况：当⊙E与⊙O内切于点A时，AE＝FE，因为CE2
 －OE2
 ＝CO2
 ，所以（2x）2
 －（4－x）2
 ＝42
 ，3x2
 ＋8x－32＝0．

[image: alt]


图6-16（e）

解得[image: alt]
 （舍）．

所以[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　本题主要考查函数以及圆与圆的位置关系．第（1）问中，主要是寻找包含y与Xx的等式，显然y与x的等式不容易发现，对于这种情况而言，常见的处理方式是将含有y与x的线段放置于某一个背景中，比如构造一个直角三角形等，显然“点C是以AB为直径的半圆的中点”已经明确告诉我们以CO⊥AB为背景的直角三角形，通过CO⊥AB很容易发现，D也是中点，所以DF是△AEC的中位线，[image: alt]
 ，又OE＝2y－4，于是得证．至于定义域，可由函数本身的意义得出．

对于第（2）问，当点F在⊙O上时，可以认为这是第（1）问的特殊情况，此时x＝4．

对于第（3）问，难度又增加了．对于圆与圆的位置关系，圆心分别为O与E，两圆相切分两种情况：当两圆外切时，两圆半径之和等于圆心距；当两圆内切时两圆半径之差的绝对值等于圆心距．据此在图中寻找可能的位置情况，不要遗漏任何一种情况，但很多同学做此题时会遗漏第三种情况，即两圆内切于A点的情况．为避免漏解，建议采用运动的方式进行．之前已经使用了自创的“工具法”，现在利用“工具法”来解释本题第（3）问．

先取一个比较大的圆（只有圆周，将其固定住），用一支比较细的笔，一头固定在点C，该笔只能绕着点C进行运动，其笔的另外一端就是圆心E点，E点所在圆心是一个比较小的圆．

准备工作做好了，现在开始操作：右手固定住点C所在的笔，进行旋转，左手拿着比较小的圆，一直固定在笔的另外一端，就是圆心E点附近，小圆随着笔的旋转而进行运动，显然可以发现有三种情况．

当然，上述操作还可以这样改进：直接运动点E，就是圆心E一直在射线AB上运动．当我们固定比较大的圆时，先将射线AB画出，接着使小圆直接在射线AB上运动，运动到相切的情况时，再将直线CE画出．

无论何种方式，总之，“点E是射线AB上任意一点”已经在明确暗示我们需要进行分类讨论，难点在要将整个运动进行完，不能只运动到一部分就结束了．






题17
 　如图6-17（a）所示，已知⊙O的半径为[image: alt]
 ，弦AB＝4，点C在弦AB上，以点C为圆心，CO为半径的圆与线段OA相交于点E．

[image: alt]


图6-17（a）

（1）求cosA的值．

（2）设AC＝x，OE＝y，求y与x之间的函数解析式，并写出定义域．

（3）当点C在AB上运动时，⊙C是否可能与⊙O相切？如果可能，请求出当⊙C与⊙O相切时的AC的长；如果不可能，请说明理由．






满分解答
 　（1）过点O作OD⊥AB，垂足为D，见图6-17（b）．

[image: alt]


图6-17（b）

因为AB是⊙O的弦，所以[image: alt]
 AB＝2．

则[image: alt]


（2）过点C作CF⊥OE，垂足为F，见图6-17（c）．

[image: alt]


图6-17（c）

因为OE是⊙C的弦，所以[image: alt]
 ．

在Rt△ACF中，[image: alt]


因为AF＋OF＝OA，所以[image: alt]
 ．

则[image: alt]
 ．

当点E与点O重合时，y＝0；当点E与点A重合时，y＝[image: alt]
 ．

点A与点E重合的情况如图6-17（d）所示．

[image: alt]


图6-17（d）

（3）⊙C与⊙O可能相切，且只可能⊙C内切于⊙O．

[image: alt]


图6-17（e）

所以，RO
 －RC
 ＝OC，即OA－OC＝OC，所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

因为[image: alt]
 AD＝2，所以OD＝1．

在Rt△OCD中，[image: alt]
 OD＝1，所以C[image: alt]
 ．

所以[image: alt]
 或[image: alt]
 ，即[image: alt]
 或[image: alt]
 ．






技巧贴士
 　第（1）问是求三角比，而且作为第（2）问的铺垫，在小圆中，结合半径和弦OE，再使用垂径定理，将AF＋OF＝OA中的AF用x表达，OF用y表达．

第（3）问中判断两圆的位置关系，通过图形预先判断可能的位置，由于C只在AB上运动，故两圆不可能外切，所以只需考虑内切的情况，但不少同学都会忽略考虑．当C从A运动到B时，有两种情况有可能会内切．

在复习中考热点问题时，请认真体会如下特点：许多问题大都是以二次函数、圆为背景，单纯很难的圆的知识、二次函数知识等往往并不考查，难点在于知识的综合，在于许多题目融入了“相似”和“三角比”等作为工具，尤其是“相似”，来解决诸如三角形、四边形和圆、二次函数之间的关系问题，当然分类讨论、数形结合等也是中考中不可缺少的内容．


参考答案与提示

专题1

第一期

1．（1）2．（2）[image: alt]
 ．

[image: alt]


第1题（a）答案

[image: alt]


第1题（b）答案

2．（1）如图画出原点O，x轴、y轴，B（2，1）．

（2）如图画出图形△A′B′C′．

（3）16．提示：[image: alt]
 ．

[image: alt]


第2题答案

3．C．

4．A．提示：由△BOC∽△ABC，得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以a2
 －a－1＝0，又由a＞0，解得[image: alt]
 ．

5．（1）由四边形EFGH为矩形，得EF∥GH，即∠AHG＝∠ABC，又由∠HAG＝∠BAC，得到△AHG∽△ABC，即得[image: alt]
 ．

（2）72cm．提示：由（1）得[image: alt]
 ，设HE＝x，则HG＝2x，AM＝AD－DM＝AD－HE＝30－x，可得[image: alt]
 ，解得x＝12，所以矩形EFGH的周长为2×（12＋24）＝72cm．

第二期

1．[image: alt]
 ．提示：（添辅助线）在AD上取点H，使AH[image: alt]
 ，连接BH交AC于O，则[image: alt]
 ，即AG＝[image: alt]
 AO．又△AOH∽△COB，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．因此[image: alt]
 ．

[image: alt]


第1题答案

本题添加辅助线的方法有多种，还能按照以下形式添加．

[image: alt]


①

[image: alt]


②

[image: alt]


③

2．（1）由梯形ABCD，AB∥CD，得∠CDF＝∠FGB，∠DCF＝∠GBF，即△CDF∽△BGF．（2）2cm．提示：因△CDF∽△BGF，又F是BC的中点，BF＝FC，得△CDF≌△BGF，即得DF＝FG，CD＝BG，又由EF∥CD，AB∥CD，得EF∥AG，所以2EF＝BG＝AB＋BG，则BG＝2EF－AB＝2×4－6＝2，即CD＝BG＝2cm．

3．[image: alt]
 ．提示：过A作AK∥DC交BC于点K，设AE＝x，DF＝y．由于AD∥BC，DF∥BC，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．又因为梯形AEDF与梯形BECF周长相等，所以EA＋AD＋DF＋FE＝BE＋EF＋FC＋BC，所以EA＋AD＋DF＝BE＋FC＋BC，即x＋3＋y＝6－x＋4－y＋9，所以x＋y＝8②，由①、②解得[image: alt]
 ．

[image: alt]


第3题答案

因为AD∥EF∥BC，AK∥DC，所以[image: alt]
 ，AK＝DC＝4，AD＝HF＝KC＝3，所以[image: alt]
 ．又因BK＝BC－CK＝9－3＝6，则EH＝[image: alt]
 ，由上式知[image: alt]
 ．

4．（1）由AC⊥BC，CD⊥AB，可得∠A＝∠BCM．同理可证∠HDB＝∠DMB，从而补角∠ADE＝∠CMB，所以△AED∽△CBM．（2）由△AED∽△CBM，得[image: alt]
 ，即AE·CM＝CB·AD①．易证得△ACD∽△CBD，得[image: alt]
 ，即AC·CD＝CB·AD②．由①、②可得AE·CM＝AC·CD．

5．（1）[image: alt]
 ．提示：过点F作FM∥AC，交BC于点M．由F为AB的中点，可得M为的中点，则[image: alt]
 ．由FM∥AC，得∠CED＝∠MFD，∠ECD＝∠FMD，即得△FMD∽△ECD，则[image: alt]
 ，因此[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．提示：由AB＝a，得[image: alt]
 ，又FB＝EC，则[image: alt]
 ，又[image: alt]
 AC，可得[image: alt]
 ．

[image: alt]


第5题答案

6．由题意，∠ACE＋∠DCB＝90°，∠B＋∠DCB＝90°，所以∠ACE＝∠B，因为∠1＝∠2，而∠3＝∠1＋∠ACE，∠4＝∠2＋∠B，所以∠3＝∠4，即CE＝CF．由条件易证△ACF∽△ADE，所以[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 由△ACD∽△ABC，可得[image: alt]
 ，即AC2
 ＝AB·AD，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


第6题答案

第三期

1．（1）由条件易知AB∥CD∥EF，故有[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．两边都除以EF，得[image: alt]
 ．（2）如图所示，作AG⊥BC，EM⊥BC，DN⊥BC，垂足分别为G、M、N，则AG∥EM∥DN，用（1）中同样的方法可得[image: alt]
 ．因为△ABC、△EBC共用一条底边BC，所以有[image: alt]
 ．

[image: alt]


第1题答案

2．如图所示，延长BA、EC，交于点O，则四边形OADC为平行四边形．由于F是AC的中点，所以DF的延长线必过O点，且[image: alt]
 ．由AB∥CD，得[image: alt]
 ，又由AD∥CE，得[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．又因[image: alt]
 ，得OQ＝3DN，则CQ＝OQ－OC＝3DN－OC＝3DN－AD，AN＝AD－DN，于是AN＋CQ＝2DN，所以[image: alt]
 ，即MN＋PQ＝2PN．

[image: alt]


第2题答案

3．证法1：由题意得∠FDC＝∠FAB＝∠CBE，∠CFD＝∠CEB＝90°，故△CFD∽△CEB，所以[image: alt]
 ，即FD·CB＝EB·CD．由于平行四边形中，CD＝AB，CB＝AD，所以FD·AD＝EB·AB．由勾股定理可得CE2
 ＝AC2
 －AE2
 ＝CB2
 －BE2
 ，所以AC2
 ＝AE2
 －BE2
 ＋CB2
 ＝（AE＋BE）（AE－BE）＋AD2
 ＝AB（AE＋BE）＋AD2
 ＝AB·AE＋AB·BE＋AD2
 ＝AB·AE＋FD·AD＋AD2
 ＝AB·AE＋AD·AF．

证法2：如图所示，作DG⊥AC于点G，BH⊥AC于点H．易证△AHB∽△AEC，所以AAEH＝AABC，即AB·AE＝AH·AC．同理得AD·AF＝AG·AC．故AB·AE＋AD·AF＝AH·AC＋AG·AC＝AC（AH＋AG）．根据条件，不难证得△AGD≌△CHB，则AG＝CH，所以AH＋AG＝AH＋CH＝AC，因此AC2
 ＝AB·AE＋AD·AF．

[image: alt]


第3题证法2

证法3：要证得结论需设法将等式左边拆成两项，与等式右边对应相等．如图所示，设线段AC上有一点X，则AC2
 ＝AC（AX＋XC）＝AC·AX＋AC·XC①．先探求当X取在何处时有AC·AX＝AB·AE②，即[image: alt]
 ．显然只需有△ABX∽△ACE，即BX⊥AC．这时，易证△ACF∽△CBX，所以[image: alt]
 ，即AC·CX＝AF·CB，得AC·XC＝AD·AF③，由①、②、③可得AC2
 ＝AB·AE＋AD·AF．

[image: alt]


第3题证法3

4．由于[image: alt]
 ，又因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，等式两边乘以DE，即结论成立．

5．略．

第四期

1．C．提示：△BAG∽△BFH∽△CEG∽△CHD．

2．（1）因为AD⊥BC，DE⊥AC，所以△AED∽△DEC，可得∠ADM＝∠BCE，[image: alt]
 ．由条件易得DE＝2DM，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以△ADM∽△BCE．（2）由△ADM∽△BCE，得∠MAD＝∠EBC，而∠EBC＋∠BFD＝90°，∠BFD＝∠AFN，所以∠MAD＋∠AFN＝90°，从而∠ANF＝90°，即AM⊥BE．

3．（1）DE＝5．（2）A1
 B1
 ＋A2
 B2
 ＝10．（3）A1
 B1
 ＋A2
 B2
 ＋…＋A10
 B10
 ＝50．提示：利用平行线分线段成比例的性质，求出A1
 B1
 ＋A2
 B2
 的值，由特殊到一般，找出规律．

4．（1）在梯形ABCD中，AD∥BC，得∠DAF＝∠ACE，又由∠DFC＝∠AEB，∠DFC＝∠DAF＋∠ADF，∠AEB＝∠ACE＋∠CAE，可得∠ADF＝∠CAE，即△ADF∽△CAE．（2）[image: alt]
 ，提示：由AD＝8，DC＝6，∠ADC＝90°，可得AC＝10，又由F是AC的中点，得到AF＝5，由于△ADF∽△CAF，得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．由于E是BC的中点，可得[image: alt]
 ，所以直角梯形ABCD的[image: alt]
 ．

5．过P作PS∥OC，交OB于S点，则△POS为一等边三角形．再由△QOR和△QSP相似，得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，所以OQ·OP＝OR·OP－OR·OQ，整理得[image: alt]
 ．

6．设AB＝a，AD＝b，AP＝x，则PB＝a－x．因为△BPQ∽△APD，所以BQ∶AD＝PB∶AP，即[image: alt]
 ．又设AP＋BQ＝t，则t＝x[image: alt]
 ，整理得x2
 －（t＋b）x＋ab＝0②．因为x为实数，得Δ＝（t＋b）2
 －4ab≥0，所以[image: alt]
 ．因此[image: alt]
 ．将③代入②得x2
 [image: alt]
 ，所以x＝[image: alt]
 ．故当AP的长为平行四边形ABCD两邻边的比例中项时，AP＋BQ的值最小．

第五期

1．14-4．提示：如图所示，设白色四边形的面积分别为X、Y、Z．因为[image: alt]
 ，则对应边之比为[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以Z＝42．同理可得，X＝12，Y＝2．故S△ABC
 ＝4＋9＋49＋42＋12＋28＝144．

[image: alt]


第1题答案

2．D．提示：[image: alt]
 ，可得[image: alt]
 ，所以A正确．由[image: alt]
 可得，B正确．由[image: alt]
 可得，C正确．故选D．

3．如图所示，作CO∥AB，再作BM⊥AP于M，CN⊥AP于N，因为△ABP∽△CAP，所以[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．

[image: alt]


第3题答案

4．80π－160．提示：连接AC，与EF相交于O点．由于△AEO∽△CFO，可设EO＝x，FO＝8－x，故[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．解得x＝3．易得AO＝[image: alt]
 ，OC[image: alt]
 ，那么[image: alt]
 ．

[image: alt]


第4题答案

5．设AD和BE相交于H，连接CH并延长交AB于F点，则CF⊥AB，因为∠ABE＝∠ACF（同是∠BAC的余角），所以Rt△AEB∽Rt△AFC，AB∶AE＝AC∶AF，AB·AF＝AC·AE①．同理，由Rt△BDA∽Rt△BFC，得AB·BF＝BC·BD②．由①＋②得AB2
 ＝AC·AE＋BC·BD．

[image: alt]


第5题答案

6．[image: alt]
 ．提示：[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，同理S△EOC
 ＝mn，[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．

第六期

1．2条或3条．

2．[image: alt]
 ．提示：如图所示，设△ABC中BC、AC、AB边分别为a、b、c，延长CA至D，使AD＝AB，于是∠CBA＝∠D，△ABC∽△BDC，故BC2
 ＝CA·CD，即a2
 ＝b（b＋c），从而[image: alt]
 ．接下去考虑三角形不等式，显然，a＋c＞b，b＋c＞a，a＋b＞c，即[image: alt]
 ，或3b＞c，故[image: alt]
 ．又a2
 ＝b（b＋c）＞b2
 ，故[image: alt]
 ．因此，[image: alt]
 的取值范围是[image: alt]
 ．

[image: alt]


第2题答案

3．BP的长分别为[image: alt]
 、2、8．4、12、42或[image: alt]
 ．提示：设BP＝x，分以下三种情况讨论．（1）当P在DB延长线上时，如图（a）所示，只能是△ABP∽△PDC，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得[image: alt]
 ．（2）当P在线段BD上时，如图（b）所示，可以是△ABP∽△PDC或△ABP∽△CDP，则[image: alt]
 或[image: alt]
 ，即[image: alt]
 或[image: alt]
 ，解得x＝12，或2，或8.4．（3）当P在BD延长线上时，如图（c）所示，可以是△ABP∽△CDP或△ABP∽△PDC，则[image: alt]
 或[image: alt]
 [image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，解得x＝42或[image: alt]
 综上所述，这样的点P有6个，所以BP的长分别为[image: alt]
 、2、8．4、12、42或[image: alt]
 ．

[image: alt]


第3题图（a）

[image: alt]


第3题图（b）

[image: alt]


第3题图（c）

4．（1）连接OF，如图所示．因AB切半圆O于点F，故OF⊥AB，而CB⊥AB，故BC∥OF．又因为BC＝OD，OD＝OF，所以BC＝OF，四边形OBCF是平行四边形，故DB∥CF．（2）[image: alt]
 或4．提示：△OBF∽△ACB，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，而∠A＝30°，∠ABC＝90°，BC＝OE＝2，故AC＝4，[image: alt]
 ，又因为OF＝OE＝2，所以[image: alt]
 ，而△OBF∽△CAB，OB＝4，综上所述，[image: alt]
 或4．

[image: alt]


第4题答案

5．（1）因为AB∥DC，所以∠CPB＝∠PCD．因为∠ADP＝∠PCD，所以∠ADP＝∠CPB．因为AD＝2PD，PC＝2PB，所以[image: alt]
 ，则△ADP∽△CPB，所以∠APD＝∠B．（2）[image: alt]
 ．提示：因为AB∥DC，PD∥BC，所以四边形PBCD是平行四边形，所以PD＝BC．因为PD＝PC＝4，所以BC＝4．因为PC＝2PB，所以PB＝2．又因OD∥BC，所以[image: alt]
 ．设PQ＝x，DO＝y，则PO＝y－4，QB＝2－x，所以[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，0＜x＜2．（3）2或6．提示：①当PM＝PN时，PM∥DC，[image: alt]
 ，DC＝DN，由（2）知PD＝4，DC＝2，所以PM＝PN＝PD－DN＝2．②当MP＝MN时，△ADP∽△CPB，PC＝BC＝4，易得AP＝AD＝2PD＝8，易证MN∥AD，即四边形AMCD是平行四边形，所以DC＝AM＝2，得PM＝AP－AM＝6．

专题2

第一期

1．（1）1．（2）45°；60°．（3）[image: alt]
 ．提示：当a＋β＝90°时，sin2
 a＋sin2
 β＝1，cos2
 a＋cos2
 β＝1．

2．[image: alt]
 ．

3．[image: alt]
 ．

4．C．

5．tana＞sina＞cosa．提示：如图所示，结合在直角三角形中的定义，[image: alt]
 ，再比较即可．

[image: alt]


第5题答案

6．（1）27.2m提示：AD＝AB·sin∠B＝30×sin65°≈27.2m．（2）14.5m．提示：由于坡角至少为45°，所以∠EBC＝45°，过E作垂线EG交BC于点G．而高度仍为27.2m，BG＝cot∠EBC×27.2＝27.2m，则BD＝AB·cos∠B≈12.7m，AE＝BG－BD＝27.2－12.7＝14.5m．

[image: alt]


第6题（2）答案

7．（5[image: alt]
 －5）m．提示：如图所示，第一次观察到的影子的长度BD＝AB·cot45°＝5m；第二次观察到的影子的长度[image: alt]
 ；第一次的影子长度与第二次的差[image: alt]
 ，所以第二次观察到的影子比第一次长[image: alt]
 ．

[image: alt]


第7题答案





第二期

1．（1）[image: alt]
 ．（2）[image: alt]
 ．提示：作AF⊥BE，ED＝AF＝[image: alt]
 ，因为BC为角平分线，结合AB＝BE，BC＝BC，所以△ABC≌△EBC，得AC＝CE．设CE＝x，DC＝B4－x，22
 ＋（4－x）2
 ＝x2
 ，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

[image: alt]


第1题答案

2．[image: alt]
 ．提示：如图所示，过B、C两点作BM∥AC、CN∥AB分别交AD、AE于M、N．易知，AC＝2BM，AB＝2CN，[image: alt]
 ．从而tan∠BAD·t[image: alt]
 ，因为tan∠BAD＝1，则t[image: alt]
 （贴士：通过两个正切值相乘，在已知一个角的正切的情况下，得所求角的正切值）．

[image: alt]


第2题答案

3．[image: alt]
 ．提示：因为A、E两点关于直线MN对称，所以NA＝NE，∠AEN＝∠EAN．因为[image: alt]
 ，∠B＝90°，所以[image: alt]
 ．设BE＝x，则AB＝3x，x＞0，因为AB＝BC＝DC＝AD，所以CE＝2x，DC＋CE＝5x，所以x＝2，进而得到EB＝2，AB＝6．设AN＝y，则BN＝6－y，EN＝y，因为EN2
 －BN2
 ＝BE2
 ，所以y2
 －（6－y）2
 ＝4，得到[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．

4．[image: alt]
 ．提示：过D作DE⊥AB交AB延长线于点E，过D作DF⊥BC于点F．因为∠ABC＝90°，所以△BDE≌△DBF，因∠A＝120°，DE＝sin60°×[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 由于四边形EDFB是矩形，所以[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．

又因DF⊥BC，则[image: alt]
 （贴士：借由添加辅助线求出边长，再利用勾股定理求出边长）．

[image: alt]


第4题答案

5．60°．提示：由于AB＝15，[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．

根据S△AFE
 ∶S四边形EFBC
 ＝1∶8[image: alt]
 ，得到[image: alt]
 ，AF＝5，DF＝7，AD＝8，[image: alt]
 ·AF·sin∠DAB，故sin∠DAB＝[image: alt]
 ．易得∠DAB＝60°．





第三期

1．10．提示：设△ABC为直角三角形，其中∠C为直角．根据三角比，可知sin2
 ∠A＋sin2
 ∠B＝1．令x1
 ＝sin∠A，x2
 ＝sin∠B，则[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，得m1
 ＝10，M2
 ＝-7．又因为Δ＞0，（3M＋5）2
 －12×4（m＋15）＞0，所以m＝-7不符合，因此m＝10．

2．存在．提示：因为[image: alt]
 ，所以b－a[image: alt]
 ．又因为[image: alt]
 ，所以x1
 ＋x2
 ＝3（m＋1），x1
 ·x2
 ＝m2
 －9m＋20，（x1
 ＋x2
 ）2
 －2x1
 x2

 ＝152
 ，7m2
 ＋36m－256＝0，Δ＞0，所以方程有解．

3．（1）[image: alt]
 ，p2
 －2q＝1．提示：设sinA、sinB是方程x2
 ＋px＋q＝0的两个根，则有Δ＝p2
 －4q≥0．由韦达定理知，sinA＋sinB＝-p，sinA·sinB＝q，又sinA＞0，sinB＞0，于是p＜0，q＞0，由于sinB＝sin（90°－A）＝cosA，所以sinA＋cosA＝-p，sinA·cosA＝q，所以（-p）2
 ＝（sinA＋cosA）2
 ＝1＋2sinA·cosA＝1＋2p，即p2
 －2q＝1，由Δ＝p2
 －4q≥0得1－2q＝p2
 －4q≥0，则[image: alt]
 ，故所求条件是[image: alt]
 ，p2
 －2q＝1．（2）等于．提示：设条件p＜0，[image: alt]
 ，p2
 －2q＝1成立，故方程有两个实根，即

[image: alt]
 ．

由[image: alt]
 ，知[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，故β≥a＞0．又a2
 ＋β2
 ＝（a＋β）2
 －2aβ＝p2
 －2q＝1，故0＜a≤β＜1．所以a、β为直角三角形两个锐角的正弦值．

4．[image: alt]
 ．提示：因为两个锐角在直角三角形中，所以sin2
 A＋sin2
 B＝1，而方程的两个解x1
 ＋x2
 ＝-m，x1
 x2
 ＝n，得[image: alt]


由题目知2m＋n＝1且Δ＝m2
 －4n＞0，则[image: alt]


5．x2
 －2x＋1＝0或4x2
 －9x＋4＝0．提示：由[image: alt]
 ＝1，得到[image: alt]
 （sina－cosa）＝sin2
 a＋cos2
 a－2sina·cosa＝（sina－cosa）2
 ，（sina－cosa）（sina－cosa－[image: alt]
 ）＝0，因此可以推出符合条件的方程是x2
 －2x＋1＝0或4x2
 －9x＋4＝0．

专题3

第一期

1．（1）[image: alt]
 ．（2）①由A（0，1），F（1，1）知，AB∥x轴，故AF＝BF＝1，所以有[image: alt]
 ＝2．[image: alt]
 成立．提示：如图（a）所示，过点P（xp
 ，yp
 ）作PM⊥AB于点M，则FM＝1－xp
 ，PM＝1－yp
 ．在Rt△PMF中，有PF2
 ＝FM2
 [image: alt]
 ．又点P（xp
 ，yp
 ）在抛物线C1
 上，有[image: alt]
 ，即（xp
 －1）2
 ＝2yp
 －1．所以[image: alt]
 ，即PF＝yp
 过点Q（xq
 ，yq
 ）作QN⊥AB，与AB的延长线交于点N，同理可得QF＝yq
 ．由∠PMF＝∠QNF＝90°，∠MFP＝∠NFQ得△PMF∽△QNF，有[image: alt]
 ，这里PM＝1－yp
 ＝1－PF，QN＝yq
 －1＝QF－1，所以[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．（3）8．提示：令y3
 ＝x，设其图像与抛物线C2
 交点的横坐标分别为x0
 ，[image: alt]
 ，且x0
 ＜[image: alt]
 ，见图（b）．抛物线C2
 可以看做是抛物线y＝[image: alt]
 x2
 左右平移得到的．观察图像可知，随着抛物线C2
 向右不断平移，x0
 、[image: alt]
 的值不断增大．当满足2＜x≤m，y2
 ≤x恒成立时，m的最大值在[image: alt]
 处取得，故当x0
 ＝2时，所对应的[image: alt]
 即为m的最大值．于是，将x0
 ＝2代入[image: alt]
 ，解得h＝4或h＝0（舍），所以[image: alt]
 ．此时，由y2
 ＝y3
 ，得[image: alt]
 ．解得x0
 ＝2，[image: alt]
 ＝8，所以m的最大值为8．

[image: alt]


第1题答案（a）

[image: alt]


第1题答案（b）

2．（1）1．（2）a＞0且a≠1．提示：将点A（1，0）代入y＝ax2
 ＋bx＋1，得a＋b＋1＝0，所以b＝-（a＋1），故二次函数为y＝ax2
 －（a＋1）x＋1．因为二次函数图像与x轴交于不同的两点，所以Δ＝［-（a＋1）］2
 －4a＝a2
 －2a＋1＝（a－1）2
 ＞0，所以a的取值范围是a＞0且a≠1．（3）由0＜a＜1知，对称轴[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 把y＝1代入函数方程y＝ax2
 －（a＋1）x＋1，得ax2
 －（a＋1）x＋1＝0，解得x[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，故S1
 －S2
 为常数，这个常数为1．

3．（1）y＝x2
 ＋4x＋3．（2）4或[image: alt]
 ．提示：将解析式配方得y＝（x＋2）2
 －1，所以抛物线的顶点M（-2，-1），直线OD的解析式为y＝[image: alt]
 ．于是设平移的抛物线顶点坐标为[image: alt]
 ，故平移的抛物线解析式为y＝[image: alt]
 ．①当抛物线经过点C时，因为C（0，9），所以[image: alt]
 ，解得h＝[image: alt]
 ．所以当[image: alt]
 时，平移的抛物线与射线CD只有一个公共点．②当抛物线与直线CD只有一个公共点时，联立方程y＝（x－h）2
 ＋[image: alt]
 与y＝-2x＋9，得[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ，解得h＝4．此时抛物线y＝（x－4）2
 ＋2与射线CD唯一的公共点为（3，3），符合题意．综上所述，平移的抛物线与射线CD只有一个公共点时，顶点横坐标的值或取值范围是H＝4或[image: alt]
 ．（3）存在点P（0，-3）．解法一：将抛物线平移，当顶点移至原点时，其解析式为y＝x2
 ，设EF的解析式为y＝kx＋3（k≠0）．假设存在满足题设条件的点P（0，t），如图所示，过P作GH∥x轴，分别过点E、F作GH的垂线，垂足分别为G、H．因为△PEF的内心在y轴上，所以∠GEP∠EPQ＝∠QPF＝∠HFP，所以△GEP∽△HFP，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，化简得2kxE
 ·xF
 ＝（t－3）（xE
 ＋xF
 ）．联立方程y＝x2
 与y＝kx＋3，得x2
 －kx－3＝0，有xE
 ＋xF
 ＝k，xE
 ·xF
 ＝-3，则2k（-3）＝（t－3）k．又因为k≠0，所以t＝-3，故Y轴的负半轴上存在点P（0，-3），使△PEF的内心在y轴上．解法二：设EF的解析式为y＝kx＋3（k≠0），点E、F的坐标分别为E（m，m2
 ），F（n，n2
 ），如图（b）所示，由解法一知mn＝-3．作点E关于y轴的对称点R（-M，M2
 ），作直线FR交Y轴于点P，由对称性知∠EPQ＝∠FPQ，故点P就是所求的点．由点F、R的坐标，可得直线FR的解析式为y＝（n－m）x＋mn．当x＝0，y＝mn＝-3，所以P（0，-3），故y轴的负半轴上存在点P（0，-3），使△PEF的内心在y轴上．

[image: alt]


第3题答案（a）

[image: alt]


第3题答案（b）

4．（1）令k＝0，则函数y＝x＋1，为一次函数，其图像是一条直线．令k＝1，则函数y＝x2
 ＋3x＋1，为二次函数，其图像是一条抛物线．（描点法过程略．

（2）观察所画图像，可见两个特殊函数的图像都经过点（0，1），（-2，-1）．猜想：所有函数的图像都经过点（0，1），（-2，-1）．提示：当x＝0时，y＝k×02
 ＋（2k＋1）×0＋1＝1，所以点（0，1）在函数y＝kx2
 ＋（2k＋1）X＋1的图像上，同理可证：点（-2，-1）也在函数y＝kx2
 ＋（2k＋1）x＋1的图像上．所以，对任意实数k，函数的图像都具有的特征是：图像都经过点（0，1）和点（-2，-1）．（3）-2．提示：当k＜0时，抛物线开口向下，对称轴是直线[image: alt]
 ，所以，对任意负实数k，当x＜m时，y随着x的增大而增大只需[image: alt]
 ．所以当m≤-1时m[image: alt]
 一定成立，取满足条件的一个m值为-2．

[image: alt]


第4题答案

5．（1）y＝x2
 －4x－5．提示：设|OA|＝t（t＞0），则|OB|＝5t，所以|AB|＝6t．又|OB|＝|OC|，所以|OC|＝5t．由[image: alt]
 ＝15得t2
 ＝1，即t1
 ＝1，t2
 ＝-1（舍）．所以|OA|＝1，|OB|＝|OC|＝5，△ABC的三个顶点的坐标分别是A（-1，0），B（5，0），C（0，-5）．又抛物线y＝ax2
 ＋bx＋c经过A、B、C三点，代入解得a＝1，b＝-4，c＝-5．因此，该抛物线的函数表达式为y＝x2
 －4x－5．（2）[image: alt]
 或[image: alt]
 提示：设点E的坐标为（x，x2
 －4x－5）．因为点E在y轴右侧抛物线上，所以x＞0．由抛物线的对称性知点F与点E关于抛物线的对称轴x＝2对称，得点F坐标（4－x，x2
 －4x－5）．要使矩形EFGH能成为正方形，有|EH|＝|EF|，即x2
 －4x－5＝2x－4，x2
 －4x－5＝2X－4①，或x2
 －4x－5＝－2x＋4②．解①得[image: alt]
 （舍），解②得x3
 ＝[image: alt]
 （舍）．当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ；当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ．所以当矩形EFGH为正方形时，该正方形的边长为[image: alt]
 或M1
 （7，16），M2
 （-2，7）．提示：假设存在点M，使△MBC中BC边上的高为[image: alt]
 ，则M点应在与直线BC平行，且相距[image: alt]
 的两条平行直线l1
 和l2
 上．由平行线的性质可得l1
 和l2
 与y轴的交点到直线BC的距离也为[image: alt]
 ．如图所示，设l1
 与y轴交于P点，过P作PQ⊥BC，垂足为点Q．|OB|＝|OC|，所以∠OBC＝∠OCB＝45°，在Rt△PQC中，[image: alt]
 ，由勾股定理得|PC|＝14，所以直线l1
 与y轴的交点坐标为P（0，9）．同理可得直线l2
 与y轴的交点坐标为R（0，-19）．易知直线BC的函数表达式为y＝x－5①，直线l1
 ，l2
 的函数表达式分别为l1
 ＝x＋9②，l2
 ＝x－19③，联立①、②得x2
 －5x－14＝0，解得[image: alt]
 ，联立①、③得x2
 －5x＋14＝0，方程无解．所以在抛物线上存在点M，使△MBC中边BC上的高为[image: alt]
 ，其坐标分别为M1
 ＝（7，16），M2
 ＝（-2，7）．

[image: alt]


第5题答案

6．（1）A（-3，0），B（1，0）．提示：依题意得ax2
 ＋2ax－3a＝0（a≠0），解得x1
 ＝-3，x2
 ＝1．由于B点在A点右侧，则A（-3，0），B（1，0）．因为直线[image: alt]
 ，当x＝-3时，[image: alt]
 ，所以点A在直线l上．（2）[image: alt]
 ．提示：由于点H、B关于过A点的直线[image: alt]
 对称，所以有AH＝AB＝4，过顶点H作HC⊥AB于C，所以[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，故顶点[image: alt]
 ，代入解得[image: alt]
 ，则二次函数解析式为[image: alt]
 ．（3）8．提示：由直线AH、BK得[image: alt]
 ，联立①、②解得x＝3，[image: alt]
 ，则BK＝4．因为点H、B关于直线AK对称，所以HN＋NM的最小值是MB，过K作KD⊥x轴于D点，则[image: alt]
 ，作点K关于直线AH的对称点Q，连接QK，交直线AH于E，则QM＝MK，[image: alt]
 ，AE⊥QK，所以BM＋MK的最小值是BQ，在Rt△BKQ中，由勾股定理得BQ＝8，所以HN＋NM＋MK的最小值为8．

[image: alt]


第6题答案（a）

[image: alt]


第6题答案（b）

7．（1）由题意可设抛物线的解析式为y＝a（x－1）2
 ＋4，将点B（3，0）代入得a＝-1，（1分）所以抛物线的解析式为y＝-（x－1）2
 ＋4（或y＝-x2
 ＋2x＋3）．（2分）（2）存在．提示：由y＝-（x－1）2
 ＋4可得E（2，3），A（-1，0），D（0，3），则直线AE的解析式为y＝x＋1．点E和点D关于直线PQ对称，作F点关于x轴的对称点F′（0，-1），连接EF′交PQ于点G，交x轴于点H，此时D、G、H、F四点围成的四边形周长最小．（3分）由E（2，3），F′（0，-1）可得直线EF′的解析式为y＝2x－1，EF′[image: alt]
 ，DF＝3－1＝2，D、G、H、F四点所围成的四边形周长最小＝DF＋EF＝[image: alt]
 ＋2．（5分）所以G（1，1），H（0.5，0）．（3）存在点[image: alt]
 ．提示：①点T在第一象限，即点M在线段OB上时，点T存在．因为MN∥BD，所以∠NMD＝∠BDM，要使△DNM∽△BMD，则需∠NDM＝∠DBM，又∠DAM＝∠DAB，所以△DAM∽△BAD，则[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．在y＝-（x－1）2
 ＋4中，令[image: alt]
 得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．②点T在第二象限，即点M在线段OA上时，点T不存在．因为∠NDM＜∠ADO＜45°，不构成△DNM∽△BMD．③点T在第三或第四象限，即点M在点A左侧或点B右侧时，点T不存在，因为MN不能与线段AD相交，不符合题意．综上所述，存在点T，其坐标是[image: alt]
 ．

[image: alt]


第7题答案（a）
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1．（1）A（-1，1），B（2，2）．提示：将点A（-1，m）代入二次函数解析式[image: alt]
 ，得m＝1；同理点B（n，n）代入，得n＝0（舍）或n＝2，所以A（-1，1），B（2，2）．（2）①这样的点C有3个．②能．提示：当平移后的抛物线经过A、C1
 两点时，将B点向左平移3个单位，再向下平移1个单位，使点B移到A点，这时点O随着原抛物线平移到C1
 点，所以经过A、C1
 两点的抛物线的解析式为y＋1[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．（补充）另两条平移后抛物线的解析式分别为：（ⅰ）经过A、C2
 两点的抛物线的解析式为[image: alt]
 设经过A、C3
 两点的抛物线的解析式为[image: alt]
 可看做线段C3
 （3，1）代入得[image: alt]
 ，c＝-1，所以经过A，C3
 两点的抛物线的解析式为[image: alt]
 ．

[image: alt]


第1题答案

2．（1）[image: alt]
 ．（2）存在，[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

3．（1）[image: alt]
 ．（3）最大值为1．

4．（1）p＝-2，q＝-1.（2）y＝x2
 －2x－1．

5．（1）[image: alt]
 ．（2）[image: alt]
 ．提示：由于[image: alt]
 在抛物线上，故[image: alt]
 ．（3）[image: alt]
 ，故D（3，0），抛物线为[image: alt]
 ，当x＝3时，y＝0，所以D在抛物线[image: alt]
 上．

6．（1）x＜0，b＜0，c＞0，Δ＞0.（2）因为顶点在第二象限，对称轴为x＝-1，所以当c＝-1时y＞0，即a－b＋c＞0．（3）当-3＜x＜1时，y＞0；当x＜-3或X＞1时，y＜0．

7．（1）y＝-x2
 ＋3x＋4．（2）（0，1）．提示：因为点D（m，m＋1）在抛物线上，所以m＋1＝-m2
 ＋3m＋4，即m2
 －2m－3＝0，得m＝-1或m＝3．而点D在第一象限，所以点D的坐标为（3，4）．由抛物线知点B的坐标为（4，0），所以OC＝OB，∠CBA＝45°．设点D关于直线BC的对称点为点E，如图（a）所示．因为C（0，4），所以CD∥AB，且CD＝3，所以∠ECB＝∠DCB＝45°，所以点E在y轴上，且CE＝CD＝3．所以OE＝1，E（0，1），即点D关于直线BC对称的点的坐标为（0，1）．

[image: alt]


第7题答案（a）

（3）[image: alt]
 ．提示：作PF⊥AB于点F，DE⊥BC于点E，如图（b）所示．由抛物线知OB＝OC＝4，所以∠OBC＝45°，因为∠DBP＝45°，所以∠CBD＝∠PBA．又C（0，4），D（3，4），所以CD∥OB且CD＝3，则∠DCE＝∠CBO＝45°，得[image: alt]
 ．由OB＝OC＝4，得BC＝4[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 设PF＝3t，则BF＝5t，所以OF＝5t－4，P（-5t＋4，3t）．点P在抛物线上，所以3t＝-（-5t＋4）2
 ＋3（-5t＋4）＋4，所以t＝0（舍）或[image: alt]
 ，故[image: alt]
 ．

[image: alt]


第7题答案（b）
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1．C．

2．[image: alt]
 ．

3．[image: alt]
 提示：由题意有Δ＝（2m＋1）2
 －4（m2
 ＋2m－1）＝-4m＋5＞0得[image: alt]
 ．因为M为正整数，所以m＝1，抛物线为y＝x2
 ＋3x＋2，A（-2，0），B（-1，0）．设C（k－3，k2
 －3k＋2），所以[image: alt]
 k2
 －3k＋2，而xC＜0，yC＜0，[image: alt]
 ．另外，当点C、A重合时，k＝1；当点C、B重合时，k＝2．

4．11．提示：设A（x1
 ，0），B（x2
 ，0），x1
 ＜x2
 ，则[image: alt]
 ＞0，故x1
 ＜0，x2
 ＜0，因为方程ax2
 ＋bx＋c＝0有两个不相等实根，所以Δ＝b2
 －[image: alt]
 因为|x1
 |＜1，|x2
 |＜1，所以－1＜x1
 ＜0，－1＜x2
 ＜0，[image: alt]
 ，则a＞c②，c为正整数，所以a≥2．当x＝-1时，y＞0，即a（-1）2
 ＋b（-1）＋c＞0，得b＜a＋c，因为a＋c，b都是正整数，所以a＋c≥b＋1③．于是由①得[image: alt]
 ，由②得[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，即a≥5，又[image: alt]
 ，即b≥5，所以取a＝5，b＝5，c＝1时，y＝5x2
 ＋5x＋1满足条件，故a＋b＋c的最小值为11．所以当x＝1时，y的最小值为11．

5．（1）y＝-x2
 ＋2x＋8．提示：设抛物线的解析式为y＝a（x＋2）（x－4），把C（0，8）代入得a＝-1．（2）存在点[image: alt]
 或[image: alt]
 提示：假设存在满足条件的点P，依题意设P（2，t），由C（0，8）、D（1，9），求得直线CD的解析式为y＝x＋8，它与x轴的夹角为45°．设OB的中垂线交CD于点H，如图所示，则H（2，10），则PH＝|10－t|，点P到CD的距离为[image: alt]
 又PO＝[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 解出t可得P点坐标为[image: alt]
 或[image: alt]
 ．

（3）抛物线向上最多可平移72个单位长度，向下最多可平移[image: alt]
 个单位长度．提示：通过以上解答求得E、F的坐标．①若抛物线向上平移m个单位，可设解析式为y＝-x2
 ＋2x＋8＋m（m＞0），代入点E、F的横坐标可知0＜m＜72．②若抛物线向下平移m个单位，可设解析式为y＝-x2
 ＋2x＋8－m（m＞0）．所以由已知有x2
 －x＋m＝0，△＝1－4m＞0，得[image: alt]
 ．所以向上最多平移72个单位长度，向下最多平移[image: alt]
 个单位长度．

[image: alt]


第5题答案
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1．（1）B（4，2）．提示：过点A作AF⊥x轴，垂足为点F，过点B作BE⊥x轴，垂足为点E，则AF＝2，OF＝1．易证得∠AOF＝∠OBE，所以Rt△AFO∽Rt△OEB，利用相似比得B（4，2）．（2）[image: alt]
 ．提示：设过点A、B、O的抛物线为y＝ax2
 ＋bx＋c，易得[image: alt]
 ．（3）P（3，0）或[image: alt]
 ．提示：由题意知，AB∥X轴，设抛物线上符合条件的点P到AB的距离为d，由△ABP面积，可知d＝2．所以点P的纵坐标只能是0或4．当纵坐标为0时，解得x＝0或x＝3，所以符合条件的点是P1
 （0，0）（与O点重合，舍去），P2
 （3，0）；当纵坐标为4时，解出x，符合条件的点是[image: alt]
 ．综上所述，符合题意的点有三个：P2
 （3，0），[image: alt]
 ．

2．（1）[image: alt]
 ．提示：由已知条件得，梯形的周长为24，高为4，面积为28，过点F作FG⊥BC于点G，过点A作AK⊥BC于点K，则[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 （2）存在，BE＝7．提示：由（1）的结论，令S△BEF
 ＝14，得x1
 ＝7，x2
 ＝5（舍），所以存在线段EF将等腰梯形ABCD的周长与面积同时平分，此时BE＝7．（3）不存在．提示：假设存在这样的线段EF，显然有S△BEF
 ∶SAFECD
 ＝1∶2以及（BE＋BF）∶（AF＋AD＋DC＋CE）＝1∶2，则有[image: alt]
 ，无实数解．所以不存在线段EF将等腰梯形ABCD的周长和面积同时分成1∶2的两部分．

3．（1）[image: alt]
 ．提示：A点在抛物线上，代入得c＝-2．因为12a＋5c＝0，所以[image: alt]
 ．由题意知抛物线的对称轴为x＝1，即[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．所以抛物线的解析式为：[image: alt]
 ．（2）①S＝5t2
 －8t＋4（0≤t≤1）．提示：由图像知，PB＝2－2t，BQ＝t，S＝PQ2
 ＝PB2
 ＋BQ2
 ＝5t2
 －8t＋4（0≤t≤1）．②存在点R[image: alt]
 ．提示：假设存在点R，可构成以P、B、R、Q为顶点的平行四边形．S＝5t2
 －8t＋4（0≤t≤1），即[image: alt]
 ，所以当t＝[image: alt]
 时，S取得最小值[image: alt]
 ，此时点R的坐标为[image: alt]
 ．

4．（1）[image: alt]
 ．提示：因为点A与点B关于直线[image: alt]
 对称，所以点B的坐标为（4，0）．又因为△OAC中[image: alt]
 ，则C（0，-2），建立方程组解得抛物线的解析式为[image: alt]
 ．提示：由OA＝1，OB＝4，OC＝2，所以[image: alt]
 ；又因为∠AOC＝∠COB＝90°，所以△AOC∽△COB，则AB为⊙O′的直径，O′点坐标为[image: alt]
 ，所以∠ADB＝90°．因为CD平分∠BCE，所以∠BCD＝∠ECD＝45°，得△ADB为等腰直角三角形．连接O′D，所以[image: alt]
 ，D点坐标为[image: alt]
 ．设AD与y轴交于点F，因为∠DAB＝45°，可得CF＝1．作DH⊥y轴于点H，可知[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．（3）存在点[image: alt]
 或[image: alt]
 ．提示：①如图所示，过点D作直线MN∥BC交y轴于M，交⊙O′于点N．所以∠BDN＝∠CBD，∠OCB＝∠HMD，又因为∠CBD＝∠CAD，所以∠BDN＝∠CAD，直线MN与抛物线在D点右侧的交点即为点P．由∠OCB＝∠HMD，∠COB＝∠MHD＝90°，所以△HDM∽△OBC，得[image: alt]
 ，则[image: alt]
 ．设直线MN的解析式为y＝mx＋n，建立方程组解出m、n．线MD的解析式为[image: alt]
 ，建立方程组．解出x、y．所以[image: alt]
 ．②过点D作∠O′DG＝∠O′BC交x轴于G点，由∠O′DB＝∠O′BD＝45°可知直线DG与抛物线在D点右侧的交点即为P点．又因为∠DO′G＝∠COB，所以△DO′G∽△BOC，所以[image: alt]
 ．设直线DG的解析式为y＝px＋q，建立方程组，解得p、q，所以直线DG的解析式为y＝2x－[image: alt]
 ．

[image: alt]


第4题答案

5．（1）[image: alt]
 ．提示：因为正方形ABCO的边长为3，所以A（0，3）．设直线AD的解析式为y＝kx＋b，建立方程组，解出k、b，所以所求直线AD的解析式为y＝[image: alt]
 ．提示：[image: alt]
 ，在Rt△AOD中，AD＝5，故P点的坐标为[image: alt]
 ．设过B、O、P三点的抛物线的解析式为y＝ax2
 ＋bx＋c，易得y＝[image: alt]
 ．（3）作P1
 F⊥y轴于点F，则[image: alt]
 ．因为P1
 E⊥x轴，BC⊥x轴，所以四边形BCEP1
 是梯形，[image: alt]


第五期

1．1．提示：因图像经过第一、三、四象限，则a＜0，b＞0，c＜0，故答案为1个．

2．6．提示：由于x1
 、x2
 是x2
 ＋2（m＋3）x＋2m＋4＝0的两个实根，得Δ＝［2（m＋3）］2
 －4（2m＋4）≥0，即m取任意实数都有△≥0．由韦达定理得[image: alt]
 y＝（x1
 －1）2
 ＋（x2
 －1）2
 ＝（x1
 ＋x2
 ）2
 －2x1
 x2
 －2（x1
 ＋x2
 ）＋2，代入即得y＝4m2
 ＋24m＋42＝4（m＋3）2
 ＋6，又m可取任意实数，则当m为-3时，ymin
 ＝6．

3．1．提示：代入y＝0，求出点A、B的坐标，再由顶点坐标公式求出点C的坐标，即可解出面积，又因为有两个交点，所以Δ＞0，求出面积S≥1，因此面积最小值为1．

4．[image: alt]
 ．提示：代入y＝0，求出与x轴交点的横坐标表达式a和b，又因a和b为直角三角形的两锐角的正弦值，所以a2
 ＋b2
 ＝1，代入a和b的表达式，解出[image: alt]
 ．

5．1．提示：因为抛物线经过x轴两个不同的点，所以当y＝0时，F（y1
 ）和F（y2
 ）有相同的两个实数解．即两方程x2
 ＋2ax－2b＋1＝0，x2
 －（a－3）x－b2
 ＋1＝0相等，2a＝-（a－3），-2b＋1＝－b2
 ＋1，Δ＞0，即（2a）2
 －4（－2b＋1）＞0，解得a＝1，b＝0，所以a＋b＝1．

6．5．提示：因为P1
 、[image: alt]
 是二次函数y＝ax2
 ＋bx＋1（a≠0）图像上的点，所以[image: alt]
 得，[image: alt]
 ，即（x1
 －[image: alt]
 ）［a（x1
 ＋[image: alt]
 ）＋b］＝0，因为x1
 ≠[image: alt]
 ，所以a（x1
 ＋[image: alt]
 ）＋b＝0，x1
 ＋[image: alt]
 [image: alt]
 ．当[image: alt]
 时，[image: alt]
 ，同理y2
 ＝1，y3
 ＝1，y4
 ＝1，y5
 ＝1，所以当x等于m1
 ，m2
 ，…，m5
 时函数值的和为5．

专题4

第一期

1．周长比为[image: alt]
 ∶2，面积比为3∶4．

2．当弦AB与CD在圆心的两侧时，距离为7cm；当弦AB与CD在圆心的同侧时，距离为1cm．

3．（1）r＝1．（2）[image: alt]
 ．提示：过N作NH⊥AB于点H，SADNH
 ＝S扇形ADN
 ＋S△ANH
 ，[image: alt]
 ．

4．ab．提示：在正八边形中，最长的对角线为AE＝BF＝CG＝DH＝a，最短的对角线为AC＝BD＝CE＝DF＝EG＝FH＝GA＝HB＝b，进行割补得，S正八边形ABCDEFGH
 ＝S四边形PQMN
 ＝ab．

5．（1）因为∠BAD＋∠B＝∠DAC＋∠CAE，所以∠ADE＝∠DAE，则DE＝AE，因为EF⊥AD，所以AF＝DF．

（2）[image: alt]
 ．提示：设FE＝4k，FD＝3k，则在△ADE中，AD＝6k，EA＝ED＝5k，所以S△ADE
 ＝12k2
 ，作DE边上的高AN，由面积反求高AN＝4.8k．所以sin∠AED[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．（或设DN＝x，则EN＝5K－x，根据勾股定理列方程；或连接DM，由AF·AD＝AM·AE求得ME）．

（3）72．提示：因为∠B＝∠CAE，所以△EAC∽△EBA，则EA2
 ＝EC·EB．

设EC＝x，则EB＝2x＋10，EA＝2x，列方程（2X）2
 ＝x·（2x＋10），取x＝5．所以BC＝15，又AN＝4.8K＝9.6，所以S△ABC
 ＝72．

6．（1）[image: alt]
 ．提示：因为AB是⊙O的直径，OD＝5，所以∠ADB＝90°，AB＝10．

在Rt△ABD中，sin∠BAD＝[image: alt]
 ，又[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，则BD＝6，[image: alt]


因为∠ADB＝90°，AB⊥CD，所以DE·AB＝AD·BD，CE＝DE，则DE×10＝8×6，[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ．

（2）[image: alt]
 ．提示：因为AB是⊙O的直径，AB⊥CD，所以[image: alt]
 ，所以∠BAD＝∠CDB，∠AOC＝∠AOD．

因为AO＝DO，所以∠BAD＝∠ADO，所以∠CDB＝∠ADO．

设∠ADO＝4x，则∠CDB＝4x，由∠ADO∶∠EDO＝4∶1，则∠EDO＝x．

因为∠ADO＋∠EDO＋∠EDB＝90°，所以4x＋4x＋x＝90°，所以x＝10°，所以∠AOD＝180°－（∠OAD＋∠ADO）＝100°，所以∠AOC＝∠AOD＝100°．

[image: alt]
 ．

7．（1）∠O1
 ＞∠O2
 ＞∠O3
 ．（2）3r1
 r3
 ＝r2
 （r1
 ＋r2
 ＋r3
 ）．提示：作O1
 D⊥O2
 O3
 ．（3）不成立．提示：如果∠O1
 －∠O2
 ＝∠O2
 －∠O3
 ，则∠O1
 ＋∠O3
 ＝2∠O2
 ，所以3∠O2
 ＝180°，∠O2
 ＝60°，而第（2）问3r1
 r3
 ＝r2
 （r1
 ＋r2
 ＋r3
 ）与r3
 －r2
 ＝r2
 －r1
 矛盾，所以不成立．

8．（1）连接OD，则OD⊥CD，所以∠CDE＋∠ODA＝90°．在⊙O中，OA＝OD，所以∠A＝∠ODA，则∠CDE＝∠AEO，又因为∠AEO＝∠CED，∠CDE＝∠CED，所以CD＝CE．

（2）成立．提示：如果原来的半径OB所在直线向上平行移动，那么CF⊥AO于点F．在Rt△AFE中，∠AEF＋∠A＝90°．连接OD，有∠CDE＋∠ODA＝90°，且OA＝OD，∠A＝∠ODA，所以∠CDE＝∠AEF，又∠AEF＝∠CED，所以∠CDE＝∠CED，则CD＝CE．

（3）成立．提示：如果原来的半径OB所在直线向上平行移动，那么CF⊥AO．延长OA交CF于点G，在Rt△AEG中，∠AEG＋∠GAE＝90°．连接OD，有∠CDA＋∠ODA＝90°，且OA＝OD，所以∠ADO＝∠OAD＝∠GAE，所以∠CDE＝∠CED，则CD＝CE．

第二期

1．[image: alt]
 ．提示：延长BA至点M，作CM⊥BM于点M．由AB是直径，可知AD⊥BD．又点D为BC的中点，故AB＝AC，△ABC为等腰三角形．所以AD平分∠BAC，从而∠DAE＝60°，AC＝2AD．又DE⊥AC，可得[image: alt]
 ．在Rt△AMC中，[image: alt]
 ．又OA＝AD，故OC＝[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．

2．（4－π）r2
 ．提示：当[image: alt]
 时，S＝（a－4r）2
 ＋（4－π）r2
 ；当[image: alt]
 时，S＝（4－π）r2
 ．

3．（1）2a．（2）∠DOE的大小不变．（3）[image: alt]
 ．

4．（1）连接EO、FO，由于⊙O与AB、BC分别切于点E、F，则EO⊥EB，FO⊥FB，有EO＝FO，则四边形EBFO是正方形．（2）4．提示：连接OO′，过O′作O′G⊥BC于点G，延长EO交O′G于点H，△OHO′是直角三角形，r＝4．

5．（1）①因为PA、PA′都与⊙O1
 相切，所以PO1
 平分∠APA′，所以O2
 到PA、PA′的距离相等．又PA与⊙O2
 相切，即O2
 到PA的距离等于⊙O2
 的半径，所以点O2
 到PA′的距离等于⊙O2
 的半径，所以PA′与⊙O2
 相切．②连接BN、BT、AT、AM．易证∠NBT＝∠BTA＝∠TAM＝90°，则AM∥BT，AT∥BN，由平行线分线段成比例定理，得[image: alt]
 ，所以PT2
 ＝PM·PN．（2）由于（1）中已证PT2
 ＝PM·PN，同理PN2
 ＝PS·PT，两式相乘，可得PT·PN＝PM·PS．

6．（1）猜想O2
 在⊙O1
 上．提示：因为⊙O2
 过点O1
 ，O1
 O2
 ＝r．又⊙O1
 的半径也是r，因此点O2
 在⊙O1
 上．（2）猜想△NAB是等边三角形．提示：因为MN⊥AB，所以∠NMB＝∠NMA＝90°．因为BN是⊙O2
 的直径，AN是⊙O1
 的直径，即BN＝AN＝2r，O2
 在BN上，O1
 在AN上．连接O1
 O2
 ，则O1
 O2
 是△NAB的中位线．所以AB＝2O1
 O2
 ＝2r．所以AB＝BN＝AN，则△NAB是等边三角形．（3）仍然成立．提示：由（2）得⊙O1
 在[image: alt]
 中所对的圆周角为60°，在⊙O2
 中[image: alt]
 所对的圆周角为60°．当点A、B在点M的两侧时，在⊙O1
 中[image: alt]
 所对的圆周角∠MAN＝60°，在⊙O2
 中[image: alt]
 所对的圆周角∠MBN＝60°，△NAB是等边三角形．

7．提示：（1）由△CPD∽△PEA，得[image: alt]
 ，即[image: alt]
 ．所以[image: alt]
 ．（2）因为[image: alt]
 ，又因为[image: alt]
 ，所以PE和线段AB一定相交于点E．（3）因为S△PCD
 ∶S△AEP
 ＝4∶1＝x2
 ∶y2
 ，所以－x2
 ＋3x＝x，解得x＝2，y＝1．所以BE＝2－1＝1，BC＝3，E2
 ＝12
 ＋32
 ＝10，所以四边形PCBE外接圆的面积是[image: alt]
 π．（4）设存在点P，使△AEP沿PE翻折后，点A落在BC上的点为A′，则A′E＝AE＝y，BE＝2－y．连接AA′，则点A与点A′关于PE对称，所以PE⊥AA′，PC⊥PE，所以BA′＝x．在Rt△A′BE中，x2
 ＋（2－y）2
 ＝Y2
 ，整理得x2
 ＋4－4y＝0，将[image: alt]
 代入，整理后得3x2
 －6x＋4＝0，因为Δ＝36－48＜0，所以P点不存在．

第三期

1．提示：[image: alt]
 ．

2．2．提示：作AF⊥BC，垂足为F，并延长交DE于点H．由△ABC为等边三角形，得AF垂直平分BC，结合四边形BDEC为正方形，证AH垂直平分正方形的边DE．在Rt△ABF中，[image: alt]
 ，[image: alt]
 ．由OH2
 ＋DH2
 ＝OD2
 得r＝2．

3．48°．

4．（1）[image: alt]
 ．（2）[image: alt]
 ．（3）[image: alt]
 ．

5．[image: alt]
 ．提示：过点B作BM⊥A1
 B1
 ，垂足为M，易得∠B＝120°．BA1
 ＝BB1
 ＝1cm，∠BA1
 B1
 ＝30°．可证[image: alt]
 ，A1
 B1
 ＝[image: alt]
 cm．故[image: alt]
 ，同理S△DC1
 D1

 ＝S△FE1
 F1

 [image: alt]
 ，故阴影部分面积[image: alt]
 ．

6．提示：（1）由DC是⊙O的直径，且[image: alt]
 ，得[image: alt]
 因为M是中点，由EM·MC＝BM·AM，得[image: alt]
 ．（2）将a＝15代入[image: alt]
 ，得EM＝4＝EO，作EH⊥OB，垂足为H，有HM＝OH＝1，在Rt△EHM中，[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ．（3）从图中可以看出，BM＜EM＜AM，即2＜EM＜6，要使方程x2
 －[image: alt]
 有相等的实数根，则a＝16，代入[image: alt]
 得到x1
 ＝x2
 [image: alt]
 ．因为[image: alt]
 ，所以存在满足条件的点E，使EM的长是方程[image: alt]
 的相等的实数根，此时OE2
 ＝OM2
 ＋EM2
 ，得到EM⊥OB，垂足为M，所以[image: alt]
 ．

7．（1）1．（2）连接BO并延长交EN于点G．由△ACM∽△NEM，可得CB是⊙O的切线，所以四边形BCEG为矩形，得G为EN的中点，所以EN＝2EG＝2CB＝6＝AB．（3）提示：存在小于17的正数a，使得AM与⊙O相切，有MP＝AM－AP＝AM－AB＝AM－6，因为MC＝a，AC＝3，所以[image: alt]
 ．又MD＝MC－CD＝a－1，ME＝MC－CE＝a－9，MP2
 ＝MD·ME，所以解得[image: alt]
 ，a＝0（不合题意，舍去），因为[image: alt]
 ，所以存在这样的a．
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1．[image: alt]
 ．提示：过O作OE⊥DC交D1
 C1
 于点F．连接OC1
 ，由△OC1
 F是等腰直角三角形，得[image: alt]
 ，由两正方形一定相似，得[image: alt]
 ．

2．2∶[image: alt]
 ．提示：易得△AOB为等边三角形，∠BOC＝30°，OB∶OC＝cos30°．

3．（1）连接OC．因为OA＝OB，CA＝CB，所以OC⊥AB．所以AB是⊙O的切线．（2）BC2
 ＝BD·BE．提示：因为ED是直径，所以∠ECD＝90°，所以∠E＋∠EDC＝90°．又∠BCD＋∠OCD＝90°，∠OCD＝∠ODC，所以∠BCD＝∠E．又∠CBD＝∠EBC，则△BCD∽△BEC，得[image: alt]
 ．则BC2
 ＝BD·BE．（3）5．提示：因为[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 ，又△BCD∽△BEC，[image: alt]
 ．设BD＝x，则BC＝2x．又BC2
 ＝BD·BE，所以（2x）2
 ＝x·（x＋6）．解得x1
 ＝0，x2
 ＝2．因为BD＝x＞0，所以BD＝2，则OA＝OB＝BD＋OD＝3＋2＝5．

4．提示：连接O1
 O，OO2
 ，O1
 O2
 ，作OH⊥O1
 O2
 ，垂足为H．①当⊙O1
 和⊙O2
 外切时，⊙O的半径r＝[image: alt]
 AB＝2，⊙O1
 和⊙O2
 的半径等于[image: alt]
 B，r1
 ＝r2
 ＝1，则OO1
 ＝2＋1＝3，OO2
 ＝2＋1＝3，而OO1
 ＝OO2
 ＝3，易得[image: alt]
 ．在Rt△OO1
 H中，[image: alt]
 ，则a＝OH＋r＋r1
 ＝[image: alt]
 ．②当⊙O1
 和⊙O2
 相交时，⊙O1
 和⊙O2
 的半径增大，a也增大．当[image: alt]
 ≤a≤8时，⊙O1
 和⊙O2
 相交．（3）当⊙O1
 和⊙O2
 相离时，由于⊙O1
 存在，当4≤[image: alt]
 时，⊙O1
 和⊙O2
 相离．

5．[image: alt]
 ．提示：连接OD，由于D是切点，则OD⊥DC，又AB＝BC＝1，则[image: alt]
 ．在Rt△DOC中，[image: alt]
 ，有∠A＝[image: alt]
 ，所以△BDC∽△DAC，则[image: alt]
 ．在Rt△BDA中，DB2
 ＋AD2
 ＝12
 ，又[image: alt]
 ，所以[image: alt]
 提示：S△ACD
 ＝2S△ABD
 ＝AD·[image: alt]
 ．

6．（1）-1．提示：设A（x1
 ，0），B（x2
 ，0），则OA＝x1
 ，OB＝x2
 ，因为AB是直径，OC⊥AB，所以OC2
 ＝OA·OB，即n2
 ＝-x1
 ·x2
 ，解得n1
 ＝-1，n2
 ＝0（舍）．（2）y＝x2
 －2x－1．（3）由（2）得抛物线的对称轴为x＝1，设满足条件的圆的半径为｜a“，则点F的坐标为（1＋｜a｜，a）．因为点F在抛物线上，所以a＝（1＋｜a｜2
 ）－2（1＋｜a｜）－1，即a2
 －a－2＝0，解得a1
 ＝2，a2
 ＝-1，所以所求的圆的半径为1或2，故存在以EF为直径的圆，恰好与x轴相切．

7．提示：（1）设EH＝x，HF＝y，则EF＝x＋y，AC＝CD＝2a，AE＝2a－x，DF＝2a－y．所以AEFD周长为6a，无变化．（2）连接EO、HO，则BO＝CO＝HO＝a，可得∠BEO＝30°，∠OFC＝60°，[image: alt]
 ，BEFC周长为[image: alt]
 ．（3）设BE＝x，FC＝y，则[image: alt]
 ，因为△EBO∽△OCF，有xy＝a2
 ，又因为S＝4a2
 ＝[image: alt]
 ，得[image: alt]
 ，解方程组[image: alt]
 得[image: alt]
 ，[image: alt]
 ，或[image: alt]
 ．

专题5

第一期

1．（1）1．（2）[image: alt]
 ．2．[image: alt]
 ．3．（1）21～30．（2）72人．（3）21～30岁的支持率为96％，41～50岁的支持率为53％．

4．（1）[image: alt]
 ．

5．（1）[image: alt]
 ．（2）乙机床的性能较稳定．
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1．[image: alt]
 ．2．B．3．（1）S2
 ．（2）b2
 S2
 ．（3）b2
 S2
 ．

4．（1）

[image: alt]


（2）3．（3）120．

5．（1）14000千克．（2）56000元，4000元．（3）10％．
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