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前言

本教材是根据教育部2009年颁布的《中等职业学校数学教学大纲》，并结合高等职业教育的人才培养目标和五年制高职学生实际编写的。

本教材的编写遵循以下几个原则：

1．适度、够用的原则。

教材编写从学生实际情况出发，以人为本。五年制高职招收的学生主要以初中毕业生为主，这些学生对小学、初中数学知识掌握的程度不高，进入高职院校直接接受当前大纲规定的数学课程学习极为困难。为了达到五年制高职数学课程教学的要求，本教材以帮助学生构建必要的数学基础知识为目的，降低数学知识的系统性要求，降低推理和证明的难度，使学生在学习时可接受、愿意学，增强其学习数学的信心。

2．文化课与专业课相结合的原则。

为了体现为专业学习服务的功能，降低数学知识的系统性要求，与传统的数学教材相比，增加了适应专业学习的实际应用内容，如为学前教育专业增加了数论方面的知识，为经贸类专业增加了合适的应用问题，等等。

本教材分为7章，内容包括数与运算、代数式、方程与不等式、函数、数列、立体几何、概率与统计初步，可供五年制高职第一学期使用。

参加编写工作的有李奕、覃明森、梁淑双、陈甦甦、周福和覃拥民。全书由陆显琛校订。

在编写本教材的过程中，还获得了韦英、姜思佳、蒋武生和廖苑蓉等同志提出的宝贵意见和帮助，在此，谨向这些同志表示感谢。

由于编写时间仓促，教材中难免存在疏漏之处，恳请广大读者在使用的过程中提出宝贵意见，以便进一步修改。
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第1章　数与运算


 1.1　数与运算概述

[image: ]
 引入

数的原始本质在于表达多与少。能分辨多与少，是动物的本能之一。一只狗面对一匹狼和一群狼的反应是不一样的；一只野猫和一群野猫面对一根骨头的反应也是不一样的。由此可见，一般的动物有一定的分辨数量的能力。

[image: ]
 案例：乌鸦具有一定的分辨数量的能力

在欧洲某地庄园的望楼上有一个乌鸦巢，里面住着一只乌鸦。主人打算杀死这只乌鸦，可是几次都没有成功，因为他一走进这个望楼乌鸦就飞走，远远地栖在树上，直到他离开望楼才飞回来。

最后他想到一个好办法：两个人一起走进望楼，一个人出来，一个人留在里面。可是乌鸦不上当，直到第二个人离开望楼才飞回来。主人不死心，连续试了几天，三个人、四个人都没有成功。最后用了五个人，四个人走出来，一个人留在里面，最终乌鸦分不清了，飞回了乌鸦巢。
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 新知识

一、数的产生

人类与其他许多动物一样，在蒙昧时代就具有辨别事物多寡的能力，这就是原始的“数感”，后来逐渐发展成数的概念。远古人类在狩猎、采集等社会生活中就注意到一只羊与一群羊、一个果子与一堆果子的区别，通过比较，逐渐意识到一只羊、一个果子、一棵树等之间存在着共同的数量属性，这就是单位性，它构成了数量的基本单位。

同样，人类会注意到一双手、一对小鸟、两条鱼等可以一一对应，且由两个基本单位构成，即存在数量上的共同属性。以此类推，逐渐抽象事物的这一数量属性，便形成了数的概念。当数的概念越来越清晰时，人们便用语言、符号表示这些结果，即计数。

由此可见，数的产生源于人类社会生产生活实践的需要，同时又促进人类社会的发展。从逻辑关系来看，数概念的产生大致需要经历以下几个阶段。

1．分类

分类，就是根据事物的特点进行归类，把具有相应共同特征和属性的事物放在一起，以便进行研究和讨论。

2．比较

比较，即对两种或两种以上的同类事物辨别异同，以便更好地认识同类事物。人们常将事物按照大小、多少、高矮、长短、轻重等进行比较。

3．多少

多少，即同类事物在数量上进行比较，考查它们在数量上的差异。

4．数数

数数（shǔshù），即采用实物一一对应或口头叨念或心中默念等方式查点数目，逐个说出数目，这是对事物的数量进行比较精确的界定。

5．替代

替代，用具体事物（如石子、贝壳等），以一一对应的形式替代要记录的物体，表述物体的数量。

6．计数

计数，即用语言、符号、文字等将数数的结果记录下来，便于日后使用。

早期的数主要指自然数，它容易和自然界中的事物建立对应关系，有直观形象的背景，在很大程度上是看得见、摸得着的。而以后的数，如小数、分数、有理数、无理数、复数等都是人类在自然数的基础上创造的，是比较抽象的，并不真实存在于自然界中。因此，德国数学家克罗内克曾经说：“上帝创造了自然数，其他的数都是人为的。”

有了数，人们便开始用数进行交流，进而产生了运算。例如，昨天打猎捕获2只羊，今天捕获3只羊，圈养在一起就是5只羊（5是数出来的），于是就有了2＋3＝5。这就产生了加法，加法的结果是可以数出来的。

又如，一共有5只羊，宰杀3只，还剩下2只，于是就有了5－3＝2，这就产生了减法，也可以认为减法是加法的逆运算。

假如有4个人，在一次打猎活动中，每人都捕获2只羊，那么4个人就捕获2＋2＋2＋2＝8只羊。像这种相同数自身连加的运算，可以简便地表示为2×4＝8，这就是乘法。乘法是一种特殊的加法，表示相同数的连加。

人们也会遇到乘法的逆运算问题。例如，2个人一共捕获8只羊，每人分多少只呢？原始社会是一个比较公平的社会，希望分配公平，将2×4＝8反过来，每人可以分得4只羊，用算式表示就是8÷2＝4（等分除的雏形），这就产生了除法。从这层关系上看，除法是乘法的逆运算。

2个人分8只羊的问题还可以用减法来处理，具体这样操作：第一次分，每人各拿走一只羊，对应8－2＝6；第二次分，每人又各拿走一只羊，对应8－2－2＝4；依次进行，到第四次分，每人又各拿走一只羊，对应8－2－2－2－2＝0。最终结果是每人分得4只羊。可见8里面有4个2，这就是包含除的雏形。从这种意义上讲，除法是特殊的减法。

后来人们发现，在自然数范围内，加法和乘法可以畅通无阻地进行，而减法和除法则不行。为了进行小数减大数的运算，可以采用类比大数减小数的方法进行运算。例如5－3＝2，那么定义3－5＝－2，这就需要引进新的数——负数。

同时，当两个数相除，商不是自然数时，人们也想表示运算结果，就引入了分数，比如[image: ]
 。
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由此可见，负数和分数都是应运算的需要而产生的数。两数相减，大数减小数的结果是正数，小数减大数的结果是负数。两个整数相除，能整除时，商是整数；不能整除时，商就是分数。

而后，又产生了有理数和无理数。有理数是由所有整数、分数组成的，它们都可以化成有限小数或无限循环小数；无理数是无限不循环小数，如圆周率π、[image: ]
 等。

二、数的分类

在数学上，可以根据不同的标准把数进行分类，尽管人们对数的分类还有一些不同的看法，但都承认数的概念还会不断扩充和发展，到目前为止，数的家族已发展得十分庞大，如图1.1.1所示。

[image: ]
图1.1.1



三、数轴

在小学学习数学时，就能用直线上依次排列的点来表示自然数，它帮助我们认识了自然数的大小关系。而学完实数后，我们可以用数轴形象地表示实数，利用数轴比较数的大小，等等。

在数学中，可以用一条直线上的点表示数，这条直线叫作数轴，如图1.1.2所示。

[image: ]
图1.1.2



数轴三要素：原点、正方向和单位长度。

（1）在直线上任取一个点表示0，这个点叫作原点。

（2）通常规定直线上从原点向右为正方向，从原点向左为负方向。

（3）选取适当的长度为单位长度，直线上从原点向右，每隔一个单位长度取一个点，依次表示1，2，3，…；从原点向左，用类似方法依次表示－1，－2，－3，…

像这样规定了原点、正方向和单位长度的直线叫作数轴
 （numberaxis）。

从数轴上可以看出，正数＞0，负数＜0，正数＞负数。

知识巩固


例1
 　画出数轴，并在数轴上画出表示下列各数的点。

[image: ]



解：
 如图1.1.3所示。

[image: ]
图1.1.3



数学是研究数和形的学科，在数学里，数和形是有密切联系的。我们常用代数的方法来处理几何问题；反过来，也借助于几何图形来处理代数问题，寻找解题思路。这种数与形之间的相互作用叫作数形结合，是一种重要的数学思想。

有了数轴，数和形便得到初步结合，这有利于对数学问题的研究。

四、计数与读数

1．计数

计数的发展是一个由繁到简的漫长过程，经历了手指计数、石子计数和结绳计数等实物计数阶段，之后逐渐过渡到符号计数阶段。但是早期的计数方式是用一个符号表示一个数，要表示很多数，就需要很多符号，使用起来不太方便。后来，人们便用有限的符号，按照一定的顺序加上排列规则来表示很多的数，这就是计数。

计数的方法有很多，目前常用的是十进制计数法。十进制计数法包括“十进位”和“位值制”两条原则，这是十进制计数法的“位值原则”。

所谓“十进位”，就是满十进一，即相邻两个计数单位之间的进率为十，10个一向十位进一，10个十向百位进一……也就是说，百位上的1相当于10个十位上的1，十位上的1相当于10个个位上的1。

0，1，2，3，4，5，6，7，8，9这10个阿拉伯数字按照一定的顺序排列起来，每个数字所占的位置叫作数位。如，45230这个数里有5个数位，它们分别是个位、十位、百位、千位和万位。

所谓“位值制”，就是同一个数字在不同数位上表示的数值不同。例如，在“22”中，前一个2表示两个10，后一个2表示两个1。

以十进制计数法为依据，我国是按照“四位一级”给自然数命名的，具体如下：

（1）自然数的前十个数给予单独的名称，即〇、一、二、三、四、五、六、七、八、九，对应的大写为零、壹、贰、叁、肆、伍、陆、柒、捌、玖，对应的阿拉伯数字为0，1，2，3，4，5，6，7，8，9。

（2）按照“满十进一”的原则规定计数单位，10个一叫作十，10个十叫作百，10个百叫作千，10个千叫作万，10个万叫作十万，后面依次为百万、千万、亿、十亿、百亿、千亿、兆……，十、百、千、万、亿的大写分别为拾、佰、仟、万、亿。其中，个、十、百、千为个级，万、十万、百万、千万为万级，之后依次为亿级……

按“四位一级”给自然数命名的方式具体如表1.1.1所示。


表1.1.1

[image: ]


（3）其他自然数的命名，由前10个数和计数单位组合而成。写数的时候，各计数单位对应写上数字。例如，一个自然数由3个千万、2个十万、9个千、3个百、4个一构成，写作30209304，读作三千零二十万九千三百零四。如果一个自然数由4个千亿、3个亿、3个百构成，则写作400300000300，读作四千零三亿零三百。

知识巩固


例2
 　有一个四位数，各位数字互不相同，将它的各位数字顺序颠倒过来，得到一个新的四位数，新数比原数大7452，则原来的四位数是多少？


解：
 设原来的四位数是abcd
 ，依题意知dcba
 －abcd
 ＝7452。根据十进制计数法可得1000d
 ＋100c
 ＋10b
 ＋a
 ＝1000a
 ＋100b
 ＋10c
 ＋d
 ＝7452。

整理得999d
 ＋90c
 －90b
 －999a
 ＝7452，可变形为111（d
 －a
 ）＋10（c
 －b
 ）＝828。

用111和10表示828，只有111×8－10×6＝828，所以d
 －a
 ＝8，b
 －c
 ＝6。解得a
 ＝1，b
 ＝8，c
 ＝2，d
 ＝9，即原来的四位数是1829。

2．读数

按照我国传统的习惯，我们这样读数：

（1）不含0的数，从低位到高位进行四位分级，然后从高位起，顺次读出各级里的数和它们的级名。

（2）含有0的数，从低位到高位进行四位分级，然后从高位起，顺次读出各级里的数和它们的级名，每一级中间的0只读一次，每一级末尾的0不读。

知识巩固


例3
 　8524读作“八千五百二十四”，9647531读作“九百六十四万七千五百三十一”。


例4
 　3500读作“三千五百”，3010读作“三千零一十”，307001读作“三十万七千零一”，500000000读作“五亿”，5040030500读作“五十亿四千零三万零五百”。

练习

1．填空：

（1）（　）个一百亿是一千亿，10个（　）是一百亿，10个亿是（　）。

（2）7246500000是（　）位数，最高位是（　）位，6在（　）位上，表示6个（　）。

（3）从个位起，第（　）位是万位，第（　）位是亿位。

2．读出下面各数：

1204000000；103050600000。


 1.2　四则运算

[image: ]
 引入

四则运算是指加法、减法、乘法和除法的计算，这些运算的含义、运算性质、运算法则你了解吗？在四则混合运算中，为何先算乘除再算加减？

[image: ]
 新知识

一、加法

1．加法的含义

求两个数的和的运算叫作加法。记作：a
 ＋b
 ＝c
 ；读作：a
 加b
 等于c
 。其中，a
 与b
 叫作加数，c
 叫作和，“＋”叫作加号。

加法的基本意义是聚合，并由聚合延伸出比较。

1）聚合

知识巩固


例1
 　小明有5颗玻璃珠，小强有4颗玻璃珠，小明和小强共有几颗玻璃珠？


解：
 采用数数的形式进行计算，如图1.2.1所示。

[image: ]
图1.2.1



2）比较

知识巩固


例2
 　小明有5颗玻璃珠，小强比小明多4颗玻璃珠，小强有几颗玻璃珠？


解：
 计算方法如图1.2.2所示。

[image: ]
图1.2.2



2．运算性质


加法交换律
 　两个数相加，交换加数的位置，它们的和不变，即a
 ＋b
 ＝b
 ＋a
 。


加法结合律
 　三个数相加，先把前两个数相加，再加第三个数，或者先把后两个数相加，再加第一个数，它的结果不变，即（a
 ＋b
 ）＋c
 ＝a
 ＋（b
 ＋c
 ）。


拓展一
 　若干个数相加，任意交换加数的位置，或者先把其中任意几个加数作为一组加起来，再与其他加数相加，它们的和不变。


拓展二
 　若干个数的和加若干个数的和，可以先把第一个和中的数分别与第二个和中的数相加，再把所得的和加起来，即[image: ]
 。

我们也可以直观地理解加法交换律和加法结合律。例如，图1.2.3所示第一排的5个石子，从左向右数就是3＋2＝5，而从右向左数就是2＋3＝5。可见，最终结果与数数顺序无关，因而得到3＋2＝2＋3。再如第二排石子，从左向右数就是3＋2＋1＝6，从右向左数就是1＋2＋3＝6。可见，（3＋2）＋1＝3＋（2＋1），这就是加法结合律。

[image: ]
图1.2.3




和不变的性质
 　两个数相加，其中一个加数加上某个数，另一个数减去相应的数，和不变，用数学语言表示是：若a
 ＋b
 ＝c
 ，那么[image: ]
 。

如果把“和不变的性质”作为基础，可以证明加法交换律和加法结合律。

如证明15＋12＝12＋15，根据和不变的性质，有15＋12＝（15－3）＋（12＋3）＝12＋15。

对于结合律，（a
 ＋b
 ）＋c
 ＝a
 ＋（b
 ＋c
 ），只需要把a
 ＋b
 和c
 看作两个数，那么根据和不变的性质，有（a
 ＋b
 ）＋c
 ＝（a
 ＋b
 －b
 ）＋（b
 ＋c
 ）＝a
 ＋（b
 ＋c
 ）。

更为重要的是，我们在进行加法的简便运算时，常常利用和不变的性质先凑整再计算。

知识巩固


例3
 　计算236＋189。


解：
 236＋189＝（236－11）＋（189＋11）＝225＋200＝425。


例4
 　计算456＋205。


解：
 456＋205＝（456＋5）＋（205－5）＝461＋200＝661。

3．运算法则

1）表内加法

加法就是数数，而且是顺着数数。例如，3＋2就是在3的基础上再数两个数——4，5，得到3＋2＝5。当然也可以在2的基础上加三个数——3，4，5；还可以合并起来，先数3个数再加2个，即1，2，3，4，5，得到3＋2＝5。

把几加几的结果整理成表和口诀，就称为加法表和加法口诀，它和乘法口诀一样，是进行运算的基本工具。有时将加法表或加法口诀中包含的加法称作表内加法。

2）表外加法

但是当加数很大时，我们一个一个地数数，需要花很长时间，于是人们就发明了笔算加法，其本质是十进制计数法的“位值原则”。

当加数和被加数的相同数位上的数相加不超过10时，其算理是相同数位上的数分别相加的结果。

例如，35＋23＝（3×10＋5）＋（2×10＋3）＝（3×10＋2×10）＋（5＋3）＝（3＋2）×10＋（5＋3）＝5×10＋8＝58。

当加数和被加数相同数位上的数相加超过10时，问题就显得复杂了，这就是所说的进位加法。其算理要遵守“满十进一”的原则，当相同数位上的数之和大于10时，要向前进位（前一位相当于加上一），而把余下的数作为相同数位上的数相加的结果。

例如，35＋28＝（3×10＋5）＋（2×10＋8）＝（3×10＋2×10）＋（5＋8）＝（3＋2）×10＋13＝5×10＋1×10＋3＝6×10＋3＝63。

由此可见，加法的法则是这样的：

（1）一位数加一位数，可用数数的加法求和；但在通常情况下，把两个一位数相加的结果编成加法表，直接使用。

（2）多位数加多位数（含一位数），把两个数写成十进制和的形式，按照运算性质拓展二，转化为一位数加一位数进行运算，某位上满十向前进一。

二、减法

1．减法的含义

在数学上，一般借助加法来定义减法。已知两个数a
 和b
 ，求一个数c
 ，使得c
 与b
 的和等于a
 ，这种运算叫作减法。记作：a
 －b
 ＝c
 ；读作：a
 减b
 等于c
 。其中，a
 叫作被减数，b
 叫作减数，c
 叫作a
 与b
 的差，“－”叫减号。

将减法定义为从一个大数中去掉一个小数而剩下的数的数学运算。减法的基本意义是分离，并由分离延伸出比较。

1）分离

知识巩固


例5
 　小强有6颗玻璃珠，他给了小明4颗，还剩下几颗？


解：
 解题方法如图1.2.4所示。

[image: ]
图1.2.4



2）比较

知识巩固


例6
 　小强有9颗玻璃珠，小明比他少4颗，小明有几颗玻璃珠？


解：
 解题方法如图1.2.5所示，用数数的方法进行运算。

[image: ]
图1.2.5




例7
 　小强有9颗玻璃珠，小明有5颗玻璃珠，小强比小明多几颗玻璃珠？


解：
 解题方法如图1.2.6所示。

[image: ]
图1.2.6



需要说明的是，由减法的定义，可以得到下面结论：

（1）在自然数范围内，减法不一定总可以进行，也就是说差不一定存在，如果差存在，那么一定唯一。也就是说，如果a
 －b
 ＝x
 ，且a
 －b
 ＝y
 ，那么x
 ＝y
 。

例如，在自然数范围内，3－5就不能进行。

（2）某数减去一个数，再加上同一个数，仍得原数。例如，（a
 －b
 ）＋b
 ＝a
 。

证明：设a
 －b
 ＝c
 ，那么b
 ＋c
 ＝a
 ，于是（a
 －b
 ）＋b
 ＝c
 ＋b
 ＝b
 ＋c
 ＝a
 。

（3）某数加上一个数，再减去同一个数，仍得原数。例如，（a
 ＋b
 ）－b
 ＝a
 。

证明：设a
 ＋b
 ＝c
 ，那么c
 －b
 ＝a
 。于是（a
 ＋b
 ）－b
 ＝c
 －b
 ＝a
 。

2．运算性质


性质一
 　一个数减去两个数的和，等于从这个数中依次减去和里的每一个加数。例如，a
 －（b
 ＋c
 ）＝a
 －b
 －c
 。


性质二
 　一个数减去两个数的差，等于这个数先加上差里的减数，再减去差里的被减数，或者等于先减去差里的被减数，再加上差里的减数。例如，a
 －（b
 －c
 ）＝a
 ＋c
 －b
 ＝a
 －b
 ＋c
 。


性质三
 　若干个数的和减去若干个数的和，等于第一个和中的各个加数，分别减去第二个和中不比它大的加数，再把所得的差加起来。例如，[image: ]
 。


差不变的性质
 　被减数和减数同时加上或减去一个数，结果不变。即若a
 －b
 ＝c
 ，那么（a
 ±m
 ）－（b
 ±m
 ）＝c
 。

如果把“差不变的性质”作为基础，可以推得“去括号”法则。例如，要计算a
 －（b
 －c
 ），可以将被减数和减数同时加上c
 ，得到a
 ＋c
 －（b
 －c
 ＋c
 ）＝a
 ＋c
 －b
 ＝a
 －b
 ＋c
 。

类似地，可以推得a
 ＋（b
 －c
 ）＝a
 ＋b
 －c
 。（请读者自行推导）

此外，在进行减法的简便运算时，常常使用差不变的性质先凑整再计算。

知识巩固


例8
 　计算235－189。

解：235－189＝（235＋11）－（189＋11）＝246－200＝46。


例9
 　计算456－205。

解：456－205＝（456－5）－（205－5）＝451－200＝251。

3．运算法则

1）表内减法

计算减法最初级的方法是“倒着数数”。例如，要计算8－3，就从8往回数3个数，依次为7，6，5，结果就是5，因此8－3＝5。

但在数学上，我们是根据加法表来计算表内减法的，所以这一类减法又称为表内减法。例如，要计算8－5，可以根据加法口诀“5＋3＝8”，得出8－5＝3。再如，要计算15－8，可以根据加法口诀“8＋7＝15”，得出15－8＝7。

2）表外减法

当数很大时，我们一个一个地数数，需要花很长的时间，也不可能用表内加法进行计算。于是人们便发明了笔算减法，其本质是十进制计数法的“位值原则”。

当减数同数位上的数小于等于被减数时，其差是同数位上的数分别相减的结果。

当减数同数位上的数大于被减数时，要遵守“借一当十”的原则向前借位（前一位相当于减去一，后一位相当于加上十）后相减，把剩余的数作为同数位相减的结果。

例如，35－18＝（3×10＋5）－（1×10＋8）＝（3×10－1×10）＋（5－8）＝（3－1－1）×10＋（10＋5－8）＝1×10＋7＝17。

这种减法被称为退位减法。

仿照上述方式，还可进行三位数以及更多位数的减法算理的推导。

三、乘法

1．乘法的含义

一般情况下，我们用加法来定义自然数的乘法。b
 个相同加数a
 的和c
 叫作a
 与b
 的积，即c
 ＝a
 ＋a
 ＋a
 ＋…＋a
 。求两个数积的运算叫作乘法，记作a
 ×b
 ＝c
 或b
 ×a
 ＝c
 ；读作“a
 乘以b
 等于c
 ”或者“b
 乘以a
 等于c
 ”。其中，a
 与b
 叫作乘数，c
 叫作积，符号“×”叫作乘号。乘号有时也可用符号“·”表示，即a
 ×b
 也可以写成a
 ·b
 。

乘法的意义是小学数学的重要知识点。可通过实物和图片列出2＋2＋2＋2＋2＝10，3＋3＋3＋3＋3＋3＝18等算式，明确这些算式都是相同的加数自身连加，式子比较长，为便于书写，两个算式可写成2×5＝10，3×6＝18；进而明确“×”的意义，并且乘号前面的数是加数，乘号后面的数表示加数的个数，两种算式计算的结果相同。

由乘法的定义可知，乘法的本质是相同的加数自身连加。因为在自然数范围内加法是封闭的，结果是唯一的，所以在自然数范围内乘法是封闭的，结果也是唯一的。

2．运算性质


乘法交换律
 　两个数相乘，交换乘数的位置，乘积不变。例如，a
 ×b
 ＝b
 ×a
 。


乘法结合律
 　三个数相乘，先把前两个数相乘，再与第三个数相乘，或者先把后两个数相乘，再与第一个数相乘，它们的积不变。例如，（ab
 ）×c
 ＝a
 ×（bc
 ）。


乘法分配律
 　两个数的和与一个数相乘的积，等于和里的每一个加数与这个数相乘，再把所得的积加起来。例如，（a
 ＋b
 ）×c
 ＝ac
 ＋bc
 。

另一形式，两个数的差与一个数相乘的积，等于被减数与减数分别与这个数相乘，再把所得的积相减。例如，（a
 －b
 ）×c
 ＝ac
 －bc
 。

乘法分配律可以推广，多个数相加减的情况请读者自己完成。

知识巩固


例10
 　计算[image: ]
 。


解：
 [image: ]
 。


积不变的性质
 　两个数相乘，其中一个乘数扩大某个倍数，另一个数缩小至相应的几分之一，积仍然不变。即若a
 ×b
 ＝c
 ，那么（a
 ×m
 ）×（b
 ÷m
 ）＝c
 。

以“积不变的性质”为基础，可以证明乘法交换律和结合律（请读者自行完成）。此外，我们进行乘法的简便运算时，常常使用积不变的性质先凑整再计算。

知识巩固


例11
 　计算125×32。


解：
 因为125×8＝1000，故需将125扩大8倍变为1000，相应的32应该缩小到它的[image: ]
 ，于是125×32＝（125×8）×（32÷8）＝1000×4＝4000。

值得注意的是，今后学习的“反比例”“反比例函数”和“小数乘法”的基础，就是乘法的“积不变性质”。

3．运算法则

1）表内乘法

关于乘法运算，当数比较小时，可以借助加法来运算。

例如4×6＝4＋4＋4＋4＋4＋4＝24，用得多了，便成为口诀“四六二十四”。所有一位数乘一位数的结果，汇编成了乘法口诀，就是我们通常说的“九九乘法表”。

2）表外乘法


多位数乘一位数
 　将多位数用十进制计数法表示，转化为若干个数的和乘一位数，再根据乘法分配律计算。


多位数乘多位数
 　将第二个乘数用十进制计数法表示，再利用乘法分配律把问题转化为前三类计算。读者自己举例说明。


多位数乘整十（百、千）的数
 　将整十（百、千）的数用十进制计数法表示，将问题转化多位数乘一位数。

知识巩固


例12
 　计算358×6。


解：
 358×6＝（3×100＋5×10＋8）×6＝18×100＋30×10＋48＝2148。


例13
 　计算358×60。


解：
 358×60＝358×6×10＝2148×10＝21480。

四、除法

1．除法的含义

在数学上，一般借助乘法来定义除法。已知两个数a
 和b
 ，求一个数q
 ，使得q
 与b
 的积等于a
 ，这种运算叫除法。记作：a
 ÷b
 ＝q
 ；读作：a
 除以b
 等于q
 。其中a
 叫作被除数，b
 叫作除数，q
 叫作a
 与b
 的商，“÷”叫作除号。

如果把乘法定义为“连加”，那么除法可以理解为“连减”，这同“包含除”的意思是一致的。初学除法时，让学生理解平均分（也就是包含除的思想）是比较可行的。

需要说明的是，由除法的定义，可以得到下面的推论：

（1）在自然数范围内，除法不一定总可以进行，也就是商不一定存在。但是，如果商存在，那么一定唯一。也就是说，如果a
 ÷b
 ＝x
 ，且a
 ÷b
 ＝y
 ，那么x
 ＝y
 。

例如，在自然数范围内，3÷5就不能进行。

（2）某数除以一个数，再乘同一个数仍得原数。例如，（a
 ÷b
 ）×b
 ＝a
 。

（3）某数乘一个数，再除以同一个数，仍得原数。例如，（a
 ×b
 ）÷b
 ＝a
 。

2．运算性质


性质一
 　一个数除以两个数的积，等于这个数依次除以积里的每一个乘数。例如，a
 ÷（b
 ×c
 ）＝a
 ÷b
 ÷c
 。


性质二
 　一个数除以两个数的商，等于这个数先乘商里的除数，再除以商里的被除数，或者等于先除以商里的被除数，再乘商里的除数。例如，a
 ÷（b
 ÷c
 ）＝a
 ×c
 ÷b
 ＝a
 ÷b
 ×c
 。


性质三
 　若干数的和除以一个数，等于和里的每一个数除以这个数，再把所得的商加起来。例如，[image: ]
 。


商不变的性质
 　两个数相除，被除数和除数同时扩大或缩小相同的倍数，商仍然不变，即若a
 ÷b
 ＝c
 ，那么（a
 ×m
 ）÷（b
 ×m
 ）＝c
 。

如果把“商不变的性质”作为基础，可以推导去括号法则。例如，对于a
 ÷（b
 ÷c
 ）＝（a
 ×c
 ）÷（b
 ÷c
 ×c
 ）＝a
 ×c
 ÷b
 ＝a
 ÷b
 ×c
 。

同时，今后学习的“分数的基本性质”“分数除法”“正比例”“正比例函数”“小数除法”的基础就是除法“商不变的性质”。

例如，计算分数除法[image: ]


此外，我们在进行除法的简便运算时，常常使用商不变的性质先凑整再计算。

知识巩固


例14
 　计算[image: ]
 。


解：
 [image: ]
 。

3．运算法则

1）表内除法

根据乘法表（乘法口诀表）来计算的除法称为表内除法。如8÷2，可以根据2×4＝8，得出8÷2＝4；再如15÷5，可以根据3×5＝15，得出15÷5＝3。

2）表外除法

利用十进制计数法把被除数写成不同计数单位的数字之和的形式，将算式转化为多个数的和除以一个数，再根据性质三进行计算。如果某一位不能整除，则自动向下一位转移。

五、四则运算

加法、减法、乘法和除法，统称为四则运算。在四则混合运算中，将加法和减法看作一级运算，乘法和除法看作二级运算，具体运算顺序如下：

（1）在一个没有括号的算式里，如果只含有同一级运算，则应按照从左到右的顺序进行计算。

（2）在一个没有括号的算式里，如果既含有一级运算，又含有二级运算，则应先算二级运算，后算一级运算。也就是“先算乘除，后算加减”，简称“先乘除，后加减”。

（3）在有括号的算式中，先算括号里面的算式，再算括号外面的算式；如果有多种括号，先算小括号里面的算式，再算中括号里面的算式，最后算大括号里面的算式。

知识巩固


例15
 　计算98－73＋54－26。


解：
 　98－73＋54－26


＝25＋54－26

＝79－26

＝53。




例16
 　计算48×15÷36×13。


解：
 　48×15÷36×13


＝720÷36×13

＝20×13

＝260。




例17
 　计算75＋35×2－165÷3。


解：
 　75＋35×2－165÷3


＝75＋70－55

＝145－55

＝90。




例18
 　计算210÷7－18＋14×4。


解：
 　210÷7－18＋14×4


＝30－18＋56

＝12＋56

＝68。




例19
 　计算96÷｛16×［（42÷3＋8×5）÷9－4］｝。


解：
 　96÷｛16×［（42÷3＋8×5）÷9－4］｝


＝96÷｛16×［（14＋40）÷9－4］｝

＝96÷｛16×［54÷9－4］｝

＝96÷｛16×2｝

＝96÷32

＝3。



从上述运算规则可以看出，括号是用来改变运算顺序的。对于为何“先算乘除，后算加减”，这是一条规定，其合理性在于：如果依次运算，3＋2×4就会和（3＋2）×4结果相同，违背了追求简洁的原则；同时如果把乘还原为加，统一为同一种运算，应该是3＋2＋2＋2＋2＝11，与先乘除后加减结果一致。


[image: ]
 课外阅读：运算符号的起源

运算符号是从15世纪开始逐渐使用的。1489年，德国数学家魏德曼（Johann Widman）首先创造性地使用“＋”表示加，“－”表示减。他把一条横线和一条竖线合并在一起表示合并（增加）的意思，从加号中去掉一条竖线表示拿去（减少）的意思。

1631年，英国数学家欧德莱（William Oughtred）使用“×”表示乘。因为乘法是特殊的加法，所以欧德莱把加号“＋”倾斜，用来表示乘。

17世纪，瑞士学者拉恩（Johann Heinrich）使用“÷”表示除以。因为除以是分开的意思，所以拉恩用一条横线分开两个小圆点形象地表示除以。

16世纪，英国医生雷科达（Robret Recorde）认为最能表示相等的是一对平行线，于是就用两等长的线段“＝”表示相等，这就是我们现在使用的等号。



练习

1．用简便方法计算下列各式：

（1）875－147－23；（2）6.4×3.18＋4.6×3.18－3.18。

2．啄木鸟医生看病（把下面计算中不对的改正过来）：

（1）　1.85＋15×（45＋55）


＝85＋15×100

＝100×100

＝10000。



（2）　2.132×5÷132×5


＝660÷660

＝1。




 1.3　整数

[image: ]
 引入

如何计算“5－8”以及类似的运算？

不难发现，“5－8”在自然数范围内是无法进行计算的（自然数集对减法运算不封闭），需要引入负数。

资料：

《九章算术》——解方程组——小数减大数——引入负数。

（汉）刘徽——正负数的加减法则。

（元）朱世杰——正负数的乘除法则。

这些数学成果后来经印度传到阿拉伯，再从阿拉伯传入欧洲。

[image: ]
 新知识

一、负整数

我们知道，自然数集对减法运算不封闭。也就是说，在N
 中，当a
 ≥b
 时，a
 －b
 ∈N
 ；当a
 ＜b
 时，[image: ]
 。为保证减法的实现，我们需要引进负数。对任意一个非零的自然数n
 ，我们引进一个数－n
 与之对应，满足n
 ＋（－n
 ）＝（－n
 ）＋n
 ＝0，这里的－n
 （n
 ∈N
 ，n
 ≠0）叫作负整数，简称负数。

负数在欧洲引起不小的震动，很多数学家曾对负数表示过怀疑，也进行了不少批判。例如，根据原有经验，大数除以小数的结果大于1。而有了负数之后，4÷（－2）＜1，这似乎难以接受。直到17世纪，笛卡儿创立解析几何，负数才获得几何解释和实际意义，才逐渐被数学界认可并使用。

二、负整数的意义

我们怎样理解负数的产生和性质呢？在非负整数范围内，我们没办法计算5－8，但可以尽量将它简化，即根据差不变的性质，得到5－8＝0－3，把0－3看作一个新的数，简单记作－3。而原来在非负数范围内可以进行的减法还按原来的方法进行，如8－5＝3－0＝0＋3＝3。数学上规定，形如3（＝0＋3），5（＝0＋5）这样的数为正整数，形如－3（＝0－3），－5（＝0－5）这样的数为负整数。

正整数、零和负整数统称为整数。

三、整数运算

有了负整数之后，人们希望有负整数参与的运算还与自然数的运算一样进行，并满足相应的运算法则和运算律。也就是说，对于有理数的运算，我们希望它与之前自然数的运算一样，满足交换律、结合律和分配律，同时也满足去括号法则等运算规则。

1．加减运算

在整数范围内，负数按自然数的加减法进行计算即可，加法交换律和结合律仍然成立。例如：

8＋（－13）＝8＋（0－13）＝8－13＝0－5＝－5

9－（－4）＝9－（0－4）＝9－0＋4＝13

－7－（－5）＝（0－7）－（0－5）＝0－7＋5＝5－7＝0－2＝－2

可以验证，在整数范围内，加减法可以畅通无阻地进行，加法交换律和结合律仍然成立。

在整数范围内，如何比较数的大小呢？数学上规定：如果a
 －b
 ＞0，则a
 ＞b
 ；如果a
 －b
 ＝0，则a
 ＝b
 ；如果a
 －b
 ＜0，则a
 ＜b
 。例如，因为（－8）－（－5）＝－3，所以－8＜－5。

2．整数乘法

在整数范围内，借助负整数的本质，可将整数乘法转化为非负整数乘法来讨论，而且该过程并不复杂（但要事先规定：零乘任何数都等于零）。为了论述方便，我们用a
 、b
 表示任意两个正整数，而用－a
 、－b
 表示任意两个负整数，对任意两个非零整数相乘的四种情况分别介绍如下：

（1）正数×正数，仍然按照非负整数的方式进行，即a
 ×b
 ＝ab
 。

（2）正数×负数，a
 ×（－b
 ）＝a
 ×（0－b
 ）＝a
 ×0－a
 ×b
 ＝0－ab
 ＝－ab
 （其中，第二个等号成立的依据是乘法分配律，第四个等号成立的依据是负整数的定义）。

（3）负数×正数，（－a
 ）×b
 ＝（0－a
 ）×b
 ＝0×b
 －a
 ×b
 ＝0－ab
 ＝－ab
 。

（4）负数×负数，（－a
 ）×（－b
 ）＝（0－a
 ）×（－b
 ）＝0×（－b
 ）－a
 ×（－b
 ）＝0－a
 ×（－b
 ）＝0－a
 （－b
 ）＝－a
 （－b
 ）＝－（－ab
 ）＝－（0－ab
 ）＝ab
 －0＝ab
 （其中，第五个等号成立的依据是（2）中的结果，第六和第七个等号成立的依据是负数的定义）。

四、整数的性质


性质一
 　整数集是有序集。


性质二
 　整数集是可列集。


性质三
 　整数集构成一个环，称为整数环。

五、特殊整数

第一个特殊自然数是1，其特殊性表现在：1是构成自然数的单位，由它生成非零自然数；1是乘法不变元，也就是说，任何数乘1还等于自身；乘法有了不变元，才有逆元（也就是通常说的倒数），为除法奠定基础；1既不是质数，也不是合数；1在分数中被视为整体，常被叫作单位1，在比的问题中，1作为基准量。

第二个特殊自然数是0。原来0不叫自然数，但是在1993年《中华人民共和国国家标准》（GB 3100～3102—1993第311页）规定：0是自然数，表示一个也没有。

把0纳入自然数有很多好处：0与空集基数相对应；0是加法的不变元，即任何数加0还等于其本身；有了0才有相反数，为负数创造条件；减法更广泛，出现2－2，4－4；0在1之前，如高考填报零志愿（提前录取）；0可以作为度量长度的起点，0还可以表示零上温度和零下温度的分界点。可见，0的实际意义还是比较丰富的。

非负整数扩充到整数范围后，0的意义更加丰富，它不再是最小的数，而成为正负数的分界点，比正数小，比负数大。同时，0也成为正数和负数转化和过渡的桥梁。因此，我们才可以选择0作为标准（中间值），用正数和负数来刻画一对具有相反意义的量，如刻画温度、标记存取钱、表达结余与亏损等。

但是，将0看作自然数也引发了一些问题，比如，0做除数会怎样？0是质数还是合数？最小的一位数是几？0的约数是多少？0是任何一个自然数的倍数吗？这些问题，在数学界曾经引起较大的争论，但至今尚无定论。鉴于此，我们友情提醒各位读者：0只是一个自然数，对它的意义和特性不要过分追究，否则在小学阶段很难向学生解释，也会引发一连串的问题，反而干扰学生的正常学习。

“0”还可以表示起点，如尺子；可以表示分界点，如数轴上正负数的分界点，温度（零上和零下）。


[image: ]
 课外阅读：0的起源

数字0的出现是数学史上的重大创造。0一直被视为阿拉伯数字，但它的起源在印度和中国。

3—6世纪，古代印度产生十进制计数法，规定出10个数字符号。起初，古印度人用“·”表示空位，后来演变成“0”。在古代印度，0的梵文称为sunya，汉语译为“舜若”，意为“空”。一切皆空是0的特性，反映了古代印度佛教认识万物的痕迹。

古代中国将算筹摆成不同的形状来记录数字。1～9都用算筹表示，0用空位表示。后来用“□”表示，为方便书写，演化成圆圈“○”。用“○”代表零最早见于1180年的《大明历》。到1247年，宋元时期的数学家秦九韶大量使用“○”。



练习

1．改变运算顺序进行简便计算：

（1）281＋78＋419＋122；（2）45000÷（25×90）。

2．计算：

（1）（－3＋5－4）×（－24）；（2）－22＋（－2）2。


 1.4　分数

[image: ]
 引入

在日常口语和教育统计等领域中，分数有“成绩”“分值”的意思，如学生的考试分数、标准分数等，这里的分数通常是指某个整数（或小数），这与我们要讨论的有理数域中的分数含义相去甚远。人们在实际生产生活中，当均分、测量物体或进行除法运算时，往往不能正好得到整数的结果，也就是说这些问题不能在整数范围内解决，这时就要引入一种新的数——分数。分数是自然数的扩展，是有理数域中一种重要的数。

[image: ]
 新知识

一、分数的定义

1．分数的“份数定义”

小学数学中，分数的定义是“把单位1平均分成若干份，表示这样的一份或几份的数，叫作分数”。一个物体或一些物体都可以看作一个整体，把这个整体平均分成的份数n
 叫作分母，表示其中的一份或几份的数m
 叫作分子，分数写作[image: ]
 ，读作“n
 分之m
 ”，表示一份的分数[image: ]
 叫作分数单位。

当“平均分”物体时，我们要体验或经历把一个“整体”平均分成几个“部分”的过程，把所得的部分与整体之间的关系用一个数表示，逐步形成分数的概念。

如图1.4.1所示的“面积模型”，把1块巧克力平均分成5份，其中的每一份用分数[image: ]
 表示，两份用分数[image: ]
 表示。如果需要把5个饼平均分给7个人，则可以把每个饼平均分成7份，每人分得5个[image: ]
 份，用分数[image: ]
 表示。

[image: ]
图1.4.1



2．分数的“比定义”

分数可以理解为两个自然数之比。在前面分数的“份数定义”中，分数表示“单位1”的“一份或几份”。把这个定义拓展以后，分数可以看作“一部分和另一部分之比”，即任意两个自然数之比。用“线段模型”或“面积模型”都可以解释分数的“比定义”。

如图1.4.2（a）所示，线段AC
 被平均分为5等份，由分数的“份数定义”容易理解：线段AB
 是线段AC
 的[image: ]
 ；由分数的“比定义”容易理解：线段AB
 是线段BC
 的[image: ]
 。如图1.4.2（b）所示，在圆形图中，阴影部分与圆部分的面积比是2∶5，即[image: ]
 ，表明阴影部分占整体面积的五分之二；而阴影部分与白色部分的面积比是2∶3，即[image: ]
 ，表明阴影部分是白色部分面积的三分之二。

[image: ]
图1.4.2



当然，借助“集合模型”，即从子集和全集的角度也可以很好地理解分数的“比定义”。浅色三角形与深色三角形的个数比为1∶4，比值是[image: ]
 ，如图1.4.3所示。

[image: ]
图1.4.3



3．分数的“商定义”

分数[image: ]
 可以定义为：由自然数m
 除以另一个自然数n
 （n
 ≠0）所得的商，两个自然数相除，如果能整除，其商为整数；如果不能整除，其商就是分数。表示两个数m
 和n
 相除的结果，记为[image: ]
 。

这个定义体现了分数的本质，[image: ]
 ，可以看出分数与除法运算之间的联系，使学生更容易理解和接受大于1的分数。例如，把5个苹果平均分给3个人，每人分得的苹果个数用分数表示为[image: ]
 （大于1）。

用“数线模型”（见图1.4.4）可以更好地解释分数的“商定义”。分数的数线模型就是用数直线上的点表示一个抽象的数——分数。“数线模型”是数轴的雏形，用相邻的两个自然数之间的点来表示分数。

[image: ]
图1.4.4



4．分数的“形式化定义”

形如[image: ]
 （m
 、n
 都是整数，且n
 ≠0）的数，叫作分数。这个定义是从形式上给出的描述，即分数是由一个整数对（m
 、n
 ）决定的，不考虑其现实意义。有一个整数对就有唯一的分数和它对应。根据这个定义，任何整数m
 都可以表示成分数[image: ]
 ，因而整数也可以看作特殊的分数。如果m
 ＝0，则分数[image: ]
 。

分数在数轴上位于两个相邻的自然数之间，可以比1大，也可以比1小。

二、分数的性质

1．分数的相等与不等


定义
 　如果第一个分数的分子与第二个分数的分母的积等于第二个分数的分子与第一个分数的分母的积，那么这两个分数相等。即有两个分数[image: ]
 和[image: ]
 ，如果ad
 ＝bc
 ，那么[image: ]
 。

例如，有两个分数[image: ]
 和[image: ]
 ，由于3×12＝4×9，故[image: ]
 。


定义
 　如果第一个分数的分子与第二个分数的分母的积大于第二个分数的分子与第一个分数的分母的积，那么第一个分数大于第二个分数。即有两个分数[image: ]
 和[image: ]
 ，如果ad
 ＞bc
 ，那么[image: ]
 ；如果ad
 ＜bc
 ，那么[image: ]
 。

2．分数的基本性质

如果分数的分子和分母同时乘（或除以）一个不等于零的数，那么分数的大小不变，即[image: ]
 。


解释一
 　利用“面积模型”，如图1.4.5所示，通过观察份数得出结论。

[image: ]
图1.4.5



从左向右观察图形，把原来的每1份再平均分成2份，阴影部分由1份变成了2份（或4份），总份数由2份变成了4份（或8份）。用分数表示阴影部分所占的面积为[image: ]
 。观察这个等式可以得出，分数的分子、分母同时乘2（或4），分数的大小不变。

从右向左观察图形，把总份数由原来的8份合并为4份（或2份），阴影部分所占的份数由原来的4份相应地合并成了2份（或1份）。用分数表示阴影部分所占的面积为[image: ]
 [image: ]
 。观察这个等式可以得出，分数的分子、分母同时除以2（或4），分数的大小不变。

总结以上两个结论，可归纳得出分数的基本性质。


解释二
 　由分数与除法的关系，或者分数的商定义，以及整数除法中商不变的性质得出结论：

[image: ]



说明：
 分数的基本性质应用很广，可以把不同分母的分数化成同分母的分数，也可以把一个分数化成指定分母的分数，为后续学习通分、约分及分数的各种运算等知识作铺垫。

3．约分和通分


约分
 　把一个分数的分子、分母分别除以它们的公约数（1除外），化成与原分数相等的分数，叫作约分。分子和分母互质的分数叫作最简分数。

约分时，通常都要约成最简分数。约分的方法有逐次约分法和辗转相除法。


通分
 　把几个分数化成分母相同的分数，而不改变每个分数的大小，叫作通分。化成的相同的分母叫作这几个分母的公分母。

通分的方法：一般先求出几个分数的分母的最小公倍数，用这个最小公倍数作为分母，再看每个分数的分母扩大了多少倍，最后把分子也扩大相同的倍数。有时，为了计算的便捷，也可以用一个其他的公倍数（不是最小公倍数）作为公分母，如[image: ]
 和[image: ]
 [image: ]
 。

三、分数的四则运算

1．分数的加法和减法

分数的加法是分数概念上的一个延伸，也是对分数知识的加深。分数加法的意义和整数加法相同，都是把两个数合并成一个数的运算。但是在计算时，分数的加法和整数的加法、小数的加法相比难度较大。我们把分数加法问题划分为不相同的梯度，以便由易到难、循序渐进地学习，同时要加强相关知识之间的联系。

对分数加法运算划分梯度时，可根据学生的不同认知水平来确定。下面是分数加法的一种七个梯度的划分。

（1）两个同分母分数相加，且都小于1。

当两个同分母分数相加，且都小于1时，可以理解为几个分数单位的相加，例如，[image: ]
 [image: ]
 ，表示一个[image: ]
 与两个[image: ]
 的和，合起来就是三个[image: ]
 ，即[image: ]
 。

（2）两个分数的分子都是1，分母互质。

当两个分数的分子都是1，分母互质时，和的分母等于原来两个分母的积，和的分子等于原来两个分母的和。例如：

[image: ]


（3）异分母分数相加，分子都是1，分母有公约数。

当异分母分数相加，分子都是1，分母有公约数时，若其中一个分母是另一个分母的倍数，则用较大的分母作为公分母。例如：

[image: ]


若一个分母不是另一个分母的倍数，但较大的分母的2倍或3倍是它们的公分母，则用较大分母的2倍或3倍后的数作为公分母，通分后相加。例如：

[image: ]


（4）异分母分数相加，分数的分子不是1，但分母都是偶数，分数值大于[image: ]
 。

当异分母分数相加，分数的分子不是1，但分母都是偶数，分数值大于[image: ]
 时，先提出[image: ]
 再计算。例如：

[image: ]


[image: ]


（5）异分母分数相加，分数的分子不是1，且分母有奇数，分数值大于[image: ]
 。

当异分母分数相加，分数的分子不是1，且分母有奇数，分数值大于[image: ]
 时，按分数的基本性质，先使原分母都变为偶数，再提出[image: ]
 计算。例如：

[image: ]


（6）异分母分数相加，分子不全为1，分数值不全大于[image: ]
 。

当异分母分数相加，分子不全为1，分数值不全大于[image: ]
 时，综合使用以上方法，将两个分数通分，化为同分母分数，再进行计算。例如，要计算[image: ]
 ，通过观察可知，分母10的2倍是分母4的倍数，因此可以选用20作为公分母，再按同分母分数进行运算，具体过程为：

[image: ]


也可以使用40作为公分母，通分计算后再化为最简分数，具体过程为：

[image: ]


（7）带分数加法及多个分数混合相加。

当计算带分数加法及多个分数混合相加时，把整数部分和分数部分拆开分别相加，且使用交换律、结合律等进行辅助运算。例如：

[image: ]


同分母分数相加减，分母不变，分子相加减。

异分母分数相加减，先通分化为同分母分数，再按同分母分数加减法进行计算。

带分数及多个分数混合相加，把整数部分和分数部分拆开分别相加，并可用交换律、结合律等进行计算。


说明：
 参照分数加法的梯度划分，还可以对分数的减法运算进行适当的梯度划分。

同时，这些梯度划分是为了便于学生了解学习分数加减法的认知过程。方法的本身并没有本质的区别，都是找公分母，进而找到分数的同一单位（公分母之一）。相加减的两个分数，在利用通分统一单位后，就可以直接相加减了。

2．分数的乘法和除法

分数乘法包括分数乘整数和分数乘分数。分数乘整数可以沿用整数的乘法思想，即求几个相同的分数相加的和，相当于几个同分母分数相加。

分数乘分数不可以沿用整数的乘法思想，例如，求[image: ]
 的[image: ]
 是多少，要计算[image: ]
 ，不能看成“[image: ]
 个[image: ]
 相加”或“[image: ]
 个[image: ]
 相加”。[image: ]
 可以用“面积模型”来理解，即看作以这两个分数为边长所构成的矩形的面积，如图1.4.6所示。

[image: ]
图1.4.6



一般有[image: ]
 。解释：根据分数“商的定义”，有

[image: ]



定义
 （分数除法）　已知两个分数[image: ]
 和[image: ]
 ，求一个分数[image: ]
 ，使[image: ]
 与[image: ]
 的积等于[image: ]
 ，这种运算叫作分数除法，记作[image: ]
 。其中[image: ]
 是被除数，[image: ]
 是除数，[image: ]
 是商。

分数的除法是分数乘法的逆运算，只要除数不为0，分数除法运算总可以实施，且结果唯一。

对于分数除法，有[image: ]



[image: ]
 课外阅读：分数趣闻

牛在印度被当作神灵来崇拜，在印度社会中具有神圣不可侵犯的地位。牛可以踱步于街头巷尾，也可以践踏未成熟的庄稼而不受驱赶，即使流浪的牛也不能被屠杀。

由于这种奇特的习俗，在印度人中流传着一个非常有趣的故事。相传在遥远的古代，一位老人身患重病，临终前，他把三个儿子叫到床前，并立下遗嘱，规定三个儿子可以分掉他的17头牛，其中，大儿子应得总数的[image: ]
 ，二儿子应得总数的[image: ]
 ，小儿子应得总数的[image: ]
 。那么，三个儿子是否能完成遗嘱上的规定呢？

[image: ]
 。按照这种分法，需要活活宰杀两头牛，有违印度教徒的信仰，行不通。同时发现即使宰杀2头牛，也无法把17头牛分完，怎么办？三个儿子请教了许多有学问的人，但他们都想不出好的办法。

一天，一位老农牵着一头牛，告诉三个儿子说，“这事很容易，我把这头牛借给你们，你们按照总数的[image: ]
 去分，分完后再把牛还给我。”

三个儿子按照老农的方法，把18头牛分给老大[image: ]
 ，即9头，分给老二[image: ]
 ，即6头，分给老三[image: ]
 ，即2头，正巧分了17头牛，剩下的一头牛原封不动地还给了老农。

这个难倒很多人的问题就这样在一借一还中解决了。



练习

计算：

[image: ]



 1.5　小数

[image: ]
 引入

分母是10
n

 （n
 为自然数）的分数，叫作十进分数，如[image: ]
 都是十进分数，十进分数是分数的一种形式。

[image: ]
 ，…是十进分数的分数单位，如果把这些十进分数的分数单位和自然数的计数单位个、十、百、千等排在一起，就得到以下序列：

[image: ]


在这个序列中，每相邻两个单位之间，左边的单位是右边的单位的[image: ]
 ，右边的单位是左边的单位的10倍。

任何一个十进分数都可以像整数那样表示成不同的计数单位（包括自然数的计数单位和十进分数的分数单位）的数之和的形式。例如：

[image: ]


由于任何一个十进分数都可以表示成不同的计数单位的数之和的形式，因此可以采用整数的十进位制的位值原则，把十进分数改写成不带分母的形式，在整数部分和小数部分之间的偏下方记一个圆点“∙”。

如上例可以写成：[image: ]
 。

一般，一个十进分数[image: ]
 （k
 是整数，n
 是正整数）可以写成下面的形式：

[image: ]


[image: ]
 新知识

一、小数的定义

（1）有限小数：根据十进位制的位值原则，把十进分数改写成不带分母的形式的数叫作小数，得到的商的小数位数是有限的小数叫作有限小数。小数中的圆点“∙”叫作小数点。

（2）无限小数：小数部分的位数无限的小数叫作无限小数。无限小数包括无限循环小数和无限不循环小数。

（3）有限小数和无限小数统称为小数。

（4）小数中，小数点左边的部分叫作小数的整数部分，小数点右边的部分叫作小数的小数部分。整数部分为零的小数叫作纯小数；整数部分不为零的小数叫作带小数。

例如，0.58962是纯小数；32.57是带小数；3.14159265…是无限不循环小数。整数可以看作小数部分是零的小数。

小数的出现标志着十进制计数法从整数扩展到了分数，使分数与整数在形式上获得统一。

由于小数是按位值原则写出来的，每个数字因所在的数位不同而表示不同的值。小数的数位名称和所表示的计数单位以及数位顺序如表1.5.1所示。


表1.5.1

[image: ]


小数的读法有两种：

一种是按照分数的读法来读。带小数的整数部分仍按整数读法读；小数部分按分数读法读，用小数的最后一个数位名称中的数（十、百、…）作分母，用小数部分各位数字所组成的整数作分子。

例如，125.18读作一百二十五又百分之十八，0.0067读作万分之六十七。

另一种读法是，整数部分仍按照整数的读法，小数点读作“点”，小数部分顺次读出每个数位上的数字。

例如，125.18读作一百二十五点一八，0.0067读作零点零零六七。

二、小数的性质

1．在小数的末尾添上或去掉几个零，小数的大小不变

根据分数的基本性质，有

[image: ]


按照小数的定义，把它改写成小数形式：

0.23＝0.230＝0.2300＝…

由此可知，利用小数的这一性质，我们可以通过在小数末尾添零或去掉零，把小数位数不同的小数化成小数位数相同的小数，也就是把它们表示成分母相同的十进分数。例如，3.425与8.6，把8.6改写成8.600，那么3.425与8.600就有了相同的小数位数。

2．移动小数点的位置所引起的小数大小的变化

由于小数是按照位值原则并以小数点作为定位标准来写出的，因此移动小数点的位置就必然引起数位的变化，从而引起小数的大小也发生变化。

例如，把小数3.274的小数点向右移动一位，就得到一个新的小数32.74。由于小数每相邻两单位间都是10倍关系，因此小数点位置向右移动一位时，原来个位上的“3”到了十位上，它表示的数值扩大10倍；原来十分位上的“2”到了个位上，数值也扩大10倍……所以新的小数32.74是原来的小数3.274的10倍。

由此可知，把小数的小数点向右移动一位，小数就扩大10倍；把小数的小数点向右移动两位，小数就扩大100倍；以此类推，可以得出，把小数点向右移动n
 位，小数就扩大10
n

 倍。

同理，把小数点向左移动n
 位，就缩小为原数的[image: ]
 。

反过来，要把一个小数扩大10
n

 倍[image: ]
 ，只要把小数点向右（或向左）移动n
 位就可以了。

例如，把0.3141扩大10倍，得3.141；把0.03141扩大100倍，得3.141；把31.41缩小为它的[image: ]
 ，得3.141；把314.1缩小为它的[image: ]
 ，得0.3141。

三、小数大小的比较

我们知道，比较整数大小的方法是，从高位开始依次比较相同数位上的数的大小。因为小数的计数原则与整数相同，所以比较小数的大小可以仿照比较整数大小的方法。

知识巩固


例1
 　比较13.4和9.35的大小。


解：
 因为13.4的最高位是十位，9.35的最高位是个位，13.4的整数部分大于9.35的整数部分，所以13.4＞9.35。


例2
 　比较8.214和8.3的大小。


解：
 因为8.214和8.3的最高位个位上的数相同，都是8，就要比较十分位上的数，8.214十分位上的数是2，表示2个十分之一，8.3的十分位上的数是3，表示3个十分之一，而8.214十分位以后各位数字所表示的数都小于1个十分之一，所以8.214＜8.3。

从上面的例子可以得出比较小数大小的方法：比较两个小数的大小，先看它们的整数部分，整数部分大的那个小数就大；整数部分相同的，十分位上的数大的那个小数就大；十分位上的数也相同的，百分位上的数大的那个小数就大……

四、小数与分数互化

因为每一个假分数都可以化为一个整数或一个整数与一个真分数的和，而每一个真分数又可以通过约分化为最简真分数，所以讨论分数与小数的互化，只需讨论最简真分数和小数的互化就可以了。

分数与有限小数及循环小数可以互化，但分数与无限不循环小数不能互化。

1．化分数为小数

要将分数化为小数，一种简便的方法是用分数的分子除以分母，得到小数形式的商。

（1）化分数为有限小数。

如果一个最简真分数的分母不含有2和5以外的质因数，那么它化成的小数是有限小数。

知识巩固


例3
 　[image: ]


（2）化分数为无限纯循环小数。

如果一个最简真分数的分母只含有2和5以外的质因数，那么它化成的小数是无限纯循环小数。

知识巩固


例4
 　[image: ]


（3）化分数为无限混循环小数。

如果一个最简真分数的分母既含有质因数2或5，又含有2和5以外的质因数，那么它化成的小数是无限混循环小数。

知识巩固


例5
 　[image: ]


2．化有限小数为分数

将有限小数化为分数，可以把有限小数改写为十进分数，如果此十进分数不是最简真分数，就把它化为最简真分数。


例6
 　[image: ]


五、小数的四则运算

1．小数的加法和减法

由于小数是根据十进制的位值原则计数的，每个数位上有不同的计数单位，因此小数的加减法和整数加减法一样，也是把相同数位上的数相加减。在竖式计算时，只要把加数（或被减数、减数）的小数点上下对齐，然后按照整数加（或减）法的法则计算，并在所得的结果里对着加数（或被减数、减数）的小数点点上小数点即可。

知识巩固


例7
 　256.43＋38.157＋0.6941＝295.2811。


例8
 　46.3－9.56＝36.74。

小数本质上是十进分数，而分数加、减法的运算定律和运算性质与整数加、减法基本相同，所以整数加、减法的运算定律和运算性质对于小数加、减法运算仍然适用。运用这些运算定律和性质，可以使有些小数加、减法计算简便。


例9
 　6.74＋8.32＋5.26＝（6.74＋5.26）＋8.32


＝12＋8.32

＝20.32。




例10
 　15.67＋3.28－1.67＝（15.67－1.67）＋3.28


＝14＋3.28

＝17.28。



2．小数的乘法

因为小数的计数原则与整数相同，所以小数乘法可以仿照整数乘法的法则进行，不同的是需要解决小数点的问题。

设两个小数a
 、b
 ，且a
 有m
 位小数，b
 有n
 位小数，那么[image: ]
 （A
 、B
 分别是a
 、b
 去掉小数点后所得到的整数），于是，[image: ]
 。

而[image: ]
 就是把A、B
 的积缩小10
m
 ＋n

 倍。由此可知，计算两个小数相乘时，先不管它们的小数点，按照整数乘法计算，然后在所得到的积里记上小数点，使积的小数部分的位数等于两个因数里小数部分的位数的和。

知识巩固


例11
 　17.591×0.63＝11.08233。

由于第一个因数有三位小数，第二个因数有两位小数，因此积的小数位数是3＋2＝5。

因为小数乘法本质上是分数乘法，而分数乘法的运算定律和运算性质与整数乘法基本相同，所以整数乘法的运算定律和运算性质对于小数乘法也适用。运用这些运算定律和性质，可以使有些小数乘法的计算简便。


例12
 　0.18×2.5×5.1×4＝（0.18×5.1）×（2.5×4）


＝0.918×10

＝9.18。




例13
 　3.14×10.1＝3.14×（10＋0.10）


＝3.14×10＋3.14×0.1

＝31.714。



3．小数除法

小数除法同样可以仿照整数除法的法则进行，但仍然需要解决小数点的问题。

1）小数除以整数

设有小数a
 （有m
 位小数部分）和正整数B
 ，要用B
 去除a
 ，就是[image: ]
 （A
 是a
 去掉小数点后得到的整数），于是

[image: ]


这样，小数a
 除以整数B
 ，可以把a
 扩大10
m

 倍，化成整数A
 除以整数B
 ，再把所得到的结果缩小到它的[image: ]
 ，从而得到小数a
 除以整数B
 的商。

如果A
 除以B
 得到整数商q
 ，那么商q
 缩小为原数的[image: ]
 后，就有m
 位小数，所以a
 ÷B
 的商与被除数a
 的小数部分的位数相同。

如果A
 除以B
 得不到整数商，而把A再扩大10倍后，能够得到整数商q
 。由于被除数a
 扩大10
m
 ＋x

 倍，商q
 就要缩小到它的[image: ]
 ，因此这时a
 ÷B
 所得到的商有m
 ＋x
 位小数，与除到最后一位时被除数a
 末尾添0后的小数位数相同。

如果无论把a
 扩大多少倍都不能得到整数商，那么a
 ÷B
 所得到的商的小数位数就不是有限的。

实际计算小数除以整数，就按照整数除法来进行（最后还有余数时，可以在末尾添0，继续除）。需要注意的是，将商的小数点与被除数的小数点对齐。

知识巩固


例14
 　39.48÷8＝4.935。

2）小数除以小数

小数除以小数，只要把除数和被除数同时扩大10
n

 倍，除数就变成了整数，而商不变。这样就把小数除以小数的问题转化成了整除除法或者小数除以整数的除法，然后按照整数或小数除以整数的法则计算即可。

知识巩固


例15
 　30.24÷0.7＝302.4÷7＝43.2。

整数除法的运算性质对于小数除法也适用，利用这些性质可以使有些小数除法的计算简便。


例16
 　0.32÷（0.08÷0.25）＝（0.32÷0.08）×0.25


＝4×0.25

＝1。



4．小数、分数四则混合运算

对于小数、分数四则混合运算，要根据具体算式进行具体分析，采用灵活机动的计算方法，尽量使计算简便。

一般而言，对于加法和减法，如果分数能化为有限小数，那么就把分数化为小数进行计算，比较简便；如果分数不能化为有限小数，那么就把小数化为分数得到准确的结果。对乘法和除法而言，一般是把小数化为分数再进行计算，比较简便。

在计算过程中，还要注意应用各种运算定理、运算性质及各种简便运算方法，使四则混合运算变得简便。

练习

计算下列各题：

（1）2÷0.25；

（2）0.39×0.5×8÷0.3；

（3）[image: ]
 。


 复习题

1．读（写）出下面各数：

（1）1060000000；

（2）400305000000；

（3）十二亿零四百万；

（4）一千零三十亿五千零六；

（5）十亿六千万。

2．加法满足的三个运算性质是：_____、_____和_____。

3．两数相乘，一个乘数乘n
 ，另一个乘数乘[image: ]
 ，积_____。

4．用“差不变的性质”计算432－196。

5．用“多位数加多位数算理”计算459＋748。

6．计算下列各题：

（1）15×8＋12÷3；

（2）90÷（4＋6）÷1；

（3）0.75×0.16；

（4）4.8÷1.92；

（5）[image: ]


（6）[image: ]


7．某数加上5，乘以5，减去5，除以5，其结果等于5，求这个数。

8．用简便方法计算：1.97＋2.6＋2.03＋7.4。

9．两个整数之积为144，差为10，求这两个数。

10．把下列分数化为小数：

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 。

11．把下列小数化为分数：

（1）0.2；

（2）0.23；

（3）1.001。

12．在下面分子或分母上填上适当的数：

[image: ]




第2章　代数式


 2.1　代数式的定义

[image: ]
 引入

在数学上，我们经常会用一个字母来表示数。例如以前学习的长方形的面积公式S
 ＝ab
 ，圆的面积公式S
 ＝πr
 2
 ，以及正方形的周长公式C
 ＝4a
 ……像这样，都是用字母代替具体的数的这种数学式子，在数学中称为代数式。

[image: ]
 新知识

一、代数式的认识

由若干个数和表示数的字母经有限次加、减、乘、除、乘方和开方等代数运算所得的式子，或含有字母的数学表达式称为代数式。例如，ax
 ＋2b
 ，[image: ]
 等。其中，用含有数、字母和运算符号的式子把问题中与数量有关的词语表示出来，就是列代数式。用数值代替代数式里的字母，计算所得的结果叫作代数式的值。

注意：

（1）代数式里不包括等于号（＝、≡）、不等号（≠、≤、≥、＜、＞、≮、≯）、约等号（≈）。

（2）代数式里可以有绝对值，如｜x
 ｜，｜－2.25｜等。

（3）单独的一个数或字母也是代数式。

知识巩固


例1
 　下列式子中，哪些是代数式？哪些不是代数式？

[image: ]



解：
 （1）、（4）、（5）、（7）是代数式；（2）、（3）、（6）不是代数式。


例2
 　用代数式把下列数量关系表示出来：

（1）a
 的相反数与b
 的倒数的和；

（2）x
 的绝对值与y
 的差；

（3）a
 与b
 的平方和；

（4）a
 、b
 两数和的平方。


解：
 [image: ]



例3
 　当a
 ＝2，b
 ＝－1，c
 ＝－3时，求代数式b
 2
 －4ac
 的值。


解：
 当a
 ＝2，b
 ＝－1，c
 ＝－3时，原式＝（－1）2
 －4×2×（－3）＝1＋24＝25。

二、代数式的分类

通常，代数式的分类如图2.1.1所示。

[image: ]
图2.1.1



有理式包括整式（除数中没有字母的有理式）和分式（除数中有字母且除数不为0的有理式）。这种代数式，对于字母只进行有限次加、减、乘、除和整数次乘方运算。

整式包括单项式（数字或字母的乘积或单独的一个数字或字母）和多项式（若干个单项式的和）。

1．单项式

由数字与字母的乘积组成（或者说没有加减运算）的整式，叫作单项式，如2，－b
 ，3xy
 2
 ，[image: ]
 等。

单项式的系数：单项式中的数字因数（或字母因数）叫作单项式的数字系数，简称系数。

例如，3xy
 2
 的系数是3，[image: ]
 的系数是[image: ]
 。

单项式的次数：一个单项式中，所有字母的指数的和叫作这个单项式的次数。

例如，3xy
 2
 的次数是3，[image: ]
 的次数是6。

2．多项式

几个单项式的代数和叫作多项式。多项式中，每个单项式叫作多项式的项，一个多项式含有几项就叫几项式。例如，x
 ＋1是二项式，a
 3
 －2a
 2
 ＋1是三项式。

同时，多项式中不含字母的项，叫作多项式的常数项。例如，x
 ＋1的常数项是1，a
 3
 －2a
 2
 －13的常数项是－13。多项式里，次数最高的项的次数叫作这个多项式的次数。例如，a
 3
 －2a
 2
 －13的次数是3，叫作三次三项式；x
 2
 ＋4x
 ＋4的次数是2，叫作二次三项式；2a
 3
 b
 2
 ＋a
 2
 b
 3
 的次数是5，叫作五次二项式。

3．无理式

含有字母的根式或字母的非整数次乘方的代数式叫作无理式，现在我们常用的主要是二次根式。

知识巩固


例4
 　下列整式中，哪些是单项式？哪些是多项式？

（1）x
 ＋1；（2）πr
 2
 ；（3）[image: ]
 ；（4）[image: ]
 ；（5）－2；（6）m
 ；（7）x
 2
 －2x
 ＋3。


解：
 单项式有（2）、（3）、（5）、（6），多项式有（1）、（4）、（7）。

练习

1．下列式子中，哪些是代数式？


a
 ，ab
 ＝ba
 ，3x
 －2＝0，0，ax
 －by
 ，[image: ]
 ，m
 2
 －2n
 ，x
 ≥2。

2．下列式子中，哪些是单项式？哪些是多项式？

[image: ]


3．当a
 ＝2时，求a
 2
 －3a
 ＋1的值。


 2.2　整式的运算

[image: ]
 引入

观察下列单项式有什么特点：

（1）3a
 2
 b
 与9a
 2
 b
 ；（2）－xy
 3
 与5xy
 3
 。

通过观察发现，这两组单项式所含的字母相同，相同字母的指数也相同。

2.2.1　合并同类项

[image: ]
 新知识

像上面这样，所含的字母相同，相同字母的指数也相同的单项式叫作同类项。


例1
 　找出下列各题中的同类项：

[image: ]


[image: ]



解：
 （1）中的同类项有7a
 2
 、－5a
 2
 ，3ab
 与－3ab
 ，－4b
 2
 与4b
 2
 ；

（2）中的同类项有5xy
 、－4xy
 ，－3x
 2
 与4x
 2
 ，y
 2
 与－2y
 2
 ；

（3）中的同类项有2ab
 2
 与－2b
 2
 a
 ，－3x
 2
 y
 与[image: ]
 ；

（4）中的同类项有3（x
 －y
 ）2
 与8（x
 －y
 ）2
 ，－7（x
 －y
 ）与－6（x
 －y
 ）。

在数学运算中，整式是可以进行加、减、乘、除的，首先看一下整式的加减运算。

进行整式的加减运算时，要看式子中是否有前面我们所说的同类项，如果有，就可以进行加减了，这个过程叫作合并同类项。

合并同类项的方法是：把同类项的系数相加减，字母和字母的次数不变。例如，上面的例子可以按如下方法合并同类项：

[image: ]


整式的加减运算，实际上就是合并同类项。如遇到括号，就根据去括号法则，先去括号，再合并同类项。

知识巩固


例2
 　计算下列各题：

（1）6xy
 －2（－3y
 ＋2x
 ）＋3（－2xy
 －5x
 ）；

（2）（3xy
 －15y
 2
 ＋5x
 2
 ）－（6xy
 －15x
 2
 －2y
 2
 ）。


解：
 （1）原式＝6xy
 ＋6y
 －4x
 －6xy
 －15x
 ＝－19x
 ＋6y
 ；

（2）原式＝3xy
 －15y
 2
 ＋5x
 2
 －6xy
 ＋15x
 2
 ＋2y
 2
 ＝20x
 2
 －3xy
 －13y
 2
 。


例3
 　当x
 ＝－2时，求（3x
 2
 －4）＋（2x
 2
 ＋5x
 －6）－2（x
 2
 －5）的值。


解：
 原式＝3x
 2
 －4＋2x
 2
 ＋5x
 －6－2x
 2
 ＋10

　　　　＝3x
 2
 ＋5x
 。

当x
 ＝－2时，原式＝3×（－2）2
 ＋5×（－2）＝12－10＝2。

练习

计算下列各题：

（1）a
 －（2a
 －3b
 ）＋（3a
 －4b
 ）；

（2）（－2y
 2
 －4y
 －1）＋（－1＋4y
 －2y
 2
 ）；

（3）3y
 －5（2y
 －4）＋4；

（4）[image: ]
 ；

（5）[image: ]
 ；

（6）当x
 ＝－3，y
 ＝－4时，求[image: ]
 的值。

2.2.2　整式的乘除法

[image: ]
 新知识

整式的乘除法关键是整数幂的乘除运算法则，其中整式的乘法分为单项式乘以单项式、单项式乘以多项式、多项式乘以多项式。整式的除法分为单项式除以单项式、多项式除以单项式、多项式除以多项式。

一、正整数指数幂的运算法则

[image: ]


幂运算的关键在于掌握好同底数幂相乘（除），底数不变，指数相加（减）。例如：

[image: ]


二、整式的乘法

（1）单项式乘以单项式，用它们的系数的积作为系数，用相同字母指数的和作为积里的这个字母的指数，只在一个单项式里含有的字母，连同它的指数也作为积里的一个因式。例如：

[image: ]


[image: ]


（2）单项式乘以多项式，用单项式去乘多项式的每一项，再把所得的积相加。例如：

[image: ]


（3）多项式乘以多项式，先用一个多项式的每一项乘以另一个多项式的每一项，再把所得的积相加。例如：

[image: ]


另外，人们把一些特殊的多项式相乘的结果加以总结，直接应用，这就是乘法公式。公式中的一个字母一般可以表示数字、单项式、多项式，有的还可以推广到分式、根式。

常用的乘法公式：

[image: ]


三、整式的除法

（1）单项式除以单项式，把系数、同底数幂分别相除，作为商的因式，被除式单有的字母，连同它的指数也作为商的一个因式。例如：

[image: ]


（2）多项式除以单项式，先把这个多项式的每一项除以这个单项式，再把所得的商相加。例如：

[image: ]


（3）多项式除以多项式，将被除式与除式都按降幂排列，然后按竖式格式进行演算。


注意：
 被除式、除式、商式和余式具有下面的等式关系：

被除式＝除式×商式＋余式

知识巩固

[image: ]


四、多项式的因式分解

多项式的因式分解是代数式恒等变形的基本形式之一，被广泛应用于初等数学之中，是解决许多数学问题的有力工具。因式分解方法灵活，技巧性强，学习这些方法与技巧，不仅是掌握因式分解内容所必需的，而且对于培养学生的解题技能与发展学生的思维能力都有着十分独特的作用。

把一个多项式化成几个整式的积的形式，叫作多项式的因式分解。例如：


x
 2
 －2x
 －3＝（x
 －3）（x
 ＋1）

在进行因式分解时，要注意：在指定的数（如实数、有理数）的范围内，一定要分解到不能再分解为止，通常没有指定所在范围的，是指在有理数范围内分解。例如：

[image: ]


因式分解后，如果有相同的因式，应写成幂的形式，且要把各个因式进行化简。例如：

[image: ]


常用的因式分解方法有提取公因式法、运用公式法、分组分解法、十字相乘法和求根法。

（1）提取公因式法，形如ma
 ＋mb
 ＋mc
 ＝m
 （a
 ＋b
 ＋c
 ）。例如：

[image: ]


（2）运用公式法

在整式的乘、除中，我们学过若干个乘法公式，现将其反向使用，即因式分解中常用的公式。

常用的公式：

[image: ]


例如：x
 2
 －8x
 ＋16＝（x
 －4）2
 。

（3）分组分解法。

①分组后可以直接提出各组公因式，形如

[image: ]


②分组后可以直接运用公式进行分解。

知识巩固


例5
 　分解因式2ax
 －10ay
 ＋5by
 －bx
 。


解：
 原式＝（2ax
 －10ay
 ）＋（5by
 －bx
 ）


　　＝2a
 （x
 －5y
 ）－b
 （x
 －5y
 ）

　　＝（x
 －5y
 ）（2a
 －b
 ）。




例6
 　分解因式x
 2
 －y
 2
 ＋ax
 ＋ay
 。


解：
 原式＝（x
 2
 －y
 2
 ）＋（ax
 ＋ay
 ）


　　＝（x
 ＋y
 ）（x
 －y
 ）＋a
 （x
 ＋y
 ）

　　＝（x
 ＋y
 ）（x
 －y
 ＋a
 ）。




例7
 　分解因式a
 2
 －2ab
 ＋b
 2
 －c
 2
 。


解：
 原式＝（a
 2
 －2ab
 ＋b
 2
 ）－c
 2



　　＝（a
 －b
 ）2－c
 2


　　＝（a
 －b
 －c
 ）（a
 －b
 ＋c
 ）。



（4）十字相乘法。

十字相乘法简单来讲就是：十字左边相乘等于二次项，右边相乘等于常数项，交叉相乘再相加等于一次项。其实就是运用乘法公式（x
 ＋a
 ）（x
 ＋b
 ）＝x
 2
 ＋（a
 ＋b
 ）x
 ＋ab
 的逆运算来进行因式分解。

十字相乘法能把二次三项式分解因式（不一定在整数范围内）。对于形如ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ＝（a
 1
 x
 ＋c
 1
 ）（a
 2
 x
 ＋c
 2
 ）的整式来说，该方法的关键是把二次项系数a
 分解成两个因数a
 1
 、a
 2
 的积a
 1
 ·a
 2
 ，把常数项c
 分解成两个因数c
 1
 、c
 2
 的积c
 1
 ·c
 2
 ，并使a
 1
 c
 2
 ＋a
 2
 c
 1
 正好等于一次项的系数b
 ，那么可以直接写出结果：ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ＝（a
 1
 x
 ＋c
 1
 ）（a
 2
 x
 ＋c
 2
 ）。在运用这种方法分解因式时，要注意观察、尝试，并体会，它的实质是二项式乘法的逆过程。当首项系数不是1时，往往需要多次试验，务必注意各项系数的符号。

基本式子：x
 2
 ＋（p
 ＋q
 ）x
 ＋pq
 ＝（x
 ＋p
 ）（x
 ＋q
 ）。

十字相乘法分解因式的特点：

①二次项系数是1。

②常数项是两个数的乘积。

③一次项系数是常数项的两因数的和。

知识巩固


例8
 　分解因式x
 2
 ＋5x
 ＋6。


解：
 x
 2
 ＋5x
 ＋6＝（x
 ＋3）（x
 ＋2）。


例9
 　分解因式x
 2
 －7x
 ＋6。


解：
 x
 2
 －7x
 ＋6＝（x
 －1）（x
 －6）。

（5）求根法。

若x
 1
 、x
 2
 是二次三项式ax
 2
 ＋ba
 ＋c
 的两个根，则ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ＝a
 （x
 －x
 1
 ）（x
 －x
 2
 ）。例如：

[image: ]


因式分解的一般步骤：

①多项式的各项中有公因式的，应先提取公因式。

②考虑所给的多项式是否能用公式分解。

③对二次三项式的因式分解，先考虑用十字相乘法分解，不行时再用求根法分解。

④对于多于三项的多项式，一般考虑使用分组分解法。

练习

1．利用提取公因式的方法分解下列因式：

（1）a
 2
 －ab
 ＋ac
 －bc
 ；

（2）xy
 －x
 －y
 ＋1。

2．利用分组分解法分解下列因式：

（1）x
 2
 －x
 －9y
 2
 －3y
 ；

（2）x
 2
 －y
 2
 －z2
 －2y
 z。

3．利用十字相乘法分解下列因式：

（1）x
 2
 ＋14x
 ＋24；

（2）a
 2
 －15a
 ＋36；

（3）x
 2
 ＋4x
 －5；

（4）x
 2
 ＋x
 －2；

（5）y
 2
 －2y
 －15；

（6）x
 2
 －10x
 －24。

4．分解下列因式：

（1）x
 3
 ＋x
 2
 y
 －xy
 2
 －y
 3
 ；

（2）ax
 2
 －bx
 2
 ＋bx
 －ax
 ＋a
 －b
 ；

（3）x
 2
 ＋6xy
 ＋9y
 2
 －16a
 2
 ＋8a
 －1；

（4）a
 2
 －6ab
 ＋12b
 ＋9b
 2
 －4a
 ；

（5）a
 4
 －2a
 3
 ＋a
 2
 －9；

（6）4a
 2
 x
 －4a
 2
 y
 －b
 2
 x
 ＋b
 2
 y
 ；

（7）x
 2
 －2xy
 －x
 z＋y
 z＋y
 2
 ；

（8）a
 2
 －2a
 ＋b
 2
 －2b
 ＋2ab
 ＋1。


 2.3　分式

[image: ]
 新知识

一般地，如果A、B
 表示两个整式，且B
 中含有字母，那么式子A／B
 就叫作分式。其中，A
 称为分子，B
 称为分母。分式是不同于整式的一类代数式。例如，[image: ]
 都是分式。

特别注意：分式中字母的取值不能使分母为零。当分母的值为零时，分式就没有意义。

1．分式的基本性质

分式的分子和分母都乘以（或除以）同一个不等于零的代数式，分式的值不变。

[image: ]


2．分式的符号法则

分子、分母和分式本身的符号，改变其中任意两个，分式的值不变。

[image: ]


最后结果中，习惯上只保留一个符号，写在分式线的前面。

3．分式的运算

（1）加减法：[image: ]


（2）乘法：[image: ]


（3）除法：[image: ]


（4）乘方：[image: ]


（5）开方：[image: ]
 ，（a
 ≥0，b
 ＞0，n
 是正整数）。

分式的基本性质是进行分式化简的运算依据。把分式的分子与分母的公因式约去，叫作分式的约分。

知识巩固


例1
 　化简下列各式：

[image: ]



解：
 （1）[image: ]


（2）[image: ]


（3）[image: ]



例2
 　[image: ]


[image: ]


练习

1．计算下列各式：

[image: ]


2．化简求值：[image: ]
 ，其中[image: ]
 。


 复习题

一、选择题

1．下列计算正确的是（　）。

A．2a
 －a
 ＝2

B．m
 6
 ÷m
 2
 ＝m
 3


C．x
 2008
 ＋x
 2008
 ＝x
 2008


D．t
 2
 ·t
 3
 ＝t
 6


2．下列语句中错误的是（　）。

A．数字0也是单项式

B．单项式a
 的系数与次数都是1

C．[image: ]
 的系数是[image: ]


D．[image: ]
 是二次单项式

3．代数式2008，[image: ]
 ，2xy
 ，[image: ]
 ，1－2y
 ，[image: ]
 中，单项式的个数是（　）。

A．2

B．3

C．4

D．5

4．下列各式从左到右的变形中，是因式分解的是（　）。

A．（a
 ＋3）（a
 －3）＝a
 2
 －9

B．a
 2
 －b
 2
 ＝（a
 ＋b
 ）（a
 －b
 ）

C．a
 2
 －4a
 －5＝a
 （a
 －4）－5

D．[image: ]


5．下列计算正确的是（　）。

A．2a
 2
 ＋2a
 3
 ＝2a
 5


B．[image: ]


C．（5a
 3
 ）2
 ＝25a
 5


D．（－a
 2
 ）2
 ÷a
 ＝a
 3


6．下列计算错误的有（　）。

①（2x
 ＋y
 ）2
 ＝4x
 2
 ＋y
 2


②（3b
 －a
 ）2
 ＝9b
 2
 －a
 2


③（－3b
 －a
 ）（a
 －3b
 ）＝a
 2
 －9b
 2


④（－x
 －y
 ）2
 ＝x
 2
 －2xy
 ＋y
 2


⑤[image: ]


A．1个

B．2个

C．3个

D．4个

7．下列各式的分解因式，正确的个数是（　）。

①100p2
 －25q
 2
 ＝（10＋5q
 ）（10－5q
 ）

②－4m
 2
 －n
 2
 ＝－（2m
 ＋n
 ）（2m
 －n
 ）

③x
 2
 －6＝（x
 ＋3）（x
 －2）

④[image: ]


A．0

B．1

C．2

D．3

8．下列多项式中是完全平方式的是（　）。

A．x
 2
 ＋4x
 ＋1

B．x
 2
 －2y
 2
 ＋1

C．x
 2
 y
 2
 ＋2xy
 ＋y
 2


D．9a
 2
 －12a
 ＋4

9．下列运算正确的是（　）。

A．x
 10
 ÷x
 5
 ＝x
 2


B．x
 －4
 ·x
 ＝x
 －3


C．x
 3
 ·x
 2
 ＝x
 6


D．（2x
 －2
 ）－3
 ＝－8x
 6


10．化简[image: ]
 等于（　）。

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]


二、填空题

1．单项式－πa
 3
 b
 2
 的系数是_____，次数是_____次。

2．代数式[image: ]
 是_____项式，次数是_____次。

3．化简：（6x
 2
 y
 ＋3xy
 2
 ）－（－x
 2
 y
 －4xy
 2
 ）＝_____。

4．若（x
 ＋3）（x
 －4）＝ax
 2
 ＋bx
 ＋c
 ，则a
 ＝_____，b
 ＝_____，c
 ＝_____。

5．若x
 2
 －3x
 －10＝（x
 ＋a
 ）（x
 ＋b
 ），则a
 ＝_____，b
 ＝_____。

6．（－1）－2
 －（π－3）0
 ＝_____。

三、计算题

[image: ]


四、把下列各式因式分解

[image: ]


五、化简下列各式

[image: ]




第3章　方程与不等式


 3.1　一元一次方程

3.1.1　方程和等式

[image: ]
 引入

某项比赛的记分规则是：胜一场得3分，平一场得1分，负一场得0分。若一个队打了14场比赛得17分，其中负5场，那么这个队胜多少场？

如何解决这个问题？

如果设这个队胜x
 场，由题意知，打了14场比赛，负5场，胜x
 场，则平14－5－x
 场，即9－x
 场，该队的得分是17分，可以列出式子：

[image: ]


我们根据问题中相等关系列出了等式，其中既含有已知数，又含有用字母表示的未知数，等式①中的x
 是未知数，这个等式是一个方程。方程为我们解决许多问题带来了方便。

[image: ]
 新知识

含有未知数的等式叫作方程
 。


注意：
 定义中含有两层含义，即方程必定是等式，是用等号连接而成的式子；方程中必定有一个待确定的数，即未知的字母。二者缺一不可。

知识巩固


例1
 　根据方程的定义判断下面哪个是方程。

A．x
 －1

B．x
 2
 －2x
 ＋1＝0

C．2＋6＝8

D．x
 2
 －2x
 ＋1


解：
 根据方程的定义可知，既有未知数又是等式的为答案B。

用等号“＝”来表示相等关系的式子，叫作等式。在等式中，等号左右两边的式子，分别叫作这个等式的左边、右边。等式可以是数字算式，可以是公式、方程，也可以是用式子表示的运算律、运算法则。


注意：
 等式由代数式构成，但不是代数式，因为代数式中没有等号。


等式的性质一
 　等式两边都加上（或减去）同一个数或同一个整式，所得结果仍是等式。若a
 ＝b
 ，则a
 ±m
 ＝b
 ±m
 。


等式的性质二
 　等式两边都乘（或除以）同一个数（除数不能是0）或同一个整式，所得结果仍是等式。若a
 ＝b
 ，则am
 ＝bm
 ，[image: ]
 （m
 ≠0）。

练习

1．下列结论中正确的是（　）。

A．在等式3a
 －6＝3b
 ＋5的两边都除以3，可得等式a
 －2＝b
 ＋5

B．如果2＝－x
 ，那么x
 ＝－2

C．在等式5＝0.1x
 的两边都除以0.1，可得等式x
 ＝0.5

D．在等式7x
 ＝5x
 ＋3的两边都减去x
 －3，可得等式6x
 －3＝4x
 ＋6

2．根据等式的性质填空：

（1）若a
 ＝4－b
 ，则____＝a
 ＋b
 ；

（2）若3x
 －5＝9，则3x
 ＝9＋_____；

（3）若6x
 ＝8y
 ＋3，则x
 ＝_____；

（4）若[image: ]
 ，则x
 ＝_____。

3.1.2　一元一次方程

[image: ]
 新知识

方程中未知数的最高次数称为方程的次
 ，方程中不同未知数的个数称为元
 。使方程左右两边相等的未知数的值，叫作方程的解
 。例如，x
 －1＝0有一个未知数，最高次数是1，所以这个方程是一元一次方程；x
 2
 ＋3x
 ＝5有一个未知数，最高次数是2，所以这个方程是一元二次方程；5x
 ＋6y
 －5＝0有两个未知数，最高次数是1，所以这个方程是二元一次方程。

求得方程的解的过程称为解方程。


注意：
 解方程与方程的解是两个不同的概念，后者是求得的结果，前者是求出这个结果的过程。

要验证某个数是不是一个方程的解，只需将这个数分别代入方程的左边和右边，如果左右两边数值相等，那么这个数就是方程的解，否则就不是。

由方程的次和元的概念可知，本节“引入”问题中所得的方程3x
 ＋（9－x
 ）＋5×0＝17，经整理得2x
 －8＝0（或2x
 ＝8），这是一个一元一次方程。

只含有一个未知数，并且未知数的最高次数是1，系数不等于0的方程叫作一元一次方程
 。

任何一个一元一次方程都可化为ax
 ＋b
 ＝0（a
 ≠0，a
 、b
 是已知数），这个形式叫作一元一次方程的标准形式
 。而方程ax
 ＝b
 （a
 ≠0，a
 、b
 为已知数）则称为一元一次方程的最简形式
 。


注意：


（1）任何一元一次方程都可以转化为最简形式或标准形式，所以判断一个方程是不是一元一次方程，可以通过变形为最简形式或标准形式来验证。如果不变形，直接判断很容易出现错误。

（2）方程ax
 ＝b
 与方程ax
 ＝b
 （a
 ≠0）是不同的，方程ax
 ＝b
 的解需要分类讨论完成。

知识巩固


例2
 　解下列方程：

（1）3x
 ＋9－x
 ＝17；（2）5x
 ＋2（12－x
 ）＝17；（3）[image: ]
 。


解：
 （1）移项，得

3x
 －x
 ＝17－9

合并同类项，得

2x
 ＝8

系数化为1，得


x
 ＝4

（2）去括号，得

5x
 ＋24－2x
 ＝17

移项，得

5x
 －2x
 ＝17－24

合并同类项，得

3x
 ＝－7

系数化为1，得

[image: ]


（3）去分母，得

3（2x
 －3）＝2（x
 ＋1）

去括号，得

6x
 －9＝2x
 ＋2

移项，得

6x
 －2x
 ＝9＋2

合并同类项，得

4x
 ＝11

系数化为1，得

[image: ]


从以上几个例子，我们可以得到解一元一次方程的一般步骤。

（1）去分母：在方程的两边都乘以各分母的最小公倍数。


注意：
 不要漏乘不含分母的项，分子是个整体，含有多项式时应加上括号。

（2）去括号：一般地，先去小括号，再去中括号，最后去大括号。


注意：
 不要漏乘括号里的项，不要弄错符号。

（3）移项：把含有未知数的项移到方程的一边，不含未知数的项移到方程的另一边。


注意：
 移项要变号；不要丢项。

（4）合并同类项：把方程化成ax
 ＝b
 的形式。


注意：
 字母和其指数不变。

（5）系数化为1：在方程的两边都除以未知数的系数a
 （a
 ≠0），得到方程的解[image: ]
 。


注意：
 不要把分子、分母搞颠倒。

知识巩固


例3
 　把一个150 cm长的木棍锯成两段，一段比另一段的两倍多9 cm，求两段长度。


解：
 设锯成的一段长度为x
 cm，则另一段长度为（2x
 ＋9）cm，得


x
 ＋（2x
 ＋9）＝150

去括号，得


x
 ＋2x
 ＋9＝150

移项，得


x
 ＋2x
 ＝150－9

合并同类项，得

3x
 ＝141

系数化1，得


x
 ＝47

则另一段长度为

2×47＋9＝103（cm）

答：所锯的两段长度分别为47 cm和103 cm。

练习

1．解下列方程：

（1）7x
 ＝6x
 －4；

（2）－5x
 ＝8－4x
 ；

（3）5（y
 ＋8）－5＝6（2y
 －7）；

（4）2（3x
 －4）＋7（4－x
 ）＝4x
 ；

（5）[image: ]


（6）[image: ]


（7）[image: ]


（8）[image: ]


2．A、B两地相距40 km，甲、乙分别从两地匀速相向而行。甲骑车，速度为20 km／h，乙跑步，速度为12 km／h，多长时间后两人相遇？

3．已知ax
 
a
 ＋3
 －8＝4是关于x
 的一元一次方程，试求a
 的值，并解这个方程。


 3.2　二元一次方程组

[image: ]
 引入

篮球联赛中，每场比赛都要分出胜负，每队胜一场得2分，负一场得1分。某队为了争取较好的名次，想在全部22场比赛中得到40分，那么这个队胜、负场数分别是多少？


思考：
 这个问题中包含哪些必须同时满足的条件？

设胜的场数是x
 ，负的场数是y
 ，你能用方程把这些条件表示出来吗？

由前述问题知道，题中包含两个必须同时满足的条件：

胜的场数＋负的场数＝总场数，列方程为：

[image: ]


胜场积分＋负场积分＝总积分，列方程为：

[image: ]


观察上面两个方程可以看出，每个方程都含有两个未知数（x
 和y
 ），并且含有未知数的项的次数都是1，像这样的方程叫作二元一次方程。

[image: ]
 新知识

含有两个未知数（x
 和y
 ），并且含有未知数的项的次数都是1的方程，叫作二元一次方程
 。

例如，2x
 ＋5y
 ＝40，x
 －y
 ＝22，y
 ＝5x
 －3，3（x
 －y
 ）＋2（x
 －1）＝－17等。

上面的问题中，两个未知数（x
 和y
 ）必须同时满足方程

[image: ]


把这两个方程合在一起，写成

[image: ]


组成了一个方程组，这是一个二元一次方程组。

这个方程组中含有两个未知数，含有未知数的项的次数都是1，并且一共有两个方程，像这样的方程组叫作二元一次方程组
 。


讨论：
 满足方程①，且符合问题实际意义的x
 、y
 值有哪些？把它们填入表3.2.1中。


表3.2.1

[image: ]


由填好的表3.2.1可知，x
 ＝0，y
 ＝22；x
 ＝1，y
 ＝21；…；x
 ＝22，y
 ＝0使方程x
 ＋y
 ＝22两边的值相等，即它们都是该方程的解。像这样，使二元一次方程两边的值相等的两个未知数的值，叫作二元一次方程的解。


思考：
 表3.2.1中哪对x
 、y
 的值还满足方程②？

可以发现，x
 ＝18，y
 ＝4既满足方程①，又满足方程②，也就是说它们是方程①与方程②的公共解。像这样，二元一次方程组的两个方程的公共解，叫作二元一次方程组的解。

一般地，使二元一次方程两边的值相等的两个未知数的值，叫作二元一次方程的解。

一般地，二元一次方程组的两个方程的公共解，叫作二元一次方程组的解。


注意：
 二元一次方程有无数个解，除非题目中有特殊条件。

练习

1．方程2x
 －y
 ＝12，xy
 ＝－2，[image: ]
 ，x
 －2y
 ＋z＝0，x
 2
 ＋y
 ＝6，x
 ＝2y
 －5中，是二元一次方程的有（　）个。

A．1

B．2

C．3

D．4

2．下列各方程组中，属于二元一次方程组的是（　）。

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]


3．A、B两地相距500 km，甲、乙两车由两地相向而行，若同时出发则5 h后相遇；若乙先出发5 h，则甲出发后3 h与乙相遇。求甲、乙两车速度。

4．下列各对数值中，二元一次方程x
 ＋2y
 ＝2的解是（　），其中是二元一次方程组[image: ]
 的解是（　）。

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]


5．求二元一次方程3x
 ＋9y
 ＝21的正整数解。

6．把方程2x
 －y
 －6＝0化成含y
 的代数式表示x
 的形式：x
 ＝_____。

[image: ]
 新知识

像前面解二元一次方程组那样，用列表等方式找到其中一个二元一次方程的解，再验证这些解中哪个是另一个方程的解，从而找到这个方程组的解，这个过程是比较烦琐的。


思考：
 上节的问题中，我们得到二元一次方程组

[image: ]


可以发现，二元一次方程组中第①个方程x
 ＋y
 ＝22写成y
 ＝22－x
 ，将第②个方程2x
 ＋y
 ＝40中的y
 换成22－x
 ，这个方程就化为一元一次方程2x
 ＋（22－x
 ）＝40。解这个方程，得x
 ＝18，把x
 ＝18代入y
 ＝22－x
 ，得y
 ＝4，从而得到这个方程组的解。

从上面的解答过程可以看到，二元一次方程组中有两个未知数，如果消去其中一个未知数，将二元一次方程组转化为我们熟悉的一元一次方程，就可以先解出一个未知数，然后再设法求另一个未知数。这种将未知数的个数由多化少、逐一解决的想法，叫作消元思想。

上面的解法是：由二元一次方程组中的一个方程，将一个未知数用含另一个未知数的式子表示出来，再代入另一个方程，实现消元，进而求得这个二元一次方程组的解。这种方法叫作代入消元法，简称代入法。

知识巩固


例1
 　用代入法解方程组

[image: ]



解：
 由式①得

[image: ]


把式③代入式②，得

2x
 +3（x
 -3）=6

解这个方程得


x
 =3

把x
 ＝3代入式③，得


y
 =3

所以这个方程组的解是

[image: ]


用代入消元法解方程组的主要步骤：

①变形——将一个未知数用含另一个未知数的式子表示出来。

②代入——消去一个元。

③求解——分别求出两个未知数的值。

练习

1．解例1方程组时，可以先消去x
 吗？请试一下。

2．已知x
 ＝2，y
 ＝2是方程ax
 ＋2y
 ＝4的解，则a
 ＝_____。

3．解方程组：

[image: ]


[image: ]


4．有48支队伍共520名运动员参加篮球、排球比赛，其中篮球队每支10人，排球队每支12人，且每名运动员只能参加一项比赛，则篮球、排球队各有多少支队伍参赛？

知识巩固


例2
 　解方程组：

[image: ]



解：
 ②－①，得

[image: ]


即


x
 =4

代入式①，得


y
 =3

所以这个方程组的解是

[image: ]


思考：类似地，可以怎样解方程组[image: ]


从上面两个方程组的解法可以发现，把两个二元一次方程的两边分别相加或者相减，就可以消去一个未知数，得到一个一元一次方程。

两个二元一次方程中，同一未知数的系数相反或相等时，将两个方程的两边分别相加或相减，就能消去这个未知数，得到一个一元一次方程，这种方法叫作加减消元法，简称加减法。


例3
 　用加减法解方程组：

[image: ]



解：
 ①×3，得

[image: ]


②×2，得

[image: ]


③＋④，得

17x
 =68


x
 =4

把x
 ＝4代入式①，得

[image: ]


所以这个方程组的解是

[image: ]


用加减消元法解方程组的主要步骤：

①变形——使同一个未知数的系数相同或互为相反数。

②加减——消去一个元。

③求解——分别求出两个未知数的值。


例4
 　一群驴友徒步旅行，第一天走4 h，第二天走5 h，两天共走67 km，且第二天比第一天多走3 km。求第一天和第二天的平均速度各是多少。


解：
 设第一天与第二天的平均速度分别是x
 km／h和y
 km／h，根据题意，得方程组

[image: ]


①＋②，得

10y
 =70


y
 =7

把y
 ＝7代入①，得


x
 =8

所以这个方程组的解是

[image: ]


答：第一天和第二天的平均速度分别是8 km／h和7 km／h。

练习

1．用加减法解下列方程组：

[image: ]


2．一艘船顺流航行时，每小时行20 km；逆流航行时，每小时行16 km。求船在静水中的速度与水流的速度。


 3.3　一元一次不等式

[image: ]
 引入

数量有大小之分，我们前面学习了方程（组），运用了数量之间的相等关系，除此之外，数量之间还有不等关系。对于包含不等关系的问题，人们常常进行比较，把要比较的对象数量化，分析其数量关系，列出数学式子，即不等式（组）。与解方程（组）类似，通过解不等式（组），得出相应的结论。


案例1
 　人体的血压如果超过一定数值，就会形成高血压。例如，收缩压（可用x
 表示）达到140 mmHg
(1)

 以上，就是血压偏高。即


x
 ＞140


案例2
 　两个数之间的大小关系：2＜5，－1＞－3，等等。

类似这样表示大小关系的式子有很多，我们把这样的式子称为不等式。

3.3.1　不等式

[image: ]
 新知识

用不等号（“＞”“≥”“＜”“≤”或“≠”）连接的式子叫不等式。

举例：

（1）有些不等式中不含未知数，如2＜5，－1＞－3。

（2）有些不等式中含有未知数，如x
 ＞140，[image: ]
 ，x
 ＋6＞7。

能使不等式成立的未知数的值，叫作不等式的解。

一个含有未知数的不等式的所有解，组成这个不等式的解集。

求不等式的解集的过程叫作解不等式。

一般地，不等式有下列性质：


性质一
 　如果a
 ＞b
 ，那么a
 ±c
 ＞b
 ±c
 。


性质二
 　如果a
 ＞b
 ，c
 ＞0，那么ac
 ＞b
 c
 [image: ]
 。


性质三
 　如果a
 ＞b
 ，c
 ＜0，那么ac
 ＜bc
 [image: ]
 。

练习

1．已知a
 ＜b
 ，用“＞”或“＜”填空：

（1）a
 ＋7_____b
 ＋7；

（2）a
 ÷7_____b
 ÷7；

（3）a
 －3_____b
 －3；

（4）2a
 _____a
 ＋b
 ；

（5）－a
 －3_____－b
 －3。

2．运用不等式的性质把下列不等式化为x
 ＞a
 或x
 ＜a
 的形式：

（1）x
 －7＞26；

（2）3x
 ＜2x
 ＋1；

（3）[image: ]
 ；

（4）－4x
 ＞3。

3.3.2　一元一次不等式

[image: ]
 引入


观察
 　下面这些不等式，有什么共同的特点？

[image: ]


[image: ]
 新知识

上述不等式，都是只含有一个未知数，且未知数次数为1的不等式。类似于一元一次方程，我们能够获得一元一次不等式的概念。

只含有一个未知数，且未知数的次数为1的不等式叫作一元一次不等式。求一元一次不等式的解集的过程叫作解一元一次不等式。

解一元一次不等式的步骤：

①去分母（根据不等式性质二或性质三）。

②去括号（根据整式运算法则）。

③移项（根据不等式性质一）。

④合并同类项（根据合并同类项法则）。

⑤系数化为1（根据不等式性质二或性质三）。


注意：
 解一元一次不等式可以采用与解一元一次方程相同的步骤，但也有不同之处，即在“去分母”和“系数化为1”时，当“不等式两边乘（或除以）同一个负数时，不等号的方向改变”。

知识巩固


例1
 　解下列不等式，并把它的解集在数轴上表示出来：

（1）3（x
 ＋1）＜5；

（2）[image: ]
 。


解：
 （1）去括号，得

3x
 ＋3＜5

移项，得

3x
 ＜5－3

合并同类项，得

3x
 ＜2

系数化为1，得

[image: ]


不等式的解集在数轴上表示为：

[image: ]


（2）去分母，得

4（2－x
 ）≤－（3x
 －5）

去括号，得

8－4x
 ≤－3x
 ＋5

移项，得

－4x
 ＋3x
 ≤5－8

合并同类项，得

－x
 ≤－3

系数化为1，得


x
 ≥3

不等式的解集在数轴上表示为：

[image: ]



注意：
 用数轴来表示不等式的解集时，就如上面两个例子，小于向左画，大于向右画；无等空心圆，有等实心点。


例2
 　某种商品的进价为800元，出售时标价为1200元。后来由于该商品积压，商店准备打折出售，但要保持利润不低于5％，请你帮忙算一算，该商品至多可以打几折。


解：
 设该商品可以打x
 折，则有

[image: ]


解得


x
 ≥7

答：该商品至多可以打7折。

练习

1．下列不等式中，是一元一次不等式的是（　）。

A．2x
 －1＞0

B．1＜2

C．3x
 －2y
 ≤1

D．y
 2
 ＋3＞5

2．下列各数中，不是不等式2－3x
 ＞5的解的是（　）。

A．－2

B．－3

C．－1

D．－1.35

3．解下列不等式：

（1）2x
 －7＜3（x
 －1）；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 。

4．爆破施工时，导火索燃烧的速度是0.8 cm／s，人跑开的速度是5 m／s，为了使点火的工人在施工时能跑到100 m以外的安全地区，导火索至少需要多长？


 复习题

一、填空题

1．下列各式中是一元一次方程的有_____。

①x
 ＋3；②2＋5＝3＋4；③x
 ＋4＝4＋x
 ；④[image: ]
 ；⑤x
 2
 ＋x
 ＋1＝3；⑥x
 －4＝4－x
 ；⑦x
 2
 ＋x
 ＝x
 （x
 ＋2）＋3。

2．y
 ＝1是方程2－3（m
 －y
 ）＝2y
 的解，则m
 ＝_____。

3．一个长方形的长是宽的4倍多2 cm，设长为x
 cm，那么宽为_____cm。

4．如果3x
 2a
 －2
 －4＝0是关于x
 的一元一次方程，那么a
 ＝_____。

5．甲、乙两人在相距10 km的A、B两地相向而行，甲每小时走x
 km，乙每小时走2x
 km，两人同时出发1.5 h后相遇，列方程可得_____。

6．已知x
 ＝2，y
 ＝2是方程ax
 －2y
 ＝4的解，则a
 ＝_____。

7．已知方程x
 －2y
 ＝8，用含x
 的式子表示y
 ，则y
 ＝_____；用含y
 的式子表示x
 ，则x
 ＝_____。

二、选择题

1．与方程x
 －1＝2x
 的解相同的方程是（　）。

A．x
 －2＝1＋2x


B．x
 ＝2x
 ＋1

C．x
 ＝2x
 －1

D．[image: ]


2．根据“x
 的3倍与5的和比x
 的[image: ]
 多2”可列方程（　）。

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]


3．若a
 ＜b
 ，则下列各式中一定成立的是（　）。

A．a
 －1＜b
 －1

B．[image: ]


C．－a
 ＜－b


D．ac
 ＜bc


4．实数a
 在数轴上对应的点如图所示，则a
 ，－a
 ，1的大小关系正确的是（　）。

[image: ]


第4题图

A．－a
 ＜a
 ＜1

B．a
 ＜－a
 ＜1

C．1＜－a
 ＜a


D．a
 ＜1＜－a


5．不等式[image: ]
 的解集是（　）。

A．x
 ＞－6

B．[image: ]


C．[image: ]


D．x
 ＜－6

三、解方程

1．3x
 ＝6x
 －7；

2．1－7x
 ＝11－5x
 ；

3．3（x
 ＋1）－2（x
 ＋2）＝2x
 ＋3；

4．[image: ]
 。

四、解不等式

1．3－（2x
 －1）≥－2；

2．5x
 ＋15＞4x
 －1；

3．2（x
 ＋5）≤3x
 －5；

4．[image: ]
 。

五、用代入法解下列方程组

1．[image: ]


2．[image: ]


3．[image: ]


4．[image: ]


六、用加减法解下列方程组

1．[image: ]


2．[image: ]


3．[image: ]


4．[image: ]


七、计算题

1．求不等式[image: ]
 的正整数解。

2．解不等式－10＋2（1－x
 ）＜3（x
 －1），并把解集在数轴上表示出来。

八、应用题

某校暑假组织学生旅游，甲旅行社说：1名教师（成人）全票，其余学生可享受半价优惠；乙旅行社说：包括教师在内全部按全票的6折优惠。已知两家旅行社的全票价都是240元，问至少要有多少名学生选甲旅行社比较好？



————————————————————


(1)
  1 mmHg＝133.332 Pa。



第4章　函数


 4.1　平面直角坐标系

[image: ]
 引入

生活中，我们经常需要描述位置：例如，地图上的北京在东经116°24′，北纬39°56′；去电影院看电影，电影票上面会印有几排几号的位置；住宿宾馆时，需要知道住在几楼几号房……这些描述告诉我们，定位对于生活多么重要。古时候，人们定位主要依靠日月星辰，而随着科学技术的发展，人们借助先进的卫星定位系统，随时可以获得自己的当前位置，这依赖于坐标系。坐标系的创建起源于法国数学家勒内·笛卡儿（Rene Descartes，1596—1650年）。在16世纪以前，人们研究数学、几何学和代数学是分开的，直到笛卡儿提出用代数的方法研究几何问题的思路，引入变数和坐标系的思想。科学家们在这一思路的启发下，不断深入探索和完善，终于形成了一门“数”与“形”紧密联系的数学分支——解析几何。为了纪念笛卡儿的贡献，人们也把平面直角坐标系称为笛卡儿坐标系。

[image: ]
 新知识

在平面内两条有公共点并且互相垂直的数轴构成平面直角坐标系，通常把其中水平的一条数轴叫横轴或x
 轴，取向右的方向为正方向；铅直的一条数轴叫竖轴或y
 轴，取向上的方向为正方向；两数轴的交点叫作坐标原点；两条数轴的单位长度相同。

建立直角坐标系的平面称为坐标平面，x
 轴和y
 轴把坐标平面分成四个部分，称为四个象限，按逆时针顺序依次称为第一象限、第二象限、第三象限、第四象限，如图4.1.1所示。

[image: ]
图4.1.1



对于平面直角坐标系内的任意一点M
 ，由点M
 向x
 轴和y
 轴分别引垂线，垂足在x
 轴和y
 轴的对应数a
 、b
 分别叫作点M
 的横坐标和纵坐标，有序数对（a
 ，b
 ）叫作点M
 的坐标。

平面直角坐标系内的任意一点都可以用有序实数对（x
 ，y
 ）来表示，反过来每一个有序实数对（x
 ，y
 ）都对应着坐标平面内的一个点。也就是说，平面直角坐标系内的点和有序实数对是一一对应的。

知识巩固


例1
 　如图4.1.2所示，请指出平面直角坐标系内点M和点N的坐标，并指出各点所在的象限。

[image: ]
图4.1.2




解：
 由点M
 向x
 轴和y
 轴分别引垂线，可以看到，垂足在x
 轴的横坐标为2，垂足在y
 轴的纵坐标为3，从而得到点M
 的坐标为（2，3）；由点N
 向x
 轴和y
 轴分别引垂线，可以看到，垂足在x
 轴的横坐标为4，垂足在y
 轴的纵坐标为－2，从而得到点N
 的坐标为（4，－2）。其中，点M
 在第一象限，点N
 在第四象限。

点在各个象限内，点的坐标都有相应的特点，如图4.1.3所示。

[image: ]
图4.1.3




思考：
 坐标轴上的点有什么特点？


例2
 　在平面直角坐标系内：

（1）原点O
 的坐标是什么？

（2）x
 轴上点的纵坐标有什么特点？

（3）y
 轴上点的横坐标有什么特点？

（4）平行于x
 轴的直线上的点，纵坐标有什么特点？

（5）平行于y
 轴的直线上的点，横坐标有什么特点？

（6）第一、三象限角平分线上的点的坐标有什么特点？

（7）第二、四象限角平分线上的点的坐标有什么特点？


解：
 （1）原点O
 的坐标是（0，0）；

（2）x
 轴上点的坐标的特点是纵坐标为0；

（3）y
 轴上点的坐标的特点是横坐标为0；

（4）平行于x
 轴的直线上的点，纵坐标都相同；

（5）平行于y
 轴的直线上的点，横坐标都相同；

（6）第一、三象限角平分线上的点的横、纵坐标相同；

（7）第二、四象限角平分线上的点的横、纵坐标互为相反数。


例3
 　已知长方形ABCD
 中，AB
 ＝5，BC
 ＝3，且AB
 在x
 轴上，若点A
 与原点O
 重合，求其余各点的坐标。


解：
 如图4.1.4所示，在平面直角坐标系中作出长方形，根据各点位置，可知：点B
 的坐标为（5，0）；点C
 的坐标为（5，3）；点D
 的坐标为（0，3）。

[image: ]
图4.1.4




例4
 　如图4.1.5所示，已知三角形ABC在平面直角坐标系的位置，求各点的坐标，并求三角形的面积。

[image: ]
图4.1.5




解：
 由图4.1.5可知，各点的坐标为A
 （2，3），B
 （4，0），C
 （－2，0）。

由图4.1.5可知，三角形底边B
 C的长为6，由点A
 向x
 轴作垂线，垂足为D
 ，故得三角形的高AD
 为3，从而得三角形ABC
 的面积＝[image: ]
 。

练习

1．如图4.1.6所示，在平面直角坐标系中描出点D
 （－4，1），E
 （2，－5）和F
 （－1，－2），并指出各点所在的象限。

[image: ]
图4.1.6



2．建立平面直角坐标系，表示下列各点，并回答下列问题：


A
 （0，3），B
 （4，3），C
 （－3，0），D
 （3，0），E
 （－3，3），F
 （－1，5）

（1）A
 点到原点O
 的距离是多少？

（2）将点C
 向右平移6个单位，它与哪个点重合？

（3）连接CE
 ，则直线C
 E与y
 轴是什么位置关系？

（4）点F
 到x
 轴、y
 轴的距离分别是多少？

3．如图4.1.7所示，四边形ABCD
 的各个顶点坐标分别为（－2，8），（－11，6），（－14，0），（0，0），计算四边形的面积。

[image: ]
图4.1.7




 4.2　函数的概念

[image: ]
 引入

我们生活在一个变化万千的世界，在这里每天都发生着变化，科学家们将这些变化整理成了不同的数量关系。

图4.2.1所示为某地一天内的气温变化。

[image: ]
图4.2.1



根据图4.2.1回答下列问题：

（1）这天的6时、10时和14时的气温分别为多少？任意给出这天中的某一时刻，说出这一时刻的气温。

（2）这一天中，最高气温是多少？最低气温是多少？

（3）这一天中，什么时段的气温在逐渐升高？什么时段的气温在逐渐降低？


解：
 （1）这天的6时、10时和14时的气温分别为－1℃、2℃、5℃；

（2）这一天中，最高气温是5℃，最低气温是－4℃；

（3）这一天中，3—14时的气温在逐渐升高，0—3时和14—24时的气温在逐渐降低。

从图4.2.1中可以看到，随着时间t
 （时）的变化，气温T
 （℃）也随之变化。那么在生活中是否还有其他类似的数量关系呢？

[image: ]
 新知识

在一个变化过程中，数值发生变化的量称为变量
 ，数值始终不变的量称为常量
 。

知识巩固


例1
 　完成下列问题，并指出其中的变量与常量。

（1）小明到商店买练习簿，每本单价2元，购买的总数x
 （本）与总金额y
 （元）的关系式，可以表示为_____；

（2）圆的周长C
 与半径r
 的关系式：_____；

（3）n
 边形的内角和S
 与边数n
 的关系式：_____；

（4）等腰三角形的顶角为x
 度，那么底角y
 的度数用含x
 的式子表示为_____。


解：
 （1）因为总价＝单价×数量，所以购买总数x
 与总金额y
 的关系式可以表示为y
 ＝2x
 ，其中2是常量，x
 和y
 是变量；

（2）圆的周长C
 与半径r
 的关系式是C
 ＝2πr
 ，2和π是常量，C
 和r
 是变量；

（3）n
 边形的内角和S
 与边数n
 的关系式S
 ＝（n
 －2）×180°，2和180°是常量，S
 和n
 是变量；

（4）等腰三角形的顶角为x
 度，那么底角y
 的度数用含x
 的式子表示为y
 ＝（180°－x
 ）÷2，其中2和180°是常量，x
 和y
 是变量。

上面各个问题中，都出现了两个变量，它们互相依赖，密切相关。例如，（1）中总金额y
 随着购买总数x
 的增加而增加；（2）中圆的周长C
 随着半径r
 的增大而增大；（3）中n
 边形的内角和S
 随着边数n
 的增加而增大；（4）等腰三角形底角y
 的度数随着顶角x
 的增加而减小。

一般地，在一个变化过程中，如果有两个变量，假定为x
 和y
 ，对于x
 的每一个确定的值，y
 都有唯一确定的值与其对应，那么我们就说x
 是自变量
 ，y
 是因变量
 ，y
 是x
 的函数
 。一般地，如果当x
 ＝a
 时，y
 ＝b
 ，则b
 叫作自变量为a
 时的函数值
 。

如函数y
 ＝2x
 ，取定x
 ＝3，y
 都有唯一的值6与x
 ＝3对应，此时我们把6叫作当自变量的值为3时的函数值。

知识巩固


例2
 　判断下列问题中的变量y
 是不是x
 的函数？

（1）在y
 ＝2x
 中的y
 与x
 ；

（2）在y
 ＝x
 中的y
 与x
 ；

（3）在y
 ＝x
 2
 中的y
 与x
 ；

（4）在我国人口统计表4.2.1中，年份与人口数可以记作两个变量x
 与y
 ；

表4.2.1



	年份x

	人口数y
 ／亿



	1984
	10.34



	1989
	11.06



	1994
	11.76



	1999
	12.52




（5）图4.2.2所示为体检时的心电图，其中横坐标x
 表示时间，纵坐标y
 表示心脏某部位的生物电流，它们是两个变量，y
 是x
 的函数吗？

[image: ]
图4.2.2




解：
 （1）对于自变量x
 ，根据y
 ＝2x
 ，y
 都有唯一确定的值与它对应，因此y
 是x
 的函数；

（2）对于自变量x
 ，根据y
 ＝x
 ，y
 都有唯一确定的值与它对应，因此y
 是x
 的函数；

（3）对于自变量x
 ，根据y
 ＝x
 2
 ，y
 都有唯一确定的值与它对应，因此y
 是x
 的函数；

（4）对于表4.2.1中每一个确定的年份x
 ，都对应着一个确定的人口数y
 ，因此y
 是x
 的函数；

（5）对于图4.2.2中每一个确定的时间x
 ，都对应着一个确定的生物电流y
 ，因此y
 是x
 的函数。


例3
 　一辆汽车的油箱中现有汽油50 L，如果不再加油，那么油箱中的余油量y
 （单位：L）随行驶里程x
 （单位：km）的增加而减少，平均耗油量为0.1 L／km。

（1）写出表示y
 与x
 的函数关系的式子；

（2）指出自变量x
 的取值范围；

（3）汽车行驶200 km时，油箱中还有多少油？


解：
 （1）行驶路程x
 为自变量，油箱中的余油量y
 是x
 的函数，函数关系式为y
 ＝50－0.1x
 ；

（2）从函数关系式y
 ＝50－0.1x
 看，x
 可以取任意实数，但考虑x
 代表的实际意义为行驶路程，因此x
 不能取负数。行驶中的耗油量为0.1x
 ，它不能超过邮箱中现有的汽油量，也就是说0.1x
 ≤50。

由x
 ≥0且0.1x
 ≤50，得0≤x
 ≤500。

所以自变量的取值范围是：0≤x
 ≤500。

（3）汽车行驶200 km时，油箱中的余油量是函数y
 ＝50－0.1x
 当x
 ＝200时的函数值。将x
 ＝200代入y
 ＝50－0.1x
 ，得


y
 ＝50－0.1×200＝30

因此，当汽车行驶200 km时，油箱中还有油30 L。


例4
 　求出下列函数中自变量的取值范围：

（1）y
 ＝2x
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 。


解：
 （1）自变量x
 的取值范围：x
 为任何实数；

（2）由n
 －1≥0得n
 ≥1，所以自变量n
 的取值范围为n
 ≥1；

（3）由x
 ＋2≠0得x
 ≠－2，所以自变量x
 的取值范围为x
 ≠－2；

（4）由k
 －1≥0和k
 ＋1≠0，得k
 ≥1且k
 ≠－1，所以自变量k
 的取值范围为k
 ≥1。


例5
 　在下列函数中，求当x
 ＝9，x
 ＝27时的函数值。

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 。


解：
 当x
 ＝9时，有

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 。

当x
 =27时，有

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 。


例6
 　已知函数y
 ＝x
 2
 －5x
 －14，当x
 取什么值时函数值为0？


解：
 要使函数值为0，即y
 ＝0，代入函数式中得：0＝x
 2
 －5x
 －14。解这个二元一次方程得

[image: ]


所以当x
 取7或－2时，函数值为0。

一般地，对于一个函数，如果把自变量与函数的每对对应值分别作为点的横、纵坐标，那么坐标平面内由这些点组成的图形，就是这个函数的图像。

知识巩固


例7
 　小明家、食堂、图书馆在同一条直线上。小明从家去食堂吃早餐，接着去图书馆读报，然后回家。图4.2.3反映了这个过程中小明离家的距离y
 与时间x
 之间的对应关系。

[image: ]
图4.2.3



根据图4.2.3回答下列问题：

（1）食堂离小明家有多远？小明从家到食堂用了多长时间？

（2）小明吃早餐用了多长时间？

（3）食堂离图书馆有多远？小明从食堂到图书馆用了多长时间？

（4）小明读报用了多长时间？

（5）图书馆离小明家有多远？小明从图书馆回家的平均速度是多少？


解：
 （1）由纵坐标看出，食堂离小明家0.6 km；由横坐标看出，小明从家到食堂用了8 min；

（2）由横坐标看出，25－8＝17，小明吃早餐用了17 min；

（3）由纵坐标看出，0.8－0.6＝0.2，食堂离图书馆0.2 km；由横坐标看出，28－25＝3，小明从食堂到图书馆用了3 min；

（4）由横坐标看出，58－28＝30，小明读报用了30 min；

（5）由纵坐标看出，图书馆离小明家0.8 km；由横坐标看出，68－58＝10，小明从图书馆回家用了10 min，由此算出平均速度是0.08 km／min。


总结：
 函数图像的具体画法如下：

第一步：列表（列出自变量x
 与函数值y
 的对应表），即先确定x
 的若干个值，然后填入相应的y
 值。

第二步：描点。对于表中的每一组对应值，以x
 值作为点的横坐标，以对应的y
 值作为点的纵坐标，便可画出一个点，即通过表中给出的各个有序实数对，在平面直角坐标系中描出相应的点。

第三步：连线。按照横坐标由小到大的顺序把相邻两点用平滑的曲线连接起来，得到的图形就是函数图像。


例8
 　画出下面函数的图像：

（1）y
 ＝x
 ＋0.5；

（2）[image: ]
 。


解：
 （1）根据函数关系式，从x
 的取值范围中选取若干值，算出y
 的对应值，列表，如表4.2.2所示。


表4.2.2

[image: ]


根据表4.2.2中的数值描点（x
 ，y
 ），并用平滑的曲线连接这些点，如图4.2.4所示。

[image: ]
图4.2.4



从函数图像可以看出，直线从左向右上升，即当x
 由小变大时，y
 ＝x
 ＋0.5随之增大。（2）列表，如表4.2.3所示。


表4.2.3

[image: ]


根据表4.2.3中的数值描点（x
 ，y
 ），并用平滑的曲线连接这些点，如图4.2.5所示。

[image: ]
图4.2.5



从函数图像可以看出，曲线从左向右下降，即当x
 由小变大时，[image: ]
 随之减小。通过上面的学习可以知道，函数的表示方法有三种：解析式法、列表法和图像法。

练习

1．写出下列各问题中的关系式，并指出其中的自变量与函数：

（1）正方形的面积S
 随边长x
 的变化；

（2）秀水村的耕地面积是106 m2
 ，这个村人均耕地面积y
 随着人数x
 的变化而变化；

（3）长方形的周长是18，它的长是m
 ，宽是n
 。

2．下列各曲线中不表示y
 是x
 的函数的是（　）。

A．[image: ]


B．[image: ]


C．[image: ]


D．[image: ]


3．在平整的公路上，汽车紧急刹车后仍将滑行S m，一般有经验公式[image: ]
 ，其中v
 表示刹车前汽车的速度（单位：km／h）。此题中有几个变量？当v
 ＝80 km时，S
 为多少？（说明：运算过程中不需要运算单位）

4．画出函数y
 ＝2x
 －1的图像，并判断点A
 （－2.5，－4），B
 （1，3），C
 （2.5，4）是否在函数的图像上。


 4.3　正比例函数

[image: ]
 引入

观察下面的几个函数：

（1）y
 ＝0.2x
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）y
 ＝－2x
 ；

（4）y
 ＝20x
 。

从函数的解析式看，这几个函数有什么共同的特点？

[image: ]
 新知识

一般地，形如y
 ＝kx
 （k
 是常数，k
 ≠0）的函数，叫作正比例函数，其中k
 叫作比例系数。

知识巩固


例1
 　画出函数y
 ＝2x
 和函数[image: ]
 的函数图像。


解：
 （1）函数y
 ＝2x
 中自变量x
 可为任意实数，列表，如表4.3.1所示。


表4.3.1

[image: ]


根据表4.3.1中的数值描点（x
 ，y
 ），并用平滑的曲线连接这些点，如图4.3.1所示。

[image: ]
图4.3.1



用同样的方法，可以得到[image: ]
 的函数图像（见图4.3.1）。两个函数图像都是一条经过原点的直线，同时也都经过第一、三象限。


例2
 　画出函数y
 ＝－2x
 和函数[image: ]
 的函数图像。


解：
 （1）函数y
 ＝－2x
 中自变量x
 可为任意实数，列表，如表4.3.2所示。


表4.3.2

[image: ]


根据表4.3.2中的数值描点（x
 ，y
 ），并用平滑的曲线连接这些点，如图4.3.2所示。

用同样的方法，可以得到[image: ]
 的函数图像（见图4.3.2）。两个函数图像都是一条经过原点的直线，同时也都经过第二、四象限。

[image: ]
图4.3.2



上面四个函数的图像都经过原点，其中函数y
 ＝2x
 和函数[image: ]
 的图像都经过第一、三象限，从左到右上升；函数y
 ＝－2x
 和函数[image: ]
 的图像经过第二、四象限，从左到右下降。

一般地，正比例函数y
 ＝kx
 （k
 是常数，k
 ≠0）的图像是一条经过原点的直线，我们称它为直线y
 ＝kx
 。当k
 ＞0时，直线y
 ＝kx
 经过第一、三象限，从左到右上升，即随着x
 的增大y
 也增大；当k
 ＜0时，直线y
 ＝kx
 经过第二、四象限，从左到右下降，即随着x
 的增大y
 反而减小。

因为两点确定一条直线，所以在画正比例函数的图像时，可用两点法。一般地，过原点和点（1，k
 ）（k
 是常数，k
 ≠0）的直线，即正比例函数y
 ＝kx
 （k
 是常数，k
 ≠0）的图像。

练习

1．指出下列正比例函数中，哪些随着x
 的增大y
 也增大，哪些随着x
 的增大y
 反而减小：

（1）y
 ＝78x
 ；

（2）y
 ＝0.003x
 ；

（3）y
 ＝－1994x
 ；

（4）[image: ]
 。

2．如果下列函数的值随着x
 的增大而增大，判断k的取值范围：

（1）y
 ＝（3k
 －1）x
 ；

（2）y
 ＝（5－k
 ）x
 。

3．画出函数[image: ]
 和函数y
 ＝－5x
 的图像。


 4.4　反比例函数

[image: ]
 引入

观察下面的两个函数：

（1）矩形的面积是12 cm2
 ，这时底y
 （cm）和高x
 （cm）之间的关系是什么？用函数关系式表示出来。

（2）两个变量x
 和y
 的乘积等于－6，问：变量x
 和y
 之间的关系是什么？用函数关系式表示出来。


思考：
 （1）从关系式看，它们是不是正比例函数？

（2）变量之间的关系具有什么特点？

这两个函数的关系式分别是[image: ]
 和[image: ]
 ，从关系式的形式可以看出，不符合正比例函数y
 ＝kx
 的形式。两个函数的变量之间都具有相同的特点，即两个变量的乘积等于非零常数。

[image: ]
 新知识

一般地，形如[image: ]
 （k
 是常数，k
 ≠0）的函数，叫作反比例函数，其中k
 叫作比例系数。

知识巩固


例1
 　已知京沪高速公路全长约为1262 km，汽车沿京沪高速公路从上海驶往北京，求汽车行完全程所需的时间t
 （h）与行驶的平均速度v
 （km／h）之间的函数关系式。求当v
 ＝120 km／h时，汽车行完全程所需的时间t
 （取小数点后两位）。


解：
 由路程＝速度×时间可知，汽车行完全程所需的时间t
 与行驶的平均速度v
 之间的函数关系式为

[image: ]


求当v
 ＝120 km／h时，汽车行完全程的时间t可以看作函数当自变量取120的函数值，即将v
 ＝120代入[image: ]
 得


t
 ≈10.52（h）

答：所求的函数关系式为[image: ]
 ，当v
 ＝120 km／h时，汽车行完全程所需的时间约为10.52 h。


例2
 　作反比例函数[image: ]
 和[image: ]
 的图像。


解：
 对函数[image: ]
 列表，如表4.4.1所示。


表4.4.1

[image: ]


根据表4.4.1中的数值描点（x
 ，y
 ），并用平滑的曲线连接这些点，如图4.4.1所示。

[image: ]
图4.4.1



对函数[image: ]
 列表，如表4.4.2所示。


表4.4.2

[image: ]


在平面直角坐标系中，根据表4.4.2中数值描点（x
 ，y
 ），并用平滑的曲线连接这些点，如图4.4.2所示。

[image: ]
图4.4.2



从例2中可以看到，两个函数的图像都是不经过原点的两条曲线，其中函数[image: ]
 的两个分支分别分布在第一、三象限，两条曲线都是从左到右下降，并无限接近x
 轴和y
 轴；函数[image: ]
 的两个分支分别分布在第二、四象限，两条曲线都是从左到右上升，并无限接近x
 轴和y
 轴。

一般地，反比例函数[image: ]
 （k
 是常数，k
 ≠0）的图像是两条不经过原点的曲线，它们关于原点中心对称，我们称它们为双曲线。当k
 ＞0时，函数图像的两个分支分别分布在第一、三象限，在每一个象限中，y
 随着x
 的增大而减小；当k
 ＜0时，函数图像的两个分支分别分布在第二、四象限，y
 随着x
 的增大而增大。两个分支都无限接近但永远不能达到x
 轴和y
 轴。

练习

1．已知y
 与x
 成反比例，并且x
 ＝3时y
 ＝7，求：

（1）y
 和x
 之间的函数关系式；

（2）[image: ]
 时，y
 的值；

（3）y
 ＝3时，x
 的值。

2．在同一坐标系里，画出函数[image: ]
 和函数[image: ]
 的图像。


 4.5　一次函数

[image: ]
 引入

请找出下面变量之间的函数关系，并说说这些函数解析式有哪些共同特征。

（1）有人发现，在20～25℃时蟋蟀每分钟鸣叫次数c
 与温度t
 （单位：℃）有关，即c
 的值约是t
 的7倍与35的差；

（2）一种计算成年人标准体重G
 （单位：kg）的方法是：以厘米为单位量出身高值h
 ，再减常数105，所得差是G
 的值；

（3）某城市市内电话的月收费额y
 （单位：元）包括月租费22元和拨打电话x
 min的计时费（按0.1元／min收取）；

（4）把一个长10 cm、宽5 cm的长方形的长减少x
 cm，宽不变，长方形的面积y
 （单位：cm2
 ）随x
 的变化而变化。

上面问题中，表示变量之间关系的函数解析式分别为：

（1）c
 ＝7t
 －35（20≤t
 ≤25）；

（2）G
 ＝h
 －105；

（3）y
 ＝0.1x
 ＋22；

（4）y
 ＝－5x
 ＋50（0≤x
 ＜10）。

这些函数都是常数k与自变量的积与常数b
 的和的形式。

[image: ]
 新知识

一般地，形如y
 ＝kx
 ＋b
 （k
 、b
 是常数，k
 ≠0）的函数，叫作一次函数。当b
 ＝0时，y
 ＝kx
 ＋b
 即y
 ＝kx
 ，所以说，正比例函数是一种特殊的一次函数。

知识巩固


例1
 　在同一坐标系中画出函数y
 ＝x
 ，y
 ＝x
 ＋2，y
 ＝x
 －2的函数图像。


解：
 列表，如表4.5.1所示。


表4.5.1

[image: ]


根据表4.5.1中所得的各个数对描点（x
 ，y
 ），并用平滑的曲线连接这些点，分别得出三个函数的图像，如图4.5.1所示。

[image: ]
图4.5.1



从图4.5.1可以看到，一次函数y
 ＝x
 ＋2，y
 ＝x
 －2的图像与正比例函数y
 ＝x
 的图像相同，也是直线，而且两条直线的倾斜度与y
 ＝x
 的图像的倾斜度相同。函数y
 ＝x
 ＋2的图像与y
 轴交于点（0，2），可以看作是由直线y
 ＝x
 向上平移2个单位长度而得到的。图像y
 ＝x
 －2与y
 轴交于点（0，－2），可以看作是由直线y
 ＝x
 向下平移2个单位长度而得到的。

事实上，一次函数y
 ＝kx
 ＋b
 的图像是一条直线，我们也常常称它为直线y
 ＝kx
 ＋b
 ，它可以看作由直线y
 ＝kx
 平移｜b
 ｜个单位长度得到（当b
 ＞0时，向上平移；当b
 ＜0时，向下平移）。

直线y
 ＝kx
 ＋b
 ，当k＞0时，从左向右上升，即函数y
 随自变量x
 的增大而增大；当k＜0时，从左向右下降，即函数y
 随自变量x
 的增大而减小。

由于一次函数的图像是一条直线，因此在画一次函数的图像时，只需要确定两个点就可以画出来了。


例2
 　已知一次函数的图像经过点（3，5）与点（－4，－9），求这个一次函数的解析式。


解：
 设这个一次函数的解析式为y
 ＝kx
 ＋b
 ，因为y
 ＝kx
 ＋b
 的图像经过点（3，5）与点（－4，－9），所以

[image: ]


解方程得

[image: ]


所以这个一次函数的解析式为y
 ＝2x
 －1。

像这样，先设出函数解析式，再根据条件确定解析式中未知的系数，从而具体写出这个式子的方法，叫作待定系数法。

一方面，知道函数的解析式，只需要确定两点即可画出一次函数的图像；另一方面，如例2，已知一次函数图像上的两个点，就可以利用待定系数法求出函数的解析式，如图4.5.2所示。

[image: ]
图4.5.2



练习

1．下面函数中，哪些是一次函数？哪些又是正比例函数？

（1）y
 ＝－8x
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）y
 ＝5x
 2
 ＋22；

（4）y
 ＝0.5x
 －0.1。

2．在同一直角坐标系中画出函数y
 ＝－2x
 ，y
 ＝－2x
 －1，y
 ＝－2x
 ＋1的图像，并说明它们有什么关系。

3．已知一次函数的图像经过点（9，0）和点（24，20），写出函数的解析式。


 复习题

1．下列关系式中，y
 不是x
 的函数的是（　）。

A．[image: ]


B．y
 ＝x
 2


C．y
 ＝|x
 |

D．|y
 |＝x


2．等腰三角形ABC
 的周长为10，底边BC
 长为y
 ，腰AB
 长为x
 ，求：

（1）y
 关于x
 的解析式；

（2）腰长AB
 ＝3时，底边BC
 的长；

（3）自变量的取值范围。

3．求下列函数中自变量的取值范围：

（1）[image: ]
 ；

（2）[image: ]
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 。

（5）[image: ]
 。

（6）[image: ]
 。

4．当x
 ＝2时，求下列函数y
 的对应值：

（1）y
 ＝2x
 ＋3；

（2）y
 ＝3x
 2
 ；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 。

5．如果下列正比例函数的值随着x
 的增大而减小，判断k
 的取值范围。

（1）y
 ＝（2k
 －1）x
 ；

（2）y
 ＝（3－k
 ）x
 。

6．画出函数[image: ]
 和函数y
 ＝－0.2x
 的图像。

7．设矩形的面积是24 cm2
 ，长是x
 cm。

（1）求它的宽；

（2）作出这个矩形的宽和长的函数关系的图像。

8．已知一次函数y
 ＝kx
 ＋b
 ，当x
 ＝2时，y
 的值为4；当x
 ＝－2时，y
 的值为－2。求k
 和b
 。

9．已知动车组的平均速度是160 km／h，求它的行驶路程s
 （单位：km）关于行驶时间t
 （单位：h）的函数解析式，并画出它的函数图像。

10．已知一次函数y
 ＝kx
 ＋b
 （k
 ≠0）。按以下四种情况分别画出函数图像在坐标系中的大概位置：

（1）k
 ＞0，b
 ＞0；

（2）k
 ＞0，b
 ＜0；

（3）k
 ＜0，b
 ＞0；

（4）k
 ＜0，b
 ＜0。



第5章　数列


 5.1　数列的定义

[image: ]
 引入

观察下列每一组数：

（1）将所有的偶数从小到大排成一列数为

2，4，6，8，10，…

（2）将所有正整数的倒数从大到小排成一列数为

[image: ]


（3）将所有5的倍数从小到大排成一列数为

5，10，15，20，25，…

（4）某报告厅共25排座位，各排座位数按照从前到后的顺序排成一列数为

22，24，26，28，…，68，70

[image: ]
 新知识

像上面4组数那样，按照一定次序排成的一列数叫作数列。数列中的每一个数叫作数列的项。在第一个位置上的数叫作数列的第1项（或首项），在第2个位置上的数叫作数列的第2项，…，在第n
 个位置上的数叫作数列的第n
 项。

其中反映各项在数列中位置的数字1，2，3，…，n
 ，…分别叫作对应项的项数。数列的一般形式可以写成

[image: ]


其中，a
 
n

 是数列的第n
 项，a
 
n

 的下标n
 即项数。

有时我们把上面的数列简记作｛a
 
n

 ｝。

数列的每一项与它的项数之间有下列对应关系：

[image: ]


[image: ]


知识巩固


例1
 　设数列｛a
 
n

 ｝为“－6，－4，－2，0，…”，请指出其中a
 3
 、a
 6
 各是什么数。


解：
 观察数列，可以发现a
 3
 ＝－2。

同时，除第一项外，每一项比前一项多2，所以可以推测出，数列的第6项a
 6
 ＝4。

项数有限的数列叫作有穷数列，项数无限的数列叫作无穷数列。例如，在“引入”中的4个数列中，（1）、（2）、（3）是无穷数列，（4）是有穷数列。


例2
 　请说出下列数列哪些是有穷数列，哪些是无穷数列。

（1）1，2，22
 ，23
 ，…，263
 ；

（2）2，2，2，2，…；

（3）1，－1，1，－1，1，－1，…；

（4）1，2，3，4，…，67。


解：
 观察发现，上面的数列中，（1）和（4）是有穷数列，（2）和（3）是无穷数列。

练习

1．说出生活中的一个数列。

2．数列“1，2，3，4，5”和数列“5，4，3，2，1”是否为同一个数列？

3．请说出一个有穷数列，并判断所有正奇数按从小到大排成的数列是有穷还是无穷数列。


 5.2　数列的通项公式

[image: ]
 引入

观察数列[image: ]
 的每一项，可以发现，每一项都可以表示为项数的倒数，即[image: ]
 。

[image: ]
 新知识

如果数列的第n
 项与n
 之间的关系可以用一个公式来表示，那么这个公式叫作这个数列的通项公式
 。

例如，观察数列｛2，4，6，8，10，…｝的项数与项的对应关系：

项　数　　1　2　3　…　n


项　　　2　4　6　…　2n


可以知道，｛2，4，6，8，10，…｝的通项公式为a
 
n

 ＝2n
 。

知识巩固


例1
 　根据下面数列｛a
 
n

 ｝的通项公式，写出数列的前5项：

（1）a
 
n

 ＝3n
 ；

（2）a
 
n

 ＝10n
 －1；

（3）[image: ]
 ；

（4）a
 
n

 ＝（－1）
n

 ·n
 。


解：
 （1）在通项公式中依次取n
 ＝1，2，3，4，5，得到数列的前5项为a
 1
 ＝3，a
 2
 ＝6，a
 3
 ＝9，a
 4
 ＝12，a
 5
 ＝15。

（2）在通项公式中依次取n
 ＝1，2，3，4，5，得到数列的前5项为a
 1
 ＝9，a
 2
 ＝19，a
 3
 ＝29，a
 4
 ＝39，a
 5
 ＝49。

（3）在通项公式中依次取n
 ＝1，2，3，4，5，得到数列的前5项为[image: ]
 ，a
 3
 [image: ]
 。

（4）在通项公式中依次取n
 ＝1，2，3，4，5，得到数列的前5项为a
 1
 ＝－1，a
 2
 ＝2，a
 3
 ＝－3，a
 4
 ＝4，a
 5
 ＝－5。


例2
 　写出数列的一个通项公式，使它的前4项分别是下列各数：

（1）5，10，15，20，…；

（2）2，4，8，16，…；

（3）1－1，2－1，3－1，4－1，…；

（4）22
 －1，32
 －1，42
 －1，52
 －1，…。


解：
 （1）观察数列中每一项与项数的关系，得表5.2.1。


表5.2.1

[image: ]


所以它的一个通项公式是a
 
n

 ＝5n
 。

（2）观察数列中每一项与项数的关系，得表5.2.2。


表5.2.2

[image: ]


所以它的一个通项公式是a
 
n

 ＝2
n

 。

（3）观察数列中每一项与项数的关系，得表5.2.3。


表5.2.3

[image: ]


所以它的一个通项公式是a
 
n

 ＝n
 －1。

（4）观察数列中每一项与项数的关系，得表5.2.4。


表5.2.4

[image: ]


所以它的一个通项公式是a
 
n

 ＝（n
 ＋1）2
 －1。

事实上，数列｛a
 
n

 ｝的通项公式可能不止一个，虽然通项公式的形式不同，但是它们表示的是同一个数列。

练习

1．观察下面数列的特点，用适当的数填空。

（1）2，（　），8，16，32，（　），128，（　），…；

（2）（　），4，9，（　），25，（　），49，64，…；

（3）1，[image: ]
 ，（　），2，[image: ]
 ，（　），[image: ]
 。

2．根据下面数列｛a
 
n

 ｝的通项公式，写出数列的前5项。

（1）a
 
n

 ＝n
 2
 ；

（2）a
 
n

 ＝10
n

 －1。

3．写出数列的一个通项公式，使它的前4项分别是下列各数：

（1）1，3，5，7，…；

（2）15，25，35，45，…。


 5.3　等差数列及其通项公式

[image: ]
 引入

观察下面的数列：

（1）全国统一鞋号中，成年女鞋的各种尺码（表示鞋底长，单位是cm）分别是：

22，22.5，23，23.5，24，24.5，25

（2）某剧场前10排的座位数分别是：

28，30，32，34，36，38，40，42，44，46

（3）某长跑运动员2个月按周统计的每天训练量（单位：m
 ）是：

7500，8000，8500，9000，9500，10000，10500，11000

这些数列有什么共同特点？

我们发现：

对于数列（1），从第2项起，每一项与它前一项的差都等于0.5；

对于数列（2），从第2项起，每一项与它前一项的差都等于2；

对于数列（3），从第2项起，每一项与它前一项的差都等于500。

也就是说，上述三个数列有一个共同的特点：每个数列从第2项起，每一项与它前一项的差都等于同一个常数。

[image: ]
 新知识

一般地，如果一个数列从第2项起，每一项与它前一项的差等于同一个常数，那么这个数列就叫作等差数列，这个常数叫作等差数列的公差，公差通常用字母d
 表示。

想一想，上述三个数列是等差数列吗？如果是，公差是多少？

这三个数列都是等差数列，它们的公差依次是0.5，2，500。

如果等差数列｛a
 
n

 ｝的首项是a
 1
 ，公差是d
 ，那么根据等差数列的定义得到

[image: ]


由此得到，等差数列｛a
 
n

 ｝的通项公式是

[image: ]


知识巩固


例1
 　求下列等差数列的公差：

（1）4，5，6，7，8，9，10；

（2）14，12，10，8，6，4，2；

（3）[image: ]
 ；

（4）－1，－3，－5，－7，…。


解：
 （1）d
 ＝a
 2
 －a
 1
 ＝5－4＝1；

（2）d
 ＝a
 2
 －a
 1
 ＝14－12＝2；

（3）[image: ]


（4）d
 ＝a
 2
 －a
 1
 ＝－3－（－1）＝－2。


例2
 　（1）求等差数列8，5，2，…的第20项。

（2）－401是不是等差数列－5，－9，－13，…的项？如果是，是第几项？


解：
 （1）由a
 1
 ＝8，d
 ＝5－8＝－3，得

[image: ]


（2）由a
 1
 ＝－5，d
 ＝（－9）－（－5）＝－4，得数列的通项公式为

[image: ]


由题意知，本题是要回答是否存在正整数n
 ，使得

－401＝－1－4n


成立。解这个关于n
 的方程，得n
 ＝100，即－401是这个数列的第100项。


例3
 　在等差数列｛a
 
n

 ｝中，已知a
 5
 ＝10，a
 12
 ＝31，求首项a
 1
 与公差d
 。


解：
 由题意可知

[image: ]


这是一个以a
 1
 和d
 为未知数的二元一次方程组，解这个方程组，得

[image: ]


即这个等差数列的首项是－2，公差是3。


例4
 　梯子的最高一级宽33 cm，最低一级宽110 cm，中间还有10级，各级的宽度成等差数列，计算中间各级的宽度。


解：
 用｛a
 
n

 ｝表示梯子自上而下各级宽度所成的等差数列，由已知条件，有

[image: ]


由通项公式，得

[image: ]


即

110＝33＋11d


解得


d
 =7

因此，a
 2
 ＝33＋7＝40，a
 3
 ＝40＋7＝47，a
 4
 ＝47＋7＝54，a
 5
 ＝54＋7＝61，a
 6
 ＝61＋7＝68，a
 7
 ＝75，a
 8
 ＝82，a
 9
 ＝89，a
 10
 ＝96，a
 11
 ＝103。

答：梯子中间各级的宽度从上到下依次是40 cm，47 cm，54 cm，61 cm，68 cm，75 cm，82 cm，89 cm，96 cm，103 cm。

如果在a
 和b
 中间插入一个数A
 ，使a
 、A
 、b
 成等差数列，那么A
 应该满足什么条件？

由a
 、A
 、b
 成等差数列，得


A－a
 ＝b－A


所以

[image: ]


反过来，如果[image: ]
 ，那么2A
 ＝a
 ＋b
 ，A
 －a
 ＝b
 －A
 ，即a
 、A
 、b
 成等差数列。

如果a
 、A
 、b
 成等差数列，那么A
 叫作a
 和b
 的等差中项。

容易看出，在一个等差数列中，从第2项起，每一项（有穷数列的末项除外）都是它的前一项与后一项的等差数列。

练习

1．求等差数列3，7，11，…的第4项和第10项。

2．100是不是等差数列2，9，16，…的项？如果是，是第几项？如果不是，说明理由。

3．在等差数列｛a
 
n

 ｝中，

（1）已知a
 4
 ＝10，a
 7
 ＝19，求a
 1
 与d
 ；

（2）已知a
 3
 ＝9，a
 9
 ＝3，求a
 12
 。

4．求下列各题中两个数的等差中项：

（1）100与180；

（2）－2与6。


 5.4　等差数列的前n
 项和

[image: ]
 引入

数学家高斯在上小学的时候就表现出极高的天赋。据说，老师在课堂上出了一道题目：“计算正整数从1加到100的和。”10岁的高斯很快就计算出了正确的结果。他是怎样计算的呢？

观察算式：

1＋2＋3＋4＋5＋…＋96＋97＋98＋99＋100

可以发现

首项与末项的和：1＋100＝101；

第2项与倒数第2项的和：2＋99＝101；

第3项与倒数第3项的和：3＋98＝101；

…

第50项与倒数第50项的和：50＋51＝101。

于是可以得出，所求的和是：[image: ]
 。

上面的问题可以看作等差数列

1，2，3，…，n
 ，…

求前100项和的问题。在高斯的求解过程中，我们发现任意的第k
 项与倒数第k
 项的和都等于首项与末项的和，从而得出，所求的前100项的和可以用首项、末项及项数100计算出来。这就启发我们思考如何去求一般等差数列的前n
 项的和。

[image: ]
 新知识

设等差数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
n

 ，即

[image: ]


根据等差数列｛a
 
n

 ｝的通项公式，上式可写成

[image: ]


再把这一式等号右边的计算式的项的次序反过来，S
n

 又可以写成

[image: ]


把式①和式②两边分别相加，得

[image: ]


由此得到等差数列的前n
 项和的公式：

[image: ]


这就是说，等差数列的前n
 项和等于首末项的和与项数的乘积的一半。

用这个公式计算本小节开始提出的问题，有

[image: ]


知道了等差数列｛a
 
n

 ｝的a
 1
 、n
 、a
 
n

 ，利用公式可以求出S
n

 。

因为

[image: ]


所以上面的公式又可以写成

[image: ]


知识巩固


例1
 　已知等差数列｛a
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝12，a
 10
 ＝30，求S
 10
 。


解：
 由题意得

[image: ]



例2
 　某商场货架上用可乐摆成一个造型，每排可乐的数量成等差数列，记为｛a
 
n

 ｝。现在知道第一排有20听，往上每一排比下面一排少1听，最上面一排有5听，求这个货架上摆放的可乐一共有多少听？


解：
 由题意知，每排可乐的数量成等差数列，记为｛a
 
n

 ｝，从而


a
 1
 ＝20，d
 ＝－1，a
 
n

 ＝5

[image: ]


答：货架上摆放的可乐一共有200听。

练习

1．求等差数列2，5，8，…的前20项和。

2．等差数列｛a
 
n

 ｝中，

（1）已知a
 1
 ＝10，a
 7
 ＝19，求S
 7
 ；

（2）已知a
 1
 ＝9，d
 ＝3，n
 ＝30，求S
 30
 ；

（3）已知a
 1
 ＝26，d
 ＝－2，a
 
n

 ＝2，求S
 
n

 。


 5.5　等比数列及其通项公式

[image: ]
 引入

观察下面的数列：

（1）1，2，4，8，…；

（2）1，10，100，1000，…；

（3）0.9，0.09，0.009，0.0009，…。

这些数列有什么共同特点？

我们发现：

对于数列（1），从第2项起，每一项与它前一项的比都等于2；

对于数列（2），从第2项起，每一项与它前一项的比都等于10；

对于数列（3），从第2项起，每一项和它前一项的比都等于0.1。

这就是说，上述三个数列有一个共同的特点：每个数列从第2项起，每项与它前一项的比都等于同一个常数。

[image: ]
 新知识

一般地，如果一个数列从第2项起，每一项与它前一项的比都等于同一个常数，那么这个数列就叫作等比数列，这个常数叫作等比数列的公比，公比通常用字母q
 表示，其中q
 ≠0。

想一想，上述三个数列是等比数列吗？如果是，公比是多少？

这三个数列都是等比数列，它们的公比依次是2，10，0.1。

如果等比数列｛a
 
n

 ｝的首项是a
 1
 ，公比是q
 ，那么根据等比数列的定义得到

[image: ]


所以

[image: ]


由此得到，等比数列｛a
 
n

 ｝的通项公式是：

[image: ]


其中，a
 1
 不为0。

知识巩固


例1
 　在等比数列｛a
 
n

 ｝中，a
 1
 ＝3，q
 ＝2，求a
 2
 ，a
 5
 。


解：
 由等比数列的通项公式可知

[image: ]



例2
 　已知一个等比数列｛a
 
n

 ｝的第3项和第4项分别是10与15，求它的首项和公比。


解：
 由等比数列的通项公式可知

[image: ]


②÷①，得


q
 =5

将q
 ＝5代入式①，得

[image: ]


与等差中项的概念类似，如果在a
 和b
 中间插入一个数G
 ，使a
 、G
 、b
 成等比数列，那么G
 叫作a
 和b
 的等比中项。

由a
 、G
 、b
 成等比数列，得

[image: ]


所以

[image: ]


反过来，如果ab
 同号，[image: ]
 或[image: ]
 ，即G
 2
 ＝ab
 ，那么G
 是a
 和b
 的等比中项。

例如，4和－4都是2、8的等比中项。

容易看出，在一个等比数列中，从第2项起，每一项（有穷数列的末项除外）都是它前一项与后一项的等比数列。

练习

1．（1）求等比数列5，－15，45，…的第4项和第5项。

（2）已知等比数列的第9项是[image: ]
 ，公比是[image: ]
 ，求它的第1项。

2．在等比数列｛a
 
n

 ｝中，

（1）已知a
 2
 ＝10，a
 3
 ＝20，求a
 1
 与q
 ；

（2）已知a
 2
 ＝9，a
 5
 ＝54，求q
 。

3．求下列各题中两个数的等比中项：

（1）45与80；（2）10与1000。


 5.6　等比数列的前n
 项和

[image: ]
 引入

根据历史传说记载，国际象棋起源于古印度，至今见诸文献最早的记录是在萨珊王朝时期用波斯文写的，如图5.6.1所示。

[image: ]
图5.6.1



据说当时的国王很自负虚浮，整天只知道享乐，渴望着有新鲜的刺激。有一天，来了一位老人，他把自己发明的国际象棋献给了国王。国王一下子就喜欢上了这个游戏，并且很快就着了迷。于是他决定奖励这位老人，就对老人说：“你给了我无穷的乐趣，为了奖赏你，我现在决定，你可以从我这儿得到你想要的任何东西。”

老人慢条斯理地回答道：“请国王下令在棋盘的第一格上放一粒小麦，第二格上放两粒小麦，第三格上放四粒，第四格上放八粒，依次每格增加一倍小麦数量，一直到第六十四格为止。”

“可怜的人啊，你的要求就这么一点点吗？”国王不禁笑了起来，立即命人取一袋小麦来，按照老人的要求数给他。

但是，这一袋小麦很快就数完了，结果棋盘上还有很多格子没有数。国王觉得有点奇怪，就命人再去取一袋来。接着，第三袋、第四袋……小麦堆积如山，但是离第六十四格还远得很。国王的脸色越来越难看，由惊奇逐渐转为阴沉，最后竟勃然大怒了。眼看着国库里的小麦已经搬空了，而棋盘上还有格子没有数到小麦。

老人要求的小麦究竟有多少呢？

事实上，各个格子的小麦数量可以看成一个首项为1，公比为2的等比数列。根据计算，64个格子所需要放的小麦数量应该是这个数列的前64项和，总数是一个19位数，折算为质量，是两千多亿吨。即使是现代，全世界小麦的年产量也不过数亿吨而已。

[image: ]
 新知识

一般地，设等比数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，则在国际象棋这个故事里面老人想要的小麦数量记为S
 64
 。

[image: ]


如果用公比2乘上面等式的两边，得到

[image: ]


对比两式，可以发现，除了式①的首项和式②的末项外，其余各项都相同。于是用②－①，即左右两边同时相减，相同的项即可消去，得到

[image: ]


即

[image: ]


一般地，设等比数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和为S
 
n

 ，则

[image: ]


根据等比数列的通项公式，上式可写成

[image: ]


式①的两边乘q
 ，得

[image: ]


①－②，得

[image: ]


整理得

[image: ]


由此得q
 ≠1时，等比数列的前n
 项和公式：

[image: ]


因为

[image: ]


所以上面的公式还可以写成

[image: ]


事实上，当q
 ＝1时，S
 
n

 ＝na
 1
 。

知识巩固


例1
 　求等比数列1，3，9，…的前n
 项和的公式，并求出它的前8项和。


解：
 因为a
 1
 ＝1，a
 2
 ＝3，所以得出

[image: ]


根据等比数列的前n
 项和公式，可得

[image: ]


从而得

[image: ]



例2
 　一个等比数列的首项为[image: ]
 ，末项为[image: ]
 ，各项的和为[image: ]
 ，求数列的公比并判断数列是由几项组成的。


解：
 设该数列由n
 项组成，其公比为q
 ，则[image: ]
 。于是

[image: ]


即

[image: ]


解得

[image: ]


所以数列的通项公式为

[image: ]


于是

[image: ]


即

[image: ]


解得


n>
 =5

故数列的公比为[image: ]
 ，该数列共有5项。


注意：


例2中求项数n
 时，将等号两边化成同底数幂的形式，利用指数相等来求解。这种方法是研究等比数列问题的常用方法。

回头思考本节“引入”中的故事，国王为什么不能兑现他对老人的奖赏承诺？

根据等比数列的计算方法，国王承诺奖赏的麦粒数为

[image: ]


据测量，一般的麦子千粒重约为40 g，则这些麦子的总质量约为7.36×1017
 g，约合7360亿吨。这是大得让人无法想象的数。若把这些麦粒排成4 m高、10 m宽的麦墙，它将有3×108 km长，这是地球到太阳距离的80倍，国王怎么能兑现他对老人的奖赏承诺呢！

练习

1．求等比数列1，－2，4，－8，…的前10项和。

2．根据下列各题中的条件，求相应等比数列｛a
 
n

 ｝的前n
 项和：

（1）a
 1
 ＝3，q
 ＝2，n
 ＝6；

（2）a
 1
 ＝2，q
 ＝2，a
 
n

 ＝32。


 复习题

1．根据下面数列｛a
 
n

 ｝的通项公式，写出各数列的前5项：

（1）a
 
n

 ＝10n
 ；

（2）a
 
n

 ＝3
n

 －2；

（3）a
 
n

 ＝（－1）
n

 ·n
 ；

（4）a
 
n

 ＝（n
 ＋2）2
 。

2．根据下面给出的无穷数列的前4项，写出数列的一个通项公式：

（1）1，2，3，4，…；

（2）2，4，6，8，…；

（3）[image: ]
 ；

（4）[image: ]
 。

3．观察下面数列的特点，用适当的数填空，并写出每个数列的一个通项公式：

[image: ]


4．指出下列数列中哪些是等差（比）数列，并求出等差（比）数列的公差（比）：

（1）1，1.1，1.2，1.7，2.1，…；

（2）8，6，4，2，0，…；

（3）1.2，2.4，4.8，9.6，19.2，…；

（4）[image: ]


5．在等差数列｛a
 
n

 ｝中：

（1）已知[image: ]
 ，求a
 1


（2）已知a
 1
 ＝12，a
 6
 ＝27，求d
 ；

（3）已知a
 1
 ＝3，a
 
n

 ＝21，d
 ＝2，求n
 ；

（4）已知a
 4
 ＝10，a
 7
 ＝19，求a
 1
 和d
 。

6．根据下列题中的条件，求相应的等差数列｛a
 
n

 ｝的S
n

 ：

（1）a
 1
 ＝12，a
 
n

 ＝95，n
 ＝10；

（2）a
 1
 ＝100，d
 ＝－2，n
 ＝50。

7．一个剧场有20排座位，第一排有38个座位，从第二排起，每排都比前一排多两个座位，这个剧场一共有多少个座位？

8．已知数列｛a
 
n

 ｝是等比数列：

（1）a
 2
 ＝10，a
 3
 ＝20，求a
 1
 与a
 4
 ；

（2）a
 2
 ＝2，a
 5
 ＝54，求q
 与S
 5
 。

9．由下列等比数列｛a
 
n

 ｝的一个通项公式，求a
 1
 与q
 。

（1）a
 
n

 ＝2
n

 ；

（2）[image: ]
 。



第6章　立体几何


 6.1　平面的基本性质

6.1.1　平面

[image: ]
 引入

观察下列几幅图：平静的湖面（见图6.1.1（a）），光滑的桌面、地面（见图6.1.1（b）），一望无垠的大海（见图6.1.1（c））等，这些画面给你留下怎样的印象？

[image: ]
图6.1.1



[image: ]
 新知识

图6.1.1所示三幅图，它们都有一个共同的特征：平坦、光滑。平面的概念就是从这些场景中抽象出来的，数学中的平面是指平坦、光滑并且可以无限延展的图形。平静的湖面，光滑的桌面、地面、黑板面、墙面等，都是平面的一部分。

平面通常用平行四边形表示，有时也可以根据需要用其他平面图形表示，如矩形、菱形、三角形、圆（椭圆），等等。通常画平行四边形表示平面，并用小写的希腊字母α、β、γ

 等来表示不同的平面。图6.1.2所示的两个平面，分别记为平面α
 、平面β
 。也可以用平行四边形四个顶点的字母或两个相对顶点的字母来命名，如图6.1.1（a）中的平面α
 也可以记作平面ABCD
 、平面AC
 或平面BD
 。

[image: ]
图6.1.2



当平面水平放置时，通常把平行四边形的锐角画成45°，横边画成邻边的2倍长（见图6.1.2（a））。当平面正对我们竖直放置时，通常把平面画成矩形（见图6.1.2（b））。

知识巩固


例1
 　表示出长方体ABCD
 —A
 1
 B1
 C
 1
 D
 1
 （见图6.1.3）的6个面。

[image: ]
图6.1.3




解：
 这6个面可以分别表示为：平面AC
 、平面A
 1
 C
 1
 、平面AB
 1
 、平面BC
 1
 、平面CD
 1
 、平面DA
 1
 。


例2
 　画出一个平面，写出字母并表示出来。


解：
 图6.1.4所示都可以表示平面。

[image: ]
图6.1.4



练习

1．举出生活中平面的实例。

2．判断下列各题的说法正确与否，在正确的说法的题号后打√，否则打×。

（1）平面有边界。（　）

（2）平面长4 m，宽2 m。（　）

（3）平面是无限延展，没有厚度的。（　）

（4）一个平面可以把空间分成两部分。（　）

6.1.2　平面的基本性质


实验
 　如图6.1.5所示，如果把桌面看作一个平面，把直尺看作一条直线，在什么情况下才能使直尺所代表直线上的所有点都能在桌面上？根据这个实验你能得到什么结论？

[image: ]
图6.1.5



直线与平面都可以看作点的集合，点A
 、B
 在直线l
 上，记作A
 ∈l
 ，B
 ∈l
 ；点A
 、B
 在平面α
 内，记作A
 ∈α
 ，B
 ∈α
 （见图6.1.6）。

[image: ]
图6.1.6




平面性质一
 　如果直线l
 上的两个点都在平面α
 内，那么直线l
 上的所有点都在平面α
 内。此时称直线l
 在平面α
 内或平面α
 经过直线l
 ，记作[image: ]
 。

观察图6.1.7所示图形，你能得到什么结论？

[image: ]
图6.1.7




平面性质二
 　如果两个平面有一个公共点，那么它们还有其他公共点，并且所有公共点的集合是过这个点的一条直线。此时称这两个平面相交，并把所有公共点组成的直线l
 叫作两个平面的交线，如图6.1.8（a）所示。平面α
 与平面β
 相交，交线为l
 ，记作α
 ∩β
 ＝l
 。

[image: ]
图6.1.8



画两个平面相交的图形时，一定要画出它们的交线。图形中被遮住部分的线段，要画出虚线（见图6.1.8（a）），或者不画（见图6.1.8（b））。


实验
 　用手指将一本书平衡地摆放在空间的某一位置，至少需要几根手指？这些手指需要满足什么条件？根据这个实验你能得到什么结论？


平面性质三
 ：不在同一条直线上的三个点，可以确定一个平面（见图6.1.9）。利用三角架可以将照相机放稳，就是平面性质三的应用（见图6.1.10）。



	[image: ]

	[image: ]




	
6.1.9

	
6.1.10





根据上述性质，可以得出下面三个结论：

（1）直线与这条直线外的一点可以确定一个平面（见图6.1.11（a））。

（2）两条相交直线可以确定一个平面（见图6.1.11（b））。

（3）两条平行直线可以确定一个平面（见图6.1.11（c））。

知识巩固


例3
 　在长方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中（见图6.1.12（a）），画出由A
 、C
 、D
 1
 三点所确定的平面
γ

 与长方体的表面的交线。

[image: ]
6.1.11




解：
 点A
 、D
 1
 为平面γ
 与平面ADD
 1
 A
 1
 的公共点；点A、C
 为平面γ
 与平面ABCD
 的公共点；点C
 、D
 1
 为平面γ
 与平面CC
 1
 D
 1
 D
 的公共点。

分别将这三个点两两连接，得到的直线AD
 1
 、AC
 、CD
 1
 就是由A
 、C
 、D
 1
 三点所确定的平面γ
 与长方体的表面的交线（见图6.1.12（b））。

[image: ]
图6.1.12



练习

1．“平面α
 与平面β
 只有一个公共点”的说法正确吗？

2．梯形是平面图形吗？为什么？

3．已知A
 、B
 、C
 是直线l
 上的三个点，D
 不是直线l
 上的点。判断直线AD
 、BD
 、CD
 是否在同一个平面内。


 6.2　直线与直线、直线与平面、平面与平面平行的判定与性质

6.2.1　直线与直线平行

[image: ]
 引入

根据图6.2.1，观察同一平面内的两条直线有几种位置关系。

[image: ]
 新知识

1．直线与直线的位置关系

在同一个平面内的直线，叫作共面直线，平行或相交的两条直线都是共面直线，不同在任何一个平面内的两条直线叫作异面直线。

[image: ]
图6.2.1



空间两条直线有三种位置关系：平行、相交和异面。

将两支铅笔平放到桌面上（见图6.2.2），抬起一支铅笔的一端（如D端），发现此时两支铅笔所在的直线异面。

[image: ]
图6.2.2



受实验的启发，我们可以利用平面做衬托，画出表示两条异面直线的图形（见图6.2.3）。

[image: ]
图6.2.3



2．直线与直线平行的判定与性质


问题
 　平面内平行于同一条直线的两条直线一定平行，那么空间中平行于同一条直线的两条直线是否一定平行呢？


观察
 　教室内相邻两面墙的交线（见图6.2.4），AA
 1
 ∥BB
 1
 ，CC
 1
 ∥BB
 1
 ，并且有AA
 1
 ∥CC
 1
 。

[image: ]
图6.2.4



由上述观察及大量类似的实验，归纳出平行线的性质：平行于同一条直线的两条直线平行。

将平面α
 内的四边形ABCD
 的两条边AD
 与DC
 ，沿着对角线AC
 向上折起，将点D
 折叠到D
 1
 的位置（见图6.2.5）。此时A
 、B
 、C
 、D
 1
 四个点不在同一个平面内，这时的四边形ABCD
 1
 叫作空间四边形。

[image: ]
图6.2.5



知识巩固


例1
 　已知空间四边形ABCD
 中，E、F、G、H
 分别为AB
 、BC
 、CD
 、DA
 的中点（见图6.2.6），四边形EFGH
 是否为平行四边形？

[image: ]
图6.2.6




解：
 连接BD
 ，因为E
 、H
 分别为AB
 、DA
 的中点，所以EH
 为△ABD
 的中位线。于是

[image: ]


同理可得

[image: ]


因此

[image: ]


故四边形EFGH
 是平行四边形。

练习

1．结合教室及室内的物品，举出空间两条直线平行的例子。

2．把一张矩形的纸对折两次，然后打开（见图6.2.7），说明为什么这些折痕是互相平行的。

[image: ]
图6.2.7



6.2.2　直线与平面平行

[image: ]
 新知识

1．直线与平面的位置关系


实验
 　将铅笔放在桌面上，此时铅笔与桌面有无数个公共点；抬起铅笔的一端，此时铅笔与桌面只有1个公共点；把铅笔放到文具盒（文具盒在桌面上）上面，铅笔与桌面没有公共点。

在6.1节中，我们曾经介绍，直线l
 与平面α
 有无穷多个公共点时，直线l
 在平面α
 内，如图6.2.8（a）所示。

[image: ]
图6.2.8



如果一条直线与一个平面只有一个公共点，就称这条直线与这个平面相交。画直线与平面相交的图形时，要把直线延伸到平行四边形外，如图6.2.8（b）所示。

如果一条直线与一个平面没有公共点，就称这条直线与这个平面平行。直线l
 与平面α
 平行，记作l
 ∥α
 。画直线与平面平行的图形时，要把直线画在平行四边形外，并与平行四边形的一条边平行，如图6.2.8（c）所示。

直线与平面的位置关系有三种：直线在平面内、直线与平面相交、直线与平面平行。直线与平面相交及直线与平面平行统称为直线在平面外。

2．直线与平面平行的判定与性质


观察
 　足球门框AD
 与球场地面的关系如图6.2.9所示，通过观察发现，门框A
 D始终与球场地面平行。

[image: ]
图6.2.9



从大量实验中归纳出判定直线与平面平行的方法：

如果平面外的一条直线与平面内的一条直线平行，那么这条直线与这个平面平行。

知识巩固


例2
 　如图6.2.10所示，在长方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，直线DD
 1
 
(1)

 平行于平面BCC
 1
 B
 1
 吗？为什么？

[image: ]
图6.2.10




解：
 在长方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，因为四边形DCC
 1
 D
 1
 是长方形，所以DD
 1
 ∥CC
 1
 ，又因为CC
 1
 在平面BCC
 1
 B
 1
 内，DD
 1
 在平面BCC
 1
 B
 1
 外，所以直线DD
 1
 平行于平面B
 CC1
 B
 1
 。


实验
 　将铅笔放到与桌面平行的位置上，用矩形硬纸片的面紧贴铅笔，矩形硬纸片的一边紧贴桌面（见图6.2.11），观察铅笔及硬纸片与桌面的交线，发现它们是平行的。

[image: ]
图6.2.11



从大量的实验与观察中，归纳出直线与平面平行的性质：

如果一条直线与一个平面平行，并且经过这条直线的一个平面和这个平面相交，那么这条直线与交线平行。

如图6.2.12所示，设直线l
 为平面α
 与平面β
 的交线，直线m
 在平面β
 内且m
 ∥α
 ，则m
 ∥l
 。

[image: ]
图6.2.12



知识巩固


例3
 　在图6.2.13所示的一块木料中，已知BC
 ∥平面A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 ，B
 C∥B
 1
 C
 1
 ，要经过平面A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 内的一点P
 与棱BC
 将木料锯开，应当怎样画线？

[image: ]
图6.2.13




分析：
 设点P
 和棱BC
 确定的平面为α
 ，则EF
 是α
 与平面A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 的交线，由于BC
 ∥平面A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 ，故EF
 ∥BC
 ，B
 1
 C
 1
 ∥BC
 ，所以EF
 ∥B
 1
 C
 1
 。


解：
 画线的方法是：在平面A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 内，过点P
 作直线B
 1
 C
 1
 的平行线EF
 ，分别交直线A
 1
 B
 1
 及直线D
 1
 C
 1
 于点E
 、F
 ，连接EB
 和FC
 。

练习

1．试举出一个直线和平面平行的例子。

2．请在黑板上画一条直线与地面平行，并说出所画的直线与地面平行的理由。

3．说明长方体的上底面各条边与下底面平行的理由。

6.2.3　平面与平面平行

[image: ]
 新知识

1．平面与平面的位置关系


实验
 　如图6.2.14所示，拿出两本书，看作两个平面，上下移动、左右翻转，观察它们直接的位置关系有几种。

[image: ]
图6.2.14



如果两个平面没有公共点，那么称这两个平面互相平行。平面α
 与平面β
 平行，记作α
 ∥β
 。画两个互相平行平面的图形时，要使两个平行四边形的对应边分别平行，如图6.2.15所示。

[image: ]
图6.2.15



空间两个平面有两种位置关系：平行与相交。

2．平面与平面的判定与性质


观察
 　如图6.2.16（a）所示，三角板的一边所在直线与桌面平行，这个三角板所在平面与桌面平行吗？

[image: ]
图6.2.16



如图6.2.16（b）所示，三角板的两条边所在直线分别与桌面平行，三角板所在平面与桌面平行吗？

如图6.2.16（c）所示，建筑师如何检验屋顶平面与水平面是否平行？

建筑师使用的方法就是我们常用的判定平面与平面平行的方法：如果一个平面内的两条相交直线都与另一个平面平行，那么这两个平面平行。

知识巩固


例4
 　设平面α
 内的两条相交直线m
 、n
 分别平行于另一个平面β
 内的两条直线k
 、l
 （见图6.2.17），试判断平面α
 与平面β
 是否平行。

[image: ]
图6.2.17




解：
 因为m
 在β
 外、k
 在β
 内，且m
 ∥k
 ，所以直线m
 ∥平面β
 。

同理可得，直线n
 ∥平面β
 。

由于m
 、n
 是平面α
 内两条相交直线，故可以判断α
 ∥β
 。


实验
 　将一本书放在与桌面平行的位置，用作业本靠紧书一边，绕着这条边移动作业本，观察作业本和书的交线与作业本和桌面的交线之间的关系（见图6.2.18）。

[image: ]
图6.2.18



由大量的观察和实验得到两个平面平行的性质：如果一个平面与两个平行平面相交，那么它们的交线平行。

如图6.2.19所示，如果α
 ∥β
 ，平面γ
 与α
 、β
 都相交，交线分别为m
 、n
 ，那么m
 ∥n
 。

[image: ]
图6.2.19



练习

1．画出下列各图形：

（1）两个水平放置的互相平行的平面；

（2）两个竖直放置的互相平行的平面；

（3）与两个平行的平面相交的平面。

2．如图6.2.20所示，α
 ∥β
 ，M在α
 与β
 同侧，过M
 作直线a
 与b
 ，a
 分别与α
 、β
 相交于A
 、B
 ，b
 分别与α
 、β
 相交于C
 、D
 。

[image: ]
图6.2.20



（1）判断直线AC
 与直线BD
 是否平行；

（2）如果MA
 ＝4 cm，AB
 ＝5 cm，MC
 ＝3 cm，求MD
 的长。


 6.3　直线与直线、直线与平面所成的角

6.3.1　空间两条直线所成的角

[image: ]
 引入

科学家用什么来衡量比萨斜塔（见图6.3.1）的倾斜程度呢？

[image: ]
图6.3.1



在图6.3.2所示的长方体中，直线B
 1
 C
 1
 和直线AD
 是异面直线，度量∠CBC
 1
 和∠DAD
 1
 ，发现它们是相等的。

[image: ]
图6.3.2



如果在直线AB
 上任选一点P
 ，过点P
 分别作与直线BC
 1
 和直线AD
 平行的直线，那么它们所成的角是否与∠CBC
 1
 相等？

[image: ]
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我们知道，两条相交直线的夹角是这两条直线相交所成的最小的正角。

经过空间任意一点分别作与两条异面直线平行的直线，这两条相交直线的夹角叫作两条异面直线所成的角。

如图6.3.3（a）所示，m
 ′∥m
 ，n
 ′∥n
 ，则m
 ′与n
 ′的夹角θ
 就是异面直线m
 与n
 所成的角。为了简便，经常取一条直线与过另一条直线的平面的交点作为O
 ，如图6.3.3（b）所示。

[image: ]
图6.3.3



知识巩固


例1
 　图6.3.4所示的长方体中，∠BAB
 1
 ＝30°，求下列异面直线所成的角的度数：

[image: ]
图6.3.4



（1）AB
 1
 与DC
 ；

（2）AB
 1
 与CC
 。


解：
 （1）因为DC
 ∥AB
 ，所以∠BAB
 1
 为异面直线AB
 1
 与DC
 所成的角，即所求角为30°。

（2）因为CC
 1
 ∥BB
 1
 ，所以∠AB
 1
 B
 为异面直线AB
 1
 与CC
 1
 所成的角。

在Rt△AB
 1
 B
 中，∠ABB
 1
 ＝90°，∠BAB
 1
 ＝30°，所以∠AB
 1
 B
 ＝90°－30°＝60°，即所求的角为60°。

练习

在图6.3.5所示的正方体中，求下列各对直线所成的角的度数：

[image: ]
图6.3.5



（1）DD
 1
 与BC
 ；

（2）AA
 1
 与BC
 1
 。

6.3.2　直线与平面所成的角

[image: ]
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1．直线与平面垂直


观察
 　在正方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中（见图6.3.6），直线BB
 1
 与直线AB
 、BC
 、CD
 、AD
 、AC
 所成的角各是多少？可以发现，这些角都是直角。

[image: ]
图6.3.6



如果直线l
 和平面α
 内的任意一条直线都垂直，就称直线l
 与平面α
 垂直，记作l
 ⊥α
 。直线l
 叫作平面α
 的垂线，垂线l
 与平面α
 的交点叫作垂足。

画表示直线l
 和平面α
 垂直的图形时，要把直线l
 画成与平行四边形的横边垂直，如图6.3.7所示，其中交点A
 是垂足。

[image: ]
图6.3.7




实验
 　将一根木棍PA
 直立在地面α
 上，用细绳依次度量点P
 与地面上的点A
 、B
 、C
 、D
 的距离，如图6.3.8所示，发现PA
 最短。

[image: ]
图6.3.8



如图6.3.8所示，PA
 ⊥α
 ，线段PA
 叫作垂线段，垂足A
 叫作点P
 在平面α
 内的投影。

直线PB
 与平面α
 相交但不垂直，则称直线PB
 与平面α
 斜交，直线PB
 叫作平面α
 的斜线，斜线和平面的交点叫作斜足。点P
 与斜足B
 之间的线段叫作点P
 到这个平面的斜线段。

过垂足与斜足的直线叫作斜线在平面内的投影。在图6.3.8中，直线AB
 是斜线PB
 在平面α
 内的投影。

从上面的实验中可以看到，从平面外一点向这个平面引垂线段和斜线段，垂线段最短。因此，将从平面外一点P
 到平面α
 的垂线段的长叫作点P
 到平面α
 的距离。

2．直线与平面所成的角


实验
 　如图6.3.9所示，炮兵在发射炮弹时，为了击中目标，需要调整好炮筒与地面的角度。

斜线l
 与它在平面α
 内的投影l
 ′的夹角，叫作直线l
 与平面α
 所成的角。如图6.3.10所示，∠PBA
 就是直线PB
 与平面α
 所成的角。

[image: ]
图6.3.10



规定：当直线与平面垂直时，所成的角是直角；当直线与平面平行或直线在平面内时，所成的角是零角。显然，直线与平面所成角的取值范围是［0°，90°］。

知识巩固


例2
 　在图6.3.11所示正方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，棱长为3 cm，求对角线D
 1
 B
 与底面ABCD
 所成角的大小。

[image: ]
图6.3.11




解：
 连接BD
 ，因为D
 1
 D
 垂直底面ABCD
 ，所以DB
 是D
 1
 B
 在底面ABCD
 内的投影，因此∠D
 1
 BD
 就是对角线D
 1
 B
 与底面ABCD
 所成的角。

已知底面ABCD
 是边长为3 cm的正方形，故BD
 ＝[image: ]
 。

在Rt△D
 1
 BD
 中，

[image: ]


所以

即对角线D
 1
 B
 与底面ABCD
 所成的角为45°。

练习

在图6.3.12所示的正方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，求：

（1）A
 1
 B
 与平面ABCD
 所成角的大小；

（2）A
 1
 B
 与平面ADD
 1
 A
 1
 所成角的大小；

（3）A
 1
 B
 与平面A
 1
 B
 1
 CD
 所成角的大小。

[image: ]
图6.3.12




 6.4　直线与直线、直线与平面、平面与平面垂直的判定与性质

6.4.1　空间两条直线垂直的判定与性质

知识回顾

如果空间两条直线所成的角是90°，那么称这两条直线互相垂直，直线a
 和b
 互相垂直，记作a
 ⊥b
 。

知识巩固


例1
 　如图6.4.1所示，在长方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，判断直线AB
 和DD
 1
 是否垂直。

[image: ]
图6.4.1




解：
 AB
 和DD
 1
 是异面直线，而BB
 1
 ∥DD
 1
 ，AB
 ⊥BB
 1
 ，根据异面直线所成角的定义，可知AB
 与DD
 1
 成直角，因此AB
 ⊥DD
 1
 。

练习

1．垂直于同一条直线的两条直线是否平行？

2．在图6.4.1所示的长方体中，找出与直线AB
 垂直的棱，并指出它们与直线AA
 1
 的位置关系。

6.4.2　直线与平面垂直的判定与性质

[image: ]
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观察1
 　如图6.4.2所示，旗杆与地面中的直线的位置关系如何？

[image: ]
图6.4.2




观察2
 　我们来看看实践中工人师傅是如何做的。

如图6.4.3所示，检验一根圆木柱和板面是否垂直。工人师傅的做法是，把直角尺的一条直角边放在板面上，看另一条直角边是否与圆木柱吻合，然后把直角尺换个位置，按相同的方法再检查一次（应当注意，直角尺与板面的交线在两次检查中不能为同一条直线）。如果两次检查，圆木柱都能与直角尺的直角边完全吻合，就判定圆木柱与板面垂直。

[image: ]
图6.4.3



从大量的实践与观察中归纳出直线与平面垂直的判定方法：如果一条直线与一个平面内的两条相交直线都垂直，那么这条直线与这个平面垂直。

知识巩固


例2
 　在长方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中（见图6.4.4），直线A
 1
 A
 与平面ABCD
 垂直吗？为什么？

[image: ]
图6.4.4




解：
 因为在长方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，侧面ABB
 1
 A
 1
 、AA
 1
 D
 1
 D
 都是长方形，所以A
 1
 A
 ⊥AB
 ，A
 1
 A
 ⊥AD
 ，且AB
 和AD
 是平面ABCD
 内的两条相交直线。由直线与平面垂直的判定定理知，直线AA
 1
 ⊥平面ABCD
 。


观察
 　观察道路边的电线杆，可以发现它们都垂直于地面，并且这些电线杆是平行的。这一事实启发我们得出直线与平面垂直的性质。

从大量的实验与观察中归纳出直线和平面垂直的性质：垂直于同一个平面的两条直线互相平行。

如图6.4.5所示，设m
 ⊥α
 ，n
 ⊥α
 ，则m
 ∥n
 。

[image: ]
图6.4.5



知识巩固


例3
 　如图6.4.6所示，AB
 和CD
 都是平面α
 的垂线，垂足分别为B
 、D
 ，A
 、C
 分别在平面α
 的两侧，AB
 ＝4 cm，CD
 ＝8 cm，BD
 ＝5 cm，求AC
 的长。

[image: ]
图6.4.6




解：
 因为AB
 ⊥α
 ，CD
 ⊥α
 ，所以AB
 ∥CD
 。BD
 在平面α
 内，AB
 ⊥BD
 ，CD
 ⊥BD
 。设AB
 与CD
 确定平面β
 ，在平面β
 内，过点A
 作AE
 ∥BD
 ，直线AE
 与CD
 交于点E
 。

在Rt△ACE
 中，因为AE
 ＝BD
 ＝5 cm，CE
 ＝CD
 ＋DE
 ＝CD
 ＋AB
 ＝8＋4＝12（cm），所以AC
 ＝[image: ]
 （cm）。

练习

1．一根旗杆AB
 高8 m，它的顶端A
 挂两条10 m的绳子，拉紧绳子并把它们的两个下端固定在地面上的C
 、D
 两点，并使点C
 、D
 与旗杆脚B
 不共线，如果C
 、D
 与B
 的距离都是6 m，那么是否可以判定旗杆AB
 与地面垂直，为什么？

2．如图6.4.7所示，△ABC
 在平面α
 内，∠BAC
 ＝90°，且PA
 ⊥α
 于点A
 ，那么AC
 与PB
 是否垂直？为什么？

[image: ]
图6.4.7



6.4.3　平面与平面垂直的判定与性质

知识回顾

两个平面相交，如果所成的二面角是直二面角，那么称这两个平面互相垂直。平面α
 与平面β
 垂直，记作α
 ⊥β
 。

画表示两个互相垂直平面的图形时，一般将两个平行四边形的一组对边画成垂直的位置，可以把直立的平面画成矩形（见图6.4.8（a）），也可以把直立的平面画成平行四边形（见图6.4.8（b））。

[image: ]
图6.4.8




实例
 　建筑工人在砌墙时，在线的一端系一个铅锤，另一端用砖压在墙壁面上（见图6.4.9），观察系有铅锤的线与墙面是否紧贴（在铅锤处应有一空隙），即判断所砌墙面是否经过地面的垂线，以此保证所砌的墙面与地面垂直。

[image: ]
图6.4.9



[image: ]
 新知识

这种做法的依据是平面与平面垂直的判定方法：一个平面经过另一个平面的垂线，则两个平面垂直。

如图6.4.10所示，如果AB
 ⊥β
 ，AB
 在α
 内，那么α
 ⊥β
 。

[image: ]
图6.4.10



知识巩固


例4
 　在正方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 （见图6.4.11）中，判断平面B
 1
 AC
 与平面B
 1
 BDD
 1
 是否垂直。

[image: ]
图6.4.11




解：
 在正方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，B
 1
 B
 ⊥平面ABCD
 ，所以B
 1
 B
 ⊥AC
 ，在底面正方形ABCD
 中，BD
 ⊥AC
 ，因此AC
 ⊥平面BB
 1
 D
 1
 D
 ，因为AC
 在平面B
 1
 AC
 内，所以平面B
 1
 AC
 与平面B
 1
 BDD
 1
 垂直。


实验
 　如图6.4.12所示，在正方体A
 1
 C
 的侧面A
 1
 ABB
 1
 中作E
 1
 E
 ⊥AB
 ，观察E
 1
 E
 与底面ABCD
 的关系。

[image: ]
图6.4.12



可以看到，由于E
 1
 E
 ⊥AB
 ，故E
 1
 E
 ∥BB
 1
 ，又B
 1
 B
 ⊥BC
 ，因此E
 1
 E
 ⊥BC
 。这样，E
 1
 E
 就与底面ABCD
 中的两条相交直线AB
 、BC
 都垂直，所以E
 1
 E
 与底面ABCD
 垂直。

从大量的观察与实践中归纳出平面与平面垂直的性质：如果两个平面垂直，那么一个平面内垂直于交线的直线与另一个平面垂直。

知识巩固


例5
 　如图6.4.13所示，α
 ⊥β
 ，AC
 在平面α
 内，且AC
 ⊥AB
 ，BD
 在平面β
 内，且BD
 ⊥AB
 ，AC
 ＝12 cm，AB
 ＝3 cm，BD
 ＝4 cm，求CD
 的长。

[image: ]
图6.4.13




解：
 在平面β
 内，连接AD
 ，又由于BD
 ⊥AB
 ，因此在Rt△ABD
 中，

[image: ]


故


AD
 =5 cm

因为α
 ⊥β
 ，AC
 在平面α
 内，且AC
 ⊥AB
 ，AB
 为平面α
 与β
 的交线，所以AC
 ⊥β
 。因此CA
 ⊥AD
 。

在Rt△ACD
 中，

[image: ]


故


CD
 =13 cm

练习

1．如图6.4.14所示，在长方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，与平面AB
 1
 垂直的平面有_____个，与平面AB
 1
 垂直的棱有_____条。

[image: ]
图6.4.14



2．如图6.4.15所示，检查工件相邻的两个面是否垂直时，只要用曲尺的一边卡在工件的一个面上，另一边在工件的另一个面上转动一下，观察尺边是否和这个面密合就可以了，为什么？

[image: ]
图6.4.15




 复习题

一、判断题

1．与两条异面直线都分别相交的两条直线一定是异面直线。（　）

2．平行于同一条直线的两条直线必平行。（　）

3．平行于同一个平面的两条直线必平行。（　）

4．垂直于同一条直线的两条直线必平行。（　）

5．垂直于同一个平面的两条直线必平行。（　）

6．平行于同一个平面的两平面必平行。（　）

7．垂直于同一个平面的两平面必平行。（　）

8．如果一个平面内的一条直线和另一个平面平行，那么这两个平面平行。（　）

二、选择题

1．设直线m
 ∥平面α
 ，直线n
 在α
 内，则（　）。

A．m
 ∥n


B．m
 与n
 相交

C．m
 与n
 异面

D．m
 与n
 平行或异面

2．如果a
 、b
 是异面直线，那么与a
 、b
 都平行的平面（　）。

A．有且只有一个

B．有两个

C．有无数个

D．不一定存在

3．过空间一点，与已知直线平行的平面有（　）。

A．1个

B．2个

C．3个

D．无数个

三、填空题

1．如图6.4.16所示，在正方体ABCD
 —A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 中，B
 1
 C
 与AD
 1
 所成角的度数为_____。

[image: ]
图6.4.16



2．设直线a
 与b
 是异面直线，直线c
 ∥a
 ，则b
 与c
 的位置关系是_____。

3．如果直线l
 1
 ∥l
 2
 ，l
 1
 ∥平面α
 ，那么l
 2
 _____平面α
 。



————————————————————


(1)
  为了叙述简便，将线段DD
 1
 所在的直线，直接写作直线DD
 1
 ，本章教材中都采用这种表述方法。



第7章　概率与统计初步

在自然界和人类社会活动中，人们观察到的现象基本分为两类：一类是确定性现象，如太阳总是从东边升起，人随着岁月的消逝会变老等现象；另一类是不确定现象，如抛硬币出现正面，买彩票中一等奖，随机调查一名学生的健康情况等现象。


案例1
 　美国的一个电视游戏节目，有三扇门，其中一扇门后面是一辆轿车，另两扇门后面各有一只羊。给你一次猜的机会，猜中羊可以牵走羊，猜中车可以开走车，当然大家都希望能开走汽车。现在假如你猜1号门后面是车，然后主持人把无车的一扇门（如2号门）打开，现在再给你一次机会，请问你是否要换3号门？


案例2
 　某学校一年级学生500人，二年级学生400人，三年级学生300人，为了了解学生的健康情况，从中抽取一个容量为60人的样本。试确定用何种方法抽取，如何抽取合理。

解决这样的问题，就要用到相关的“概率与统计”知识。

概率与统计主要是对现实生活中的数据和不确定现象进行研究，通过对随机抽样的数据收集、整理、描述和分析以及对事件可能发生的刻画，来帮助人们做出合理的推断和预测。

本章主要学习随机事件的有关概念、概率的定义和计算、常用的抽样方法及用样本估计总体的内容。这些内容在自然科学、社会科学、工农业生产和服务行业等诸多领域里有着广泛的应用。


 7.1　计数原理

7.1.1　分类计数原理

[image: ]
 引入

要学习概率与统计，我们首先要学习两个计数原理，这是基础。


问题
 　从甲地到乙地，有三类不同的行走方式：乘火车、乘飞机、乘汽车。一天中，火车有4班次，飞机有2班次，汽车有5班次。那么一天中乘坐这些交通工具从甲地到乙地共有多少种不同的走法？

各种不同的走法如下：

[image: ]


显然，上述每一种走法都可以从甲地到达乙地，一天中完成这件事共有三类方式：第一类方式是乘火车，有4种；第二类方式是乘飞机，有2种；第三类方式是乘汽车，有5种。所以一天中乘坐这些交通工具从甲地到乙地不同的走法共有

4＋2＋5＝11（种）

[image: ]
 新知识

一般地，完成一件事，有n
 类方式，第1类方式有k
 1
 种不同的方法，第2类方式有k
 2
 种不同的方法，…，第n
 类方式有k
 
n

 种不同的方法，无论通过哪一类的哪一种方法，都可以完成这件事，那么完成这件事的方法共有

[image: ]


上面的计数原理叫作分类计数原理。


想一想
 　某火车站，进站台需要上楼。该车站有楼梯4座，电梯2座，自动扶梯1座，一位旅客要进站台，共有多少种不同的走法？

进站台共有（　）+（　）+（　）＝（　）种不同的走法。

7.1.2　分步计数原理


问题
 　由A村去B村的道路有4条，由B村去C村的道路有2条（见图7.1.1）。从A村经B村去C村，共有多少种不同的走法？

[image: ]
图7.1.1




分析：
 要完成“从A村经B村去C村”，需要分两步走。第1步先从A村去B村，有4种不同的走法；第2步按上述走法中的每一种走法到达B村后，再从B村去C村，又有2种不同的走法。各种不同的走法如图7.1.2所示。

[image: ]
图7.1.2



因此，从A村经B村去C村不同的走法共有

4×2＝8（种）

一般地，完成一件事，需要分成n
 个步骤，完成第1步有k
 1
 种不同的方法，完成第2步有k
 2
 种不同的方法，…，完成第n
 步有k
 
n

 种不同的方法，并且只有这n
 个步骤都完成后，这件事才能完成，那么完成这件事的方法共有

[image: ]


上面的计数原理叫作分步计数原理。


想一想
 　一座山，前山有3条路，后山也有3条路，某老人进行身体锻炼，先由前山上去再由后山下去，那么他共有多少种不同的上山下山走法？

上山下山共有（　）×（　）＝（　）种不同的走法。


试一试
 　你能说出分类计数原理和分步计数原理的区别吗？

两个计数原理的共同点在于，都是研究“完成一件事共有多少种不同的方法”；它们的区别在于一个与分类有关，一个与分步有关。选择计数原理的关键是判断完成这件事能否“一步到位”。

如果每一步骤都能“一步到位”完成这件事，则适宜利用分类计数原理。如果完成一件事有n
 类方式，这n
 类方式彼此之间是相互独立的，无论哪一类方式中的哪一种方法都能独立完成这件事，求完成这件事的方法数，就用分类计数原理。

如果每一步骤都不能完成这件事，需要依次完成所有步骤才能完成这件事，则适宜利用分步计数原理。如果完成一件事需要分成n
 个步骤，各个步骤都不可缺少，完成每一步骤各有若干种方法，求完成这件事的方法数，就用分步计数原理。

知识巩固


例1
 　某水果店准备从批发市场采购一批水果，苹果有5种不同的品种，橙子有3种不同的品种，梨有2种不同的品种。

（1）如果只任意采购一个品种的水果，有多少种采购方法？

（2）如果每类水果都采购一个品种，有多少种采购方法？


解：
 （1）从批发市场任意采购一个品种的水果，有三类方式：

第1类：从苹果中选一个品种，有5种方法；

第2类：从橙子中选一个品种，有3种方法；

第3类：从梨中选一个品种，有2种方法。

根据分类计数原理，不同的采购方法有


N
 ＝5＋3＋2＝10（种）

（2）每类水果都采购一个品种，需要分成3个步骤完成：第一步是从苹果中任选一个品种，有5种方法；第二步是从橙子中任选一个品种，有3种方法；第三步是从梨中任选一个品种，有2种方法。根据分步计数原理，不同的采购方法有


N
 ＝5×3×2＝30（种）

答：从批发市场采购水果，如果只采购一个水果品种，则有10种不同的采购方法；如果每类水果都采购一个品种，则有30种不同的采购方法。


例2
 　由数字1、2、3、4、5可以组成多少个两位偶数（各位上的数字不允许重复）？


解法一：
 要组成没有重复数字的两位偶数，可以有两类方式。一类是个位数字是2，另一类是个位数字是4。

当个位数字是2时，十位数字只能有1、3、4、5四种可能。

当个位数字是4时，十位数字只能有1、2、3、5四种可能。

根据分类计数原理，能组成两位偶数的个数是


N
 ＝4＋4＝8（个）


解法二：
 要确定组成没有重复数字的两位偶数的个数，可以分成两步完成：先确定个位数字的个数，再确定十位数字的个数。

由偶数的基本特征，可知个位数只能有两种可能，而不论2或4哪个做个位数字，十位数字都可以由余下的4个数字组成。

根据分步计数原理，能组成两位偶数的个数是


N
 ＝2×4＝8（个）

答：能组成8个没有重复数字的两位偶数。

由例2可以看出，对同一问题，由于分析角度的不同，使用两个基本原理的情况也不尽相同。

练习

1．一件工作可以用两种方法完成。有5人只会用第一种方法完成，另有4人只会用第二种方法完成。选出一个人来完成这件工作，共有5＋4＝9
 种选法。

仿照第1题做以下各题：

2．甲班有8人获得奖学金，乙班有6人获得奖学金，丙班有9人获得奖学金。从这三个班中任选一人参加学院的表彰会并上台领奖，有_____＝_____种不同的方法；若每个班各选一人上台领奖，有_____＝_____种不同的方法。

3．商店里有5种上衣，4种裤子。某人只买一件上衣或一条裤子，共有_____＝_____种不同的购买方法；若此人要买上衣、裤子各一件，则共有_____＝_____种不同的方法。

4．用2种不同的天线、3种不同的显像管和4种不同的外壳装配电视机（这三样器件都可以配套），则一共可以装出_____＝_____种电视机。


 7.2　概率

7.2.1　随机事件

[image: ]
 引入

观察下列各种现象：

（1）掷一颗骰子
(1)

 ，出现的点数是4。

（2）掷一枚硬币，正面向上。

（3）在一天中的某一时刻，测试某个人的体温为36.8℃。

（4）定点投篮球，第一次就投中篮筐。

（5）在标准大气压下，将水加热到100℃时，水沸腾。

（6）在标准大气压下，100℃时，金属铁变为液态。

[image: ]
 新知识

上面的（1）、（2）、（3）、（4）四种现象，有可能发生，也有可能不发生。像这样，在相同的条件下，具有多种可能的结果，而事先又无法确定会出现哪种结果的现象叫作随机现象（偶然现象）。

上面的（5）、（6）两种现象都是确定性现象，其结果在一定条件下必然发生（现象（5））或者必然不发生（现象（6））。

通常使用试验和观察的方法来研究随机现象，这类试验和观察事先可以预测到可能会发生的各种结果，但是无法预测发生的确切结果。在相同的条件下，试验和观察可以重复进行。我们把这类试验和观察叫作随机试验，试验的结果叫作随机事件，简称事件，常用英文大写字母A
 、B
 、C
 等表示。

在描述一个事件时，采用加大括号的方式。如抛掷一枚硬币，出现正面向上的事件记作


A
 ＝｛抛掷一枚硬币，出现正面向上｝

为了讨论方便，在研究随机现象时，我们把在一定条件下，必然发生的事件叫作必然事件，用
Ω

 表示；在一定条件下，不可能发生的事件叫作不可能事件，用[image: ]
 表示。

知识巩固


例1
 　设在100件商品中有3件次品。


A
 ＝｛随机抽取1件是次品｝；B
 ＝｛随机抽取4件都是次品｝；C
 ＝｛随机抽取10件有正品｝。指出其中的必然事件及不可能事件。


解：
 由于100件商品中含有3件次品，随机地抽取1件，可能是次品，也可能是正品；随机地抽取4件，全是次品是不可能的；随机地抽取10件，其中含有正品是必然的。

因此，事件B
 是不可能事件，事件C
 是必然事件。


问题
 　任意抛掷一颗骰子，观察掷出的点数。事件A
 ＝｛点数是1｝，B
 ＝｛点数是2｝，C
 ＝｛点数不超过2｝之间存在着什么联系呢？

[image: ]
 新知识

由于“点数不超过2”包括“点数是1”和“点数是2”两种情况，事件C
 可以用事件A
 和事件B
 来进行描绘，即事件C
 总是伴随着事件A
 或事件B
 的发生而发生。

像事件A
 与事件B
 那样，作为试验和观察的基本结果，在试验和观察中不能再分的最简单的随机事件，叫作基本事件。像事件C
 那样，可以用基本事件来描绘的随机事件叫作复合事件。

练习

1．掷一颗骰子，观察掷出的点数，指出下列事件中的基本事件和复合事件：

（1）A
 ＝｛点数是1｝；

（2）B
 ＝｛点数是3｝；

（3）C
 ＝｛点数是5｝；

（4）D
 ＝｛点数是奇数｝。

2．请举出生活中某一个随机试验的基本事件和复合事件。

7.2.2　频率与概率

[image: ]
 引入

反复抛掷一枚硬币，观察并记录抛掷的次数与硬币出现正面向上的次数。

知识回顾

设在n
 次重复试验中，事件A
 发生了m
 次（0≤m
 ≤n
 ），m
 叫作事件A
 发生的频数。事件A
 的频数在试验的总次数中所占的比例[image: ]
 ，叫作事件A
 发生的频率。

[image: ]
 新知识

在抛掷一枚硬币的试验中，观察事件A
 ＝｛出现正面｝发生的频率，当试验的次数较少时，很难找到什么规律，但是，如果试验次数增多，情况就不同了。前人抛掷硬币试验的一些结果如表7.2.1所示。

表7.2.1



	试验者
	抛掷次数（n
 ）
	出现正面的次数（m
 ）
	
A
 发生的频率[image: ]




	蒲丰
	4040
	2048
	0.5069



	皮尔逊
	12000
	6019
	0.5016



	皮尔逊
	24000
	12012
	0.5005



	维尼
	30000
	14994
	0.4998




从表7.2.1中可以看出，当抛掷次数n
 很大时，事件A
 发生的频率总落在0.5附近。这说明事件A
 发生的频率具有稳定性，常数0.5就是事件A
 发生的频率的稳定值，可以用它来描述事件A
 发生的可能性大小，从而认识事件A
 发生的规律。

一般地，当试验次数充分大时，如果事件A
 发生的频率[image: ]
 总稳定在某个常数附近摆动，就把这个常数叫作事件A
 发生的概率，记作P
 （A
 ）。

因为在n
 次重复试验中，事件A
 发生的次数m
 总是满足0≤m
 ≤n
 ，所以[image: ]
 。由此得到事件的概率具有下列性质：

（1）对于必然事件Ω
 ，P
 （Ω
 ）＝1；

（2）对于不可能事件[image: ]
 ，P
 （[image: ]
 ）＝0；

（3）0≤P
 （A
 ）≤1。

我们通常是通过频率的计算来估计概率，并利用事件A
 的概率P
 （A
 ）来描述试验中事件A
 发生的可能性大小。

知识巩固


例2
 　连续抽检某车间一周内的产品，结果如表7.2.2所示（精确到0.001）。


表7.2.2

[image: ]


求：（1）星期五该厂生产的产品是次品的频率为多少？

（2）本周内，该厂生产的产品是次品的概率为多少？


分析：
 星期五该厂生产的产品是次品的频率可以利用[image: ]
 来计算。从表7.2.2中可以看出，生产产品是次品的频率稳定在0.100左右。


解：
 （1）记A
 ＝｛生产的产品是次品｝，则事件A
 发生的频率为

[image: ]


即星期五该厂生产的产品是次品的频率约为0.091。

（2）本周内生产的产品是次品的概率约为0.100。

练习

1．某市工商局要了解经营人员对工商执法人员的满意程度，进行了5次“问卷调查”，结果如表7.2.3所示。


表7.2.3

[image: ]


（1）计算表中的各个频率；

（2）经营人员对工商局执法人员满意的概率P
 （A
 ）约是多少？

2．某人在同等的条件下进行射击练习，成绩如表7.2.4所示，试求此人射击一次中靶的概率。


表7.2.4

[image: ]


7.2.3　古典概型

[image: ]
 引入

裁好10个同样大小的正方形纸片，分别写上数字0、1、2、3、4、5、6、7、8、9，并将它们揉成小纸团，放在容器中，充分搅拌，然后取出一个纸团，观察所得的数字。

[image: ]
 新知识

上述实例小纸团的构成完全一样，又是随机抽取的，所以可以认为：每个数字被抽到的可能都是一样的，应该是[image: ]
 。

像这样，如果一个随机试验的基本事件只有有限个，并且各个基本事件发生的可能性相同，那么称这个随机试验为古典概型。

设试验共有n
 个基本事件，并且每一个基本事件发生的可能性都相同，事件A
 包含m
 个基本事件，那么事件A
 发生的概率为

[image: ]


知识巩固


例3
 　把一枚硬币任意地抛掷一次，求出现正面向上的概率。


解：
 这是古典概型问题。抛掷硬币一次可能出现正面向上或反面向上两种情况，而且这两种情况的出现是等可能的。

设A
 ＝｛出现正面向上｝，则基本事件总数n
 ＝2。因为出现正面向上只是其中的一种情况，所以事件A
 包含的基本事件数m
 ＝1，故出现正面向上的概率为

[image: ]



例4
 　抛掷一颗骰子，求出现的点数是5的概率。


解：
 这是古典概型问题。抛掷一颗骰子，出现的点数分别为1、2、3、4、5、6，而这6个基本事件是等可能性事件。

设A
 ＝｛出现的点数是5｝，则基本事件总数n
 ＝6，出现的点数是5的事件只是6个基本事件中的一个，即m
 ＝1，故事件A
 发生的概率为

[image: ]



想一想
 　抛掷一颗骰子，出现的点数不超过2的概率是多少？


问题
 　抛掷一颗骰子，观察掷出的点数。设A
 ＝｛点数为3｝，B
 ＝｛点数为2｝，事件A
 和事件B
 能同时发生吗？

[image: ]
 新知识

显然，每次掷出骰子向上的面只有一种点数，因此事件A
 和事件B
 不可能同时发生。

像这样，不可能同时发生的两个事件叫作互斥（或互不相容）事件。

下面我们来分析事件C
 ＝｛点数为2或3｝与事件A
 ＝｛点数为3｝和事件B
 ＝｛点数为2｝的关系。

事件C
 发生，就意味着事件A
 与事件B
 中至少有一个发生，这时把事件C
 叫作事件A
 与事件B
 的和事件，记作C
 ＝A
 ∪B
 。

抛掷一颗骰子，可能出现的结果有6个，即有6个基本事件，而事件C
 包含2个基本事件，由式（7.2.1），得

[image: ]


我们知道，[image: ]
 ，恰巧得到P
 （C
 ）＝P
 （A
 ）＋P
 （B
 ）。

一般地，对于互斥事件A
 和B
 ，有

[image: ]


式（7.2.2）叫作互斥事件的概率加法公式（公式证明略）。

互斥事件的概率加法公式是计算概率的基本公式之一，运用它可以计算出某些复合事件的概率。


说明：


（1）式（7.2.2）只适用于互斥事件。

（2）式（7.2.2）可以推广到多个两两互斥事件。例如，对于两两互斥的事件A
 、B
 、C
 ，有


P
 （A
 ∪B
 ∪C
 ）＝P
 （A
 ）＋P
 （B
 ）＋P
 （C
 ）

其中，事件A
 ∪B
 ∪C
 意味着事件A
 、B
 、C
 中至少有一个发生。

知识巩固


例5
 　抛掷一颗骰子，观察掷出的点数，求C
 ＝｛点数为奇数或2｝的概率。


解：
 设A
 ＝｛点数为奇数｝，B
 ＝｛点数为2｝，则事件A
 与事件B
 为互斥事件，并且[image: ]
 ，所以

[image: ]



注意：
 应用式（7.2.2）时，一定要判断是否为互斥事件。


例6
 　袋中有6个红色球、3个黄色球、4个黑色球、5个绿色球，现从袋中任取一个球，求取到的球不是绿球的概率。


解：
 设A
 ＝｛取到红色球｝，B
 ＝｛取到黄色球｝，C
 ＝｛取到黑色球｝，M＝｛取到的球不是绿色球｝＝｛取到红色球或黄色球或黑色球｝，则事件A
 、B
 、C
 两两互斥，M＝A
 ∪B
 ∪C
 。基本事件个数为n
 ＝18，故

[image: ]



试一试
 　你能否举出两个（或三个）两两互斥的事件概率的实际问题？

练习

1．袋中有1个白色球和1个红色球，从袋中任意取出1个球，求取到白色球的概率。

2．冰箱里放了形状相同的3罐可乐、2罐橙汁和4罐冰茶，小明从中任意取出1罐饮用。设事件C
 ＝｛取出可乐或橙汁｝，试用概率的加法公式计算P
 （C
 ）。

3．在10张奖券中，有1张一等奖，2张二等奖，从中抽取1张，求中奖的概率。


 7.3　总体、样本与抽样方法

7.3.1　总体与样本

[image: ]
 引入

商店进了一批苹果，小王从中任意选取10个苹果，编上号并称出质量，得到表7.3.1所示数据。


表7.3.1

[image: ]


利用这些数据，就可以估计出这批苹果的平均质量及苹果的大小是否均匀。

[image: ]
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在统计中，所研究对象的全体叫作总体，组成总体的每个对象叫作个体。

在上面“引入”中，这批苹果的质量是研究对象的总体，每个苹果的质量是研究的个体。

要了解总体的情况，最好能对总体中的每个个体逐个进行试验，但是，这样做实际上往往是不可能或不允许的。一方面是总体的容量太大，无法逐个试验。例如，中央电视台为了调查某个节目的收视率，不会（也不可能）把全国所有家庭都调查到。另一方面，有些试验具有破坏性，不允许逐个进行测定。例如，要测定一批炮弹的射程就不能逐个测定。

经常采用的办法是，随机地从总体中抽取一部分个体，对这些个体做试验，然后根据试验结果来推测总体的性质。如前面的试验中，小王通过10个苹果的质量来推测这批苹果的质量。

被抽取出来的个体的集合叫作总体的样本，样本所含个体的数目叫作样本容量。

小王抽查的苹果质量的样本是10个苹果的平均质量，样本容量为10。

知识巩固


例1
 　研究某班学生上学期数学期末考试成绩，指出其中的总体与个体。


解：
 该班所有学生的数学期末考试成绩是总体，每一个学生的数学期末考试成绩是个体。


试一试
 　我们经常用灯泡的使用寿命来衡量灯泡的质量，指出在鉴定一批灯泡的质量中的总体与个体。


例2
 　某地区为了掌握7岁儿童的身高状况，随机抽取200名儿童进行测试，请指出其中的总体、个体、样本与样本容量。


解：
 该地区所有7岁儿童的身高是总体，每一个7岁儿童的身高是个体，被抽取的200名7岁儿童的身高是样本，样本容量是200。

练习

1．在某班级中，随机选取10名学生参加学校的表彰大会，指出其总体、个体、样本与样本容量。

2．要测定一批炮弹的射程，随机抽取20颗炮弹，通过发射进行测试，指出其中的总体、个体、样本与样本容量。

7.3.2　抽样


问题
 　用样本估计总体时，样本抽取是否恰当，直接关系到总体特性估计的准确程度。那么，应该如何抽取样本呢？

[image: ]
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下面介绍几种常用的抽样方法。

1．简单随机抽样

从一批苹果中选取10个，每个苹果被选中的可能性一般是不相等的，放在上面的苹果更容易被选中。实际过程又不允许将整箱苹果倒出来，搅拌均匀。因此，10个苹果做样本的代表意义就会打折扣。

我们采用抽签的方法，将苹果按照某种顺序（如箱、层、行、列顺序）编号，写在小纸片上；将小纸片揉成小团，放到一个不透明的袋子中，充分搅拌后，再从中逐个抽出10个小纸团；最后根据编号找到苹果。

这种抽样叫作简单随机抽样。

简单随机抽样必须保证总体的每个个体被抽到的机会是相同的。也就是说，简单随机抽样是等概率抽样。

抽签法（俗称抓阄法）是最常用的简单随机抽样方法。其主要步骤为：

（1）编号做签：将总体中的N
 个个体编上号，并把号码写到签上。

（2）抽签得样本：将做好的签放到容器中，搅拌均匀后，从中逐个抽出n
 个签，得到一个容量为n
 的样本。

当总体中所含的个体较少时，通常采用简单随机抽样。例如，从某班抽取10位同学去参加义务劳动，就可采用抽签的方法来抽取样本。

当总体中的个体较多时，“搅拌均匀”不容易做到，这样抽出的样本的代表性就会打折扣，此时可以采用“随机数法”抽样。

产生随机数的方法有很多，利用计算器（或计算机）可以方便地产生随机数。

CASIO fx 82ESPLUS函数型计算器，利用·
 键的第二功能产生随机数。操作方法是：首先设置精确度并将计算器显示设置为小数状态，依次按SHIFT
 键、MODE
 键、2
 键，然后连续按SHIFT
 键、RAN＃
 键，以后每按一次＝
 键，就能随机得到0～1的一个纯小数。

采用“随机数法”抽样的步骤为：

（1）编号：将总体中的N
 个个体编号。

（2）选号：指定随机号的范围，利用计算器产生n
 个有效的随机号（范围之外或重复的号无效），得到一个容量为n
 的样本。

知识巩固


例3
 　某班有50名同学，学号为1～50，试利用随机数法从中抽取10名同学去参加义务劳动。


解：
 将计算器的精确度设为0.01，取小数点后面的两位数作为抽取的学号，如果超过50就舍去，重复的也舍去。这样，用计算器得到随机数为0.08，0.03，0.75，0.53，0.13，0.10，0.44，0.78，0.12，0.79，0.38，0.78，0.74，0.97，0.19，0.90，0.87，0.21，0.53，0.50。

所以，抽到的同学的学号是8，3，13，10，44，12，38，19，21，50。

2．系统抽样


问题
 　学校准备在全校1000名学生中选出100名学生进行视力检查，如何抽样选取呢？

[image: ]
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使用抓阄法和随机数法，都容易产生抽出的学生集中在一些班级，而有一些班级没有抽到学生的现象。

可以先将1000名学生编号分段，分成100段，每段10人，然后规定抽取每段的第2个顺序号的学生（也可以作其他规定），即第2，12，22，…，992组成样本。这样的样本具有较好的代表性。

像上面那样，当总体所含的个体较多时，可将总体分成均衡的几个部分，然后按照预先定出的规则，从每一部分中抽取一定数目的个体，这种抽样叫作系统抽样（或机械抽样）。

从容量为N
 的总体中，用系统抽样抽取容量为n
 的样本，按照下面的步骤进行：

（1）编号：将总体的N
 个个体编号。

（2）确定间隔：可以考虑用[image: ]
 （取整数）作间隔分段，将总体分成n
 段。

（3）抽样：按照一定的规则抽取样本，如抽每段的第k个顺序号的个体（k为小于[image: ]
 的整数），得到容量为n
 的样本。

知识巩固


例4
 　某中职学校为了解2009级新生的身体发育情况，从1000名新生中利用系统抽样，抽取一个容量为50的样本。请你来完成这个抽样。


解：
 将这1000名学生编号（也可以利用新生录取号），由于[image: ]
 ，因此取每段间隔为20，将编号分成50段，规定各段抽取第16个顺序号的学生，得到容量为50的样本。其学生号码依次为16，36，56，76，…，996。


想一想
 　与简单随机抽样相比，系统抽样有哪些优点与缺点？

3．分层抽样


问题
 　考察某地区学生身高与体重的比例，该地区有小学生13100人，初中生8600人，高中生7500人，如何进行抽样？

[image: ]
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由于随着年龄的增长，学生在小学、初中、高中等不同阶段，身高与体重的比例存在着显著的差异，因此使用前面的几种方法抽样，样本的代表性不强，要考虑到不同阶段学生在样本中的比例。

当总体是由有明显差异的几个部分组成时，可将总体按差异情况分成互不重叠的几个部分——层，然后按各层个体总数所占的比例来进行抽样，这种抽样叫作分层抽样。

对分层抽样的每一层进行抽样时，可采用简单随机抽样或系统抽样。

知识巩固


例5
 　考察某地区7岁儿童的身高状况，应该如何抽取样本较好？（该地区城乡儿童比例为3∶7）


分析：
 由于我国城乡儿童的身高存在差异，故本题中的总体是由有明显差异的两个部分组成的。这时，可将总体按差异情况分成两个部分，然后按各个部分所占的比例进行分层抽样。


解：
 按照3∶7的比例从该地区城市和农村中的7岁儿童中抽取样本。


试一试
 　你能说出以上三种抽取样本的方法各自的特点吗？

练习

1．分别使用抓阄法和随机数法抽取一个体育彩票的号码（7个数字）。

2．从学校一年级新生的200人中抽出50人参加市教学质量抽样调查，分别使用抓阄法和随机数法进行抽样。比较抽样过程，你感觉哪种方法好？

3．某学校共有3000名学生，计划抽取100人的样本调查学生对老师教学方法的满意程度。请你用系统抽样来完成。

4．某农场在两块地种小麦，其中平地种100亩，坡地种20亩。现需要对6亩地的小麦进行估产，应该如何抽取样本较好？


 7.4　用样本估计总体

7.4.1　用样本频率分布估计总体

知识回顾

在初中，我们学习过频数分布图和频数分布表，利用它们可以清楚地看到数据分布在各个组内的个数。

知识巩固


例1
 　某工厂从去年全年生产某种零件的日产记录（件）中随机抽取30份，得到以下数据：

346　345　347　357　349　352　341　345　358　350

354　344　346　342　345　358　348　345　346　357

350　345　352　349　346　356　351　355　352　348

列出频率分布表。


解：
 分析样本的数据，其最大值是358，最小值是341，它们的差是358－341＝17。取组距为3，确定分点，将数据分为6组。

列出频数分布表，如表7.4.1所示。


小提示：
 设定分点数值时需要考虑分点值不要与样本数据重合。

表7.4.1



	分　　组
	频数累计
	频　　数



	340.5～343.5
	丅
	2



	343.5～346.5
	正正
	10



	346.5～349.5
	正
	5



	349.5～352.5
	正
	6



	352.5～355.5
	丅
	2



	355.5～358.5
	正
	5



	合　　计
	30
	30




[image: ]
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各组内数据的个数，叫作该组的频数。每组的频数与全体数据的个数之比叫作该组的频率。

计算上面频数分布表中各组的频率，得到频率分布表，如表7.4.2所示。

表7.4.2



	分　　组
	频　　数
	频　　率



	340.5～343.5
	2
	0.067



	343.5～346.5
	10
	0.333



	346.5～349.5
	5
	0.167



	349.5～352.5
	6
	0.200



	352.5～355.5
	2
	0.067



	355.5～358.5
	5
	0.166



	合　　计
	30
	1.000




根据频率分布表，可以画出频率分布直方图，如图7.4.1所示。

[image: ]
图7.4.1



频率分布直方图的横轴表示数据分组情况，以组距为单位；纵轴表示频率与组距之比。因此，某一组距的频率数值上等于对应矩形的面积。


想一想
 　为什么各小矩形的面积之和应该等于1？

如图7.4.1所示，日产量为343.5～346.5件的天数最多，其频率等于该矩形的面积，即0.111×3＝0.333≈[image: ]
 。

根据样本的数据，可以推测去年生产这种零件的情况：去年约有[image: ]
 的天数日产量为343.5～346.5件。

频率分布直方图可以直观地反映样本数据的分布情况，由此可以推断和估计总体中某事件发生的概率。当样本选择得恰当时，这种估计是比较可信的。

如上所述，用样本的频率分布估计总体的步骤为：

（1）选择恰当的抽样方法得到样本数据。

（2）计算数据最大值和最小值，确定组距和组数，确定分点并列出频率分布表。（3）绘制频率分布直方图。

（4）观察频率分布表与频率分布直方图，根据样本的频率分布，估计总体中某事件发生的概率。

练习

已知一个样本为：

25　21　23　25　26　29　26　28　30　29

26　24　25　27　26　22　24　25　26　28

（1）填写下面的频率分布表（见表7.4.3）。

表7.4.3



	分　　组
	频数累计
	频　　数
	频　　率



	20.5～22.5
	
	
	



	22.5～24.5
	
	
	



	24.5～26.5
	
	
	



	26.5～28.5
	
	
	



	28.5～30.5
	
	
	



	合　　计
	
	
	




（2）画出频率分布直方图。

7.4.2　用样本均值、标准差来估计总体

除了分析样本数据，作出频率分布表与频率分布直方图，估计总体某事件发生的概率外，还要利用样本均值、标准差来估计总体。

知识回顾

如果有n
 个数x
 1
 ，x
 2
 ，…，x
 
n

 ，那么[image: ]
 叫作这n
 个数的平均数或均值，[image: ]
 读作“x
 拔”。均值反映出这组数据的平均水平。

例如，某班共有10名学生，一次数学测验的成绩分别为：78，65，47，84，92，88，75，58，73，68，则这10名学生的平均成绩为

[image: ]


可以用样本的均值来估计总体，样本容量越大，这种估计的可信程度越高。

[image: ]
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观察某个样本，得到一组数据x
 1
 ，x
 2
 ，x
 3
 ，…，x
 
n

 ，那么

[image: ]


叫作这个样本的均值，样本均值反映出样本的平均水平。

知识巩固


例2
 　要从两位射击选手中选拔一位参加射击比赛，让他们做测试，两位选手的10次射击成绩如表7.4.4所示。


表7.4.4

[image: ]


你觉得选哪位选手参加比赛比较合适？


解：
 将这10次射击成绩作为一个样本，对两名选手的射击水平进行估计。分别计算数据的均值，得

[image: ]


由此估计，乙的射击平均水平高于甲，所以应选择选手乙去参加比赛。


问题
 　学校英语提高班采用小班教学，每班15人。现有A
 、B
 两个班参加统一的口语测试，成绩如表7.4.5所示。


表7.4.5

[image: ]


试问哪个班的成绩较好些？

[image: ]
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将这次成绩作为样本，来评价两个班成绩。分别计算均值，得

[image: ]


A、B两个班的平均成绩相同，也就是均值相同。

我们再来比较两个班同学的成绩对于平均成绩的偏离程度，偏离程度越大，说明其成绩波动越大，教学两极分化；偏离程度越小，说明其成绩波动越小，教学水平均衡稳定。

分别计算A班同学成绩与均值之差，如表7.4.6所示。


表7.4.6

[image: ]


这些偏差有正数，也有负数，如果直接相加，就会出现偏差互相抵消，不能反映偏离程度，所以用偏差平方的均值来描述这种偏离程度。

如果样本由n
 个数x
 1
 ，x
 2
 ，…，xn

 组成，那么样本的方差为

[image: ]


分别计算两个班成绩的方差，得

[image: ]


由[image: ]
 估计，A班的考试成绩比B班的波动小，因此A班同学的学习成绩更稳定，总体看比B班的成绩好。

由于样本方差的单位是数据的单位的平方，使用起来不方便，因此人们常使用它的算术平方根来表示个体与样本均值之间的偏离程度，叫作样本标准差，即

[image: ]


*计算器的使用

计算样本的方差（或标准差）一般是很麻烦的，可以使用计算器或计算机软件完成计算。下面通过实例来说明。


例3
 　求由数据156，178，170，173，169，156，164，163，152，157所组成样本的均值、方差和标准差（精确到0.1）。


解：
 采用函数型计算器（这里是用CASIO fx 82＃ES PLUS型计算器）计算样本均值、方差和标准差的步骤如下：

（1）将计算器设置为统计（STAT）状态。

操作：按一次MODE
 键，显示1：COMP　2：STAT　3：TABLE
 ，表示进入计算状态选项，按2
 键进入统计计算状态。

（2）输入数据。

操作：在统计计算状态下，按1
 键进入单个变量输入数据状态，依次输入各个数据，每输入一个数据后，都要按＝
 键；输入最后一个数据“157”，按＝
 键后再按AC
 键。

（3）显示计算结果。

①依次按SHIFT
 键、1
 键，然后按4
 键，最后依次按1
 键、＝
 键，显示样本容量为：n
 ＝10。

②依次按SHIFT
 键、1
 键，然后按4
 键，最后依次按2
 键、＝
 键，显示样本均值为：[image: ]
 ＝163.8。

③依次按SHIFT
 键、1
 键，然后按4
 键，最后依次按4
 键、＝
 键，显示样本标准差为：s
 ＝8.6。

（4）在显示样本标准差的基础上，依次按
x
 2

 键、＝
 键，显示样本方差为：s
 2
 ＝73.3。

练习

从一块小麦地里随机抽取10株小麦，测得各株高（单位：cm）为：

71，77，80，78，75，84，79，82，79，75

（1）求样本均值，并说明样本均值的意义。

（2）求样本方差及样本标准差，并说明样本方差或样本标准差的意义。


 7.5　一元线性回归

[image: ]
 引入


问题
 　人的身高（单位：cm）与体重（单位：kg）之间有没有联系呢？也许有人知道，平均标准体重的数值为

体重≈身高－105

这个结果是通过大量样本的分析估算出来的。

[image: ]
 新知识

表7.5.1所示是随机抽取的8个学生的身高（单位：cm）与体重（单位：kg）的数据。


表7.5.1

[image: ]


学生的身高与体重之间存在着一定的关系，这种关系不像以前研究的函数关系那样，知道身高就能确定体重的值。但是一般较高的人，体重较大。

变量之间的这种非确定性的相互依存的关系叫作相关关系。它的特点是，当一个变量或n
 个变量的值确定后，另一个变量的值虽然与它（或它们）有着密切的关系，但却无法完全确定。

下面要研究的问题是，能否利用确定性的关系来近似地描述相关关系。

我们继续研究8个学生的身高与体重的关系。

建立平面直角坐标系Oxy
 ，x
 轴表示身高（单位：cm），y
 轴表示体重（单位：kg）。上述样本中每位学生的身高与体重组成的有序数对（x
 ，y
 ）对应于平面上一个点，这些点组成的图形叫作散点图，如图7.5.1所示。

[image: ]
图7.5.1



表面上散点图中的这些点杂乱无章，但是大体上呈现出一种直线走向趋势（这是非常重要的，否则不能用一次函数来近似）。这启发我们，人的体重y
 与身高x
 大体上有一次函数的关系，即可以近似地有

[image: ]


叫作y
 关于x
 的回归方程；它的图形叫作回归直线；[image: ]
 叫作回归系数，计算比较复杂，一般利用计算器或软件来完成。

练习

某公司为了研究某类产品的广告费与其销售额（单位：万元）之间的关系，对多个厂家进行了调查，数据如表7.5.2所示。


表7.5.2

[image: ]


试求销售额y
 关于广告费x
 的一元线性回归方程。


 复习题

一、选择题

1．一个三层书架里，依次放置语文书12本，数学书14本，英语书11本，从中取出1本，共有（　）种不同的取法。

A．35

B．36

C．37

D．38

2．五年高职某班有男生28人，女生19人，从中派1人参加学校卫生检查，有（　）种选法。

A．45

B．46

C．47

D．48

3．一个三层书架里，依次放置语文书12本，数学书14本，英语书11本，从中取出语文书、数学书和英语书各1本，共有（　）种不同的取法。

A．12×14×11＝1848

B．12＋14＋11＝37

C．12×14＋11＝179

D．12＋14×11＝166

4．某小组有8名男生，6名女生，从中任选男生和女生各一人参加座谈会，有（　）种不同的选法。

A．48

B．14

C．4

D．10

5．掷一颗骰子，观察点数，这一试验的基本事件数为（　）。

A．1

B．3

C．6

D．12

6．在100张奖券中有2张中奖券，从中任抽一张，则中奖的概率是（　）。

A．1／100

B．1／50

C．1／25

D．1／5

7．某中职学校共有20名男足球运动员，从中选出3人调查学习成绩情况，应采用的抽样方法是（　）。

A．随机抽样法

B．分层抽样法

C．系统抽样法

D．无法确定

8．某校有机电专业学生400人，学前专业学生300人，现要抽取40名学生参加学生代表大会，应该采取的抽样方法是（　）。

A．随机抽样法

B．分层抽样法

C．系统抽样法

D．无法确定

二、填空题

1．在一定条件下，可能出现不同的结果，这类现象叫作_____。

2．某地区为了掌握70岁老人的身体状况，随机抽取150名老人测试体验，则总体是_____，个体是_____，样本是_____，样本容量是_____。

3．书包内有中职课本语文、数学、英语、政治各一本，从中任意取1本，则取出的是数学课本的概率是_____，取出的是初中课本的概率是_____。

三、应用题

1．某学校要了解学生对自己专业的满意程度，进行了5次问卷调查，结果如表7.5.3所示。


表7.5.3

[image: ]


（1）计算表中的各个频率；

（2）学校学生对自己所学专业满意率约是多少？

2．在一亩玉米地中约有2300株玉米，随机抽取20株，平均每株产玉米0.2 kg，估算这一亩玉米地的产量。

3．某工厂在一次技能比赛中，要求加工零件的长度（单位：cm）是（10±0.1）cm为合格。甲、乙、丙三名工人加工的记录如表7.5.4所示。


表7.5.4

[image: ]


试用样本均值、样本方差判断谁加工的零件质量好。

4．为了了解一个班的学生对数学知识的掌握情况，对该班的期末数学成绩进行分析，期末数学成绩如下：

75　88　51　63　42　98　26　68　77　65　84　68　70　65　69

73　83　65　73　83　92　55　74　69　75　62　69　73　52　75

58　68　76　91　84　65　66　72　81　74　63　67　74　53　76

（1）列出频率分布表；

（2）绘出频率分布直方图。

5．对某地区生产同一种产品的8个不同规格的企业进行生产成本调查，得产量x
 （万件）与生产成本y
 的数据。



————————————————————


(1)
  本教材中，做抛掷试验的物体（这里是骰子）都是质地均匀的，后面不再逐个说明。
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