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前言

金融学及金融投资的本质是在不确定的环境下进行稀缺资源的跨期优化配置。近几十年来，随着金融不断与数学、统计、计算机等学科交叉融合，金融学已呈现出定量化、精确化和模型化的大趋势。与此同时，伴随着数学科学、统计分析、计算机技术的不断进步，一股量化投资的热潮也扑面而来。可以预见，基于数理模型和计算机程序的量化投资，将与基本面分析、技术分析“三分天下”“鼎足而立”，从根本上塑造金融投资的新格局。

本书属于数理金融（量化投资）的范畴，论述了隐马尔可夫链和马尔可夫状态转换模型的数学原理、数值算法以及在投资实务中的应用。全书分为5个部分。为了满足自封性（self-contained）的要求，第1章简单回顾了模型必需的概率统计知识。第2章紧随其后，介绍了一类非常重要的随机过程——马尔可夫链，重点在C-K方程、马尔可夫链的若干重要性质，以及马氏链的极大似然估计。前两章是后续部分的基础。第3章介绍了状态独立混合分布模型，这可以看作第4章的一个“预演”，因为隐马尔可夫链从本质上说，是一个状态不独立（相关）的混合分布模型。第4章和第5章是全书的核心，也是最具有实战价值的部分。这两章分别论述了隐马尔可夫链和马尔可夫状态转换模型，两个模型最重要的实务价值在于从数据中找出判断金融市场上升或者下降的信息。这两章均遵循从数学原理到计算机算法再到金融市场实证分析的研究框架，各个算法（伪代码）在正文相应部分给出，对应的Matlab和R程序统一包含在附录里。

本书虽涉及一定程度的数学知识，但总体而言仍定位于业界，也就是金融领域的实务工作者。在许多情况下，不过多纠缠过于复杂的数学细节，而是直击数学模型背后朴素的“物理”意义，尽量用工科的直观代替理科的严谨。
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第1章　概率统计必要知识回顾

概率论是金融数学的基石。一方面，概率论本身是研究不确定性强有力的数学工具；另一方面，概率论是其他几个学科如数理统计、随机过程、随机分析的基础。概率论和数理统计本身是一个宏大的话题，但本着“学以致用”的原则，在本章，我们只聚焦于理解隐马尔可夫链和马尔可夫状态转换模型所必须具备的概率统计相关知识。


 1.1　条件概率与条件期望的两个引理

条件概率与条件期望在概率论中具有非常高的地位，“取条件”这个思想贯穿全书始终。一方面，在很多情况下，我们对给定部分信息的概率或者期望感兴趣；另一方面，通过适当地“取条件”，我们可以使问题简化。本节的核心是两个引理，在论述它们之前，先回顾一下“划分”“全概率公式”和“贝叶斯公式”等基本概念。


 1.1.1　划分、全概率公式与贝叶斯公式

定义1.1［划分（Partition）］


A
 1
 ，A
 2
 ，…，An

 是样本空间Ω的一个划分，如果满足

[image: ]


直观地理解，“划分”指的就是样本空间的一组子集，这些子集彼此之间没有交集，拼在一起构成全集。

定理1.1［全概率公式（Total Probability Formula）］

若A
 1
 ，A
 2
 ，…，An

 是样本空间Ω的一个划分，B
 为任意一个事件，则

[image: ]


证明：

因为A
 1
 ，A
 2
 ，…，An

 是Ω的一个划分，故由定义1.1可得

[image: ]


定理1.2［贝叶斯公式（Bayes Formula）］

若A
 1
 ，A
 2
 ，…，An

 是样本空间Ω的一个划分，B
 是一个事件，则

[image: ]


证明：

[image: ]


（分母基于全概率公式，定理1.1）

证毕

特别的，[image: ]
 这两个集合是样本空间Ω的一个划分，故由定理1.2可得

[image: ]


在连续情形下，概率质量函数由概率密度函数替代，求和由积分替代，可得连续情形下的贝叶斯公式为

[image: ]



 1.1.2　两个引理

引理1

[image: ]


证明：

[image: ]


故很明显，LHS=RHS。这里LHS是Left-Hand Side（左边）的简写，RHS是Right-Hand Side（右边）的简写。

证毕

从证明上看，引理1虽然仅仅是条件概率公式的简单应用，但在本书中，我们将会非常频繁地使用这个公式，同时，它也是许多复杂概率模型的基础。因此，我们把它单独作为一个引理给出。

引理2

[image: ]


证明：

这里我们仅给出离散情况下的证明，连续情形与此类似。

[image: ]


它是y
 的一个函数，因此，

[image: ]


[image: ]


引理2也被称为重期望公式
 或全期望公式
 ，它是条件期望的一个重要性质。正如期望是概率的推广一样，全期望公式（引理2）也可以被视为全概率公式（定理1.1）的推广。直观的理解，引理2告诉我们，计算E（X）
 等同于计算X
 的条件期望的加权平均，条件期望取在事件｛Y=y｝
 给定时，而权重是事件｛Y=y｝
 发生的概率。


 1.2　极大似然估计


 1.2.1　极大似然估计的基本思想

极大似然估计（maximum likelihood estimation，MLE）是求统计模型参数值的强有力工具，其核心思想是求使得样本数据出现的联合概率最大的参数值是多少。极大似然估计法本身在后续章节中有很多应用，同时，它的基本思想也是后面要介绍的期望最大化算法（EM Method）的基础。

对于一个离散（连续）的随机变量X
 ，其概率质量（密度）函数为p
 （x
 |θ
 ）（f
 （x
 |θ
 ））；此外，有大小为n
 的样本，这些样本点x
 1
 ，x
 2
 ，…，xn

 是独立同分布的（i.i.d.，independent ＆ identically distributed）。这样，样本数据的联合概率密度为

[image: ]


这里x
 1
 ，x
 2
 ，…，xn

 都是已知的，所以上式是θ
 的一个函数，称为似然函数（likelihood function）

[image: ]


极大似然估计的目标是找出[image: ]
 ，从而最大化L
 （或log L
 ），用数学语言表示就是

[image: ]


[image: ]
 被成为θ
 的极大似然估计量（maximum likelihood estimator）


 1.2.2　三个实例

本小节我们将给出用极大似然估计法估计模型参数的三个实例。

例1-1　指数分布


X
 -Exp（λ），其密度函数为

[image: ]


解：

似然函数为

[image: ]


对数似然函数为

[image: ]


因此

[image: ]


例1-2　正态分布


X
 ～N
 （μ
 ，σ
 2
 ），其密度函数为

[image: ]


解：

似然函数为

[image: ]


对数似然函数为

[image: ]


分别对μ
 和σ
 2
 求偏导并令偏导数为0，可得

[image: ]



注：
 这里用极大似然估计法求得的方差估计量不是无偏估计量，σ
 2
 的无偏估计量是

[image: ]


例1-3　线性回归模型

经典的（一元）线性回归模型可表示为

[image: ]


其中ut

 是i.i.d.，并且ut

 ～N
 （0，σ
 2
 ）

因此，yt

 也是i.i.d.，并且[image: ]


现在的问题是，给定观测值｛x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 ｝和｛y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 ｝，用极大似然估计法求出β
 1
 ，β
 2
 ，σ
 2
 。

解：


yt

 满足正态分布，其密度函数为

[image: ]


故y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 的联合密度函数为

[image: ]


因为x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 与y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 都已经给定，所以上式仅为β
 1
 ，β
 2
 ，σ
 2
 的函数，也即为似然函数

[image: ]


对数似然函数为

[image: ]


分别对三个未知参数求偏导并令偏导数为0，可得

[image: ]


继而得到

[image: ]


这里[image: ]
 是拟合值（fitted value），而[image: ]
 代表残差（residual）。

因此，（一元）线性回归模型的三个参数的极大似然估计量可总结如下：

[image: ]




第2章　马尔可夫链


 2.1　随机过程与马尔可夫链简介


 2.1.1　随机过程的基本概念

随机过程（stochastic process）被视为概率论中的“动力学”部分。形象地说，随机变量随着时间的演化就形成了“随机过程”。严格意义上来讲，随机过程是一个二元单值函数。设Ω为样本空间，T
 为指标集（也称为参数集，一般用来表示时间），则随机过程X
 （t
 ，ω
 ）为T
 ×Ω到[image: ]
 上的二元函数，即

[image: ]


固定t
 ∈T
 ，则X
 （t
 ，·）是定义在样本空间Ω上的一个函数，即为一个随机变量。对于ω
 ∈Ω，X
 （·，ω
 ）是参数t
 ∈T
 的一般函数，因为t
 在T
 中顺序变化，所以通常称X
 （·，ω
 ）为随机过程的一个实现或一条样本轨道。

若参数集T
 是可数的或者有限的，则称该随机过程是离散的，否则称为连续随机过程。一般把随机过程X
 （t
 ，ω
 ）简记为Xt

 或X
 （t
 ），本书将不加区别地使用两者。同时X
 （t
 ）一般称为过程在t
 时刻的状态（state），而X
 （t
 ）取值全体构成的集合称为状态空间（state space）。

随机过程在金融建模中有着非常广泛的应用。在金融中，比较常见的随机过程有布朗运动（Brownian Motion）、泊松过程（Poisson Process）、马尔可夫链（Markov Chain）、鞅（Martingale）等。它们是从不同角度定义的一类随机过程，彼此之间可能有交叉，如布朗运动是一个鞅，泊松过程不是一个鞅，而补偿泊松过程（Compensated Poisson Process）又是一个鞅。在本书中，我们关注的是马尔可夫链及其拓展。


 2.1.2　马尔可夫链及转移概率矩阵

定义2.1［马尔可夫链（Markov Chain，MC）］

一个离散的随机过程[image: ]
 被称为马尔可夫链，若对于所有的[image: ]
 ，满足

[image: ]


我们用符号[image: ]
 指代（C
 1
 ，C
 2
 ，…，Ct

 ），即

[image: ]


同时用p
 （x
 ）指代P
 （X=x
 ），则马尔可夫链的定义可简写作

[image: ]


直观地说，马尔可夫性（Markov Property）意味着“未来”仅与“现在”有关，而与“过去”没有关系。

定义2.2［转移概率（transition probability）］

[image: ]


转移概率就是过程在s
 时刻位于状态i
 ，在s
 +t
 时刻转移到状态j
 的概率。若这个概率与s
 无关，则称为齐次
 马尔可夫链。本书讨论的都是齐次马尔可夫链。

定义2.3［转移概率矩阵（Transition Probability Matrix，T.P.M.）］

若马尔可夫链共有m
 个状态，A
 （t
 ）是一个m×m
 矩阵，它的第（i，j
 ）个元素是转移概率aij
 （t）
 ，则称A
 （t
 ）为t
 步转移概率矩阵。

定义2.3［单步转移概率矩阵（One-Step Transition Probability Matrix）］

[image: ]



A
 称为单步转移概率矩阵，以后我们所说的转移概率矩阵一般情况下均指单步转移概率矩阵。

对于单步转移概率矩阵而言，有一个重要的性质，即每一行的元素相加之和为1，即

[image: ]


（对于所有的i
 =1，2，…，m
 ）

这也直接引出了下面这个重要的定理。

定理2.1


A
 是马氏链的单步转移概率矩阵，则

[image: ]


即l
 T
 是A
 的右特征向量（right eigen vector），特征值为1。

其中l
 =［1，1，…，1］1×m

 是一个所有元素均为1的行向量。

证明：


A
 为单步转移概率矩阵，则A
 的每行之和均为1，即对于所有i
 =1，2，…，m
 ，有

[image: ]


用矩阵的形式，可写成

[image: ]


也就是


A
 ·l
 T
 =l
 T


证毕


 2.2　C-K方程、马尔可夫链的若干重要性质、稳态分布


 2.2.1　Chapman-Kolmogorov方程

定理2.2［Chapman-Kolmogorov方程（C-K方程）］

对于一个有限状态空间（finite state space），齐次（homogeneous）的马尔可夫链而言，有

[image: ]


矩阵形式为

[image: ]


证明：

• 实数形式（Scalar Form）

[image: ]


• 矩阵形式（Matrix Form）

（1）aij

 （t+u
 ）是A
 （t+u
 ）的第（i，j
 ）个元素

（2）[image: ]
 的第i
 行与A
 （u
 ）的第j
 列相乘，也即A
 （t
 ）·A
 （u
 ）的第（i，j
 ）个元素

（3）从上一步骤（实数形式）已经得到

[image: ]



说明：
 A
 （t+u
 ）与A
 （t
 ）·A
 （u
 ）的所有第（i，j
 ）个元素均相等，故而得出


A
 （t+u
 ）=A
 （t
 ）·A
 （u
 ）

证毕

我们可以直观地理解C-K方程。从i
 经过t
 +u
 步转移到j
 相当于从i
 经过t
 步转移到k
 ，再从k
 经过u
 步转移到“最终目的地”j
 ，然后我们把所有的“中转站”k
 进行加总。矩阵形式则更为明朗，t
 +u
 步的转移概率矩阵，就是t
 步的转移概率矩阵与u
 步的转移概率矩阵相乘得到。

C-K方程在马尔可夫链的知识体系中举足轻重，我们可以从它出发，得出马氏链的许多重要性质。


 2.2.2　马尔可夫链的若干重要性质

定理2.3

[image: ]


证明：

根据定理2.2（C-K方程），我们有

[image: ]


因此

[image: ]


定理2.3说明t
 步转移概率矩阵等于单步转移概率矩阵的t
 次方。

我们用ui

 （t
 ）=P
 （Ct

 =i
 ）表示过程在t
 时刻位于状态i
 的无条件概率。在此基础上，我们用

[image: ]


这个行向量来表示马尔可夫链在t
 时刻的状态分布向量（distribution vector）。

另外我们用πi

 =P
 （C
 1
 =i
 ）表示过程在初始时刻位于状态i
 的无条件概率，这里的初始时刻是t
 =1而非t
 =0。类似的，我们用

[image: ]


这个行向量来表示马氏链的初始分布向量（initial distribution vector）。

定理2.4

[image: ]


我们通过证明左右两边的第i
 个元素相等来证明上式

• 左边的第i
 个元素为

[image: ]


• 对右边而言，其矩阵乘法可表示如下

[image: ]


其乘积是一个1×m
 的行向量，第i
 个元素为

[image: ]


[image: ]


因为对于所有的i
 =1，2，…，m
 ，LHS与RHS的第i
 个元素均相等，所以LHS=RHS，即


u
 （t
 +1）=u
 （t
 ）·A


证毕

对于定理2.4，可以直观地理解如下：马尔可夫链在t
 +1时刻的状态分布向量即为马氏链在t
 时刻的状态分布向量乘以转移概率矩阵。

定理2.5

[image: ]


证明：

根据定理2.4，[image: ]
 ，我们有

[image: ]


定理2.6

[image: ]


推而广之，可得

[image: ]


其中[image: ]



证明：
 这里我们只证明简单情形，复杂情形与之类似

[image: ]


我们可以形象地理解定理2.6。它说明：一个马尔可夫链取值为c
 1
 ，c
 2
 ，…，cT

 的概率，等于这个马氏链在初始时刻位于c
 1
 的概率，乘以从c
 1
 转移到c
 2
 的概率，再乘以从c
 2
 转移到c
 3
 的概率，以此类推，直到乘以从c
 T-1
 转移到cT

 的概率。


 2.2.3　稳态分布

定义2.5［稳态分布（Stationary Distribution）］

所有元素均非负的行向量δ
 被称为马尔可夫链的稳态分布，如果其满足以下两个条件

[image: ]


评注


	若一个马尔可夫链从稳态分布开始，其将一直维持在这个分布，称这样的马氏链为稳态马尔可夫链（Stationary Markov Chain）

	齐次的、离散时间的、有限状态空间的马尔可夫链被称为不可约的（irreducible），一个不可约的马氏链有唯一的、严格为正的稳态分布

	齐次性不是
 稳态分布的充分条件



在理论和实务中，我们经常需要求出马氏链的稳态分布。一种方法是根据稳态分布必须满足的条件，定义2.5，建立方程组来求解；另一种更方便的解法是矩阵计算，其基于如下的定理。

定理2.7

[image: ]


其中

[image: ]


为m
 阶单位阵

[image: ]


为所有元素均为1的m
 阶矩阵

证明：

由稳态分布的定义

[image: ]


结合以上两项，可以得出

[image: ]


证毕

因此，实务中我们只需要简单计算

[image: ]


即可快速求出马氏链的稳态分布，对应的Matlab程序包含在附录中。


 2.3　马尔可夫链的极大似然估计

马尔可夫链的参数（转移概率）可以使用极大似然法进行估计，该方法可以给出明晰的解析表达式，该表达式也有直观形象的意义。

定理2.8［马尔可夫链的极大似然函数］


fij

 是从状态i
 转移到状态j
 的次数（transition times or
 transition count），则对于转移次数矩阵（transition count matrix）为

[image: ]


的马尔可夫链而言，其极大似然函数为

[image: ]


证明：

从状态i
 到状态j
 ，转移概率为aij

 ，共发生了fij

 次转移，则转移后过程位于状态j
 的概率为

[image: ]


再把位于所有状态的概率相乘，即可得到极大似然函数为

[image: ]


定理2.9［马尔可夫链的对数极大似然函数］

[image: ]


其中

[image: ]


证明：

比较简单，直接对定理2.8中的极大似然函数取对数，即得

[image: ]


定理2.10［转移概率的极大似然估计量］

[image: ]


证明：

基于定理2.9，我们有

[image: ]


因此我们可以通过最大化每个ej

 来最大化\log L
 。

• 用转移概率矩阵的非对角线元素来表示ej



[image: ]


• 对转移概率矩阵的非对角线元素（i≠j
 ）求偏导数，并令偏导数为0

[image: ]


• 两边对j
 求和，有

[image: ]


因此，可求得对角线元素的极大似然估计量为

[image: ]


• 求出[image: ]
 及通项公式

从第二步我们已经得出

[image: ]


因此可求得非对角线元素的极大似然估计量为

[image: ]


统一考量对角线元素与非对角线元素，转移概率的极大似然估计量的通项公式可写作

[image: ]


定理2.10有一个直观的理解。分子fij

 是从状态i
 转移到状态j
 的实际次数，分母[image: ]
 是从状态i
 转移出去的次数之和，两者之比就是从状态i
 转移到状态j
 的相对频率，也即转移概率的极大似然估计量。定理2.10说明，转移概率的极大似然估计量与直觉是相符的。



第3章　状态独立混合分布模型

从这章开始，我们将进入“混合分布”的世界。选择混合分布的一个重要原因是因为单一概率分布往往不能精确地刻画这个世界。比如经典的金融经济学通常假定资产收益率是服从正态分布的，这个假设（标的资产收益率服从正态分布、标的资产价格服从对数正态分布）是许多金融模型的基础，如大名鼎鼎的Black-Scholes期权定价公式。然而，越来越多的实证研究表明，金融资产收益率往往呈现出“尖峰厚尾”的形态，与正态分布有比较大的偏差。再如给定1900-2006年世界里氏7级（及更大）的地震年度数据，一个很自然的想法是使用泊松分布来建模，但单一的泊松分布拟合效果与实际情况有不小的偏离。为了更好地“吻合”这个世界，我们转而采用混合分布。当“正确”地使用混合分布模型时，往往会取得较好的效果。本章我们描述了状态独立的混合分布模型，下面两章则聚焦于状态不独立（相关）的混合分布模型。


 3.1　独立混合分布模型概述

定义3.1［状态独立混合分布模型（State Independent Mixture Distribution）］


X
 是一个有m
 个分量（Y
 1
 ，Y
 2
 ，…，Ym

 ）的混合分布的随机变量，如果其满足以下两个条件

（1）每一个分量Yi

 （i
 =1，2，…，m
 ）也是一个随机变量，有概率质量（密度）函数pi

 （fi

 ）

（2）每一个分量Yi

 会以概率δi

 被选中，且[image: ]


若随机变量X
 满足定义3.1，则可将其表达如下

[image: ]


也就是说，X
 是Yi

 的线性组合。

为了更好地表达“选择”这个行为，我们引入另一个离散型随机变量C来表达“选择”这一事件，即

[image: ]


因此，事件｛C=i
 ｝意味着以概率δi

 选择第i个分量，也即给定事件｛C=i
 ｝，｛X
 =Yi

 ｝。

定理3.1［混合分布的密度函数］


X
 是如定义3.1所定义的随机变量，则X
 的概率密度函数为

[image: ]



注：
 这里及后文中，我们将统一使用“密度函数”这一概念，不再区分p
 （x
 ）与f
 （x
 ）；对于离散型随机变量而言，它是指概率质量函数（probability mass function），对于连续型随机变量，它指代概率密度函数（probability density function）。

证明：

[image: ]


直观地理解上述定理，它表明混合分布的密度函数是每个分量密度函数的线性组合或加权平均，权重为每个分量被选择的概率。

定理3.2［混合分布的矩性质］

1阶矩（期望）

[image: ]



k
 阶矩

[image: ]


证明：

这里我们仅证明1阶矩，高阶矩的证明过程与之类似


E（X）
 =E
 ［E
 （X
 |C
 ）］

（基于引理2，全期望公式）

[image: ]


与定理3.1类似，定理3.2表明混合分布的矩也为各个分量矩的加权平均，权重也为每个分量被选择的概率。然而，下面的定理却表明，混合分布的方差不再具有这样的性质。

定理3.3（两个分量混合分布的方差）

若X
 是由定义3.1定义的具有2个分量的混合分布的随机变量，则X
 的方差可表示为

[image: ]


也即混合分布的方差不是各个分量方差的线性组合（加权平均）

证明：

因为

[image: ]


所以基于定理3.2（矩性质），我们可得

[image: ]


因此

[image: ]


[image: ]



 3.2　独立混合分布模型的参数估计

在状态独立混合分布模型的参数估计问题中，有n
 个样本数据，x
 1
 ，x
 2
 ，…，xn

 ，待估参数为θ
 1
 ，θ
 2
 ，…，θm

 和δ
 1
 ，δ
 2
 ，…，δm

 ，其中δi

 是概率，而θi

 可以是实数，也可以是向量。

若对于所有的i
 =1，2，…，m
 ，θi

 都是一个实数，也就是说，每一个分量Yi

 有且仅有一个参数，则总共有2m
 -1个待定参数，分别为m
 个θ
 和m
 -1个δ
 ，因为[image: ]
 ，加上了一个限制条件。

定理3.4（混合分布的极大似然函数）

[image: ]


[image: ]


例：两分量泊松混合分布模型（泊松分布强度分别为λ
 1
 ，λ
 2
 ）

解：

混合分布的密度为

[image: ]


因此，其似然函数为

[image: ]


共3个未知参数，λ
 1
 ，λ
 2
 ，δ
 1
 。



第4章　隐马尔可夫链

隐马尔可夫链（Hidden Markov Chain，HMC；Hidden Markov Model，HMM）是马尔可夫链的拓展，也是一种特殊的状态\emph｛相关｝的混合分布模型。隐马尔可夫链在语音解码、生物统计、量化投资等方面有着广泛的应用。很多学界和业界的分析人士认为，“量化之王”西蒙斯（Jim Simons）的文艺复兴科技公司（Renaissance Technology Corp）即在实战中大量应用隐马尔可夫链。当然，西蒙斯和他的对冲基金团队对于外界的分析和猜测一律保持沉默。简单地讲，隐马尔可夫链的核心思想就是金融资产的价格（或者收益率）背后是有不同状态的，状态决定价格（收益率），而这个状态又是隐藏的，需要进行推断（解码）。当把状态以及其他相关参数求出之后，我们就可以“对症下药”，建立自己的交易策略。本章的目的，就是详细剖析隐马尔可夫链的数学原理、计算机算法并应用HMM进行金融市场实证分析。


 4.1　隐马尔可夫链基础


 4.1.1　隐马尔可夫链的定义及三个基本问题

隐马尔可夫链简介

定义4.1［隐马尔可夫链（HMM）］

一个双离散随机过程（double discrete stochastic process）｛Ct

 ｝，｛Xt

 ｝被称作隐马尔可夫链，若它满足以下两个条件：

[image: ]


使用简便记号，隐马尔可夫链的定义也可简写为

[image: ]


在隐马尔可夫链的定义中，｛Ct

 ｝被称作状态过程（state process），它是不可观察的（隐藏的），HMM性质1说明其是一个马尔可夫链；｛Xt

 被称为观测值过程（observation process），HMM性质2说明它仅与当前状态有关，而与之前的状态和观测值均无关。

在此基础上，我们还可以定义加强版（改进版）的隐马尔可夫链，如下所示。

定义4.2［加强版的隐马尔可夫链（Revised HMM）］

[image: ]


[image: ]


加强版的HMM性质1说明，给定第t
 -1个状态变量，第t
 个状态变量与其他所有变量均不相关；加强版的HMM性质2说明，给定第t
 个状态变量，第t
 个观测值与其他所有变量均不相关。

在后续部分中，我们将不再详细区分HMM性质与加强版的HMM性质。总的来说，在隐马尔可夫链框架下，一共两个随机过程，｛Ct

 ｝与｛Xt

 ｝；｛Ct

 ｝是马尔可夫链，给定C
 t-1
 ，Ct

 与其他所有变量（过去的观测值和过去的状态）均无关，｛Xt

 ｝是观测值过程，给定Ct

 ，Xt

 与其他所有变量（之前和之后的观测值、过去的状态）均无关。

三个基本问题

应用隐马尔可夫链面临三个基本问题：

• 当参数给定时，求出观测值序列发生的概率，即

[image: ]


通常对于这个问题我们使用向前/向后算法（Forward/Backward Approach）

• 找出一个隐藏的状态序列c
 1
 ，c
 2
 ，…，cT

 ，其能最好的解释观测值序列x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT



这个问题也称为解码（decoding），通常使用维特比算法（Viterbi Algorithm）

• 找出能使观测值序列发生概率最大的参数，即

[image: ]


此问题即参数估计，也称为学习（study）或者训练（train），是三个基本问题中最复杂的，通常使用期望最大化算法（Expectation Maximization Method or called
 Baum-Welch Method）。

本章的核心就是回答这三个问题，不过在此之前，我们先探讨一下隐马尔可夫链的若干基本性质和它的似然函数，这些都是后续部分的基础。


 4.1.2　隐马尔可夫链的若干基本性质

我们首先定义一个符号

[image: ]


可见pi

 （x
 ）是给定Ct

 在t
 时刻位于状态i
 时，Xt

 的条件概率。它也被称为状态相关分布（state-dependent distribution），或者发射分布（emission distribution）。形象地理解，可以把观测值Xt

 当作状态Ct

 “发射”的“信号（signal）”。

在此基础上，定义

[image: ]



P
 （x
 ）被称为对角发射矩阵（diagonal emission matrix），它的第i
 个对角线元素即是pi

 （x
 ）。

定理4.1［单变量分布（univariate distribution）］

[image: ]


写成矩阵形式为

[image: ]


证明：

[image: ]


[image: ]


上式也可以用矩阵运算写成

[image: ]


此外，由第2章中的定理2.5我们知道，[image: ]
 因此，上述定理的矩阵形式也可写为

[image: ]


若马尔可夫链是稳态的，[image: ]
 ，则上式又可简化为

[image: ]


定理4.2

[image: ]


[image: ]


定理4.2可以直观地理解如下：隐马尔可夫链在时刻t
 和t+k
 ，状态变量取值为ct

 和c
 t+k
 ，观测变量取值为xt

 和x
 t+k
 的概率，等于在t
 时刻，状态变量取值于ct

 的概率，乘以“发射信号”xt

 的概率，乘以状态变量k步转移到c
 t+k
 的概率（此时时刻为t+k
 ），再乘以“发射信号”x
 t+k
 的概率。

定理4.3［双变量分布（Bivariate Distribution）］

[image: ]


矩阵形式可写为\vspace*｛-1mm

[image: ]


证明：

[image: ]


上式也可用矩阵运算写为

[image: ]


若马尔可夫链是稳态的，则[image: ]
 ，上式又可简化为

[image: ]


定理4.4

[image: ]


证明：

[image: ]


[image: ]


结合上述两步的结果，可得

[image: ]


定理4.4可以直观地理解如下：出现状态序列c
 1
 ，c
 2
 ，…，cT

 和
 观测值序列x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 的概率，等于初始时刻状态位于c
 1
 的概率（右边第1项），乘以状态从c
 1
 转移到c
 2
 的概率，再乘以状态从c
 2
 转移到c
 3
 的概率，以此类推，直到乘以状态从c
 T-1
 转移到cT

 的概率（右边第2项），最后还要乘以在每个状态ct

 下“发射信号”xt

 的概率（右边第3项）。

从定理4.4出发，我们也可以导出观测值序列x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 出现的概率。

定理4.5

[image: ]


证明：

[image: ]



 4.1.3　隐马尔可夫链的似然函数

隐马尔可夫链的似然函数是个很重要的概念，在参数估计、条件分布、预测等问题中有着非常重要的应用。此外，后面介绍的前向（后向）概率等许多参量也可以用似然函数来表示。幸运的是，不但正常情况下隐马尔可夫链的似然函数有明晰的解析表达式，在个别数据缺失的情况下，依然可以得到似然函数的解析表达式。

正常情况下隐马尔可夫链的似然函数

定理4.6［无缺失数据时HMM的似然函数］

若隐马尔可夫链共有T个观测值，x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 ，则其似然函数可表示为

[image: ]


证明：

[image: ]


从矩阵运算的观点来看，LHS（似然函数）是一个实数，RHS是（1×m
 ）·（m
 ×m
 ）… （m
 ×m
 ）·（m
 ×1）的矩阵乘法，其结果（1×1）也是一个实数。

证毕

特别地，如果马尔可夫链（隐马尔可夫链的状态过程）是稳态的，则有[image: ]
 ，因此上式可简化为

[image: ]


数据缺失情况下隐马尔可夫链的似然函数

在个别数据缺失的情况下，隐马尔可夫链的似然函数也有类似的表达式。

定理4.7［有缺失数据时HMM的似然函数］

若观察值x
 3
 ，x
 5
 ，x
 6
 缺失，则似然函数可表示为

[image: ]


其中L
 （3，5，6）
 代表x
 3
 ，x
 5
 ，x
 6
 缺失时的似然函数。

证明：

[image: ]


[image: ]



评注：
 对于缺失数据的似然函数，有一个简便的记忆方法。若xt

 缺失，则对应的对角发射矩阵（diagonal emission matrix），P
 （xt

 ），就被替换为单位阵I
 ；等价的，对于所有的[image: ]
 。


例：
 x
 3
 缺失

[image: ]


数据缺失情况下的隐马尔可夫链似然函数在后文提到的分布预测等问题中有很多应用。


 4.1.4　两类隐马尔可夫链与HMM的数值模拟

本小节我们将介绍两类常见的隐马尔可夫链，泊松-隐马尔可夫链（Poisson-HMM）和正态-隐马尔可夫链（Normal-HMM）。它们都是从“发射信号”这个角度来划分的。若发射概率是泊松分布的，则称这种HMM为泊松-隐马尔可夫链，正态-隐马尔可夫链与此同理。类似地，也可定义二项-隐马尔可夫链（Binomial-HMM）或者伽马-隐马尔可夫链（Gamma-HMM）等。本小节最后，给出了数值模拟正态-隐马尔可夫链的算法，该算法仅需略加改动即可快速复制到其他隐马尔可夫链上面。

定义4.3［泊松-隐马尔可夫链（Poisson-HMM）］

若隐马尔可夫链共有m
 个状态，T
 个观测值，即i
 =1，2，…，m
 ，t
 =1，2，…，T
 ，在每个状态i
 下，发射概率（emission probability）是泊松分布的并且强度为λi

 ，即

[image: ]


则称此HMM为泊松-隐马尔可夫链

在泊松-隐马尔可夫链框架下，参数为[image: ]
 ，其中

[image: ]


与泊松-隐马尔可夫链类似，我们也可以定义正态-隐马尔可夫链，区别仅在于在每个状态i
 下，发射概率为正态分布而非泊松分布。

定义4.4［正态-隐马尔可夫链（Normal-HMM）］

若隐马尔可夫链共有m
 个状态，T
 个观测值，即i
 =1，2，…，m，t
 =1，2，…，T
 ，在每个状态i
 下，发射概率是正态分布的并且参数为μi

 和σi

 ，即

[image: ]


则称此HMM为正态-隐马尔可夫链

在正态-隐马尔可夫链框架下，参数为[image: ]
 ，其中

[image: ]


正态-隐马尔可夫链环境下观测值序列的生成算法

下面我们以正态-隐马尔可夫链为例，给出生成隐马尔可夫链观测值序列的数值算法。该算法（及后续各个算法）使用伪代码（pseudo code）编写，方便转化成C++、Matlab、R等语言进行计算机实现。


算法1：
 生成正态-隐马尔可夫链的观测值序列（Generate a Normal-HMM Observation Sequence）

[image: ]



 4.2　向前/向后算法

在本章的第一节，我们曾提到过，隐马尔可夫链的核心是三个基本问题，其中第一个问题就是计算观测值出现的概率，[image: ]
 。回答这个问题需使用向前/向后算法，而这个算法的核心是前向/后向概率。此外，前向/后向概率也是其他重要算法如后面提到的期望最大化算法的基础。


 4.2.1　前向概率与向前算法

定义4.5［前向概率（Forward Probability）］

[image: ]


可见前向概率是一个联合概率，它是出现观测值x
 1
 ，x
 2
 ，…，xt

 且
 状态在t
 时刻位于i
 的概率。

仿照前面行向量u
 （t
 ），π
 的定义，我们也可以定义前向概率的向量表示（vector representation），

[image: ]


对于前向概率的向量表示，我们有如下的定理

定理4.8

[image: ]


直观地看，上式的左边是一个1×m
 的行向量，右边是（1×m
 ）…（m
 ×m
 ）…（m
 ×m
 ）的矩阵乘法，结果也是一个1×m
 的行向量。

定理4.9［前向概率的初值条件（Initial Condition of Forward Probability）］

[image: ]


证明：

[image: ]


矩阵形式下，可写为

[image: ]


定理4.10［前向概率的递归公式（Recursion of Forward Probability）］

[image: ]


证明：

（1）实数形式（scalar form）

[image: ]


（2）矩阵形式（matrix form）

[image: ]


[image: ]


（3）实际上，我们也可以从矩阵形式得到实数形式

[image: ]


等式左边的第j
 个元素为aj

 （t
 +1）

等式右边的第j
 个元素为[image: ]


矩阵相等意味着矩阵每个对应元素均相等，因此，矩阵形式可以得出

[image: ]


也即是实数形式

证毕

前向概率的一个重要应用是隐马尔可夫链的似然函数可以用它来表示，如下述定理所示。

定理4.11［似然函数的前向概率表达］

[image: ]


证明：

[image: ]


实际上，由定理4.6，我们有

[image: ]


此外，由定理4.8，我们又有

[image: ]


因此，很明显的

[image: ]


对于前向概率的论述到此可以暂时告一段落，我们将给出利用前向概率求全部观测值概率（似然函数）的向前算法。

向前算法（forward approach）

向前算法用来求概率[image: ]
 ，也就是似然函数的值。它是一个从初值开始，经过迭代最终到达终值的过程，这就是所谓的“向前”。

1．初始化

[image: ]


或者等价的

[image: ]


2．递归过程

[image: ]


3．使用终值计算概率

[image: ]


正态-隐马尔可夫链环境下的向前算法实现

接下来，我们以正态-隐马尔可夫链为例，给出实现向前算法的伪代码。在计算机编程部分，一个非常有效的方案是创建Alpha，Beta，P矩阵，这个方法在后续的很多算法中都有重要应用。

Alpha是一个m×T
 的矩阵，称为前向概率矩阵（forward probability matrix）。其行对应于状态（state），从1到m
 ；其列对应于时间层（time layer），从1到T
 。因此，Alpha（i，t
 ）也就是前向概率ai

 （t
 ），而Alpha的第t
 列，Alpha（：，t
 ），也即是a
 （t
 ）T
 ［a
 （t
 ）是一个行向量］。故Alpha矩阵可表示如下

[image: ]



P
 矩阵也同理，称其为发射矩阵（emission matrix）。P
 也是一个m×T
 的矩阵，并且P
 （i，t
 ）即pi

 （xt

 ），因此

[image: ]


在正态-隐马尔可夫链模型下

[image: ]


我们之前曾经定义过对角发射矩阵（Diagonal Emission Matrix），P
 （xt

 ），其为

[image: ]


比较一下，可见上述定义的发射矩阵P
 的第t
 列，就是相应的对角发射矩阵P
 （xt

 ）的全部对角线元素。


算法2：
 向前算法（Forward Approach）
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 4.2.2　后向概率与向后算法

定义4.6［后向概率（Backward Probability）］

[image: ]


与前向概率是一个联合概率不同，后向概率是一个条件概率
 ，它是给定t
 时刻状态位于i
 的条件下，出现x
 t+1
 ，x
 t+2
 ，…，xT

 的概率。

与前向概率类似，我们也可以定义后向概率的向量表示，即

[image: ]


定理4.12

[image: ]


直观地来看，上式的左边为β
 （t
 ）T
 ，是一个m
 ×1的列向量，上式的右边是（m
 ×m
 ）…（m
 ×m
 ）…（m
 ×1）的矩阵运算，结果也是一个m
 ×1的列向量。

定理4.13［后向概率的终值条件（Terminal Condition of Backward Probability）］

[image: ]


矩阵形式为

[image: ]


定理4.14

[image: ]


从定理4.14出发，我们可以得到后向概率的递归公式。

定理4.15［后向概率的递归公式（Recursion of Backward Probability）］

[image: ]


矩阵形式可写为

[image: ]


证明：

（1）实数形式（scalar form）

[image: ]


（2）矩阵形式（matrix form）

[image: ]


[image: ]


（3）与前向概率的递归公式类似，这里我们也可以从矩阵形式得到实数形式

[image: ]


[image: ]


LHS的第i
 个元素为βi

 （t
 ）

RHS的第i
 个元素为

[image: ]


矩阵相等意味着LHS与RHS的每一个元素均相等，即

[image: ]


也就是实数形式

证毕

与前向概率类似，隐马尔可夫链的似然函数也可以用后向概率来表示。

定理4.16［似然函数的后向概率表达］

[image: ]


矩阵形式可写为

[image: ]


证明：

1．实数形式

[image: ]


2．矩阵形式

以上的实数形式可用矩阵运算写为

[image: ]


实际上，由定理4.6，我们有

[image: ]


由定理4.12，我们又有

[image: ]


似然函数不但可以用单独的前向概率或者后向概率来表示，也可以把前向和后向概率结合在一起来表达似然函数，基于下面的两个定理。

定理4.17

[image: ]


定理4.18［似然函数的前向/后向概率表达］

[image: ]


利用矩阵运算，上式可写为

[image: ]


一个更直观地证明上述矩阵形式的方法是，由定理4..6可得

[image: ]


仿照前向概率的部分，这里我们先给出利用后向概率求全部观测值概率（似然函数）的向后算法的框架，然后给出向后算法的细节及伪代码实现。附录中的Matlab程序把向前和向后算法统一起来，在一个函数中加以实现。

向后算法（backward approach）

向后算法也是用来求概率[image: ]
 ，也就是似然函数的值。它是一个从终值开始，经过迭代最终到达初值的过程，这就是所谓的“向后”。

1．初始化（终值）

[image: ]


2．递归过程

[image: ]


3．使用初值计算概率

[image: ]


正态-隐马尔可夫链环境下的向后算法实现

Beta矩阵（后向概率矩阵）与上小节定义的Alpha矩阵（前向概率矩阵）非常相似，P
 矩阵与上小节定义的相同。


算法3：
 向后算法（Backward Approach）

[image: ]



 4.2.3　其他数值参量

到现在为止，我们已经介绍了前向/后向概率和向前/向后算法，也就是说，隐马尔可夫链的第一个基本问题已经回答完毕了。不过，在回答第二个、第三个基本问题之前，我们还是希望再用一个小节论述一下其他相关的数值参量（other Desired Quantities）。一方面，这些数值参量与向前/向后概率有很密切的关系；另一方面，它们也是下节介绍的Baum-Welch算法的基础。


γ
 与g


定义4.7

[image: ]


从定义4.7可以看出，γi

 （t
 ）是给定所有观测值x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 的条件下，状态变量在t
 时刻位于i
 的条件概率。之前我们曾经定义过ui

 （t
 ）=P
 （C
t


 =i
 ）来表示状态在t
 时刻位于i
 的无条件概率，因此，γi

 （t
 ）可以被看作ui

 （t
 ）的条件估计（condit
 ional guess/est
 imat
 ion），给定全部观测值这个条件。

与之前的做法类似，这里我们也用γ（t）
 来作为它的向量表示

[image: ]


定理4.19

[image: ]


接下来我们定义g


定义4.8

[image: ]


很自然的，它的向量表示为

[image: ]



gi

 可不仅仅是把T
 -1个γi

 （t
 ）相加这么简单，它有很重要的性质

定理4.20


gi

 是

（1） 给定所有观测值的条件下，状态变量位于i
 的期望次数

（2）给定所有观测值的条件下，状态变量从i
 转移出去的期望次数（在最后时刻T
 无转移）

证明：

构造示性函数1
 i
 （t
 ）如下

[image: ]


因此，gi

 是位于i
 的期望次数，也是从i
 转移出去的期望次数，在给定所有观测值的条件下。

证毕


ε
 与h


定义4.9

[image: ]


从上述定义可知，εi，j

 （t
 ）是给定全部观测值x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 的条件下，状态变量在t
 时刻位于i
 ，在t
 +1时刻转移到j
 的条件概率。与γi

 （t
 ）的情况类似，它也可被视为相应的无条件概率的条件估计。

定理4.21

[image: ]


证明：

[image: ]


定理4.22

[image: ]


证明：

[image: ]


最后一个定义的数值参量是hij

 ，即

定义4.10

[image: ]


与前面的向量表示类似，这里我们也可以写出hij

 的矩阵表示（Matrix Representation）

[image: ]


与gi

 类似，hij

 也有一个很重要的性质。

定理4.23


hij

 是在给定所有观测值的条件下，状态变量从i
 转移到j
 的期望次数

证明：

仍引入示性函数

[image: ]


因此

[image: ]


故hij

 是在给定所有观测值的条件下，状态变量从i
 转移到j
 的期望次数。

证毕

其他数值参量的算法

本小节的最后，给出计算[image: ]
 这几个数值参量的算法。与Alpha，Beta矩阵类似，这里Gamma也被定义为一个m
 ×T的矩阵，其中Gamma（i，t
 ）也就是γi

 （t
 ）。g
 是一个1×m
 的行向量，gi

 即是Gamma矩阵的第i
 行的所有元素求和，除去Gamma（i，T
 ）（γi

 （T
 ））。Epsilon是一个m
 ×m
 ×（T-1）的三维矩阵，Epsilon（i，j，t
 ）即为εi，j

 （t
 ）。H
 是一个m
 ×m
 的矩阵，H
 （i，j
 ）即为 hij

 。


算法4：
 计算其他数值参量（Calculate other Desired Quantities）

[image: ]



 4.3　期望最大化算法

本节我们将先跳过第二个问题，直接回答第三个问题，即参数估计。参数估计是隐马尔可夫链三个问题中最难的也是最核心的，解决这个难题一般用期望最大化算法（Expectation Maximization，EM），在隐马尔可夫链框架下也称为Baum-Welch算法。


 4.3.1　期望最大化算法的基本思想

期望最大化算法可视为极大似然估计方法的拓展，主要用来解决含有不可观测变量的参数估计问题。假设在我们的统计模型中，有两组变量，x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 是可观测变量（observed），y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 是不可观测变量（unobserved or
 hidden），则｛x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 ；y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 ｝被称为完整数据（complete data），而完整数据的似然函数（complete date likelihood function）为

[image: ]



评注：
 当含有不可观测变量时，似然函数是随机的，因为y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 是随机数据（不知道确切数值），故我们可以把似然函数

[image: ]


看成当x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 给定时，关于y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 的函数。

相应的

[image: ]


被称为不完整数据的似然函数（incomplete data likelihood function）。

在完整数据的似然函数基础上，我们定义完整数据的对数似然函数（complete data log-likelihood function，CDLL），这个CDLL是我们今后要处理的主要对象

[image: ]


当然，这个CDLL也是一个随机变量，因为y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 是随机的。它也仍可被视为关于y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 的函数，当x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 给定时。

期望最大化算法（EM）如其名所示，包含两个步骤：求期望（E-Step）与最大化（M-Step）。下面我们分别加以论述。

E-Step

E-Step的核心思想是求完整数据对数似然函数（CDLL）的条件期望。这个条件期望是对于随机数据y
 1
 ，y
 2
 ，…，yT

 而言的，给定观测值x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 和目前的参数估计值[image: ]
 。

定义4.11［CDLL的条件期望，Q
 函数］

[image: ]



注：
 在Q
 函数中

（1）[image: ]
 是常数，在计算条件期望时使用

（2）θ
 是一个正常变量，我们希望通过调整θ
 来最大化Q
 函数

（3）[image: ]
 是随机数据，有条件分布[image: ]


因此，我们可以计算Q
 函数
(1)



[image: ]


[image: ]


M-Step

M-Step主要是求使得Q
 函数（条件期望）最大化的那个[image: ]
 ，用数学语言表示就是

[image: ]


E-Step与M-Step交替进行，直到满足一定条件时为止，故EM算法本质上是一个数值迭代的算法。


 4.3.2　Baum-Welch算法

Baum-Welch算法是在隐马尔可夫链环境下期望最大化算法的特殊形式。在泊松-隐马尔可夫链（Poisson-HMM）环境下，[image: ]
 ；在正态-隐马尔可夫链（Normal-HMM）环境下，[image: ]
 。隐马尔可夫链的完整数据对数似然函数（CDLL）为

[image: ]


这里c
 1
 ，…，cT

 是随机数据，相当于上文中提到的不可观测变量y
 1
 ，…，yT

 。

基于定理4.4，有

[image: ]


故HMM的CDLL可写为

[image: ]


因此在隐马尔可夫链环境下，Q
 函数可表示为

[image: ]


可见，Q
 函数可以被分解为三项之和，而这三项我们又可以分别处理。

（1）对于第一项，我们可仅关注于第1个时间层，即仅考虑t
 =1时的边缘分布，因此

[image: ]


（2）对于第二项，我们仅关注在每个时间层，从i
 到j
 的转移，即

[image: ]


（3）对于第三项，我们仅关注在每个时间层，在所有状态下的发射，即

[image: ]


故在隐马尔可夫链环境下，我们可以把Q
 函数简化为

[image: ]


Baum-Welch算法仍是分为E-Step和M-Step两大步骤（其本质上仍是EM算法）。

E-Step

给定观测值序列x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 ，给定当前的参数估计值[image: ]
 [image: ]
 的情况下，计算[image: ]
 [image: ]
 等参量值，则（A），（B），（C）
 就可以算出，继而Q
 函数的值（条件期望）也可以算出，这也就是E-Step的意义。

M-Step

求使Q
 函数（条件期望）最大化的参数值[image: ]
 [image: ]
 。因为我们已经把Q
 函数分解为三个部分，且可以观察到，（A
 ）仅与π
 （初始分布）相关，（B
 ）仅与A
 （转移矩阵）相关，（C
 ｝）仅与pi

 （xt

 ）（发射参数）相关，则我们可以分别最优化（A），（B），（C）
 ，继而得到Baum-Welch公式。

首先我们对（A
 ）进行最优化，得到[image: ]
 的最优估计量

定理4.24［初始分布的最优估计］

[image: ]


证明：

最优化模型为

[image: ]


其拉格朗日函数（Lagrange Function）为

[image: ]


此外

[image: ]


同时我们注意到γi

 （1）是一个（条件）概率，有

[image: ]


接下来我们对（B
 ）进行最优化，得到aij

 的最优估计量。

定理4.25［转移概率的最优估计］

[image: ]


证明：

从第2章的定理2.10可以知道，马尔可夫链转移概率的最优估计是

[image: ]


其中fij

 是从状态i
 到状态j
 的转移次数，[image: ]
 是从状态i
 转移出去的次数之和。

由定理4.23可知，[image: ]
 是给定所有观测值的条件下，从i
 转移到j
 的期望次数；由定理4.20又可以知道，[image: ]
 是给定所有观测值的条件下，从i
 转移出去的期望次数。

因此，转移概率的最优估计是

[image: ]


最后我们对（C
 ）进行最优化，得到发射参数的最优估计量。对于不同的隐马尔可夫链而言，前两个最优估计量[image: ]
 均是相同的，但不同的HMM其发射分布不同，因此其发射参数的最优估计量也并不相同。对于泊松-隐马尔可夫链和正态-隐马尔可夫链来说，其发射参数的最优估计量有明晰的解析表达式。

定理4.26［泊松-隐马尔可夫链的发射参数最优估计］

[image: ]


证明：

在Poisson-HMM环境下，其发射分布是

[image: ]


我们需要最大化

[image: ]


因此

[image: ]


定理4.27［正态-隐马尔可夫链的发射参数最优估计］

[image: ]


证明：

在Normal-HMM环境下，其发射分布是

[image: ]


我们需要最大化

[image: ]


分别对μi

 ，σi

 求偏导并令偏导数为0可得

[image: ]
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在本小节的最后，我们给出使用期望最大化算法估计泊松-隐马尔可夫链参数和正态-隐马尔可夫链参数的Baum-Welch公式。

泊松-隐马尔可夫链的Baum-Welch公式

[image: ]


正态-隐马尔可夫链的Baum-Welch公式

[image: ]


若估计的是正态分布的标准差，则调整为

[image: ]


Baum-Welch算法的伪代码实现

从上文中我们已经可以看出，Baum-Welch算法（EM算法）是一个E-Step和M-Step交替进行、数值迭代的过程。其中E-Step是在给定当前参数估计值的情况下，计算Alpha，Beta，P
 ，Gamma，g
 ，H
 等数值参量继而计算条件期望（Q
 函数）的过程，而这些数值参量的计算方法我们已在上节给出。M-Step是一个利用计算出的数值参量求取参数最优值的过程，本质上就是应用Baum-Welch公式。这里以正态-隐马尔可夫链为例，先给出M-Step的算法及伪代码，再将两个步骤合在一起，给出Baum-Welch算法的伪代码实现。附录中使用一个Matlab程序实现了Baum-Welch算法。


算法5：
 Baum-Welch算法中的M-Step

[image: ]



算法6：
 Baum-Welch算法

[image: ]



 4.4　维特比算法

现在我们来回答隐马尔可夫链的第二个基本问题，解码。所谓全局解码（Global Decoding），就是找到最优的状态序列s
 1
 ，s
 2
 ，…，sT

 ，其能最好的解释观测到的序列x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 。从数学上讲，我们希望最大化

[image: ]


等价的，也就是最大化

[image: ]


定义4.12［最优状态序列（Optimal State Sequence）］

若s
 1
 ，s
 2
 ，…，sT

 是最优状态序列，则

[image: ]


寻找最优序列一般使用维特比算法（Viterbi Algorithm），我们先给出Vj

 （t
 ）的定义及其递归公式

定义4.13

[image: ]


定理4.28［Vj

 （t
 ）的递归公式（recursion）］

[image: ]


[image: ]


我们引入Vj

 （t
 ）的目的是给出如下计算最优序列的公式，即维特比公式。

定理4.29［维特比公式（Viterbi Formula）］

[image: ]


证明：

（1）找出sT



[image: ]


因此，找出sT

 等同于找出i
 来最大化Vi

 （T
 ），即

[image: ]


当找出sT

 后

[image: ]


[image: ]


注意到现在sT

 已经被找出，因此[image: ]
 是固定的。故找出s
 T-1
 等同于找到i
 来最大化[image: ]
 ，即

[image: ]


现在s
 T-1
 已经被找出，因此[image: ]
 是已知的。故找出s
 T-2
 等同于找到i
 来最大化[image: ]
 ，即

[image: ]


Viterbi算法的伪代码实现

根据上述的维特比公式，我们可以构建Viterbi算法。该算法需要创建发射矩阵P
 及维特比矩阵V
 ，其中P
 的构建与之前论述的一致，就不再赘述了。这里我们把维特比算法分解为两步骤，其一为Viterbi矩阵的创建及赋值，其二为Viterbi公式的应用（找出最优序列）。附录中的Matlab代码合二为一，用一个函数实现了Viterbi算法。


算法7：
 维特比矩阵构建（Construct Viterbi Matrix）

[image: ]



算法8：
 维特比算法找出最优序列（Viterbi Algorithm）

[image: ]



 4.5　隐马尔可夫链的其他相关问题

到现在为止，我们已经论述了隐马尔可夫链的基本性质，给出了解决三个基本问题的三大算法。本节我们再回答HMM的几个相关问题，然后下节将进入金融市场实证研究。


 4.5.1　HMM的条件分布

所谓隐马尔可夫链的条件分布，就是当观测值x
 1
 ，…，x
 
t
 -1
 ，x
 
t
 ＋1
 ，…，xT

 均已知，但xt

 缺失的情况下，关于观测变量Xt

 取值的条件概率分布。回答这个问题要用到前文提到的数据缺失情况下的HMM似然函数，并有如下的定理。

定理4.30（xt

 缺失的条件分布）

[image: ]


这里我们用X（-t）

 指代（X
 1
 ，…，X
 
t
 -1
 ，X
 
t
 ＋1
 ，…，XT

 ）

证明：

[image: ]



评注：
 实际上，条件分布是两个似然函数之比：分子是无缺失数据情况下的似然函数，只是xt

 被替换为x
 ，分母是xt

 缺失时的似然函数。

上式是对应于xt

 ，t
 ＝2，3，…，T
 缺失时的条件分布，当缺失观测值是x
 1
 时，有如下的定理

定理4.31（x
 1
 缺失的条件分布）

[image: ]


证明：

[image: ]



评注：
 条件分布仍是两个似然函数之比。


算法9：
 HMM的条件分布（Conditional Distribution）

[image: ]



 4.5.2　HMM的预测

隐马尔可夫链的预测问题可分为观测值的分布预测与状态预测两部分，下面我们分别加以论述。

观测值的分布预测

观测值的分布预测（简称分布预测，Distribution Forecast）就是当我们已观测到x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 的情况下，对观测变量XT＋h

 取值的概率分布进行预测。这里的h
 可理解为向前预测的“步数”（steps）。

定理4.32（分布预测）

[image: ]


对于分子而言，[image: ]
 可理解为缺失数据情况下的似然函数，这里观测值[image: ]
 缺失，共h
 -1个数据，所以基于定理4.7，其等同于

[image: ]


因此，分子可写成

[image: ]


故最终可得

[image: ]



算法10：
 观测值的分布预测（Distribution Forecast）

[image: ]


状态预测

隐马尔可夫链是一个双随机过程，当我们对观测值进行预测之后，一个很自然的想法就是对状态也进行预测。HMM的状态预测问题指的是当我们获得所有观测值x
 1
 ，x
 2
 ，…，xT

 后，对T
 ＋h
 时刻的状态取值分布进行预测。

定理4.33（状态预测）

[image: ]


特别的，当h
 ＝1时

[image: ]


证明：

这里我们只证明h
 ＝1的情况，多步预测与之类似

[image: ]


对于状态预测的算法，则相当简单


算法11：
 状态预测（State Forecast）

[image: ]



 4.5.3　状态的期望持续期

本小节我们将回答这个问题，若状态变量处于j
 （j
 ＝1，2，…，m
 ），则平均而言，它将处于这个状态多长时间，也就是状态的期望持续期（expected duration）是多少。这个问题在投资策略的设计中很重要，比如我们把市场状态划分为牛市和熊市，一个很自然的问题就是，牛市或熊市的平均长度是多少。

我们引入一个参数Dj

 ，来表示Ct

 在状态j
 的持续期。在此基础上，行向量

[image: ]


则表示在各个状态（j
 ＝1，2，…，m
 ）的持续期。

[image: ]


[image: ]


明确Dj

 的概率分布后，我们就可以计算期望持续期，即E
 （Dj

 ），有下面的定理

定理4.34［状态的期望持续期（expected duration）］

[image: ]


证明：

[image: ]


易见当[image: ]
 时，[image: ]
 ，因为[image: ]
 。不过上式中有一项，[image: ]
 是[image: ]
 的形式，我们将证明它也趋于0

[image: ]


［洛必达法则，分子分母均对n
 求导，且[image: ]
 ］

[image: ]


综上所述

[image: ]


定理4.34告诉我们，转移概率矩阵A
 的对角线元素a
 11
 ，a
 22
 ，…，amm

 含有关于状态期望持续期的重要信息。


 4.6　金融市场实证分析

在投资实务中，数学模型最根本的意义在于预测未来，进而指导投资。在本节中，我们将隐马尔可夫链应用于上海期货交易所的沪铜数据，进行参数估计、状态解码、预测等工作。金融数学模型一般从收益率入手，但对沪铜2014—2016年日收益率的Ljung-Box（Q
 统计量）检验发现，其不能排除“白噪声”（White Noise）的可能（白噪声的详细概念在第5章论述）。形象地说，日收益率是一个围绕0值“随机震荡”的序列，而纯随机的序列意味着每一次新的变化都无迹可循，从中已挖掘不出对预测有价值的信息。因为沪铜的日收益率是“白噪声”，其已失去了分析的价值，故我们转而研究日收盘价序列。


 4.6.1　数据选择与基本统计分析

我们选取的数据集是2014年1月2日至2014年10月28日的200余个数据，利用这些数据进行模型校准、解码等工作。为了研究方便，我们将沪铜的原始价格缩小了1000倍（52000元变为52元等），另外将收益率扩大了1000倍（0.0012变成1.2等）。处理后的数据截图如图4.1所示。

[image: ]
图4.1　沪铜数据截图



显而易见，图4.1中前几列分别代表日期、开盘价、最高价、最低价、收盘价，接下来的Scaled代表调整后的收盘价，Volume代表交易量，Return为日对数收益率［[image: ]
 ，其中St

 代表第t
 日的收盘价］，Returns为调整后的收益率，最后一列States为市场状态，后文会详细解释。

这10个月沪铜的（调整后）收盘价如图4.2所示。

[image: ]
图4.2　沪铜2014年1月2日至2014年10月28日收盘价



对于收盘价数据，我们首先进行基本的统计分析，如计算最大值、最小值、上下四分位数、均值、标准差等。计算结果如图4.3所示。

[image: ]
图4.3　沪铜收盘价基本统计量



此外，LB检验结果显示，收盘价序列不是白噪声，故有统计分析价值；ADF检验结果表明，不能拒绝单位根的存在，其不是平稳的时间序列（时间序列及与HMM/MS-AR的联系在第5章会详细论述），经典的ARMA模型不适用。对于这种非白噪声、非平稳的时间序列，隐马尔可夫链会有用武之地。这里基本的统计分析程序用R语言编写，源代码包含在附录中。


 4.6.2　HMM的应用

使用正态-隐马尔可夫链对上述沪铜数据进行建模，先将市场状态分为熊市和牛市两种，分别对应数字1和2。熊、牛两种状态是互相转化的。应该明确的是，熊、牛是相对而言的，在几个月的时间跨度内，是高价位（牛市），放在几年的时间跨度里，可能就是熊市。另外市场状态的划分也是多种多样的，如可以把状态分为牛市、熊市和盘整三类，也可以分为大熊、小熊、盘整、小牛和大牛五种。这里我们分成两个市场状态，主要是出于模型稳定性的考虑。比如若状态为2个，则转移概率矩阵是2×2，有4个未知参数；若状态为3个，则转移矩阵为3×3，有9个待求参数，增加了一倍多。此外，初始分布向量和发射参数向量也将同步增加。过多的参数虽然理论上更为精确，但实际应用中可能会带来各种问题。

在任何一种市场状态下，都会有一个对应于不同正态分布的市场价格；换句话说，可以形象地理解价格是市场状态发射的“信号”，当然这个信号本身是随机的，是服从某个正态分布的。这就是Normal-HMM的核心思想。下面我们主要进行三项工作：第一，基于2014年1月2日到2014年10月28日的沪铜收盘价数据，把所有相关参数（初始分布、转移概率、发射参数）求出来；第二，解码2014年1月2日到2014年10月28日的市场状态；第三，对2014年10月28日以后的状态和价格进行预测并对照真实价格进行评估。

参数估计自然使用Baum-Welch算法，针对的是部分数据不可观测（或缺失）的情况。该算法数值迭代的结果见表4.1。


表4.1　Baum-Welch参数估计

[image: ]


从表4.1可以看出，熊市、牛市的均值都位于收盘价价格区间内（图4.3），且两个均值大体等于上下两个四分位数。此外，熊市的标准差大于牛市的标准差，说明熊市的震荡更为剧烈，这也与一般的金融常识相符，如股市下跌比上涨更为猛烈。从转移概率的最优估计值可见，熊、牛市的自我转换概率均很高，也就是说，熊市的第二天还是熊市，牛市的第二天还是牛市的可能性非常大。对于初值，优化结果显示第一天（2014年1月2日）是牛市的概率为100％，从图4.2也可以看出，2014年1月2日市场确实在高位运行。

因为Baum-Welch算法是一个数值迭代的方法，在操作中很可能遇到找不到最优解的情况。初值猜测很重要，好的猜测能大大增加找到最优解的概率，也能大幅提升优化计算的效率。在实务中，我们可以使用马氏链的稳态分布作为初始分布的初值，使用样本的上下四分位数、标准差等量作为发射参数的初始估计。

完成参数拟合后，我们就要进行解码，也就是把过去200天市场的状态分析出来。要注意的是，市场状态是“隐藏”的，我们能看到的是市场价格，而非市场状态，状态是需要“推测”的。当然我们可以检验这个推测是否合理。解码可细分为“局部解码”和“全局解码”，这里我们关注全局解码，使用维特比算法。由于从2014年1月2日至2014年10月28日共有200余个价格，自然也就对应200余个状态。限于篇幅，这里我们只展示开始的5天和最后的5天。结果如图4.4所示。

[image: ]
图4.4　开始5天和最后5天的状态解码



从图4.4可以看出，开始5天市场价格（调整后）在52元左右，解码为状态2（牛市）；最后5天收盘价在47元左右，解码为状态1（熊市）。结合这一阶段的收盘价时序图（图4.2），可见解码是符合市场实际情况的。

在投资实务中，最重要的是用模型来预测未来。在HMM框架下，我们主要进行两个预测：状态分布预测和价格分布预测。预测可以是单步的也可以是多步的，也就是说，可以预测明天的，也可以预测未来若干天的。一般来说，短期预测精准度会更高，这里我们仅进行单步预测（预测未来一天）。状态预测告诉我们，明天大概率是牛市还是熊市；价格预测是说，明天收盘价的分布会是怎样。

对状态分布的预测结果见表4.2。


表4.2　状态预测

[image: ]


从表4.2可见，明天是熊市的概率为99％。第二天（2014年10月29日）市场的真实价格是47.77元，仍在低位运行，确实是熊市。

对价格的预测如图4.5所示。这里我们进行的是分布的预测，也就是预测当价格取不同值（如48元）时，它对应的概率是多少。◆线是预测的概率密度线，竖线是真实的价格分布线。由此可见，预测区间能大概率的覆盖住真实的市场情况。

[image: ]
图4.5　收盘价分布预测



在交易策略制定中，另一个重要的问题是分布的拆分。假如熊、牛两个分布拆出来离得比较远，我们对熊、牛的把握就更大，这对实战是非常有利的。图4.6是基于2014年1月2日至2014年10月28日日收盘价拆出来的两个分布，可见离的不是特别远。如果使用高频数据，如小时、分钟甚至秒，通常拆分的结果会好很多。

[image: ]
图4.6　两状态分布拆分



以上所有实证分析对应的Matlab程序均包含在附录中。



————————————————————


(1)
  因为[image: ]




第5章　马尔可夫状态转换模型

在隐马尔可夫链框架中，我们认为市场状态是一个马尔可夫链，而市场价格是市场状态发射的“信号”，这些市场价格彼此是不相关
 的。本章我们将放松这一假设，引入马尔可夫状态转换模型。在这个模型里，市场状态仍是一个马尔可夫链，市场价格也仍由市场状态决定，且价格序列是有
 相关性的。显而易见，与HMM相比，这一假设的放松更符合实际情况。投资的关键是利用价格（或收益率、成交量等）序列的历史信息来预测未来，这也是时间序列分析的核心思想。一个经典的被广泛应用的时间序列模型是ARMA（自回归移动平均），不过其预测的前提是序列是平稳的，而在很多情况下我们面对的却是非平稳的时间序列。马尔可夫状态转换自回归模型可以有效地应对这种情况。某种意义上说，该模型可以被认为是隐马尔可夫链的拓展，也可以被认为是传统的自回归模型与马尔可夫链的结合。本章我们将先回顾一下时间序列分析的基本知识和经典的自回归模型，然后进入马尔可夫状态转换自回归模型的世界，仍遵循数学理论—计算机算法—金融市场实证分析的研究框架。


 5.1　时间序列分析的基础知识


 5.1.1　时间序列与平稳性

形象地理解，时间序列数据就是同一个个体的某个特征随着时间的推移不断发展演化的过程，如每月的通货膨胀率、每天的上证综指收盘价等。严格说来，按时间顺序排列的一组随机变量称为时间序列，用数学符号表达为X
 1
 ，X
 2
 ，…，Xt

 ，…按照时间顺序把随机变量的实现值记录下来也构成一个时间序列，通常称为随机序列的实现值序列，表达为x
 1
 ，x
 2
 ，…，xt

 ，…初看上去，两者很相似，实际上却有本质区别。前者的元素是一个随机变量，如Xt

 ；后者的元素是一个固定的数值，如xt

 ，它是Xt

 的实现值。今后我们面对的数据都是时间序列的实现值，就不再加以强调了，统称为时间序列。

时间序列分析的主要目的是利用变量的历史信息推测其未来可能出现的结果，逻辑是“历史可以重演”，也就是说序列的基本特性具有可代表性和可延续性。如果时间序列的基本特性维持不变，则称该序列是平稳的。形象地理解，平稳性就是指经由样本序列得到的曲线会沿着现有的“惯性”延续下去。接下来我们给出平稳性的严格数学表述。

定义5.1［强平稳（Strictly Stationary）］

｛Xt

 ｝为一个时间序列，若[image: ]
 正整数τ
 ，有

[image: ]


即[image: ]
 的联合分布与[image: ]
 的联合分布相同，则称时间序列｛Xt

 ｝是强平稳的。

强平稳性是一个非常强的条件，若一个时间序列是强平稳的，它的任何统计性质都不会随着时间改变。不过在理论研究和实际应用中，强平稳性都很难检验。经常使用的是弱平稳性。

定义5.2［弱平稳（Weakly Stationary）］

时间序列｛Xt

 ｝是弱平稳的，若它满足下列三个条件

[image: ]


弱平稳性的第一条说明一阶矩（期望）是一个常数，第二条说明二阶矩是存在的，第三条说明l
 阶自协方差仅与l
 有关，与t
 无关。此外，在第三条中，令l
 ＝0，可得

[image: ]


也就是

[image: ]


即

[image: ]


可得弱平稳的时间序列的方差是一个常数。

强平稳性与弱平稳性并无包含关系。虽然强平稳性的要求更严一些，但强平稳的时间序列不一定存在一、二阶矩，所以强平稳不一定就是弱平稳。一般而言，若序列的一、二阶矩存在，强平稳序列一定是弱平稳的。弱平稳也不一定是强平稳，因为一、二阶矩的性质并不能决定分布的所有性质。但是正态分布是一个特例，正态分布的均值（一阶矩）和方差（二阶矩）决定了整个分布，故正态分布的弱平稳序列也是强平稳的。今后我们所指的平稳性，都是指弱平稳。检验一个时间序列的平稳性，可以观察时序图、自相关图和偏自相关图，也可以进行ADF（单位根）检验。

一类特殊的平稳时间序列是白噪声，在第4章的实证分析部分曾有所提及。其定义如下所示：

定义5.3［白噪声（White Noise）］

对于一个时间序列｛Xt

 ｝若[image: ]
 ，有

[image: ]


则称这个时间序列为白噪声。特别的，若各变量独立且服从同一正态分布，即

[image: ]


则这个序列称为高斯白噪声（Gaussian White Noise）。

如果一个时间序列是白噪声，则它每一次新的变化都是纯随机的，我们无法根据历史信息来预测未来。对于白噪声序列，我们可以停止对其进行分析。检验白噪声一般用Ljung-Box检验，检验的是Q
 统计量。

经典的时间序列模型要求被分析序列是平稳的，建模的是平稳且非白噪声的数据。然而，金融市场的许多变量往往是突变的，无平稳性可言。对于这些非平稳的数据，马尔可夫状态转换模型会有很大作用。不过在展开这一话题之前，先回顾一下传统的无状态转换的自回归模型。


 5.1.2　自回归模型

一个无状态转换（No Switching）的一阶自回归模型AR（1）可以表述为

[image: ]


定理5.1

若时间序列是弱平稳的，则上述AR（1）模型可表达为

[image: ]


证明：

对上述AR（1）模型左右两边求期望，得

[image: ]


再从AR（1）模型左右两边同时减去μ
 ，得

[image: ]


从（★），中我们已经得到

[image: ]


因此可得

[image: ]


证毕

在AR（1）框架下，时间序列｛Yt

 ｝，平稳的充分必要条件是[image: ]



 5.2　马尔可夫状态转换模型简介


 5.2.1　MS-AR模型概述

上文曾提到，对金融数据建模的一大难点是平稳性往往难以满足。经济（金融）模型的不稳定性可视为回归方程在不同的子样本区间出现结构性的变化。如果出现结构性变化的时点是已知的，则可以通过邹氏（Chow）检验去验证，或者通过引入虚拟变量来模拟这种变化。然而，无论是理论研究还是实务操作，人们往往难以明确参数出现变化的确切时点，需要对转折点出现的时刻进行推断。马尔可夫状态转换模型即致力于解决这一难题。

马尔可夫状态转换自回归模型（Markov Switching Autoregressive Model，简称“马尔可夫状态转换模型”或MS-AR）可视为若干个自回归模型的结合。这些自回归模型均由一个潜在的（或者说隐藏的）状态所控制，这些状态在相互转化。一个典型的两状态MS-AR（1）模型可以描述如下

[image: ]


式中

[image: ]


另外

[image: ]


若[image: ]
 且[image: ]
 ，则上述两状态MS-AR（1）简化为传统的AR（1）模型

[image: ]


在本章中，遵从一般习惯，对于时间序列变量，我们使用yt

 ，对于状态变量，我们使用St

 。也就是说，yt

 相当于上一章中的观测变量Xt

 ，而St

 相当于上一章中的Ct

 。

仿照定理5.1，我们也可以写出（一阶）马尔可夫状态转换自回归模型的一般形式，这也是今后我们分析和应用的对象。

定义5.4［MS-AR（1）的一般形式（General Form）］

[image: ]


该模型也被称为马尔可夫均值方差转换模型（Markov Mean-Variance Switching Model）

我们用[image: ]
 来指代截止到时刻t
 我们所拥有的关于观测值的所有信息，称其为信息集（information set）或者域流（filtration）。由定义5.4易知

[image: ]


在隐马尔可夫链模型中，观测值Xt

 是互不相关的，仅由状态变量Ct

 所决定，即

[image: ]


而在马尔可夫状态转换模型中，观测值yt

 却是自相关的（autocorrelated）。

在两状态MS-AR模型中，转移概率矩阵仍是一个2×2
 方阵

[image: ]


通过定理2.7，[image: ]
 ，我们可以很方便的求出其稳态分布为

[image: ]


故对于MS-AR（1）模型而言，其全部参数为

[image: ]


下面的工作就是通过建立似然函数继而使用极大似然估计法求出这些参数。


 5.2.2　MS-AR模型的似然函数

对于马尔可夫状态转换模型而言，其似然函数有简单明晰的表达式

定理5.2

若有[image: ]
 个观测值，[image: ]
 表示截止到时刻t
 我们所拥有的关于观测值的全部信息，则MS-AR模型的似然函数可表达为

[image: ]


很明显的，MS-AR的对数似然函数为

[image: ]


为了求（对数）似然函数，现在的问题就变成，如何计算[image: ]
 。对这个参量，有以下定理。

定理5.3

[image: ]


从式（5.3）我们已经知道，[image: ]
 服从正态分布，现在的问题就变成如何计算[image: ]
 。如果能够计算出[image: ]
 ，则通过定理5.3，我们就能得到[image: ]
 ，而得到[image: ]
 后，再通过定理5.2我们即可计算似然函数，继而完成参数估计等工作。故问题的关键已锁定在如何计算[image: ]
 ，而这个工作，将由下面介绍的滤波过程来完成。


 5.3　Hamilton滤波

Hamilton滤波（Filtering）由预测和更新两个过程组合而成，我们分别加以论述，然后介绍Hamilton滤波的数值算法。


 5.3.1　预测与更新

预测（forecasting）

[image: ]


更新（updating）

在时刻t
 ，当yt

 被观测到后，信息集[image: ]
 就被更新到[image: ]
 ；相应的，待求参量[image: ]
 也即刻被更新到[image: ]


[image: ]



注：
 从第二行到第三行，我们使用了

[image: ]


当完成本轮预测和更新步骤后，计算

[image: ]


以备在下一轮计算中使用

滤波后的似然函数（likelihood function after Hamilton Filtering）

我们可以把（对数）似然函数表示为

[image: ]


在这里，我们使用滤波过程中更新后的信息，即使用[image: ]
 来替代[image: ]
 ，得到

[image: ]


上式中，[image: ]
 ，是一个正态分布的参量，[image: ]
 ，是Hamilton滤波过程预测和更新两步骤计算的量，式（5.8）也就是Hamilton滤波框架下的马尔可夫状态转换模型的（对数）似然函数表达式。我们下步的工作，就是使用数值算法把这个似然函数计算出来，进行求取最优参数值。


 5.3.2　数值算法

首先，定义三个数值参量

[image: ]


式中[image: ]
 被称为滤波概率（filtered probability）。它的初值是

[image: ]


上小节提到的预测过程（forecasting process）可以表达为

[image: ]


而更新过程（updating process）可以表示为

[image: ]


[image: ]


两步骤完成后，即更新滤波概率

[image: ]


Hamilton滤波过程就是从[image: ]
 （初值）出发，通过预测过程和更新过程获得全部滤波概率[image: ]
 的过程。当全部滤波概率均被求出后，基于式（5.8），MS-AR模型的（对数）似然函数可写为

[image: ]


因此，通过引入这三个数值参量，我们已把预测过程和更新过程整合到一起，似然函数的计算变成了对[image: ]
 和[image: ]
 的计算，为我们的算法设计提供了极大的便利。

Hamilton滤波算法

在这里，我们把整个Hamilton滤波过程拆成三个子部分，分别为求取[image: ]
 时的Hamilton滤波，和t
 ＝2，3，…，T
 时的Hamilton滤波。附录中的Matlab程序合三唯一。


算法12：
 Hamilton滤波过程Eta
 矩阵的创建及赋值

[image: ]


下面我们给出t
 ＝1时Hamilton滤波的算法。实质上分为两步，第一步是求出t
 ＝1时的[image: ]
 ，这是计算似然函数的关键参量；第二步是算出t
 ＝1，时的滤波概率[image: ]
 ，在接下来的滤波过程中使用。


算法13：
 t
 ＝1时的Hamilton滤波

[image: ]


接下来我们给出t
 ＝2，3，…，T
 时Hamilton滤波的算法。与t
 ＝1时非常类似，最大的区别在于之前计算[image: ]
 时使用了初始分布[image: ]
 ，而现在计算[image: ]
 时使用滤波概率[image: ]
 。该算法实质上仍分为两步，第一步是求出t
 时的[image: ]
 ，这是计算似然函数的关键参量，第二步是算出t
 时的滤波概率，[image: ]
 ，在下一轮的滤波过程中使用。


算法14：
 t
 ＝2，3，…，T
 时的Hamilton滤波

[image: ]


至此，Hamilton滤波的算法已论述完毕。附录中的Matlab程序把以上三个算法整合在一起，给出了Hamilton滤波过程的完整代码。

似然函数最优化

Hamilton滤波的目的是计算（对数）似然函数，进而对其进行最优化。前文我们曾提到过，对两状态MS-AR模型而言，其参数为

[image: ]


这些参数有些是有限制条件的，比如

[image: ]


这里我们希望每个自回归模型自身是平稳的，故添加了限制条件[image: ]
 。

这是一个约束优化问题。很多时候，我们希望把一个约束优化问题转化为无约束最优化问题（unconstrained optimization）以方便计算和求解。对于以上参数，我们可设

[image: ]


这样一来，就得到了一个无约束优化问题，对应的参数向量为

[image: ]


与原来参数的对应关系为

[image: ]


而我们的目标即是找到最优的参数[image: ]


[image: ]


现在，我们已经把优化问题的参数调整为无约束参数，问题的关键就变为如何表达出似然函数，也就是优化问题中的目标函数。方法自然是依据式（5.12）

[image: ]


则在Hamilton滤波过程后，似然函数即可写为关于参数[image: ]
 ，的函数，进而可对[image: ]
 进行优化计算。通常来讲，我们一般求目标函数的最小值，因此，这里目标函数就调整为似然函数的相反数。

算法15：MS-AR优化问题的目标函数（对数似然函数的相反数）

[image: ]


Matlab程序仍包含在附录中。求最优参数是一个数值优化的过程，当我们给定[image: ]
 的初始猜测后，即可调用Optimization Toolbox中的相关函数，数值求解最优值

[image: ]



 5.4　Kim平滑

在上节中，我们介绍了Hamilton滤波概率，[image: ]
 ，它是一个条件概率，计算的是在给定当前全部信息的条件下，状态变量取值的概率。滤波概率是一个从前向后计算的过程，从初值开始，顺次迭代计算t
 ＝1，2，…，T
 时的条件概率。滤波概率是基于直到t
 时刻的所有信息对t
 时刻的状态进行推断，与此相应，我们也可以基于全部信息对t
 时刻的状态进行推断，即为平滑概率（smoothed probability）。与滤波概率从前向后迭代顺序不同，平滑概率是一个从后向前迭代的过程，计算的是在给定全部信息的条件下，状态变量取值的概率。


 5.4.1　平滑概率的定义及性质

定义5.5［Kim平滑概率］

[image: ]


这里[image: ]
 是全部（样本）信息。

在论述如何计算平滑概率前，我们先给出下面几个定理

定理5.4

[image: ]


注：

• 从第二行到第三行，我们使用了

[image: ]


• 从第四行到第五行，我们使用了

[image: ]


若yt

 是无自相关的（uncorrelated），比如隐马尔可夫链的情况，yt

 与自身滞后值无关（no lag），则上式等号是严格成立的；若yt

 是自相关的（autocorrelated），yt

 与其滞后值相关（with lag），则上式是近似成立的（approximation），即

[image: ]


这个等式也说明了，对于预测y
 
t
 ＋1
 ，S
 
t
 ＋1
 和[image: ]
 的信息已经足够，St

 的信息已被包含其中。

论述定理5.4是为下面这个定理做好铺垫。

定理5.5

[image: ]



注：
 从第三行到第四行，我们使用了

[image: ]


论述定理5.5的目的是给出计算平滑概率的方法，我们注意到

[image: ]


因此，如果我们能够计算[image: ]
 ，则通过式（5.13），我们即可得到平滑概率[image: ]
 。通过观察定理5.5我们可以发现，在计算[image: ]
 的表达式中，[image: ]
 是上一个时间层t
 ＋1的平滑概率，[image: ]
 是滤波概率，[image: ]
 是转移概率，未知的仅为分母[image: ]
 。若我们能够计算这个参量，则一切问题将迎刃而解。而这个任务，将由下述定理完成。

定理5.6

[image: ]


定理5.6有一个直观的理解：基于信息集[image: ]
 对下一时刻状态[image: ]
 取值的概率进行预测，等同于计算基于信息集[image: ]
 的当前状态取值的概率（滤波概率）乘以从当前状态转移到下一时刻状态的概率（转移概率），再把所有的可能性进行加总。

到现在为止，我们已经可以给出计算平滑概率的基本步骤：

（1）基于定理5.6，通过滤波概率计算[image: ]
 ；

（2）基于定理5.5，计算[image: ]
 ，其间使用了上个时间层的平滑概率；

（3）基于式（5.13），计算当前时间层的平滑概率[image: ]
 。

这个流程称为Kim平滑过程（smoothing），下小节我们将给出具体算法和相应的伪代码。


 5.4.2　平滑概率的数值算法

与滤波过程的数值算法类似，这里我们也先引入一个数值参量来表示平滑概率

[image: ]


平滑概率的终值条件（terminal condition）为

[image: ]


很自然的

[image: ]


表示平滑概率的终值向量

在此基础上，我们进行从终值开始的迭代过程，即[image: ]


首先基于定理5.6

[image: ]


接下来基于定理5.5

[image: ]


第三步是基于式（5.13），有

[image: ]


式（5.14）也就是计算平滑概率的最终公式。根据以上流程，可编写伪代码如下：


算法16：
 Kim平滑过程（Kim Smoothing）

[image: ]



 5.5　预测


 5.5.1　预测问题的数学原理

在第4章，我们曾提到过隐马尔可夫链的预测问题，分别论述了观测值的分布预测和状态预测。以观测值的分布预测为例，我们回答了这样一个问题，[image: ]
 ，即在给定全部观测值的情况下，T
 ＋h
 时刻观测变量取值为x
 的概率是多少。这是一个概率预测。当x
 在一个区间内变化时，我们得到了一个预测的概率分布。这种预测可视为区间预测，即预测区间内每个点的概率是多少。在实务中，我们一般对点预测更感兴趣，很多情况下点预测也更有价值。在马尔可夫状态转换模型的框架下，我们进行的预测即为点预测，也就是说给定当前信息集[image: ]
 ，预测下一时刻时间序列变量取值的期望会是多少。与前一章相比，这里我们直接给出预测值的期望，而非预测值的概率。用数学语言表示，我们希望计算[image: ]
 。

定理5.7

[image: ]


定理5.7有一个直观的理解：计算[image: ]
 ，等同于计算取条件于[image: ]
 和[image: ]
 的条件期望，乘以[image: ]
 在给定[image: ]
 时的条件概率，再把所有取条件的可能性（所有[image: ]
 ）相加。

对于一阶的马尔可夫状态转换自回归模型而言，其一般形式可写为

[image: ]



注：
 这里St

 是可被推测的，因为给定了信息集[image: ]
 。

结合式（5.15）和定理5.7，最终可得出MS-AR（1）的观测值点预测公式为

[image: ]


运用同样的逻辑，我们也可以对t
 ＋1时刻的标准差（方差）进行预测

[image: ]



 5.5.2　预测问题的数值算法

从式（5.16）可见，计算条件期望的关键是算出[image: ]
 。注意它不是
 滤波概率，滤波概率是[image: ]
 。计算[image: ]
 需要使用定理5.6，即

[image: ]


仿照之前的算法，这里我们定义[image: ]
 ，相应的矩阵为Vega，且[image: ]
 。

预测是一个动态的过程。基于[image: ]
 ，我们预测[image: ]
 ，得到[image: ]
 ；基于[image: ]
 ，我们预测[image: ]
 ，得到[image: ]
 ；重复这个过程，直到基于[image: ]
 ，我们预测[image: ]
 ，得到[image: ]
 。为了评估预测的结果，我们引入两个指标：总相对误差（sum of relative percentage error，SRPE）和平均相对误差（average relative percentage error，ARPE）

[image: ]


很明显，ARPE越小，说明预测的结果越好。

这里我们把预测问题分解为两个算法，构建Vega矩阵和计算预测值。附录中的Matlab程序合二为一。


算法17：
 MS-AR预测问题中的Vega矩阵

[image: ]



算法18：
 MS-AR预测

[image: ]



 5.6　大宗商品期货市场的应用

本节我们将MS-AR模型应用于大宗商品期货市场，实证分析的数据集是2015年度沪铜的收盘价。金融数学模型一般从收益率入手，但与对沪铜2014年日收益率的分析类似，沪铜2015年日收益率序列也不能排除“白噪声”的可能，进而也失去了统计学意义上的分析价值。故本节仍转而分析日收盘价序列，选取用来研究的数据为2015年7月7日至2015年12月30日的约120个数据，为了研究方便，仍将原始价格缩小了1000倍。

收盘价（调整后，下同）的时间序列图如图5.1所示，初步观察可见其震荡较为剧烈，并不平稳。LB检验所示，其不是白噪声序列，故有分析价值。ADF检验表明，不能排除单位根的存在，其为非平稳的时间序列，传统的ARMA等模型不适用。对于这种非平稳的时间序列，可尝试应用马尔可夫状态转换模型。

[image: ]
图5.1　沪铜2015年7月7日至2015年12月30日收盘价



沪铜收盘价序列的基本统计分析结果如图5.2所示，以上的基本统计分析步骤与第4章中的实证分析部分非常相似。

[image: ]
图5.2　沪铜收盘价序列的基本统计分析结果



与隐马尔可夫链的实证分析类似，应用MS-AR模型的第一步也是参数估计。这里我们使用Hamilton滤波算法，数值求解使似然函数最大的那些参数值。MS-AR的参数向量为

[image: ]


我们把它转化成无约束的参数向量

[image: ]


进而求解这个无约束的优化问题。得到结果后，我们再把无约束的参数向量转回原始的参数向量。优化结果见表5.1。


表5.1　Hamilton滤波框架下的参数极大似然估计

[image: ]


从表5.1可见，熊市（状态1）的均值为36.75元，标准差为0.74；牛市（状态2）的均值为37.23元，标准差为0.1。熊市、牛市的均值均在收盘价价格区间内（参见图5.2），此外熊市的标准差大于牛市的标准差，说明熊市的震荡更大，这也与一般的金融常识相符。转移概率矩阵为

[image: ]


可见牛市的自我转换概率较高，即牛市的第二天还是牛市的可能性非常大。熊市转换到牛市的概率也较大，其实从收盘价时序图（图5.1）可以看出，大部分时间市场是高位运行的（牛市）。

完成参数拟合后，我们要进行解码，也就是把过去120天市场的状态分析出来。在隐马尔可夫链模型中，我们使用Viterbi算法来进行（全局）解码，这里我们换一种思路。解码市场状态可以使用滤波概率，也可以使用平滑概率，前者是从前向后迭代，后者是从后向前计算。为了更好地利用市场信息，这里我们采用Kim平滑概率，市场状态即为对应的平滑概率较大的状态。由于有120余个数据，即对应120余个状态，这里限于篇幅，仅列出开始的5天。如图5.3所示。

[image: ]
图5.3　开始5天的平滑概率解码



而全数据集的滤波概率和平滑概率如图5.4、图5.5所示。

[image: ]
图5.4　Hamilton滤波概率



[image: ]
图5.5　Kim平滑概率



在实务中，最重要的是用模型来预测未来。不过在实盘预测之前，我们先对模型预测的效果进行一下评估，引入的评估指标为“平均相对误差”，ARPE。在这次模拟后，模型预测的价格与市场真实价格之间的平均相对误差为1.13％。在图5.6中，实线是市场的真实价格，虚线是模型动态预测的价格。

[image: ]
图5.6　MS-AR预测效果



在HMM框架下，我们进行的是区间预测，预测下一天价格取不同值时的概率。在MS-AR框架下，我们进行的是点预测，预测下一个价格的条件期望值。2015年12月31日（第二天）市场真实的价格是36.6500元，模型预测的价格是36.5150元，预测的标准差是0.1459，效果比较理想，为后续的投资策略制定提供了较好的参考和指导意见。以上所有实证分析的Matlab代码均包含在附注中。



结语

金融数学模型的意义在于预测和控制未来。一个好的模型应该尽可能地贴近实际、尽可能地提取信息、尽可能地吻合市场，同时应该简洁、高效、实用，这也是我们研发模型的指导思想。

在所有的实际投资业务中，最大的难点在于对未来的预测，包括方向性的预测和波动性的预测等。隐马尔可夫链和马尔可夫状态转换模型致力于解决这一难题。这两个模型是数学（概率、统计、随机）模型，试图通过捕捉、提炼历史价格中的相关信息，来对金融市场的未来走势进行方向性的判断，继而为投资策略的制定提供参考和指导意见。这两个模型本身有较高的技术门槛，如解决数据缺失环境下参数估计的期望最大化算法、Hamilton滤波、Kim平滑等。与此同时，这两个模型仅利用商品价格这一公开信息，通过数学模型来指导投资，是纯粹的量化交易。另外，模型的适用性广，可移植性好，可快速复制到股票、股指、基金、期货、大宗商品现货等多个领域。在研究过程中，涉及多个学科，使用大量数理知识，如概率论、随机过程、数理统计、数值分析、时间序列分析等，计算机编程主要使用Matlab和R，金融投资策略的制定结合现有业务和交易模式。全书努力做到理论联系实际、数学结合金融，更好地为投资业界服务。本书聚焦的两个模型在国外已经有很好的应用，但在国内尚未普及，随着中国金融市场化、国际化的不断深入，该领域会拥有越来越多的受众。

实践结果表明，这两个模型既有相当的理论深度，又有一定的前瞻性，同时具有较好的实战效果。当然，未来需要改进的地方仍有很多，如尽可能地提高整个系统（尤其是优化部分）的运算速度，如在状态转换模型中考虑引入高阶的ARMA（自回归移动平均）和GARCH（广义自回归条件异方差）模型等。隐马尔可夫链和马尔可夫状态转换模型远非尽善尽美，其本身也在不断发展完善之中。



附录A　基本统计分析的R代码

这里的R代码Data_Analysis．R
 ，主要用于对收盘价序列进行基本的统计分析，处理的对象是第4章提到的2014年度（部分）沪铜数据，第5章中处理2015年度数据的程序与之非常类似。



setwd（"D:/Normal HMM"）
    
# 数据导入导出包


library（xlsx）
# 时间序列包


library（xts）
# 计算（偏）自相关系数包


library（TTR）
# 单位根检验包


library（urca）
# 正态分布检验包


library（fBasics）
# 清除其他变量


rm（list＝ls（））
    
info ＜- read．xlsx
（'沪铜日线

 2014-2016．xlsx'，sheetIndex＝1，header＝T）
    
# 收盘价时间序列


close ＜- xts（info$Scaled，order．by＝as．Date（info$Date））
    
# 选取部分序列


ClosingPrice ＜- close［'2014-01-02/2014-10-28'］
    
# 描述性统计


print（'Mean:'）
print（mean（ClosingPrice））
print（'Standard Deviation:'）
print（sd（ClosingPrice））
print（summary（ClosingPrice））
    
# 时序图与柱状图


plot（ClosingPrice）
hist（ClosingPrice，breaks＝50，col＝'darkgreen'）
    
# 自相关图与偏自相关图


acf（ClosingPrice，lag．max＝20）
pacf（ClosingPrice，lag．max＝20）
    
# 平稳性检验，单位根检验


print（summary（ur．df（ClosingPrice，type＝'drift'）））
    
# 正态性检验


print（normalTest（ClosingPrice，method＝'jb'））
    
# 白噪声检验


print（Box．test（ClosingPrice，lag＝12，type＝'Ljung-Box'））






附录B　Matlab程序


 B.1　计算马尔可夫链稳态分布的数值算法

该程序用于计算马尔可夫链的稳态分布，对应于定理2.7



％ find the stationary distribution of a Markov Chain
function delta ＝ Stationary_Distribution （A）
％ A is the transition probability matrix
％ A is an m by m matrix
％ delta is a 1 by m row vector
％ m is the length of the vector
％ also the order of the matrix
    
［num_row，num_col］ ＝ size （A）；
    
％ find m
m ＝ num_row；
    
％ I is an m by m identity matrix
I ＝ eye（m）；
    
％ U is an m by m matrix with all elements 1
U ＝ ones（m）；
    
％ one is a 1 by m row vector
one ＝ ones（1，m）；
    
％ delta is the stationary distribution
delta ＝ one * inv （I - A ＋ U）；
end





 B.2　HMM观测值序列生成算法

该程序用于生成Normal-HMM的观测值序列，对应于算法1



％ generate a Normal HMM sample
function ［state_seq，obs_seq］ ＝ Sample_Generation（m，T，Pi，A，mu，sigma）
％ totally m states
％ T observations
％ Pi is the intitial distribution，1 by m row vector
％ A is the transition probability matrix，m by m
％ mu，sigma is the Normal-HMM emission parameter
％ each is 1 by m row vector
    
％ state is 1，2，…，m
state ＝ linspace（1，m，m）；
    
％ hidden state sequence，T length
state_seq ＝ zeros （1，T）；
    
％ observation sequence，T length
obs_seq ＝ zeros （1，T）；
    
％ ****find the hidden state sequence *****
％ ****find the first hidden state ****
state_seq（1） ＝ randsample （state，1，true，Pi）；
    
％ find the state at time t-1，which is i
％ use the i-th row of A，to find the next state，
％ at time t
for t ＝ 2 : T
    i ＝ state_seq（t-1）；
    state_seq（t）＝randsample（state，1，true，A（i，:））；
end
％*****************************************
    
％ find the observation sequence
for t ＝ 1 : T
    i ＝ state_seq（t）；
    obs_seq（t） ＝ normrnd（mu（i），sigma（i））；
end
    
end





 B.3　向前/向后算法

该程序将算法2和算法3合并，统一给出在Normal-HMM环境下向前/向后算法的Matlab代码实现



％ forward/backward probabilities
％ return Alpha \ Beta \ emission matrix P
％ return likelihood function
function ［Alpha，Beta，P，L］ ＝ Forward_Backward （m，x，T，Pi，A，mu，sigma）
％ totally m states
％ x is the observation vector，1 by T length
％ Pi is the initial distribution，1 by m row vector
％ A is the transition probability matrix，m by m
％ mu，sigma are the emission parameter，
％ each is 1 by m row vector
    
％ forward probability matrix
Alpha ＝ zeros（m，T）；
％ backward probability matrix
Beta ＝ zeros（m，T）；
    
％ emission probability matrix
P ＝ zeros（m，T）；
    
％ emission probability is normally distributed
for i ＝ 1 : m
    for t ＝ 1 : T
        P（i，t） ＝ normpdf （x（t），mu（i），sigma（i））；
    end
end
    
％ **** Find Alpha ＆ forward approach ****
％ calculate Alpha（i，1），
％ corresponding to first column of Alpha matrix
for i ＝ 1 : m
     Alpha（i，1） ＝ Pi（i） * P（i，1）；
end
    
％ recursion of Alpha（j，t＋1），
％ corresponding to （t＋1）-th column of Alpha matrix
for t ＝ 1 : T-1
    for j ＝ 1 : m
        sum1 ＝ 0；
        for i ＝ 1 : m
            sum1 ＝ sum1 ＋ Alpha（i，t） * A（i，j）；
        end
        Alpha（j，t＋1） ＝ sum1 * P（j，t＋1）；
    end
end
    
％ use forward approach to calculate likelihood function
％ also is the probability of observations
L_Alpha ＝ sum（Alpha（:，T））；
％ *****************************
    
％ **** Find Beta and backward approach ****
％ calculate Beta（i，T），
％ corresponding to final column of Beta matrix
for i ＝ 1 : m
    Beta（i，T） ＝ 1；
end
    
％ recursion of Beta（i，t），
％ corresponding to t-th column of Beta matrix
for t ＝ T-1 : -1 : 1
    for i ＝ 1 : m
        sum2 ＝ 0；
        for j ＝ 1 : m
            sum2 ＝ sum2 ＋ P（j，t＋1） * Beta（j，t＋1） * A（i，j）；
        end
        Beta（i，t） ＝ sum2；
    end
end
    
％ use backward approach to calculate likelihood function
％ also is the probability of observations
sum3 ＝ 0；
    
for i ＝ 1 : m
    sum3 ＝ sum3 ＋ Pi（i） * P（i，1） * Beta（i，1）；
end
    
L_Beta ＝ sum3；
％ **************************************************
    
％ Likelihood Function
L ＝ L_Alpha；
    
end





 B.4　计算其他数值参量的算法

该程序对应于算法4，用于计算Normal-HMM环境下其他必要的数值参量



％ calculation of desired quantities，
％ such as Gamma，Epsilon，g，H
function ［Gamma，g，H］ ＝ Desired_Quantity （m，T，A，Alpha，Beta，P，L）
    
％ Gamma is a m by T matrix
％ Gamma（i，t） denotes the conditional probability
％ of the state is at i at time t，given all seeings
    
％ g is a 1 by m vector； g（i） is the expected number
％ of transitions away from state i
    
％ Epsilon is a 3-dimensional matrix，m by m by T-1
％ Epsilon（i，j，t） is the conditional probability
％ of the state is at i at t and at j at t＋1，
％ given all seeings
    
％ H is a m by m matrix； H（i，j） is the expected
％ number of transitions away from state i to state j
    
％ ***** Initialization *****
％ Gamma matrix
Gamma ＝ zeros（m，T）；
    
％ expected transition numbers away from i，
g ＝ zeros（1，m）；
    
％ Epsilon is a 3-dimensional matrix
Epsilon ＝ zeros（m，m，T-1）；
    
％ expected transition numbers away from i to j，
H ＝ zeros（m，m）；
％ **********************
    
％ **** Gamma and g ****
％ calculate Gamma matrix
 for i ＝ 1 : m
     for t ＝ 1 : T
         Gamma（i，t） ＝ Alpha（i，t） * Beta（i，t）/L；
     end
 end
    
％ g（i） is just sum of i-th row of Gamma，
％ except Gamma（i，T）
for i ＝ 1 : m
     for t ＝ 1 : T-1
         g（i） ＝ g（i） ＋ Gamma（i，t）；
     end
end
％ *********************
    
％ **** Epsilon and H ****
％ calculate Epsilon
for t ＝ 1 : T-1
    for i ＝ 1 : m
        for j ＝ 1 : m
             Epsilon（i，j，t） ＝ Alpha（i，t） * A（i，j） * P（j，t＋1） * Beta（j，t＋1）/L；
        end
    end
end
    
％ calculate H（i，j）
for t ＝ 1 : T-1
     H ＝ H ＋ Epsilon（:，:，t）；
end
％ ***********************
    
end





 B.5　Baum-Welch算法

该程序对应于算法5和算法6，用于Normal-HMM环境下的参数估计



％ use Baum-Welch EM method in Normal HMM
function ［Pi，A，mu，sigma］ ＝ Baum_Welch （m，x，T，Pi，A，mu，sigma，max_iteration，tolerance）
    
％ repeat E-Step and M-Step，numerical iteration
for loop ＝ 1 : max_iteration
    ％ ***** E-Step *****
    ％ calculate Alpha，Beta，
    ％ P matrice and Likelihood function
    ［Alpha，Beta，P，L］ ＝ Forward_Backward （m，x，T，Pi，A，mu，sigma）；
    
    ％ calculate other desired quantities
    ［Gamma，g，H］ ＝ Desired_Quantity （m，T，A，
      Alpha，Beta，P，L）；
    ％ ******************
    
    ％ ***** M-Step *****
    ％ new estimation of Pi
    Pi_new ＝ Gamma（:，1）'；
    ％ ***** new estimation of A *****
    A_new ＝ zeros（m，m）；
    
    for i ＝ 1 : m
         for j ＝ 1 : m
              A_new （i，j） ＝ H（i，j） / g（i）；
         end
    end
    ％ ******************
    
    ％ ***** new estimation of mu，sigma ******
    mu_new ＝ zeros（1，m）；
    sigma_new ＝ zeros（1，m）；
    
    for i ＝ 1 : m
        foo＝ 0；
        for t ＝ 1 : T
             foo ＝ foo ＋ Gamma（i，t） * x（t）；
        end
        mu_new（i） ＝ foo / sum（Gamma（i，:））；
    end
    
    for i ＝ 1 : m
        foo2＝ 0；
        for t ＝ 1 : T
             foo2 ＝ foo2 ＋ Gamma（i，t） * （x（t） - mu_new（i））＾2；
        end
        sigma_new（i） ＝ sqrt （foo2 / sum（Gamma（i，:）））；
    end
    ％ ***************************************
    
    ％ calculate the total absolute error
    ％ and use it as the criterion
    error1 ＝ sum （abs （Pi - Pi_new））；
    error2 ＝ sum （sum （abs （A - A_new）））；
    error3 ＝ sum （abs （mu - mu_new））；
    error4 ＝ sum （abs （sigma - sigma_new））；
    criterion ＝ error1 ＋ error2 ＋ error3 ＋ error4；
    
    ％ if criterion is smaller than tolerance，
    ％ stop iteration and return
    if （criterion ＜ tolerance）
        Pi ＝ Pi_new；
        A ＝ A_new；
        mu ＝ mu_new；
        sigma ＝ sigma_new；
    
        disp（［'convergence after '，num2str（loop），' iterations'］）；
        disp（'          '）；
        disp（［'the simulation absolute error is '，num2str（criterion）］）；
        disp（'          '）；
        return
    end
    ％ **************************************
    
    ％ give the new estimated value to parameters
    ％ and start next iteration
    Pi ＝ Pi_new；
    A ＝ A_new；
    mu ＝ mu_new；
    sigma ＝ sigma_new；
end
    
％ else，it is not convergent
disp（［'no convergence after '，num2str（max_iteration），' iterations'］）；
disp（'               '）；
disp（［'the simulation absolute error is '，num2str（criterion）］）；
disp（'               '）；
    
end





 B.6　Viterbi算法

该程序对应于算法7和算法8，用于Normal-HMM环境下的全局解码



％ Viterbi Algorithm for Global Decoding
％ s is the optimal state sequence to
％ best explain observation sequence x
function s ＝ Viterbi （m，x，T，Pi，A，mu，sigma）
％ totally m states
％ x is the observation vector，1 by T length
％ Pi is the initial distribution，1 by m row vector
％ A is the transition probability matrix，m by m
％ mu，sigma are the emission parameter，
％ each is 1 by m row vector
    
％ Viberbi matrix
V ＝ zeros（m，T）；
    
％ s is the optimal state sequence
s ＝ zeros（1，T）；
    
％ emission probability matrix
P ＝ zeros（m，T）；
    
％ emission probability is normally distributed
for i ＝ 1 : m
    for t ＝ 1 : T
        P（i，t） ＝ normpdf （x（t），mu（i），sigma（i））；
    end
end
    
％ ***** Construct the Viterbi Matrix *****
％ first column，corresponding to V（i，1）
for i ＝ 1 : m
    V（i，1） ＝ Pi（i） * P（i，1）；
end
    
％ recursion of V（j，t）
for t ＝ 2 : T
    for j ＝ 1 : m
        foo1 ＝ zeros（1，m）；
        for i ＝ 1 : m
            foo1（i） ＝ V（i，t-1） * A（i，j）；
        end
        V（j，t） ＝ max（foo1） * P（j，t）；
    end
end
％ ******************************************
    
％ ***** find the optimal sequence *****
％ find s（T）
［max_num，max_index］ ＝ max（V（:，T））；
s（T） ＝ max_index；
    
％ recursion of s（t）
for t ＝ T-1 : -1 : 1
    foo2 ＝ zeros（1，m）；
    for i ＝ 1 : m
       foo2（i） ＝ V（i，t） * A（i，s（t＋1））；
    end
    ［max_num，max_index］ ＝ max（foo2）；
    s（t） ＝ max_index；
end
％ *************************************
    
end





 B.7　条件分布算法

该程序对应于算法9，用于Normal-HMM的条件分布



％ conditional distribution
function prob ＝ Conditional_Distribution （m，x，T，Pi，A，mu，sigma，t，x_t）
％ m，x，T，Pi，A，mu，sigma are defined as before
％ t is the missing time point
％ x_t is the value of x at time t
％ ***** diagonal emission matrix *****
P_diag ＝ zeros（m，m）；
    
％ ** emission is normally distributed **
for i ＝ 1 : m
    P_diag （i，i） ＝ normpdf （x_t，mu（i），sigma（i））；
end
％ **************************************
    
％ ***** for the case x（1） is missing ******
if  t ＝＝ 1
    ％ using Forward/Backward approach to find Beta
    ［Alpha，Beta，P，L］ ＝ Forward_Backward （m，x，T，Pi，A，mu，sigma）；
    
    ％ calculate the numerator ＆ denominator
    numerator ＝ Pi * P_diag * Beta（:，1）；
    
    denominator ＝ Pi * Beta（:，1）；
    
    ％ calculate conditional probability
    prob ＝ numerator / denominator；
end
％ *****************************************
％ *** for the case x（t） is missing，t ＝ 2，3，…，T
if t ~＝ 1
    ％ Forward/Backward approach to find Alpha，Beta
    ［Alpha，Beta，P，L］ ＝ Forward_Backward （m，x，T，Pi，A，mu，sigma）；
    
    ％ calculate the numerator ＆ denominator
    numerator ＝ Alpha（:，t-1）' * A * P_diag * Beta（:，t）；
    
    denominator ＝ Alpha（:，t-1）' * A * Beta（:，t）；
    
    ％ calculate conditional probability
    prob ＝ numerator / denominator；
end
％ ******************************************
    
end





 B.8　分布预测算法

该程序对应于算法10，用于Normal-HMM观测值的分布预测



％ forecast distribution
function prob ＝ Distribution_Forecast（m，x，T，Pi，A，mu，sigma，h，x_h）
％ m，x，T，Pi，A，mu，sigma are defined as before
％ h is the forecast length after T，
％ x_h is the value of X at T＋h
    
％ Forward/Backward approach to find Alpha ＆ L
［Alpha，Beta，P，L］ ＝ Forward_Backward （m，x，T，Pi，A，mu，sigma）；
％ emission diagonal matrix
P_diag ＝ zeros （m，m）；
    
％ emission is Normally distributed
for i ＝ 1 : m
    P_diag （i，i） ＝ normpdf （x_h，mu（i），sigma（i））；
end
    
％ one is the column vector with all elements 1
one ＝ ones（m，1）；
    
％ calculate forecast probability
prob ＝ Alpha（:，T）' * （A＾h） * P_diag * one / L；
    
end





 B.9　状态预测算法

该程序对应于算法11，用于Normal-HMM的状态预测



％ state forecast
function prob ＝ State_Forecast（m，x，T，Pi，A，mu，sigma，h）
％ m，x，T，Pi，A，mu，sigma are defined as before
％ h is the forecast length after T
    
％ Forward/Backward approach to find Alpha ＆ L
［Alpha，Beta，P，L］ ＝ Forward_Backward （m，x，T，Pi，A，mu，sigma）；
    
foo ＝ A＾h；
    
prob ＝ zeros （1，m）；
    
for i ＝ 1 : m
    ％ calculate forecast probability
    prob（i） ＝ Alpha（:，T）' * foo（:，i） / L；
end
    
end





 B.10　金融市场实证分析代码

该程序Simulation．m，对应于第4章金融市场实证分析部分



clear；
clc；
    
 ％ initial guess based on data analysis
 m ＝ 2；
 mu ＝ ［47，50］；
 sigma ＝ ［1.5，1.8］；
 A ＝ ［0.7，0.3； 0.6，0.4］；
 Pi ＝ Stationary_Distribution（A）；
    
 ％ observations
 x ＝ xlsread（'沪铜日线

 2014-2016．xlsx'，'日线

'，'F2 : F200'）；
    
 ％ number of observations
 T ＝ length（x）；
    
 ％ ***** parameter estimation，using EM method *****
 max_iteration ＝ 1000；
 tolerance ＝ 0.001；
 ［Pi，A，mu，sigma］ ＝ Baum_Welch （m，x，T，Pi，A，mu，sigma，max_iteration，tolerance）；
 display（'初始分布的最优估计

'）
 display（Pi）；
 display（'转移概率矩阵的最优估计

'）；
 display（A）；
 display（'发射参数mu的最优估计:

'）；
 display（mu）；
 display（'发射参数sigma的最优估计:

'）；
 display（sigma）；
 ％ *************************************************
    
 ％ global decoding
 s ＝ Viterbi （m，x，T，Pi，A，mu，sigma）；
 xlswrite（'沪铜日线

 2014-2016．xlsx'，s'，'J2 : J200'）；
    
 ％ *******  calculate the expected duration ********
 duration ＝ zeros（1，m）；
 for i ＝ 1 : m
     duration（i） ＝ 1 / （1 - A（i，i））；
 end
    
 display（'期望持续期:

'）；
 display（duration）；
 ％ **************************************************
    
 ％ *********** plot bull ＆ bear densities ***********
 price_floor ＝ 40；
 price_ceiling ＝ 55；
 price_num ＝ 500；
    
 ％ price vector
 price ＝ linspace（price_floor，price_ceiling，price_num）；
    
 ％ two probability densities
 density1 ＝ normpdf （price，mu（1），sigma（1））；
 density2 ＝ normpdf （price，mu（2），sigma（2））；
    
 figure；
 plot （price，density1，'b＋'）； hold on；
 plot （price，density2，'r*'）；
 title （'Normal HMM 两状态分布

'）；
 xlabel（'价格区间

'），ylabel（'概率密度

'）；
 legend（'熊市'，'牛市'

）；
 ％ **************************************************
    
 ％ ****** forecast observation distribution ******
 ％ one step forecast
 h ＝ 1；
    
 Probs ＝ zeros（1，price_num）；
 for i ＝ 1 : price_num
     Probs（i） ＝ Distribution_Forecast（m，x，T，Pi，A，mu，sigma，h，price（i））；
 end
    
 figure；
 plot （price，Probs，'b．'）； hold on；
    
 ％ plot real distribution
 price_next ＝ xlsread（'沪铜日线

 2014-2016．xlsx'，'日线

'，'F201'）；
 plot （ ［price_next，price_next］，get（gca，'YLim'），'r-'）；
    
 title（'Normal HMM 分布预测

'）；
 xlabel（'价格区间

'），ylabel（'概率密度

'）；
 legend（'预测分布'，'真实分布' ）

；
 ％ ************************************************
    
 ％ ***** forecast state distribution *****
 probs ＝ State_Forecast（m，x，T，Pi，A，mu，sigma，h）；
    
 display（'状态预测'）


 display（probs）；
 ％ ************************************************





 B.11　Hamilton滤波

该程序对应于算法12、算法13和算法14，完成Hamilton滤波过程



％ Hamilton Filtering for 2 state
％ Markov Switching AR（1） Model
％ mu，sigma，beta are model parameters，
％ mu，sigma are 1 by 2 vectors，beta is a scalar
％ A is the transition probability matrix，
％ Pi is the initial distribution
％ y is the observation vector，
％ y（0） is the observation at time 0
％ return filtered probability
％ and some other desired quantities
function ［Epsilon，Eta，Gamma］ ＝ Hamilton_Filtering（mu，sigma，beta，A，Pi，y0，y，T）
    
％ filtered probability
Epsilon ＝ zeros（2，T）；
    
％ 3 dimensional matrix
Eta ＝ zeros（2，2，T）；
    
％ 3 dimensional matrix
Gamma ＝ zeros（2，2，T）；
％ ***** Calculate Eta matrix *****
％ Eta（i，j，t） denotes the density of y（t），
％ given S（t-1） ＝ i，and S（t） ＝ j，
％ and filtration at t-1
    
％ ***** t ＝ 1 *****
for i ＝ 1 : 2
    for j ＝ 1 : 2
        Eta（i，j，1） ＝ normpdf （ y（1），mu（j） ＋ beta * （y0 - mu（i）），sigma（j） ）；
    end
end
    
％ ***** t ＝ 2，3，．．．，T *****
for t ＝ 2 : T
    for i ＝ 1 : 2
        for j ＝ 1 : 2
            Eta（i，j，t） ＝ normpdf （ y（t），mu（j） ＋ beta * （y（t-1） - mu（i）），sigma（j） ）；
        end
    end
end
％ *******************************
    
％ *********** Hamilton Filtering  ***********
％ **** Forecasting and Updating at t ＝ 1 ****
for i ＝ 1 : 2
    for j ＝ 1 : 2
        ％ *** Calculate the denominator *****
        sum1 ＝ 0；
        for k＝ 1 : 2
            sum2 ＝ 0；
            for l ＝ 1 : 2
                sum2 ＝ sum2 ＋ Eta（k，l，1） * Pi（k） * A（k，l）；
            end
            sum1 ＝ sum1 ＋ sum2；
        end
        denominator ＝ sum1；
        ％ ***********************************
        Gamma（i，j，1） ＝ Eta（i，j，1） * Pi（i） * A（i，j） / denominator；
    end
end
％ ******************************************
    
％ ***** Filtered Probability at t ＝ 1 ******
for j ＝ 1 : 2
    sum3 ＝ 0；
    for i ＝ 1 : 2
        sum3 ＝ sum3 ＋ Gamma（i，j，1）；
    end
    Epsilon（j，1） ＝ sum3；
end
％ *****************************************
    
％ ************* t ＝ 2 : T *****************
for t ＝ 2 : T
    ％ **** Forecasting and Updating at time t *******
    for i ＝ 1 : 2
        for j ＝ 1 : 2
            ％ *** Calculate the denominator ***
            sum1 ＝ 0；
            for k＝ 1 : 2
                sum2 ＝ 0；
                for l ＝ 1 : 2
                    sum2 ＝ sum2 ＋ Eta（k，l，t） *
                    Epsilon（k，t-1） * A（k，l）；
                end
                sum1 ＝ sum1 ＋ sum2；
            end
            denominator ＝ sum1；
            ％ *************************************
            Gamma（i，j，t） ＝ Eta（i，j，t） * Epsilon（i，t-1） *
              A（i，j） / denominator；
        end
    end
    ％ *********************************************
    
    ％ ***** Filtered Probability at time t *****
    for j ＝ 1 : 2
        sum3 ＝ 0；
        for i ＝ 1 : 2
            sum3 ＝ sum3 ＋ Gamma（i，j，t）；
        end
        Epsilon（j，t） ＝ sum3；
    end
    ％ *****************************************
end
％ *********************************************
    
end





 B.12　MS-AR优化计算的目标函数

该程序对应于算法15，为MS-AR模型优化计算的目标函数，即（对数）似然函数的相反数



％ objective function （minus log likelihood）
％ for 2-state Markov Switching AR（1） model
function f ＝ MS_AR_Objective （theta）
    
global Pi y0 y T
％ ******* mu ***********
mu ＝ ［theta（1），theta（2）］；
    
％ *********** sigma ************
csi ＝ ［theta（3），theta（4）］；
sigma ＝ csi．＾2；
    
％ *********** beta **************
b ＝ theta（5）；
beta ＝ b / （1 ＋ abs（b））；
    
％ ************ p ＆ q ****************
p_tilde ＝ theta（6）；
q_tilde ＝ theta（7）；
    
p ＝ exp（p_tilde） / （1 ＋ exp（p_tilde））；
q ＝ exp（q_tilde） / （1 ＋ exp（q_tilde））；
％ ***********************************
    
％ ********** T．P．M ************
A ＝ ［p，1-p； 1-q，q］；
    
％ * Filtered Probability and other quantities *
［Epsilon，Eta，Gamma］ ＝ Hamilton_Filtering （mu，sigma，beta，A，Pi，y0，y，T）；
％ **** Calculate log likelihood function ****
sum1 ＝ 0；
    
for t ＝ 1 : T
    sum2 ＝ 0；
    for i ＝ 1 : 2
        sum3 ＝ 0；
        for j ＝ 1 : 2
            sum3 ＝ sum3 ＋ Eta（i，j，t） * Gamma（i，j，t）；
        end
        sum2 ＝ sum2 ＋ sum3；
    end
    sum1 ＝ sum1 ＋ log（sum2）；
end
    
log_likelihood ＝ sum1；
％ *******************************************
    
％ objective function
f ＝ - log_likelihood；
    
end





 B.13　Kim平滑

该程序对应于算法16，用于计算平滑概率



％ Smoothing process for 2-state MS-AR（1） Model
％ Epsilon is the filtered probability
％ omega is the smoothed probability at T，
％ given all observations
％ Return Rho，smoothed probability
function Rho ＝ Kim_Smoothing （A，omega，Epsilon，T）
    
％ smoothed probability
Rho ＝ zeros（2，T）；
    
％ initialization
Rho（:，T） ＝ omega；
    
％ going backward
for t ＝ T-1 : -1 : 1
    ％ for each state
    for j ＝ 1 : 2
        sum1 ＝ 0；
        for k ＝ 1 : 2
            ％ calculate the numerator
            numerator ＝ Rho（k，t＋1） * Epsilon（j，t） * A（j，k）；
            ％ ****** Calculate the denominator ******
            sum2 ＝ 0；
            for i ＝ 1 : 2
               sum2 ＝ sum2 ＋ Epsilon（i，t） * A（i，k）；
            end
            denominator ＝ sum2；
            ％ ***************************************
    
            sum1 ＝ sum1 ＋ numerator / denominator；
        end
        Rho（j，t） ＝ sum1；
    end
end
    
end





 B.14　MS-AR预测

该程序对应于算法17和算法18，用于马尔可夫状态转换模型的预测



％ use Calibrated parameters to forecast
％ the observations as well as
％ the forecast standard deviation
function ［y_forecast，sigma_forecast，ARPE］ ＝ MS_AR_Forecast
   （mu，sigma，beta，A，Epsilon，y，T，state_seq）
    
％ forecast y（2），y（3），…，y（T＋1），
％ given F（1），F（2），…，F（T）
％ y_forecast （t＋1） is E ［y（t＋1） | F（t）］
y_forecast ＝ zeros（1，T＋1）；
y_forecast（1） ＝ y（1）；
    
％ forecast sigma（2），sigma（3），…，sigma（T＋1），
％ given F（1），F（2），…，F（T）
％ sigma_forecast （t＋1） is E ［sigma（t＋1） | F（t）］
sigma_forecast ＝ zeros（1，T＋1）；
    
％ Vega matrix，Vega （j，t） is P （S（t＋1）＝j | F（t））
Vega ＝ zeros（2，T）；
    
％ ****** Calculate Vega ******
for t ＝ 1 : T
    for j ＝ 1 : 2
        sum1 ＝ 0；
        for i ＝ 1 : 2
            sum1 ＝ sum1 ＋ Epsilon（i，t） * A（i，j）；
        end
        Vega（j，t） ＝ sum1；
    end
end
％ *****************************
    
％ ***** Calculate E ［y（t＋1） | F（t）］ *****
for t ＝ 1 : T
    sum2 ＝ 0；
    for j ＝ 1 : 2
       sum2 ＝ sum2 ＋ Vega（j，t） * （mu（j） ＋ beta * （y（t） - mu（state_seq（t））））；
    end
    y_forecast（t＋1） ＝ sum2；
end
％ ***************************************
    
％ ***** Calculate E ［sigma（t＋1） | F（t）］ *****
for t ＝ 1 : T
    sum3 ＝ 0；
    for j ＝ 1 : 2
       sum3 ＝ sum3 ＋ Vega（j，t） * sigma（j）；
    end
    sigma_forecast（t＋1） ＝ sum3；
end
％ ********************************************
    
％ ** calculate average relative percentage error **
SRPE ＝ 0；
for t ＝ 2 : T
    SRPE ＝ SRPE ＋ abs（ y_forecast（t） - y（t） ） / abs（y（t））；
end
    
ARPE ＝ SRPE / （T - 1）；
％ **************************************************
    
end





 B.15　大宗商品期货市场的应用代码

该程序Simulation．m，对应于第5章大宗商品期货市场的实证分析部分



％ parameter estimation for 2-state MS-AR（1） Model
％ use the calibrated parameters to find
％ the filtered/smoothed probabilities
％ do some simulation，such as forecasting，decoding
    
％ **** Preparation ****
global Pi y0 y T
    
％ read information from Excel
y ＝ xlsread
（'沪铜日线

 2015．xlsx'，'日线

'，'F121 : F240'）；
    
％ how many observations
T ＝ length（y）；
    
％ initial observation
y0 ＝ xlsread（'沪铜日线 2015．xlsx'，'日线'，'F120'）

；
％ *********************
    
％ **** Parameter Estimation ****
％ **** initial guess ****
mu1 ＝ 35；
mu2 ＝ 40；
sigma1 ＝ 1.8；
sigma2 ＝ 2.0；
    
％ beta ＝ b / （1 ＋ abs（b））
b ＝ 0.5；
    
p ＝ 0.6；
q ＝ 0.7；
％ ************************
    
％ convert to unconstraint parameters
csi1 ＝ sqrt （sigma1）；
csi2 ＝ sqrt （sigma2）；
p_tilde ＝ log （p / （1 - p））；
q_tilde ＝ log （q / （1 - q））；
    
％ initial unconstraint parameters
theta ＝ ［mu1，mu2，csi1，csi2，b，p_tilde，q_tilde］；
    
％ initial distribution，use stationary distribution
Pi ＝ ［（1 - q） / （2 - p - q），（1 - p） / （2 - p - q）］；
    
％ calculate initial log likelihood value
log_likelihood1 ＝ - MS_AR_Objective （theta）；
    
％ numerical optimization
theta ＝ fminunc（@MS_AR_Objective，theta）；
    
％ **** Parameter Calibration ****
mu ＝ ［theta（1），theta（2）］；
    
csi ＝ ［theta（3），theta（4）］；
sigma ＝ csi．＾2；
    
b ＝ theta（5）；
beta ＝ b / （1 ＋ abs（b））；
    
p_tilde ＝ theta（6）；
q_tilde ＝ theta（7）；
p ＝ exp（p_tilde） / （1 ＋ exp（p_tilde））；
q ＝ exp（q_tilde） / （1 ＋ exp（q_tilde））；
％ ********************************
    
％ new T．P．M
A ＝ ［p，1-p； 1-q，q］；
    
％ new log likelihood value
log_likelihood2 ＝ - MS_AR_Objective （theta）；
    
％ show on command window
display（mu）；
display（sigma）；
display（beta）；
display（A）；
％ ***************************
    
％ **** Use Calibrated Parameters for Calculation ****
％ filtered probability and other quantities
［Epsilon，Eta，Gamma］ ＝ Hamilton_Filtering （mu，sigma，beta，A，Pi，y0，y，T）；
    
％ smoothed probability
omega ＝ Epsilon（:，T）；
Rho ＝ Kim_Smoothing （A，omega，Epsilon，T）；
％ calculate expected duration on each state
D1 ＝ 1 / （1 - p）；
D2 ＝ 1 / （1 - q）；
    
display（D1）；
display（D2）；
％ ***************************************************
    
％ *** decoding using smoothed probability ***
state_seq ＝ ones（1，T）；
    
for t ＝ 1 : T
    ％ use Smoothed probability
    if （Rho（1，t） ＜ Rho（2，t））
        state_seq（t） ＝ 2；
    end
end
    
xlswrite
（'沪铜日线

 2015．xlsx'，state_seq'，'J121 : J240'）；
％ ***************************************************
    
％ *** Forecasting  ***
［y_forecast，sigma_forecast，ARPE］ ＝ MS_AR_Forecast （mu，sigma，beta，A，Epsilon，y，T，state_seq）；
display（'the Average Relative Percentage Error is:'）；
display（ARPE）；
    
y_next ＝ xlsread（'沪铜日线 2015．xlsx'，'日线'，'F241'）

；
    
display （'Real Next Observation Value is:'）；
display （y_next）；
    
display （'Forecast Next Observation Value is:'）；
display （y_forecast（T＋1））；
    
display （'Next Forecasting Standard Deviation is:'）；
display （sigma_forecast（T＋1））；
    
figure；
plot （y，'b-'）； hold on；
    
y_simulation ＝ y_forecast（1 : T）；
plot （y_simulation，'r'）； hold off；
    
title（'MS-AR 预测'）

；
legend（'市场价格'，'模型价格'）

；
％ ******************
    
％ **** Plot Filtered / Smoothed Probability ****
figure；
subplot（2，1，1）
plot （Epsilon（1，:），'b-．'）；
xlim（［0，T］）；
ylim（［0，1］）；
title （'熊市'）

；
    
subplot（2，1，2）
plot （Epsilon（2，:），'r:'）；
xlim（［0，T］）；
ylim（［0，1］）；
title （'牛市'）；
    
suptitle（'滤波概率'）

；
    
figure；
subplot（2，1，1）
plot （Rho（1，:），'b-．'）；
xlim（［0，T］）；
ylim（［0，1］）；
title （'熊市'）

；
    
subplot（2，1，2）
plot （Rho（2，:），'r:'）；
xlim（［0，T］）；
ylim（［0，1］）；
title （'牛市'）

；
    
suptitle（'平滑概率'）


％ ************************
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Input: p,0,5,A,7,y,y,T, Eta, Gamma, Epsilon
begin
/] BRITE
for t=2 to T do
// & Gammal(i, j,t)
ni,;(t) et —1) - ay
// ET X (5.10), v,;(t) = S S (@) erE—1) - om

for i=1 to 2 do

for j=1 to 2 do
suml = 0;

for k=1 to 2 do

sum2 = 0;

for =1 to 2 do
sum2 =

sum?2 + Eta(k,l,t) - Epsilon (k,t — 1) - A(k,1);
end

suml = suml + sum?2;

end
denominator = suml ;

Gamma (i, 7,t) =
Eta (4,7,t) - Epsilon (i,t — 1) -A(i,j)

)

denominator
end

end
/] T E R EIRERER, () =, vi;(t)

for j=1 to 2 do
sum3 = (;
for i=1 to 2 do
1 sum3 = sum3 + Gamma (4, j, t);
end
Epsilon (j,t) = sum3;

end

end

return Epsilon, Gamma ;

end
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BRI L, z(t) RERR BTN BUE

begin

/! MBEXRTHRREE o(t) WAL SHEE

P diag = zeros(m,m);

for i=1 to m do

P diag(i, ) = normpdf (z(t), p(i), o(7));

end
if t ==1 then
/7 x(1) Bk
A e 5% (59 3) 115 Beta;
/] R#E 4.31
numerator = 7 - P diag- Beta(:, 1);
N, e’
B(L)*
denominator = o - Beta(:, 1);
b— numerator
PIOD = Jenominator ’
else

// x(t),t=2,3,..., TH*k
{8 F TR /1) JE 0 (B 2 NS 3) 4 Alpha, Beta;

// EH 4.30
a(t—1)
e N,
numerator = Alpha(:,t —1)" -A- P_diag - Beta(:, t);
H/,_/
BT
denominator = Alpha(:,t — 1)" - A - Beta(:, t);
b numerator

rob= ———;

pro denominator ’
end

return prob;

end
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Input: m, z, T, m, A, u, 0, P,V
/] PARAEMRE, VAERK® T IHEH Viterbi &[4

begin

// KA Viterbi A, Y &EMF7

s = zeros(1,T);

/1 st = argmax V;(T)

K2

[max num, max index] = mazx (V(:, T));

s(T) = max_index;

/] sg= argmax Vilt) * 255,00

2

fort=T—1to I do

foo2 = zeros(1,m);

for i=1 to m do
| foo2(i) = V(i,t) - A, s(t + 1));

end

[max num, max index] = maz (foo2);

s(t) = max index;
end

return s;

end
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Input: m, T, xz, w A, p, o

/1 mAREHANE, TARMNENEE, = ARNFF], © A4k
S, AREBBRERERE, po HXHEHK

begin

(1) &1L (Initialization)

Alpha= P = zeros(m,T);
// PEMERE

for i=1 to m do

for t = 1 to T do
| PG, t) = normpdf (a(t), (i), o(0)) ;
end

end

(1) AT EHEZEREEFE (Forward Probability Matrix)
// W%, Alpha %[ % —7|

for i = 1 to m do
| Alpha(i, 1) = a(i) - P(i,1);

end

// #VAit5H, Alpha EMERIE ¢+ 17
for t=1 to T — 1 do
for j=1 to m do
suml = 0;
for i = 1 to m do
suml = suml + Alpha(i, t) - A(4,j);

end
Alnhald + L1\ — coml . Dl4 + .01\

end

end
(1) ERARETE#SE (MREH) FHIREIZR (Calculate &
Return Likelihood Function)

L _Alpha= sum (Alpha(:,T));

return L Alpha;

end
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// m,T,m, AR X WRI B, P A RS
begin

V = zeros(m,T);

/! #EEH, V(1) =m - pi(z)

for i=1 to m do

| V(i,1) = x(i) - P(i,1);

end

/1 #EAR, V() = (maxVilt — 1) ai) - py(0)
for t=2 to T do

for j=1 to m do

fool = zeros(1,m);

for i=1 to m do
| fool(i) = V(i,t — 1) - A, j);

end

V(j,t) = max( fool) - P(j,t);

end

end

return V;

end
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Date | Open High Low Close Scaled ¥olume | Return |Returns States

2015/7/6 42 300 42 320 40100 40 730 40.73 490 330/ -0.0397 -39.712
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Input: m, T, z, Gamma, g, H
/7 mAREANK, T ARMNEAN#, = ARNEFF,
Gamma, g, H A FI A SH 2 H Bt EHENEES 2

begin
(L) VHSAIUR 5370 B Al e
Ll p=(1)

Tyew = Gamma (:, 1)";

(I1) TR AR THE
/7 @5 = hij/gi

Ao = zeros(m,m);

for i=1 to m do

for j=1 to m do

oo HGJ) .
Asew () = o)
end

end

() 5L S SRR A T
Zi T
e :;7‘“) : xr/;%(t)

Pnew = zeros(1,m);
for i=1 to m do
foo = 0;
for t=1 to T do
‘ foo = foo + Gamma (i, t) - (t);

end
. foo )
o (1) sum [Gammal(i,:)] ’
end

T
175t = Y (o= 1wl Y0, 63 = o2
Tiisw = ze;ns(l,m); -
for i=1 to m do
foo2=0;
for t=1 to T do
‘ f002 = f002 + Gamma (i, ) - (@(t) — prmew(i))’;

end
e (1) foo2 .
new sum [Gamma (7, )]’
end

return ey, Anews Mnew, Onew
end
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Input: m, T, z, m, A, u, o, max iteration, tolerance

/] w, A, p, o AR S HFNE, max iteration Y A% Rk,
tolerance # 1% % 2 & &

begin

for loop = 1 to max iteration do

// E-Step

MM 7, A, p, o f5THE, BESE 2 M5 3 115

Alpha, Beta, P, L;

{EF %% 4 115 Gamma, g, H;

// M-Step

RS 5 IS EAGHAE THE Toew, Anews Hnews Onew:

[/ TTHE IR ZE R AW

€ITOrL = SUM | — Mhew|;

/] A, A RFETE

error2 = sum (sum |A — Anew|);

errord = Sum [t — finewl;

errord = sum | — Opewl;

criterion = errorl + error2 + error3 + error4 ;

/] EAGREDNTREERZE, FLEEARAREHFNELK
B BN, EAFSKERTH RER

if criterion < tolerance then

T = TMhew, A Anews 14 Hnew, O Onews

return =, A, p, o;

else

’ 7r = 1rl'lCW7 A Aﬂ(’.W’ l“ ILUCW7 g UllCW;
end

end

end
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Input: A, T, Epsilon

// Epsilon 7 €% HE = 5 [F
begin

/] A

Vega = zeros(2,T);

for t=1 to T do
for j=1 to 2 do
suml = 0;
for i=1 to 2 do
// X (5.18)
suml = suml + Epsilon (i,t) - A (4, j);

end

Vega (j,t) =suml;

end

end

return Vega ;

end
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Input: ¥, T, state_seq ,Vega
// state_seq B Fl 4 H SR/ FRBEEHMNEHRASHE
begin
// YT FF|, y_forecast (t + 1) = E [y,41|F)
y_forecast = zeros(1,T + 1);
y_forecast (1) =¥ (1);
// o TN FF], o_forecast (t + 1) = E [o441|Fi
o forecast = zeros(1,T + 1);
/1 AETM y2, s, ..., Y11
for t=1 to T do
sum2 = 0;
for j=1 to 2 do
// A (5.16)

sum2 =
sum2 + Vega (j,t) - [0(4) + B (y(t) — p(state _seq(t)))];

end

y-forecast (t + 1) = sum?2;
end

/! AETM oy, 05,...,0041
for t=1 to T do

sum3 = 0;
for j=1 to 2 do
// & (5.17)

sum3 = sum3 + Vega (j,t) -o(j);
end
o_forecast (t+ 1) = sum3;
end
/7 FETIER
SRPE = 0;

for t=2 to T do
|y(t) — y-forecast (t)|

ly(t)]

SRPE = SRPE +
end
_ SRPE |
ARPE = 1’

return y_forecast , o_forecast , SRPE, ARPE;
end
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2014/1/2 522 90 527 70 522 20 526 70 52.67 203 778 2
2014/1/3 525 00 525 00 518 40 519 20 51.92 299 664| -0.014 3 -14. 34 2
2014/1/6 519 00 520 80 516 70 517 70 51.77 243 308| -0.002 9 -2.89 2
2014/1/7 516 30 520 50 515 90 518 60 51.86 236 246 0.001 7 1.74 2
2014/1/8 519 40 521 70 516 80 520 60 52.06 201 596 0.003 8 3.85 2
2014/10/22 471 00 473 30 469 30 470 70 47.07 333 570 0.011 6 11.54 1
2014/10/23 471 80 472 10 468 70 471 20 47.12 271 990 0.001 1 1. 06 1
2014/10/24 472 30 474 90 471 10 473 90 47.39 261 582 0.005 7 5.71 1
2014/10/27 474 30 475 30 469 80 470 50 47.05 286 990, -0.007 2 =7.:20 1
2014/10/28 474 50 475 80 472 60 475 40 47.54 282 334 0.010 4 10. 36 1
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Input: m, T, z, 7, A, u, o
// m, T, z, w, A p, o G5EWEETHNNSHAE

begin
(T) #1484 (Initialization)
Beta = P = zeros(m, T);
/! PEERME

for i=1 to m do
for t =1 to T do
| P(i.t) = normpdf ((t), p(i), o(0)) :
end

end

(1) IEEtZFEE (Backward Probability Matrix)
/] LAEE5M, Beta EMEHE T 7|

for i=1 to m do

| Beta(:,T) = 1;

end

// #VAitE, Beta BRS¢ 7
fort=T—-1to I do

for i=1 to m do
sum?2 = 0;
for j=1 to m do
’ sum2 = sum?2 + P(j,t + 1) - Beta(j, t + 1) - A(i,7);
end
Beta(i, t) = sum?2;

end

end

(T ERMETE#E (AR HIREZR (Calculate &
Return Likelihood Function)

sum3 = 0;
for i=1 to m do
sum3 = sum3 + @ (i) - P(i,1) - Beta(i, 1);
end
L_Beta = sum3;

return L_Beta;

end
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Date Open High Low Close Scaled Volume Return Returns States
2014/1/2 52 290 52 770 52 220 52 670 52. 67 203 778

2014/1/3 52 500 52 500 51 840 51 920 51.92 299 664 -0.014 3 -14. 34
2014/1/6 51 900 52 080 51 670 51 770 51.77 243 308 -0.0029 -2.89
2014/1/7 51 630 52 050 51 590 51 860 51.86 236 246 0.001 7 1.74
2014/1/8 51 940 52 170 51 680 52 060 52. 06 201 596 0.003 8 3.85
2014/1/9 52 000 52 160 51 210 51 220 51.22 362 562 -0.016 3 =16.27
2014/1/10 51 220 51 480 50 930 51 360 51.36 302 684 0.002 7 2.73
2014/1/13 51 360 52 190 51 330 51 690 51.69 268 470 0.006 4 6. 40
2014/1/14 51 500 51 900 51 310 51 790 51.79 176 916 0.001 9 1.93
201471715 51 750 51 790 51 230 51 350 51. 356 177 790 -0.008 5 -8. 53
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Input: m, T, A, P, Alpha, Beta, L

begin

(I) Mak

Gamma = zeros(m,T), g = zeros(1,m);

Epsilon = zeros(m,m,T — 1), H = zeros(m,m);
(I1) 3t E Gamma 5 g
/1 7i(t) = ai(t) - Ba(t)/ L

for i = 1 to m do
fort =1 to T do

‘ Gammal(i,t) = Alpha(i, t) - Beta(i,t)/L;
end

end

-1
/1 g =) %lt)
for i=1 rg(; m do
for t=1 to T — 1 do
‘ g(i) = g(i) + Gamma (i, t);
end

end
(I1I) ++& Epsilon 5 H

1/ € ;(t) = ai(t) - asj - pj(e41) - Bi(t +1)/L
for t=1 to T — 1 do
for i=1 to m do

for j=1 to m do

Alphal(i, t)-A(i, j)-P(j.t + 1)-Beta(j,t + 1)

Epsilon (i, j, t)= T

end

end

end
T—1

I ohig=Y, &5t
=1
for t=1 toT — 1 do
’ H = H + Epsilon (:, :,t);

end
(IV) BREI&EE

return Gamma, g, Epsilon, H;

end
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Input: A, Epsilon,w, T
/] wRTFEMENLME( =T), Epsilon £ Hamilton JE % %
begin
/] WK
Rho = zeros(2,T);
Rho(:,T) = w;
// AJaERI#% X (Going Backward)
fort=T—-1to 1 do
for j=1 to 2 do
// K (5.14)

suml = 0;

for k=1 to 2 do
numerator = Rho(k,t+ 1) - Epsilon (j,t) - A(j, k);
sum2 = 0;
for i=1 to 2 do

sum2 = sum?2 + Epsilon (i,t) - A(i, k);
end

denominator = sum?2 ;
numerator

suml = suml + - :
denominator

end

Rho(j,t) =suml
end

end

/! BEFRERERESE

return Rho;

end
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