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关于记号的说明

一个特别常用的记号是：＝和＝：，式子a
 ：＝b
 和b
 ＝：a
 都表示“a
 ”是用“b
 ”定义的，也就是说，挨着冒号的符号是用挨着等号的表达式来定义的。

另一个特别常用的记号是｛x
 ：x
 满足的条件｝，它表示一个集合，如果它的元素用字母x
 表示的话，则冒号后面的语句确定x
 的属性，这个集合就是具有这种属性的元素的全体。

本书使用以下符合国家标准的通用数学记号：
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 ：正整数集；
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 ：整数集；
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 ：比例数（rational number）（俗称有理数）集；
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 ：实数集，或一维Euclid空间，或实直线；
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 ：复数集。

另外的一些通用的数学记号是：

card A
 ：集合A
 的基数；

[image: ]
 ：n
 维Euclid空间；

若[image: ]
 ，则｜E
 ｜司表示E
 的Lebesgue测度；

若E
 是集合，则[image: ]
 代表E
 的特征函数，即

[image: ]


a.e．表示几乎处处（almost everywhere）或（对于）几乎每个（for almost every）。


第一版作者的话

本书是为北京师范大学数学系孙永生教授编写的《泛函分析讲义》一书中的习题所作的提示、答案或解答，作为原讲义的附册。本来在原讲义出版时，就计划将全部习题给以解法和提示。考虑到这样做可能会使一部分读者失却锻炼思考的机会，因之把它撤了出来。但在讲义出版后，陆续收到许多读者来信，要求对于一些难题给予提示和解答。这说明还是需要这样一个材料的。因此，我们在原来工作的基础上，又进行了加工整理，希望能在读者自己独立思考的基础上，还能起一点作用。

本附册包括题目，各章说明，提示、答案与解答，若干补充题和北京师范大学数学科学学院硕士研究生几份入学试题，对本书的题目还做了一些注释和推广，也对某些题目指出了参考材料，为原书编写了索引。

有些题目，虽然证起来并不困难，或我们并未提示，但是它本身的结论是重要的，例如完备化、商空间等，读者应予重视。

在编写过程中，蒋迅同志阅读了本附册，提出了许多建议，做了许多工作，特致谢意。

由于我们水平不高，解法或提示的方法都很难说是最好的方法，甚至可能有错误之处。希望读者多多提出宝贵意见。
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第一部分　说明与习题


 第一章　距离空间

距离空间是一类特殊的拓扑空间，它比一般的拓扑空间有着更丰富的内容。本章着重研究了距离空间的完备性，列紧性以及距离空间内的压缩映射原理等问题。

一个距离空间，若其中的任一基本列都收敛，则称之为完备的。在许多定理中，完备性是一个关键性的条件。完备距离空间有两个基本定理：闭球套定理和Baire纲定理。另外，本节还讨论了关于距离空间的完备化。

列紧性一节中，紧性与自列紧性等价是距离空间中特有的性质。全有界也是距离空间特有的。本书中讨论了两个方面的问题：一是列紧空间的性质，二是一个集合列紧性的判别法，包括一般的判别法和对具体空间中集合列紧性的判别法。

压缩映射原理是说，完备的距离空间上的压缩映射恰有一个不动点。这一定理有着广泛的应用。本节讨论了压缩映射原理和它的几个便于应用的改进定理，以及它们的应用举例。

本章最后介绍了线性距离空间，以及线性距离空间可赋等价的不变距离的Klee定理。

值得说明的是，本章中许多例题都是以后经常用到的典型空间及其重要结论，应予以重视。
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 第二章　线性赋范空间

本章分空间和算子两部分。

首先介绍了线性赋范空间的定义，及若干概念和初等命题（收敛，Schauder基，子空间，完备化等），并讨论赋准范空间可成为赋范空间的条件。

有限维赋范空间是最简单的线性赋范空间。由于此空间中范数的等价性，所以基本上可归为欧氏空间的范畴。这部分最重要的结果是局部列紧性和Riesz引理。

第三节和第四节给出了算子和泛函的初步概念。对于线性算子来说，由于它的连续性和有界性等价，所以，可以用确界[image: ]
 作为衡量算子的一个尺度。在这样的尺度下，有界线性算子的全体成为一个完备的赋范线性空间（B空间）。这样，算子就不是彼此孤立，而成为一个具有度量（范数）的代数系统，从而算子的研究可充分利用代数和拓扑中的定义、定理和方法了。
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 第三章　内积空间

内积空间是一种特殊的赋范空间。而完备的内积空间又称为Hilbert空间（H空间）。

本章首先讨论了内积空间的定义，简单性质（内积连续性，极化恒等式，完备化等），以及内积空间与赋范空间的关系。

第二节介绍内积空间中的正交性及正交分解定理。这是H空间的基本定理之一

在第三节中，对内积空间引入标准正交系，并讨论它的一些基本性质。每个非零的内积空间都存在标准正交基及元素关于此基的展开。正交维数存在，同维数的H空间等范同构。最后介绍Riesz-Fischer定理，及同维数的H空间等范同构。

习题
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 第四章　线性算子和线性泛函

本章研究线性算子（包括线性泛函）赋范空间的基本理论，从算子代数出发，给出了泛函分析中的三大基本定理：开映射定理，一致有界性定理（Banach-Steinhaus），Hahn-Banach线性泛函延拓定理。

首先对磨[image: ]
 引入算子乘积。然后讨论一般[image: ]
 上的逆及有界逆存在的条件，并给出[image: ]
 条件下，I
 －T
 有有界逆的Banach定理。

开映射定理推出判定逆算子有界之逆算子定理。进而推出闭图象定理，这是闭算子为有界算子的一个充分条件。然而在实际应用中，有许多算子并不连续，但它是闭算子。因此，对闭算子的研究是非常重要的。算子为有界的或闭的区别在于命题2.2-2：T
 为闭算子时，就是假定了[image: ]
 的极限y
 的存在性，而只需验明[image: ]
 。对连续算子来说，更需说明Tx
 
n

 。极限的存在，而这常是比较困难的事情。

一致有界定理给出集族[image: ]
 有界的充分条件，在分析中有许多重要的应用。本章3.2，3.3中都是其应用的例子。此外，对弱收敛，数值积分等都有应用。

Hahn-Banach线性泛函延拓定理以及它的推论，都非常重要。它保证了有足够多的连续线性泛函存在，使我们能得到共轭空间及共轭算子的理论。
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 第五章　共轭空间与伴随算子

本章对于共轭空间做进一步研究，讨论共轭空间与伴随算子的有关理论。

第一节中给出了几个重要的具体空间（C空间，L
 
p

 空间，[image: ]
 空间）的共轭空间，以及Hilbert空间中的Riesz表示定理。

第二节介绍二次共轭空间的概念及自反性相关理论，讨论了一些常见空间的自反性。本节给出一条常用的定理，即若X
 *
 是可分的，则X
 也是可分的。

第三节介绍线性赋范空间内点列的弱收敛（概念，一些初等命题，弱收敛的判定），及共轭空间X*

 内点列的弱星收敛（概念，一些初等命题，弱收敛的判定）。弱收敛是比依范收敛弱的一种收敛，在分析中常有重要应用。本节定理3.2-2给出，当X
 可分时，X*

 是弱星列紧的。在处理分析中的一些存在性问题时，这类弱星列紧性常有着重要作用。

最后介绍线性算子的伴随算子。特别讨论H空间中的自伴算子。由于H空间的自伴随性，H
 →H
 的线性算子的伴随算子还是H
 →H
 的算子，于是出现了自伴算子。自伴算子是一类重要的算子，其重要性质有：内积为实数（定理4.3-1），及[image: ]
 。本节还介绍了一类重要的特殊自伴算子——正交投影算子。
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 第六章　全连续算子及其谱

本章介绍全连续算子及其谱的理论。

首先介绍全连续算子及相关的几个命题。并给出关于全连续算子的ScHauder不动点定理。对于有限维空间来说，给出了Brouwer不动点定理，它说明：一个把有界闭凸集变到自身内的连续映射有不动点。对于无限维空间来说，一个连续算子不一定有不动点（可参见陈文源著《非线性泛函分析》P178反例），因此，在无穷维空间内不能一般地讨论连续算子的不动点，而来讨论全连续算子，这就是ScHauder不动点定理。

H空间中的线性全连续算子都是紧算子。第二节给出了H空间上的线性全连续算子的几条判别准则。

第三节介绍H空间H
 上全连续算子的谱。利用这一理论，证明了H空间上的全连续自伴线性算子，可以写成一列算子的和（按强收敛的意义），并且当它是单射时，每个x∈H
 可按它的特征向量展成Fourier级数。

最后作为应用，介绍具有Hermite型核的积分算子。

习题一

1．[image: ]
 内任一含内点的有界闭凸集都与闭单位球[image: ]
 同胚。

2．使用定理1.2-1（及其推论）证明定理1.2-2。

3．补出定理1.2-3＇的证明。
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注：本试卷未标分值。

（命题：周美珂）


1986年试题（综合考试）
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备注：当时八门课程中选三门。


1987年试题


[image: ]


[image: ]


[image: ]


[image: ]


（命题：周美珂）


1988年试题


[image: ]


[image: ]


（命题：周美珂）


1989年试题


[image: ]


[image: ]


[image: ]


[image: ]


（命题：周美珂）


1990年试题
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C
 ［a，b］
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 连续性
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p
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T
 可和


T
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U
 的度量函数


V
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V
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w
 *
 收敛
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