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总序

进入21世纪的第二个十年，土木工程专业教育的背景发生了很大的变化。“国家中长期教育改革和发展规划纲要”正式启动，中国工程院和国家教育部倡导的“卓越工程师教育培养计划”开始实施，这些都为高等工程教育的改革指明了方向。截至2010年底，我国已有300多所大学开设土木工程专业，在校生达30多万人，这无疑是世界上该专业在校大学生最多的国家。如何培养面向产业、面向世界、面向未来的合格工程师，是土木工程界一直在思考的问题。

由住房和城乡建设部土建学科教学指导委员会下达的重点课题“高等学校土木工程本科指导性专业规范”的研制，是落实国家工程教育改革战略的一次尝试。“专业规范”为土木工程本科教育提供了一个重要的指导性文件。

由“高等学校土木工程本科指导性专业规范”研制项目负责人何若全教授担任总主编，重庆大学出版社出版的《高等学校土木工程本科指导性专业规范配套系列教材》力求体现“专业规范”的原则和主要精神，按照土木工程专业本科期间有关知识、能力、素质的要求设计了各教材的内容，同时对大学生增强工程意识、提高实践能力和培养创新精神做了许多有意义的尝试。这套教材的主要特色体现在以下方面：

（1）系列教材的内容覆盖了“专业规范”要求的所有核心知识点，并且教材之间尽量避免了知识的重复；

（2）系列教材更加贴近工程实际，满足培养应用型人才对知识和动手能力的要求，符合工程教育改革的方向；

（3）教材主编们大多具有较为丰富的工程实践能力，他们力图通过教材这个重要手段实现“基于问题、基于项目、基于案例”的研究型学习方式。

据悉，本系列教材编委会的部分成员参加了“专业规范”的研究工作，而大部分成员曾为“专业规范”的研制提供了丰富的背景资料。我相信，这套教材的出版将为“专业规范”的推广实施，为土木工程教育事业的健康发展起到积极的作用！

中国工程院院士　哈尔滨工业大学教授
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前言

（第2版）


我国于2016年成为工程教育本科专业认证的国际互认协议即“华盛顿协议”的正式成员，土木工程专业是该协议开展认证的专业之一。为了满足“华盛顿协议”对土木工程专业的认证要求，并结合本教材第一版的使用情况，我们编写了第2版。

本教材第2版在编写过程中始终注意把握以下原则：

第一，课程体系注重系统性和完整性的编写要求，以便让土木工程专业本科学生系统完整地掌握结构力学的基本理论和基本知识。

第二，具体内容把握“应用为主，实用为度”的编写原则，在讲解每一知识点时，突出其应用性和实用性。

第三，教学深度注意“留有余地，方便选用”的编写尺度，在满足《高等学校土木工程本科指导性专业规范》中提出的最低要求的前提下，为各类学校的教学需要留有选择余地。

第四，教学方式有利教师使用、学生自学的编写宗旨。除了注重教材的可读性，做到通俗易懂、循序渐进外，每章内容前有“本章导读”，后有“本章小结”，并配有较多的思考题和习题。本书提供了与教材配套的许多教学资源，包括教材中全部习题的详细解答、多媒体课件和用C语言编写的平面杆件结构静力分析程序及其使用说明等，可在重庆大学出版社教育资源网或加入土木工程教学群（群号：187541302）下载。

本教材第2版由文国治担任主编，陈名弟担任副主编。编写分工如下：文国治（第1、4、8、10章），王达诠（第2、5、9章及光盘中教学程序），刘纲（第3章），陈名弟（第6、7、11章）。全书由文国治修改定稿。

本教材改版时承蒙重庆大学萧允徽教授精心审阅，对书稿提出了许多宝贵的意见，对提高本书的质量起到了重要作用。

本教材的改版工作得到了重庆大学各级领导的大力支持以及建筑力学研究所同仁的热情帮助。借本教材第2版出版之际，编者在此一并致以衷心的感谢。

由于编者水平有限，书中难免存在不足之处，欢迎读者批评指正。

编　者

2017年5月



前言

本教材是依据全国土木工程专业教学指导委员会最新颁布的《高等学校土木工程本科指导性专业规范》（以下简称“专业规范”）以及教育部2008年审定的《结构力学课程教学基本要求（A类）》进行编写的，适用于开设土木工程专业的本科院校的教学需要。

本教材在编写过程中始终注意把握以下编写原则：

第一，课程体系注重系统性和完整性的编写要求，以便让土木工程专业本科学生系统完整地掌握结构力学的基本理论和基本知识。

第二，具体内容把握“应用为主，实用为度”的编写原则，在讲解每一知识点时，突出其应用性和实用性。

第三，教学深度注意“留有余地，方便选用”的编写尺度，在满足“专业规范”中提出的最低要求的前提下，为各类学校的教学需要留有选择余地。

第四，教学方式有利教师使用、学生自学的编写宗旨。除了注重教材的可读性，做到通俗易懂、循序渐进外，每章内容前有“本章导读”，后有“本章小结”，并配有较多的思考题和习题。随书所赠光盘中提供了与教材配套的许多教学资源，包括教材中全部习题的详细解答、多媒体课件和用C语言编写的平面杆件结构静力分析程序及其使用说明等。

根据“专业规范”的要求，完成本课程的教学至少需要78学时。考虑到各校的实际需要，在具体编写时增加25％的内容，即按98学时进行编写。超出“专业规范”中最低教学要求以外的内容，在目录前冠以“*”号表示。

本教材由文国治担任主编，陈名弟担任副主编。参加编写工作的有：文国治（第1、4、8、10章），王达诠（第2、5、9章及光盘中教学程序），刘纲（第3章），陈名弟（第6、7、11章）。全书由文国治修改定稿。

本教材承蒙重庆大学萧允徽教授精心审阅，对编写大纲及书稿提出了许多宝贵意见，对提高本书质量起到了重要作用。

本教材的编写得到了重庆大学各级领导的大力支持以及建筑力学教研室同仁的热情帮助。重庆大学出版社对本书的编写提供了资助，并精心组织力量进行编辑出版等工作。

本教材的编写还得到了以下基金资助：①重庆市重点教改项目——大土建类工程力学系列课程创新与精品化建设（项目编号：09-2-002）；②重庆大学大类系列课程建设项目——结构力学系列课程建设（项目编号：2009051A）。

借本教材出版之际，编者在此一并致以衷心的感谢。

由于编者水平有限，书中难免存在不足之处，欢迎读者批评指正。

编　者

2011年8月
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1　绪论


本章导读：

•基本要求
 　解结构力学的研究对象和任务；了解选取结构计算简图的原则、要求及其主要内容；了解平面杆件结构的分类。

•重点
 　结构力学研究的对象和任务；杆件结构的计算简图。

•难点
 　结构计算简图的选取。




 1.1　结构力学的研究对象和任务

1.1.1　结构及其分类

建筑物或构筑物中用以承担荷载而起骨架作用的部分，或其中的某些承重构件，都可称为工程结构
 ，简称结构
 。图1.1是一些工程结构实例，严格地说，我们看到的只是结构的外形，只有图1.1（b）、（e）中的钢结构，其受力骨架是展现在外的。图1.14所示单层厂房由屋面板、屋架、梁、柱和基础等组成的受力体系是结构，单独看其中的屋面板、屋架等承重构件也是结构。

[image: ]
图1.1　工程结构实例



结构按其几何特征通常分为以下3类：

1）杆件结构


杆件结构
 是由杆件相互连接组成的。杆件的几何特征是外形细长，其长度l
 比截面宽度b
 和厚度h
 大得多，如图1.2所示。杆件结构也称杆系结构
 ，是土木工程中普遍应用的一种结构形式。图1.14（c）、（d）所示屋架及排架均是杆件结构。

[image: ]
图1.2　杆件



2）板壳结构


板壳结构
 又称为薄壁结构
 ，是由薄壁构件组成的。薄壁构件的厚度要比长、宽两个尺度小得多，当为平面形状时称为平板，当为曲面时称为壳体，如图1.3所示。图1.1（d）所示国家大剧院的屋面即为壳体结构。

[image: ]
图1.3　薄壁构件



3）实体结构


实体结构
 是由长、宽、厚3个尺度大致相当的块体组成的。图1.4所示挡土墙、图1.1（c）所示长江三峡大坝均是实体结构的例子。

[image: ]
图1.4　挡土墙



1.1.2　结构力学的研究对象和任务

结构力学的研究对象是杆件结构，板壳结构和实体结构的受力分析将在弹性力学中进行研究。实际工程中的杆件结构其实都是空间结构
 ，但它们中的大多数均可简化为平面结构
 来进行分析。所以，本门课程主要研究平面杆件结构，即组成结构的所有杆件及结构所承受的外荷载都在同一平面内的结构。

结构力学着重研究杆件结构的强度、刚度、稳定性计算和动力反应，其具体任务包括以下几个方面：

①杆件结构的组成规律和合理的组成方式。

②杆件结构内力和位移的计算方法，以便进行结构强度计算和刚度验算。

③杆件结构的稳定性以及在动力荷载作用下的反应。

结构力学是土木工程专业的一门重要的专业基础课，在各门课程的学习中起着承上启下的作用。

结构力学是理论力学和材料力学的后续课程。理论力学主要研究刚体机械运动的基本规律和力学的一般原理，材料力学主要研究单根杆件的强度、刚度和稳定性。因此，理论力学和材料力学是学习结构力学前先修的重要基础课程，它们为结构力学提供力学分析的基本原理和基础。

同时，结构力学又为后续的弹性力学以及混凝土结构、砌体结构和钢结构等专业课程提供了进一步的力学基础知识。因此，结构力学课程在土木工程专业中占有重要的地位。


 1.2　杆件结构的计算简图

1.2.1　计算简图及其选择原则

建筑物的实际结构是很复杂的，要完全按照结构的实际情况进行力学分析几乎是不可能的，而从工程观点来看也是不必要的。因此在进行结构分析之前，一般都要对实际结构进行简化，抓住其主要受力特征，略去次要因素，用一个简化的力学模型来代替实际结构。这种经科学抽象加以简化的力学计算模型称为实际结构的计算简图
 。

计算简图的选择应遵循下列两条原则：

①能反映实际结构的主要受力及变形性能。

②保留主要因素，略去次要因素，使计算简图便于计算。

需要指出：在上述原则指导下，计算简图的选择要根据当时当地的具体要求和条件来进行，并不是一成不变的。譬如，对不重要的结构可以采用较简单的计算简图，对重要的结构应采用较精确的计算简图；在初步设计阶段可选择较粗糙的计算简图，在施工图设计阶段可选择较精确的计算简图；用手算时可选取较简单的计算简图，用电算时可选取较复杂的计算简图。

对于常用的结构形式，可借助前人的经验直接选取计算简图；对于一些新型结构，往往要通过多次的试验和实践，才能获得比较合理的计算简图。总的来说，结构计算简图的合理选择是一个比较复杂的问题，需经过本书以后各章的学习、后续专业课程的学习以及今后工作的实践，才能逐渐理解和准确把握。

1.2.2　计算简图的简化要点

将实际杆件结构简化为计算简图，通常应从以下几个方面进行简化：

1）结构体系的简化

实际工程结构都是空间结构，但计算空间结构的工作量很大。在多数情况下，常可以忽略一些次要的空间约束而将空间结构分解为平面结构，使计算得到简化，并能满足一定的工程精度要求。

2）杆件的简化

在杆件结构中，当杆件的长度大于其截面宽度和高度的5倍以上时，通常可认为杆件变形时其横截面仍保持平面，截面上某点的应力可根据截面的内力（弯矩、剪力、轴力）来确定。由于内力只沿杆长方向变化，因此，在计算简图中，不论是直杆或曲杆均可用其轴线（截面形心的连线）表示。

3）结点的简化

杆件与杆件的连接处用杆件轴线的交点表示，称为结点
 （或节点）。实际工程结构中，杆件连接处的构造形式多种多样，但在计算简图中通常可以简化为以下两种基本结点和一种组合结点。

（1）刚结点


刚结点
 的特点是汇交于结点的各杆端之间不能发生相对转动，各杆间可相互传递力和力矩。图1.5（a）所示为一现浇钢筋混凝土刚架
 的结点，梁和柱的钢筋在该处用混凝土浇成整体。由于横梁的受力钢筋伸入柱内并满足锚固长度的要求，因而就保证了横梁与柱能相互牢固地连接在一起，构成了刚结点，其计算简图如图1.5（b）所示。当结构发生变形时，汇交于刚结点各杆端的切线之间的夹角将保持不变，各杆端转动同一角度φ
 ，如图1.5（c）所示。

[image: ]
图1.5　现浇钢筋混凝土刚架结点



（2）铰结点


铰结点
 的特点是汇交于结点的各杆端可以绕结点自由转动，各杆间可相互传递力，但不能传递力矩。图1.6（a）所示一木屋架的结点就比较接近于铰结点，如图1.6（b）所示。图1.6（c）所示为一钢桁架
 的结点，是通过结点板把各杆件焊接在一起的，由于在结点荷载作用下各杆主要承受轴力，因此计算时也将这种结点简化为图1.6（b）所示的铰结点。

[image: ]
图1.6　铰结点



（3）组合结点

在同一结点上，某些杆件相互刚结，而另一些杆件相互铰结，则称为组合结点
 。图1.7所示结点A
 ，其中杆件A
 1与A
 2在结点A
 刚结，杆件A
 3与杆件A
 1、A
 2在结点A
 铰结。

[image: ]
图1.7　组合结点



4）支座的简化

（1）活动铰支座

桥梁中用的辊轴支座
 即属于活动铰支座
 ，如图1.8（a）所示。它允许结构绕铰A
 转动和沿支承平面方向移动，但A
 点不能沿垂直于支承面的方向移动。因此，当不考虑支承平面上的摩擦力时，这种支座的反力将通过铰A
 的中心并与支承平面相垂直，即反力的作用点和方向都是确定的，只有它的大小是一个未知量。根据上述特征，这种支座可以用一根垂直于支承面的链杆表示，如图1.8（b）所示。

[image: ]
图1.8　活动铰支座



（2）固定铰支座

这种支座的构造如图1.9（a）所示，常简称为铰支座
 。它允许结构绕铰A
 转动，但A
 点不能沿水平或竖向移动。支座反力将通过铰A
 中心，但其大小和方向都是未知的，通常可用水平反力FAx

 和竖向反力FAy

 表示。这种支座的计算简图可用交于A
 点的两根支承链杆来表示，如图1.9（b）或（c）所示。

[image: ]
图1.9　固定铰支座



（3）固定支座

这种支座不允许结构在支承处发生任何方向的移动和转动。如图1.10（a）所示悬臂梁，当梁端插入墙身有相当深度，且四周与墙体紧密接触时，梁端被完全固定，可以视为固定支座
 ，计算简图如图1.10（b）所示。它的反力大小、方向和作用点位置都是未知的，通常用水平反力FAx

 、竖向反力FAy

 和反力偶MA

 来表示。

[image: ]
图1.10　固定支座



（4）定向支座


定向支座
 又称滑动支座
 。图1.11（a）所示为定向支座的示意图。结构在支承处不能转动，不能沿垂直于支承面的方向移动，但可沿支承面方向滑动。计算简图用垂直于支承面的两根平行链杆表示，其反力为一个垂直于支承面的集中力和一个力偶，如图1.11（b）所示。此外还有图1.11（c）所示的另一种定向支座。

[image: ]
图1.11　定向支座



上述4种支座都假定其本身不发生变形，计算简图中的支杆被认为是刚性链杆，这类支座称为刚性支座
 。

（5）弹性支座

如果在结构计算中，需要考虑支座本身的变形时，则称这种支座为弹性支座
 。弹性支座又分为抗移动弹性支座
 和抗转动弹性支座
 ，如图1.12所示。图中k
 表示弹性支座发生单位移动（或单位转动）时所产生的反力（或反力偶），称为弹性刚度系数。

[image: ]
图1.12　弹性支座



5）材料性质的简化

土木工程结构所用的建筑材料通常有钢、混凝土、砖、石等。在结构分析时必须建立材料受力与变形间的关系模型，为了简化计算，通常假设材料为连续的、均匀的、各向同性的、完全弹性或弹塑性的。对金属材料，以上假设在一定受力范围内是符合实际情况的，但对混凝土、砖、石等材料则带有一定程度的近似性。

6）荷载的简化


荷载
 是指主动作用在结构上的外力。例如结构的自重，作用在结构上的人群或货物的重量、土压力、水压力、风力、车轮的压力等。在杆件结构的计算简图中，杆件是用其轴线来代表的，所以上述荷载均简化为作用在杆件轴线上的力。关于荷载的分类详见1.4节。

1.2.3　结构计算简图举例


【例1.1】
 　图1.13（a）所示为一根两端搁在墙上的梁，其上放一重物，现确定梁的计算简图。

[image: ]
图1.13　例1.1图




【解】
 　（1）结构体系的简化

梁在重物作用下，可在梁轴所在的竖向平面内产生弯曲变形，两端的墙体对梁起到竖向约束作用，但不能约束梁端的转角变形，故可将梁简化为一根轴线方向的简支梁，如图1.13（b）所示。

（2）支座的简化

墙体对梁的反力沿墙厚方向的分布规律是难以确定的。现假定反力沿墙厚均匀分布，并以作用于墙厚中点的合力来代替分布的反力。又考虑到支承面有摩擦，梁不能左右移动，但受热膨涨时仍可伸长。综合以上分析，可将梁两端的支座简化为墙厚中点位置上的一个固定铰支座和一个活动铰支座。设梁的长度为l
 0
 ，墙厚为b
 ，则梁的计算跨度l
 为


l
 ＝l
 0
 -b


（3）荷载的简化

由于重物的分布尺寸较小，可将其简化为一集中荷载，用F
 P
 表示。梁的自重可看成一个沿梁轴线的均布荷载，用g
 表示。设梁的重量为W
 ，则荷载集度g
 为
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【例1.2】
 　图1.14（a）所示为一工业厂房结构示意图，现讨论其计算简图。

[image: ]
图1.14　例1.2图




【解】
 　（1）结构体系的简化

从整体上看该厂房是一个空间结构，但从其荷载传递情况来看，屋面荷载和吊车轮压等都主要通过屋面板和吊车梁等构件传递到一个个的横向排架上，故在选择计算简图时，可以略去排架之间纵向联系的作用，而把这样的空间结构简化为一系列的平面排架来分析，如图1.14（b）所示。

（2）屋架的计算简图

屋架承受屋面板传来的竖向荷载的作用，荷载大小按柱间距中线之间的阴影线部分面积计算，如图1.14（a）所示。屋架的计算简图如图1.14（c）所示。这里，采用了以下的简化：

①屋架杆件用其轴线表示。

②屋架杆件之间的连接简化为铰结点。

③屋架的两端通过预埋件与柱顶焊接，可简化为一个固定铰支座和一个活动铰支座。

④屋面荷载通过屋面板的4个角点以集中力的形式作用在屋架的上弦上。

（3）排架柱的计算简图

竖向荷载作用下，排架柱的计算简图如图1.14（d）所示。这里，采用了以下简化：

①柱用其轴线表示。由于上下两段柱的截面大小不同，因此应分别用一条通过各自截面形心的连线来表示。

②屋架以一链杆代替。由于屋架的刚度很大，相应变形很小，因此认为两柱顶之间的距离在受荷载前后没有变化，即可用抗拉压刚度EA
 →∞的一根链杆代替该屋架。

③柱插入基础后，用细石混凝土填实，柱基础视为固定支座。

④排架柱除承受屋架传来的压力外，还承受牛腿上吊车梁传来的吊车荷载的作用。

应当注意：并不是所有的空间结构都可以分解为平面结构来计算。例如大跨度建筑中的空间网架屋顶、输电线路中的铁塔、起重机塔架等。它们要么根本不是由平面结构组成，要么虽由平面结构组成，但其工作状况主要是空间性质的。故对这样一些结构，必须按空间结构进行计算。


 1.3　平面杆件结构的分类

在结构分析中是以结构计算简图代替实际结构的，因此，结构的分类实际上是计算简图的分类。按照不同的构造特征和受力特点，常用的平面杆件结构可分为以下5种类型：

1）梁

梁是一种受弯构件，其轴线通常为直线，它可以是单跨的［图1.15（a）、（c）］，也可以是多跨的［图1.15（b）、（d）］。水平梁在竖向荷载作用下不产生水平反力，截面内力有弯矩和剪力，以弯矩为主。

[image: ]
图1.15　梁



2）拱

拱的轴线一般为曲线，在竖向荷载作用下会产生水平反力，这使得拱内弯矩远小于跨度、荷载及支承情况与之相同的梁的弯矩，其内力以受压为主。工程中常用的有三铰拱
 、两铰拱
 和无铰拱
 ，如图1.16所示。

[image: ]
图1.16　拱



3）刚架

刚架是由梁和柱组成的结构，结点多为刚结点，如图1.17所示。刚架杆件内力一般有弯矩、剪力和轴力，以弯矩为主。

[image: ]
图1.17　刚架



4）桁架

桁架由直杆组成，所有结点均为铰结点，如图1.18所示。当只受到作用于结点的集中荷载作用时，各杆只产生轴力（拉力和压力）。

[image: ]
图1.18　桁架



5）组合结构

组合结构是由承受弯矩、剪力及轴力的梁式杆和只承受轴力的链杆组成的结构，其结点中有组合结点，如图1.19所示。

[image: ]
图1.19　组合结构



后面各章将详细讨论上述各类结构的计算原理和计算方法。


 1.4　荷载的分类

结构上承受的各种荷载，根据其作用时间的长短、分布尺寸的大小和作用的性质，可作如下分类：

1）按照荷载作用时间的长短分

①恒载
 ：永久作用在结构上的不变荷载，如结构自重、固定设备、土压力等。

②活载
 ：暂时作用在结构上的可变荷载，如临时设备、人群、风力、水压力、移动的汽车和吊车等。

对结构进行计算时，恒载和大部分活载在结构上的位置可以认为是固定的，这种荷载称为固定荷载
 。有些活载，如桥梁上的汽车荷载、吊车梁上的吊车荷载等，它们在结构上的位置是移动的，这种荷载称为移动荷载
 。

2）按照荷载的分布情况分

①集中荷载
 ：当荷载的分布面积远小于结构的尺寸时，则可认为此荷载是作用在结构的一个点上，称为集中荷载。集中荷载有集中力和集中力偶两种。

②分布荷载
 ：当荷载的分布面积较大时，即是分布荷载。分布荷载又可分为均匀分布荷载、线性分布（如三角形或梯形分布）荷载等。

3）按照荷载作用的性质分

①静力荷载
 ：静力荷载的大小、方向和作用位置不随时间而变化或变化极为缓慢，不会使结构产生显著的振动，因而可略去惯性力的影响。恒载以及只考虑位置改变而不考虑动力效应的移动荷载都是静力荷载。

②动力荷载
 ：动力荷载是随时间迅速变化的荷载，它使结构产生显著振动，因而惯性力的影响不能忽略。如往复周期荷载（机械运转时产生的荷载）、冲击荷载（爆炸冲击波）和瞬时荷载（地震、风振）等。

除以上所讨论的荷载外，还有其他一些因素也可以使结构产生内力和位移，例如温度变化、支座沉陷、制造误差、材料胀缩等。从广义上来说，可将这些因素视为广义荷载。


 本章小结

（1）结构是指建筑物或构筑物中承担荷载而起骨架作用的部分。结构力学的研究对象是平面杆件结构，研究任务是平面杆件体系的几何组成规律及平面杆件结构的内力、位移、稳定性计算和动力反应。

（2）用一理想化的简化模型来代替实际结构，该模型称为实际结构的计算简图。选择计算简图的两条原则可归纳为“反映实际，简化计算”。要通过分析结构的构造特征、受力特征，并结合经验和实验综合考虑，才能确定出计算简图。

选择计算简图时，要从结构体系、杆件、结点、支座、材料、荷载等几个方面入手进行简化。

（3）平面杆件结构可划分为梁和刚架、桁架、拱以及组合结构等几种类型。


 思考题

1.1　什么是结构？它有哪几种类型？

1.2　结构力学的研究对象和研究任务是什么？

1.3　什么是结构的计算简图？它与实际结构有什么联系与区别？为什么要将实际结构简化为计算简图？

1.4　平面杆件结构的结点有哪几种类型？请分析它们的构造特征、限制结构位移的特征和传递力的特征各有何异同？

1.5　平面杆件结构的支座有哪几种类型？请分析它们的构造特征、限制结构位移的特征和支座反力各有何异同？

1.6　平面杆件结构承受的荷载是如何分类的？

1.7　常用的平面杆件结构有哪几种类型？



2　平面体系的几何组成分析


本章导读：

•基本要求
 　理解几何不变体系、几何可变体系、刚片、自由度、约束、必要约束与多余约束、实铰与虚铰的概念；了解平面体系的计算自由度及其计算方法；掌握平面几何不变体系的基本组成规则及其运用；了解体系的几何组成与静力特性之间的关系。

•重点
 　平面几何不变体系的基本组成规则及其运用；静定结构与超静定结构的概念。

•难点
 　灵活运用3个基本组成规则分析平面杆件体系的几何组成性质。




 2.1　几何组成分析中的一些基本概念

结构力学的研究对象是杆件结构，但并非按任意几何方式组合而成的杆件体系都可以作为结构，只有遵循一定几何组成方式构建的杆件体系才能作为结构。本章将介绍判断杆件体系是否是结构的一些基本组成规则，为此，需首先了解几何不变体系、几何可变体系、刚片、自由度和约束等概念。

2.1.1　几何不变体系和几何可变体系

杆件体系根据其几何稳定性，可划分为几何不变体系和几何可变体系。二者的定义是：如果忽略材料变形所引起的位移，在承受给定的任意外因（如荷载、支座移动、温度变化等）作用后，有唯一确定的几何形状和位置的体系，称为几何不变体系
 ；反之，其几何形状和位置无法唯一确定的体系，称为几何可变体系
 。

例如，图2.1（a）所示的简支梁，在任意荷载作用下，如果忽略材料变形引起的位移（将该梁视作刚体），则其受荷后的几何形状和位置与受荷前完全一致，因此，几何形状和位置是唯一的，所以该梁是几何不变体系。而图2.1（b）所示的体系，即便视作刚体体系，在受荷后仍会发生图示的刚体运动，其几何形状和位置不定，因此是几何可变体系。

[image: ]
图2.1　几何不变体系和几何可变体系示例



造成体系几何可变的原因可能是内部构造不健全或者是外部约束布置不恰当。例如，图2.2（a）所示桁架是几何不变体系，但若去除内部杆件AD
 ，则变为图2.2（b）所示的几何可变体系。又如，图2.3（a）所示简支梁是几何不变体系，但若将左侧水平支杆改为图2.3（b）所示的跨中竖向支杆，则变为几何可变体系。

[image: ]
图2.2　内部构造不健全造成几何可变



[image: ]
图2.3　外部约束布置不当造成几何可变



结构必须是几何不变体系才能承担荷载。几何组成分析的目的就是要检查并保证结构是几何不变体系；同时，明确结构的几何组成方式，对其受力分析有指导意义。

2.1.2　刚片

几何组成分析时，杆件体系中的所有构件因忽略材料变形，而被视作刚体。平面杆件体系中，可以被视作刚体的任一杆件（或几何不变部分），都可称之为刚片
 。

2.1.3　自由度

体系运动时可以独立改变的几何坐标的数目，称为该体系的自由度
 或实际自由度
 ，可用S
 表示。平面上一个点的自由度为2（或称为有2个自由度），如图2.4（a）所示。平面上一个刚片的自由度为3，如图2.4（b）所示。

[image: ]
图2.4　平面上一点与一刚片的自由度



很明显，体系的自由度必然大于或等于0。如果体系的自由度为0，则体系是几何不变体系；若大于零，则体系是几何可变体系。

2.1.4　约束

体系中减少自由度的装置称为约束
 （或联系
 ）。习惯上，称减少1个自由度的装置为1个约束，以此类推。按约束是否直接与地基相连，可将其分为外约束
 和内约束
 。例如各类支杆和支座就是外约束，而体系内连接杆件的各种链杆和结点等可被视作内约束。

下面分内、外两类约束分别讨论其约束效果。

1）内约束

（1）链杆


链杆
 是指仅通过2个铰与体系其余部分相连的杆件（或刚片）。

如图2.5（a）所示，刚片Ⅰ和Ⅱ各自独立时共有6个自由度。用链杆AB
 连接后，AB
 相对于Ⅰ只能绕A
 点转动，有1个自由度；而Ⅱ相对于AB
 又只能绕B
 点转动，再有1个自由度。加上Ⅰ自身原有的3个自由度，此时的体系共有5个自由度，比原来6个自由度减少了1个。因此，1根链杆相当于1个约束。

[image: ]
图2.5　内约束的约束效果



上面的分析以刚片Ⅰ为参照刚片，在连接前后其原有的3个自由度不会变化。因此，在作约束效果分析时，将参照刚片（这里是Ⅰ）视作不动，不计它的3个自由度，也可得正确结果。

（2）铰

①单铰。仅连接2个刚片的一个铰称为单铰
 。如图2.5（b）所示，选取刚片Ⅰ为参照刚片，连接前，体系仅有刚片Ⅱ相对于刚片Ⅰ的3个自由度；连接后，刚片Ⅱ只能相对于刚片Ⅰ绕铰A
 转动，仅剩1个自由度。因此，一个单铰相当于2个约束。

②复铰。连接2个以上刚片的一个铰称为复铰
 。如图2.5（c）所示，选取刚片Ⅰ为参照刚片，连接前，体系有刚片Ⅱ和Ⅲ相对于刚片Ⅰ的6个自由度；连接后，刚片Ⅱ和Ⅲ分别只能绕A
 相对于刚片Ⅰ转动，只剩下2个自由度。因此，这一连接3个刚片的复铰相当于4个约束或者2个单铰。容易推得，连接n
 个刚片的复铰就相当于（n
 -1）个单铰或者2（n
 -1）个约束。

（3）刚结点

①单刚结点：仅连接2个刚片的一个刚结点称为单刚结点
 。如图2.5（d）所示，选取刚片Ⅰ为参照刚片，连接前，体系仅有刚片Ⅱ相对于刚片Ⅰ的3个自由度；连接后，刚片Ⅰ和Ⅱ融合为一个更大的刚片，减少了3个自由度。因此，一个单刚结点相当于3个约束。

如图2.5（e）所示的封闭框格是单刚结点的特例，由于单刚结点A
 连接的是同一刚片A
 左
 BCDEA
 右
 的两端，因此它提供的是该框格的3个内约束，而不会影响连接前后刚片原有的3个自由度。但由于这3个内约束的存在，会使得封闭框格在受力分析上不同于原来的开口体系，需特别注意。

②复刚结点：连接2个以上刚片的一个刚结点称为复刚结点
 。如图2.5（f）所示，连接后，刚片Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ融合为一个更大的刚片，共减少6个自由度。因此，这一连接3个刚片的复刚结点相当于6个约束或者2个单刚结点。同理，连接n
 个刚片的复刚结点就相当于（n
 -1）个单刚结点或者3（n
 -1）个约束。

2）外约束

与地基相连的常见外约束有如图2.6所示的几种形式，其约束效果分别讨论如下。

[image: ]
图2.6　外约束的约束效果



（1）支杆（活动铰支座）

将支杆所连接的地基和刚片分别视作前述分析链杆约束效果时的刚片Ⅰ和Ⅱ，则容易类比得到1根支杆相当于1个约束。

（2）固定铰支座

固定铰支座由2根不共线支杆相交构成，因此相当于2个约束。

（3）定向支座

定向支座由2根不共线的平行支杆构成，因此相当于2个约束。

（4）固定支座

固定支座可以视作定向支座再加上与该定向支座支承方向不同的1根支杆构成，因此相当于3个约束。

需要注意的是：上述外约束的约束效果未考虑多个刚片同时连接地基的情况。如出现这样的情况，应将这些刚片先视作采用内约束连接后，再连接到地基的方法来处理。例如，图2.7（a）所示体系，可视作先用图2.7（b）中的复铰连接，再按图2.7（c）所示添加一根支杆与地基相连后而得到。

[image: ]
图2.7　连接多刚片的外约束的处理方法示例



2.1.5　实铰和虚铰

1）实铰和虚铰的定义

无论被铰连接的刚片如何运动，该铰与参照刚片的相对位置始终保持不动，则称此铰为实铰
 。例如，图2.8（a）所示的铰A
 就是实铰。

[image: ]
图2.8　实铰和虚铰示例



如果随着被铰连接的刚片的运动，该铰与参照刚片的相对位置会发生移动，则称此铰为虚铰
 。虚铰常由连接2个刚片但不铰接于一点的2根链杆构成。例如，图2.8（b）所示的铰O
 就是虚铰，初始时刻刚片Ⅰ可以绕铰O
 发生瞬时转动
 ，之后铰O
 位置发生移动，因此虚铰也常称为瞬铰
 。

2）实铰和虚铰的常见情形

图2.9所示的铰A
 是实铰的常见情形。

[image: ]
图2.9　实铰的常见情形



图2.10所示的铰［Ⅰ，Ⅱ］是虚铰的常见情形，其中图2.10（c）所示的无穷远虚铰可理解成虚铰铰心是两平行直线的端点，即在无穷远点处相交。

[image: ]
图2.10　虚铰的常见情形



2.1.6　必要约束和多余约束

如果在体系中增加或者去掉某个约束，会导致体系的自由度数目发生改变，则此约束为必要约束
 。如果在体系中增加或者去掉某个约束，并未改变体系的自由度数目，则此约束为多余约束
 。

[image: ]
图2.11　必要约束和多余约束



如图2.11（a）所示，简支梁AB
 被支杆①、②、③约束，自由度为零。若去掉其中任一支杆，AB
 均可发生刚体位移，因此这3根支杆都是该体系的必要约束。

又如图2.11（b）所示，该体系比图2.11（a）所示体系多出支杆④，自由度仍为零。若去掉②、③、④中的任一根支杆，体系的自由度仍然是零，未发生变化，因此②、③、④中有1个多余约束，而支杆①为必要约束。该体系只有1个多余约束，因为不可能同时去除②、③、④中的任两根或者全部，而仍保证体系的自由度数不变。

再如图2.11（c）所示，支杆①、②、③所在直线交于A
 点，体系只能在初始时刻绕A
 点发生极微小转动，自由度为1。如果去除支杆①或③，体系仍保持其初始时刻绕A
 点发生转动的能力，自由度依旧为1，因此①、③中有1个多余约束。但若去除②，则体系在初始时刻可能发生平面运动，自由度数增至2，因此②是必要约束。


 2.2　平面体系的计算自由度

2.2.1　平面体系的实际自由度S
 和计算自由度W


设平面体系中刚片或铰结点等部件在连接为体系前的总自由度数为a
 ，连接后体系中的总约束数为d
 ，其中必要约束数为c
 ，多余约束数目为n
 。则体系的实际自由度为


S
 ＝a
 -c
 　（2.1）

若将式（2.1）中的c
 改为d
 ，则可定义体系的计算自由度



W
 ＝a-d
 ＝a
 -（c
 ＋n
 ）＝S
 -n
 　（2.2）

对几何不变体系，因其S
 ＝0，易推得


W
 ＝-n
 　或　n
 ＝-W
 　（2.3）

2.2.2　平面体系计算自由度W
 的算法

由于体系的必要约束较难判断，而全部约束相对容易确定，因此，可以用求计算自由度W
 的方法，辅助性地对体系进行几何组成分析（参见2.2.3）。对于任一平面刚片体系，可按式（2.4）求其计算自由度


W
 ＝3m
 -（3g
 ＋2h
 ＋r
 ）　（2.4）

式中，m
 代表体系中不含多余内约束的刚片的总数；g
 代表体系中单刚结点的总数；h
 代表体系中单铰的总数；r
 代表体系中支杆的总数。

应用式（2.4）时，需要注意以下几点：

①因W
 的计算以地基为参照系，因此地基刚片不计入m
 中。

②体系中的复刚结点或复铰，应先折算为相当个数的单刚结点或者单铰。

③组合结点可以按先刚结再铰结的处理方法，等效为对应个数的单刚结点和单铰后，分别计入g
 与h
 中。

④体系中的固定铰支座、定向支座和固定支座，按上节所述方法等效为相应个数的支杆后，计入r
 中。


【例2.1】
 　试求图2.12所示体系的计算自由度。

[image: ]
图2.12　例2.1图




【解】
 　在图2.12中，用m
 1
 ～m
 9
 代表组成该体系的各刚片，因此刚片总数m
 ＝9。在各结点处，标明其等效的单刚结点（用g
 表示）或单铰（用h
 表示）的个数，用g
 或h
 前的数字表示，因此g
 ＝4，h
 ＝7。在各支座处，标明其等效的支杆个数，用r
 前的数字表示，因此r
 ＝3。最终该体系的计算自由度由式（2.4）计算为


W
 ＝3×9-（3×4＋2×7＋3）＝-2

对于常见平面体系，均可利用式（2.4）求其计算自由度W
 。但是，平面体系中有一类仅由全铰结点、链杆和铰支座组成的体系，称为铰结链杆体系
 。这类特定体系的计算自由度也可采用以下更为简捷的公式计算


W
 ＝2j
 -（b
 ＋r
 ）　（2.5）

式中，j
 代表铰结链杆体系中全铰结点的个数；b
 代表链杆的根数；r
 代表支杆的根数。


【例2.2】
 　试求图2.13所示铰结链杆体系的计算自由度。

[image: ]
图2.13　例2.2图




【解】
 　在图2.13中，用j
 1
 ～j
 8
 表示体系中的各个全铰，因此j
 ＝8。在链杆和支杆旁，分别用数字与b
 或r
 的组合来表示链杆和支杆的个数，因此b
 ＝13、r
 ＝3。最终该体系的计算自由度为


W
 ＝2×8-（13＋3）＝0

本题也可用式（2.4）计算，请读者自行验证。

2.2.3　计算自由度W
 与几何组成性质之间的关系

图2.14至图2.16列举了体系的W
 与其几何组成性质之间的关系，可归纳为以下3种情况：

①W
 ＞0时，体系缺少必要的约束，具有运动自由度，为几何可变体系。

②W
 ＝0时，体系具有成为几何不变体系所需的最少约束数目，但体系不一定是几何不变的。

③W
 ＜0时，体系有多余约束，但体系也不一定是几何不变的。

[image: ]
图2.14　W
 ＞0的体系的几何组成性质



[image: ]
图2.15　W
 ＝0的体系的几何组成性质



[image: ]
图2.16　W
 ＜0的体系的几何组成性质



由此可知：

①若W
 ＞0，体系一定是几何可变的。

②若W
 ≤0，只表明体系具有几何不变的必要条件，但不是充分条件。因为体系是否几何不变还取决于约束的布置是否合理。为了判定一个体系是否几何不变，还有必要进一步研究几何不变体系的组成规则。


 2.3　平面几何不变体系的基本组成规则

从初等几何学可知，三角形的形状是稳定的。如果用3个单铰将3根链杆两两相连，可构成铰结三角形
 ，如图2.17（a）所示。铰结三角形是无多余约束的几何不变体系
 ，本节将以此作为总规则，导出判定平面几何不变体系的3个基本组成规则。

[image: ]
图2.17　几何不变体系的总规则和基本组成规则



2.3.1　二元体规则——平面上一个点与一个刚片的连接规则

将总规则中的链杆①等效代换为刚片Ⅰ，则可得到如图2.17（b）所示的二元体规则。


二元体规则
 ：平面上的一个点通过不共线的两根链杆连接到一个刚片上
 ，则组成内部几何不变且无多余约束的体系
 。

所谓二元体
 ，就是在保证两根链杆不共线的前提下，将它们用一个单铰连接而成的装置。如图2.17（b）中的BAC
 ，就是一个二元体。

从二元体的性质可知：在一个体系上依次增加
 （或去除
 ）若干个二元体
 ，不影响原体系的几何组成性质
 。这是几何组成分析时经常使用到的二元体重要特性。


【例2.3】
 　试分析图2.18（a）所示铰结链杆体系的几何组成性质。
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图2.18　例2.3图




【解】
 　（1）简化原体系

分析发现：图2.18（b）中的①是二元体，将它去除，并不影响原体系的几何组成性质。去除①后，发现剩余体系中②成为二元体，亦可去除。以此类推，可依次去除从①～⑧的各二元体。

（2）分析经简化后的体系

经上步简化后，剩余体系只有连于地基的铰，是无多余约束的几何不变体系。

（3）结论

因剩余体系和原体系几何组成性质相同，所以原体系是无多余约束的几何不变体系。


【例2.4】
 　试分析例2.2中铰结链杆体系的几何组成性质。


【解】
 　（1）简化原体系

从整体看，原体系没有二元体，但链杆体系通过与简支梁类似的固定铰支座C
 和活动铰支座D
 连接于地基上，可以暂不考虑支座，而首先分析链杆体系的内部组成，如图2.19（b）所示。

[image: ]
图2.19　例2.4图



可按照从①～③的顺序依次去除图2.19（b）中所示的各个二元体，最后只剩链杆AB
 。因此，图2.19（b）所示的链杆体系是无多余约束的几何不变体系，记作刚片Ⅰ。

刚片Ⅰ仅通过铰C
 和支杆D
 连接到地面上，因此可将之等效代换为图2.19（c）所示的链杆CD
 。

（2）分析经简化后的体系

很明显，图2.19（c）所示体系为无多余约束的几何不变体系。

（3）结论

综上，原体系是无多余约束的几何不变体系。

通过以上两题的分析，可以看出：

①二元体有其相对性，以上两题分析中都出现了去除某一个二元体后，剩余体系中又出现新的二元体的情况，如例2.4中，在去除二元体①后，又出现了二元体②。后续出现的二元体是相对剩余体系而言的，或者说是相对原体系某局部而言的。

②将刚片等效代换为链杆的原则是，刚片同体系其他部分之间只有两个铰相连。

③在例2.3中，如果按去除二元体相反的步骤，逐步从地基开始增加二元体，就可得到构建原体系的方法。

2.3.2　两刚片规则——平面上两个刚片的连接规则

将总规则中的链杆①和②等效代换为刚片Ⅰ和Ⅱ，则可得如图2.17（c）所示的两刚片规则表述一。


两刚片规则表述一
 ，平面上的两个刚片通过一铰和一链杆相连
 ，如果链杆所在直线不通过铰心
 ：则组成内部几何不变且无多余约束的体系
 。

由于一个铰的约束效果等效于两根链杆的约束效果，故又可将图2.17（c）中的B
 铰换作与其等效的④和⑤两根链杆，于是可得如图2.17（d）所示的两刚片规则表述二。


两刚片规则表述二
 ：平面上的两个刚片通过3根链杆相连
 ，如果这些链杆不全平行且所在直线不全交于一点
 ，则组成内部几何不变且无多余约束的体系
 。


【例2.5】
 　试分析图2.20（a）所示体系的几何组成性质。
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图2.20　例2.5图




【解】
 　（1）从原体系中选择刚片

将杆AFD
 和FGC
 分别视作两刚片，这两刚片通过铰F
 和链杆DG
 相连，满足两刚片表述一的约束条件，因此它们形成图2.20（b）所示的刚片Ⅰ。同理，右侧BJEHC
 部分也可视作另一刚片Ⅱ。

（2）运用组成规则进行分析

刚片Ⅰ和Ⅱ通过铰C
 和链杆DE
 相连，亦满足两刚片规则表述一的约束条件。因此，A、B
 以上部分成为一个完整大刚片。将地基在A
 处添加由固定铰支座的二支杆构成的二元体后，扩展为图2.20（b）所示的刚片Ⅲ。则大刚片同刚片Ⅲ之间通过铰A
 和B
 处支杆相连，仍满足两刚片规则表述一的约束条件。也可不扩展地基，则大刚片同地基直接通过3根支杆相连，满足两刚片规则表述二的约束条件。

（3）结论

整个体系是无多余约束的几何不变体系。


【例2.6】
 　试分析图2.21（a）所示体系的几何组成性质。
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图2.21　例2.6图




【解】
 　（1）从原体系中选择刚片

刚片CEF
 和ABD
 通过3根链杆AC、AF
 和FD
 相连，满足两刚片规则表述二的约束条件，构成图2.21（b）所示的刚片Ⅰ。同理，得刚片Ⅱ。

（2）运用组成规则进行分析

刚片Ⅰ和Ⅱ通过FL、FJ、DL
 和DJ
 4根链杆相连，而只需其中3根已满足两刚片规则表述二的约束条件，因此，形成有一个内部多余约束的大刚片。该大刚片再以简支支承的形式与地基相连，符合两刚片规则表述一。

（3）结论

原体系是有一个多余约束的几何不变体系。

通过以上各例题的分析可以看出：

①如果体系仅通过一个固定铰支座和一个活动铰支座与地基相连，且活动铰支座所在直线不通过固定铰支座铰心，则称该体系的支承形式为简支支承
 。因去除简支支承后，体系剩余部分的几何组成性质不受影响，所以，可先分析去除简支支承后的剩余体系。

②几何组成分析时，应合理选择刚片。是否满足几何组成规则，是判断某一局部能否作为刚片的依据。

2.3.3　三刚片规则——平面上3个刚片的连接规则

将总规则中的链杆①、②和③等效代换为刚片Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ，则可得如图2.17（e）所示的三刚片规则。


三刚片规则
 ：平面上的3个刚片通过3个铰两两相连
 ，如果这3个铰不共线
 ，则组成内部几何不变且无多余约束的体系
 。


【例2.7】
 　试分析图2.22（a）所示体系的几何组成性质。
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图2.22　例2.7图




【解】
 　（1）从原体系中选择刚片

刚片Ⅰ是在一个铰结三角形的基础上不断增加二元体而形成的，如图2.22（c）所示。同理，可得刚片Ⅱ，如图2.22（b）所示。另取地基为刚片Ⅲ。

（2）运用组成规则进行分析

刚片Ⅰ和Ⅱ通过实铰［Ⅰ，Ⅱ］相连，Ⅰ和Ⅲ通过①、②两根链杆组成的虚铰［Ⅰ，Ⅲ］相连，Ⅱ和Ⅲ通过③、④两根链杆组成的虚铰［Ⅱ，Ⅲ］相连，这三铰不共线，满足三刚片规则。

（3）结论

原体系是无多余约束的几何不变体系。


【例2.8】
 　试分析图2.23（a）所示体系的几何组成性质。

[image: ]
图2.23　例2.8图




【解】
 　（1）从原体系中选择刚片

分别选取刚片Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ，如图2.23（b）所示。其中，刚片Ⅱ的组成方式请读者自行分析。

（2）运用组成规则进行分析

刚片Ⅰ和Ⅲ通过实铰A
 相连，Ⅰ和Ⅱ通过①、②两根链杆组成的水平方向无穷远虚铰［Ⅰ，Ⅱ］相连，Ⅱ和Ⅲ通过③、④两根支杆组成的竖直方向无穷远虚铰［Ⅱ，Ⅲ］相连。根据几何学可知：平面上不同方向直线的端点（即无穷远点）的集是一条直线，称为无穷远直线
 ，任何有限远点都不在此直线上。本题中，虚铰［Ⅰ，Ⅱ］和［Ⅱ，Ⅲ］因方向不同，是无穷远直线上的两个点，而实铰A
 则是有限远点，不在无穷远直线上，从而可以判定三铰不共线，满足三刚片规则。

（3）结论

原体系是无多余约束的几何不变体系。

通过上述例题的分析可知：

①三刚片规则中的铰既可以是实铰也可以是虚铰，而虚铰既可以是有限远虚铰也可以是无穷远虚铰。

②如果出现无穷远虚铰，则需要关注其方向，并借助几何学知识辅助判断三刚片规则中的三铰是否共线。


 2.4　几何可变体系

若平面体系不能满足3个基本组成规则的要求，则为几何可变体系。几何可变体系又可进一步分为几何常变体系和几何瞬变体系。

2.4.1　几何常变体系和几何瞬变体系


几何常变体系
 是指可以持续发生大的刚体运动的体系，其自由度必然大于零。


几何瞬变体系
 是指只能在初始瞬时，在初始位置附近产生极微小的刚体运动的体系。如图2.24（a）所示，杆件AB
 与AC
 的刚体位移轨迹在A
 点有一段公切线，在F
 P
 作用下，体系一开始可沿此公切线产生极微小的线位移AA
 1
 及相应的微小转角θ
 ，而一旦偏离初始位置，三铰将不再共线，体系无法继续其刚体运动。因此，这是一个几何瞬变体系。
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图2.24　几何瞬变体系示例



现分析瞬变体系的受力特点。取A结点为隔离体，如图2.24（b）所示。由ΣFy

 ＝0，得
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由于微小转角θ
 →0，所以F
 N
 →∞。这表明：几何瞬变体系在有限外力的作用下，将产生无穷大的内力，这会导致体系迅速破坏。因此，几何瞬变体系不能作为结构，而只能归为可变体系。

2.4.2　几何可变体系同几何组成规则之间的关系

在上节3个几何不变体系的基本组成规则中，都对约束的几何位置有一定要求，例如，两刚片规则表述一要求链杆所在直线不能过铰心。如果不能满足这些要求，将导致体系几何可变。

1）不满足二元体规则的约束条件

若计划用于组成二元体的两链杆共线（或称这两链杆夹角为π），则这两链杆组成的装置不能再称作二元体，同时也就不能在体系中增删这样的装置。

2）不满足二刚片规则的约束条件

对表述一，若链杆所在直线过铰心，将导致体系几何瞬变，如图2.25所示。
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图2.25　不满足二刚片规则表述一的几何瞬变体系



对表述二，可分为图2.26所示的两类4种情况来讨论：

①3根链杆常交一点，则体系几何常变，如图2.26（a）、（b）所示，其中图2.26（b）中3根链杆全部平行且等长。

②3根链杆瞬交一点，则体系几何瞬变，如图2.26（c）、（d）所示，其中图2.26（d）中3根链杆全部平行但不全等长。
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图2.26　不满足二刚片规则表述二的几何可变体系



3）不满足三刚片规则的约束条件

如果三铰共线，且全是有限远铰，则体系几何瞬变，如图2.27所示。

[image: ]
图2.27　3个有限远铰共线形成的几何瞬变体系



如果三铰共线，且部分或全部是无穷远虚铰，则体系可能几何瞬变或几何常变，应利用几何学知识再具体分析。图2.28中列出了一些常见的含无穷远铰的几何可变体系，其中图2.28（a）是仅含一个无穷远虚铰的情况，另两个有限远铰的连线方向与此虚铰方向一致；图2.28（b）是含两个无穷远虚铰的情况，构成这两个无穷远虚铰的4根链杆全部平行但不全等长；图2.28（c）和图2.28（d）是三铰全部为无穷远虚铰的情况，但图2.28（c）中组成虚铰的每两根链杆不全等长，而图2.28（d）中组成虚铰的每两根链杆等长。
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图2.28　一些常见的含无穷远虚铰的几何可变体系




【例2.9】
 　试分析图2.29（a）所示体系的几何组成性质。
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图2.29　例2.9图




【解】
 　（1）从原体系中选择刚片

原体系上部两个方形框为内部无多余约束的几何不变体系，视为刚片Ⅱ，如图2.29（b）所示。另取地基为刚片Ⅰ。

（2）运用组成规则进行分析

刚片Ⅰ和Ⅱ由链杆①、②和③连接，其中链杆②和③是由相应两折杆等效而得。这3根链杆延长线瞬交于一点（中间顶铰处），不满足两刚片规则表述二的约束条件。

（3）结论

原体系是几何瞬变体系。


【例2.10】
 　试分析图2.30（a）所示体系的几何组成性质。
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图2.30　例2.10图




【解】
 　（1）从原体系中选择刚片

选取图2.30（b）所示的三刚片，并将体系左右两侧的T形刚片等效为两根链杆。

（2）运用组成规则进行分析

连接3个刚片的3个铰位置如图2.30（b）所示，其中［Ⅰ，Ⅱ］是有限远实铰，［Ⅰ，Ⅲ］是有限远虚铰，而［Ⅱ，Ⅲ］是竖直方向上的无穷远虚铰。三铰位置符合图2.28（a）所示情形，此三铰共线。

（3）结论

原体系是几何瞬变体系。


【例2.11】
 　试分析图2.31（a）所示铰结链杆体系的几何组成性质。
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图2.31　例2.11图




【解】
 　（1）从原体系中选择刚片

由于体系中有简支支承，可先不考虑支座，取图2.31（b）所示的体系进行分析，所选的3个刚片Ⅰ、Ⅱ和Ⅲ如图所示。

（2）运用组成规则进行分析

连接3个刚片的3个铰位置如图2.31（b）所示，其中［Ⅰ，Ⅱ］、［Ⅰ，Ⅲ］和［Ⅱ，Ⅲ］都是无穷远虚铰，而形成虚铰的每两根链杆都等长，因此体系可发生连续的瞬变，即为图2.28（d）所示的常变体系。

（3）结论

整个体系是几何常变体系。

2.4.3　几何组成分析的一般步骤

第1步：求体系的计算自由度W
 。如果W
 ＞0，则体系必为几何常变体系；若W
 ≤0，还需按以下步骤进行分析，以确定体系是否几何不变。本步骤一般可略去。

第2步：简化体系。常采取以下简化方法：若整体中有二元体，则可依次去除；检查体系是否简支支承；将只通过两个铰与体系其余部分相连的刚片等效为链杆。

第3步：选取刚片。从简化后的体系内部选取合理的刚片，这些刚片应符合几何组成规则的要求。

第4步：应用组成规则判定简化后的体系的几何组成性质，其结果也就是原体系的几何组成性质。若本步骤出现无法应用基本组成规则的情况，则说明第3步中选取的刚片不合理，应重做第3和第4步。

第5步：下结论。结论应明确为下列4种结果之一：
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其中，n
 为体系中多余约束的具体个数。


 2.5　体系的几何组成与静力特性的关系

2.5.1　无多余约束的几何不变体系（静定结构）

静定结构从几何特征上定义为无多余约束的几何不变体系。正因为没有多余约束，导致静定结构在静力特性上表现为：全部反力和内力均可由静力平衡条件唯一确定。

2.5.2　有多余约束的几何不变体系（超静定结构）

超静定结构从几何特征上定义为有多余约束的几何不变体系。由于存在多余约束，导致超静定结构在静力特性上表现为：全部反力和内力无法仅由静力平衡条件唯一确定，必须补充变形协调条件才能唯一确定。

2.5.3　几何瞬变体系及其静力特性

如2.4节所述，几何瞬变体系属于几何可变体系，一般是由约束布置不当所致。其静力特性为：在有限大小的任意荷载作用下，体系会出现无穷大的内力，因此不能用作结构。


 本章小结

（1）平面杆件体系分为几何不变体系和几何可变体系。进行几何组成分析的目的主要是：在一个体系被视作刚体体系的前提下，研究如何保证这个体系成为几何不变体系，从而确保它能被作为结构使用；同时，根据结构的几何组成，可以判定结构是静定结构或超静定结构，以便合理选择恰当的静力分析方法对结构进行计算，这一点，以后各章经常会用到。

（2）几何不变且无多余约束体系的组成，一般遵循一条总规则——“三角形规则“（“铰结三角形是内部无多余约束的几何不变体系”），由此可导出3个基本组成规则——二元体规则、两刚片规则（含两种表述）和三刚片规则。进行几何组成分析时，常采用“简化体系→扩展局部→应用规则→作出结论”的步骤。“三角形规则”对于分析常规体系非常适用，但它们只是构成几何不变体系的充分条件，而不是必要条件，因为有些复杂体系并不符合这些几何组成规则，但也是几何不变体系。对于复杂体系，可以采用其他的分析方法（如零载法、矩阵分析方法等）来判断确定。

（3）结构的几何组成和静力特征之间的关系：

①几何不变且无多余约束——静定结构；

②几何不变但有多余约束——超静定结构；

③几何可变（包括几何常变体系和几何瞬变体系）——不能用作结构。

（4）能灵活运用三个基本组成规则分析平面杆件体系的几何组成性质，是本章的重点，也是本章的难点所在。“三角形规则”看似浅显，但运用却灵活多变，初学者往往难以下手，为此，由浅入深地多做一些练习，逐步提高分析能力是十分必要的。

（5）对于某些不能用本章所述组成规则进行分析的复杂体系，需使用一些特殊方法（如零载法等）进行几何组成分析，读者可参阅相关教材。


 思考题

2.1　思考题2.1（a）图所示体系不发生形状的改变，所以是几何不变体系；思考题2.1（b）图所示体系会发生双点画线所示的变形，所以是几何可变体系。上述结论是否正确？为什么？

[image: ]
思考题2.1图



2.2　多余约束是否影响体系的自由度？是否影响体系的计算自由度？是否影响体系的受力和变形状态？

2.3　试证明：简支支承形式对除支承以外的体系内部的几何组成性质无影响。

2.4　几何组成分析中，杆件或者约束是否可以重复使用？思考题2.4图所示体系中作为约束的铰A
 可以利用几次？链杆CD
 可以利用几次？

[image: ]
思考题2.4图



2.5　试求思考题2.5图所示体系的计算自由度W
 。

[image: ]
思考题2.5图



①若视①～⑧杆为刚片，则公式W
 ＝3m
 -（3g
 ＋2h
 ＋r
 ）中，h
 ＝？r
 ＝？

②若视③～⑧杆为刚片，则h
 ＝？r
 ＝？

2.6　如思考题2.6图所示，此体系为三刚片，由不共线三铰A、B、C
 相连，组成的体系几何不变，且无多余约束。此结论是否正确？为什么？

[image: ]
思考题2.6图



2.7　如思考题2.7图所示，三刚片由不共线三铰A、B、C
 相连，组成的体系几何不变，且无多余约束。此结论是否正确？为什么？

[image: ]
思考题2.7图



2.8　几何常变体系和几何瞬变体系的特点是什么？（试从约束数目、运动方式、受力及变形情况等方面讨论）

2.9　静定结构的几何组成特征是什么？力学特性是什么？

2.10　超静定结构的几何组成特征是什么？力学特性是什么？


 习题

2.1　判断题

（1）若平面体系的实际自由度为零，则该体系一定为几何不变体系。　（　）

（2）若平面体系的计算自由度W
 ＝0，则该体系一定为无多余约束的几何不变体系。　（　）

（3）若平面体系的计算自由度W
 ＜0，则该体系为有多余约束的几何不变体系。　（　）

（4）由3个铰两两相连的三刚片组成几何不变体系且无多余约束。　（　）

（5）习题2.1（5）图所示体系去掉二元体CEF
 后，剩余部分为简支刚架，所以原体系为无多余约束的几何不变体系。　（　）

[image: ]
习题2.1（5）图



（6）习题2.1（6）图（a）所示体系去掉二元体A、B、C
 后，成为习题2.1（6）图（b），故原体系是几何可变体系。　（　）

[image: ]
习题2.1（6）图



（7）习题2.1（6）图（a）所示体系去掉二元体EDF
 后，成为习题2.1（6）图（c），故原体系是几何可变体系。　（　）

2.2　填空题

（1）习题2.2（1）图所示体系为_____体系。

[image: ]
习题2.2（1）图



（2）习题2.2（2）图所示体系为_____体系。

[image: ]
习题2.2（2）图



（3）习题2.2（3）图所示4个体系的多余约束数目分别为_____、_____、_____、_____。

[image: ]
习题2.2（3）图



（4）习题2.2（4）图所示体系的多余约束个数为_____。

[image: ]
习题2.2（4）图



（5）习题2.2（5）图所示体系的多余约束个数为_____。

[image: ]
习题2.2（5）图



（6）习题2.2（6）图所示体系为_____体系，有_____个多余约束。

[image: ]
习题2.2（6）图



（7）习题2.2（7）图所示体系为_____体系，有_____个多余约束。

[image: ]
习题2.2（7）图



2.3　求习题2.3图所示各体系的计算自由度。

[image: ]
习题2.3图



2.4　对习题2.3图所示各体系进行几何组成分析。



3　静定结构的内力分析


本章导读：

•基本要求
 　灵活运用截面法、内力图与荷载间的关系以及区段叠加法绘制杆件的内力图；熟练掌握静定梁和静定刚架内力图的绘制方法；熟练掌握静定平面桁架结构轴力的计算方法，能利用特殊结点的静力平衡条件判断零杆和等力杆；掌握静定组合结构的受力特点及内力计算方法；掌握三铰拱支座反力及指定截面内力的计算方法；了解三铰拱在几种常见荷载作用下的合理拱轴线。

•重点
 　内力图特征；绘制单跨和多跨静定梁、静定平面刚架的内力图，这是本课程最重要的基本功之一。

•难点
 　内力与荷载间微分关系同内力图特征间的联系；区段叠加法绘制弯矩图；选取适当的隔离体和静力平衡方程求静定平面桁架的轴力。




 3.1　单跨静定梁的内力分析

梁是以受弯为主的结构，以承受竖向荷载为主。静定梁可分为单跨静定梁和多跨静定梁。单跨静定梁为单杆结构，其全部支座反力和内力都可用静力平衡方程求出。

常见的单跨静定梁形式包括简支梁、斜梁、悬臂梁和伸臂梁等，如图3.1所示。在建筑结构中，窗台上的过梁属于简支梁，楼梯梁属于斜梁，雨篷属于悬臂梁，阳台上的挑梁属于伸臂梁。

[image: ]
图3.1　单跨静定梁的结构形式



单跨静定梁内力分析和内力图绘制方法是其他静定结构内力分析和内力图绘制的基础。因此，本节在材料力学等课程的基础上，进一步深入讨论单跨静定梁内力图的绘制方法，包括截面法、内力图与荷载间的关系和区段叠加法。

3.1.1　用截面法求指定截面的内力


杆件内力
 主要是指截开杆件所暴露出的截面上的力。对于平面杆件，一般包括轴力F
 N
 、剪力F
 Q
 和弯矩M
 3种，如图3.2（b）所示。

[image: ]
图3.2　截面内力



关于内力符号，约定如下：

截面上应力沿杆轴切线方向的合力称为轴力
 。轴力以拉力为正，压力为负。

截面上应力沿杆轴法线方向的合力称为剪力
 。剪力使隔离体顺时针旋转为正，也可理解为该截面轴力正向顺时针旋转90°时为剪力的正向。

截面上应力对截面形心的力矩称为弯矩
 。弯矩不规定正负，但作图时，弯矩图必须画在截面受拉纤维一侧。对于梁结构，工程界通常约定截面下侧纤维受拉时弯矩为正。

分析杆件内力最基本的方法是截面法
 ，其原理是利用静力平衡条件求截面的内力，主要步骤包括：

①截取截面，即用假想平面或曲面沿指定截面将原结构切开。

②选取隔离体，即沿切开的截面选取结构的任一侧作为隔离体。

③绘隔离体受力图，即将隔离体受到的外力、支反力及截开截面暴露出的内力共3种力绘制在隔离体中。

④列平衡方程，即通过列隔离体的静力平衡方程求解未知内力。

在列平衡方程求解内力时，需事先确定截面内力的方向，而此时截面内力为未知力，因此，一般假定截面内力沿其正向作用，则计算得到的正负号就是该截面内力的正负号。

另外，在利用截面法求解前，通常先确定支座反力，因支座反力并无正负规定，在求支反力前可任意假设正方向。若结果为正，则表示支反力的实际方向与假设方向相同；反之，则表示实际方向与假设方向相反。同时，求出支座反力后，为避免以后计算过程中误判支反力方向，一般习惯用括号中的箭头标明其实际方向，譬如计算得到实际支座反力向上，则在求得的支座反力后采用“（↑）”标注。

下面以一伸臂梁为例，具体说明截面法的应用。


【例3.1】
 　试求图3.3（a）所示伸臂梁截面D
 的弯矩MD

 、截面A
 右侧的剪力F
 QA
 右
 。

[image: ]
图3.3　例3.1图




【解】
 　（1）求支座反力

将该梁所有支座约束去除，代以相应支反力，并假设支反力的方向，绘出受力图，如图3.3（b）所示。对A
 点处取力矩平衡方程ΣMA

 ＝0，可得

[image: ]


解得


FBy

 ＝3.25 kN（↑）


FBy

 为正，表明实际支反力方向与假设方向相同。再由整体的竖向投影平衡方程ΣFy

 ＝0，可得


FAy

 ＋FBy

 ＝2 kN/m×3 m＋2 kN

代入已求解的FBy

 ，得


FAy

 ＝4.75 kN（↑）

最后由ΣFx

 ＝0，得


FAx

 ＝0

（2）用截面法求指定截面的内力

①求截面D
 的弯矩

根据截面法的步骤，首先，沿截面D
 将原结构截断，再选取隔离体，因DBE
 梁段的受力相对于CAD
 梁段简单，故取其为隔离体。然后，将支座反力、外荷载和截开截面D
 所暴露出的3个内力绘在隔离体上，得到该隔离体的受力图，如图3.3（c）所示。

因仅需求MD

 ，所以对D
 点列力矩平衡方程，这样可避免F
 ND

 和F
 QD

 这两个未知力出现在平衡方程中。即由ΣMD

 ＝0，得


MD

 ＋2 kN×3 m＝FBy

 ×2 m

解得MD

 ＝0.5 kN·m。弯矩为正，表明与假设的下侧受拉相同。

②求截面A
 右侧的剪力

因截面A
 作用了集中力（支座反力FAy

 ），故F
 QA
 左
 和F
 QA
 右
 并不相等。对于求解F
 QA
 右
 ，沿截面A
 右侧切开，取CA
 段为隔离体，其受力图如图3.3（d）所示。注意，此时FAy

 作用在该隔离体上。

由CA
 隔离体的竖向投影平衡方程ΣFy

 ＝0，得


FAy

 ＝2×1 kN＋F
 QA
 右


解得F
 QA
 右
 ＝2.75 kN。

从以上例题可以看出，在应用截面法时，应注意以下问题：

①优先选取受力较为简单的部分作为隔离体，以简化计算。例如，上例中求MD

 时，应选取截面D
 以右部分作为隔离体。

②隔离体的受力必须完整，即应将隔离体所受到的外荷载、支座反力和截开截面的内力这3种力全部绘制在受力图中。

③应熟练掌握平衡方程的列法，尽量避免求解联立方程。

④约束力要符合约束的性质，截断链杆时，仅添加轴力，而截断受弯杆件时，在截面上应添加轴力、剪力和弯矩。

3.1.2　内力图与荷载间的关系

工程中通常采用内力图表示结构在外荷载作用下的受力状态。表示杆件上各截面内力沿杆轴线变化规律的图形称为内力图
 。一般以杆件轴线为内力图基线，以垂直于基线的竖标表示对应位置处的内力值。如例3.1中所示结构各截面弯矩和剪力的竖标表示方法分别如图3.4（a）、（b）所示。

[image: ]
图3.4　内力竖标表示方法



将杆件上所有截面的内力求出，并用竖标绘在相应的基线上，再将所有的竖标顶点相连，即可得到相应的内力图。内力图中的轴力图和剪力图可绘制在杆件的任意侧，并标注正负号以表明力的正负；弯矩图无需标注正负号，但必须绘制在杆件截面上纤维受拉侧。

内力图的形状特征与外荷载性质及其作用的位置相关，并呈现一定的规律性。从图3.5（a）所示的简支梁中截取一个微段，其受力图如图3.5（b）所示，微段上作用了均布荷载q
 。利用该微段的平衡条件，可得到受弯直杆弯矩、剪力和荷载之间存在以下微分关系：

[image: ]


[image: ]
图3.5　梁杆上任意微段dx的受力



式（3.1）给出了弯矩M
 、剪力F
 Q
 随外荷载及杆轴坐标参数x
 变化的规律。对式（3.1）中剪力的微分关系进行积分，可得到剪力随截面位置的变化规律，即剪力图的数学表达式：


F
 Q
 （x
 ）＝-qx
 ＋C
 　（3.2）

式中，C
 为待定常数，利用边界条件即可确定其具体数值。剪力图上某点切线的斜率等于相应截面处的分布荷载集度。因此，在无荷载区段，剪力图的斜率为0，是平行于杆轴的直线；在均布荷载区段，q
 为常数，剪力图的斜率处处相等，为一条斜直线。

同理，从式（3.1）也可得出弯矩图的规律，即弯矩图上某点切线的斜率等于相应截面的剪力值，而弯矩图的曲率则等于相应截面处分布荷载的集度，由分布荷载的方向还可确定弯矩图的凹凸方向。具体地讲，在无荷载区段，弯矩图为斜直线；在均布荷载区段，q
 为常数，弯矩图为抛物线。各种常见荷载作用下内力图特征
 如表3.1所示。


表3.1　梁杆内力图特征

[image: ]


利用内力图特征可简化杆件内力图的绘制。即先采用截面法求出杆件上某些特殊截面的内力，譬如，均布荷载作用的始末截面、集中力或集中力偶作用截面、中间支座截面等，常常称为控制截面
 。再根据两个控制截面之间杆上作用的荷载情况，利用内力图特征直接绘制内力图。

从式（3.1）中[image: ]
 的微分关系可知，弯矩图切线的斜率等于相应截面的剪力，可实现根据弯矩图绘制剪力图的功能。以下分两种情况进行讨论：

1）当弯矩图为直线段时

以图3.6（a）所示跨中作用集中荷载的简支梁（水平杆）为例，其M
 图和F
 Q
 图分别如图3.6（b）、（c）所示。其x-M
 直角坐标系的选取按惯例进行，如图3.6（b）所示。

[image: ]
图3.6　根据弯矩图绘剪力图（水平杆）



因弯矩图切线的斜率等于相应截面的剪力，则对于图3.6（b）所示A
 点的剪力F
 QA

 ＝tanθA

 ，其中θA

 为弯矩图在截面A
 处的切线与x轴正向的夹角。因AC
 段弯矩图为直线，则在该直线段内，各点的斜率均与截面A
 的斜率相同，因此，该直线段内剪力F
 Q
 ＝F
 QA

 ＝tanθA

 。同时，通过图3.6（b）中AC
 段弯矩图的几何关系可知：

[image: ]


式中，l
 为该直线段的长度；ΔM
 为M
 图中该直线段两端点弯矩值之差的绝对值。

对于剪力F
 Q
 的正负，在图3.6（b）所示x-M
 直角坐标系下，θA

 为锐角，则F
 Q
 ＝tanθA

 ＞0，剪力为正；而θB

 为钝角，则F
 Q
 ＝tanθB

 ＜0，剪力为负。

通过以上分析，当弯矩图为直线变化时，剪力F
 Q
 的大小和正负的规律如下：剪力数值大小为M
 图形的斜率，即[image: ]
 ；当弯矩图线与x
 轴正向的夹角为锐角时，剪力为正；当弯矩图线与x
 轴正向的夹角为钝角时，剪力为负。

若杆件为非水平杆时，可假想将其放置水平，再采用以上规律确定剪力的大小和正负。例如，对于图3.7（b）所示竖直杆件，可将该杆绕下端A
 点沿逆时针方向或顺时针方向转动放平，分别如图3.7（a）、（c）所示，则不管是θ
 逆
 还是θ
 顺
 ，与x
 轴正向的夹角均为钝角，故剪力为负，大小为

[image: ]



AB
 杆的剪力图如图3.7（d）所示。

[image: ]
图3.7　根据弯矩图绘剪力图（非水平杆）



2）当弯矩图为二次抛物线时

根据式（3.1）中M
 与F
 Q
 的微分关系可判定，此时F
 Q
 图为斜直线（一次函数）。因此，只需按照“先求两端剪力，再引直线相连”的步骤，即可绘出该区段的F
 Q
 图。


【例3.2】
 　试根据图3.8（a）所示弯矩图，绘出相应的剪力轮廓图，其中区段9—11的弯矩为二次抛物线。

[image: ]
图3.8　例3.2图




【解】
 　（1）关于F
 Q
 图的正负

对于区段1—2、3—4、5—6、8—9和10—11而言，其弯矩图与x
 轴正向的夹角均为锐角，故剪力图为正；其他各区段弯矩图与x
 轴正向的夹角均为钝角，故剪力图为负。

（2）关于F
 Q
 图的大小


M
 图坡度越陡（如区段5—6），其斜率越大，则剪力越大；坡度越缓（如区段1—2），斜率越小，则剪力越小；区段6—7和区段7—8的M
 图线坡度相同（相互平行），剪力大小相等。因区段9—11的弯矩图为二次抛物线，则该区段的剪力轮廓为斜直线，且弯矩图在10点处的切线水平，故剪力为零。

根据以上分析得到的最终剪力轮廓图，如图3.8（b）所示。

荷载与内力之间的积分关系可通过式（3.1）求得，例如，从直杆中取出的任意一段的荷载作用如图3.9所示，则积分关系可表示为

[image: ]


[image: ]
图3.9　荷载与内力的积分关系



积分关系的几何意义为：

①B
 端的剪力等于A
 端的剪力减去该段荷载q
 图的面积。

②B
 端的弯矩等于A
 端的弯矩加上该段剪力图的面积。

3.1.3　用区段叠加法快速绘制任一杆段的弯矩图

如某杆件内任一杆段两端弯矩为已知时，可利用弯矩图的叠加法快速绘制该杆段的弯矩图，称为区段叠加法
 。区段叠加法的原理在于：对于小变形线弹性结构而言，所有荷载产生的总效应（内力和变形等）等于各种荷载单独作用产生效应的代数和。下面，以简支梁为例加以说明。

对图3.10（a）所示简支梁，两端作用了集中力偶并满跨布置了均布荷载，该梁的弯矩图可视为两部分之和：仅在集中力偶作用下的弯矩图［图3.10（b）］和仅在均布荷载作用下的弯矩图［图3.10（c）］。在叠加集中力偶和均布荷载的弯矩时，首先用虚线将Mi

 和Mj

 相连，以此虚线为新的基线，叠加均布荷载作用下的弯矩图，即在虚线的中点b
 处将ab
 线段延长ql
 2
 /8，得到c
 点，而后用光滑的曲线将d、c、e
 三点相连，该曲线即为最终的弯矩图［图3.10（d）］。

[image: ]
图3.10　简支梁弯矩叠加法



对于图3.11（a）所示结构，当采用截面法求得i、j
 截面的弯矩Mi

 和Mj

 后，取ij
 段为隔离体，该隔离体的受力如图3.11（b）所示。该杆段隔离体受力图与图3.11（c）中的简支梁完全等效。因此，可利用区段叠加法进行ij
 区段弯矩图的绘制，如图3.11（d）所示。

[image: ]
图3.11　任意杆段弯矩叠加法



为便于使用区段叠加法，需熟悉简支梁在常见单一荷载作用下的内力图，如图3.12所示。

[image: ]
图3.12　简支梁在单一荷载作用下的内力图



3.1.4　作内力图的步骤及举例

绘制内力图的步骤总结如下：

①求支反力。

②将梁杆按控制截面分段，运用截面法求得各个控制截面的内力。

③根据各控制截面的弯矩值，利用内力图特征和区段叠加法，逐段绘制弯矩图。

④根据各控制截面剪力值，利用内力图特征，逐段绘制剪力图。

⑤若需要，根据各控制截面轴力值，逐段绘制轴力图。


【例3.3】
 　试绘图3.13所示梁的弯矩图和剪力图。

[image: ]
图3.13　例3.3图




【解】
 　（1）求支座反力

列梁整体力矩平衡方程ΣMA

 ＝0，可得[image: ]
 FBy

 ×9 m

解得


FBy

 ＝8 kN（↑）

由整体的竖向投影方程ΣFy

 ＝0，得


FAy

 ＝8 kN（↑）

由整体水平投影方程ΣFx

 ＝0，得


FAx

 ＝0

（2）求控制截面弯矩并作弯矩图

该梁的A、B、C、D、E
 截面为控制截面，但截面D
 的弯矩可用叠加法求得，其余各控制截面的弯矩为


MA

 ＝0


MB

 ＝ME

 ＝-3 kN·m

取AC
 杆为隔离体，由ΣMC

 ＝0，得

[image: ]


则MC

 ＝15 kN·m。

将各控制截面的弯矩在弯矩图基线上绘出，再依次绘制各控制截面之间的弯矩图，如图3.14（a）所示。对于AC
 段，作用了均布荷载，所以先以虚线连接AC
 1
 作为新基线，然后在AC
 段跨中的新基线上，叠加满跨均布荷载作用下的简支弯矩[image: ]
 。

[image: ]
图3.14　例3.3内力图



对于CB
 段，该段跨中作用了集中荷载，先以虚线连接C
 1
 B
 1
 作为新基线，然后在CB
 段跨中的新基线上，叠加集中力作用下的简支弯矩[image: ]
 。

对于BE
 段，未作用外荷载，弯矩图为直线，直接采用直线连接B
 1
 E
 1
 即可。

应注意的是：根据内力图特征，C
 截面左右的弯矩图应相切，不能出现尖角，如图3.14（a）所示。

（3）求控制截面剪力作剪力图

对于截面A
 的剪力，容易验证，其大小等于该处支反力的大小，剪力的正负可直接根据支反力的方向判断，当支反力使该梁段有顺时针方向旋转的趋势时，剪力为正，反之则为负。因此，F
 QA

 ＝FAy

 ＝8 kN。利用杆端支反力与杆端剪力的这一关系可以加快杆端剪力的计算。

对于截面C
 的剪力，取AC
 段为隔离体，利用平衡方程ΣFy

 ＝0，可得F
 QC

 ＝2 kN。

对于截面E
 的剪力，根据截面E
 平衡条件，得F
 QE

 ＝0。

对于截面B
 以右的剪力，因从内力图与荷载间的关系可知，当某杆段内未作用荷载时，F
 Q
 为常数，即该杆段任一个截面的剪力均相同，因此，有F
 QB
 右
 ＝F
 QE

 ＝0。

对于截面B
 以左的剪力，取BE
 为隔离体，得F
 QB
 左
 ＝-8 kN。

对于截面D
 的剪力，因CD
 梁段未作用荷载，故F
 QD
 左
 ＝F
 QC

 ＝2 kN；因DB
 梁段未作用荷载，故F
 QD
 右
 ＝F
 QB
 左
 ＝-8 kN。

作剪力图时，先将各控制截面的剪力在剪力图基线上绘出。因本例题中的荷载均为集中荷载和均布荷载，所以剪力图的形状为直线，因此，将相邻控制截面的剪力竖标直接相连即可得到剪力图。如图3.14（b）所示，直接连接A
 1
 C
 1
 、C
 1
 D
 1
 、D
 2
 B
 1
 即可。


【例3.4】
 　试绘图3.15（a）中所示简支梁的内力图并求最大弯矩。

[image: ]
图3.15　例3.4图




【解】
 　（1）求支座反力

列梁整体力矩平衡方程ΣMA

 ＝0，得FBy

 ＝13 kN（↑）；

由整体的竖向投影方程ΣFy

 ＝0，得FAy

 ＝3 kN（↑）；

由整体水平投影方程ΣFx

 ＝0，得FAx

 ＝0。

（2）作弯矩图

截面E、I
 的弯矩可通过叠加法获得，故仅选A
 、C
 左
 、C
 右
 、D、H、B
 为控制截面，求得各控制截面的弯矩为


MA

 ＝0


M
 
C
 左
 ＝FAy

 ×1 m＝3 kN·m


M
 
C
 右
 ＝FAy

 ×1 m＋16 kN·m＝19 kN·m


MD

 ＝FAy

 ×2 m＋16 kN·m＝22 kN·m


MH

 ＝FBy

 ×2 m-8×1 kN·m＝18 kN·m


MB

 ＝0

对于AC
 、CD
 段，因无外荷载作用，以直线相连即可得到弯矩图；对于DH
 段，作用了均布荷载，则先以虚线相连作为基线，再叠加以DH
 为跨度的简支梁在均布荷载作用下的弯矩图，即在DH
 段中点叠加[image: ]
 ，再以抛物线相连。DH
 段中点截面E
 的最终弯矩为[image: ]
 24 kN·m。对于HB
 段，作用了集中荷载，则先以虚线相连作为基线，再叠加以HB
 为跨度的简支梁在集中荷载作用下的弯矩图，即在DH
 段中点叠加[image: ]
 ，最后以实直线相连得到最终弯矩图，如图3.15（b）所示。

（3）作剪力图

在AC
 、CD
 、HI
 、IB
 段无外荷载作用，剪力为常数，F
 Q
 图为水平线。DH
 段作用了均布荷载，F
 Q
 图为斜直线。可以采用两种方法求解剪力：一是根据原结构的静力平衡条件直接求解，二是利用已求得的弯矩图求解。本例通过已知的弯矩图求解剪力。

对于弯矩图为直线段的AC
 、CD
 、HI
 、IB
 段：


AC
 段：弯矩图与x
 轴夹角为锐角，剪力为正，数值大小为[image: ]
 。


CD
 段：弯矩图与x
 轴夹角为锐角，剪力为正，数值大小为[image: ]
 。


HI
 段：弯矩图与x
 轴夹角为钝角，剪力为负，数值大小为[image: ]
 。


IB
 段：弯矩图与x
 轴夹角为钝角，剪力为负，数值大小为[image: ]
 。


DH
 段作用了均布荷载，F
 Q
 图为斜直线，应按照“先求两端剪力，再引直线相连”的原则作剪力图。因D、H
 截面处未作用集中荷载，F
 Q
 图无突变，因此，DH
 段D、H
 截面处的剪力分别等于CD
 段D
 截面的剪力和HI
 段H
 截面的剪力，即F
 QD

 ＝3 kN，F
 QH
 ＝-5 kN。最终的剪力图如图3.15（c）所示。

（4）求最大弯矩

在求最大弯矩M
 max
 时，首先须确定最大弯矩所在的截面位置。由微分关系式[image: ]
 可知，当剪力为0时，弯矩取得极值点。根据图3.15（c）中的几何比例关系，得到剪力为0点的截面F
 距截面D
 的距离为1.5 m，则最大弯矩可利用截面法，将截面F
 切开后取隔离体求出。也可根据式（3.4）求得

[image: ]


从以上计算可知：在该类荷载作用下的简支梁，最大弯矩并不出现在跨中，而是出现在距跨中截面E
 偏左0.5 m处。但最大弯矩与跨中弯矩相对差值的百分比为（24.25-24）/24×100％＝1.04％，很小。因此，在实际结构设计中，仍可近似将跨中处的弯矩作为设计控制弯矩。


【例3.5】
 　试绘图3.16（a）所示斜梁的内力图。

[image: ]
图3.16　例3.5图




【解】
 　（1）求支座反力

对斜梁而言，利用整体平衡条件ΣFx

 ＝0，得FAx

 ＝0；

由整体平衡条件ΣMB

 ＝0，有[image: ]
 ，解得[image: ]
 ；

由ΣFy

 ＝0，得[image: ]
 。

将跨度与斜梁在水平方向投影长度相同且荷载布置相同的水平简支梁称为斜梁的相当简支梁
 ，如图3.16（b）所示。上述计算表明，当斜梁受到沿水平方向分布的均布荷载时，其支座反力与相当简支梁相同，即

[image: ]


式中，上标0表示该力为相当简支梁的支反力。

（2）内力

取斜梁上任意截面K
 以左为隔离体。同样，取相当简支梁对应截面K
 以左为隔离体，如图3.17（a）、（b）所示。

[image: ]
图3.17　斜梁隔离体图



对斜梁隔离体AK
 而言，由平衡条件，可得

[image: ]


对相当简支梁隔离体AK
 而言，由平衡条件，可得

[image: ]


对比斜梁截面K
 的内力与相当简支梁截面K
 的内力，可知

[image: ]


即两者的弯矩相同，斜梁的剪力为相当水平梁的剪力沿斜梁截面方向的投影，斜梁轴力的大小为相当水平梁的剪力沿斜梁轴线的投影。

（3）绘制内力图

可先将相当水平梁的弯矩图和剪力图绘出，再根据前述对应关系绘制斜梁内力图。斜梁的内力图如图3.18（a）所示。

[image: ]
图3.18　例3.5斜梁及相当简支梁的内力图




 3.2　多跨静定梁的内力分析

3.2.1　多跨静定梁的组成特点及传力层次图


多跨静定梁
 是将若干根单跨梁用铰相连而形成的静定结构，在桥梁、屋架檩条、幕墙支撑等结构中得到了广泛应用。计算多跨静定梁的关键问题是分清其几何构造特点和传力次序，并由此确定计算步骤。

从几何组成来看，多跨静定梁的基本形式有以下3种：

①在一根基本单跨静定梁上，不断附加二元体构成多跨静定梁。如图3.19所示多跨梁，其在伸臂梁ABC
 的基础上，依次附加CE
 梁段和支杆D
 组成的二元体、EG
 梁段和支杆F
 组成的二元体以及GH
 梁段和支杆H
 组成的二元体，最终形成四跨静定梁。

[image: ]
图3.19　多跨静定梁基本形式之一



②在多根基本单跨静定梁的基础上，附加新的单跨静定梁构成多跨静定梁。如图3.20所示多跨梁，其在基本单跨梁AB
 （悬臂梁）、CDEF
 和GHI
 （均可视作伸臂梁）的基础上，附加简支梁BC
 和FG
 ，最终形成四跨静定梁。

[image: ]
图3.20　多跨静定梁基本形式之二



③按以上两种方式混合形成，如图3.21所示。

[image: ]
图3.21　多跨静定梁基本形式之三



因此，就几何组成分析而言，多跨静定梁可分为基本部分
 和附属部分
 。基本部分指多跨静定梁中为静定或可视作静定结构的部分（在竖向荷载作用下能维持平衡），例如图3.19中的ABC
 梁段，图3.21中的DEFG
 梁段；附属部分指必须依靠基本部分才能维持其几何不变的梁段，这些梁段因缺少约束而无法独立承担荷载，如图3.19中的CDE
 、GH
 和图3.20中的FG
 梁段。

将多跨静定梁的基本部分和附属部分按照依附关系用图形表示出来，即为层次图
 ，如图3.19至图3.21所示。从层次图可知：作用于附属部分的力将传递给基本部分，而作用在基本部分的荷载不会传递给附属部分，因此，将附属部分的支座反力反向，就是其作用于基本部分的荷载（作用力），从而得到多跨静定梁中力的传递途径，如图3.22（c）所示。这样，便可把多跨梁拆成为单跨梁进行内力分析，以避免解算联立方程。

[image: ]
图3.22　多跨静定梁力的传递关系



3.2.2　多跨静定梁的计算步骤及举例

根据多跨静定梁的传力特点，在计算多跨静定梁时，应先计算附属部分，将基本部分对附属部分的支撑作用力反向，作为附属部分向基本部分传递的荷载，再计算基本部分。多跨静定梁的计算步骤如下：

①作层次图，确定力的传递途径。

②计算附属部分的支座反力，得到向基本部分传递的作用力。

③按照先“附属”部分后“基本”部分的顺序逐梁段绘制内力图。

④将第③步绘制的各梁段的内力图拼接，作出全结构的内力图。

⑤校核。可利用微分关系校核内力图，利用支座结点平衡条件校核支反力。


【例3.6】
 　试绘图3.23所示多跨静定梁的内力图。

[image: ]
图3.23　例3.6图




【解】
 　（1）作层次图

从该梁的几何组成分析可知，最次部分为EF
 段，其次是CDE
 段，基本部分是ABC
 段。按先“附属”后“基本”的计算原则，应先分析EF
 段，再分析CDE
 段，最后分析ABC
 段。绘制拆散后的层次图如图3.24（a）所示。

[image: ]
图3.24　多跨静定梁层次图



（2）计算支反力和附属部分及基本部分的作用力

首先计算EF
 梁段。取EF
 梁段为隔离体，利用平衡条件ΣME

 ＝0，得FFy

 ＝4 kN（↑）；再利用ΣFy

 ＝0，得FEy

 ＝4 kN（↑）。

其次，计算CDE
 梁段。作用在该梁段截面E
 的力为EF
 梁段在截面E
 的反作用力，竖直向下，如图3.24（b）所示。取该梁段为隔离体，利用平衡条件ΣMD

 ＝0，得FCy

 ＝6 kN（↓）；再利用ΣFy

 ＝0，得FDy

 ＝10 kN（↑）。

最后，计算基本部分ABC
 段的受力。取ABC
 梁段为隔离体，利用平衡条件ΣMB

 ＝0，得FAy

 ＝2 kN（↑）；再利用ΣFy

 ＝0，得FBy

 ＝13 kN（↑）。

分层次受力图如图3.24（b）所示。

（3）逐段绘制弯矩图

按照单跨静定梁弯矩图的绘制方法，依次将各梁段的弯矩图绘出，然后拼装在一起，如图3.25所示。

[image: ]
图3.25　多跨静定梁M
 图（单位：kN·m）



（4）作剪力图

多跨静定梁的剪力可直接根据图3.24（b）所示铰结点处求出的作用力和反作用力求解，也可根据已求得的弯矩图计算求解。按单跨梁剪力图的作图规律，分别绘制各梁段的剪力图，然后将其拼接在一起，形成多跨梁的剪力图，如图3.26所示。

[image: ]
图3.26　多跨静定梁F
 Q
 图（单位：kN）




 3.3　静定平面刚架的内力分析

由若干梁和柱等直杆并主要由刚结点相连的结构，称为刚架
 。刚架是常见的结构形式。当刚架的所有杆轴和荷载都在同一平面且为无多余约束的几何不变体系时，称为静定平面刚架
 。

3.3.1　刚架的特点

从几何组成来看，刚架结构具有杆件少、内部空间大和便于使用等优点。例如，对于图3.27（a）所示几何可变体系，可通过增加链杆的形式使其成为静定桁架结构，如图3.27（b）所示；也可通过将铰结点改变为刚结点使其成为静定刚架结构，如图3.27（c）所示。

[image: ]
图3.27　刚架形成大空间



从受力角度来看，实际工程中的刚架一般为超静定结构，其具有受力更加均匀和更有利于材料性能发挥的优点。以图3.28（a）、（b）所示跨度相同的简支梁和刚架，在均布荷载作用下的弯矩为例予以说明。简支梁跨中弯矩为[image: ]
 ，而刚架跨中弯矩为[image: ]
 ，这是因为：由于BC
 杆的刚结点处有负弯矩，相对于简支梁而言，刚架结构梁中的弯矩峰值将大大减小，弯矩的分布更为合理。

[image: ]
图3.28　刚架与梁结构弯矩和变形的对比



从变形角度看，刚架结构相对于简支梁结构而言，在相同情况下的挠度较小。这是因为刚结点所连接的杆件在刚结点处不能发生相对转动和移动，如图3.28（b）所示B、C
 结点，在变形前后均保持90°而不发生改变。对于梁的竖向变形，AB
 、CD
 柱将提供抵抗能力，从而使刚架的刚度增大，竖向变形减小。简支梁在均布荷载作用下跨中竖向位移为[image: ]
 （EI
 为梁和柱的抗4弯刚度），而刚架跨中竖向位移仅为[image: ]
 ，前者为后者的2.14倍。

基于以上3个优点，刚架结构在建筑工程中得到了广泛应用。

刚架结构的基本几何组成形式有悬臂刚架、简支刚架和三铰刚架3种，分别如图3.29（a）、（b）、（c）所示。将基本几何组成形式进行组合，可以得到多层多跨静定平面刚架，如图3.29（d）、（e）所示。

[image: ]
图3.29　常见刚架的几何组成形式



3.3.2　刚架内力图的绘制及校核

刚架中杆件的受力分析，本质上与单跨静定梁的受力分析相同。可在各杆杆端处将刚架拆分为单杆，先由刚架的整体或局部平衡条件，求出支座反力或杆端结点处的约束力，再用截面法逐杆求解各杆控制截面的内力，然后利用内力图特征和区段叠加法绘制单杆的内力图，最后将所有单杆内力图拼接而成整个刚架的内力图，这种方法称为杆梁法
 。

在绘制内力图时，剪力图和轴力图可绘在杆件的任一侧，但需注明正负；弯矩图绘在杆件截面纤维受拉侧，勿需标注正负。

刚架的内力计算采用杆梁法，内力图绘制采用分段绘制的方法。绘制刚架内力图的一般步骤为：

①求支座反力。

②在结点处将各杆截开，将刚架离散为若干根单杆。

③逐杆依次计算内力，进行内力图的绘制。

④将各杆内力图拼接在一起形成原刚架的内力图。

⑤校核。

以图3.30（a）所示刚架为例，可将其离散为AB
 、BC
 和CD
 3根杆件［图3.30（b）］，再分别求每根杆结点处的支座反力或约束力。图中，为区分相交于同一点的各杆杆端的内力，引入双下标表示方法，第一下标表示内力所在截面，第二下标表示隔离体另一端的截面号，例如，MBA

 为BA
 杆B
 端的弯矩，F
 QCD

 为CD
 杆C
 端的剪力。各杆的弯矩图如图3.30（c）所示，将其合并在一起，则得到整个刚架的弯矩图，如图3.30（d）所示。

[image: ]
图3.30　杆梁法绘制弯矩图示意图



从图3.30（b）可知：

①隔离体结点B
 的6个内力MBA

 、F
 QBA

 和F
 NBA

 及MBC

 、F
 QBC

 和F
 NBC

 ，分别为与结点B
 连接的BA
 杆、BC
 杆隔离体上相应6个内力的反作用力，绘制时应注意反向。由结点B
 的平衡条件可知，连接结点的某杆，其杆端内力可以视作与此结点相连的其他杆端内力通过刚结点传递而来，所以刚结点可以承受和传递全部内力——弯矩、剪力和轴力。

②结点B
 仅连接了两个杆件，且未受集中力偶作用，将该类刚结点称为简单刚结点
 （两杆形成的交角可不为90°）。由结点B
 隔离体的静力平衡条件ΣMB

 ＝0，可得MBC

 ＝MBA

 ，且这两个弯矩方向相反［图3.30（b）］，故这两个弯矩会使得刚结点B
 要么外侧受拉，要么内侧受拉。因此，简单刚结点所连接两杆的杆端弯矩数值相等，受拉侧相同，简记为“弯矩相等，同侧受拉”。当求解出该结点所连任一根杆件的杆端弯矩后，另一根杆件的杆端弯矩可利用简单刚结点的特点直接求得。

③根据图3.30（b）中结点B
 隔离体的投影平衡条件，有：F
 NBA

 ＝-F
 QBC

 ，F
 NBC

 ＝F
 QBA

 ，故对于两杆成直角相交形成的刚结点，一杆的轴力和另一杆的剪力在数值上大小相等。因此，求解刚架中杆件轴力时，常使用刚结点隔离体的投影方程。


【例3.7】
 　求作图3.31所示刚架的弯矩图。

[image: ]
图3.31　例3.7图




【解】
 　（1）求支反力

对刚架整体而言，利用平衡条件ΣMA

 ＝0，有

[image: ]


可得FCy

 ＝6 kN（↑）；

由ΣFx

 ＝0，可得FAx

 ＝-8 kN（←）；

由ΣFy

 ＝0，可得FAy

 ＝-2 kN（↓）。

（2）采用杆梁法绘制内力图

将结构离散为BD
 、BA
 和BC
 3根单杆。

对BD
 杆，控制截面为B
 、D
 截面，弯矩为[image: ]
 （左侧受拉）MDB

 ＝0

对BA
 杆，控制截面为B
 、A
 截面，弯矩为

[image: ]


对BC
 杆，其跨中的弯矩可通过叠加得到，控制截面为B
 、C
 截面，两控制截面的弯矩为



MBC

 ＝6×4 kN·m-4×2 kN·m＝16 kN·m（下侧受拉）


MCB

 ＝0



将各杆弯矩图分别绘出后，拼接形成整个结构的弯矩图，如图3.32所示。

[image: ]
图3.32　例3.7M
 图（单位：kN·m）



（3）校核

可取结点B
 对弯矩图进行校核，如图3.33所示。

[image: ]
图3.33　结点B
 弯矩的校核



由ΣMB

 ＝0，得MBC

 -MBD

 -MBA

 ＝0，故计算正确。


【例3.8】
 试绘图3.34所示刚架的内力图。

[image: ]
图3.34　例3.8图




【解】
 （1）求支反力

对刚架整体而言，利用平衡条件ΣMA

 ＝0，可得FDy

 ＝-ql
 （↓）；

由ΣFx

 ＝0，可得FAx

 ＝ql
 （→）；

由ΣFy

 ＝0，可得FAy

 ＝2ql
 （↑）。

（2）作弯矩图

根据梁杆法的基本思路，应将结构离散为单杆，逐杆绘制弯矩图，各杆弯矩图绘制方法与单跨静定梁弯矩图绘制方法相同。当刚架中存在简单刚结点时，可利用其结点弯矩传递的规律减少控制截面弯矩的计算。

对于AB
 杆，因无外荷载作用，弯矩图为斜直线。由AB
 杆控制截面A、B
 的弯矩即可绘制弯矩图。

因结点A
 为铰结点，有MAB

 ＝0。沿截面B
 将刚架切开，取AB
 杆为隔离体，如图3.35（a）所示。对AB
 杆隔离体，列力矩平衡方程ΣMB

 ＝0，可得MBA

 ＝ql
 2
 ，左侧受拉。

[image: ]
图3.35　例3.8隔离体图



对于BC
 杆，其上作用了均布荷载，弯矩图为抛物线。需先求出BC
 杆控制截面B
 、C
 的弯矩，再采用区段叠加法进行弯矩图的绘制。

因结点B
 作用有集中力矩，并非简单刚结点，故MBC

 ≠MBA

 。取结点B
 为隔离体，如图3.35（b）所示。利用平衡条件ΣMB

 ＝0，有MBC

 ＝2ql
 2
 ，上侧受拉。

将BC
 杆沿截面C
 切开，取CD
 部分为隔离体，如图3.35（c）所示。利用平衡条件ΣMC

 ＝0，得[image: ]
 ，上侧受拉。

对于CD
 杆，其中部作用有集中力，弯矩图为折线。需先求出CD
 杆控制截面C
 、D
 的弯矩，再采用区段叠加法进行弯矩图的绘制。结点D
 为铰结点，MDC

 ＝0；结点C
 为简单刚结点，有[image: ]
 ，右侧受拉。

各控制截面的弯矩求出后，根据各杆弯矩图特征，绘制刚架弯矩图，如图3.36（a）所示。

[image: ]
图3.36　例3.8内力图



（3）作剪力图

剪力图应逐杆绘制，即根据外荷载和支座反力求出各杆端剪力，然后按照与单跨静定梁相同的方法绘制剪力图。当某杆段内无外荷载作用时，该杆段剪力为常数，剪力图为平行于杆轴的直线，故在该杆段内只需任求一截面的剪力即可绘制该杆的剪力图，通常以求解杆端剪力较简便。

对于AB
 杆，无外荷载作用，仅需求解杆端剪力。因结点A
 与支座相连，根据例3.3中所述规律，易得F
 QAB

 ＝-ql
 。

对于BC
 杆，作用了均布荷载，剪力图为斜直线，需求两个控制截面B
 、C
 的剪力：沿截面B
 将BC
 杆切开，取AB
 杆为隔离体，如图3.35（d）所示，利用平衡条件ΣFy

 ＝0，得F
 QBC

 ＝2ql
 ；沿截面C
 将BC
 杆切开，取CD
 杆为隔离体，如图3.35（c）所示，利用平衡条件ΣFy

 ＝0，得F
 QC

 B
 ＝ql
 。

对于CD
 杆，中部截面E
 作用有集中力，在该截面剪力发生突变，而CE
 、ED
 段均未作用外荷载，其剪力图均为平行于杆轴的直线，故可通过控制截面C
 、D
 的剪力画出CD
 杆的剪力图。

由结点D
 的受力可知，F
 QDE

 ＝0。将CD
 杆沿截面C
 切开，取CD
 杆为隔离体，如图3.35（e）所示。由平衡条件ΣFx

 ＝0，可得F
 QC

 E＝ql
 。

最终剪力图如图3.36（b）所示。

对于AB
 、CE
 和ED
 杆段，弯矩图为直线，故也可通过已作出的弯矩图直接求解这三段杆件的剪力：

对于AB
 杆段，该杆放平后，弯矩图与x
 轴正向的夹角为钝角，故剪力为负，大小为F
 Q
 ＝ql
 2
 /l
 ＝ql
 ，与根据截面法求得的结果相同。

对于CE
 杆段，该杆放平后，弯矩图与x
 轴正向的夹角为锐角，故剪力为正，大小为F
 Q
 ＝[image: ]
 。

对于ED
 杆段，杆端弯矩的差值为0，因此，剪力F
 Q
 ＝0。

（4）作轴力图

本例刚架中各杆段内均无沿杆轴方向作用的外荷载，故各杆的轴力为常数，即轴力图为平行于杆轴的直线，所以各杆仅需求任一截面的轴力就能绘制轴力图，通常以求解杆端轴力较简便。

对于AB
 杆，取结点A
 为隔离体，可知F
 NAB

 ＝-2ql
 ；

对于CD
 杆，取结点D
 为隔离体，可知F
 NDC

 ＝ql
 ；

对于BC
 杆，取结点C
 为隔离体，如图3.35（f）所示，利用平衡条件ΣFx

 ＝0，可得F
 NCB

 ＝-F
 QCE

 ＝-ql
 。

最终轴力图如图3.36（c）所示。

（5）校核（此处从略）

可以任取刚架的一部分作为隔离体，检查其平衡条件，若满足，则计算无误。


【例3.9】
 试绘图3.37所示三铰刚架的内力图。

[image: ]
图3.37　例3.9图




【解】
 （1）求支反力

因三铰刚架的支座由4根支杆组成，即有4个未知支反力，依靠3个整体平衡方程是无法完全求出这4个支反力的，但注意到结点B
 为铰结点，其弯矩MB

 ＝0，故沿铰结点B
 将三铰刚架切开，取铰结点B
 以左或以右为隔离体，利用补充平衡方程ΣMB

 ＝0，可将所有支反力全部求出。

对整个刚架而言，由ΣMA

 ＝0，得

[image: ]


沿铰B
 将原结构切开，取铰结点B
 以右为隔离体，由ΣMB

 ＝0，得


FCx

 ×7＝FCy

 ×4　（b）

联立求解以上（a）、（b）两式可得


FCx

 ＝5 kN（←），FCy

 ＝8.75 kN（↑）

再由结构整体列平衡方程ΣFx

 ＝0，得FAx

 ＝5 kN（→）；

由结构整体列平衡方程ΣFy

 ＝0，得FAy

 ＝31.25 kN（↑）。

（2）作弯矩图

对AD
 杆，取AD
 杆为隔离体，可得


MAD

 ＝0，MDA

 ＝30 kN·m（左侧受拉）

对DB
 杆，结点D
 为简单刚结点，故


MDB

 ＝MDA

 ＝30 kN·m（上侧受拉），MBD

 ＝0

类似地可求得

对CE
 杆，有


MCE

 ＝0，MEC

 ＝20 kN·m（右侧受拉）

对BE
 杆，有


MBE

 ＝0，MEB

 ＝20 kN·m（上侧受拉）

最终弯矩图如图3.38（a）所示。

[image: ]
图3.38　例3.9内力图



（3）作剪力图

本例中，仅杆BD
 作用有外荷载，故其余杆件仅需求其任一杆端截面的剪力即可绘制剪力图。

对AD
 杆，根据结点A
 的受力特征，易求得


F
 QAD

 ＝-5 kN

对CE
 杆，根据结点C
 的受力特征，易求得


F
 QCE

 ＝5 kN

对BE
 杆，取BE
 杆为隔离体，如图3.38（b）所示，利用ΣMB

 ＝0，得


F
 QEB

 ＝-4 kN

对DB
 杆，取DB
 杆为隔离体，如图3.38（c）所示，利用ΣMB

 ＝0，得


F
 QDB

 ＝22 kN

利用ΣMD

 ＝0，得


F
 QBD

 ＝-10 kN

剪力图如图3.38（d）所示。

（4）作轴力图

对AD
 杆，取结点A
 为隔离体，可知


F
 NAD

 ＝-31.25 kN

对CE
 杆，取结点C
 为隔离体，可知


F
 NCE

 ＝-8.75 kN

对DB
 杆，取结点D
 为隔离体，如图3.38（e）所示，由ΣFs

 ＝0可得

[image: ]


即


F
 NDB

 ＝-22.75 kN

取DB
 杆为隔离体，如图3.38（c）所示，所有力沿DB
 杆轴向投影，合力为零。可得


F
 NBD

 ＝1.25 kN

对BE
 杆，取结点E
 为隔离体，如图3.38（f）所示，由ΣFn

 ＝0，可得


F
 NEB

 ＝-9.25 kN

轴力图如图3.38（g）所示。


【例3.10】
 试绘图3.39（a）所示两层三跨刚架的内力图。

[image: ]
图3.39　例3.10图




【解】
 （1）求支反力

对于由刚架基本几何形式组成的复杂刚架，首先应分析清楚其几何组成，再按照先“附属”后“基本”的顺序求解。在本例中，三铰刚架CHIJF
 为附属部分，而简支刚架ABCD
 、EFG
 为基本部分。因此，应先求解三铰刚架CHIJF
 的约束反力，然后将其反向作用在简支刚架ABCD
 、EFG
 上，再分别求解基本部分的支座反力。

取CHIJF
 为隔离体，由ΣMC

 ＝0，可得

[image: ]


故FFy

 ＝40 kN（↑）。

取IJF
 为隔离体，由ΣMI

 ＝0，可得

[image: ]


故FFx

 ＝50 kN（←）。

对CHIJF
 隔离体，由ΣFx

 ＝0，可得FCx

 ＝70 kN（←）；由ΣFy

 ＝0，可得FCy

 ＝40 kN（↓）。

将以上各约束力反向，作用在简支刚架ABCD
 、EFG
 上，即可求得各支座反力，如图3.39（b）所示。

在求出所有约束力和支座反力后，即可按单个三铰刚架和简支刚架绘制各刚架的内力图，再将其叠合即得到最终的内力图，如图3.40所示。

[image: ]
图3.40　例3.10的内力图




【例3.11】
 试根据图3.41（a）所示结构的弯矩图，确定结构所承受的（最少）相应荷载，其中仅BC
 杆的弯矩图为二次抛物线。

[image: ]
图3.41　例3.11图




【解】
 这类题的求解思路主要从内力图的特征和结构的静力平衡条件入手。

由题目已知，BC
 杆的弯矩图为凸向下方的二次抛物线且跨中叠加的弯矩为4 kN·m，因此，BC
 杆上应作用有指向下方的均布荷载q
 ，荷载大小为

[image: ]


故q
 ＝2 kN/m。

取BC
 杆为隔离体，由ΣMB

 ＝0，可得

[image: ]


故FCy

 ＝10 kN（↑）。

由题目已知，BD
 杆的弯矩图为跨中叠加2 kN·m，且指向右侧的直线段弯矩图。因此，BD
 杆跨中应作用了水平向右的集中力F
 P


[image: ]


即F
 P
 ＝2 kN。

对于BA
 杆而言，弯矩图为直线，故其杆段无外荷载作用。

取结点B
 为隔离体，如图3.41（b）所示。如要满足ΣMB

 ＝0，则必须在B
 点作用一大小为4 kN·m，且方向为逆时针的集中力偶。

对整体结构而言，由ΣMD

 ＝0，可得FAx

 ＝4 kN（←）；由ΣFx

 ＝0，可得FDx

 ＝2 kN（→）。

应注意，整体结构此时并不满足ΣFy

 ＝0的条件，这是因为已求得的BC
 杆的竖直向下的均布荷载的合力为8 kN，C
 点竖直向上的支反力FCy

 ＝10 kN，所以必有一大小为2 kN、竖直向下的力作用在ABD
 杆上，其具体作用位置不定，设作用在A
 点。

由此，原结构所承受的（最少）相应荷载及支座反力，如图3.41（c）所示。


 3.4　静定平面桁架的内力分析

3.4.1　概述

由若干直杆组成的格构体系称为桁架
 ，通常采用钢、木或混凝土材料制作，是大跨度结构广泛采用的形式之一，如房屋结构中的屋架、天窗架，铁路和公路中的桁架桥，建筑施工用的支架等。图3.42（a）、（b）分别为钢筋混凝土屋架和桁架桥示意图。当桁架所有的杆件和所受荷载均在同一个平面内且桁架为静定结构时，称为静定平面桁架
 。

[image: ]
图3.42　平面桁架结构



实际桁架的构造是多种多样的，其受力较为复杂。为便于分析桁架受力，通常做如下假设：

①桁架的结点都是光滑的铰结点。

②杆件均为直杆并通过铰的几何中心。

③荷载和支座反力均作用在结点上。

满足以上3条假设的桁架称为理想桁架
 。实际桁架与理想桁架有一定区别，例如木结构中采用螺栓连接或榫接，与铰结并不完全相同；又如由于制造和装配误差，各杆并不一定完全通过铰的几何中心或并不相交于一点；再如杆件的自重并不是结点荷载等。因此，按照3条假设计算的桁架内力称为主内力
 ，由实际情况与3条假设不同而产生的附加内力称为次内力
 。次内力主要为弯矩，计算分析表明其较小，通常可忽略不计。本节只讨论主内力的计算。

对于图3.42（a）中钢筋混凝土屋架，根据3条假设得到计算简图，如图3.43（a）所示。从图3.43（a）中任意取一根杆件的隔离体，例如杆BC
 的隔离体，如图3.43（b）所示。因杆BC
 仅在两端的铰结点处受力，则该隔离体两端的力必定平衡，所以其大小相等、方向相反，且具有同一作用线，即BC
 杆的轴线。因此，理想的静定平面桁架中，杆件只有轴力（拉力或压力），习惯上称二力杆
 。杆件截面上的应力分布较均匀，可以充分发挥材料的强度，所以桁架结构广泛地应用于大跨度结构中。

[image: ]
图3.43　桁架结构的名称



桁架的杆件，按其所在位置的不同，分为弦杆和腹杆两大类。弦杆是桁架中上下边缘的杆件，上侧杆件通称为上弦杆
 ，下侧杆件通称为下弦杆
 ；上、下弦杆之间的联系杆件称为腹杆
 ，其中斜向杆件称为斜杆
 ，竖向杆件称为竖杆
 ；各杆端的结合点称为结点
 ；弦杆上两相邻结点之间的距离称为结间长度
 ；两支座间的水平距离称为跨度
 ；上、下弦杆上结点之间的最大竖向距离称为桁高。

按照桁架结构几何组成方式的不同，静定平面桁架可分为3种：简单桁架、联合桁架和复杂桁架。


简单桁架
 是指从一个铰结三角形或地基上依次增加二元体所形成的桁架，如图3.44（a）所示。

[image: ]
图3.44　桁架结构的分类




联合桁架
 是由几个简单桁架按照两刚片或三刚片组成规则构成的无多余约束的几何不变体系，如图3.44（b）所示。


复杂桁架
 是指不属于以上两种桁架的其他桁架，如图3.44（c）所示。

按照桁架结构的外形不同，静定平面桁架可分为平行弦桁架［图3.44（a）］、三角形桁架［图3.44（b）］、折弦桁架［图3.44（d）］和梯形桁架［图3.44（e）］；按照支座反力的性质，可分为无推力的梁式桁架［图3.44（f）以外的均是］和有推力的拱式桁架［图3.44（f）］。

3.4.2　结点法

求静定平面桁架内力时，通常取桁架的某部分作为隔离体，利用隔离体的平衡方程求出各杆轴力。当所取隔离体仅为一个结点时，称为结点法
 ；当所取隔离体包含两个以上结点时，称为截面法
 。这里先讨论结点法。

由于平面汇交力系只有两个独立的投影平衡方程，故每次截取的结点上的未知力的个数不应多于两个，才能避免解算联立方程。因此，在实际计算时，应从未知力不超过两个的结点开始，依次推算。

桁架结构中有较多斜杆，为避免解算时进行三角函数运算，需先将斜杆的轴力分解为水平分力和竖向分力，再建立力平衡方程。对任意一根斜杆，设其两端以A、B
 表示，该杆的轴力F
 NAB

 及其水平分力FxAB

 和竖向分力FyAB

 组成一个直角三角形；该杆的长度l
 及其水平投影长度lx

 和竖向投影长度ly

 也组成一个直角三角形，如图3.45所示。
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图3.45　力三角形与长度三角形



由力和长度组成的这两个三角形各边互相平行，故两三角形相似。因而，易得比例关系为
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求桁架内力时，通常先利用式（3.7）将斜杆内力F
 N
 分解为Fx

 和Fy

 ，然后逐结点运用静力平衡条件ΣFx

 ＝0和ΣFy

 ＝0，先计算各杆轴力的分力，再推算各杆轴力，以简化计算。

在分析桁架结构受力时，可利用一些特殊结点的静力平衡规律，直接判定出一些杆件的轴力，从而简化计算。

桁架结构中，在已知荷载作用下轴力为零的杆，称为零杆
 。可利用结点平衡的某些特殊情况，直接判定杆件轴力是否为零，零杆判断准则
 有：

①两杆交于一点，且不共线，结点无外力（简称为L形结点），则这两杆均为零杆，如图3.46（a）所示。
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图3.46　判断零杆的特殊结点



②三杆结点上无外力作用，且其中两杆在一直线上，则另一杆必为零杆（简称为T形结点），而在同一直线上的两杆的轴力必相等，且拉压性质相同，如图3.46（b）所示。

③两杆结点上有外力，且外力沿其中一根杆件的轴线方向作用，则另一杆必为零杆（简称为推广的T形结点），如图3.46（c）所示。

应用零杆判断法则，可以判断出图3.47中桁架虚线所示的各杆均为零杆。
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图3.47　零杆的判断



另一类特殊的结点可直接判别杆件轴力的绝对值是否相等，称为等力杆判别准则
 ：

①四杆结点无外荷载作用，且杆件两两共线时（简称为X形结点），则共线杆件的轴力两两相等且性质相同，如图3.48（a）所示。
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图3.48　判断等力杆的特殊结点



②四杆结点无外荷载作用，其中两根杆件共线，另两根杆件在此共线杆件的同侧且交角相等（简称为K形结点），则两斜杆轴力大小相等、性质相反，如图3.48（b）所示。

③三杆结点，其中两根杆件分别在第三根杆件的两侧且交角相等（简称为Y形结点），则两斜杆轴力大小相等、性质相同，如图3.48（c）所示。


【例3.12】
 试用结点法计算图3.49所示的静定平面桁架各杆的轴力。
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图3.49　例3.12图




【解】
 （1）求支反力

利用桁架的整体平衡条件，可求得F
 
x
 1
 ＝0、F
 
y
 1
 ＝20 kN（↑）和F
 
y
 8
 ＝20 kN（↑）。

（2）计算各杆轴力

为避免解算联立方程，应从只含有两个未知力的结点1、8开始进行计算，本例先从结点1开始，然后依次分析其相邻结点。

取结点1为隔离体，如图3.50（a）所示。由∑Fy

 ＝0，可得


F
 
y
 13
 ＋F
 
y
 1
 ＝0


F
 
y
 13
 ＝-20 kN

利用比例关系有
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根据平衡方程ΣFx

 ＝0，可得


F
 N12
 ＝40 kN

取结点2为隔离体，如图3.50（b）所示。由ΣFy

 ＝0，可得


F
 N23
 ＝0

由ΣFx

 ＝0，可得


F
 N25
 ＝F
 N12
 ＝40 kN

取结点3为隔离体，如图3.50（c）所示。由ΣFy

 ＝0，可得


F
 
y
 34
 ＋20＝F
 
y
 35
 ＋10

由ΣFx

 ＝0，可得


F
 
x
 34
 ＋F
 
x
 35
 ＋40＝0

联立求解以上两个方程，并利用比例关系即可得轴力F
 N34
 和F
 N35
 。

若要避免解联立方程，可列力矩平衡方程求轴力F
 N34
 和F
 N35
 。对结点5建立力矩平衡方程，需将F
 N34
 移动到结点4进行分解；F
 N35
 可不分解或移动至结点5进行分解，如图3.50（d）所示。
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图3.50　例3.12的隔离体



由ΣM
 5
 ＝0，可列方程

20×2＋40×1＋F
 
x
 34
 ×2＝10×2

解得


F
 
x
 34
 ＝-30 kN

由34杆的比例关系，可得
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再由ΣFy

 ＝0，可得


F
 
y
 35
 ＝-5 kN

由35杆的比例关系，可得
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取结点4为隔离体，如图3.50（e）所示。由ΣFx

 ＝0，可得


F
 
x
 46
 ＝-30 kN

由46杆的比例关系，可得
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再由ΣFy

 ＝0，可得


F
 N45
 ＝10 kN

因结构和荷载均对称，故各杆的内力也对称，由此可得其余各杆轴力。

（3）绘桁架的内力图

图3.49所示桁架的内力图，如图3.51所示。
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图3.51　例3.12桁架内力图（单位：kN）



（4）校核（具体过程略）

依次取各结点解算桁架时，一般将最后一个结点用于校核。也可任取桁架的一部分作为隔离体，检查其平衡条件，若满足，则计算结果正确。

3.4.3　截面法

在桁架的轴力分析中，有时仅需求出某些指定杆件的轴力，这时采用截面法较为方便。该方法利用适当截面，截取桁架的某一部分（至少包括两个结点）为隔离体，再根据该隔离体的平衡方程求解杆件的轴力。因隔离体包含两个以上的结点，在通常情况下，其受力为平面一般力系。因此，只要隔离体上未知力的数目不多于3个，则可以利用平面一般力系的3个平衡方程，直接把这一截面上的全部未知力求出。

为简化内力计算，应用截面法计算静定平面桁架时，应注意两点：

①选择恰当的截面，尽量避免求解联立方程。

②利用刚体力学中力可沿其作用线移动的特点，可将杆件的未知轴力移至恰当的位置（通常可选在某结点处）进行分解，以简化计算。


【例3.13】
 某屋架的计算简图如图3.52所示，试用截面法计算a、b、c
 三杆的内力。
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图3.52　例3.13图




【解】
 该屋架可采用结点法求解，但必须从端部开始，共需求解6个结点后才能求出a、b、c
 三杆的内力。在这种情况下，直接采用截面法将大大提高计算效率。

（1）计算支座反力

利用桁架的整体平衡条件，可求得F
 
x
 1
 ＝0、F
 
y
 1
 ＝50 kN（↑）和F
 
y
 9
 ＝20 kN（↑）。

（2）计算指定杆件内力

沿截面Ⅰ—Ⅰ将a、b、c
 三杆截断，取截面右边部分为隔离体，如图3.53所示。
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图3.53　例3.13隔离体图



因杆a
 和杆b
 在结点6相交，即F
 Na

 和F
 Nb

 在结点6相交。则由ΣM
 6
 ＝0，可得

20×3＋F
 Nc

 ×2.5＝20×12

故


F
 Nc

 ＝72 kN

同理，杆b
 和杆c
 在结点7相交，当对结点7取矩时，方程中仅有F
 Na

 为未知量。为避免解算F
 Na

 对矩心7的力臂，将F
 Na

 在结点8处分解为水平方向和竖直方向的分力Fxa

 和Fya

 ，其中Fya

 对结点7的矩为0。

由ΣM
 7
 ＝0，可得


Fxa

 ×3＋20×9＝0

故


Fxa

 ＝-60 kN

利用比例关系，有
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未知轴力F
 Nb

 可利用力的投影平衡方程求解，也可利用力矩平衡方程求解。下面以力矩平衡方程为例进行演算。

设杆a
 和杆c
 的延长线交于结点10，则对10点建立的力矩平衡方程中只有一个未知量F
 Nb

 。根据比例关系，结点7至结点10的距离为18 m。为避免计算F
 Nb

 对矩心10的力臂，将F
 Nb

 在结点7处分解为水平分力Fxb

 和竖向分力Fyb

 。

由ΣM
 10
 ＝0，可得

20×18＝20×27＋Fyb

 ×18

故


Fyb

 ＝-10 kN

根据杆b
 的比例关系，可得
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【例3.14】
 求图3.54所示桁架指定杆件的轴力。

[image: ]
图3.54　例3.14图




【解】
 图示桁架为联合桁架，需联合应用结点法和截面法进行求解。

（1）计算支座反力

利用桁架的整体平衡条件，可求得FAx

 ＝0、FAy

 ＝12 kN（↑）和FBy

 ＝4 kN（↑）。

（2）计算指定杆件内力

沿图3.54所示Ⅰ—Ⅰ截面将结构切开，取Ⅰ—Ⅰ截面以右为隔离体，由ΣM
 7
 ＝0，得F
 N48
 ＝8 kN；由ΣM
 4
 ＝0，得F
 N57
 ＝-10 kN。

因结点5可视为X形结点，故


F
 Na

 ＝F
 N57
 ＝-10 kN

取截面Ⅱ—Ⅱ以右为隔离体，如图3.55（a）所示。为便于求解，将36杆延长与48杆相交点记为点9。将杆b
 的轴力移至结点4，再分解为x
 方向和y
 方向的分力。则由ΣM
 9
 ＝0，可得


Fby

 ＝0

故


F
 Nb

 ＝0

[image: ]
图3.55　例3.14隔离体图



最后，取结点4为隔离体，如图3.55（b）所示。由ΣFx

 ＝0，可得


F
 Ncx

 ＝8 kN

因此


F
 Nc

 ＝11.31 kN


【例3.15】
 求图3.56所示桁架指定杆件a
 的轴力。

[image: ]
图3.56　例3.15图




【解】
 图示桁架为复杂桁架，很难根据结点法和截面法进行求解。在具体求解之前，先引入对称桁架的概念和其基本特性。


对称桁架
 是指桁架的几何形状、支承形式和杆件刚度（截面尺寸及材料）都关于某一轴线对称的桁架结构。


对称荷载
 是指位于对称轴两侧大小相等，当将结构沿对称轴对折后，其作用线重合且方向相同的荷载；反对称荷载
 是指位于对称轴两边大小相等，当将结构沿对称轴对折后，其作用线重合但方向相反的荷载。

对称桁架的基本特性为：

①在对称荷载作用下，对称杆件的内力是对称的，即大小相等，且拉压一致。

②在反对称荷载作用下，对称杆件的内力是反对称的，即大小相等，但拉压相反。

③在任意荷载作用下，可将荷载分解为对称荷载与反对称荷载两组，分别计算出内力后再叠加。

根据对称桁架的基本特性，可将图3.56所示求轴力F
 Na

 的桁架，在求出结点5处的水平反力F
 P
 后，分解为图3.57（a）、（b）所示对称荷载和反对称荷载分别作用下的叠加。

[image: ]
图3.57　例3.15荷载分解



对于图3.57（a）所示对称荷载情况，结点6为K形结点，则有F
 N26
 ＝-F
 N46
 ，但对称桁架在对称荷载作用下，对称杆件的内力是对称的，即有F
 N26
 ＝F
 N46
 。因此，杆26和杆46必为零杆才能同时满足以上两个条件。然后，先后取结点2、结点1为隔离体，可得F
 Na
 1
 ＝-F
 P
 。

对于图3.57（b）所示反对称荷载情况，结点3为Y形结点，则有F
 N35
 ＝F
 N37
 ，但对称桁架在反对称荷载作用下，对称杆件的内力是反对称的，即有F
 N35
 ＝-F
 N37
 。因此，杆35和杆37必为零杆，则杆13、杆12和杆14也为零杆，故F
 Na
 2
 ＝0。

将对称荷载作用下与反对称荷载作用下杆件a
 的轴力叠加，有


F
 Na

 ＝F
 Na
 1
 ＋F
 Na
 2
 ＝（-F
 P
 ）＋0＝-F
 P


读者也可尝试用其他方法求解F
 Na

 。

值得注意的是：在用截面法求解桁架内力时，若所截各杆件中的未知力数目超过3个，则一般不能利用隔离体的3个平衡方程将其全部解出。但对于某些特殊情况，仍可利用特定截面取隔离体，再利用平衡条件解出其中某一杆件的未知内力。

①除待求杆件外，其余未知轴力的杆件全部相交于一点。对于图3.58（a）所示桁架，取截面Ⅰ—Ⅰ左边部分为隔离体，如图3.58（b）所示。这时，虽然截面上包含有6个未知轴力，但F
 N67
 可通过结点7判断等力杆方便地求出，为F
 N67
 ＝F
 P
 ，则除F
 N35
 以外，其余4个未知轴力均交于点8。因此，由ΣM
 8
 ＝0，便可求出F
 N35
 。又如图3.59（a）所示的桁架，作封闭截面Ⅰ—Ⅰ，这时虽然截断了EC
 、ED
 、GB
 、FA
 4根杆件，但除FA
 外，其余3根杆件的内力作用线交于E
 点，故可利用ΣME

 ＝0求得F
 NFA

 ，如图3.59（b）所示。
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图3.58　特定截面（形式1）
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图3.59　特定截面（形式2）



②除待求杆件外，其余杆件全部平行。对于图3.60（a）所示桁架，取截面Ⅰ—Ⅰ左边部分为隔离体，如图3.60（b）所示。这时，除杆件a
 的轴力F
 Na

 外，其余3根杆件的轴力都与x
 轴平行。

[image: ]
图3.60　特定截面（形式3）



因此，由静力平衡条件ΣFy

 ＝0，便可求出F
 Na

 。

3.4.4　3种简支桁架的比较

因平行弦桁架、三角形桁架和抛物线桁架在房屋建筑结构中得到了广泛应用，现对这3种简支梁式桁架的受力性能进行比较。在相同跨度及荷载作用下，简支梁和3种桁架的内力图如图3.61所示。

[image: ]
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图3.61　简支梁和3种桁架内力的比较



平行弦桁架、三角形桁架和抛物线桁架均属梁式桁架，可以看作是由梁演化而来，图3.61分别示出了同样跨度的梁和3种梁式桁架在相同均布荷载（化为量纲为1的结点荷载）作用下的内力情况。

1）平行弦桁架

平行弦桁架可视为高度较大的简支梁，其上下弦杆的轴力形成的力偶矩承受相应截面处梁中弯矩，腹杆轴力的竖向分力承受相应截面处梁中剪力。与之相应的简支梁如图3.61（a）所示，其弯矩、剪力的分布规律如图3.61（b）、（c）所示。

弦杆内力计算公式可用截面法由力矩方程导出为

[image: ]


式中，M
 0
 为相应简支梁中对应力矩点的弯矩；r
 为力臂（平行弦桁架为其桁高a
 ）。由于r
 为常数，简支梁的弯矩M
 0
 又是按抛物线规律变化，故弦杆的内力数值与M
 0
 成正比，因此，端部弦杆内力小，而中间弦杆内力大，且上弦杆受压、下弦杆受拉。

腹杆（包括斜杆、竖杆）的内力计算公式可由截面法的投影方程导出为

[image: ]


式中，[image: ]
 为相应简支梁各对应节间截面的剪力；Fy

 则为竖杆的内力或斜杆内力的竖向分量。上式表明平行弦桁架的竖杆内力或斜杆内力的竖向分量等于简支梁相应位置上的剪力，故由两端向跨中递减。图3.61（d）所示的竖杆受压、斜杆受拉，若斜杆设置的方向均与图3.61（d）所示的相反，则竖杆受拉、斜杆受压。

因平行弦桁架端部弦杆轴力小，而中间弦杆轴力大，腹杆轴力由两端向跨中递减，如采用相同截面将造成材料的浪费，采用不同截面将增加拼接难度。但这种桁架的腹杆、弦杆长度相等，利于标准化制作，在实际结构中仍得到广泛应用，如厂房中的吊车梁、桁架桥等。

2）抛物线桁架

抛物线桁架有一个显著的特点：上弦杆各结点位于一条抛物线上，如图3.61（e）所示。竖杆的长度与相应简支梁的M
 0
 图都是按抛物线规律变化的。按式[image: ]
 计算下弦杆内力和上弦杆内力的水平分力，r
 是竖杆长度。因而各下弦杆内力以及上弦杆内力的水平分力的大小均相等；又因上弦杆倾斜坡度变化不大，故上弦杆的内力也近乎相等。抛物线桁架的上弦符合合理拱轴线，此时作用于上弦结点的竖向力完全由上弦杆的轴力平衡，故腹杆的内力为零。抛物线桁架最能发挥材料的性能，经济性较好，但其上弦结点按抛物线变化，不利于放样制作和现场拼接，因此，常用于大跨结构中或不需现场拼装的现浇屋架中。

3）三角形桁架

三角形桁架［图3.61（f）］弦杆的内力仍可由[image: ]
 表示，式中r
 为弦杆至其力矩点的力臂，自中间向两端按直线递减。由于力臂r
 的减小要比弯矩M
 0
 减小得快，因而弦杆的内力由中间向两端递增，即端部弦杆内力大而中间弦杆内力小，恰与平行弦桁架相反。三角形桁架的腹杆内力则由中间向两端递减，这也恰与平行弦桁架相反。所以三角形桁架也不利于材料性能的充分发挥。同时，由于端部杆件的夹角为锐角，使该处结点构造复杂，制造较为困难，但因三角形桁架上弦的外形符合屋面对排水的要求，所以多用于跨度较小、坡度较大的屋盖结构中。

可见，不同的桁架类型具有不同的外形，导致其受力性能也具有显著区别。因此，在设计桁架时，应根据不同类型桁架特点，综合考虑材料、制作工艺以及结构方面的差异，选用合理的桁架形式。


 3.5　静定组合结构的内力分析

3.5.1　组合结构的受力特点


组合结构
 是由若干链杆和梁式杆件联合组成的结构体系，其中链杆只承受轴力，属二力杆；梁式杆件则一般承受弯矩、剪力和轴力的共同作用。组合结构常用于屋架、吊车梁和桥梁等承重结构中，如图3.62（a）所示下撑式五角形屋架、图3.62（b）所示的简易斜拉桥结构。根据组合结构中两类杆件受力特点的差异，工程中常采用不同的材料制作以达到经济的目的，如较为常见的下撑式五角形屋架结构，其上弦杆由钢筋混凝土制成梁式杆，主要承受弯矩和剪力；下弦杆和腹杆则采用型钢构件制成链杆，主要承受轴力。

[image: ]
图3.62　组合结构示意



3.5.2　计算方法及举例

计算组合结构内力的方法仍是截面法和结点法，但需注意以下3点：

①如组合结构有主次层次之分，应按照计算主次结构的规律，先计算次要结构，再计算主要结构。

②因梁式杆件的截面有3个内力而链杆仅受轴力，为避免所取隔离体的未知力过多，宜先截断链杆取隔离体。因此，组合结构的计算步骤一般是先计算链杆的轴力，再根据所求轴力和外荷载求梁式杆的内力。

③在选取隔离体后，应注意被截断的杆件是链杆还是梁式杆，以便准确标示其内力。


【例3.16】
 求作图3.63所示组合结构的弯矩图和轴力图。

[image: ]
图3.63　例3.16图




【解】
 对于本例的简易斜拉桥结构，可将ABC
 、GB
 和AG
 视为一刚片，将CDE
 、DH
 和HE
 视为另一刚片，该两刚片和地基共3个刚片由不共线的两虚铰G、H
 和实铰C
 组成静定结构。因此，应先计算出形成虚铰的各个连接杆件的轴力，再进行结构的受力分析。

（1）计算连接杆件的轴力

对整体结构而言，列力矩平衡方程ΣMG

 ＝0，同时，为方便力臂的求解，将轴力F
 NHI

 移至结点h
 后，分解为F
 NHIx

 和F
 NHIy

 两个分力，因F
 NHIx

 通过结点G
 ，故有

[image: ]


沿结点C
 将原结构截开，取结点C
 以右为隔离体，如图3.64所示。此时，将F
 NHI

 移至结点I
 ，列力矩平衡方程ΣMC

 ＝0，有

[image: ]


[image: ]
图3.64　例3.16隔离体图



联立以上两个方程，可得


F
 NHIy

 ＝16 kN


FEy

 ＝32 kN（↑）

根据式（3.7）可得

[image: ]


利用原结构的静力平衡方程ΣFx

 ＝0和ΣFy

 ＝0，或根据结构和作用荷载的对称性，可得


F
 NFG

 ＝26.7 kN


FAy

 ＝32 kN（↑）

（2）作轴力图

取结点G
 和结点H
 为隔离体，由ΣFx

 ＝0，可得


F
 NGB

 ＝F
 NHD

 ＝26.7 kN

由ΣFy

 ＝0，可得


F
 NGA

 ＝F
 NHE

 ＝-32 kN

绘制的轴力图如图3.65（a）所示。

[image: ]
图3.65　例3.16内力图



（3）作弯矩图

因结构和荷载均对称，可仅求对称轴一侧CDE
 杆的弯矩即可。对图3.64所示隔离体，列静力平衡方程ΣFy

 ＝0，可得


F
 NHIy

 ＋2×8＝FEy

 ＋FCy



即


FCy

 ＝0


FCy

 ＝0并不是本例的个案，所有对称结构在对称荷载作用下，对称轴处的剪力均为零。这一结论在第5章（对称结构的简化计算）中将得到进一步推广。

取CD
 段为隔离体，由ΣMD

 ＝0，可得MDC

 ＝16 kN·m，上侧受拉。

因结点C
 和E
 均为铰结点，有MCD

 ＝0，MED

 ＝0。

因FCy

 ＝0，即F
 QCD

 ＝0，同时也可求得F
 QED

 ＝0，故CD
 杆段和DE
 杆段的弯矩图为标准抛物线，即弯矩图在C
 点和E
 点处的切线水平。

绘制的弯矩图如图3.65（b）所示。


 3.6　三铰拱的内力分析

3.6.1　拱结构及其受力特点

拱是在竖向荷载作用下将产生水平反力的曲线形结构。拱能够采用石材、混凝土等价格较为低廉的建筑材料形成大跨度的结构，是房屋建筑、地下建筑、桥梁及水工建筑中常用的结构形式，例如剧院看台中的圆弧梁、拱桥和涵洞等。

按照拱中包含铰的个数，拱结构可分为三铰拱、二铰拱和无铰拱，如图3.66所示。从内力分析上讲，前者属于静定结构，后二者属于超静定结构。本节仅讨论静定三铰拱。

[image: ]
图3.66　三铰拱的分类



如图3.67所示，三铰拱的两端支座处称为拱趾
 ，两拱趾间的水平距离称为跨度
 ，拱轴上距起拱线最远处称为拱顶
 ，拱顶距起拱线之间的竖直距离称为拱高
 ，拱高f
 与跨度l
 之比称为高跨比
 ，是控制拱受力的重要数据。

[image: ]
图3.67　三铰拱计算简图及各部分名称



拱结构与梁结构的明显区别在于竖向荷载作用下是否产生水平推力。如图3.68（a）所示，结构在竖向荷载作用下的水平支反力为零，属于曲梁；而图3.68（b）所示结构有水平支反力，故属于拱。正是由于拱中水平推力（支反力）的存在，导致拱中各截面的弯矩比曲梁和相应简支梁对应截面的弯矩小得多，因此，拱结构以承受压力为主，这是拱结构多采用抗压强度较高而抗拉强度较低的砖、石、混凝土等传统建筑材料来建造的根本原因。

[image: ]
图3.68　曲梁和三铰拱的对比



由于水平支反力的存在，相对于梁结构而言，拱需要更为坚固的基础或支承结构（如墙、柱、墩与台等）。为避免对基础的这一不利要求，可以采用如图3.69（a）所示带拉杆的拱，其计算简图如图3.69（b）所示，可以看出，拉杆的作用相当于提供了水平推力（支反力）。如设置的拉杆影响了建筑空间的利用，可将拉杆提高或做成其他形式，如图3.69（c）、（d）所示。

[image: ]
图3.69　拉杆拱及其计算简图



3.6.2　三铰拱的支座反力及内力

以图3.70（a）所示平拱
 （两个拱脚铰在同一水平线上）为例，说明三铰拱的支座反力和内力计算方法。作与该三铰拱跨度相同的水平简支梁，在简支梁对应截面处作用与三铰拱相同的荷载，即简支梁上的荷载作用处与支座的距离等于三铰拱上荷载作用处与拱趾的距离，且荷载大小相等、方向相同，如图3.70（b）所示，称该水平梁为相当简支梁
 。

[image: ]
图3.70　三铰拱支座反力计算



对图3.70（a）所示三铰拱而言，由整体平衡方程ΣMB

 ＝0，可得


FAV
 l
 ＝F
 P1
 b
 1


则

[image: ]


式中，上标0表示相当水平梁，下同。由ΣMA

 ＝0，可得

[image: ]


可见，拱的竖向反力与相当简支梁的竖向反力相同。

利用整体平衡方程ΣFx

 ＝0，得


F
 
A
 H
 ＝F
 
B
 H
 ＝F
 H


取拱顶铰C
 以左部分为隔离体，由ΣMC

 ＝0，有

[image: ]


式中，[image: ]
 表示相当简支梁截面C
 处的弯矩。

从以上三铰拱支反力的计算可知：

[image: ]


可见，三铰拱的竖向支反力FAV

 、FBV

 与相当简支梁的竖向支反力相同，而水平推力等于相当简支梁截面C
 的弯矩[image: ]
 除以拱高f
 。在荷载一定时，水平推力与拱高f
 成反比，当f
 →0时，F
 H
 →∞，此时为瞬变体系。

三铰拱任意截面K
 的内力仍采用截面法求取。设截面K
 形心坐标为（xK

 ，yK

 ），拱轴线在该处的倾角为φK

 ，所取隔离体如图3.71（a）所示。应注意的是：三铰拱为曲线形结构，截面的倾角随截面位置变化，不是常数。

1）弯矩的计算

对隔离体AK
 而言，由ΣMK

 ＝0，得


FAV
 xK

 ＝F
 P1
 （xK

 -a
 1
 ）＋F
 H
 yK

 ＋MK



整理得


MK

 ＝［FAV
 xK

 -F
 P1
 （xK

 -a
 1
 ）］-F
 H
 yK



因相当水平简支梁对应K
 截面的弯矩为[image: ]
 ，故有

[image: ]


上式表明：拱内任一截面的弯矩MK

 ，等于相当水平简支梁对应截面的弯矩[image: ]
 减去水平推力F
 H
 所引起的弯矩。因此，三铰拱中的弯矩比相当简支梁对应截面的弯矩小，而且较为均匀。

2）剪力的计算

对于图3.71（a）所示隔离体，所有力沿截面K
 法向方向n
 投影求和，即ΣFn

 ＝0，有


F
 QK

 ＝FAV

 cosφK

 -F
 P1
 cosφK

 -F
 H
 sinφK

 ＝（FAV

 -F
 P1
 ）cosφK

 -F
 H
 sinφK



[image: ]
图3.71　三铰拱内力计算



从图3.71（b）所示隔离体可知，相当简支梁上截面K
 的剪力为[image: ]
 ，故有

[image: ]


3）轴力的计算

对于图3.71（a）所示隔离体，所有力沿截面K
 切向方向t投影求和，即ΣFt

 ＝0，有

[image: ]


综上所述，在任一截面上，三铰拱与相应简支梁内力的对应关系为

[image: ]


可见，三铰拱的内力值不仅与荷载及三个铰的位置有关，还与拱轴线的形状有关。与简支梁相比，三铰拱的弯矩和剪力都将减小，而轴力将增大，且为压力。

由于三铰拱的拱轴线为曲线，所以其内力图必须采取逐点描图
 绘制。即将拱跨分成多等份，如8等份或12等份，将各等分点处的内力描于图上，并以平滑曲线相连。等分点越多，绘制的内力图越准确。内力图可以拱跨水平线为基线绘制，也可直接绘制在原拱轴曲线上。


【例3.17】
 试作图3.72所示三铰拱的内力图，其中拱轴线方程为[image: ]
 。

[image: ]
图3.72　例3.17图




【解】
 　（1）求支反力

由式（3.8），得

[image: ]


[image: ]


（2）内力计算

沿x
 轴方向分拱跨为12等份，计算各截面的M
 、F
 Q
 、F
 N
 值。以x
 ＝3 m截面为例，写出内力计算步骤。

[image: ]


式中，[image: ]
 为x
 ＝3 m处拱左、右侧截面弯矩，[image: ]
 为x
 ＝3 m处相应简支梁左、右侧截面弯矩。其余各截面内力计算与上述步骤相同。列表计算，见表3.2。根据各截面内力值可绘出三铰拱的M
 、F
 Q
 、F
 N
 图，如图3.73、图3.74所示。

[image: ]
图3.73　以拱曲线为基线绘制的内力图



[image: ]
图3.74　以拱跨水平线为基线绘制的内力图



3.6.3　三铰拱的合理拱轴

从材料力学可知，弯矩将产生不均匀的截面正应力，而轴力则产生均匀的截面正应力。在一般情况下，三铰拱中的内力包括弯矩、剪力和轴力，截面上的正应力分布不均匀。而当截面上正应力分布均匀时，最有利于充分利用材料的强度性能。因此，应尽量减少三铰拱中的弯矩，使各截面尽可能均匀受压。

在给定荷载和3个铰位置的情况下，若选取一条适当的拱轴线，能使各截面弯矩为零，此时三铰拱只承受轴力，则称这条轴线为合理拱轴线
 。

当三铰平拱承受竖向荷载作用时，令式（3.9）中弯矩的表达式M
 ＝M
 0
 -F
 Hy

 ＝0，可得合理拱轴方程y
 为

[image: ]


式（3.10）表明，在竖向荷载作用下，三铰拱的合理拱轴线的纵坐标y
 与相当水平简支梁的弯矩纵坐标M
 0
 成正比。当荷载改变时，相当简支梁的弯矩将发生改变，则合理拱轴也将发生改变。因此，不同的荷载作用对应不同的合理拱轴线。


【例3.18】
 　设三铰拱承受沿水平方向均匀分布的竖向荷载，如图3.75（a）所示，求其合理轴线。

[image: ]
图3.75　求均布荷载的合理拱轴线




【解】
 　拱的推力为

[image: ]


作三铰拱的相当水平简支梁，如图3.75（b）所示。距A
 端为x
 的截面的弯矩方程为

[image: ]


将以上两式代入式（3.10），有

[image: ]


从以上的计算可知：三铰拱在沿水平线均匀分布的竖向荷载作用下，合理拱轴线为二次抛物线。


【例3.19】
 　设三铰拱承受均匀水压力作用，如图3.76（a）所示，求其合理轴线。

[image: ]
图3.76　求均匀水压的合理轴线




【解】
 　从拱中取出微段ds
 ，如图3.76（b）所示。拱处于无弯矩状态时，则各截面上只有轴力。由ΣFt

 ＝0，有

[image: ]


由此可得dF
 N
 ＝0，即拱截面上的轴力F
 N
 为常数。

由ΣFn

 ＝0，有

[image: ]


由于dφ
 很小，取[image: ]
 ，并约去高阶微量，上式成为


F
 N
 dφ
 -q
 ds
 ＝0

将ds
 ＝r
 dφ
 代入上式，可得

[image: ]


由于F
 N
 为常数，故r
 也为常数。由此可见，在均匀水压力作用下，三铰拱的合理拱轴线是圆弧线。

三铰拱的拱脚和拱顶有高差，如三铰拱作为桥梁主拱时，为保证桥面通车的平顺性，通常在三铰拱上填土（设其容重为γ
 ），使拱脚处的高程与拱顶相同，此时，三铰拱上作用的荷载称为填土荷载，如图3.77所示。

[image: ]
图3.77　求填土荷载的合理轴线



通过求解图3.77所示三铰拱，可得其合理拱轴线方程为

[image: ]


上式表明：在填土荷载作用下，三铰拱的合理拱轴线是一悬链线。

通过以上例子可知：三铰拱在不同荷载作用下合理拱轴线是不同的。在工程实际中，拱往往要受到各种不同荷载的作用，很难保证拱在各种荷载作用下都处于无弯矩状态。在设计中，通常是以主要荷载作用下的合理轴线为拱的轴线，从而保证拱在其他次要荷载作用下的弯矩较小。


 3.7　静定结构的一般特性

静定结构的反力和内力是由静力平衡条件确定的，且满足静力平衡条件的反力和内力的解具有唯一性。因此，在静定结构中，能够满足平衡条件的反力和内力的解就是该结构的正确解，除此以外再无其他任何解存在，静定结构的这一特性称为静力解答的唯一性
 。这一特性是静定结构的基本特性，并由此派生出以下一些特性。

①支座移动、温度变化及制造误差等非荷载因素不会在静定结构中引起内力。

如图3.78（a）所示的悬臂梁，当A
 端支座发生转角φ
 时，悬臂梁仅发生如双点画线所示的倾斜，由于静定结构没有多余约束，虽然梁发生了位移，但梁内不会产生反力和内力。这也可由静力解答的唯一性这一基本特性来解释，对图3.78（a）所示的悬臂梁列静力平衡方程，可知该悬臂梁的支座反力和内力均为0。同理，在温度变化及制造误差等非荷载因素作用下，静定结构将产生变形，但因无荷载或附加荷载作用，故静定结构的支座反力和内力仍为零，如图3.78（b）所示。

[image: ]
图3.78　静定结构无自内力



②当平衡力系作用于静定结构中某一几何不变或可独立承受该平衡力系的部分上时，则其余部分不会产生反力和内力。

如图3.79所示的静定刚架，有一平衡力系作用于几何不变部分ABC
 上，则仅在ABC
 部分上有内力存在，支座反力和其他各杆的内力均为零，这种内力状态是可以满足结构整体及各局部的平衡条件的，即满足静力解答的唯一性，故第二条特性是成立的。

[image: ]
图3.79　静定结构的局部平衡特性



③在静定结构的某一几何不变部分上作荷载的静力等效变换时，其余部分的内力不变。

静力等效变换是指将一组荷载按静力等效原则变换为另一组荷载，而两组荷载的合力大小、方向和作用位置均不发生改变。

例如，图3.80（a）所示桁架结构，当作用在杆BC
 中部的荷载（记为荷载状态Ⅰ）被代替为图3.80（b）所示作用在结点B、C
 的等效荷载（记为荷载状态Ⅱ）时，支座反力及其余各杆的轴力均不会发生改变。以杆件AB
 为例，将荷载状态Ⅰ和荷载状态Ⅱ下轴力的差值记为[image: ]
 。设有平衡力系如图3.80（c）所示，其与荷载状态Ⅱ叠加后，即得荷载状态Ⅰ。因此，杆AB
 在Ⅰ、Ⅱ两个荷载状态中轴力之差[image: ]
 ，即为图3.80（c）所示平衡力系状态下杆AB
 的轴力[image: ]
 。根据平衡力系作用于静定结构中某一几何不变部分时，其余部分不会产生反力和内力的特点，可知[image: ]
 ，表明杆AB
 在荷载状态Ⅰ和荷载状态Ⅱ作用下的轴力相同。支座反力及杆BC
 以外的其余各杆均有类似规律。

[image: ]
图3.80　静定结构的荷载等效特性



④当静定结构内部的某一局部几何不变部分作构造改变时，仅被替换部分的内力发生变化，其余部分的反力和内力保持不变。

当对局部几何不变部分作构造改变时，不会改变该部分与其余部分之间的约束性质。例如对图3.81（a）所示结构，当梁AB
 的变形能力不能满足实际需求时，将其改造为静定桁架结构［图3.81（b）］，此时只有梁AB
 部分的内力发生了改变，其余部分的内力无变化。为说明这一点，将梁AB
 部分和静定桁架AB
 部分取出分析，则两个隔离体对其余部分作用的力完全相同，故在构造变化前后，未被替换部分的内力不会发生变化。

[image: ]
图3.81　静定结构构造变化特性



⑤静定结构的内力与杆件截面的刚度无关。

静定结构的内力与杆件的材料性质（例如弹性模量等）和截面尺寸（例如面积和惯性矩）无关，静定结构的内力仅由静力平衡条件唯一确定。


 本章小结

本章介绍了静定梁、静定平面刚架、静定平面桁架、三铰拱等常见静定结构和静定组合结构的内力计算方法，并归纳了静定结构的一般特性。

静定结构的内力分析是静定结构位移计算及超静定结构内力和位移计算的基础，因此，本章的内容是结构力学中十分重要的基础性内容，应非常熟练地掌握。

不管是截面法、结点法还是杆梁法，其本质都属于隔离体平衡方法，即选取隔离体，建立平衡方程，解方程求出支座反力和杆件内力。虽然静定结构内力分析的基本原理较少，但基本原理的运用却是变化无穷的。因此，在掌握基本原理的基础上，更重要的是灵活运用的能力。“纸上得来终觉浅，绝知此事要躬行”，需要多加练习，在练习中方能培养驾驭基本原理解决复杂问题的能力。

下面，将各种结构形式的分析要点简述如下：

（1）梁和刚架的受力分析要点

梁和刚架是以受弯为主的杆件组成，弯矩是主要内力。内力分析的结果通过绘制内力图来体现，一般先绘制弯矩M
 图，再绘制剪力F
 Q
 图，最后绘制轴力F
 N
 图。

结构力学绘制梁式杆件内力图的基本方法是：首先，利用截面法计算各杆件控制截面的内力；然后，利用内力图特征和区段叠加法绘制两控制截面之间杆段的内力图；最后，将各杆段的内力图拼接得到整个结构的内力图。

对于多跨梁结构和多跨多层刚架结构，应先进行几何组成分析，分清基本部分和附属部分，作出层次图。为避免解联立方程，应先计算附属部分，再计算基本部分，最后逐杆绘制内力图。

作出内力图后要进行校核，可从检查内力图形状特征和验算是否满足平衡条件两方面进行。须注意的是：应取没有使用过的隔离体和没有使用过的平衡条件进行验算。

（2）桁架结构和组合结构受力分析要点

在理想桁架中，杆件仅受轴力，处于无弯矩状态，属于二力杆。对桁架进行内力分析时，应先判明桁架类型，即简单桁架、联合桁架和复杂桁架，这将有助于选择正确、简便的计算途径。

分析桁架杆件轴力的基本方法是结点法和截面法。在利用结点法时，首先，可利用零杆和等力杆的判别法则简化计算；其次，应注意先从只有两个未知力的结点开始计算。在利用截面法时，应适当选取截面并灵活选取平衡方程，从而避免联立方程求解未知杆件的轴力。

静定组合结构是由若干链杆和梁式杆件组成，其中，链杆只承受轴力，梁式杆一般承受弯矩、剪力和轴力的共同作用。因此，静定组合结构受力分析时应首先分清链杆和梁式杆，然后先计算链杆的内力，再计算梁式杆的内力。

（3）三铰拱的受力分析要点

三铰拱在竖向荷载作用下将产生水平推力，从而使拱的各个截面上的弯矩与相应简支梁和曲梁相比减小很多。在竖向荷载作用下，应掌握三铰拱反力和各截面内力与相当水平梁反力和对应截面内力之间的关系式。

将三铰拱设计成合理拱轴可以最大限度发挥其受力特征。应注意的是：合理拱轴线是针对某种特定荷载状态而言，不同的荷载状态有不同的合理拱轴线形式。

静定结构具有的一般特性，在静力分析中应予以注意，并可加以利用。


 思考题

3.1　区段叠加法的理论基础是什么？为什么弯矩图在叠加时是弯矩图竖标的叠加，而不是弯矩图图形的直接叠加？

3.2　结构力学求解内力图的思路和步骤是什么？

3.3　在对静定结构进行受力分析时，本章仅考虑了静力平衡条件，为什么不需要考虑结构的变形条件？

3.4　思考题4图斜梁支座B
 的链杆方向θ
 发生改变时（θ
 小于、等于或大于90°），试分析斜梁内力的变化规律。

[image: ]
思考题4图



3.5　多跨静定梁基本部分和附属部分的划分是否与作用的荷载相关？

3.6　思考题6图（a）、（b）所示多跨梁结构的弯矩图是否相同？

[image: ]
思考题6图



3.7　要使思考题7图（a）所示多跨梁AD
 跨跨中弯矩与支座B
 负弯矩数值大小相等，铰D
 距A
 端的距离x
 为多少？此时，AD
 跨跨中弯矩较思考题图7（b）AB
 跨跨中弯矩小多少？

[image: ]
思考题7图



3.8　平面刚架内力图绘制的方法和要点是什么？

3.9　实际桁架和理想桁架的区别是什么？

3.10　结点法和截面法计算桁架的区别是什么？

3.11　桁架计算中的零杆是否可从结构中去掉？为什么？

3.12　组合结构的计算与桁架的计算有什么区别？在计算中应注意哪些特点？

3.13　什么是三铰拱的合理拱轴线？思考题13图（a）、（b）所示三铰拱的合理拱轴线是否相同，为什么？

[image: ]
思考题13图



3.14　能否利用三铰拱的反力和内力计算公式计算三铰刚架的反力和内力？

3.15　为什么长江中下游地区修建的拱桥往往配置拉杆？


 习题

3.1　判断题

（1）在使用内力图特征绘制某受弯杆段的弯矩图时，必须先求出该杆段两端的端弯矩。　（　）

（2）区段叠加法仅适用于弯矩图的绘制，不适用于剪力图的绘制。　（　）

（3）多跨静定梁在附属部分受竖向荷载作用时，必会引起基本部分的内力。　（　）

（4）习题3.1（4）图所示多跨静定梁中，CDE
 和EF
 部分均为附属部分。　（　）

[image: ]
习题3.1（4）图



（5）三铰拱的水平推力不仅与3个铰的位置有关，还与拱轴线的形状有关。　（　）

（6）所谓合理拱轴线，是指在任意荷载作用下都能使拱处于无弯矩状态的轴线。（　）

（7）改变荷载值的大小，三铰拱的合理拱轴线形状也将发生改变。　（　）

（8）利用结点法求解桁架结构时，可从任意结点开始。　（　）

3.2　填空题

（1）习题3.2（1）图所示受荷的多跨静定梁，其定向联系C
 所传递的弯矩MC

 的大小为_____kN·m；截面B
 的弯矩大小为_____kN·m，_____侧受拉。

[image: ]
习题3.2（1）图



（2）习题3.2（2）图所示风载作用下的悬臂刚架，其梁端弯矩MAB

 ＝_____kN·m，_____侧受拉；左柱B
 截面弯矩MBA

 ＝_____kN·m，_____侧受拉。

[image: ]
习题3.2（2）图



（3）习题3.2（3）图所示三铰拱的水平推力F
 H
 等于_____。

[image: ]
习题3.2（3）图



（4）习题3.2（4）图所示桁架中有_____根零杆。

[image: ]
习题3.2（4）图



3.3　作习题3.3图所示单跨静定梁的M
 图和F
 Q
 图。

[image: ]
习题3.3图



3.4　作习题3.4图所示单跨静定梁的内力图。

[image: ]
习题3.4图



3.5　作习题3.5图所示斜梁的内力图。

[image: ]
习题3.5图



3.6　作习题3.6图所示多跨梁的内力图。

[image: ]
习题3.6图



3.7　改正习题3.7图所示刚架的弯矩图中的错误部分。

[image: ]
习题3.7图



3.8　作习题3.8图所示刚架的内力图。

[image: ]


[image: ]
习题3.8图



3.9　作习题3.9图所示刚架的弯矩图。

[image: ]


[image: ]


[image: ]
习题3.9图



3.10　试用结点法求习题3.10图所示桁架杆件的轴力。

[image: ]
习题3.10图



3.11　判断习题3.11图所示桁架结构的零杆。

[image: ]
习题3.11图



3.12　用截面法求解习题3.12图所示桁架指定杆件的轴力。

[image: ]


[image: ]
习题3.12图



3.13　选择适当方法求解习题3.13图所示桁架指定杆件的轴力。

[image: ]


[image: ]
习题3.13图



3.14　求解习题3.14图所示组合结构链杆的轴力并绘制梁式杆的内力图。

[image: ]
习题3.14图



3.15　求习题3.15图所示三铰拱支反力和指定截面K
 的内力。已知轴线方程[image: ]
 。

[image: ]
习题3.15图



3.16　求习题3.16图（a）所示三铰拱支反力和图（b）中拉杆内力。

[image: ]
习题3.16图



3.17　求习题3.17图所示三铰拱的合理拱轴线方程，并绘出合理拱轴线图形。

[image: ]
习题3.17图



3.18　试求习题3.18图所示带拉杆的半圆三铰拱截面K
 的内力。

[image: ]
习题3.18图





4　静定结构的位移计算


本章导读：

•基本要求
 　理解变形体系虚功原理的内容及其在结构位移计算中的应用；理解广义力及广义位移的概念；熟练掌握静定结构在荷载作用下位移的计算方法；掌握静定结构在温度变化、支座移动影响下位移的计算方法；了解线性弹性结构的互等定理。

•重点
 　静定结构由于荷载、支座移动、温度变化等原因引起的位移计算，特别是用图乘法计算静定梁和刚架在荷载作用下的位移。

•难点
 　变形体系的虚功原理及其证明；广义力及广义位移的概念。




 4.1　概述

4.1.1　广义位移

任何结构在荷载、温度改变、支座移动等外界因素影响下，一般将产生变形和位移。这里，所谓变形
 是指结构（或其中一部分）形状的改变，位移
 则是指结构各横截面位置和方向的改变。例如图4.1所示刚架，在荷载作用下，其变形曲线如图中双点画线所示，其中A
 点移动到A
 1
 点，AA
 1
 称为A
 点的绝对线位移
 ，简称线位移
 ，用ΔA

 表示，它也可以用其水平分量Δ
 
A
 H
 和竖向分量ΔAV

 来表示，分别称为A
 点的水平位移和竖向位移。同时，截面A
 还转动了一个角度φA

 ，称为截面A
 的绝对角位移
 ，简称角位移
 或转角
 。又如图4.2所示刚架，在荷载作用下发生双点画线所示变形，截面A
 的角位移为φA

 （顺时针方向），截面B
 的角位移为φB

 （逆时针方向），这两个截面的方向相反的角位移之和，称为截面A、B
 间的相对角位移
 ，用φAB

 表示，即φAB

 ＝φA

 ＋φB

 。同样，C、D
 两点的水平线位移分别为ΔC

 （向右）和ΔD

 （向左），这两个指向相反的水平位移之和就称为C、D
 两点间的相对线位移，用ΔCD

 表示，即ΔCD

 ＝ΔC

 ＋ΔD

 。
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图4.1　绝对位移

	
图4.2　相对位移





以上4种形式的位移可统称为广义位移
 ，均可用本章所学方法进行计算。

4.1.2　计算位移的目的

结构位移的计算，在结构力学中是一项重要内容，它具有理论上与工程上的意义。首先，在设计结构时，不仅要考虑其强度要求，还须保证其刚度条件，即要求结构的最大位移不能超过一定的许可值。例如，钢筋混凝土吊车梁的许可挠度是跨度的[image: ]
 ，桥梁建筑中钢板梁的许可挠度是跨度的[image: ]
 等。其次，在第5章（力法）中将会看到，欲计算超静定结构的内力，除静力平衡条件外，还须考虑位移条件，所以必须会计算结构的位移。此外，在结构构件的制作、施工等过程中，也常需预先知道其位移，以便采取一定的施工措施，确保施工安全和拼装就位。再有，在结构力学的两大课题即结构的动力计算和稳定分析中，都常需计算结构的位移。

4.1.3　计算位移的方法

结构力学中计算位移常用的方法是虚功法，它是以虚功原理
 为基础的，所导出的单位荷载法最为实用。本章将先简要介绍变形体系的虚功原理，然后讨论静定结构的位移计算。至于超静定结构的位移计算，在学完超静定结构的内力计算后，仍可用本章方法进行。


 4.2　变形体系的虚功原理

4.2.1　实功与虚功

图4.3（a）所示的简支梁上作用一静力荷载F
 P
 ，其值由零逐渐增加到最终值。梁变形成图中双点画线所示，F
 P
 的作用点产生一位移Δ
 ，它也是由零逐渐增加到最终值的。在弹性范围内，F
 P
 与Δ
 间成线性关系，如图4.3（b）所示。设比例常数为β
 ，则有


F
 P
 ＝βΔ
 　（a）

直线OA
 上任一点的F
 P1
 与Δ
 1
 也符合关系式（a），即有


F
 P1
 ＝βΔ
 1
 　（b）

因此，在加载过程中F
 P
 所做的总功为

[image: ]


将式（a）代入式（c），得

[image: ]


即等于图4.3（b）中三角形OAB
 的面积。由此可知，线性变形体系上静力荷载在其自身引起的位移上所做的实功等于该力的最后数值与其相应位移乘积的一半。

[image: ]
图4.3　静力荷载所做的实功



需要指出，静力荷载所做的实功T
 是由零逐渐增加到最后值[image: ]
 的，它与常力所做的功在概念上是不同的。

用式（4.1a）计算外力实功时，力与位移必须对应。当外力F
 P
 与其作用点的位移方向不一致时，Δ
 应取外力作用点的位移在该力方向上的分量。如图4.4（a）所示，外力F
 P
 是倾斜的，其作用点的位移是竖向的，此时Δ
 应该用这个竖向位移在F
 P
 方向上的分量。如果作用于体系的外力是集中力偶，则与其相应的位移应是这个力偶所在截面的转角θ
 。图4.4（b）所示力偶M
 所做的实功为

[image: ]


[image: ]
图4.4　静力荷载所做的实功



当体系上有多个外力共同作用时，可分别用各个外力按式（4.1）计算，再累加起来，即可得总的外力实功。


虚功
 是指常力在其他原因（如其他荷载、温度变化、支座移动等）引起的位移上所做的功。例如，力F
 P
 作用于图4.5所示梁，使其达到细实线所示的平衡位置；然后又有另一力F
 P1
 作用于该梁，使其达到双点画线所示位置，F
 P
 的作用点产生了新的位移Δ
 。这时，力F
 P
 在相应位移Δ
 上所做的功就是虚功。所谓“虚”就是表示位移与做功的力无关。在做虚功时，力不随位移而变化，是常力，故在计算式中没有系数1/2，即虚功为


W
 1
 ＝F
 P
 Δ
 　（4.2）

[image: ]
图4.5　虚功



由于式（4.2）中的F
 P
 和Δ
 彼此独立无关，为了方便，常将力和位移看成是分别属于同一结构的两种彼此独立无关的状态，分开画在两个图中，如图4.6所示。图4.6（a）表示做虚功的平衡力系，称为力状态
 ；图4.6（b）表示虚功中的位移，称为位移状态
 。位移状态上的位移应为结构可能发生（即满足支座约束条件）的、微小的连续位移，除了由图4.6（b）所示的荷载引起外，也可以由温度变化、支座移动等引起，甚至可以是假想的。

[image: ]
图4.6　虚功



4.2.2　刚体体系的虚功原理

对于具有理想约束的刚体体系，其虚功原理可表述为：刚体体系处于平衡的必要和充分条件是，对于符合约束情况的任意微小虚位移，刚体体系上所有外力所做的虚功总和等于零。

4.2.3　变形体体系的虚功原理

变形体体系的虚功原理可表述为：变形体体系处于平衡的必要和充分条件是，对于符合约束条件的任意微小的连续虚位移，变形体体系上所有外力所做的虚功总和W
 ，等于变形体体系各微段截面上的内力在其对应的虚变形上所做的虚功总和（即虚应变能）U
 。或者简单地说，外力虚功等于变形虚功
 （数量上等于虚应变能
 ），用公式表示为


W
 ＝U
 　（4.3）

下面只着重从物理概念上来论证变形体体系虚功原理的必要条件，即要论证：若变形体体系处于平衡，则虚功原理（4.3）成立。

图4.7（a）所示力状态表示结构在力系作用下处于平衡。从中取出一微段ds
 来研究，作用在微段上的力除外力q
 外，还有两侧截面上的内力即轴力、弯矩和剪力（注意，这些力对整个结构而言是内力，对于所取微段而言则是外力，由于习惯，同时也为了与整个结构的外力即荷载和支座反力相区别，这里仍称这些力为内力）。

[image: ]
图4.7　虚功原理的证明



图4.7（b）所示位移状态，表示结构由于别的原因（图中未示出）所引起的如图中双点画线所示的位移，假设这一位移是符合约束条件的、微小的连续位移。与图4.7（a）中对应的微段ds
 ，在位移状态上由初始位置ABCD
 移动到了最后位置A
 1
 B
 1
 C
 1
 D
 1
 。

将图4.7（a）中微段上的各力，在图4.7（b）中微段上的对应位移上做虚功，并把所有微段的虚功累加起来，便是整个结构的虚功W
 总
 。下面按两种不同的途径来计算W
 总
 。

1）按外力虚功与内力虚功计算（从变形的连续条件考虑）

设作用于微段上所有各力所做虚功总和为dW
 总
 ，它可以分为两部分：一部分是外力所做的虚功dW
 外
 ，另一部分是截面上的内力所做的虚功dW
 内
 ，即

dW
 总
 ＝dW
 外
 ＋dW
 内


将其沿杆段积分并将各杆段积分叠加起来，得整个结构的虚功为

Σ∫
 dW
 总
 ＝Σ∫
 dW
 外
 ＋Σ∫
 dW
 内


或简写为


W
 总
 ＝W
 外
 ＋W
 内


这里，W
 外
 ＝Σ∫
 dW
 外
 便是整个结构的所有外力（包括荷载和支座反力）在其相应的虚位移上所做虚功的总和，即外力虚功W
 ；W
 内
 ＝Σ∫
 dW
 内
 则是所有微段截面上的内力所做虚功的总和。由于任何两相邻微段的相邻截面上的内力互为作用力与反作用力，它们大小相等、方向相反；又由于虚位移是协调的，满足变形连续条件，两相邻微段的截面总是紧密贴在一起而具有相同的位移，因此每一对相邻截面上的内力所做的虚功总是大小相等、符号相反而互相抵消。由此可见，所有微段截面上的内力所做虚功的总和必然为零，即


W
 内
 ＝0

于是整个结构的总虚功便等于外力虚功，即


W
 总
 ＝W
 　（d）

2）按刚体虚功与变形虚功计算（从力系的平衡条件考虑）

可以将微段的虚位移分解为两步：先只发生刚体位移（由ABCD
 移到A
 1
 B
 1
 C
 2
 D
 2
 ），然后再发生变形位移（截面A
 1
 B
 1
 不动，C
 2
 D
 2
 再移到C
 1
 D
 1
 ），如图4.7（b）所示。作用在微段上的所有各力在刚体位移上所做虚功为dW
 刚
 ，在变形位移上所做虚功为dW
 变
 ，于是微段总的虚功又可写为

dW
 总
 ＝dW
 刚
 ＋dW
 变


由于微段处于平衡状态，故由刚体的虚功原理可知

dW
 刚
 ＝0

于是

dW
 总
 ＝dW
 变


对于全结构有

Σ∫
 dW
 总
 ＝Σ∫
 dW
 变


即


W
 总
 ＝W
 变
 　（e）

现在有必要进一步讨论W
 变
 的计算，以了解W
 变
 的实际内涵。对于平面杆件结构，微段在位移状态中的变形可以分解为弯曲变形dθ
 、剪切变形dη
 和轴向变形du
 ，如图4.8所示。不难看出：微段上弯矩、剪力和轴力的增量dM
 、dF
 Q
 和dF
 N
 及分布荷载q
 在这些变形上所做虚功为高阶微量而可略去不计，因此微段上各力在其对应的变形上所做的虚功为

dW
 变
 ＝M
 dθ
 ＋F
 Q
 dη
 ＋F
 N
 du


[image: ]
图4.8　微段变形



此外，假如此微段上还有集中荷载或力偶荷载作用时，可以认为它们作用在截面AB
 上，因而当微段变形时它们并不做功。总之，仅考虑微段的变形而不考虑其刚体位移时，外力不做功，只有截面上的内力做功。对于整个结构有


U
 ＝W
 变
 ＝Σ∫
 dW
 变
 ＝Σ∫M
 dθ
 ＋Σ∫F
 Q
 dη
 ＋Σ∫F
 N
 du
 　（f）

可见，W
 变
 是所有微段两侧截面上的内力（对微段而言是外力）在微段的变形上所做虚功的总和，称之为变形虚功（或虚应变能）U
 。

比较（d）、（e）两式，有


W
 ＝W
 变


再考虑式（f），即得式（4.3）


W
 ＝U


这就是我们要证明的结论。

因单个外力虚功按式（4.2）计算，则所有外力（包括荷载和支反力）所做的虚功W
 为


W
 ＝ΣW
 1
 ＝ΣF
 P
 Δ
 　（g）

将式（f）和式（g）代入式（4.3），则平面杆件结构的虚功原理（也称虚功方程
 ）又可表示为

[image: ]


虚功原理中，力系是平衡力系，位移是可能的、微小的连续位移。平衡力系和位移状态是相互独立无关的。

注意到上面的讨论过程中，并没有涉及材料的物理性质，因此无论对于弹性或非弹性、线性或非线性的变形体系，虚功原理都适用，即虚功原理具有普遍适用性
 。

上述变形体体系的虚功原理同样适用于刚体体系。由于刚体体系发生虚位移时，各微段不产生任何变形，故变形虚功U
 ＝0，此时式（4.3）成为


W
 ＝0　（4.5）

即外力虚功为零。可见刚体体系的虚功原理只是变形体体系虚功原理的一种特例。

虚功原理在具体应用时有两种形式：在式（4.4）中，若平衡力系实际存在，位移状态是虚设的，称为虚位移原理
 ，可用于求未知力；若位移状态实际存在，平衡力系是虚设的，称为虚力原理
 ，此时，式（4.4）表示变形协调条件，可用于求位移，本章就是采用这种方法来求结构的位移。


 4.3　平面杆件结构位移计算的一般公式

4.3.1　单位荷载法与结构位移计算的一般公式

如图4.9（a）所示平面杆件结构，由于荷载、支座移动和温度变化等原因引起了如双点画线所示变形，这是一实际存在的位移状态，简称实际状态
 。现在要求任一指定截面K
 沿任一指定方向i
 —i
 1
 上的位移Δ
 。

[image: ]
图4.9　虚力原理



为此，需另外建立一平衡力系状态，称为虚拟状态
 。为了便于求出Δ
 ，可沿所求位移的方向施加一单位力F
 P
 ＝1，如图4.9（b）所示，求出与支座移动c
 1
 、c
 2
 等相应的支反力[image: ]
 及内力[image: ]
 。

根据式（4.4），左边为

[image: ]


于是有

[image: ]


由此得平面杆件结构位移计算的一般公式
 ：

[image: ]


只要将实际状态中微段ds
 上的变形dθ
 、dη
 、du
 代入式（4.6），即可求得所需的位移Δ
 。

由上可见，利用虚功原理来求结构的位移，关键就在于虚设恰当的力状态，而方法的巧妙之处在于：虚拟状态中，只在所求位移截面沿所求位移方向加一个与所求位移相应的单位荷载F
 P
 ＝1，以便荷载虚功在数值上恰好等于所求位移。这种计算位移的方法称为单位荷载法
 。

有必要指出：单位荷载F
 P
 ＝1，属单位物理量，是量纲为1的量（过去曾称为无量纲量）。

4.3.2　单位力设置方法

在实际问题中，除了计算线位移外，还需要计算角位移、相对位移等。下面讨论如何按照所求位移的不同，设置相应的单位力虚拟状态。

如前所述，图4.10（a）为求截面K
 沿i
 —i
 1
 方向线位移时的虚拟状态。

[image: ]
图4.10　单位力设置法



当要求某截面K
 的角位移时，则应在该截面处加一个单位力偶，如图4.10（b）所示。这样荷载所做的虚功为1·φK

 ＝φK

 ，即在数值上恰好等于所要求的角位移。

图4.10（c）所示为求截面K
 、K
 1
 间相对线位移时的虚拟状态。设在实际状态中截面K
 沿K
 、K
 1
 方向的位移为ΔΚ

 ，截面K
 1
 沿K
 、K
 1
 方向的位移为[image: ]
 ，则两截面在其连线方向上的相对线位移为[image: ]
 ，对于图示虚拟状态，荷载所做的虚功为

[image: ]


可见荷载虚功在数值上恰好等于所求相对线位移。

同理，若要求截面K
 、K
 1
 间的相对角位移[image: ]
 ，就应在该两截面处加一对方向相反的单位力偶，如图4.10（d）所示。

在这里，若将线位移、角位移、相对线位移、相对角位移等统称为广义位移
 ，与之相应的集中力、力偶、一对集中力、一对力偶等就应统称为广义力
 。虚拟状态所加的荷载应是与所求广义位移相应的广义单位力。这里，“相应”是指力与位移在做功的关系上的对应，如集中力与线位移对应、力偶与角位移对应等。


 4.4　静定结构在荷载作用下的位移计算

只考虑外荷载作用时，由于无支座移动c
 ，式（4.6）简化为

[image: ]


其中，微段ds
 上的变形dθ
 、dη
 、du
 均由实际状态中的荷载引起。

设实际状态中荷载引起的内力为M
 P
 、F
 QP
 和F
 NP
 ，根据材料力学（图4.11），有

[image: ]


式中，E
 为材料的弹性模量；G
 为剪切弹性模量；I
 和A
 分别为截面的惯性矩和面积。

[image: ]
图4.11　荷载引起的微段变形



将式（b）代入式（a），得荷载作用下结构位移计算的公式为

[image: ]


式中，μ
 为考虑剪应力沿截面高度不均匀分布的修正系数。矩形截面，μ
 ＝1.2；圆形截面，[image: ]
 ；薄壁圆环截面，μ
 ＝2；工字形截面，[image: ]
 （Af

 为腹板截面积）。关于系数μ
 的推导可参阅有关教材。

对于各种具体结构，式（4.7）还可进一步化简，下面分别说明。

4.4.1　梁和刚架

此类结构以受弯为主，剪切变形和轴向变形的影响可忽略不计，则式（4.7）中只包含弯矩一项，即

[image: ]


实际状态中的弯矩M
 P
 与虚拟状态中的弯矩[image: ]
 使杆件同侧受拉时，两者相乘为正，否则相乘为负。

位移Δ
 的方向确定：当Δ
 的计算结果为正时，其实际方向与虚拟状态中单位力指向相同；Δ
 为负时，则其实际方向与单位力指向相反。本章后面将始终沿用这一确定Δ
 方向的规定。


【例4.1】
 　求简支梁在均布荷载q
 作用下跨中截面C
 的竖向位移（即挠度）Δ
 
C
 V
 ，已知抗弯刚度EI
 为常数。


【解】
 　先求荷载作用下的M
 P
 ，为此建立x
 坐标轴如图4.12（a）所示。

[image: ]
图4.12　例4.1图



当[image: ]
 时，有

[image: ]


图4.12（b）所示为虚拟状态，当[image: ]
 时，有

[image: ]


由于M
 P
 和[image: ]
 为两个对称的弯矩图，代入式（4.8）时可沿杆件的一半积分，然后将结果乘以2，即

[image: ]



Δ
 
C
 V
 计算结果为正，表示其实际方向与单位力指向相同，即向下，通常在结果后面加画一箭头表示。

从例4.1可以看出，位移计算步骤可分3步进行：先求M
 P
 ；再设虚拟状态求[image: ]
 ；最后代入公式计算所求位移。


【例4.2】
 　试求图4.13（a）所示刚架中截面C
 的水平位移Δ
 
C
 H
 和角位移φC

 。设各杆EI
 为常数。

[image: ]
图4.13　例4.2图




【解】
 　（1）先建立各杆的x
 坐标，如图4.13（a）所示，并求M
 P


对BC
 杆有

[image: ]
 　（上侧受拉）

对AB
 杆有

[image: ]
 　（左侧受拉）

（2）加单位力，求[image: ]


图4.13（b）、（c）所示分别为求Δ
 
C
 H
 和φC

 时对应的虚拟状态。各杆的[image: ]
 及其受拉侧已标于图中。

（3）用式（4.8）计算位移

[image: ]



【例4.3】
 　图4.14（a）所示为A
 端固定B
 端自由的1/4圆弧形曲梁，半径为R
 ，试求F
 P
 作用下B
 点的竖向位移ΔBV

 。已知截面EI、EA、GA
 为常数。

[image: ]
图4.14　例4.3图




【解】
 　（1）求荷载作用下的内力

建立坐标系，如图4.14（a）所示。任一截面φ
 处的内力［图4.14（b）］为

[image: ]


（2）加对应的单位力并求内力

在B
 点加一竖向单位力，如图4.14（c）所示，求得截面φ
 处的内力为

[image: ]


（3）计算位移ΔBV



将（c）、（d）两式代入式（4.7），并注意ds
 ＝R
 dφ
 ，得

[image: ]


设截面为圆形，其半径r
 为圆弧形曲梁半径R
 的1/10，且E
 ＝2.5G
 ，则有A
 ＝πr
 2
 ，[image: ]
 ，μ
 ＝[image: ]
 。将这些关系代入式（e），整理后可得

[image: ]


由式（f）可以看出，与弯矩的影响相比，计算梁式结构的位移时，剪力和轴力两项的影响均很小，可略去不计。

4.4.2　桁架

在结点荷载作用下，桁架中各杆只有轴力，且同一杆件的F
 NP
 、[image: ]
 及EA
 沿杆长l
 均为常数，故式（4.7）化简为：

[image: ]


其中，荷载作用下的轴力F
 NP
 及虚拟状态中的轴力[image: ]
 均可由求解桁架得出，其符号规定同第5章，即拉力为正、压力为负。


【例4.4】
 　试求图4.15（a）所示桁架中结点5的挠度Δ
 5V
 。设各杆的横截面面积均为A
 ＝144 cm2
 ，弹性模量E
 ＝850 kN/cm2
 。


【解】
 　（1）求各杆轴力

各杆轴力F
 NP
 标于图4.15（a）中杆旁。

[image: ]
图4.15　例4.4图



（2）加竖向单位力并求轴力

在结点5处加竖向单位力，如图4.15（b）所示，求出轴力[image: ]
 并标于杆旁。

（3）计算位移

从式（4.9）可以看出，需计算各杆的[image: ]
 再求和，当杆件较多时，最好列表进行。本例的列表计算结果详见表4.1。


表4.1　桁架的位移计算表

[image: ]


由此可得

[image: ]


需要指出的是：求桁架中某杆的角位移时，不能直接在杆上施加单位力偶，而应将其转换为等效的结点集中荷载。如图4.16所示，求BC
 杆的角位移时，可在B、C
 两个结点上施加一对大小为杆长倒数、方向相反的结点荷载，解出[image: ]
 后代入式（4.9）即可。

[image: ]
图4.16　求桁杆转角时的虚拟状态



4.4.3　组合结构

当要计算组合结构的位移时，其中梁杆部分可用式（4.8）计算，桁杆部分用式（4.9）计算。则位移计算的公式为

[image: ]


4.4.4　拱

一般拱的位移计算只要考虑弯曲变形的影响已足够精确，即按式（4.8）计算。当计算扁平拱[image: ]
 中的水平位移时，需同时考虑弯曲变形和轴向变形的影响，即

[image: ]



 4.5　图乘法

由4.4节可知，计算梁和刚架在荷载作用下的位移时，先要写出M
 P
 和[image: ]
 的表达式，然后代入式（4.8）计算，即

[image: ]


此式要进行积分运算，仍是比较麻烦的。如果符合下列条件：

①杆段的轴线为直线。

②杆段的EI
 为常数。

③M
 P
 与[image: ]
 图中至少有一个为直线图形。

则可用图乘法
 来代替积分运算，以简化计算工作。其实，只要梁和刚架各杆段均为等直杆（即等截面直线杆），则以上的3个条件都能自然得到满足（请读者思考为什么）。

如图4.17所示，设等截面直杆AB
 上[image: ]
 图为直线，将其延长线与杆轴（作为x
 轴）的交点O
 作为坐标原点建立xOy
 坐标系，图中α
 为一常数，M
 P
 图为任意形状。

[image: ]
图4.17　图乘法



此时，式（4.8）中的积分里，有

[image: ]


则

[image: ]


式中，dA
 ＝M
 P
 dx
 为M
 P
 图中阴影部分微分面积，则x
 dA
 为微分面积对y
 轴的静矩。故∫x
 dA
 为整个M
 P
 图的面积对y
 轴的静矩，它应等于M
 P
 图的面积A
 乘以其形心C
 到y
 轴的距离xC

 ，即


∫x
 dA
 ＝AxC

 　（c）

将式（c）代入式（b）有

[image: ]


其中，yC

 ＝xC

 tanα
 为M
 P
 图的形心C
 处所对应的[image: ]
 图中的竖标。式（d）即为图乘法的计算公式。

如果结构中各杆均可图乘，则式（4.8）可改写为

[image: ]


用图乘法计算位移时，必须知道常见弯矩图形的面积及其形心位置，如图4.18所示。需要指出，图中所示的抛物线均为标准抛物线。所谓标准抛物线，是指含有其切线平行于基线的顶点，且顶点在中点或端点的抛物线。

[image: ]
图4.18　常见弯矩图形的面积及其形心位置



应用图乘法时要注意以下几点：

①必须符合上述3个前提条件。

②竖标yC

 只能取自直线图，而不是折线或曲线图。

③A
 与yC

 应取自不同的图形。它们位于杆件的同侧时相乘为正，否则为负。

④若M
 P
 与[image: ]
 均为直线图，则从任一图中取yC

 （另一图则取A
 ）均可。

⑤当M
 P
 是曲线图形，而[image: ]
 是折线图时，应当分段图乘，如图4.19（a）所示。

[image: ]


[image: ]
图4.19　分段图乘



⑥对于阶形杆（EI
 为分段常数），应当分别对EI
 等于常数的各段图乘，然后叠加起来，如图4.19（b）所示。

[image: ]


⑦当取A
 的图形为较复杂的组合图形（由不同类型荷载按区段叠加法绘出），因而其面积和形心位置无现成图表可查时，可用叠加法的逆运算将其分解（还原）为图4.18所示简单图形，把它们分别与取yC

 的图形相乘，然后将所得结果叠加。

例如，图4.20所示取A
 的一个弯矩图为梯形时，可将其分解为两个三角形，面积分别为A
 1
 和A
 2
 ，则式（4.11）中的AyC

 为


AyC

 ＝A
 1
 y
 
C
 1
 ＋A
 2
 y
 
C
 2


[image: ]
图4.20　分解面积



如果取A
 的弯矩图如图4.21所示，仍可将其分解为两个三角形。其中，A
 1
 在基线上侧，而A
 2
 在基线下侧，则


AyC

 ＝A
 1
 y
 
C
 1
 -A
 2
 y
 
C
 2


[image: ]
图4.21　分解面积



又如，在均布荷载q
 作用下的某一段杆的M
 P
 ［图4.22（a）］，可将其分解为基线上侧的一个梯形再叠加基线下侧的一个标准抛物线，如图4.22（b）、（c）所示，而图4.22（b）中梯形又可分解为两个三角形。即可将M
 P
 图的面积A
 分解为A
 1
 、A
 2
 和A
 3
 ，再让它们分别和[image: ]
 图中对应的yC

 ［图4.22（d）］相乘，即


AyC

 ＝A
 1
 y
 
C
 1
 ＋A
 2
 y
 
C
 2
 -A
 3
 y
 
C
 3


[image: ]
图4.22　分解面积




【例4.5】
 　求图4.23（a）所示简支梁A
 端的转角φA

 及跨中截面C
 的挠度Δ
 
C
 V
 。EI
 为常数。

[image: ]
图4.23　例4.5图




【解】
 　先作M
 P
 图，如图4.23（b）所示。

（1）求φA



在简支梁A
 端加一单位力偶，绘出[image: ]
 图，如图4.23（c）所示。由式（4.11）得

[image: ]


（2）求Δ
 
C
 V


在简支梁跨中截面C
 处加一单位集中力，绘出[image: ]
 图，如图4.23（d）所示。由式（4.11）得

[image: ]


该结果与例4.1中用积分法求得的相同。


【例4.6】
 　求图4.24（a）所示结构中C
 点的竖向位移Δ
 
C
 V
 。EI
 为常数。

[image: ]
图4.24　例4.6图




【解】
 　分别作M
 P
 图和[image: ]
 图，如图4.24（b）、（c）所示。由于BC
 杆的M
 P
 图不是标准抛物线，应将其分解，如图4.25所示。实际计算时，可以不绘图4.25，直接在M
 P
 图上分解即可。

[image: ]
图4.25　BC
 杆弯矩图的分解




M
 P
 图中面积A
 1
 、A
 2
 、A
 3
 的形心在[image: ]
 图上对应的竖标分别为

[image: ]


于是

[image: ]



【例4.7】
 　求图4.26（a）中铰C
 左右两侧截面C
 1
 、C
 2
 的相对转角φ
 。已知各杆EI
 相同。

[image: ]
图4.26　例4.7图




【解】
 　分别作M
 P
 、[image: ]
 图，如图4.26（b）、（c）所示。M
 P
 图上各块面积和[image: ]
 图对应的竖标分别为

[image: ]


则

[image: ]



【例4.8】
 　求图4.27（a）所示刚架中A、B
 两点间的相对线位移ΔAB

 。各杆EI
 为常数。

[image: ]
图4.27　例4.8图




【解】
 　M
 P
 图如图4.27（a）所示。在A、B
 两点连线的方向上加一对方向相反的单位力，绘出[image: ]
 图，如图4.27（b）所示。则

[image: ]


即A、B
 两点间产生一相互接近的相对线位移。


【例4.9】
 　求图4.28（a）所示组合结构中铰C
 处的竖向位移Δ
 
C
 V
 。梁杆的抗弯刚度为EI
 ，桁杆的抗拉刚度为[image: ]
 。

[image: ]
图4.28　例4.9图




【解】
 　本题用式（4.10）计算，即

[image: ]


为此，分别求出荷载与单位力作用下梁杆的M
 P
 、[image: ]
 图，桁杆的F
 NP
 、[image: ]
 图，如图4.28（b）、（c）所示。

公式的前一项用图乘法，可得

[image: ]


后一项为

[image: ]


于是

[image: ]



 4.6　静定结构在支座移动时的位移计算

静定结构在发生支座移动时不引起内力，杆件只有刚体位移而不产生微段变形，即dθ
 ＝dη
 ＝du
 ＝0，代入一般公式（4.6）得

[image: ]


这就是静定结构由于支座移动而引起的位移计算公式。式中，[image: ]
 为反力虚功总和。当支座移动c
 与虚拟状态中对应的支反力[image: ]
 方向相同时，乘积[image: ]
 为正，否则为负。须注意，式（4.12）中求和符号前面的负号不可漏掉。


【例4.10】
 　图4.29（a）所示简支梁，支座B
 产生竖向位移ΔB

 ＝0.03 m，试求杆端A
 处的转角φA

 。

[image: ]
图4.29　例4.10图




【解】
 　在杆端A
 处加一单位力偶，求得B
 支杆的支反力，如图4.29（b）所示。则

[image: ]


本例虽然简单，但可用其验证式（4.12）的正确性，请读者自己验证。


【例4.11】
 　结构的支座移动如图4.30（a）所示，求铰C
 处的竖向位移Δ
 
C
 V
 。

[image: ]
图4.30　例4.11图




【解】
 　在C
 点加一单位力，求出支座移动处的支反力，如图4.30（b）所示。则

[image: ]



 4.7　静定结构在温度变化时的位移计算

对于静定结构，温度变化并不引起内力。但由于材料热胀冷缩，会使结构产生变形和位移。

如图4.31（a）所示，结构外侧温度升高t
 1
 ℃，内侧温度升高t
 2
 ℃，现要求由此引起的任一截面沿任一方向的位移，例如截面K
 的竖向位移Δ
 。此时位移计算的一般公式（4.6）为

[image: ]


[image: ]
图4.31　温度变化引起的位移计算



现在来求实际状态中任一微段ds
 上的变形。对于杆件结构，假定温度沿杆件长度均匀分布，此时杆件不可能出现剪切变形，因而

dη
 ＝0　（b）

微段上、下边缘纤维的伸长分别为αt
 1
 ds
 和αt
 2
 ds
 ，这里α
 是材料的线膨胀系数。假定温度沿截面高度成直线变化，这样在温度变化时截面仍保持为平面。杆件轴线处的温度变化为t
 ＝[image: ]
 ，则杆轴伸长为

du
 ＝αt
 ds
 　（c）

若杆件截面对称于形心轴，即[image: ]
 ，则式（c）中[image: ]
 。

微段两端截面的相对转角dθ
 为

[image: ]


式中，Δt
 ＝t
 1
 -t
 2
 为两侧温度变化之差。

将式（b）、式（c）、式（d）代入式（a）可得

[image: ]


这就是静定结构由于温度变化引起的位移的计算公式。

如果t
 、Δt
 、[image: ]
 和h
 沿杆件的全长l
 为常数，且杆轴为直线，则式（4.13）可改写为

[image: ]


式中，[image: ]
 为[image: ]
 图的面积。

在应用式（4.13）和式（4.14）时，应注意右边各项正负号的确定。由于它们都是内力所做的变形虚功，因此当虚拟状态的内力与实际状态的温度变形方向一致时，变形虚功为正，相反时为负。据此，式（4.14）中各项的正负号可以这样确定：温差Δt
 采用绝对值，若[image: ]
 图中杆件的弯曲变形方向与实际温度变化状态中杆件的弯曲变形方向一致，则乘积[image: ]
 取正号，反之取负号。乘积[image: ]
 也可以按变形一致与否来定正负号，但更方便的做法是：规定[image: ]
 以拉力为正、压力为负，杆轴温度变化t
 以升高为正、下降为负，这样就自然符合按变形确定正负号的规定。

对于梁和刚架，在计算温度变化引起的位移时，一般不能略去轴向变形的影响。

对于桁架，在温度变化时，其位移计算公式为

[image: ]


当桁架的杆件长度因制造误差而与设计长度不符时，由此引起的位移计算与温度变化时相类似。设各杆长度的制造误差为Δl
 （伸长为正，缩短为负），则位移计算公式为

[image: ]



【例4.12】
 　图4.32（a）所示刚架施工时温度为20℃，试求夏季当外侧温度为30℃、内侧温度为20℃时A
 点的水平位移Δ
 
A
 H
 和转角φA

 。已知l
 ＝4 m，α
 ＝10-5
 ，各杆均为矩形截面，高度h
 ＝0.4 m。

[image: ]
图4.32　例4.12图




【解】
 　外侧温度变化为t
 1
 ＝30℃-20℃＝10℃，内侧温度变化为t
 2
 ＝20℃-20℃＝0℃，故有

[image: ]


温度变化引起杆件的弯曲方向如图4.32（a）中双点画线所示。

（1）求Δ
 
A
 H


在A
 处加一水平单位力，并绘[image: ]
 图，如图4.32（b）所示。由式（4.14），并注意正负号的确定，可得

[image: ]


（2）求φA



在A
 处加一单位力偶，绘[image: ]
 图，如图4.32（c）所示。则

[image: ]



 *4.8　具有弹性支座的静定结构的位移计算

在静力计算、稳定计算和动力计算中，往往会遇到具有弹性支座的结构。这里研究静定的这类结构的位移计算。

所谓弹性支座即支座本身能产生弹性变形，而且支座反力与其变形的大小成正比，该比例常数称为弹性支座的刚度系数
 ，用k
 表示。换句话说，刚度系数就是使支座发生单位位移（线位移或角位移）时所需施加的力（或力矩）。

如图4.33（a）所示结构，分别有抗移动（弹性刚度系数为k
 1
 ）和抗转动（弹性刚度系数为k
 2
 ）两个弹性支座。在荷载作用下，B
 支座处产生支反力F
 R1
 ，并使B
 点产生线位移[image: ]
 ；A
 支座处产生反力矩F
 R2
 ，并使A
 支座产生角位移[image: ]
 。

[image: ]
图4.33　具有弹性支座的静定结构位移计算



现在讨论用单位荷载法求任一截面沿任一方向上的位移，如图4.33（a）中截面K
 的竖向位移Δ
 的计算公式。为此，在截面K
 处加一竖向单位力，得虚拟状态如图4.33（b）所示，并求出弹性支座的支反力（或反力矩）[image: ]
 。虚拟状态中的外力在实际状态中的对应位移上做的虚功为

[image: ]


虚拟状态中的内力[image: ]
 在实际状态中的对应变形（dθ
 、dη
 、du
 ）上所做虚功为

[image: ]


根据虚力原理，式（a）应等于式（b），于是Δ
 为

[image: ]


对于梁和刚架，仅考虑弯曲变形dθ
 ，它由实际状态中的弯矩M
 P
 引起，即

[image: ]


则式（4.17）成为

[image: ]


如果满足图乘法的条件，式（4.18）中的第一项可用图乘法计算。

位移计算中有关正负号的规定与前述相同。需注意的是：若实际状态中弹性支座的反力F
 R
 与虚拟状态中弹性支座的反力[image: ]
 同方向时，乘积[image: ]
 为正，反之为负。


【例4.13】
 　求图4.34（a）所示梁铰B
 左右两侧截面的相对转角位移φ
 。设EI
 为常数，刚度系数[image: ]
 。

[image: ]
图4.34　例4.13图




【解】
 　绘M
 P
 图并求出弹性支座处的支反力F
 R
 ，如图4.34（b）所示。

在铰B
 左右两侧加一对方向相反的单位力偶，绘[image: ]
 图并求出弹性支座处的支反力[image: ]
 ，如图4.34（c）所示。

由式（4.18）得

[image: ]


具有弹性支座的静定结构的位移计算问题也可转换为等效的支座移动问题来计算。例如，图4.34（a）所示结构，C
 点产生竖向位移[image: ]
 ，A
 处产生转角位移φA

 ＝[image: ]
 。于是，图4.34（a）所示结构可转换为图4.35所示结构，在荷载和支座移动共同作用下，所求位移Δ
 （此处为φ
 ）为

[image: ]


[image: ]
图4.35　荷载与支移共同作用



对于简单情况，也可直接利用几何关系来计算具有弹性支座的静定结构的位移。例如，欲求图4.36（a）所示梁（EI
 为常数）中点C
 的挠度Δ
 
C
 V
 ，它由两部分组成：

[image: ]


其中，[image: ]
 为将梁视为刚性杆求得的C
 点位移，如图4.36（b）所示。由几何关系得

[image: ]


[image: ]
图4.36　利用几何关系计算具有弹性支座的结构位移



[image: ]
 为将支座B
 改为刚性支杆求得的C
 点位移，如图4.36（c）所示。可求得

[image: ]



 4.9　线性弹性结构的互等定理

本节介绍线弹性结构的3个互等定理，其中最基本的是功的互等定理，其他两个定理都可由此推导出来。所谓线性弹性结构
 ，是指结构的位移与荷载成正比，当荷载全部撤除后位移也完全消失。这样的结构位移是微小的，应力与应变的关系符合虎克定律。

4.9.1　功的互等定理

设有两组外力F
 P1
 和F
 P2
 分别作用于同一线性弹性结构上，如图4.37（a）、（b）所示，分别称为结构的第一状态和第二状态。

[image: ]
图4.37　功的互等定理



图中位移Δ
 12
 、Δ
 21
 的两个下标含义为：第一个下标表示产生位移的方位（位置和方向），第二个下标表示引起位移的原因。例如，Δ
 21
 表示F
 P1
 作用下引起的F
 P2
 作用点沿F
 P2
 方向上的位移。

设第一状态为平衡力系状态，第二状态为位移状态，按照虚功原理得

[image: ]


其中，dθ
 2
 、dη
 2
 、du
 2
 为第二状态中的变形，可分别用M
 2
 、F
 Q2
 、F
 N2
 计算

[image: ]


将式（b）代入式（a）得

[image: ]


反过来，设第一状态为位移状态，第二状态为平衡力系状态，由虚功原理得

[image: ]


式（c）和式（d）的右边相同，左边也应相等，即


F
 P1
 Δ
 12
 ＝F
 P2
 Δ
 21
 　（4.20）

这表明：第一状态的外力在第二状态的对应位移上所做的虚功，等于第二状态的外力在第一状态的对应位移上所做的虚功，这就是功的互等定理
 。

4.9.2　位移互等定理

如果图4.37中的F
 P1
 、F
 P2
 为单位力，相应的位移由Δ
 改为δ
 表示，如图4.38所示。由功的互等定理式（4.20）可得

1·δ
 12
 ＝1·δ
 21


[image: ]
图4.38　位移互等定理



即


δ
 12
 ＝δ
 21
 　（4.21）

这就是功的互等定理的一种特殊情况，即位移互等定理
 。它表明：第二个单位力所引起的第一个单位力作用点沿其方向的位移，等于第一个单位力所引起的第二个单位力作用点沿其方向的位移。

需要指出的是：这里所说的单位力及其相应的位移，均是广义力和广义位移。即位移互等可能是两个线位移之间的互等、两个角位移之间的互等，也可能是线位移与角位移之间的互等。例如在图4.39的两个状态中，根据位移互等定理，有δC

 ＝φB

 。由材料力学可知

[image: ]


[image: ]
图4.39　广义位移互等



将F
 P
 ＝1、M
 ＝1代入，也可得到δC

 ＝φB

 ，且都等于[image: ]
 。可见，虽然φB

 是单位力引起的角位移，δC

 是单位力偶引起的线位移，两者含义不同，但此时二者在数值上是相等的，量纲也相同。

位移互等定理将在用力法计算超静定结构中得到应用。

4.9.3　反力互等定理

反力互等定理也是功的互等定理的一个特殊情况。

图4.40为同一结构的两种状态。第一状态中的约束1发生单位位移Δ
 1
 ＝1，引起的约束2处反力为k
 21
 ；第二状态中约束2发生单位位移Δ
 2
 ＝1，引起的约束1处的反力为k
 12
 。

[image: ]
图4.40　反力互等定理



由功的互等定理式（4.20），得


k
 12
 Δ
 1
 ＝k
 21
 Δ
 2


即


k
 12
 ＝k
 21
 　（4.22）

这就是反力互等定理
 。它表明：约束1发生单位位移所引起的约束2的反力，等于约束2发生单位位移所引起的约束1的反力。

这一定理对结构上任何两个支座都适用，但应注意反力与位移在做功的关系上应相对应，即力对应于线位移，力偶对应于角位移。图4.40中，k
 21
 为反力，k
 12
 为反力偶，虽然含义不同，但在数值上是相等的，量纲也相同。

反力互等定理将在用位移法计算超静定结构中得到应用。


 本章小结

（1）结构在荷载、温度变化、支座移动等外因作用下都会产生位移。位移计算在工程实践和结构分析中有重要地位。本章内容既是静定部分的结尾，又是超静定部分的先导。

（2）静定结构位移计算以虚功原理为理论基础。虚功原理包括刚体虚功原理和变形体虚功原理，前者是后者的特殊情况。应用虚功原理必须要有两个互不相关的独立状态，即力状态和位移状态，其中一个是实际存在的，而另一个则是根据计算的需要虚设的，两个状态应发生在相同的结构上。根据虚设的是力状态或是位移状态，虚功原理相应的称为虚力原理或虚位移原理。

（3）位移计算的一般公式（4.6），即

[image: ]


是根据虚力原理推导的。由于在虚设的力状态中，与拟求位移（或广义位移）相应的外力为单位荷载（或广义单位荷载），因此，这一方法也称为单位荷载法。

一般公式（4.6）中包含两组物理量：一组是给定的位移和变形（Δ
 、c
 、dθ
 、dη
 、du
 ）；另一组是虚设的外力（F
 P
 ＝1）及与之保持平衡的反力[image: ]
 和内力[image: ]
 。公式（4.6）具有普遍适用性：弹性与非弹性均适用；支座移动、温度变化与荷载均适用；静定与超静定结构均适用。

（4）荷载作用下的位移计算公式（4.7），即

[image: ]


只适用于线弹性的静定（或超静定）结构的位移计算。要注意掌握其在各种具体条件下的简化形式。例如

[image: ]


（5）梁和刚架位移计算公式中的积分运算可改用图乘法公式计算，即

[image: ]


要注意了解图乘法的3个应用条件及复杂图形的分解等问题，熟练掌握这一方法。

（6）支座移动与温度变化作用下的位移计算公式

[image: ]


均可由一般公式（4.6）导出。

可以看出：用虚功原理计算结构的位移问题主要归结为计算结构的内力问题。因此，在学习位移计算的同时，应当努力提高内力计算的能力。应通过一定量的习题，以求切实掌握。

（7）由于在后续章节中有所应用，应当适当了解具有弹性支座的静定结构的位移计算问题。

（8）本章最后讨论线性弹性结构的3个互等定理。其中功的互等定理是基础，其余两个即位移互等定理、反力互等定理，是其特例。


 思考题

4.1　没有变形就没有位移，此结论是否成立？

4.2　没有内力就没有位移，此结论是否成立？

4.3　什么是相对线位移和相对角位移？请举例说明。

4.4　何谓实功和虚功？两者的区别是什么？

4.5　推导变形体体系虚功方程时，除了利用平衡条件外，还需要利用什么条件？

4.6　如何根据变形体体系虚功原理得到刚体体系虚功原理？

4.7　结构上本来没有虚拟单位荷载，但在求位移时却加上了虚拟单位荷载，这样求出的位移会等于原来的实际位移吗？它是否包括了虚拟单位荷载引起的位移？

4.8　求位移时怎样确定虚拟的广义单位力？这个广义单位力具有什么量纲？为什么？

4.9　说明式（4.6）和式（4.7）中各量的物理意义、正负号规定和适用条件。

4.10　在非弹性情况下，如何计算荷载作用下的位移？

4.11　图乘法的应用条件是什么？求变截面梁和拱的位移时可否用图乘法？

4.12　例4.6中BC
 杆的M
 P
 图还可怎样分解？

4.13　下列各图的图乘是否正确？若不正确请加以改正。图（a）、（b）、（c）中EI
 相等，为常数。

[image: ]


[image: ]
思考题4.13图



4.14　在温度变化引起的位移计算公式（4.14）中，如何确定各项的正负号？

4.15　试用式（4.19）重新计算例4.13。

4.16　反力互等定理是否可用于静定结构？结果如何？

4.17　何谓线性弹性结构？位移互等定理能否用于非线性弹性的静定结构？


 习题

4.1　判断题

（1）变形体虚功原理仅适用于弹性体系，不适用于非弹性体系。　（　）

（2）虚功原理中的力状态和位移状态都是虚设的。　（　）

（3）功的互等定理仅适用于线性弹性体系，不适用于非线性弹性体系。　（　）

（4）反力互等定理仅适用于超静定结构，不适用于静定结构。　（　）

（5）对于静定结构，有变形就一定有内力。　（　）

（6）对于静定结构，有位移就一定有变形。　（　）

（7）习题4.1（7）图所示体系中各杆EA
 相同，则两图中C
 点的水平位移相等。　（　）

[image: ]
习题4.1（7）图



（8）M
 P
 图、[image: ]
 图如习题4.1（8）图所示，EI
 为常数，则图乘结果为[image: ]
 。　（　）

[image: ]
习题4.1（8）图



（9）M
 P
 图、[image: ]
 图如习题4.1（9）图所示，M
 P
 图中已标出了各块的面积及其形心位置，则图乘结果为[image: ]
 。　（　）

[image: ]
习题4.1（9）图



（10）习题4.1（10）图所示结构的两个平衡状态中，有一个为温度变化引起，此时功的互等定理不成立。　（　）

[image: ]
习题4.1（10）图



4.2　填空题

（1）习题4.2（1）图所示刚架，由于支座B
 下沉Δ
 所引起D
 点的水平位移Δ
 
D
 H
 ＝_____。

[image: ]
习题4.2（1）图



（2）虚功原理有两种不同的应用形式，即_____原理和_____原理。其中，用于求位移的是_____原理。

（3）用单位荷载法计算位移时，虚拟状态中所加的荷载应是与所求广义位移相对应的_____。

（4）图乘法的应用条件是：_____且M
 P
 与[image: ]
 图中至少有一个为直线图形。

（5）已知刚架在荷载作用下的M
 P
 图如习题4.2（5）图所示，曲线为二次抛物线，横梁的抗弯刚度为2EI
 ，竖杆为EI
 ，则横梁中点K
 的竖向位移为_____。

[image: ]
习题4.2（5）图



（6）习题4.2（6）图所示拱中拉杆AB
 比原设计长度短了1.5 cm，由此引起C
 点的竖向位移为_____，引起支座A
 的水平反力为_____。

[image: ]
习题4.2（6）图



（7）习题4.2（7）图所示结构当C
 点有F
 P
 ＝1（↓）作用时，D
 点竖向位移等于Δ
 （↑），当E
 点有图示荷载作用时，C
 点的竖向位移为_____。

[image: ]
习题4.2（7）图



4.3　用积分法求习题4.3图所示各指定位移。EI
 为常数。

[image: ]
习题4.3图



4.4　用积分法求习题4.4图所示刚架中C
 点的水平位移Δ
 
C
 H
 。EI
 为常数。

[image: ]
习题4.4图



4.5　习题4.5图所示桁架各杆截面均为A
 ＝2×10-3
 m2
 ，E
 ＝2.1×108
 kN/m2
 ，F
 P
 ＝30 kN，d
 ＝2 m，试求C
 点的竖向位移Δ
 
C
 V
 。

[image: ]
习题4.5图



4.6　分别用图乘法计算习题4.3和习题4.4中各位移。

4.7　用图乘法计算习题4.7图所示各结构的指定位移。EI
 为常数。

[image: ]
习题4.7图



4.8　求习题4.8图所示刚架A、B
 两点间水平相对位移ΔAB

 ，并勾绘变形曲线。EI
 为常数。

[image: ]
习题4.8图



4.9　习题4.9图所示梁EI
 为常数，在荷载F
 P
 作用下，已测得截面B
 的角位移为0.001 rad（顺时针），试求C
 点的竖向位移。

[image: ]
习题4.9图



4.10　习题4.10图所示结构，EA
 ＝4.0×105
 kN，EI
 ＝2.4×104
 kN·m2
 。为使D
 点的竖向位移不超过1 cm，则荷载q
 最大能为多少？

[image: ]
习题4.10图



4.11　习题4.11图所示支座移动作用下，试计算C
 点的竖向位移Δ
 
C
 V
 及铰B
 左右两侧截面间的相对转角[image: ]
 。

[image: ]
习题4.11图



4.12　习题4.12图中刚架各杆为等截面，截面高度h
 ＝0.5 m，α
 ＝10-5
 ，刚架内侧温度升高了40℃，外侧升高了10℃。

（a）求A、B
 间的相对移动值；（b）求B
 点水平位移Δ
 
B
 H
 。

[image: ]
习题4.12图



4.13　由于制造误差，习题4.13图所示桁架中HI
 杆长了0.8 cm，CG
 杆短了0.6 cm，试求装配后中央结点G
 的水平偏离值Δ
 
G
 H
 。

[image: ]
习题4.13图



4.14　求习题4.14图所示结构中B
 点的水平位移Δ
 
B
 H
 。已知弹性支座的刚度系数[image: ]
 ，[image: ]
 。

[image: ]
习题4.14图





5　力法


本章导读：

•基本要求
 　掌握力法的基本原理，会用力法计算超静定结构在荷载作用下以及支座移动、温度变化时的内力；会计算超静定结构的位移；了解超静定结构的力学特征。

•重点
 　判定超静定次数、选取力法基本体系、建立力法基本方程；荷载作用下超静定结构的力法计算及内力图绘制与校核。

•难点
 　根据已知变形条件建立力法基本方程；利用对称性选取等效半结构；计算超静定结构位移时虚拟状态的设置。



除了前述章节中的静定结构外，土木工程中还广泛使用另一大类结构——超静定结构。从本章起，将讲述超静定结构内力和位移的解法。超静定结构经典的基本解法有力法和位移法两种，本章首先介绍力法。


 5.1　超静定结构概述

5.1.1　超静定结构

1）超静定结构的几何组成和静力特性

从第2章知，有多余约束的几何不变体系为超静定结构
 。超静定结构中的多余约束使其在静力特性上明显区别于静定结构，即无法仅通过静力平衡条件得到其全部的反力和内力，必须补充变形协调条件方能求得唯一解。如图5.1（a）和（b）所示两结构都是超静定结构，其中图5.1（b）所示结构，虽然全部反力和一部分杆件的内力可仅用平衡方程求出，但构成中部两节间的杆件的内力仅用平衡方程却无法求出，因此，仍属超静定结构。

[image: ]
图5.1　超静定结构示例



2）超静定结构的类型

①超静定梁，如图5.1（a）所示。

②超静定刚架，如图5.2（a）所示。

③超静定桁架，如图5.1（b）所示。

④超静定组合结构，如图5.2（b）所示。

⑤超静定拱，如图5.2（c）所示。

[image: ]
图5.2　超静定结构示例（续）



5.1.2　超静定次数和多余未知力的确定

1）超静定结构的多余约束和必要约束

多余约束的存在使超静定结构中需要求解的未知反力或内力的总数，多于独立的静力平衡方程的总数。多余约束中的内力或反力统称多余未知力
 （或称基本未知力
 、力法的基本未知量
 ），用Xi

 （i
 ＝1，2，…，n
 ）来表示。解除多余约束后，可以暴露出其内传递的多余未知力，如图5.1（c）和（d）所示。如能设法求出全部多余未知力，则解超静定结构将与解静定结构无异。

超静定结构的必要约束
 是维持其几何不变所必需的。因此，在解除某约束前应首先判定该约束是否为必要约束，不能将必要约束误当作多余约束解除。

2）超静定次数和多余未知力的确定方法

超静定结构中多余约束的个数，即超静定次数
 ，用n
 表示，确定超静定次数和多余未知力是力法关键的第一步。确定超静定次数和多余未知力的方法是解除多余约束法
 ，即解除超静定结构中全部的多余约束，并根据其约束效果代以相应的多余未知力。当原结构最终成为静定结构时，所得多余未知力的个数即为超静定次数。此外，若仅需确定结构的超静定次数n
 ，则可直接利用公式（2.3）计算。

根据第2章2.1.4所述各类约束的约束效果，易得各种多余约束对应的多余约束数，及解除它们后暴露出的多余未知力，如表5.1所示。从表5.1中还可以看出：解除内约束将暴露成对出现的多余未知内力，而解除外约束会暴露单个出现的多余未知反力。


表5.1　超静定结构中多余约束的约束效果

[image: ]


解除超静定结构多余约束的方法并不唯一，例如图5.3（a）所示的超静定刚架，可以按图5.3（b）、（c）和（d）等方法解除多余约束，去掉多余约束后得到的静定结构分别为简支刚架、三铰刚架和悬臂刚架。该例还表明：超静定次数不会因为解除多余约束方法的改变而改变。

[image: ]
图5.3　超静定结构解除多余约束示例




 5.2　力法的基本原理

5.2.1　力法的基本原理

将超静定结构的求解问题转化为静定结构的求解问题，是力法的基本思路。通过解除多余约束，可将超静定结构变为静定结构。但欲求得暴露出的多余未知力，尚需应用变形协调条件。多余未知力一旦解得，超静定问题向静定问题的转化即告完成。可见，求出多余未知力是解超静定结构的关键。

下面，通过一个简例来说明力法的基本原理。图5.4（a）所示的单跨超静定梁，超静定次数n
 ＝1，跨中受竖向集中力F
 P
 作用。超静定结构解除多余约束后对应的静定结构，称为力法的基本结构
 ，图5.4（b）所示的悬臂梁即为图5.4（a）对应的力法基本结构。如将原结构所承受的外因（如荷载、温度变化、支座移动等），与力法的基本未知量全部作用于力法基本结构上，则形成力法的基本体系
 ，图5.4（c）就是图5.4（a）所示原结构的力法基本体系。

[image: ]
图5.4　力法的基本原理示例



基本体系应与原结构在受力和变形上完全等效，但只有当多余未知力X
 1
 等于原结构支座B
 的支反力F
 RB

 时，基本体系B
 端的竖向位移ΔB

 才能与原结构B
 处一样，即ΔB

 ＝0；否则，基本体系将无法在变形上等效原结构。因ΔB

 与X
 1
 之间有广义位移和广义力的对应关系，所以一般将ΔB

 写作Δ
 1
 ，如图5.4（c）所示。而ΔB

 ＝Δ
 1
 ＝0这一条件，即为求解X
 1
 时所需的变形协调条件。

接下来，具体分析基本体系B
 端的竖向位移Δ
 1
 。将基本体系中的未知力X
 1
 和外荷载F
 P
 分别作用在基本结构上，可得出B
 处的两个位移Δ
 11
 和Δ
 1P
 ，分别如图5.4（d）和（e）所示。由于结构为线弹性结构，可使用叠加法。在受力上，图5.4（d）和（e）叠加后等效于基本体系，而在变形上也该对应有


Δ
 1
 ＝Δ
 11
 ＋Δ
 1P
 　（a）

其中，Δ
 11
 为X
 1
 单独作用在基本结构上引起的X
 1
 方向上的位移；Δ
 1P
 为外荷载F
 P
 单独作用在基本结构上引起的X
 1
 方向上的位移。位移Δ
 11
 的大小受X
 1
 的影响，根据线弹性条件可知，两者呈正比关系，即


Δ
 11
 ＝δ
 11
 X
 1
 　（b）

其中，δ
 11
 为将X
 1
 视作单位荷载单独作用在基本结构上引起的X
 1
 方向上的位移。将式（b）代入式（a），并考虑到Δ
 1
 ＝0，可得含基本未知量X
 1
 的变形协调方程


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1P
 ＝0　（5.1）

该方程即为一次超静定结构力法的基本方程
 （或力法的典型方程
 ），其中δ
 11
 和Δ
 1P
 分别称为系数
 和自由项
 。

力法基本方程中的系数和自由项，实质都是基本结构中的位移，根据单位荷载法中虚设力状态与实际位移状态间的关系，可得δ
 11
 和Δ
 1P
 的求取方法，具体为：将X
 1
 令为单位荷载作用于基本结构，绘出单位荷载弯矩图
 （[image: ]
 图），如图5.5（a）所示；再将外荷载单独作用在基本结构上，绘出荷载弯矩图
 （M
 P
 图），如图5.5（b）所示；将[image: ]
 图“自乘”（即用[image: ]
 图的面积乘以[image: ]
 图形心上的竖标）可得δ
 11
 ，将[image: ]
 图与M
 P
 图互乘可得Δ
 1P
 。图乘结果为

[image: ]


[image: ]
图5.5　叠加法绘弯矩图



将求得的系数和自由项代回基本方程式（5.1）中，解得

[image: ]



X
 1
 为正值，说明基本体系中所设的X
 1
 方向与实际方向相同，即向上。

一旦多余未知力被解出，基本结构中剩余的反力和内力就完全可以作为静定问题来求解。为求出基本体系的最终弯矩图M
 ，可再次利用叠加法

[image: ]


也就是将[image: ]
 图的竖标乘以X
 1
 倍后，再与M
 P
 图对应位置处的竖标叠加，即得基本体系在X
 1
 和F
 P
 共同作用下的弯矩图。例如，截面A
 的弯矩为

[image: ]


由于基本体系在受力上等效于原结构，这一弯矩图也就是原结构的弯矩图，如图5.5（c）所示。

5.2.2　力法的计算步骤

根据上述力法基本原理，可列出力法的计算步骤：

①求超静定次数n
 。

②确定力法基本体系。

③写出力法基本方程。

④计算系数和自由项。

⑤解基本方程，求出多余未知力。

⑥利用叠加法绘制内力图。


 5.3　力法的基本体系及基本方程

5.3.1　力法基本体系的选择

1）力法基本体系的选取原则

力法基本体系是原结构的等效体系，只有正确地选择力法基本体系，才能保证力法求解结果的准确。选取基本体系的原则如下：

①只能从原结构中解除多余约束，而不能解除必要约束。

例如，图5.6（a）所示的超静定刚架，可以选择图5.6（b）、（c）和（d）所示的基本体系，但不能选择图5.6（e）和（f）所示的基本体系。这是因为这两个体系都已几何可变，不是静定结构。

[image: ]
图5.6　力法基本体系的选取原则之一



②只能从原结构中解除约束，而不能增加约束。

例如，图5.7（a）所示的超静定刚架，可以选取图5.7（b）所示的基本体系，但不能选取图5.7（c）所示基本体系。这是因为增加约束后再解除约束所得的体系，由于新增约束的存在，已经不能在新增约束处与原结构有相同的位移，做不到变形上的等效。

[image: ]
图5.7　力法基本体系的选取原则之二



2）合理选择力法基本体系的技巧

在保证上述选取原则的前提下，解同一个超静定结构，仍可选择多种基本体系。合理地选择力法基本体系，能有效地减轻系数和自由项的计算工作量。下面，介绍一些力法基本体系的选择技巧。

①尽量保证原结构在解除多余约束后，成为多个独立的静定部分。

如图5.8（a）所示的超静定刚架，利用图5.8（b）所示的基本体系将比用图5.8（c）在计算上更简单。这是因为基本体系中各个独立的静定部分的内力不会相互影响。

[image: ]
图5.8　合理选择力法基本体系的技巧之一



②对梁和刚架，尽量解除刚结点和组合结点中传递弯矩的内约束，或者固定支座和定向支座中提供反力矩的外约束。

如图5.9（a）所示的连续梁，利用图5.9（b）所示的基本体系将比用图5.9（c）在计算上更简单。这是因为被“铰断”的基本体系中，各杆间的弯矩不再相互影响，从而简化了图乘计算。

[image: ]
图5.9　合理选择力法基本体系的技巧之二



5.3.2　力法的基本方程

力法基本方程是为求出力法基本未知量而补充的变形协调方程，它代表了力法基本体系与原结构在多余未知力方向上的对应位移应相等的几何条件。

5.2节已经介绍了1次超静定结构的力法基本方程，下面以图5.10（a）所示刚架为例，介绍多次超静定结构的力法基本方程。此刚架为2次超静定结构，取图5.10（b）所示的基本体系，可知有两个多余未知力X
 1
 和X
 2
 ，为解出它们，需要补充两个变形协调方程。

[image: ]
图5.10　力法基本方程的建立



因为基本体系在X
 1
 和X
 2
 方向上的位移应与原结构相应位移相等，而原结构中这两个方向上的位移就是B
 支座的水平和竖向线位移，均为零。于是可以得到如下两个变形协调条件

[image: ]


如图5.10（c）所示，将X
 1
 单独作用于基本结构上，引起的X
 1
 和X
 2
 方向上的位移分别为Δ
 11
 和Δ
 21
 ；又如图5.10（d）所示，将X
 2
 单独作用于基本结构上，引起的X
 1
 和X
 2
 方向上的位移分别为Δ
 12
 和Δ
 22
 ；再如图5.10（e）所示，将外荷载单独作用于基本结构上，引起的X
 1
 和X
 2
 方向上的位移分别为Δ
 1P
 和Δ
 2P
 。将X
 1
 方向上的各个位移叠加，即可得


Δ
 1
 ＝Δ
 11
 ＋Δ
 12
 ＋Δ
 1P
 　（b）

将X
 2
 方向上的各个位移叠加，又可得


Δ
 2
 ＝Δ
 21
 ＋Δ
 22
 ＋Δ
 2P
 　（c）

根据线弹性条件，有

[image: ]


综合式（a）到式（d），就可得这个2次超静定结构的力法基本方程
 为

[image: ]


它是一个二元一次线性方程组。

依此类推，对n
 次超静定结构，则需寻找由n
 个变形协调条件构成的n
 元一次方程组

[image: ]


或缩写为

[image: ]


这就是
n
 次超静定结构的力法基本方程
 。其中，第i
 个方程的物理意义是：在多余未知力和外荷载的共同作用下，基本结构沿多余未知力Xi

 方向上的位移，应与原结构对应位移相等。方程（5.4）也可写成矩阵形式

[image: ]


或简写为


δX
 ＋ΔP
 ＝0　（5.7）

其中，δ
 为系数矩阵
 ，X
 为基本未知量列阵
 ，ΔP
 为自由项列阵
 。

系数δij

 代表将Xj

 视作单位荷载单独作用在基本结构上，引起的Xi

 方向上的位移。δ
 中主对角线上的系数δii

 （i
 ＝1，2，…，n
 ）称为主系数
 ，其值恒为正；δ
 中非主对角线上的系数δij

 （i
 ≠j
 ）称为副系数
 ，其值可能为正、负或者零。根据位移互等定理，可得δij

 ＝δji

 ，即副系数关于δ
 的主对角线对称。自由项Δ
 
i
 P
 代表由外荷载单独作用在基本结构上引起的Xi

 方向上的位移，其值可能为正、负或者零。对于梁式结构，计算超静定梁或刚架的系数δij

 和自由项Δ
 
i
 P
 可使用图乘法。首先，绘出基本结构上单位荷载弯矩图[image: ]
 图和[image: ]
 图，及荷载弯矩图M
 P
 图；然后，图乘[image: ]
 图与[image: ]
 图可得δij

 ，图乘[image: ]
 图与M
 P
 图可得Δ
 
i
 P
 。

由于系数δij

 代表了单位荷载作用下的位移，因此又常称之为柔度系数
 ；而力法的基本方程表示变形协调条件，因此也可称之为柔度方程
 ，力法又被称为柔度法
 。


 5.4　用力法计算荷载作用下的超静定结构

本节将举例说明用力法计算各类超静定结构在荷载作用下的内力的具体做法。

5.4.1　用力法计算荷载作用下的超静定梁和刚架

计算梁和刚架的位移时，忽略了梁式杆的轴向变形和剪切变形对位移的影响，因此，超静定梁和刚架的系数和自由项的计算式分别为

[image: ]


内力叠加公式为

[image: ]



【例5.1】
 　试用力法计算图5.11（a）所示超静定梁，并作出弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
图5.11　例5.1图




【解】
 　（1）确定超静定次数


n
 ＝1

（2）选择力法基本体系

力法基本体系如图5.11（b）所示。

（3）写出力法基本方程


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1P
 ＝0

该方程代表支座B
 的左截面和右截面间不应有相对转角。

（4）计算系数和自由项

绘制[image: ]
 图和M
 P
 图，分别如图5.11（c）和（d）所示。图乘可得

[image: ]


（5）解基本方程

把δ
 11
 和Δ
 1P
 代入力法基本方程，解得

[image: ]


（6）绘弯矩图

利用叠加公式[image: ]
 ，绘弯矩图，如图5.11（e）所示。


【例5.2】
 　试用力法计算图5.12（a）所示刚架，并作出弯矩图。各杆抗弯刚度均为EI
 。

[image: ]
图5.12　例5.2图




【解】
 　（1）确定超静定次数


n
 ＝1

（2）选择力法基本体系

力法基本体系如图5.12（b）所示。

（3）写出力法基本方程


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1P
 ＝0

该方程代表D
 处不应有竖向线位移。

（4）计算系数和自由项

绘制[image: ]
 图和M
 P
 图，分别如图5.12（c）和（d）所示。图乘可得

[image: ]


（5）解基本方程

把δ
 11
 和Δ
 1P
 代入力法基本方程，解得

[image: ]


（6）绘弯矩图

利用叠加公式[image: ]
 绘弯矩图，如图5.12（e）所示。


【例5.3】
 　试用力法计算图5.13（a）所示刚架，并作出弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
图5.13　例5.3图




【解】
 　（1）确定超静定次数


n
 ＝2

（2）选择力法基本体系

如图5.13（b）所示将复刚结点B
 解除多余约束变为复铰结点暴露出两对未知弯矩X
 1
 和X
 2
 。其中，X
 1
 代表从结点B
 右端传至左端的弯矩，而X
 2
 代表从结点B
 右端传至下端的弯矩。

（3）写出力法基本方程

[image: ]


其中，第一个方程代表结点B
 的左右两端不应有相对转角；第二个方程代表结点B
 的右端和下端不应有相对转角。

（4）计算系数和自由项

绘制[image: ]
 图、[image: ]
 图和M
 P
 图，分别如图5.13（c）、（d）和（e）所示。图乘可得

[image: ]


（5）解基本方程

把求得的系数和自由项值代入力法基本方程，解得

[image: ]


（6）绘弯矩图

利用叠加公式[image: ]
 绘弯矩图，如图5.13（f）所示。

5.4.2　用力法计算荷载作用下的超静定桁架、超静定组合结构和铰结排架

由于超静定桁架中的桁杆是二力杆，只计它们的轴向变形对力法基本方程中系数和自由项的影响，因此，超静定桁架的系数和自由项的计算式分别为

[image: ]


内力叠加公式为

[image: ]


超静定组合结构中除了有链杆（二力杆）外，还有梁式杆，一般常断开链杆暴露其内传递的轴力作为多余未知力。此外，这两类杆的变形对系数和自由项都有影响，应进行叠加。因此，超静定组合结构的系数和自由项的计算式分别为

[image: ]


内力叠加公式为

[image: ]



【例5.4】
 　试用力法计算图5.14（a）所示超静定桁架，并求各杆轴力。各杆抗拉刚度均为EA
 ，EA
 为常数。

[image: ]
图5.14　例5.4图




【解】
 　（1）确定超静定次数


n
 ＝2

（2）选择力法基本体系

如图5.14（b）所示，将上弦两杆断开，暴露出两对未知轴力X
 1
 和X
 2
 。

（3）写出力法基本方程

[image: ]


其中，第一个方程代表AB
 杆在截口处不应有轴向相对线位移；第二个方程代表BC
 杆在截口处不应有轴向相对线位移。

（4）计算系数和自由项

绘制[image: ]
 图、[image: ]
 图和F
 NP
 图，分别如图5.14（c）、（d）和（e）所示。按静定桁架的位移计算方法，计算各系数和自由项，得

[image: ]


（5）解基本方程

把求得的各系数和自由项值代入力法基本方程，解得


X
 1
 ＝-4.48 kN（压），　X
 2
 ＝16.85 kN（拉）

（6）求各杆轴力

利用叠加公式[image: ]
 ，求出各杆轴力，如图5.14（f）所示。

例如，杆BE
 的轴力

[image: ]



【例5.5】
 　试用力法计算图5.15（a）所示超静定组合结构，并求梁式杆弯矩图和各桁杆的轴力。已知：梁式杆抗弯刚度均为EI
 ，链杆抗拉刚度均为EA
 ，EI
 、EA
 均为常数，且I
 ＝2A
 （m4
 ）。

[image: ]
图5.15　例5.5图




【解】
 　（1）确定超静定次数


n
 ＝1

（2）选择力法基本体系

力法基本体系如图5.15（b）所示。

（3）写出力法基本方程


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1P
 ＝0

该方程代表链杆BD
 在截口处不应有轴向相对线位移。

（4）计算系数和自由项

绘制[image: ]
 和[image: ]
 图及M
 P
 和F
 NP
 图，分别如图5.15（c）和（d）所示。按式（5.14）和式（5.15），计算系数和自由项，得

[image: ]


[image: ]


（5）解基本方程

把求得的系数和自由项的值代入力法基本方程，解得

[image: ]


（6）求梁式杆弯矩和链杆轴力

利用叠加公式（5.16），求出梁式杆弯矩和链杆轴力，如图5.15（e）所示。


【例5.6】
 　试用力法计算图5.16（a）所示超静定铰结排架，并绘弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
图5.16　例5.6图




【解】
 　（1）确定超静定次数


n
 ＝1

（2）选择力法基本体系

断开连接排架柱顶的刚性链杆，以其轴力作为基本未知量，如图5.16（b）所示。

（3）写出力法基本方程


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1P
 ＝0

该方程代表链杆AD
 在截口处不应有轴向相对线位移。

（4）计算系数和自由项

因链杆轴向刚度EA
 无穷大，不产生变形，对系数和自由项无影响，因此不必求[image: ]
 和F
 NP
 。绘制[image: ]
 图和M
 P
 图，分别如图5.15（c）和（d）所示。按图乘法，计算系数和自由项，得

[image: ]


[image: ]


（5）解基本方程

把求得的系数和自由项的值代入力法基本方程，解得

[image: ]


（6）绘弯矩图

利用叠加公式[image: ]
 绘弯矩图，如图5.16（e）所示。


 5.5　对称结构的简化计算

工程结构中经常使用有一个或多个对称轴的对称结构，在力学计算上可以采用一定的方法对其进行简化，本节将主要介绍对称杆件结构的简化计算方法。

5.5.1　结构的对称性和荷载的对称性

1）结构的对称性

结构满足对称性是进行对称简化计算的前提。具备下列3个条件的结构，就是对称结构
 ：

①几何形状对称。结构中各杆件的位置和长度等几何参数关于对称轴对称。

②结构的刚度对称。关于对称轴对称的任一对杆段，其EI
 、EA
 和GA
 等刚度条件也应关于对称轴对称。

③约束形式关于对称轴对称。支座（外约束）和结点（内约束）在位置和形式上，应关于对称轴对称。

例如，图5.17所示的结构都是对称结构。

[image: ]
图5.17　对称结构示例



2）力的对称性

如果沿对称轴对折后，对称轴一侧的力在大小、方向和作用点上与另一侧相应力完全一致，则称这组力为对称力
 。如果沿对称轴对折后，对称轴一侧的力在大小和作用点上与另一侧相应力一致，但在方向上正好相反，则称这组力为反对称力
 。

再根据力是外荷载还是内力，又可把对称力分为对称荷载
 和对称内力
 ，把反对称力分为反对称荷载
 和反对称内力
 。例如，图5.18（a）所示的荷载就是对称荷载，而图5.18（b）所示的荷载则是反对称荷载。

[image: ]
图5.18　对称荷载与反对称荷载示例



5.5.2　对称结构简化的思路和目标

这里使用力法推导对称结构的简化方法，而力法计算的主要工作量在于求解基本方程

[image: ]


其中，系数δij

 和自由项Δ
 
i
 P
 的计算工作尤为繁琐，对高次超静定结构这一困难更显突出。而根据副系数δij

 （i
 ≠j
 ）和自由项Δ
 
i
 P
 可能为零的性质，如果能使基本方程中尽可能多的副系数δij

 （i
 ≠j
 ）和自由项Δ
 
i
 P
 为零，那么基本方程将被简化为少元联立方程，甚至独立方程，从而大大降低基本方程的求解运算量。

下面针对此目标，分述对称结构承受对称和反对称荷载两种情况的具体简化方法。

5.5.3　对称结构承受对称荷载的简化计算方法

1）简化方法的推导

以图5.19（a）所示的单层单跨刚架为例，说明承受对称荷载的简化方法。此刚架为3次超静定结构。为充分利用对称性，截断对称轴经过的横梁跨中截面，暴露其内传递的3对内力，即剪力、弯矩和轴力作为基本未知力X
 1
 、X
 2
 和X
 3
 ，因而其基本体系如图5.19（b）所示。其中，剪力X
 1
 是反对称内力，而弯矩X
 2
 和轴力X
 3
 则是对称内力。

[image: ]
图5.19　对称结构承受对称荷载的简化方法



该体系的力法基本方程为

[image: ]


下面，着重研究其中的副系数和自由项。

首先，考查副系数。绘制[image: ]
 图，由于剪力X
 1
 反对称，引起的[image: ]
 图和变形也反对称，如图5.19（c）所示；而弯矩X
 2
 和轴力X
 3
 对称，引起的[image: ]
 图、[image: ]
 图和变形则对称，分别如图5.19（d）和（e）所示。对称弯矩图与反对称弯矩图的图乘结果为零，因而相应副系数

[image: ]


其次，研究自由项。绘制M
 P
 图，如图5.19（f）所示。由于外荷载对称，引起的M
 P
 图和变形也对称，因而它与反对称的[image: ]
 图图乘为零，相应自由项

[image: ]


将以上为零的副系数和自由项代回基本方程，则式（a）简化为


δ
 11
 X
 1
 ＝0　（b）

和

[image: ]


其中，式（b）是独立方程，式（c）是少元联立方程。因为主系数δ
 11
 ＞0，可得剪力X
 1
 ＝0。从而，原基本方程得以简化成为式（c）。

最后，利用叠加公式[image: ]
 ，求原结构弯矩图。该式简化为[image: ]
 [image: ]
 ，等号右边各项中弯矩X
 2
 、轴力X
 3
 、[image: ]
 和M
 P
 图全部对称，因而叠加所得的原结构弯矩图也必然是对称的。同理，原结构的变形也是对称的。

2）对称结构承受对称荷载时的静力特性

综上所述，对称结构承受对称荷载时：

①其内力和变形是对称的。

②对称轴经过的截面上只有对称的内力，而反对称的内力为零。

3）半结构法

根据上述第1个静力特性，如果能解得对称结构的一半，那么其另一半的内力和变形就可以直接利用对称性获得。因而，若能找到与原结构在受力和变形上完全等效的半边结构（简称半结构
 ），代替原结构进行计算，将有效地减轻计算工作量。等效半结构的取法，需根据原结构是奇数跨还是偶数跨来分别讨论。

（1）奇数跨对称结构承受对称荷载的半结构取法

仍以前面的单跨单层刚架为例，取其等效的对称基本体系，如图5.20（b）所示。由第2个静力特性可知，其对称轴经过的截面上只有弯矩X
 2
 和轴力X
 3
 。同时，这一截面只有竖向线位移（Δ
 V
 ）而没有水平线位移（Δ
 H
 ＝0）和转角（θ
 ＝0）。

[image: ]
图5.20　奇数跨对称结构承受对称荷载的半结构取法



取此基本体系的一半，比如左半边，在对称轴经过的截面C
 处，添加一个垂直于对称轴方向支承的定向支座，如图5.20（c）所示。从受力看，该支座可提供与对称轴经过截面处的弯矩X
 2
 和轴力X
 3
 等效的反力矩M
 R
 和水平反力F
 R
 ；而从变形看，该支座也保证了此截面只有竖向线位移（Δ
 V
 ）而没有水平线位移（Δ
 H
 ＝0）和转角（θ
 ＝0）。图5.20（c）所示的结构在受力和变形上，完全等效于原结构的左半基本体系，而基本体系又与原结构完全等效，因此，该结构就是等效于原结构的半结构。

综上所述，奇数跨对称结构承受对称荷载的半结构取法为：

①取原结构的一半。

②在对称轴经过的截面处添加一个垂直于对称轴支承的定向支座。

（2）偶数跨对称结构承受对称荷载的半结构取法

以图5.21（a）所示单层两跨刚架为例，根据第1个静力特性，中柱不可能发生弯曲，而作为梁式杆，又不计它的轴向变形。因此，该刚架在对称轴经过的截面C
 处，不会发生任何的线位移（Δ
 H
 ＝Δ
 V
 ＝0）和角位移（θ
 ＝0）。

[image: ]
图5.21　偶数跨对称结构承受对称荷载的半结构取法



其半结构在截面C
 处也应保证无上述位移，为此在该处增加一个固定支座，以保证半结构在受力与变形上完全等效原结构，如图5.21（b）所示。

因此，偶数跨对称结构承受对称荷载的半结构取法为：

①取原结构的一半。

②在对称轴经过的截面处添加一个固定支座。

5.5.4　对称结构承受反对称荷载的简化计算方法

1）简化方法的推导

以图5.22（a）所示的单层单跨对称刚架承受反对称荷载为例，取对称的基本体系如图5.22（b）所示，其基本方程仍为三元一次方程组

[image: ]


[image: ]
图5.22　对称结构承受反对称荷载的简化方法



首先，考查副系数。副系数的计算与外荷载无关，而这里所取的3对基本未知力又与前述对称荷载作用的情况完全一致，因此，为零的副系数亦同前，为

[image: ]


其次，看自由项。绘制M
 P
 图，如图5.22（f）所示。由于外荷载反对称，引起的M
 P
 图和变形也反对称，因而，它与对称的[image: ]
 图和[image: ]
 图图乘结果为零，相应自由项为

[image: ]


将以上为零的副系数和自由项代入式（a），基本方程简化为


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1P
 ＝0　（b）

和

[image: ]


可以证明：式（c）的系数行列式不为零，于是有X
 2
 ＝0和X
 3
 ＝0。从而，原基本方程简化为式（b）。

最后，利用叠加公式[image: ]
 ，求原结构弯矩图。该式简化为[image: ]
 M
 P
 ，类比前述对称荷载作用下的推导，易知对称结构承受反对称荷载时，原结构的弯矩图和变形均是反对称的。

2）对称结构承受反对称荷载时的静力特性

综上所述，对称结构承受反对称荷载时：

①其内力和变形是反对称的。

②对称轴经过的截面上只有反对称的内力，而对称的内力为零。

3）半结构法

（1）奇数跨对称结构承受反对称荷载的半结构取法

以图5.23（a）所示的单层单跨刚架承受反对称荷载为例。该刚架在对称轴经过截面处，只有剪力；从变形看，竖向线位移Δ
 V
 ＝0，而水平线位移Δ
 H
 和角位移θ
 都不为零，如图5.23（b）所示。

[image: ]
图5.23　奇数跨对称结构承受反对称荷载的半结构取法



如图5.23（c）所示，根据受力与变形等效的原则，可得奇数跨对称结构承受反对称荷载的半结构取法为：

①取原结构的一半。

②在对称轴经过的截面处，沿对称轴方向添加一根支杆。

（2）偶数跨对称结构承受反对称荷载的半结构取法

以图5.24（a）所示的单层两跨刚架承受反对称荷载为例。将中柱看作由紧靠在一起的两根柱子组成，它们的抗弯刚度都是原中柱的一半，如图5.24（b）所示。这时，该刚架由原来的两跨变作三跨，即为奇数跨。利用奇数跨对称结构承受反对称荷载的结论可知，对称轴经过截面处仅有剪力F
 Q
 ，如图5.24（c）所示。在忽略梁式杆轴向变形的前提下，可证明这一对剪力的单独作用，除引起左右两中柱产生大小相等、符号相反的轴力外，不会引起图5.24（c）所示结构中各杆件的任何内力。而将左右两部分叠加还原为原结构时，这一对剪力F
 Q
 引起的左右两中柱的轴力又正好相互抵消。因此，该剪力对原结构的内力无任何影响，可将其忽略不计，直接取原结构的一半为等效半结构，如图5.24（d）所示。

[image: ]
图5.24　偶数跨对称结构承受反对称荷载的半结构取法



综上，偶数跨对称结构承受反对称荷载的半结构取法为：

①取原结构的一半。

②将中柱刚度折半。

另外，还需注意，在根据半结构内力图补全原结构内力图时，原中柱的弯矩和剪力应为半结构中柱相应内力的1倍。

若对称结构承受的是任意荷载，可将其分解为对称和反对称两组荷载的分别作用，简化计算后，再利用叠加法求得结果，具体做法详见下例。


【例5.7】
 　试利用对称性分析图5.25（a）所示刚架，并用力法计算其弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
图5.25　例5.7对称性分析




【解】
 　（1）利用对称性分析原结构

原结构为偶数跨对称结构，承受任意荷载的作用，将其分解为对称和反对称两组荷载来分别考虑，如图5.25（b）和（c）所示。

再分别取这两种情况下的半结构。对称轴经过原结构的铰结点C
 ，其上弯矩为零，同时与之相连的各杆端转角不为零，半结构在C
 处必须反应这一特点。对称荷载作用时，C
 铰无线位移，所以半结构C
 处最终简化为固定铰支座，如图5.25（d）所示；而反对称荷载作用时，C
 铰还可发生水平线位移，因此半结构仍取原结构的一半（中柱刚度折半），如图5.25（e）所示。

经此简化，不论对称还是反对称荷载作用下的半结构都仅为1次超静定，比2次超静定的原结构更易计算。

（2）计算对称荷载作用下的半结构

取半结构的基本体系如图5.26（b）所示，力法基本方程为


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1P
 ＝0

系数和自由项分别为

[image: ]


解得

[image: ]


[image: ]
图5.26　例5.7计算对称荷载作用下的半结构



利用叠加法[image: ]
 ，得半结构弯矩图如图5.26（e）所示；再利用对称性补全右半部分，得原结构承受对称荷载时的弯矩图，如图5.26（f）所示。

（3）计算反对称荷载作用下的半结构

[image: ]
图5.27　例5.7计算反对称荷载作用下的半结构



取半结构的基本体系如图5.27（b）所示，力法基本方程为


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1P
 ＝0

系数和自由项分别为

[image: ]


解得

[image: ]


利用叠加法[image: ]
 ，得半结构弯矩图如图5.27（e）所示；再利用反对称性补全右半部分，得原结构承受反对称荷载时的弯矩图，如图5.27（f）所示。

（4）利用叠加法求原结构弯矩图

把对称和反对称荷载单独作用下的弯矩图，即图5.26（f）和图5． 27（f）叠加起来，得原结构弯矩图，如图5.28所示。

[image: ]
图5.28　例5.7弯矩图




 *5.6　用力法计算荷载作用下的超静定拱

5.6.1　用力法计算荷载作用下的两铰拱

两铰拱是拱身仅通过两个固定铰支座与地基相连形成的结构，其超静定次数为1。力法计算两铰拱时，一般可略去剪切变形对系数和自由项的影响，而轴向变形的影响仅在扁平拱（拱高f
 ＜l
 /5）的情况下计算δ
 11
 时予以考虑，即

[image: ]


还需注意：由于拱是曲线结构，所以不能使用图乘法，而只能用积分计算系数和自由项。

对图5.29（a）所示两铰拱，取简支曲梁为基本结构，暴露拱的水平推力为多余未知力X
 1
 ，如图5.29（b）所示。在X
 1
 ＝1单独作用下，竖向支反力为零，如图5.29（c）所示。再取任意截面K
 以左的隔离体，如图5.29（d）所示，可得单位荷载作用下的弯矩方程和轴力方程分别为

[image: ]
图5.29　用力法计算两铰拱



基本结构在竖向荷载作用下，任意截面的弯矩M
 与同跨度同荷载的相当简支梁
 的弯矩M
 0
 相等，即


M
 P
 ＝M
 0


将以上[image: ]
 和M
 P
 表达式代入式（a）和式（b），可得

[image: ]


故多余未知力X
 1
 （即水平推力FH

 ）为

[image: ]


水平推力求出后，对于在竖向荷载作用下的两脚等高的两铰拱，其内力计算公式与三铰拱完全相同。两铰拱上任一截面的内力为

[image: ]


式中，M
 0
 和[image: ]
 分别为相当简支梁的弯矩、剪力；弯矩M
 以拱内侧受拉为正，轴力F
 N
 以受拉为正。

由式（5.18）可见，两铰拱与三铰拱的内力计算公式在形式上完全相同。所不同的仅是两铰拱的水平推力F
 H
 由变形条件确定，而三铰拱的水平推力F
 H
 由平衡条件确定。


【例5.8】
 　试用力法计算图5.30（a）所示两铰拱，设拱的截面尺寸为常数，拱轴方程为y
 ＝[image: ]
 。

[image: ]
图5.30　例5.8图



计算时，采用两个简化假设：

①忽略轴向变形，只考虑弯曲变形。

②当拱比较扁平时（例如f
 ＜l
 /5），可近似地取ds
 ＝dx
 、cos φ
 ＝1。因此，计算系数和自由项的公式简化为

[image: ]



【解】
 　以左支座为原点，先计算δ
 11


[image: ]


计算Δ
 1P
 时，先求相当简支梁的弯矩图M
 0
 ，如图5.30（b）所示。弯矩方程为

[image: ]


因此

[image: ]


由力法方程，求得

[image: ]


这个结果与三铰拱在半跨均布荷载作用下的结果是一样的。有必要说明：这不是一个普遍性结论。如果在别的荷载作用下，或者在计算位移时不忽略轴向变形的影响，则两铰拱的推力不一定与三铰拱推力相等。但是，在一般荷载作用下，两铰拱的推力与三铰拱的推力是比较接近的。


F
 H
 求出后，利用公式M
 ＝M
 0
 -F
 H
 y
 ，可作出弯矩图如图5.30（c）所示。本例的弯矩图与三铰拱的弯矩图相同。

5.6.2　用力法计算荷载作用下的对称无铰拱

如图5.31（a）所示的对称无铰拱，超静定次数为3。为利用对称性，取其基本体系如图5.31（b）所示。该体系的力法基本方程为

[image: ]


其中，对称轴经过截面的弯矩为X
 1
 、轴力为X
 2
 、剪力为X
 3
 。

[image: ]
图5.31　对称无铰拱



利用对称性，可知δ
 13
 ＝δ
 31
 ＝0、δ
 23
 ＝δ
 32
 ＝0。代入基本方程得

[image: ]


建立坐标系如图5.31（b）所示，将X
 1
 、X
 2
 和X
 3
 令为单位荷载，分别作用于基本结构上，并取拱顶到任意截面K
 的一段CK
 为隔离体，如图5.32所示。求出内力表达式为

[image: ]


其中，φ
 是截面K
 的外法线与x
 轴的夹角，在右半拱为正值。轴力以受拉为正。

[image: ]
图5.32　无铰拱在单位荷载作用下的内力



一般情况下，只考虑弯曲变形对系数和自由项的影响。但如果为扁平拱（f
 ＜l
 /5）时，还应考虑轴向变形对主系数δ
 22
 的影响。系数和自由项的计算公式如下

[image: ]



【例5.9】
 　设图5.33（a）所示的等截面圆弧无铰拱跨度l
 ＝16 m，矢高f
 ＝4 m。受满跨竖向均布荷载q
 ＝20 kN/m的作用，试求其水平推力及拱顶和拱脚截面处的弯矩。

[image: ]
图5.33　例5.9图




【解】
 　（1）选取基本体系

基本体系如图5.33（b）所示。因荷载对称，故剪力X
 3
 ＝0。

（2）求相关几何参数

①拱的半径R
 。根据[image: ]
 ，解得R
 ＝10 m。

②圆心角φ
 0
 。由图5.33（a）可知

[image: ]


因此，φ
 0
 ＝0.923 7 rad。

③坐标关系。截面K
 处的x、y
 坐标，用φ
 表示为


x
 ＝R
 sinφ
 ，　y
 ＝R
 -R
 cos φ


（3）力法基本方程

[image: ]


（4）计算系数和自由项

由于f
 ＞l
 /5，所以计算系数和自由项时不考虑轴向变形的影响。根据式（5.20），并注意ds
 ＝R
 dφ
 ，得

[image: ]


将φ
 0
 代入，得

[image: ]


荷载q
 单独作用在基本结构上时的弯矩方程为

[image: ]


因此

[image: ]


将φ
 0
 代入，得

[image: ]


（5）解基本方程

把求得的系数和自由项代入基本方程，解得

[image: ]


其中，X
 2
 即为水平推力。

（6）计算拱顶和拱脚截面弯矩

拱顶弯矩


MC

 ＝X
 1
 ＝14.2 kN·m

拱脚弯矩

[image: ]



 5.7　用力法计算支座移动和温度变化时的超静定结构

超静定结构由于多余约束的存在，会在支座移动、温度变化、材料涨缩和制造误差等非荷载因素作用时，产生内力，这种内力称为自内力
 。这也是超静定结构与静定结构的主要区别之一。

用力法计算支座移动和温度变化时的超静定结构，其基本原理和分析步骤与荷载作用时相同，只是具体计算时，有以下3个特点：其一，基本方程中的自由项不同；其二，对支座移动问题，基本方程右端项不一定为零；其三，计算最后内力的叠加公式不完全相同。

5.7.1　用力法计算支座移动时的超静定结构

下面举例说明支座移动时超静定结构用力法计算的过程和特点。


【例5.10】
 　试用力法计算图5.34（a）所示发生支座移动的超静定梁。EI
 为常数。

[image: ]
图5.34　例5.10解法1




【解】
 　（1）解法1

此例为1次超静定结构，选取悬臂梁为基本结构，基本体系如图5.34（b）所示，基本方程为


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1
 c＝-Δ


其中，自由项Δ
 1c
 为基本结构在支座移动单独作用下X
 1
 方向上的位移。等号右端项为-Δ
 ，代表在B
 处基本体系应与原结构一样，产生大小为Δ
 的位移，但方向与X
 1
 方向相反。

此例中，系数δ
 11
 ＝l
 3
 /（3EI
 ）；自由项Δ
 1c
 ＝0，这是因为原结构中发生支座移动的支座B
 被解除后，作为基本结构的悬臂梁在B
 处已无支座可以发生移动。

解得

[image: ]


因为支座移动不会使静定的基本结构产生内力，因此最终弯矩[image: ]
 ，如图5.34（d）所示。

（2）解法2

选取简支梁为基本结构，基本体系如图5.35（a）所示，基本方程为


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1c
 ＝0

该方程代表基本体系在A
 处应与原结构一样，不会发生转动。

[image: ]
图5.35　例5.10解法2



系数δ
 11
 ＝l
 /（3EI
 ）；自由项可利用静定结构在支座移动时的位移计算公式（4.12）来计算，即

[image: ]


式中，[image: ]
 为[image: ]
 图中对应原结构发生支座移动处的支反力；c
 为原结构中相应的支座移动。

如图5.35（b）所示，本例的[image: ]
 ，c
 1
 ＝Δ
 ，两者方向相反。对一些简单结构，自由项还可以从基本结构在支座移动时的刚体位移图中由几何关系直接求得，如图5.35（c）所示。

解得

[image: ]


弯矩叠加公式仍为[image: ]
 ，弯矩图如图5.34（d）所示。

从例5.10可以看出，用力法计算支座移动时的超静定结构，有如下特点：

①当从原结构中解除多余约束后，若暴露的基本未知力正好是原结构发生支座移动方向上的支反力时，则基本方程等号右端项将不再为零，而是等于这一支座移动值，这体现了基本体系与原结构在此位置上的变形协调条件。

②自由项Δic

 是静定的基本结构上，由除上述支座移动外，剩余的支座移动作用时引起的位移，因此Δic

 是刚体位移，可按式（4.12）[image: ]
 计算。

③由于支座移动不引起静定的基本结构的内力，因此弯矩叠加公式变为[image: ]
 。

④从计算结果可知，支座移动时超静定结构的内力和反力与杆件刚度的绝对值成正比。

5.7.2　用力法计算温度变化时的超静定结构

下面，举例说明温度变化时超静定结构用力法计算的过程和特点。


【例5.11】
 　试作图5.36（a）所示刚架在温度改变时所产生的弯矩图。设各杆截面为矩形，高度h
 ＝l
 /10，线膨胀系数为α
 ，EI
 为常数。

[image: ]
图5.36　例5.11图




【解】
 　此结构为1次超静定刚架，取基本体系如图5.36（b）所示，基本方程为


δ
 11
 X
 1
 ＋Δ
 1t
 ＝0

该方程代表温度变化时基本体系与原结构一样，在C
 结点处无相对转角。式中，Δ
 1t
 为温度变化单独作用于基本结构时，引起C
 结点处的相对转角。

求系数与自由项。分别作[image: ]
 图和[image: ]
 图，如图5.36（c）和（d）所示。系数为

[image: ]


自由项Δ
 1t
 按静定结构在温度变化时的位移计算公式（4.14）计算，即

[image: ]


式中，轴线上的温度变化[image: ]
 ，各杆段分别为


AB
 段　t
 ＝0℃


BC
 段　t
 ＝2.5℃


CD
 段　t
 ＝10℃

内外温差Δt
 ＝｜t
 2
 -t
 1
 ｜，各杆段分别为


AB
 段　Δt
 ＝30℃


BC
 段　Δt
 ＝25℃


CD
 段　Δt
 ＝10℃

将各已知值代入Δ
 1t
 计算式，得

[image: ]


将系数和自由项代入基本方程，解得

[image: ]


最后弯矩图[image: ]
 ，如图5.36（e）所示。

从例5.11可以看出，用力法计算温度变化时的超静定结构有如下特点：

①自由项Δit

 可按式（4.14）[image: ]
 计算。

②由于温度变化不引起静定的基本结构的内力，因此弯矩叠加公式变为[image: ]
 。

③在温度变化时，超静定结构的内力和反力与各杆件刚度的绝对值成正比。因此，加大截面尺寸并不是改善自内力状态的有效途径。另外，对于钢筋混凝土梁，要特别注意因降温可能出现裂缝的情况（对超静定梁而言，其低温一侧受拉而高温一侧受压）。


 5.8　超静定结构的位移计算

超静定结构的位移计算仍可采用单位荷载法。下面以求解图5.37（a）所示荷载作用下的连续梁B
 支座转角θB

 为例，说明超静定结构位移的算法。

[image: ]
图5.37　超静定结构的位移计算示例



1）解法1

首先，对应实际位移状态，绘出此结构承受荷载作用的最终弯矩图M
 ，如图5.37（b）所示。

其次，确定虚拟状态，在欲求取位移的截面上虚设广义单位力。本例中，在截面B
 处加一个单位集中力偶，并绘出单位荷载弯矩图[image: ]
 图，如图5.37（c）所示。

最后，求出位移

[image: ]


在上面的步骤中，为了求得M
 图和[image: ]
 图，必须两次求解超静定结构，计算工作量很大。为简便起见，可采取如下的解法2。

2）解法2

（1）原理说明

力法的基本体系在变形上与原结构完全等效，于是可将原结构中某截面位移的求解问题，转化为基本体系中相应位移的求解问题。这样做的好处是：在虚设单位力状态时，可将单位荷载施加于静定的基本结构上，这显然比将单位荷载加于超静定的原结构上更易计算。

（2）计算步骤

首先，对应实际位移状态，求出此结构承受荷载作用的最终弯矩图M
 ，仍如图5.37（b）所示。

其次，施加虚拟单位力。取原结构的任一力法基本结构，在其上对应位置处施加虚设单位荷载，并求出单位荷载弯矩图[image: ]
 图，如图5.37（d）所示。

最后，求出位移

[image: ]


综上可见，两种解法的结果完全一致，但后者更为简便。由此可知，超静定梁式结构的位移计算，仍可按静定梁式结构的位移计算公式（4.8）进行，即

[image: ]


其中，M
 为荷载作用下超静定结构的最后弯矩图；[image: ]
 为虚拟单位力状态下的弯矩图，可绘于原超静定结构上，也可绘于一任选的静定的基本结构上。


 5.9　超静定结构内力图的校核

超静定结构的计算过程长、运算繁、易出错，因此，有必要对计算结果的正确性进行校核。校核可从力的平衡条件和变形条件两方面进行。

5.9.1　利用力的平衡条件校核（必要条件）

力法基本未知力是根据变形协调方程（基本方程）求出的，未涉及平衡条件，所以即便基本未知力求错，最终的内力图仍可能是平衡的，因此，平衡条件只能作为校核的必要条件。


【例5.12】
 　试校核例5.2中刚架的平衡条件，其内力图如图5.38（b）～（d）所示。

[image: ]
图5.38　例5.12、例5.13图




【解】
 　取各杆为隔离体，根据内力图标出各杆端内力，如图5.38（e）所示。利用投影平衡方程和力矩平衡方程进行校核。以CD
 杆为例：

[image: ]


因此，CD
 杆满足平衡条件。AB
 和BC
 杆的平衡条件请读者自行校验。

除了取杆件隔离体来验证平衡条件外，还可以取结点隔离体，甚至结构任一部分的隔离体来验证平衡条件。

5.9.2　利用已知的变形条件校核（充分条件）

在超静定结构符合平衡条件的各种解答中，唯一正确的解答还必须满足原结构的变形条件。只有通过变形条件的校核，超静定结构内力解答的正确性才是充分的。这是校核的重点所在。

实用上，常采用以下方法进行变形条件校核：根据已求得的最后内力图，计算原结构某一截面的位移，校核它是否与实际的已知变形情况相符（一般常选取广义位移为零或为已知值处）。若相符，表明满足变形条件；若不相符，则表明多余未知力计算有误。


【例5.13】
 　试校核例5.2中刚架的变形条件，其弯矩图如图5.38（b）所示。


【解】
 　原结构在A
 端应当无转角θA

 ，因此选取θA

 ＝0作为校核条件。

根据超静定结构位移计算的方法，选取简支刚架为基本结构，并将虚设单位力偶作用于A
 端，求出[image: ]
 图，如图5.38（f）所示。

将[image: ]
 图与M
 图图乘，可得

[image: ]


校核无误，说明例5.2的求解正确。


 5.10　超静定结构的一般特性

超静定结构由于多余约束的存在，导致在受力和变形上与静定结构存在本质区别。

1）超静定结构满足平衡条件和变形协调条件的内力解答才是唯一真实的解

求解超静定结构必须综合应用平衡条件和数量与多余约束数相等的变形协调条件，才能得到唯一的内力解答，仅使用平衡条件无法确定超静定结构全部的反力和内力。而静定结构则只需平衡条件就能求解全部反力和内力。

2）超静定结构的内力与刚度有关

超静定结构的求解考虑了变形协调条件，而此条件与杆件的刚度（抗弯刚度EI
 、轴向刚度EA
 、剪切刚度GA
 ）相关，因而超静定结构的内力也就与刚度有关。相比较而言，静定结构的求解只涉及平衡条件，因此，其内力与刚度无关。

从本章前述各例可知：仅受荷载作用的超静定结构，其内力分布与该结构中各杆的刚度比值（相对值）有关；而受非荷载因素作用的超静定结构，其内力则与各杆刚度的绝对值有关，且一般二者成正比。

3）超静定结构在非荷载因素作用下会产生自内力

由于支座移动、温度变化、制造误差、材料胀缩等非荷载因素作用时，多余约束限制了超静定结构在其支承方向上自由发展的位移，所以超静定结构会产生内力（称为自内力
 ）。而静定结构不存在多余约束，也就没有自内力。

自内力的存在有不利的一面，也有有利的一面。地基不均匀沉降和温度变化等因素产生的自内力会引起结构裂缝，这是工程中应注意防止的一个问题；而采用预应力结构，则是主动利用自内力来调节结构截面应力的典型例子。

4）超静定结构有较强的防护能力

即便超静定结构中的多余约束被破坏，剩余体系仍可维持几何不变性。而静定结构的约束全是必要约束，一旦必要约束被破坏，体系将因几何可变而无法继续承载。这也是超静定结构在工程结构中比静定结构有着更为广泛运用的一个重要原因。

5）超静定结构的内力和变形分布比较均匀

由于多余约束的存在，超静定结构一般比静定结构刚度更大些，因而在承受相同荷载时，内力和位移的峰值就会小些，且在结构中的分布更趋均匀。此外，局部荷载作用的超静定结构，其内力分布范围也比静定结构更大些。


 本章小结

（1）力法的基本原理

超静定结构由于多余约束的存在，除平衡条件外，还需要补充变形协调条件才能求解。力法以多余约束中的反力或内力为基本未知量，一般以静定结构作为基本结构，以基本结构上承受基本未知量及原结构所受的各种外效应（荷载、温度变化、支座移动等）作为基本体系。利用基本体系与原结构的完全等效来寻找补充方程，即力法基本方程。解得基本未知量后，用平衡条件即可求得全部剩余的内力。

（2）力法的基本方程

力法基本方程是联系基本体系与原结构的纽带，体现了基本体系等效于原结构的力法求解思路。基本方程的物理意义是：基本体系沿基本未知力方向上的位移，应与原结构的对应位移相等。而基本体系中沿基本未知量方向上的位移，又可以被分解为各个基本未知力和外效应单独作用于基本结构所引起的相应位移之和。

（3）力法的解题步骤

力法解题的步骤是：确定原结构的超静定次数→确定基本体系→列出基本方程→求系数和自由项→解基本方程，求出多余未知力→利用内力叠加公式计算原结构内力。

不同形式的结构，系数和自由项的求法不同。对梁式结构，仅考虑弯曲变形的影响；对桁架，仅考虑轴向变形的影响；对组合结构，先区分其中的梁式杆和链杆，梁式杆考虑弯曲变形的影响，链杆考虑轴向变形的影响，然后叠加在一起。

在支座移动、温度变化作用时，自由项需分别按位移计算公式（4.12）和式（4.14）计算。同时，由于非荷载因素不引起基本结构的内力，因此内力叠加公式中无这部分内力。例如，梁式结构受非荷载因素作用时的弯矩叠加公式为[image: ]
 。

（4）利用对称性进行简化

对称结构承受对称（或反对称）荷载作用时，只会产生对称（或反对称）的内力和变形，而对称轴经过的截面上只有对称（或反对称）的内力。

半结构法是常用的对称结构简化计算方法，即便承受的荷载并不具备对称性，也可以先将其分解为对称和反对称两组荷载单独作用，然后分别简化计算后，再进行叠加。

（5）超静定结构的位移计算和计算结果的校核

超静定结构的位移计算仍采用单位荷载法，虚设单位力可作用于原结构任一基本结构上。只有同时满足平衡条件和变形条件，才能保证超静定结构计算结果的正确性。对于变形条件，一般采用计算原结构中的某一位移是否等于已知位移的方法来进行校核。

（6）超静定结构的一般特性

多余约束的存在使超静定结构相对静定结构而言，具有一些独特的性质。充分理解多余约束与超静定结构特性之间的关系，同时比对静定结构，将有助于工程结构的概念设计。


 思考题

5.1　如何确定结构的超静定次数？

5.2　力法求解超静定结构的思路是什么？

5.3　什么是力法基本未知量？力法的基本结构与基本体系之间有什么不同？基本体系与原结构之间有什么内在关系？在选取力法基本结构时应掌握哪些原则？

5.4　试画出思考题5.4图所示每一超静定结构的两种力法基本结构。

[image: ]
思考题5.4图



5.5　力法基本方程的物理意义是什么？力法基本方程的右端是否一定为零？

5.6　思考题5.6图（a）所示结构，若选取图（b）所示力法基本体系，试写出力法基本方程。方程中δ
 12
 、δ
 22
 、Δ
 1P
 的含义是什么？如何计算？

[image: ]
思考题5.6图



5.7　为什么静定结构的内力与杆件的刚度无关而超静定结构与之有关？在什么情况下，超静定结构的内力只与各杆刚度的相对值有关？在什么情况下，超静定结构的内力与各杆刚度的绝对值有关？

5.8　试指出利用对称性计算思考题5.8图所示对称结构的思路，并画出相应的半结构。

[image: ]
思考题5.8图



5.9　如何计算超静定结构的位移？为什么虚拟单位力可以加在任一基本结构上？可以加在原结构上吗？

5.10　试分别从不同结构类型（如梁、刚架、桁架等）的角度和不同外因作用（如荷载作用、温度变化等）的角度比较力法计算过程的异同。

5.11　用力法计算思考题5.11图所示结构并绘出弯矩图。讨论：当I
 2
 →∞和I
 1
 →∞时，梁的弯矩怎样变化？

[image: ]
思考题5.11图



5.12　用力法计算思考题5.12图所示结构并绘出弯矩图。讨论：当I
 2
 →∞和I
 1
 →∞时，柱的弯矩和反弯点的位置怎样变化？

[image: ]
思考题5.12图



5.13　思考题5.13图（a）和（b）所示的超静定结构均有支座移动发生。问：此时结构是否会产生内力？为什么？由此可得出什么结论？

[image: ]
思考题5.13图




 习题

5.1　判断题

（1）习题5.1（1）图所示结构，当支座A
 发生转动时，各杆均产生内力。　（　）

[image: ]
习题5.1（1）图



（2）习题5.1（2）图所示结构，当内外侧均升高t
 1
 ℃时，两杆均只产生轴力。　（　）

[image: ]
习题5.1（2）图



（3）习题5.1（3）图（a）、（b）所示两结构的内力相同。　（　）

[image: ]
习题5.1（3）图



（4）习题5.1（3）图（a）、（b）所示两结构的变形相同。　（　）

5.2　填空题

（1）习题5.2（1）图（a）所示超静定梁的支座A
 发生转角θ
 ，若选图（b）所示力法基本结构，则力法基本方程为_____，代表的位移条件是_____，其中Δ
 1c
 ＝_____；若选图（c）所示力法基本结构时，力法基本方程为_____，代表的位移条件是_____，其中Δ
 1c
 ＝_____。

[image: ]
习题5.2（1）图



（2）习题5.2（2）图（a）所示超静定结构，当基本体系为图（b）时，力法基本方程为_____，Δ
 1P
 ＝_____；当基本体系为图（c）时，力法基本方程为_____，Δ
 1P
 ＝_____。

[image: ]
习题5.2（2）图



（3）习题5.2（3）图（a）所示结构各杆刚度相同且为常数，AB
 杆中点弯矩为_____，_____侧受拉；图（b）所示结构MBC

 ＝_____，_____侧受拉。

[image: ]
习题5.2（3）图



（4）连续梁受荷载作用时，其弯矩图如习题5.2（4）图所示，则D
 点的挠度为_____，位移方向为_____。

[image: ]
习题5.2（4）图



5.3　试确定习题5.3图所示结构的超静定次数。

[image: ]
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习题5.3图



5.4　用力法计算习题5.4图所示超静定梁，并作出弯矩图和剪力图。

[image: ]
习题5.4图



5.5　用力法计算习题5.5图所示超静定刚架，并作出内力图。

[image: ]
习题5.5图



5.6　用力法计算习题5.6图所示结构，并作出弯矩图。

[image: ]
习题5.6图



5.7　用力法计算习题5.7图所示桁架各杆的轴力，已知各杆EA
 相同且为常数。

[image: ]
习题5.7图



5.8　用力法计算习题5.8图所示超静定组合结构，绘出弯矩图，并求链杆轴力。

[image: ]
习题5.8图



5.9　用力法计算习题5.9图所示排架，并绘出弯矩图。

[image: ]
习题5.9图



5.10　用力法计算习题5.10图所示结构由于支座移动引起的内力，并绘弯矩图。

[image: ]
习题5.10图



5.11　用力法计算习题5.11图所示结构由于温度变化引起的内力，并绘弯矩图。（设杆件为矩形截面，截面高为h
 ，线膨胀系数为α
 ）

[image: ]
习题5.11图



5.12　利用对称性，计算习题5.12图所示结构的内力，并绘弯矩图。

[image: ]
习题5.12图



5.13　计算习题5.13图所示的对称半圆无铰拱K
 截面的内力。

[image: ]
习题5.13图



5.14　计算习题5.6图（d）所示结构结点B
 的水平位移。

5.15　计算习题5.9图（a）所示结构D
 截面的水平位移。

5.16　对习题5.5图（b）所示结构的内力图进行校核。

5.17　画出习题5.17图所示结构弯矩图的大致形状。已知各杆EI
 ＝常数。

[image: ]
习题5.17图





6　位移法


本章导读：

•基本要求
 　掌握位移法的基本原理和方法；熟练掌握用典型方程法计算超静定刚架在荷载作用下的内力；会用典型方程法计算超静定结构在支座移动作用下的内力；掌握用直接平衡法计算超静定刚架的内力。

•重点
 　位移法的基本未知量；杆件的转角位移方程；用典型方程法和直接平衡法建立位移法方程；用典型方程法计算超静定结构在荷载作用下的内力。

•难点
 　对位移法方程的物理意义的理解和方程中系数、自由项的计算。




 6.1　概述

本章介绍计算超静定结构的第二个经典的基本解法——位移法。位移法适用于静定结构和超静定结构的计算，也是结构分析中常用的渐近法、近似法和矩阵位移法的基础。

对于处于线弹性小变形状态的杆系结构，杆件的内力分布与其变形之间存在着一一对应的关系。在结构分析时，可以根据位移—变形（内力）之间对应的函数关系，利用某些结点位移表达出杆端位移，再由杆端位移表达出杆件变形，据此以寻求结构的内力分布。

结点位移确定后，体系中所有的杆件都将具有一个明确的杆端位移值。图6.1所示为杆件AB
 的两端结点位移与杆端截面位移的关系示意图（弦转角β
 在小变形假定下，可不计其对杆端转角的影响）。杆端角位移θA

 、θB

 对应于结点角位移θA

 、θB

 ，杆端线位移ΔAB

 为相对线位移，等于两端结点线位移VA

 、VB

 之差。

[image: ]
图6.1　杆件中结点位移与杆端位移的关系（不计轴向变形的影响）



对于图6.2所示刚架，分析时一般采用两个简化假定，即：忽略刚架中各杆件的轴向变形；不计由于弯曲变形而引起的杆件两端的接近。因此，该刚架的结点位移为结点A
 的未知转角θA

 和结点C
 的已知支座移动ΔC

 。其中，转角θA

 将决定连接于刚结点A
 的AB
 、AC
 、AD
 三杆的杆端转角大小。

[image: ]
图6.2　结点位移与杆端位移的协调关系（一）



下面再分析一个如图6.3（a）所示的既有转角又有线位移的刚架。

[image: ]
图6.3　结点位移与杆端位移的协调关系（二）



该刚架在图示水平荷载作用下，结点A
 有转角θA

 和水平位移ΔA

 ，结点B
 有转角θB

 和水平位移ΔB

 。若从刚架中取出杆件AB
 ，其杆端内力和杆件变形如图6.3（b）所示，杆端内力有杆端弯矩MAB

 及MBA

 、杆端剪力F
 QAB

 及F
 QBA

 、轴力F
 NAB

 及F
 NBA

 ，杆端位移有杆端转角θA

 及θB

 和相对线位移ΔAB

 （在AB
 杆平移ΔA

 到达A
 1
 B
 1
 位置过程中，杆件仅发生刚体位移，不产生内力）。显然，这一变形图又可完全等效地转化为如图6.3（c）所示两端固定的单跨梁A
 1
 B
 1
 ，在荷载及转角θA

 、θB

 和相对线位移ΔAB

 共同作用下的变形图。

因此，对于结构中的任一杆件，若结点位移确定，则杆端位移可唯一确定。

利用结点位移表达杆端位移后，即完成了结构的离散化。离散后的任一杆件，由于杆端位移和荷载与在整体结构中的状态完全一致，因此该杆件的受力与变形也与离散前完全等效，则结构的受力分析可放在单独的杆件中进行。

在位移法中对单杆所进行的受力分析，即为位移法的单元分析。

单元分析时根据杆端位移和荷载，可计算出杆件的变形和内力分布。结构静力分析中，满足变形协调条件又同时满足静力平衡条件的内力分布，对应于结构的真实解。对于杆件内部，其内力分布根据变形得到，同时满足平衡和协调条件；而对于杆件的边界，即杆端与结点位置，依据杆端位移与结点位移的协调关系，同时令其满足相应的平衡条件，建立的方程即可解出结构的真实内力。

在位移法分析中，需要解决3个问题：

第一，选取结点位移作为基本未知量，并利用结点位移表达杆端位移，进行结构离散，以确定位移法的杆件单元和基本未知量。

第二，确定杆件的杆端内力与杆端位移之间的函数关系，即进行单元分析。

第三，建立求解这些基本未知量的位移法方程，即进行整体分析，建立位移法方程。


 6.2　等截面直杆的转角位移方程

应用位移法需要解决的一个关键问题是：确定杆件的杆端内力与杆端位移及杆上荷载之间的函数关系，即杆件的转角位移方程
 ，也就是位移法中单元分析
 的过程。这是学习位移法的准备知识和重要基础。

本节根据力法的计算结果，由叠加原理导出等截面直杆的转角位移方程。

6.2.1　杆端内力和位移的正负号规定

1）杆端内力的正负号规定

如图6.4（a）所示，AB
 杆A
 端的杆端弯矩用MAB

 表示，B
 端的杆端弯矩用MBA

 表示。杆端弯矩对杆端而言，以顺时针方向为正，反之为负（注意：作用在结点上的外力偶，其正负号规定与此相同）；对结点或支座而言，表现为杆端弯矩的反作用力作用于其上，则以逆时针方向为正，反之为负。

例如，图6.4（a）中，MAB

 为负，MBA

 为正。杆中弯矩可由平衡条件求得，弯矩图仍画在杆件受拉纤维一侧。杆端剪力和杆端轴力的正负号规定，仍与材料力学相同。

[image: ]
图6.4　杆端内力和位移正负号规定



2）杆端位移的正负号规定

根据刚结点的性质，杆端转角对应于结点的角位移，以顺时针方向为正，反之为负。

杆端相对线位移以杆的一端相对于另一端产生顺时针方向转动的线位移为正，反之为负。例如，图6.4（b）中ΔAB

 为正。

6.2.2　一般等截面直杆杆单元的转角位移方程

位移法中，内力分布与变形对应，而变形则会受到杆端位移的影响，为了描述上的方便，在计算中一般利用一个两端固定的杆单元来描述体系中的一般杆件，杆端位移即可以根据该杆单元的支座位移来表达，如图6.5所示。图6.5（a）与图6.5（b）中两个模型受力与变形完全一致，表示的是同一个杆元。

[image: ]
图6.5　杆端位移和杆单元支座位移之间的关系



由某一个杆端单位位移引起的杆端内力称为形常数
 ，通常引入杆件的线刚度
 i
 （i
 ＝EI
 /l
 ）来表示。可以通过形常数描述杆件截面内力（变形）与杆端位移之间对应的转换关系。由荷载或温度变化引起的杆端内力称为载常数
 。载常数中的杆端弯矩也称为固端弯矩
 ，用[image: ]
 和[image: ]
 表示；杆端剪力也称为固端剪力
 ，用[image: ]
 和[image: ]
 表示。

一般杆单元的形常数和载常数可根据力法计算得到，常用的形常数和载常数如表6.1所示。

形常数和载常数在后面章节中会经常用到。在使用时应注意，表6.1中的形常数和载常数是根据图示所给定的支座位移和荷载的方向求得的。当计算某一结构时，应根据其杆件两端实际的位移方向和荷载方向，判断形常数和载常数应取的正负号。


表6.1　一般等截面杆件的形常数和载常数

[image: ]


图6.6所示两端固定的等截面梁AB
 ，设A、B
 两端的转角分别为θA

 和θB

 ，垂直于杆轴方向的相对线位移为Δ
 ，梁上还作用有外荷载。梁AB
 在上述4种因素共同作用下的杆端弯矩（或杆端剪力），应等于θA

 、θB

 、Δ
 和外荷载单独作用下的杆端弯矩（或杆端剪力）的叠加。

[image: ]
图6.6　一般等截面直杆的转角位移方程



利用表6.1中的形常数与载常数，可得

[image: ]


式（6.1）就是一般等截面直杆单元的转角位移方程
 。实质上，它就是用形常数和载常数来表达的杆端力计算公式，反映了杆端弯矩、杆端剪力与杆端位移及杆上荷载之间的函数关系。转角位移方程的4个方程中，方程3和方程4除固端剪力项不同外，表达了同一函数关系，所以这4个方程表示了3个独立的杆端位移（θA

 、θB

 、Δ
 ）与3个独立的杆端力（MAB

 、MBA

 、F
 QAB

 或F
 QBA

 ）之间的函数关系。

6.2.3　特殊等截面直杆杆单元的转角位移方程

若在结构中存在铰结点和定向结点（对应于支座位置，则为可动铰支座、固定铰支座或定向支座），在杆端力的几个分量中则会出现某个分量为已知的现象。

如图6.7所示，对于AB
 杆，其MBA

 ＝0；对于CD
 杆，其F
 QDC

 ＝0。即在这样的单元中，式（6.1）中的3个函数关系将不再完全独立。

[image: ]
图6.7　特殊约束模式下的等截面直杆



由于位移法的计算量在很大程度上取决于基本未知量的数目，上述情形的存在使得在计算中可以根据单元杆端的约束模式，在计算前对基本未知量进行筛选，去除非独立的杆端位移分量，以减少计算线性方程组的工作量。由此即在一般杆元的基础上衍生出了两种特殊杆单元模型。

1）一端固定另一端铰支杆单元

图6.8所示一端固定另一端铰支的等截面梁AB
 ，设A
 端转角为θA

 ，两端相对线位移为Δ
 ，梁上还作用有外荷载。

[image: ]
图6.8　一端固定另一端铰支直杆的转角位移方程



因B
 端为铰支，故知MBA

 ＝0和[image: ]
 ，根据式（6.1）的第2式，应有

[image: ]


从而求得

[image: ]


可见，θB

 可表示为θA

 和Δ
 的函数，而不是独立的未知量。将式（a）代入式（6.1）的第1、第3和第4式，即可得

[image: ]


一端固定另一端铰支单元对应的形常数和载常数，如表6.2所示。


表6.2　特殊杆端约束模式下杆单元的形常数和载常数

[image: ]


注：表6.1、表6.2中只列了常见荷载的载常数。其他情况的载常数，请参见“教材习题解答”中的附表。

2）一端固定另一端定向支承杆单元

如图6.9所示一端固定另一端定向支承梁，设A
 端转角为θA

 ，B
 端转角为θB

 ，梁上还作用有外荷载。

[image: ]
图6.9　一端固定另一端定向支承直杆的转角位移方程



因B
 端为定向支承，故知F
 QBA

 ＝0和[image: ]
 ，根据式（6.1）的第4式，应有

[image: ]


从而求得

[image: ]


可见，Δ
 为θA

 和θB

 的函数，它也不是独立的未知量。将式（b）代入式（6.1）的第1、第2和第3式，即可得

[image: ]


一端固定另一端定向支承单元对应的形常数和载常数，如表6.2所示。需要指出：表6.2中的形常数和载常数也可以用力法计算得到。

在3种杆单元模型中，第一种即两端固定支承梁的模型在不考虑轴向变形时具有3个未知杆端位移，结构分析时完全可以取代后两种衍生模型。

若全部用第一种单元模型进行计算，在位移法分析时所有单元的杆端位移描述和转角位移方程将具有一致的形式，对应的计算方法可以较为容易地移植到计算机化的程序分析中；但用于手算时，未知量数目较多，计算量偏大。一端固定另一端铰支、一端固定另一端定向支承模型的引入，则可以简化分析计算量，所以手算时一般都会引入这两种衍生模型来进行计算，但应该注意形常数与载常数的选用必须与所选择的杆件单元模型相对应。

对于表6.1和表6.2中的杆端弯矩数值，需要熟记。至于杆端剪力，则容易根据平衡条件导出为

[image: ]


上式中，[image: ]
 和[image: ]
 分别表示相当简支梁在荷载作用下的杆端剪力。


 6.3　位移法的基本概念

6.3.1　位移法的基本未知量

如果结构中杆件两端的杆端角位移和杆端相对线位移已知，则可确定杆件的内力分布。根据一般单元（两端固定杆单元）和衍生单元的概念，杆端力为已知时，对应的杆端位移可不视为独立未知量。

因此，位移法的基本未知量即为各结点的独立角位移和独立线位移
 。根据位移的性质区分，位移法基本未知量的总数目（记作n
 ）等于结点的独立角位移数（记作ny

 ）与独立线位移数（记作nl

 ）之和，即


n
 ＝ny

 ＋nl



1）结点角位移的确定

未知独立的结点角位移在通常情况下对应于体系中的刚结点，但须注意，当有阶形杆截面改变处的转角或抗转动弹性支座的转角时，应一并计入在内。至于结构固定支座处，因其转角等于零或为已知的支座移动值，不应计入；而铰结点或铰支座处，因其转角不是独立的，引入特殊杆端约束模式下杆单元模型（一端固定，另一端铰支单元）后，其杆端转角也不再作为位移法的基本未知量。

例如，图6.10（a）所示结构，组合结点B
 、刚结点C
 、阶形杆截面改变处D
 （可视为上段AD
 与下段DE
 的刚性结点）和抗转动弹性支座G
 处各有一个独立转角，分别用Z
 1
 、Z
 2
 、Z
 3
 和Z
 4
 标记，而铰A
 和固定支座F、E
 处均不予考虑，故该结构ny

 ＝4，如图6.10（b）所示（用“[image: ]
 ”表示转角）。

[image: ]
图6.10　结点角位移的确定



2）结点线位移的确定

为了减少结点独立线位移数（nl

 ），位移法分析时如6.1节所述，通过引入两个简化假定，将实际变形杆件简化为一种“受弯直杆”，其两杆端之间的距离在变形后仍然保持不变。

确定位移法中线位移未知量的方法：由观察确定，即设定体系中每一个结点在平面坐标系的两个主轴方向上最多可能具有两个线位移，然后筛选出其中的未知、独立分量。主要考虑以下筛选原则：

①因刚性支座的存在，线位移为零或为已知值（对应于支座移动）的不计入未知量。

②因轴向变形忽略不计而多个结点线位移相同的，则只计其中一个。

③定向支承杆端力已知，对应的线位移非独立，不计入独立的线位移内。

如图6.11（a）所示结构，共有6个结点，经观察可知其最多可能存在的线位移数目为12个（即Z
 1
 ～Z
 12
 ）。由于刚性约束，则线位移Z
 1
 、Z
 2
 、Z
 9
 、Z
 10
 、Z
 11
 和Z
 12
 必定为零，不计入未知量内；由于轴向变形忽略不计的原因，Z
 4
 、Z
 6
 、Z
 8
 与Z
 2
 相同，皆为零；Z
 7
 与Z
 11
 相同为零，亦不计入未知量。因此，结构独立的未知结点线位移仅余下Z
 3
 和Z
 5
 ，如图6.11（b）所示。

[image: ]
图6.11　结点线位移确定方法——观察确定



如图6.12（a）所示结构受荷载作用发生变形后，除产生4个独立转角外，结点A、B、C
 还将产生同一水平线位移Δ
 1
 （用Z
 5
 标记），分别垂直于杆件AE
 、BF
 和CG
 。另外，在结点D
 处还有另一个水平线位移Δ
 2
 （用Z
 6
 标记），如图6.12（b）所示（用“[image: ]
 ”表示线位移）。

[image: ]
图6.12　结点线位移的确定



6.3.2　位移法的基本结构和基本体系

位移法利用结点位移来描述结构的变形，为了在分析过程有效控制结构中每一结点位移，可以通过在体系中增设附加约束来控制结点位移的发生。增设了附加约束的结构模型，即为位移法计算中的基本结构
 。

根据结点位移类型的不同，体系中增设的附加约束也不同，分为两类：角位移处的附加刚臂
 和线位移处的附加支杆
 。

所谓附加刚臂，就是在每个可能发生独立角位移的刚结点和组合结点上，人为地加上的一个能控制其角位移（但并不阻止其线位移）的附加约束，用黑三角符号“[image: ]
 ”表示；所谓附加支杆，就是在每个可能发生独立线位移的结点上沿线位移的方向，人为地加上的一个能控制其线位移大小的附加支座链杆。

例如，对于图6.13（a）所示平面刚架，其位移法基本未知量如图所示。为控制全部的结点独立位移，通过人为地增加附加约束后，可得到相应的基本结构，如图6.13（b）所示。

[image: ]
图6.13　位移法的基本结构



通过控制基本结构上的附加约束，令其发生与原结构相同的结点位移，从而形成一个在荷载与结点位移共同作用下的，与原结构变形完全相同的受力模型。该受力模型即为位移法计算中的基本体系
 ，基本体系与原结构完全等效（包括静力等效与变形等效）。下面将通过基本体系来建立位移法的基本方程。

6.3.3　位移法的基本原理与基本方程

基本体系的变形与原结构完全一致，其受力也完全相同。下面根据变形协调条件与静力平衡条件，通过相关的示例来说明用位移法解题的基本原理，并建立位移法的基本方程。

1）只有一个结点角位移的情况

如图6.14（a）所示结构，具有一个独立的未知结点角位移，不存在结点线位移。根据基本结构的概念，在角位移处增设刚臂，得基本结构如图6.14（b）所示，[image: ]
 为杆件的线刚度。

[image: ]
图6.14　位移法基本方程的建立——角位移（1）



若在荷载作用下，其结构变形图如图6.14（a）所示，则其基本体系应如图6.14（c）所示。当刚臂转角与原结构A
 点转角相同时，图6.14（a）与图6.14（c）变形、内力均完全相同。

根据叠加原理，基本体系的变形可以由荷载和角位移Z
 1
 分别作用在基本结构这两个独立受力状态下的变形结果的叠加，如图6.15所示。

[image: ]
图6.15　位移法基本方程的建立——角位移（2）



由于基本体系与原结构完全静力等效，图6.15（a）中基本体系角位移位置处的附加刚臂不可能存在反力矩，必然有


F
 1
 ＝F
 11
 ＋F
 1P
 ＝0

现在可以引入形常数，将Z
 1
 角位移作用下的变形图利用单位角位移作用下的变形图来表示，如图6.16所示，则有


F
 11
 ＝k
 11
 Z
 1


从而得到


F
 1
 ＝k
 11
 Z
 1
 ＋F
 1P
 ＝0

[image: ]
图6.16　位移法基本方程的建立——角位移（3）



即可得到方程


k
 11
 Z
 1
 ＋F
 1P
 ＝0　（a）

这就是求解基本未知量Z
 1
 的位移法基本方程
 ，其实质是表达了基本体系在结点位移处的平衡条件。

下面，根据图6.16和图6.15（c）来计算位移法方程中的系数k
 11
 与自由项F
 1P
 。根据这两个图表达的变形模式，绘出对应的基本结构弯矩图，如图6.17所示。

[image: ]
图6.17　位移法基本方程的建立——角位移（4）



由图6.17（a）中结点A
 处的平衡条件，可得

[image: ]


由图6.17（b）中结点A
 处的平衡条件，可得


k
 11
 ＝4i
 ＋4i
 ＝8i


将系数与自由项代入位移法方程（a），即可解出体系位移法分析中的基本未知量，即结点A
 处角位移的大小为

[image: ]


结构的最后弯矩可按以下叠加公式

[image: ]


计算，最终的弯矩图如图6.18（c）所示。

[image: ]
图6.18　位移法基本方程的建立——角位移（5）



有必要说明：在以后的计算中，与计算结果无关的状态表示可以忽略，相关的变形图也可以不用描述，而使用荷载或者单位结点位移作用下基本结构的内力图来代替。

2）只有一个结点线位移的情况

图6.19（a）所示铰接排架的基本未知量为结点C
 、D
 的水平线位移Z
 1
 。在结点D
 加一附加支座链杆，就得到基本结构，如图6.19（b）所示。其相应的基本体系如图6.19（c）所示，当Z
 1
 与原结构的线位移相等时，对应变形和内力分布必然与原结构完全相同。

[image: ]
图6.19　位移法基本方程的建立——线位移（1）



由于原结构中并不存在附加支杆，基本体系中的附加支杆内当然就不存在约束力，因此，基本体系上结点D
 处附加支杆内的反力F
 1
 必定为零。

设由Z
 1
 和荷载引起的反力分别为F
 11
 和F
 1P
 （由Z
 1
 ＝1引起的反力为k
 11
 ，因此F
 11
 ＝k
 11
 Z
 1
 ）。根据叠加原理，上述F
 1
 ＝0的条件可写为


k
 11
 Z
 1
 ＋F
 1P
 ＝0　（b）

式（b）与前述只有角位移刚架体系的位移法方程式（a）在形式上完全相同。

为了求出系数k
 11
 和自由项F
 1P
 ，同样可利用表6.1和表6.2，先在基本结构上绘出荷载作用下的弯矩图（M
 P
 图）和单位位移作用下的单位弯矩图（[image: ]
 图），再取隔离体列平衡条件计算，如图6.20所示。

[image: ]
图6.20　位移法基本方程的建立——线位移（2）



分别在M
 P
 图和[image: ]
 图中截取两柱顶端以上部分为隔离体，如图6.20所示。由剪力方向平衡条件ΣFx

 ＝0，得

[image: ]


将k
 11
 和F
 1P
 的值代入位移法方程式（b），即可解得

[image: ]


结构的最后弯矩图可由叠加公式[image: ]
 计算后绘制，如图6.20（c）所示。


 6.4　位移法的典型方程

6.3节以具有一个基本未知量（ny

 ＝1或nl

 ＝1）的结构为例，说明了位移法方程的建立过程。现在讨论具有多个基本未知量的结构，并说明如何建立位移法基本方程。

图6.21（a）所示刚架，设各杆EI
 ＝常数，其基本未知量为刚结点B
 的转角Z
 1
 和结点B、C
 的水平线位移Z
 2
 。基本结构和基本体系分别如图6.21（b）、（c）所示。

[image: ]
图6.21　位移法典型方程的建立（1）



由于基本体系的变形和受力情况与原结构完全相同，而原结构上并没有附加刚臂和附加支杆，因此，基本体系上附加刚臂的反力矩F
 1
 及附加支杆的反力F
 2
 都应等于零，即F
 1
 ＝0和F
 2
 ＝0。据此，可建立求解Z
 1
 和Z
 2
 的两个位移法的基本方程。

设基本结构由于Z
 1
 、Z
 2
 及荷载单独作用下，引起相应于Z
 1
 的附加刚臂的反力矩分别为F
 11
 、F
 12
 及F
 1P
 ，引起相应于Z
 2
 的附加支杆的反力分别为F
 21
 、F
 22
 及F
 2P
 ，如图6.22所示。

[image: ]
图6.22　位移法典型方程的建立（2）



根据叠加原理，可得

[image: ]


式中，Fij

 的第一个下标表示该反力矩（或反力）所属的附加约束，第二个下标表示引起该反力矩（或反力）的原因。

又设单位位移Z
 1
 ＝1及Z
 2
 ＝1单独作用时，在基本结构附加刚臂上产生的反力矩分别为k
 11
 及k
 12
 ，在附加支杆中产生的反力分别为k
 21
 及k
 22
 ，则有

[image: ]


将式（b）代入式（a），得

[image: ]


上式称为位移法典型方程
 。其物理意义是：基本体系每个附加约束中的反力矩（或反力）应等于零因此它实质上反映了原结构的静力平衡条件。

为了求出典型方程中的系数和自由项，可借助于表6.1和表6.2绘出基本结构在荷载及Z
 1
 ＝1和Z
 2
 ＝1单独作用下的荷载弯矩图M
 P
 图和单位弯矩图[image: ]
 图（令i
 ＝EI
 /l
 ），如图6.23所示。由平衡条件可求出各系数和自由项为

[image: ]


[image: ]
图6.23　位移法典型方程的建立（3）



将系数和自由项代入典型方程式（c），可得

[image: ]


联立解以上两个方程求出Z
 1
 和Z
 2
 后，即可按叠加原理作出弯矩图。

对于具有n
 个独立结点位移的结构，相应地在基本结构中需加入n
 个附加约束，根据基本体系中每个附加约束的附加反力矩或附加反力都应为零的平衡条件，可建立n
 个方程，如下

[image: ]


式（6.4）即为典型方程的一般形式
 。其中，主斜线上的系数kii

 称为位移法方程的主系数
 ；其他系数kij

 称为副系数
 ；F
 
i
 P
 称为自由项
 。

系数和自由项的符号规定：以与该附加约束所设位移方向一致者为正。主系数kii

 的方向总是与所设位移Zi

 的方向一致，故恒为正，且不会为零。副系数和自由项则可能为正、负或零。此外，根据反力互等定理可知，kij

 ＝kji

 。

由于在位移法典型方程中，每个系数都是单位位移引起的附加约束的反力矩（或反力）。显然，结构的刚度越大，这些反力矩（或反力）的数值也越大，故这些系数又称为结构的刚度系数
 ，位移法典型方程又称为结构的刚度方程
 ，位移法也称为刚度法
 。


 6.5　用位移法计算超静定结构在荷载作用下的内力

6.5.1　计算步骤

①确定基本未知量数目：n
 ＝ny

 ＋nl

 。

②确定基本体系。角位移处加附加刚臂，线位移处加附加支杆形成基本结构，使基本结构承受原来的荷载，并令附加约束发生与原结构相同的位移，即可得到与原体系对应的基本体系。

③建立位移法的典型方程。根据附加约束上反力矩或反力等于零的平衡条件建立典型方程。

④求系数和自由项。在基本结构上分别作出各附加约束发生单位位移时的单位弯矩图[image: ]
 图和荷载作用下的荷载弯矩图M
 P
 图，由结点平衡和截面平衡即可求得。

⑤解方程，求基本未知量（Zi

 ）。

⑥作最后内力图。按照[image: ]
 叠加作出最后弯矩图，根据弯矩图作出剪力图，利用剪力图根据结点平衡条件作出轴力图。

⑦校核。由于位移法在确定基本未知量时已满足了变形协调条件，而位移法典型方程是静力平衡条件，故通常只需按平衡条件进行校核。

6.5.2　举例


【例6.1】
 　试用典型方程法计算图6.24所示连续梁，并作弯矩图，各杆EI
 为常数。

[image: ]
图6.24　连续梁位移法计算




【解】
 　（1）确定基本未知量数目

该连续梁的基本未知量为结点B
 的转角Z
 1
 ，即n
 ＝1。

（2）确定基本体系

基本体系如图6.25所示。由于超静定结构在荷载作用下的内力分布与杆件的相对刚度相关，因此，分析时可令i
 ＝1，根据杆件的相对刚度进行计算。但需要注意，在相对刚度设定后，计算得到的未知量将不再直接对应于结点的真实位移数值，而是一个与所设定的相对刚度对应的数值。

[image: ]
图6.25　基本体系



（3）建立典型方程


k
 11
 Z
 1
 ＋F
 1P
 ＝0

（4）求系数和自由项

作[image: ]
 和M
 P
 图，如图6.26所示。

[image: ]
图6.26　系数与自由项的计算



分别从[image: ]
 、M
 P
 图中截取结点B
 为隔离体，由ΣMB

 ＝0，可求得


k
 11
 ＝7，F
 1P
 ＝-120

（5）解方程，求基本未知量

将以上各系数及自由项之值代入典型方程，解得


Z
 1
 ＝17.143

（6）作最后弯矩图

按叠加原理[image: ]
 作原结构的弯矩图，如图6.27所示。

[image: ]
图6.27　M
 图（单位：kN·m）



（7）校核

在图6.27中，显见，满足ΣMB

 ＝0。

在本例的求解中，BC
 杆采用了一端固定一端铰支的单元，减少了位移法分析的计算量。在计算中也可以直接使用一般杆单元（即两端固定端杆元）进行分析，只是计算量会增加，但不会改变计算结果。


【例6.2】
 　试对上例所有杆元使用统一的一般杆单元模型进行位移法分析。


【解】
 　（1）确定基本未知量数目

在本例分析中基本未知量将确定为所有的未知结点位移
 而非未知独立结点位移
 该连续梁的基本未知量为体系中所有可能发生的结点位移，即结点B
 的转角Z
 1
 和结点C
 的转角Z
 2
 。因此，n
 ＝2。

（2）确定基本体系

基本体系如图6.28所示。

[image: ]
图6.28　基本体系



（3）建立典型方程

根据结点B
 和结点C
 附加刚臂上反力矩均为零的平衡条件，有

[image: ]


（4）求系数和自由项

作[image: ]
 图和M
 P
 图，如图6.29所示。

[image: ]
图6.29　系数与自由项的计算



分别从[image: ]
 图和M
 P
 图中截取结点B
 为隔离体，由ΣMB

 ＝0，可求得


k
 11
 ＝8，k
 12
 ＝2，F
 1P
 ＝-80

再分别从[image: ]
 图和M
 P
 图中截取结点C
 为隔离体，由ΣMC

 ＝0，可求得


k
 21
 ＝2，k
 22
 ＝4，F
 2P
 ＝80

（5）解方程，求基本未知量

将以上各系数及自由项之值代入典型方程，解得


Z
 1
 ＝17.143，Z
 2
 ＝-28.572

与上例比较，可知Z
 1
 的值完全相同，只是增加并求解出了Z
 2
 的数值。

（6）作最后弯矩图

按叠加原理[image: ]
 作原结构的弯矩图，如图6.30所示，其中截面C
 处的弯矩值经过叠加最终为0，与约束状态表现一致。

[image: ]
图6.30　M
 图（单位：kN·m）



（7）校核

由图6.30显见，满足ΣMB

 ＝0和ΣMC

 ＝0。


【例6.3】
 　试用典型方程法计算图6.31所示结构，并作弯矩图。设EI
 ＝常数。

[image: ]
图6.31　对称刚架位移法计算




【解】
 　（1）确定基本未知量数目

由于结构和荷载均沿两个对称轴对称，因此，可以利用对称性取结构的1/4部分进行计算，如图6.32（a）所示，其基本未知量只有结点A
 的转角Z
 1
 。

[image: ]
图6.32　基本体系的确定



（2）确定基本体系

基本体系如图6.32（b）所示，其中，[image: ]
 。

（3）建立典型方程

根据结点A
 附加刚臂上反力矩为零的平衡条件，有


k
 11
 Z
 1
 ＋F
 1P
 ＝0

（4）求系数和自由项

作[image: ]
 图和M
 P
 图，如图6.33所示。从[image: ]
 、M
 P
 图中截取结点A
 为隔离体，应用力矩平衡条件ΣMA

 ＝0，可分别求得

[image: ]


[image: ]
图6.33　系数与自由项的计算



（5）解方程，求基本未知量

将k
 11
 和F
 1P
 之值代入典型方程，解得

[image: ]


（6）作最后弯矩图

按叠加公式[image: ]
 求得各杆端弯矩，利用对称性即可作出原刚架的弯矩图，如图6.34所示。

[image: ]
图6.34　M
 图



（7）校核

在图6.34中，取结点B
 为隔离体，满足ΣMB

 ＝0。


【例6.4】
 　试用典型方程法计算图6.35所示结构，并作弯矩图，EI
 为常数。

[image: ]
图6.35　无侧移刚架位移法计算




【解】
 　（1）确定基本未知量数目

此刚架的基本未知量为结点B
 和C的角位移Z
 1
 和Z
 2
 ，即n
 ＝2。

（2）确定基本体系

基本体系如图6.36所示。

[image: ]
图6.36　基本体系



（3）建立典型方程

根据基本体系每个附加刚臂的总反力矩为零的条件，可列出位移法方程如下：

[image: ]


（4）求系数和自由项

利用表6.1和表6.2，分别作出基本结构在Z
 1
 ＝1、Z
 2
 ＝1及荷载单独作用下的[image: ]
 和M
 P
 图，如图6.37所示。

[image: ]
图6.37　系数与自由项的计算



由[image: ]
 图中结点B、C
 的平衡条件，得


k
 11
 ＝4.8＋4＋8＝16.8，k
 21
 ＝4

由[image: ]
 图，得


k
 12
 ＝4，k
 22
 ＝8＋4＝12

由M
 P
 图，得


F
 1P
 ＝（50-60）kN·m＝-10 kN·m，F
 2P
 ＝60 kN·m

（5）解方程，求基本未知量

将求得的各系数和自由项代入位移法方程，解得


Z
 1
 ＝1.94，Z
 2
 ＝-5.65

（6）作最后弯矩图

按[image: ]
 作出原结构的弯矩图，如图6.38所示。

[image: ]
图6.38　M
 图（单位：kN·m）




【例6.5】
 　试用典型方程法计算图6.39所示结构，并作弯矩图。已知l
 ＝6 m，除DE
 杆外，各杆EI
 为常数。

[image: ]
图6.39　例6.5图




【解】
 　（1）确定基本未知量数目

本题在结点B
 上具有一个角位移Z
 1
 、结点D
 上具有一个角位移θ
 、沿BD
 竖向有一个线位移Δ
 ，由于DE
 杆截面抗弯刚度无穷大，因此，杆DE
 的转角θ
 与D
 （B
 ）结点的竖向线位移Δ
 之间存在一个直接的几何变换关系，如图6.40所示。

[image: ]
图6.40　刚杆DE
 中线位移与角位移的变换关系



根据刚体DE
 的运动规则，Δ
 （向下为正）和θ
 （顺时针转动为正）存在如下的几何变换：

[image: ]


由于Δ
 和θ
 之间不独立，因此本题基本未知量的数目为2。

（2）确定基本体系

令i
 ＝EI
 /6＝1。在确定基本体系时，对于不独立的结点位移分量可以根据计算的需要进行选择。依据所选择未知量的不同，可得到如图6.41所示的两个等效的基本体系。需要注意的是，尽管两个基本体系完全等效，但在位移法计算过程中描述的结点位移并不完全相同，因此，计算过程中的系数、自由项与未知量的解答也不完全相同，只是最终内力图结果是一致的。

[image: ]
图6.41　基本体系的确定



（3）建立典型方程

无论是基本体系1，还是基本体系2，根据位移法的基本原理，必然有

[image: ]


（4）求系数和自由项

①基本体系1

对基本体系1，作[image: ]
 和M
 P
 图，如图6.42所示。其中，要特别注意刚杆DE
 弯矩图的绘制。在[image: ]
 和M
 P
 图中，竖杆BD
 均应满足竖向平衡条件，如图6.42（d）所示。据此，可求作出3个弯矩图中刚杆DE
 的弯矩分布。

[image: ]
图6.42　基本体系1的系数与自由项计算



根据[image: ]
 和M
 P
 图中取结点B
 和D
 的平衡条件，可求得


k
 11
 ＝11，k
 21
 ＝5，F
 1P
 ＝-90


k
 22
 ＝19，k
 12
 ＝5，F
 2P
 ＝450

②基本体系2

对基本体系2，作[image: ]
 和M
 P
 图，如图6.43所示。刚杆DE
 的弯矩图，可先通过结点D
 的平衡条件求出其D
 端的弯矩后绘制。需要指出，[image: ]
 图中BD
 杆的弯矩图，可由Z
 2
 ＝1引起结点D
 产生转角[image: ]
 绘制，如图6.43（b）所示。

[image: ]
图6.43　基本体系2的系数与自由项计算



根据[image: ]
 和M
 P
 图中取结点位移发生处的平衡条件，可求得


k
 11
 ＝11，k
 21
 ＝-0.833，F
 1P
 ＝-90


k
 22
 ＝-0.528，k
 12
 ＝-0.833，F
 2P
 ＝-75

（5）解方程，求基本未知量

将求得的各系数和自由项代入位移法方程。

对基本体系1，有

[image: ]


对基本体系2，有

[image: ]


式（a）和式（b）是完全等效的，我们可以使用前述的几何变换关系Δ
 ＝-lθ
 在两式之间转换Z
 2
 变量，就可以得到完全相同的方程组。

利用式（a）解出

[image: ]


利用式（b）解出

[image: ]


（6）作最后弯矩图

按叠加原理[image: ]
 作原结构的弯矩图，如图6.44所示。

[image: ]
图6.44　M
 图（单位：kN·m）




【例6.6】
 　试用典型方程法计算图6.45所示等高（A、C、E
 三点在同一水平线上）排架。

[image: ]
图6.45　排架的位移法计算




【解】
 　（1）确定基本未知量数目

体系只有一个独立的结点线位移未知量，即A、C、E
 的水平位移Z
 1
 。

（2）确定基本体系

基本体系如图6.46所示。

[image: ]
图6.46　基本体系



（3）建立典型方程

根据结点E
 附加支座链杆中反力为零的平衡条件，由位移法典型方程，有


k
 11
 Z
 1
 ＋F
 1P
 ＝0

（4）求系数和自由项

作单位弯矩图[image: ]
 和荷载弯矩图M
 P
 图，如图6.47所示。

[image: ]
图6.47　系数与自由项计算



由截面平衡条件ΣFx

 ＝0，可求得

[image: ]


（5）解方程，求基本未知量

将以上k
 11
 和F
 1P
 之值代入典型方程，解得

[image: ]


令

[image: ]


式中，γi

 为当第i根排架柱顶发生单位侧移时，该柱顶所产生的剪力。它反映了各柱抵抗水平位移的能力，称为排架柱的侧移刚度系数
 。

于是，各柱柱顶剪力为

[image: ]


其中

[image: ]


称为第i根柱的剪力分配系数
 。

（6）作最后弯矩图

按叠加原理即可作出弯矩图，如图6.48所示。

[image: ]
图6.48　M
 图



对于仅在柱顶承受水平集中荷载的等高排架，其弯矩图还可采用如下方法绘制：先由式（6.7）计算剪力分配系数，再按式（6.6）求出各柱顶剪力，由此按悬臂柱即可绘出各柱的弯矩图，而不必建立位移法方程进行计算，这一方法称为剪力分配法
 。


 6.6　用位移法计算超静定结构在支座移动时的内力

用典型方程法计算超静定结构在支座移动时的内力，其基本原理和计算步骤与荷载作用时是相同的，只是需要注意以下两点：

①典型方程中的自由项不同。这里的自由项不再是荷载引起的附加约束中的F
 
i
 P
 ，而是基本结构由于支座移动产生的附加约束中的反力矩或反力F
 
i
 c
 ，它可先利用形常数作出基本结构由于支座移动产生的弯矩图M
 c
 图，然后由平衡条件求得。

②计算最后内力的叠加公式不完全相同。其最后一项应以M
 c
 替代荷载作用时的M
 P
 ，即[image: ]
 。


【例6.7】
 　试用典型方程法作图6.49所示结构在支座移动时的弯矩图。已知EI
 ＝3×104
 kN·m2
 ，θA

 ＝0.01 rad，ΔC

 ＝0.01 m，l
 ＝3 m。

[image: ]
图6.49　连续梁在支座移动下的位移法计算




【解】
 　（1）确定基本未知量数目

此结构只有结点B
 的转角Z
 1
 一个基本未知量。

（2）确定基本体系

基本体系如图6.50所示。

[image: ]
图6.50　基本体系



（3）建立典型方程


k
 11
 Z
 1
 ＋F
 1c
 ＝0

（4）求系数和自由项

取[image: ]
 ，作[image: ]
 图和M
 c
 图，如图6.51所示。

[image: ]
图6.51　系数与自由项计算



由[image: ]
 图和M
 c
 图结点B
 的力矩平衡条件ΣMB

 ＝0，求得

[image: ]


由于超静定结构因受支座移动作用时，其内力分布与各杆件的实际刚度相关，因此在绘制M
 c
 图、计算F
 1c
 过程中，不能使用各杆EI
 的相对值，而必须用实际值。

（5）解方程，求基本未知量

将系数和自由项之值代入典型方程，解得

[image: ]


（6）作最后弯矩图

由[image: ]
 作最后弯矩图，如图6.52所示。

[image: ]
图6.52　M
 图（单位：kN·m）



（7）校核

由M
 图显见，满足ΣMB

 ＝0的平衡条件。


【例6.8】
 　图6.53所示刚架的支座A
 下沉了0.02 m，支座E
 沿逆时针方向转动0.01 rad，试绘出刚架由此产生的弯矩图。已知EI
 ＝5.0×104
 kN·m2
 。

[image: ]
图6.53　超静定刚架支座移动作用下的位移法计算




【解】
 　（1）确定基本未知量、基本体系、建立典型方程

基本体系和基本未知量如图6.54（a）所示，位移法方程为

[image: ]


[image: ]
图6.54　基本体系与系数计算



（2）求系数和自由项

[image: ]
 图及[image: ]
 图与例6.4相同，分别如图6.54（b）、（c）所示。系数也相同，为


k
 11
 ＝16.8，k
 12
 ＝k
 21
 ＝4，k
 22
 ＝12

为了计算方程中的自由项，应作出M
 c
 图。由表6.1和表6.2的形常数可计算得到基本结构由于支座移动产生的各杆固端弯矩为

[image: ]


据此，可作出M
 c
 图，如图6.55所示。

[image: ]
图6.55　支座移动时自由项的计算——M
 c
 图（单位：kN·m）



从M
 c
 图中取结点B
 、C
 为隔离体，由ΣMB

 ＝0和ΣMC

 ＝0，分别求得


F
 1c
 ＝240 kN·m，F
 2c
 ＝-250 kN·m

（3）解方程，求基本未知量

将系数和自由项的数值代入位移法方程，得

[image: ]


解得


Z
 1
 ＝-20.9，Z
 2
 ＝27.8

（4）作最后弯矩图

由[image: ]
 ，可绘出刚架的最后弯矩图，如图6.56所示。

[image: ]
图6.56　M
 图（单位：kN·m）




 6.7　直接利用平衡条件建立位移法方程

在位移法典型方程中，通过增设附加约束、借助基本结构这一计算工具，利用基本体系表达出原结构变形模式，从而建立的位移法方程，实质上就是反映原结构的平衡条件，即有结点角位移处，是结点的力矩平衡条件；有结点线位移处，是截面的投影平衡条件。因此，根据位移法的基本原理，也可以不通过基本结构，而借助于杆件的转角位移方程，利用结点位移与杆端位移之间的协调关系，根据先“拆散”后“组装”结构的思路，直接由原结构的结点和截面平衡条件来建立位移法方程，这就是本节将介绍的直接平衡法
 。

下面，结合例题说明直接平衡法的计算步骤。


【例6.9】
 　试用直接平衡法计算图6.21（a）所示刚架（重绘于图6.57中），并作弯矩图。已知EI
 ＝常量。

[image: ]
图6.57　位移法的直接平衡法




【解】
 　（1）确定基本未知量，并绘出示意图

此结构的基本未知量为结点B
 的转角θB

 ＝Z
 1
 和横梁BC
 的水平位移Δ
 ＝Z
 2
 ，如图6.58（a）所示。

[image: ]
图6.58　直接平衡法的基本未知量和平衡条件



（2）“拆散”，利用结点位移表示出杆端位移，并由转角位移方程逐杆写出杆端内力

①对于左柱BA
 （视为两端固定梁，发生支座移动：θA

 ＝0，θB

 ＝Z
 1
 ，Δ
 ＝Z
 2
 ）：根据表6.1和式（6.1），并令i
 ＝EI
 /l
 ，有

[image: ]


②对于横梁BC
 （视为B
 端固定，C
 端铰支，发生支座移动θB

 ＝Z
 1
 ）：根据表6.2和式（6.2），有

[image: ]


③对于右柱CD
 （视为D
 端固定，C
 端铰支，发生支座移动Δ
 ＝Z
 2
 ）：根据表6.2和式（6.2），有

[image: ]


（3）“组装”，进行整体分析建立位移法方程

①取结点B
 为隔离体，如图6.58（b）所示，由力矩平衡条件ΣMB

 ＝0，得


MBC

 ＋MBA

 ＝0

即

[image: ]


②取横梁BC
 为隔离体，如图6.58（b）所示，由截面平衡条件ΣFx

 ＝0，得


F
 QBA

 ＋F
 QCD

 ＝0

即

[image: ]


以上式（a）和式（b）即为用直接平衡法建立的位移法方程，与6.4节中用典型方程法解同一例题所建立的位移法方程（典型方程）式（d）完全相同。也就是说，两种本质上相同的解法在此殊途同归。

（4）解方程，求基本未知量

联立求解方程（a）和（b），得基本未知量为：

[image: ]


（5）计算杆端内力

将Z
 1
 和Z
 2
 代回转角位移方程所表达的杆端弯矩表达式，即可求得

[image: ]


（6）作最后弯矩图

最后弯矩图如图6.59所示。

[image: ]
图6.59　M
 图[image: ]




（7）校核

满足结点平衡条件和截面平衡条件。


 本章小结

（1）位移法是计算超静定结构的另一个经典的基本方法，也能用于静定结构的计算。同时，它又是后面将介绍的渐近法和近似法以及适用于计算机计算的矩阵位移法的基础。

（2）位移法的基本未知量是结构的结点位移，即刚结点的角位移和独立的结点线位移。应理解等截面直杆形常数和载常数的物理意义，特别应理解清楚几种不同约束类型直杆之间的异同，这可以帮助我们了解在位移法中为什么可以取这些结点位移作为基本未知量，而不以任意的结点位移（如铰结点的角位移）作基本未知量。要注意位移和杆端力的正负号规定，特别是杆端弯矩的正负号规定。

（3）在位移法中，用以解算基本未知量的位移法方程，其实质是平衡方程。对每一个刚结点，可以列写一个结点力矩平衡方程；对每一个线位移，可以列写一个截面平衡方程。平衡方程的数目与基本未知量的数目正好相等。可以采用基本体系和直接平衡两种方式列写平衡方程。

（4）利用基本体系列写平衡方程，能使位移法与力法的解题步骤建立起对应的关系，有助于对两种方法的深入理解。

（5）关于支座移动引起的内力计算，要了解这些特殊的“荷载”在被约束后的杆件（或基本结构）中产生的影响。这是一些利用形常数可直接推导的特殊的“载常数”。原理和算法与荷载作用时相同。

（6）位移法中的直接平衡法是以杆件的转角位移方程为基础直接列写平衡方程的方法，原理与通过基本体系写平衡方程的方法是一样的。


 思考题

6.1　从基本未知量、基本结构、基本方程、计算结果的校核、适用范围等方面，对位移法与力法进行比较。

6.2　位移法分析中的基本未知量根据计算单元模型和计算方式选择的不同，可以使用独立未知结点位移、未知结点位移为未知量，试分析这二者的异同。并分别使用两种不同的模式对思考题6.2图所示刚架确定基本体系并建立位移法方程。

[image: ]
思考题6.2图



6.3　在位移法中，人为施加附加刚臂和附加支杆的目的是什么？

6.4　根据例6.7的计算过程，思考在确定超静定刚架的位移法基本未知量时，刚架中的静定部分可如何处理？若把D
 结点的竖向位移也作为位移法的未知量，结果会如何？

6.5　在本章各例中，哪几个例题求解得到的未知量数值直接反映了结点的真实位移？为什么？

6.6　“因为位移法的典型方程是平衡方程，所以在位移法中只用平衡条件就可求解超静定结构的内力，而没有考虑结构的变形条件”。这种说法正确吗？

6.7　“无结点线位移的刚架只承受结点集中荷载时，如思考题6.7图所示，其各杆无弯矩和剪力。”这种说法正确吗？试用位移法的典型方程加以说明。

[image: ]
思考题6.7图



6.8　思考题6.8图所示3种结构的各杆长均为l
 ，柱的EI
 ＝常数。试分析它们的内力及柱顶侧移的差别？

[image: ]
思考题6.8图




 习题

6.1　确定用位移法计算习题6.1图所示结构的基本未知量数目，并绘出基本结构。（除注明者外，其余杆的EI
 为常数）

[image: ]
习题6.1图



6.2　判断题

（1）位移法基本未知量的个数与结构的超静定次数无关。　（　）

（2）位移法可用于求解静定结构的内力。　（　）

（3）用位移法计算结构由于支座移动引起的内力时，采用与荷载作用时相同的基本结构。　（　）

（4）位移法只能用于求解连续梁和刚架，不能用于求解桁架。　（　）

6.3　已知习题6.3图所示刚架的结点B
 产生转角θB

 ＝π/180，试用位移法概念求解所作用外力偶M
 。

[image: ]
习题6.3图



6.4　若习题6.4图所示结构结点B
 向右产生单位位移，试用位移法中剪力分配法的概念求解应施加的力F
 P
 。

[image: ]
习题6.4图



6.5　已知刚架的弯矩图如习题6.5图所示，各杆EI
 ＝常数，杆长l
 ＝4 m，试用位移法概念直接计算结点B
 的转角θB

 。

[image: ]
习题6.5图



6.6　用位移法计算习题6.6图所示连续梁，并作弯矩图和剪力图。EI
 ＝常数。

[image: ]
习题6.6图



6.7　用位移法计算习题6.7图所示结构，并作弯矩图。EI
 ＝常数。

[image: ]
习题6.7图



6.8　用位移法计算习题6.8图所示结构，并作弯矩图。各杆EI
 ＝常数。

[image: ]
习题6.8图



6.9　利用对称性计算习题6.9图所示结构，并作弯矩图。各杆EI
 ＝常数。

[image: ]
习题6.9图



6.10　习题6.10图所示等截面连续梁，EI
 ＝1.2×105
 kN·m2
 ，已知支座C
 下沉1.6 cm，用位移法求作弯矩图。

[image: ]
习题6.10图



6.11　习题6.11图所示刚架支座A
 下沉1 cm，支座B
 下沉3 cm，求结点D
 的转角。已知各杆EI
 ＝1.8×105
 kN·m2
 。

[image: ]
习题6.11图





7　力矩分配法与近似法


本章导读：

•基本要求
 　理解力矩分配法的基本概念；掌握用力矩分配法计算连续梁和无侧移刚架在荷载及支座移动作用下的内力；了解多层多跨刚架的近似计算法（分层计算法和反弯点法）

•重点
 　转动刚度、分配系数、传递系数的相关概念；单结点结构力矩分配法。

•难点
 　准确理解力矩分配法计算的基本思路；把握力矩分配法与位移法之间内在的联系。




 7.1　力矩分配法的基本概念

7.1.1　转动刚度

结构或体系抵抗转动变形的能力，即为转动刚度
 。为了便于定量分析，需要定义某一杆件杆端的转动刚度，或结构的某一结点的转动刚度。

对于杆件来说，令某一杆端截面发生单位转角（另一杆端位移在特定约束模式下），此时在该杆端需施加的杆端力矩称为杆端转动刚度
 。

杆端转动刚度的大小主要取决于两个方面的因素：一是与杆件自身的线刚度，即与截面抗弯刚度和杆件长度相关；二是与杆件的杆端约束模式相关。

由表6.1和表6.2，根据杆单元的形常数，可以容易地得到等截面直杆在各种约束模式下的杆端转动刚度（设各杆的线刚度为i
 ＝EI
 /l
 ），如图7.1所示。

[image: ]
图7.1　等截面直杆在不同约束模式下的杆端转动刚度



同理，若多根杆件汇交于某一结点（通常为刚结点），令该结点发生单位转角时，需要在该结点施加的结点力矩，称为结点转动刚度
 。根据位移法中结点位移与杆端位移之间的协调关系可知，结点的转动刚度与杆端转动刚度之间有以下关系：

[image: ]


其中，SA

 为结点转动刚度；SAj

 为汇交于该结点的杆件Aj

 在A
 端的杆端转动刚度。

如图7.2所示结构，结点转动刚度的大小为


SA

 ＝ΣSAj

 ＝SAC

 ＋SAB

 ＋SAD

 ＝3i
 ＋4i
 ＋i
 ＝8i


[image: ]
图7.2　理想约束下结点的转动刚度



7.1.2　分配系数

根据杆端转动刚度与结点转动刚度的概念，可以利用结点平衡条件得到刚结点处的杆端截面弯矩与转动刚度之间的关系。

[image: ]
图7.3　分配系数的概念



如图7.3（a）所示，无结点线位移的单刚结点结构，设在结点外力偶矩MA

 作用下，结点A
 产生的转角大小为Z
 1
 。根据结点转动刚度的定义，有


MA

 ＝SA
 Z
 1
 　（a）

或写为


MA

 ＝（SAB

 ＋SAC

 ＋SAD

 ）Z
 1
 　（b）

由此，可求出结点转角大小为

[image: ]


式（a）和式（b）既表示了结点的位移协调条件（杆端转动刚度在汇聚成结点转动刚度的过程中，满足杆端位移与结点位移相等的位移协调条件），也表达了结点的力矩平衡条件，即图7.3（b）中刚结点上ΣMA

 ＝0的条件，为


MA

 ＝MAB

 ＋MAC

 ＋M
AD


 　（d）

由于杆端位移与结点位移相等，故各杆端转角大小也为Z
 1
 。根据各杆端的转动刚度的定义，有

[image: ]


由式（e）可知，作用在结点上的一个外力矩MA

 ，根据变形协调条件和平衡条件，所引起各杆杆端弯矩的大小，是按各杆杆端转动刚度占结点转动刚度的比例来进行分配的。

若定义结点A
 所连接的各杆端Aj

 （j
 分别表示B、C
 、D
 等）的分配系数
 为

[image: ]


则式（e）可写为

[image: ]


或


MA
 j
 ＝μAj
 MA

 　（j
 ＝B、C
 、D
 ）　（7.2b）

式（7.2）中，MAj

 （j
 ＝B、C
 、D
 ）称为Aj
 杆A
 端的分配弯矩
 。

由式（7.1）可看出，0≤μAj

 ≤1，且结点A
 所连接的各杆端分配系数之和等于1，即


μAB

 ＋μAC

 ＋μAD

 ＝1　（f）

式（f）可作为分配系数计算正确与否的验算条件。

7.1.3　传递系数

分配系数能够表示出结点角位移发生处（包括结点和对应的杆端截面）的平衡条件和变形协调条件，但杆件内部的平衡和协调条件尚未得到满足。为了表示结点角位移对杆件其他截面内力和变形的影响，现引入传递系数概念。

根据位移法形常数的概念，在给定杆端约束模式下，结点角位移对应处的杆端发生转角时，由平衡条件和变形协调条件可决定杆件内力分布，如图7.4所示。

[image: ]
图7.4　传递系数的概念



由此可知，杆件远端（以角位移发生处的杆端为近端时）弯矩与近端弯矩（即分配弯矩）之间的关系可表示为


MjA

 ＝CAj
 MAj

 　（g）

其中，CAj

 为杆件的传递系数
 ，它表示了所对应特定约束模式下，由杆件内部的平衡和变形协调条件所决定的远端弯矩数值（MjA

 ）与近端弯矩数值（MAj

 ）之间的关系。

对于远端无杆端位移发生时，即对应于固定支承［图7.4（a）］，有


CAj

 ＝0.5　（7.3a）

对于远端为铰支［图7.4（b）］，有


CAj

 ＝0　（7.3b）

对于远端为定向支承［图7.4（c）］，有


CAj

 ＝-1　（7.3c）

式（g）表明，各杆远端弯矩MjA

 ［对于图7.3（a），j
 分别表示B、C
 、D
 等］，可由分配弯矩MAj

 乘以传递系数CAj

 得到，故MjA

 亦称为传递弯矩
 。

7.1.4　单结点结构的力矩分配

根据转动刚度、分配系数和传递系数的概念，可对单结点（单角位移）结构受到结点力矩荷载作用下的内力进行分析。


【例7.1】
 　图7.5所示为只具有一个未知独立角位移的结构，试用力矩分配法计算内力并绘弯矩图。

[image: ]
图7.5　集中力偶矩作用下的力矩分配法计算




【解】
 　（1）计算准备

由于结构中仅有一个未知独立结点角位移，因此，在以该位移对结构结点转动刚度和杆端转动刚度进行描述时，所有杆件的远端约束都如图7.1所示一样，是确定的。根据转动刚度的定义，结点A
 对应各杆端转动刚度为


SAC

 ＝3i
 ，SAB

 ＝4i
 ，SAD

 ＝i


因此，结点A
 转动刚度为

[image: ]


（2）分配过程

可由分配系数得到刚结点处的各杆杆端分配弯矩，为

[image: ]


分配系数保证了结点的平衡，再由传递系数保证杆件内部的平衡条件成立。由式（g）可得各杆远端的传递弯矩为



MCA

 ＝CAC
 MAC

 ＝0×9＝0


MBA

 ＝CAB
 MAB

 ＝0.5×12 kN·m＝6 kN·m


MDA

 ＝CAD
 MAD

 ＝-1×3 kN·m＝-3 kN·m



（3）绘弯矩图

根据分配弯矩和传递弯矩即可绘出各杆的弯矩图，如图7.6所示。

[image: ]
图7.6　M
 图（单位：kN·m）



例7.1分析过程中只有结点集中力偶矩作用。若在体系中出现了非结点荷载（即单元荷载），由于分配系数只能分配结点外力矩，因此必须对结构计算模型进行相应处理，才能保证力矩分配法的适用。

设若在例7.1中出现了非结点荷载，如图7.7（a）所示。在计算中可以仿照位移法的计算思路进行处理：

①在原结构中增设刚臂，并限制该刚臂的位移为零，则可得到一个与位移法计算中M
 P
 图相同的受力模型，此体系的受力和变形与原结构之间的差别在于刚臂内存在一个约束力矩
 （或称之为不平衡力矩
 ）MA

 ，该约束力矩的存在限制着结构结点位移的发生。根据结点的平衡条件和杆端弯矩以顺时针转向为正的规定，可以得到计算约束力矩（其方向以顺时针转向为正）的算式为

[image: ]


即约束力矩的大小为各杆因非结点荷载产生的固端弯矩之和减去结点外力偶矩的数值。

②既然图7.7（a）和图7.7（b）之间存在一个MA

 的差别，可以在图7.7（b）的基础上令结构再承受一个结点外力矩-MA

 的作用，从而能够消去附加约束对结构的影响。即在图7.7（b）的受力模型上叠加图7.7（c）的受力模型后，就可以完全与原结构静力等效。

[image: ]
图7.7　非结点荷载的处理



③图7.7（b）所示计算模型，其各杆的杆端弯矩可根据表6.1和表6.2的载常数直接确定；而图7.7（c）所示计算模型，与图7.3（a）所示仅承受结点外力偶矩的单结点结构完全一致，可用力矩分配法的原理对其进行计算。其中，-MA

 （在数值上等于反向施加的约束力矩）在力矩分配法中，称为待分配力矩
 。

④将图7.7（b）、（c）所示各杆端弯矩对应叠加，即得图7.7（a）所示原结构的最后杆端弯矩，并可据此作出弯矩图。

下面，举例说明具有非结点荷载作用下的力矩分配法计算过程。


【例7.2】
 　试用力矩分配法作图7.8所示连续梁的弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
图7.8　非结点荷载作用下连续梁的力矩分配法




【解】
 　（1）计算准备

①计算转动刚度


BA
 杆转动刚度：[image: ]



BC
 杆转动刚度：[image: ]


结点B
 转动刚度：[image: ]


②计算分配系数

对结点B
 ，有

[image: ]


验算：μBA

 ＋μBC

 ＝1。

③计算固端弯矩

对AB
 杆：[image: ]


对BC
 杆：[image: ]


④计算不平衡力矩（或直接计算待分配弯矩，二者只相差一个负号）

由式（7.4）计算，不平衡力矩为

[image: ]


或待分配力矩为

-MB

 ＝14.5 kN·m

（2）进行分配与传递计算

将不平衡力矩反号并进行分配和传递，其过程一般采用简洁的图表形式进行，如图7.9所示。

[image: ]
图7.9　例7.2的计算过程



（3）绘弯矩图

图7.9中最终杆端弯矩M
 总
 等于各杆端的固端弯矩MF

 与分配弯矩Mμ

 （或传递弯矩MC

 ）的叠加。根据其绘制弯矩图，如图7.10所示。

[image: ]
图7.10　M
 图（单位：kN·m）




【例7.3】
 　试用力矩分配法计算并作图7.11所示刚架的弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
图7.11　单结点刚架的力矩分配法




【解】
 　（1）计算模型简化

将图7.11所示刚架的静定杆段BC
 和DF
 先行截去，并将杆上的荷载等效地化到结点C
 和D
 上，如图7.12所示。

[image: ]
图7.12　简化后的模型



（2）计算准备

①计算转动刚度


CA
 杆转动刚度：[image: ]



CD
 杆转动刚度：[image: ]


结点C
 转动刚度：SC

 ＝SCA

 ＋SCD

 ＝2EI


②计算分配系数

对结点C
 ，有

[image: ]


验算：μCA

 ＋μCD

 ＝1。

③计算固端弯矩

[image: ]


④计算不平衡力矩

[image: ]


（3）进行分配与传递计算

计算过程如图7.13所示。

[image: ]
图7.13　例7.3计算过程



（4）绘弯矩图

计算最终杆端弯矩M
 总
 ，并作弯矩图，如图7.14所示。

[image: ]
图7.14　M
 图（单位：kN·m）



由前述例题可见，用力矩分配法求解无结点线位移的超静定结构时，不需要解算方程，仅通过简单的代数运算即可实现，且计算过程简明，可列表进行。这些都是力矩分配法的优点。

单结点结构力矩分配法的计算步骤可归纳为：

①计算刚结点所连杆端的分配系数，并填入计算表格中。

②增设刚臂，即将刚结点视为固定端，计算各杆固端弯矩，并填入计算表格中。

③计算不平衡力矩，并将其反号后进行分配与传递。

④计算各杆最后杆端弯矩，它等于固端弯矩叠加分配（或传递）弯矩，并根据此结果绘弯矩图。


 7.2　多结点结构的力矩分配

7.2.1　计算步骤

对于具有多个结点角位移但无结点线位移（简称无侧移）的结构，只需依次反复对各结点使用7.1节的单刚结点运算方法，就可逐次渐近地求出各杆的杆端弯矩。具体作法是：

①在所有结点上增设附加刚臂，限制结点位移发生，计算刚结点所连各杆端的分配系数，并计算各杆固端弯矩。

②从不平衡力矩绝对值较大的结点开始，逐结点轮流分配、传递，在其他刚结点刚臂有效约束下，对目标结点使用单结点结构的力矩分配法进行计算，直到所有结点上附加刚臂内的残留不平衡力矩足够小为止。

③将以上步骤所得各杆端的对应杆端弯矩（包括固端弯矩、分配弯矩和传递弯矩）叠加，即得所求的杆端弯矩（总弯矩）。

一般只需对各结点进行两到三个循环的运算，就能达到较好的精度。

下面举例说明力矩分配法计算多结点结构的步骤和演算格式。

7.2.2　举例


【例7.4】
 　试用力矩分配法计算并作图7.15所示连续梁的弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
图7.15　两结点连续梁力矩分配法




【解】
 　（1）计算准备

①计算转动刚度


BA
 杆转动刚度：[image: ]



BC
 杆转动刚度：[image: ]



CD
 杆转动刚度：[image: ]


结点B
 转动刚度：SB

 ＝SBA

 ＋SBC

 ＝5EI


结点C
 转动刚度：SC

 ＝SCB

 ＋SCD

 ＝4EI


②计算分配系数

对结点B
 ，有

[image: ]


验算：μBA

 ＋μBC

 ＝1。

对结点C
 ，有

[image: ]


验算：μCB

 ＋μCD

 ＝1。

③计算固端弯矩

[image: ]


④计算不平衡力矩


MB

 ＝（＋20-60）kN·m＝-40 kN·m


MC

 ＝（＋60＋0）kN·m＝＋60 kN·m

（2）进行分配与传递计算

计算过程如图7.16所示。

[image: ]
图7.16　例7.4计算过程



可见，经过3轮共6次的分配与传递，计算精度已相当高。需要指出，最后一次分配后，相应杆端的分配弯矩终止向刚结点处传递，仅向支座结点处进行传递。

（3）绘制弯矩图

弯矩图如图7.17所示。

[image: ]
图7.17　M
 图（单位：kN·m）




【例7.5】
 　试用力矩分配法计算并作图7.18所示刚架的弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
图7.18　两结点刚架力矩分配法




【解】
 　（1）计算准备

①计算转动刚度


BA
 杆转动刚度：[image: ]



BC
 杆转动刚度：[image: ]



CD
 杆转动刚度：[image: ]



BE
 杆转动刚度：[image: ]



CF
 杆转动刚度：[image: ]


结点B
 转动刚度：SB

 ＝SBA

 ＋SBC

 ＋SBE
 ＝10EI


结点C
 转动刚度：SC

 ＝SCB

 ＋SCD

 ＋SCF

 ＝9EI


②计算分配系数

对结点B
 ，有

[image: ]


验算：μBA

 ＋μBC

 ＋μBE

 ＝1。

对结点C
 ，有

[image: ]


验算：μCB

 ＋μCD

 ＋μCF

 ＝1。

③计算固端弯矩


AB
 杆：[image: ]



BC
 杆：[image: ]


④计算不平衡力矩


MB

 ＝＋40 kN·m＋（-41.7）kN·m＝-1.7 kN·m


MC

 ＝41.7 kN·m

（2）进行分配与传递计算

计算过程如图7.19所示。

[image: ]
图7.19　例7.5计算过程



（3）绘制弯矩图

弯矩图如图7.20所示。

[image: ]
图7.20　M
 图（单位：kN·m）



有必要指出：力矩分配法主要适用于计算连续梁和无侧移刚架等无侧移结构；对于有侧移的一般刚架，力矩分配法并不能单独解算，而须与位移法联合求解，由于这样做并不简便，因此已很少采用。


【例7.6】
 　图7.21所示对称梁，支座B、C
 都向下发生0.03 m的线位移，试用力矩分配法计算该结构，并作出其弯矩图。已知E
 ＝200 GPa，I
 ＝4×10-4
 m4
 。

[image: ]
图7.21　例7.6图




【解】
 　由于结构对称，支座移动也是正对称的，故可取结构的一半进行分析，如图7.22所示。

[image: ]
图7.22　半结构



（1）计算结点B
 处各杆端的分配系数

[image: ]


验算：μBA

 ＋μBE

 ＝1。

（2）在结点B
 加上附加刚臂，计算固端弯矩

由于支座B
 沉陷，将在杆端引起固端弯矩为

[image: ]


则结点B
 的不平衡力矩为

[image: ]


（3）进行分配与传递计算

计算过程如图7.23所示。

[image: ]
图7.23　计算过程



（4）绘制弯矩图

由上图和结构的对称性，可绘制梁的最后弯矩图，如图7.24所示。

[image: ]
图7.24　M
 图（单位：kN·m）



如果结构同时承受荷载及支座移动的作用，则可分别求出各种因素作用下的固端弯矩，叠加后得总的固端弯矩，然后按前述步骤做分配、传递，并求出最后杆端弯矩。


 *7.3　多层多跨刚架的近似计算方法

7.3.1　分层计算法

引入一些简化条件后，分层计算法
 适用于多层多跨刚架承受竖向荷载作用时的近似计算。

基本简化原则包括：

①忽略侧移的影响。对于在竖向荷载作用下有侧移的多层多跨刚架，当构件布置和荷载分布相对均匀时，其侧移很小，因而对内力的影响也较小，可忽略不计。

②忽略每层梁上的竖向荷载对其他各层的影响。在不考虑侧移的情况下，从力矩分配法的过程可以看出，荷载在本层结点产生效应，经过分配和传递，才影响到本层柱的远端；然后，在柱的远端再经过分配，才影响到相邻的楼层。经历了“分配—传递—分配”三道运算，余下的影响已经很小，因而可以忽略。

③对于除底层外的各层楼柱计算时，柱的远端约束应该介于刚性约束和弹性约束之间，因此，计算时，若将楼层柱的远端约束视为固端，将会产生一定的误差。为了减小误差的影响，在各个分层刚架中，将上层各柱的线刚度乘以折减系数0.9，并将弯矩传递系数由1/2改为1/3。

在以上简化原则下，多层多跨刚架的计算模型如图7.25所示，即将原结构拆分成各层，分别用力矩分配法（因忽略侧移）计算。

[image: ]
图7.25　多层多跨刚架的分层法计算模型



最终梁弯矩：与分层计算的梁弯矩相同。

最终柱弯矩：需将上下两个分层刚架中同一柱子的弯矩相叠加。

分层计算的结果，在刚结点上弯矩是不平衡的，但一般误差不会很大。如有需要，可对结点的不平衡力矩再进行一次分配。

7.3.2　反弯点法


反弯点法
 是多层多跨刚架在水平结点荷载作用下最常用的近似计算方法，当梁线刚度明显强于柱时其计算误差较小。

图7.26（a）所示水平结点荷载作用下的多层多跨刚架的弯矩图，如图7.26（b）所示。其典型特征是各杆的弯矩图都是直线，每杆均有一个反弯点。如能确定各柱反弯点的位置和各柱的剪力，则各柱端弯矩即可求出，进而可算出梁端弯矩。

[image: ]
图7.26　水平结点荷载作用下多层多跨刚架弯矩图



1）基本简化原则

为了确定反弯点的位置和各柱的剪力大小，在反弯点法的使用中，一般假定梁的线刚度远远大于柱的线刚度（实际工程中可以i
 梁
 /i
 柱
 ≥3作为判别标准），即认定


i
 梁
 ≫i
 柱


若能满足上述假定，由于荷载作用下刚架内力分布与杆件之间的相对刚度有关，则可近似认为刚架受力过程中梁的刚度接近无穷大，结点转角为零，只有侧移，计算模型可简化为图7.27（a）所示。

[image: ]
图7.27　反弯点法



2）层间剪力的确定

因为模型中横梁刚度为无穷大，在受水平结点荷载作用时，可以直接使用剪力分配法进行层间剪力的计算。

由于梁的约束作用，柱上、下两端均可视为固端。此时，柱的侧移刚度系数为

[image: ]


同一层各柱侧移刚度之和Σk
 称为层间侧移刚度
 （或层间剪切刚度
 ）。则同层各柱的剪力分配系数
 为

[image: ]


由此，可求出同层各柱的层间剪力的大小为


F
 Qi
 ＝ηi
 ΣFP



式中，ΣFP

 为该层以上楼层水平结点荷载之和，如图7.27（b）所示。

3）反弯点位置的确定

各层柱反弯点的高度与柱上下两端所受约束刚度的相对大小相关。

除底层柱外，各层柱的上下两端受到的约束刚度都较为接近，在不考虑结点角位移的前提下，柱自身的变形为反对称模式，如图7.27（c）所示，反弯点的位置在柱的中点处。

对于底层柱，由于柱顶的约束刚度始终小于基础固定支座的刚度，因此，反弯点的位置会由柱中略往上移。用于多层（如5层以上）结构计算时，一般可简化至基础以上2/3柱高的截面。

在各柱层间剪力和反弯点位置确定后，即可方便地绘出柱的弯矩分布，进而根据柱端的弯矩值和结点的平衡条件确定梁的杆端弯矩大小。中间结点处的梁端弯矩，在梁远端约束条件相同的情况下，可由梁的线刚度按比例来分配柱端弯矩而得。


【例7.7】
 　试用反弯点法计算图7.28所示刚架，并作弯矩图。各杆件相对线刚度的大小如图中带圈数字所示。

[image: ]
图7.28　反弯点法计算




【解】
 　此刚架受水平结点荷载作用，且i
 梁
 /i
 柱
 ≥3，可用反弯点法进行近似分析。

（1）求各柱剪力

①顶层：由于两柱的线刚度相同，所以剪力分配系数均为1/2，可得


F
 Q13
 ＝F
 Q24
 ＝0.5×10 kN＝5 kN

②底层：根据各柱剪力分配系数和层间剪力的大小，得

[image: ]


（2）计算柱端弯矩

①顶层：[image: ]


②底层：[image: ]



[image: ]




（3）计算梁端弯矩

[image: ]


（4）作弯矩图

根据求得的各杆端弯矩作弯矩图，如图7.29所示。

[image: ]
图7.29　M
 图（单位：kN·m）




 本章小结

（1）力矩分配法适用于计算连续梁和无结点线位移的刚架。力矩分配法的理论基础是位移法，但不需建立和求解结点位移方程组。在单结点力矩分配法计算中，结果是精确解；而在多结点力矩分配法计算时，是一种近似解法，但收敛速度较快（一般只需计算两轮或三轮）。

（2）力矩分配法的基本概念包括在转动刚度、分配系数、传递系数和不平衡力矩之中。通过对结点不平衡力矩反号后进行分配与传递，使得结构无论在结点处还是在杆件任意截面位置均达成平衡，这是力矩分配法的基本求解方式。

（3）在多结点结构的力矩分配法计算中，对其中一个结点进行分配和传递时，其他的结点应保持被刚臂约束的状态，这是为了保证每次计算的是只有一个结点可以转动的单结点结构。由于分配系数和传递系数均小于1，残留约束力矩会快速减小，当满足一定精度要求时，即可终止计算。

（4）分层计算法和反弯点法是适合于手算的近似计算方法。分层计算法适用于竖向荷载单独作用下的近似计算，它将原结构拆分为各层，在不计侧移时，分别用力矩分配法进行计算，并将各柱在上下两个分层中的计算结果进行叠加。反弯点法适用于水平结点荷载作用下，且i
 梁
 /i
 柱
 ≥3的刚架的近似计算，计算步骤可参照例7.7进行。


 思考题

7.1　思考题7.1图所示三杆件B
 端的转动刚度是否相等？

[image: ]
思考题7.1图



7.2　在力矩分配法中，如果还要求出刚结点的转角，应当如何进行计算？

7.3　设一等截面杆件AB
 ，线刚度为i
 ，A
 端的转动刚度SAB

 ＝3.6i
 。求相应的弯矩传递系数CAB

 。

[image: ]
思考题7.3图




 习题

7.1　判断题

（1）力矩分配法可以计算任何超静定刚架的内力。　（　）

（2）习题7.1（2）图所示连续梁各杆的弯曲刚度为EI
 ，各杆长均为l
 ，杆端弯矩MBC

 ＜0.5M
 。　（　）

[image: ]
习题7.1（2）图



（3）习题7.1（3）图所示连续梁的线刚度为i
 ，欲使A
 端发生顺时针单位转角，需施加的力矩MA

 ＞3i
 。　（　）

[image: ]
习题7.1（3）图



7.2　填空题

（1）习题7.2图（a）所示刚架EI
 ＝常数，各杆长为l
 ，杆端弯矩MAB

 ＝_____。

[image: ]
习题7.2图



（2）习题7.2图（b）所示刚架EI
 ＝常数，各杆长为l
 ，杆端弯矩MAB

 ＝_____。

（3）习题7.2图（c）所示刚架各杆的线刚度为i
 ，欲使结点B
 产生顺时针的单位转角，应在结点B
 施加的力矩MB

 ＝_____。

（4）用力矩分配法计算习题7.2图（d）所示结构（EI
 ＝常数）时，传递系数CBA

 ＝_____，CBC

 ＝_____。

7.3　用力矩分配法计算习题7.3图所示连续梁，作弯矩图和剪力图。EI
 为常数。

[image: ]
习题7.3图



7.4　用力矩分配法计算习题7.4图所示连续梁，并作弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]


[image: ]
习题7.4图



7.5　用力矩分配法计算习题7.5图所示刚架，并作弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
习题7.5图



7.6　利用对称性计算习题7.6图所示结构，并作弯矩图。各杆EI
 相同，为常数。

[image: ]
习题7.6图



7.7　习题7.7图所示刚架各杆EI
 ＝4.8×104
 kN·m2
 ，支座A
 下沉了2 cm，支座B
 顺时针转动0.005 rad。用力矩分配法求作刚架的弯矩图。

[image: ]
习题7.7图



7.8　用简捷方法作出习题7.8图所示各结构的弯矩图。除注明者外，各杆的EI
 、l均相同。

[image: ]


[image: ]
习题7.8图



7.9　用分层计算法计算并作习题7.9图所示刚架的弯矩图。EI
 为常数。

[image: ]
习题7.9图



7.10　用反弯点法计算并作习题7.10图所示刚架的弯矩图。杆旁数值为EI
 相对值。

[image: ]
习题7.10图





8　影响线


本章导读：

•基本要求
 　理解影响线的概念；掌握作影响线的静力法，会用机动法作静定梁的影响线；会利用影响线求固定荷载作用下结构的内力和移动荷载作用下结构的最大内力；了解利用机动法作连续梁内力的影响线；了解简支梁和连续梁的内力包络图。

•重点
 　影响线的概念；静力法和机动法绘制影响线；利用影响线求固定荷载作用下结构的内力和移动荷载作用下结构的最大（或最小）内力。

•难点
 　用机动法绘制影响线；利用影响线求移动荷载作用下结构的最大（或最小）内力。




 8.1　移动荷载及影响线的概念

前面各章讨论结构的内力和位移时，荷载的位置是固定不变的。但有些结构除承受这种固定荷载作用外，还承受移动荷载作用。例如，行驶着的火车或汽车对桥梁的作用，厂房中吊车工作时吊车的轮压对吊车梁的作用等。这些荷载有两个共同特点：一是荷载作用点在结构上是移动的；二是荷载的大小和作用方向保持不变。图8.1（a）所示的桥式起重机，通过吊车桥架每端的两个轮子将荷载传递给吊车梁，如图8.1（b）所示。当起重小车负荷、起重机运行时，两个间距为K
 的竖向集中荷载F
 P
 就成为沿吊车梁（每跨均简化为简支梁）上的移动荷载，如图8.1（c）所示。显然，在移动荷载作用下，即使不考虑结构的振动，结构的反力及各截面的内力（本章中把反力、内力、位移等统称为量值
 ）也将随荷载位置的移动而变化。

[image: ]
图8.1　移动荷载



在进行结构设计时，必须求出某一截面某内力可能产生的最大值。为此，需要解决两个问题：一是荷载移动时，此内力是怎样变化的；二是确定使此内力达到最大值时的荷载位置，即最不利位置荷载
 。

由于移动荷载的类型很多，我们没有必要逐个加以讨论，而只需抽出其中的共性进行典型分析。典型的移动荷载就是单位移动荷载
 F
 P
 ＝1，它是从各种移动荷载中抽象出来的最简单、最基本的元素。只要把单位移动荷载作用下的内力变化规律分析清楚，那么，根据叠加原理，就可以顺利地解决各种移动荷载作用下的内力计算以及最不利荷载位置的确定问题。

由于单位荷载是不带任何单位的、数值为1、量纲也为1的荷载，当以后利用影响线研究实际荷载的影响时，只需再乘以实际荷载相应的单位即可。

下面，考虑一单位集中荷载F
 P
 ＝1在悬臂梁AB
 上移动时［见图8.2（a）］，截面A
 处的弯矩变化情况。这里，规定使梁下侧纤维受拉的弯矩为正。

[image: ]
图8.2　悬臂梁固端弯矩的影响线



若以A
 点作为坐标原点，以x
 表示F
 P
 ＝1距A
 点的距离，则截面A
 的弯矩为：MA

 ＝-F
 P
 x
 ＝-x
 。所以当F
 P
 ＝1由A
 向B
 移动时，MA

 呈线性变化。当x
 ＝0时，MA

 ＝0；当x
 ＝l时，MA

 ＝-l。若以梁的轴线为基线，即可绘出截面A
 的弯矩MA

 随单位荷载F
 P
 ＝1的位置而变化的图线，并规定，当量值为正值时画在基线上方，负值时画在基线下方。这种图线称为截面
 A的弯矩影响线
 ，如图8.2（b）所示。其中，任一截面处的竖标均表示F
 P
 ＝1移动到此截面处时引起的MA

 的大小。

一般地，可把影响线
 定义为：当一个方向不变的单位荷载沿结构移动时，表示某一截面指定量值（反力、内力或位移）变化规律的图线，称为该量值的影响线。

如果图8.2（a）中2、3两个截面分别作用有集中荷载F
 P1
 和F
 P2
 ，如图8.2（c）所示，此时截面A
 的弯矩MA

 可由图8.2（b）中MA

 影响线计算。根据影响线的定义，并按照叠加原理，可知：[image: ]
 。

影响线是研究移动荷载问题的一个有力工具。本章将介绍绘制静定梁及连续梁影响线的方法，并利用影响线确定最不利荷载位置，最后介绍简支梁及连续梁的内力包络图。


 8.2　静力法作静定梁的影响线

绘制影响线的基本方法有两种，即静力法
 和机动法
 。

根据影响线的定义，用静力法绘制某量值影响线的步骤为：

①选定一坐标系，并以横坐标x
 表示单位荷载F
 P
 ＝1的作用点位置。

②根据静力平衡条件，求出所求量值与荷载位置x
 之间的函数关系式，这种关系式称为影响线方程
 。

③根据影响线方程绘制图形，即为所求量值的影响线
 。

8.2.1　简支梁的影响线

图8.3（a）为一简支梁，现在来作其支反力F
 RA

 和F
 RB

 、梁上任一截面C
 的弯矩MC

 和剪力F
 QC

 的影响线。规定支反力以向上为正，弯矩以使梁下侧纤维受拉为正。剪力的正负号规定同材料力学，即使杆段有顺时针转动的趋势为正。

[image: ]
图8.3　简支梁的影响线



1）支反力的影响线

得

建立坐标系，如图8.3（a）所示。取A
 为坐标原点，x
 表示荷载F
 P
 ＝1的位置。

由ΣMB

 ＝0，即F
 RA
 l
 -F
 P
 （l
 -x
 ）＝0

得

[image: ]


上式（8.1）表示反力F
 RA

 随F
 P
 ＝1位置的改变而变化的规律，它是x
 的一次函数，所以F
 RA

 的影响线是一条直线。作出F
 RA

 的影响线如图8.3（b）所示。

同理，对于F
 RB

 的影响线，可由ΣMA

 ＝0求得

[image: ]


可见，F
 RB

 的影响线也是一条直线，如图8.3（c）所示。

由式（8.1）、式（8.2）看出，既然单位荷载F
 P
 ＝1是不带任何单位的、量纲为1的量，所以，反力影响线的竖标也是量纲为1的量，即无单位的数。

2）弯矩MC

 的影响线

当F
 P
 ＝1在截面C
 以左移动时（即在AC
 上移动，0≤x
 ≤a），可取截面C
 以右部分为隔离体，由平衡条件ΣMC

 ＝0，得

[image: ]


可见，MC

 影响线在截面C
 以左部分为一直线。当x
 ＝0时，MC

 ＝0；当x
 ＝a
 时，[image: ]
 。据此，可绘出MC

 影响线的左直线
 ，如图8.3（d）所示。

当F
 P
 ＝1在CB
 段上移动时（a
 ≤x
 ≤l
 ），前面求得的影响线方程不再适用，此时，可取截面C
 以左部分为隔离体，由平衡条件ΣMC

 ＝0，得

[image: ]


可见，MC

 影响线在截面C
 以右部分也是一条直线。当x
 ＝a
 时，[image: ]
 ；当x
 ＝l
 时，MC

 ＝0。据此，可绘出MC

 影响线的右直线
 ，如图8.3（d）所示。

由图8.3（d）可知，MC

 影响线由上述两段直线（即左直线和右直线）组成，与基线形成一个三角形。左、右两直线的交点，即三角形的顶点，正好位于截面C
 处，其竖标为[image: ]
 。两支座处的竖标为零。

由MC

 的影响线方程（8.3a）、（8.3b）还可以看出，其左直线可由反力F
 RB

 的影响线乘以常数b
 并取其AC
 段而得到，其右直线则可由反力F
 RA

 的影响线乘以常数a并取其CB
 段而得到。这种利用已知量值的影响线作其他量值的影响线的方法是很方便的。

弯矩影响线竖标的量纲是长度。

3）剪力F
 QC

 的影响线

当F
 P
 ＝1在AC
 段移动时（0≤x
 ＜a
 ），由CB
 段竖向平衡条件ΣFy

 ＝0，求得

[image: ]


式（8.4a）表明，只要将F
 RB

 的影响线画在基线下方，并取其AC
 段，即得F
 QC

 影响线的左直线，如图8.3（e）所示。按比例可求得C
 点左侧的竖标为[image: ]
 。

当F
 P
 ＝1在CB
 段移动时（a
 ＜x≤l
 ），由AC
 段竖向平衡条件ΣFy

 ＝0，求得

[image: ]


可见，只要画出F
 RA

 的影响线并取其CB
 段，即得F
 QC

 影响线的右直线，如图8.3（e）所示，其C
 点右侧的竖标为[image: ]
 。由图可知，F
 QC

 影响线由两段平行的直线组成，在C
 点形成突变。当F
 P
 ＝1作用在AC
 段上时，截面C
 产生负剪力；当F
 P
 ＝1作用在CB
 段上时，截面C
 产生正剪力。当F
 P
 ＝1从截面C
 左侧移动到右侧，虽然这个移动是极微小的，F
 QC

 却从[image: ]
 跃为[image: ]
 ，出现了一个突变，其突变值的绝对值等于[image: ]
 。由图看出：F
 QC

 影响线在C
 处为一间断点，因此当F
 P
 ＝1恰好作用在C
 点时，F
 QC

 是不确定的。

剪力影响线的竖标和反力影响线一样，是无量纲的。

8.2.2　伸臂梁的影响线

图8.4（a）所示为一伸臂梁，现在来作其有关量值的影响线。

[image: ]
图8.4　伸臂梁的影响线



1）支反力的影响线

由平衡方程，求得

[image: ]


可见，支反力F
 RA

 、F
 RB

 的影响线方程与简支梁的相同，只是荷载F
 P
 ＝1的作用范围有所扩大。在简支梁中，x
 的变化范围为0≤x
 ≤l
 ，这里则为-l
 1
 ≤x
 ≤l
 ＋l
 2
 。影响线图形如图8.4（b）、（c）所示。

2）跨内部分截面内力的影响线

设求作两支座间的任一指定截面C
 的弯矩MC

 和剪力F
 QC

 的影响线。

当F
 P
 ＝1在截面C
 以左移动时，取截面C
 以右为隔离体，由ΣMC

 ＝0和ΣFy

 ＝0，分别有

[image: ]


当F
 P
 ＝1在截面C
 以右移动时，取截面C
 以左为隔离体，由ΣMC

 ＝0和ΣFy

 ＝0，分别有　

[image: ]


由此作出MC

 和F
 QC

 的影响线，如图8.4（d）、（e）所示。

由上可知，作伸臂梁的支反力和AB
 跨内任一截面的弯矩、剪力影响线时，可将AB
 简支梁的相应影响线延长至伸臂段的自由端处即得。

3）伸臂段上截面内力的影响线

现在来作伸臂段上任一指定截面D
 的弯矩MD

 和剪力F
 QD

 的影响线。

当F
 P
 ＝1在截面D
 以左时，因截面D
 的右边部分无外力作用，所以

[image: ]


当F
 P
 ＝1在截面D
 以右时，设以D
 为坐标原点，并规定x
 以向右为正，重新建立坐标系如图8.4（f）所示。取截面D
 以右为隔离体，由ΣMD

 ＝0和ΣFy

 ＝0，有

[image: ]


作出F
 QD

 和MD

 的影响线，如图8.4（g）、（h）所示。

由上可知，作伸臂段上某一截面的弯矩和剪力影响线时，只有当F
 P
 ＝1作用于该截面以外的伸臂段上时，才对该弯矩和剪力产生影响。

8.2.3　影响线与内力图的区别

图8.5（a）表示截面C
 的弯矩影响线，图8.5（b）表示荷载F
 P
 作用在C
 处时梁的弯矩图。由图可见，这两个图形很相似，但它们的意义是截然不同的。

[image: ]
图8.5　影响线与内力图的区别




MC

 影响线表示单位荷载F
 P
 ＝1沿结构移动时，指定截面C
 的弯矩值的变化情况。MC

 影响线上所有竖标都表示截面C
 的弯矩值。如MC

 影响线在截面K
 处的竖标yK

 ，表示当F
 P
 ＝1移动到截面K
 时，引起的指定截面C
 的弯矩值。

而M
 图则表示在固定荷载F
 P
 作用下，梁上各个截面弯矩的分布情况。M
 图上的各竖标分别表示所在截面的弯矩值。不同截面处的竖标表示不同截面的弯矩。如M
 图上在截面K
 处的竖标MK

 ，表示在截面C
 处作用固定荷载F
 P
 时所引起的截面K
 的弯矩。

还须指出：MC

 影响线的量纲为长度，图中应标正负号；而M
 图的量纲为力×长度，图中不标正负号，一律绘于受拉侧。


【例8.1】
 　作图8.6（a）所示结构的F
 Q1
 、M
 2
 、F
 RA

 和M
 3
 的影响线。设F
 P
 ＝1在CD
 上移动。

[image: ]
图8.6　例8.1图




【解】
 　（1）作F
 Q1
 的影响线


F
 P
 ＝1在截面1以右时，F
 Q1
 ＝0；F
 P
 ＝1在截面1以左时，F
 Q1
 ＝-1。F
 Q1
 的影响线，如图8.6（b）所示。

（2）作M
 2
 的影响线

取隔离体并建立坐标系如图8.6（c）所示。设M
 2
 以使左侧受拉为正。由ΣM
 2
 ＝0，得

[image: ]


作出M
 2
 的影响线，如图8.6（d）所示。

（3）作F
 RA

 的影响线

建立坐标系如图8.6（a）所示。由ΣMB

 ＝0，得

[image: ]


作出F
 RA

 的影响线，如图8.6（e）所示。

（4）作M
 3
 的影响线

由于F
 P
 ＝1在上面梁CD
 上移动，而不在下面梁AB
 上移动，M
 3
 总是等于

[image: ]


把F
 RA

 的影响线扩大[image: ]
 倍即得M
 3
 的影响线，如图8.6（f）所示。


 8.3　间接荷载作用下梁的影响线

前面讨论的影响线，移动荷载都直接作用在梁上。本节讨论间接荷载（亦称结点荷载）作用的情况。图8.7（a）所示为一桥面结构的计算简图，桥面纵梁简支在横梁上，横梁简支在主梁上。荷载直接作用在纵梁上，再通过横梁传到主梁，因此主梁只在各横梁（结点）处受到集中力作用，对主梁来说，这种荷载是经过横梁间接传递过来的，称为结点荷载
 或间接荷载
 。下面，以作主梁截面C
 的弯矩影响线为例，说明结点荷载作用下影响线的作法。

[image: ]
图8.7　间接荷载作用下的影响线



先作出F
 P
 ＝1直接作用在主梁上时的MC

 影响线，如图8.7（b）所示。由影响线的物理意义可知，yA

 、yB

 、yD

 、yE

 和yF

 分别表示当F
 P
 ＝1直接作用在主梁A、B
 、D
 、E
 和F
 处时，所引起截面C
 的弯矩MC

 的值。

现在，考虑移动荷载F
 P
 ＝1作用在纵梁上的情形。

①当荷载F
 P
 ＝1在纵梁上移动到结点上方时（例如D
 点上方），力通过横梁直接传到主梁，这时相当于荷载F
 P
 ＝1直接作用在主梁上，所以结点荷载作用下各结点处的影响线竖标与直接荷载作用下的影响线竖标相同。

②当荷载F
 P
 ＝1在指定截面C
 的相邻结点E
 、F
 （此时以E
 为坐标原点建立坐标系）之间的纵梁上移动时，主梁将在E
 、F
 处分别受到结点荷载[image: ]
 及[image: ]
 的作用，如图8.7（c）所示。

因为单位荷载作用在主梁的E
 处时，MC

 ＝yE

 ，而单位荷载作用在主梁的F
 处时，MC

 ＝yF

 ，所以，荷载[image: ]
 作用于E
 处时，引起的MC

 为[image: ]
 ，而荷载[image: ]
 作用于F
 处时，引起的MC

 为[image: ]
 。故当荷载[image: ]
 及[image: ]
 同时作用在E
 、F
 处时，截面C
 的弯矩值MC

 为

[image: ]


上式表明：当F
 P
 ＝1在两个相邻结点间的纵梁上移动时，截面C
 的弯矩值按线性变化，说明在主梁的结间范围内，结点荷载作用下的MC

 影响线是一直线。

当x
 ＝0时，MC

 ＝yE

 ；x
 ＝d
 时，MC

 ＝yF

 。可见，此直线就是连接yE

 、yF

 顶点的直线，如图8.7（b）所示。只要依次连接直接荷载作用下相邻结点的影响线竖标顶点，就可得到结点荷载作用下主梁的MC

 影响线。

由此可得绘制结点荷载作用下影响线的一般方法如下：

①作直接荷载作用下所求量值的影响线。

②保留相邻结点间为直线的部分，对相邻两结点间影响线为折线或间断的结间，用连接相邻两结点竖标顶点的直线来代替。

现用上述方法作主梁截面C
 的剪力F
 QC

 的影响线。先作直接荷载作用下F
 QC

 影响线1564，如图8.7（d）中虚线所示；在结点E
 、F
 间是间断的，所以用直线连接E
 、F
 结点处的顶点2、3，得到结点荷载作用下的F
 QC

 影响线1234。同理，也可作出主梁截面G
 的剪力F
 QG

 影响线1234，如图8.7（e）所示。可以看出，主梁的F
 QC

 与F
 QG

 影响线完全相同。这并非出于偶然，因为主梁只受到由横梁传来的结点荷载作用，在两横梁间的主梁上无荷载作用，所以相邻两结点间各截面的剪力均相同，通常称为结间剪力
 。此处，F
 QC

 ＝F
 QG

 ＝F
 QEF

 ，F
 QEF

 表示EF
 结间剪力。


【例8.2】
 　作图8.8（a）所示主梁在结点荷载作用下的MC

 、[image: ]
 影响线。

[image: ]
图8.8　例8.2图




【解】
 　（1）作MC

 影响线

先作直接荷载作用下的MC

 影响线，如图8.8（b）中虚线所示。E
 、D
 、F
 3个结点对应的竖标分别为-1.5、1和0。用直线连接E
 、D
 竖标顶点和D
 、F
 竖标顶点，即得结点荷载作用下的MC

 影响线，如图8.8（b）中实线所示。

（2）作[image: ]
 影响线

图8.8（c）中虚线为直接荷载作用下的[image: ]
 影响线。将结点E
 处竖标-1和结点D
 处竖标0用直线连接，即得所需的[image: ]
 影响线。由于D
 、F
 两结点处竖标均为零，故DF
 结间不需再用直线相连。

（3）作[image: ]
 影响线

先作直接荷载作用下的F
 QD

 影响线，如图8.8（d）中虚线所示。结点E
 、F
 处的竖标分别为0.25和0。由于结点D
 位于截面D
 左
 的右侧，则结点D
 处的竖标应取＋0.5。分别用直线将结点E
 和D
 、D
 和F
 的竖标顶点相连，即得[image: ]
 影响线，如图8.8（d）中实线所示。


 8.4　机动法作静定梁的影响线

对于静定梁，用机动法作影响线比用静力法更为简便。它的优点是，不需经具体计算，就能迅速地绘出影响线的轮廓图，可用来确定荷载最不利位置以及对静力法进行校核等。机动法的理论基础是刚体体系虚功原理。

下面以伸臂梁为例，说明用机动法作静定梁反力、内力影响线的原理和步骤。

求作图8.9（a）所示伸臂梁支座B
 的反力F
 RB

 的影响线。首先撤除与反力F
 RB

 相应的约束，即撤除B
 处支杆，同时在B
 点加一正方向反力F
 RB

 ，使梁保持平衡，这样原梁成为具有1个自由度的机构，如图8.9（b）所示。令AB
 绕铰A
 转动一微小角度，得到如图8.9（b）所示的虚位移图，以δ
 表示F
 RB

 作用点的虚位移，δ
 以与F
 RB

 正方向一致为正，以δ
 P
 表示F
 P
 ＝1作用点的虚位移，它随F
 P
 ＝1的位置不同而沿虚位移图呈线性变化。因为梁在F
 P
 、F
 RA

 、F
 RB

 共同作用下保持平衡，由刚体体系的虚功原理可知，这些力在上述虚位移中所做虚功之和为零。于是


FRB
 δ
 -F
 P
 δ
 P
 ＝0

因F
 P
 ＝1，故得

[image: ]


[image: ]
图8.9　机动法作影响线



式（8.5）表明：无论F
 P
 ＝1移动到梁上什么地方，B
 支杆的反力总等于F
 P
 ＝1作用处的竖向位移δ
 P
 除以常数δ
 。故只要把图示的虚位移图缩小δ
 倍，各处的竖向位移就表示F
 P
 ＝1作用于该处时所引起的F
 RB

 值。因此，虚位移图表示F
 P
 ＝1移动时F
 RB

 的变化规律，即F
 RB

 的影响线形状。为了免去把虚位移图缩小δ
 倍的步骤，可直接令δ
 ＝1，此时所得的梁上各点的竖向位移图就是F
 RB

 的影响线，如图8.9（c）所示。

至于影响线的正负号可规定如下：令撤去所求量值约束后的机构沿所求量值正向产生虚位移，当虚位移图在基线上方，则量值影响线的竖标取正号；反之则取负号。本例中F
 RB

 影响线的竖标均为正。

归纳起来，机动法作静定梁某量值S
 影响线的步骤如下：

①解除与量值S
 相应的约束，代以正向约束力S
 。

②使所得机构沿S
 的正方向发生相应的单位虚位移，梁的竖向位移图即为S
 的影响线。可以看出，静定梁的反力、内力影响线均是由直线段组成的。

③基线以上的竖标取正号，基线以下的竖标取负号。


【例8.3】
 　用机动法作图8.10（a）所示简支梁截面C
 的弯矩和剪力影响线。

[image: ]
图8.10　例8.3图




【解】
 　（1）弯矩MC

 的影响线

撤去与MC

 相应的约束（即将截面C
 处改为铰结），代之以一对等值反向的力偶MC

 。这时，铰C
 两侧的刚体可以相对转动。

给体系以虚位移，如图8.10（b）所示。这里，与MC

 相应的位移δ
 就是铰C
 两侧截面的相对转角，令δ
 ＝1。须注意的是，δ
 ＝1应理解为是一个可能的微小的单位转角，而不能理解为1 rad。

现在确定影响线的顶点竖标。在三角形AA
 1
 C
 1
 中，AA
 1
 ＝δ
 ·AC
 1
 ＝1·AC
 ＝a
 。由于三角形BCC
 1
 与三角形BAA
 1
 相似，可求出[image: ]
 。

由此，作出MC

 影响线如图8.10（c）所示。因为竖向位移在基线上方，则MC

 的影响线为正。

（2）剪力F
 QC

 的影响线

撤去截面C
 处相应于剪力的约束，代之以剪力F
 QC

 ，得图8.10（d）所示机构。此时在截面C
 处能发生相对的竖向位移，但不能发生相对的转动和水平移动。因此，切口两侧的梁在发生位移后保持平行，切口沿F
 QC

 正方向的相对竖向位移为δ
 。令δ
 ＝1，由三角形几何关系即可确定影响线的各控制点数值，如图8.10（e）所示。


【例8.4】
 　用机动法作图8.11（a）所示多跨静定梁的MK

 、MB

 、F
 QK

 、[image: ]
 的影响线。

[image: ]
图8.11　例8.4图




【解】
 　图8.11绘出了要求作的各种影响线图形，下面简要指出作图的方法和注意事项。

（1）作MK

 的影响线

将K
 处改为铰，代之以正向MK

 。给定虚位移，FCD
 有两根支杆，不能转动，KA
 绕A
 转动，KE
 绕B
 转动，EF
 绕F转动。令∠B
 1
 K
 1
 B
 ＝1，则B
 1
 B
 ＝2 m，其余竖标值可由比例关系确定，如图8.11（b）所示。

（2）作F
 QK

 的影响线

将K
 处改为定向联系，如图8.11（c）所示。AK
 绕A
 转动至AK
 1
 ，KB
 绕B
 转动至K
 2
 B
 ，使AK
 1
 //K
 2
 B
 。令K
 1
 K
 2
 ＝1，则[image: ]
 。

（3）作MB

 的影响线

将B
 处改为铰，代之以正向弯矩，如图8.11（d）所示。AB
 、CD
 不能转动，EB
 绕B
 转动，EF
 绕F
 转动，令∠EBE
 1
 ＝1，则EE
 1
 ＝2 m。

（4）作[image: ]
 的影响线

将B
 截面左侧改为定向联系，如图8.11（e）所示。B
 处有支杆，不能上下移动，令B
 左
 A
 绕A
 转动到B
 左1
 A
 ，且B
 左1
 B
 左
 ＝1，EB
 绕B
 转动到E
 1
 B
 ，使E
 1
 B
 //B
 左1
 A
 。

（5）作[image: ]
 的影响线

将B
 截面右侧改成定向联系，如图8.11（f）所示。AB
 不能转动，B
 右
 截面与B
 截面不能相对转动，故B
 右
 E
 只能向上平移到B
 右1
 E
 1
 ，令B
 右1
 B
 ＝1。


 8.5　利用影响线求量值

前面各节讨论了影响线的绘制方法。绘制影响线的目的是利用它来确定实际移动荷载对于某一量值的最不利位置，从而求出该量值的最大值
 。在研究这一问题之前，先来讨论当若干个集中荷载或分布荷载作用于某已知位置时，如何利用影响线来求量值。

8.5.1　一组集中荷载

图8.12（a）所示伸臂梁，承受一组位置确定的集中荷载F
 P1
 、F
 P2
 、F
 P3
 的作用，若需求截面C
 的弯矩MC

 ，除可用静力平衡条件求解外，亦可用影响线求解。为此，先作出MC

 影响线，如图8.12（b）所示。设MC

 影响线在各荷载作用点处的竖标依次为y
 1
 、y
 2
 、y
 3
 。由影响线的定义可知，F
 P1
 引起的MC

 等于F
 P1
 y
 1
 ，F
 P2
 引起的MC

 等于F
 P2
 y
 2
 ，F
 P3
 引起的MC

 等于F
 P3
 y
 3
 。在F
 P1
 、F
 P2
 、F
 P3
 共同作用下的MC

 可通过叠加得到，即

[image: ]


一般情况下，若有一组集中荷载F
 P1
 ，F
 P2
 ，…，F
 Pn

 作用在结构上，结构的某一量值S
 的影响线在各荷载作用点的竖标分别为y
 1
 ，y
 2
 ，…，yn

 ，则此组荷载引起的S
 值为

[image: ]


图8.12中荷载F
 P2
 、F
 P3
 作用在MC

 影响线的同一直线段上，F
 P2
 、F
 P3
 的合力为F
 R
 ，F
 R
 作用点处的影响线竖标为[image: ]
 ，则F
 P2
 、F
 P3
 引起的MC

 可用其合力引起的MC

 代替，即

[image: ]


[image: ]
图8.12　集中荷载引起的量值



因为，由图8.12（b）可知

[image: ]


括号内的值是F
 P2
 、F
 P3
 对B
 点力矩之和，它等于合力F
 R
 对B
 点的矩，即

[image: ]


所以

[image: ]


此结论可推广到一般情况：作用在S
 影响线某一直线段上的一组荷载引起的S
 ，等于其合力引起的S
 值。

8.5.2　分布荷载

设某量值S
 的影响线如图8.13（b）所示，现有分布荷载q
 （x
 ）作用于区间［a
 ，b
 ］上，求q
 （x
 ）引起的S
 值。如图8.13（a）所示，将分布荷载作用范围分解为无数个微段，由微段dx
 上分布荷载的合力q
 （x
 ）dx
 引起的S
 值为yq
 （x
 ）dx
 ，全部AB
 段内q
 （x
 ）引起的S
 值为

[image: ]


[image: ]
图8.13　均布荷载引起的量值



若q
 （x
 ）等于常数q
 ，即为一均布荷载，则其作用在AB
 段内引起的S
 值为

[image: ]


式（8.7）中，A为影响线图形在均布荷载作用区段内的正负面积的代数和。


【例8.5】
 　利用影响线求图8.14（a）所示梁在给定荷载作用下的F
 QC

 值。

[image: ]
图8.14　例8.5图




【解】
 　作出F
 QC

 的影响线，如图8.14（b）所示。


q
 1
 作用范围内影响线的面积为

[image: ]



q
 2
 作用范围内影响线的面积为

[image: ]


集中荷载F
 P
 作用下的竖标为

[image: ]


由F
 P
 、q
 1
 、q
 2
 共同作用下引起的F
 QC

 为

[image: ]



 8.6　移动荷载最不利位置的确定

如果实际荷载移动到某个位置，使结构某量值发生最大（或最小）值，则此荷载位置称为该量值的最不利荷载位置
 。若某量值的最不利荷载位置一经确定，便可按8.5节所述方法求出其最大（或最小）值。下面，讨论利用影响线确定最不利荷载位置的方法。

8.6.1　单个移动集中荷载

由S
 ＝F
 P
 y
 可知，F
 P
 作用于S
 影响线的最大竖标处时将引起S
 max
 ，F
 P
 作用于影响线基线下方的最低点时将引起S
 min
 ，如图8.15所示。

[image: ]
图8.15　单个移动荷载的最不利位置



8.6.2　任意断续布置的均布荷载

对于人群、货物等可以随意断续布置的均布荷载，由S
 ＝qA
 知，当荷载布满影响线所有正号区间时，引起S
 max
 ；当荷载布满所有负号区间时，引起S
 min
 ，如图8.16所示。

[image: ]
图8.16　均布荷载的最不利位置



8.6.3　行列荷载

间距不变的一组移动集中荷载称为行列荷载
 ，如火车、汽车及吊车的轮压荷载等。

行列荷载作用下，在最不利位置时，可以论证：必有一个集中荷载作用在影响线的顶点。

由式（8.6），即[image: ]
 可知，只要把数值大、排列密的荷载放在影响线竖标大的位置处，并让其中一个荷载通过影响线的顶点（这可能有多种情况），分别算出S
 值，从中选出的最大值必定是S
 max
 。对于集中荷载个数较少的行列荷载，用这种方法求S
 max
 及其对应的最不利荷载位置较便捷。


【例8.6】
 　图8.17（a）所示为两台吊车的轮压和轮距，求吊车梁AB
 在截面C
 的最大剪力。

[image: ]
图8.17　例8.6图




【解】
 　先作出F
 QC

 的影响线，如图8.17（c）所示。

要使F
 QC

 为最大，首先，荷载应放在F
 QC

 影响线的正号部分；其次，应将排列较密的荷载（中间两个轮压）放在影响线竖标较大的部位（荷载300 kN放在C
 点的右侧）。图8.17（b）所示为最不利荷载位置。由此求得

[image: ]



【例8.7】
 　如图8.18（a）所示，简支吊车梁承受起吊能力为20 t、10 t的两台桥式箱梁起重机传来的最大轮压各为195 kN、118 kN，轮距均为4.4 m，两台吊车并行的最小间距为1.15 m。试求K
 、C
 两截面的最大弯矩。F
 P1
 ＝F
 P2
 ＝195 kN，F
 P3
 ＝F
 P4
 ＝118 kN。

[image: ]
图8.18　例8.7图




【解】
 　作出MK

 的影响线，如图8.18（b）所示。F
 P1
 、F
 P2
 、F
 P3
 分别作用在MK

 影响线顶点上［图8.18（b）Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ］时，均可能产生最大MK

 。

由[image: ]
 分别计算MK

 值。

情况Ⅰ：MK

 ＝195×（1.92＋1.04）kN·m＋118×0.81 kN·m＝672.78 kN·m

情况Ⅱ：MK

 ＝195×1.92 kN·m＋118×（1.69＋0.81）kN·m＝669.4 kN·m

情况Ⅲ：MK

 ＝195×1.0 kN·m＋118 ×（1.92＋1.04）kN·m＝544.28 kN·m

比较得，M
 
K
 max
 ＝672.78 kN·m，即情况Ⅰ中荷载位置为MK

 的最不利位置。

同理，作MC

 的影响线，计算F
 P2
 、F
 P3
 分别作用在顶点上时的MC

 值，如图8.18（c）所示。

情况Ⅳ：MC

 ＝195×（3.0＋0.8）kN·m＋118×（2.425＋0.225）kN·m＝1053.7 kN·m

情况Ⅴ：MC

 ＝195×（2.425＋0.225）kN·m＋118×（3.0＋0.8）kN·m＝965.15 kN·m

比较得，M
 
C
 max
 ＝1 053.7 kN·m，即Ⅳ中荷载位置为MC

 的最不利位置。

对于包含许多集中荷载的行列荷载，则须先判定荷载的临界位置
 ，然后再确定最不利荷载位置。此方法通常分成两步进行：

第1步，求出使量值S
 达到极值的荷载位置，这种荷载位置称为荷载的临界位置。

第2步，从荷载的临界位置中选出最不利荷载位置，也就是从S
 的极值中选出最大（或最小）值。

下面以折线形影响线为例，说明荷载临界位置的特点及其判定方法。

根据最不利荷载位置的定义可知，当荷载移动到该位置时，所求量值S
 为最大，因而荷载由该位置不论向左或向右移动到邻近位置时，S
 值均将减小。因此，可以从讨论荷载移动时S
 的增量入手来解决这个问题。

设某量值S
 的影响线如图8.19（a）所示。各段直线的倾角为α
 1
 ，α
 2
 ，…，αn

 ，α
 以逆时针方向为正。现有一组集中荷载位于图8.19（b）所示位置，所产生的量值以S
 表示。若每一段直线范围内各荷载的合力分别为F
 R1
 ，F
 R2
 ，…，F
 Rn

 ，则有

[image: ]


这里，[image: ]
 分别是各段合力F
 R1
 ，F
 R2
 ，…，F
 Rn

 对应的影响线竖标。

[image: ]
图8.19　行列荷载临界位置的判别



设荷载移动Δx
 （向右移动时Δx
 为正），则竖标[image: ]
 的增量为

[image: ]


而S
 的增量为

[image: ]


使S
 成为极大值的条件是：荷载自该位置无论向左或向右移动微小距离，S均将减小或不变，即ΔS
 ≤0。由于荷载左移时Δx
 ＜0，而右移时Δx
 ＞0，故S为极大值时应有

[image: ]


也就是当荷载分别向左、右移动时，ΣF
 Ri

 tan αi

 必须由正变负，S
 才有可能为极大值。当然，若ΣF
 Ri

 tan αi

 由负变正，则S
 在该位置为极小值，即S
 为极小值时应有

[image: ]


总之，荷载分别向左、右移动微小距离时，ΣF
 Ri

 tan αi

 必须变号，S
 才有可能是极值。

下面分析在什么情况下ΣF
 Ri

 tan αi

 才有可能变号。首先，由于tanαi

 是影响线中各段直线的斜率，它是常数，因此要使ΣF
 Ri

 tan αi

 改变符号，只有各段内的合力F
 Ri

 改变数值才有可能。其次，整个荷载分别向左、右移动时，要使F
 Ri

 改变数值，则在临界位置中必须有一个集中荷载正好作用在影响线的顶点上。当整个荷载稍向左移，此集中荷载移到左段；当整个荷载稍向右移，此集中荷载移到右段。只有这样，合力F
 Ri

 才可能改变数值，ΣF
 Ri

 tan αi

 才可能改变符号。使ΣF
 Ri

 tan αi

 变号（或者由零变为非零）而作用于影响线顶点的这个集中荷载称为临界荷载
 ，用F
 Pcr
 表示，相应的荷载位置即是荷载的临界位置。

当影响线为三角形时，临界位置的特点可以用更方便的形式来表示。如图8.20所示，设S
 的影响线为三角形，若求S
 的极大值，则在临界位置必有一荷载F
 Pcr
 正好在影响线的顶点上。以F
 R
 左表示F
 Pcr
 左方荷载的合力，F
 R
 右表示F
 Pcr
 右方荷载的合力，式（8.8）可写为

[image: ]


[image: ]
图8.20　影响线为三角形时临界荷载位置的判别



在上式中代入[image: ]
 ，得

[image: ]


式（8.10）表明：临界位置的特点为有一集中荷载F
 Pcr
 作用在影响线的顶点，将F
 Pcr
 计入哪一边（左边或右边），则哪一边荷载的平均集度就大些。

需要指出，若某量值S
 的影响线为直角三角形（或竖标有突变），则判别式（8.8）、式（8.9）、式（8.10）均不再适用。此时的最不利荷载位置可参考例8.6或例8.7所述方法确定。


【例8.8】
 　试求图8.21（a）所示简支吊车梁在吊车垂直荷载作用下支座B
 的最大反力。已知F
 P1
 ＝F
 P2
 ＝478.5 kN，F
 P3
 ＝F
 P4
 ＝324.5 kN。

[image: ]
图8.21　例8.8图




【解】
 　作出F
 RB

 的影响线如图8.21（b）所示。F
 P1
 和F
 P4
 不可能是产生F
 RB
 max
 的临界荷载，故只需按式（8.10）验算F
 P2
 和F
 P3
 位于B
 处的情况。

当F
 P2
 在B
 点左、右侧时，如图8.21（b）所示，有

[image: ]


故知F
 P2
 为一临界荷载，此时


F
 RB

 ＝478.5×（0.125＋1）kN＋324.5×0.758 kN＝784.3 kN

当F
 P3
 在B
 点左、右侧时，如图8.21（c）所示，有

[image: ]


故知F
 P3
 也是一个临界荷载，此时


F
 RB

 ＝478.5×0.758 kN＋324.5×（1＋0.2）kN＝752.1 kN

比较可知，F
 P2
 在B
 点时为最不利荷载位置，此时有F
 RB
 max
 ＝784.3 kN。


 *8.7　机动法作连续梁的影响线

连续梁的影响线也有静力法和机动法两种。本节只介绍用机动法作连续梁影响线的形状。

下面以作图8.22（a）所示连续梁支座2的反力F
 R2
 的影响线为例，说明此方法的原理与步骤。

[image: ]
图8.22　机动法作连续梁影响线的原理



设F
 P
 ＝1作用在梁上某一位置，引起支杆2中的反力为F
 R2
 ，现撤除支杆2，代以反力F
 R2
 ，则此时截面2处的竖向位移仍为零，结构处于平衡状态，称此状态为Ⅰ状态，如图8.22（b）所示。然后设想撤去支杆2的同一连续梁，在2处受到一个与F
 R2
 正方向同向的力F作用。在F作用下，梁发生挠曲变形，此变形状态称为Ⅱ状态，如图8.22（c）所示。设引起的与F相应的位移为δ
 ，δ
 与F
 R2
 同向（即向上）为正；在F
 P
 ＝1作用点处的挠度为δ
 P
 ，δ
 P
 与δ
 同方向为正。

由功的互等定理：Ⅰ状态的外力在Ⅱ状态对应位移上做的虚功，等于Ⅱ状态的外力在Ⅰ状态对应位移上所做的虚功。得

-1×δ
 P
 ＋F
 R2
 δ
 ＝F
 ×0

即

[image: ]


对图8.22（c）所示的挠曲线，不论F
 P
 ＝1在梁上移动到何处，式（8.11）均成立。式（8.11）表明：只要把图8.22（c）中的挠度图缩小δ
 倍，就得到反力F
 R2
 的影响线。因此，解除与F
 R2
 相应的约束后，在该反力正向产生单位位移时的挠度图，即为F
 R2
 的影响线。由于超静定结构挠度图的计算十分复杂，故在实用上一般都用此法作出影响线的形状。

影响线的正负号规定如下：令撤去所求量值约束后的体系沿所求量值正向产生挠曲虚位移，当虚位移图在基线上方时，则量值影响线的竖标取正号，反之则取负号。

由此，可将用机动法作连续梁某量值S
 影响线形状的步骤归纳如下：

①撤去与所求量值S
 相应的约束，代以正向的S
 。

②令所得体系沿S
 的正向发生相应的单位虚位移（δ
 ＝1），作出该体系的竖向位移图（亦即挠度图，可徒手勾画一条满足约束条件的平滑曲线）。基线上方为正，下方为负。这样得到的图形即为S
 影响线的大致形状。

此法与用机动法作静定多跨梁的影响线类似。区别在于：静定多跨梁撤去一个约束后，结构变为具有1个自由度的几何可变体系，虚位移图是机构的位移图，所以影响线由直线段组成；连续梁撤去一个约束后，一般仍为几何不变体系，其位移图是弹性体系变形图，因此连续梁的影响线是曲线图形。

图8.23绘出了用机动法作出的连续梁的各种影响线。F
 R5
 影响线是去掉支杆5后，加正向F
 R5
 ，勾画出由F
 R5
 引起的挠曲线得到的，如图8.23（b）所示；M
 3
 影响线是将截面3改为铰结，加正向M
 3
 ，并勾画M
 3
 引起的挠曲线得到的，如图8.23（c）所示；连续梁跨中任一截面K
 处的弯矩MK

 的影响线绘制方法类似于M
 3
 ，如图8.23（d）所示；F
 QK

 影响线是将截面K
 改为定向联系，加正向剪力F
 QK

 ，并勾画由F
 QK

 作用下引起的挠曲线得到的，如图8.23（e）所示；F
 Q2右
 、F
 Q2左
 影响线的绘制方法与F
 QK

 类似，分别如图8.23（f）、（g）所示。

[image: ]
图8.23　机动法作连续梁的影响线




 8.8　内力包络图

8.8.1　简支梁的内力包络图

把图8.24（a）中的吊车梁分为若干等分（如图中为10等分），用8.6节中所述的方法求出吊车移动时，各等分点截面1，2，…，9处的最大弯矩分别为692.2，1 182.7，…，692.2 kN·m。按同一比例量出各等分点截面的最大弯矩，并以光滑的曲线连接之，此图称为吊车梁在移动荷载（或称活载）作用下的弯矩包络图
 ，如图8.24（b）所示。一般称结构在恒载和活载共同作用下各截面的最大（或最小）内力的连线为内力包络图
 。同理，可求出此梁各截面的最大、最小剪力值，作出剪力包络图
 ，如图8.24（c）所示。由于每一截面都会产生最大剪力和最小剪力，因此剪力包络图有两条曲线，它们接近直线。工程上常这样简化：求出两端和跨中最大、最小剪力值，分别连以直线，作为近似剪力包络图（为了简化，图8.24中均未包含恒载引起的内力）。

[image: ]
图8.24　简支梁的内力包络图



根据内力包络图来设计截面和选用材料，就能确保荷载移动过程中的安全。所以在设计吊车梁、桥梁、楼盖的主梁时，先要作出内力包络图。

需要指出，弯矩包络图中用于截面设计的数值应为其中的最大值，该最大值称为绝对最大弯矩
 。如图8.24（a）中移动荷载作用下，距跨中截面左右两侧各0.56 m的截面上将产生绝对最大弯矩1668.4 kN·m，它比跨中截面的最大弯矩1646.4 kN·m稍大一些（5％以内）。工程设计时，常用跨中截面的最大弯矩近似代替绝对最大弯矩。

*8.8.2　连续梁的内力包络图

恒载引起的各截面内力可用弯矩图和剪力图表示，它是不变的。活载引起的内力随活载分布的不同而变化。只要求出活载作用下某一截面的最大、最小内力，再加上恒载作用下该截面的内力，就可求得该截面的最大、最小内力。

可以利用影响线先确定活载的最不利位置，再计算某量值的最大（或最小）值。

由S
 ＝qA
 可知，只要将活载布满影响线的所有正号（或负号）区间，量值S
 就将产生最大（或最小）值。图8.25绘出了5跨连续梁某些截面的弯矩、剪力影响线和引起最大、最小内力的活载布置情况。图8.25（e）为产生M
 
C
 min
 、F
 QC左 min
 、F
 QC右 max
 的活载分布，图8.25（f）为产生M
 
C
 max
 、F
 QC左 max
 、F
 QC右 min
 的活载分布，图8.25（h）为产生M
 
K
 max
 的活载分布，图8.25（i）为产生M
 
K
 min
 的活载分布。

[image: ]
图8.25　连续梁的活载最不利位置



由图8.25可以得出如下几个重要结论（以弯矩为例）：

①支座截面的最大负弯矩的最不利活载分布是两个相邻跨有活载，然后每隔一跨有活载。

②跨中截面的最大弯矩的最不利活载布置是本跨布满活载，然后每隔一跨有活载。

③连续梁的弯矩影响线在各跨范围内符号相同。各截面弯矩的最不利荷载位置是在某些跨上整跨布满活载。所以，各截面弯矩的最大值、最小值均可由某几跨单独布满活载时的弯矩叠加得到。

利用第③条结论，可以得到求作连续梁弯矩包络图工作量最少的方案。以图8.26（a）所示连续梁为例说明如下：

①作出恒载g
 作用下的弯矩图，如图8.26（b）所示。

②逐一作出各跨单独布满活载q
 时的弯矩图，分别如图8.26（c）、（d）、（e）所示。具体计算时可用力矩分配法或查静力计算手册。

[image: ]
图8.26　连续梁的弯矩包络图



③将各跨分为若干等分，对每一等分点处截面，把各活载弯矩图中此截面的所有正弯矩值加在一起，所有负弯矩值加在一起，再分别加上恒载作用下此截面的弯矩值，就得到此截面的最大和最小弯矩值。

④将各截面的最大弯矩值用一曲线相连，最小弯矩值用另一曲线相连，此二曲线构成的封闭图形即为弯矩包络图，如图8.26（f）所示。

例如截面1及支座截面B
 ：



M
 1 max
 ＝22 kN·m＋（37＋2）kN·m＝61 kN·m


M
 1 min
 ＝22 kN·m＋（-6）kN·m＝16 kN·m


M
 
B
 max
 ＝-32 kN·m＋8 kN·m＝-24 kN·m


M
 
B
 min
 ＝-32 kN·m＋（-32-24）kN·m＝-88 kN·m



实际工作中，有时还需要作剪力包络图。精确作连续梁剪力包络图很麻烦，一般情况下，各支座两侧截面的剪力最大，跨中较小。因此，工程中通常只求出支座两侧截面上的最大剪力值和最小剪力值，而在各跨跨中用直线相连，近似地作为剪力包络图。因活载在某些跨上也是满跨分布的，可以用与作弯矩包络图相同的方法求支座两侧截面的最大、最小剪力值。具体作法参阅例8.9。


【例8.9】
 　作图8.26（a）所示三跨连续梁的剪力包络图。恒载g
 ＝20 kN/m，活载q
 ＝30 kN/m。


【解】
 　（1）作恒载作用下的剪力图，如图8.27（a）所示。

[image: ]


[image: ]
图8.27　连续梁的剪力包络图（单位：kN）



（2）作各跨分别布满活载时的剪力图，如图8.27（b）、（c）、（d）所示。

（3）求支座两侧截面的最大、最小剪力值。

例如

[image: ]


（4）用直线连接各跨两端的最大剪力，用另一直线连接各跨两端的最小剪力，即得近似的剪力包络图，如图8.27（e）所示。


 本章小结

（1）应深入理解影响线的定义，并分清内力影响线与内力图的区别。内力影响线是单位集中荷载F
 P
 ＝1移动时，结构上某指定截面内力随荷载位置而变化的图形；而内力图则是固定荷载作用下，内力沿各截面的分布图形。

（2）作静定结构影响线的方法有静力法和机动法两种。

静力法是绘制静定结构影响线的最基本方法，应正确和熟练地掌握。静力法求作结构内力（或反力）影响线的基本步骤与求固定荷载作用下结构的内力（或反力）相同，即：取隔离体，把所求内力（或反力）暴露出来，利用平衡方程求该内力（或反力）。所不同的是，单位荷载F
 P
 ＝1的作用位置x
 是变量，所求出的内力（或反力）是x
 的函数。把这个函数用图形表示出来，就是该内力（或反力）的影响线。

间接荷载作用下影响线的特点是，在相邻结点之间为直线。利用这个特点，可以方便地绘制间接荷载作用下静定梁内力的影响线。

机动法的理论依据是虚功原理，把画影响线这个静力计算问题转化为画位移图的几何问题。步骤是：先在结构中撤去与量值S
 相应的约束，代以正方向的约束力S
 ，此时原静定结构成为了一机构（几何可变体系）；令S
 沿其正方向发生单位位移，画出的机构位移图即为量值S
 的影响线。需要作静定梁，特别是静定多跨梁的影响线时，机动法尤其显得方便。

需要指出，无论用静力法或机动法，作出的静定结构的影响线都是由直线段所组成的。

（3）影响线的应用有两个方面：一是利用影响线求量值，二是确定移动荷载的最不利位置。

在影响线概念的基础上，利用叠加原理，就可求出一组集中荷载或均布荷载作用下的影响量值。

确定移动荷载的最不利位置时，应根据荷载和影响线图形的特点判定，与最大影响量值对应的荷载位置即为最不利荷载位置。

（4）超静定结构的影响线也可以用静力法绘制，但较繁琐。本章着重介绍了用机动法作连续梁的影响线形状图，其基本原理和步骤与用机动法作静定梁的影响线相同。只是连续梁撤去与量值S
 对应的约束后，通常仍为一结构（几何不变体系），其位移图为该结构的挠度图，是一曲线图。

（5）恒载与活载共同作用下各截面最大内力（或最小内力）的连线称为内力包络图，分弯矩包络图和剪力包络图两种。本章分别介绍了简支梁和连续梁内力包络图的作法。内力包络图在工程设计中是很有用处的。


 思考题

8.1　试举例说明土木工程中的移动荷载和固定荷载。

8.2　按所给表格内容填表，总结归纳图8.5中MC

 影响线与内力图（M
 图）的区别。



	比较项目
	影响线
	
M
 图



	荷载性质
	 
	 



	横标xK

 的意义
	 
	 



	纵标yK

 （或MK

 ）的意义
	 
	 



	正负号规定
	 
	 



	量纲
	 
	 




8.3　静力法作影响线的理论依据是什么？步骤如何？

8.4　机动法作影响线的理论依据是什么？步骤如何？

8.5　图8.3（e）中F
 QC

 影响线的左、右直线是平行的，在C
 点有突变，它们代表什么含义？

8.6　梁中同一截面的不同内力（如弯矩M
 、剪力F
 Q
 等）的最不利荷载位置是否相同？为什么？

8.7　说明为什么静定多跨梁附属部分的内力（或反力）影响线在基本部分上的线段与基线重合？

8.8　何谓内力包络图？写出绘制连续梁弯矩包络图的步骤。


 习题

8.1　判断题

（1）习题8.1（1）图所示结构BC
 杆轴力的影响线应画在BC
 杆上。　（　）

[image: ]
习题8.1（1）图



（2）习题8.1（2）图所示梁的MC

 影响线、F
 QC

 影响线的形状如图（a）、（b）所示。

[image: ]
习题8.1（2）图



（3）习题8.1（3）图所示结构，利用MC

 影响线求固定荷载F
 P1
 、F
 P2
 、F
 P3
 作用下MC

 的值，可用它们的合力F
 R
 来代替，即[image: ]
 。　（　）

[image: ]
习题8.1（3）图



（4）习题8.1（4）图（a）所示主梁F
 QC
 左
 的影响线如图（b）所示。　（　）

[image: ]
习题8.1（4）图



（5）习题8.1（5）图所示梁F
 RA

 的影响线与[image: ]
 的影响线相同。　（　）

[image: ]
习题8.1（5）图



（6）简支梁的弯矩包络图为活载作用下各截面最大弯矩的连线。　（　）

8.2　填空题

（1）用静力法作影响线时，其影响线方程是_____。用机动法作静定结构的影响线，其形状为机构的_____。

（2）弯矩影响线竖标的量纲是_____。

（3）习题8.2（3）图所示结构，F
 P
 ＝1沿AB
 移动，MD

 的影响线在B
 点的竖标为_____，F
 QD

 的影响线在B
 点的竖标为_____。

[image: ]
习题8.2（3）图



（4）习题8.2（4）图所示结构，F
 P
 ＝1沿ABC
 移动，则MD

 影响线在B
 点的竖标为_____。

[image: ]
习题8.2（4）图



（5）习题8.2（5）图所示结构，F
 P
 ＝1沿AC
 移动，截面B
 的轴力F
 NB

 的影响线在C
 点的竖标为_____。

[image: ]
习题8.2（5）图



（6）习题8.2（6）图所示结构中，竖向荷载F
 P
 ＝1沿ACD
 移动，MB

 影响线在D
 点的竖标为_____，F
 QC
 右
 影响线在B
 点的竖标为_____。

[image: ]
习题8.2（6）图



8.3　单项选择题

（1）习题8.3（1）图所示结构中，支座A
 右侧截面剪力影响线的形状为（　）。

[image: ]
习题8.3（1）图



（2）习题8.3（2）图所示梁在行列荷载作用下，反力F
 RA

 的最大值为（　）。

[image: ]
习题8.3（2）图



A．55 kN

B．50 kN

C．75 kN

D．90 kN

（3）习题8.3（3）图所示结构中，F
 QC

 影响线（F
 P
 ＝1在BE
 上移动）BC
 、CD
 段竖标为（　）。

[image: ]
习题8.3（3）图



A．BC
 、CD
 均不为零

B．BC
 、CD
 均为零

C．BC
 为零，CD
 不为零

D．BC
 不为零，CD
 为零

（4）习题8.3（4）图所示结构中，支座B
 左侧截面剪力影响线形状为（　）。

[image: ]
习题8.3（4）图



（5）习题8.3（5）图所示梁在行列荷载作用下，截面K
 的最大弯矩为（　）。

[image: ]
习题8.3（5）图



A．15 kN·m

B．35 kN·m

C．30 kN·m

D．42.5 kN·m

8.4　作习题8.4图所示悬臂梁F
 RA

 、MC

 、F
 QC

 的影响线。

[image: ]
习题8.4图



8.5　作习题8.5图所示结构中F
 NBC

 、MD

 的影响线，F
 P
 ＝1在AE
 上移动。

[image: ]
习题8.5图



8.6　作习题8.6图所示伸臂梁的MA

 、MC

 、[image: ]
 的影响线。

[image: ]
习题8.6图



8.7　作习题8.7图所示结构截面C
 的MC

 、F
 QC

 的影响线。

[image: ]
习题8.7图



8.8　作习题8.8图所示梁MA

 、F
 RB

 的影响线。

[image: ]
习题8.8图



8.9　作习题8.9图所示主梁，在间接荷载作用下的MK

 、F
 QK

 的影响线。

[image: ]
习题8.9图



8.10　作习题8.10图所示斜梁F
 RA

 、F
 RB

 、MC

 、F
 QC

 的影响线。

[image: ]
习题8.10图



8.11　作习题8.11图所示刚架MC

 （设下侧受拉为正）、F
 QC

 的影响线。F
 P
 ＝1沿柱高AD
 移动。

[image: ]
习题8.11图



8.12　习题8.12图所示结构，F
 P
 ＝1在AB
 上移动，作F
 QC

 、MD

 、F
 Q
 D
 的影响线。

[image: ]
习题8.12图



8.13　用机动法作习题8.13图所示静定多跨梁的F
 RB

 、ME

 、[image: ]
 、F
 QC

 的影响线。

[image: ]
习题8.13图



8.14　利用影响线，求习题8.14图所示固定荷载作用下截面K
 的内力MK

 和F
 QK

 左的值。

[image: ]
习题8.14图



8.15　试求习题8.15图所示梁在两台吊车荷载作用下支座B
 的最大反力和截面D
 的最大弯矩。

[image: ]
习题8.15图



8.16　用机动法作习题8.16图所示连续梁MK

 、MB

 、[image: ]
 影响线的形状图。若梁上有可以任意布置的均布活荷载，请画出使截面K
 产生最大弯矩时的活载布置图。

[image: ]
习题8.16图





9　矩阵位移法


本章导读：

•基本要求
 　掌握用矩阵位移法计算平面杆件结构的原理和方法，包括杆件结构的离散化；单元和结构坐标系下单元刚度矩阵的形成；用单元定位向量形成结构刚度矩阵；形成结构的综合结点荷载列阵；结构刚度方程的形成及其求解；计算结构杆端内力；矩阵位移法的计算步骤。

•重点
 　用先处理法形成结构刚度矩阵和结构的综合结点荷载列阵。

•难点
 　用先处理法形成结构刚度矩阵中各步骤的物理意义；单元刚度矩阵和结构刚度矩阵中刚度系数的物理意义和求法；矩阵位移法与位移法之间的联系与区别。




 9.1　概述

随着计算机在各领域的不断深入应用，结构力学这门学科也得到了进一步发展，出现了计算机化的结构力学（即计算结构力学）这一新的分支。计算机辅助设计（CAD）将结构设计人员从繁琐的计算中解脱出来，使得大跨度、超高层、地下空间等各类复杂结构的设计得以实现。

在CAD中使用到的诸多结构分析软件都以有限单元法
 （简称有限元法
 ）为理论依据。有限元法是20世纪60年代迅速发展起来的一种新方法，从数学角度来说，它是求解偏微分方程定解问题的数值分析方法之一；从力学角度来说，它是求取基于变分原理的近似解的方法之一；而从我们最熟识的工程结构的角度来说，它是结构力学的矩阵分析方法在连续介质力学中的合理应用。由此可见，学好结构力学的矩阵分析方法，可以为后续深入学习有限元法打好基础。

结构力学的矩阵分析方法是将矩阵数学的理论引入结构力学而得，即在进行结构矩阵分析时，仍旧沿用传统结构力学的基本假定、基本原理和基本方法，而在公式和各种表达式的表述方法上使用矩阵形式。矩阵化的表述方式具有简洁、规范、易于排错的优点，因而容易转化成计算机程序，方便计算机软件的开发。

在前面的学习中，大家已经掌握了两个基本的结构分析方法——力法和位移法，将它们同矩阵数学相结合，产生出矩阵力法
 和矩阵位移法
 。相对于力法而言，位移法具有基本结构唯一和可以求解静定结构两大优势，这些特点使得矩阵位移法更适用于进行结构分析软件的开发。因此，本章将重点介绍平面杆件结构的矩阵位移法。

矩阵位移法的基本原理同位移法一样，仍旧以结点位移为基本未知量，通过平衡方程求解这些基本未知量，然后计算结构的内力。用矩阵位移法进行结构分析的基本要点是：

1）结构离散化


结构离散化
 是将结构划分为有限个单元，各单元只在有限个结点处相互连接。对于杆件结构，单元常取为等截面直杆，各单元通过刚结点、铰结点等各类结点相连组成结构。这相当于位移法中获取基本结构的步骤。

2）单元分析


单元分析
 的任务是获取单元杆端力与单元杆端位移之间的关系，建立单元刚度矩阵
 。这相当于位移法中获得转角位移方程的步骤。单元杆端位移一旦求得，单元杆端力即可通过单元刚度方程求得。

3）整体分析


整体分析
 是将单元刚度矩阵按照刚度集成规则直接形成结构刚度矩阵，并建立结构整体的刚度方程。这相当于位移法中建立典型方程的步骤。整体分析将拆散的单元重新集成为结构，进而引入结构的边界条件（力平衡边界条件和变形协调边界条件），为求解结构刚度方程作好准备。

求解结构刚度方程得到各结点位移后，只需再返回单元分析，即可求出各单元杆端力，进而绘出结构内力图。


 9.2　杆件结构的离散化

9.2.1　单元与结点的划分和编码

杆件结构离散化时，常将杆件结构中的等截面直杆作为独立单元，这就必然导致结构中杆件的转折点、汇交点、支承点、截面突变点、自由端、材料改变点等成为连接各个单元的结点。除此而外，有时为了计算方便，也可在一个单元上增加结点（如集中力的作用点处等），使原单元变为由所增加结点相连的多个独立单元。只要确定了杆件结构中的全部结点，结构中各结点间的所有单元也就随之确定了。

确定结点时，常常采用顺序编号的方法，这些编号称为结点码
 。在确定完结点码后，对结点间的单元也依次编号，从而获得单元码
 。本章约定：结点码用数字1，2，3，…，n
 表示，单元码用带圈数字①，②，③，…，[image: ]
 表示。图9.1（a）和（b）分别表示两个结构离散化后的结点和单元编码情况。需说明的是，结点码和单元码的编码顺序原则上是任意的，不同的编码顺序对结构分析的最终结果没有影响。

[image: ]
图9.1　杆件结构的离散化示例



9.2.2　两种直角坐标系

结构离散化后，杆件单元的方向千差万别。在做整体分析时，需要在结点处建立平衡方程，为此又需要一个统一的计算基准坐标系。因此，这里引入两套直角坐标系来建立后续需要研究的力和位移等物理量之间的关系。

1）单元坐标系


单元坐标系
 （又称局部坐标系
 ）是单元分析时使用的坐标系，它只与具体的某一单元相对应。对结构中任意单元[image: ]
 ，本章约定其坐标系用[image: ]
 表示。坐标系原点取为该单元一端的端结点i
 （称为始结点
 或始端
 ）。由原点指向另一端结点j
 （称为末结点
 或末端
 ）的方向，为杆轴[image: ]
 坐标正向，记作[image: ]
 ；以[image: ]
 轴沿顺时针方向旋转90°为[image: ]
 坐标轴正向，记作[image: ]
 ，如图9.2（a）所示。

[image: ]
图9.2　单元坐标系和结构坐标系



2）结构坐标系


结构坐标系
 （又称整体坐标系
 ）是整体分析时使用的坐标系，它不和任何单元直接相关。设置结构坐标系的目的是使各物理量在进行整体分析时有统一的基准系。本章约定结构坐标系使用x
 —y
 表示。x
 轴正方向水平向右，以x
 轴沿顺时针方向旋转90°为y
 轴正向，即y
 轴正方向竖直向下，结构坐标系原点可取为任意点。

图9.2（a）绘出了某结构的两套坐标系。为了使图形看起来简洁清爽，一般不再标出单元

坐标系，通常在各单元的杆轴上绘一箭头表明其[image: ]
 轴的正向即可，如图9.2（b）所示。

9.2.3　力和位移的正负号规定

1）外荷载和支反力

（1）结点荷载和支反力


结点荷载
 是指作用于结点上的荷载。本章约定结点集中力和支反力的方向与结构坐标系正向相同时为正反之为负结点集中力偶和支座反力偶以顺时针转向为正反之为负

（2）非结点荷载


非结点荷载
 是指作用于杆件上的荷载。本章约定非结点集中力和分布力与单元坐标系正向相同时为正，反之为负。非结点集中力偶，仍以顺时针转向为正，反之为负。

2）结点位移

由于矩阵位移法不再为了简化计算而忽略杆件的轴向变形，因此，平面刚架中的每个刚结点有3个相互独立的位移分量：水平方向的线位移分量u
 ，竖直方向的线位移分量v
 和结点的转角位移分量θ
 。对于这3个分量，本章约定线位移与结构坐标系方向一致为正，转角以顺时针转向为正，反之为负。

3）单元杆端力和杆端位移

单元杆端截面的内力和位移分别称为单元杆端力
 和杆端位移
 。设图9.3所示为平面刚架中的单元[image: ]
 ，其始端为i
 ，末端为j
 。

约定单元所有杆端力和杆端位移分量分别用广义符号f
 和δ
 表示，当参照系为单元坐标系时，还需在f
 和δ
 上添加上划线，即用“[image: ]
 ”和“[image: ]
 ”以示区别。为区别两端结点各方向的分量，约定始端i
 沿x
 或[image: ]
 坐标方向为1号方向，沿y
 或[image: ]
 方向为2号方向，转角方向为3号方向；依此类推，末端j
 的3个方向分别用4、5、6表示。例如[image: ]
 代表末端j
 沿[image: ]
 方向的单元杆端力（即末端轴力），δ
 3
 代表始端i
 在结构坐标系中的杆端转角位移分量。

图9.3（a）和（c）标明了两套坐标系中所有24个广义分量（括号中的是广义位移分量）。约定各分量与相应坐标系正向一致时为正，力矩或转角分量以顺时针转动为正，反之为负。

[image: ]
图9.3　单元杆端力和单元杆端位移



单元杆端力和杆端位移分量，也可以按它们实际的物理意义表示为图9.3（b）和（d）的形式，即用轴力、剪力、弯矩和水平位移分量u
 、竖直位移分量v
 、转角位移分量θ
 等传统方法来表示。采取传统方法表示时，各分量用下标注明其作用的结点；同时，若参照系为单元坐标系，各分量还需添加上划线以示区别。

式（9.1）和式（9.2）给出了参照系为单元坐标系时，分别使用广义方式和传统方式表示的单元杆端力和杆端位移列阵。

单元坐标系中的单元杆端力列阵为

[image: ]


单元坐标系中的杆端位移列阵为

[image: ]


式（9.3）和式（9.4）给出参照系为结构坐标系时，分别使用广义方式和传统方式表示的单元杆端力和杆端位移列阵。

结构坐标系中的单元杆端力列阵为

[image: ]


结构坐标系中的杆端位移列阵为

[image: ]


以上4式中的列阵子块[image: ]
 和[image: ]
 分别代表相应坐标系中杆端i
 和j
 的力与位移。

矩阵位移法的正负号规定与位移法和材料力学中的规定不尽相同，请读者注意区分。


 9.3　单元坐标系中的单元刚度矩阵

9.3.1　平面刚架单元

平面刚架的一般单元
 ，是指其始末两端每端有3个，两端共有6个独立位移未知量的平面刚架单元，如图9.4所示。

[image: ]
图9.4　一般单元的杆端力和杆端位移



表示单元杆端力和杆端位移之间转换关系的方程，称为单元刚度方程
 。矩阵位移法不再忽略轴向变形，但在线弹性小变形的前提下，仍忽略轴向受力状态和弯曲受力状态间的相互影响。因此，可以分别推导这两种受力状态下杆端力和杆端位移之间的转换关系。

1）轴向受力状态下，轴向杆端力与轴向杆端位移之间的关系

如图9.5（a）所示，如果杆端i
 发生轴向位移[image: ]
 而杆端j
 不动时，根据材料力学和平衡条件[image: ]
 ，有

[image: ]


[image: ]
图9.5　一般单元杆端轴力和杆端轴向位移间的关系



同理，当杆端j
 发生轴向位移[image: ]
 而杆端i
 不动时，有

[image: ]


如果同时在杆端i
 和j
 分别发生了轴向位移[image: ]
 和[image: ]
 ，只需将（a）、（b）两式中对应的轴向杆端力叠加起来即可

[image: ]


2）弯曲受力状态下，杆端剪力及杆端弯矩与杆端横向线位移及杆端转角的关系

两端固定的单跨超静定梁AB
 ，在无外荷载作用时，其位移法的转角位移方程为

[image: ]


如果把该梁视作图9.4中矩阵位移法的一般单元，使其A
 和B
 两端分别同一般单元的始端i
 和末端j
 对应，使用矩阵位移法的符号表示方法和正负号规定，则式（d）中相应符号应变换为

[image: ]


于是，式（d）化为

[image: ]


3）单元坐标系中一般单元的单元刚度方程

综合轴向受力状态下推得的式（c）和弯曲受力状态下推得的式（f），可写出一般单元全部的杆端力和杆端位移之间的转换关系，即

[image: ]


式中的E
 、I、A、l
 分别为单元的材料弹性模量、横截面惯性矩、横截面面积和单元长度。

将式（9.5）写成矩阵形式，即可得单元坐标系中一般单元的单元刚度方程
 。

[image: ]


式（9.6）也可简写为

[image: ]


其中

[image: ]


[image: ]
 称为一般单元的单元刚度矩阵
 ，简称单刚
 。

矩阵位移法仅采用位移法中的两端固定的单跨超静定梁来推导一般单元的刚度方程，这使得其基本单元类型归一化，更便于应用程序的开发。

9.3.2　其他结构单元

如果单元的部分杆端位移已知（例如杆端被约束），或者不独立于其他杆端位移，则称其为特殊单元。例如连续梁单元和理想桁架单元等。

1）忽略结点线位移的连续梁单元

忽略轴向变形的连续梁或无结点线位移的刚架，经过离散化后，单元两端只有独立的杆端转角未知量[image: ]
 和[image: ]
 。将线位移[image: ]
 的条件代入式（9.6）中，并注意到杆端剪力[image: ]
 和[image: ]
 不独立于杆端弯矩[image: ]
 和[image: ]
 ，则可得连续梁单元
 的单元刚度方程为

[image: ]


相应的单元刚度矩阵为

[image: ]


可见，连续梁单元的单刚可以由一般单元单刚划去与零位移相应的行和列，即式（9.8）中的第1、2、4、5行和列而得。

2）理想桁架单元

理想桁架中的各杆件只有轴向变形，即[image: ]
 。而[image: ]
 ，将这一条件代入式（9.6），可得理想桁架单元
 的单元刚度方程为

[image: ]


相应的单元刚度矩阵为

[image: ]


可见，理想桁架单元的单刚也可由一般单元单刚划去与零位移相应的行和列，即式（9.8）中的第2、3、5、6行和列而得。

9.3.3　单元刚度矩阵的性质

1）单元刚度系数的物理意义

单元刚度矩阵中的每个元素称为单元刚度系数
 ，代表由单位杆端位移引起的杆端力。若以[image: ]
 代表单元刚度矩阵中的某系数，则它的值等于当单元的第m
 个杆端位移方向发生正向单位位移（其他杆端位移为零）时，引起的第l
 个杆端位移方向的杆端力。图9.6给出了一般单元单刚系数[image: ]
 和[image: ]
 的物理意义。

[image: ]
图9.6　单元坐标系中的单元刚度元素物理意义示例



根据单刚系数的物理意义可知，单刚中任一列的元素，均可通过令单元中与该列列号对应的杆端位移发生正向单位位移而求得。例如，欲求一般单元单刚第5列的所有元素，只需令[image: ]
 1，再依“始端轴、剪、弯到末端轴、剪、弯”的方向编号顺序求出这些杆端内力，就得到了这一列的6个刚度系数[image: ]
 。

2）单元刚度矩阵是对称方阵

一般单元的单刚是6×6的对称方阵，特殊单元的单刚亦是对称方阵。单刚的对称性可由线弹性结构的反力互等定理证明，即

[image: ]


而[image: ]
 对角线上的主系数[image: ]
 恒大于零，这与位移法一致。

3）一般单元的单元刚度矩阵是奇异矩阵

从数学的角度来说，[image: ]
 的行列式[image: ]
 之值等于零（连续梁单元例外），即[image: ]
 不存在逆阵，因此奇异。

从力学的角度来说，注意到一般单元两端的6个杆端位移未知量并未被任何约束限制，好像单元“浮于空中”，这样的单元称为自由单元
 。给定一组符合变形协调条件的杆端位移[image: ]
 ，可以通过单元刚度方程[image: ]
 求得一组杆端力[image: ]
 ；但如果给定一组平衡的杆端力[image: ]
 ，由于自由单元的刚体位移未被约束限定，所以无法得到唯一确定的一组杆端位移[image: ]
 。也就是说，对于一组平衡的杆端力[image: ]
 ，可能有无限多组由弹性位移和刚体位移共同组成的杆端位移[image: ]
 与之对应，因而一般单元的单刚奇异。

4）单元刚度矩阵[image: ]
 是单元的固有性质

[image: ]
 只与单元的弹性模量E
 、横截面面积A
 、惯性矩I
 及杆长l
 有关，而与外荷载无关。


 9.4　结构坐标系中的单元刚度矩阵

9.4.1　坐标变换矩阵

从单元分析进入整体分析时，需要将参照坐标系统一为结构坐标系，才便于建立结点平衡方程；整体分析结束后，需计算单元杆端力以求取单元内力，此时又需将参照坐标系重新设为各单元坐标系。因此，有必要建立两套坐标系之间的转换关系。

[image: ]
图9.7　单元坐标系与结构坐标系的转换



图9.7将杆单元[image: ]
 在单元坐标系[image: ]
 中的杆端力[image: ]
 和结构坐标系xOy
 中的杆端力
F
 e

 一同绘出。若设从结构坐标系x
 轴转向单元坐标系[image: ]
 轴的夹角为α
 （顺时针为正），根据投影关系，可得

[image: ]


写成矩阵形式为

[image: ]


或简写为

[image: ]


其中

[image: ]


称为单元坐标转换矩阵
 。它是一个正交矩阵，即有


T
 -1
 ＝T
 T
 　（9.18）

如需将[image: ]
 转换为
F
 e

 ，则可使用式（9.19），即

[image: ]


上述转换关系也同样适用于杆端位移[image: ]
 和
δ
 e

 之间的转换，即有

[image: ]


9.4.2　结构坐标系中的单元刚度矩阵

类比单元坐标系中的单元刚度方程[image: ]
 ，可以写出结构坐标系中的单元刚度方程




F
 e

 ＝
K
 e
 δ
 e

 　（9.22）

式中，
K
 e

 就是结构坐标系中的单元刚度矩阵
 。

下面来推导
K
 e

 ：将[image: ]
 左右两边先前乘T
 T
 ，得[image: ]
 ，参考式（9.19），左边即为
F
 e

 ，再将式（9.20）代入右边，可得

[image: ]


比对式（9.22），可得

[image: ]


将式（9.8）和式（9.17）代入式（9.23）右边进行矩阵运算，可得结构坐标系中的一般单元的单元刚度矩阵为

[image: ]


其中

[image: ]


结构坐标系中的单刚
K
 e

 中的元素[image: ]
 ，其值等于当单元的第m
 个杆端位移方向发生正向单位杆端位移1（其他杆端位移为零）时，引起的第l
 个杆端位移方向的杆端力。图9.8给出了一般单元单刚系数k
 23
 和k
 62
 的物理意义。



K
 e

 仍具有类似[image: ]
 的一些性质：

①
K
 e

 是对称方阵，这仍可用线弹性结构反力互等定理证明。

②一般单元的
K
 e

 仍是奇异的，这是因为坐标变换并未改变一般单元是自由单元的性质。

③
K
 e

 除与单元本身属性有关外，还与两种坐标系的夹角α
 有关。这是
K
 e

 与[image: ]
 的明显区别。

[image: ]
图9.8　结构坐标系中的单元刚度元素物理意义示例




 9.5　直接刚度法形成结构刚度矩阵

在对结构进行离散化和单元分析后，还需要将各单元重新集成为原结构，进行结构整体分析。从本节开始，将介绍结构整体分析的方法。

9.5.1　结构刚度方程

结构整体分析的目标，就是在结构坐标系中，用单元分析的结果形成结构刚度方程。结构刚度方程
 反映的是结构的结点位移和结点力之间的关系，同位移法中的典型方程相对应。结构刚度方程可写为


KΔ
 ＝P
 　（9.26）

式中，K
 为结构刚度矩阵
 ，简称总刚
 ；Δ
 为结点位移未知量列阵
 ；P
 为结构的综合结点荷载列阵
 。

为求解结点位移未知量列阵Δ
 ，需要先形成K
 和P
 。本节将讨论总刚K
 的形成，而下节将讨论P
 的形成。

9.5.2　结点位移分量的统一编码

经单元分析后，需要将各单元在约束的连接下重新形成原结构。因此，整体分析首先应当正确合理地反映结构各单元所受约束的情况，对结构的支承（外约束）情况和结点（内约束）情况进行描述。具体来说，就是需要对结点位移分量进行统一编码。

1）后处理法和先处理法

“后”和“先”，是指在形成结构刚度方程之后还是之前引入支承条件。形成结构刚度方程时，考虑结构约束的常用方法有两种——后处理法
 和先处理法
 。所谓

后处理法在单元分析完成以后，并不急于处理支承条件，不论单元杆端位移未知还是已知，都将其对应的单刚元素和单元杆端力分量集成进入总刚K
 和综合结点荷载列阵P
 中，从而形成一个“浮于空中”的无支承体系的刚度方程，称为结构原始刚度方程
 。接下来才考虑支承情况，修正结构原始刚度方程中的K
 和P
 ，以防止因总刚奇异而解不出结点位移Δ
 。

先处理法则是在单元分析完成后，就考虑每个单元的支承情况，只让未知（而避免已知）单元杆端位移对应的单刚元素和单元杆端力分量集成进入K
 和P
 ，因而形成的结构刚度矩阵实际上已经包含了全部约束信息，无需再修正。

因为没有已知位移分量对应的部分，先处理法相对后处理法来说，结构刚度方程的规模会缩减，求解更加容易。同时，先处理法在处理铰结点、忽略轴向变形等情况时也更灵活。因此，本章将只介绍先处理法。

2）结点位移分量的统一编码

从9.2节我们知道，平面刚架的每个结点有3个位移分量，即结构坐标系x
 方向、y
 方向和转角方向上的u、v
 、θ
 。使用先处理法时，有必要找出这些结点全部位移分量中的未知位移分量来进行编号。下面给出结点位移分量编码的约定。

（1）基本约定

按结点编号的顺序，对每个结点，依u、v
 、θ
 的顺序，考查它们的位移分量是否被约束。对未被约束的结点位移分量（即结点位移未知量），按顺序对它们进行编码；对被支承约束或为已知的结点位移分量，则用编码“0”表示。位移分量编码统一标在结点码后的括号中。如图9.9所示的结构，结点2和3未被支座约束，因此依次给这6个结点位移未知量编“1～6”号，填入结点码2和3后的括号中；结点1和4被固定支座完全约束，它们的6个位移分量都已知，所以结点码1和4后的括号中应分别填入3个“0”；结点5为固定铰支座约束，u
 5
 ＝v
 5
 ＝0，因此结点码5后括号中的前两个位移分量编码应填“0”，而第3个位移分量编码对应转角位移θ
 5
 ，未被约束，所以又继续前面位移分量依次编码的约定，填入“7”。

[image: ]
图9.9　一般情况下结点位移分量的统一编码示例



（2）铰结点的处理方法。

先来定义两类铰结点：铰结的杆件全部是链杆或桁杆的全铰结点，称为全桁铰结点
 ，简称全桁铰
 。铰结的杆中有梁式杆的铰结点，称为梁铰结点
 ，简称梁铰
 。下面分别说明这两类结点位移分量的编码方法。

①全桁铰结点。全桁铰结点一般出现在桁架和组合结构中，由于杆端转角对桁杆单元来说无意义，为此约定相应转角的位移分量编码都为“0”。如图9.10（a）所示的桁架，4个铰结点都是全桁铰，所以每个转角位移分量的编码都填入“0”。又如图9.10（b）所示组合结构的结点7，它所铰结的⑤、⑥、⑦3个单元也都是链杆，所以结点7是全桁铰，它的第3个位移分量编码应该填“0”。

[image: ]
图9.10　铰结点的结点位移分量统一编码示例



②梁铰结点。梁铰可能既铰结了链杆又铰结了梁式杆，处理梁铰的方法是：

对梁铰所铰结的全部梁式杆，选取一个单元的铰结端作为主结点
 ，按基本约定给主结点的位移分量编码。其他梁式杆在此铰处的杆端，则用附加的结点表示，这些附加的结点称为从结点
 。从结点与主结点有相同的结点线位移，因此从结点的前两个位移分量编号必然与主结点一致。

对于梁铰所铰结链杆的杆端位移，无需做特别处理。

如图9.10（b）所示组合结构中的结点C
 ，铰结了②、③、⑦3个单元，其中②、③是梁式杆，因此可选择单元②的结点3作为主结点，而单元③的结点4则相应为从结点。结点3位移分量编码为（5，6，7），结点4与结点3有相同的线位移和不同的角位移，所以位移分量编码为（5，6，8）。当然，若选择结点4为主结点，结点3为从结点亦可。至于单元⑦，由于是链杆，因此其C
 端没必要设置从结点，也就无需处理了。

该组合结构中还有结点2和结点5也属于梁铰，但它们是半铰，加之所铰结的⑤、⑥两单元是链杆，所以也无需增设从结点作特别处理。

③忽略轴向变形的刚架的处理方法。忽略轴向变形时，刚架中的结点线位移分量并不完全独立，有些是相同的，因此对这些相同的位移分量应当编以同样的编码。如图9.11所示刚架，忽略轴向变形时，结点2和结点1有相同的竖向线位移，而结点1的竖向线位移被支座约束，为已知值，因此编“0”号，进而结点2的竖向线位移编号也就是“0”。而结点4与结点3有相同的水平线位移，因此二者水平线位移编号应一致，均为“3”。

[image: ]
图9.11　忽略轴向变形的刚架的位移分量统一编码示例



9.5.3　用先处理法形成结构刚度矩阵

1）单元定位向量

将任一单元始末两端的结点位移分量统一编码，按顺序排列所组成的列向量，称为单元定位向量
 。单元[image: ]
 的定位向量用λe

 表示。

例如，图9.10（b）中②、③、⑦3个单元的定位向量分别为

[image: ]


单元定位向量有3个重要作用，即

①用来确定单元刚度矩阵（单刚）
K
 e

 中的各元素在结构刚度矩阵（总刚）K
 中的位置，本节稍后将介绍。②用来确定单元等效结点荷载[image: ]
 中的各元素在结构的综合结点荷载列阵P
 中的位置，具体请参见9.6节。

③用来确定单元杆端位移向量
δ
 e

 中的各元素在整个结构的结点位移向量Δ
 中的位置，9.7节中将反向使用这一功能，从已解得的Δ
 中，提取
δ
 e

 来求单元杆端力。

单元定位向量在整体分析中起着管理全盘的作用，正是因为它，单元分析的结果才能被有条不紊地组织进入整体分析。

2）直接刚度法形成结构刚度矩阵K



直接刚度法
 是利用单元定位向量
λ
 e

 ，将结构坐标系中的单元刚度系数[image: ]
 ，“对号入座”放入结构刚度矩阵K
 中，从而直接形成K
 的方法。具体步骤为：

（1）准备工作

按9.4节的方法计算出结构所有单元在结构坐标系中的单刚
K
 e

 ，在单刚矩阵的行上方和列右边，对准行列标注单元定位向量
λ
 e

 。

（2）“对号入座”

查询单刚元素[image: ]
 所对应的单元定位向量
λ
 e

 ，标在列右边的定位向量指明[image: ]
 进入总刚的第几行，而标在行上方的定位向量则指明了[image: ]
 进入总刚的第几列。按[image: ]
 进入总刚的行号和列号，将[image: ]
 放入总刚相应的位置。如果查得进入K
 的行号或列号为零，则相应的[image: ]
 不必处理，它不进入总刚。

（3）“重叠相加”

如果总刚中某个元素因为先前处理单元的[image: ]
 “入座”而有值，那么后续“坐”到同一位置上的其他单元的[image: ]
 ，应当与之前的值做代数叠加。


【例9.1】
 　试用直接刚度法，求图9.12所示刚架的结构刚度矩阵K
 。EI
 为常数。

[image: ]
图9.12　例9.1图




【解】
 　（1）将结构离散化，并对单元、结点和结点位移未知量进行编码，如图9.12所示。

（2）利用式（9.23）或式（9.24），计算各单元结构坐标系中的单元刚度矩阵
K
 e

 。这里略去具体值的计算，用[image: ]
 的形式表示单刚元素。

（3）写出各单元的单元定位向量。

[image: ]


[image: ]


将单元定位向量标到相应单元单刚的行上方和列右边，如图9.13（a）、（b）所示。

（4）按照单元定位向量中的非零分量所指定的行号和列号，将各单刚
K
 e

 的元素“对号入座”放入总刚中，进行“重叠相加”。

以单元①为例，其单元定位向量为[image: ]
 ，单刚K
 （1）
 中第1、2、3行和第1、2、3列对应元素的“座位号”中含有“0”编码，因此这些元素不进入总刚。而如果单刚元素[image: ]
 在第4行或第4列，由于λ
 （1）
 中第4个元素为1，所以[image: ]
 应该进入总刚的第1行或第1列；同理，第5行或第5列的单刚元素应该进入总刚的第2行或第2列；第6行或第6列的单刚元素应该进入总刚的第3行或第3列。或者说，应该用单刚元素[image: ]
 的下标l
 （或m
 ）查出
λ
 e

 中第l
 （或m
 ）个元素的值，若该值不是零，它就是[image: ]
 进入总刚的行号（或列号）。

单元①的单刚进入总刚前，总刚无值，因此无需进行“重叠相加”的步骤。而单元②的单刚元素在“对号入座”时，则会出现总刚中对应“座位”已经被占的情况，例如[image: ]
 应进入总刚第2行第3列，但是在此之前总刚第2行第3列已经有单元①的元素[image: ]
 ，这时就需要把两者相加。最终总刚第2行第3列元素k
 23
 的值，应该是[image: ]
 。

[image: ]

图9.13　直接刚度法形成总刚示例


注：[image: ]
 ——不进入总刚的单刚元素



3）结构刚度矩阵K的性质

①先处理法形成的结构刚度矩阵K
 的阶数与结点位移未知量个数N
 相关，是N
 ×N
 阶的方阵。譬如，例9.1中的结构有4个结点位移未知量，因此总刚是4×4的方阵。

②结构刚度矩阵K
 的元素klm

 的物理意义为：当结点位移分量Δ
 
m

 ＝1，而其他各结点位移分量均为零时，在结点位移分量Δ
 
l

 方向产生的结点力。譬如，例9.1中总刚元素k
 23
 和k
 34
 的物理意义可用图9.14表示。为使结点位移分量的值可控，该图采用类似位移法附加刚臂和链杆后的基本结构来表述。

[image: ]
图9.14　总刚元素的物理意义示例



从总刚元素的物理意义，还可以直接求得总刚元素和单刚元素的关系。例如，将图9.14（a）中结点位移分量Δ
 3
 ＝1依照变形协调条件，对应成单元①和②在结构坐标系中的杆端位移[image: ]
 和[image: ]
 ，如图9.15所示。接着将原结构拆成单元①和②，再分析它们与结点2相连处的杆端沿y
 方向的杆端力，并将这些杆端力反作用到结点2上。由结点2的平衡方程ΣFy

 ＝0，容易得到[image: ]
 ，这与直接刚度法所得的结果相同。推而广之，对总刚中其他元素，同样可以用其物理意义证明直接刚度法的正确性。

[image: ]
图9.15　利用平衡条件直接求得例9.1中总刚元素k
 23




③结构刚度矩阵K
 是对称正定矩阵，即总刚元素klm

 ＝kml

 ，同时行列式｜K
 ｜＞0，K
 的任意一主对角线元素kll

 ＞0。

④结构刚度矩阵K
 是稀疏带状矩阵。合理的结点位移分量统一编码会使K
 成为一个带状矩阵，即靠近主对角线的一定范围内为非零元素，而此范围外的元素均为零元素。工程结构总刚K
 的规模一般都很大，所以总刚容易形成零元素很多而非零元素很少的稀疏矩阵。

⑤结构刚度矩阵K
 中副系数的性质。

若结点位移分量统一编码中的非零编号l
 和m
 同属于结构中的某一个单元，或者说编号l
 和m
 同时存在于一个或数个单元的定位向量
λ
 e

 中，那么称位移分量Δ
 
l

 和Δ
 
m

 是相关位移分量
 。对先处理法而言，也就是相关位移未知量
 。反之，则称它们不相关。那么，对于总刚中的副系数klm

 （l
 ≠m
 ），有如下性质：

a．若Δ
 
l

 和Δ
 
m

 相关，则klm

 ＝kml

 ≠0；

b．若Δ
 
l

 和Δ
 
m

 不相关，则klm

 ＝kml

 ＝0。


 9.6　结构的综合结点荷载列阵

结构刚度方程关注的是结点上的力和位移，但结构一般不仅承受结点荷载，还会承受非结点荷载。因此，综合结点荷载列阵
 P
 中除了包含直接结点荷载
 外，还应包含非结点荷载的影响。

按照结点位移相等的原则，可以将非结点荷载转换成等效结点荷载。如图9.16（a）所示刚架，先添加附加约束，将结点2和3固定起来，按照两端固定的超静定梁求出单元上荷载引起的固端反力，亦称单元固端力
 ，即附加约束中的力，如图9.16（b）所示。再拆除附加约束，相当于反方向施加单元固端力，如图9.16（c）所示。这样，不论位移状态还是力状态，图（a）都等于图（b）和图（c）的叠加。而图（b）中结点位移已被附加约束限制，所以图（a）和图（c）有相同的结点位移。因此，图（c）所示结点荷载就是图（a）所示非结点荷载的等效结点荷载
 。

[image: ]
图9.16　单元坐标系中的等效结点荷载P



9.6.1　单元的等效结点荷载列阵

1）单元坐标系中的单元固端约束力

如图9.16（b）所示，单元②在均布荷载作用下的单元固端约束力[image: ]
 为

[image: ]


表9.1列出了一些常见荷载作用下的单元固端约束力[image: ]
 。


表9.1　单元坐标系中的单元固端约束力[image: ]


[image: ]


2）单元坐标系中的单元等效结点荷载

将[image: ]
 反号，得到单元坐标系中的单元等效结点荷载
 [image: ]
 ，即

[image: ]


如图9.16（c）中

[image: ]


这时，单元上的非结点荷载已被转换成单元等效结点荷载。

3）结构坐标系中的单元等效结点荷载

各单元坐标系下不同指向的等效结点荷载[image: ]
 ，需要统一到结构坐标系中，才能进行叠加。为此，需求出结构坐标系中的单元等效结点荷载
 。

[image: ]


9.6.2　结构的综合结点荷载列阵

1）结构的等效结点荷载列阵

与单刚集成总刚的方法相同，把非结点荷载形成的各单元[image: ]
 中的元素，按其单元定位向量
λ
 e

 ，以“对号入座，重叠相加”的方式集成到结构的等效结点荷载列阵
 P
 E
 中。

2）结构的综合结点荷载列阵

按照结点位移分量统一编码的顺序，将直接作用在结点上的荷载依次填入直接结点荷载列阵
 P
 J
 中。再将P
 J
 与结构的等效结点荷载列阵P
 E
 进行叠加，可得结构的综合结点荷载列阵
 。


P
 ＝P
 J
 ＋P
 E
 　（9.28）


【例9.2】
 　试求图9.17（a）所示结构的综合结点荷载列阵P
 。

[image: ]
图9.17　例9.2图




【解】
 　结点编号、单元编号、结点位移未知量编码及单元坐标系、结构坐标系如图9.17（b）所示。

（1）计算单元固端约束力[image: ]


按表9.1所列公式，可求得

[image: ]


（2）计算单元等效结点荷载[image: ]
 ，并将单元定位向量写在[image: ]
 的右侧

单元①：α
 ＝0°

[image: ]


单元②：α
 ＝0°

[image: ]


单元③：α
 ＝90°

[image: ]


（3）利用单元定位向量形成结构的等效结点荷载列阵P
 E


按单元定位向量“对号入座，重叠相加”，得结构的等效结点荷载列阵为

[image: ]


（4）形成结构的综合结点荷载列阵P


通过以上计算，已将非结点荷载转化为结构的等效结点荷载P
 E
 ，再与直接结点荷载P
 J
 叠加，即得

[image: ]



 9.7　求解结点位移和单元杆端力

9.7.1　求解结点位移列阵

通过9.5节和9.6节的介绍，求得结构刚度矩阵K
 和综合结点荷载列阵P
 后，就可以利用数学方程解法解出结构刚度方程KΔ
 ＝P
 中的结点位移列阵Δ
 。

9.7.2　求出单元坐标系下的单元杆端位移

单元的6个杆端位移分量（即结构坐标系下的单元杆端位移列阵
δ
 e

 中的元素），正好等于和该单元始、末两端相连的两个结点的共6个结点位移分量，可利用单元定位向量
λ
 e

 从Δ
 中求出。

具体作法是：将
δ
 e

 中的6个元素与
λ
 e

 中的6个元素一一对应，若
λ
 e

 中的元素为非零，根据这一非零元素在结点位移分量统一编码中的位置，从Δ
 中取出一个位移分量，再填入
δ
 e

 中的对应位置即可；若
λ
 e

 中的元素为零，则
δ
 e

 中与其对应的杆端位移分量是不需求解的位移，直接填入零。

获得
δ
 e

 后，再利用坐标转换公式

[image: ]


即可求出单元坐标系下的杆端位移列阵[image: ]
 。

9.7.3　求单元杆端内力

以图9.16（a）所示单元②为例，由于图9.16（a）中原结构的受力等效于图9.16（b）和图9.16（c）两种情况的叠加，因此原结构单元②的杆端内力也应该由图9.16（b）中的单元固端力[image: ]
 和图9.16（c）中结点位移引起的单元杆端力（记作[image: ]
 ）叠加而成。

考虑式（9.7），单元②的杆端内力[image: ]
 应为

[image: ]


将这一结论一般化，可得单元杆端内力[image: ]
 为

[image: ]


式中

[image: ]


[image: ]
 为由结点位移引起的单元杆端力；[image: ]
 为非结点荷载引起的单元固端力。

注意到

[image: ]


将之代入式（9.29），得到单元杆端内力[image: ]
 的另外一种计算方法

[image: ]


使用式（9.29）或式（9.32）计算出的[image: ]
 ，是按照单元始端轴力、剪力、弯矩到末端轴力、剪力、弯矩的顺序排列的列阵，与单元坐标系同向的分量为正，反之为负，这与位移法中习惯的轴力和剪力的正负号规定不同。


 9.8　矩阵位移法的计算步骤

经过以上学习，我们已经掌握了矩阵位移法（先处理法）的全部知识，本节将归纳矩阵位移法（先处理法）的计算步骤，并应用于几种平面杆件结构的算例中。

9.8.1　矩阵位移法（先处理法）的计算步骤

1）结构离散化

①对结构中的结点用数字1，2，…，n
 进行编码。

②确定单元的始末结点，即单元坐标系，在单元上用箭头表示，对单元用①，②，…，[image: ]
 进行编码。

③对各结点的位移分量进行统一编码，进一步形成各单元定位向量
λ
 e

 。

2）形成结构坐标系中的单元刚度矩阵K
 e


①计算单元坐标系中的单元刚度矩阵[image: ]
 ，参见式（9.8）。

②计算结构坐标系中的单元刚度矩阵
K
 e

 ，可用式（9.23）

[image: ]


或者，直接用式（9.24）和式（9.25）求出
K
 e

 。

3）直接刚度法集成总刚

按照单元定位向量
λ
 e

 的指引，将
K
 e

 中元素“对号入座，重叠相加”，集成结构刚度矩阵K
 。

4）计算结构的综合结点荷载列阵P


①计算结构坐标系中的单元等效结点荷载[image: ]
 ，即用式（9.27）

[image: ]


求出[image: ]
 。

②利用单元定位向量
λ
 e

 集成结构的等效结点荷载列阵P
 E
 。

③求结构的综合结点荷载列阵P
 ，即利用式（9.28）


P
 ＝P
 J
 ＋P
 E


求出P
 。

5）解总刚方程

解结构刚度方程KΔ
 ＝P
 ，求出结点位移列阵Δ
 。

6）计算单元杆端内力[image: ]


如果计算单刚时，先计算单元坐标系中的单刚[image: ]
 ，可用式（9.29）求单元杆端内力，即

[image: ]


如果是直接使用式（9.24）和式（9.25）求出结构坐标系中的单刚
K
 e

 ，则用式（9.32）求单元杆端内力，即

[image: ]


9.8.2　平面杆件结构算例

1）连续梁

连续梁的每跨内一般为等截面直杆。忽略轴向变形的连续梁各结点，只有转角位移分量，因此，只需对该角位移进行结点位移分量统一编码。各跨的单元坐标系与结构坐标系一致，因此坐标转换矩阵T
 为单位阵，无需作坐标变换。结点荷载只考虑集中力偶。


【例9.3】
 　试用先处理法计算图9.18（a）所示连续梁的内力，并作弯矩图。不计各杆轴向变形，EI
 为常数。

[image: ]
图9.18　例9.3图




【解】
 　（1）结构离散化

结构坐标系、单元坐标系、结点编码、单元编码及结点位移未知量统一编码（注于括号中的数字），如图9.18（b）所示。

（2）形成结构坐标系中的单元刚度矩阵
K
 e



设单元①的线刚度为i
 ，则单元②的线刚度为2i
 。用式（9.10）计算
K
 e

 ，分别为

[image: ]


（3）利用单元定位向量
λ
 e

 集成结构刚度矩阵K


[image: ]


（4）计算结构的综合结点荷载列阵P


先计算各单元等效结点荷载列阵[image: ]
 ，分别为

[image: ]


将[image: ]
 的元素，按
λ
 e

 的指引集成结构的等效结点荷载列阵
P
 e



[image: ]


计算结构的综合结点荷载列阵P


[image: ]


（5）解结构刚度方程KΔ
 ＝P
 ，求出结点位移列阵Δ


[image: ]


（6）计算单元杆端内力[image: ]


按单元定位向量获取各单元的
δ
 e

 ，分别为

[image: ]


按[image: ]
 计算单元杆端力，分别为

[image: ]


[image: ]


（7）绘制弯矩图

根据求得的[image: ]
 和[image: ]
 ，作出弯矩图，如图9.19所示。

[image: ]
图9.19　例9.3弯矩图（单位：kN·m）



2）平面桁架

平面桁架的每个结点有两个独立的位移分量，即沿结构坐标系的x
 轴方向的线位移u
 和沿y
 轴方向的线位移v
 。在单元坐标系中的单元刚度矩阵[image: ]
 按式（9.12）计算，即

[image: ]


而单元坐标转换矩阵可将式（9.17）中的第2、3、5、6行和第3、6列的各元素划去，即得

[image: ]


将[image: ]
 、T
 代入式（9.23），可得结构坐标系中的单元刚度矩阵

[image: ]


桁架无固端弯矩和剪力，展开单元杆端内力计算式[image: ]
 ，并将矩阵位移法轴力的符号规定转为受拉为正的传统规定，可得桁架杆件轴力的计算公式

[image: ]



【例9.4】
 　试用先处理法计算图9.20（a）所示平面桁架的内力。已知各杆EA
 ＝42 000 kN。

[image: ]
图9.20　例9.4图




【解】
 　（1）结构离散化

结构坐标系、单元坐标系、结点编码、单元编码及结点位移未知量统一编码，如图9.20（b）所示。

各单元定位向量为

[image: ]


（2）形成结构坐标系中的单元刚度矩阵
K
 e



采用式（9.34）直接形成，分别为

[image: ]


[image: ]


（3）利用单元定位向量
λ
 e

 集成结构刚度矩阵K


[image: ]


（4）计算结构的综合结点荷载列阵P


[image: ]


（5）解结构刚度方程KΔ
 ＝P
 ，求出结点位移列阵Δ


[image: ]


（6）计算单元杆端内力[image: ]


以单元①为例，利用单元定位向量λ
 （1）
 ，从Δ
 中取出单元①的杆端位移为

[image: ]


代入式（9.35），求得单元①的轴力为

[image: ]


同理，可求出其他单元轴力，分别为


F
 N2
 ＝-30.00 kN，F
 N3
 ＝-8.89 kN，F
 N4
 ＝0.00 kN，F
 N5
 ＝14.81 kN

绘出轴力图，如图9.20（c）所示。

3）平面刚架


【例9.5】
 　试用先处理法计算例9.2中图9.17（a）所示刚架的内力，原结构重绘于图9.21（a）中。已知各杆EA
 ＝4.8×106
 kN，EI
 ＝0.9×105
 kN·m2
 。

[image: ]
图9.21　例9.5图




【解】
 　（1）结构离散化

结构坐标系、单元坐标系、结点编码、单元编码及结点位移未知量统一编码，如图9.21（b）所示。

各单元定位向量为

[image: ]


（2）形成结构坐标系中的单元刚度矩阵
K
 e



按式（9.24）和式（9.25）直接计算，分别为

单元①

[image: ]


单元②

[image: ]


单元③

[image: ]


（3）利用单元定位向量
λ
 e

 集成结构刚度矩阵K


[image: ]


（4）计算结构的综合结点荷载列阵P


已在例9.2中求得，为


P
 ＝［26　20　72　-4　-30　68］T


（5）解结构刚度方程KΔ
 ＝P
 ，求出结点位移列阵Δ


由

[image: ]


得结点位移Δ
 为

[image: ]


（6）计算单元杆端内力[image: ]


按式（9.32），即[image: ]
 计算各单元杆端内力，分别为

单元①：α
 ＝0°

[image: ]


单元②：α
 ＝0°

[image: ]


[image: ]


单元③：α
 ＝π
 /2

[image: ]


（7）绘制内力图

3个内力图如图9.22所示。

[image: ]
图9.22　例9.5内力图




 9.9　平面杆件结构先处理法静力分析程序

9.9.1　程序说明及总框图

依据前述矩阵位移法原理，这里使用Visual C＋＋6.0编译器编制了平面刚架先处理法计算程序PFF，该程序未使用C＋＋面向对象的编程方法，而仍沿用兼容C的结构化程序设计方法，以便和本科生先修课程C语言相容。本程序不建议使用TC＋＋3.0及更低版本的编译器编译。

1）PFF的主要功能和特点

①输入单元编码、结点编码、结点位移分量统一编码和单元的材料信息。

②用先处理法形成结构刚度矩阵和综合结点荷载列阵。

③用Gauss消元法解线性代数方程组。

④计算并输出结点位移和单元杆端力。

2）PFF的使用方法

（1）输入输出数据文件

PFF从原始数据文件中读取结构的离散化信息，经计算后，将结果输出到结果数据文件中。运行编译好的PFF可执行程序，会提示“请输入原始数据文件名：”，此时输入事先准备好的原始数据文件名。回车后，提示“请输入结果数据文件名：”，此时输入结果数据文件名，再回车后，程序会进行计算，并生成结果数据文件。

原始数据文件最好同PFF可执行程序放置在同一文件夹中。在输入文件名时，应包含后缀。

C语言以0作为数组各维的开始下标，称为0基数组
 ；而一般习惯以1作为数组各维的开始下标，称为1基数组
 。PFF源程序编制时，仍以C语言为标准，使用0基数组，即PFF程序内部处理机制是0基的。但是为方便读者，原始数据文件和输出数据文件则按一般习惯，使用1基数组对结点、单元、结点位移分量、结点荷载和非结点荷载进行编号，即PFF程序外部表现是1基的。

（2）原始数据文件的准备

下面按程序PFF所要求的输入数据的顺序说明各符号的含义及对应数据的准备方法。

①结构信息ne，nj，n，np，nf，e

ne——单元总数；nj——结点总数；n——结点位移未知量总数；np——结点荷载总数；nf——非结点荷载总数；e——弹性模量。

②结点坐标（x［i］，y［i］）（i＝0；i＜nj；i＋＋）

x和y分别为一维数组。用于存放各结点（按照1到nj的顺序）的x和y坐标，每个结点占一行。

③单元信息（ij［i］［0］，ij［i］［1］，a［i］，zi［i］）（i＝0；i＜ne；i＋＋）

ij为二维数组，a和zi分别为一维数组。

ij［］［0］——单元的始端结点码；ij［］［1］——单元的末端结点码；a［］——单元的截面积；zi［］——单元的惯性矩。依单元编号顺序（从1到ne）依次输入，每个单元占一行。

④结点位移分量统一编码（jn［i］［j］（j＝0；j＜3；j＋＋））（i＝0；i＜nj；i＋＋）

jn为二维数组。

按结点编码顺序（从1到nj）依次输入各结点的u，v和θ位移分量编号，每个结点占一行。

⑤结点荷载信息（pj［i］［j］（j＝0；j＜3；j＋＋））（i＝0；i＜np；i＋＋）

pj为二维数组。对每个结点荷载（输入时占一行）需存放以下3个信息：

pj［］［0］——荷载作用的结点编号；pj［］［1］——荷载的方向代码，整体坐标系x，y和转角方向分别用1.0，2.0和3.0表示；pj［］［2］——荷载值（含正负号），与整体坐标系一致（力偶顺时针）为正，反之为负。

⑥非结点荷载信息（pf［i］［j］（j＝0；j＜4；j＋＋））（i＝0；i＜nf；i＋＋）

pf为二维数组。对每个非结点荷载（输入时占一行）需存放以下4个信息：

pf［］［0］——非结点荷载作用的单元编号；pf［］［1］——非结点荷载的类型代码，即表9.1中的6类；pf［］［2］——非结点荷载的大小（含正负号），与单元坐标系一致（力偶顺时针）为正，反之为负；pf［］［3］——非结点荷载的位置参数c，即表9.1各图中的c。

3）PFF程序的总框图

PFF的总框图如图9.23所示，其中主程序直接调用的一级子程序使用1，2，…，n
 编号；被一级子程序调用的二级子程序使用01，02，…，0n
 编号；在一级子程序右侧，使用箭头表示一级子程序所调用到的二级子程序。

[image: ]
图9.23　PFF程序的总框图



9.9.2　子程序流程图

这里列出3个重要的一级子程序tsm，jlp和mvn的流程图，分别如图9.24、图9.25和图9.26所示。

[image: ]
图9.24　子程序tsm的流程图



[image: ]
图9.25　子程序jlp的流程图



[image: ]
图9.26　子程序mvn的流程图（计算杆端力部分）



9.9.3　算例

1）算例

下面以一个例子，先说明原始数据文件的输入方法，再说明结果数据文件的含义。

（1）原始数据文件的准备


【例9.6】
 　如图9.27（a）所示的刚架，各杆E
 ＝3×107
 kN/m2
 ，A
 ＝0.16 m2
 ，I
 ＝0.002 m4
 。为该刚架准备PFF程序使用的原始数据文件。

[image: ]
图9.27　例9.6图




【解】
 　首先进行离散化，对单元、结点和结点位移未知量进行编码，如图9.27（b）所示。然后，建立一个文本文件，按上述原始数据文件的格式，输入原始数据如下（右侧为注释，不输入）

[image: ]


[image: ]


[image: ]


（2）结果数据文件的含义

仍以例9.6为例，PFF输出的结果数据文件如下（括号中为说明，不会输出）：

平面刚架静力分析程序

总体信息

NE＝5，NJ＝7，N＝13，NP＝2，NF＝2，E＝3e＋007

结点坐标信息表




	
结点号
 　　
	x　　
	y　　



	1　　
	0　　
	0　　



	2　　
	6　　
	0　　



	3　　
	0　　
	6　　



	4　　
	0　　
	6　　



	5　　
	6　　
	6　　



	6　　
	0　　
	12　　



	7　　
	6　　
	12　　





单元信息表

[image: ]


结点位移分量统一编码表




	
结点号
 　　
	u方向
 　　
	v方向
 　　
	ceta方向
 　　



	1　　
	1　　
	2　　
	3　　



	2　　
	0　　
	0　　
	0　　



	3　　
	4　　
	5　　
	6　　



	4　　
	4　　
	5　　
	7　　



	5　　
	8　　
	9　　
	10　　



	6　　
	0　　
	0　　
	11　　



	7　　
	12　　
	0　　
	13　　





结点荷载表




	
结点号
 　　
	
方向代码
 XYM　　
	
荷载大小
 　　



	1　　
	3　　
	-20　　



	3　　
	1　　
	10　　





非结点荷载表




	
单元号
 　　
	
荷载类型
 　　
	
荷载大小
 　　
	
荷载位置参数
 c　　



	1　　
	2　　
	15　　
	3　　



	5　　
	1　　
	5　　
	6　　





（以上的总体信息和五张表直接来自原始数据文件，可作校核用）　

（以下两表为计算结果）

结点位移表




	
结点号
 　　
	u　　
	v　　
	ceta　　



	1　　
	-1.615 1e-005　　
	-1.640 6e-005　　
	6.617 1e-004　　



	2　　
	0.000 0e＋000　　
	0.000 0e＋000　　
	0.000 0e＋000　　



	3　　
	-6.749 9e-003　　
	-1.757 8e-005　　
	2.907 7e-004　　



	4　　
	-6.749 9e-003　　
	-1.757 8e-005　　
	-1.493 9e-003　　



	5　　
	-6.787 4e-003　　
	1.875 0e-005　　
	3.006 1e-003　　



	6　　
	0.000 0e＋000　　
	0.000 0e＋000　　
	-1.832 9e-003　　



	7　　
	-3.832 4e-002　　
	0.000 0e＋000　　
	6.006 1e-003　　





单元杆端内力表

（注意正符号规定不同于传统位移法，轴力和剪力与单元坐标系一致时为正）




	
单元号
 　　
	
杆端轴力
 FN　　
	
杆端剪力
 FQ　　
	
杆端弯矩
 M　　



	1（始端
 ）　　
	-12.921 2　　
	-0.937 619　　
	15.054 2　　



	（末端
 ）　　
	12.921 2　　
	-14.062 4　　
	24.320 1　　



	2（始端
 ）　　
	0.937 619　　
	-12.921 2　　
	-35.054 2　　



	（末端
 ）　　
	-0.937 619　　
	12.921 2　　
	-42.472 9　　



	3（始端
 ）　　
	30　　
	15　　
	0　　



	（末端
 ）　　
	-30　　
	-15　　
	90　　



	4（始端
 ）　　
	-14.062 4　　
	7.0788 2　　
	42.472 9　　



	（末端
 ）　　
	14.062 4　　
	-7.078 82　　
	0　　



	5（始端
 ）　　
	15　　
	-30　　
	-90　　



	（末端
 ）　　
	-15　　
	0　　
	0　　





根据结果数据文件，可绘出结构的内力图，如图9.28所示。

[image: ]
图9.28　例9.6所示结构内力图



2）PFF的源程序

PFF源程序中，凡是“/*”和“*/”之间，以及同一行内“//”之后的内容，均为注释内容，不会被编译、执行。

PFF的源程序（文件名为pff.cpp）及可执行程序（文件名为pff.exe），详见本书提供的教学资源（在重庆大学出版社教育资源网下载）。此外，教学资源中还有例9.6的原始数据文件和结果数据文件。


 本章小结

（1）矩阵位移法是位移法和矩阵数学结合的产物，比对位移法来学习本章，更容易理清两者的联系与区别，加深对矩阵位移法的理解。

矩阵位移法和位移法的原理相同，都以结点位移分量为基本未知量，通过平衡条件（刚度方程）来求解这些未知量。但二者又在物理量表述方式、基本单元的类型、符号约定、刚度方程的形式等方面有着明显区别。

（2）矩阵位移法有三大基本要点：结构离散化、单元分析、整体分析。可以理解为先将结构“拆散”，再重新“装配”还原的过程。

结构离散化是根据编码约定对结构中的结点、单元和结点位移分量进行编码和划分，并确定结构坐标系和各单元坐标系。

单元分析的任务，是建立单元刚度方程，该方程表述了单元杆端力和单元杆端位移之间的关系。一般单元的单刚方程可以根据转角位移方程及轴向杆端力与轴向杆端位移间的关系得到，其他特殊单元的单刚方程又可根据一般单元的单刚方程推得。单元刚度矩阵是单刚方程的核心，应充分理解它的性质及其元素的物理意义。

整体分析的任务，是建立结构刚度方程KΔ
 ＝P
 ，包含形成结构刚度矩阵K
 和结构的综合结点荷载列阵P
 两步。形成总刚K
 的方法是直接刚度法，也就是将结构坐标系下各单元的单刚元素[image: ]
 ，按照单元定位向量
λ
 e

 的指引，依“对号入座，重叠相加”的原则，全部集成进入总刚中。利用刚度矩阵元素的物理意义，以及结点位移和杆端位移间的变形协调关系，可以证明直接刚度法的正确性。形成结构的综合结点荷载列阵P
 的方法是：先分析作用有非结点荷载的单元，求得其单元等效结点荷载[image: ]
 ，然后按照与集成总刚类似的方法，形成结构的等效结点荷载列阵P
 E
 ，最后再叠加上直接结点荷载列阵P
 J
 ，即可得到P
 。

（3）单元定位向量
λ
 e

 是联系单元分析和整体分析的至关重要的组织者，在集成总刚K
 和结构的等效结点荷载列阵P
 E
 ，以及从求解出的结点位移Δ
 中取出各单元杆端位移
δ
 e

 的过程中，反复被使用。


 思考题

9.1　什么是结构的离散化？单元划分应注意些什么？

9.2　为什么自由单元（一般单元）的单元刚度矩阵是奇异矩阵？

9.3　单元刚度矩阵各元素的物理意义是什么？试说明一般单元刚度矩阵中第2行及第6列元素的物理意义。

9.4　自由单元的单元刚度矩阵是奇异的，由它们集成的先处理法结构刚度矩阵是不是也是奇异的？为什么？

9.5　刚架中的铰结点是如何处理的？为什么其铰结点的角位移在矩阵位移法中作为基本未知量，而在位移法中却不作为基本未知量？

9.6　在矩阵位移法中，为什么要将非结点荷载转化为等效结点荷载？

9.7　矩阵位移法中的结构刚度方程KΔ
 ＝P
 与位移法基本方程有何异同？

9.8　矩阵位移法计算出的单元在结构坐标系中的杆端力是否是该单元的内力？为什么？

9.9　什么是单元定位向量？它的用处是什么？

9.10　什么是等效结点荷载？矩阵位移法的等效结点荷载与位移法基本体系中附加约束的约束反力相同吗？

9.11　当忽略轴向变形时，刚架结构的单元定位向量会有何改变？试举例说明。


 习题

9.1　判断题

（1）矩阵位移法既可计算超静定结构，又可以计算静定结构。　（　）

（2）矩阵位移法基本未知量的数目与位移法基本未知量的数目总是相等的。　（　）

（3）单元刚度矩阵都具有对称性和奇异性。　（　）

（4）在矩阵位移法中，整体分析的实质是建立各结点的平衡方程。　（　）

（5）结构刚度矩阵与单元的编号方式有关。　（　）

（6）原荷载与对应的等效结点荷载使结构产生相同的内力和变形。　（　）

9.2　填空题

（1）矩阵位移法分析包含3个基本环节，其一是结构的_____，其二是_____分析，其三是_____分析。

（2）已知某单元的定位向量为［3　5　6　7　8　9］T
 ，则单元刚度系数[image: ]
 应叠加到结构刚度矩阵的元素_____中去。

（3）将非结点荷载转换为等效结点荷载，等效的原则是_____。

（4）矩阵位移法中，在求解结点位移之前，主要工作是形成_____矩阵和_____列阵。

（5）用矩阵位移法求得某结构结点2的位移为Δ
 2
 ＝［u
 2
 　v
 2
 　θ
 2
 ］T
 ＝［0.8　0.3　0.5］T
 ，单元①的始、末端结点码为3、2，单元定位向量为λ
 （1）
 ＝［0　0　0　3　4　5］T
 ，设单元与x
 轴之间的夹角为[image: ]
 ，则[image: ]
 ＝_____。

（6）用矩阵位移法求得平面刚架某单元在单元坐标系中的杆端力为[image: ]
 ［7.5　-48　-70.9　-7.5　48　-121.09］T
 ，则该单元的轴力F
 N
 ＝_____kN。

9.3　根据单元刚度矩阵元素的物理意义，直接求出习题9.3图所示刚架的[image: ]
 中元素[image: ]
 的值以及K
 （1）
 中元素[image: ]
 、[image: ]
 的值。

[image: ]
习题9.3图



9.4　根据结构刚度矩阵元素的物理意义，直接求出习题9.4图所示刚架结构刚度矩阵中的元素k
 11
 、k
 21
 、k
 32
 的值。各杆E
 、A、I
 相同。

[image: ]
习题9.4图



9.5　用简图表示习题9.5图所示刚架的单元刚度矩阵[image: ]
 中元素[image: ]
 中元素[image: ]
 的物理意义。

[image: ]
习题9.5图



9.6　习题9.6图所示刚架各单元杆长为l
 ，EA
 、EI
 为常数。根据单元刚度矩阵元素的物理意义，写出单元刚度矩阵K
 （1）
 、K
 （2）
 的第3列和第5列元素。

[image: ]
习题9.6图



9.7　用先处理法，对习题9.7图所示结构进行单元编号、结点编号和结点位移分量编码，并写出各单元的定位向量。

[image: ]
习题9.7图



9.8　用先处理法形成习题9.8图所示结构的综合结点荷载列阵。

[image: ]
习题9.8图



9.9　用先处理法求习题9.9图所示连续梁的结构刚度矩阵和结构的综合结点荷载列阵。已知：EI
 ＝2.4×104
 kN·m2
 。

[image: ]
习题9.9图



9.10　用先处理法求习题9.10图所示结构刚度矩阵。忽略杆件的轴向变形。各杆EI
 ＝5×105
 kN·m2
 。

[image: ]
习题9.10图



9.11　用先处理法建立习题9.11图所示结构的矩阵位移法方程。已知：各杆EA
 ＝4×105
 kN，EI
 ＝5×104
 kN·m2
 。

[image: ]
习题9.11图



9.12　用先处理法计算习题9.12图所示刚架的结构刚度矩阵。已知：EA
 ＝3.2×105
 kN，EI
 ＝4.8×104
 kN·m2
 。

[image: ]
习题9.12图



9.13　用先处理法计算习题9.13图所示组合结构的刚度矩阵K
 。已知：梁杆单元的EA
 ＝3.2×105
 kN，EI
 ＝4.8×104
 kN·m2
 ，链杆单元的EA
 ＝2.4×105
 kN。

[image: ]
习题9.13图



9.14　若用先处理法计算习题9.14图所示结构，则在结构刚度矩阵K
 中零元素的个数至少有多少个？

[image: ]
习题9.14图



9.15　试用矩阵位移法计算习题9.15图所示连续梁，并画出弯矩图。各杆EI
 ＝常数。

[image: ]
习题9.15图



9.16　用先处理法计算习题9.16图所示刚架的内力，并绘内力图。已知：各杆E
 ＝3×107
 kN/m2
 ，A
 ＝0.16 m2
 ，I
 ＝0.002 m4
 。

[image: ]
习题9.16图



9.17　用矩阵位移法计算习题9.17图所示平面桁架的内力。已知：E
 ＝3×107
 kN/m2
 ，各杆A
 ＝0.1 m2
 。

[image: ]
习题9.17图



9.18　用PFF程序计算习题9.9、习题9.11、习题9.17，并绘出内力图。



10　结构的动力计算


本章导读：

•基本要求
 　掌握结构动力计算的基本方法和动力自由度数的判别方法；掌握单自由度体系的自由振动和在简谐荷载作用下的受迫振动的计算方法；了解单自由度体系在一般动荷载作用下的动力反应的计算方法；掌握两个自由度体系自由振动的计算方法；了解两个自由度体系在简谐荷载作用下的受迫振动的计算方法；了解阻尼对振动的影响；了解振型分解法；了解计算频率的能量法。

•重点
 　结构动力分析的基本方法及动力自由度的概念；无阻尼单自由度体系的自由振动及其在简谐荷载作用下的受迫振动；阻尼对振动的影响；无阻尼两个自由度体系的自由振动及其在简谐荷载作用下的受迫振动。

•难点
 　单自由度体系和两个自由度体系运动方程的建立与求解；无阻尼单自由度体系在一般动荷载作用下的动力反应；有阻尼单自由度体系在简谐荷载作用下的动力反应；振型分解法；计算频率的能量法。




 10.1　概述

10.1.1　结构动力计算的特点

土木工程结构中经常遇到以下两种不同性质的荷载：

一是荷载的大小、方向和作用位置不随时间而变化，或者变化非常缓慢，由它所引起的结构上各质点的加速度可以忽略不计，这类荷载通常称为静力荷载
 。

二是荷载的大小、方向和作用位置随时间而迅速变化，由此引起各质点的加速度以及结构的惯性力
 不能忽略，这类荷载通常称为动力荷载
 。

严格地说，所有的荷载均是变化的，是动力荷载。其中一部分荷载的变化周期若大于结构的自振周期
 （用T
 表示）的5倍以上时，可认为其变化非常缓慢，将其视为静力荷载计算而引起的误差可忽略不计。

静力荷载作用下的结构计算问题已在前面各章进行了讨论，本章则将讨论动力荷载作用下的结构计算问题。动力荷载作用下，结构所产生的内力和位移称为动内力
 和动位移
 ，统称为动力反应
 。

在结构的动力计算中，动荷载、动力反应等均是时间的函数，这是动力计算要注意的特点之一。根据达朗伯（d'AlemBert）原理，在考虑惯性力以后，可以将动力问题转化为静力平衡问题来进行处理，这是动力计算时要考虑的另一个特点。需要注意：此时的平衡是引进惯性力以后的一种动平衡是瞬间的平衡

学习结构动力计算的目的在于，掌握动力荷载作用下动力反应的计算原理和计算方法，确定动力反应随时间而变化的规律，从而作为结构设计的依据。

10.1.2　动荷载的分类

动力荷载按其随时间变化的规律来分，主要有周期荷载、冲击荷载和随机荷载等几类。

1）周期荷载

随时间按周期变化的荷载称为周期荷载
 ，具体又分简谐周期荷载
 和非简谐周期荷载
 两种。

简谐周期荷载是指按正弦或余弦函数规律变化的一种荷载。如图10.1（a）所示，具有偏心质量块的机器以角速度θ
 作匀速运转时，其离心力F
 P
 在水平或竖直方向的分量对机器基础的作用即是简谐周期荷载。图10.1（b）表示竖向分量F
 P
 （t
 ）＝F
 P
 sin θt
 的变化规律。

[image: ]
图10.1　简谐周期荷载



不按正弦或余弦函数规律变化的周期荷载则是非简谐周期荷载。具有曲柄连杆的机器（如活塞式空气压缩机、柴油机等）在匀速运转时会产生这种荷载。图10.2所示为船舶匀速行进时，螺旋桨产生的作用于船体的推力。

[image: ]
图10.2　非简谐周期荷载



2）冲击荷载

在很短的时间内急剧增大或减小的荷载，称为冲击荷载
 ，如图10.3（a）、（b）所示。例如，锻锤对机器基础的冲击、爆炸产生的冲击波等即属于这一类荷载。当图10.3（a）中荷载的升载时间趋于零时，就是突加荷载
 ，如图10.3（c）所示。

[image: ]
图10.3　冲击荷载



3）随机荷载


随机荷载
 是指随时间的变化极不规则、在将来任一时刻t
 的值无法事先确定的荷载。如图10.4所示，地震时产生的地面加速度是随机变化的，引起的结构惯性力（地震作用）即属于随机荷载。脉动风压对建筑物的作用也属于这种荷载。随机荷载与时间的关系不能简单地用函数式来表达，需通过记录和统计得到其规律和计算数值。

[image: ]
图10.4　随机变化的地面加速度



10.1.3　结构体系的动力自由度

与结构静力计算一样，在作结构动力计算时也需要选取一个合理的计算简图，选取计算简图的原则与静力计算基本相同。但由于动力计算中要考虑惯性力的作用，因此需要研究结构体系中质量的分布情况以及质量在运动过程中的自由度等问题。

体系的动力自由度
 是指，为了确定其在运动过程中任一时刻全部质点的位置所需要的独立几何参数的数目
 。具有一个自由度的体系称为单自由度体系
 ，自由度大于1的体系为多自由度体系
 或无限自由度体系
 。

实际结构体系的质量一般是连续分布的，本质上具有无限多个自由度。但在具体计算中，很多情况都可以简化为有限个集中质量的有限自由度体系。

例如，图10.5（a）所示为一简支梁，跨中放有重物W
 。当梁本身质量远小于重物的质量时，可以不考虑梁的质量，取图10.5（b）为计算简图，这是一个典型的单自由度体系。

[image: ]
图10.5　单自由度体系



图10.6（a）所示铰结排架，当计算水平力作用下结构的水平振动时，因厂房的屋盖、屋架的质量较大，柱的质量相对较小，可将柱的质量集中于两端。在水平振动时，排架的质量都集中于柱的顶部，可取图10.6（b）为计算简图。

[image: ]
图10.6　单自由度体系（排架）



类似地，图10.7（a）所示两层刚架，计算其侧向振动时，可简化为质量集中于楼层的两个自由度体系。计算简图如图10.7（b）所示。

[image: ]
图10.7　两个自由度体系（刚架）



对于必须考虑杆件本身的分布质量的体系，则是无限自由度体系。如图10.8所示具有分布质量[image: ]
 的简支梁就是一个无限自由度体系。

[image: ]
图10.8　无限自由度体系



需要注意：体系的动力自由度数只与确定质点位置所需独立几何参数的数目有关，而与结构质点的数目并无直接关系，与体系是静定或超静定也无关系。如图10.9（a）所示的静定刚架上只有一个质点，但为两个自由度体系；而图10.9（b）所示的超静定刚架柱顶上有两个质点，但却是单自由度体系。另外，分析自由度时，对梁式杆仍采用6.1节中“受弯直杆”的简化假定。

[image: ]
图10.9　质点数不等于自由度数



以上是直接根据定义确定动力自由度的方法。对于较为复杂的质点系，还可以用限制集中质量运动（即在质点处增设支承链杆）的方法来确定体系的动力自由度。为使质点系的所有质点不能运动所需增设的最少链杆数即等于该质点系的动力自由度。如图10.10（a）所示刚架，最少需增设4根链杆才能固定全部质点的位置，故其动力自由度为4，如图10.10（b）所示。同理可知，10.11（a）所示刚架的动力自由度为2，如图10.11（b）所示。

[image: ]
图10.10　增设链杆法确定动力自由度



[image: ]
图10.11　增设链杆法确定动力自由度




 10.2　单自由度体系的运动方程

描述体系振动时质点动位移的数学方程，称为体系的运动方程
 （或振动方程
 ）。建立运动方程常用的方法是动静法
 ，即根据达朗伯原理，将惯性力假想地作用在质点上，在振动的每一瞬时，惯性力与结构受到的动荷载、阻尼力、约束反力等在形式上组成一平衡力系（动平衡），于是就可以用静力学中的方法建立运动方程。

用动静法建立运动方程，可分别采用刚度法
 和柔度法
 两种方式。

10.2.1　刚度法

图10.12（a）所示为单自由度体系的运动模型。图中m
 为集中质量；C
 为阻尼器；F
 P
 （t
 ）为动力荷载；F
 I
 （t
 ）和F
 C
 （t
 ）分别为在振动过程中，任一时刻质量上的惯性力和阻尼力；y
 （t
 ）为质量的水平位移。

[image: ]
图10.12　单自由度体系的振动模型



为了建立动力平衡方程，取质量m
 为隔离体，其在振动方向上受到4种力的作用，如图10.12（b）所示。

（1）动力荷载F
 P
 （t
 ）

（2）阻尼力F
 C
 （t
 ）

体系在振动过程中，会遇到不同程度的阻力作用，这种阻力通常称为阻尼力
 。产生阻尼的因素是多种多样的，如构件在变形过程中材料的内摩擦、支承部分的摩擦、空气和液体介质的阻尼等。关于阻尼的理论有很多种，本章只介绍粘滞阻尼理论。按照这种理论，阻尼力F
 C
 （t
 ）的大小和质量运动的速度成正比，它的数学表达式为

[image: ]


式中，负号表示阻尼力的方向总是与质量速度的方向相反；c
 为阻尼系数。

（3）弹性力F
 S
 （t
 ）


弹性力
 是在振动过程中，由于杆件的弹性变形所产生的恢复力。它的大小与质量的位移成正比，但方向相反，可表示为


F
 S
 （t
 ）＝-k
 11
 y
 （t
 ）　（10.2）

式中，k
 11
 为结构的刚度系数
 ，它的意义是使结构沿质量的运动方向产生单位位移时，在该方向上所需施加的力，如图10.13（a）所示。

[image: ]
图10.13　刚度系数与柔度系数



（4）惯性力F
 I
 （t
 ）


惯性力
 的大小等于质量m与其位移加速度的乘积，而方向与加速度方向相反，可表示为

[image: ]


根据达朗伯原理，对于图10.12（b）所示受力图，可列出隔离体的平衡方程为


F
 I
 （t
 ）＋F
 C
 （t
 ）＋F
 S
 （t
 ）＋F
 P
 （t
 ）＝0　（10.4）

将式（10.1）～式（10.3）代入式（10.4），即得

[image: ]


式（10.5）是根据平衡条件建立的单自由度体系运动方程，它是一个二阶常系数线性微分方程。这种推导运动方程的方法用到了体系的刚度系数，所以又称为刚度法
 。

为了表述简明，从式（10.5）开始，在以后的方程和图形中的y
 （t
 ）、[image: ]
 、[image: ]
 以及除动力荷载F
 P
 （t
 ）之外的各力，均省去自变量（t
 ）。

10.2.2　柔度法

运动方程也可以根据位移协调条件来推导。质点的位移y，可以视为由于动力荷载F
 P
 （t
 ）、惯性力F
 I
 和阻尼力F
 C
 共同作用下产生的。根据叠加原理，位移y
 可表示为


y
 ＝δ
 11
 F
 I
 ＋δ
 11
 F
 C
 ＋δ
 11
 F
 P
 （t
 ）　（10.6）

式中，δ
 11
 表示在结构沿质量的运动方向上，施加单位力所引起的该方向上的位移，称为柔度系数
 ，如图10.13（b）所示。将式（10.1）～式（10.3）代入式（10.6），即得

[image: ]


根据位移协调条件建立的运动方程，用到了体系的柔度系数，所以又称为柔度法
 。

比较图10.13（a）、（b）可知，柔度系数δ
 11
 与刚度系数k
 11
 互为倒数，即δ
 11
 ＝1/k
 11
 。将此结果代入式（10.7），即可得出与刚度法相同的式（10.5）。

对于F
 P
 （t
 ）、F
 I
 、F
 C
 三力不全作用于质点上的情况，用柔度法建立运动方程较为方便，详见例10.3。


【例10.1】
 　如图10.14（a）所示，质量m集中于横梁上，不计阻尼，试建立体系的运动方程。设柱的抗弯刚度EI
 为常数。

[image: ]
图10.14　例10.1图




【解】
 　设质量m
 的位移y
 向右为正，如图10.14（a）所示。由式（10.5）得运动方程为

[image: ]


令m
 沿其正方向发生单位位移Δ
 ＝1所需施加的力为k
 11
 ，如图10.14（b）所示。将横梁取出作受力分析，如图10.14（c）所示，k
 11
 可由柱端剪力求出

[image: ]


将式（b）代入式（a），即得运动方程为

[image: ]



【例10.2】
 　试用刚度法建立图10.15（a）所示静定梁的运动方程。

[image: ]
图10.15　例10.2图




【解】
 　设取梁A
 端转角α
 为参考坐标，相应位移图如图10.15（b）所示，受力图如图10.15（a）所示。

由ΣMA

 ＝0，得

[image: ]


整理后得运动方程为

[image: ]



【例10.3】
 　试用柔度法建立图10.16（a）所示体系的运动方程，不计阻尼。

[image: ]
图10.16　例10.3图




【解】
 　图示体系质点m
 作水平振动，设位移y
 向右为正。作出[image: ]
 和[image: ]
 图，分别如图10.16（b）、（c）所示。求得柔度系数为

[image: ]


质点m
 在任一时刻的位移y
 为

[image: ]


将δ
 11
 、δ
 1P
 代入上式，即得

[image: ]


整理后得运动方程为

[image: ]



 10.3　单自由度体系的无阻尼自由振动

在没有动力荷载［即F
 P
 （t
 ）＝0］作用时所发生的振动称为自由振动
 。体系的自由振动是由初位移或初速度或两者共同激发产生的，通过自由振动的分析能揭示体系本身的动力特性。自由振动又分为无阻尼和有阻尼自由振动两种情况。这里先介绍无阻尼自由振动，有阻尼自由振动将在10.5节中介绍。

10.3.1　自由振动反应

在式（10.5）中，令F
 P
 （t
 ）＝0并去除阻尼一项，即得体系的无阻尼自由振动方程为

[image: ]


将式（10.8）各项除以m
 ，并令

[image: ]


于是，式（10.8）可改写成

[image: ]


式（10.10）是一个二阶常系数线性齐次微分方程，其通解为


y
 （t
 ）＝C
 1
 sin ωt
 ＋C
 2
 cos ωt
 　（10.11a）

式中的系数C
 1
 和C
 2
 可由初始条件确定。

设在初始时刻t
 ＝0时，质点有初位移
 y
 0
 和初速度
 v
 0
 ，即

[image: ]


由此解得

[image: ]


代入式（10.11a）中，即得

[image: ]


式（10.11b）就是单自由度体系无阻尼自由振动反应
 。

可以看出，振动由两部分组成：一部分是由初位移y
 0
 引起的，质点按y
 0
 cos ωt
 的规律振动，如图10.17（a）所示；另一部分是由初速度v
 0
 引起的，质点按[image: ]
 的规律振动，如图10.17（b）0所示。

[image: ]
图10.17　自由振动反应



式（10.11b）还可改写为单项三角函数表示，即


y
 （t
 ）＝a
 sin（ωt
 ＋α
 ）　（10.11c）

其中，参数a
 称为振幅
 ，表示质点的最大位移；α
 为初相角
 。式（10.11c）所示y-t
 曲线如图10.17（c）所示。

振幅a
 及初相角α
 取决于质量的初始位移y
 0
 及初始速度v
 0
 。它们与y
 0
 、v
 0
 之间的关系可导出如下：

将式（10.11c）右边展开，得


y
 （t
 ）＝a
 sin α
 cos ωt
 ＋a
 cos α
 sin ωt


再与式（10.11b）比较，即得

[image: ]


由此可求出

[image: ]


10.3.2　自振周期和自振频率

由式（10.11b）或式（10.11c）可以看出，自由振动中位移、速度和加速度等物理量都是按正弦或余弦规律变化的，而正弦和余弦函数都是周期函数，每隔一段时间（称为周期），这些物理量就回到原来的状态。

式（10.11c）中周期函数的周期
 （用T
 表示）为

[image: ]


容易验证式．中的位移y
 确实满足周期运动的下列条件


y
 （t
 ＋T
 ）＝y
 （t
 ）

这就表明，在自由振动中，质点每隔一个周期T
 又回到原来的位置。

自振周期T
 表示结构出现前后同一运动状态（包括位移、速度）所需的时间间隔，也就是振动一次所需的时间，单位为秒（s）。

自振周期的倒数称为频率
 f
 ，即

[image: ]


频率f
 表示单位时间内的振动次数，单位为1/秒（1/s），或称为赫兹（Hz）。

由式（10.14）得

[image: ]


式中，ω
 称为圆频率
 （习惯上也称为频率），表示在2πs内的振动次数。

体系的自振周期是动力学分析的基本参数，反映体系振动的基本性质，下面给出自振周期T
 的计算公式的几种形式：

①将式（10.9）代入式（10.13），得

[image: ]


②将[image: ]
 代入上式，得

[image: ]


③将[image: ]
 （W
 为质点的重量）代入上式，得

[image: ]


④令Δ
 st
 ＝Wδ
 11
 并代入上式，得

[image: ]


式中，Δ
 st
 ＝Wδ
 11
 表示在质点上沿振动方向施加数值为W
 的静力荷载时，质点在振动方向所产生的静位移。

利用式（10.15）和式（10.16）中周期的几种计算形式，可得圆频率ω
 对应的几种计算形式：

[image: ]


由以上分析，可以看出结构自振周期T
 和自振频率ω
 的一些重要特性：

①自振周期T
 和自振频率ω
 只与结构的刚度（k
 11
 ）和质量（m
 ）有关，与外界的干扰因素无关。因此，自振周期和自振频率反映了结构的固有性质，有时也称为固有周期和固有频率。

②自振周期与质量的平方根成正比，质量越大，则周期越大，频率越小；自振周期与刚度的平方根成反比，刚度越大，则周期越小，频率越大。因此，若要改变结构的动力性能，也就是改变自振周期或自振频率，应从改变结构的质量或刚度着手。

③结构的T
 、ω
 是反映其动力性能的很重要的数量标志。两个外表相似的结构，如果T
 、ω
 相差很大，则动力性能相差很大；反之，两个外表看起来并不相同的结构，如果T
 、ω
 很接近，则动力性能基本一致。地震中常发现这样的现象。


【例10.4】
 　图10.18（a）所示为一等截面简支梁，截面EI
 ＝常数，跨度为l
 。在梁的跨度中点有一个集中质量m
 ，试求梁的自振周期T
 和自振频率ω
 。梁的质量不计。

[image: ]
图10.18　例10.4图




【解】
 　质量m
 沿竖向振动。为计算柔度系数δ
 11
 ，在简支梁跨中质量m
 处施加一竖向单位力F
 P
 ＝1，作[image: ]
 图，如图10.18（b）所示。由单位荷载法可得

[image: ]


由式（10.16b）和式（10.17b），得自振周期T
 和自振频率ω
 分别为

[image: ]



【例10.5】
 　图10.19（a）所示为一等截面悬臂柱，截面面积为A
 ，抗弯刚度为EI
 。柱顶有重物，重量为W
 。设柱本身质量忽略不计，试分别求重物作水平振动和竖向振动的自振周期。

[image: ]
图10.19　例10.5图




【解】
 　（1）水平振动

在柱顶W
 处加一水平单位力F
 P
 ＝1，并绘[image: ]
 图，如图10.19（b）所示。求得

[image: ]


当柱顶作用水平力W
 时，柱顶的水平位移为

[image: ]


由式（10.16d）得

[image: ]


（2）竖向振动

在柱顶施加一竖向单位力F
 P
 ＝1，如图10.19（c）所示。求得

[image: ]


当柱顶作用竖向力W
 时，柱顶的竖向位移为

[image: ]


所以，由式（10.16d）得

[image: ]



【例10.6】
 　图10.20（a）所示为一单层刚架，横梁抗弯刚度EI
 b
 ＝∞，柱的截面抗弯刚度EI
 为常数。横梁上总质量为m，柱的质量可以忽略不计。求刚架的自振频率。

[image: ]
图10.20　例10.6图




【解】
 　横梁作水平振动。体系的刚度系数k
 11
 （令横梁产生单位水平位移所需施加的力），如图10.20（b）所示。

以横梁为隔离体，根据柱顶剪力，由图10.20（c）可求得

[image: ]


由式（10.17a），体系的自振频率为

[image: ]



【例10.7】
 　图10.21所示为一机器基础，机器与基础的总重量W
 ＝60 kN，基础下土壤的抗压刚度系数（即单位面积产生单位沉陷时所需施加的压力）为k
 ＝0.6 N/cm3
 ＝0.6×106
 N/m3
 ，基础的底面积A
 ＝20 m2
 。试求机器连同基础作竖向振动时的自振频率。

[image: ]
图10.21　例10.7图




【解】
 　体系的刚度系数k
 11
 ，为基底总面积A
 产生单位沉陷时所需施加的压力。即


k
 ＝kA
 ＝0.6×106
 ×20＝12×103
 kN/m

由式（10.17a），自振频率为

[image: ]


需要指出：对于有多个质点且各质点的位移均不相同的单自由度体系，式（10.16）或式（10.17）不能直接使用。此时可重新建立体系的运动方程，并将其与式（10.10）类比，即可求得体系的自振频率。具体做法见例10.8。


【例10.8】
 　图10.22（a）所示具有两个集中质量的体系，杆AB
 的抗弯刚度EI
 1
 ＝∞，杆AC
 的抗弯刚度EI
 为有限值，试求体系的自振周期，不计阻尼。

[image: ]
图10.22　例10.8图




【解】
 　无限刚杆AB
 发生一转角θ
 时，体系的变形及位移如图10.22（a）中双点画线所示。该体系可等效为图10.22（b）所示，其中的抗转动弹性约束由AC
 杆提供。

抗转动弹簧刚度系数k
 ，可根据其物理意义由图10.22（c）求得，为

[image: ]


当AB
 杆发生一转角θ
 时，弹簧反力矩及质点的惯性力如图10.22（b）所示。由ΣMA

 ＝0，即

[image: ]


整理后，得

[image: ]


与式[image: ]
 比较可知，θ
 前面的系数即为ω
 2
 。由此得自振周期T
 为

[image: ]



 10.4　单自由度体系的无阻尼受迫振动及共振


受迫振动
 是指体系在动力荷载（也称干扰力）作用下所产生的振动，可分为无阻尼受迫振动和有阻尼受迫振动两种情况。本节讨论单自由度体系的无阻尼受迫振动，有阻尼受迫振动将在．节中讨论

10.4.1　简谐荷载

1）简谐荷载的动力反应

在式（10.5）中不计阻尼一项，并令F
 P
 （t
 ）＝F
 sin θt
 ，即得体系的无阻尼受迫振动方程为

[image: ]


其中，[image: ]
 ；θ
 为简谐荷载的频率
 ；F
 为荷载的最大值，也称为荷载的幅值。

式（10.18）是二阶常系数线性非齐次微分方程，其通解由两部分组成：一部分为齐次解[image: ]
 ，另一部分为特解y
 *
 ，即

[image: ]


齐次解[image: ]
 ，已在10.3节中求出为

[image: ]


设特解y
 *
 为


y
 *
 ＝A
 sin θt
 　（c）

将式（c）代入式（10.18），得

[image: ]


由此得

[image: ]


因此，特解为

[image: ]


将式（b）、式（e）代入式（a），于是微分方程式（10.18）的通解为

[image: ]


其中的待定常数C
 1
 、C
 2
 由初始条件确定。

设t
 ＝0时，初始位移y
 （0）与初始速度[image: ]
 均为零，可求出

[image: ]


将式（f）代入式（10.19），得

[image: ]


由式（10.20）可以看出，振动是由两部分组成的。第一部分是按自振频率ω
 进行的振动，第二部分是按荷载频率θ
 进行的振动。由于在实际振动过程中存在阻尼，按自振频率ω
 振动的那一部分将会很快消失（详见下一节的介绍），最后只剩下按荷载频率θ
 振动的部分。把刚开始时两部分振动同时存在的阶段称为过渡阶段
 ，而把后来只按荷载频率振动的阶段（第二部分）称为平稳阶段
 。由于过渡阶段持续的时间较短，因此，以后主要讨论平稳阶段的振动，或称稳态受迫振动
 。

2）简谐荷载的动力系数

平稳阶段任一时刻质点的位移y
 ，即式（10.20）中的第二部分，为特解y
 *
 。由式（c）得


y
 ＝y
 *
 ＝A
 sin θt
 　（10.21）

其中，质点的最大动位移
 （亦称振幅
 ）A
 （或［y
 （t
 ）］max
 ）可直接由式（d）确定，为

[image: ]


式（g）中

[image: ]


为荷载幅值F
 作为静力荷载作用在结构上时，质点处产生的位移，称为最大静位移
 。

最大动位移与最大静位移的比值称为动力系数
 ，用β
 表示。则

[image: ]


由此，式（g）中质点的振幅也可表示为


A
 ＝βy
 st
 　（10.23）

由式（10.22）可以看出，动力系数β
 与频率比值θ
 /ω
 有关，β
 随θ
 /ω
 变化的规律如图10.23所示。其中横坐标为θ
 /ω
 ，纵坐标为β
 的绝对值（注意：当θ
 /ω
 ＞1时，β
 为负值）。图10.23可说明体系在简谐荷载作用下无阻尼稳态振动的一些性质。

[image: ]
图10.23　不计阻尼时简谐荷载的动力系数



①θ
 /ω
 ≪1（θ
 /ω
 →0）时，动力系数β
 →1。此时，简谐荷载的变化很缓慢，动力效应不明显，因而可当作静荷载处理。

②0＜θ
 /ω
 ＜1时，动力系数β
 ＞0。此时，简谐荷载与其引起的动力位移方向一致，β
 随θ
 /ω
 的增大而增大。

③θ
 /ω
 →1时，动力系数β
 →∞。即当荷载频率θ
 接近于结构自振频率ω
 时，振幅会无限增大，这种现象称为共振
 。实际上，由于阻尼的存在，共振时并不会出现无限大的振幅，但共振时的振幅比静位移大很多倍的情况是会出现的。

④θ
 /ω
 ＞1时，动力系数β
 ＜0。此时，简谐荷载与其引起的动力位移方向相反。动力系数绝对值｜β
 ｜随θ
 /ω
 的增大而减小。当θ
 /ω
 ≫1时，｜β
 ｜→0，此时，体系基本上处于静止状态，即相当于没有干扰作用。

当简谐荷载作用在质点上时，结构的最大动内力（如最大动弯矩等）与最大动位移的计算类似，动力系数β
 也相同。最大动弯矩M
 d
 可按式（10.24）计算


M
 d
 ＝βM
 st
 　（10.24）

其中，M
 st
 为简谐荷载的幅值单独作用下引起的静力弯矩。


【例10.9】
 　设有一简支钢梁，如图10.24所示，跨度l
 ＝5 m，型号为I32b，惯性矩I
 ＝11626 cm4
 ，截面抵抗矩W
 ＝726.7 cm3
 ，弹性模量E
 ＝2.1×108
 kPa。在跨度中点有一电动机，重量Q
 ＝40 kN，转速n
 ＝400 r/min。由于具有偏心，转动时产生离心力F
 ＝20 kN，离心力的竖向分力为F
 sin θt
 。忽略梁本身的质量，试求钢梁在上述竖向简谐荷载作用下受迫振动的动力系数和最大正应力。

[image: ]
图10.24　例10.9图




【解】
 　（1）计算简支钢梁的自振频率ω


[image: ]


（2）计算简谐荷载的频率θ


[image: ]


（3）计算动力系数β


由式（10.22），得

[image: ]


（4）计算跨中截面的最大正应力

跨中截面最大正应力应包含两项：一项为电机重量所产生的最大正应力，另一项为简谐荷载F
 sin θt
 所产生的最大动应力；第二项为简谐荷载幅值F作为静力荷载，引起的最大正应力的β
 倍，即4.23倍。故

[image: ]



【例10.10】
 　图10.25所示的机器重量W
 ＝60 kN，底面积A
 ＝20 m2
 。机器运转产生简谐荷载F
 sin θt
 ，F
 ＝20 kN，机器每分钟转速400转。求机器连同基础做竖向振动时的振幅及地基最大压应力。（在例10.7中已求出ω
 ＝44.27 s-1
 ，k
 11
 ＝12×103
 kN/m）

[image: ]
图10.25　例10.10图




【解】
 　（1）求简谐荷载的频率θ


[image: ]


（2）计算动力系数β


由式（10.22），得

[image: ]


（3）计算基础做竖向振动时的振幅

[image: ]


（4）计算地基最大压应力

[image: ]


有必要指出：当简谐荷载不是作用在质点上时，质点动位移和结构动内力的动力系数不再相同。动位移的动力系数和最大动位移仍可分别按式（10.22）和式（10.23）计算，但最大动弯矩不能再按式（10.24）计算，可根据下面介绍的幅值法
 计算。设简谐荷载为


F
 P
 （t
 ）＝F
 sin θt
 　（i）

所引起的动位移为式（10.21）。此时，惯性力的变化规律为

[image: ]


由式（i）和式（j）可看出，当动荷载达到幅值F
 时，惯性力也同时达到其幅值mθ
 2
 A
 。幅值法即是根据这一特点，将动荷载幅值和惯性力幅值同时施加在结构上来绘内力图的。需注意，若按式（10.22）算出的β
 ＜0，惯性力幅值应反方向施加。


【例10.11】
 　设例10.3中动荷载为简谐荷载，即F
 P
 （t
 ）＝F
 sin θt
 ，荷载频率为[image: ]
 。试求质点的振幅，并绘最大动弯矩图。原图10.16（a）重绘于图10.26（a）中。

[image: ]
图10.26　例10.11图




【解】
 　（1）求质点的振幅A


在例10.3中，已求出柔度系数

[image: ]


则体系的自振频率为

[image: ]


质点的最大静位移为

[image: ]


由式（10.22）可求得动力系数为

[image: ]


则质点振幅的绝对值可由式（10.23）求得，为

[image: ]


（2）绘最大动弯矩图

质点的惯性力幅值为


mθ
 2
 A
 ＝mθ
 2
 βy
 st
 ＝-3F


因其为负值，则应将惯性力幅值沿质点位移y
 的反方向施加在结构上，与简谐荷载的幅值F
 共同作用下，绘出最大动弯矩图，如图10.26（b）所示。

10.4.2　一般动荷载

一般动荷载F
 P
 （t
 ）作用下的动力反应，可看成由一系列瞬时冲量引起的动力反应的叠加。

1）瞬时冲量引起的动力反应

设体系开始时处于静止，然后作用瞬时冲量
 S
 ，即在Δt
 时间内作用荷载F
 ，冲量S
 为FΔt
 ，如图10.27（a）所示。根据动量定理，冲量使体系产生初始速度v
 0
 ＝S/m
 ，但初始位移y
 0
 仍为零。体系以此时的y
 0
 、v
 0
 做自由振动。由式（10.11b），有

[image: ]


上式为在t
 ＝0时作用瞬时冲量S
 所引起的动力反应。

[image: ]
图10.27　一般动荷载的动力反应



如果在t
 ＝τ
 时作用瞬时冲量S
 ，如图10.27（b）所示，则在任一时刻t
 （t
 ＞τ
 ）的位移为

[image: ]


2）一般动荷载引起的动力反应

一般动荷载F
 P
 （t
 ）可看作由一系列瞬时冲量组成。如图10.27（c）所示，在t
 ＝τ
 时刻，作用荷载为F
 P
 （τ
 ），其在时间微分段d内的冲量为dS
 ＝F
 P
 （τ
 ）dτ
 。由式（10.25b）可知，此微分冲量引起的t
 （t
 ＞τ
 ）时刻的微分动力反应为

[image: ]


对加载过程中产生的所有微分动力反应进行叠加，即对式（k）进行积分，可得总动力反应为

[image: ]


此式称为杜哈梅
 （J．M．C．Duhamal）积分
 ，这就是初始处于静止状态的单自由度体系在任意动荷载F
 P
 （t
 ）作用下的动位移计算公式。

如果t
 ＝0时初位移y
 0
 和初速度v
 0
 不为零，则总位移还应叠加式（10.11b）的结果。

下面应用式（10.26）讨论突加荷载引起的动力反应。

设体系开始时处于静止状态。在t
 ＝0时，突然加上荷载F
 0
 ，并一直作用在结构上（吊装重物时的吊装荷载即为此种荷载），其表达式为

[image: ]


将式（l）中的荷载表达式代入式（10.26），得到动位移为

[image: ]


式中，[image: ]
 ，为F
 0
 作用下产生的静力位移。

根据式（10.27）作出的动力位移如图10.28所示。可以看出，当t
 ＞0时，质点围绕其静力平衡位置（新的基线）y
 ＝y
 st
 做简谐运动，振幅A
 ＝2y
 st
 ，动力系数为

[image: ]


[image: ]
图10.28　突加荷载的动力反应



由此看出，突加荷载引起的最大动位移A
 比相应的最大静位移y
 st
 增大1倍。


 10.5　阻尼对振动的影响

10.5.1　有阻尼自由振动

实际结构的振动，总是有阻尼的。由于阻尼的存在，在振动过程中能量不断耗散，以至体系的自由振动在经过一段时间之后，最终会衰减至零。

根据式（10.5），令F
 P
 （t
 ）＝0，即得体系的有阻尼自由振动微分方程为

[image: ]


用质量m
 除以式（10.29）各项，引入[image: ]
 ，并令[image: ]
 ，得

[image: ]


式中，ξ
 称为阻尼比
 。

设微分方程式（10.30）的解为


y
 （t
 ）＝Ceλt

 　（a）

将式（a）代入式（10.30），可得确定特征值λ
 的方程


λ
 2
 ＋2ξωλ
 ＋ω
 2
 ＝0　（b）

式（b）的解为

[image: ]


下面，分别对ξ
 ＜1、ξ
 ＝1和ξ
 ＞1三种情况进行讨论。

1）ξ
 ＜1（低阻尼）的情况

令

[image: ]


则式（c）可写为


λ
 1，2
 ＝-ξω
 ±iω
 r
 　（d）

此时，微分方程式（10.30）的解为


y
 ＝e-ξωt

 （C
 1
 cos ω
 r
 t
 ＋C2
 sin ω
 r
 t
 ）

再引入初始条件确定积分常数后，可得

[image: ]


式中，ω
 r
 是低阻尼体系的自振圆频率
 ，按式（10.31）计算。

式（10.32a）也可写成


y
 ＝e-ξωt
 a
 sin（ω
 r
 t
 ＋α
 ）　（10.32b）

其中

[image: ]


下面讨论低阻尼对自由振动频率和振幅的影响。

①低阻尼对自由振动频率的影响很小。由式（10.31）可知，因ξ
 ＜1，因此ω
 r
 ＜ω
 。当0＜ξ
 ＜0.2时，0.98＜ω
 r
 /ω
 ＜1.0，即ω
 r
 与ω
 很接近。因此，当ξ
 ＜0.2时，阻尼对自振频率的影响很小，可以忽略。一般建筑物的ξ
 在0.01～0.1，即属于这种情况。

②低阻尼对振幅的影响较大。由式（10.32b）可绘出低阻尼体系自由振动的y-t曲线，如图10.29所示。这是一条衰减曲线。

[image: ]
图10.29　低阻尼自由振动



在式（10.32b）中，振幅为ae-ξωt

 。可以看出，由于阻尼的影响，振幅随时间按对数规律衰减。经过一个周期T
 （T
 ＝2π
 /ω
 r
 ）后，前后两个振幅之比为

[image: ]


由上式取对数，得

[image: ]


当ξ
 ＜0.2时，[image: ]
 ，式（f）则为

[image: ]


式（10.33a）中，[image: ]
 称为振幅的对数递减率
 。

同理，用yk

 和yk＋n

 表示两个相隔n
 个周期的振幅，可得

[image: ]


因此，在测得了相隔n
 个周期的两个振幅yk

 和yk＋n

 后，则由式（10.33b）可推算出ξ
 的值。

2）ξ
 ＝1（临界阻尼）的情况

此时，由式（c）得λ
 的两个重根为


λ
 1，2
 ＝-ω


因此，微分方程式（10.30）的解为


y
 ＝（C
 1
 ＋C
 2
 t
 ）e-ωt



再引入初始条件，得


y
 ＝［y
 0
 （1＋ωt
 ）＋v
 0
 t
 ］e-ωt

 　（10.34）

由此绘出的y-t
 曲线如图10.30所示，它表示体系从初始位移y
 0
 出发，逐渐回到静平衡位置而无振动发生。

[image: ]
图10.30　临界阻尼状态



因此，当ξ
 ＝1时体系不再振动，这时的阻尼常数称为临界阻尼常数
 ，用c
 r
 表示。

在式[image: ]
 中，令ξ
 ＝1，则临界阻尼常数为

[image: ]


所以，一般情况下的阻尼比ξ
 可表示为

[image: ]


3）ξ
 ＞1（强阻尼）的情况

由式（c）可知，此时特征值λ
 1
 、λ
 2
 为两个负实数。式（10.30）的通解为

[image: ]


上式不含简谐振动的因子，体系将不产生振动。此时，体系受干扰后偏离平衡位置，由于弹性恢复力和阻尼的作用回到平衡位置并保持下去，所积蓄起来的初始能量在恢复平衡位置的过程中全部消耗于克服阻尼，不足以引起体系的振动。


【例10.12】
 　如图10.31所示排架，横杆EA
 ＝∞，横杆质量及柱的部分质量集中在横杆处。为进行振动实验，在横杆处加一水平力F，柱顶产生侧移y
 0
 ＝0.6 cm，这时突然卸除荷载F，排架做自由振动。振动一周后，柱顶侧移为0.54 cm。试求排架的阻尼比ξ
 及振动10周后柱顶的振幅y
 10
 。

[image: ]
图10.31　例10.12图




【解】
 　（1）求ξ


假设阻尼比ξ
 ＜0.2，则ω
 r
 ≈ω
 。因此，可用式（10.33a）计算ξ


[image: ]


（2）求振动10周后的振幅y
 10


在式（10.33b）中n
 ＝10，则有

[image: ]


即振动10周后的振幅为0.21 cm。

10.5.2　有阻尼受迫振动

这里讨论质点在简谐荷载作用下的有阻尼受迫振动。

将简谐荷载F
 P
 （t
 ）＝F
 sin θt
 代入式（10.5），即得简谐荷载作用下有阻尼受迫振动微分方程为

[image: ]


式中，[image: ]
 。

方程式（10.37）的解仍然由齐次解和特解组成，也就是体系的振动是由具有ω
 的频率和具有θ
 的频率的两部分振动组成。由于阻尼的影响，频率为ω
 的自由振动（即齐次解）将逐渐衰减而最后消失；只剩下荷载引起的特解、频率为θ
 的振动不衰减，这部分振动即为稳态受迫振动。

稳态受迫振动任一时刻的动力位移可用式（10.38）表示


y
 ＝A
 sin（θt
 -α
 ）　（10.38）

式中，A
 为振幅；α
 为动力位移与简谐荷载之间的相位差。

将式（10.38）代入式（10.37），可求得

[image: ]


式（10.39）中，y
 st
 为动载幅值F
 作用下的静力位移，即y
 st
 ＝Fδ
 11
 。

由式（10.39），可得动力系数为

[image: ]


对于不同的ξ
 值，可画出相应的β
 与[image: ]
 之间的关系曲线，如图10.32所示。

[image: ]
图10.32　考虑阻尼时简谐荷载的动力系数



下面对动力系数β
 和相位差α
 作进一步的讨论。

1）动力系数β


由式（10.41）可以看出，动力系数β
 不仅与频率比值[image: ]
 有关，而且与阻尼比ξ
 有关。

①当[image: ]
 时，β
 →1，F
 P
 （t
 ）可作为静力荷载看待。此时ξ
 对β
 的影响很小。

②当[image: ]
 时，β
 →0，相当于无动荷载的作用。此时ξ
 对β
 的影响也很小。

③在[image: ]
 附近，阻尼对β
 有很大影响。随着ξ
 的增大，β
 会迅速减小。

当[image: ]
 （即共振）时，由式（10.41）可得动力系数β
 为

[image: ]


值得指出，在有阻尼体系中，共振[image: ]
 时的动力系数并不等于最大的动力系数β
 max
 ，但二者的数值比较接近。

利用式（10.41），求β
 对参数[image: ]
 的一阶导数，并令其为零，可求出β
 为峰值时相应的频率比[image: ]
 。对于[image: ]
 的结构，可得

[image: ]


可见，与β
 max
 对应的频率比[image: ]
 ，在[image: ]
 的左侧，且ξ
 越大，则偏左侧越多。

将式（g）代入式（10.41）即得

[image: ]


由此看出，对于ξ
 ≠0的有阻尼体系，当[image: ]
 时，有

[image: ]


但是，由于实际结构的ξ
 值一般很小，因此可近似地认为，当[image: ]
 时，有

[image: ]


如果不计阻尼（令ξ
 →0）的影响，式（10.41）即成为式（10.22），此时可得出无阻尼体系共振时动力系数趋于无穷大的结论。如果考虑阻尼的影响，则式（10.41）中的ξ
 不为零，因而得出共振时动力系数是一个有限值的结论。可见，在[image: ]
 附近，阻尼比ξ
 的影响是不容忽视的。

一般，当[image: ]
 （习惯上称此区域为共振区
 ）时，阻尼将大大减少受迫振动的振幅，应考虑阻尼的影响。而在此范围以外，则认为阻尼对β
 的影响很小，可按无阻尼的情况进行计算。

2）相位差α


由式（10.38）可看出，有阻尼体系的动位移y
 （t
 ）比动荷载F
 P
 （t
 ）滞后一个相位角α
 ，α
 的值可由式（10.40）求出。当[image: ]
 时，[image: ]
 ；当[image: ]
 时，[image: ]
 。

下面，通过相位差α
 变化的3个典型情况来分析振动时相应诸力的平衡关系。

①当[image: ]
 （θ
 ≪ω
 ）时，α
 →0°，y
 （t
 ）与F
 P
 （t
 ）同步。此时体系振动很慢，惯性力、阻尼力都很小，动荷载主要由弹性力平衡。由于弹性力与y
 （t
 ）方向相反，所以，动荷载与y
 （t
 ）同步。

②当[image: ]
 （即θ
 ≈ω
 ）时，α
 →90°，y
 （t
 ）落后于F
 P
 （t
 ）约90°。此时，当动荷载达最大值（θt
 ＝θ
 90°）时，由式（10.38）可知，位移和加速度都接近于零，即弹性力和惯性力都接近于零，动荷载主要由阻尼力来平衡。由此再次看出，在共振时，阻尼力起着重要作用，它的影响是不容忽视的。

③当[image: ]
 （θ
 ≫ω
 ）时，α
 →180°，y
 （t
 ）与F
 P
 （t
 ）方向相反。此时体系振动很快，惯性力很θ
 大，弹性力和阻尼力相对比较小。动荷载主要由惯性力平衡，而惯性力与位移是同相位的，因此，动荷载F
 P
 （t
 ）与位移y
 （t
 ）必须方向相反，即相位差为180°。


【例10.13】
 　已知条件同例10.10，即W
 ＝60 kN，F
 ＝20 kN，A
 ＝20 m2
 。已求得θ
 ＝41.89 s-1
 ，ω
 ＝44.27 s-1
 ，k
 11
 ＝12×103
 kN/m。现在考虑阻尼的影响，设阻尼比ξ
 ＝0.15，计算机器及基础做竖向振动时的振幅及地基最大压应力。


【解】
 　（1）求动力系数β


由式（10.41）得

[image: ]


因[image: ]
 ，也可用式（10.42）近似计算

[image: ]


即两者很接近。

（2）计算振幅［y
 （t
 ）］max


[image: ]


（3）计算最大压应力

[image: ]


由以上结果可见，因为本题[image: ]
 在共振区附近，阻尼对动力系数β
 、振幅［y
 （t
 ）］max
 及基底压应力σ
 压max
 均有相当大的影响。


 *10.6　两个自由度体系的自由振动

实际工程中，多层房屋的侧向振动、不等高厂房排架的振动、块式基础的水平回转振动、高耸结构（如烟囱）在地震作用下的振动、桥梁的振动、拱坝和水闸的振动等，均是多自由度体系的动力问题。两个自由度体系是最简单的多自由度体系，无论是其体系模型的简化，振动微分方程的建立和求解，还是体系响应所表现出来的动力特性等，两个自由度体系和多自由度体系并无原则的区别，而数学求解时，两个自由度体系又比较简便，因此，它可作为多自由度体系动力计算的基础。

下面，分别用刚度法和柔度法分析两个自由度体系的自由振动，并计算体系的自振频率和主振型。由于阻尼对自振频率的影响很小，因此，在分析过程中一般均略去阻尼的影响。

10.6.1　刚度法

1）运动方程的建立

图10.33（a）所示两个自由度体系，质点m
 1
 和m
 2
 做自由振动时，任一时刻的位移分别为y
 1
 和y
 2
 。取质点m
 1
 和m
 2
 为隔离体，其受力如图10.33（b）所示的两种：

[image: ]
图10.33　两个自由度体系的刚度法模型



①惯性力[image: ]
 和[image: ]
 ，分别与加速度[image: ]
 和[image: ]
 的方向相反；

②弹性力K
 1
 和K
 2
 ，分别与位移y
 1
 和y
 2
 的方向相反。

根据达朗伯原理，可列出动平衡方程如下：

[image: ]


质点所受弹性力K
 1
 、K
 2
 的反作用力如图10.33（c）所示。按位移法原理，图10.33（c）所示结构的基本体系如图10.33（d）所示。由此可求出K
 1
 、K
 2
 与y
 1
 、y
 2
 之间的关系如下：

[image: ]


式（b）中，kij

 是结构的刚度系数
 ，表示当使结构在yj

 方向发生单位位移yj

 ＝1（其余y
 为零）时，在结构的yi

 方向上需施加的作用力，如图10.33（e）、（f）所示。

将式（b）代入式（a），可得

[image: ]


这就是按刚度法建立的两个自由度体系的无阻尼自由振动微分方程。

2）运动方程的求解

参照单自由度体系的自由振动为简谐振动的结论，式（10.44）的解答可直接设为

[image: ]


式中，Y
 1
 、Y
 2
 分别为m
 1
 和m
 2
 处的位移幅值。

式（10.45）所表示的运动具有以下特点：

①在振动过程中，两个质点同频率（ω
 ）、同相位（α
 ）。

②在振动过程中，两个质点的位移在数值上随时间而变化，但它们的比值始终保持不变，即

[image: ]


这种结构位移形状保持不变的振动形式，称为主振型
 或振型
 。这样的振动称为按振型自振
 （单频振动，具有不变的振动形式），而实际的多自由度体系的振动是多频振动，振动形状随时间而变化，但可化为各个振型振动的叠加。

3）自振频率的计算

将式（10.45）代入式（10.44），并消去公因子sin（ωt
 ＋α
 ），得关于Y
 1
 、Y
 2
 的齐次代数方程组

[image: ]


式（10.46）称为振型方程
 或特征向量方程
 。虽然Y
 1
 ＝0、Y
 2
 ＝0是方程组的解答，但它代表的是没有发生振动的静止状态。为了得到Y
 1
 、Y
 2
 不全为零的解答，应使式（10.46）的系数行列式等于零，即

[image: ]


式（10.47）表示振动频率所要满足的代数方程，称为频率方程
 或特征方程
 。

展开上述频率方程，可求出两个圆频率为

[image: ]


其中，较小的ω
 1
 称为第一圆频率
 或基本圆频率
 ，较大的ω
 2
 称为第二圆频率
 。多自由度体系频率的个数与自由度的数目相等。

可以看出：ω
 只与体系的刚度系数及其质量分布有关，而与外部干扰无关。

4）主振型的计算

求出自振圆频率ω
 1
 和ω
 2
 之后，就可确定它们各自相应的主振型。

将第一圆频率ω
 1
 代入式（10.46），由于行列式D
 ＝0，说明方程组中的两个方程是线性相关的，其中只有一个独立的方程。由式（10.46）的任一个方程可求出比值Y
 1
 /Y
 2
 ，称为第一主振型，用Y
 11
 /Y
 21
 表示。同理，可确定与第二圆频率ω
 2
 相对应的第二主振型Y
 12
 /Y
 22
 。

由式（10.46）的第一个方程，得主振型的表达式为

[image: ]


一般情况下，各质点的振动由不同频率对应的主振型分量叠加而成。只有当各质点的初始位移和初始速度之比正好等于ρ
 1
 （或ρ
 2
 ）时，体系才会按第一（或第二）主振型做自由振动。

与自振频率一样，主振型也是体系所固有的动力特性，只与体系的刚度系数及其质量分布有关，而与外部干扰无关。


【例10.14】
 　图10.34所示为一两层刚架，柱高h
 ，各柱EI
 ＝常数，设横梁EI
 1
 ＝∞，质量集中在横梁上，且m
 1
 ＝m
 2
 ＝m
 ，求刚架水平振动时的自振频率和主振型，并绘主振型图。

[image: ]
图10.34　例10.14图




【解】
 　水平振动时，两层刚架可看作两个自由度体系。

（1）计算刚度系数

如图10.35（a）所示，当m
 1
 沿振动方向发生单位位移y
 1
 ＝1时，在质量m
 1
 和m
 2
 的附加约束处需施加的力——即结构的刚度系数k
 11
 和k
 21
 ，可由位移法中的形常数求得。分别取质量m
 1
 、m
 2
 为隔离体，如图10.35（c）所示，利用平衡条件求得

[image: ]


[image: ]
图10.35　两层刚架刚度系数的计算



同理，当质量m
 2
 沿振动方向发生单位位移y
 2
 ＝1时［见图10.35（b）］，分别取质量m
 1
 、m
 2
 为隔离体，如图10.35（d）所示，利用平衡条件求得

[image: ]


（2）计算自振频率

令[image: ]
 ，则k
 11
 ＝2k
 ，k
 12
 ＝k
 21
 ＝-k
 ，k
 22
 ＝k
 。将刚度系数代入频率方程式（10.48），得

[image: ]


所以，两个频率为

[image: ]


（3）计算主振型

将ω
 1
 、ω
 2
 代入式（10.49），得对应的两个主振型分别为

[image: ]


两个主振型形状图，分别如图10.36（a）、（b）所示。

[image: ]
图10.36　两层刚架自由振动振型



需要指出：为使主振型的振幅具有确定值，需要另外补充条件，这样得到的主振型称为标准化主振型
 。一般可令某一个y
 方向上的位移为1，然后求出其他y
 方向上的位移（如本例所表示的形式）。主振型的标准化还有其他做法，请参阅相关教材。

10.6.2　柔度法

1）运动方程的建立

图10.37（a）所示为具有两个集中质量m
 1
 和m
 2
 的两个自由度体系。在自由振动任一时刻t
 ，质量m
 1
 、m
 2
 的位移分别是y
 1
 和y
 2
 。

[image: ]
图10.37　两个自由度体系柔度法模型



按柔度法建立两个自由度体系自由振动微分方程的思路是：在任一时刻t
 ，质量m
 1
 、m
 2
 的位移y
 1
 和y
 2
 应等于在该时刻惯性力[image: ]
 作用下所产生的静力位移。根据叠加原理，可列出方程如下

[image: ]


这就是用柔度法建立的两个自由度体系无阻尼自由振动的微分方程。

式（10.50）中，δij

 是结构的柔度系数，表示在结构上沿yj

 方向施加单位力时，在yi

 方向引起的位移。δ
 11
 、δ
 12
 、δ
 21
 、δ
 22
 的物理意义分别如图10.37（b）、（c）所示。

2）运动方程的求解

与刚度法类似，仍将式（10.50）的解答设为式（10.45）的形式，即

[image: ]


3）自振频率的计算

将式（10.45）代入式（10.50），并消去公因子sin（ωt
 ＋α
 ），得

[image: ]


式（10.51）表明，主振型的位移幅值（Y
 1
 及Y
 2
 ），就是体系在此主振型惯性力幅值（m
 1
 ω
 2
 Y
 1
 和m
 2
 ω
 2
 Y
 2
 ）作用下引起的静力位移，如图10.37（d）所示。

将式（10.51）两边除以ω
 2
 ，可写成

[image: ]


式（10.52）称为振型方程
 。

为了得到Y
 1
 、Y
 2
 不全为零的解答，要求式（10.52）的系数行列式等于零，即

[image: ]


式（10.53）称为频率方程
 。

令[image: ]
 ，并将式（10.53）展开

（δ
 11
 m
 1
 -λ
 ）（δ
 22
 m
 2
 -λ
 ）-δ
 12
 m
 2
 δ
 21
 m
 1
 ＝0

整理后，得到一个关于λ
 的一元二次方程


λ
 2
 -（δ
 11
 m
 1
 ＋δ
 22
 m
 2
 ）λ
 ＋m
 1
 m
 2
 （δ
 11
 δ
 22
 -δ
 12
 δ
 21
 ）＝0

由此，可解出λ
 的两个根

[image: ]


约定λ
 1
 ＞λ
 2
 ，于是第一圆频率ω
 1
 和第二圆频率ω
 2
 分别为

[image: ]


4）主振型的计算

由式（10.52）得用柔度法计算的主振型如下

[image: ]



【例10.15】
 　试求图10.38（a）所示体系的自振频率和主振型。不计梁的质量，EI
 为常数。

[image: ]
图10.38　例10.15图




【解】
 　该体系有两个自由度。

（1）计算柔度系数

分别绘[image: ]
 图，如图10.38（b）、（c）所示，可求得

[image: ]


（2）计算自振频率

将柔度系数代入式（10.54），并注意m
 1
 ＝m
 2
 ＝m
 ，可求得

[image: ]


于是，由式（10.55）得到

[image: ]


（3）计算主振型

由式（10.56）可求得第一主振型为

[image: ]


第二主振型为

[image: ]


这表明：体系按第一频率振动时，两质点始终保持同向且相等的位移，即振型是正对称的，如图10.38（d）所示；按第二频率振动时，两质点的位移是等值而反向的，即振型是反对称的，如图10.38（e）所示。

此例中的结论可以推广：若体系的刚度和质量分布都是对称的，则其主振型为正对称或反对称的。因此，求自振频率时，可以就正、反对称两种情况各取一半结构来进行计算，这样就将原体系简化成为两个单自由度体系分别进行计算。将计算出的频率加以比较，小的即为ω
 1
 ，大的则为ω
 2
 。


【例10.16】
 　试求图10.39（a）所示体系的自振频率和主振型。各杆的EI
 为相同的常数，质量不计。

[image: ]
图10.39　例10.16图




【解】
 　此题虽只有一个质点，但有两个自由度，如图10.39（a）所示。

（1）计算柔度系数

分别绘[image: ]
 和[image: ]
 图，如图10.39（b）、（c）所示。由图乘法得

[image: ]


令[image: ]
 ，则有


δ
 11
 ＝2δ
 ，　δ
 12
 ＝δ
 21
 ＝3δ
 ，　δ
 22
 ＝8δ


（2）计算自振频率

将柔度系数代入式（10.54），并注意到m
 1
 ＝m
 2
 ＝m
 ，则可求得


λ
 1
 ＝9.242δ
 m，　λ
 2
 ＝0.758δ
 m

于是由式（10.55），得到

[image: ]


（3）计算主振型

由式（10.56），可求得两个主振型分别为

[image: ]


10.6.3　主振型的正交性

对于多自由度体系，各个主振型之间存在着正交性
 ，这是多自由度体系的重要动力特性。正交性有第一正交性和第二正交性两个，下面分别予以说明。

[image: ]
图10.40　主振型及其惯性力幅值



图10.40（a）、（b）分别表示了同一体系的两个主振型及其对应的惯性力幅值。根据式（10.51）所示的主振型与惯性力幅值之间的关系，对于图10.40（a）所示体系，可以写出

[image: ]


对于图10.40（b）所示体系，可以写出

[image: ]


根据虚功互等定理：第一主振型中的惯性力幅值在第二主振型的相应位移上所做的虚功，应当等于第二主振型中的惯性力幅值在第一主振型的相应位移上所做的虚功。即

[image: ]


将式（e）整理后，可得

[image: ]


因ω
 1
 ≠ω
 2
 ，则由式（f），必有


m
 1
 Y
 11
 Y
 12
 ＋m
 2
 Y
 21
 Y
 22
 ＝0　（10.57）

这就是两个主振型[image: ]
 应满足的第一正交性
 。

式（10.57）也可写成如下矩阵形式

[image: ]


或

[image: ]


式（10.58b）中

[image: ]


称为体系的质量矩阵
 。

第一正交性可以表述为：多自由度体系中，两个不同频率对应的主振型向量（如此处的Y
 1
 、Y
 2
 ）关于质量矩阵M
 正交。

现在说明第一正交性的物理意义。在式（10.57）中分别乘以[image: ]
 与[image: ]
 ，可得如下两式

[image: ]


式（g）说明：与第一主振型对应的惯性力幅值[image: ]
 ，在第二主振型的相应位移（Y
 12
 、Y
 22
 ）上所做的虚功为零；式（h）说明：与第二主振型对应的惯性力幅值（[image: ]
 、[image: ]
 ），在第一主振型的相应位移（Y
 11
 、Y
 21
 ）上所做的虚功为零。即：相应于某一主振型的惯性力不会在其他主振型上做功。

可以证明，多自由度体系中，两个不同频率对应的主阵型向量关于刚度矩阵也是正交的，即应满足第二正交性
 。对于两个自由度体系，第二正交性可表示为

[image: ]


或

[image: ]


式（10.59b）中

[image: ]


称为体系的刚度矩阵
 。

主振型的正交性可理解为：相应于某一振型做简谐振动的能量不会转移到其他振型上去，也就不会引起其他振型的振动，因此，各主振型可单独存在而不互相干扰。


 *10.7　两个自由度体系在简谐荷载作用下的受迫振动

在10.4节讨论单自由度体系在简谐荷载作用下的受迫振动时已经知道，如果简谐荷载的频率处于共振区以外，则阻尼的影响较小；而在共振区范围内，不考虑阻尼，也能反映共振现象。因此，本节不考虑阻尼的影响。

如图10.41所示的两个自由度体系，作用在质点m
 1
 、m
 2
 上的简谐荷载分别为F
 1
 sinθt
 、F
 2
 sin θt
 。根据刚度法，分别取两个质点为隔离体，可列出两个动力平衡方程如下

[image: ]
图10.41　两个自由度体系的受迫振动



[image: ]


设质点在平稳阶段的动力反应为简谐振动，式（10.60）的解答为

[image: ]


式（10.61）中，Y
 1
 、Y
 2
 为两个质点的振幅（即最大动位移）。

将式（10.61）代入式（10.60），并消去公因子sin θt
 ，可得

[image: ]


式（a）的解答可用行列式表示为

[image: ]


其中

[image: ]


若简谐荷载的频率θ
 等于体系的自振频率ω
 时，则式（10.63a）中的D
 0
 即为式（10.47）中的D
 ，因此D
 0
 ＝0。由式（10.62）可知，此时Y
 1
 →∞、Y
 2
 →∞，即多自由度体系发生共振
 。多自由度体系有多个共振点。譬如，对于两个自由度体系，当θ
 分别等于ω
 1
 和ω
 2
 时，体系均会发生共振。

由式（10.61）求出加速度后，可得两个质点上的惯性力分别为

[image: ]


可见，质点上的简谐荷载、动位移以及惯性力均按sin θt
 变化，且同时达到各自的最大值。只要将动荷载的幅值（F
 1
 、F
 2
 ）和惯性力的幅值（m
 1
 θ
 2
 Y
 1
 、m
 2
 θ
 2
 Y
 2
 ）沿y
 坐标方向同时作用在结构上（所含Y
 1
 、Y
 2
 要自带本身正负号），按静力计算方法即可求得动内力的幅值，并可绘最大动内力图。这是幅值法在两个自由度体系中的运用。


【例10.17】
 　图10.42（a）所示刚架，横梁为无限刚性，质量集中在横梁上，且m
 1
 ＝m
 2
 ＝m
 。各层间侧移刚度
 （亦称抗剪刚度
 ，为该层上下两端发生单位水平相对位移时该层各柱剪力之和）分别为k
 1
 、k
 2
 ，且k
 1
 ＝k
 2
 ＝k
 。在一层楼面作用有动荷载F
 sin θt
 ，[image: ]
 。试计算第一、二层楼面处的侧移幅值，并绘最大动弯矩图。

[image: ]
图10.42　例10.17图




【解】
 　（1）计算刚度系数

根据刚度系数的物理意义，可求得

[image: ]


（2）计算侧移幅值（即质点的振幅）

由式（10.63）展开，得行列式D
 0
 、D
 1
 、D
 2
 分别为

[image: ]


将[image: ]
 及式（c）代入式（d）、式（e）和式（f），得

[image: ]


由式（10.62）得两个质点的振幅分别为

[image: ]



Y
 1
 、Y
 2
 均为负值，说明质点的动位移与动荷载的方向相反。

（3）绘最大动弯矩图

两个质点上惯性力的幅值分别为

[image: ]


将质点上的动荷载幅值（F
 、0）和惯性力幅值（-2.4F
 、-0.8F
 ）沿运动方向施加在结构上［图10.42（b）］，可绘出最大动弯矩图，如图10.42（c）所示。

下面，根据例10.17的有关计算结果，讨论动力吸振器的基本原理。对于图10.43（a）所示体系，质量m
 1
 集中于横梁上，楼层侧移刚度为k
 1
 。体系在简谐荷载F
 sin θt
 作用下，横梁必会发生侧向振动。若要消除梁的振动，可附加一弹性质量系统，如图10.43（b）所示。

[image: ]
图10.43　动力吸振器基本原理



图10.43（b）所示即为例10.17中图10.42（a）所示体系。为了消除横梁（即m
 1
 ）的振动，可在式（10.62）中令[image: ]
 ，亦即D
 1
 ＝0。由式（e）并考虑式（c），可得


k
 22
 -θ
 2
 m
 2
 ＝k
 2
 -θ
 2
 m
 2
 ＝0　（g）

将式（g）代入式（d），得[image: ]
 。再由式（f）和式（10.62）可知质量m
 2
 的振幅为

[image: ]


故此，根据附加的弹性质量系统的允许振幅Y
 2
 ，可先由式（h）求出其侧移刚度为[image: ]
 ，然后由式（g）可定出其质量[image: ]
 。这就是动力吸振
 （或减振
 ）器
 的基本原理。


 *10.8　振型分解法

利用式（10.60）可得，两个自由度体系（不计阻尼）在任意动荷载作用下的运动方程为

[image: ]


式中，F
 P1
 （t
 ）、F
 P2
 （t
 ）为作用在质点上的任意动荷载。

式（10.64）可写成矩阵形式，即为

[image: ]


进一步可写成

[image: ]


其中，[image: ]
 为质量矩阵，[image: ]
 为刚度矩阵，[image: ]
 为位移向量，[image: ]
 为加速度向量，[image: ]
 为荷载向量。

由式（10.64）可看出：微分方程组关于变量y
 1
 、y
 2
 是耦合的，当承受任意动力荷载作用时，直接求解很困难。通常需设法解除方程组的耦合再求解，这可通过坐标变换来实现。

10.8.1　坐标变换

运动微分方程式（10.64）或式（10.65）中，质点的位移y
 1
 、y
 2
 称为几何坐标
 。

为了解除方程组的耦合，可进行如下坐标变换：以结构的两个主振型向量[image: ]
 [image: ]
 为基底，将几何坐标y
 向量表示为主振型向量的线性组合，即

[image: ]


式（10.66）也可认为是将位移向量y
 按主振型进行分解。

式（10.66）也可写为

[image: ]


简记为


y
 ＝Yη
 　（10.67b）

其中，Y
 ＝［Y
 1
 　Y
 2
 ］称为主振型矩阵
 。

式（10.66）、式（10.67a）及式（10.67b），均为将几何坐标（y
 1
 ，y
 2
 ）变换成数目相同的另一组新坐标（η
 1，η
 2
 ）的坐标变换
 关系，新坐标η
 ＝［η
 1
 　η
 2
 ］T
 称为正则坐标
 。

10.8.2　解耦形式的微分方程

将式（10.67b）代入式（10.65b），并左乘以Y
 T
 ，得到

[image: ]


利用主振型的正交性，很容易证明式（a）中的Y
 T
 MY
 和Y
 T
 KY
 都是对角矩阵。由矩阵的乘法运算，有

[image: ]


根据主振型的第一正交性可知，式（b）右端矩阵中，所有非主对角线上的元素均为零。因而只剩下主对角线上的元素不为零。

令

[image: ]


[image: ]
 称为相应于第i
 个主振型的广义质量
 。于是式（b）可写为

[image: ]



M
 *
 称为广义质量矩阵
 ，它是一个对角矩阵。

同理，利用主振型的第二正交性，可以证明Y
 T
 KY
 也是对角矩阵，并可表示为

[image: ]


式（d）中，K
 *
 称为广义刚度矩阵
 。K
 *
 中的非零元素为

[image: ]


[image: ]
 称为相应于第i
 个主振型的广义刚度
 。

式（a）的右端记为F
 （t
 ），即

[image: ]


其中任一元素

[image: ]


称为相应于第i
 个主振型的广义荷载
 ，F
 （t
 ）称为广义荷载向量
 。

将式（c）、式（d）及式（e）代入式（a），则得解耦形式的微分方程为

[image: ]


其展开形式为

[image: ]


或

[image: ]


式（10.71c）中

[image: ]


为体系的自振频率。

式（10.71c）与无阻尼单自由度体系的受迫振动微分方程式

[image: ]


具有相同的形式，因而也可用杜哈梅积分进行求解。

在初位移和初速度为零的情况下，式（10.71c）的解为

[image: ]


这样，就将两个自由度体系的受迫振动问题，简化为两个单自由度体系的受迫振动问题进行计算。在分别求得了各正则坐标（η
 1
 ，η
 2
 ）之后，再代入式（10.66）或式（10.67），即可求得各几何坐标（y
 1
 ，y
 2
 ）。以上解法的关键之处就在于将位移向量y
 分解为各主振型的叠加，故称为振型分解法
 或振型叠加法
 。

10.8.3　振型分解法的计算步骤

综上所述，可将振型分解法的计算步骤归纳如下：　（1）求自振频率和主振型

根据10.6节，可选用刚度法或柔度法计算ωi

 和
Y
 i

 （i
 ＝1，2）。

（2）计算广义质量和广义荷载

分别按式（10.68）和式（10.70）计算，即

[image: ]


（3）计算正则坐标

若Fi

 （t
 ）为任意动荷载，可按式（10.73）计算正则坐标ηi

 （i
 ＝1，2）；若Fi

 （t
 ）为简谐荷载，即Fi

 （t
 ）＝Fi

 sin θt
 ，可按10.4.1中所述直接解微分方程的方法求解正则坐标，此时

[image: ]


（4）计算几何坐标

由坐标变换式（10.66）或式（10.67），可计算几何坐标y
 1
 、y
 2
 。

进一步还可计算其他动力反应，如加速度、惯性力和动内力等。


【例10.18】
 　例10.15中图10.38（a）所示体系，在质点m
 1
 处受有突加荷载

[image: ]


作用，如图10.44（a）所示。试求两质点的位移和梁的动弯矩。

[image: ]
图10.44　例10.18图




【解】
 　（1）例10.15中已求出体系的两个自振频率及振型分别为

[image: ]


两个主振型图分别如图10.44（b）、（c）所示。

（2）计算广义质量和广义荷载

由式（10.68），得

[image: ]


由式（10.70），得

[image: ]


（3）求正则坐标

由式（10.73）有

[image: ]


（4）求质点位移（即几何坐标）

根据式（10.66），得

[image: ]


[image: ]


两质点的位移y
 1
 、y
 2
 如图10.44（d）所示。

（5）求动弯矩

两质点的惯性力分别为

[image: ]


将任一时刻t
 的动荷载和惯性力作用于梁上，如图10.44（e）所示，根据平衡条件便可求出梁上任一截面的弯矩。例如m
 1
 、m
 2
 所在截面的弯矩分别为

[image: ]


（6）讨论

上面求得的质点位移和截面弯矩的算式中均包括两项，前一项是第一振型分量的影响，后一项是第二振型分量的影响。可以看出：第一振型分量的影响比第二振型分量的影响要大得多。一般地说，多自由度体系的动力反应可以只取前几个较低频率的振型分量叠加，高振型的影响很小，可略去不计。

还应注意：由于ω
 1
 与ω
 2
 不相等，第一和第二主振型分量并不是同时达到最大值，因此求位移或弯矩的最大值时，不能简单地把两个分量的最大值相加。


 *10.9　能量法计算自振频率

对于多自由度体系和无限自由度体系，精确计算其自振频率较困难，常采用一些计算简单又具有一定精度的近似方法。本节介绍的瑞利（Rayleigh）能量法即是一种近似法，它根据能量守恒原理
 求体系的第一自振频率ω
 1
 的近似值。

设图10.45所示简支梁具有分布质量[image: ]
 和若干个质点mi

 。体系按某一自振频率ω
 做自由振动，以Y
 （x
 ）表示梁上任意一点x
 处的振幅（即振型函数
 ），则位移可表示为


y
 （x，t
 ）＝Y
 （x
 ）sin（ωt
 ＋α
 ）　（a）

速度为

[image: ]


[image: ]
图10.45　无限自由度体系的自由振动



体系在自由振动时具有两种形式的能量，一种是由于具有质量和速度而构成的动能，另一种是由于杆件变形而存储的应变能。如果不考虑阻尼的影响，则体系的能量既无输入也无耗散。根据能量守恒原理，体系在任一时刻t
 的动能T
 （t
 ）与应变能U
 （t
 ）之和应当保持不变，即


T
 （t
 ）＋U
 （t
 ）＝常数　（c）

现在考虑两个特殊时刻的总能量。由式（a）、式（b）可知，当体系通过静平衡位置时，各质点位移为零而速度达到最大，即应变能U
 （t
 ）＝0而动能T
 （t
 ）达其最大值T
 max
 ，总能量为


T
 max
 ＋0　（d）

当体系达到振幅位置时，各质点位移达到最大而速度为零，因此动能T
 （t
 ）＝0而应变能U
 （t
 ）达到其最大值U
 max
 。总能量为

0＋U
 max
 　（e）

对这两个特定时刻，按照式（c）可知，式（d）和式（e）中的总能量应相等，即有


T
 max
 ＋0＝0＋U
 max


或


T
 max
 ＝U
 max
 　（f）

利用式（f）可以得到确定体系自振频率的公式。

体系在任一时刻的动能为

[image: ]


式中Yi

 为质点mi

 的振幅。

当cos2
 （ωt
 ＋α
 ）＝1时，动能T
 （t
 ）即达其最大值T
 max
 ，为

[image: ]


式（g）中，Σ表示对所有的质点mi

 求和。

受弯体系的应变能可只考虑弯曲应变能，为

[image: ]


当sin2
 （ωt
 ＋α
 ）＝1时，应变能U
 （t
 ）即达其最大值U
 max
 ，为

[image: ]


由T
 max
 ＝U
 max
 得

[image: ]


利用式（10.74）计算自振频率时，必须知道振型函数Y
 （x
 ），但Y
 （x
 ）事先通常未知，故只能假设一个Y
 （x
 ）的近似值来进行计算。若所假设的Y
 （x
 ）恰好与某一振型吻合，则可求得与该振型对应的频率的精确值。但假设的Y
 （x
 ）往往是近似的，故求得的频率亦为近似值。由于假设高频率的振型较困难，常使误差很大，故这种方法更适宜于计算第一频率ω
 1
 。

在假设振幅曲线Y
 （x
 ）时，至少应使它满足位移边界条件，并尽可能满足力的边界条件。通常可取结构在某种静荷载q
 （x
 ）作用下的挠曲线作为Y
 （x
 ），此时应变能U
 max
 可以更简便地用静荷载q
 （x
 ）所做的实功来代替，即

[image: ]


而式（10.74）可改写为

[image: ]


如果取结构在自重荷载（当质量水平振动时，自重荷载则应沿水平方向施加）作用下的变形曲线作为Y
 （x
 ），则式（10.74）可改写为

[image: ]



【例10.19】
 　试用能量法求图10.8所示等截面简支梁的第一频率，设分布质量[image: ]
 为常数[image: ]
 ，梁的EI
 ＝常数。


【解】
 　（1）首先，假设振幅曲线Y
 （x
 ）为抛物线

[image: ]


其对x
 的二阶导数为

[image: ]


该振幅曲线满足位移边界条件：Y
 （0）＝0，Y
 （l
 ）＝0；但简支梁端弯矩不等于零［EIY
 ″（0）≠0，EIY
 ″（l
 ）≠0］却与实际情况不符。

将Y
 （x
 ）及Y
 ″（x
 ）代入式（10.74），得

[image: ]


与精确解[image: ]
 比较，误差偏大，为＋11.0％。

（2）其次，取均布荷载q
 作用下的挠曲线作为Y
 （x
 ），即

[image: ]


读者可自行检验它既满足位移边界条件，也满足力的边界条件。代入式（10.75），得

[image: ]


与精确解比较，误差仅为＋0.075％，很小。

（3）最后，设振幅曲线Y
 （x
 ）为正弦曲线，即

[image: ]


代入式（10.74），得

[image: ]


为精确解。

（4）讨论

正弦曲线是第一主振型的精确解，因此由它求得的ω
 1
 是第一频率的精确值。取均布荷载q
 作用下的挠曲线作为Y
 （x
 ）求得的ω
 1
 具有很高的精度（本例的误差仅为0.075％），足以满足工程要求。假设Y
 （x
 ）为抛物线时，由于其与第一主振型的精确解相差太大，且未满足所有的边界条件，故误差也太大。

需要指出，用能量法求得的频率的近似值比精确值大，这是因为用近似的振幅曲线去代替真实的振幅曲线时，相当于在体系上增加了约束，使体系的刚度增大，因此求得的频率高于精确值。


【例10.20】
 　用能量法求图10.46（a）所示三层刚架的第一自振频率。

[image: ]
图10.46　例10.20图




【解】
 　选择自重作用下的弹性曲线作为振型曲线。将各层重量mi
 g
 作为水平力作用于各横梁上，如图10.46（b）所示，以此水平力作用下各横梁产生的水平位移作为mi

 的振幅Yi

 ，分别求得如下：

[image: ]


[image: ]


由式（10.76），可得

[image: ]


与精确值（ω
 1
 ＝13.46 s-1
 ）比较，误差为＋1.3％。


 本章小结

结构动力计算与静力计算的主要区别是，动力计算要考虑惯性力（有时也包括阻尼力）和时间因素。动力计算包括自由振动和受迫振动两部分内容。

（1）动力计算的基本未知量是质点的位移。确定体系在振动过程中任一时刻所有质点的位置所需的独立几何参数的数目，称为体系的动力自由度，也就是动力计算基本未知量的个数。

（2）进行动力计算要建立体系的运动方程。建立运动方程的基本方法是动静法，它是根据达朗伯原理，在运动体系的质点上，通过“引入假想惯性力，考虑瞬间动平衡”建立运动方程。用动静法建立运动方程有两种方式：若体系的柔度系数比较容易求得，就列写位移方程（柔度法）；若体系的刚度系数比较容易求得，就列写动力平衡方程（刚度法）。

（3）熟练掌握单自由度体系自振频率和周期的计算方法。自振频率为

[image: ]


自振周期为

[image: ]


对于具有多个质点且各质点的位移均不相同的单自由度体系，需重新建立体系的运动方程，再求体系的自振频率或自振周期。

体系的自振频率和周期只与体系的刚度和质量有关，而与引起自由振动的初始条件（初位移或初速度）无关，是体系的固有特性。

（4）阻尼对一般土木工程结构的自振频率和周期的影响很小，通常忽略不计。

（5）对于简谐荷载作用于质点的单自由度体系，熟练掌握用动力系数法计算动位移和动内力（以动弯矩为例）的最大值


A
 ＝βy
 st
 ，M
 d
 ＝βM
 st


在共振区外可不考虑阻尼，动力系数β
 按式（10.22）计算

[image: ]


必须注意：上述动力系数法只适用于单自由度体系在质点处受简谐荷载作用的情况。对于干扰力不是简谐荷载，或简谐荷载不作用于质点的单自由度体系，以及多自由度体系（不论何种荷载），均不能采用这一方法。因为在这些情况下没有统一的动力系数。

（6）对于任意动荷载作用于质点的单自由度体系，质点的动位移用杜哈梅积分计算。应理解杜哈梅积分中各参数的含义。

（7）掌握两个自由度体系自振频率和主振型的计算。具体做法有柔度法和刚度法两种。

两个自由度体系的各质点按某一个自振频率做自由振动时，任一时刻各质点位移之间的比例保持不变，这种特殊的振动形式称为主振型。所谓确定主振型，就是求出每一振型情况下各质点位移之间的比值。

（8）掌握两个自由度体系在简谐荷载作用下（不考虑阻尼）的振幅及最大动内力的计算方法（幅值法）。

（9）两个自由度体系中，当干扰力为任意动荷载或为简谐荷载需考虑阻尼时，宜采用振型分解法（或振型叠加法）计算动力反应。理解振型分解法（或振型叠加法）的基本原理。

（10）瑞利能量法是适宜于求体系第一频率的近似方法（计算结果大于精确值），其关键是所假设的振型函数Y
 （x
 ）必须满足体系的位移边界条件，并尽可能满足力的边界条件。


 思考题

10.1　结构动力计算中的自由度概念与结构几何组成分析中的自由度概念有何异同？

10.2　在动力计算中，为什么要确定体系的动力自由度？

10.3　为什么说单自由度体系的自振频率和周期是体系的固有性质？它们与体系的哪些固有量有关？

10.4　式（10.16）中的Δ
 st
 与式（10.23）中的y
 st
 有什么区别？

10.5　低阻尼对自由振动频率和振幅的影响如何？

10.6　若运动方程为[image: ]
 ，试推导此时稳态受迫振动质点位移y
 （t
 ）的表达式F及动力系数β
 的计算公式。

10.7　利用式（10.22）求得的动力系数计算结构最大动力反应，需满足什么条件？

10.8　为了减小图10.24所示简支梁的动力系数，可以采取哪些措施（θ
 值不能改变）？

10.9　杜哈梅积分中的时间变量τ
 与t
 有何区别？

10.10　初始处于静止状态的单自由度体系，在质点上受思考题10.10图所示突加短期荷载，荷载的表达式为

[image: ]


若不考虑阻尼，可以用哪几种方法求质点的动位移y
 （t
 ）（t
 ＞t
 1
 ）？

[image: ]
思考题10.10图



10.11　求两个自由度体系的自振频率，在什么情况下用柔度法较好？在什么情况下用刚度法较好？

10.12　两个自由度体系的自振频率和主振型由哪些因素决定？

10.13　什么叫主振型？在何种条件下两个自由度体系才按某一主振型做自由振动？

10.14　两个自由度体系发生共振的可能性有几个？为什么？

10.15　两个自由度体系各质点处的动位移、动内力有没有统一的动力系数？

10.16　振型叠加法中用到了叠加原理，在结构动力计算中，什么情况下能用这个方法？什么情况下不能应用？

10.17　用能量法求得的体系的第一频率，是否一定大于精确值？


 习题

10.1　判断题

（1）引起单自由度体系自由振动的初速度值越大，则体系的自振频率越大。　（　）

（2）如果单自由度体系的阻尼增大，将会使体系的自振周期变短。　（　）

（3）在土木工程结构中，阻尼对自振周期的影响很小。　（　）

（4）由于各个质点之间存在几何约束，质点体系的动力自由度数总是小于其质点个数。　（　）

（5）多自由度体系的自振频率与引起自由振动的初始条件无关。　（　）

（6）n
 个自由度体系有n
 个自振周期，其中第一周期是最长的。　（　）

10.2　填空题

（1）单自由度体系运动方程为[image: ]
 ，其中未考虑重力，这是因为_____。

（2）单自由度体系自由振动的振幅取决于_____。

（3）若要改变单自由度体系的自振周期，应从改变体系的_____或_____着手。

（4）若由式（10.22）求得的动力系数β
 为负值，则表示_____。

（5）习题10.2（5）图所示体系发生共振时，干扰力与_____平衡。

[image: ]
习题10.2（5）图



（6）习题10.2（6）图所示体系的质量矩阵M
 ＝_____。

[image: ]
习题10.2（6）图



（7）习题10.2（7）图所示体系不考虑阻尼，EI
 ＝常数。已知θ
 ＝0.6ω
 （ω
 为自振频率），其动力系数β
 ＝_____。

[image: ]
习题10.2（7）图



（8）已知习题10.2（8）图所示体系的第一主振型为[image: ]
 ，利用主振型的正交性可求得第û二主振型Y
 2
 ＝_____。

[image: ]
习题10.2（8）图



（9）习题10.2（9）图所示对称体系的第一主振型Y
 1
 ＝_____，第二主振型Y
 2
 ＝_____。

[image: ]
习题10.2（9）图



10.3　确定习题10.3图所示质点体系的动力自由度。除注明者外各受弯杆EI
 ＝常数，各链杆EA
 ＝常数。

[image: ]
习题10.3图



10.4　不考虑阻尼，列出习题10.4图所示体系的运动方程。

[image: ]
习题10.4图



10.5　求习题10.5图所示单自由度体系的自振频率。除注明者外，EI
 ＝常数。k
 1
 为弹性支座的刚度系数。

[image: ]
习题10.5图



10.6　求习题10.6图所示体系的自振频率。除杆件AB
 外，其余杆件为刚性杆。

[image: ]
习题10.6图



10.7　求习题10.7图所示体系的自振周期。EI
 ＝常数。

[image: ]
习题10.7图



10.8　某单质点单自由度体系由初位移y
 0
 ＝2 cm产生自由振动，经过8个周期后测得振幅为0.2 cm，试求阻尼比及在质点上作用简谐荷载发生共振时的动力系数。

10.9　求习题10.9图所示梁稳态振动时的最大动力弯矩图和质点的振幅。已知：质点的重量W
 ＝24.5 kN，F
 ＝10 kN，θ
 ＝52.3 s-1
 ，EI
 ＝3.2×107
 N·m2
 。不计梁的重量和阻尼。

[image: ]
习题10.9图



10.10　求习题10.10图所示刚架稳态振动时的最大动力弯矩图和质点的振幅。已知：F
 ＝2.5 kN，[image: ]
 ，EI
 ＝2.8×104
 kN·m2
 。不考虑阻尼。

[image: ]
习题10.10图



10.11　习题10.2（5）图中，一个重量W
 ＝500 N
 的重物悬挂在刚度k
 ＝4×103
 N/m的弹簧上，假定它在简谐荷载F
 sin θt
 （F
 ＝50 N
 ）作用下做竖向振动，已知阻尼系数c
 ＝50（N·s）/m。试求：（1）发生共振时的频率θ
 ；（2）共振时的振幅；（3）共振时的相位差。

10.12　在习题10.9图所示梁的质点上受到竖直向下的突加荷载F
 P
 （t
 ）＝20 kN作用，求质点的最大动位移值。

10.13　求习题10.13图所示单自由度体系做无阻尼受迫振动时质点的振幅。已知[image: ]
 。

[image: ]
习题10.13图



10.14　求习题10.14图所示体系的自振频率和主振型，绘出主振型图。EI
 ＝常数。

[image: ]
习题10.14图



10.15　习题10.15图所示两层刚架的楼面质量分别为m
 1
 ＝120 t，m
 2
 ＝100 t，柱的质量已集中于楼面；柱的线刚度分别为i
 1
 ＝20 MN·m，i
 2
 ＝14 MN·m，横梁的刚度为无限大。在二层楼面处沿水平方向作用简谐干扰力F
 sin θt
 ，已知F
 ＝5 kN，θ
 ＝15.71 s-1
 。试求第一、第二层楼面处的振幅值和柱端弯矩的幅值。

[image: ]
习题10.15图



10.16　已知习题10.15图所示刚架的自振频率ω
 1
 ＝9.9 s-1
 ，ω
 2
 ＝23.2 s-1
 ，主振型Y
 1
 ＝［1.00　1.87］T
 ，Y
 2
 ＝［1.00　-0.64］T
 。用振型分解法重作习题10.15。

10.17　用能量法求习题10.17图所示简支梁的第一频率。已知[image: ]
 为梁单位长度的质量。

[image: ]
习题10.17图



（1）设[image: ]
 （无集中质量时简支梁的第一振型曲线）；

（2）设[image: ]
 （跨中作用集中力F
 P
 时的弹性曲线）。

10.18　用能量法求习题10.18图所示具有均布质量[image: ]
 的两跨连续梁的第一频率。

[image: ]
习题10.18图





11　结构的稳定计算


本章导读：

•基本要求
 　解结构的3种平衡状态及两类稳定问题，了解稳定计算的核心内容是计算临界荷载；掌握用静力法和能量法确定压杆临界荷载的基本原理，并能应用于计算理想压杆第一类稳定问题的临界力。

•重点
 　准确理解稳定问题的基本概念，应用静力法和能量法确定压杆的临界荷载。

•难点
 　稳定问题的实质；临界状态的静力特征和能量特征；可化为弹性支座问题中弹簧刚度的计算；稳定方程的建立和求解。




 11.1　概述

为了保证结构的安全和正常使用，除了进行强度计算和刚度验算外，还必须计算其稳定性。也就是说，杆件除了应有足够的横截面面积，使其所产生的最大应力不超过强度要求外，杆件还不能过分细长，以致变形过大，不满足使用上对刚度的要求。特别是在受压杆件中，变形会引起压力作用位置的偏移，形成附加弯矩，进而引起附加弯曲变形，两者互相促进的结果也可能导致某截面强度不足而破坏。

在结构的常规强度和刚度分析中，通常假定结构在受力前后力学模型不会发生改变，无需考虑结构受力过程中位形（即位移和变形）对计算模型的影响。对于大部分结构体系而言，这样的计算结果足够满足工程设计的需要。

在某些受力体系中，因受力变形（或外界挠动）导致结构可能处于某一与原始位形不同的受力状态，受力过程中体系的局部或整体的平衡状态与初始受力状态相比发生了变化。平衡状态的变化可能是质变
 ，即参与平衡的力的性质发生了改变，如图11.1（a）所示；也可能是量变
 ，即平衡状态不变，但各个力之间的数量大小发生了改变，如图11.1（b）所示。如果基于位形改变后的强度分析结果令结构处于明显不安全的状态，就需要在常规强度分析的同时进行稳定性分析。

[image: ]
图11.1　受力变形（外界扰动）对平衡状态的影响



一般来说，对于细长压杆（柱）以及某些情况下的梁、桁架、拱和板壳来说，即使其具有足够的强度，但在稳定性方面仍可能是不够安全的。

在工程史上，就曾因为人们对稳定性问题认识不足，而发生过一些因结构失稳而造成的重大工程事故，至今对人们仍有警示作用。

例如，在1907年，加拿大魁北克一座长548 m的钢桥，在施工中因其桁架的压杆失稳而突然坠毁；1922年，美国华盛顿一座剧院，在一场特大暴风雪中，因其屋顶结构中一根梁丧失稳定，而导致该建筑物倒塌等。

与现代科学技术的飞速发展相应的是，新型材料（高强度钢、复合材料等）和新型结构（大跨度结构、高层结构、薄壁结构等）在工程中广泛应用，这使结构的稳定性问题更加突出，逐渐上升为控制设计的主要因素之一。

11.1.1　几个基本概念

所谓失稳
 ，指的是随着荷载增大到一定数值时，体系原始平衡状态形式丧失其稳定性的过程。

从稳定分析的角度出发，对体系的受力状态施加微小外界干扰（即令体系发生任意可能的微小位形）后，根据体系响应的不同，其平衡状态可分为3种不同的类型。

1）稳定平衡状态

若对体系的某一受力平衡状态施加任意的微小干扰，干扰消失后体系能够回复到原有的平衡状态，则此时体系处于稳定平衡状态
 。

2）不稳定平衡状态

若对体系的某一受力平衡状态施加任意的微小干扰，干扰消失后体系不能回复到原有的平衡状态，则体系处于不稳定平衡状态
 。

3）临界状态

若对体系的某一受力平衡状态施加任意的微小干扰，干扰撤除后体系将在干扰引起的新平衡状态上平衡，这是一种由稳定平衡向不稳定平衡过渡的中间状态。则原来的平衡状态称为临界状态
 。

临界状态亦称为随遇平衡状态
 （或中性平衡状态
 ），此状态中使杆件处于临界状态的外力称为临界荷载
 ，以F
 Pcr
 表示。它既是使杆件保持稳定平衡的最大荷载，也是使杆件产生不稳定平衡的最小荷载

结构稳定分析过程中，均以变形后的位形为计算依据，属于几何非线性范畴（叠加原理不再适用），有小挠度和大挠度两种理论。其中小挠度理论的曲率采用近似表达式，而大挠度理论的曲率采用精确表达式；大挠度理论更为准确，但计算复杂，而小挠度理论可以用比较简单的方法得到能满足工程需要的基本正确的结论。

11.1.2　两类稳定问题

1）第一类失稳——分支点失稳（质变失稳）

图11.2（a）所示为简支压杆的理想体系
 （“理想柱
 ”），杆轴线无初曲率，荷载也无初偏心。其F
 P
 -Δ
 曲线（亦称平衡路径
 ），如图11.2（b）所示。

[image: ]
图11.2　简支压杆的分支点失稳



该简支压杆可能的平衡状态，根据所受荷载F
 P
 与欧拉临界荷载Euler-F
 Pcr
 的大小关系可分为以下3种类型：

①当[image: ]
 时：体系处于稳定平衡状态，压杆单纯受压，不发生弯曲变形（侧向挠度Δ
 ＝0）。体系仅有唯一平衡形式，对应于直线位形的原始平衡状态，是稳定的，即使因其他干扰发生了微小位移，但干扰撤除后体系仍会恢复直线形式的原始平衡状态
 ，即如图11.2（b）所示的原始平衡路径Ⅰ
 （OAB
 表示）。

②当F
 P
 ＞F
 Pcr
 时：体系将具有两种不同的平衡形式，一是直线形式的原始平衡状态，是不稳定的，对应于图11.2（b）所示的平衡路径Ⅰ（用BC
 表示）；二是弯曲形式的新的平衡状态，对应于图11.2（b）所示平衡路径Ⅱ（对大挠度理论，用曲线BD
 1
 表示；对于小挠度理论，曲线BD
 1
 退化为直线BD
 ）。

有必要指出，解析分析的精确结果表明，按照大挠度理论计算对提高结构承载能力的贡献是很小的。因此，在实际土建工程中，一般都不考虑大挠度的影响，而按小挠度理论计算。

③当F
 P
 ＝F
 Pcr
 时：B
 点是路径Ⅰ与Ⅱ的分支点
 。该分支点处，两平衡路径同时并存，出现平衡形式的二重性
 （体系既可以在原始直线形式下保持平衡，也可以在新的微弯形式下保持平衡）。原始平衡路径Ⅰ通过该分支点后，将由稳定平衡转变为不稳定平衡。因此，这种形式的失稳称为分支点失稳
 ，对应的荷载称为第一类失稳的临界荷载
 ，对应的状态即为临界状态
 。

图11.3所示为分支点失稳的几个实例。在分支点F
 P
 ＝F
 Pcr
 或q
 ＝q
 cr
 处，结构的原始平衡形式由稳定转为不稳定，并可能出现新的平衡形式。

[image: ]
图11.3　分支点失稳的几种实例



理想体系的失稳形式是分支点失稳。其特征是：丧失稳定时，结构的内力状态和平衡形式均发生质的变化。因此，为质变失稳
 （属屈曲
 问题）。

2）第二类失稳——极值点失稳（量变失稳）

图11.4（a）、（b）分别为具有初弯曲和初偏心的实际压杆
 （“工程柱
 ”），为压杆的非理想体系
 。

[image: ]
图11.4　非理想体系的极值点失稳



对于图11.4（b）所示具有荷载初偏心的假设的无限弹性压杆（弹性工程柱）来说，其F
 P
 -Δ
 （平衡路径）曲线用图11.4（c）中曲线OBA
 表示。从一开始加载，压杆就处于压弯复合受力状态，无直线阶段。在初始阶段，其挠度增加较慢，随着荷载增到一定程度以后逐渐加快，当接近压杆理想体系的欧拉临界荷载值Euler-F
 Pcr
 时，挠度趋于无穷大。

对于图11.4（b）所示具有初偏心的弹塑性实际压杆（弹塑性工程柱）来说，其F
 P
 -Δ
 曲线由图11.4（c）中上升曲线OBC
 和下降段曲线CD
 组成。其中，初始的OB
 段，表示压杆仍处于弹性阶段工作；B
 点，标志着某截面最外纤维处的应力开始达到屈服点σ
 s
 ；此后的BCD
 段，则表示压杆已进入弹塑性阶段工作。C
 点为极值点
 ，荷载F
 P
 达到极限值F
 Pcr
 。在F
 P
 达到C
 点之前，每个F
 P
 值都对应着一定的变形挠度；当F
 P
 达到C
 点后，即使荷载减小，挠度仍继续迅速增大，即失去平衡的稳定性。这种形式的失稳，称为极值点失稳
 。与极值点对应的荷载，称为第二类失稳的临界荷载
 。

非理想体系的失稳形式是极值点失稳。其特征是：丧失稳定时，结构的平衡状态没有内力分布和平衡形式上质的变化，而只有二者量相对关系的渐变，即为量变失稳
 （属压溃
 问题）。

第一类稳定（分支点失稳）问题只是一种理想情况，实际结构或构件总是存在着一些初始缺陷。因而，第一类稳定问题在实际工程中并不存在。尽管如此，由于解决具有极值点失稳的第二类稳定问题，通常要涉及几何和材料上的非线性关系，要取得精确的解析解较为困难，至今也只能解决一些比较简单的问题；而对于具有分支点失稳的第一类稳定问题，使用解析解则相对方便，理论也比较成熟，因而目前在工程计算中仍然按照第一类稳定求解临界荷载，对于初始缺陷的影响，则采用安全系数加以考虑。所以在本章学习中，只研究弹性压杆的第一类稳定问题，并根据小挠度理论，求临界荷载；对于刚架等结构的第一类稳定问题以及第二类稳定问题，读者可以参阅有关的专著和最新的研究成果。

11.1.3　稳定分析的自由度

在稳定分析时，需要描述体系失稳时的位形。确定体系所有可能的位移状态所需的独立几何参数（位移参数）的数目称为稳定分析中的自由度
 ，用W
 表示。例如：

图11.5（a）所示体系，描述体系任意变形状态，对应位移参数为θ
 ，W
 ＝1。

图11.5（b）所示体系，描述体系任意变形状态，对应位移参数为y
 1
 和y
 2
 ，W
 ＝2。

图11.5（c）所示体系，描述体系变形状态，其位移参数为y
 （x
 ），W
 ＝∞。

[image: ]
图11.5　稳定问题的自由度




 11.2　确定临界荷载的静力法

确定临界荷载的方法有两种，即静力法和能量法。本节先介绍静力法，下节介绍能量法。

11.2.1　静力法及其计算步骤

确定临界荷载的静力法
 是根据临界状态时体系的静力特征而提出的。

在分支点失稳问题中，临界状态的静力特征
 是：平衡形式具有二重性。因此静力法的要点即为：在原始平衡路径Ⅰ之外，寻找新的平衡路径Ⅱ，并确定两条路径交叉的分支点，从而求出临界荷载。

静力法计算临界荷载，可按以下步骤进行：

①假设临界状态时体系的新的平衡形式（以下简称失稳形式
 ）。

②根据静力平衡条件，建立临界状态平衡方程。

③根据平衡形式具有二重性的静力特征（位移有零解时，对应于体系原始平衡状态；位移有非零解时，对应于新的平衡状态），建立特征方程，即稳定方程
 。

④解稳定方程，求特征根，即特征荷载值。

⑤由最小的特征荷载值，确定临界荷载。

11.2.2　有限自由度体系的稳定计算


【例11.1】
 　图11.6（a）所示压杆为单自由度体系，试以静力法计算临界荷载。

[image: ]
图11.6　单自由度体系的稳定




【解】
 　（1）假设失稳形式，

假设失稳形式，如图11.6（b）所示（θ
 ≪1）。

（2）建立临界状态的平衡方程

由ΣMA

 ＝0，得


F
 P
 lθ
 -FRB
 l
 ＝0　（a）

式中，弹簧反力F
 RB

 ＝klθ
 ，于是有

（F
 P
 l
 -kl
 2
 ）θ
 ＝0　（b）

（3）建立稳定方程

方程（b）有两个解，其一为零解，θ
 ＝0，对应于原始平衡路径Ⅰ，如图11.6（c）中OAB
 所示；其二为非零解，θ
 ≠0，对应于新的平衡路径Ⅱ，如图11.6（c）中AC
 或AC
 1
 所示。

为了得到非零解，该齐次方程（b）的系数应为零，即


F
 P
 l
 -kl
 2
 ）θ
 ＝0　（d）

上式称为稳定方程。由此方程知，平衡路径Ⅱ为水平直线。

（4）解稳定方程，求特征荷载值


F
 P
 ＝kl
 　（d）

（5）确定临界荷载

对于单自由度体系，该唯一的特征荷载值即为临界荷载，因此


F
 Pcr
 ＝kl
 　（e）


【例11.2】
 　图11.7（a）所示是具有两个自由度的体系。各杆均为刚性杆，在铰结点B
 和C
 处为弹簧支承，其刚度系数均为k。体系在A
 、D
 两端有压力F
 P
 作用。试用静力法求其临界荷载。

[image: ]
图11.7　两个自由度体系的稳定计算




【解】
 　（1）假设失稳形式

根据约束条件，设定体系可能发生的失稳形式，如图11.7（b）所示。该体系具有两个自由度，位移参数分别为y
 1
 和y
 2
 。

各支座反力分别为

[image: ]


（2）建立临界状态平衡方程

在图11.7（b）中，分别取A
 -B
 1
 -C
 1
 部分和B
 1
 -C
 1
 -D
 部分为隔离体，则有

[image: ]


即

[image: ]


这是关于y
 1
 和y
 2
 的齐次线性代数方程组。

（3）建立稳定方程

如果y
 1
 ＝y
 2
 ＝0，则对应于原始平衡形式，相应于没有丧失稳定的情况。如果y
 1
 和y
 2
 不全为零，则对应于新的平衡形式。为了求此非零解，式（a）的系数行列式应为零，即

[image: ]


此方程就是稳定方程。

（4）解稳定方程，求特征荷载值

展开式（b），得

[image: ]


由此解得两个特征荷载值，即


F
 P1
 ＝kl
 /3


F
 P2
 ＝kl


（5）确定临界荷载值

取两个特征荷载值中最小者，得


F
 Pcr
 ＝kl
 /3

【讨论】

将以上两个特征荷载值分别代回式（a），可求得y
 1
 和y
 2
 的比值。

如将F
 P1
 ＝F
 Pcr
 ＝kl
 /3代回，则得y
 1
 ＝-y
 2
 ，相应位形曲线如图11.8（a）所示，为反对称形式失稳；如将F
 P2
 ＝kl
 代回，则得y
 1
 ＝y
 2
 ，相应位形曲线如图11.8（b）所示，为正对称形式失稳。根据特征荷载之间的大小关系可知，此体系在反对称变形情况下更易于丧失稳定。

[image: ]
图11.8　对称结构丧失稳定的形式



由于外来干扰的不确定，因此，计算中会以最小的特征荷载作为临界荷载值。

11.2.3　无限自由度体系的稳定计算

用静力法计算无限自由度体系稳定问题的步骤仍同前述，但要注意其有两个特点：

第一，位移参数为无穷多个；

第二，临界状态平衡方程为微分方程，即[image: ]
 。

微分方程右端正负号的取值说明，如图11.9所示。

[image: ]
图11.9　曲率正负与坐标系选择之间的关系




【例11.3】
 　用静力法计算图11.10（a）所示弹性理想压杆的临界荷载。

[image: ]
图11.10　无限自由度体系的稳定




【解】
 　（1）假设失稳形式

假设失稳形式，如图11.10（a）中实线所示。

（2）建立临界状态平衡方程

按小挠度理论，压杆弹性曲线的近似微分方程为

[image: ]


上式中的M可由图11.10（b）所示隔离体的平衡方程ΣMK

 ＝0求出，为


M
 ＝F
 P
 y
 ＋F
 R
 x


代入微分方程，得

[image: ]


整理得

[image: ]


令[image: ]
 ，则有

[image: ]


上式为关于位移参数y的非齐次线性常微分方程。

（3）建立稳定方程

式（a）的通解为

[image: ]


常数A、B
 和未知力F
 R
 /F
 P
 可由边界条件确定：

当x
 ＝0时，y
 ＝0，由此求得A
 ＝0。

当x
 ＝l
 时，y
 ＝0和y
 ′＝0，由此得

[image: ]


因为对应于弯曲的新的平衡形式的y
 （x
 ）不恒等于零，所以A、B
 和F
 R
 /F
 P
 不全为零。由此可知，式（c）中的系数行列式应等于零。即

[image: ]


将式（d）展开，得到稳定方程

tan αl
 ＝αl
 　（e）

（4）解稳定方程，求特征荷载值

式（e）的精确解不易求得，可改用试算法或图解法进行数值解。当采用图解法时，作y
 1
 ＝tan αl
 和y
 2
 ＝αl
 两组线，其交点即为方程的解答，结果得到无穷多个解，如图11.11所示。弹性压杆在稳定计算中具有的无穷多个自由度，决定了体系无穷多个特征荷载值。

[image: ]
图11.11　图解法解稳定方程



由非零最小特征荷载值，可确定临界荷载。由于（αl
 ）min
 ＝4.493，故得

[image: ]



【例11.4】
 　图11.12（a）所示为一底端固定、顶端一段有着无穷大刚度的直杆，试用静力法求其临界荷载。

[image: ]
图11.12　例11.4图




【解】
 　（1）假设失稳形式

假设失稳形式，如图11.12（a）中实线所示。

（2）建立临界状态平衡方程

底段AO
 1
 的平衡微分方程为

[image: ]


其中，M
 ＝F
 P
 （aθ
 ＋y
 ）可由图11.12（b）求出。代入上式，得

[image: ]


整理得

[image: ]


令[image: ]
 ，则有P


y
 ″＋α
 2
 y
 ＝-α
 2
 aθ
 　（a）

（3）建立稳定方程

式（a）的通解为


y
 ＝A
 cos αx
 ＋B
 sin αx
 -aθ
 　（b）

引入边界条件：

当x
 ＝0时，y
 ＝0，y
 ′＝tan θ
 ≈θ
 ；

当x
 ＝l
 时，y
 ′＝0。

由此可得如下关于未知常数A、B
 和位移参数θ
 的线性齐次方程组

[image: ]


令式（c）的系数行列式等于零，即得稳定方程

[image: ]


将式（d）展开，得

-aα
 sin αl
 ＋cos αl
 ＝0

即

[image: ]


（4）解稳定方程，求特征荷载值

由试算法或图解法，可解得各特征荷载值，此处略。

（5）确定临界荷载

取各α
 值中的最小者α
 min
 ，代入α
 2
 ＝F
 P
 /EI
 ，便可得到所求的临界荷载值。


 11.3　确定临界荷载的能量法

如11.2节所描述，在较为复杂的情况下，如某些无限自由度体系的稳定计算时，用静力法确定临界荷载将会遇到数学上求解微分方程的困难。本节将介绍确定临界荷载的能量法
 ，它是根据临界状态时体系的能量特征而提出的。由于能量法在计算过程中可以通过一定的简化方式，将微分方程转换成代数方程计算，因此，是一种适于求解复杂问题的实用近似方法。

11.3.1　势能驻值原理


体系总势能
 E
 P
 定义为体系的应变能
 U
 与荷载势能
 U
 P
 之和。势能驻值原理
 的表述为：在弹性体系的所有几何可能位移状态中，其真实的位移状态使体系总势能的一阶变分为零，或者说使总势能为驻值。


δE
 ＝δU
 ＋δU
 ＝0　（11.1）

由此得到的驻值条件等价于平衡条件。但是，仅驻值条件还不能保证体系变形状态的稳定性，因为体系的平衡状态有稳定的、不稳定的和随遇平衡3种，要最终判别体系平衡状态究竟属于哪一种，还必须对总势能函数作更进一步的分析。

现以例11.1所示体系进行能量法稳定分析，简要说明能量法的计算过程，并介绍势能在满足驻值条件时，函数EP的变化与体系平衡状态之间的联系。

第1步，根据自由度设定体系可能位形，如图11.13所示。

[image: ]
图11.13　单自由度体系稳定计算的能量法



第2步，在当前自由度的可能位形上，体系的应变能为

[image: ]


荷载势能为（以未变形状态为势能零点）为

[image: ]


第3步，体系的总势能为

[image: ]


第4步，本例为单自由度体系，势能的一阶变分等于零，即

[image: ]


因δθ
 ≠0，故有

[image: ]


亦即

[image: ]


上式与例11.1中用静力法推导得出的式（b）完全相同。

由式（c）可知，势能函数与体系平衡状态之间的关系，如图11.14所示。

[image: ]
图11.14　势能函数和体系稳定状态的关系



根据图11.14描述的关系可知，势能函数取驻值时，势能二阶变分取值与体系3种平衡状态的关系为

[image: ]


由以上分析表明，体系总势能的一阶变分δE
 P
 ＝0，且二阶变分δ
 2
 E
 P
 ＝0，才是严格的平衡稳定性的能量准则。

那么，在用能量法计算临界荷载时，为什么可以更简便地将其能量特征表述为“总势能为驻值
 （即δE
 P
 ＝0），且位移有非零解
 ”呢？

这是因为对于具有轴压构件的弹性结构来说，稳定分析的关键在于确定使随遇平衡成为可能的那个临界荷载值。所以，若在一个全新的又是可能实现的变形状态中，该荷载的作用是可以达成平衡的，这时，无需检查结构的平衡稳定条件。

上述结论虽然是根据单自由度体系作出的，但它同样适用于多自由度体系和无限自由度体系。

11.3.2　用能量法求有限自由度体系的临界荷载


【例11.5】
 　试用能量法重解上节图11.7（a）所示具有两个自由度体系的临界荷载。


【解】
 　（1）假设失稳形式

假设失稳形式，根据体系约束和位移自由度，设定体系位形如图11.15所示。

[image: ]
图11.15　两自由度体系的可能位形



（2）建立势能函数

应变能

[image: ]


荷载势能

[image: ]


由总势能E
 P
 ＝U
 ＋U
 P
 ，有

[image: ]


（3）列写势能驻值条件

两个自由度体系的势能驻值条件为

[image: ]


即

[image: ]


经整理，可得

[image: ]


上式就是例11.2中导出的平衡方程式（a），能量法余下的计算步骤与静力法完全相同（这里从略），最后得

[image: ]


其结果与静力法相同。

11.3.3　用能量法求无限自由度体系的临界荷载

现以图11.16（a）所示弹性中心压杆为例说明。

取压杆直线平衡位置作为参考状态。根据边界条件和位移协调条件，设定体系可能位形，如图11.16（a）中实线所示，y
 （x
 ）即为满足位移边界条件的任一可能位形状态。

[image: ]
图11.16　无限自由度体系的稳定分析



首先，确定体系应变能，若只考虑弯曲变形的影响，则

[image: ]


其次，求荷载势能。如图11.16（b）所示，先取微段dx
 进行分析，微段两端点竖向位移的差值为

dΔ
 ＝（1-cos θ
 ）dx


在小变形时，可取θ
 ＝tan θ
 ＝y
 ′，上式改写为

[image: ]


因此，压杆顶点的竖向位移

[image: ]


由此可得荷载势能为

[image: ]


可得势能泛函

[image: ]


有必要指出：将势能驻值条件应用于无限自由度体系时，是一个泛函的变分问题，计算过程复杂。下面介绍的李兹法，可有效地使问题得到简化。

从静力法和能量法的求解思路中，可以理解到体系的可能位形决定着对应的临界荷载。因此，在李兹法求解过程中，采用线性无关函数序列的线性组合来代替真实的微弯失稳的曲线函数。即令

[image: ]


式中，φi
 （x
 ）（i
 ＝1，2，…，n
 ）是满足位移边界条件
 的已知函数，也称为李兹基函数
 ；ai

 是待定的参数
 ，共有n
 个。这样，无限自由度体系被近似地看成具有n
 个自由度的体系。因而，只需要使用一般微分计算，最后用代数方程，即可求出无限自由度体系的临界荷载。几类常见边界约束情形下的函数序列如表11.1所示。


表11.1　满足位移边界条件的几种常用的级数形式

[image: ]



【例11.6】
 　试用能量法求解图11.16（a）所示简支弹性压杆的临界荷载。


【解1】
 　（1）按表11.1，假定位形曲线为抛物线，即


y
 （x
 ）＝ax
 （l-x
 ）

相当于在式（11.5）中只取一项，容易看出，此曲线满足简支压杆的边界条件。由于曲线形状已定，只要给定a
 的数值，就可以唯一确定位形，即是以单自由度体系（变量a
 ）的二次曲线来近似表示原无限自由度体系的失稳曲线。

（2）计算势能函数

[image: ]


（3）应用势能驻值条件

[image: ]


（4）计算临界荷载

[image: ]


与精确解[image: ]
 相比，误差为＋21.6％。


【解2】
 　（1）假定位移曲线为横向均布荷载q
 作用下的挠曲线

[image: ]


即以单自由度体系（变量q
 ）的四次曲线来近似表示原无限自由度体系的失稳曲线。

（2）计算势能函数

[image: ]


（3）应用势能驻值条件

[image: ]


（4）计算临界荷载

[image: ]


与精确解[image: ]
 相比，误差为＋0.125 6％。


【解3】
 　（1）假定位移曲线为正弦曲线

[image: ]


同样以单自由度体系（变量a
 ）的正弦曲线来表示原无限自由度体系的失稳曲线。

（2）计算势能函数

[image: ]


[image: ]


（3）应用势能驻值条件

[image: ]


（4）计算临界荷载

[image: ]


与精确解完全一致。

变形曲线的假设，是利用有限个自由度来近似描述无限自由度体系的位形曲线，这相当于减少了体系自由度的数目，在压杆中加入了某些附加约束，从而提高了压杆的刚度。简化后体系刚度被增加，必然造成计算所得的临界荷载会高于体系的真实临界荷载值，所以在上例前两种解法中得到的误差都是正偏差。

从所设定的3个不同曲线求解过程中，可以知道：

①很显然，变形曲线拟合得越接近实际，所得临界荷载就越准确。如果假设的失稳曲线方程正好是真正的失稳曲线方程，则可求得对应临界荷载的精确解，如解法3所示。

②在比较简单的情况下，可取某一横向荷载作用下的变形曲线作为丧失稳定后的变形曲线，由于此曲线满足结构的边界条件，受力变形曲线与结构的失稳曲线也往往较为接近，一般可以得到较好的结果，如解法2所示。

③在实际工程中，失稳的真实位形曲线往往是未知的，横向荷载作用的变形曲线也不易确定，因此，解法1是最为实用的方法之一。尽管在上例中解法1得到的精度较低，但这是由于简化后自由度数目太少的原因造成的。如果能够取更多项次的函数去拟合位形曲线，则可迅速提高到足够的解答精度。

在使用式（11.5）多个函数拟合位形曲线时，可使用矩阵方法进行表达和计算。此时的体系势能可表示为
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应用势能驻值条件δE
 P
 ＝0，有

[image: ]


可得
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令
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则式（11.6）的矩形形式为

[image: ]


或简写为

（K-S
 ）a
 ＝0　（11.9b）

上式即为临界状态的能量方程
 ，它是对于待定系数a
 1
 ，a
 2
 ，…，an

 的n
 个线性齐次方程组。

待定参数ai

 有非零解的条件是，其系数行列式应为零。于是得稳定方程



D
 ＝｜K
 -S
 ｜＝0　（11.10）

其展开式是关于F
 P
 的n
 次代数方程，可求出n
 个根，由其中的最小根可确定临界荷载。


【例11.7】
 　试用李兹法重解图11.10（a）所示下端固定、上端铰支等截面压杆的临界荷载。


【解】
 　（1）假设失稳形式

由表11.1，取变形曲线为两项形式（设图11.10（a）中坐标系与表11.1一致），即
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它能满足几何边界条件：当x
 ＝0时，y
 ＝0，且y
 ′＝0；及x
 ＝l
 时，y
 ＝0。

（2）计算稳定方程的系数Kij

 和Sij



[image: ]


代入式（11.7）和式（11.8），即可求得Kij

 和Sij

 各个值。

（3）建立稳定方程

将Kij

 和Sij

 代入式（11.10），则得稳定方程

[image: ]


即

[image: ]


展开并化简，得

[image: ]


（4）解稳定方程，其中最小特征荷载即为所求临界荷载

[image: ]


它与精确值[image: ]
 相比，其误差为3.61％。


 11.4　直杆的稳定

前面两节中，结合约束和受力都比较简单的压杆，讨论了用静力法和能量法确定临界荷载的原理和方法。下面，将用这些方法进一步讨论略为复杂，但杆的轴线在变形前仍为直线情况的压杆稳定问题。

11.4.1　刚性支承等截面直杆的稳定

归纳起来，主要有以下5种形式，如图11.17所示。

[image: ]
图11.17　具有刚性支承的压杆



如图11.17（a）所示两端铰支压杆临界荷载的计算公式，又称为欧拉公式
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实际上，各种不同约束条件下的压杆在临界状态时的微弯变形曲线特征，可与两端铰支压杆的临界微弯变形曲线（一个正弦半波）相比较，进而可确定各种压杆微弯时与一个正弦半波相当部分的长度，用μl
 表示。然后，用μl
 代替上式中的l
 ，便得到计算各种约束条件下压杆临界荷载计算的通用公式，即
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式中，μ
 称为计算长度系数
 ，它反映杆端约束对压杆临界荷载的影响；μl
 称为计算长度
 。

11.4.2　弹性支承等截面直杆的稳定

有许多刚架和排架都可简化为单根压杆的稳定问题，而把其余部分的作用化为该杆的某种弹性支承（即将除该杆之外的其余部分视为一个或几个子结构），问题在于这些弹性支承的弹簧刚度可能会因体系过于复杂、耦合因素太多而不易于确定。

因此，如欲将刚架或排架结构简化成单根带弹性支承的压杆模型，一般来说，应同时满足以下两个条件：

①除所选压杆外，结构的其余杆件中无压杆（包括对称结构取一半之后，除所选压杆外，其余部分无压杆；或其余部分虽有压杆，但为两端铰结杆）。

②组成各弹性支承的杆件互不重复，否则，各弹簧间相互影响，计算不方便，而且不能用相互独立的弹簧刚度来表示。

例如，图11.18（a）所示刚架可简化为图11.18（b）所示单根压杆。

[image: ]
图11.18　将图示刚架化作弹性支承的压杆



其中，BC
 杆对结点B
 的约束作用化作抗转动弹簧，根据转动刚度的概念，容易确定转化后所得的弹性支承的刚度系数为k
 1
 ＝3i
 1
 ；而CD
 杆对结点B
 的约束作用也可化作抗移动弹簧，其刚度为[image: ]
 。

需要指出：对于不满足上述条件的刚架等结构，则需要按矩阵位移法等方法计算其稳定问题，读者可参阅有关教材。

将结构转换为单根压杆后得到的计算模型，常见的有如图11.19所示的3种基本形式。当然，若压杆两端位移受到的约束更复杂时，也可能会形成其他组合类型，但分析方式是相通的。

[image: ]
图11.19　具有弹性支承的压杆的几种基本形式



1）基本形式之一：一端固定、另一端弹性支座

①假定可能位形，如图11.19（a）所示。

②建立临界状态平衡方程：任一截面的弯矩为


M
 ＝F
 P
 （δ
 -y）-kδ
 （l
 -x
 ）　（a）

将式（a）代入弹性曲线的微分方程得

[image: ]


或

[image: ]


③根据平衡形式具有二重性的静力特征，建立稳定方程。

微分方程式（b）的通解为

[image: ]


式中

[image: ]


引入边界条件：当x
 ＝0时，y
 ＝y
 ′＝0；当x
 ＝l
 时，y
 ＝δ
 ，即可得到关于未知量A，B
 和δ
 的线性方程组

[image: ]


由于A、B
 和δ
 不能全为零，故方程组（e）的系数行列式应等于零，即

[image: ]


④解稳定方程，求特征荷载值

将式（f）展开，得超越方程

[image: ]


由式（11.12）用试算法或作图法解得αl
 的最小值后，根据式（d）不难求出临界荷载值。

2）基本形式之二：一端自由、另一端弹性抗转动支座

基本形式之二，如图11.19（b）所示。在临界状态下，任一截面的弯矩为


M
 ＝F
 P
 （δ
 -y
 ）

相应的边界条件为：当x
 ＝0时，y
 ＝0和y
 ′＝θ
 ；当x
 ＝l
 时，y
 ＝δ
 。

与前述推导类似，将弯矩表达式代入[image: ]
 ，解此微分方程，在引入以上边界条件后，再根据位移有非零解的条件，可得到稳定方程

[image: ]


采用作图法或试算法求得（αl
 ）min
 后，即可用式（d）求出F
 Pcr
 。

3）基本形式之三：一端铰支、另一端为弹性抗转动支座

基本形式之三，如图11.19（c）所示。

在临界状态下，任一截面的弯矩为


M
 ＝F
 P
 y
 -F
 RB

 （l
 -x
 ）

将其代入微分方程[image: ]
 中，并引入以下边界条件：

当x
 ＝0时，y
 ＝0和[image: ]
 ；当x
 ＝l
 时，y
 ＝0。

经推导，可得稳定方程

[image: ]


采用作图法或试算法求得（αl
 ）min
 后，即可用[image: ]
 求出F
 Pcr
 。


【例11.8】
 　试将图11.20（a）所示刚架简化成具有弹性支承端的压杆，并求其稳定方程。

[image: ]
图11.20　例11.8图




【解】
 　图11.20（a）所示刚架可等效地简化为如图11.20（b）所示的上端具有弹性支承、下端固定的压杆（属基本形式之一）。其弹簧刚度系数

[image: ]


将其代入式（11.12），得稳定方程

[image: ]



【例11.9】
 　试将图11.21（a）所示刚架简化成具有弹性支承端的压杆，并求其稳定方程。

[image: ]
图11.21　例11.9图




【解】
 　图11.21（a）所示为对称结构，可能出现正对称失稳和反对称失稳两种失稳形式。因此，可对应地取等效半刚架如图11.21（b）、（c）所示。

为进一步简化计算，还可将图11.21（b）和图11.21（c）统一化为如图11.21（d）所示的上端自由、下端具有抗转动弹性支承的压杆（属基本形式之二）。

（1）对称失稳时

如图11.21（b）所示，其抗转动刚度系数为

[image: ]


将其代入式（11.13），得稳定方程

[image: ]


（2）反对称失稳时

如图11.21（c）所示，其转动刚度系数为

[image: ]


将其代入式（11.13），得稳定方程

[image: ]


由于对称失稳时的抗转动刚度系数较小，则求原结构临界荷载的稳定方程将由对称失稳时所确定，因此稳定方程可取为对称失稳模式下的式（g）。


【例11.10】
 　试求图11.22（a）所示结构的稳定方程。

[image: ]
图11.22　例11.10图




【解】
 　考察AB
 杆的可能失稳形式，当其发生弯曲失稳时，将引起刚结点B
 产生转动。此时，结构中的其余部分（如CB
 ，BD
 杆等），会对结点B
 的转动形成约束。因此，可将图11.22（a）所示结构简化为图11.22（b）所示的压杆，而CB
 杆和BD
 杆则转化为B
 支承处的弹性约束。

求弹性约束处的刚度系数k
 1
 时，可将结构中除AB
 压杆外的其余部分取出，由k
 1
 的物理意义计算，如图11.22（c）所示。

在本例中，由于k
 1
 即等于连续梁的中点B
 发生单位转角时所需的力矩，故根据图11.22（c）所示[image: ]
 图，可知

[image: ]


将求得的k
 1
 值代入式（11.14），便可得到稳定方程

[image: ]



【讨论】
 对于某些结构，若求柔度系数更方便时，可将除压杆外的其余部分取出，在弹性支承的对应位置处，施加单位力或单位力偶，并求出相应的位移（即柔度系数），然后取其倒数即可求得弹性支承刚度系数。

11.4.3　组合压力作用下等截面直杆的稳定

1）两个集中力作用下

采用静力法，如图11.23所示。按F
 P1
 和F
 P2
 作用点，将AC
 分为上、下两段，长l
 1
 和l
 2
 。设定结构任意可能位形，建立临界状态平衡方程如下：

上段：

[image: ]


下段：

[image: ]


整理得

[image: ]


令[image: ]
 ，可以求得通解为

[image: ]


[image: ]
图11.23　两个集中力作用下的稳定分析



为确定6个未知常数，引入6个边界条件：

当x
 ＝0时（A
 点），y
 2
 ＝0，[image: ]
 ；

当x
 ＝l
 2
 时（B
 点），y
 1
 ＝y
 2
 ，[image: ]
 ；

当x
 ＝l
 时（C
 点），y
 1
 ＝δ
 1
 。

由此，可得

[image: ]


待定常数A
 1
 、B
 1
 和A
 2
 不全为零的条件是行列式D
 ＝0，即

[image: ]


将上式展开并整理后，得稳定方程

[image: ]


当给定[image: ]
 各比值后，代入上式，即可得出临界荷载值。例如，当F
 P1
 ＝F
 P
 ，F
 P2
 ＝3F
 P
 ，[image: ]
 时，有

[image: ]


由此，可解得

[image: ]


故

[image: ]


即临界荷载为

[image: ]


2）自重作用下

采用能量法。图11.24所示为一等截面柱，下端固定、上端自由，求在均匀分布竖直荷载作用下的临界荷载。

[image: ]
图11.24　均布竖向荷载作用下结构的稳定分析



选取坐标系，如图11.24所示。两端边界条件为：当x
 ＝0时，y
 ＝0；当x
 ＝l
 时，y
 ′＝0。

根据上述边界条件，可设定结构近似变形曲线为

[image: ]


在只考虑弯曲变形时，结构的应变能为

[image: ]


再求荷载势能U
 P
 。由于微段dx
 倾斜而使微段以上部分荷载qx
 向下移动，下降距离[image: ]
 ，由式（11.3），可知微段上重力的荷载势能为

[image: ]


因此，所有全杆自重在结构变形中势能为

[image: ]


将U
 和U
 P
 代入E
 P
 ＝U
 ＋U
 P
 中，再应用势能驻值条件，即可求得临界荷载q
 cr
 的近似解为

[image: ]


与精确解[image: ]
 相比，误差为＋5.5％，稍偏大。

若将近似变形曲线取为二项，即

[image: ]


可求得[image: ]
 ，误差仅为＋0.02％。

11.4.4　变截面杆件的稳定

在工程实际中，为充分发挥构件的受力特性或满足构造、使用等方面的要求，常采用变截面杆件。这里只讨论建筑结构中经常遇到的阶形柱的稳定问题。

图11.25（a）所示为一变截面直杆。

[image: ]
图11.25　阶形柱的稳定（1）



采用静力法。令y
 1
 ，y
 2
 分别表示上段和下段各点的任意可能位移。这两杆段的微分方程为

[image: ]


即

[image: ]


令[image: ]
 ，可得通解为

[image: ]


这里，共含有A
 1
 ，B
 1
 ，A
 2
 ，B
 2
 和δ
 5个未知常数。已知边界条件为：

当x
 ＝0时，y
 2
 ＝0、[image: ]
 ，由此得A
 2
 ＝-δ
 、B
 2
 ＝0。则由式（b），有


y
 2
 ＝δ
 （1-cos α
 2
 x
 ）　（c）

当x
 ＝l
 时，y
 1
 ＝δ
 ；当x
 ＝l
 2时，y
 1
 ＝y
 2
 、[image: ]
 。将这3个条件代入式（a）和式（c），可得如下齐次方程组

[image: ]


与此相应的稳定方程为

[image: ]


将上面的行列式展开，得

[image: ]


上式只有当给出比值I
 1
 /l
 2
 、l
 1
 /l
 2
 时才能求解。

对于在柱顶承受F
 P1
 而且在截面突变处承受F
 P2
 作用的情形，如图11.26所示，由类似的推导过程，可得其稳定方程为

[image: ]


式中

[image: ]


[image: ]


上式也只有当给出比值I
 1
 /l
 2
 、l
 1
 /l
 2
 和F
 P1
 /F
 P2
 时才能求解。

[image: ]
图11.26　阶形柱的稳定（2）




 本章小结

（1）结构的失稳有两种形式：分支点失稳和极值点失稳。分支点失稳讨论的主要对象，是“理想柱”（属理想体系），当荷载达到一定数值时，引起变形状态的质变而使结构失去稳定；极值点失稳讨论的主要对象是“工程柱”（属非理想体系），是指荷载达到一定数值时，变形持续增大而令结构失去稳定。

（2）本章主要讨论的是小挠度理论下线弹性结构理想体系的稳定分析。分析方法根据临界状态下的静力特征和能量特征建立，即静力法和能量法。

（3）临界状态的静力特征是平衡状态的二重性。静力法的基本方程是关于稳定自由度（即确定体系任意可能位形所需的独立坐标参数）的齐次方程，在有限自由度体系中为齐次代数方程，在无限自由度体系中为微分方程。根据齐次方程解答的二重性条件，可得到稳定的特征方程并据此解出特征荷载和临界荷载。

（4）临界状态的能量特征是，当荷载为特征荷载时，体系势能为驻值，且位移有非零解。根据势能驻值原理可解出特征荷载。能量法在计算时，可以通过设定体系的位形函数，从而把无限自由度体系简化为有限自由度体系计算，避免微分方程的求解。


 思考题

11.1　第一类失稳与第二类失稳有何不同，有何联系？

11.2　试分别扼要地说明静力法和能量法求临界荷载的解题依据和主要计算步骤。

11.3　能量法本身是不是近似法？为什么按能量法计算无限自由度体系临界荷载所得出的结果一般都是近似解，而且总是大于精确解？怎样才能提高计算精度？

11.4　增大或减小杆端约束的刚度，对压杆的临界荷载值有何影响？

11.5　在什么条件下刚架可简化为单根具有弹性支座压杆的稳定计算？能否用能量法计算具有弹性支座压杆的临界荷载？


 习题

11.1　判断题

（1）要提高用能量法计算临界荷载的精确度，不在于提高假设的失稳曲线的近似程度，而在于改进计算工具。　（　）

（2）对称结构承受对称荷载时总是按对称变形形式失稳。　（　）

（3）刚架的稳定问题总是可以简化为具有弹性支承的单根压杆进行计算。　（　）

（4）结构稳定计算时，叠加原理已不再适用。　（　）

（5）当结构处于不稳定平衡状态时，可以在原始平衡位置维持平衡，也可以在新的平衡位置下维持平衡。　（　）

11.2　填空题

（1）结构由稳定平衡到不稳定平衡，其临界状态的静力特征是平衡形式的_____。

（2）临界荷载与压杆的支承情况有关，支承的刚度越大，则临界荷载越_____。

（3）用能量法求无限自由度体系的临界荷载时，假设的位形曲线y
 （x
 ）必须满足_____条件。

（4）利用对称性，求得习题11.2（4）图所示结构的临界荷载F
 Pcr
 ＝_____。

[image: ]
习题11.2（4）图



（5）习题11.2（5）图（a）所示结构可简化为习题11.2（5）图（b）所示单根压杆计算，则抗转动弹簧刚度k
 ＝_____。

[image: ]
习题11.2（5）图



（6）习题11.2（6）图（a）所示结构可简化为习题11.2（6）图（b）计算，则抗移弹簧刚度k
 1
 ＝_____，抗转动弹簧刚度k
 2
 ＝_____。

[image: ]
习题11.2（6）图



11.3　用静力法计算习题11.3图所示体系的临界荷载。

[image: ]
习题11.3图



11.4　用静力法计算习题11.4图所示体系的临界荷载。k
 为弹性铰的抗转刚度（发生单位相对转角所需的力矩）。

[image: ]
习题11.4图



11.5　用静力法计算习题11.5图所示体系的临界荷载。

[image: ]
习题11.5图



11.6　用能量法重做习题11.3图（c）。

11.7　用静力法求习题11.7图所示结构的稳定方程。

[image: ]
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习题11.7图



11.8　用能量法计算习题11.8图所示结构的临界荷载，已知弹簧刚度[image: ]
 ，设失稳曲线为[image: ]
 。

[image: ]
习题11.8图



11.9　求习题11.9图所示结构的临界荷载。已知各杆长为l
 ，EI
 ＝常数。

[image: ]
习题11.9图



11.10　试分别按对称失稳和反对称失稳求习题11.10图所示结构的稳定方程。

[image: ]
习题11.10图



11.11　试写出习题11.11图所示桥墩的稳定方程，设失稳时基础绕D
 点转动，地基的抗转刚度为k
 。

[image: ]
习题11.11图
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