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前　　言

几何学是一门古老而又保持着旺盛生命力的数学学科．追溯历史，它是分析、代数等许多数学分支产生和发展的基础和背景；又是数学联系实际应用的重要桥梁．它体现了形与数的结合，演绎法与解析法的结合．它的直观性、实验性的特点启示了许多新思想、新原理的诞生．因此几何课程对于数学类专业大学生的综合素质的培养是十分重要的，加强综合大学数学系几何课程的教学，现在已经成为一种共识，然而目前几何课程的安排还很薄弱．为此，解析几何课程担负着培养学生几何思想，加强他们的几何观念的重要任务．

本书是为北京大学数学科学学院几何学课程的需要而编写的．“解析几何”（现在称为“几何学”）是数学科学学院为本院全体本科生开设的第一门几何学课程，是我院的传统重要基础课．本书编者从1981年起在北京大学数学系讲授本课程，累计达十余次，对该课程有着深刻的理解，对课程内容的取舍，对各部分内容的处理和讲解方法等方面都有着丰富的经验，并积累了大量的素材．在此基础上，为适应教学改革的要求编写了这本新教材．编写时我们也考虑了其他综合大学和师范院校的教学情况，使得它有着广泛的适用性．

本书从内容上说不单是严格意义的空间解析几何（这部分内容只占一小半），还包含有仿射几何和射影几何的内容．欧氏几何（传统解析几何的内容）、仿射几何和射影几何在本书中是有机地联系起来的，以仿射几何为主线，欧氏几何作为其特殊情形，射影几何看作其延伸．

加强对学生几何素质的培养是几何课程的重要目的，也是编写本书的指导思想．所有重要概念的定义都是几何本义的（近些年有的国内教材为了省事，常常用代数方法定义几何概念）．还着重介绍了几个重要的几何思想，如不变量、坐标变换和点变换、几何学的分类等等，使得学生通过学习能加深对几何学的认识．在方法上，强调解析法与综合法并重，并注重几何直观与推理能力的培养．

考虑到读者是刚刚跨进大学门的学生，而几何学的有些理论对他们来说比较抽象，编写本书时，我们努力做到深入浅出，使得学生容易理解接受．我们采用“实例—理论—应用”的路线，在引进新概念、新方法之前，精选了生动有趣的例子，展现出理论产生的背景，理论的出现就显得自然，容易理解和接受．

本书共分为五章．

第一二两章是空间解析几何部分，类似于中学的平面解析几何，一般学生不会感到很困难．但是第一章中的向量法、仿射坐标系等对多数学生来说是新鲜事物．第二章中讨论图形的方程是在仿射坐标系中进行的，有别于中学，这也是仿射几何的基础．注意求图形的方程的轨迹法：分析图形上的点的几何特征并用坐标表示出来，得到图形的方程．

第三章介绍坐标变换，并用其研究二次曲线．这部分的计算有些繁杂，学习时应着眼于问题的提出和解决的思路，不要陷在繁杂的论证中，迷失了方向（有的繁杂的论证可先撇开不看）．注意领会“不变量”这一重要的几何思想．

第四章讨论仿射变换（和其特殊情形：保距变换）．这是仿射几何学的核心内容．本章内容较前面的抽象，方法上较多地运用逻辑推理，因此难度较大，但学生在学习中得到的提高也大．本章建立了图形的等价、度量性质、仿射性质等概念，并提出几何学的分类思想．注意这些几何思想在解决几何问题中的应用．

第五章介绍射影几何的最基本的概念，讨论几何图形的射影性质，这些都是很抽象的内容．学习这部分内容应该先从例子（本章之初，我们以生动有趣的例子展现理论的背景）感受建立理论的目的，并了解其应用．还应注意和前几章的内容联系、比较．

本书的每一节都配有丰富的习题，其中包括一些有一定难度的题．在答案和提示中，给出了比较好的解题思路，力求自然、简捷．

解析几何是一学期的课程，根据我们以往教学实践的经验，在一学期内讲完本书的内容时间并不宽松．如果要让教学安排得从容些，建议可放弃第五章，或者用其中的例子扼要介绍该章的思想．在其他各章中，标有“*”号或排小字号的内容（它们或是比较复杂的论证，或是离开主线较远的内容），都可不讲，留给有兴趣的学生自己阅读．

编者在讲授该课程时，采用了北京大学数学系以前编写的两本同名教材（吴光磊、丁石孙、姜伯驹、田畴编著，解析几何，人民教育出版社，1961；丘维声编，解析几何，北京大学出版社，1996.），它们对编者几何学教学思想的形成和对本书的体系的影响是不言而喻的，本书的有些素材也是从这两本书中移植的．在此谨向这两本书的作者们深表感谢．段海豹教授和编者共同在北京大学数学学院讲授本课程，经常在一起研讨，使编者得益匪浅，在此谨向他表示衷心的感谢．数学学院的包志强等年轻教师也参与了本课程的教学，在此也向他们表示衷心的感谢．

还要感谢北京大学数学学院的历届学生们，历来教学相长，在形成本书的过程中，他们给了编者很多帮助．

本书的出版只是一个阶段教学实践的总结，但愿它能成为推动几何学课程和教材向前发展的良好的基础．但是由于编者个人的局限性，本书肯定会有许多不足之处，也难免会出现一些错误，欢迎广大读者批评指正．

尤承业            

2003年3月        
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习题答案和提示



第一章　向 量 代 数

解析几何的基本内涵和方法是坐标法．这是大家在中学的平面解析几何课程中早已熟悉的方法．概括地讲，它的基本思想是：在平面上（或空间中）建立坐标系，平面上（或空间中）的点就可用有序数组（即点的坐标）来表示，在此基础上几何图形就可以用方程——即几何图形上的点的坐标所满足的数量关系——来表示．于是，几何问题就可转化为代数问题，从而代数方法被引入几何学的研究中来．

本书中，坐标法仍然是最基本的方法，但是我们将作发展：不再局限于直角坐标系，还将要引进仿射坐标系．此外，我们还要引入一个辅助方法：向量法，它也是把代数运算引进几何学的方法．向量有很强的几何直观，同时又可直接进行代数运算．把几何问题用向量来表述，然后利用向量的运算来解决，这就是向量法．许多问题用向量法处理既简捷，又直观．把向量法和坐标法结合使用，能使解题思路更加灵巧简捷．向量还是建立仿射坐标系的基础．

本章我们要讨论向量的两类运算：线性运算和度量运算（内积和外积），以及它们的性质和应用．并利用向量的分解定理建立仿射坐标系，为向量法在全书中的应用打下基础．


§1　向量的线性运算


　　1.1　向量的概念、记号和几何表示

向量的概念最初来自物理学．许多物理量不仅有大小，还有方向，如位移、速度、力等等，现在在物理学中把这类物理量称为矢量．抛弃它们的物理意义，只留下大小和方向两个要素，就抽象为在数学中的向量概念：既有大小，又有方向的量称为向量．

如果两个向量大小相等、方向相同，就说它们相等．

本书中常用黑斜体小写西文字母来命名一个向量，如向量α，β，γ，α，b，c等（对于数则用普通的小写斜体西文字母表示）．用绝对值记号表示向量的大小，如|α|表示向量α的大小．

大小为零的向量称为零向量，就记作0．零向量是惟一方向不确定的向量．

和一个向量α大小相等、方向相反的向量称为α的反向量，记作－α．显然，α＝－α的充分必要条件是α为零向量．

如果向量α与β方向相同或相反，就说它们平行，记作α∥β．为了以后论述起来方便，认定零向量和任何向量都平行．

如果向量α与β的方向互相垂直，就说它们垂直或正交，记作α⊥β．认定零向量和任何向量都正交．显然，如果α≠0，则和α既平行，又垂直的向量只有零向量．

几何上，用有向线段表示向量．确定了方向的线段称为有向线段．为了表明线段的方向，只要指定线段的两个端点中哪个是起点，哪个是终点．如果有向线段的起终点分别为A和B，就把它记作[image: 0476010001]
 ．有向线段的长度和方向正好表示了向量的大小和方向这两个因素，以后我们就把它看作向量．按照几何学的习惯，我们把向量的大小称为长度．有向线段还有位置这个几何因素，但是当把它看作向量时，位置是不起作用的．因此，当一个有向线段作平移时，它表示的向量不改变．例如在图1.1中，ABCD是一个平行四边形，则

[image: 图片]
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图　1.1

对任一向量α和任取一点A，存在惟一点B，使得[image: 0476010002]
 ．显然有
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　　1.2　向量的线性运算

向量的线性运算是指加（减）法和数乘这两种运算．它们都是从物理学中矢量相应的运算抽象来的．

1．向量的加法

作用在同一物体上的两个力有合成法则，位移等其他矢量也可合成．这就是向量加法的背景．

定义1.1　两个向量α与β的和也是一个向量，记作α＋β．规定如下：任取一点A，作[image: 0476010003]
 ，[image: 0476010004]
 ，则[image: 0476010005]
 （图1.2）．
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图　1.2

这种求两个向量之和的方法称为加法的三角形法则．容易看出，定义中A点的选择不会影响结果．

求两个向量之和的另一方法称为加法的平行四边形法则．取定一点A，作[image: 0476010006]
 ，[image: 0476010007]
 ，以线段AB和AD为两边，作平行四边形ABCD，则[image: 0476010008]
 （图1.3）．
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图　1.3

向量的加法适合交换律和结合律，即对任意向量α，β和γ有等式

（1）α＋β＝β＋α；

（2）（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）．

这两个等式都容易从定义推出．用平行四边形法则可直接得到（1）；用三角形法则证明（2）更方便：作有向线段
 （图1.4），

则
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从定义还可直接得到

α＋0＝α　和　α＋（－α）＝0．
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图　1.4

向量的减法是加法的逆运算．两个向量α与β的差也是一个向量，记作α－β，它满足等式：

（α－β）＋β＝α．

在上述等式两边都加上－β，就得到

α－β＝α＋（－β），

于是减法化为加法．

利用上面的关系式，向量等式可以作移项运算，即把等式某一边的一项变号后（＋变－，－变＋）移到等式的另一边．

例1.1　设O，A，B是空间中任意三点，则下面等式总成立：
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证明　（1）式可由等式
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把[image: 0476010009]
 移到右边即得到．

（2）式请读者自己证明．

例1.2　设A，B，C，D是空间中任意四点，则
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证明　方法1．因为
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 作移项，即得结果．方法2．任意取一点O，则所求等式的左边
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等式的右边
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左右两边相等．

2．向量与数的乘积

设α是一个向量，λ是一个实数．α与λ的乘积也就是α的λ倍，在物理学上其意义是明确的．数学上把它抽象为下面的运算．

定义1.2　向量α与实数λ的乘积是一个向量，记作λα．它的长度为
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在α和λ都不为0时（如果有一个为0，则显然λα＝0），它的方向规定为：若λ＞0，则λα与α同向；若λ＜0，则λα与α反向．

通常把上述运算称为向量的数乘．

由定义，λα∥α．反过来，如果α≠0，并且向量β∥α，则β一定是α的倍数．只要令
 ，这里
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就有β＝λα．以后我们把这个数λ记作β/α．请注意，这个记号只当α≠0，并且β∥α时才有意义，在其他情形是没有意义的．这种写法的合理性和方便之处在于它符合分式运算的规律．例如当α≠0，并且β和γ都平行于α时，
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当α，β，γ两两平行，并且α，β都不为零时，
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（这些等式请读者自己证明．）

由定义容易看出：

（1）λα＝0[image: 0476010010]
 λ＝0或α＝0;

（2）1α＝α，（－1）α＝－α．

向量的数乘运算还适合以下规律：对任意向量α，β和任意实数λ，μ，有等式

（3）λ（μα）＝（λμ）α；

（4）（λ＋μ）α＝λα＋μα；

（5）λ（α＋β）＝λα＋λβ．

验证　（3）两边的长度都等于|λ||μ||α|，只须再考虑两边的方向．

不妨设λ，μ，α都不为0（否则等式两边都为0）．如果λμ＞0，两边的方向都和α一致，如果λμ＜0，两边的方向都和α相反．

（4）如果λ，μ，α中出现0，等式明显成立．下面假定它们都不为0．先在λ，μ都大于0这种情形证明．此时，（λ＋μ）α，λα和μα的方向都和α一致，从而λα＋μα和（λ＋μ）α方向一致，并且
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在λ，μ，λ＋μ中出现负数的情况，只用把系数为负数的项移到等式的另一边，就可化为上述情形．例如，当λ＞0，μ＜0，而λ＋μ＞0时，
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λ＋μ和－μ都是正数，它们的和λ，变为已证的情形．

（5）不妨假定λ，α，β都不为0．

如果α与β平行，则可设β＝μα，此时

　λ（α＋β）＝λ（1＋μ）α

　　　  ＝（λ＋λμ）α　（用（4））

　　　  ＝λα＋λμα　　（用（3））

　　　  ＝λα＋λβ．

如果α与β不平行，则用作图法可证明等式（见图1.5）．
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图　1.5

上面所介绍的向量线性运算的性质都是很有用的，要求大家熟练掌握．

长度等于1的向量称为单位向量．如果α≠0，则α/|α|是单位向量，称为α的单位化．


　　1.3　向量的分解

在几何问题中应用向量的线性运算时，常常涉及到向量分解的概念．

设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是一组向量，λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是一组实数，称
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为α1
 ，α2
 ，…，αn
 的（系数为λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ）的线性组合，它也是一个向量．如果向量β等于α1
 ，α2
 ，…，αn
 的一个线性组合，即存在一组实数λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ，使得
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就说β可对α1
 ，α2
 ，…，αn
 分解．

在给出有关向量分解的一个重要定理之前，先介绍向量共线和共面的概念．

如果一组向量平行于同一直线，就称它们共线；如果一组向量平行于同一平面，就称它们共面．向量组α1
 ，α2
 ，…，αn
 共线（面）也就是：当用同一起点O作有向线段[image: 0476010011]
 ，i＝1，2，…，n时，O，A1
 ，A2
 ，…，An
 共线（面）．

两个向量共线就是它们平行，向量组共线也就是其中任何两个向量都平行；向量组共面也就是其中任何三个向量都共面．因此“判别两个向量是否平行”和“判别三个向量是否共面”，这两个问题是最基本的，也是在应用中是最常遇到的．

从共面的意义容易看出：

（1）如果三个向量中有一个为零向量，或者其中有两个共线，则它们共面．

（2）如果γ可以对α，β分解，则α，β，γ共面．

定理1.1（向量分解定理）　（1）如果三个向量α，β，γ共面，并且α，β不平行，则γ可以对α，β分解，并且其分解方式惟一．

（2）如果α，β，γ不共面，则任何向量δ都可以对α，β，γ分解，并且分解方式惟一．

证明　（1）令[image: 0476010012]
 ，[image: 0476010013]
 ，[image: 0476010014]
 ．由条件可知，O，A，B，C这四点共面，而O，A，B不共线．于是，过C点且平行于[image: 0476010015]
 的直线与O，A两点决定的直线相交，记交点为D（图1.6）．于是[image: 0476010016]
 ，[image: 0476010017]
 ．由于α，β都不是零向量（因为它们不平行），存在实数λ，μ，使得OD＝λα，DC＝μβ．于是
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下面用反证法说明分解方式惟一．如果还有另一个分解式
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（λ′－λ，μ′－μ不全为0）．把它和上式相减，得到
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不妨设μ′－μ≠0，则
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从而α，β平行，与条件矛盾．
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图　1.6
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图　1.7

（2）令[image: 0476010018]
 ，[image: 0476010019]
 ，[image: 0476010020]
 ．由条件可知O，A，B，C不共面．设[image: 0476010021]
 ，过D平行于[image: 0476010022]
 的直线与O，A，B所决定的平面交于一点E（图1.7）．于是[image: 0476010023]
 ，并且由（1）知道，[image: 0476010024]
 对α，β可分解，从而[image: 0476010025]
 对α，β，γ可分解．

分解方式的惟一性也可用反证法来证明．如果有两个不同的分解式

δ＝λα＋μβ＋νγ　和　δ＝λ′α＋μ′β＋ν′γ，

则　　　　　　　　　（λ′－λ）α＋（μ′－μ）β＋（ν′－ν）γ＝0，

不妨设ν′≠ν，则
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从而α，β，γ共面，与假设矛盾．　　▍

分解定理在本章中起到了关键的作用，它是建立仿射坐标系的理论基础（见§2），也可以说是仿射几何学的基础．它还可以直接用来解某些几何问题（见1.4）．下面用它给出判断三个向量共面的一个法则．

命题1.1　向量α，β，γ共面的充分必要条件是，存在不全为0的实数λ，μ，ν，使得

λα＋μβ＋νγ＝0．

证明　充分性．用反证法．假如α，β，γ不共面，则根据分解定理，零向量对它们有惟一的分解式．显然

0α＋0β＋0γ＝0，

于是不可能存在不全为0的实数λ，μ，ν，使得

λα＋μβ＋νγ＝0．

必要性．如果α＝0，则

1α＋0β＋0γ＝0．

如果α≠0，但是α∥β，则存在λ，使得β＝λα．则

λα－β＋0γ＝0．

如果α，β不平行，由分解定理的（1）知道，γ对α，β可分解，设

γ＝λα＋μβ，

则　　　　　　　　　　　　　　λα＋μβ＋（－1）γ＝0.　　▍


　　1.4　在三点共线问题上的应用

对向量的线性运算的讨论可以用来解决一些比较复杂的几何问题，特别是有关判别点的共线、共面的问题．比较起来，共线问题用处更大，更加基础，我们在这里只讨论有关三点共线的问题，共面问题在方法上是类似的．有关问题作为习题留给读者．

命题1.2　假设O，A，B不共线，则点C和A，B共线的充分必要条件是：向量[image: 0476010026]
 对[image: 0476010027]
 ，[image: 0476010028]
 可分解，并且分解系数之和等于1．

证明　必要性．由于O，A，B不共线，[image: 0476010029]
 和[image: 0476010030]
 不平行，并且[image: 0476010031]
 ．于是

C和A，B共线[image: 0476010032]


　　　　　　　　[image: 0476010033]
 存在实数s，使得[image: 0476010034]
 ，即

　　　　　　　[image: 图片]


　　　　　　　　[image: 0476010035]
 存在实数s，使得[image: 0476010036]


　　　　　　　　[image: 0476010037]
 对[image: 0476010038]
 ，[image: 0476010039]
 可分解，并且分解系数之和等于1．

充分性．设[image: 0476010040]
 ，其中r＋s＝1，即r＝1－s．于是
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即　　　　　　　　　　　　


从而[image: 0476010041]
 ，C和A，B共线．　　▍

命题1.2中的数s是反映C在A，B决定的直线上的位置的一个数量，
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C不同，s也不同．当C取遍A，B所决定的直线上的所有点时，s取遍所有实数．

s还与点O无关，并且分解式
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对任何点O都成立（包含O，A，B共线的情形），只是当O，A，B不共线时，[image: 0476010042]
 对[image: 0476010043]
 ，[image: 0476010044]
 的分解才是惟一的．

中学几何课本里规定的定比概念，也是反映C在A，B决定的直线上的位置的一个数量．本书中把它称为简单比，并记作（A，B，C）．简单比只在C，B不同时才有意义，并且按照定义，当点C是线段AB的内点时，（A，B，C）就是线段AC和CB的长度之比；当点C在线段AB之外时，（A，B，C）是负数，绝对值等于线段AC和CB的长度之比．现在我们可以用向量来表示它：
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关于简单比有下面两个等式：

（1）（A，B，C）（B，A，C）＝1；

（2）（A，B，C）＋（A，C，B）＝－1．

（请读者自己证明．）

现在我们有了两个反映C在A，B决定的直线上的位置的数量：简单比和上面规定的数s，它们的几何意义都是很明确的，在实际问题中也都是常用的，并且往往在同一问题中它们都出现．因此要熟练掌握它们的换算关系．下面就来推导这个换算关系．
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由此可求出
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λ和s的换算关系（1.2），（1.3）虽然并不复杂，但也不用死记，在具体解题时只要记住λ和s的意义，它们的关系常常可以直观地看出来，特别对于点C是线段AB的内点的情形（这也是用得最多的情形）．

例1.3　设三角形ABC中，点D，E，F分别在AB，BC，AC边上，使得线段AE，BF和CD交于一点O（见图1.8）．已知
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 求（B，C，E），（A，E，O），（C，D，O）和（B，F，O）．
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图　1.8

解　方法1．因为A，B，D共线，并且
 ，所以
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从
 得到
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代入（1.4）得到
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假设
 则
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由于B，F，O共线，C，B，F不共线，根据命题1.2，得
 解之得
 ．代入上式，得到
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于是　　　　　　　　　　　　（B，F，O）＝6．

又从
 ，得到
 ，从而

[image: 图片]


再设
 ，代入（1.4）式，得到
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由于A，E，O共线，C，A，E不共线，得出
 ，y＝5．则
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由
 ，求出
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方法2．设
 得到
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从而　　　　　


由
 得到
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于是　　


由于点组C，O，D和B，O，F都共线，根据命题1.2，得到方程组
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解出
 ．于是
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算出


再设
 由于B，C，E共线，
 ．于是容易求出


上述例1.3体现了向量法在解某些几何问题中的作用．读者可以从中领悟其思路，学会在解题中灵活运用命题1.2的方法．如果能熟练掌握这些方法，Ceva定理（习题1.1的第22题）和Menelaus定理（习题1.1的第23题）等著名定理就不再是难题了．


习　题　1.1

1．设AC，BD是平行四边形ABCD的两条对角线，已知向量
 ，求向量


2．设E和F分别是平行四边形ABCD的边BC和CD的中点，已知向量
 ，求向量


3．设AD，BE，CF是△ABC的三条中线，已知向量
 
 ，求


4．设ABCD是梯形，向量
 ．又设E是腰BC的中点，F是CD的中点，

（1）试用
 表示


（2）试用
 表示
 以及


5．已知六边形ABCDEF的三对对边都互相平行，并且
 
 又设
 求
 和


6．设A，B，C，D是空间的任意4点，P，Q分别是线段AB，CD的中点，证明：


7．对于任意取定的点组A1
 ，A2
 ，…，An
 ，证明：

（1）存在点M，使得


（2）这样的点是惟一的；

（3）对于任意点O，


（称M为点组A1
 ，A2
 ，…，An
 的重心．）

8．设A，B，C，D是空间的任意4点，P，Q分别是线段AB，CD的中点，证明线段PQ的中点就是A，B，C，D的重心．

9．利用上题的结果，说明四面体的3对对棱中点的连线段（共有3条）相交于一点，并且此点就是四面体的4个顶点的重心．

10．证明三角形的3个顶点的重心在每一条中线上，从而说明三角形的重心就是它的3个顶点的重心．

11．证明正多边形A1
 A2
 …An
 的对称中心就是A1
 ，A2
 ，…，An
 的重心．

12．（作图题）已知A1
 ，A2
 ，A3
 的重心为M，A4
 ，A5
 的重心为N，求A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 的重心．

13．作图题：

（1）作任意给定的6点A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 ，A6
 的重心；

（2）作任意给定的5点A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，A5
 的重心．

14．设A＝{A1
 ，A2
 ，…，An
 }和B＝{B1
 ，B2
 ，…，Bn
 }是空间中的两个点组．证明：对于一一对应f：A→B，向量
 
 是相同的（和f的选择无关）．

15．证明：三点A，B，C共线的充分必要条件为：存在不全为0的数λ，μ，ν，使得λ＋μ＋ν＝0，并且
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其中O是任意点．

16．设A，B，C，O是不共面的4点，证明点D和A，B，C共面的充分必要条件为：向量
 对向量
 的分解系数之和等于1.

17．证明：四点A，B，C，D共面的充分必要条件为：存在不全为0的数λ，μ，ν，ω，使得λ＋μ＋ν＋ω＝0，并且
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其中O是任意点．

18．设A，B，C是共线的3个不同的点，证明：

（1）（A，B，C）（B，A，C）＝1；

（2）（A，B，C）＋（A，C，B）＝－1．

19．设D，E，F依次是△ABC的三边BC，CA，AB上的点，使得（A，B，F）＝2，（A，C，E）＝1/2，（B，C，D）＝1/3，又设G是AD和EF的交点，求（E，F，G），（A，D，G）．

20．设D，E，F依次是△ABC的三边BC，CA，AB上的点，使得AD，BE，CF交于一点O，已知

（A，B，F）＝1/3，（C，F，O）＝2，

求（A，D，O），（B，C，D），（C，A，E），（B，E，O）．

21．设E是△ABC的BC边上的点，D是线段AE上的点．对于与A，B，C不共面的点O，有分解式

OD＝λOA＋μOB＋νOC （λ＋μ＋ν＝1），

求（A，E，D），（B，C，E）．

22．（1）设D，E，F依次为三角形ABC的边AB，BC，CA的内点（图1.9），记

λ＝（A，B，D），μ＝（B，C，E），ν＝（C，A，F）．

求证：三条线段AE，BF，CD交于一点的充分必要条件为λμν＝1．（Ceva定理）

（2）如果D，E，F依次是直线AB，BC，CA上的点（不一定是各边的内点），结果是否还成立？

[image: 图片]


图　1.9
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图　1.10

23．设A，B，C是三个不共线的点，点P，Q，R依次在直线AB，BC，CA上（都不是A，B，C，见图1.10），记

λ＝（A，B，P），μ＝（B，C，Q），ν＝（C，A，R）．

证明：P，Q，R三点共线的充分必要条件为λμν＝－1．（Menelaus定理）


§2　仿射坐标系

坐标法的基础是建立坐标系，坐标系的实质是平面或空间的点到有序数组的对应关系．为此首先要建立一个参考系，即坐标标架．例如，平面上由两条互相垂直并且都以交点为零点的两条数轴构成一个平面直角标架，产生一个平面直角坐标系；在平面上取定一条射线，就得到一个平面的极坐标系．这两种坐标系都是用距离、夹角等度量概念来规定坐标的．现在我们用向量的分解定理建立一种新的坐标系，即仿射坐标系．它不涉及度量概念，从而更加适应于仿射几何学．


　　2.1　仿射坐标系的定义

假设e1
 ，e2
 ，e3
 是三个不共面的向量，则根据定理1.1的（2），对于任一向量α，存在惟一实数组x，y，z，使得
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即x，y，z是α对向量组e1
 ，e2
 ，e3
 的分解系数．这样，就得到从全体向量的集合到全体三元有序数组的集合的一个对应关系．它是一个一一对应关系，即一方面不同的向量对向量组e1
 ，e2
 ，e3
 有不同的分解系数，另一方面每个三元有序数组一定是某个向量的分解系数．

取定空间中的一点O，则又有从空间（作为点集）到全体向量的集合的一一对应关系：点A对应到向量


把上述两个一一对应关系结合起来，就得到从空间（作为点集）到全体三元有序数组集合的一一对应关系．这就产生了仿射坐标系．

定义1.3　空间中一点O与三个不共面向量e1
 ，e2
 ，e3
 一起构成空间的一个仿射标架，记作[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]．称O为它的原点，称e1
 ，e2
 ，e3
 为它的坐标向量．对于空间的任意一点A，把向量
 （称为A的定位向量）对e1
 ，e2
 ，e3
 的分解系数构成的有序数组称为点A关于上述仿射标架的仿射坐标．这样得到的空间的点与三元有序数组的对应关系称为由仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]决定的空间仿射坐标系．

于是，点P的坐标是（x，y，z），就是
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取定仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]后，把经过原点O（并且以其为零点），平行于坐标向量，并以其方向为正向的数轴称为坐标轴．三条坐标轴分别称为x轴，y轴和z轴，它们分别平行于e1
 ，e2
 和e3
 ；两条坐标轴决定的平面称为坐标平面，如x轴与y轴决定的平面叫做xy平面等等．三张坐标平面将空间分割成八块，称为八个卦限．它们的顺序如图1.11所示．空间点的坐标x，y，z在各卦限中的符号如下表所示．
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图　1.11

大家熟悉的空间直角坐标系是一种特殊的仿射坐标系，也就是坐标向量为两两互相垂直的单位向量的仿射坐标系．在直角坐标系中，点的三个坐标的绝对值依次就是它到yz平面，xz平面和xy平面的距离，正负性由它所在卦限决定．

实用中我们遇到的常常是平面几何问题，此时可用平面仿射坐标系．设π是一张平面，取点O在π上，e1
 ，e2
 是平行于π的两个不共线向量，则得到平面仿射标架[O；e1
 ，e2
 ]．π上的点A关于[O；e1
 ，e2
 ]中的坐标是二元有序数组，由向量[image: 0476010045]
 对e1
 ，e2
 的分解系数构成．当e1
 ，e2
 是互相垂直的单位向量时，相应的坐标系就是大家早就熟悉的平面直角坐标系．

平面坐标系在性质上和空间坐标系完全一样，只是更简单．以后我们讲坐标的性质时只说空间情形，读者应能用到平面情形中去．


　　2.2　向量的坐标

取定了空间仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]后，向量也有了坐标，就是它对e1
 ，e2
 ，e3
 的分解系数．于是点A的坐标也就是它的定位向量[image: 0476010046]
 的坐标．坐标向量e1
 ，e2
 ，e3
 的坐标分别为（1，0，0），（0，1，0），（0，0，1）．零向量的坐标为（0，0，0）．

平行于平面π的每个向量关于π上的仿射坐标系[O；e1
 ，e2
 ]的坐标是它对e1
 ，e2
 的分解系数．

现在我们再来说明仿射标架和仿射坐标系的关系．它们是两个不同的概念，但是它们又是互相决定的．一方面仿射坐标系由仿射标架来规定，另一方面仿射坐标系又决定仿射标架：原点O是坐标为（0，0，0）的点；坐标向量e1
 ，e2
 和e3
 依次是坐标为（1，0，0），（0，1，0）和（0，0，1）的向量．为了方便，以后我们常对仿射标架和由它决定的仿射坐标系不加区别，直接称[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]为仿射坐标系．

定理1.2　取定一个空间仿射坐标系[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]．设向量α，β的坐标分别是（a1
 ，a2
 ，a3
 ），（b1
 ，b2
 ，b3
 ），则

（1）α＋β的坐标为（a1
 ＋b1
 ，a2
 ＋b2
 ，a3
 ＋b3
 ）；

（2）对任何实数λ，λα的坐标为（λa1
 ，λa2
 ，λa3
 ）．

证明　（1）由坐标的定义，
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于是
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从而α＋β的坐标为（a1
 ＋b1
 ，a2
 ＋b2
 ，a3
 ＋b3
 ）．

（2）λα＝λa1
 e1
 ＋λa2
 e2
 ＋λa3
 e3
 ，从而λα的坐标为
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这个定理说明可以用坐标作向量的线性运算．

综合定理的（1）和（2）可得到更一般的结论：设α1
 ，α2
 ，…，αn
 是一组向量，λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 是一组实数，如果αi
 的坐标为（xi
 ，yi
 ，zi
 ），i＝1，2，…，n，则α1
 ，α2
 ，…，αn
 的线性组合λ1
 α1
 ＋λ2
 α2
 ＋…＋λn
 αn
 的坐标为
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从定理还可得到点的坐标和向量坐标的关系．

推论　设点A，B的坐标分别是（a1
 ，a2
 ，a3
 ），（b1
 ，b2
 ，b3
 ），则向量[image: 0476010047]
 的坐标为（b1
 －a1
 ，b2
 －a2
 ，b3
 －a3
 ）．

证明　
 ，用定理1.2就得到结论．　　▍

例1.4　设A，B，C共线，并且（A，B，C）＝λ．又设A，B的坐标分别为（a1
 ，a2
 ，a3
 ），（b1
 ，b2
 ，b3
 ），求点C的坐标．

解　由（A，B，C）＝λ，得到
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由定理1.2，C的坐标即[image: 0476010048]
 的坐标，为
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例1.5　设点M是点组A1
 ，A2
 ，…，An
 的重心，Ai
 的坐标是（xi
 ，yi
 ，zi
 ），i＝1，2，…，n，求M的坐标．

解　由重心的意义（见习题1.1的第7题），
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即
 ，于是
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利用定理1.2，M的坐标（即向量
 的坐标）为
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　　2.3　几何应用举例

有了仿射坐标系，可以把用向量的线性运算解决几何问题的计算过程数量化．我们先用坐标讨论向量及点的共线问题．下面将常常用到二阶和三阶行列式，它们的定义和性质放在附录中．

例1.6　设在一个空间仿射坐标系中，向量α，β的坐标为（x1
 ，x2
 ，x3
 ）和（y1
 ，y2
 ，y3
 ），则
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证明　不妨设α≠0（如果α＝0，则显然两边都成立）．

[image: 0476010049]
 ．因为α∥β，所以存在λ，使得β＝λα．于是
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从而　　　　　


[image: 0476010050]
 ．不妨假定x1
 ≠0，记λ＝y1
 /x1
 ，即y1
 ＝λx1
 ．则由
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于是β＝λα，从而α∥β．

如果在平面仿射坐标系中向量α，β的坐标分别为（x1
 ，x2
 ），（y1
 ，y2
 ）．则
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下面讨论平面上三点共线的条件．

例1.7　设[O；e1
 ，e2
 ]是平面π上的一个平面仿射坐标系，π上的三点A，B，C的坐标分别为（a1
 ，a2
 ），（b1
 ，b2
 ），（c1
 ，c2
 ），则
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证明　根据行列式的性质，
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于是
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设A，B，C是平面π上的三个不同点．取π上的O点和A，B不共线，作π上的平面仿射坐标系[O；[image: 0476010051]
 ，[image: 0476010052]
 ]．设点C在此坐标系中的坐标是（c1
 ，c2
 ）．则
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根据命题1.2，C与A，B共线的充分必要条件是c1
 ＋c2
 ＝1，并且在共线时

[image: 图片]


例1.8　用坐标法证明Menelaus定理（见习题1.1的第23题）．

证明　只用在平面仿射坐标系
 中求出P，Q，R这三点的坐标，就可利用例1.7的结果证明．

由λ＝（A，B，P），即可以求出
 ，于是点P在
 中的坐标为


由ν＝（C，A，R），即可以求出
 ，于是点R在
 中的坐标为


由μ＝（B，C，Q），可求出
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于是点Q在
 中的坐标为


三阶行列式

　　[image: 图片]


由例1.7得到P，Q，R共线的充分必要条件为1＋λμν＝0，即λμν＝－1．即Menelaus定理得证．

例1.9　用坐标法证明Ceva定理（见习题1.1的第22题）．

证明　题中出现的是三线共点的问题，先把它转化为三点共线问题．设AE，CD相交于O点．于是三条线段AE，BF，CD交于一点等价于三点B，O，F共线．

在平面仿射坐标系
 中求出B，O，F的坐标．

容易求出，B，C，D的坐标依次为
 利用（B，C，E）＝μ，（C，A，F）＝ν，计算出E，F的坐标分别为
 ．设O的坐标为


由D，C，O共线，得到
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由此求出
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因此点O的坐标为


于是三点B，O，F共线等价于
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即　　　　　　　　[image: 图片]


左边的行列式等于（1＋λ）（1－λμν）＝0，而1＋λ＞0，于是B，O，F共线（即线段AE，BF，CD交于一点）的充分必要条件为λμν＝1．即Ceva定理得证．


习　题　1.2

1．设P和Q分别在平行四边形ABCD的对角线BD和AC上（图1.12），已知
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求点P，Q和向量
 在仿射坐标系
 中的坐标．
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图　1.12

2．设E和F分别是平行四边形ABCD的边BC和CD的中点，求点B，D，C在仿射坐标系
 中的坐标．

3．设ABCD是梯形，向量
 又设E是腰BC的中点，F是CD的中点，求A，B，D在仿射坐标系
 中的坐标．

4．设ABCDEF是正六边形．

（1）求各顶点在仿射坐标系
 中的坐标；

（2）求向量
 在仿射坐标系
 中的坐标．

5．设AB，AC，AD是平行六面体的顶点A处的3条棱，N是此平行六面体的过A的对角线和B，C，D所在平面的交点，求N在仿射坐标系
 中的坐标．

6．已知A，B，C共线，其中A，B不重合，并且
 又设在一个仿射坐标系中，点A，C的坐标分别为（3，7，3），（8，2，3），求B的坐标．

7．设在一个空间仿射坐标系中，向量α，β，γ的坐标依次为（x1
 ，y1
 ，z1
 ），（x2
 ，y2
 ，z2
 ），（x3
 ，y3
 ，z3
 ），证明：如果α，β，γ共面，则
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8．设在一个空间仿射坐标系中，点A，B，C的坐标依次为（x1
 ，y1
 ，z1
 ），（x2
 ，y2
 ，z2
 ），（x3
 ，y3
 ，z3
 ），证明：如果A，B，C共线，则
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9．第8题的逆命题是否成立？

10．已知A，B，C共线，它们在一个空间仿射坐标系中的坐标依次为（3，4，1），（2，5，0）和（a，1，b），求a，b和（A，B，C）．


§3　向量的内积

向量有两种乘积运算：内积和外积，它们在长度、角度、面积等度量的计算中起着重要的作用．我们将在本节和下节分别讨论这两种运算．

内积运算有很强的物理背景，因此有许多实际应用．在数学的其他领域（如代数、泛函等）中它将被推广，成为那里的重要基础概念和工具．


　　3.1　向量的投影

物理学中常常要把一个向量分解成两个互相垂直的向量之和．例如求一个力所作的功，先把它分解为两个力之和，第一个力平行于受力物体的运动方向，第二个力垂直于该方向（这时所求的功与第二个力无关，完全由第一个力决定）．向量的投影就是与这种“垂直分解”有关的几何概念，它是讨论内积和外积的共同的准备知识．

设α是一个向量，取定非零向量e（它代表了一个方向）．我们先来说明α可惟一地分解为两个向量的和，其中一个平行于e，另一个垂直于e.作
 记B是A在OE直线上的垂足（图1.13），于是α可分解为两个向量[image: 0476010053]
 与[image: 0476010054]
 之和，它们分别与e平行或垂直．再证明这种分解是惟一的．假设α＝α1
 ＋α2
 ，又[image: 0476010055]
 ，α1
 和[image: 0476010056]
 都平行于e，α2
 和[image: 0476010057]
 都垂直于e，则[image: 0476010058]
 ，并且它既平行于e，又垂直于e.因为e不是零向量，所以[image: 0476010059]
 ，即[image: 0476010060]
 ，[image: 0476010061]
 ．
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图　1.13

定义1.4　设α是一个向量，e是一个非零向量，作分解式α＝α1
 ＋α2
 ，使得α1
 ∥e，α2
 ⊥e，则称α1
 和α2
 分别为α在e方向上的内投影和外投影，分别记作pe
 α和[image: 0476010062]
 e
 α．

由定义看出，内投影和外投影都与e的大小无关，只与其方向有关．

设α和β是两个非零向量，记<α，β>为它们的几何夹角（其弧度界于0与π之间）．

记
 ，从几何上容易看出，α≠0时，
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即　　　　　　　　　　　[image: 图片]


命题1.3　投影具有线性性质，即

（1）对任意两个向量α，β
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（2）对任意向量α和实数λ，
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证明　（1）把[image: 0476010063]
 和[image: 0476010064]
 相加，得
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其中pe
 α＋pe
 β平行于e，并且从几何直观容易看出，[image: 0476010065]
 垂直于e.于是根据分解的惟一性，得到
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（2）的验证更容易，请读者自己完成．　　▍


　　3.2　内积的定义

两个向量的内积是一个数，它的物理背景之一是力作功的计算．功W是一个数量，由力f和受力物体的位移s这两个矢量决定．计算公式为
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其中θ是f和s的夹角．这类计算抽象成几何学中的内积运算．

定义1.5　两个向量α，β的内积是一个实数，记作α·β．当α，β中有零向量时，α·β＝0；否则
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显然，α·β＝0[image: 0476010066]
 α垂直于β．

把一个向量α与它自己的内积α·α记作α2
 ．按照定义，α2
 ＝|α|2
 ≥0．于是得到用内积计算向量长度的公式
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还可用内积计算两个向量的夹角
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以后我们还要介绍用坐标直接计算内积的办法，到那时这两个公式才有实用意义．

从定义还可看出，内积运算具有对称性，即
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设β≠0，记β0
 ＝β/|β|，即β方向上的单位向量．则当α≠0时，
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从而　　　　　　　　　[image: 图片]


在α＝0时，显然上式两边都为0，因此也成立．


　　3.3　内积的双线性性质

定理1.3　对任意向量α，β，γ和实数λ，有等式

（1）（λα）·β＝λ（α·β）＝α·（λβ）；

（2）（α＋γ）·β＝α·β＋γ·β，α·（β＋γ）＝α·β＋α·γ．

证明　当β＝0时，显然各式都成立．下面设β≠0．
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用对称性可知另一个等号也成立．
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用对称性可得到另一个等式．　　▍

定理说明内积运算对两个因子都有线性性质，我们称它具有双线性性质．它是一个重要而深刻的性质．有了它，我们可以用内积直接解决许多几何问题．

例1.10　用内积运算证明余弦定理．

证明　在△ABC中（图1.14），[image: 0476010067]
 ，其相应边长为a，b，c，于是

[image: 图片]


因为
 和∠C互补，所以

[image: 图片]


于是得到余弦定理

[image: 图片]


例1.11　证明三角形的三条高线交于一点．

证明　在△ABC中（图1.15），设CF，BE，AD分别是AB，AC，BC边上的高，又设直线AD和BE交于O点．于是要证明直线CF，BE，AD交于一点，只需证明C，O，F共线，即CO∥CF，也就是[image: 0476010068]
 ．

[image: 图片]


图　1.14

[image: 图片]


图　1.15

由条件，

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


例1.12　设CD是△ABC的角C的分角线（图1.16），BC边长为a，AC边长为b．证明


[image: 图片]


图　1.16

证明　由于CD是角C的分角线，从内积的定义不难得到
 ．设（A，B，D）＝λ，则

[image: 图片]


代入上式，得到

[image: 图片]


即　　　　　　　[image: 图片]


整理得

[image: 图片]


因为
 ，所以可从上式解出



　　3.4　用坐标计算内积

上面已经提到，内积的一种重要应用是计算长度和角度．为此，我们先介绍用坐标计算内积的方法．设在坐标系[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]中，向量α和β的坐标分别为（a1
 ，a2
 ，a3
 ）和（b1
 ，b2
 ，b3
 ），则

[image: 图片]


于是由内积的双线性性质得到

[image: 图片]


要继续计算，就必须知道ei
 ·ej
 （i，j＝1，2，3）的数值（称为此坐标系的度量参数）．通常选用直角坐标系，此时

[image: 图片]


代入上式，得到

[image: 图片]


于是，在直角坐标系中，两个向量的内积等于它们的对应坐标乘积之和．

有了这个结论，内积的计算就很容易了，用内积求向量的长度和角度也就有了实际可能性．设向量α和β在直角坐标系中的坐标分别为（a1
 ，a2
 ，a3
 ）和（b1
 ，b2
 ，b3
 ），则

[image: 图片]


例1.13　设在平面直角坐标系中，三角形ABC的顶点A，B，C的坐标分别为（1，1），（7，3），（2，4），求∠A.

解　[image: 0476010069]
 ，并且向量[image: 0476010070]
 ，[image: 0476010071]
 的坐标分别为（6，2），（1，3）．于是

[image: 图片]


在一般仿射坐标系中度量参数不会这样简单，用坐标计算内积要复杂得多．

[image: 图片]


图　1.17

例1.14　正四面体ABCD的边长为a，E，F分别是棱AB，CD的中点（图1.17）．求E，F的距离d.

解　令[image: 0476010072]
 ，[image: 0476010073]
 ，[image: 0476010074]
 ．作仿射坐标系[A；e1
 ，e2
 ，e3
 ]．则E，F的坐标分别为
 ，从而[image: 0476010075]
 的坐标为（－1/2，1/2，1/2）．因为<e1
 ，e2
 >，<e1
 ，e3
 >和<e2
 ，e3
 >都是
 ，所以

[image: 图片]


于是

[image: 图片]



习　题　1.3

1．设|α|＝3，|β|＝2，[image: 0476010076]
 ，求3α＋2β和2α－5β的长度，并求它们的内积．

2．设四面体ABCD的棱|AB|＝|AC|＝2，|AD|＝1，∠BAC＝∠BAD＝[image: 0476010077]
 ，[image: 0476010078]
 ，记BC的中点为P，△BCD的重心为Q．求|AP|，|AQ|和[image: 0476010079]
 ．

3．设△ABC的角A为45°，|AB|＝3，|AC|＝2，D在BC边上，（B，C，D）＝2，求|AD|．

4．在一个平面直角坐标系中，向量α，β的坐标分别为（－1，2），（1，1），求α在β方向上的内投影和外投影的坐标．

5．在一个空间直角坐标系中，向量α，β，γ的坐标分别为（1，0，2），（1，1，1），（1，0，－2），试把α分解为向量α1
 ，α2
 的和，使得α1
 和β，γ共面，α2
 和β，γ都垂直．

6．下列等式是否成立？如果不成立，请加条件，使得它成立．

（1）|α2
 |＝|α|2
 ；

（2）α（α·β）＝α2
 β；

（3）（α·β）2
 ＝α2
 β2
 ．

（4）（α·β）γ＝α（β·γ）．

7．如果γ不是零向量，由α·γ＝β·γ能不能推出α＝β？

8．设向量α，β，γ共面，其中α，β不平行，证明：如果α·γ＝β·γ＝0，则γ＝0．

9．设向量α，β，γ不共面，已知α·δ＝β·δ＝γ·δ＝0，证明δ＝0．

10．证明三角形三条中线长度的平方和等于三边长度平方和的[image: 0476010080]
 ．

11．证明对任何向量α，β，γ，都有



　[image: 图片]


12．设向量α，β，γ，δ满足α＋β＋γ＋δ＝0，证明：



　[image: 图片]


13．对空间的任意4点A，B，C，D，证明：



[image: 图片]


14．证明：如果一个四面体有两对对棱互相垂直，则第三对对棱也互相垂直，并且三对对棱的长度的平方和相等．


§4　向量的外积

向量的外积也有很强的物理学背景．两个向量的外积是一个向量．物理学中有很多用两个矢量决定第三个矢量的运算，例如由力和力臂决定力矩，磁场中的电流受到的力，导体切割磁力线产生电动势等等．这类运算提炼成几何学中两个向量的外积运算．由于得到的是向量，在外积的定义中比内积多了对于方向的规定．综观上述各类物理运算，所得向量的方向都垂直于给定的那两个向量．但这样的方向有两个，还要决定其中一个．为此，我们先介绍三个不共面向量的定向的概念．


　　4.1　三个不共面向量的定向

在平面直角坐标系上就已经有了定向的概念．如果直角坐标系的x轴逆时针旋转90°角后与y轴重合，就称它是右手系；x轴顺时针旋转90°角后与y轴重合，就称它是左手系．也可这样来描述：当你面朝x轴的正向时，y轴在你的左侧就是右手系；y轴在你的右侧就是左手系．后一种描述法可用来描述平面上的任意两个不共线向量α和β的定向：当你面朝α的方向时，β指向你的左侧，就说α，β是右手系；β指向你的右侧，就说α，β是左手系．可是，如果把平面放在空间中，上述规定就有问题了：从平面的不同侧向看，左右概念是颠倒的．为此，必须先确定一个侧向，才能规定平面上两个不共线向量的定向．

现在设α，β，γ是空间中的三个不共面的向量．如果把α，β放在一张平面上，在γ所指的该平面的那一侧看它们，若是右手系，则称α，β，γ是右手系；若是左手系，则称α，β，γ是左手系．这就是所谓三个不共面向量的定向．于是，任何空间仿射坐标系都有定向．

三个不共面向量的定向还有一种形象的描述．平伸出右手，让竖起的大拇指指向α的方向，并拢的四指指向β的方向，则如果γ指向手心所对的一侧，则称α，β，γ是右手系，否则称左手系．

排列顺序在决定三个不共面向量的定向时是重要的．当把其中两个向量对换时，定向要改变（请读者自己检验）．于是当α，β，γ是右手系时，β，γ，α和γ，α，β也是右手系；而α，γ，β是左手系，β，α，γ和γ，β，α也都是左手系．

当向量组中的某一个向量用它的负向量代替时，定向要改变（也请读者验证）．


　　4.2　外积的定义

定义1.6　两个向量α，β的外积是一个向量，记作α×β，它的长度

[image: 图片]


（即α，β的所夹平行四边形的面积，因此当α，β平行时α×β＝0），当α，β不平行时，它和α，β都垂直，并且α，β，α×β构成右手系．

由定义立即可得出，

[image: 图片]


外积没有交换性．从定义容易看出，α×β与β×α的大小相等，并且都垂直于α和β，但是β，α，β×α是右手系，而β，α，α×β是左手系，这说明

[image: 图片]


这个性质称为外积的反交换性．


　　4.3　外积的双线性性质

下面先给出外积运算的一些几何直观，为进一步讨论外积的性质做准备．

如果α为单位向量，并且α垂直于β，那么α×β就是β绕α旋转90°而得到的向量（图1.18）．

[image: 图片]


图　1.18

如果α≠0，记α0
 为α方向的单位向量．用定义可看出，α×β和α0
 ×β有相同的方向，但

[image: 图片]


于是　　　　　　　　[image: 图片]


从定义还可看出，α×[image: 0476010081]
 α
 β和α×β的方向和大小都相同，即

[image: 图片]


综上所述，得到

引理　如果α≠0，则α×β就是[image: 0476010082]
 α
 β绕α旋转90°而得到的向量的|α|倍．

定理1.4　对任意向量α，β，γ和实数λ，有等式

　　[image: 图片]


证明　（1）先证左面的等式．

如果α是单位向量，则

[image: 图片]


是λ[image: 0476010083]
 α
 β绕α旋转90°所得向量，即[image: 0476010084]
 α
 β绕α旋转90°所得向量的λ倍，也就是λ（α×β）．于是

[image: 图片]


如果α≠0，则

[image: 图片]


如果α＝0，等式显然成立．

用外积的反对称性和第一个等式可证明第二个等式：

[image: 图片]


（2）只证第一个等式，第二个等式的处理方法同（1）．不妨设α≠0．

设α0
 是α的单位化，

[image: 图片]


它是[image: 0476010085]
 绕α0
 旋转90°所得向量的|α|倍，也就是[image: 0476010086]
 α
 β和[image: 0476010087]
 α
 γ分别绕α0
 旋转90°所得向量之和的|α|倍，即

[image: 图片]


于是得到等式

[image: 图片]



　　4.4　用坐标计算外积

设[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]是一个仿射坐标系，则

[image: 图片]


设向量α和β的坐标分别为（a1
 ，a2
 ，a3
 ）和（b1
 ，b2
 ，b3
 ），则用外积的性质得到

[image: 图片]


　　　　[image: 图片]


如果[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]是右手直角坐标系，则

[image: 图片]


于是　[image: 图片]


即向量α×β的坐标为

[image: 图片]


例1.15　设在右手直角坐标系中，点A，B，C的坐标依次为（1，－1，2），（3，2，2），（1，0，5）．求三角形ABC的面积S.

解　


[image: 0476010088]
 和[image: 0476010089]
 的坐标分别为（2，3，0）和（0，1，3）．用公式（1.6）求出[image: 0476010090]
 的坐标

[image: 图片]


因而　　　　　　　[image: 图片]


本题也可用内积计算．因为

[image: 图片]


所以

[image: 图片]


因而　　　　　　　　[image: 图片]


例1.16　解方程组

[image: 图片]


这里两个方程的系数不成比例．

解　取定一个右手直角坐标系．设u，v分别是坐标为（a1
 ，b1
 ，c1
 ），（a2
 ，b2
 ，c2
 ）的两个向量，由条件可知，向量u，v不共线，即u×v≠0．则（x，y，z）是方程组的解的充分必要条件是向量r（x，y，z）满足r·u＝r·v＝0，即r（x，y，z）与u×v共线．u×v的坐标为

[image: 图片]


由此得出方程组的解的一般形式：

　　
 ，t可取任意实数．


习　题　1.4

1．假设空间不共面向量α，β，γ构成右手系，指出下列向量组的定向：

[image: 图片]


2．在一个空间直角坐标系中，已知平行四边形ABCD的顶点A，B，C的坐标依次为（1，1，1），（6，－1，2），（5，1，7），求此平行四边形的面积．

3．在空间右手直角坐标系中，向量α，β，γ的坐标依次为（1，0，－1），（1，－2，0），（－1，2，1），求（3α＋β－γ）×（α－β＋γ）的坐标．

4．证明等式（α×β）2
 ＋（α·β）2
 ＝α2
 β2
 .

5．已知向量α，β，γ满足α＋β＋γ＝0，证明

[image: 图片]


6．说明由α×β＝β×γ＝γ×α推不出α＋β＋γ＝0．但是如果α×β＝β×γ＝γ×α≠0，则α＋β＋γ＝0·

7．设△ABC的顶点A，B，C在一个平面直角坐标系中的坐标依次为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），（x3
 ，y3
 ），证明△ABC的面积为

[image: 图片]


8．如果γ不是零向量，由α×γ＝β×γ能不能推出α＝β？

9．如果γ不是零向量，由α·γ＝β·γ和α×γ＝β×γ能不能推出α＝β？

10．讨论：对两个非零向量α，β，从α·γ＝0，β×γ＝0能不能推出γ＝0？加什么条件可以推出？

11．已知α，β，γ不共面，并且构成右手系，<α，β>＝<α，γ>＝<β，γ>＝60°，求<α×β，γ>．


§5　向量的多重乘积

两个向量的外积是向量，它还可同别的向量相乘，这就产生了向量的多重乘积的概念．本节要介绍的是两种比较有用的情形：二重外积和混合积．


　　5.1　二重外积

形如（α×β）×γ和α×（β×γ）的运算称为向量的二重外积．请注意一般来说（α×β）×γ和α×（β×γ）不一定相等，即二重外积没有结合律．例如当α＝β不为零，并且与γ不平行时，（α×β）×γ＝0，而α×（β×γ）≠0．

命题1.4　对任意向量α，β，γ，有等式

（1）（α×β）×γ＝（α·γ）β－（β·γ）α；

（2）α×（β×γ）＝（α·γ）β－（α·β）γ．

证明　这里只验证（1）．（2）可从外积的反交换性和（1）推出．

如果α，β平行，不妨设α＝kβ．（1）式左边显然为零，其右边

[image: 图片]


如果α，β不平行，则α×β≠0，且垂直于α．

作直角坐标系[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]，使得
 ．此时α，β，γ的坐标可依次假设为（a，0，0），（b1
 ，b2
 ，0），（c1
 ，c2
 ，c3
 ）．则α×β的坐标为（0，0，ab2
 ），（α×β）×γ的坐标为（－ab2
 c2
 ，ab2
 c1
 ，0）．而α．γ＝ac1
 ，β·γ＝b1
 c1
 ＋b2
 c2
 ，从而（α·γ）β－（β·γ）α的坐标为（ac1
 b1
 －ab1
 c1
 －ab2
 c2
 ，ac1
 b2
 －0，0－0）＝（－ab2
 c2
 ，ab2
 c1
 ，0）．因此（1）式成立．　　▍

（本题也可利用外积的几何意义来验证，请读者思考．）


　　5.2　混合积

把α×β·γ（先作外积，后作内积）称为向量α，β，γ的混合积，记作（α，β，γ）．混合积是一个数，它具有明确的几何意义．

如果α，β，γ共面，则α×β与γ垂直，从而（α，β，γ）＝0．

下面设α，β，γ不共面，并且构成右手系．作平面π平行于α，β，则γ和α×β都指向π同一侧，而α×β与π垂直．于是<γ，α×β>是锐角．

[image: 图片]


如果α，β，γ构成左手系，则<γ，α×β>是钝角，（α，β，γ）＜0．

下面给出α，β，γ不共面时混合积的几何意义．任取一点O，作[image: 0476010091]
 ，[image: 0476010092]
 ，[image: 0476010093]
 ．则以线段OA，OB，OC为棱的平行六面体的体积为

[image: 图片]


其中h是C到O，A，B所在平面的距离，

[image: 图片]


因此当α，β，γ构成右手系时，（α，β，γ）＝V；当α，β，γ构成左手系时，（α，β，γ）＝－V．

混合积有下面几个常用性质：

（1）（α，β，γ）＝0[image: 0476010094]
 α，β，γ共面；

（2）（α，β，γ）＝（β，γ，α）＝（γ，α，β）；

（3）（α，β，γ）＝α·β×γ．

（（1）和（2）从混合积的几何意义立即可以看出．（3）的等号右边即为（β，γ，α）．）

例1.17　对任意四个向量α，β，γ，δ，证明拉格朗日恒等式

[image: 图片]


证明　


例1.18　如果α，β，γ不共面，则β×γ，γ×α，α×β也不共面，并且是右手系．

证明　


由混合积的几何意义，即可得到结论．


　　5.3　用坐标计算混合积

假设向量α，β，γ在仿射坐标系[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]中的坐标依次为（a1
 ，a2
 ，a3
 ），（b1
 ，b2
 ，b3
 ），（c1
 ，c2
 ，c3
 ），则

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


[image: 图片]


命题1.5　设向量α，β，γ在某个仿射坐标系[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]中的坐标依次为（a1
 ，a2
 ，a3
 ），（b1
 ，b2
 ，b3
 ），（c1
 ，c2
 ，c3
 ），则向量组α，β，γ共面的充分必要条件为

[image: 图片]


证明　因为（e1
 ，e2
 ，e3
 ）≠0，所以

　[image: 图片]


命题1.6　如果向量α，β，γ在右手直角坐标系[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]中的坐标依次为（a1
 ，a2
 ，a3
 ），（b1
 ，b2
 ，b3
 ），（c1
 ，c2
 ，c3
 ），则

[image: 图片]


证明　当[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]是右手直角坐标系时，（e1
 ，e2
 ，e3
 ）＝1，从而得到结论．　　▍

例1.19　证明三元一次方程组

[image: 图片]


有惟一解的充分必要条件是

[image: 图片]


并在此情形求出这个解．

解　任取一个仿射坐标系[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]，设α，β，γ，δ是坐标依次为（a1
 ，a2
 ，a3
 ），（b1
 ，b2
 ，b3
 ），（c1
 ，c2
 ，c3
 ），（d1
 ，d2
 ，d3
 ）的向量．则方程组可改写为向量方程

[image: 图片]


如果

[image: 图片]


则根据命题1.5，向量组α，β，γ不共面．再根据定理1.1的（2），向量方程xα＋yβ＋zγ＝δ有惟一解，即方程组有惟一解．

反之，若原方程组有惟一解（k，m，n），此时

[image: 图片]


我们先用反证法证明α，β，γ不共面．假如α，β，γ共面，则根据命题1.1，存在不全为零的实数（r，s，t），使得

[image: 图片]


于是　　　


即（k＋r，m＋s，n＋t）也是方程组的解，它不同于（k，m，n）．与方程组有惟一解矛盾．于是我们证明了α，β，γ不共面，从而

[image: 图片]


下面来求解．因为
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所以　　　　　　


用坐标代入，得到

[image: 图片]


用同样方法可计算出



[image: 图片]


这个例子就是著名的克莱姆法则（参见线性代数课本）在三个未知数时的几何证明．


习　题　1.5

1．证明对任意3个向量α，β，γ，

[image: 图片]


2．设α是非零向量，β和α垂直，已知向量ξ满足α·ξ＝c，α×ξ＝β，证明


3．设向量α和β不垂直，γ和β垂直，已知向量ξ满足：

[image: 图片]


试求ξ．

4．在一个空间直角坐标系中，四面体的顶点A，B，C，D的坐标依次为（1，0，1），（－1，1，5），（－1，－3，－3），（0，3，4），求此四面体的体积．

5．求混合积（α，β，γ）：

（1）在一个空间右手直角坐标系中给出了坐标：

α（1，0，3），β（2，4，3），γ（3，4，1）；

（2）在一个空间左手直角坐标系中给出了坐标：

α（3，2，－1），β（0，3，3），γ（5，2，1）；

（3）已知α，β，γ为右手系，它们的长度都为2，

<α，β>＝<α，γ>＝<β，γ>＝60°．

6．在一个空间仿射坐标系中给出了下列各组向量的坐标，判别它们是否共面：

（1）α（1，2，3），β（2，3，4），γ（3，4，5）；

（2）α（3，2，－1），β（0，3，7），γ（2，2，1）；

（3）α（2，1，3），β（1，－1，－4），γ（5，1，2）．

（注意：以下第7～11各题中，α，β，γ，δ是任意4个向量．）

7．证明：

α×（β×（γ×δ））＝（β·δ）（α×γ）－（β·γ）（α×δ）．

8．证明：α×（β×（γ×δ））＝（α，γ，δ）β－（α·β）（γ×δ）．

9．证明：

（β，γ，δ）α＝（α·β）（γ×δ）＋（α·γ）（δ×β）＋（α·δ）（β×γ）．

10．证明：

（1）（α×β）×（γ×δ）＝（α，β，δ）γ－（α，β，γ）δ；

（2）（α×β）×（γ×δ）＝（α，γ，δ）β－（β，γ，δ）α．

11．证明：

　（β，γ，δ）α－（α，γ，δ）β＋（α，β，δ）γ－（α，β，γ）δ＝0．

12．对任意3个向量α，β，γ，证明：

α，β，γ共面[image: 0476010095]
 α×β，β×γ，γ×α共面．

13．证明：

　　　　α×β＋β×γ＋γ×α＝0

[image: 0476010096]
 存在不全为0的数c1
 ，c2
 ，c3
 ，使得

c1
 ＋c2
 ＋c3
 ＝0，

并且c1
 α＋c2
 β＋c3
 γ＝0．

14．证明：

（α×β）·（γ×δ）＋（α×δ）·（β×γ）＋（α×γ）·（δ×β）＝0．




第二章　空间解析几何

在本章中我们要用坐标法和向量法讨论空间中的某些几何图形，以及和它们相关的几何问题．这些图形包括空间中的平面和直线；柱面、锥面、旋转面等特殊曲面；还有二次曲面．本章在内容上可以和中学的平面几何课相类比，那里讨论平面上的图形，现在讨论空间的图形．在方法上现在增加了向量这个工具，并且所用坐标系不再局限于直角坐标系，还可用仿射坐标系．只当所讨论的问题涉及到度量时才用直角坐标系．


§1　图形与方程


　　1.1　一般方程与参数方程

当空间取定一个仿射坐标系后，空间中的图形就可建立方程．通过方程，就可用代数方法来研究图形，从而把几何问题转化成代数问题．

图形的方程这个概念在中学平面几何课程中已经出现过．一般地讲，对于一个图形S，如果S上的点的坐标满足某种数量关系，而S外的点的坐标不满足这种数量关系，我们就把这种数量关系称为S的一个方程．例如在一个直角坐标系中，以点M0
 （1，4，－2）为球心，半径等于2的球面上的点的坐标满足方程式

[image: 图片]


而不在球面上的点的坐标都不满足这个方程式，我们就把它称为该球面的方程．

图形的方程最常见的形式是以三个坐标x，y，z作为变量的三元方程式或三元方程组，就像上面的例子那样．这种形式的方程通常称为图形的一般方程．

反过来，空间有了仿射坐标系后，每个以x，y，z为变量的三元方程式（组）决定一个图形：它的所有解对应的点（解（x0
 ，y0
 ，z0
 ）对应的点即以（x0
 ，y0
 ，z0
 ）为坐标的点）的集合构成的图形．把它称为此方程式（组）的图像．例如方程式

[image: 图片]


（看作x和y没有出现的三元方程式）的全部解的集合为

[image: 图片]


它决定的点集就是xy平面，因此方程式z＝0的图像是xy平面．又如在一个空间直角坐标系中，方程组

[image: 图片]


的图像是xy平面上以原点为圆心，1为半径的圆周．它也就是两个方程的图像的交集（第一个方程的图像是原点为心，1为半径的球面，第二个方程的图像是xy平面）．

方程式（组）也就是它的图像的一个一般方程．

方程式（组）的图像是惟一决定的，但是图形的一般方程并不是惟一的．因为不同的方程式（组）可能有完全相同的解集，从而有相同的图像．例如方程式

[image: 图片]


和方程组

[image: 图片]


同解，它们的图像相同，记作S．则S至少有两个不同的一般方程，即上述方程式和方程组．

从图形建立一般方程，从方程确定其图像，这是解析几何中的两大基本问题，也是贯彻本章的两个主要问题．但是方程式（组）的形式繁多，有的十分复杂；而几何图形则更加变化无穷．我们不能企求找到解决上述两个问题的万能钥匙，在本书中只能对某些简单的方程讨论其图像（如本章中只涉及一次和二次方程），也只能对一些特殊的图形建立方程（如本章中只讨论柱面、锥面和旋转面等）．

本书中会常常提到曲面和曲线，但是在解析几何学中还不可能给出它们的严格的定义，我们只能在直观上了解它们．曲面有两个自由度，曲线只有一个自由度．因此一般来说，一个三元方程式F（x，y，z）＝0的图像是曲面，而两个三元方程式构成的方程组
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的图像是曲线．但是也有特殊情形，例如方程式

[image: 图片]


和方程组

[image: 图片]


同解，图像是一条直线．

参数方程是图形的另一种常见的方程，特别对于曲线．物理学中，曲线常常是质点运动的轨迹．随着时间的变化，点的位置在变化，它的三个坐标也在变化，因此都是时间t的函数．把这三个函数表成下列方程组：

[image: 图片]


（t在某个范围变化）就得到曲线的一个参数方程．参数不必都是时间，也可以用其他的变量．

例2.1　在一个直角坐标系中，求参数方程

[image: 图片]


的图像，这里r0
 ＞0，h≠0，ω≠0都是常数．

解　随着参数t（时间）的变化，动点的高度（z坐标）作速率为h的匀速运动，同时它在xy平面上的投影绕z轴作角速度为ω的匀速圆周运动．其图像称为圆螺线（见图2.1）．
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图　2.1

曲面的参数方程含有两个参数，一般形式为：

[image: 图片]


例2.2　在一个直角坐标系中，参数方程

[image: 图片]


（r0
 ＞0为常数）的图像由所有到z轴的距离等于r0
 的点所构成图形，这是一个以z轴为轴线，r0
 为半径的圆柱面（详见本章§5中5.1的3）．


　　1.2　柱坐标系和球坐标系

在空间中，除了仿射坐标系和直角坐标系这两种最常用的坐标系外，还有柱坐标系和球坐标系，对于某些特殊的图形用它们来建立方程比较简单．

取定空间的一个右手直角坐标标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]．于是在xy平面上可确定一个极坐标系，它以O点为极点，x轴为极轴．设点M的直角坐标为（x，y，z），它在xy平面上的正投影M0
 的极坐标设为（r，Φ），则M的位置可由r，Φ，z这三个数确定．称有序数组（r，Φ，z）为M的柱坐标，其中r≥0，0≤Φ＜2π．我们把每一点到它的柱坐标的这种对应关系称为柱坐标系．

球坐标系也是由右手直角坐标标架决定的．M和Φ如上所设．记R是M到O的距离；当R≠0时，记θ＝∠（e3
 ，[image: 0476010097]
 ），则M的位置又可由R，Φ，θ这三个数确定．称有序数组（R，Φ，θ）为M的球坐标，其中R≥0，0≤Φ＜2π，0≤θ≤π．每一点到它的球坐标的这种对应关系被称为球坐标系．

于是当取定空间的一个右手直角坐标标架后，不仅得到一个直角坐标系，又产生一个柱坐标系和一个球坐标系．从球坐标计算直角坐标的公式为

[image: 图片]


从柱坐标计算直角坐标的公式为

[image: 图片]


一个以O为球心，R0
 为半径的球面在球坐标系中的方程最简单：R＝R0
 ．

例2.2中的圆柱面在柱坐标系中的方程为：r＝r0
 ．例2.1中的圆螺线在柱坐标系中的方程为

[image: 图片]



习　题　2.1

1．在一个空间直角坐标系中，写出下列球面的方程：

（1）以（1，0，2）为球心，经过点（4，4，2）；

（2）以线段MN为直径，M，N的坐标分别为（0，－2，4），（2，－4，6）；

（3）经过4个点A（2，0，2），B（2，3，0），C（3，4，1），D（1，1，1）；

（4）经过点（－1，－5，3）和圆

[image: 图片]


（5）经过点（－1，2，5），并且和三张坐标平面都相切．

2．在一个空间直角坐标系中，下列方程的图像是不是球面？如果是，求出球心和半径．

[image: 图片]


3．在一个空间直角坐标系中，方程x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋2ax＋2by＋2cz＋d＝0的图像是球面的充分必要条件是什么？

4．说明下列曲线都在一个球面上：

[image: 图片]


5．在一个空间直角坐标系中，下列方程（方程组）的图像是什么？

　[image: 图片]


6．在同一个空间右手直角标架所决定的直角坐标系、柱坐标系和球坐标系中，写出下列坐标转换关系：

（1）由点的直角坐标求柱坐标和球坐标，

⑴（1，1，1），　　　　⑵（0，－2，1），　　　　⑶（0，0，1）；

（2）由点的球坐标求直角坐标和柱坐标，

[image: 图片]


（3）由点的柱坐标求直角坐标和球坐标，

⑴（2，60°，－2），　　⑵（2，225°，5）．

7．把下列柱坐标系（（1）与（3））和球坐标系（（2）与（4））中的方程转化为直角坐标系中的方程，并说明图像的几何意义．

[image: 图片]



§2　平面的方程

本节讨论仿射坐标系中平面的方程，并用它讨论平面间的位置关系．

取定空间的一个仿射坐标系[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]，下面出现的坐标都是在这个坐标系中的坐标．


　　2.1　平面的方程

在几何上，决定一张平面可以用各种不同形式的条件．例如，过不共线的三个点决定一张平面；过一直线和线外一点决定一张平面；过两条相交直线决定一张平面；过两条平行而又不重合的直线决定一张平面等等．但是这些不同形式的条件都可以化归为下面的“点向式”条件：平面上的一点和两个与此平面平行的不共线向量决定一张平面．下面我们就在最后这种条件下建立平面的方程．

设平面π过点M0
 ，平行于两个不共线的向量u1
 和u2
 ．于是点M在π上的充分必要条件是向量[image: 0476010098]
 ，u1
 ，u2
 共面．由于u1
 和u2
 不共线，这个条件等价于[image: 0476010099]
 可表示成u1
 和u2
 的线性组合，即存在实数s，t，使得

[image: 图片]


下面用坐标来表出这个条件．设点M0
 ，向量u1
 和u2
 的坐标依次为（x0
 ，y0
 ，z0
 ），（X1
 ，Y1
 ，Z1
 ）和（X2
 ，Y2
 ，Z2
 ）．动点M的坐标为（x，y，z）．则（2.1）式可写成

[image: 图片]


即

[image: 图片]


这就是平面π的参数方程．（2.1）式可称为π的向量式的参数方程．

对于平面，参数方程用得并不多，常用的是一般方程．

根据命题1.5，向量[image: 0476010100]
 ，u1
 ，u2
 共面等价于

[image: 图片]


计算出左边的行列式，得到方程

[image: 图片]


其中

[image: 图片]


方程（2.3）即为平面π的一个一般方程．由于u1
 和u2
 不共线，一次项的系数A，B，C不全为零，（2.3）是一个三元一次方程．这样我们就证明了空间的每张平面都有一个一般方程是三元一次方程，这是平面的最简单的一般方程．以后我们说平面的一般方程专指这种一次方程．

反过来，x，y，z的每个一次方程

[image: 图片]


的图像都是平面．为了证明这个结论，只要找一个点和两个不共线的向量，使得它们决定的平面以（2.4）为方程．

因为（2.4）是一次方程，所以它的一次项的系数k，m，n不能全为零．不妨假设k≠0，于是（2.4）可改写为

[image: 图片]


于是从上面的讨论可以看出，（2.4）为过点
 ，平行于向量u1
 （－m，k，0）和u2
 （－n，0，k）的平面的一般方程．

例2.3　求过点P1
 （a，0，0），P2
 （0，b，0）和P3
 （0，0，c）（其中a，b，c都不为零）的平面的方程．

解　已知所求平面过点P1
 ，平行于向量[image: 0476010101]
 （－a，b，0）和[image: 0476010102]
 （－a，0，c）．它的方程为

[image: 图片]


即

[image: 图片]


本题也可以用待定系数法解．设所求方程为

[image: 图片]


用点P1
 （a，0，0），P2
 （0，b，0）和P3
 （0，0，c）的坐标代入上述方程来决定系数A，B，C．注意我们不必（也不能）完全确定它们，只用确定它们的比例关系（因为每个系数都乘上同一不等于零的常数时，方程的图像不改变）．由本题条件求出

[image: 图片]


于是，对任何不等于零的常数D，

[image: 图片]


都是所求平面的方程．


　　2.2　平面一般方程的系数的几何意义

现在我们讨论：平面的一般方程的四个系数反映平面的什么几何特征？

平面的主要几何性状是它的倾斜状态．譬如说它是水平的，还是向哪一边倾斜的？倾斜程度多大？本书中用倾向这个术语来表示这种倾斜状态．显然，两张平行的平面有相同的倾向．平面的倾向也反映在“哪些向量和平面平行？”．

定理2.1　假设平面π的一般方程是

[image: 图片]


则向量r（k，m，n）平行于π的充分必要条件是

[image: 图片]


证明　任取平面π上的一点M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），则

[image: 图片]


记M为以（x0
 ＋k，y0
 ＋m，z0
 ＋n）为坐标的点，则
 ，从而r平行于π的充分必要条件是M∈π，即

[image: 图片]


也就是Ak＋Bm＋Cn＝0．　　▍

这个定理说明，平面π一般方程的一次项系数A，B，C共同决定了平面的倾向．从定理还可看出，每个一次项系数是否为零各有其几何意义：

[image: 图片]


即

A＝0[image: 0476010103]
 x轴平行于π．

对称地，

B＝0[image: 0476010104]
 y轴平行于π，C＝0[image: 0476010105]
 z轴平行于π．容易看出，

D＝0[image: 0476010106]
 坐标系的原点O在π上．


　　2.3　平面间的位置关系

两张平面间的位置关系有相交和平行两种情形．相交时交集为一条直线．平行即倾向相同，又可分为重合和无交点（平行而不重合）．利用定理2.1，容易用方程来判断两张平面的位置关系．

命题2.1　在一个仿射坐标系中，给出两张平面的方程：

[image: 图片]


则

（1）π1
 平行于π2
 [image: 0476010107]
 A1
 ∶A2
 ＝B1
 ∶B2
 ＝C1
 ∶C2
 ;

（2）π1
 ＝π2
 [image: 0476010108]
 A1
 ∶A2
 ＝B1
 ∶B2
 ＝C1
 ∶C2
 ＝D1
 ∶D2
 ．

证明　（1）的[image: 0476010109]
 ．当A1
 ∶A2
 ＝B1
 ∶B2
 ＝C1
 ∶C2
 时，方程

[image: 图片]


同解．根据定理2.1，

向量r（k，m，n）平行于π1
 [image: 0476010110]
 r（k，m，n）平行于π2
 ，

从而π1
 和π2
 倾向相同，即平行．

（1）的[image: 0476010111]
 ．向量α（B1
 ，－A1
 ，0）平行于π1
 ，从而平行于π2
 ．根据定理2.1，A2
 B1
 －A1
 B2
 ＝0．

类似地有B2
 C1
 －B1
 C2
 ＝0和A2
 C1
 －A1
 C2
 ＝0．由此得到结论．

（2）的[image: 0476010112]
 ．当A1
 ∶A2
 ＝B1
 ∶B2
 ＝C1
 ∶C2
 ＝D1
 ∶D2
 时，方程

A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0　和　A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0同解，从而π1
 ＝π2
 ．

（2）的[image: 0476010113]
 ．由（1）的“[image: 0476010114]
 ”，A1
 ∶A2
 ＝B1
 ∶B2
 ＝C1
 ∶C2
 ．假如A1
 ∶A2
 ＝B1
 ∶B2
 ＝C1
 ∶C2
 ≠D1
 ∶D2
 ，则方程

A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0　和　A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0无公共解，从而π1
 和π2
 无交点，与条件矛盾．得到结论．　　▍

命题的结论（1）等价于：

　π1
 与π2
 相交[image: 0476010115]
 A1
 ，B1
 ，C1
 和A2
 ，B2
 ，C2
 不成比例．

（2）说明一张平面的一般方程虽然不惟一，但它们之间只是相差一个非零的倍数．

命题2.1也可以通过求方程

A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0　和　A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0

公共解的方法来证明．这是纯粹的代数方法．下面的命题就采用这种方法证明．

命题2.2　在一个仿射坐标系中，给出三张平面的方程：

[image: 图片]


则π1
 ，π2
 ，π3
 相交于一点的充分必要条件是

[image: 图片]


证明　π1
 ，π2
 ，π3
 相交于一点的充分必要条件是，方程组

[image: 图片]


有惟一解．用例1.19的结果，得到结论．　　▍

当三张互相不平行的平面不是相交于一点时，可能有两种情形：或者他们相交于一条直线，或者它们两两相交得到三条互相平行但不重合的直线，这两种情形的区别在下节中讨论．


　*
 2.4　三元一次不等式的几何意义

一张平面π把空间分割成两个半空间，每个半空间都是由处于平面同侧的所有点构成的．设在一个仿射坐标系中，π的方程为
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下面我们来说明，不等式
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和

[image: 图片]


的图像分别是这两个半空间．

对空间的每一点M（x，y，z），规定实数f（M）＝Ax＋By＋Cz＋D，得到定义域为整个空间的一个函数．显然

[image: 图片]


容易证明（习题2.2的第9题），对于空间中的任意两点M1
 ，M2
 ，

[image: 图片]


引理　如果三点M1
 ，M2
 ，M0
 共线，并且定比（M1
 ，M2
 ，M0
 ）＝λ，则

[image: 图片]


证明　设M1
 ，M2
 的坐标分别为（x1
 ，y1
 ，z1
 ），（x2
 ，y2
 ，z2
 ），则M0
 的坐标为

[image: 图片]


（参见第一章§1和§4）．于是
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命题2.3　对于任意两点M1
 和M2
 ，它们分别位于平面π的两侧的充分必要条件是f（M1
 ）和f（M2
 ）异号．

证明　先证明必要性．因为M1
 ，M2
 在π的两侧，线段M1
 M2
 与π相交．设交点为M0
 ，则λ＝（M1
 ，M2
 ，M0
 ）＞0．因为

[image: 图片]


所以　　　　　　　　


从而f（M1
 ），f（M2
 ）异号．

证明充分性．只用说明当M1
 ，M2
 在π的同侧时，f（M1
 ），f（M2
 ）同号．取点M3
 在另一侧，则f（M1
 ），f（M2
 ）都和f（M3
 ）异号，从而它们同号．　　▍

命题说明，满足f（M）＞0的点构成π一侧的半空间，f（M）＜0的点构成π另一侧的半空间．


习　题　2.2

1．下列各组条件能不能决定一张平面？为什么？要添加什么要求才可以？

（1）过空间的三个不同点； （2）过空间的一点和一条直线；

（3）过空间的两条不同直线；

（4）过空间的两点并且平行于一条直线．

2．在仿射坐标系中，写出满足下列条件的平面的方程：

（1）经过点M（1，1，1），平行于向量u1
 （1，0，－1），u2
 （0，3，－4）；

（2）经过点M1
 （1，0，2），M2
 （2，4，－1），M3
 （－3，－5，1）；

（3）经过点M1
 （－1，0，2），M2
 （1，3，－2）并且平行于向量u（－1，－2，－4）；

（4）经过点M（2，1，3），平行于平面2x－3y＋z－4＝0.

3．在仿射坐标系中，写出满足下列条件的平面的方程：

（1）经过坐标原点和点M1
 （－2，1，2），M2
 （1，1，－2）；

（2）经过点M（1，2，－3），平行于xy平面；

（3）经过点M（1，2，0）和y轴；

（4）平行于x轴，经过点M1
 （1，－1，2），M2
 （2，0，－1）；

（5）经过z轴，平行于向量u（1，－1，3）．

4．设M1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ），M2
 （x2
 ，y2
 ，z2
 ），M3
 （x3
 ，y3
 ，z3
 ）是不共线的三个点，证明：
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是这三个点所决定的平面的方程．

5．说明在一个仿射坐标系中，下列方程的图像：
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6．判别下列各对平面的位置关系：

[image: 图片]


7．判别下列各组平面是否相交于一点：

（1）x＋y－2z－2＝0，x－2y＋z＋1＝0，－2x＋y＋z－4＝0；

（2）x＋y＋3z＋4＝0，x＋y＋3z－4＝0，x＋y＋z－4＝0；

（3）x－2y＋3z－4＝0，x＋2y＋z－4＝0，x＋y－z－4＝0．

8．在一个仿射坐标系中，三张平面的方程为
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在a为什么数时，它们不相交于一点，又互相都不平行？

9．设在一个仿射坐标系中，平面π的方程为
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证明：对于空间中的任意两点M1
 （x1
 ，y1
 ，z1
 ），M2
 （x2
 ，y2
 ，z2
 ），

　
 平行于π．

10．设在一个仿射坐标系中，三张平面的方程为

[image: 图片]


其中D1
 ，D2
 ，D3
 互不相等，又设一条直线和它们相交，交点为P，Q，R，求（P，Q，R）．

11．设在一个仿射坐标系中，两张平行平面的方程为
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求和它们距离相等的点的轨迹．

12．设在一个仿射坐标系中，给定了两张平行平面的一般方程：




求到π1
 的距离和到π2
 的距离之比为2∶1的点的轨迹．


§3　直线的方程

本节讨论在仿射坐标系中，直线方程的各种形式．


　　3.1　直线的两类方程

几何上确定一条直线常常通过取定直线上的两点，或取定一点和平行于直线的一个非零向量．因为前者容易转化为后者，所以下面只讨论从点和向量来决定直线的方程的方法．

设直线l经过点M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），平行于非零向量u（x，y，z），则
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用坐标写出，就得到直线的标准方程
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又因为u≠0，所以[image: 0476010116]
 的充分必要条件是：存在实数λ，使得
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用坐标写出，就得到直线的参数方程

[image: 图片]


直线的这两种方程虽然形式上不同，并有各自的意义，但它们都直接表现出直线的几何意义，即它的方向和所经过的一个点，也都直接可从点和方向写出．我们把这两种方程统称为直线的点向式方程．

确定直线的另外一种方法是把它作为两张平面的交线．设直线l是平面

[image: 图片]


和
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的交线，则三元一次方程组
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就是l的一个一般方程（通常直线的一般方程都是指这种形式的方程组），因π1
 和π2
 相交，故这两个方程的一次项系数不成比例．

直线的一般方程不能直接显示出它的几何特点，即方向和经过的点，这在应用上是不方便的．另外，直线有许多一般方程：任取两张经过此直线的不同平面，则把它们的方程联立，就得到直线的一个一般方程．两个一般方程不经过计算，一般不容易直接看出它们是不是同一直线的方程．这也给应用带来不便．但是一般方程也有其优点，这就是在许多情况下它容易求得．

例2.4　在一个仿射坐标系中，给定平面π：3x－y＋2z－1＝0，直线l的标准方程：
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和点M0
 （0，0，－2）．写出过M0
 ，平行于π，并且和l相交的直线l1
 的方程．

解　此题不规定要求的方程是什么形式，下面我们求l1
 的一个一般方程．为此只须求出过l1
 的两张平面的方程，把它们联立即可．

设π1
 是过M0
 ，平行于π的平面，π2
 是过M0
 和直线l的平面，则它们都过l1
 ．

因为π1
 平行于π，所以可设其方程为3x－y＋2z＋d＝0，再用M0
 的坐标代入，求出d＝4．得到π1
 的一般方程
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π2
 经过点M0
 和M1
 （1，3，0），平行于向量u（4，－2，1），也就是由点M0
 和向量[image: 0476010117]
 （1，3，2）和u决定的平面，代入（2.3），求出π2
 的一般方程x＋y－2z－4＝0．于是
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就是l1
 的一般方程．

应用上常常要把直线的一般方程转化为点向式方程，这就要求找到直线上的一点和平行于直线的一个向量．设
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是l的一个一般方程，则根据定理2.1，向量u（x，y，z）平行于l的充分必要条件是
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由例1.16知道，
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是上述齐次方程组的一个非零解，以它为坐标的向量平行于l.

例2.5　直线的一个一般方程为
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求它的参数方程．

解　先用上述方法求平行于直线的向量．行列式
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向量（－2，－12，－8）平行于直线，从而向量u（1，6，4）也平行于直线．我们用后者．

再求直线上的一个点，这只需求方程组

[image: 图片]


的一个解．此方程组有三个未知数，两个方程，可先设定一个未知数的值，再求出另外两个未知数的值．例如设x＝0，解出y＝0，z＝0.5，得到直线上的一点M0
 （0，0，0.5）．于是可写出直线的参数方程：
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　　3.2　直线与平面的位置关系，共轴平面系

直线与平面的位置关系共有相交（有一个交点）、直线在平面上，以及没有交点三种情形，后两种统称为平行．

如果知道直线的点向式方程和平面的一般方程，很容易给出上述三种情形的判别．

设平面π的方程为Ax＋By＋Cz＋D＝0．直线l过点M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），平行于非零向量u（x，y，z）．则l平行于π，即u平行于π；l在π上，即u平行于π，且M0
 在π上．用坐标写出（用定理2.1）：
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下面设直线l的一般方程为

[image: 图片]


和平面π的一般方程为
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记π1
 是以A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0为方程的平面，π2
 是以A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0为方程的平面，则l与π的位置关系转化为这三张平面π1
 ，π2
 和π的位置关系．利用命题2.2，得到下列命题：

命题2.4　（1）l和π相交的充分必要条件为：
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（2）直线与平面无交点的充分必要条件为：线性方程组
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无解．

（3）直线在平面上的充分必要条件为：线性方程组
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有无穷多解．

下面对l在π上时的情形给出另一种分析．

由于π1
 ，π2
 不平行（相交于直线l），从而A1
 ，B1
 ，C1
 和A2
 ，B2
 ，C2
 不成比例．于是对于任意两个不全为零的实数λ和μ，
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不全为零，从而方程

λ（A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ）＋μ（A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ）＝0是一次方程，它的图像是一张平面．又因为直线l上的每一点的坐标（x，y，z）都满足

A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0　和　A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0，

从而满足
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即在这张平面上，于是直线l在这张平面上．

命题2.5　直线l
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在平面π上的充分必要条件为：存在不全为0的实数λ，μ，使得

[image: 图片]


是π的一般方程．

证明　充分性上面已经证明，下面证明必要性．

假设π经过直线l．取在π上，但不在l上的一点M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）．设
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则λ0
 ，μ0
 不全为零（否则M0
 在l上）．于是平面
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既过直线l，又过点M0
 ，因此就是π．　　▍

我们把经过同一直线l的所有平面构成的集合称为以l为轴的共轴平面系．上面的讨论说明，如果l有一般方程

[image: 图片]


则以l为轴的共轴平面系中平面的方程的一般形式为：
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（其中λ和μ不全为0）；如果要写出平面系中某张平面的方程，只需根据该平面的具体条件决定出λ和μ即可（只需决定出λ和μ的比值）．

例2.6　在一个仿射坐标系中，直线l是平面

　π1
 ：4x－y＋3z－5＝0　和　π2
 ：x－y－z＋2＝0的交线．求下列平面的方程：

（1）过l和点M（1，1，1）；

（2）过l，并且平行于z轴．

解　以l为轴的共轴平面系中平面的方程有一般形式为：
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（1）用x＝1，y＝1，z＝1代入方程（2.5），得到
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取λ＝－μ＝1，得到所求平面的方程
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（2）把（2.5）化为
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因为所求平面平行于z轴，即方程中z的系数为零，于是3λ－μ＝0，即λ＝1，μ＝3，得到所求平面的方程

[image: 图片]


例2.7　已知l在π上，其中l有一般方程
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π的方程为4x＋ay＋2z＋b＝0，求a，b.

解　方法1．用平面系的方法，设
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则
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解得λ＝2，μ＝－2，从而a＝4，b＝2．

方法2．由于l在π上，用命题2.5，有
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解得a＝4．再在l上取一点M0
 ：令x＝z＝0，则
 
 在π上，于是
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得到b＝2.


　　3.3　直线与直线的位置关系

直线与直线的位置关系有异面、相交、重合、平行而不重合四种．相交、重合、平行统称为共面；重合、平行统称平行．

由于直线有两种类型的方程，用方程来判别两条直线关系的问题就变得复杂了．最容易的是两条直线都用点向式方程给出的情形．设直线l1
 过点M1
 ，平行于向量u1
 ，直线l2
 过点M2
 ，平行于向量u2
 ．则容易看出
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请读者自己证明这些结论，并用坐标写出右边的条件．

如果两条直线不都是用点向式方程给出的，可先求出点向式方程再用上述判别方法．但也可以利用几何直观，直接进行判别．这里我们只通过例子说明一些想法，把一般性的结论放在习题中，请读者自己证明．

例2.8　在一个仿射坐标系中，已知直线l1
 有一般方程
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l2
 经过点M2
 （－1，1，2），平行于向量u2
 （1，2，－3）．试判别它们的位置关系．

解　设π1
 ，π2
 分别是以x－y＋z＋7＝0，2x＋y－6＝0为方程的平面．

（1）直线l2
 平行于l1
 的充分必要条件是，u2
 和π1
 ，π2
 都平行．于是可用定理2.1来判别．

因为1×1＋（－1）×2＋1×（－3）＝－4，所以l2
 和π1
 不平行，从而l2
 和l1
 不平行．

（2）设π是经过l1
 和点M2
 的平面．则

l1
 和l2
 共面[image: 0476010118]
 u2
 平行于π．

用平面系的方法求π的方程．由于π经过l1
 ，它有形如

λ（x－y＋z＋7）＋μ（2x＋y－6）＝0

的方程，用M2
 的坐标代入

λ（－1－1＋2＋7）＋μ（－2＋1－6）＝0，

解得λ＝μ．取λ＝μ＝1，得到π的方程

3x＋z＋1＝0．

容易用定理2.1判别u2
 平行于π，从而l1
 和l2
 共面．

作为上节和本节内容的一个应用，下面讨论一个比较复杂的例子．

例2.9　在一个仿射坐标系中，直线l1
 有一般方程
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直线l2
 过点M（0，0，－1），平行于向量u（2，1，－2）．平面π的方程为：

x＋y＋z＝0．

求由全体与l1
 ，l2
 都相交，并且平行于π的直线所构成的曲面S的方程．

解　我们用两种方法来求解．

方法1（参数法）．构成S的每一条直线都平行于平面π，从而在一张平行于π的平面
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上，记此直线为lt
 *
 ．下面先来求出它的一般方程．我们只给出解题思路，详细过程请读者自己完成．

求出πt
 和l2
 的交点Mt
 的坐标（2t＋2，t＋1，－2t－3），用平面系的方法求出Mt
 和l1
 决定的平面的方程：

（t＋2）x－（2t＋5）y－z－t－2＝0．

于是lt
 *
 的一般方程为：
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消去参数t，即从第一个方程得到t＝x＋y＋z，代入第二个方程，得到S的方程：
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方法2（轨迹法）．分析S上点的几何特性，并把它转化为点的坐标所要满足的方程，即可得到S的一般方程了．

不难看出，直线l1
 ，l2
 上的点都在S上．设点P（r，s，t）不在l1
 ，l2
 上，则它和l1
 ，l2
 各决定一张平面，分别记作π1
 （P），π2
 （P）．它们的交线记作l（P）．于是
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用平面系的方法求出π1
 （P）的方程为

　（s＋t）（x－y＋z－1）－（r－s＋t－1）（y＋z）＝0，

即

（s＋t）x＋（－r－2t＋1）y＋（－r＋2s＋1）z－s－t＝0．

π2
 （P）的方程为
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即

（2s＋t＋1）x－2（r＋t＋1）y＋（－r＋2s）z－r＋2s＝0．

于是根据命题2.5，P∈S的充分必要条件为
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即
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这是不在l1
 ，l2
 上的点P（r，s，t）属于S的条件．不难看出，l1
 ，l2
 上点的坐标也都满足这个方程．于是它就是S的一个一般方程．按习惯，写成
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习　题　2.3

1．在一个仿射坐标系中，求下列直线的方程：

（1）经过点M（2，－1，3），平行于向量u（1，0，3）；

（2）经过点M（2，－1，3）和N（2，1，2）．

2．把下列直线的一般方程化为标准方程：
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3．判别下列各组直线与平面的位置关系，如果相交则求出交点：

（1）直线
 ，平面x－2y＋3z＋5＝0；

（2）直线
 ，平面x＋y－z＋6＝0；

（3）直线
 ，平面3x＋2y＋z＝0；

（4）直线
 平面x＋2y－z－3＝0；

（5）直线
 平面4x＋3y－z－1＝0；

（6）直线
 平面3y＋z－5＝0．

4．写出下列平面的方程：

（1）过直线
 ，平行于向量u（2，1，－2）；

（2）过直线
 和原点；

（3）过直线
 平行于向量u（1，1，－1）；

（4）过直线
 和点（2，2，－1）；

（5）过直线
 并过y轴和z轴的交点：（0，y0
 ，0）和（0，0，z0
 ），满足y0
 ＝z0
 ；

（6）平行于平面π：6x－2y＋3z＋15＝0，并且使得点（0，－2，－1）到所作平面和π的距离相等．

5．设直线l：
 求过l的平面π的方程，使得π还满足下列条件：

（1）过原点；

（2）平行于y轴．

6．判别下列各对直线的位置互相关系：
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7．决定a，b，s，t的值，使得直线
 和直线
 重合．

8．求下列直线的方程：

（1）过点（0，1，－1），与平面x－3y＋z－2＝0平行，并且和直线
 共面；

（2）平行于向量u（8，7，1），并与直线
 和
 都相交；

（3）过点（0，1，－1），与直线
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都共面．

9．在空间仿射坐标系中，直线l1
 ，l2
 分别有一般方程如下：
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（1）写出经过l1
 ，并且平行于l2
 的平面的方程；

（2）求与l1
 ，l2
 都共面，并且平行于向量u（1，2，1）的直线的方程．

10．在空间仿射坐标系中，直线l1
 和l2
 分别有一般方程：
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（1）设直线l过坐标原点，并且与l1
 和l2
 都共面，求l的方程（方程形式不限）；

（2）设平面π过l1
 ，并且平行于l2
 ，求π的方程．

11．设直线l1
 和l2
 都给出了一般方程
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（1）证明：
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（2）证明：如果l1
 和l2
 异面，则
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（3）证明：l1
 和l2
 共面，其充分必要条件为
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12．求所有与直线
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都相交，并且平行于平面2x＋3y－5＝0的直线所构成的图形的方程．

13．在一个仿射坐标系中，给出了3个点和3个向量的坐标：

M1
 （1，0，0），M2
 （－1，0，0），M3
 （2，－1，－2），

u1
 （0，1，1），u2
 （0，1，－1），u3
 （－3，4，5），

记li
 是过Mi
 ，平行于ui
 的直线，i＝1，2，3．

空间一个点M称为具有性质：如果存在过M的直线l，与l1
 ，l2
 ，l3
 都共面，记此性质为性质（*）．

（1）证明li
 （i＝1，2，3）上的每一点都满足性质（*）；

（2）设坐标为（0，1，t）的点满足性质（*），求t；

（3）记S是满足性质（*）的点的轨迹（即所有与l1
 ，l2
 ，l3
 都共面的直线所构成的图形），写出S的方程．


§4　涉及平面和直线的度量关系

本节将讨论与平面和直线相关的距离、夹角等度量的计算．向量的内积、外积和混合积是主要工具．第一章已经说明，这些乘积的计算只有在直角坐标系中才是简便的．因此本节所用坐标系都是直角坐标系．


　　4.1　直角坐标系中平面方程系数的几何意义

设平面π在一个直角坐标系中有一般方程

[image: 图片]


记n为以（A，B，C）为坐标的向量．于是，对于任何向量r（k，m，n），等式
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表示向量r垂直于n．这样，定理2.1的结论可改写为：对于任何向量r，
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这说明n是π的一个法向量（即垂直于平面的非零向量）．

有了这个认识，以前的有些结果在直角坐标系中就有很强的几何意义了．例如，设直线l有一般方程
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则n1
 （A1
 ，B1
 ，C1
 ）×n2
 （A2
 ，B2
 ，C2
 ）平行于l，这就为上节例2.6前的结论作了几何解释．


　　4.2　距离

涉及到平面和直线的距离概念有下面几种：点到平面的距离、点到直线的距离、平行平面间的距离、直线到与它平行的平面的距离、平行直线间的距离，以及异面直线间的距离．其中点到平面和点到直线的距离是最基本的，另外几种距离都可转化为点到平面的距离，或点到直线的距离．下面给出这两种距离的计算公式．

1．点到平面的距离

设在一个直角坐标系中，点P的坐标为（r，s，t），平面π的方程为
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取π上一点M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）．则P到π的距离d（P，π）就是向量[image: 0476010119]
 在π的法向量n（A，B，C）上的内射影的长度，即
 用坐标来计算，
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（注意到Ax0
 ＋By0
 ＋Cz0
 ＋D＝0，即－（Ax0
 ＋By0
 ＋Cz0
 ）＝D.）由此得到计算距离的公式
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用点到平面的距离就可计算下面几个距离：

（1）直线到与它平行的平面的距离就是线上一点到平面的距离；

（2）平行平面间的距离就是一张平面上的一点到另一张平面的距离．

设平面π，π′的方程分别为
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则它们的距离
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（证明留作习题．）

（3）异面直线间的距离也可转化为点到平面的距离．设l1
 ，l2
 是一对异面直线，它们之间的距离d（l1
 ，l2
 ）是指它们的公垂线（即和l1
 ，l2
 都是既垂直又相交的直线）与它们的两个交点间的距离．如果过l1
 作平行于l2
 的平面π，则d（l1
 ，l2
 ）也就是l2
 到π的距离．

设l1
 过点M1
 ，平行于向量u1
 ；l2
 过点M2
 ，平行于向量u2
 ．记π为过l1
 并且平行于l2
 的平面，则d（l1
 ，l2
 ）就是M2
 到π的距离．π的法向量为u1
 ×u2
 ．于是有公式
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例2.10　在直角坐标系中给出两条直线的一般方程
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求它们的距离和公垂线的方程．

解　距离d（l1
 ，l2
 ）的计算，可以先求出直线的点向式方程，再用上面的公式．下面用一种更简单的方法．先用平面系的方法求过l1
 ，平行于l2
 的平面π的方程．设π的方程为
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记l2
 的一般方程中的两个方程所表示的两张平面为π1
 ，π2
 ，则π，π1
 ，π2
 不相交于一点，用命题2.2，
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由此等式求出λ＝μ，得到π的方程
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取l2
 上的一点（1，0，2），它到π的距离等于d（l1
 ，l2
 ），用公式（2.6）计算出
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求公垂线方程．公垂线垂直于平面π，因此平行于π的法向量n（3，1，5）．

设公垂线与li
 决定的平面为πi
 ，πi
 就是过li
 ，平行于n的平面，i＝1，2．用平面系的方法求它们的方程．设π1
 的方程为

　λ（2x－y＋z＋2）＋μ（x＋2y＋4z－4）＝0，

即

　（2λ＋μ）x＋（－λ＋2μ）y＋（λ＋4μ）z＋2λ－4μ＝0．

根据定理2.1，

　　3（2λ＋μ）＋（－λ＋2μ）＋5（λ＋4μ）＝0，

即10λ＋25μ＝0．取λ＝5，μ＝－2，求出π1
 的方程

8x－9y－3z＋18＝0．

类似地可求得π2
 的方程

4x＋13y－5z＋6＝0．

于是得到公垂线的一般方程
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2．点到直线的距离

设直线l经过点M0
 ，平行于非零向量u．则点P到l的距离等于向量[image: 0476010120]
 在u上的外射影的长度（见图2.2），即
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请读者在直角坐标系中用坐标写出这个公式．
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图　2.2

如果直线的方程是一般方程，一般先求出点向式方程，再用上述公式．

平行直线间的距离也就是其中一条直线上的任意一点到另一条直线的距离．


　　4.3　夹角

有关平面和直线的夹角有下列三种：

（1）平面与平面的夹角．设平面π1
 ，π2
 相交，则交线把每张平面都分割成两张半平面，从而形成4个两面角，它们的角度或相等，或互补．把其中较小的那个规定为这两张平面的夹角的角度．如果π1
 ，π2
 分别有法向量n1
 ，n2
 ，则它们的夹角为
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即当<n1
 ，n2
 >是锐角时，θ就是<n1
 ，n2
 >；当<n1
 ，n2
 >是钝角时，θ就是<n1
 ，n2
 >的补角．

（2）直线与直线的夹角．设直线l1
 ，l2
 分别平行于非零向量u1
 ，u2
 ，则它们的夹角规定为
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即当<u1
 ，u2
 >是锐角时，θ就是<u1
 ，u2
 >；当<u1
 ，u2
 >是钝角时，θ就是<u1
 ，u2
 >的补角．

（3）直线与平面的夹角，指从平面上看直线的仰角，即直线与它在平面上的正射影的夹角．设直线l平行于非零向量u，平面π有法向量n，则它们的夹角为

[image: 图片]


在直角坐标系中，以上各角容易通过坐标进行计算．

垂直就是夹角为90°，在直角坐标系中容易用坐标来判别．两条直线既相交，又垂直，就称为正交．于是异面直线的公垂线就是和它们都正交的直线．

例2.11　在直角坐标系中，给出一点M0
 （1，2，0）和一条直线l的一般方程
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求M0
 到l的距离，并写出过M0
 且与l正交的直线l′的方程．

解　先取l上的一点M1
 （0，1，1），并求出平行于l的一个向量u（3，2，1）．

（1）点M0
 到l的距离为
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（2）设π1
 是过M0
 和l的平面，π2
 是过M0
 垂直于l的平面．则l′就是它们的交线．

设π1
 的方程

λ（x－y－z＋2）＋μ（2x－3y＋3）＝0，

用M0
 的坐标代入，求出λ＝μ，得到π1
 的方程

3x－4y－z＋5＝0.

u（3，2，1）是π2
 的一个法向量，因此可设π2
 的方程是

3x＋2y＋z＋D＝0．

用M0
 的坐标代入，求出D＝－7．π2
 的方程为

3x＋2y＋z－7＝0．

于是l′有一般方程
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习　题　2.4

1．在直角坐标系中，写出下列平面的方程：

（1）经过点（－1，2，0），垂直于向量u（3，3，1）；

（2）经过点（－1，1，－10）和（5，－2，11），垂直于平面2x＋5y＋z＋1＝0；

（3）垂直于平面x＋y＋z＋4＝0，经过直线

[image: 图片]


（4）经过点（2，0，－3），垂直于两张平面x－2y＋4z－7＝0和3x＋5y－2z＋1＝0.

2．证明：在直角坐标系中，方程
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的图像是经过点（x0
 ，y0
 ，z0
 ），垂直于平面A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ＝0和A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ＝0的平面．

3．在直角坐标系中，写出下列直线的方程：

（1）经过点（3，－2，1），垂直于平面3x＋2y－3z＋5＝0；

（2）经过点（1，1，－3），并且与直线l正交，其中l过点（2，－1，2），平行于向量u（－1，2，4）；

（3）经过点（0，1，－1），并且与直线
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正交．

4．在空间直角坐标系中，求下列点到平面的距离：

（1）点（2，1，0），平面3x－4y－5z＋1＝0；

（2）点（2，4，－1），平面x－z－1＝0．

5．在空间直角坐标系中，两张平行平面的方程分别是2x－2y＋z＋5＝0和2x－2y＋z－1＝0，求它们之间的距离．

6．在空间直角坐标系中，点D的坐标为（2，3，1），A，B，C是平面3x－2y－6z－4＝0上的3个点，使得△ABC的面积为4，求四面体ABCD的体积．

7．在空间直角坐标系中求下列夹角（用反三角函数表示）：

（1）两张平面的夹角，它们的一般方程分别为3x－4y－5z－4＝0和4x＋y－z＋5＝0；

（2）直线
 和
 的夹角；

（3）直线
 和
 的夹角；

（4）直线
 和平面x－2y＋4z－1＝0的夹角；

（5）直线
 和平面2x－z－4＝0的夹角；

（6）在一个空间直角坐标系中，3张平面的一般方程为

　　π1
 ：3x－4y＝0，π2
 ：y＋z＋1＝0，π3
 ：x＋2z＋3＝0．

⑴求π1
 ，π2
 的交线和π3
 的夹角，

⑵求π1
 ，π2
 的交线和π1
 ，π3
 的交线的夹角．

8．在空间直角坐标系中，直线
 和平面2x＋4y－5z＋1＝0平行，求t的值，并求它们的距离．

9．在空间直角坐标系中，求到平面4x－4y－2z－3＝0的距离等于3的点的轨迹．

10．在空间直角坐标系中，求经过z轴，并且和平面2x＋y－[image: 0476010121]
 的夹角为60°的平面的方程．

11．在空间直角坐标系中，求到平面3x－2y－6z－4＝0和2x＋2y－z＋5＝0距离相等的点的轨迹．

12．在空间直角坐标系中，求下列点到直线的距离：

（1）点（1，0，2），直线


（2）点（3，10，－1），直线


13．在空间直角坐标系中，求下列两条直线的距离：

　　
 和


　　
 和


　　
 和


14．在空间直角坐标系中，求下列各对异面直线的距离和公垂线的方程：

　　
 和


　　
 和



§5　旋转面、柱面和锥面

本节我们将对几种特殊的曲面建立方程．这些曲面的参数方程比较容易建立．但是曲面的参数方程不常用，因此我们的目标是建立这些曲面的一般方程．一般地说，建立一个几何图形的一般方程，先要找出图形上点的几何特征，然后把它转化为坐标所要满足的条件，就得到一般方程．

讨论中所采用的坐标系随是否涉及度量而定．如果与度量有关，则用直角坐标系，否则可用仿射坐标系．具体地讲，旋转面必须在直角坐标系中讨论，而柱面和锥面可在仿射坐标系中讨论．


　　5.1　旋转面

1．定义与几何特征

定义2.1　由空间的一条曲线Γ绕某一直线l旋转而得到的曲面称为旋转面．称l为它的轴线，称Γ为它的母线．

由母线上的每一点旋转而得的圆称为纬圆，它是以l为轴的圆，但如果此点是母线与轴线的交点时，就退化为一点．

例如，地球的表面是一个旋转面，连结南北极的直线是轴线，任何一条经线都可作为母线，纬圆就是地理学中的纬线或退化为北极和南极．又如以一个圆为母线，一条与它共面且相离的直线为轴线的旋转面是环面（图2.3）．球面是旋转面，每条直径所在的直线都可作为轴线．平面也可看作旋转面，它是一条直线绕与它垂直的轴线旋转的结果；并且任何一条法线都可作为轴线（请读者找一条母线）．

[image: 图片]


图　2.3

除了球面和平面等特殊情形，一般的旋转面的轴线是惟一的，但是母线则很多，旋转面上每一条和每个纬圆都相交的曲线都可作为母线．特别地，以轴线为界的半平面与旋转面的交线是母线，把它们称为旋转面的经线或子午线．

把以l为轴，Γ为母线的旋转面记作S．为了建立S的方程，首先来分析S上点的几何特征．设l过点M0
 ，平行于非零向量u0
 ．

显然，空间一点M在S上的充分必要条件是M绕轴线旋转而得的圆和Γ有交点；或者Γ上存在一点M′，使得它的纬圆经过M，也就是[image: 0476010122]
 与l垂直，并且M和M′到l的距离相等．因为[image: 0476010123]
 与l垂直，所以M和M′到l的距离相等等价于M和M′到M0
 的距离相等．于是我们得到：

M∈S[image: 0476010124]
 ⑴存在M′∈Γ，使得[image: 0476010125]
 ，并且

[image: 图片]


　　[image: 0476010126]
 ⑵M绕轴线旋转而得的圆和Γ有交点．

2．方程的建立

当Γ的方程给出后，利用上面充分必要条件⑴求S的方程的步骤为：先用[image: 0476010127]
 求出M′的坐标（作为M的坐标的函数），再用[image: 0476010128]
 写出S的方程．充分必要条件中出现长度和垂直等概念，因此应该选用直角坐标系．即使这样，对于一般的情形，方程本身及建立方程的过程可能会很复杂．因此下面只讨论两种比较简单的情形．

例2.12　在一个直角坐标系中，设旋转面的轴线l过点M0
 （1，3，－1），平行于向量u0
 （1，1，1），母线Γ是过点M1
 （0，－2，1），平行于向量u1
 （1，－1，1）的直线．求此旋转面的方程．

解　写出Γ的参数方程

[image: 图片]


对于点M（x，y，z），设Γ上满足[image: 0476010129]
 的点M′的参数为t′，则

[image: 图片]


由此解出t′＝x＋y＋z＋1，M′的坐标为（x＋y＋z＋1，－x－y－z －3，x＋y＋z＋2）．于是条件[image: 0476010130]
 ，即

[image: 图片]


化简得到旋转面的方程

[image: 图片]


为了使得计算过程和方程简单一些，实际上常用的一种方法是选择直角坐标系，使得轴线l为坐标轴．譬如l是z轴，条件[image: 0476010131]
 即M和M′有相等的z坐标．并且每一点到z轴的距离的平方就是它的x，y坐标的平方和，因此方程更容易建立．

例2.13　求旋转面的方程，其轴线是z轴，一条母线为直线

[image: 图片]


解　对于点M（x，y，z），设Γ上满足[image: 0476010132]
 的点M′的坐标为（x′，y′，z′），则z′＝z，并且
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得到x′＝2z－3，y′＝2－z．再由M′，M到z轴的距离相等得到

[image: 图片]


整理得到所求旋转面的方程

[image: 图片]


如果不仅轴线是z轴，并且Γ是yz平面（或xz平面）上的一条平面曲线f（y，z）＝0．则旋转面的方程容易用充分必要条件⑵（见第85页）建立．设点M（x，y，z）绕z轴旋转而得的圆周与yz平面的交点为M1
 和M2
 ，则它们的坐标分别为


 和


于是M∈S的充分必要条件是点M1
 和M2
 中有一个在Γ上，即

[image: 图片]


中至少有一式成立．由此得出S的方程

[image: 图片]


在这个方程中，x和y总是以x2
 ＋y2
 的形式一起出现．反之，有这样特征的方程，即形如F（x2
 ＋y2
 ，z）＝0的方程（在柱坐标系中形如G（r，z）＝0的方程）的图像一定是以z轴为轴线的旋转面．

请读者思考：以x轴或y轴为轴线的曲面的方程应该有什么特征？

例2.14　求以yz平面上的椭圆

[image: 图片]


为母线，z轴为轴线的旋转面的方程．

解　直接用公式（2.9），注意本题中
 ，因此公式（2.9）左边的两个括号中的式子是一样的．于是这个旋转面的方程为


我们把一个椭圆绕它的长轴或短轴旋转得到的旋转面称为旋转椭球面．它的几何形象是一个压扁了的球面（轴线是短轴时，见图2.4（a））或一个拉长了的球面（轴线是长轴时，见图2.4（b））．这个例子给出的是以z轴为轴线的一个旋转椭球面．请读者写出以x轴或y轴为轴线的旋转椭球面的方程．
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图　2.4

双曲线绕它的实轴旋转得到的旋转面和绕虚轴旋转得到的旋转面在几何形象上有明显的不同．前者是分离的两片，称为旋转双叶双曲面（图2.5）；后者连成一片，称为旋转单叶双曲面（图2.6）．

[image: 图片]


图　2.5

[image: 图片]


图　2.6

抛物线绕它的轴旋转得到的旋转面称为旋转抛物面（图2.7），它有很好的光学性质：在它焦点处射出的光线被它反射为平行光束．这个性质被应用到照明灯具（如探照灯）的制造上．
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图　2.7

下面我们写出这些旋转面的方程．

yz平面上的双曲线
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绕它的虚轴z轴旋转得到的旋转单叶双曲面的方程为

[image: 图片]


yz平面上的双曲线

[image: 图片]


绕它的实轴z轴旋转得到的旋转双叶双曲面的方程为

[image: 图片]


yz平面上的抛物线

[image: 图片]


绕对称轴z轴旋转得到的旋转抛物面的方程为

[image: 图片]


3．圆柱面和圆锥面

由直线绕与它平行的轴线旋转所得的旋转面称为圆柱面．母线与轴线的距离称为它的半径．圆柱面由轴线和半径这两个因素决定，它就是到轴线的距离等于半径的点的轨迹．

请注意，这里定义的圆柱面是向两侧无限伸展的，不同于中学课本里的有限圆柱体的侧面．

如果轴线经过点M0
 ，平行于向量u，半径等于r，则

[image: 图片]


即

[image: 图片]


这就是圆柱面的向量式方程．

如果知道轴线经过点M0
 ，平行于向量u，并且知道圆柱面上的一点M1
 ，则
 ，代入（2.10），得到方程

[image: 图片]


例2.15　已知圆柱面的轴线的一般方程

[image: 图片]


点M1
 （1，－2，1）在圆柱面上，求圆柱面的方程．

解　求出平行于轴线的一个向量u（1，2，－2）．再求出轴线上一点M0
 （0，1，－3）．用（2.11），得到方程
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展开并整理，得到

[image: 图片]


由直线绕与它相交而不垂直的轴线旋转所得的旋转面称为圆锥面．母线与轴线的交点称为锥顶，夹角称为它的半顶角．圆锥面由轴线、锥顶和半顶角这三个因素决定．

这里定义的圆锥面也和中学课本里的有限圆锥体的侧面不同，是无限伸展的，并且分成连接在锥顶处的两支．

假设锥顶为M0
 ，半顶角等于α，则圆锥面由M0
 和所有使得[image: 0476010133]
 与轴线的夹角等于α的点M构成．它的向量式方程为
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如果知道圆锥面上的一点M1
 ，则
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代入（2.12），得到方程

[image: 图片]


例2.16　已知圆锥面轴线在Ⅰ和Ⅶ卦限中，并且三条坐标轴都在此圆锥面上，求圆锥面的方程．

解　显然锥顶是原点．设向量u平行于轴线，并且坐标都是正数，则

[image: 图片]


即u的三个坐标相等，不妨假设u的坐标为（1，1，1）．M1
 （0，0，1）在此圆锥面上，用（2.13），得到方程
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即　　　　　　　


4．以直线为母线的旋转面

在以直线为母线的旋转面中，母线和轴线共面时的情形我们已经清楚：当母线和轴线平行时为圆柱面；相交而不垂直时为圆锥面；正交时为平面．现在讨论母线是和轴线异面的直线时的旋转面，并且假定直母线和轴线不垂直（垂直的情况请读者自己思考）．

例2.12和例2.13就是这种旋转面，但是从所得的方程不容易看出它的几何形象．下面我们在一个特定的直角坐标系中求这种旋转面的方程．

取直角坐标系，使得z轴就是轴线，原点在母线l与轴线的公垂线上，x轴就是公垂线，并且使得l在其正向．此时，l在平面

x＝d

上（d是l与z轴的距离，是一个正数），设其一般方程为

[image: 图片]


其中k≠0（否则l与z轴垂直）．用例2.13中的方法容易求出旋转面的方程：对任意一点M（x，y，z），则l上满足M′M垂直于z轴的点M′的坐标为
 ．于是旋转面的方程为
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即　　　　　　　　　　　


这是一个以z轴为轴线的旋转单叶双曲面．

反过来，一般的一个旋转单叶双曲面

[image: 图片]


是由直线


 或


绕z轴旋转得到的旋转面（图2.8）．由此我们对旋转单叶双曲面又有了进一步的了解：它是由许多直线所构成的，这种直线称为它的直母线，每一条直母线都是由l1
 或l2
 在旋转一个角度后所得到，因此有两族直母线（分别由l1
 或l2
 旋转出）．详细讨论看§7．
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图　2.8


　　5.2　柱面

定义2.2　由一族互相平行的直线构成的曲面称为柱面．称这些直线为它的直母线．柱面上的一条曲线如果和每一条直母线都相交，就称它为柱面的一条准线．

圆柱面是柱面，它的直母线平行于轴线．平面是一种很特殊的柱面，它上面的每条直线都是直母线．除了平面等特殊情形外，一般柱面的直母线的方向是确定的，称为柱面的方向，它可用一个非零向量u规定，并说柱面平行于u.

有了柱面的方向和它的一条准线，柱面就确定了．它既是准线沿着柱面的方向平行移动的轨迹，也是直母线沿着准线平行移动的轨迹．若柱面S平行于向量u，它的一条准线为Γ，则点M在S上的充分必要条件为：过M并且平行于u的直线与Γ相交．

设在一个仿射坐标系中，向量u的坐标为（k，m，n），Γ有方程

[image: 图片]


则点M（x，y，z）∈S的充分必要条件是，存在实数t，使得

[image: 图片]


如果从其中一式解出t（作为（x，y，z）的函数），代入另一式，就得到S的一般方程．

常用的情形是Γ为一条平面曲线（这种准线总是存在的，每张不平行于柱面方向的平面和柱面的交线就是这样的准线），并设F（x，y，z）＝0是平面的一般方程

Ax＋By＋Cz＋D＝0，

则由

A（x＋tk）＋B（y＋tm）＋C（z＋tn）＋D＝0，

解出

[image: 图片]


代入G（x＋tk，y＋tm，z＋tn）＝0，得到S的一般方程

[image: 图片]


例2.17　在一个仿射坐标系中，柱面平行于向量（1，1，1），一条准线的方程为

[image: 图片]


求柱面的方程．

解　从

[image: 图片]


的第一式解出

[image: 图片]


代入第二式：

[image: 图片]


展开并整理得到柱面的方程

　


下面给出两种特殊（也是常用的）情形下柱面的方程：

（1）准线在某个坐标平面上．譬如柱面平行于向量u（k，m，n），有一准线在xy平面上，方程为

[image: 图片]


则
 柱面的方程为

[image: 图片]


（2）如果柱面平行于某个坐标轴，譬如z轴，此时再假设柱面和xy平面的交线为

[image: 图片]


则此柱面的方程就是

[image: 图片]


反过来，缺少一个变量的一个方程式在空间仿射坐标系中的图像是柱面，它平行于所缺的那个变量所对应的坐标轴．


　　5.3　锥面

定义2.3　由一族过同一点M0
 的直线构成的曲面称为锥面．称这些直线为它的直母线．称M0
 为锥顶，锥面上不过锥顶的一条曲线如果和每一条直母线都相交，就称为它的一条准线．

圆锥面是锥面．平面也是一种很特殊的锥面，它上面的每一点都可作为锥顶．共轴平面系中的两个或多个平面一起也构成锥面，轴上的每一点都可看作锥顶．除了这种特殊情形外，一般的锥面的锥顶是确定的．

有了锥顶和一条准线，锥面就确定了．如果一个点不是锥顶，则它在锥面上的充分必要条件是它与锥顶的连线和准线相交．

设在一个仿射坐标系中，锥顶M0
 的坐标为（x0
 ，y0
 ，z0
 ），准线Γ有方程

[image: 图片]


则点M（x，y，z）在锥面上的充分必要条件为：存在实数t，使得

[image: 图片]


从其中一式解出t，代入另一式，就得到锥面的方程．

当准线是平面曲线时，计算比较简单（但是和柱面的情形不同，并非每张不过锥顶的平面和锥面的交线都是准线，因为可能有的直母线和此平面平行；也不是每个锥面都有准线是平面曲线）．

例2.18　在一个仿射坐标系中，锥顶为（0，2，5），准线Γ的方程为
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求锥面的方程．

解　将（2.15）式化为

[image: 图片]


由其中第二式求出
 ，代入第一式，得
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这个方程的图像是锥面去掉锥顶．如果去分母，得到
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整理后得到方程
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因上面去分母会增加方程式的解，并且所增加的解也就是方程组

[image: 图片]


的解（0，2，5），它就是锥顶的坐标．因此最后所得的方程正好是锥面的方程．

实用上常把坐标系的原点取在锥顶，此时，如果准线在平行于坐标平面的一张平面上，譬如为

[image: 图片]


则用上述方法得到方程
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它是去掉锥顶的锥面的方程．如果f（x，y）是n次多项式，则此方程可有理化为一个n次齐次方程（即其左边多项式的每一项都是n次项）：

[image: 图片]


它的图像多了锥顶．但是要注意，也可能增加了一些别的点（见下面的例子）．

一般地，每个n次齐次方程的图像一定是锥顶为原点的锥面（请读者自己证明）．

例2.19　设锥顶为原点，准线的方程为

[image: 图片]


求锥面的方程．

解　去掉锥顶（原点）的锥面的方程为

[image: 图片]


这个方程的图像不包含原点．如果有理化得到
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图像不仅多了原点，还多了个整个y轴．这是一个后面要讲的二次锥面．原锥面则是它去掉y轴（但是保留原点），在几何直观上是不完整的．这个问题以后我们还会讨论．

例2.20　设锥顶为原点，准线的方程为

[image: 图片]


求锥面的方程．

解　去掉锥顶（原点）的锥面的方程为

[image: 图片]


有理化得

[image: 图片]


图像多了两条直线：
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习　题　2.5

1．在空间直角坐标系中，求下列旋转面的方程：

（1）直线
 绕z轴旋转；

（2）直线
 绕直线
 旋转；

（3）曲线
 绕x轴旋转；

（4）曲线
 绕y轴旋转；

（5）曲线
 绕y轴旋转；

（6）曲线
 绕x轴旋转；

（7）曲线
 绕y轴旋转．

2．曲线
 绕y轴旋转所得旋转曲面就是x2
 ＋y2
 ＝1吗？为什么？

3．求曲线
 绕y轴旋转所得旋转曲面的方程．

4．在空间直角坐标系中，求下列直线绕z轴旋转所得旋转曲面的方程：




（2）直线
 （a和c都不为0）．

5．在空间直角坐标系中，求下列轨迹的方程：

（1）离两点（－3，0，0），（3，0，0）的距离之和等于10的点的轨迹；

（2）离两点（1，0，0），（4，0，0）的距离之比等于1∶2的点的轨迹．

6．已知点M到平面π的距离为4，建立适当的空间直角坐标系，写出下列轨迹的方程：

（1）到M和平面π的距离相等的点的轨迹；

（2）到M和平面π的距离之比为3∶1的点的轨迹．

7．在空间直角坐标系中，求下列圆柱面的方程：

（1）直线
 旋转所得；

（2）轴线过点（1，0，2），平行于向量u（1，2，3），半径为3；

（3）轴线为
 ，点（1，－1，0）在圆柱面上；

（4）平行于向量u（1，1，1），其上有点（0，0，0），（－1，0，1），（1，－1，0）．

8．在空间直角坐标系中，球面S的半径为2，球心坐标为（0，1，－1）．求S的平行于向量u（1，1，1）的切柱面的方程．

9．经过曲线
 的圆柱面有几个？写出它们的方程．

10．在空间直角坐标系中，求下列圆锥面的方程：

（1）直线
 绕
 旋转所得；

（2）顶点为（1，0，2），轴线平行于向量u（2，2，－1），半顶角为


（3）顶点为（1，－1，1），轴线平行于向量u（2，2，1），经过点（3，－1，－2）；

（4）球面x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋2x－4y＋4z＋5＝0的顶点为（0，0，0）的外切锥面．

11．以一条给定直线l为轴，并且经过两个不在l上的不同点M1
 ，M2
 的圆锥面有多少个？（分别就M1
 ，M2
 的情形讨论.）

12．设在空间直角坐标系中，直线l经过点（3，－2，3），平行于x轴，写出以l为轴，并且经过点M1
 （2，－1，3），M2
 （－2，－2，0）的圆锥面的方程．

13．在空间直角坐标系中，直线
 
 相交．求a，并求l2
 绕l1
 旋转出的曲面的方程．

14．求下列柱面的方程：

（1）平行于y轴，有一条准线为


（2）平行于x轴，有一条准线为


（3）平行于z轴，有一条准线为


（4）平行于向量u（1，－1，1），有一条准线为


（5）平行于向量u（－1，0，1），有一条准线为


（6）平行于向量u（－2，0，1），有一条准线为


15．求单参数直线族
 （t任意）形成的曲面的方程．

16．证明在空间仿射坐标系中，方程为




的图像是柱面，其中




17．求下列锥面的方程：

（1）顶点为原点，一条准线为


（2）顶点为原点，一条准线为


（3）顶点为（0，1，2），一条准线为


（4）顶点为（0，0，2），一条准线为



§6　二 次 曲 面

一个仿射坐标系中，x，y，z的一个二次方程的图像称为二次曲面．这不是一个纯几何的概念，因为它不是用图形本身的几何特征（如同旋转面、柱面和锥面那样）来规定，而是用方程定义的．例如，方程x2
 ＋y2
 ＝0的图像是直线（z轴），但是它也算作二次曲面．本节要做的不再同上节那样从几何特征求方程，而是从方程出发研究图形的几何特征．

二次方程的一般形式为

[image: 图片]


它有10个系数，不难想到这些系数的变化都要影响到几何特征．因此有许多不同类型的二次曲面．我们将在下一章列出各种二次曲面的类型，本节只在直角坐标系中讨论5种方程的图像，这5和方程是：

　　


下面我们用三种不同的方法来研究它们的图像．


　　6.1　压缩法

压缩是几何图形的一种非常形象而直观的变形．平面上的一个椭圆可以看作被拉长（或压扁）了的圆．反之，椭圆也可压缩（或拉伸）成为圆．例如一个长轴为3，短轴为[image: 0476010134]
 的椭圆如果在长轴方向压缩3倍，短轴方向拉伸2倍，就变为一个半径为1的圆．

椭圆和圆的这种关系使得我们就可从圆来很直观地认识椭圆的形象和性质了．我们把这种研究图形几何特征的方法称为压缩法．

用压缩法研究上面所列的二次方程（除（5）之外）的图像，可以很容易地得到它们的直观形象．

在空间中取定了一个空间直角坐标系后，对点M（x，y，z）做向xy平面的、系数为k的压缩，就是把它变为点（x，y，kz）．如果对空间的每一点做这种压缩，就得到空间（作为点的集合）到自己的一个一一对应，称为空间向xy平面的系数为k的压缩变换．同样可规定空间对xz平面和对yz平面的压缩变换．这里的系数是一个正数．当它小于1时，是真正意义的压缩，当它大于1时实际上是拉伸．以后统一称为压缩．

对一个图形作向xy平面的、系数为k的压缩，就是对图形上的每一点做这个压缩．

设图形S有方程

F（x，y，z）＝0，

它经过向xy平面的、系数为k的压缩后变为S′．我们来求S′的方程．

空间任意一点M′（x，y，z）是由点
 压缩而得．因此M′∈S′的充分必要条件是，M∈S，即

[image: 图片]


这就是S′的方程．由此不难看出，平面经过压缩得到的仍是平面（因为它的方程仍是一次方程）．直线（作为两张平面的交线）经过压缩仍是直线，并且压缩不会改变两条直线的共面性和平行性．

现在我们来看上页列出的5个二次方程中的前4个方程的图像：




它的图像是由单位球面




经过三次压缩得到的图形：向yz平面做系数为a的压缩；向xz平面做系数为b的压缩；向xy平面做系数为c的压缩．读者不难想象出它的几何形象．这种图形称为椭球面．（严格地说，一个图形如果在某个空间直角坐标系中有形如
 的方程，就称为椭球面．下面几个曲面的严格定义类似．）




它的图像是由旋转单叶双曲面




向xz平面做系数为
 的压缩得到的图形，这种图形称为单叶双曲面．




它的图像是由旋转双叶双曲面




向xz平面做系数为
 的压缩得到的图形，这种图形称为双叶双曲面．




它的图像是由旋转抛物面




向xz平面做系数为
 的压缩得到的图形，这种图形称为椭圆抛物面．

上面我们用压缩法得到了前4个二次方程的图像的几何形象，第5个方程的两个平方项的符号不同，因而它的图像不是旋转曲面的压缩像．


　　6.2　对称性

对称性是一种重要的几何性质，上面所列的5种二次曲面都有很好的对称性．

在直角坐标系中，如果一个图形的每一点关于某坐标平面的对称点也在此图形上，就说它关于此坐标平面对称．

点M（x，y，z）关于xy平面的对称点的坐标为（x，y，－z），于是如果二次曲面的方程中z只以平方项的形式出现，则它一定关于xy平面对称．对另两张坐标平面的对称性也有同样的结论．

如果一个图形的每一点关于某坐标轴的对称点也在此图形上，就说它关于此坐标轴对称．

点M（x，y，z）关于x轴的对称点的坐标为（x，－y，－z），于是如果二次曲面的方程中y，z只以平方项和交叉项yz的形式出现，则它一定关于x轴对称．对另两条坐标轴的对称性也有同样的结论．

如果一个图形的每一点关于某点的对称点也在此图形上，就说它关于该点对称．

点M（x，y，z）关于原点的对称点的坐标为（－x，－y，－z），于是如果二次曲面的方程中只有二次项和常数项，没有一次项，则它一定关于原点对称．

方程（1），（2）和（3）中三个变量都以平方项形式出现，因此它们的图像——椭球面、单叶双曲面和双叶双曲面关于原点、各坐标平面和各坐标轴都对称．方程（4）中x，y以平方项出现，而z不是，它的图像——椭圆抛物面只关于yz平面、xz平面和z轴对称，而对xy平面、x轴和y轴都不对称，对原点也不对称．方程（5）的图像的对称性和椭圆抛物面完全一样．


　　6.3　平面截线法

平面截线法是通过考察一族互相平行的平面和曲面的交线（称为曲面的平面截线）的变化情况来认识曲面的方法．地理学中常用的等高线法就是这种方法．通常用平行于坐标平面的平面族的截线．例如

对于椭球面

[image: 图片]


平行于xy平面的平面z＝h的截线为

[image: 图片]


当|h|＜c时，该截线为椭圆，它随着|h|的增大而缩小，但离心率不变；当|h|＝c时截线缩为一点；如果|h|＞c，截线为空集．由此可见，椭球面局限于－c≤z≤c的范围内，用平行于另两张坐标平面的平面截割，情形完全类似．椭球面在长方体

[image: 图片]


内．

对于单叶双曲面

[image: 图片]


平行于xy平面的平面z＝h的截线为

[image: 图片]


该截线是椭圆，它随|h|的减小而缩小，离心率不变．在h＝0时的截线最小，是xy平面上的椭圆
 ，称为单叶双曲面的腰椭圆．整个曲面位于柱面
 的外面，只有腰椭圆在此柱面上．但是，平行于另两张坐标平面的平面截线不是椭圆．例如，平面

x＝k

的截线为

[image: 图片]


当k＝a时，该截线是两条相交直线，交点在腰椭圆上，坐标为（a，0，0）；当|k|＜a或|k|＞a时，截线都是双曲线．但|k|＜a时双曲线的实轴平行于y轴，虚轴平行于z轴；|k|＞a时则相反．平面y＝k的截线的情况类似．

对于双叶双曲面

[image: 图片]


平行于xy平面的平面z＝h的截线为

[image: 图片]


当|h|＞c时该截线为椭圆，它随|h|的减小而缩小；在|h|＝c时缩为一点；|h|＜c时为空集．因此在平面

z＝c　和　z＝－c

之间无此双叶双曲面的点．但是，平行于yz平面和xz平面的任何平面的截线总是双曲线，实轴平行于z轴．

对于椭圆抛物面

[image: 图片]


平行于xy平面的平面z＝h的截线为

[image: 图片]


当h＞0时该截线为椭圆，它随h的减小而缩小；在h＝0时缩为一点；h＜0时为空集．因而此双叶双曲面在xy平面的上方．但是，平行于yz平面和xz平面的任何平面的截线总是抛物线，对称轴平行于z轴．

上面4张曲面的平面截线也可从它们的几何形象得到，反过来，通过平面截线又能加深对它们几何形象的了解．

第5种方程

[image: 图片]


的图像称为双曲抛物面．平行于xy平面的平面

z＝h，

它的截线为

[image: 图片]


当h＝0时该截线是xy平面上的两条相交于原点的直线，当h≠0时是双曲线．h＞0时，双曲线的实轴平行于x轴，虚轴平行于y轴；h＜0时则相反．但是，平行于另两张坐标平面的平面的截线都是抛物线．例如平面

y＝k

的截线为

[image: 图片]


对任何k，它的对称轴总平行于z轴，并且开口向着z轴正向．它的大小形状和k无关，但是顶点随着|k|的增加而降低．另一平面

x＝k

的截线为

[image: 图片]


它的对称轴也平行于z轴，但开口向着z轴负向，大小形状也和k无关．顶点随着|k|的增加而上升，并且顶点坐标为（k，0，k2
 /2a2
 ），因此在抛物线

[image: 图片]


上．因而整个曲面可看作以抛物线

[image: 图片]


为顶点并约束在抛物线

[image: 图片]


上的平行移动的轨迹（见图2.9）．于是我们就有了对此曲面几何形象的认识．它经过原点，并且在原点附近的一个小块像一个马鞍，因此双曲抛物面也称为马鞍面．

[image: 图片]


图　2.9


习　题　2.6

1．证明：如果曲面S关于一个空间直角坐标系的xy平面和xz平面都对称，则它关于x轴也对称．

2．在空间直角坐标系中，一个椭球面关于三张坐标平面都对称，并且经过点（1，2，[image: 0476010135]
 ）和曲线
 写出它的方程．

3．在空间直角坐标系中，写出下列二次曲面的方程：

（1）椭圆抛物面，它的顶点就是原点，关于xz平面和yz平面都对称，并且经过点（1，2，5）和（[image: 0476010136]
 ，－1，1）；

（2）马鞍面，它关于xz平面和yz平面都对称，并且经过点（1，2，0），（2，0，2）和原点；

（3）关于xy平面和yz平面都对称，其上有两条曲线：

[image: 图片]


4．在空间直角坐标系中，下列二次曲面关于3个坐标平面都对称，写出它们的方程：

（1）已知它的两条截线：

[image: 图片]


（2）已知它上面有两条曲线：

[image: 图片]


（3）已知它上面有两条曲线：

[image: 图片]


5．称锥面
 为单叶双曲面
 和双叶双曲面
 的渐近锥面．证明：当单叶双曲面
 （双叶双曲面
 ）上的点到原点的距离无限增大时，它到锥面
 的距离趋向于0.

6．证明：在通过坐标轴的平面和椭球面

[image: 图片]


相截所得到的截线中，只有两条是圆；指出它们的位置．

7．已知a＞b＞c＞0，讨论k的不同取值时方程

[image: 图片]


的图像．

8．已知a＞b＞0，讨论k的不同取值时方程

[image: 图片]


的图像．


§7　直纹二次曲面

由一族直线构成的曲面称为直纹面，这些直线称为它的直母线．例如柱面、锥面或平面都是直纹面；旋转单叶双曲面也是直纹面，因为它可由一条直线绕轴旋转而得到．我们关注的是二次曲面中的直纹面．

如果一个二次曲面是柱面或锥面，它一定是直纹二次曲面．例如，当二次方程

F（x，y，z）＝0

的左边只有二次项，没有常数项和一次项，则它是一个锥面（称为二次锥面），是直纹面．又若F（x，y，z）中有一个变量没有出现，则它是一个柱面（称为二次柱面），也是直纹面．如果F（x，y，z）可分解为两个一次式的乘积：

F（x，y，z）＝（A1
 x＋B1
 y＋C1
 z＋D1
 ）（A2
 x＋B2
 y＋C2
 z＋D2
 ），记πi
 为平面Ai
 x＋Bi
 y＋Ci
 z＋Di
 ＝0（i＝1，2），则二次曲面F（x，y，z）＝0是π1
 和π2
 的并集，它或是两张相交平面（当π1
 和π2
 相交时），或是两张平行平面（当π1
 和π2
 平行而不重合时），或是一张平面（当π1
 和π2
 重合时）．不论哪种情况，它都是直纹面．

下面要讨论上节中所讲的5种二次曲面中哪些是直纹二次曲面．

椭球面不是直纹面，因为它是有界的，容不下直线．椭圆抛物面也不是直纹面，因为它位于xy平面的上方，如果它上面有直线则此直线一定平行于xy平面，但是它的z＝h平面的截线是椭圆，容不下直线．用类似方法还可说明双叶双曲面也不是直纹面．下面我们来讨论单叶双曲面和双曲抛物面的直纹性．


　　7.1　双曲抛物面的直纹性

双曲抛物面上有直线，这是已经知道的．例如xy平面的截线就是一对相交直线．

把双曲抛物面S的方程

[image: 图片]


改写为

[image: 图片]


就容易看出对于任何实数c，平面

[image: 图片]


和S的交线是直线

[image: 图片]


平面

[image: 图片]


和S的交线是直线

[image: 图片]


于是我们得到S上的两族直母线（图2.10）

[image: 图片]


和　　　　　　　　　　　　　


[image: 图片]


图　2.10

下面讨论这两族直母线的性质．

（1）对S上的每一点M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ），每族直母线中都恰好有一条经过M0
 ．

令
 ，则M0
 在平面
 上，从而M0
 ∈lc0

 ．显然，当c≠c0
 时，M0
 不在平面
 上，从而不在lc
 上．于是I中经过M0
 的直线只有lc0

 一条．

类似地，令
 ，I′中经过M0
 的直线只有[image: 0476010137]
 一条．

（2）同族直母线都平行于同一张平面．同族的两条不同直母线一定异面．

第一个结论是显然的，I中的直母线都平行于

[image: 图片]


I′中的直母线都平行于

[image: 图片]


设c1
 ≠c2
 ，则直线lc1

 和lc2

 分别在平面
 和
 上，因此它们不相交．下面说明它们不平行．lc1

 平行于直线

[image: 图片]


lc2

 平行于直线

[image: 图片]


因此只用证明这两条直线不平行，即

[image: 图片]


这三张平面相交于一点．行列式

[image: 图片]


由命题2.2，知道这三张平面确实相交于一点．

（3）异族直母线一定相交．

任取两数c1
 ，c2
 ，两条直线lc1

 和[image: 0476010138]
 的方程可分别写作


 　和　


它们联立所得方程组

[image: 图片]


有惟一解
 ，说明lc
 和[image: 0476010139]
 相交．

（4）I和I′无公共直母线（由（3）推出）．

（5）S上所有直母线都在I或I′中．

如果l是S的直母线，则它不会平行于xz平面和yz平面（请自己说明原因），因此可假设它在xy平面上的投影的方程为y＝tx＋r，其中t≠0．于是l有一般方程

[image: 图片]


从而又有一般方程

[image: 图片]


其中第一个方程的图像是平行于y轴的柱面．该柱面与平面y＝ta＋r的交线是直线的充分必要条件是，它本身是一张平面，即它的左边是一次式．由此得到[image: 0476010140]
 ．于是l的方程为

[image: 图片]


的形式，不难看出，它是I或I′中的直母线．


　　7.2　单叶双曲面的直纹性

1．单叶双曲面直纹性的定性讨论

[image: 图片]


图　2.11

单叶双曲面可由旋转单叶双曲面经过压缩而得到．旋转单叶双曲面是直纹面（见图2.8），而压缩把直线变为直线，并且保持直线的共面性，可见单叶双曲面是直纹面（图2.11）．要了解单叶双曲面上的直母线的性质，只需弄清楚旋转单叶双曲面S0
 ：

[image: 图片]


上的直母线的性质．

S0
 是旋转面，是由直线


 或


绕z轴旋转而得到的曲面．

记lθ
 ，[image: 0476010141]
 分别是l0
 ，[image: 0476010142]
 绕z轴旋转θ角所得的直线．I＝{lθ
 |0≤θ＜2π}和[image: 0476010143]
 ，这是S0
 上的两族直母线．下面讨论它们具有的5条性质．

先指出一个事实：S0
 与平面x＝1相交的方程为

[image: 图片]


即　　　　　　　　　　　


因此交线就是两条直线l0
 和[image: 0476010144]
 的并集．

（1）对S0
 上的每一点M0
 ，每族直母线中都恰好有一条经过M0
 ．

这是因为l0
 （[image: 0476010145]
 ）旋转一圈时，扫过S0
 上的每一点恰好一次．

（2）S0
 上直母线都在I或I′中．

设l是S0
 上的一条直母线，则它一定和xy平面相交，并且交点在腰圆

[image: 图片]


上，从而l和z轴的距离为1．于是l可旋转到平面x＝1上，成为x＝1上的直母线，即是l0
 或[image: 0476010146]
 ，因此l在I或I′中．

（3）同族的两条不同直母线一定异面．同族的任何三条不同直母线都不会平行于同一张平面．

由（1）知道同族的两条不同直母线一定不相交．只要再证明它们不平行．以I族为例，l0
 平行于向量u（0，1，1），从而lθ
 平行于向量uθ
 （－sinθ，cosθ，1）．不难验证，当0≤θ1
 ＜θ2
 ＜2π时，uθ1

 和uθ2

 不平行；当0≤θ1
 ＜θ2
 ＜θ3
 ＜2π时，uθ1

 ，uθ2

 和uθ3

 不共面．

（4）异族直母线一定共面．

先证明对任何θ，[image: 0476010147]
 和lθ
 一定共面．如果θ＝π，则lπ
 平行于uπ
 （0，－1，1），从而平行于[image: 0476010148]
 ．否则，lθ
 和平面x＝1相交，并且（根据上面指出的事实）交点P在l0
 或[image: 0476010149]
 上．但是lθ
 和l0
 不相交，P一定在[image: 0476010150]
 上，即[image: 0476010151]
 和lθ
 相交于P点．

对于lθ1

 和[image: 0476010152]
 ，它们都是lθ1
 －θ2

 和[image: 0476010153]
 绕z轴旋转θ2
 角所得到直母线，由于lθ1
 －θ2

 和[image: 0476010154]
 共面，lθ1

 和[image: 0476010155]
 也共面．

（5）I和I′无公共直母线（由（3）和（4）推出）．

显然，以上这5条性质在图形作压缩时不会改变的，因此任何单叶双曲面的直母线都具有以上5条性质．

比较单叶双曲面和双曲抛物面的直纹性，它们的直母线有许多性质是一致的，但是也有不同之处．一是单叶双曲面异族直母线可能相交，也可能平行；而双曲抛物面的异族直母线都相交，因此它没有平行的直母线．二是单叶双曲面上同族的任何三条不同直母线都不会平行于同一张平面；而双曲抛物面的同族的直母线皆平行于同一张平面．这两个区别能帮助我们分辨这两类不同曲面．

2．单叶双曲面直纹性的定量讨论

下面我们要求出单叶双曲面S

[image: 图片]


上的直母线的方程．先把方程改写为

[image: 图片]


不难看出，对于任意不全为零的一对实数s，t，直线

[image: 图片]


和　　　　　　　　　


都在S上．于是就得到S上的两大类直母线：

{ls∶t
 |s，t不全为零}　和　{[image: 0476010156]
 ，t不全为零}；

并且它们有以下性质：

（1）每类中的直母线是同族的（按照上面1中的族的分法）．

先证明对于任意s，t，ls∶t
 与[image: 0476010157]
 共面．[image: 0476010158]
 的一般方程为

[image: 图片]


因此对于任意s，t，平面
 总是过[image: 0476010159]
 的，于是ls∶t
 与[image: 0476010160]
 共面．

容易验证（请读者自己做），l1∶0
 与[image: 0476010161]
 平行而不重合；当s：t≠1∶0时，ls∶t
 与[image: 0476010162]
 相交．

于是，{ls∶t
 |s，t不全为零}中的直母线都和[image: 0476010163]
 异族，从而是同族的．类似地，{[image: 0476010164]
 ，t不全为零}中的直母线也是同族的．

（2）对于S上的每一点，两类中各有一条直母线经过它．

设M0
 （x0
 ，y0
 ，z0
 ）∈S．注意到
 不都为0．

如果
 ，令
 ，则M0
 在ls∶t
 上；令
 ，则M0
 在[image: 0476010165]
 上．

如果
 ，令
 ，则M0
 在ls∶t
 上；令
 ，则M0
 在[image: 0476010166]
 上．

于是{ls∶t
 |s，t不全为零}和{[image: 0476010167]
 ，t不全为零}给出了S的所有直母线，并且它们恰好是S上的两族直母线．

上面我们讨论了二次柱面、二次锥面、单叶双曲面和双曲抛物面这几种二次曲面的直纹性．事实上，它们包括了除了平面性的二次曲面外的全部直纹二次曲面（对这个结论的严格论证比较复杂，涉及到二次曲面的分类问题，下一章中我们会给出有关的结论）．因此，如果一个非平面性的二次曲面是直纹面（其实只要包含有直线），它又不是二次柱面和二次锥面，那么就一定是单叶双曲面或双曲抛物面．至于要判断是这两种曲面中的哪一种，可利用它们性质上的差别：

（1）单叶双曲面存在平行的直母线，双曲抛物面上任何两条直母线都不平行；

（2）双曲抛物面的同族直母线平行于同一张平面，而单叶双曲面的任何三条同族直母线都不平行于同一张平面（即它们的方向向量不共面）．


习　题　2.7

1．求单叶双曲面
 的过点（2，－3，4）的两条直母线的方程．

2．证明：单叶双曲面或双曲抛物面的任何3条直母线不会在同一张平面上．

3．求双曲抛物面
 的正交直母线交点的轨迹．

4．设A是给定点，u，v，w是3个不共面的向量，记At
 为满足[image: 0476010168]
 的点，lt
 为经过At
 、平行于v＋tu的直线．证明：由单参数直线族{lt
 |t∈R}形成的图形是马鞍面．

5．由参数方程给定两条直线：

[image: 图片]


求由所有连结l1
 和l2
 上有相同参数的点的直线所构成的图形的方程，并指出是什么图形．

6．设l1
 和l2
 是两条异面的直线，它们都和平面π不平行，证明：所有与l1
 和l2
 都相交，并且平行于π的直线构成马鞍面．

7．设l1
 ，l2
 ，l3
 是3条两两异面的直线，证明：所有和它们都共面的直线构成单叶双曲面或双曲抛物面，并指出何时构成单叶双曲面，何时构成双曲抛物面．

8．设l1
 和l2
 是两条异面的直线，把分别过l1
 和l2
 ，并且互相垂直的平面的交线的轨迹记作S．

（1）证明l1
 和l2
 都在S上；

（2）证明S是直纹二次曲面；

（3）证明：当l1
 和l2
 互相平行时，S是圆柱面，指出它的轴线和半径；

（4）证明：当l1
 和l2
 相交但不垂直时，S是锥面，但不是圆锥面；

（5）当l1
 和l2
 垂直时，S是什么图形？

（6）当l1
 和l2
 异面但不垂直时，S是什么曲面？

9．设直线li
 过点Mi
 ，平行于向量ui
 （i＝1，2）．在一个空间直角坐标系中，M1
 的坐标为（1，0，1），M2
 的坐标为（1，1，1）；u1
 的坐标为（1，0，1），u2
 的坐标为（0，1，1）．求与l1
 和l2
 都相交，并与向量u3
 （1，1，0）垂直的所有直线所构成曲面的方程，说明它是什么曲面．

10．在空间直角坐标系中，直线l1
 ，l2
 的方程分别为：

[image: 图片]


过l1
 作平面π1
 ，过l2
 作平面π2
 ，使得π1
 ⊥π2
 ．求π1
 和π2
 的交线轨迹的方程，并指出这是什么曲面．

11．在空间直角坐标系中，给出两条异面直线：

l1
 ：过点M1
 （1，－3，5），平行于向量u1
 （1，0，1）；

l2
 ：过点M2
 （0，2，－1），平行于向量u2
 （－1，2，0），

设Γ是所有与l1
 正交，与l2
 共面的直线的轨迹．

（1）求Γ的方程；

（2）说明Γ是什么曲面？（说出理由）


第三章　坐标变换与二次曲线的分类

在不同的坐标系中，点的坐标不相同，从而图形方程也不相同．例如在平面上，圆锥曲线（椭圆、双曲线、抛物线）只在标准坐标系（即以对称轴为坐标轴的直角坐标系）中的方程才是标准方程（
 和y2
 ＝2px等形式的方程），在别的坐标系中的方程可能会很复杂；在第二章中的椭球面、单叶双曲面、双叶双曲面、椭圆抛物面和马鞍面等二次曲面也是在特殊的直角坐标系中讨论的，在一般的仿射坐标系中的二次方程的图像是否也属于这5类曲面之一？还有没有别的可能？于是，解析几何学自然要面对两个问题：对于给定的图形，怎样选坐标系，使得它的方程最简单？在不同的坐标系中，图形的方程之间有什么关系？这些就是本章所要讨论的内容．§1讨论坐标变换的一般规律，即给出点、向量和图形的坐标变换的公式．后面几节以平面上的二次曲线为典型例子进行讨论，将提出“不变量”等重要几何思想．

作为工具，本章的论证中将较多地用到线性代数学中的矩阵，对矩阵及其运算不熟悉的读者可先读附录．


§1　仿射坐标变换的一般理论

设在空间中我们取定两个仿射坐标系，它们的标架分别为I[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]和I′[O′；[image: 0476020001]
 ，[image: 0476020002]
 ，[image: 0476020003]
 ]．一个点或一个向量在I和I′中有不同的坐标（x，y，z）和（x′，y′，z′），它们有什么关系？一个图形在I和I′中有不同的方程，它们怎样互相转化？下面我们来讨论这些问题．


　　1.1　过渡矩阵、向量和点的坐标变换公式

先讨论一个向量α在I和I′中的坐标（x，y，z）和（x′，y′，z′）之间的关系．显然，这是与I和I′之间的位置关系直接相关的．

设[image: 0476020004]
 ，[image: 0476020005]
 ，[image: 0476020006]
 在I中的坐标依次为（c11
 ，c21
 ，c31
 ），（c12
 ，c22
 ，c32
 ），（c13
 ，c23
 ，c33
 ），即

[image: 图片]


于是由坐标的定义，

[image: 图片]


这说明α在I中的坐标为

[image: 图片]


用矩阵写出为

[image: 图片]


称（3.1）和（3.1a）为向量的坐标变换公式，（3.1a）中的矩阵

[image: 图片]


称为从坐标系I到I′的过渡矩阵，它是以[image: 0476020007]
 ，[image: 0476020008]
 ，[image: 0476020009]
 在I中的坐标为各个列向量的三阶矩阵．

现在讨论点的坐标变换公式．设点M在I和I′中的坐标分别为（x，y，z）和（x′，y′，z′），它们分别是向量[image: 0476020010]
 在I中的坐标和向量[image: 0476020011]
 在I′中的坐标．因为[image: 0476020012]
 和[image: 0476020013]
 不同，所以不能直接套用（3.1）和（3.1a）．用（3.1a）可得到[image: 0476020014]
 在I中的坐标

[image: 图片]


由于[image: 0476020015]
 ，如果设点O′（即向量[image: 0476020016]
 ）在I中的坐标为（d1
 ，d2
 ，d3
 ），则

[image: 图片]


这就是点的坐标变换公式的矩阵形式．点的坐标变换公式的一般形式为

[image: 图片]


请注意，（3.1），（3.1a），（3.2），（3.2a）都是由I′中的坐标求I中的坐标公式．


　　1.2　图形的坐标变换公式

先讨论曲面的坐标变换公式．

设S是一张曲面，它在I中的一般方程为F（x，y，z）＝0，求它在I′中的一般方程．

对于点M，如果它在I′中的坐标为（x′，y′，z′），则它在I中的坐标为（c11
 x′＋c12
 y′＋c13
 z′＋d1
 ，c21
 x′＋c22
 y′＋c23
 z′＋d2
 ，c31
 x′＋c32
 y′＋c33
 z′＋d3
 ），因此M在S上的充分必要条件为

[image: 图片]


把上式左边的函数式记作G（x′，y′，z′），则G（x′，y′，z′）＝0是S在I′中的一般方程，称它为由S在I中的方程F（x，y，z）＝0经过坐标变换转化为S在I′中的方程．

对于曲线Γ，可看作两张曲面的交线，它在I中的一般方程为两个3元方程式的联立方程组，把这两个方程都用坐标变换转化为I′中的方程，联立得到它在I′中的一般方程．

例3.1　设从坐标系I到I′的过渡矩阵为

[image: 图片]


O′在I中的坐标为（1，－2，0）．

（1）设平面π在I中的一般方程为

[image: 图片]


求π在I′中的一般方程；

（2）设直线l在I中的标准方程为

[image: 图片]


求l在I′中的方程．

解　向量的坐标变换公式为

[image: 图片]


点的坐标变换公式为

[image: 图片]


（1）将（3.4）代入π在I中的一般方程3x＋2y－z＋2＝0中，得到

[image: 图片]


整理后得到π在I′中的一般方程：

[image: 图片]


（2）我们用下面两种方法求l在I′中的方程．

方法1．求l在I′中的一般方程．先写出l在I中的一般方程，例如

[image: 图片]


对这两个方程表示的曲面分别用（1）中的方法求出它们在I′中的一般方程，联立得到l在I′中的一般方程：

[image: 图片]


方法2．求l在I′中的标准方程．记M是在I中的坐标为（1，0，2）的点，α是在I中的坐标为（3，－2，1）的向量，则l过点M，平行于向量α．分别求出M和α在I′中的坐标，就可写出l在I′中的标准方程了．

以x＝1，y＝0，z＝2代入（3.4），就得到关于M在I′中坐标的方程组

[image: 图片]


以x＝3，y＝－2，z＝1代入（3.3），就得到关于α在I′中坐标的方程组

[image: 图片]


用矩阵消元法解这两个方程组（它们的系数矩阵一样，因此可放在一起求解）：

[image: 图片]


于是求出M和α在I′中的坐标分别为（－4，8，6）和（4，－5，－3），从而I′中的标准方程为

[image: 图片]



　　1.3　过渡矩阵的性质

在坐标变换公式中，过渡矩阵是最重要的因素．下面介绍它的几个性质．

首先，因为I′中的坐标向量[image: 0476020017]
 ，[image: 0476020018]
 ，[image: 0476020019]
 是不共面的，所以过渡矩阵C的行列式|C|≠0，即C是可逆矩阵．

命题3.1　设有3个仿射坐标系I，I′，I″，I到I′的过渡矩阵为C，I′到I″的过渡矩阵为D，则I到I″的过渡矩阵为CD.

证明　记

[image: 图片]


则I″的坐标向量[image: 0476020020]
 在I′中的坐标为（d1i
 ，d2i
 ，d3i
 ），于是（根据公式[image: 0476020021]
 在I中的坐标为

[image: 图片]


于是I到I″的过渡矩阵为

[image: 图片]


推论　若I到I′的过渡矩阵为C，则I′到I的过渡矩阵为C－1
 ．

证明　设I′到I的过渡矩阵为D，则由命题3.1，CD是I到I的过渡矩阵，从而CD＝E，即D＝C－1
 ．　　▍

例3.2　已知仿射坐标系I′的三个坐标平面在仿射坐标系I中的一般方程为

  y′O′z′平面：3x＋2y－2z＋1＝0，

x′O′z′平面：2x＋y－z－2＝0，

x′O′y′平面：x－2y＋z＋2＝0，

并且I的原点O在I′中的坐标为（1，－4，－2），求I到I′的坐标变换公式．

解　如果要直接按照定义来求I到I′的坐标变换公式，就要先求出I′的原点O′（即三张坐标平面的交点）和3个坐标向量在I中的坐标．计算量比较大．下面介绍另一种解题思路：先求出I′到I的坐标变换公式，再反解出I到I′的坐标变换公式．

假设I′到I的过渡矩阵为

[image: 图片]


则I′到I的坐标变换公式为

[image: 图片]


于是y′O′z′平面，即x′＝0在I中的方程为

[image: 图片]


将其与它的已知方程：3x＋2y－2z＋1＝0相对照，得到d11
 ＝3，d12
 ＝2，d13
 ＝－2；类似地可求出d21
 ＝4，d22
 ＝2，d23
 ＝－2，d31
 ＝－1，d32
 ＝2，d33
 ＝－1．从而

[image: 图片]


于是I′到I的坐标变换公式为

[image: 图片]


由它解出x，y，z并用x′，y′，z′表示的函数式

[image: 图片]


这就是I到I′的坐标变换公式．

例3.3　设（a1
 ，b1
 ，c1
 ）与（a2
 ，b2
 ，c2
 ）不成比例，证明在任意仿射坐标系I中，形如

[image: 图片]


的方程的图像S是柱面．

证明　思路：找坐标系I′，使得S在I′中的方程为f（x′，y′）＝0，就可看出S是柱面．具体做法如下：

由条件（a1
 ，b1
 ，c1
 ）与（a2
 ，b2
 ，c2
 ）不成比例，可找到数a3
 ，b3
 ，c3
 ，使得
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是可逆矩阵（例如当a1
 b2
 ≠b1
 a2
 时，a3
 ＝0，b3
 ＝0，c3
 ＝1）．设
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作仿射坐标系I′[O；[image: 0476020022]
 ，[image: 0476020023]
 ，[image: 0476020024]
 ]，使得[image: 0476020025]
 ，[image: 0476020026]
 ，[image: 0476020027]
 在I中的坐标依次是C－1
 的各个列向量（d11
 ，d21
 ，d31
 ），（d12
 ，d22
 ，d32
 ）和（d13
 ，d23
 ，d33
 ）．则I到I′的过渡矩阵为C－1
 ，从而I′到I的过渡矩阵为C.注意I′和I有相同的原点，I′到I的坐标变换公式为
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于是在I′中方程f（x′，y′）＝0的柱面在I中的方程为
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因此它就是S.

以上所讨论的是空间中的坐标变换，平面上的坐标变换可仿照着进行讨论，只是更加简单（过渡矩阵是二阶矩阵）．

下面写出相应的坐标变换公式．

点的坐标变换公式：
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向量的坐标变换公式：

[image: 图片]



　　1.4　代数曲面和代数曲线

如果F（x，y，z）是x，y，z的一个多项式，则称方程

F（x，y，z）＝0

的图像为代数曲面，把F（x，y，z）的次数称为这个代数曲面的次数．

次数的概念并不是纯几何的，例如方程
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和x＋y＋z＝0的图像是同一张平面．如果只在几何上看，它是1次曲面，但是按照第一个方程的次数，它又是2次曲面．可见代数曲面的次数概念与方程有关．

代数曲面及其次数与坐标系的选择无关．如果一张代数曲面在坐标系I中的方程为F（x，y，z）＝0，当从坐标系I到坐标系I′作坐标变换时，多项式F（x，y，z）变为函数G（x′，y′，z′），则G（x′，y′，z′）也是多项式，并且次数不会超过F（x，y，z）（因为（3.2）的右边是一次式）；反过来，从I′到I的坐标变换又把G（x′，y′，z′）变为F（x，y，z），从而F（x，y，z）的次数又不会超过G（x′，y′，z′），于是，G（x′，y′，z′）和F（x，y，z）是同次的多项式．

在平面上，相应的有代数曲线的概念．例如以后要着重讨论的二次曲线就是指二次方程F（x，y）＝0的图像．

下面我们来回答一个问题：空间中的一张二次曲面和一张平面的交线是什么曲线？

设S是空间中的一张二次曲面，它在坐标系I中的方程为F（x，y，z）＝0．又设π是平面，以π为x′O′y′平面，作一个新的坐标系I′．设从I到I′的坐标变换把F（x，y，z）变为G（x′，y′，z′）．则S在I′中的方程为G（x′，y′，z′）＝0，而π在I′中的方程为z′＝0．于是S与π的交线在I′的坐标平面x′O′y′上的方程为
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显然，它是次数不超过2的代数曲线．这样，上述问题的确切回答为：如果S与π相交，并且交点不是一个点，则交线是二次曲线或者直线．


　　1.5　直角坐标变换的过渡矩阵、正交矩阵

设I[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]和I′[O′；[image: 0476020028]
 ，[image: 0476020029]
 ，[image: 0476020030]
 ]是空间中的两个直角坐标系，I到I′的过渡矩阵为
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因为I是直角坐标系，C的各个列向量依次是[image: 0476020031]
 ，[image: 0476020032]
 ，[image: 0476020033]
 在I中的坐标，所以它们之间的内积为
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又因为I′也是直角坐标系，所以
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于是

[image: 图片]


即CT
 就是C的逆矩阵．代数学中，每一个元素都是实数的n阶矩阵，如果其逆矩阵就是它的转置矩阵，则称为正交矩阵．于是我们得到

命题3.2　两个直角坐标系之间的过渡矩阵是正交矩阵．

一个正交矩阵的各列元素的平方和等于1，不同两列对应元素乘积之和为0（n＝3时的几何意义上面已经解释）．显然，正交矩阵的转置矩阵也是正交矩阵，因此它的各行元素的平方和也等于1，不同两行对应元素乘积之和也为0．这个事实在n＝3时的几何意义也是很清楚的：由于I是直角坐标系，上面的过渡矩阵C的元素[image: 0476020034]
 ；又因为I′也是直角坐标系，C的第i行的元素（ci1
 ，ci2
 ，ci3
 ）就是ei
 在I′中的坐标，于是
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命题3.2当然也适用于平面的情况，即两个平面直角坐标系之间的过渡矩阵是二阶正交矩阵．二阶正交矩阵可以很简明的描述出来．设

[image: 图片]


是一个二阶正交矩阵，则有关系式
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于是
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由[image: 0476020035]
 ，可决定一个角θ，使得cosθ＝c11
 ，sinθ＝c21
 ．此时c12
 ＝±sinθ，并且当c12
 ＝sinθ时，c22
 ＝－cosθ；当c12
 ＝－sinθ时，c22
 ＝cosθ．于是二阶正交矩阵只有下面两种形式：
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下面我们在I是一个右手直角坐标系，并且I与I′的原点重合的情形画出I′的位置．

图3.1（a）是过渡矩阵为
 的情形，此时I′为由I绕原点旋转θ角而得到的直角坐标系，它也是右手系．这样的直角坐标变换称为转轴变换（简称转轴）．
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图　3.1

图3.1（b）是过渡矩阵为
 的情形，此时I′为一个左手系．

两个平面直角坐标变换的坐标变换公式如果是
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（即过渡矩阵为二阶单位矩阵），则称此直角坐标变换为移轴变换（简称移轴）．此时，两个坐标系的坐标向量是一样的，仅原点不同．


习　题　3.1

1．设A，B，C，D是空间不共面的4点，两个坐标系为
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求从I到I′的点的坐标变换公式和过渡矩阵．

2．设ABCD是平面上的一梯形，下底AB长是上底DC长的两倍，记O为AB的中点，构造坐标系I[O；[image: 0476020036]
 ，[image: 0476020037]
 ]，I′[A；[image: 0476020038]
 ，[image: 0476020039]
 ]，求从I到I′的点和向量的坐标变换公式．

3．设OABC是一个四面体，D，E，F分别是线段AB，BC，CA的中点．规定两个坐标系
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（1）求从I到I′的点和向量的坐标变换公式；

（2）求A，B，C在I′中的坐标和直线AB，BC，CA在I′中的方程；

（3）求直线DE，FD，EF在I中的方程．

4．I和I′是空间中的两个仿射坐标系，已知I′的原点O′在I中的坐标为（1，5，2），坐标轴x′轴平行于向量u1
 （0，1，1），y′轴平行于向量u2
 （1，0，1），z′轴平行于向量u3
 （1，1，0），又知道I的原点O在I′中的坐标为（－1，－1，2），求I到I′的过渡矩阵．

5．I和I′是空间中的两个仿射坐标系，已知I′的3张坐标平面在I中的方程为：

y′z′平面：x＋y＋z－1＝0，

  x′z′平面：2x－y＋3z＋3＝0，

x′y′平面：x＋2y－2＝0，

又知道I的原点O在I′中的坐标为（1，3，4）．

（1）求I到I′的点的坐标变换公式；

（2）求I中方程为3x＋2y＋z＋5＝0的平面在I′中的方程；

（3）求I中有标准方程
 的直线在I′中的方程．

6．设I是平面右手直角坐标系，构造右手直角坐标系I′，使得它的x′轴在I中的方程为4x－3y＋12＝0，y′轴上有一点A在I中的坐标为（1，－3），并且A在I′中的y′坐标是正数．

（1）求I到I′的点的坐标变换公式；

（2）已知直线在I中方程为3x－2y＋5＝0，求它在I′中的方程．

7．已知I和I′都是平面右手直角坐标系，I′的x′轴在I中的方程为3x－4y＋5＝0，I的原点在I′中的坐标为（2，1）．

（1）求I到I′的点的坐标变换公式；

（2）求在I中的方程为
 的椭圆在I′中的方程．

8．在平面上两个右手直角坐标系I和I′中，点A的坐标分别为（6，－5）和（1，－3），B的坐标分别为（1，－4）和（0，2），求I到I′的点的坐标变换公式．

9．在一个平面右手直角坐标系I中，一个椭圆的长轴和短轴的方程分别为x＋y＝0和x－y＋1＝0，并且长半轴为2，短半轴为1，求它的方程．

10．在一个平面右手直角坐标系I中，一个椭圆的两条对称轴的方程分别为x－y＋1＝0和x＋y＋1＝0，并且它经过点（－2，－1）和（0，－2），求它的方程．

11．在一个平面右手直角坐标系I中，一条双曲线的两条对称轴的方程分别为x＋2y－4＝0和2x－y＋2＝0，并且它经过原点和点
 ，求它的方程．

12．在一个平面右手直角坐标系I中，一条抛物线的顶点坐标为（4，2），焦点坐标为（2，0），求它的方程．

13．将一个空间右手直角坐标系I原点不动，坐标标架绕向量u（1，1，1）旋转60°，得到坐标系I′，求I到I′的点的坐标变换公式．

14．设A1
 ，A2
 ，A3
 是椭球面
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上的三点，使得向量[image: 0476020040]
 ，[image: 0476020041]
 ，[image: 0476020042]
 （O是原点）两两互相垂直，证明：
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15．设f（x，y，z）＝a11
 x2
 ＋a22
 y2
 ＋a33
 z2
 ＋2a12
 xy＋2a13
 xz＋2a23
 yz，证明：如果
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是正交矩阵，则
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16．在一个空间直角坐标系中，二次锥面
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上有3条互相垂直的直母线的充分必要条件为a11
 ＋a22
 ＋a33
 ＝0．


§2　二次曲线的类型

从本节开始，将讨论二次曲线的一般理论．二次曲线的图形有哪些不同的情形？大家都熟悉的椭圆、双曲线和抛物线都是二次曲线，除了它们还有哪些类型？本节先回答这个问题．我们所用的工具是转轴和移轴．先讨论在一个右手直角坐标系中，一个二次方程

[image: 图片]


的图形Γ．做法是通过转轴和移轴，寻找一个新的右手直角坐标系（即Γ的标准坐标系），使得Γ在其中的方程很简单，从而可看出其几何形状．

如果（3.5）中交叉项的系数a12
 ＝0，则容易用移轴的办法构造新坐标系，使得方程简单（中学的平面解析几何课中已经讨论过）．因此处理a12
 是关键问题．


　　2.1　用转轴变换消去交叉项

如果a12
 ≠0，我们利用转轴来寻找一个新的右手直角坐标系，使得在其中的方程不出现交叉项．

在作转轴
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时，新方程的二次项部分是由原方程的二次项部分变来的：
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于是，要使得新坐标系中的方程不出现交叉项，只须取θ满足
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即　　　　　　　　　　　　



　　2.2　用移轴变换进一步简化方程

现在假设二次曲线Γ在某个右手直角坐标系中的方程为
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其中a11
 ，a22
 不都为0（否则不是二次方程了）．

（1）如果a11
 ，a22
 都不为0，则对左边的二次多项式配方，方程可化为
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于是只用作移轴
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在新坐标系中方程化为
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它可进一步化简为下面5种形式之一：
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它们的图形依次为：椭圆，空集，一点，双曲线和两条相交直线．

（2）如果a11
 ，a22
 中有一个为0，不妨设a22
 为0，a11
 不为0．则方程可化为
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如果b2
 不为0，作移轴
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方程化为

[image: 图片]


再进一步化简为

[image: 图片]


它的图像是抛物线．

如果b2
 为0，作移轴
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方程化为
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再进一步化简为
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当d＞0时，图形是两条平行直线；当d＜0时，图形是空集；d＝0时，图形是一条直线．

我们把（3.7）至（3.13）这些形式的方程称为二次曲线Γ的标准方程，把使得二次曲线Γ在其中的方程表为标准方程的右手直角坐标系称为Γ的标准坐标系．

请读者注意：虽然上面的讨论只论证了在右手直角坐标系中的二次曲线具有标准坐标系和标准方程，事实上任何二次曲线（包括在一般仿射坐标系中给出的方程的二次曲线）都具有标准坐标系和标准方程，因为任何二次曲线在一个右手直角坐标系中的方程也总是二次方程．这样，任何二次曲线的图形（除了空集外）有以下7种：椭圆、双曲线、抛物线、一对相交直线、一对平行直线、一条直线和一个点．

如果二次曲线Γ的方程是在一个右手直角坐标系中给出的，我们可以把所作的转轴和移轴求出来，从而把Γ的图形画出来（但大家不必熟练掌握这个过程，因为以后还有更加简单的方法）．但是如果Γ的方程是在一个一般的仿射坐标系中给出的，则就不能用方程中的系数来画出Γ的图形了．

附　二次曲面的分类

二次曲面的分类和二次曲线的分类有可相类比的结果，但是由于多了一个变量，讨论起来要复杂得多．下面只列出结果（读者可在学了线性代数学中的二次型理论后找到解释）．

对任何一个非空二次曲面S都存在空间直角坐标系，使得S在此直角坐标系中的方程是下列14种形式之一：




 ，图像为椭球面；




 ，图像为一点；




 ，图像为单叶双曲面；




 ，图像为双叶双曲面；




 ，图像为椭圆抛物面；




 ，图像为双曲抛物面；




 ，图像为二次锥面；




 ，图像为椭圆柱面；




 ，图像为一条直线；




 ，图像为双曲柱面；




 ，图像为两张相交平面；

（12）x2
 ＝2py，图像为抛物柱面；

（13）x2
 ＝a2
 ，图像为两张平行平面；

（14）x2
 ＝0，图像为一张平面．


习　题　3.2

1．在一个平面直角坐标系中，曲线有方程
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试作一个直角坐标系，使得该曲线的方程中只包含一个平方项和一个一次项．

2．在空间直角坐标系中，曲面方程为
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请判断是什么曲面？

3．试说明用不经过锥顶的平面来截圆锥面，截线为椭圆、抛物线或双曲线．

4．如果一张平面经过单叶双曲面S的一条直母线，则它和S的交线是两条直线．

5．请列出单叶双曲面的平面截线的可能类型．

6．请列出马鞍面的平面截线的可能类型．

7．在空间直角坐标系中，如果
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在xy平面上的图像是椭圆（抛物线、双曲线），请说明
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的图像是什么曲面？

8．如果二次方程
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在一个平面仿射坐标系中的图像是y轴，则a11
 ≠0，其他系数都为0.

9．用上题的结果说明，如果二次方程

F（x，y）＝0

在一个平面仿射坐标系中的图像是一条直线，则
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10．证明：

（1）如果二次方程
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在一个平面仿射坐标系中的图像是x轴和y轴的并集，则a12
 ≠0，其他系数都为0．

（2）如果二次方程
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在一个平面仿射坐标系中的图像是两条相交直线，则
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并且行列式
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11．试写出一条二次曲线的方程，使得它经过两条二次曲线
 的所有交点，还经过点（2，－2）．


§3　用方程的系数判别二次曲线的类型、不变量

上一节虽然列出了二次曲线所有可能的类型，但是并没有完全解决二次曲线类型的判别问题，因为转轴和移轴的方法只能用在右手直角坐标系中给出方程的二次曲线．对于在一般仿射坐标系给出方程F（x，y）＝0的二次曲线，必须首先确定它在某个右手直角坐标系中的方程F′（x′，y′）＝0，然后才能用转轴变换来消去交叉项，找到它的标准坐标系，得到标准方程并决定其类型．困难在于F′（x′，y′）＝0的确定，它是F（x，y）＝0经过从原来的仿射坐标系到后来的右手直角坐标系的仿射坐标变换而得到的．如果只知道方程F（x，y）＝0，而不了解原来的仿射坐标系的情况（其度量参数等），就得不出这个仿射坐标变换的公式，也就不能得到F′（x′，y′）＝0．转轴和移轴的方法的另一个缺点是计算量比较大．

本节要介绍一种直接用方程（不论它是在什么坐标系给出的）的系数来判别二次曲线类型的方法．这种方法的计算量远比转轴和移轴的方法少，更重要的优点是它对在仿射坐标系给出的方程的二次曲线同样适用．这种方法用到方程系数的几个函数I1
 ，I2
 ，I3
 等，它们称为不变量，因此把这种方法称为不变量法．

二次曲线的方程与坐标系和曲线本身都有关系．一方面它随着坐标系的改变而改变，另一方面它又反映出和坐标系无关的曲线本身的几何特性．具体体现为：一方面方程的各个系数都随坐标系的选择在变化，另一方面这些系数的某些函数（如I1
 ，I2
 ，I3
 等）又具有某种不变性（其数值或正负性与坐标系无关）．这些不变性正是二次曲线类型的体现，从而可以利用它们来判别二次曲线的类型．

二次曲线的类型是从它在标准坐标系中的标准方程看出的，因此要研究：怎样从原方程的系数来推测标准方程的系数？从原来的方程化为标准方程的过程中，要作下面的两类变化：坐标变换和方程的整理．

设二次曲线的原方程为F（x，y）＝0，作坐标变换

[image: 图片]


得到二次曲线在新坐标系中的方程

[image: 图片]


其中F′（x′，y′）＝F（h11
 x′＋h12
 y′＋k1
 ，h21
 x′＋h22
 y′＋k2
 ）．式（3.14）的系数矩阵（即坐标变换的过渡矩阵）

[image: 图片]


是可逆矩阵，于是可从（3.14）求出把x′，y′表示为x，y的线性函数的反向的变换公式．因此（3.14）是可逆线性变量替换．

方程的整理就是用一个不为0的常数λ乘上方程左边的二元二次多项式，得到λF（x，y）＝0．

不论哪一种变化，方程的6个系数都会改变．但是在整体上，原方程的系数和新方程的系数之间有着内在的联系．“不变量”I1
 ，I2
 ，I3
 等正是反映了这种内在的联系．我们将充分利用线性代数的工具来规定这些不变量，并讨论它们的性质．


　　3.1　二元二次多项式的矩阵

设

[image: 图片]


用它的系数构造两个对称矩阵

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


因此A和F（x，y）是互相决定的．

设Φ（x，y）是F（x，y）的二次部分，则

[image: 图片]


因此A0
 和Φ（x，y）是互相决定的．分别把A和A0
 称为F（x，y）和Φ（x，y）的矩阵．

可逆线性变量替换（3.14）也可用矩阵乘积表示．记

[image: 图片]


则（3.14）即

[image: 图片]


或　　　　　　　　　　　　　　


利用这些记号，可以用矩阵乘积的形式写出F′（x′，y′）：

[image: 图片]


F′（x′，y′）的二次部分为

[image: 图片]


这里CT
 AC和[image: 0476020043]
 都是对称矩阵，因此分别是F′（x′，y′）和它的二次部分Φ′（x′，y′）的矩阵．

λF（x，y）和它的二次部分λΦ（x，y）的矩阵分别为λA和λA0
 .


　　3.2　二元二次多项式的不变量I1
 ，I2
 ，I3


设二元二次多项式F（x，y）的矩阵为

[image: 图片]


规定F（x，y）的不变量I1
 ，I2
 ，I3
 如下：

[image: 图片]


I1
 ，I2
 ，I3
 依次被称为二元二次多项式F（x，y）的第一、第二、第三不变量．

下面讨论对二元二次多项式作前述的两种变化时这些不变量的变化规律．

命题3.3　设F（x，y）经过可逆线性变量替换（3.14）变为

F′（x′，y′），以[image: 0476020044]
 ，[image: 0476020045]
 ，[image: 0476020046]
 记F′（x′，y′）的不变量，则

（1）I2
 和[image: 0476020047]
 同号，I3
 和[image: 0476020048]
 同号；

（2）如果C0
 是正交矩阵，则[image: 0476020049]
 ，i＝1，2，3．

证明　（1）我们有

[image: 图片]


因为C0
 可逆，所以|C0
 |≠0，|C0
 |2
 大于0，于是[image: 0476020050]
 与I2
 同号，同法可证[image: 0476020051]
 与I3
 同号．

（2）当C0
 是正交矩阵时，|C|＝|C0
 |＝±1，从（1）的证明中立即可得到[image: 0476020052]
 ＝I2
 ，[image: 0476020053]
 ＝I3
 ．

下面再看[image: 0476020054]
 ：

如果

[image: 图片]


则F′（x′，y′）的二次部分的矩阵为

[image: 图片]


于是　　　　


如果
 ，计算过程类似．　　▍

命题3.3的（2）说明在直角坐标变换中，I1
 ，I2
 ，I3
 的确是保持不变的，这就是称它们为不变量的原因．但是在仿射坐标变换下，它们并不是不变的，（1）说明I2
 ，I3
 只保持正负性不变，而I1
 的正负性则不一定保持不变．例如设F（x，y）＝2x2
 －y2
 ，此时I1
 ＝2－1＝1，做变换




则F（x，y）变为F′（x′，y′）＝2x′2
 －4y′2
 ，[image: 0476020056]
 ＝2－4＝－2．

命题3.4　如果二元二次多项式F（x，y）的I2
 ≥0，则I1
 ≠0，且作可逆线性变量替换（3.14）后所得F′（x′，y′）的[image: 0476020056]
 与I1
 同号．

先证一个引理．

*引理　如果F（x，y）的I2
 ≥0，则对任何两个数s，t，有




这里Φ（x，y）是F（x，y）的二次部分．

证　设Φ（x，y）的矩阵为
 ，则

[image: 图片]


*命题3.4的证明　因为I2
 ≥0，所以[image: 0476020057]
 ，即a11
 ，a12
 不会异号，并且不会都为零（否则[image: 0476020058]
 ，a12
 也为零，F（x，y）就不是二次多项式了），于是I1
 ＝a11
 ＋a22
 ≠0．同理[image: 0476020059]
 （因为由命题3.3知，[image: 0476020060]
 ）．

又从[image: 0476020061]
 和矩阵乘法的意义，得到[image: 0476020062]
 对角线上的两个元素分别为
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于是由引理

[image: 图片]


又因为I1
 ，[image: 0476020063]
 都不为零，所以[image: 0476020064]
 ，即I1
 ，[image: 0476020065]
 同号．　　▍

命题3.4说明，二元二次多项式的不变量I1
 在I2
 ≥0的情况下，其正负性在作可逆线性变量替换时也不会变．这恰好是在判别二次曲线类型时要用到的．

以上讨论了二元二次多项式的不变量I1
 ，I2
 ，I3
 在作可逆线性变量替换时的变换规律．下面再看乘非零常数λ时它们的变化．从Ii
 的意义，[image: 0476020066]
 ，i＝1，2，3．于是：

当λ＞0时，I1
 ，I2
 ，I3
 的符号都不变；

当λ＜0时，I2
 的符号不变；I1
 ，I3
 变号，但I1
 I3
 符号不变．


　　3.3　用不变量判别二次曲线的类型

1．标准方程的不变量的正负性

由I1
 ，I2
 ，I3
 的意义，立即可得出二次曲线的标准方程（3.7）～（3.13）左边的二元二次多项式的各不变量的正负性，如下表所示．

[image: 图片]


这个表格说明，标准方程左边多项式的不变量[image: 0476020067]
 ，[image: 0476020068]
 ，[image: 0476020069]
 的正负对其类型起决定性作用．而由上面的结论（命题3.3，命题3.4等），由原方程左边多项式的不变量I1
 ，I2
 ，I3
 的正负可推测出[image: 0476020070]
 ，[image: 0476020071]
 ，[image: 0476020072]
 的正负．由此我们可得到由I1
 ，I2
 ，I3
 判别二次曲线类型的方法．

2．用不变量判别二次曲线的类型

设二次曲线Γ在一个坐标系中的方程为F（x，y）＝0，记F（x，y）的三个不变量为I1
 ，I2
 ，I3
 ．

判别Γ类型时最重要的是I2
 ．当I2
 ＞0时，称Γ为椭圆型曲线；当I2
 ＜0时，称Γ为双曲型曲线；当I2
 ＝0时，称Γ为抛物型曲线．各型曲线又都可细分为几类：

对于椭圆型曲线，它的标准方程的左边多项式的第二个不变量[image: 0476020073]
 也大于0．如果I1
 I3
 ＜0，则标准方程的左边多项式的不变量[image: 0476020074]
 ，[image: 0476020075]
 的乘积也小于0，从而曲线是椭圆；如果I1
 I3
 ＞0，则推出[image: 0476020076]
 ＞0，图像是空集；如果I3
 ＝0，则[image: 0476020077]
 ，图像为一点．

对于双曲型曲线，[image: 0476020078]
 也小于0．如果I3
 ≠0，则[image: 0476020079]
 ，为双曲线；如果I3
 ＝0，则[image: 0476020080]
 ，为两条相交直线．

对于抛物型曲线，[image: 0476020081]
 也等于0．如果I3
 ≠0，则[image: 0476020082]
 ，为抛物线；如果I3
 ＝0，则[image: 0476020083]
 ，为退化的抛物线（图像有三种可能，只用第一、第二、第三不变量不能区别它们）．


　*
 3.4　半不变量K1


上面的表中最后一种情形（I2
 ＝I3
 ＝0时），仅靠I1
 ，I2
 ，I3
 不能确定图形的形态．

设二元二次多项式

[image: 图片]


我们规定

[image: 图片]


称为F（x，y）的半不变量．

K1
 是在I2
 ＝I3
 ＝0时体现其作用的量．对K1
 的讨论用到更多的代数知识和技巧．有结论：

命题3.5　设F（x，y）的I2
 ＝I3
 ＝0，对F（x，y）作可逆线性变量替换（3.14）得到F′（x′，y′），则


 （[image: 0476020084]
 为F′（x′，y′）的半不变量）；

（2）如果（3.14）的系数矩阵C0
 是正交矩阵，则[image: 0476020085]
 ．


*
 引理　当I2
 ＝I3
 ＝0时，K1
 ＝0[image: 0476020086]
 r（A）＝1．

证明　因为I2
 ＝0，即[image: 0476020087]
 ，所以a11
 ，a22
 不异号，并且不都是零．下面设a11
 ≠0，此时可设a12
 ＝ta11
 ，从而有a22
 ＝t2
 a11
 ，于是

[image: 图片]


又因为I3
 ＝0，a11
 ≠0，所以b2
 ＝tb1
 ，从而F（x，y）的矩阵A的第一、第二两个行向量平行（以上结论在a11
 ＝0，a22
 ≠0也成立）．

于是，当I2
 ＝I3
 ＝0时，A的9个二阶子式中不含c的5个都为0，剩下4个二阶子式是：

[image: 图片]


在a11
 ≠0，a12
 ＝ta11
 的假设下，以上4个二阶子式的第二个是第一个的t2
 倍，后两个相等，是第一个的t倍，并且

[image: 图片]


于是得到结论：当I2
 ＝I3
 ＝0时，K1
 ＝0[image: 0476020088]
 r（A）＝1．　　▍


*
 命题3.5的证明　（1）作二元二次多项式

[image: 图片]


它的不变量[image: 0476020089]
 ，[image: 0476020090]
 ，[image: 0476020091]
 ，并且半不变量

[image: 图片]


从而它的矩阵[image: 0476020092]
 的秩为1．

设对G（x，y）作可逆线性变量替换（3.14）后得到G′（x′，y′），则G′（x′，y′）的矩阵[image: 0476020093]
 的秩也为1，从而半不变量[image: 0476020094]
 ．

另一方面，由
 推出

[image: 图片]


于是类似于上面的计算，有

[image: 图片]


从而　　　　　　　


即　　　　　　　　


（2）的结论从（1）和命题3.3的（2）推出．　　▍

因为I2
 ＝0时I1
 ≠0，且在作可逆线性变量替换时它的正负性不变，所以当I2
 ＝I3
 ＝0时，可逆线性变量替换不会改变半不变量的正负性．如果F（x，y）乘非零常数λ，则半不变量要乘λ2
 ，从而正负性也不改变．

下面我们用K1
 判断退化抛物型二次曲线F（x，y）＝0的图形．标准方程x2
 －d＝0的半不变量为－d.于是我们得到用F（x，y）的半不变量K1
 判别F（x，y）＝0形状的结论如下：

当K1
 ＜0时，为一对平行直线；

当K1
 ＝0时，为一条直线；

当K1
 ＞0时，为空集．

总结本节结果，列出用不变量和半不变量判别二次曲线类型的表格如下．

[image: 图片]


例3.4　按照t的值讨论二次曲线

[image: 图片]


的类型．

解　先写出方程左边函数式的矩阵：

[image: 图片]


求出不变量：

[image: 图片]


（1）当|t|＞1时，I2
 ＞0，曲线为椭圆型．

如果t＞1，则I1
 ，I3
 都是正数，从而图像是空集；

如果t＜－1，则I1
 负，I3
 正，I1
 I3
 ＜0，曲线为椭圆．

（2）当|t|＜1时，I2
 ＜0，曲线为双曲型．

如果
 ，则I3
 ≠0，曲线为双曲线；

如果
 ，则I3
 ＝0，图像是两条相交直线．

（3）当|t|＝1时，I2
 ＝0，曲线为抛物型．

如果t＝－1，则I3
 ≠0，曲线为抛物线；

如果t＝1，则I3
 ＝0，此时，半不变量K1
 ＝8，图像也是空集．


习　题　3.3

1．用不变量判别下列二次曲线的类型（在仿射坐标系中）：



[image: 图片]


2．要使得

[image: 图片]


的图像是两条直线，a和c应满足什么条件？

3．按照t的值决定下列二次曲线的类型：



[image: 图片]


4．证明：如果I2
 ＝0，则I1
 I3
 ≤0.

5．证明：如果F（x，y）＝0的图像是抛物线，则F（x，y）的第一、第三不变量的乘积I1
 I3
 ＜0.

6．证明在直角坐标系中，F（x，y）＝0的图像是圆的充分必要条件是F（x，y）的不变量满足：




7．证明在直角坐标系中，F（x，y）＝0的图像是一条等轴双曲线（即两条渐近线互相垂直）的充分必要条件是F（x，y）的不变量满足：I1
 ＝0，I3
 ≠0．


§4　圆锥曲线的仿射特征

圆锥曲线包括椭圆、双曲线和抛物线，它们是二次曲线中最重要的部分．所谓圆锥曲线的仿射特征是指它们的那些和度量无关的几何特征，如椭圆和双曲线都有对称中心，双曲线有渐近线，抛物线有开口朝向等等．本节将讨论怎样用方程的系数来研究圆锥曲线的仿射特征．所用的方法是考察直线与它们相交的情况．以双曲线为例，它有一个对称中心，凡是经过对称中心的直线如果和它相交，则交点有两个，它们的中点就是对称中心；双曲线有渐近线，凡是平行于渐近线的直线不会和双曲线有两个交点．于是，研究直线与双曲线的相交的情况就可以决定出它的对称中心和渐近线的方向．本节以讨论圆锥曲线的仿射特征为目标，但是部分结论也可用到有些非圆锥曲线上．

再引进一些记号．设二元二次多项式F（x，y）的矩阵为




记




则

[image: 图片]


本节我们总假定在某个仿射坐标系中，二次曲线Γ的方程为F（x，y）＝0.


　　4.1　直线与二次曲线的相交情况

设l是经过点M0
 （x0
 ，y0
 ），平行于向量u（m，n）的直线，则l有参数方程




于是l和Γ的交点就是l上参数t满足

[image: 图片]


的点．把这个方程左边的函数式展开，得到t的一个方程

[image: 图片]


称为直线l和二次曲线Γ的相交方程，它的次数不大于2，其解的个数就是l和Γ的交点的个数．

（1）如果Φ（m，n）不为0，则（3.15）是t的二次方程式，解不超过两个，因此l和Γ的交点不多于两个．

⑴当Φ（m，n）F（x0
 ，y0
 ）＜[mF1
 （x0
 ，y0
 ）＋nF2
 （x0
 ，y0
 ）]2
 时，则（3.15）有两个解，因此l和Γ有两个交点；

⑵当Φ（m，n）F（x0
 ，y0
 ）＝[mF1
 （x0
 ，y0
 ）＋nF2
 （x0
 ，y0
 ）]2
 时，则（3.15）有一个（二重）解，因此l和Γ有一个交点；

⑶当Φ（m，n）F（x0
 ，y0
 ）＞[mF1
 （x0
 ，y0
 ）＋nF2
 （x0
 ，y0
 ）]2
 时，则（3.15）无解，因此l和Γ不相交．

（2）如果Φ（m，n）＝0，而mF1
 （x0
 ，y0
 ）＋nF2
 （x0
 ，y0
 ）不为0，则（3.15）有一个解，因此l和Γ有一个交点．

（3）如果

[image: 图片]


而F（x0
 ，y0
 ）不为0，则（3.15）无解，因此l和Γ不相交．

（4）如果

[image: 图片]


则任何实数t都是（3.15）的解，于是l在Γ上．

从几何直观知道，对于圆锥曲线，（4）的情形是不会发生的．

（1）的⑵和（2）虽然都是一个交点，但是它们又有不同．我们来考察l平行移动时的影响．此时u不变，M0
 （x0
 ，y0
 ）在改变，从而“Φ（m，n）是否为0”的性质不变，而mF1
 （x0
 ，y0
 ）＋nF2
 （x0
 ，y0
 ）和F（x0
 ，y0
 ）都会改变．在（2）的情形，由于mF1
 （x0
 ，y0
 ）＋nF2
 （x0
 ，y0
 ）是连续依赖于M0
 （x0
 ，y0
 ）的，当M0
 （x0
 ，y0
 ）移动很小时，

[image: 图片]


仍然不为0，从而l和Γ还是一个交点，也就是说，在l平行移动时，（2）这种情形是稳定的．在（1）的⑵的情形，由于等式

[image: 图片]


是不稳定的，在点M0
 （x0
 ，y0
 ）作很小的移动时，

[image: 图片]


和F（x0
 ，y0
 ）的改变会使得这个等式不再成立，从而l和Γ的交点会变成两个或零个．也就是说，在l平行移动时，（1）的⑵的情形是不稳定的．通常把这种情形称为有两个重合的交点．


　　4.2　中心

设M0
 （x0
 ，y0
 ）是椭圆或双曲线的对称中心，那么当一条过M0
 ，平行于向量u（m，n）的直线l和Γ有两个交点M1
 ，M2
 （注意：这样的直线有很多！）时，则它们的中点就是M0
 ，从而M1
 ，M2
 在l的参数方程中对应的参数t1
 ，t2
 为一对相反数，即（3.15）的两个解为一对相反数．于是相交方程中一次项的系数为0，即
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由此可见，F1
 （x0
 ，y0
 ）＝F2
 （x0
 ，y0
 ）＝0（否则只能有一个方向u（m，n）满足mF1
 （x0
 ，y0
 ）＋nF2
 （x0
 ，y0
 ）＝0）．

定义3.1　如果点M0
 （x0
 ，y0
 ）满足
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则称M0
 为曲线Γ的中心．

于是，椭圆、双曲线或其他二次曲线的对称中心都是它们的“中心”．反之，过中心M0
 的任何直线如果和二次曲线相交于两个点，则其中点一定是M0
 ，也就说，中心一定是二次曲线的对称中心．

由定义3.1知道，中心的坐标就是方程组
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的解．对于椭圆型和双曲型曲线，由于I2
 ≠0，（3.16）有惟一解（克莱姆法则），即Γ有惟一的中心．因此通常把椭圆型和双曲型曲线统称为中心型曲线．对于抛物型曲线，I2
 ＝0，（3.16）无解（两个方程矛盾）或者有无穷多解（两个方程同解），前者Γ没有中心，后者Γ的中心构成一条直线．通常把抛物型曲线称为非中心型曲线．

由§3的3.4中的结论（见命题3.5的引理的证明）可知，

当I2
 ＝0时，I3
 ＝0

　　[image: 0476020095]
 F（x，y）的矩阵A的第一、第二两个行向量平行．

于是对于抛物线（I3
 ≠0），（3.16）无解，即没有中心；而对于退化抛物型曲线（I3
 ＝0），（3.16）有无穷多解，即中心构成一条直线，其方程为a11
 x＋a12
 y＋b1
 ＝0（或a12
 x＋a22
 y＋b2
 ＝0）．从几何意义可看出，当Γ是两条平行直线时，中心构成的直线即它们的中心线；当Γ是一条直线时，中心构成的直线即Γ自己（这也给出了在I2
 ＝I3
 ＝K1
 ＝0时，画出Γ的方法）．


　　4.3　渐近方向

二次曲线的渐近方向是一种直线方向（简称线向）．“直线方向”是本书中将多次用到的术语，在此先阐明这个术语．直线方向是刻画直线倾斜状态的概念，因此它与“平行”概念紧密相关，两条直线平行就是它们的直线方向相同．

请注意，直线方向与向量方向的联系与区别．每个向量方向决定一个直线方向，但是相反的向量方向决定同一直线方向．以后我们常用一个非零向量u来表示一个直线方向，但对每个不为0的数λ，λu与u表示同一个直线方向．

定义3.2　一个非零向量u（m，n）如果使得Φ（m，n）＝0，则称u所代表的直线方向为Γ的渐近方向．

由定义看出，渐近方向只和F（x，y）的二次部分Φ（x，y）有关．从Γ和直线相交情况的讨论中可以看出，平行于渐近方向的直线不可能和Γ相交于两个点．

命题3.6　椭圆型曲线无渐近方向，双曲型曲线有两个渐近方向，抛物型曲线有一个渐近方向．

证明　考察二元二次方程
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的非零解．每个非零解代表了一个渐近方向．

如果a11
 ≠0，则（3.17）的非零解（m，n）中的n≠0，于是只用考虑形如（m，1）的解，此时m是方程
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的解，其判别式为[image: 0476020096]
 ．因而

当Γ是椭圆型曲线时，I2
 ＞0，（3.18）无解，即Γ无渐近方向．

当Γ是双曲型曲线时，I2
 ＜0，（3.18）有两个不同的解，即Γ有两个不同的渐近方向．

当Γ是抛物型曲线时，I2
 ＝0，（3.18）有一个解，即Γ有一个渐近方向．此时（3.18）化为（a11
 x＋a12
 ）2
 ＝0，因此向量（a12
 ，－a11
 ）代表了渐近方向．

在a22
 ≠0的情形可作类似的讨论，对于抛物型曲线，（a22
 ，－a12
 ）代表了渐近方向．

如果a11
 ＝a22
 ＝0，则a12
 ≠0，并且I2
 ＜0，Γ是双曲型曲线，（3.17）化为xy＝0，它有两个渐近方向，分别用向量（1，0）和（0，1）代表．　　▍

从几何意义看，双曲线的渐近方向就是两条渐近线的方向；一对相交直线的渐近方向就是它们自身的方向；抛物线的渐近方向就是它的对称轴的方向；一对平行直线或一条直线的渐近方向就是它们（它）自身的方向．


　　4.4　抛物线的开口朝向

抛物线的开口朝向是一个向量方向，它平行于抛物线的对称轴，从而平行于抛物线的渐近方向．于是，我们应判断（a12
 ，－a11
 ）和（－a12
 ，a11
 ）中哪一个代表抛物线的开口朝向？（这里假定了a11
 ≠0，如果a11
 ＝0，则应判断（a22
 ，－a12
 ）和（－a22
 ，a12
 ）中哪一个代表抛物线的开口朝向？）

命题3.7　（a12
 ，－a11
 ）是抛物线的开口朝向的充要条件为




引理　如果点M0
 （x0
 ，y0
 ）不在抛物线上，则

　　　　　　M0
 在抛物线的内部[image: 0476020097]
 I1
 F（x0
 ，y0
 ）＜0．

证明　M0
 在抛物线的内部

　　　　[image: 0476020098]
 过M0
 并和渐近方向不平行的直线与抛物线的两个交点分别位于M0
 的两侧

　　　　[image: 0476020099]
 Φ（m，n）≠0时，Φ（m，n）F（x0
 ，y0
 ）＜0

　　　　[image: 0476020100]
 I1
 F（x0
 ，y0
 ）＜0（对于抛物线的情形，I2
 ＝0，此时I1
 与Φ（m，n）同号，见命题3.4的引理）．　　▍

命题3.7的证明　从原点出发，做指向（a12
 ，－a11
 ）的射线，则此射线上的点的坐标为（a12
 t，－a11
 t），t≥0．于是（a12
 ，－a11
 ）是抛物线的开口朝向的充要条件是，当t充分大时，
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于是，t充分大时，F（a12
 t，－a11
 t）和a12
 b1
 －a11
 b2
 同号，从而得到结论．　　▍


　　4.5　直径与共轭

1．直径

根据平面几何的知识，对于圆周而言，平行于同一方向的所有弦的中点的轨迹是圆的一条直径，它和这个方向垂直．在椭圆、双曲线、抛物线上，有没有类似的情形？怎样来描述？下面来讨论这个问题．

取定一个非零向量u（m，n）．如果点M0
 （x0
 ，y0
 ）是平行于u（m，n）的某条弦的中点，则在由点M0
 （x0
 ，y0
 ）和u（m，n）所决定的直线与二次曲线Γ的相交方程（3.15）中，一次项的系数为0：
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即　


如果（ma11
 ＋na12
 ）和（ma12
 ＋na22
 ）不都是0（即u不代表抛物型曲线的渐近方向），则方程
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的图像是一条直线，记作lu
 ，称为u所代表的方向关于Γ的共轭直径，简称直径（请注意，它是一条直线，不同于通常的直径的概念）．显然，如果Γ有中心，则中心一定在每一条直径上．

命题3.7　如果u（m，n）不代表Γ的渐近方向，则（图3.2）
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图　3.2

（1）平行于u的每条弦的中点在lu
 上；

（2）平行于u的直线和Γ只有一个交点P，P在lu
 上．

证明　（1）在上面已经说明，下面证明（2）．

设平行于u的直线l和Γ只有一个交点P（x1
 ，y1
 ），则l就是P和u决定的直线，它和Γ的相交方程（3.15）只有一个解t＝0．因为u（m，n）不代表Γ的渐近方向，所以Φ（m，n）≠0，于是有

[image: 图片]


即P在lu
 上．　　▍

如果u代表双曲型曲线的渐近方向，则lu
 就是平行于u的那条渐近线（见习题3.4的第12题）．

2．方向关于Γ的共轭

当u（m，n）不代表抛物型曲线的渐近方向时，u有共轭直径lu
 .设非零向量v（m′，n′）平行于lu
 ，则
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即




这个等式对于u和v是对称的，从而如果v也有共轭直径lv
 ，则lv
 平行于u，因此在这种情况我们称lu
 和lv
 为一对互相共轭的共轭直径．

为了把共轭的概念从代数上加以推广，我们给出两个直线方向关于Γ共轭的定义．在第五章中将会进一步看到它的意义．

定义3.3　对方程为F（x，y）＝0的二次曲线Γ，如果两个非零向量u（m，n）和v（m′，n′）满足




则称由u和v分别代表的直线方向互相共轭．

请注意，在这个定义中，并没有要求u和v不是二次曲线的渐近方向．

当u（m，n）不是抛物线的渐近方向时，




此时它只有一个共轭方向．

特别对于双曲型曲线的渐近方向，它只有一个共轭方向，就是它自己．这是因为




如果u（m，n）是抛物线的渐近方向，则
 ，因此任何方向都与它共轭．


　　4.6　圆锥曲线的切线

在几何直观上，圆锥曲线Γ的切线就是和Γ只有一个交点，并且与渐近方向不平行的直线，这个交点称为切点．

设l是经过点M0
 （x0
 ，y0
 ），平行于向量u（m，n）的直线，则l是Γ的切线的充分必要条件为Φ（m，n）≠0，并且
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下面分别就各种情况讨论切线的计算方法．

（1）对Γ上的点M0
 （x0
 ，y0
 ），求以M0
 （x0
 ，y0
 ）为切点的切线．

此时只须求切线的一个方向向量u（m，n）．由于M0
 在Γ上，F（x0
 ，y0
 ）＝0，由（3.20）得m，n应满足的条件
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由于圆锥曲线的中心不在曲线上，M0
 不是中心，即F1
 （x0
 ，y0
 ）和F2
 （x0
 ，y0
 ）不全为0，于是
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（此时Φ（m，n）≠0，否则过M0
 ，平行于u（m，n）的直线在Γ上，对于圆锥曲线这是不可能的．）从而切线的方程为
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利用M0
 在Γ上，有
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从而－F1
 （x0
 ，y0
 ）x0
 －F2
 （x0
 ，y0
 ）y0
 ＝F3
 （x0
 ，y0
 ），过M0
 的切线方程可写为
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（2）求平行于一个非渐近方向的切线．

设u（m，n）不表示渐近方向，求平行于u（m，n）的切线，只用求出切点．从（1）的结果知道，切点的坐标应该满足方程组
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也就是说，切点是u（m，n）的共轭直径线和Γ的交点．

（3）求过Γ外的一点的切线．

设M0
 （x0
 ，y0
 ）不在Γ上，要决定过M0
 （x0
 ，y0
 ）的切线就要求出其方向或求出切点．

切线的方向u（m，n）可从方程
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来解出．这是一个2次方程，可能有两个解（从几何直观知道过圆锥曲线外的点是可能作出两条切线的），但是要检验所得的解是不是使得Φ（m，n）≠0，即它不平行于渐近方向．

切点M1
 的坐标（x1
 ，y1
 ）应该满足方程组
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第1个方程表示M1
 在Γ上，第2个方程表示M1
 处的切线过M0
 ．

第2个方程的左边
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因此上面的方程组可以改写为
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本节中所提出的圆锥曲线的仿射特征都是用代数的方式来规定的，即通过它在一个仿射坐标系中的方程的系数来定义的．自然会产生一个问题：这些概念与坐标系和方程的选择是否无关？从对它们几何意义的讨论即可看出，此问题的回答是肯定的．也可以用解析的办法加以证明，有兴趣的读者可尝试自己给出证明．


习　题　3.4

1．求二次曲线的下列仿射特征（中心、渐近方向、渐近线、开口朝向等，有什么，求什么）：
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2．讨论s，t的取值对二次曲线
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的中心和渐近方向的影响．

3．已知二次曲线过点（2，3），（4，2）和（1，5），并且（0，1）是它的中心，求其方程．

4．设A（x0
 ，y0
 ）是二次曲线F（x，y）＝0的一个中心，证明：I3
 ＝I2
 F（x0
 ，y0
 ）．

5．已知二次曲线过点（－2，－1）和（0，－2），并且直线
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是它的一对共轭直径，求其方程．

6．已知一条双曲线的两条渐近线的方程分别为y－2＝0和3x＋4y＋5＝0，并且它经过点
 ，求方程．

7．已知原点是二次曲线
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的中心，证明b1
 ＝b2
 ＝0.

8．已知
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的图像是以两条坐标轴为渐近线的双曲线，证明a12
 ≠0，c≠0，其他系数都为0.

9．设一条双曲线Γ在一个仿射坐标系中的方程为
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求Γ的经过原点的直径及其共轭直径．

10．（1）设Γ的方程为F（x，y）＝0，它的一条弦的中点为P（x0
 ，y0
 ）．证明此弦所在直线的方程为
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（2）求Γ的弦所在直线的方程，此弦的中点为P.

⑴Γ的方程为5x2
 ＋8xy＋5y2
 －18x－18y＋9＝0，P的坐标为（1，0）；

⑵Γ的方程为x2
 ＋2xy＋y2
 －8x＋4＝0，P的坐标为（2，1）；

⑶Γ的方程为6xy＋8y2
 －12x－26y＋11＝0，P的坐标为（3，1）．

11．如果坐标轴是二次曲线的一对共轭直径，证明此二次曲线的方程为a11
 x2
 ＋a22
 y2
 ＋c＝0的形式．

12．如果非零向量u代表了双曲线的渐近方向，则lu
 就是平行于u的那条渐近线．

13．（1）证明椭圆的经过中心的每一条直线都是直径；

（2）证明双曲线的经过中心的每一条直线都是直径；

（3）证明抛物线的平行于渐近方向的每一条直线都是直径．

14．证明一个椭圆的每一对共轭半径（即直径和椭圆的交点到中心的距离）的平方和是常数．

15．求下列过二次曲线上的一点处的切线的方程：




 在点（x0
 ，y0
 ）处；




 在点（x0
 ，y0
 ）处；

（3）y2
 ＝2px在点（x0
 ，y0
 ）处；

（4）3x2
 ＋4xy＋5y2
 －7x－8y－3＝0在点（2，1）；

（5）5x2
 ＋7xy＋y2
 －x＋2y＝0在点（0，0）；

（6）5x2
 －2xy＋5y2
 －8＝0在点（1，1）．

16．求下列二次曲线的平行于某个向量的切线方程和切点的坐标：

（1）x2
 ＋4xy＋3y2
 －5x－6y＋3＝0，u（4，－1）；

（2）3x2
 ＋4xy＋5y2
 －6x－8y＋3＝0，u（1，0）；

（3）5x2
 ＋8xy＋y2
 ＋2x＋2y＝0，u（1，－1）．

17．已知一条抛物线的对称轴平行于向量u（1，－2），和直线2x＋13y－15＝0相切于点（1，1），并且过点（3，0），写出此抛物线的方程．

18．设一条圆锥线Γ在一个直角坐标系中的方程为
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证明：如果过点（x′，y′）可作出的两条互相垂直的切线，则

[image: 图片]


19．求3x2
 ＋4xy＋2y2
 ＋8x＋4y－6＝0的互相垂直的切线的交点的轨迹．

20．证明：椭圆的互相垂直的切线的交点的轨迹是一个以椭圆中心为圆心的圆．

21．证明：抛物线的互相垂直的切线交点的轨迹是其准线．

22．思考题：一条双曲线的互相垂直的切线的交点的轨迹是什么？

23．证明：椭圆的一个焦点在它的任一切线上的垂足到中心的距离等于长半轴．

24．已知圆锥曲线Γ有一对共轭直径

x－y－10＝0　和　x＋y＋6＝0，

并且Γ过点（3，－3）和（3，－7）．求Γ的方程，并求（3，－3）处的切线的方程．


§5　圆锥曲线的度量特征

本节讨论：对于在一个右手直角坐标系中给出了方程的圆锥曲线，怎样来确定其与度量有关的几何特征（如它的对称轴、顶点、椭圆的长短半轴的大小等）？应该说，在§2中用转轴和移轴的方法已经解决了这些问题，但是本节介绍一种更加简单的方法（特征值法）．

下面我们都假设给出了一条圆锥曲线Γ在一个右手直角坐标系I中的方程F（x，y）＝0，其中
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　　5.1　抛物线的对称轴

抛物线的对称轴也就是渐近方向的垂直方向的共轭直径，因此可直接求出．

在a11
 ，a12
 不全为0时，（a12
 ，－a11
 ）平行于抛物线的渐近方向（否则用（a22
 ，－a12
 ）），于是（a11
 ，a12
 ）垂直于渐近方向，其对称轴为

[image: 图片]


即　


对于抛物线，[image: 0476020101]
 ，并且I1
 ＝a11
 ＋a22
 ≠0，其对称轴的方程可化简为

[image: 图片]


（当a11
 ，a12
 全为0时用
 ，即
 ）

对称轴和Γ的交点O′就是Γ的顶点．以O′为原点，Γ的开口朝向为y′轴的正向，作右手直角坐标系I′，则经过从I到I′的直角坐标变换后，得到Γ在I′中的形如




的方程．其中a与p同号，并且由于不变量的值在直角坐标变换下保持不变，即

[image: 图片]


于是可画出Γ的图形．

例3.5　在右手直角坐标系中，抛物线Γ的方程为

[image: 图片]


求其对称轴和顶点并画出Γ的图形．

解　因

[image: 图片]


即可求出I1
 ＝10，I3
 ＝－50．

（1）对称轴方程为

[image: 图片]


化简为

[image: 图片]


（2）现求顶点：Γ的方程可化为

[image: 图片]


于是顶点O′的坐标即方程组

[image: 图片]


的解，解出顶点坐标为


（3）开口朝向

[image: 图片]


因此开口朝向为（－1，2）．

（4）作图：以O′为原点，（－1，2）为y′轴的正向，作右手直角坐标系I′（图3.3）．设Γ在此坐标系中的方程为




则a＝10，－ap2
 ＝－50，并且p＞0．求出[image: 0476020102]
 ，方程可简化为




[image: 图片]


图　3.3


　　5.2　椭圆和双曲线的对称轴

椭圆和双曲线都有两条对称轴（圆例外，过圆心的每一条直线都是它的对称轴），它们互相共轭，互相垂直．

定义3.4　对于中心型曲线Γ，如果一个方向与其共轭方向垂直，则称此方向为Γ的主方向．

于是，椭圆和双曲线的对称轴就是经过中心，并且平行于主方向的直线．

下面介绍主方向的计算方法．

设u（m，n）和u′（m′，n′）代表一对互相共轭的方向，则




在直角坐标系中，此式表示向量
 和u′互相垂直．于是，

u代表主方向[image: 0476020103]
 u与u′互相垂直[image: 0476020104]
 u与
 平行．

上式最后的条件可表示为

[image: 图片]


即

[image: 图片]


利用此式可以求出m和n的比值，即求出u的方向．但是在实用上采用一个更加简单的方法．

因为u（m，n）≠0，所以

u与
 平行[image: 0476020105]
 存在实数λ，使得


即

[image: 图片]


由u不是零向量知道，|λE－A0
 |＝0．由此可以求出λ，再从（3.22）解出坐标m和n，求出其比值．称这个方法为特征值法．

计算行列式

[image: 图片]


因此|λE－A0
 |＝0即

[image: 图片]


称此式为Γ的特征方程，它的解称为Γ的特征值．特征方程是一个二次方程，判别式为

[image: 图片]


下面分两种情况讨论：

（1）如果a11
 ＝a22
 ，a12
 ＝0，则Δ＝0，此时（3.23）为
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它只有一个解λ＝a11
 （＝a22
 ），并且λE－A0
 ＝0，从而任何方向都是主方向．

从几何上看，此时Γ的方程为

[image: 图片]


如果Γ是圆锥曲线，则它一定是圆，因此过中心的每一条直线确实都是对称轴．

（2）如果a11
 ≠a22
 或a12
 ≠0，则Δ＞0，此时（3.23）有两个解λ1
 ，λ2
 ．将它们分别代入（3.22），求出两个主方向

u1
 （m1
 ，n1
 ）和u2
 （m2
 ，n2
 ），

它们满足

[image: 图片]


从前面的讨论知道，它们是互相垂直的．

构造右手直角坐标系[O′；[image: 0476020106]
 ，[image: 0476020107]
 ]，使得O′是Γ的中心，[image: 0476020108]
 和[image: 0476020109]
 分别平行于u1
 和u2
 ．经过坐标变换，得到Γ在[O′；[image: 0476020110]
 ，[image: 0476020111]
 ]中的方程

[image: 图片]


由于O′是Γ的中心，[image: 0476020112]
 ．

设坐标变换的过渡矩阵为




则它的两个列向量分别平行于u1
 和u2
 ，从而

[image: 图片]


于是
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因此（3.24）为




其中
 （因为[image: 0476020113]
 ）．由最后的这个方程即可得到标准方程．

例3.6　判别在一个右手直角坐标系中，方程

[image: 图片]


的图像Γ是什么曲线，求出它的顶点和对称轴，并作图．

解　
 ，I2
 ＝－9，I1
 ＝8，I3
 ＝－180，Γ是双曲线．

它的特征方程为




解出特征值为λ1
 ＝9，λ2
 ＝－1．

关于λ1
 ＝9的主方向满足

[image: 图片]


求出


关于λ2
 ＝－1的主方向满足

[image: 图片]


求出


Γ的中心满足方程组

[image: 图片]


求出中心O′的坐标为（－1，1）．

于是我们构造右手直角坐标系[O′；[image: 0476020114]
 ，[image: 0476020115]
 ]（见图3.4）．在此坐标系中，Γ的方程为
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图　3.4

化简得到标准方程

[image: 图片]



习　题　3.5

1．在一个直角坐标系中，求下列二次曲线的对称轴，并画图．

[image: 图片]


2．已知在一个直角坐标系中，方程

[image: 图片]


的图像Γ是椭圆或双曲线，证明

[image: 图片]


表示的两条直线就是Γ的两条对称轴．

3．已知在一个直角坐标系中，方程

[image: 图片]


的图像Γ是抛物线，证明它的顶点就是原点的充分必要条件是：




4．在平面直角坐标系中，圆锥曲线Γ的对称轴为

x－y－5＝0　和　x＋y＋3＝0，

并且Γ经过点（3/2，－3/2）和（3/2，－7/2），求Γ的方程．

5．在平面右手直角坐标系I中，抛物线的方程为

[image: 图片]


其中a＞0，求a；并且构造右手直角坐标系I′，使得此抛物线在I′中有形如y′＝cx′2
 的方程（c＞0），求出c，并画出草图．


第四章　保距变换和仿射变换

本章我们将介绍研究几何学的一种新的途径：用“几何变换”研究几何学．几何变换不同于坐标变换，坐标变换中变化的是坐标系，几何对象（点、几何图形）并不改变；而几何变换则是几何对象的变化．例如把平面上的一个图形作平移，或绕某一点旋转，或绕某一条直线翻转；又如在第二章中提到的把一个图形作压缩等等，都是图形的变化．本章要介绍的保距变换和仿射变换就是两类重要的几何变换．

对几何图形的某一种特定变化来说，图形的有些性质会改变，有些性质不改变．例如在图形作压缩时，距离、夹角、面积等等都要改变，但是直线还是变为直线，线段间的平行性仍保持，简单比也不改变．在图形作翻转时，距离、夹角、面积等都不改变，但是位置、定向要改变．

研究“几何变换”的主要内容就是讨论在各类几何变换中图形几何性质的变化规律，这使得我们能够在运动和变化中研究几何图形的性质．

“几何变换”不仅在理论上深化了几何学的研究，它还提供了解决几何问题的一个有效方法．掌握这种方法是学习本章的主要目的之一．下面先讲一个简单例子，它是两张平面间的“平行投影”的应用．

设π1
 和π2
 是空间中两张相交的平面，u是与π1
 和π2
 都不平行的一个向量．我们来规定从π1
 到π2
 的一个映射f：π1
 →π2
 为：[image: 0476020116]
   P∈π1
 ，令f（P）是过P，平行于u的直线与π2
 的交点，称这个映射为从π1
 到π2
 的一个平行投影．容易看出，一般来说平行投影不保持距离、角度等度量概念（除非u与π1
 ，π2
 的交线垂直，并且与π1
 ，π2
 的夹角相等），但是把π1
 上的直线变为π2
 上的直线，并且保持直线的平行性和共线三点的简单比．于是，π1
 上的一个三角形△1
 变为π2
 上的一个三角形△2
 ．它们不一定全等，但是△1
 的各边的中点变为△2
 的对应边的中点，△1
 的重心变为△2
 的重心．

例　在△ABC的三边上各取点D，E，F（参见图4.1），使得简单比（A，B，D）＝（B，C，E）＝（C，A，F），证明△DEF的重心和△ABC的重心重合．

[image: 图片]


图　4.1

对△ABC是正三角形的情形证明比较容易：设O是△ABC的重心，让△ABC绕O点旋转120°，把A变为B，B变为C，C变为A，则D变为E，E变为F，F变为D．于是△DEF也是正三角形，并且重心也是O.

对于一般的三角形，上述方法不能用了．但是如果它是某个正三角形在一个平行投影下的像，那么利用平行投影保持简单比，并且把重心变为重心的性质，结论对它也就成立了．

现在的问题是：是否对于任何三角形，都可设计出一个平行投影，使得它是一个平行投影下某个正三角形的像？回答是肯定的，读者从直观上不难接受，我们在这里不作严密论证．本章中我们将把“平行投影”加以推广和抽象，给出仿射变换和仿射映射的概念，在那里，对相应的问题将会得到严格的讨论．

本章以仿射变换为讨论的主要内容，把保距变换看作它的特殊情形．我们只讲平面上的这两种变换，但是要把它们推广到空间的情形并没有实质性的困难．


§1　平面的仿射变换与保距变换


　　1.1　一一对应与可逆变换

集合间的映射是本章的基础，我们先来回顾以后常要用的与映射有关的几个概念，并介绍本书中所用的记号．

集合X到集合Y的一个映射f：X→Y是把X中的点对应到Y中的点的一个法则，即[image: 0476020117]
   x∈X，都决定Y中的一个元素f（x），称为点x在f下的像点．对X的一个子集A，记

f（A）＝{f（a）|a∈A}，

它是Y的一个子集，称为A在f下的像．对Y的一个子集B，记

[image: 图片]


称为B在f下的完全原像，它是X的子集（也有可能为∅，此时X的任何点的像点不在B中）．

如果f是X到Y的映射，g是Y到Z的映射，则它们的复合（也称乘积）是X到Z的映射，记作g◦f：X→Z，规定为

[image: 图片]


对A[image: 0476020118]
 X，

[image: 图片]


对C[image: 0476020119]
 Z，

[image: 图片]


映射的复合无交换律，但有结合律，即对三个映射f：X→Y，g：Y→Z，h：Z→W，有

[image: 图片]


一个集合X到自身的映射称为X上的一个变换，称X上把每一点变为自身的变换为X的恒同变换，记作idX
 ：X→X.

对一个映射f：X→Y，如果有映射g：Y→Y，使得

[image: 图片]


则说f是可逆映射，称g是f的逆映射．

如果在映射f：X→Y下X的不同点的像一定不同，则称f为单射，此时，[image: 0476020120]
   y∈Y，f－1
 （y）或是一点（当y∈f（X）时），或为空集（当y不在f（X）时）．

如果f（X）＝Y，即[image: 0476020121]
   y∈Y，f－1
 （y）都不是空集，则称f：X→Y是满射．

如果f：X→Y既是单射，又是满射，则称f为一一对应．此时，[image: 0476020122]
   y∈Y，f－1
 （y）是X中的一个点，从而f－1
 给出了Y到X的一个映射，它也是一一对应，并且f－1
 ◦f＝idX
 ，f◦f－1
 ＝idY
 ，于是f是可逆映射，并且f的逆映射是f－1
 ．

反之，如果f：X→Y是可逆映射，则它是一一对应（见习题4.1的第2题），并且它的逆映射就是f－1
 ．

两个可逆映射的复合也是可逆映射．设f，g都是可逆映射，并且g◦f有意义，则




（见习题4.1的第3题．）

一个集合X到自身的可逆映射称为X上的可逆变换．例如idX
 就是X的一个可逆变换，其逆变换就是它自己．


　　1.2　平面上的变换群

以后我们主要讨论一张平面的可逆变换．下面列举常用的平面可逆变换的实例．

平移　取定平行于平面的一个向量u，规定π的变换Pu
 ：π→π为：[image: 0476020123]
   A∈π，令Pu
 （A）是使得[image: 0476020124]
 的点．称Pu
 为π上的一个平移，称向量u是Pu
 的平移量．不难看出，Pu
 是π的一个可逆变换，并且（Pu
 ）－1
 ＝P－u
 .

旋转　取定π上一点O，取定角θ．规定π的变换r：π→π为：[image: 0476020125]
   A∈π，令r（A）是A绕O转θ角所得的点．称变换r是π上的一个旋转，称O是其旋转中心，θ为转角，r也是可逆变换，r－1
 也是以O为中心的旋转，转角为－θ．

当θ＝180°时，称r为关于中心O点的中心对称，此时r－1
 ＝r.

反射　取定π上的一条直线l，做π的变换ηl
 ：π→π为：[image: 0476020126]
   A∈π，ηl
 （A）是A关于l的对称点．称ηl
 为π上的一个反射，称l是它的反射轴．ηl
 也是可逆变换，（ηl
 ）－1
 ＝ηl
 .

正压缩　取定π上的一条直线l和一个正数k，做π的变换ξ：π→π为：[image: 0476020127]
   A∈π，令ξ（A）是下列条件决定的点：

（1）[image: 0476020128]
 与l垂直；

（2）ξ（A）到l的距离d（ξ（A），l）＝kd（A，l）；

（3）ξ（A）与A在l的同一侧，

称变换ξ为π上的一个正压缩，称l为压缩轴，称k为压缩系数．ξ也是可逆变换，并且ξ－1
 也是以l为压缩轴的压缩变换，压缩系数为k－1
 ．

压缩系数k＝1的压缩就是id，k＞1时实际上是拉伸（距离要增大），k＜1时才是真正通常意义下的压缩．我们通称压缩，对它们不在称呼上加以区别了．

请注意，上面说的平移、旋转、反射和正压缩等概念是在全平面上定义的，不是指个别点或我们所关心的某个图形上的行为．

定义4.1　一个集合G，如果它的元素都是π上的可逆变换，并且满足条件：

（1）G中任何元素的逆也在G中；

（2）G中任何两个元素的复合也在G中，

则称G是π上的一个变换群．

例如π上的由全体平移构成的集合是一个变换群，因为不难看出，Pu′
 ◦Pu
 ＝Pu＋u′
 ，并且（Pu
 ）－1
 ＝P－u
 ．取定一点O∈π，则π上全体以O为旋转中心的旋转构成变换群，两个绕O的转角分别为θ1
 ，θ2
 的旋转的复合是绕O转θ1
 ＋θ2
 角的旋转．但全体旋转（中心和转角都任意）不构成变换群，两个不同中心的旋转的复合可能仍为旋转，也可能为平移（见习题4.1的第4题）．以上变换群所含变换的个数是无穷多个．下面再给出几个有限变换群（即包含的元素只有有限个）的例子．

一个反射η和id构成变换群（只含两个变换）．

取定自然数n，则以同一点O为中心，转角为[image: 0476020129]
 的整数倍的 所有旋转构成变换群，它含有n个变换，即分别以0，[image: 0476020130]
 ，[image: 0476020131]
 ，…，
 为转角的变换．

仅有一个id变换也构成变换群，这是最小的变换群，它包含在每个变换群中．

平面π的全体可逆变换的集合也构成变换群，它是最大的变换群，任何其他变换群都包含在它里面．


　　1.3　保距变换

定义4.2　平面π上的一个变换f如果满足：对π上的任意两点A，B，总有

d（f（A），f（B））＝d（A，B），

则称f是π上的一个保距变换．

例如平移、旋转和反射都是保距变换，而压缩系数k≠1的正压缩则不是保距变换．

不难看出，两个保距变换的复合仍是保距变换．下面我们用这个性质构造一个保距变换，它既不是平移、旋转，又不是反射．取定π上一直线l，一个平行于l的非零向量u，作关于l的反射ηl
 和平移Pu
 的复合f＝pu
 ◦ηl
 （见图4.2），则f是保距变换，但不是旋转和反射（因为f没有不动点，而旋转和反射都有不动点），又不是平移（因为向量[image: 0476020132]
 与A有关，当A在l上时，[image: 0476020133]
 ，当A不在l上时，[image: 0476020134]
 ）．我们把这种保距变换称为滑反射．以后我们将说明保距变换不外乎上面提到的4种．

[image: 图片]


图　4.2

命题4.1　保距变换是可逆变换．

证明　设f：π→π是保距映射，则当A≠B时，

d（f（A），f（B））＝d（A，B）＞0，

从而f（A）≠f（B），这说明f是单射．还应该说明f是满射，即对π上任意一点Q，要说明f－1
 （Q）不是空集．

取定π上一个等边三角形△ABC，记A′＝f（A），B′＝f（B），C′＝f（C），则△A′B′C′也是等边三角形，从而Q至少和它的两个顶点不共线，不妨设A′，B′和Q不共线．此时，可找到两个不同的点P1
 ，P2
 ，使得△ABPi
 ≌△A′B′Q，i＝1，2．由于f是保距的，




由于有公共边的互相全等的三角形只能有两个，而f（P1
 ）和f（P2
 ）是不同点，其中一定有一个为Q，从而f－1
 （Q）不是空集．　　▍

显然保距变换f的逆变换f－1
 也是保距变换，于是平面π的全体保距变换构成一个变换群，称为保距变换群．


　　1.4　仿射变换

定义4.3　平面（空间）的一个可逆变换，如果把共线点组变为共线点组，则称为平面（空间）的一个仿射变换．

本书只讨论平面的仿射变换，但是平面仿射变换的所有结果对空间仿射映射也都是成立的．

保距变换一定是仿射变换（因为三角形两边之和大于第三边，点组的共线性完全可由距离来确定）；容易验证，正压缩把共线点组变为共线点组，因此也是仿射变换．

一张平面到另一张平面的平行投影也把共线点组变为共线点组，但它不是平面的可逆变换，只是一个可逆映射．我们把平面间保持点组共线性的可逆映射称仿射映射．

从定义容易看出，仿射变换的复合也是仿射变换．

下面我们再介绍几个常见的仿射变换．

位似变换　取定平面π上一点O和一个不为0的实数λ，规定π上的变换f：π→π为：[image: 0476020135]
   P∈π，令f（P）是由等式[image: 0476020136]
 [image: 0476020137]
 决定的点（见图4.3）．称f是一个位似变换，称O为它的位似中心，λ为位似系数．

[image: 图片]


图　4.3

位似系数为1的位似变换就是恒同变换，位似系数为－1的位似变换就是关于位似中心的中心对称．显然，两个有相同位似中心O的位似变换的复合也是位似变换，位似中心还是O，位似系数相乘．于是，如果f是位似系数为λ的位似变换，记g是与f有相同位似中心，其位似系数为λ－1
 的位似变换，则

g◦f＝id，f◦g＝id，

这说明位似变换是可逆变换．容易利用相似三角形的性质说明位似变换把共线点组变为共线点组，从而位似变换是仿射变换．

相似变换　平面π的一个变换f：π→π称为相似变换，如果存在正数k，使得对π上任意两点A，B都有

d（f（A），f（B））＝kd（A，B），

称k为f的相似比．

位似变换是相似变换，如果位似系数为λ，则相似比为|λ|．

易见两个相似变换的复合也是相似变换，复合的相似比为两个相似比的乘积．

对照保距变换与相似变换的定义，立刻可看出：相似比为1的相似变换是保距变换．

利用上面这些性质容易证明，相似变换是一种仿射变换：设f是相似比为k的相似变换，作一个位似系数为[image: 0476020138]
 的位似变换g，则h＝g◦f是相似比为1的相似变换，从而h是保距变换，于是f＝g－1
 ◦h，g－1
 也是位似变换，从而g－1
 ，h都是仿射变换，因此f是仿射变换．

错切变换　取定平面π上的一条直线l，并取定l的一个单位法向量n以及与l平行的一个向量u，规定变换f：π→π为：[image: 0476020139]
   P∈π，令f（P）是满足等式




的点，其中M0
 是l上一点（请注意，内积[image: 0476020140]
 与M0
 在l上的选择无关），称此变换为以l为错切轴的一个错切变换．

由定义看出，错切轴上的点是不动的；轴外的点作平行于l的移动，在n所指的一侧的点移动方向与u相同，另一侧的点移动方向与u相反，移动距离与点到l的距离成正比（见图4.4）．

[image: 图片]


图　4.4

u＝0的错切就是恒同．两个都以l为轴的错切f1
 ，f2
 的复合f2
 ◦f1
 也是以l为轴的错切．如果n一样，并且分别由u1
 ，u2
 决定，则f2
 ◦f1
 由n和u1
 ＋u2
 决定（请自己验证）．于是当u1
 ＋u2
 ＝0时，f2
 ◦f1
 ＝id＝f1
 ◦f2
 ，即f1
 ，f2
 为一对互逆的可逆变换．

下面说明错切是仿射变换，为此还要说明它把共线点组变为共线点组，只需对三个共线点P1
 ，P2
 ，P3
 来说明．设它们在直线l′上．

如果l′∥l，则由定义看出，f（P1
 ），f（P2
 ），f（P3
 ）都仍在l′上．如果l′与l相交于一点M0
 ，不妨设P1
 不是M0
 ．此时可设




则

　　[image: 图片]
 于是△M0
 Pi
 f（Pi
 ）与△M0
 P1
 f（P1
 ）相似，从而M0
 ，f（P1
 ），f（Pi
 ）共线．于是f（P1
 ），f（P2
 ），f（P3
 ）共线（见图4.4）．

一个自然的问题：平面π上的全体仿射变换是否构成变换群？因为仿射变换的复合也是仿射变换，变换群的条件（2）已成立，只用再检查条件（1）．即考察一个仿射变换f的逆映射f－1
 是不是把共线点组变为共线点组？下面的命题回答了这个问题．

命题4.2　在仿射变换下，不共线三点的像也不共线．

证明　设f是仿射变换，A，B，C三点不共线．用反证法，假如f（A），f（B），f（C）共线，它们在直线l上．则A，B决定的直线l1
 上的每一点的像都在l上，A，C决定的直线l2
 上的每一点的像也都在l上．又设点P不在l1
 ∪l2
 上，则过P可作一条直线l′，它与l1
 ，l2
 交于不同的点D1
 ，D2
 ，则f（P），f（D1
 ），f（D2
 ）共线，而f（D1
 ），f（D2
 ）都在l上，从而f（P）也在l上．于是，π上任何一点的像都在l上，即f（π）[image: 0476020141]
 l，这与f是可逆变换矛盾．这个矛盾说明f（A），f（B），f（C）不共线．　　▍

设仿射变换f的逆f－1
 把共线的三点A′，B′，C′变为A，B，C，即

[image: 图片]


命题说明A，B，C一定共线．从而f－1
 也是仿射变换．这样，平面π上的全体仿射变换的确构成π上的变换群，称仿射变换群．

推论　仿射变换把直线变为直线，并保持直线的平行性．

证明　设l是两个不同点A，B决定的一条直线，仿射变换f把A，B分别变为A′，B′，它们决定直线l′，则l上的每一点P与A，B共线，从而f（P）与A′，B′共线，即在l′上，于是f（l）[image: 0476020142]
 l′．根据命题4.2，若[image: 0476020143]
 ，则f（Q）与A′，B′不共线，即f（Q）不在l′上．于是f－1
 （l′）[image: 0476020144]
 l.因为f是满的，必有f（l）＝l′．

当直线l1
 ∥l2
 时，l1
 ∩l2
 ＝∅，从而f（l1
 ）∩f（l2
 ）＝∅，即f（l1
 ）∥f（l2
 ）．当l1
 ，l2
 相交于D点时，f（D）是f（l1
 ），f（l2
 ）的交点．　　▍


习　题　4.1

1．如果f，g都是平面π上的变换，使得g◦f是可逆变换，证明f是单一的，g是满的．

2．证明：如果f：X→Y是可逆映射，则它是一一对应，并且它的逆映射就是f－1
 .

3．证明：如果f，g都是可逆映射，并且g◦f有意义，则g◦f也是可逆映射，并且

[image: 图片]


4．设r1
 ，r2
 是两个转角分别为θ1
 ，θ2
 的旋转，中心分别为O1
 ，O2
 ，它们不相同．

（1）如果θ1
 ＋θ2
 ＝0（或360°的整数倍），证明r1
 与r2
 的乘积是平移，并求平移量；

（2）如果θ1
 ＋θ2
 不是360°的整数倍，证明r1
 与r2
 的复合仍为旋转，并求中心和转角．

5．平面上的两个变换f，g，如果满足

g◦f＝f◦g，

则称它们是可交换的．下面各对变换是否可交换？

（1）两个平移；

（2）中心相同的两个旋转；

（3）中心不相同的两个旋转；

（4）一个平移和一个旋转；

（5）一个反射和一个平移，平移量平行于反射轴；

（6）一个反射和一个平移，平移量垂直于反射轴．

6．设l1
 和l2
 是平面π上的两条不同直线，η1
 和η2
 分别是以它们为轴的反射，问：η1
 ◦η2
 是什么变换？（就l1
 和l2
 平行和不平行两种情形讨论.）

7．求一个反射和一个平移的乘积，分别讨论：

（1）平移量平行于反射轴；

（2）平移量垂直于反射轴；

（3）一般情形．

8．设l是平面π上的一条直线，O∈l，记η是关于l的反射，h是关于O的中心对称．

（1）说明h◦η，η◦h各是什么变换？

（2）写出包含h和η的最小的变换群．

9．设平面π上的线段AB和CD长度相等，请构造π上的保距变换，它把A变成B，C变成D．这样的变换有几个？

10．设平面π上给出四个不同点A，B，C和D．请构造π上的相似变换，它把A变成B，C变成D．这样的变换有几个？

11．证明以直线l为轴的一个斜压缩可以分解为以l为轴的一个正压缩和以l为轴的一个错切的乘积．

斜压缩　取定π上的一条直线l，一个非0向量u和一个正数k，作π的变换ξ：π→π为：[image: 0476020145]
   A∈π，令ξ（A）是下列条件决定的点：

（1）[image: 0476020146]
 与u平行；

（2）ξ（A）到l的距离




（3）ξ（A）与A在l的同一侧．

称变换ξ为π上的一个斜压缩，称l为压缩轴，称u代表的方向为压缩方向，称k为压缩系数（正压缩和错切都是斜压缩的特殊情形，它们的压缩方向分别垂直和平行于压缩轴）．


§2　仿射变换基本定理

本节我们将对仿射变换作进一步讨论．主要结果是仿射变换基本定理，从它可推出其他许多性质．基本定理也是仿射变换的许多应用的基础．本节的难点和关键是仿射变换决定的向量变换的线性性质．


　　2.1　仿射变换决定的向量变换

设f：π→π是平面π上的一个仿射变换．

设α是平行于π的一个向量，则可在π上找到点A，B，使得[image: 0476020147]
 ，由它们的f像f（A）和f（B），得到向量[image: 0476020148]
 ．A，B不是惟一决定的，如果C，D∈π也使得[image: 0476020149]
 ，不妨设C，D与A，B不在同一直线上，则有平行四边形ABDC．由§1最后的推论（第184页），得

　[image: 图片]


即有平行四边形f（A）f（B）f（D）f（C）．于是向量

[image: 图片]


于是我们可作出以下定义：

定义4.3　设f是平面π上的仿射变换，则对于任何平行于π的向量α，规定
 ，这里A，B是π上的点，使得




这样，就得到全体平行于π的向量集合上的一个变换（它也是可逆变换，请读者自己验证），称它为f决定的向量变换，仍记作f.

从定义容易看出：

[image: 图片]


定理4.1　仿射变换决定的向量变换具有线性性质，即

（1）[image: 0476020150]
   向量α，β，

[image: 图片]


（2）[image: 0476020151]
   向量α，[image: 0476020152]
   λ∈R，

[image: 图片]


证明　（1）取π上点A，B，C，使得[image: 0476020153]
 ，[image: 0476020154]
 ，则[image: 0476020155]
 α＋β．按照定义，

[image: 图片]


f（α）＝f（（α－β）＋β）＝f（α－β）＋f（β），

移项得　　　f（α－β）＝f（α）－f（β）．

（2）当α＝0时，（4.2）两边都是0，一定成立．下面设α≠0．如果λ是自然数，则可用（1）：

[image: 图片]


如果λ是正有理数，并设λ＝n/m，这里n，m都是自然数，则利用对自然数已证的结果，

mf（λα）＝f（mλα）＝f（nα）＝nf（α），

于是　　　


如果λ是负有理数，λ＝－n/m，则

f（－λα）＝－λf（α）．

再由

f（λα）＋f（－λα）＝f（（λ－λ）α）＝f（0）＝0，

得　　　　　　f（λα）＝－f（－λα）＝λf（α）．

至此，当λ为有理数时，我们已证明等式f（λα）＝λf（α）是成立的．困难在于（4.2）对于λ是无理数的情况，下面用对有理数（4.2）成立和有理数的稠密性来证明它．先作一些准备．

对任何实数λ和α≠0，作[image: 0476020156]
 ，[image: 0476020157]
 ．因为λα∥α，所以A，B，C共线，从而f（A），f（B），f（C）共线，于是

[image: 图片]


又因为α≠0，所以有惟一实数μ，使得f（λα）＝μf（α），这里μ是被λ和α所确定的．我们所要证的是：对一切α≠0和任何λ，都有μ＝λ．

引理　（1）如果对α≠0和实数λ，f（λα）＝μf（α），则对任何非零向量β，都有f（λβ）＝μf（β）（即μ与向量α无关）；

（2）对任何α≠0，如果λ＞0，则μ＞0．

证明　（1）如果β与α不共线，作

[image: 图片]


则[image: 0476020158]
 ．设A′，B′，C′，D′，E′依次是A，B，C，D，E在f下的像点（图4.5）．则用§1末的推论（第184页），[image: 0476020159]
 ，从而用相似三角形的理论得出




于是　　　


即　　　　　　


[image: 图片]


图　4.5

如果β与α共线，先对一个与α不共线的向量γ用上法证明f（λγ）＝μf（γ），再证明（此时β与γ不共线）f（λβ）＝μf（β）．

（2）设λ＞0，假设[image: 0476020160]
 ，则（用（1）的结果）

[image: 图片]


即　　　　　　　


现在对无理数λ证明（4.2）成立．用反证法．如果

[image: 图片]


不妨设μ＞λ（λ＞μ时论证类似，请读者自己完成），由有理数的稠密性，在开区间（λ，μ）中一定有有理数q，则

[image: 图片]


这里q－λ＞0，而q－μ＜0，与引理的（2）矛盾．

至此，定理4.1的证明全部完成．　　▍

推论　仿射变换保持共线三点的简单比．

证明　设A，B，C共线，（A，B，C）＝λ，于是[image: 0476020161]
 ．设f是仿射变换，则

[image: 图片]


即　　　　　　　　


定理4.1和推论表明在一个仿射变换下，各点的变化情况相互之间是有很大的牵制关系的．于是少数点的变化可决定其他点的变化．例如，当A变为A′，B变为B′时，不仅AB直线变为A′B′直线，并且线上点的顺序关系、位置关系都保持不变．线段AB变为线段A′B′，AB的中点变为A′B′的中点．又如△ABC变为△f（A）f（B）f（C），内部变内部，各边变为对应边，且各边中点变为对应边中点，△ABC的重心变为△f（A）f（B）f（C）的重心等等．


　　2.2　仿射变换基本定理

从仿射变换导出的向量变换的线性性质，容易得到仿射变换的基本定理．这个定理反应了仿射变换的本质特点．

定理4.2（仿射变换基本定理）　设π是一张平面．

（1）如果f：π→π是仿射变换，I＝[O；e1
 ，e2
 ]是π上的一个仿射坐标系，则I′＝[f（O）；f（e1
 ），f（e2
 ）]也是π的仿射坐标系，并且[image: 0476020162]
   P∈π，P在I中的坐标和f（P）在I′中的坐标相同；

（2）任取π上两个仿射坐标系I＝[O；e1
 ，e2
 ]和I′＝[O′；[image: 0476020163]
 ，[image: 0476020164]
 ]，规定f：π→π如下：[image: 0476020165]
   P∈π，设P在I中的坐标是（x，y），令f（P）是在I′中坐标为（x，y）的点，则f是仿射变换．

证明　（1）e1
 与e2
 不共线，则用命题4.2和向量变换的定义得出f（e1
 ）与f（e2
 ）不共线，从而[f（O）；f（e1
 ），f（e2
 ）]为仿射坐标系．

设P在I中的坐标为（x，y），则[image: 0476020166]
 ，用定理4.1，有

[image: 图片]


即f（P）在I′中的坐标也是（x，y）．

（2）由于在给定坐标系后，点到它的坐标这种对应给出了平面到全体二元有序组集合的一一对应关系，所以规定的变换f是可逆变换．又因为点组的共线性可由它们的坐标（不论是哪个坐标系中的坐标）决定，所以f是保持点组的共线性的．按定义，f是仿射变换．　　▍

定理4.2的基本性在于从它可以推出仿射变换的其他性质，它也是仿射变换应用的基础．

在理解基本定理的丰富内涵时请注意下面两点：

1．基本定理表明了仿射变换的局部决定整体的特征．定理指出，对π上任意两个仿射坐标系I和I′，存在惟一仿射变换把I变为I′．基本定理中（2）说明了存在性，（1）说明了惟一性，即（2）中所规定的仿射变换f是把I变为I′的惟一变换．

这个断言也可叙述为：对于平面π上两个不共线点组A，B，C和A′，B′，C′，存在惟一仿射变换把A变为A′，B变为B′，C变为C′．现在我们可以说：任何三角形都可以看作正三角形在仿射变换下的像．于是本章开始的那个例子就可以有严密的论证了（请读者自己完成）．

2．定理中对把I变为I′的仿射变换给出了用坐标表达的具体形式，这就是用坐标法研究仿射变换的基础．

下面的内容都是仿射变换基本定理的应用．


　　2.3　关于保距变换

命题4.3　如果平面π上两个三角形△ABC和△A′B′C′全等，则把△ABC变为△A′B′C′（每个顶点变为对应顶点）的仿射变换是保距变换．

证明　应用基本定理中“惟一性”部分，只用说明存在保距变换把△ABC对应地变为△A′B′C′．

先作平移p把A变到A′，再以A′为中心，作旋转r把p（B）变为B′（因为d（A′，p（B））＝d（p（A），p（B））＝d（A，B）＝d（A′，B′），所以这样的r存在）．此时

[image: 图片]


于是，或者r（p（C））＝C′；或者r（p（C））与C′关于A′B′直线对称．对于第一种情形，复合变换r◦p把△ABC变为△A′B′C′；对于第二种情形，再规定η是以A′B′直线为轴的反射，则η◦r◦p把△ABC变为△A′B′C′．于是把△ABC变为△A′B′C′的仿射变换或为r◦p，或为η◦r◦p，它总是保距变换．　　▍

推论　任何保距变换都可分解为平移、旋转及反射的复合．

（这从命题4.3的证明过程中可以看出．）


　　2.4　二次曲线在仿射变换下的像

设曲线Γ在某个仿射坐标系I中有方程F（x，y）＝0，在某个仿射变换f下，Γ的像为f（Γ）．则f（Γ）在坐标系I′＝f（I）中有方程F（x，y）＝0．反之，如果两条曲线Γ和Γ′分别在仿射坐标系I和I′中的方程都是F（x，y）＝0，则把I变为I′的仿射变换把Γ变为Γ′．

把这些结果用到二次曲线上，我们有

命题4.4　平面π上两条二次曲线Γ与Γ′（不是空集）是同类二次曲线的充分必要条件是，存在仿射变换f，使得




证明　充分性．设Γ在I中有方程F（x，y）＝0，则Γ′在I′＝f（I）中的方程也为F（x，y）＝0．由于二次曲线的方程决定它的类型，Γ与Γ′一定是同类的．

必要性．根据第三章中的结果，对每条二次曲线（不是空集）都可以找到一个仿射坐标系，使得它有以下7种形式之一的方程：
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并且不同的形式代表了不同的类型．于是当Γ与Γ′同类时，它们可在不同坐标系中有相同的方程，从而存在仿射变换把Γ变为Γ′．　　▍

由于二次曲线的方程还决定（或可求出）其仿射特征，当仿射变换f把二次曲线Γ变为Γ′时，有

（1）Γ的对称中心（若存在）的f像是Γ′的对称中心；

（2）若u代表了Γ的渐近方向，则f（u）代表了Γ′的渐近方向；

（3）若l是Γ的切线，则f（l）是Γ′的切线；

（4）若u不代表Γ的渐近方向，l是u关于Γ的共轭直径，则f（l）是f（u）关于Γ′的共轭直径；

（5）若u1
 ，u2
 关于Γ共轭，则f（u1
 ），f（u2
 ）关于Γ′共轭．


　　2.5　仿射变换的变积系数

下面讨论在仿射变换下图形面积的变化规律．仿射变换要改变线段的长度（除非它是保距变换），从而要改变图形的面积．线段长度的变化情况与它的方向有关（除非它是相似变换），而图形面积的变化是受到各方面长度变化的影响，我们要证明：

命题4.5　在同一仿射变换f：π→π下，π上不同的图形（可计面积的）面积的变化率相同，即存在由变换f决定的常数σ，使得任一图形S的像f（S）的面积是S面积的σ倍．

这个常数σ称为f的变积系数．

对于一些特殊的仿射变换，命题4.5的结论是明显的．例如当f是平移、旋转或反射时，f（S）与S全等，从而σ＝1，保距变换作为这些变换的复合，也不改变面积．

相似比为k的相似变换f的σ＝k2
 ；压缩系数为k的正压缩f的σ＝k.

对于一般的仿射变换，我们来说明它总是可分解为上面这些特殊变换的复合，从而完成命题4.5的证明．

引理1　如果仿射变换h：π→π把某一个圆周S1
 变为等半径的圆周，则f是保距变换．

证明　[image: 0476020167]
   A，B∈π，可在S1
 上找到一点C，使得[image: 0476020168]
 （O是圆心），设[image: 0476020169]
 （图4.6）．此时由定理4.1，




于是


 因此f是保距变换．　　▍
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图　4.6

引理2　每个仿射变换都可分解为一个保距变换和两个正压缩的乘积．

证明　设f：π→π是一个仿射变换，取π上的一个单位圆周S1
 ，则f（S1
 ）是一个椭圆，设其长短半轴分别为a和b．作正压缩ξ1
 ，ξ2
 ，它们分别以短轴和长轴为压缩轴，以a和b为压缩系数，则（ξ1
 ）－1
 ◦（ξ2
 ）－1
 ◦f（S1
 ）是一个单位圆周．根据引理1，




是一个保距变换，于是得到f的分解式：f＝ξ2
 ◦ξ1
 ◦h.　　▍

命题4.5的证明　设f是一个仿射变换，f＝ξ2
 ◦ξ1
 ◦h是引理2中所说的分解式．对一个图形Σ，以M（Σ）表示其面积，则
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其中a，b是与Σ无关的常数，ab即命题中的常数σ．　　▍


习　题　4.2

1．证明：如果一个仿射变换f满足下列条件之一，则f是相似变换．

（1）f把某一个三角形变为与之相似的三角形；

（2）f保持角度；　　　　　（3）f保持垂直关系；

（4）某个圆的f像还是圆；

（5）有两个不平行的向量在f作用下它们的长度改变的倍数相同．

2．如果A和B是两个不同的点，它们在仿射变换f下都不变，证明在直线AB上的每个点在f下都不变．

3．如果l是仿射变换f的一条不变直线（即f（l）和l是同一直线），A和B是不在l上的两个不同的点，则A和B在l的同侧的充分必要条件是f（A）和f（B）在l的同侧．

4．设f是仿射变换，l是一条直线，A和B是线外两点．证明：A和B在l的同侧[image: 0476020170]
 f（A）和f（B）在f（l）的同侧．

5．设在仿射变换f下，直线l变为自己（f（l）＝l），点A不在l上．试证明：

（1）如果向量[image: 0476020171]
 ，则[image: 0476020172]
   P，[image: 0476020173]
 ；

（2）如果A和f（A）在l的同侧，则[image: 0476020174]
   P，P和f（P）在l的同侧．

6．证明：任何仿射变换都可分解为一个相似变换和一个正压缩的乘积．

7．证明：任何仿射变换f都可作分解：f＝g◦h，其中g为一个相似变换，h保持一条直线上的每个点都不动．

8．证明：每个位似变换都可分解为两个正压缩的乘积．

9．设Γ是一条抛物线，点P∈Γ，试证明存在仿射变换f，使得f（Γ）＝Γ，但f（P）是顶点．

10．设Γ是一个椭圆，l和l′是一对共轭直径，试证明存在仿射变换f，使得f（Γ）＝Γ，但f（l）和f（l′）是两条对称轴．

11．对于给定的两个梯形，存在仿射变换f，把其中一个梯形变成另一个梯形的充分必要条件是什么？

12．用尺规画出下列图形在仿射变换下的像：

（1）正六边形ABCDEF，已知其中三个顶点的像；

（2）正五边形ABCDE，已知其中三个顶点的像．

13．说明保持某一条直线上的每个点都不动的仿射变换或是以此直线为压缩轴的斜压缩，或是一个这样的斜压缩和关于此直线的反射的乘积．

14．写出下列仿射变换的变积系数：斜压缩、滑反射、错切、相似．


§3　用坐标法研究仿射变换

仿射变换基本定理使得我们能够很方便地用坐标来描绘一个仿射变换，从而可用解析的方法研究仿射变换．


　　3.1　仿射变换的变换公式

设f：π→π是一个仿射变换．

取定π上的一个仿射坐标系I＝[O；e1
 ，e2
 ]，我们先来分析一个点P的坐标与像点f（P）的坐标的关系．

记I′＝[f（O）；f（e1
 ），f（e2
 ）]，设P在I中的坐标为（x，y），则由基本定理知道，f（P）在I′中的坐标也是（x，y）．于是可通过坐标变换公式来求f（P）在I中的坐标．记I到I′的过渡矩阵为




f（O）在I中的坐标为（b1
 ，b2
 ），则由第三章中点的坐标变换公式（3.2b），f（P）在I中的坐标（x′，y′）为
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称此公式为仿射变换f在坐标系I中的点（坐标的）变换公式，称矩阵A为f在坐标系I中的变换矩阵．

仿射变换的点变换公式形式上和点的坐标变换公式完全相同（本来前者就是利用后者得来的），但意义不同，它是用点的坐标（出现在右边）求像点的坐标（出现在左边）的关系式．

类似可得仿射变换在坐标系I中的向量（坐标的）变换公式：
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（4.4）也可用矩阵乘积形式给出




其中（x，y）是一个向量α在I中的坐标，（x′，y′）是f（α）的坐标．

设一条曲线Γ在I中的方程为F（x，y）＝0，求其像f（Γ）的方程的方法为：从公式（4.3）反解出x，y用x′，y′表示的函数式，代入F（x，y）＝0，就得到f（Γ）的方程．

请读者注意，在仿射变换下图形方程的变化规律与在坐标变换下图形方程的变化规律的不同处，并理解其内在联系．在应用中不要混淆．

例4.1　已知在仿射坐标系I中，仿射变换f的点变换公式为
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直线l的方程为3x＋y－1＝0，求f（l）的方程．

解　方法1．从变换公式反解出




代入l的方程：
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整理后得9x′－13y′＋72＝0，于是f（l）的方程为




方法2（待定系数法）．设f（l）的方程为Ax＋By＋C＝0，用变换公式（4.5）代入得到l的方程
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它与3x＋y－1＝0都是l的方程，于是
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从上式左边等式解出13A＋9B＝0，即A∶B＝9∶－13，再用右边的等式求出A∶C＝1∶8．取A＝9，则B＝－13，C＝72，得f（l）的方程：




方法3．先求出l上一点P1
 （0，1），平行于l的一个向量u（1，－3）．用点变换公式（4.5），求出f（P1
 ）的坐标（－8，0），由（4.5）得向量变换公式：




用它求出f（u）的坐标（13，9），由此写出f（l）的标准方程：




其一般方程为：9x－13y＋72＝0．

例4.2　在仿射坐标系I中，仿射变换f把直线x＋y－1＝0变为2x＋y－2＝0，把直线x＋2y＝0变为x＋y＋1＝0，把点（1，1）变（2，3），求f在I中的变换公式．

解　方法1（待定系数法）．假设所求变换公式为




然后用条件决定其中的6个系数aij
 和bi
 .

由于f把直线x＋y－1＝0变为2x＋y－2＝0，即直线2x＋y－2＝0的原像是x＋y－1＝0，从而直线
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就是直线x＋y－1＝0，于是
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即
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类似地，由f把直线x＋2y＝0变为x＋y＋1＝0，可得到
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即
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再由f把点（1，1）变（2，3），得到
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从上面这6个方程解出：
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于是所求变换公式为




这个方法很容易想到（中学课程中常用），但是计算量很大．下面介绍一个简捷的方法．

方法2．把点（x，y）经过变换得到的像点的坐标x′，y′看作x，y的函数，用条件来决定变换公式．

直线2x＋y－2＝0的原像是x＋y－1＝0，从而2x′＋y′－2＝0和x＋y－1＝0是同一条直线的方程，因此存在数s，使得
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再由f把点（1，1）变（2，3），用x＝1，y＝1，x′＝2，y′＝3代入，求出s＝5．

同理，直线x＋y＋1＝0的原像是x＋2y＝0，存在数t，使得
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用x＝1，y＝1，x′＝2，y′＝3代入，得到t＝2．于是得到方程组
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解之得　　　　　　　　



　　3.2　变换矩阵的性质

在变换公式（4.3）和（4.4）中，变换矩阵
 是关键因素，现在来讨论它的几个重要性质．主要是回答下面两个问题：

问题1．已知两个仿射变换在仿射坐标系I中的变换矩阵，怎么求它们的乘积的变换矩阵？

问题2．已知仿射变换f在一个仿射坐标系中的变换矩阵，怎么求f在其他仿射坐标系中的变换矩阵？

根据定义，在仿射坐标系I中仿射变换f的变换矩阵也就是I到f（I）的过渡矩阵，因此它的两个列向量分别为I的坐标向量e1
 ，e2
 的像f（e1
 ），f（e2
 ）在I中的坐标．

引理　设I1
 和I2
 是平面π上的两个仿射坐标系，它们分别被仿射变换f变为[image: 0476020175]
 和[image: 0476020176]
 ，则I1
 到I2
 的过渡矩阵与[image: 0476020177]
 到[image: 0476020178]
 的过渡矩阵相同．

证明　设I1
 到I2
 的过渡矩阵为




I2
 的坐标向量为e1
 ，e2
 ，则（a1i
 ，a2i
 ）是ei
 在I1
 中的坐标，根据基本定理，[image: 0476020179]
 的坐标向量f（ei
 ）在[image: 0476020180]
 中的坐标也是（a1i
 ，a2i
 ），i＝1，2．于是A也就是[image: 0476020181]
 到[image: 0476020182]
 的过渡矩阵．　　▍

推论　仿射变换f把坐标系I变为I′，则f在I′中的变换矩阵就是f在I中的变换矩阵．

证明　让引理中的I1
 ＝I，I2
 ＝I′＝f（I）．此时




于是I1
 到I2
 的过渡矩阵即f在I中的变换矩阵，[image: 0476020183]
 到[image: 0476020184]
 的过渡矩阵即f在I′中的变换矩阵．由引理，这两个变换矩阵相等．　　▍

下面先来回答问题1．

命题4.6　如果仿射变换f，g在仿射坐标系I中的变换矩阵分别为A和B，则它们的乘积g◦f在I中的变换矩阵为BA．
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证明　右面的图表画出了I，f（I），g（I）和g（f（I））这4个坐标系，箭头旁标出的是相应的过渡矩阵．下行g（I）到g（f（I））的过渡矩阵和上行I到f（I）的过渡矩阵都是A，这是应用引理（对变换g）得到的．g◦f在I中的变换矩阵即坐标系I到g（f（I））的过渡矩阵，它就是BA.　　▍


*
 注　为了加深对命题4.6的理解，建议读者再采用另两种途径来考察．

（1）从定义来看，设g◦f在I中的矩阵为C，则C的第1列即I的坐标向量e1
 的像g（f（e1
 ））在I中的坐标，用公式（4.4），f（e1
 ）在I中的坐标为
 ，因此g（f（e1
 ））在I中的坐标为
 ．类似地，C的第2列为
 ，于是




（2）也可从（4.4）式来看，对向量u（x，y），g（f（u））的坐标为
 ．而f（u）的坐标为
 ，从而g（f（u））的坐标应为
 于是对任何u（x，y），




从而C＝AB.

推论　如果仿射变换f在仿射坐标系I中的变换矩阵为A，则它的逆变换f－1
 在I中的变换矩阵为A－1
 ．

证明　设f－1
 的变换矩阵为B，则BA是f－1
 ◦f＝id的变换矩阵．从定义看，id的变换矩阵应为单位矩阵，即BA＝E，B＝A－1
 ．　　▍

下面的命题回答了问题2．

命题4.7　设仿射变换f在仿射坐标系I中的变换矩阵为A，I到仿射坐标系I′的过渡矩阵为H，则f在I′中的变换矩阵为H－1
 AH.

证明　把涉及到的坐标系以及它们之间的过渡矩阵用右边I′的图表画出．两侧的矩阵相同，这是应用引理而得．

f在I′中的变换矩阵就是I′到f（I′）的过渡矩阵．利用过渡矩阵的性质，从下面的过渡矩阵序列
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即可得出结论．　　▍
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线性代数中称矩阵A和H－1
 AH为相似关系．因此命题4.7也就是说，同一个仿射变换在不同坐标系中的变换矩阵相似，并且可用这两个坐标系间的过渡矩阵实现这个相似关系．

推论　一个仿射变换f在不同坐标系中的变换矩阵的行列式相等．

（因为相似的矩阵行列式相同：|H－1
 AH|＝|H－1
 ||A||H|＝|A|．）

仿射变换的变换矩阵的行列式是具有很强几何意义的一个数量．

设在一个仿射坐标系I＝[O；e1
 ，e2
 ]中，仿射变换f的变换矩阵为




则
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于是|A|的正负性反映了I和f（I）的定向关系．如果|A|＞0，则I和f（I）定向相同，此时称f是第一类仿射变换；如果|A|＜0，则I和f（I）定向不同，此时称f是第二类仿射变换．

|e1
 ×e2
 |和|f（e1
 ）×f（e2
 ）|分别是I和f（I）的两个坐标向量所夹平行四边形Σ和Σ′的面积．显然，Σ′＝f（Σ），于是f的变积系数
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即有

命题4.8　仿射变换的变积系数等于它的变换矩阵的行列式的绝对值．


　　3.3　仿射变换的不动点和特征向量

设f：π→π是一个仿射变换．点P∈π，如果P在f下不动，即f（P）＝P，就称P为f的一个不动点．如果非零向量u与f（u）平行，则称u为f的一个特征向量；此时有惟一实数λ，使得f（u）＝λu，称λ为u的特征值．不动点和特征向量都是应用中常见的概念．下面用坐标法对它们作计算和讨论．

设f在仿射坐标系I中的点变换公式如（4.3），变换矩阵为




1．特征向量与特征值

设非零向量u在I中的坐标为（x0
 ，y0
 ），则u是f的特征向量，并以λ为特征值，就是有等式
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即（x0
 ，y0
 ）是齐次线性方程组
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的非零解，因此λ满足
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于是可先求出特征值λ．这样就得到求特征向量和特征值的如下步骤（参见第三章§5）：

步骤1．先求特征值．即求下面的二次方程（称为特征方程）
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的解．此方程的判别式为
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当f是第二类仿射变换时，显然，Δ＞0，因此一定有两个不相等的特征值（它们的乘积为|A|）．对于f是第一类仿射变换的情形，特征值最多有两个（当Δ＞0时，这两个特征值的乘积为|A|），也可能没有（当Δ＜0时）或只有一个（当Δ＝0时，这个特征值为
 ）.

步骤2．求特征向量．对求出的每个特征值λ，齐次线性方程组
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的非零解就是以λ为特征值的特征向量．

例4.3　设f是位似变换，位似比为λ0
 ，求f的特征向量及特征值．

解　位似变换在任何坐标系中的变换矩阵都是
 （请自己证明），于是（4.6）式化为
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求出f的特征值只有λ0
 一个．此时（4.7）的两个方程都是0＝0，说明任何非零向量都是特征向量．

2．不动点

f的不动点在I中的坐标是方程组
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的解．于是当行列式
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的值不为0时（即1不是f的特征值），f有一个不动点，否则或者f无不动点（（4.8）的两个方程矛盾，从而无解），或者f有无穷多个不动点（（4.8）的两个方程同解）．有无穷多不动点又分两种情形：f＝id，则每一点都是不动点；或（4.8）的两个方程是同解的一次方程，即f的不动点构成一条直线，就是这个一次方程的图像．


　　3.4　保距变换的变换公式

设f：π→π是一个保距变换．取I＝[O；e1
 ，e2
 ]为右手直角坐标系，则I′＝f（I）也是直角坐标系．于是f在I中的变换矩阵A是直角坐标系I到I′的过渡矩阵，从而是正交矩阵（参见第三章§1）．下面对f分两种情形讨论．

情形1．f是第一类保距变换，则|A|＝1．于是A有如下形式（参见第三章§1）：
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如果θ＝0，则
 ，f的点变换公式为
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此时f是一个平移，平移量为u（b1
 ，b2
 ）．

如果0＜θ＜2π，则
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f有一个不动点M0
 ．在直角坐标系I′＝[M0
 ；e1
 ，e2
 ]中，f的点变换公式为




f是绕M0
 的旋转，θ就是转角．

总结以上结果，得到

命题4.9　平面上第一类保距变换或是旋转，或是平移．

情形2．f是第二类保距变换，则|A|＝－1．此时f有两个不相等的特征值，它们的乘积为－1．设λ是f的特征值，e是一个相应的特征向量，即有f（e）＝λe.因为f是保距变换，e和f（e）长度相等，而|f（e）|＝|λe|＝|λ||e|，所以|λ|＝1．这样f的特征值为1和－1．

取直角坐标系I，使坐标向量e1
 是特征值为1的特征向量，则f（e1
 ）在I中坐标为（1，0），于是f在I中的变换矩阵为




又因为A是正交矩阵，所以a12
 ＝0，a22
 ＝－1（因为|A|＝－1）．

于是f在I中的点变换公式为




当b1
 ＝0时，变换公式为




f是关于直线
 的反射（请读者自己验证点（x，y）和像点（x，b2
 －y）关于
 对称）．

当b1
 ≠0时，f是上述反射与平移量为b1
 e1
 的一个平移的复合，b1
 e1
 与反射轴
 平行，因此f是滑反射．

因而我们已证明

命题4.10　第二类保距变换或是反射，或是滑反射．

命题4.9和4.10说明保距变换只有平移、旋转、反射和滑反射共4类．这个认识比命题4.3的推论进了一步．

思考题

1．怎么从一个保距变换在某个直角坐标系中的点变换公式来判别它是4类中的哪一类？怎样求平移量、转角和反射轴？

2．如果给出保距变换在一个仿射坐标系中的点变换公式，变换矩阵是否还是正交矩阵？能否从点变换公式判别类型和求平移量、转角和反射轴？


习　题　4.3

1．证明：在任何仿射坐标系中，位似变换的变换矩阵都是数量矩阵kE，其中k是位似系数．反之，如果一个仿射变换在某个仿射坐标系中的变换矩阵是数量矩阵kE，其中k≠1，则它一定是位似变换．（思考：为什么要求k≠1？）

2．设f是一个斜压缩，建立仿射坐标系I，它的x轴就是压缩轴，y轴平行于压缩方向，写出f在I中的变换公式．

3．证明：在右手直角坐标系中，第一类相似变换的变换矩阵为




其中k是相似系数．

4．设在一个仿射坐标系I中，给出了下列点的坐标：
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（1）求把I的原点变为A，点（1，0）变为B，点（0，1）变为C的仿射变换的变换公式；

（2）求把A变为A′，B变为B′，C变为C′的仿射变换的变换公式；

（3）求把A′变为I的原点，B′变为点（1，0），C′变为点（0，1）的仿射变换的变换公式．

5．设仿射变换f在一个仿射坐标系I中的变换公式为




（1）求曲面x2
 －2y＋3＝0的像的方程；

（2）求曲面x2
 ＋y2
 ＝4的原像的方程．

6．求把直线x＝0变为3x－2y－3＝0，把x－y＝0变为x－1＝0，把y＝1变为4x－y－9＝0的仿射变换的变换公式．

7．在一个右手直角坐标系I中，曲线的方程为2xy＝a，把它绕着原点旋转45°，求所得曲线的方程．

8．对于一个仿射变换f，如果直线l满足f（l）＝l，就称l为f的不变直线．讨论下列仿射变换的不变直线：

（1）斜压缩；

（2）平移；

（3）反射．

9．如果l是仿射变换f的一条不变直线，试证明：

（1）平行于l的向量都是f的特征向量，并且特征值λ相同；

（2）当λ不等于1时，l上有f的一个不动点；

（3）如果f有不在l上的不动点，则存在过此点的一条直线，它上面的每个点都是f的不动点．

10．证明：如果仿射变换f只有一个不动点，则它的每一条不变直线都经过不动点．

11．已知下列仿射变换在一个仿射坐标系中的变换公式，求它的不变直线：




12．在一个仿射坐标系中，仿射变换f的变换公式为




（1）求f的不动点和特征向量；

（2）求f的变积系数；

（3）作坐标系，使得原点是不动点，坐标轴平行于特征向量，求f在此坐标系中的变换公式．

13．已知仿射变换f的变换公式为




（1）求f的不变直线；

（2）作坐标系，使得两条坐标轴都是不变直线，求f在此坐标系中的变换公式．

14．已知仿射变换f在仿射坐标系I中的变换公式为




仿射坐标系I′的原点在I中的坐标为（4，5），两个坐标向量在I中的坐标分别为（2，3）和（1，2），求f在I′中的变换公式．

15．已知仿射变换f的变换公式为




（1）证明椭圆
 在f下的像是它自己；

（2）证明此椭圆上的每一点都不是不动点．

16．设u1
 ，u2
 是仿射变换f的两个特征向量，它们的特征值不相等．证明：

（1）u1
 ，u2
 不平行；

（2）u1
 ＋u2
 不是特征向量．

17．判断在右手直角坐标系中，有下列变换公式的保距变换是什么变换，并求出其特征（旋转中心、反射轴线、滑反射轴线和滑动量等）：




18．写出下列仿射变换的变换公式：

（1）它把直线2x－y＝0变为x－1＝0，把直线x＋2y－1＝0变为y＋1＝0，把点（0，1）变为点（－1，8）；

（2）它有两条不变直线

3x＋2y－1＝0　和　x＋2y＋1＝0，

并且把原点变为点（1，1）；

（3）有不变直线x－y－1＝0，并且把直线5x＋y＋6＝0变成x＋y＋4＝0，把（1，1）点变成（－11，－5）．

19．设f是平面的一个第二类仿射变换，没有不动点，变积系数为3．一个仿射坐标系I的坐标向量e1
 是f的特征向量，其特征值为1．

（1）求f在I中的变换公式的一般形式；

（2）求f的不变直线在I中的方程．


§4　图形的仿射分类与仿射性质

仿射变换不仅是研究图形的仿射性质的得力工具，它还使我们在理论上加深了对图形的几何性质的认识，也提高了对几何学科的认识，从而推动了几何学研究的发展．本节将作一些理论上的概括．


　　4.1　平面上的几何图形的仿射分类和度量分类

定义4.4　设Γ和Γ′是平面π上的两个几何图形，如果存在一个仿射变换f：π→π，使得




则称Γ和Γ′是仿射等价的；如果存在一个保距变换f：π→π，使得




则称Γ和Γ′是度量等价的．

度量等价也就是几何图形全等．两个图形度量等价，则它们也一定仿射等价．反过来，仿射等价则不一定度量等价．

例如任何两个三角形都是仿射等价的，但只当它们全等时才度量等价．又如任何两条线段都是仿射等价的，但只当它们等长时才度量等价．

同一个方程在不同仿射坐标系中的图形是仿射等价的．事实上，如果Γ和Γ′分别是同一个方程在仿射坐标系I和I′中的图形，则把I变为I′的仿射变换f满足




类似地，同一个方程在不同直角坐标系中的图形是度量等价的．

仿射等价和度量等价都是平面上的几何图形的集合中的一个“等价关系”，即它满足下列三个性质（可以利用全体仿射（保距）变换构成变换群，以及群的性质来进行验证，请读者自己完成）：

（1）自反性．即任何图形和自己仿射（度量）等价．

（2）对称性．即如果图形Γ和Γ′仿射（度量）等价，则Γ′和Γ也仿射（度量）等价．

（3）传递性．即如果Γ和Γ′仿射（度量）等价，Γ′和Γ″仿射（度量）等价，则Γ和Γ″也仿射（度量）等价．

于是，利用这两个等价关系，我们可对平面上的几何图形的集合进行分类．把互相仿射等价的图形分归同一类，于是平面上的全体几何图形分解为许多类，这些类称为仿射等价类．用度量等价关系则把平面上的全体几何图形分解为许多度量等价类．比较这两种分类，前者粗，后者细．每个度量等价类都包含在一个仿射等价类中；反之，每个仿射等价类都由许多度量等价类构成．

全体三角形构成一个仿射等价类，它包含了无穷多个度量等价类，每个都由互相全等的三角形构成．全体椭圆构成仿射等价类，它也包含了无穷多个度量等价类；对每一对取定的正数a≥b，平面上全体长半轴为a，短半轴为b的椭圆构成一个度量等价类．全体平行四边形也构成一个仿射等价类；全体双曲线，全体抛物线都各自构成一个仿射等价类．

图像不是空集的二次曲线分为7个仿射等价类，除去上面说到的三类圆锥曲线，还有：{一对相交直线}，{一对平行直线}，{一条直线}，{一个点}．


　　4.2　仿射概念与仿射性质

几何学中有些概念是在仿射变换下不会改变的，我们把这种概念称为仿射概念．如点的共线性、直线的平行和相交概念，三个共线点的简单比、线段的中点，以及三角形、平行四边形、梯形、椭圆、抛物线、双曲线等等，都是仿射概念；长度、角度、面积、垂直，以及等腰三角形、正三角形、直角三角形、圆等都不是仿射概念．对于三角形来说，各边的中线和重心是仿射概念；角平分线，一条边上的高，以及垂心、内心、外心等都不是仿射概念．对于二次曲线，其中心、共轭、切线、渐近线等等都是仿射概念；对称轴、顶点都不是仿射概念．

类似地，把在保距变换下不会改变的概念称为度量概念．因为保距变换是特殊的仿射变换，所以所有仿射概念都是度量概念．长度，角度，面积，垂直，三角形的角平分线及其高、垂心、内心、外心，等腰三角形，正三角形，直角三角形，圆，以及二次曲线的对称轴、顶点都是度量概念．于是度量概念是一个大的范畴，而仿射概念只是其中的一部分．

几何图形的某种性质如果是用仿射概念刻画的，从而在仿射变换中保持不变，就称为仿射性质．仿射性质是一个仿射等价类中的所有图形所共同具有的性质．某种性质如果是用度量概念刻画的，从而在保距变换中保持不变，就称为度量性质．于是仿射性质也是度量性质．度量性质是一个更大的范畴，而仿射性质只是其中的一部分．

例如直线的平行或相交，点的共线，三角形的三条中线交于一点，平行四边形对角线互相平分等等都是仿射性质．三角形的三条高交于一点不是仿射性质，只能算作度量性质，尽管全体三角形构成的仿射等价类中的所有图形（三角形）都具有此性质，但是它是用高（不是仿射概念！）来刻画的．

欧几里得几何学中所提到的几何概念都是（除了位置和定向外）都是度量概念，所研究的图形性质都是度量性质．

本章前面已经说明，把仿射性质从度量性质中区别出来，不仅是理论上的发展，也带来了研究仿射性质（概念）的方法上的创新：要研究一个图形是否具有某种仿射性质，只要在此图形所在的仿射等价类中找一个特殊的图形来研究．例如要讨论三角形的仿射性质，只要对正三角形进行；要讨论椭圆的仿射性质，只要对圆进行．下面是这种应用的两个例子，先用上述思想解决本章前言中的问题．

例4.3　在△ABC的三边上各取点D，E，F，使得简单比

　　　　　　（A，B，D）＝（B，C，E）＝（C，A，F），

证明△DEF的重心和△ABC的重心重合．

证明　设△A′B′C′是正三角形，在它的三边上各取点D′，E′，F′，使得简单比
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则存在仿射变换，它把A′，B′，C′，D′，E′，F′各点依次变为A，B，C，D，E，F．由于仿射变换保持三角形的重心，只须证明△D′E′F′的重心和△A′B′C′的重心重合．

绕△A′B′C′的重心O、转角为120°作旋转，把D变为E，E变为F，F变为D．于是△DEF也是正三角形，并且重心也是O.这样就证明了△D′E′F′的重心和△A′B′C′的重心重合．

例4.4　试证明：椭圆上存在内接三角形，使得椭圆在其每个顶点处的切线都平行于它的对边；并且，当取定椭圆上的一点时，以它为顶点的这样的三角形只有一个．

证明　由于所说的性质是仿射性质，我们只须对圆进行证明．在圆上，这样的三角形就是正三角形，其存在性和惟一性都是显然的．


　*
 4.3　几何学的分类

几何概念和几何性质的分类的思想对于几何学的发展是起了重要作用的．1872年，德国数学家克莱因（F.Klein）在埃尔朗根大学的教授就职演讲中，综观当时几何学蓬勃发展的情况，报告了题为《关于近代几何研究的比较》的论文．在他的论文中，突出了变换群在几何学中的地位，他用变换群的观点对当时已经出现的所有几何学进行分类，提出：每一种几何研究的都是图形在某个特定变换群之下的不变性质．

按照克莱因的观点，研究图形在仿射变换群之下的不变性质的几何称为仿射几何．换句话说，仿射几何是研究图形的仿射性质的几何．研究几何图形在保距变换群之下的不变性质（即度量性质）的几何称为度量几何，也就是欧氏几何．

克莱因的思想突出了变换群在几何学中的地位，后来被称为埃尔朗根纲领．它虽然不完全适用于以后几何学的发展情况，但是在几何学的发展历史上确实起到了重要的指导作用．


习　题　4.4

1．设点D，E，F依次在△ABC的边AB，BC，CA上，M，N，P依次在△DEF的边DE，EF，FD上，使得简单比

[image: 图片]


（见图4.7）．证明存在以△ABC的重心为中心的位似变换，它把△ABC对应地变为△PMN．

[image: 图片]


图　4.7

2．设ABCD是一个椭圆的外切平行四边形，证明直线AC和BD是这个椭圆的一对共轭直径．

3．设ABCD是一个椭圆的内接平行四边形，证明向量[image: 0476020185]
 和[image: 0476020186]
 所代表的方向关于此椭圆相互共轭．

4．设一条双曲线和平行四边形ABCD各边所在的直线都相切，证明直线AC和BD是此双曲线的一对共轭直径．

5．证明：椭圆的每一对共轭直径都把椭圆分割成面积相等的4块．

6．证明：以椭圆的每一对共轭半径为边的平行四边形的面积都等于ab（a和b分别是椭圆的长半轴和短半轴）．

7．证明：在椭圆的所有内接平行四边形中，当对角线在一对共轭直径上时，面积达到最大值2ab（a和b同上题）．

8．在椭圆的所有外切平行四边形中，面积的最小值为多少？什么情况达到？

9．证明梯形ABCD（AB∥CD，且AB比CD长）有外接椭圆，使得它的中心就是AB的中点？

10．设A，B是抛物线上的两点，过A，B的抛物线的两条切线相交于C点．又设D是AB的中点．证明CD平行于抛物线的对称轴．

11．设点D，E，F依次在△ABC的边AB，BC，CA上．证明：存在△ABC内切椭圆，使得其切点就是D，E，F的充分必要条件是

（A，B，D）（B，C，E）（C，A，F）＝1.

12．证明任何四边形都有内切椭圆．

13．（1）证明双曲线上的任一切线夹在两条渐近线间的线段被切点等分；

（2）该线段和两条渐近线所夹的三角形的面积是和此切线无关的常数．



*
 §5　空间的仿射变换与保距变换简介

仿照平面上的做法，可以在空间引进仿射变换和保距变换，其定义方式、性质以及论证的路线与平面的情形几乎是一样的．与平面情形的不同也只是“量变”，推理过程中不会遇到实质性的困难．因此下面只给出定义和主要的结论及其理论展开的思路，有兴趣的读者可以循着这条思路自己来补充论证的细节．


　　5.1　定义和线性性质

空间E3
 上的保持距离不变的变换称为空间的保距变换．

空间的保距变换一定是可逆变换，并且它的逆变换也是保距变换．空间的所有保距变换构成空间的一个变换群，称为空间保距变换群．

空间E3
 上的一个可逆变换如果把任何共线点组都变成共线点组，则称为空间的一个仿射变换．

如果f：E3
 →E3
 是空间仿射变换，则不共线点组在f下的像也是不共线点组，从而f的逆变换f－1
 也是仿射变换．于是，空间的所有仿射变换也构成空间的一个变换群，称为空间仿射变换群．

在一个空间仿射变换下，每一条直线的像都是直线；每张平面的像都是平面．空间仿射变换还保持直线和平面的平行（相交）性．


　　5.2　空间仿射变换导出空间向量的线性变换

设f：E3
 →E3
 是空间仿射变换，对于任一空间向量α，取定有向线段[image: 0476020187]
 ，规定α在f下的像[image: 0476020188]
 ，这样的规定与有向线段[image: 0476020189]
 的选择是无关的．

空间仿射变换f导出空间向量的变换具有线性性质，即满足：

（1）对于任何向量α和β，f（α＋β）＝f（α）＋f（β）；

（2）对于任何向量α和实数k，

f（kα）＝kf（α）．

由此可推出，空间仿射变换把线段变为线段，并且保持共线三点的简单比．


　　5.3　空间仿射变换基本定理

空间仿射变换有平面仿射变换类似的基本定理．

定理4.3　（1）如果f：E3
 →E3
 是一个仿射变换，I＝[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]是一个仿射坐标系，则
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也是一个仿射变换，并且对于任何点P，P在I中的坐标和f（P）在f（I）中的坐标相同．

（2）对任意给定的两个空间仿射坐标系I＝[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]和I′＝[O′；[image: 0476020190]
 ，[image: 0476020191]
 ，[image: 0476020192]
 ]，规定变换f：E3
 →E3
 为：[image: 0476020193]
   P∈E3
 ，f（P）是在I′中的坐标和P在I中的坐标相同的点，则f是仿射变换．

这个定理的意义也和定理4.2类似：

（1）它说明对任意给定的两个空间仿射坐标系I和I′，把I变为I′的仿射变换是存在并且惟一的．

于是，空间两个不共面有序点组A，B，C，D和A′，B′，C′，D′决定惟一空间仿射变换f，使得f把A，B，C，D依次变为A′，B′，C′，D′．

（2）把I变为I′的仿射变换f：E3
 →E3
 满足：[image: 0476020194]
   P∈E3
 ，f（P）是在I′中的坐标和P在I中的坐标相同的点．

推论1　（1）对任意给定两个空间直角坐标系I和I′，把I变为I′的仿射变换是保距变换；

（2）如果空间仿射变换把四面体ABCD变为四面体A′B′C′D′，并且这两个四面体的对应棱的长度都相等，则它是保距变换．

推论2　如果空间仿射变换f把I变为I′，图形Γ在坐标系I中有方程

F（x，y，z）＝0，

则Γ的像f（Γ）在坐标系I′中有方程




用基本定理还可以证明

命题4.11　每个空间仿射变换f都决定一个常数σ（也称为变积系数），使得对空间中每个可以计算体积的图形Γ，其体积V（Γ）和它的像f（Γ）的体积V（f（Γ））之间有关系式





　　5.4　在规定的坐标系中空间仿射变换的变换公式

设f是空间仿射变换，它把仿射坐标系I＝[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]变为I′＝[O′；[image: 0476020195]
 ，[image: 0476020196]
 ，[image: 0476020197]
 ]．把I到I′的过渡矩阵H称为f在I中的变换矩阵．

设

[image: 图片]


则它的3个列向量分别是[image: 0476020198]
 ，[image: 0476020199]
 ，[image: 0476020200]
 在I中的坐标．设向量α在I中的坐标为（x，y，z），f（α）在I中的坐标为（x′，y′，z′），则

[image: 图片]


称此公式为f在I中的向量变换公式．

设O′在I中的坐标为（b1
 ，b2
 ，b3
 ），点P和f（P）在I中的坐标分别为（x，y，z）和（x′，y′，z′），则

[image: 图片]


称此公式为f在I中的点变换公式．

空间仿射变换的变换矩阵也有平面情形的全部性质（命题4.6～命题4.7）．

和平面情形一样，空间仿射变换也分为两类，变换矩阵行列式大于0时称为第一类的（即保持定向的），变换矩阵行列式小于0时称为第二类的（即改变定向的）．

变换矩阵行列式的绝对值就是f的变积系数σ．


　　5.5　不动点和特征向量

和平面仿射变换一样，空间仿射变换也可规定不动点和特征向量．设f：E3
 →E3
 是空间仿射变换．点P∈E3
 如果在f下不动，即f（P）＝P，就称P为f的一个不动点．如果非零向量u与f（u）平行，则称u为f的一个特征向量；此时有惟一实数λ，使得f（u）＝λu，称λ为u的特征值．

和平面情形不同的是：空间仿射变换一定有特征向量（相当于代数中的结论：三阶实矩阵一定有实特征值）．


　　5.6　空间的刚体运动

在一个空间直角坐标系中，仿射变换是保距变换的充分必要条件是，它的变换矩阵是正交矩阵．

空间的第一类保距变换称为刚体运动，它在力学中很有用．例如平移、绕某条轴线旋转都是刚体运动．

命题4.12　如果空间第一类保距变换f有不动点，则f是一个旋转．

证明　首先，如果f有不动直线，则f是一个旋转（留作习题）．下面证明f有不动直线．

作空间直角坐标系，使得其原点是不动点，则f的变换矩阵H是正交矩阵，并且|H|＝1．f的不动点的坐标是以H－E为系数矩阵的齐次线性方程组

（H－E）X＝0

的解，因为（H－E）HT
 ＝E－HT
 ，两边取行列式，得到
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于是|H－E|＝0，从而方程组有非零解．于是f的不动点不止一个，从而f有不动直线．　　▍

注　也可用几何方法证明，一个可行的证明思路如下：

（1）证明如果空间第一类保距变换f有一条不动直线，则f是一个旋转；

（2）两个转轴相交的旋转的复合是旋转；

（3）每个有不动点的空间第一类保距变换可分解为两个转轴相交的旋转的复合．

从命题可推出，空间第一类保距变换只有三种情形：平移、旋转，以及它们的复合．


习　题　4.5

1．设不共线点组A，B，C都是空间仿射变换f的不动点，证明A，B，C所决定的平面上的每一点都是f的不动点．

2．设f是空间仿射变换，π是一张平面，点A，B不在π上．试证明：

（1）如果向量[image: 0476020201]
 ，则[image: 0476020202]
 ；

（2）如果A和B在π的同侧，则f（A），f（B）在f（π）的同侧．

3．已知保距变换f有不动直线l.证明：

（1）如果f是第一类的，则f是一个旋转；

（2）如果f是第二类的，则存在一张过l的平面，它的每一点都是不动点．

4．证明：从椭球面外的一点向椭球面所作的所有切线的切点在同一平面上．


第五章　射影几何学初步

射影几何学是几何学的一个古老的分支，它的起源可追溯到公元前．基于绘图学和建筑学的需要，古希腊的几何学家就开始研究透视图法．17世纪起，德扎格、帕斯卡等把透视图法加以推广和发展，从而奠定了射影几何的基础．但是直到19世纪，射影几何才真正形成体系，成为一个独立的几何分支．在近代，射影几何在微分几何、代数几何等许多数学领域中有着广泛的应用，它仍是一门重要而内容丰富的几何分支．

本章是射影几何学的初步介绍，将给出射影平面、射影变换、射影坐标系、交比等最基本的概念以及二次曲线的射影理论．我们着重从几何学分类的角度来观察和分析，并把本章内容看作前几章（尤其是上一章）的延伸，从而和前面几章融合为一个整体．

比起前面几章，本章的内容要抽象得多．为此，我们在介绍其理论的同时，将着意地安排许多有趣的例子，让读者看到射影几何学作为一种新方法的应用价值，从而提高学习其理论的愿望和兴趣．

本章的前面一半介绍射影平面的定义和交比，它们都是射影几何学中所特有的基本概念．后面一半的结构大致上可和仿射几何学相类比，分别介绍射影坐标系、射影坐标变换，以及射影变换等概念．最后我们将用射影理论来讨论二次曲线，给出二次曲线更加完美的理论．


§1　中 心 投 影

在第四章中，我们从几何图形度量性质中分划出了“仿射性质”，它们就是仿射几何学的研究内容，可以用仿射变换来研究．现在我们又要从仿射性质中分划出称为“射影性质”的部分，它们就是射影几何学的研究内容．射影性质是只和点的共线性、线的共点性等概念有关的性质．读者可以从下面几个著名定理来了解这类性质．

定理5.1（德扎格（Desarques）定理）　如果两个三角形的对应顶点的连线（有三条）交于一点，则它们的对应边的交点（有三个）共线（图5.1）．

[image: 图片]


图　5.1

在这个定理中，条件只涉及线的共点性，结论又只涉及点的共线性．又如：

定理5.2（帕普斯（Pappers）定理）　设A，B，C和A′，B′，C′都是共线点组，并设M是直线AB′和A′B的交点，N是直线AC′和A′C的交点，P是直线BC′和B′C的交点，则M，N，P共线（图5.2）．

[image: 图片]


图　5.2

这个定理也只涉及两条直线的交点、两个点的连线，以及共线、共点等等概念．

在至今所学的几何知识来看，这类问题是难题，不仅距离和夹角等度量工具用不上，就是平行、简单比等仿射工具也用不上．可以建立适当的仿射坐标系，用坐标法去证明，但不难想象过程的复杂性．细心的读者还会发现定理本身也存在不明确的地方，如德扎格定理的结论中，说两个三角形的对应边的交点共线，如果有一对对应边不相交呢？或者有两对对应边不相交呢？要把这些情况都考虑到，定理5.1应该分为以下3个定理：

定理5.1A　如果两个三角形的对应顶点的连线交于一点，并且它们的对应边都相交，则三个交点共线．

定理5.1B　如果两个三角形的对应顶点的连线交于一点，并且它们有一对对应边平行，其他两对对应边相交，则两个交点的连线平行于第一对对应边（图5.3）．
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图　5.3

定理5.1C　如果两个三角形的对应顶点的连线交于一点，并且已知它们有两对对应边平行，则第三对对应边也平行（见图5.4）．

[image: 图片]


图　5.4

在欧氏几何学或仿射几何学中来看，这3个定理确实不同，并且它们证明的难度相差很大．如果用综合法论证，用相似理论证明定理5.1C是不困难的；定理5.1B也可用相似理论证明，但已经不很简单了；对于定理5.1A，用相似理论证明就更加困难了．但是在射影几何学中，这3个定理可统一起来．

对帕普斯定理也有类似情况，分别考察对应的边对相交或平行的各种情形，它可以分成下列几个命题：

定理5.2A　设A，B，C和A′，B′，C′都是共线点组，并设直线AB′和A′B相交于点M，直线AC′和A′C相交于点N，直线BC′和B′C相交于点P，则M，N，P共线（见上页图5.2）．

定理5.2B　设A，B，C和A′，B′，C′都是共线点组，并设直线AB′和A′B相交于点M，直线AC′和A′C相交于点N，而BC′∥B′C，则MN∥BC′∥B′C（图5.5）．
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图　5.5

定理5.2C　设A，B，C和A′，B′，C′都是共线点组，并设直线AB′∥A′B，AC′∥A′C，则BC′∥B′C（图5.6）．
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图　5.6

以上这3个定理在射影几何学中也可统一起来．

现在我们介绍一个工具，它可以把上面每组中的3个定理互相转化，这个工具就是两张相交平面之间的“中心投影”．

设π和π′是两张相交的平面，取定不在π和π′上的一点O．规定一个对应τ如下：对π上的点M，把它对应到直线OM和π′的交点M′（图5.7），我们把τ称为以O点为中心的π到π′上的中心投影．
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图　5.7

中心投影是有缺陷的．事实上，当直线OM和π′平行时就不会得到像点．于是，如果过O点作平行于π′的平面，并设l0
 是这个平面和π的交线，则中心投影τ对于l0
 上的点没有像点，只有π\l0
 
⑴

 上的点才有像点．中心投影也不映满π′．设[image: 0476030001]
 是过点O且平行于π的平面和π′的交线，则[image: 0476030002]
 不在像集中．即τ只是从π\l0
 到[image: 0476030003]
 的映射，容易看出，它是[image: 0476030004]
 到[image: 0476030005]
 的一个一一对应．

中心投影也把共线点组变为共线点组．事实上，若l是π上的一条直线，l′是l和O点决定的平面和π′的交线，则l上的点（只要不在l0
 上）的像都在l′上．在这一点上它和仿射变换是相同的．

但是中心投影并不保持简单比，设A，B，C是π上的三个共线点，它们所在的直线不平行于π和π′的交线，记A′＝τ（A），B′＝τ（B），C′＝τ（C），则A，B，C所在的直线和A′，B′，C′所在的直线是相交的，从而简单比（A，B，C）和（A′，B′，C′）一定不相等（图5.8）．
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图　5.8

中心投影也不保持平行性．如果π上两条相交直线l1
 和l2
 的交点N在l0
 上，则它们与O点决定的两张平面的交线ON平行于π′，从而它们在中心投影下的像[image: 0476030006]
 和[image: 0476030007]
 都平行于ON，从而互相平行（线l1
 和l2
 的交点N在l0
 上是[image: 0476030008]
 ∥[image: 0476030009]
 的充分必要条件）．如果π上两条平行直线l1
 和l2
 不和l0
 平行，则它们与O点决定的两张平面的交线和π′相交，设交点为P，则l1
 和l2
 在中心投影下的像相交于P点．

中心投影不保持平行性的这个特点正好可以被用到德扎格定理的证明上．设想把图5.1画到π上，并且让E点和F点在l0
 上，此时在中心投影下它映成的π′上的图形正好就是图5.4（其中图5.1上的每个点投影为图5.4上带“′”的相同文字表示的点）所表示的情形，其中[image: 0476030011]
 ∥[image: 0476030012]
 ，[image: 0476030013]
 ∥[image: 0476030014]
 ．于是，如果定理5.1C成立，就得到[image: 0476030015]
 ∥[image: 0476030016]
 ，于是D点也在l0
 上，从而D，E，F三点共线．这样，中心投影就把定理5.1A转化为定理5.1C，类似地用它也可以把5.1A转化为定理5.1B（让D点在l0
 上）．这样，定理5.1A，5.1B和5.1C统一起来了．利用中心投影还可把定理5.1A转化成更多的形式．事实上，在把图5.1画到π上时，可选择任意一点或两个点画到l0
 上，也可选择任意一条直线作为l0
 ，不同的选择将得到不同的情形，比如“两个三角形的对应顶点的连线交于一点”可换为“两个三角形的对应顶点的连线互相平行”（见习题5.1的第1题）．

同样的办法也可用到帕普斯定理上，请读者自己进行验证（见习题5.1的第2和第3题）．


习　题　5.1

1．考察在下列情况下，图5.1在中心投影下映成的π′上的图形，并且写出相应的命题．

（1）A1
 点和A2
 点在l0
 上；

（2）O点和D点在l0
 上．

2．用中心投影法说明定理5.2A，5.2B和5.2C是互相等价的．

3．再给出帕普斯定理（除了定理5.2A，5.2B和5.2C外）的两种情形．

4．用中心投影法证明：

（1）设直线l和l′相交在Q点，点O不在l和l′上．过O点的3条直线依次与l和l′相交于A，D；B，E；C，F．设AE和BD线段相交于M点，BF和CE相交于N点．证明M，N，Q共线（图5.9）（这是德扎格定理的一种特殊情况）．

[image: 图片]


图　5.9

（2）如果直线l和l′相交于点Q，点O1
 ，O2
 和Q共线．过O1
 的两条直线分别和l相交于A1
 ，B1
 ，和l′相交于[image: 0476030017]
 ，[image: 0476030018]
 ，过O2
 的两条直线分别和l相交于A2
 ，B2
 ，和l′相交于[image: 0476030019]
 ，[image: 0476030020]
 ，设A1
 [image: 0476030021]
 和[image: 0476030022]
 B1
 相交于点G，A2
 [image: 0476030023]
 和[image: 0476030024]
 B2
 相交于点H，证明Q，G，H共线（图5.10）．

[image: 图片]


图　5.10

5．利用上面第4题中的结论完成下面的作图：

（1）在平面上有两条直线l，l′和它们外面的一点M，l，l′相交于一个不可达到的点N（N很远，或被障碍物阻隔），请只用直尺作过M，N的直线；

（2）在平面上有两条平行直线l，l′和它们外面的一点M，请只用直尺作过M并且与l，l′平行的直线．


§2　射 影 平 面

用中心投影证明德扎格定理的方法是不能用仿射理论来解释的，因为中心投影不是仿射变换．怎样把这种方法加以推广，使之成为一种一般性的方法呢？我们先要从分析中心投影τ入手．前面已经说到它的缺陷，即τ只是从集合π\l0
 到集合[image: 0476030025]
 的一个一一对应．下面我们用将平面加以扩大的办法来改善中心投影（这种方法和透视图法相联系），并由此产生了扩大平面和射影平面的概念，带动了射影几何学理论上的飞跃．


　　2.1　中心直线把与扩大平面

取定空间中的一点O，把空间中所有经过O点的直线构成的集合称为以O点为中心的中心直线把，简称为“把O”，记作B（O）．于是π到π′中心投影τ可以分解为两个映射的复合：设i为从π到B（O）的映射，它把π上的点P对应到直线OP（称为P的射影），j′为从B（O）到π′的映射，它把B（O）中的直线l对应到l和π′的交点（称为l的截影），则τ＝j′◦i．i不是满射，B（O）中凡是平行于π的直线不在其像集中；j′不是定义在整个B（O）上的，B（O）中和π′平行的直线与π′没有交点，因此j′在其上没有定义．

B（O）中的直线完全由它的方向所决定，我们把直线的方向称为线向（区别于向量的方向．它可以用一个非零向量来表示，但是相反方向的向量表示同一个线向）．于是B（O）中凡是线向平行于π的直线不在映射i的像集中，B（O）中凡是线向平行于π′的直线不在映射j′的定义域中．

下面我们把π（作为点集）加以扩大：把所有平行于π的线向作为新元素添加进来，称这个扩大了的集合为π的扩大平面，并记作π＋
 ．因此π＋
 是一个特殊的集合，它由两种不同性质的元素所构成：一部分是普通的点，即原来π上的点（这些元素构成π＋
 的子集π）；另一部分是平行于π的所有线向．映射i现在可以扩大到π＋
 上：让每个线向的射影规定为B（O）中由此线向决定的直线．此时，i：π＋
 →B（O）是一个一一对应的，把它称为射影映射（简称射影）．在射影映射之下，当点沿着平面π上的一条直线向着无穷远处（不论是两个方向中的哪个方向）跑去时，它的射影像的极限就是此直线的线向的射影像，因此常常把直线的线向称为它的无穷远点．平面[image: 0476030026]
 也可同样扩大为[image: 0476030027]
 ，并规定B（O）中平行于[image: 0476030028]
 的直线的截影为它的线向（是[image: 0476030029]
 的元素）．此时，j′：B（O）→[image: 0476030030]
 也是一一对应，称为截影．这样，中心投影τ＝j′◦i就是π＋
 到[image: 0476030031]
 的一个一一对应，但是它会把π＋
 的某些普通点（即l0
 上的点）变为[image: 0476030032]
 的线向，也会把π＋
 的某些线向变为[image: 0476030033]
 的普通点．事实上，除了l0
 的线向之外的所有其他线向都变为普通点，而l0
 的线向也在[image: 0476030034]
 上，中心投影把它变为自己（它是π＋
 和[image: 0476030035]
 的一个公共点）．


　　2.2　扩大平面和中心直线把上的“线”结构

扩大平面上有了无穷远点这一类特殊的元素后，平面上原来的许多几何概念不再有意义，或者需要改变．这里我们先来说说直线（为了避免混淆，在扩大平面上暂时改称为“线”）概念的改变．π＋
 上的“线”是π＋
 的下面两种子集：

（1）π上的原来的直线添加上它的无穷远点成为π＋
 的“线”（下面称为普通线）；

（2）π＋
 的所有无穷远点构成的子集也看作π＋
 的线，称为π＋
 的“无穷远线”．

普通线容易被接受，有的读者可能会对“所有无穷远点构成一条线”感到意外．下面的事实会帮助你看出这个规定的合理性：在射影下，（2）和（1）中的每条“线”的像都恰好构成空间中以O为中心的一个中心直线束（即经过O点，并且在一张平面上的全体直线的集合），π上的一条直线l的像都在l与O点决定的平面上，但是要加上经过O点并且和l平行的直线才能构成中心直线束；所有无穷远点构成的“线”的像就是在经过O点并且平行于π的直线构成的那个中心直线束．而在截影下，B（O）中的每个中心直线束的像都是[image: 0476030036]
 上的“线”，其中有一个是无穷远线，其他都是普通线．于是，在π＋
 到[image: 0476030037]
 的中心投影τ之下，π＋
 的每条“线”恰好映成[image: 0476030038]
 的一条“线”，[image: 0476030039]
 的每条“线”的原像也都是π＋
 的“线”，从而中心投影τ诱导出从π＋
 的“线”的集合到[image: 0476030040]
 的“线”集合的一个一一对应．但是π＋
 的“无穷远线”对应到[image: 0476030041]
 的一条普通“线”，π＋
 上有一条普通“线”对应到[image: 0476030042]
 的“无穷远线”．

在B（O）上，我们也规定“线”结构：在同一中心直线束中的直线的集合称为B（O）中的一条“线”．于是B（O）中的“线”集合和经过O点的平面的集合有自然的一一对应关系，因此也可把经过O点的平面看作B（O）中的“线”．

现在，扩大平面和中心直线把上都有了“线”结构，并且射影和截影都是保持“线”结构的一一对应．在中心直线把上的“线”不存在差别．由此也可看出扩大平面上“线”结构的合理性．

下面，在提到扩大平面和中心直线把上的“线”时，不再带引号．在中心直线把上，把原来意义的直线改称为点或元素．读者在见到这些名词时应注意准确认定其意义．


　　2.3　点与线的关联关系

在扩大平面上，线与点的关系有了变化．

“两点决定一条线”仍然正确，但是内涵更加丰富了，除了两个普通点仍决定线（在通常意义下决定的直线加上无穷远点）外，一个普通点和一个无穷远点也决定一条线，两个无穷远点则决定的是无穷远线．

在扩大平面上，两条不同线的关系也简单了：“任何两条不同的线都相交于一点”．两条普通线如果按照原来的意义就是相交的，则它们的无穷远点不同，因此仍然只有一个交点；如果按照原来的意义是平行的，则它们有公共的无穷远点；一条普通线在它的无穷远点处和无穷远线相交．

线束的概念也发生了改变，不再分中心线束和平行线束，后者也是经过一点（即一个无穷远点）的线的集合．

现在，点与线的关系变得对称了．

在习惯上，点与线还有从属关系，即把线看作点的集合，点在线上看作一种属于关系．但是如果把每个点与它决定的线束等同起来，那么也可说线属于点（即它决定的线束）．于是点和线的从属关系是互相的，以后我们改称为点和线的关联关系．

在扩大平面上，平行已失掉意义．欧氏几何和仿射几何的许多概念不能在扩大平面上推广，如距离、夹角、简单比等等，它们既在中心投影下不再保持，也不能自然地引申到扩大平面上．线段的概念也失去意义，因为沿着一条线从一点跑到另一点有两个途径．虽然我们也谈扩大平面上的三角形，但是边、角、内部等等概念都已失去意义，只剩下三个不共线的顶点和三条不共点的线．

在扩大平面上只保留下了点与线的关联关系，以及在此基础上产生的点的共线关系和线的共点关系．于是许多几何命题不再有意义，但是，如德扎格定理和帕普斯定理等的条件和结论都只涉及点线关联关系的命题，即可以放在扩大平面上来研究，并且不必再区别各种情形．

在射影几何学中，所研究的正是图形的只与点线关联关系相关的几何性质．

在中心直线把上看，点线的关联关系更加直观而明确，它就是通常意义下直线和平面的关系．


　　2.4　射影平面的定义

在结束本节之前，我们给出射影平面的一般定义．

定义5.1　一个具有线结构的集合（即规定了它的哪些子集称为线）称为一个射影平面，如果存在从它到一个中心直线把的保持线结构的一一对应．

这里所说的“保持线结构”，也就是“保持点线的关联关系”．

这是一个形式上很抽象的描述性的定义，它并没有把射影平面规定为一个具体的几何实体．但是由这个定义知道，每个中心直线把都是射影平面，每个扩大平面也都是射影平面．除了这两大类射影平面外，还有许多形式各异的其他的射影平面，它们的具体形式分别适合不同研究领域的需要．虽然形式上是多样的，但是因为射影几何学中所关心的正是只涉及点线关联关系的问题，而不同的射影平面间有着保持点线的关联关系的一一对应，所以从射影几何学的角度来看，它们并无区别．对于初学者而言，不必去关心到底还有哪些不同形式的射影平面，在本章以后的讨论中，我们都以中心直线把和扩大平面作为具体的模型．

扩大平面和普通平面的自然的联系使得我们可以把射影平面作为普通平面在集合上的扩充，普通平面上图形可以放到射影平面上来看，射影几何学的许多结论就可应用到普通几何问题上去．由此看出，射影几何学和仿射几何学的密切联系．

中心直线把作为射影平面的基本模型，一方面它的各元素是没有区别的，另一方面它的直观性以及和普通空间的自然联系解除了射影平面的神秘性．


习　题　5.2

1．设S2
 是一个球面，P1
 是由S2
 的每一对对径点（即直径的两个端点）为元素的集合，把在S2
 的每个大圆上的那些对径点构成的P1
 的子集称为P1
 的“线”．说明具有这样的线结构的集合P1
 是一个射影平面．

2．设D2
 是一个圆盘（圆周及其所围的部分），规定集合P2
 为：其元素包括D2
 的全体内点和圆周上的每一对对径点．P2
 上规定“线”结构为：全体对径点是一条“线”；把D2
 上每个以D2
 的直径为长轴的半椭圆上的元素也构成“线”．说明具有这样的线结构的集合P2
 是一个射影平面．


§3　交　　比

简单比是仿射几何学中的重要概念，但是它在中心投影下不保持不变，因此不能用到射影几何学中．起到代替它的作用的是交比．

交比概念本来在普通的平面和空间中就可以引进，但是它被距离、夹角、简单比等概念所决定，因此在欧氏几何学和仿射几何学中，它没有独立的价值．然而，这个概念可以推广到扩大平面和中心直线把上，并且它在射影、截影和中心投影下保持不变，从而成为射影几何学中的一个重要的数量形式的概念．

下面我们先介绍普通几何中的交比及其性质，然后建立扩大平面和中心直线把上的交比．


　　3.1　普通几何中的交比

设a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 是空间中的4个共面的向量，但是它们两两不共线．于是根据第一章的分解定理1.1，a3
 ，a4
 都有对a1
 ，a2
 的惟一分解式：

[image: 图片]


其中s1
 ，t1
 ，s2
 ，t2
 都不等于0．把比值

[image: 图片]


称为这4个向量的交比，记作（a1
 ，a2
 ；a3
 ，a4
 ）．

显然，交比的值和这4个向量的顺序有关，但是不同顺序的交比是互相决定的．它们具有下面的规律：

　　[image: 图片]


（1）的验证是容易的，留给读者完成，下面我们先验证（2）．

从（5.1）和（5.2）得到

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


移项得到（2）．

再用（1）和（2）推出（3）：

[image: 图片]


从（1），（2），（3）可以推出所有其他顺序的交比（共有24个不同的顺序）．

命题5.1　设a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 是空间中两两不共线的4个共面的向量，k1
 ，k2
 ，k3
 ，k4
 是任意的4个非0常数，则

[image: 图片]


证明　只用分析每个ki
 对s1
 ，s2
 ，t1
 ，t2
 这4个数的影响，它恰好改变其中的两个数，并且这两个数分别出现在比式




的分子和分母上，从而它不改变比式的值．详细证明过程请读者自己完成．　　▍

命题5.1说明4个向量的交比是由它们代表的4个线向所决定的，从而可以规定4条共面直线的交比．

定义5.2　设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是空间中4条平行于同一平面的直线，并且它们两两不平行，则规定它们的交比为：

[image: 图片]


其中ai
 是平行于li
 的任意非零向量，i＝1，2，3，4．

这4条直线的不同顺序的交比也具有（5.4），（5.5），（5.6）所示的规律：



[image: 图片]


在直线作平移时它们的线向不变，因此交比不改变．以后常用的是相交一点的4条共面直线的交比．

下面再规定共线4点的交比．

定义5.3　设A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是平面上共线的4个不同的点，规定A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 的交比为

[image: 图片]


点的交比和线的交比有着密切的关系．

命题5.2　（1）设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是平面π上的经过点P的4条不同直线，l是π上的不经过P点，并且和l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 都相交的直线，记A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 依次是它与l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 的交点（图5.11），则

[image: 图片]


图　5.11
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（2）设A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是共线的4个不同点，O是与它们不共线的一点，它和A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 依次决定直线l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ，则
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证明　显然（1）和（2）是等价的，下面只证明（1），为此只需证明
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按照线的交比的定义，
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设
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则
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于是
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我们把命题5.2所说明的事实称为点线交比的协调性．

从点线交比的协调性看出，这两种交比有相同的性质．于是，共线4点在不同顺序下的交比也具有（5.4），（5.5），（5.6）所示的规律，这里不再一一写出（它们也可直接用定义验证）．

共线4点的交比既然是用简单比规定的，于是它在仿射变换和仿射映射之下是保持不变的．于是共面4直线的交比在仿射变换和仿射映射之下也保持不变．

用点线交比的协调性可以证明一些几何问题，这种方法称为交比法．

例5.1　用交比法证明习题5.1的第4题的（1）（图5.9）．

证　设连结M，N的直线分别和l，l′相交于Q1
 ，Q2
 ，与B，E的连线相交于L，则本题所要证明的就是Q1
 ＝Q2
 ．

对交比（M，N；L，Q1
 ）利用点，线交比的协调性来转化：
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从而Q1
 ＝Q2
 ．（以上两个点连写表示它们决定的直线，如BF是B和F决定的线.）　　▍

在普通的空间中还有共轴的4平面的交比．

命题5.3　如果π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 是空间中4张都经过直线l的不同平面，π是与l相交的平面．记l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 依次是π和π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 的交线，则交比（l1
 ，l2
 ；l3
 ，l4
 ）和π的选择无关．

证明　设π和π′是两张都和l相交的平面，记l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 依次是平面π和π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 的交线，[image: 0476030043]
 ，[image: 0476030044]
 ，[image: 0476030045]
 ，[image: 0476030046]
 依次是π′和π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 的交线．

如果π和π′平行，则li
 ∥[image: 0476030047]
 ，i＝1，2，3，4，结果显然．

如果π和π′不平行，从π到π′的并且平行于l的平行投影把li
 变为[image: 0476030048]
 ，i＝1，2，3，4．平行投影是这两张平面之间的仿射映射，于是由共面4直线的交比在仿射映射之下保持不变得到结果．▍

这个命题使得我们可以规定共轴4平面的交比．

定义5.4　设π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 是空间中4张不同平面，它们都经过直线l，取定一张与l相交的平面π．记l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 依次是π和π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 的交线，规定π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 的交比
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共轴4平面在不同顺序下的交比也具有（5.4），（5.5），（5.6）所示的规律．

面线的交比也有协调性，请读者自己叙述其意义，并给出证明．


　　3.2　中心直线把和扩大平面上的交比

现在把交比的概念引进射影平面．我们要建立的交比有两类：共线4点的交比和共点4线的交比．

实际上我们只在中心直线把和扩大平面上建立交比．根据射影平面的意义，不难再把交比概念引入一般射影平面上．不过在这里我们不进行对此概念的引入．

1．中心直线把上的交比

在中心直线把上建立交比概念是十分自然的．

设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是中心直线把B（O）中的4个共线点，也就是普通空间中经过O点的4条共面的直线，于是可规定它们的交比也就是共面4线的交比，仍记作（l1
 ，l2
 ；l3
 ，l4
 ）．

设π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 是中心直线把B（O）的4条共点的线，也就是普通空间中4张共轴的平面，于是可规定它们的交比也就是共轴4平面的交比，仍记作（π1
 ，π2
 ；π3
 ，π4
 ）．

中心直线把上的这两类交比有协调性，即

（1）设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是中心直线把B（O）的4个共“线”点，l和它们不共线，并依次和它们决定“线”π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 ，则
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（2）设π1
 ，π2
 ，π3
 ，π4
 是中心直线把B（O）的4条共点“线”，π和它们不共点，并依次和它们相交于点l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ，则
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中心直线把上的交比和顺序的关系也具有（5.4），（5.5），（5.6）所示的规律．

2．扩大平面上的交比

设A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是扩大平面π＋
 上的共线4点．则有三种可能性：（1）它们都是普通点；（2）其中有一个为无穷远点；（3）它们都是无穷远点．在（1）的情形已经有交比（A1
 ，A2
 ；A3
 ，A4
 ）．但是在（2）和（3）的情形就不能用普通几何中的交比来规定它们的交比了．我们必须另辟蹊径．方法是用射影把它们变为中心直线把中的共“线”4点，用后者的交比规定它们的交比．但是射影不是惟一的，它由O点决定．为此我们必须先说明O点的选择不会影响结果．

在下面的命题和定义中，对于π＋
 上的一点A，和空间中不在π上的点O.记OA是A的射影像，即O和A决定的直线（当A是线向时，OA是经过O点，并且线向为A的直线）．

命题5.4　设A1
 ，A2
 ，A33
 ，A4
 是扩大平面π＋
 上的共“线”4点．O是空间中不在π上的点，则交比（OA1
 ，OA2
 ；OA3
 ，OA4
 ）和O点的选择无关．

证明　设O和O′是两个不在π上的点．则空间保持π上的每一点不动，并且把O变为O′的仿射变换把OA1
 ，OA2
 ，OA3
 ，OA4
 依次变为O′A1
 ，O′A2
 ，O′A3
 ，O′A4
 ，于是交比
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有了这个命题，我们可以作出下面的定义．

定义5.5　设A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是扩大平面π＋
 上的共线4点．O是空间中和A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 不共线的点，则规定A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 的交比为
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显然，不同顺序的交比也具有（5.4），（5.5），（5.6）所示规律．

根据这个定义，容易得出（习题5.3的第2题）：当A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 都是普通点时，它们的交比就是普通几何中的交比，从而可以用简单比表示：

[image: 图片]


当A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 都是无穷远点（线向），则（A1
 ，A2
 ；A3
 ，A4
 ）就是这4个线向的交比．

下面讨论当A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 中有一个无穷远点时，其交比和其中3个普通点的简单比的关系．由于不同顺序的交比是互相决定的，我们只给出A4
 是无穷远点的情况（其他情况留作习题——习题5.3的第3题）．此时向量[image: 0476030049]
 平行于OA4
 ，于是
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设
 ，于是
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即当A1
 ，A2
 ，A3
 都是普通点，A4
 是无穷远点时，
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下面来规定扩大平面上的共点4“线”的交比．

设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是扩大平面π＋
 上的共点P的4“线”．则也有三种可能性：（1）P是普通点；（2）P是无穷远点，l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 中有一条为无穷远线；（3）P是无穷远点，l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 都是普通线．

和规定扩大平面上的共线4点的交比时遇到的情形一样，在P是普通点时，l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 都是普通线，可以用普通几何中的交比来规定它们的交比．但是对另两种情形普通几何中没有相应的交比．我们仍采用定义点的交比时所用的方法．

对于π＋
 上的线l和空间中不在π上的点O，记Ol是O和l决定的平面（当l是无穷远线时，Ol是经过O点，平行于π的平面）．

命题5.5　设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是扩大平面π＋
 上的共点4线．O是空间中不在π上的点，则交比（Ol1
 ，Ol2
 ；Ol3
 ，Ol4
 ）和O点的选择无关．

证明　设O和O′是两个不在π上的点．则空间的保持π上的每一点不动，并且把O变为O′的仿射变换使得Ol1
 ，Ol2
 ，Ol3
 ，Ol4
 依次变为O′l1
 ，O′l2
 ，O′l3
 ，O′l4
 ，于是交比
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定义5.6　设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是扩大平面π＋
 上的共点4线．O是空间中不在π上的点．则规定l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 的交比为
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显然，规律（5.4），（5.5），（5.6）对这个定义也是适用的．

当l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 都不是无穷远线时，（l1
 ，l2
 ；l3
 ，l4
 ）就是通常的交比．

扩大平面上的交比的定义方法蕴涵了：

命题5.6　扩大平面和中心直线把之间的射影和截影保持交比不变，从而两个扩大平面之间的中心投影也保持交比不变．

并且，扩大平面上点与线的交比也是协调的．


　　3.3　调和点列和调和线束

下面的定义和讨论仍然是在中心直线把和扩大平面上进行的．

定义5.7　如果共线四点的交比为－1，就称它们为调和点列；如果共点四线的交比为－1，就称它们为调和线束．

根据交比与顺序的关系，当A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是调和点列时，A2
 ，A1
 ，A3
 ，A4
 ；A1
 ，A2
 ，A4
 ，A3
 以及A2
 ，A1
 ，A4
 ，A3
 都是调和点列，即调和性与A1
 ，A2
 的顺序和A3
 ，A4
 的顺序都无关，是点组A1
 ，A2
 和点组A3
 ，A4
 的一种关系．还可得出，当A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是调和点列时，A3
 ，A4
 ，A1
 ，A2
 也是调和点列，即A1
 ，A2
 和A3
 ，A4
 的调和关系是对称的．对调和线束，情况也完全一样．

给定共线的三个点A1
 ，A2
 ，A3
 ，如果A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是调和点列，则称A4
 为A1
 ，A2
 ，A3
 的第四调和点．

例5.2　设A1
 ，A2
 ，A3
 是扩大平面上共线的三个普通点，求它们的第四调和点．

解　如果A3
 是A1
 ，A2
 的中点，则（A1
 ，A2
 ，A3
 ）＝1，则由公式（5.8），当A4
 是A1
 ，A2
 ，A3
 所在线的无穷远点时，交比
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从而A1
 ，A2
 ，A3
 的第四调和点就是它所决定的线的无穷远点．

如果A3
 不是A1
 ，A2
 的中点，则它们的第四调和点A4
 也是普通点，它由
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决定．图5.12给出了求第四调和点A4
 的作图法．
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图　5.12

设A1
 ，A2
 ，A3
 所在直线为l，取不在l上的一点O，在线段OA3
 上取一点D，设E是DA2
 线和OA1
 线的交点，F是DA1
 线和OA2
 线的交点，则连结E，F的直线和l的交点A4
 就是A1
 ，A2
 ，A3
 的第四调和点的．这个事实可以用Ceva定理和Menelaus定理（参见习题1.1的第22，23题）来证明，请读者自己完成．下面我们用计算交比的方法来证明：
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于是（A1
 ，A2
 ；A3
 ，A4
 ）2
 ＝1，显然（A1
 ，A2
 ；A3
 ，A4
 ）≠1，因此





习　题　5.3

1．设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是共面但是两两不平行的4条直线，（l1
 ，l2
 ；l3
 ，l4
 ）＝k，试求下列交比：
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2．设A，B，C，D，E是普通平面上共线的5个不同点，证明：
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3．设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是普通平面π上的经过点P的4条不同直线，假设l平行于l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 中的某一条，与li
 的交点（如果相交）仍记作Ai
 （只有3个交点），试用这3个交点的简单比表示（l1
 ，l2
 ；l3
 ，l4
 ）（分别就l平行于l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 的4种情形写出结果）．

4．说明定义5.5中所规定的扩大平面上的交比满足：

（1）当A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 都是普通点时，它们的交比就是普通几何中的交比；

（2）当A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 都是无穷远点（线向），则（A1
 ，A2
 ；A3
 ，A4
 ）就是这4个线向的交比．

5．设A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是扩大平面π＋
 上的共线4点，并且在A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 中有一个无穷远点，请用简单比表示交比．

6．设a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 是空间中的4个共面，并且两两不共线的向量．证明：
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（符号∠（a，β）表示从a旋转到β的角．）

7．设在一个圆上取定4个不同点A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ，证明：

（1）任取圆上不同于这4点的点B，交比（BA1
 ，BA2
 ；BA3
 ，BA4
 ）是与B的选择无关的常数（记作k）；

（2）如果B＝Ai
 ，则用圆在点Ai
 处的切线代替直线BAi
 ，此时交比还是k；

（3）如果B不在圆上，则（BA1
 ，BA2
 ；BA3
 ，BA4
 ）≠k.

8．在上题的假设下，如果A1
 A2
 是一条直径，并且A3
 A4
 与其垂直，则k＝一1.

9．把第7题中的圆改为椭圆，证明同样的结果．

10．证明：椭圆被它上面的5个点完全决定．

11．设l1
 ，l2
 ，l3
 是扩大平面上相交于点P的3条线．

（1）如果P是一个普通点，试用作图法画出l1
 ，l2
 ，l3
 的第四调和线l4
 ；

（2）如果P是一个无穷远点，l1
 ，l2
 ，l3
 都是普通线，试用作图法画出l1
 ，l2
 ，l3
 的第四调和线l4
 ；

（3）如果l3
 是无穷远线，试用作图法画出l1
 ，l2
 ，l3
 的第四调和线l4
 .

12．设l1
 ，l2
 ，l3
 是普通平面上相交于点P的3条线，l4
 是它们的第四调和线．证明：l3
 与l4
 垂直[image: 0476030050]
 l3
 是l1
 ，l2
 的分角线．

13．设A1
 ，A2
 ，A3
 是普通平面上共线的三个不同点，（A1
 ，A2
 ，A3
 ）≠1．又设l1
 ，l2
 ，l3
 是依次经过A1
 ，A2
 ，A3
 ，并且与A1
 ，A2
 ，A3
 所在直线l相交的3条平行直线．取定l3
 上的一点D，并记B为直线DA2
 与l1
 的交点，C为直线DA1
 与l2
 的交点．证明：BC与l的交点就是A1
 ，A2
 ，A33
 的第四调和点．

14．用作图法画出普通平面上相交于一点P的3条不同直线的第四调和线．

15．用作图法画出普通平面上3条相互平行的不同直线的第四调和线．


§4　射影坐标系

为了用解析方法研究射影几何学中的问题，必须建立适当的坐标系．坐标系的基本内涵是建立从几何学的对象（点、线或其他几何图形等等）到某种数量形式（即坐标）的对应关系．但是坐标的数量形式是要随着几何对象的不同而改变的．在仿射坐标系中，坐标是有序数组，而对于射影平面，有序数组不再适合，我们将采用“三联比”为坐标的数量形式．三个不全为0的数x，y，z之间的比例关系称为一个三联比，记作




（前者用来记线的坐标；后者用来记点的坐标，它也常写成<（x，y，z）T
 >．）当x，y，z同时乘一个不为0和1的数时，虽然它们每个数都在改变，但是它们的三联比不改变．显然三联比这种数量形式适合于表现直线的线向和平面的倾向等几何概念．当在空间中取好了一个仿射坐标系后，对于一条直线l，取一个与它平行的非零向量a，设a的坐标是（x，y，z），则三联比<x，y，z>与a的选择无关，它正好表示了l的线向．


　　4.1　中心直线把上的射影坐标系

我们先在中心直线把上建立射影坐标系，是因为中心直线把和普通空间中的几何有着自然的联系．正是通过这种联系，利用仿射理论来得到中心直线把上的射影坐标系．

设B（O）是一个中心直线把，则它的元素是空间中经过O点的直线，由线向所决定．于是，当在空间中取定以O为原点的仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]（实际上起作用的只是三个不共面的向量e1
 ，e2
 ，e3
 ）后，B（O）中的每个元素对应着一个三联比．这样，我们就得到从B（O）到全部三联比的集合的一个映射

B（O）→{全部三联比的集合}．

不难看出这是一个一一对应，这种对应关系就是B（O）上的一个射影坐标系．显然，如果上面的仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]中的每个坐标向量都乘上同一个不为0的数，所决定的射影坐标系是一样的．

上面的射影坐标系有一个明显的问题：它依赖于普通空间的仿射标架．对于射影平面来说这是一种外在因素，向量不是中心直线把上的概念，更不能引入到扩大平面和其他形式的射影平面中去．我们需要建立用射影平面的内在因素来决定的射影坐标系．

定义5.8　取定B（O）中的4个点l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ，使得其中任何3个都不共线（称这样的点组为一般位置点组），再取定空间非零向量e4
 ∥l4
 ，于是e4
 可分解为分别平行于l1
 ，l2
 ，l3
 的3个向量e1
 ，e2
 ，e3
 之和，即e1
 ＋e2
 ＋e3
 ＝e4
 ．由于l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是一般位置点组，容易看出，e1
 ，e2
 ，e3
 是不共面的．于是得到一个仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]，从而得到B（O）上的一个射影坐标系．这个坐标系与e4
 的选择无关（因为当e4
 改变时，即乘上一个非0常数时，e1
 ，e2
 ，e3
 中的每个都乘上这个数），也就是说，它完全由l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 所决定．称此射影坐标系为由l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 决定的射影坐标系．把l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 一起称为它的射影标架，记作[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]．l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 称为这个射影坐标系的基本点，其中l4
 称为单位点．

不难看出，在这个射影标架所决定的射影坐标系中，l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 的射影坐标依次为

[image: 图片]


当B（O）中取定射影标架[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]后，不仅它的点有射影坐标，它的线也有射影坐标．B（O）中的线对应着空间中过O点的一张平面，它在上述仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]中有一般方程

[image: 图片]


把三联比<a，b，c>称为这条线关于射影标架[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]的射影坐标．

于是，当在B（O）中取定射影标架[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]后，所得到的射影坐标系是两个一一对应：

（1）B（O）中的点集合到全部三联比集合的一一对应；

（2）B（O）中的线集合到全部三联比集合的一一对应．

下列结论都是容易推出的：

（1）如果一个点的坐标为
 ，一条线的坐标为<a，b，c>，则它们关联的充分必要条件为ax＋by＋cz＝0；

（2）如果三个点的坐标依次为
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则这三个点共线的充分必要条件为
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（3）如果三条线的坐标依次为
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则这三条线共点的充分必要条件为
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　　4.2　扩大平面上的射影坐标系

在扩大平面上建立射影坐标系的自然想法是通过它到某个中心直线把的射影这种一一对应来实现．设A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是扩大平面π＋
 上处于一般位置的4点，则π＋
 到一个中心直线把B（O）的射影把它们映为B（O）的处于一般位置的4点l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ，以[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]为标架给出一一对应g：B（O）→{全部三联比的集合}，π＋
 到B（O）的射影i和这个一一对应的复合f＝g◦i给出了π＋
 到{全部三联比的集合}的一个一一对应，也就是π＋
 上的一个射影坐标系．这里出现的一个自然的问题是：这个射影坐标系是否和O点的选择无关？这当然是我们希望看到的情形．

引理　设f：E3
 →E3
 是一个空间仿射变换，f（O）＝O′．l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 是B（O）的处于一般位置的4个点，记[image: 0476030051]
 ＝f（lk
 ），k＝1，2，3，4．则

（1）[image: 0476030052]
 ，[image: 0476030053]
 ，[image: 0476030054]
 ，[image: 0476030055]
 也处于一般位置；

（2）[image: 0476030056]
   l∈B（O），l在[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]中的坐标和B（O′）中f（l）在[[image: 0476030057]
 ]中的坐标相同．

证明　（1）的结论是显然的，只用证（2）．

取定空间非零向量ek
 ∥lk
 ，k＝1，2，3，4，使得e4
 ＝e1
 ＋e2
 ＋e3
 ．于是得到一个仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]，则B（O）的由[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]决定的射影坐标系就是用这个仿射标架给出的．记
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则[image: 0476030058]
 ，并且[image: 0476030059]
 ，从而B（O′）的由[[image: 0476030060]
 ]决定的射影坐标系是由仿射标架[O′；[image: 0476030061]
 ]给出．设e∥l，则f（e）∥f（l），并且e在[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]的坐标与f（e）在[O′；[image: 0476030062]
 ]的坐标相同，从而l在[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]中的坐标和B（O′）中f（l）在[[image: 0476030063]
 ，[image: 0476030064]
 ，[image: 0476030065]
 ，[image: 0476030066]
 ]中的坐标相同．　　▍

现在我们可以对上面提出的问题给出肯定的回答．如果O和O′是空间中不在π上的两个点．作空间的仿射变换f，使得π上的每一点都不动，f（O）＝O′．记i，i′分别为π＋
 到B（O）和π＋
 到B（O′）的射影，则对于π＋
 上的每一点P，f（i（P））＝i′（P）．记

[image: 图片]


于是[image: 0476030067]
 ＝f（lk
 ），k＝1，2，3，4，从而i（P）在[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]中的坐标和i′（P）在[[image: 0476030068]
 ，[image: 0476030069]
 ，[image: 0476030070]
 ，[image: 0476030071]
 ]中的坐标相同．

定义5.9　设A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 是扩大平面π＋
 上处于一般位置的4点，取O点不在π上，设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 依次是A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 在射影i：π＋
 →B（O）下的像，规定π＋
 →{全部三联比的集合}的一一对应如下：[image: 0476030072]
   A∈π＋
 ，让A对应到i（A）在[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]中的坐标．称这个对应为π＋
 上由A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 所决定的射影坐标系．称点组A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 为这个射影坐标系的射影标架，记作[A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 ]．A1
 ，A2
 ，A3
 ，A4
 都称为这个射影坐标系的基本点，其中A4
 称为单位点．

在π＋
 上取定一个射影坐标系后，不仅点有坐标，线也有坐标，并且在中心直线把上射影坐标所具有的三个性质也都成立．这些结论都是自然的，这里不再赘述．

扩大平面上射影坐标系定义的方式使得射影、截影和中心投影都是保持射影坐标不变的，即它们都把射影标架变为射影标架，并且对应点和线在对应的射影标架下的射影坐标相同．


　　4.3　扩大平面上的仿射-射影坐标系

在平面π上取定一个仿射坐标系I＝[O0
 ；e1
 ，e2
 ]，就可用它决定π＋
 上的一个射影坐标系．方法如下：记A1
 ，A2
 分别是I的两个坐标向量e1
 ，e2
 所代表的无穷远点，D是仿射坐标为（1，1）的普通点．则A1
 ，A2
 ，O0
 ，D是扩大平面π＋
 上处于一般位置的4点，决定了π＋
 上的一个射影坐标系J，称为由仿射坐标系I决定的仿射-射影坐标系．常常以I-J来表示这个坐标系．

下面我们求在这个仿射-射影坐标系中点和线的坐标．取定不在π上的点O，设l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 依次是A1
 ，A2
 ，O0
 ，D在射影i：π＋
 →B（O）下的像．记e3
 ＝[image: 0476030073]
 ，e4
 ＝[image: 0476030074]
 ．则e4
 ＝e1
 ＋e2
 ＋e3
 ，从而由[l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ]决定的B（O）中的射影坐标系就是用仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]所规定的．

设P是π＋
 上的普通点，它在I中的仿射坐标为（x，y），则向量[image: 0476030075]
 平行于B（O）中的元素OP，并且
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于是P在J中的射影坐标为<（x，y，1）T
 >．

如果P是π＋
 上的由非零向量a（x，y）代表的无穷远点，则a平行于B（O）中元素OP，又
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于是P在J中的射影坐标为<（x，y，0）T
 >．

这样，在仿射-射影坐标系中普通点和无穷远点在坐标上就有明显的区别：看第三个坐标是否为0．

由点的坐标的情况，可以得到线的坐标．π上的直线如果在I中的方程为
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则由它扩大成的π＋
 的线在J中的射影坐标为<a，b，c>；无穷远线的坐标为<0，0，1>．请读者自己证明这些结论．无穷远线和普通线也在坐标上明显区别了（看前两个坐标是否都为0）．


　　4.4　射影坐标的应用

和解析几何、仿射几何一样，射影坐标的引入使得射影几何学中的许多计算和证明问题可以通过坐标的方法来解决．射影几何学中只涉及点的共线问题和线的共点问题，现在有了射影坐标后，这两个问题都可用计算三阶行列式来解决．于是，仿射几何学中的那些复杂的证明题就可转化为计算问题了．例如德扎格定理、帕普斯定理等都可以通过射影坐标的计算来验证，这实际上已变成计算问题了．

先给出点和线的射影坐标的计算中的一般规律．

设两点P，Q在一个射影坐标系中的射影坐标分别为




则它们决定的直线（记作PQ）的坐标为
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直线PQ上的点的坐标的一般形式为

[image: 图片]


其中λ，μ是不全为0的实数．

已知两条线的射影坐标，求它交点的坐标以及过交点的其他线的坐标的一般形式也有类似的结果，请读者自己写出．

例5.3　设在一个射影坐标系中，共线4点l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 的坐标依次为
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求交比（l1
 ，l2
 ;l3
 ，l4
 ）．

解　先在B（O）上来计算．根据交比的定义，交比（l1
 ，l2
 ；l3
 ，l4
 ）也就是l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 作为空间中的4条直线的交比．在规定射影坐标系时所用到的仿射标架[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]中，设a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 依次是以（1，－2，3），（2，2，1），（3，0，4），（5，2，5）为坐标的向量．则
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解出a3
 ＝a1
 ＋a2
 ，a4
 ＝a1
 ＋2a2
 ，于是

[image: 图片]


从这个例子看出用射影坐标计算交比的方法：把三联比变为普通三维向量，作分解求出交比．

由于射影、截影和中心投影都是保持射影坐标和交比不变的，因此以上的计算方法也适用于扩大平面．

例5.4　设在一个射影坐标系中，共线3点l1
 ，l2
 ，l3
 的坐标依次为
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求点l4
 使得l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 共线，并且交比（l1
 ，l2
 ;l3
 ，l4
 ）＝5．

解　点l4
 的射影坐标一定有

[image: 图片]


的形式，只需要决定λ，μ的比例关系．

先求出（－1，2，－1）对（1，2，5）和（1，0，3）的分解式
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于是λ，μ满足
 ，取λ＝5，则μ＝－2，得到l4
 的坐标为




对于共点4线的交比也可以用同样的计算程序用射影坐标来计算（见习题5.4的第3题）．

例5.5　用射影坐标法证明德扎格定理．

[image: 图片]


图　5.13

证明　设直线l1
 ，l2
 ，l3
 相交于点P，△ABC和△A′B′C′的顶点分别在这三条线上（图5.13），不妨假设A，B，C都不和P点重合（否则结论显然成立），于是A，B，C，P是一般位置点组．以[A，B，C，P]为标架，建立射影坐标系．下面列出各点和线的坐标：
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△ABC的三条边的坐标为

[image: 图片]


由图5.13可知，点A′和A与P共线，可设点A′的坐标为
 同理，设B′，C′的坐标分别为
 现在可求出△A′B′C′的三条边的坐标

[image: 图片]


AB与A′B′的交点M，BC与B′C′的交点N以及AC与A′C′的交点D依次有坐标
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显然行列式

[image: 图片]


因此M，N，D共线．

例5.6　用射影坐标法证明习题5.1的第4题的（1）（见图5.9）．

证明　以[Q，A，E，O]为射影标架，建立射影坐标系．下面列出各点的坐标：

[image: 图片]


（利用Q，A，C共线）．

即可求出各线的坐标：
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求出B，D，F的坐标：

[image: 图片]


求出对角线BD，BF的坐标：

[image: 图片]


最后求出M，N的坐标：




显然Q，M，N三点坐标的行列式为




因此Q，M，N这三个点共线．


　　4.5　对偶原理

对偶原理是射影几何学中的一个深刻而重要的思想．作为原理，它不是论证的结果．但是它的形式的抽象性使得初学者不容易领悟和接受．为此我们到现在才介绍它．

我们前面已经看到，在射影平面上点和线的相互关系有完全的对称性，也就是说它们在逻辑上处于平等的地位．把射影平面上点和线的这种平等的关系称为对偶关系．

如果把几何图形中的点换成线，线换成点，则得到另一种图形，我们把它称为原图形的对偶图形．例如共线点列的对偶图形是共点线束；三角形的对偶图形是三边形，还是它自己．

对于射影几何学中的一个命题，如果把条件和结论中的点换成线，线换成点，则得到另一个命题，称为原命题的对偶命题．

例如，帕普斯定理的对偶命题为：

设l1
 ，l2
 ，l3
 和[image: 0476030076]
 ，[image: 0476030077]
 ，[image: 0476030078]
 都是共点线组．记A是线l1
 和[image: 0476030079]
 的交点，A′是[image: 0476030080]
 和l2
 的交点；B是l1
 和[image: 0476030081]
 的交点，B′是[image: 0476030082]
 和l3
 的交点；C是l2
 和[image: 0476030083]
 的交点，C′是[image: 0476030084]
 和l3
 的交点，则线AA′，BB′，CC′共点（见图5.14）．

[image: 图片]


图　5.14

对偶原理　在射影几何学中，一个命题成立的充分必要条件是其对偶命题成立．

对偶原理的根据就是点线的对偶关系．我们也可以从点与线的射影坐标在形式上的一致性，以及判别点的共线和线的共点在代数形式上的一致性去领悟．这种一致性使得当用射影坐标来证明一个命题和证明它的对偶命题时，在代数上是完全一样的．

还有一个帮助理解对偶原理的事实是：存在射影平面上的点集到线集的保持关联关系的一一对应．建立这种一一对应的方法很多，例如在中心直线把上，每个“点”即过把心的直线，它决定过把心的与它垂直的平面，即一“线”，这样得到的从中心直线把的“点”集到“线”集的映射φ就是一个一一对应关系，并且如果原来“点”P和“线”l关联，则“线”φ（P）和“点”φ－1
 （l）也关联．以后还可用非退化二次曲线的配极映射来建立这种一一对应．

当有了射影平面上的一个点集与线集之间的保持关联关系的一一对应φ后，对每个命题的条件和结论中的点用它的φ像替代，线用它的φ－1
 像替代；将叙述中的“共线”换成“共点”，“共点”换成“共线”，则即转换成一个新命题，它是原命题的对偶命题．由于φ是保持关联关系的，因此这个新命题与原命题同时成立或同时不成立．


习　题　5.4

1．平面π上有一个凸四边形ABCD，在扩大平面π＋
 上的射影坐标系[A，B，C，D]中，试求：

（1）四边形ABCD的各边及对角线所在线的射影坐标；

（2）两条对角线的交点的射影坐标；

（3）AB线与CD线的交点的射影坐标；AD线与BC线的交点的射影坐标．

2．在射影平面上有4点A，B，C，D，在一个射影坐标系中，它们的射影坐标依次为：

[image: 图片]


（1）求直线AB，CD，AC，BD，AD，BC的射影坐标；

（2）判别这4点中，哪3点共线？

3．试说明：射影平面上在取定的射影坐标系中，用射影坐标计算共线4点的交比的方法也适用于共点4线交比的计算．

4．在一个射影平面上取定的射影坐标系中，共线3点A，B，C的射影坐标依次为

[image: 图片]


求a，并求点D的坐标，使得交比




5．在一个射影平面上取定的射影坐标系中，共线点组l1
 ，l2
 ，l3
 的射影坐标依次为

[image: 图片]


求t，并求线l4
 的坐标，使得交比




6．在射影平面上有4条直线l1
 ，l2
 ，l3
 ，l4
 ，在一个射影坐标系中，它们的射影坐标依次为：
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设l1
 ，l2
 的交点为A，l3
 ，l4
 的交点为B，l是A，B的连线．

（1）求l的射影坐标；

（2）计算l1
 ，l2
 ，l的第四调和线．

7．A，B，C，D是射影平面上的4点，它们在射影坐标系J中的射影坐标依次为
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（1）求线AB和CD的交点P的坐标；

（2）求CD线上的点R，使得交比（C，D；P，R）＝5.

8．设[A，B，C，D]是射影平面上的一个射影坐标系，P点在此坐标系中的坐标为<（3，－2，4）T
 >，求交比（PA，PB；PC，PD）．

9．用射影坐标法证明帕普斯定理．

10．设A，B，C，Q1
 ，Q2
 ，Q3
 ，P1
 ，P2
 ，P3
 是射影平面上的9个不同点，A，B，Q1
 ，P1
 共线，B，C，Q2
 ，P2
 共线，C，A，Q3
 ，P3
 共线，记交比

（A，B；Q1
 ，P1
 ）＝a，（B，C；Q2
 ，P2
 ）＝b，（C，A；Q3
 ，P3
 ）＝c.

（1）如果三线AQ2
 ，BQ3
 ，CQ1
 共点，证明：

　　　　　　　P1
 ，P2
 ，P3
 共线[image: 0476030085]
 abc＝－1；

（2）如果三线AQ2
 ，BQ3
 ，CQ1
 共点，证明：

　　　　　三线AP2
 ，BP3
 ，CP1
 共点[image: 0476030086]
 abc＝1；

（3）如果Q1
 ，Q2
 ，Q3
 共线，证明：P1
 ，P2
 ，P3
 共线[image: 0476030087]
 abc＝1；

（4）如果Q1
 ，Q2
 ，Q3
 共线，证明：

　　　　三线AP2
 ，BP3
 ，CP1
 共点[image: 0476030088]
 abc＝－1.

11．试写出德扎格定理的对偶命题．

12．试写出习题5.1的第4题的（1）和（2）的对偶命题．


§5　射影坐标变换与射影变换

仿射几何学中有两种重要的变换：坐标变换和仿射变换，在射影几何学中同样有类似的两种变换．在射影几何学里对这两类变换的讨论当然有其本身的特殊之处，但是无论是问题的提出，还是讨论的方法，以及结论，都和仿射几何学中大致上平行．许多结果还是由仿射几何学的结果演变来的，容易理解，也好记忆．因此我们把这两块内容压缩在一节中来介绍．


　　5.1　射影坐标变换

下面讨论的问题是：在一个射影平面上的两个射影坐标系中，同一点（线）的射影坐标满足什么关系？

命题5.7　设J和J′是同一射影平面上的两个射影坐标系，则

（1）存在三阶可逆矩阵H，使得对每一点P，有
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这里<（x，y，z）T
 >和<（x′，y′，z′）T
 >分别是P在J和J′中的射影坐标．

（2）对每一点P都满足上述关系式的矩阵虽然不是惟一的，但它们互相只差一个非0常数倍．

证明　只用在把B（O）上证明．

（1）设J和J′这两个射影坐标系分别由仿射标架I[O；e1
 ，e2
 ，e3
 ]和I′[O；[image: 0476030089]
 ，[image: 0476030090]
 ，[image: 0476030091]
 ]所决定，记H是I到I′的过渡矩阵．设<（x，y，z）T
 >和<（x′，y′，z′）T
 >分别是P在J和J′中的射影坐标，则向量
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都平行于P（它是过O点的直线！）．而a和a′在I中的坐标分别为（x，y，z）T
 和H（x′，y′，z′）T
 ，它们相差非0常数倍，即

[image: 图片]


（2）记J′的射影标架为[P1
 ，P2
 ，P3
 ，P4
 ]，取定3维（代数）向量

[image: 图片]


使得Pi
 在J中的射影坐标为<（xi
 ，yi
 ，zi
 ）T
 >．因为P1
 ，P2
 ，P3
 不共线，所以a1
 ，a2
 ，a3
 线性无关，从而a4
 对它们有惟一分解式
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以c1
 a1
 ，c2
 a2
 ，c3
 a3
 为列向量，构造3阶矩阵




下面说明当3阶矩阵H＝（η1
 ，η2
 ，η3
 ）满足（1）中的要求时，它一定是H0
 的非零常数倍，从而完成（2）的证明．

对P1
 用（5.9），得到
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从而a1
 ∥η1
 ．同理，
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设
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则λi
 和λ都不为0，并且
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再利用a1
 ，a2
 ，a3
 线性无关，得到λi
 ＝λci
 ，i＝1，2，3．于是
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称满足上述要求的矩阵H为J到J′的过渡矩阵．过渡矩阵虽然不是惟一的，但它互相只差一个非0常数倍．

请读者注意：在（2）的证明中，还给出了，当知道J′的基本点在J中的坐标的情况下，求J到J′的过渡矩阵的办法．

公式（5.9）称为从J到J′的点的射影坐标变换公式．

例5.7　设J和J′是同一射影平面上的两个射影坐标系，已知J′的各基本点在J中的坐标依次为
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求J到J′的过渡矩阵．

解　记

[image: 图片]
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求出a4
 对a1
 ，a2
 ，a3
 的分解式
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于是
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是J到J′的过渡矩阵，
 也是J到J′的过渡矩阵．

下面讨论线的坐标变换规律．设H为J到J′的过渡矩阵，线l在J中的坐标为<a，b，c>．则当在J′中坐标为<（x′，y′，z′）T
 >的点在l上的充分必要条件为
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从而<（a，b，c）H>就是l在J′中的坐标．或者说，如果l在J′中的坐标为<a′，b′，c′>，则有
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（5.10）称为从J到J′的线的射影坐标变换公式．

射影坐标变换的过渡矩阵也有仿射坐标变换的过渡矩阵所具有的性质：

如果J1
 ，J2
 ，J3
 是同一射影平面上的三个射影坐标系，H1
 和H2
 分别是J1
 到J2
 和J2
 到J3
 的过渡矩阵，则

（1）H1
 H2
 是J1
 到J3
 的过渡矩阵；

（2）[image: 0476030092]
 是J2
 到J1
 的过渡矩阵．

它们都是从仿射影坐标变换的过渡矩阵的相应性质得出来的．


　　5.2　射影映射和射影变换

定义5.10　从一个射影平面到另一个射影平面的一个一一对应，如果把共线点变为共线点，就称为一个射影映射；一个射影平面到自身的射影映射称为射影变换．

和仿射几何学中一样，不难证明，射影映射把不共线点变为不共线点，并且从而把线变为线．也就是说，射影映射保持线结构，它同时给出了点的一一对应和线的一一对应，并且保持点线关联关系．

按照定义，扩大平面到中心直线把的射影，以及中心直线把到扩大平面的截影都是射影映射，一个扩大平面到另一个扩大平面的中心投影也是射影映射．下面再列举出几类射影映射和射影变换：

（1）空间的一个仿射变换f导出B（O）到B（f（O））的射影映射．显然f把经过O的直线变为经过f（O）的直线，从而导出B（O）到B（f（O））的一个映射σ，f的可逆性说明σ是一一对应的；又f把平面变为平面，从而共面的直线的像仍然共面，即σ保持共线性．

（2）扩大平面上的仿射-射影变换．设f是平面π上的一个仿射变换，则f决定扩大平面π＋
 上的一个射影变换σ如下：如果P是普通点，则规定

σ（P）＝f（P）；

如果P是由a决定的无穷远点，则规定σ（P）为由f（a）决定的无穷远点．请读者自己验证σ是一一对应的，并且把共线点变为共线点，从而确实是π＋
 上的一个射影变换．它把普通点变为普通点，无穷远点变为无穷远点．

如果扩大平面π＋
 上的一个射影变换σ把普通点变为普通点，无穷远点变为无穷远点，则称为π＋
 上的一个仿射-射影变换．

上面用仿射变换扩大得到的射影变换就是一个仿射-射影变换．反之，每个仿射-射影变换σ在π上的限制σ|π：π→π总是一个仿射变换，而σ就是仿射变换σ|π：π→π扩大而得到的射影变换．

（3）当两个射影平面P和P′上分别取定了射影坐标系J，J′后，规定映射σ：P→P′如下：对于射影平面P上的任意点M，使得它的像点σ（M）在J′中的坐标和M在J中的坐标是一样的．容易看出，σ是一个射影映射．


　　5.3　射影映射基本定理

定理5.3（射影映射基本定理）　当在两个射影平面P和P′上各自取定了射影坐标系

[image: 图片]


后，存在惟一射影映射σ：P→P′把J变为J′，即

[image: 图片]


证明　存在性在上面的（3）中已经说明．证明惟一性之前先证明下面的引理．

引理　如果J和J′是扩大平面π＋
 上分别由仿射标架为I[O；e1
 ，e2
 ]和I′[O′；[image: 0476030093]
 ，[image: 0476030094]
 ]决定的两个仿射-射影坐标系，σ是一个把J变为J′的射影映射，则：

（1）σ是仿射-射影变换；

（2）σ|π把I变为I′；

（3）这样的σ是惟一的．

证明　设J和J′的射影标架分别为[A1
 ，A2
 ，O，D]和[[image: 0476030095]
 ，[image: 0476030096]
 ，O′，D′]．

（1）σ（Ai
 ）＝[image: 0476030097]
 ，i＝1，2，这里A1
 ，A2
 是无穷远线上的两点，它们的σ像点[image: 0476030098]
 ，[image: 0476030099]
 也在无穷远线上，从而σ把π＋
 上的无穷远线变为无穷远线．这说明σ是一个仿射-射影变换．

（2）记f＝σ|π：π→π．则f（O）＝O′，并且f（ei
 ）平行于[image: 0476030100]
 ，i＝1，2．设f（ei
 ）＝[image: 0476030101]
 ，i＝1，2．由于f（D）＝D′，从而[image: 0476030102]
 [image: 0476030103]
 ，于是
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从而c1
 ＝c2
 ＝1，f（ei
 ）＝[image: 0476030104]
 ，i＝1，2．这即说明了f把I变为I′．

（3）由（2）得出．　　▍

现在回到基本定理惟一性部分的证明，用反证法．如果从P到P′有两个不同的射影映射σ1
 ，σ2
 ，满足

σ1
 （Ai
 ）＝σ2
 （Ai
 ）＝[image: 0476030105]
 ，i＝1，2，3，4．

设J0
 和[image: 0476030106]
 是扩大平面π＋
 上的两个仿射-射影坐标系，记σ是π＋
 到P的一个射影映射，它把J0
 变为J，σ′是P′到π＋
 的一个射影映射，它把J′变为[image: 0476030107]
 ，则σ′◦σ1
 σ和σ′◦σ2
 σ是π＋
 上把J0
 变为[image: 0476030108]
 的两个不同的射影变换，这和引理的结论矛盾．　　▍


　　5.4　射影变换公式和变换矩阵

设σ是射影平面上的一个射影变换，J是一个射影坐标系．下面讨论点P和它的像点σ（P）在J中坐标之间的关系．记J′＝σ（J）．又设H为J到J′的过渡矩阵．则如果P在J中的坐标为<（x，y，z）T
 >，那么σ（P）在J′中的坐标也是<（x，y，z）T
 >．于是根据坐标变换的公式，σ（P）在J中的坐标<（x′，y′，z′）T
 >满足关系式
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设线l在J中的坐标为<a，b，c>，则σ（l）在J′中的坐标也是<a，b，c>，于是σ（l）在J中的坐标<a′，b′，c′>满足关系式

[image: 图片]


上面两个公式分别称为射影变换σ在射影坐标系J中点和线的变换公式．它们在形式上和坐标变换公式一样，但请注意，它们意义上的差别：这两个公式中出现的坐标是点（或线）及其像在同一坐标系中的坐标（而不是同一点在不同坐标系中的坐标）．

称公式中出现的矩阵H为σ在坐标系J中的变换矩阵，它也就是J到σ（J）的过渡矩阵．请注意，变换矩阵不仅和变换本身有关系，还和坐标系有关．

仿射变换的变换矩阵所具有的性质对于射影变换的变换矩阵也都是成立的，即有

（1）如果G是射影变换σ在射影坐标系J中的变换矩阵，则G－1
 是σ－1
 在J中的变换矩阵；

（2）如果G1
 和G2
 分别是σ1
 和σ2
 在射影坐标系J中的变换矩阵，则G2
 G1
 是σ2
 ◦σ1
 在J中的变换矩阵；

（3）如果G是射影变换σ在射影坐标系J中的变换矩阵，H为J到J′的过渡矩阵，则σ在J′中的变换矩阵为H－1
 GH.

这些性质的证明和仿射几何中类似，甚至可以用仿射几何中的相应性质推出，这里从略．

例5.8　设f是平面π上的一个仿射变换，在仿射坐标系I[O；e1
 ，e2
 ]中的变换公式为
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设σ是f决定的仿射-射影变换，求σ在I决定的仿射-射影坐标系I-J中的变换矩阵．

解　先求出I-J的基本点A1
 ，A2
 ，O，D在σ下的像点在I-J中的坐标．设

[image: 图片]


因此σ（A1
 ）在I-J中的坐标为<（a11
 ，a21
 ，0）T
 >．类似地，σ（A2
 ）在I-J中的坐标为<（a12
 ，a22
 ，0）T
 >．

f（O）在I中的坐标为（b1
 ，b2
 ），因此f（O）在I-J中的坐标为<（b1
 ，b2
 ，1）T
 >．

f（D）在I中的坐标为（a11
 ＋a12
 ＋b1
 ，a21
 ＋a22
 ＋b2
 ），因此f（D）在I-J中的坐标为<（a11
 ＋a12
 ＋b1
 ，a21
 ＋a22
 ＋b2
 ，1）T
 >．

利用命题5.7证明中所指出的方法，求出J到f（J）的过渡矩阵为




它就是σ在仿射-射影坐标系I-J中的变换矩阵．

例5.9　设一个射影平面上有两个射影坐标系J1
 和J2
 ，它们的射影标架分别为
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σ是把J1
 变为J2
 的射影变换．已知在某个射影坐标系J中，J1
 和J2
 的基本点的坐标为：

[image: 图片]


（1）求σ在射影坐标系J中的变换矩阵；

（2）求σ在射影坐标系J1
 中的变换矩阵．

解　设σ1
 和σ2
 分别是把J变为J1
 和J2
 的射影变换，则σ2
 ＝σ◦σ1
 ．用命题5.7证明中所指出的方法，分别求出J到J1
 和J2
 的过渡矩阵G1
 和G2
 ，
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它们分别就是σ1
 和σ2
 在射影坐标系J中的变换矩阵．

（1）因为σ＝σ◦2
 [image: 0476030109]
 ，所以[image: 0476030110]
 是σ在射影坐标系J中的变换矩阵，求得
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则

[image: 图片]


也是σ在射影坐标系J中的一个变换矩阵．

（2）按照定义，σ在射影坐标系J1
 中的变换矩阵就是J1
 到J2
 的过渡矩阵．再根据过渡矩阵的性质，[image: 0476030111]
 就是J1
 到J2
 的过渡矩阵，求得

[image: 图片]


则

[image: 图片]


是σ在射影坐标系J1
 中的一个变换矩阵．


习　题　5.5

1．设J和J′是同一射影平面上的两个射影坐标系，已知J′的各基本点在J中的坐标依次为

　<（4，－2，3）T
 >，<（5，2，0）T
 >，<（1，3，－2）T
 >，<（1，1，0）T
 >．

（1）求J到J′的过渡矩阵；

（2）已知点在J中的坐标为<（1，1，－1）T
 >，求它在J′中的坐标；

（3）已知点在J′中的坐标为<（1，－1，2）T
 >，求它在J中的坐标；

（4）已知线在J中的坐标为<2，0，－1>，求它在J′中的坐标；

（5）已知线在J′中的坐标为<0，1，－1>，求它在J中的坐标．

2．在一个射影平面上给出两个射影坐标系J和J′：

[image: 图片]


求J到J′的过渡矩阵．

3．在取定射影平面上给出一个射影坐标系




求依次把点

[image: 图片]


变为A，B，C，D的射影变换在J中的变换矩阵．

4．在射影坐标系J中，求依次把点

[image: 图片]


变为
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的射影变换在J中的变换矩阵的一般形式．

5．在射影坐标系J中，求依次把线
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变为

[image: 图片]


的射影变换在J中的变换矩阵的一般形式．

6．已知一个射影变换在射影坐标系J中的变换矩阵为




求它的不动点和不动线．

7．设f：π＋
 →π＋
 是扩大平面π＋
 的一个射影变换，在下列条件下，判断它是不是仿射-射影变换，并说明理由．

（1）f把π上一个平行四边形变为平行四边形；

（2）π上有三个不共线的点是f的不动点．

8．设A，B，C，D是平面π上一个平行四边形的4个顶点，A′，B′，C′，D′也在π上，并且A′，B′，D′不共线，




（1）c，d满足什么条件时扩大平面π＋
 有一个射影变换σ，它依次把A，B，C，D变为A′，B′，C′，D′？（说明理由）

（2）要使σ是仿射-射影变换，还需要加什么条件？（说明理由）


§6　二次曲线的射影理论


　　6.1　射影平面上的二次曲线及其矩阵

类似于在欧氏几何学、仿射几何学中，图形在坐标系中都具有方程一样，当取定了射影坐标系后，射影平面上的图形也具有方程，即图形上的点的坐标所要满足的方程．由于射影坐标是三联比的形式，相应的方程一定是齐次的形式，即如果（x，y，z）满足方程，则对于任何不为0的数λ，（λx，λy，λz）一定也满足该方程．反之，一个齐次方程在取定了射影坐标系的射影平面上有图形，即该图形是以满足此齐次方程的三联比为坐标的全体点的集合．例如一个一次齐次方程




其图形就是以<a，b，c>为坐标的线．

我们把一个二次齐次方程

[image: 图片]


在一个射影坐标系中的图形Γ称为射影平面上的二次曲线．

首先来考察射影平面上的二次曲线和普通平面上的二次曲线的关系．

在扩大平面π＋
 上的一个仿射-射影坐标系I-J中，我们来看二次齐次方程
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的图形．一个在I中的仿射坐标为（x，y）的普通点（它的射影坐标为<（x，y，1）T
 >）位于（5.11）的图形Γ上，也就是满足
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当a11
 ，a22
 ，a12
 不全为0时，（5.12）是π上的一条普通二次曲线Γ0
 ．一个由仿射坐标为（x，y）非零向量所代表的无穷远点在（5.11）的图形上，也就是
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即它代表了Γ0
 的一个渐近方向．于是（5.11）的图形Γ就是π上的普通二次曲线Γ0
 再加上它的由渐近方向所代表的无穷远点．由此可以看出，扩大平面上的二次曲线和普通平面上的二次曲线的密切联系．

但是扩大平面上的二次曲线并不全是由普通平面上的二次曲线“扩大”而得到的，还要包含一些其他情形．例如当a11
 ，a22
 ，a12
 全为0，但是a13
 ，a23
 不全为0时，（5.11）的图形由坐标为<2a13
 ，2a23
 ，a33
 >的线和无穷远线构成；如果a11
 ，a22
 ，a12
 ，a13
 ，a23
 全为0，a33
 不为0时，（5.11）的图形就是无穷远线．

（5.11）式等号左边的二次齐次多项式可以用矩阵乘积的形式写出

[image: 图片]


记
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则（5.11）可以简单地写成




A是一个对称矩阵，它和（5.11）式等号左边的多项式是互相决定的，我们称A为Γ在J中的矩阵．

由于把（5.11）式等号左边的多项式乘上一个不为0的常数时，图形不变，由此当A乘上一个不为0的常数时也是同一个二次曲线的矩阵．因此，二次曲线（在同一个射影坐标系中）的矩阵不是惟一的，但是它们只是相差一个不为0的倍数．

引进二次曲线的矩阵的概念使得我们可以利用代数工具来研究二次曲线．但是，二次曲线的矩阵不仅和曲线本身有关，还和射影坐标系有关．

命题5.8　如果J和J′是同一个射影平面的两个射影坐标系，J到J′的过渡矩阵为H.又设A为二次曲线Γ在J中的矩阵，则HT
 AH为Γ在J′中的矩阵．

证明　设射影平面上的一点P在J′中的坐标为




则P在J中的坐标为




于是

　　　　　　P在二次曲线上[image: 0476030112]
 XT
 AX＝0

　　　　　　　　　　 　　 [image: 0476030113]
 X′T
 HT
 AHX′＝0．

这里HT
 AH是对称矩阵，因此它是二次曲线在J′中的矩阵．　　▍


　　6.2　二次曲线的射影分类

类似于仿射几何中对几何图形的仿射分类，可规定射影平面上的图形的射影分类．下面我们只讨论二次曲线的射影分类问题．

定义5.11　设F和Γ′是同一个射影平面上的两条二次曲线，如果存在一个射影变换σ，使得




则称Γ和Γ′射影等价．

设A是Γ在一个射影坐标系J中的矩阵，Γ′＝σ（Γ）．记




则A也是Γ′在J′中的矩阵．根据命题5.8，（H－1
 ）T
 AH－1
 是Γ′在J中的矩阵（这里H是J到J′的过渡矩阵）．由此我们得到用矩阵来判断二次曲线射影等价的法则．

命题5.9　如果两条二次曲线Γ1
 和Γ2
 在某个射影坐标系中的矩阵分别为A1
 和A2
 ，则Γ1
 和Γ2
 射影等价的充分必要条件为A1
 和±A2
 合同．

证明　根据上面的讨论，Γ1
 和Γ2
 射影等价的充分必要条件为：存在不为0的常数c，使得A1
 和cA2
 合同．当c＞0时，cA2
 合同于A2
 ，当c＜0时，cA2
 合同于－A2
 ．　　▍

根据代数学的合同等价的理论，三阶实对称矩阵的合同等价类共有10个，它们可分别用下面10个矩阵代表：



[image: 图片]


其中，（10）不是二次曲线的矩阵；（1）和（4）表示的二次曲线同类，图形是空集；（2）和（3）表示的二次曲线等价；（5）和（7）表示的二次曲线等价；（8）和（9）表示的二次曲线等价．于是图形不是空集的二次曲线只有4个等价类型，它们的代表依次为：

x2
 ＋y2
 －z2
 ＝0，圆锥曲线（或称非退化二次曲线），

x2
 ＋y2
 ＝0，　　一点，

x2
 －y2
 ＝0，　　两条直线，

x2
 ＝0，　　　　一条直线．

请注意，椭圆、双曲线、抛物线（它们的矩阵都可逆），都属于圆锥曲线这个等价类，也就是说，在射影几何学中它们是等价的．下面我们来讨论圆锥曲线的射影理论．


　　6.3　两点关于圆锥曲线的共轭关系

从方程和图形都容易看出，在圆锥曲线上，是不存在整条线的．

从几何直观容易看出，不在一条圆锥曲线Γ上的点可以有两种情况：

（1）过这个点的每一条线都和Γ相交于两个点，称这种点在Γ的内部；

（2）存在过这个点的线，它和Γ没有交点，称这种点在Γ的外部．

现在设Γ是一条圆锥曲线，A是它在射影坐标系J中的矩阵．点P，Q在J中的坐标分别为


 　和　


定义5.12　如果
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则称P，Q关于Γ调和共轭．

这个定义虽然是通过在一个射影坐标系J中Γ的矩阵A，以及点P和Q的坐标规定的，实际上调和共轭与射影坐标系的选择无关，是由Γ和点P，Q所决定的．设J′是另一个射影坐标系，H是J到J′的过渡矩阵，则HT
 AH是Γ在J′中的矩阵，而P，Q在J′中的坐标分别为


 　和　


于是
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即（5.13）式等号左边的算式的值与坐标系的选择无关．

根据定义5.12，如果一个点与它自己关于Γ调和共轭，则该点在Γ上．

下面的命题表明了调和共轭的几何意义．

命题5.10　如果两个不同点P，Q都不在Γ上，并且它们决定的线和Γ相交于两点R，S，则P，Q关于Γ调和共轭的充分必要条件为P，Q，R，S为调和点列．

证明　设在射影坐标系J中，A是Γ的矩阵．点P，Q坐标分别为


 　和　


则R，S的坐标可分别表示为


 　和　


因为R，S都在Γ上，所以
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即t1
 和t2
 是二次方程
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的两个解．用射影坐标计算交比，得到（P，Q;R，S）＝t2
 /t1
 ．

于是



[image: 图片]


如果Γ是扩大平面上的圆锥曲线，并且它在普通平面上的部分是一条中心型二次曲线（椭圆或双曲线），利用这个命题可以推出：中心与每个无穷远点都关于Γ调和共轭．

命题5.11　圆锥曲线Γ上的两个不同点不会关于Γ调和共轭．

证明　设P，Q是Γ上的两个不同点，坐标分别为


 和


则P，Q决定的线上的点（除了P点外）的坐标可表示为




的形式，它在Γ上的条件是t是（5.14）的解．由于P，Q在Γ上，（5.14）的二次项系数和常数项都是0，于是一次项系数不为0（否则P，Q决定的线在Γ上），也就是




即P，Q关于Γ不调和共轭．　　▍


　　6.4　配极映射

当射影平面上取定了一条圆锥曲线Γ后，可以利用它规定这个射影平面的点集合到线集合的一个一一对应关系．

对于射影平面上的每个点P，全部和P关于Γ调和共轭的点构成一条线，这一点容易用坐标看出：设A是Γ在射影坐标系J中的矩阵，点P在J中的坐标为




则从调和共轭的定义可以看出，点Q和P关于Γ调和共轭，即Q在线<（p1
 ，p3
 ，p3
 ）A>上．也就是说，全部和P关于Γ调和共轭的点构成线<（p1
 ，p3
 ，p3
 ）A>．

定义5.13　称全部和P关于Γ调和共轭的点构成的线为P关于Γ的极线，记作Γ（P）．

从点P到Γ（P）的对应是射影平面的点集合到线集合的一个映射．从坐标容易看出，它是单一的；它也是满的，这也可以用坐标来看出：设A是Γ在射影坐标系J中的矩阵，线l在J中的坐标为<a，b，c>，则它就是坐标为




的点的极线．我们把这个点称为l关于Γ的极点．

于是，当在射影平面上取定了一条圆锥曲线Γ后，就有了这个射影平面的点集合到线集合的一个一一对应：点对应到它的极线，线对应到它的极点．我们把这个一一对应称为由Γ决定的射影平面上的配极映射．

容易从定义看出以下几个事实：

（1）点P在自己的极线Γ（P）上[image: 0476030114]
 P∈Γ．

（2）如果P∈Γ，则Γ（P）和P的交点只有P一个（命题5.11）．

（3）点P在点Q的极线Γ（Q）上的充分必要条件是点Q在点P的极线Γ（P）上．也就是说，配极映射这个一一对应是保持点线关联关系的．

配极映射有着深刻的理论意义（如用来解释对偶原理等），还可以用来深化对普通平面上的圆锥曲线的了解，它给了我们认识圆锥曲线某些概念的一个新的观察角度．

1．共轭直径和方向的共轭

设Γ0
 是普通平面π上的一条圆锥曲线，在π上的一个仿射坐标系I中，它的方程为
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Γ0
 扩大为扩大平面上的圆锥曲线Γ，则在由I决定的仿射-射影坐标系I-J中，Γ的方程为
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于是Γ在J中的矩阵为




设π上的一点P在I中的坐标为（x0
 ，y0
 ），则P在J中的射影坐标为<（x0
 ，y0
 ，1）T
 >，于是Γ（P）在J中的射影坐标为
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这里Fi
 （x0
 ，y0
 ）的意义见第三章．

如果P点不是Γ0
 的中心，则Γ（P）在π上的部分在I中的方程为
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如果P点是Γ0
 的中心，则F1
 （x0
 ，y0
 ），F2
 （x0
 ，y0
 ）都等于0，因此Γ（P）是无穷远线．

对于一个无穷远点P，设它由在I中的坐标为（m，n）的向量所代表，P在J中的射影坐标为<（m，n，0）T
 >，则Γ（P）在J中的射影坐标为
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如果（m，n）不代表抛物线的渐近方向，即a11
 m＋a12
 n，a12
 m＋a22
 n不全为0，则Γ（P）在π上的部分在I中的方程为
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即　　　　　　　　


也就是方向（m，n）的共轭直径．

如果Γ0
 是抛物线，（m，n）平行于它的渐近线，则a11
 m＋a12
 n，a12
 m＋a22
 n全为0，Γ（P）是无穷远直线．

两个非零向量（m，n）和（m′，n′）代表的无穷远点的射影坐标分别为<（m，n，0）T
 >，<（m′，n′，0）T
 >，它们调和共轭




即　　　　　　　　　　


也就是（m，n）和（m′，n′）代表的方向互相共轭．

2．圆锥曲线的切线

在射影理论中，切线的概念变得更加简单明了．

定义5.14　在射影平面上，一条圆锥曲线Γ的切线就是和Γ只有一个公共点的线．

例如普通平面上的抛物线作为扩大平面上的圆锥曲线，凡是和对称轴平行的直线不是切线，因为它和抛物线除了有一个普通交点外，还有一个无穷远交点．而在扩大平面上的无穷远线是它的切线．双曲线的平行于渐近线（但不是渐近线）的直线也不是切线，因为它和双曲线也有两个交点：一个普通点和由该渐近方向代表的无穷远点．但是渐近线是切线，它和双曲线交于一个无穷远点．

如果点P在圆锥曲线Γ上，则过P有Γ的一条切线，它就是P的极线Γ（P）．

如果点P在圆锥曲线Γ的内部，则过P没有Γ的切线．

如果点P在圆锥曲线Γ的外部，则过P有Γ的两条切线．设P的极线Γ（P）和Γ相交于Q1
 ，Q2
 ，则Q1
 ，Q2
 处的切线都经过P点，即Γ（Q1
 ）和Γ（Q2
 ）是过P点的两条切线．

例5.10　设A，B，C，D是圆锥曲线Γ上的4个不同点，记E是线AB，CD的交点，F是线AD，BC的交点，G是线AC，BD的交点（图5.15），证明E，F，G两两关于Γ调和共轭．
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图　5.15

证明　方法1．用射影坐标来验证．在射影坐标系[A，B，C，D]中，Γ的方程为
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（见习题5.6的第1题），于是Γ的矩阵为




又容易计算出点的坐标：
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则
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根据定义，E，F，G两两关于Γ调和共轭．

方法2．设线EG分别交AD和BC于N和M，根据例5.2中求第四调和点的方法（图5.12），交比
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从而F与N和M都关于Γ调和共轭，即线EG＝Γ（F），因而F与E和G都关于Γ调和共轭．

同法可证E与G也关于Γ调和共轭．

这个例子的结论可用于极线、极点和切线的作图（习题5.6的第7题）．


　　6.5　几个著名定理

定理5.4（施泰纳（Steiner）定理）　如果一条圆锥曲线Γ上给定四个不同的点A，B，C，D，则对Γ上的任意点P，它与这四点连线的交比（PA，PB；PC，PD）是与P无关的常数（如果P就是A，B，C，D中的某一点，则连线用Γ在该点处的切线代替）．

证明　由于交比在射影变换下不变，只须对圆证明此命题，这是§3的一个习题（习题5.3的第7题）．　　▍

推论　一条圆锥曲线由其上的5个不同点惟一决定．

命题5.12　对于射影平面上任给的处于一般位置的5个点，存在惟一圆锥曲线通过它们．

证明　上面的推论已说明了惟一性，只须再证明存在性．设A，B，C，D，E是射影平面上的5个处于一般位置的点．建立射影坐标系[A，B，C，D]．设E的坐标为<（u，v，w）T
 >，则由D与A，B，C，E中的任意两点都不共线，可推出（请自己完成）u，v，w都不为0，并且两两不等．由习题5.6的第1题的结果，在此坐标系中过A，B，C，D的二次曲线有形如
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即
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的方程，只须令a＝w（v－u），b＝v（u－w），此二次曲线就经过E点．此时a，b，c＝a＋b都不为0，从而此二次曲线非退化．　　▍

定理5.5（帕斯卡（Pascal）定理）　圆锥曲线的任一内接六边形（其顶点是两两不同的）的三对对边的交点共线．

证明　设ABCDEF是圆锥曲线的一个内接六角形（图5.16），按照点的顺序，它的3对对边为AB与DE，CD与FA，BC与EF，它们的交点依次记为P，Q，R，再记G是AF与DE的交点，H是CD与EF的交点．记l是P，Q所在的直线，要证明的是R在l上．也就是BC和l相交于R.为此，先设BC和l相交于N，只用证明N＝R．
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图　5.16

计算交比
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于是




定理的证明看起来依赖于图5.16的具体画法．事实上，A，B，C，D，E，F这6个点在曲线上的位置可以是任意的，并且三对对边的交点也可以是无穷远点．有兴趣的读者可以自己就各种不同情形进行考察．

A，B，C，D，E，F这6个点不必两两不同，图5.17是A，B相同的情形，读者可仿效定理5.5的证明方法试着证明．习题中还给出了另外一些有趣情形．
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图　5.17


习　题　5.6

1．如果二次曲线经过射影标架的4个基本点，则它的方程为
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的形式，其中a12
 ＋a13
 ＋a23
 ＝0．并且如果它是圆锥曲线，则a12
 ，a13
 ，a23
 都不为0.

2．求过射影标架的4个基本点和点<（3，2，3）T
 >的二次曲线的方程．

3．求过5个点<（1，1，0）T
 >，<（2，1，0）T
 >，<（1，－1，1）T
 >，<（0，1，－1）T
 >，<（0，0，1）T
 >的二次曲线的方程．

4．求过3个点A<（2，1，0）T
 >，B<（0，2，1）T
 >，C<（0，0，1）T
 >，并且在A和B处的切线分别为<1，－2，2>和<0，1，－2>的二次曲线的方程．

5．设Γ是平面π上的一条中心型二次曲线，O为中心，A，B是Γ上的两个点，M是它们的中点，N是Γ在A，B处的两条切线的交点，证明O，M，N共线．

6．设Γ是平面π上的一条圆锥曲线，A，B，C，D是Γ上的4个点，使得AB平行于CD.记M，N分别是线段AB，CD的中点．又设Γ在A，B处的切线相交于P，Γ在C，D处的切线相交于Q，直线AC，BD相交于S，直线AD，BC相交于T，证明：P，Q，S，T都和M，N共线．

7．设Γ是平面π上的一条非退化二次曲线，用直尺作下列图形：

（1）点P不在Γ上，作P的极线；

（2）作线的极点；

（3）点Q在Γ的外部，作经过Q的切线；

（4）点M在Γ上，作Γ在M处的切线．

8．证明：如果一个椭圆的内接凸六边形有两对对边平行，则第三对对边也平行．

9．对于圆锥曲线的任意一个内接三角形，作每个顶点处的切线与对边的交点，证明这3个交点共线．

10．设ABCD是圆锥曲线的一个内接四边形，记M是A和C处切线的交点，N是B和D处切线的交点，P是边AB和CD的交点，Q是边AD和BC的交点，证明：M，N，P，Q共线．



⑴
 符号“\”表示集合的差；“[image: 0476030010]
 ”表示π上的不在l0
 上的点的集合，即l0
 在π中的余集．
附录　行列式与矩阵

行列式与矩阵是在本课程中常用的线性代数工具．下面列出本书涉及到的有关概念和结论，以供查找．要进一步了解，请看线性代数的教材．


　　一、行列式

1．形式

用n2
 个数排列成的一个n行n列的表格，两边界以竖线，就成为一个n阶行列式．例如

[image: 图片]


分别是二阶行列式和三阶行列式．本书中要用的主要是二或三阶行列式．构成行列式的那些数称为它的元素，位于第i行和第j列的元素称为（i，j）位元素．本书中用的行列式的元素都是实数．

2．意义

行列式是一个算式，把它的元素按照一定的法则进行运算，得到的数值称为这个行列式的值．根据本书需要，我们只介绍二和三阶行列式的值的计算法则．

求二阶和三阶行列式的值的计算公式：

[image: 图片]


[image: 图片]


3．性质

用上面的公式计算三阶行列式计算量比较大，通常可用行列式的性质来减少计算量．下面介绍行列式的性质．

把n阶行列式的第i行和第j列划去后所得到的n－1阶行列式称为（i，j）位元素aij
 的余子式，记作Mij
 ．称Aij
 ＝（－1）i＋j
 Mij
 为aij
 的代数余子式．

性质1　行列式可对某一行（列）展开，即行列式的值等于该行（列）的各元素与其代数余子式乘积之和，即



[image: 图片]


利用此性质，一个三阶行列式的计算可以转化为3个二阶行列式的计算．同理，一个四阶行列式的计算可以转化为4个三阶行列式的计算．以此类推，任何阶行列式的值都可用同样办法递推地降阶计算．

性质2　把行列式转置（即行列互换），行列式值不变．

例如

[image: 图片]


性质3　某一行（列）的公因子可以提出．

例如

[image: 图片]


性质4　对一行或一列可分解，即如果某行（列）可分解为两行（列）之和，则原行列式等于两个行列式之和，这两个行列式即是把原行列式的该行（列）分别换为分解的两行（列）所得到的行列式．

例如

[image: 图片]


性质5　把两个行（列）的对应元素互换，行列式的值变号．

性质6　如果存在一个常数c，使得某一行（列）的元素是另一行（列）对应的元素的c倍，则行列式的值为0．

性质7　如果把一行（列）的元素的常数倍加到另一行（列）对应元素上，则行列式的值不变．

性质8　某一行（列）的各元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之和为0．

例1　计算第286页所示的三阶行列式．

解　（1）按照求三阶行列式的值的计算公式有

[image: 图片]


（2）用性质1，

　[image: 图片]


　　　[image: 图片]


（此方法把公式中的6项分为3对先相加，由于利用了提出公因子，减少了计算量．）

（3）先用性质7，把第1列加到第2列上，再把第1列的2倍加到第3列上，得到

　[image: 图片]


（其中第二个等号是用了性质1，对第3行展开．）

显然方法（3）最简单．把这种方法称为化零降阶法：先用性质7把一个n阶行列式的某行（列）变到只剩下一个元素不为0，再用性质1对该行（列）展开，于是原行列式的值等于一个n－1阶行列式的值的倍数．如此继续，直到化为计算一个二阶行列式．


　　二、矩阵

1．基本概念

矩阵是描写事物形态的数量形式的一种发展．

由m×n个数排列成的一个m行n列的表格，两侧以圆括号或方括号为界，就成为一个m×n型矩阵．这些数称为它的元素，位于第i行第j列的数称为（i，j）位元素．

例如

[image: 图片]


分别是3×3矩阵和2×3矩阵．

1×1矩阵就是数，不用写括号了．


 分别为1×3和3×1矩阵，在几何中，它们都可用来表示在某个坐标系中，坐标为a1
 ，a2
 ，a3
 的向量．

元素全为0的矩阵称为零矩阵，通常就记作0．

两个矩阵A和B相等（记作A＝B），是指它的行数相等，列数也相等（即它们的类型相同），并且对应的元素也都相等．

2．矩阵的线性运算和转置

加（减）法　两个m×n的矩阵A和B可以相加（减），得到的和（差）仍是m×n矩阵，记作A＋B（A－B），法则为对应元素相加（减）．

数乘　一个m×n的矩阵A与一个数c可以相乘，乘积仍为m×n的矩阵，记作cA，法则为A的每个元素乘以c．

上述两种运算统称为线性运算，它们满足以下规律：

（1）加法交换律：A＋B＝B＋A；

（2）加法结合律：（A＋B）＋C＝A＋（B＋C）；

（3）加乘分配律：c（A＋B）＝cA＋cB，（c＋d）A＝cA＋dA；

（4）数乘结合律：c（d）A＝（cd）A．

转置　把一个m×n的矩阵A的行和列互换，得到一个n×m的矩阵，称为A的转置，记作AT
 （或A′）．

转置有以下规律：

（1）（AT
 ）T
 ＝A；

（2）（A＋B）T
 ＝AT
 ＋BT
 ；

（3）（cA）T
 ＝c（AT
 ）．

3．n阶矩阵，单位矩阵和对称矩阵

行数和列数相等的矩阵称为方阵．行数和列数都为n的方阵习惯上常叫做n阶矩阵．三阶矩阵和二阶矩阵是本书中用得最多的矩阵．把n阶矩阵的左上角到右下角那条线上的元素称为它的对角线上的元素，它们的特点是行标与列标相等．

下面几类特殊的n阶矩阵是本书中常出现的．

单位矩阵　对角阵上的元素都为1，其他元素都为0的n阶矩阵，本书中记作E.

对角矩阵　对角线外的元素都为0的n阶矩阵．

对称矩阵　满足AT
 ＝A的n阶矩阵，也即满足

[image: 图片]


的n阶矩阵．

每个n阶矩阵A自然决定一个n阶行列式，记作|A |，称为A的行列式．

4．矩阵的乘法

当矩阵A的列数和B的行数相等时，A和B可以相乘，乘积记作AB.AB的行数和A相等，列数和B相等．AB的（i，j）元素等于A的第i行上的元素和B的第j列上的对应元素乘积之和．

例2　　
 求AB．

解　[image: 图片]


由定义容易看出，单位矩阵和任何矩阵相乘（只要可乘，不论左乘或右乘）还是原来那个矩阵．即单位矩阵在乘法中确实起了单位的作用．

矩阵乘法适合以下法则：

（1）加乘分配律：A（B＋C）＝AB＋AC，（A＋B）C＝AC＋BC；

（2）数乘性质：（cA）B＝c（AB）；

（3）结合律：（AB）C＝A（BC）；

（4）（AB）T
 ＝BT
 AT
 ．

例3　　
 ，求aT
 Aa．

解　aT
 Aa是1阶矩阵，即是一个数．先把两个矩阵相乘，再和第三个相乘，根据结合律，次序任意．具体运算如下：

　[image: 图片]


n阶矩阵乘积的行列式性质：两个n阶矩阵的乘积还是n阶矩阵，并且有性质：

|AB|＝|A|×|B|．

5．可逆矩阵

设A是n阶矩阵，如果存在n阶矩阵B，使得

AB＝E，BA＝E，

则称A为可逆矩阵．此时B是惟一的，称为A的逆矩阵，通常记作A－1
 ．

显然，当A为可逆矩阵时，A－1
 也可逆，并且




如果两个n阶矩阵A，C都可逆，则AC也可逆，并且




关于n阶矩阵可逆性的判别，有以下结论：

（1）n阶矩阵A可逆[image: 0476030115]
 |A|≠0；

（2）对两个n阶矩阵A和B，

[image: 图片]


于是，当两个n阶矩阵A和B满足AB＝E时，则它们都可逆，并且互为逆矩阵．

6．n阶矩阵的相似与合同

设A与B是n阶矩阵．

（1）如果存在可逆的n阶矩阵H，使得H－1
 AH＝B，则称A与B相似．

（2）如果存在n阶可逆矩阵H，使得HT
 AH＝B，则称A与B合同．

如果A与B合同，且A对称，则B也对称．


习题答案和提示

第　一　章

习　题　1.1



[image: 图片]


7．（1）提示：先任意取一点P，M就是使得

[image: 图片]


　　的点．

14．提示：取定一点O，证明：对于任何一一对应f，



[image: 图片]


习　题　1.2



[image: 图片]


习　题　1.3



[image: 图片]


4．内投影
 ，外投影




[image: 图片]


6．（1）成立，另外3个一般不成立；（2）和（3）分别加条件a与β平行；

　  （4）加条件a与γ平行．

7．不能．

13．（1）提示：把左式中的各个向量都用[image: 0476030116]
 ，[image: 0476030117]
 ，[image: 0476030118]
 表示．

14．用第13题的结果．

习　题　1.4

1．左，右，左，右．　　2．2[image: 0476030119]
 ．　　3.（16，4，16）．

8．不能．　　9．能．　　10．不能，加条件a∥β．

11．提示：不妨设a，β，γ都是单位向量，此时向量a＋β，a×β和γ共面，又a＋β与a×β垂直．


习　题　1.5



[image: 图片]


6．（1）是；（2）否；（3）是．

13．提示：a×β＋β×γ＋γ×a＝（a－γ）×（β－γ）．

14．提示：对等式左边的每一项用拉格朗日恒等式．

第　二　章

习　题　2.1



[image: 图片]


2．（1）是，（－1，2，－2），3； （2）是，（4，1，－2），5；

　  （3）不是，图形是空集；

　  （4）不是，图形是一点（－2，－1，－6）．

3．a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＞d.

4．提示：（1）x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝5;　（2）x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝y;

　（3）两式相减得x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝2.

5．（1）圆周； （2）圆周．



[image: 图片]


⑶（0，φ，1），（1，φ，0）．（φ可取[0，2π）中任意角．）



[image: 图片]


7.（1）x2
 ＋y2
 ＝1，圆柱面；

   （2）4≤x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≤16，两个同心球面所夹部分；

   （3）x2
 ＋y2
 ＝2y，圆柱面；

   （4）x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝4z，球面．

习　题　2.2

1．（1）加条件：这三点不共线；

　  （2）加条件：点不在直线上；

　  （3）加条件：它们不是异面直线；

　  （4）加条件：联结这两点的线段和直线不平行．

2．（1）3x＋4y＋3z－10＝0;

　  （2）19x－13y－11z＋3＝0;

　  （3）20x－12y＋z＋18＝0;　　（4）2x－3y＋z－4＝0.

3．（1）4x＋2y＋3z＝0;　　　　  （2）z＋3＝0;

　  （3）z＝0;　　（4）3y＋z＋1＝0;　　（5）x＋y＝0.

5．（1）和（2）都是两张相交平面．

6．（1）平行； （2）相交； （3）重合．

7．（1）不是； （2）不是； （3）是．

8．－2．　　　




[image: 图片]


12．6x－4y＋10z－2＝0和6x－4y＋10z－14＝0．

习　题　2.3



[image: 图片]


3．（1）平行，直线不在平面上；

　  （2）直线在平面上；　　　　　（3）相交于（－1，2，－1）；

　  （4）相交于（12，－5，－1）；　  （5）直线在平面上；

　  （6）直线在平面上．

4．（1）－x＋2y＋1＝0;　　　（2）x＋2y－3z＝0;

　  （3）x＋y＋2z－3＝0;　　  （4）10x＋11y＋17z－25＝0;

　  （5）4x＋5y＋5z－7＝0;　  （6）6x－2y＋3z－17＝0.

5．（1）9x＋3y＋5z＝0;　　　（2）21x＋14z－3＝0.

6．（1）相交； （2）异面； （3）重合．

7．a＝2，b＝7，s＝－12，t＝－1．



[image: 图片]


11．证明思路：设平面πi
 为Ai
 x＋Bi
 y＋Ci
 z＋Di
 ＝0．

　　（1）l1
 ∥l2
 [image: 0476030120]
 l1
 ∥π3
 并且l1
 ∥π4
 ．

　　（2）不妨设l1
 和π3
 不平行，相交于点（x0
 ，y0
 ，z0
 ），则

Ai
 x0
 ＋Bi
 y0
 ＋Ci
 z0
 ＋Di
 ＝0，i＝1，2，3，

　　而A4
 x0
 ＋B4
 y0
 ＋C4
 z0
 ＋D4
 ≠0．计算出4阶行列式等于

[image: 图片]


　　（3）只须再证明共面，即可推出行列式等于0.

12．4x2
 －9y2
 ＋6x－45y－36z－144＝0.

13．（2）t＝0;　　　　　　　　　（3）x2
 ＋y2
 －z2
 －1＝0．

习　题　2.4

1．（1）3x＋3y＋z－3＝0;　　　　（2）3x－y－z－6＝0;

　  （3）x－2y＋z＋3＝0;

　  （4）－16x＋14y＋11z＋65＝0．



[image: 图片]


9．4x－4y－2z－21＝0和4x－4y－2z＋15＝0.

10．x＋3y＝0和3x－y＝0.

11．23x＋8y－25z＋23＝0和5x＋20y＋11z＋47＝0．



[image: 图片]


习　题　2.5

1．（1）2x2
 ＋2y2
 －5z2
 －58z－169＝0;

　  （2）3x2
 ＋3z2
 ＋4xy－8xz－4yz－8x－4y＋8z＋5＝0;

　  （3）（x－3）2
 ＋y2
 ＋z2
 －4＝0;

　  （4）x4
 ＋y4
 ＋z4
 ＋2x2
 y2
 ＋2x2
 z2
 ＋2y2
 z2
 －26x2
 ＋10y2
 －26z2
 ＋25＝0;

　  （5）y＝x2
 ＋z2
 ＋4;

　  （6）y2
 ＋z2
 ＝x4
 ＋8x2
 ＋16;

　  （7）y2
 －（x2
 ＋z2
 ）3
 ＝0.

3．x2
 ＋z2
 ＝1，|y|≤1.

4．（1）36x2
 ＋36y2
 －13z2
 －2z－25＝0；



[image: 图片]


　  （2）x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝4.

6．作空间直角坐标系，以π为xy平面，并且使得M的坐标为（0，0，4）．

　  （1）x2
 ＋y2
 －8z＋16＝0;

　  （2）x2
 ＋y2
 －8z2
 －8z＋16＝0.

7．（1）5x2
 ＋5y2
 ＋2z2
 ＋2xy＋4xz－4yz＋4x－4y＋4z－1＝0;

　  （2）13x2
 ＋10y2
 ＋5z2
 －4xy－6xz－12yz－14x＋28y－14z－105＝0;

　  （3）5x2
 ＋5y2
 ＋2z2
 ＋2xy－4xz＋4yz－22x－14y＋4z－5＝0;

　  （4）x2
 ＋y2
 ＋z2
 －xy－xz－yz＋3y－3z＝0.

8．x2
 ＋y2
 ＋z2
 －xy－xz－yz－3y＋3z－3＝0.

9．x2
 ＋4y2
 ＋3z2
 ＋2[image: 0476030121]
 －4＝0和x2
 ＋4y2
 ＋3z2
 －[image: 0476030122]
 －4＝0.

10．（1）x2
 ＋y2
 －5z2
 －4xy＋8xz＋8yz＋2x＋2y－16z－2＝0;

　    （2）11x2
 ＋11y2
 ＋23z2
 －32xy＋16xz＋16yz－54x－108z＋135＝0;

　    （3）51x2
 ＋51y2
 ＋12z2
 ＋104xy＋52xz＋52yz－50x－54y－24z＋10＝0;

　    （4）4x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋4xy－4xz＋8yz＝0.

11．如果线段M1
 M2
 垂直于l，并且M1
 ，M2
 到l的距离相等，则有无穷多个；

　　如果线段M1
 M2
 垂直于l，并且M1
 ，M2
 到l的距离不相等，则没有；

　　如果线段M1
 M2
 不垂直于l，并且M1
 ，M2
 到l的距离相等，则有1个；

　　如果线段M1
 M2
 不垂直于l，并且M1
 ，M2
 到l的距离不相等，则有2个．

12．（x－1）2
 ＝（y＋2）2
 ＋（z－3）2
 和（x－4）2
 ＝4（y＋2）2
 ＋4（z－3）2
 .

13．a＝0，x2
 ＋4y2
 ＋z2
 －6xz＋4x－8y＋4z＝0.

14．（1）z＝sinx;　　　　　　　　  （2）z＝y2
 ;

　　（3）2x2
 ＋2y2
 ＋2xy－1＝0;　　（4）（x－z）2
 ＋（y＋z）2
 ＝3;

　　（5）（x＋z－2）2
 ＋y2
 ＝4;

　　（6）（x＋2z）2
 －10（x＋2z）＋25y2
 ＝0.

15．y2
 ＋z2
 ＋2yz－x－4y－2z＋3＝0.

16．提示：作非零向量u（a，b，c），使得aai
 ＋bbi
 ＋cci
 ＝0，i＝1，2，则曲线由平行于u的直线构成．

17．（1）4x2
 －y2
 －z2
 ＝0;　　　　（2）x2
 ＋y2
 －3z2
 ＝0;

　　（3）8x2
 ＋3（2y－z）2
 －4（z－2）2
 ＝0;

　　（4）9[x2
 ＋y2
 ＋（z－2）2
 ]－4（x＋y＋z－2）2
 ＝0．

习　题　2.6



[image: 图片]


6．是经过y轴的两张平面，它们是c2
 x±[image: 0476030123]
 ＝0.

7．k＜c：椭球面；　　　　　  k＝c：椭圆柱面；

　  c＜k＜b：单叶双曲面；　　k＝b：双曲柱面；

　  b＜k＜a：双叶双曲面；　　k≥a：空集．

8．k＜b：椭圆抛物面；　　　  k＝b：抛物柱面；

　  b＜k＜a：双曲抛物面；　　k≥a：椭圆抛物面．

习　题　2.7



[image: 图片]
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7．当这三条直线平行于同一平面时是马鞍面，否则是单叶双曲面．

8．（5）一对相互垂直的平面；

　  （6）单叶双曲面．

9．x2
 ＋y2
 ＋2xy－xz－yz－x－2y＋z＝0，马鞍面．

10．3y2
 －5z2
 ＋4xy－6x－16y＋5z＋36＝0，单叶双曲面．

11．2x2
 －2z2
 ＋xy＋yz＋8x＋6y＋14z＋6＝0，马鞍面．

第　三　章

习　题　3.1

1．过渡矩阵为


　  点的坐标变换公式为




[image: 图片]


3．（1）都是


　  （2）点的坐标为：A（1，－1，1），B（1，1，－1），C（－1，1，1）；直线方程为：

[image: 图片]




[image: 图片]


9．5x2
 ＋5y2
 ＋6xy＋2x－2y－7＝0．

10．x2
 ＋y2
 ＋xy＋2x＋y－2＝0．

11．3y2
 ＋4xy－8x－12y＝0．

12．x2
 ＋y2
 －2xy＋4x＋12y－44＝0．



[image: 图片]


14．设Ai
 的坐标为（xi
 ，yi
 ，zi
 ），则

[image: 图片]


是正交矩阵．又

[image: 图片]


于是

[image: 图片]


15．提示：利用正交矩阵的性质．

16．提示：利用第15题的结果．

习　题　3.2

1．新坐标系的原点为（1，1），坐标向量不变．

2．（1）马鞍面；

　  （2）马鞍面．

5．椭圆，双曲线，抛物线，两条平行直线，两条相交直线．

6．双曲线，抛物线，两条相交直线，一条直线．

7．椭圆时，椭圆抛物面；　　　双曲线时，马鞍面；

　  抛物线时，抛物柱面．

11．2x2
 ＋5y2
 －4xy－27x－3y＋4＝0．

习　题　3.3

1．（1）双曲线； （2）抛物线； （3）椭圆； （4）一条直线；

　  （5）双曲线； （6）空集；    （7）两条平行直线．

2．a＜4并且c＝1时为一对相交直线．a＝4并且c＜1时为两条平行直线．

3．（1）t＜[image: 0476030124]
 时为空集；t＝[image: 0476030125]
 时为一点；t＝1时为抛物线；t＞[image: 0476030126]
 但是t≠1时为椭圆．

　  （2）I1
 ＝5，I2
 ＝－4t（t＋2），I3
 ＝8（t＋2）（t＋1）（t－1）：

　　　　t＜－2时，I2
 ＜0，I3
 ≠0，双曲线；

　　　　t＝－2时，I2
 ＝0，I3
 ＝0，k1
 ＞0，空集；

　　　　－2＜t＜－1时，I2
 ＞0，I3
 ＞0，空集；

　　　　t＝－1时，I2
 ＞0，I3
 ＝0，一点；

　　　　－1＜t＜0时，I2
 ＞0，I3
 ＜0，椭圆；

　　　　t＝0时，I2
 ＝0，I3
 ≠0，抛物线；

　　　　0＜t＜1时，I2
 ＜0，I3
 ≠0，双曲线；

　　　　t＝1时，I2
 ＜0，I3
 ＝0，两条相交直线；

　　　　t＞1时，I2
 ＜0，I3
 ≠0，双曲线．

6和7．提示：利用直角坐标变换保持不变量的性质，只须用对标准方程证明．

习　题　3.4

1．中心为[image: 0476030127]
 ；渐近方向：（[image: 0476030128]
 ，1）和（[image: 0476030129]
 ，1）；渐近线：

[image: 图片]


　  （2）中心为


　  （3）渐近方向：（1，1）；开口朝向：（－1，－1）．

　  （4）渐近方向：（1，－1）．

　  （5）中心为（－2，－2）；渐近方向：（2，5）和（2，1）；渐近线：

5x－2y＋6＝0，x－2y－2＝0．

　  （6）中心为（9，3）；渐近方向：（1，0）和（5，4）；渐近线：

y－3＝0，4x－5y－21＝0．

　  （7）中心为（7，－16）．

　  （8）中心为（1，－1）．

　  （9）中心为（0，－1）；渐近方向：（1，－1）和（3，－5）；渐近线：

x＋y＋1＝0，5x＋3y＋3＝0．

　  （10）渐近方向：（1，－2）；开口朝向：（－1，2）．

2．s≠9时有一个中心；s＝9而t≠9时没有中心；s＝9而t＝9时为线心曲线．

s＜9时有两个渐近方向；s＝9时有一个渐近方向；s＞9时没有渐近方向．

t的值不影响有无渐近方向．

3．2xy－2x－8＝0.

5．x2
 ＋y2
 ＋xy＋2x＋y－2＝0.

6．8y2
 ＋6xy－12x－6y＋1＝0.

9．4x＋11y＝0，15x＋5y＋29＝0.

10．（2）⑴4x＋5y－4＝0；　　⑵x－3y＋1＝0；　　⑶x－3＝0.

14．提示：在直角坐标系中，对标准方程证明．

设一对共轭半径的端点坐标为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则
 是正交矩阵．



[image: 图片]


16．（1）两个切点为（1，1），（－4，3）；相应的切线方程分别为

x＋4y－5＝0，x＋4y－8＝0．

　　（2）两个切点为（1，0），
 ；切线方程分别为：y＝0，11y－12＝0．

　　（3）两个切点为（0，0），
 ；切线方程分别为

x＋y＝0，11x＋11y＋4＝0．

17．4x2
 ＋y2
 ＋4xy－10x＋7y－6＝0．

18．提示：讨论M0
 （x0
 ，y0
 ）使得（3.21）有两个互相垂直的解的条件．

19．（x＋2）2
 ＋（y－1）2
 ＝30．

22．一个以中心为圆心的圆，去掉它和渐近线的4个交点．

24．Γ的方程为x2
 ＋y2
 －6xy－52x＋28y＋168＝0，（3，－3）处的切线为7x－y－24＝0．

习　题　3.5

1．（1）x－2y－3＝0，2x＋y＋1＝0；

　  （2）3x＋y－2＝0，x－3y＝0；

　  （3）2x＋2y－3＝0;

　  （4）x＋y－1＝0，x－y＋3＝0；

　  （5）5x－15y－8＝0．

4．x2
 ＋y2
 －6xy－26x＋14y＋42＝0．

5．a＝1；I′的两个坐标向量在I中的坐标分别为：
 
 ，I′的顶点在I中的坐标为


第　四　章

习　题　4.1

4．提示：先证明引理：在旋转下，直线变为直线，并且它与原直线的夹角为转角．

　  （1）平移量为[image: 0476030130]
 ；

　  （2）转角为θ1
 ＋θ2
 ，中心由作图求出如下：

[image: 图片]


[image: 图片]


5．可交换的为（1），（2），（5）；不可交换的为（3），（4），（6）．

6．当l1
 和l2
 平行时为平移，不平行时为旋转．

7．（1）滑反射；（2）反射；

　  （3）只要平移量不垂直于l，就是滑反射．

8．（1）h◦η＝η◦h是反射，反射轴垂直于l，过O；

　  （2）id，h，η，η◦h．

9．2个．　　10．2个．

习　题　4.2

1．（1）方法1提示：用惟一性．利用位似变换和保距变换的复合构造出一个相似变换，使得它在该三角形上和f一样．

　　方法2提示：用命题4.5的引理1所用的方法．

　  （2）[image: 0476030131]
 （1）（条件（2）推出条件（1），下同）．

　  （3）[image: 0476030132]
 （2）．

　  （4）提示：用命题4.5的引理1所用的方法．

　  （5）[image: 0476030133]
 （1）．

3．提示：证明一个等价的结论：A和B在l的异侧[image: 0476030134]
 f（A）和f（B）在l的异侧．

4．提示：同上题．

5．（2）提示：用第3题的结果．

6．提示：取定一个圆，它的像为椭圆，可用正压缩变为圆．

11．上下底长度之比相等．

14．斜压缩：σ＝压缩系数．　　　滑反射和错切：σ＝1．

　　相似：相似比的平方．

习　题　4.3











7．x2
 －y2
 ＝a.

8．（1）压缩系数不为1时，压缩轴和平行于压缩方向的每一条直线；

　  （2）平行于平移量的每一条直线；

　  （3）反射轴和与之垂直的每一条直线．

9．（2）任取一点P，则满足
 的Q是不动点；

　  （3）提示：就λ是否等于1分别讨论．

11．（1）x＋y＝0，2x－y＝0；

　　（2）3x＋4y－3＝0，x－y－1＝0；

　　（3）x＋y－1＝0．

12．（1）不动点（3，－4），特征向量（1，－2），（1，1）；

　　（2）10；　　　




[image: 图片]


17．（1）旋转，中心为


　　（2）反射，轴为x－5y＋13＝0；

　　（3）滑反射，轴为x＋3y－4＝0．



[image: 图片]





 （其中的b，c，t满足tc＋4b≠0）；

　　


习　题　4.4

1．提示：只须对等边三角形证明．

2，3，5，6，7，8等题只须对圆证明．

4．提示：设AB，AD和双曲线的同一支相切，切点分别为P，Q，作仿射变换f，使得|f（A）f（B）|＝|f（A）f（D）|．

10．提示：作仿射变换f，使得f（A）f（B）与f（C）f（D）垂直．

11．提示：必要性．作仿射变换，把内切椭圆变为圆．

　　充分性．作仿射变换f，使得

　　　　|f（A）f（D）|＝|f（A）f（F）|，|f（B）f（D）|＝|f（B）f（E）|，此时|f（C）f（E）|＝|f（C）f（F）|，从而f（D），f（E），f（F）是△f（A）f（B）f（C）的内切圆与各边的切点．

13．提示：只须把直角坐标系中，对xy＝1的图像证明．

习　题　4.5

4．提示：只须对球面证明．

第　五　章

习　题　5.3

1．（l4
 ，l3
 ;l2
 ，l1
 ）＝k，（l4
 ，l2
 ;l3
 ，l1
 ）＝1－k，

　　[image: 图片]




[image: 图片]


5．A1
 是无穷远点时，


　  A2
 是无穷远点时，


　  A3
 是无穷远点时，


　  A4
 是无穷远点时，


6．提示：先证明引理：如果a1
 ，a2
 ，a是共面而两两不共线的3个单位向量，则

[image: 图片]


9．提示：用交比在仿射变换下的不变性和第7题的结论．

10．用第9题的结论．

习　题　5.4

1．（1）AB<0，0，1>，BC<1，0，0>，CD<1，－1，0>，AD<0，1，－1>，AC<0，1，0>，BD<1，0，－1>；

　  （2）<（1，0，1）T
 >；

　  （3）AB与CD的交点<（1，1，0）T
 >，AD与BC的交点<（0，1，1）T
 >．

2．（1）AB<7，1，－17>，BC<0，1，－3>，CD<1，1，1>，AD<1，1，1>，AC<1，1，1>，BD<1，1，－5>；

　  （2）A，C，D.

3．提示：用一条线和这四条线相交得四点，四线的交比等于四点的交比，从而化为四点的交比的计算．

4．a＝2，D的坐标为<（10，19，3）T
 >．

5．t＝－1，l4
 的坐标为<8，27，3>．

6．（1）l的坐标为<8，－5，3>；

　  （2）l1
 ，l2
 ，l的第四调和线的坐标为<2，3，1>．

7．P<（1，－1，0）T
 >，R<（7，13，4）T
 >．

8．[image: 0476030135]
 ．

习　题　5.5




 　　　（2）<（7，8，6）T
 >；

　（3）<（4，3，－1）T
 >； 　  （4）<5，－10，6>；

　（5）<－1，1，2>．









 a，b，c都不为0．




 ，x，y，z都不为0.

6．不动点：<（c1
 ＋c2
 ，c1
 ，c2
 ）T
 >（c1
 ，c2
 不都为0）和<（1，1，2）T
 >；

　  不动线：<2c1
 ，2c2
 ，－c1
 －c2
 >（c1
 ，c2
 不都为0）和<1，－1，－1>．

7．（1）是；　　（2）不一定是．

8．（1）c＋d≠1，并且c，d都不为0；

　  （2）c＝d＝1．

习　题　5.6

2．xy－yz＝0．

3．x2
 ＋2y2
 －3xy－4xz＋2yz＝0.

4．x2
 －4y2
 ＋8yz＝0．
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