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一　一试专题

第一讲　集　　合

知识概要

一、集合运算律

交换律：A∩B＝B∩A；A∪B＝B∪A．

结合律：（A∩B）∩C＝A∩（B∩C）；（A∪B）∪C＝A∪（B∪C）．

分配律：A∩（B∪C）＝（A∩B）∪（A∩C）；A∪（B∩C）＝（A∪B）∩（A∪C）．

求补律：A∩∁U
 A＝∅，A∪∁U
 A＝U，∁U
 （∁U
 A）＝A．

反演律：∁U
 （A∩B）＝∁U
 A∪∁U
 B，∁U
 （A∪B）＝∁U
 A∩∁U
 B．

例题精讲

例　1　设集合A的元素都是正整数，满足如下条件：

（i）A的元素个数不小于3，

（ii）若a∈A，则a的所有因数都属于A，

（iii）若a∈A，b∈A，1＜a＜b，则1＋ab∈A．

那么，（1）1，2，3，4，5是否是集合A的元素？

（2）2005是否是集合A的元素？

【分析】　要反复利用条件解题，此题考查的是对集合的定义的理解．

【解答】　1．（1）首先由（2）易知1∈A．

2．取a∈A，b∈A，1＜a＜b，若a，b中至少有一个是偶数，则2∈A．若a，b都是奇数，则1＋ab∈A，且其为偶数，所以2∈A．

3．由条件（1）可知，存在a，使得a∈A且a＞2，则1＋2a∈A，从而1＋2（1＋2a）＝3＋4a∈A．所以1＋（1＋2a）（3＋4a）＝4＋10a＋8a2
 ∈A．若a是偶数，则4│（4＋10a＋8a2
 ）；若a是奇数，令4＋10a＋8a2
 ＝b，则b是大于2的偶数，重复以上过程可得4│（4＋10b＋8b2
 ）．故4∈A．

4．由于1＋2×4＝9∈A，从而3∈A．

5．又1＋2×3＝7∈A，1＋2×7＝15∈A，由条件（2）得5∈A．

综上所述，1，2，3，4，5都是集合A的元素．

（2）由于1＋3×5＝16，从而8∈A，由于1＋4×8＝33，从而1＋3×33＝100，从而1＋5×100＝501，从而1＋4×501＝2005．

故2005为集合A的元素．

【评注】　事实上可以用数学归纳法证明：A＝N+
 ．

1．1，2，3，4∈A．

2．若1，2，3，…，n∈A（n＞5），如果n＋1＝2k＋1是奇数，于是n＋1＝1＋2k∈A．如果n＋1＝2k是偶数，2k＋1∈A，1＋（2k－1）（2k＋1）＝4k2
 ∈A，故2k∈A．

3．由1、2得，A＝N+
 ．

例　2　将与210互质的所有正整数从小到大排列，求这个数列的第961项．

【分析】　只需考虑210内与210互质的数即可，可以用容斥原理．

【解答】　210＝2×3×5×7．

设S＝｛1，2，…，210｝，Ai
 ＝｛a│a∈S，且i│a｝．则[image: alt]
 │A3
 │＝70，│A5
 │＝42，│A7
 │＝30，│A2
 ∩A3
 │＝35，│A2
 ∩A5
 │＝21，│A2
 ∩A7
 │＝15，│A3
 ∩A5
 │＝14，│A3
 ∩A7
 │＝10，│A5
 ∩A7
 │＝6，│A2
 ∩A3
 ∩A5
 │＝7，│A2
 ∩A3
 ∩A7
 │＝5，│A2
 ∩A7
 ∩A5
 │＝3，│A7
 ∩A3
 ∩A5
 │＝2，│A2
 ∩A3
 ∩A5
 ∩A7
 │＝1．

故在1到210中，与210互质的数有

[image: alt]


由961＝20×48＋1．可知在｛210k＋1，210k＋2，…，210（k＋1）｝（k＝0，1，…，19）中均有48个数与210互质，在｛4201，4202，…，4410｝中第一个与210互质的数为第961项，即4201．

【评注】　1．此题用到了容斥原理：

[image: alt]


2．容斥原理在竞赛中经常用到，如著名的欧拉投信问题即可用此解答：

有n封不同的信，n个不同的信箱，信与信箱一一对应，求信都投错的情况的种数．

用容斥原理得数量等于[image: alt]


例　3　（2005年中国西部数学奥林匹克）设S＝｛1，2，…，2005｝，若S中任意n个两两互质的数组成的集合中都至少有一个质数，求n的最小值．

【分析】　原问题等价于：求n的最大值，使得S中存在n－1个两两互质的数组成的集合中均无质数．设A为满足元素两两互质的集合，│A│＝n－1，则A中的每个元素的质因数构成的集合是小于2005的质数构成的集合的某个子集，且满足A中任意两个元素没有公共的质因子，因为求n的最大值，所以A中每个元素应尽量只有一个质因数．可以想到是由质数的平方和1构成的集合A0
 ＝｛1，22
 ，32
 ，52
 ，…，412
 ，432
 ｝，因此猜想答案为16．

【解答】　nmin
 ＝16

首先取S的子集A0
 ＝｛1，22
 ，32
 ，52
 ，…，412
 ，432
 ｝不满足条件，故n≥16．

其次可以证明，任意A⊂S，n＝│A│＝16，A中任两数互质，则A中必存在一个质数．

反证法：假设A中无质数，记A＝｛a1
 ，a2
 ，…，a16
 ｝，分两种情况讨论．

（1）若1∉A，则a1
 ，a2
 ，…，a16
 均为合数，又（ai
 ，aj
 ）＝1（1≤i＜j≤16），故ai
 与aj
 的质因数均不相同．设ai
 的最小质因数为pi
 ，不妨设p1
 ＜p2
 ＜…＜p16
 ，则[image: alt]
 [image: alt]
 矛盾．

（2）若1∈A，不妨设a16
 ＝1，a1
 ，a2
 ，…，a15
 均为合数，同理，矛盾．

综上，A中必有质数，故nmin
 ＝16．

例　4　（1992全国数学联赛）设集合Sn
 ＝｛1，2，…，n｝，若X是Sn
 的子集，把X中的所有数的和称为X的容量（规定空集的容量为0），若X的容量为奇（偶）数，则称X为Sn
 的奇（偶）子集．

（1）求证：Sn
 的奇子集与偶子集的个数相等．

（2）求证：当n≥3时，Sn
 的所有奇子集的容量之和与所有偶子集的容量之和相等．

（3）当n≥3时，求Sn
 的所有奇子集的容量之和．

【分析】　与奇子集对应地定义偶子集，考察若干项可发现奇偶子集的个数相同，所有的奇偶子集容量之和相等．于是通过构造奇偶子集之间的一一映射来证明上述结论．

【解答】　（1）对任意X⊂Sn
 ，当1∈X时，就从X中取出1得X′；当1∉X时，就将X中添上1得X′．则X与X′奇偶性必不相同．于是奇子集与偶子集一一对应，个数相等．

（2）设Sn
 中的奇子集，偶子集的个数分别为an
 ，bn
 ，所有奇子集，偶子集的容量之和分别为f（Sn
 ），g（Sn
 ），已知an
 ＝bn
 ＝2n－1
 ．

1．当n≥3且n为奇数时，Sn
 中的奇（偶）子集由两部分组成：一是Sn－1
 的奇（偶）子集，二是Sn－1
 的每个偶（奇）子集与｛n｝的并集．于是，有
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2．当n≥3且n偶数时，n－1为奇数，由上式有an－1
 ＝bn－1
 且f（Sn－1
 ）＝g（Sn－1
 ）．此时，Sn
 中的奇（偶）子集由两部分组成：一是Sn－1
 的奇（偶）子集，二是Sn－1
 的每一个奇（偶）子集与｛n｝的并集．于是有

f（Sn
 ）＝f（Sn－1
 ）＋［g（Sn－1
 ）＋nan－1
 ］＝g（Sn－1
 ）＋［f（Sn－1
 ）＋nbn－1
 ］＝g（Sn
 ）．

综上，当n≥3时，f（Sn
 ）＝g（Sn
 ）．

（3）由于Sn
 中每个元素都出现在2n－1
 个子集中，则Sn
 的所有子集的容量为

f（Sn
 ）＋g（Sn
 ）＝（1＋2＋…＋n）2n－1
 ＝n（n＋1）2n－2
 ．

故f（an
 ）＝n（n＋1）2n－3
 ．

【评注】　1．对于集合计数的问题，有些情况下可以通过找映射的方式，比较集合之间的大小而不需要将确切数量算出来，如下题：

正整数n写成若干个1与若干个2之和，和项的顺序不同认为是不同的写法，所有写法的种数记为A（n）；将正整数n写成若干个大于1的正整数之和，和项顺序不同认为是不同的写法，所有写法的种数记为B（n），求A（n）与B（n＋2）的大小关系．

考察若干项会发现A（n）＝B（n＋2），因此转而证明此式，需要构造一个A（n）与B（n＋2）映射．

以下是构造的映射：

记集合Pn
 为第一种写法的集合，Qn
 为第二种写法的集合．
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然后证明此映射是一一对应，请读者自己证明．

例　5　设A1
 ，A2
 ，…，An
 （n≥3）是由自然数组成的有限集．证明：

[image: alt]


【解答】　设A1
 ∪A2
 ∪…∪An
 ＝｛a1
 ，a2
 ，…，am
 ｝．设ai
 恰属于bi
 个集合，（i＝1，2，…，m）．

则

[image: alt]
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下证，对i＝1，2，…，m都有
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显然成立．

【评注】　在出现集合的交、并的问题中，考察每个元素所属于的集合数目，不但是进行不等式估计的有效途径，也是进行组合论证的常用方法．

例　6　设n是正整数，并记X是含有n2
 ＋1个正整数的集合，并且具有如下性质：任何含有n＋1个元素的子集，一定包含两个元素，使得其中一个元素能整除另一个元素．证明：X一定包含一个子集｛x1
 ，x2
 ，…，xn＋1
 ｝，满足xi
 │xi＋1
 （i＝1，2，…，n）．

【解答】　设X′是X的子集，x是X′中的一个元素．考察满足以下条件的有序数组（x1
 ，x2
 ，…，xk
 ），其中xk
 ＝x，xi
 │xi＋1
 （i＝1，2，…，k－1）．定义f（X′，x）为这些数组的元素个数的最大值．

条件转化为：X中任何一个n＋1个元素的子集X′都包含一个元素x，使得f（X′，x）≥2．注意到，若f（X，a）＝f（X，b），则a，b不能相互整除．于是使得f（X，x）＝k（1≤k≤n）的元素x不超过n个．由于X共有n2
 ＋1个元素，由抽屉原理，存在一个元素x，使得f（X，x）≥n＋1．这就证明了结论．

【评注】　本题是Dilworth定理的一个特例．

Dilworth定理：在一个至少有mn＋1个元素的偏序集中（即一部分元素之间具有顺序，可比较大小），或者有m＋1个元素可以互相比较，或者有n＋1个元素是两两不能进行比较的．

此题中将定理用于m＝n的情形，并且指定的“序”为整除．

例　7　（2007年全国高中数学联赛）设集合P＝｛1，2，3，4，5｝．对任意k∈P和正整数m，记[image: alt]
 其中［a］表示不大于a的最大整数．求证：对任意正整数n，存在k∈P和正整数m，使得f（m，k）＝n．

【解答】　定义集合[image: alt]


由于当任意k，i∈P且k≠i时，[image: alt]
 是无理数，所以对任意的k1
 ，k2
 ∈P和正整数m1
 ，m2
 ，[image: alt]
 当且仅当m1
 ＝m2
 ，k1
 ＝k2
 ．这表明A中没有重复元素．

注意到A是一个无穷集，现将A中的元素按从小到大的顺序排成一个无穷数列．对于任意的正整数n，设此数列中第n项为[image: alt]
 下面确定n与m、k间的关系．

若[image: alt]
 由mi
 是正整数知，对i＝1，2，3，4，5，满足这个条件的mi
 的个数为[image: alt]
 从而[image: alt]
 因此对任意的n∈N+
 ，存在m∈N+
 ，k∈P，使得f（m，k）＝n．

【评注】　并不是所有的无穷集合都可以将其中的元素从小到大排成一列，此题中的集合具有上述性质，请读者自行证明．

习　　题

1．对于集合M、N，定义M－N＝｛x│x∈M且x∉N｝，M⨂N＝（M－N）∪（N－M），设A＝｛y│y＝x2
 －3x，x∈R｝，B＝｛y│y＝-2x
 ，x∈R｝，则A⨂B＝________．

2．数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝均为正整数等差数列，它们的公差分别为d1
 ，d2
 ，且均大于零．若集合A＝｛an
 │n∈N+
 ｝，B＝｛bn
 │n∈N+
 ｝，则两数列首项相等（即a1
 ＝b1
 ）是集合C＝A∩B的元素也是一个正整数等差数列的________条件．

3．（1995年全国高中数学联赛）设M＝｛1，2，…，1995｝，A是M的子集且满足条件：当x∈A时，15x∉A，则│A│max
 ＝________．

4．（1997年上海市高中数学竞赛）设S＝｛1，2，3，4｝，n项的数列：a1
 ，a2
 ，…，an
 有下列性质，对于S的任何一个非空子集B，在该数列有连续的│B│项恰好组成集合B，n的最小值是________．

5．从自然数集｛1，2，3，…，100｝中，随意选出n个数来，使得其中一定有两个数，它们中的一个是另外一个的整数倍，n的最小值是________．

6．已知A与B是集合｛1，2，3，…，100｝的两个子集，满足：A与B的元素个数相同，且A∩B为空集．若n∈A时总有2n＋2∈B，则集合A∪B的元素个数最多为________．

7．已知A⊂｛1，2，…，2000｝且A中任意两个数之差的绝对值不等于4或7，求│A│的最大值．













8．集合｛2，1，4，6，9｝从大到小排列成｛9，6，4，2，1｝，它的交错和是指9－6＋4－2＋1＝6，｛5｝的交错和定义为5，对于集合｛1，2，…，n｝，求它的所有子集的交错和的总和S．













9．设[image: alt]
 G⊂S（G非空），G之积数定义为G中所有元素之乘积，求S中所有偶数个元素之子集的积数和A．













10．（2005年巴尔干地区数学奥林匹克）已知S⊂｛1，2，…，n｝，且S中不存在这样的数对：其中一个数能被另一个数整除，或与另一个数互质．问集合S可能包含的元素最多有多少．













11．（2003年巴西数学奥林匹克）设S是有n个元素的集合，A1
 ，A2
 ，…，Ak
 是任意k个两两不同的S的子集，且设Bi
 ＝Ai
 或S－Ai
 ，i＝1，2，…，k，求k的最小值，使得我们可以选择恰当的Bi
 ，满足[image: alt]














12．求两两不同的三元实数组（x，y，z），满足[image: alt]














13．设正整数k（k＞1）．一个由正整数构成的集合S满足所有的正整数被染为k种颜色，使得S中没有元素是两个同色的不同整数的和，则称集合S是“好的”．求最大的正整数t，使得对于所有的正整数a，集合S＝｛a＋1，a＋2，…，a＋t｝是好的．

















第二讲　函　　数

知识概要

几种特殊的映射

若f：A→B是一个映射，且对任意x，y∈A，x≠y，都有f（x）≠f（y），则称f是A到B的一个单射．显然，若A、B都是有限集，且能建立A到B的单射，则│A│≤│B│．

若f：A→B是一个映射，且对任意y∈B，都有一个x∈A，使得y＝f（x），则称f是A到B的一个满射．显然，若A、B都是有限集，且能建立A到B的满射，则│A│≥│B│．

若f：A→B是一个映射，并且f既是单射，也是满射，则称f是A到B的一个一一对应．当A、B都是有限集时，如能建立A到B上的一一对应，则│A│＝│B│．

例题精讲

例　1　（2006年中国香港数学奥林匹克）对任一正整数k，设f1
 （k）是k的各位数字之和的平方（例如，f1
 （123）＝（1＋2＋3）2
 ＝36）．若fn＋1
 （k）＝f1
 （fn
 （k）），求f2007
 （22006
 ）的值．

【解答】　因为22006
 ＜8700
 ＜10700
 ，所以f1
 （22006
 ）＜（9×700）2
 ＜5×107
 ．因此，

f2
 （22006
 ）＜（4＋9×7）2
 ＜4900，f3
 （22006
 ）≤（3＋9×3）2
 ＝302
 ．

由26
 ≡1（mod9）知22006
 ≡22
 ≡4（mod9）．于是，

f1
 （22006
 ）≡42
 ≡7（mod9），f2
 （22006
 ）≡72
 ≡4（mod9）．

从而，f3
 （22006
 ）＝n2
 ，其中，n≤30且n≡f2
 （22006
 ）≡4（mod9）．因此，f3
 （22006
 ）＝16，169或484．这表明，f4
 （22006
 ）＝49或256，f5
 （22006
 ）＝169，f6
 （22006
 ）＝256，…，f2007
 （22006
 ）＝169．

【评注】　在应对一些函数迭代题时，当迭代次数较多时，可以从次数较少的情形入手，慢慢尝试，并通常通过发现其中的函数周期，便将高次迭代的函数值转化为较低次的问题，本题便采取了这种策略．

例　2　（2005年罗马尼亚数学奥林匹克）已知n（n≥3）为整数，求满足以下性质的函数f：｛1，2，…，n｝→｛1，2，…，n｝的个数：

f（f（k））＝（f（k））3
 －6（f（k））2
 ＋12f（k）－6

对所有的k∈｛1，2，…，n｝都成立．

【解答】　令[image: alt]
 则f（y）≤y．由y3
 －6y2
 ＋12y－6≤y得

（y－1）（y－2）（y－3）≤0，于是y∈｛1，2，3｝．设f的值域为A，显然有A⊆｛1，2，3｝．

若a∈A，则存在b使得f（b）＝a，将b代入原式，可得f（a）＝a．若a∉A，f（a）可取A中所有的值．

当│A│＝1时，这样的函数有3个；

当│A│＝2时，这样的函数有3×2n－2
 个；

当│A│＝3时，这样的函数有3×2n－3
 个．

综上所述，满足条件的函数共有3＋3×2n－2
 ＋3×2n－3
 个．

例　3　设S＝｛1，2，3，4，5｝．问：有多少个函数f：S→S具有如下性质：对任意x∈S，均有f（50）
 （x）＝x？

【分析】　首先要证明此函数是一个一一映射，由此函数的周期必定小于等于5，可引入一个圈长的概念进行讨论．

【解答】　对任意x，y∈S，其中x≠y，若f（x）＝f（y），则x＝f（50）
 （x）＝f（50）
 （y）＝y，导致x＝y，矛盾．这表明f是在S上的单射．对任意n∈N+
 ，均有f（n）
 （S）＝f（f（n－1）
 （S））⊆f（S），由f（50）
 （x）为满射，可知f为满射（这里f（S）表示f的值域）．从而f是S→S的一一对应．

其次，对任意x∈S，设r是使得f（r）
 （x）＝x的最小正整数，称r是x对函数f的圈长，则r有如下性质：r≤5，并且r│50．以下说明上述性质．

事实上由于f是一一对应，f（50）
 （x）＝x，故r存在，可知x，f（x），…，f（r－1）
 （x）是r个不同的数，从而r≤5．

另一方面，若r不整除50，即r＝rq＋m，0＜m＜r，则f（50）
 （x）＝f（m）
 （f（qr）
 （x））＝f（m）
 （x）≠x，矛盾．故圈长r只能为1，2，5．

按f（x）的圈长进行讨论，分别求函数f的个数．

若r＝5，f为1，2，3，4，5的圆排列，共4！＝24个．若5个数的圈长均为1，则r＝1，即f（x）＝x，仅1个．若3个数的圈长为1，2个圈长为2，共[image: alt]
 个．若4个数圈长为2，其余一数圈长为1，共[image: alt]
 个．

综上，共50个这样的函数．

【评注】　本题目巧妙地引入了圈长的概念帮助解题．

例　4　△ABC的三边长a，b，c满足a＋b＋c＝1．求证：

[image: alt]


【分析】　此题直接入手较难，根据条件知a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝1－2（ab＋bc＋ca），故待证式中出现ab＋ac＋bc，abc，由此联系到三次函数，可以用构造函数法解题．

【证明】　由题设得a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝1－2（ab＋bc＋ca），等价于证明

[image: alt]


构造三次函数f（x）＝（x－a）（x－b）（x－c）＝x3
 －x2
 ＋（ab＋bc＋ca）x－abc．

由于a＋b＋c＝1，且a，b，c是三角形三条边的长，故0＜a，b，[image: alt]
 从而0＜a，b，[image: alt]
 [image: alt]
 一方面，[image: alt]
 另一方面，

[image: alt]


故[image: alt]
 所以[image: alt]


例　5　是否存在一个N上的双射f，满足下述性质：

（1）f（n＋2006）＝f（n）＋2006（n∈N）；

（2）f（f（n））＝n＋2（n＝1，2，…，2004）；

（3）f（2549）＞2550？

【解答】　定义一个函数f．

[image: alt]


当n＝1，2，…，2006时，此映射可表示如下：

1→4→3→6→5→…→2004→2003→2006→2005→2→1．

则f为｛1，2，…，2006｝上的双射．由f（n）＝f（n－2006）＋2006（n＞2006），知f也是

｛2006k＋1，2006k＋2，…，2006（k＋1）｝（k＝0，1，2，…）

上的双射．

因此，f为N上的双射．

容易验证，f满足题中要求的三条性质．

因此，存在满足题意的双射f．

【评注】　在此类题目中，构造出相应的函数便可解决问题，但是这种做法通常非常考验解题技巧；而在更多的情况下，题目旨在考察考生的证明能力，此时构造函数的方法显然行不通了．因此我们需要对原题进行考察之后选择适当的方法．

例　6　（2008年全国高中数学联赛）设函数f（x）对所有的实数x都满足f（x＋2π）＝f（x），求证：存在4个函数fi
 （x）（i＝1，2，3，4）满足：

（1）对i＝1，2，3，4，fi
 （x）是偶函数，且对任意的实数x，有fi
 （x＋π）＝fi
 （x）；

（2）对任意的实数x，有f（x）＝f1
 （x）＋f2
 （x）cosx＋f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x．

【解答】　记[image: alt]
 则f（x）＝g（x）＋h（x），且g（x）是偶函数，h（x）是奇函数，对任意的x∈R，g（x＋2π）＝g（x），h（x＋2π）＝h（x）．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


其中k为任意整数．

容易验证fi
 （x）（i＝1，2，3，4）是偶函数，且对任意的x∈R，fi
 （x＋π）＝fi
 （x），i＝1，2，3，4．

下证对任意的x∈R，有f1
 （x）＋f2
 （x）cosx＝g（x）．

当[image: alt]
 时，显然成立；

当[image: alt]
 时，因为

[image: alt]


故对任意的x∈R，f1
 （x）＋f2
 （x）cosx＝g（x）．

下证对任意的x∈R，有f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x＝h（x）．

当[image: alt]
 时，显然成立；

当x＝kπ时，h（x）＝h（kπ）＝h（kπ－2kπ）＝h（-kπ）＝-h（kπ），

所以h（x）＝h（kπ）＝0．

而此时f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x＝0，故

h（x）＝f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x；

当[image: alt]
 时，

[image: alt]


故[image: alt]
 又f4
 （x）sin2x＝0，从而有

h（x）＝f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x．

于是，对任意的x∈R，我们有

h（x）＝f3
 （x）sinx＋f4
 （x）sin2x．

综上所述，结论得证．

【评注】　熟练应用三角函数的周期性，是解题的关键．

例　7　（1994年保加利亚数学奥林匹克）N是所有非负整数的集合，f（n）是一个函数，f：N→N，且对于每个n∈N，有f（f（n））＋f（n）＝2n＋3，求f（1993）．

【分析】　首先猜想f（n）＝n＋1，若想不到可先猜想f（n）是个多项式，然后待定系数得到，然后根据f（n）＝n＋1的单调性等性质得出结论．

【解答】　首先证明f（x）是一一对应的，用反证法．

设m，n∈N，m≠n．如果f（m）＝f（n），则f（f（m））＝f（f（n）），由题设条件可得，

2m＋3＝f（f（m））＋f（m）＝f（f（n））＋f（n）＝2n＋3，

故m＝n，矛盾．再求f（0）．

设f（0）＝x，x≥0．令n＝0，故在题目给定的关系式中，f（x）＋x＝3，即f（x）＝3－x，故x≤3．令n＝x，故f（f（x））＋f（x）＝2x＋3，即f（3－x）＝3x．令n＝3－x，代入关系式，

f（f（3－x））＋f（3－x）＝2（3－x）＋3．

故f（3x）＝9－5x，由f（3x）≥0，9－5x≥0．解得x＝0或1．若f（0）＝0，令n＝0，则

3＝f（f（0））＋f（0）＝f（0）＝0，

矛盾．故f（0）＝1．

以下用数学归纳法证明f（n）＝n＋1．

（1′）n＝0时，f（0）＝1．

（2′）若n＝k时f（k）＝k＋1，n＝k＋1时f（f（k））＋f（k）＝2k＋3，故f（k＋1）＝k＋2．

（3′）由（1′），（2′）得，f（n）＝n＋1，n∈N．

故f（1993）＝1994．

【评注】　1．对于抽象函数的题，如果可以想到一个具体函数（经常出现的是常值函数、一次函数），应以此函数为标准，发现抽象函数的性质，并尝试去证明．

2．证明抽象函数的单射，满射，单调性是常用的手段．

3．（2003年罗马尼亚数学奥林匹克）如下题：在下列情况下，求函数f：N+
 →M，满足：

1＋f（n）f（n＋1）＝2n2
 （f（n＋1）－f（n）），n∈N+
 ．

（1）M＝N；（2）M＝Q．

经过化简得到[image: alt]
 就可以猜想f（x）是分式函数，然后求出f（n）关于f（1）和n的表达式，为[image: alt]
 通过设定适当的f（1）的值，就可满足条件．

（1）当a＝f（1），a＝1时f（n）＝2n－1．

（2）[image: alt]
 时，[image: alt]


例　8　证明：任何定义在R上的函数f（x）都可以表示为两个函数f1
 （x）与f2
 （x）的和，其中f1
 （x），f2
 （x）均为有对称轴的函数．

【分析】　可以考虑用分段函数的方式将f（x）“分割”开来．

【解答】　现构造f1
 （x）关于y轴对称，f2
 （x）关于x＝a（a＞0）对称．

以下采取逐段构造的方法来定义f1
 （x）与f2
 （x）．

在区间［-a，a］上，定义f1
 （x）＝0，并令f2
 （x）＝f（x）．在区间［a，3a］上由对称性得

f2
 （x）＝f2
 （2a－x）＝f（2a－x），

由f1
 （x）＋f2
 （x）＝f（x）得

f1
 （x）＝f（x）－f2
 （x）＝f（x）－f（2a－x）．

同理在［-3a，-a］上，有

f1
 （x）＝f1
 （-x）＝f（-x）－f（2a＋x），　　　　　　　　

f2
 （x）＝f（x）－f1
 （x）＝f（x）＋f（x＋2a）－f（-x）．

以下用数学归纳法证明：

f1
 （x），f2
 （x）在区间［（2n－1）a，（2n＋1）a］（n∈N+
 ）和区间［（-2n－1）a，（-2n＋1）a］（n∈N+
 ）均有满足题意的定义．

（1′）n＝1时，已证明．

（2′）若n＝k，（n＞1），此时［（2k－1）a，（2k＋1）a］已有定义的函数f1
 （x），f2
 （x）．在［（2k＋1）a，（2k＋3）a］上定义f2
 （x）＝f2
 （2a－x），f1
 （x）＝f（x）－f2
 （x）＝f（x）－f2
 （2a－x）．在［（-2k－3）a，（-2k－1）a］上定义f1
 （x）＝f1
 （-x）＝f（-x）－f2
 （2a＋x），f2
 （x）＝f（x）－f1
 （x）＝f（x）－f（-x）＋f2
 （2a＋x）．于是在［（-2k－3）a，（-2k－1）a］和［（2k＋1）a，（2k＋3）a］上也有满足题意的定义．

（3′）f（x）在区间［（2n－1）a，（2n＋1）a］（n∈N+
 ）和区间［（-2n－1）a，（-2n＋1）a］（n∈N+
 ）均有满足题意的定义，再并上已定义的［-a，+a］，于是f1
 （x），f2
 （x）在R上有定义．

习　　题

1．若函数f（x）满足对所有x≠0，有[image: alt]
 则f（3）＝________．

2．设[image: alt]
 其中a、b是实数．若f（lg5）＝5，则f（lg20）＝________．

3．已知函数f：N+
 →R，对任意正整数n满足f（1）＋f（2）＋…＋f（n）＝n2
 f（n）．如果f（1）＝1002，则f（2004）＝________．

4．设f（x）＝3x＋2，m∈N+
 ，则满足2000│f（100）
 （m）的m的最小值是__________．

5．已知函数[image: alt]
 在R上恒取正值，则实数θ的取值范围是________．

6．［a］表示不超过a的最大整数，则函数[image: alt]
 的值域是__________．

7．已知偶函数f：Z→Z满足f（1）＝1，f（2007）≠1，且对于任意整数a，b有f（a＋b）≤max｛f（a），f（b）｝，则f（2008）的可能值是________．

8．（2004年中国台湾数学奥林匹克）设N+
 是正整数集，函数f：N+
 →N+
 对于所有m，n∈N+
 ，有f（3m＋2n）＝f（m）f（n），则f（2009）的值是________．

9．设函数f：｛x│x≠0，1，x∈R｝→R，且满足[image: alt]
 则f（2）＝________．

10．已知方程4x
 －（a2
 ＋3a－2）2x
 ＋3a3
 －2a2
 ＝0有唯一的解，则a的取值范围是________．

11．设x＞0，对函数[image: alt]
 其中［x］表示不超过x的最大整数，其值域是__________．

12．X表示｛1，2，…，n｝到｛1，2，…，n｝的所有双射的集合．对于每一个f∈X，定义：

[image: alt]


其中，f（k）
 （x）＝f（f（k－1）
 （x））（k≥2）．求[image: alt]














13．a为已知实数，0＜a＜1．f为［0，1］上的函数，满足f（0）＝0，f（1）＝1，且对所有x≤y有[image: alt]
 求[image: alt]














14．设N为正整数集，f：N→N是N的一个排列，

（1）证明：存在一个由正整数构成的等差数列a，a＋d，a＋2d，其中d＞0，使得

f（a）＜f（a＋d）＜f（a＋2d）；

（2）是否一定存在正整数a，a＋d，a＋2d，…，a＋2003d，其中d＞0，使得

f（a）＜f（a＋d）＜…＜f（a＋2003d）．













15．（2005年罗马尼亚数学奥林匹克）（1）证明：不存在一一对应的函数f：N+
 →N满足f（mn）＝f（m）＋f（n），m，n∈N+
 ．

（2）证明：对每一个正整数k，存在一一对应的函数f：｛1，2，…，k｝→N，满足f（mn）＝f（m）＋f（n）对所有的m、n∈｛1，2，…，k｝，且mn≤k成立．













16．（2005年北方数学奥林匹克）定义在R上的函数f（x）满足：

（1）f（0）＝0；

（2）对任意x，y∈（-∞，-1）∪（1，+∞）都有[image: alt]


（3）当x∈（-1，0）时，都有f（x）＞0．

求证：[image: alt]














17．已知f（x）＝x2
 －ax＋a2
 －4，a为实数，求所有的a使得：

（1）方程f（x）＝0有两个实根x1
 和x2
 （可以相等）且满足[image: alt]


（2）不等式f（x）≥0对所有x∈Z成立．













18．是否存在函数f：N+
 →N+
 ，满足g（n）＝f（f（n）），其中g（1）＝5，g（2）＝6，g（3）＝4，g（4）＝3，g（n）＝n＋2（n≥5）．













19．（2006年全国高中数学联赛）设f（x）＝x2
 ＋a．记f1
 （x）＝f（x），fn
 （x）＝f（fn－1
 （x）），n＝2，3，…．M＝｛a∈R│对所有正整数n，│fn
 （0）│≤2｝．证明：[image: alt]
 [image: alt]














20．在某树林中有n≥3个凤巢，彼此之间距离不等，每个巢中各有一只凤，如果清晨，一些凤离开自己的巢飞到别的巢中，并且清晨前每一对距离小于另一对的凤，清晨后，前一对的距离反而大于后一对（两对中可以有一只凤相同）．问n可以取哪些值？













21．定义函数G：N→Z，满足G（0）＝0，G（n）＝n－G（G（n－1）），n＝1，2，…．求G（n）的表达式．













22．已知任意实数a和b，满足a＞1，b＞1，证明：当且仅当a＞b时，存在函数f：（0，+∞）→R，满足以下两个条件：

（1）函数g：R→R，g（x）＝f（ax
 ）－x递增；

（2）函数h：R→R，h（x）＝f（bx
 ）－x递减．













23．证明：方程x2
 ＋px＋q＝0和y2
 －py＋r＝0都有实根．并且可以安排适当的顺序分别将两个方程的根记为x1
 ，x2
 和y1
 ，y2
 ，使得关系式x1
 y1
 －x2
 y2
 ＝1成立的充要条件是实数p，q，r满足关系式p4
 （q－r）2
 ＋2p2
 （q＋r）＋1＝p4
 ．

















第三讲　数　　列

知识概要

一、等差数列和等比数列

等差数列和等比数列是两种最基本，最常见的数列．我们应该熟悉以下性质（p，q，m，n，k∈N*
 ）．

等差数列的常用性质：

（1）若｛an
 ｝为等差数列，且m＋n＝p＋q，则am
 ＋an
 ＝ap
 ＋aq
 ．

（2）若｛an
 ｝为等差数列，正整数ι，m，n也成等差数列，则aι
 ，am
 ，an
 必成等差数列．

（3）若｛an
 ｝，｛bn
 ｝为等差数列，则｛c1
 an
 ＋c2
 bn
 ｝（c1
 ，c2
 为常数）仍为等差数列．

（4）若Sn
 为等差数列｛an
 ｝的前n项之和，则Sk
 ，（S2k
 －Sk
 ），（S3k
 －S2k
 ），…也成等差数列．

等比数列的常用性质：

（1）若｛an
 ｝为等比数列，且m＋n＝p＋q，则am
 ·an
 ＝ap
 ·aq
 ．

（2）若｛an
 ｝为等比数列，正整数ι，m，n成等差数列，则aι
 ，am
 ，an
 必成等比数列．

（3）等比数列｛an
 ｝中，若│q│＜1，则｛an
 ｝所有项之和[image: alt]


二、递归数列

对于一个数列｛an
 ｝，若存在自然数k和一个把an＋k
 与前面k项an＋k－1
 ，an＋k－2
 ，…，an
 联系起来的方程f（an＋k
 ，an＋k－1
 ，…，an
 ）＝0，n＝1，2…①，则称数列｛an
 ｝为k阶递归数列，且称①式为数列｛an
 ｝的递归方程．由①式得出an＋k
 ＝g（an＋k－1
 ，an＋k－2
 ，…，an
 ）②，又称为数列｛an
 ｝的递归关系（或递推关系）．数列｛an
 ｝的开头k项的值a1
 ，a2
 ，…，ak
 （为已知常数）称为递归数列｛an
 ｝的初始条件或初始值．递归数列｛an
 ｝由递归关系②式及初始值a1
 ，a2
 ，…，ak
 所唯一确定．以下介绍一些常见的递归数列的通项求法．

类型1：形如an＋1
 ＝an
 ＋f（n）的一阶递归式，其通项求法为

[image: alt]


类型2：形如an＋1
 ＝f（n）·an
 的递归式，其通项求法为

[image: alt]


类型3：形如an＋1
 ＝pan
 ＋q（p≠1）的递归式，由an＋1
 ＝pan
 ＋q得[image: alt]
 [image: alt]
 故数列[image: alt]
 为首项为[image: alt]
 且公比为p的等比数列，先求出数列[image: alt]
 再求出数列｛an
 ｝．

类型4：形如an＋1
 ＝pan
 ＋q（n）（p≠0且p≠1）的递归式，两边同除以[image: alt]
 得[image: alt]
 [image: alt]
 令[image: alt]
 则[image: alt]
 这就化归为类型1求解．

类型5：形如[image: alt]
 的递归式，两边取对数有lgan＋1
 ＝qlgan
 ＋lgp，令lgan
 ＝bn
 ，则bn＋1
 ＝qbn
 ＋lgp，这就化归为类型3求解．

类型6：形如an＋1
 ＝（n＋1）an
 ＋q（n）的递归式，两边同除以（n＋1）！，得[image: alt]
 [image: alt]
 令[image: alt]
 则[image: alt]
 这就化归为类型1求解．

类型7：形如an＋1
 ＝pan
 ＋qan－1
 （n≥2）的递归式，将方程x2
 ＝px＋q叫做该递归式的特征方程，设该方程的两根为α，β．如果α≠β，则an
 ＝Aαn
 ＋Bβn
 ；如果α＝β，则an
 ＝（An＋B）αn
 ，其中A与B是常数，可由初始值a1
 ，a2
 求出．

类型8：如果数列｛an
 ｝满足an＋k
 ＝c1
 an＋k－1
 ＋c2
 an＋k－2
 ＋…＋ck
 an
 ，其中c1
 ，c2
 ，…，cn
 均为常数．其特征方程xk
 ＝c1
 xk－1
 ＋c2
 xk－2
 ＋…＋ck－1
 x＋ck
 的根（互不相同）有s个，分别为x1
 ，x2
 ，…，xs
 ，且xi
 是ti
 次重根，即t1
 ＋t2
 ＋…＋ts
 ＝k．则[image: alt]
 [image: alt]
 其中fi
 （n）为关于n的（ti
 －1）次多项式，其系数由｛an
 ｝的初始值决定．

类型9：如果数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 （其中c≠0，ad－bc≠0，初始值a1
 ≠f（a1
 ）），则称此数列为分式线性递归数列．考察函数[image: alt]
 设满足f（x）＝x的x为函数f（x）的不动点．若函数f（x）有两个相异的不动点p，q，则[image: alt]
 为等比数列．若函数f（x）仅有唯一的不动点p，则[image: alt]
 为等差数列．

例题精讲

例　1　在数列｛an
 ｝和｛bn
 ｝中，a1
 ＝b1
 ＝10，且

[image: alt]


求an
 ，bn
 ．

【分析】　本题递推式的递推类型与知识概要中的“类型5”相近，可考虑采用两边取对数的方法进行解答．

【解答】　显然an
 ＞0，bn
 ＞0，依题设，有

[image: alt]


设xn
 ＝lgan
 ，yn
 ＝lgbn
 （n＝1，2，…），则x1
 ＝lga1
 ＝1，y1
 ＝lgb1
 ＝1，且

[image: alt]


由①②可得

[image: alt]


令[image: alt]
 解之得[image: alt]
 于是③可变为[image: alt]
 即

[image: alt]


由①，④可得xn＋1
 ＝-xn
 －3·（-1）n－1
 ，即[image: alt]
 于是

[image: alt]


即xn
 ＝（2－3n）·（-1）n
 ，代入①得，yn
 ＝（6n－7）·（-1）n
 ．进而得[image: alt]
 [image: alt]
 n∈N*
 ．

【评注】　1．掌握递推数列基本类型的解法（知识概要中），在解题中做到善于观察，熟练运用．

2．利用待定系数法构造等差、等比数列，是解决有关递推数列问题的常用方法．

例　2　（2008年全国高中数学联赛）设数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 满足：[image: alt]
 [image: alt]
 n＝1，2…，求通项公式an
 ．

【分析】　本题递推式中出现了an
 和Sn
 ，一般思路是将an
 或Sn
 进行替换，从而得到递推式f（an＋1
 ，an
 ）＝0或f（Sn＋1
 ，Sn
 ）＝0，再对递推式作变形、代换等处理．

【解答】　由已知得

[image: alt]


[image: alt]


令[image: alt]
 则[image: alt]
 （令原递推式中n＝1，得a1
 ＝0），[image: alt]
 [image: alt]
 所以[image: alt]
 从而[image: alt]


【评注】　1．已知Sn
 和an
 的关系式f（Sn
 ，an
 ）＝0求通项公式是常见的问题．我们可以通过an＋1
 ＝Sn＋1
 －Sn
 将关系式转化为f（an＋1
 ，an
 ）＝0或f（Sn＋1
 ，Sn
 ）＝0，再转化为常见类型的问题来加以解决．

2．对于含an＋1
 ，an
 ，n的递推式，将递推式变形为

f（n＋1）·g（an＋1
 ）＋h（n＋1）＝a［f（n）·g（an
 ）＋h（n）］，

再用bn
 ＝f（n）·g（an
 ）＋h（n）进行代换，构造出等比数列，是常用的方法．

例　3　（2008年全国高中数学联赛天津市预赛）已知数列a1
 ，a2
 ，…，an
 ，…满足a1
 ＝1，a2
 ＝1，[image: alt]
 求an
 的通项公式．

【分析】　将递推式两边同乘以分母（n2
 －1）an－1
 后，想办法消去常数项即可化为齐次式，这将便于构造新数列来解决问题．

【解答】　由已知得

[image: alt]


即

[image: alt]


此递推式的特征方程为x2
 －5x＋1＝0，特征根[image: alt]
 从而可设

[image: alt]


我们补充定义b0
 满足b2
 －5b1
 ＋b0
 ＝0，即b0
 ＝5b1
 －b2
 ＝3．由b0
 ＝3，b1
 ＝1，代入得

[image: alt]


[image: alt]


【评注】　1．对于非线性的递推式，一般先将其线性化，然后再寻求其他解法．本题将递推式化为[image: alt]
 后，通过取n和n－1得到两式，再相减并进一步代换，最后得到二阶线性递归关系．

2．构造辅助元素（代换法）解题是一种重要的数学方法，如本题中设bn
 ＝nan
 ．在数列问题中，面对递推式关系不甚明晰、带有根号等情况，我们可以通过代换构造辅助的数列来解决问题．

例　4　已知a1
 ＝4，且[image: alt]
 n∈N*
 ，求数列｛an
 ｝的通项．

【分析】　本题的递推关系式非常复杂．但注意an＋1
 的表达式，可考虑引入函数，运用不动点方法求解．

【解答】　设[image: alt]
 由f（x）＝x，求得函数f（x）的不动点x1
 ＝-1，x2
 ＝1，[image: alt]
 则

[image: alt]


[image: alt]


【评注】　对于一些非常规的递推数列有时也可类比常规的递推数列的求解方法来求解．常规情况下，用不动点法求数列通项公式的一般解题步骤是：（1）由特征方程求出不动点x1
 ，x2
 ．（2）若x1
 ≠x2
 ，将原递推式代入[image: alt]
 中，得到[image: alt]
 若x1
 ＝x2
 ，将原递推式代入[image: alt]
 中，得到[image: alt]
 （3）利用等比数列或等差数列的知识求解．

例如：已知数列｛an
 ｝中，[image: alt]
 证明：1＜an
 ＜2．

此题可采用例4的方法，建立不动点方程[image: alt]
 解出方程的两根，从而对递推式进行变形求出an
 ，进而证明不等式．余下证明留给读者．

例　5　定义数列｛an
 ｝和｛bn
 ｝为：

[image: alt]


数列｛bn
 ｝的前n项的和记为Sn
 ，前n项的乘积记为Tn
 ．证明：对任意的正整数n，2n＋1
 Tn
 ＋Sn
 为定值．

【分析】　本题求Tn
 ，Sn
 的关键是将bn
 用an
 的不同表达式表示，使bn
 分别便于叠乘和叠加．

【解答】　由已知得

[image: alt]


即[image: alt]
 故[image: alt]
 所以

[image: alt]


又由已知得[image: alt]
 故[image: alt]
 所以

[image: alt]


【评注】　本题在求Tn
 时，运用了[image: alt]
 的累商叠乘法；在求Sn
 时，运用了[image: alt]
 的累差叠加法．这也分别是数列求积和求和的常用方法．

2．本题求Sn
 ，关键在于运用倒数法和裂项法得出数列｛bn
 ｝的规律．倒数法的运用，使我们在看起来无从下手的式子中找到突破口．除本题所给的例子之外，在解决形如[image: alt]
 [image: alt]
 或[image: alt]
 的问题时，倒数法也经常可以起到化繁为简的作用．

例如：在数列｛xn
 ｝中，x1
 ＝3，x2
 ＝2，[image: alt]
 （n≥3，n∈N*
 ），求xn
 ．

此题对递推式两边取倒数，易发现数列的规律，解答留给读者完成．

例　6　（2008年浙江省高中数学竞赛）设非负等差数列｛an
 ｝的公差d≠0，记Sn
 为数列｛an
 ｝的前n项和，证明：

（1）若m，n，p∈N*
 ，且m＋n＝2p，则[image: alt]


（2）若[image: alt]
 则[image: alt]


【分析】　第（1）题注意到m＋n＝2p时，am
 ＋an
 ＝2ap
 ，这是一个有用的等式．同时，本题是一道不等式题，所以要注重一些不等式，特别是基本不等式的运用．第（2）题在证明中可以利用第（1）题的结论．

【解答】　（1）设｛an
 ｝的首项为a1
 ≥0，公差为d＞0．因为m＋n＝2p，所以有m2
 ＋n2
 ≥2p2
 ，p2
 ≥mn，am
 ＋an
 ＝2ap
 ，从而（ap
 ）2
 ≥am
 ·an
 ．所以

[image: alt]


（2）由（1）结论得

[image: alt]


又因为

[image: alt]


[image: alt]


【评注】　要熟练掌握等差、等比数列的公式和性质，并注意基本不等式的运用．

例　7　整数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝2，a2
 ＝7，[image: alt]
 求证：对所有n＞1，an
 是奇数．

【分析】　本题的难点在于条件只给出了有关数列｛an
 ｝递推的不等式，而并非等式，这使得考察数列｛an
 ｝性质的难度增大．事实上，我们可以利用该不等式先求出a3
 ，a4
 ，…的值，考察其中的递推规律，再利用数学归纳法予以证明．

【解答】　首先证明｛an
 ｝为正整数数列．

由条件，显然有an－1
 ≠0（n≥2）．从而由[image: alt]
 且an＋1
 为整数，知an＋1
 （n≥2）为正整数．又a1
 ，a2
 为正整数，因此｛an
 ｝为正整数数列．

进一步用归纳法可以证明[image: alt]


事实上，当n＝2时，①显然成立．设对于n＝k（k≥2）①成立，根据假设可得

[image: alt]


所以ak＋1
 ≥3ak
 ，即对于n＝k＋1，①也成立．

不难算出a1
 ＝2，a2
 ＝7，a3
 ＝25，a4
 ＝89．可以证明数列｛an
 ｝满足递推关系

[image: alt]


显然当n＝3时，②成立．设当n＝k（k≥3）时，②成立．于是

[image: alt]


由①及条件可得

[image: alt]


从而[image: alt]
 由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


又已知｛an
 ｝为整数数列，因此ak＋1
 ＝3ak
 ＋2ak－1
 ，即对于n＝k＋1，②也成立．于是对一切n≥3，②都成立．

由②可知an
 ≡an－1
 （mod2）（n＝3，4，…），因此当n＞1时，an
 与a2
 ＝7同为奇数．

【评注】　本题在求｛an
 ｝的递推等式时运用了数学归纳法．用该方法求｛an
 ｝的递推式的一般步骤是：先猜想｛an
 ｝的递推关系，再运用数学归纳法通过已知条件证明｛an
 ｝的递推式．

例　8　数列｛an
 ｝定义如下：[image: alt]
 数列｛bn
 ｝定义为bn
 ＝2n＋1
 an
 ，n∈N*
 ．

（1）求｛an
 ｝的通项．

（2）证明：bn
 ＜bn＋1
 ，n∈N*
 ．

（3）证明：bn
 ＜7，n∈N*
 ．

【分析】　本题给出的递推关系比较复杂，用两边乘方，设[image: alt]
 代换等方法均较为繁琐．注意到题目中出现的[image: alt]
 若设an
 ＝2sinα，则可将根号消去，由此自然地想到利用三角代换来处理本式．

【解答】　（1）由[image: alt]
 得

[image: alt]


[image: alt]


下面用数学归纳法证明：[image: alt]
 当n＝1时，有[image: alt]
 结论成立．假设当n＝k（k∈N*
 ）时结论成立，即[image: alt]
 则n＝k＋1时，由递推关系知[image: alt]
 [image: alt]
 从而当n＝k＋1时，结论也成立．所以｛an
 ｝的通项公式为[image: alt]
 [image: alt]
 （n∈N*
 ）．

（2）由第（1）题知，[image: alt]
 从而

[image: alt]


所以　　　　　bn
 ＜bn＋1
 ，n∈N*
 ．

（3）因为当[image: alt]
 时，sinx＜x，所以[image: alt]


【评注】　有些题目给出的递推关系会与某些三角公式或三角恒等式相吻合，而且对应项的取值范围也会与某个三角函数相吻合（例如此题中，[image: alt]
 这时三角代换是解决问题行之有效的办法．

例　9　将所有项都是0或1的数列称为0，1数列．设A是一个有限的0，1数列，f（A）表示把A中每个1都改成0，1，每个0都改成1，0．记fn
 （A）＝f（f（…f（f（A））））（n个f）．试问：f100
 （1）中连续两项是0的数对有多少个？

【分析】　若直接对f100
 （1）进行分析，显然不妥．事实上，我们发现0，1数列中的（0，0）数对均由（0，1）数对经一次f变换得到（1，0，0，1）后产生，而（0，1）数对均由（0，0）数对或数字1经一次f变换得到（1，0，1，0）或（0，1）后产生．记fn
 （1）中（0，0）数对，（0，1）数对的个数分别为an
 ，bn
 ，建立｛an
 ｝，｛bn
 ｝的递推关系，可从中寻求解答．

【解答】　设fn
 （1）中（0，0）数对的个数为an
 ，（0，1）数对的个数为bn
 ．由题意得，fn
 （1）中的（0，0）数对均由fn－1
 （1）中的（0，1）数对经f变换得来，故

an
 ＝bn－1
 ；　　　　①

fn
 （1）中的（0，1）数对均由fn－1
 （1）中的（0，0）数对或数字1经f变换得来，又fn－1
 （1）中数字1的个数为2n－2
 个（从f2
 （1）开始，每经过一次f变换，数字1的个数加倍），故

bn
 ＝an－1
 ＋2n－2
 ．　　　　②

所以由递推式①②得an
 ＝bn－1
 ＝an－2
 ＋2n－3
 ．又易知a2
 ＝0，故

[image: alt]


即f100
 （1）中连续两项是0的数对有[image: alt]
 个．

【评注】　1．在解决一些实际问题（如计数问题）时，往往可采用递推的方法．递推数列的应用，就是一个数学建模的过程，即从实际问题中寻找递推关系．

2．对于递推关系不甚明晰的情况，可考虑建立多个递推序列（如本题中的｛an
 ｝和｛bn
 ｝），考察序列之间的关系，从中寻求解答．

例　10　确定[image: alt]
 的小数点的前一位数字和后一位数字．

【分析】　本题乍看是一道数论题，实则可与递推联系在一起．我们可以将问题推广到[image: alt]
 作[image: alt]
 的共轭式[image: alt]
 并设[image: alt]
 将此式作为数列｛an
 ｝的通项，反解出an
 的递推式，从而在递推式中研究an
 与[image: alt]
 的性质．

【解答】　设[image: alt]
 即[image: alt]
 因为[image: alt]
 为方程x2
 －10x＋1＝0的两根，所以数列｛an
 ｝的递推式为an＋2
 ＝10an＋1
 －an
 ，其中a0
 ＝2，a1
 ＝10．显然an
 （n∈N*
 ）均为整数，故

an＋2
 ＝10an＋1
 －an
 ＝10an＋1
 －（10an－1
 －an－2
 ）＝10an＋1
 －10an－1
 ＋an－2
 ，

从而an＋2
 ≡an－2
 （mod10）．所以a1004
 ≡a0
 ≡2（mod10），即[image: alt]
 为个位数字为2的整数．而显然[image: alt]
 故[image: alt]
 的小数点的前一位数字为2－1＝1，后一位数字为10－1＝9．

【评注】　利用特征根方程，用递推的方法解决数论问题，非常巧妙．

习　　题

1．设Sn
 为等差数列｛an
 ｝的前n项和，S9
 ＝18，an－4
 ＝30（n＞9），Sn
 ＝336，则n的值为________．

2．给定数列｛xn
 ｝，x1
 ＝1且[image: alt]
 则[image: alt]


3．设数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，且[image: alt]
 n∈N*
 ，则an
 ＝________．

4．数列｛an
 ｝满足a1
 ＝1，且对每个n∈N*
 ，an
 ，an＋1
 是方程x2
 ＋3nx＋bn
 ＝0的两根，则[image: alt]


5．用an
 表示区间［0，1）内不含数字3和9的n位小数的个数，Sn
 表示这些小数的和．则[image: alt]


6．数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 若对任意的正整数n，均有an＋1
 ＞an
 ，则a1
 的取值范围是__________．

7．数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝1，[image: alt]
 n∈N*
 ，则a100
 的整数部分为__________．

8．设实数列｛an
 ｝中，a1
 ＝t，an＋1
 ＝4an
 （1－an
 ），n≥1．则有________个不同的t值使得a2008
 ＝0．

9．数列｛xn
 ｝，n≥2，定义[image: alt]
 则xn
 ＝________．

10．数列｛xn
 ｝中，x1
 ＝0，x2
 ＝1，xn＋2
 ＝xn＋1
 ＋xn
 ，n＝1，2，…．若存在一个严格递增的无穷正整数等差数列｛an
 ｝，与｛xn
 ｝无公共的数，则｛an
 ｝的公差的最小可能值是________．

11．在正项数列｛an
 ｝中，a1
 ＝10，[image: alt]
 n∈N*
 ，求它的通项公式．













12．数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 且[image: alt]
 求[image: alt]














13．已知函数[image: alt]
 数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ＝6－2an
 ＋f（n－1），试求数列｛an
 ｝的通项公式．













14．已知数列｛an
 ｝中，[image: alt]
 且[image: alt]


（1）求数列｛an
 ｝的通项公式．

（2）求数列｛an
 ｝的前n项和Sn
 ．













15．设x2
 ＝1，x3
 ＝2，xn
 ＝（n－1）（xn－1
 ＋xn－2
 ）（n≥4），求｛xn
 ｝的通项公式．













16．已知数列a1
 ，a2
 ，a3
 ，…定义如下：a1
 ＝1，a2
 ＝1，a3
 ＝2，[image: alt]
 n＞0．证明：对所有正整数n，an
 是正整数．













17．一副纸牌共52张，其中“方块”、“梅花”、“红心”、“黑桃”每种花色的牌各13张，标号依次是2，3，…，10，J，Q，K，A，其中相同花色、相邻标号的两张牌称为“同花顺牌”，并且A与2也算是顺牌（即A可以当成1使用）．试确定，从这副牌中取出13张牌，使每种标号的牌都出现，并且不含“同花顺牌”的取牌种数．













18．数列｛an
 ｝和｛bn
 ｝满足a1
 ＝1，b1
 ＝2，[image: alt]
 证明：a2009
 ＜5．













19．设数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝a2
 ＝1，an＋2
 ＝an＋1
 ＋an
 ．设[image: alt]
 求证：Sn
 ＜2．













20．设数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝，｛cn
 ｝满足：bn
 ＝an
 －an＋2
 ，cn
 ＝an
 ＋2an＋1
 ＋3an＋2
 ，n∈N*
 ，证明｛an
 ｝为等差数列的充分必要条件｛cn
 ｝为等差数列且bn
 ≤bn＋1
 （n∈N*
 ）．













21．正整数数｛an
 ｝满足：a1
 ＝1，[image: alt]


（1）求a2009
 ．

（2）求最小的正整数n，使得an
 ＝2009．













22．设[image: alt]
 且当n≥3时，[image: alt]
 求数列｛an
 ｝的通项公式．













23．数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 证明｛an
 ｝中每项均不能被5整除．













24．对于所有非负整数m和n（m≥n），数列a0
 ，a1
 ，a2
 ，…满足[image: alt]
 [image: alt]
 若a1
 ＝3，求a2009
 ．













25．数列｛un
 ｝定义为：u0
 ＝2，[image: alt]
 求证：对任意的自然数n，[image: alt]
 ［x］表示不超过x的最大整数．













26．给定一个实数α（α≠0），考虑下述的实数序列｛xn
 ｝：x1
 ＝0，xn＋1
 （xn
 ＋α）＝α＋1，n∈N*
 ．求序列｛xn
 ｝的通项．

















第四讲　三角函数

知识概要

一、常用公式

（1）sin2
 α－sin2
 β＝cos2
 β－cos2
 α＝sin（α＋β）sin（α－β）；

（2）cos2
 α－sin2
 β＝cos2
 β－sin2
 α＝cos（α＋β）cos（α－β）；

（3）[image: alt]


二、与△ABC三个内角有关的公式

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）tanA＋tanB＋tanC＝tanAtanBtanC；

（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）cotA·cotB＋cotB·cotC＋cotC·cotA＝1．

例题精讲

例　1　求[image: alt]
 的值．

【分析】　由于各角度成公差[image: alt]
 的等差数列，可在原式上乘以[image: alt]
 以方便裂项求和．

【解答】

[image: alt]


[image: alt]


【评注】　1．事实上，有以下恒等式：

[image: alt]


此外，我们常用到的恒等式还有

[image: alt]


2．涉及[image: alt]
 的三角计算在竞赛中广泛地应用于恒等变形、三角代换、构造函数、复数中，现归纳如下：

[image: alt]


例　2　在△ABC中，证明：

[image: alt]


【分析】　此题直接入手很难，但注意到有类似b2
 －4ac≥0的形式，可用构造方程的方法解题．

【解答】　用[image: alt]
 乘以待证式，即证明

[image: alt]


构造方程

[image: alt]


已知

[image: alt]


所以1为方程的根，其判别式△≥0．故

[image: alt]


例　3　若α，β，γ为锐角，且满足cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝1．

求证：[image: alt]


【分析】　首先分析得出等号取到的条件为[image: alt]
 又有[image: alt]
 [image: alt]
 为仅有一个线性约束条件的独立变量，宜采用切线法解题．

【解答】　令cos2
 α＝x，cos2
 β＝y，cos2
 γ＝z，此题等价于已知x＋y＋z＝1（0＜x，y，z＜1），求证：[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


【评注】　1．切线法是常用的不等式解题方法，详见不等式章节．

2．此题也可以用以下的结论证明．

设a1
 ，a2
 ，…，an
 ∈R+
 ，b1
 ，b2
 ，…，bn
 ∈R，（n＞1），且ai
 ＋bi
 ＞0（i＝1，2，…，n），有不等式[image: alt]
 其中当且仅当[image: alt]
 时取等号．

上述结论可用数学归纳法证明，留待读者自行验证．

根据上述结论，取a1
 ＝a2
 ＝a3
 ＝1，b1
 ＝-cos2
 α，b2
 ＝-cos2
 β，b3
 ＝-cos2
 γ，命题得证．

例　4　若A，B，C为△ABC的三个内角，求证：

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


【分析】　以上四道题均可用三角系统解决．

三角系统：

以下常设：x＝cotA，y＝cotB，z＝cotC或[image: alt]


1．基本等式

（1）xy＋yz＋xz＝1，

（2）1＋x2
 ＝（x＋y）（x＋z），

（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


[image: alt]


证明略，此组等式有升幂降幂、化解根式、调整转换的功能．

2．若干基本的不等式

（1）x2
 ＋y2
 ＋z2
 ≥1，

（2）[image: alt]


（3）x＋y＋z≥9xyz，

（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


等号成立当且仅当[image: alt]
 即△ABC为正三角形．

【解答】

（1）设[image: alt]
 则

[image: alt]


（2）设[image: alt]
 则

[image: alt]


（3）设[image: alt]
 则

[image: alt]


（4）设[image: alt]
 因为xyz≠0，所以，有

[image: alt]


例　5　求满足下列方程组的实数对（x，y，z）

[image: alt]


【分析】　变形得[image: alt]
 考虑到cos3α＝4cos3
 α－3cosα，若x，y，z∈［-1，1］则可以进行三角代换．

【解答】　先证│x│，│y│，│z│≤1．

若│x│＞1，则│y│＝│x│（4x2
 －3）＞│x│，同理│x│＞│z│，│z│＞│y│．

故│y│＞│x│＞│z│＞│y│，矛盾．

于是│x│，│y│，│z│≤1，可设x＝cosα，α∈［0，π］，则y＝cos3α，从而z＝cos9α，所以x＝cos27α．由cos27α＝cosα，得sin13α·sin14α＝0．所以

[image: alt]


故（x，y，z）＝（cosα，cos3α，cos9α），其中

[image: alt]


共27组解．

例　6　（2007年印度奥林匹克）△ABC的三边长分别为a，b，c，对应的角平分线长分别为wa
 ，wb
 ，wc
 ，△ABC的外接圆半径为R．证明：[image: alt]


【分析】　此题考查在三角形内的三角恒等式和三角不等式的运用．

【解答】　由[image: alt]
 化简得[image: alt]


同理[image: alt]
 故只需证明

[image: alt]


即证明

[image: alt]


又b2
 ＋c2
 ≥2bc，b＋c＞a故只需证

[image: alt]


现证明①：

因为当∠A，∠B，∠C为一个三角形的三个内角时，[image: alt]
 也为某个三角形的三个内角，设其外接圆半径为R，内切圆半径为r．

[image: alt]


所以[image: alt]


综上所述，原命题得证．

例　7　（2004年克罗地亚数学奥林匹克）求使得数列cosα，cos2α，cos22
 α，…，cos2n
 α，…的每一项均为负数的所有实数α．

【分析】　令an
 ＝cos2n
 α，则此数列满足递推式an＋1
 ＝[image: alt]
 考察其不动点，由x＝2x2
 －1，得x＝1或[image: alt]
 因此[image: alt]
 满足条件．

【解答】　首先，若α为满足条件的实数，则[image: alt]


事实上，若[image: alt]
 则

[image: alt]


矛盾．

于是，对任意的n∈N+
 ，均有[image: alt]
 从而[image: alt]
 注意到

[image: alt]


有

[image: alt]


当n→+∞时，[image: alt]
 故[image: alt]
 所以[image: alt]
 即[image: alt]


另一方面，当[image: alt]
 k∈Z时，对任意n∈N+
 ，均有[image: alt]
 满足条件．

综上，所求α值的集合为[image: alt]


最后，我们来看一道2005年的中国数学奥林匹克题．

例　8　设[image: alt]
 i＝1，2，3，4．证明：存在x∈R，使得如下两个不等式

[image: alt]


同时成立的充要条件是：

[image: alt]


【解答】　显然，①和②分别等价于

[image: alt]


不难知道，存在x∈R，使得④和⑤同时成立的充分必要条件是

[image: alt]


另一方面，利用sin2
 α＝1－cos2
 α，可将③式化为

[image: alt]


当存在x∈R，使得④和⑤同时成立时，由⑥和⑦立即可以推出⑧，从而有③式成立．

反之，当③式，亦即⑧成立时，如果⑥和⑦不成立，那么就有

sinθ1
 sinθ2
 ＋cosθ1
 cosθ2
 －sinθ3
 sinθ4
 ＋cosθ3
 cosθ4
 ＜0，

sinθ3
 sinθ4
 ＋cosθ3
 cosθ4
 －sinθ1
 sinθ2
 ＋cosθ1
 cosθ2
 ＜0．

两式相加，得

2（cosθ1
 cosθ2
 ＋cosθ3
 cosθ4
 ）＜0，

此与[image: alt]
 i＝1，2，3，4的事实相矛盾，所以必有⑥和⑦同时成立，因此存在x∈R使得④和⑤同时成立．

习　　题

1．已知[image: alt]
 则[image: alt]
 的值是________．

2．若[image: alt]
 其中b是∠B的对边，则[image: alt]


3．已知x，y∈R，则cos（x＋y）＋2cosx＋2cosy的最小值是________．

4．[image: alt]
 （m、n互质），则m＋n＝________．

5．已知xi
 ∈N+
 （i＝1，2，3，4）且x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＝π．则[image: alt]
 的最小值是________．

6．（2004年克罗地亚数学奥林匹克）设△ABC的三内角∠A，∠B，∠C所对的边长分别为a，b，c．若a＜b＜c，且

[image: alt]


则∠A，∠B，∠C的弧度比为________．

7．设α，β，γ∈R，则M＝sin2
 （α－β）＋sin2
 （β－γ）＋sin2
 （γ－α）的最大值是________．

8．已知两个不相等的锐角α，β满足[image: alt]
 其中，[image: alt]
 且x，y∈R，则x2
 －y2
 的值是________．

9．已知[image: alt]
 以sin2
 x，sinx·cosx，cos2
 x为长度的三边构成三角形，且满足条件的x范围的区间长度是arctank，则k＝________．

10．设函数[image: alt]
 x∈R，则f（x）的最小值为________．

11．已知[image: alt]
 数列｛an
 ｝满足递推关系an＋3
 ＝uan＋2
 ＋van＋1
 ＋wan
 ，则数组（u，v，w）＝________．

12．求和[image: alt]
 n∈N+
 ．













13．（2000年上海交通大学保送生考试）证明不等式：[image: alt]
 [image: alt]














14．设α，β，γ，τ＞0，对任意x∈R，有sinαx＋sinβx＝sinγx＋sinτx．证明：α＝τ或α＝γ．













15．（2007年全国高中数学联赛江西赛区预赛）设x，y，z为非负实数，满足xy＋yz＋zx＝1．证明：[image: alt]














16．（1995年俄罗斯数学竞赛）解方程：coscoscoscosx＝sinsinsinsinx，x∈R．













17．（2005年克罗地亚数学奥林匹克）已知三角形的三个内角为α，β，γ，且[image: alt]
 满足sin2
 α＋sin2
 β＝sinγ．

证明：[image: alt]














18．（1996年中国数学奥林匹克）n∈N+
 ，x0
 ＝0，xi
 ＞0，i＝1，2，…，n且[image: alt]
 求证：

[image: alt]


















第五讲　向　　量

知识概要

1．向量的概念

（1）向量的基本要素：大小和方向．

（2）向量的表示：几何表示法[image: alt]
 a；坐标表示法a＝xi＋yj＝（x，y）．

（3）向量的长度：即向量的大小，记作│a│．

（4）特殊的向量：零向量a＝0⇔│a│＝0．单位向量a0
 为单位向量⇔│a0
 │＝1．

（5）相等的向量：大小相等，方向相同[image: alt]


（6）平行向量（共线向量）：方向相同或相反的向量，称为平行向量．记作a∥b．由于向量可以进行任意的平移（即自由向量），平行向量总可以平移到同一直线上，故平行向量也称为共线向量．

2．向量的运算：向量的加减法，数与向量的乘积，向量的数量（内积）及其各运算的坐标表示和性质．

3．重要定理、公式

（1）平面向量基本定理：e1
 ，e2
 是同一平面内两个不共线的向量，那么，对于这个平面内任一向量，有且仅有一对实数λ1
 ，λ2
 ，使a＝λ1
 e1
 ＋λ2
 e2
 ．

（2）两个向量平行的充要条件

a∥b⇔a＝λb⇔x1
 y2
 －x2
 y1
 ＝0

（3）两个向量垂直的充要条件．

a⊥b⇔a·b＝0⇔x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ＝0（b≠0）

（4）线段的定比分点公式

设点P分有向线段[image: alt]
 所成的比为λ，即[image: alt]


则[image: alt]
 （向量公式）

[image: alt]


当λ＝1时，得中点公式：

[image: alt]


（5）平移公式设点P（x，y）按向量a＝（h，k）平移后得到点P′（x′，y′），则[image: alt]
 [image: alt]
 曲线y＝f（x）按向量a＝（h，k）平移后所得的曲线的函数解析式为：y－k＝f（x－h）．

例题精讲

例　1　如图，斜三棱柱ABC-
 A1
 B1
 C1
 的侧面AA1
 C1
 C是面积为[image: alt]
 的菱形，∠ACC1
 为锐角，侧面ABB1
 A1
 ⊥侧面AA1
 C1
 C，且A1
 B＝AB＝AC＝1．

[image: alt]


（1）求证AA1
 ⊥BC1
 ；

（2）求A1
 B1
 到平面ABC的距离．

【解答】　以AA1
 的中点D为原点（如图所示），建立空间直角坐标系．

（1）[image: alt]
 [image: alt]
 从而[image: alt]
 则AA1
 ⊥BC1
 ．

[image: alt]


（2）设n＝（a，b，c）⊥平面ABC，则[image: alt]
 [image: alt]
 而

[image: alt]


解得[image: alt]
 （a≠0）．由于平面ABC∥平面A1
 B1
 C1
 ，则A1
 B1
 到平面ABC的距离为

[image: alt]


例　2　椭圆C的中心为坐标原点O，焦点在y轴上，焦点到相应准线的距离以及离心率均为[image: alt]
 直线与y轴交于点P（0，m），与椭圆C交于相异两点A，B，且[image: alt]
 （1）求椭圆方程；（2）若[image: alt]
 求m的取值范围．

【解答】　设ι与椭圆C的交点为A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），

[image: alt]


得　　　　　（k2
 ＋2）x2
 ＋2kmx＋（m2
 －1）＝0．

因此

[image: alt]


则

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 消去x2
 ，得

3（x1
 ＋x2
 ）2
 ＋4x1
 x2
 ＝0，

所以[image: alt]
 整理得4k2
 m2
 ＋2m2
 －k2
 －2＝0．

当[image: alt]
 时，上式不成立；当[image: alt]
 时，[image: alt]
 由①得k2
 ＞2m2
 －2，因λ＝3，所以k≠0，[image: alt]
 所以[image: alt]
 或[image: alt]
 即所求m的取值范围为[image: alt]


例　3　设a，b，c为空间中的三个单位向量．求证：

[image: alt]


【解答】　由│a│＝│b│＝1得，2（1－a·b）＝（a－b）2
 ＝│a－b│2
 ，

从而

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


故原不等式即│a－c│＋│c－b│≥│a－b│，显然成立．

例　4　设向量i，j分别是直角坐标平面内x轴、y轴上正方向上的单位向量．若a＝（x＋2）i＋yj，b＝（x－2）i＋yj，且│a│－│b│＝2．（1）求满足上述条件的点P（x，y）的轨迹方程；（2）设A（-1，0）、F（2，0），问：是否存在常数λ（λ＞0），使得∠PFA＝λ∠PAF恒成立？证明你的结论．

【解答】　（1）由条件│a│－│b│＝2可知[image: alt]
 由双曲线定义得点P的轨迹方程为：[image: alt]


（2）在第一象限内作PF⊥x轴，点P坐标为（2，3），此时[image: alt]
 可得λ＝2．下面证明当点P在第一象限但PF与x轴不垂直时，∠PFA＝2∠PAF恒成立．

设P（x1
 ，y1
 ），可知[image: alt]
 则

[image: alt]


由点P在[image: alt]
 上，得[image: alt]
 ＝3（x1
 ＋1）（x1
 －1）．代入上式并化简得

[image: alt]


即tan2∠PAF＝tan∠PFA，所以∠PFA＝2∠PAF．

由对称性知，当点P在第四象限时，结论同样成立．若P在x轴上，易证．

故存在λ＝2满足条件．

例　5　给定8个非零实数a1
 ，a2
 ，…，a8
 ，证明：下面的6个数a1
 a3
 ＋a2
 a4
 ，a1
 a5
 ＋a2
 a6
 ，a1
 a7
 ＋a2
 a8
 ，a3
 a5
 ＋a4
 a6
 ，a3
 a7
 ＋a4
 a8
 ，a5
 a7
 ＋a6
 a8
 中，至少有一个数为非负实数．

【分析】　向量法是数形结合的桥梁，对于形如∑ai
 bi
 的式子，宜用向量法求解．

【解答】　设向量[image: alt]
 故

a1
 a3
 ＋a2
 a4
 ，a1
 a5
 ＋a2
 a6
 ，a1
 a7
 ＋a2
 a8
 ，a3
 a5
 ＋a4
 a6
 ，a3
 a7
 ＋a4
 a8
 ，a5
 a7
 ＋a6
 a8


恰可表示为[image: alt]
 两两点积的结果．由抽屉原理可知[image: alt]
 中必有两个向量（不妨设为[image: alt]
 的夹角不超过[image: alt]
 于是[image: alt]
 即a1
 a3
 ＋a2
 a4
 ≥0，所以命题成立．

例　6　△ABC三边的中心为E，F，G，三边高的垂足为P，Q，N，垂心X与各顶点连线的中点为K，L，M．求证：EFGPQNKLM九点共圆，它的圆心W在过垂心X，重心Y和外心Z的欧拉线上，且XW∶WY∶YZ＝3∶1∶2．

【分析】　先确定基本向量，可考虑[image: alt]
 分别记为a，b，c，则易得a·b＝b·c＝c·a，并且向量[image: alt]
 均可用这三个向量来表示．只要计算W与这九个点所确定的向量的模都相等即可．

【解答】　设[image: alt]


由X为△ABC的垂心得[image: alt]
 即c·（b－a）＝0，故b·c＝c·a，同理a·b＝b·c．故不妨设a·b＝b·c＝c·a＝m，对于[image: alt]
 有

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


于是

[image: alt]


同理

[image: alt]


所以

[image: alt]


即Z到△ABC三个顶点距离相等，Z为其外心．

对于重心Y，有[image: alt]
 由欧拉线知XY∶XZ＝2∶3．

设[image: alt]
 显然W也在直线XY上，且XW∶WY∶YZ＝3∶1∶2，另外，

[image: alt]


[image: alt]


这表明点K，L，M，N，E，F，G都在以W为圆心，[image: alt]
 为半径的圆上，记为⊙W，又[image: alt]
 [image: alt]
 所以K和G，L和E，M和F分别是⊙W的直径的两个端点，又[image: alt]
 故点N，Q，P在⊙W上．

习　　题

1．O，A，B是平面上不共线三点，向量[image: alt]
 设P为线段AB垂直平分线上任意一点，向量[image: alt]
 若│a│＝5，│b│＝3，则p·（a－b）的值是__________．

2．已知四边形ABCD中，AC＝ι1
 ，BD＝ι2
 ，则[image: alt]


3．自平面上O引两条射线OA、OB，P在OA上运动，Q在OB上运动且保持[image: alt]
 为定值a（P，Q不与O重合）．已知[image: alt]
 则[image: alt]
 的取值范围是________．

4．已知正三棱锥P-
 ABC的底面正三角形的边长为1，其外接球的球心O满足[image: alt]
 [image: alt]
 则这个正三棱锥的体积为________．

5．已知椭圆[image: alt]
 的左顶点为A1
 ，右焦点为F2
 ．点P为该椭圆上一动点，则当[image: alt]
 取最小值时，[image: alt]


6．设平面内的两个向量a，b互相垂直，且│a│＝2，│b│＝1，又k与t是两个不同时为零的实数，若向量x＝a＋（3－t）b与y＝-ka＋t2
 b互相垂直，则k关于t的极大值为________．

7．正四面体ABCD中，[image: alt]
 则直线DE和BF所成角是__________．

8．四面体ABCD中，AB＝CD＝a，BC＝AD＝b，CA＝BD＝c．如果异面直线AB与CD所成的角为θ．那么cosθ＝________．

9．如图，在空间四边形ABCD中，E，F分别是AB，CD上的点，使[image: alt]
 则[image: alt]
 （用[image: alt]
 表示）

[image: alt]


10．已知过点F（a，0），（a≠0）的直线ι（不与x轴垂直）与曲线C：y2
 ＝4ax交于A，B两点，设点K（-a，0）[image: alt]
 与[image: alt]
 的夹角为θ，则θ的取值范围为__________．

11．△ABC的三边长为BC＝a，CA＝b，AB＝c，若[image: alt]


则[image: alt]
 中小于0的个数为________个．

12．在抛物线y2
 ＝2x上求一点C，使得对任意过点[image: alt]
 的直线与该抛物线的两个交点A，B都有[image: alt]














13．已知常数a＞0，向量p＝（1，0），q＝（0，a），经过定点M（0，-a）、方向向量为λp＋q的直线与经过定点N（0，a）、方向向量为p＋2λq的直线交于点R，其中λ∈R．

（1）求点R的轨迹方程；

（2）设[image: alt]
 过点F（0，1）的直线ι交于点R的轨迹于A，B两点，求[image: alt]
 的取值范围．













14．在直角坐标平面中，△ABC的两个顶点A，B的坐标分别为A（-1，0），B（1，0），平面内两点G，M同时满足下列条件：

①[image: alt]


②[image: alt]


③[image: alt]


（1）求△ABC的顶点C的轨迹方程；

（2）过点P（3，0）的直线ι与（1）中的轨迹交于E，F两点，求[image: alt]
 的取值范围．













15．已知长方体ABCD—A1
 B1
 C1
 D1
 中，棱长AB＝BC＝3，BB1
 ＝4，连接B1
 C，过B点作B1
 C的垂线交CC1
 于点E，交B1
 C于点F．

（1）求证：A1
 C⊥平面EBD；

（2）设A1
 C∩平面EBD＝K．求线段A1
 K的长．

















第六讲　不等式

知识概要

一、不等式的解法

解不等式的基本思想是依据不等式的基本性质，进行等价转化，使之化归为一元一次或一元二次不等式，解不等式就是一个同解变形的过程，常常运用分类讨论，数形结合的方法，还应注意到不等式与方程，函数及其他知识的联系．因而解不等式的关键是注意命题转化时的充要性，以及分类讨论时不能重复或遗漏．最后，选择恰当的方法将极大程度地方便解不等式．

二、不等式证明中常用的著名不等式

1．算术-几何平均值不等式

设a1
 ，a2
 ，…，an
 是非负实数，则[image: alt]
 等号当且仅当a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 时成立．

2．柯西不等式

设a1
 ，a2
 ，…，an
 与b1
 ，b2
 ，…，bn
 是实数，则

[image: alt]


等号当且仅当对[image: alt]
 j∈｛1，2，…，n｝，ai
 bj
 ＝aj
 bi
 时成立．

三、不等式证明的基本方法

不等式证明方法很多，包括比较法、放缩法、待定系数法、变量代换法、反证法、构造法、局部不等式法、数学归纳法、调整法等等，我们将在后面的例题中加以具体介绍．不等式证明一般技巧性强，没有固定模式，因而需要在对不等式本身作细致的分析后决定应使用的方法，希望读者在阅读以下介绍的一些常用方法之后能有所收获．

例题精讲

一、解不等式

例　1　（2008年浙江省高中数学竞赛）求解不等式[image: alt]


【解法一】　Ⅰ．x≥1时，不等式为[image: alt]


于是（1）[image: alt]
 此时，当a≤0时，有1≤x≤2；当0＜a≤1时，有1≤x≤2；当1＜a≤4时，有[image: alt]
 当a＞4时，空集．

或（2）[image: alt]
 此时，当a≤0时，有x≥2；当0＜a≤1时，有x≥2；当1＜a≤4时，有x≥2；当a＞4时，有[image: alt]


Ⅱ．x＜1时，不等式为[image: alt]


于是（1）[image: alt]
 此时，当a≤0时，有0≤x＜1；当0＜a＜1时，有[image: alt]
 当a≥1时，空集．

或（2）[image: alt]
 此时，当a≤0时，有x≤0；当a＞0时，空集．

综上，当a≤0时x∈R；当0＜a≤4时[image: alt]
 当a＞4时[image: alt]


【解法二】　作出不等号两边的函数图象然后比较大小．f（x）＝│x－1│－1的函数图象是以（1，-1）为折点，开口向上的折线．然后作出[image: alt]
 的图象．

[image: alt]


Ⅰ．a＜0时，[image: alt]
 为双曲线[image: alt]
 的上支．因为y＝±x是渐近线，所以g（x）≥f（x）恒成立，x∈R．

Ⅱ．a＝0时，[image: alt]
 由图象得x∈R．

Ⅲ．a＞0时，[image: alt]
 为双曲线[image: alt]
 的x轴以上部分，其中x＜0时，g（x）＜f（x）恒成立；而x＞0时，比较[image: alt]
 与2的大小进行讨论．

由图象易得正解．

【评注】　1．数形结合的思想能够方便解题，并且在高考和各类竞赛中有广泛的应用，解法二印证了这一点．尤其是对于填空题非常奏效，但在书写解答题时，应该尽量避免完全采用这样的写法．笔者曾经经历这次浙江省预赛，记得当时采用解法二的写法很难得全分．因此解答这样的代数题时应尽量采用解法一的写法，并注重命题间的等价转化，即注意充要性．此外，采用解法二来检验答案，方便而且万无一失．

2．联赛中很少出现纯粹解不等式的大题，而一旦出现就有复杂的分类讨论或与2008年全国高中数学联赛一试第二道大题一样有较强的技巧性，我们将在习题中见到．

二、证明不等式

例　2　（2004年中国女子数学奥林匹克）a，b，c∈R+
 ，求[image: alt]
 [image: alt]
 的最小值．

【解答】　令[image: alt]
 可得[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 当且仅当[image: alt]


【评注】　1．分母位置出现较复杂的式子时，采用整体的换元通常是一种较方便的手段．

2．换元法有许多体现形式，如三角换元、均值换元、整体代换等等．

例　3　x，y，z，w∈R+
 ，求[image: alt]
 的最大值．

【解答】　由基本不等式得：

[image: alt]


三式相加得：[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 时取等号．

【评注】　1．我们的目的是通过基本不等式，使xy＋2yz＋3zw≤α（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋w2
 ），从而Mmax
 ＝α．

接下来求待定系数α的值：因为[image: alt]


所以[image: alt]


由[image: alt]
 解得[image: alt]


2．待定系数法有多种体现形式，并且应用广泛，使一些不便直接处理的问题变得简洁明快．

下面看一些它在各类竞赛中的应用：

（1）（第36届IMO）a，b，c∈R+
 且abc＝1，求证：[image: alt]


证明：由[image: alt]


同理得另两式，相加得：

[image: alt]


解得[image: alt]
 故原式成立．

（2）a，b，c∈R+
 且abc＝1，求证：[image: alt]


【分析】　先证一个局部不等式：[image: alt]
 （α待定）

等价于bα
 ＋cα
 ≥2aα＋1
 ，由于[image: alt]
 可取[image: alt]
 即[image: alt]


例　4　若xi
 ＞0（i＝1，2，3），且[image: alt]
 求证：[image: alt]


【解答】　先证明对任意x∈（0，1），满足[image: alt]


上式等价于[image: alt]


由x∈（0，1）得证，当且仅当[image: alt]
 时取等号．

取x＝x1
 ，x2
 ，x3
 得[image: alt]
 i＝1，2，3．

三式相加得[image: alt]
 当且仅当[image: alt]
 时取等号．

【评注】　1．原题第一步放缩中系数[image: alt]
 似乎来得很突兀，其实本质上是作了不等号左边曲线函数在自变量取均值处的切线．

令[image: alt]
 容易知道原题中[image: alt]
 时取等号．

设直线方程y＝g（x）＝ax＋b，则[image: alt]
 又因为f（x）≤g（x）在（0，1）上恒成立，故y＝g（x）与y＝f（x）在[image: alt]
 处相切，即

[image: alt]


由[image: alt]
 得[image: alt]
 即[image: alt]


2．不等式左边各项是一个复杂的曲线函数，而通过一步巧妙的放缩使之成为一条直线并运用已知条件，原题迎刃而解．这样的方法不妨称为“化曲为直”．但需要注意的是，有的函数只在一定范围内可以进行这样的放缩，此时需将变量范围分成几段来分别考虑不等式证明，而这个范围可以在证明“化曲为直”的局部不等式时发现．

3．这种用一次式估计复杂曲线函数，从而利用已知条件的方法，在各类竞赛中有广泛应用．

（1）（2007年中国西部数学奥林匹克）a，b，c∈R且a＋b＋c＝3，求证：

[image: alt]


证明：要证[image: alt]
 等价于（x－1）2
 （5x－9）≤0，需要[image: alt]
 （此时就如上所说，可以看到“化曲为直”局部不等式成立的范围），故[image: alt]
 时，

[image: alt]


若存在a，b，c其中一个大于[image: alt]
 不妨设[image: alt]
 则

[image: alt]


（当某一范围中“化曲为直”的局部不等式无法成立时，通常原不等式由于大得偏离了等号成立条件而比较容易证明．）

因此，

[image: alt]


综上得证．

（2）（2004年中国西部数学奥林匹克）求所有k∈R，使得不等式

a3
 ＋b3
 ＋c3
 ＋d3
 ＋1≥k（a＋b＋c＋d）

对任意a，b，c，d∈［-1，+∞）成立．

解：因为对任意a，b，c，d∈［-1，+∞）成立，可取a＝b＝c＝d＝x，此时[image: alt]
 [image: alt]
 对任意x∈［-1，+∞）成立，即直线[image: alt]
 当x∈［-1，+∞）时在y＝x3
 下方．

由于[image: alt]
 过点[image: alt]
 又因为点[image: alt]
 与点（-1，-1）确定的直线y＝[image: alt]
 与y＝x3
 在[image: alt]
 处相切，所以k只能取[image: alt]


下证其充分性．

[image: alt]
 等价于[image: alt]
 在［-1，+∞）上恒成立．

取x＝a，b，c，d，四式相加得证．

故[image: alt]
 （此题很好地阐释了“化曲为直”的意味．）

例　5　（2008年浙江高考）已知数列｛an
 ｝，an
 ≥0且[image: alt]
 记Sn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ，

[image: alt]


求证：n∈N+
 时，（1）an
 ＜an＋1
 ，（2）Sn
 ＞n－2，（3）Tn
 ＜3．

【解答】　（1）[image: alt]


由于an
 ≥0，可得an＋1
 －1与an
 －1同号，亦即ai
 －1（i＝1，2，3，…）均同号，又因为a1
 －1＜0，

所以an
 ＜1恒成立．则[image: alt]


（2）a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＞n－2⇔（-a1
 ）＋（1－a2
 ）＋…＋（1－an
 ）＜1．

对任意n≥1，[image: alt]


所以[image: alt]


（3）由[image: alt]
 解得：[image: alt]
 又由a2
 ＞0得[image: alt]


因为an
 ＜an＋1
 ，所以[image: alt]
 对任意n≥2成立，故[image: alt]


故　[image: alt]


【评注】　1．这样的数列不等式题在高考中频繁出现，大多如上例，通项不易求得，因而需要对递推关系加以整体把握，对数列的走向和范围作大体估计，从而求证不等式．而这样的不等式证法，大多是放缩裂项后相消或放缩成等比数列后求和．这一例中便得到很好体现．

2．当不等号一边有n项，而另一边含n时，将n拆成n个1与n项一一配对后放缩是一种常见技巧，如2004年全国高中数学联赛加试第二题的第二小题（我们将一些数学情景以及前面的数列小题省去，着手看不等式的证明）．

已知[image: alt]
 求证：存在n0
 ，使得对任意n＞n0
 ，

[image: alt]


恒成立．

【分析】　先证明[image: alt]
 然后说明[image: alt]
 无界，具体证明留给读者完成．

3．放缩成裂项具有很高的技巧性，需要对条件进行仔细分析，并熟悉和灵活运用一些固定套路．如对[image: alt]
 的扎实掌握在高考和各类竞赛中都有用武之地．尤其当x是一个复杂函数时仍能从条件中挖掘出这一式子就很具有难度，有的题目甚至要求考生自己通过放缩构造出这一形式来解题，如下面的几个例子．

（1）（2003年中国女子数学奥林匹克）数列｛an
 ｝，a1
 ＝2，[image: alt]
 求证：

[image: alt]


【分析】　首先证明an
 ＞1对任意n∈N+
 成立．然后由[image: alt]
 [image: alt]


两边取倒数得：

[image: alt]


所以

[image: alt]


故只需证：

[image: alt]


故只需证：a2004
 ＞20032003
 ＋1，

由于an
 ＞1，因此

[image: alt]
 又因为a2
 ＝3，

[image: alt]


（2）（2006年第三届中国东南地区数学奥林匹克）an
 是方程[image: alt]
 的根，求证：

[image: alt]


【分析】　先证明an
 ＜1，然后由[image: alt]
 得：[image: alt]
 反复应用这一结论原题即可获证，具体过程留给读者．

例　6　已知x，y，z是正实数，求证：

[image: alt]


【解答】　令[image: alt]
 则a＋b＋c＝1，于是原不等式化为[image: alt]
 由柯西不等式得：

[image: alt]


再由柯西不等式得：

[image: alt]


由于[image: alt]
 从而[image: alt]


故[image: alt]
 当且仅当x＝y＝z时取等号．

【评注】　1．由于不等式两边齐次，故采用这样的代换来简化形式，从而方便解题．

2．柯西不等式应用广泛，一些题目经过对条件的适当转化从而直接运用柯西不等式解题，十分简洁，但是化简的部分具有极强的技巧性．如：

已知a，b，c，d，k都是实数，│k│＜2，又a2
 ＋b2
 －kab＝1，c2
 ＋d2
 －kcd＝1，求证：

[image: alt]


【分析】　由已知可得：

[image: alt]


两式相乘由柯西不等式得证．

例　7　x，y，z∈R+
 ，xyz＝m，求[image: alt]
 的上确界．

【分析】　此例用重要不等式或前面各种方法似乎都无从下手，我们考虑用函数法来逐步调整．

【解答】　由对称性，不妨设x≤y≤z．

Ⅰ．若y≤2，则固定z的值，令

[image: alt]


[image: alt]


令[image: alt]
 故[image: alt]
 故g（x）在（0，2］上单调递增，在［2，+∞）上单调递减．由x≤y≤2得：[image: alt]


即f1
 （x）在（0，y］上单调递增．故此时[image: alt]


Ⅱ．若y≥2，且x≤2，则固定x的值，

[image: alt]


由g（x）的单调性及2≤y≤z得：[image: alt]


即f2
 （z）在[image: alt]
 上单调递增，故此时[image: alt]
 由此落入情形Ⅰ．

Ⅲ．若x≥2，同上可固定y，先将x调到2，即落入情形Ⅱ．

Ⅳ．由Ⅰ．Ⅱ．Ⅲ得M（x，y，z）可以调整到x＝y≤2，使其值变大，故只需考虑x＝y的情形．

[image: alt]


立方差后得到上式与[image: alt]
 同号，乘以[image: alt]
 后通分可知与[image: alt]
 同号，

为方便书写，令[image: alt]


若m≤1，则λ2
 －λ≤0，所以f3
 （x）在（0，λ］上单调递增，在［λ，+∞）上单调递减．

故[image: alt]


若1＜m≤8，则λ≥λ2
 －λ＞0．

因此M（x，y，z）max
 ＝max｛f3
 （λ），[image: alt]


故[image: alt]
 时，[image: alt]
 时，M（x，y，z）max
 →2．

若m＞8，则λ2
 －λ＞λ＞0．

所以[image: alt]


由λ＞2得：[image: alt]
 所以

[image: alt]


故M（x，y，z）max
 →2．

综上：[image: alt]
 时，[image: alt]
 时取到；

[image: alt]
 时，M（x，y，z）max
 →2，x→0，y→0，z→+∞时取到．

【评注】　1．运用类似的函数调整的方法，我们还可以求得M（x，y，z）的下确界：

0＜m＜83
 时，M（x，y，z）min
 →1；m≥83
 时，[image: alt]


2．这些一般性的结论可以解决多道竞赛试题．

（1）（2004年中国台湾数学奥林匹克）x，y，z∈R+
 ，且xyz≥29
 ．求证：

[image: alt]


（2）（2008年江西高考）a，b，c∈R+
 ，abc＝8，求证：

[image: alt]


（3）（2004年中国西部数学奥林匹克）a，b，c∈R+
 ，求证：

[image: alt]


习　　题

1．a＞b，ab＝1，则[image: alt]
 的最小值是__________．

2．a，b，c为非负实数，则[image: alt]
 的最小值为__________．

3．函数y＝cos3
 x＋sin2
 x－cosx（x∈R）的最大值是________．

4．已知[image: alt]
 则f（x）的最小值为________．

5．函数[image: alt]
 x∈［0°，90°］，则f（x）最大值与最小值的乘积为________．

6．x∈R，则│sinx＋cosx＋tanx＋cotx＋secx＋cscx│的最小值为________．

7．实数a使不等式│2x－a│＋│3x－2a│≥a2
 对任意x∈R恒成立，则满足条件的a的集合为__________．

8．设0＜x＜1，0＜y＜1，且（1－xy）2
 ＝2（1－x）（1－y），则函数[image: alt]
 [image: alt]
 的最大值为__________．

9．（2008年全国高中数学联赛）解不等式：log2
 （x12
 ＋3x10
 ＋5x8
 ＋3x6
 ＋1）＜1＋log2
 （x4
 ＋1）．













10．（2008年全国高中数学联赛福建省预赛）求最小的正实数k，使得不等式ab＋bc＋ca＋k[image: alt]
 对任意a，b，c∈R+
 成立．













11．（2004年中国东南地区数学奥林匹克）设实数a，b，c满足[image: alt]
 求证：3-a
 ＋9-b
 ＋27-c
 ≥1．













12．（2008年全国高中数学联赛吉林省预赛）已知正数a，b，c满足：2a＋4b＋7c≤2abc，求a＋b＋c的最小值．













13．（2004年中国国家队培训）已知x，y，z＞-1，求证：[image: alt]














14．（2007年中国东南地区数学奥林匹克）a，b，c∈R+
 ，abc＝1，求证：对任意大于1的正整数k，满足[image: alt]














15．（2008年全国高中数学联赛山东省预赛）若x＞0，y＞0，z＞0，且xyz＝1，求证：[image: alt]














16．（2007年全国高中数学联赛）设[image: alt]
 求证：当n≥2时，an＋1
 ＜an
 ．













17．（2003年美国数学奥林匹克）a，b，c∈R+
 ，求证：

[image: alt]














18．（2008年全国高中数学联赛四川省预赛）已知[image: alt]
 其中n≥2．

（1）求证：对任意正整数i，都有[image: alt]


（2）求[image: alt]
 的最小值，其中约定an＋1
 ＝a1
 ．













19．已知正实数a，b，c满足：abc＝1，求证：

（a＋b）（b＋c）（c＋a）≥4（a＋b＋c－1）．













20．（2004年中国国家队培训）实数a，b，c，x，y，z满足（a＋b＋c）（x＋y＋z）＝3，（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）＝4，求证：ax＋by＋cz≥0．

















第七讲　立体几何

知识概要

一、直线、平面之间的位置关系

立体几何中的位置关系，主要考查直线与直线的平行和垂直，直线与平面的平行和垂直，平面与平面的平行和垂直．在证明这些平行和垂直关系时，常常可通过以下三个方面入手：

（1）利用定义或判定证明．如证明直线与平面平行，可利用定义：如果一条直线与一个平面没有公共点，则这条直线与这个平面平行（可用于反证）．也可利用判定：如果平面外一条直线与这个平面内的一条直线平行，那么这条直线和这个平面平行．

（2）利用平行或垂直关系证明．如证明线线垂直常用的三垂线定理：在平面内的一条直线，如果它和这个平面的一条斜线的射影垂直，那么它也和这条斜线垂直．

（3）利用向量法证明．如对于直线ι1
 和ι2
 ，可设ι1
 ，ι2
 的方向向量为a1
 ，a2
 ．当a1
 ＝λa2
 ，λ≠0时，ι1
 ∥ι2
 ；当a1
 ·a2
 ＝0时，ι1
 ⊥ι2
 ．

二、空间中的角和距离

（1）求异面直线所成角

①平移法：过点P作[image: alt]
 则[image: alt]
 的夹角就是ι1
 与ι2
 的夹角．

②向量法：设ι1
 ，ι2
 的方向向量为a1
 ，a2
 ，则ι1
 与ι2
 的夹角为[image: alt]


注意：两条异面直线所成角的范围是[image: alt]


（2）求直线与平面所成角

①定义法：若直线ι在平面α内的射影是直线ι′，则ι与ι′的夹角就是ι与α的夹角．

②向量法：设直线ι的方向向量为a，n是平面α的法向量，则直线ι与平面α所成的角为[image: alt]


最小角定理：平面的斜线和它在平面内的射影所成的角，是这条斜线和这个平面内的直线所成角中最小的角．

（3）求二面角

①定义法：在二面角α-AB-β的半平面α内任取一点P，过P作AB的垂线，垂足为C，再过P作β的垂线，垂足为D．连结CD，则CD⊥AB，故∠PCD为二面角α-AB-β的平面角．

②面积射影定理：设二面角α-AB-β的大小为θ，平面α内一个平面图形M的面积为S，M在β内的射影图形的面积为S′，则[image: alt]
 当θ为钝角时取“－”号，否则取“＋”号．

③三面角的余弦定理：三面角P-ABC中，∠BPC＝α，∠CPA＝β，∠APB＝γ，又二面角B－PA－C＝θ，则[image: alt]


④向量法：设m，n分别是二面角α-AB-β的面α，β的法向量，则〈m，n〉就是二面角α-AB-β的平面角或其补角的大小，其中[image: alt]


（4）求两点间距离

①将其置于某个三角形中，通过解三角形进行计算．

②建立空间直角坐标系，利用空间两点间的距离公式计算．

③用异面直线上两点间的距离公式．如图，MN2
 ＝d2
 ＋m2
 ＋n2
 －2mncosθ，其中，θ是二面角α-AB-β的平面角，点M，N分别在半平面α，β内且MA⊥AB，NB⊥AB，有│AB│＝d，│MA│＝m，│NB│＝n．

（5）求点到直线的距离

①作出垂线段，直接计算．

②利用平面几何知识，如转化为求三角形的高．

（6）求点到平面距离

①定义法：先作出垂线段，再求其长度．

[image: alt]


②体积法：转化为求一个棱锥的高[image: alt]
 其中V为棱锥体积，S为底面面积，h为底面上的高．

③向量法：设P为平面α外一点，PA是平面α的一条斜线（A为斜足），n是平面α的法向量，则点P到平面α的距离[image: alt]


（7）求异面直线距离

①定义法：作出两直线的公垂线段，再求其长度．

②转化法：将异面直线的距离转化为平行线面间的距离或平行平面间的距离．

③极值法：构造异面直线上两点间距离的函数，然后求函数的最小值．

④向量法：设n是异面直线ι1
 ，ι2
 的法向量，点A，B分别在直线ι1
 ，ι2
 上，则两直线的距离[image: alt]


三、多面体

棱柱和棱锥是两种基本的多面体，它们的基本概念和性质，高中课本已作了详尽的介绍，在此不再赘述．这里主要介绍几个出现频率较高的多面体的有关性质以及关于多面体的一些重要定理．

①长方体的性质

Ⅰ．长方体的对角线的平方等于长、宽、高的平方和．

Ⅱ．长方体的一条对角线与其一端点上三条棱的夹角分别是α，β，γ，则

cos2
 α＋cos2
 β＋cos2
 γ＝1．

Ⅲ．长方体的一条对角线与过其一端点的三个面的夹角分别是θ1
 ，θ2
 ，θ3
 ，则

sin2
 θ1
 ＋sin2
 θ2
 ＋sin2
 θ3
 ＝1．

②四面体的性质

Ⅰ．任何一个四面体都有外接球和内切球．

Ⅱ．设四面体ABCD表面积为S，内切球半径为r，则它的体积[image: alt]


Ⅲ．设四面体ABCD各面上的高分别为h1
 ，h2
 ，h3
 ，h4
 ，内切球半径为r，则

[image: alt]


Ⅳ．（斯坦纳定理）在四面体ABCD中，体积为V，记AB与CD所成角为θ，距离为d，则

[image: alt]


其中，正四面体（四个面都是全等的正三角形的四面体）又具有以下特殊性质：

Ⅰ．设正四面体的棱长为a，高为h，外接球半径为R，内切球半径为r，体积为V，则

[image: alt]


Ⅱ．正四面体相邻两面的二面角为[image: alt]


Ⅲ．正四面体对棱间的距离是棱长的[image: alt]
 倍．

③欧拉定理与正多面体

Ⅰ．欧拉定理：简单多面体的顶点数V，棱数E，面数F满足：V＋F－E＝2．

Ⅱ．正多面体有且仅有5种：正四面体，正六面体（正方体），正八面体，正十二面体和正二十面体．

例题精讲

例　1　如图，在棱长为1的正方体ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，E，F分别是面BCC1
 B1
 和面ABCD的中心．求：

（1）异面直线EF与A1
 C1
 的夹角．

（2）异面直线EF与A1
 C1
 的距离．

[image: alt]


【分析】　从几何角度看，第（1）题可采用平移的方法，第（2）题直接作出公垂线段有一定的难度，不妨考虑用转化法和体积法寻求解题突破．另外，此题有两两垂直的线段，故可考虑建立空间直角坐标系，用向量法进行解答．

【解法一】　（1）如图，连结C1
 D，A1
 D．由BF＝DF，BE＝C1
 E，知EF∥C1
 D．又[image: alt]
 [image: alt]
 所以A1
 C1
 与C1
 D夹角为[image: alt]
 故A1
 C1
 与EF夹角为[image: alt]


（2）如上图，连结AB1
 ，A1
 C．由A1
 C1
 ∥FC，知A1
 C1
 ∥面EFC，即A1
 C1
 ∥面B1
 AC．故异面直线A1
 C1
 与EF的距离等于直线A1
 C1
 与平面B1
 AC的距离，亦等于点A1
 到平面B1
 AC的距离．设点A1
 到平面B1
 AC的距离为h，则由VA1
 －B1
 AC
 ＝VC－A1
 B1
 A
 得

[image: alt]


【解法二】　（1）如右图，以D为原点建立空间直角坐标系，则点A1
 （1，0，1），点C1
 （0，1，1），点E[image: alt]
 ，点F[image: alt]
 ，故[image: alt]


所以A1
 C1
 与EF的夹角为

[image: alt]


[image: alt]


（2）同（1）建系，设[image: alt]
 的公共法向量为n＝（x，y，z），令x＝1，则由[image: alt]
 [image: alt]
 解得n＝（1，1，-1）．又[image: alt]
 故A1
 C1
 与EF的距离

[image: alt]


【评注】　1．平移法在解决空间中与角度有关的问题时用处很大．

2．掌握求空间距离的多种方法，如定义法、转化法（结合体积法）等，在做题时要做到灵活运用．

3．遇到与空间中易于用三维坐标表示的图形有关的问题时，宜考虑用向量法求解．

例　2　（2009年清华大学保送生、自主招生试题）如图，在四面体ABCD中，AB＝CD，AC＝BD，AD＝BC，求证：

（1）该四面体的每个面均为锐角三角形．

（2）设侧面ABC，ABD，ACD与底面BCD所成的二面角分别为α，β，γ，则cosα＋cosβ＋cosγ＝1．

[image: alt]


【分析】　第（1）题注意到若在AB上取一点P，则恒有│CP│＋│DP│＞│CD│，此式有助于原命题的证明．

第（2）题是关于二面角的问题，注意到该四面体四面全等，不妨利用面积射影定理予以证明．

【解答】　（1）设AB，AC，AD的长度分别为a，b，c，不妨设a≥b≥c．作AB中点P，连结CP，DP，由中线长公式得[image: alt]
 又△CDP中，│CP│＋│DP│＞│CD│＝a，所以[image: alt]
 即b2
 ＋c2
 ＞a2
 ．设a对角为α，则[image: alt]
 [image: alt]
 故α为锐角．又由a≥b≥c知α为三角形中的最大角，所以四面体各面三角形为锐角三角形．

（2）作AM⊥面BCD，垂足为M，则△BCM，△BDM，△CDM分别为△ABC，△ABD，△ACD在平面BCD上的射影．根据面积射影定理，得

[image: alt]


[image: alt]


【评注】　对棱均相等的四面体称为等腰四面体，这是竞赛中一个经常会出现的考点．等腰四面体除具有上述性质外，还具有以下性质：

Ⅰ．等腰四面体体积[image: alt]
 其中a，b，c分别为三组对棱的棱长，[image: alt]


Ⅱ．等腰四面体中，侧面间二面角的正弦值满足：[image: alt]
 其中α，β，γ分别为以边a，b，c为二面交线的二面角的大小．

Ⅲ．对棱中点的连线共点，互相垂直平分且为对棱的公垂线．

Ⅳ．对棱中点连线长da
 ，db
 ，dc
 ，为[image: alt]
 其中[image: alt]


对以上性质的证明留给读者自己完成．

例　3　一球外接于四面体ABCD，另一个半径为1的球与平面ABC相切，并且两球内切于点D．若AD＝3，[image: alt]
 求四面体ABCD的体积．

【分析】　此题乍看图形复杂，无从下手．但细审条件即可发现，三面角A-BCD已经确定，同时AD的长度确定，可从此处打开突破口．

[image: alt]


【解答】　如图，作DE⊥面ABC，垂足为E，作DF⊥AB于点F，连结EF，AE．由AD＝3，∠DAF＝45°，DF⊥AF得[image: alt]
 由∠DAB＝∠DAC，知DA在平面ABC上的射影EA平分∠BAC，又[image: alt]
 所以[image: alt]
 从而[image: alt]
 故[image: alt]


注意到半径为1的球与平面ABC相切，且过点D，设其球心为O，则点O必在DE上（由DE＝2r＝2，知DE为球O的一条直径）．同时，该四面体外接球与此球相切于点D，设外接球球心为O′，则O′，O，D三点共线，因此点O′也在DE上，如图所示．连结O′A，O′B，O′C，EC，EB．因为球O′为四面体ABCD的外接圆，所以O′A＝O′B＝O′C，又O′E⊥面ABC，所以EA＝EB＝EC，从而DA＝DB＝DC＝3，从而

[image: alt]


【评注】　1．四面体外接球球心在四面体面上的正投影为该面的外心，这是四面体中一个重要的性质．

2．对一些确定的条件进行组合，寻找解题的突破口，是数学竞赛中常用的技巧．

例　4　（2008年全国高中数学联赛)一个半径为1的小球在一个内壁棱长为[image: alt]
 的正四面体容器内可向各个方向自由运动，则该小球永远不可能接触到的容器内壁的面积是多少？

【分析】　小球在四面体内的运动受四面体中二面角和三面角的限制．通过空间想象将小球在正四面体一个面上的所有切点所组成的平面区域确定下来，再来考察不可能接触到的区域．

【解答】　通过空间想象不难发现，在正四面体的一个面上，小球最靠近边的切点的轨迹仍为一正三角形．考察切点为该正三角形顶点时的情况，此时小球恰与对应三面角的三个面均相切，如左图．作平面A1
 B1
 C1
 ∥平面ABC，与小球相切于点D．则小球球心O为正四面体P-A1
 B1
 C1
 的中心，PO⊥面A1
 B1
 C1
 ，垂足D为△A1
 B1
 C1
 的中心．因为[image: alt]
 [image: alt]
 所以PD＝4OD＝4，从而PO＝PD－OD＝3．记此时小球与面PAB的切点为P1
 ，连结OP1
 ，则[image: alt]


[image: alt]


现在考察小球在正四面体一个面上所有切点组成的平面区域，记为P1
 EF，如右图（阴影部分）．过P1
 作P1
 M⊥PA于点M，由[image: alt]
 得[image: alt]
 故小三角形的边长[image: alt]
 因此平面区域P1
 EF的面积[image: alt]
 从而小球与面PAB不能接触到的部分的面积[image: alt]
 [image: alt]
 由对称性，且四面体共4个面，知小球不能接触到的容器内壁的面积共为[image: alt]


【评注】　有关运动轨迹的问题在竞赛中经常会涉及．展开空间想象，是解决此类问题的重要途径．同时，要熟悉一些基本轨迹图形，如平面图形（包括平面区域），球，面，圆柱面，圆锥面等，从而使对轨迹类型的判断更容易些．

例　5　（2008年全国高中数学联赛河北省预赛）在三棱锥S—ABC中，SA＝4，SB≥7，SC≥9，AB＝5，BC≤6，AC≤8，求三棱锥S—ABC体积的最大值．

【分析】　棱锥的体积由底面面积和高确定．选取合适的底和高的组合，使底面面积能够取到最大值，高能够取到最大值，是解决本题的关键．

【解答】　△SAB中，设∠SAB＝α，由余弦定理可知

[image: alt]


故[image: alt]
 从而[image: alt]
 由于棱锥的高不超过它的侧棱长，所以[image: alt]
 事实上，取SB＝7，BC＝6且CB⊥平面SAB时，可以验证满足已知条件，此时[image: alt]
 故棱锥的体积可以达到最大值[image: alt]


【评注】　1．在解决与不等式有关的问题时，要善于利用条件所给的不变量，如本题中SA＝4，AB＝5就是题目给出的不变量，故选取△SAB作底面较为合适．

2．棱锥的高不超过棱锥的侧棱长，这是棱锥中一个重要的但也容易被忽视的性质．

例　6　如图，正三棱锥V-ABC的底面边长为1，侧棱长为2，M为高线VO上一点，且VM＝2MO，过点M作平行于侧棱VA及底面边BC的平面．求此平面截正三棱锥V-ABC所得截面的面积．

[image: alt]


【分析】　我们先来确定截面的位置和形状，然后再来计算截面的面积．本题的关键是经过点M作出一个平面，使平面内既有VA的平行线，又有BC的平行线．注意到在过侧棱VA和点M的截面上可过点M作出VA的平行线，这可作为本题的一个突破口．同时在平面ABC和VBC上可作出BC的平行线，在平面VAB和VAC上可作出VA的平行线，这些线段可以成为截面的边界．

【解答】　如图，设过V，A，O三点的平面交BC于点D，则BD＝CD．在截面VAD中，过点M作PQ∥VA，分别交VD，AD于点P，Q．在面VBC和面ABC中，分别过点P，Q作EF∥BC，GH∥BC，交VB，VC于点E，F，交AC，AB于点G，H，则截面EFGH过点M且分别平行于VA和BC，为符合题意的截面．由VA∥EH，VA∥FG，得EH∥FG，故EFGH为平行四边形．又因为BC⊥VA，所以GH⊥EH，故截面EFGH为矩形．

[image: alt]


[image: alt]


【评注】　本题在确定截面EFGH的位置时，主要应用了直线与平面平行的性质，这些与空间的位置关系有关的性质在我们做与截面有关的问题时经常能用到；同时，本题在计算矩形EFGH的边长GH和PQ时，应用了平面几何的有关知识．

例　7　若干个棱长为2，3，5的长方体，依相同方向拼成棱长为90的正方体，则正方体的一条对角线贯穿的小长方体个数是多少？

【分析】　每一个被贯穿的小长方体内部都有一段大正方体的对角线，因此求贯穿的小长方体个数就可以转化为求大正方体的对角线被小长方体的面分割后形成的段数．我们可以建立空间直角坐标系来辅助求解．

【解答】　设大正方体为ABCD—A1
 B1
 C1
 D1
 ，以点A为原点，以AB，AD，AA1
 所在的直线为x轴，y轴，z轴建立空间直角坐标系．则点A（0，0，0），点C1
 （90，90，90）．

对角线AC1
 上的动点P（t，t，t）（0≤t≤90）从点A运动到点C1
 ，考察点P从一个小长方体进入到另一个小长方体的时刻．显然此时t≠0且t≠90，而且点P必在某个小长方体的面上，即t满足2│t或3│t或5│t．设这样的时刻共有k个，k即为满足2│t或3│t或5│t（0＜t＜90）的t的个数．由容斥原理得，

[image: alt]


这就说明对角线AC1
 被小长方体的面分割成了k＋1＝66段．从而一条对角线贯穿的小长方体个数为66个．

【评注】　1．本题是立体几何中一道典型的计数问题．解答时所使用的等价转化的方法是计数问题中常用的方法．

2．本题可进一步进行推广．对于若干个棱长为a，b，c的长方体依相同方向拼成的长ka，宽mb，高nc的大长方体，大长方体的一条对角线贯穿的小长方体个数是

k＋m＋n－（k，m）－（k，n）－（m，n）＋（k，m，n），

证明与本题类似．

例　8　空间中是否存在一个正方体，它的8个顶点到一个平面的距离恰好为0，1，2，3，4，5，6，7．若存在，求出正方体的棱长；若不存在，说明理由．

【分析】　正方体的8个顶点到平面所作的垂线段在图上并不直观．此时若将这些垂线段的长等比例地转化为由顶点沿棱向同一方向引出的与该平面相交的斜线段的长，进而建立其与正方体棱长的关系，则较为简便．另外，用解析的方法也比较巧妙．

解法一：如图，设平面α为符合题意的平面，α过点C，延长D1
 C1
 ，A1
 B1
 ，AB分别交平面α于点E，F，G．由图可知，点C，C1
 ，B，B1
 ，D，D1
 ，A，A1
 与平面α的距离分别应为0，1，2，3，4，5，6，7．因为D1
 E，A1
 F，DC，AG互相平行，所以它们与平面α所成的角相等，故由比例关系得

C1
 E∶BG∶B1
 F∶DC∶D1
 E∶AG∶A1
 F＝1∶2∶3∶4∶5∶6∶7．

[image: alt]


设正方体棱长为4a，则C1
 E＝a，BG＝2a，B1
 F＝3a．用几何方法可解得[image: alt]
 由CC1
 ⊥面A1
 B1
 C1
 D1
 ，知CC1
 为四面体C-EC1
 F的底面EC1
 F上的高，所以由Vc1
 －ECF
 ＝VC－EC1
 F
 ，算得点C1
 到平面α距离

[image: alt]


实际上已知d＝1，，所以[image: alt]
 从而[image: alt]


所以，正方体棱长为[image: alt]
 由图知，该正方体存在．

解法二：设单位正方体8个顶点的坐标分别为

（0，0，0），（0，0，1），（0，1，0），（0，1，1），（1，0，0），（1，0，1），（1，1，0），（1，1，1）．

若把它们看成二进制的三位数，则恰为0，1，2，3，4，5，6，7．

设（xyz）2
 为二进制的三位数，则（xyz）2
 ＝4x＋2y＋z．

因平面4x＋2y＋z＝0到点（a，b，c）的距离为

[image: alt]


于是，只要令正方体8个顶点的坐标为

[image: alt]


那么，它们到平面4x＋2y＋z＝0的距离就恰为0，1，2，3，4，5，6，7．

【评注】　本题所用的转化的思想（垂线段的长转化为斜线段的长）以及解析的方法对于解一些复杂的立体几何问题有化繁为简的作用．

例　9　如图，四棱锥S-ABCD的底面是平行四边形ABCD，过棱SC的中点K和点A作一平面，分别交棱SB和SD于点M和N．试证：[image: alt]
 其中V是四棱锥S-ABCD的体积，V1
 是四棱锥S-AMKN的体积．

[image: alt]


【分析】　本题考查[image: alt]
 的取值范围，一般的思路是选择适当的参数，设法将[image: alt]
 表示为关于这个参数的函数，从而将问题转化为对这个函数的值域的探讨．本题考察的是比例关系，故选择一些线段之间的比例作参数比较合适．

【解答】　如图，设[image: alt]
 由A，M，K，N四点共面，得

V1
 ＝VS-AMK
 ＋VS-ANK
 ＝VS-AMN
 ＋VS-KMN
 ．

将上式各项同除以[image: alt]
 得

[image: alt]


即[image: alt]
 故[image: alt]
 因为0＜y≤1，所以[image: alt]
 即[image: alt]
 同理，[image: alt]
 这表明x，y均在[image: alt]
 上变化．此时，

[image: alt]


（1）要证明[image: alt]
 只需证明9x2
 －12x＋4＝（3x－2）2
 ≥0，显然成立．

（2）要证明[image: alt]
 只需证明2x2
 －3x＋1＝（2x－1）（x－1）≤0，这在[image: alt]
 时也显然成立．

综上所述，[image: alt]
 成立．

【评注】　1．对于立体几何中的最值问题、不等式问题等，将其转化为求函数的最值，通过函数的定义域确定其值域，是比较常见且实用的方法．

2．分割（或添补）是将复杂图形转化为简单图形的常用思考方法，在本题中我们将四面体S—AMKN分割后再求体积比例，使运算简便．

习　　题

1．如图，已知正方体ABCD—A1
 B1
 C1
 D1
 中，点E，F分别在AB1
 ，BC1
 上（不与线段的端点重合），且AE＝BF，那么，在下面3个结论①AA1
 ⊥EF　②A1
 C1
 ∥EF　③EF∥平面A1
 B1
 C1
 D1
 中正确的序号是________．

[image: alt]


2．在四面体ABCD中，AB＝AC＝AD＝BC＝1，[image: alt]
 [image: alt]
 则AD与BC所成的角为______．

3．三个半径为1的球互相外切，且每个球都同时与另两个半径为r的球外切．如果这两个半径为r的球也互相外切，则r的值为________．

4．在棱长为a的正方体内有一个内切球，过正方体中两条互为异面直线的棱的中点作直线，该直线被球面截在球内的线段长为__________．

5．在三棱锥P-
 ABC中，BC＝3，CA＝4，AB＝5，若三个侧面与底面ABC所成二面角均为45°，则三棱锥的体积为__________．

6．斜三棱柱两侧面面积的比为5∶8，它们所成的二面角为60°，棱柱的侧面积为60，其体积为[image: alt]
 则它的侧棱长为__________．

7．有六根细木棒，其中较长的两根分别为[image: alt]
 其余四根均为a，用它们搭成三棱锥，则其中两条较长的棱所在直线的夹角的余弦值为________．

8．设正三棱锥V-
 ABC的底面边长为4，侧棱长为8，过A与侧棱VB，VC相交的截面为AED，则截面△AED的周长的最小值为__________．

9．在棱长为1的正方体ABCD—A1
 B1
 C1
 D1
 中，M，N，P分别是棱B1
 C1
 ，C1
 D1
 ，D1
 D的中点，则过M，N，P三点的平面截这个正方体所得截面的面积为________．

10．从正方体的12条棱和各面的12条面对角线中选出n条，使得其中任意两条线段所在的直线都是异面直线，则n的最大值为______．

11．三棱锥A-BCD的顶点A在底面BCD内的射影为点O，且点O到三个侧面的距离均相等，则点O一定是△BCD的______心．

12．在正三棱锥P-ABC中，M为△ABC内（含边界）一动点，且点M到三个侧面PAB，PBC，PCA的距离成等差数列，则点M的轨迹是________．（填基本图形名称即可，如一段圆弧，一条直线等）

13．斜三棱柱ABC—A1
 B1
 C1
 的侧面AA1
 C1
 C是面积为[image: alt]
 的菱形，∠ACC1
 为锐角，侧面ABB1
 A1
 ⊥侧面AA1
 C1
 C，且A1
 B＝AB＝AC＝1．

（1）求证：AA1
 ⊥BC1
 ；

（2）求A1
 B1
 到平面ABC的距离．













14．已知四棱锥P-ABCD的底面是边长为2的正方形，PD⊥底面ABCD，且PD＝2，M，N分别为PB，AB的中点．

（1）求三棱锥P-DMN的体积；

（2）求面DMN与面ABCD所成角的正切值．













15．在四棱锥S-ABCD中，底面正方形ABCD的边长为1，侧棱SA＝SB＝SC＝SD＝2，M为棱SA的中点，N为棱SC的中点，求异面直线DM与BN所成角的余弦值．













16．正三棱锥P-ABC的底面边长为1，高PH＝2，在这个三棱锥的内切球上面堆一个与它外切并且与棱锥各侧面都相切的球，按照这个方法继续把球堆上去，求这些球的体积之和．













17．在三棱锥S-ABC中，底面△ABC每个顶点处的三个面角之和均为180°，底面三角形的三边长分别为[image: alt]
 求三棱锥S—ABC的体积．













18．在四面体PABC中，PA＝PB＝a，PC＝AB＝BC＝CA＝b，且a＜b，求[image: alt]
 的取值范围．













19．在正四棱台ABCD-A1
 B1
 C1
 D1
 中，上、下底面边长A1
 B1
 ＝2，AB＝4，高为[image: alt]
 E为BC的中点．作平行于底面的截面，与线段AD1
 ，AB1
 ，C1
 E分别交于点P，Q，R，求△PQR面积的取值范围．













20．证明：一个正四面体的外接球球心到四个顶点的距离的和小于空间中其他任意一点到这四个顶点的距离的和．

















第八讲　解析几何

知识概要

一、直线和圆

1．线段的定比分点坐标公式

设P1
 （x1
 ，y1
 ），P2
 （x2
 ，y2
 ），点P（x，y）分P1
 P2
 的比为λ，则

[image: alt]


2．两直线的夹角公式

设两直线的斜率分别为k1
 ，k2
 ，夹角为θ，则[image: alt]


3．点P0
 （x0
 ，y0
 ）到直线ι：Ax＋By＋C＝0的距离公式

[image: alt]


4．直线系方程

设ι1
 ，ι2
 的方程分别为A1
 x＋B1
 y＋C＝0，A2
 x＋B2
 y＋C2
 ＝0，则过ι1
 与ι2
 交点的直线系方程为A1
 x＋B1
 y＋C1
 ＋λ（A2
 x＋B2
 y＋C2
 ）＝0（其中不包括直线ι2
 ）．

5．圆系方程

（1）根轴：设圆C1
 ：x2
 ＋y2
 ＋D1
 x＋E1
 y＋F1
 ＝0与圆C2
 ：x2
 ＋y2
 ＋D2
 x＋E2
 y＋F2
 ＝0有交点，则直线（D1
 －D2
 ）x＋（E1
 －E2
 ）y＋F1
 －F2
 ＝0为圆C1
 与圆C2
 的根轴．

（2）与圆C1
 和C2
 同根轴的圆系方程：

x2
 ＋y2
 ＋D1
 x＋E1
 y＋F1
 ＋λ（x2
 ＋y2
 ＋D2
 x＋E2
 y＋F2
 ）＝0，

简记为C1
 ＋λC2
 ＝0，λ为待定系数（不包括圆C2
 ）．

二、圆锥曲线

1．椭圆的标准方程：[image: alt]
 参数方程：[image: alt]


椭圆上任意一点P（x0
 ，y0
 ）有│PF1
 │＝a＋ex0
 ，│PF2
 │＝a－ex0
 ．

2．双曲线的标准方程：[image: alt]
 参数方程：[image: alt]


左支上的点P（x1
 ，y1
 ），有│PF1
 │＝-ex1
 －a，│PF2
 │＝-ex1
 ＋a，

右支上的点Q（x2
 ，y2
 ），有│QF1
 │＝ex2
 －a，│QF2
 │＝ex2
 ＋a．

3．抛物线的标准方程：y2
 ＝2px．参数方程：[image: alt]


抛物线上一点P（x0
 ，y0
 ）有[image: alt]


4．二次曲线的切线方程

过二次曲线x2
 ＋y2
 ＋Dx＋Ey＋F＝0上一点P0
 （x0
 ，y0
 ）的切线方程是

[image: alt]


5．圆锥曲线的统一极坐标方程：[image: alt]
 其中e为离心率，p为焦点到相应准线的距离．

例题精讲

例　1　设抛物线C：y＝x2
 的焦点为F，动点P在直线ι：x－y－2＝0上运动，过P作抛物线C的两条切线PA，PB，且与抛物线C分别相切于A，B两点．

（1）求△APB的重心G的轨迹方程；

（2）证明：∠PFA＝∠PFB．

[image: alt]


【解答】　（1）设切点A，B的坐标分别为（x0
 ，[image: alt]
 ）和（x1
 ，[image: alt]
 ）（x1
 ≠x0
 ），

则切线AP的方程为：[image: alt]


切线BP的方程为：[image: alt]


解得P点的坐标为：[image: alt]
 yP
 ＝x0
 x1
 ．所以G点的坐标为：

[image: alt]


于是[image: alt]
 由于点P在直线ι上运动，从而得到G的轨迹方程为：

x－（-3y＋4x2
 ）－2＝0，即[image: alt]


（2）因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


同理有[image: alt]
 故∠PFA＝∠PFB．

【评注】　1．设而不求在解析几何中非常常用，尤其是定点问题．

2．向量是解决角度问题的有效方法．

例　2　M（x0
 ，y0
 ）为椭圆[image: alt]
 上一定点，椭圆上两动点M1
 ，M2
 满足MM1
 ⊥MM2
 ．求证：M1
 M2
 恒过定点，并求此点坐标．

【解答】　平移坐标轴，使M为新原点，则椭圆方程变为[image: alt]


因为[image: alt]
 所以椭圆方程可化简为

[image: alt]


显然M1
 M2
 不过M，故可设M1
 M2
 的方程为mx＋ny＝1②，代入①式有：

b2
 x2
 ＋a2
 y2
 ＋（2b2
 x0
 x＋2a2
 y0
 y）（mx＋ny）＝0，

两边同除以x2
 ，得

[image: alt]


设M1
 （x1
 ，y1
 ），M2
 （x2
 ，y2
 ），则由韦达定理有[image: alt]


又由MM1
 ⊥MM2
 ，知[image: alt]
 于是b2
 ＋2b2
 x0
 m＋a2
 ＋2a2
 y0
 n＝0．

对照②式写成[image: alt]


从而M1
 M2
 恒过点[image: alt]


在原坐标系中M1
 M2
 恒过定点[image: alt]


【评注】　此类问题用移轴法都可以很方便地解决，读者可在习题中自行尝试．

例　3　设曲线[image: alt]
 （a为正常数）与C2
 ：y2
 ＝2（x＋m）在x轴上方仅有一个公共点P．（1）求实数m的取值范围（用a表示）；（2）O为原点，若C1
 与x轴的负半轴交于点A，当[image: alt]
 时，试求△OAP的面积的最大值（用a表示）．

【解答】　（1）由[image: alt]


设f（x）＝x2
 ＋2a2
 x＋2a2
 m－a2
 ，则问题（1）化为方程①在x∈（-a，a）有唯一解或等根．

分以下三种情况讨论：

1°∆＝0，得[image: alt]
 此时xP
 ＝-a2
 ，当且仅当-a＜-a2
 ＜a，即0＜a＜1时适合；

2°f（a）·f（-a）＜0，当且仅当-a＜m＜a；

3°f（-a）＝0，得m＝a．此时xP
 ＝a－2a2
 ，当且仅当-a＜a－2a2
 ＜a，即0＜a＜1时适合．f（a）＝0得m＝-a，此时xP
 ＝-a－2a2
 ，因-a－2a2
 ＜-a，矛盾，故m≠-a．

综上可知，当0＜a＜1时，[image: alt]
 或-a＜m≤a；当a≥1时，-a＜m＜a．

（2）△OAP的面积[image: alt]


当-a＜m≤a时，由[image: alt]
 知[image: alt]
 由唯一性得

[image: alt]


显然当m＝a时，xP
 最小．又xP
 ＞0，故此时yP
 取得最大值[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]
 此次[image: alt]


于是[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]


【评注】　这是2001年的联赛题，它需要学生有严密的思维．

例　4　设椭圆方程[image: alt]
 （a＞b＞0），线段PQ是过左焦点F且不与x轴垂直的弦．若在左准线上存在点R，使△PQR为正三角形，求离心率e的取值范围，并用e表示直线PQ的斜率．

【解答】　如图，设线段PQ中点为M，过点P，M，Q分别作准线的垂线，垂足分别为点P′，M′，Q′，则

[image: alt]


[image: alt]


假设存在点R，则[image: alt]
 且│MM′│＜│RM│，即[image: alt]
 所以[image: alt]


由[image: alt]
 得[image: alt]
 在图中│PF│＜│QF│的情况下，[image: alt]


当[image: alt]
 时，过点F作斜率为[image: alt]
 的焦点弦PQ，它的中垂线交左准线于R，由上述过程知，[image: alt]
 故△PQR为正三角形．

根据对称性，当│FP│＞│FQ│时，有[image: alt]


所以，椭圆的离心率e的取值范围是[image: alt]
 且直线PQ的斜率为[image: alt]


【评注】　适当利用平面几何的知识，常常可以简化运算，收到较好的效果．

例　5　已知抛物线y＝x2
 －2上有不同三点P，Q，R满足PQ，PR为圆O：x2
 ＋y2
 ＝1的两条切线．求证：直线QR也与圆O相切．

【分析】　利用点到直线的距离公式，刻画直线与圆的关系．

【解答】　设P，Q，R三点坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），（x3
 ，y3
 ），则直线PQ的斜率为[image: alt]
 故PQ的方程为y－y1
 ＝（x2
 ＋x1
 ）（x－x1
 ）．

又圆心O到PQ的距离为1，即[image: alt]
 结合[image: alt]
 化简得

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


从而x2
 ，x3
 为方程[image: alt]
 的两根．

当[image: alt]
 时，过P的切线中有一条与y轴平行，不可能得到满足题设的三点．

当[image: alt]
 时，由韦达定理，有

[image: alt]


消去x1
 ，得

（x2
 ＋x3
 ）2
 ＋1＝（2＋x2
 x3
 ）2
 ．

又QR方程为y－y2
 ＝（x3
 ＋x2
 ）（x－x2
 ），所以圆心O到QR的距离为

[image: alt]


从而QR也为圆O的切线．

例　6　已知抛物线y2
 ＝2px及定点A（a，b），B（-a，0）（ab≠0，b2
 ≠2pa）．M是抛物线上的点，设直线AM，BM与抛物线的另外一个交点为M1
 ，M2
 ．求证：当M点在抛物线上变动时，直线M1
 M2
 恒过一个定点．并求此点坐标．

【解答】　设[image: alt]
 则MM1
 ，MM2
 ，M1
 M2
 的方程分别为：

[image: alt]


[image: alt]


将A（a，b），B（-a，0）分别代入①，②得：

（y1
 －b）y0
 ＝by1
 －2pa，y2
 y0
 ＝2pa．

消去y0
 ，得：

（by1
 －2pa）y2
 ＝2pa（y1
 －b）．

对照③式整理为：

[image: alt]


这表明[image: alt]
 在直线③上，即M1
 M2
 恒过定点[image: alt]


【评注】　根据此证法，本题可推广为：已知抛物线y2
 ＝2px及两定点A（a1
 ，b1
 ），B（a2
 ，b2
 ）（A，B不在抛物线上且b1
 ≠b2
 ，b1
 b2
 ＝p（a1
 ＋a2
 ）），M是抛物线上的点，设AM，BM与抛物线的另外一个交点分别为M1
 ，M2
 ．则点M在抛物线上变动时，直线M1
 M2
 恒过一定点．并且可以证明此定点为[image: alt]


例　7　已知椭圆[image: alt]
 其长轴为A1
 A，P是椭圆上不同于A1
 、A的一个动点，直线PA，PA1
 分别与同一条准线ι交于M，M1
 两点，试证明：以线段MM1
 为直径的圆必经过椭圆外的一个定点．

【分析】　解出M，M1
 的坐标，从而得到圆的方程，再寻找它通过哪一个定点．

【解答】　由已知，可设A1
 （-a，0），A（a，0），一条准线ι的方程为[image: alt]


设椭圆上动点P的坐标为（x0
 ，y0
 ）且y0
 ≠0，则直线PA的方程为[image: alt]
 结合[image: alt]
 解得[image: alt]


又直线PA1
 的方程为[image: alt]
 结合[image: alt]
 解得[image: alt]


设线段MM1
 的中点为Q（x1
 ，y1
 ），则[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


故以线段MM1
 为直径的圆的方程为

[image: alt]


所以[image: alt]
 即x＝c或[image: alt]


可见，以线段MM1
 为直径的圆必经过椭圆外的一个定点[image: alt]


当ι为左准线[image: alt]
 时，也有相应结论．

【评注】　在此题中必须猜想定点在x轴上，否则很难找出定点．

习　　题

1．圆x2
 ＋y2
 ＝4的切线交x、y轴于A、B两点，则AB中点M的轨迹方程为______．

2．直线[image: alt]
 与椭圆[image: alt]
 相交于A，B两点，该椭圆上点P，使得△APB的面积等于3．这样的点P共有________个．

3．椭圆3x2
 ＋4y2
 ＝12，过定点P的动直线ι交椭圆于P1
 ，P2
 ，取点[image: alt]
 若AP1
 ，AP2
 的斜率乘积为1，则P点坐标为________．

4．抛物线y2
 ＝4x的焦点为F，点A，B在抛物线上，且∠AFB＝120°，弦AB的中点M在准线ι上的射影为M′，则[image: alt]
 的最大值为__________．

5．设抛物线y2
 ＝x的一条弦PQ被直线ι：y＝k（x－1）＋1（k为整数）垂直平分．则弦PQ的长等于__________．

6．已知平面上两个点集：

[image: alt]


若M∩N≠∅，则a的取值范围为________．

7．从双曲线[image: alt]
 的左焦点F引圆x2
 ＋y2
 ＝9的切线，切点为T．延长FT交双曲线右支于点P．若M为线段FP的中点，O为坐标原点，则│MO│－│MT│＝________．

8．已知椭圆[image: alt]
 上存在关于直线ι：y＝2x＋m对称的两点，则m的取值范围为__________．

9．设F1
 ，F2
 是双曲线x2
 －y2
 ＝4的两个焦点，P是双曲线上任意一点，从F1
 向∠F1
 PF2
 的平分线引垂线，垂足为M，则M点的轨迹方程为________．

10．椭圆[image: alt]
 的左焦点为F，直线[image: alt]
 与椭圆在第一象限的交点为M，过M作椭圆的切线交x轴于点N．则△MNF的面积是________．

11．设向量i，j分别为直角坐标平面内x轴，y轴正方向上的单位向量．若a＝（x＋2）i＋yj，b＝（x－2）i＋yj，且│a│－│b│＝2．

（1）求满足上述条件的点P（x，y）的轨迹方程；

（2）设A（-1，0），F（2，0），问：是否存在常数λ（λ＞0），使得∠PFA＝λ∠PAF恒成立？证明你的结论．













12．如图，梯形ABCD（AB∥CD∥y轴，│AB│＞│CD│）内接于椭圆[image: alt]
 [image: alt]
 E是对角线AC与BD的交点．设│AB│＝m，│CD│＝n，│OE│＝d，试求[image: alt]
 的最大值．

[image: alt]














13．如图所示，已知A，B，C是长轴长为4的椭圆上的三点，点A是长轴的一个端点，BC过椭圆中心O，且AC⊥BC，│BC│＝2│AC│．

（1）建立适当的坐标系，求椭圆的方程；

（2）如果椭圆上有两点P，Q，使∠PCQ的平分线垂直于AO，证明：PQ∥AB．

[image: alt]














14．求内接于抛物线y2
 ＝2px（p＞0）的正三角形的中心的轨迹．













15．设P为椭圆[image: alt]
 上的一个动点，过点P作椭圆的切线与圆O：x2
 ＋y2
 ＝12相交于M，N两点，圆O在M，N两点处的切线相交于点Q．

（1）求点Q的轨迹方程；

（2）若P是第一象限的点，求△OPQ面积的最大值．













16．自椭圆[image: alt]
 外一点P（x0
 ，y0
 ）引椭圆的两条切线PQ，PR，其中Q，R为切点，F为椭圆的右焦点．求证：│PF│2
 ＞│QF│·│RF│．













17．已知椭圆[image: alt]
 的左顶点为A，右焦点为F（c，0），且2b，a，c成等比数列．

（1）求椭圆的离心率；

（2）过点F的直线与椭圆相交于M，N两点，直线AM，AN分别与右准线ι相交于P，Q两点，求证：[image: alt]
 为定值．

[image: alt]


















第九讲　排列组合、二项式定理、概率

知识概要

一、排列公式

（1）普通排列公式：从n个不同元素中，选出k（1≤k≤n）个不同元素排成一列的排列方法数为[image: alt]


（2）圆排列公式：将n个不同元素排成一圈，排列方法数为[image: alt]


（3）不尽相异元素的全排列公式：n个元素中，只有m个不同元素，其中每个元素分别出现n1
 ，n2
 ，…，nm
 次，则这n个元素的全排列方法数为[image: alt]


二、组合公式

从n个元素中取出k个不同元素形成的子集的个数为[image: alt]


三、容斥原理

设Ai
 （1≤i≤n）是有限集，则

[image: alt]


四、二项式定理

（1）二项式定理：[image: alt]


（2）[image: alt]
 是展开式的第r＋1项．[image: alt]
 叫做二项式系数．

五、组合恒等式

（1）[image: alt]


（2）[image: alt]


（3）[image: alt]


（4）[image: alt]


（5）[image: alt]


（6）[image: alt]


例题精讲

例　1　（2006年高考浙江理科卷）函数f：｛1，2，3｝→｛1，2，3｝满足f（f（x））＝f（x），则这样的函数个数共有几个？

【分析】　记｛1，2，3｝＝A．在集合A中的元素个数比较少时，可以采用枚举法计数．另外，我们也可以先考察一般化情形，得到一般化的结论，然后再解决具体的问题．

【解法一】　分三种情况讨论：

（1）元素1，2，3都对应到同一个元素，有3个函数：

①1→1；2→1；3→1　②1→2；2→2；3→2　③1→3；2→3；3→3

显然都满足f（f（x））＝f（x）；

（2）元素1，2，3对应到两个元素，比如1→1；2→2；3→2，这样的函数共有[image: alt]
 [image: alt]
 个，经检验，满足f（f（x））＝f（x）的有6个函数：

④1→1；2→2；3→2　⑤1→1；2→3；3→3　⑥1→1；2→2；3→1

⑦1→3；2→2；3→3　⑧1→1；2→1；3→3　⑨1→2；2→2；3→3

（3）元素1，2，3对应到三个元素，比如1→1；2→2；3→3，这样的函数共有[image: alt]
 个，

经检验，满足f（f（x））＝f（x）的只有1个函数：⑩1→1；2→2；3→3

综上，共得到10种不同函数．

【解法二】　将此问题一般化：集合A＝｛1，2，3，…，m｝，函数f：A→A满足f（f（x））＝f（x），则这样的函数个数共有几个？

首先，若f（i）＝j（i≠j），由f2
 （x）＝f（x）得f（j）＝j．

其次，设满足条件的映射中仅有k个自身映射（k≤m），不妨设1→1，2→2，…，k→k，如果有s，t（s，t＞k）满足f（s）＝t，由条件得f（t）＝t，这和所设的仅有k个自身映射矛盾，所以对任意s＞k，必有s→i（1≤i≤k），换言之，当k＜i≤m时，f（i）可以取｛1，2，…，k｝中的任何一个元素．因此计算仅有k个自身映射的函数个数，可以先从m个数中选出k个，再把剩下的（m－k）个数映射到｛1，2，…，k｝这k个元素中的任意一个（其中m≤k），由乘法原理函数共有[image: alt]
 所以这样的函数个数为[image: alt]
 个．上述例1就是m＝3时的特殊情形，函数个数有[image: alt]
 个．

【评注】　1．枚举法在高考的计数中使用非常频繁．

2．通过解法2，我们实际上得到了这样一个结论：集合A＝｛1，2，3，…，m｝，函数f：A→A满足f（f（x））＝f（x），则这样的函数个数共有[image: alt]
 个．

3．如果一个问题直接很难解决，我们可以先考察一般化情形，得到一般化的结论，然后再解决具体的问题．这种方法在计数中经常使用．

4．解法2本质上是对集合元素个数进行了推广，事实上我们还可以对元素个数及函数f（x）的迭代次数进行双重推广．结论如下：集合A＝｛1，2，3，…，m｝，函数f：A→A满足[image: alt]
 则这样的函数个数共有：

[image: alt]


其中[image: alt]
 表示对满足[image: alt]
 的所有解组mi
 （i＝1，2…）都代入之后的值的求和，p1
 ，p2
 ，……，pt
 是n－1的所有正因数，规定m0
 ＝p0
 ＝0．（证明留给读者自己完成）

例　2　（2008年湖南省高中数学竞赛）多项式（1＋x＋…＋x100
 ）3
 展开式合并同类项后，x150
 的系数是多少？

【解答】　由多项式乘法法则可知，问题可以转化为求方程

s＋t＋r＝150

的不超过100的自然数解的组数．方程的自然数解的组数为[image: alt]


下面求方程超过100的自然数解的组数．不妨设s＞100，转化为（s－101）＋t＋r＝49，令s′＝s－101∈N，则方程s′＋t＋r＝49的自然数解的数目为[image: alt]
 因此x150
 的系数为[image: alt]


例　3　集合｛1，2，…，n｝的不含连续整数的子集共有多少个？

【分析】　适合采用递推来解决．

【解答】　记g（n）为｛1，2，…，n｝无相邻整数的子集的个数，则g（1）＝2，g（2）＝3．

考察g（n）（n≥3），一类不包含n，则有g（n－1）个；一类包含n，则不包含n－1，有g（n－2）个，故有g（n）＝g（n－1）＋g（n－2），由递推式，

[image: alt]


是斐波那契数列．

【评注】　记f（n，k）为｛1，2，…，n｝无连续整数的k元子集的个数，则由间距组合公式，

[image: alt]


可以得到一个组合恒等式

[image: alt]


其中Fn
 为斐波那契数列，F0
 ＝F1
 ＝1，定义

[image: alt]


例　4　（2008年全国高中数学联赛）将2个a和2个b共4个字母填在4×4的小方格内，每个小方格内至多填1个字母，若使相同字母既不同行也不同列，则不同的填法共有多少种？

【分析】　题中条件为“相同字母既不同行也不同列”，宜对a、b逐一分析，采用排除法计数．

【解法一】　使2个a既不同行也不同列的填法有[image: alt]
 种，同样，使2个b既不同行也不同列的填法也有[image: alt]
 种，故由乘法原理，这样的填法共有722
 种．

其中不符合要求的有两种情况：2个a所在的方格都填有b的情况有72种；2个a所在的方格内仅有1个方格内填有b的情况有[image: alt]
 种．所以，符合题设条件的填法共有722
 －72－16×72＝3960种．

【解法二】　使2个a既不同行也不同列的填法有[image: alt]
 种，对b分析时不妨设两个a的位置如图．（其他情况可通过行列的互换化归到这种情形，且对字母是否在同一行或同一列没有影响，这一点请读者自行证明）

[image: alt]


（1）

[image: alt]


（2）

[image: alt]


（3）

将两个b记为b1
 ，b2
 ．b1
 在（1）中“*”的位置时，b2
 有9个位置可供选择，b1
 在（2）中“*”的位置时，b2
 有8个位置可供选择，b1
 在（3）中“*”的位置时，b2
 有7个位置可供选择，所以有序对（b1
 ，b2
 ）有2×9＋8×8＋4×7＝110种取法，由于b1
 ，b2
 地位相等，两个b的填法有110÷2＝55种．因此，符合题设条件的填法共有72×55＝3960种．

【评注】　可将此题推广：将2个a和2个b填入n2
 （n≥2）个小方格内，每个小方格内至多填1个字母，若使相同字母既不同行也不同列，则不同的填法共有多少种？

按照第一种方法，填法数为

[image: alt]


按照第二种方法，填法数为

[image: alt]


例　5　（2006年泰国数学奥林匹克）计算[image: alt]


【分析】　对组合数求和，如果不能套用现成的公式，构造组合模型解答是常用的技巧．本题中可以将几个参数换成较小的数，猜出[image: alt]
 的答案．

【解答】　我们来证明[image: alt]


令S＝｛0，1，2，…，a＋b｝，

一方面，从S中取出2a＋1个不同的数共有[image: alt]
 种取法．

另一方面，设k为被选出的2a＋1个数的中位数，则k的取值范围为｛a，a＋1，…，b｝．对于每一个k，可从集合S\｛k｝中比k小和比k大的数中各选a个，这样的选取方法有[image: alt]
 种．

因此[image: alt]
 特别地，[image: alt]


【评注】　更一般地，有[image: alt]
 其中，定义[image: alt]


如果不能想到巧妙的组合构造可以用母函数方法来解决．这里不作详细说明，提示：利用公式[image: alt]


例　6　100名乘客排队登机，第一名乘客忘了带登机牌，任选了一个座位．此后，每名乘客如果看到自己的位子空着，就坐在自己的位子上，否则就任选一个空的座位．问最后一名看到自己位子被占的概率是多少？

【分析】　考察乘客中比较特别的一类（没有坐在自己位子上的），可以发现其中的规律，进行概率计算．由此算出的答案非常特别，与乘客个数无关，这就启示我们存在另一种解法，由答案的特殊性想到采用一一对应．

【解法一】　将乘客与座位编号为1，2，…，100，对每一种选择位子的方法，考察序列

（a1
 ，a2
 ，…，am
 ）（a1
 ＜a2
 ＜…＜am
 ）

其中a1
 ，a2
 ，…，am
 为没有坐在自己位子上的人的编号．设第ai
 名乘客实际乘坐的座位为bi
 ，则出现了一个与（a1
 ，a2
 ，…，am
 ）对应的序列（b1
 ，b2
 ，…，bm
 ）．下用数学归纳法证明

ak＋1
 ＝bk
 （k＝1，2，…，m－1）

对a2
 ，若第一名乘客坐在自己的位子上，则这样的序列不存在．

若第一名乘客坐在第b1
 个位子上，b1
 ≠1，则第2，3，…，b1
 －1名乘客都坐在自己的位子上，第b1
 名乘客位子被占，所以a2
 ＝b1
 ．

对ak＋1
 （k≥2）进行讨论．

当a1
 ，a2
 ，…，ak
 及b1
 ，b2
 ，…，bk－1
 已经确定时，有ak
 ＝bk－1
 ．由乘坐规则，第2，3，…，bk－1
 个位子上都有人，bk
 可等概率地选择1，bk－1
 ＋1，bk－1
 ＋2，bk－1
 ＋3，…，100．

若bk
 ＝1，则序列就此中止，即m＝k，最后一名乘客发现自己的位子空着．

若bk
 ≠1，则bk
 ＞bk－1
 ，第bk－1
 ＋1，bk－1
 ＋2，…，bk
 －1名乘客坐在自己的位子上，第bk
 名乘客位子被占，故ak＋1
 ＝bk
 ．

于是对k＝1，2，…，m－1有ak＋1
 ＝bk
 ．

显然，第一名乘客没有坐在自己位子上．此时，一方面，由上述讨论得出，序列（a1
 ，a2
 ，…，am
 ）（1＝a1
 ＜a2
 ＜…＜am
 ＝100）可以唯一确定一种乘坐方法，使得最后一名乘客看到自己的位子被占（即第ai
 名乘客坐在第ai＋1
 个位子上（i＝1，2，…，99），最后一名乘客坐在第一个位子上）．另一方面，每一种最后一名乘客看到位子被占的乘坐方法，都能够对应到序列（a1
 ，a2
 ，…，am
 ）（1＝a1
 ＜a2
 ＜…＜am
 ＝100），因此，满足（1＝a1
 ＜a2
 ＜…＜am
 ＝100）的序列（a1
 ，a2
 ，…，am
 ）与最后一名乘客位子被占的坐法间形成一一映射．

在第ai
 名乘客看到位子被占时，他有101－ai
 种选择，选择bi
 的概率为[image: alt]
 所以序列（a1
 ，a2
 ，…，am
 ）对应的坐法发生的概率是[image: alt]
 对所有这样的概率求和，

[image: alt]


其中，S＝｛2，3，…，99｝．当A＝∅时，m＝2，概率为[image: alt]
 所以定义[image: alt]


【解法二】　设乘客有n个（n≥2），第i个位子上坐着第ci
 名乘客，每一种坐法对应一个序列x＝（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ），设出现序列x对应的坐法的概率为P（x）．

引理：若第t（t≥2）名乘客未坐在自己的位子上，则在其坐下之前，第2，3，…，t个位子上已经有人．

引理的证明：反证法，假设第t名乘客看到第j个位子上没有人（j＝2，3，…，t－1），则在此之前，第j个人会坐在第j个位子上，矛盾．引理得证．

对序列x＝（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ），定义f（x）＝c1
 ．对第c1
 名乘客应用引理，有

｛1，2，…，c1
 ｝＝｛c1
 ，c2
 ，…，cc1

 ｝．

即第1，2，…，c1
 个人占据了第1，2，…，c1
 个位子（可能有些人并不是坐在自己的位子上）．此后每名乘客都坐在自己的位子上．设X＝｛x│f（x）＜n｝，Y＝｛y│f（y）＝n｝，则对X中的序列，cn
 ＝n；对Y中的序列，cn
 ≠n．以下建立X和Y中元素的一一对应的关系，g：X→Y，且对应的元素x和y满足P（x）＝P（y）．

对X中的元素x＝（c1
 ，c2
 ，…，cn
 ），令g（x）＝（cn
 ，c2
 ，c3
 …，cn－2
 ，cn-1
 ，c1
 ），并记g（x）＝y．由上述讨论知，｛1，2，…，c1
 ｝＝｛c1
 ，c2
 ，…，cc1

 ｝．对于第c1
 名乘客，他有n－c1
 ＋1种选择，在序列x中，第c1
 名乘客选择了第一个座位，在对应的序列y中，第c1
 名乘客选择了最后一个座位．因此，y∈Y（即y对应的情况可能发生且f（y）＝n）．由于c1
 做出这两种选择的概率相等，因此P（x）＝P（y）．

现只需证明这个映射是一个一一映射．对Y中的元素y＝（d1
 ，d2
 ，…，dn
 ），有dn
 ≠n．对第dn
 名乘客应用引理，可以得到｛2，3，…，dn
 －2，dn
 －1，dn
 ，n｝＝｛d1
 ，d2
 ，…，ddn

 ｝．于是dj
 ＝j（j＝dn
 ＋1，dn
 ＋2，…，n－1），d1
 ＝n．记g-1
 （y）＝｛dn
 ，d2
 ，d3
 ，…，dn－2
 ，dn－1
 ，d1
 ｝，并记g-1
 （y）＝x．对于第dn
 名乘客，他有n－dn
 ＋1种选择，在序列y中，第dn
 名乘客选择了最后一个座位，在x中第dn
 名乘客选择了第一个座位．因此x∈X，P（x）＝P（y）．

至此，证明了g是一一映射，且对应的x和y满足P（x）＝P（y）．这表明最后一名乘客看到自己位子空着和被占的概率相等，于是[image: alt]


【评注】　第一种想法比较自然，但用到了母函数，对技巧要求较高．答案的特殊性启发我们有更巧妙的方法，这也是我们用一种方法得出结论之后值得思考的问题．

例　7　有10000枚硬币，让它们按下列规则放入A、B两个缸子中：先在A、B中各放一枚硬币，此后依次扔硬币．当A中有a个硬币，B中有b个硬币时，由于磁力作用，硬币进入A的概率为[image: alt]
 进入B的概率为[image: alt]
 已知最后A、B中硬币数不相等．问：硬币数较少的一个缸子中的硬币数的期望是多少？

【分析】　本题可以用递推来解决，但是复杂度可想而知．在这里，我们构造一个模型与之对应．

【解答】　考虑10000张扑克牌洗牌的过程．假设洗牌是这样进行的：在k张牌顺序确定后，将第k＋1张牌随机插入k＋1个空档之中．则每一种排列出现的概率是相等的（请读者自行证明）．在第1、2张牌之间画一条分割线，规定此后的牌不能进入这两张牌中间，记上半部分为A，下半部分为B，当A中有a张牌，B中有b张牌时，则进入A的概率为[image: alt]
 进入B的概率为[image: alt]
 最终的情形对应于10000张牌的所有排列中第1、2张相邻的情形．较少的一部分的牌数可能为1，2，…，4999．由于洗牌的任意性，这些情况出现的概率相等，因此较少牌数的部分中牌数的期望值为2500．对应到原题，硬币数较少的一个缸子中的硬币数的期望是2500．

例　8　对一个2007×2007的棋盘的每个方格赋值“1”或“-1”，要求这棋盘上的任意一个正方形中各个小方格的数值之和的绝对值不超过1．求满足要求的赋值方案数．（2007年土耳其国家队选拔考试）

【分析】　由于正方形的边长任意，当边长为偶数时可以分析得出其中的各数之和为0，取边长为2的正方形进行分析，可以对数字的分布得出大致的规律．

【解答】　已知，若用1和-1相间地对棋盘赋值（如同国际象棋棋盘一样），则这两种赋值方法满足题意．

假设存在一种不同于上述两种方案的赋值方法，则必存在两个相邻的方格所赋的值相同，不妨假设这两个方格在同一行中，且设两个小方格的值为1．

考虑包含这两个小方格的2×2正方形．

为满足题目要求，这两个小方格的上方的两个方格及下方的两个方格的值均为-1，因此，在这两个小方格所在的两列中，1和-1是交替赋值的（如图，x代表1，y代表-1）．在其他的列中，1和-1也必须是交替赋值的（否则类比于上述过程可知每列都有相邻两个小方格赋值相同，矛盾）．

下面考虑如何对第一行赋值才能满足题目条件．

[image: alt]


由于每列是交替赋值的，若k为偶数，则k×k的正方形内各个小方格的数值之和为0，满足题意；若k为奇数，则k×k的正方形内各个小方格的数值之和的绝对值等于第一行的k个小方格的数值之和的绝对值．

因此，只需保证第一行中任意奇数个连续方格的数值之和的绝对值为1．

对于任意一个由1和-1组成的2007项数列，若前后两项数值相同，就在这两项中间标记“＝”号，若不等则标记“≠”号，则共有2006个“＝”号或“≠”号．

在这种标记意义下，条件等价于所有的“＝”号下标的奇偶性相同．

事实上，若有两个“＝”号中间夹着偶数个“≠”号，则其所对应的原2007项数列的子列的各数字之和的绝对值为3．

若所有的“＝”号下标的奇偶性相同，取其中的一个子列，可以看作在“＝”号和“≠”号交替出现的排列中，在某些“＝”号之间插入偶数个“≠”号．当“＝”号和“≠”号交替出现时，其对应的原数列（奇数项）各数字之和的绝对值为1．再插入2个相邻“≠”号相当于在原数列中插入相邻的“1”和“-1”，不改变数字之和．

因此，当且仅当所有的“＝”号对应的下标的奇偶性相同时，满足题意．

由于赋值方法与相间赋值不同，所以至少有一个“＝”号，“＝”号有在奇数位和偶数位上两种可能，满足要求的序列有2（21003
 －1）种．

又由于每个这样的序列对应的2007项数列可有两种不同的情况（以数字1开头和以数字-1开头），因此，满足要求的第一行数字排列情况有4（21003
 －1）种．

又知，考虑第一列的情况同理，再加上开始所述的两种相间赋值的情况，得出总的赋值方案种数为2×4（21003
 －1）＋2＝21006
 －6．

【评注】　考察第一行的情况时，可以转化并推广为如下问题：在足够多的白球与黑球中选出n个排成一列，要求任意连续的几个球中，白球与黑球个数之差的绝对值不超过m，求不同的排列数．记这样的排列数为f（n，m），原题是n＝2007，m＝2时的特例．显然，f（n，1）＝2（相间排列），由本题中的结论，

f（2k，2）＝2·［（2k
 －1）＋（2k－1
 －1）＋1］＝2k＋1
 ＋2k
 －2，

f（2k＋1，2）＝2·［（2k
 －1）＋（2k
 －1）＋1］＝2k＋2
 －2．

m≥3时，仍然可以用插入“＝”号或“≠”号的方法进行处理．设“＝”和“≠”号共有n个，这样序列有g（n，m）个，显然有f（n＋1，m）＝2g（n，m）．只需计算g（n，m）．

例如，m＝3时，不存在三个“＝”号，使得第1、2个和第2、3个“＝”号之间都夹着偶数个“≠”号．可以得到
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习　　题

1．在xOy平面上，顶点坐标（x，y）满足1≤x≤4，1≤y≤4，x，y∈Z的三角形有________个．

2．在xOy平面上，取一个三角形，顶点坐标（x，y）满足1≤x≤4，1≤y≤4，x，y∈Z，其面积为整数的概率为__________．

3．（2008年湖南省高中数学竞赛）将一个4×4棋盘中的8个小方格染成黑色，使得每行、每列都恰有两个黑色方格，有________种不同的染法．

4．（2008年全国高中数学联赛四川省预赛）用红、黄、蓝三种颜色去涂图中标号为1，2，3，…，9的9个小正方形（如图），使得任意两个相邻（有公共边的）小正方形所涂颜色都不相同，且“3、5、7”号数字涂相同的颜色，则符合条件的所有涂色方法有________种．

[image: alt]


5．若非空集合A，B，C满足A∪B∪C＝S，则记［A，B，C］为S的一个拆分．A、B、C排列顺序不同视作相同的拆分．已知S＝｛1，2，3｝，S的不同的拆分共有________组．

6．（1996年全国高中数学联赛）用6种不同的颜色给正方体的面染色，每个面染一种颜色，任意两个相邻的面不同色（颜色不必全部用完）．共有________种染色方法．（这里经旋转后重合的染色方式认为是同一种）

7．[image: alt]
 个不同的数随机排成一个三角阵，设Mk
 是第k行的最大数，则M1
 ＜M2
 ＜…＜Mn
 的概率为________．
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8．（2008年全国高中数学联赛陕西省预赛）有20张卡片上分别写有数字1，2，3，…，20，将它们放入一个盒子内，有4个人从中不放回地各抽取一张卡片，抽到两个较小数字的两人在同一组，抽到两个较大数字的两人在同一组．现其中有两人抽到5和14，则此两人在同一组的概率为__________．

9．连续抛n次硬币，记没有出现连续两次正面的概率为Pn
 ，则[image: alt]


10．手握2n根线，将上端任意地两两连结，下端也任意地两两连结．如果这2n根线恰好被连成一个圈，则称为“吉祥”．“吉祥”出现的概率是________．

11．定义[image: alt]
 实数λ，使得极限[image: alt]
 存在且不为零，则λ＝________，[image: alt]


12．令n为正整数，求证：[image: alt]














13．设n为正整数，求证：[image: alt]














14．构造组合模型证明：[image: alt]














15．（2008年湖南省高中数学竞赛）甲、乙两人进行乒乓球单打比赛，采取五局三胜制（即先胜三局者为冠军）．对于每局比赛，甲获胜的概率为[image: alt]
 乙获胜的概率为[image: alt]
 如果将“乙获得冠军”的事件称为“爆出冷门”．试求此项赛事爆出冷门的概率．













16．（2005年全国高中数学联赛）将编号为1，2，3，4，5，6，7，8，9的九个小球随机放置在圆周的九个等分点上，每个等分点上各有一个小球．设圆周上所有相邻两球号码之差的绝对值之和为S．求使S达到最小值的放法的概率（注：如果某种放法，经过旋转或镜面反射后可与另一种放法重合，则被认为是相同的放法）













17．（2007年第17届日本数学奥林匹克）15张卡片上分别写着1，2，…，15．现从中至少选出一张卡片，问：有多少种选择方式，使得所选的所有卡片上的数字均大于或等于被选的卡片的张数？













18．（2007年第17届日本数学奥林匹克）有多少种方法将100表示成3的非负幂次的和的形式？（加数的不同排列试作同一种表示方法）













19．（2009年中国数学奥林匹克）设m，n是给定的整数，满足4＜m＜n，A1
 A2
 …A2n＋1
 是一个正2n＋1边形，设P＝｛A1
 ，A2
 ，…，A2n＋1
 ｝．求顶点属于P且恰有两个内角为锐角的凸m边形的个数．














二　二试专题

第一讲　平面几何

知识概要

一、重要定理

1．梅涅劳斯定理及其逆定理

若直线DEF分别截△ABC三边BC，CA，AB所在直线于点D，E，F，则

[image: alt]


若D，E，F分别是△ABC的三边所在直线BC，CA，AB上的点，且满足

[image: alt]


则D，E，F三点共线．

2．塞瓦定理及其逆定理

设P为△ABC三边所在直线外一点，AP，BP，CP分别交对边所在直线于D，E，F，则

[image: alt]


在△ABC三边所在直线BC，CA，AB上分别各取一点D，E，F，若有

[image: alt]


则AD，BE，CF三线共点，或者它们互相平行．

在塞瓦定理中应用正弦定理即有角元塞瓦定理：

[image: alt]


定理的引申：

在圆内接六边形ABCDEF中，AD，BE，CF三线共点，当且仅当

[image: alt]


3．托勒密定理（不等式）

设四边形ABCD内接于圆，则AB·CD＋AD·BC＝AC·BD，其逆命题亦成立；

在凸四边形ABCD中，有AB·CD＋AD·BC≥AC·BD，当且仅当四边形ABCD为圆内接四边形时取等号，此称为托勒密不等式．

4．西姆松定理及其逆定理

从△ABC外接圆上任一点P向BC，CA，AB所在直线引垂线，垂足分别为D，E，F，则D，E，F三点共线．其中DEF被称为△ABC的西姆松线；从任一点P向△ABC三边所在直线引垂线，若三个垂足D，E，F三点共线，则点P在△ABC的外接圆上．

定理的引申：

过△ABC外接圆上一点P引与三边BC，CA，AB分别成同向的等角直线PD，PE，PF，它们与三边交点分别为D，E，F，则D，E，F三点共线．

二、三角形中的特殊点和线

外心O：外接圆圆心，三边中垂线交点．

内心I：内切圆圆心，三条内角平分线交点．

重心G：三条中线交点，到三角形三顶点距离平方和最小的点，三角形内到三边距离之积最大的点．

垂心H：三条高线的交点．

旁心Ia
 ，Ib
 ，Ic
 ：旁切圆圆心，一条内角平分线与其他两角外角平分线的交点．

费马点：到三角形三顶点距离之和最小的点，当∠BAC≥120°时，点A为费马点；当三角形中任一内角都小于120°时，则与三角形三条边张角均为120°的点为费马点．

欧拉线：三角形的外心O，重心G和垂心H三点共线，且[image: alt]
 称O，G，H的连线为欧拉线．

例题精讲

例　1　（2007年英国数学奥林匹克）△ABC的三边长均为整数，且AC＝2007，∠BAC的角平分线交BC于点D，若AB＝CD，求AB和BC．

【解答】　设AB＝CD＝c，BD＝k．由角平分线定理得[image: alt]


故c2
 ＝2007k＝32
 ·223k，由于c2
 为完全平方数，故k＝223λ2
 ，其中λ为正整数．

若λ＝1，则k＝223，c＝669，AB＋BC＝2c＋k＝1561＜2007＝AC，矛盾！

若λ＞2，则BC＝k＋c≥223·32
 ＋c＝AB＋AC，亦矛盾！

因此λ＝2．

此时，k＝892，c＝1338，AB＝1338，BC＝2230．经检验这样的三角形存在．

【评注】　此例是典型的平面几何与数论的结合，角平分线定理结合整除分析容易得到解答．

例　2　（2007年俄罗斯数学奥林匹克）在菱形ABCD的边BC上选取一点M，过M分别作对角线BD与AC的垂线，两条垂线分别与直线AD相交于点P，Q，现知，PB，QC与AM相交于同一点．试问，比值[image: alt]
 等于多少？

【解答】　如图将直线PB，QC，AM的交点记为R．∵PM∥AC，QM∥BD，∴四边形PMCA及四边形QMBD都是平行四边形．故MC＝PA，BM＝DQ，因此

PQ＝PA＋AD＋DQ＝MC＋AD＋BM＝2BC．

由于BC∥PQ，[image: alt]
 所以BC是△PRQ的中位线．这意味着BM是△ARP的中位线．所以MC＝PA＝2BM．即[image: alt]


[image: alt]


【评注】　此例表明运用直线平行得到的相似来转化线段比例具有广泛的应用，并且在解一些线段比例问题时十分奏效．

例　3　（2005年斯洛文尼亚数学奥林匹克）在等腰△ABC中，AB＝AC，D是边AC的中点，E是点D在边BC上的投影，F是DE的中点．证明：BF垂直于AE的充要条件是△ABC是正三角形．

【解答】　充分性．如图，取BC的中点G，联结AG，因为AB＝AC，所以AG⊥BC．

[image: alt]


[image: alt]


又∵∠AGE＝∠BEF＝90°，

∵△AGE∽△BEF．

故∠GAE＝∠EBF，从而A，H，G，B四点共圆．

因此，∠AHB＝∠AGB＝90°．

必要性．由BF⊥AE及AG⊥BC可知A，B，G，H四点共圆，故∠FBE＝∠GAE．

又∵AG⊥GE，BE⊥EF，

[image: alt]


因此∠ABC＝60°，所以△ABC为正三角形．

【评注】　1．熟悉三角形中一些常见的数量关系，熟练掌握边长之间的比例转化，利用相似解题很有效．

2．四点共圆在各类竞赛中是一个非常鲜明的热点，牢牢掌握各种四点共圆的判定方法，将极大地有利于求证各类竞赛问题，通常判定四点共圆有以下几种方法：证明一条弦在一侧所张的圆周角相等；证明四边形一个角的外角等于内对角或四边形对角互补；利用圆幂定理，包括相交弦定理和切割线定理；利用西姆松定理的逆定理；利用托勒密定理的逆定理等等．

例　4　在锐角△ABC中，AD是∠A的平分线，BE是边AC上的高，证明：∠CED＞45°．（第32届俄罗斯数学奥林匹克）

【解答】　如图，设由点D向直线AB，AC，BE所作垂线的垂足分别为K，L，M（由于△ABC为锐角三角形，所以点K，L，M分别位于边AB，AC，BE上，而不在其延长线上）．

设DK，BE交于点P．注意到四边形DLEM是矩形，而点D位于角平分线AD上，故它到边AB与到边AC的距离相等．

[image: alt]


由此可知EM＝DL＝DK＞DP＞DM，

在△EDM中，

∵∠EDM＞∠DEM＝90°－∠EDM，

∴∠EDM＞45°，再由∠EDM＝∠CED命题即得证．

例　5　（2008年第5届中国东南地区数学奥林匹克）在△ABC中，BC＞AB，BD平分∠ABC交AC于D，如图，CP垂直于BD，垂足为P，AQ垂直于BP，垂足为Q，M是AC的中点，E是BC的中点．若△PQM的外接圆O与AC的另一个交点为H．

求证：O，H，E，M四点共圆．

【解答】　如图联结PH，作AQ延长线交BC于N，则Q为AN的中点．

[image: alt]


∵M为AC中点，

∴QM∥BC．

[image: alt]


同理，延长CP交BA延长线于N＇可得PM∥BN＇，

[image: alt]


∴QM＝PM．

又∵Q，H，P，M四点共圆，∴∠PHC＝∠PHM＝∠PQM，得∠PHC＝∠PBC，

∴P，H，B，C四点共圆，得∠BHC＝∠BPC＝90°，

[image: alt]


结合OH＝OP，知OE为HP的中垂线，

由[image: alt]
 及E为BC的中点可得P，M，E共线，

故∠EHO＝∠EPO＝∠OPM＝∠OMP，所以O，H，E，M四点共圆．

例　6　（第十七届亚太地区数学奥林匹克）在△ABC中，点M，N分别在边AB，AC上，且MB＝BC＝CN．设R，r分别是△ABC的外接圆，内切圆半径．试用R，r表示[image: alt]


【解答】　设a＝BC，b＝AC，c＝AB，[image: alt]


对△AMN应用余弦定理得：

MN2
 ＝（c－a）2
 ＋（b－a）2
 －2（c－a）（b－a）cos∠BAC．

对△ABC应用余弦定理得：[image: alt]


用a，b，c表示[image: alt]
 得：

[image: alt]


记△ABC的面积为S，注意到：

[image: alt]


通过③×④和⑤×⑤分别算得S2
 ，可得

[image: alt]


由式①②即得：[image: alt]


【评注】　此例很好地考察了代数式的恒等变形以及三角形面积的多种表示方法．

我们应当熟练掌握：

[image: alt]


例　7　（2007年第4届中国东南地区数学奥林匹克）如图所示，设C，D是以O为圆心，AB为直径的半圆上的任意两点，过点B作圆O的切线交直线CD于P，直线PO与直线CA，AD分别交于点E，F．证明：OE＝OF．

【解答】　如图，过O作OM⊥CD于M，联结BC，BM，BD，BE，因为OM⊥CD，PB⊥AB，所以O，B，P，M四点共圆，于是

∠BMP＝∠BOP＝∠AOE，∠EAO＝∠BDM，

可得△EAO∽△BDM，故[image: alt]
 且∠BDM＝∠EAO．

[image: alt]


又由DM＝CM，AO＝BO可得△BAE∽△CDB，

从而∠EBA＝∠BCD＝∠BAD，

所以AD∥BE，[image: alt]
 即OE＝OF．

例　8　如图，△ABC的内切圆I分别切BC，AC于点M，N且E，F分别为边AB，AC的中点，D是直线EF与BI的交点．

证明：M，N，D三点共线．

【解答】　联结AD，∵∠EBD＝∠CBD＝∠EDB，

∴BE＝DE，又由AE＝DE可得∠ADB＝90°．

联结AI，DM，记DM，AC交于点G．

∵∠ABI＝∠DBM，[image: alt]
 故△ABI∽△DBM，

∴[image: alt]


[image: alt]


联结IG，IC，IM，则

[image: alt]


∴I，M，C，G四点共圆．

从而IG⊥AC，因此G与N重合，即M，N，D三点共线．

例　9　（2007年中国国家队培训）过圆外一点P向圆O作切线PA，PB及割线PCD，过C作PA的平行线，分别交AB，AD于E，F，求证：CE＝EF．

【解答】　设PD交AB于Q点．联结AC，BC，BD．

易证：△PAC∽△PDA，△PBC∽△PDB．

[image: alt]


[image: alt]


再由①进而可知

[image: alt]


最后，对△CDF和截线AEQ应用梅涅劳斯定理：

[image: alt]


并将②③代入可得[image: alt]


例　10　在△ABC中，AD是BC边上的高线，以AD为直径作圆O，分别交AB、AC于E、F．圆O过E、F的切线相交于点P，设AP交BC于G，求证：G是RC的中点．

[image: alt]


【解答】　设PE、PF分别交BC于M、N，延长PE、PF交圆O过A点的切线于Q、R．联结DE、DF．

∵圆O是△PQR的内切圆，A是一个切点，△PQR与△PMN关于点P位似，且A和G是对应点，

∴G是△PMN的内切圆的切点．

又∵圆O是△PMN的旁切圆，D是一个切点．

∴DM＝GN，MG＝DN．

∵AD为圆O的直径，

∴DE⊥BE．

又∵EM＝DM，

∴EM＝DM＝BM．

同理，DN＝CN，

故BG＝BM＋MG＝DM＋DN＝GN＋CN＝GC，命题得证．

【评注】　本题与一道2003年中国国家培训队题目等价，标准解答中进行的是三角计算．此处事实上用到了位似的思想，且运用了如下性质：三角形一边上的内切圆切点与旁切圆切点关于中点对称．

例　11　（2003年IMO斯洛文尼亚国家队选拔赛试题）两个圆，圆O1
 ，O2
 相交于P，Q两点，且这两个圆离点P较近的公切线分别与圆O1
 相切于点A，与圆O2
 相切于点B．一条与圆O1
 相切于点P的直线与圆O2
 再次相交于点C，同时，直线AP，BC相交于点R．证明：△PQR的外接圆与直线BP，BR相切．

[image: alt]


【解答】　∵∠PAQ＝∠QPC，∠QPC＝∠QBC，

∴Q，A，B，R四点共圆．

又∠CPR＝∠XPA＝∠RAB＝∠RQB，

∴∠QPR＝∠QPC＋∠CPR＝∠QBC＋∠RQB＝∠QRC，

这就表明△PQR的外接圆切BC于R，∠BRP＝∠RQP．而

∠BPR＝∠PAB＋∠PBA＝∠PQA＋∠BQP＝∠AQB＝∠ARB＝∠BRP，

故∠BPR＝∠BRP＝∠PQR，△PQR的外接圆与直线BP，BR相切．

【评注】　欲证某三角形的外接圆与一直线相切，题中的方法相当常用，即证明“弦切角”与同弧所对的圆周角相等．

例　12　（2007年全国高中数学联赛加试）如图，在锐角△ABC中，AB＜AC，AD是边BC上的高，P是线段AD内一点，过P作PE⊥AC，垂足为E，PF⊥AB，垂足为F．O1
 ，O2
 分别是△BDF，△CDE的外心．求证：O1
 ，O2
 ，E，F四点共圆的充要条件为P是△ABC的垂心．

[image: alt]


【解答】　联结BP，CP，O1
 O2
 ，EO2
 ，EF，FO1
 ，因为PD⊥BC，PF⊥AB，故B，D，P，F四点共圆，且BP为该圆的直径，又因为O1
 是△BDF的外心，故O1
 在BP上且是BP的中点．

同理可证，C，D，P，E四点共圆，且O2
 是CP的中点，

综上可知，O1
 O2
 ∥BC，所以∠PO2
 O1
 ＝∠PCB，

∵AF·AB＝AP·AD＝AE·AC，∴B，C，E，F四点共圆．

证充分性：设P是△ABC的垂心，由于PE⊥AC，PF⊥AB，所以B，O1
 ，P，E四点共线，C，O2
 ，P，F四点共线，∠FO2
 O1
 ＝∠FCB＝∠FEB＝∠FEO1
 ，故O1
 ，O2
 ，E，F四点共圆．

证必要性：设O1
 ，O2
 ，E，F四点共圆，则∠O1
 O2
 E＋∠EFO1
 ＝180°，

注意到∠PO2
 O1
 ＝∠PCB＝∠ACB－∠ACP，又∵O2
 是直角△CEP的斜边上的中点，即△CEP的外心，∴∠PO2
 E＝2∠ACP．

因为O1
 是直角△BFP的斜边中点，即△BFP的外心，

从而∠PFO1
 ＝90°－∠BFO1
 ＝90°－∠ABP，

∵B，C，E，F共圆，∴∠AFE＝∠ACB，∠PFE＝∠PAE＝90°－∠ACB．

于是，由∠O1
 O2
 E＋∠EFO1
 ＝180°，即∠PO2
 O1
 ＋∠PO2
 E＋∠PFE＋∠PFO1
 ＝180°得：

（∠ACB－∠ACP）＋2∠ACP＋（90°－∠ABP）＋（90°－∠ACB）＝180°．

即∠ABP＝∠ACP．

又∵AB＜AC，AD⊥BC，故BD＜CD．

设B＇是点B关于直线AD的对称点，则B＇在线段DC上且B＇D＝BD．联结AB＇，PB＇．由对称性，有∠AB＇P＝∠ABP，从而∠AB＇P＝∠ACP，所以A，P，B＇，C四点共圆．

由此可知：∠PB＇B＝∠CAP＝90°－∠ACB．

∵∠PBC＝∠PB＇B，∴∠PBC＋∠ACB＝（90°－∠ACB）＋∠ACB＝90°，故直线BP和AC垂直．

又由题设P在边BC的高AD上，所以P是△ABC的垂心．

习　　题

1．直角△ABC中，D是斜边AB的中点，MB⊥AB，MD交AC于N；MC的延长线交AB于E，求证：∠DBN＝∠BCE．













2．（2006年中国西部数学奥林匹克）AB是圆O的直径，C为AB延长线上一点，过点C作圆O的割线，与圆O交于D，E两点，OF是△BOD的外接圆O1
 的直径，连接CF并延长交圆O1
 于点G．求证：O，A，E，G四点共圆．













3．在△ABC中，一条过内心I的直线分别与边AB和边BC相交于点M，N．现知△BMN是锐角三角形．在边AC上，取点K，L，使得∠ILA＝∠IMB，∠IKC＝∠INB．证明：AM＋KL＋CN＝AC．













4．（2005年白俄罗斯奥林匹克）设X，Y，Z分别是菱形ABCD边AB，BC，CD上的点，且使得XY∥AZ．求证：XZ，AY，BD三线共点．













5．（2007年中国国家队培训）已知定圆O外有一条定直线ι，过圆心O作OE垂直于ι，垂足为E．在ι上任取一动点M（不与E重合），过此点作圆的切线，切圆于A，B．现作EC垂直于MA，ED垂直于MB，联结垂足C，D并延长交OE于F．求证：F为定点．













6．（第45届IMO预选题）设圆Γ和直线ι不相交，AB是圆Γ的直径，且垂直于直线ι，点B比点A更靠近直线ι．在圆Γ上任意取一点C（C不同于A和B），直线AC交直线ι于点D，直线DE与圆Γ切于点E，且点B、E在AC的同一侧．设BE交直线ι于点F，AF交圆Γ于点G（G不同于A）．证明：点G关于AB的对称点在直线CF上．













7．在△ABC中，P、Q分别是边AB、AC上的点，且使得∠APC＝∠AQB＝45°．过点P作边AB的垂线与BQ交于点S，过点Q作边AC的垂线与CP交于点R．设D是BC上的点，且使得AD⊥BC．证明：PS、AD、QR三线共点，且SR∥BC．













8．已知△ABC的三边长分别为a、b、c，点P在△ABC的内部，P到三条边的距离分别为p、q、r．证明：[image: alt]
 其中R为△ABC外接圆半径，并确定等号成立的条件．













9．已知圆心分别为A、B的两个圆交于点C、D．过点A、B、C的圆与圆A、圆B分别交于点E、F，且不包含点C的EF在圆A和圆B的外部．证明：CD平分这段弧EF．













10．在△ABC的内部有四个半径相等的圆K1
 、圆K2
 、圆K3
 、圆K4
 ，其中圆K1
 、圆K2
 、圆K3
 均与△ABC的两条边相切，且与圆K4
 外切．证明：△ABC的内心、外心和K4
 共线．













11．已知△ABC的三边BC、CA、AB上各有一点D、E、F，且满足AD、BE、CF交于一点G．若△AGE、△CGD、△BGF的面积相等，证明：G是△ABC的重心．













12．已知O是△ABC内一点，满足OA＝OB＋OC，点B＇、C＇分别是AOC、AOB的中点．求证：△COC＇和△BOB＇的外接圆相切．













13．两圆圆O1
 、圆O2
 相切于点M，圆O2
 的半径大于圆O1
 的半径．点A是圆O2
 上的一点，且满足O1
 、O2
 和A三点不共线．AB，AC是点A到圆O1
 的切线，切点分别为B、C．直线MB、MC与圆O2
 的另一个交点分别为E、F，点D是直线EF和圆O2
 的以A为切点的切线的交点．证明：当点A在圆O2
 上移动且保持O1
 、O2
 和A三点不共线时，点D沿一条固定的直线移动．













14．圆心为O1
 和O2
 的两个半径相等的圆相交于P、Q两点，O是公共弦PQ的中点，过P任作两条割线AB和CD（AB，CD均不与PQ重合），点A、C在圆O1
 上，点B、D在圆O2
 上，联结AD和BC，点M、N分别是AD、BC的中点，已知O1
 和O2
 不在两圆的公共部分内，点M、N均不与点O重合．求证：M、N、O三点共线．













15．（2006年中国国家集训队训练题）四边形ABCD中，点P满足∠PAB＝∠CAD，∠PCB＝∠ACD，O1
 、O2
 分别是△ABC、△ADC的外心．求证：△PO1
 B∽△PO2
 D．

















第二讲　代　　数

知识概要

代数问题涉及的知识点较多，分散在函数、三角、数列、不等式、复数、多项式等方面，可以参看本书的一试专题中的知识概要．

例题精讲

例　1　设n＞2，a1
 ，a2
 ，…，an
 ＞0，且a1
 a2
 …an
 ＝1，证明：[image: alt]


【分析】　考虑将an
 an＋1
 看做一项用数学归纳法．

【解答】　设a，b＞0，于是有

[image: alt]


[image: alt]


当n＝3时，[image: alt]


假设n＝k时命题成立，则n＝k＋1时有

[image: alt]


命题得证．

【评注】　事实上有等式

[image: alt]


只需将第2，第3，…，第n项的分子分母分别同乘以a1
 ，a1
 a2
 ，…，a1
 a2
 …an－1
 即可证明．由此可直接证明2004年俄罗斯数学奥林匹克题：

设自然数n＞3，x1
 ，x2
 ，…，xn
 是正数，它们的乘积等于1．证明：

[image: alt]


例　2　设a1
 ，a2
 ，…，a2005
 ，b1
 ，b2
 ，…，b2005
 是实数，对于任意实数x和任意的i＝1，2，…，2005，满足不等式[image: alt]


问：a1
 ，a2
 ，…，a2005
 ，b1
 ，b2
 ，…，b2005
 中大于0的项最多有多少项？

【分析】　若a1
 ，a2
 ，…，a2005
 均为正，易于想到取[image: alt]
 i∈｛1，2，…，2005｝，则[image: alt]
 矛盾．下面只需构造一个只有一项非正的例子．

【解答】　设a1
 ＝a2
 ＝…＝a2004
 ＝-a2005
 ＝1，[image: alt]
 则当i＝1，2，…，2004时，原不等式化为

[image: alt]


当i＝2005时，原不等式化为

[image: alt]


由于[image: alt]
 故原不等式成立．

因此最多有4009项大于0．

例　3　（2008年中国数学奥林匹克）给定正整数n，及实数x1
 ≤x2
 ≤…≤xn
 ，y1
 ≥y2
 ≥…≥yn
 ，满足[image: alt]
 证明：对任意实数α，有[image: alt]


【分析】　可设zi
 ＝xi
 －yi
 ，看到zi
 ≤zi＋1
 ，考虑作Abel变换．

【解答】　令zi
 ＝xi
 －yi
 ，i＝1，2，…，n．则z1
 ≤z2
 ≤…≤zn
 ，且[image: alt]


我们要证明[image: alt]


由Abel变换，[image: alt]


所以　　　　[image: alt]


因zk＋1
 －zk
 ≥0，故只需证明[image: alt]
 即

（1＋2＋…＋k）（［（k＋1）α］＋…＋［nα］）≥（［α］＋…＋［kα］）（（k＋1）＋（k＋2）＋…＋n）在k＝1，2，…，n－1时成立．





这只需证明（1＋…＋k）·［mα］≥（［α］＋…＋［kα］）·m，（k＜m）．

下面固定m，对k用反向数学归纳法．

当k＝m－1时，不等式化为

[image: alt]


而　　　　2（［α］＋…＋［（m－1）α］）

＝（［α］＋［（m－1）α］）＋（［2α］＋［（m－2）α］）＋…＋（［（m－1）α］＋［α］）

≤（m－1）［mα］．

不等式成立．

假设k＝r，（1＜r≤m－1）时不等式成立，即

[image: alt]


说明k＝r－1时不等式也成立．归纳完成．

【评注】　后半部分的证明看似很难想到，实际上在尝试用一般的数学归纳法时，可以发现不等式是逐渐增强的，这提示我们用反向数学归纳法．

例　4　（2003年中国国家队培训）非负实数x，y，z满足x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＝1．求证：

[image: alt]


【分析】　首先要看出取得等号的条件为x＝1，y＝0，z＝0及x＝0，[image: alt]
 两边都不是在全相等时取等号，比较少见．我们分别采用局部不等式和配方法来解决．

【解答】　一方面，

[image: alt]


这里用到

x3
 －3x＋2＝（x－1）2
 （x＋2）≥0．

所以，

[image: alt]


另一方面，由对称性，不妨设x≤y≤z，我们有[image: alt]
 于是，我们只需证明[image: alt]
 即证[image: alt]
 即[image: alt]
 [image: alt]


为此，令u＝x＋y，v＝xy．我们只需证明：

[image: alt]


最后一式显然成立，等号在v＝0，[image: alt]
 即x＝0，[image: alt]
 时取到．

综上，命题成立．

【评注】　局部不等式是不等式证明中的重要方法．通常是结合条件考虑应采用怎样的局部不等式．常用的有“化曲为直”，待定系数法放缩为[image: alt]
 等．

例　5　（舒尔不等式）设a，b，c，k≥0，则∑ak
 （a－b）（a－c）≥0．

【解答】　不妨设a≥b≥c≥0，则ak
 ≥bk
 ≥0，a－b≥0，a－c≥b－c≥0．

所以ak
 （a－b）（a－c）≥-bk
 （b－a）（b－c），又ck
 （c－a）（c－b）≥0．

两式相加即得结论．

【评注】　舒尔不等式在循环对称不等式的证明中具有很大作用，它本身是一个很强的不等式，恰当地选取三个变元代入舒尔不等式并展开，有时是很有用的．

例　6　已知a，b，c是非负实数，证明：

[image: alt]


【分析】　打开后发现不等式左端显然，右端比较困难，我们利用舒尔不等式来证明．

【解答】　[image: alt]


右端打开整理并令a＝x3
 ，b＝y3
 ，c＝z3
 ，则不等式化为

x6
 ＋y6
 ＋z6
 ＋3x2
 y2
 z2
 ≥2（x3
 y3
 ＋y3
 z3
 ＋z3
 x3
 ）．

因为x2
 ，y2
 ，z2
 ≥0，所以利用舒尔不等式∑x2
 （x2
 －y2
 ）（x2
 －z2
 ）≥0，展开得

x6
 ＋y6
 ＋z6
 ＋3x2
 y2
 z2
 ≥∑（x4
 y2
 ＋x4
 z2
 ）≥2（x3
 y3
 ＋y3
 z3
 ＋z3
 x3
 ）．

故右端成立．

例　7　设a，b，c，A，B，C都是实数，a≠0，A≠0，且对任意实数x，都有

│ax2
 ＋bx＋c│≤│Ax2
 ＋Bx＋C│．

证明：│b2
 －4ac│≤│B2
 －4AC│．

【分析】　首先易知│a│≤│A│，然后对B2
 －4AC的正负进行讨论．其中技巧性极强．

【解答】　在条件中取x充分大，可知│a│≤│A│．下面分两种情形讨论．

情形一：B2
 －4AC＞0，此时Ax2
 ＋Bx＋C＝0有两个不同实根x1
 ，x2
 ，由条件知x1
 ，x2
 也必须是ax2
 ＋bx＋c＝0的两个根，所以b2
 －4ac＞0，并且

B2
 －4AC＝A2
 （x1
 －x2
 ）2
 ≥a2
 （x1
 －x2
 ）2
 ＝b2
 －4ac．

情形二：B2
 －4AC≤0，不妨设A≥a＞0，则对一切实数x，均有：

　　　　　Ax2
 ＋Bx＋C≥ax2
 ＋bx＋c＞0，

即　　　　　（A－a）x2
 ＋（B－b）x＋（C－c）≥0．

所以　　　　　　（B－b）2
 ≤4（A－a）（C－c）．

类似地，对任意实数x，有（A＋a）x2
 ＋（B＋b）x＋（C＋c）≥0，

故（B＋b）2
 ≤4（A＋a）（C＋c）．

于是有（B2
 －b2
 ）2
 ≤16（A2
 －a2
 ）（C2
 －c2
 ），故

[image: alt]


结合前面的条件，可知C－c≥0，C＋c≥0，即C≥│c│．

又A≥a＞0，从而有B2
 －b2
 ≤4（AC－ac），即4ac－b2
 ≤4AC－B2
 ．

另一方面，　　　　[image: alt]


即b2
 －4ac≤4AC－B2
 ．因此有│b2
 －4ac│≤4AC－B2
 ．

综上，命题成立．

例　8　求所有大于等于3的正整数n，使得存在一个正整数Mn
 ，对于任意n个正数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，满足不等式

[image: alt]


【分析】　取｛an
 ｝为等比数列，可得出n≤3，故只需证明n＝3时不等式成立．

【解答】　（1）n＝3时，对任意3个正数a1
 ，a2
 ，a3
 ，[image: alt]
 不妨设a3
 ≥a1
 ，a2
 ，则有[image: alt]
 故

[image: alt]


因此M3
 ＝3满足要求．

（2）n≥4时，假设这样的Mn
 存在，令a1
 ＝k，a2
 ＝k2
 ，…，an
 ＝kn
 ，则应有

[image: alt]


令k→+∞，则[image: alt]
 但Mn
 ［（n－1）＋k-n
 ］→Mn
 （n－1），矛盾．

综上，所求的正整数为n＝3．

例　9　设r1
 ，r2
 ，…，rn
 为不小于1的实数，证明：

[image: alt]


【分析】　考虑用数学归纳法，但归纳过渡很难完成，为此我们先证n＝2k
 时不等式成立．

【解答】　当n＝1时，不等式显然成立．以下用归纳法证明当n＝2k
 时不等式成立．

当k＝1时，有

[image: alt]


若当k＝m时，不等式成立，考虑k＝m＋1的情况．即要证明：

若对n个数原不等式成立，则对2n个数不等式也成立．

[image: alt]


故当n＝2k
 （k＝1，2，…）时，原不等式成立．

对任意正整数n，存在正整数k，满足m＝2k
 ＞n．

令[image: alt]
 则由上述结论可得

[image: alt]


因此原不等式成立．

【评注】　数学归纳法的灵活使用是本题的关键，此法也是证明平均不等式的经典方法．

例　10　已知函数f（x）＝a（│sinx│＋│cosx│）－3sin2x－7，其中，a为实参数．

（1）证明：[image: alt]


（2）求所有的实数对（a，n），其中，n是一个正整数，使得方程f（x）＝0在区间（0，nπ）内恰有2007个根．

【分析】　第2小题要充分利用第1小题的结论，并从2007是一个奇数下手．

【解答】　（1）略．

（2）对于每个正整数k，都有

[image: alt]


如果a≠7，[image: alt]
 由（1）得f（x）＝0在区间[image: alt]
 内各有偶数个根．于是，在区间（0，nπ）内有偶数个根，不符合题意．

1°若a＝7，则f（x）＝7（│sinx│＋│cosx│）－3sin2x－7，且[image: alt]


当[image: alt]
 时，f（x）＝7（sinx＋cosx）－3sin2x－7．

设[image: alt]
 结合sin2x＝y2
 －1知f（x）＝0可化为3y2
 －7y＋4＝0．解得y1
 ＝1（舍去），[image: alt]
 内有两个根．

当[image: alt]
 时，f（x）＝7（sinx－cosx）－3sin2x－7．

设[image: alt]
 则f（x）＝0可化为3y2
 ＋7y－10＝0．解得y1
 ＝1，[image: alt]
 均舍去．故f（x）＝0在[image: alt]
 内无解．

因此f（x）＝0在（0，π）内有3个根，从而在区间（0，nπ）内有3n＋n－1＝4n－1个解．于是有4n－1＝2007，得n＝502．

2°若[image: alt]
 则[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]


设[image: alt]
 则f（x）＝0可化为[image: alt]
 0．解得[image: alt]
 即只有[image: alt]
 一个解．

当[image: alt]
 时，[image: alt]


设[image: alt]
 则f（x）＝0可化为[image: alt]
 [image: alt]
 这个方程没有属于[image: alt]
 的根．

因此在（0，π）内只有一个根．从而，在（0，nπ）内有n个根．于是，n＝2007．

3°若[image: alt]
 类似地得[image: alt]
 是（0，π）内的唯一一个根．因此n＝2007．

综上所述，满足条件的（a，n）为（7，502），[image: alt]


例　11　（2007年韩国数学奥林匹克）已知对所有正整数k，n，函数f：N+
 →N+
 满足kf（n）≤f（kn）≤kf（n）＋k－1．

（1）求证：对任意正整数a，b，f（a）＋f（b）≤f（a＋b）≤f（a）＋f（b）＋1．

（2）求证：如果函数f满足对任意正整数n，有f（2007n）≤2007f（n）＋2005．那么，存在正整数c，使得f（2007c）＝2007f（c）．

【分析】　本题难度颇大，要充分利用f（n）是整数值函数．

【解答】　（1）证法1：对正整数a，b，由

[image: alt]


得f（a）＋f（b）＜f（a＋b）＋1．又由f是整数值函数得f（a）＋f（b）≤f（a＋b）．

类似地，有

[image: alt]


于是，f（a＋b）＜f（a）＋f（b）＋2．因此f（a＋b）≤f（a）＋f（b）＋1．

证法2：根据条件得，[image: alt]


因此，对任意正整数k，n有[image: alt]
 于是有

[image: alt]


（2）考虑集合S＝｛f（2007n）－2007f（n）│n＝1，2，…，2007｝．

由2007f（n）≤f（2007n）≤2007f（n）＋2005知S中至多有2006个元素，根据抽屉原理，知存在两个不同的正整数k，m（k，m≤2007），使得

f（2007k）－2007f（k）＝f（2007m）－2007f（m），

即　　　　[image: alt]


由（1）的结论知

[image: alt]


这样，得到如下四种情形：

[image: alt]


由式①得f（2007c）＝2007f（c），结论成立．

[image: alt]


由式①得f（2007c）＝2007f（c）＋2007，这与条件f（2007n）≤2007f（n）＋2005矛盾．

[image: alt]


由式①得f（2007c）＋1＝2007f（c），这与条件kf（n）≤f（kn）矛盾．

[image: alt]


由式①得f（2007c）＝2007f（c）＋2006，这与条件f（2007n）≤2007f（n）＋2005矛盾．

综上，结论成立．

例　12　（第46届IMO预选题）求所有首项系数为1的二次整系数多项式p（x），使得存在整系数多项式q（x），满足p（x）q（x）的所有系数全是±1．

【分析】　显然p（x）＝x2
 ＋ax±1，由于p（x）q（x）的系数都是±1，可以想象a的绝对值不会太大，我们就设法证明这一点．

【解答】　设p（x）＝x2
 ＋ax±1（a为整数）．

当a＝±1时取q＝1，当a＝0时取q＝x＋1符合要求．

当│a│≥2时，p（x）有两实根x1
 和x2
 ，它们也是p（x）q（x）＝xn
 ＋an－1
 xn－1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 的根（ai
 ＝±1）．由│x1
 │·│x2
 │＝1可设│x1
 │≤1，│x2
 │≥1．于是

[image: alt]


推出│x2
 │＜2．

从而│a│＝│x1
 ＋x2
 │＜3，得│a│＝2．x2
 ±2x－1有一根的绝对值大于2，不符合．而对于p（x）＝x2
 ±2x＋1，分别取q（x）＝x∓1符合要求．

因此满足本题条件的p（x）共8个x2
 ±1，x2
 ＋x±1，x2
 －x±1和x2
 ±2x＋1．

习　　题

1．已知a，b，c∈R+
 ，求证：[image: alt]
 并求等号成立的条件．













2．已知a1
 ，a2
 ，…为一正数数列．求证：若存在正整数M，使得[image: alt]
 [image: alt]
 则一定存在一正数M＇，使得a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＜M＇an＋1
 （n＝1，2，…）．













3．对于三个互不相同的实数a1
 ，a2
 ，a3
 ，按如下方式定义三个实数b1
 ，b2
 ，b3
 ：bj
 ＝[image: alt]
 其中｛i，j，k｝＝｛1，2，3｝．证明：1＋│a1
 b1
 ＋a2
 b2
 ＋a3
 b3
 │≤（1＋│a1
 │）（1＋│a2
 │）（1＋│a3
 │），并指出等号成立的条件．













4．考虑不等式（x1
 ＋x2
 ＋…＋xn
 ）2
 ≥4（x1
 x2
 ＋x2
 x3
 ＋…＋xn
 x1
 ）．

（1）当n（n≥3）为何值时，对于所有的正实数xi
 ，不等式成立？

（2）当n（n≥3）为何值时，对于所有的实数xi
 ，不等式成立？













5．实数列a0
 ，a1
 ，…定义为：a0
 ＝-1，对于所有的正整数n，有[image: alt]
 证明：对于所有的正整数n，有an
 ＞0．













6．求最小实数M，使得对一切实数a，b，c都成立不等式│ab（a2
 －b2
 ）＋bc（b2
 －c2
 ）＋ca（c2
 －a2
 ）│≤M（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）2
 ．













7．已知定义域为正实数的实函数f（x）满足：

（1）如果x＜y，则f（x）＜f（y）；

（2）对于所有正实数x、y，[image: alt]


证明：存在实数x0
 ，使得f（x0
 ）＜0．













8．设a1
 ，a2
 ，…，an
 是正实数，n＞1，用gn
 表示它们的几何平均．用A1
 ，A2
 ，…，An
 表示的算术平均为[image: alt]
 k＝1，2，…，n，用Gn
 表示A1
 ，A2
 ，…，An
 的几何平均．证明：[image: alt]
 并确定等号成立的条件．













9．求满足以下条件的最小实数f（n）：对任意的xi
 ＞0，1≤i≤n（n≥2），且[image: alt]
 不等式[image: alt]
 对任何实数r≥f（n）成立．













10．已知函数f满足对于任意实数x、y，有f（xy）＋f（y－x）≥f（y＋x）．

（1）求一个满足条件的非常数多项式f（x）；

（2）求证：对于任意实数x，有f（x）≥0．













11．设n（n≥2）为正整数，试求所有的实系数多项式p（x）＝an
 xn
 ＋an－1
 xn－1
 ＋…＋a1
 x＋a0
 ，使得p（x）恰好有n个不大于-1的实数根，并且[image: alt]














12．已知[image: alt]
 求cos（y＋z）＋cos（z＋x）＋cos（x＋y）的值．













13．试问：对怎样的正整数n，不等式sinnα＋sinnβ＋sinnγ＜0可以对任何锐角三角形的三个内角都成立？













14．已知实数p、q、r、s满足p＋q＋r＋s＝9，p2
 ＋q2
 ＋r2
 ＋s2
 ＝21．证明：存在（p，q，r，s）的一个排列（a，b，c，d），使得ab－cd≥2．













15．设非负整数a1
 ，a2
 ，…，a2004
 满足ai
 ＋aj
 ≤ai＋j
 ≤ai
 ＋aj
 ＋1（i，j≥1，i＋j≤2004）．证明：存在x∈R，对所有n（1≤n≤2004），有an
 ＝［nx］．

















第三讲　数　　论

知识概要

本章介绍数论问题中的一些常用方法，对于数论的基础知识，我们将直接运用．

例题精讲

例　1　确定所有的三元正整数组（a，b，c），使得a＋b＋c是a、b、c的最小公倍数．

【分析】　在条件较少时可以由对称性先假设a、b、c的大小关系，创造更多的条件．

【解答】　不妨设a≤b≤c，则a＋b≤2c．

若a，b，c三数相等，则a＋b＋c＝3a＝3［a，b，c］，矛盾．

于是a＋b＜2c，c＜a＋b＋c＜3c．又因为c│［a，b，c］，所以［a，b，c］＝2c，a＋b＝c．

又b│［a，b，c］，即b│（2a＋2b），所以b│2a．

从a≤b推知b＝a或b＝2a．

若b＝a，则c＝a＋b＝2a，a＋b＋c＝2（a＋b）＝4a，矛盾．

若b＝2a，经验证满足要求．

综上所述，满足要求的三元正整数形式为（a，2a，3a），（a，3a，2a），（2a，a，3a），（2a，3a，a），（3a，a，2a），（3a，2a，a）（a≥1）．

【评注】　一开始的假设极为重要，也是解决许多数论问题的方法．比如，在利用韦达定理处理的一类不定方程中，需要假设两根大小．另外，这种方法在对幂次进行分析的题目（如例4）中也有应用．

例　2　设a＞1，a，m，n∈N+
 ，求证：（am
 －1，an
 －1）＝a（m，n）
 －1．

【分析】　不妨设n≥m，则

[image: alt]


令f（m，n）＝（am
 －1，an
 －1），则f（m，n）＝f（m，n－m）（n≥m），这类似于辗转相除，提示我们采用裴蜀定理．容易看出a（m，n）
 －1│（am
 －1，an
 －1），只需重点证明（am
 －1，an
 －1）│a（m，n）
 －1．

【解答】　因为（m，n）│m，所以a（m，n）
 －1│am
 －1，同理a（m，n）
 －1│an
 －1，故

a（m，n）
 －1│（am
 －1，an
 －1）．

下证（am
 －1，an
 －1）│a（m，n）
 －1．由裴蜀定理，存在正整数x，y使得xm－yn＝（m，n），又am
 －1│axm
 －1，an
 －1│ayn
 －1，所以（am
 －1，an
 －1）│（axm
 －1，ayn
 －1），由①得

（axm
 －1，ayn
 －1）＝（axm－yn
 －1，ayn
 －1）＝（a（m，n）
 －1，ayn
 －1）＝a（m，n）
 －1，

于是（am
 －1，an
 －1）│a（m，n）
 －1．

综上所述，（am
 －1，an
 －1）＝a（m，n）
 －1．

【评注】　在得出①式之后，并没有用数学归纳法递归，而是采用裴蜀定理，显得简洁明快．

例　3　a，p，q∈N+
 且ap
 ≡aq
 ≡1（modn），求证：a（p，q）
 ≡1（modn）．

【解答】　因为ap
 ≡aq
 ≡1（modn），所以（a，n）＝1，由裴蜀定理，存在正整数x，y使得px－qy＝（p，q），即px＝qy＋（p，q），所以aqy＋（p，q）
 ≡apx
 ≡1（modn），又因为aqy
 ≡1（modn），（a，n）＝1，所以a（p，q）
 ≡1（modn）．

【评注】　这是一个相当重要的结论，涉及形如ap
 ≡aq
 ≡1（modn）的条件时用处极大．

例　4　求所有的质数对（p，q），使得pq│5p
 ＋5q
 ．

【分析】　分类讨论后利用费马小定理将题目转化，再利用上题结论．

【解答】　（1）p＝q，此时，p2
 │2·5p
 ，有p＝q＝5．

（2）p≠q，5│pq，若p＝5，q≠5，则5q│3125＋5q
 ，q│625＋5q－1
 ．由费马小定理，

625＋5q－1
 ≡625＋1≡626（modq），

于是q│626，q＝2，313．当q＝5，p≠5时同理，有p＝2，313，因此（p，q）＝（5，2），（5，313），（2，5），（313，5）

（3）p≠q，[image: alt]
 由费马小定理，

5p
 ＋5q
 ≡5＋5q
 （modp）．

由p│5p
 ＋5q
 得　1＋5q－1
 ≡0（modp），

[image: alt]


[image: alt]


设2α
 ││p－1，2β
 ││q－1．

若α≤β，由（2（q－1），p－1）│2（q－1）得出（2（q－1），p－1）│（q－1），从而5q－1
 ≡1（modp），结合①，有p＝2，由②，有5≡-1（modq），即q│6，又因为p≠q，所以q＝3．

α≥β时同理可得p＝3，q＝2．

因此，（p，q）＝（2，3），（3，2）．

综上所述，（p，q）＝（5，5），（5，2），（5，313），（313，5），（2，5），（2，3），（3，2）．

例　5　设p是质数，证明：[image: alt]


【解答】　完系0，1，2，…，p－1中必有一个数i与n模p同余，这时[image: alt]
 并且

[image: alt]


[image: alt]


因为（p，（p－1）！）＝1，所以

[image: alt]


【评注】　为避免分数，在①式两边乘以（p－1）！，然后又从①式两边约去（p－1）！，这是初等数论中的惯用手法．

例　6　设n∈N+
 ，1，2，…，n的最小公倍数为f（n），[image: alt]
 的最小公倍数为g（n）．证明：（n＋1）g（n）＝f（n＋1）．

【分析】　仿照例2，欲证（n＋1）g（n）＝f（n＋1），只需证明f（n＋1）│（n＋1）g（n）且（n＋1）g（n）│f（n＋1），后者适宜用比较素数幂次的方法．

【解答】　先证明f（n＋1）│（n＋1）g（n）．

对于[image: alt]
 为整数，即[image: alt]
 于是m│（n＋1）g（n），从而f（n＋1）│（n＋1）g（n）．

再证明（n＋1）g（n）│f（n＋1）．

对于任一质数p，设pr
 ≤n＋1＜pr＋1
 ，则pr
 ││f（n＋1）．

又p在[image: alt]
 中的幂次为[image: alt]
 其中

[image: alt]


这就表明[image: alt]
 从而（n＋1）g（n）│f（n＋1）．

综上所述，（n＋1）g（n）＝f（n＋1）．

例　7　（第48届IMO预选题）设b、n是大于1的整数．若对每一个大于1的正整数k，都存在一个整数ak
 ，使得[image: alt]
 证明：存在整数A，使得b＝An
 ．

【分析】　直接找出A比较困难，解决这类题目的一般方法是分析b的质因数组成，并证明每个质因数的幂次都是n的倍数．

【解答】　引理：若pα
 ││a，pβ
 ││b，pγ
 │（a＋b），γ＞β，必有α＝β．

若α＞β，则a＋b≡b（modpβ＋1
 ），所以pβ
 ││a＋b，矛盾．

若α＜β，同理有pα
 ││a＋b，矛盾，引理证毕．

设[image: alt]
 令k＝b2
 ，应用条件得[image: alt]
 于是，对每一个i（1≤i≤m），[image: alt]
 又[image: alt]
 应用引理得[image: alt]
 从而αi
 是n的倍数，命题得证．

例　8　（2007捷克—斯洛伐克—波兰数学竞赛）已知a1
 ＝a2
 ＝1，ak＋2
 ＝ak＋1
 ＋ak
 （k∈N+
 ），证明：对任意正整数m，必存在一个k，满足[image: alt]


【分析】　注意到[image: alt]
 难于处理，考虑证明存在k，满足m│ak
 ＋1．又因为线性递归数列（斐波那契数列是一个特例）是模周期数列，考察ai
 对m的模可得结论．

【解答】　m＝1时命题成立．

m≥2时，设bi
 ≡ai
 （modm）（0≤bi
 ≤m－1），则bi
 ≡bi－1
 ＋bi－2
 （modm）．

可以看出，数对（bi
 ，bi＋1
 ）决定了bi－1
 和bi＋2
 ．又形如（bi
 ，bi＋1
 ）的数对的可能取值只有m2
 个．由抽屉原理，必存在1≤i＜j≤m2
 ＋1使得（bi
 ，bi＋1
 ）＝（bj
 ，bj＋1
 ）．令p＝j－i，因为（bi
 ，bi＋1
 ），（bj
 ，bj＋1
 ）决定了前后项，所以对于任意k∈N+
 ，有bk＋p
 ＝bk
 ，即ak＋p
 ≡ak
 （modm）．

由a1
 ≡a2
 ≡1（modm）得a3p＋1
 ≡a3p＋2
 ≡1（modm），因此，

[image: alt]


取k＝3p－2即可．

【评注】　若数列满足递推式an＋m
 ＝f（an＋m－1
 ，an＋m－2
 ，…，an
 ），其中f（x1
 ，x2
 ，…，xm－1
 ）是关于x1
 ，x2
 ，…，xm－1
 的整系数多项式，则数列｛an
 ｝是模周期数列．若f（x1
 ，x2
 ，…，xm－1
 ）中xm－1
 只有一次项且系数为b，（b，c）＝1，则数列｛an
 ｝是模c的纯周期数列．

例　9　求所有使24
 ＋27
 ＋2n
 为完全平方数的正整数n．

【分析】　从同余的角度和不等式估计都很难得出结论，考虑通过代数变形制造更多的条件．

【解答】　注意到24
 ＋27
 ＝144＝122
 ，令144＋2n
 ＝m2
 ，其中m为正整数，则

[image: alt]


其中p，q∈N，p＋q＝n，p＞q．

①－②，得2q
 （2p－q
 －1）＝23
 ×3．

因为2p－q
 －1为奇数，所以2p－q
 －1＝3，2q
 ＝23
 ，即p＝5，q＝3．

因此n＝p＋q＝8是满足条件的唯一正整数．

【评注】　当题中出现pn
 （p为质数时），若能将其余各项移至等号另一边进行因式分解，往往可以得出有用的结论，下题也是如此．

例　10　（第57届白俄罗斯数学奥林匹克）求所有的正整数n、m，满足n5
 ＋n4
 ＝7m
 －1．

【分析】　本题是一个不定方程，同上题一样，进行代数变形．

【解答】　原方程等价于（n3
 －n＋1）（n2
 ＋n＋1）＝7m
 ．

显然，n≠1．

当n≥2时，n3
 －n＋1＝（n－1）（n2
 ＋n）＋1＞1，n2
 ＋n＋1＞1．

设n3
 －n＋1＝7a
 ，n2
 ＋n＋1＝7b
 ，其中a，b∈N+
 ．于是，

（n－1）（7b
 －1）＝（n－1）（n2
 ＋n）＝7a
 －1．

因此，（7b
 －1）│（7a
 －1），即（7a
 －1，7b
 －1）＝7b
 －1．

由例2，（7a
 －1，7b
 －1）＝7（a，b）
 －1，得到b＝（a，b），即a＝kb（k∈N+
 ）．则n3
 －n＋1＝7a
 ＝7kb
 ＝（n2
 ＋n＋1）k
 ．

当k＝1时，有n3
 －n＋1＝n2
 ＋n＋1，n＝2．

当k≥2时，有

[image: alt]


矛盾．

综上所述，n＝2，m＝2是原方程的唯一一组解．

【评注】　在解决与多项式有关的数论问题时，代数变形（如因式分解，配方）非常重要．

例　11　（2006年中国国家集训队测试）设ai
 ，bi
 （i＝1，2，…，n）是有理数，使得对于任意实数x都有

[image: alt]


求n的最小可能值．

【分析】　经过尝试得出n＝5是可以的．证明n＝4不可以的过程，同上题一样仍然采用代数变形．根据条件的特点，本题考虑采用配方．

【解答】　因[image: alt]
 故n＝5是可以的．下证n＝4不可以．

反证法．若n＝4，设[image: alt]
 ai
 ，bi
 ∈Q，则

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


因此，方程p2
 ＋q2
 ＋r2
 ＝15s2
 有非零整数解．设（p0
 ，q0
 ，r0
 ，s0
 ）为使│p│＋│q│＋│r│＋│s│最小的一组解，则p0
 ，q0
 ，r0
 ，s0
 中至少有一个数为奇数．而[image: alt]
 1，4（mod8），不论p0
 ，q0
 ，r0
 ，s0
 中哪一个是奇数，都可以推出矛盾（请读者自行验证）．故n＝4不可以．

【评注】　n＝4的证明过程看似简单，其实从条件到配方需要巧妙的构思．从条件的形式联想到柯西不等式，用一种有别于拉格朗日恒等式的方法进行配方，正是本题的关键所在．

同时，本题也告诉了我们n＝4时柯西不等式的另外一种证明方法．

例　12　a、d、n均为正整数，证明[image: alt]
 不是整数．

【分析】　当某一项的分母包含某个质数的α次幂，α比其余分母包含这个质数的幂次都要大时，S不是整数．论证的过程很复杂，但在每一种分类讨论中都牢牢抓住这一点．

【解答】　不妨设（a，d）＝1．（否则令[image: alt]
 [image: alt]
 证S＇不是整数即可．）

引理：设质数p在各个分母中的幂次分别为α0
 ，α1
 ，…，αn
 ，记[image: alt]
 且仅在α处取到最大值，即αi
 ≤α－1（i≠r），则S不是整数．

引理的证明：令

M＝［a，a＋d，…，a＋nd］，

[image: alt]


其中，易知i≠r时，[image: alt]
 为整数，且[image: alt]
 不是整数．又因为[image: alt]
 是整数，所以S不是整数．引理证毕．

（1）d为奇数，设分母中2的幂次为[image: alt]
 我们来证明：取到最大值的αi
 唯一．否则假设

a＋id＝2α
 u，a＋jd＝2α
 v，i＜j，u，v为奇数

则2α
 │（j－i）d，因为d为奇数，所以2α
 │j－i，所以j≥i＋2α
 ，于是

a＋（i＋2α
 ）d＝a＋id＋2α
 d＝2α
 （u＋d）

能被2α＋1
 整除．矛盾．

（2）d＝2，由（a，d）＝1知此时a是奇数，所有的分母都是奇数．

在a＞n时，，不是整数．

在a≤n时，设分母中3的幂次为[image: alt]
 同样，我们来证明：取到最大值的αi
 唯一．若

[image: alt]


易知u，v是奇数．与（1）类似，有j≥i＋3α
 ，有a＋2（i＋3α
 ）＝3α
 （u＋2），由于u，u＋2，u＋4中必有一数被3整除，所以

3α
 （u＋4）＞a＋2n．

同理，3α
 （u－2）＜a．于是，

3α＋1
 （u－2）＜3a≤a＋2n＜3α
 （u＋4），

解得u＜5．又因为u是奇数，所以u＝1，3，但此时u和u＋2中有一个数被3整除，导致a＋2i和a＋2j中有一数被3α＋1
 整除，矛盾．

（3）d≥4．设质数p│M，则p∤d（否则p│a，则p│（a，d）与（a，d）＝1矛盾）．设p在各分母中的幂次为

[image: alt]


由引理知pα
 至少整除分母中的两个，记作a＋id和a＋jd（0≤i＜j≤n），从而pα
 │（j－i）d，由p∤d得pα
 │（j－i），更有pα
 │f（n），其中f（n）＝［1，2，…，n］．

由习题1（iii），

[image: alt]


由于p∤d，分母中每两个被pk
 （1≤k≤α）整除的数，项数之差j－i必须被pk
 整除，所以各分母中至多有[image: alt]
 个数被pk
 整除．因此，分母中被p，p2
 ，…，pα
 整除的数不超过

[image: alt]


这样，p在[image: alt]
 中的次数不超过

[image: alt]


又n！中p的次数为[image: alt]
 所以，

[image: alt]


结合①式得

[image: alt]


由于d≥4，[image: alt]
 矛盾．

综上所述，S不是整数．

【评注】　此题结论简单，论证过程颇费周折．围绕引理展开，不同情况证明又有不同，值得细细研究．

习　　题

1．设1，2，…，n的最小公倍数为f（n），证明：

[image: alt]














2．（2007年波罗的海地区数学竞赛）设正整数a、b满足b＜a，且ab（a－b）│（a3
 ＋b3
 ＋ab），证明：ab是完全立方数













3．设n是整数．若[image: alt]
 是整数，求证：该数是完全平方数．













4．对于任意正整数n，设a（n）是n的各位数的乘积，求所有的n，使得n2
 －17n＋56＝a（n）成立．













5．（2007年保加利亚数学奥林匹克）求不能写成形如x3
 －x2
 y＋y2
 ＋x－y（x，y∈N+
 ）的最小的正整数．













6．求所有的质数p，使得p2
 －p＋1是完全立方数．













7．证明任意的2p－1个整数中一定可以选出p个数，它们的和被p整除（其中p为质数）．













8．将整数集Z划分为若干个子集，使得每个整数恰属于其中一个子集且每个子集含有无穷多个元素．当

（1）Z被划分为有限个子集时；

（2）Z被划分为无穷多个子集时，能否保证存在一个子集，其中含有任意正整数的倍数．













9．证明：对所有的非负整数n，[image: alt]
 至少是2n＋3个质数（可以相同）的乘积．（第36届美国数学奥林匹克）













10．设n是一个确定的自然数．

（1）求关于x的方程[image: alt]
 的所有非负整数解；

（2）当m是一个已知自然数时，求方程[image: alt]
 的所有解的数目．













11．试求所有的质数对（p，q），使得pq│（pp
 ＋qq
 ＋1）．













12．（2007年越南数学奥林匹克）已知整数x，y满足x≠-1，y≠-1，且使得[image: alt]
 [image: alt]
 是整数．求证：x4
 y44
 －1能被x＋1整除．













13．在0与1之间的、分母不超过n的既约分数可从小到大排成一列，称为n阶法雷数列．设[image: alt]
 是n阶法雷数列中的连续三项．证明：ad－bc＝1，并且[image: alt]














14．设正整数a，b＞1，且（a，b）＝1，若正整数c不能表示为ap＋bq的形式，其中p、q是非负整数，则称c是“坏的”，否则称c是“好的”．求“坏的”正整数的个数．













15．如图，在第一个圆上写入1，在第二个圆上写入1、2．此后每次在前一个圆的基础上每两个数中间写上它们的和．问第n个圆中有几个n？
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第四讲　组　　合

知识概要

数学竞赛中的组合问题灵活多变，本章将介绍一些常用的方法．

例题精讲

例　1　（2007年北欧数学奥林匹克）黑板上写着一个数102007
 ．甲、乙两人玩下列游戏：他们轮流进行如下两个操作之一．

（1）将黑板上的数x用两个大于1的整数a、b来代替，使得x＝ab；

（2）擦掉黑板上两个相等的数中的一个或两个．

若有一人无法进行操作，则这个人就输掉了这场比赛．当甲先开始时，他们都选用最佳的操作方式，问：谁会赢得这场比赛？

【解答】　甲将赢得这场比赛．

甲首先在黑板上写下22007
 ，52007
 ．

此后，每一次甲完成后都可以使黑板上的数为[image: alt]


事实上，

（1）如果乙用[image: alt]
 来代替[image: alt]
 则甲可以用[image: alt]
 来代替[image: alt]


（2）如果αi
 ＝αj
 （i≠j），乙若擦掉[image: alt]
 和[image: alt]
 则甲擦掉[image: alt]
 和[image: alt]
 乙若擦掉[image: alt]
 和[image: alt]
 则甲擦掉[image: alt]
 和[image: alt]


如此“对称”地操作，由于操作次数有限，乙一定是第一个无法进行操作的人．

【评注】　组合问题往往非常复杂，在变化当中寻求不变量，不仅是解决对策问题的好方法，在其他组合问题（如操作问题）中也有广泛应用．有一道经典的对策问题与这道题类似：两人轮流在一个圆形的桌子上摆放硬币（保证硬币不重叠），第一个不能进行的人判负．请读者自行解答．（提示：利用圆的对称性，第一个人先在中间摆放．）

若图G的顶点集V可以划分为2个非空子集，并且没有一条边，其两个顶点在同一子集内，则称这样的图G为二部图．

例　2　（Hall定理）二部图G的两部分顶点组成的集合分别为X、Y，X＝｛x1
 ，x2
 ，…，xm
 ｝，Y＝｛y1
 ，y2
 ，…，yn
 ｝，G中有一组无公共端点的边，一端恰好组成X中的点的充分必要条件是X中的任意k个点至少与Y中的k个点相邻．（1≤k≤m）

【分析】　必要性显然，证明充分性时考虑采用数学归纳法．最直接的想法是去掉X、Y中相邻的一对点，利用第二数学归纳法证明．

【解答】　充分性：

对m用数学归纳法．

m＝1时，命题成立．

假设命题在m≤ι时成立，m＝ι＋1时，

（1）如果对每个k≤ι都有X中的任意k个点至少与Y中的k＋1个点相邻，去掉相邻的两个点，不妨设为x1
 ，y1
 ，则剩下的图G＇中，X＇中任意k个点至少与Y＇中的k个点相邻，由归纳假设，X＇与Y＇中存在一组无公共端点的边，一端恰好组成X＇中的点，再加上边x1
 y1
 ，命题成立．

（1）如果存在k使得X中的k个点（记作x1
 ，x2
 ，…，xk
 ），与这k个点相邻的Y中的点只有k个（记作y1
 ，y2
 ，…，yk
 ），将图G分为两个子图G1
 和G2
 ，G1
 由点x1
 ，x2
 ，…，xk
 ，点y1
 ，y2
 ，…，yk
 和它们之间的边组成，记X1
 ＝｛x1
 ，x2
 ，…，xk
 ｝，Y1
 ＝｛y1
 ，y2
 ，…，yk
 ｝，其余部分记作G2
 ，记X2
 ＝X＼X1
 ，Y2
 ＝Y＼Y1
 ．由归纳假设，G1
 中存在一组边，一端组成x1
 ，x2
 ，…，xk
 ，另一端组成y1
 ，y2
 ，…，yk
 ，且无公共边．另一方面，G2
 满足要求，（否则存在X2
 中的xk＋1
 ，xk＋2
 ，…，xk＋h
 ，与之相邻的Y2
 中的点少于h个，那么Y中与x1
 ，x2
 ，…，xk＋h
 相邻的点少于k＋h个，与假设矛盾），所以存在一组边，一端组成X2
 ，一端组成Y2
 ，将两组边合在一起即得结论．

【评注】

1．归纳过渡中的分类由条件的满足与否得出，十分自然．

2．本题有一个很重要的推论：

二部图G的两部分顶点组成的集合分别为X、Y，若│X│＝│Y│，且G中有一组无公共端点的边，一端恰好组成X中的点，一端恰好组成Y中的点，则称二部图G存在完美匹配．若图G的每个点度数都为t，则称图G为t－正则图．并满足t－正则的二部图存在完美匹配．

证明：设二部图G的两部分顶点组成的集合分别为X、Y，对于X中的k个点，度数之和为kt，设与之相邻的Y中的点有ι个，这ι个点的度数也为t，但以它们为端点的边的另一端并不一定都是X中的这k个点，故ιt≥kt，ι≥k，符合Hall定理的条件．因此G中存在一组无公共端点的边，一端恰好组成X中的点，又因为│X│＝│Y│，所以G存在完美匹配．

例　3　有彩票游戏，一共50个空格，在空格中写上1，2，…，50，顺序任意．当且仅当有一格填写的数字与标准排列吻合时中奖．恰当地填写n张彩票后能够保证中奖，求n的最小值．

【解答】　当n＝26时，构造一种填法：第i张彩票中，第j位填入aij
 ，令

[image: alt]


且1≤aij
 ≤50，则彩票中1至26位都出现过1，2，…，26，如果标准排列与彩票在每一位上都不吻合，则1，2，…，26不能出现在前26位上，只能出现在后24位上，矛盾．

下面证明n＝25时无论怎样填写彩票，都能构造出一种标准排列，使得每一位都与彩票不吻合．

将位置1，2，…，50看作集合X中的点x1
 ，x2
 ，…，x50
 ，将数字1，2，…，50看作集合Y中的点y1
 ，y2
 ，…，y50
 ，在25张彩票中第i位未出现数字j就在xi
 和yj
 间连一条边，我们来证明：这个图满足Hall定理要求的条件．事实上，图中任一点的度数不小于50－25＝25，所以与任意x1
 ，x2
 ，…，xk
 （1≤k≤25）相邻的Y中的点不少于25个，更不少于k个．与任意x1
 ，x2
 ，…，xk
 （26≤k≤50）相邻的Y中的点为50个（否则Y中有一个点度数小于25），不少于k个．因此，由Hall定理，此图中有一组无公共端点的边，一端恰好组成X中的点，又因为│X│＝│Y│，所以这个图存在完美匹配．设ai
 与f（ai
 ）相邻，那么在第ai
 格中填入f（ai
 ），就得到要求的标准排列，与彩票在每一位上都不吻合．

例　4　（2005年韩国数学奥林匹克）设P表示2005个不同的质数组成的集合．C表示由P中的1002个元素的积得到的所有整数的集合，D表示由P中的1003个元素的积得到的所有整数的集合，求一个一一映射，f：C→D，满足对所有的c∈C，c│f（C）．

【分析】　题目等价于，在集合S＝｛1，2，…，2005｝中，X是所有1002元子集组成的集合，Y是所有1003元子集组成的集合，求一个一一映射g：X→Y，满足对所有的T∈X，T⊆g（T）．由Hall定理的推论不难给出一个存在性证明，在这里我们试图给出一个构造性证明．

【解答】　用序列表示集合的元素组成，集合A相对应的序列为：

[image: alt]


A∈X时，数组a中恰有1002项为1，设[image: alt]
 1≤k≤1003，令f（a）表示将a中从右数第k个0改为1得到的序列．记f（a）中[image: alt]
 i1
 ＜i2
 ＜…＜i1003
 ，并设其中的[image: alt]
 在原来的数组a中为0．

由g的定义，[image: alt]
 是a中从右数第k个0，a共有2005个数，[image: alt]
 右侧有（1003－m）个1，

于是k＝（2006－im
 ）－（1003－m）≡m－im
 ，解得

[image: alt]


B∈Y时，若f（A）＝B，则可以根据上式对应到唯一的集合A，又因为│A│＝│B│，所以g为一一映射．

【评注】　①式提示我们可以采用另外一种构造的方法，即构造逆映射h：B→A．设b＝｛b1
 ，b2
 ，…，b2005
 ｝是集合B对应的序列，设[image: alt]
 i1
 ≤i2
 ≤…≤i1003
 ，[image: alt]
 （mod1003），令h（b）表示将[image: alt]
 由1改为0后得到的序列，证明留作习题．

例　5　（Sperner定理）设集合X＝｛1，2，…，n｝，A1
 ，A2
 ，…，Am
 为X的不同的子集，且互不包含．求m的最大值．

【分析】　答案容易猜到．当A1
 ，A2
 ，…，Am
 分别为X的[image: alt]
 元子集时，它们互不包含，猜想[image: alt]
 根据取最值的条件，考虑用调整的方法证明．

【解答1】　当A1
 ，A2
 ，…Am
 分别为X的[image: alt]
 元子集时，它们互不包含，故[image: alt]


下证[image: alt]


设A1
 ，A2
 ，…，Am
 中元素最少的为t元集，共at
 个．添加X的一些元素到这些t元集中，使之成为t＋1元集．由于A1
 ，A2
 ，…，Am
 互不包含，新的集合与原有的集合不同．对于每个t元集，有n－t种添加方法，而每个t＋1元集至多可由t＋1个t元集添加而得，所以经过添加后至少产生[image: alt]
 元集．

当[image: alt]
 时，[image: alt]
 所以将A1
 ，A2
 ，…，Am
 中的t元集换成添加后得到的t＋1元集，集合的个数严格增多．

同理，设A1
 ，A2
 ，…，Am
 中元素最多的为s元集，在[image: alt]
 时，从每个s元集中删减一个元素变成s－1元集，新的集合与原有集合不重复，由于[image: alt]
 集合的数目不减．

因此，在A1
 ，A2
 ，…，Am
 均为[image: alt]
 元集时，[image: alt]


【解答2】　比较前一种解法，这种方法更加抽象．

考虑n个元素的全排列，总数为n！．

全排列的前k个元素恰好组成Ai
 的，有k！（n－k）！个．由于Ai
 互不包含（i＝1，2，…，m），不同的子集对应的排列互不相同．设k元子集有ak
 个（k＝1，2，…，n），则[image: alt]
 n！，即[image: alt]
 因为[image: alt]
 所以[image: alt]


例　6　22个剧团中，每天有一些剧团演出，其他剧团观看（当天演出的不能观看）．如果每个剧团都看过其他10个剧团的演出，问演出至少几天？

【解答】　设共演出n天，第i个剧团演出的天数组成集Ai
 （i＝1，2，…，22）．i剧团看过j剧团的演出当且仅当Aj
 不包含Ai
 ．于是条件等价于A1
 ，A2
 ，…，A22
 互不包含，又A1
 ，A2
 ，…，A22
 是集合｛1，2，…，n｝的子集，由Sperner定理，[image: alt]
 关于n单调递增（见评注），由[image: alt]
 可以得出n≥7．

n＝7时，取A1
 ，A2
 ，…，A22
 为｛1，2，…，7｝的不同的三元子集即可．

【评注】　事实上，设[image: alt]


[image: alt]


故[image: alt]
 单调递增．

例　7　一个班上有21个学生，有n个由5个学生组成的兴趣小组，且每两个学生都同属于某个兴趣小组，求n的最小值．

【分析】　考察无序学生对（A，B），其中A和B同在某个兴趣小组．可以进行不等式估计．

【解答】　由于每两个学生都同属于某个兴趣小组，这样的学生对数目为[image: alt]
 而在每个兴趣小组中，这样的学生对有[image: alt]
 个，不同的兴趣小组中的学生对可能重复，于是有[image: alt]
 [image: alt]
 解得n≥21．当n＝21时，构造如下

[image: alt]


【评注】　不等式估计是组合证明的常用手段，本题考察的对象较易选择，在接下来的两道题目中我们将接触到更有技巧性的不等式估计．有一道与此相类似的题目：将10×10的方格表中的n个方格染色，且不存在4个被染色方格形成矩形，求n的最大值．（答案：nmax
 ＝34）

例　8　图G包含n个顶点，求证，当边数大于[image: alt]
 时，必然存在一个三角形．

【解答】　设顶点为v1
 ，v2
 ，…，vn
 ，各顶点的度数为d（v1
 ），d（v2
 ），…，d（vn
 ），对每一组相邻的顶点进行求和，[image: alt]


一方面，由于不存在三角形，d（a）＋d（b）≤n．

另一方面，对顶点a，d（a）被计数了d（a）次，故[image: alt]
 由柯西不等式，

[image: alt]


（因为[image: alt]
 e为图G边的数目）．整理得[image: alt]
 事实上[image: alt]
 是最佳的估计，一个两部分顶点数分别为[image: alt]
 的完全二部图边数为[image: alt]


【评注】　此题为托兰定理的一个特例，一般化的托兰定理留作习题．

例　9　X是一个n元集，指定它的m个k元子集A1
 ，A2
 ，…，Am
 为红k子集，求证：若[image: alt]
 则必存在一个X的k＋1元子集，它的所有k元子集都是红k子集．

【分析】　仿照上题，推出不等关系，利用柯西不等式解决．由于柯西不等式中有平方项，如何得出平方项是不等式估计的关键．上题中对边求和，事实上是考查二阶完全图，类似地，在本题中应考察k－1阶完全图．

【解答】　反证法，假设不存在符合要求的k＋1元子集，设X的所有k－1元子集为B1
 ，B2
 ，…，Bd
 ，其中[image: alt]
 设包含Bj
 的集合A的个数为rj
 ，由于每一个Ai
 包含了k个Bj
 ，有[image: alt]
 考察集合与元素组成的对子（Ai
 ，Bj
 ，x），其中x∉Bj
 ，Bj
 ⊆Ai
 ，｛x｝∪Bj
 ＝Aι
 （i＝1，2，…，m）（j＝1，2，…，d）（ι＝1，2，…，m）．设这样的对子共有S个．

一方面，关于Bj
 计数，由ri
 的定义，确定Bj
 后Ai
 有ri
 种选择，此后x又有ri
 种选择，于是

[image: alt]


另一方面，关于Ai
 计数，

[image: alt]


ti
 表示第一项为Ai
 的对子的数目，下面证明

[image: alt]


先选定x，若x∉Ai
 ，这样的对子至多k－1个．（否则｛x｝∪Ai
 所有的k元子集为Ai
 和｛x｝∪Bp
 （p＝1，2，…，k），都是红k子集．｛x｝∪Ai
 构成题中要求的k＋1元子集．）若x∈Ai
 ，这样的对子恰有1个．

因为x∉Ai
 时x有n－k种取法，x∈Ai
 时x有k种取法，所以③成立．

结合①②，

[image: alt]


与题设矛盾．

【评注】　论证的方法值得细细回味．这两题中都涉及两个元素间的某种关系（a，b）（无序）．上题为两点有边相连，此题为两个k元集有k－1个公共元素（若两个k元集为同一个集合，重复计数k次，这是难点）．记与a有关系的其他元素的个数为g（a），考察每一组（a，b），求和[image: alt]
 出现平方项，即可用柯西不等式处理．

例　10　能否用一些角状形（即2×2的正方形中去掉一个方格后所得的图形）将5×7方格纸盖住若干层？（角状形不越出方格纸的边界，且方格纸的每个方格都被盖住相同的层数）

[image: alt]


【分析】　经过尝试猜想不可以．由于盖的层数没有限制，不能采用枚举法．角状形的位置各异，暗示我们需考虑变化中的不变量．我们采取一种覆盖问题中常用的方法——赋值．

【解答】　用反证法，假设可以做到．

如图所示，将5×7方格表中的一些方格画上*（其余的为空白）．在每个带*的方格中填入-2，在每个空白方格中填入1．在这种方式下，每个角状形所盖住的3个方格的数的和都是非负的．因此，如果我们用角状形把方格表盖住k层，则所有角状形盖住的数的总和S就应当是非负的．计算S，S＝ks＝-k＜0，矛盾．（其中s＝-2·12＋1·23＝-1为方格表中各数之和）

【评注】　1．用类似的方法可以证明，对于5×5和3×（2n＋1）的方格表，也不存在满足题中条件的覆盖．然而，可以证明，对于所有其他尺寸的方格表，则都存在满足要求的覆盖．事实上，2×3的方格表可以用2个角状形盖住1层；5×9的方格表可以用15个角状形盖住1层，2×2的方格表可以用4个角状形盖住3层．将它们组合起来，就可以解决所有其他尺寸方格表的覆盖问题．

2．扩展：方格图形Φ可以将m×n的方格表盖住若干层（与本题中的意义相同），求证：对于m×n的方格表的任何一种填数方式，只要填入的数的总和是正的，那么就可以把图形Φ放入方格表中（图形可以旋转但不能越出边界），使得被Φ盖住的方格中的数之和是正的．

例　11　300×300的方格表被任意地分为一系列多米诺（即1×2的矩形）．证明：可以把多米诺分别染为3种不同颜色，使得3种颜色的多米诺的数目相等，并且对于每个多米诺，都至多有两个相邻的多米诺与之颜色相同．（如果两个多米诺中有以边相邻的方格，就称这两个多米诺为相邻的）．

【分析】　与多米诺有关的题目最常用的手法是将表格进行染色，黑白格按照国际象棋棋盘排布，可以发现每个多米诺恰好占有一个黑格，于是多米诺与黑格一一对应．如图，表格中共有45000个黑格，45000个白格．按照题目要求，A、B、C三种颜色各占1/3，需要将黑格适当的标记为A，B或C，多米诺的颜色与黑格中标记的字母一样，并满足第二个条件．

【解答】　左上角的情形如图，按此规律延伸至整个方格表．这两种方法都满足条件，且容易验证A、B、C的个数相同．事实上图2的方法中每个多米诺至多与一个相邻的多米诺同色，将题目中的条件加强了．

[image: alt]


图1

[image: alt]


图2

例　12　方格图形Φ具有这样的性质：对于m×n的方格表的任何一种填数方式，只要填入的数的总和是正的，那么就可以把图形Φ放在方格表中的某一处，（图形可以旋转但不能越出边界），使得被Φ盖住的方格中的数之和是正的．证明，图形Φ可以将m×n的方格表盖住若干层．

【分析】　本题为例10注2的逆命题，但难度极大．盖住的层数没有限制，难以描述．采用归一化的方法．若总共盖住s层，图形Φ在某一位置出现t次，则可以看作此位置的图形厚度为[image: alt]
 因此只需证明存在一种方法，使得每个位置的厚度为有理数，且每个方格上的不同图形的厚度之和为1．这样做的好处在于统一了层数，使得不同的覆盖方法之间可以进行比较，便于利用极端原理得出结论．

【解答】　如上述分析，假设Φ1
 ，Φ2
 ，…，Φk
 是图形Φ在方格表中的所有可能的放置位置．题中的断言可以转化为让每个图形都对应一个厚度di
 ，i＝1，2，…，k（其中di
 为非负有理数），使得各个方格上方的所有图形Φi
 的厚度之和都等于1．

若结论不成立，我们证明，此时存在一种填数方法，使得方格表中各个数的总和为正，但无论怎样把图形Φ放入表中，它所盖住的方格的数之和都非正．

用j（j＝1，2，…，mn）为方格表中的各个方格编号，用i（i＝1，2，…，k）为图形Φ的各个位置编号．如果第j号方格被图形Φi
 盖住，就令[image: alt]
 否则就令[image: alt]
 此时令

[image: alt]


表示图形对方格表的覆盖与均匀覆盖之间的偏差．由假设，θj
 不能全为0．令[image: alt]
 则S不为零．选取一组di
 ≥0，使得S最小，此时di
 都为有理数（见评注）．我们来证明所得到的θj
 就构成了所要寻找的填数方法，即在第j个方格中填入θj
 ，满足方格表中各个数的总和为正，但无论怎样把图形Φ放入表中，它所盖住的方格的数之和都非正．

将其中的一个di
 换为[image: alt]
 相应地，有

[image: alt]


为图形Φ的方格数目，

[image: alt]


为Φi
 盖住的数之和（因为第j个方格中填入的是θj
 ）．

[image: alt]


由假设，定义在x≥-di
 上的函数yi
 （x）＝ai
 x2
 －2bi
 x＋ci
 在x＝0处取得最小值，因此，di
 ＞0且bi
 ＝0，或di
 ＝0且bi
 ≤0．注意到始终有bi
 ≤0，这就意味着，图形Φi
 所盖住的数之和都是非正的．现只需证明方格表中的数之和为正．

事实上存在如下关系

[image: alt]


（因为当di
 ≠0时，[image: alt]
 ），

由于θj
 不全为零，故[image: alt]


【评注】[image: alt]
 S是关于d1
 ，d2
 ，…dk
 的二次式，

[image: alt]


并定义当i＞j时，aij
 ＝aji
 ．因为Pij
 ＝0，1，所以各项系数都为整数．取到最小值时，di
 满足方程组[image: alt]
 i＝1，2，…，k，这是k个k元一次方程组成的方程组，系数都为有理数，所以解也都是有理数，这就回答了为什么S取最小值的时候di
 都是有理数的问题．

习　　题

1．设　[image: alt]


设[image: alt]
 i1
 ＜i2
 ＜…＜i1003
 ，[image: alt]
 （mod1003），函数h：B→A，定义在集合B上，表示将[image: alt]
 由1改为0后得到的序列，证明：h为单射．













2．（1994年中国国家集训队训练题）已知共有12个剧团参加为期7天的演出，要求每个剧团都能看到其他所有剧团的演出（当天演出的不能观看），问最少演出多少场？













3．考虑有n个点的完全图．对该完全图的点和边依次按如下方式进行染色：

（1）由同一个点引出的任意两条边颜色不同；

（2）某一点的颜色与其所引出的边的颜色也不同．

对每一个固定的n，求所需颜色种数的最小值．













4．已知序列｛ai
 ｝（i＝1，2，…，675）的每一项都是一个英文字母，又不存在连续两项为ab或cd．证明：存在整数m和n（1≤m＜n≤674），使得am
 ＝an
 ，am＋1
 ＝an＋1
 ．













5．（2005年白俄罗斯数学奥林匹克）一个2n×2n的正方形分割为4n2
 个单位正方形．作单位正方形的对角线满足它们没有公共点，求作出的最大可能的对角线数．













6．一个社团要进行选举，社团中的每个人选10个候选人（不能选自己）．若选出某些人，这些人中至少有一个人是甲选的，则甲是“快乐的”．对于社团中每六个人，都存在两个人使得这六个人是快乐的．证明：存在10个人，使得社团中的每个人都是快乐的．













7．在一个存在故障的由25盏灯构成的5×5的方阵，按动其中一盏灯的开关，该灯及其所有行与列的所有与之相邻的灯的状态都将改变（或由熄灭变为开启，或由开启变为熄灭）．开始时，所有灯都是熄灭的，在按动若干次开关后，恰有一盏灯是开启的．试求这盏开启的灯的所有可能位置．













8．如果X中的每个元素至多能整除X中的另一个其他元素，则称集合X满足条件P．证明：若A为集合｛1，2，…，n｝的子集，且满足条件P，则[image: alt]
 （其中│x│表示不小于实数x的最小整数．













9．（2007年爱沙尼亚国家队选拔考试）已知10×10的方格表，每次操作将两行、两列交出的四个单位正方形染色．如果这样的四个单位正方形中至少有一个还未被染色，则进行一次操作是允许的．求操作次数的最大值，使得所有的单位正方形都被染上颜色．













10．设（m，n）是给定正整数对．

（1）证明：所有的正整数可以被分成三个两两不交的非空子集，使得没有一个子集中存在两个数，其差的绝对值等于n或m；

（2）求所有的正整数对（m，n），使得所有的正整数不能分成两个不交的非空子集满足（1）的条件．













11．今有一个300×300的白色方格表．染黑其中的n个方格，使得：任何三个黑格都不形成角状形（即2×2的正方形中去掉一个方格后所得的图形），但是只要再染黑任何一个白格，就会出现角状形．求n的最小值．













12．你是一名公司经理，有10位雇员和10项任务．你得分配每位雇员一项任务去做．对于雇员和任务的每一个配对给定两个称作“热情”和“能力”的实数．倘若雇员A对任务v的热情高于任务u，同时能力高于雇员B，而你把任务u交给雇员A且把任务v交给雇员B，那么A将会不满意．另外，倘若存在另一种分配方案，使得对于所有任务，新分配的雇员的能力都高于原先分配的雇员，那么总经理将会生气．













13．设S是一个包含2006个数的集合．若子集T中任意两个数u，v（允许相同），都有u＋v不属于T，则称T是“坏的”．证明：

（1）若S＝｛1，2，…，2006｝，则S的每一个坏的子集最多有1003个元素；

（2）若S是一个包含任意2006个正整数的集合，存在S的一个坏的子集，其包含有669个元素．













14．在2n×2m的长方形表格的每个方格内要么写上“＋”号，要么写上“－”号，某行和某列中的所有方格称为一个“十字”，这一行与这一列公共的方格称为“十字的中心”．进行下列操作：将包含“－”号的方格作上标记，依次将有标记的方格作为十字的中心，并把这个十字中的所有方格内的“＋”号或“－”号变为相反的符号（无论怎样选择十字的顺序）．如果表格可以从某个表格通过一次操作得到，则称这个表格是“可得到的”．求所有可得到的表格的数目．













15．已知图G的顶点数为n（k－1），且不包含k个顶点的完全图，证明：图G至多包含[image: alt]
 条边．














三　模拟专题

模拟题（一）

第一试

1．A＝｛x│log2
 （2x2
 ＋3x－5）≤log2
 （x2
 ＋4x－3）｝，B＝｛y│y＝asinx，x∈R｝，若A⊆B，则a∈________．

2．用4种颜色对正四面体的四个面进行染色，可以重复使用某一种颜色，共有________种不同的染色方法？（假设四个面是没有区别的）

3．实数对（b，c）使得方程x2
 ＋bx＋c＝0与方程2x2
 ＋（b＋1）x＋c＋1＝0各有两个整数根，这样的实数对有________个？

4．已知正四面体与球O的中心重合，正四面体的边长[image: alt]
 球的半径[image: alt]
 则正四面体与球的交线的总长度为________．

5．[image: alt]


6．f（n）表示自然数n各位数字的乘积，定义f（0）
 （n）＝n，f（i＋1）
 （n）＝f（f（i）
 （n）），g（n）＝min｛m│f（m＋1）
 （n）＝f（m）
 （n）｝　，n∈｛1，2，…，100｝，则g（n）的值域为________．

7．从抛物线y2
 ＝2x外侧一点P（1，7）引两条抛物线的切线，切点分别为A，B．设AB中点为M，联结PM交抛物线于点N，则[image: alt]
 的值为________．

8．（1＋x＋x2
 ＋…＋x2009
 ）3
 展开式中合并同类项后，x的ι次项系数最大，则ι＝________．

9．x∈［0，π］，求[image: alt]
 的最大值．













10．数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 求[image: alt]














11．如图，双曲线[image: alt]
 的左、右顶点分别为A、B，动点C在x轴上B点的右侧，满足以C为圆心，│BC│为半径的圆与双曲线有且仅有一个交点B．当动点C运动到点D时，│BC│最大．

（1）求│BC│的取值范围．

（2）若│BD│＝a，在双曲线上取一点P（不同于B），过P作圆D的两条切线ι1
 、ι2
 ，ι1
 、ι2
 与双曲线异于P的交点分别为Q，R．求证：△PQR的垂心在双曲线上．













第二试

1．已知O，H分别为锐角不等边三角形ABC的外心和垂心．以O，H为焦点作一个椭圆分别与边BC，CA，AB切于D，E，F．这样的椭圆存在吗？若存在，求它的离心率e（用所给点之间的距离表示）；若不存在，请说明理由．













2．函数f（x）＝sinx＋sinax．求所有使f（x）为周期函数的实数a．













3．有若干张卡片，每张卡片上都写着一个正整数，满足这些正整数之和为2008．又知对任意正整数k（1≤k≤2008），总可以从这些卡片中选取若干张，使其上数字之和为k，且这种选取方式唯一（若是两组相同的数字组合，则视为同种方式）．求有多少种不同的填写卡片的方法．













4．给定一个2009×2009的表格，每个小方格的颜色均不相同．在表格的每一个方格中填入A，B，C，D四种颜色．若表格中每一个2×2的正方形都有四种颜色，则称其为“完美表格”．问有多少种不同的“完美表格”？

















模拟题（二）

第一试

1．若[image: alt]
 则f（5）＝________．

2．在各位数码各不相同的10位数中，是11111的倍数的有________个．

3．在正四棱锥P—ABCD中，AB＝1，AB上一点E，AE＞BE，四棱锥的截面EFGH垂直于底面，且与BC平行，若截面截得的两个多面体体积之比为20∶7，则BE的长为________．

4．已知A是三元集合，T是A的子集所组成的集合，且A∈T，若T中任意两个元素的交集和并集仍是T的元素，则T的个数为________．

5．设实常数k使得方程2x2
 ＋2y2
 －5xy＋x＋y＋k＝0在平面直角坐标系xOy中表示两条相交的直线，交点为P．若点A、B分别在这两条直线上，且[image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]


6．不等式[image: alt]
 的解为________．

7．已知正向数列｛an
 ｝满足[image: alt]
 记数列｛an
 ｝的前n项和为Sn
 ，则[image: alt]


8．若函数[image: alt]
 的值域包含区间[image: alt]
 则实数k的取值范围是________．

9．已知椭圆[image: alt]
 动圆Γ：x2
 ＋y2
 ＝R2
 ，其中b＜R＜a．若A是椭圆ε上的点，B是动圆Γ上的点，且使直线AB与椭圆ε和动圆Γ均相切，求A，B两点距离│AB│的最大值．













10．对任意正数a，b，c，且a2
 ＞bc，求最大的实数λ，使得（a2
 －bc）2
 ＞λ（b2
 －ac）（c2
 －ab）．













11．无穷整数数列｛an
 ｝满足an
 ≠-1，[image: alt]
 求这种数列｛an
 ｝的个数．













第二试

1．△ABC中∠A内的旁切圆圆O切BC于D，M为BC中点，E为AD中点，求证：O，M，E三点共线．













2．函数f：N+
 →N+
 满足

（1）对于正整数f（a）f（b）＝f（ab）．

（2）若a＜b，则f（a）＜f（b）．

（3）f（7）＞7．

求f（7）的最小值．













3．设a，b，c∈Z使得a＋b＋c│a2
 ＋b2
 ＋c2
 ，证明：存在无穷多个正整数n，使得a＋b＋c│an
 ＋bn
 ＋cn
 ．













4．设A＝｛1，2，3，…，2n－1｝，按如下方式从A中至少除去n－1个元素：

（1）如果a∈A被除去，且2a∈A，则2a必须被除去；

（2）如果a，b∈A被除去，且a＋b∈A，则a＋b必须被除去．

求除去元素和的最小值．

















模拟题（三）

第一试

1．对所有是数字1到7的全排列的七位数，从小到大进行排序，则第2009个数为________．

2．已知a，b，c为正数，a＋b＋c＝10，且a≤2b，b≤2c，c≤2a，则abc的最小值为________．

3．过正四面体ABCD的顶点A作一个形状为等腰三角形的截面，且使截面与底面BCD所成的角为75°．这样的截面共可作出________个．

4．正整数k，m，n满足[image: alt]
 则表达式[image: alt]
 的最大值为________．

5．双曲线C的焦点为[image: alt]
 渐近线方程为[image: alt]
 过C上一点P的直线ι交C的渐近线于P1
 ，P2
 ，且[image: alt]
 则△P1
 OP2
 的面积为________．

6．非零数列｛an
 ｝，｛bn
 ｝满足an＋1
 ＝an
 ＋3bn
 ，bn＋1
 ＝an
 ＋bn
 ．设[image: alt]
 当│x2007
 ＋x2008
 │取最小值时，x2009
 的值为________．

7．设[image: alt]
 则f（f（x））＝2的解为x＝________．

8．△ABC中，若[image: alt]
 且该三角形的周长为12，则这个三角形面积的最大值为________．

9．已知a，b，c为正实数，且a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＋abc＝4．证明：a＋b＋c≤3．













10．已知椭圆[image: alt]
 的一个顶点的坐标为A（0，-1），且右焦点F到直线[image: alt]
 的距离为3．问：是否存在斜率不为0的直线ι，使其与已知椭圆交于M，N两点，满足AM⊥AN，且│AM│＝│AN│．













11．有理数数列a0
 ，a1
 ，a2
 ，…满足：a0
 ＝a1
 ＝a2
 ＝a3
 ＝1，且[image: alt]
 n≥4．证明：这个数列的所有的项都是整数．













第二试

1．已知△ABC，垂心为H，外心为O，三条高线分别为AD，BE，CF，其中ED交AB于M，FD交AC于N．P为△ABC所在平面上一点，已知PB⊥HN，PC⊥HM．

求证：O，P，H三点共线．













2．证明：对任意正整数n≥3，存在正整数a1
 ，a2
 ，…，an
 为等差数列，正整数b1
 ，b2
 ，…，bn
 为等比数列，且满足a1
 ＜b1
 ＜a2
 ＜b2
 ＜…＜an
 ＜bn
 ．













3．证明：对任意正整数n，1，2，…，n的最小公倍数与[image: alt]
 的最小公倍数相等的充要条件是n＋1为质数．













4．从集合A＝｛1，2，3，…，2009｝中任取k个数，使得这k个数中，一定可以找到能构成三角形边长的三个数．试问满足上述条件的k的最小值是多少？

















模拟题（四）

第一试

1．设函数[image: alt]
 以3π为周期，其中n为整数，则n的值为________．

2．设ABCD-
 A1
 B1
 C1
 D1
 是棱长为1的正方体．则上底面ABCD的内切圆上的点P与正方体的外接球上的点Q之间距离的取值范围为________．

3．已知正项数列｛an
 ｝满足：[image: alt]
 设sn
 ＝a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ．则[image: alt]


4．设不超过50的自然数n满足条件：仅有一对非负整数（a，b）使得a2
 －b2
 ＝n，则这样的n的个数为________．

5．实数x，y满足[image: alt]
 则表达式a＝x＋y的取值范围为________．

6．设直线ι过点（2，1），则当它与x轴，y轴交出的三角形周长达到最小时，ι的方程为________．

7．对于函数[image: alt]
 有三个数满足│a│＜1，│b│＜1，│c│＜1，且[image: alt]
 [image: alt]
 那么，[image: alt]
 的值是________．

8．在平面直角坐标系内取定四个点A（0，0），B（2，0），C（4，2），D（4，4），有两只蚂蚁分别从A爬到D和从B爬到C，爬行方向为坐标轴正方向，且只能在整点处改变方向．则满足两只蚂蚁不相遇的路径数为________．

9．一张矩形纸片ABCD，其中│AB│＝a，│BC│＝b，a＞b．将C点折到AB边上的C＇点．求当C＇点在AB上移动时，所有折痕所组成的图形的面积．













10．｛fn
 ｝n≥0
 是Fibonacci数列，定义如下：f0
 ＝f1
 ＝1，fn＋1
 ＝fn
 ＋fn－1
 ，n＝1，2，…，解关于n的方程：nfn
 fn＋1
 ＝（fn＋2
 －1）2
 ．













11．设x，y，z是正实数，使得对某个实数k，有xyz≤2，且[image: alt]
 求所有的实数k，使得满足上述条件的x，y，z一定可以是某个三角形的三边长．













第二试

1．已知圆O1
 与圆O2
 外切于点T，一直线与圆O2
 相切于点X，与圆O1
 交于点A，B，且点B在线段AX的内部，直线XT与圆O1
 交于另一点S．C是不包含点A，B的TS上一点，过点C作圆O2
 的切线，切点为Y，且线段CY与线段ST不相交，直线SC与XY交于点I，求证：

（1）C，T，I，Y四点共圆．

（2）I是△ABC的∠A内的旁切圆的圆心．

[image: alt]














2．已知a，b，c∈R，求证：（b＋c－a）2
 （c＋a－b）2
 （a＋b－c）2
 ≥（a2
 ＋b2
 －c2
 ）（a2
 ＋c2
 －b2
 ）（c2
 ＋b2
 －a2
 ）．













3．数列｛an
 ｝中，a0
 ＝3，a1
 ＝17，[image: alt]
 求证：当m∈N+
 时，（am
 －1）是完全平方数．













4．定义运算a［n］
 ＝a·（a－h）·（a－2h）·…·（a－（n－1）h），并且a［0］
 ＝1，其中n为正整数，h为固定实数．

证明：这种运算下的二项式定理[image: alt]


















模拟题（五）

第一试

1．函数f（x）定义在（0，+∞）上，对[image: alt]
 y∈R+
 ，均有f（x）·f（y）＝f（xy）＋1，且f（8）＝5，则f（22009
 ）＝________．

2．对每个正整数k，ak
 表示不超过[image: alt]
 的最大整数，bk
 表示不超过[image: alt]
 的最大整数，则[image: alt]


3．△ABC中，[image: alt]
 则△ABC的面积为________．

4．满足[image: alt]
 的质数对（p，q）的个数为________．

5．一个正四棱锥，侧面与底面所成角的正切值为[image: alt]
 先放入一个内切球，之后放入的各球均与前一个球及四个侧面相切，已知正四棱锥高为[image: alt]
 则放入所有球的体积之和为________．

6．一个货物运输基地可以用来堆放和中转货物．有批货物共200件，被两件一份放在100个相同的集装箱中，每件货物大小任意，并每两件恰好装满一个集装箱．现在，这200件货物放在运输基地里并打乱顺序，之后要将它们重新放入集装箱中，此时需要顺次放入，一旦一个集装箱没法放入即换新的集装箱．例如：起先两个集装箱放的货物为（0.5，0.5），（0.3，0.7），打乱顺序为0.5，0.7，0.5，0.3，则第一个集装箱中放入0.5，由于0.7无法放入，则必须在第二个集装箱中放入0.7，在第三个集装箱中放入0.5和0.3，即此时花费三个集装箱．则在这样的规则下，200件货物至多需要________个集装箱．

7．有六个相同的红球和五个相同的白球放入一排1至100编号的盒子里，其中红球和白球间隔放置（即从左到右必须一红一白间隔放），并且红球盒子编号与白球盒子编号不同奇偶，则共有________种放置方案．

8．已知数列｛an
 ｝满足：[image: alt]
 则数列｛an
 ｝的通项公式为________．

9．已知数列｛an
 ｝的各项均为正数，且满足[image: alt]
 求T＝a1
 a2
 …an
 的最大值．













10．已知椭圆[image: alt]
 过右焦点F（c，0）作两条倾斜角互补的直线ι1
 ，ι2
 （ι1
 斜率大于0），并且ι1
 的倾斜角不大于30°，其中ι1
 交椭圆于A，C两点，ι2
 交椭圆于B，D两点，求四边形ABCD面积的最大值．













11．求所有的函数f：R→R，满足以下两个条件：

（1）x（f（x＋1）－f（x））＝f（x）对[image: alt]
 均成立；

（2）│f（x）－f（y）│≤│x－y│对[image: alt]
 均成立．

第二试

1．在△ABC中，AB＜AC，点I为其内心，M是边AC的中点，N是外接圆上的ABC的中点，证明：∠IMA＝∠INB．

[image: alt]














2．数列｛an
 ｝满足an－1
 ＋an＋1
 ＝│an
 │（n≥2），求证：｛an
 ｝为周期数列．













3．给定n∈N+
 ，解关于x的方程：[image: alt]
 （［m］表示不超过m的最大整数）













4．设n为给定的正整数，T为2009n
 的所有正因数组成的集合，S⊆T．且S中任一数都不能整除S中另一数，求│S│的最大值．

















模拟题（六）

第一试

1．[image: alt]
 的值为________．

2．方程[image: alt]
 的解（x，y）为________．

3．已知抛物线y2
 ＝4x及其上一点P，焦点F（1，0）和[image: alt]
 则│PF│2
 ＋│PA│2
 的最小值为________．

4．正三棱柱ABC-
 A1
 B1
 C1
 ，其高与底面边长相等，AB的中点为M，A1
 C1
 的中点为N，则过B1
 ，M，N三点的截面将三棱柱分成两部分的体积之比α（α＞1）的值为________．

5．数列｛an
 ｝满足a0
 ＝1，a1
 ＝2，且n≥2时，[image: alt]
 则a6
 ·a7
 ＝________．

6．钝角△ABC中，（2sinC－1）·sin2
 A＝sin2
 C－sin2
 B，则sin（A－B）＝________．

7．两位数ab（a＞0，b＞0）若满足（ab，ba）≠1，则称ab为好数，则好数共有________个．

8．甲乙两人玩游戏，规则如下：两人轮流在黑板上写数字，并且当数字a和b已经出现在黑板上时，就不允许写所有可以写成ax＋by（x，y为非负整数）形式的数，最后两人中不得不写下数字1的人为失败者．已知黑板上已有数字5和6，此时由甲开始写数字，若甲要保证必胜，那么他第一次能够填的数字组成的集合为________．

9．[image: alt]
 且tanx＋tany＋tanz＋tanw＝1，求证：[image: alt]
 [image: alt]














10．数列｛an
 ｝满足：a1
 ＝1，[image: alt]
 求[image: alt]
 的值．













11．已知两定点A（1，0），B（0，-2），O为坐标原点，动点C满足[image: alt]
 其中α，β∈R，且α－2β＝1，若点C的轨迹与双曲线[image: alt]
 相交于M，N两点，且以MN为直径的圆经过原点，若双曲线的离心率不大于[image: alt]
 求a的取值范围．













第二试

1．P是△ABC内一点，点P在三条边BC，CA，AB上的射影分别为D，E，F，满足：AP2
 ＋PD2
 ＝BP2
 ＋PE2
 ＝CP2
 ＋PF2
 ．记IA
 ，IB
 ，IC
 为△ABC的旁切圆圆心，求证：点P为△IA
 IB
 IC
 的外接圆圆心．













2．求所有的正整数n，使得存在｛1，2，…，n｝的一个排列σ，满足[image: alt]
 是一个有理数．













3．试求所有正整数对（a，b），使得对每个正整数n，数an
 ＋bn
 都是某个正整数cn
 的n＋1次方幂．













4．在80个城市之间有两种方式的飞行航线被执行：任意一个城市至少和7个城市有直航；任意两个城市可以通过有限次直航来连接．求最小的正整数k，使得无论如何安排满足条件的航线，任何一个城市到任何其他城市最多经过k次直航就可到达．

















模拟题（七）

第一试

1．已知[image: alt]
 则集合M＝｛n│f（n2
 －214n－1998）≥0，n∈Z｝的子集个数是________．

2．过椭圆[image: alt]
 上任一点P作椭圆C的右准线的垂线PH（H为垂足），延长PH到点Q，使│HQ│＝λ│PH│（λ≥1）．已知点P在椭圆C上运动时，点Q的轨迹为一二次曲线，则其离心率的取值范围是________．

3．M＝｛1，4，9，…，n2
 ｝，A是M的r元子集，n，r∈N+
 ，则所有A中的最大元素的均值是________．

4．六个人A，B，C，D，E，F收获了若干椰子，将在第二天早上平分．他们有一只猴子．A在夜里起来，把椰子平分为6堆，多出的一个给猴子，他把自己的一堆藏起来，把其余5堆合在一起，然后回去睡觉．接着，B，C，D，E，F做了同样的事情．第二天早晨，他们照原计划分椰子，仍然把它分成6份，但这次没有多余的给猴子了．那么，原来至少有________个椰子．

5．七个人依次坐在标有1，2，3，4，5，6，7的七个座位的长凳上，每个人尽可能地不坐在其他人旁边，则不同的坐法共有________种．

6．满足方程组

[image: alt]


（│x1
 │≥│x2
 │≥│x3
 │≥│x4
 │）的整数数组（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）是________．

7．设P为球O内一定点，A，B，C为球面上三个动点，且满足[image: alt]
 [image: alt]
 以PA，PB，PC为棱作平行六面体，设Q为该平行六面体中与P相对的顶点．当A，B，C三点在球面上移动时，可得到Q点的轨迹．已知O的半径为R，OP＝d，则Q点的轨迹中距离最远的两点的距离是________．

8．已知函数[image: alt]
 记an
 ＝f（3n
 θ），则a0
 ＋a1
 ＋…＋a2009
 ＝________．

9．已知椭圆[image: alt]
 动直线ι与椭圆相切，设左焦点为F，作FH⊥ι于点H．（1）求H点的轨迹．（2）设H点轨迹中纵坐标最大的点H＇，过H＇作直线ι＇，交椭圆于P，Q两点，求S△OPQ
 的最大值．













10．求所有的角α，使得集合｛sinα，sin2α，sin3α｝＝｛cosα，cos2α，cos3α｝成立．













11．已知当x∈（-1，2）时，不等式（2＋2a）x2
 －（1＋4a＋a2
 ）x＋2a＞0（a∈R）恒成立．求a的范围．













第二试

1．设点O是锐角△ABC的外心，分别以△ABC三边的中点为圆心作过点O的圆，这三个圆两两的异于O的交点分别为K，L，M．求证：点O是△KLM的内心．

[image: alt]














2．设△ABC的三边长分别为a，b，c，且a＋b＋c＝3．求证[image: alt]














3．［r］表示不超过r的最大整数．对任意正实数x，集合A（x）定义为：A（x）＝｛［nx］│n∈N+
 ｝．求所有大于1的无理数α，使得：若正实数β满足A（β）⊆A（α），则[image: alt]
 为整数．













4．设集合S＝｛a1
 ，a2
 ，…，a29
 ｝是｛1，2，…，2009｝的一个子集，证明：S中必存在三个不同的数a，b，c，满足（a，b）│c．

















模拟题（八）

第一试

1．已知函数f（x）＝ax2
 ＋bx＋c，对于任意x∈［0，4］，恒有│f（x－2）│≤2，则当x∈［0，4］时，│2ax＋2b－4a│的范围是________．

2．给定正整数n（n≥5），按下述方式构成一个倒立的三角形数表：

第一行依次写上数1，4，9，…，n2
 ，在上一行的每两个相邻数的正中间下方分别写上这两个数的和，得到下一行（比上一行少一个数）．以此类推，最后一行（第n行）只有一个数记作an
 ．则an
 ＝________．

[image: alt]


3．方程x2
 ＋（2a－3）xy－3ay2
 ＝0表示的两条直线的夹角的取值范围是________．

4．记f（x）为正整数x各位数字的和，三位数a，b，c满足a＋b＋c＝2009，设M为f（a）＋f（b）＋f（c）的最大值，则满足f（a）＋f（b）＋f（c）＝M的数组（a，b，c）的组数是________．

5．设f（x）定义在N+
 上，其值域B⊂N+
 ，且对任意n∈N+
 都有f（n＋1）＞f（n）及f（f（n））＝3n．则f（2009）＝________．

6．如图，正三棱柱ABC—A＇B＇C＇的各条棱长都是1，过侧面对角线BC＇的截面交棱AA＇于点D，该截面与底面ABC及三个侧面ABB＇A＇，ACC＇A＇，BCC＇B＇所成的二面角分别是α1
 ，α2
 ，α3
 ，α4
 ，若cosα1
 ＋cosα2
 ＝cosα3
 ＋cosα4
 ，则截面△BC＇D的面积是________．

[image: alt]


7．方程组[image: alt]


的解的个数是________．

8．右图为一个7阶的阶梯图，它被7个矩形互不重叠地覆盖的情况有________种．（此图不可旋转）

[image: alt]














9．已知抛物线2py＝x2
 ，过点A（0，2p）作直线ι（斜率为k，[image: alt]
 交抛物线于两点P，Q，过P，Q分别作抛物线的切线交于T，记F为抛物线焦点，连接FT，FQ，FP，求[image: alt]
 的范围．













10．将一些石子放入4018行4018列的矩形棋盘内，在每一格中可以放入一颗或多颗，然后发现每一行每一列上均有奇数颗石子，若将棋盘上的格子相间地染成黑白二色，证明：黑格上的石子数目为偶数．













11．设Q1
 ＝｛x∈Q│x≥1｝，函数f：Q1
 →R满足对于任意的x，y∈Q1
 ，有不等式│f（x＋y）－f（x）－f（y）│＜ε恒成立，其中ε＞0且ε∈R．证明：存在实数q对所有实数x∈Q1
 ，满足[image: alt]














第二试

1．锐角△ABC中，AB＞AC，其中M为BC中点，∠BAC外角平分线交BC中垂线于点F，交BC延长线于点P，H是△ABC的垂心，G为HF中点，MG延长线交FP于点K，求证：4PF·AK＝BC2
 ．

[image: alt]














2．设xi
 ＞0（i＝1，2，3，…，n），[image: alt]
 令[image: alt]
 求S的最大值．













3．求所有的正有理数m，n，p，使得[image: alt]
 均是整数．













4．用100种颜色对100×100的棋盘进行染色，使得每一格均被染为其中一种颜色且每种颜色恰被使用了100次．求证：棋盘上存在一行或一列，其中的方格被染为至少10种颜色．

















模拟题（九）

第一试

1．函数[image: alt]
 的最小值为1，最大值为6，则a＋b＝________．

2．集合A，B，C，满足A∪B∪C＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ，a5
 ，a6
 ｝，A∩B＝｛a1
 ，a4
 ｝，A∩C≠∅，则符合条件的（A，B，C）共有________组．

3．在三棱锥P-
 ABC中，PA⊥底面ABC，[image: alt]
 AE⊥PB于E，AF⊥PC于F．若[image: alt]
 AB＝1，则当S△AEF
 取到最大值时，∠BPC的正切值为________．

4．在扫雷游戏中，未“挖”开的方框内可能有地雷（至多有一个地雷），也可能有数字，其数字代表该方框上下左右及斜角共8个方框内的地雷总数．如图，A，B，C，D为已“挖”开的有数字的方框，其余均为未“挖”开的方框，且已知所有的地雷均分布在第一行（即第二、三行无地雷）．现将1，1，2，2四个数字填入A，B，C，D中，则使第一行中的地雷的分布唯一确定的填法有________种．

[image: alt]


5．已知[image: alt]
 则[image: alt]
 的最大值为________．

6．[image: alt]
 的后两位数字之和是________（其中［x］表示不超过x的最大整数）．

7．记f（x）＝－x3
 ＋ax＋b（a，b∈R，[image: alt]
 的图象为C．若任何斜率不小于[image: alt]
 的直线与C都至多有一个公共点，则a的取值范围为________．

8．函数[image: alt]
 的最大值为________．

9．设[image: alt]
 证明：

（1）sin（α＋β）＋sin（β＋γ）＋sin（γ＋α）≥sin2α＋sin2β＋sin2γ；

（2）sin（α＋β）sin（β＋γ）sin（γ＋α）≥sin2αsin2βsin2γ．

10．在双曲线x2
 －y2
 ＝2上的三个点A，B，C组成一个等腰直角三角形且顶点A是直角顶点．其中点C在双曲线的左支上，点A，B在双曲线的右支上．求等腰直角△ABC的面积的最小值．













11．数列｛an
 ｝中，a1
 ＝1，当n≥2时，[image: alt]
 已知[image: alt]
 求所有可能的正整数n（其中［x］表示不超过x的最大整数）．













第二试

1．在圆O上任取A，B两点，P为线段AB的中点，圆O1
 与AB相切于点P且与圆O相切（圆心O在圆O1
 内部）．过点A作不同于AB的圆O1
 的切线ι，点C是ι与圆O的不同于点A的交点．设Q是BC的中点，圆O2
 与BC相切于点Q且与线段AC相切．求证：圆O2
 与圆O相切．













2．设正实数a1
 ，a2
 ，…，an
 满足a1
 ＋a2
 ＋…＋an
 ＝1．求证：

[image: alt]














3．证明：如果正整数N可以表示为都是3的倍数的三个整数的平方和，那么，它必可表示为都不是3的倍数的三个整数的平方和．













4．求[image: alt]
 的值．（若m＜0或m＞n，则记[image: alt]


















模拟题（十）

第一试

1．设a∈R，A＝｛x│x∈R，x2
 ＋4ax＋3≥0｝，B＝｛x│x∈R，x2
 －2ax－6≤0｝．若记S＝｛a│a∈R，［-2，1］⊆A∩B｝，则S＝________．（用区间形式表示）

2．已知正数数列｛an
 ｝满足[image: alt]


若3m
 │an
 （n＞1），则m的最大值为________．（用含n的式子表示）

3．函数[image: alt]
 的反函数是________．

4．设A＝100101102103…798799是一个2100位正整数，由100到799的全体三位数按顺序排列而成，那么A被126除的余数是________．

5．如图，在边长为2的正八边形相间的四条边上接上边长为2的正六边形的一半，在另四条边上接上边长也为2的正三角形．若将该图形折叠后形成一个无上底面的“碗”，则“碗”的容积为________．

[image: alt]


6．已知抛物线y＝ax2
 （a＞0），直线ι1
 ，ι2
 均过点A（1，-1）且互相垂直．若ι1
 ，ι2
 在绕点A转动过程中至少有一条与抛物线相交，则a的取值范围为________．

7．在△ABC中，若tanAtanB＝tanBtanC＋tanCtanA，则cosC的最小值为________．

8．袋中有3个黑球，2个白球，一次摸2个球，摸到的黑球均退回袋中，保留白球，到第n次白球均被摸出．令这种情况发生的概率是Pn
 ，则Pn
 ＝________．（用含n的式子表示）

9．整数列a0
 ，a1
 ，a2
 ，a3
 ，…满足a0
 ＝1，且对于每个正整数n，都有an＋1
 an－1
 ＝kan
 ，这里k是正整数．若a2000
 ＝4000，求k的所有可能值．













10．过椭圆[image: alt]
 的右焦点F2
 （c，0）作直线ι交椭圆于点P，Q，在圆x2
 ＋y2
 ＝b2
 上找一点M，连结MP，MQ．求S△MPQ
 的最大值以及此时直线ι的方程．













11．已知[image: alt]
 cos2
 α＝sin2
 β＋sin2
 γ．记[image: alt]
 [image: alt]
 求f（α，β，γ）的最大值．













第二试

1．四边形ABCD的内切圆切AB，BC，CD，DA于E，F，G，H，BA与CD的延长线交于P，AD与BC的延长线交于Q，且P，H，F共线，求证：Q，E，G三点共线．













2．设｛an
 ｝是正实数无穷数列，求证：对任意正整数n，不等式[image: alt]
 成立，其中βn
 是a1
 ，a2
 ，…，an
 的算术平均值，即[image: alt]














3．考察集合A＝｛1，2，3，…，2n
 ｝，其中，n≥2．如果集合A中两个元素的和是2的幂，那么，它们之中的一个恰好属于子集B．求集合A中满足条件的子集B的个数．













4．N个人参加12轮比赛组成的训练赛．每一轮比赛之后，每个参赛者都根据他在该轮比赛中所排的名次k获得一个分数ak
 （ak
 ∈N+
 ，且a1
 ＞a2
 ＞…＞an
 ）．所有比赛结束后，再根据每个人在12轮比赛中所得分数之和排列名次．试求最小的n，对于这个n，可以恰当选取a1
 ，a2
 ，…，an
 ，使得在倒数第二轮结束之后，无论排名如何，都有两个人具有最终获得冠军的可能性．

















参考答案

一　一试专题

第一讲　集合

1．[image: alt]
 由题意可得

[image: alt]


2．充分但不必要．

以［d1
 ，d2
 ］记作d1
 ，d2
 的最小公倍数．若有a1
 ＝b1
 ＝a，则对任意自然数n，有a＋n［d1
 ，d2
 ］∈C．对任意cn
 ∈C，则cn
 ＝a＋（n1
 －1）d1
 ＝a＋（n2
 －1）d2
 ，可知d2
 │（n1
 －1）d1
 ，d1
 │（n2
 －1）d2
 ，所以cn
 ＝a＋m［d1
 ，d2
 ］，这里m是一个自然数，从而知条件是充分的．

但条件不是必要的．反例如下：A＝｛1，2，3，…｝，B＝｛2，3，4，…｝，C＝A∩B＝B，但a1
 ≠b1
 ．

3．1870．　构造1871个集合：

　　A类｛i，15i，152
 i｝，（i＝1，2，…，8）；

　　B类｛i，15i｝（i＝9，10，…，133，且15不整除i｝，｛i｝（i＝134，…，1995，且15不整除i）．

由抽屉原理，A中每个集合至多取2个共取16个，B中每个集合至多取一个，有1854个，故至多取1870个．取A＝｛1，2，…，8｝∪｛134，135，…，1995｝即可．

4．8．　首先证明S中的每个数在这个数列中至少出现2次．

若S中的某个数在数列中只出现1次，由于含这个数的二元子集共有3个，但在这数列中含这个数的相邻两项至多有两种取法，因此不可能3个含这个数的二元子集都在此数列相邻两项中出现，矛盾．故n≥8．

另一方面数列3，1，2，3，4，1，2，4满足条件．

5．51．　若n≤50，则有集合｛51，52，53，…，99｝不存在一个元素是另一个元素的倍数，故nmin
 ≥51．

现在将1到100的全部整数，分成以下50个集合：

[image: alt]


其中任何一个集合的任意两个元素均成倍数关系．由抽屉原理，取51个数时，必有两个数，在同一集合中，它们中的一个是另外一个的整数倍，故nmin
 ≤51．

综上，nmin
 ＝51．

6．66．　先证│A∪B│≤66，只需证│A│≤33，为此只需证若A是｛1，2，…，49｝的任一个34元子集，则必存在n∈A，使得2n＋2∈A．证明如下．

将｛1，2，…，49｝分成如下33个集合：

[image: alt]


由于A是｛1，2，…，49｝的34元子集，从而由抽屉原理可知上述33个集合至少有一个2元集合中的数均属于A，使得2n＋2∈A．

如取A＝｛1，3，5，…，23，2，10，14，18，25，27，29，…，49，26，34，42，46｝，B＝｛2n＋2│n∈A｝，则A、B满足题设且│A∪B│＝66．

7．910．　注意到2000＝11×181＋9，取A＝｛x│x＝11k＋ι，k＝0，1，2，…，181，ι＝1，4，6，7，9｝．

若A中存在两数11t＋b与11r＋a使│11（t－r）＋（b－a）│＝4或7，这里a，b∈｛1，4，6，7，9｝，0≤r≤t≤181，则当t－r≥2时，显然不能成立；当t－r＝1时，应有│11＋（b－a）│＝4或7，显然不成立；当t－r＝0时，应有│b－a│＝4或7，显然也不成立．所以│A│的最大值≥5×182＝910．

另一方面，设A是满足条件的集合，且│A│＞910，则必存在t，使得集合｛x│x＝11t＋r，1≤r≤11｝中有6个数同时属于A．以下证明这是不可能的．

将1，2，…，11排成一个圈，例如：1，5，9，2，6，10，3，7，11，4，8，任意两数的差的绝对值为4或7，从中任取6个数必有2数相邻．从而，不能有6个数同时属于A，故│A│max
 ＝910．

8．构造两个对偶的数集A，B，A含有n，B为A\｛n｝．设A＝｛n，a1
 ，a2
 ，…，ai
 ｝，B＝｛a1
 ，a2
 ，…，ai
 ｝，其中a1
 ＞a2
 ＞…＞ai
 ，于是它们的交错和相加等于n．于是S＝n·2n－1
 ．

9．设B＝S中所有奇数个元素之子集的积数之和，于是

[image: alt]


10．考虑一个满足题设要求的子集．如果其包含小于或等于[image: alt]
 的元素，取s是最小的，则2s不属于这个子集．在该子集中用2s代替s，元素的个数仍不改变，且不会形成题设中所说的数对．继续以上的操作直到该子集中所有元素均大于[image: alt]
 注意到｛1，2，…，n｝中均大于[image: alt]
 的任意两个相邻整数互质，所以，该子集可能包含这样的每对数中最多一个元素．故该子集最多含有[image: alt]
 个元素．

只有n＝4k＋1（k≥1）一种情况除外．此时，[image: alt]
 但子集中可能包含k＋1个元素，即2k＋1至4k＋1中的奇数均属于该集合，而2k＋1，2k＋3互质，这是不可能的．所以，该结论对所有的n成立．

因此，任意包含[image: alt]
 个以上元素的子集必然包含前面所说的一个数对．

注意到｛1，2，…，n｝中所有大于[image: alt]
 的偶数有[image: alt]
 个，且不包含前面所说的数对，因此，满足题设条件的S最多有[image: alt]
 个元素．

11．对于Ci
 ＝Ai
 或Ci
 ＝S－Ai
 ，i＝1，2，…，k共可得到2k
 个两两的交集是空集的集合[image: alt]


若2k
 ＞n，则其中一定有一个集合是空集，设此时的空集为[image: alt]
 令[image: alt]
 仍可表示为Ai
 或S－Ai
 的形式，且有[image: alt]


另一方面，若2k
 ＝n，我们可以选择恰当的Ai
 ，i＝1，2，…，k，使得所有的2k
 个集合[image: alt]
 非空，其中Ci
 ＝Ai
 或S－Ai
 ，下面用数学归纳法证明．

（1）当k＝2时，设S＝｛a1
 ，a2
 ，a3
 ，a4
 ｝，取[image: alt]
 结论成立．当k＝3时，设S＝｛a1
 ，a2
 ，…，a8
 ｝，取[image: alt]
 结论成立．

（2）假设当n＝2k
 时结论成立，即存在[image: alt]
 满足条件．

当n＝2k＋1
 时，设

[image: alt]


其中[image: alt]
 中的元素为与[image: alt]
 中元素aι
 对应的bι
 ，则对于2k＋1
 个集合[image: alt]
 中的每一个均含有S中的一个元素且互不相同，其中[image: alt]


（3）由（1）、（2）证明上述结论成立．

故k是满足2k
 ＞n的最小正整数，即［log2
 n］＋1．

12．显然有[image: alt]
 不失一般性，设x最大．

（1）x＞y＞z，则[image: alt]
 又因为x＞y＞z，

[image: alt]


（其中x＞0）．

（2）x＞z＞y，则　　　　[image: alt]


[image: alt]


由于x≠y，可得[image: alt]
 从而x＝1，y＝-2，[image: alt]


对于x不是最大数的情况，（1）可一般化为[image: alt]


（2）可一般化为[image: alt]


综上，[image: alt]
 或[image: alt]
 [image: alt]


13．最大的正整数t＝2k－2．　考虑集合S＝｛3，4，…，2k，2k＋1｝，1，2，…，k＋1中任意两个不同整数的和都是S中的元素．又因为1，2，…，k＋1中存在两个数的颜色相同，所以S不是“好的”．因此，t≤2k－2．

下面，对于任意的正整数a，构造一种染色方法，使得集合S＝｛a＋1，a＋2，…，a＋2k－2｝是好的．

当a为奇数时，将1，2，…，[image: alt]
 染为颜色1，将[image: alt]
 染为颜色s，将比[image: alt]
 大的所有整数染为颜色k，容易验证任意两个同色的不同整数的和都不是S中的元素．

当a为偶数时，将1，2，…，[image: alt]
 染为颜色1，将[image: alt]
 染为颜色s，将比[image: alt]
 大的所有整数染为颜色k，容易验证任意两个同色的不同整数的和都不是S中的元素．

第二讲　函数

1．14．　当x＝3时，有[image: alt]
 当[image: alt]
 时，有[image: alt]
 解得，f（3）＝14．

2．-1．　　　　[image: alt]


因此f（lg20）＝f（2－lg5）＝－f（lg5）＋4＝－5＋4＝－1．

3．[image: alt]
 　由题设，对于n（n≥2），有

f（1）＋f（2）＋…＋f（n）＝n2
 f（n），

f（1）＋f（2）＋…＋f（n－1）＝（n－1）2
 f（n－1），

将以上两式相减得f（n）＝n2
 f（n）－（n－1）2
 f（n－1），即[image: alt]


[image: alt]


因为f（1）＝1002，所以[image: alt]


4．2000．　因为f（x）＋1＝3（x＋1），所以

f（n）
 （x）＋1＝3（f（n－1）
 （x）＋1）＝…＝3n－1
 （f（x）＋1）＝3n
 （x＋1），n∈N+
 ．

故f（100）
 （x）＝3100
 （x＋1）－1．

易知　　　　[image: alt]


又34
 ≡1（mod5），设34
 ＝5k＋1，k∈N．由二项式定理，有

[image: alt]


故320
 ＝（34
 ）5
 ≡1（mod25）．同理，

[image: alt]


结合①②，3100
 ≡1（mod2000），因此

f（100）
 （m）≡（m＋1）－1≡m（mod2000）．

故m的最小值为2000．

5．[image: alt]
 　原题化简得[image: alt]
 设[image: alt]
 则t∈（0，+∞），[image: alt]


因为[image: alt]
 当[image: alt]
 时取等号，所以只需求满足sinθ＋cosθ＋sinθ·cosθ＞1的θ的范围．令[image: alt]
 即u2
 ＋2u－3＞0．

故[image: alt]
 即[image: alt]


6．［0，1）．　易知y是以π为周期的周期函数，故只需考虑x∈［0，π）时的情况．

此时[image: alt]
 因为[image: alt]
 故[image: alt]
 即0≤y≤1．若y＝1，则[image: alt]
 且sinx＝1，矛盾．故y≠1．而[image: alt]
 y│x＝0
 ＝0，由函数连续性知y的值域为［0，1）．

7．1．　首先证明任意k∈Z+
 ，有f（k）≤1．

事实上f（2）≤max｛f（1），f（1）｝＝1．假设对大于等于2的正整数k，有f（k）≤1，则

f（k＋1）≤max｛f（k），f（1）｝＝1．

因此，对于所有正整数n，有f（n）≤1．

因为f（2007）≠1，所以f（2007）＜1．故

1＝f（1）＝f（2008－2007）≤max｛f（2008），f（-2007）｝≤1．

又f（-2007）＝f（2007）＜1，故一定有f（2008）＝1．

8．1．　将f（m）f（n）＝f（3m＋2n）适当赋值．由f（3）f（1）＝f（11），f（1）f（4）＝f（11），得f（3）＝f（4）．由f（4）f（1）＝f（14），f（2）f（4）＝14，得f（1）＝f（2）．由f（3）f（2）＝f（13），f（1）＝f（2），f（1）f（5）＝f（13），得f（3）＝f（5）．由f（3）＝f（5），f（3）f（5）＝f（19），f（5）f（2）＝f（19），得f（3）＝f（2）．

又因为f（1）f（1）＝f（5）＝f（1）．故f（1）＝f（2）＝f（3）＝f（4）＝f（5）＝1．

又f（3）f（6）＝f（21），f（5）f（3）＝f（21），有f（5）＝f（6）．设x是使f（x）＞1的最小整数，显然x≥7，因此，[image: alt]
 中必有一个数为正整数．不妨设[image: alt]
 为正整数．取[image: alt]
 n＝1，即得[image: alt]


因此所有的f（x）皆为1，代回原式检验均成立，故f（x）＝1是所有解．

故f（2009）＝1．

9．[image: alt]
 代入题设条件式，有[image: alt]
 即有

[image: alt]


再令[image: alt]
 代入题设条件式，有

[image: alt]


[image: alt]


由题设条件及上式得[image: alt]


10．[image: alt]
 　原式即（2x
 －a2
 ）（2x
 －3a＋2）＝0．

分两种情况讨论：

（1）a2
 ＝3a－2＞0，解得a＝1或a＝2，显然这里原式恰有一解．

（2）3a－2＜0且a2
 ≠0，解得[image: alt]
 且a≠0．则2x
 ＝a2
 ，此时x＝log2
 a2
 为其唯一解．

综上，所求a的值为[image: alt]


11．[image: alt]
 　由于f（x）的表达式中，x与[image: alt]
 对称，且x＞0，不妨设x≥1．

（1）当x＝1时，[image: alt]


（2）当x＞1时，设x＝n＋a，0≤a＜1，n∈N+
 ，则［x］＝n．[image: alt]


易证函数[image: alt]
 在x∈［1，+∞）上递增，故[image: alt]


[image: alt]


故f（x）的值域为I1
 ∪I2
 ∪…∪In
 ∪…．

[image: alt]
 则In
 ＝［an
 ，bn
 ）．又[image: alt]
 从而，当n≥2时，a2
 ＝a3
 ＜a4
 ＜a5
 ＜…＜an
 ＜…．易知bn
 单调递减．故［a2
 ，b2
 ）＝I2
 ⊇I3
 ⊇…⊇In
 ⊇…．

因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


综上所述，值域为[image: alt]


12．记[image: alt]
 当n≥12时，对于某一固定的j（j∈｛1，2，…，n｝），如果有f（k）
 （j）＝j，且f（ι）
 （j）≠j（ι＝1，2，…，k－1），则称j为“f的k循环元素”，并称j→f（1）
 （j）→f（2）
 （j）→…→f（k－1）
 （j）→j为一个k-
 循环圈．由于f是双射，｛1，2，…，n｝中的每个元素都属于且仅属于一个循环圈中．

显然，若j属于一个k-
 循环圈且k│12，则f（12）
 （j）＝j，因此Tf
 （j）＝1．

以下关于j对S分类求和．对于固定的j和特定的k（k│12），X中有（n－1）！个不同的f，满足f（k）
 （j）＝j，且f（ι）
 （j）≠j（ι＝1，2，…，k－1）．（先取f（1）
 （j），f（2）
 （j），…，f（k－1）
 （j），有[image: alt]
 种取法．此时j，f（1）
 （j），f（2）
 （j），…，f（k-1）
 （j）对应的函数值都已确定，其余各数对应的函数值可任取，但需满足f为双射，因此有（n－k）！种取法．于是，这样的f有（n－1）！个．）

由于1≤j≤n，且12的不同正因数的个数为6，故

[image: alt]


若n＜12，与上述分析类似，有[image: alt]
 其中t（n）表示小于或等于n的12的正因数的个数．

[image: alt]


13．由[image: alt]
 取x＝0，y＝1得

[image: alt]


②，③给出[image: alt]
 的另一个表达式，即

[image: alt]


由①，④得

[image: alt]


由于a≠0，1，所以由⑤得出[image: alt]
 从而

[image: alt]


设[image: alt]
 则[image: alt]
 所以[image: alt]
 由[image: alt]
 又推出[image: alt]
 [image: alt]
 依此类推直至f（1）＝7b．所以[image: alt]


14．（1）任取正整数a，只有有限个d，使得f（a＋d）＜f（a），这是因为f（a＋d）是不同的正整数．于是存在n，使得对于所有的d（d≥n），均有f（a＋d）＞f（a）．

考虑无穷序列f（a＋n），f（a＋2n），f（a＋4n），…，f（a＋2k
 n），…．

假设不存在三个构成等差数列的正整数满足结论，则如上的序列一定是严格递减序列．因为如果f（a＋2k＋1
 n）＞f（a＋2k
 n），则构成等差数列的三个正整数a，a＋2k
 n，a＋2k＋1
 n满足

f（a）＜f（a＋2k
 n）＜f（a＋2k＋1
 n），

所以存在均大于f（a）且满足严格递减的无穷序列，但是在f（a）和f（a＋n）之间只能有有限个正整数，矛盾．因此存在正整数a，a＋d，a＋2d（d＞0）使得f（a）＜f（a＋d）＜f（a＋2d）．

（2）考虑排列f：1，2，4，3，8，7，6，5，16，15，14，13，12，11，10，9，32，…，其中对于n≥3，第2n
 ＋1项是2n＋1
 ，第2n
 ＋2，…，2n＋1
 项分别是2n＋1
 －1，…，2n
 ＋1．

下面证明，对于排列f，有f（a＋2001d）＞f（a＋2002d）或f（a＋2002d）＞f（a＋2003d）．

假设上面的结论不成立，则f（a＋2001d），f（a＋2002d），f（a＋2003d）严格递增．于是这三个数应在f的排列中的三个不同的递减子列中，其中递减子列是由形如2n＋1
 到2n
 ＋1的2n
 项组成的．因此a＋2002d所在的单调递减子列的长度至少为[image: alt]


于是（a＋2003d）－（a＋2001d）≥1001d（这是因为a＋2003d和a＋2001d均不在包含a＋2002d的递减的子列中），即2d≥1001d，与d＞0矛盾．

所以不一定存在满足条件的正整数．

15．（1）用反证法．

假设存在一一对应的函数f：N+
 →N，于是令m＝m，n＝1，故f（m）＝f（m）＋f（1）．令m＝m，n＝m，有f（m2
 ）＝2f（m），令m＝mi
 ，n＝m，有f（mi＋1
 ）＝f（mi
 ）＋f（m），故归纳可得，对所有的m，k∈N+
 有f（mk
 ）＝kf（m）．从而，[image: alt]


因为f是一一对应的，所以2f（3）
 ＝3f（2）
 ．又因f（1）＝0，故f（2）≠0，f（3）≠0，故[image: alt]
 矛盾．

（2）易知f由集合｛1，2，…，k｝中的所有质数构成的集合｛p1
 ，p2
 ，…，pn
 ｝的范围所决定，且f（1）＝0．设a，a1
 ，a2
 ，…，as
 为整数，使得

[image: alt]


定义[image: alt]
 若[image: alt]
 属于集合｛1，2，…k｝，则

f（m）＝β1
 a1
 ＋β2
 a2
 ＋…＋βas
 ．

以下证明f（x）一一对应．

令[image: alt]
 是集合｛1，2，…，k｝的两个不同的元素，且r＝max｛t│β≠γι
 ｝．不失一般性，设βr
 ＞γr
 ，则（βr
 －γr
 ）ar
 ≥ar
 ＞a（a1
 ＋a2
 ＋…＋ar－1
 ）＞γ1
 a1
 ＋γ2
 a2
 ＋…＋γr－1
 ar－1
 ≥（γ1
 －β1
 ）a1
 ＋（γ2
 －β2
 ）a2
 ＋…＋（γr－1
 －βr－1
 ）ar－1
 ．所以f（m）＞f（n）．

16．在（2）中令y＝-x，有[image: alt]
 （其中│x│＞1）．即对于│x│＜1，有f（-x）＝-f（x）．

从而，当x∈（0，1）时，f（x）＜0．

对于│x│＜1，│y│＜1，有[image: alt]


设0＜x＜y＜1，有[image: alt]
 由于[image: alt]
 知[image: alt]
 即f（x）＞f（y），即f（x）在（0，1）内单调递减．故f（x）在（-1，1）内单调递减．

故由已知得，当x＞2，y＞2时，

[image: alt]


用数学归纳法可证当xi
 ＞2（i＝1，2，…，n）时，若[image: alt]
 有

[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]


17．（1）由已知x1
 ＋x2
 ＝a，x1
 x2
 ＝a2
 －4，可得[image: alt]


故[image: alt]
 等价于│x1
 －x2
 │≤1，即[image: alt]
 且a2
 －4（a2
 －4）≥0，解得[image: alt]


（2）若∆＝16－3a2
 ≤0，则[image: alt]
 此时f（x）≥0．

若∆＞0则│x1
 －x2
 │＞0，解得[image: alt]


若存在x∈Z使f（x）＜0，则

[image: alt]


可得x＝1或-1．由f（1）≥0得，[image: alt]
 由f（-1）≥0得，

[image: alt]


综上，a的范围为[image: alt]


18．不存在．

若存在f满足条件，设f（3）＝k，f（4）＝j．所以f（k）＝f（f（3））＝g（3）＝4，f（j）＝f（f（4））＝g（4）＝3，故f（f（k））＝f（4）＝j，f（f（j））＝f（3）＝k．

所以g（g（k））＝k，所以k＝3或4．

若k＝3，则f（3）＝3，g（3）＝f（f（3））＝3，矛盾．

若k＝4，则f（4）＝f（f（3））＝4，那么g（4）＝f（f（4））＝4，矛盾．

19．（1＇）如果a＜-2，则│f1
 （0）│＝│a│＞2，a∉M．

（2＇）如果[image: alt]
 由题意f1
 （0）＝a，fn
 （0）＝（fn－1
 （0））2
 ＋a，n＝2，3，…．则

（i）当[image: alt]
 时，[image: alt]
 事实上，当n＝1时，[image: alt]
 设n＝k－1时成立（k≥2为某整数），则对n＝k，有

[image: alt]


（ii）当-2≤a＜0时，│fn
 （0）│≤│a│[image: alt]
 事实上，当n＝1时，│f1
 （0）│≤│a│，设n＝k－1时成立（k≥2为某整数），则对n＝k，有

-│a│＝a≤fk
 （0）＝（fk－1
 （0））2
 ＋a≤a2
 ＋a．

注意到当-2≤a＜0时，总有a2
 ≤-2a，即a2
 ＋a≤-a＝│a│．从而有│fk
 （0）│≤│a│．由数学归纳法，推出[image: alt]


（3＇）当[image: alt]
 时，记an
 ＝fn
 （0），则对于任意n≥1，[image: alt]
 且

[image: alt]


对于任意[image: alt]
 则[image: alt]


所以，[image: alt]


[image: alt]
 即fn＋1
 （0）＞2．因此a∉M．

综合（1＇），（2＇），（3＇），有[image: alt]


20．设凤m原来在巢m中，清晨飞到巢f（m）中，1≤m≤n，则f是

[image: alt]


的映射．

f是单射，即没有两只凤飞入同一个巢中，否则第三只凤A到它们的距离AB，AC的大小顺序不是变为相反，而是变为相等，与已知不符．

由①及f为单射知f必为一一对应．

设想各只凤再按映射f飞一次（即第m个巢中的凤飞入巢f（m）中），那么各个距离（共[image: alt]
 个）又恢复到原来的顺序，所以每只凤必定回到自己的巢中，即f（f（m））＝m．（其中包括f（m）＝m，即这只凤留在巢中，没有飞出）

设n≥4，如果恒有f（m）＝m，那么各对凤之间距离的大小顺序没有改变，与已知不符．设凤m1
 变为f（m1
 ）≠m1
 ，则f（m1
 ）变为m1
 ，如果其他凤均在原地不动，则在变换后其中任两只的距离与m1
 ，f（m1
 ）这两只的距离的大小关系没有改变，与已知不符．如果又有凤m2
 （不同于m1
 和f（m1
 ））变为f（m2
 ）≠m2
 ，则f（m2
 ）变为m2
 ．凤m2
 ，f（m2
 ）的距离与m1
 ，f（m1
 ）的距离的大小顺序在变换后不变，仍与已知矛盾．从而n＝3．

n＝3是可能的．设凤A，B，C原来距离AB＞BC＞CA．清晨A不动，B，C交换位置，则距离顺序变为CA＞BC＞AB，符合题意．

21．由数学归纳法易证0≤G（n）≤n（n∈N），于是函数G由递推式唯一确定，下证

[image: alt]


满足条件．（［x］表示不超过x的最大整数．）

[image: alt]


满足条件．只需证明G（n）＝n－G（G（n－1）），n＝1，2，…，即［γ（n＋1）］＝n－［γ［γn］＋γ］．记｛x｝＝x－［x］，注意到γ2
 ＋γ－1＝0，有

［γ［γn］＋γ］＝［γ（γn－｛γn｝）＋γ］＝［γ2
 n－γ｛γn｝＋γ］＝n＋［－γn＋γ（1－｛γn｝）］．

因此只需证明

［γ（n＋1）］＋［－γn＋γ（1－｛γn｝）］＝0．

记ε＝｛γn｝，则上式等价于

［［γn］＋ε＋γ］＋［－［γn］－ε＋γ（1－ε）］＝0，

即

[image: alt]


由于ε＋γ＝｛γn｝＋γ＝γ（n＋1）－［γn］为无理数，所以ε＋γ≠1，ε＋γ∈（0，1）∪（1，2）．

当0＜ε＋γ＜1时，（1＋γ）ε＜（1＋γ）（1－γ）＝γ，所以［ε＋γ］＝［γ－（1＋γ）ε］＝0，①成立．

当1＜ε＋γ＜2时，γ＝（1＋γ）（1－γ）＜（1＋γ）ε＜1＋γ，所以［ε＋γ］＝1，［γ－（1＋γ）ε］＝-1，①成立．

综上所述，G（n）＝n－G（G（n－1）），n＝1，2，…成立．[image: alt]
 为所要求的函数．

22．若a＞b，则对任意c满足a＞c＞b，定义函数f（x）＝logc
 x．

因为logc
 b＜1＜logc
 a，所以g（x），h（x）均是单调的．这说明函数f（x）＝logc
 x满足题目的两个条件．反之，若f满足题目所给的两个条件，由于函数loga
 x，logb
 x是递增的，所以d（x）＝g（loga
 x）－h（logb
 x）也是递增的．

但[image: alt]
 且lga＞0，lgb＞0，因为lgx是递增的，故[image: alt]
 所以a＞b．

23．首先证明充分性．

若p4
 （q－r）2
 ＋2p2
 （q＋r）＋1＝p4
 ，则显然p≠0．又将此式改写为p4
 （q－r）2
 ＋2p2
 （r－q）＋1＝p4
 －4p2
 q．再将以上两式的两边分别除以p2
 得，

[image: alt]


同理可得，

[image: alt]


则方程x2
 ＋px＋q＝0和y2
 －py＋r＝0都有实根．且

[image: alt]


取

[image: alt]


经化简可得，x1
 y1
 －x2
 y2
 ＝1．

然后证明必要性．

记p2
 －4q＝K2
 ，p2
 －4r＝L2
 （K，L的符号待定）．不妨设[image: alt]


[image: alt]


则

[image: alt]


则p≠0，且[image: alt]
 又

（K＋L）（K－L）＝K2
 －L2
 ＝（p2
 －4q）－（p2
 －4r）＝4（r－q），

因此K＋L＝2p（r－q），结合[image: alt]


[image: alt]
 结合p2
 －4q＝K2
 可得p4
 （q－r）2
 ＋2p2
 （q＋r）＋1＝p4
 ．证毕．

第三讲　数列

1．21．　由题设，有[image: alt]
 解得n＝21．

2．[image: alt]
 令xn
 ＝tanα，则[image: alt]
 从而xn＋6
 ＝xn
 ．

[image: alt]


3．[image: alt]
 原递推式即为[image: alt]
 解数列的不动点方程[image: alt]
 得x1
 ＝-1，x2
 ＝2，故[image: alt]
 从而[image: alt]
 故[image: alt]


4．6385．　由已知得an
 ＋an＋1
 ＝-3n，an
 an＋1
 ＝bn
 ，从而

[image: alt]


因此[image: alt]
 为公比为-1的等比数列．故

[image: alt]


5．[image: alt]
 　显然，an
 ＝8n
 ．其中在小数的第k位（k＝1，2，…，n）上分别出现0，1，2，4，5，6，7，8的数各有8n－1
 个，故

[image: alt]


所以[image: alt]


6．a1
 ∈（-∞，1）．　由题意知[image: alt]
 等价于an
 ＜2且an
 ≠1，因此问题转化为求使an
 恒小于2的a1
 的取值范围．

由于[image: alt]
 所以当a1
 ＜1时，恒有an
 ＜1＜2，从而对n∈N*
 ，有an＋1
 ＞an
 ．若a1
 ＞1，则存在正整数m，使得[image: alt]
 事实上，若有[image: alt]
 p∈N*
 ，则[image: alt]
 [image: alt]
 从而[image: alt]
 得[image: alt]
 此时am＋1
 ＜am
 ，与题意不符．若a1
 ＝1，则a1
 ＝a2
 ＝1，与题意不符．

综上，a1
 的取值范围为（-∞，1）．

7．14．　由题设知，[image: alt]
 即[image: alt]
 故

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以数列｛an
 ｝是递增数列．当n≥2时，an
 ≥a2
 ＝2，于是

[image: alt]


即[image: alt]
 故14＜a100
 ＜15，从而［a100
 ］＝14．

8．22006
 ＋1．　作f（x）＝4x（1－x），若f（x）∈［0，1］，则x∈［0，1］．因此a2008
 ＝0，则t∈［0，1］．选择[image: alt]
 使得[image: alt]
 则t与θ一一对应．对任意φ∈R，f（sin2
 φ）＝sin2
 2φ，因为a1
 ＝sin2
 θ，所以a2
 ＝sin2
 2θ，…，a2008
 ＝sin2
 22007
 θ．由a2008
 ＝0，得22007
 θ＝kπ（k∈Z），即[image: alt]
 从而0≤k≤22006
 （k∈Z），即θ有22006
 ＋1种不同的取值，从而t有22006
 ＋1种不同的取值．

9．[image: alt]
 　设nxn
 ＝yn
 ，则（n－2）yn＋1
 ＝［（n－1）2
 ＋（n－2）］yn
 －（n－1）2
 yn－1
 ，所以

[image: alt]


令[image: alt]
 则[image: alt]
 又[image: alt]
 故

[image: alt]


所以

yn＋1
 －yn
 ＝（n－1）·（n－1）！＝n！－（n－1）！，

又y2
 ＝2x2
 ＝2，

故　　　　yn
 ＝（yn
 －yn－1
 ）＋（yn－1
 －yn－2
 ）＋…＋（y3
 －y2
 ）＋y2
 ＝（n－1）！＋1．

所以[image: alt]


10．8．　首先说明公差小于8不可行．取公差为d（d＝1，2，3，4，5，6，7），考察｛xn
 ｝模d的余数列，易知这是一个周期数列（如｛xn
 ｝模7的余数列为0，1，1，2，3，5，1，6，0，6，6，5，4，2，6，1，0，1，1，…，即以0，1，1，2，3，5，1，6，0，6，6，5，4，2，6，1为周期），且发现一个周期内均包含了从0到d－1的所有数．所以，对于以a1
 为首项的等差数列｛an
 ｝，｛xn
 ｝中必存在一个足够大的数xk
 （xk
 ≥a1
 ，k∈N*
 ），使得xk
 ≡a1
 （modd）．又xk
 ≥a1
 ，从而｛an
 ｝中必存在一数ap
 （p∈N*
 ），使得xk
 ＝ap
 ，这与题目要求不符．

其次，考察｛xn
 ｝模8的余数列：0，1，1，2，3，5，0，5，5，2，7，1，0，1，1，…．显然这也是一个周期数列，而4，6不在此数列中，故xn
 模8的余数不为4或6．所以，只要｛an
 ｝取an
 ＝8n＋4或an
 ＝8n＋6（通项式不唯一），｛xn
 ｝与｛an
 ｝必无公共项，符合题意．

11．[image: alt]
 两边取对数，得[image: alt]
 故｛lgan
 －2｝是首项为lga1
 －2＝-1，公比为[image: alt]
 的等比数列．所以[image: alt]


12．[image: alt]
 知ak
 ＞0（k＝2，3，…），故递推式可化为

[image: alt]


从而

[image: alt]


故[image: alt]
 从而[image: alt]


13．由已知得[image: alt]
 令n＝1，解得[image: alt]
 当n≥2时，

[image: alt]


故[image: alt]
 即[image: alt]
 因此[image: alt]
 即

[image: alt]


又当n＝1时，a1
 也满足[image: alt]
 故｛an
 ｝的通项公式为[image: alt]


14．（1）由已知得2n＋1
 an＋1
 ＝2n
 an
 ＋2n＋3，令bn
 ＝2n
 an
 ，则b1
 ＝1且bn＋1
 ＝bn
 ＋2n＋3．从而

[image: alt]


故[image: alt]


（2）[image: alt]


[image: alt]


错位相减得

[image: alt]


[image: alt]


15．由已知得xn
 －nxn－1
 ＝－［xn－1
 －（n－1）xn－2
 ］．设yn
 ＝xn
 －nxn－1
 ，则y3
 ＝x3
 －3x2
 ＝-1，故yn
 ＝（-1）n－3
 ·y3
 ＝（-1）n－2
 ，即xn
 －nxn－1
 ＝（-1）n
 ．递推式两边同除以n！，得

[image: alt]


所以[image: alt]


16．在原递推式中令n＝1，解得a4
 ＝9．

由已知得an＋3
 ·an
 ＝an＋1
 ·an＋2
 ＋7，an＋4
 ·an＋1
 ＝an＋2
 ·an＋3
 ＋7，两式相减得

[image: alt]


所以n为奇数时，[image: alt]
 n为偶数时，[image: alt]
 因此

an
 ＝3an－1
 －an－2
 ，n＝2k＋1，k≥1且k∈N*
 ；

an
 ＝5an－1
 －an－2
 ，n＝2k，k≥2且k∈N*
 ．

以下用数学归纳法证明对于n∈N*
 ，an
 为正整数．当n＝1，n＝2时，a1
 ，a2
 为正整数，结论成立．假设当n≤2k（k∈N*
 ）时结论成立．当n＝2k＋1时，由a2k＋1
 ＝3a2k
 －a2k－1
 知a2k＋1
 为整数，由[image: alt]
 [image: alt]
 知a2k＋1
 为正数，故a2k＋1
 为正整数．当n＝2k＋2时，由a2k＋2
 ＝5a2k＋1
 －a2k
 知a2k＋2
 为整数，由[image: alt]
 知a2k＋2
 为正数，故a2k＋2
 为正整数．所以当n＝2k＋1，n＝2k＋2时，结论成立．

综上所述，对于n∈N*
 ，an
 为正整数．

17．此题等价于将一个圆盘分成13个扇形格，每个扇形格中染上A，B，C，D四种颜色之一，要使相邻两格不同色，求不同的染色方法种数．

考查一般情形，将一个圆盘分成n个扇形格，顺次编号为a1
 ，a2
 ，a3
 ，…，an
 ，并设此时的染色方法种数为bn
 ．显然b1
 ＝4，b2
 ＝12．n≥3时，a1
 有4种涂法，a1
 涂色后，再涂a2
 ，依题意有3种涂法，a3
 也有3种涂法，如此顺次涂色，将n格全部涂色的方法有4×3n－1
 种，但这种涂法不能保证a1
 与an
 不同色．若a1
 与an
 同色，可再把a1
 与an
 视为同一格，其涂法总数恰好为bn－1
 ．故得bn
 ＋bn－1
 ＝4·3n－1
 （n≥3）．

将递推式化为bn
 －3n
 ＝－（bn－1
 －3n－1
 ），则

bn
 －3n
 ＝（-1）n－2
 （b2
 －32
 ）＝3·（-1）n
 ，

即bn
 ＝3n
 ＋3·（-1）n
 ．因此b13
 ＝313
 －3，这就是所求的取牌方法数．

18．由[image: alt]
 得

[image: alt]


[image: alt]


由上面的等式我们有[image: alt]
 由此得到an
 ＜5（n∈N*
 ），特别地，a2009
 ＜5．

19．设[image: alt]
 则[image: alt]
 故[image: alt]
 [image: alt]
 相加，得

[image: alt]


[image: alt]
 接着用数学归纳法即可证明sn
 ＜2．

20．必要性：由｛an
 ｝为等差数列，得an＋1
 ＋an＋2
 ＝an
 ＋an＋3
 ，故bn
 ＝an
 －an＋2
 ＝an＋1
 －an＋3
 ＝bn＋1
 ，即bn
 ≤bn＋1
 ．

另一方面，2cn＋1
 ＝cn
 ＋cn＋2
 等价于

2（an＋1
 ＋2an＋2
 ＋3an＋3
 ）＝（an
 ＋2an＋1
 ＋3an＋2
 ）＋（an＋2
 ＋2an＋3
 ＋3an＋4
 ），

即　　　　　4an＋3
 －3an＋4
 ＝an
 ．

而4an＋3
 －3an＋4
 ＝4（an
 ＋3d）－3（an
 ＋4d）＝an
 ，成立．故2cn＋1
 ＝cn
 ＋cn＋2
 ，即｛cn
 ｝为等差数列．

[image: alt]


因为｛cn
 ｝为等差数列，所以cn
 －cn＋2
 ＝cn＋1
 －cn＋3
 ．①②两式相减得

（bn＋1
 －bn
 ）＋2（bn＋2
 －bn＋1
 ）＋3（bn＋3
 －bn＋2
 ）＝0，

又bn＋1
 ≥bn
 ，故bn＋1
 ＝bn
 ．设an
 －an＋2
 ＝bn
 ＝a，｛cn
 ｝公差为d，则

[image: alt]


[image: alt]
 因为a，d为给定的常数，所以an＋1
 －an
 的值确定，即｛an
 ｝为等差数列．

21．（1）令an
 ＝1，由递推式得an＋1
 ＝n＋1，an＋2
 ＝2n＋2，an＋3
 ＝n，an＋4
 ＝2n＋3，an＋5
 ＝n－1，an＋6
 ＝2n＋4，…，an＋2n
 ＝2n＋n＋1，an＋2n＋1
 ＝1．即当an
 ＝1时，有

[image: alt]


取k为1，2，…，2n＋1，则在an＋1
 ，an＋2
 ，…，a3n＋1
 中，有且仅有a3n＋1
 ＝1．由an
 ＝1，可推得a3n＋1
 ＝1．本题中a1
 ＝1，故a3×1＋1
 ＝a4
 ＝1，a3×4＋1
 ＝a13
 ＝1，a3×13＋1
 ＝a40
 ＝1，…，因此

a1
 ＝a4
 ＝a13
 ＝a40
 ＝a121
 ＝a364
 ＝a1093
 ＝a3280
 ＝…＝1．

且在区段a2
 ～a4
 ，a5
 ～a13
 ，a14
 ～a40
 ，a41
 ～a121
 ，…中，均符合规律（*）．所以

[image: alt]


（2）an＋1
 ～a3n＋1
 （n＝1，4，13，40，…）中，最大值为[image: alt]


a2
 ～a4
 ，a5
 ～a13
 ，a14
 ～a40
 ，a41
 ～a121
 ，a122
 ～a364
 ，a365
 ～a1093


中最大值均小于2009，与题意不符；a1094
 ～a3280
 中，各数取值小于等于1094或大于等于2188，不包括2009，与题意不符．a3281
 ～a9841
 中，设a3280＋k
 ＝2009，因为3280＞2009，所以k为奇数．由[image: alt]
 2009，解得k＝2545．

所以使an
 ＝2009的n的最小值为3280＋2545＝5825．

22．由数学归纳法易证[image: alt]
 于是由[image: alt]
 得

[image: alt]


令[image: alt]
 则[image: alt]
 即[image: alt]
 由此可得

[image: alt]


在①中用n－1代替n得

[image: alt]


①②相减得bn－2
 （bn
 ＋bn－2
 ）＝bn－1
 （bn－3
 ＋bn－1
 ），故

[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]
 即

[image: alt]


易知③的特征方程为x2
 －4x＋1＝0，解得[image: alt]
 为其特征根．所以设

[image: alt]


我们补充定义b0
 满足b2
 ＝4b1
 －b0
 ，即b0
 ＝4b1
 －b2
 ＝3，则

[image: alt]


[image: alt]


23．　　　　　[image: alt]


　　　　　　　　[image: alt]


而[image: alt]
 为方程x2
 －18x＋49＝0两根，故｛an
 ｝的递推式为an＋2
 ＝18an＋1
 －49an
 ，其中a0
 ＝1，a1
 ＝11．所以an＋2
 ≡3an＋1
 ＋an
 （mod5），故a2
 ≡3×1＋1≡4（mod5），a3
 ≡3×4＋1≡3（mod5），a4
 ≡3×3＋4≡3（mod5），a5
 ≡3×3＋3≡2（mod5），a6
 ≡3×2＋3≡4（mod5），a7
 ≡3×4＋2≡4（mod5），a8
 ≡3×4＋4≡1（mod5），a9
 ≡3×1＋4≡2（mod5），a10
 ≡3×2＋1≡2（mod5），a11
 ≡3×2＋2≡3（mod5），a12
 ≡3×3＋2≡1（mod5），a13
 ≡3×1＋3≡1（mod5）．从而an
 模5的余数以T＝12为周期，每个周期中余数为1，1，4，3，3，2，4，4，1，2，2，3，均不出现余数0．故｛an
 ｝的每项均不能被5整除．

24．令m＝0，n＝0，得a0
 ＝1．令n＝0，得a2m
 ＝4am
 －2m－3．

下面用数学归纳法证明：an
 ＝n2
 ＋n＋1．当k＝0，k＝1时，有ak
 ＝k2
 ＋k＋1，结论成立．假设当k≤m时，结论成立．由于a2m
 ＝4am
 －2m－3＝4（m2
 ＋m＋1）－2m－3＝4m2
 ＋2m＋1，令原递推式中n＝1，得

[image: alt]


所以当k＝m＋1时，结论也成立．

综上所述，an
 ＝n2
 ＋n＋1对所有正整数均成立．故a2009
 ＝20092
 ＋2010．

25．当n＝1时，[image: alt]


当n＝2时，[image: alt]


由此可以猜想：[image: alt]
 问题转化为证明这一猜想，再证明2n
 －（-1）n
 可被3整除．

令[image: alt]
 当n＝0，n＝1时，[image: alt]
 成立．

假设当n＝k－1和n＝k时（k≥1）①式成立．

当n＝k＋1时，

[image: alt]


[image: alt]


即n＝k＋1时①式成立．所以对于n∈N*
 ，①式成立．

又由[image: alt]
 知f（n）为正整数，同时[image: alt]
 所以[image: alt]
 成立．

26．当α＝-1时，易知xn
 ＝0，n∈N*
 ．

当α≠-1时，可得xn
 ≠-α，n∈N*
 ．于是，可写出｛xn
 ｝的具有等价形式的递推关系式

[image: alt]


由x1
 ＝0及①可得[image: alt]
 令p1
 ＝0，p2
 ＝α＋1，q1
 ＝1，q2
 ＝α，则[image: alt]
 假定xk
 具有[image: alt]
 的形式，①表明xk＋1
 就具有[image: alt]
 的形式，其中pk＋1
 ＝（α＋1）qk
 ，qk＋1
 ＝αqk
 ＋pk
 ．因此xn
 具有[image: alt]
 的形式，其中序列｛pn
 ｝，｛qn
 ｝定义为：p1
 ＝0，q1
 ＝1，pn＋1
 ＝（α＋1）qn
 ，qn＋1
 ＝αqn
 ＋pn
 ，n∈N*
 ．利用这些关系，序列｛qn
 ｝可定义为：q1
 ＝1，q2
 ＝α，qn＋1
 ＝αqn
 ＋（α＋1）qn－1
 ，n≥2．｛qn
 ｝的特征方程为x2
 －αx－（α＋1）＝0，解得x1
 ＝-1，x2
 ＝α＋1．

当α＝-2时，qn
 ＝（-1）n-1
 ·n，n∈N*
 ；当α≠-2时，[image: alt]
 n∈N*
 ．于是当α＝-2时，p1
 ＝0，pn
 ＝（-1）n－1
 （n－1），n≥2；当α≠-2时，[image: alt]
 n≥2．因此当α＝-2时，[image: alt]
 n∈N*
 ；当α≠-2时，[image: alt]
 n∈N*
 ．

综上所述，当α＝-1时，xn
 ＝0，n∈N*
 ；当α＝-2时，[image: alt]
 n∈N*
 ；当α≠-1且α≠-2时，[image: alt]
 n∈N*
 ．

第四讲　三角函数

1．2．　由题设得sinαcosβ＋cosαsinβ＝3（sinαcosβ－cosαsinβ），即sinαcosβ＝2cosαsinβ，所以[image: alt]
 [image: alt]


2．[image: alt]
 　由已知，[image: alt]
 将[image: alt]
 代入，得[image: alt]


利用正弦定理得，2sinAsinC＝sinBtanB，即

[image: alt]


故[image: alt]


3．-3．　设S＝cos（x＋y）＋2cosx＋2cosy．则[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]
 则a∈［-1，1］，代入S，得

S≥2a2
 －4│a│－1＝2（│a│－1）2
 －3≥-3．

当且仅当x＝（2k＋1）π，y＝（2ι＋1）π，（k，ι∈Z）时取等号．

4．44．　由[image: alt]
 知[image: alt]
 于是[image: alt]
 又因为

[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]


5．[image: alt]
 　注意到[image: alt]
 有

[image: alt]


对x，y∈［0，π］，有

[image: alt]


重复利用以上结论，

[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 时取等号．

6．1∶2∶4．　化简得

[image: alt]


由余弦定理[image: alt]
 再由正弦定理[image: alt]
 即sinB＝│sin2A│．因为[image: alt]
 所以∠B＝2∠A．同理∠C＝2∠B．又因为∠A＋∠B＋∠C＝π，所以[image: alt]
 故[image: alt]


7．[image: alt]
 　[image: alt]


当[image: alt]
 时，[image: alt]


8．1．计算得　　　　　[image: alt]


所以x2
 －y2
 ＝sec2
 （α＋β）－tan2
 （α＋β）＝1．

9．[image: alt]
 则可构成三角形．

[image: alt]
 此时sin2
 x＜sinx·cosx＜cos2
 x，由题意得sin2
 x＋sinx·cosx＞cos2
 x，

即tan2
 x＋tanx－1＞0，解得[image: alt]


[image: alt]
 同理[image: alt]


故满足范围的区间长度为[image: alt]
 所以

[image: alt]


10．[image: alt]


设A（3，0），[image: alt]


f（x）可表示为PA＋PB＋PC的最小值，其中P在⊙O：x2
 ＋y2
 ＝1．

因为⊙O：x2
 ＋y2
 ＝1与AB切于点[image: alt]
 并且O，D，C共线，所以PC≥DC，又因为PB＋PA≥DB＋DA＝AB，所以

[image: alt]


即[image: alt]


11．[image: alt]
 并且x1
 ，x2
 ，x3
 是方程

x3
 ＋ax2
 ＋bx＋c＝0

的三个根．则[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


故x1
 ，x2
 ，x3
 为方程[image: alt]
 的三个根．所以｛an
 ｝的特征根方程为

[image: alt]


[image: alt]


12．首先证明[image: alt]
 事实上，

[image: alt]


[image: alt]


13．先证右端．[image: alt]
 当且仅当[image: alt]
 时取等号．

对于左端，令[image: alt]
 所以

[image: alt]


从而[image: alt]
 因为A≥0，所以A≥1．当且仅当x＝0或[image: alt]
 取等号．

14．不妨设α－β≥0，γ－τ≥0，令[image: alt]
 于是原式可化为sinax·cosbx＝sincx·cosdx，其中a＞b≥0，c＞d≥0．分析以下两个方程，

[image: alt]


因为对任意x∈R，满足sinax·cosbx＝sincx·cosdx，故①②的最小正根相等．

易知sinax·cosbx＝0的最小正根为[image: alt]
 sincx·cosdx＝0的最小正根为[image: alt]


（1）若①②的最小正根分别为[image: alt]
 则a＝c，从而cosbx＝cosdx对任意x都成立．这表明b＝d．

（2）若最小正根为[image: alt]
 则a＝2d，于是2sindx·cosbx＝sincx．

[image: alt]


比较③，④的最小正根，③为[image: alt]


[image: alt]
 则c＝d，得出τ＝0，矛盾．[image: alt]
 则c＝2b，有sindx＝sinbx对任意x都成立，故d＝b，a＝c．

同理可证①的最小正根为[image: alt]
 时的情况．

（3）若最小正根为[image: alt]
 同情况（2）．

（4）若最小正根为[image: alt]
 则b＝d，从而sinax＝sincx对任意x都成立，这表明a＝c，得证．

综上所述，a＝c且b＝d．

所以α＋β＝γ＋τ且α－β＝γ－τ，故α＝τ．由对称性τ与γ的地位等同，故α＝τ或γ．

15．由于xy＋yz＋zx＝1，且x，y，z≥0．故可设x＝cotA，y＝cotB，z＝cotC．

其中∠A，∠B，∠C为非钝角△ABC的三个内角．不妨设

cotA≥cotB≥cotC≥0．

以下用调整法，对于任意一个以∠C为最大角的非钝角三角形△ABC，固定最大角∠C，将调整为△ABC以∠C为顶角的等腰三角形，只需证明以上调整成立即可．

[image: alt]
 所以有t2
 ＋2tz＝1．

[image: alt]


因为

[image: alt]


所以只需证

[image: alt]


[image: alt]


先证x＋y－2t≥0．因为

[image: alt]


[image: alt]


再证[image: alt]
 等价于

2t（x＋y）≥1＋z2
 ．

注意到[image: alt]
 和x＋y－2t≥0．只要证[image: alt]
 即t2
 （15t2
 －2）≥1．因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 故t2
 （15t2
 －2）≥1成立．

所以[image: alt]


以下证明[image: alt]
 由[image: alt]
 只需证[image: alt]
 即1＋9t2
 －5t－5t3
 ≥0．即证明（1－t）（5t2
 －4t＋1）≥0，显然成立．

[image: alt]
 当且仅当x＝y＝1，z＝0时取等号．

16．无解．

以下证明

[image: alt]


只需对x∈［0，2π）讨论即可．

若x∈［π，2π），由左式大于0，右式小于等于0，①显然成立．

[image: alt]
 此时cosx，sinx，coscosx，sinsinx，coscoscosx，sinsinsinx均非负且都不超过1．

由于恒有[image: alt]
 所以对于所考察的x，有[image: alt]
 因而

[image: alt]


由②可推得coscoscosx＜cossinsinx．因此

[image: alt]


[image: alt]


若[image: alt]
 令[image: alt]
 则[image: alt]
 故①变为

[image: alt]


由于[image: alt]
 故[image: alt]
 且[image: alt]


根据②可得coscos（cossiny）＞sinsin（cossiny）．函数sinsint在区间[image: alt]
 中递增．故由③得[image: alt]
 则④得证．

17．所给等式化为

sin2
 α＋sin2
 β＝sin［π－（α＋β）］＝sin（α＋β）＝sinαcosβ＋cosαsinβ，

整理得

[image: alt]


注意到

[image: alt]


[image: alt]


对γ为直角的证明基于②左右两边的比较．显然，sinα和sinβ均为正．由α，β为锐角，得[image: alt]
 故[image: alt]
 因此[image: alt]
 均为正．

所以当且仅当[image: alt]
 时，②成立．

因为0＜α＋β＜π，即[image: alt]
 所以当且仅当[image: alt]
 [image: alt]


18．[image: alt]
 由平均值不等式，有

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


但sinθi－1
 ＝x0
 ＋x1
 ＋…＋xi－1
 ，故

[image: alt]


代入上式可得出所证不等式右侧成立．

第五讲　向量

1．8．　设Q为线段AB的中点，则QP是线段AB的垂直平分线，因为[image: alt]
 [image: alt]
 所以

[image: alt]


2．[image: alt]


3．[image: alt]


[image: alt]


当[image: alt]


因此原式的取值范围为[image: alt]


4．[image: alt]
 所以点C在点O，A，B所确定的平面上，即O，A，B，C四点共面，从而点O在底面ABC上．又由于[image: alt]
 所以点O是△ABC的重心．而△ABC是正三角形，所以点O是它的中心．连接CO，PO，则[image: alt]
 所以正三棱锥的体积为

[image: alt]


5．3　由条件知a＝2，[image: alt]
 则c＝1，故A1
 （-2，0），F2
 （1，0）．设P（x，y），则[image: alt]
 [image: alt]
 于是

[image: alt]


当x＝-2时等号成立．即当P与A1
 重合时，[image: alt]
 取最小值，此时[image: alt]


6．1．　由a·b＝0，则x·y＝［a＋（3－t）b］·［－ka＋t2
 b］＝－4k＋3t2
 －t3
 ＝0，即[image: alt]
 [image: alt]
 因为t≠0（否则k＝0），所以t＝2时f＇（t）＝0，且0＜t＜2时f＇（t）＞0，t＞2时f＇（t）＜0，故t＝2时，k有极大值，极大值为1．

7．[image: alt]
 设正四面体棱长为4，[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


设直线DE和BF所成角是θ，则[image: alt]


8．[image: alt]
 　由已知条件，│a－b│＝│c│，a2
 ＋b2
 －2a·b＝c2
 ．故[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


9．[image: alt]
 　由条件得

[image: alt]


10．[image: alt]
 　设ι的方程为y＝k（x－a），代入抛物线，得[image: alt]
 设

A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），

[image: alt]


11．3．　以a为斜边，[image: alt]
 为直角边作直角△BCF；以b为斜边，CF为直角边作直角△CAF，使A在BF的延长线上，则[image: alt]
 同理作直角△ACD，△ABD，△BAE，△BCE使[image: alt]
 BE＝2有

[image: alt]


可见△ABC就为已知三角形，高线为BE＝2，[image: alt]
 则

[image: alt]


从而，△ABC中的最大角为∠BCA．注意到[image: alt]
 可见△ABC为锐角三角形．

[image: alt]


12．设点A，B，C的坐标分别为A（2s2
 ，2s），B（2t2
 ，2t），C（2r2
 ，2r）则

[image: alt]


于是[image: alt]
 整理得

[image: alt]


由点[image: alt]
 在直线AB上，知[image: alt]
 整理得

[image: alt]


比较①②，得

[image: alt]


解得[image: alt]
 则点C的坐标为[image: alt]


13．（1）设R（x，y），则[image: alt]
 又λp＋q＝（λ，a），p＋2λq＝（1，2λa），[image: alt]
 消去参数λ，得点R的轨迹方程为（y＋a）（y－a）＝2a2
 x2
 ，即y2
 －2a2
 x2
 ＝a2
 （去掉点（0，-a））．

（2）因为[image: alt]
 则点R的轨迹方程为2y2
 －2x2
 ＝1（去掉点[image: alt]


若ι的斜率不存在，其方程为x＝0，ι与双曲线交于一点[image: alt]


若ι的斜率存在，设其方程为y＝kx＋1．代入2y2
 －2x2
 ＝1，化简得

2（k2
 －1）x2
 ＋4kx＋1＝0．

[image: alt]
 解得k≠±1．

设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则[image: alt]


[image: alt]


当-1＜k＜1时，k2
 －1＜0，故当k＝0时，[image: alt]
 有最大值[image: alt]


当k＞1或＜-1时，[image: alt]


综上可得[image: alt]


14．（1）设C（x，y），G（x0
 ，y0
 ），M（xM
 ，yM
 ）．

因为[image: alt]
 所以M点在线段AB的中垂线上．由已知A（-1，0），B（1，0）．所以xM
 ＝0．因为[image: alt]
 所以yM
 ＝y0
 ．又因为[image: alt]


所以

（－1－x0
 ，－y0
 ）＋（1－x0
 ，－y0
 ）＋（x－x0
 ，y－y0
 ）＝（0，0），

从而[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]
 所以顶点C的轨迹方程为[image: alt]


（2）设直线ι方程为：y＝k（x－3），E（x1
 ，y1
 ），F（x2
 ，y2
 ）．

由[image: alt]
 消去y得，

[image: alt]


所以

[image: alt]


由①知

∆＝（6k2
 ）2
 －4（k2
 ＋3）（9k2
 －3）＞0，

所以[image: alt]
 又k≠0，所以[image: alt]


15．（1）以D为原点，DA，DC，DD1
 所在的直线分别为x轴，y轴，z轴．

建立空间直角坐标系D-
 xyz，则

D（0，0，0），A（3，0，0），C（0，3，0），B（3，3，0），A1
 （3，0，4），D1
 （0，0，4），C1
 （0，3，4），B1
 （3，3，4）．

设E（0，3，z），可得[image: alt]
 所以

[image: alt]


[image: alt]
 所以A1
 C⊥DB，A1
 C⊥DE，即A1
 C⊥平面EBD．

（2）[image: alt]


[image: alt]


由[image: alt]
 得到

[image: alt]


即2m＋n－1＝0．

[image: alt]


即16m＋25n－16＝0．

联立两式解得[image: alt]


第六讲　不等式

1．[image: alt]


[image: alt]
 时取到．

2．2．　根据均值不等式，得[image: alt]


b＝0，a＝c＞0时取到．

3．[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 时取到．

4．[image: alt]


[image: alt]


则g（x）≥0，g（x）在[image: alt]
 上单调递增，[image: alt]
 上单调递减，且y＝g（x）图象关于[image: alt]
 对称，则对任意[image: alt]
 使得g（x1
 ）＝g（x2
 ）．于是

[image: alt]


而f（x）在[image: alt]
 上单调递减，所以[image: alt]
 即f（x）的最小值为[image: alt]


5．[image: alt]
 所以f（x）严格单调递增．于是最大值为[image: alt]
 最小值为[image: alt]


6．[image: alt]


[image: alt]


记sinx＋cosx＝t，则[image: alt]
 且│t│≠1．

[image: alt]
 当t＞1时，[image: alt]
 （事实上，等号不能取到）；当t＜1时，[image: alt]
 时取等号．讨论表明│f（x）│的最小值为[image: alt]


7．[image: alt]
 对k∈R，令[image: alt]
 则原不等式为[image: alt]


由此易知原不等式等价于[image: alt]
 对任意k∈R成立，即只需求出[image: alt]
 [image: alt]
 的最小值．

由于[image: alt]


从而原不等式等价于[image: alt]


8．[image: alt]
 　令t＝xy，则t∈（0，1），于是由（1－xy）2
 ＝2（1－x）（1－y）可知：

[image: alt]


[image: alt]
 的最大值为[image: alt]
 时取到．

9．由y＝log2
 x在定义域上单调递增，故原不等式等价于

[image: alt]


所以[image: alt]


10．当a＝b＝c＝1时，可得k≥2．下面证明不等式[image: alt]
 对任意a，b，c∈R+
 成立．

由均值不等式得：[image: alt]


同理可得：[image: alt]
 三式相加得证．

11．由柯西不等式，

（a＋2b＋3c）2
 ≤（1＋2＋3）（a2
 ＋2b2
 ＋3c2
 ）＝9，

所以a＋2b＋3c≤3，可得[image: alt]
 时取等号．

12．[image: alt]
 下面证明[image: alt]
 即所求最小值．

[image: alt]
 则由已知有3x＋5y＋7z≤15xyz．

由均值不等式得：

[image: alt]


即x6
 y5
 z4
 ≥1，因此[image: alt]


13．[image: alt]


1＋x2
 ＝a，1＋y2
 ＝b，1＋z2
 ＝c，故只需证：[image: alt]


由柯西不等式：

[image: alt]


所以原不等式成立．

14．[image: alt]


[image: alt]


同理可得

[image: alt]


三式相加可得

[image: alt]


15．[image: alt]
 从而有

[image: alt]


又因为

[image: alt]


所以

[image: alt]


16．[image: alt]


[image: alt]


17．设a＋b＋c＝s，则

[image: alt]


同理可得：

[image: alt]


三式相加得：

[image: alt]


当且仅当a＝b＝c时取等号．

18．（1）对任意正整数i，

[image: alt]


当且仅当ai
 ＝2时取等号；

（2）由柯西不等式知

[image: alt]


所以[image: alt]
 当a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 ＝2时取到．

19．由对称性不妨设c≥1．原不等式等价于

（a＋b）（ab＋bc＋ca＋c2
 ）≥4（a＋b）＋4（c－1）．

又等价于（a＋b）（ab＋bc＋ca＋c2
 －4）≥4（c－1）．

由于abc＝1，故[image: alt]


故（a＋b）（ab＋bc＋ca＋c2
 －4）≥（a＋b）（3＋c2
 －4）＝（a＋b）（c2
 －1）．

因此只需证（a＋b）（c2
 －1）＝（a＋b）（c＋1）（c－1）≥4（c－1）．

由于c≥1，只需证（a＋b）（c＋1）≥4．

[image: alt]
 相乘得证．

20．观察到原题条件中a，b，c与x，y，z的次数相同且为乘积，故令

[image: alt]


[image: alt]


a1
 x1
 ＋b1
 y1
 ＋c1
 z1
 ＝ax＋by＋cz，即条件和结论均未改变．

[image: alt]


故只需取适当的α使得[image: alt]


由

[image: alt]


即：

[image: alt]


即[image: alt]
 命题得证．

第七讲　立体几何

1．①，③．　如图建系，设正方体棱长为1．由AB1
 ，BC1
 分别为正方形AA1
 B1
 B，BB1
 C1
 C的对角线，AE＝BF，可设点E（1，a，1－a），点F（1－a，1，1－a）（0＜a＜1），从而有[image: alt]
 [image: alt]


①要说明AA1
 ⊥EF，则需[image: alt]
 此式成立．

②要说明A1
 C1
 ∥EF，则需[image: alt]
 成立，即[image: alt]
 对于a∈（0，1）恒成立，但此式不成立，②错误．

③要说明EF∥平面A1
 B1
 C1
 D1
 ，则需EF在z轴方向上数值为0，成立．

[image: alt]


2．60°．　如图，记BD，AB，CD的中点为E，F，G，连结EF，EG，FG，AG，BG．由AC2
 ＋AD2
 ＝CD2
 及点G为CD的中点，得[image: alt]
 又AB＝1，AF＝BF，故由中线长定理得

[image: alt]


[image: alt]
 故∠FEG＝120°，即EF与EG的夹角为60°．又因为EF∥AD，EG∥BC，所以AD与BC的夹角为60°．

[image: alt]


3．[image: alt]
 如图，记O1
 ，O2
 ，O3
 为三个半径为1的球的球心，O，O′为两个半径为r的球的球心，则O1
 O＝1＋r，O1
 O2
 ＝1＋1＝2．记点P为球O与球O′的切点，则由对称性知，点P在平面O1
 O2
 O3
 上，且OP⊥平面O1
 O2
 O3
 ．又因为OO1
 ＝OO2
 ＝OO3
 ，所以点P为△O1
 O2
 O3
 的中心，故[image: alt]


在△OO1
 P中，有[image: alt]
 ＝OP2
 ＋O1
 P2
 ，从而[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


4．[image: alt]
 如图建系，记点E，F分别为AA1
 ，B1
 C1
 中点，点M，N为直线EF与球O的交点．易知点[image: alt]
 又由点M，N在直线EF上，可设点M，N的坐标分别为[image: alt]


[image: alt]


从而x1
 ，x2
 为方程24x2
 －12ax＋a2
 ＝0的两根，故[image: alt]
 所以

[image: alt]


[image: alt]


5．2．　如图，作PM⊥面ABC于点M，作PE⊥AB，PF⊥AC，PG⊥BC分别交AB，AC，BC于点E，F，G，连结ME，MF，MG．显然∠PEM，∠PFM，∠PGM分别为侧面PAB，PAC，PBC与底面ABC所成的二面角的平面角．故∠PEM＝∠PFM＝∠PGM＝45°，从而PM＝EM＝FM＝GM，即点M为△ABC的内心．

[image: alt]


从而PM＝EM＝1，故[image: alt]


[image: alt]


6．6．　如图，设侧面ACC1
 A1
 与侧面ABB1
 A1
 面积的比为5∶8，DEF为斜三棱柱的一个直截面，则侧面ACC1
 A1
 与面ABB1
 A1
 所成的二面角的平面角为∠EDF＝60°．设DF＝5a，DE＝8a，AA1
 ＝x，在△DEF中，

[image: alt]


故由已知条件得

[image: alt]


[image: alt]
 即三棱柱侧棱长为6．

[image: alt]


7．[image: alt]
 本题初看存在两种位置关系，如图（1），（2），但事实上，图（1）中的情况不存在．

因为图（1）中，取AC中点E，连结BE，DE，得[image: alt]
 这与三角形两边之和大于第三边矛盾，故应排除．

图（2）的三棱锥存在，其中∠BCD＝90°，所以两条较长棱BD，CD所在直线的夹角的余弦值为[image: alt]


[image: alt]


（1）

[image: alt]


（2）

8．11．　图（2）为图（1）中三棱锥V-
 ABC的面沿VA“剪”开后展开而成的平面图形，易知△AED的周长即为图（2）中线段AE＋ED＋DA′的长度．为使周长最小，则点A，E，D，A′共线．因为[image: alt]
 [image: alt]
 所以

[image: alt]


[image: alt]
 即△AED的周长的最小值为11．

[image: alt]


图（1）

[image: alt]


图（2）

[image: alt]


第9题图

9．[image: alt]
 如图，平面MNP与正方体上底面交于MN，与侧面CC1
 D1
 D交于NP．设直线NP分别交CC1
 ，CD的延长线于点E，F，直线EM交B1
 B于点S，交CB的延长线于点G，则点F，G为平面MNP与平面ABCD的两个公共点．连结FG交DA，AB于点Q，R，则六边形MNPQRS即为所求截面．

易知点Q，R，S分别为棱DA，AB，BB1
 的中点，故六边形MNPQRS为正六边形，其边长为[image: alt]
 所以所求截面面积为[image: alt]


10．4．　在正方体ABCD-
 A1
 B1
 C1
 D1
 中，取AB1
 ，BC1
 ，CD1
 ，DA1
 ，这四条直线显然两两异面，故nmax
 ≥4．又所求异面直线不能有公共端点，而正方体仅有8个顶点，每个顶点只用一次．故[image: alt]
 综上，nmax
 ＝4．

11．内．　如图，作OE⊥面ABC于点E，OF⊥面ACD于点F，延长AE，AF分别交BC，CD于点G，H，连结OG，OH．因为[image: alt]
 所以∠OAE＝∠OAF，故

OG＝OA·tan∠OAG＝OA·tan∠OAH＝OH．

[image: alt]


又因为AO⊥BC，OE⊥BC，故BC⊥面AOG，从而OG⊥BC．同理，OH⊥CD．所以OC为∠BCD的角平分线．同理可证OB为∠CBD的角平分线．故点O为△BCD的内心．

12．一条线段．　因为正三棱锥P-
 ABC的三个侧面面积相等，所以点M到三个侧面PAB，PBC，PCA的距离成等差数列，等价于三个三棱锥M-
 PAB，M-
 PBC，M-
 PCA的体积成等差数列．故3VM-
 PBC
 ＝VP-
 ABC
 ，即3VP-
 MBC
 ＝VP-
 ABC
 ，从而[image: alt]
 故点M的轨迹为△ABC内部经过AB边上靠近B端的三等分点且平行于BC的一条线段．

13．解法1：如图（1）　（1）作BD⊥AA1
 于点D，连结C1
 D．由题意可知△ABA1
 为边长等于1的等边三角形，由[image: alt]
 知菱形AA1
 C1
 C中∠AA1
 C1
 ＝60°．又因为侧面AA1
 B1
 B⊥侧面AA1
 C1
 C，所以C1
 D为BC1
 在面AA1
 C1
 C上的射影．由D为AA1
 中点知，C1
 D⊥AA1
 ，故由三垂线定理知AA1
 ⊥BC1
 ．

[image: alt]


图（1）

（2）A1
 B1
 到面ABC的距离h即为点A1
 到面ABC的距离．由[image: alt]
 [image: alt]
 由A1
 A∥C1
 C知BC1
 ⊥C1
 C，又[image: alt]
 C1
 C＝1，故[image: alt]
 [image: alt]
 在△ABC中，有AB＝AC＝1，[image: alt]
 所以A1
 B1
 到面ABC的距离[image: alt]


[image: alt]


图（2）

解法2：如图（2）建系．

[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]
 即AA1
 ⊥BC1
 ．

[image: alt]
 设平面ABC的法向量n＝（x，y，z），令x＝1，则由[image: alt]
 又因为A1
 B1
 到面ABC的距离即为点A1
 到面ABC的距离，所以距离

[image: alt]


14．（1）如图（1），设点O为正方形ABCD的中心，连结MO．由MO∥PD，PD⊥面ABCD，知MO⊥面ABCD，[image: alt]
 又因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


图（1）

[image: alt]


图（2）

[image: alt]


（2）如图（2）建系，则[image: alt]
 设面DMN的法向量n＝（x，y，z），面ABCD的法向量m＝（x′，y′，z′），令x＝1，z′＝1，则由[image: alt]
 解得n＝（1，-2，1），m＝（0，0，1）．故面DMN与面ABCD所成角的余弦值为[image: alt]
 因而二面所成角的正切值为[image: alt]


15．如图，以底面对角线的交点O为原点，OB，OC，OS分别为x轴，y轴，z轴建立空间直角坐标系．则点[image: alt]
 由点M，N分别为SA，SC的中点，知点[image: alt]
 故DM与BN所成角的余弦值为[image: alt]


[image: alt]


第15题图

[image: alt]


第16题图

16．如图，过侧棱PA及高PH的截面为PAD，点H为AD中点．设内切球O1
 ，O2
 ，O3
 …的半径为R1
 ，R2
 ，R3
 …，用几何方法求得[image: alt]
 所以[image: alt]
 在直角梯形O1
 MNO2
 中，[image: alt]
 [image: alt]
 …，所以

[image: alt]


17．如图（1），将三棱锥S-
 ABC的三个侧面沿侧棱剪开展平在底面所在的平面上．由∠S1
 AC＋∠CAB＋∠BAS2
 ＝180°，知S1
 ，A，S2
 三点共线，又S1
 A＝S2
 A＝SA，所以点A为S1
 S2
 中点．同理，点B为S2
 S3
 的中点，点C为S3
 S1
 的中点．故[image: alt]
 同理，AB＝SC，BC＝SA，故三棱锥S－ABC为等腰四面体（对棱相等的四面体）．构造如图（2）所示的长方体，使AB，BC，CA为长方体的三条面对角线，S为一个顶点．设长方体长、宽、高分别为x，y，z，则

[image: alt]


图（1）

[image: alt]


图（2）

[image: alt]


[image: alt]


注：此处也可利用等腰四面体的体积公式：[image: alt]
 [image: alt]
 直接求得．

18．如图，作PD⊥AB于点D，连结CD，点D即为AB的中点．因为当b固定时，a由PD的长度唯一确定，所以四面体PABC存在，当且仅当△PCD存在．

[image: alt]


从而[image: alt]
 由[image: alt]
 ，知[image: alt]
 ，故[image: alt]
 又a＜b，即[image: alt]
 所以[image: alt]
 的取值范围为[image: alt]
 ，即[image: alt]


[image: alt]


19．如图（1），设[image: alt]
 由A1
 B1
 ＝2，AB＝4，A1
 B1
 ∥AB，得截面正方形FGHI的边长FI＝4－2t．由平行线分线段成比例，算得IQ＝IP＝2t，GR＝2－2t．现考察截面正方形FGHI（如图（2）），则有

[image: alt]


图（1）

[image: alt]


图（2）

[image: alt]


因为0＜t＜1，所以[image: alt]


20．先证明两个引理．

引理一：设P是正四面体ABCD内部或其面上任一点，则点P到四个面的距离之和等于这个正四面体的高h．

引理二：设P是正四面体ABCD外部任一点，则点P到四个面的距离之和大于这个正四面体的高h．

当点P在正四面体ABCD内部或其面上时，由VP-
 ABC
 ＋VP-
 BCD
 ＋VP-
 CDA
 ＋VP-
 DAB
 ＝VA-
 BCD
 ，可知引理一成立；当点P在正四面体ABCD外部时，由VP-
 ABC
 ＋VP-
 BCD
 ＋VP-
 CDA
 ＋VP-
 DAB
 ＞VA-
 BCD
 可知引理二成立．

现在回到本题．如图，设ABCD是给定的正四面体，我们给它外接一个正四面体A′B′C′D′，使得ABCD与A′B′C′D′彼此对应的面互相平行，且点A，B，C，D分别位于A′B′C′D′相应的侧面上．易知正四面体ABCD与A′B′C′D′的外接球球心重合，记为点O，则线段OA，OB，OC，OD恰好是自O到正四面体A′B′C′D′各面的垂线．根据引理一，它们的长度之和等于正四面体A′B′C′D′的高h′，即OA＋OB＋OC＋OD＝h′．

现在，我们考察在正四面体A′B′C′D′的内部或其面上的异于点O的任意一点P．对于此点，线段PA，PB，PC，PD均分别不小于自点P到正四面体A′B′C′D′的相应面的垂线的长（且不能全取等号），因此PA＋PB＋PC＋PD＞h′，故PA＋PB＋PC＋PD＞OA＋OB＋OC＋OD．

此外，根据引理二，对于所有位于正四面体A′B′C′D′外部的点P，上述不等式显然也成立．

综上，原命题得证．

[image: alt]


第八讲　解析几何

1．[image: alt]
 　设切点为（x0
 ，y0
 ），则[image: alt]
 且切线方程为x0
 x＋y0
 y＝4，于是[image: alt]
 [image: alt]
 AB中点M（x，y）满足[image: alt]


2．2．　∣AB∣＝5，若满足△APB的面积为3，则P到AB的距离为[image: alt]
 若P在直线上方，设P（4cosα，3sinα）[image: alt]
 则P到直线[image: alt]
 的距离：[image: alt]
 化简得：[image: alt]
 [image: alt]
 无解．故点P不可能在AB上方，而下方显然有两个．

3．[image: alt]
 为新原点，移轴得新坐标系x′Ay′．

椭圆方程变为[image: alt]


[image: alt]


设过P点的动直线方程为

[image: alt]


将②代入①，配成齐二次得

（6m＋3）x′2
 ＋（12n＋4）y′2
 ＋（12m＋6n）x′y′＝0，

[image: alt]


[image: alt]
 ι恒过点（6，-12），移回原坐标系即为[image: alt]


4．[image: alt]
 　设A，B在准线ι上的射影分别为A′，B′，则

[image: alt]


由∠AFB＝120°，知∣AB∣2
 ＝∣FA∣2
 ＋∣FB∣2
 ＋∣FA∣·∣FB∣．

[image: alt]


5．[image: alt]
 　设直线PQ的方程为[image: alt]
 （显然k≠0）．结合y2
 ＝x消去x，整理得y2
 ＋ky－bk＝0．由PQ与抛物线有两个不同的交点，知

[image: alt]


设PQ的中点为M，则有[image: alt]
 而M在直线ι上，所以

[image: alt]


将②式代入①式整理得[image: alt]
 解得-2＜k＜0．又由k为整数，知k＝-1．将k＝-1代入式②得b＝-1．于是直线PQ的方程为y＝x－1．

[image: alt]
 消去y，得x2
 －3x＋1＝0．设x1
 ，x2
 为其两根，则x1
 ＋x2
 ＝3，x1
 x2
 ＝1．故

[image: alt]


6．[image: alt]
 由题意知M是以原点为焦点，直线x＋y＋1＝0为准线的抛物线及其凹口内侧的点集，N是以（a，1）为中心的正方形及其内部的点集（如图）．考察临界条件：

令y＝1，代入方程[image: alt]
 [image: alt]
 M∩N＝⌀．

令y＝2，代入方程解得[image: alt]
 M∩N＝∅．

于是当[image: alt]
 时，M∩N≠∅．

[image: alt]


7．1．　不妨设P在第一象限．F′是双曲线的右焦点，连接PF′．则MO为△PFF′的中位线，所以

[image: alt]


[image: alt]


8．（-2，2）．　平移坐标轴，使（1，2）成为新原点，则椭圆方程变为[image: alt]
 直线ι的方程为y＝2x＋m．设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ）为椭圆上关于ι对称的点，AB的中点为M（x0
 ，y0
 ）．则[image: alt]
 [image: alt]
 相减整理得[image: alt]
 而[image: alt]
 故[image: alt]
 从而yo
 ＝[image: alt]
 又y0
 ＝2x0
 ＋m，所以[image: alt]
 而M（x0
 ，y0
 ）在椭圆内，所以[image: alt]
 解得-2＜m＜2．

9．x2
 ＋y2
 ＝4．　作出F1
 关于直线PM的对称点F′1
 ，则点F′1
 ，F2
 ，P共线，且∣PF′1
 ∣＝∣PF1
 ∣．于是∣F′1
 F2
 ∣＝∣∣PF′1
 ∣－∣PF2
 ∣∣＝∣∣PF1
 ∣－∣PF2
 ∣∣＝4．设M点坐标为（x，y），则[image: alt]
 代入上式，得[image: alt]
 即x2
 ＋y2
 ＝4．

10．[image: alt]
 易知F（-1，0）．设M（x0
 ，y0
 ），则过点M的切线方程为[image: alt]
 令y＝0，解得[image: alt]
 所以△MNF的面积[image: alt]
 设x0
 ＝2cosθ，[image: alt]
 [image: alt]
 所以tanθ＝2．显然，[image: alt]
 因此S＝[image: alt]


11．（1）由∣a∣－∣b∣＝2知，[image: alt]
 由双曲线定义得点P的轨迹方程：[image: alt]


（2）在第一象限内作PF⊥x轴，点P坐标为（2，3），此时∠PFA＝90°，∠PAF＝45°，可得λ＝2．下面证明当点P在第一象限但PF与x轴不垂直时，∠PFA＝2∠PAF恒成立．

设P（x1
 ，y1
 ），可知[image: alt]
 由点P在[image: alt]
 上，得[image: alt]
 ＝3（x1
 ＋1）（x1
 －1）．代入上式并化简得，[image: alt]
 [image: alt]
 则tan2∠PAF＝tan∠PFA，所以∠PFA＝2∠PAF．由对称性知点P在第四象限时，结论同样成立．

因此存在常数λ＝2，使得∠PFA＝2∠PAF恒成立．

12．根据对称性知点E在x轴上，则点E的坐标为（d，0）．设BD的方程为x＝ky＋d，（k＞0）．结合[image: alt]
 [image: alt]
 消去x，得

[image: alt]


设B，D的坐标分别为B（x1
 ，y1
 ），D（x2
 ，y2
 ），则y1
 ，y2
 是方程①的根且y1
 ＜0＜y2
 ．由韦达定理得[image: alt]
 [image: alt]
 于是

[image: alt]


[image: alt]
 等号当且仅当[image: alt]
 时成立．

所以，[image: alt]
 的最大值为[image: alt]


13．（1）以O为原点，OA为x轴建立直角坐标系，设A（2，0），则椭圆方程为[image: alt]
 由对称性知∣OC∣＝∣OB∣．又∣BC∣＝2∣AC∣，得∣OC∣＝∣AC∣，因此△AOC为等腰直角三角形．易得C（1，1），B（-1，-1）．代入椭圆方程得[image: alt]
 则所求椭圆方程为[image: alt]


（2）平移坐标轴，使C为原点．则椭圆方程变为（x＋1）2
 ＋3（y＋1）2
 ＝4，即

[image: alt]


设PQ的方程为mx＋ny＝1，代入①配成齐二次得x2
 ＋3y2
 ＋（2x＋6y）（mx＋ny）＝0，所以

[image: alt]


由于∠PCQ的平分线垂直于OA，故PC和QC的斜率互为相反数．根据韦达定理有

[image: alt]


[image: alt]
 所以PQ∥AB．

14．设抛物线y2
 ＝2px内接正三角形三顶点坐标为[image: alt]
 三角形中心P的坐标为（x，y）．则[image: alt]


由∣P1
 P2
 ∣＝∣P1
 P3
 ∣得[image: alt]
 移项因式分解后约去t2
 －t3
 ，[image: alt]


[image: alt]


由对称性可知t1
 ，t2
 ，t3
 是方程[image: alt]
 的三个根．由韦达定理有[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 化简得9y2
 ＝2px－8p2
 ．

15．（1）设点P（x0
 ，y0
 ），Q（x1
 ，y1
 ）．因为点P在椭圆上，所以

[image: alt]


[image: alt]


一方面，椭圆在点P处的切线方程为

[image: alt]


另一方面，QM，QN为过点Q所引的圆O的两条切线，切点弦MN所在直线的方程为

[image: alt]


②式和③式表示同一条直线方程，于是有[image: alt]
 代入①式化简得到Q的轨迹方程为[image: alt]


（2）过点P作PA⊥x轴，过点Q作QB⊥x轴，则A（x0
 ，0），Q（3x0
 ，4y0
 ），B（3x0
 ，0）．

[image: alt]


[image: alt]


因此，△OPQ面积的最大值为[image: alt]


16．设点Q，R的坐标分别为（x1
 ，y1
 ），（x2
 ，y2
 ），则直线PQ的方程为[image: alt]
 将P（x0
 ，y0
 ）代入得[image: alt]
 同理可得[image: alt]
 故切点弦QR的方程为[image: alt]
 联立椭圆方程消去y，并整理，得

[image: alt]


由韦达定理有[image: alt]
 于是

[image: alt]


因P在椭圆外，故[image: alt]
 所以∣PF∣2
 ＞∣QF∣·∣RF∣．

17．（1）因为a2
 ＝2bc，所以a4
 ＝4（a2
 －c2
 ）c2
 ，则4e4
 －4e2
 ＋1＝0，解得[image: alt]


（2）由（1），设M（x1
 ，y1
 ），N（x2
 ，y2
 ），椭圆方程为x2
 ＋2y2
 －2c2
 ＝0，直线MN方程为y＝k（x－c）．

[image: alt]
 消去y，

得　　　　（2k2
 ＋1）x2
 －4k2
 cx＋2c2
 （k2
 －1）＝0．

[image: alt]


直线MA的方程为[image: alt]


直线AN的方程为[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


将上两式及[image: alt]
 的表达式，得[image: alt]
 为定值．

第九讲　排列组合、二项式定理、概率

1．516．　区域内有16个整点，但其中四点共线的有10条，三点共线的有4条，故共有[image: alt]
 [image: alt]
 个整点三角形．

2．[image: alt]
 　由上题，区域内有三角形516个，因为

[image: alt]


所以当S不为整数时，三角形存在（即不可能三点共线）．此时y1
 ，y2
 ，y3
 即奇偶性不全相同，不妨设y1
 ，y2
 奇偶性相同，则x1
 ，x2
 奇偶性不同，y1
 ＝y2
 时，y1
 ，y2
 的选法有4种，选定y1
 ，y2
 后y3
 的选法有2种，x1
 ，x2
 地位相等，选法有4×2÷2＝4种，x3
 的选法有4种，三角形共4×2×4×4＝128个．y1
 ≠y2
 时，y1
 ，y2
 地位相等，选法有2种，y3
 的选法有2种，x1
 ，x2
 的选法有4×2＝8种，x3
 的选法有4种，三角形共2×2×8×4＝128个，因此，所求概率为[image: alt]


3．90．　第一行染两个黑格有[image: alt]
 种染法．第一行染好后，有如下三种情况：

（1）第二行染的黑格均与第一行的黑格同列，这时其余行都只有1种染法．

（2）第二行染的黑格与第一行均不同列，这时第三行有[image: alt]
 种染法，第四行的染法随之确定．

（3）第二行染的黑格恰有一个与第一行的黑格同列，这样的染法有4种，第一行、第二行染好后，第三行染的黑格必然有1个与上面的黑格均不同列，这时第三行的染法有2种，第四行的染法随之确定．

因此，共有染法6×（1＋6＋4×2）＝90（种）．

4．108．　3、5、7号染色相同，则它们有3种染色方法，此时，若2、4号染色相同，则它们有2种染色方法，从而1号有2种染色方法；若2、4号染色不相同，则它们有2种染色方法，而1号只有1种染色方法．由对称性知，共有染色方法3×（2×2＋2×1）2
 ＝108（种）．

5．57．　记∣A∣＝a，∣B∣＝b，∣C∣＝c，不妨设a≥b≥c，

当a＝3时，B，C在S的非空子集中任选两个，使得b≥c，共有[image: alt]
 种．

当a＝2时，有三种情况．

（1）（b，c）＝（2，2），则A、B、C在S的3个2元子集中选取3个（不能完全相同），共有[image: alt]
 种．

（2）（b，c）＝（2，1），若A＝B，则C随之确定，共3种，若A≠B，则C任意，共有[image: alt]
 种．

（3）（b，c）＝（1，1），A确定后B、C有3种选择，所以共有3×3＝9种．

当a＝1时，a＝b＝c＝1，只有1种情况．

综上，共有28＋7＋3＋9＋9＋1＝57种情况．

6．230．　（1）恰用到3种颜色．这时正方体的各组对面颜色相同，共有[image: alt]
 种染色方式．

（2）恰用到4种颜色，此时必有一组对面颜色不同．先染这组对面，正方体只有沿一个方向旋转才会重合，另外两组对面必同色，于是共有[image: alt]
 种染色方式．

（3）恰用到5种颜色，此时恰有一组对面同色，先确定这组对面，另外4个面染4种颜色，方法数是1，2，3，4的圆排列数除以2（这里除以2是因为1，2，3，4与3，2，1，4是相同的，它们可以经旋转后重合），共有[image: alt]
 种．

（4）恰用到6种颜色．此时，不妨设最上面染第1种颜色，再确定其对面的颜色．剩下4个面的染色方法数等于4个元素的圆排列数．共有5·3！＝30种．

综上可知，共有230种不同的染色方式．

7．[image: alt]
 　设所求概率为Pn
 ，显然，P1
 ＝1．

对于n＝k＋1，最大数在最下一行的概率为[image: alt]
 此情形下M1
 ＜M2
 ＜…＜Mk
 的概率为Pk
 ，因此，[image: alt]
 由递推关系求得[image: alt]


8．[image: alt]
 由于已有两人分别抽到5和14两张卡片，另外两人需从剩下的18张卡片中抽取2张，共有[image: alt]
 种情况．5和14在同一组，说明另外两个数同时比5和14大，或同时比它们小．因此，概率为[image: alt]


9．0．　设第t1
 ，t2
 ，…，tm
 次出现正面（t1
 ＜t2
 ＜…＜tm
 ），则｛t1
 ，t2
 ，…，tm
 ｝中无相邻整数．令g（n）为｛1，2，…，n｝无相邻整数的子集的个数．由例3，

[image: alt]


则

[image: alt]


因此[image: alt]


10．[image: alt]
 “吉祥”即2n根线连成圆圈的方法，由圆排列公式，共有（2n－1）！种．上端两两搭配，共有[image: alt]
 种可能，（其中[image: alt]
 同理，下端两两搭配有（2n－1）！！种可能．因此概率[image: alt]


11．先证明：an＋2
 ＝an＋1
 ＋an
 ．（例3中已有组合证明，这里给出一种代数方法）

[image: alt]


其中，为使组合恒等式[image: alt]
 成立，p＜q时令[image: alt]
 q＜0，p≥0时也令[image: alt]


又因为a1
 ＝1，a2
 ＝2，由递推公式，[image: alt]


[image: alt]


12．记[image: alt]
 则有

[image: alt]


又因为S1
 ＝1，由递推公式，[image: alt]


13．设[image: alt]
 有

[image: alt]


由于S1
 ＝1成立，由递推关系可以得出[image: alt]
 命题得证．

14．设想有n个人玩电脑游戏．其中有且仅有第i个人能通出第i关（i＝1，2，…，n）．从n个人中选择m个，共有[image: alt]
 种方法，另一方面，让选出的m个人去玩电脑游戏，只有通出一关后才能进入下一关，若最终通出k关，说明第1，2，…，k个人在这m个人中，但第k＋1个人不在其中，因此有[image: alt]
 种可能．对k求和（k＝0，1，…，m），则[image: alt]


15．若未到五局就结束，则将未进行的比赛补上，于是，问题转化为：求乙在五局中至少赢三局的概率．乙胜五局的概率为[image: alt]
 乙胜四局负一局的概率为[image: alt]
 乙胜三局负二局的概率为[image: alt]
 [image: alt]
 以上结果相加，得“爆出冷门”的概率为[image: alt]


16．把九个编号不同的小球放在圆周的九个等分点上，每个点上放一个，相当于九个不同元素在圆周上的一个圆排列，故共有8种放法，考虑到翻转因素，则本质不同的放法有[image: alt]
 种．

下求使S达到最小值的放法数：在圆周上，从1到9有优弧与劣弧两条路径，对其中任一条路径，设x1
 ，x2
 ，…，xk
 是一次排列于这段弧上的小球号码，则

∣1－x1
 ∣＋∣x1
 －x2
 ∣＋…＋∣xk
 －9∣≥∣（1－x1
 ）＋（x1
 －x2
 ）＋…＋（xk
 －9）∣＝∣1－9∣＝8．

上式取等号当且仅当1＜x1
 ＜x2
 ＜…＜xk
 ＜9，即每一弧端上的小球号码都是由1到9的递增排列．因此，Smin
 ＝2·8＝16．

由上知，当每个弧段上的球号｛1，x1
 ，x2
 ，…，xk
 ，9｝确定之后，达到最小值的排序方法便唯一确定．

在1，2，…，9中，除1与9外，剩下7个球号2，3，4，5，6，7，8，将它们分为两个子集，元素较少的一个子集共有[image: alt]
 种情况，每种情况对应着圆周上使S值达到最小的唯一排法，即有利事件总数是26
 种，故所求概率为[image: alt]


17．将问题一般化为卡片有n张的情况．

当有n张卡片时，设Fn
 为满足条件的选择方式的数目．易知F1
 ＝1，F2
 ＝2，若k≥3，考虑Fk
 ．

（1）若没有选k，显然，满足题意的选择方式为Fk－1
 ．

（2）若选择了k，再分两种情况考虑．

（i）只选了k，则满足题意的选择方法有1种．

（ii）除了k以外还选择了其他数（此时1不能再选）．此时若将k拿走，并将剩下的卡片数字均减去1，则构成了与从k－2个数中进行选择的一一对应，方法数为Fk－2
 ．

因此，若选择了k，共有Fk－2
 ＋1种满足题意的选择．

综上，有Fk
 ＝Fk－1
 ＋Fk－2
 ＋1．通过计算得出F15
 ＝1596．

注：本题中，若允许不选任何一张卡片，则可以得到斐波那契数列．

18．设f（n）为n表示成3的非负幂次的方法．n＝a0
 30
 ＋a1
 31
 ＋…＋am
 3m
 ．先确定a0
 ，设n－a0
 ＝3k，则此时n的表示方法数就是3k表示成3的正整数幂次的和的方法数，也就是k表示成3的非负幂次的和的方法数．因此计算f（n）时可以按照a0
 分类，

[image: alt]


定义f（0）＝1，由递推关系可以求得f（100）＝402．

19．引理：顶点在P中的凸m边形有两个锐角时，这两个锐角必相邻．

事实上，设这个凸m边形为P1
 P2
 …Pm
 ，不妨设[image: alt]
 [image: alt]
 而∠P1
 P2
 P3
 ＋∠Pm－１
 Pm
 P1
 ＞∠P1
 P2
 Pm－1
 ＋∠Pm－1
 Pm
 P1
 ＝π，其中至多有一个为锐角，这就证明了引理．

在凸m边形中，设顶点Ai
 与Aj
 为两个相邻顶点，且在这两个顶点处的内角均为锐角，设Ai
 与Aj
 的劣弧上包含了P的r条边（1≤r≤n），这样的（i，j）在r固定时有2n＋1对．

（1）若凸m边形的其余m－2个顶点全在劣弧Ai
 Aj
 上，而劣弧Ai
 Aj
 上有r－1个P中的点，此时这m－2个顶点的取法数为[image: alt]


（2）若凸m边形的其余m－2个顶点全在优弧Ai
 Aj
 上，取Ai
 ，Aj
 的对径点Bi
 ，Bj
 ，由于凸m边形在顶点Ai
 ，Aj
 处的内角为锐角，所以，其余的m－2个顶点全在劣弧Bi
 Bj
 上，而劣弧Bi
 Bj
 上恰有r个P中的点，此时这m－2个顶点的取法数为[image: alt]


所以，满足题设条件的凸m边形的个数为

[image: alt]


二　二试专题

第一讲　平面几何

1．如图延长ME交△ABC的外接圆于F，延长MD交AF于K，作CG∥MK，交AF于G，交AB于P，作DH⊥CF于H，则H为CF的中点．连HB，HP，则D，H，B，M共圆，故

∠HBD＝∠HMD＝∠HCP，

于是H，B，C，P共圆，所以∠PHC＝∠ABC＝∠AFC，故PH∥AF．即PH为△FCG的中位线，P是CG的中点．则AP为△ACG的边CG上的中线，又因为NK∥CG，故D是NK的中点，即线段AB与NK互相平分，所以∠DBN＝∠DAK，而∠DAK＝∠BAF＝∠BCF＝∠BCE，即有∠DBN＝∠BCE．

[image: alt]


2．联结AD，DG，GA，GO，EA，EO．因为OF是等腰△DOB的外接圆的直径，所以OF平分∠DOB，又因为[image: alt]
 所以∠DAB＝∠DOF．

又∠DGF＝∠DOF，所以∠DAB＝∠DGF，所以G，A，C，D四点共圆，

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


结合①②③得：∠AGO＝∠BDC．

因为B，D，E，A四点共圆，所以∠BDC＝∠EAO，又OA＝OE，有∠EAO＝∠AEO，所以∠AGO＝∠AEO，故O，A，E，G四点共圆．

3．由内心I分别向边AB，BC，CA作垂线IC1
 ，IA1
 ，IB1
 ，显然，这些垂线的长度彼此相等．又因为∠IKC＝∠INB，从而直角三角形△IKB1
 ≌△INA1
 ，因此B1
 K＝A1
 N．

同理可得B1
 L＝C1
 M．此外，由切线性质，可知AC1
 ＝AB1
 和CA1
 ＝CB1
 ，因而AM＋KL＋CN＝AM＋MC1
 ＋NA1
 ＋CN＝AC1
 ＋CA1
 ＝AB1
 ＋CB1
 ＝AC．

[image: alt]


4．如图，注意到∠BYX＝∠ZAD，∠XBY＝∠ZDA，所以，△XBY∽△ZDA，故[image: alt]


设K，L分别是对角线BD与线段XY，AZ的交点．因为BD是∠ABC和∠ADZ的角平分线，则[image: alt]
 [image: alt]
 从而，

[image: alt]


设线段AY与对角线BD交于M1
 ，易知△KYM1
 ∽△LAM1
 ．则

[image: alt]


如右图，设线段XZ与对角线BD交于M2
 ，易知△KXM2
 ∽△LZM2
 ．则

[image: alt]


由①②③得[image: alt]
 即M1
 ＝M2
 ，因此XZ，AY，BD三线共点．

[image: alt]


5．联结AB，设交OE于E′，则定点F就是E′E的中点．为此再联结OM，OA，AE，并作EG⊥AB于G．因E位于等腰三角形MAB外接圆上，由西姆松定理得C，D，G共线．

为了证明F是EE′的中点，以下只需论证GF是直角△GE′E斜边上的中线即可．为此只需证∠1＝∠4．

因为OM⊥AB，EG⊥AB，所以OM∥EG，得∠1＝∠2．

由O，A，M，E四点共圆，得∠2＝∠3；由A，C，E，G四点共圆，得∠3＝∠4．因此∠1＝∠4．

[image: alt]


第5题图

[image: alt]


第6题图

6．如图，设CF交圆Γ于点H．因为直径AB⊥ι，所以，问题等价于证明GH∥ι．

设AB交ι于点X，则∠AXF＝∠AEF＝90°．所以，A、F、X、E四点共圆．于是，∠EFD＝∠EAB＝∠FED．

从而，DF＝DE．又因为DF2
 ＝DE2
 ＝DC·DA，所以，△DCF∽△DFA．

于是，∠AFD＝∠FCD＝∠ACH＝∠AGH．故GH∥ι．

7．如图，设QR、AD的延长线交于点E．下面证明直线PE和PS重合．注意到∠ABQ＝135°－∠BAC＝∠ACP，则B、P、Q、C四点共圆．

于是，∠APQ＝∠ACB．又∠AEQ＝90°－∠EAC＝∠ACB，从而，A、P、E、Q四点共圆．

于是，∠APE＝180°－∠AQE＝90°．所以，PE⊥AB．因此，PE、PS重合，故PS、AD、QR三线共点．

由∠BQE＝90°－45°＝∠CPE，知P、Q、R、S四点共圆．从而，∠QPR＝∠QSR．

因为B、P、Q、C四点共圆，所以∠QPR＝∠QBC．

因此，∠QBC＝∠QSR，即SR∥BC．

[image: alt]


8．设△ABC的面积为S，则[image: alt]


由均值不等式有[image: alt]


故只需证[image: alt]
 又因为[image: alt]
 所以，只需证[image: alt]


事实上[image: alt]


因此，原不等式得证．

9．如图，因为[image: alt]
 所以，∠CED＝∠CEB，即E、D、B三点共线，同理F、D、A三点共线．

因为CB＝BF，所以，∠CEB＝∠BEF，即D在∠CEF的角平分线上．同理，D在∠CFE的角平分线上．

因此，D是△CEF的内心．

从而，CD是∠ECF的角平分线，即CD平分EF．

[image: alt]


第9题图

[image: alt]


第10题图

10．如图，设△ABC的内心为I，外心为O．联结AI、BI、CI、K1
 K2
 、K2
 K3
 、K3
 K1
 、K4
 K1
 、K4
 K2
 、K4
 K3
 ．

因为△ABC的三边与圆K1
 、圆K2
 、圆K3
 相切，所以，K1
 在AI上，K2
 在BI上，K3
 在CI上．易知K1
 K2
 ∥AB，K1
 K3
 ∥AC，K2
 K3
 ∥BC．故△ABC和△K1
 K2
 K3
 关于I位似．

因为K4
 K1
 ＝K4
 K2
 ＝K4
 K3
 ＝2r（r为圆半径），所以，K4
 是△K1
 K2
 K3
 的外心．

又O是△ABC的外心，所以，I、K4
 、O三点共线．

11．[image: alt]
 由塞瓦定理得xyz＝1．对△BFC和直线AGD应用梅涅劳斯定理有

[image: alt]


即

x（1＋y＋yz）（1＋y）＝z（1＋x＋xy）（1＋x）．

因为

x（1＋y＋yz）＝x＋xy＋xyz＝x＋xy＋1，

所以1＋y＝z（1＋x）＝z＋zx．

同理，1＋z＝x＋xy，1＋x＝y＋yz．

三式相加得[image: alt]
 当且仅当xy＝yz＝zx时，上式等号成立．

所以，xy＝yz＝zx．从而，x＝y＝z．

又xyz＝1，则x＝y＝z＝1．因此，D、E、F是三边的中点．故G是△ABC的重心．

12．设X、Y分别是直线OB、OC上使得OX＝OY＝OA的点，P、Q分别是使得△AXP∽△AOC、△AYQ∽△ABC的点，D是A关于XY的对称点．

则有△AC′B∽△AOX．于是，△ABX∽△AC′O．

又△AXP∽△AOC，从而，四边形AXPB∽四边形AOCC′．所以△OCC′∽△XPB．

又O是△AXY的外心，故∠AXP＝∠AOC＝2∠AXY＝∠AXD．

因此，点P在XD上．而[image: alt]
 于是，△OCC′∽△XPB∽△XDO．

类似地，△OBB′∽△YDO．从而，∠BB′O＋∠CC′O＝∠DOY＋∠DOX＝∠BOC．

因此，△COC′和△BOB′的外接圆相切．

13．如图，设圆O1
 和圆O2
 外切于点M（当圆O1
 和圆O2
 内切于点M时可类似证明）．设XY是圆O1
 和圆O2
 的内公切线．由于CA和MY是圆O1
 的切线，切点分别是C、M，则∠FCA＝∠CMY．

但是，∠CMY＝∠FMX．因此，∠FCA＝∠FMX．

又由于∠FMX＝∠FAM，故∠FCA＝∠FAM．因此，△FMA∽△FAC．于是[image: alt]
 即FM·FC＝FA2
 ．

[image: alt]
 其中R1
 是圆O1
 的半径，于是，[image: alt]


同理可得[image: alt]
 故EF⊥AO1
 ．

由于点D位于直线EF上，则[image: alt]
 即

[image: alt]


又由于DA是圆O2
 相切于点A的切线，所以

[image: alt]


（R2
 是圆O2
 的半径）．由①和②得，[image: alt]
 这表明点D在圆O1
 和圆O2
 的根轴XY上．

[image: alt]


14．联结O1
 O2
 ，则O1
 O2
 的中点也是O．

先证一个引理：两圆相交于点P、Q，AB是过P的任一条割线，T是AB的中点，O是两圆的连心线O1
 O2
 的中点，则OP＝OT．

引理的证明：事实上，如图一所示，作点O1
 ，O2
 ，O在AB上的射影M1
 、M2
 、M．

[image: alt]


图1

[image: alt]


图2

由垂径定理知，M1
 、M2
 分别是AP、BP的中点．又由梯形的中位线定理知点M为M1
 M2
 的中点．不妨设PB≥PA，则

[image: alt]


所以PM＝MT，即M为PT的中点．从而OP＝OT，引理得证．

下面回到原题．

取割线AB、CD的中点T、S．如图二所示，由引理知OP＝OS，OP＝OT．所以△OST是等腰三角形，即O在线段ST的垂直平分线上．

[image: alt]
 所以AC＝BD．而SN平行且等于BD的一半，MT平行且等于BD的一半，NT平行且等于AC的一半，MS平行且等于AC的一半．

故MSNT为菱形，它的对角线互相垂直平分，即M、N也在线段ST的垂直平分线上．

综上可知，M、N、O三点共线．

15．如图，延长CP交△ABC的外接圆于Q．联结QA，QB，QO1
 ，AO2
 ．

在等腰△O1
 BQ和等腰△O2
 AD中，由于

∠BO1
 Q＝2∠BCQ＝2∠ACD＝∠AO2
 D，

[image: alt]


又在△PAQ中由正弦定理，

[image: alt]


[image: alt]


（R1
 、R2
 分别是△BAC和△DAC的外接圆半径）．

而BQ＝2R1
 sin∠BCQ，DA＝2R2
 sin∠ACD，故[image: alt]
 又∠BQP＝∠BAC＝∠PAD，所以△PQB∽△PAD②．由①、②，即可知O1
 、O2
 是相似三角形PQB和PAD中的对应点，从而得△PBO1
 ∽△PDO2
 ，证毕．

第二讲　代数

1．原不等式可变形为[image: alt]
 由柯西不等式得

[image: alt]


故原不等式成立，当且仅当a＝b＝c时取等号．

2．令[image: alt]
 则[image: alt]


于是有[image: alt]
 从而，

[image: alt]


又[image: alt]


故取[image: alt]
 满足条件．

3．定义[image: alt]
 则

[image: alt]


通过计算得（a1
 －a2
 ）A＋（a1
 －a3
 ）B＋（a2
 －a3
 ）C＝a1
 a2
 ＋a1
 a3
 ＋a2
 a3
 ，

[image: alt]


故

[image: alt]


当且仅当7个实数a1
 ，a2
 ，a3
 ，a1
 a2
 ，a2
 a3
 ，a3
 a1
 ，a1
 a2
 a3
 全为非负实数或非正实数时，上式等号成立．注意到a1
 ，a2
 ，a3
 中至多只有一个0，于是，当且仅当a1
 ，a2
 ，a3
 全是非负实数时，上式等号成立．

4．（1）n≥4；（2）n＝4

先求（2）．

当n＝3时，取x1
 ＝x2
 ＝x3
 ＝1，原不等式不成立．

当n≥5时，取x1
 ＝x2
 ＝1，x3
 ＝0，x4
 ＝-2，x5
 ＝…＝xn
 ＝0．原不等式也不成立．

当n＝4时，（x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ）2
 －4（x1
 x2
 ＋x2
 x3
 ＋x3
 x4
 ＋x4
 x1
 ）＝（x1
 －x2
 ＋x3
 －x4
 ）2
 ≥0，原不等式成立．因此，n＝4满足条件．

接下来求（1）．

当n＝3时，取x1
 ＝x2
 ＝x3
 ＝1，原不等式不成立．

当n＝4时，由（2）知结论成立．

假设结论对n成立．

对于n＋1时，不妨设x1
 是最大的，于是，有

[image: alt]


因此，n≥4满足条件．

5．用数学归纳法证明．当n＝1时，[image: alt]


假设当n≥1时，[image: alt]


[image: alt]


故[image: alt]


6．ab（a2
 －b2
 ）＋bc（b2
 －c2
 ）＋ca（c2
 －a2
 ）＝-（a－b）（b－c）（c－a）（a＋b＋c）．

记a－b＝x，b－c＝y，c－a＝z，a＋b＋c＝s，则[image: alt]
 原不等式变为M（x2
 ＋y2
 ＋z2
 ＋s2
 ）2
 ≥9∣xyzs∣，（x＋y＋z＝0）．由于x，y，z中两个同号而与另一个反号．不妨设x，y≥0，则∣z∣＝x＋y．于是由平均不等式，

[image: alt]


即[image: alt]
 时原不等式成立．等号成立当且仅当[image: alt]
 x＝y＝1，z＝-2，即[image: alt]
 [image: alt]
 故所求的最小的[image: alt]


7．设[image: alt]
 由于[image: alt]
 则有

[image: alt]


故yn
 是等差数列．

[image: alt]
 即y2
 ＜y1
 ．设y1
 －y2
 ＝d＞0，则yn＋1
 ＝y1
 －nd．当n足够大时，y1
 －nd＜0，即f（xn＋1
 ）＜0，于是可设x0
 ＝xn＋1
 ，故有f（x0
 ）＜0．

8．我们记A0
 ＝0，则对于k＝1，2，…，n，有

[image: alt]


设x1
 ＝1，[image: alt]
 k＝2，3，…，n，则有

[image: alt]


所以，有

[image: alt]


对①式等号右边的第一项用平均值不等式，可得

[image: alt]


当且仅当xk
 ＝1时等号成立，其中k＝1，2，…，n．

对①式等号右边的第二项用平均值不等式，可得

[image: alt]


当且仅当k－（k－1）xk＝1，即xk＝1时等号成立，其中k＝1，2，…，n．

结合以上两个结论，可得[image: alt]
 当且仅当a1
 ＝a2
 ＝…＝an
 时等号成立．

9．我们证明：f（n）＝n－1．

当j固定时，有[image: alt]
 利用平均不等式，对j求和后得

[image: alt]


当0＜s≤t时，利用幂平均不等式得[image: alt]
 由此可得[image: alt]
 由于[image: alt]
 因此，[image: alt]


于是，当r≥n－１时，[image: alt]


当0＜r＜n－１时，可以找到p∈N＋
 ，满足[image: alt]
 取

[image: alt]


于是，[image: alt]
 且

[image: alt]


（这是因为[image: alt]
 并且[image: alt]
 ）

10．（1）设f（x）＝x2
 ＋4．则f（xy）＋f（x－y）－f（y＋x）＝（xy）2
 －4xy＋4＝（xy－2）2
 ≥0．故f（x）＝x2
 ＋4满足条件．

（2）将[image: alt]
 y＝1＋t（其中t≠0）代入原函数不等式得[image: alt]
 的值域为R．因此，对于任意的实数u，有f（u）≥0．

11．由条件可设p（x）＝an
 （x＋β1
 ）（x＋β2
 ）…（x＋βn
 ），这里β≥1（i＝1，2，…．n）且an
 ≠0．由[image: alt]
 [image: alt]
 得

[image: alt]


于是

[image: alt]


下面对n用数学归纳法证明：当β≥1（i＝1，2，…，n）时，均有

[image: alt]


等号当且仅当β1
 ，β2
 ，…，βn
 中有n－1个数等于1时成立．

[image: alt]


命题成立．

假设当n＝k时成立，则当n＝k＋1时，令α＝βk
 βk＋1
 ，由归纳假设可知

[image: alt]


等号当且仅当β1
 ，β2
 ，…，βk－1
 ，α中有k－1个数等于1时成立，又由n＝2的情形可知

[image: alt]


[image: alt]
 等号当且仅当β1
 ，β2
 ，…，βk－1
 ，α中有k－1个数为1，且βk
 ，βk＋1
 中有1个数为1时成立．这等价于β1
 ，β2
 ，…，βk＋1
 中有k个为1时成立．

故结论对n＝k＋1也成立，从而结论对所有正整数成立．

由上可知，形如p（x）＝an
 （x＋1）n－1
 （x＋β），an
 ≠0，β≥1的多项式满足条件．

12．令s＝x＋y＋z．则

[image: alt]


同理e-ix
 ＋e-iy
 ＋e-iz
 ＝ae-is
 ．

故ei（y＋z）
 ＋ei（z＋x）
 ＋ei（x＋y）
 ＝ei（s－x）
 ＋ei（s－y）
 ＋ei（s－z）
 ＝eis
 （e-ix
 ＋e-iy
 ＋e-iz
 ）＝eis
 （ae-is
 ）＝a，

则　cos（x＋y）＋cos（y＋z）＋cos（z＋x）＋i［sin（x＋y）＋sin（y＋z）＋sin（z＋x）］＝a，

所以cos（y＋z）＋cos（z＋x）＋cos（x＋y）＝a．

13．对任何以α，β，γ为内角的三角形T，记fn
 （T）＝sinnα＋sinnβ＋sinnγ．

引理：如果x＋y＋z＝kπ，其中k为整数，则有∣sinx∣≤∣siny∣＋∣sinz∣．当且仅当y＝ιπ或z＝ιπ时，等号成立．

引理的证明：易知

[image: alt]


当y≠ιπ或z≠ιπ，其中ι为整数时，上式中最后一个不等式的等号不成立．

下面证明原题．

由引理可知，函数值fn
 （T）的符号由其中两个同号的正弦值决定．事实上，如果sinnα＞0，sinnβ＞0，则fn
 （T）≥sinnα＋sinnβ－∣sinnγ∣＞0．如果sinnα＜0，sinnβ＜0，则fn
 （T）≤sinnα＋sinnβ＋∣sinnγ∣＜0．

显然，f1
 （T）＞0．而对于任何三角形，都有f2
 （T）＞0．事实上，任何三角形中都有两个内角为锐角，设[image: alt]
 则有sin2α＞0，sin2β＞0．

当n＝3时，取[image: alt]
 则sin3α＋sin3β＋sin3γ＝0．

当n＝4时，设α≥β≥γ．由于T为锐角三角形，所以[image: alt]
 于是π＜4β≤4α＜2π，从而sin4α＜0，sin4β＜0，得f4
 （T）＜0．

当n＞4时，令x＝α＝β由[image: alt]
 变到[image: alt]
 则y＝nx的变化区间的长度大于π．因此，可以找到一个x0
 ，使得sinnx0
 ＞0，于是，对以x0
 作为底角的等腰三角形T，有fn
 （T）＞0．

综上所述，n＝4．

14．不妨设p≥q≥r≥s．若p＋q≥5，则p2
 ＋q2
 ＋2pq≥25＝4＋（p2
 ＋q2
 ＋r2
 ＋s2
 ）≥4＋p2
 ＋q2
 ＋2rs，即pq－rs≥2．若p＋q＜5，则4＜r＋s≤p＋q＜5．注意到

[image: alt]


又由（p－s）（q－r）≥0，（p－q）（r－s）≥0，得pq＋rs≥pr＋qs≥ps＋qr．因此，pq＋rs≥10．

又因为0≤（p＋q）－（r＋s）＜１，所以，（p＋q）2
 －2（p＋q）（r＋s）＋（r＋s）2
 ＜1．结合（p＋q）2
 ＋2（p＋q）（r＋s）＋（r＋s）2
 ＝92
 ，得（p＋q）2
 ＋（r＋s）2
 ＜41．于是，

41＝21＋2×10≤（p2
 ＋q2
 ＋r2
 ＋s2
 ）＋2（pq＋rs）＝（p＋q）2
 ＋（r＋s）2
 ＜41，

矛盾．综上所述，命题成立．

15．若存在x使得an
 ＝［nx］，则[image: alt]
 故x应属于2004个区间：[image: alt]
 只要能证明对一切n，m∈｛1，2，…，2004｝，都有[image: alt]
 即

[image: alt]


我们取[image: alt]
 就满足条件．

下面用归纳法证明①式．

当m＝n时，①式成立．又m＝1，n＝2和m＝2，n＝1时，有a2
 ＋1＞2a1
 及2a1
 ＋2＞a2
 ，由题设知①式成立．假设，m，n都小于k（3≤k≤2004）时命题成立．

当m＝k时，设k＝nq＋r（q∈N+
 ，0≤r＜n）．则

ak
 ＝anq＋r
 ≤anq
 ＋ar
 ＋1≤a（q－1）n
 ＋an
 ＋ar
 ＋2≤…≤qan
 ＋ar
 ＋q，

故nak
 ≤n（qan
 ＋ar
 ＋q）＝kan
 ＋k＋（nar
 －ran
 －r）．

利用归纳假设，ran
 ＋r＞nar
 ，故nak
 ＜kan
 ＋k．

当n＝k时，设k＝mq＋r（q∈N+
 ，0≤r＜m）．则ak
 ≥aqm
 ＋ar
 ≥…≥qam
 ＋ar
 ，所以

mak
 ＋m≥mqam
 ＋mar
 ＋m＝kam
 ＋mar
 ＋m－ram
 ．

由归纳假设，mar
 ＋m＞ram
 ，故mak
 ＋m＞kam
 ．

因此①式成立．

第三讲　数论

1．（i）对质数p，设pr
 ≤n＜pr＋1
 ，若pr＋1
 ≤2n，由Pr
 ≤n＜pr＋1
 有pr＋2
 ＞2n，左边p的次数为r＋1，右边p的次数为

[image: alt]


[image: alt]


所以[image: alt]
 右边p的次数不小于左边，若pr＋1
 ＞2n，左边p的次数为r，右边p的次数为[image: alt]
 右边p的次数不小于左边，因此，[image: alt]


（ii）与（i）类似，对质数p，pr
 ≤n＋1＜pr＋1
 ．若pr＋1
 ≤2n＋1由pr
 ≤n＜pr＋1
 有pr＋2
 ＞2n＋1，左边p的次数为r＋1，右边p的次数为

[image: alt]


因此[image: alt]
 右边p的次数不小于左边．

若pr＋1
 ＞2n＋1，同（i）可证．

因此[image: alt]


（iii）第二数学归纳法．n＝1时显然成立，假设n≤2k－1时命题成立，由（i），[image: alt]
 [image: alt]
 由归纳假设，f（k）＜4k
 ，故f（2k）＜4k
 f（k）＜42k
 ．

由（ii），[image: alt]
 由归纳假设，f（k＋1）＜4k＋1
 ，故f（2k＋1）＜4k
 f（k＋1）＜42k＋1
 ，证毕．

2．对质数p，设pk
 ∣∣a，pι
 ∣∣b，pk＋ι
 ∣∣ab，只需证明，存在非负整数m，p3m
 ∣∣ab．

（1）若k＝ι，则p2k
 ∣∣（a3
 ＋b3
 ＋ab），而p3k
 ∣ab（a－b），矛盾．

（2）若k＞ι，则pk＋2ι
 ∣∣ab（a－b），p3k
 ∣∣a3
 ，p3ι
 ∣∣b3
 ，pk＋ι
 ∣∣ab．而3ι＜k＋2ι，k＋ι＜k＋2ι，3k＞k＋2ι．由pk＋2ι
 ∣（a3
 ＋b3
 ＋ab）得出pk＋2ι
 ∣（b3
 ＋ab）．由例7引理，必有3ι＝k＋ι，即k＝2ι．故p3ι
 ∣∣ab．

（3）若k＜ι，与（2）类似．综上所述，命题得证．

3．由[image: alt]
 得1＋12n2
 是完全平方数．

设1＋12n2
 ＝m2
 （m∈N+
 ），则（m＋1）（m－1）＝12n2
 ．

又m＋1，m－1奇偶性相同，故m＋1，m－1均为偶数，则[image: alt]
 [image: alt]


[image: alt]


要证[image: alt]
 是完全平方数，只需证t是完全平方数．

由①知，3∣t或3∣（t－1），而（t，t－1）＝1．若3∣t，则由[image: alt]
 知[image: alt]
 与t－1都是完全平方数．设[image: alt]
 则t＝3k2
 ，知t－1＝3k2
 －1≡-1（mod3）不可能是完全平方数．矛盾．

因此，3∣（t－1）．从而，由[image: alt]
 知t与[image: alt]
 都是完全平方数．

综上，原结论成立．

4．首先证明n≥a（n）

令[image: alt]
 则[image: alt]


因此，a（n）＝n2
 －17n＋56≤n，又因为n2
 －17n＋56≥0，所以n＝4，13，14．经检验，只有n＝4满足要求．

5．设F（x，y）＝x3
 －x2
 y＋y2
 ＋x－y．则F（1，1）＝1，F（1，2）＝2．

下面证明：方程F（x，y）＝3无整数解．

将方程改写为y2
 －（1＋x2
 ）y＋x3
 ＋x－3＝0．

则∆＝（1＋x2
 ）2
 －4（x3
 ＋x－3）＝x4
 －4x3
 ＋2x2
 －4x＋13．　　当x≥2时，∆＜（x2
 －2x－1）2
 ，当x≥6时，∆＞（x2
 －2x－2）2
 ．因此，x≥6时，方程F（x，y）＝3无正整数解．当x＝1，2，3，4，5时，∆均不是完全平方数．故所求最小的正整数为3．

6．设p2
 －p＋1＝b3
 （b∈N），即p（p－1）＝（b－1）（b2
 ＋b＋1）．因为

b3
 ＝p2
 －p＋1＜p2
 ＜p3
 ，

所以p＞b．因此，p一定是b2
 ＋b＋1的一个因子．从而

[image: alt]


其中k≥2．

将②代入①得b2
 ＋b＋1＝k2
 b＋k－k2
 ，由此得

[image: alt]


由③得b＋1＜k2
 ．显然有b＞2，由④得[image: alt]
 所以k2
 ＝b＋2，因此，k＝3，b＝7，p＝19．

7．如果a1
 ，a2
 ，…，a2p－1
 中任意p个数

[image: alt]


的和均不被p整除，那么由费马小定理，有

[image: alt]


形如①的组合共有[image: alt]
 个，对[image: alt]
 个形如②的同余式求和得

[image: alt]


由例4，[image: alt]
 将每个（ai1

 ＋i2

 ＋…＋ip

 ）p－1
 展开后，得到形如[image: alt]
 的项，其中ι≤p－1．在S中这样的项应有[image: alt]
 个（即从a1
 ，a2
 ，…，aι
 外的数中取p－ι个与它们搭配成形如①的组）．注意到[image: alt]
 被p整除，因而S被p整除，矛盾．

8．（1）能．

反证法，若存在A1
 ，A2
 ，…，Am
 不满足条件，则存在ai
 （i＝1，2，…，m），使得对任意的n（n∈Ai
 ），ai
 ∅n．

下面考虑a＝a1
 a2
 …am
 ．

对任意的ai
 （i＝1，2，…，m），ai
 ∣a，故a∉Ai
 ．这与a∈Z矛盾．命题得证．

（2）不能．

A1
 ＝｛0｝∪｛n∣2∣n，n∈Z｝，

A2
 ＝｛n∣3∣n且n∉A1
 ，n∈Z｝，

A3
 ＝｛n∣5∣n且n∉A1
 ∪A2
 ，n∈Z｝，

……

Ak
 ＝｛n∣ak
 ∣n，且n∉A1
 ∪A2
 ∪…∪Ak－1
 ，n∈Z｝

……

（其中ak
 表示从小到大排列的第k个质数）

则上述一组集合不满足条件．

9．对n用数学归纳法．

n＝0时，[image: alt]
 结论成立．

假设n＝k时结论成立，即[image: alt]
 至少是2k＋3个质数的乘积．

当n＝k＋1时，[image: alt]
 只需证明，当x＝72m－1
 （m∈N+
 ）时，[image: alt]
 是一个合数．（这样，[image: alt]
 至少是（2k＋3）＋2＝2（k＋1）＋3个质数的乘积）

事实上，

[image: alt]


易知（x＋1）3
 ＋7m
 （x2
 ＋x＋1）＞1，注意到[image: alt]
 有

[image: alt]


这表明[image: alt]
 是一个合数，结论成立．

10．（1）令[image: alt]
 则

[image: alt]


其中，f（x）表示x二进制表示中“1”的个数．

又[image: alt]
 所以x－f（x）≥x－1，即f（x）≤1，因此x＝2ι


等号取到，故[image: alt]
 得出0≤ι≤n．

综上所述，x＝2ι
 （0≤ι≤n）．

（2）设[image: alt]
 其中，0≤r1
 ＜r2
 ＜…＜rι
 ≤n－1．

[image: alt]


对特定的ι，y＝m－ι由ι唯一确定，其中0≤ι≤m．

对特定的ι，r1
 ，r2
 ，…，rι
 的取法共[image: alt]
 种．

因此，方程所有解的数目为[image: alt]


11．显然p≠q．

不妨设p＜q．

当p＝2时，由qq
 ＋5≡5≡0（modq）知q只能取5．经检验，知（p，q）＝（2，5）符合条件．

当p，q都是奇质数时，由pp
 ＋1≡0（modq）知

[image: alt]


另一方面，根据费马小定理得pq－1
 ≡1（modq），由例3，p（2p，q－1）
 ≡1（modq）．

若（2p，q－1）＝2，则p2
 ≡1（modq），于是，p≡1（modq）或p≡-1（modq）．从而，

0≡pp－1
 －pp－2
 ＋…－p＋1≡1或p（modq），

矛盾．

若（2p，q－1）＝2p，即q≡1（modp），则

0≡pp
 ＋qq
 ＋1≡pp
 ＋1＋1≡2（modp），

同样导致矛盾．

因此，所求的所有满足条件的质数对为（2，5）和（5，2）．

12．首先证明：（x＋1）∣（y4
 －1）．

[image: alt]
 其中，（a，b）＝1，（c，d）＝1，且b，d＞0．由条件知[image: alt]
 是整数．于是，b∣d且d∣b，即b＝d．又由[image: alt]
 是整数，（a，b）＝1，（c，d）＝1，知b＝d＝1．

因此，x＋1整除y4
 －1．

注意到（y4
 －1）∣（y44
 －1），（x＋1）∣（x4
 －1）．则

（x＋1）∣［x4
 （y44
 －1）＋（x4
 －1）］，

即（x＋1）∣（x4
 y44
 －1）．

13．对n用数学归纳法．n＝1时结论显然．假设命题对n－1阶法雷数列成立，考虑n阶法雷数列的连续三项[image: alt]
 如果a，c，g都小于n，由归纳假设得证．如果c＝n，由于n，d互质，存在正整数m，ι使得ιn－md＝1，且m＜n，从而

[image: alt]


所以g≠n，同样a≠n，于是[image: alt]
 为n－1阶法雷数列中的连续两项．又因为[image: alt]
 所以必有a＋g≥n，于是

[image: alt]


从而a＋g＝n，且ad－bn＝hn－gd＝1．因此，（a＋g）d＝（b＋h）n，d＝b＋h．如果c＜n，根据归纳假设或如上所证，有ad－bc＝ch－dg＝1，化简得（a＋g）d＝（b＋h）c，即[image: alt]


14．[image: alt]


引理：集合A＝｛（x，y）∣x∈N+
 ，y∈N＋
 ，0＜x＜b，0＜y＜a，ax－by＞0｝，集合B为所有“坏的”正整数组成的集合．f（x，y）＝ax－by为A到B的一一映射．

引理的证明：

先证明f为单射．若f（x，y）＝f（x′，y′），即ax－by＝ax′－by′，则a（x′－x）＝b（y′－y）．因为（a，b）＝1，所以b∣x－x′，而0＜x，x′＜b，必有x＝x′，从而y＝y′．

再证f为满射．设c是“坏的”．由裴蜀定理，存在整数x0
 ，y0
 满足ax0
 －by0
 ＝c．则（x，y）＝（x0
 ＋bt
 ，y0
 －at）仍然满足ax－by＝c，其中t∈Z．取（x1
 ，y1
 ）使得0≤y1
 ＜a．

当y1
 ＝0时，a∣c，则c是“好的”，矛盾．

当x1
 ＝0时，b∣c，则c是“好的”，矛盾．

当0＜y1
 ＜a时，显然有x1
 ＞0，如果x1
 ≥b，则令x＝x1
 －b，y＝-y1
 ＋a，有c＝ax＋by，x，y∈N，c是好的，矛盾．因此0＜x1
 ＜b，于是找到（x1
 ，y1
 ）∈A使得f（x1
 ，y1
 ）＝c．引理证毕．

回到原题，计算满足0＜x＜b，0＜y＜a，ax－by＞0的正整数对（x，y）的数目．

当x＝i时，这样的数对有[image: alt]
 个，因此（x，y）总共有[image: alt]
 个，又

[image: alt]


由于（a，b）＝1，ai（i＝1，2，…，b－1，b）为模b的完系．得到ai（i＝1，2，…，b－1）模b为1，2，…，b－1，因此，

[image: alt]


即“坏的”正整数共有[image: alt]
 个．

15．引理1：第n个圆上，任意相邻两数之和大于n．

用数学归纳法易得结论．

引理2：每个圆上相邻两数互质．

若（a，b）＝1，则（a，a＋b）＝（b，a＋b）＝1，由数学归纳法可得结论．

引理3：令顺时针为正向，则有序数对（a，b）（a、b互质）恰出现一次．

对a、b中较大数进行归纳．

max｛a，b｝＝2时，命题成立．

若a＜b，出现（a，b）当且仅当上一个圆中出现（a，b－a），归纳假设，（a，b－a）恰出现一次，则（a，b）恰出现一次．

若a＞b，同理可证．

在第一个圆中，1有φ（1）＝1个．

由引理3，有序数对（a，b）恰出现一次，当a＋b＝n时，由引理1，（a，b）不可能出现在第n个或此后的圆中．又因为在第m个圆上新出现n当且仅当在第（m－1）个圆上出现一对（a，b）（a＋b＝n），因此第n个圆上n的数目为有序数对（a，b）（a＋b＝n，a、b互质）的数目，即φ（n）．

第四讲　组合

1．反证法，若h（c）＝h（d）＝a，c≠d，c，d∈B．设cil

 ＝1，dil

 ＝1，（i1
 ＜i2
 ＜…＜i1003
 ，j1
 ＜j2
 ＜…＜j1003
 ）．由函数h的定义可知，a是将c和d某一项由1变为0之后得到，所以｛i1
 ，i2
 ，…，i1003
 ｝和｛j1
 ，j2
 ，…，j1003
 ｝有且仅有一项不同，故可设

｛i1
 ，i2
 ，…，i1003
 ｝＝｛k1
 ，k2
 ，…，k1004
 ｝\｛kr
 ｝

｛j1
 ，j2
 ，…，j1003
 ｝＝｛k1
 ，k2
 ，…，k1004
 ｝\｛ks
 ｝

其中k1
 ＜k2
 ＜…＜k1004
 ．不妨设r＞s，则ks
 ＝is
 ，kr
 ＝jr－1
 ．

因为h（c）＝h（d）＝a，所以c和d中由1变为0的分别是第s项和第r－1项，于是，

[image: alt]


②－①，r－s－1≡kr
 －ks
 （mod1003）

因为k1
 ＜k2
 ＜…＜k1004
 ，所以kr
 －ks
 ≥r－s，又因为kr
 －ks
 ≤2005－1＝2004，r－s－1≥0，有

kr
 －ks
 ＝r－s－1＋1003＝r－s＋1002．

考察k1
 ，k2
 …，ks－2
 ，ks－1
 ，kr＋1
 ，kr＋2
 …，k1004
 ，一方面，这里共有（s－1）＋（1004－r）＝1003＋s－r个数，另一方面，它们或小于ks
 ，或大于kr
 ，这里只有

2005－（kr
 －ks
 ＋1）＝2005－（r－s＋1002＋1）＝1002＋s－r

个数，矛盾．

2．设A＝｛1，2，3，4，5，6，7｝为演出日期的集合，Ai
 为每个剧团演出日期的集合（i＝1，2，…，12）．易知，A1
 ，A2
 ，…，A12
 互不包含．若有某个Ai
 ＝0，则其他剧团都看不到该剧团的演出，矛盾．设Ai
 中有k个单元集，总演出场数为t，[image: alt]
 不妨设A1
 ＝｛1｝，A2
 ＝｛2｝，…，Ak
 ＝｛k｝，因为A1
 ，A2，…，A12
 互不包含，所以Ak＋1
 ，Ak＋2
 ，…，A12
 都是集合｛k＋1，k＋2，…，7｝的互不包含的子集．由Sperner定理，[image: alt]
 解得k≤2，因此t≥22．当t＝22时，令A1
 ＝｛1｝，A2
 ＝｛2｝，A3
 ＝｛3，4｝，A4
 ＝｛3，5｝，A5
 ＝｛3，6｝，A6
 ＝｛3，7｝，A7
 ＝｛4，5｝，A8
 ＝｛4，6｝，A9
 ＝｛4，7｝，A10
 ＝｛5，6｝，A11
 ＝｛5，7｝，A12
 ＝｛6，7｝即可，所以演出的最小场数为22．

3．显然，至少需要n种颜色．

下面举例说明，存在满足题目条件的只使用n种颜色的染色方法．

设n种颜色为1，2，…，n．将n个点标号为1，2，…，n，设第i个点的颜色为f（i），连接i，j两点的边的颜色为g（i，j），则下述染色方法满足题目条件：

f（i）≡2i（modn），g（i，j）≡i＋j（modn）

其中1≤f（i）≤n，1≤g（i，j）≤n．

4．假设ai
 ai＋1
 构成的字母对没有重复的，那么，允许的字母对数为262
 －2＝674对，即ai
 ai＋1
 形成的字母对数最多为674．此时，每个允许的字母对恰好出现了一次．

定义字母α在字母对中出现的总次数为Sα
 （α＝a，b，…，z，字母对αα记作α出现两次）．则在允许的字母对中，Sa
 ＝Sb
 ＝Sc
 ＝Sd
 ＝51，Se
 ＝Sf
 ＝…＝Sz
 ＝52．在｛ai
 ｝中，a1
 和a675
 使用了一次，其余字母都使用了两次．所以，只有两个字母使用了奇数次，但这与Sa
 ，Sb
 ，Sc
 ，Sd
 都是奇数矛盾．

因此，总存在m和n，使得am
 ＝an
 ，am＋1
 ＝an＋1
 ．

5．n（2n＋1）．

假设在2n×2n正方形的单位正方形中能够作出至少n（2n＋1）＋1条没有公共点的对角线．

[image: alt]


如图，考察2n×2的长方形．这些长方形（它们最多有一条公共边）的总数恰好是n．由抽屉原理知，至少有一个长方形（记为M）使得在它的单位正方形中至少作出2n＋2条对角线．但另一方面，每条对角线的一个端点一定位于M的水平中线上，中线上的结点共有2n＋1个．因此，这些对角线中某两条有公共点，与题设矛盾．

下面举例说明，在2n×2n正方形中可以画出n（2n＋1）条对角线满足题目要求．

当n＝4时，如图所示．其他情况类似．

6．设a是社团中的任意一个人，A是a选的10个人组成的集合．

如果A中的人能够使所有社团中的人是快乐的，结论成立．否则，存在一个人b，A中的人不能使b快乐．设B是b所选的候选人的10人集合，则A∩B＝∅．

将A分成两个集合A1
 ，A2
 ，使得A1
 ，A2
 中各有5个人．将B分成两个集合B1
 ，B2
 ，使得B1
 ，B2
 中各有5个人．下面证明，A1
 ∪B1
 ，A1
 ∪B2
 ，A2
 ∪B1
 ，A2
 ∪B2
 中至少有一个集合能使所有人是快乐的．

否则，A1
 ∪B1
 中的人不能使x1
 快乐，A1
 ∪B2
 中的人不能使x2
 快乐，A2
 ∪B1
 中的人不能使x3
 快乐，A2
 ∪B2
 中的人不能使x4
 快乐．（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 可能有几项相同，但不影响证明，只需任取其他若干人至共为4人即可．）

对于a，b，x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ，不存在两个人使他们都快乐．这是因为要使a，b快乐，一定要在A中有一个人，B中有一个人（不妨设是A1
 中有一个人，B1
 中有一个人），则这两个人不能使x1
 快乐，矛盾．

因此，存在10个人，使得社团中的每个人都是快乐的．

7．对每一种状态X，记f（X）为所有开启的灯在图1中对应位置的数的和，g（X）为所有开启的灯在图2中对应位置的数的和．容易验证，任意按动一个开关，f（X）和g（X）的奇偶性不变．

[image: alt]


图1

[image: alt]


图2

初始状态下，所有灯都是熄灭的，此时f（X）和g（X）都是偶数．在按动若干次开关之后，这两个值应当仍是偶数．因此，如果在按动若干次后，恰有一盏灯开启，那么该位置必须在图1和图2中都标记为0．从而，根据图1和图2知，所有可能的位置如图3中标记的0，1，2，3，4五处．

[image: alt]


图3

[image: alt]


图4

[image: alt]


图5

下面说明，以上五个位置是可行．按动下面图4和图5中的t处的开关（不论顺序），分别有位置0和位置1处的灯是唯一开启的．对于位置2，3，4，只需将图5旋转相应的角度即可．

8．（1）首先证明[image: alt]


反证法．记max∣A∣对应的集合为M，假设[image: alt]
 取M中每个元素的最大奇因数，则由题意知，不存在M中的三个元素，使其具有相同的最大奇因数．又由于M为｛1，2，…，n｝的子集，故M中至多有[image: alt]
 个奇数，即M中的元素至多对应[image: alt]
 个不同的最大奇因数．故由抽屉原理知，有多于[image: alt]
 个M中的元素对，任一元素对有相同的最大奇因数．记这些元素对中最大的奇因数为d．

由于在区间[image: alt]
 中至多有[image: alt]
 个奇数，故[image: alt]
 又在M中以d为最大奇因数的元素对中，较大的元素大于或等于2d＞n，矛盾．因此，[image: alt]


（2）再证[image: alt]


易知集合[image: alt]
 满足条件P．故[image: alt]


9．81．　每次都选第一行，第一列，任选剩下九行、九列中的一行和一列，共可进行操作81次操作．下证至多进行81次操作．

考虑经过m次操作后能够将所有单位正方形都染上颜色，在每一次操作被染色的方格中任选一个，共有m个方格，让剩余的100－m个方格在一开始已被染色．

下面作二部图G，将10行、10列看作两个部分中的顶点a1
 ，a2
 ，…，a10
 ，b1
 ，b2
 ，…，b10
 ，对i行j列的方格进行染色就将ai
 与bj
 相连．我们来证明，在开始一系列操作之前，图是连通的．实际上，假设某次操作是对于x、y行和z、w列，且最终使得y行和w列被染色，则在y和w间连边，但是，原本可通过y－z－x－w连通，连通的点列数目没有增加．因为表格最终是连通的，所以在开始时也是连通的．

由于20个顶点的连通图至少有19条边，所以100－m≥19，m≤81．

10．（1）数学归纳法．

将正整数集分成三个满足条件的子集．设1，2，…，x－1已被分成了三个子集．则∣x－m∣，∣x－n∣至多属于两个不同的集合，将x分到另外的集合中．这样一直分下去，所得的三个子集满足条件．

（2）假设数对（u，v）满足性质P当且仅当u＝kc，v＝kd（k∈N+
 ），c，d互质且其中之一是偶数．

首先证明，具有性质P的数对满足条件．

反证法，假设存在正整数集的划分A和B，使得A，B中都不存在两个数，其差的绝对值等于kc或kd．若a∈A，则a＋kc，a＋kd∈B，a＋2kc，a＋2kd∈A，因此对于所有的偶数t，a＋tkc，a＋tkd∈A．不妨设c为偶数，d为奇数，令t分别为d－1和c，则a＋（d－1）·kc∈A，a＋c·kd∈A，而（a＋c·kd）－［a＋（d－1）·kc］＝kc，矛盾．

其次证明，不具有性质P的数对（m，n）不满足条件，即可以将正整数集划分为两个集合A，B，使得A，B中都不存在两个数，其差的绝对值等于m或n．

因为（m，n）不具有性质P，所以（m，n）＝（kc，kd）（k∈N+
 ），其中c，d互质且都是奇数．此时，只需令A＝｛t∣t≡1，2，…，k（mod2k）｝，B＝｛t∣t≡k＋1，k＋2，…，2k（mod2k）｝即可．

11．30000个方格．　将方格表中的第2，5，8，……，299行中的方格全部染黑，即可满足题中要求．现只需证明，黑格的数目不可能少于30000个．

假设染黑b个方格可以满足要求，此时方格表中有w＝90000－b个白格，我们在每个黑格中都写上一个0．然后，对每个白格进行下述操作：假设将白格X染黑（由题意此时会出现角状形），这时若X是某几个角状形的中心，那么就任选一个角状形，将另外两个黑格中的数分别加1；而如果它不是任何一个黑色角状形的中心，就在黑色角状形中任选一个，将它的中心的数加2．每对一个白格进行一次操作，黑格中的数之和加2，于是最终黑格中所有的数之和为2w．

[image: alt]


接下来我们证明任意一个黑格A中的数都不大于4．首先，只有当B，C，D，E为白格对其进行操作时，A中的数字才可能增大（如果对F进行操作，若F为中心则A不在角状形内，若F不为中心则A也不为角状形的中心）．如果A的四个邻格都是白格，那么A不可能成为角状形的中心，所以每次操作之后，写在它里面的数至多增大1，A中的数最终不大于4．如果A至少有两个黑色邻格，那么由于每次操作至多在A中增加2，A中的数最终不大于4．现考虑A有一个黑色邻格与3个白色邻格的情形．

假设E为黑色，B、C、D为白色．对C操作时，不能向A中加2（否则B或D为黑色）．如果对C操作时向A中加1，那么F和G中至少有一个为黑色，不妨设为F．那么，对B进行操作时，B是角状形的中心，由操作规则应对A和F各加1，A最终不超过4．如果对C操作时没有向A中加入数，A中的数最终也不会超过4．

综上所述，每个黑格中的数都不大于4，从而，所有数之和不大于4b，于是2w≤4b，即w≤2b，所以b≥30000．

12．你只需进行以下程序直至确定分配方案．

选择任意一项尚无人接受的任务v，设未被问过是否愿意接受v的雇员中能力最高的为A，分以下三种情况：

（1）若A还没有接受其他任务，A就得接受v．

（2）若A已经接受了另一项任务u，但比起u来，对v更有热情，则A就得拒绝u而接受v．u因此将成为无人接受的任务．

（3）若A已经接受了另一项任务u，但比起v来，对u更有热情（或同样有热情），则A就得拒绝v而继续u．v因此将仍成为无人接受的任务．

这个过程将会在有限步之后结束，因为你不会两次向同一雇员询问是否接受同一项任务．

现在证明这种分配具有题中要求的性质．

对每一项任务v，因为你按能力依次询问是否接受v，所以雇员A不会被比他能力差的B剥夺做某一项任务的权利．

下面证明总经理也不会生气．将按上述程序最后接受任务的雇员设为L．对于任意一种不同的分配方案，设其中L接受v．由于原方案中按能力依次询问是否接受v，L是最后接受任务的雇员，所以在原方案中，项目v分配给了L或者更有能力的雇员．

因此，存在一种分配方案满足题中要求．

13．（1）设A是集合S＝｛1，2，…，2006｝的一个坏子集，其元素为a1
 ＜a2
 ＜…＜ax
 ．考虑集合B＝｛a2
 －a1
 ，a3
 －a1
 ，…，ax
 －a1
 ｝，易知B是S的一个子集且有x－1个元素．当A是S的一个坏子集时，A∩B＝∅，从而x＋（x－1）≤2006，故x≤1003．

（2）S＝｛a1
 ，a2
 ，…，a2006
 ｝．设[image: alt]
 所有奇因子的积为P，易知存在一个奇质数p（p＝3r＋2），满足p是3P＋2的因子，从而p与ai
 （i＝1，2，…，2006）互质．令

A＝｛y∣y≡r＋1，r＋2，…，2r＋1（modp）｝，

Sx
 ＝｛a∈S∣xa∈A｝，x∈｛1，2，…，p－1｝．

对每一个a∈S由于（a，p）＝1，在｛1，2，…，p－1｝中恰有r＋1个数x使得ax∈A，设这些x组成集合Aa
 ，则[image: alt]
 根据抽屉原理，存在一个x0
 ，使得[image: alt]
 [image: alt]


设B是Sx
 的一个669元子集，则B是S的一个坏子集．事实上，对任意的u，v，w∈B，x0
 u，x0
 v，x0
 w∈A，根据A的定义有x0
 u＋x0
 v∉A，于是x0
 u＋x0
 v≠x0
 w，u＋v≠w．

14．为了方便起见，将“－，号用“-1”来代替，“＋”号用“1”来代替．

设X是开始时的表格，xij
 （i＝1，2，…，2n，j＝1，2，…，2m）是第i行第j列的方格内的数，F（x）＝Y＝（yij
 ）是X经过一次操作后的表格．

设X的第i行所有的数的乘积为

[image: alt]


X的第j列所有的数的乘积为

[image: alt]


由条件得yij
 ＝Si
 （X）Tj
 （X），且下列结论成立：

（1）yij
 y11
 ＝y1j
 yi1
 ；

（2）y11
 y12
 …y1，2m
 ＝y11
 y21
 …y2n，1
 （实际上，等于X中所有的数的乘积）

于是，可得到的表格由y11
 ，y12
 ，…，y1，m
 ，y21
 ，y31
 ，…y2n－1，1


唯一确定．

下面证明：不管2n＋2m－2个元素

y11
 ，y12
 ，…，y1，m
 ，y21
 ，y31
 ，…，y2n－1，1


取什么值，都存在具有

y11
 ，y12
 ，…，y1，m
 ，y21
 ，y31
 ，…，y2n－1，1
 ，

这些值的可得到的表格Y．

而y11
 ，y12
 ，…，y1，m
 ，y21
 ，y31
 ，…，y2n－1，1
 被任意确定，设

[image: alt]


由X的定义得S1
 （X）＝T1
 （X）＝1．

如果y11
 ＝11，则Y＝F（X）．

如果y11
 ＝-1，则将xi1
 （i＝2，3，…，2n）用-xi
 替代．则有Y＝F（X）．

因此，可得到的表格的数目为22n＋2m－2
 ．

15．如果一个图可以分成m部分，每一个部分内部无连线，就称它为“m部分图”．

如果一个图不包含k个顶点的完全图，就称它为“k－好图”．

用e（G）表示图G的边数，v（G）表示图G的顶点数．

引理：对于任意一个k－好图G，都存在一个k－好图G′，使得v（G′）＝v（G），e（G′）≥e（G）且G′是k－1部分图．

对k用数学归纳法．

k＝2时，所有点之间均无连线，设G′＝G，G′是一部分图，命题成立．

假设k＝ι－1时命题成立，k＝ι时，设G中度数最多的顶点是a1
 ，d（a1
 ）＝r．

若r＝0，则G是一部分图，也可以看作是（ι－1）－部分图．

若r＞0，设与a1
 相邻的顶点是b1
 ，b2
 ，…，br
 ，它们组成G的子图G1
 ，设与a1
 不相邻的点是a2
 ，a3
 ，…，as
 ，因为图G不包含ι阶完全图，所以，G1
 中不包含ι－1阶完全图，由归纳假设，存在（ι－1）－好图G1
 ，v（G1
 ）＝v（G1
 ），e（G1
 ）≥e（G1
 ），且G1
 是ι－1部分图．

下面构造图G′，设图G′的顶点仍然是a1
 ，a2
 ，…，as
 ，b1
 ，b2
 ，…，br
 ，在a1
 ，a2
 ，…，as
 间无连线，b1
 ，b2
 ，…，br
 间按照G1
 连线，但ai
 和bj
 间两两都有连线（i＝1，2，…，s）（j＝1，2，…，r），于是G′是一个ι－好图．因为G1
 是ι－2部分图，所以G′是ι－1部分图．又

[image: alt]


所以，当k＝ι时命题成立．由数学归纳法，引理得证．

计算e（G′），[image: alt]
 其中，xi
 表示k－1部分图G′中第i个部分的顶点数．显然，[image: alt]
 由柯西不等式，

[image: alt]


[image: alt]


当且仅当G是每个部分顶点数为n的完全k－1部分图时等号成立．

三　模拟专题

模拟题（一）

第一试

1．（-∞，-2］∪［2，+∞）．　由题意，

[image: alt]


因为A⊆B，所以a∈（-∞，-2］∪［2，+∞）．

2．36．　（1）只用了一种颜色，有4种染色方法．

（2）恰用了两种颜色．

（i）一种颜色染一面，另一种颜色染三面，有[image: alt]
 种染色方法．

（ii）两种颜色各染两面，有[image: alt]
 种染色方法．

（3）恰用了三种颜色，则其中有一种颜色染两面，不妨设染的是底面和一个侧面，另两种颜色染的是另两个侧面，它们是没有区别的，故有[image: alt]
 种染色方法．

（4）恰用了四种颜色，设颜色A在底面，另三种颜色作圆排列，有2！＝2种染色方法．

所以，总共有4＋12＋6＋12＋2＝36种染色方法．

3．0．　若存在这样的实数b和c，设x1
 ，x2
 是方程x2
 ＋bx＋c＝0的两个整数根，y1
 ，y2
 是方程2x2
 ＋（b＋1）x＋c＋1＝0的两个整数根，由韦达定理，

[image: alt]


由④知c是整数，且为奇数，又由②知，x1
 ，x2
 都是奇数，从而x1
 ＋x2
 ＝-b是偶数，与2（y1
 ＋y2
 ）＝-b－1中b是奇数矛盾．

4．4π．　四面体的一面截球O得到一个圆，半径[image: alt]
 [image: alt]
 又因为[image: alt]
 所以∠EHD＝45°．因此每一段弧所对的圆心角是[image: alt]
 又这样的弧共有3·4＝12段，因此交线长度的总和为[image: alt]


[image: alt]


5．[image: alt]


6．｛0，1，2，3，4｝．　首先，g（1）＝0，g（11）＝1，g（26）＝2，g（98）＝3，g（77）＝4，下证g（n）≤4．

反证法，假设存在n0
 ∈｛1，2，…，100｝使得g（n0
 ）≥5，设f（i）
 （n0
 ）＝ni
 ．

由假设，n4
 不是个位数，因此，n3
 ＝25，26，27，28，29或n3
 ≥34．

若n3
 ＝25，则n2
 ＝55，n1
 不存在；若n3
 ＝26，则n2
 不存在；若n3
 ＝27，则n2
 ＝39，93，n1
 不存在；若n3
 ＝28，则n2
 ＝47，74，n1
 不存在；若n3
 ＝29，则n2
 不存在．

因此，n3
 ≥34，可以推出n2
 ≥49，进一步得到n1
 ＝69或n1
 ≥77．

若n1
 ＝69，则n0
 不存在，若n1
 ≥77，则n0
 ≥99，而g（99）＝g（100）＝2＜5，矛盾．

7．1．　旋转坐标系，设旋转之后抛物线G：y＝ax2
 ，P（x0
 ，y0
 ），下证[image: alt]


设[image: alt]
 则抛物线G过A的切线为[image: alt]
 把P点代入，有[image: alt]
 [image: alt]
 因此，x1
 ，x2
 是关于z的方程az2
 －2ax0
 z＋y0
 ＝0的两根，由韦达定理，x1
 ＋x2
 ＝2x0
 ，[image: alt]
 因为M是AB中点，所以[image: alt]
 代入得[image: alt]
 由于M和P横坐标相同，易知N（x0
 ，[image: alt]
 ），因此N是MP中点，[image: alt]


8．3013，3014．　令m＝2009，记xn
 的系数为f（n），则f（n）就是方程a＋b＋c＝n不超过m的非负整数解的个数．

（1）0≤n≤m时，有[image: alt]


（2）m＋1≤n≤2m时，若a＞m，令a′＝a－m－1，方程a＋b＋c＝n的非负整数解与方程a′＋b＋c＝n－m－1的非负整数解对应，有[image: alt]
 个，因此，

[image: alt]


[image: alt]


（3）2m＋1≤n≤3m时，若a＞n－（2m＋1），则（b，c）有2m＋1＋a－n组解，若a≤n－（2m＋1），方程无解．此时

[image: alt]


事实上，在（1），（2）中将n＝m代入，结果相同，在（2），（3）中将n＝2m代入，结果相同，于是，

[image: alt]


0≤n≤m时f（n）单调递增，m≤n≤2m时，f（n）在[image: alt]
 时取到最大值（因为m是奇数），2m≤n≤3m时f（n）单调递减，因此，[image: alt]


9．[image: alt]


[image: alt]


只需证明2－2sinx≥cos2
 x，即（sinx－1）2
 ≥0，显然成立．

因此，在x∈［0，π］时，[image: alt]
 的最大值为[image: alt]


10．由[image: alt]
 整理得

[image: alt]


①－②×3，　　　　　（an＋1
 －3an－1
 ）（an＋1
 －4an
 ＋3an－1
 ）＝0．

由题设得an＋1
 ＞2an
 ＞4an－1
 ，且｛an
 ｝中每项都为正数，所以an＋1
 －3an－1
 ≠0，因此

an＋1
 －4an
 ＋3an－1
 ＝0．

特征根方程为λ2
 －4λ＋3＝0，λ1
 ＝3，λ2
 ＝1，故可设[image: alt]
 显然A≠0，所以，[image: alt]


11．（1）设∣BC∣＝r＞0，则C（a＋r，0），圆C：［x－（a＋r）］2
 ＋y2
 ＝r2
 ，与双曲线方程联立，

[image: alt]


消去[image: alt]
 解得[image: alt]


因为圆与双曲线有且仅有一个交点，所以x2
 ≤a，即[image: alt]
 解得[image: alt]
 所以[image: alt]


（2）由（1）得，[image: alt]
 因为∣BD∣＝a，所以a＝b，双曲线G是等轴双曲线．证明一个更强的结论：若△PQR的顶点都在等轴双曲线Γ上，则其垂心也在Γ上．

因为Γ是等轴双曲线，旋转坐标系之后可设[image: alt]
 设P（x1
 ，y1
 ），Q（x2
 ，y2
 ），R（x3
 ，y3
 ），QR边上的高线所在直线为ι1
 ，ι1
 ∶y＝k1
 x＋m1
 ．则

[image: alt]


将点P代入，得[image: alt]
 于是

[image: alt]


垂心H为ι1
 和ι2
 的焦点，联立①，②，解得[image: alt]
 H在双曲线上．

第二试

1．首先有如下结论：以F1
 ，F2
 为焦点的椭圆与直线ι相切于点X等价于∠F1
 XY＝∠F2
 XZ．

应用这个结论，可以得到∠ODA＝∠HDB．因为点D从点A运动到点B时，∠ODA单调减少，∠HDB单调增加，所以点D的位置唯一，则2a＝HD＋OD的值确定．因此，这样的椭圆若存在，则只有一个．

[image: alt]


[image: alt]


另一方面，作H关于BC的对称点H1
 ，则H1
 在△ABC的外接圆上．联结H1
 O交BC于D1
 ，有∠OD1
 A＝∠HD1
 B，应用结论，得到以O，H为焦点，过D1
 的椭圆切BC于D1
 ．同理作出E1
 ，F1
 ，有OD1
 ＋D1
 H＝OE1
 ＋E1
 H＝OF1
 ＋F1
 H＝R．因此，D1
 ，E1
 ，F1
 在同一个椭圆上，符合题意的椭圆存在．这个椭圆长轴长2a＝OA，焦距2c＝OH，因此[image: alt]


2．当a为有理数时，f（x）显然为周期函数．

下证：当a是无理数时，f（x）不是周期函数．

反证法，假设a是无理数，f（x）以T为周期（T＞0）．

首先，易知sinu＋sinv＝0等价于

[image: alt]


因为f（0）＝0，所以f（T）＝f（2T）＝0，即

[image: alt]


对③应用一开始的结论，有aT＝T＋（2k＋1）π（k∈Z），或者aT＝-T＋2kπ（k∈Z）．

若aT＝T＋（2k＋1）π（k∈Z），则2aT＝2T＋（4k＋2）π，得到sin2aT＝sin2T．结合④，得出sin2aT＝sin2T＝0．于是2T＝k1
 π，2aT＝k2
 π（k1
 ，k2
 ∈Z），显然k1
 ≠0．两式相除得到[image: alt]
 为有理数，矛盾．于是

[image: alt]


因为a为无理数，所以a≠1．由[image: alt]
 在①中令[image: alt]
 我们可以得到[image: alt]
 再利用①，②，有以下两种情况．

[image: alt]
 化简得

[image: alt]


⑤－⑥，得到T＝（k－ι）π，于是[image: alt]
 为有理数，矛盾．

[image: alt]


⑦－⑤，得到[image: alt]
 为有理数，矛盾．

3．设有m种不同的卡片，这m种数码a1
 ，a2
 ，…，am
 满足a1
 ＜a2
 ＜…＜am
 ，对应卡片张数为p1
 ，p2
 ，…，pm
 ．

首先证明：[image: alt]


由于可选择某些卡片使其中各数码之和为1．故a1
 ＝1．

假设命题对a1
 ，a2
 ，…，ak
 成立，则

[image: alt]


此时，不超过[image: alt]
 的数均可用a1
 ，a2
 ，…，ak
 唯一表示，而

[image: alt]


所以[image: alt]
 由数学归纳法命题得证．

[image: alt]


另一方面，对于给定的正整数p1
 ，p2
 ，…，pm
 满足[image: alt]


[image: alt]


满足题意．

因此只需计算（p1
 ＋1）（p2
 ＋1）…（pm
 ＋1）＝2009的正整数组（p1
 ，p2
 ，…，pm
 ）的数目．

由2009＝72
 ×41得出（p1
 ，p2
 ，p3
 ）＝（6，6，40），（6，40，6），（40，6，6），故卡片的填写方法共有3种．

4．首先证明一个引理：如果在“完美表格”中，某一行出现了至少三种颜色，那么每一列都恰出现两种颜色．

不妨设某一行出现了A、B、C三种颜色，再设从左往右最后出现的颜色是C，则C的左边两个方格为A色和B色，不妨设从左至右顺序为A，B，C．由此可以确定B的上下两个方格的颜色（必定是D），进一步可以确定A、C上下两个方格的颜色．依此可以推导出B所在列只有B和D两种颜色．于是与此相邻两列只有A和C两种颜色．一列一列地推导过去，可得每一列都恰出现了两种字母．

由引理，在“完美表格”中，每一行（或每一列）都恰出现两种颜色．

回到原题，首先计算每一行都恰出现两种不同字母的“完美表格”．首先选定两个字母作为第一行出现的字母，共6种选法，其次在每一行，两种字母交替出现，有2种选法，因此这样的“完美表格”一共有6×22009
 种．

同理，每一列恰出现两种不同字母的“完美表格”一共也有6×22009
 种．我们再考虑每一行，每一列均恰出现两种不同字母的“完美表格”种数．这样的“完美表格”由左上角的2×2方阵中的字母唯一确定，共4！＝24种．

因此，“完美表格”的总数为12×22009
 －24．

模拟题（二）

第一试

1．[image: alt]


[image: alt]


2．3456．　设[image: alt]
 满足条件，则11111∣n，且a，b，c…j是0，1，2，…9的一个排列（a≠0）．

所以a＋b＋…＋j＝0＋1＋…＋9＝45，所以9∣n，因为11111与9互质，所以99999∣n，

[image: alt]
 则n＝105
 x＋y≡x＋y≡0（mod99999），

但0＜x＋y＜2×99999，所以x＋y＝99999．

即a＋f＝b＋g＝c＋h＝d＋i＝e＋j＝9．

若a＝0，则（a，f），（b，g），（c，h），（d，i），（e，j）是（0，9），（1，8），（2，7），（3，6），（4，5）的一个排列，则有5！·25
 种可能．

若a≠0，f＝9，有4！·24
 种可能．

综上所述，满足条件的10位数共有5！·25
 －4！·24
 ＝3456个．

3．[image: alt]
 　连接PE，PF，CE，CH，作PQ⊥AB于点Q，PR⊥CD于R，连接QR，则Q，R为AB，CD的中点，QR∥EF∥BC，又由平面PQR⊥平面ABCD，平面EFGH⊥平面ABCD，得平面PQR∥平面EFGH，由E，H，P，Q共面，知EH∥PQ，设[image: alt]
 同理得

[image: alt]


设截面截得的左右两个多面体的体积分别为V左
 ，V右
 ，则

[image: alt]


由V左
 ∶V右
 ＝20∶7得[image: alt]


所以[image: alt]
 而后者的解不在[image: alt]
 范围内，不符合．故BE长为[image: alt]


4．45．　A的所有子集是∅｛a1
 ｝，｛a2
 ｝，｛a3
 ｝，｛a1
 ，a2
 ｝，｛a1
 ，a3
 ｝，｛a2
 ，a3
 ｝，｛a1，a2
 ，a3
 ｝．

（1）∅∉T，则T中至多有一个一元集合，否则｛ai
 ｝∩｛aj
 ｝＝∅∈T，矛盾．

若T中无一元集合．则二元集合至多一个，不取有1种，取一个有3种，共4种．

若T中有一个一元集合，不妨设取了｛a1
 ｝因为｛a1
 ，a3
 ｝∩｛a2
 ，a3
 ｝＝｛a3
 ｝，所以二元集合至多取两个，分类计算后共有1＋2＋1＝4种，同理取｛a2
 ｝，｛a3
 ｝分别也有4种，共有4×3＝12种．

因此，总共有16个T．

（2）∅∈T，分T中一元集合的个数讨论．

若T中无一元集合，同上有4种．

若T中有一个一元集合，不妨设取｛a1
 ｝，同上运算二元集合有1＋3＋1＝5种取法，故总共有3×5＝15种．

若T中有两个一元集合，同上运算有3×（1＋2）＝9种．

若T中有三个一元集合，由一元集合的并集知二元集合必须全取，只有1种．

因此，共有4＋15＋9＋1＝29个T．

综合（1）（2），T的总数有16＋29＝45个．

5．[image: alt]
 　由题设知，关于x、y的二次多项式2x2
 ＋2y2
 －5xy＋x＋y＋k＝0可以分解为两个一次因式的乘积．因2x2
 ＋2y2
 －5xy＝（-2x＋y）（-x＋2y），所以，

2x2
 ＋2y2
 －5xy＋x＋y＋k＝（-2x＋y＋a）（-x＋2y＋b），

其中，a、b为待定的常数．

将上式展开后比较对应项的系数得ab＝k，-a－2b＝1，b＋2a＝1．解得a＝1，b＝-1，k＝-1．[image: alt]
 得两直线斜率为[image: alt]
 k2
 ＝2，交点P（1，1）．

设两直线的夹角为θ（θ为锐角）．则[image: alt]
 [image: alt]


6．[image: alt]
 原不等式等价于[image: alt]
 即[image: alt]
 亦即[image: alt]


作函数f（x）＝x3
 ＋3x，f′（x）＝3x2
 ＋3＞0．所以f（x）在R上是单调递增的，故由[image: alt]
 [image: alt]
 从而（2x2
 ＋x－2）（2x＋1）＜0．

[image: alt]


7．[image: alt]


[image: alt]


因为an
 ＞0．所以an
 ＝[image: alt]
 从而

[image: alt]


[image: alt]


8．[image: alt]
 令m＝cosx，问题转化为求k的取值范围，使得对每个[image: alt]
 关于m的方程g（m）＝2y2
 m2
 －m－（y＋1）（k＋1）＝0有实数解，使得

[image: alt]
 且m∈［-1，1］．

当[image: alt]
 时，由g（m）＝0得m＝-（k＋1），从而[image: alt]


注意到k＝-1时，[image: alt]
 的值域包含[image: alt]
 满足条件．

[image: alt]
 的值域不包含[image: alt]
 不满足条件．

[image: alt]
 g（m）的对称轴为[image: alt]
 故g（m）＝0有实数根m0
 ∈［-1，1］的条件为g（-1）≥0且[image: alt]


g（-1）＝2y＋1－（y＋1）（k＋1）≥0等价于[image: alt]
 对每个[image: alt]
 都要满足，即

[image: alt]


[image: alt]
 都要满足，即

[image: alt]


综上所述，[image: alt]


9．解法一：设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），直线AB的方程为y＝kx＋m．

因为A既在椭圆ε上又在直线AB上，所以有[image: alt]
 得到

（a2
 k2
 ＋b2
 ）x2
 ＋2kma2
 x＋a2
 （m2
 －b2
 ）＝0．

由于直线AB与椭圆ε相切，故∆＝（2kma2
 ）2
 －4a2
 （m2
 －b2
 ）（a2
 k2
 ＋b2
 ）＝0，得

m2
 ＝a2
 k2
 ＋b2
 ，

[image: alt]


同理，由B既在圆Γ上又在直线AB上，可得

[image: alt]


[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 时取等号，所以A，B两点的距离∣AB∣的最大值为a－b．

解法二：设A（x1
 ，y1
 ），B（x2
 ，y2
 ），则

[image: alt]


由于③④表示同一条切线ιAB
 ，比较系数得

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


当且仅当R＝ab时取到等号，所以∣AB∣max
 ＝a－b．

10．由于a＞0，两边同除以a4
 ，得：

[image: alt]


[image: alt]
 则原不等式即（1－xy）2
 ＞λ（x2
 －y）（y2
 －x）．条件变为xy＜1．

由于当（x2
 －y）（y2
 －x）≤0时，不等式恒成立，故只需讨论（x2
 －y）（y2
 －x）＞0的情况，此时[image: alt]
 [image: alt]
 恒成立，令[image: alt]
 则

[image: alt]


因为[image: alt]
 所以上式＞（1＋1）2
 ＝4，故λ＝4满足条件．

下证λ＞4不符，不妨设λ＝4＋ε（ε＞0），取[image: alt]
 则

[image: alt]


不满足题设条件．

综上可知λmax
 ＝4．即所求的最大正数是4．

11．满足给定条件的每一个序列由前两项确定，因此只需求整数对（a1
 ，a2
 ），使得满足条件的其他项均为整数．易知

a3
 （a2
 ＋1）＝a1
 ＋2009，

a4
 （a3
 ＋1）＝a2
 ＋2009，

a5
 （a4
 ＋1）＝a3
 ＋2009，

…

相邻的等式相减并整理得

[image: alt]


根据定义an
 ＋1为非零项，于是由下面两种情况．

（1）若a3
 －a1
 ＝0，代入前面的式子（逐步地）得a4
 －a2
 ＝0，a5
 －a3
 ＝0，…，即

[image: alt]


（2）若a3
 －a1
 ≠0，同理可得a4
 －a2
 ≠0，a5
 －a3
 ≠0，…，先考虑第二种情况．由（*）中的式子得

[image: alt]


因此，得非递增正整数序列∣a3
 －a1
 ∣≥∣a4
 －a2
 ∣≥∣a5
 －a3
 ∣≥…．

显然，这个数列在某一项后是常数（换句话说，不存在正整数无穷递减数列）．所以，存在某个N和d，对于所有的n≥N，∣an＋2
 －an
 ∣＝d．

由②得∣an＋2
 ＋1∣＝1，即对于n≥N＋2，有an
 ∈｛0，-2｝．

由定义得[image: alt]
 从而，aN＋4
 是

[image: alt]


中的一个值．

这与aN＋4
 ∈｛0，-2｝矛盾，所以，在这种情况中不存在满足给定条件的序列．

因此，每一个这样的序列满足式①．

将n＝1和，a3
 ＝a1
 代入定义式，得[image: alt]
 即a1
 a2
 ＝2009＝7×7×41．

当a1
 ，a2
 ≠1时，得a1
 ＝｛1，±7，±41，±49，±287，±343，2009｝，[image: alt]


易验证每一个满足给定条件的序列为a1
 ，a2
 ，a1
 ，a2
 ，a1
 ，…．因此，序列个数为12．

第二试

1．以D为位似中心，作位似比为2的位似变换，则E→A，M→N，O→F，只需证明F，N，A共线．

过F作圆O的切线交AB、AC的延长线于G、H，则N为△ABC内切圆切点，F是△AGH的内切圆切点，由于△AGH与△ABC关于A位似，F，N为对应点，所以F，N，A共线，从而O，M，E共线．

[image: alt]


2．将b＝1代入，得到f（1）＝1．

设f（2）＝a，f（7）＝b，由数学归纳法易证对于任意自然数x，yf（2x
 7y
 ）＝ax
 by
 ．

则[image: alt]
 设[image: alt]
 对于任意正数ε，可以选取恰当的正整数x1
 ，

x2
 ，y1
 ，y2
 使得log2
 7＜t＜log2
 7＋ε且y2
 ＞y1
 ．此时[image: alt]
 由条件（2）有[image: alt]
 [image: alt]
 得出aι
 ＞b．由于log2
 7＜t＜log2
 7＋ε，ε为任意正数，有[image: alt]
 同理可得[image: alt]
 由于a，b都是正整数，所以a＝2p
 （p为正整数），又因为b＞7，所以a＞2，a≥4，从而b≥49．

取f（n）＝n2
 （n∈N+
 ）为满足要求的函数．

综上所述，f（7）min
 ＝49．

3．设am
 ＋bm
 ＋cm
 ＝Sm
 （m∈N+
 ）．可知数列Sm
 满足递推公式

[image: alt]


由于a＋b＋c∣a2
 ＋b2
 ＋c2
 ，（a＋b＋c）2
 ＝（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）＋2（ab＋bc＋ca），可以得到

[image: alt]


下面证明：若a＋b＋c∣Sm
 ，则a＋b＋c∣Sm＋3
 ．

（1）a＋b＋c为奇数，由②得a＋b＋c∣ab＋bc＋ca．又因为a＋b＋c∣Sm
 ，所以

a＋b＋c∣［（a＋b＋c）Sm＋2
 －（ab＋bc＋ca）Sm＋1
 －abcSm
 ］，

即a＋b＋c∣Sm＋3
 ．

（2）a＋b＋c为偶数，因为a和am＋1
 ，b和bm＋1
 ，c和cm＋1
 奇偶性相同，所以a＋b＋c和am＋1
 ＋bm＋1
 ＋cm＋1
 奇偶性相同，Sm＋1
 也是偶数，结合②，有a＋b＋c∣（ab＋bc＋ca）Sm＋1
 ，又因为a＋b＋c∣Sm
 ，所以

a＋b＋c∣［（a＋b＋c）Sm＋2
 －（ab＋bc＋ca）Sm＋1
 －abcSm
 ］，

即a＋b＋c∣Sm＋3
 ．

因为S1
 能被a＋b＋c整除，所以S4
 ，S7
 ，S10
 …也能被a＋b＋c整除，符合要求的n有无穷多个．

4．设除去的数组成的集合为B，m为B中的最小元．

由条件得，对任意x∈B，满足x，x＋m，x＋2m，…，x＋km∈B．（x＋km≤2n－1）．

令M＝min｛y∣y≡u（modm），y∈B｝，其中u＝0，1，2，…，m－1．则

y，y＋m，y＋2m，…，y＋km∈B，（y＋km≤2n－1＜y＋（k＋1）m）．

故这些数的平均值为

[image: alt]


由y＋（k＋1）m＞2n－1得km≥2n－m－y，所以

[image: alt]


又m为最小元，故[image: alt]


由此可将集合B按模m划分，每个子集M元素的平均值不小于n．所以

[image: alt]


综上可得，[image: alt]
 时取到．

模拟题（三）

第一试

1．3654712．　第一位是1或2的数有2×6！个．当第一位是3时，第二位是1，2，4，5之一的共有4×5！个．以此类推，由于2009＝2×6！＋4×5！＋3×4！＋2×3！＋2×2！．故第2009个数为3654712．

2．[image: alt]
 　令x＝2b－a，y＝2c－b，z＝2a－c，则x＋y＋z＝10，x≥0，y≥0，z≥0，且

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


等号当且仅当（x，y，z）＝（0，0，10），（0，10，0），（10，0，0）时取到，此时

[image: alt]


故[image: alt]


3．18．　设正四面体棱长为1．作AO⊥平面BCD于O，则[image: alt]


以O为圆心，[image: alt]
 为半径在平面BCD上作圆．易知此圆在△BCD内，且所求截面与平面BCD的交线是该圆的切线．

当切线与平面BCD的一边平行时，对应的截面是等腰三角形，这样的截面有6个．

当CB1
 ＝DC1
 ，且B1
 C1
 和圆相切时（如图），对应的截面△AB1
 C1
 是等腰三角形．这样的截面也有6个．

[image: alt]


作BE与圆相切交CD于点E．由△BCE≌△ACE，可得BE＝AE，对应的截面△ABE也是等腰三角形，这样的截面也有6个．

综上，这样的截面一共有18个．

4．[image: alt]
 不失一般性，不妨设k≤m≤n．下面分k＝2，k＝3，k≥4讨论．

（1）k＝2．则[image: alt]
 分别考虑m＝3，m＝4，m＞4三种情况：

若m＝3，则[image: alt]
 当n＝7时，M取得最大值[image: alt]


若m＝4，则[image: alt]
 当n＝5时，M取得最大值[image: alt]


若m＞4，则[image: alt]
 所以当m＝n＝5时，M取得最大值[image: alt]


（2）k＝3．分别考虑m＝3，m＞3两种情况：

若m＝3，则[image: alt]
 当n＝4时，M取得最大值[image: alt]


若m＞3，当m＝n＝4时，M取得最大值[image: alt]


（3）k≥4．因为[image: alt]
 所以M的最大值为[image: alt]


综上，M的最大值为[image: alt]


5．[image: alt]
 　易知双曲线的方程为[image: alt]
 设ι与[image: alt]
 交于P1
 （2m1
 ，m1
 ）、P2
 （2m2
 ，-m2
 ），由定比分点坐标公式得[image: alt]
 又由P在双曲线上知：[image: alt]
 即（m1
 ＋2m2
 ）2
 －（m1
 －2m2
 ）2
 ＝18，得[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


6．[image: alt]


当且仅当（1＋x2007
 ）2
 ＝2时等号成立．

[image: alt]


7．[image: alt]


从而[image: alt]


8．[image: alt]


[image: alt]
 得sinAcosA＋sinBcosB＝2sinAsinB，即

[image: alt]


也可变形为[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 cosA＞sinB，cosB＞sinA．所以①式不成立；

[image: alt]
 则cos（A＋B）＜0，由②得cos（A－B）＜0，且cos（A＋B）＞cos（A－B），从而A＋B＜∣A－B∣．这不可能，所以②不成立．

综上可知[image: alt]
 △ABC为直角三角形．

由a＋b＋c＝12得c（1＋sinA＋cosA）＝12，[image: alt]


△ABC的面积[image: alt]


[image: alt]


9．显然c＜2，由条件知

[image: alt]


[image: alt]
 则a＋b＋c≤2t＋（2－t2
 ）＝-（t－1）2
 ＋3≤3．

10．由已知b＝1，又[image: alt]
 所以椭圆方程为[image: alt]


假设直线ι：y＝kx＋m（k≠0）满足条件，则由[image: alt]
 消去y得

（3k2
 ＋1）x2
 ＋6kmx＋3（m2
 －1）＝0．

设M（x1
 ，y1
 ），N（x2
 ，y2
 ），MN的中点为B．由韦达定理有

[image: alt]


结合直线ι的方程得[image: alt]
 所以MN中点B的坐标为[image: alt]
 又由∣AM∣＝∣AN∣，有AB⊥MN．于是[image: alt]
 从而B的坐标为[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 矛盾．故满足条件的直线ι不存在．

11．由条件得a4
 ＝2，a5
 ＝3，a6
 ＝7，a7
 ＝23．假设第一项至第n项都是整数，n≥7．

首先，（ak－1
 ，ak
 ）＝1，1≤k≤n．若不然，设d是ak－1
 与ak
 的一个公共质因子，由条件知，[image: alt]
 从而d∣ak－2
 ，进而使得前k项都是d的倍数，而a0
 ＝1，矛盾．

其次，（ak－2
 ，ak
 ）＝1，2≤k≤n，若不然，设d是ak－2
 与ak
 的一个公共质因子，由条件知d∣ak－3
 ak－1
 ，所以d∣ak－3
 或d∣ak－1
 ，这与（ak－1
 ，ak
 ）＝1（1≤k≤n）矛盾．

再者，（ak－3
 ，ak
 ）＝1，3≤k≤n，若不然，设d是ak－3
 与ak
 的一个公共质因子，则[image: alt]


从而d∣ak－2
 ，这与（ak－1
 ，ak
 ）＝1（1≤k≤n）矛盾．

接下来，我们证明an＋1
 是整数．由题设，

[image: alt]


[image: alt]


由数学归纳法，数列中所有的项都是整数．

第二试

1．首先证明PH⊥MN．

我们有这样一个结论：平面上四点A，B，C，D，则AD⊥BC等价于AB2
 －AC2
 ＝DB2
 －DC2
 ．

由此易得，命题等价于HM2
 －HN2
 ＝PM2
 －PN2
 （*）．

[image: alt]


由MH⊥PC及NH⊥PB得：

[image: alt]


由CH⊥MF及BH⊥NE得：

[image: alt]


由①，②，③，④得（*）等价于

BH2
 －FH2
 ＋FC2
 ＝CH2
 －EH2
 ＋EB2
 ．

又因为上式中，左边＝FB2
 ＋FC2
 ＝BC2
 ＝EB2
 ＋EC2
 ＝右边，得证

然后证明OH⊥MN．

由于△DEF是△ABC的垂足三角形，因此△DEF的外接圆即△ABC的九点圆，故其圆心O′为OH的中点．

因为A，F，D，C四点共圆，所以ND·NF＝NC·NA．点D，F在圆O′上，点A，C在圆O上，故N对圆O和圆O′等幂．同理M对圆O和圆O等幂．故MN为圆O和圆O′的根轴．可得：OO′⊥MN，即OH⊥MN．

结合PH⊥MN和OH⊥MN即得证．

2．取正整数M满足M＞2n
 ．

令ai
 ＝Mn－1
 ＋（i－1）Mn－2
 －1，bi
 ＝Mn－i
 （M＋1）i－1
 （i＝1，2，…，n）．显然，｛an
 ｝为等差数列，｛bn
 ｝为等比数列．

先证明ai
 ＜bi
 ，等价于证明ai
 ＋1≤bi
 ，即证明

[image: alt]


两边同除以Mn－1
 ，等价于[image: alt]


[image: alt]


①式成立．

再证明ai＋1
 ＞bi
 （i＝1，2，…，n－1），即

Mn－1
 ＋iMn－2
 －1＞Mn－i
 （M＋1）i－1
 ．

两边同除以Mn－1
 ，等价于

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


因为M＞2n
 ≥2·2i－1
 ＝2·（1＋1）i－1
 ＞[image: alt]
 （2≤j≤i－1），所以

[image: alt]


于是[image: alt]
 ②式成立．

综上所述，存在正整数a1
 ，a2
 ，…，an
 为等差数列，正整数b1
 ，b2
 ，…，bn
 为等比数列，且满足a1
 ＜b1
 ＜a2
 ＜b2
 ＜…＜an
 ＜bn
 ．

3．[image: alt]
 则由数论专题例5，

[image: alt]


回到原题，先证充分性．若n＋1为质数，则

f（n＋1）＝［1，2，…，n＋1］＝（n＋1）［1，2，…，n］＝（n＋1）f（n）．

结合①可得f（n）＝g（n）．

再证必要性．若f（n）＝g（n），结合①，有f（n＋1）＝（n＋1）f（n）．又因为

f（n＋1）＝［1，2，…，n＋1］＝［f（n），n＋1］．

所以f（n）与n＋1互质，得到（n＋1，i）＝1（i＝1，2，…，n），所以n＋1为质数．

4．当k＝16时，取集合M＝｛1，2，3，5，8，13，21，34，55，89，144，233，377，610，987，1597｝．

满足对任意的三个数a，b，c∈M，若a＜b＜c，则a＋b≤c，故集合M不满足条件．

当k≤15时，取出任意一个M的k元子集，均不合题意．故k≥17．

下面证明k＝17时满足条件．

假设存在一个17元集合N＝｛a1
 ，a2
 ，…，a17
 ｝不满足条件，即集合N中任意三个数ai
 ，aj
 ，ak
 ，若ai
 ＜aj
 ＜ak
 ，则ai
 ＋aj
 ≤ak
 ．不妨设a1
 ＜a2
 ＜…＜a17
 ，可得a1
 ≥1，a2
 ≥2，a3
 ≥a1
 ＋a2
 ≥3，同理可得a1
 ≥5，a5
 ≥8，…，a16
 ≥a14
 ＋a15
 ≥1597，a17
 ≥a15
 ＋a16
 ≥2584＞2009．这与a17
 ∈A矛盾．即k＝17时满足题意．

综上可得kmin
 ＝17．

模拟题（四）

第一试

1．±2，±6．　由f（3π）＝f（0）＝0得[image: alt]
 所以n∣12．

[image: alt]
 显然3n与[image: alt]
 都是整数且必有一个为偶数．若有一个为奇数，则[image: alt]
 即f（x＋3π）＝-f（x），不符合题意．因此3n与[image: alt]
 同为偶数，此时显然f（x＋3π）＝f（x）恒成立．故n＝±2，±6满足题意．

2．[image: alt]
 　设点O是正方体的中心，易得[image: alt]
 由三角形不等式有

[image: alt]


等号当且仅当点O，P，Q共线时成立．

显然，当P为线段AB的中点时，直线OP与矩形ABC1
 D1
 的外接圆交点Q1
 ，Q2
 满足要求．又由图形的连续性知此范围内任意一个值都能取到．

3．[image: alt]


[image: alt]


得[image: alt]


[image: alt]


另一方面，

[image: alt]


显然成立，于是

[image: alt]


4．21．　n＝（a＋b）（a－b），由a＋b与a－b奇偶性相同知n被4除的余数不能为2．

当n为奇质数时，只有一对[image: alt]
 满足条件；

当n为奇合数时，设n＝uv（u≥v＞1），至少有两组非负整数解[image: alt]
 [image: alt]
 不满足条件．

故奇数中满足条件的为1，3，5，7，11，13，17，19，23，29，31，37，41，43，47，共15个．

当4∣n时，若[image: alt]
 为合数，至少有两组非负整数解，不满足条件．当[image: alt]
 为质数或1时满足条件，故偶数中满足条件的为4，8，12，20，28，44，共6个．

因此，满足条件的n总共有21个．

5．[image: alt]
 　将所给条件变形为[image: alt]
 则a是使下列方程组有解的实数

[image: alt]


[image: alt]


由韦达定理知关于t的方程18t2
 －6at＋a2
 －9a－27＝0有两个非负根．

[image: alt]


6．3x＋4y－10＝0．　如图，设ι与x轴的夹角为[image: alt]
 则三角形的周长为

[image: alt]


故只需求[image: alt]
 取到最小值时的θ值．由

[image: alt]


[image: alt]


得，[image: alt]
 f（θ）单调递减，[image: alt]
 f（θ）单调递增．因此f（θ）取最小值时，[image: alt]
 [image: alt]
 于是ι的方程为3x＋4y－10＝0．

7．[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


8．195．　从A到D的路径，可用4个向x轴正方向行进1的基本路径和4个向y轴正方向行进1的基本路径的排列来表示．于是，这样的排列共有[image: alt]
 种，对应的A到D的路径共有70种．同理，从B到的路径共有[image: alt]
 种．所以，不加条件的路径总数为70×6＝420．

对任一组相交的路径，设它们的最后一个交点为K，则K→D与K→C的局部路径上没有交点．交换这两段路径，得到另一组路径（A→K→C，B→K→D），易知这个映射为单射．而对任一路径（A→C，B→D），显然它们是相交的．同样设最后一个交点为K，并交换K→D与K→C的局部路径，得到一组（A→D，B→C）的路径，且它们相交．于是，这个映射是满射．从而，此映射为双射．

所以，相交的路径数为[image: alt]
 因此不相交的路径数为420－225＝195．

9．设这个图形由点集T组成．则对ABCD内任一点P，P∈T当且仅当在AB上存在一点C′，使∣PC′∣＝∣PC∣．

作PP1
 ⊥AB于P1
 ．则∣PP1
 ∣≤∣PC′∣≤max｛∣PA∣，∣PB∣｝．所以P∈T当且仅当

[image: alt]


①式左边表明P点在以C为焦点，AB为准线的抛物线上方．①式右边当P在AB中垂线左边时，由∣PC∣≤∣PA∣知P在AC中垂线MG的下方．当P在AB中垂线右边时，由∣PC∣≤∣PB∣知P在BC中垂线MH的下方．

因此点集T即为图中阴影部分．下面计算其面积．

[image: alt]


以C为原点，CD为x轴建立直角坐标系．则由抛物线定义知曲线EF的方程为[image: alt]
 [image: alt]
 于是图形CEF的面积[image: alt]


又设∣AG∣＝x，则（a－x）2
 ＋b2
 ＝x2
 ，得[image: alt]
 所以梯形AGMH的面积

[image: alt]


故所求面积

[image: alt]


10．fn＋2
 ＝fn＋1
 ＋fn
 ≤2fn＋1
 ，所以[image: alt]
 得n＜8．由f0
 ＝1，f1
 ＝1，f2
 ＝2，f3
 ＝3，f4
 ＝5，f5
 ＝8，f6
 ＝13，f7
 ＝21，可知当n≤7时，nfn
 fn＋1
 均不是完全平方数，从而原方程无解．

11．当x＝y＝1，z＝2时，xyz≤2，且[image: alt]
 而1，1，2不能作为三角形的三边长，所以[image: alt]


[image: alt]
 不妨设x≤y≤z，且满足[image: alt]


若以x，y，z为边长的三角形不存在，则z≥x＋y．所以z2
 ≥（x＋y）2
 ≥4xy．于是

[image: alt]


从而z＞2．又[image: alt]
 当z＞2时f′（z）＞0，f（x）单调递增，此时[image: alt]
 矛盾．故x，y，z是三角形的三边长．

因此，[image: alt]
 都是满足题意的解．

第二试

1．（1）∵圆O1
 与圆O2
 关于T点成位似，

∴O1
 S∥O2
 X，可得∠O2
 XT＝∠O1
 ST．

∵∠AXO2
 ＝90°，∴∠AXT＝90°－∠O2
 XT＝90°－∠O1
 ST＝[image: alt]
 ∠SO1
 T＝∠SBT＝∠TCI．

而∠AXT＝∠TYI，∴∠TCI＝∠TYI，可得T，C，Y，I四点共圆．

（2）先证CI平分∠ACB的外角．

[image: alt]


又因为SO1
 ∥XO2
 且XO2
 ⊥AB．∴SO1
 ⊥AB，可得SO1
 平分AB．

[image: alt]


[image: alt]
 即CI平分∠ACB的外角．

再证BI平分∠ABC的外角．

[image: alt]
 ∴由△STB∽△SBX可得SB2
 ＝ST·SX．

[image: alt]


由C，T，I，Y四点共圆，可知∠TIS＝∠TIC＝∠TYC＝∠YXT＝∠IXS，得到△STI∽△SIX从而SI2
 ＝ST·SX，∴SB＝SI．又∵SA＝SB，∴S为△ABI的外接圆圆心．

[image: alt]


∴BI平分∠ABC的外角．

综上可知I是△ABC的∠A内旁切圆圆心．

2．当a＝b＝c＝0时，不等式显然成立．

注意到3（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）≥（a＋b＋c）2
 ，在原式左边乘以（a＋b＋c）2
 ，在原式右边乘以3（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ），先证明

[image: alt]


事实上，

（a＋b＋c）2
 （b＋c－a）2
 （c＋a－b）2
 （a＋b－c）2
 ＝（-a4
 －b4
 －c4
 ＋2a2
 b2
 ＋2b2
 c2
 ＋2c2
 a2
 ）2
 ，

3（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）（a2
 ＋b2
 －c2
 ）（a2
 ＋c2
 －b2
 ）（c2
 ＋b2
 －a2
 ）＝3（-a8
 －b8
 －c8
 ＋2a4
 b4
 ＋2b4
 c4
 ＋2c4
 a4
 ）．

令x＝a2
 ，y＝b2
 ，z＝c2
 ，①式等价于

（-x2
 －y2
 －z2
 ＋2xy＋2yz＋2zx）2
 ≥3（-x4
 －y4
 －z4
 ＋2x2
 y2
 ＋2y2
 z2
 ＋2z2
 x2
 ），化简得4（x4
 ＋y4
 ＋z4
 －x3
 y－x3
 z－y3
 x－y3
 z－z3
 x－z3
 y＋x2
 yz＋xy2
 z＋xyz2
 ）≥0，

即　　　　　x2
 （x－y）（x－z）＋y2
 （y－z）（y－x）＋z2
 （z－x）（z－y）≥0．

由舒尔不等式知上式成立，从而①式成立．

当a＋b＋c＝0时，由①式，

（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）（a2
 ＋b2
 －c2
 ）（a2
 ＋c2
 －b2
 ）（c2
 ＋b2
 －a2
 ）≤0，

从而　　　　　（a2
 ＋b2
 －c2
 ）（a2
 ＋c2
 －b2
 ）（c2
 ＋b2
 －a2
 ）≤0．

显然有（b＋c－a）2
 （c＋a－b）2
 （a＋b－c）2
 ≥（a2
 ＋b2
 －c2
 ）（a2
 ＋c2
 －b2
 ）（c2
 ＋b2
 －a2
 ）．

当a＋b＋c≠0时，3（a2
 ＋b2
 ＋c2
 ）≥（a＋b＋c）2
 ＞0，结合①式得到

（b＋c－a）2
 （c＋a－b）2
 （a＋b－c）2
 ≥（a2
 ＋b2
 －c2
 ）（a2
 ＋c2
 －b2
 ）（c2
 ＋b2
 －a2
 ）．

综上所述，命题成立．

3．先用数学归纳法证明[image: alt]


n＝1时命题成立．

假设n＝k时命题成立，即[image: alt]


[image: alt]


由数学归纳法命题成立．

下用数学归纳法证明[image: alt]


n＝0时命题成立，假设n＝k－1时命题成立，n＝k时，

[image: alt]


命题成立．

[image: alt]


只需证明[image: alt]
 为整数．

[image: alt]


其中A，B为整数．至此，命题得证．

4．数学归纳法．

（1）n＝1时，左边＝a＋b＝右边，故此时等式成立．

（2）假设n＝r时成立，即[image: alt]


[image: alt]


即n＝r＋1时原式成立．

由数学归纳法，命题得证．

模拟题（五）

第一试

1．22008
 ＋1．　取x＝4，y＝2，则f（4）·f（2）＝f（8）＋1＝6；x＝y＝2，则f（2）·f（2）＝f（4）＋1．

消去f（4）可得（f（2）－2）（f2
 （2）＋2f（2）＋3）＝0，所以f（2）＝2．

设f（2n
 ）＝an
 ，取x＝y＝2n
 ，则2an
 ＝an＋1
 ＋1，即an＋1
 －1＝2（an
 －1），故an
 ＝2n－1
 ·（a1
 －1）＋1＝2n－1
 ＋1，即f（2n
 ）＝2n－1
 ＋1，从而可得f（22009
 ）＝22008
 ＋1．

2．41034．　分别计算　[image: alt]


对于[image: alt]
 注意到[image: alt]
 故对1≤n≤43，当且仅当k∈｛n2
 ，n2
 ＋1，…，n2
 ＋2n｝时，ak
 ＝n，而k∈｛1936，…，2009｝时，ak
 ＝44，所以[image: alt]


类似地，可知[image: alt]


所以[image: alt]


3．[image: alt]
 所以∠CAB＞90°，

作BM⊥AC于M，设MA＝x，AC＝y，则

[image: alt]


4．2．　[image: alt]


[image: alt]


当p＞5时，由于p为质数，所以，p＝6k＋1或p＝6k＋5．若p＝6k＋1，则[image: alt]
 [image: alt]
 非质数，矛盾．若p＝6k＋5，则

[image: alt]
 非质数，矛盾．

所以，质数对（p，q）为（3，2），（5，3），个数为2．

5．[image: alt]
 　设侧面与底面所成角为θ．因为[image: alt]
 [image: alt]
 定义Sn
 ＝r1
 ＋r2
 ＋…＋rn
 ，由于[image: alt]
 所以

[image: alt]


[image: alt]


6．199．　设至多需要n个集装箱，并记200件货物的体积分别为x1
 ，x2
 ，…，x200
 ，且满足

x1
 ≥x2
 ≥x3
 ≥…≥x199
 ≥x200
 ，则有xi
 ＋x201－i
 ＝1，i＝1，2，…，99，100．

由于x200
 ＋xi
 ≤x200
 ＋x1
 ＝1，故对任意与x200
 相邻的货物均可与x200
 放入同一个集装箱中，因此n≤199．

下面构造n＝199的情况．取货物体积x1
 ＞x2
 ＞x3
 ＞…＞x200
 ．即有a＞b⇔xa
 ＜xb
 ．

容易知道当a＋b＜201，即a＜201－b时，xa
 ＋xb
 ＞x201－b
 ＋xb
 ＝1．

排列顺序为x199
 ，x1
 ，x198
 ，x2
 ，x197
 ，x3
 ，…，x101
 ，x99
 ，x100
 ，x200
 ，即满足对前199个货物中任意相邻的两个下标之和为200或199，小于201．故前199件货物装入不同的199个集装箱中，而最后一件x200
 与x100
 装在一起．

综上：至多需要199个集装箱．

7．[image: alt]
 　设11个球的盒子编号分别为x1
 ，x2
 ，…，x11
 ，则xi＋1
 －xi
 （1≤i≤10）均为奇数．

若x1为偶数，则[image: alt]
 均为正整数，且[image: alt]
 为不大于50的正整数．

[image: alt]
 则yi
 （1≤i≤12）均为正整数．因为[image: alt]
 所以其正整数解组数为[image: alt]


即x1
 ，x2
 ，…，x11
 的取值种数为[image: alt]


类似的，若x1
 为奇数，x1
 ，x2
 ，…，x11
 的取值种数也为[image: alt]


综上，共有[image: alt]
 种放置方案．

8．[image: alt]


[image: alt]


9．[image: alt]


则由[image: alt]


[image: alt]


n式相乘得，

[image: alt]


10．记ι1
 的倾斜角为θ，设ι1
 ，ι2
 的斜率分别为k和[image: alt]
 则直线ι1
 方程为：y＝k（x－c）．与椭圆方程联立消y得，

（b2
 ＋a2
 k2
 ）x2
 －2a2
 ck2
 x＋a2
 c2
 k2
 －a2
 b2
 ＝0，

[image: alt]


因为ι1
 ，ι2
 之间夹角为2θ，且[image: alt]
 所以四边形ABCD面积

[image: alt]


[image: alt]
 即f（k），在[image: alt]
 上单调递增，[image: alt]
 [image: alt]
 上单调递减．

[image: alt]


11．若x＞0，n∈N+
 ，则由（1）得：

[image: alt]


则

[image: alt]


即[image: alt]
 对n∈N+
 及x，y∈R+
 均成立．

[image: alt]


即[image: alt]


假设存在不相等的x，y，使得[image: alt]
 则取[image: alt]


[image: alt]


故对于[image: alt]
 故在x≥0时，f（x）＝kx，

同理，在x＜0时，f（x）＝k′x．

又由[image: alt]
 均成立可得k＝k′，

故f（x）＝kx，k∈［-1，1］．

第二试

1．连BI并延长交圆O于P，易得P，M，O，N共线，且PN为直径．连结PC．

[image: alt]


故∠PIC＝∠PCI．因此PI2
 ＝PC2
 ＝PM·PN．

∴△PIM∽△PNI，则∠PIM＝∠PNI．

可得∠PIM＋∠IPM＝∠PNI＋∠IPM＝∠IMN，

又∵∠INB＋∠PNI＋∠IPM＝∠IMA＋∠IMN＝90°，

∴∠IMA＝∠INB，得证．

[image: alt]


2．首先证明｛an
 ｝中必有连续两项非负．事实上，若aι
 ＜0，则

[image: alt]


aι＋2
 和aι＋3
 非负．

设am
 ＝x，am＋1
 ＝y（x，y≥0）．将数列｛an
 ｝扩充定义，n可取任意整数．当n为非正数时，用递推式an－1
 ＋an＋1
 ＝∣an
 ∣可以确定an
 的值．

易得　　　　　am＋2
 ＝∣am＋1
 ∣－am
 ＝y－x，am－1
 ＝∣am
 ∣－am＋1
 ＝x－y．

不妨设y≥x，则

[image: alt]


（1）2x－y≥0，则

[image: alt]


由于相邻两项可以唯一确定数列｛an
 ｝，可以得到｛an
 ｝以9为周期．

（2）2x－y＜0，即y＞2x，则

[image: alt]


所以　　　　　am－3
 ＝am＋6
 ，am－2
 ＝am＋7
 ．

同（1）得｛an
 ｝以9为周期．

综上所述，｛an
 ｝为周期数列，T＝9为其一个周期．

3．引理1．[image: alt]


引理1的证明：设x＝［x］＋α，则原式等价于

[image: alt]


由于α∈［0，1），故可设[image: alt]
 其中a为小于n的非负整数．此时

[image: alt]


引理1得证．

[image: alt]


引理2的证明：设[image: alt]
 则原式等价于[image: alt]


[image: alt]


引理2得证．

回到原题，由引理2得：

[image: alt]


又由引理1即可将原式化为nx＝［nx］，故只需满足nx为整数．

故原方程的解为：[image: alt]


4．2009＝72
 ×41，所以T中每一个数都有形式7α
 41β
 ，其中0≤α≤2n，0≤β≤n．考察如下集合：

Ai
 ＝｛7i
 41s
 ∣0≤s≤n－i｝∪｛7ι
 41n－i
 ∣i≤t≤2n｝，i＝0，1，…，n．

对7α
 41β
 ∈T，当α＋β≤n时，7α
 41β
 ∈Aα
 且7α
 41β
 ∉Ai
 （i≠α）．

当α＋β＞n时，7α
 41β
 ∈An－β
 且7α
 41β
 ∉Aj
 （j≠n－β）．

因此A0
 ，A1
 ，…，An
 为T的一个分划，又Ai
 中任两数具有倍数关系，所以至多有一个属于S，从而∣S∣≤n＋1．

另一方面，取S＝｛7k
 41n－k
 ∣k＝0，1，2，…，n｝，则∣S∣＝n＋1且任意两数不具备倍数关系．否则若7k
 41n－k
 ∣7k′
 41n－k′
 ，则k≤k′，n－k≤n－k′，得k＝k′．产生矛盾．

综上可知，∣S∣max
 ＝n＋1．

模拟题（六）

第一试

1．n（n2
 ＋3n）·2n－3


[image: alt]


[image: alt]


2．[image: alt]
 则第二个方程化为u4
 ＋13u－42＝0．

由单调性可知该方程有唯一根u＝2，故x＝y＋16，

代入第一个方程得y2
 －5y＋3＝0，解得[image: alt]


又因为y－2≥0，而[image: alt]


3．18．　记抛物线的准线为ι：x＝-1，过点P作PM⊥ι于点M，则∣PM∣＝∣PF∣．过点A作AN⊥ι于点N，则

∣PF∣＋∣PA∣＝∣PM∣＋∣PA∣≥∣MA∣≥∣NA∣＝6．

从而

[image: alt]


当[image: alt]
 时恰好取到等号．

故（∣PF∣2
 ＋∣PA∣2
 ）min
 ＝18．

4．[image: alt]
 记总体积为V，分成两部分的体积分别设为V1
 和V2
 ，其中V1
 ＞V2
 ，设B1
 M交AA1
 于P，连PN交AC于Q，记边长为1，故[image: alt]


[image: alt]


5．455．　（n－1）an
 an－1
 ＝2nan－1
 an－2
 －n2
 ＋n＝2nan－1
 an－2
 －n（n－1），

[image: alt]


因此数列[image: alt]
 成等比．所以

[image: alt]


即　　　　　an
 an－1
 ＝（2n－1
 ＋1）·n．

代入n＝7得，a6
 a7
 ＝（26
 ＋1）·7＝455．

6．1．　　　　　　（2sinC－1）·sin2
 A＝sin2
 C－sin2
 B，

得到

2sin2
 A·sinC＝sin2
 A＋sin2
 C－sin2
 B，

从而

[image: alt]


因为sinA＞0，故[image: alt]
 由于△ABC为钝角三角形，故[image: alt]
 舍去，则[image: alt]
 所以sin（A－B）＝1．

7．41．　在区间［10，99］中，3的倍数有[image: alt]
 个，除去30，60，90三数外，有27个均符合条件；若a，b∈｛2，4，6，8｝，且a＋b不能被3整除，有11个符合条件的两位数；若a＝b，且a既不是2的倍数，也不是3的倍数，只有11，55，77三数符合条件．

而在上述讨论之外，因为[image: alt]
 对于∣a－b∣＝5或7，皆不存在新的解．因此共有27＋11＋3＝41个好数．

8．｛19｝．　由已知得，任意区间［5k，6k］，k∈N+
 中的数均不能写．

事实上，所有形如5α＋6β＝5（α＋β）＋β（α，β∈N）的数均不能写，设α＋β＝k（k∈N+
 ）且β∈［0，k］，此时5（α＋β）＋β恰好取遍［5k，6k］，k∈N+
 区间中所有的数．

从而可以写的数字总共有1，2，3，4，7，8，9，13，14，19这十个．

此时，由甲开始填写，则甲共有除1外的9种填写方案．

若甲写2，乙只需写3，此时甲只可写1，必败．

若甲写3，乙只需写2，此时甲只可写1，必败．

若甲写4，乙还剩1，2，3，7可写；乙只需写7，还剩1，2，3，易得甲必败．

若甲写7，乙还剩1，2，3，4，8，9可写；乙只需写4，还剩1，2，3，甲必败．

若甲写8，乙还剩1，2，3，4，7，9可写；乙只需写9，还剩1，2，3，4，7，此时（2，3），（4，7）配对，甲写任意一个，乙只需写与之对应的另一个，甲必败．

若甲写9，还剩1，2，3，4，7，8，13可写；乙只需写8，还剩1，2，3，4，7，同上可知甲必败．

若甲写13，还剩1，2，3，4，7，8，9，14可写；乙只需写14，还剩1，2，3，4，7，8，9，此时（2，3），（4，7），（8，9）配对，甲写任意一个，乙只需写与之对应的另一个，甲必败．

若甲写14，还剩1，2，3，4，7，8，9，13可写；乙只需写13，还剩1，2，3，4，7，8，9，同上可知甲必败．

若甲写19，此时（2，3），（4，7），（8，9），（13，14）配对，乙任写一个，甲只需写与之对应的另一个，此时甲必胜．

综上，可填的数组成的集合为｛19｝．

9．设tanx＝a，tany＝b，tanz＝c，tanw＝d，a，b，c，d＞0，则a＋b＋c＋d＝1．

[image: alt]
 可得原不等式等价于

[image: alt]


[image: alt]


此式等价于　　　　　128x3
 －304x2
 ＋128x－15＝（4x－1）2
 （8x－15）≤0，

由0＜x＜1得证，当且仅当[image: alt]
 时取到等号．

所以，取x＝a，b，c，d得到四式相加得证．

10．由条件等号两边取倒数得，[image: alt]
 得出

[image: alt]


因此数列[image: alt]
 是公比为P的等比数列，于是，[image: alt]


[image: alt]


即数列[image: alt]
 是公比为1－p的等比数列．故

[image: alt]


由式①，②消去[image: alt]


若[image: alt]
 则

[image: alt]


[image: alt]


11．首先求点C的轨迹，设C（x，y），则（x，y）＝α（1，0）＋β（0，-2）＝（α，-2β）．

[image: alt]


因为α－2β＝1，故x＋y＝1，即点C的轨迹方程为x＋y＝1．

将直线与双曲线方程联立[image: alt]
 消y得（b2
 －a2
 ）x2
 ＋2a2
 x－a2
 （1＋b2
 ）＝0．

设点M（x1
 ，y1
 ），N（x2
 ，y2
 ），则[image: alt]


根据题意OM⊥ON，所以[image: alt]
 即x1
 x2
 ＋y1
 y2
 ＝0，故x1
 x2
 ＋（1－x1
 ）（1－x2
 ）＝0，即2x1
 x2
 －（x1
 ＋x2
 ）＋1＝0．

[image: alt]
 化简得：b2
 －a2
 ＝2a2
 b2
 ，

故c2
 －2a2
 ＝2a2
 （c2
 －a2
 ），即[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 故a的取值范围是[image: alt]


第二试

1．由AP2
 ＋PD2
 ＝BP2
 ＋PE2
 得AP2
 －PE2
 ＝BP2
 －PD2
 ，即AE2
 ＝BD2
 ．亦即AE＝BD．同理，AF＝CD，BF＝CE．因此D，E，F三点分别平分△ABC的周长，即D，E，F是三边上的旁切圆切点．故P，D，IA
 和P，F，IC
 分别共线．所以

[image: alt]


结合∠PBIC
 ＝∠PBIA
 ＝90°可以得到PIA
 ＝PIC
 ，同理，有PIA
 ＝PIB
 ，即P为△IA
 IB
 IC
 的外心．

2．对于某个n（n∈N+
 ），设

[image: alt]


两边平方，[image: alt]
 也是一个有理数．同理，对于所有的k∈｛1，2，…，n｝，[image: alt]
 都是有理数，由于正整数的平方根要么是整数，要么是无理数，于是，[image: alt]
 是整数．类似地，对于所有的k∈｛1，2，…，n｝，[image: alt]
 是整数．

当k＝1时，有r1
 是正整数．

对于k＝n＋1，定义[image: alt]
 由数学归纳法易证，对所有的k（1≤k≤n），有[image: alt]
 [image: alt]


设正整数ι，满足ι2
 ≤n＜（ι＋1）2
 ．则对于某个i（1≤i≤n），有σ（i）＝ι2
 ．

（1）当i≠n时，[image: alt]


从而[image: alt]
 ，平方后得

[image: alt]


推出ι＜1，矛盾．

（2）当i＝n时，若ι＞1，由σ（n）＝ι得ι2
 －1∈｛σ（1），σ（2），…，σ（n－1）｝．设j（j＜n）满足σ（j）＝ι2
 －1．易知[image: alt]
 类似于（1）的情形有

[image: alt]


[image: alt]


矛盾．

因此ι＝1，n∈｛1，2，3｝．当n＝1时，[image: alt]
 当n＝3时，[image: alt]
 满足条件；当n＝2时，[image: alt]
 均不是有理数．

综上所述，满足条件的n＝1，3．

3．假设正整数对（a，b）满足题中条件，即对每个正整数n，都存在正整数cn
 ，使得[image: alt]
 于是，有cn
 ≤a＋b．（否则就有[image: alt]
 矛盾．）这就意味着，在数列｛cn
 ｝中至少有一个数c∈｛1，2，…，a＋b｝重复出现无限多次．也就是说，对（a，b）和c，有无穷多个n，使得[image: alt]


不妨设a≥b，将方程an
 ＋bn
 ＝cn＋1
 改写为[image: alt]


若a＞c，设[image: alt]
 其中d＞0．此时，

[image: alt]


因而，[image: alt]
 此与“有无穷多个n，使得等式an
 ＋bn
 ＝cn＋1
 成立”矛盾．

若a≤c，则[image: alt]
 从而只能是c＝2或c＝1．当c＝2时，只能有[image: alt]
 即a＝b＝1．当c＝1时，不可能．综上所述，（a，b）＝（1，1）．

4．首先，证明k≤27．

若k≥28，不妨设有两个城市A1
 ，A29
 间至少经过28次直航到达．设A1
 到29
 的一个最短连接路线为A1
 →A2
 →A3
 →…→A29
 ．由于每一个城市至少和7个城市有直航连接，所以，A1
 ，A29
 与除A2
 ～A28
 以外至少6个城市有直航连接，A2
 ～A28
 与除A1
 ～A29
 以外至少5个城市有直航连接．（否则A1
 到A29
 有更短的路线．）

设A＝｛A1
 ，A2
 ，…，A29
 ｝，分别与A1
 ，A4
 ，…，A19
 ，A22
 ，A25
 ，A29
 有直航连接且不属于A的所有城市组成的集合为Xi
 （i＝0，1，…，9）．易知∣X0
 ∣≥6，∣X9
 ∣≥6，∣Xi
 ∣≥5（i＝1，2，…，8）．又Xi
 ∩Xj
 ≠∅（i≠j）．（否则，A1
 ，A29
 之间有更短的连接路线．）故

∣A∪（X0
 ∪X1
 ∪X2
 ∪…∪X9
 ）∣≥29＋6×2＋5×8＝81＞80，

矛盾．所以，k≤27．其次，证明k＝27．

对k＝27，作28个城市A1
 ，A2
 ，…，A28
 与城市集合Xi
 （i＝0，1，…，9）．当i＝0，9时，∣Xi
 ∣＝6；当i＝1，2，…，8时∣Xi
 ∣＝5，且对0≤i＜j≤9，Xi
 ∩Xj
 ，＝∅，Xi
 中不包括城市A1
 ，A2
 ，…，A28
 ．对1≤k≤8，A3k
 ，A3k＋1
 ，A3k＋2
 与Xk
 中的所有城市有直航连接；A1
 ，A2
 与X0
 中所有城市有直航连接；A27
 ，A28
 与X9
 中所有城市有直航连接；Xi
 中任一个城市（0≤i≤9）除与上述的As
 ，城市有直航连接，与且仅与Xi
 中其余城市有直航连接；Ai
 与Ai＋1
 有直航连接（i＝1，2，…，27）．这样A1
 ～A28
 至少与7个城市有直航连接，Xi
 任一个城市都只与7个城市有直航连接，且A1
 至A28
 至少经过27次直航来连接．因此，k＝27．

模拟题（七）

第一试

1．4．　因为[image: alt]
 所以f（x）在（0，+∞）上单调递减．故x＝9为f（x）＝0的唯一解．从而题设条件f（n2
 －214n－1998）≥0可转化为f（n2
 －214n－1998）≥f（9）．于是[image: alt]
 解得n∈［-9，-8）∪（222，223］，从而M＝｛-9，223｝．故M的子集的个数是4．

2．[image: alt]
 　设P（x1
 ，y1
 ），Q（x，y）．因为右准线为x＝3，所以H（3，y）．又[image: alt]
 [image: alt]
 由定比分点公式得[image: alt]
 代入椭圆方程得点Q的轨迹方程为[image: alt]


所以离心率[image: alt]


3．[image: alt]


设均值为p．由题意

[image: alt]


[image: alt]


4．233275．　设共有x个椰子（x∈N+
 ），记一次操作后有f（x）个椰子，由题意[image: alt]
 那么f（6）
 （x）为第二天早晨分椰子之前剩下的椰子数．由题意f（6）
 （x）≥6且f（6）
 （x）∈N+
 ．因[image: alt]
 [image: alt]
 而f（6）
 （x）∈N+
 ，所以66
 ∣x＋5，从而x＝46656t－5，t∈N+
 ．故f（6）
 （x）＝15625t－5≡t＋1≡0（mod6），从而tmin
 ＝5，故xmin
 ＝233275．

5．1008．　易知，至少前三个人可以“顺心”地坐下．至多前四个人可以顺心地坐下，后三人只能违心地坐下．故后三人的坐法有3！＝6种．

下面分两种情况讨论．

（1）第四个人可以顺心地坐下，则前四人只能坐在[image: alt]
 位上，有4！＝24种坐法．

（2）第四个人无法顺心地坐下．则其坐法有4种．此时，前三个人将七个座位全部控制（每个坐下的人对其相邻的座位及自身所在的座位有控制权）．下面分三种情况讨论：

（Ⅰ）前两人控制四个座位，有[image: alt]
 [image: alt]
 三种情况，第三个人必须控制其余三个座位，他只有1种坐法．故前三人的坐法有3×2×1＝6种．

（Ⅱ）前两人控制五个座位，有[image: alt]
 [image: alt]
 六种情况，第三个人必须控制其余两个座位，他有两种坐法．故前三人的坐法有6×2×2＝24种．

（Ⅲ）前三个人控制六个座位，有[image: alt]
 [image: alt]
 三种情况，第三个人控制一个座位，他只有1种坐法．故前三人的坐法有3×2×1＝6种．

综上所述，所有人的坐法有6×［24＋4×（6＋24＋6）］＝1008种．

6．（-7，5，3，-1）和（7，-5，-3，1）．　因为[image: alt]
 [image: alt]
 [image: alt]
 所以将方程中的各等式代入得到3108＝0－（-42）×84＋0－4x1
 x2
 x3
 x4
 ．从而x1
 x2
 x3
 x4
 ＝105．

枚举得（∣x1
 ∣，∣x2
 ∣，∣x3
 ∣，∣x4
 ∣）＝（105，1，1，1），（35，3，1，1），（21，5，1，1），（15，7，1，1），（7，5，3，1）．其中满足x1
 ＋x2
 ＋x3
 ＋x4
 ＝0的（x1
 ，x2
 ，x3
 ，x4
 ）仅有（-7，5，3，-1）和（7.-5.-3.1）将其代入方程组成立，故所求数组为（-7，5，3，-1）和（7，-5，-3，1）．

7．[image: alt]
 　建立空间直角坐标系，设P（0，0，0）．点A、B、C分别在x轴、y轴、z轴上，O点坐标为（a，b，c）满足a2
 ＋b2
 ＋c2
 ＝d2
 则球O的方程为（x－a）2
 ＋（y－b）2
 ＋（z－c）2
 ＝R2
 ．

A、B、C是球O与坐标轴的交点．

设A（p，0，0）、B（0，q，0）、C（0，0，r）、Q（p，q，r），

[image: alt]


[image: alt]


即Q的轨迹是以O为球心，[image: alt]
 为半径的球．因此所求最大距离为[image: alt]


8．[image: alt]


[image: alt]


9．（1）设ι：px＋qy＋r＝0，焦点F（-c，0）．

当q＝0时，切点（即H点）为（±a，0），所以H在圆x2
 ＋y2
 ＝a2
 上．

当p＝0时，切点（即H点）为（-c，±b），所以H在圆x2
 ＋y2
 ＝a2
 上．

当q≠0且p≠0时，将ι的方程代入椭圆的方程，消去y，得

（a2
 p2
 ＋b2
 q2
 ）x2
 ＋2a2
 prx＋a2
 （r2
 －b2
 q2
 ）＝0，

由ι为切线知∆＝4a2
 b2
 q2
 （a2
 p2
 ＋b2
 q2
 －r2
 ）＝0．过F且垂直于ι的直线方程为[image: alt]
 与ι的方程联立，得H的横坐标[image: alt]
 从而H的纵坐标[image: alt]
 于是，有

[image: alt]


注意到∆＝0，即a2
 p2
 ＋b2
 q2
 －r2
 ＝0，故

[image: alt]


所以H的轨迹是圆x2
 ＋y2
 ＝a2
 ．

（2）设ι′：Ax＋By＋C＝0．由题意知H′＝（0，a），故A≠0（若A＝0，则ι′与椭圆无交点，矛盾．）将ι′方程写成λy＋x＋m＝0，[image: alt]
 代入椭圆方程消去x，得

（a2
 ＋b2
 λ2
 ）y2
 ＋2λmb2
 y＋b2
 （m2
 －a2
 ）＝0．

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]
 当且仅当a2
 A2
 ＋b2
 B2
 ＝2C2
 时取得等号．

10．不妨设α∈［0，2π）．由已知sinα＋sin2α＋sin3α＝cosα＋cos2α＋cos3α，得到

2sin2α·cosα＋sin2α＝2cos2α·cosα＋cos2α，

即sin2α·（2cosα＋1）＝cos2α（2cosα＋1）．所以[image: alt]


[image: alt]
 代入原题，矛盾．

若sin2α＝cos2α，则

[image: alt]


又cos4α＝cos2
 2α－sin2
 2α＝0，所以[image: alt]
 k＝1，2，…，8．

经验证，[image: alt]
 满足题意．

11．[image: alt]
 原不等式为

[image: alt]


等价于不等式

[image: alt]


即

（cosθ＋sinθ＋1）x2
 －（1＋2sinθ）x＋sinθ＞0．

设

f（x）＝（cosθ＋sinθ＋1）x2
 －（1＋2sinθ）x＋sinθ．

对称轴

[image: alt]


由条件知[image: alt]
 从而[image: alt]


若f（x）在（-1，2）时，f（x）＞0上恒成立，有

∆＝（1＋2sinθ）2
 －4sinθ（cosθ＋sinθ＋1）＜0．

即1－4sinθcosθ＜0，解得[image: alt]


又sinθ＞0，cosθ＞0，所以[image: alt]


由g（x）＝tanx在[image: alt]
 单调递增，得[image: alt]


已知[image: alt]


故[image: alt]


第二试

1．设三边中点分别为A1
 ，B1
 ，C1
 ，联结OK，OL，OM，OC1
 ，LC1
 ，OB1
 ，MB1
 ．因为[image: alt]


[image: alt]


即B1
 对圆A1
 和圆C1
 等幂，所以B1
 在OL上．同理，C1
 在OM上．

[image: alt]


[image: alt]
 同理，[image: alt]
 [image: alt]
 因为B1
 ，O，L共线，C1
 ，O，M共线，所以∠LOC1
 ＝∠MOB1
 ，从而∠OKL＝∠OKM，即KO平分∠LKM．同理，LO平分∠MLK，故O是△KLM的内心．

2．先证明左边的式子：

[image: alt]


不妨设c为三边中的最小边，则c≤1，故[image: alt]
 由此可得

[image: alt]


令[image: alt]
 c≤1，则f′（c）＝c2
 －c＝c（c－1）≤0，则f（c）在（0，1］上单调递减．故[image: alt]
 左式得证．

然后证明右边的式子：

[image: alt]


现构造函数f（x）＝（x－a）（x－b）（x－c），由[image: alt]
 可得

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


故右式得证．

综上，原不等式成立．

3．首先证明：任意大于2的无理数α满足题目条件．

设A（β）⊆A（α），在条件中令x＝β，n＝1，有［β］∈A（β）⊆A（α），于是［β］＝［mα］（m∈N+
 ）．

用数学归纳法证明：对任意的正整数k有［kβ］＝［kmα］．

当k＝1时，命题显然成立．假设k＝s时，命题成立．

当k＝s＋1时，设［（s＋1）β］＝［ια］（ι∈N+
 ），只需证明ι＝（s＋1）m．

由［mα］＋［smα］≤β＋sβ＜［mα］＋［smα］＋2，及［ια］≤（s＋1）β＜［ια］＋1，得

［ια］＜［mα］＋［smα］＋2＜［ια］＋3，

即　　　　　［ια］－1≤［mα］＋［smα］≤［ια］．

因此，有

（s＋1）mα－2＜［mα］＋［smα］≤［ια］≤ια＜［ια］＋1≤［mα］＋［smα］＋2≤（s＋1）mα＋2．

故-2＜［ι－（s＋1）m］α＜2．又由于α＞2，得ι＝（s＋1）m．

因此，对任意的正整数k有［kβ］＝［kmα］．从而，β＝mα，即[image: alt]
 为整数．

其次证明：任意大于1，小于2的无理数α不满足题意．

设[image: alt]
 则[image: alt]
 不是整数．令m＝［nβ］∈A（β）（n∈N+
 ），则

m≤nβ＜m＋1⇔2m－mα≤nα＜（2m＋2）－（m＋1）α，

[image: alt]


这就表明[image: alt]
 中必有一个整数，所以，m∈A（α）．因此，A（β）⊆A（α），与题目条件矛盾．

综上，本题答案为大于2的所有无理数．

4．反证法，假设S中不存在这样的三个数．

首先，由假设，S中所有数对的最大公约数不具有倍数关系．否则，可设（a，b）∣（x，c），其中c≠a，b．则有不同的三个数a，b，c，满足（a，b）∣c，矛盾．

记T为S中所有数对的最大公约数组成的集合，则[image: alt]
 且T中任两数不具有倍数关系．

另一方面，T中的数必然都小于670．若不然，有（a，b）＝m≥670（a，b∈S，a＜b），因为3m＞2009，所以a＝m，b＝2m．任取c∈S（c≠a，b），有（a，c）∣a，于是（a，c）∣b，矛盾．

考察如下集合：

[image: alt]


显然，[image: alt]
 又Ti
 中任两数具有倍数关系，所以最多一个数属于T．于是，∣T∣≤335．这与∣T∣＝406矛盾．

综上所述，结论成立．

模拟题（八）

第一试

1．［0，4］．　设x－2＝t，则t∈［-2，2］．又因为[image: alt]
 所以

[image: alt]


取f（x）＝x2
 －2，易知［0，4］中的值都可取到．

2．（n2
 ＋3n）2n－3
 ．　数表结构类似于杨辉三角，由数学归纳法易知

[image: alt]


3．[image: alt]
 　当a＝0时，方程可化为x2
 －3xy＝0，则两直线为x＝0，x－3y＝0，夹角为arctan3．

当a≠0时，∆＝4a2
 ＋9＞0．设x≠0，则方程转化为[image: alt]
 故k1
 ，k2
 为方程3at2
 －（2a－3）t－1＝0的两根．由韦达定理得[image: alt]


[image: alt]
 k1
 k2
 ＝-1，夹角为[image: alt]


[image: alt]
 设两直线夹角为θ，则

[image: alt]


设[image: alt]
 则[image: alt]


[image: alt]


当[image: alt]
 即[image: alt]
 时等号成立．

所以[image: alt]


4．105300．　令a＝100a3
 ＋10a2
 ＋a1
 ，b＝100b3
 ＋10b2
 ＋b1
 ，c＝100c3
 ＋10c2
 ＋c1
 ．（1≤a3
 ，a2
 ，a1
 ≤9，0≤a2
 ，a1
 ，b2
 ，b1
 ，c2
 ，c1
 ≤9，a3
 ，a2
 ，a1
 ，b3
 ，b2
 ，b1
 ，c3
 ，c2
 ，c1
 ∈Z）

设i＝a1
 ＋b1
 ＋c1
 ，j＝a2
 ＋b2
 ＋c2
 ，k＝a3
 ＋b3
 ＋c3
 ．由题设有i＋10j＋100k＝2009，且i，j，k≤27，可得

（i，j，k）＝（9，0，20），（9，10，19），（19，9，19），（9，20，18），（19，19，18）．

因此当（i，j，k）＝（19，19，18）时，S（a）＋S（b）＋S（c）＝i＋j＋k＝56是最大的．

当i＝19时，（a1
 ，b1
 ，c1
 ）可能是（9，9，1），（9，8，2），（9，7，3），（9，6，4），（9，5，5），（8，8，3），（8，7，4），（8，6，5），（7，7，5），（7，6，6）及它们的置换．所以，有6×5＋3×5＝45个．同理，（a2
 ，b2
 ，c2
 ）也有45个．

当k＝18时，（a2
 ，b2
 ，c2
 ）可能是（1，8，9），（2，7，9），（2，8，8），（3，6，9），（3，7，8），（4，5，9），（4，6，8），（4，7，7），（5，5，8），（5，6，7），（6，6，6）及它们的置换．所以，有6×7＋3×3＋1＝52个．

故共有45×45×52＝105300个数组．

5．3840．　①由f（f（1））＝3，得f（f（f（1）））＝f（3）．若f（1）＝1，则3＝f（f（1））＝1，矛盾．因此2≤f（1）＜f（2）≤f（f（1））＝3，所以f（2）＝3，f（1）＝2．

②由f（3n）＝f（f（f（n）））＝3f（n）（n∈N+
 ）知当k∈N+
 时，有f（3k
 ）＝3k
 ·f（1）＝2·3k
 及f（2·3k
 ）＝f（f（3k
 ））＝3k＋1
 ．于是f（2·3n
 ）－f（3n
 ）＝3n＋1
 －2·3n
 ＝3n
 ＝2·3n
 －3n
 ．又f（n＋1）＞f（n）且f（n）∈N+
 ，所以f（n）≥f（n）＋1，有

[image: alt]


当且仅当f（n＋i）＝f（n）＋i，i＝1，2，3，…，m－n时取等号．因为[image: alt]
 所以f（3n
 ＋m）＝2·3n
 ＋m（0≤m≤3n
 ，m∈N+
 ）．于是f（2·3n
 ＋m）＝f（f（3n
 ＋m））＝3·（3n
 ＋m），得到

[image: alt]


因为2009＝2·36
 ＋551，所以f（2009）＝3（36
 ＋551）＝3840．

6．[image: alt]
 　设AD＝x，则A′D＝1－x，从而[image: alt]
 由海伦公式得

[image: alt]


又△BC′D在底面ABC和三个侧面ABB′A′，ACC′A′，BCC′B′上的射影的面积分别为[image: alt]
 [image: alt]
 所以，由射影定理得

[image: alt]


由cosα1
 ＋cosα2
 ＝cosα3
 ＋cosα4
 得[image: alt]
 解得[image: alt]


故[image: alt]


7．8．　将原方程组因式分解，得

[image: alt]


即

[image: alt]


分四种情形讨论：

（1）如果x＋y＝y＋z＝z＋x＝0，则（x，y，z）＝（0，0，0）．

（2）如果x＋y≠0（即x－y－2z－2＝0）和y＋z＝z＋x＝0，则z＝-1，x＝y＝1．此外还有两种相似的情形，解得（x，y，z）＝（1，1，-1），（1，-1，1），（-1，1，1）．

（3）如果x＋y≠0，y＋z≠0（即x－y－2z－2＝0，y－z－2x－2＝0）和z＋x＝0，则x＝2，y＝4，z＝-2．此外还有两种相似的情形，解得（x，y，z）＝（2，4，-2），（-2，2，4），（4，-2，2）．

（4）如果x＋y≠0，y＋z≠0和z＋x≠0，则原方程组化为

[image: alt]


解得（x，y，z）＝（-1，-1，-1）．

8．429．　记n阶的阶梯图被n个矩形互不重叠地覆盖的情况有cn
 种．定义c0
 ＝1．

如图所示．a，b，c，d，e，f，g在7个不同的矩形中，分别记为矩形A，B，C，D，E，F，C．

考察m所在的矩形．

若m在矩形A中，则7阶的阶梯图可分为矩形A和一个6阶的阶梯图，则共有c6
 （即c6
 ·c0
 ）种．

若m在矩形B中，则7阶的阶梯图可分为矩形B和一个1阶的阶梯图和一个5阶的阶梯图，共有c5
 ·c1
 种．

同理，若m在矩形C，D，E，F，C中，分别有c4
 ·c2
 ，c3
 ·c3
 ，c2
 ·c4
 ，c1
 ·c5
 ，c0
 ·c6
 种情况．

故[image: alt]
 同理，[image: alt]


[image: alt]


于是可依次得出c1
 ＝1，c2
 ＝2，c3
 ＝5，c4
 ＝14，c5
 ＝42，c6
 ＝132，c7
 ＝429．

9．［1，9］．　引理1：抛物线上任意一点的切线平分此点与焦点的连线与过此点且平行于抛物线对称轴的直线所成的角．

引理2：过抛物线的焦点向抛物线的任意一条切线作垂线，则其垂足一定在过抛物线顶点的切线上．

引理2的证明：设抛物线方程为y2
 ＝2px（p＞0），其上任意一点P（x0
 ，y0
 ），过P的切线方程为y0
 y＝p（x＋x0
 ）．过焦点[image: alt]
 向切线引垂线，其方程为[image: alt]
 垂足（x，y）满足

[image: alt]


消去y，得[image: alt]
 将[image: alt]
 代入，有（p＋2x0
 ）x＝0．而p＋2x0
 ≠0，故x＝0，命题得证．

回到原题，我们用引理1、引理2证明

[image: alt]


过顶点的切线（即x轴）分别交TP，TQ于点M，N，连结FM，FN，利用引理2，由同一法知FM⊥PT，FN⊥TQ，故T，M，F，N四点共圆，有∠NTF＝∠NMF．再过点P作PK⊥MN于K，由引理1得∠MPK＝∠TPF．因为∠NMF和∠MPK均与∠PMK互余，所以∠NMF＝∠MPK，从而∠QTF＝∠TPF．同理∠PTF＝∠TQF．

故△FPT∽△FTQ，从而[image: alt]


设[image: alt]
 直线PQ的方程为y＝kx＋2p．再设[image: alt]


则

[image: alt]


[image: alt]


将ι代入抛物线方程得x2
 －2pkx－4p2
 ＝0．设

[image: alt]


则

[image: alt]


于是[image: alt]
 故S∆PFT
 ∶S∆QFT
 ＝PF2
 ∶QF2
 ＝a2
 ∈［1，9］．

10．若不然，设黑格上的石子数目为奇数，将4018列依次编号为1，2，…，4018，将编号为奇数的列称为奇列，编号为偶数的列称为偶列．对各行也进行类似处理．由对称性，不妨设黑格是奇行奇列格和偶行偶列格．

设奇行奇列格中有k1
 个放有奇数颗石子，偶行偶列格中有k2
 个放有奇数颗石子，奇行偶列格中有k3
 个放有奇数颗石子．

注意到[image: alt]
 为奇数，由奇行中有奇数颗石子，有k1
 ＋k3
 ≡1（mod2）；由偶列中有奇数颗石子，有k2
 ＋k3
 ≡1（mod2）．

又由反证假设，有k1
 ＋k2
 ≡1（mod2）．相加得2（k1
 ＋k2
 ＋k3
 ）≡1（mod2），矛盾．

因此黑格上石子数目为偶数．

11．首先证明：对于任意n∈N+
 和所有有理数x≥1，有

[image: alt]


①当n＝1，结论显然成立．

②假设n＝k时，结论成立．

当n＝k＋1时，由条件可知对所有x，y∈Q1
 ，有

f（x）＋f（y）－ε＜f（x＋y）＜f（x）＋f（y）＋ε．

取y＝kx．则有

f（x）＋f（kx）－ε＜f（（k＋1）x）＜f（x）＋f（kx）＋ε．

由归纳假设，有

f（kx）＋f（x）－ε≥kf（x）－（k－1）ε＋f（x）－ε＝（k＋1）f（x）－kε，

f（kx）＋f（x）＋ε≤kf（x）＋（k－1）ε＋f（x）＋ε＝（k＋1）f（x）＋kε．

所以当n＝k＋1时结论也成立．

③因此①对于n∈N+
 和所有有理数x≥1成立．在①中令x＝1，有

[image: alt]


在①中令[image: alt]
 其中m，n∈N+
 ，m≥n，有[image: alt]
 于是可得[image: alt]
 由②有

[image: alt]


两边同时除以m，且设[image: alt]
 则有[image: alt]


因此存在q＝f（1）使原不等式成立．

第二试

1．延长AH交圆O于点H′，设D为BC的中点，取D关于BC的对称点D′，从而DH′，D′H关于BC对称，DH′，FA关于与BC平行的圆O的直径对称．

∴AF与D′H互相平行且长度相等．

∵FG＝GH，

∴A，G，D′三点共线且AG＝GD′．

又∵MD′＝MD，

∴GM∥AD，故由AD⊥FP可得GM⊥FP，因此PM2
 ＝PF·PK．

∴PF·AK＝PF·（PK－PA）＝PM2
 －PF·PA＝PM2
 －PB·PC＝PM2
 －（PM＋MC）（PM－MC）＝MC2
 ，即4PF·AK＝4MC2
 ＝（2MC）2
 ＝BC2
 ，命题得证．

[image: alt]


2．设ai
 ＝1＋x1
 ＋x2
 ＋…＋xi
 ，所以xi
 ＝ai
 －ai－1
 ，定义a0
 ＝1．

[image: alt]


由an
 ＝2可得

[image: alt]


即[image: alt]


故[image: alt]
 当且仅当[image: alt]
 即[image: alt]
 时取到．

3．设[image: alt]
 其中a，b∈N+
 ，（a，b）＝1．于是，

[image: alt]


则

[image: alt]


又

[image: alt]


由①式得b∣（a3
 ＋b3
 ＋3ab2
 ），从而b∣a3
 ．又a∣（a3
 ＋b3
 ＋3ab2
 ），从而a∣b3
 ．而（a，b）＝1，于是a＝b＝1．进而，mnp＝1．故[image: alt]
 同理，2n∈Z，2p∈Z．故2m·2n·2p＝8mnp＝8＝8×1×1＝4×2×1＝2×2×2．

因此，所求的正有理数组（m，n，p）为

[image: alt]


4．分别用Ri
 和Ci
 表示第i行和第i列的方格中颜色的种数（i＝1，2，…，100）．

下面证明：R1
 ，R2
 ，…，R100
 ，C1
 ，C2
 ，…，C100
 中至少有一个不小于10．

易知[image: alt]
 其中，ri
 和ci
 分别表示含有颜色i的行数和列数．

由均值不等式得[image: alt]


若颜色i在某行出现，则它在该行出现的次数不会超过ci
 ．从而，它在棋盘上不会出现多于ri
 ci
 次．于是，ri
 ci
 ≥100．

故[image: alt]


这表明R1
 ，R2
 ，…，R100
 ，C1
 ，C2
 ，…，C100
 中至少有一个不小于10．

模拟题（九）

第一试

1．[image: alt]
 化简原函数得

[image: alt]


将上式化为　　　　　（a－y）x2
 ＋bx＋4－y＝0．

将其看做关于x的一元二次方程，由∆≥0得

b2
 －4（a－y）（4－y）≥0，

即　　　　　4y2
 －（4a＋16）y＋16a－b2
 ≤0．

再将其看做关于y的一元二次不等式，已知其解集为y∈［1，6］，故

[image: alt]


解得a＝3，[image: alt]
 所以[image: alt]


2．2244．　如图，为集合A，B，C的Venn图．

[image: alt]


由题意知，在不考虑A∩C≠∅的情况下，a1
 ，a4
 均可分别填在Ⅳ，Ⅶ两块区域中的任意一块，a2
 ，a3
 ，a5
 ，a6
 均可分别填在Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅴ，Ⅵ五块区域中的任意一块，故共有情况22
 ×54
 ＝2500种．而当A∩C＝∅时，a1
 ，a4
 ，均只能填在Ⅳ区域中，a2
 ，a3
 ，a5
 ，a6
 ，均可分别填在Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ，Ⅵ四块区域中的任意一块，故共有情况12
 ×44
 ＝256种．

所以，符合题意的组数有2500－256＝2244组．

3．[image: alt]
 　由PA⊥面ABC，得PA⊥BC．又BC⊥AC，故BC⊥面PAC．所以面PBC⊥面PAC．因为AF⊥PC，故AF⊥面PBC，有AF⊥EF．同时，由AF⊥面PBC，AE⊥PB得PB⊥面AEF，从而EF⊥PB．

在直角△PAB中，由[image: alt]
 AB＝1，AE⊥PB，得[image: alt]


在直角△AEF中，因为[image: alt]
 所以[image: alt]
 因此

[image: alt]


当且仅当AF＝EF时，上式中的等号成立，即S△AEF
 取到最大值[image: alt]
 这时，[image: alt]
 又[image: alt]
 EF⊥PB，所以[image: alt]
 即[image: alt]


4．4．　[image: alt]


如上图，在A，B，C，D中共[image: alt]
 种填法，以下分别讨论：

填1221：由A＝1知Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ中必有一雷．若Ⅰ为雷，则Ⅱ，Ⅲ均不为雷，与B＝2矛盾；若Ⅱ为雷，则Ⅲ不为雷，又C＝2，故Ⅳ，Ⅴ均为雷，与D＝1矛盾；若Ⅲ为雷，则Ⅰ，Ⅱ不为雷，又B＝2，故Ⅳ为雷，又D＝1，故Ⅴ，Ⅵ不为雷，符合题意，故可唯一确定地雷的分布．

填2112：由B＝1知Ⅱ，Ⅲ，Ⅳ中必有一雷．若Ⅲ为雷，由C＝1知Ⅳ，Ⅴ均不为雷，与D＝2矛盾；若Ⅳ为雷，则Ⅱ，Ⅲ均不为雷，与A＝2矛盾；若Ⅱ为雷，推理得Ⅰ，Ⅴ，Ⅵ为雷，Ⅲ，Ⅳ不为雷，符合题意，故可唯一确定地雷的分布．

填1212（或2121）：以1212为例，由A＝1知Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ中必有一雷．若Ⅰ为雷，则Ⅱ，Ⅲ均不为雷，与B＝2矛盾；若Ⅲ为雷，由C＝1知Ⅳ，Ⅴ均不为雷，与D＝2矛盾；若Ⅱ为雷，推理得Ⅳ，Ⅵ为雷，Ⅰ，Ⅲ，Ⅴ不为雷，符合题意．又2121与1212等价，故均可唯一确定地雷的分布．

填1122（或2211）：以1122为例，推理得Ⅰ，Ⅳ，Ⅴ为雷或Ⅲ，Ⅴ，Ⅵ为雷均符合题意．又2211与1122等价，故均不可唯一确定地雷的分布．

综上所述，有且仅有1221，2112，1212，2121这4种填法可以唯一确定地雷的分布．

5．[image: alt]
 　令[image: alt]
 固定α＋β的值，由于[image: alt]
 故sin（α－β）关于α－β单调递增．

若[image: alt]
 可知取[image: alt]
 时f（α，β）最大．此时，

[image: alt]


因此[image: alt]
 即[image: alt]
 时取最大值，即此时

[image: alt]


[image: alt]
 可知取α′＝α＋β，β′＝0时f（α，β）最大．此时，

[image: alt]


关于α′单调递增，在[image: alt]
 时取最大值，即此时[image: alt]


因为[image: alt]
 所以原式最大值为[image: alt]


6．13．[image: alt]
 因为[image: alt]
 为方程x2
 －2x－2＝0的两根，所以｛an
 ｝的递推式为an＋2
 ＝2an＋1
 ＋2an
 （n∈N），其中a0
 ＝2，a1
 ＝2．

故a2
 的后两位数字为2×2＋2×2＝08，a3
 的后两位数字为2×8＋2×2＝20，以此类推，a1
 的后两位数字为56，a5
 为52，a6
 为16，a7
 为36，a8
 为04，a9
 为80，a10
 为68．即[image: alt]
 的后两位数字为68．又[image: alt]
 的后两位数字为68－1＝67，其数字之和为6＋7＝13．

7．[image: alt]
 　设直线方程为[image: alt]
 代入y＝-x3
 ＋ax＋b中，得x3
 ＋（k－a）x＋c－b＝0．设g（x）＝x3
 ＋（k－a）x＋c－b，则由题意得，g（x）在[image: alt]
 上至多有1个零点．

g′（x）＝3x2
 ＋k－a．当k－a≥0时，g′（x）≥0，显然g（x）在R上至多有1个零点，成立．此时a≤k，又对任意[image: alt]
 恒成立，故[image: alt]


当k－a＜0时，g（x）在[image: alt]
 上单调递减，在[image: alt]
 上单调递增．若[image: alt]
 [image: alt]
 因为c－b可取遍R上所有值，所以g（x）的图象可上下平移，故必存在某一时刻曲线在[image: alt]
 内有2个零点，与题意不符．若[image: alt]
 则g（x）在[image: alt]
 上均单调，故g（x）在[image: alt]
 内的零点至多有一个，符合题意．此时[image: alt]
 或a≥k＋12，又对任意[image: alt]
 恒成立，故[image: alt]
 [image: alt]
 （a≥k＋12无法满足）．

综上所述，[image: alt]


8．[image: alt]
 对函数进行变形：

[image: alt]


椭圆[image: alt]
 上任意一点P的坐标可表示为[image: alt]
 故原题可转化为求点P到点F1
 （-1，0）与点A（2，-2）的距离之和的最大值．注意到点F1
 为该椭圆的左焦点，记右焦点为F2
 （1，0），则∣PF1
 ∣＋[image: alt]
 故

[image: alt]


当S取到最大值时，点P坐标为[image: alt]
 符合题意．

9．（1）证明：由[image: alt]
 得α＋β，β＋γ，γ＋α∈［0，π］，故sin（α＋β），sin（β＋γ），sin（γ＋α）≥0．从而

[image: alt]


（2）证明：

[image: alt]


[image: alt]


三式叠乘，得

sin（α＋β）sin（β＋γ）sin（γ＋α）≥sin2αsin2βsin2γ．

10．将双曲线x2
 －y2
 ＝2以原点O为中心逆时针旋转45°．由原双曲线的渐近线方程为y＝±x，知旋转后双曲线的渐近线方程为x＝0，y＝0．又原双曲线的顶点[image: alt]
 经旋转后为（1，1）和（-1，-1），故旋转后的双曲线方程为[image: alt]


设旋转后点[image: alt]
 （x1
 ，x2
 ）＞0，x3
 ＜0），直线BC方程为y＝kx＋m（k＞0）．将直线方程y＝kx＋m代入双曲线方程[image: alt]
 得kx2
 ＋mx－1＝0，故

[image: alt]


由∠BAC＝90°，知kAB
 ·kAC
 ＝-1，从而[image: alt]
 代入②得[image: alt]
 从而点[image: alt]
 BC中点D坐标为[image: alt]
 由AB＝AC，知AD⊥BC，即kAD
 ·kBC
 ＝-1，从而[image: alt]
 显然k≠1，故[image: alt]
 将其代入①得

[image: alt]


[image: alt]


将②③代入得[image: alt]
 令[image: alt]
 易知[image: alt]
 [image: alt]
 故仅需在（0，1）内考察f（k）的单调性即可．[image: alt]
 令f′（k）＝0，则[image: alt]
 故[image: alt]
 （其余解均不在（0，1）内）．当[image: alt]
 时，f′（k）＜0；当[image: alt]
 时，f′（k）＞0．从而f（k）在[image: alt]
 上单调递减，在[image: alt]
 上单调递增，故[image: alt]
 同理，当k∈（1，+∞）时，[image: alt]


所以，[image: alt]


11．当n为偶数时，有[image: alt]
 故对于所有偶数，n，an
 ＞1；当n为奇数时，由之前结论知，[image: alt]
 又a1
 ＝1，故对于所有奇数n，an
 ≤1（当且仅当n＝1时an
 ＝1）　　（*）

对于[image: alt]
 知n为奇数，故[image: alt]
 故[image: alt]
 从而[image: alt]
 [image: alt]
 为偶数．设[image: alt]
 则[image: alt]
 知[image: alt]
 为奇数，故[image: alt]
 [image: alt]
 设[image: alt]
 则p为偶数，从而[image: alt]
 知[image: alt]
 为奇数，故[image: alt]
 [image: alt]
 设[image: alt]
 则q为偶数，从而[image: alt]


之前已证有且仅有a1
 的值等于1．故结合结论（*）及已知递推式，知以上推理的逆推即为由[image: alt]
 推至an
 的唯一途径，即由此途径解得的n即为所有可能的正整数n．故由[image: alt]
 且q为偶数得q＝2．从而[image: alt]
 得p＝8或10．从而[image: alt]
 或10，得m＝32，34，40或42．从而[image: alt]
 33，39或41，得n＝125，127，133，135，157，159，165或167．以上即为n的所有可能值（共8个）．

第二试

1．∵圆O1
 与圆O及AB相切．

∴OP＋R＝2r1
 ，即RcosC＋R＝2r1
 ．

[image: alt]


又[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


由①可得OQ＋R＝2r2
 成立，即圆O2
 与圆O相内切．

2．由柯西不等式，

[image: alt]


[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 时取等号．

3．由题意可知，正整数N可以表示为和式

[image: alt]


其中，n为正整数，a、b、c为整数，a不是3的倍数．

引理：所有形如和式①的正整数均可表示为9n－1
 （x2
 ＋y2
 ＋z2
 ）的形式，其中，x、y、z为整数，且x、y、z都不是3的倍数．

引理的证明：不失一般性，可设a＋b＋c不是3的倍数（否则，可将a换为-a）．有

[image: alt]


其中，2a＋2b－c，2b＋2c－a，2a＋2c－b都不是3的倍数，因为它们被3除的余数都与2（a＋b＋c）相同，而后者不是3的倍数．

将引理使用n次则原命题得证．

4．证明一个更加一般的结论

[image: alt]


其中m，n∈N，k∈N+
 且m≤n．

（*）右边表示从（n－m）个元素中取k个元素的方法数，也就是从n个元素中取k个，且不允许取指定的m个元素的方法数．

设X＝｛1，2，…，n｝，Y＝｛1，2，…，m｝．（m≤n）．

因此，在（*）左边，[image: alt]


就表示先在Y中取i个元素，再在X的其他元素（可能是Y中的元素）中取k－i个元素的方法数，亦即满足A⊆Y，A⊆B⊆X，∣A∣＝i，∣B∣＝k的集合对（A，B）的个数．设集合Z是所有满足上述条件的集合对（A，B）组成的集合．对（A，B）⊆Z，定义函数T（A，B）＝∣A∣，记[image: alt]
 [image: alt]
 则[image: alt]


注意到∣B∣＝k，考察X的k元子集B．将S按B分类求和．记W（B）为Z中以B为第二项的集合对（A，B）组成的集合．

当B∩Y＝∅时，由定义A＝∅，W（B）＝｛（∅，B）｝，B对S的贡献为（-1）0
 ．

当∣B∩Y∣＝ι＞0时，由定义，A⊆B∩Y，∣A∣＝0，1，2，…，ι，当∣A∣＝i时这样的集合A有[image: alt]
 个，因此，B对S的贡献为[image: alt]


于是，S就是满足B⊆X且B∩Y＝∅的集合的个数，即[image: alt]


在本题中，取n＝2009，k＝1949，m＝60，得出[image: alt]


（在上述解答中，若i＞m或i＞k，这样的选取方法自然不存在，印证了“若m＜0或m＞n，则记[image: alt]
 [image: alt]
 的组合意义．）

模拟题（十）

1．[image: alt]
 　由已知得，当x∈［-2，1］时，

[image: alt]


均恒成立．

由①得（x＋2a）2
 ＋3－4a2
 ≥0．设f（x）＝（x＋2a）2
 ＋3－4a2
 ，则由函数性质得

[image: alt]


解得[image: alt]


由②，设g（x）＝x2
 －2ax－6，由函数性质得g（－2）≤0且g（1）≤0，

解得[image: alt]


故综上，[image: alt]
 即[image: alt]


2．[image: alt]
 　将等式两边同除以[image: alt]
 得[image: alt]
 将上式变形为

[image: alt]


设[image: alt]
 则bn＋1
 ＝3bn
 ，其中b1
 ＝3．即｛bn
 ｝是首项为3，公比为3的等比数列．故bn
 ＝b1
 ·3n－1
 ＝3n
 ，即[image: alt]
 从而an＋1
 ＝［（3n
 －1）2
 －1］an
 ．于是，当n＞1时，

[image: alt]


[image: alt]


从而[image: alt]
 易知[image: alt]
 不为3的倍数，故[image: alt]


3．[image: alt]
 则原函数为y＝a＋b．

由[image: alt]
 得

y3
 ＝（a＋b）3
 ＝a3
 ＋b3
 ＋3ab（a＋b）＝4x－3（a＋b）＝4x－3y．

故[image: alt]
 即反函数为[image: alt]


4．91．

注意到126＝2×7×9，可先求出A被2，7，9除的余数．

[image: alt]


又103
 ≡-1（mod7），所以A≡799－798＋797－796＋…＋101－100≡350≡0（mod7）．

故A被126除的余数即为0～125中模2余1，模9余1，且模7余0的数．显然这是一个奇数，由模9余1知，该数可为1，19，37，55，73，91，109．又该数模7余0，故该数为91．

5．[image: alt]
 　如图，为“碗”一个“角”．其中，面ACCE，BCHF为向上翻折的半个正六边形，ABC为向上翻折的正三角形．延长EA，FB交于点D，连结CD，则易知△ABD为等腰直角三角形，[image: alt]
 [image: alt]
 又AC＝BC＝2，故

[image: alt]


[image: alt]


记AB中点为M，连结CM，DM．则△CMD中，[image: alt]
 DM＝1，[image: alt]
 [image: alt]
 由此可算得DM边上的高[image: alt]
 即点C到面ABD的距离为[image: alt]
 故四面体C-
 ABD的体积

[image: alt]


易发现，“碗”的容积可看作经4个图示的四面体C-
 ABD拼补后的上下底面均为正方形的大棱台的体积减去这4个拼补的四面体的体积．其中大棱台上底正方形边长为4，下底正方形边长为[image: alt]
 高为[image: alt]
 由棱台体积公式[image: alt]
 得大棱台的体积

[image: alt]


所以“碗”的容积[image: alt]


6．[image: alt]
 　若ι1
 ，ι2
 中有直线斜率不存在，即有一条直线垂直于x轴，本题结论显然成立．故以下讨论斜率存在的情况．

设ι1
 ，ι2
 的方程分别为[image: alt]
 代入y＝ax2
 ，得

[image: alt]


则由题意得，方程①②至少有一个有实数解．

计算得，∆1
 ＝k2
 －4ak－4a，∆2
 ＝1＋4ak－4ak2
 ．令∆1
 ≥0，则

[image: alt]


[image: alt]


因为对于[image: alt]
 中至少有一个大于等于0，故∆1
 ≥0，∆2
 ≥0的解集的并集应为R，所以

[image: alt]


又a＞0，所以解得[image: alt]


7．[image: alt]
 　将等式两边同除以tanAtanBtanC，得[image: alt]
 用正弦定理和余弦定理处理得

[image: alt]


化简得a2
 ＋b2
 ＝3c2
 ．

所以[image: alt]


此时，[image: alt]
 符合题意．故cosC的最小值为[image: alt]


8．[image: alt]
 　第n次白球均被摸出有两种情况．第一种是最后摸出的2个球均为白球，其概率[image: alt]
 第二种是最后一次摸出1白1黑，且之前也有一次摸出1白1黑．其概率P2
 等于最后一次之前是第1次摸出1白1黑，第2次摸出1白1黑，…，第n－1次摸出1白1黑的概率之和，即

[image: alt]


所以[image: alt]


9．令a1
 ＝a，由题设知，a2
 ＝ka1
 ＝ka．若a＝0，则a2
 ＝0．又a2
 a4
 ＝ka3
 ，故a3
 ＝0．依此类推，可得an
 ＝0（n∈N*
 ）．这与a2000
 ＝4000矛盾．所以a≠0．

由题设有a2
 ＝ka，a3
 ＝k2
 ，[image: alt]
 a6
 ＝1，a7
 ＝a．所以a6m＋n
 ＝an
 （m∈N*
 ，n＝0，1，2，3，4，5）．由2000＝6×333＋2，知a2000
 ＝a2
 ＝ka＝4000．又k＝aa5
 ，故ka＝a2
 a5
 ＝4000＝25
 ×53
 ．由a5
 ∈Z，知a2
 是4000的正约数，故a2
 ＝1，4，16，25，100，400．从而a＝1，对应k＝4000；a＝2，对应k＝2000；a＝4，对应k＝1000；a＝5，对应k＝800；a＝10，对应k＝400；a＝20，对应k＝200．

所以，得到k有6个可能值：200，400，800，1000，2000，4000．

10．设直线ι的方程为：x＝ky＋c，设点P（x1
 ，y1
 ），点Q（x2
 ，y2
 ）．将直线方程代入椭圆方程，得

（b2
 k2
 ＋a2
 ）y2
 ＋2b2
 cky－b4
 ＝0，

故

[image: alt]


所以

[image: alt]


为使S△MPQ
 最大，则使点M到直线ι的距离最大．过圆x2
 ＋y2
 ＝b2
 的圆心O（即原点）作直线ι的垂线，反向延长交圆于点M′，易知点M′即为圆上到直线ι距离最大的点，故取此点为点M，其距离[image: alt]
 b（即h等于圆心到直线ι的距离与圆半径之和）．所以

[image: alt]


设b2
 k2
 ＋a2
 ＝t（t≥a2
 ），则[image: alt]
 令[image: alt]
 则[image: alt]
 [image: alt]
 令f′（t）＝0，解得[image: alt]


（1）[image: alt]
 即[image: alt]
 时，易见当[image: alt]
 时，f′（t）＞0；当[image: alt]
 [image: alt]
 时，f′（t）＜0．故f（t）在[image: alt]
 上单调递增，在[image: alt]
 上单调递减．所以[image: alt]


故

[image: alt]


当S△MPQ
 取到最大值时，[image: alt]
 故直线ι的方程为

[image: alt]


（2）[image: alt]
 即[image: alt]
 时，易见当t∈［a2
 ，+∞）时，f′（t）＜0．故f（t）在［a2
 ，+∞）上单调递减．所以[image: alt]
 故

[image: alt]


当S△MPQ
 取到最大值时，k＝0，故直线ι的方程为x＝c．

综上所述，当[image: alt]
 时，[image: alt]
 直线ι的方程为x＝c；当[image: alt]
 [image: alt]
 时，[image: alt]
 直线ι的方程为[image: alt]


11．由对称性，不妨设β≥γ，从而可设sinβ＝x＋y，sinγ＝x－y，其中x≥y≥0．则cos2
 α＝sin2
 β＋sin2
 γ＝（x＋y）2
 ＋（x－y）2
 ＝2x2
 ＋2y2
 ．从而

[image: alt]


[image: alt]


由cos2
 α≤1知[image: alt]
 从而1－2x2
 ≥0，1－2y2
 ≥0，所以

[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 y＝0时取等号．此时[image: alt]
 符合题意．

所以，f（α，β，γ）的最大值为[image: alt]


第二试

1．利用梅涅劳斯定理

PDC截△QHF，

[image: alt]


[image: alt]


PAB截△QHF，

[image: alt]


设PC交EQ于点G′，

QEG′截△PAD，

[image: alt]


由QEG′截△PBC得，

[image: alt]


①×③÷②÷④，结合AH＝AE，BE＝BF，CF＝CG，DG＝DA得[image: alt]
 故G与G′重合，即Q，E，G三点共线．

2．定义β0
 ＝0，则

[image: alt]


[image: alt]


由柯西不等式得[image: alt]


3．设B是满足题设性质的一个子集．因为1＋3＝22
 ，所以，1或3恰好属于B．

若1∈B，则3∉B．

下面用数学归纳法证明：对于任意一个整数t（0≤t＜2n－2
 ），4t＋1型的整数属于B，4t＋3型的整数不属于B．

对于t＝0，结论显然成立．假设对于t≤s，结论成立．

由于4（s＋1）＋1为奇数，故存在ι使得2ι
 ＜4（s＋1）＋1＜2ι＋1
 ．所以，2（4s＋5）＞2·2ι
 ＝2ι＋1
 ，从而0＜2ι＋1
 －（4s＋5）＜（4s＋5）．

令x＝4s＋5，y＝2ι＋1
 －（4s＋5），则x＋y＝2ι＋1
 ．因为y是4m＋3型的数，故y∉B，4（s＋1）＋1∈B．类似地，4（s＋1）＋3∉B．

若1∉B，则3∈B．同上可证，4t＋1型的整数不属于B，4t＋3型的整数属于B．

因此，子集B中的奇数或者是所有4t＋1型的整数或者是所有4t＋3型的整数．

设x＝2p
 x0
 ，y＝2q
 y0
 ，其中x0
 ，y0
 是奇数，p，q是正整数．

如果2p
 x0
 ＋2q
 y0
 ＝2k
 ，则p＝q（否则等式两边2的幂次不同）．由此得，取自不同集合Ai
 ＝｛2i
 a∣a为奇数｝（i＝0，1，2，…n）的元素的和不是2的幂．

对于任一个Ai
 ，除以2i
 并由上面的讨论知，所有形如2i
 （4t＋1）的整数在B中或所有形如2i
 （4t＋3）的整数在B中．

由于对每个Ai
 （i＝0，1，…，n）都有两种选择，故存在2n＋1
 个满足题设要求的子集B．

4．13．　假设参赛人数不多于12．

如果其中有某个人（不妨设为A）在前11轮比赛的每一轮中都排在第一，而其余11人中的每一人则都有一轮排在最后．那么，A在所有12轮比赛中所得的分数不少于11a1
 ＋an
 ，而其余每个人则都不多于an
 ＋10a2
 ＋a1
 （每个人都有一轮排在最后，并且仅在最后一轮才有可能排在第一）．显然，少于11a1
 ＋an
 ．所以，只

有A成为冠军．这就表明，参赛者不少于13人．

假设恰好有13人参加比赛．

我们选取a1
 ＝1011，a2
 ＝1010，…，a12
 ＝1000，a13
 ＝1．接下来观察那个在前12轮比赛之后总分排在第一的参赛者（不妨设为A）．此时，在其余12个参赛者之中，至少有一人在任何一轮比赛中，都没有排在最后（设为B）．则A所得的总分不多于11a1
 ＝11×1011＝11121，而B所得的总分不少于11a12
 ＝11×1000＝11000．因此A比B至多多121分．

A显然具有最终获得冠军的可能．但如果A最后一轮得了最后一名，则B最后一轮的得分至少比A高999分，从而超过了A，即A不是冠军．因而，还有另外一人在11轮比赛具有最终成为冠军的可能．
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