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王俊民　徐烈烜　王斌耀

2010年9月于同济大学


1　绪　论

1.1　理论概要

1.1.1　建筑力学的任务和研究的对象

建筑力学的主要任务是研究建筑结构及其构件在载荷等外界因素影响下的工作状态，可归纳为研究力系的简化和力系的平衡、内力及分布、强度、刚度、稳定、几何组成分析等问题。

建筑力学研究的主要对象为轴线长度远大于横截面尺寸的（细长）杆件，及由杆件构成的平面杆系结构。

在建筑力学的第2、3、4章，将研究对象视为不会变形的刚体；在讨论构件及结构的变形或位移时，则将研究对象视为变形体。

1.1.2　建筑力学的研究方法与手段

建筑力学的研究方法：①满足静力平衡条件（由外力求内力），②满足物理条件（由应力求变形或位移），③满足变形协调条件（求解超静定问题）。

建筑力学研究平衡的手段：考虑物体解除支座约束后的整体静力平衡（求支座约束力）；以截面法或以结点法取部分物体为隔离体的静力平衡（求内力）；或取微分单元体的平衡（进行应力状态分析）。

1.1.3　建筑力学的基本假设、计算附加假设、常用的原理

建筑力学在研究构件的强度、刚度、稳定等问题时，需将构件视为可变形物体，为简化计算，对组成构件的材料性质作下列（基本）假设：①连续性假设，②均匀性假设，③各向同性假设，④小变形假设。

建筑力学在研究轴向拉压、扭转、梁弯曲时，分别引用了计算附加假设，即各自对应的平截面假设。

建筑力学中，除了使用静力学的基本原理之外，还经常运用叠加原理和虚功原理。

1.1.4　平面结构杆件的类型

建筑力学中，平面结构杆件按其受力特征可划分成不同类型，见表1－1所示。

表1－1　常见平面结构（杆件）的各种类型及特点
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1.1.5　杆件变形的基本形式

建筑力学所涉及杆件变形的基本形式有四种：轴向拉伸或压缩、剪切、扭转、弯曲，见表1－2。

表1－2　杆件变形的四种基本形式
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1.1.6　载荷的分类

建筑力学中，载荷是指主动作用于结构上的外力，根据不同特征可分类如下：

（1）按作用在结构上的分布情况，将载荷分为集中载荷与分布载荷。

（2）按作用在结构上的性质，将载荷分为静力载荷与动力载荷。

（3）按作用在结构上的位置变化及时间长短，将载荷分为固定（恒）载荷与移动（活）载荷。

1.2　基本要求

（1）了解建筑力学所研究的内容。

（2）了解常用结构的分类；常见载荷的分类及杆件变形的基本形式。

（3）理解建筑力学的基本假设。

1.3　典型例题


例1－1
 　试比较建筑力学与工程力学、材料力学、结构力学不同课程间的异同点。


解
 　（1）建筑力学通常由三部分组成：静力学、材料力学和结构力学。

（2）工程力学通常由两部分组成：静力学、材料力学；也有部分（专业）工程力学教材由三部分组成：静力学、材料力学、理论力学中的运动学和动力学。

（3）由上可见，静力学和材料力学的内容，建筑力学与工程力学都有，但建筑力学的内容、例题和习题偏于土木建筑类型，且增加了建筑结构计算模型等内容。

（4）建筑力学中有关材料力学、结构力学的内容，没有单列课程材料力学、结构力学那么多。读者在学习建筑力学中的三部分内容时，可分别参考《理论力学》中的静力学、《材料力学》或《工程力学》、《结构力学》书籍中的对应内容。


例1－2
 　在建筑力学中，什么时候可将物体视为刚体？什么时候视为变形体？


解
 　在求结构的支座约束力时，可将物体视为刚体，解题时能运用（刚体）静力学的定理。而在研究结构的变形及位移时，将物体视为变形体，解题时就不能运用（刚体）静力学的某些定理（如力的平移定理、合力矩定理等）。

1.4　思考题


1－1
 　建筑力学与材料力学有何关联？


1－2
 　建筑力学研究的对象是哪些结构？


1－3
 　建筑力学的基本假设是哪些？


1－4
 　建筑力学课程总体包括哪些内容？


2　刚体静力学的基本概念与基本力系的简化

2.1　理论概要

2.1.1　力的概念

（1）物体受力的作用，一般情况下，不仅有移动而且还有转动。因为力有大小、方向和作用点的缘故，因此，力可用矢量描述。对刚体而言力是滑移矢量，其三要素为力的大小、力的作用线方位和力的指向。

（2）作用在物体上的同一点的两个分力F1
 和F2
 ，可以在此点合成为一个合力FR
 ，合力等于两分力的矢量和，写成矢量式为

FR
 ＝F1
 ＋F2


2.1.2　静力学基本原理

（1）二力平衡原理。刚体上仅作用两个外力而平衡时，这两个力必须符合大小相等、作用线相同、指向相反的条件。

（2）加减平衡力系原理。在刚体上加上或减去任意个平衡力系，不会改变刚体的原有运动状态。

（3）作用力与反作用力定律。作用力与反作用力大小相等，作用线相同，指向相反，分别作用在两个物体上。此定律揭示了力的传递规律。

（4）三力平衡定理。共面不平行的三力作用于刚体上，若其平衡，则三力必汇交于一点。

2.1.3　力的分解与力的投影

（1）一个力必须在给定的条件下，才能分解出其确定的分力（表2－1）。

表2－1　力的分解
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（2）不同的条件，有不同的投影方法（表2－2）。

表2－2　力的投影
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2.1.4　力对点的矩、力对轴的矩及二者的关系

力对点的矩是定位矢量，力对轴的矩是代数量，其表达式及二者的关系如表2－3所示。

表2－3　力对点的矩与力对轴的矩的关系
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2.1.5　合力矩定理

合力[image: alt]
 对一点（轴）的矩等于各分力对同一点（轴）的矩的矢量和（代数和）即
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2.1.6　力偶及力偶矩

（1）力偶由反向、平行的二力构成，其合力为零，是对刚体只产生转动效应的最简力系。

（2）力偶对刚体的作用效应，由力偶矩决定，力偶矩取决于力偶的作用平面（用法线表示）、在平面中的转向及大小。因此力偶矩是矢量。

（3）力偶对刚体上任意点的矩，就等于力偶矩本身。力偶矩矢是自由矢量。

2.1.7　力的平移定理

在刚体上，作用于点A的力F向任意一点B平移后，还必须附加一力偶，其力偶矩等于作用于点A的力对点B的矩，其大小为M＝MB
 （F），其矩矢M垂直于力F。

反之，当M·F＝0（M≠0，F≠0）时，通过力F的平移，可以合成为一个合力F，其平移的距离为[image: alt]
 。

2.1.8　合力投影定理（矢量投影定理）

合力在一轴上的投影，等于各个分力在同一轴上投影的代数和。若投影轴为x，有[image: alt]
 。此定理适用各种合矢量与分矢量之间的关系。

2.1.9　基本力系的简化的结果

力系的简化——用简单的力系来等效替代复杂的力系。

基本力系简化的结果归纳为表2－4。

表2－4　基本力系简化的结果

[image: alt]


2.1.10　平行分布力的简化

水压力、风力、重力均属分布载荷，这些面力和体力通过具体问题的不同抽象方法，往往可以简化为线分布载荷（力），如表2－5所示。当载荷与受作用物体垂直时，其合力的大小为载荷图的面积；当载荷与受作用物体不相垂直时，合力的大小不再是载荷图的面积。但合力的作用线位置仍由合力矩定理确定，均通过载荷图的形心。

表2－5　几种常见的线分布载荷
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2.1.11　物体的重心与形心

1．重心

对固体而言，其重力总是通过该物体或其延伸部分上一个确定点C，该点称为物体的重心。

设Pi
 为微元体的重力，P为总重力（图2－1），则有
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图2－1

2．形心

匀质物体的重心与形心是同一个点，形心完全取决于物体的几何形状，而与物体的重力无关。

设Vi
 为微元体的体积，V为总体积（见图2－1），则有

[image: alt]


两种特殊形状物体的形心如表2－6所示。

表2－6　匀质等厚薄壳、匀质等截面细杆的形心
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2.2　基本要求

1．正确理解力的概念，静力学基本原理。

2．能熟练地进行力的投影，力对点（轴）的矩的计算。

3．掌握力系等效替换的方法，熟悉基本力系的简化结果。

（1）能熟练应用力的平移定理。

（2）能熟练应用合力投影定理。

（3）能熟练应用合力矩定理。

（4）掌握基本力系简化的结果。

4．熟悉各种平行分布力的计算方法，掌握几种常用载荷图的合力大小和合力作用线的位置。

5．正确地建立物体重心、形心的概念，掌握重心、形心的一般计算公式。

（1）能利用对称性来简化形心的计算。

（2）能应用分割法、负体（面积）法进行复合形体的形心计算。

2.3　典型例题


例2－1
 　在例2－1图示的杆件上作用有力F，已知1/4圆弧半径为r，直角折杆尺寸为b和h，力作用线夹角为φ。试求力F对点O的矩。
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例2－1图


解
 　在力学计算中，为了快速计算对某点的力矩，一般不去求力F至点O的力臂，而是利用合力矩定理来求解。现将力F在点C分解成两个分力分别为

Fx
 ＝Fcosφ，　Fy
 ＝Fsinφ

而这两个分力对点O的力臂分别为（r＋h）和（r＋b）

即

MO
 ＝Fx
 （r＋h）＋Fy
 （r＋b）

MO
 ＝F（r＋h）cosφ＋F（r＋b）sinφ

可以证明（r＋h）cosφ＋（r＋b）sinφ就是力对点O的力臂。


例2－2
 　长方体长l＝0.5m，宽b＝0.4m，高h＝0.3m，其上作用有力F＝80N，方向如例2－2图a）所示。试分别计算：（1）力F在直角坐标轴x，y，z上的投影；（2）力F对直角坐标轴x，y，z的矩；（3）力F对z1
 轴（沿方向）的矩。
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例2－2图


解
 　（1）力F在直角坐标系x，y，z上的投影。

一次投影法。设力F与x，y，z轴正向之间夹角分别为α，β，γ，其方向余弦分别为

[image: alt]


则力F在轴x，y，z上的投影分别为

Fx
 ＝Fcosα＝-40[image: alt]
 N

Fy
 ＝Fcosβ＝32[image: alt]
 N

Fz
 ＝Fcosγ＝-24[image: alt]
 N

二次投影法。设力F与坐标平面Oxy的夹角为θ，力F在Oxy上的投影Fxy
 与轴Oy的夹角为φ，则Fxy
 ＝Fcosθ＝[image: alt]
 ，得
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（2）力F对直角坐标x，y，z的矩。

利用合力矩定理求解，即Mx
 （F）＝Mx
 （Fx
 ）＋Mx
 （Fy
 ）＋Mx
 （Fz
 ）。注意到Fx
 平行于轴Ox，Fz
 通过轴Ox，它们对该轴的矩都为零，则

Mx
 （F）＝Mx
 （Fy
 ）＝-Fy
 h＝-9.6[image: alt]
 N·m

类似地，可求出力F对y，z轴的矩分别为

My
 （F）＝0　　（F通过轴y）

Mz
 （F）＝Mz
 （Fy
 ）＝Fy
 l＝16[image: alt]
 N·m

利用力矩的解析形式求解，力作用线上某一点（B′点）的坐标分别为x＝0，y＝b＝0.4m，z＝0，则力F对x，y，z轴的矩分别为

Mx
 （F）＝yFz
 －zFy
 ＝-9.6[image: alt]
 N·m

My
 （F）＝zFx
 －xFz
 ＝0

Mz
 （F）＝xFy
 －yFx
 ＝16[image: alt]
 N·m

值得指出的是，这里的3个坐标x，y，z和力的投影Fx
 ，Fy
 ，Fz
 都是代数量，力矩的正负号由代数运算结果来确定。

（3）力F对轴z1
 的矩，可先求出力F对点O的矩矢，即

MO
 （F）＝Mx
 （F）i＋My
 （Fy
 ）j＋Mz
 （Fz
 ）k

再由力对点O的矩和对轴的矩的关系，可得力F对轴z1
 的矩等于力F对该轴上的点O的矩矢在该轴z1
 的投影。设ψ为轴z1
 与轴z的夹角（见图b）），并注意到轴x与轴z1
 垂直（即Mx
 （F）i⊥z1
 ）和My
 （F）＝0。则
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讨论

（1）采用一次投影法还是二次投影法，主要取决于题意所给条件。

（2）利用合力矩定理计算力对轴的矩，是力学计算中的基本方法。一般不去刻意寻找合力到矩轴的力臂。


例2－3
 　同平面的四力作用于一点，其方向如例2－3图a）所示。已知各力的大小为F1
 ＝50N，F2
 ＝80N，F3
 ＝60N，F4
 ＝100N。试求力系简化的结果。

[image: alt]


例2－3图


解
 　同平面的四力作用于一点，形成平面汇交力系，其简化结果必是作用于汇交点的合力。

解法一（几何法）（见例2－3图b）　先设定比例，然后将各分力按比例作首尾相接，而合力的首与第一个分力的首相接，合力的尾与第一个分力的尾相接。最后，量出FR
 ≈52N。

解法二（解析法）　利用合力投影定理求解。

[image: alt]


其合力大小：[image: alt]


其合力方位：[image: alt]
 。


例2－4
 　有四个力偶（F1
 ，[image: alt]
 ），（F2
 ，[image: alt]
 ），（F3
 ，[image: alt]
 ），（F4
 ，[image: alt]
 ）分别作用在正立方体的DCEH，BDHG，BACD和BCEG这四个平面内，各力偶矩的大小分别为M1
 ＝200N·cm，M2
 ＝500N·cm，M3
 ＝3000N·cm，M4
 ＝1500N·cm，转向如例2－4图a）所示。试求此四个力偶的合力偶矩。

[image: alt]


例2－4图


解
 　以正立方体为研究对象。正立方体受四个力偶作用。建立Oxyz坐标系，将各力偶矩用矢量表示如图b），并平行搬移到点O。则合力偶矩矢在各坐标上的投影分别为

Mx
 ＝M1
 ＋M4
 cos 45°＝200＋1500cos 45°＝1261N·cm

My
 ＝-M2
 ＋M4
 sin 45°＝-500＋1500sin 45°＝560.7N·cm

Mz
 ＝M3
 ＝3000N·cm

合力偶矩矢的大小和方向余弦分别为

[image: alt]


合力偶矩矢M也可用矢量表达为

M＝1261i＋560.7j＋3000k

讨论

当力偶用力偶矩矢表示时，其解法等同于空间力系。


例2－5
 　振动器中的偏心块几何形状如例2－5图所示。已知R＝100mm，r＝13mm，b＝17mm。试求偏心块截面（阴影部分）的重心位置。

[image: alt]


例2－5图


解
 　本题属求平面图形的重心问题，因有挖去的部分，所以，可结合分割法和负面积法求解。

在图示坐标系下，根据对称性，偏心块重心C在对称轴线上，所以

xC
 ＝0

将偏心块分割成3个部分：半径为R的半圆，半径为（r＋b）的半圆以及半径为r的小圆。最后的小圆是挖掉部分，其面积为负值。这三部分的面积及其坐标为

[image: alt]


代入形心公式后，可得

[image: alt]


偏心块重心（即形心）C的坐标分别为

xC
 ＝0

yC
 ＝39mm

讨论

在求解重心与形心坐标时，要尽量利用物体的对称性，重心与形心坐标必在匀质物体的对称轴上。


例2－6
 　试求例2－6图示半径为r的半球体的形心C相对球心的位置。

[image: alt]


例2－6图


解
 　坐标轴的选择如图所示，由对称性知xC
 ＝zC
 ＝0。只需求yC
 。取与xz平行的圆形薄片，厚度为dy，由于半球与xz平面相交于圆y2
 ＋z2
 ＝r2
 ，圆形薄片的半径为

[image: alt]


薄片的体积为

dV＝π（r2
 －y2
 ）dy

代入公式有

[image: alt]


讨论

这半球体可看作由1/4圆板平面绕轴y旋转而成，最适宜用积分求解。

2.4　思考题


2－1
 　在力的作用下，能处于平衡的物体都是刚体吗？


2－2
 　用矢量F＝Fx
 i＋Fy
 j＋Fz
 k能完整地表示力的三要素吗？


2－3
 　试区别FR
 ＝F1
 ＋F2
 与FR
 ＝F1
 ＋F2
 两个等式代表的意义。


2－4
 　合力是否一定比分力大？


2－5
 　力F沿轴x，y的分力与力在两轴上的投影有何区别？试以图示方法说明。

[image: alt]


思考题2－5图


2－6
 　一杆二点上受力如题图所示，若此杆平衡，则此杆是二力杆吗？

[image: alt]


思考题2－6图


2－7
 　试比较力矩与力偶矩二者的异同。


2－8
 　在刚体的A点作用一力F如题图所示，试问能否在B点加上一个力使其平衡？

[image: alt]


思考题2－8图


2－9
 　按力的可传性原理，将作用于构件AC上的力F沿其作用线移至构件BC上，如题图所示，下列说法正确吗？

[image: alt]


思考题2－9图

（1）当以ABC整体为研究对象列写平衡方程时无影响。

（2）分别以AC与BC为研究对象列写平衡方程时无影响。

（3）无论研究对象如何，列写平衡方程都无影响。


2－10
 　平面力偶系向作用面内任一点简化的结果是什么？


2－11
 　如果物体在某个平衡力系作用下处于平衡，那么，再加上一个平衡力系，该物体是否一定处于平衡状态？需要什么条件？


2－12
 　如题图所示，正方体两个侧面上作用着两个力偶（F1
 ，[image: alt]
 ）与（F2
 ，[image: alt]
 ），其力偶矩大小相等。试问此两个力偶是否等效？为什么？

[image: alt]


思考题2－12图


2－13
 　有两个相同的圆盘如题图所示，（1）图a）圆盘上作用一力偶；（2）图b）圆盘上作用一力，若有Fr＝M。试问它们对圆盘的作用效果是否一样？能否说一个力与一个力偶等效？为什么？

[image: alt]


思考题2－13图


2－14
 　作用在刚体上只有两个力，且满足FA
 ＋FB
 ＝0，则此刚体是否一定平衡？


3　空间任意力系的简化与物体的受力分析

3.1　理论概要

3.1.1　任意力系向一点简化的一般结果（表3－1）

表3－1　任意力系简化的一般结果

[image: alt]


3.1.2　约束及约束力

被约束物体之所以运动受到限制，是因为约束物体对被约束物体有作用力。

工程中常见的约束及约束力见表3－2。

表3－2　约束的类型及约束力

[image: alt]


[image: alt]


3.1.3　受力分析（受力图）

受力分析就是将研究对象上所有的外力用图示形式直观地表示出来。画受力图，是进行力学分析，也是计算的前提，更是研究力学问题的基本途径。

3.2　基本要求

1．正确理解力系简化的一般结果，了解力、力偶、力螺旋三种基本作用量。

2．能正确地画出研究对象的受力图。尽量做到受力分析简单、明了，如马上能判断二力构件等。

3.3　典型例题


例3－1
 　构件AB自重不计，在点C受一铅垂力F作用，如例3－1图a）所示。试画出构件AB的受力图。

[image: alt]


例3－1图


解
 　（1）取出构件AB（与外部约束脱离）为研究对象，并单独画出其简图。

（2）画出主动力，如题给出的条件，即照画力F。

（3）画约束力。因构件在点A受铰支座约束，其约束力通过铰链A，但方向不能确定，可用两个大小未知的正交分力FAx
 和FAy
 表示。B处为光滑接触面约束，其约束力应沿公法线的压力，因构件B为一个点，则与约束面垂直的线即为公法线方向，用指向构件点B的FB
 表示。

构件AB所受的力如图b）所示。

讨论

作示力分析（受力图），必须根据约束性质画约束力，而不需根据主动力去猜。


例3－2
 　结构如例3－2图a）所示。构件自重不计，受分布载荷作用。试画出构件AC及构件BD的受力图。

[image: alt]


例3－2图


解
 　（1）取出构件BD加以分析

由于此构件仅在B、D两点受到铰链的约束力，而中间不受任何外力，构件处于平衡，符合二力平衡公理，因此，B、D处的力必须共线、等值、反向，可用FB
 及FD
 表示，如图b）所示。只有两个力作用下而平衡的构件称为二力构件。

（2）取出构件AC进行分析

其所受的主动力为分布载荷，此载荷的合成结果已在第2章中详细介绍，在此仍照原图画；其约束力为点A受铰支座约束用FAx
 、FAy
 这两个正交分力表示，点B受到二力构件BD给它的反作用力F′B
 的作用，即F′B
 ＝-FB
 。构件AC的受力如图c）所示。

讨论

在作多物体系统的受力分析时，若能发现二力杆（二力构件），就能使受力分析得以简化。


例3－3
 　结构如例3－3图a）所示，构件自重不计，受水平力F作用，试画出板、杆连同滑块、滑轮及整体的受力图。

[image: alt]


例3－3图


解
 　（1）取板为研究对象分析

主动力为F；约束力：在A处受铰支座约束的两正交的分力，用FAx
 ，FAy
 表示；在C处受到杆上滑块的光滑接触面约束，则约束力沿公法线方向，即垂直板上的滑槽，用FC
 表示（图b））。

（2）取杆连同滑块和滑轮分析

虽然杆同滑块C和滑轮E均为铰接，但滑块C与滑轮E在点C与点D均为光滑接触面的约束，故其力均应垂直光滑接触面，分别以F′C
 （F′C
 ＝-FC
 ）及FD
 表示，点B受铰支座约束用两正交分力FBx
 、FBy
 表示（见图c））。

（3）作整体受力分析

在整体图上只需画出全部外力，而此时滑块C处力为内力，内力成对出现，不会改变物体的运动效应，故不必画出。整体受力图如图d）所示。

讨论

在作受力分析时，对有轮（滑轮）的系统，若没有特定要求，不必将滑轮单独取出分析。研究对象可以是几个物体的组合。


例3－4
 　结构如例3－4图a）所示。不计各构件自重，试画出结构中各物体及整体的受力图。

[image: alt]


例3－4图


解
 　（1）取杆CD分析

此杆两端为铰链约束，中间不受外力，为二力杆，用FC
 与FD
 表示，如图d）所示。

（2）取折杆AB分析

在A处为固定端约束，用正交的两个分力FAx
 ，FAy
 及力偶矩MA
 表示。B处为铰链，用正交的两个分力FBx
 ，FBy
 表示，如图b）所示。

（3）取杆BC分析

照画分布载荷q，在点B及点C分别受到力FBx
 ，FBy
 及FC
 的反作用力F′Bx
 ，F′By
 及F′C
 ，如图c）所示。

（4）作整体受力图

去除全部外约束画上约束力如图e）所示。

讨论

在固定端支座的约束力系中，含有力与力偶矩。所以，在分析固定端约束时，切不要漏画约束力偶矩。

3.4　思考题


3－1
 　已知平面任意力系向某点简化得到一合力，试问能否适当另选一简化中心，把力系简化为一力偶？为什么？


3－2
 　已知平面任意力系向某点简化得到一力偶，试问能否适当另选一简化中心，把力系简化为一合力？为什么？


3－3
 　某平面力系，向平面内点A、点B两点简化结果有否这样的可能：向点A、点B的简化结果相同，且其主矢与主矩皆不为零？


3－4
 　力系的主矢与合力有何异同？


3－5
 　某平面力系，如其力多边形不封闭，则该力系一定有合力，合力作用线与简化中心的位置无关，这种说法是否正确？


3－6
 　试问空间力系向任一点简化的一般结果是什么？


4　力系的平衡、静定与超静定的概念

4.1　理论概要

力系的平衡是静力学主要研究的问题，静平衡的情况在建筑结构和机械设备基础中是常见的问题。

4.1.1　单个刚体的受力平衡

1．汇交力系的平衡方程

当力系中各个力的作用线均交于一点时，形成汇交力系。而有些平面汇交力系的形成，可依据三力平衡汇交定理得出。汇交力系平衡方程的各种表达形式见表4－1。

表4－1　汇交力系平衡方程的形式
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2．力偶系的平衡方程

当力系均由力偶构成时，称为力偶系。因力偶矩矢是自由矢量，若将力偶矩矢类比于力时，则力偶系的平衡条件类似于汇交力系。但必须注意，平面力偶系的平衡方程只有一个。力偶系平衡方程的各种表达形式见表4－2。

表4－2　力偶系平衡方程的形式
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3．任意力系的平衡方程

当力系中的力呈任意分布时，称为任意力系。工程中的绝大部分问题都属于任意力系问题，且较多的属于空间任意力系问题。而大部分平面力系问题，都是从空间力系中，略去一些次要因素简化而得的。任意力系平衡方程的各种表达形式见表4－3。

表4－3　任意力系平衡方程的形式
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4.1.2　刚体系统的受力平衡

1．静定与超静定的概念

结构在外力作用下处于平衡状态，若未知量个数等于独立的平衡方程个数，则此结构为静定结构；若未知量个数多于独立的平衡方程个数，则此结构为超静定结构。

2．刚体系统平衡问题的求解方法

首先作系统的整体受力分析（在整体图上画出所有的外力）。观察取整体为研究对象时，能求出哪些未知量，这些未知量与题目要求的未知量是否有关，若有关，则可求出与此有关的未知量。

然后选取分部作为研究对象。分部研究对象的选取一般要包含所要求的未知量，且一般先选取未知量的个数应不多于相应力系的独立平衡方程的个数。研究对象确定后，则从整体图中脱离出来（单独画出），并在其上画出所有的外力。

当欲选取的研究对象上未知量个数均超过相应力系的独立平衡方程个数时，在没有未知力偶的前提下，应先选取未知力的作用点少的物体作为研究对象。

分部研究对象不一定是一个物体，也可以是若干个物体的组合。

最后，列写平衡方程，应根据不同的力系选取适当形式的平衡方程，既可以用力矩投影式，也可以用力的投影式；即可用基本形式，也可以用多力矩形式。一般而言，最适当的平衡方程应是：列写一个平衡方程，就解出一个未知量。

4.2　基本要求

（1）掌握各种力系的独立平衡方程的个数和形式。

（2）会选取适宜的力的投影轴和矩心，尽量做到列写出一个平衡方程就求解出一个未知量。

（3）能利用不独立的平衡方程进行校核。

（4）对物体系统平衡问题，能正确地根据所要求解的内容，选取研究对象和确定简便解题步骤，不列写不必要的平衡方程。

4.3　典型例题


例4－1
 　一对称的三角架，如例4－1图a）所示。A，B，C三点在半径r＝l/2的圆上，l＝1m。在O处受一水平力F＝400N的作用。试求每根杆上的力。
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例4－1图


解
 　本题为空间汇交力系，选坐标轴x，y，z和受力分析如图b）所示。

∑Fix
 ＝0，（FB
 －FC
 ）sinθcos30°＝0

得

FC
 ＝FB


∑Fiz
 ＝0，（FB
 ＋FC
 ）cosθ＋FC
 cosθ＝0，即

FA
 ＝-2FB


∑Fiy
 ＝0，（FB
 ＋FC
 ）sinθsin30°＋FA
 sinθ＋F＝0

将FC
 ，FA
 代入，并有[image: alt]
 ，得
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讨论

本题结构对称，但受力（主动力）不对称，所以，杆中力不完全相同。


例4－2
 　平面刚架在点B受到一水平力F如例4－2图a）所示。已知F＝20kN，l＝4m。试求支座A与支座D处的约束力。
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例4－2图


解
 　方法一（解析法）

已知FD
 与F交于点C，利用三力平衡汇交定理，FA
 必交于点C（图b））。

[image: alt]


方法二（几何法）

当汇交力系平衡时，力多边形自行闭合（图c）），则
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讨论

（1）本题若不采用三力平衡汇交定理，而是将A处的力分解为FAx
 ，FAy
 表示，此时力系成为平面任意力系。若从三力平衡汇交定理出发，可转化为平面汇交力系问题。三力平衡汇交定理相当于一个平衡方程。

（2）物体只受三力平衡时，用几何法解往往比较简便。

（3）当用解析法解时，FA
 的指向可假定；用几何法解时，FA
 的指向必须由矢量相加的原则来确定（即平衡时，各力首尾相连，力多边形自行闭合）。


例4－3
 　梁AC用三根链杆支承，如例4－3图a）所示。已知F1
 ＝20kN，F2
 ＝40kN，l＝2m，φ＝45°，θ＝30°。试求每根链杆所受的力。
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例4－3图


解
 　作受力图如b）所示。此为平面一般力系，可建立三个平衡方程。
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三式联立，求得

FA
 ＝31.8kN，FB
 ＝3.5kN，FC
 ＝29.8kN

讨论

（1）本例解是通过解联立方程求得。也可通过改变平衡方程形式，避免联立求解方程。如先对未知力的两个交点列力矩方程（图c）），

即
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得
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再建立∑Fix
 ＝0，同式（1），求出FB
 ，这就是二力矩形式。

若将第三式也改为力矩方程，有

[image: alt]
 ，-FB
 cosφ×6l－F1
 ×3l＋F2
 cosθ×l－F2
 sinθ×4l＝0

得

FB
 ＝3.5kN

（2）对求得的结果可以再建立平衡方程进行校核，但必须指出，这个平衡方程是不独立的，即不能求出约束力，仅仅作校验用。

本题可对点O采用力矩方程，观察求出的三个约束力是否满足平衡，即

∑MiO
 ＝FA
 sinφ×3l－FB
 cosφ×l＋FC
 ×l＋F1
 ×3l

将FA
 ，FB
 ，FC
 代入后，若∑MiO
 ＝0，说明FA
 ，FB
 ，FC
 正确无误；若∑MiO
 ≠0，则三个力中至少有一个出错。


例4－4
 　多跨梁如例4－4图a）所示。已知q＝10kN/m，M＝40kN·m，l＝2m。试求支座A，B，D处的约束力及铰链C所受的力。
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例4－4图


解
 　结构由两段梁AC，CD组成，梁上既有分布力，又有力偶，应看作平面一般力系。整体在三个点A，B，D上受到约束（未知量有四个），所以，应选其中未知力作用点少的物体（梁CD）先研究。求出FD
 后再回到整体。

以梁CD为研究对象，如图b）所示。
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其中

Q＝20kN，得

FD
 ＝15kN

∑Fix
 ＝0，FCx
 ＝0

∑Fiy
 ＝0，-FCy
 －Q＋FD
 ＝0，得

FCy
 ＝-5kN

以整体为研究对象，如图c）所示。

∑Fix
 ＝0，FAx
 ＝0

∑MiA
 ＝0，FB
 ×l－2Q×2l－M＋FD
 ×4l＝0，得

FB
 ＝40kN

∑Fiy
 ＝0，FAy
 ＋FB
 －2Q＋FD
 ＝0，得

FAy
 ＝-15kN

讨论

（1）以梁CD为研究对象时，应将此研究对象上的主动力系照原题画上。如分布载荷q有一部分作用在梁CD上，而力偶M也作用在梁CD上（如图b）所示）。而以整体作为研究对象时，整个分布力的合力作用在点C，力偶可在此刚体平面上移动。

（2）研究对象的选择不是唯一的，本题求FB
 及FAx
 ，FAy
 时，也可取AC梁为研究对象，但前提必须先求出铰链C处的力。若不需求C处的力，为减少方程数，应取整体为研究对象。

（3）本题也可看作平面平行力系。因分布力及B，C处的力均铅直向，力偶无合力，则C、A处的力必定铅直向，可用FA
 ，FC
 表示，这样相应的平衡方程个数也减少。


例4－5
 　结构如例4－5图a）所示。已知q＝3kN/m，F＝4kN，M＝2kN·m，l＝2m，CD＝BD，φ＝30°。试求固定端A和支座B处的约束力。
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例4－5图


解
 　以杆CB为研究对象，如图b）所示。
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以结构整体为研究对象，如图c）所示。
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讨论

题目中求A处的力是广义的提法，由于固定端上受力情况为一任意力系，它们向一点简化后，得一合力与一合力偶，因此，固定支座上的约束力系由一约束力和一约束力偶组成。


例4－6
 　结构如例4－6图a）所示。已知F，q，l。求支座A，B两处的约束力。
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例4－6图


解
 　由图b）所示的受力图可见，整体虽有四个未知量，但只有两个作用点，两个未知力共线，所以，可先求出两个未知量。

∑MiA
 ＝0，FBy
 R－2ql·l－F×3l＝0，得
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∑MiB
 ＝0，FAy
 R＋2ql·l＋Fl＝0，得

[image: alt]


以杆CD为研究对象（图c）），D处为光滑接触，此力FD
 沿圆的法向（过A点），对FD
 与FCy
 的交点取矩。

∑MiA
 ＝0，FCx
 l＋F×3l＝0，得

FCx
 ＝-3F

以杆ACE为研究对象（见图d））

∑MiE
 ＝0，FAx
 ×2l＋2ql·l＋FCx
 l＝0，得
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以整体为研究对象（图b））∑Fix
 ＝0，-FBx
 ＋FAx
 ＋2ql＝0，得
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讨论

（1）以整体为研究对象时，FAx
 与FBx
 是共线的未知量，这两个未知量无论用什么平衡方程，均不可能在此研究对象中求得。

（2）虽然只要求A，B处的约束力，但如果不求出FCx
 ，则问题不能求解。所以有时建立的平衡方程个数比题目中需求的未知量要多。


例4－7
 　结构如例4－7图a）所示。已知F＝10kN，l1
 ＝2m，l2
 ＝3m。试求杆CD，杆EO的受力。
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例4－7图


解
 　杆CD、杆EO均是二力杆。

以杆AE为研究对象，如图b）所示。
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以杆BO为研究对象，如图c）所示。
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或联立式（1）、式（2）得

FEO
 ＝36.06kN，FCD
 ＝60kN

讨论

对于此类题目，每个构件（杆AE和杆BO）的未知力均有两个以上作用点，所以，不能建立一个方程求解一个未知量，只能用联立方程求解。

4.4　思考题


4－1
 　对于平面力系的平衡方程，为什么说任何第四个方程只是前三个方程的线形组合？


4－2
 　某平面力系，如其力多边形封闭，是否可以说此平面力系是平衡的？


4－3
 　若某平面任意力系向其作用面内任一轴投影都为零，则此力系是否一定平衡？


4－4
 　若某平面任意力系向其作用面内任一点简化，其主矩恒等于零，则此力系是否一定平衡？


4－5
 　平面力系在平面上任选的三根轴上的投影的代数和皆为零，试问此力系是否一定为平衡力系？为什么？


4－6
 　解平面力系平衡问题时，为了避免解联立方程，在选择坐标轴及矩心位置时应注意些什么？


4－7
 　在求解平面力系平衡时，在题图所示力的投影轴和矩心位置中，那些平衡方程是独立的？
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思考题4－7图

[image: alt]



4－8
 　组合梁上作用均布载荷q如题图a）所示，在求A，B，D处约束力时，可否用作用线通过C点的合力Q＝2ql来替代（图b））？为什么？
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思考题4－8图


4－9
 　一个刚体上作用了空间力系，且处于平衡，因此可列写六个平衡方程。试问能否列写四个力的投影方程？为什么？


5　轴向拉伸与压缩

5.1　理论概要

5.1.1　轴向拉伸和压缩的外力特点和变形特点

（1）外力特点：由作用线与杆轴重合的外力引起。

（2）变形特点：杆件的长度发生轴向的伸长或缩短。

5.1.2　截面法、内力

（1）截面法：截面法是求内力的基本方法（图5－1）。
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图5－1

用截面法求内力的步骤：

①截
 　在需求内力的截面处，假想地沿该截面将杆件截开，分为两部分（图5－1a））。

②取
 　取任一部分，将弃去部分对留下部分的作用，以在截面上的内力来代替（图5－1b）或c））。

③平衡
 　对留下的部分进行平衡分析，由平衡条件求出该截面上的未知内力。

（2）内力——轴力（表5－1）

表5－1　内力——轴力
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5.1.3　应力、强度条件

轴向拉压时横截面上的应力、斜截面上的应力及强度计算见表5－2，图5－2。

表5－2　应力、强度条件
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[image: alt]


图5－2

5.1.4　变形

杆件在轴向拉压时，轴向和横向均产生线变形。在轴向拉伸时，轴向伸长，横向缩短；在轴向压缩时，轴向缩短，横向伸长（图5－3）。
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图5－3

轴向变形计算及横向变形计算见表5－3。

表5－3　变形、刚度条件
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5.1.5　材料的力学性质

深刻理解低碳钢的应力－应变曲线。

（1）弹性和塑性变形

弹性变形——除去外力后能完全消失的变形。

塑性变形——除去外力后不能消失的残余变形。

（2）强度指标

屈服极限σs
 ——屈服阶段中的最低应力值。

强度极限σb
 ——应力－应变曲线上的最高应力值。

（3）弹性指标

弹性模量E——应力－应变成比例时应力与应变的比值，即[image: alt]
 。

（4）塑性指标

延伸率
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面缩率
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式中

l1
 ——试件拉断后的标距长度；

A1
 ——试件拉断后颈缩处的最小横截面面积。

5.2　基本要求

（1）掌握拉、压杆的轴力计算及绘制轴力图。

（2）掌握拉、压直杆横截面及斜截面上的应力及拉、压杆的强度计算。

（3）掌握拉、压杆的变形及节点位移计算。

（4）了解并理解材料在拉伸或压缩时的力学性能。

（5）掌握拉、压超静定问题的求解。

5.3　典型例题


例5－1
 　例5－1图a）所示杆的A，B，C，D截面分别作用着大小为FA
 ＝5F，FB
 ＝8F，FC
 ＝4F，FD
 ＝F的力，方向如图，试求各段内力并画出杆的轴力图。
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例5－1图


解
 　（1）分段计算轴力

用截面法，分段作四个截面，取出三个脱离体（取右段为脱离体）如图b），c），d），e）所示，逐段计算轴力。设各段的轴力FN
 都为拉力（截面的外法线方向），分别为FN1
 ，FN2
 ，FN3
 ，FN4
 ，则由平衡条件可得
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∑Fx
 ＝0，FN2
 ＋FB
 －FC
 －FD
 ＝0，FN2
 ＝-3F

∑Fx
 ＝0，FN3
 －FC
 －FD
 ＝0，FN3
 ＝5F

∑Fx
 ＝0，FN4
 －FD
 ＝0，FN4
 ＝F

其中，FN2
 为负值，说明FN2
 的作用方向与所设的方向相反，应为压力。

（2）作轴力图

用平行杆轴的横坐标表示截面的位置，以垂直于杆轴的纵坐标按一定的比例表示对应截面上的轴力，绘出全杆的轴力图如图f）所示。


例5－2
 　阶梯杆AD受力如例5－2图a）所示。已知F＝10kN，弹性模量E＝2×105
 MPa，l＝50cm，AC段横截面面积AAC
 ＝20cm2
 ，CD段横截面面积ACD
 ＝10cm2
 。试求阶梯杆AD的总变形、截面B，C，D的位移，并作全杆的位移图。
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例5－2图


解
 　（1）求得支座反力并绘轴力图如图a），图b）所示。

（2）变形计算
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阶梯杆AD的总变形Δl为

Δl＝Δl1
 ＋Δl2
 ＋Δl3
 ＝0.0375－0.0125＋0.05＝0.075mm

（3）位移计算

截面A无位移

截面B的位移为

δB
 ＝Δl1
 ＝0.0375mm

截面C的位移为

δC
 ＝Δl1
 ＋Δl2
 ＝0.0375－0.0125＝0.025mm

截面D的位移为
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作全杆的位移图如图c）所示。


例5－3
 　结构受力如例5－3图a）所示。杆BD可视为刚体，杆AB和杆CD的横截面面积分别为A1
 ＝150mm2
 ，A2
 ＝400mm2
 ，其材料的应力－应变曲线分别表示于图b）中。求：

（1）当F到达何值时，杆BD开始明显倾斜（以杆AB或杆BC中的应力到达屈服极限时作为杆件产生明显变形的标志）？

（2）若设计要求安全系数n＝2，试求结构能承受的许用载荷［F］。

[image: alt]


例5－3图


解
 　（1）求杆BC开始明显倾斜时的F值

①杆AB　由图b）可知，杆AB是塑性材料，但由于没有明显的屈服阶段，因此，以名义屈服极限σ0.2
 作为它的屈服极限。由图可知σ0.2
 ＝σs
 ＝400MPa。则由

[image: alt]


得

[image: alt]
 ＝σs
 AAB
 ＝400×106
 ×150×10-6
 ＝60kN

相应的外载荷为

F＝2[image: alt]
 ＝2×60＝120kN

②杆CD　由图b）可知，杆CD的屈服极限σs
 ＝200MPa。得

[image: alt]
 ＝σs
 ACD
 ＝200×106
 ×400×10-6
 ＝80kN

相应的外载荷为

F＝2[image: alt]
 ＝2×80＝160kN

③由以上计算可知，当外力F＝120kN时，杆AB内的应力首先达到材料的屈服极限，这时杆AB将开始产生显著的变形（伸长），杆BD则开始明显地向左倾斜。

（2）计算许用载荷［F］

①杆AB的强度计算

杆AB的许用应力

[image: alt]


杆AB的许用轴力

［FN
 ］AB
 ＝［σ］AB
 A1
 ＝200×106
 ×150×10-6
 ＝30kN

相应的结构许用载荷

［F］＝2［FN
 ］AB
 ＝2×30＝60kN

②杆CD的强度计算

杆CD的许用应力
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杆CD的许用轴力

［FN
 ］CD
 ＝［σ］CD
 A2
 ＝100×106
 ×400×10-6
 ＝40kN

相应的结构许用载荷为

［F］＝2［FN
 ］CD
 A2
 ＝2×40＝80kN

③由以上计算可知，该结构的许用载荷［F］＝60kN，它是由杆AB的强度条件所确定的。

讨论

对于没有明显屈服阶段的塑性材料，通常，用材料产生0.2％的残余应变时相对应的应力作为名义屈服极限，并用σ0.2
 表示。确定σ0.2
 的方法是，在σ－ε图上（图b））量出残余应变ε＝0.2％的一点K，自K点作与σ－ε曲线上直线部分平行的直线，交曲线于C点，则C点所对应的应力值就是σ0.2
 。本例中杆AB材料的名义屈服极限σ0.2
 ＝400MPa，就是由上述方法来确定的。


例5－4
 　如例5－4图a）所示等截面砖柱高度为l，横截面面积为A，材料的密度为ρ，砖柱总重为G，弹性模量为E。试分析砖柱在自重作用下的内力、应力和变形。
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例5－4图


解
 　（1）内力分析

砖柱的自重可简化为沿柱高均匀分布的线载荷，其集度为q＝ρgA，距顶面为x处任意横截面m—m上的轴力（图b））为FN
 （x）＝qx＝ρgAx，其变化规律为一直线，柱的轴力图如图c）所示，最大轴力发生在柱底，其值为

FNmax
 ＝ρgAl（压力）

（2）应力分析

距顶面为x处任意横截面m—m上的正应力为

[image: alt]


其变化规律也为一直线，柱的正应力沿轴线的分布图如图d）所示，最大压应力发生在柱底，其值为σmax
 ＝ρgl。

（3）变形分析

由于各截面上的轴力是不同的，故在计算整根柱的变形时，应先计算微段dx的变形。取出微段dx如图e）所示，略去微段自重ρgAdx对微段变形的影响，dx微段的变形可写成
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整根柱的变形为
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例5－5
 　钢木构架如例5－5图a）所示，杆BC为钢制圆杆，杆AB为木杆。若F＝10kN，木杆AB的横截面面积为A1
 ＝10000mm2
 ，弹性模量E1
 ＝10GPa，许用应力［σ1
 ］＝7MPa；钢杆BC的横截面面积为A2
 ＝600mm2
 ，许用应力［σ2
 ］＝160MPa。试：（1）校核两杆的强度；（2）求许用载荷［F］；（3）根据许用载荷，重新设计钢杆BC的直径。
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例5－5图


解
 　（1）校核两杆强度

设两杆均受拉。首先必须确定两杆的内力，由节点B的受力图（图b））列出静力平衡方程：

∑Fy
 ＝0，FBC
 cos60°＝F，FBC
 ＝2F＝20kN（拉）

∑Fx
 ＝0，FAB
 ＋FBC
 cos30°＝0，FAB
 ＝-[image: alt]
 F＝-17.3kN（压）

对两杆进行强度校核

[image: alt]


由上述计算可知，两杆内的正应力都远低于材料的许用应力，强度尚没有充分发挥。因此，悬吊物的重量还可以增加。

（2）求许用载荷

两杆分别能承担的许用应力为

［FAB
 ］＝［σ1
 ］A1
 ＝7×106
 ×10000×10-6
 ＝70kN

［FBC
 ］＝［σ2
 ］A2
 ＝160×106
 ×600×10-6
 ＝96kN

由前面两杆的内力与外力F之间的关系可得

[image: alt]


根据上面计算结果，若以杆BC为准，取［F］＝48kN，则杆AB的强度显然不够，为了结构的安全，应取［F］＝40.4kN。

（3）重新设计杆BC的直径

根据许用载荷［F］＝40.4kN，对于杆AB来说，恰到好处，但对杆BC来说，强度是有余的，也就是说杆BC的截面还可以适当减小。由杆BC的内力与载荷的关系可得

FBC
 ＝2F＝2×40.4＝80.8kN

根据强度条件，杆BC的横截面面积应为

[image: alt]


杆BC的直径为

[image: alt]



例5－6
 　结构受载荷作用如例5－6图a）所示，已知杆AB和杆BC的抗拉刚度为EA。试求节点B的水平及铅垂位移。

[image: alt]


例5－6图


解
 　（1）　轴力计算

由节点B（图b））的平衡条件

∑Fix
 ＝0，FN2
 cos45°－FN1
 ＝0

∑Fiy
 ＝0，FN2
 sin45°－F＝0

解得

FN1
 ＝F（拉），FN2
 ＝[image: alt]
 F（拉）

（2）变形计算

[image: alt]


（3）节点B的位移计算

结构变形后，两杆仍应相交在一点，这就是变形条件。根据变形条件，可作出结构的变形图（图c））：因为杆AB受的是拉力，所以，沿AB的延长线量取BB1
 等于Δl1
 ；同理，杆CB受的也是拉力，所以，沿杆CB的延长线量取BB2
 等于Δl2
 ，分别在点B1
 和B2
 处作BB1
 和BB2
 的垂线，两垂线的交点B′为结构变形后节点B应有的新位置。即结构变形后成为ABC的形状。图c）称为结构的变形图。

为了求节点B的位置，也可以单独作出节点B的位移图。位移图的作法和结构变形图的作法相似，如图d）所示。

结构变形图和节点位移图，在计算节点位移中是等价的。在今后的计算中，可根据情况选其中一图。

由位移图的几何关系可得：

[image: alt]


讨论

画结构变形图或节点位移图时，杆杆受拉力则在延长线上画伸长变形；杆件受压力则画缩短变形。由于我们在画节点位移图时，是按杆件的伸长或缩短的实际情况而绘制的，即在画节点位移图时已考虑了是拉伸还是压缩这一现实，所以，在节点位移图中各线段之间的关系仅是一般的几何关系，计算位移时，只要代之以各杆伸长或缩短的绝对值就可以了。


例5－7
 　例5－7图a）所示结构，梁AC为刚性梁，已知l，h，F（0＜x＜l），斜撑杆BD的许用应力为［σ］。试求：为使杆BD重量最轻，θ的最佳值。

[image: alt]


例5－7图


解
 　（1）斜撑杆受力分析（图b））

由

[image: alt]


（2）θ最佳值的确定

由强度条件

[image: alt]


[image: alt]



例5－8
 　结构如例5－8图a）所示，梁AB为刚性梁，杆①和杆②的横截面面积和弹性模量间的关系分别为A2
 ＝10A1
 ，E2
 ＝[image: alt]
 ，试求各杆的轴力和端点B的铅垂位移。

[image: alt]


例5－8图


解
 　这是一次超静定问题。

（1）静力平衡方程

绘梁AB的受力图（图b）），平衡条件为

∑MA
 ＝0，FN1
 sin30°×2a＋FN2
 sin45°×a－F×3a＝0

化简后得

[image: alt]


（2）画梁AB的位移图

根据内力和变形一致的原则，杆①发生伸长变形，杆②发生缩短变形。由于梁AB不发生变形，因此，位移后AB′仍保持为一条直线。过点C′作杆②的垂线得点C1
 ，过点D′作杆①延长线的垂线得点D1
 。显然，CC1
 ＝Δl2
 ，DD1
 ＝Δl1
 。位移图如图c）所示。

（3）建立变形方程

由几何关系DD′＝2CC′，即[image: alt]


得

Δl1
 ＝[image: alt]
 Δl2


（4）建立补充方程

由胡克定律

[image: alt]


代入变形方程即得补充方程

[image: alt]


联立方程式（a）、式（b），解得各杆轴力分别为

[image: alt]


（5）点B的铅垂位移

由梁AB的位移图可知

[image: alt]



例5－9
 　如例5－9图a）所示，结构中三根杆的截面和材料均相同。若F＝60kN，［σ］＝140MPa，试计算各杆所需的横截面面积。

[image: alt]


例5－9图


解
 　这是一次超静定问题。

（1）画出节点A的受力图（图b））

静力平衡方程

[image: alt]


（2）画节点A的位移图

根据内力和变形一致的原则，绘点A位移图如图c）所示。

（3）建立变形方程

根据点A的位移图，变形方程为

[image: alt]


即

[image: alt]


（4）建立补充方程

由胡克定律

[image: alt]


代入变形方程得补充方程

[image: alt]


得

[image: alt]


联立式（1）、式（2）、式（3），解得各杆的轴力分别为

FN1
 ＝7.32kN（压），FN2
 ＝8.45kN（拉），FN3
 ＝55.8kN（拉）

（5）各杆的横截面面积计算

根据题意，三杆面积相同，由杆③的强度条件[image: alt]


得

[image: alt]


即

A1
 ＝A2
 ＝A3
 ＝398mm2


讨论

我们知道，由于在超静定结构中，各杆件的内力分配与各杆件之间的相对刚度有关，因此，在超静定结构中，求解杆件的内力，必须已知结构中各杆件之间的刚度比值。本例中，各杆的刚度（材料和截面）是相同的，设计所需的横截面面积应是相等的。


例5－10
 　简单构架如例5－10图a）所示。节点A为铰接，可作水平移动，但不能作竖向移动。已知两杆的面积均为A＝1000mm2
 ，材料的线膨胀系数α＝12×10-6
 /℃，弹性模量E＝200GPa。当杆AB的温度升高30℃时，试求两杆内横截面上的应力。

[image: alt]


例5－10图


解
 　（1）画出节点A的受力图（见图b））

因为节点A有三个未知力，而平面汇交力系只有两个独立的平衡方程，所以，本题为一次超静定问题。列静力平衡方程

[image: alt]


（2）画节点A的位移图（图c））。

（3）建立变形方程　Δl1
 ＝Δl2
 cos 30°。

（4）建立补充方程

Δl1
 ＝ΔlN1
 ＋ΔlT
 ，即杆①的伸长Δl1
 由两部分组成，ΔlN1
 表示由轴力FN1
 引起的变形，ΔlT
 表示温度升高引起的变形，因为ΔT升温，故ΔlT
 是正值。

[image: alt]


代入变形方程得补充方程

[image: alt]


即

[image: alt]


联立式（1）、式（2），得FN1
 ＝-43.6kN（压），FN2
 ＝37.8kN（拉）

（5）应力计算

[image: alt]


5.4　思考题


5－1
 　试判断题图所示各杆件的BC段的变形是否为轴向拉伸或轴向压缩。

[image: alt]


思考题5－1图


5－2
 　变形和应变有何区别？变形和位移有何区别？杆件的总伸长若为零，那么，杆内各点的应变是否也为零？杆内各点的位移是否也都等于零？


5－3
 　材料的拉伸图和应力－应变图有何区别？


5－4
 　什么是弹性阶段？弹性极限和比例极限有何区别？


5－5
 　怎样度量材料的塑性性质，有哪些主要指标？


5－6
 　对塑性材料和脆性材料如何确定许用应力［σ］？


5－7
 　考虑安全系数的因素有哪些？


5－8
 　如何理解杆件的工作应力、材料的危险应力、杆件的许用应力？


5－9
 　什么是强度条件？根据强度条件可以解决工程实际中的哪些问题？


6　连接件的工程实用计算

6.1　理论概要

6.1.1　剪切变形的外力特点和变形特点

外力特点：杆件受一对大小相同、方向相反、作用线相互平行且距离很近的力系作用。

变形特点：杆件沿外力作用线的交界面发生相对错动。

6.1.2　剪切面　内力

剪切面：杆件发生相互错动的截面，用As
 表示。

剪力：剪切面上的内力，它与剪切面相切，用Fs
 表示。

6.1.3　剪切与挤压实用计算

名义切应力：

[image: alt]


名义挤压应力：

[image: alt]


式中Fc
 ——挤压力；

Ac
 ——挤压面的计算面积。

6.1.4　拉压杆连接件的强度计算

拉压杆连接件的强度计算，主要掌握螺栓、销钉、铆接接头的实用计算。为了保证这类接头的正常工作，一般需要进行三方面的强度计算（表6－1）。

表6－1　拉压杆连接件的强度计算

[image: alt]


6.2　基本要求

（1）掌握如何确定剪力与剪切面、挤压力与挤压面。

（2）掌握剪切与挤压的实用计算。

（3）掌握切应力互等定理、剪切胡克定律及E，G，ν之间的关系。

6.3　典型例题


例6－1
 　例6－1图a）所示为一拉杆接头。已知销钉直径d＝30mm，材料的许用切应力［τ］＝60MPa，传递拉力F＝100kN，试校核销钉的剪切强度。若强度不够，则设计销钉的直径。

[image: alt]


例6－1图


解
 　（1）受力分析

由销钉受力图（图b））可见，销钉具有两个剪切面，剪切面上的剪力为[image: alt]
 。

（2）剪切强度校核

由

[image: alt]


可知销钉的抗剪强度不够。

（3）设计销钉的直径

由剪切强度条件

[image: alt]


得

[image: alt]


选用d＝33mm的销钉。

讨论

本例销钉具有两个剪切面，称为双剪。在计算工作应力时可直接应用公式[image: alt]
 。式中，F为销钉所传递的力；As
 为销钉的横截面面积。


例6－2
 　例6－2图a）所示有两块钢板，其厚度分别为t1
 ＝8mm，t2
 ＝10mm，b＝200mm。用五个直径相同的铆钉搭接，受拉力F＝200kN的作用。材料的许用应力分别为［σ］＝160MPa，［τ］＝140MPa，［σc
 ］＝320MPa，求铆钉所需的直径d。

[image: alt]


例6－2图


解
 　两块钢板搭放用铆钉连接的形式称为搭接（图a））。

绘出上钢板的受力图和轴力图（图b））。绘出铆钉的受力图（图c））。因为上钢板的厚度t1
 ＝8mm，小于下钢板的t2
 ＝10mm，所以，我们只对上钢板进行挤压和抗拉强度计算。

（1）铆钉的剪切强度计算

剪切面上的剪力为[image: alt]


由强度条件[image: alt]
 ，故应有[image: alt]
 。

得

[image: alt]


（2）挤压强度计算

如图c）所示，挤压力Fc
 ＝40×103
 N，挤压面积Ac
 ＝dt1
 ＝d×8×10-3
 m2


由挤压强度条件

[image: alt]


得

[image: alt]


（3）钢板的拉压强度计算

由图b）可知，1－1截面为危险截面，此面上FN
 ＝200kN，其净面积Aj
 ＝（b－2d）t1
 ＝（0.2－2d）×8×10-3
 。

由抗拉强度条件

[image: alt]


即

[image: alt]


得

d≤0.022m＝22mm

所以，d的取值范围内应为19.1mm≤d≤22mm，最后，取d＝20mm。


例6－3
 　例6－3图a）所示为中间的两块主钢板通过上下两块盖板对接。铆钉与钢板材料相同，材料的许用切应力［τ］＝130MPa，许用挤压应力［σC
 ］＝300MPa，许用拉应力［σ］＝170MPa。铆钉直径d＝20mm，主板厚度t1
 ＝10mm，盖板厚度t2
 ＝6mm，宽度b＝200mm。在F＝200kN作用下，试校核该接头的强度。

[image: alt]


例6－3图


解
 　（1）校核铆钉的剪切强度

力F由主板传给铆钉，再由铆钉将力传给盖板。当接头处的铆钉直径相同时，外力F由铆钉平均承担，左（右）侧主板传给每个铆钉的外力为[image: alt]
 ，盖板传给每个铆钉的外力为[image: alt]
 ，铆钉受力如图b）所示。此铆钉有两个剪切面，由平衡条件得剪切面上的剪力为[image: alt]
 。

所以

[image: alt]


（2）校核铆钉的挤压强度

主板厚度（10mm）比两块盖板厚度之和（12mm）小，而它们受到的挤压力一样，故应该校核铆钉与主板之间的挤压强度，即

[image: alt]


（3）校核主板的抗拉强度

画出左边主板的受力图和轴力图（图c）），校核1—1、2—2截面的抗拉强度。

[image: alt]


（4）校核盖板的抗拉强度

画出盖板受力图和轴力图（图d）），可见在2—2截面处轴力最大而截面积最小，2—2截面即为危险截面。

[image: alt]


综合上述计算，可见该连接件强度条件满足。


例6－4
 　两块厚度为δ＝5mm的钢板由四个铆钉连接（例6－4图a）），铆钉间距a＝200mm，已知F＝2kN，钢板、铆钉的材料相同，许用切应力［τ］＝130MPa，许用挤压应力［σC
 ］＝300MPa，试设计铆钉的直径。

[image: alt]


例6－4图


解
 　（1）荷载向铆钉群中心简化

得　合力FR
 ＝0，合力偶M＝2kN·m（图b））。

在合力偶M作用下，铆钉的受力图如图c）所示，每个铆钉受力为

[image: alt]


（2）由剪切强度条件求铆钉的直径

[image: alt]


解得　d＞5.9mm。

（3）由挤压强度条件求铆钉的直径

[image: alt]


解得　d＞2.36mm。

最后，选用d＝6mm的铆钉。

6.4　思考题


6－1
 　剪切变形的外力特点是什么？


6－2
 　什么是剪切与挤压的实用计算方法？


6－3
 　切应力τ与正应力σ的区别是什么？挤压应力σC
 和正应力σ又有何区别？


6－4
 　列出题图中的剪切面面积和挤压面面积的计算式。

[image: alt]


思考题6－4图


7　扭　转

7.1　理论概要

7.1.1　扭转变形的外力特点和变形特点

（1）外力特点：在垂直于杆轴平面内作用着一对大小相同、转向相反的外力偶矩。

（2）变形特点：杆件各横截面绕轴线发生相对的转动。

7.1.2　外力偶矩的计算

根据已知的功率和轴的转速，可以计算出作用于轴上的外力偶矩T

[image: alt]


式中T——外力偶矩；

Nk
 ——轴所传递的功率；

n——轴的转速（r/min）。

7.1.3　内力—扭矩（表7－1）

表7－1　内力—扭矩

[image: alt]


[image: alt]


图7－1

7.1.4　圆轴扭转时横截面上的切应力、强度条件（表7－2）

表7－2　圆轴扭转时横截面上的切应力、强度条件

[image: alt]


[image: alt]


图7－2

7.1.5　圆轴扭转时的变形、刚度条件（表7－3）

表7－3　圆轴扭转时的变形、刚度条件

[image: alt]


7.1.6　矩形截面杆的自由扭转

切应力分布规律（图7－3）：

[image: alt]


图7－3

（1）截面周边处的切应力方向与周边平行；

（2）截面角点外的切应力等于零；

（3）最大切应力发生在截面长边的中点处，计算式为

[image: alt]


式中h——矩形截面的长边；

t——矩形截面的短边；

α——与截面尺寸的比值[image: alt]
 ，有关的系数见表7－4。

表7－4　矩形截面杆扭转时的系数α

[image: alt]


7.2　基本要求

（1）掌握扭矩计算和绘制扭矩图。

（2）掌握圆轴扭转时的应力和强度计算。

（3）掌握圆轴扭转时的变形和刚度计算。

（4）了解矩形截面杆的自由扭转。

7.3　典型例题


例7－1
 　如例7－1图a）所示的传动轴的转速n＝200h/min，主动轮A输入功率NA
 ＝200kW，三个从动轮输出的功率分别为NB
 ＝90kW，NC
 ＝50kW，ND
 ＝60kW。试绘出轴的扭矩图。

[image: alt]


例7－1图


解
 　（1）计算外力偶矩。

[image: alt]


（2）计算各段轴内的扭矩。

分别将各段轴截开，保留左段或右段作为脱离体，并假设各截面上的扭矩为正，如图b），c），d）所示。

BC段　由∑Mx
 ＝0，得Mn1
 ＝-TB
 ＝-4.30kN·m　（图b））

CA段　由∑Mx
 ＝0，得Mn2
 ＝-TB
 －TC
 ＝-6.69kN·m　（图b））

AD段　由∑Mx
 ＝0，得Mn3
 ＝TD
 ＝2.87kN·m　（图c））

计算所得的Mn1
 和Mn2
 为负值，表示它们的实际转向与假设的转向相反，即为负号扭矩。

（3）绘扭矩图。

按一定的比例绘出扭矩图如图e）所示。


例7－2
 　传动轴系钢制的实心圆轴，其承受最大扭矩为2kN·m，［τ］＝40MPa，试设计圆轴的直径D。若将此轴改为内外直径之比[image: alt]
 的空心圆轴，试设计截面的内外直径，并比较实心圆轴和空心圆轴的用料。


解
 　（1）设计圆轴的直径D0
 。

按强度条件[image: alt]
 ，可计算截面的抗扭截面系数，即

[image: alt]


由

[image: alt]


可计算实心圆轴的直径

[image: alt]


（2）设计空心截面的内外径。

因为[image: alt]
 ，其中，[image: alt]
 ，所以，

由

[image: alt]


得

[image: alt]


和

d＝0.8D＝0.8×75.6＝60.5mm

（3）比较两轴所用的材料。

实心圆轴的截面面积

[image: alt]


空心圆轴的截面面积

[image: alt]


空心圆轴和实心圆轴的用料之比就等于两轴的截面面积之比，即

[image: alt]


讨论

由上面计算可知，空心圆轴的用料约为实心圆轴用料的一半。由此可知，在强度相同的情况下，采用空心圆轴可以显著地减轻自重、节约材料。


例7－3
 　有一阶梯形圆轴，轴上装有三个皮带轮，如例7－3图所示。轴的直径分别为d1
 ＝40mm，d2
 ＝70mm。已知作用在轴上的外力偶矩分别为T1
 ＝0.62kN·m，T2
 ＝2.05kN·m，T3
 ＝1.43kN·m。材料的许用切应力［τ］＝60MPa，G＝8×104
 MPa，轴的许用单位长度扭转角为［θ］＝2°/m。试校核该轴的强度和刚度。
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例7－3图


解
 　（1）作出扭矩图（图b））。

（2）强度校核。

由于AC段和BD段的直径不相同，横截面上的扭矩也不相同，因此，对于AC段轴和BD段轴的强度都要进行校核。

[image: alt]


[image: alt]


计算结果表明，轴的强度是足够的。

（3）刚度校核。

[image: alt]


[image: alt]


计算结果表明，该轴的刚度也足够。


例7－4
 　如例7－4图所示为装有四个皮带轮的一根实心圆轴的计算简图。已知T1
 ＝1.5kN·m，T2
 ＝3kN·m，T3
 ＝9kN·m，T4
 ＝4.5kN·m；各轮的间距为l1
 ＝0.8m，l2
 ＝1.0m，l3
 ＝1.2m；材料的［τ］＝80MPa，［θ］＝0.3°/m，G＝80×109
 Pa。

[image: alt]


例7－4图

（1）设计轴的直径D；

（2）若轴的直径D0
 ＝105mm，试计算全轴的相对扭转角φD－A
 。


解
 　（1）绘出扭矩图（图b））。

（2）设计轴的直径。

由扭矩图可知，圆轴中的最大扭矩发生在AB段和BC段，其绝对值Mn
 ＝4.5kN·m。由强度条件

[image: alt]


求得轴的直径为[image: alt]


由刚度条件

[image: alt]


即

[image: alt]


得

[image: alt]


由上述强度计算和刚度计算的结果可知，该轴之直径应由刚度条件确定，选用D＝102mm。

（3）扭转角φD－A
 计算。

根据题意，轴的直径采用D0
 ＝105mm，其极惯性矩为

[image: alt]


[image: alt]



例7－5
 　一圆轴两端固定，在C截面承受一外力偶矩T0
 的作用，如例7－5图所示。试求两固定端处的约束力偶矩，并作轴的扭矩图。

[image: alt]


例7－5图


解
 　解除两端的约束，并用约束力偶矩TA
 和TB
 代替作用于轴上（图b））。由于该轴上作用有两个未知力，而只有一个独立的平衡方程∑Mx
 ＝0，所以，这是一次超静定问题，须根据变形条件建立一个补充方程。

（1）静力平衡方程。

由

[image: alt]


（2）变形协调方程。

因为两端均为固定端，所以B截面相对于A截面的扭转角φB－A
 ＝0。变形协调方程如下：

[image: alt]


联立式（1）、式（2），解得

[image: alt]


（3）绘扭矩图（图c））。


例7－6
 　比较闭口与开口薄壁截面（例7－6图）圆管的抗扭性能，设R0
 ＝20d。

[image: alt]


例7－6图


解
 　（1）闭口薄壁圆管。

[image: alt]


（2）开口薄壁圆管。

[image: alt]


（3）抗扭性能比较（设R0
 ＝20d）。

[image: alt]


在抗扭性能方面，闭口薄壁杆远比开口薄壁杆好。

7.4　思考题


7－1
 　何谓扭矩？扭矩的正负号是如何规定的？


7－2
 　平面假设的根据是什么？该假设在圆轴扭转切应力的推导中起了什么作用？


7－3
 　试判别如题图所示各圆杆分别发生了什么变形。

[image: alt]


思考题7－3图


7－4
 　空心圆轴的外径为D、内径为d，抗扭截面系数能否用下式计算？为什么？

[image: alt]



7－5
 　圆轴的直径为D，受扭时轴内最大切应力为τ，单位扭转角为θ。若直径改为D/2，此时轴内的最大切应力为多少？单位扭转角为多少？


7－6
 　一实心圆截面的直径为D1
 ，另一空心圆截面的外径为D2
 ，α＝0.8，若两轴横截面上的扭矩和最大切应力分别相等，则D2
 ∶D1
 ＝？


7－7
 　矩形截面受扭时，横截面上的切应力分布有何特点？最大切应力发生在什么地方？其值如何计算？


8　弯曲内力、应力及强度计算

8.1　理论概要

8.1.1　平面弯曲的外力特点和变形特点

外力特点：横向外力或外力偶的作用平面与杆件的形心主惯性平面相重合。

变形特点：杆件的轴线变形为外力作用面内的平面曲线。

8.1.2　梁横截面上的内力——剪力和弯矩

（1）剪力和弯矩（表8－1）

表8－1　剪力和弯矩的定义及其符号规定

[image: alt]


（2）计算弯曲内力的基本规律

①求指定截面上的内力时，脱离体可取左段，也可取右段，二者计算结果一致。一般取外力比较简单的一段进行分析。

②横截面上的剪力Fs
 在数值上等于此截面左侧（或右侧）梁上所有横向力的代数和，即Fs
 ＝∑Fiy
 。对于左段梁，向上的外力将产生正号剪力，向下的外力将产生负号剪力；对于右段梁，向上的外力将产生负号剪力，向下的外力将产生正号剪力。

③横截面上的弯矩M在数值上等于此截面左侧（或右侧）梁上所有外力对该截面形心O的力矩的代数和，即M＝∑Mi
 。无论是左段梁还是右段梁，向上的外力均引起正号弯矩，向下的外力均引起负号弯矩。对于作用在梁上的外力偶，不论是在截面的左侧还是右侧，凡使该截面微段下边缘受拉的均引起正号弯矩，而使该截面处微段梁上边缘受拉的则引起负号弯矩。

（3）剪力方程、弯矩方程

剪力方程　表示各横截面上的剪力沿杆轴随截面位置变化的规律，其数学表达式为

Fs
 ＝Fs
 （x）

弯矩方程　表示各横截面上的弯矩沿杆轴随截面位置变化的规律，其数学表达式为

M＝M（x）

建立Fs
 （x），M（x）方程时须注意：如果梁上的外力不连续，则须分段写出剪力方程和弯矩方程。

（4）剪力图、弯矩图

剪力图　表示各横截面上的剪力沿杆轴随截面位置变化规律的图线，称为剪力图。

弯矩图　表示各横截面上的弯矩沿杆轴随截面位置变化规律的图线，称为弯矩图。

作内力图的步骤：

①正确求出支座约束力。

②根据外力作用情况，分段判断剪力图和弯矩图的曲线性质。

③求出控制截面上的内力数值。

④按正确的曲线形状连接这些控制点。

8.1.3　q（x），Fs
 （x），M（x）之间的微分关系

设载荷集度q（x）为截面位置x的连续函数（图8－1），则有
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图8－1

式（1）微分关系的几何意义是，任一截面处的分布载荷集度q（x）就是剪力图上相应点处的斜率。

[image: alt]


式（2）微分关系的几何意义是，任一截面处的剪力Fs
 （x）就是弯矩图上相应点处的斜率。

[image: alt]


式（3）微分关系的几何意义是，可以根据M（x）对x的二阶导数的正、负来定出M（x）图的凹向。若q（x）＞0，即[image: alt]
 ，则M图为下凹上凸（∩）的曲线。若q（x）＜0，即[image: alt]
 ，则M图为上凹下凸（∪）的曲线。若q（x）＝0，即[image: alt]
 ，则M图为直线。

掌握上述微分关系及Fs
 图和M图的下列一些特点，将有助于我们绘制和核校Fs
 图和M图，现将这些特点归纳于表8－2。

表8－2　几种载荷作用下剪力图和弯矩图的特征

[image: alt]


8.1.4　弯曲中心

只有当横向力作用线通过截面内某一特定点E时，杆件才只发生弯曲变形而无扭转变形，这个特定点E称为横截面的弯曲中心。

常见的薄壁截面，为了找到它们的弯曲中心，可掌握以下几条规律：

（1）具有两个对称轴或反对称轴的截面弯曲中心与形心重合。

（2）具有一个对称轴的截面，弯曲中心必在此对称轴上。

（3）如截面是由中线交于一点的两个狭长矩形组成，此交点就是弯曲中心。

8.1.5　平面弯曲的特点

（1）横向力必须与形心主轴平行且通过弯曲中心。

（2）平面弯曲时梁横截面上的中性轴一定是形心主轴，它与外力作用平面垂直。

（3）平面弯曲时梁的挠曲线在垂直于中性轴并与外力作用平面相重合或平行的平面内，是一条平面曲线。

8.1.6　弯曲正应力及强度条件

（1）纯弯曲与横力弯曲

纯弯曲　梁受力弯曲时，各横截面上的剪力为零，而弯矩为常数，这种弯曲变形称为纯弯曲。

横力弯曲　梁受力弯曲时，各横截面上不仅有剪力、弯矩，而且弯矩是截面位置x的函数。

（2）平面假设

梁变形前横截面是平面，变形后仍保持为平面。

（3）中性层与中性轴

中性层　梁弯曲变形时，其纵向纤维既不伸长也不缩短的一层称为中性层（图8－2）。
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图8－2

中性轴　中性层和横截面的交线称为中性轴（图8－2）。

（4）中性层的曲率方程

纯弯曲时曲率方程

[image: alt]


横力弯曲时曲率方程

[image: alt]


（5）梁横截面上的正应力、强度条件（表8－3）



表8－3　弯曲正应力、强度条件
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图8－3

8.1.7　弯曲切应力及强度条件（表8－4）

表8－4　弯曲切应力、强度条件
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图8－4

表中Fs
 ——横截面上的剪力；

[image: alt]
 ——横截面上所求切应力处的水平线以上（以下）部分的面积A*
 对中性轴的静矩；

Iz
 ——横截面对中性轴的惯性矩；

b——所求切应力处的横截面宽度；

tw
 ——工字形截面腹板宽度；

h1
 ——工字形截面腹板高度。

8.1.8　梁弯曲强度问题的解题步骤

梁弯曲的强度问题，可按图8－5所示的解题步骤进行计算。
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图8－5

8.2　基本要求

（1）了解并理解平面弯曲的概念。

（2）掌握剪力与弯矩计算、列剪力方程与弯矩方程、绘制剪力与弯矩图。

（3）熟练运用载荷集度、剪力和弯矩间的微分关系绘制剪力与弯矩图。

（4）掌握利用叠加法绘制弯矩图。

（5）了解并理解纯弯曲、横力弯曲、平面假设、中性层、中性轴的概念。

（6）掌握弯曲正应力及切应力计算、弯曲正应力强度计算及切应力强度计算。

（7）了解并理解弯曲中心的概念。

8.3　典型例题


例8－1
 　用截面法求例8－1图a）所示悬臂梁ABC截面处的内力。

[image: alt]


例8－1图


解
 　（1）为了避免求支座B的约束力，可沿截面C截开，并取左端为研究对象，在截面C上加上一个正号的剪力FsC
 和正号的弯矩MC
 ，如图b）所示。

（2）列静力平衡方程求截面C上的内力

由∑Fiy
 ＝0，F1
 －F2
 ＋F3
 －q×2－FsC
 ＝0

得

FsC
 ＝F1
 －F2
 ＋F3
 －q×2＝1－2＋3－2×2＝-2kN

由∑MOi
 ＝0，-F1
 ×6＋F2
 ×5－m1
 －F3
 ×3＋m2
 ＋q×2×1＋MC
 ＝0

得

MC
 ＝1×6－2×5＋2＋3×3－1－2×2×1＝2kN·m

讨论

由于在取脱离体、列写静力平衡方程时，是把内力FsC
 和MC
 当作脱离体上的外力来看待的，因此，在方程中出现的正负号是由它们作用在脱离体上的方向和转向按静力学规定而确定的，而不要与内力FsC
 ，MC
 本身的正、负号混淆。


例8－2
 　试作例8－2图示梁的剪力图和弯矩图。

[image: alt]


例8－2图


解
 　（1）求支座A和D处的约束力

∑MA
 ＝0，-F1
 ×1－m0
 －q×2×3＋FDy
 ×4－F2
 ×5＝0，FDy
 ＝9kN

∑Fy
 ＝0，FAy
 －F1
 －q×2＋FDy
 －F2
 ＝0，FAy
 ＝7kN

（2）建立剪力方程和弯矩方程

由于梁上的载荷将梁分成四个区域，因此，内力方程是分段函数，下面分别写出AB，BC，CD，DE四段的剪力方程和弯矩方程：
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（3）作剪力图和弯矩图

根据各段的剪力方程，作剪力图如图b）所示。根据各段的弯矩方程，作弯矩图如图c）所示。

应当指出的是，在Fs
 图和M图中应标出各控制截面上的剪力数值和弯矩数值。所谓控制截面，是指梁的端截面、载荷变化截面、极值剪力和极值弯矩所在截面。由图b），c）可知全梁的最大剪力和最大弯矩分别为｜Fsmax
 ｜＝7kN，｜Mmax
 ｜＝8kN·m。


例8－3
 　例8－3图a）所示的梁是在C处用中间铰将两根梁连接而成的组合梁。试利用微分、积分关系作此梁的剪力图和弯矩图。
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例8－3图


解
 　（1）求支座约束力

将组合梁在中间铰C处截成AC和CE两部分。根据梁CE的静力平衡条件（图b）），得

∑MC
 ＝0，FEy
 ×4a－F×2a＝0，FEy
 ＝2qa

∑Fy
 ＝0，FCy
 －F＋FEy
 ＝0，FCy
 ＝2qa

∑Fx
 ＝0，FCx
 ＝0

根据梁AC的静力平衡条件（图c）），得

∑MA
 ＝m0
 ，q×4a×2a－FBy
 ×4a＋FCy
 ×6a＝m0
 ，FBy
 ＝4qa

∑Fy
 ＝0，FAy
 －q×4a＋FBy
 －FCy
 ＝0，FAy
 ＝2qa

∑Fx
 ＝0，FAx
 ＝0

（2）剪力图

全梁分为AB，BD，DE三段，逐段判断Fs
 图的形状，计算出控制截面的剪力。

AB段：载荷q为常数，方向向下，故此段剪力图为递减，是一条向右下方倾斜的直线，须由两个截面上的剪力来确定该斜线。截面A有集中力作用，Fs
 图向上突变2qa；FsA右
 ＝2qa，FsB左
 ＝FsA右
 －4qa＝-2qa。

BD段：无载荷作用，即q（x）＝0，故此段剪力图为一条平行于梁轴的水平线。截面B有集中力作用，Fs
 图向上突变4qa；FsB右
 ＝FsD左
 ＝2qa，此段剪力图即为一条Fs
 ＝2qa的水平线。

DE段：无载荷作用，故此段剪力图为一条平行于梁轴的水平线。截面D，Fs
 图向下突变4qa，截面EFs
 图向上突变2qa；FsD右
 ＝FsE左
 ＝-2qa，此段剪力图即为一条Fs
 ＝-2qa的水平线。

作全梁的剪力图如图d）所示，最大剪力为｜Fsmax
 ｜＝2qa。

（3）弯矩图

全梁分为AB，BD，DE三段，分段判断M图的形状，计算出控制截面的弯矩。

AB段：载荷q为常数，方向向下，此段弯矩图为一条下凸的曲线。截面A，M图向上突变4qa2
 ；MA右
 ＝-4qa2
 ，F截面上Fs
 ＝0，故弯矩在该截面有极值，其大小为MF
 ＝MA右
 ＋[image: alt]
 ×2a×2qa＝-2qa2
 ，截面B处的弯矩MB
 ＝MF
 －[image: alt]
 ×2a×2qa＝-4qa2
 。

BD段：无载荷作用，Fs
 （x）＞0，此段弯矩图为递增，形状是一条向右下方倾斜的直线。MD
 ＝MB
 ＋4a×2qa＝4qa2
 。截面B和截面D，M图有尖角。

DE段：无载荷作用，Fs
 （x）＜0，此段弯矩图为递减，形状是一条向右上方倾斜的直线。ME
 ＝MD
 －2a×2qa＝0。

作全梁弯矩图如图e）所示，最大弯矩为∣Mmax
 ∣＝4qa2
 。


例8－4
 　试用叠加法作例8－4图a）所示梁的M图。

[image: alt]


例8－4图


解
 　（1）先将图a）所示梁的计算简图分解为图b），c）所示计算简图。

（2）图b）对应的弯矩图见图e），在x＝2a处，M＝3.6qa2
 。

图c）对应的弯矩图见图f），在x＝2a处，M＝-0.8qa2
 ；在x＝5a处，M＝-2qa2
 。

（3）合并图e）和图f）。

各分段点处弯矩值一一相加，即可得所要求的总弯矩图如图d）所示。


例8－5
 　有一外伸梁受力情况如例8－5图a）所示，已知F＝20kN，q＝10kN/m，a＝1m，容许拉应力［σt
 ］＝40MPa，容许压应力［σc
 ］＝100MPa。试校核该梁的强度。

[image: alt]


例8－5图


解
 　（1）梁内力，如图b），c）所示。

最大正弯矩

MC
 ＝10kN·m

最大负弯矩

MB
 ＝20kN·m

（2）梁截面特性

截面形心距底边为

[image: alt]


通过截面形心与纵向对称轴垂直的形心主轴z即为中性轴（图d））。

截面对中性轴的惯性矩

[image: alt]


（3）校核梁的强度

因为梁的许用拉、压应力不同，且梁的截面形状对中性轴不对称，所以，必须校核梁的最大正弯矩截面（截面C）和最大负弯矩截面（截面B）的强度。

①截面C的强度校核

MC
 ＝10kN·m为正弯矩，故截面C的上边缘为最大压应力，截面下边缘为最大拉应力：

[image: alt]


②截面B的强度校核

MB
 ＝20kN·m为负弯矩，故截面B的上边缘为最大拉应力，截面下边缘为最大压应力：

[image: alt]


经计算，截面C、截面B的强度均足够。

讨论

如果将此梁的截面倒放成⊥形，这时梁的最大拉应力将发生在截面B的上边缘，其值为

[image: alt]


此时梁的强度就不足。由此可见，对于这种抗拉、抗压强度不相同、截面上下又不对称的梁，须根据梁的受力情况进行合理放置。


例8－6
 　梁AB的截面形状及其所承受载荷如例8－6图a）所示。已知F＝7kN，m0
 ＝5kN·m，截面对中性轴的惯性矩Iz
 ＝10000cm4
 ，材料的许用拉应力［σt
 ］＝5MPa，许用压应力［σc
 ］＝12MPa。试问：

（1）此梁的截面如何放置才合理？

（2）梁的截面经合理放置后，若m0
 ＝5kN·m不变，许用集中的载荷［F］的值为多少？

[image: alt]


例8－6图


解
 　（1）内力（如图a））

最大正弯矩

MC
 ＝5kN·m

最大负弯矩

MA
 ＝2kN·m

（2）强度校核

将截面按图b），c）所示的两种形式放置，并分别绘制截面A和截面B的正应力分布图。

由正应力分布图可知，截面若按图b）所示放置，则截面B的下边缘将因最大拉应力σtmax
 ＝11MPa＞［σt
 ］＝5MPa而致使强度不足。若将截面按图c）所示放置，则该梁的强度在各截面均能得到满足。因此，图c）所示的放置形式是合理的。

（3）计算许用载荷［F］

由于m0
 ＝5kN·m不变，因此，将截面合理放置后，改变集中力F的值，并不影响BC段的强度，而只影响梁在AC段的强度，许用载荷［F］的值决定于截面A的负弯矩，由该截面上边缘的抗拉强度条件得许用弯矩
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因为截面A上的弯矩为

MA
 ＝m0
 －F×1＝［M］＝-2.27kN·m

所以

［F］＝5＋2.27＝7.27kN

讨论

由抗拉、抗压性能不相同的材料制成的梁（若［σc
 ］＞［σt
 ］），一般做成上、下不对称的截面，如T字形。若用yt
 表示由中性轴到受拉边缘的距离，而用yc
 表示由中性轴到受压边缘的距离，则此时的强度条件可写成[image: alt]
 和[image: alt]
 。梁内的最大拉应力σtmax
 与最大压应力σcmax
 可能发生在同一截面上，也可能发生在不同截面上，根据梁上正、负弯矩的情况而定。


例8－7
 　简易起重设备如例8－7图a）所示，起重量F＝30kN，吊车大梁由20a工字钢制成，跨长l＝5m，其许用正应力［σ］＝170MPa，许用切应力［τ］＝100MPa。试校核梁的强度。
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例8－7图


解
 　（1）正应力强度校核

吊车大梁可简化为如图b）所示简支梁。由于载荷是移动的，所以须确定载荷的最不利位置。在计算最大正应力时，应取载荷作用在梁的跨中（图b））。梁的弯矩图如图d）所示，最大弯矩值为

[image: alt]


由型钢规格表查得20a工字钢的抗弯截面模量为Wz
 ＝237cm3
 。

正应力强度校核：

[image: alt]


（2）切应力强度校核

在计算最大切应力时，载荷作用的最不利位置是靠支座附近（图c））。梁的剪力如图e）所示，最大剪力为Fsmax
 ＝FA
 ≈F＝30kN。

由20a工字钢的型钢规格表查得　[image: alt]
 。

切应力强度校核

[image: alt]


梁的正应力强度和切应力强度条件均能满足，所以，梁是安全的。


例8－8
 　悬臂梁AB受力如例8－8图a）所示。已知q＝2kN/m，F＝1.6kN，l＝2m，材料的许用拉应力为［σt
 ］＝25MPa，许用压应力为［σc
 ］＝60MPa。试求：

[image: alt]


例8－8图

（1）绘出固定端截面上的正应力和切应力沿截面高度的分布图；

（2）校核梁AB的正应力强度。


解
 　（1）绘Fs
 图，M图（图b））

（2）确定中性轴位置

中性轴距截面下边缘的距离为

[image: alt]


（3）计算形心主惯性矩

[image: alt]


（4）正应力强度校核

绘最大正弯矩所在截面（截面C）的正应力分布图和最大负弯矩所在截面（截面A）的正应力分布图（图c））。

截面A的强度校核　该截面的弯矩为负值，表示梁的上边缘受拉，下边缘受压：

[image: alt]


截面C的强度校核　该截面的弯矩为正值，表示梁的下边缘受拉，上边缘受压：

[image: alt]


计算结果表明，该梁强度不足。这是由于在距固端1.2m处截面C的下边缘抗拉强度不足所致。

（5）绘固定端A截面上的切应力分布图

截面A的上、下边缘处的切应力τ＝0，在中性轴处：

当b上
 ＝100mm时，[image: alt]


当b下
 ＝25mm时，[image: alt]


切应力分布图如图d）所示。

讨论

对于抗拉、抗压性能不同，上下又不对称的梁进行强度计算时，一般来说，对最大正弯矩所在截面和最大负弯矩所在截面均需要进行强度计算。而解决这类问题的最好方法是，先分别绘出最大正弯矩所在截面的正应力分布图和最大负弯矩所在截面的正应力分布图，再进行验算。


例8－9
 　有一外伸梁ACDE受力如例8－9图a）所示。已知F＝50kN，q＝10kN/m，a＝2m，许用应力［σ］＝160MPa，［τ］＝100MPa，试选择钢梁的型号。
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例8－9图


解
 　（1）作梁的Fs
 图和M图（图b）、c））

由内力图可知：Mmax
 ＝20kN·m，Fsmax
 ＝50kN

（2）按正应力强度条件设计截面

由强度条件：

[image: alt]


得

[image: alt]


若用16号工字钢，则其[image: alt]
 ＝141cm3
 ＝141×103
 mm3
 ＞Wz
 ＝125×103
 mm3
 ，能满足梁的正应力强度条件。

（3）校核梁的切应力强度

16号工字钢的有关数据由型钢表查得Iz
 ＝1130cm4
 ，tw
 ＝6mm，Sz
 ＝80.8cm3


梁内最大切应力

[image: alt]


故选用16号工字钢能满足切应力强度条件。

讨论

在校核梁的强度或进行截面设计时，必须满足梁的正应力强度条件和切应力强度条件。在工程中，通常先按正应力强度条件设计截面尺寸，然后再进行切应力强度校核。一般情况下，按正应力强度条件所设计的截面常常可使得梁内横截面上的最大切应力远远小于材料的许用切应力［τ］，因此，对于一般比较细长的梁，可以根据梁中的最大正应力来设计截面，而不一定需要进行切应力强度校核。但在以下几种特殊情况下，必须注意校核梁的切应力强度条件：

（1）梁的跨度很短而又受到很大的集中力作用，或有很大的集中力作用在支座附近。在这两种情况下，梁内可能出现的弯矩较小，而集中力作用处横截面上的剪力却很大。

（2）工字梁或焊接、铆接的组合截面钢梁，其横截面腹板部分的宽度与梁高之比小于型钢截面的相应比值时，应对腹板上的切应力进行强度校核。

（3）木梁。由于木材在顺纹方向的抗剪能力较差，在横力弯曲时可能因中性层上的切应力过大而使梁沿中性层发生剪切破坏。因此，需要按木材顺纹方向的许用切应力［τ］对木梁进行强度校核。

8.4　思考题


8－1
 　悬臂梁承受集中载荷作用，梁横截面的形状及载荷作用方向如题图所示，试问各梁是产生平面弯曲吗？

[image: alt]


思考题8－1图


8－2
 　圆轴发生扭转变形时，相邻横截面间产生相对转动；而梁发生平面弯曲变形时，横截面之间也将产生相对转动，试问二者有何不同。


8－3
 　已知两静定梁的跨度、载荷和支承情况均相同。试问：在下列情况下，它们的剪力图和弯矩图是否相同？为什么？

（1）两根梁的横截面和材料均不同。

（2）两根梁的材料相同，但横截面不同。

（3）两根梁的横截面相同，但材料不同。


8－4
 　题图所示两根梁所承受的载荷大小均为10kN，两根梁的支反力是否相等？两根梁的Fs
 图、M图是否相同？
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思考题8－4图


8－5
 　如何确定剪力和弯矩的正和负？与刚体静力学中关于力的投影和力矩的正负规定有何区别？若从图示的梁中沿截面D假想地截开，并保留左段为研究对象，设截面D上的剪力方向和弯矩转向如题图所示，试问：

（1）图中假设的Fs
 和M是正还是负？

（2）为求得Fs
 和M值，在列平衡方程∑Fy
 ＝0和∑MD
 ＝0时，Fs
 和M在方程中分别采用正号还是负号？为什么？

（3）由平衡方程算得Fs
 ＝-1kN，M＝+10kN·m，其结果中的正、负号说明什么？

（4）梁内该截面上的Fs
 和M的实际方向和转向应该怎样？按内力符号规定是正还是负？
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思考题8－5图


8－6
 　题图所示外伸梁承受均布载荷q和集中力F作用，梁中截面D的弯矩为[image: alt]
 。这是根据叠加原理而直接写出来的。试解释为什么是这样？弯矩MD
 是AB跨中的最大弯矩吗（设[image: alt]
 ）？为什么？

[image: alt]


思考题8－6图


8－7
 　什么是叠加原理？应用叠加原理的前提什么？


8－8
 　何谓纯弯曲？为什么推导弯曲正应力公式时，首先从纯弯曲梁开始进行研究？


8－9
 　推导弯曲正应力公式时，作了哪些假设？它们的根据是什么？为什么要作这些假设？


8－10
 　何谓中性层？何谓中性轴？中性轴是怎样的一条轴？为什么？


8－11
 　各梁及其受力情况如题图所示，试问各梁哪些段是纯弯曲？哪些段是横力弯曲？

[image: alt]


思考题8－11图


8－12
 　梁在纵向对称平面受力而发生平面弯曲，试分别画出题图所示四种横截面上正应力沿其高度的变化规律。

[image: alt]


思考题8－12图


8－13
 　内径为d、外径为D的空心圆截面梁，截面对中性轴的惯性矩和抗弯截面模量表达式分别为[image: alt]
 。试问这两式是否正确？为什么？


8－14
 　正方形截面悬臂梁受力如题图所示。若分别按图a）、图b）两种方式放置，试问抗弯强度何者大？抗弯刚度何者大？

[image: alt]


思考题8－14图


8－15
 　试分别按正应力强度条件和切应力强度条件，判断矩形截面梁在以下三种情况下的抗弯能力各增加几倍。

（1）截面宽度不变而高度增加1倍；

（2）截面高度不变而宽度增加1倍；

（3）截面的高宽比不变而面积增大1倍。


9　弯曲变形及刚度计算

9.1　理论概要

9.1.1　梁的挠曲线和位移

（1）挠曲线

梁在发生弯曲变形后，原为直线的轴线将弯成一条曲线。弯曲后的梁轴线称为梁的挠曲线。其挠曲线方程为y＝f（x）。

（2）梁弯曲时的位移

梁弯曲时的位移由挠度及转角来度量（表9－1）。

表9－1　挠度和转角

[image: alt]


9.1.2　用积分法求梁的挠度和转角

（1）挠曲线近似微分方程

[image: alt]


（2）转角方程

[image: alt]


（3）挠度方程

[image: alt]


当[image: alt]
 为不连续时，则需分段列出M（x）方程和挠曲线近似微分方程，并分段积分。

（4）积分常数的确定（表9－2）

表9－2　边界条件和连续条件的确定

[image: alt]


9.1.3　用叠加法求梁的挠度和转角

（1）叠加原理

梁在各种载荷共同作用下任一截面的挠度和转角，等于同一梁在各种载荷单独作用下同一截面挠度和转角的总和。常用到的梁在简单载荷作用下的变形见表9－3。叠加法在工程计算中具有重要的实用意义，在用变形比较法解简单超静定梁的问题时，也是用叠加法来建立变形协调方程的。

表9－3　梁在简单载荷作用下的变形

[image: alt]


[image: alt]


9.1.4　梁弯曲时的刚度条件

工程中通常用梁弯曲变形后的截面位移来控制梁的变形，其刚度条件为

[image: alt]


在机械工程中，[image: alt]
 一般取值为[image: alt]
 ，在土建工程中，[image: alt]
 一般取值为[image: alt]
 ；［θ］一般以弧度为单位，取值在0.005～0.001rad之间。

9.2　基本要求

（1）了解并理解挠曲线、挠度和转角、挠曲线方程和转角方程、挠曲线近似微分方程、边界条件和连续性条件的概念。

（2）掌握梁变形的积分法计算和梁变形的叠加法计算。

（3）掌握简单超静定梁的求解。

9.3　典型例题


例9－1
 　已知悬臂梁的抗弯刚度EI为常数，其受力如例9－1图所示。试建立梁的挠曲线方程、转角方程，并求出最大挠度ymax
 和最大转角θmax
 。

[image: alt]


例9－1图


解
 　（1）建立坐标系如图所示，列出弯矩方程

M（x）＝-Fl＋Fx

（2）建立挠曲线近似微分方程

EIy″＝-M（x）＝Fl－Fx

积分一次得转角方程

[image: alt]


再积分一次得挠曲线方程

[image: alt]


（3）利用边界条件确定积分常数

当x＝0时，θA
 ＝0，代入式（a），得C＝0

当x＝0时，yA
 ＝0，代入式（b），得D＝0

（4）建立梁的挠曲线方程和转角方程

将积分常数C＝0，D＝0代入到式（a）、式（b），可得梁的转角方程和挠曲线方程：

转角方程

[image: alt]


挠曲线方程

[image: alt]


（5）求θmax
 和ymax


全梁的最大转角和最大挠度发生在悬臂梁的截面B，将x＝l代入式（c）得

[image: alt]


将x＝l代入式（d）得

[image: alt]


梁的挠曲线大致形状如图中虚线所示。


例9－2
 　外伸梁受力如例9－2图a）所示。EI为常数，试用叠加法求自由端截面C的挠度yc
 。

[image: alt]


例9－2图


解
 　（1）载荷分解及变形计算

首先将原图看成由图b）、c）两部分所组成。由图b）可知，因截面B的转动将带动梁BC段作刚体般的转动，故有

[image: alt]


而力F通过支座B，对梁不产生变形。由图c）可知，截面C的挠度为

[image: alt]


所以，截面C的总挠度为

[image: alt]



例9－3
 　求例9－3图a）所示组合梁截面C的挠度和截面D的转角。

[image: alt]


例9－3图


解
 　（1）载荷分解及变形计算

将原梁分解成如图b），图c）所示。

（2）求截面C的挠度

[image: alt]


（3）求截面D的转角

[image: alt]



例9－4
 　悬臂梁ABC受力如例9－4图a）所示。试用叠加法求θB
 ，yB
 ，θC
 ，yC
 。

[image: alt]


例9－4图


解
 　（1）载荷分解

首先，将原梁设想为由图示的b），c），d），e）所组成。梁AB部分受均布载荷q及在截面B受到集中力[image: alt]
 和集中力偶[image: alt]
 的作用，其刚度为2EI；而梁BC部分可看作受均布载荷作用的悬臂梁，其刚度为EI。

（2）计算转角θB


θB
 ＝θB1
 ＋θB2
 ＋θB3


[image: alt]


表示梁AB部分受均布载荷q作用（图b））而引起截面B的转角。

[image: alt]


表示梁AB部分截面B受集中力[image: alt]
 作用（图c））而引起截面B的转角。

[image: alt]


表示梁AB部分截面B受集中力偶[image: alt]
 作用（图d））而引起截面B的转角。

截面B的总转角为

[image: alt]


（3）计算挠度yB


同理

[image: alt]


（4）计算转角θC


θC
 ＝θC1
 ＋θC2
 ＋θC3
 ＋θC4
 ＝θB
 ＋θC4


[image: alt]


表示固定于截面B的BC梁受均布载荷q作用（图e））而引起截面C的转角。

截面C的总转角为

[image: alt]


（5）计算挠度yC


同理

[image: alt]


[image: alt]


截面C的总挠度为

[image: alt]



例9－5
 　梁AB和梁BC在B处铰接，A，C两端固定（例9－5图a）），梁的抗弯刚度均为EI，F＝40kN，q＝20kN/m。试画梁的剪力图和弯矩图。

[image: alt]


例9－5图


解
 　（1）确定中间铰B的约束力

从B处拆开，使超静定结构变成两个悬臂梁（图b））。

变形协调方程：

yB1
 ＝yB2


物理关系：

[image: alt]


代入补充方程得

[image: alt]


解得

[image: alt]


（2）画梁的剪力图和弯矩图

确定固定端A的约束力：

∑Fy
 ＝0，FA
 －FB
 －4q＝0

FA
 ＝4q＋FB
 ＝4×20－8.75＝71.25kN

∑MA
 ＝0，MA
 ＋4q×2＋4FB
 ＝0

MA
 ＝-4q×2－4FB
 ＝-4×20×2－4×（-8.75）＝-125kN·m

解得

[image: alt]


确定固定端C的约束力：

∑Fy
 ＝0，F′B
 ＋FC
 －F＝0

FC
 ＝F－F′B
 ＝40－（-8.75）－48.75kN

∑MC
 ＝0，MC
 ＋2F－4F′B
 ＝0

MC
 ＝4F′B
 －2F＝4×（-8.75）-2×40＝-115kN·m

解得

[image: alt]


最后，作梁的剪力图和弯矩图（图c））。


例9－6
 　试作如例9－6图a）所示梁的剪力图和弯矩图，设EA为常数。

[image: alt]


例9－6图


解
 　（1）这是一次超静定问题。解除中间铰的约束，则应有约束力FRB
 如图b）所示。

连续条件：

yB左
 ＝yB右


计算挠度yB左
 ：yB左
 是悬臂梁AB上截面B的挠度，其值为

[image: alt]


计算挠度yB右
 ：yB右
 是外伸梁BCD上截面B的挠度。它有两部分组成，第一部分是力F作用在截面B上引起的挠度，其值为[image: alt]
 ；第二部分是力FRB
 作用在截面B上引起的挠度，其值为[image: alt]
 ，

故

[image: alt]


将式（a）和式（b）代入到连续条件，则

[image: alt]


解得

[image: alt]


由悬臂梁AB的平衡条件可得，FRA
 ＝0.75kN，mA
 ＝0.75kN·m

由外伸梁BCD的平衡条件可得　FRC
 ＝3.125kN，FRD
 ＝1.625kN

（2）绘Fs
 图、M图于图c），图d）。

讨论

应当指出，在解此题时，有些读者先解除支承C处的约束，而后建立变形谐调条件yC
 ＝0，这初看上去很方便，其实这种方法不好。因为对于这样的基本静定梁，既没有现成的变形计算公式可以被利用，又要考虑因中间铰B的位移而引起梁BD的刚体位移，以致计算变得十分繁杂，读者不妨一试。

9.4　思考题


9－1
 　什么是挠曲线？什么是挠曲线近似微分方程？


9－2
 　什么是挠度？什么是转角？什么是挠曲线方程？什么是转角方程？


9－3
 　微分方程[image: alt]
 的近似性包含哪几个方面？


9－4
 　边界条件和连续条件如何区别？怎样确定积分常数？


9－5
 　利用叠加法求梁变形的前提条件是什么？


9－6
 　写出如题图所示梁的边界条件和连续条件。

[image: alt]


思考题9－6图


9－7
 　用积分法求题图所示梁的挠曲线方程时需要将梁分成几段来写挠曲线微分方程？共有多少个积分常数？列出为确定这些常数所必须的位移条件。

[image: alt]


思考题9－7图


9－8
 　试画出题图所示各梁挠曲线的大致形状。

[image: alt]


思考题9－8图


10　应力状态与强度理论

10.1　理论概要

10.1.1　应力状态的概念

（1）一点的应力状态

受力构件内一点的所有截面上的应力变化情况称为一点的应力状态。

（2）单元体

单元体是围绕所研究的点、用边长无限小取出的正六面体。

特征：各面上的应力认为是均匀分布的；各相互平行面上的应力大小相等。

（3）主平面、主应力

主平面　应力单元体中切应力为零的平面称为主平面。

主应力　主平面上的正应力称为主应力。主应力分别用σ1
 ，σ2
 ，σ3
 表示，且规定按代数值大小排列：σ1
 ≥σ2
 ≥σ3
 。

（4）应力状态的分类（表10－1）

表10－1　应力状态的分类

[image: alt]


（5）平面应力状态

应力分量都处于同一坐标平面内（如x，y平面），而该平面以外的应力分量均等于零（图10－1）。其中，法线为x的平面称为x平面，x平面上的应力用σx
 ，τx
 表示，同理，y平面上的应力用σy
 ，τy
 表示；α平面上的应力用σα
 ，τα
 表示。

[image: alt]


图10－1

10.1.2　平面应力状态分析的数解法（表10－2）

表10－2　平面应力状态分析的数解法

[image: alt]


[image: alt]


10.1.3　平面应力状态分析的图解法

（1）应力圆

应力圆方程

[image: alt]


应力圆的圆心坐标

[image: alt]


应力圆的半径

[image: alt]


（2）应力圆的作法

若已知一平面应力状态中的σx
 ，σy
 ，τx
 ，τy
 ，则取横坐标为σ轴、纵坐标为τ轴，选定比例，由（σx
 ，τx
 ）确定点Dx
 ，由（σy
 ，τy
 ）确定点Dy
 。以[image: alt]
 为直径作圆，即得相应于该单元体的应力圆（图10－2）。

[image: alt]


图10－2

（3）单元体和应力圆之间的对应关系

单元体和应力圆之间的对应关系见图10－2和表10－3。

表10－3　单元体和应力圆间的关系

[image: alt]


10.1.4　三向应力状态的概念

（1）三向应力圆　图10－3a）所示的三个主应力表示的单元体，由三个相互垂直的平面分别作应力圆，将三个平面的应力圆绘在同一平面上就是三向应力圆（图10－3b））。

[image: alt]


图10－3

（2）最大应力圆　从三向应力圆中可以看出，一点的最大正应力为σ1
 。由σ1
 和σ3
 所作的应力圆是最大应力圆，工程中最感兴趣的就是最大应力圆。

（3）最大切应力　一点的最大切应力之值为[image: alt]
 ，其作用面与主应力σ2
 的作用面垂直，与主应力σ1
 和σ3
 的所在平面成45°角（图10－4）。

[image: alt]


图10－4

10.1.5　广义胡克定律（表10－4）

表10－4　不同应力状态的广义胡克定律

[image: alt]


10.1.6　强度理论

常用的四个强度理论如表10－5。

表10－5　常用的四个强度理论

[image: alt]


[image: alt]


10.2　基本要求

（1）了解并理解一点的应力状态、主应力和主平面的概念。

（2）掌握平面应力状态分析的解析法和图解法。

（3）掌握广义胡克定律并加以运用。

（4）掌握四个常用的强度理论并加以应用。

10.3　典型例题


例10－1
 　试定性地绘出例10－1图a）所示梁内点1，点2，点3，点4处的应力单元体。

[image: alt]


例10－1图


解
 　（1）绘出Fs
 图，M图如图b）所示。

（2）画出截面m—m上的正应力分布图和切应力分布图如图c）所示。

（3）定性地绘出各点的应力取单元体

梁内点1处的应力单元体如图d）所示。单元体的位置处于梁的中性层上，故单元体上、下、左、右四个面上只有切应力而无正应力，切应力可按[image: alt]
 计算；在前、后两个面上，则既无正应力，又无切应力，所以，点1的应力单元体为平面应力状态（称纯剪切应力状态），它可以用平面形式来表示。

梁内点2处的应力单元体如图d）所示。单元体的位置处于梁的底边上，单元体上左、右两个面上只有正应力而无切应力，正应力可按[image: alt]
 计算；在上、下两个面上，由于假设纵向纤维没有挤压，所以正应力为零；在前、后两个面上，则既无正应力，又无切应力。所以，点2的应力单元体为单向应力状态。

取截面m—m上点3、点4处的单元体如图d）所示。单元体上左、右两个面上的正应力和切应力可分别按[image: alt]
 和[image: alt]
 计算；在上、下两个面上，由于假设纵向纤维没有挤压，所以正应力为零，而该平面上的切应力可由切应力互等定律得出τy
 ＝-τx
 ；在前、后两个面上，则既无正应力，又无切应力。所以点3、点4的应力单元体为平面应力状态，它可以用平面形式来表示。


例10－2
 　已知平面应力状态如例10－2图a）所示。试用数解法求：（1）斜面上的应力，并表示于图中；（2）主应力，并绘主应力单元体；（3）最大切应力及其所在平面的单元体。
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例10－2图


解
 　（1）求斜面上的应力

由图可知，斜面的外法线n和x轴的夹角α＝30°，根据斜面上的应力公式可得

[image: alt]


[image: alt]


所得σ30°
 ，τ30°
 均表示于图a）中。

（2）主应力及主应力单元体

主应力的大小为

[image: alt]


应当指出，由于此单元体的前、后两平面是零应力平面，主应力为零，因此，它也是主平面。按主应力排列次序，该点的三个主应力为

σ1
 ＝37MPa，σ2
 ＝0，σ3
 ＝-27MPa

主应力方位为

[image: alt]


得2α0
 ＝-38.66°，α0
 ＝-19.33°。

由此可见，一个主平面的方位角为α0
 ＝-19.33°，另一个主平面与它相垂直，其方位角为α0
 ＋90°＝70.67°。它们之中一个是σ1
 的作用面，另一个是σ3
 的作用面。至于哪一个是σ1
 的作用面，哪一个是σ3
 的作用面，可将α0
 的值代入斜面上的应力公式进行计算，然后加以确定。主应力单元体如图b）所示。

（3）极值切应力及其作用面

极值切应力

[image: alt]


极值切应力所在面的方位

[image: alt]


因为2α1
 ＝51.34°，所以，可得α1
 ＝25.67°和α1
 ＋90°＝115.67°两个α1
 值，要判断哪一个是τmax
 的作用面，可将α1
 ＝25.67°和α1
 ＝115.67°分别代入斜面上的应力公式进行计算，然后加以确定。

极值切应力面上的正应力为[image: alt]


极值切应力所在面如图b）所示。


例10－3
 　已知Oa面上的正应力为40MPa、切应力为40MPa；Ob面上的正应力为20MPa、切应力为20MPa（例10－3图a））。试求：

（1）Oa与Ob面的夹角α；

（2）画主应力单元体图；

（3）Oa面逆时针转60°时斜面上的应力。

[image: alt]


例10－3图（单位：MPa）


解
 　根据Oa与Ob面的应力值，定出对应点Da
 ，Db
 就可作出应力圆，有了应力圆，所求的三个问题都迎刃而解。

（1）画应力圆

在应力坐标上标出Da
 （40，40），Db
 （20，20）点，连点Da
 ，点Db
 ，作连线的中垂线交σ轴于点C（圆心）。以CDa
 （或CDb
 ）为半径作应力圆（图b））。

（2）从应力圆上量取各所求值

①Oa与Ob面的夹角α

从应力圆上量得2α＝36°，即α＝18°。

②画主应力单元体图

从应力圆上量得σ1
 ＝105MPa，σ2
 ＝16MPa；从点Da
 沿圆弧顺时针转到点A量得角度为116°，所以从Oa面顺时针转58°即为σ1
 的作用面。画主应力单元体图（图c））。

③Oa面逆时针转60°时斜面上的应力

从点Da
 沿圆弧逆时针转120°到点D60°
 （图b）），量得点D60°
 坐标为

σ60°
 ＝37MPa，τ60°
 ＝-37MPa

即为Oa面逆时针转60°时斜面上的应力。


例10－4
 　每边长均为10mm的钢质立方体放入一个宽度为10mm的两侧刚性槽中，见图例10－4所示。若立方体表面上承受压力F＝-15kN的作用。已知材料的E＝200GPa，ν＝0.3。试求钢质立方体中的三个主应力和主应变。

[image: alt]


例10－4图


解
 　根据所设立的坐标系，有

[image: alt]


因为钢质立方体在z方向无任何约束，所以，沿z方向可以自由伸长，故σx
 ＝0。另外，沿x方向为刚性，因此，限制沿x方向的变形，由变形条件

εx
 ＝[image: alt]
 ［σx
 －ν（σx
 ＋σy
 ）］＝0

即

σx
 －νσy
 ＝0

所以

σx
 ＝νσy
 ＝0.3×（-150）＝-45MPa

钢质立方体中的三个主应力分别为σ1
 ＝0，σ2
 ＝-45MPa，σ3
 ＝-150MPa

沿主应力方向的主应变为

[image: alt]



例10－5
 　一根圆轴承受轴向拉伸及扭转的联合作用，如例10－5图a）所示。为了用实验方法测定拉力F与外力偶矩m0
 的值，可沿轴向及与轴向成45°方向测出线应变。现测得轴向应变εo
 ＝500×10-6
 ，45°方向的线应变为ε45°
 ＝400×10-6
 。若轴的直径D＝100mm，弹性模量E＝200GPa，泊松比ν＝0.3。试求F和m0
 的值。
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例10－5图


解
 　（1）点K处的应力状态分析

在点K处取出单元体，应力状态如图b）所示。它是平面应力状态，其横截面上的应力分量是

[image: alt]


（2）计算外力F

由广义胡克定律

[image: alt]


可得

σx
 ＝Eε0
 ＝100×106
 Pa＝100MPa

由此得到

F＝σx
 A＝0.785×106
 kN

（3）计算外力偶矩m0


已知

[image: alt]


由

[image: alt]
 ×［50×106
 ＋τx
 －0.3×（50×106
 －τx
 ）］＝400×10-6


得

τx
 ＝34.6×106
 Pa＝34.6MPa

因为

[image: alt]


所以

[image: alt]



例10－6
 　试对如例10－6图a）所示的简支梁AB进行强度计算。已知F＝100kN，l＝2m，a＝0.32m，材料的许用应力［σ］＝150MPa，［τ］＝95MPa。

[image: alt]


例10－6图


解
 　作出梁的剪力图和弯矩图，如图b）所示。

作出截面C之左的正应力分布图和切应力分布图，如图c）所示。

对于这种梁的强度校核一般应包括以下三部分内容：①最大正应力强度计算；②最大切应力强度计算；③在M较大、Fs
 较大的截面处，对翼缘和腹板相交的点进行强度计算。

（1）正应力强度计算

由弯矩图可知，全梁的最大弯矩MC
 ＝32kN·m，从截面C的下边缘点K1
 处取应力单元体如图d）所示，因最大正应力

[image: alt]


所以，梁AB的正应力强度满足。

（2）切应力强度计算

由切应力图可知，全梁的最大剪力Fsmax
 ＝100kN，在截面C的中性轴上的点K3
 处取应力单元体如图d）所示，因最大切应力

[image: alt]


所以，梁AB的切应力强度满足要求。

（3）翼缘与腹板交接处的强度计算

由内力图知，截面C之左的FSC左
 ＝100kN，MC
 ＝32kN·m。从截面C翼缘和腹板交接处点K2
 取应力单元体如图d）所示。因为

[image: alt]


所以，该点处于复杂应力状态，应选用适当的强度理论进行强度计算。现对点K2
 按第四强度理论进行强度校核如下：

因为

[image: alt]


所以，点K2
 处的强度不满足要求，即梁AB的强度不满足要求。

讨论

从本例计算中可以看出，全梁的正应力强度和切应力强度虽然满足了强度要求，但在弯矩M较大和剪力Fs
 较大的翼缘和腹板交接处的点K2
 ，因为处于复杂应力状态，具有较大的正应力和较大的切应力，所以组合起来的主应力就比较大了，容易发生破坏。因此，对这些处于复杂应力状态的点，选用适当的强度理论对它们进行强度计算是非常必要的。

10.4　思考题


10－1
 　什么叫一点的应力状态？为什么要研究一点的应力状态？


10－2
 　什么叫主平面和主应力？主应力和正应力有什么区别？如何确定平面应力状态的三个主应力及其作用平面？


10－3
 　题图所示各单元体分别属于哪一类应力状态？

[image: alt]


思考题10－3图　（应力单位：MPa）


10－4
 　一单元体和相应的应力圆如题图所示。试在应力圆上标出单元体上各斜截面所对应的点。
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思考题10－4图


10－5
 　已知一平面应力状态如题图所示，材料的E，ν均已知。试列出εu
 ，εν
 的表达式（u，ν相互垂直）。
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思考题10－5图


10－6
 　单元体某方向上的线应变若为零，则其相应的正应力也必定为零；若在某方向的正应力为零，则该方向的线应变也必定为零。以上说法是否正确？为什么？


10－7
 　什么叫强度理论？为什么要研究强度理论？


10－8
 　为什么按第三强度理论建立的强度条件较按第四强度理论建立的强度条件进行强度计算的结果偏于安全？


11　组合变形

11.1　理论概要

11.1.1　组合变形的概念

杆件受力之后，同时产生两种或两种以上基本变形的情况，称为组合变形。例如，图11－1a）所示的烟囱，除因自重所引起的轴向压缩外，还有因水平方向风力作用而产生的弯曲变形；图11－1b）、c）所示的挡土墙、厂房支柱等的变形也都属于压缩与弯曲的组合变形；图11－1d）所示屋架檩条在受到屋面传来的垂直作用力后，将由相互垂直的两个平面内的弯曲变形组合成斜弯曲；图11－1e）所示的卷扬机机轴的变形同时有弯曲和扭转变形。
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图11－1

11.1.2　组合变形的解题方法和计算步骤（表11－1）

表11－1　组合变形的解题方法和计算步骤

[image: alt]
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11.1.3　斜弯曲

矩形截面杆杆端受一与y轴成φ角的力F作用见图11－2。其分析和计算见表11－2。
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图11－2

表11－2　斜弯曲
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11.1.4　轴向拉伸（压缩）与弯曲的组合

矩形截面杆受偏心拉力F作用见图11－3。其分析与计算见表11－3。
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图11－3

表11－3　轴向拉压和弯曲的组合
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11.1.5　扭转和弯曲的组合变形

圆截面杆受扭矩Mn
 和弯矩Mz
 ，My
 作用见图11－4。其分析与计算见表11－4。
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图11－4

表11－4　扭转和弯曲的组合变形
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11.1.6　组合变形的一般情况

对于一些受到复杂外力作用的杆件，其危险截面上最多可能出现六个内力分量，即轴向力FNx
 ；剪力Fsy
 ；Fsz
 ；扭矩Mn
 ；弯矩My
 ；Mz
 。解题方法：仍采用叠加法，由于剪力影响较小，所以，一般不予计算。因此，只要计算出内力FNx
 ，Mn
 ，My
 ，Mz
 后就可以进行强度计算。

常用的几种强度计算的表达式见表11－5。

表11－5　常用的强度计算式
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11.2　基本要求

（1）了解并理解组合变形的概念。

（2）掌握斜弯曲时危险点的应力、中性轴的位置及变形计算。

（3）掌握拉（压）与弯曲组合时危险点的应力；偏心拉压时危险点的应力、中性轴的位置计算。

（4）掌握弯曲与扭转组合时危险点的应力计算及采用的强度理论。

11.3　典型例题


例11－1
 　矩形截面的悬臂梁承受载荷如例11－1图a）所示。已知F1
 ＝1kN，F2
 ＝2kN，a＝0.5m，b＝40mm，h＝80mm。
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例11－1图

（1）试确定危险截面、危险点所在位置及计算梁内最大正应力的值。

（2）计算固定端截面上中性轴的位置。

（3）若将截面改为D＝50mm的圆形，试确定危险点的位置，并计算最大正应力。


解
 　（1）确定危险截面、危险点所在位置

①外力和内力分析，确定危险截面

此梁在力F1
 作用下将在Oxy平面内发生弯曲，在力F2
 作用下将在Oxz平面内发生弯曲，故此梁的变形为两个平面弯曲的组合——斜弯曲。

分别绘出Mz
 （x）和My
 （x）图（图b））。两个平面内的最大弯矩都发生在固定端截面上，其值分别为
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由于此梁为等截面杆，故固定端截面为该梁的危险截面。

②确定危险点所在位置

绘固定端截面的应力分布图（图c）），从应力分布图可看出，最大拉应力发生在固定端截面的点a，最大压应力发生在固定端截面的点c，固定端截面上的点a，点c即为危险点。

③计算梁内最大正应力

最大拉应力计算
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最大压应力计算
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（2）计算固定端截面上中性轴的位置

由
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得α＝76°，绘中性轴于图c）中。

（3）改为圆截面后的最大正应力

对于圆形截面，通过形心的任意轴都是形心主轴，其弯矩矢量和中性轴一致（图d））。因为危险截面的合成弯矩为
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所以，最大正应力为
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作合成弯矩M矢量的平行线并与圆周相切的点e，点f，即为危险点。点e为最大拉应力，点f为最大压应力。正应力分布如图d）所示。


例11－2
 　简易吊车的结构如例11－2图a）所示。当电动滑车行走到距梁端还有0.4m处时，吊车横梁处于最不利位置。横梁采用22a工字钢，其允许应力［σ］＝160MPa，当载荷为F＝20kN时，试对吊车横梁进行强度校核。
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例11－2图


解
 　（1）外力计算

吊车横梁的受力如图b）所示。由静力平衡条件得

FAx
 ＝49.7kN，FAy
 ＝-8.7kN

FBx
 ＝49.7kN，FBy
 ＝28.7kN

（2）内力计算

作吊车梁的内力图如图d）所示，由内力图可知，截面B左
 是危险截面，在该截面上有：

轴向力

FN
 ＝-49.7kN

弯矩

M＝30kN·m

（3）强度校核

从附录中查得22a工字钢截面A＝42cm2
 ，Wz
 ＝309cm3
 。由轴向力FN
 引起的正应力为
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由弯矩M引起的最大拉应力和最大压应力分别发生在该截面的上、下边缘处，其值为
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截面B左
 上的正应力分布规律如图c）所示。吊车横梁中的最大压应力发生在截面B左
 的下边缘，其值为
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所以，该梁的强度足够。


例11－3
 　试绘例11－3图a）所示构件底截面上正应力分布图。已知F＝100kN，zF
 ＝0.05m，yF
 ＝0.2m，a＝0.2m，b＝0.4m。
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例11－3图


解
 　（1）外力简化（图b））

将偏心力F向形心简化，得轴向力和力偶矩分别为

Fx
 ＝F＝100kN

my
 ＝FzF
 ＝100×0.05＝5kN·m

mz
 ＝FyF
 ＝100×0.2＝20kN·m

（2）内力计算（图d））

底截面上的内力有轴力和弯矩

FN
 ＝Fx
 ＝100kN

My
 ＝my
 ＝5kN·m

Mz
 ＝mz
 ＝20kN·m

（3）应力计算

截面的有关几何量计算
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底截面上角点的应力计算
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（4）确定中性轴的位置

截面的惯性半径为
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中性轴在两坐标上的截矩为
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绘中性轴及底截面上的正应力分布图如e）所示。


例11－4
 　一钢制圆轴，装有两个皮带轮A和B（例11－4图a））。两轮有相同的直径D＝1m，及相同的重量F＝5kN。轮A上皮带的张力是水平方向的，轮B上皮带的张力是铅垂方向的，它们的大小为F1
 ＝5kN，F2
 ＝2kN，设材料的许用应力［σ］＝80MPa，l＝0.5m，a＝0.3m。试按第三强度理论求圆轴所需直径。
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例11－4图


解
 　（1）外力简化

将轮上带的张力向截面形心简化，并考虑到轮子的重力。轴的计算简图如图b）所示。支座C，D处的约束力求出后也标在计算简图上。

（2）内力分析

根据计算简图，绘制扭矩图及垂直平面与水平平面内的弯矩图（图c））。

由内力图分析可知，截面C、截面B可能是危险截面，两截面上的合成弯矩分别为

[image: alt]


[image: alt]


由于MC
 ＞MB
 ，所以，截面C为危险截面，该截面上的内力为

弯矩

M＝MC
 ＝2.58kN·m

扭矩

Mn
 ＝1.5kN·m

（3）设计截面

根据第三强度理论的强度条件
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圆轴所需的抗弯截面模量为
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圆轴所需直径为
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例11－5
 　结构受力如例11－5图a）所示。钢制圆杆AB的横截面面积A＝80×10-4
 m2
 ，F＝8kN，T＝20kN，q＝4kN/m，l＝3m，a＝0.5m，抗弯截面模量W＝100×10-6
 m3
 ，抗扭截面模量WP
 ＝200×10-6
 m3
 ，材料的许用应力［σ］＝128MPa。试对此杆进行强度校核。
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例11－5图


解
 　（1）对杆AB进行分析，作杆AB的内力图（图b））。

（2）确定危险截面。

由内力图可知，距A 1m处的截面（Fs
 ＝0处）为危险截面，其面上的内力有

轴力

FN
 ＝20kN （拉）

扭矩

Mn
 ＝4kN·m

弯矩
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方位角

[image: alt]
 如图c）所示。

（3）应力分析

由图c）可知，危险截面上的点K是危险点。作出点K的应力单元体，如图d）所示。因为
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所以
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计算结果表明该结构强度不足。

讨论

应该指出的是，不少读者在解此题时不画内力图，而毫无根据地判断固定端截面为危险截面，其计算结果为σr3
 ＝126MPa＜［σ］。从而得出强度足够的错误结论。

11.4　思考题


11－1
 　什么是组合变形？在组合变形的强度计算中，应用叠加原理的前提是什么？


11－2
 　题图所示为几种梁的横截面及载荷作用平面情况（K为弯曲中心），试指出各梁将发生哪种类型的变形？外力应怎样简化和分解？
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思考题11－2图


11－3
 　已知圆轴的直径D，其Wz
 ＝Wy
 ＝[image: alt]
 ，WP
 ＝[image: alt]
 ，危险截面上的内力有弯矩My
 ，Mz
 和扭矩Mn
 。则[image: alt]
 ，其中，[image: alt]
 。此式对吗？若不对，则σr3
 应如何计算？


11－4
 　对承受组合变形的杆件如何建立强度条件？为什么校核构件在弯扭组合变形下的强度时要用到强度理论？在建立斜弯曲或偏心拉压的强度条件时是否也用到了强度理论？


11－5
 　试分析下列各种受力情况时杆件底截面上的内力：（1）力F作用在点E；（2）力F作用在点K；（3）力F作用在形心点C。
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思考题11－5图


12　压杆稳定

12.1　理论概要

12.1.1　稳定平衡和不稳定平衡的概念（表12－1）

表12－1　稳定平衡和不稳定平衡
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12.1.2　临界压力的概念

由稳定平衡过渡到不稳定平衡的临界值称为临界力。

对于细长压杆，作用在压杆上的力，随着外力的增加，细长压杆原有直线状态平衡也会从稳定的平衡过渡到不稳定的平衡。当压力F＜Fcr
 时，压杆处于稳定平衡状态；F＞Fcr
 时，压杆处于不稳定平衡状态。

Fcr
 称为临界压力。压杆由原来的直线平衡状态转变为微弯平衡状态时的压力值。也即开始丧失稳定平衡状态时的压力值。

12.1.3　临界力、临界应力的计算

压杆临界力的计算是压杆稳定一章中的关键，临界力的大小和压杆的支承情况、杆的长度、截面形状以及材料的性质均有关。

（1）压杆临界力、临界应力计算（表12－2）

表12－2　压杆临界力、临界应力计算
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（2）临界应力总图

表示压杆临界应力随着不同柔度λ变化规律的图线称为临界应力总图。

作法：以λ为横坐标、σcr
 为纵坐标。把大柔度压杆、中柔度压杆、小柔度压杆（强度控制）的临界应力的计算式表示在同一张图中（图12－1a），b））。
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图12－1

（3）临界力计算的一般步骤

①根据支承情况确定长度系数μ；

②计算柔度[image: alt]
 ；

③根据最大的λ值，确定压杆临界力的计算式。

12.1.4　压杆的稳定计算（表12－3）

表12－3　压杆的稳定计算
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12.2　基本要求

（1）掌握细长压杆在不同杆端约束下的临界力计算。

（2）掌握柔度、临界应力的计算及临界应力总图的概念。

（3）掌握用安全系数法进行稳定计算。

（4）掌握用折减系数法进行稳定计算。

12.3　典型例题


例12－1
 　两根圆截面压杆的直径均为d＝160mm，材料为Q235钢，E＝2×105
 MPa，σs
 ＝240MPa，两压杆的两端均为铰支，长度为l1
 ＝2l2
 ＝6m，试计算两杆的临界力。


解
 　（1）计算杆1的临界力
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因为λ1
 ＞λP
 ，杆1属于细长压杆，所以，采用欧拉公式计算临界力
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（2）计算杆2的临界力
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因为λS
 ＜λ2
 ＜λp
 ，杆2属于中长杆，现采用直线公式（也可采用抛物线公式）计算临界应力

σcr
 ＝a－bλ2
 ＝304－1.12×75＝219MPa

Fcr
 ＝σcr
 A＝219×[image: alt]
 ×0.162
 ＝4401×103
 N


例12－2
 　例12－2图所示压杆若绕y轴失稳，两端可视为铰支，若绕z轴失稳，可视为两端固定。材料为Q235钢，E＝200GPa，σP
 ＝200MPa，σs
 ＝235MPa，F＝180kN，l＝2m。截面尺寸为b＝40mm，h＝65mm。设计要求稳定安全系数［nw
 ］＝2，试校核压杆的稳定性。
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例12－2图


解
 　由于该压杆在两个形心主惯性平面内的支承条件不同，因此，首先须分别计算出压杆在两个形心主惯性平面失稳时的临界力，然后对压杆进行稳定计算。

（1）计算压杆绕y轴失稳时的临界力（Fcr
 ）y
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因为压杆绕y轴失稳，两端可视为铰支，所以μy
 ＝1

[image: alt]


λy
 ＝107＞λP
 ＝99.3，该压杆绕y轴失稳时属细长压杆，用欧拉公式计算临界力。
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（2）计算压杆绕z轴失稳时的临界力（Fcr
 ）z
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因为压杆绕z轴失稳时两端可视为固定，所以，μz
 ＝0.5
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当λS
 ＜λz
 ＜λP
 ，该压杆绕z轴失稳时属中长压杆，现采用直线公式（也可采用抛物线公式）计算临界力。

（σcr
 ）z
 ＝a－bλ＝304－1.12×86＝208MPa

（Fcr
 ）z
 ＝σcr
 A＝208×106
 ×2.6×10-3
 ＝540kN

（3）稳定计算

由上面的计算可知，该压杆将绕y轴先失稳，故其临界力为Fcr
 ＝（Fcr
 ）y
 ＝451kN，其工作安全系数
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压杆稳定计算符合设计要求。

讨论

（1）本题值得注意的是，尽管Iy
 ＞Iz
 ，EIz
 是压杆的最小抗弯刚度，但由于在两个主惯性平面内的支承条件不一样，所以该压杆将在抗弯刚度最大的纵向平面（绕y轴）内失去稳定。

（2）为了确定压杆的临界力，也可以比较两主惯性平面内的柔度，由λy
 ＝107、λz
 ＝86可知λy
 ＞λz
 ，从而可判断该压杆绕y轴先失稳。因此，只要计算出（Fcr
 ）y
 ＝451kN即可。


例12－3
 　结构受力如例12－3图a）所示，柱CD由Q235钢制成，E＝200GPa，σP
 ＝200MPa，许用应力［σ］＝120MPa。柱的两端铰支，柱长l＝3m，截面积为a＝60mm的正方形。试求：

（1）当F＝40kN时，柱CD的稳定安全系数n；

（2）如设计要求稳定安全系数［nw
 ］＝3，结构的许用载荷［F］；

（3）用φ系数法计算结构的许用载荷。
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例12－3图


解
 　（1）计算柱CD的内力和外力F的关系（图b））

由平衡条件∑MiA
 ＝0，可知[image: alt]
 。

计算柱CD的临界力

因[image: alt]
 ，A＝a2
 ，故
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因为λ＞λP
 ，所以柱CD属细长杆，用欧拉公式计算临界力

[image: alt]


确定柱CD的稳定安全系数

因为FNCD
 ＝4F＝160kN，所以，柱CD的稳定安全系数为

[image: alt]


注意：此安全系数即为柱CD工作时的安全储备。

（2）安全系数法计算许用载荷（［nw
 ］＝3）

由柱CD的稳定条件

[image: alt]


再由

[image: alt]


所以

[image: alt]


（3）用φ系数法计算许用载荷

因λ＝173，查表得φ＝0.2355

[image: alt]


所以
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讨论

上述计算所得的许用载荷分别为19.7kN和25.4kN，这是一个矛盾的结果吗？许用载荷究竟是19.7kN，还是25.4kN？这里应当指出的是，φ系数表中的稳定安全系数［nw
 ］不是一个定值，它是随λ值的变化而改变的量。而稳定安全系数法中的安全系数［nw
 ］是一个规定的特定值，他们之间没有关系，是两种方法中各自采用的安全系数。正因为如此，用φ系数法计算的结果不能与用安全系数法所得的结果进行比较。


例12－4
 　一端固定、一端自由，材料为Q235钢的工字钢压杆如例12－4图所示。压杆长l＝2m，承受轴向压力F＝400kN作用，许用应力［σ］＝160MPa。试确定工字钢的型号。
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例12－4图


解
 　按稳定条件选择工字钢的型号

根据稳定条件[image: alt]
 ，A和φ均为未知量，所以，须采用逐次渐进的方法计算。

（1）设φ1
 ＝0.5，由[image: alt]
 得

[image: alt]


按A1
 值，初选25b工字钢，由型钢表查得：A′1
 ＝53.5×10-4
 m2
 ，iy
 ＝24.04mm，iz
 ＝99.38mm。

当两端为球铰支座时，只需考虑最小刚度平面内的稳定性，即

[image: alt]


由λmax
 值查表得φ′1
 ＝0.253。因φ′1
 ＜φ1
 ，且二者相差太大，所以，初选截面太小，不满足稳定条件，应重新假设φ值。

（2）设
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[image: alt]


选32a工字钢：A′2
 ＝67.05×10-4
 m2
 ，iy
 ＝26.19mm

[image: alt]


由λy
 ＝152.7查得φ′2
 ＝0.297。φ′2
 和φ2
 仍相差较大，再试算。

（3）设
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选36b工字钢：A′3
 ＝83.5×10-4
 m2
 ，iy
 ＝26.4mm

[image: alt]


由λy
 ＝151.5，查表得φ′3
 ＝0.301，φ3
 和φ′3
 接近。对压杆进行稳定计算：
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稳定条件满足，所以，选用36b工字钢。


例12－5
 　两端铰支的压杆由两根20b槽钢组成一个整体（例12－5图a）），l＝10m，材料的弹性模量E＝2×105
 MPa，试求：

（1）截面如图b）布置时杆的临界力；

（2）截面如图c）布置时杆的临界力；

（3）截面应如何布置，杆的临界力才最大？其值为多少？
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例12－5图


解
 　（1）查型钢表得槽钢20b的截面几何性能见图a）。

（2）截面如图b）布置时杆的临界力

Iz
 ＝2Iz0
 ＝2×1913＝3830×10-8
 m4


Iy
 ＝2Iy1
 ＝2×268＝536×10-8
 m4


因为Iz
 ＞Iy
 ，所以

[image: alt]


λ＞λP
 ≈100，此杆属细长压杆，用欧拉公式计算临界力

[image: alt]


（3）截面如图c）布置时杆的临界力
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因为Iz
 ＞Iy
 ，所以

[image: alt]


λ＞λP
 ≈100，属细长压杆，用欧拉公式计算临界力

[image: alt]


讨论

经上述计算可知，尽管图b）与图c）两种布置时截面积均相同，但是图c）布置形式的临界力是图b）布置形式的临界力的4.3倍，这是由于图c）布置的截面形式较图b）为合理。

（4）求杆的最大临界力

若杆的截面按图d）布置，并使Iz
 ＝Iy
 ，则杆将具有最大的临界力。

[image: alt]


即

[image: alt]


得

a＝3.6cm

所以，只要将两槽钢分开布置，并使a≥3.6cm（图d）），压杆将具有最大的临界力。

[image: alt]


λ＞λP
 ≈100，用欧拉公式计算临界力
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12.4　思考题


12－1
 　压杆的失稳和梁的弯曲变形有何本质区别？


12－2
 　临界力是使压杆丧失稳定的最小载荷；临界力是压杆维持直线稳定平衡状态的最大载荷。这两句话对吗？矛盾吗？究竟何谓临界力？


12－3
 　欧拉公式的适用范围是什么？如用欧拉公式来计算中长压杆的临界力，会引起什么后果？


12－4
 　用稳定安全系数法和φ系数法设计压杆的截面时，是用压杆的临界力还是用工作压力来计算？为什么？压杆的临界力与工作压力有什么关系？


12－5
 　什么是折减系数φ？它与哪些因素有关？用φ系数法对压杆进行稳定计算时，是否要区别细长杆、中长杆和短粗杆？为什么？


12－6
 　对于两端铰支、由Q235钢制成的圆截面压杆，杆长l应比直径d大多少倍时，才能应用欧拉公式？


12－7
 　用稳定安全系数法计算的结果与用φ系数法计算结果是否一致？为什么？


12－8
 　两端为球铰支承的等直压杆，其横截面分别为如题图所示的形式。试问压杆失稳时，杆件将绕横截面上的哪根轴转动？
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思考题12－8图


12－9
 　由1、2两杆组成的简单桁架有如题图a），b）两种形式，试问它们的承载能力是否相同？

[image: alt]


思考题12－9图


13　平面体系的几何组成分析

13.1　理论概要

13.1.1　几何组成分析的基本概念

1．几何不变体系、几何可变体系、几何瞬变体系

在任意载荷作用下，不考虑材料变形情况，几何形状保持不变的体系称为几何不变体系；而几何形状可以改变的体系则称为几何可变（常变）体系；若一个几何可变体系在发生微小的位移后成为几何不变体系，则称为几何瞬变体系；几何可变与几何瞬变体系均不能作为工程结构使用。

2．刚片

由于不考虑材料的变形，故可把体系中的单根杆件或已被确定为几何不变的某个部分视为刚片（刚体）。地基也可看成为刚片。

3．自由度、约束、必要约束与多余约束

当体系运动时，用来确定某位置所需的独立几何参数（坐标）的数目，称为该体系的自由度。限制体系运动的装置称为约束（或联系）。能限制体系运动自由度的约束称为必要约束，反之称为多余约束。

4．刚片之间常见的几种约束

①一根链杆，相当于一个约束。

②一个实铰（单铰），或两根链杆的端点相交于同一刚片的接触点，则相当于两个约束。连接几个刚片的一个实铰（也称为复铰），等效于（n－1）个单铰，相当于2（n－1）个约束。

③一个简单刚结点（刚性连接），相当于三个约束。连接几个刚片的复杂刚结点，等效于（n－1）个简单刚结点，相当于3（n－1）个约束。

④两根链杆（端点不交于刚片的同一接触点）伸长线的交点构成虚铰（亦称为瞬铰）；若两根链杆相互平行，则构成无穷远处的虚铰，一个虚铰相当于两个约束。

13.1.2　体系自由度的计算

1．平面刚片体系

[image: alt]


2．平面链杆体系

[image: alt]


式中w——体系的计算自由度；

m——刚片数；

h——单铰数；

r——支座链杆数；

j——结点数；

b——链杆数。

若w＞0，则体系为几何可变。若w≤0，表明该体系满足几何不变的必要条件；若杆件布置合理，体系便是几何不变体系，否则为几何可变体系。

13.1.3　几何不变体系的组成规则及特点

1．两刚片规则

两个刚片用一个铰及一根不通过铰心的链杆相连，或两个刚片用不全平行也不全交于一点的三根链杆相连，则组成无多余约束的几何不变体系。

2．三刚片规则

三刚片用不在同一直线上的三个铰两两相连，则组成无多余约束的几何不变体系。

3．二元体和加减二元体规则

由两根不在同一直线上的链杆连接一个新结点的装置称为二元体。在体系上增加或撤除二元体，并不改变原体系的几何不变性或几何可变性。

4．静定结构与超静定结构的几何组成特点

静定结构是无多余约束的几何不变体系，超静定结构则是有多余约束的几何不变体系。

13.1.4　体系几何组成分析的常用方法及注意点

（1）对于杆件较少的体系，恰当地选择刚片和链杆，可直接利用两刚片或三刚片规则进行分析。

（2）对于杆件较多的复杂体系，首先需利用几何不变体系的组成规则对体系进行简化。可将其中确定的几何不变部分合并简化为一个或数个大刚片；也可将二元体撤除，以利分析。

（3）体系中的每根杆件和约束，既不能遗漏，也不能重复使用。当分析不能继续进行时，一般是所选择的刚片或约束不恰当，应重新选择。一个体系可能存在多种分析途径，但结论是唯一的。

13.2　基本要求

（1）了解自由度、约束、刚片等基本概念。

（2）熟练掌握几何不变体系的基本组成规则。

（3）能正确判断结构是否属于几何不变（几何可变、几何瞬变）体系。

13.3　典型例题


例13－1
 　试对例13－1图所示体系作几何组成分析。

[image: alt]


例13－1图


解
 　（1）计算自由度

由式（13－1）知，本体系具备几何不变的必要条件：

w＝3m－2h－r＝3×2－2×1－4＝0

（2）几何组成分析

将基础视为刚片Ⅰ；构件ABC、ADE分别视为刚片Ⅱ、刚片Ⅲ。刚片Ⅱ、刚片Ⅲ由实铰A相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅱ由链杆1、链杆2所构成的虚铰O12
 相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅲ则由链杆3、链杆4所构成的虚铰O13
 相连。三个刚片用同在一直线上的三个铰相连，故该结构为几何瞬变体系。

讨论

若将竖向的链杆1和链杆3改为斜杆，那么，虚铰O12
 ，O13
 的铰心不在无穷远处（也不在与A点同一水平高度），则体系为几何不变的。


例13－2
 　试对例13－2图a）所示结构作几何组成分析。
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例13－2图


解
 　（1）几何组成分析

结构由不全平行也不全交于一点的三根链杆与地基相连，故可撇开地基及支座链杆，只分析结构内部的几何组成。

取△ABE、△FHG、杆CD分别为刚片Ⅰ、刚片Ⅱ、刚片Ⅲ。刚片Ⅰ、刚片Ⅱ之间由杆AG、杆EF所构成的虚铰O12
 相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅲ之间由杆BC、杆ED所构成的虚铰D（O13
 ）相连；刚片Ⅱ、刚片Ⅲ之间则由杆CF、杆DH所构成的虚铰O23
 （铰心在无穷远处，但不在O12
 、O13
 的连线上）相连，三虚铰不共线，故结构为无多余约束的几何不变体系。

讨论

若将△ABE、△FHG、杆CF分别取为刚片Ⅰ、刚片Ⅱ、刚片Ⅲ，见图b）所示。刚片Ⅰ、刚片Ⅱ之间由虚铰O12
 相连；刚片Ⅱ、刚片Ⅲ由实铰F相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅲ则由杆BC、杆EF所构成的虚铰O13
 相连；虚铰O13
 在虚铰O12
 、实铰O23
 的延长线上，故认为此结构是几何瞬变。得此错误解法的原因在于：杆EF重复使用了两次，而杆ED、杆CD、杆DH则尚未使用。


例13－3
 　结构如例13－3图所示，试对其进行几何组成分析。
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例13－3图


解
 　几何组成分析如下：

在杆AB上依次增加二元体BDJ，DFK，构成大刚片Ⅰ；在杆BC上依次增加二元体BEL，EGM，构成大刚片Ⅱ；基础则视为刚片Ⅲ。刚片Ⅰ、刚片Ⅱ之间由实铰B相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅲ则由杆1、杆HF所构成的虚铰H相连；刚片Ⅱ、刚片Ⅲ则由杆2、杆GI所构成的虚铰I相连。三个刚片用不在同一直线上的三个铰两两相连，故结构为无多余约束的几何不变体系。


例13－4
 　结构如例13－4图a）所示，试对其进行几何组成分析。
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例13－4图


解
 　（1）计算结构的自由度

由式（13－2）得

w＝2j－b－r＝2×8－9－7＝0

（2）几何组成分析

将上部固定基础、△IFG和△JGH分别视为刚片Ⅰ、刚片Ⅱ、刚片Ⅲ，它们之间分别用不共线的三个实铰I，J，G两两相连，组成一个大刚片。在此大刚片上依次增加二元体12，ABF，BCG，CDH，DE3，最后整个结构可判断为无多余约束的几何不变体系。

讨论

对于图b）所示结构，其计算自由度为

w＝2j－b－r＝-2

可把上部固定基础、△IFG和△JGH分别视为刚片Ⅰ、刚片Ⅱ、刚片Ⅲ，它们之间分别用不共线的三个实铰I，J，G两两相连，组成一个大刚片。在此大刚片上依次增加二元体12，ACG，CE3，链杆FB、链杆HD则为多余约束，整个结构可判断为有两个多余约束的几何不变体系。


例13－5
 　结构如例13－5图a）所示，试进行几何组成分析。
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例13－5图


解
 　（1）计算图a）所示结构的自由度

w＝2j－b－r＝2×6－8－4＝0

（2）几何组成分析

将基础上增加二元体12后看作刚片Ⅰ，把杆EF、△BCD分别视为刚片Ⅱ、刚片Ⅲ。刚片Ⅰ、刚片Ⅱ之间由杆AF、杆3所构成的虚铰E相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅲ之间由杆AB、杆4所构成的虚铰C相连；刚片Ⅱ、刚片Ⅲ之间则由杆BF、杆DE所构成的虚铰O23
 （铰心在无穷远处）相连，三虚铰在同一直线上，故结构为几何瞬变体系。

讨论

（1）对于图b）所示结构，由地基与杆1、杆2构成的刚片Ⅰ与刚片Ⅱ（杆EF）由虚铰O12
 （杆AF与杆3所构成）相连；刚片Ⅰ与刚片Ⅲ由杆AB和杆4所构成的虚铰O13
 相连；刚片Ⅱ与刚片Ⅲ则由杆BF和杆DE所构成的虚铰O23
 相连，三铰不在同一直线上，故图b）结构为无多余约束的几何不变体系。

（2）对于图c）所示结构，由地基和二元体杆2、杆3构成为刚片Ⅰ；△ABF、△BCD分别看作为刚片Ⅱ、刚片Ⅲ。刚片Ⅰ、刚片Ⅱ之间由杆EF、杆1所构成的虚铰O12
 相连；刚片Ⅱ与刚片Ⅲ则由实铰B相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅲ之间由杆ED与杆4所构成的虚铰O13
 相连。三个刚片由不在同一直线上的三个铰两两相连，故图c）所示结构为无多余约束的几何不变体系。

（3）在图a）所示结构（几何瞬变体系）中，改变杆EF、杆DE的长度（或方向），就成为工程上可使用的几何不变体系（图b））所示结构）。

（4）图b）、图c）所示结构在支座A与E处的约束不同，故分析时刚片的取法有差异，但二者均为几何不变体系。


例13－6
 　试对例13－6图所示桁架作几何组成分析。

[image: alt]


例13－6图


解
 　（1）计算自由度

由式（13－2）得

w＝2j－b－r＝2×11－20－3＝-1

（2）几何组成分析

支座链杆只有三根，可只分析结构内部的几何组成。将杆AB、△CDE、△EHG分别视为刚片Ⅰ、刚片Ⅱ、刚片Ⅲ。刚片Ⅰ、刚片Ⅱ之间由杆AC、杆BD所构成的虚铰O12
 相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅲ之间由杆AG与杆BH所构成的虚铰O13
 相连；刚片Ⅱ与刚片Ⅲ则由E处实铰O23
 相连（与O12
 重合）。由于三个铰共线，故ABGH部分为几何瞬变体系，在此之上依次增加四个二元体（△FGJ，△GHJ，△GHK，△HIK）和多余约束杆JK，故整个结构可判断为有一个多余约束的几何瞬变体系。

讨论

若体系中某部分为几何瞬变（或几何可变），则整个体系即为几何瞬变（或几何可变）体系。


例13－7
 　试对例13－7图所示桁架作几何组成分析。
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例13－7图


解
 　（1）计算自由度

由式（13－1）得

w＝3m－2h－r＝3×8－2×10－4＝0

（2）几何组成分析

将地基、杆BD、△CEF分别视为刚片Ⅰ、刚片Ⅱ、刚片Ⅲ。刚片Ⅱ、刚片Ⅲ之间由杆DE与杆BF所构成的虚铰O23
 相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅲ之间由杆AE与支座链杆C所构成的虚铰O13
 相连；刚片Ⅰ、刚片Ⅱ之间由杆AD与支座链杆B所构成的虚铰O12
 （铰心无穷远）相连，三铰不共线，故图示结构为无多余约束的几何不变体系。

讨论

对于支座链杆大于3的体系，必须选地基为刚片，将地基与结构内部组成一个整体来考虑。


例13－8
 　试对例13－8图所示桁架作几何组成分析。

[image: alt]


例13－8图


解
 　（1）计算自由度

由式（13－2）得

w＝2j－b－r＝2×8－13－3＝0

即结构具有几何不变体系的必要条件。

（2）几何组成分析

由于体系与地基间由三根链杆相连，满足两刚片规则，故只需分析结构本身的几何组成即可。

将△ACD，△BEF、杆GH分别视为刚片Ⅰ、刚片Ⅱ、刚片Ⅲ。刚片Ⅰ、刚片Ⅱ由两根平行的链杆CE，链杆DF相连（构成的虚铰O12
 在无穷远处）。同理，无穷远处的虚铰O23
 （由链杆FG，链杆BH构成）连接刚片Ⅱ，刚片Ⅲ；虚铰O13
 （由链杆AG，链杆DH构成）连接刚片Ⅰ，刚片Ⅲ，三个虚铰在无穷远处，故结构为几何瞬变。

13.4　思考题


13－1
 　实铰和虚铰有何差别？


13－2
 　作平面体系的几何组成分析的基本思路如何？


13－3
 　在三刚片用三个铰连接的体系中，若有一个虚铰在无穷远处，问何种情况下体系为几何不变（瞬变、常变）的？


13－4
 　在三刚片用三个铰连接的体系中，若有两个虚铰在无穷远处，问何种情况下体系为几何不变（瞬变、常变）的？


13－5
 　在三刚片用三个铰连接的体系中，若三个虚铰在无穷远处，体系一定是几何可变的吗？


13－6
 　计算体系自由度有何作用？


13－7
 　试举例说明瞬变体系不能作为工程结构使用的原因。


14　静定结构的内力计算

14.1　理论概要

14.1.1　静定结构的特性和分类

（1）静定结构是无多余约束的几何不变体系，用静力平衡条件可唯一地确定其全部内力和约束力。

（2）静定结构只在载荷作用下产生内力。其他因素（温度改变、支座移动等）只引起结构的位移，而不产生内力。

（3）静定结构的内力与杆件的刚度（EI）无关。

（4）作用在结构基本部分的载荷不引起附属部分的内力；但作用于附属部分的载荷则会引起基本部分的内力。

（5）平衡力系作用在静定结构的某一内部几何不变部分时，则该部分受力，而其余部分均不受力。

（6）静定结构按几何组成的特点可分成两刚片、三刚片和主从结构；按受力特性则可分为梁、刚架、桁架、拱和组合结构。

14.1.2　静定结构内力计算步骤

（1）求出支座处的约束力；

（2）求出控制截面处的内力值；

（3）作内力图。

14.1.3　静定梁的内力计算

（1）静定梁的分类和力学特性

静定梁可分为简支梁、悬臂梁、外伸梁、斜梁和多跨静定梁。静定梁以弯曲变形为主，弯矩与剪力是主要内力。

（2）静定梁内力计算的要点

适当地选取隔离体，利用静力平衡条件可求出梁的约束力和内力。悬臂梁可从自由端开始求内力；多跨静定梁先从附属梁开始求内力，然后求基本部分梁的内力。

14.1.4　静定平面刚架的内力计算

（1）静定平面刚架的分类和力学特性

静定平面刚架可分为简支刚架、悬臂刚架、三角刚架等。刚结点可承受和传递弯矩，各杆件通常存在弯矩、剪力和轴力三种内力。

（2）静定平面刚架内力的计算要点

对于简支刚架、外伸刚架和三铰刚架，通常需先求出支座处的约束力；主从结构刚架则先从附属部分着手。利用载荷与内力间的微分关系作剪力图、弯矩图；利用叠加法作复杂载荷梁段的弯距图；杆端弯矩求得后用平衡条件求杆端剪力且作剪力图；再利用刚结点的平衡条件计算杆端轴力，进而绘轴力图。

14.1.5　平面桁架的内力计算

（1）平面桁架的分类和力学特性

平面桁架可分为简单桁架、复杂桁架和组合桁架。桁架所有杆件的两端由铰相连，外载荷作用于铰结点，杆件均为二力杆（只承受轴力）。

（2）桁架内力计算的要点

用结点法或截面法计算桁架杆件的内力（轴力）。结点法以结点为隔离体（平面汇交力系），由两个力的平衡方程求解与该结点相连的两根杆内的未知轴力，依次取结点的平衡直至求出所有杆件的轴力。截面法是用指定截面取桁架的某一部分为隔离体（平面一般力系），列出三个平衡方程可求解三根杆内的未知轴力。求解桁架时，需注意判断零杆以简化计算。

14.1.6　三铰拱的内力计算

（1）三铰拱的分类和力学特性

三铰拱可分为带拉杆与不带拉杆的三铰拱。在竖向载荷作用下，拱的支座处存在水平推力，拱截面上的轴力较大，其弯矩比对应简支梁的弯矩小。

（2）三铰拱内力计算的要点

拱支座处竖向约束力与对应简支梁的竖向约束力相等，水平约束力（推力）则为

[image: alt]


拱截面上弯矩M、剪力FS
 、轴力FN
 分别如下：

[image: alt]


在给定载荷作用下，能使拱所有截面上弯矩为零的合理拱轴线方程为

[image: alt]


14.1.7　组合结构的内力计算

（1）组合结构的组成特点和力学特性

组合结构是由链杆与梁式杆联合组成的结构。链杆只承受轴力，梁式杆通常存在弯矩、剪力和轴力。

（2）组合结构内力的计算要点

用结点法或截面法先计算链杆的轴力，再求解梁式杆的内力。

14.2　基本要求

（1）熟练掌握用截面法求各种静定平面结构的内力。

（2）熟练掌握用叠加法绘制内力图（特别是弯矩图），会对内力图进行校核。

（3）能运用结点法和截面法计算桁架的轴力。

14.3　典型例题


例14－1
 　例14－1图a）所示为多跨静定梁，试绘其弯矩图与剪力图。

[image: alt]


例14－1图


解
 　（1）作层叠图如图b）所示。先分析附属梁DF和梁IJ，然后分析梁GH和梁AC。

（2）求支座约束力。由于无水平外力作用，故在铰D，F，I，A处的水平约束力为零。根据静力平衡条件，求得约束力如下：

FVD
 ＝1kN，FVF
 ＝1kN，FVI
 ＝1.87kN，FVJ
 ＝3.13kN

FVG
 ＝1.03kN，FVH
 ＝1.84kN，FVA
 ＝2.25kN，FVC
 ＝0.75kN

（3）绘制弯矩图。依次求出控制截面J，H，G，E，C，B，A处的弯矩值如下，且绘制弯矩图如图c）所示。

[image: alt]


（4）绘制剪力图。从支座A开始依次求出集中力、链杆支座与中间铰处的剪力，且绘剪力图如图d）所示。

[image: alt]



例14－2
 　求例14－2图a）所示梁中铰的位置x，使支座B，E处弯矩的绝对值与中间一跨G处弯矩相等。

[image: alt]


例14－2图


解
 　（1）作层叠图如图b）所示，求梁支座处的约束力。

FVC
 ＝FVD
 ＝[image: alt]
 ，FHC
 ＝FHD
 ＝0

（2）求FE
 ，MG
 ，且根据题意求解x。

[image: alt]


[image: alt]


取x＝0.146l，此时，MB
 ＝FE
 ＝-0.06ql2
 ，MG
 ＝0.06ql2
 。


例14－3
 　试绘制例14－3图a）所示刚架的内力图。

[image: alt]


例14－3图


解
 　（1）根据整体平衡条件求支座处的约束力

∑Fy
 ＝0，FVE
 ＝60kN；∑MB
 ＝0，FHA
 ＝10kN；

∑Fx
 ＝0，FHB
 ＝10kN

（2）求杆AC的内力

在结点C左（或下）取截面，由杆AC的平衡（隔离体的受力图略）得

MAC
 ＝0，MCA
 ＝FHA
 ×3＝30kN·m（杆AC右侧受拉）

FSCA
 ＝FSAC
 ＝10kN，FNCA
 ＝FNAC
 ＝0

（3）求杆CD的内力

在结点C右取截面，由杆AC的平衡得

MCD
 ＝FHA
 ×3＋50＝80kN·m（杆CD的C端下侧受拉）

FSCD
 ＝0，FNCD
 ＝10kN

在结点D左取截面，由杆ACD的平衡得

MDC
 ＝80kN·m（杆CD的D端下侧受拉），FSDC
 ＝0，FNDC
 ＝10kN

（4）求杆BD的内力

在结点D下取截面，由杆BD的平衡得

MBD
 ＝0，MDB
 ＝FHB
 ×4＝40kN·m（杆BD的杆端D左侧受拉）

FSBD
 ＝FSDB
 ＝-10kN，FNBD
 ＝FNDB
 ＝0

（5）求杆DE的内力

在结点D右取截面，由杆DEF的平衡得

MDE
 ＝FVE
 ×4－10×4×2－20×6＝40kN·m（杆DE的杆端D下侧受拉）

FSDE
 ＝10×4＋20－FVE
 ＝0，FNDE
 ＝0

在结点E左取截面，由杆EF（或ABCDE部分）的平衡得

MED
 ＝MEF
 ＝20×2＝40kN·m（E端上侧受拉）

FSED
 ＝FE左
 ＝20－FVE
 ＝-40kN，FNED
 ＝FNEF
 ＝0

以上结果也可由杆DE为隔离体取平衡求得。

（6）求杆EF的内力

在结点E右取截面，由杆EF的平衡得

MEF
 ＝20×2＝40kN·m（E端上侧受拉）

FSEF
 ＝FE右
 ＝20kN，FNEF
 ＝FNFE
 ＝0

（7）绘内力图

根据各杆的杆端内力绘制刚架的弯矩图、剪力图、轴力图分别如图b）、图c）、图d）所示。其中，梁DE段的弯矩图，需将杆端弯矩连线再叠加简支梁受均布载荷作用下的弯矩图。

讨论

校核内力图。以结点C、结点D、杆CDEF为隔离体，受力图分别见图e）、图f）、图g）所示。各自取∑Fx
 ＝0，∑Fy
 ＝0，∑Mi
 ＝0；不难验证这些平衡条件均可满足，因而内力图无误。


例14－4
 　求例14－4图所示刚架的内力图。

[image: alt]


例14－4图


解
 　（1）计算支座处的约束力。由刚架的整体平衡得

∑MB
 ＝0，FVA
 ×8－20×4×6＝0，FVA
 ＝60kN

∑Fy
 ＝0，FVB
 ＋60－20×4＝0，FVB
 ＝20kN

∑Fx
 ＝0，FHA
 ＝FHB


取刚架的右半部分为隔离体，见图c），由力矩平衡得

∑MC
 ＝0，FHB
 ×8－20×4＝0，FHB
 ＝10kN，FHA
 ＝10kN

取刚架的左半部分为隔离体，见图b），由力矩平衡可检验约束力的计算结果无误：

∑MC
 ＝0，10×8＋20×4×2－60×4＝0

（2）计算刚架各段控制截面上的内力

①计算AD段和BE段控制截面上的内力。取AD段隔离体如图d）所示

∑Fy
 ＝0，FNDA
 ＝FNAD
 ＝-60kN，∑Fx
 ＝0，FSDA
 ＝FSAD
 ＝-10kN

∑MD
 ＝0，MDA
 ＝10×6＝60kN·m，MAD
 ＝0

同理，取BE段的隔离体平衡可求得

FNBE
 ＝FNEB
 ＝-20kN，FSBE
 ＝FSEB
 ＝10kN

MBE
 ＝0，MEB
 ＝60kN

②计算DC段和CE段杆端的内力。先取隔离体如图e）所示，注意到：[image: alt]
 。

∑MD
 ＝0，MDC
 －10×6＝0，MDC
 ＝60kN·m

∑Fτ
 ＝0，60cosα－FSDC
 －10sinα＝0，FSDC
 ＝[image: alt]
 ＝49.19kN

∑Fn
 ＝0，FNDC
 ＋10cosα＋60sinα＝0，FNDC
 ＝[image: alt]
 ＝-35.78kN

再取DC段隔离体如图f）所示

[image: alt]


③计算CE段杆端的内力。取隔离体如图g）所示。

∑ME
 ＝0，MEC
 －10×6＝0，MEC
 ＝60kN·m

∑Fτ′
 ＝0，FSEC
 －10sinα＋20cosα＝0，FSEC
 ＝[image: alt]
 ＝-13.42kN

∑Fn′
 ＝0，FNEC
 ＋10cosα＋20sinα＝0，FNEC
 ＝[image: alt]
 ＝-17.89kN

（3）绘制各段的内力图

①绘制弯矩图见图h）。DC段弯矩图等于相应简支梁在杆端弯矩MDC
 作用下的弯矩图（虚线）叠加均布载荷作用下的弯矩图（两次抛物线）。其他各段无外载荷作用，故只需将杆的两端弯矩值（图上纵坐标）用直线连接即可。弯矩画在杆纤维受拉一侧，不需标正负号。

②绘制剪力图和轴力图，分别见图i）和图j）所示。因各段中间无集中力作用，故只需将杆两端的剪力值、轴力值在图上的纵坐标用直线连接即可。剪力图和轴力图上需标明正负号。

（4）校核

可在刚架上截取任何部分校核是否满足静力平衡。例如，取DCE部分为隔离体，见图k）。经验算能满足下列平衡方程：∑Fx
 ＝0，∑Fy
 ＝0，∑M＝0

讨论

FSCD
 、FNCD
 也可由C铰处约束力FHC
 、FVC
 的合力F向CD杆的法向和切向投影而求得，见图l）。

[image: alt]
 　由几何关系知：F＝FSCD
 ，FNCD
 ＝0。


例14－5
 　计算例14－5图a）所示桁架中各杆的轴力。

[image: alt]


例14－5图


解
 　（1）取桁架的整体平衡得支座A、支座C处的约束力如下：

[image: alt]


（2）计算各杆轴力。作截面I—I，取左下部为隔离体，见图b）。杆DF、杆AG、杆BE均与杆DB垂直，故取杆DB方向的x轴为投影轴，得

[image: alt]


依次取结点C，E，G，F，D，B的平衡，得

[image: alt]


讨论

当隔离体上有较多未知力相互平行时，通常取与之垂直的方向作为力的投影轴。


例14－6
 　求例14－6图a）所示桁架中杆1、杆2、杆3的轴力。

[image: alt]


例14－6图


解
 　（1）由整体平衡求支座处的约束力

FHA
 ＝0，FVA
 ＝F，FVD
 ＝F

（2）作截面I-I，取左部为隔离体（受力图略），由平衡条件得

∑Fy
 ＝0，FN1
 ＝0；∑MA
 ＝0，FNGH
 ×3a＋Fa＝0，FNGH
 ＝[image: alt]
 。

（3）以结点H为隔离体（受力图略），列平衡方程：

∑Fx
 ＝0，FN2
 cos45°－FNGH
 ＝0，FN2
 ＝[image: alt]


（4）作截面Ⅱ—Ⅱ，取含杆CF的部分为隔离体，见图b），由力矩平衡得

[image: alt]


讨论

（1）在图b）中，FN1
 ，FN2
 ，FNCB
 ，FNCD
 均通过矩心点A，对该点无力矩。也可将FN3
 沿其作用线移到点D，其分力FN3x
 通过点A（对该点无力矩），而垂直分力对点的力矩为FN3y
 ×3a＝[image: alt]
 FN3
 ×3a，求得FN3
 的结果相同。

（2）作截面I—I后，也可将右部分桁架作为隔离体，列平衡方程后得到相同结果。

（3）本题的解题过程是截面法与结点法的综合运用。


例14－7
 　求例14－7图a）所示桁架中杆1，杆2，杆3，杆4的轴力。

[image: alt]


例14－7图


解
 　（1）由整体平衡求支座处的约束力

FVA
 ＝11kN，FVB
 ＝3kN，FHB
 ＝2kN

（2）取截面I—I，将左上部分IEF作为隔离体（受力图略），列平衡方程：

∑MF
 ＝0，FN4
 ×3－1×3－2×2－2×4＝0，FN4
 ＝5kN（拉）

∑Fx
 ＝0，FNFG
 ＋FN4
 －1－1＝0，FNFG
 ＝-3kN（压）

∑Fy
 ＝0，FNFC
 ＋2＋2＝0，FNFC
 ＝-4kN（压）

（3）取截面Ⅱ—Ⅱ，将右上部分JH作为隔离体（受力图略），杆BH的长度为10.92m，列平衡方程：

[image: alt]


（4）取截面Ⅲ—Ⅲ，将结构下部ABCD作为隔离体（受力图略），列平衡方程：

[image: alt]


讨论

取截面Ⅲ—Ⅲ后，若取桁架的上部（IJEFGH）为隔离体，亦可求出FN1
 与FN2
 ，且与FVA
 ，FVB
 ，FHB
 无关（即不用求支座处的约束力）。


例14－8
 　例14－8图a）所示为抛物线三铰拱，其轴线方程为[image: alt]
 ，求截面D，E处的内力。

[image: alt]


例14－8图


解
 　（1）绘相应简支梁如图b）所示。由整体平衡求支座的约束力

[image: alt]


求得截面C处的弯矩为[image: alt]


（2）由拱的平衡条件得到约束力

[image: alt]


[image: alt]


（3）计算截面D上的内力

[image: alt]


由式（14－2）计算截面D上的内力：

[image: alt]


（4）计算截面E上的内力

[image: alt]


由式（14－2）计算截面E上的内力：

[image: alt]



例14－9
 　例14－9图a）所示为抛物线三铰拱。其轴线方程为[image: alt]
 。试计算该拱中最大弯矩和最小弯矩值，并与相应简支梁（图b））中的最大弯矩进行比较。

[image: alt]


例14－9图


解
 　（1）计算拱的支座处的约束力由整体平衡求支座的约束力。

[image: alt]


取拱的右半部分为隔离体，由平衡条件得：

[image: alt]


（2）计算三铰拱中的最大弯矩和最小弯矩值

当0≤x≤l时，相应简支梁（图b））距点A距离为x处截面上的弯矩为

[image: alt]


由式（14－2）得三铰拱中的弯矩为

[image: alt]


因而在拱的左半部分，弯矩的极值为

[image: alt]


当l≤x≤2l时，相应简支梁（图b））中的弯矩为

[image: alt]


由式（14－2）得三铰拱右半部分中的弯矩为

[image: alt]


因而在拱的右半部分，弯矩的极值为

[image: alt]


在整个三铰拱中，最大弯矩和最小弯矩值分别如下：

[image: alt]


（3）拱中最大弯矩与相应简支梁最大弯矩的比较

对于简支梁，当0≤x≤l时，

[image: alt]


当l≤x≤2l时，M0
 为斜直线，x＝l时的M值即为该梁右半部分的弯矩最大值，显然该值小于[image: alt]
 处的弯矩值。而且该梁不产生负弯矩。故三铰拱最大弯矩值与简支梁中最大弯矩之比为

[image: alt]


三铰拱中的最大弯矩仅为相应简支梁中最大弯矩值的22.2％，可见在跨度、载荷相同情况下，在受力性能方面拱远胜于梁。


例14－10
 　例14－10图a）所示为下撑式五角形组合屋架，试绘屋架的内力图。

[image: alt]


例14－10图


解
 　（1）由整体平衡求支座处的约束力

FVA
 ＝FVB
 ＝[image: alt]
 ＝6kN，FHA
 ＝0

（2）计算链杆的内力

杆AD、杆FD、杆DE、杆GE、杆BE均为二力杆，只存在轴力。作截面截断链杆DE和铰C，取屋架左半部分为隔离体，见图b）所示。由平衡条件得：

∑MC
 ＝0，6×6－1×6×3－1.2×FNDE
 ＝0，FNDE
 ＝15kN

∑Fx
 ＝0，FNDE
 －FHC
 ＝0，FHC
 ＝15kN

∑Fy
 ＝0，FVC
 ＋6－1×6＝0，FVC
 ＝0

由结点法，取结点D的平衡可求得杆AD、杆FD的轴力（计算过程略），由对称性可得杆GE，杆BE的轴力，见图c）所示。

（3）求梁式杆AFC的内力

杆AFC、杆CGB承受弯矩、剪力、轴力，取杆AFC为隔离体，受力见图d）。对结点A处的竖向力进行归并：

[image: alt]


因此，杆AFC的受力转化为如图e）所示。在点A的右侧取截面，以结点A为隔离体（受力图未画），由平衡条件得

∑MA
 ＝0，MAF
 ＝0

∑FS
 ＝0，FSAF
 －2.5cosα＋15sinα＝0，FSAF
 ＝1.25kN

∑FN
 ＝0，FNAF
 ＋2.5sinα＋15cosα＝0，FNAF
 ＝-15.16kN

FSAF
 、FNAF
 也可由点A的水平力、竖向力向杆AFC的垂直方向、轴向投影后求得。

在点F的左侧取截面，由隔离体AF（受力图未画）的平衡条件得

∑MF
 ＝0，MFA
 ＋2.5×3－15×0.25－1×3×1.5＝0，

MFA
 ＝0.75kN·m　（上侧受拉）

∑FS
 ＝0，FSFA
 ＋（1×3－2.5）cosα＋15sinα＝0，FSFA
 ＝-1.75kN

∑FN
 ＝0，FNFA
 ＋（2.5－1×3）sinα＋15cosα＝0，FNFA
 ＝-15kN

在点F的右侧取截面，由隔离体FC（受力图未画）的平衡条件得

∑MF
 ＝0，MFC
 ＋15×0.25－1×3×1.5＝0，

MFC
 ＝0.75kN·m　（上侧受拉）

∑FS
 ＝0，FSFC
 ＋15sinα－1×3×cosα＝0，FSFC
 ＝1.74kN

∑FN
 ＝0，FNFC
 ＋15cosα＋1×3×sinα＝0，FNFC
 ＝-15.2kN

若取AF段（含有杆FD的反力）为隔离体，由平衡条件亦可得以上结果，但计算稍复杂些。点C的弯矩MCF
 为零，该点的剪力FSCF
 、轴力FNCF
 则可由FHC
 ＝15kN直接向FC段杆轴向与垂直方向投影求出：

FSCF
 ＝-15sinα＝-1.25kN

FNCF
 ＝-15cosα＝-14.9kN（压）

（4）绘梁式杆AFC的弯矩（M）图、剪力（Fs
 ）图、轴力（FN
 ）图分别如图f）、图g）、图h）所示。

讨论

（1）组合结构应先计算桁架杆件。

（2）注意：在桁架中，与结点D，结点E联系的二力杆的杆端只有轴力；而与结点A，结点C联系的梁式杆的杆端则存在剪力和轴力。与结点F所链接的梁式杆中间截面，除了剪力和轴力，还存在弯矩。

14.4　思考题


14－1
 　静定结构内力分布是否与杆件截面性质和材料性能有关？


14－2
 　多跨静定连续梁分析的关键是什么？其内力分布与简支梁相比有哪些优点？


14－3
 　作平面刚架内力图的一般步骤如何？


14－4
 　用结点法和用截面法求解桁架时，应注意什么？


14－5
 　计算组合结构内力的步骤如何？


14－6
 　三铰拱的受力特点如何？


14－7
 　用叠加法作弯矩图时，为何是纵标的叠加，而不是弯矩图形的拼合？


15　静定结构的位移计算

15.1　理论概要

15.1.1　概述

（1）结构的位移可分为线位移与角位移。

（2）计算位移的目的是为了校核结构的刚度及对超静定结构进行内力计算等作准备。

（3）进行位移计算的方法是建立在虚功原理基础上的单位载荷法。

15.1.2.　载荷作用下的位移计算公式（积分法）

位移的一般计算公式为

[image: alt]


（1）梁和刚架的位移计算公式

[image: alt]


（2）桁架的位移计算公式

[image: alt]


（3）组合结构的位移计算公式

[image: alt]


（4）拱的位移计算公式

[image: alt]


式中MF
 （FNF
 ，FSF
 ）——载荷作用下结构内的弯矩（轴力、剪力）；

[image: alt]
 ——单位虚拟力作用下结构内的弯矩（轴力、剪力）；

EI（EA，GA）——结构的抗弯（抗拉、抗剪）刚度。

15.1.3　粱和刚架位移计算的图乘法

（1）当梁和刚架由等截面直杆构成、EI为常数且MF
 、[image: alt]
 图中至少有一个为直线图形时，可用图乘法计算位移：

[image: alt]


式中，ω为其中一个弯矩图（曲线或直线图形，通常取自M图）的面积，其形心所对应的另一个弯矩图（必须是直线图形，通常取自[image: alt]
 图）上的纵坐标为yc
 ，ωyc
 这两项在杆的同侧时其乘积取正号，反之乘积则取负号。

（2）若两个弯矩图均为直线图形（图15－1），则可用更简便的式（15－7）计算位移：

[image: alt]


[image: alt]


图15－1

式中，两个弯矩图的纵坐标在杆的同侧时，小括号内弯矩纵坐标的乘积取正号，反之为负。

15.1.4　结构受温度改变影响时的位移计算

结构仅受温度改变影响时，位移计算公式为

[image: alt]


式中t0
 ——杆轴线处的温度；

Δt——杆的内外侧温度之差；

[image: alt]
 ——分别为单位载荷作用下梁段内轴力与弯矩图的面积。

若虚拟力状态的内力与实际状态变形方向一致时，式中乘积取正号，反之取负号。

15.1.5　结构受支座移动影响时的位移计算

结构仅受支座移动的影响时，位移计算公式为

[image: alt]


式中[image: alt]
 ——单位载荷作用下的支座约束力；

C——给定的支座位移。

15.1.6　线弹性体系的互等定理

（1）功的互等定理

同一结构的两种不同状态之间具有如下关系，即第一状态的所有外力在第二状态相应位移上所作的总虚功等于第二状态的所有外力在第一状态相应位移上所作的总虚功。

[image: alt]


功的互等定理对静定与超静定结构均适合。

（2）位移互等定理（用在力法中）

在第一单位力的方向上由第二个单位力所引起的位移δ12
 ，等于第二个单位力方向上由第一个单位力所引起的位移δ21
 ：

[image: alt]


（3）约束力互等定理（用在位移法中）

由支座1的单位位移引起支座2的约束力r21
 ，在数值上等于支座2的单位位移引起支座1的约束力r12
 ，即

[image: alt]


（4）约束力与位移互等定理

单位载荷对体系某一支座所产生的约束力，等于因该支座发生单位位移所引起的单位载荷作用点沿其方向的位移，但符号相反。即

[image: alt]


15.2　基本要求

（1）了解用单位载荷法计算位移的一般公式。

（2）熟练地掌握梁和刚架位移计算的图乘法。

（3）了解支座移动与温度改变时结构位移的计算。

（4）了解功的互等定理的内容及适用条件。

15.3　典型例题


例15－1
 　例15－1图a）所示为变截面悬臂梁，试用图乘法求点C的垂直位移ΔC
 。

[image: alt]


例15－1图


解法一
 　（1）绘制载荷作用下的弯矩MF
 图见图b），在点C加垂直向下的单位力，绘制单位力作用下的弯矩[image: alt]
 图见图c）所示。

（2）由于梁的抗弯刚度有变化，所以，图乘时将梁分AB，BC两段计算

[image: alt]


式中，第一项为图b）所示BC段标准抛物线图形与图c）所对应三角形图形的图乘；第二项是运用式（15－7）将AB段两个梯形图形相乘；第三项为图b）虚线所示AB段标准抛物线图形与图c）三角形图形的图乘，第二项与第三项之和是运用了叠加原理。


解法二
 　（1）设坐标原点为A，x向右为正。由式（15－2）得

[image: alt]


最后，一个等式的第二项表示全梁按2EI计算，第一项表示由于BC段的EI改为2EI而添加的修正项。再分别运用图乘法，得到与解法一相同的结果为

[image: alt]


讨论

运用图乘法时，MF
 图若是曲线图形（梁段受均布载荷作用），则ω一定要取自曲线（MF
 ）图形。MF
 图若是直线图形（梁段受集中力、集中力矩作用，或梁段内无载荷作用），则ω可任意取自MF
 图或[image: alt]
 图（恒为直线图形）。


例15－2
 　求例15－2图a）所示简支梁跨中的挠度ΔD
 。

[image: alt]


例15－2图


解法一
 　用图乘法求ΔD


（1）绘制MF
 及[image: alt]
 图，分别见图b）、图c）所示。

（2）利用对称性，取梁的ABCD部分，分AB、BC、CD（弯矩、抗弯刚度有变化）三段进行图乘计算：

[image: alt]



解法二
 　用积分法求ΔD
 。取点A为坐标原点，x轴向右为正。

[image: alt]


讨论

（1）梁的弯矩以及轴惯性矩不同时，应分段计算。

（2）计算受弯直杆的位移时，通常用图乘法比用积分法简便，但若计算过程中分段较多时，两者相差无几。

（3）AB段运用图乘法时，ω可任意取自MF
 图或[image: alt]
 图，也可用式（15－7）计算。BC，CD段计算时运用了式（15－7），注意到此时并不涉及ω的计算。


例15－3
 　例15－3图a）所示为受均布载荷作用的等截面简支梁，试用图乘法求截面C处的转角。

[image: alt]


例15－3图


解法一
 　（1）绘制载荷作用下的弯矩图MF
 见图b），在点C加单位力矩，绘制单位力矩作用下的弯矩图[image: alt]
 见图c）所示。

（2）用图乘法求截面C处的转角。

以图b）的点F为分割点，将MF
 图划分为四块（其中，有两块为标准抛物线图形），由图乘法得

[image: alt]



解法二
 　（1）由对称性知简支梁在中间截面处无转角，故可简化为左半部分梁（D处为固定或定向支座），如图d）。载荷及虚拟单位力矩作用下的弯矩图分别如图d）、图e）所示。

（2）由图乘法得截面C处的转角

[image: alt]


与解法一所得结果相同。

讨论

本题若按材料力学梁的变形计算，其转角方程为

[image: alt]


将[image: alt]
 代入，所得截面C处的转角θc
 与本题φc
 的结果相同。


例15－4
 　例15－4图a）所示为等截面外伸简支梁，已知EI＝2×108
 kN·cm2
 ，试用图乘法求点E处的垂直位移ΔE
 。

[image: alt]


例15－4图


解
 　（1）绘制载荷作用下的弯矩图MF
 见图b），在点E加单位力，绘制单位力作用下的弯矩图[image: alt]
 见图c）所示。

（2）将图b）与图c）进行图乘，可求得点E处的垂直位移ΔE
 。

[image: alt]


讨论

计算ΔE
 的最后结果时，力的单位用牛顿（N），长度单位用米（m）代入。


例15－5
 　例15－5图a）所示刚架在自由端A受水平力F作用，求点A的水平位移ΔHA
 、垂直位移ΔVA
 、转角θA
 ，且计算刚架上点E与点F两点间的相对位移ΔEF
 、相对转角θEF
 。

[image: alt]


例15－5图


解
 　（1）绘刚架的MF
 图见图b）。

（2）在点A加水平向右的单位力，绘制该单位力作用下的弯矩图[image: alt]
 1
 见图c）所示。计算ΔHA
 时，ω、y0
 分别取自MF
 图、[image: alt]
 1
 图（也可分别取自[image: alt]
 1
 、MF
 ）。

[image: alt]


（3）在点A加垂直向下的单位力，绘制该单位力作用下的弯矩图[image: alt]
 2
 见图d）所示。计算ΔVA
 时，ω，y0
 分别取自MF
 ，[image: alt]
 2
 ：

[image: alt]


（4）在点A加单位力矩，绘制单位力矩作用下的弯矩图[image: alt]
 3
 见图e）所示。计算转角θA
 时，ω，y0
 分别取自MF
 ，[image: alt]
 3
 ：

[image: alt]


（5）在点E，点F两点加一对单位力，绘[image: alt]
 4
 图，见图f）。计算点E与点F两点间的相对位移ΔEF
 如下：

[image: alt]


计算结果表明E，F两点间的距离缩短。

（6）在点E，点F两点加一对单位力矩，绘[image: alt]
 5
 图，见图g）。计算点E，点F两点间的相对转角θEF
 如下：

[image: alt]


点E与点F两点间的相对转角与假设方向相反。

讨论

（1）注意：刚架的点B为固定端，但由于F及单位水平力通过该点，故本题MF
 图与[image: alt]
 1
 图在点B的弯矩为零。

（2）两个弯矩图如均为直线图形（梯形、三角形、矩形），运用式（15－7）进行图乘计算较为便利。

（3）图乘时需留心各杆抗弯刚度EI的区别。


例15－6
 　例15－6图a）所示为桁架，其各杆的EA均相等，求点D的水平位移ΔD
 。

[image: alt]


例15－6图


解
 　（1）计算载荷作用下各杆的内力FNF
 （轴力），结果标于图b）。

（2）在点D加水平单位力，并计算各杆的内力FN
 ，结果标于图c）。

（3）运用式（15－3）计算点D的水平位移ΔD


[image: alt]


讨论

（1）轴力为零的杆件不必计算。

（2）计算结果大于零，表明位移与假设方向一致。


例15－7
 　例15－7图a）所示为组合结构，试计算点C的转角θC
 。

[image: alt]


例15－7图


解
 　（1）绘制载荷作用下的弯矩图MF
 见图b），将链杆AD，DB的轴力FNF
 也标注于图b）。

（2）在点C加单位力矩，绘制该单位力矩作用下的弯矩图[image: alt]
 见图c）所示，对应的链杆轴力也一起标于图上。

（3）运用式（15－4）计算点C的转角ΦC


[image: alt]


讨论

（1）φC
 大于零，表明点C处的转角顺时针方向（与单位力矩转向相同）。

（2）计算时忽略了梁AB段的轴力对变形的影响。

（3）若有载荷作用，则所求位移应叠加载荷所引起的转角。


例15－8
 　例15－8图a）所示刚架支座A有位移。计算由此所引起的在点B的垂直位移ΔVB
 及点C的垂直位移ΔVC
 。

[image: alt]


例15－8图


解
 　（1）在点B加垂直向下的单位力，计算支座点A处的约束力如图b）所示。令图b）所示力系在图a）的位移上作功，由式（15－9）得

ΔVB
 ＝[image: alt]
 ＝-［1×（-0.01a）－2a×0.02］＝0.05a（↓）

（2）在点C加垂直向下的单位力，计算支座点A处的约束力如图c）所示。由式（15－9）得

ΔVC
 ＝[image: alt]
 ＝-（0.5×0.01a－1×0.01a－3a×0.02］＝0.065a（↓）

讨论

（1）计算虚拟单位力作用状态下的约束力时，无支座位移处的对应约束力不用计算（不作虚功），如链杆C的约束力FxC
 。

（2）计算结果与刚架的高度及跨度有关，而与E（材料性能）和I（截面几何性质）无关。

（3）在运用式（15－9）时需注意：[image: alt]
 二者同方向时取正号，而∑前的负号是恒定的。

（4）刚架若还受外载荷作用，所求点的位移则还需叠加由载荷引起的对应位移。


例15－9
 　例15－9图a）所示结构各杆截面的高度为1/a，线膨涨系数为α，试计算由于温度变化所引起点C的垂直位移ΔVC
 。

[image: alt]


例15－9图


解
 　（1）在点C加垂直向下的单位力，绘制[image: alt]
 图及[image: alt]
 图分别见图b）、图c）。

（2）计算t0
 和Δt

杆AD、DB轴线处的温度[image: alt]
 ；

杆的内外侧温度之差Δt＝t2
 －t1
 ＝20－（-10）＝30°；

对于杆BE、CE，[image: alt]
 ，Δt＝t2
 －t1
 ＝10－0＝10°。

（3）计算点C的垂直位移ΔVC
 。由式（15－8）计算ΔVC


[image: alt]


讨论

（1）计算结果与刚架长度a和线膨涨系数α有关，与构件的截面尺寸（I）和材料性质（E）无关。

（2）若支座A存在支座位移（参考例15－8），或结构还受外载荷作用，则ΔVC
 的结果还需叠加相应的影响。

15.4　思考题


15－1
 　静定结构产生位移的因素有哪些？


15－2
 　单位载荷法能否适用于超静定结构？


15－3
 　图乘法的适用条件是什么？


15－4
 　图乘法公式中正负号如何确定？


15－5
 　用图乘法计算位移时，图形如何分块？分块的原则是什么？


15－6
 　计算因温度改变、支座移动而产生的结构位移时，如何判断位移计算公式右端各项的正、负号？


16　力　法

16.1　理论概要

16.1.1　超静定结构概述

（1）超静定结构是有多余约束的几何不变体系，仅用静力平衡条件不能求得其全部的约束力和内力，还必须考虑变形协调条件。

（2）超静定结构中，多余约束的数目称为超静定次数。

（3）在外载荷作用下，超静定结构的内力分布与各杆刚度的相对比值有关，而与其绝对值无关。当改变各杆刚度的比值时，各杆内力将重新分布。

（4）在非载荷因素（如温度改变、支座移动等）作用下，超静定结构内一般会产生内力，且内力的大小与各杆刚度的绝对值成正比。

（5）与静定结构相比，超静定结构抵抗突然破坏的防护能力较强；受载荷作用时其内力、变形的分布也较均匀。

（6）求解超静定结构的方法有力法、位移法、力矩分配法等。力法宜用于求解超静定次数较少的结构；力矩分配法（位移法）则适合于计算角位移（及线位移）较少的结构。

16.1.2　用力法求解超静定结构的基本思路

（1）用力法求解时，基本未知量为超静定结构中的多余约束力；基本结构为去掉多余约束后的静定结构；基本（典型）方程为：基本结构在外因和多余约束力共同作用下在多余约束处的变形协调条件。

（2）用力法解出多余约束力后，原超静定结构的内力可用叠加原理求得：等于基本（静定）结构在各外因及多余约束力作用下的内力对应叠加。

（3）若需计算超静定结构某点处的线（角）位移，应选取便于图乘计算的（可不同于解题时所取）基本结构，在所求线（角）位移的点处加上对应的单位力（力矩）且绘出相应的弯矩图，与超静定结构最后的弯矩图相乘即可。

16.1.3　解除多余约束的方式

（1）去除支座处的一根链杆，相当于解除一个（外部）约束。

（2）截开一根链杆（二力杆），相当于解除一个（内部）约束。

（3）去除一个中间铰（单铰），相当于解除两个（内部）约束。

（4）受弯杆（或固定支座）加铰，相当于解除一个内部（或外部）约束。

（5）截断受弯杆（或封闭刚架），相当于解除三个（内部）约束。

16.1.4　用力法求解超静定结构的典型方程

对于受外因影响的n次超静定结构，按基本（静定）结构上在n个多余约束（未知）力方向上的位移与原结构一致的原则，可建立对应的n个力法方程（典型方程）：

[image: alt]


式（16－1）中，Xi
 为多余约束力。δii
 （主系数）表示：基本结构在Xi
 ＝1作用时在Xi
 位置及方向上所产生的位移（恒为正值）。δij
 （副系数）表示：基本结构在Xj
 ＝1作用时在Xi
 位置及方向上的位移（可为正值、负值或零值）。Δi
 （等式右端项）表示：原超静定结构在Xi
 位置及方向上所发生的位移（可为正值、负值，或零）。自由项Δik
 （ΔiF
 ，Δit
 ，ΔiΔ
 ）表示：由于外因（载荷，温度改变，支座移动）影响，基本结构在Xi
 位置及方向上所产生的位移（可为正值、负值，或零）。

对于同一个超静定结构，可选取不同的基本结构，力法方程相同而物理意义不同。

16.1.5　典型方程中系数及自由项的计算

系数及自由项的计算都涉及到静定结构的位移计算，可参照第15章的公式及方法进行。

[image: alt]


[image: alt]


[image: alt]


求解梁和刚架时，通常忽略轴力与剪力的影响，式（16－2）的前三式只需计算等式右端的第一项（可利用图乘法）。

16.1.6　对称结构的特点

（1）若结构的几何形状、支承、力学性能（EA，EI）均具有一根（或两根）对称轴，该结构就称为对称结构。

（2）受任意载荷作用的对称结构，若在对称轴处截开，多余的未知内力分为正对称内力（轴力、弯矩）和反对称内力（剪力），与剪力有关的副系数为零。力法典型方程降阶分组，得到简化。

（3）受（正）对称载荷作用的对称结构，对于对称轴而言，弯矩和轴力呈正对称分布，剪力呈反对称分布；在对称轴处，反对称内力（剪力）为零。

（4）受反对称载荷作用的对称结构，对于对称轴而言，弯矩和轴力呈反对称分布，剪力呈正对称分布；在对称轴处，正对称内力（弯矩、轴力）为零。

16.1.7　用力法求解超静定结构的简化计算

应使尽可能多的副系数和自由项为零，使力法求解方程得到简化：

（1）基本结构应尽可能具有较多的基本部分，使弯矩图限于局部，减少图乘计算的工作量。

（2）受任意载荷作用的对称结构，宜选取对称的基本结构。

（3）受正对称或反对称载荷作用的对称结构，可取半边结构（原结构具有一根对称轴），或取1/4结构（原结构具有两根对称轴）计算。

（4）对称结构若受任意载荷作用，可将任意载荷分解为对称载荷与反对称载荷进行计算。

16.1.8　超静定结构内力图的校核

（1）由静力平衡条件校核内力图。取结点的力矩平衡（或取杆件的水平或垂直方向力的平衡），可校核弯矩图（或剪力图、轴力图）。

（2）取位移连续（变形协调）条件校核内力图。若单位力的弯矩图在各杆均有分布，通常只需计算一个位移连续条件即可；当结构为无铰封闭刚架时，弯矩图在刚架内外侧的面积[image: alt]
 之和应为零。

16.2　基本要求

（1）能正确判断超静定次数，正确选取力法的基本结构。

（2）熟练掌握系数、自由项的计算，熟悉力法典型方程的建立。

（3）重点掌握具有一至两个未知量的刚架、连续梁的内力计算及内力图（尤其是弯矩图）的绘制。

（4）会利用对称条件简化计算。

（5）掌握超静定结构的位移计算及内力图的校核。

16.3　典型例题


例16－1
 　用力法求解例16－1图所示超静定刚架，并绘制弯矩图。

[image: alt]


例16－1图


解
 　（1）确定基本结构，建立力法方程。刚架为两次超静定结构，去除支座B处的转动约束和水平移动约束，由未知约束力X1
 、X2
 替代，取基本结构如图b）所示的简支刚架。对应的力法方程为

δ11
 X1
 ＋δ12
 X2
 ＋Δ1F
 ＝0，δ21
 X1
 ＋δ22
 X2
 ＋Δ2F
 ＝0

（2）计算系数δij
 及自由项ΔiF
 ，求解X1
 ，X2
 。作基本结构在单位未知力X1
 、X2
 作用下的弯矩图[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 2
 及在载荷作用下的弯矩图MF
 ，分别见图c）、图d）、图e）所示。由式（16－2）且运用图乘法得

[image: alt]


将以上系数及自由项代入力法方程，可解得X1
 ＝19F/232，X2
 ＝-3Fl/116

（3）绘原结构弯矩图。由叠加法（M＝[image: alt]
 1
 X1
 ＋[image: alt]
 2
 X2
 ＋MF
 ）得最后弯矩图如图f）所示。

讨论

本题求解时，亦可去除A处的两根链杆约束，将悬臂刚架作为基本结构求解。


例16－2
 　求例16－2图所示连续梁的弯矩图，并计算E处的垂直位移和C处的转角。

[image: alt]


例16－2图


解
 　（1）连续梁为两次超静定结构，解除点B与点C的转动约束（内部约束），代替为成对出现的内部约束力X1
 、X2
 （基本未知量），取基本结构如图b）所示。

（2）建立力法方程

δ11
 X1
 ＋δ12
 X2
 ＋Δ1F
 ＝0，δ21
 X1
 ＋δ22
 X2
 ＋Δ2F
 ＝0

（3）计算系数δij
 及自由项ΔiF
 。绘制[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 2
 ，MF
 图，分别如图c）、图d）、图e）所示。由图乘法得

[image: alt]


（4）由力法方程求多余约束力X1
 、X2
 。

14X1
 ＋3X2
 ＋2630＝0，3X1
 ＋14X2
 ＋1350＝0

X1
 ＝-175.2kN·m，X2
 ＝-58.9kN·m

由叠加法（M＝[image: alt]
 1
 X1
 ＋[image: alt]
 2
 X2
 ＋MF
 ）得原超静定结构的最后弯矩图如图f）所示。

（5）求E处的垂直位移ΔVE
 。在静定结构（B，C处为中间铰）的E处加单位力且绘出弯矩图[image: alt]
 ′1
 如图g），运用图乘法，由图g）与图f）相乘得

[image: alt]


（6）求点C处的转角θC
 。在静定结构的C处加单位力矩，且绘出弯矩图[image: alt]
 ′2
 如图h），运用图乘法，由图h）与图f）相乘得：

[image: alt]


讨论

（1）由于基本结构由三根静定简支梁组成，使单位力作用下的弯矩图与载荷作用下的弯矩图均限于局部，所以相关的图乘法计算较为简便。

（2）若求杆端剪力，可由图i）所示隔离体的平衡条件得到

杆AB

∑MB
 ＝0，FSAB
 ×8＋175.2－[image: alt]
 ＝0

FSAB
 ＝58.1kN

∑MA
 ＝0，FSBA
 ×8＋175.2＋[image: alt]
 ＝0

FSBA
 ＝-101.9kN

杆BC

∑MC
 ＝0，FSBC
 ×12＋58.9－175.2－100×6＝0

FSBC
 ＝59.7kN

∑MB
 ＝0，FSCB
 ×12＋58.9－175.2＋100×6＝0

FSCB
 ＝-40.3kN

杆CD

∑MD
 ＝0，FSCD
 ×8－58.9＝0

FSCD
 ＝7.36kN＝FSDC


由此得剪力图如图j）所示。而各支座处的约束力为

RA
 ＝58.1kN，RB
 ＝101.9＋59.7＝161.6kN

RC
 ＝40.3＋7.36＝47.66kN，RD
 ＝7.4kN


例16－3
 　用力法求例16－3图a）所示桁架各杆的轴力，各杆的EA为常数。

[image: alt]


例16－3图


解
 　（1）确定基本结构，列力法方程。本题为一次超静定结构，将支座B处的链杆（外部约束）去除，代之以未知约束力X1
 ，基本结构见图b）。相应的力法方程为

δ11
 X1
 ＋Δ1F
 ＝0

（2）计算系数及自由项，求解未知约束力X1
 。绘基本结构在X1
 ＝1作用下和在载荷作用下的轴力图分别如图c）、图d）所示。由式（16－2）（只考虑轴力影响）得

[image: alt]


代入力法方程得[image: alt]


（3）由叠加法（FN
 ＝[image: alt]
 X1
 ＋FNF
 ）得原桁架的轴力图见图e）。

讨论

（1）由于无水平外力，故图a）所示结构在A处的水平约束力为零，所以，可视为对称结构。计算结果表明，对称结构（桁架）受对称载荷作用时，其轴力的分布对称于对称轴（过点B的垂直线）。

（2）由对称性知，去除B处链杆（外部约束）或截断上弦杆DE（内部约束），所得基本结构是最便于计算的。

（3）若B处改为弹簧（其刚度为k）支承，则力法求解方程应改为

δ11
 X1
 ＋Δ1F
 ＝[image: alt]



例16－4
 　例16－4图a）所示为组合结构，梁AB的抗弯刚度为EI，链杆CD的抗拉刚度为EA（其横截面面积为A＝10I/l2
 ），试用力法求弯矩图。

[image: alt]


例16－4图


解
 　（1）本题为一次超静定结构。切断链杆CD（解除内部约束），以一对未知约束内力X1
 替代，基本结构如图b）所示。

（2）建立力法方程（表示切口处的相对位移为零，即杆CD在此处不可能重叠或脱开）

δ11
 X1
 ＋Δ1F
 ＝0

（3）计算系数及自由项，求解未知力X1
 。绘[image: alt]
 1
 、（[image: alt]
 ）、MF
 图分别如图c）、图d）所示。忽略梁的剪力影响，由式（16－2）得

[image: alt]


代入力法方程后解出：[image: alt]


（4）运用叠加法，绘梁的弯矩图如图e）所示（对称分布）。

讨论

（1）也可将图a）所示结构的杆CD整根去除，取基本结构如图f）所示，设杆CD受拉。力法方程则为

δ11
 X1
 ＋Δ1F
 ＝-ΔCD


其中

[image: alt]


可求得与上相同结果：X1
 ＝[image: alt]
 （负号表示杆CD实际受压）。

（2）若图a）所示杆CD的横截面面积为零，A→0，即δ11
 →∞，X1
 →0，此时结构中间无杆支承而如同简支梁，跨中弯矩为MC
 ＝[image: alt]
 。而当A→∞，即δ11
 ＝[image: alt]
 ，X1
 ＝[image: alt]
 ＝-1.25ql，此时中间杆CD无变形，结构如同连续梁，跨中弯矩则为MC
 ＝[image: alt]
 。

（3）若梁在C处受弹簧（其刚度为k）支承，见图g），基本结构仍可取如图f），力法求解方程应为

[image: alt]


其中

[image: alt]


可求得

[image: alt]


当[image: alt]
 ，及当k＝0，k＝∞时，分别得到讨论（1）中的结论及讨论（2）中的两个结论。


例16－5
 　例16－5图a）所示刚架各杆横截面的高度h＝40cm，EI＝37.5×103
 kN·m2
 ，刚架外部温度降低5℃，内部温度升高20℃，杆件材料的线膨胀系数α＝1×10-5
 ℃。已知支座A向下位移Δ＝0.05m，支座B则顺时针转动θ＝0.1rad，试绘制刚架的弯矩图。

[image: alt]


例16－5图


解
 　（1）确定基本结构和建立力法方程

刚架为两次超静定结构，解除支座A处链杆（外部）约束，由未知约束力X1
 、X2
 代替，取基本结构如图b）所示。在外载荷、温度改变、支座移动等因素影响下，力法求解方程按式（16－1）有

δ11
 X1
 ＋δ12
 X2
 ＋Δ1F
 ＋Δ1t
 ＋Δ1c
 ＝-0.05

δ21
 X1
 ＋δ22
 X2
 ＋Δ2F
 ＋Δ2t
 ＋Δ2c
 ＝0

Δ＝0.05m的方向与X1
 的方向相反，故为负值；支座A处沿X2
 方向无水平位移，故第二式右端为零。

（2）计算系数及自由项，求解未知约束力X1
 、X2


绘制[image: alt]
 1
 （[image: alt]
 ），[image: alt]
 2
 （[image: alt]
 ），MF
 图，分别如图c）、图d）、图e）所示。由式（16－2）、式（16－3）、式（16－4）得

[image: alt]


[image: alt]


运用式（16－3）时，Δt
 ＝20－（－5）＝25℃，t＝（20－5）/2＝7.5℃，杆轴温度t使杆伸长，当杆受拉时，第一项为正（杆受压时为负）。刚架内侧温度升高使杆的变形（内侧纤维伸长）与单位未知力产生的弯矩所引起的变形一致时（内侧受拉），第二项取为正，反之取为负。

将以上系数及自由项代入力法方程，有

0.091X1
 －0.041X2
 －3.277＋1.6＋0.1656＝-0.05

－0.041X1
 ＋0.036X2
 ＋1.274＋0－0.1212＝0

X1
 ＝3.35kN，X2
 ＝-28.21kN

（3）运用叠加法绘制弯矩图如图f）所示。


例16－6
 　绘制例16－6图a）所示刚架的弯矩图。各杆的EI为常数。

[image: alt]


例16－6图


解
 　（1）选取基本结构

在对称轴上的点D截开（解除内部约束），代之以（成对）对称未知内力X1
 、X2
 ；（成对）反对称未知内力X3
 ，见图b）。

（2）绘制MF
 、[image: alt]
 1
 （正对称图形）、[image: alt]
 2
 （正对称图形）、[image: alt]
 3
 （反对称图形）图，分别如图c）、图d）、图e）、图f）所示。

（3）利用对称性计算系数及自由项

[image: alt]


[image: alt]


（4）建立力法方程，且求解未知力X1
 ，X2
 ，X3


619.2X1
 ＋104.4X2
 －8262＝0，104.4X1
 ＋26X2
 －1500＝0

600X3
 －8370＝0

从上解出：

X1
 ＝11.19kN，X2
 ＝12.74kN，X3
 ＝13.95kN

（5）运用叠加法：M＝[image: alt]
 1
 X1
 ＋[image: alt]
 2
 X2
 ＋[image: alt]
 3
 X3
 ＋MF
 ，绘制刚架的弯矩图如图g）所示。

（6）校核弯矩图

刚架任一点处的相对转角应为零（变形协调条件），取任意静定刚架加一对单位力矩后的弯矩图与结构弯矩图g）相乘，得

[image: alt]


本题为封闭刚架且EI为常数，即沿刚架各杆的弯矩图面积之和为零。经过验算此条件满足，说明弯矩图正确。

讨论

（1）若将固定支座A（或B）处的约束力为未知力求解，则δ12
 ，δ23
 等副系数不为零，需联立求解三个未知力，计算显然要繁复。

（2）本题可将载荷分解为对称载荷（图h））与反对称载荷（图j））。图h）情况可取半边结构计算，见图i），其中，点D处为定向支座（两个未知量）。图j）情况可简化为图k）所示半边结构计算，而点D为链杆支承（一个未知量）。对称载荷与反对称载荷作用下的弯矩图叠加就得到原结构的弯矩图如图g）所示。

16.4　思考题


16－1
 　力法的基本结构及解题基本思路如何？


16－2
 　力法方程中系数与自由项的力学意义是什么？


16－3
 　为什么力法方程中的主系数恒大于零，而副系数与自由项可为正值、负值或零？


16－4
 　在计算超静定桁架时，可以截断多余内部杆件或去除整根杆作为基本结构，得到的力法方程是否相同？


16－5
 　内力图的校核应如何进行并注意什么？


16－6
 　对称结构的含义是什么？如何应用对称性解题？


17　位　移　法

17.1　理论概要

17.1.1　位移法的基本未知量及基本结构

用位移法求解超静定结构时，通常取刚结点的独立角位移和独立线位移为基本未知量。基本未知量的数目与结构的超静定次数无关。

假设在所研究结构的刚结点加一个只能限制转动的附加刚臂，在每个独立线位移方向加一根只能限制移动的附加链杆，使原结构转化为由一系列单跨超静定梁（柱）构成的无任何结点位移的体系，此即为位移法的基本结构。

17.1.2　位移法的基本解题思路和方法

（1）位移法的基本解题思路：将结点位移作为基本未知量，建立以结点位移表示的平衡条件作为位移法的求解方程，求出结点位移后，再计算杆端的内力及绘制结构内力图，或进而计算结构任意截面处的位移。

（2）位移法求解超静定结构有两种方法：转角位移方程（直接平衡法）与典型方程方法。

17.1.3　等截面单跨超静定梁（柱）的形常数和载常数

由支座位移产生的杆端内力称为形常数；由载荷产生的杆端内力称为载常数。可由力法求出等截面单跨超静定梁的形常数及载常数，见表17－1。

表17－1　单跨超静定梁（柱）的形常数及载常数（仅列出弯矩值）

[image: alt]


[image: alt]


17.1.4　用转角位移方程（直接平衡法）求解超静定结构

（1）转角位移方程（刚度方程）

杆端弯矩与杆端位移间的关系（转角位移方程）见表17－2所示。

表17－2　杆端弯矩与结点位移、载荷引起的固端弯矩之间的关系

[image: alt]


注：表中[image: alt]
 为载荷引起的弯矩（称为固端弯矩、或称为载常数），见表17－1所列。





（2）杆端力（弯矩、剪力）及杆端位移正负号的规定

杆端力（MAB
 ，MBA
 ，FSAB
 ，FSBA
 ，[image: alt]
 、转角（θA
 ，θB
 ）、结点位移产生的弦转角（Δ/l），均以顺时针转为正，反之为负。

（3）利用转角位移方程建立位移法方程

对具有转角未知量的刚结点取力矩平衡；对具有线位移未知量的杆件则取力的平衡，可建立总数与未知量数目相等的求解方程。

17.1.5　用典型方程求解超静定结构

（1）对于具有n个基本未知量的结构，利用附加约束（刚臂或链杆）上的受力与原结构一致的平衡条件可建立位移法的典型方程（n个）：

[image: alt]


（2）典型方程中系数、自由项的力学意义及正负号规定

式（17－4）中，rii
 称为主系数（恒为正值），其力学意义：基本结构上仅由i附加约束产生单位位移Zi
 ＝1时，在该约束i上引起的约束力（矩）；rij
 称为副系数（可为正值、负值或零），其力学意义为：基本结构上仅由j附加约束产生单位位移Zj
 ＝1时，在附加约束i上引起的约束力（矩）；RiF
 称为自由项（可为正值、负值或零），其力学意义为：基本结构上仅由载荷作用时，在附加约束i上引起的约束力（矩）。

副系数、自由项的方向与相应的结点位移方向一致时取为正，反之为负。

17.1.6　用转角位移方程求解与用典型方程求解的比较

建立求解方程的途径虽不同，但都以结点位移为基本未知量，所列求解方程实质上均表达了相同的平衡条件。转角位移方程法需绘制的弯矩图较少，比较简便，最后杆端弯矩直接由转角位移方程确定。典型方程法求解时需画的弯矩图较多，最后杆端弯矩要应用叠加法计算。

17.1.7　位移法、力法求解超静定结构的特点

求解超静定结构主要用位移法或力法，这两种方法的特点归纳于表17－3。

表17－3　位移法、力法求解超静定结构的特点

[image: alt]


17.1.8　简化计算的措施

尽可能利用对称性对结构进行简化，从而简化求解方程。对称结构受对称载荷或反对称载荷作用时，可将原结构简化成半结构或1/4结构计算；对称结构受任意载荷作用时，可将任意载荷分解为对称载荷与反对称载荷，进而对结构进行简化。对称结构受对称载荷作用时，宜用位移法求解；对称结构受反对称载荷作用时，宜用力法求解。

17.2　基本要求

（1）掌握位移法的基本概念，正确判断基本未知量。

（2）熟悉等截面直杆的形常数和载常数。

（3）熟悉杆端力、杆端位移正负号的规定。

（4）重点掌握用典型方程和用转角位移方程，求解两个或三个未知量的结构。

（5）熟练运用对称性原理解题。

17.3　典型例题


例17－1
 　试讨论例17－1图a）、图b）和图c）所示结构的基本未知量。

[image: alt]


例17－1图


解
 　（1）若不考虑轴向变形，当EI1
 、EI2
 均为有限值时，图a）和图b）所示结构有三个基本未知量：θC
 、θD
 、Δ（点C或点D的线位移）。

（2）若不考虑轴向变形，当EI2
 为无限大，而EI1
 为有限值时，图a）和图b）所示结构有一个基本未知量：Δ（点C或点D的线位移）。当EI1
 为无限大，而EI2
 为有限值时，图a）和图b）所示结构均无结点位移。

（3）对于图c）所示结构，当EI、EA为无限大时，结构的结点位移未知量有三个：ΔHC
 、ΔHE
 、θE
 。当EI、EA为有限值时，结构的结点位移未知量有六个：ΔHD
 、ΔHE
 、ΔHF
 、θC
 、θD
 、θE
 。


例17－2
 　试用两种方法建立例17－2图a）所示刚架的位移法求解方程，并绘弯距图。

[image: alt]


例17－2图


解法一
 　用转角位移方程求解

（1）刚架在结点B的转角θB
 为基本未知量。

（2）参照式（17－1）、式（17－2）与表17－1，分别列出各杆的杆端弯矩：

[image: alt]


（3）建立位移法求解方程。由结点B（图b））的力矩平衡条件得

MBA
 ＋MBD
 ＋MBC
 ＝0

将杆端弯矩表达式代入后可解得θB
 ：

[image: alt]


（4）将θB
 的值代入杆端弯矩表达式，可确定杆端弯矩为：

[image: alt]


（5）根据杆端弯矩数值，在弯矩图上，先标注杆端部的弯矩纵坐标且连线，在AB段需叠加简支梁受均布载荷作用时的弯矩图，在BC段则需叠加简支梁受集中力作用时的弯矩图，结构的最后弯矩图见图c）所示。


解法二
 　用位移法典型方程求解

（1）基本结构取如图d）所示，结点B的转角Z1
 为基本未知量。

（2）建立位移法典型方程r11
 Z1
 ＋R1F
 ＝0。

（3）绘制单位弯矩图如图e），绘载荷作用下的弯矩图如图f）。

（4）求r11
 和R1F
 。

由图e）所示结点B的力矩平衡得r11
 ＝8i＋4i＋6i＝18i，

由图f）所示结点B的力矩平衡得[image: alt]
 。

（5）将系数与自由项代入典型方程可求出Z1
 （结点B的转角），即

[image: alt]


（6）由M＝[image: alt]
 1
 Z1
 ＋MF
 可绘出结构最后弯矩图与图c）相同。

讨论

（1）本题为四次超静定结构，若用力法求解则有四个未知约束力，故宜用位移法求解。

（2）用解法一（转角位移方程）求解时，与解法二比较，显然，可少绘两个弯矩图（[image: alt]
 1
 ，MF
 ）。

（3）由对称性知，图g）所示受反对称载荷作用刚架的左半部分弯矩图即为图c）。


例17－3
 　求例17－3图a）所示连续梁的弯矩图。

[image: alt]


例17－3图


解法一
 　用转角位移方程求解

（1）基本未知量为转角Z1
 （或θB
 ），Z2
 （或θC
 ）。

（2）列杆端弯矩表达式。为便于计算，设EI＝24，则各杆的相对线刚度为：

[image: alt]


参照表17－1，得固端弯矩为：

[image: alt]


由式（17－1）、式（17－2）得杆端弯矩为：

MBA
 ＝3（3）Z1
 ＋160，MBC
 ＝4（4）Z1
 ＋2（4）Z2
 －150

MCB
 ＝2（4）Z1
 ＋4（4）Z2
 ＋150，MCD
 ＝3（3）Z2


（3）由图b）所示结点B和结点C的力矩平衡得求解方程，进而可解出未知结点转角，即

∑MB
 ＝0，MBA
 ＋MBC
 ＝0，25Z1
 ＋8Z2
 ＋10＝0

∑MC
 ＝0，MCB
 ＋MCD
 ＝0，8Z1
 ＋25Z2
 ＋150＝0

Z1
 ＝1.6934（顺时针转），Z2
 ＝-6.5418（逆时针转）

（4）将Z1
 、Z2
 代入杆端弯矩表达式，有

MBA
 ＝175.24kN·m，MBC
 ＝-175.24kN·m

MCB
 ＝58.88kN·m，MCD
 ＝-58.88kN·m

（5）在图c）的A，B，C，D处标出杆端弯矩且连线，在AB段叠加简支梁受均布载荷作用的弯矩图，在BC段叠加简支梁受集中力作用的弯矩图，得最后弯矩图如图c）所示。


解法二
 　用典型方程求解

（1）基本结构如图d）所示，基本未知量为Z1
 、Z2
 。

（2）列典型方程

r11
 Z1
 ＋r12
 Z2
 ＋R1F
 ＝0，r21
 Z1
 ＋r22
 Z2
 ＋R2F
 ＝0

（3）绘[image: alt]
 1
 、[image: alt]
 2
 、MF
 图分别如图e）、图f）、图g）所示，由结点B和结点C的力矩平衡得

r11
 ＝r22
 ＝9＋16＝25，r12
 ＝r21
 ＝8

R1F
 ＝160－150＝10，R2F
 ＝150

（4）将系数和自由项代入典型方程，所得求解方程及解出的Z1
 、Z2
 与解法一所得相同。

讨论

（1）用力法求解本题时，未知量有两个，参考例16－2，在结点B，C处的弯矩X1
 ，X2
 ，与本题所得结果（对照图c））一致。

（2）Z2
 即为C处的转角，由于计算时引用了相对刚度EI＝24，故实际位移应采用实际刚度，即

θC
 ＝24Z2
 /EI＝-24×6.5418/EI＝-157/EI[image: alt]
 与例16－2所求结果对应一致。


例17－4
 　求例17－4图a）所示刚架的弯矩图。

[image: alt]


例17－4图


解法一
 　用典型方程求解

（1）基本未知量为结点E的角位移Z1
 与线位移Z2
 。基本结构如图b）所示。点C的集中力可静力等效地移置到点D，变换为作用于点D的集中力与力矩M＝40kN·m。

（2）列出位移法典型方程：r11
 Z1
 ＋r12
 Z2
 ＋R1F
 ＝0，r21
 Z1
 ＋r22
 Z2
 ＋R2F
 ＝0。

（3）求系数rij
 和自由项RiF
 。基本结构的[image: alt]
 1
 、[image: alt]
 2
 、MF
 图分别如图c）、图d）、图e）所示。

参照图c），取结点E的力矩平衡得∑ME
 ＝0，r11
 ＝4i＋6i＝10i；

参照图d），取结点E的力矩平衡得∑ME
 ＝0，r12
 ＝[image: alt]
 ＝-1.5i＝r21
 ；

取杆DE水平方向力的平衡得[image: alt]


参照图e），取结点E的力矩平衡得[image: alt]


取杆DE水平方向力的平衡得[image: alt]


（4）将系数rij
 和自由项RiF
 代入典型方程，可求出未知量Z1
 和Z2
 。

[image: alt]


（5）绘结构弯矩图。由叠加法，按M＝[image: alt]
 1
 X1
 ＋[image: alt]
 2
 X2
 ＋MF
 计算：

[image: alt]


杆EB的弯矩还需叠加简支梁受均布载荷作用下的弯矩。结构最后弯矩图见图f）所示。

讨论

r21
 也可由图c）导出：先计算杆EB在顶部的剪力，再由杆ED的水平方向力的平衡求出r21
 。显然，从图d）计算r1
 2
 较容易。


解法二
 　用转角位移方程求解

（1）基本未知量为结点E的角位移Z1
 与线位移Z2
 。

（2）由转角位移方程列出杆端弯矩及杆端剪力（查表或由杆件的平衡求得）的表达式。

[image: alt]


[image: alt]


（3）建立求解方程。

取结点E的力矩平衡得[image: alt]


取杆DE水平方向力的平衡得[image: alt]


以上所得求解方程及解出的未知量Z1
 ，Z2
 与解法一所得结果相同，将Z1
 ，Z2
 代入杆端弯矩表达式，进而可绘制结构的弯矩图见图f）所示。


例17－5
 　绘制例17－5图a）所示刚架的弯矩图。

[image: alt]


例17－5图


解
 　（1）确定基本结构。刚架为四次超静定结构，用位移法求解时，其基本未知量为结点C的角位移Z1
 与线位移Z2
 ，基本结构如图b）所示。

（2）列出位移法典型方程：r11
 Z1
 ＋r12
 Z2
 ＋R1F
 ＝0，r21
 Z1
 ＋r22
 Z2
 ＋R2F
 ＝0。

（3）求系数rij
 和自由项RiF
 。基本结构的[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 2
 ，MF
 图分别如图c）、图d）、图e）所示。

参照图c），取结点C的力矩平衡得∑MC
 ＝0，r11
 ＝13i；取CD杆水平方向力的平衡得∑Fx
 ＝0，r21
 ＝-0.5i。或参照图d），取结点C的力矩平衡得∑MC
 ＝0，r12
 ＝-0.5i（比计算r21
 容易）。

参照图d），取杆CD水平方向力的平衡得∑Fx
 ＝0，r22
 ＝0.5i。

参照图e），取结点C的力矩平衡得∑MC
 ＝0，R1F
 ＝0；取杆CD水平方向力的平衡得∑Fx
 ＝0，R2F
 ＝-F。

（4）将系数rij
 和自由项RiF
 代入典型方程，可求出Z1
 ，Z2
 。

[image: alt]


（5）运用叠加法，由M＝[image: alt]
 1
 X1
 ＋[image: alt]
 2
 X2
 ＋MF
 ，可绘制最后弯矩图如图f）所示。


例17－6
 　例17－6图a）所示刚架，已知各杆长为L＝4m，EI＝2×104
 kN·m，支座A产生顺时针转向的转角φA
 ＝0.01rad，支座B下沉Δ＝2cm。求刚架的弯矩图。

[image: alt]


例17－6图


解
 　（1）基本未知量为结点C的角位移Z1
 与线位移Z2
 。

（2）由转角位移方程列出杆端弯矩表达式。设各杆的线刚度i＝EI/L。

[image: alt]


[image: alt]


（3）建立求解方程且求出Z1
 与Z2


参考图b），取结点C的力矩平衡得

∑MC
 ＝0，MCA
 ＋MCD
 ＝0，7iZ1
 －1.5iZ2
 ＋2iφA
 －0.75iΔ＝0

参考图b），取杆CD水平方向力的平衡得

∑Fx
 ＝0，FSCA
 ＋FSDB
 ＝0，6iZ1
 －3.75iZ2
 ＋6iφA
 ＝0

联立求解得

Z1
 ＝0.00407，Z2
 ＝0.0244

（4）将Z1
 与Z2
 代回杆端弯矩表达式，线刚度i＝EI/L＝0.5×104
 kN·m。

MAC
 ＝0.0145i＝72.5kN·m，MCA
 ＝0.0027i＝13.5kN·m

MCD
 ＝-0.0027i＝-13.5kN·m，MBD
 ＝-0.0168i＝-84kN·m

（5）按杆端弯矩值绘制刚架的弯矩图如图c）所示。


例17－7
 　例17－7图a）—图e）均为对称结构，试利用对称性，将原结构简化为半边结构，且确定其对应的基本未知量。

[image: alt]


[image: alt]


例17－7图


解
 　（1）图a）为对称结构受对称载荷作用，取半边结构如图a1
 ）所示，基本未知量（三个）为θC
 ，θE
 ，ΔHE
 。

（2）图b）为对称结构受对称载荷作用，取半边结构如图b1
 ）所示，基本未知量（三个）为θC
 ，θE
 ，ΔHE
 （或ΔVF
 ）。

（3）图c）为对称结构受对称载荷作用，取半边结构如图c1
 ）所示，基本未知量（三个）为θC
 ，θE
 ，ΔVF
 （或ΔVD
 ）。

（4）图d）为对称结构受反对称载荷作用，取半边结构如图d1
 ）所示，基本未知量（四个）为θC
 ，θE
 ，ΔHD
 （或ΔHC
 ），ΔHF
 （或ΔHE
 ）。

（5）图e）为对称结构受反对称载荷作用，取半边结构如图e）所示，基本未知量（四个）为θC
 ，θE
 ，ΔHD
 （或ΔHC
 ），ΔHF
 （或ΔHE
 ）。


例17－8
 　求例17－8图a）所示刚架结点D的转角，各杆EI为常数。

[image: alt]


例17－8图


解
 　（1）简化结构。本题为对称结构受对称载荷作用，所以对称轴上的点E的转角及水平线位移都为零，即E处相当于固定端。刚架可取左半部分计算，如图b）所示。

（2）左半刚架的基本未知量为点D的转角θD
 （Z1
 ），位移法典型方程为r11
 Z1
 ＋R1F
 ＝0。

（3）绘制[image: alt]
 1
 、MF
 图分别如图c）、图d）所示，且计算系数r11
 和自由项R1F
 。

[image: alt]


由典型方程解得

[image: alt]


Z1
 即为题意所求结点D的转角。

（4）由M＝[image: alt]
 1
 Z1
 ＋MF
 可绘出结构最后弯矩图（略）。


例17－9
 　求例17－9图a）所示刚架的弯矩图。已知各杆的EI为常数。

[image: alt]


例17－9图


解
 　（1）求支座约束力。由整体平衡可得到：FAx
 ＝0，FAy
 ＝FCy
 ＝2qL。

（2）刚架为具有两根对称轴的对称结构，将图a）载荷分解为图b）所示的对称载荷与图c）所示的反对称载荷。

（3）对称结构受对称载荷作用（图b））情况，取图d）所示1/4刚架计算。中柱GO的轴向变形不计，G处可视为固定端。D处为定向支座。此为两次超静定结构，现采用位移法求解，只有转角Z1
 （θF
 ）一个未知量，以图e）为基本结构，[image: alt]
 1
 ，MF
 图分别如图f）、图g）所示。

可求得：

[image: alt]


代入位移法典型方程：

r1
 1
 Z1
 ＋R1F
 ＝0，[image: alt]
 。

由M＝[image: alt]
 1
 Z1
 ＋MF
 可绘出1/4刚架的弯矩图M′见图h），利用对称性，可绘制在对称载荷作用下整体刚架的弯矩图见图o）。

（4）对称结构受反对称载荷作用（图c））情况，可取图i）所示的1/4刚架计算。该结构为一次超静定结构，宜用力法求解。基本结构取如图j）所示，D处链杆的约束力为基本未知量。绘制[image: alt]
 1
 ，MF
 图分别如图k）、图l）所示。

由图乘法得

[image: alt]


代入力法典型方程

δ11
 X1
 ＋Δ1F
 ＝0，[image: alt]


由M＝[image: alt]
 1
 X1
 ＋MF
 可绘制弯矩图M″如图m）所示，利用对称性，进而绘制反对称载荷作用下整体刚架的弯矩图见图p）。

（5）将图o）与图p）叠加，便得到原结构的最后弯矩图见图n）所示。

讨论

图d）状态若用力法求解，则有两个未知量（约束反力）。而图i）状态若用位移法求解，则也有两个未知量（F点的转角和竖向线位移）。

17.4　思考题


17－1
 　位移法的基本未知量数目是否等于该结构的超静定次数？


17－2
 　位移法的基本思路如何？


17－3
 　比较建立位移法求解方程的两种方法，说明其内在联系与不同之处。


17－4
 　为什么在载荷作用下求内力时可采用杆的相对刚度，而求位移时必须用杆的绝对刚度？


17－5
 　在力法与位移法中，各以什么方式满足静力平衡和位移协调条件？


18　力矩分配法

18.1　理论概要

18.1.1　基本概念

（1）转动刚度S

杆件AB在A端（近端）转动单位角度时，需要在A端（近端）施加的力矩，称为该杆端的转动刚度，用SAB
 表示。转动刚度与线刚度i及B端（远端）的约束有关，见表18－1所示。

表18－1　转动刚度、传递系数与杆端约束的关系

[image: alt]


（2）传递系数CAB


杆件在端部A（近端）作用弯矩MAB
 产生转动时，在端部B（远端）也将产生弯矩MBA
 ，MAB
 与MBA
 的比值称为传递系数，用CAB
 表示，其与远端约束有关，见表18－1所示。

（3）（力矩）分配系数

转动刚度SAK
 与汇交于结点A处各杆端转动刚度之和的比值，称为杆件AK在端部A的分配系数，用μAK
 表示。

[image: alt]


18.1.2　力矩分配法的基本原理及计算步骤

基于位移法的力矩分配法，其基本结构及正负号规定与位移法相同，但不需要建立和求解典型方程，也无需计算结点位移，而是直接求解杆端弯矩。此方法适用于计算连续梁及无侧移刚架。

力矩分配法的计算步骤如下：

（1）添加刚臂，固定结点，求不平衡力矩，计算分配系数。

（2）取消刚臂，放松结点，在结点上施加与不平衡力矩反向的力矩，且分配到与该结点相连的杆端。

（3）计算传递至杆件远端的弯矩。

（4）重复（1）、（2）、（3）的计算，直至结点的不平衡力矩为零或可忽略不计。

（5）将各次计算结果叠加，得到杆端弯矩的最后数值且绘制弯矩图。

18.1.3　超静定结构几种求解方法的适用情况

（1）对于超静定桁架与组合结构，由于结点位移较多，宜用力法求解。

（2）对于无侧移的超静定梁，宜用力矩分配法求解。

（3）对于超静定刚架，通常采用位移法；若刚架的超静定次数较少而结点位移较多时，可采用力法；对于无结点线位移的刚架，也可采用力矩分配法求解。

（4）求解多余约束较多而结点位移较少的结构，采用位移法比力法简单；求解多余约束较少而结点位移较多的结构，采用力法比位移法简单。

18.2　基本要求

（1）掌握力矩分配法中转动刚度、分配系数、传递系数的物理意义及计算方法。

（2）熟记内力、位移的正负号规定。

（3）熟练掌握用力矩分配法求解连续梁和无侧移刚架。

（4）掌握对称性的利用。

18.3　典型例题


例18－1
 　求例18－1图a）、图b）、图c）、图d）所示四根超静定梁的不平衡力矩。

[image: alt]


例18－1图


解
 　（1）图a）所示梁的附加刚臂设在结点B，不平衡力矩为MB
 ，参照表17－1得

[image: alt]


（2）设图b）所示梁在结点C上的不平衡力矩为MC
 ，MC
 ＝-Fa/2。

（3）对于图c）所示梁，将作用于自由端D上的集中力F移置到支座C处，且添加力矩M＝Fa（其传递到B处的力矩为M/2＝Fa/2），设点B附加刚臂上的不平衡力矩为MB
 ，

[image: alt]


（4）支座位移Δ对图d）所示连续梁的BC段梁是为正的位移，对CD段梁则是负的位移。由式（17－1）、式（17－2）得结点C上的不平衡力矩为

[image: alt]



例18－2
 　求例18－2图所示连续梁在结点B与结点C的分配系数和不平衡力矩。

[image: alt]


例18－2图


解
 　（1）计算转动刚度及分配系数

SBA
 ＝3iBA
 ＝3×1.5＝4.5，SBC
 ＝4iBC
 ＝4×1＝4

SCB
 ＝4iCB
 ＝4×1＝4，SCD
 ＝3iCD
 ＝3×0.8＝2.4

结点B：

[image: alt]


结点C：

[image: alt]


（2）计算不平衡力矩

计算结点B、结点C处由载荷引起的固端弯矩（参考表17－1）

[image: alt]


结点B的不平衡力矩：[image: alt]


结点C的不平衡力矩：[image: alt]



例18－3
 　求例18－3图所示连续梁的弯矩图，已知各段梁的抗弯刚度均为EI。

[image: alt]


例18－3图


解法一
 　将结点B、结点C视为刚结点进行计算。

（1）计算转动刚度和分配系数

SBA
 ＝4i，SBC
 ＝4i，SCB
 ＝4i，SCD
 ＝0

μBA
 ＝[image: alt]
 ＝μBC


μCD
 ＝0，μCB
 ＝1

（2）计算固端弯矩

参考表17－1，得

[image: alt]


[image: alt]


（3）力矩分配及传递

先放松不平衡力矩较大的结点B，然后放松结点C，直至不平衡力矩趋于零，全部计算过程见表18－2所示。

表18－2　例18－3计算表

[image: alt]


（4）根据各杆端（控制截面）弯矩的计算结果（由固端弯矩、分配弯矩、传递弯矩相叠加），绘制连续梁的弯矩图如图b）所示，其中，BC段需叠加简支梁受均布载荷作用的弯矩图而得。


解法二
 　（1）连续梁的悬臂部分CD属静定梁，依平衡条件可求得：MCD
 ＝-16kN·m，FSCD
 ＝8kN，去除CD部分，结点C可视为铰支座，将B视为刚结点，见图c）所示。

（2）计算转动刚度和分配系数

[image: alt]


（3）计算固端弯矩

[image: alt]


（4）先将结点C的力矩向结点D传递[image: alt]
 ，再计算出B点的不平衡力矩且放松结点B，计算过程见表18－3所示，最后弯矩图见图b）。

表18－3　例18－3计算表

[image: alt]


讨论　解法二较简单。


例18－4
 　用力矩分配法求例18－4图所示刚架的弯矩图，已知各杆件的抗弯刚度均为EI。

[image: alt]


例18－4图


解
 　（1）计算各杆的线刚度、转动刚度和分配系数

[image: alt]


[image: alt]


（2）计算固端弯矩

[image: alt]


（3）力矩分配及传递

先从不平衡力矩较大的结点B开始放松，计算过程见表18－4。

表18－4　例18－4计算表

[image: alt]


（4）绘制弯矩图见图b）所示。

讨论

（1）计算时，相邻的两结点不能同时放松，只能一个固定，另一个放松，轮流交替进行，直至不平衡力矩为零。若结构有三个结点，那么不相邻的两个结点可同时放松（或固定），中间结点则固定（或放松）。

（2）由对称性知，本例刚架为图c）所示刚架的左半部分，因此，将图b）的弯矩图以通过点D的垂直线为对称轴镜像复制到右边，便可得到图c）所示刚架的弯矩图（略）。


例18－5
 　用力矩分配法绘制例18－5图a）所示连续梁的弯矩图。

[image: alt]


例18－5图


解
 　（1）计算转动刚度S与分配系数μ

SBA
 ＝3iBA
 ＝3×2＝6，SBC
 ＝4iBC
 ＝4×1＝4，

SCB
 ＝4iCB
 ＝4×1＝4，SCD
 ＝4iCD
 ＝4×1＝4，

∑SB
 ＝SBA
 ＋SBC
 ＝6＋4＝10，μBA
 ＝[image: alt]
 ＝0.6，

μBC
 ＝[image: alt]
 ＝0.4

∑SC
 ＝SCB
 ＋SCD
 ＝4＋4＝8，

μCB
 ＝[image: alt]
 ＝0.5，μCD
 ＝[image: alt]
 ＝0.5

（2）计算固端弯矩及结点C的不平衡力矩

[image: alt]


（3）力矩分配及传递

先放松不平衡力矩较大的结点C，全部计算过程见表18－5所示。

表18－5　例18－5计算表

[image: alt]


（4）绘制弯矩图如图b）所示。


例18－6
 　用力矩分配法绘例18－6图a）所示刚架的弯矩图。

[image: alt]


例18－6图


解
 　（1）计算转动刚度S与分配系数μ

[image: alt]


（2）计算固端弯矩

[image: alt]


（3）力矩分配与传递

计算过程见表18－6所示。

表18－6　例18－6计算表

[image: alt]


（4）绘制弯矩图

弯矩图如图b）所示。

讨论

参照图b）且利用对称性，可得到图c）所示封闭刚架的弯矩图。


例18－7
 　例18－7图a）所示为连续梁，支座A发生转角θA
 ＝0.004rad，支座B下移ΔB
 ＝4mm，支座C下移ΔC
 ＝10mm，EI＝105
 kN·m2
 。试用力矩分配法绘连续梁的弯矩图。

[image: alt]


例18－7图


解
 　（1）计算转动刚度S与分配系数μ

SBA
 ＝4iBA
 ＝EI，SBC
 ＝4iBC
 ＝2EI＝SCB


SCD
 ＝3iCD
 ＝3EI

∑SB
 ＝SBA
 ＋SBC
 ＝3EI，μBA
 ＝[image: alt]


μBC
 ＝[image: alt]
 ，μBA
 ＋μBC
 ＝1

∑SC
 ＝SCB
 ＋SCD
 ＝5EI，μCB
 ＝[image: alt]


μCD
 ＝[image: alt]
 ，μCB
 ＋μCD
 ＝1

（2）计算固端弯矩

θA
 ，ΔB
 引起杆AB的固端弯矩为

[image: alt]


杆BC的相对线位移为Δ＝ΔC
 －ΔB
 ＝10－4＝6mm（使杆BC顺时针转，为正的线位移），Δ引起杆BC的固端弯矩为

[image: alt]


杆CD在点C的固端弯矩，由集中力和相对线位移ΔC
 （使杆CD逆时针转，负的线位移）所引起：

[image: alt]


（3）力矩分配与传递

计算过程见表18－7所示。

表18－7　例18－7计算表

[image: alt]


（4）绘制弯矩图

如图b）所示。

18.4　思考题


18－1
 　何谓转动刚度、分配系数、传递系数？


18－2
 　何谓不平衡力矩、传递力矩？


18－3
 　如何计算不平衡力矩、传递力矩？


18－4
 　为什么力矩分配法随分配和传递的次数增加而趋于收敛？


18－5
 　若仅是传递力矩计算有误，杆端弯矩能否满足结点的力矩平衡条件？


19　影　响　线

19.1　理论概要

19.1.1　影响线的概念

表示结构上指定截面的某量值（内力、约束力、位移）随单位移动载荷作用变化规律的图形，称为该量值的影响线。

19.1.2　影响线的形状特点、正负号规定、量值的量纲

（1）静定结构的约束力和内力的影响线为直线或折线形，位移影响线则为曲线形。

（2）超静定结构的约束力和位移的影响线均为曲线形。

（3）约束力以向上为正，轴力以受拉为正，剪力以使隔离体顺时针转为正，弯矩以使杆下侧受拉为正，正值纵坐标绘于影响线基线的上方。

（4）约束力、剪力、轴力的影响线纵坐标的量纲为［力］/［力］（无量纲），弯距影响线的量纲为［力］［长度］/［力］（［长度］），而位移影响线的量纲则为［长度］/［力］。

19.1.3　绘制影响线的方法

可用静力法或机动法来绘制影响线。以单位移动载荷F＝1的位置为x变量，利用静力平衡条件列出某量值（约束力、内力）与x的关系式（影响线方程），且由此绘出影响线图形，这种方法称为静力法。

以刚体虚功方程为依据，利用体系的虚位移原理绘制影响线，这种方法称为机动法。

19.1.4　影响线图形与内力图的比较

影响线是指单位移动载荷在结构上移动时，在指定截面处某一量值（约束力、内力）变化规律的图形，影响线方程中的x是指移动载荷离坐标原点的位置。而内力图则是：在固定载荷作用下，结构各截面处内力的大小，变量x是指截面离坐标原点的位置。

19.1.5　影响线的应用

（1）利用影响线求内力值。

若存在一组集中载荷F1
 ，F2
 ，…，Fn
 作用于结构上，设y1
 ，y2
 ，…，yn
 为集中载荷作用处对应影响线的纵坐标，则量值S的数值为

[image: alt]


若存在均布载荷q作用于结构上，设ωO
 为载荷作用段影响线图形的面积，则量值S的数值为

[image: alt]


（2）确定最不利载荷位置。

若载荷移动到某一位置时使某量值达到最大值，则该位置就称为此量值的最不利位置。

19.1.6　内力包络图

连接各截面内力最大值的曲线图形称为内力包络图。

19.2　基本要求

（1）掌握影响线的基本概念，搞清影响线与内力图的区别。

（2）熟练运用静力法绘制静定梁（尤其是简支梁）的约束力、内力的影响线。

（3）能利用影响线求影响量值及载荷的最不利位置。

19.3　典型例题


例19－1
 　试绘制例19－1图a）所示斜梁的约束力FAx
 、FAy
 、FB
 ，及截面C处的弯矩MC
 、剪力FSC
 、轴力FNC
 的影响线。

[image: alt]


例19－1图


解
 　（1）绘制支座约束力FAx
 、FAy
 、FB
 的影响线。由斜梁的整体平衡得

[image: alt]


根据以上影响线方程绘约束力FAy
 ，FB
 的影响线分别如图b）、图c）所示。

（2）绘制内力MC
 、FSC
 、FNC
 的影响线。当F＝1在AC段移动时，取d）图所示的CB段为隔离体，由平衡条件得

[image: alt]


当F＝1在CB段移动时，取e）图所示的AC段为隔离体，由平衡条件得

[image: alt]


根据以上影响线方程，绘MC
 、FSC
 、FNC
 的影响线分别如图f）、图g）、图h）所示。

讨论

（1）当F作用在点A（或点B）时，斜梁内无任何内力，F完全由支座承受。

（2）本题若梁的轴线为水平方向（α＝0）时，则以上解答即为水平简支梁对应的影响线。


例19－2
 　试绘制例19－2图a）所示斜梁约束力FAx
 ，FAy
 ，FB
 ，及截面C处的弯矩MC
 的影响线。

[image: alt]


例19－2图


解
 　（1）绘制约束力FAx
 、FAy
 、FB
 的影响线

以点A为坐标原点，x轴向上为正，由斜梁的整体平衡得

[image: alt]


根据以上影响线方程，绘FHA
 ，FVA
 ，FB
 的影响线分别如图b）、图c）、图d）所示。

（2）绘截面C处弯矩MC
 的影响线

当F在点C左侧移动时，取CB段为隔离体，由∑MC
 ＝0得MC
 ＝2FB
 ＝x/2　（0≤x≤3/2）；

当F在点C右侧移动时，取AC段为隔离体，由∑MC
 ＝0得MC
 ＝1.5－x/2　（3/2≤x≤3）。

根据以上影响线方程，计算出在控制点A、B、C处弯矩MC
 的值，可绘MC
 的影响线如图e）所示。

讨论

如要绘制剪力FSC
 、轴力FNC
 的影响线，可参考例19－1。


例19－3
 　在例19－3图a）所示结构上，F＝1沿梁ABC移动。试求MB
 ，NBE
 ，FDy
 ，FSE左
 的影响线。

[image: alt]


例19－3图


解
 　（1）作MB
 、NBE
 的影响线。取图b）所示梁ABC为隔离体，由平衡方程得

[image: alt]


当F＝1在BC段移动时，取AB段为隔离体（见图c）），由∑MB
 ＝0得MB
 ＝0；

当F＝1在AB段移动时，取AB段为隔离体（见图d）），由∑MB
 ＝0得MB
 ＝-（L－x），（0≤x≤L）。

根据以上影响线方程，绘NBE
 、MB
 的影响线分别如图g）、图f）所示。

（2）作FDy
 、FSE左
 的影响线。由图b）所示梁DF部分的平衡得

[image: alt]


取点E以左部分梁为隔离体（图e）），∑Fy
 ＝0，FSE左
 ＝FDy
 ＝[image: alt]
 ，（0≤x≤3L）

按以上影响线方程，绘FDy
 、FSE左
 的影响线分别如图h）、图i）所示。

讨论

同理，取合适的隔离体，可列出点C和点F处约束力的影响线方程，进而绘出对应的影响线。


例19－4
 　例19－4图a）所示为静定的连续梁，求约束力FA
 ，FB
 ，FC
 ，及内力FSC
 ，ME
 ，FSE
 ，MF
 ，FSF
 的影响线。

[image: alt]


例19－4图


解
 　（1）绘FA
 的影响线

当F＝1作用于AD段时，取AD段梁为隔离体，由∑MD
 ＝0，FA
 ＝[image: alt]
 ；

当F＝1作用于DC段时，取AD段梁的平衡，得FA
 ＝0；

由此绘出FA
 的影响线如图b）所示。

（2）绘FSD
 的影响线

当F＝1作用于AD段时，取AD段梁为隔离体，由∑Fy
 ＝0，FSD
 ＝FA
 －1；

当F＝1作用于DC段时，DC段梁是连续梁的基本部分，FSD
 ＝0；

由此可绘出FSD
 的影响线如图c）所示。

（3）绘ME
 的影响线

当F＝1作用于点E以左时，取ED段为隔离体，由∑ME
 ＝0，ME
 ＝-FSD
 ×b；

当F＝1作用于点E以右时，取AE段为隔离体，由∑ME
 ＝0，得ME
 ＝FA
 ×a；

从而可绘出ME
 的影响线如图d）所示。

（4）绘FSE
 的影响线

F＝1作用于点E以左时，取ED段为隔离体，由∑Fy
 ＝0，FSE
 ＝FSD
 ；

F＝1作用于点E以右时，取AE段为隔离体，由∑Fy
 ＝0，FSE
 ＝FA
 ；

绘出FSE
 的影响线如图e）所示。

（5）绘FB
 的影响线

F＝1作用于AD段内时，取DBC段为隔离体，由∑MC
 ＝0，得FB
 ＝[image: alt]
 ；

F＝1作用于DC段内时，FB
 的影响线与外伸梁相同。

绘出FB
 的影响线如图f）所示。

（6）绘FC
 的影响线

F＝1作用于AD段内时，取DC段为隔离体，由∑MB
 ＝0，得FC
 ＝[image: alt]
 ；

F＝1作用于DC段内时，FC
 的影响线与外伸梁相同。

绘出FC
 的影响线如图g）所示。

（7）绘MF
 的影响线

当F＝1作用于点F以左时，取FC段为隔离体，由∑MF
 ＝0，MF
 ＝FC
 ×e；

当F＝1作用于点F以右时，取DBF段为隔离体，由∑MF
 ＝0，MF
 ＝FB
 ×d。

参考外伸梁的弯矩影响线，绘制MF
 的影响线如图h）所示。

（8）绘FSF
 的影响线

当F＝1作用于点F以左时，取FC段为隔离体，由∑Fy
 ＝0，FSF
 ＝-FC
 ；

当F＝1作用于点F以右时，取DBF段为隔离体，由∑Fy
 ＝0，FSF
 ＝FB
 。

绘出FSF
 的影响线如图i）所示。


例19－5
 　例19－5图a）所示结构上，F＝1沿BCDE移动。试求MA
 ，FAy
 ，MK
 ，FSK
 ，FD
 的影响线。弯矩以内侧受拉为正。

[image: alt]


例19－5图


解
 　（1）当F＝1作用在基本部分ABC时（图b）），由CDE部分的平衡得：FCy
 ＝0，FD
 ＝0。再考虑ABC段的平衡，由∑MA
 ＝0，得：MA
 ＝-x；由∑Fy
 ＝0，得FAy
 ＝1，（0≤x≤6）。

当F＝1作用于点K以左时，取KC段的平衡，由∑MK
 ＝0，得MK
 ＝0；由∑Fy
 ＝0，得FSK
 ＝0。

当F＝1作用于点K以右时，取KC段的平衡，由∑MK
 ＝0，得MK
 ＝-x；由∑Fy
 ＝0，得FSK
 ＝1。

（2）当F＝1作用在附属部分CDE上时（见图c）），取图c）的CDE为隔离体。

由∑MC
 ＝0，得FCy
 ＝[image: alt]
 ；由∑Fy
 ＝0，得FD
 ＝[image: alt]
 ，（0≤x1
 ≤4）。

取图c）的ABC为隔离体，由∑MA
 ＝0，得MA
 ＝[image: alt]
 ；由∑Fy
 ＝0，得FAy
 ＝[image: alt]
 ，（0≤x1
 ≤4）。

再以图c）所示杆ABC的KC段为隔离体，由∑MK
 ＝0，得MK
 ＝[image: alt]
 ；由∑Fy
 ＝0，得FSK
 ＝[image: alt]
 ，（0≤x1
 ≤4）。

（3）分别将x＝0，x＝6；x1
 ＝0，x1
 ＝4代入相关的影响线方程，可确定这些控制点处约束力或内力影响线的纵坐标，进而绘制杆ABC及杆CDE上MA
 ，FAy
 ，MK
 ，FSK
 ，FD
 的影响线，分别如图d）、图e）、图f）、图g）、图h）所示。从各影响线的点D沿原斜率向点E方向延伸斜线，可得到DE段对应的影响线图形。


例19－6
 　例19－6图a）所示单位载荷F沿刚架周边移动（F保持水平），试绘制FAx
 ，FAy
 ，FB
 ，MK
 ，FNK
 ，FSK
 的影响线。

[image: alt]


例19－6图


解
 　（1）求水平力F＝1在杆AC上移动时的约束力及K截面上的内力。

由图a）所示结构的整体平衡，∑Fx
 ＝0，得FAx
 ＝1；∑MA
 ＝0，得FB
 ＝[image: alt]
 ；∑Fy
 ＝0，得FAy
 ＝FB
 ＝[image: alt]
 。

取右半刚架KDB为隔离体（图b）），由平衡条件得

[image: alt]


（2）求水平力F＝1在杆CD上水平移动时的约束力及K截面上的内力。

由整体平衡得

FAx
 ＝1，FB
 ＝FAy
 ＝[image: alt]


取右半刚架KDB为隔离体（图c）），由平衡条件得：

[image: alt]


当F＝1作用于点K以左时，FNK
 ＝0；

当F＝1作用于点K以右时，FNK
 ＝1。

（3）求F＝1在杆DB上移动时的约束力及截面K上的内力。

由整体平衡得

FAx
 ＝1，FB
 ＝FAy
 ＝[image: alt]


取右半刚架KDB为隔离体（图d）），由平衡条件得

[image: alt]


（4）根据影响线方程，绘制约束力及截面K上的内力的影响线，分别如图e）、图f）、图g）、图h）、图i）所示。

讨论

（1）FAy
 与FB
 的影响线表达式相同，故影响线图形亦相同。

（2）求截面K处的内力时，亦可取左半刚架ACK为隔离体，由平衡条件得到相同结果。


例19－7
 　梁所受载荷如例19－7图a）所示，利用影响线求截面K上的弯矩。

[image: alt]


例19－7图


解
 　（1）用静力法绘梁在截面K上弯矩MK
 的影响线，且标出载荷作用处影响线的纵坐标，见图b）所示。

（2）参照式（19－1）和式（19－2），用叠加法求截面K上的弯矩。

MK
 ＝F1
 y1
 ＋F2
 y2
 ＋q1
 ω1
 ＋q2
 ω2
 －q3
 ω3


其中ω1
 ＝（4＋2）×6×0.5＝18

ω2
 ＝0.5×2×6＝6

ω3
 ＝0.5×1×3＝1.5

MK
 ＝100×4＋100×5＋50×18＋30×6－30×1.5＝1935kN·m

讨论

（1）校核MK
 ：取梁的整体平衡，∑MB
 ＝0，FAy
 ＝248.3kN。

（2）取AK段梁的平衡，∑MK
 ＝0，MK
 ＝248.3×9－100×3＝1935kN·m。


例19－8
 　求例19－8图a）所示简支梁的绝对最大弯距，且与梁中间截面的最大弯距进行比较。

[image: alt]


例19－8图


解
 　（1）梁上距支座点A距离为x的截面上的弯距的影响线如图b）所示。

将F2
 ＝100kN置于x截面处，得最大弯距为

[image: alt]


求出Mxmax
 的极值位置

[image: alt]


所以，Mxmax
 （x＝6.7）＝355.6kN·m

（2）求梁在中间截面的最大弯距。中间截面弯距的影响线见图c）所示，将F2
 ＝100kN置于中间截面处，有

[image: alt]


这表明中间截面是临界位置，且

M中max
 ＝50×3×2/6＋100×3＝350kN·m

即

Mxmax
 ＞M中max


绝对最大弯距靠近中间截面，且大于中间截面弯距。

讨论

（1）也可先求出合力R＝150kN，与F2
 的距离为a1
 ＝1.33m，F2
 下的最大弯距

[image: alt]


（2）R与F1
 的距离为a2
 ＝2.67m，F1
 下的最大弯距

[image: alt]


可见，绝对最大弯距为355.6kN·m。

19.4　思考题


19－1
 　影响线横坐标及纵坐标的物理意义是什么？


19－2
 　影响线与内力图有什么不同？


19－3
 　反力、弯距、剪力影响线纵坐标的量纲是什么？


19－4
 　影响线的应用条件是什么？


19－5
 　求内力的影响线方程与求内力的方程有何不同？


19－6
 　静力法作影响线的步骤如何？


19－7
 　简支梁任意截面的剪力影响线为何有突变？在突变处，剪力左、右两竖标的含义如何？


20　截面图形的几何性质

20.1　理论概要

20.1.1　静矩、形心位置、惯性矩、惯性积

静矩、形心位置、惯性矩、惯性积计算见表20－1所示。

表20－1　静矩、形心位置、惯性矩、惯性积

[image: alt]


[image: alt]


20.1.2　平行移轴公式和转轴公式

平行移轴公式和转轴公式计算见表20－2。

表20－2　平行移轴公式和转轴公式计算

[image: alt]


20.1.3　主惯性轴、主惯性矩、形心主惯性轴、形心主惯性矩

（1）如果图形对一对坐标轴的惯积为零，那么，这对坐标轴就称为图形的主惯性轴，简称主轴。

（2）图形对主轴的惯性矩称为主惯性矩。

（3）如果主轴的交点和截面图形形心位置重合，那么，这对坐标轴称为形心主惯性轴，简称形心主轴。

（4）图形对形心主轴的惯性矩称为形心主惯性矩。

20.2　基本要求

（1）掌握静矩、形心、惯性矩、惯性积的计算。

（2）理解主惯性轴、主惯性矩、形心主惯性轴、形心主惯性矩的概念。

（3）掌握运用平行移轴公式计算组合图形的惯性矩、惯性积。

20.3　典型例题


例20－1
 　试求例20－1图所示矩形截面对z轴和y轴的静矩；形心位置；对形心轴的惯矩Izc
 ，Iyc
 ；对z轴和y轴的静矩；形心位置；对形心轴的惯矩Izc
 ，Iyc
 ；对z轴和y轴的惯矩Iz
 和Iy
 。

[image: alt]


例20－1图


解
 　（1）对z轴和y轴的静矩

根据公式[image: alt]
 ，因为dA＝bdy，所以

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


（2）矩形截面的形心坐标

[image: alt]


（3）截面对形心轴的惯矩IzC
 和IyC


根据公式　[image: alt]
 ，因为dA＝bdy，所以

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


（4）对z轴和y轴的惯矩

根据公式

[image: alt]


同理可得

[image: alt]



例20－2
 　试计算例20－2图所示截面的形心位置。

[image: alt]


例20－2图


解
 　因为截面有一对称轴，故形心必在此对称轴上。为确定形心位置的另一坐标yC
 ，可选择参考轴z1
 。将T形截面分割成两个简单的矩形，两简单的矩形的形心坐标如下：

A1
 ＝500×120＝60000mm2
 ，[image: alt]
 ＝580＋60＝640mm

A2
 ＝250×580＝145000mm2
 ，[image: alt]
 ＝290mm

根据公式

[image: alt]



例20－3
 　利用平行移轴公式求例20－1中所示截面图形对z轴和y轴的惯矩。


解
 　由例20－1的解答可知，矩形截面对形心轴的惯矩为

[image: alt]


根据平行移轴公式

[image: alt]


得

[image: alt]


同理可得

[image: alt]


计算结果和例20－1的解答结果完全一样。


例20－4
 　试求例20－4图所示T形截面对形心轴z，y的形心主惯矩。

[image: alt]


例20－4图


解
 　形心位置确定见例20－2的计算。由于y轴是对称轴，所以，它是形心主惯性轴，另一根形心主惯性轴通过形心与y轴相垂直，即图中的z轴。

（1）先求Iz


[image: alt]


（2）求Iy


[image: alt]


20.4　思考题


20－1
 　图形形心轴为z，z将图形分为两部分，这两部分图形对z轴的静矩是否相等？


20－2
 　主惯矩是惯矩的极大值与极小值。形心主惯矩中小者恒小于图形对任一根轴的惯矩，大者恒大于图形对任一根轴的惯矩，对不对？


20－3
 　半圆对直径的惯矩为[image: alt]
 ，对与直径平行且相距为a的轴z，根据平行移轴定理有[image: alt]
 ，这样计算对不对？为什么？


模拟试卷一

[image: alt]


1．悬臂梁受集度为q0
 的分布荷载及集中力F的作用，已知尺寸a，h。则该力系向A点简化的结果为_________。（5分）

[image: alt]


2．多跨梁如图所示，已知q＝5kN/m，l＝2m，φ＝30°。试求A，B，C处的约束力。（15分）

[image: alt]


3．结构受力如图所示。各杆的材料和横截面面积均相同A＝200mm2
 ，E＝200GPa。试求：（1）当F＝20kN时，计算各杆中的轴向线应变；（2）节点A的水平位移δAx
 ，竖直位移δAy
 及总位移δA
 。（20分）

[image: alt]


4．内外径之比为d/D＝0.8的空心圆轴与四个圆盘刚性连接如图所示。设TA
 ＝0.6kN·m，TB
 ＝1.4kN·m，TC
 ＝3.2kN·m，TD
 ＝1.2kN·m，圆轴材料的G＝40MPa，许用切应力［τ］＝40MPa，［θ］＝0.8°/m，试：（1）画轴的扭矩图；（2）求圆轴的外径D和内径d。（20分）

[image: alt]


5．外伸梁受力如图所示。截面高h＝120mm，宽b＝60mm。材料为木材，其许用应力［σ］＝30MPa，［τ］＝10MPa。试：（1）作图示梁的剪力图和弯矩图；（2）校核梁的正应力强度和切应力强度。（20分）

[image: alt]


6．由五根材料相同、直径为d的细长杆组成正方形结构，如图所示。结构连接处均为光滑铰链，正方形边长为a，试求结构的临界载荷值。（20分）

[image: alt]


《模拟试卷一》答案

1．FAx
 ＝[image: alt]
 ；FAy
 ＝-F；MA
 ＝[image: alt]
 。

2．FAx
 ＝5.774kN，FAy
 ＝10kN，MA
 ＝40kN·m，FC
 ＝11.547kN。

3．ε①
 ＝500×10-6
 ，ε②
 ＝0；δBx
 ＝1.155mm，δBy
 ＝0.5mm，δB
 ＝1.155mm

4．D＝75.6mm，d＝60.5mm。

5．σmax
 ＝33.3MPa，τmax
 ＝8.3MPa。

6．Fcr
 ＝[image: alt]
 。


模拟试卷二

[image: alt]


1．悬臂梁受荷载集度为q0
 ＝2kN/m的分布力和矩为M＝2kN·m的力偶作用，则该力系向A点简化的结果为__________。（5分）

[image: alt]


2．多跨梁如图所示，已知F＝5kN，l＝2m，φ＝30°。试求A，B，C处的约束力。（15分）

[image: alt]


3．结构受力如图所示。各杆的材料和横截面面积均相同：A＝200mm2
 ，E＝200GPa。求：（1）当F＝50kN时，各杆中的线应变ε①
 ，ε②
 ，ε③
 ；（2）节点A的水平位移δAx
 ，竖直位移δAy
 及总位移δA
 。（20分）
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4．试作图示梁的剪力图和弯矩图。（20分）
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5．简支梁受均布载荷作用如图所示，若分别采用截面面积相等的实心圆截面和空心圆截面。已知D1
 ＝400mm，[image: alt]
 ，试：（1）分别计算它们的最大正应力；（2）问空心圆截面的最大正应力比实心圆截面的最大正应力减小了百分之几？（20分）

[image: alt]


6．有两根长度、横截面面积、杆端约束和材料均相同的细长压杆，一根的横截面为圆形，另一根为正方形。试求圆杆和方杆的临界力之比。（20分）





《模拟试卷二》答案

1．FAx
 ＝3kN，FAy
 ＝0；MA
 ＝-4kN·m。

2．FAx
 ＝0，FAy
 ＝F，MA
 ＝2Fl，FC
 ＝0

3．ε①
 ＝625×10-6
 ，ε②
 ＝0，ε③
 ＝625×10-6
 ；ΔAx
 ＝0.361mm，δAy
 ＝0.625mm，δA
 ＝0.722mm。

4．略。

5．41.1％。

6．[image: alt]
 。


模拟试卷三
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1．试分析图示体系的几何组成。（7分）
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2．作图示结构的M，FS
 ，FN
 图。（10分）
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3．求图示刚架结点C的转角和水平位移，EI＝常数。（13分）
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4．用力法作图示结构的M图。（15分）
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5．用位移法计算图示结构并作M图，各杆线刚度均为i，各杆长均为l。（15分）
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6．用力矩分配法作图示结构的M图。已知F＝10kN，q＝2kN/m，横梁抗弯刚度为2EI，柱抗弯刚度为EI。（15分）
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7．图示两跨连续梁在荷载作用下的弯矩图已作出如图所示，试求B与C两截面的相对角位移。EI＝常数。（10分）
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8．图示结构F＝1在DG上移动，作MC
 和FSC右
 的影响线。（15分）
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《模拟试卷三》答案

1．用三刚片、六链杆法则，体系为几何不变无多余约束。

2．弯矩图见图示，剪力（FS
 ）图及轴力（FN
 ）图略。
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3．[image: alt]
 。

4．[image: alt]
 （右侧支座水平反力）。

5．弯矩图如图示，图中数据均需乘以[image: alt]
 。
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6．弯矩图如图示，弯矩的单位为：kN·m。
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7．[image: alt]
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8．（1）MC
 影响线

[image: alt]


（2）FSC右
 影响线
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模拟试卷四
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1．分析图示体系的几何组成。（5分）

[image: alt]


2．求图示桁架中杆a，杆b的内力FNa
 ，FNb
 。（7分）
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3．作图示结构的M，FS
 ，FN
 图。（10分）
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4．求图示刚架B端的竖向位移。（8分）
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5．用力法作图示结构的M图。（15分）
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6．用位移法计算图示结构并作M图。EI＝常数。（15分）
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7．已知q＝20kN/m，M0
 ＝100kN·m，μAB
 ＝0.4，μAC
 ＝0.35，μAD
 ＝0.25。用力矩分配法作图示结构的M图。（15分）
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8．已知荷载作用下梁的M图如图所示，求截面B的转角φB
 ，EI＝常数。（10分）
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M图

9．作图示结构的MC
 ，FSF
 影响线。设MC
 以左侧受拉为正。（15分）

[image: alt]


《模拟试卷四》答案

1．几何不变无多余约束。

2．Na
 ＝0，Nb
 ＝-56.57kN。

3．弯矩图（M图）见图，剪力图、轴力图略。
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4．[image: alt]
 。

5．MAB
 ＝31kN·m（上侧受拉）；MBC
 ＝15kN·m（右侧受拉）。

6．弯矩图如图，图中数据均需乘以FL。
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7．
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8．选取虚拟状态（2分），作[image: alt]
 图

[image: alt]
 （顺时针向）。

9．
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