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前　　言

物理学是自然科学的基础，是探讨物质结构和运动基本规律的前沿学科。几十年来，在生产技术发展的要求和推动下，人们对物理现象和物理学规律的探索研究不断取得新的突破。物理学的各分支学科有着突飞猛进的发展，丰富了人们对物质世界物理运动基本规律的认识和掌握，促进了许多和物理学紧密相关的交叉学科和技术学科的进步。物理学的发展是许多新兴学科、交叉学科和新技术学科产生、成长和发展的基础和前导。

为适应现代化建设的需要，为推动国内物理学的研究、提高物理教学水平，我们决定推出《北京大学物理学丛书》，请在物理学前沿进行科学研究和教学工作的著名物理学家和教授对现代物理学各分支领域的前沿发展做系统、全面的介绍，为广大物理学工作者和物理系的学生进一步开展物理学各分支领域的探索研究和学习，开展与物理学紧密相关的交叉学科和技术学科的研究和学习提供研究参考书、教学参考书和教材。

本丛书分两个层次。第一个层次是物理系本科生的基础课教材，这一教材系列，将几十年来几代教师，特别是在北京大学教师的教学实践和教学经验积累的基础上，力求深入浅出、删繁就简，以适于全国大多数院校的物理系使用。它既吸收以往经典的物理教材的精华，尽可能系统地、完整地、准确地讲解有关的物理学基本知识、基本概念、基本规律、基本方法；同时又注入科技发展的新观点和方法，介绍物理学的现代发展，使学生不仅能掌握物理学的基础知识，还能了解本学科的前沿课题和研究动向，提高学生的科学素质。第二个层次是研究生教材、研究生教学参考书和专题学术著作。这一系列将集中于一些发展迅速、已有开拓性进展、国际上活跃的学科方向和专题，介绍该学科方向的基本内容，力求充分反映该学科方向国内外前沿最新进展和研究成果。学术专著首先着眼于物理学的各分支学科，然后再扩展到与物理学紧密相关的交叉学科。

愿这套丛书的出版既能使国内著名物理学家和教授有机会将他们的累累硕果奉献给广大读者，又能对物理的教学和科学研究起到促进和推动作用。





《北京大学物理学丛书》编辑委员会

1997年3月


序

本书作者朱洪元先生是著名的理论物理学家、教育家，1939年毕业于上海同济大学，1948年获英国曼彻斯特大学哲学博士学位，曾先后任中国科学院近代物理研究所研究员、原子能研究所理论研究室主任，苏联杜布纳联合核子研究所高级研究员，中国科学院高能物理研究所研究员、理论物理研究室主任、副所长、学术委员会主任等职，兼任中国科学技术大学教授、理论物理专业主任、近代物理系主任。1980年当选中国科学院院士（当时称中国科学院学部委员）。曾被选为中国物理学会常务理事、中国高能物理学会副理事长，曾任《高能物理与核物理》主编。

朱洪元学识渊博、造诣深厚、治学严谨。他在理论物理学的各个领域，特别是在场论和粒子物理理论等方面具有很深的造诣和贡献。他首创研究和给出了同步辐射的基本性质，是同步辐射应用的基本参考文献；研究相对论性强子的结构模型理论，采用系统的方法，在对称性分析的基础上，对强子的静态性质和相互作用、运动转化过程进行探讨，发表学术论文。1957年朱洪元在北京大学讲授“量子场论”课程，次年在青岛的量子场论讲习班上讲授量子场论，这两次的讲稿整理后撰写为《量子场论》在1960年出版，成为中国几代粒子物理学者的主要教科书和研究工作参考书。朱洪元从事科学研究和教学工作四十余年，培养了大批物理学工作者，为发展中国科学与教育事业做出了卓越贡献，他的学生遍及国内外。

《群论和量子力学中的对称性》是上一世纪60年代，朱洪元在中国科学技术大学近代物理系讲授群论课程时的教案，是朱洪元的精心之作。本书不是纯数学的群论教材，而是一本物理学探索研究所用的群论教材，取材和写法与一般的群论书不同，有四个特点：

第一，有高度的科学性、系统性和完整性，对群和群表示论的基本内容进行系统的、科学的、严谨的、完整的阐述。

第二，着重深入讲解物理中重要的旋转群和洛伦兹群及它们的表示，并使理论的数学表述紧密联系物理内容。

第三，介绍了在群论基础上物理学中的对称性分析。

第四，书中讲解严谨，由浅入深，适合深入教学的需要。

本书是一本大学物理系本科生、研究生和教师很好的教材和参考书，也是一本具有很高学术水平的专著。





北京大学物理学院

高崇寿

2007年10月5日


整理和出版说明

1962年朱洪元先生特为中国科学技术大学近代物理系大学本科四年级理论专业开设专业基础课“群论”，历时一学期。当时阮图南教授尚是一名助理研究员，被朱洪元先生邀请来担任辅导教师，而我是本科班上的一名学生。朱洪元先生学风严谨，为课程精心准备了讲义，并要求阮图南负责刻蜡版油印，必须做到课程的讲义按章节提前发到每位学员手上，这样课程结束后每位学生手上都有了一份这门课的完整讲义。尽管朱洪元先生这样重视，认真负责地教学，但由于种种原因，这门群论课他仅仅教了一次，此后再没有教过。

在朱洪元先生病逝后，在他离开了我们的日子里，每逢阮图南教授和我两个人有机会遇到一起时，总是情不自禁地回忆起当年朱洪元先生的那段授课，欣赏先生课程的精彩、简练和对初学者的启蒙。我们深感先生课程的取材及内容的安排，有其独到之处，深感当前图书市场上难于找到与先生讲义有类似优点的图书。例如：朱先生为正式讲群表示理论做准备，紧接在引言之后极其扼要地增加了“线性变换”一章；选择了旋转群作为重点，介绍群表示的乘积、分解，用了一章的篇幅介绍旋转群表示的应用，使学生对在量子力学中已经熟悉的角动量理论有更加深入理解，也为如何将群论应用到理论物理相关问题做出了范例；在书的最后一章非常简洁地介绍了洛伦兹群及其表示。值得指出的是，书中基于二分量旋量建立洛伦兹群的各种表示的部分，可以作为学习现代场论，建立超对称理论阶段的必要的知识准备。例如，把标量场和一个Weyl或Mjorana二分量的费米子场紧密联系在一起构造超对称理论的“手征超场”，把标量场、二分量的Weyl或Mjorana费米子场和矢量场紧密联系在一起构造“矢量超场”等都要用到这些知识；而利用“超场”来表述理论的超对称性具有极大的优越性。

十分庆幸，几年前在整理旧物过程中，发现了一份完整的当年这门群论课的油印讲义。因此，在征得朱洪元夫人陈凯瑞女士的同意后，阮图南教授与我一起决定根据这份油印讲义将朱洪元先生的课程内容按原貌整理出来，定名为《群论和量子力学中的对称性》，作为教学参考书正式出版。一方面，我们以此纪念朱洪元先生；另一方面，也是为理论物理入门者在修习群论基础课，理解群理论对理论物理的意义时，提供一本对他们十分有裨益的书。

由于朱洪元先生已经于十多年前离开我们，他本人不能对这本即将出版的著作再做任何补充、修改，也不能对书稿的整理做任何工作和指导，因此阮图南教授和我经过认真思考，决定在整理成书的过程中，第一原则是忠实地反映先生的群论讲义的原来面貌，尽量保持先生课程的“原汁原味”。在整理时，除了纠正讲义中的笔误、把其中的符号做得更加前后统一，并且在可能的情况下使所用的符号和名词与近年来人们的习惯更加一致之外，我们不做任何补充和修改。

在我们整理讲义成书的过程中，陈凯瑞女士亦从朱洪元先生的遗物中找到了当年讲义的手稿，并提供给我们使用。手稿比当年油印的讲义清楚多了，对我们的整理工作有很大帮助。

万分不幸的是，在整理工作完成，正在筹备出版本书时，阮图南教授由于癌症突发，不治而离我们而去。因此，本书的最后校正工作由阮图南教授的学生张鹏飞老师和我二人共同完成。





张肇西

2007年10月5日
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本书包括引言，线性变换，抽象群理论，群表示的一般理论，旋转群的表示，旋转群表示的应用，洛伦兹群的表示，狄拉克波动方程等八章。本书是朱洪元上一世纪60年代，在中国科学技术大学近代物理系讲授群论课程讲义的基础上，由他当年的助教阮图南教授和当年的学生张肇西研究员整理成书。

本书不是纯数学的群论书，是从事理论物理研究入门者所需要的一本群论及其应用的教学用书。本书对群和群表示论的基本内容系统、严谨、完整地进行了阐述；它深入地讲解了物理学中重要的旋转群和洛伦兹群和它们的表示，使群理论的数学表述紧密地联系物理学实际；它对物理学的对称性分析，使人们了解群论是物理学研究对称性的有力工具。本书尽可能地从浅入深，适合大学物理系本科生、研究生和相关教师用作为教材或参考书。


第一章　引　　言

§1.1　物理规律的对称性质和守恒定律

物理现象的许多规律常常具有一些对称性质．即使我们对于规律的其它方面的具体内容还不知道，从这些对称性质出发，已经可以推导出一些重要的结论．从一种对称性质，就可以推导出一种守恒定律．例如，从物理规律对于坐标移动具有不变性，可以推导出动量守恒定律和能量守恒定律；从物理规律对于坐标的转动具有不变性，可以推导出角动量守恒定律．

试以经典力学为例．有n个质点彼此相互作用，它们的运动规律可以从一个拉氏函数

[image: alt]


推导出来．其中x（l）
 和[image: alt]
 代表第l个粒子的坐标和速度，为了写起来方便，在此我们已经把坐标和速度的三个分量合并起来以一个符号x或[image: alt]
 来代表．物理规律使粒子运动的轨道满足
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记号δ代表对粒子运动轨道的任何微小的变动，但在运动端点ta
 和tb
 ，粒子的坐标不作变动．

从（1.2）式可得：
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其中i用来代表坐标或速度的三个不同的分量．

由于[image: alt]
 是任意的，从（1.3）式得到如下的拉氏运动方程：
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力学运动规律的对称性质反映在拉氏函数的对称性质中．例如，由于空间的均匀性，物理规律的形式对于坐标平行移动具有不变性，这种性质由拉氏函数L对于坐标的移动具有不变性体现．亦即
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这里
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从（1.5）式可得
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由于
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并利用运动方程（1.4），可得
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由于δxi
 是任意的和彼此独立的，故若[image: alt]
 ，有
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（1.9）式就是动量守恒定律．

又例如，由于时间的均匀性，物理规律的形式对于时间坐标的移动具有不变性．这种性质表现为拉氏函数不是时间t的显函数．于是有
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其中[image: alt]
 ．若[image: alt]
 ，利用运动方程（1.4）可得
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（1.11）式就是能量守恒定律．

再例如，由于空间的各向同性，物理规律的形式对于坐标的转动具有不变性，这种性质由拉氏函数L对于坐标转动具有不变性体现．亦即
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这里
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其中aik
 满足下列正交条件和幺模条件：
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我们将坐标作无穷小的转动．令
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其中εik
 为一阶无穷小量．那么从（1.13）式可得
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其中我们略去了二阶无穷小项．从（1.15）式得
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从（1.12）式可得，在无穷小转动中

[image: alt]


从（1.12）和（1.17）式可得
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利用运动方程（1.4）和（1.17），得
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利用（1.16）式并考虑到ε12
 ，ε23
 ，ε31
 的任意性和相互独立性，可得
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（1.20）式就是角动量守恒定律．

从上面这些例子可以看到，我们有可能不知道物理规律的许多具体内容，或即使知道了具体的运动方程，也由于问题的复杂性，一时难于得到运动方程的解；然而我们可以从物理规律的对称性质直接推导出一系列十分重要的守恒定律．

知道了物理规律的对称性质，我们还可以从运动方程的一个解推导出许多其它的解．例如，若
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是运动方程的一个解，假使运动方程对于坐标转动具有不变性，那么所有各套
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都是运动方程的解．其中aij
 为任何一套满足正交关系和幺模条件（1.13）式的系数．如果运动方程对于坐标反射具有不变性，那么
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也是运动方程的解．

§1.2　物理规律的对称性质和量子力学

物理规律的对称性质不仅对研究经典力学问题有很大的意义，对于研究量子力学中的问题也有重要的意义．在比较复杂的微观物理问题中求相应的波动方程的解是十分困难的．利用物理规律的对称性质，可以对于许多问题得到定性的解释；在一些特殊的情况下，甚至可以得到一些定量的结果．

在量子力学中．对称性和守恒定律之间同样地存在着如§1.1中所指出的密切关系．如所周知，标志不同定态的量子数其实就是守恒量的本征值，或和守恒量的本征值相联系．以氢原子的定态为例．它们由一套量子数
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标志．其中，n和能量En
 相联系，
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这里[image: alt]
 是精细结构常数，μ是电子的质量；j和总角动量J相联系：
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l和轨道角动量L相联系：
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m和总角动量在z轴方向的分量Jz
 相联系：
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所有这些都是守恒量．由此可见，对称性质对于定态及其相应的波函数的分类的重要意义．

对称性质能够帮助我们从薛定谔定态波动方程的一个解推导出其它一些解．例如，设
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是定态波动方程的一个解．如果波动方程对于坐标转动具有不变性，那么
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也是波动方程的解．其中aij
 为任何一套满足条件（1.13）的系数．可以用氢原子的波动方程来说明问题．如果我们不考虑自旋的效应，那么波动方程是
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其中[image: alt]
 为一个满足上述方程的解．如果我们进行一个变换
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其中系数aij
 满足（1.13）式中的正交和幺模条件，那么方程（1.31）就变换为
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[image: alt]
 也是原来的波动方程（1.31）的解．之所以得到这样结果的根本原因是哈密顿量
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对于坐标转动（1.32）式具有不变性．

例如：
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如果令坐标系的x2
 轴顺时针方向转[image: alt]
 ，则在电子的原坐标x1
 ，x2
 ，x3
 和新坐标[image: alt]
 之间存在着如下的转换关系：
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以此代入（1.35）式，可知
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也是氢原子的定态波函数，其相应的能量本征值和（1.34）式的能量本征值一样．同样地，如果令坐标系的x1
 轴顺时针方向转[image: alt]
 ，可以证明

[image: alt]


也是氢原子的定态波函数，其相应的能量本征值和（1.34），（1.37）式相应的一样．

从以上的讨论可见，物理规律的对称性质将属于同一能量本征值的不同波函数联系起来．因此利用对称性质，不仅可以说明定态的分类，还可以阐明它们之间的联系．

因此，如果一个物理系统受到扰动的影响而变化，我们可以利用扰动哈密顿量的对称性质来研究定态及其波函数的分类和彼此间的联系经过扰动将起怎样的变化．例如，利用扰动能的对称性质，可以研究原来退化的能级是否将分裂，分裂后的能级间距等等问题．

既然物理规律的对称性质和守恒定律之间有密切的关系，对称性质和跃迁过程的规律性之间当然也有密切的联系．利用这些对称性质可以说明为什么有些跃迁过程是可能进行的，而有些跃迁过程是不可能进行的．换句话说，利用对称性质可以阐明或发现跃迁过程的选择定则．在一些特殊的情况下，甚至可以利用对称性质对跃迁几率作定量的讨论．

所有以上的讨论都说明了物理规律的对称性质对阐明量子力学过程的许多规律性有很大的意义．

§1.3　群论，群表示理论和对称性质

物理规律的某种对称性质在数学形式上表现为拉氏函数或哈密顿量对于某一类变换具有不变性．每一类变换常常形成一个数学中所定义的“群”．因此数学中的“群论”就自然成为研究物理规律对称性质的数学工具．

从数学形式上看来，量子力学中的物理问题是数学希尔伯特（Hilbert）空间中的矢量和算子问题．量子力学对应物理态的波函数由希尔伯特空间中的矢量来反映，量子力学的观测量由希尔伯特空间中的线性变换算子来反映；与算子相应的线性变换矩阵构成“群的表示”．因此数学中的“群表示理论”是量子力学中研究对称性问题特别适宜的数学工具．

在以后各章中，我们将分别介绍：线性变换的理论、抽象的群的理论、群表示的理论以及这些理论在量子力学中的应用．


第二章　线性变换

§2.1　矢量、空间和坐标系

我们称一组n个数（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）为一个n维空间中的矢量，或简称为n维矢量．为了书写方便，我们用一个符号x代表一个矢量．

两个矢量x和y称为相等，是当
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为了方便，我们将等式组（2.1）式简写为
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我们称矢量z为矢量x和y的和，当
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（2.3）式可以简写为
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显然，矢量的加法满足如下的对易律和结合律：
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因此我们可以将（2.5）第二式的等号两端都简写为
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我们以符号0表示矢量（0，0，0，…，0），称为零矢量．显然有
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设矢量x和y之间存在着如下的关系：
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其中c为一个数，那么我们称矢量y为矢量x和数c之间的乘积．并可将（2.8）式简写为
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矢量和数之间的乘法显然满足如下的分配律和结合律：
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此外显然有
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我们称下列一组n个矢量
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为n维空间中一个坐标系的基矢．任何这一空间中的矢量x＝（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）可以写为如下的形式：
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xi
 称为矢量x在这一坐标系中的第i个分量．

§2.2　线性变换和矩阵

我们称一个变换为线性变换，当新变量y1
 ，y2
 ，…，yn
 是老变量x1
 ，x2
 ，…，xn
 的齐次线性函数：
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在以后为了书写方便，我们约定，当某一个标符在一个表式中出现两次时，这就意味着将这一表式按这一标符求和．按照这个约定，式（2.14）可简写为
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我们可以将（x1
 ，…，xn
 ）和（y1
 ，…，yn
 ）都看做n维空间中的矢量，将线性变换看做一个映射过程，将y看做是x的映像．我们将n2
 个数aij
 排列成
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称为线性变换（2.15）的算子，也称为矩阵，并以一个大写黑体字母A代表．aij
 称为矩阵A的第i行、第j列的矩阵元，或简称为矩阵A的矩阵元，用相应的小写字母表示．为了方便，我们可以将（2.15）式简写为
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§2.3　矩阵的加法及矩阵与数的乘法

我们称二个矩阵A和B为相等，当
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（2.18）式可以简写为
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我们称矩阵D为矩阵A和B之和，当
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（2.20）式可以简写为
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矩阵的加法显然满足如下的对易律和结合律：
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我们称所有矩阵元为零的矩阵为零矩阵，并以符号O表示之．显然有
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对于线性变换（2.17）式存在着如下的分配律
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此外，显然有
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设在矩阵A和B之间存在着如下的关系：
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其中g为一个数，那么我们称B为矩阵A和数g之间的乘积，并将（2.26）式简写为
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矩阵和数的乘法除了满足如（2.27）式中所表示的对易律以外，还满足如下的结合律和分配律：
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§2.4　矩阵与矩阵的乘法

线性变换有如下的重要特点：设矩阵A将x变换为y，矩阵B将y变换为z，那么存在着一个矩阵C直接将x变换为z，因为
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可见，C的矩阵元是
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我们称矩阵C为矩阵A和矩阵B的乘积，并将（2.30）式简写为
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不难证明，矩阵的乘积满足如下的结合律和分配律：
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但是矩阵的乘积常常不满足对易律．通常是
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亦即bij
 ajk
 ≠aij
 bjk
 ；如果特别情况下有矩阵A和B满足关系
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那么称A和B为可以互相对易的两个矩阵．

显然，零矩阵和所有矩阵可对易，
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称矩阵
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为单位矩阵，并以符号I表示之．单位矩阵的第i行第j列的矩阵元为δij
 ．不难看出I和所有矩阵可以对易，
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如果矩阵D有以下形状
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称D矩阵为对角矩阵．对角矩阵中，只有从上左到下右对角线上的矩阵元可能不等于零，其余的矩阵元都等于零．显然，所有的对角矩阵都可以彼此对易．

所有的矩阵都可以和它自己对易．因此可以引入如下简写：
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§2.5　逆　变　换

线性变换（2.17）式规定每一个x都有一个映像y．但是反过来并不见得每一个y都是一个矢量的映像．只有当方程（2.15）在yi
 取任何数值都有解时，每一个矢量y才是一个矢量的映像．由此可知，每一个矢量y都是一个矢量的映像的必要和充分条件是
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其中detA是矩阵A的行列式．在这一情况下，方程组（2.15）的解是唯一的．因此x和y一一对应，x也是y的映像．我们有

[image: alt]


其中[image: alt]
 为与矩阵元aij
 相应的余子行列式．不难证明，
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我们称线性变换（2.41）式为线性变换（2.17）式的逆，并称B为A的逆矩阵，或简称为A的逆．并通常以符号A-1
 表示之，因此有

B＝A-1
 ．

（2.41）和（2.42）式可以写为
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从（2.43）式的第二式可以看出，A也反过来是A-1
 的逆．我们称满足条件（2.40）式的矩阵为非奇异矩阵，其相应的变换为非奇异变换．因此非奇异矩阵有逆矩阵，非奇异的线性变换有逆变换．

矩阵A称为奇异矩阵，其相应的变换称为奇异线性变换，当有
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从矩阵乘积的定义（2.30）式和（2.31）式可知，
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因此奇异矩阵A不可能有逆矩阵，奇异的线性变换不可能有逆变换．

设A和B都是非奇异矩阵，那么根据（2.45）式BA也是非奇异矩阵．因此矩阵BA具有逆矩阵．不难证明BA的逆是
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由此可见，接连进行两个非奇异的线性变换，总的效果相应于进行一个非奇异线性变换．

§2.6　坐标变换和相似变换

可以选择不同的坐标系统来表示同一个矢量空间．在一个坐标系统中一个矢量具有分量（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）．如（2.13）式中所示，这个矢量可以写做
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其中e1
 ，e2
 ，…，en
 为这一坐标系的基矢．在另外一个坐标系中，基矢不同，这个矢量的分量也将不同而变为（x′1
 ，x′2
 ，…，x′n
 ）．利用新坐标系统中基矢e′1
 ，e′2
 ，…，e′n
 ，这个矢量也可以表示为
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同一个矢量在不同坐标系统中的分量（x1
 ，x2
 ，…，xn
 ）和（x′1
 ，x′2
 ，…，x′n
 ）之间的关系，决定于不同坐标系的基矢e1
 ，e2
 ，…，en
 和e′1
 ，e′2
 ，…，e′n
 之间的关系．可以将老的坐标系的基矢ei
 在新的坐标系中表示为
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那么就可以将表示（2.47）写为
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比较（2.48）和（2.50），就得
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上式可以简写为
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其中x＝（x1
 ，…，xn
 ）和x′＝（x′1
 ，…，x′n
 ）应该分别理解为同一个矢量在两个不同坐标系中的具体表示；U是一个矩阵，其矩阵元为uij
 ．

当然，也可以反过来将新坐标系中的基矢ei′
 在老的坐标系表示出来：
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将（2.52）式代入（2.49）式，就是
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这就要求
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设以V代表一个矩阵元为vij
 的矩阵，那么式（2.54）就可以写做
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这就要求U和V都是非奇异矩阵，并且是相互的逆矩阵．

不难看出，同一个映像过程在不同的坐标系统中将由不同的线性变换表示．例如，在老的坐标系中有两个矢量x和y，其中y是x的映像，y和x由下列线性变换联系起来：
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在新的坐标系中，这两个矢量各由y′和x′表示：
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y′和x′由下列线性变换联系起来：
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因此同一个映像过程在不同的坐标系中由不同的算子A和A′体现．

我们称如下的变换
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为相似变换．不难看出，矢量和矩阵的方程在相似变换后不会改变它们的形式．例如，如果下列方程：
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成立，那么如下的相应方程也成立：
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显然，单位矩阵、零矩阵、零矢量在相似变换后仍然各为单位矩阵、零矩阵、零矢量．

§2.7　矢量的线性无关

我们称k个矢量x（1）
 ，x（2）
 ，…，x（k）
 为线性无关，当表式
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仅在所有的系数ai
 都等于零时才为零矢量；否则就称这k个矢量是线性相关的．显然，这k个矢量中如果包括有零矢量．那么它们一定是线性相关的．

如果k个矢量是线性相关的，那么一定可以找到k′（k′＜k）个矢量，它们是线性无关的，并且所有这k个矢量都可以表示为这k′个线性无关的矢量的线性叠加．

我们可以用如下的方法来挑选这k′个矢量：我们先看x（1）
 ，假使它是零矢量，就不选它；假使不是零矢量，就选它．再察看x（2）
 ，假使它和已经选上的矢量是线性无关的，那么就也选它；如果它和已经选上的矢量是线性相关的，那么就不选它．然后按照察看x（2）
 的方式逐个察看x（3）
 ，x（4）
 ，…，x（k）
 来决定取舍．这样选出来的一组矢量就具有上述的性质，是线性无关的，k个矢量中的任何一个矢量都可以表示为这一组矢量的线性叠加．

可以证明，k′这个数目不会因为挑选的方法不同而不同．证明如下：假使我们按二种不同的方法挑选出二组不同的矢量ξ（1）
 ，ξ（2）
 ，…，ξ（l）
 和η（1）
 ，η（2）
 ，…，η（m）
 ，并有l＞m，那么所有的ξ都可以表示为η的线性叠加：
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而且一定可以找到一组l个并不都等于零的数di
 （i＝1，2，…，l），使
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由于η是线性无关的，（2.64）式要求
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式（2.65）是一组m个含l个未知数的齐次线性方程，由于未知数个数l＞m，一定可以找到一组不都等于零的解di
 ．这就推出ξ（1）
 ，…，ξ（l）
 是线性相关的，和原来的假定相矛盾．

不难看出，在n维空间中可以选出n个线性无关的矢量．一个坐标系统的基矢e1
 ，…，en
 就是这样一组n个线性无关的矢量；因为这时如果
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是零矢量，那么所有的xi
 都必须等于零．

可以证明，在n维空间中，任何（n＋1）个矢量都是线性相关的．设ξ（1）
 ，ξ（2）
 ，…，ξ（n＋1）
 是（n＋1）个矢量，在一个坐标系中，它们可以表示为
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显然，可以找到一组（n＋1）个并不都等于零的数di
 ，使
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而使（2.68）式满足的充分必要的条件是
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（2.69）式是一组n个齐次线性方程，但未知数di
 有（n＋1）个．因此一定可以找到不都等于零的解．

可以证明，矢量间的线性相关或线性无关的性质是和坐标系的选择无关的．设有一组矢量x（1）
 ，x（2）
 ，…，x（n）
 ，它们在另一个坐标系中表示为
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如果在原来的坐标系中，它们是线性相关的，亦即可找到一组数a1
 ，a2
 ，…，an
 ，使
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那么，显然有
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因此在新坐标系中，它们也是线性相关的．如果x（1）
 ，x（2）
 ，…，x（n）
 是线性无关的，那么，x（1）′
 ，x（2）′
 ，…，x（n）′
 一定也是线性无关的．否则，一定可以找到一组数b1
 ，b2
 ，…，bn
 ，使
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那么就有
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这和原来的假定相矛盾，因此是不可能的．

用类似的方法可以证明，矢量间的线性相关和线性无关的性质在非奇异的映像过程中不会改变．

§2.8　复数共轭矩阵，转置矩阵和厄米共轭矩阵

为了讨论的方便，我们引进一些特殊矩阵的定义．

称矩阵B为矩阵A的复数共轭矩阵，若
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A的复数共轭矩阵通常以符号A*
 表示之．显然有
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称B为A的转置矩阵，若
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A的转置矩阵通常以符号[image: alt]
 表示之．不难证明
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称B为A的厄米共轭矩阵，若
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A的厄米共轭矩阵通常以符号A†
 表示之．不难证明
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矩阵A称为厄米矩阵，若
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不难证明，对于任何矩阵A，有
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称A为实矩阵，若
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称A为对称矩阵，若
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可以证明，一般地有：
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其中A为任何非奇异矩阵．

§2.9　正交坐标系

我们定义两个矢量x和y的数积为
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可以将gij
 当做一个厄米矩阵G的矩阵元．为了保证矢量间的数积不随着坐标变换而变换，我们规定G在坐标变换（2.51）中作如下的变换：

[image: alt]


显然，G′也是厄米矩阵．不难证明：
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如果G具有这样的性质：使任何非零矢量x满足条件
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那么我们称这个n维空间为n维酉空间．显然，在酉空间中，detG≠0，否则就可以找到非零矢量x满足方程Gx＝0，条件（2.89）不再被满足．

称矢量x和y相互正交，若
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在一个n维的酉空间中，我们可以找出n个线性独立的而且相互正交的矢量：
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就是这样一套矢量．由于e1
 ，e2
 ，…，en
 是线性无关的．因此e′1
 ，e′2
 ，…，e′n
 都不是零矢量．可以将（2.91）式改写做
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并将uji
 作为一个矩阵U的矩阵元．那么就有
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因此可将（2.92）式当做一个坐标系的变换，并将e′1
 ，e′2
 ，…，e′n
 当做新坐标系的基矢．e′1
 ，e′2
 ，…，e′n
 显然也是线性无关的．从（2.91）式可以看出，它们是相互正交的．在新的坐标系中有
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经过适当的归一化
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我们可以使
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我们称这样的新的坐标系e′i
 （i＝1，2，…，n）为正交坐标系，而e″1
 ，e″2
 ，…，e″n
 则为这一坐标系的单位基矢（正交归一基矢）．在这样的坐标系中，G″就是单位矩阵．

§2.10　幺正变换，厄米变换

如果线性变换A使映像矢量的数积保持和原来矢量的数积一样，那么我们称这样的线性变换为幺正变换．幺正变换的充分必要条件是
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在酉空间中detG≠0，因此必须有detA≠0．在正交、归一化的坐标系中，G是单位矩阵，条件（2.97）式就成为
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我们称满足条件（2.98）式的矩阵为幺正矩阵．

称线性变换A为厄米变换，若对于任何两个矢量x和y，有
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厄米变换的条件是：
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在正交的和归一化的坐标系中，条件（2.100）式就简化为
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因此A是厄米矩阵．

§2.11　子　空　间

设v1
 ，…，vm
 是n维空间中m个矢量，所有由v1
 ，…，vm
 线性叠加成的矢量
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形成一个矢量空间，我们称这个空间为n维空间中由v1
 ，…，vm
 生成的子空间．若v1
 ，…，vm
 是线性无关的，那么这个子空间是m维的．这也就是说，在这个子空间中，有m个线性无关的矢量，但其中任何（m＋1）个矢量都是线性相关的．若v1
 ，…，vm
 是线性相关的，那么它们所生成的子空间的维数就小于m．

我们以符号Rn
 代表由e1
 ，…，en
 生成的n维空间，以符号γ代表Rn
 中由线性无关的v1
 ，…，vm
 生成的m维子空间．我们称一个矢量和γ正交，当它和γ中所有的矢量都正交．

如果Rn
 是一个酉空间，那么Rn
 中存在着一个和γ正交的完全的子空间γ′．这就是说，γ′中所有的矢量都和γ正交，Rn
 中所有和γ正交的矢量都包含在γ′之中．Rn
 中任何矢量都可以表示为γ中的一个矢量和γ′中的一个矢量之和．

γ′的存在可以这样证明：我们再选（n－m）个矢量vm＋1
 ，…，vn
 ，和v1
 ，…，vm
 一起凑成一组n个线性无关的矢量；这是一定成立的，否则e1
 ，…，en
 将不再是线性无关的．可以应用§2.9中正交化的方法，将式（2.91）中的e换成v′，得到一组n个线性无关的、彼此正交的矢量v′1
 ，…，v′n
 ．显然，由v′1
 ，…，v′m
 生成的子空间就是γ．不难证明，由v′m＋1
 ，…，v′n
 线性叠加组成的任何矢量一定正交于γ．相反地，任何和γ正交的矢量一定可以写成为v′m＋1
 ，…，v′n
 的叠加．因此，Rn
 可以看做是v′1
 ，…，v′n
 生成的空间，Rn
 中的任何一个矢量都可以表示为γ中的一个矢量和γ′中的一个矢量的和．γ′是一个（n－m）维的子空间．

可以证明，在一个幺正线性变换下，或在一个厄米变换下，一个子空间γ的映像被包含在γ之中，那么与之相应的完全正交空间的映像也一定被包含在γ′之中．证明如下：

如果A是一个幺正线性变换，那么证明是显然的．因为幺正变换不改变矢量间的数积．v′1
 ，…，v′n
 的映像v″1
 ，…，v″n
 将也是一组线性无关的、相互正交的矢量．因此由v″1
 ，…，v″m
 生成的子空间将和v″m＋1
 ，…，v″n
 所生成的子空间相互正交．既然由v″1
 ，…，v″m
 生成的子空间被包含在由v′1
 ，…，v′m
 生成的子空间γ之中，v″1
 ，…，v″m
 可以表达为v′1
 ，…，v′m
 的线性叠加．由于v″1
 ，…，v″m
 是线性无关的，因此，v′1
 ，…，v′m
 可以倒过来表示为v″1
 ，…，v″m
 的叠加．换言之，γ也被包含在由v″1
 ，…，v″m
 生成的子空间之中．可见由v″1
 ，…，v″m
 生成的子空间是和γ等同的．这就证明了由v″m＋1
 ，…，v″n
 生成的子空间被包括在γ′之中．用同样方法可以证明，由v″m＋1
 ，…，v″n
 生成的子空间和γ′完全等同．

如果A是一个厄米线性变换，令ω代表γ′中的一个矢量，那么
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因为Avλ
 是被包括在γ之中的．这就证明γ′的映像和γ正交，因此被包括在γ′之中．

§2.12　本征矢量和本征值

设A是一个矩阵，vλ
 是一个矢量，并有
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其中λ是一个数，那么我们称vλ
 是矩阵A的一个本征矢量，λ为和本征矢量vλ
 相应的本征值，或简称矩阵A的本征值．显然λ必须满足方程
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其中I为单位矩阵．方程（2.105）称为矩阵A的久期方程．久期方程的解都是矩阵A的本征值．显然，久期方程的形式在坐标变换下不会改变．以U代表产生坐标变换的矩阵，那么在新的坐标系中久期方程变为
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这就是说，久期方程的根（亦即矩阵A的本征值）以及久期方程中λ的各次项的系数，在坐标变换中都是不变量．首先是矩阵A在对角线上的矩阵元的和
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是不变量，因为它就等于久期方程所有根的和．我们称表式（2.107）为矩阵A的迹．其次detA显然也是不变量，因为它等于久期方程所有根的乘积．

§2.13　主轴变换


定理2.13.1　
 每一个n维空间中的厄米线性变换或幺正线性变换A都具有一套n个完全正交的本征矢量．


证明　
 先解久期方程（2.105），得到一个根λ1
 ，然后以之代入本征方程（2.104），解得一个本征矢量v1
 .v1
 生成一个一维子空间，与之相应有一个和它完全正交的（n－1）维空间Rn－1
 ．由A而产生的v1
 的映像被包含在由v1
 生成的子空间之中，Rn－1
 的映像也被包含在Rn－1
 之中．

在Rn－1
 中选一套（n－1）个线性独立的矢量u2
 ，…，un
 ，它们和v1
 正交．我们可以将v1
 和u2
 ，…，un
 当做一个新坐标系的基矢．在这个坐标系中，矩阵G具有如下的形式：
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令矩阵A在新坐标系中的矩阵元为aij
 ，则v1
 的映像为
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因此有
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uj
 的映像
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必须被包含在Rn－1
 之中，因此可以写成u2
 ，…，un
 的叠加，则必须有
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在新坐标系中，A和G分别有如下的形式：
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我们定义（n－1）维的矩阵G1
 和A1
 如下：
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G1
 使Rn－1
 成为一个酉空间，A1
 是这个空间中的线性厄米变换或幺正线性变换．

我们可以重复以上的讨论，应用于这个（n－1）维的空间Rn－1
 ．在解久期方程
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和相应的本征方程以后，得到一个A1
 的本征值λ2
 和本征矢量v2
 ．在空间Rn
 中，它们当然也是A的本征值和本征矢量．我们可以进一步将空间Rn－1
 分解为v2
 生成的子空间和相应的完全正交（n－2）维子空间Rn－2
 ，v2
 和Rn－2
 当然也和v1
 正交．在空间Rn－2
 中选一套（n－2）个线性无关的矢量将ω3
 ，ω4
 ，…，ωn
 ，将它们和v1
 ，v2
 一起作为整个空间Rn
 的一个坐标系的基矢．在以v1
 ，v2
 ，ω3
 ，ω4
 ，…，ωn
 为基矢的坐标系中，A和G将具有如下的形式：
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其中A2
 和G2
 都是（n－2）维的矩阵元．

如此类推，我们最后得到一套n个相互正交的矩阵A的本征矢量v1
 ，…，vn
 ．在以这些本征矢量为基矢的坐标系中，A是对角矩阵，其对角矩阵元是本征值λ1
 ，λ2
 ，…，λn
 ；G也是对角矩阵．经过归一化的过程，可以将G表示为单位矩阵．

我们称以上的变换过程为将矩阵A变换到主轴上的主轴变换，显然A的任何本征值λ都已经出现在λ1
 ，…，λn
 之中．和λ相应的本征函数一定是vγ
 的叠加，其相应的λγ
 都等于λ．因为在正交和归一化的坐标系中厄米变换或幺正变换必须满足条件（2.101）式或（2.98）式，可知厄米变换的本征值必须是实数，幺正变换的本征值的绝对值一定等于1．

如果以上的讨论在正交的和归一化的坐标系中进行，那么根据（2.98）和（2.101）式，A就是幺正矩阵或厄米矩阵．根据（2.87）式产生坐标变换的U矩阵就是幺正矩阵．因此定理2.13.1也可以表达为：任何幺正矩阵或厄米矩阵A可以通过一个幺正矩阵U产生的相似变换，变为一个对角矩阵．


定理2.13.2　
 一组可以相互对易的幺正矩阵或厄米矩阵可以同时变换为对角矩阵．

可以用数学归纳法证明这一定理．对于一维矩阵，这定理显然是成立的，因为所有的一维矩阵都可以相互对易，也都是对角矩阵．如果定理对于所有n维或小于n维的矩阵都成立，那么不难证明定理对于（n＋1）维的矩阵也成立．令A为这一组（n＋1）维矩阵中的一个矩阵，其相应的本征矢量和本征值是
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以这些本征矢量为基矢，那么A就成为对角矩阵．v1
 ，…，vk
 形成一个k＜n＋1维的子空间Rk
 ，它由A的所有本征值属于λ1
 的本征矢量组成．与此相似，A的所有本征值为λ2
 的本征矢量形成一个h维（h＜n＋1）的子空间，等等．如果B为这一组矩阵中的任何另外一个矩阵，显然，B将Rk
 ，Rh
 ，…等分别映射为Rk
 ，Rh
 ，…各自的一部分或全部．因此在以A的本征矢量为基矢的坐标系中，B分解为一系列维数小于或等于n的矩阵：
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B中对角线上的矩阵B1
 ，B2
 …Bb
 之外的矩阵元素都为零，其中B1
 为k维矩阵，B2
 为h维矩阵，等等．由于这些矩阵的维数都小于（n＋1），因此它们可以分别在各子空间Rk
 ，Rh
 ，…中同时将这一组矩阵变换为对角矩阵．那么定理显然也对于（n＋1）维时成立．这样，定理就得到了证明．

§2.14　矩阵的外积及其它

为了以后讨论的方便，我们引入一些关于构造矩阵的定义和定理．

设有两个n维矩阵A和B，其相应的矩阵元为aik
 和bjl
 ．我们可定义矩阵W为A和B的外积，并写做
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其中矩阵W有如下的性质：

W是n2
 维的矩阵，它的行由一组双数（i，j）来标志．标志方法为：（i＝1，j＝1）标志第1行，（i＝1，j＝2）标志第2行，……，（i＝1，j＝n）标志第n行，（i＝2，j＝1）标志第（n＋1）行，……，（i＝n，j＝n）标志第n2
 行．矩阵W的列也由一组双数（k，l）标志：（k＝1，l＝1）标志第1列，（k＝1，l＝2）标志第2列，……，（k＝1，l＝n）标志第n列，（k＝2，l＝1）标志第（n＋1）列，……，（k＝n，l＝n）标志第n2
 列．如果矩阵W的矩阵元可以用符号wijkl
 代表，则矩阵A，B，W矩阵元之间存在着下列关系：
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不难证明：
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并且，对角矩阵的外积仍是对角矩阵，单位矩阵的外积仍是单位矩阵．

可以将矩阵的定义加以扩充．我们称一组n行、m列、n×m个元素的
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为一个n行m列的矩阵，也简称为矩阵．

如果三个矩阵A，B，C，其行数和列数都相同，那么我们可定义矩阵C是A和B的和，如果它们的矩阵元满足下列关系：
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（2.123）式可以简写做
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这样定义的矩阵加法显然满足对易律和结合律
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设矩阵A有l行m列，矩阵B有m行n列，矩阵C有l行n列，相应的矩阵元分别为aij
 ，bjk
 ，cik
 ；我们定义矩阵C为A和B的乘积，设有
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因此不是相应于任何两个矩阵都可以定义一个乘积的．在二个矩阵的乘积中，第一个矩阵（从左数起）的列数必须等于第二个矩阵的行数．矩阵的乘法满足结合律和分配律：
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但是不一定满足对易律．

显然，在长方形矩阵中不能引进对角矩阵和单位矩阵的定义．长方形矩阵不能与自己相乘．但是我们可以将一个矢量x当做一个一列的长方形矩阵，将线性变换
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看做是矩阵之间的乘积：

[image: alt]


可以将x的复数共轭矢量[image: alt]
 看做是一个1行n列的矩阵，那么它就相当于x的厄米共轭；也就是将行和列对调，再将所有矩阵元换成相应的共轭复数．我们也可以将矢量的数积当做是矩阵间的乘积：
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第三章　抽象群理论

§3.1　群的定义

一个元素a，b，c，…的集合g（元素可以是数，或是矩阵，或是变换，或是物体方位的变动，或是其它任何事物）称为“群”，如果这个元素的集合满足以下的条件：

（i）在g中的元素之间可以定义一种“乘法”运算：与g中任何二个元素a和b相应，都有一个也属于g的乘积元素，将它记为a·b．

（ii）元素间的乘法满足结合律
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（iii）g中存在一个单位元素，通常以符号1表示之，有时以符号e表示之．g中任何元素a和1相乘仍旧得到a，亦即
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（iv）相应g中任何一个元素a，g中一定还包括有一个逆，记为a-1
 ，满足如下的条件
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群的例子很多．

（1）例如除去0以外的所有复数的集合形成一个群，当我们定义元素之间的乘法为复数的乘法，那么数1就是单位元素，元素a的逆就是[image: alt]
 ．

（2）不难看出，所有除去0以外的实数也形成一个群，若定义数的乘法为群的元素之间的乘法．所有0以外的有理数也形成一个群，当定义数的乘法为元素之间的乘法．

（3）当我们定义数的加法为元素之间的乘法，所有的复数，包括0在内的集合也形成一个群，单位元素是0，a的逆是-a．

（4）所有n维空间中的非奇异线性变换形成一个群．两个非奇异线性变换A和B的乘积定义为一个非奇异线性变换C，并写做
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C的特点是先进行变换A，然后接着进行变换B，那么进行两个变换A和B的结果等同一个变换C的结果．如果以矩阵表示线性变换，那么（3.4）式就是代表矩阵的积．单位元素就是单位矩阵，元素A的逆就是矩阵A的逆A-1
 ．

（5）如果矩阵A满足
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我们称矩阵A为幺模矩阵，不难看出所有n维的幺模矩阵形成一个群，这个群叫做特殊线性群Cn
 ．

（6）所有的n维幺正矩阵U，并且相应的行列式
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也形成一个群，称为特殊酉群SU（n）．

（7）不难看出，三维空间中的坐标转动形成一个群，称为转动群．时间-空间中的坐标的洛伦兹变换也形成一个群，称为洛伦兹群．

（8）一组n个物件所有的不同置换法形成一个群，称为对称群Sn
 ．可以用下列符号表示一种置换法：
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自然数1，2，…，n标志n个物件，a1
 ，a2
 ，…，an
 是一种排列法．由（3.7）表示的置换过程就是，将1换为a1
 ，2换为a2
 ，3换为a3
 ，…，n换为an
 ．接连进行两个置换所得结果称为这两个置换的乘积．以三个物体的置换为例：设以p1
 和p2
 代表下列两个置换：
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那么它们的乘积
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就是先进行置换p1
 ，再进行置换p2
 的结果．显然，群中的单位元素就是
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显然，每一个置换都有一个逆，它们相乘就得到（3.10）式．不难证明，置换的乘法满足结合律．

§3.2　阿贝尔群，子群

一般说来，群的元素的乘法未必满足对易律；如果有一个群，它的元素的乘法满足对易律，那么这个群就叫做阿贝尔群．

例如§3.1例子（1），（2），（3）中的群是阿贝尔群，例子（4），（5），（6），（7），（8）中的群不是阿贝尔群．不难看出，虽然三维转动群不是阿贝尔群，二维空间中的转动群却是阿贝尔群．

一个群g中的一个子集g′称为群g的一个子群，当它按群g中所用的乘法，也形成一个群．

例如：§3.1中例（2）中的群就是例（1）中的群的子群．特殊酉群SU（n）又是特殊线性群Cn
 的子群．三维空间转动群是洛伦兹群的子群，二维空间转动群又是三维空间转动群的子群．

不难看出，一组n个物件所有不同的偶置换是对称群Sn
 的一个子群，称为交代群．

如果群的元素的个数是无限的，那么就称为无限群．§3.1中的例子从（1）到（7）都是无限群．如果群的元素的个数是有限的，那么就称为有限群．有限群的不同元素的个数称为这个群的阶．例如对称群和交代群都是有限群．对称群Sn
 的阶是n!．它的子群交代群的阶是[image: alt]
 ．假使一个无限群，它的元素可以用一个或一组连续变化的参数来标志，那么就称为连续群．§3.1中从（1）到（7）的例子都是连续群．

§3.3　共轭元素和类

元素a称为和b共轭，当
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而c为群的任意一个元素．显然，如果元素a和b共轭，那么b也和a共轭，而且a-1
 和b-1
 也相互共轭．如果a和b共轭，b和d共轭，那么a和d也共轭，其原因是对于任何两个元素f和g来说，有
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我们称所有和某一个元素共轭的元素集合为一个类．如果两个类有一个元素是相同的，那么这两个类完全相同；如果两个类不同，那么它们所有的元素都不同．因此可以将群的元素分成不同的类，每一个元素只属于一个类．

显然，单位元素1单独自成一类．除了这一个类以外，其余的类都不可能形成一个子群，因为它们都不包括单位元素．

在阿贝尔群中，每一个元素自成一类．

§3.4　陪　　集

设g1
 为g的一个子群．g1
 的元素是1，b1
 ，b2
 ，b3
 ，…．设a是g中的任何一个元素，那么元素
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称为由元素a生成的子群g1
 的左陪集，并以符号ag1
 表示．如果a就是单位元素，那么生成的左陪集就是子群g1
 自己．如果a不属于g1
 ，那么显然它所生成的左陪集不形成一个子群，因为在这个左陪集中不包含有单位元素．

可以证明，如果两个左陪集ag1
 和cg1
 有一个元素相同，那么这两个陪集的元素完全相同．设
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则有
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因此左陪集ag1
 中任何元素
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显然也被包含在左陪集cg1
 中．同样地可以证明cg1
 中任何元素也被包含在ag1
 之中．因此两个不同的左陪集中的元素是都不相同的，可以将群所有的元素分成不同的左陪集．每一个元素只属于一个子陪集．

用相似的方法可以定义右陪集和讨论右陪集的性质．

如果g是有限群，它的阶是h，那么它的子群g1
 也是有限群．令g1
 的阶是l，那么所有左陪集所包含的元素的数目都相等．显然，g所有的元素可以分为不同的左陪集，可见[image: alt]
 是一个正整数．我们称m为子群g1
 在群g中的指数．

当然，不同的类中的元素的数目未必一定相等．

§3.5　不变子群，商群

设g1
 是群g的一个子群，ag1
 和cg1
 是二个左陪集．通常情况下，ag1
 中的一个元素和cg1
 中的一个元素的乘积的集合，必再是一个左陪集．不难证明，若g1
 的元素是
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那么元素
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的集合也形成一个子群，并以符号ag1
 a-1
 表示之，称为和g1
 共轭的子群．若a是g1
 中的一个元素，那么子群g1
 和共轭子群ag1
 a-1
 就完全重合．但是若a并不是g1
 的元素，那么g1
 和ag1
 a-1
 就未必重合．

我们称子群g1
 为一个不变子群，若所有的共轭子群ag1
 a-1
 都和g1
 相重合，其中a可以是群g中的任何元素．

如果g1
 是一个不变子群，那么左陪集ag1
 中的元素和左陪集cg1
 中的元素的乘积的集合也是一个左陪集，并且和左陪集acg1
 相重合．我们可以将一个左陪集当做一个元素，将两个左陪集乘积所形成的左陪集当做这相应的两个元素的乘积，那么所有这些元素就形成一个群，称为商群，并以符号g/g1
 表示．

注意不要将商群，g/g1
 和子群g1
 混同起来．子群g1
 的元素和群g的元素一样．商群的元素是子群g1
 的左陪集．商群的单位元素就是子群g1
 ．

同样，可以讨论右陪集的相应问题．显然，如果g1
 是一个不变子群，那么左陪集
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就和相应的右陪集重合．

阿贝尔群的一切子群都是不变子群．以一个n维空间Rn
 为例．设以这个空间中的矢量为元素，以矢量的加法作为元素间的乘法，那么这个n维空间中的所有矢量就形成一个阿贝尔群，其单位元素就相应于零矢量．设v1
 ，…，vm
 生成一个子空间γ，那么不难看出，子空间γ中所有的矢量形成一个子群．γ和Rn
 中任何一个矢量相加就形成一个陪集．我们可以再选（n－m）个矢量vm＋1
 ，…，vn
 ，和v1
 ，…，vm
 合起来组成一组n个线性独立的矢量．那么矢量
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和γ相加就是一个陪集，其中αm＋1
 ，…，αn
 是一组（n－m）个数．因此每一个像（3.20）式所表示的矢量就相应于一个陪集，可以当做是商群的一个元素．由vm＋1
 ，…，vn
 生成的（n－m）维子空间就是商群Rn
 /γ．

§3.6　群的同态、同构和群表示

我们称群g同态于群[image: alt]
 ，如果g中的每一个元素a对应于[image: alt]
 中的一个确定的元素[image: alt]
 ，g中二个元素a和b的乘积ab对应于[image: alt]
 中相对应的元素[image: alt]
 和[image: alt]
 的乘积[image: alt]
 [image: alt]
 ，而且[image: alt]
 中的每一个元素至少对应于g中的一个元素．我们称[image: alt]
 是群g的同态映像．

如果群g和群[image: alt]
 的元素是一一对应的，并且元素的乘积也一一对应，那么我们称群g和群[image: alt]
 相互同构；因为只是表示两个群的元素的符号不同，两个群的结构是完全相同的．

先举一个同态的例子．不难看出，整数1和-1形成一个二阶群，当元素之间的乘积定义为数的乘积；显然，这个群是对称群Sn
 的同态映像，当我们令1对应于所有的偶置换，-1对应于所有的奇置换．不难看出，这个群和由
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两个变换形成的空间反射群是同构的．

如果g和[image: alt]
 并不同构，但是[image: alt]
 是g的同态映像，那么不难证明，g中所有和[image: alt]
 的单位元素对应的元素形成g中的一个不变子群h．因为设g中的元素
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和[image: alt]
 中的单位元素[image: alt]
 相对应，那么（3.22）中元素的乘积也对应于[image: alt]
 中的[image: alt]
 ，因此也被包括在（3.22）之中．此外不难证明，g中的单位元素1也一定对应于[image: alt]
 中的单位元素[image: alt]
 ．令g中的单位元素1对应于[image: alt]
 中的一个元素[image: alt]
 ，令b是g中任何一个元素，并令[image: alt]
 是[image: alt]
 中和b相对应的元素，那么必须有如下的对应：
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因此，[image: alt]
 显然是[image: alt]
 的单位元素[image: alt]
 ．由此可见，g的单位元素1也被包括在（3.22）所列的元素之中．不难看出a1
 ，a2
 ，…的逆也对应于[image: alt]
 中的[image: alt]
 ，因为必须有如下的对应：
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这就证明了（3.22）式中所列的元素形成g的一个子群．而且这个子群h是一个不变子群．因为从如下的对应
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可以看出，和h相共轭的子群都和h重合．

不难看出，和[image: alt]
 中某一个确定的元素相对应的g中的所有元素形成一个不变子群h的陪集．因此[image: alt]
 中的元素和h的陪集一一对应．这也就是说，[image: alt]
 和商群g/h同构．这样我们就证明了如下的定理：


定理3.6.1（同态定理）
 　设群[image: alt]
 是群g的同态映像，那么群[image: alt]
 就同构于商群g/h，h是g中和[image: alt]
 的单位元素相对应的所有元素形成的不变子群．反过来说，每一个商群g/h都是群g的同态映像，当我们令g中的任何一个元素a和包括这个元素a的陪集相对应．

例如：由偶置换形成的交代群是对称群的不变子群，其相应的商群和由1和-1组成的二阶群同构．

同态概念的一个重要特殊情况是：[image: alt]
 是由矢量空间R中的线性变换所形成的群．这就是说，群g中的每一个元素a和一个矢量空间中的一个非奇异线性变换A相对应，而且元素的积ab和相应的线性变换的积AB相对应．我们称这一组线性变换（或矩阵）是群g的表示．矢量空间的维数n称为表示的维数．如果这个线性变换群同构群g，那么表示就称为是一一的．假使表示不是一一的，那么这个线性变换一定是一个商群g/h的一一表示．


第四章　群表示的一般理论

§4.1　等价表示

如果已经知道群g有一个表示：和群元素a，b，c，…相应的矩阵是
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那么可以立即从这一个表示求得无穷多个别的表示，令P为任何一个非奇异的、维数和（4.1）中矩阵的维数相同的矩阵．令矩阵
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与元素a，b，c，…相对应，那么（4.2）中的矩阵显然也是群g的一个表示．利用相似变换，可以从一个表示得到无数其它的表示．

我们称两个表示为等价的，如果一个表示可以用相似变换从另一个表示得到．如在第二章所说的，在矢量空间变换坐标系的时候，相应地表达一个线性变换的矩阵作一个相似变换．因此等价表示可以理解为同一套线性变换在不同的坐标系中的不同表达式．

§4.2　可约表示和不可约表示

设在矢量空间R中存在一组非奇异线性变换，并是群g的一个表示．如果存在一个既非零矢量也非整个空间R的子空间γ，它在群g表示D的线性变换下变换为其自身，那么我们就称这个表示为可约的，称空间R对于群g是可约的，称子空间γ为对于群g不变的子空间．

为了得到关于可约表示比较具体的概念，我们选择一个坐标系，它的基矢是u1
 ，…，un
 ，其中基矢u1
 ，…，um
 生成子空间γ，那么必然有
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其中A是和群元素a相应的线性变换．在这个坐标系中，相应的矩阵具有如下的形式：
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其中P，Q，S为具有矩阵元pji
 ，qjk
 ，sjk
 的矩阵，O是零矩阵．显然，P可以作为一个群g在空间γ中的一个表示，S可以作为一个群g在商空间R/γ中的表示．

当然，基矢um＋1
 ，…，un
 的选择有一定的任意性．假使适当地选择这些基矢，有可能使Q也成为零矩阵，那么这些基矢um＋1
 ，…，u′n
 也生成一个对群g不变的子空间γ′．在这种情况下，我们说，空间R分解为两个不变子空间，并写做
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这时我们称原来的表示为完全可约．如果我们以符号D代表R空间中原来的表示，以符号D1
 代表不变子空间γ中的表示，以符号D2
 代表不变子空间γ′中的表示，那么我们说，表示D分解为表示D1
 和表示D2
 ，并写做
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如果A是幺正矩阵，那么当A使子空间γ变换为其自身，则也一定使和γ完全正交的子空间γ′变换为其自身．因此如果群g的一个幺正矩阵表示是可约的，那么它一定是完全可约的，可以分解为其它表示之和．不难看出，分解得到的每一个表示也是幺正矩阵表示．

如果群g在空间R中有一个表示，但是除零矢量和R自身以外，对于g没有别的不变子空间，那么我们称这个表示为不可约的．

由此可见，群g的任何有限维的幺正表示都可以分解为不可约的幺正表示之和．

可以证明，每一个有限群的表示都等价于一个幺正表示．设有限群g有N个元素a1
 ，a2
 ，…，aN
 ，在群g的一个n维表示D中，其相应的矩阵为A1
 ，A2
 ，…，AN
 ．我们定义任何两个矢量x和y的数积为
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其中（As
 x）k
 代表矢量As
 x的第k个分量，[image: alt]
 为矩阵As
 的第k行第j列的矩阵元．显然
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因此这个n维空间是一个酉空间．在这个空间中A1
 ，…，AN
 都是幺正线性变换．因为对于任何既定的At
 来说，
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这是由于当As
 跑遍A1
 ，A2
 ，…，AN
 ，As
 At
 也跑遍A1
 ，A2
 ，…，AN
 的缘故．如果我们变换到一个正交归一化的坐标系，那么A1
 ，A2
 ，…，AN
 就变换为幺正矩阵．这就是说，群g的表示D是和一个幺正表示等价的．因此如果有限群的一个表示是可约的，那么它一定是完全可约的．

§4.3　分解为不可约表示的唯一性


定理4.3.1
 　如果g是一个群，在空间R中群g有一个表示D，D可以分解为一系列不可约的表示：
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R相应地分解为一系列不变子空间：
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而α是R中的一个不变子空间，那么可以证明R可以分解为
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其中rνi

 （i＝1，2，…，k）是γ1
 ，γ2
 ，…，γh
 中的k个不可约不变子空间．


证明
 　首先引入并集子空间的定义．设α和β是两个子空间，α中任何一个矢量和β中任何一个矢量相加可以得到一个矢量，所有这些相加而得的矢量的集合形成一个新的子空间，我们称这个新的子空间为α和β的并集子空间，并以符号（α，β）表示之．

考察以下一系列不变子空间：
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我们称既属于α又属于β的矢量的集合为α和β的交．显然α和γ1
 的交是γ1
 中所包含的一个不变子空间，因为如果v既属于α又属于γ1
 ，那么表示D中的矩阵作用在v上之后得到的矢量一定也是既属于α又属于γ1
 ．但是γ1
 是不可约的，除了它自身和零矢量以外，没有别的不变子空间．因此α和γ1
 的交不是零矢量，就是γ1
 ．在前一种情形之下，
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在后一种情形之下
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因此，α要么包含γ1
 的全部，要么就除了零矢量以外和γ1
 没有共同的矢量．用同样的方法考察α2
 ，可以知道只有两种可能：
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或
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如此类推，检查α3
 ，α4
 ，…，αh
 ．这样就证明了（4.12）式．


定理4.3.2
 　g是一个群，D是群g在空间R中的一个表示．用一种方法，D可以分解为一系列不可约的表示
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R相应地分解为一系列不变子空间

[image: alt]


用另一种方法，又可以将D分解为一系列不可约的表示
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R相应地分解为一系列不变子空间
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那么可以证明r＝s．如果将D（1）
 ，D（2）
 ，…，D（s）
 按另一适当的次序排列，那么它们就和D1
 ，D2
 ，…，Ds
 相对应，相互等价．将γ（1）
 ，γ（2）
 ，…，γ（s）
 按另一适当的次序排序，那么它们就和γ1
 ，γ2
 ，…，γs
 一一对应，相互同构．


证明
 　令
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那么根据（4.12）式就有
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其中∑γν
 代表若干γν
 之和．从（4.21）和（4.23）式可以看出，γ（1）
 和∑γν
 都同构于商空间R/α，因此它们也彼此同构：
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由于γ（1）
 是不可还原的不变子空间，因此∑γν
 也必须是不可还原的．换言之，∑γν
 中其实只有一项．如果将γν
 标志适当，我们就将和γ（1）
 同构的那个不变子空间标志为γ1
 ．因此我们有
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按照（4.21）式和（4.25）式，可以将R分解为
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我们令
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那么根据定理4.3.1，我们有
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∑′γν
 为一些γν
 的和，但其中不包括γ1
 ．从（4.26）式和（4.28）式可知γ（2）
 同构于∑′γν
 ：
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因此∑′γν
 必须是不可还原的，因此其中只包含一项．在适当的标志下，这一项是γ2
 ，那么就有[image: alt]
 ．因此有
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如此类推，最后我们得
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由此可知，γ（s）
 同构于[image: alt]
 ．由于γ（s）
 是不可还原的，[image: alt]
 中只能有一项，因此必须有
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由于γ1
 和γ（1）
 都同构于商空间R/α，因此D1
 和D（1）
 都等价于群g在商空间R/α中的表示．换言之，D1
 和D（1）
 彼此等价．用同样方法，可以证明Dν
 等价于D（ν）
 （ν＝2，3，…，s）．

由此可知，在将一个群的表示分解为不可约的表示之和时，不论用什么方法分解，得到的不可约表示是确定的．换言之，不同的方法分解得的不可约表示彼此一一等价．在这个意义上说，分解某一个表示为不可约表示具有唯一性．

§4.4　表示的乘积

设u1
 ，u2
 ，…，un
 是一套n维空间Rn
 中的基矢．在线性变换A中，基矢ui
 的映像u′i
 是
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设v1
 ，v2
 ，…，vm
 是一套m维空间Rm
 中的基矢．在线性变换B中，基矢vk
 的映像v′k
 是
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我们可以定义一个n×m维的空间，以ui
 vk
 作为其基矢，称为Rn
 和Rm
 的乘积空间．在这个乘积空间中可以引进一个线性变换，在这个线性变换中ui
 vk
 的映像是
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设
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那么其映像
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因此有
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或
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显然，aji
 blk
 是矩阵外积A×B的矩阵元，我们称变换（4.35）式为乘积变换，并以符号A×B表示之．

对于一个群g，在空间Rn
 和Rm
 中各有一个表示Dn
 和Dm
 ，其相应于群元素a的矩阵分别为A和B；那么在nm维的乘积空间中显然可以得到一个表示，相应于群元素a的矩阵是
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我们称这个表示为乘积表示，并以符号Dn
 ×Dm
 代表之．由于在线性变换（4.38）中A和B所处的地位是对称的，因此假使我们令矩阵
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相应于群元素a，便也得到群g的一个表示，并以符号Dm
 ×Dn
 表示之．表示Dn
 ×Dm
 和表示Dm
 ×Dn
 是等价的，因为它们代表同一个线性变换（4.38），所不同者只是基矢ui
 vk
 的次序有所改变而已．事实上矩阵（4.39）和矩阵（4.40）只是行和列的次序不同，将矩阵（4.39）的行和列适当的重加排列，便可以得到矩阵（4.40）．矩阵（4.39）和矩阵（4.40）通过一个幺正变换彼此联系起来．

用同样方式可以定义二个以上表示的乘积表示：
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不难证明，两个幺正表示的乘积表示也是一个幺正表示．

一切群都具有一个最简单的表示，即群的每一个元素都由一维单位矩阵表示．我们称这个表示为群的单位表示．一个有兴趣的问题是，在什么条件之下一个乘积表示中可以分解出一个单位表示．

令D和[image: alt]
 代表群g的两个不可约表示，与表示D相应的空间是R，其一套基矢是（u1
 ，u2
 ，…，un
 ），与表示[image: alt]
 相应的空间是S，其基矢是（v1
 ，v2
 ，…，vm
 ）．乘积表示D×[image: alt]
 中是不是包含一个单位表示的问题，等同于表示D×[image: alt]
 的nm维空间是不是包含一个不变矢量的问题．

在乘积空间中的任何矢量w可以表达为
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其中我们定义v′1
 为
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如果w是一个不变矢量，那么在D×[image: alt]
 的所有线性变换中w都是不变的，令a是群g中的任何一个元素，那么必须有
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为了书写方便，避免引进过多的符号，我们在（4.44）式中以及在以后的一些公式中用符号a同时代表在相应表示中和元素a相应的线性变换．令
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那么就有
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比较（4.44）和（4.46）式，就得
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令[image: alt]
 是和元素a相应的矩阵的转置矩阵第i行第j列的矩阵元．令矩阵[image: alt]
 的逆矩阵的矩阵元是bij
 ，那么就有
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v′1
 ，…，v′n
 是空间S中一套n个矢量，它们生成S中一个子空间，其维数等于或小于n．从（4.48）式可以看出，这个子空间是一个不变子空间．但是S是不可约的，因此由v′1
 ，v′2
 ，…，v′n
 生成的子空间就是S自己．因此我们有
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用同样的办法我们可以证明n≤m．因此必须有
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亦即空间R和空间S的维数必须相等．同时也可以知道v′1
 ，…，v′n
 是线性无关的，它们可以用来作为空间S中的基矢．在以后我们就用它们作为空间S中的基矢，并且为了写起来方便，将v′i
 中的一撇略去而写做vi
 ．显然，从（4.48）式可以看出，在这个新的坐标系，表示[image: alt]
 中和元素a相应的矩阵具有矩阵元bij
 ．以A代表具有矩阵元aij
 的矩阵，以B代表具有矩阵元bij
 的矩阵，那么就有
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这样我们就得到了下面的定理：


定理4.4.1
 　乘积表示D×[image: alt]
 中包含单位表示的充分和必要条件是：在适当地选择表示[image: alt]
 中的基矢以后，表示[image: alt]
 中的矩阵是表示D中相应矩阵的转置矩阵的逆矩阵，相应的不变矢量是
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在以上的讨论中，表示D和表示[image: alt]
 所处的地位是对称的．这在（4.51）和（4.52）式中表现得很明显，从（4.51）式可以得
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我们称任何两个表示D和[image: alt]
 为相互共轭的表示，当它们的相应矩阵之间存在着关系（4.51）式．和每一个表示D相应，存在着一个共轭表示[image: alt]
 ．如果D是可约的，那么[image: alt]
 也是可约的．反之，[image: alt]
 是可约的，那么D也是可约的．如果所讨论的是幺正表示，那么（4.51）式就变为
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因此在这种情况下，共轭表示中相应的矩阵就是相应的复数共轭矩阵．

设D是一个完全可约的表示，是下列不可约表示的和，
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设F是一个不可约的表示，[image: alt]
 是和F相共轭的表示，那么D中包含有[image: alt]
 的充分和必要条件是，在乘积表示

[image: alt]


分解为不可约表示的和的时候，其中包含有一个单位表示；因为在这种情况之下，一定有一个Dν
 是[image: alt]
 的表示．这样，我们就得到了下面的定理：


定理4.4.2
 　在乘积表示D×E中包含不可约表示[image: alt]
 的充分必要条件是：在乘积表示D×E×F中包含至少一个单位表示．

当然在这个定理中，D，E和F处于对称的地位，假使表示D和E也是不可约的话．

§4.5　舒尔引理


引理4.5.1（舒尔（Schur）引理Ⅰ）　
 设D是群g的不可约表示．群的元素是a1
 ，a2
 ，…，表示D中相应的矩阵是A1
 ，A2
 ，…．如果有一个矩阵T，它和所有的矩阵Ai
 （i＝1，2，…）相互对易，那么T一定是单位矩阵和某一个数的乘积．换言之，设

[image: alt]


那么就有
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其中I代表单位矩阵，λ是一个数．


证明　
 设R是表示D的空间，λ是T矩阵的一个本征值．那么所有和本征值λ相应的本征矢量形成一个子空间γ．可以证明，对于群g的表示D来说，γ是一个不变子空间．若v为γ中的任何一个矢量，那么就有
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从（4.57）和（4.59）式可得
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可见Ai
 v也属于γ．因为表示D是不可约的，只有零矢量和R本身才是R的不变子空间；既然γ不等同于零矢量，它只能等同于整个R空间．因此R中任何矢量v都满足（4.59）式，这样，我们就证明了（4.58）式．


引理4.5.2（舒尔引理Ⅱ）　
 群g具有元素a1
 ，a2
 ，…．它在n维空间Rn
 中有一个不可约的表示Dn
 ，其相应的矩阵为A1
 ，A2
 ，…；在m维空间Rm
 中有一个不可约表示Dm
 ，其相应的矩阵为B1
 ，B2
 ，…．设有一个n行m列的矩阵T，满足条件
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那么T一定是零矩阵，当Dn
 和Dm
 不等价时．


证明
 　我们分三个情况考虑，首先考虑情况n＞m．设v为空间Rm
 中的一个矢量，那么
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具有n个分量，相应于空间Rn
 中的一个矢量．可以证明，所有矢量u形成空间Rn
 中的一个不变子空间γ．因为
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Bi
 v属于空间Rm
 ，因此TBi
 v属于空间γ．但是子空间γ的维数不能大于m，因此γ不可能等同于空间Rn
 ．由于Rn
 是不可约的，它的仅有的不变子空间是零矢量和Rn
 本身，所以γ只包含有零矢量．从（4.63）式可以看出，T必须是一个零矩阵．

其次，让我们考虑n＝m的情况．令T是非奇异矩阵，那么从（4.61）式就可以得
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换言之，Dn
 和Dm
 是等价的，这和原来的假设相矛盾．因此T矩阵一定是奇异的．亦即
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由此可知，空间γ的维数一定小于m．设e1
 ，e2
 ，…，en
 是空间Rn
 中的基矢，e′1
 ，e′2
 ，…，e′n
 是空间Rm
 中的基矢，那么空间γ是由下列的矢量生成：

[image: alt]


tlk
 是矩阵T的矩阵元．由（4.65）式显然可以找到一组系数c1
 ，c2
 ，…，cn
 ，使

[image: alt]


使（4.67）式得到满足的充分必要条件是
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由条件（4.65）可知，一定存在一套非零解c1
 ，c2
 ，…，cn
 ，这就证明w1
 ，w2
 ，…，wn
 是线性相关的，因此它们所生成的空间γ的维数一定小于n．由于γ是Rn
 的不变子空间，而Rn
 又是不可约的，因此γ只能是零矢量，T只能是零矩阵．

最后，我们考虑第三种情况n＜m．显然，所有满足条件
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的矢量v形成空间Rm
 中的一个不变子空间γ′．因为
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表明空间γ′不仅仅包含有零矢量．v一般可用Rm
 的基矢表示，
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那么条件（4.69）式就相应于

[image: alt]


由于变数ck
 的数目大于方程的数目，一定存在着非零解．既然γ′是Rm
 的一个不变子空间，Rm
 是不可约的，而γ′又不等同于零矢量，可见γ′一定等同于Rm
 ．因此T作用在Rm
 中所有的矢量上都得到零矢量，可见T一定是零矩阵．

§4.6　不可约表示和正交性


定理4.6.1　
 设g是一个有限群，具有元素a1
 ，a2
 ，…，aN
 ．设Dn
 是一个n维的不可约幺正表示，其相应的矩阵是A（1）
 ，A（2）
 ，…，A（N）
 .A（μ）
 的矩阵元是
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则有

[image: alt]



证明　
 令B为任何一个n维的矩阵，可以证明，矩阵
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和所有的矩阵A（ν）
 可以相互对易：
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当A（μ）
 “跑”遍所有的元素，A（ν）
 A（μ）
 显然也“跑”遍表示Dn
 中所有的矩阵，因此有
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根据引理4.5.1，可知P一定是单位矩阵的倍数，亦即
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其中数λ当然依赖于矩阵B的具体形式．由于表示是幺正的，可以将上式写做
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（4.79）式可以明显地表达为
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为了求λ（B），我们令上式中的k等于i，并对i求和，就得
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具体地令（4.75）式中的B矩阵的元素
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那么

[image: alt]


同时（4.80）式就成为
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这样就证明了（4.74）式．


定理4.6.2（正交性定理）　
 设g是一个有限群，有元素a1
 ，a2
 ，…，aN
 ．设Dn
 和Dm
 是两个不等价的不可约幺正表示．表示Dn
 是n维的，其矩阵是A（1）
 ，A（2）
 ，…，A（N）
 ，矩阵A（μ）
 的矩阵元是
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表示Dm
 是m维的，其矩阵是C（1）
 ，C（2）
 ，…，C（N）
 ，矩阵C（μ）
 的矩阵元是
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那么有
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证明　
 令B是任何一个n行m列的矩阵，
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可以证明
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因为
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根据引理4.5.2，P一定是一个零矩阵，因此有
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上式可以明显地表示为
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令
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那么就有
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这就证明了（4.87）式．

可以将
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当做一个N维空间中的矢量的分量．从（4.74）式可知，一个不可约的幺正表示Dn
 给出了n2
 个相互正交的这种矢量．由于它们的正交性，它们当然是线性无关的．在一个N维的空间中最多只能有N个线性无关的矢量，因此一定有
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同样地可以证明，假使有两个不等价的幺正表示Dn
 和Dm
 ，如定理4.6.2中所定义的，那么一定有
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§4.7　完备性定理

设g是一个N阶的有限群，具有元素a1
 ，a2
 ，…，aN
 ，若x＝（x1
 ，x2
 ，…，xN
 ）是一个N维空间RN
 中任何一个矢量，让我们引入表式
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则群元素aν
 按群乘法作用在x上，
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当aμ
 跑遍所有的元素，那么aν
 aμ
 也跑遍所有的元素．因此可以将矢量y（y1
 ，y2
 ，…，yN
 ）当做矢量x的一个映像，并写为
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A（ν）
 代表产生这个映像的数学变换．不难看出，变换A（ν）
 是线性的，亦即
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不难证明，如果有
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那么相应地有
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因此，A（μ）
 构成群g的一个N维表示，称为正则表示，并以DN
 代表之．可以将DN
 分解为一系列不同的幺正表示Dn1

 ，Dn2

 ，…，Dnp0

 之和：
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空间RN
 亦即可分解为p0
 个不变子空间的和：
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让我们在Rnq

 中选择出如下一套基矢
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使所有的等价表示中的相应矩阵相同，不难看出：
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显然，空间RN
 中的任何矢量x可以表达为
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的线性叠加．

我们以符号T（q）
 （aμ
 ）代表表示Dnq

 中和元素aμ
 （μ＝1，2，…，N）相应的矩阵，并以
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代表其矩阵元．在上节中已经证明，当q，i，k取一定值时，N个数
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可以当做一个N维矢量的分量，而且与不同的i和k相应，一共有[image: alt]
 个相互正交的矢量．可以证明，任何基矢（4.108）的复数共轭可以表示为（4.110）式中[image: alt]
 个矢量的叠加．

我们令[image: alt]
 代表基矢[image: alt]
 的分量，引进表示式
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乘上（aν
 ）-1
 ，得
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另一方面有
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令a1
 为单位元素，比较（4.112）式和（4.113）式中相应于a1
 的分量，得
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由于表示是幺正的，有
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代入（4.114）式，得
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（4.116）式的复数共轭式是
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设[image: alt]
 为x（x1
 ，…，xN
 ）空间RN
 中任何矢量的复数共轭矢量，那么x*
 一定可以表达为[image: alt]
 的线性叠加：
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利用（4.117）式，可得
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将（4.119）式中相互等价的不可约表示的贡献合并在一起，形式上可写为
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其中[image: alt]
 把相互等价不可约表示的贡献进行了合并；[image: alt]
 是表示
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的矩阵元．现在，如果（4.104）式所有不等价的不可约表示的矩阵，由于x是N维空间中的任何矢量，因此矢量
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集合中一定包含N个线性无关的矢量，亦即

[image: alt]


另外一方面，应用所得到的（4.97）式的推理，可以知道对所有不可约的不等价的表示求和，有
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其中全部不可约不等价的表示是p0
 个．比较（4.123）和（4.124）式，可知正则表示中已经包含了所有的不可约的不等价的表示，并且有
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这样，我们就得到如下的定理：


定理4.7.1（勃恩赛特（Burnside）定理）　
 所有不等价的不可约的表示的维数的平方的和等于群的阶数．


定理4.7.2（完备性定理）　
 任何N维空间中的矢量可以由所有不可约的不等价表示中的矩阵元
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所形成的N个N维矢量的叠加加以表示．

§4.8　特　征　标

前几节中所证明的舒尔引理、正交性定理、勃恩赛特定理、完备性定理是判断表示的可约性、等价性以及完备性的重工具．但是应用这些定理常常需要知道表示的明显表示．最好能利用表示的矩阵中所包含的不变量来判断表示的性质，这样的判断就不依赖表示空间中坐标系的选择，亦即不依赖于表示的明显形式．

矩阵的最简单的不变量是它的迹．我们称一个表示的矩阵的一套迹为这个表示的特征标．显然，相互等价表示的特征标是相同的．从§4.6中所证明的正交性定理可以看出，不等价的不可约表示的特征标相互正交．设以[image: alt]
 和[image: alt]
 代表两个不等价不可约表示的和元素aν
 相应的特征标，那么就有
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不难证明
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其中χν
 是任何一个不可约表示的特征标．证明如下：设以n代表表示的维数，那么根据（4.74）式就得
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可以将（4.127）和（4.128）式合写为一个公式：
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知道了某一个表示的特征标χν
 ，那么利用（4.130）式就可以判断表示是否可约．假使同时也知道各个不可约表示的特征标[image: alt]
 ，那么就可以利用（4.130）式求得某一个表示中所包含的各种不可约表示的次数．设某一个表示中包含不可约表示Dnq

 共mq
 次，那么就有
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利用（4.130）式，就得
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从（4.132）式可以得出结论：如果二个表示的特征标相同，那么它们一定是等价的．

利用（4.130）式，又可以得
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（4.133）式是判断某一个表示是否可约的一个很方便的工具．

不难看出，共轭元素的特征标是相等的：设a，b，c是三个群元素．在某一表示中它们的相应矩阵是A，B，C，相应的矩阵元是aik
 ，bik
 ，cik
 ．设a和b是相互共轭的元素，并有
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那么
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因此，在任何表示中，同一个类中的元素的特征标都是相等的．可以说，特征标是类的函数．可以证明，所有类的函数都可以展开为不可约表示的特征标的叠加．


定理4.8.1
 　设有限群g是N阶的，具有元素a1
 ，a2
 ，…，aN
 ．群g一共有p0
 个不等价不可约表示Dn1

 ，Dn2

 ，…，Dnp0

 ．其中和元素aν
 相应的矩阵是T（q）
 （aν
 ）（q＝1，2，…，p0
 ），相应的特征标是[image: alt]
 ．设N维矢量x＝（x1
 ，x2
 ，…，xN
 ）是类的函数，亦即设aμ
 和aν
 是共轭元素，那么就有xμ
 ＝xν
 ．那么x可以写为如下的形式
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其中χ（q）
 是具有分量[image: alt]
 的矢量．


证明
 　按照（4.120）式，可以将xν
 写做
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设[image: alt]
 ，那么就有
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考虑到表示的幺正性，我们有
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将（4.139）式代入（4.138）式，令aρ
 跑遍所有的元素，求（4.138）式的平均，并且利用正交性定理，那么就得到
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我们令
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代入（4.140）式，就得
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这就证明了（4.136）式．

若群元素可以分为s个类时，那么x作为类的函数，只有s个独立的分量．因此所有这些矢量形成一个s维的子空间，χ（q）
 （q＝1，2，…，p0
 ）相应于这个子空间中p0
 个线性独立的矢量．由于所有这个子空间里的矢量x都能表达为χ（q）
 的叠加，必须具有p0
 ＝s．因此我们得到如下的定理．


定理4.8.2　
 不等价的不可约表示的个数等于共轭元素类的个数．

令a1
 ，a2
 ，…，ap0

 为p0
 个不相互共轭的元素．设和aν
 相互共轭的元素，包括aν
 自己在内，一共有ρν
 个．引进符号
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那么（4.130）式就可以写做
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从上式可得
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亦即
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应该指出，§4.6—§4.8中所证明的正交性定理、完备性定理和勃恩赛特定理以及由此而得到的推论可以应用于有限群，而在推广到无限群上去的时候将受到一定的限制．首先，有限群的任何表示都等价于幺正表示．因此，任何有限群的任何表示要么是不可约的，要么是完全可约的．这一结论对于无限群的表示未必一定成立．证明有限群的表示等价于幺正表示的关键是（4.7）式．如果（4.7）式中所定义的表式存在，那么证明就可以进行下去；如果（4.7）式中所定义的表式根本不存在．那么这样的证明就进行不下去．

次之，在证明正交性定理时，我们引进由（4.75）式所定义的矩阵P；在无限群的情况下，表式P是否存在并不是显然的．完备性定理也不能自动搬到无限群上去．但是对于一些物理学中重要的无限群来说，与（4.7）和（4.75）式等相应定义的表式仍然存在，§4.6—§4.8中的大部分定理仍然有效．

§4.9　应用实例

（1）循环群的表示．我们称一个群为循环群，如果它的任何元素可以表达为某一个一定的元素的乘方，亦即它的元素可以表达为：1，a，a2
 ，…，an－1
 ，并有an＝1
 ．首先讨论循环群的一维表示，亦即群元素由数来表示．设群元素a由数α表示，那么必须有αn
 ＝1，一共有n个根：
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因此与之相应，有n个不等价的一维表示．根据勃恩赛特定理，这也是全部不可约的表示．

不难看出，对称群S2
 是和二阶循环群同构的，一共只有两个群元素：
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并有a2
 ＝1．因此对称群S2
 只有两个一维的不可约表示．

（2）任何阿贝尔群的幺正表示都可以还原为一维表示之和，因为相互对易的幺正矩阵可以同时转换成对角矩阵．以二维空间中的旋转群为例：以Dφ
 代表旋转角等于φ的群元素，那么就有
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令群元素Dφ
 的一维表示为χ（φ），则
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这一方程的连续解是
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由于D2π
 ＝Dφ＝0
 ，必须有e2πc
 ＝1．因此，ic必须是一个整数．Dφ
 的一维表示是
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可以证明，Dφ
 所有的单值连续表示都可以还原为以上表示之和．

（3）对称群S3
 ．对称群S3
 一共有3!＝6个元素，它们是
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其中显而易见的表示是单位表示，这是一个一维表示，所有的元素都由数1来表示．另一个显而易见的一维表示是，所有的偶置换1，d，f用数1来表示，所有的奇置换a，b，c用数-1来表示．这两个一维表示是不等价的不可约的表示．根据勃恩赛特定理，可以知道，其余的不等价的表示可能是一个二维的，也可能是四个一维的．

为了寻求这些未知的不可约表示，我们考虑一个三维空间，其一组正交归一化基矢是e1
 ，e2
 ，e3
 ．和每一个群元素相应，我们考虑基矢相应的排列．例如和元素d相应，我们考虑排列
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设x＝x1
 e1
 ＋x2
 e2
 ＋x3
 e3
 是任意一个矢量，那么
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可以看出（4.155）式是线性变换．和1，a，b，c，d，f相应的线性变换形成对称群S3
 的一个表示；显然这个表示是可约的，因为矢量
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是一个不变矢量，与之相应存在着一个一维的不变子空间γ1
 ，它是由所有矢量αs（α是任意常数）组成．我们令γ2
 代表和γ1
 正交的二维子空间，令
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作为γ2
 中的基矢，那么得到的表示是
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其相应的特征标是
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根据（4.133）式，
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可知表示（4.158）式是不可约的．这样我们就找到了对称群S3
 的全部不可约表示．不难证明，一共有三类共轭元素：第一类是单位元素1，第二类是元素a，b，c，第三类是元素d，f．也不难证明，所有的正交性定理和完备性定理都得到满足，经过适当变换，可以将表示（4.158）式变换为幺正表示．


第五章　旋转群的表示

§5.1　旋　转　群

令R3
 代表三维的实矢量空间，ei
 （i＝1，2，3）是一组正交的归一化的基矢，在转动中ei
 变为
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aji
 等于e′i
 和ej
 之间夹角的余弦，可以将e′i
 当做ei
 的映像．由于在转动后，矢量的长短和矢量间的夹角不改变，故有
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以A代表矩阵元为aij
 的矩阵，则（5.2）式可以写做
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aij
 都是实数，而（5.3）式说明A是幺正矩阵；我们称矩阵元都是实数的幺正矩阵为实正交矩阵或简称正交矩阵，其相应的变换为正交变换．从（5.3）式可知
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由于在转动中A只能连续地改变，因此detA也只能连续地改变，不能突然地从1变为-1或从-1变为1．考虑到在不旋转时，A就是单位矩阵，故有
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不难看出，每一个旋转相应于一个三维正交线性变换，其相应的行列式为1．反之，每一个满足条件（5.5）的三维正交线性变换也相应于一个旋转．连续进行两个旋转a和b的结果相应于进行一个旋转c，亦即
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如果和旋转a，b，c相应的是三维正交变换A，B，C，那么显然有
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因此可以将满足条件（5.5）式的三维正交变换看做是旋转群的三维幺正表示．

有无限种可能的旋转，因此旋转群是无限群．群的元素可以用在（5.1）式中出现的连续变换的参数aij
 来标志，因此旋转群是连续群．在九个参数aij
 之间，存在着由（5.2）式表示的六个条件，因此独立变化的参数只有三个；可以用不同的方法来选择这三个独立的参变数．常用的用来确定旋转方法的一套参数是进行旋转的轴的方向和旋转的角度：旋转的角度0≤θ≤π，旋转轴的方向按照右手坐标系的规则确定．因此每一个旋转和一个矢量α相对应起来：α的方向和旋转轴的方向相同，α的长短等于旋转的角度．可以用α的分量α1
 ，α2
 ，α3
 来标志一个旋转．参数α1
 ，α2
 ，α3
 变化的区域是一个球体，球体的中心在原点，球的半径等于π．群的单位元素是旋转角θ＝0的旋转，因此由参数
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标志．在一般情形下，旋转和参数αi
 （i＝1，2，3）之间存在着一一对应的关系；仅有的例外是位于球面上的参数，不难看出，两套位于任何一个直径两端的参数标志着同一个旋转．

另一套常用来标志一个具体的旋转的三个参数是欧拉角φ，θ，ψ．为此让我们考虑一个刚体的旋转：在刚体中选取三个相互正交的轴，它们旋转前的位置是OX，OY和OZ，旋转后的位置是OX′，OY′和OZ′，如图5.1（a）中所示．我们可以将这一个旋转分解为三个旋转的乘积，令θ，φ代表OZ′在坐标系OXYZ中的球坐标角度，如图5.1（a）所示．我们先令刚体绕第三个轴OZ旋转一个角度φ，使第一个轴取向OX″，第二个轴取向OY″，第三个轴取向仍是OZ，如图5.1（b）所示．然后我们令刚体绕第二个轴OY″旋转一个角度θ，令第三轴取向OZ′，第一轴取向[image: alt]
 ，如图5.1（c）所示．最后令刚体绕第三轴OZ′旋转一角度ψ，使第一轴从[image: alt]
 转到OX′，第二轴从OY″转到OY′，使刚体进入图5.1（a）中所示的最后位置．因此刚体的任何一个旋转
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图5-1
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可以分解为如下的连续进行的旋转：
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我们称这三个连续进行的旋转的旋转角φ，θ，ψ为欧拉角．我们可以用欧拉角作为三个参数，来标志任何一个旋转．设代表旋转（5.9）的映像过程是
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那么它可以由连续进行下面的三个映像过程来代表：
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设以Aφ
 ，Aθ
 ，Aψ
 各代表绕第三轴旋转一角度φ，绕第二轴旋转一角度θ，绕第三轴旋转一角度ψ的线性变换，[image: alt]
 为其相应的矩阵元，那么就有
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将（5.13）式中的变换连续进行，就得

[image: alt]


比较（5.11）和（5.14）式就得
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可以证明，相应于旋转角相同，但是旋转轴方向不相同的群元素相互共轭，属于同一个类．令a，b，c代表旋转群的三个群元素，并有
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在三维空间中，设
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我们令
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那么就有
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因此旋转c在e′i
 为基矢的坐标系中的矩阵形式和旋转a在以ei
 为基矢的坐标系中的矩阵形式完全一样．因此旋转c和旋转a的旋转角度完全一样，只是旋转轴的方向不同．这就证明了属于同一类的旋转群元素的旋转角相同．反过来可以证明，旋转角相同的群元素属于同一类．

§5.2　特殊酉群SU（2）

在正交的归一化的坐标系中，幺正变换由幺正矩阵U来表示．所有再满足条件
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的幺正变换形成的群称为特殊酉群．二维2×2矩阵的特殊酉群以符号SU（2）代表之．它们具有如下的形式
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那么不难验证
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比较（5.21）和（5.22）式可得
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因此有
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可以将（5.24）式当做特殊酉群SU（2）的一个表示．其相应的共轭表示是
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令u1
 ，u2
 代表表示（5.24）式的基矢，那么在幺正变换中它们的映像是：
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如果我们取
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为一组正交归一化的基矢，那么在幺正变换中，它们的映像是
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由此可见，在以u1
 ，u2
 为基矢的正交归一化的坐标系中，幺正变换的表示就是共轭表示（5.25）．我们称u1
 ，u2
 为标准的基矢，称u1
 和u2
 为逆变的基矢．

任何一个矢量c可以表达为
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我们称c1
 ，c2
 为矢量c的协变分量，c1
 ，c2
 为矢量c的逆变分量．在幺正变换中，任何两个矢量c和d的数积不变，因此
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是一个不变量．此外，由于d1
 ，d2
 和c1
 ，c2
 相互逆变，显然

[image: alt]


也是一个不变量．因此（d1
 ，d2
 ）和[image: alt]
 一样变换，亦即[image: alt]
 和（d2
 ，-d1
 ）一样变换．从（5.24）和（5.25）式的形式看来，这是显然的．

考虑下列的v次积
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它们可以作为一个v＋1维空间Rv＋1
 的基矢．在这个空间中，任何矢量c可以表达为如下的叠加：
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假使u1
 ，u2
 为（5.26）式中所给的幺正变换，那么矢量c也将经历一个线性变换．矢量c在空间Rv＋1
 中的映像c′和c之间存在着线性的关系，可以将这个空间Rv＋1
 中的线性变换当做特殊酉群SU（2）的一个表示．

在v＝1时，这个表示就还原为原来的二维幺正线性变换，这是最简单的情况．其次的简单情况是v＝2，这时
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可以作为一个三维空间的基矢．在这个三维空间中，任何矢量c可以表示为：
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可以证明，在幺正变换（5.24）中，表式
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是一个不变量．证明如下：在幺正变换中，c的映像是
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可以将（5.37）式中的等式写做如下的矩阵形式
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由于
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因此有
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考虑到（5.20）式，我们有
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这就证明了表式（5.36）是一个不变量．

可以证明，在三维空间（5.35）中特殊酉群SU（2）的表示和三维空间中的正交变换等价．引进新的坐标，使c在新坐标系统里的分量x1
 ，x2
 ，x3
 和在老坐标系统里的分量c0
 ，c1
 ，c2
 之间存在着如下的线性关系：
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那么就有
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它是三维空间中的不变量．而且假使x1
 ，x2
 ，x3
 原来是实数．那么在变换之后，x′1
 ，x′2
 ，x′3
 仍旧是实数．因为c0
 ，c1
 ，c2
 和表式
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中的相应系数
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一样地变换．考虑到（b1
 ，b2
 ）和[image: alt]
 一样地变换，因此也和[image: alt]
 一样地变换．可见c0
 ，c1
 ，c2
 的变换方式和表式
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的变换方式一样．根据（5.42）和（5.46）式．可以知道x1
 ，x2
 ，x3
 的变换方式和表式

[image: alt]


的变换方式一样．在（5.47）式中的三个数是实数，而在任何幺正变换之后仍旧是实数．因此与之相应的变换矩阵的矩阵元必须都是实数．因此在进行了坐标变换（5.42）之后，在三维空间中作为特殊酉群SU（2）的表示的线性变换就成为实正交变换．

由于三维空间中的实正交变换既同构于旋转群，又是特殊酉群SU（2）的表示，所以旋转群是特殊酉群SU（2）的同态映像．这样寻找旋转群的表示就和寻找特殊酉群SU（2）的表示联系起来．我们首先建立二维幺正变换和旋转之间的关系．首先考虑特殊的二维幺正变换
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与之相应，根据（5.40）式，
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因此有
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根据（5.42）式得
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因此B（β）和绕第二个轴转一角度2β相对应．次之，考虑另一个特殊的幺正变换
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与之相应，根据（5.40）式，
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因此有
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根据（5.42）式得
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因此C（γ）和绕第三个轴转一个角度2γ相应；根据公式（5.15），以欧拉角φ，θ，ψ标志的旋转和下列幺正矩阵相应：
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根据同态定理，旋转群和特殊酉群SU（2）的一个商群SU（2）/h同构．为了求得不变子群h，我们寻求和旋转群单位元素相应的幺正变换．在这些幺正变换中，c0
 ，c1
 ，c2
 不变，因此x1
 ，x2
 ，x3
 也不变，这就要求幺正变换U满足条件
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以（5.24）式代入，得
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上式仅有的解是α＝±1．因此和旋转群单位元素是相应的，满足条件（5.20）和（5.57）的二维幺正矩阵只有二个，它们是
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因此和一个旋转a相应的是由两个二维幺正矩阵A和-A形成的一个陪集．

我们可以将满足条件（5.20）的二维幺正变换当做旋转群的一个表示．但是这个表示不是单值的，和每一个群元素相应有二个线性变换，我们称这样的表示为双值表示．旋转群单位元素邻域中的群元素及其乘积可以和二维单位矩阵邻域中的满足条件（5.20）的二维幺正矩阵及其乘积一一对应．每一个旋转角度很小的旋转a只和一个单位矩阵邻域中的矩阵A相对应．旋转a连续变化，那么矩阵A也连续变化．不难看出，假使旋转角连续地增加，兜了一个大圈子，又变为最初的旋转a，那么很可能在矩阵作相应的连续变化以后，最后得到的矩阵不是最初的矩阵A而是-A．以矩阵（5.56）中所给的表式为例．假使在最初，我们有φ＝ψ＝θ＝0，那么得到的和单位元素相应的矩阵是单位矩阵．假使令θ逐渐从0增加到2π，我们兜了一个大圈子，又回到群的单位元素．但是我们在连续变化后得到的矩阵不再是单位矩阵，而是负的单位矩阵．

§5.3　旋转群的表示

在上节中已经提起，所有的矢量（5.33）组成一个v＋1维空间Rv＋1
 ，在这个v＋1维的空间中有特殊酉群SU（2）的一个表示．由于旋转群同态于特殊酉群SU（2），因此这个表示也可以当做旋转群的表示．当然，表示可能不一定是单值的而是双值的．我们令v＋1＝2J＋1，并称相应的旋转群的表示为DJ
 ，J可以取下列的数值：
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D0
 是单位表示，[image: alt]
 是由（5.56）给出的双值二维幺正表示，D1
 是和（5.1）和（5.2）式给出的三维正交表示等价的单值表示．以后将证明，所有由正整数J标志的旋转群的表示是单值的，所有由半整数J标志的旋转群的表示是双值的；l阶的归一化的球谐函数按照表示Dl
 变换．

可以将Rv＋1
 当做一个酉空间．我们定义空间Rv＋1
 中任何两个矢量c和d的数积为
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显然有
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只要c不是零矢量，可以证明，在由（5.26）式所导致的线性变换下，（5.61）式中的数积不变．因为在线性变换下，ct
 的变换方式和表式
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中[image: alt]
 项的系数
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的变换方式一样，其中[image: alt]
 ；dt
 的变换方式和表式
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中[image: alt]
 的系数
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的变换方式一样；当然，[image: alt]
 的变换方式和表式
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的变换方式一样．此外，根据表式（5.30），
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在幺正变换（5.24）和（5.25）下是不变的，因此表式
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也是不变的．这样就证明了表式（5.61）在由（5.26）式所导致的线性变换下也是不变的，因为表式（5.69）的不变性对a1
 ，a2
 ，b1
 ，b2
 取任何数值时都成立．这就说明了表示DJ
 中的线性变换是幺正变换．如果我们选择一套正交的归一化的矢量作基矢，那么在这样的坐标系中，DJ
 中的线性变换就由幺正矩阵来表示，DJ
 就是旋转群的幺正表示．显然
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就可以作为这样一套正交的归一化的基矢．

为了以后讨论的方便，我们来研究，当旋转绕第三轴或第二轴进行时，（5.70）式中的表式将如何变化．根据（5.52）式，当绕第三轴旋转一个角度γ时，u1
 前应该乘一个因子[image: alt]
 应该乘一个因子[image: alt]
 ，与之相应，基矢（5.70）应该乘一个因子[image: alt]
 ；根据（5.48）式，当绕第二轴旋转一个角度π时，那么u1
 就变为u2
 ，u2
 就变为-u1
 ，与之相应，基矢（5.70）就变为
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§5.4　连续群的表示和无穷小表示

在§5.1中，我们指出，旋转群是一个连续群．群的元素可以由连续变化的三个参数α1
 ，α2
 ，α3
 来标志，和单位元素相应有α1
 ＝0，α2
 ＝0，α3
 ＝0．如果有两个旋转dα
 （α1
 ，α2
 ，α3
 ），dβ
 （β1
 ，β2
 ，β3
 ），它们的乘积是另一个旋转dγ
 （γ1
 ，γ2
 ，γ3
 ），即
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那么γi
 是αi
 和βi
 的函数：
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如果dα
 ，dβ
 ，dγ
 都在单位元素的附近，αi
 ，βi
 ，γi
 都很小，那么φi
 不仅是α和β的单值函数，甚至还是解析函数．在单位元素附近β还可以当做α和γ的单值函数．

在这一节中，我们考虑一般的连续群；其群元素可以由一组m个连续变化的和独立的参数
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来标志，而且α1
 ＝α2
 ＝…＝αm
 ＝0相应于单位元素．如果有三个元素a（α1
 ，α2
 ，…，αm
 ），b（β1
 ，β2
 ，…，βm
 ），c（γ1
 ，γ2
 ，…，γm
 ），并有
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那么γ是α和β的函数：
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为了书写方便，我们在上式中以一个符号α代表α1
 ，α2
 ，…，αm
 集合，以一个符号β代表β1
 ，β2
 ，…，βm
 集合．在单位元素附近，φi
 是单值的连续可微分的函数；反之，β也是α和γ的单值的连续可微分的函数．挪威数学家李（S.Lie）最早研究这一类群，因此这种群称为李群．现在，让我们试寻求这种群的连续的可微分的表示．在这类表示中，线性变换及其相应的矩阵是参数α的连续的可微分的函数．

设x为表示空间中任何一个矢量，Fα
 为在表示空间中和由参数α标志的群元素α相应的线性变换算符，y为由Fα
 产生的x的映像，那么就有
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设α＝0，那么y就等于x．在单位元素的附近，y可以展开成为α的级数：
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设α是无穷小，那么α的高次项可以略去．从（5.77）和（5.78）式可以看出，在[image: alt]
 和x之间存在着线性的关系，因此有
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我们称Ii
 为表示的无穷小变换．设
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其中Fβ
 和Fγ
 分别为群元素b和c相应的线性变换算符，其参数分别为β和γ，在α，β和γ之间存在着关系（5.76）．将（5.80）式对βj
 微分后，令β＝0，则得
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考虑到
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可得
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其中
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决定于群本身的结构，和具体的表示无关．方程（5.83）和初始条件
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唯一地确定了作为α的函数的方程（5.83）的解y．由于x可以是空间中的任何矢量，因此解方程（5.83）就可以求得表示线性变换算符Fα
 ，这样就得到如下的定理：


定理5.4.1　
 表示由它的无穷小变换Ii
 所完全确定．

显然，无穷小变换Ii
 不可能是任意的算符，Ii
 之间存在着一定的关系，为了使方程组（5.83）是可积的，必须满足可积条件
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经过简单的计算，可得

[image: alt]


我们以符号[image: alt]
 标志表式：
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那么由于在α＝0时

[image: alt]


因此，在α＝0时，方程（5.87）成为
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由于x可以是任意的矢量，因此必须有
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[image: alt]
 由群的结构决定，和具体的表示无关．式（5.91）是无穷小变换所必须满足的条件，显然
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作为一个例子，让我们展示寻求旋转群的无穷小算符所必须满足的对易关系（5.91）的具体表示．对易关系（5.91）决定于群的结构，和具体的表示无关．因此可以利用任何一个已知的表示求得．我们利用§5.1中给出的三维正交表示DJ＝1
 求得相应于α1
 ，α2
 ，α3
 的无穷小算符I1
 ，I2
 ，I3
 ．α1
 ，α2
 ，α3
 的定义见§5.1．参数组

[image: alt]


分别相应于绕第一轴转一角度α1
 的旋转，绕第二轴转一角度α2
 的旋转和绕第三轴转一角度α3
 的旋转．相应的线性变换算符是

[image: alt]


相应的无穷小算符是
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显然，它们满足如下的对易关系：
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对易关系（5.96）是决定所有旋转群的连续的可微分的表示的基础．

§5.5　其它不可约表示的无穷小算符

为了讨论方便，我们引进如下的表式：
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它们满足如下的对易关系：

[image: alt]


设在有限维的矢量空间R中有一个旋转群的表示，那么显然也是由绕第三轴的旋转所形成的子群的表示．这个子群是一个阿贝尔群，因此它的表示可以分解为一维表示之和，其相应的矩阵是对角矩阵．根据§4.9中的讨论，可以知道在对角线上的矩阵元是
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我们令相应的基矢是vM
 ，那么就有
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因此，vM
 是算符L0
 的本征矢量，其相应的本征值是M．

可证明L+
 vM
 也是L0
 的本征矢量，其相应的本征值是（M＋1）；L-
 vM
 也是L0
 的本征矢量，其相应的本征值是（M－1）．证明是利用（5.98）式：
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我们首先选出空间R中具有最大本征值的L0
 的本征矢量vJ
 ，其相应的本征值是J，那么必须有
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否则我们将得到一个本征值为J＋1的本征矢量，和vJ
 的定义相矛盾．利用算符L-
 我们可以得到如下一系列的L0
 的本征矢量：
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这一系列必须是有限的，最后将以遇到零矢量而告终，否则这一表示将不是有限维的，R空间也将不是有限维的．

不难证明，在（5.103）式中所定义的本征矢量之间存在着如下的关系：
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式中的ρM
 为一整数．由（5.102）式，可以读出ρJ
 ＝0，因此（5.104）式在M＝J时是正确的．现在我们来证明一般的ρM
 ：假设（5.104）式在M＝μ时是正确的，那么它在M＝μ－1时也是正确的．
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因此有
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式（5.106）的解是
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由于（5.103）中的系列最终将遇到某一个零矢量，而前一个矢量不是零矢量，令这最后一个非零矢量是vx
 ，那么必须有
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上式的解是x＝J＋1和x＝－J，前一个解和原来的假设相矛盾．因此我们得到如下的一系列L0
 的本征矢量：
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由此可知2J＋1必须是一个正整数．J只可能取下列的数值：
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和（5.60）式中的数值相同，这就证明了ρM
 必须是一个整数．

为了使（5.103）和（5.104）式取得更对称的形式，我们引入L0
 的新本征矢量v′M
 ：
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那么（5.103）和（5.104）式就变为
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在以后为了书写方便我们将略去v′M
 中的一撇，而写做vM
 ．

可以看出，（vJ
 ，vJ－1
 ，…，vJ
 ）形成R中的一个不变子空间R2J＋1
 ，因为R2J＋1
 在无穷小的线性变换L0
 ，L＋
 ，L-
 中变换为其自身．因此R2J＋1
 中的任何矢量在无穷小变换I1
 ，I2
 ，I3
 作用下，仍旧变换为R2J＋1
 中的矢量．由于代表有限转动的算符可以表达为一系列代表无穷小旋转的算符的乘积，因此R2J＋1
 对于整个旋转群说来是一个不变子空间．它给出旋转群的一个（2J＋1）维的表示，表示的具体形式由（5.112）式完全确定，因为（5.112）式完全确定了无穷小变换的具体形式．在空间R2J＋1
 中L0
 ＝L3
 有（2J＋1）个本征值M＝-J，-J＋1，…，J－1，J，其相应的本征矢量是vM
 ．不难证明，空间R2J＋1
 中的任何矢量都是算符
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的本征矢量，因为对于任何基矢vM
 说来，都有
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可以证明，子空间R2J＋1
 是不可约的，因此其相应的表示也是不可约的．如果R′是R2J＋1
 中的一个不变子空间，v′是其中的一个L0
 的本征矢量，那么v′一定是（5.109）中的所列的L0
 的本征矢量vJ
 ，vJ－1
 ，…，v-J
 之一，最多相差一个数字因子，因为在R2J＋1
 中不存在其它的L0
 的本征矢量．将无穷小算符L＋
 或L-
 逐次地作用在v′上，根据（5.103）和（5.104）式我们将得到所有的vM
 （M＝J，J－1，…，-J），最多相差一些数字因子．因此vM
 （M＝J，J－1，…，-J）都属于子空间R′，子空间R′就等同于R2J＋1
 ，R2J＋1
 是不可约的．

不难看出，在空间R2J＋1
 中的表示是和在§5.3中所引入的以表式（5.70）为基矢的表示DJ
 是等价的．显然，基矢（5.70）是L0
 的本征矢量，其相应的本征值是
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和（5.115）式中2J＋1个本征值相应的本征矢量各只有一个．在这个表示的空间中，我们可以利用刚刚所叙述的方法，得到一个不变子空间R2J＋1
 ．原来的表示是2J＋1维的，但是R2J＋1
 也是2J＋1维的，由此可见R2J＋1
 等同于由（5.70）式中的基矢所产生的空间，空间R2J＋1
 中的表示和表示DJ
 是等价的．可以进一步证明，由无穷小变换（5.112）所决定的表示不仅和由基矢（5.70）决定的表示等价，它们甚至是等同的．可以将表式（5.70）改写做
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其中M＝J－t．在表示[image: alt]
 中有
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其中F0，α2
 ，0
 和F0，0，α3

 直接从（5.48）和（5.52）式得来．不难利用（5.40）和（5.42）式来验证，（5.117）式中的Fα1
 ，0，0
 的确是相应于绕第一轴旋转一个角度α1
 的算符．从（5.117）式立刻得到如下的无穷小变换：
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相应的L1
 ，L2
 ，L3
 是
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在表示Dj
 中，我们有
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将上式中的表示分别对α1
 ，α2
 ，α3
 微分，然后令α1
 ＝α2
 ＝α3
 ＝0，得
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从（5.121）式立刻可以得到
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（5.122）和（5.112）式一样，因此DJ
 表示的无穷小算符和R2J＋1
 中表示的无穷小算符（5.113）完全一样，这两个表示一定完全等同，这样就证明了表示DJ
 是不可约的．

这同时也证明了，旋转群的任何一个不可约表示一定等价于某一个表示DJ
 ．设在空间R中有一个旋转群的不可约表示，那么可以利用本节中所叙述的一个方法寻找一个不变子空间R2J＋1
 ，其中的表示等价于DJ
 ．由于R的不可约性，R一定就是R2J＋1
 ，因此R中的表示一定等价于DJ
 ．这就为我们提供了一个将旋转群的可约表示分解为不可约的表示的简便方法．可以选择一个坐标系，使所有相应于绕第三轴旋转的线性变换取对角矩阵的形式，计算具有本征值M≥0的L0
 的线性无关的本征矢量的数目．设以ηM
 代表这一个数目，那么ηM
 就是这个可约表示中所包含的维数大于或等于2M＋1的不可约表示的数目的总和．因此这个可约表示中包含不可约表示DJ
 的个数是：
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§5.6　表示DJ
 的矩阵元

在§5.1中已经指出，每一个旋转可以由一套欧拉角（φ，θ，ψ）来标志，其相应的线性变换可以表达为二个绕第三轴的旋转和一个绕第二轴的旋转的线性变换的乘积．以符号DJ
 （φ，θ，ψ）代表表示DJ
 中和具有欧拉角φ，θ，ψ的旋转相应的线性变换矩阵，那么就有
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令[image: alt]
 代表相应的矩阵元，那么就有

[image: alt]


如果选定了（5.112）中的表式v′M
 为表示的基矢，那么根据（5.120）式，就有
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可以利用（5.120）中的第二式来寻找（F0，θ，0
 ）的具体形式：
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引进

[image: alt]


就有
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因此有
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在上式中可以对任何数值的λ求和，因为在λ＜M′－M时，（M－M′＋λ）!＝∞，在λ＞J－M时，表式（J－M－λ）！＝∞．可以将上式进一步简化，引入
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那么就有
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以表示DJ＝1
 为例，就有
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可以证明，球谐函数[image: alt]
 按照表示DL
 而变换，可以用做表示DL
 的一套基矢．任何L阶球谐函数的叠加
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在旋转之中仍旧变换为L阶球谐函数的叠加，而且变换关系是线性的．可以将所有可能的叠加当做一个（2L＋1）维的矢量空间R2L＋1
 ，它在旋转中不变，因此给了一个旋转群的表示．为了求得这一表示的无穷小变换算符，我们考虑任何一个函数f0
 （x1
 ，x2
 ，x3
 ），它在旋转中变为另一个函数
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在函数f0
 和f之间存在着如下的关系：
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其中x′1
 ，x′2
 ，x′3
 为原来坐标是x1
 ，x2
 ，x3
 的点在旋转后的坐标．假使绕第一轴旋转一个角度α1
 ，那么就有
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与之相应的无穷小变换算符是
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用同样的方法可以求得I2
 和I3
 ，它们是
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因此有
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为了求得I1
 ，I2
 ，I3
 在球坐标中的形式，我们引进x1
 ，x2
 ，x3
 和球坐标r，θ，[image: alt]
 之间的关系：
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从（5.140）和（5.141）式可以得
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与之相应，可以得到
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球谐函数的表示是
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其中[image: alt]
 是连带勒让德函数．将（5.143）式中的算符作用于[image: alt]
 上，就得
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考虑到
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就得到

[image: alt]


将上式和（5.122）式比较，可见由[image: alt]
 产生的无穷小算符和表示DJ＝L
 的无穷小算符相同，因此由[image: alt]
 产生的表示就是表示DL
 ．

令u1
 和u2
 作（5.39）式中所给的变换．如果2J是一个奇数，那么和（5.59）中的变换I相应，在DJ
 中的线性变换由单位矩阵表示；和（5.59）中的变换-I相应，在DJ
 中的线性变换由负单位矩阵表示．这从（5.116）中基矢vm
 的表式的形式立刻可以得到验证．因此DJ
 是旋转群的双值表示．但是假使2J是一个偶数，那么和（5.59）中的变换I和变换-I相应，在DJ
 中都由单位矩阵来表示，因此DJ
 是旋转群的单值表示．当然，由球谐函数产生的表示是单值表示．

§5.7　不可约表示DJ
 的性质

由于旋转群的不可约的（2J＋1）维表示都等价于表示DJ
 ，而和DJ
 相互共轭的表示[image: alt]
 也是不可约的（2J＋1）维的表示，因此[image: alt]
 等价于DJ
 ．在乘积表示DJ
 ×DJ
 中包含一个单位表示．如果J≠J′，那么在乘积表示DJ
 ×DJ′
 中不包含单位表示．我们尝试寻求表示[image: alt]
 的具体形式，并寻求从表示DJ
 变换到表示[image: alt]
 的坐标变换．

令表示[image: alt]
 的一套标准的基矢为u1
 ，u2
 ，令w1
 ，w2
 为一套在§5.2中所定义的相应的逆变的基矢，那么表式
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在特殊酉群SU（2）的变换中不变，亦即在旋转群的变换中不变．引进（5.116）中所定义的表式vM
 和表式
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那么由（5.148）式就有
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在旋转中不变，因此可以将wM
 当做共轭表示[image: alt]
 的一套相应的基矢．从（5.26）和（5.28）式可以看出，w1
 ，w2
 变换的矩阵是u1
 ，u2
 变换矩阵的复数共轭．比较（5.116）和（5.149）式，就可以知道，wM
 变换的矩阵是vM
 变换的矩阵的复数共轭，因此有
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其中[image: alt]
 代表DJ
 中的矩阵元．这是不足为奇的，因为（5.70）式是一套正交的归一化的基矢，在正交的归一化的坐标系中线性变换应该由幺正矩阵来表示．在（5.126）和（5.132）式中所给出的表示DJ
 应该是幺正表示．利用（5.27）式，可知
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的变换方式和wM
 的变换方式一样，可以作为表示[image: alt]
 的基矢．因此如果进行如下的坐标变换
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我们就从表示DJ
 变换到相应的共轭表示[image: alt]
 ．在空间R2J＋1
 中，任何矢量可以写做
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我们称cM
 为矢量c的协变分量，cM
 为矢量c的逆变分量．设c和d为任何两个矢量，那么表式
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显然在旋转中是不变的，表式（5.31）是表式（5.155）在[image: alt]
 表示中的特殊情况．将表式（5.155）应用于表示D1
 那么就得
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显然（5.156）式在旋转中是不变的．可以将（5.155）式写做
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我们称g＝（gMM′
 ）为度量张量或度量矩阵．在表示[image: alt]
 中有
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在表示D1
 中有
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令χφ
 代表相应于旋转一个角度φ的群元素的线性变换的特征标，那么根据（5.126）式，显然在表示DJ
 中有

[image: alt]


§5.8　旋转群的乘积表示

设表示DJ
 的一套基矢是（uJ
 ，uJ－1
 ，…，u-J
 ），表示DJ′
 的一套基矢是（vJ′
 ，vJ′－1
 ，…，v－J′
 ），可以将
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当做乘积表示DJ
 ×DJ′
 的一套基矢．显然，在绕第三轴转一个角度α3
 时，基矢（5.161）的映像是
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因此uM
 vM′
 是L0
 的本征矢量，相应的本征值是M0
 ＝M＋M′．当J≥J′时，M值确定以后，M0
 可以取的值如下：
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从上表可以看出，M0
 最大的数值是J＋J′，相应的本征矢量有一个，其次大的数值是J＋J′－1，相应的本征矢量有两个；随着M0
 的数值逐一减少，相应的本征矢量的个数逐一增加，一直到M0
 ＝J－J′为止，那时相应的本征矢量有2J′＋1个；当M0
 再减小时，相应的本征矢量的个数不再增加，在J－J′≥M0
 ≥-J＋J′中相应于每一个M0
 ，各有2J′＋1个本征矢量；此后M0
 再逐一减少时，相应的本征矢量的个数逐一减少，最后到M0
 ＝-J－J′时，相应的本征矢量又只有一个．一般地说来，相应于-M0
 的本征矢量的个数等于相应于M0
 的本征矢量的个数．根据（5.123）式和有关的讨论，可知在乘积表示DJ
 ×DJ′
 中，表示DJ＋J′
 ，DJ＋J′－1
 ，DJ＋J′－2
 ，…，D|J－J′|
 各出现一次，因此有
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J和J′的地位是对称的，因此（5.163）式在J′≥J的时候也适用．

举例来说，我们有
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可以看出，两个单值表示的乘积表示可以分解为单值表示之和，两个双值表示的乘积表示也可以分解为单值表示之和，一个单值表示和一个双值表示的乘积表示可以分解为双值表示之和．

§5.9　乘积表示分解的具体方法

现在讨论将乘积表示DJ1

 ×DJ2

 分解为一系列不同的表示DJ
 之和的具体方法．设[image: alt]
 和[image: alt]
 分别为不可约表示DJ1
 和DJ2

 的基矢，[image: alt]
 [image: alt]
 为乘积表示的基矢，问题归结为进行一个坐标变换，使乘积表示在新的坐标系中明显地分解为不可约表示之和．令
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为新坐标系中的基矢，它们生成不变的（2J＋1）维的子空间，给出旋转群的不可约表示DJ
 ．在新旧坐标系的基矢之间存在着如下的变换关系：
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其中〈J1
 J2
 M1
 M2
 |JM〉为坐标变换的矩阵的元素，矩阵的行由一对数字（M1
 ，M2
 ）标志，矩阵的列由一对数字（J，M）标志．假使[image: alt]
 ，[image: alt]
 和[image: alt]
 都是归一化的正交的坐标系的基矢，那么坐标变换的矩阵就是幺正矩阵，我们有
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其中
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[image: alt]
 [image: alt]
 反过来也可以表达为[image: alt]
 的线性叠加：
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为了求出幺正变换矩阵的元素〈J1
 J2
 M1
 M2
 |JM〉的具体形式，我们考虑如下的表式：
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其中（u1
 ，u2
 ）和（v1
 ，v2
 ）都是表示[image: alt]
 的基矢，（v1
 ，v2
 ）和（w1
 ，w2
 ）则都是共轭表示[image: alt]
 的基矢，a是一个常数．显然，表式A在旋转群的变换中不变，因此是旋转群的单位表示．考虑到关系（5.27）式，就有
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如果我们形式上引入定义，在n等于负整数的时候
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那么在（5.171）式中按λ，μ，ν求和可以从负无穷起一直加到λ，μ，ν等于正无穷，因此可以将求和符号上下的数字略去不写．我们引进如下的符号：
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那么显然有
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（5.171）式就可以写做
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引入符号
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 可以作为表示DJ
 的基矢，[image: alt]
 可以作为表示DJ2

 的基矢，wJ，M
 可以作为共轭表示[image: alt]
 的基矢，这样可以将（5.175）式写做
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其中我们利用了公式
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根据§5.7中的讨论，可知表式
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在旋转群的变换中的变换方式和[image: alt]
 的变换方式一样，可以作为表示DJ
 的基矢．比较（5.166）和（5.179）式，经过适当的归一化就得到
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其中常数a的选择必须受归一化条件（5.167）式的限制，但是归一化条件不能唯一地确定a，因为如果a能使（5.180）式满足条件（5.167）式，那么aeiα
 也可以使（5.180）式满足条件（5.167）式．为了以后讨论和应用的方便，我们约定确定a的规则，a应该如此选择，使
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是一个正实数．从（5.180）式可以看出，在用这种规则选择了常数a以后，所有的坐标变换矩阵元〈J1
 J2
 M1
 M2
 |JM〉都是实数．因此这个矩阵的逆矩阵就是它的转置矩阵．经过比较复杂的计算，可以得到
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将上式代入（5.180）式，可得
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这一矩阵元表达式称为克莱布施-戈登系数．当[image: alt]
 时，克莱布施-戈登系数的具体数值见下表：
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当J2
 ＝1时，克莱布施-戈登系数的具体数值见下表：
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利用公式（5.183）来计算克莱布施-戈登系数是很费事的，需要更多的克莱布施-戈登系数时，可以查看下列的书籍：E.U. Condon和G.H. Shortley的The Theory of the Atomic Spectra （1951）；A. R. Edmonds的Angular Momentum in Quantum Mechanics （1960）等．

可以证明，克莱布施-戈登系数有如下的一些性质：
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其中第一式和第二式可以从（5.180）和（5.182）式直接看出来．将（5.180）和（5.182）式中的J1
 ，M1
 和J2
 ，M2
 交换，可以看出a不因此改变，而
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考虑到
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并令

[image: alt]


将（5.186）和（5.187）式代入（5.185）式，就可以立刻得到（5.184）式中的第三式．由于
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考虑到
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比较（5.185）和（5.188）式，可以立刻得到
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这样就证明了（5.184）中的第四式．将（5.180）和（5.182）式做如下的变化：
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那么就有
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考虑到（5.189）式，并令
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就得到
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这就是（5.184）中的第五式．因为J2
 ＋M2
 是一个整数，将（5.180）和（5.182）式中的表式作如下的变换：
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那么就得
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考虑到（5.189）式，令
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就得到
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这就是（5.184）中的第六式，因为J1
 －M1
 是一个整数．

§5.10　完全的三维正交群的表示

我们称旋转群和反射群的乘积为完全的三维正交群，群的元素由旋转群的元素、反射群的元素以及它们的乘积组成．反射变换
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是二阶的阿贝尔群，有两个不可约的表示：一个是单位表示，另一个是
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代表反射．考虑三维的旋转群的表示，和群元素相应的线性变换是三维正交变换，其行列式等于1．将变换（5.199）写成矩阵形式，那么变换矩阵就具有如下的形式：
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其行列式等于-1．不难看出，代表一个旋转和一个反射的乘积的变换的行列式都等于-1．每一个行列式等于-1的正交变换相应于一个旋转和反射的乘积．我们称一切正交变换（既包括含行列式等于1的，也包含行列式等于-1的正交变换）为完全正交群．因此旋转和反射群的乘积同构于三维完全正交群，三维完全正交群的表示同时就是旋转群和反射群的乘积群的表示．

不难给出三维完全正交群的不可约表示．考虑任何一个不可约的表示．由于反射和所有的旋转可以对易，因此表示反射的矩阵可以和不可约表示中所有群元素的矩阵对易．根据舒尔引理，可知表示反射的矩阵只可能是单位矩阵和某一个数的乘积．由于连续进行二次反射又得到单位元素，相应的矩阵必须是单位矩阵，因此表示反射的矩阵只能是单位矩阵或负的单位矩阵．

显然，三维完全正交群的不可约表示也是旋转群的不可约表示．设在三维完全正交群的不可约表示中所包含的旋转群的不可约表示是DJ
 ，那么代表一个旋转和一个反射乘积的群元素的表示不是DJ
 就是-DJ
 ．如果J是整数，DJ
 是单值表示，那么相应地三维完全正交群有两个表示
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在前面的一个表示中，反射由单位矩阵代表；在后面一个表示中，反射由负的单位矩阵来代表．如果J是半整数，那么和旋转群的不可约表示相应，只有一个三维完全正交群的表示，也写做DJ
 ．因为在这种情况下即使是单位元素也既可以由单位矩阵表示，也可以由负的单位矩阵来表示，因此反射自然也既可以由单位矩阵来表示，也可以由负的单位矩阵来表示．


第六章　旋转群表示的应用

§6.1　对称性和守恒定律

在第一章中我们讨论了经典力学中对称性质和守恒量之间的关系，可以证明，类似的关系存在于量子力学之中．描写量子力学系统的薛定谔方程是
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其中ψ是描述物理状态的波函数，它是一套完全的可以对易的力学量的函数；H是哈密顿量算符，它是代表一套完全的可对易的力学量的算符的函数．如果我们所讨论的量子力学系统是闭合的，那么H在薛定谔表象中就不是时间的函数．薛定谔方程的定态解
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可能有无穷多个，它们都是算符H的本征函数，其相应的本征值是
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我们称En
 为定态ψn
 的能量．有的时候不同的定态的能量相同，我们称和这个能量相应的能级是退化的或简并的．处于不同能级的波函数是相互正交的；在退化的能级中，我们可以选取一套完全的正交的定态波函数，使这一退化能级中的任何定态波函数都可以表达为这一套完全的正交的波函数的叠加．为了讨论方便，我们用符号
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代表这一套选定的完全的正交的归一化的定态波函数．其中n标志这一定态的能量是En
 ，sn
 则代表这一能级的简并度，s标志这一简并的能级中已经选定的各个相互正交的定态．

由于哈密顿量算符是一个线性算符，所以薛定谔方程的任何解都可以表示为（6.4）式中波函数的叠加，也就是说，我们所讨论的物理系统的任何可能的状态的波函数ψ都可以看做

[image: alt]


可以将所有可能的状态的波函数的集体当做一个无限维矢量空间，ψns
 是这个矢量空间中的一套正交的归一化的基矢，ψ是这个矢量空间中的一个矢量，其相应的分量是cns
 ．我们称这种矢量空间为希尔伯特空间．显然，所有如下的波函数
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的集体形成希尔伯特空间中的一个子空间，当（6.6）式中的n取一个确定的数值．可以看出，对于哈密顿量算符H说来，这个子空间是不变子空间．

由于空间的均匀性，如果物理系统处在一个可能存在的物理状态，那么将整个物理系统平行移动到空间的另一处以后的状态也代表一个可能存在的物理状态．换言之，如果
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代表一个薛定谔方程的一个解，那么
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也是薛定谔方程的一个解，其中Δ代表平行移动的矢量．我们用简式
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代表由（6.7）式到（6.8）式的变换，显然变换是线性的．因此TΔ
 是希尔伯特空间中的一个线性变换算符，所有在空间中的平行移动形成一个群，显然，线性变换TΔ
 是这个群的表示．

子空间（6.6）对于平行移动群显然是一个不变子空间．因为由ψns
 描述的状态的能量是En
 ，那么由ψ′＝TΔ
 ψns
 所描述的平行移动后的状态的能量应该也等于En
 ．亦即ψ可以表达为如（6.6）式中的叠加：
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其中[image: alt]
 是TΔ
 的矩阵元．这就说明了算符TΔ
 和哈密顿量算符H可以对易，因为对于希尔伯特空间中的任何矢量ψ来说，都有
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平行移动是连续群，它的群元素可以由三个参量来标志．我们以平行移动的矢量Δ的三个分量（Δ1
 ，Δ2
 ，Δ3
 ）作为群的参数，并寻求相应的无穷小变换T1
 ，T2
 ，T3
 ．利用（6.8）式，我们有
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因此我们得到如下的平移群的无穷小变换算符：
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当然，它们都可以和哈密顿量算符H相互对易．我们引进如下的厄米算符：
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由于它们都可以和哈密顿量H相互对易，因此它们是守恒量，我们称这些守恒量为物理系统的总动量．可见，和空间的均匀性相应，存在着动量守恒守律．

从时间的均匀性出发，用如上的方式讨论，我们可以得到能量守恒定律．代表能量的算符是
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它和时间中的移动群的无穷小算符相连系．由于在薛定谔表象中，闭合系统的哈密顿量不是时间的函数，因此显然可以和能量算符（6.15）相对易，因此能量是守恒量．从（6.1）式可以看出，哈密顿量就是能量．

一般地说来，如果物理系统有某种对称性质，那么与之相应的线性变换算符就可以和哈密顿算符H对易．我们就相应地得到一种守恒定律，守恒的力学量和这种线性变换的算符相连系．如果和对称性质相应的变换形成一个连续群，那么守恒的力学量就和这个群的无穷小变换算符相联系．

因此，如果物理系统的运动规律对于空间转动具有不变性，那么旋转群的无穷小算符I1
 ，I2
 ，I3
 就和哈密顿量算符相互对易．我们称由算符
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代表的量为角动量，这样我们就得到了角动量守恒守律．如果物理系统中粒子都只有重心运动的自由度，不具备别的内部运动自由度，那么波函数就是仅由这些粒子的坐标x（m）
 组成的函数，
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相应的旋转群的无穷小变换的形式已经由（5.140）式给出，因此在这种情况下，角动量算符就是
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由于在这种情况下系统内部的粒子只有重心运动，粒子不具有内部运动，我们也称（6.18）式右方的表式为轨道角动量．

在许多情况下，粒子除了重心运动的自由度以外，还具有内部运动的自由度．这时波函数不仅是描述重心运动状态的粒子坐标x的函数，还应该是描述内部运动的变数的函数．作为一个例子，我们讨论一个粒子在一个球形对称的势场中运动的情况．如果这个粒子具有内部运动自由度，我们以符号σ标志内部运动状态，那么波函数可以明显地写做
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其中坐标x是连续的变数．由于内部运动常常只能取有限几个彼此独立的状态，因此σ常常是不连续的变数，只能取分立的数值．这时我们常常将波函数写做
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其中σ0
 是彼此独立的内部运动状态的数目．有时为了方便，我们也常常将（6.19）式中的波函数写做一列：
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在旋转时，波函数ψ变换为
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其中D为代表旋转的线性变换算符．（6.22）式可以明显地写做
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其中
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aij
 是代表旋转的三维正交矩阵的矩阵元．系数Dσρ
 决定波函数的各个分量在旋转时如何变换；可以将所有可能的内部运动状态的集体当做一个矢量空间，在旋转中，这个线性矢量空间变换为其自身，给出旋转群的一个表示，Dσρ
 就是这个旋转群表示的矩阵的矩阵元，它们当然是旋转参数α1
 ，α2
 ，α3
 的函数．（6.24）式中的矩阵元aij
 当然也是旋转参数α1
 ，α2
 ，α3
 的函数．将（6.23）式对αj
 微分就可以得到旋转群的无穷小变换算符
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因为当α＝0时，x′＝x，Dσρ
 ＝δσρ
 ，所以上式中[image: alt]
 代表由内部运动给出的旋转群表示的绕第一个轴旋转的无穷小变换，一般地有
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我们以符号I（j）
 代表具有矩阵元[image: alt]
 的矩阵，因此在粒子具有内部运动的情况下，旋转群的无穷小变换具有如下的形式：
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与之相应，角动量算符就是
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其中Lj
 代表由粒子的重心运动而产生的角动量，称为轨道角动量；Sj
 代表由粒子内部运动所产生的角动量，称为自旋角动量．例如，当粒子的波函数有二个分量时，在旋转中按表示[image: alt]
 变换，那么相应的无穷小变换已经由（5.118）式给出，相应的自旋算符是
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并有
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因此我们称，由这样的波函数所描述的粒子具有自旋[image: alt]
 ．又例如：当粒子的波函数有三个分量时，在旋转中像一个矢量那样变换，亦即按表示D1
 变换，那么相应的无穷小变换已经由（5.95）式给出，相应的自旋算符是
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并有
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因此我们称由这样的波函数所描述的粒子具有自旋1．例如，电磁辐射场由光子组成，电磁辐射场可以由一个矢势A（x，t）来描述，因此光子的自旋是1．一般说来，描述一个粒子的波函数的分量在旋转中按照表示DJ
 变换，那么这个粒子就具有自旋J．

如果所讨论的物理系统的运动规律对于左右具有对称性．具体地说，如果任何一个物理上可能存在的状态的镜像状态也是物理上可能存在的状态，那么描述空间反射的线性变换算符就和哈密顿量算符H可以相互对易．我们称这个描述空间反射的线性变换算符所代表的力学量为宇称，这样就得到宇称守恒定律．当然，如果所讨论的物理系统的运动规律并不具有这样的反射对称的性质，即一个可能存在的状态的镜像状态并不一定是客观上可能存在的状态，那么也就不存在宇称守恒定律．

和角动量相似，一个粒子的宇称不仅决定于这个粒子的轨道运动，也依赖于粒子的内部运动，可以如下地来说明．粒子的外部运动所有可能的状态的集体形成一个矢量空间，给出对称群的一个表示．粒子的内部运动所有可能的状态的集体也形成一个矢量空间，也给出对称群的一个表示．整个粒子运动所有可能的状态的集体形成的矢量空间就是由上述两个矢量空间所组成的乘积空间，它所给出的对称群的表示也就是上述两个表示的乘积表示．以空间反射群为例：这个群一共只有两个一维的不可约表示．一个是单位表示；另一个是由1表示群的单位元素，以-1表示群的反射元素；如果粒子的波函数给出空间反射群的单位表示，那么我们说：这个粒子所处的状态的宇称是正的；如果粒子的波函数给出空间反射群的另一个表示，那么我们称这个粒子所处的状态的宇称是负的．与此相应，如果粒子的内部运动状态给出反射群的一个单位表示，那么我们说，这个粒子的内禀宇称是正的；如果粒子的内部运动状态给出反射群的另一个表示，那么我们说，这个粒子的内禀宇称是负的．以光子为例：在空间反射中矢量A的三个分量作如下的变换
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因此光子的内禀宇称是负的．

利用上述的方法，可以从物理系统对于规范变换的不变性推导出电荷守恒定律；可以从物理系统对于同位旋空间中旋转的不变性推导出同位旋守恒定律．当然，如果物理系统具有其它的对称性质，那么相应地可以推导出其它的守恒定律．例如：轻子（电子、中微子等）数目的守恒定律，重子（质子、中子等）数目的守恒定律，奇异数（基本粒子分类中的一种量子数）的守恒定律等等都是物理学中重要的守恒定律，都可以从相应的对称性质推导出来．

§6.2　具有一定宇称和角动量的波函数

在上一节中我们已经指出，属于一个能级的状态形成一个矢量空间．如果所讨论的物理系统对于旋转具有不变性，那么这个矢量空间就给出旋转群的一个表示．如果这个表示是可约的，那么这个矢量空间还可以分解为一系列子空间，每一个子空间给出旋转群的一个不可约表示．现在让我们讨论一个这种子空间中状态的波函数．为了简单起见，我们讨论一个没有内部自由度的粒子在一个球形对称的势场中的运动．如果上述的一个子空间给出旋转群的一个表示DJ
 ，那么可以选择一套正交的归一化的波函数
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作为这个表示的基矢．在极坐标下可以将上列波函数展开成为球谐函数的级数，我们有
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其中E是所讨论的能级的能量．在上式中，因子
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按照旋转群的单位表示而变换，因子
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则按照旋转群的不可约表示DL
 的第M′个基矢的变换的方式而变换．为了使（6.35）式左、右二方在旋转中具有相同的变换方式，必须有
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这是一个没有自旋的粒子处在角动量等于J、角动量的第三个分量等于M的状态时的波函数的一般形式．

在空间反射时，
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因此轨道运动给出的宇称是（-1）J
 ．如果粒子的内禀宇称是正的，那么状态（6.38）的宇称就是（-1）J
 ；如果粒子的内禀宇称是负的，那么状态（6.38）的宇称就是（-1）J＋1
 ．

现在让我们考虑一个具有自旋等于[image: alt]
 的粒子在一个球形对称的势场中的运动．我们考虑属于一个能级的状态所形成的矢量空间，它给出旋转群的一个表示．将这个表示分解为一系列不可约表示以后，我们讨论其中的一个不可约表示DJ
 ．设给出不可约表示DJ
 的一套正交的归一化的基矢是
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其中σ代表内部运动自旋变数．所有可能的自旋状态形成一个二维矢量空间，它给出旋转群的不可约表示[image: alt]
 ，与之相应，我们取下列自旋波函数
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为表示[image: alt]
 的基矢．在引进球坐标以后，可以将（6.40）式中的波函数展开成为如下的叠加：
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其中[image: alt]
 可以作为旋转群表示DL
 的基矢，而表示式
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则可以作为乘积表示[image: alt]
 ×DL
 的基矢．在目前的情况下，总角动量是运动常数，但是自旋和轨道角动量未必分别是运动常数．在数学上它表现为：一方面，以（6.43）作为基矢的乘积表示[image: alt]
 ×DL
 是可约的；另一方面，在（6.42）式左方的表式是不可约表示的基矢，必须将表示[image: alt]
 ×DL
 分解为不可约表示．利用（5.166），（5.167）和（5.169）式我们有

[image: alt]


利用（5.167）式，不难验证[image: alt]
 等为：

[image: alt]


它们分别为不可约表示[image: alt]
 和[image: alt]
 的基矢．由于（6.44）式左、右二方都只能按照不可约表示DJ
 的第M个基矢的方式变换，在合并具有相同变换性质的项以后，我们有
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这是一个自旋等于[image: alt]
 ，处在角动量等于J、角动量在第三轴方向的分量等于M的状态中的波函数的一般形式．

为了书写方便，我们引进符号
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（6.46）式就可以写做
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如果物理系统具有左右对称性，亦即对于空间反射具有不变性，那么宇称就是一个运动常数，属于一个能级的波函数应该给出空间反射群的表示．换句话说，属于一个能级的状态所形成的矢量空间应该给出三维完全正交群的不可约表示．在将这个表示分解为不可约表示之后，不可约表示的基矢只能是

[image: alt]


或只能是
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因为[image: alt]
 和[image: alt]
 具有相反的宇称，如果粒子的内禀宇称是正的，那么状态（6.49）的宇称是[image: alt]
 ，状态（6.50）的宇称是[image: alt]
 ；如果粒子的内禀宇称是负的，那么状态（6.49）的宇称是[image: alt]
 ，状态（6.50）的宇称是[image: alt]
 状态（6.49）和（6.50）就是具有一定角动量和一定宇称的自旋等于[image: alt]
 的粒子的波函数的一般形式．

在目前已经发现的基本粒子之中，除了自旋等于零的粒子（π介子、K介子）和自旋等于[image: alt]
 的粒子（中微子、电子、μ子、核子、超子）以外，还有一种自旋等于1的粒子，那就是光子．我们现在讨论自旋等于1的粒子的波函数．所有可能的自旋状态形成一个三维的矢量空间，它们给出旋转群的一个表示D1
 ．和（5.95）式给出的无穷小变换相应，表示D1
 的一套正交的归一化的基矢是
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上式每一个表示中第一、第二、第三行的数字各代表波函数在第一轴、第二轴、第三轴方向的分量．在上节中已经指出，一个自旋等于1的粒子的波函数具有三个分量，在旋转中像一个矢量的分量那样变化．利用矢量在表示D1
 的协变分量c0
 ，c1
 ，c2
 和它在直角坐标系中三个分量之间的关系（5.42），并经过归一化，就可以得到表式（6.51）．应用和讨论自旋等于[image: alt]
 的粒子的波函数的方法相同的方法，可以知道，一个自旋等于1、角动量等于J、角动量在第三轴方向的分量等于M的粒子的波函数具有如下的一般形式：
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其中R（1）
 ，R（0）
 ，R（-1）
 都是半径r的函数，并有
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如果粒子的内禀宇称和光子的内禀宇称那样是负的，那么[image: alt]
 和[image: alt]
 的宇称都是（-1）J
 ，而[image: alt]
 的宇称则是（-1）J＋1
 ．因此此时角动量等于J、角动量在第三轴方向的分量等于M、宇称等于（-1）J
 、自旋等于1的粒子的波函数的一般形式是
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角动量等于J、角动量在第三轴方向的分量等于M，宇称等于（-1）J＋1
 ，自旋等于1的粒子的波函数的一般形式是：
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作为一个例子，我们讨论一个自由光子处在具有一定角动量和一定宇称状态中的波函数．电磁辐射可以用一个矢势A（x，t）来描述，它满足如下的运动方程
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并必须满足如下的洛伦兹条件（库仑规范）
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我们可以利用运动方程（6.56）寻求R（1）
 ，R（0）
 ，R（-1）
 的形式．通常光子（静止质量为零）的能量以符号ω代表，动量以符号k代表，并且有
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作为一个例子，以（6.55）式代入（6.56）式，就得到
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其中Δ为拉普拉斯算符．引入球坐标，得到
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利用球谐函数[image: alt]
 的性质，上式可简化为
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上式的解是
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其中b0
 是任意常数，J是贝塞尔函数．（6.61）式还有依赖于诺伊曼函数或汉克尔函数的解，但是这些解在原点具有高阶的奇点，不能用做波函数，所以不取．为了书写方便，我们引进如下的符号：
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它们满足如下的归一化条件
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那么，不难证明R（1）
 ，R（0）
 和R（-1）
 具有如下的形式
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此外，光子的波函数必须满足洛伦兹条件（6.57），即将（6.54），（6.55）和（6.65）式代入（6.57）式，必须要有
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经过适当的归一化，我们得到如下的光子的波函数：
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（6.67a）中的波函数的宇称是（-1）J
 ，称为电2J
 极辐射的波函数．（6.67b）中的波函数的宇称是（-1）J＋1
 ，称为磁2J
 极辐射的波函数．

§6.3　选择定则

现让我们讨论一个粒子系统放出电磁辐射的过程．设系统中共有n个粒子，其坐标分别为

[image: alt]


其电荷分别为e1
 ，e2
 ，…，en
 ，其质量分别为m1
 ，m2
 ，…，mn
 ．如果系统原来处于状态Ψi
 ，现让我们来求系统放出一个动量为k、极化矢量为e的光子而跃迁至状态Ψf
 的几率．利用微扰论，可以知道相应的最低次跃迁S矩阵元是
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其中Mfi
 的表式是
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其中dx是
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的简写，ω是光子的能量，并有ω＝｜k｜；pi
 ，Ei
 是粒子系统始态所具有的总动量和总能量；pf
 ，Ef
 则是粒子终态所具有的总动量和总能量．（6.69）式右方表式的第二个因子和第三个因子分别反映了动量守恒和能量守恒．当然，极化矢量e垂直于k，因此有
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为了写起来方便，我们引进如下的符号来代表磁多极辐射和电多极辐射波函数中的依赖于空间坐标的因子（其中θ，[image: alt]
 为x的方向角），
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同时引进光子的动量k在球坐标中的角坐标θk
 ，[image: alt]
 ．再引进表式
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那么就可以将描述具有一定动量k和一定极化e的光子的平面波函数
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表达为磁多极辐射和电多极辐射波函数（6.73）的叠加．利用公式
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以及关系（6.72）式，可以证明：
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其中
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将（6.77）式代入（6.70）式就得
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可以将表式
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当做粒子系统放出磁多极辐射（α＝0），或电多极辐射（α＝1）的S矩阵元．因此粒子系统放出平面波的S矩阵元可以表达为放出磁多极辐射和电多极辐射的S矩阵元的叠加．

现在我们讨论粒子系统放出各种电多极辐射或各种磁多极辐射的可能性．如果粒子系统在始态中具有角动量Ji
 ，角动量在第三轴方向的分量为Mi
 ；粒子系统在终态中具有角动量Jf
 ，角动量在第三轴方向的分量为Mf
 ，那么在粒子系统旋转时，Ψi
 和Ψf
 分别按照旋转群表示DJi

 的第Mi
 个基矢和表示DJf

 的第Mf
 个基矢的变换方式变换．而表式[image: alt]
 则按照旋转群表示DL
 的第M个基矢的变换方式变换．与此相应，表式
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按照乘积表示DJf

 ×DL
 的基矢的变换方式变换．其中[image: alt]
 是表示DJf

 的基矢，[image: alt]
 就是粒子系统终态的波函数．（6.81）中表式的线性叠加形成一个矢量空间，它在旋转中不变，因此给出旋转群的一个表示；但是这个表示可能不等价于乘积表示DL
 ×DJf

 ，因为原来DL
 和DJf

 中的基矢[image: alt]
 和[image: alt]
 都是xj
 的函数．作为矢量空间中的基矢，（6.81）中的表式可能是线性相关的，但是关于由（6.81）生成的矢量空间所给出的表示，可以证明如下的定理：


定理6.3.1
 　设u1
 ，u2
 ，…，um
 生成一个空间R1
 ；v1
 ，v2
 ，…vm
 生成一个空间R2
 ．有一个群g，它在空间R1
 中有一个表示D（1）
 ，在空间R2
 中有一个表示D（2）
 .u1
 ，u2
 ，…um
 的变换方式和v1
 ，v2
 ，…，vm
 的变换方式完全相同，换句话说，设a为群g的任何一个元素，那么就有
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其中A1
 和A2
 为空间R1
 和R2
 中和群元素a相应的线性变换；可是两个表示之间存在着如下的区别：u1
 ，u2
 ，…um
 是线性无关的，v1
 ，v2
 …，vm
 是线性相关的；可以证明，如果表示D（1）
 是完全可约的，即可以分解为如下的不可约表示之和

[image: alt]


那么表示D（2）
 也是完全可约的，它分解成的不可约表示是（6.83）式右方给出的不可约表示的一部分．


证明
 　我们在空间R1
 和R2
 的矢量之间建立如下的对应关系：和空间R1
 中任何一个矢量

[image: alt]


相应，我们令空间R2
 中的矢量
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与之相对应．那么显然，两个矢量空间中矢量的加法也存在着对应的关系．换句话说：设v（1）
 和u（1）
 相对应，v（2）
 和u（2）
 相对应，那么v（1）
 ＋v（2）
 就和u（1）
 ＋u（2）
 相对应．因此将矢量空间作为阿贝尔群，空间R2
 是空间R1
 的同态映像，R2
 不可能同构于R1
 ，因为空间R2
 的维数小于R1
 ．但是R2
 同构于R1
 中的一个商空间．令R1
 中的子空间γ相应于空间R2
 中的零矢量，那么R2
 就同构于商空间R1
 /γ．

从（6.82）和（6.84），（6.85）式可以看出，如果v和u对应，那么A2
 v也和A1
 u相对应．由于空间R2
 中的零矢量对于群g说来是一个不变的子空间，因此γ对于群g说来是空间R1
 中的一个不变子空间．由于表示D（1）
 是完全可约的，可以将空间R1
 分解为
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其中R对群g说来也是一个不变子空间，它同构于商空间R1
 /γ，因此也同构于空间R2
 ．γ和R分别给出（6.83）式右方的不可约表示的一部分，二者合起来给出（6.83）式右方的全部不可约表示．由于R2
 同构于R，R2
 给出的表示等价于R给出的表示，因此R2
 只给出了（6.83）式右方的不可约表示中的一部分．

粒子系统的各种状态给出一套完全的、正交的归一化的波函数
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其中J代表角动量，M代表角动量在第三轴方向的分量，N代表粒子系统的其它量子数，函数
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可以展开成为（6.87）中表式的叠加，而表式（6.80）就是在这个展开中所包含的Ψi
 项前的系数的复共轭．因此粒子系统放出磁多极辐射或电多极辐射的几率依赖于相应展开中Ψi
 项前的系数．关于展开式中的系数，我们有如下的定理：


定理6.3.2
 　设
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是一套完全的、正交的函数，g是一个群，在（6.89）中的每一组函数
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给出群g的一个不可约表示D（λ）
 ．如果
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是一组函数，它给出群g的一个完全可约的表示D，那么在将（6.91）中的函数展开成为（6.89）中的函数的叠加时，只有在不可约表示D（λ）
 被包含在表示D中时，[image: alt]
 才可能在展开中出现．


证明
 　考虑（6.91）中函数的任何叠加
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它给出表示D的空间R中的一个矢量．可以将（6.92）式展开成为如下的叠加
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我们令γ（λ）
 代表由（6.93）式中的函数叠加所形成的空间，亦即给出表示D（λ）
 的空间，那么ω1
 ，ω2
 ，…分别为空间γ（1）
 ，γ（2）
 ，…中的矢量．因此和空间R中的任何一个矢量ψ相应，空间γ（λ）
 中有一个矢量ωλ
 ．而且若ωλ
 和ω′λ
 分别和ψ和ψ′相应，那么ωλ
 ＋ω′λ
 就和ψ＋ψ′相应．设t为群g的任何一个元素，T为相应的线性变换算符，那么必须有
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因此空间γ（λ）
 中的矢量Tωλ
 相应于空间R中的矢量Tψ．所有的矢量ωλ
 形成空间γ（λ）
 中的一个子空间，而且是对于群g不变的子空间．由于空间γ（λ）
 是不可约的，因此ωλ
 只能是零矢量或等同于空间γ（λ）
 ．如果ωλ
 不是零矢量而是等同于空间γ（λ）
 ，那么从以上的讨论可以看出，γ（λ）
 是空间R的同态映像，同构于R的一个商空间．根据定理6.3.1可知表示D（λ）
 一定被包含在表示D之中．

因此如果以表式（6.81）为基矢的空间中所给出旋转群的表示中不包含表示DJi

 ，那么积分（6.80）必须等于零，根据定理6.3.1，以（6.81）为基矢的空间所给出的表示只包含乘积表示
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中所包含的不可约表示的一部分．因此只有当
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时，跃迁几率才不等于零．（6.96）式所提出的要求正是角动量守恒定律所提出的要求．

在实际上经常所讨论的问题中，光子的波长常常远大于粒子系统的半径．以氢原子为例，氢原子的结合能的数量级是
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其中a0
 为氢原子的半径．因此氢原子放出的光的能量不会超过（6.97）中的能量．即使放出的光子的能量大如（6.97），光子的波长也将达
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比氢原子半径大274倍．以原子核为例：原子核的半径的数量级是10-13
 cm，如果它放出1MeV能量的光子，那么相应光子的波长约达2×10-11
 cm，比原子核的半径大了差不多一百倍．在积分（6.80）中，由于原子核的波函数Ψi
 和Ψf
 只在原子核的大小的区域内才显著地不等于零，因此积分的主要贡献来自这个区域．在这个区域之内[image: alt]
 ，因此可以将[image: alt]
 中的因子gL
 （ωrj
 ）展开为ωrj
 的级数，只取其第一项而略去高次项，这样的近似引进的误差是很小的，但是可以大大简化计算工作．利用贝塞尔函数的展开式，我们有
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由于在积分领域中ωr≪1，因此L愈大，积分的几率愈小．因此虽然在理论上，只要L满足条件（6.96），那么粒子系统就能放出角动量等于L的光子，亦即2L
 极的电磁辐射，但是放出的光子的角动量大都等于｜Ji
 －Jf
 ｜，放出更高角动量的光子的几率很少．

如果粒子系统的运动规律对于空间反射具有不变性，那么宇称就是很好的量子数．用类似于以上的讨论，可以证明，粒子系统终态的宇称乘光子的宇称必须等于粒子系统始态的宇称．这样，我们得到如下的选择定则：

如果粒子始态和终态的宇称的乘积是[image: alt]
 ，那么放出的光子应该主要是电[image: alt]
 极辐射；如果粒子始态和终态的宇称的乘积是[image: alt]
 ＋1，那么放出的光子应该主要是磁[image: alt]
 极辐射．

在Ji
 ＝Jf
 时，由于光子的角动量至少等于1，当然不可能放20
 极辐射．在这种情况下，大都将放出二极辐射．设Ji
 ＝Jf
 ≠0，而粒子系统的始态和终态具有相反的宇称，那么主要将放出电二极辐射．设Ji
 ＝Jf
 ≠0，而粒子系统的始态和终态具有相同的宇称，那么主要将放出磁二极辐射．如果Ji
 ＝Jf
 ＝0，那么放出一个光子的过程是严格不可能的．

用类似上述的讨论方法可以得到β衰变中的选择定则．

§6.4　微扰和能级中的状态

在§6.1已经指出，如果物理系统的运动规律对于一个群g中的变换具有不变性，那么每一个能级中的状态形成一个矢量空间，给出群g的一个表示．如果这个表示是不可约的，那么我们称能级的简并是正常的；如果这个表示是可约的，可以分解为若干不可约表示之和，那么我们称这个能级的简并带有偶然性．我们考虑如下的情况：哈密顿量可以分成两项：
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其中H0
 是主要项，λV是微扰项．λ是一个参数，它的大小决定微扰的强度，在λ→0时，微扰便趋于消失．设
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是一组定态的波函数，当λ→0时，它们趋于一条正常简并的能级的一套相互正交的波函数
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给出群g的一个不可约表示D0
 ，那么可以证明（6.101）中的状态也属于同一条能级，给出群g的同一个不可约表示D0
 ．证明如下：假使（6.101）中的状态已经分裂为二条或更多条的能级，那么（6.101）中的波函数也相应地分为两组或更多的组，各组分别给出不同于D0
 的群g的表示．但是，在λ连续地改变时，波函数的改变是连续的，从一个表示到另一个不等价的表示的改变却是不连续的、突然的．波函数的连续的改变不可能导致它所给出的表示的不连续的和突然的变化．因此假设不成立，这就证明了（6.101）中的状态属于同一条能级，给出群g的表示D0
 ．

这也就证明，对于群g具有不变性的微扰不可能分裂一条对于群g说来是正常简并的能级．当然，如果能级的简并本来带有偶然性，那么在微扰的作用下，能级就可能分裂．但是分裂出的能级的数目不会超过原来带有偶然性的简并的能级中所包含的群g的不可约表示的个数．能级分裂后所给出的群g的表示仍旧和原来没有分裂的能级所给出的群g的表示等价．

§6.5　反应中放出的粒子的角分布

我们考虑如下的反应：
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粒子P和原子核A碰撞将转化为粒子Q和原子核B．我们选择在质心系统中进行讨论，令A和P的相对动量为ki
 ，那么始态的波函数可以写成如下的形式：
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其中xAP
 代表从A到P的矢量；[image: alt]
 代表原子核A的内部运动的波函数，如果原子核具有自旋SA
 ，在（6.104）式所代表的状态中它的自旋在第三轴方向的分量是mA
 ；[image: alt]
 是粒子P的内部运动的波函数．如果粒子P具有自旋SP
 ，在（6.104）所代表的状态中它的自旋在第三轴方向的分量是mP
 ．可以将（6.104）式展开成为球面波的叠加：

[image: alt]


其中各项代表各种不同的轨道角动量的状态；rAP
 为xAP
 的径，θP
 ，[image: alt]
 为xAP
 的方向角，ki
 为ki
 的径，θki

 ，[image: alt]
 为ki
 的方向角，[image: alt]
 则决定各种不同轨道角动量状态的比重．由于核子力是短力程的，随着粒子和原子核A碰撞时的瞄准距离增大，相互作用很快地减弱．因此轨道角动量超过某一数值，实际上已经不存在相互作用，不会导致任何反应或散射的过程．在反应中起作用的只有有限的几个角动量状态．为了说明问题的实质，避免不影响到问题实质的复杂讨论，我们假定反应过程主要决定于轨道角动量等于L的状态．因此我们要考虑始态（6.105）中如下一部分波函数：
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对于碰撞的贡献．在rAP
 很大时，利用贝塞尔函数的渐近展开式，可以将上式近似地写做

[image: alt]


显然，它是球面驻波的表式．我们令

[image: alt]


代表由始态（6.106）式导致的终态波函数在B和Q之间距离很大时的渐近表式，其中[image: alt]
 和[image: alt]
 分别代表B和Q的内部运动波函数，它们的自旋分别为SB
 和SQ
 ，它们的自旋在第三轴方向的分量分别是mB
 和mQ
 ，kf
 代表B和Q之间的相对动量的数值，θQ
 ，[image: alt]
 为方向角，其余的符号的意义是不需解释就可以理解的．如果我们选择第三轴的方向和ki
 的方向重合，那么显然有θki

 ＝0，[image: alt]
 ，因此
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因此叠加（6.105）中只有M＝0的项，反应的微分截面就应该等于
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其中G是和角θQ
 ，[image: alt]
 ，自旋在第三轴方向的分量mA
 ，mP
 ，mB
 ，mQ
 都无关的常数，对角分布没有影响．假使始态中的粒子A和P是非极化的，那么平均微分截面就应该是
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上式中的dΩQ
 代表放出的粒子Q的运动方向所张的立体角元．

现在我们讨论运动规律对于旋转的不变性对反应中产生的粒子的角分布的影响．我们令整个物理系统作一个旋转g，那么始态波函数就变为
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其中[image: alt]
 ，[image: alt]
 和[image: alt]
 分别为旋转群的不可约表示DSA

 ，DSP

 ，DL
 和旋转g相应的矩阵元．由于物理规律对于旋转的不变性，和（6.112）式相应的终态波函数应该是
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其中（θ′Q
 ，[image: alt]
 ）是由（θQ
 ，[image: alt]
 ）表示的方向在旋转之后所取的方向的角度．另一方面，由于薛定谔方程是线性方程，因此由始态（6.112）式所导致的终态应该具有如下的形式：
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比较表式（6.113）和（6.114）就得到
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利用表示DJ
 的幺正性：
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就可以从（6.115）式得到
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由此可以看出，表式
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变换．

为了讨论（6.111）式所给出的反应中产生的粒子的角分布，我们讨论表式
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在旋转中的变换方式．利用（6.116）和（6.117）式，可以得到（6.119）式在旋转之后所变换成的表式
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这就说明，表式IMM′
 （θ，[image: alt]
 ）按照乘积表示
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变换．从（6.111）式可以看出，平均微分截面正比于I00
 （θQ
 ，[image: alt]
 ）．在M＝0，M′＝0的特殊情况下，（6.120）式成为
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我们考虑一个物理系统绕第三轴转一个角度α，那么就有
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在这种情况之下，我们有
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因此得
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这就是说，角分布和[image: alt]
 无关，这在物理上看来是显然的，因为并没有测量反应中粒子的极化，整个系统对于绕ki
 的旋转完全对称．

假使我们令旋转是绕第二轴旋转一个角度θ，那么在θQ
 ＝0，[image: alt]
 时，相应有
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因此有
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其中IMM′
 （0，0）为不依赖于θ的数．考虑到
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我们有
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可以将上式进一步简化，考虑到公式
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以及公式
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我们有
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将上式代入（6.127）式，就得
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上式决定了角分布的具体形式，从（6.133）式可以看出角分布的两个特点：

（1）假使在始态中只有轨道角动量等于L的态起作用，那么将反应所产生的粒子的角分布展开成为球谐函数的叠加时，出现的球谐函数的最高阶不超过2L．一般地说来，可以看出，如果在反应中始态中起作用的最高轨道角动量是J，那么将角分布展开为球谐函数的叠加时，出现的球谐函数的最高阶不超过2J．

（2）考虑到（从克莱布施-戈登系数的特性可以推出）
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可见在（6.133）式所表示的角分布中只出现偶阶的球谐函数，这个特点只有在始态中仅有一个轨道角动量起作用时才存在．如果在始态中不只有一个轨道角动量态起作用，那么由于不同轨道角动量态的干涉，在角分布中就可能出现奇阶的球谐函数项．


第七章　洛伦兹群及其表示

§7.1　洛伦兹群

我们称使表式
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保持不变的齐次实线性变换
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为洛伦兹变换．将（7.2）式代入（7.1）式就得到aμν
 所必须满足的条件
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其中当μ≠ν时，gμν
 ＝0；

[image: alt]


设以A代表具有矩阵元aμν
 的矩阵，G代表具有矩阵元gμν
 的矩阵，那么可以将条件（7.3）式写做
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从（7.5）式可得
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由此可知满足（7.3）式的变换（7.2）式是非奇异的．以A-1
 代表A的逆矩阵，则从（7.5）式可得
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这就说明了逆变换A-1
 也是一个洛伦兹变换．因此所有的洛伦兹变换形成一个群，称为全洛伦兹群．它的单位元素就是由四维单位矩阵所代表的变换．

此外，显然

[image: alt]


因此G也代表一个洛伦兹变换．从（7.5）式可得
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因此[image: alt]
 也代表一个洛伦兹变换．可以将矩阵元aμν
 当做标志群元素的参数，但是这十六个参数并不是独立的，它们必须满足条件（7.3）式．由于条件（7.3）式对于指标μ和ν具有对称性，因此（7.3）式一共包括十个独立的条件，aμν
 中有六个参数可以独立变化，因此洛伦兹群是一个参数群，它的群元素是由六个独立的参数所标志的．

在μ＝ν＝0时，条件（7.3）可以写做
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因此有[image: alt]
 ．可以将洛伦兹变换分为二类：第一类变换中a00
 ≥1；在另一类中a00
 ≤-1．我们称满足条件
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的洛伦兹变换为顺时洛伦兹变换．可以证明，所有的顺时洛伦兹变换形成一个全洛伦兹群的子群，称为顺时洛伦兹群．设
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是两个顺时洛伦兹变换，那么它们的乘积变换就是
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考虑到
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又考虑到（7.10）式以及[image: alt]
 也是一个洛伦兹变换，有
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因此得

[image: alt]


从（7.15）式可以得
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再考虑到（7.10）式，就必须有
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这说明，两个顺时洛伦兹变换的乘积仍旧是一个顺时洛伦兹变换，全洛伦兹群的单位元素显然也是顺时洛伦兹变换．从（7.16）式还可以看出，如果A是顺时洛伦兹变换，B不是顺时洛伦兹变换，亦即

[image: alt]


那么它们的乘积变换C一定也不是顺时洛伦兹变换，亦即
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考虑到

[image: alt]


因此如果A是顺时洛伦兹变换，那么它的逆变换也一定是顺时洛伦兹变换．这就证明了所有顺时洛伦兹变换形成一个群．

根据（7.6）式又可以将顺时洛伦兹变换分为两类：在一类中detA＝1；在另一类中detA＝-1．我们称满足条件
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的顺时洛伦兹变换为正洛伦兹变换．显然，所有的正洛伦兹变换形成顺时洛伦兹群的一个子群，称为正洛伦兹群．

我们将x1
 ，x2
 ，x3
 理解为空间坐标，x0
 理解为时间坐标，不难看出，顺时洛伦兹变换不会改变x0
 的符号．更具体地说，如果原来有
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在顺时洛伦兹变换以后有

[image: alt]


（7.23）式的证明是显然的，因为如果令

[image: alt]


那么根据（7.10）式，一方面显然有
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另一方面又有
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从（7.22），（7.24），（7.25）和（7.26）式立刻可以得到（7.23）式．因此顺时洛伦兹变换不可能将过去变为将来，也不会将将来变为过去；顺时洛伦兹群不包含时间反演的变换．与此相似，可以证明，正洛伦兹群既不包含时间反演变换，也不包含空间反射变换．

§7.2　正洛伦兹群的无穷小变换

我们以符号L1
 代表正洛伦兹群，由于群L1
 是连续参数群，我们先寻求它的无穷小变换及其对易关系，以便于寻求群L1
 的所有可微分的有限维的不可约表示．在上节中已经证明，正洛伦兹群的元素可以由六个相互独立的参数来标志．为了确定无穷小变换，首先得选定相应的参数．从一个惯性坐标系到另一个惯性坐标系的正洛伦兹变换决定于：

（1）两个坐标系的相对方向；

（2）两个坐标系的相对速度．

因此一个正洛伦兹变换包括两个因素：一个因素是坐标的旋转，使第一个坐标的方向旋转到和第二个坐标相一致的方向，第二个因素是使第二个坐标系相对于第一个坐标系具有一定的速度．由此我们选择

α1
 ，α2
 ，α3
 ；v1
 ，v2
 ，v3


作为标志群L1
 的元素的参数，其中α1
 ，α2
 ，α3
 标志将第一个坐标系旋转到和第二个坐标系的方向相一致的旋转；v1
 ，v2
 ，v3
 则是第二个坐标系相对于第一个坐标系的速度．和以前一样，我们以符号I1
 ，I2
 ，I3
 来分别标志相应于参数α1
 ，α2
 ，α3
 的无穷小变换；此外以符号K1
 ，K2
 ，K3
 分别标志和参数v1
 ，v2
 ，v3
 相应的无穷小变换．

为了寻求无穷小变换的对易关系，我们应用熟知的四维闵可夫斯基向量的洛伦兹变换，
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寻求I1
 ，I2
 ，I3
 的方法和讨论旋转群的无穷小表示时所应用的方法相似．考虑（7.27）式中的表示是四维的，而不是二维的，同时考虑到在目前所讨论的旋转不是物理系统而是坐标系统，我们有
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和v1
 ＝v，v2
 ＝v3
 ＝α1
 ＝α2
 ＝α3
 ＝0，相应的变换矩阵是
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将（7.29）式对v微分以后令v＝0，就可以得到K1
 ，用相似的方法可以求得K2
 和K3
 ，这样就有
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从（7.28）和（7.30）式可以得到如下的对易关系：
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为了讨论方便，我们引进如下的算符
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它们具有如下的简单的对易关系：

[image: alt]


Ai
 （i＝1，2，3）之间的对易关系和旋转群的无穷小算符之间的对易关系完全一样，Bi
 （j＝1，2，3）之间的对易关系也和旋转群的无穷小算符之间的对易关系完全一样；Ai
 和Bj
 之间可以相互对易．

§7.3　正洛伦兹群L1
 的有限维的不可约表示

由于对易关系（7.33）式和旋转群的无穷小算符之间的对易关系相像，可以运用寻求旋转群的不可约表示的方法来寻求正洛伦兹群的不可约表示．为此我们引进算符
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它们满足以下的对易关系
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设空间R给出群L1
 的一个有限维的不可约表示．设A0
 在空间R中的最大本征值是J，VJ
 是一个相应的本征矢量，那么利用算符A-
 连续作用在VJ
 上，经过归一化，可以得到一系列A0
 的归一化的本征矢量
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它们的相应本征值是M，它们生成一个对于Ai
 （i＝+，-，0）不变的子空间．此外，由于Bj
 （j＝+，-，0）和Ai
 可以对易，所有A0
 的本征值等于J的矢量形成一个对于Bj
 不变的子空间，在这一个子空间中可以找到一系列矢量
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它们是算符B0
 的本征矢量，相应的本征值是M′．利用A-
 作用在（7.37）中的矢量上，我们可以得到一套（2J＋1）（2J′＋1）个矢量
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它们在归一化以后在Ai
 和Bj
 的作用下按如下方式变换：
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（7.38）中的矢量生成R中一个对于群L1
 的无穷小变换Ai
 和Bj
 不变的子空间，因此给出群L1
 的一个表示．用讨论旋转群的不可约表示时所用的方法可以证明，由无穷小表示算符（7.39a，b）式所给出的群L1
 的表示是不可约的．由于空间R是不可约的，因此由基矢（7.38）式生成的子空间等同于全部空间R，由（7.39）式给出的表示就是空间R所给出的不可约表示．这样我们就得到了正洛伦兹群所有可能的有限维的可微分的不可约表示．我们以符号DJJ′
 代表由（7.39a，b）式所确定的正洛伦兹群的不可约表示，一个正洛伦兹群的不可约表示可以由一对数（J，J′）来标志，J和J′都可以取正整数、半正整数或零．

正洛伦兹群唯一的一维表示就是单位表示D00
 ，它有两个不等价的二维不可约表示[image: alt]
 和[image: alt]
 
①

 我们以符号
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代表表示[image: alt]
 的基矢；以符号
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代表表示[image: alt]
 的基矢，那么显然可见下列表式
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可以作为表示DJJ′
 的一套基矢，它们的变换方式和VMM′
 的变换方式一样．从（7.42）式可以看出，表示DJ0
 和表示D0J′
 的乘积表示就是不可约表示DJJ′
 ．不难看出不可约表示DJ1

 0
 和DJ2

 0
 的乘积表示DJ1

 0
 ×DJ2

 0
 可以分解为如下的一系列不可约表示之和：
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同样地可以证明
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若

[image: alt]


分别为表示DJ1

 0
 ，DJ2

 0
 和DJ0
 的基矢，那么显然有
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与此相似，若
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分别为（7.44）式中不可约表示D0J
 1
 ，D0J
 2
 和D0J
 的基矢，那么就有
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不难看出，不可约表示DJ1

 J′1

 和DJ2

 J′2

 的乘积表示可以分解为如下的一系列不可约表示之和：
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若（7.49）式中的不可约表示DJ1

 J′1

 ，DJ2

 J′2

 和DJJ′
 分别具有如下的基矢
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那么它们之间存在着如下的关系：
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设J1
 ＝J2
 ，J′1
 ＝J′2
 ，那么在乘积表示中就包含着单位表示D00
 ，这个单位表示的基矢是
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考虑到（7.52）式的克莱布施-戈登系数，可知表示
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在正洛伦兹变换中是不变量．

我们令R1
 ，R2
 和R＝R1
 ×R2
 分别代表给出不可约表示DJ1

 J′1

 ，DJ2

 J′2

 和乘积表示DJ1

 J′1

 ×DJ2

 J′2

 的矢量空间，令
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分别为空间R1
 中的一个矢量和空间R2
 中的一个矢量，那么
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就是乘积空间R中的一个矢量，可以将d表达为如下的表示：
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将（7.51）式代入（7.55）式，再和（7.56）式比较，就得到
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设J1
 ＝J2
 ，J′1
 ＝J′2
 ，那么就有
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因此表示
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在正洛伦兹变换中是不变量．

§7.4　不可约表示DJJ′
 作为旋转群的表示

由于旋转群是正洛伦兹群的子群，因此正洛伦兹群的表示也是旋转群的表示．有兴趣的问题是正洛伦兹群的不可约表示DJJ′
 作为旋转群的表示是不是可约的．如果是可约的，那么它可以分解为那些旋转群的不可约表示．我们先考虑表示DJ0
 ，它具有基矢
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从（7.39b）可以知道，在这个表示中无穷小变换
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从（7.34）和（7.32）式可以知道，在Ij
 ＝-iKj
 的情况下
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因此Aj
 等同于旋转群的无穷小算符．（7.62）式右方的负号是由于我们在讨论正洛伦兹群时考虑了坐标的旋转和移动，而不是考虑了物理系统的旋转和移动而产生的．考虑了（7.39a）式就可以知道，以（7.60）式作为基矢的空间给出旋转群的不可表示DJ
 ．同样可以证明，正洛伦兹群的不可约表示D0J′
 给出旋转群的不可约表示DJ′
 ．由于DJ0
 ×D0J′
 ＝DJJ′
 ，因此正洛伦兹群给出的旋转群的表示
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可以立刻看出，如果J＋J′是整数，那么DJJ′
 给出正洛伦兹群的单值表示，因为在这样的情况下，和群的单位元素相应的只有单位矩阵；但是如果J＋J′是半整数，那么DJJ′
 是正洛伦兹群的一个双值表示，因为在这样的情况下和群的单位元素相应有二个矩阵，一个是单位矩阵，一个是负的单位矩阵．

§7.5　复共轭表示

设群g有一个表示D，它的元素a相应的变换矩阵是A，那么如果A的复共轭矩阵A*
 也和群元素a相应，我们就得到群g的又一个表示，称为与表示D相互复共轭的表示，并以符号D*
 代表之．我们讨论与正洛伦兹群的不可约表示DJJ′
 相复共轭的表示[image: alt]
 的性质．

由于我们所选择的群参数αj
 ，vj
 （j＝1，2，3）是实数，因此相互复共轭表示的相应的无穷小变换应该相互复共轭．以
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表示复共轭表示[image: alt]
 的和参数αj
 ，vj
 （j＝1，2，3）相应的无穷小变换，那么就有
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 和[image: alt]
 服从和（7.31）式相同的对易关系．引进
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那么显然有
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它们满足和（7.33）式类似的对易关系．引进
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那么显然有
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它们满足如下的对易关系：
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令[image: alt]
 为表示[image: alt]
 的基矢，和表示DJJ′
 的基矢VMM′
 相应，那么从（7.39）和（7.69）式可以得到如下的关系：
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（7.71）式给出了复共轭表示[image: alt]
 的无穷小变换的具体形式．可以证明，复共轭表示[image: alt]
 和不可约表示DJ′J
 等价．为此我们引进新的基矢
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进行如下的坐标变换：
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将（7.73）式代入（7.71）式，我们就得到如下的一套关系：
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比较（7.74）和（7.39）式，就可以看出，表示DJ′J
 和复共轭表示[image: alt]
 等价，即DJ′J
 ≈[image: alt]
 ．

以不可约表示[image: alt]
 的复共轭表示[image: alt]
 为例，我们以符号
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代表复共轭表示[image: alt]
 的基矢，那么从（7.73）式可以看出，[image: alt]
 的变换方式和不可约表示[image: alt]
 的基矢[image: alt]
 的变换方式一样．再以不可约表示[image: alt]
 的复共轭表示[image: alt]
 为例，我们以符号
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代表复共轭表示[image: alt]
 的基矢，那么从（7.73）式可以看出（v1
 ，v2
 ）的变换方式和不可约表示[image: alt]
 的基矢（u2
 ，-u1
 ）的变换方式一样．

我们称表示[image: alt]
 的矢量空间[image: alt]
 中的矢量
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为一阶的旋量，（a1
 ，a2
 ）为这个旋量的分量．设（a1
 ，a2
 ），（b1
 ，b2
 ）为两个一阶旋量，那么根据式（7.59）可知表式
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是一个标量，在正洛伦兹变换中保持不变．由于复共轭表示[image: alt]
 等价于表示[image: alt]
 ，因此空间[image: alt]
 也给出表示[image: alt]
 ，可以将（7.77）式中的矢量表达为
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由于（v1
 ，v2
 ）的变换方式和（u2
 ，-u1
 ）一样，因此有
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可以将（7.80）式合并写做
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其中εrs
 是下列矩阵
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的矩阵元．（7.81）式的逆是
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其中εrs
 是下列矩阵
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的矩阵元．从（7.79）和（7.80）式可知，表式
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是不变量，因此我们也称（a1
 ，a2
 ）为旋量的协变分量，或简称为协变旋量；称（a1
 ，a2
 ）为旋量的逆变分量，或简称为逆变旋量．

我们称复共轭表示[image: alt]
 的空间[image: alt]
 中的矢量

[image: alt]


为一阶复共轭旋量，[image: alt]
 为其协变分量．由于复共轭表示[image: alt]
 等价于不可约表示[image: alt]
 ，所以可以将（7.86）式中的复共轭旋量表达为
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我们称[image: alt]
 为复共轭旋量的逆变分量．由于[image: alt]
 的变换方式和[image: alt]
 的变换方式一样，因此有
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其中[image: alt]
 设[image: alt]
 和[image: alt]
 为两个复共轭旋量，那么根据（7.59）式就有如下的不变量：
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可以将（7.85）和（7.89）式加以扩充，设
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分别为不可约表示DJJ′
 和复共轭表示[image: alt]
 的基矢，那么从（7.53）和（7.73）式可以知道，表式
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在正洛伦兹变换中是一个不变量．设

[image: alt]


是表示DJJ′
 空间中的矢量，设

[image: alt]


是复共轭表示[image: alt]
 空间中的矢量，那么表式
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在正洛伦兹变换中是一个不变量．

§7.6　旋量分析

设（a1
 ，a2
 ），（b1
 ，b2
 ）为一阶协变旋量，有一组量
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在正洛伦兹变换中的变换方式和ar
 bs
 的变换方式一样，那么我们称（7.95）中的一组量为二阶协变旋量．设[image: alt]
 ，[image: alt]
 为一阶复共轭协变旋量，有一组量

[image: alt]


在正洛伦兹变换中的变换方式和[image: alt]
 的变换方式一样，那么我们称（7.96）中的一组量为二阶复共轭协变旋量．如果有一组量
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在正洛伦兹变换中的变换方式和[image: alt]
 的变换方式一样，那么我们称（7.97）中的一组量为二阶混合协变旋量．不难定义和（7.95），（7.96），（7.97）相应的二阶逆变旋量
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不难证明，表式
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的变换方式和drs
 的变换方式一样；表式
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的变换方式和[image: alt]
 和[image: alt]
 变换方式一样．可以看出，表式
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在正洛伦兹变换中是不变量．可以将表式（7.85）和（7.89）写做
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它们在正洛伦兹变换中不变，因此可以将[image: alt]
 当做二阶旋量．不难看出表式
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的变换方式和bs
 以及bs
 的变换方式一样．此外从（7.82）和（7.84）式可得
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因此有
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与此相似，可以证明，对于任何三个一阶旋量有
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证明如下：如果旋量ar
 ，br
 ，cr
 彼此只相差一个数字因子，因此相互平行，那么从（7.105）式，可以立刻得到（7.106）式；如果ar
 ，br
 ，cr
 中有两个线性无关的旋量，例如ar
 和br
 线性无关，那么如果以符号ds
 （s＝1，2）代表（7.106）式左方的表达式，就有
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从（7.107）式中的两个式子，就立刻得到（7.106）式．

我们引入如下的旋量的一般定义：设
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为一套一阶旋量，有一组量
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在正洛伦兹交换中的变换方式和

[image: alt]


一样，那么我们称（7.108）式中的一组量为旋量．如果表式（7.108）中上下标符的数目一共n个，那么我们称这个旋量是n阶的．例如[image: alt]
 就是一个六阶旋量．可以从两个旋量相乘得到另一个旋量．例如：
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这是一个七阶旋量，它是由一个三阶旋量和一个四阶旋量相乘而得到的．也可以从一个阶数比较高的旋量得到一个阶数比较低的旋量．例如
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就是一个三阶旋量，它是从一个五阶旋量产生出来的．令这个五阶旋量的一对上标符和下标符取相同的数值r，并对r求和就得到一个三阶旋量．这种从高阶旋量做出低阶旋量的方法叫做“短缩”的方法．这种短缩方法也可以用于带有点的代表复共轭旋量的标符．

可以证明，四维不可约表示[image: alt]
 等价于四维闵可夫斯基向量空间给出的正洛伦兹群的表示（7.27）．从（7.28），（7.30），（7.32）和（7.34）式可以立刻得到如下的四维矢量空间给出的正洛伦兹群的表示的无穷小变换算符：

[image: alt]


我们引入如下的一套四个相互正交的归一化矢量：

[image: alt]


从（7.112）和（7.113）式可以得到如下的关系：

[image: alt]


（7.114）式正是表示[image: alt]
 的无穷小变换算符必须满足的关系（7.39a，b）．由于无穷小变换算符决定了表示的形式，因此这就证明了：四维的闵可夫斯基矢量空间给出的正洛伦兹群的表示和不可约表示[image: alt]
 等价．令

[image: alt]


代表四维闵可夫斯基矢量空间的自然基矢．不难给出表示[image: alt]
 的基矢和自然基矢之间的变换关系．由于表示[image: alt]
 等价于乘积表示[image: alt]
 ，因此利用（7.40）和（7.41）式中的符号，可以取如下的一套表示[image: alt]
 的基矢：

[image: alt]


从（7.113），（7.115）和（7.116）式可以立刻得到如下的关系：

[image: alt]


其中[image: alt]
 是下列幺正矩阵的矩阵元：

[image: alt]


（7.118）中的矩阵的行以标符μ＝0，1，2，3标志，它的列以对标符[image: alt]
 标志．考虑到[image: alt]
 的变换方式和[image: alt]
 的变换方式一样，也可以取如下一套表示[image: alt]
 的基矢：

[image: alt]


它们和自然基矢eμ
 之间有如下的关系：

[image: alt]


其中[image: alt]
 是下列幺正矩阵的矩阵元：

[image: alt]


（7.121）式中矩阵的行用标符μ＝0，1，2，3标志，它的列以一对标符[image: alt]
 标志．

设A为四维闵可夫斯基空间中的任何矢量，那么它可以被表达为

[image: alt]


其中aμ
 称为矢量A的自然分量[image: alt]
 是一个二阶混合协变旋量．将（7.120）式代入（7.122）式就得到

[image: alt]


因此一个二阶混合协变旋量可以表达为一个四维闵可夫斯基矢量．与之相反，一个四维闵可夫斯基矢量也可以表达为一个二阶混合协变旋量

[image: alt]


可以将上式写成二行二列的矩阵形式，矩阵的行以符号r＝1，2标志，矩阵的列以符号[image: alt]
 标志：

[image: alt]


其中σμ
 是如下的矩阵：

[image: alt]


也可以将（7.125）式写做

[image: alt]


其中[image: alt]
 是矩阵σμ
 的第r行第s列的矩阵元．可以将[image: alt]
 当做一个由一个四维闵可夫斯基矢量和一个二阶混合协变旋量结合组成的量．在正洛伦兹变换中它按标符μ的变换方式像一个四维闵可夫斯基协变矢量，按标符[image: alt]
 变换的方式像一个二阶混合协变旋量．利用[image: alt]
 可以从闵可夫斯基矢量和旋量得到其它的旋量．例如：设xμ
 是一个闵可夫斯基矢量，[image: alt]
 是一个一阶复共轭逆变旋量，那么表式

[image: alt]


就是一个一阶协变旋量．引入表式

[image: alt]


那么不难证明：如果cq
 是一个一阶协变旋量，表式

[image: alt]


就是一个一阶复共轭逆变旋量．可以将[image: alt]
 当做矩阵[image: alt]
 的第p行第q列的矩阵元，那么就有

[image: alt]


不难证明，闵可夫斯基矢量空间中的张量bμν
 （μ，ν＝0，1，2，3）可以表达为一个四阶混合协变旋量[image: alt]


§7.7　顺时洛伦兹群的表示

顺时洛伦兹群是正洛伦兹群和空间反射组成的群．为了寻求顺时洛伦兹群所有的有限维表示，必须首先确定空间反演算符和算符A＋
 ，A-
 ，A0
 ，B＋
 ，B-
 ，B0
 之间的对易关系．在四维闵可夫斯基矢量空间中，空间反射算符P具有如下的形式

[image: alt]


从（7.28），（7.30）和（7.132）式可得

[image: alt]


其中{A，B}＝AB＋BA．从（7.132）和（7.133）式可得

[image: alt]


从（7.34）和（7.134）式可得

[image: alt]


设D是顺时洛伦兹群的一个不可约表示．由于正洛伦兹群是顺时洛伦兹群的子群，因此D也给出正洛伦兹群的一个表示，这个正洛伦兹群的表示中至少包含一个不可约表示，我们令DJJ′
 代表这个正洛伦兹群的不可约表示，设给出表示D的空间是R，它包含有一个子空间R1
 给出不可约表示DJJ′
 ．令VMM′
 （J≥M≥-J，J′≥M′≥-J′）是空间R中表示DJJ′
 的一套基矢，考虑矢量

[image: alt]


从（7.39a，b），（7.135）和（7.136）式可得

[image: alt]


令

[image: alt]


那么UM′M
 生成空间R中的一个子空间R2
 ，它给出正洛伦兹群的一个不可约表示DJ′J
 ．此外，又可以从（7.132）式看出

[image: alt]


E是群的单位元素，也是正洛伦兹群的单位元素．因此，如果J＋J′是整数，那么E就是单位矩阵；如果J＋J′是半整数，那么E可能是单位矩阵，也可能是负的单位矩阵．从（7.139），（7.136）和（7.138）式可得

[image: alt]


从（7.39a，b），（7.137），（7.136）和（7.140）式可以看出，由VMM′
 和UM′M
 生成的空间对于顺时洛伦兹群是不变的，因此它一定等同于空间R．

如果J≠J′，那幺正洛伦兹群的不可约表示DJJ′
 和不可约表示DJ′J
 不等价；VMM′
 和UM′M
 一定是线性无关的，它们构成了空间R的一组基矢，称为标准基．标准基矢给出了表示D．在这个表示中，空间反射算符的形式由（7.136），（7.138）和（7.140）式给出．如果J＝J′，那么可以证明VMM′
 和UM′M
 是线性相关的．我们考虑向量：

[image: alt]


根据（7.39a，b）和（7.136）式，我们有

[image: alt]


此外，从（7.136），（7.138）和（7.140）式又可得

[image: alt]


因此，[image: alt]
 生成R中的一个子空间R+
 ，[image: alt]
 生成R中的一个子空间R-
 ，R+
 和R-
 分别对于顺时洛伦兹群不变，但是，由于空间R是不可约的，因此只有如下两种可能：

R+
 等同于R，R-
 只包含零矢量；

R-
 等同于R，R+
 只包含零矢量．

我们称前者的表示为[image: alt]
 ，后者的表示为[image: alt]
 ．举例来说，[image: alt]
 等价于标量给出的表示，而[image: alt]
 则等价于赝标量给出的表示；[image: alt]
 等价于赝矢量所给出的表示，[image: alt]
 等价于矢量所给出的表示．

注释


①
 　为了表述简洁，有时略去下角标之间的逗号，例如：[image: alt]
 ．


第八章　狄拉克波动方程

§8.1　狄拉克波动方程

为了使力学规律满足特殊相对论的要求，必须使运动方程对于正洛伦兹群具有不变性．利用旋量分析和张量分析的数学形式，可以使方程明显具有洛伦兹不变性．我们讨论狄拉克提出的电子所服从的相对论性方程．狄拉克看到薛定谔波动方程中包含对时间的一次微商，但是却包含了对空间坐标的二次微商，也就是波动方程对于时间和空间具有很大的不对称性，因此不满足特殊相对论的要求．狄拉克认为，为了保持方程的相对论不变性，方程只能包含有对时间和对空间坐标的一次微商．为了写下洛伦兹不变的波动方程，我们首先讨论对时间和对空间坐标的微商算符在洛伦兹变换中的变换性质．时间和空间坐标xμ
 （μ＝0，1，2，3）是一个四维闵可夫斯基矢量，它们在洛伦兹变换中的变换方式是

[image: alt]


变换系数[image: alt]
 满足如下的条件：

[image: alt]


gμν
 的定义见（7.4）式．利用（8.2）式可以从（8.1）式推得

[image: alt]


因此有

[image: alt]


比较（8.1）和（8.4）式，并利用（7.4）和（8.3）式可知

[image: alt]


在洛伦兹变换中的变换方式像一个闵可夫斯基矢量．由于在量子力学中的物理量由厄米算符来代表，我们引入如下的厄米算符：

[image: alt]


那么Dμ
 （μ＝0，1，2，3）在洛伦兹变换中的变换方式和一个闵可夫斯基矢量的变换方式一样．

其次，我们考虑波函数在洛伦兹变换中的变换方式，由于电子的自旋是[image: alt]
 ，根据§7.4中的讨论，可知电子的波函数是一阶旋量，参考（7.128）式，可以提出如下的最简单的运动方程：

[image: alt]


引入符号

[image: alt]


可以将（8.7）式纳入矩阵的形式：

[image: alt]


其中[image: alt]
 是动量算符．不难证明方程（8.9）式所描述的粒子的质量等于零．将（8.9）式两端乘上算符

[image: alt]


就得到如下的方程

[image: alt]


其中[image: alt]
 是达朗贝尔算符．在解方程（8.9）以后可以发现，它具有两类解．一类解的能量是正的，粒子的自旋和动量p反平行．另一类解的能量是负的，粒子的自旋和动量p平行．因此波动方程描述的粒子具有自旋[image: alt]
 ，质量等于零，正粒子的自旋和动量反平行，反粒子的自旋和动量平行，这正是中微子的性质．因此方程（8.9）式目前被用来描述中微子．

[image: alt]
 是一个一阶复共轭逆变旋量，它给出洛伦兹群的表示[image: alt]
 ．但是在空间反射之后，表示[image: alt]
 的空间变换为表示[image: alt]
 的空间，一阶复共轭逆变旋量变换为一个一阶协变旋量．因此波动方程（8.7）虽然对于正洛伦兹变换具有不变性，但是对于空间反射并不具有不变性．但是自由电子的运动对于空间反射具有不变性．为了获得描述自由电子的波动方程，我们尝试将方程（8.7）扩充为和方程（7.128）和方程（7.130）相似的一对方程：

[image: alt]


其中m是一个常数．可以证明，（8.12）式不仅对于正洛伦兹变换具有不变性，对于空间反射也具有不变性．现在波函数一共有四个分量：[image: alt]
 ，ψr
 （r＝1，2），它给出一个四维空间，这个四维空间中的矢量具有如下的一般形式：

[image: alt]


其中（u1
 ，u2
 ）是给出表示[image: alt]
 的基矢，[image: alt]
 是给出表示[image: alt]
 的基矢．在空间反射时，根据公式（7.136），（7.138）和（7.140）式，这些基矢作如下的变换：

[image: alt]


如果我们取E为单位矩阵，那么从（7.40），（7.41）和（8.14）式可以得到在空间反射时如下的基矢的变换

[image: alt]


设在空间反射后的波函数是[image: alt]
 和[image: alt]
 ，那么显然有：

[image: alt]


此外，在空间反射中显然有

[image: alt]


考虑到（7.131）式，可知在空间反射中，方程（8.12）变换为

[image: alt]


这就证明了（8.12）式对于空间反射的不变性．引进如下的符号：

[image: alt]


可以将（8.12）式纳入如下的矩阵形式：

[image: alt]


可以证明，（8.20）式所描述的粒子的质量等于m，将算符[image: alt]
 作用于（8.20）式中第一式的两边，将算符[image: alt]
 作用于（8.20）中第二式的两边，就得

[image: alt]


可以将（8.20）式变换成狄拉克原来所提出的形式．为此我们引入表式：

[image: alt]


那么就可以将（8.20）式写做

[image: alt]


引入如下的四行四列矩阵：

[image: alt]


并引入如下的分量波函数：

[image: alt]


就可以将方程（8.23）中的两个式子合写为一式：

[image: alt]


这就是狄拉克方程最初的形式．

§8.2　赝标量粒子的运动方程

赝标量粒子是一个自旋等于零、内禀宇称为负的粒子．它的波函数给出顺时洛伦兹群的不可约表示[image: alt]
 ，设以φ代表它的波函数，则φ满足如下的方程：

[image: alt]


m为粒子的质量．可以将（8.27）式改写为一次微分方程，引入

[image: alt]


那么（8.27）式就等同于如下的一对方程：

[image: alt]


可以将（8.29）式纳入和狄拉克方程相似的形式，引入具有五个分量的波函数

[image: alt]


那么（8.29）式就可以写做

[image: alt]


其中βμ
 是如下的五行五列的矩阵：

[image: alt]


可以将（8.29）式改写为旋量方程的形式．不难证明，下列方程

[image: alt]


与（8.29）式一样．另外，也可以将麦克斯韦方程改写为旋量方程的形式，但不在此赘述了．
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