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译者序

PREFACE

卡尔曼滤波自从20世纪60年代初问世以来，就在航空航天领域获得了非常成功的应用。随着研究的深入，卡尔曼滤波技术越来越多地应用于各个领域，如导航制导、工业控制、目标跟踪、大地测量和金融等。

大部分初学者认为卡尔曼滤波理论性较强，门槛较高，且国内专门针对卡尔曼滤波的专著相对较少，给初学者带来了较大的不便。译者在求学时有幸拜读了Charles K. Chui和Guanrong Chen两位教授的专著《Kalman Filtering with Real－Time Applications》的第3版，获益匪浅。2009年，我们欣喜地发现时隔11年后，两位教授推出了这本专著的第4版，我们觉得很有必要把这本从出版到现在经过25年时间考验和反复修订的专著介绍给国内的读者。本书深入浅出地介绍了卡尔曼滤波的基本原理和发展，以及它们的实时应用。

本书由海军航空工程学院的戴洪德、周绍磊、戴邵武和鲁东大学的李娟合作翻译，另外海军航空工程学院电子信息工程系的吴芳教员参与了第11章的翻译，博士研究生李飞参与了第7、8章的翻译，尹高阳参与了第4章的翻译。参加翻译的还有徐庆九、于进勇、吴光彬、吴晓男、支岳、曹文静、徐胜红、丛源材、吴青坡、蒋华、袁锐、赵伟等。全书由戴洪德统稿，秦永元主审，戴邵武校对。

感谢西北工业大学自动化学院的陈明教授，把我带进卡尔曼滤波的奇妙世界，并把这本书的原著介绍给我。非常感谢西北工业大学的秦永元教授百忙中对译稿进行了非常认真细致的审校。秦永元教授是研究卡尔曼滤波的著名专家，他在1998年出版的《卡尔曼滤波与组合导航原理》是该领域的经典著作，成为相关领域研究者案头必备的参考书，并于2012年6月进行了再版。感谢西北工业大学的严恭敏副教授在本书翻译过程中与译者的深入交流和有益建议。

非常感谢清华大学出版社石磊和赵从棉两位老师为本书的顺利出版所付出的辛勤劳动。

在出版清样第一稿完成后，非常荣幸地联系上了原著作者之一陈关荣教授。陈教授在百忙之中对译稿进行了校对，特此致射。

虽然经过了反复的校对和修改，由于译者水平有限，难免存在不足之处，恳请读者批评指正。


戴洪德


2012年12月

于烟台海军航空工程学院


第3版前言

FOREWORD

第3版的《卡尔曼滤波及其实时应用》中增加了两个关于卡尔曼滤波的新主题。为了扩展卡尔曼滤波在不确定系统中的应用，增加了区间卡尔曼滤波（第10章）；结合高效的小波和样条技术，介绍了小波卡尔曼滤波（第11章），并给出了信号估计和信号分解等领域内更为有效的计算方案。希望加入这两章能使新版本给出更完整和与时俱进的实时应用卡尔曼滤波技术。





Charles K. Chui

Guanrong Chen

1998.8


第2版前言

FOREWORD

除了进行较少的勘误和参考文献更新外，我们将第1版第10章的“实时系统辨识”扩展为两节，合并到第8章。在第10章包含了非常基本的小波分析介绍。虽然小波分解和重构的金字塔算法和卡尔曼滤波算法截然不同，它们仍然可以应用到时域滤波。希望在不久的将来，样条和小波可以与卡尔曼滤波相结合。
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第1版前言

FOREWORD

卡尔曼滤波作为一种最优状态估计方法，可以应用于受随机干扰的动态系统。准确地说，卡尔曼滤波器给出了一种递推算法，由实时获得的受噪声污染的离散观测数据，对系统状态进行线性、无偏及最小误差方差的最优估计。该算法已经广泛应用于工业和控制的许多领域，如视频和激光跟踪系统、卫星导航、弹道导弹轨迹估计、雷达和火力控制等。随着最近高速计算机的发展，卡尔曼滤波的应用将更加广泛，特别是在更加复杂的实时应用中。

尽管如此重要，卡尔曼滤波的数学理论以及含义并没有被很好地理解，甚至对于一些应用数学家和工程师也是如此。事实上，非常多的应用者仅仅被告知滤波算法是什么，而不知道为什么它们如此有效。本书的一个主要目标就是通过对卡尔曼滤波的数学理论和多种实时应用问题的讨论，来揭开卡尔曼滤波器的神秘面纱。

本书首先介绍了滤波方程的基本推导。该方案的优势是通过假设某些矩阵非奇异，可以很好地理解卡尔曼滤波的最优性。当然通过应用广为人知的正交投影方法，有时也称之为新息方法，可以不需要这些假设。然后将该方法进行扩展来处理系统和量测噪声相关的问题，以及有色噪声问题。本书还讨论了针对非线性系统的卡尔曼滤波及其在自适应系统辨识中的应用。此外，介绍了实时应用中的极限或稳态卡尔曼滤波理论、序贯算法和平方根算法等高效计算方法。卡尔曼滤波一个典型的应用是数字跟踪滤波器设计，如α-β-γ和α-β-γ-θ跟踪器。对于白噪声，应用卡尔曼增益的极限值来定义α、β和γ参数，对于有色噪声则为α、β、γ和θ，可以将该跟踪滤波器描述为极限或稳态卡尔曼滤波器。因为最优估计的误差随着时间以指数衰减，从这个角度看，通过这些更有效的预测－校正方程得到的状态估计是近似最优的。我们还研究了一种可以得到状态向量各分量滤波方程的解耦方法。

本书的写作风格趋向于随意而非刻板式的，数学证明趋向于简单但是严谨，使得具备基本的线性代数和系统理论的任何人，无论是学生还是专家，都易于阅读。考虑到这一点，本书引入了一个预备知识章节，包含了矩阵理论、行列式、概率论和最小二乘原理。为了说明相关知识点，加强对材料的理解，或完成书中的一些证明，在每一章都配备了一定数量的练习题，并在书的末尾给出了答案或提示。为了满足感兴趣读者进一步的研究，附录材料和参考文献也列在书尾。

本书的设计是为了达到三个目的：不仅仅适用于自学；而且适用于应用数学或工程专业大学高年级学生或一年级研究生的半学期或一学期的卡尔曼滤波课程；另外，希望本书能够成为工业或控制工程师有价值的参考资料。

第一作者要感谢美国军队研究办公室的持续资助，特别感谢白沙导弹靶场（White Sands Missile Range）的Robert Green的鼓励和多次深入的讨论。对于爱妻，Margaret，作者要感谢她的理解和一如既往的支持。第二作者非常感谢中山大学的陈铭俊教授将这一非常重要的研究领域介绍给作者，以及感谢他夫人Qiyun Xian的耐心和鼓励。

在给出有价值建议的同事中，作者要特别感谢Andrew Chan教授（得克萨斯A&M）、Thomas Huang教授（伊利诺斯）、Tomas Kailath教授（斯坦福）。最后，非常感谢Helmut Lotsch博士和Angela Lahee博士友好的合作和帮助，以及Springer－Verlag编辑们的工作。





Charles K. Chui

Guanrong Chen

1987.1


符号说明



	
A
 ，A
 k

	系统矩阵



	
A
 c

	矩阵A
 在Cholesky分解时的“平方根”



	
A
 u

	矩阵A
 在上三角分解时的“平方根”



	
B
 ，B
 k

	控制输入矩阵



	
C
 ，C
 k

	量测矩阵



	Cov（X
 ，Y
 ）
	随机变量X
 和Y
 的协方差



	
E
 （X
 ）
	随机变量X
 的期望



	
E
 （X
 ｜Y
 ＝y）
	条件期望



	ej
 ，[image: alt]

	



	f（x）
	概率密度函数



	f（x1
 ，x2
 ）
	联合概率密度函数



	f（x1
 ｜x2
 ）
	条件概率密度函数



	
f
 k
 （x
 k
 ）
	非线性向量函数



	
G

	极限卡尔曼增益矩阵



	
G
 k

	卡尔曼增益矩阵



	
H
 k
 （x
 k
 ）
	非线性矩阵函数



	
H
 *

	



	
I
 n

	n×n单位矩阵



	
J

	矩阵的若尔当标准型



	
K
 k

	



	L（x
 ，[image: alt]
 ）
	



	
M
 AΓ

	可控性矩阵



	
N
 CA

	可观测性矩阵



	
O
 n×m

	n×m阶零矩阵



	
P

	极限（误差）协方差矩阵



	
P
 k，k

	估计（误差）协方差矩阵



	
P
 ［i，j］
	矩阵P
 的第（i，j）个元素



	
P
 （X）
	随机变量X的概率



	
Q
 k

	随机向量ξk
 的方差矩阵



	
R
 k

	随机向量ηk
 的方差矩阵



	
R
 n

	列向量空间x
 ＝［x1
 　…　xn
 ］T




	
S
 k

	ξk
 和ηk
 的协方差矩阵



	tr
	迹



	
u
 k

	在第k时刻的确定性控制输入



	Var（X
 ）
	随机变量X
 的方差



	Var（X
 ｜Y
 ＝y
 ）
	条件方差



	[image: alt]

	观测（量测）数据



	[image: alt]

	



	
W
 k

	权值矩阵



	
w
 j

	



	（Wψ
 f）（b，a）
	小波积分变换



	
x
 k

	k时刻的状态向量



	[image: alt]

	
x
 k
 的最优滤波估计



	[image: alt]

	
x
 k
 的最优预测



	[image: alt]

	
x
 k
 的次优滤波估计



	[image: alt]

	
x
 k
 的近优滤波估计



	
x
 *

	



	
x
 #
 ，[image: alt]

	



	‖w
 ‖
	
w
 的范数



	〈x
 ，w
 〉
	
x
 ，w
 的内积



	Y（w
 0
 ，…，w
 r
 ）
	向量w
 0
 ，…，w
 r
 的线性生成空间



	{z
 j
 }
	数据的新息序列



	α，β，γ，θ
	跟踪器参数



	[image: alt]

	白噪声序列



	
Γ
 ，Γ
 k

	系统噪声矩阵



	δij

	Kronecker符号



	[image: alt]

	随机（噪声）向量



	[image: alt]

	（k时刻的）量测噪声



	[image: alt]

	（k时刻的）系统噪声



	[image: alt]

	转移矩阵



	df
 ／dA

	雅克比矩阵



	[image: alt]

	雅克比矩阵





第1章　预备知识

卡尔曼滤波器在工程应用中的重要性得到了广泛的认可，并且建立了严格的数学理论。本书的主要目的是全面讨论卡尔曼滤波的数学理论、计算算法及其在实时跟踪问题中的应用。

为了解释如何得到卡尔曼滤波算法，以及它有哪些优良的性能，必须应用一些矩阵理论的公式和不等式。此外，在实时应用中考虑了系统和量测噪声的统计特性，必须具备一些概率论的基本概念。本章将专门研究这些主题。

1.1　矩阵和行列式初步

用R
 n
 表示所有列向量x
 ＝［x1
 　…　xn
 ］T
 的空间，其中x1
 ，…，xn
 是实数。对于所有R
 n
 中的非零向量x
 ，如果x
 T
 Ax
 是一个正数，则称n×n的实矩阵A
 是正定的：如果x
 T
 Ax
 非负，则称A
 是非负定的。如果A和B
 是两个任意n×n阶实数矩阵，当A
 －B
 正定时，可以表示为


A
 ＞B


当A
 －B
 非负定时，可以表示为


A
 ≥B


首先来复习施瓦兹不等式（Schwarz inequality）：

｜x
 T
 y
 ｜≤｜x
 ‖y
 ｜，x
 ，y
 ∈R
 n


式中，｜x
 ｜＝（x
 T
 x
 ）1/2
 。另外，当且仅当x
 、y
 平行时，上面的不等式变成等式，即


x
 ＝λy
 　或　y
 ＝λx


λ为比例因子。特别地，如果y
 ≠0
 ，施瓦兹不等式可以写为


x
 T
 x
 ≥（y
 T
 x
 ）T
 （y
 T
 y
 ）-1
 （y
 T
 x
 ）

借助这个公式，可以将施瓦兹不等式推广到矩阵形式。


引理1.1
 （矩阵施瓦兹不等式（Matrix Schwarz inequality））　若P
 和Q
 分别是m×n和m×l矩阵，P
 T
 P
 非奇异，则

[image: alt]


此外，对于某些m×l矩阵S
 ，当且仅当Q
 ＝PS
 时，式（1.1）的等号成立。

证明如下。

向量形式的施瓦兹不等式的证明比较简单。二次多项式
【1】



（x
 －λy
 ）T
 （x
 －λy
 ）≥0，　y
 ≠0


关于λ的最小值在

λ＝（y
 T
 y
 ）-1
 （y
 T
 x
 ）

时得到。将该λ值代入上面的不等式，即得施瓦兹不等式。在矩阵形式中，考虑到

（Q
 －PS
 ）T
 （Q
 －PS
 ）≥0


同时令


S
 ＝（P
 T
 P
 ）-1
 （P
 T
 Q
 ）

得到


Q
 T
 Q
 ≥S
 T
 （P
 T
 Q
 ）＋（P
 T
 Q
 ）T
 S
 －S
 T
 （P
 T
 P
 ）S
 ＝（P
 T
 Q
 ）T
 （P
 T
 P
 ）-1
 （P
 T
 Q
 ）

和式（1.1）相同。对于n×l矩阵S
 ，当且仅当

（Q
 －PS
 ）T
 （Q
 －PS
 ）＝0


即Q
 ＝PS
 时，该不等式的等号成立。这就完成了该引理的证明。

下面来看矩阵求逆引理：


引理1.2
 （矩阵求逆引理（Matrix inversion lemma））　令

[image: alt]


式中，A
 11
 和A
 22
 分别是n×n和m×m的非奇异子矩阵。这样，

（A
 11
 －A
 12
 [image: alt]
 A
 21
 ）和（A
 22
 －A
 21
 [image: alt]
 A
 12
 ）

都是非奇异的，所以A
 非奇异，

[image: alt]


特别地，

[image: alt]


及

[image: alt]


更进一步有

[image: alt]


证明如下。

可以将A
 表示为

[image: alt]


或

[image: alt]


取行列式，得到（1.5）式。特别地，从这里我们获得

detA
 ≠0

即A
 是非奇异的。接下来，注意到

[image: alt]


及

[image: alt]


可得

[image: alt]


这样就可以得到式（1.2）的第一部分。式（1.2）的第二部分可以用同样的方法证明。式（1.3）和式（1.4）可以根据式（1.2）的相应矩阵块相等得到。

直接应用引理1.2可以得到下面的结果。


引理1.3
 　如果P
 ≥Q
 ＞0
 ，则Q
 -1
 ≥P
 -1
 ＞0
 。

证明如下。

令P
 （ε）＝P
 ＋εI
 ，其中ε＞0
 ，则P
 （ε）－Q
 ＞0
 。根据引理1.2，有

[image: alt]


可得


Q
 -1
 －P
 -1
 （ε）＝Q
 -1
 ［（P
 （ε）－Q
 ）-1
 ＋Q
 -1
 ］-1
 Q
 -1
 ＞0


令ε→0，得到Q
 -1
 －P
 -1
 ≥0
 ，所以


Q
 -1
 ≥P
 -1
 ＞0


下面讨论n×n矩阵A
 的迹。矩阵A
 的迹可以表示为trA
 ，定义为矩阵A
 对角线元素的和，即

[image: alt]


式中，A
 ＝［aij
 ］。首先来介绍一些基本性质。


引理1.4
 　如果A和B
 都是n×n阶矩阵，则

[image: alt]


如果A
 是n×m阶矩阵，B
 是m×n阶矩阵，则

[image: alt]


上面恒等式的证明可以从定义直接得到，作为练习（见练习1.1）留给读者自己完成。下面的结论很重要。


引理1.5
 　令n×n阶矩阵A
 的特征值是λ1
 ，…，λn
 ，重根也列入其中，则

[image: alt]


证明如下。

将A
 写为A
 ＝UJU
 -1
 ，其中J是矩阵A
 的若尔当标准型（Jordan canonical form），U
 为非奇异矩阵。应用式（1.9）可以得到

[image: alt]


根据这个引理，如果A
 ＞0
 ，则trA
 ＞0；如果A
 ≥0
 ，则trA
 ≥0。

下面介绍一些关于迹的有用不等式。


引理1.6
 　令A
 为n×n阶矩阵，则

[image: alt]


上面不等式的证明作为练习（见练习1.2）留给读者自己完成。


引理1.7
 　如果A和B
 分别是n×m和m×l阶矩阵，则

tr（AB
 ）（AB
 ）T
 ≤（trAA
 T
 ）（trBB
 T
 ）

相应的对于任意适当维数的矩阵A
 1
 ，…，A
 p
 ，

[image: alt]


证明如下。

如果A
 ＝［aij
 ］、B
 ＝［bij
 ］，根据施瓦兹不等式，则

[image: alt]


这就完成了该引理的证明。

必须注意，对于A
 ≥B
 ＞0
 ，不一定就有trA
 A
 T
 ≥trBB
 T
 ，一个例子为

[image: alt]


很显然，A
 －B
 ≥0
 和B
 ＞0
 ，但是

trA
 A
 T
 ＝[image: alt]
 ＜7＝trBB
 T


（见练习1.3）。

对于对称矩阵，可以用下面的方法得到需要的结论。


引理1.8
 　令A
 和B
 都是非负定对称矩阵，且A
 ≥B
 ，则trA
 A
 T
 ≥trBB
 T
 ，或trA
 2
 ≥trB
 2
 。

将该引理的证明留作练习（见练习1.4）。


引理1.9
 　令B
 是n×n阶非负定对称矩阵，则

[image: alt]


若A
 是另一个n×n阶非负定对称矩阵，且B
 ≤A
 ，则

[image: alt]


为了证明式（1.14），令B
 的特征值为λ1
 ，…，λn
 ，则B
 2
 的特征值为[image: alt]
 。因为λ1
 ，…，λn
 是非负的，根据引理1.5有

[image: alt]


又B
 ≤A
 ，则trB
 ≤trA
 ，可得式（1.15）。

还有下面在以后章节中非常有用的结论。


引理1.10
 　设F
 是一个特征值为λ1
 ，…，λn
 的n×n阶矩阵。若

λ∶＝max（｜λ1
 ｜，…，｜λn
 ｜）＜1

则存在满足0＜r＜1的实数r和常数C，使得

｜trF
 k
 （F
 k
 ）T
 ｜≤Crk
 ，　k＝1，2，…

证明如下。

令J
 是矩阵F
 的若尔当标准型，则存在非奇异矩阵U
 ，使F
 ＝UJU
 -1
 。根据式（1.13），得
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式中，p（k）是k的多项式。

取任意的r满足λ2
 ＜r＜1，并对所有的k，选择正常数C满足

[image: alt]


就可以得到所需结果。

1.2　概率论初步

投掷均匀硬币的试验，在每次投掷时，结果为正面朝上（H），或反面朝上（T）。将试验实际的结果称为试验的输出，所有可能的输出集合称为试验的样本空间（S）。例如，如果投掷一枚均匀的硬币两次，则两次投掷的结果可能为HH、TT、HT或TH，集合｛HH，TT，HT，TH｝是一个样本空间S。此外，该样本的任意子集称为一个事件；如果某个事件只有一个可能的结果，则称为基本事件。

因为没有预测输出结果的方法，需要针对每一个事件定义一个0和1之间的实数P，来描述某个确定事件发生的概率。这可以由一个实值函数来描述，称为定义在样本空间的随机变量。在上面的例子中，如果随机变量X＝X（s），s∈S，表示s次试验中正面朝上的次数（H发生），则P＝P（X（s））给出了s次试验中正面朝上的概率。令S为样本空间，X：S→R
 1
 为随机变量。对于任何一个可测集合A⊂R
 1
 （在本例中，A＝｛0｝、｛1｝、｛2｝，分别表示没有出现正面、出现一次正面、出现两次正面），定义一个P：｛事件｝→［0，1］，其中每个事件是一个集合｛s∈S：X（s）∈A⊂R
 1
 ｝∶＝｛X∈A｝，满足以下条件：

（1）对于任意可测集A⊂R
 1
 ，P
 （X∈A）≥0；

（2）P（X∈R
 1
 ）＝1；

（3）对R
 1
 中的任意两两互不相容的可测集A
 i


[image: alt]


则称P为随机变量X的概率分布（或者概率分布函数）。

如果存在一个非负可积函数
【2】

 f，使得

[image: alt]


对所有的可测集A成立，则称P为连续概率分布，f为随机变量X的概率密度函数。注意到我们已经定义f（x）dx＝dλ，其中λ是一个测度（比如阶梯函数），那么投掷硬币的离散型情形也包含在其中了。

如果相应的概率密度函数f定义为

[image: alt]


则称为高斯（或者正态）概率密度函数，P为随机变量X的正态分布，记为X～N（μ，σ2
 ），可以简单地证明正态分布P为一个概率分布。实际上，（1）因为f（x）＞0，对任意可测集A⊂R
 ，有[image: alt]
 ；（2）通过变换[image: alt]
 ，得

[image: alt]


（见练习题1.5）；（3）因为

[image: alt]


对任意两两互不相交的可测集Ai
 ⊂R
 1
 有

[image: alt]


令X为随机变量，则X的数学期望，即X值的均值，可以定义为

[image: alt]


对任意以f为概率密度函数的随机变量X，E（X）为实数。对于正态分布，再次做变换[image: alt]
 ，可得

[image: alt]


E（X）也称为概率密度函数f的一阶矩。二阶矩给出了X的方差，定义为

[image: alt]


这个值表示随机变量X偏离其数学期望E（X）的离散程度。对于正态分布，再作变换[image: alt]
 ，代入等式[image: alt]
 （见练习1.6），可得
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下面来看由随机变量组成的随机向量。记n维随机向量X
 ＝［X1
 　…　Xn
 ］T
 ，其中Xi
 （s）∈R
 1
 ，s∈S。

令P表示X
 的连续概率分布函数，则

[image: alt]


其中A1
 ，…，An
 为R
 1
 上的可测集，f为可积函数，则f称为随机向量X
 的联合概率密度函数，P为随机向量X
 的联合概率分布（函数）。对于每个i（i＝1，…，n），定义

[image: alt]


显然[image: alt]
 ，fi
 为随机向量X
 的联合概率密度函数f（x1
 ，…，xn
 ）的第i个边缘概率密度函数。同理，按照定义fi
 的方法，定义fij
 、fijk
 为分别去掉xi
 、xj
 与xi
 、xj
 、xk
 的概率密度函数。如果

[image: alt]


式中[image: alt]
 是一个n维常值向量，R
 为对称正定矩阵，则f（x
 ）是随机向量X
 的高斯（或正态）概率密度函数。可以证明：

[image: alt]


及

[image: alt]


事实上，因为R
 是一个对称正定矩阵，存在单位矩阵U
 满足R
 ＝U
 T
 JU
 ，其中J
 ＝diag［λ1
 ，…，λn
 ］，且λ1
 ，…，λn
 ＞0。令[image: alt]
 ，则
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方程（1.26）和方程（1.27）的证明可以应用前面标量情况下采用的代换来完成（见式（1.21）和练习1.7）。

下面介绍条件概率的概念。考虑这样一个试验，一个罐子中装有M1
 个白球和M2
 个黑球。当采用不放回抽取时，即第一个球取出后不再放入原来的罐子，求在第一次取到黑球（事件A1
 ）的条件下，第二次又取到黑球（事件A2
 ）的概率。

对于这个简单问题，我们这样解释：因为从罐中取到的第一个球是黑色的，则第二次取球前，罐中剩余M1
 个白球和M2
 －1个黑球，此时取得黑球的概率为

[image: alt]


又

[image: alt]


式中[image: alt]
 为第一次取球时取到黑球的概率，[image: alt]
 为第一次和第二次都取到黑球的概率。

根据上述例子，引出条件概率的定义：在X2
 ∈A2
 的条件下，X1
 ∈A1
 的条件概率为

[image: alt]


假定P为联合概率密度函数f所对应的连续概率分布函数，则式（1.28）变为

[image: alt]


式中f2
 定义为

[image: alt]


为f的第二个边缘概率密度函数。

令f（x1
 ｜x2
 ）表示P（X1
 ∈A1
 ｜X2
 ∈A2
 ）所对应的概率密度函数。f（x1
 ｜x2
 ）被称为条件概率分布函数P（X1
 ∈A1
 ｜X2
 ∈A2
 ）所对应的条件概率密度函数。显然，

[image: alt]


这称作贝叶斯公式（参见《概率论》A.N.Shiryayev（1984））。同理，贝叶斯公式也可以写为

[image: alt]


上述贝叶斯公式对于随机向量X
 1
 ，X
 2
 也成立。

如果X
 和Y
 分别是n维和m维随机向量，则X
 和Y
 的协方差是一个n×m矩阵

[image: alt]


当Y
 ＝X
 时，得到方差矩阵，有时也被称为X
 的协方差矩阵，Var（X
 ）＝Cov（X
 ，X
 ）。

可以证明期望、方差、协方差具有以下的性质：

[image: alt]


式中A
 、B
 是常值矩阵（见练习1.8）。

如果f（x
 ｜y
 ）＝f1
 （x
 ）、f（y
 ｜x
 ）＝f2
 （y
 ），则X
 和Y
 是独立的；如果Cov（X
 ，Y
 ）＝0，则称X
 和Y
 是不相关的。显然，如果X
 和Y
 是相互独立的，则X
 和Y
 是不相关的。事实上，如果X
 和Y
 是独立的，则f（x
 ，y
 ）＝f1
 （x
 ）f2
 （y
 ）。因此

[image: alt]


由式（1.32），Cov（X
 ，Y
 ）＝0
 。但除了在正态概率分布的情形下，不相关一般不能推出相互独立。令

[image: alt]


式中

[image: alt]



R
 11
 ，R
 22
 是对称的，R
 是正定的。可以证明，当且仅当R
 12
 ＝Cov（X
 1
 ，X
 2
 ）＝0
 时，X
 1
 ，X
 2
 是独立的（见练习1.9）。

如果X
 和Y
 是两个随机向量，与定义期望和方差一样，Y
 ＝y
 条件下X
 的条件数学期望定义为

[image: alt]


而Y
 ＝y
 条件下，X
 的条件方差定义为

[image: alt]


假设

[image: alt]


则由式（1.24）可得

[image: alt]


可以证明

[image: alt]


式中

[image: alt]


（见练习1.10）代入[image: alt]
 和[image: alt]
 ，可得

[image: alt]


1.3　最小二乘初步

设｛[image: alt]
 k
 ｝是一系列的随机向量，称为随机序列，其中E（[image: alt]
 k
 ）＝[image: alt]
 k
 ，Cov（[image: alt]
 k
 ，[image: alt]
 j
 ）＝R
 kj
 ，则Var（[image: alt]
 k
 ）＝R
 kk
 ∶＝R
 k
 。如果Cov（[image: alt]
 k
 ，[image: alt]
 j
 ）＝R
 kj
 ＝R
 k
 δkj
 （式中k＝j时δkj
 ＝1；k≠j时δkj
 ＝0），则这个随机序列称为白噪声序列。如果白噪声序列｛[image: alt]
 k
 ｝的每个[image: alt]
 k
 都是正态的，则｛[image: alt]
 k
 ｝称为高斯（或标准）白噪声序列。

一个观测数据被噪声污染的线性系统的观测方程为

[image: alt]
 k
 ＝C
 k
 x
 k
 ＋D
 k
 u
 k
 ＋[image: alt]
 k


式中｛x
 k
 ｝是状态序列，｛u
 k
 ｝是控制序列，｛[image: alt]
 k
 ｝是数据序列。假设对于每一个k，q×n阶常值矩阵C
 k
 ，q×p阶常值矩阵D
 k
 和p阶确定性控制向量u
 k
 已经给出。通常｛[image: alt]
 k
 ｝未知，但假设为零均值高斯白噪声，即对于k，j＝1，2，…，有E（[image: alt]
 k
 ）＝0
 ，且E（[image: alt]
 ）＝R
 k
 δkj
 ，R
 k
 是对称正定矩阵。

我们的目的是从信息｛[image: alt]
 k
 ｝中获得状态向量x
 k
 的最优估计[image: alt]
 。如果没有噪声，z
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 ＝0
 ，式中z
 k
 ∶＝[image: alt]
 k
 －D
 k
 u
 k
 ，该线性系统任何时候都有解，否则对于所有的y
 k
 ，必须最小化量测误差z
 k
 －C
 k
 y
 k
 。通常数据都会被噪声污染，我们要最小化下式：

F（y
 k
 ，W
 k
 ）＝E［（z
 k
 －C
 k
 y
 k
 ）T
 W
 k
 （z
 k
 －C
 k
 y
 k
 ）］

对于所有n维向量y
 k
 ，W
 k
 是正定对称的q×q阶矩阵，称为权值矩阵。也就是，希望找到[image: alt]
 ，使得

[image: alt]


另外，我们希望定义最优权值矩阵[image: alt]
 。为了找到[image: alt]
 ，假设（[image: alt]
 ）非奇异，重新整理为

[image: alt]


式中右边的第一项是非负定的。为了最小化F（y
 k
 ，Wk
 ），右边的第一项必须为零，则

[image: alt]


若（[image: alt]
 ）奇异，则[image: alt]
 不唯一。为了找到最优权值[image: alt]
 ，考虑

F（[image: alt]
 ，W
 k
 ）＝E［（z
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 ）T
 W
 k
 （z
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 ）］

很显然，对于正定的权值矩阵W
 k
 ，该式不存在最小值，因为最小值在W
 k
 ＝0
 时获得。所以，需要另外的量测来确定一个最优[image: alt]
 。注意原始问题是根据[image: alt]
 （W
 k
 ）估计状态向量xk
 ，很自然地考虑以误差（x
 k
 －[image: alt]
 （W
 k
 ））作为一个量测值。但是因为对x
 k
 知之甚少，只有噪声数据可以被测量，该量测可以通过误差的方差来确定。也就是说，要基于所有对称正定矩阵W
 k
 来最小化Var（x
 k
 －[image: alt]
 （W
 k
 ））。简化记号为[image: alt]
 ＝[image: alt]
 （W
 k
 ），有

[image: alt]


根据期望运算的线性特性，有

[image: alt]


这就是将要最小化的式子。为了将该式写为完整的二次形式，需要正定对称矩阵R
 k
 的正平方根：设R
 k
 的特征值λ1
 ，…，λn
 都为正，且R
 k
 ＝U
 T
 diag［λ1
 ，…，λn
 ］U
 ，式中U
 是酉矩阵（由λi
 （i＝1，…，n）的正规化特征向量组成）。定义[image: alt]
 ，可以得到[image: alt]
 。则有

Var（x
 k
 －[image: alt]
 ）＝Q
 T
 Q


式中[image: alt]
 。

根据引理1.1（矩阵施瓦兹不等式），在P
 为q×n矩阵且P
 T
 P
 非奇异的假设下，有


Q
 T
 Q
 ≥（P
 T
 Q
 ）T
 （P
 T
 P
 ）-1
 （P
 T
 Q
 ）

若[image: alt]
 是非奇异的，令[image: alt]
 ，则

[image: alt]


是非奇异的，且

[image: alt]


则对于所有对称正定权值矩阵W
 k
 ，有[image: alt]
 。因此，最优权值矩阵[image: alt]
 ，使用该最优权值的x
 k
 的最优估计为

[image: alt]


称[image: alt]
 是状态x
 k
 的最小二乘最优估计。

注意到[image: alt]
 是x
 k
 的线性估计，是数据[image: alt]
 k
 －D
 k
 u
 k
 的线性变换，给出了E[image: alt]
 ＝Ex
 k
 意义下x
 k
 的无偏估计（见练习1.12）。对于所有正定对称权值矩阵W
 k
 ，有

Var（x
 k
 －[image: alt]
 ）≤Var（x
 k
 －[image: alt]
 （W
 k
 ））

即给出了x
 k
 的最小方差估计。

练习

1.1　证明引理1.4。

1.2　证明引理1.6。

1.3　举例说明存在两矩阵A
 、B
 ，满足A
 ≥B
 ≥0
 ，但是不满足不等式AA
 T
 ≥BB
 T
 。

1.4　证明引理1.8。

1.5　证明[image: alt]


1.6　证明[image: alt]
 （提示：对积分[image: alt]
 ，以x为变量取微分，然后令x→1）

1.7　如果[image: alt]


证明：

（a）

[image: alt]


（b）

Var（X
 ）＝E（X
 －[image: alt]
 ）（X
 －[image: alt]
 ）T
 ＝R


1.8　证明式（1.32）关于期望、方差和协方差的性质。

1.9　证明服从正态分布的随机变量X
 1
 、X
 2
 ，当且仅当Cov（X
 1
 ，X
 2
 ）＝0时，X
 1
 、X
 2
 是独立的。

1.10　证明式（1.35）。

1.11　考虑对所有的n维向量y
 k
 最小化下面的量：F（y
 k
 ）＝E（z
 k
 －C
 k
 y
 k
 ）T
 W
 k
 （z
 k
 －C
 k
 y
 k
 ），式中，z
 k
 是一个q×1的向量，C
 k
 是q×n的矩阵，W
 k
 是q×q的权值矩阵，那么矩阵[image: alt]
 是非奇异的。通过令dF（y
 k
 ）/dy
 k
 ＝0
 ，证明最优解[image: alt]
 由下式给出：[image: alt]


（提示：标量函数F（y
 ）对n维向量y
 ＝［y1
 　…　yn
 ］T
 的微分定义为[image: alt]
 ）

1.12　证明式（1.38）给出的估计[image: alt]
 在[image: alt]
 的条件下是x
 k
 的无偏估计。

注释


【1】
 　下式译者作了微小修订，补充了“≥0”。


【2】
 　译者注：原文中为“可积函数”。


第2章　卡尔曼滤波：简单推导

这一章给出卡尔曼滤波算法的最基本介绍。应用所获取的数据，基于状态向量的最小二乘无偏最优估计和最优权值，通过假设某些矩阵是可逆的，推导出卡尔曼滤波“预测－校正”算法。滤波算法首先针对无确定性（控制）输入系统求解，再通过叠加确定性解，就可以得到常规卡尔曼滤波算法。

2.1　模型

考虑在状态空间描述的线性系统：

[image: alt]


式中A
 k
 、B
 k
 、Γk
 、C
 k
 、D
 k
 分别是n×n、n×m、n×p、q×n、q×m阶常值矩阵（已知），且有1≤m、p、q≤n，｛u
 k
 ｝是m维向量序列（称为确定性输入序列）（已知），｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝分别是已知均值、方差和协方差等统计信息的系统和观测噪声序列（未知）。因为同时有确定性输入｛u
 k
 ｝和噪声序列｛[image: alt]
 k
 ｝及｛[image: alt]
 k
 ｝，该系统被称为线性确定性／随机系统。该系统能够分解成一个线性确定性系统：

[image: alt]


与一个线性（完全）随机系统的和

[image: alt]


式中w
 k
 ＝s
 k
 ＋[image: alt]
 k
 ，y
 k
 ＝z
 k
 ＋x
 k
 。这样分解的好处是线性确定性系统的解z
 k
 能够由转换方程给出

[image: alt]


而通过求解式（2.1）描述的随机状态空间的x
 k
 的最优估计[image: alt]
 ，从而

[image: alt]
 ＝z
 k
 ＋[image: alt]


为原始线性系统的状态向量y
 k
 的最优估计。当然，估计必须依赖于噪声序列的统计信息。在本章中，只考虑零均值高斯白噪声过程。


假设2.1
 　令｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝是零均值高斯白噪声序列。那么对于所有k和l，Var（[image: alt]
 k
 ）＝Q
 k
 和Var（[image: alt]
 k
 ）＝R
 k
 是正定矩阵，且[image: alt]
 。另假设初始状态x
 0
 与[image: alt]
 k
 、[image: alt]
 k
 独立，即对于所有的k，有[image: alt]
 和[image: alt]
 成立。

2.2　最优准则

由1.3可知，在确定x
 k
 的最优估计[image: alt]
 时，最优性是通过选择最优权值矩阵给出的最小二乘意义下的最小方差估计取得的。但是需要联合所有数据[image: alt]
 j
 （j＝0，1，…，k）的信息来确定x
 k
 的估计[image: alt]
 （而不是1.3节讨论的仅仅利用[image: alt]
 k
 ）。为了实现该思路，引入向量

[image: alt]


并从数据向量[image: alt]
 中求得[image: alt]
 。为了完成该过程，假设到当前时刻的所有系统矩阵A
 j
 非奇异。那么状态空间描述的线性随机系统可以写为

[image: alt]


式中：

[image: alt]


转移矩阵Φlk
 定义为

[image: alt]


当l＜k时，[image: alt]
 ，且

[image: alt]


应用前面介绍的Φlk
 的逆变换特性，转移方程为

[image: alt]


该式可以轻易地从式（2.1）介绍的系统方程得到，有

[image: alt]


可得

[image: alt]


即式（2.2）。

应用1.3节讨论的最小二乘估计，权值为[image: alt]
 ，这样通过使用数据[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 j
 ，就可以得到x
 k
 的线性、无偏、最小方差最小二乘估计[image: alt]
 k｜j
 。


定义2.1
 　（1）对于j＝k，定义[image: alt]
 ＝[image: alt]
 k｜k
 ，并称该估计过程为数字滤波过程；（2）对于j＜k，定义[image: alt]
 k｜j
 为x
 k
 的最优预测，并称该过程为数字预测过程；（3）对于j＞k，定义[image: alt]
 k｜j
 为x
 k
 的平滑估计，并且称该过程为数字平滑过程。

本书只讨论数字滤波。由于[image: alt]
 ＝[image: alt]
 k｜k
 是根据所有数据[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 j
 确定的，因为数据存储量和计算量随着时间增加，该方法不适用于k值很大的实时问题。因此我们打算推导从“预测”[image: alt]
 k｜k－1
 得到[image: alt]
 ＝[image: alt]
 k｜k
 ，及从估计[image: alt]
 k－1
 ＝[image: alt]
 k－1｜k－1
 得到[image: alt]
 k｜k－1
 的递推公式。在其中的每一步，由于只使用最新的数据信息，故只需用很小的数据存储量。这就是通常提到的卡尔曼滤波算法。

2.3　预测－校正公式

为了实时计算[image: alt]
 ，本节将推导递推公式：

[image: alt]


式中G
 k
 为卡尔曼增益矩阵。

开始点是初始估计[image: alt]
 0
 ＝[image: alt]
 0｜0
 ，因为[image: alt]
 0
 是初始状态x
 0
 的无偏估计，可以使用常值向量[image: alt]
 0
 ＝E（x
 0
 ）。而在实际的卡尔曼滤波中，G
 k
 也必须递推计算。这两个递推过程合起来称为卡尔曼滤波过程。

选择权值矩阵：

[image: alt]


使用式（2.2）的[image: alt]
 j
 （见1.3节），使得[image: alt]
 k｜j
 是x
 k
 的具有最小方差的（最优）最小二乘估计。易证：

[image: alt]


（见练习2.1）。所以，W
 k，k－1
 和W
 k，k
 是正定的（见练习2.2）。

在本章中，假设矩阵（[image: alt]
 W
 k，j
 H
 k，j
 ），j＝k－1，k，非奇异。
【1】



由1.3节可知：

[image: alt]


我们第一个目标是建立[image: alt]
 k｜k－1
 与[image: alt]
 k｜k
 的联系。为了实现该目标，注意到：

[image: alt]


及

[image: alt]


应用式（2.5）和前面的两个方程，得

[image: alt]


通过简单的减法可得

[image: alt]


定义

[image: alt]


这样就得到

[image: alt]


因为[image: alt]
 k｜k－1
 是一步预测，（[image: alt]
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 k｜k－1
 ）是实际数据和预测之间的误差，式（2.6）实际上是以卡尔曼滤波增益G
 k
 作为权值矩阵的“预测－校正”公式。为了完成递推过程，还需要一个从[image: alt]
 k－1｜k－1
 到[image: alt]
 k｜k－1
 的公式

[image: alt]


为了证明该式，首先注意到

[image: alt]


使得

[image: alt]


（见练习2.3）。

根据引理1.2，有

[image: alt]


（见练习2.4）。

然后根据转换关系


H
 k，k－1
 ＝H
 k－1，k－1
 Φ
 k－1，k


有

[image: alt]


（见练习2.5）。则

[image: alt]


（见练习2.6）。结合式（2.5），当j＝k－1和k时得到式（2.7）。

下一个目标是得到卡尔曼增益矩阵G
 k
 的递推公式。首先有

[image: alt]


式中

[image: alt]


且令

[image: alt]


又因

[image: alt]


应用引理1.2，可得

[image: alt]


可以证明：

[image: alt]


（见练习2.7）。因此

[image: alt]


此外，还有

[image: alt]


（见练习2.8）。

应用式（2.13）和式（2.14）及初始矩阵P
 0，0
 ，可得P
 k－1，k－1
 ，P
 k，k－1
 ，G
 k
 和P
 k，k
 （k＝1，2，…）的递推计算方法。首先有

[image: alt]


（见练习2.9），还有

[image: alt]


特别地，当k＝0时，有


P
 0，0
 ＝E（x
 0
 －Ex
 0
 ）（x
 0
 －Ex
 0
 ）T
 ＝Var（x
 0
 ）

最后，联合上面得到的所有结果，得到式（2.1）所示的状态空间描述的线性随机系统的卡尔曼滤波过程：

[image: alt]


该算法可以通过图2.1的方式来实现。

[image: alt]


图2.1　卡尔曼滤波算法结构框图

2.4　卡尔曼滤波过程

现在考虑具有确定性控制输入｛u
 k
 ｝的常规线性确定性／随机系统。考虑状态空间模型

[image: alt]


式中｛u
 k
 ｝是m维向量序列（1≤m≤n）。

将确定性解叠加到式（2.17）上，则可得到该系统的卡尔曼滤波过程：

[image: alt]


（见练习2.13）。该算法可以通过图2.2的方式来实现。

[image: alt]


图2.2　有输入的卡尔曼滤波算法结构框图

练习

2.1　令

[image: alt]


式中｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝都是零均值高斯白噪声序列，且Var（[image: alt]
 k
 ）＝Q
 k
 和Var（[image: alt]
 k
 ）＝R
 k
 。定义[image: alt]
 。证明：

[image: alt]


和

[image: alt]


2.2　证明正定矩阵A
 和一个非负定矩阵B
 的和是正定的。

2.3　设[image: alt]
 和W
 k，j
 与练习2.1的定义一样。证明下列关系：[image: alt]
 ，式中，[image: alt]
 ，然后再证明：

[image: alt]


2.4　应用练习2.3和引理1.2，证明：

[image: alt]


2.5　应用练习2.4和H
 k，k－1
 ＝H
 k－1，k－1
 Φk－1，k
 ，证明：

[image: alt]


2.6　应用练习2.5，推导下列等式：

[image: alt]


2.7　应用引理1.2，证明：

[image: alt]


2.8　从[image: alt]
 开始，应用引理1.2、式（2.8）及定义[image: alt]
 ，证明：

[image: alt]


2.9　应用式（2.5）和式（2.2），证明：

E（x
 k
 －[image: alt]
 k｜k－1
 ）（x
 k
 －[image: alt]
 k｜k－1
 ）T
 ＝P
 k，k－1


和

E（x
 k
 －[image: alt]
 k｜k
 ）（x
 k
 －[image: alt]
 k｜k
 ）T
 ＝P
 k，k


2.10　考虑一维线性随机动态系统：

xk＋1
 ＝axk
 ＋ξk
 ，　x0
 ＝0

式中E（xk
 ）＝0，Var（xk
 ）＝σ2
 ，E（xk
 ξj
 ）＝0，E（ξk
 ）＝0，E（ξk
 ξj
 ）＝μ2
 δkj
 。证明对于所有整数j，有σ2
 ＝μ2
 /（1－a2
 ），E（xk
 xk＋j
 ）＝a｜j｜
 σ2
 。

2.11　考虑一维随机线性系统：

[image: alt]


式中E（ηk
 ）＝0，Var（ηk
 ）＝σ2
 ，E（x0
 ）＝0，Var（x0
 ）＝μ2
 。证明：

[image: alt]


且当k→∞时，[image: alt]
 k｜k
 →c（c为一常值）。

2.12　令｛[image: alt]
 k
 ｝是对一个方差Q
 未知的零均值随机向量y
 的观测序列。y
 的方差可以通过下式估计：[image: alt]
 。试为该估计过程推导一个预测－校正递推公式。

2.13　考虑线性确定性／随机系统：

[image: alt]


式中｛u
 k
 ｝是给定的m维（1≤m≤n）确定性控制输入，满足假设2.1且矩阵Var[image: alt]
 非奇异（[image: alt]
 的详细定义见式（2.2））。推导该模型的卡尔曼滤波方程。

2.14　在数字信号处理中，一个被广泛使用的数学模型是自回归滑动平均（autoregressive moving-average, ARMA）过程：

[image: alt]


式中n×n阶矩阵B
 1
 ，…，B
 N
 和n×q阶矩阵A
 0
 ，A
 1
 ，…，A
 M
 关于时间变量k是独立的，且｛u
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝分别是输入和输出数字信号序列（见图2.3）。假设M≤N，证明输入－输出关系可以用下列状态空间模型来描述：

[image: alt]


图2.3　ARMA模型的输入输出序列

[image: alt]


其中x
 0
 ＝0
 ，

[image: alt]



C
 ＝［I
 　0
 　…　0
 ］　和　D
 ＝［A
 0
 ］

注释


【1】
 　译者注：以后将除去这一假定。


第3章　正交投影和卡尔曼滤波

第2章讨论了最优卡尔曼滤波的基本推导过程，其优点是状态向量x
 k
 的最优估计[image: alt]
 ＝[image: alt]
 k｜k
 可以很容易理解为x
 k
 的最小二乘估计。它具有如下的特性：（1）从数据[image: alt]
 得到[image: alt]
 的变换是线性的；（2）在E[image: alt]
 ＝Ex
 k
 意义下，[image: alt]
 是无偏的；（3）以[image: alt]
 为最优权值，得到了最小方差估计。其缺点是，必须对一些矩阵作非奇异的假设。在本章中，我们将放弃非奇异假设（见式（2.4）），给出卡尔曼滤波算法的严格推导。

3.1　最优估计的正交性

考虑满足假设2.1的由式（2.1）描述的线性随机系统，即状态空间模型：

[image: alt]


式中A
 k
 、Γk
 和C
 k
 分别为已知的n×n、n×p和q×n（1≤p、q≤n）常值矩阵，且对于所有k、l＝0，1，…，有

[image: alt]


式中Q
 k
 和R
 k
 为正定对称矩阵。

设x
 是n维随机向量，w
 是q维随机向量。定义“内积”〈x
 ，w
 〉是n×q阶矩阵：

〈x
 ，w
 〉＝Cov（x
 ，w
 ）＝E［（x
 －E（x
 ））（w
 －E（w
 ））T
 ］

设‖w
 ‖q
 是〈w
 ，w
 〉的正平方根，即‖w
 ‖q
 是一个非负定q×q阶矩阵，且

[image: alt]


同理，设‖x
 ‖n
 是〈x
 ，x
 〉的正平方根，w
 0
 ，…，w
 r
 是q维随机向量，并考虑线性生成空间：

[image: alt]


需要研究的第一个最小化问题是在Y（w
 0
 ，…，w
 r
 ）中确定一个[image: alt]
 ，使得[image: alt]
 ，其中：

[image: alt]


下面给出[image: alt]
 的特征。


引理3.1
 　[image: alt]
 ∈Y（w
 0
 ，…，w
 r
 ）满足[image: alt]
 当且仅当

〈x
 k
 －[image: alt]
 ，w
 j
 〉＝O
 n×q


对于所有j＝0，1，…，r成立。[image: alt]
 在下式的意义下是唯一的：只有当[image: alt]
 时，

[image: alt]


证明如下。

首先假设[image: alt]
 ，但是对于满足0≤j0
 ≤r的j0
 ，有〈x
 k
 －[image: alt]
 ，[image: alt]
 〉＝C
 ≠O
 n×q
 。

因为w
 j0
 ≠0，故[image: alt]
 是一个正定对称矩阵，其逆[image: alt]
 也是对称正定的。因此，[image: alt]
 ，且为一个非负定对称矩阵。可以证明：

[image: alt]


（见练习3.1）。

向量[image: alt]
 在Y（w
 0
 ，…，w
 r
 ）中，并且根据式（3.3）有

[image: alt]


这与式（3.2）中Fk
 的定义相矛盾。

相反地，对于所有的j＝0，1，…，r，设〈x
 k
 －[image: alt]
 ，w
 j
 〉＝O
 n×q
 。

令y
 是Y（w
 0
 ，…，w
 r
 ）中一个任意的n维向量，写为[image: alt]
 ，其中P
 0j
 （j＝0，1，…，r）是n×q阶常值矩阵，则

[image: alt]


所以[image: alt]
 。更进一步，等号可以达到当且仅当[image: alt]
 或y0
 ＝0时，因而y
 ＝[image: alt]
 （见练习3.1）。

这就完成了引理的证明。

3.2　新息序列

为了应用数据信息，需要一个“正交化”过程。


定义3.1
 　给定一个q维随机向量数据序列｛[image: alt]
 j
 ｝，j＝0，1，…，k。｛[image: alt]
 j
 ｝的新息序列｛z
 j
 ｝j＝0，1，…，k（即，通过改变原始数据序列｛[image: alt]
 j
 ｝得到的序列）定义为

[image: alt]


式中[image: alt]
 －1
 ＝0
 ，且

[image: alt]


其中q×n阶矩阵C
 j
 是式（3.1）的观测矩阵。选择n×q阶矩阵[image: alt]
 j－1，i
 ，使得[image: alt]
 j－1
 是最小化问题（3.2）中用Y（[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 j－1
 ）代替Y（w
 0
 ，…，w
 r
 ）时的解。

首先给出新息序列的相关特性。


引理3.2
 　｛[image: alt]
 j
 ｝的新息序列｛z
 j
 ｝满足以下特性：

[image: alt]


式中，R
 l
 ＝Var（[image: alt]
 l
 ）＞0
 。

为了方便，设

[image: alt]


为证明该引理，首先注意到：

[image: alt]


式中｛[image: alt]
 j
 ｝
【1】

 是观测噪声序列，且对所有的l≥j，有

[image: alt]


显然，式（3.6）可由式（3.4）、式（3.5）和观测方程（3.1）得到。式（3.7）的证明留给读者作为练习（见练习3.2）。

当j＝l时，顺次应用式（3.6）、式（3.7）和式（3.5），可得

[image: alt]


对于j≠l，因为〈[image: alt]
 l
 ，[image: alt]
 j
 〉T
 ＝〈[image: alt]
 j
 ，[image: alt]
 l
 〉，不失一般性可以假设j＞l。根据式（3.6）、式（3.7）和引理3.1，有

[image: alt]


这就完成了引理的证明。

因为R
 j
 ＞0
 ，引理3.2说明｛z
 j
 ｝是非零正交向量序列，可通过下式归一化：

[image: alt]


这样，对于所有的i和j，在满足〈e
 i
 ，e
 j
 〉＝δij
 I
 q
 的意义下，｛e
 j
 ｝是正交序列。更进一步，很明显有

[image: alt]


（见练习3.3）。

3.3　最小方差估计

下面基于相对于“正交”序列｛e
 j
 ｝的“傅里叶级数展开”，来介绍状态向量x
 k
 的最小方差估计[image: alt]
 ：

[image: alt]


因为

[image: alt]


有

[image: alt]


根据练习3.3，有

[image: alt]


从而根据引理3.1，有

[image: alt]


即，[image: alt]
 是x
 k
 的最小方差估计。

3.4　卡尔曼滤波方程

本节主要推导卡尔曼滤波方程。从假设2.1，可得

〈[image: alt]
 k－1
 ，e
 j
 〉＝O
 n×q
 ，　j＝0，1，…，k－1

（见练习3.4），因此
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引进定义

[image: alt]


式中，[image: alt]
 k－1
 ∶＝[image: alt]
 k－1｜k－1
 ，则

[image: alt]


若存在一个n×q阶常值矩阵[image: alt]
 k
 ，使得

〈x
 k
 ，e
 k
 〉e
 k
 ＝[image: alt]
 k
 （[image: alt]
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 k｜k－1
 ）

即可得到卡尔曼滤波的“预测－校正”公式。为了完成这个任务，考虑随机向量（[image: alt]
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 k｜k－1
 ），并得到下面的引理。


引理3.3
 　对于j＝0，1，…，k，

〈[image: alt]
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 k｜k－1
 ，e
 j
 〉＝‖z
 k
 ‖q
 δkj


证明如下。

首先有

[image: alt]


（见练习3.4）。

根据式（3.14）、式（3.11）和式（3.15），可得
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根据式（3.14）、式（3.11）和式（3.7），对于j＝0，1，…，k－1，有

[image: alt]


这就完成了引理的证明。

根据练习3.3和定义[image: alt]
 k－1
 ＝[image: alt]
 k－1｜k－1
 ，q维随机向量（[image: alt]
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 k｜k－1
 ）可以表示为[image: alt]
 ，式中M
 i
 为q×q阶常值矩阵。

现在对于j＝0，1，…，k，根据引理3.3，有

[image: alt]


从而可得M
 0
 ＝M
 1
 ＝…＝M
 k－1
 ＝0
 ，且M
 k
 ＝‖z
 k
 ‖q
 。因此，

[image: alt]
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 k｜k－1
 ＝M
 k
 e
 k
 ＝‖z
 k
 ‖q
 e
 k


定义

[image: alt]


可得

〈x
 k
 ，e
 k
 〉e
 k
 ＝[image: alt]
 k
 （[image: alt]
 k
 －C
 k
 [image: alt]
 k｜k－1
 ）

结合式（3.14），给出“预测－校正”方程：

[image: alt]


我们再次强调通过选择合适的初始估计值，[image: alt]
 k｜k
 是x
 k
 的无偏估计。事实上，


x
 k
 －[image: alt]
 k｜k
 ＝A
 k－1
 x
 k－1
 ＋Γk－1
 [image: alt]
 k－1
 －A
 k－1
 [image: alt]
 k－1｜k－1
 －[image: alt]
 k
 （[image: alt]
 k
 －C
 k
 A
 k－1
 [image: alt]
 k－1｜k－1
 ）

将[image: alt]
 k
 ＝C
 k
 x
 k
 ＋[image: alt]
 k
 ＝C
 k
 A
 k－1
 x
 k－1
 ＋C
 k
 Γk－1
 [image: alt]
 k－1
 ＋[image: alt]
 k
 代入上式，有

[image: alt]


因为噪声序列是零均值的，则

E（x
 k
 －[image: alt]
 k｜k
 ）＝（I
 －[image: alt]
 k
 C
 k
 ）A
 k－1
 E（x
 k－1
 －[image: alt]
 k－1｜k－1
 ）

所以

E（x
 k
 －[image: alt]
 k｜k
 ）＝（I
 －[image: alt]
 k
 C
 k
 ）A
 k－1
 …（I
 －[image: alt]
 1
 C
 1
 ）A
 0
 E（x
 0
 －[image: alt]
 0｜0
 ）

如果我们假设

[image: alt]


则对于所有的k，E（x
 k
 －[image: alt]
 k｜k
 ）＝0
 也就是E（[image: alt]
 k｜k
 ）＝E（x
 k
 ），即[image: alt]
 k｜k
 是x
 k
 的无偏估计。

现在剩下的工作是推导[image: alt]
 k
 的递推公式。根据式（3.12）和式（3.17），可推导出

[image: alt]


其中使用了引理3.1的结论，〈x
 k－1
 －[image: alt]
 k－1｜k－1
 ，[image: alt]
 k－1｜k－1
 〉＝O
 n×n
 ，且由于对于j＝0，…，k，有

[image: alt]


（见练习3.5）。定义

[image: alt]


和

[image: alt]


由练习3.5，有

[image: alt]


即

[image: alt]


另一方面，根据式（3.19），可得

[image: alt]


为了从该式中得出[image: alt]
 k
 ，把它改写成

[image: alt]


可得

[image: alt]


式中，Rk
 是正定的，且[image: alt]
 是非负定的，所以他们的和是正定的（见练习2.2）。

我们希望用P
 k，k－1
 表示P
 k，k
 ，以便结合式（3.21），得到递推形式。这可以通过下面的方式得到：

[image: alt]


其中使用了根据练习3.5得出的结论〈x
 k
 －[image: alt]
 k｜k－1
 ，ηk
 〉＝O
 n×q
 。该关系式可以应用式（3.22）做进一步简化。因为

[image: alt]


有

[image: alt]


综合式（3.13）、式（3.16）、式（3.18）、式（3.21）、式（3.22）和式（3.23），及

[image: alt]


我们就得到了与第2章的推导相一致的卡尔曼滤波方程。即[image: alt]
 k｜k
 ＝[image: alt]
 k｜k
 、[image: alt]
 k｜k－1
 ＝[image: alt]
 k｜k－1
 和[image: alt]
 k
 ＝Gk
 ，归纳如下：
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当然，针对常规线性确定性／随机系统：

[image: alt]


在没有假定矩阵A
 k
 、Var（[image: alt]
 ）等可逆的条件下，依然可以得到2.4节推导的卡尔曼滤波方程式（2.18）（见练习3.6）。

3.5　实时跟踪

为了介绍式（3.25）描述的卡尔曼滤波算法的应用，考虑一个实时跟踪的例子。设x
 （t），0≤t≤∞，表示一个飞行器在三维空间的轨迹，其中t表示时间变量（见图3.1）。以采样周期h＞0采样，并量化得到该向量值函数的离散化形式：

[image: alt]


[image: alt]


图3.1　飞行器三维空间轨迹

从实用的角度，假设x
 （t）有连续的一阶和二阶导数，分别表示为[image: alt]
 和[image: alt]
 ，则对于小的h值，位置和速度向量x
 k
 和[image: alt]
 （kh）满足下面的方程：
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式中[image: alt]
 且k＝0，1，…。

而在很多应用中，每个时刻的飞行器位置（向量）是可以观测的，观测值为[image: alt]
 k
 ＝Cx
 k
 ，C
 ＝［1　0　0］。为了简化讨论，只考虑下面的跟踪模型（见练习3.8）：
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这里，[image: alt]
 ，｛[image: alt]
 k
 ｝和｛ηk
 ｝为满足下式的零均值高斯白噪声序列：
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式中Q
 k
 是非负定对称矩阵，且对所有的k，有rk
 ＞0。进一步假设初始条件E（x
 0
 ）和Var（x
 0
 ）为已知。对于这个跟踪模型，卡尔曼滤波算法可以表示为：设P
 k
 ∶＝P
 k，k
 ，且P
 ［i，j］表示P
 的第（i，j）个元素，则有
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且P
 0，0
 ＝Var（x
 0
 ）

[image: alt]


卡尔曼滤波算法由下式给出：

[image: alt]


式中，[image: alt]
 0｜0
 ＝E（x
 0
 ）。

练习

3.1　令A
 ≠0是非负定对称常值矩阵。证明trA
 ＞0。（提示：将A
 分解为A
 ＝BB
 T
 ，其中B
 ≠0）。

3.2　令

[image: alt]


式中[image: alt]
 j－1，i
 是常值矩阵。应用假设2.1证明：对于所有l≥j，有

〈[image: alt]
 l
 ，[image: alt]
 j
 〉＝O
 q×q


3.3　对随机向量w
 0
 ，…，w
 r
 ，定义：[image: alt]


令

[image: alt]


和式（3.4）所定义的一样，且e
 j
 ＝‖z
 j
 ‖-1
 z
 j
 。证明：Y（e
 0
 ，…，e
 k
 ）＝Y（[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 k
 ）。

3.4　令

[image: alt]


证明：〈[image: alt]
 j
 ，z
 k
 〉＝O
 n×q
 ，j＝0，1，…，k－1。

3.5　令e
 j
 的定义与练习3.3一致，另外与式（3.10）同样定义：

[image: alt]


对于所有的j＝0，1，…，k，证明：

〈x
 k
 ，[image: alt]
 k
 〉＝O
 n×n
 　〈[image: alt]
 k｜k
 ，[image: alt]
 j
 〉＝O
 n×n


〈x
 k
 ，[image: alt]
 j
 〉＝O
 n×q
 　〈[image: alt]
 k－1｜k－1
 ，[image: alt]
 k
 〉＝O
 n×q


3.6　对于线性确定／随机系统：

[image: alt]


式中，｛u
 k
 ｝为给定的m维确定性控制输入向量序列，1≤m≤n，如果满足假设2.1，推导该模型的卡尔曼滤波算法。

3.7　对于一个简化的雷达跟踪模型，天线发射大幅值窄带脉冲信号。该脉冲信号以光速c传播，由被跟踪飞行器反射。雷达天线接收反射信号，存在一个时间差Δt。从雷达到目标的距离可以由d＝cΔt/2给出。脉冲信号以周期h发射。假设目标以速度w运动，且速度受到的随机干扰为ξ～N（0，q），则距离满足差分方程：dk＋1
 ＝dk
 ＋h（wk
 ＋ξk
 ）。

假设应用公式d＝cΔt/2获得的测量距离包含固有误差Δd且被噪声η污染，其中η～N（0，r），则：vk
 ＝dk
 ＋Δdk
 ＋ηk
 。

假设雷达与目标的初始距离是d0
 ，且与ξk
 和ηk
 独立，并且｛ξk
 ｝和｛ηk
 ｝也相互独立（见图3.2）。推导该雷达跟踪系统距离估计的卡尔曼滤波算法。

[image: alt]


图3.2　雷达跟踪示例

3.8　一个雷达跟踪线性随机系统描述如下，其中雷达被安置在原点（见图3.3）。设Σ、ΔA
 和ΔE
 分别为目标的距离、方位角误差和仰角误差。考虑Σ
 、ΔA
 和ΔE
 是时间的函数，并且一阶和二阶导数分别表示为[image: alt]
 和[image: alt]
 。h＞0

[image: alt]


图3.3　目标位置示意图

为采样时间单位，并记[image: alt]
 等。二阶泰勒多项式展开后，雷达跟踪模型可用如下的线性随机状态空间描述：
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式中

[image: alt]


其中｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝是相互独立的零均值高斯白噪声序列，且Var（[image: alt]
 k
 ）＝Q
 k
 和Var（[image: alt]
 k
 ）＝R
 k
 。记

[image: alt]


其中对于i＝1，2，3，[image: alt]
 是3×3阶子矩阵，[image: alt]
 是3×3阶非负定对称子矩阵，[image: alt]
 是3×3阶正定对称子矩阵。证明该系统可以分解为三个具有相似状态空间描述的子系统。

注释


【1】
 　原文为｛ηk
 ｝，疑有误。


第4章　系统噪声和量测噪声相关的卡尔曼滤波

在第2、3章中，我们研究了模型中的系统噪声和量测噪声过程不相关的卡尔曼滤波；即，对于k、l＝0，1，…，始终假设：

[image: alt]


但在许多实际应用中，这个假设不成立。例如飞行器惯性导航系统中，飞行器的振动成为动态系统及机载雷达测量的共同噪声源，系统和量测噪声序列｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝在统计学意义上是相关的，有

[image: alt]


式中，每个S
 k
 都是已知的非负定矩阵。

本章主要研究上述模型的卡尔曼滤波。

4.1　仿射模型

考虑线性随机状态空间模型

[image: alt]


式中，A
 k
 、C
 k
 和Γk
 都是已知的常值矩阵，初始状态为x
 0
 。

首先研究1.3节讨论的最小二乘估计。考虑到最小二乘估计是数据向量的线性函数；即，如果[image: alt]
 是状态向量x
 基于数据[image: alt]
 的最小二乘估计，则存在矩阵H
 ，满足[image: alt]
 ＝H
 [image: alt]
 。为了研究卡尔曼滤波在系统噪声与测量噪声过程相关系统中的应用，必须把它扩展成为一个更一般的模型来确定估计量[image: alt]
 。为此，考虑下面的仿射模型：

[image: alt]


式中h
 为n维常向量，H
 是n×q阶常值矩阵。式（4.1）引入了一个额外的参数向量h
 。当然，状态x
 的最优估计[image: alt]
 必须满足：[image: alt]
 是x
 的一个无偏估计，即

[image: alt]


且此估计具有最小（误差）方差。

由式（4.1）可得


h
 ＝E（h
 ）＝E（[image: alt]
 －H
 [image: alt]
 ）＝E（[image: alt]
 －H
 （E（[image: alt]
 ））

为了满足式（4.2），必须有
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这等同于

[image: alt]


另一方面，为满足最小方差要求，考虑下面的关系：
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由式（4.4）和[image: alt]
 正定，可得
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其中，应用了〈x
 ，[image: alt]
 〉T
 ＝〈[image: alt]
 ，x
 〉和Var〈[image: alt]
 〉是非奇异的事实。

最小方差估计表示存在H
 *
 使得F（H
 ）≥F（H
 *
 ），或者说对于所有常值矩阵H
 ，F（H
 ）－F（H
 *
 ）都是非负定的。这可以通过下式简单的设定得到

[image: alt]


这是因为

[image: alt]


式中所有常值矩阵H
 都是非负定的。F（H
 ）－F（H
 *
 ）＝0
 当且仅当H
 ＝H
 *
 ；在这一意义下，H
 *
 是唯一的。故[image: alt]
 可以唯一地表示为

[image: alt]
 ＝h
 ＋H
 *
 [image: alt]


其中H
 *
 由式（4.5）给出。令[image: alt]
 ＝L（x
 ，[image: alt]
 ）表示由数据[image: alt]
 得到的x
 的最优估计。由式（4.4）和式（4.5），可得“最优估计算子”满足：

[image: alt]


4.2　最优估计算子

首先，注意到对于任意固定数据向量[image: alt]
 ，以及所有常数矩阵A
 、B
 和状态向量x
 、y
 ，L（·，[image: alt]
 ）是一个线性算子，即

[image: alt]


（见练习4.1）。

此外，如果状态向量是一个常数向量a
 ，则

[image: alt]


（见练习4.2）。

这就意味着如果x
 是一个常值向量，则E（x
 ）＝x
 ，即[image: alt]
 ＝x
 ，或者说估计是准确的。

我们需要了解L（x
 ，[image: alt]
 ）更多的一些属性，为此我们首先建立下面的引理。


引理4.1
 　假定[image: alt]
 是一个给定的数据向量，且有y
 ＝h
 ＋H
 [image: alt]
 ，其中h
 由条件E（y
 ）＝E（x
 ）决定，使得y
 由常数矩阵H
 唯一确定。如果x
 *
 是其中这样的一个y
 ，使得：
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则有x
 *
 ＝[image: alt]
 ，式中[image: alt]
 ＝L（x
 ，[image: alt]
 ）由式（4.6）给出。

此引理表明从相同数据[image: alt]
 得到的x
 的最小方差估计[image: alt]
 和最小迹方差估计x
 *
 对所有仿射模型是一致的。

下面证明此引理。根据式（4.3），有
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取

[image: alt]


可得
【1】



[image: alt]


这与式（4.6）得到的[image: alt]
 相同（见练习4.3）。至此完成了引理的证明。

4.3　额外数据对最优估计的影响

由引理3.1可知，对于[image: alt]
 ∈Y
 ＝Y
 （w
 0
 ，…，w
 r
 ），当且仅当

〈x
 －[image: alt]
 ，w
 j
 〉＝O
 n×q
 ，　j＝0，1，…，r

有

[image: alt]


令Y
 ＝Y
 （[image: alt]
 －E（[image: alt]
 ）），[image: alt]
 ＝L（x
 ，[image: alt]
 ）＝E（x
 ）＋H
 *
 （[image: alt]
 －E（[image: alt]
 ）），其中[image: alt]
 。记

[image: alt]


可得

[image: alt]


但是选择H
 *
 使得对于任意H
 都有F（H
 *
 ）≤F（H
 ），即对于所有的H
 ，都有trF（H
 *
 ）≤trF（H
 ），因此，对于所有的[image: alt]
 ，有：
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由引理3.1，可知
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由于E（[image: alt]
 ）是一个常值，[image: alt]
 ，所以
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即
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考虑两个随机数据向量[image: alt]
 1
 和[image: alt]
 2
 ，且令

[image: alt]


则由式（4.10）和定义的最优估计算子L，可得
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同理

[image: alt]


下面的引理对进一步研究是必不可少的。


引理4.2
 　令x
 为一个状态向量，[image: alt]
 1
 、[image: alt]
 2
 是非零有限方差观测数据向量。令

[image: alt]


则在下式的意义下， x
 基于数据[image: alt]
 的最小方差估计[image: alt]
 可以近似为x
 基于数据[image: alt]
 1
 的最小方差估计L（x
 ，[image: alt]
 1
 ）：
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误差为

[image: alt]


首先来证明式（4.15）。由于L（x
 ，[image: alt]
 1
 ）是x
 的一个无偏估计（见式（4.6）），

E（x
 #
 ）＝E（x
 －L（x
 ，[image: alt]
 1
 ））＝0


同理可得，E（[image: alt]
 2#
 ）＝0
 。因此，根据式（4.6），可得

[image: alt]


即得到式（4.15）。接下来要证明式（4.14），即证明


x
 0
 ∶＝L（x
 ，[image: alt]
 1
 ）＋L（x
 #
 ，[image: alt]
 2#
 ）

这是根据数据[image: alt]
 得到的x
 的一个仿射无偏最小方差估计。从而，根据[image: alt]
 的唯一性，就获得x
 0
 ＝[image: alt]
 ＝L（x
 ，[image: alt]
 ）。首先注意到

[image: alt]


式中，H
 ＝［H
 1
 －H
 2
 H
 3
 　H
 2
 ］。因此x
 0
 为[image: alt]
 的一个仿射变换。

其次，由于E（L（x
 ，[image: alt]
 1
 ））＝E（x
 ），且E（L（x
 #
 ，[image: alt]
 2#
 ））＝E（x
 #
 ）＝0
 ，可得

E（x
 0
 ）＝E（L（x
 ，[image: alt]
 1
 ））＋E（L（x
 #
 ，[image: alt]
 2#
 ））＝E（x
 ）

因此，x
 0
 为x
 的一个无偏估计。

最后，为了证明x
 0
 为x
 的一个最小方差估计，运用引理4.1和引理3.1，可以确定它们满足正交性：

〈x
 －x
 0
 ，[image: alt]
 〉＝O
 n×q


上式的证明如下。由式（4.15）、式（4.11）、式（4.12）和式（4.13），可得
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但是由于[image: alt]
 2
 ＝[image: alt]
 2#
 ＋L（[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 1
 ），因而有

〈[image: alt]
 2#
 ，[image: alt]
 2
 〉＝〈[image: alt]
 2#
 ，[image: alt]
 2#
 〉＋〈[image: alt]
 2#
 ，L（[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 1
 ）〉

由上式，通过应用式（4.6）、式（4.13），及〈[image: alt]
 2#
 ，E（[image: alt]
 1
 ）〉＝〈[image: alt]
 2#
 ，E（[image: alt]
 2
 ）〉＝0
 ，可得
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因此

〈[image: alt]
 2#
 ，[image: alt]
 2
 ＝[image: alt]
 2#
 ，[image: alt]
 2#
 〉

同理可得

〈x
 #
 ，[image: alt]
 2
 〉＝〈x
 #
 ，[image: alt]
 2#
 〉

最终得到正交性：
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证明完毕。

4.4　卡尔曼滤波方程推导

现在开始研究系统和量测噪声相关系统的卡尔曼滤波。依然考虑下面的线性随机系统：

[image: alt]


式中A
 k
 、C
 k
 和Γk
 是已知的常值矩阵，初始状态为x
 0
 。这里采用假设2.1，其中的不同之处是两个噪声序列｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝可能是相关的，即：假设｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝是零均值高斯白噪声序列，满足：
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式中，Q
 k
 、R
 k
 分别是已知的非负定矩阵和正定矩阵；S
 k
 是已知的但不一定是零的非负定矩阵。

问题是应用初始信息E（x
 0
 ）和Var（x
 0
 ）并基于数据向量[image: alt]
 0
 ，[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 k
 ，来确定状态向量x
 k
 的最优估计[image: alt]
 k
 ＝[image: alt]
 k｜k
 。可以得到以下结论。


定理4.1
 　从数据[image: alt]
 0
 ，[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 k
 中确定的x
 k
 的最优估计[image: alt]
 k
 ＝[image: alt]
 k｜k
 ，可以通过如下的递推方法进行计算。

定义：


P
 0，0
 ＝Var（x
 0
 ）

对于k＝1，2，…，计算

[image: alt]


其中

[image: alt]


则卡尔曼增益矩阵为

[image: alt]


且

[image: alt]


初始状态为

[image: alt]
 0｜0
 ＝E（x
 0
 ）

对于k＝1，2，…，预测估计为

[image: alt]


以及校正估计为

[image: alt]


滤波算法结构框图见图4.1。
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图4.1　系统噪声和量测噪声相关的卡尔曼滤波算法结构框图

这就是系统噪声和量测噪声相关系统的卡尔曼滤波方程。如果系统噪声和量测噪声不相关，即S
 k－1
 ＝O
 p×q
 ，则对于所有k＝1，2，…，都有K
 k－1
 ＝O
 n×q
 ，从而上面的卡尔曼滤波方程可以简化为第2、3章中讨论的情况。

我们首先推导预测—校正公式（e）和（f）。在这个过程中，将定义矩阵P
 k，k－1
 、P
 k，k
 和G
 k
 ，并确定它们的计算程序（a）、（b）、（c）和（d）。令
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则[image: alt]
 k
 、[image: alt]
 k－1
 和[image: alt]
 k
 可以分别看作是引理4.2中的数据向量[image: alt]
 、[image: alt]
 1
 和[image: alt]
 2
 。同时，令

[image: alt]
 k｜k－1
 ＝L（x
 k
 ，[image: alt]
 k－1
 ）

[image: alt]
 k｜k
 ＝L（x
 k
 ，[image: alt]
 k
 ）

以及

[image: alt]


则有下列性质成立：
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（见练习4.4）。

为了推导预测公式，我们的思路是在下面的估计中增加“零值项”K
 k－1
 （[image: alt]
 k－1
 －C
 k－1
 x
 k－1
 －[image: alt]
 k－1
 ）：

[image: alt]
 k｜k－1
 ＝L（A
 k－1
 x
 k－1
 ＋Γk－1
 [image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 k－1
 ）

选择一个合适的矩阵K
 k－1
 ，可以将估计中噪声相关性的影响在K
 k－1
 中考虑。更确切地说，由于L（·，[image: alt]
 k－1
 ）是线性的，有：

[image: alt]


我们将通过选择合适的K
 k－1
 使噪声项I
 3
 成为零。由式（4.6）和式（4.17），可得
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因此，通过选择

[image: alt]


可以满足式（b），得到I3
 ＝0
 。

其次，I
 1
 和I
 2
 由下式决定：
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由引理4.2以及[image: alt]
 ，可得

[image: alt]


因此，可以得到
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上式即是预测公式（e）。

为推导校正公式，再次应用引理4.2，得
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式中
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由式（4.6）和式（4.17），可得
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再次应用式（4.17），由式（4.18）可知
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上式即是校正公式（f），其中
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且

[image: alt]


剩下的工作就是验证关于P
 k，k－1
 和P
 k，k
 的递推关系（a）和（d）。推导过程需要应用下面两个公式，其证明由读者完成：
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及

[image: alt]


（见练习4.5）。

现在顺次应用式（e）、（b）和式（4.21），可得
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这就是式（a）。

最后顺次应用式（f）、式（4.17）和式（4.20），可得

[image: alt]


上式是式（d）。

至此，定理全部证明完毕。

4.5　实时应用

飞机雷达制导系统为卡尔曼滤波的一个典型应用。该系统可以用第3章讨论的模型（3.26）来描述，只需做一个修改，即这里由机载跟踪雷达提供位置数据信息。因为系统和测量噪声过程来自相同的干扰源（如振动），它们是相关的。考虑以下的状态空间描述
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式中[image: alt]
 k
 ∶＝［ξk
 ［1］　ξk
 ［2］　ξk
 ［3］］T
 与｛ηk
 ｝假定是相关的零均值高斯白噪声序列，满足：

E（[image: alt]
 k
 ）＝0
 ，　E（ηk
 ）＝0
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式中对于所有的k，都有Q
 k
 ≥0
 ，rk
 ＞0，s
 k
 ∶＝［sk
 ［1］　sk
 ［2］　sk
 ［3］］T
 ≥0，且E（x
 0
 ）和Var（x
 0
 ）假定都是已知的。

对该系统应用定理4.1，可得
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式中P
 k－1
 ＝P
 k，k－1
 ，P
 ［i，j］表示P
 的第（i，j）个的元素。

此外，
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式中P
 0
 ＝Var（x
 0
 ），且
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式中，[image: alt]
 0｜0
 ＝E（x
 0
 ）。

4.6　线性确定／随机系统

最后，我们讨论包含确定性控制输入u
 k
 的一般线性随机系统。更准确地说，有以下状态空间描述：
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式中u
 k
 是一个m维的确定性控制输入向量，1≤m≤n。可以证明（见练习4.6）应用于该系统的卡尔曼滤波算法由下式给出：
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（见图4.2）。
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图4.2　含确定输入且噪声相关时的卡尔曼滤波算法

如果系统和测量噪声过程是不相关的，则对于所有的k＝0，1，2，…，都有S
 k
 ＝0
 ，从而如我们所预料的那样，系统（4.24）简化为系统（2.18）或系统（3.25）。

练习

4.1　假定[image: alt]
 是一个随机向量，并且定义：L（x
 ，[image: alt]
 ）＝E（x
 ）＋〈x
 ，[image: alt]
 〉［‖[image: alt]
 ‖2
 ］-1
 （[image: alt]
 －E（[image: alt]
 ））。对于任意的常数矩阵A
 、B
 和随机向量x
 、y
 ，证明L（·，[image: alt]
 ）是下式意义下的一个线性算子：

L（Ax
 ＋By
 ，[image: alt]
 ）＝A
 L（x
 ，[image: alt]
 ）＋B
 L（y
 ，[image: alt]
 ）

4.2　假定[image: alt]
 是一个随机向量，并且L（·，[image: alt]
 ）的定义同上。证明如果a
 是一个常值向量，则L（a
 ，[image: alt]
 ）＝a
 。

4.3　对于一个实值函数f和一个矩阵A
 ＝［aij
 ］，定义
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取

[image: alt]


证明：最小化问题
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的解x
 *
 （式中y
 ＝E（x
 ）＋H
 （[image: alt]
 －E（[image: alt]
 ）））可以通过令


x
 *
 ＝E（x
 ）－〈x
 ，[image: alt]
 〉［‖[image: alt]
 ‖2
 ］-1
 （E（[image: alt]
 ）－[image: alt]
 ）

来获得，并且H
 *
 ＝〈x
 ，[image: alt]
 〉［‖[image: alt]
 ‖2
 ］-1
 。

4.4　考虑线性随机系统（4.16）。令
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如练习4.1中一样定义L（x
 ，[image: alt]
 ），令[image: alt]
 ，其中[image: alt]
 k｜k－1
 ∶＝L（x
 k
 ，[image: alt]
 k－1
 ）。证明：
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4.5　证明：

（I
 －G
 k
 C
 k
 ）P
 k，k－1
 C
 k
 ＝G
 k
 R
 k


和

〈x
 k－1
 －[image: alt]
 k－1｜k－1
 ，Γk－1
 [image: alt]
 k－1
 －K
 k－1
 [image: alt]
 k－1
 〉＝O
 n×n


4.6　考虑线性确定／随机系统：

[image: alt]


式中｛u
 k
 ｝是一个给定的确定性控制输入序列。假定它同样满足系统（4.16）的假设，推导该模型的卡尔曼滤波算法。

4.7　考虑下列在信号处理中的ARMAX模型（外源性自回归滑动平均模型）：

vk
 ＝-a1
 vk－1
 －a2
 vk－2
 －a3
 vk－3
 ＋b0
 uk
 ＋b1
 uk－1
 ＋b2
 uk－2
 ＋c0
 ek
 ＋c1
 ek－1


式中｛vj
 ｝和｛uj
 ｝分别表示输出和输入信号，｛ej
 ｝是一个零均值高斯白噪声序列，且Var（ej
 ）＝sj
 ＞0，aj
 、bj
 和cj
 都是常值。

（a）推导该ARMAX模型的一个状态空间描述；

（b）推导该状态空间描述的卡尔曼滤波算法。

4.8　更加一般地，考虑在信号处理中的ARMAX模型：

[image: alt]


式中，0≤m，l≤n，｛vj
 ｝和｛u
 j
 ｝分别表示输出和输入信号｛e
 j
 ｝是一个零均值高斯白噪声序列，且Var（e
 j
 ）＝sj
 ＞0，aj
 、bj
 和cj
 都是常值。

（a）推导该ARMAX模型的一个状态空间描述；

（b）推导该状态空间描述的卡尔曼滤波算法。

注释


【1】
 　原文下式疑有误，已改。


第5章　有色噪声

考虑下面的状态空间描述的线性随机系统

[image: alt]


式中A
 k
 、Γk
 和C
 k
 分别是n×n、n×p和q×n阶已知常值矩阵，且1≤p、q≤n。需要在下面的假设下，基于初始条件E（x
 0
 ）和Var（x
 0
 ），给出x
 k
 的线性无偏最小方差估计：
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式中[image: alt]
 －1
 ＝[image: alt]
 －1
 ＝0
 ，｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝是不相关的零均值高斯白噪声序列，满足
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M
 k－1
 和N
 k－1
 为已知的p×p和q×q阶常值矩阵。若噪声序列｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝满足条件（i）和（ii），就称为有色噪声过程。本章主要研究噪声序列满足该假设的卡尔曼滤波。

5.1　处理思路

处理有色噪声模型（5.1）的思路，是首先使得式（5.1）的系统方程白化。为了实现这个目标，简单地假设
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可得
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式（5.1）的量测方程变为
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式中[image: alt]
 k
 ＝［C
 k
 　0
 ］。

我们使用与第4章同样的模型
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 k｜j
 ＝L（z
 k
 ，[image: alt]
 j
 ）

式中

[image: alt]


其次，推导[image: alt]
 k
 的递推公式（代替预测－校正关系）。为了实现该步骤，利用L线性特性，可得
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从噪声的假设可得
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故
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（见练习5.1）。

为得到[image: alt]
 k
 的递推公式，需将[image: alt]
 k－1｜k
 用[image: alt]
 k－1
 表示。这可以通过引理4.2完成：

[image: alt]


式中[image: alt]
 k－1
 ＝L（z
 k－1
 ，[image: alt]
 k－1
 ）和[image: alt]
 ＝[image: alt]
 k
 －L（[image: alt]
 k
 ，[image: alt]
 k－1
 ）。

5.2　误差估计

现在最重要的是理解式（5.6）中的误差项。首先推导[image: alt]
 的公式。由[image: alt]
 的定义和观测方程式（5.3），及

[image: alt]


可得

[image: alt]


且

[image: alt]


利用L的线性特性，可得

L（[image: alt]
 k
 ，[image: alt]
 k－1
 ）＝H
 k－1
 L（z
 k－1
 ，[image: alt]
 k－1
 ）＋N
 k－1
 L（[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 k－1
 ）＋L（[image: alt]
 k
 ，[image: alt]
 k－1
 ）

因为L（z
 k－1
 ，[image: alt]
 k－1
 ）＝[image: alt]
 k－1
 ，则

[image: alt]


（见练习5.2），以及
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可得

[image: alt]


此外，由式（5.7）和式（5.10），可得

[image: alt]


对式（5.6），根据式（5.11）、式（5.10）及〈z
 k－1
 －[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 k
 〉＝0
 （见练习5.3），可得
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代入式（5.5），有

[image: alt]


即

[image: alt]


式中

[image: alt]


且

[image: alt]


5.3　卡尔曼滤波过程

剩下的工作就是推导P
 k
 的算法和初始条件[image: alt]
 0
 。

应用式（5.7），有

[image: alt]


此外，从练习5.3和〈z
 k－1
 －[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 k
 〉＝0
 （见练习5.4），有

[image: alt]


上面使用了根据式（5.13）得来的下面的恒等式：

[image: alt]


初始估计为

[image: alt]


注意到

[image: alt]


并且因为

[image: alt]


从而有E（z
 k
 －[image: alt]
 k
 ）＝0
 ，也就是，[image: alt]
 k
 是z
 k
 的线性无偏最小（误差）方差估计。

此外，由式（5.16），可得初始条件：

[image: alt]


（见练习5.5）。若Var（x
 0
 ）非奇异，则根据矩阵求逆引理（见引理1.2），有

[image: alt]


最后，回到定义[image: alt]
 ，有

[image: alt]


总之，有色噪声模型（5.1）的卡尔曼滤波过程为

[image: alt]


式中


H
 k－1
 ＝［C
 k
 A
 k－1
 －N
 k－1
 C
 k－1
 　C
 k
 Γk－1
 ］

及

[image: alt]


其中P
 k－1
 由下式可得：

[image: alt]


k＝1，2，…。初始条件由式（5.16）、（5.17a）或（5.17b）给出。

如果有色噪声过程变为白噪声（即对所有的k，M
 k
 ＝0
 和N
 k
 ＝0
 ），则此时的卡尔曼滤波算法简化为第2章和第3章推导的卡尔曼滤波算法，这只需通过简单地假设

[image: alt]
 k｜k－1
 ＝A
 k－1
 [image: alt]
 k－1｜k－1


使得[image: alt]
 k
 的递推关系可以分解为两个方程：预测和校正方程。另外，通过定义P
 k
 ＝P
 k｜k
 及

[image: alt]


可以看出，式（5.20）就是计算P
 k，k－1
 和P
 k，k
 的算法。我们将这个推导作为练习留给读者解答（见练习5.6）。

5.4　系统白噪声

如果只有量测噪声是有色的，而系统噪声是白噪声，即M
 k
 ＝0
 、N
 k
 ≠0
 ，则在推导卡尔曼滤波方程时，没有必要计算额外的估计量[image: alt]
 。这种情况下，滤波算法为（见练习5.7）

[image: alt]


（见图5.1）。
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图5.1　有色量测噪声时的滤波算法
【1】



5.5　实时应用

考虑有色输入的跟踪系统（见练习3.8和式（3.26））。其状态空间描述为

[image: alt]


式中

[image: alt]


采样时间h＞0，且

[image: alt]


式中｛[image: alt]
 k
 ｝和｛γk
 ｝都是零均值高斯白噪声序列，且满足以下假设：
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设

[image: alt]


有

[image: alt]


这正如式（5.2）和式（5.3）所描述的。

相应的卡尔曼滤波算法由式（5.18）～（5.20），得到下面的形式：

[image: alt]


式中

[image: alt]


其中P
 k－1
 由下式给出：

[image: alt]


练习

5.1　令｛[image: alt]
 k
 ｝是零均值高斯白噪声，｛[image: alt]
 k
 ｝是与系统（5.1）中同样的观测数据序列，并设

[image: alt]


与式（4.6）一样定义L（x
 ，[image: alt]
 ）。证明：L（[image: alt]
 k
 ，[image: alt]
 k
 ）＝0
 。

5.2　设｛[image: alt]
 k
 ｝是零均值高斯白噪声序列，[image: alt]
 k
 和L（x
 ，[image: alt]
 ）与上面的定义一致。证明：

[image: alt]


5.3　设｛[image: alt]
 k
 ｝是零均值高斯白噪声序列，[image: alt]
 k
 和L（x
 ，[image: alt]
 ）与练习5.1的定义一致。此外，设[image: alt]
 。证明：〈z
 k－1
 －[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 k
 〉＝0
 。

5.4　令｛[image: alt]
 k
 ｝是零均值高斯白噪声序列，并设[image: alt]
 ，与练习5.3一样定义[image: alt]
 k－1
 。证明：〈z
 k－1
 －[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 k
 〉＝0
 。

5.5　与式（4.6）一样定义L（x
 ，[image: alt]
 ），并设[image: alt]
 0
 ＝L（z
 0
 ，[image: alt]
 0
 ），且[image: alt]
 。证明：

[image: alt]


5.6　证明：如果系统（5.1）中的矩阵M
 k
 和N
 k
 对所有的k都为零，则式（5.18）～（5.20）给出的卡尔曼滤波算法简化为第2章和第3章推导出的系统噪声和量测噪声为不相关白噪声的线性随机系统的卡尔曼滤波算法。

5.7　当M
 k
 ＝0
 但N
 k
 ≠0
 时，简化系统（5.1）的卡尔曼滤波算法。

5.8　考虑以（5.23）的有色噪声为输入的跟踪系统（5.22），

（a）设

[image: alt]


将该有色噪声输入的系统重新整理为高斯白噪声输入的增广系统；

（b）通过应用公式（3.25）于该增广系统，给出具有有色输入（5.23）的跟踪系统（5.22）的卡尔曼滤波算法；

（c）该方案的主要缺点是什么？

注释


【1】
 　译者注：原著图中为[image: alt]
 k－1
 ，疑有误，已改为[image: alt]
 k－1
 。


第6章　极限（稳态）卡尔曼滤波

本章，我们考虑所有系统矩阵与时间无关的特殊情形。也就是说，将要研究线性时不变随机系统，其状态空间可描述为

[image: alt]


这里A
 、Γ和C
 分别是n×n、n×p和q×n阶常值矩阵，1≤p，q≤n，｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝分别是零均值高斯白噪声序列，且

[image: alt]


式中Q
 和R
 分别是与k无关的p×p和q×q阶非负定和正定对称矩阵。

该特殊情形的卡尔曼滤波算法可以描述为（见图6.1）
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且有
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图6.1　线性时不变系统的卡尔曼滤波算法
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注意到，即使对于这样的简单模型，也需要在完成预测－校正滤波（6.2）前，每次在计算（6.3）中卡尔曼增益矩阵G
 k
 时，进行矩阵求逆运算。在实时应用中，有时为了节约计算时间，需要用一个固定增益矩阵代替（6.2）中的卡尔曼增益矩阵G
 k
 。

用k→∞时G
 k
 的极限G
 代替G
 k
 ，定义极限（或稳态）卡尔曼滤波，其中G
 被称为极限卡尔曼增益矩阵。这时式（6.2）的预测－校正方程变为

[image: alt]


在线性系统（6.1）变化非常平缓的条件下，可以证明序列｛G
 k
 ｝确实是收敛的。事实上，[image: alt]
 以指数迅速趋于零。因此，用G
 代替G
 k
 并不会太多地改变估计的最优性。

6.1　处理思路

根据（6.3）中G
 k
 的定义，为了研究G
 k
 的收敛性，有必要研究下式的收敛性：


P
 k
 ∶＝P
 k，k－1


首先建立P
 k
 的递推关系。因为

[image: alt]


设

Ψ（T
 ）＝A
 （T
 －TC
 T
 （CTC
 T
 ＋R
 ）-1
 CT
 ）A
 T
 ＋ΓQ
 ΓT


则P
 k
 实际上满足递推关系：

[image: alt]


该关系称为矩阵Riccati方程。若当k→∞时P
 k
 →P
 ，则P
 满足矩阵Riccati方程

[image: alt]


求解式（6.6）得到P
 ，并定义


G
 ＝PC
 T
 （CPC
 T
 ＋R
 ）-1


则k→∞时，G
 k
 →G
 。并注意到P
 k
 是对称的，故Ψ（P
 k
 ）也是对称的。

本章后面的论述将说明｛P
 k
 ｝实际上是收敛的，只要下面的条件成立：

（i）对于所有的k存在常值对称矩阵W
 ，使得P
 k
 ≤W
 （即对于所有的k，W
 －P
 k
 是非负定对称的）；

（ii）对所有k＝0，1，…，P
 k
 ≤P
 k＋1
 ；

（iii）存在常值对称矩阵P
 ，满足[image: alt]
 。

6.2　主要结论

为了获得唯一的P
 ，我们必须说明，只要P
 0
 ≥0
 ，它将是与初始条件P
 0
 ∶＝P
 0，－1
 无关的。


引理6.1
 　假设线性系统（6.1）是可观测的，即以下矩阵满秩：

[image: alt]


则存在独立于P
 0
 的非负定对称常值矩阵W
 ，使得对于所有k≥n＋1，有


P
 k
 ≤W


由〈x
 k
 －[image: alt]
 k
 ，[image: alt]
 k
 〉＝0（见式（3.20）），可得

[image: alt]


同理，因为[image: alt]
 k－1｜k－1
 是x
 k－1
 的最小方差估计，对x
 k－1
 的其他任意无偏估计[image: alt]
 k－1
 ，有
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根据N
 CA
 满秩的假设，可知[image: alt]
 非奇异。此外，
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按照下式来选择[image: alt]
 k－1
 ：

[image: alt]


很明显，[image: alt]
 k－1
 关于数据是线性的，还可以证明它是无偏的（见练习6.1）。更进一步，
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又因
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可得

[image: alt]


注意到对所有m和l都有[image: alt]
 和[image: alt]
 ，故对所有k≥n＋1，[image: alt]
 都与k无关。因此，对所有k≥n＋1，有

[image: alt]


取

[image: alt]


则对所有k≥n＋1，有P
 k
 ≤W
 。且W
 与初始条件[image: alt]
 无关。这就完成了引理的证明。


引理6.2
 　若P
 和Q
 都是非负定对称矩阵，且P
 ≥Q
 ，则Ψ（P
 ）≥Ψ（Q
 ）。

为证明该引理，引入公式

[image: alt]


（见练习6.2）。

记T
 （s）＝Q
 ＋s（P
 －Q
 ），有

[image: alt]


即Ψ（P
 ）≥Ψ（Q
 ）。

还有下面的引理。


引理6.3
 　假设线性系统（6.1）可观测，则在初始条件为P
 0
 ＝P
 0，－1
 ＝0
 时，当k→∞，序列｛P
 k
 ｝收敛到某个对称矩阵P
 ≥0。

证明如下。

因为

[image: alt]


及P
 0
 和P
 1
 都是对称的，根据引理6.2可得
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因此｛P
 k
 ｝是单调不减的，并以W
 为界（见引理6.1）。

对任意n维向量y
 ，有

0≤y
 Τ
 P
 k
 y
 ≤y
 Τ
 Wy


所以序列｛y
 Τ
 P
 k
 y
 ｝是有界非负单调不减的实数序列，必定会收敛到某一非负实数。令


y
 ＝［0　…　0　1　0　…　0］Τ


第i个元素为1。设[image: alt]
 。存在非负数pii
 ，当k→∞时，

[image: alt]


令


y
 ＝［0　…　0　1　0　…　0　1　0　…　0］Τ


其中第i和第j个元素为1。则存在非负数q，当k→∞时，

[image: alt]


因为[image: alt]
 ，故当k→∞时，p[image: alt]
 ，即P
 k
 →P
 。

因为P
 k
 ≥0并且对称，所以P
 也一样。这就完成了引理的证明。

现在定义
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式中G
 k
 ＝P
 k
 C
 Τ
 （CP
 k
 C
 Τ
 ＋R
 ）-1
 ，则

[image: alt]


下面将说明，对于作为初始值的任意非负定对称矩阵P
 0
 ，｛P
 k
 ｝仍然收敛到同样的P
 。因此引入一个任意的非负定对称矩阵P
 0
 ，定义P
 k
 ＝Ψ（P
 k－1
 ），k＝1，2，…和P
 ＝Ψ（P
 ）。我们首先需要下面的结论。


引理6.4
 　设线性系统（6.1）是可观测的，使得P
 可用引理6.3定义。则对所有的k＝1，2，…，和任意非负定对称初始条件P
 0
 ，有
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证明如下。

由G
 k－1
 ＝P
 k－1
 C
 Τ
 （CP
 k－1
 C
 Τ
 ＋R
 ）-1
 和[image: alt]
 ，可知矩阵G
 k－1
 CP
 k－1
 是非负定对称的，可得[image: alt]
 。根据式（6.5）和式（6.6），有
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现在

[image: alt]


式中

[image: alt]


因此，如果能够说明R
 e
 ＝0
 ，则式（6.9）可从式（6.10）和式（6.11）推得。由G
 k－1
 的定义，得G
 k－1
 （CP
 k－1
 C
 Τ
 ＋R
 ）＝P
 k－1
 C
 Τ
 即（CP
 k－1
 C
 Τ
 ＋R
 ）G
 k－1
 ＝CP
 k－1
 ，所以
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即
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式（6.13）中，取初始条件P
 0
 ∶＝P
 0，－1
 ＝0
 ，令k→∞，有

[image: alt]


将式（6.14）和式（6.15）代入式（6.12），可得R
 e
 ＝0
 。

这就完成了引理6.4的证明。


引理6.5


[image: alt]


则对于初始条件为P
 0
 ∶＝P
 0，－1
 ＝0
 的可观测系统，有
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由定义有G
 k－1
 （CP
 k－1
 C
 Τ
 ＋R
 ）＝P
 k－1
 C
 Τ
 ，从而有


G
 k－1
 R
 ＝（I
 －G
 k－1
 C
 ）P
 k－1
 C
 Τ


因此
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由矩阵Riccati方程P
 k
 ＝Ψ（P
 k－1
 ），可得

[image: alt]


即式（6.16）。


引理6.6
 　设线性系统（6.1）（完全）可控（即矩阵


M
 
A
 Γ
 ＝［Γ　A
 Γ　…　A
 n－1
 Γ］

满秩）。则对于任意非负定对称初始矩阵P
 0
 ，当k≥n＋1时，有P
 k
 ＞0
 ，所以，P
 ＞0
 。

应用式（6.16）k次，有
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对于k≥n＋1，要证明P
 k
 ＞0
 ，只需说明由y
 Τ
 P
 k
 y
 ＝0
 能得到y
 ＝0
 就足够了。令y
 是任意n维向量，满足y
 Τ
 P
 k
 y
 ＝0
 。由于Q
 、R
 和P
 0
 都是非负定的，上式右边的每一项都必须为零。因此，有

[image: alt]


和

[image: alt]


因为R
 ＞0
 ，由式（6.21）和式（6.22），有
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由Q
 ＞0
 和式（6.18），有


y
 Τ
 Γ＝0


根据式（6.19）和式（6.23），可得


y
 Τ
 A
 Γ＝0


以此类推，可得当k≥n＋1，有


y
 Τ
 A
 j
 Γ＝0
 ，　j＝0，1，…，n－1

即


y
 Τ
 M
 
A
 Γ
 y
 ＝y
 Τ
 ［Γ　A
 Γ　…　A
 n－1
 Γ］y
 ＝0


因为系统是（完全）可控的，M
 
A
 Γ
 是满秩的，必有y
 ＝0
 。因此，对所有k≥n＋1，有P
 k
 ＞0
 。这就完成了引理的证明。

现在，反复应用式（6.9），有
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式中


B
 k
 ＝［A
 （I
 －G
 k－1
 C
 ）］…［A
 （I
 －G
 n＋1
 C
 ）］，k＝n＋2，n＋3，…

且有B
 n＋1
 ∶＝I
 。为证明k→∞时，P
 k
 →P
 ，只需证明k→∞时，［A
 （I
 －GC
 ）］k－n－1
 →0
 ，且B
 k
 是有界的。为此目的，我们需要下面的两个引理。


引理6.7
 　设线性系统（6.1）可观测。则存在常数矩阵M
 ，满足
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因此，如果[image: alt]
 ，则对于常数m和对所有的i、j、k，有
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由引理6.1，对于k≥n＋1，P
 k
 ≤W
 。反复应用引理6.5，有

[image: alt]


因为P
 n＋1
 是实对称正定矩阵，由引理6.6，其所有特征值是实数，且实际上是正的。令λmin
 是P
 n＋1
 的最小特征值，则有P
 n＋1
 ≥λmin
 I
 （见练习6.3），从而有
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取[image: alt]
 ，即可完成引理6.7的证明。


引理6.8
 　设λ是A
 （I
 －GC
 ）的任意特征值。如果系统（6.1）同时（完全）可控、可观，则｜λ｜＜1。

注意到λ同时也是（I
 －GC
 ）Τ
 A
 Τ
 的特征值。设y
 是相应的特征向量，则
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根据式（6.17），有
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因此
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因为右边是非负的，且[image: alt]
 ，必须有1－｜λ｜2
 ≥0或｜λ｜≤1。

假设｜λ｜＝1，则

[image: alt]


且

[image: alt]


因为Q
 ＞0
 和R
 ＞0
 ，有

[image: alt]


由式（6.26）可得A
 Τ
 y
 ＝λy
 。因此

ΓΤ
 （A
 j
 ）Τ
 y
 ＝λj
 ΓΤ
 y
 ＝0
 ，　j＝0，1，…，n－1

可得


y
 Τ
 M
 
A
 Γ
 ＝y
 Τ
 ［Γ　A
 Γ　…　A
 n－1
 Γ］＝0


分别取实部和虚部，有

［Re（y
 ）］Τ
 M
 
A
 Γ
 ＝0
 ，　［Im（y
 ）］Τ
 M
 
A
 Γ
 ＝0


因为y
 ≠0
 ，Re（y
 ）和Im（y
 ）至少有一个不为零。因此M
 
A
 Γ
 是行相关的，与完全可控的假设矛盾。因此｜λ｜＜1。

这就完成了引理6.8的证明。

6.3　几何收敛

结合上面的结论，现在可以得到以下定理。


定理6.1
 　设线性随机系统（6.1）同时（完全）可控可观。则对于任意初始状态x
 0
 ，P
 0
 ∶＝P
 0，－1
 ＝Var（x
 0
 ）非负定对称，当k→∞时，P
 k
 ∶＝P
 k，k－1
 →P
 ，其中对称矩阵P
 ＞0
 ，且独立于x
 0
 。此外，收敛的阶是几何的，即

[image: alt]


式中，0＜r＜1和C＞0独立于k，所以

[image: alt]


为证明该定理，令F
 ＝A
 （I
 －GC
 ）。根据引理6.7和式（6.25），存在非负定对称常值矩阵Ω，满足

[image: alt]


由引理6.8，F
 的所有特征值的绝对值都小于1。因此k→∞时，F
 k
 →0
 ，以使得P
 k
 →P
 （见练习6.4）。

另一方面，由引理6.6，P
 是正定对称的且独立于P
 0
 。

根据引理1.7和引理1.10，有

tr（P
 k
 －P
 ）（P
 k
 －P
 ）Τ
 ≤trF
 k－n－1
 （F
 k－n－1
 ）Τ
 ·trΩ≤Crk


式中，0＜r＜1，并且r，c与k无关。

为证明式（6.30），首先有

[image: alt]


因为对任意n×n矩阵A
 和B
 ，都有

（A
 ＋B
 ）（A
 ＋B
 ）Τ
 ≤2（AA
 Τ
 ＋BB
 Τ
 ）

（见练习6.5），则

[image: alt]


因为P
 0
 ≤P
 k
 ，可得CP
 0
 C
 Τ
 ＋R
 ≤CP
 k
 C
 Τ
 ＋R
 ，从而由引理1.3得

（CP
 k
 C
 Τ
 ＋R
 ）-1
 ≤（CP
 0
 C
 Τ
 ＋R
 ）-1


由引理1.9，得

tr（CP
 k
 C
 Τ
 ＋R
 ）-1
 （CP
 k
 C
 Τ
 ＋R
 ）-1
 ≤（tr（CP
 0
 C
 Τ
 ＋R
 ）-1
 ）2


最后，根据引理1.7，由式（6.31）可得

[image: alt]


式中，C
 1
 和C
 是与k无关的常值。

这就完成了定理6.1的证明。

下面的结果说明[image: alt]
 是x
 k
 的渐近最优估计。


定理6.2
 　设线性随机系统（6.1）同时（完全）可控可观，那么

[image: alt]


定理6.2的第二个等式可以很容易证明。利用引理1.2（矩阵求逆引理），上式可写为

[image: alt]


而证明第一个等式，等价于证明k→∞时，[image: alt]
 。首先有

[image: alt]


又

[image: alt]


（见练习6.6）。有

[image: alt]


另一方面，可以证明

[image: alt]


（见练习6.7）。由于当k→∞时，P
 k，k
 ＝（I
 －G
 k
 C
 ）P
 k，k－1
 →（I
 －GC
 ）P
 ，取极限得到

[image: alt]


由式（6.35）减去（6.37），得

[image: alt]


反复应用该公式k－1次，得

[image: alt]


最后，模仿引理6.8的证明，可以得到（I
 －GC
 ）A
 的所有特征值的绝对值都小于1（见练习6.8）。因此，根据练习6.4，当k→∞时，有[image: alt]
 。这就完成了定理的证明。

下面说明误差[image: alt]
 也以指数速率趋于零。


定理6.3
 　设线性随机系统（6.1）同时（完全）可控可观，则存在分别独立于k的实数r（0＜r＜1）和正的常数C，使得

[image: alt]


证明如下。

记[image: alt]
 。由下列两个恒等式

[image: alt]


得

[image: alt]


又

[image: alt]


及〈[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 k
 〉＝0
 （见练习6.9），可得

[image: alt]


式中

[image: alt]


反复应用式（6.39），可得

[image: alt]


另一方面，由于B
 j
 的各分量一致有界（见练习6.10），可以证明，通过应用引理1.6、引理1.7和引理1.10，及定理6.1，对某些独立于k、i的r1
 ，0＜r1
 ＜1，及正常数C1
 ，有

[image: alt]


（见练习6.11）。

再次应用引理1.7和引理1.10以及定理6.1，可得

[image: alt]


式中，0＜r2
 、r3
 、r4
 、r5
 ＜1，r6
 ＝max（r1
 、r2
 、r3
 、r4
 、r5
 ）＜1，以及C2
 、C3
 、C4
 、C5
 是分别独立于k和i的正常值，且p（k）是k的多项式。因此，存在一个独立于k的实数r，r6
 ＜r＜1，和一个正常数C，满足p（k）（r6
 /r）k
 ≤C，使得

[image: alt]


这就完成了定理的证明。

6.4　实时应用

再次研究跟踪模型（3.26），其状态空间模型：

[image: alt]


式中h＞0为采样时间，｛[image: alt]
 k
 ｝和｛ηk
 ｝是零均值高斯白噪声序列，且满足下列假设

[image: alt]


且σp
 、σ[image: alt]

 、σa
 ≥0，σp
 ＋σ[image: alt]

 ＋σa
 ＞0和σm
 ＞0。

因为矩阵

[image: alt]


[image: alt]


都满秩，所以系统（6.43）是完全可控可观的。根据定理6.1，存在正定对称矩阵P
 ，使得

[image: alt]


式中

[image: alt]


将G
 k
 代入上面P
 k＋1，k
 的表达式，然后取极限，可得下面的矩阵Riccati方程

[image: alt]


现在求解这个正定矩阵P
 的矩阵Riccati方程，得到极限卡尔曼增益：


G
 ＝PC
 /（C
 T
 PC
 ＋σm
 ）

及极限（稳态）卡尔曼滤波方程：

[image: alt]


因为矩阵Riccati方程（6.44）可以在滤波过程进行之前进行求解，该极限卡尔曼滤波给出了一个非常有效的实时跟踪器。由定理6.3可知，估计[image: alt]
 和最优估计[image: alt]
 k
 非常接近。

练习

6.1　证明在[image: alt]
 的条件下，式（6.7）的估计[image: alt]
 是x
 k－1
 的无偏估计。

6.2　证明：[image: alt]


6.3　证明若λmin
 是P
 的最小特征值，则P
 ≥λmin
 I
 。类似地，若λmax
 是P
 的最大特征值，则P
 ≤λmax
 I
 。

6.4　设F
 是一个n×n阶矩阵，并假设F
 的所有特征值的绝对值都小于1。证明当k→∞时，F
 k
 →0
 。

6.5　证明对于任意n×n阶矩阵A
 和B
 ，有（A
 ＋B
 ）（A
 ＋B
 ）T
 ≤2（AA
 T
 ＋BB
 T
 ）。

6.6　设｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝分别是系统和量测的零均值高斯白噪声序列，[image: alt]
 由式（6.4）定义。证明：

[image: alt]


6.7　证明对于卡尔曼增益G
 k
 ，有[image: alt]
 ，并应用此公式，证明：

[image: alt]


6.8　模仿引理6.8的证明过程，证明（I
 －GC
 ）A
 的所有特征值的绝对值都小于1。

6.9　设[image: alt]
 ，其中[image: alt]
 由式（6.4）定义，令[image: alt]
 ，证明

[image: alt]


式中｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝分别是系统和量测的零均值高斯白噪声序列。

6.10　设

[image: alt]


式中，[image: alt]
 ，[image: alt]
 由式（6.4）定义。证明B
 j
 的各分量一致有界。

6.11　推导式（6.41）。

6.12　给出下面标量系统的极限（稳态）卡尔曼滤波的具体算法：

[image: alt]


式中a、γ和c是常数，｛ξk
 ｝、｛ηk
 ｝分别是方差为q和r的零均值高斯白噪声序列。


第7章　序贯算法和平方根算法

很明显，卡尔曼滤波过程中唯一耗时的操作就是卡尔曼增益矩阵的计算：

[image: alt]


而实时性是卡尔曼滤波需要考虑的首要问题。因此在滤波过程中，极其重要的是在每个时刻不必直接对矩阵求逆就能计算出G
 k
 ，或者高效精确地执行修正操作，无论该操作是否包含矩阵求逆过程。我们首先讨论的序贯算法避免了对矩阵[image: alt]
 的直接求逆；其次研究的平方根算法只对三角矩阵进行求逆，并且求解可能非常大或者非常小数字的平方根时，可以提高计算精度。最后将这两种算法组合，得到一种可以满足实时应用的高效计算方案。

7.1　序贯算法

如果正定阵R
 k
 是对角阵，即

[image: alt]


式中[image: alt]
 ，那么序贯算法的效率很高。如果R
 k
 不是对角阵，那么可以确定正交阵T
 k
 ，使得转换矩阵[image: alt]
 是对角阵。

这样，状态空间描述的观测方程：

[image: alt]


可以转换为

[image: alt]


式中[image: alt]
 ，并且

[image: alt]


在接下来的讨论中，假设R
 k
 是对角阵。我们所感兴趣的只是计算卡尔曼增益矩阵G
 k
 和k时刻状态向量x
 k
 的最优估计[image: alt]
 k｜k
 。只要不引起混淆，可以去掉下标k，例如：

[image: alt]


序贯算法描述如下。


定理7.1
 　令k是固定的，设

[image: alt]


且对于i＝1，…，q，计算

[image: alt]


由此可得

[image: alt]


（见图7.1）。

[image: alt]


图7.1　序贯算法

定理证明如下。

为了证明式（7.3），首先需证明：

[image: alt]


该式可由滤波方程得到

[image: alt]


故

[image: alt]


或者

[image: alt]


由该式可求得（7.5）。

因此，如果证得式（7.6）成立，即可证得式（7.3）成立。再来证

[image: alt]


该等式的直接证明看来是不可得的，需借助矩阵求逆引理（引理1.2）。令ε＞0，并设置正定阵[image: alt]
 。同理，设置

[image: alt]


由i＝1开始用归纳论证和矩阵求逆引理式（1.3）。可以看出，矩阵

[image: alt]


是可逆的，且有

[image: alt]


对i＝q，q－1，…，1，依次应用所有这些方程，可得

[image: alt]


另一方面，再次使用矩阵求逆引理，可证矩阵

[image: alt]


也是可逆的，且

[image: alt]


因此，有[image: alt]
 ，所以

[image: alt]


随着ε→0，由卡尔曼滤波方程，可得

[image: alt]


从这个定义中，可以得到，ε→0时，

[image: alt]


这意味着式（7.6）成立，从而式（7.3）得证。

为证明式（7.4），首先注意到

[image: alt]


由式（7.2）中第三个方程，可得


P
 i－1
 ＝P
 i
 ＋g
 i
 （c
 i
 ）T
 P
 i－1


由式（7.2）中的第一个方程，可得

[image: alt]


其简化形式是式（7.7）。

对于任意的i，0≤i≤q－1，由式（7.2）中的第三个方程，可得

[image: alt]


依次应用卡尔曼滤波校正方程式（7.3）、式（7.1）、式（7.8）和式（7.7），有

[image: alt]


另一方面，由式（7.2）中的第二个方程，可得

[image: alt]


该式与上面[image: alt]
 k｜k
 的表达式是相同的，即证明了[image: alt]
 k｜k
 ＝[image: alt]
 q
 。

这就完成了定理7.1的证明。

7.2　平方根算法

下面介绍平方根算法。由线性代数理论得出的以下结论对该算法至关重要。下面引理由读者证明（见练习7.1）。


引理7.1
 　对于任意的正定对称矩阵A
 ，有唯一的下三角矩阵A
 c
 ，使得A
 ＝A
 c
 （A
 c
 ）T
 。一般地，对于任意n×（n＋p）矩阵A
 ，存在n×n矩阵[image: alt]
 ，使得[image: alt]
 。


A
 c
 的特性使其可以作为A
 的平方根。又因为A
 c
 是下三角阵，因此它的逆可以很方便得到（见练习7.3）。同样需要注意的是，在计算平方根时，非常小的数字会变得较大，非常大的数字会变得较小，因此计算会更精确。通过Cholesky因式分解（一种高斯消除方法），一个矩阵可以分解为一个下三角矩阵及其转置的乘积形式，这也是上标缩写为c的原因。对于一般情形，[image: alt]
 称作AA
 T
 的平方根。

在下面讨论的平方根算法中，对此下三角因式求逆：

[image: alt]


为了提高算法的精度，我们用[image: alt]
 代替正定平方根[image: alt]
 。当然，如果R
 k
 是对角阵，则有[image: alt]
 。

首先考虑下面的递推方案。令


J
 0，0
 ＝（Var（x
 0
 ））1/2



J
 k，k－1
 是下列矩阵的平方根：

[image: alt]


且有

[image: alt]


式中（Var（x
 0
 ））1/2
 和[image: alt]
 分别是Var（x
 0
 ）和Q
 k－1
 的任意平方根。辅助矩阵J
 k，k－1
 和J
 k，k
 尽管不一定是下三角阵或者正定阵，但它们也是（分别是P
 k，k－1
 和P
 k，k
 的）平方根，即有下述定理。


定理7.2
 　[image: alt]
 ，且对于k＝1，2，…，有

[image: alt]


因为P
 0，0
 ＝Var（x
 0
 ），所以定理中第一个结论显然成立。通过数学归纳法可以证明式（7.10）和式（7.11）。假定对于k－1，式（7.11）成立；然后利用卡尔曼滤波过程中P
 k，k－1
 和P
 k－1，k－1
 之间的关系，就能立即得到式（7.10）。对于同样的k，可以用式（7.10）验证式（7.11）。

由于

[image: alt]


有

[image: alt]


由式（7.10）可得

[image: alt]


至此，归纳过程完成。

总的来说，平方根卡尔曼滤波算法归纳如下：

（i）计算J
 0，0
 ＝（Var（x
 0
 ））1/2
 。

（ii）对于k＝1，2，…，计算J
 k，k－1
 ，它是

[image: alt]


的平方根，且设置矩阵

[image: alt]


然后计算

[image: alt]


（iii）对于k＝1，2，…，令[image: alt]
 0｜0
 ＝E（x
 0
 ），并由（ii）得到的结论，计算

[image: alt]


和

[image: alt]


（见图7.2）。

[image: alt]


图7.2　平方根卡尔曼滤波算法

这里注意到，只需对三角阵进行求逆运算。此外，这些三角矩阵是另外一些矩阵的平方根，而这些矩阵可能有非常大或非常小的元素。

7.3　实时应用算法

特殊情况下，当

[image: alt]


是对角阵时，序贯算法和平方根算法可以融合成下面的新算法。这种新算法不需要对矩阵直接求逆。

（i）计算J
 0，0
 ＝（Var（x
 0
 ））1/2
 。

（ii）对于每一个固定的k＝1，2，…，计算

（a）J
 k，k－1
 ，它是矩阵

[image: alt]


的平方根。

（b）对于i＝1，2，…，k，

[image: alt]


式中[image: alt]


（iii）计算[image: alt]
 0｜0
 ＝E（x
 0
 ）。

（iv）对于每一个固定的k＝1，2，…，计算

（a）[image: alt]
 k｜k－1
 ＝A
 k－1
 [image: alt]
 k－1｜k－1
 。

（b）对于i＝1，2，…，q，且[image: alt]
 ，并利用（ii）（b）中的信息，计算

[image: alt]


式中[image: alt]
 ，所以有

[image: alt]


练习

7.1　给出引理7.1的证明。

7.2　寻找下三角矩阵L
 ，使其满足：

[image: alt]


7.3　（a）推导下面的矩阵求逆公式：[image: alt]
 ，式中l11
 、l22
 和l33
 非零。

（b）给出下面矩阵逆的表达式：

[image: alt]


式中l11
 ，…，lnn
 非零。

7.4　考虑卡尔曼滤波过程的计算机仿真。令[image: alt]
 是很小的正数，且

[image: alt]


式中“≈”表示经过四舍五入之后的相等。假设有[image: alt]
 。对此例，比较标准卡尔曼滤波和平方根滤波。注意，此例说明平方根滤波改进了数值特性。

7.5　证明：对于任意的正定对称阵A
 ，存在唯一的上三角阵A
 u
 ，使得A
 ＝A
 u
 （A
 u
 ）T
 。

7.6　用上三角分解代替下三角分解，推导出新的平方根卡尔曼滤波。

7.7　结合序贯算法和上三角分解的平方根算法，推导出新的卡尔曼滤波算法。


第8章　扩展卡尔曼滤波和系统辨识

设计卡尔曼滤波过程是为了估计线性模型中的状态向量。如果模型是非线性的，通常在推导滤波方程时，增加线性化步骤。在状态估计时，对系统方程在前一状态估计值处做实时的线性泰勒近似；在预测步骤中，对量测方程在相应的预测位置也进行线性泰勒近似；所得到的卡尔曼滤波被称为扩展卡尔曼滤波。处理非线性模型的这一思想是很自然的，且滤波过程简单有效。此外，它有许多重要的实时应用，其中的一个应用是自适应系统辨识，本章对此也进行了简单介绍。最后，对卡尔曼滤波算法的线性化步骤进行改进，介绍了一种改进扩展卡尔曼滤波方案，该方案拥有并行的计算结构；并给出了两个数值例子来证明改进卡尔曼滤波在状态估计和系统参数辨识两方面都优于标准卡尔曼滤波。

8.1　扩展卡尔曼滤波

一个不一定是线性系统的状态空间描述称为是非线性系统模型。本章将研究形如下面的非线性模型：
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式中f
 k
 和g
 k
 分别是R
 n
 和R
 q
 上的向量值函数，1≤q≤n，H
 k
 是R
 n
 ×R
 q
 上的矩阵值函数，对于每个k，f
 k
 （x
 k
 ）和g
 k
 （x
 k
 ）对x
 k
 所有分量的一阶偏导都是连续的。如常，设｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝为R
 p
 和R
 q
 上的零均值高斯白噪声序列，其中1≤p、q≤n，且对于所有的k和l，有
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实时线性化过程如下。

为了与线性模型保持一致，初始估计[image: alt]
 0
 ＝[image: alt]
 0｜0
 和预测值[image: alt]
 1｜0
 选择为

[image: alt]
 0
 ＝E（x
 0
 ），[image: alt]
 1｜0
 ＝f
 0
 （[image: alt]
 0
 ）

应用式[image: alt]
 k
 ＝[image: alt]
 k｜k
 ，对于k＝1，2，…，依次使用预测值，可得
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及线性状态空间描述：
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式中，A
 k
 、u
 k
 、Γk
 、w
 k
 和C
 k
 能够如以下计算实时求出。

对于j＝0，1，…，k，假定[image: alt]
 j
 能够求出，那么[image: alt]
 j＋1｜j
 也能够用式（8.2）定义。考虑f
 k
 （x
 k
 ）在[image: alt]
 k
 处的线性泰勒近似和g
 k
 （x
 k
 ）在[image: alt]
 k｜k－1
 处的线性泰勒近似：
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式中
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此处及往后，对于任何向量值函数
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式中
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令
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并设置
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在k时刻，使用式（8.5）和式（8.7）中定义的矩阵和向量，非线性模型（8.1）可以由线性模型（8.3）近似（见练习8.2）。当然，只有[image: alt]
 k
 能够确定，线性化才能实现。我们已经获得[image: alt]
 0
 ，所以可以得到k＝0时（8.3）的系统方程。那么使用数据[image: alt]
 ，定义[image: alt]
 1
 ＝[image: alt]
 1｜1
 作为线性模型（8.3）中x
 1
 的最优无偏估计（采用最优权重）。则对k＝1，根据式（8.2），得到式（8.3）。同理类似地使用数据[image: alt]
 ，可以得到[image: alt]
 2
 ＝[image: alt]
 2｜2
 。从第2章和第3章中线性确定性状态空间描述的卡尔曼滤波结果（见式（2.18）和练习3.6），可以得到“校正的”公式：
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式中G
 k
 是k时刻线性模型（8.3）中的卡尔曼增益矩阵。

最终的滤波过程称为扩展卡尔曼滤波。滤波算法总结如下（见练习8.3）：
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（见图8.1）。
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图8.1　扩展卡尔曼滤波算法

8.2　卫星轨道估计

卫星的平面轨道估计给扩展卡尔曼滤波提供了一个有趣的例子。卫星在平面轨道上的运动控制方程为
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式中r为卫星距离地球中心（被称作吸引点）的（径向）距离；θ是以某个坐标轴为参考所测量的角度（被称作角位移）；m、g为常数，分别是地球质量和万有引力常数（见图8.2）。此外，ξr
 和ξθ
 假设为连续时间不相关的零均值高斯白噪声过程。令
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则式（8.9）的方程变为
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图8.2　卫星轨道示意图

用x
 k
 代替x
 ，用（x
 k＋1
 －x
 k
 ）h-1
 代替[image: alt]
 ，其中h＞0表示采样时间，得到离散非线性模型：


x
 k＋1
 ＝f
 （x
 k
 ）＋H
 （x
 k
 ）[image: alt]
 k


式中
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假设距离r已由测量得知，给出数据信息：
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式中｛ηk
 ｝是零均值高斯白噪声序列，与｛ξr
 （k）｝和｛ξθ
 （k）｝是相互独立的。则
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通过使用扩展卡尔曼滤波方程（8.8）中的这些变量，可以得到确定[image: alt]
 k
 的算法，据此可以估计出卫星平面轨道（[image: alt]
 k
 ［1］、[image: alt]
 k
 ［3］）。

8.3　自适应系统辨识

作为扩展卡尔曼滤波的一个应用，下面我们讨论自适应系统辨识的问题。假设一个线性系统的状态空间描述为
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式中，x
 k
 ∈R
 n
 ，[image: alt]
 k
 ∈R
 p
 ，[image: alt]
 k
 ∈R
 q
 ，1≤p、q≤n，｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝是不相关的高斯白噪声序列。在这个应用中，假定A
 k
 （[image: alt]
 ）、Γk
 （[image: alt]
 ）和C
 k
 （[image: alt]
 ）是某个未知常向量[image: alt]
 的已知矩阵值函数。目标是“辨识”[image: alt]
 。

因为[image: alt]
 是一个常值向量，故此应该有[image: alt]
 k＋1
 ＝[image: alt]
 k
 ＝[image: alt]
 。但是这个假设并不能帮助我们解决任何问题，这一点我们在下面及下节的简单例子中也会发现。事实上，[image: alt]
 必须被当作一个随机常向量，例如：
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式中｛[image: alt]
 k
 ｝是任意零均值高斯白噪声序列，并与｛[image: alt]
 k
 ｝不相关，且其方差可以被预先设置成正定阵Var（[image: alt]
 k
 ）＝S
 k
 。在应用中，对于所有k，可以选择S
 k
 ＝S
 ＞0
 （参考8.4节）。现在，具备假设（8.11）的系统（8.10）可以改写为非线性模型：
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扩展卡尔曼滤波可以用来估计状态向量，[image: alt]
 k
 是该向量的分量。也就是说，[image: alt]
 k
 以一种自适应的方式被最优估计。为了应用卡尔曼滤波过程（8.8），仍需初始化[image: alt]
 0
 ∶＝[image: alt]
 0｜0
 。一种方法是使用状态空间描述（8.10）。例如，由于E（[image: alt]
 0
 ）＝C
 0
 （[image: alt]
 ）E（x
 0
 ），则[image: alt]
 0
 －C
 0
 （[image: alt]
 ）E（x
 0
 ）均值为零，从而可以从k＝0开始，求出下面改进“观测方程”两侧的方差：
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 0
 －C
 0
 （[image: alt]
 ）E（x
 0
 ）＝C
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 （[image: alt]
 ）x
 0
 －C
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 （[image: alt]
 ）E（x
 0
 ）＋[image: alt]
 0


并使用Var（[image: alt]
 0
 －C
 0
 （[image: alt]
 ）E（x
 0
 ））的估计值［[image: alt]
 0
 －C
 0
 （[image: alt]
 ）E（x
 0
 ）］［[image: alt]
 0
 －C
 0
 （[image: alt]
 ）E（x
 0
 ）］T
 （见练习2.12），近似得到
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（见练习8.4）。现在来求解[image: alt]
 ，并设置“最合适的”一个解作为初始估计[image: alt]
 0
 。如果（8.13）关于[image: alt]
 无解，则可以借助方程
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并使用相同的步骤，近似得到
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（见练习8.5）。

一旦选定[image: alt]
 0
 ，应用扩展卡尔曼滤波过程（8.8），便得到以下算法：
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（见练习8.6）。

我们注意到，如果未知常向量[image: alt]
 是确定的，也就是说[image: alt]
 k＋1
 ＝[image: alt]
 k
 ＝[image: alt]
 ，因而有S
 k
 ＝0
 ，然后对于所有k，步骤（8.15）只能得到与观测数据无关的[image: alt]
 k
 ＝[image: alt]
 k－1
 （见练习8.7），并不能给出关于[image: alt]
 k
 的任何信息。换句话说，如果S
 k
 ＝0
 ，则未知系统参数向量[image: alt]
 不能由扩展卡尔曼滤波技术辨识出来。

8.4　一个常值参数辨识的例子
【1】



下面的简单例子能够说明扩展卡尔曼滤波如何能够很好地完成自适应系统辨识，甚至是在初始估计[image: alt]
 0
 是任意选取的情况。

考虑一个线性系统，其状态空间描述为
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式中a是需要辨识的未知参数。现在，将a作为一个随机变量；即，我们认为：

ak＋1
 ＝ak
 ＋ζk


式中ak
 是a在k时刻的值，E（ζk
 ）＝0，Var（ζk
 ）＝0.01。假如E（x0
 ）＝1，Var（x
 0
 ）＝0.01，｛ηk
 ｝是零均值高斯白噪声序列，且有Var（ηk
 ）＝0.01。我们的目标是通过执行卡尔曼滤波，来估计未知参数ak
 。在系统方程中，用ak
 代替a，那么上面的方程可变为下面的非线性状态空间描述：
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对该模型应用（8.15）可得
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式中，x
 0
 的初始估计是[image: alt]
 0
 ＝E（x
 0
 ）＝1，但是[image: alt]
 0
 未知。

为了测试该自适应系统辨识算法，我们制造两个伪随机序列｛ηk
 ｝和｛ζk
 ｝，它们的均值为零，方差为上面的给定值并且假定a的值为-1用于生成数据｛vk
 ｝。

为了应用（8.17）中描述的算法，需要a的初始估计[image: alt]
 0
 。对已生成的数据v1
 ＝-1.1，应用式（8.14）。可得

0.09a2
 ＋2.2a＋1.2＝0

或者

a0
 ＝-1.261，-0.961

事实上，初始估计[image: alt]
 0
 可以任意选取。在图8.3中，我们画出了[image: alt]
 0
 取十种不同的值时[image: alt]
 k
 的曲线（当然也可以取-1.261、-0.961等）。可以看出当k≥15时，基于任何一个初始条件所产生的估计[image: alt]
 k
 ，都非常接近真实值a＝-1。
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图8.3　系统辨识

假如a是确定的，从而有ak＋1
 ＝ak
 ，则式（8.16）变为
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则卡尔曼增益矩阵变为
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g
 k
 为常值，并由滤波算法中的“相关”公式，有
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注意到，因为[image: alt]
 k
 ＝[image: alt]
 k－1
 ＝[image: alt]
 0
 不依赖于数据｛vk
 ｝，所以不能辨识出a的值。

8.5　改进的扩展卡尔曼滤波

在本节将改进前面章节中讨论的扩展卡尔曼滤波算法，并介绍一个效率更高的并行计算方案，用于系统参数辨识。改进是通过一个线性化步骤完成的。改进卡尔曼滤波算法能够应用于实时系统参数辨识，甚至可以用于时变随机系统。给出两个数例并进行计算机仿真，来证明改进滤波方案比原始扩展卡尔曼滤波算法效率更高。

所考虑的非线性时变系统如下：
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式中x
 k
 、y
 k
 分别是n维和m维向量，[image: alt]
 和｛[image: alt]
 k
 ｝是不相关的零均值高斯白噪声序列，方差阵分别为
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F
 k
 、H
 k
 、[image: alt]
 和C
 k
 分别是非线性矩阵值函数。假设F
 k
 和C
 k
 是可微的。

改进卡尔曼滤波算法包括两个子算法。下面介绍的算法Ⅰ是前面讨论的扩展卡尔曼滤波的一个改进。它和以前算法的不同之处是实时线性泰勒近似不是在前一估计处完成的，为了提高性能，泰勒近似是在由标准卡尔曼滤波算法（在下面被称作算法Ⅱ）得到的x
 k
 的最优估计处完成的，它是根据（8.18）的子系统
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由算法Ⅰ中的估计值[image: alt]
 计算。换句话说，这两个算法以相同的初始估计并行运行，如图8.4所示，其中算法Ⅰ（即改进卡尔曼滤波算法）产生估计[image: alt]
 ，其输入[image: alt]
 k－1
 则由算法Ⅱ（即线性系统（8.19）中的标准卡尔曼滤波算法）给出；算法Ⅱ用于产生估计[image: alt]
 k
 ，其输入[image: alt]
 由算法Ⅰ给出。两个算法的合成被称作并行算法（Ⅰ和Ⅱ）。
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图8.4　改进的扩展卡尔曼滤波并行算法


算法Ⅰ


设置

[image: alt]


对于k＝1，2，…，计算：
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[image: alt]


式中[image: alt]
 ，R
 k
 ＝Var（[image: alt]
 k
 ），[image: alt]
 k－1
 由下面的算法Ⅱ得出。


算法Ⅱ


设置

[image: alt]
 0
 ＝E（x
 0
 ），　P
 0
 ＝Var（x
 0
 ）

对于k＝1，2，…，计算：
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其中[image: alt]
 由算法Ⅰ得到。

这里使用了下面的符号
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改进卡尔曼滤波算法（即算法Ⅰ）不同于原始卡尔曼滤波算法之处在于：在每一个时刻，（非线性）向量值函数F
 k－1
 （y
 k－1
 ）x
 k－1
 的雅克比矩阵和预测值[image: alt]
 都在最优估计[image: alt]
 k－1
 处进行估计。其中[image: alt]
 k－1
 由标准卡尔曼滤波算法（算法Ⅱ）确定。

下面给出改进卡尔曼滤波算法的一个推导。令[image: alt]
 k
 是线性系统（8.19）中状态向量x
 k
 的最优估计。对于使用了所有数据信息[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 k
 的x
 k
 的所有线性无偏估计z
 k
 ，有下式：
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因为（8.19）是原始系统在[image: alt]
 处的子系统，正如推导扩展卡尔曼滤波一样，有

[image: alt]


式中

[image: alt]


现在，考虑定义在R
 n＋m
 上的一个（n＋m）维非线性可微向量值函数：
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因为目的是从X
 k
 的某个（最优）估计[image: alt]
 k
 中估计：


Z
 k
 ＝f
 （X
 k
 ）

以[image: alt]
 k
 作为线性泰勒近似的中心点。进行以上操作后，选择X
 k
 中一个更好的估计作为中心点将会得到Z
 k
 更好的估计值。换句话说，如果用[image: alt]
 k
 代替[image: alt]
 k
 作为Z
 k
 线性泰勒近似的中心点，将会得到Z
 k
 更好的估计值，如图8.5所示。在这里，[image: alt]
 k
 被用来作为标准卡尔曼滤波中线性泰勒近似的中心点。
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图8.5　线性化示意图

如果f
 （X
 ）在X
 处的雅克比矩阵是f
 ′（X
 ），那么以[image: alt]
 k
 为中心点，Z
 k
 的线性泰勒估计[image: alt]
 k
 可以由下式给出：
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 k
 ＝f
 （[image: alt]
 k
 ）＋f
 ′（[image: alt]
 k
 ）（X
 k
 －[image: alt]
 k
 ）

或者写成
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下面回到非线性模型（8.18），并将线性公式（8.23）应用到下式定义的f
 k
 ：
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假设[image: alt]
 和[image: alt]
 k
 能够在k时刻由并行算法（Ⅰ和Ⅱ）求出。转到第k＋1步，以[image: alt]
 为中心点，根据式（8.23），并使用雅克比矩阵对模型（8.18）进行线性化：
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此外，正如在标准扩展卡尔曼滤波中常做的那样，在模型（8.18）的线性化中，对于矩阵C
 k
 （x
 k
 ，y
 k
 ）、[image: alt]
 ，分别做零阶泰勒近似，得到[image: alt]
 。可得下面的线性状态空间描述：
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式中，常值向量

[image: alt]


是确定性控制输入。因此，类似于标准卡尔曼滤波的推导，得到系统（8.25）的算法Ⅰ。其中算法Ⅰ的预测项[image: alt]
 是唯一包含u
 k
 的项，如下式所示：
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8.6　时变参数辨识

在本节中，给出两个数值例子，来说明改进的扩展卡尔曼滤波相比于标准卡尔曼滤波在状态估计和系统参数辨识方面的优势。

给出一个非线性系统

[image: alt]


式中[image: alt]
 k
 和ηk
 是不相关的零均值高斯白噪声序列，且对所有k，有Var（[image: alt]
 k
 ）＝0.1I
 3
 和Var（ηk
 ）＝0.01。

产生两个伪随机噪声序列，并用

[image: alt]


作为比较扩展卡尔曼滤波算法和并行算法（Ⅰ和Ⅱ）时的初值。

计算机仿真结果表明，两种方法都能够精确估计状态向量的实际分量x
 k
 。但是，比起标准的扩展卡尔曼滤波算法，并行算法（Ⅰ和Ⅱ）能更好地估计yk
 和zk
 分量。

在图8.6和图8.7中，分别用标准的扩展卡尔曼滤波算法和并行算法画出yk
 的估计值并与yk
 的实际值做比较。同样，用两种方法分别画出zk
 部分的估计值，如图8.8和图8.9所示。
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图8.6　扩展卡尔曼滤波对yk
 的辨识结果

[image: alt]


图8.7　并行算法对yk
 的辨识结果
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图8.8　扩展卡尔曼滤波对zk
 的辨识结果

[image: alt]


图8.9　并行算法对zk
 的辨识结果

第二个例子，考虑以下系统参数识别问题，时变随机系统（8.19）含有一个未知的时变参数向量[image: alt]
 k
 。通常，只假设[image: alt]
 k
 是一个零均值随机向量。用[image: alt]
 k
 取代非线性模型（8.25）中的y
 k
 。对该模型应用改进的扩展卡尔曼滤波算法，可得


算法Ⅰ′　
 令Var（[image: alt]
 0
 ）＞0
 ，且设置
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当k＝1，2，…时，计算：
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[image: alt]


式中，[image: alt]
 k
 是在并行算法Ⅱ中用[image: alt]
 k
 代替[image: alt]
 k
 得到的。

为了检验并行算法（Ⅰ′和Ⅱ）的性能，考虑下面含有未知系统参数θk
 的随机系统：
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计算机仿真时，使用由下式给出的变值参数θk


[image: alt]


现在的问题是辨识这些未知量。事实证明标准的扩展卡尔曼滤波算法不能合理估计θk
 ，且估计值可能随着k的增大而成指数增长。在图8.10中，θk
 的估计值是应用并行算法（Ⅰ′和Ⅱ）得到的，其初始差值为（i）Var（θ0
 ）＝0.1；（ii）Var（θ0
 ）＝1.0；（iii）Var（θ0
 ）＝50。

[image: alt]


图8.10　时变参数辨识结果

最后指出，所有现有的扩展卡尔曼滤波算法设计都是有针对性的，这是由于推导结果使用了不同的线性化方法引起的。因此，通常没有严格的理论能保证扩展或改进的扩展卡尔曼滤波算法的最优性。

练习

8.1　考虑图8.11所示的两维雷达跟踪系统。为了简便，假设导弹在y轴的正向运动，则[image: alt]
 ，其中v和a分别表示导弹的速度和加速度。
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图8.11　雷达跟踪系统

（a）假设雷达安装在原点，测量值为距离r和角位移θ，（r，θ）为极坐标表示。推导这个雷达跟踪模型的非线性方程：

[image: alt]


（b）给定状态向量[image: alt]
 ，建立一个该模型的基于向量的非线性微分方程；

（c）假设只有距离r能够观测，系统和观测方程都分别受到随机干扰｛[image: alt]
 ｝和｛η｝。分别用x
 k
 、（x
 k＋1
 －x
 k
 ）h-1
 、[image: alt]
 k
 和ηk
 替换[image: alt]
 和η，其中h＞0表示采样时间，建立上面模型的离散时间非线性系统；

（d）假设上面系统中的｛[image: alt]
 k
 ｝、｛ηk
 ｝是零均值不相关的高斯白噪声序列。描述该非线性系统的扩展卡尔曼滤波算法。

8.2　用式（8.5）和式（8.7）定义的矩阵和向量，验证非线性模型（8.1）可以用线性模型（8.3）近似。

8.3　验证通过对线性模型（8.3）应用标准卡尔曼方程（2.17）或方程（3.25），可以得到非线性模型（8.1）的扩展卡尔曼滤波算法，如式（8.8）所示。

8.4　验证方程（8.13）。

8.5　验证方程（8.14）。

8.6　验证（8.15）给出的算法。

8.7　证明：如果系统（8.10）中的未知常值向量[image: alt]
 是确定性的话（即，对所有k，有[image: alt]
 k＋1
 ＝[image: alt]
 k
 ），则算法（8.15）将不能辨识出[image: alt]
 。

8.8　考虑一维模型：[image: alt]
 ，式中E（x
 0
 ）＝x0
 ，Var（x
 0
 ）＝p0
 ，｛ξk
 ｝和｛ηk
 ｝都是零均值高斯白噪声序列，满足：
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假设未知常数c是一个随机常数，即：ck＋1
 ＝ck
 ＋ζk
 ，式中ζk
 也是零均值高斯白噪声序列，且已知方差Var（ζk
 ）＝sk
 。

给出估计c的算法，并讨论特殊情况sk
 ＝s＞0。

注释


【1】
 　在本书的翻译过程中，原作者对本节做了少量更正和修改。


第9章　滤波方程解耦

极限（或稳态）卡尔曼滤波器为实时估算线性时不变系统的状态向量提供了一个非常有效的方法。如果状态向量具有非常高的维数n，但是只对很少的一部分感兴趣时，这种滤波器将提供大量无用的信息。如果能去除这些，可以提高滤波过程的效率。为此本章介绍了一种解耦方法。它可以将一个n维的极限卡尔曼滤波算法分解为n个独立的一维递推公式，从而可以去掉不关心的项。

9.1　解耦公式

考虑一个线性时不变随机系统：
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所有项的定义与第6章相同（见6.1节）。则极限卡尔曼增益矩阵为

[image: alt]


式中P
 是矩阵Riccati方程

[image: alt]


的正定解，且x
 k
 的稳态估计[image: alt]
 为

[image: alt]


（见6.4节）。式中，Q
 、R
 均为方差阵，且由下式定义：
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对所有k都适用（见6.1节）。

令[image: alt]
 ，设

[image: alt]


现在考虑z-变换：
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分别对应于[image: alt]
 和｛[image: alt]
 k
 ｝的第j个分量。

对于k＝0，1，…，式（9.4）可以改写为

[image: alt]


由上式可得
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令

Λ＝Λ（z）＝（zI
 －Φ）

可得

[image: alt]


对于大的｜z｜值，Λ是对角线占优矩阵，因此也是可逆的。克莱姆（Cramer）法则可以用来求解式（9.6）中的X
 1
 ，…，X
 n
 。设Λi
 为把Λ的第i列用下式代替所得到的结果：

[image: alt]


detΛ和detΛi
 都是z的n阶多项式，且

[image: alt]


式中，i＝1，…，n。此外，还可以写出

[image: alt]


式中

[image: alt]


这里，λi
 （i＝1，2，…，n）是矩阵Φ的特征值。

同理可得

[image: alt]


式中[image: alt]
 也可以精确地计算出来。

现在，将式（9.8）和式（9.9）代入式（9.7），并对两边取z
 -反变换，得到如下递推（去耦）公式：

[image: alt]


i＝1，2，…，n。

在滤波过程之前，可以计算出系数b1
 ，b2
 ，…，bn
 和[image: alt]
 ，i＝1，2，…，q。而在式（9.10）中，每个xk，i
 只取决于之前的状态变量xk－1，i
 ，xk－2，i
 ，…，xk－n，i
 和数据信息，而与任何其他的状态xk－l，j
 无关（j≠i）。这意味着滤波公式（9.4）已分解成n个一维递推公式。

9.2　实时跟踪

现以3.5节研究的实时跟踪为例，详细说明解耦技术。与3.5节和练习3.8一致，该实时跟踪模型可以简化为

[image: alt]


式中

[image: alt]


｛[image: alt]
 k
 ｝和｛ηk
 ｝分别是零均值高斯白噪声序列，且满足

[image: alt]


式中σp
 、σv
 、σa
 ≥0，σp
 ＋σv
 ＋σa
 ＞0，σm
 ＞0。

在第6章也介绍了该系统的极限卡尔曼滤波：

[image: alt]


式中，Φ＝（I
 －GC
 ）A
 ，且

[image: alt]



P
 ＝［P
 ［i，j］］3×3
 是下面矩阵Riccati方程的正定解：

[image: alt]


或

[image: alt]


又

[image: alt]


则式（9.6）变为

[image: alt]


根据克莱姆法则，有

Xi
 ＝Hi
 V

i＝1，2，3，式中

[image: alt]


因此，设

[image: alt]


使用z-反变换，有

[image: alt]


k＝0，1，…，初始条件为[image: alt]
 ，式中k＜0时vk
 ＝0，k＜-1时[image: alt]
 （见练习9.2）。

9.3　α-β-γ跟踪器

α-β-γ跟踪器是最常见的跟踪器之一，这是一个“次优”滤波器，可以表示为

[image: alt]


式中，H
 ＝［α　β/h　γ/h2
 ］T
 （α、β、γ为常数，见图9.1）。在实际应用中，α、β、γ根据物理模型来选取，并依赖于使用者的经验。

[image: alt]


图9.1　α-β-γ跟踪器

在这里，考虑下面的例子

[image: alt]


设

g1
 ＝α，　g2
 ＝β/h，　g3
 ＝γ/h2


根据9.2节推导的解耦滤波公式，可以得到一个解耦α-β-γ跟踪器。可以看到在一定的α、β和γ值的条件下，时不变系统（9.11）的α-β-γ跟踪器实质上是一个极限卡尔曼滤波器，由这些条件可以保证跟踪器的“近似最优”性。

由于式（9.12）中的矩阵P
 是对称的，可以写为

[image: alt]


则式（9.12）变为

[image: alt]


α-β-γ跟踪器（9.13）成为一个极限卡尔曼滤波器的必要条件是H
 ＝G
 ，等价于

[image: alt]


从而

[image: alt]


另一方面，通过简单的代数运算，由式（9.14）、式（9.15）和式（9.16），可得

[image: alt]


将式（9.16）代入上面的方程，得到

[image: alt]


及

[image: alt]


联立式（9.16）、式（9.17）和式（9.18），可得

[image: alt]


及

[image: alt]


（见练习9.4）。因为P
 必须是正定的（见定理6.1），α、β和γ的值由下面的方法计算（见练习9.5）。


定理9.1
 　设α、β和γ的值满足式（9.19）的条件，并假设σm
 ＞0。则当且仅当下面的条件满足时，α-β-γ跟踪器是极限卡尔曼滤波器：

（i）0＜α＜1，γ＞0；

（ii）[image: alt]


（iii）下面的矩阵非负定：

[image: alt]


9.4　一个例子

现在考虑实时跟踪系统（9.11）中σp
 ＝σv
 ＝0，σa
 、σm
 ＞0的特殊情形。综合运用式（9.16）～（9.18），可得

[image: alt]


式中

[image: alt]


（见练习9.6）。对式（9.21）做简单的代数运算，可得

[image: alt]


（见练习9.7）。

为满足定理9.1的条件（i），式（9.22）的解γ必须为正。注意到f（0）＝-1和f（+∞）＝+∞，则方程至少存在一个正的根γ。此外，由笛卡儿正负号法则可知，式（9.22）最多存在3个实根。

下面给出选择不同s
 时的γ值：

[image: alt]


练习

9.1　考虑二维实时跟踪系统：

[image: alt]


式中，h＞0，｛[image: alt]
 k
 ｝、｛ηk
 ｝是不相关的零均值高斯白噪声序列。与该系统相关的α-β跟踪器定义为

[image: alt]


（a）推导该α-β跟踪器的解耦卡尔曼滤波算法；

（b）给出该α-β跟踪器是极限卡尔曼滤波器的条件。

9.2　验证9.2节的实时跟踪系统（9.11）的xk
 、[image: alt]
 和[image: alt]
 的解耦公式。

9.3　考虑三维雷达跟踪系统：

[image: alt]


其中｛wk
 ｝是有色噪声序列，定义为wk
 ＝swk－1
 ＋ηk
 ，｛[image: alt]
 k
 ｝，｛ηk
 ｝与第5章定义的一致，为不相关零均值高斯白噪声序列。该系统相应的α-β-γ跟踪器通过下面的算法定义：

[image: alt]


式中α、β、γ和θ是常值。（见图9.2）

[image: alt]


图9.2　三维雷达跟踪系统

（a）计算矩阵

[image: alt]


（b）应用克莱姆法则，求解系统

[image: alt]


中的[image: alt]
 1
 、[image: alt]
 2
 、[image: alt]
 3
 和W（由α-β-γ-θ滤波器的z
 -变换，可以得到上面的系统）；

（c）由[image: alt]
 1
 、[image: alt]
 2
 、[image: alt]
 3
 和W
 的z-反变换，给出α-β-γ-θ滤波器的解耦滤波方程；

（d）验证当有色噪声｛ηk
 ｝变为白噪声，即s＝0，θ＝0时，（c）的解耦滤波方程可简化为在9.2节得到的形式，其中g1
 ＝α，g2
 ＝β/h和g3
 ＝γ/h2
 。

9.4　验证方程（9.17）～（9.20）。

9.5　证明定理9.1，且条件（i）～（iii）与采样时间h无关。

9.6　验证方程（9.21）。

9.7　验证方程（9.22）。


第10章　区间系统的卡尔曼滤波

如果系统的一些参数，如系统矩阵的某些元素，不能确定或随时间改变，这时卡尔曼滤波算法就不能直接应用。在这种情况下，就需要具有处理不确定性能力的鲁棒卡尔曼滤波。本章将介绍一种鲁棒卡尔曼滤波算法。

考虑系统：

[image: alt]


式中A
 k
 、Γk
 和C
 k
 分别是已知的n×n、n×p和q×n阶矩阵，1≤p、q≤n。且

[image: alt]


对所有的k、l＝0，1，…，Q
 k
 和R
 k
 是正定对称矩阵。

如果所有的常值矩阵A
 k
 、Γk
 和C
 k
 都已知，卡尔曼滤波就能应用到式（10.1）所示的系统。这样递推地使用量测数据｛[image: alt]
 k
 ｝，就可以得到未知状态向量｛x
 k
 ｝的最优估计值｛[image: alt]
 k
 ｝。然而，如果系统矩阵中的某些元素是未知的或不确定的，就必须对整个滤波过程进行修改。假设仅知道所有未知参数的范围，则对于k＝0，1，…，可记

[image: alt]


式中，｜ΔA
 k
 ｜、｜ΔΓk
 ｜和｜ΔC
 k
 ｜是固定的不确定范围。

对于k＝0，1，…，相应的系统

[image: alt]


称为区间系统。

在此框架下，如何改进原始的卡尔曼滤波算法并应用到式（10.2）的区间系统上，这一问题将在本章内讨论。

10.1　区间数学

本节将给出在本章要用到的区间算术和区间分析的基本结论。

10.1.1　区间及其特性

定义在R＝（-∞，∞）上的有界闭子集［[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］称为是一个区间。在特殊情况下，一个单独的点x∈R也可以被认为是一个退化了的区间，其[image: alt]
 ＝[image: alt]
 ＝x。

下面说明一些关于区间的概念和特性。

（a）相等：当且仅当[image: alt]
 1
 ＝[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 1
 ＝[image: alt]
 2
 时，两个区间［[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 1
 ］和［[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 2
 ］相等，可以表示为

[image: alt]


（b）交：两个区间［[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 1
 ］和［[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 2
 ］的交可以表示为

[image: alt]


当且仅当[image: alt]
 1
 ＞[image: alt]
 2
 或[image: alt]
 2
 ＞[image: alt]
 1
 时，这两个区间不相交，表示为

[image: alt]


（c）并：两个相交区间［[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 1
 ］和［[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 2
 ］的并可以表示为

[image: alt]


注意只有两个区间相交时，并才有意义，也就是

[image: alt]


否则是没有意义的，因为其结果不是一个区间。

（d）不等式：当且仅当[image: alt]
 1
 ＜[image: alt]
 2
 （或[image: alt]
 1
 ＞[image: alt]
 2
 ），区间［[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 1
 ］小于（或大于）区间［[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 2
 ］，并且表示为

[image: alt]


否则就不能对它们进行比较。注意在区间中≤以及≥是没有定义的。

（e）包含：当且仅当[image: alt]
 2
 ≤[image: alt]
 1
 且[image: alt]
 1
 ≤[image: alt]
 2
 ，即当且仅当［[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 1
 ］是［[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 2
 ］的子集（子空间）时，区间［[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 1
 ］被包含在区间［[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 2
 ］中，表示为

[image: alt]


例如，有三个给定的区间X1
 ＝［-1，0］，X2
 ＝［-1，2］和X3
 ＝［2，10］，则

[image: alt]


10.1.2　区间运算

设［[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］，［[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 1
 ］和［[image: alt]
 2
 ，[image: alt]
 2
 ］是区间，区间的基本运算操作可以定义如下。

（a）加

[image: alt]


（b）减

[image: alt]


（c）逆

[image: alt]


（d）乘

[image: alt]


式中

[image: alt]


（e）除

[image: alt]


对于三个区间X＝［[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］、Y＝［[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］和Z＝［[image: alt]
 ，[image: alt]
 ］，考虑区间的加（＋）、减（－）、乘（·）和除（/）操作，也就是

[image: alt]


很明显X*Y也是一个区间。换句话说，区间在四种代数运算操作｛＋，－，·，/｝下是封闭的。同理，实数x、y、z…和退化区间［x，x］、［y，y］、［z，z］…是相同的。所以可以简单地将点区间操作［x，x］*Y表示为x*Y。此外，为了表示的简便，乘法运算符号“·”通常可以省略。

与常规算术类似，区间算术遵从以下的基本算术性质（见练习10.1）：

X＋Y＝Y＋X

Z＋（X＋Y）＝（Z＋X）＋Y

XY＝YX

Z（XY）＝（ZX）Y

X＋0＝0＋X＝XX0＝0X＝0，其中0＝［0，0］

XI＝IX＝X，其中I＝［1，1］

Z（X＋Y）⊆ZX＋ZY，其中“＝”只有下列条件之一满足时才成立：

（a）Z＝［z，z］

（b）X＝Y＝0

（c）对所有的x∈X和y∈Y，xy≥0

此外，下面的区间操作重要特性被称为单调包含特性。


定理10.1
 　设区间X1
 、X2
 、Y1
 和Y2
 ，有

X1
 ⊆Y1
 ，　X2
 ⊆Y2


则对于任意操作*∈｛＋，－，·，/｝，都有

X1
 *X2
 ⊆Y1
 *Y2


此特性可以由X1
 ⊆Y1
 和X2
 ⊆Y2
 直接得出，即

[image: alt]



推论10.1
 　设有区间X和Y，且有x∈X和y∈Y，则

[image: alt]


从表面上看，上面的定理和推论对有些运算，如求逆、减和除，好像不满足这样的单调包含特性。然而，除了上面的证明，考虑关于区间X＝［0.2，0.4］和Y＝［0.1，0.5］的简单例子。很明显，X⊆Y。首先来看[image: alt]
 ，其中I＝［1.0，1.0］，事实上，

[image: alt]


通过计算得

I－X＝［1.0，1.0］－［0.2，0.4］＝［0.6，0.8］

和

I－Y＝［1.0，1.0］－［0.1，0.5］＝［0.5，0.9］

还可以验证I－X⊆I－Y。

更进一步，将上面两个操作组合：

[image: alt]


依然可得[image: alt]


下面将区间的概念和区间算术扩展到区间向量和区间矩阵。区间向量和区间矩阵有着相似的定义。例如：

[image: alt]


分别是区间矩阵和区间向量。

设[image: alt]
 是n×m阶区间矩阵。如果对于所有的i＝1，…，n和j＝1，2，…，m，都有[image: alt]
 ，则说A
 I
 和B
 I
 相等。如果对于所有的i＝1，…，n和j＝1，2，…，m，都有[image: alt]
 ，则说A
 I
 包含于B
 I
 ，表示为A
 I
 ⊆B
 I
 ，尤其当A
 I
 ＝A
 是普通的常值矩阵时，表示为A
 ∈B
 I
 。

区间矩阵的基本操作包括如下方面。

（a）加法和减法

[image: alt]


（b）乘法：对于两个n×r和r×m矩阵A
 I
 和B
 I
 ，

[image: alt]


（c）求逆：对于n×n阶区间矩阵A
 I
 ，其行列式的值det［A
 I
 ］≠0，则

[image: alt]


比如，[image: alt]
 ，则

[image: alt]


区间矩阵（包括区间向量）和区间一样，服从许多算术运算规则（见练习10.2）。

10.1.3　有理区间函数

设S1
 和S2
 是R上的区间，f：S1
 →S2
 是普通的单变量（如，点到点）实值函数，分别用[image: alt]
 和[image: alt]
 表示S1
 和S2
 的所有子区间族。区间到区间的函数fI
 ：[image: alt]
 ，定义

[image: alt]


称为点到点函数f在区间S1
 上一致扩展。很明显，其值域是

[image: alt]


这是包含单点f（x）（x∈X）的S2
 所有子集的集合。

一致扩展fI
 ：[image: alt]
 的特性可以直接从定义得到，即

[image: alt]


通常，n维变量X1
 ，…，Xn
 的区间到区间的函数F被称为具有单调包含特性，如果

[image: alt]


注意，并不是所有的区间到区间的函数都具有这样的特性。

然而，所有的一致扩展都具有单调包含特性，因为对于加、减、乘和除（＋，－，·，/），区间算术函数是实值算术函数的一致扩展。正如前面讨论的（见定理10.1和推论10.1），区间算术具有单调包含特性。

一个区间到区间的函数就简称为区间函数。区间向量和区间矩阵具有相似的定义。一个区间函数称为有理区间函数，如果它的值是由有限个区间算术运算定义的。有理区间函数的例子如：对于区间X、Y和Z，X＋Y2
 ＋Z3
 和（X2
 ＋Y2
 ）/Z等，对于后一个，假设0∉Z。

根据“⊆”的传递性，可以得到所有的有理区间函数都具有单调包含特性。这可以通过数学归纳法证明。

下面，设f＝f（x1
 ，…，xn
 ）是一普通n维变量实值函数，X1
 ，…，Xn
 是区间。如果

[image: alt]


则区间函数F＝F（X1
 ，…，Xn
 ）称为是f的区间扩展。同时注意并非所有的区间扩展都具有单调包含特性。

可以证明下面的结论（见练习10.3）。


定理10.2
 　如果F是f的区间扩展，并且具有单调包含特性，则f的一致扩展fI
 满足：

fI
 （X1
 ，…，Xn
 ）⊆F（X1
 ，…，Xn
 ）

因为有理区间函数具有单调包含特性，故有：


推论10.2
 　如果F是有理区间函数，并且是f的区间扩展，则

fI
 （X1
 ，…，Xn
 ）⊆F（X1
 ，…，Xn
 ）

这个推论针对定义在R
 n
 上的一个n维普通有理函数，给出了函数值的上界和下界的极限值。

现在举一个具有单调包含特性的实值区间函数的例子。考虑计算下面的函数：
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对于X1
 ＝［2，3］、A1
 ＝［0，2］和X2
 ＝［2，4］、A2
 ＝［0，3］两种情况，这里X1
 ⊂X2
 、A1
 ⊂A2
 ，通过直接计算可以得到

[image: alt]


与期望的一致，确实得到了[image: alt]
 。

最后，基于推论10.2，当XI
 不包含零时，对于形如XI
 /XI
 的区间除法，可以首先检验与其对应的普通函数的运算可以得到x/x＝1，然后回到区间集合得到最后的结论。所以，作为区间计算中的一个习惯，对于不包含零的区间XI
 ，可以象征性地写为XI
 /XI
 ＝1。

10.1.4　区间期望和方差

设f（x）是定义在某个区间X上的普通函数。对于一些不依赖于x，y∈X的正的常数L，如果f满足通常的利普希茨（Lipschitz）条件：

｜f（x）－f（y）｜≤L｜x－y｜

则函数f的一致扩展fI
 称为f在区间X上的利普希茨区间扩展。

设B（X）是定义在X上的一类在数值计算中经常使用的函数，例如四种算术函数（＋，－，·，/）以及初等函数如e（·）
 ，ln（·），[image: alt]
 等。本章中将仅使用这些常用的基本函数中的一部分，B（X）只是为了表示方便。

设N是一个正整数。将区间［a，b］⊆X细分为N个子区间，X1
 ＝［[image: alt]
 1
 ，[image: alt]
 1
 ］，…，XN
 ＝［[image: alt]
 N
 ，[image: alt]
 N
 ］，使得

a＝[image: alt]
 1
 ＜[image: alt]
 1
 ＝[image: alt]
 2
 ＜[image: alt]
 2
 ＝…＝[image: alt]
 N
 ＜[image: alt]
 N
 ＝b

此外，对于任意f∈B（X），设F是f的一个定义在所有Xi
 （i＝1，…，N）上的利普希茨区间扩展，并假设F满足单调包含特性，记

[image: alt]


则有

[image: alt]


注意到，如果递推地定义

[image: alt]


式中，Sk
 ＝Sk
 （F；［a，b］），则｛Yk
 ｝是收敛到积分[image: alt]
 真实值的区间套序列。

注意到这里使用的利普希茨区间扩展F具有以下特性，即对于任何实数x∈R
 ，F（x）都是一个实数。然而，对于其他具有单调包含特性但不是利普希茨的区间函数，即使x是实数，其相应的函数F（x）也可能有区间函数。

基于前面介绍的区间数学，接下来介绍几个重要的概念。

设X是具有实值随机变量的区间，并设

[image: alt]


是具有已知μx
 、σx
 ＞0的普通高斯密度函数。则f（x）具有利普希茨区间扩展。定义区间期望为

[image: alt]


以及区间方差为

[image: alt]


容易验证，当a→-∞和b→∞时，从前面定义的定积分便可以得到这两个定义。

同理，对于另一实值随机变量区间Y定义条件区间期望

[image: alt]


和条件方差

[image: alt]


同理，可以通过定义的区间除法操作（注意零不包含在高斯区间密度函数的分母中）验证上述两个定义。

在上面的定义中，

[image: alt]


式中

[image: alt]


还可以验证（见练习10.4）：

[image: alt]


所有这些量都是典型的有理区间函数，所以可以应用推论10.2。

10.2　区间卡尔曼滤波

现在回到（10.2）所示的区间系统。可以看出该系统有一个由区间矩阵的所有上界元素定义的上界系统：

[image: alt]


及一个由区间矩阵的所有下界元素确定的下界系统：

[image: alt]


但对这两个边界系统应用标准卡尔曼滤波算法，得到的两个滤波轨迹不一定能包围区间系统（10.2）的所有可能最优解（见练习10.5）。事实上，在这两个边界轨迹和所有最优滤波解的集合间并没有确定的关系：因为噪声的干扰，这两个边界轨迹和它们相邻的轨迹常常会互相交叉。所以迫切需要一种能够提供包含区间系统所有估计值轨迹的新滤波算法。下面将要介绍的区间卡尔曼滤波方案能够满足这样的需求。

10.2.1　区间卡尔曼滤波方案

回顾在第3章介绍的标准卡尔曼滤波算法的推导过程，其中只应用到了矩阵代数运算（加、减、乘、除）和（条件）期望和方差。由前面讨论可知，所有这些运算在区间矩阵和有理区间函数中都有定义，所以可以采用相同的方式来推导区间系统（10.2）的卡尔曼滤波算法。该区间卡尔曼滤波算法简单介绍如下：

区间卡尔曼滤波算法

主过程

[image: alt]


从过程

[image: alt]


将该算法和式（3.25）的标准卡尔曼滤波算法比较，可以发现除了所有的矩阵和向量在算法（10.11）～（10.12）中为区间，它们在形式上是严格相似的。要注意，区间估计轨迹可能会快速地分开。但这归咎于保守的区间建模，而不是新的滤波算法。

需要注意的是，通过理论分析该区间卡尔曼滤波算法对于区间系统（10.2）是最优的，和标准卡尔曼滤波算法一样，因为在这个推导过程中没有任何近似。区间卡尔曼滤波算法的滤波结果是区间估计的序列[image: alt]
 ，它包含了区间系统可能产生的状态｛x
 k
 ｝的所有可能的最优估计｛[image: alt]
 k
 ｝。因此，为了使得区间估计的结果能包含所有可能的最优解，其范围通常比较宽。该区间卡尔曼滤波算法的滤波结果包含了一切可能的结果，但是比较保守。

同样应该注意到类似于通常情况下的随机向量（量测数据）[image: alt]
 k
 ，在前面的区间卡尔曼滤波算法中，区间数据向量[image: alt]
 在实现之前是个不确定的区间向量（例如，在该数据实际获取之前），但是在其被测量并获得之后，就成为一个普通的常值向量。这在算法的实现过程中应该避免混淆。

10.2.2　次优区间卡尔曼滤波

为了改进区间卡尔曼滤波算法（10.11）～（10.12）的计算效率，需要做一些适当的近似。在本节中，将介绍一种次优区间卡尔曼滤波方案，把区间矩阵的逆用其最坏逆代替，而保持其他所有的项不变。

设

[image: alt]


其中C
 k
 是[image: alt]
 的中点，M
 k－1
 是[image: alt]
 的中点（例如，区间矩阵的标称值）。

记

[image: alt]


式中

[image: alt]


这样，在算法（10.11）～（10.12）中，将ΔR
 k
 用其上界矩阵｜ΔR
 k
 ｜代替，它由ΔR
 k
 ＝［［－rk
 （i，j），rk
 （i，j）］］区间元素的上限组成，即

[image: alt]


需要注意，这里｜ΔR
 k
 ｜是普通矩阵（不是区间矩阵），所以当用普通矩阵求逆[image: alt]
 来替换区间矩阵求逆[image: alt]
 时，矩阵的逆变得更容易。更重要的是，当式（10.13）中的扰动矩阵ΔC
 k
 ＝0
 时，意味着式（10.2）所示系统的量测方程和式（10.1）所示的标称系统模型一样是准确的，有｜ΔR
 k
 ｜＝R
 k
 。

因此，用｜ΔR
 k
 ｜代替ΔR
 k
 ，可以得到下面的次优区间卡尔曼滤波方案。

一种次优区间卡尔曼滤波算法

主过程

[image: alt]


从过程

[image: alt]


最后，注意到式（10.13）给出的最坏情况下的矩阵｜ΔR
 k
 ｜包含了最大的可能干扰。在某种意义上，是能够给出稳态数值逆的“最好的”矩阵。另一个可能的近似为，如果ΔC
 k
 很小，可以简单地使用｜ΔR
 k
 ｜≈R
 k
 。在一些像后面章节中将要讨论的雷达跟踪系统的特殊系统中，特殊的技术也可能用来改善次优区间滤波的速度或精度。

10.2.3　目标跟踪的例子

本节介绍一个计算机仿真的例子来比较区间卡尔曼滤波和标准卡尔曼滤波。对雷达跟踪系统（3.26）的简化，可以参考式（4.22）、式（5.22）、式（6.43）：

[image: alt]


式中的基本假设与系统（10.2）中介绍的一致。

假定系统有一个小区间不确定性：

hI
 ＝［h－Δh，h＋Δh］＝［0.01－0.001，0.01＋0.001］＝［0.009，0.011］

式中建模误差Δh取为设定值h＝0.01的10％。

假设其他的给定数据为

[image: alt]


对于该模型，应用区间卡尔曼滤波（10.11）～（10.12），有

[image: alt]


在上面的式子中，矩阵[image: alt]
 和[image: alt]
 都是对称矩阵，所以，[image: alt]
 ，根据滤波算法可以得到：

[image: alt]


区间卡尔曼滤波和标准卡尔曼滤波的[image: alt]
 仿真结果及比较见图10.1和图10.2，其中标准卡尔曼滤波用了确定值h。从这两幅图可以看出，算法（10.11）～（10.12）介绍的新方法得到的信号估计轨迹的上界和下界，包含了利用式（3.25）标准卡尔曼滤波算法得到的信号估计轨迹。这两条界线包含了区间系统（10.2）的所有可能的最优估计。

[image: alt]


图10.1　区间卡尔曼滤波估计结果（状态分量1）

[image: alt]


图10.2　区间卡尔曼滤波估计结果（状态分量2）

10.3　加权平均区间卡尔曼滤波

从图10.1和图10.2可以看出，区间卡尔曼滤波能够产生标准卡尔曼滤波算法所有可能得到的最优轨迹的上界和下界。但是，随着递推的不断进行，上下界逐渐分开。这里应该再次强调，这个看上去发散的结果不是因为滤波算法，而是由于区间系统模型。也就是说，即使模型没有噪声也没有进行滤波，区间系统的上下界轨迹本身也会逐渐分开。所以这种现象是区间系统固有的，虽然它本身是用来对不确定动态系统建模。

为了避免使用区间系统模型的这种发散，一个可行方案是对两条边界包含的所有可能的最优估计轨迹进行加权平均。一个更简便的方法是简单地对两条边界估计进行加权平均。例如，取图10.1和图10.2中两个区间滤波估计的某个加权平均，可以分别得到图10.3和图10.4。

[image: alt]


图10.3　加权平均区间卡尔曼滤波（状态分量1）

[image: alt]


图10.4　加权平均区间卡尔曼滤波（状态分量2）

最后，非常重要的是，该平均与分别对两个边界系统（10.9）和（10.10）采用两个标准卡尔曼滤波所得到的轨迹进行平均是有着本质上的不同的。主要是因为，图10.1和图10.2所示的滤波轨迹的两个边界，包含了所有可能的最优估计，但是对两个边界系统应用标准卡尔曼滤波的估计，并没有覆盖所有的解（正如前面指出的，见习题10.5）。

练习

10.1　对于三个区间X、Y和Z，证明：

X＋Y＝Y＋X；

Z＋（X＋Y）＝（Z＋X）＋Y；

XY＝YX；

Z（XY）＝（ZX）Y；

X＋0＝0＋X＝X和X0＝0X＝0，其中0＝［0，0］；

XI＝IX＝X，其中I＝［1，1］；

Z（X＋Y）⊆ZX＋ZY，　其中“＝”只在下面条件下成立：

（a）Z＝［z，z］；

（b）X＝Y＝0；

（c）对所有x∈X和y∈Y，xy≥0。

10.2　设A
 、B
 和C
 分别是适当维数的普通常值矩阵，A
 I
 、B
 I
 和C
 I
 分别是适当维数的区间矩阵。验证：

（a）A
 I
 ±B
 I
 ＝｛A
 ±B
 ｜A
 ∈A
 I
 ，B
 ∈B
 I
 ｝；

（b）A
 I
 B
 ＝｛AB
 ｜A
 ∈A
 I
 ｝；

（c）A
 I
 ＋B
 I
 ＝B
 I
 ＋A
 I
 ；

（d）A
 I
 ＋（B
 I
 ＋C
 I
 ）＝（A
 I
 ＋B
 I
 ）＋C
 I
 ；

（e）A
 I
 ＋0
 ＝0
 ＋A
 I
 ＝A
 I
 ；

（f）A
 I
 I
 ＝I
 A
 I
 ＝A
 I
 ；

（g）分配率

（g.1）（A
 I
 ＋B
 I
 ）C
 I
 ⊆A
 I
 C
 I
 ＋B
 I
 C
 I
 ；

（g.2）C
 I
 （A
 I
 ＋B
 I
 ）⊆C
 I
 A
 I
 ＋C
 I
 B
 I
 ；

（h）（A
 I
 ＋B
 I
 ）C
 ＝A
 I
 C
 ＋B
 I
 C
 ；

（i）C
 （A
 I
 ＋B
 I
 ）＝CA
 I
 ＋CB
 I
 ；

（j）结合律

（j.1）A
 I
 （BC
 ）⊆（A
 I
 B
 ）C
 ；

（j.2）如果C
 I
 ＝-C
 I
 ，则（AB
 I
 ）C
 I
 ⊆A
 （B
 I
 C
 I
 ）；

（j.3）A
 （B
 I
 C
 ）＝（AB
 I
 ）C
 ；

（j.4）如果B
 I
 ＝-B
 I
 且C
 I
 ＝-C
 I
 ，则A
 I
 （B
 I
 C
 I
 ）＝（A
 I
 B
 I
 ）C
 I
 。

10.3　证明定理10.2。

10.4　证明式（10.7）和式（10.8）。

10.5　举一个一维的简单例子，说明对区间系统（10.2）的两个边界系统（10.9）～（10.10）应用标准卡尔曼滤波，得到的两个滤波轨迹不能包含区间系统的所有可能的最优估计解。

10.6　考虑跟踪一个具有不确定输入的弹道导弹的目标跟踪问题。这个物理问题可以用下面的简化的区间模型描述：

[image: alt]


式中[image: alt]
 。

[image: alt]


其他所有的A
 ij
 ＝0，其中KI
 是不确定系统参数，g是重力常数，[image: alt]
 ，又

[image: alt]


系统噪声和量测噪声序列为相互独立的零均值高斯噪声，分别有方差｛Q
 k
 ｝和｛R
 k
 ｝。用下面的数据，对该模型应用区间卡尔曼滤波算法：

[image: alt]



第11章

小波卡尔曼滤波

除了前面章节讨论的卡尔曼滤波算法之外，还有很多其他可用的时域数字滤波计算方案。在这些方案中，最令人激动的可能就是小波算法，它可以用于多尺度信号处理（估计或滤波）和信号多分辨率分析。本章将专门介绍小波卡尔曼滤波这一有效的技术，通过解决一个随机信号的同时估计和分解的具体应用例子，来说明采用小波的卡尔曼滤波器组的方案。

11.1　小波初步

小波的概念是20世纪80年代初被提出来的，通过两个简单的操作“平移”和“伸缩”，由一个“小波基”函数族来实现。设ψ（t）是这样的一个小波基函数，结合伸缩常数a和平移常数b，可以得到一系列形式为ψ（（t－b）/a）的小波函数。以这一系列小波函数为积分核来定义一种积分变换，称为小波积分变换（IWT, integral wavelet transform）：

[image: alt]


可以根据a和b的值在不同的位置和不同的尺度来分析函数（或信号）。注意小波基ψ（t）起到了时间窗口的作用，其宽度随着公式（11.1）中尺度因子a的减小而变窄。因此，如果其傅里叶变换[image: alt]
 （ω）的频率ω和尺度因子a成反比，这样由ψ（t）产生的时间窗口变窄，可以用来研究高频信号，或时间窗口变宽来对低频情况进行观测。此外，小波基ψ（t）的傅里叶变换也是一个窗口函数。那么IWT的（Wψ
 f）（b，a）就可以在t＝b附近及尺度因子a所定义的频带宽度内用来对f（t）进行时域与频域定位和分析。

11.1.1　小波基础

“多分辨率分析”为研究小波提供了一个简洁方式。设L2
 是连续时间域（-∞，∞）内的实值能量有限函数的空间，其内积定义为[image: alt]
 ，模定义为[image: alt]
 。如果存在一些窗口函数（见练习11.1）φ（t）∈L2
 ，满足下列特性，则L2
 上闭子空间组成的区间套｛Vk
 ｝称为L2
 的一个多分辨率分析：

（i）对于每一个整数k，集合

[image: alt]


是Vk
 的Riesz基，也就是说其线性张开在Vk
 中是稠密的，并且对所有的｛cj
 ｝∈l2
 和每一个k，均有

[image: alt]


式中[image: alt]
 ；

（ii）Vk
 的组合在L2
 中是稠密的；

（iii）所有Vk
 的交集是零函数；

（iv）当且仅当f（2t）∈Vk＋1
 时，f（t）∈Vk
 。

设Vk＋1
 为Vk
 及其正交补Wk
 的直和，表示为

[image: alt]


则对于所有的k≠n，有Wk
 ⊥Wn
 ，并且整个L2
 空间是子空间Wk
 的正交和，即

[image: alt]


假设存在一个函数ψ（t）∈W0
 ，使得每个ψ（t）及其傅里叶变换[image: alt]
 （ω）在±∞处都能足够快的衰减（见练习11.2），并且对于任一整数k，

[image: alt]


是Wk
 的一个标准正交基，则ψ（t）称为是一个小波（见练习11.3）。

设[image: alt]
 （t）∈W0
 是ψ（t）的对偶，即

[image: alt]


则[image: alt]
 （t）和[image: alt]
 （ω）在时间域和频率域都分别是窗口函数。如果[image: alt]
 （t）在IWT分析中用作小波基，可以得到实时算法，由b＝j/2k
 时刻和a＝2-k
 尺度定义的第k个频率带来确定[image: alt]
 。同样，f（t）也可以根据这些位置的[image: alt]
 的信息来实时重构。

更加精确地，由定义

[image: alt]


任何函数f（t）∈L2
 都可以表示为小波分量的线性线合

[image: alt]


式中

[image: alt]


由式（11.3），在l2
 中存在两个序列｛aj
 ｝和｛bj
 ｝，使得对所有的整数l，

[image: alt]


从特性（i）和式（11.3）可以看出，l2
 中存在唯一确定的两个序列｛pj
 ｝和｛qj
 ｝，满足

[image: alt]


由序列对（｛aj
 ｝，｛bj
 ｝）得到小波变换[image: alt]
 的金字塔分解算法，而由序列对（｛pj
 ｝，｛qj
 ｝）得到小波变换[image: alt]
 ，组成重新构建f（t）的金字塔合成算法。

注意到，如果φ（t）选择为一个B样条函数，则可以得到一个紧支撑的小波ψ（t），其对偶值[image: alt]
 （t）在±∞处指数衰减，并且[image: alt]
 （t）的IWT具有线性相位。进一步地，｛aj
 ｝和｛bj
 ｝具有较快的指数衰减，同时序列｛pj
 ｝和｛qj
 ｝是有限的。需要提及的是，样条小波ψ（t）和[image: alt]
 （t）有显式表示，并且可以很容易实现。

11.1.2　离散小波变换和滤波器组

对于给定的确定标量信号｛x（i，n）｝∈l2
 ，在固定的尺度i，通过脉冲响应为｛h（n）｝的半宽低通滤波器，可以得到较低分辨率的信号。或者说，低分辨率信号序列（用L表示）可以通过对低通滤波器的输出下采样获得，即h（n）→h（2n）。因此，

[image: alt]


式（11.12）定义了一个从l2
 到其自身的映射。作为xL
 （i－1，n）的补充，小波系数为｛xH
 （i－1，n）｝，可以通过一个脉冲响应为｛g（n）｝的高通滤波器，再对高通滤波的输出进行下采样计算得到。这样就有

[image: alt]


原始信号｛x（i，n）｝可以由滤波和采样（低分辨率）信号｛xL
 （i－1，n）｝和｛xH
 （i－1，n）｝重构。为了生成完好的重构信号，滤波器｛h（n）｝和｛g（n）｝必须满足一些约束条件。最重要的约束条件就是滤波器脉冲响应组成正交集。因此，式（11.12）和式（11.13）可以被看作原始信号在正交基上的分解，而重构可以认为是正交投影的和，见下式：

[image: alt]


式（11.12）和式（11.13）定义的操作称为离散（前向）小波变换，而离散小波逆变换可以由式（11.14）来定义。

为了能对｛h（n）｝和｛g（n）｝都使用FIR（finite impulse response）滤波器（也就是说，这两个序列有有限长度，L），规定

[image: alt]


式中L必须是满足这一关系的偶数。

显然，一旦低通滤波器｛h（n）｝确定了，高通滤波器也就确定了。

离散小波变换可以通过倍频滤波器组来实现，如图11.1（b）所示，其中只描述了三层变换。在不同层不同分解的尺度见图11.1（a）。

[image: alt]


图11.1　离散小波变换

（a）信号分解；（b）两通道滤波器组

对于有限长度的确定信号序列，用算子形式来描述小波变换更方便。考虑序列信号在第i层长度为M的分解：

[image: alt]


式（11.12）和式（11.13）可以写为以下的算子形式：

[image: alt]


式中，算子H
 i－1
 和G
 i－1
 为低通和高通滤波器（式（11.12）和式（11.13）中的｛h（n）｝和｛g（n）｝），第i层映射到第i－1层的响应。同理，从第i－1层映射到第i层，式（11.14）的算子形式可以写为（见练习11.4）

[image: alt]


另一方面，正交约束也可以用算子的形式表示：

[image: alt]


信号的多层同时分解可以通过滤波器组来实现。例如，将[image: alt]
 分解为三层，如图11.1所示，可以应用下面的综合变换：

[image: alt]


式中

[image: alt]


是一个正交矩阵，同时将[image: alt]
 映射到滤波器组的三层。

11.2　信号估计和分解

在随机信号估计和分解中，通用的方法是先用量测数据估计未知信号，然后根据分辨率需求来分解所估计的信号。这两步通常是离线的，在实时应用中是不可取的。

本节将介绍随机信号的同时最优估计和多分辨率分解技术，用来作为小波卡尔曼滤波的一个例子。基于离散小波变换，并用卡尔曼滤波器组推导出同时完成估计和分解的算法。该算法保持了卡尔曼滤波方案在估计时的优点，得到了未知信号的最优（线性、无偏、最小误差方差）估计，以递推的方式应用从含噪声信号中采样获得的数据。

本节所提出的方案具有以下特性：首先，一步就确定了被估计信号，而不是原来的两步方法，并且得到的信号具有所希望的分解；其次，该算法中采用了递推卡尔曼滤波方案，以便同时得到未知并且含噪声信号的最优估计和分解；最后，整个信号处理过程是在线的，即是实时的，对输入一批新的量测数据，能以需要的分解形式输出信号的估计。在这个过程中，信号首先被分解为块，然后对数据块进行滤波。该方案基于当前的量测数据和之前的最优估计值，就可以得到当前的估计值。这里，数据块的长度由需要分解的层数来决定。倍频滤波器组被用作多分辨分析的有效工具。

11.2.1　随机信号的估计和分解

考虑一个一维随机信号序列｛x（N，k）｝的最高分辨率层（N层），它符合下式：

[image: alt]


量测为

[image: alt]


式中｛ξ（N，k）｝和｛η（N，k）｝是相互独立的零均值高斯噪声序列，方差分别为Q（N，k）和R（N，k）。

给定一个量测序列｛v（N，k）｝，估计和分解随机信号｛X（N，k）｝的常规方法是按次序进行：首先，在最高分辨率水平找到一个估计[image: alt]
 （N，k）；其次，应用小波变换将其分解到不同的分辨率上去。

下面将要介绍同时完成随机信号的估计和分解任务的算法。为了简便，仅讨论两层分解和估计，例如，从N层到N-1和N-2层。而在其他所有层，同时进行估计和分解的过程是完全一样的。

选择长度为M＝22
 ＝4的数据块，选择基2是为了便于设计一个倍频滤波器组，指数2为小波分解的层数。在k时刻，有

[image: alt]


其数据块形式的等效动态系统进一步讨论如下。

为了理论上的方便，系统方程和量测方程式（11.17）和式（11.18）假设是时不变的，并在分解层N上进行讨论。以长度M为间隔实现该过程，则

[image: alt]


或

[image: alt]


或

[image: alt]


或

[image: alt]


取式（11.19）、（11.20）、（11.21）和（11.22）的平均，可得

[image: alt]


式中

[image: alt]


同理，所有的过程都采用上述相同的方法，最后可以得到下面的一个数据块形式的动态系统（见练习11.5）：

[image: alt]


式中ξ（i），i＝2，3，4，具有相似的定义，且

[image: alt]


其中[image: alt]
 的元素由下式给出：

[image: alt]


与式（11.24）相关的量测方程可以很容易的得出
【1】



[image: alt]


式中

[image: alt]


采用两层分解，可以得到

[image: alt]


将式（11.26）代入式（11.24），可得

[image: alt]


式中

[image: alt]


式（11.27）描述了一个可分解的动态系统。其相关的量测方程同样可以通过把式（11.26）代入式（11.25）得到，有

[image: alt]


式中

[image: alt]


如此得到了系统方程和量测方程式（11.27）和式（11.28）的各个分解量。下一个任务是利用量测数据估计这些量。对式（11.27）和式（11.28）应用卡尔曼滤波，可以得到这些分解量的最优估计。

11.2.2　一个随机游走的例子

本小节将研究一个一维有色噪声过程（也叫做布朗随机游走）。该随机过程可以表示为

[image: alt]


量测为

[image: alt]


式中｛ξ（N，k）｝、｛η（N，k）｝是相互独立的零均值高斯噪声序列，方差分别是Q（N，k）＝0.1、R（N，k）＝1.0。

真实值｛x（N，k）｝和量测值｛[image: alt]
 （N，k）｝的最高分辨率如图11.2（a）和（b）所示。采用模型（11.27）、（11.28），在滤波器组应用Haar小波，对前面给出的过程应用标准卡尔曼滤波，可得到两层估计：[image: alt]
 。在线计算结果见图11.2（c）（d）和图11.3（a）。

[image: alt]


图11.2　信号的小波分解

[image: alt]


图11.3　信号估计结果

初看时，[image: alt]
 都像某种噪声。实际上，[image: alt]
 为真实信号高频部分的估计。可以通过把这些高频部分“加”到低频部分来构成多层估计。例如，[image: alt]
 是按下式，通过组合[image: alt]
 重构而成的：

[image: alt]


见图11.3（b）。

同理，[image: alt]
 （在最高分辨率水平）可以通过组合[image: alt]
 来获得，见图11.3（c）。

为了比较性能，标准卡尔曼滤波被直接应用到系统（11.29）和（11.30），结果见图11.3（d）。可以看出通过组合分解量的估计和通过卡尔曼滤波得到的在最高分辨率估计非常相似。为了在数量上比较这两种方法，进行200次的蒙特卡罗仿真。这时估计和分解算法的平方根误差为0.2940，而标准卡尔曼滤波为0.3104。这表明即使只有两层分解和估计，前者比直接卡尔曼滤波效果好。如果允许分解的层数增加，两者的差别将更加显著。

练习

11.1　下面的Haar和三角函数是典型的时域窗函数：

[image: alt]


观察这两个函数，然后证明：

[image: alt]


其中φH
 （t）和φT
 （t）分别称为0度B样条和1度B样条。n度B样条由下式生成：

[image: alt]


计算并描述φ2
 （t）和φ3
 （t）（注意φ0
 ＝φH
 和φ1
 ＝φT
 ）。

11.2　给出上面定义的φH
 （t）和φT
 （t）的傅里叶变换。

11.3　根据φH
 （t）和φT
 （t）的图示，画出φ1，0
 （t）＝φH
 （2t）、φ1，1
 （t）＝φH
 （2t－1）和Φ（t）＝φ1，0
 （t）＋φ1，1
 （t）。更进一步画出小波：

[image: alt]


11.4　证明式（11.16）。

11.5　证明式（11.24）和式（11.26）。

注释


【1】
 译者注：此处式号原著似有误，译者适当调整。


第12章

附　录

这本教科书的目的是给出卡尔曼滤波理论基本但严密的介绍，同时简单涉及它的一些实时应用。全书没有期望覆盖该理论的所有基本原理，并且只包含了很有限的一些应用。在参考文献中有介绍不同应用的很多著作，包括Anderson和Moore（1979），Balakrishnan（1984，1987），Brammer和Sifflin（1989），Catlin（1989），Chen（1985），Chen，Chen and Hsu（1995），Goodwin和Sin（1984），Haykin（1986），Lewis（1986），Mendel（1987），Ruymgaart和Soong（1985，1989），Sorenson（1985），Stengel（1986），和Young（1984）。遗憾的是，在我们的详细介绍过程中，不得不忽略许多重要的主题。这一章将简要地介绍其中的一些主题，感兴趣的读者可以根据本书提供的参考文献进一步学习和研究。

12.1　卡尔曼平滑器

假设数据信息是在某一离散时间区间｛1，2，…，N｝上获得的。对于任意满足1≤K＜N的K，使用该时间区间上的所有数据信息（例如，过去的、现在的和将来的所有信息都使用）的状态向量x
 K
 的最优估计x
 K｜N
 ，称为是x
 K
 的一个（数字）平滑估计（对照第2章定义2.1）。虽然该平滑问题稍微不同于本书中考虑的实时估计问题，但是仍有许多实际的应用。一个典型的应用就是对卫星轨道的确定，其中卫星轨道的估计允许在某个确定的时间周期之后进行。更精确地，考虑下面的具有固定终点时间N的线性确定／随机系统：

[image: alt]


式中1≤k＜N。这里假设对于所有k，[image: alt]
 k
 的方差矩阵Q
 k
 都是正定的（对照第2章和第3章，其中Q
 k
 只假设为非负定）。

卡尔曼滤波过程被用来寻找最优平滑估计[image: alt]
 K｜N
 ，其中“最优”仍是最小方差意义下的。首先，定义利用数据信息｛[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 K
 ｝的常规卡尔曼滤波估计[image: alt]
 K｜K
 为[image: alt]
 ，上标f表示该估计是一个前向（forward）过程。类似的，定义[image: alt]
 ＝[image: alt]
 K｜K＋1
 为利用数据信息｛[image: alt]
 K＋1
 ，…，[image: alt]
 N
 ｝估计状态向量x
 K
 时所获得的后向（backward）最优预测。然后，通过利用时间区间｛1，2，…，N｝上的所有数据信息得到最优平滑估计[image: alt]
 K｜N
 （常称为卡尔曼平滑估计）（更详细的介绍见Lewis（1986）和Balakrishnan（1984，1987））：

[image: alt]


式中，[image: alt]
 分别利用下面的方法递推计算：

[image: alt]


及

[image: alt]


12.2　α-β-γ-θ跟踪器

考虑一个用状态空间表示的、以有色噪声为输入的线性时不变随机系统：

[image: alt]


式中A
 、C
 、Γ
 分别是n×n、q×n、n×p阶常值矩阵，1≤p、q≤n，且

[image: alt]


其中M
 和N
 是常值矩阵，[image: alt]
 是独立的高斯白噪声序列，且满足

[image: alt]


针对该系统的α-β-γ-θ跟踪器，定义为下面的算法：

[image: alt]


式中α、β、γ、θ是确定的常值，且[image: alt]
 。

对于9.2节讨论的包含有色量测噪声输入的实时跟踪系统，参数为

[image: alt]


其中h＞0是采样时间，当且仅当下面的条件满足时，该α-β-γ-θ跟踪器是（近似最优）极限卡尔曼滤波：σa
 ＞0，且

（1）γ（2α＋2β＋γ）＞0

（2）α（r－1）（r－1－rθ）＋rβθ－r（r＋1）γθ/2（r－1）＞0

（3）（4α＋β）（β＋γ）＋3（β2
 -2αγ）－4γ（r－1－γθ）/（r－1）≥0

（4）γ（β＋γ）≥0

（5）α（r＋1）（r－1＋rθ）＋r（r＋1）βθ/（r－1）＋rγ（r＋1）2
 /2（r－1）2
 －r2
 ＋1≥0

（6）σ[image: alt]

 /σa
 ＝（β2
 －2αγ）/2h2
 γ2


（7）σp
 /σa
 ＝［α（2α＋2β＋γ）－4β（r－1－rθ）/（r－1）－4rγθ/（r－1）2
 ］h4
 /（2γ2
 ）

（8）σm
 /σa
 ＝［α（r＋1）（r－1＋rθ）＋1－r2
 ＋r2
 θ2
 ＋r（r＋1）βθ/（r－1）＋rγ（r＋1）2
 /2（r－1）2
 ］h4
 /γ2


（9）矩阵［pij
 ］4×4
 是非负定对称的，其中：

[image: alt]


特别地，如果N＝0，也就是说，只考虑白噪声输入，则上面的条件简化为定理9.1描述的情况。

最后，通过定义[image: alt]
 ，并应用z-变换，α-β-γ-θ跟踪器可以分解为下面的（解耦）递推方程：

[image: alt]


初始条件为[image: alt]
 ，其中：

[image: alt]


注意上面的解耦公式包含了9.2节得到的白噪声输入结果。此方法可以工作得很好，尽管滤波器只具有近似最优性。更详细的介绍见Chen和Chui（1986）和Chui（1984）。

12.3　自适应卡尔曼滤波

考虑线性随机状态空间模型：

[image: alt]


式中｛[image: alt]
 k
 ｝和｛[image: alt]
 k
 ｝是不相关的零均值高斯白噪声序列，且有Var（[image: alt]
 k
 ）＝Q
 k
 和Var（[image: alt]
 k
 ）＝R
 k
 。然后假设每一个R
 k
 是正定的，所有的矩阵A
 k
 、C
 k
 、Γ
 k
 、Q
 k
 和R
 k
 ，以及初始条件E（x
 0
 ）和Var（x
 0
 ）是已知的。第2章和第3章推导的卡尔曼滤波算法提供了一个实时估计状态向量x
 k
 的非常有效的最优估计方案。事实上，该估计过程是如此的有效，以致选取的初始条件E（x
 0
 ）和／或Var（x
 0
 ）非常差时，也能够在较短的时间内获得较理想的估计值。然而，如果不是所有的矩阵A
 k
 、C
 k
 、Γ
 k
 、Q
 k
 和R
 k
 都是已知值，滤波算法必须根据获得的数据｛[image: alt]
 k
 ｝实时改变自己，使得状态的最优估计依然能够像这些矩阵都已知时一样获得。这类算法称为自适应算法，相应的滤波过程称为自适应卡尔曼滤波。如果Q
 k
 和R
 k
 是已知的，则自适应卡尔曼滤波器可以用来辨识系统矩阵和／或量测矩阵。当A
 k
 、C
 k
 、Γ
 k
 的部分信息已知时，这个问题在第8章已经讨论过了。通常辨识问题是非常困难但又非常重要的［见Aström和Eykhoff （1971）及Mehra（1970，1972）］。

现在来讨论A
 k
 、C
 k
 、Γ
 k
 已经给出的情况。与估计状态一样估计噪声方差矩阵的自适应卡尔曼滤波算法，称为噪声自适应滤波器。虽然针对该问题有较多的算法［见Aström和Eykhoff（1971），Chen和Chui（1991），Chin（1979），Jazwinski（1969）和Mehra（1970，1972）］，至今还没有从最优准则的角度推导的算法。为了简便，讨论A
 k
 、C
 k
 、Γ
 k
 和Q
 k
 都给定的情形，因此只有R
 k
 需要估计。新息过程［见Kailath（1970）和Mehra（1970）］对此情形非常有效。从新获取的数据信息[image: alt]
 k
 和前一步获得的最优预测[image: alt]
 K｜K－1
 ，新息序列定义为

[image: alt]


显然

[image: alt]


实际上这是一个零均值白噪声序列。

对两边都取方差，有

[image: alt]


这就可以得到R
 k
 的估计，即

[image: alt]


其中[image: alt]
 是S
 k
 的统计采样方差

[image: alt]


其中[image: alt]
 是统计采样的均值

[image: alt]


（例如，可参见Stengel（1986））。

12.4　自适应卡尔曼滤波在维纳滤波中的应用

在数字信号处理和系统理论中，一个重要的问题是根据受噪声污染的输入／输出信息确定数字滤波器或线性系统的单位脉冲响应，具体例子见Chui和Chen（1992）。更精确地，设｛uk
 ｝、｛[image: alt]
 k
 ｝分别是已知的输入、输出信号，｛ηk
 ｝是未知的噪声序列。问题是从下面的关系中“识别”出系数序列｛hk
 ｝：

[image: alt]


在维纳滤波器中，最优准则是确定序列[image: alt]
 。通过设

[image: alt]


需要满足

[image: alt]


在hi
 ＝0（i＞M）的假设下，也就是，当考虑一个FIR系统，上面的问题可以改写为下面的状态空间描述形式。设

[image: alt]


是需要估计的状态向量。由于这是一个常值向量，可以写为

[image: alt]


另设C
 是“观测矩阵”，定义为

[image: alt]


然后输入／输出关系写为

[image: alt]


需要从数据信息｛[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 k
 ｝中给出x
 k
 的最优估计[image: alt]
 k
 。当｛ηk
 ｝是具有未知方差Rk
 ＝Var（ηk
 ）的零均值高斯白噪声序列时，该估计可以应用12.3节讨论的噪声自适应卡尔曼滤波完成。

对于IIR系统，由于相应的线性系统（a）为无限维，自适应卡尔曼滤波技术不能直接应用。

12.5　卡尔曼－布希滤波

这本书专门研究离散时间模型的卡尔曼滤波问题。下面将简单介绍连续时间模型问题，称为卡尔曼－布希滤波器。

考虑连续时间线性确定／随机系统：

[image: alt]


式中0≤t≤T。

状态向量x
 （t）是初值满足x
 （0）～N（0
 ，Σ2
 ）的随机n维向量，这里Σ2
 或者至少它的一个估计是给定的；随机输入或噪声过程[image: alt]
 （t）和[image: alt]
 （t）分别是p维和q维Weiner-Levy向量，1≤p，q≤n；观测[image: alt]
 （t）是q维随机向量；A
 （t）、Γ
 （t）和C
 （t）是连续时间区间［0，T］上n×n、n×p和q×n阶确定性连续矩阵函数。

卡尔曼－布希滤波由下面的递推公式给出

[image: alt]


式中R
 （t）＝E｛[image: alt]
 （t）[image: alt]
 T
 （t）｝，P
 （t）满足Riccati方程

[image: alt]


其中Q
 （t）＝E｛[image: alt]
 （t）[image: alt]
 T
 （t）｝。

想了解更多的细节，读者可以阅读原始文献Kalman和Bucy（1961），教材Ruymgaart和Soong（1995）以及Fleming和Rishel（1975）。

12.6　随机最优控制

关于确定性最优控制理论有大量的文献。关于该问题的简单讨论，读者可以查阅文献Chui和Chen（1989）。随机最优控制的目标是处理受随机扰动影响的系统。一个典型的随机最优控制是线性调节器问题，它一直都受到广泛关注。我们将在本节讨论这一典型的问题。

系统和观测方程由线性确定性／随机微分方程给出：

[image: alt]


式中0≤t≤T（见12.5节），定义在一类控制函数u
 （t）上的将要最小化的损失函数为

[image: alt]


这里假设初始状态x
 （0）满足x
 0
 ～N（0
 ，Σ2
 ），Σ2
 是给定的，[image: alt]
 （t）和[image: alt]
 （t）是不相关的高斯白噪声过程，并且独立于初始状态x
 0
 。此外，对于0≤t≤T，数据项[image: alt]
 （t）是已知的。A
 （t）、B
 （t）、C
 （t）、W
 x
 （t）和W
 u
 （t）是已知的具有合适维数的确定矩阵，W
 x
 （t）是非负定对称矩阵，W
 u
 （t）是正定对称矩阵。通常，符合作为控制函数的u
 （t）由定义在［0，T］上的向量值Borel可观测函数组成，范围是R
 p
 上的一个闭子集。

假设控制函数u
 （t）借助观测数据取得了系统状态的部分信息，也就是u
 （t）是数据[image: alt]
 （t）而不是状态x
 （t）的一个线性函数。对于这样的线性调节问题，可以应用所谓的分离原理，这是随机最优控制理论中最有用的结果之一。该原理本质上是指上面的“部分观测”线性调节问题可以分解为两部分：第一部分是应用12.5节讨论的卡尔曼－布希滤波器解决一个系统状态的最优估计问题；第二部分是一个“完全可观测”线性调节问题，该问题的解可以通过一个线性反馈函数给出。更精确地，状态向量x
 （t）的最优估计[image: alt]
 （t）满足线性随机系统：

[image: alt]


式中R
 （t）＝E｛[image: alt]
 （t）[image: alt]
 T
 （t）｝，P
 （t）是下列矩阵Riccati方程的（唯一）解：

[image: alt]


其中Q
 （t）＝E｛[image: alt]
 （t）[image: alt]
 T
 （t）｝。

另一方面，最优控制函数u
 *
 （t）为

[image: alt]


式中K
 （t）是下列矩阵Riccati方程的（唯一）解：

[image: alt]


其中0≤t≤T。

想了解更多的细节，读者可以阅读Wonham（1968），Kushner（1971），Fleming和Rishel（1975），Davis（1977），以及较新近的Chen，Chen和Hsu（1995）。

12.7　平方根滤波及其脉动阵列实现

平方根滤波算法由Potter（1963）首先提出，然后由Carlson（1973）改进，它给出了一种快速计算方案。由第7章可以看出，该算法需要计算矩阵J
 k，k
 、J
 k，k－1
 和G
 k
 ，其中

[image: alt]



J
 k，k－1
 是下面矩阵的平方根：

[image: alt]


以及

[image: alt]


其中，[image: alt]
 ，M
 c
 是矩阵M
 的下三角矩阵形式的“平方根”，而不是M
 是正定平方根M
 1/2
 （见引理7.1）。很明显，如果能够直接从J
 k，k－1
 计算J
 k，k
 （或者直接从P
 k，k－1
 计算P
 k，k
 ），而不使用公式（a），该算法将更有效些。从这个角度出发，Bierman（1973，1977）改进了Carlson的方法，使用LU分解来给出下面的算法。

首先，考虑下面的分解

[image: alt]


其中U
 i
 和D
 i
 （i＝1，2）分别是上三角矩阵和对角矩阵，为了方便忽略了上标k。进一步，定义

[image: alt]


并且分解D
 ＝U
 3
 D
 3
 [image: alt]
 ，则有

[image: alt]


为了从｛U
 1
 ，D
 1
 ｝得到｛U
 2
 ，D
 2
 ｝，Bierman的算法需要O（qn2
 ）的算术操作，其中n和q分别是状态向量和观测向量的维数。Andrews（1981）通过使用并行处理技术，将操作减少为O（nq·logn）。最近，Jover和Kailath（1986）使用Schur互补技术并应用脉动阵列（见Kung（1982），Mead和Conway（1980）和Kung（1985））进一步将操作减少为O（n）（更精确地说，近似为4n）。此外，需要的算术操作的数目从O（n2
 ）减少为O（n）。

该方案的基本思想可以简单地讨论如下：因为P
 k，k－1
 是非负定对称的，存在正交矩阵M
 1
 ，使得

[image: alt]


考虑增广矩阵

[image: alt]


可以有以下两种分解：

[image: alt]


[image: alt]


将分解的上三角平方根矩阵块放在左边，分解的下三角平方根矩阵块放在右边，另有一个正交矩阵M
 2
 ，使得

[image: alt]


使用LU分解，为了简便，省略上标k，有

[image: alt]


恒等式（c）可以写为

[image: alt]


又定义

[image: alt]


很明显，这是一个正交矩阵，于是有

[image: alt]


应用Kailath（1982）介绍的算法，M
 3
 可以分解为有限个基本矩阵的乘积，而不用平方根操作。所以，通过合适的应用脉动阵列，需要大约4n的算术操作，｛U
 H
 ，U
 2
 ｝可以应用（d）式由｛U
 R
 ，U
 1
 ｝得到，[image: alt]
 可以应用（b）由[image: alt]
 得到。因此，D
 2
 可以很容易从D
 1
 中计算得到。

要了解关于该主题的更多细节，见Jover和Kailath（1986）及Gaston和Irwin（1990）。
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练习答案和提示


第1章


1.1　因为很多特性都可以直接由迹的定义证明，只讨论trAB
 ＝trBA
 ：

[image: alt]


1.2　[image: alt]


1.3　[image: alt]


1.4　存在酉矩阵P
 和Q
 ，使得

[image: alt]


及

[image: alt]


设P
 ＝［pij
 ］n×n
 和Q
 ＝［qij
 ］n×n
 ，则

[image: alt]


以及

[image: alt]


同理，[image: alt]
 。

可得trAA
 T
 ≥trBB
 T
 。

1.5　定义：[image: alt]
 。换用极坐标，有

[image: alt]


1.6　定义：[image: alt]
 。由练习1.5，有

[image: alt]


因此，

[image: alt]


1.7　（a）设P
 是酉矩阵，满足

[image: alt]


并定义：[image: alt]
 。则

[image: alt]


（b）使用同样的代换，有

[image: alt]


1.8　所有的性质可以很容易地从定义得到。

1.9　已证明如果X1
 、X2
 相互独立，则cov（X1
 ，X2
 ）＝0
 。假设R
 12
 ＝cov（X1
 ，X2
 ）＝0
 ，则R
 21
 ＝cov（X2
 ，X1
 ）＝0
 ，使得

[image: alt]


所以，X1
 和X2
 相互独立。

1.10　通过直接计算可以验证式（1.35）。首先，有

[image: alt]


然后，通过取行列式得到

[image: alt]


式中

[image: alt]


剩下的计算步骤可直接得到。

1.11　设[image: alt]
 。可以证明：

[image: alt]


又

[image: alt]


并假设矩阵（[image: alt]
 W
 k
 C
 k
 ）非奇异，有

[image: alt]


1.12

[image: alt]


第2章

2.1

[image: alt]


2.2　对于任意非零向量x
 ，有x
 T
 Ax
 ＞0和x
 T
 Bx
 ≥0，使得x
 T
 （A
 ＋B
 ）x
 ＝x
 T
 Ax
 ＋x
 T
 Bx
 ＞0，所以A
 ＋B
 是正定的。

2.3

[image: alt]


2.4　对[image: alt]
 应用引理1.2。

2.5　由练习2.4或式（2.9），有

[image: alt]


2.6　由练习2.5或式（2.10），以及恒等式H
 k，k－1
 ＝H
 k-1，k－1
 Φk－1，k
 ，有

[image: alt]


2.7

[image: alt]


2.8

[image: alt]


2.9

[image: alt]


第二个等式的推导与上式类似。

2.10　因为

[image: alt]


有σ2
 ＝μ2
 /（1－a2
 ）。

对j＝1，有

[image: alt]


对j＝2，有

[image: alt]


等。如果j为负数，也可以得到类似的结果。

由归纳法，可以得出，对于所有的整数j，有E（xk
 xk＋j
 ）＝a｜j｜
 σ2
 。

2.11　由卡尔曼滤波方程（2.17），有

[image: alt]


又

[image: alt]


因此

[image: alt]


使得

[image: alt]


初值为[image: alt]
 0｜0
 ＝E（x0
 ）＝0。

对于值较大的k，有

[image: alt]


2.12

[image: alt]


初始估计为[image: alt]
 。

2.13　应用叠加原理。

2.14　设对于每一个[image: alt]
 ，对于所有的j＜0，有x
 j
 ＝0（和u
 j
 ＝0），并定义

[image: alt]


将这些方程代入

[image: alt]


就可得到期望的结果。

因为对于所有j＜0，有x
 j
 ＝0
 和u
 j
 ＝0
 ，可得x
 0
 ＝0
 。

第3章

3.1　设A
 ＝BB
 T
 ，B
 ＝［bij
 ］≠0
 。则[image: alt]
 。

3.2　根据假设2.1，由于l≥j，[image: alt]
 l
 与x
 0
 、[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 j－1
 、[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 j－1
 独立。

对于常值矩阵B
 0
 ，B
 1i
 和B
 2i
 ，有

[image: alt]


从而对于所有的l≥j，有[image: alt]
 。

3.3　联立式（3.8）和式（3.4），有[image: alt]
 [image: alt]
 ，也就是说，e
 j
 可以用[image: alt]
 0
 ，[image: alt]
 1
 ，…，[image: alt]
 j
 表示。

反过来，有

[image: alt]


[image: alt]


等等；也就是说[image: alt]
 j
 也可以用e
 0
 ，e
 1
 ，…，e
 j
 来表示，所以有Y（e
 0
 ，…，e
 k
 ）＝Y（[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 k
 ）。

3.4　由练习3.3，对一些q×q阶常值矩阵L
 l
 ，l＝0，1，…，i，i＝0，1，…，k－1有

[image: alt]


使得

[image: alt]


则对于j＝0，1，…，k－1，有[image: alt]
 。

3.5　因为

[image: alt]


其中B
 0
 ，B
 1i
 为常值矩阵，并且[image: alt]
 k
 独立于x
 0
 和[image: alt]
 i
 （0≤i≤k－1），于是有〈x
 k
 ，[image: alt]
 k
 〉＝0
 。剩下的可以同理得出。

3.6　应用叠加原理。

3.7　应用在练习3.6中得到的公式，有

[image: alt]


式中Gk
 由标准算法（3.25）得出，且Ak
 ＝Ck
 ＝Γk
 ＝1。

3.8　设

[image: alt]


由练习3.8所描述的系统可以分解为3个子系统：

[image: alt]


i＝1，2，3。

对于每个k，x
 k
 和[image: alt]
 k
 是3维向量，相应的[image: alt]
 k
 和ηk
 是标量，Q
 k
 是3×3的非负正定对称矩阵，Rk
 ＞0也是标量。

第4章

4.1　由式（4.6），有

[image: alt]


4.2　由式（4.6）及E（a
 ）＝a
 ，有

[image: alt]


从而

[image: alt]


4.3　由定义，对于实值函数f和矩阵A
 ＝［aij
 ］，[image: alt]
 ，则

[image: alt]


这就可以给出

[image: alt]


使得

[image: alt]


4.4　由于[image: alt]
 k－2
 是下面各项的线性组合（常值矩阵系数）：

[image: alt]


这些都跟[image: alt]
 k－1
 和[image: alt]
 k－1
 不相关，于是有

[image: alt]


同理，可以证明其他的公式［可能会用到式（4.6）］。

4.5　第一个等式可以从卡尔曼增益方程得到（见定理4.1（c）或式（4.19）），即[image: alt]
 ，使得[image: alt]
 [image: alt]
 。

为了证明第二个等式，应用式（4.18）和式（4.17），得到

[image: alt]


又[image: alt]
 ，可得

[image: alt]


4.6　与推导定理4.1的过程一样，用[image: alt]
 k
 －D
 k
 u
 k
 代替[image: alt]
 k
 ，并且用

[image: alt]


代替

[image: alt]


4.7　设

[image: alt]


并定义x
 k
 ＝［Wk
 　Wk－1
 　Wk－2
 ］T
 ，则

[image: alt]


式中

[image: alt]


4.8　设

[image: alt]


对于j＞m有bj
 ＝0，对于j＞l有cj
 ＝0，并且定义

[image: alt]


则

[image: alt]


式中

[image: alt]
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5.1　[image: alt]
 k
 是下面各项的线性组合（常值矩阵系数）：

[image: alt]


所有这些都独立于[image: alt]
 k
 ，有〈[image: alt]
 k
 ，[image: alt]
 k
 〉＝0
 。另一方面，[image: alt]
 k
 是零均值的。由式（4.6），有

[image: alt]


5.2　由引理4.2，取[image: alt]
 ＝[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 1
 ＝[image: alt]
 k－2
 ，[image: alt]
 2
 ＝[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 ＝[image: alt]
 k－1
 －L（[image: alt]
 k－1
 ，[image: alt]
 k－2
 ），则对于所有x
 ＝[image: alt]
 k－1
 ，有

[image: alt]


等式[image: alt]
 ，可以模仿练习5.1的证明来完成。

5.3　根据引理4.2有

[image: alt]


其最前n维子向量和最后p维子向量分别是下面的线性组合（以常值矩阵为系数）：

[image: alt]


它们都独立于[image: alt]
 k
 ，因此有

[image: alt]


5.4　该证明和练习5.3类似。

5.5　为了简化，记

[image: alt]


由式（5.16），有

[image: alt]


5.6　由[image: alt]
 ，有[image: alt]
 ，从而有[image: alt]
 [image: alt]
 ，等等。

一般地，有

[image: alt]


定义

[image: alt]


则

[image: alt]


一般地，有

[image: alt]


最后，用x
 0
 的无偏估计[image: alt]
 0
 ＝E（x
 0
 ）代替稍微好一些的初始状态估计：

[image: alt]


并设

[image: alt]


则可以得到第2章和第3章的卡尔曼滤波算法。

5.7　设

[image: alt]


从（5.17b）开始，即

[image: alt]


有

[image: alt]


一般地，可得

[image: alt]


通过忽略[image: alt]
 上的“横线”，就可以得到式（5.21）。

5.8

[image: alt]


[image: alt]


（c）矩阵[image: alt]
 可能不可逆，需要额外估计[image: alt]
 中的[image: alt]
 和[image: alt]
 。
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6.1　由于

[image: alt]


有

[image: alt]


6.2　由于

[image: alt]


有

[image: alt]


从而

[image: alt]


6.3　设P
 ＝U
 diag［λ1
 ，…，λn
 ］U
 -1
 ，则

[image: alt]


6.4　设λ1
 ，…，λn
 是F
 的特征值，J
 是其若尔当标准型，则存在非奇异矩阵U
 ，使得

[image: alt]


式中每个*为1或0。因此

[image: alt]


式中每个*表示以下式为界的项：p（k）｜λmax
 ｜k
 ，其中p（k）是k的多项式，｜λmax
 ｜＝max（｜λ1
 ｜，…，｜λn
 ｜）。

因为｜λmax
 ｜＜1，当k→∞时，F
 k
 →0。

6.5　因为

[image: alt]


有

[image: alt]


因此

[image: alt]


6.6　由于x
 k－1
 ＝Ax
 k－2
 ＋Γ
 [image: alt]
 k－2
 是x
 0
 ，[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 k－2
 的线性组合（以常值矩阵为系数），则[image: alt]
 k－1
 ＝A
 [image: alt]
 k－2
 ＋G
 （[image: alt]
 k－1
 －CA
 [image: alt]
 k－2
 ）＝A
 [image: alt]
 k－2
 ＋G
 （CAx
 k－2
 ＋C
 Γ
 [image: alt]
 k－2
 ＋[image: alt]
 k－1）－GCA
 [image: alt]
 k－2
 是x
 0
 ，[image: alt]
 0
 ，…，[image: alt]
 k－2
 和[image: alt]
 k－1
 的类似线性组合，再由[image: alt]
 k－1
 、[image: alt]
 k
 不相关，这两个恒等式就可以得到了。

6.7　因为

[image: alt]


有

[image: alt]


因此

[image: alt]


6.8　参照引理6.8的证明，假设｜λ｜≥1，其中λ是（I－GC
 ）A
 的特征值，可以得到与可控性条件矛盾的结论。

6.9　与练习6.6的证明类似。

6.10　由

[image: alt]


和定理6.2，当j→∞时，有

[image: alt]


因此，B
 j
 ＝[image: alt]
 A
 T
 C
 T
 各个分量都是一致有界的。

6.11　由引理1.4、引理1.6、引理1.7和引理1.10及定理6.1，并应用练习6.10，对于实数r1
 ，0＜r1
 ＜1，存在与i和k无关的正常数C
 ，满足

[image: alt]


6.12　求解Riccati方程（6.6），即

[image: alt]


可得

[image: alt]


然后，可以得到卡尔曼增益

[image: alt]
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7.1　引理7.1的证明是构造性的。设A
 ＝［aij
 ］n×n
 和A
 c
 ＝［lij
 ］n×n
 。由A
 ＝A
 c
 （A
 c
 ）T
 ，可得

[image: alt]


可以证明

[image: alt]


这就给出了下三角矩阵A
 c
 ，该算法称为Cholesky分解。

由（标准）奇异值分解（SVD: singular value decomposition）算法来得到正交矩阵U
 ，使得

[image: alt]


式中，1≤r≤n，s1
 ，…，sr
 是非负定对称矩阵AAT
 的奇异值（为正数）。设置

[image: alt]


7.2

[image: alt]


7.3

[image: alt]


式中

[image: alt]


7.4　在标准卡尔曼滤波过程中，

[image: alt]


是一个奇异矩阵，但是其“平方根”

[image: alt]


是一个非奇异矩阵。

7.5　类似于练习7.1，设A
 ＝［aij
 ］n×n
 和A
 u
 ＝［lij
 ］n×n
 ，由A
 ＝A
 u
 （A
 u
 ）T
 ，可得

[image: alt]


因此可以证明：

[image: alt]


这就给出了上三角矩阵A
 u
 。

7.6　新公式和我们在这一章学习的一样，只是每个有上标c的下三角矩阵必须用相应的上标为u的上三角矩阵代替。

7.7　新公式和7.3节给出的一样，只是每个有上标c的下三角矩阵必须用相应的上标为u的上三角矩阵代替。
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8.1　（a）因为r2
 ＝x2
 ＋y2
 ，有[image: alt]
 ，从而[image: alt]
 和[image: alt]
 [image: alt]
 。

另一方面，因为tanθ＝y/x，有

[image: alt]
 或[image: alt]
 ，使得

[image: alt]


式中x
 k
 ∶＝［xk
 ［1］　xk
 ［2］　xk
 ［3］　xk
 ［4］］T
 。

（d）借助式（8.8）。

8.2　证明很直接。

8.3　证明很直接，可以证出：[image: alt]
 K｜K－1
 ＝A
 k－1
 [image: alt]
 k－1
 ＋B
 k－1
 u
 k－1
 ＝f
 k－1
 （[image: alt]
 k－1
 ）。

8.4　对改进了的观测方程两边取方差

[image: alt]


左边应用估计（[image: alt]
 0
 －C
 0
 （θ）E（x
 0
 ））（[image: alt]
 0
 －C
 0
 （θ）E（x
 0
 ））T
 作为方差Var（[image: alt]
 0
 －C
 0
 （θ）E（x
 0
 ）），有（[image: alt]
 0
 －C
 0
 （θ）E（x
 0
 ））（[image: alt]
 0
 －C
 0
 （θ）E（x
 0
 ））T
 ＝C
 0
 （θ）Var（x
 0
 ）C
 0
 （θ）T
 ＋R
 0
 ，这就可以立即得到式（8.13）。

8.5　由于

[image: alt]


对改进了的观测方程两边取方差：

[image: alt]


左边应用估计（[image: alt]
 1
 －C
 1
 （θ）A
 0
 （θ）E（x
 0
 ））（[image: alt]
 1
 －C
 1
 （θ）A
 0
 （θ）E（x
 0
 ））T
 作为方差Var（[image: alt]
 1
 －C
 1
 （θ）A
 0
 （θ）E（x
 0
 ）），有

[image: alt]


这就可以得到式（8.14）。

8.6　直接应用式（8.8）。

8.7　因为[image: alt]
 是常值向量，有S
 k
 ∶＝Var（[image: alt]
 ）＝0
 ，所以

[image: alt]


根据简单的代数运算，有

[image: alt]


其中*表示矩阵中常值分块矩阵。

则式（8.15）的最后公式给出[image: alt]
 。

8.8

[image: alt]


其中c0
 是[image: alt]
 根据式（8.13）得到的估计；即满足

[image: alt]
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9.1　（a）设[image: alt]
 ，则

[image: alt]


（b）0＜α＜1和[image: alt]
 。

9.2　系统（9.11）的解耦公式直接通过代数运算得到。

9.3

[image: alt]


[image: alt]


（c）设[image: alt]
 ，则

[image: alt]


满足初始条件[image: alt]
 ，其中

[image: alt]


（d）可以直接证明。

9.4　证明很繁琐但是很简单。

9.5　研究式（9.19）和式（9.20）。必须有σp
 、[image: alt]
 、σa
 ≥0，σm
 ＞0和P
 ＞0
 。

9.6　该方程可以通过简单的代数运算得到。

9.7　只需要简单的代数运算即可得到。
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10.1　对于（1）～（4），设*∈｛＋，－，·，/｝，则

[image: alt]


其他的可以通过类似的方式证明。至于（7）的（c）部分，不失一般性，可以只考虑[image: alt]
 和[image: alt]
 中x≥0和y≥0的情形，然后讨论[image: alt]
 ≥0，[image: alt]
 ≤0和[image: alt]
 [image: alt]
 ＜0等不同情况。

10.2　通过定义可以直接证明所有的公式。例如，对于（j.1），有

[image: alt]


10.3　见Alefeld, G.和Herzberger, J.（1983）。

10.4　与练习1.10类似。

10.5　注意到有界系统和其任意邻近系统滤波结果曲线会不时互相交错。

10.6　见Siouris, G., Chen, G.和Wang, J.（1997）。
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11.1

[image: alt]


11.2

[image: alt]


11.3　简单的示意图。

11.4　直接代数运算。

11.5　直接代数运算。
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